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Vorwort zur neunten Auflage.

Bei der Bearbeitung dieses Taschenbuches waren die folgenden Erwagungen
maBgebend :

Mathematik und Mechanik, diese beiden wichtigsten Grundlagen der wissen-
schaftlichen Ingenieurausbildung, sind in eingehender, besonders die Elemente
beriicksichtigender Form dargestellt. Diese Behandlung entspricht den Bediirf-
nissen der Praxis, die meist nur eine allerdings griindliche Beherrschung der
Elemente erfordert. Eine Beschrankung erschien auch deshalb angebracht, weil
bei Losung schwierigerer Aufgaben nicht die knappen Angaben eines Taschen-
buches, sondern groSere Sonderwerke zu Rate gezogen werden.

InderStréomungslehrewerden die Druckverluste in Leitungen, die hydrau-
lischen Messungen sowie der Tragfliigel und die Luftschraube, in der Warme-
lehre der Wirmeiibergang, die Berechnung der spezifischen Wirmen nach
Justi sowie das ¢-z-Diagramm eingehend dargestellt. Ein besonderer Abschnitt
behandelt die Brennstoffe und ihre technische Verwendung. Der Ab-
schnitt Festigkeitslehre wurde durch die Hertzschen Gleichungen erginzt,
die Berechnung der Federn und Platten auf neue Grundlage gestellt. DieWerk-
stoffkunde gibt in zahlreichen Tafeln die neuesten Forschungsergebnisse wieder,
die in diesem Abschnitt enthaltenen ,,Richtlinien fiir die Gestaltung‘‘ lassen die
Bedeutung der Werkstoffkunde fiir den Konstrukteur eindringlich erkennen. Der
zunehmenden Bedeutung der SchweiBkonstruktionen wurde durch ein be-
sonderes Kapitel Rechnung getragen.

Im Abschnitt Maschinenteile wurden Berechnungsgang und Gestaltungs-
grundlagen auf Kosten der Beschbeibung bevorzugt und die Ergebnisse der voran-
gehenden theoretischen Kapitel stirker herangezogen.

In allen diesen Teilen des ersten Bandes wurde groBer Wert auf die Ab-
leitung der Hauptsitze gelegt, da innere GewiBheit iiber den Geltungsbereich
nur bei solchen Formeln besteht, deren Ableitung man kennt. Die zahlreichen
Beispicle dienen nicht nur als Ubungsstoff, sondern sollen auch zur Erweiterung
der Kenntnisse fiihren.

Im Anhang zu Bd.I ist eine gréBere Zahl von Tafeln, wichtige Angaben aus
den verschiedensten Gebieten enthaltend, vereinigt, wobei cine nach diesen ge-
richtete Anordnung durch die Riicksicht auf Raum-Ausnutzung leider nicht
moglich war. Genaue Durchsicht dieses Anhanges vor Benutzung des Buches
ist zu empfehlen. Auf Wiedergabe von Tafeln, deren Zahlen schneller mittels
des Rechenschiebers als durch Aufschlagen des Taschenbuches ermittelt werden
kénnen, wurde verzichtet.

Der praktische Teil in Bd. Il wurde ausschlieBlich mit Riicksicht auf die
Bediirfnisse des Maschineningenicurs bearbeitet. Fiir die Darstellung der ein-
zelnen Kapitel war die Tatsache maBgebend, daB der Spezialist auf seinem
Fachgebiet Taschenbiicher selten oder nie zu Rate zieht, da ihm hier eigene Er-
fahrungswerte und Konstruktionsvorlagen sowie die Fachliteratur zur Verfiigung
stehen, die das Erforderliche in aller Ausfiihrlichkeit enthalten. Aus diesem
Grunde sind die cinzelnen Kapitel in der Weise behandelt, daB sie jedem
Maschineningenieur einen raschen Uberblick auch auf ihm fernerliegende
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Fachgebiete ermdglichen und ihn mit den wichtigsten Methoden und Zahlen-
werten bekannt machen. So bringt das Taschenbuch den engen Zusammenhang
zwischen den verschiedenen Zweigen des gesamten Maschinenbaus zum Aus-
druck und gibt gleichzeitig durch Wiedergabe der neuesten Bauarten und be-
sonders der Elemente ein Bild des heutigen Standes der wichtigsten Gebiete
der Maschinentechnik.

Besonderen Dank schuldet der Herausgeber dem Springer-Verlag, der allen
Wiinschen und namentlich den hochgespannten Anforderungen der Mitarbeiter
in bezug auf die Ausfilhrung der Figuren ohne Einschrinkung entsprochen hat.

Berlin-Frohnau, im Januar 1943.

H. Dubbel.
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Mathematik.
I. Tafeln.

Taschenbuch fiir den Maschinenbau. 9, Aufl. I.



2 A. Tafel der Potenzen, Wurzeln, natiirlichen Logarithmen,
Kreisumfinge und -inhalte.

° 3 F n 1000 7z n?
n| n " 123 ]/; n - | = | = |~
1 1 1 | 1,0000 | 1,0000| 0,0000 |1000,000| 3,142| 0,7854| X
2 4 8 | 14142 | 1,2599| 0,693I | 500,000] 6,283 3,1416( 2
3 9 27 | 1,7321 | 1,4422| 10986 | 333,333] g,425] 7,0686| 3
4 16 64 | 2,0000 | 1,5874] 1,3863 | 250,000} 12,566 | 12,5664 | 4
5 25 125 | 2,2361 |1,7100 1,609g 200,000 | 15,708 | 19,6350| 5§
6 36 216 | 2,4495 | 1,8171] 1,791 166,667 | 18,850 28,2743| 6
7| 49 343 | 2,6458 | 1,9129] 1,0450 | 142,857 21,991 | 38,4845| 7
8 64 512 | 2,8284 | 2,0000| 2,0794 | 125,000 25,133 | 50,2655 8
9 81 729 | 3,0000 |2,0801| 2,1972 | 111,111 | 28,274|63,6173| 9
10| 100 1000 | 3,1623 |2,1544| 2,3026 | 100,000 31,416 [ 78,5398 | 10
11| 121 1331 | 3,3166 |2,2240] 2,3979 | 90,9091 | 34,558 | 95,0332 | 11
12| 144 | 1728 | 3,4641 |2,2804| 2,4849 | 83,3333| 37,699 | 113,007 | 12
13| 169 2197 | 3,6056 |2,3513] 2:5649 | 76,9231 | 40,841 | 132,732 | 13
14| 196 | 2744 | 3,7417 | 2,4101 | 2,6391 | 71,4286 43,982 153,938 | 14
15| 225 | 3375 | 3,8730 |2,4662 | 2,7081 | 66,6667 | 47,124 | 176,715 15
16| 256 4096 | 4,0000 |2,5198 | 2:7726 | 62,5000 50,265 | 201,062 | 16
17| 289 | 4913 | 41231 |2,5713| 2,8332 | 58,8235] 53,407 | 226,980 | 17
18| 324 | 5832 | 442426 |2,6207] 2,8904 | 55,5556 ] 56,549 | 254,469 | 18
19| 361 6859 | 4,3589 |2,6684 2,9444 | 52,6316] 59,690 [ 283,529 | 19
20| 400 | 8000 | 444721 |2,7144] 2,9957 | 50,0000 62,832 | 314,159 | 20
21| 441 | 9261 | 4,58262,7589| 3,0445 | 47,6190 65,973 346,361 | 21
22| 484 | 10648 | 4,6904 | 2,8020] 3,0910 | 45,4545] 69,115 | 380,133 |22
23| 529 | 12167 | 4,7958 | 2,8439| 3:1355 | 43,4783 | 72,257 | 415,476 23
24| 576 | 13824 | 4,8090 |2,8845| 3,1781 | 41,6667 | 75,398 | 452,389 | 24
25| 625 | 15625 | 5,0000 | 2,9240] 3,2189 | 40,0000 78,540 490,874 | 25
26| 676 | 17576 | 5,0990 | 2,9625| 3,2581 | 38,4615| 814681 | 530,929 | 26
27| 729 | 19683 | 5,1962 | 3,0000| 3,2958 | 37,0370| 84,823 572,555 | 27
28| 784 | 21952 | 5,2015 | 3,0366| 3,3322 | 35,7143 ] 87,965 | 615,752 | 28
29| 841 | 24389 | 5,3852 | 3,0723| 3,3673 | 34,4828 91,106 | 660,520 | 29
80| 9oo | 27000 | 54772 | 3,1072| 3,4012 | 33,3333 ] 94,248 | 706,858 | 80
31| 961 | 29791 | 55678 | 3,1414| 3,4340 | 32,2581} 97,389 | 754,768 | 31
32|1024 | 32768 | 5,6569 |3,1748] 3,4057 | 31,2500 |100,531 | 804,248 | 32
33|1089 | 35937 | 57446 |3,2075] 3.4905 | 30,3030 103,673 | 855,299 | 33
34| 1156 | 39304 | 58310 |3,2396] 3,5264 | 29,4118 [106,814 907,920 | 34
35| 1225 | 42875 | 59161 | 3,2711| 3,5553 | 28,5714 |109,956 | 962,113 | 35
36| 1296 | 46656 | 6,0000 |3,3019] 3,5835 | 27,7778 |113,097 | 1017,88 | 36
37|1369 | 50653 | 6,0828 |3,3322| 3,6109 | 27,0270(116,239 | 1075,21 | 37
38|1444 | 54872 | 6,0644 | 3,3620| 3,6376 | 26,3158 119,381 | 1134,11 | 38
39| 1521 | 59319 | 6,2450 | 3,3912| 3,6036 | 25,6410 122,522 | 1194,59 | 39
40| 1600 | 64000 | 6,3246 | 3,4200| 3,6889 | 25,0000 125,66 | 1256,64 | 40
41 (1681 | 68921 | 6,4031 |3,4482| 3,7136 | 24,3902 | 128,81 | 1320,25 | 41
42 (1764 | 74088 | 6,4807 |3,4760|.3,7377 | 23,8095 131,95 | 1385,44 [ 42
43|1849 | 79507 | 6,5574 |3,5034 | 37612 | 23,2558| 135,09 | 1452,20 | 43
44|1936 | 85184 | 6,6332 |3,5303] 3.7842 | 22,7273| 138,23 | 1520,53 | 44
45|2025 | 91125 | 6,7082 | 3,5569| 3,8007 | 22,2222] 141,37 | 1590,43 | 45
46| 2116 | 97336 | 6,7823 |3,5830 3,8286 | 21,7391 144,51 | 1661,00 | 46
47|2209 | 103823 | 6,8557 |3,6088 3,8501 | 21,2766] 147,65 | 1734,94 | 47
482304 | 110592 | 6,9282 | 3,6342) 3,8712 | 20,8333] 150,80 | 1809,56 | 48
49[2401 | 117649 | 7,0000 |3,6593] 38918 | 20,4082| 153,94 | 1885,74 | 49
50 | 2500 | 125000 | 7,0711 | 3,68401 3,9120 | 20,0000| 157,08 | 1963,50 | 50

In 10%1 = 4-2,3026,
In 104 = 49,2103,

In 10+7 = 16,1181,

In 10+2 = 1} 4,6052,
In 10%5 = 4-11,5129,

In 10%8 = 18,4207 .

In 10+3 = + 6,9078,
In 10+% ="4-13,8155,



A. Tatel der Potenzen, Wurzeln, natiirlichen Logarithmen usw.

ne

n?

o

Y

Inn

100
n

TN

x nt
4

2500

125000

7,0711

3,6840

3,9120

20,0000

157,08

1963,50

2601
27 04
28 09
29 16
302§
3136
3249
3364
34 81

132 651
140 608
148 877
157 464
166 375
175616
185193
195 112
205 379

17,1414
7,2111
7,2801

7:3485
7,4162
7,4833
7,5498
7,6158
7,6811

3,7084
3,7325
3,7563
3,7798
3,3030
3,8359
3,8485
3,8709
3,8930

3,9318
3,9512
3,9703
3,9890
4,0073
4,0254
4,0431
4,0004
4,0775

19,6078
19,2308
18,8679
18,5185
18,1818
17,8571
17,5439
17,2414
16,0492

160,22
163,36
166,50
169,65
172,79
175,93
179,07
182,21
185,35

2042,82
2123,72
2206,18
2290,22
2375,83
2463,01
2551,76
2642,08
2733,97

36 00|

216 000

7,7460

39149

4,0943

16,6667

188,50

2827,43

3721
3844
3969
40 96
422§
4356
44 89|
46 24
4761

226 981
238 328
250047
262 144
274 625
287 496
300 763
314432
328 509

7,8102
7,8740
7,9373
8,0000
8,0623
8,1240
8,1854
8,2462
8,3066

319365
3,9579
3,9791
4,0000
4,0207
4,0412
4,0615
4,0817
4,1016

4,1109
4,1271
4,1431

4,1589
4,1744
4,1897

4,2047
4,2195
4,2341

16,3934
16,1290
15,8730
15,6250
15,3846
15,1515
14,9254
14,7059
14,4928

191,64
194,78
197,92
201,06
204,20
207,35
210,49
213,63
216,77

2922,47
3019,07
3117,25
3216,99
3318,31
3421,19
3525,65
3631,68
3739,28

49 00|

343 000

8,3666

4,1213

4,2485

14,2857

219,91

3848,45

50 41
5184
5329
5476
5625
5776
59 29
60 84
62 41

357911
373248
389017
405 224,
421 875
438976
456 533
474552
493039

8,4261
8,4853
8,5440
8,6023
8,6603
8,7178
8,7750
8,8318
8,8882

4,1408
4,1602
4,1793
4,1983
452172
4,2358
4,2543
4,2727
442908

4,2627
4,2767
4,2905

4,3041
4,3175
4,3307
43438
4,3567
43694

14,0845
13,3889
13,6986
13,5135
13,3333
13,1579
12,9870
12,8205
12,6582

223,05
226,19
229,34
232,48
235,62
238,76
241,90
245,04
248,19

3959,19
4071,50
4185,39
4300,84
4417,86
4536,46
4656,63
4778,36
4901,67

64 00

512 000

8,9443

4,3089

4,3820

12,5000

251,33

5026,55

65 61
67 24
68 89
70 56,
72 25
7396
7569
77 44
79 21

531441
551 368
571787
592 704
614 125
636056
658 503
681 472]
704 969

9,0000
9,0554
9,1104
9,1652
9,2195
9,2736
9,3274
9,3808
9,4340

4,3267
4,3445
4,3621
4,3795
4,3968
44140
44310
4,4480
4,4647

4:3944
44067
4,4188

4,4308
4,4427
44543
4,4659

4,4773
4,4886

12,3457
12,1951
12,0482
11,9048
11,7647
11,6279
11,4943
11,3636
11,2360

254,47
257,61
260,75
263,89
267,04
270,18
273,32
276,46
279,60

5153,00
5281,02
5410,61

5541,77
5674,50
5808,80
5944,68
6082,12
6221,14

81 00|

729 000|

9,4868

4,4814

4,4998

11,1111

282,74

6361,73

82 81
84 64|
86 49
88 36
9025
92 16
94 09
96 04
9801

753 571
778 688
804 357
830 584
857 375
834 736
912 673
941 192
970 299

95394
9,5917
9,6437
9,6954
9,7468
9,7980
9,8489
98995
9,9499

4,4979
4,5144
4,5307
4,5468
4,5629
4,5789
4,5947
4,6104
4,6261

4,5109
4,5218
4,5326

45433
4,5539
4,5643
45747
4,5850
4,5951

10,9890
10,8696
10,7527
10,6383
10,5263
10,4167
10,3093
10,2041
10,1010

285,88
289,03
292,17
295,31
298,45
301,59
304,73
307,88
311,02

6503,88
6647,61
6792,91
6939,78
7088,22
7238,23
7389,81
7542,96
7697,69

1 00 00

I 000 000

10,0000

4,6416

4,6052

10,0000

314,16

7853,98

1. Beispiel: 1n 66377 =7

In 66377 =1n (663,77 * 100) =In 663,77 + In 100 = 6,4980 + 4,6052 = 11,1032.
2. Beispiel: 1n 0,003745=2? 0,003 745=374,5 10— 5
in 0,73 745 — 5,0256 — 11,5129 = ~5,5873.
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Mathematik.

Vo

Inn

wn

zn
4

100

10000

1000000

10,0000

4,6416

4,6052

314,16

7853,98

101
102
103
104
10§
106
107
108
109

10201
10404
10609
10816
11025
11236
11449
11664
11881

1030301
1061208
1092727
1124864
1157625
1191016
1225043
1259712
1295029

10,0499
10,0995
10,1489
10,1980
10,2470
10,2956
10,3441
10,3923
10,4403

446570
46723
446875
4,7027
47177
4,7326
47475
4,7622
4,7769

4,6151
4,6250
4,6347
4,6444
4,6540
4,6634
4,6728
4,6821
4,6913

317,30
320,44
323,58
326,73
329,87
333,01
336,15
339,29
342,43

8o11,85
8171,28
8332,29
8494,87
8659,01
8824,73
8992,02
9160,88
933%,32

110

12100

1331000

10,4881

47914

4,7005

345,58

9503,32

111
112
113
114
115
116
117
118
119

12321
12544
12769
12996
13225
13456
13689
13924
14161

1367631
1404928
1442897
1481544
1520875
1560896
1601613
1643032
1685159

10,5357
10,5830
10,6301
10,6771
10,7238
10,7703
10,8167
10,8628
10,9087

4,8059
4,8203
4,8346
4,8488
4,8629
4,8770
4,8910
4,9049
4,9187

4,7095
4,7185
4,7274

4,7362
4,7449
4,7536

4,7622

4,7707
47791

348,72
351,86
355,00
358,14
361,28
364142
367,57
370,71
373,85

9676,89
9852,03
10028,7
10207,0
10386,9
10568,3
10751,3

10935,9
11122,0

116

117
118

119

120

14400

1728000

10,9545

49324

4,7875

376,99

11309,7

121
122
123
124
125
126
127
128
129

14641
14884
15129
15376
15625
15876
16129
16384
16641

1771561
1815848
1860867
1906624
1953125
2000376
2048383
2097152
2146689

11,0000
11,0454
11,0905
11,1355
11,1803
11,2250
11,2694
11,3137
11,3578

4,9461
4,9597
4,9732
4,9866
§5,0000
5,0133
5,0265

5,0397
5,0528

4,7985
4,8040
4,8122
4,8203
4,8283
4,8363
4,8442
4,8520
4,8598

380,13
383,27
386,42
389,56
392,70
395,84
398,98
402,12
405,27

11499,0
11689,9
11882,3
12076,3
12271,8
12469,0
12667,7
12868,0
13069,8

121
122
123
124
125
126
127
128
129

130

16900

2197000

11,4018

50658

48675

408,41

13273,2

130

131
132
133
134
135
136
137
138
139

17161
17424
17689
17956
18225
18496
18769
19044
19321

2248091
2299968
2352637
2406104
2460375
2515456
2571353
2628072
2685619

11,4455
11,4891
11,5326
11,5758
11,6190
11,6619
11,7047
11,7473
11,7898

5,0788
5,0916
5,1045
5,1172
5,1299
5,1426
5,1551
5,1676
5,1801

4.8752
4,8%28
4,8903
4,8978
4,9053
49127
4,9200
49273
4,9345

411,55
414,69
417,83
420,97
424,12
427,26
430,40
433,54
436,68

13478,2
13684,8
13892,9
14102,6
14313,9
14526,7
14741,1
14957,1
1517457

131
132
133
134
135
136
137
138
139

140

19600

2744000

11,8322

51925

49416

439,82

15393,8

140

141
142
143
144
145
146
147
148
149

19881
20164
20449
20736
21025
21316
21609
21904
22201

2803221
2863288
2924207
2985984
3048625
3112136
3176523
3241792
3307949

11,8743
11,0164
11,9583
12,0000
12,0416
12,0830
12,1244
12,1655
12,2066

5,2048
5,2171
512293
552415
52536
5,2656
5,2776
5,2896
5:3015

4,9488
49558
4,9628

4,9698
4,9767
4,9836

4,9904

4,9972
5,0039

442,96
446,11
449,25
452,39
455,53
458,67
461,81
464,96
468,10

15614,5
15836,8
16060,6
16286,0
16513,0
16741,5
16971,7
17203,4
17436,6

141
142
143
144
145
146
147
148
149

150

22500

3375000

12,2474

53133

5,0106

471,24

17671,5

160




A. Tafel der Potenzen, Wurzeln, natiirlichen Logarithmen usw.
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150

22500

3375000

12,2474

5:3133

5,0106

6,6667

471,24

17671,5

150

151
152
153
154
155
156
157
158
159

22801
23104
23409
23716
24025
24336
24649
24964
25281

3442951
3511808
3581577
3652264
3723875
3796416
3869393
3944312
4019679

12,2882
12,3288
12,3693
12,4097
12,4499
12,4900
12,5300
12,5608
12,6095

53251
5,3368
53485
35,3601
53717
5:3832
53947
54061
5,4175

50173
5,0239
5,0304

50370
50434
5,0499
5,0562
5,0626
5,0689

6,6225

6,5790
6,5360

6,4935
6,4516
6,4103
6,3694
6,3291
6,2803

474,38
477,52
480,66
483,81
486,95
490,09
493,23
496,37
499,51

17907,9
18145,8
18385,4
18626,5
18869,2
191134
19359,3
19606,7
19855,7

151
152
153
154

156
157
158
159

160

25600

4096000

12,6491

54238

5,0752

6,2500

502,65

20106,2

160

161
162
163
164
165
166
167
168
169

25921
26244
26569
26896
27225
27556
27889
28224
28561

4173281
4251528
4330747
4410944
4492125
4574296
4657463
4741632
4826809

12,6886
12,7279
12,7671
12,8062
12,8452
12,8841
12,9228
12,9615
13,0000

5,4401
54514
5:4626
5,4737
54848
54959
5,5069
55178
5,5288

5,0814
5,0876
5,0938
5,0999
5,1059
5,1120
5,1180
5,1240
5,1299

6,2112
6,1728
6,1350
6,0976
6,0606
6,0241
5,9880

5/9524
59172

505,80
508,94
512,08
515,22
518,36
521,50
524,65
527,79
530,93

20358,3
20612,0
20867,2
21124,1
21382,5
21642,4
21904,0
22167,1
22431,8

161
162
163
164
165
166
167
168

170

28900

4913000

13,0384

55397

5,1358

5,8824

534,07

22698,0

190

171
172
173
174
175
176
177
178
179

29241
29584
29929
30276
30625
30976
31329
31684
32041

5000211
5088448
5177717
5268024
5359375
5451776
5545233
5639752
5735339

13,0767
13,1149
13,1529
13,1909
13,2288
13,2665
13,3041
13,3417
13,3791

515505
5,5613
55721
5,5828
55934
5,6041
5,6147
5,6252
56357

5,1417
51475
51533
5,1591
5,1648
5,1705
5,1761
5,1818
51874

5,8480
5,8140
5,7804

5.7471
5.7143
5,6818

5,6497
5,6180
5,5866

537,21
540,35
543,59
546,64
549,78
552,92
556,06
559,20
562,35

22965,8
23235,2
23506,2
23778,7
24052,8
24328,5
24605,7
24384,6
25164,9

171
172
173
174
175
176
177
178
179

180

32400

5832000

13,4164

5,6462

53,1930

5,5556

565,49

25446,9

181
182
183
184
185
186
187
188
189

32761
33124
33489
33856
34225
34596
34969
35344
35721

5929741
6028568
6128487
6229504
6331625
6434856
6539203
6644672
6751269

13,4536
13,4907
13,5277
13,5647
13,6015
13,6382
13,6743
13,7113
13,7477

5,6567
5,6671
56774
56877
516980
5,7083
57185
5,7287
5,7388

5.1985
5,2040
5,2095

5,2149
5,2204
5,2257
5,2311
5,2364
5,2417

5,5249
5,4945
5,4645

54348
5,4054
5,3763

5:3476
5,3192
5,2910

568,63
571,77
574,91
578,05
581,19
584,34
587,48
590,62
593,76

25730,4
26015,5
26302,2
26590,4
26880,3
27171,6
27464,6
277591
28%055,2

181
182
183
184
185
186
187
188
x82

19

36100

6859000

13,7840

5,7489

191
192
193
194
195
196
197
198

36481
36864
37249
37636
38025
38416
38809
39204
39601

6967871
7077888
7189057
7301384
7414875
7529536
7645373
7762392
7880599

13,8203
13,8564
13,3924
13,9284
13,9642
14,0000
14,0357
14,0712
14,1067

57590
5,7690
5,7790
5,78g0
57989
5,8088
5,3186
5,3285
58383

5,2470

5,2632

596,90

28352,9

190

5:2523
5,2575
5,2627

5,2679
5,2730
5,2781
5,2832
5,2883
5,2933

5,2356
5,2083
5,1814

600,04
603,19
606,33
609,47
612,61
615,75
618,89
622,04
625,18

28652,1
28952,9
29255,3
29559,2
29864,8
30171,9
304805
30790,7
31102,6

191
192
193
194
195
196
197
198
199

200

40000

8000000

14,1421

 5,8480

5,2983

628,32

314759

200
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1000
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zn
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40000

8000000

14,1421

5,8480

5,2983

5,0000

628,32

314159

201
202
203
204
205
206
207
208

40401
40804
41209
41616
42025
42436
42849
43264
43681

8120601
8242408
8365427
8489664
8615125
8741816
8869743
8998912
9129329

14,1774
14,2127
14,2478
14,2829
14,3178
14,3527
14,3875
14,4222
14,4568

5,8578
5,8675
58771
5,8868
5,8964
5,9059
59155
59250
59345

5,3033
53083
5.3132

5,3181
53230
53279
53327

5:3375
5:3423

4,9751
4,9505
4,9261

4,9020
4,8781
4.8544
4,8309
4,8077
47847

631,46
634,60
637,74
640,88
644,03
647,17
650,31
653,45
656,59

31730,9
32047,4
32365,5
32685,1
33006,4
333292
336535
339795
34307,0

201
202
203
204
205
206
207
208
209

210

44100

9261000

14,4914

5,9439

5:3471

4,7619

659,73

34636,1

210

211
212
213
214
215
216
217
218
219

44521
44944
45369
45796
46225
46656
47089
47524
47961

9393931
9528128

9663597
9800344
9938375
10077696)
10218313,
10360232
10503459

14,5258
14,5602
14,5945
14,6287
14,6629
14,6969
14,7309
14,7648
14,7986

5:9533
5,9627
59721
59814
5,9907
6,0000
6;0092
6,0185
6,0277

5,3519
5,3566
5,3613
5,3660
5,3706
5,3753

5,3799
5,3845
5,3801

4,7393
4,7170
4,6948
4,6729
4,6512
4,6296

4,6083

4,5872
4,5662

662,88
666,02
669,16
672,30
675,44
678,58
681,73
684,87
688,01

34966,7
35298,9
35632,7
35968,1
36305,0
36643,5
36983,6
373253
37668,5

211
212
213
214
215
216
217
218
219

48400

10648000

14,8324

6,0368

5.3936

4,5455

691,15

38013,3

221
222
223
224

226
227
228
229

48841
49284
49729
50176
50625
51076
51529
51984
52441

10793861
10941048
11089567
11239424
11390625
11543176
11697083
11852352
12008989

14,8661
14,8997
14,9332
14,9666
15,0000
15,0333
15,0665
15,0997
151327

6,0459
6,0550
6,0641
6,0732
6,0822
6,0912
6,1002
6,1091
6,1180

5,3982
5,4027
5,4072
5!4116
5,4161
5:4205
54250
54293
54337

4,5249
4,5045
44843

4,4643
4,4444
44248

4,4053
4,3860
4,3668

694,29
697,43
700,58
703,72
706,86
710,00
713,14
716,28
719,42

38359,6
38707,6
39057,1
39408,1
39760,8
4011 5,0
40470,8
40828,1
41187,1

221
222
223
224
225
226
227
228
229

52900

12167000

15,1658

6,1269

5,4381

4,3478

722,57

41547,6

231
232
233
234
235
236
237
238
239

53361
53824
54289
54756
55225
55696
56169
56644
57121

12326391
12487168
12649337
12812904
12977875
13144256
13312053
13481272
13651919

15,1987
15,2315
15,2643
15,2971
15,3297
15,3623
15,3948
I 5,4272
15,4596

6,1358
6,1446
6,1534
6,1622
6,1710
6,1797
6,1885
6,1972
6,2058

5:4424
5,4467
5,4510

5,4553
54596
5,4638
5,4681
5:4723
5:4765

4,3290
4,3103
4,2919

4,2735
4,2553
4,2373
4,2194
4,2017
4,1841

725,71
728,85
731,99
73513
738,27
741,42
744,56
747,70
750,84

41909,6
422733
42638,5
43005,3
43373,6
437435
4411 5,0
44488,1
44862,7

231
232
233
234
235
236
237
238
239

57600

13824000

15,4919

6,2145

5,4806

4,1667

753,98

45238,9

240

241
242
243
244
245
246
247
248
249

58081
58564
59049
59536
60025
60516
61009
61504
62001

13997521
14172488
14348907
14526784
14706125
14886936
15069223
15252992
15438249

15,5242
15,5563
15,5885
15,6205
15,6525
15,6844
15,7162
15,7480
15,7797

6,2231
6,2317
6,2403
6,2488
6,2573
6,2658
6,2743
6,2828
6,2912

5,4848
5.4839
5,4931
5:4972
5,5013
5,5053

5,5094
5,5134
55175

4,1494
4,1322
4,1152

757,12
760,27
763,41
766,55
769,69
772,83
775,97

779,11
782,26

45616,7
45996,1
46377,0
46759,5
47143,5
47529,2
47916/4
48305,1
48695,5

241
242
243
244
245
246
247
248
249

62500

1562 5000]

15,8114

6,2996

5,5215

785,40

49087,4




A. Tafel der Potenzen, Wurzeln, natiirlichen Logarithmen usw.
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1000

n
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62500

15625000

15,8114

6,2996

4,0000

785,40

49087,4

251
252
253
254
255
256
257
258
259

63001
63504
64009
64516
65025
65536
66049
66564
67081

15813251
16003008
16194277
16387064
16581375
16777216
16974593
17173512
17373979

15,8430
15,8745
15,9060
15,9374
15,9687
16,0000
16,0312
16,0624
16,0935

6,3080
6,3164
6,3247
6,3330
6,3413
6,3496
6,3579
6,3661
6,3743

3,9841
3,9683
3,9526
3,9370
3,9216
3,9063
3,8911
3,8760
3,8610

788,54
791,68
794,82
797,96
801,11
804,25
807,39
810,53
813,67

49480,9
49875,9
50272,6
50670,7
51070,5
51471,9
51874,8
52279,2
52685,3

67600

17576000

16,1245

6,3825

3,8462

816,81

53092,9

251
252
253
254
255
256
257
258
259

261
262
263
264
265
266
267
268
269

68121
68644
69169
69696
70225
70756
71289
71824
72361

17779581
17984728
18191447
18399744
18609625
18821096
19034163
19248832
19465109

16,1555
16,1864
16,3173
16,2481
16,2788
16,3095
16,3401

16,3707
16,4012

6,3907
6,3988
6,4070
6,4151
6,4232
6,4312
6,4393
64473
6,4553

3,8314
3,8168
3,8023

3,7879
3,7736

| 3,759

3,7453
3,7313
3,7175

819,96
823,10
826,24
829,38
832,52
835,66
838,81
841,95
845,09

53502,1
53912,9
54325,2
547391
55154,6
55571,6
55990,2
56410,4
56832,2

261
262
263
264
265
266
267
268
269

270

72900

19683000

16,4317

6,4633

3,7037

848,23

572555

270

271
272
273
274
275
276
277
278
279

73441
73984
74529
75076
75625
76176
76729
77284
77841

19902511
20123648
20346417
20570824
20796875
21024576
21253933
21484952
21717639

16,4621
16,4924
16,5227
16,5529
16,5831
16,6132
16,6433
16,6733
16,7033

6,4713
6,4792
6,4872
6,4951
6,5030
6,5108
6,5187
6,5265
6,5343

3,6900

3,6765
3,6630

3,6496
3,6364
3,6232
3,6101
3,5971
3,5842

851,37
854,51
857,65
860,80
863,94
867,08
870,22
873,36
876,50

57680,4
58106,9
58534,9
58964,6
593957
59828,5
60262,8
60698,7
61136,2

271
272
273
274
275
276
277
278
279

280

78400

21952000

16,7332

6,5421

3,5714

879,65

6157552

280

281
282
283
284
285
286
287
288
289

78961
79524
80089
80656
81225
81796
82369
82944
83521

22188041
22425768
22665187
22906304
23149125
23393656
23639903
23887872
24137569

16,7631
16,7929
16,8226
16,8523
16,8819
16,9115
16,9411
16,9706
17,0000

6,5499
6,5577
6,5654
6,5731
6,5808
6,5885
6,5962
6,6039
6,6115

3,5587
3,5461
3,5336

3,5211
3,5088
3,4965
34843

3,4722
3,4602

882,79
885,93
889,07
892,21
895,35
898,50
901,64
904,78
907,92

620135,8
62458,0
62901,8
63347,1
63794,0
6424244
64692,5
65144,1
65597,2

281
282
283
284
285
286
287
288
289

290

84100

24389000

17,0294

6,6191

3,4483

911,06

291
292
293
294
295
296
297
298
299

84681
85264
85849
86436
87025
87616
88209
88804
89401

24642171
24897088
25153757
25412184
25672375
25934336
26198073
26463592

26730899

17,0587
17,0880
17,1172
17,1464
17,1756
17,2047
17,2337
17,2627
17,2916

6,6267
6,6343
6,6419
6,6494
6,6569
6,6644
6,6719
6,6794
6,6869

3,4364
3,4247
3,4130

3,4013
3,389

3,3784
3,3670
3,3557
3,3445

66052,0

290

914,20
917,35
920,49
923,63
926,77
929,91
933,05
936,19
939,34

66508,3
66966,2
67425,6
67886,7
68349,3
68813,4
69279,2
69746,5
702154

291
292
293
294
295
296
297
298
299

300

90000 |27000000)

17,3%3]

6,6943

3,3333

942,48

70685,8

300
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300

90000

27000000

17,3205

6:6943

5,7038

942,48

70685,3

300

301
302
303
304
305
306
307
308
309

90601
91204
91809
92416
93025
93636
94249
94864
95481

27270901
27543608
27818127

28094464
94404

28372625
28652616
28934443
29218112
29503629

17,3494
17,3781
17,4069
17,4356
17,4642
17,4929
17,5214
17,5499
17,5784

6,7018
6,7092
6,7166
6,7240
6,7313
6,7387
6,7460

6,7533
6,7606

5,7071
5,7104
57137
5,7170
5,7203
57236
5,7268
5,7301
5,7333

945,62
948,76
951,90
955,04
958,19
961,33
964,47
967,61
979,75

71157,9
71631,5
72106,6
72583,4
73061,7
73541,5
74023,0
74506,0
74990,6

301
302
303
304
305
306
307
308

810

96100

29791000

17,6068

6,7679

5,7366

973,89

75476,8

810

311
312
313
314
315
316
317
318
319

96721
97344
97969
98596
99225
99856
100489
101124
101761

30080231
30371328
30664297

31255875
31554496
31855013
32157432
32461759

30959144,

17,6352
17,6635
17,6918
17,7200
17,7482
17,7764
17,8045
17,8326
17,8606

6,7752
6,7824
6,7897
6,7969
6,8041
6,8113
6,8185
6,8256
6,8328

5,7398
57430
5,7462

5:7494
5,7520
5,7557

3,1949

3,1847
3,1746
3,1646

3,1546
3,144
3,134

977,04
980,18
983,32
986,46
989,60
992,74
995,88

999,03
1002,2

75964,5
76453,8
76944,7
774371
77931,1
78426,7
78923,9
79422,6
79922,9

31
312
313
314
315
316
317
318
319

320

102400

32768000

17,8885

6,8399

3,1250

1005,3

80424,8

321
322
323
324
325
326
327
328
329

103041
103684,
104329
104976
105625
106276
106929
107584
108241

33076161
33386248
33698267

34328125
34645976
34965783
35287552
35611289

34012224

17,9444
17,9722
18,0000
18,0278
18,0555
18,0831
18,1108
18,1384

6,8470
6,8541
6,8612
6,3683
6,8753
6,8824
6,8894
6,8964
6,9034

3,1153
3,1056
3:0960

13,0864

3,0769
3,0675
3,0581
3,0488
3,0395

1008,5
1011,6
1014,7
1017,9
1021,0
1024,2
1027,3
1030,4
1033,6

80928,2
81433,2
81939,8
82448,0
82957,7
83469,0
83981,8
84496,3
85012,3

320
321
322
323
324
325
326
327
328
329

108900

35937009

18,1659

6,9104

3,0303

1036,7

85529,9

331
332
333
334
335
336
337
338
339

109561
110224
110889
111556
112225
112896
113569
114244
114921

36264691
36594368
36926037
37259704
37595375
37933056
38272753
38614472
38958219

18,1934
18,2209
18,2483
18,2757
18,3030
18,3303
18,3576
18,3848
18,4120

6,9174
6,9244
6,9313
6,9382
6,9451
6,9521
6,9589
6,9658
6,9727

3,0212
3,0121
3,0030

2,9940
2,9851
2,9762
2,9674
2,9586
2,9499

1039,9
1043,0
1046,2
1049,3
1052,4
1055,6
1058,7
1061,9
1065,0

86049,0
86569,7
87092,0
87615,9
88141,3
88668,3
89196,9
89727,0
90258,7

331
332
333
334
335
336
337
338
339

115600

39304000

18,4391

6,9795

2,0412

1068,1

90792,0

341
342
343
344
345
346
347
348
349

116281
116964,
117649
118336
119025
119716
120409
121104,
121801

39651821
40001 688|
40353607
40707584,
41063625
41421736
41781923
42144192
42508549

P

18,4662
18,4932
18,5203
18,5472
18,5742
18,6011
18,6279
18,6548
18,6815

6,9864
6,9932
7,0000
7,0068
7,0136
7,0203
7,0271
7,0338
7,0406

2,9326
2,9240
2,9155
2,9070
2,8986
2,8902
2,8818
2,8736
2,8653

1071,3
1074,4
1077,6
1080,7
1083,8
1087,0
1090,1
1093,3
1096,4

91326,9
91863,3
92401,3
92940,9
93482,0
94024,7
94569,0
95114,9
95662,3

341
342
343
344
345
346
347

349

122500

42875000

18,7083

7,0473

5,8579

2,8571

1099,6

96211,3
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1000
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n

850

122500

42875000

18,7083

70473

2,8571

1099,6 | 96211,3

850

351
352
353
354
355
356
357
358
359

123201
123904
124609
125316
126025
126736
127449
128164
128881

43243551
43614208
43986977
44361864,
44738875
45118016

45499293
45882712
46268279

18,7350
18,7617
18,7883
18,8149
18,8414
18,8680
18,8944
18,9209
18,9473

7,0540
7,0007
7,0674
7,0740
7,0807
7,0873
7,0940
7,1006
7,1072

2,8490
2,8409
2,8329
2,8249
2,8169
2,8090

2,8011
2,7932
2,7855

1102,7 | 96761,8
1105,8 | 97314,0
1109,0 | 97867,7
1112,1 | 98423,0
1115,3 | 98979,8
1118,4 | 99538,2
1121,5| 100098
1124,7 | 100660
1127,8 | 101223

358
352
353
354
353
356
357
358
359

361
362
363
364
365
366
367
368
369
370

129600

46656000

18,9737

7,1138

2,7778

1131,0 | 101788

860

130321
131044
131769
132496
133225
133956
134689
135424
136161

47045881
47437928
47832147
48228544
48627125
49027896
49430863
49836032
50243409

19,0000
19,0263
19,0526
19,0788
19,1050
19,1311
19,1572
19,1833
19,2004

7,1204
7,1269
71335
7,1400
7,1466
7,1531
7,1596
7,1661
7,1726

2,7701
2,7624

2,7548

2,7473
2,7397
2,7322

2,7248

2,7174
2,7100

1134,1 | 102354
1137,3| 102922
1140,4 | 103491
1143,5 | 104062
1146,7 | 104635
1149,8 | 105209
1153,0| 105785
1156,1 | 106362
1159,2 | 106941

361
362
363
364

366

367
368
369

136900

50653000

19,2354

7,1791

2,7027

1162,4 | 107521

870

371
372
373
374
375
376
377
378
379

137641
138384
139129
139876
140625
141376
142129
142884
143641

51064811
51478848
51895117
52313624
52734375
53157376
53582633
54010152
54439939,

19,2614
19,2873
19,3132
16,3391
19,3649
19,3907
19,4165
19,4422
19,4679

7,1855
7,1920
7,1984
7,2048
7,2112
7,2177
7,2240
7,2304
7,2368

2,6954
2,6882
2,6810

2,6738
2,6667
2,6596
2,6525

2,6455
2,6385

1165,5 | 108103
1168,7 | 108687
1171,8| 109272
1175,0| 109858
1178,1 | 110447
1181,2| 111036
1184,4 | 111628
1187,5 | 112221
1190,7 | 112815

371
372
373
374

376
371
378
379

381
382
383
38

386

387
388
389

144400

54872000

19,4936

752432

2,6316

1193,8 | 113411

880

145161
145924
146689
147456
148225
148996
149769
150544
151321

55306341
55742968
56181887
56623104,
57066625
57512456
57960603
58411072
58863869

19,5192
19,5448
19,5704
19,5959
19,6214
19,6469
19,6723
19,6977
19,7231

7,2495
7,2558
7,2622
7,2685
7,2748
7,2811
7,2874
7,2936
7,2999

2,6247
2,6178
2,6110
2,6042
2,5974
2,5907
2,5840
2,5773
2,5707

1196,9 | 114009
1200,1 | 114608
1203,2 | 115209
1206,4 | 115812
1209,5 | 116416
1212,7 | 117021
1215,8 | 117628
1218,9 | 118237
1222,1 | 118847

381
382
383
384

386

387
388
389

152100

59319000

19,7484

7,3061

2,5641

1225,2 | 119459

890

391
392
393
394
395
396
397
398
399

152881
153664
154449
155236
156025
156816
157609
158404
159201

59776471
60236288|
60698457
61162984
61629875
620991 36|
62570773
63044792
63521199

19,7737
19,7990
19,8242
19,8494
19,8746
19,8997
19,9249
19,9499
19,9750

7:3124
7,3186
7,3248
7:3310
7,3372
73434
7:3496
7:3558
7,3619

2,5575
2,5510
2,5445
2,5381
2,5253
2,5189
2,5126
2,5063

1228,4 | 120072
1231,5 | 120687
1234.,60 | 121304
1237,8 | 121922
1240,9 | 122542
1244,1 | 123163
1247,2 | 123786
1250,4 | 124410
1253,5| 125036

160000

64000000

20,0000

7,3681

2,5000

1256,6 | 125664

391
392
393

394
395
396
397
398
399
400
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1000

nn

7 n?
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160000

64000000
4

20,0000

7,3681

2,5000

1256,6

125664

301

403
404
405
406
407
408
409

160801
161604,
162409
163216
164025
164836
165649
166464
167281

64481201
64964808
65450827
65939264
66430125
66923416
67419143
67917312
68417929

20,0250
20,0499
20,0749
20,0998
20,1246
20,1494
20,1742
20,1990
20,2237

7)3742
7,3803
7:3864
7,3925
7,3986
714047
7,4108
7)4169
71,4229

2,4938
2,4876
2,4814
2,4753
2,4691
2,4631
2,4570
2,4510
2,4450

1259,8
1262,9
1266,1
1269,2
1272,3
1275,5
1278,6
1281,8
1284,9

126293
126923
127556
128190
128825
129462
130100
130741
131382

401

403
404
405
406
407
408
499

410

168100

68921000

20,2485

74290

2,430

1288,1

132025

410

411
412
413
414
415
416
417
418
419

168921
169744
170569
171396
172225
173056
173889
174724
175561

69426531
69934528
70444997
70957944
71473375
71991296
72511713
73034632
73560059

20,2731
20,2978
20,3224
20,3470
20,3715
20,3961
20,4206
20,4450
20,4695

74350
7,4410
74470
74530
7,4590
7,4650
7,4710
74770
7,4829

2,4331
2,4272
2,4213
2,4155
2,4096
2,4039
2,3981
2,3923
2,3866

1291,2
1294,3
1297,5
1300,6
1303,8
1306,9
1310,0
1313,2
1316,3

132670
133317
133965
134614
135265
135918
136572
137228
137885

411
412
413
414
415
416
417
418
419

176400

74088000

204939

7,4889

2,3810

1319,5

138544

421
422
423
424
425
426
427
428
429

177241
178084,
178929
179776
180625
181476
182329
183184
184041

74618461
75151448
75686967
76225024
76765625
77308776
77854483
78402752
78953589

20,5183
20,5426
20,5670
20,5913
20,6155
20,6398
20,6640
20,6882
20,7123

7:4948
7:5007
7,5067
7,5126
7,5185
715244
7,5302
7,5361
7,5420

2,3753
2,3697
2,3641

2,3585
2,3529
2,3474
2,3419

2,3365
2,3310

1322,6
1325,8
1328,9
1332,0
1335,2
1338,3
1341,5
1344,6
1347,7

139205
139867
140531
141196
141863
142531
143201
143872
144545

421
422
423
424
425
426
427
428
429

430

184900

79507000

20,7364

7,5478

2,3256

13599

145220

431
432
433
434
435
436
437
438
439

185761
186624,
187489
188356
189225
190096
190969
191844
192721

80062991
80621568
81182737
81746504
82312875
82881856,

83453453
84604519

20,7605
20,7846
20,8087
20,8327
20,8567
20,8806
20,9045

84027672] 20,9284

20,9523

75537
7,5595
7,5654
75712
75770
7,5828
7,5886

715944
7,6001

6,0707
6,0730
6,0753
6,0776
6,0799
6,0822
6,0845

2,3202
2,3148
2,3095
2,3042
2,2989
2,2936
2,2883
2,2831
2,2779

1354,0
1357,2
1360,3
1363,5
1366,6
1369,7
1372,9
1376,0
1379,2

145896
146574
147254
147934
148617
149301
149987
150674
151363

431
432
433
434
435
436
437
438
439

193600

85184000

20,9762

7,6059

6,0868

2,2727

1382,3

152053

441

443
444

194481
195364
196249
197136
198025

446 |198916

447
449

199809
200704
201601

85766121
86350888
86938307
87528384
88121125
88716536
89314623
89915392
90518849

21,0000
21,0238
21,0476
21,0713
21,0950
21,1187
21,1424
21,1660
21,1896

7,6117
7,6174
76232
7,6289
7,6346
7,6403
7,6460
7,6517
7,6574

6,0890
6,0913
6,0936
6,0958
6,0981
6,1003
6,1026
6,1048
6,1070

2,2676
2,2624
2,2573

2,2523
2,2472
2,2422

2,2371
2,2321
2,2272

1385,4
1388,6
1391,7
1394,9
1398,0
1401,2
1404,3
1407,4
1410,6

152745
153439
154134
154830
155528
156228

156930

441

443

446
447

157633 | 448

158337

449

202500,

91125000

21,2132

7,6631

6,1092

2,2222

1413,7

159043
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450

202500

91125000]

21,2132

7,6631

2,2222

1413,7

159043

450

451
452
453
454
455
456
457
458
459 |

203401
204304
205209
206116
207025
207936
208849
209764/
210681

91733851
92345408
92959677
93576664
94196375
94818816
95443993
96071912
96702579

21,2368
21,2603
21,2838
21,3073
21,3307
21,3542
21,3776
21,4009
21,4243

7,6688
7,6744
7,6801
7,6857
7,6914
7,6970
7,7026
7,7082
7,7138

2,2173
2,2124
2,2075

2,2026
2,1978
2,1930
2,1882
2,1834
2,1787

1416,9
1420,0
1423,1
1426,3
1429,4
1432,6
1435,7
1438,8
1442,0

159751
160460
161171
161883
162597
163313
164030
164748
165468

451
452
453
454
455
456
457
458
459

460

211600

97336000

21,4476

77194

2,1739

1445,1

166190

461
462
463
464
465
466
467
468
469,
10
471
472
473
474
475
476
477
478
479
480
481
482
433
484
485
436
487
488
489

212521
213444
214369
215296
216225
217156
218089
219024
219961

97972181
98611128
99252847
99897344
100544625
101194696
101847563
102503232
103161709

21,4709
21,4942
21,5174
21,5407
21,5639
21,5870
21,6102
21,6333
21,6564

7,7250
7,7306
7,7362
7,7418
7,7473
7,7529
7,7584
7,7639
7,7695

2,1602
2,1645
2,1598

2,1552
2,1505
2,1459
2,1413
2,1368
2,1322

1448,3
1451,4
1454,6
1457,7
1460,8
1464,0
1467,1
1470,3
14734

166914
167639
168365
169093
169823
170554
171287
172021
172757

461
462
463
464
465
466
467
468
469

220900

103823000

21,6795

7,7750

2,1277

1476,5

173494

470

221841
222784
223729
224676
225625
226576
227529
228484
229441

104487111
105154048,
105823817
106496424
107171875
107850176
108531333
109215352
109902239

21,7025
21,7256
21,7486
21,7715
21,7945
21,8174
21,8403
21,8632
21,8861

7,7805
7,7860

77915

7,7970
7,8025

7,8079

7,8134
7,8188

7,8243

2,1231
2,1186
2,1142

2,1097
2,1053
2,1008

2,0964
2,0921
2,0877

1479,7
1482,8
1486,0
1489,1
1492,3
14954
1498,5
1501,7
1504,3

174234
174974
175716
176460
177205
177952
178701
179451
180203

471
472
473
474
475
476
477
478
479

230400

110592000

21,9089

7,8297

2,0833

1508,0

180956

231361
232324
233289
234256
235225
236196
237169
238144,
239121

111284641
111980168
112678587
113379904
114084125
114791256
115501303
116214272
116930169

21,9317
21,9545
21,9773
22,0000
22,0227
22,0454
22,0681
22,0907
22,1133

7,8352
7,8406
7,8460
7,8514
7,8568
7,8622
7,8676
7,8730
7,8784

6,1779
6,1800
6,1821
6,1841
6,1862
6,1883
6,1903
6,1924

2,0790
2,0747
2,0704
2,0661
2,0619
2,0576
2,0534

2,0492
2,0450

1511,1
#514,2
151754
1520,5
1523,7
1526,8
1530,0
15331
1536,2

181711
182467
183225
183984
184745
185508
186272
187038
187805

481
482

3
484
485
486
487
488
489

490

240100

117649000

22,1359

7,8837

6,1944

2,0408

15394

188574

490

491
492
493
494
495
496
497
498
499

241081
242064
243049
244036
245025
246016
247009
248004
249001

118370771
119095488
119823157
120553784
121287375
122023936
122763473
123505992
124251499

22,1585
22,1811
22,2036
22,2261
22,2486
22,2711
22,2935
22,3159
22,3383

7,8891
7,8044
7,8998
79051
7,9105
7,9158
7,9211
7,9264
7,9317

6,1964
6,1985
6,2005

6,2025
6,2046
6,2066

6,2086
6,2106
6,2126

2,0367
2,0325
2,0284
2,0243
2,0202
2,0161
2,0121

2,0080
2,0040

1542,5
1545,7
1548,3
1551,9
15551
1558,2
1561,4
1564,5
1567,7

189345
190117
190890
191665
192442
193221
194000
194782
195565

491
492
493
494
495
496
497
498
499

5002 5000012 5000000

22,3607

17,9370

6,2146

2,0000

i1570,8

196350

500
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250000

125000000

22,3607

7,9370

2,0000

1570,8

196350

500

251001
252004
253009
254016
255025
256036
257049
258064
259081

125751501
126506008
127263527
128024064
128787625
129554216
130323843
131096512,
131872229

22,3830
22,4054
22,4277
22,4499
22,4722
22,4944
22,5167
22,5389
22,5610

7,9423
7,9476
7,9528
7,9581
7:9634
7,9686
7,9739
7,9791
7,9843

1,9960
1,9920
1,9881

1,9841
1,0802
1,9763
1,9724
1,9685
1,0646

1573,9
15771
1580,2
15834
1586,5
1589,6
1592,8
1595,9
1599,1

197136
197923
198713
199504
200296
201090
201886
202683
203482

501
502
503
504
505
506
507
508
509

260100

132651000

22,5832

7,9896

1,9608

1602,2

204282

510

261121
262144
263169
264196
265225
266256
267289
268324,
269361

133432831
134217728
135005697
135796744
136590875
137388096
138188413
138991832
139798359

22,6053

22,6274 | 8,

22,6495
22,6716
22,6936
22,7156
22,7376

22,7596
22,7816

7:9948

8,0052
8,0104
8,0156
8,0208
8,0260
8,0311
8,0363

1,9570
1,9531
1,9493

1,9455
1,9418
1,9380

1,9342
1,9305
1,9268

1605,4
1608,5
1611,6
1614,3
1617,9
1621,1
1624,2
1627,3
1630,5

205084
205887
206692
207499
208307
209117
209928
210741
211556

[3%3
512
513
514
515
516
517
518
519

270400

1406080001

8,0415

1,9231

1633,6

212372

520

523
524
525

271441
272484
273529
274576
275625

526
527
528
529

516616
277729
278784
279841

141420761
142236648
143055667
143877824
144703125
145531576
146363183
147197952
148035889

22,8254
22,8473
22,8692
22,8910
22,9129
22,9347
22,9565
22,9783
23,0000

8,0466
8,0517
8,0569
8,0620
8,0671
8,0723
8,0774
8,0825
8,0876

1,9194
1,9157
1,9121
1,908
1,904
1,901

1,8975

1,8939
1,8904

1636,8
1639,9
1643,1
1646,2
1649,3
1652,5
1655,6
1658,8
1661,9

213189
214008
214829
215651
216475
217301
218128
218956
219787

521
522
523
524
525
526
527
528
529

530

280900

148877000

23,0217

8,0927

1,8868

1665,0

220618

530

531
532
533
534
535
536
537
538
539

281961
283024
284089
285156
286225
287296
288369
289444
290521

149721291
150568768
151419437
152273304
153130375
153990656
154854153
155720872
156590819

23,0434
23,0651
23,0868
23,1084
23,1301
23,1517
23,1733
23,1948
23,2164

8,0978
8,1028
8,1079
8,1130
8,1180
8,1231
8,1281
8,1332
8,1382

1,8832

1,8797
1,8762

1,8727
1,86092
1,8657
1,8622
1,8587
1,8553

1668,2
1671,3
1674,5
1677,6
1680,8
1683,9
1687,0
1690,2
1693,3

221452
222287
223123
223961
224801
225642
226484
227329
228175

531
532
533
534
535
536
537
538
539

291600

157464000

23,2379

8,1433

1,8519

1696,5

229022

540

541
542
543
544
545
546

292681
293764
294849
295936
297025
298116

547

299209
300304
301401

158340421
159220088
160103007
160989184
161878625
162771336}
163667323
164566592]
165469149

23,2594
23,2

23,3024
23,3238
23,3452
23,3666
23,3880
23,4094
23y4307

8,1483
8,1533
8,1583
8,1633
8,1683
8,1733
8,1783
8,1833
8,1882

1,8484
1,8450
1,8416

1,8382
1,8349
1,8315
1,8282
1,8248
1,8215

1699,6
1702,7
1705,9
1709,0
1712,2
17153
1718,5
1721,6
1724,7

229871
230722
231574
232428
233283
234140
234998
235858
236720

541
542
543
544
545
546
547

48
549

w

302500

166375000

23,4521

8,1932

1,8182

1727,9

237583

550
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550

302500

16637 5000)

23,4521

8,1932

1,8182

1727,9

237583

551
552
553
554

556
557
558
559

303601

305809
306916
308025
309136
310249
311364
312481

304704(168196608

167284151

169112377
170031464
170953875
171879616
172808693
173741112
174676879

23,4734
23,4947
23,5160
23,5372
23,5584
23,5797
23,6008
23,6220
23,6432

8,1982
8,2031
8,2081
8,2130
8,2180
8,2229
8,2278
8,2327
82377

1,8149
1,8116
1,8083
1,8051
1,8018
1,7986

1,7953
1,7921
1,7889

1731,0
1734,2
1737,3
17404
1743,6
1746,7
17499

17530
1756,2

238448
239314
240182
241051
241922
242795
243669
244545
245422

551
552
553
554
555
556
557
558
559

560

313600

175616000

23,6643

8,2426

1,7857

17593

246301

561
562
563
564
565
566
567
568
569

314721
315844
316969
318096
319225
320356
321489
322624
323761

176558481
177504328
178453547
179406144
180362125
181321496
182284263
183250432
184220009

23,6854
23,7065
23,7276
23,7487
23,7697
23,7908
23,8118
23,8328
23,8537

8,2475
8,2524
8,2573
8,2621
8,2670
8,2719
8,2768
8,2816
8,2865

1,7825
1,7794
1,7762

1,7731
1,7699
1,7668

1,7637
1,7606

1,7575

1762,4
1765,6
1768,7
1771,9
1775,0
1778,1
1781,3
1784,4
1787,6

247181
248063
248947
249832
250719
251607
252497
253388
254281

561
562
563
564
565
566
567
568
569

570

324900

185193000

23,8747

8,2913

1,7544

17997

255176

570

571
572
573
574

576
577
578
579

326041
327184
328329
329476
330625
331776
332929
334084
335241

186169411
187149248
188132517
189119224
190109375
191102976
192100033
193100552
194104539

23,8956
23,9165
23,9374
23,9583
23,9792
24,0000
24,0208
24,0416
24,0624

8,2962
8,3010
8,3059
8,3107
8,3155
8,3203
8,3251
8,3300
8,3348

1,7513
1,7483
1,7452

1,7422
1,7391
1,7361

1,7331
1,7301
1,7271

1793,8
1797,0
1800,1
1803,3
1806,4.
1809,6
1812,7
1815,8
1819,0

256072
256970
257869
258770
259672
260576
261482
262389
263298

571
572
573
574

576
577
578
579

336400

195112000

24,0832

8,3396

1,7241

1822,1

264208

581
582
583
584
585
586
587
588
589

337561
338724
339889
341056
342225
343396,
344569
345744
346921

196122941
197137368
198155287
199176704
200201625
201230056
202262003,
203297472
204336469

24,1039
24,1247
24,1454
24,1661
24,1868
24,2074
24,2281
24,2487
24,2693

8,3443
8,3491
8,3539
8,3587
8,3634
8,3682
8,3730

8,3777
8,3825

1,7212
1,7182
1,7153

1,7123
1,7094
1,7065
1,7036
1,700
1,697

590

348100

205379000

24,2899

8,3872

1,6949

1825,3
18284
1831,6
1834,7
1837,8
1841,0
184441
1847,3
1850,4

265120
266033
266948
267865
268783
269703
270624
271547
272471

581
582
583
584

586

587
588
589

1853,5

273397

591
592
593
594
595
596
597
598
599

349281
350464
351649
352836
354025
355216
356409

357604
358801

206425071
207474688
208527857
209584584
210644875
211708736
212776173
213847192
214921799

24,310 S
24,3311
24,3516
24,3721
24,3926
24,4131
24,4336
24,4540
24,4745

8,3919
8,3967
8,4014
8,4061
8,4108
8,4155
8,4202
8,4249
8,4296

1,6021
1,6892
1,6863

1,6835
1,6807
1,6779
1,6750
1,6722
1,6695

1856,7
1859,8
1863,0
1866, 1
1869,2
1872,4

118755

1878,7
1881,8

274325
275254
276184
277117
278051
278986
279923
280862
281802

591
592
593
594
595
596
597
598
599

360000

216000000

24,4949

8,4343

1,6667

1885,0

282743
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600

360000

216000000

24,4949

8,4343

1885,0

282743

600

601
602
603
604
605
606
6o7
608
609

361201
362404
363609
364816
366025
367236
368449
369664
370881

217081801
218167208
219256227
220348864
221445125
222545016
223648543
224755712
225866529

24,5153
24,5357
24,5561
24,5764
24,5967
24,6171
24,6374
24,6577
24,6779

8,4390
8,4437
8,4484
8,4530
8,4577
8,4623
8,4670
8,4716
8,4763

1888,1
1891,2
1894,4
1897,5
1900,7
1903,8
1906,9
1910,1
1913,2

283687
284631
285578
286526
287475
288426
289379
290333
291289

610

372100

226981000

24,6982

8,4809

19164

292247

601
602
603
604
605
606
607
608

610

611
612
613
614
615
616
617
618
619

373321
374544
375769
376996
378225
379456
380689
381924
383161

228099131
229220928
230346397
231475544
232608375
233744896
234885113
236029032
237176659

24,7184
24,7386
24,7588
2447790
24,7992
24,8193
24,8395
24,8596
24,8797

8,4856
8,4902
8,4948
8,4994
8,5040
8,5086
8,5132
8,5178
8,5224

1919,5
1922,7
1925,8
1928,9
1932,1
1935,2
1938,4
1941,5
1944,

293206
294166
295128
296092
297057
298024
298992
299962

6 | 300934

620

384400

238328000

24,8998

8,5270

1947,8

301907

621
622
623
624
625
626
627
628
629

385641
386884,
388129
389376
390625
391876
393129
394384
395641

239483061
240641848
241804367
242970624
244140625
245314376
246491883
247673152
248858189

24,9199
24,9399
24,9600
24,9800
25,0000
25,0200
25,0400
25,0599
25,0799

8,5316
8,5362
8,5408

8,5453
8,5499
8)5 544
8,5590
8,5635
8,5681

6,4329
6.4345
6,4362
6,4378
6,4394

6,4409
6,4425
6,4441

1950,9
1954,1
1957,2
1960,4
1963,5
1966,6
1969,8
1972,9
1976,1

302882
303858
304836
305815
306796
307779
308763
309748
310736

611
612
613
614
615
616
617
618
619
620
621
622
623
624
625
626
627
628
629

680

396900

250047000

25,0998

8,5726

6,4457

1979,2

311725

630

631
632
633
634
635
636
637
638
639

398161

399424
400689

251239591
252435968
253636137

401956
403225

254840104
256047875

404496
405769

407044
408321

257259456
258474853
259694072
260917119

25,1197
25,1396
25,1595
25,1794
25,1992
25,2 190
25,2389
25,2587
25,2784

8,5772
8,5817
8,5862
8,5907
8,5952
8,5997
8,6043
8,6088
8,6132

6,4473
6,4489
6,4505
6,4520
6,4536
6.,4552
6,4568
6,4583
6,4599

1982,3
1985,5
1988,6
1991,8
1994,9
1998,1
2001,2
2004,3
2007,5

312715
313707
314700
315696
316692
317690
318690
319692
320695

631
632
633
634
635
636
637
638
639

640

409600
=7

262144000

25,2982

8,6177

6,4615

2010,6

321699

640

641
642
643
644
645
646
647
648
649

410881
412164,
413449
414736
416025
417316
l418609
1419904
421201

263374721
264609288
265847707
267089984
268336125
269586136
270840023
272097792
273359449

25,3180
25,3377
25,3574
25,3772
25,3969
25,4165
25,4362
25,4558
25,4755

8,6222
8,6267
8,6312
8,6357
8,6401
8,6446
8,6490
8,6535
8,6579

2013,8
2016,9
2020,0
2023,2
2026,3
2029,5
2032,6
2035,8
2038,9

322705
323713
324722
325733
326745
327759
328775
329792
330810

641
642
643
644
645
646
647
648
649

650

922500

27462 5000]

25,4051

8,6624

2042,0

331831

650
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650

422500

274625000

25,4951

8,6624

1,5385

2042,0

331831

650

651
652
653
654
655
656
657
658
659

423801
425104
426409
427716
429025
430336
431649
432964
434281

275894451
277167808
278445077
279726264
281011375
282300416
283593393
284890312
286191179

25,5147
25,5343
25,5539
25,5734
25,5930
25,6125
25,6320
25,6515
25,6710

8,6668
8,6713
8,6757
8,6801
8,6845
8,6890
8,6934
8,6978
8,7022

1,5361
1,5337
1,5314
1,5291
1,5267
1,5244
1,5221
1,5198
I,5175

2045,2
2048,3
2051,5
2054,6
2057,7
2060,9
2064,0
2067,2
2070,3

332853
333876
334901
335927
336955
337985
339016
340049
341084

651
652
653
654
655
656
657
658
659

435600

287496000

25,6905

8,7066

1,5152

2073,5

342119

661
662
663
664
665
666
667
668
669

436921
438244
439569
440896
442225
443556
444889
446224
447561

288804781
290117528
291434247
292754944
294079625
295408296
296740963
298077632
299418309

25,7099
25,7294
25,7488
25,7682
25,7876
25,8070
25,8263
25,8457
25,8650

8,7110
8,7154
8,7198
8,7241
8,7285
8,7329
8,7373
8,7416
8,7460

1,5129
1,5106
1,5083
1,5060
1,5038
I,50I5

1,4993
1,4970
1,4948

2076,6
2079,7
2082,9
2086,0
2089,2
2092,3
2095,4
2098,6
2101,7

343157
344196
345237
346279
347323
348368
349415
350464
351514

660
661
662
663
664
665
666
667
668
669

670

448900

300763000

25,8344

8,7503

1,4925

2104,9

352565

670

671
672
673
674
675
676
677
678
679

450241
451584
452929
454276
455625
456976
458329
459684
461041

302111711
3034644438
304821217
306182024
307546875
308915776
310288733
311665752
313046839

25,9037
25,9230
25,9422
25,9615
25,9808
26,0000
26,0192
26,0384
26,0576

8,7547
8,7590
8,7634
8,7677
8,7721
8,7764
8,7807
8,7850
8,7893

1,4903
1,4881

1,4859
1,4837
1,4815
1,4793
1,4771

1,4749
1,4728

2108,0
2111,2
2114,3
21174
2120,6
2123,7
2126,9
2130,0
2133,1

353618
354673
355730
356788
357847
358908
359971

361035
362101

671
672
673
674
675
676
677
678
679

680

462400
4024

314432000

26,0768

8,7937

1,4706

2136,3

363168

680

631
682
683
684
685
686
687
688
689

463761
465124
466489
467856
469225
470596
471969
473344
474721

315821241
317214568
318611987
320013504
32141912%
322828856
324242703
325660672
327082769

26,0960
26,1151
26,1343
26,1534
26,1725
26,1916
26,2107
26,2298
26,2488

8,7980
8,3023
8,8066
8,8109
8,8152
8,8194
8,8237
8,8280
8,8323

1,4684
1,4663
1,4641
1,4620
1,4599
1,4577

1,4556

1,4535
1,4514

21394
2142,6
21457
2148,8
2152,0
2155,1
2158,3
2161,4
2164,6

364237
365308
366380
367453
368528
369605
370684
371764
372845

690

476100

328509000

26,2679

8,8366

1,4493

691

693
694
695
696

697
699

477481
478864

480249
400249

329939371
331373888
332812557

481636
483025
484416
485809
487204
488601

334255384
335702375
337153536
338608873
340068392
341532099

26,2869
26,3059
26,3249
26,3439
26,3629
26,3818
26,4008
26,4197
26,4386

8,8408
8,8451
8,8493
8,8536
8,8578
8,8621
8,8663
8,8706
8,8748

1,4472
1,4451
1,4430

2167,7

373928

681
682
683
684
685
686
687
688
689
690

2170,8
2174,0
2177,1
2180,3
2183,4
2186,5
2189,7
2192,8
2196,0

375013
376099
377187
378276
379367
380459
381553
382649
383746

691
692
693
694
695
696
697
698
699

700

490000
45

343000000

26,4575

8,8790

2199,1

384845

700
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Q0000
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343000000

26,4575

8,8790

6,55I1

1,4286

2199,1

384845

700

491401
492804
494209
495616
497025
493436

499849
49904

501264
502681

344472101
345948408
347428927
348913664
350402625
351895816

353393243

354894912
356400829

26,4764
26,4953
26,5141
26,5330
26,5518
26,5707
26,5895
26,6083
26,6271

8,8833
8,8875
8,8917
8,8959
8,9001
8,9043
8,9085
8,9127
8,9169

6,5525
6,5539
6,5554
6,5568
6,5582
6,5596
6,5610
6,5624
6,5639

1,4265
1,4245
114225

1,4205
1,4184
1,4164
1,4144
1,4124
1,4104

2203,3
220554
2208,5
2211,7
2214,8
2218,0
2221,1
2224,2
2227,4

385945
387047
388151
389256
390363
391471
392580
393692
394805

701
702
703
704
705
706
707
708
799

504100

357911000

26,6458

8,9211

6,5653

1,4085

2230,5

395919

10

713
714
715
716
717
718
719

505521
506944
508369
509796
511225
512656
514089

515524
516961

359425431
36094412
362467097
363994344
365525875
367061696
368601813
370146232
371694959

26,6646

8 |26,6833

26,7021
26,7208
26,7395
26,7582
26,7769

26,7955
26,8142

8,9253
8,9295
8,0337
8,0378
8,9420
8,9462
8,9503
8,9545
8,9587

6,5667
6,5681
6,5695

1,4065
1,4045
1,4025
1,4006
1,3986
1,3967

1,3947
1,3928
1,3908

2233,7
2236,8
2240,0
2243,1
2246,2
22494
22525
22557
2258,8

397035
398153
399272
400393
401515
402639
403765
404892
406020

711
712
713
714
715
716
717
718
719

720

518400

373248000

26,8328

8,628

1,3889

2261,9

407150

720

721
722
723
724
725
726
727
728
729

519841
521284
522729
524176
525625
527076
528529
529984
531441

374805361
376367048
377933067
379503424
381078125
382657176
384240583
385828352
387420489

26,8514
26,8701
26,8887
26,9072
26,9258
26,9444
26,9629
26,9815
27,0000

8,9670
8,9711
8,9752
8,9794
8,0835
8,9876
8,9018

8,9959
9,0000

1,3870
1,3850
1,3831
1,3812
1,3793
1,3774

1,3755
1,3736
1,3717

2265,1
2268,2
2271,4
2274,5
22777
2280,8
2283,9
2287,1
2290,2

408282
409415
410550
411687
412825
413965
415106
416248
417393

721
722
723
724
725
726
727
728
729

30

532900

389017000

27,0185

9,0041

1,3699

22934

418539

780

731
732
733
734
735
736
737
738
739

534361
535824
537289
538756
540225
541696
543169
544644/
546121

390617891
392223168
393832837
395446904
397065375
398688256
400315553
401947272
403583419

27,0370
27,0555
27,0740
27,0924
27,1109
27,1293
27,1477
27,1662
27,1846

9,0082

9,0123| 6

9,0164
9,0205
9,0246
9,0287
9,0328
9,0369
9,0410

1,3680
1,3661
1,3643
1,3624
1,3605
1,3587
1,3569
1,3550
1,3532

2296,5
2299,6
2302,8
2305,9
2309,1
2312,2
23154
2318,5
2321,6

419686
420835
421986
423138
424293
425447
426604
427762
428922

731
732
733
734
735
736
737
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9,0532
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1,3477
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27,3861
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27,7849
27,8029
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27,8568
27,8747
27,8927
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9,1855 | 6,6529
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1,2970
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1,2937
1,2920
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9,2326 | 6,6682
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9,2404 | 6,6708
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1,2788
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1,2690
1,2674
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680625
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683929
685584
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559476224
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565609283
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28,6705
28,6880
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28,7750
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9,3789
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9,3865
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846
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714025
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719104
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9,4578
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6,7417
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560794
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864
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640503928
642735647
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649461896
651714363
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29,3598
29,3769
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29,4279
29,4449
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95391
9:5427

6,7581
6,7593
6,7604
6,7616
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29,4958

9,5464
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871
872
873
874
875
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877
878
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758641
760384
762129
763876
765625
767376
769129
770884
772641

660776311
663054848
665338617
667627624
669921875
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674526133
676836152
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9,6118
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1,1261

1,1249

2767,7
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2786,6
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620717

881
882
883
884
885
886
887
838
889

890

792100

704969000

29,8329

9,6190

1,1236

2796,0

622114

800

Borx
892
893
894
895
896

793881
795664
797449
799236,
801025
802816

897
898

804609
806404,

899

808201

707347971
709732288
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2909,1
2912,3
2915.4
2918,5

666207
667654
669103
670554
672006
673460
674915
676372
677831

921
922
923
924
925
926
927
928
029

930

864900
49

804357000

39,4959

9,7610

1,0753

2921,7

679291

930

931

866761

932
933
934
935
936
937
938
939

868624
870489
872356
874225
876096
877969
879844
881721

806954491
809557568
812166237
814780504
817400375
820025856
822656953
825293672
827936019

30,5123
30,5287
30,5450
30,5614
30,5778
30,5941
30,6105
30,6268
30,6431

9,7645
9,7680

%7715
9,7750
9,7785
9,7819
9,7854
9,7889
9,7924

1,0741
1,0730
1,0718
1,0707
1,0695
1,0684
1,0672
1,0661
1,0650

2924,8
2928,0
2931,1
293452
29374
2940,5
2943,7
2946,8
2950,0

680752
682216
683680
685147
686615
688084

689555
691028
692502

931
932
933
934
935
936
937
938
939

940

383600

830584000

30,6594

97959

1,0638

29531

693978

940

941
942
943
944
945
946
947
948
949

885481
887364,
889249
891136
893025
894916
896809

833237621
835896888
838561807
841232384
843908625
846590536
849278123

898704,
900601

851971392
854670349

30,6757
30,6920
30,7083
30,7246
30,7409
30,7571
30,7734
30,7896
30,8058

97993
9,8028

9,8063

9,8097
9,8132
9,8167
9,8201
9,8236
9,8270

1,0627
1,0616
1,0605
1,0593
1,0582
1,0571
1,0560
1,0549
1,0537

2956,2
29594
2962,5
2965,7
2968,8
2971,9
29751
2978,2
2981,4

695455
696934
698415
699897
701380
702865
704352
705840
7907330

941
942
943
944
945
946
947
948

949

950

902500|857375000

30,8221

9,3305

1,0526

298j§

708822

950




A, Tafel der Potenzen, Wurzeln, natiirlichen Logarithmen usw.
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n2

nd

V

Vo

1000
n

TN

=
4

950

902500

857375000

30,8221

9,8305

1,0526

2984,5

708822

950

951
952
953
954

956
957
958
959

904401
906304
908209
910116
912025
913936
915849
917764
919681

860085351
862801408
865523177
868250664
370983875
873722816
876467493
879217912
881974079

30,8383
30,8545
30,8707
30,8869
30,0031
30,9192
30,9354
30,9516
30,9677

9,8339
98374
9,8408
9,8443
9,3477
9,8511
9,8546
9,8580
9,8614

1,0515
1,0504
1,0493
1,0482

1,0471
1,0460

1,0449

1,0438
1,0428

2987,7
2990,8
2993,9
2997,1
3000,2
3003,4
3006,5
3009,6
3012,8

710315
711809
713306
714803
716303
717804
719306
720810
722316

951
952
953
954
955
956
957
958
959

921600

884736000

30,9839

9,8648

1,0417

3015,9

723823

960

961
962
963
964

966

967
968
969

923 52 I
925444
927369

887503681
890277128
893056347

909096
931225
933156
935089
937024
938961

895841344
898632125
901428696
904231063
907039232
909853209

31,0000
31,0161
31,0322
31,0483
31,0644
31,0805
31,0966
31,1127
31,1288

9,8683
9,8717
9,8751
9,8785
9,8819
9,8854
9,8888
9,8922
9,8956

1,0406
1,0395
1,0384
1,0373
1,0363
1,0352
1,0341

1,0331
1,0320

3019, 1
3022,2
3025,4
3028,5
3031,6
3034,8
3037,9
3041,1
30442

725332
726842
728354
729867
731382
732899
734417
735937
737458

961
962
963
964
965
966
967
968
969

970

940900

912673000

31,1448

9,8990

1,0309

3047,3

738981

970

971
972
973
974

976
977
978
979

942841
944784
946729
948676
950625
952576
954529
956484
958441

915498611
918330048
921167317
924010424
926859375
929714176
932574833
935441352
938313739

31,1609
31,1769
31,1929
31,2090
31,2250
31,2410
31,2570
31,2730
31,2890

9,9024
9,9058
9,9092
9,9126
9,9160
9,9194
9,9227
9,9261
9,9295

1,0299
1,0288
1,0278

1,0267
1,0256
1,0246
1,0235
1,0225
1,0215

3050,5
3053,6
3056,8
3059,9
3063,1
3066,2
3069,3
3072,5
3075,6

740506
742032
743559
745088
746619
748151
749685
751221
752758

971
972
973
974

976
977
978
979

960400

941192000

31,3050

9,9329

1,0204

3078,8

754296

980

981
982

983 966!

984

986
987
988
989

962361
964324

944076141
946966168

9(049862087

968256
970225
972196
974169

976144,
978121

952763904
955671625
958585256
961504803
964430272
967361669

31,3209
31,3369
31,3528
31,3688
31,3847
31,4006
31,4166
314325
31,4484

9,9363
99396
9,9430
9,9464
9,9497
9,9531
9,9565
9,9593
9,9632

1,0194
1,0183
1,0173

1,0163
1,0152
1,0142
1,0132

1,0122
1,011

3081,9
3085,0
3088,2
3091,3
3094,5
3097,6
3100,8
3103,9
3107,0

755837
757378
758922
760466
762013
763561
765111
766662
768214

981
982
983
984

986

987
988
989

990

980100

070299000

31,4643

9,9666

1,0101

3110,2

769769

990

991
992
993
994
995
996
997
998

982081
984064
986049

973242271
976191488
979146657

988036
990025
992016
994009

982107784
985074875
988047936
991026973

096004
990004

994011992

1

997002999

31,4802
31,4960
31,5119
31,5278
31,5436
31,5595
31,5753

31,5911
31,6070

9,9699
9,9733
9,9766
9,9800
9,9833
9,9866
9,9900
9,9933
9,9967

1,0091
1,0081
1,0071

1,0060
1,0050
1,0040
1,0030
1,0020
1,00I0

3113,3
3116,5
3119,6
3122,7
31259
3129,0
3132,2
3135,3
3138,5

771325
772882
774441
776002
777564
779128
780693
782260
783828

991
992
993
994
995
996
997
998

999




22 B. Tafel der 4stelligen Mantissen der Briggsschen Logarithmen
von 100--549.

Zabhll 0 | 1 | 2 | 3 | 4|5 | 6 | 7| 8| 9 |ID

10 | 0000 | 0043 | 0086 | 0128 | 0170| 0212 | 0253 | 0294 | 0334 | 0374 | 40
11 | 0414 | 0453 | 0492 | 0531 | 0569 | 0607 | 0645 | 0682 | 0719 | 0755 | 37
12 | 0792 | 0828 | 0864 | 0899 | 0934 0969 | 1004 | 1038 | 1072 | 1106 | 33
13 | 1139 | 1173 | 1206 | 1239 | 1271 1303 | 1335 | 1367 | 1399 | 1430 | 31
14 | 1461 | 1492 | 1523 | 1553 | 1584 | 1614 | 1644 | 1673 | 1703 | 1732 | 29

15 | 1761 | 1790 | 1818 | 1847 | 1875| 1903 | 1931 | 1959 | 1987 | 2014 | 27
16 | 2041 | 2068 | 2095 | 2122 | 2448 2175 | 2201 | 2227 | 2253 | 2279 | 25
17 | 2304 | 2330 | 2355 | 2380 | 2405 | 2430 | 2455 | 2480 | 2504 | 2529 | 24
18 | 2553 | 2577 | 2601 | 2625 | 2648 2672 | 2695 | 2718 | 2742 | 2765 | 23
19 | 2788 | 2810 | 2833 | 2856 | 2878 | 2900 | 2923 | 2945 | 2967 | 2989 | 21

20 | 3010 | 3032 | 3054 | 3075 | 3096 3118 | 3139 | 3160 | 3181 | 3201 | 21
21 | 3222 3243 | 3263 | 3284 | 3304 | 3324 | 3345 | 3365 | 3385 | 3404 | 20
22 | 3424 | 3444 | 3464 | 3483 | 3502| 3522 | 3541 | 3560 | 3579 [ 3598 | 19
23 | 3617 | 3636 | 3655 | 3674 | 3692 3711 | 3729 | 3747 | 3766 3784 | 18
24 | 3802 | 3820 | 3838 | 3856 | 3874 | 3892 | 3909 | 3927 | 3945 | 3962 | 17

25 | 3979 | 3997 | 4014 | 4031 | 4048 | 4065 | 4082 | 4099 | 4116 | 4133 | 17
26 | 4150 | 4166 | 4183 | 4200 | 4216 | 4232 | 4249 | 4265 | 4281 | 4298 | 16
27 | 4314 | 4330 | 4346 | 4362 | 4378 4393 | 4409 | 4425 | 4440 | 4456 | 16
28 | 4472 | 4487 | 4502 | 4518 | 4533 | 4548 | 4564 | 4579 | 4594 | 4609 | 15
29 | 4624 | 4639 | 4654 | 4669 | 4683 | 4698 | 4713 | 4728 | 4742 | 4757 | 14

30 | 4771 | 4786 | 4800 | 4814 | 4829 4843 | 4857 | 4871 | 4886 | 4900 14
31 | 4914 | 4928 | 4942 | 4955 | 4969 | 4983 | 4997 | 5011 | 5024 | 5038 [ 13
32 | 5051 | 5065 | 5079 | 5092 | 5105| 5119 | 5132 | 5145 5159 | 5172 | 13
33 | 5185 | 5198 | 5211 | 5224 | 5237 5250 | 5263 | 5276 | 5289 | 5302 | 13
34 | 5315 5328 5340 | 5353 | 5366 | 5378 | 5391 | 5403 | 5416 | 5428 | 13

35 | 5441 | 5453 | 5465 | 5478 | 5490 5502 | 5514 | 5527 | 5539 | 5551 12
36 | 5563 | 5575 | 5587 | 5599 | 5611 | 5623 | 5635 | 5647 | 5658 | 5670 | 12
37 | 5682 | 5694 | 5705 | 5717 | 5729| 5740 | 5752 | 5763 | 5775 | 5786 | 12
38 | 5798 | 5809 | 5821 | 5832 | 5843 5855 | 5866 | 5877 | 5888 | 5899 | 12
39 | 5911 | 5922 | 5933 | 5944 | 5955 | 5966 | 5977 | 5988 | 5999 | 6010 | 11

40 | 6021 | 6031 | 6042 | 6053 | 6064 | 6075 | 6085 | 6096 | 6107 | 6117 | 11
41 | 6128 | 6138 | 6149 | 6160 | 6170|6180 [ 6191 | 6201 | 6212 | 6222 | 10
42 | 6232 | 6243 | 6253 | 6263 | 6274 | 6284 | 6294 | 6304 | 6314 | 6325 10
43 | 6335 | 6345 | 6355 | 6365 | 6375| 6385 | 6395 | 6405 | 6415 | 6425 | 10
44 | 6435 | 6444 | 6454 | 6464 | 6474 | 6484 | 6493 | 6503 | 6513 | 6522 | 10

45 | 6532 | 6542 | 6551 | 6561 | 6571 | 6580 | 6590 | 6599 | 6609 | 6618 | 10
46 | 6628 | 6637 | 6646 | 6656 | 6665 | 6675 | 6684 | 6693 | 6702 | 6712
47 | 6721 | 6730 | 6739 | 6749 | 6758| 6767 | 6776 | 6785 | 6794 | 6803 |
48 | 6812 | 6821 | 6830 | 6839 | 6848 | 6857 | 6866 | 6875 | 6884 | 6893
49 | 6902 | 6911 | 6920 | 6928 | 6937 6946 | 6955 | 6964 | 6972 | 6981

9
9
9
9
50 | 6990 | 6998 | 7007 | 7016 | 7024 | 7033 | 7042 | 7050 | 7059 | 7067 g
8
8
8

51 | 7076 | 7084 | 7093 | 7101 | 7110| 7118 | 7126 | 7135 | 7143 | 7152
52 | 7160 | 7168 | 7177 | 7185 | 7193 | 7202 | 7210 | 7218 | 7226 | 7235
53 | 7243 | 7251 | 7259 | 7267 | 7275| 7284 | 7292 | 7300 | 7308 | 7316
54 | 7324 | 7332 7340 73481 73561 7364 | 7372 | 7380 | 7388 | 7396

Spalte D enthilt die Differenz des letzten lg mit dem ersten der fol-
genden Zeile.




B. Tafel der 4stelligen Mantissen der Briggsschen Logarithmen 23
von 550--999.

N
1)
=x
=
o
-
[N
w
ES
v
(=)
~
o
O
o

55 | 7404 | 7412 | 7419 | 7427 | 7435 7443 | 7451 | 7459 | 7466 | 7474
56 | 7482 7490 | 7497 | 7505 | 7513 7520 | 7528 | 7536 | 7543 | 7551
57 17559 7566 | 7574 | 7582 | 7589 7597 | 7604 | 7612 | 7619 | 7627
58 | 7634 | 7642 | 7649 | 7657 | 7664 | 7672 | 7679 | 7686 | 7694 | 7701
59 | 7709 | 7716 | 7723 | 7731 | 7738 7745 | 7752 | 7760 | 7767 | 7774

60 | 7782 7789 | 7796 | 7803 | 7810 7818 | 7825 | 7832 | 7839 | 7846
61 | 7853 | 7860 | 7868 | 7875 | 7882 7889 | 7896 | 7903 | 7910 | 7917
62 | 7924 | 7931 | 7938 | 7945 | 7952 7959 | 7966 | 7973 | 7980 | 7987
63 | 7993 | 8000 | 8007 | 8014 | 8021 | 8028 | 8035 | 8041 | 8048 | 8055
64 | 8062 | 8069 | 8075 | 8082 | 8089 8096 | 8102 | 8109 | 8116 | 8122

65 | 8129 | 8136 | 8142 | 8149 | 8156 | 8162 | 8169 | 8176 | 8182 | 8189
66 | 8195 | 8202 | 8209 | 8215 | 8222 8228 | 8235 | 8241 | 8248 | 8254
67 | 8261 | 8267 | 8274 | 8280 | 8287 8293 | 8299 | 8306 | 8312 | 8319
68 | 8325 | 8331 | 8338 | 8344 | 83518357 | 8363 | 8370 | 8376 | 8382
69 | 8388 | 8395 | 8401 | 8407 | 8414 | 8420 | 8426 | 8432 | 8439 | 8445

70 | 8451 | 8457 | 8463 | 8470 | 8476 | 8482 | 8488 | 8494 | 8500 | 8506
71 | 8513 | 8519 | 8525 | 8531 | 8537 8543 | 8549 | 8555 | 8561 | 8567
72 | 8573 | 8579 | 8585 | 8591 | 8597 | 8603 | 8609 | 8615 | 8621 | 8627
73 | 8633 1 8639 | 8645 | 8651 | 86571 8663 | 8669 | 8675 | 8681 | 8686
74 18692 | 8698 | 8704 | 8710 | 8716 | 8722 | 8727 8733 | 8739 | 8745

75 18751 | 8756 | 8762 | 8768 | 87741 8779 | 8785 | 8791 | 8797 | 8802
76 | 8808 | 8814 | 8820 | 8825 | 8831 | 8837 | 8842 | 8848 | 8854 | 8859
77 | 8865 | 8871 | 8876 | 8882 | 8887 8893 | 8399 | 8904 | 8910 | 8915
78 | 8921 | 8927 | 8932 | 8938 | 8943 | 8949 | 8954 | 8960 | 8965 | 8971
79 18976 | 8982 | 8987 | 8993 | 8998 | 9004 | 9009 | 9015 | 9020 | 9025

80 | 9031 | 9036 9042 | 9047 | 9053 | 9058 | 9063 | 9069 | 9074 | 9079
81 19085 | 9090 | 9096 | 9101 | 9106 | 9112 | 9117 | 9122 | 9128 | 9133
82 9138|9143 | 9149 | 9154 | 9159] 9165 | 9170 | 9175 | 9180 | 9186
83 19191 | 9196 | 9201 | 9206 | 9212 9217 | 9222 | 9227 | 9232 | 9238
84 | 9243 | 9248 | 9253 | 9258 | 9263 | 9269 | 9274 | 9279 | 9284 | 9289

85 19294 9299 | 9304 | 9309 | 9315|9320 | 9325 | 9330 | 9335 | 9340
86 19345 | 9350 | 9355 | 9360 | 9365| 9370 | 9375 | 9380 | 9385 | 9390
87 19395 | 9400 | 9405 | 9410 | 9415 | 9420 | 9425 | 9430 | 9435 | 9440
83 | 9445 | 9450 | 9455 | 9460 | 9465 | 9469 | 9474 | 9479 | 9484 | 9489
89 19494 | 9499 | 9504 | 9509 | 9513 | 9518 | 9523 | 9528 | 9533 | 9538

90 19542 9547 | 9552 | 9557 | 9562 9566 | 9571 | 9576 | 9581 | 9586
91 9590 | 9595 | 9600 | 9605 | 9609 | 9614 | 9619 | 9624 | 9628 | 9633
92. 19638 9643 | 9647 | 9652 | 9657 | 9661 | 9666 | 9671 | 9675 | 9680
93 | 9685 | 9689 | 9694 | 9699 | 9703 | 9708 | 9713 | 9717 | 9722 | 9727
94 19731 9736 | 9741 | 9745 | 9750 9754 | 9759 | 9763 | 9768 | 9773

95 19777| 9782 | 9786 | 9791 | 9795 | 9800 | 9805 | 9809 | 9814 | 9818
96 | 9823 | 9827 | 9832 | 9836 | 9841 | 9845 | 9850 | 9854 | 9859 | 9863
97 19868 | 9872 | 9877 | 9881 | 9886 ] 9890 | 9894 | 9899 | 9903 | 9908
98 9912 | 9917 | 9921 | 9926 | 9930 | 9934 | 9939 | 9943 | 9948 | 9952
99 19956 | 9961 | 9965 | 9969 | 997419978 | 9983 | 9987 | 9991 | 9996
Spalte D enthdlt die Differenz des letzten lg mit dem ersten der fol-
genden Zeile.
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C. Tafel der Kreistunktionen.

_s Sinus 0° — 45°

6 12 18 24 30 36 42 48 54 60

Al 23| 456 ,7],8].,9](10
0 § 0,0000 |0017 {0035 {0052 | 0070 0087 |0105 {0122 {0140 |0157 |0175 | 89
1] 0175|0192 0209 [0227 [0244 0262|0279 |0297 |0314 [0332 (0349 | 88
2] 0349|0366 |0384 |0401 {0419 |0436 |0454:| 0471 | 0488 |0506 0523 | 87
3§ 0523|0541 |0558 |0576 |0593 0610 |0628 [0645 | 0663 |0680 |0698 | 86
4} 0698|0715 0732|0750 |0767 |0785 |0802 | 0819 | 0837 |0854 |0872 | 85
5 ]0,0872 [0889 [0906 [0924 | 0941 [0958 [0976 {0993 | 1011 |1028 | 1045 | 84
6] 1045|1063 |1080 |1097 (1115|1132 |1149 |1167 | 1184 [1201 |1219] 83
71 12191236 |1253 |1271 | 1288 {1305 {1323 | 1340|1357 {1374 [1392 | 82
81 13921409 {1426 |1444 [1461 [1478 |1495 {1513 [1530 {1547 | 1564 | 81
ol 1564 /1582 (1599|1616 1633|1650 |1668 |1685 |1702 [1719 {1736 | 80
10 §0,1736 [1754 [1771 [1788 | 1805 {1822 {1840 (1857 (1874 | 1891 | 1908 § 79
11§ 1908 {1925 (1942 {1959 (1977 |1994 |2011 {2028 (2045 |2062 {2079 | 78
12| 2079 (2096 |2113 | 2130 [2147 | 2164 | 2181 {2198 |2215 {2233 (2250 { 77
13| 2250|2267 |2284 |2300 |2317 | 2334 |2351 | 2368 {2385 {2402 {2419} 76
14 | 2419|2436 |2453 | 2470 |2487 | 2504 | 2521 {2538 | 2554 (2571 |2588 | 75
15 0,2588 | 2605 |2622 | 2639 | 2656 | 2672 | 2689 |2706 | 2723 | 2740 | 2756 | 74
16 | 2756|2773 |2790 | 2807 | 2823 | 2840 | 2857 | 2874 | 2890 | 2907 {2924 | 73
171 29242940 |2957 | 2974 | 2990 | 3007 | 3024 | 3040 | 3057 | 3074 | 3090 | 72
18| 3090|3107 |3123 |3140 3156|3173 | 3190 | 3206 | 3223 | 3239|3256 | 71
19 | 3256|3272 (3289|3305 3322|3338 |3355 (3371 {3387 | 3404 {3420 § 70
20 §0,3420 | 3437 | 3453 | 3469 | 3486 [ 3502 | 3518 | 3535 |3551 | 3567 [3584 | 69
21 | 3584 (3600|3616 |3633 |3649 | 3665|3681 |3697 (3714 {3730 |3746 | 68
22| 3746 (3762 (3778|3795 | 3811 | 3827|3843 | 3859 | 3875 | 3891 (3907 | 67
23] 3907 3923 (3939|3955 |3971 | 3987 [4003 |4019 |4035 {4051 [4067 { 66
24 | 40674083 |4099 |4115 |4131 |4147 |4163 |4179 |4195 |4210 4226 | 65
25 10,4226 {4242 |4258 | 4274 {4289 [4305 |4321 (4337 [4352 |4368 (4384 | 64
26 | 4384|4399 [4415 [4431 | 4446 |4462 |4478 |4493 | 4509 |4524 [4540 | 63
271 4540 (4555 (4571 [4586 |4602 |4617 |4633 [4648 |4664 |4679 |4695 | 62
28 | 4695 (4710 (4726 (4741 |4756 |4772 14787 |4802 |4818 |4833 14848 | 61
29 | 4848|4863 |4879 [4894 | 4909 |4924 {4939 [4955 | 4970 |4985 | 5000 | 60
30 §0,5000 | 5015 | 5030 | 5045 | 5060 {5075 | 5090 | 5105 | 5120 {5135 | 5150 § 59
31 ] 5150 (5165|5180 |5195 | 5210 {5225 | 5240 | 5255 | 5270 | 5284 | 5299 § 58
32§ 5299|5314 5329 {5344 | 5358 {5373 | 5388 | 5402 | 5417 5432 | 5446 | 57
33| 5446|5461 | 5476|5490 |5505 | 5519|5534 | 5548 | 5563 | 5577 {5592 | 56
34 | 55925606 5621 | 5635 | 5650 | 5664 {5678 | 5693 | 5707 5721 | 5736 § 55
35 10,5736 | 5750 | 5764 | 5779 | 5793 | 5807 | 5821 | 5835 | 5850 | 5864 | 5878 | 54
36 ] 5878|5892 (5906 | 5920 | 5934 | 5948 | 5962 | 5976 | 5990 |6004 (6018 | 53
37] 6018|6032 6046 | 6060 |6074 | 6088 |6101 | 6115|6129 |6143 |6157 | 52
381 6157]6170 16184 |6198 |6211 |6225 |6239 |6252 |6266 (6280 |6293 | 51
39 6293|6307 [6320 |6334 |6347 |6361 |6374 |6388 | 6401 |6414 |6428 § 50
40 J0,6428 |6441 [6455 | 6468 | 6481 6494 |6508 [6521 (6534 |6547 |6561 | 49
41 | 65616574 [6587 |6600 [6613 [6626 |6639 (6652 | 6665 |6678 (6691 | 48
42 ] 6691|6704 |6717 |6730 |6743 |6756|6769 |6782 |6794 |6807 |6820 | 47
43| 6820 (6833 16845 |6858 |6871 |6884 |6896 [6909 |6921 |6934 |6947 | 46
44 §0,6947 |6959 |6972 |6984 | 6997 | 7009 | 7022 | 7034 | 7046 | 7059 | 7071 § 45

10,987 6]5|4]3]2]a]0

60 | 54 | 48 | 42 | 36 | 30 [ 24 | 18 12[6]0

Cosinus 45° — 90°




[

——

C. Tafel der Kreisfunktionen. 25
o, Sinus 45°—>90°
Min 0‘64[12\182430 36 | 42 | 48 | 54|60
ead] 0 | 4| 2|3 | 4567|809 |10
45 10,7071 | 7083 | 7096 | 7108 {7120 | 7133 | 7145 | 7157 | 7169 | 7181 | 7193 | 44
46 7193 17206 | 7218 | 7230 | 7242 | 7254 | 7266 | 7278 | 7290 | 7302 | 7314 43
47| 7314|7325 7337|7349 | 7361 | 7373 | 7385 | 7396 | 7408 | 7420 | 7431 | 42
48 | 7431|7443 | 7455 | 7466 | 7478 17490 | 7501 | 7513 | 7524 | 7536 | 7547 | 41
49| 7547|7559 | 7570 | 7581 7593 | 7604 | 7615 | 7627 | 7638 | 7649 | 7660 | 40
50 §0,7660 | 7672 | 7683 | 7694 | 7705 | 7716 | 7727 | 7738 | 7749|7760 | 7771 | 39
st 7771 17782 7793 17804 | 7815 | 7826 | 7837 {7848 | 7859 1 7869 | 7880 | 38
52| 7880|7891 {7902 | 7912 | 7923 | 7934 | 7944 | 7955 | 7965 | 7976 | 7986 | 37
531 7986|7997 {8007 |8018 |8028 {8039 | 8049 {8059 [8070 [8080 8090 | 36
54 8090 18100 (8111 |8121 {8131 {8141 |8151 {8161 {8171 |8181 (8192 35
55 10,8192 {8202 | 8211 8221 {8231 | 8241 |8251 8261 | 8271 8281 8290 | 34
56 ] 8290 [8300 |8310 |8320 (8329 {8339 8348 8358 8368 8377 {8387 | 33
571 8387 8396 |8406 |8415 | 8425 | 8434 | 8443 |8453 | 8462|8471 |8480 | 32
58 | 8480 8490 |8499 |8508 |8517 | 8526 [8536 8545 8554 |8563 |8572 | 31
50| 8572|8581 8590 |8599 | 8607 |8616 |8625 |8634 | 8643 | 8652 | 8660 | 30
60 |0,8660 | 8669 | 8678 | 8686 | 8695 |8704 |8712 8721 | 8729 | 8738 | 8746 | 29
61 ) 8746875518763 8771 |8780 18788 |8796 | 8805 |8813 |8821 | 8829 | 28
62| 8829|8838 8846|8854 | 8862|8870 | 8878 | 8886 | 8894 | 8902 |8910 | 27
63] 8910|8918 (8926|8934 |8942 [8949 | 8957 |8965 | 8973 |8980 | 8988 | 26
64 | 8988|8996 {9003 |9011 {9018 |9026 |9033 {9041 |9048 {9056 |9063 | 25
65 §0,9063 | 9070|9078 | 9085 | 9092 19100 {9107 |9114 |9121 [9128 [9135 | 24
661 9135|9143 9150|9157 | 9164|9171 |9178 |9184 | 9191 |9198 | 9205 | 23
671 920592129219 {9225 |9232 {9239 {9245 |9252 | 9259 | 9265 | 9272 | 22
68| 92729278 |9285 |9291 |9298 |9304 |9311 |9317 19323 |9330 | 9336 | 21
69 | 9336 9342|9348 |9354 |9361 9367 |9373 19379 {9385 |9391 |9397 | 20
70 ]0,9397 [9403 | 9409 [9415 | 9421 [9426 [9432[9438 [9444 [9449 [9455 | 19
71 9455|9461 |9466 |9472 |9478 | 9483 | 9489 |9494 |9500 |9505 [9511 | 18
72| 9511 {9516 |9521 [9527 [9532 [9537 | 9542|9548 | 9553 | 9558 {9563 | 17
73] 9563 [9568 [9573 [9578 {9583 {9588 1 9593 19598 |9603 |9608 |9613 | 16
74 9613 |9617 {9622 {9627 {9632 |9636 | 9641 | 9646 [9650 {9655 {9659 § 15
75 10,9659 {9664 | 9668 {9673 |9677 [9681 {9686 |9690 [9694 [9699 [9703 | 14
76 | 9703 (9707 |9711 |9715 |9720 9724 [9728 {9732 |9736 {9740 |9744 | 13
77| 9744|9748 |9751 |9755 9759 (9763 |9767 |9770 |9774 |9778 |9781 | 12
78 | 9781 9785|9789 |9792 |9796 |9799 | 9803 | 9806 | 9810 | 9813 {9816 | 11
79| 9816|9820 |9823 |9826 | 9820 |9833 | 0836 10830 | 0842 | 9845 | o848 | 10
80 ]0,9848 19851 [9854 [9857 |9860 | 9863 | 9506 (9869 (9871 [9874 [9877 | 9
81 9877|9880 |9882 9885 | 9888 9890 |9893 (9895 |9898 |9900 |9903 | 8
82| 9903|9905 |9907 |9910 |9912 |9914 |9917 |9919 {9921 [9923 {9925} 7
831 9925|9928 (9930 | 9932 {9934 | 9936 |9938 |9940 (9942 {9943 (9045 | 6
84§ 99459947 |9949 |9951 {9952 |9954 |9956 {9957 {9959 (9960 |9962 ) 5
85 §0,9962 |9963 |9965 | 9966 | 9968 |9969 [9971 {9972 (9973 (9974 {9976 | 4
86 | 9976199779978 9979 | 9980 |9981 |9982 |9983 (9984 (9985 (9986 | 3
87| 9986|9987 |9988 |9989 | 9990 |9990 (9991 (9992 {9993 {9993 (9994 § 2
881 9994|9995 | 9995 | 9996 | 9996 | 9997 19997 |9997 {9998 | 9998 {9998 | 1
89 10,9998 | 9999 [9999 | 9999 {9999 |1,00001,0000/1,0000 (1,0000(1,0000|1,0000f 0
10 987654321710 ud
60 | s¢ | 48 | 42 | 36| 30| 26 [ 18] 12 | 6 0 |uin.

Qosinus 0° -» 45° <«




26 Mathematik.
.——» Tangens 0°—>45°

M| o 6 [ 12 | 18 [ 20 [30]36][2]s]sx e

gl 0 | 4 | 2] 3] 4| 5].6]7]8].9 (10
0 §0,0000 (0017 | 0035 {0052 {0070 |0087 |0105 |0122 |0140 |0157 |0175 | 89
1] 0175|0192 {0209 {0227 | 0244 | 0262 [0279 [0297 |0314 |0332 |0349 | 88
2] 0349|0367 |0384 | 0402 | 0419 | 0437 {0454 | 0472 | 0489 |0507 |0524 | 87
}] 3] 0524|0542 0559 |0577 |0594 |0612 {0629 |0647 |0664 |0682 |0699 | 86
41 0699 (0717 {0734 |0752 {0769 |0787 |0805 {0822 [0840 {0857 |0875 [ 85
50,0875 {0892 {0910 | 0928 | 0945 {0963 |0981 |0998 |1016 {1033 {1051 | 84
6 1051|1069 |1086 (1104 (1122 (1139|1157 {1175 {1192 (1210 |1228 | 83
71 12281246 {1263 |1281 1299 |1317 [1334 (1352 [1370 | 1388 | 1405 | 82
8] 1405|1423 |1441 |1459 {1477 |1495[1512 | 1530 | 1548 [1566 | 1584 | 81
9 1584|1602 |1620 1638 [1655 1673|1691 |1709 |1727 |1745 |1763 | 80
10 30,1763 [1781 (1799 |1817 | 1835 [1853 [ 1871 [1890 | 1908 [1926 | 1944 | 79
11 ] 1944 (1962 {1980 | 1998 [2016 {2035 {2053 {2071 {2089 [2107 {2126 | 78
12 ]| 2126|2144 (2162|2180 [2199 |2217 | 2235 | 2254 | 2272 |2290 |2309 | 77
13 | 2309 (2327|2345 [2364 {2382 2401 | 2419 {2438 | 2456 [2475 |2493 | 76
14§ 2493 (2512|2530 {2549 [2568 | 2586 | 2605 | 2623 | 2642 | 2661 [2679 | 75
15 §0,2679 | 2608 | 2717 | 2736 {2754 |2773 |2792 | 2811 | 2830 | 2849 (2867 | 74
16 | 2867|2886 2905 |2924 | 2943 | 2962 2981 [3000 | 3019 |3038 |3057 | 73
17 ] 3057 (3076|3096 | 3115|3134 |3153 |3172 [3191 [3211 |3230 (3249 | 72
18 | 32493269 |3288 |3307 | 3327 | 3346 | 3365 |3385 | 3404 |3424 |3443 | 71
19 § 3443 (3463|3482 [3502 [3522 | 3541 3561 | 3581 | 3600 | 3620 3640 | 70
20 10,3640 | 3659 | 3679 | 3699 |3719 {3739 (3759|3779 | 3790 | 3819 | 3839 § 69
21 3839 (3859 3879|3899 {3919 | 3939 | 3959 | 3979 | 4000 {4020 [4040 | 68
22| 4040 (4061 4081 [4101 |4122 |4142 |4163 |4183 |4204 [4224 [4245 | 67
23 | 4245|4265 [4286 |4307 |4327 | 4348 |4369 [4390 [4411 [4431 (4452 | 66
24§ 4452(4473 |4494 [4515 (4536|4557 |4578 {4599 |4621 |4642 (4663 | 65
25 10,4663 |4684 |4706 (4727 |4748 14770 |4791 |4813 |4834 |4856 |4877 | 64
26 | 4877|4899 (4921 (4942 |4964 |4986 [5008 | 5029 | 5051 |5073 | 5095 [ 63
27 | 5095 (5117|5139 {5161 | 5184 | 5206 | 5228 | 5250 | 5272 | 5295 | 5317 | 62
28] 5317|5340 5362|5384 (5407 | 5430 | 5452 | 5475 | 5498 | 5520 | 5543 | 61
29 | 554315566 | 5589 | 5612 | 5635 | 5658 | 5681 | 5704 |5727 {5750 |5774 | 60
30 J0,5774 | 5797 | 5820 | 5844 | 5867 | 5890 | 5914 | 5938 | 5961 | 5985 |6009 | 59
31 ] 6009 6032|6056 |6080 |6104 | 6128 {6152 [6176 |6200 |6224 |6249 | 58
32 6249 6273|6297 |6322 {6346 |6371 |6395 | 6420 {6445 | 6469 | 6494 | 57
33 ] 6494|6519 (6544 |6569 |6594 |6619 | 6644 |6669 |6694 (6720 |6745 § 56
34| 6745 (6771|6795 (6822|6847 |6873 |6899 |6924 |6950 [6976 | 7002 | 55
35 ]0,7002 7028 [ 7054 | 7080 | 7107 | 7133 | 7159 | 7186 | 7212 | 7239 | 7265 | 54
36 | 7265|7292 (7319|7346 7373|7400 | 7427 | 7454 {7481 | 7508 | 7536 | 53
371 7536|7563 (7590|7618 {7646 | 7673|7701 |7729 | 7757 | 7785 | 7813 | 52
38| 7813|7841 |7869 |7898 | 7926 | 7954 7983 | 8012 | 8040 {8069 |8098 | 51
391 80988127 [8156 8185|8214 |8243 |8273 | 8302 [8332 (8361 |8391 | 50
40 §0,8391 (8421 (8451 | 8481 |8511 | 8541 |8571 [ 8601 |8632 | 8662 | 8693 § 49
41 | 8693 |8724 |8754 | 8785|8816 |8847 |8878 [8910 | 8941 | 8972|9004 | 48
42 | 9004 19036 |9067 [9099 {9131 [9163 |9195 | 9228 | 9260 | 9293 |9325 | 47
43| 9325|9358 [9391 | 9424 | 9457 9490 |9523 |9556 |9590 | 9623 | 9657 § 46
44 10,9657 {9691 |9725 | 9759 |9793 | 9827 | 9861 | 9896 | 9930 | 9965 |1,00004 45

10,987 ]6[.5]4]3].2]4
60 | 54 | 48 4d35 30 [ 24 [ 18| 12| 6

Cotangens 45°—90°




0. Tafel der Kreisfunktionen.

—______, Tangens 45°—>90°

Min.

[

6

12

| 18 | 2

30

36 42

60 |

Grad

,0

"

2

3| 4

)5

6| 7

1,0

27

45
46
47,
48
49

1,000
1,036
1,072
1,111
1,150

1,003
1,039
1,076
1,115
1,154

1,007
1,043
1,080
1,118
1,159

1,011|1,014
1,046/ 1,050
‘1,084\ 1,087
1,122/ 1,126

1,1631 1,167,

1,018
1,054
1,091
1,130
1,171

1,021{1,025
1,057|1,061
1,095)1,099)
1,13411,138
1,175/1,179

1,028
1,065
1,103
1,142
1,183

1,032
1,069
1,107
1,146
1,188

1,03

1,072]
1,111
1,150)
1,192

44
43

50
51
52
53
54

1,192
1,235
1,280
1,327
1,376

1,196
1,239
1,285
1,332
1,381

1,200
1,244
1,289
1,337
1,387

1,205] 1,209
1,248/1,253
1,294{1,299
1,34211,347
1,392/1,397,

1,213
1,257
1,303
1,351
1,402}

1,217|1,222]
1,262/1,266
1,308/1,313
1,356(1,361
1,407/1,412

1,226
1,271
1,317
1,366
11,418

1,230
1,275
1,322
1,371
1,423

1,235
1,280
1,327,
1,376
1,428}

55
56
57
58
59

1,428
1,483
1,540
1,600
1,664

1,433
1,488,
1,546
1,607
1,671

1,439
1,494
1,552
1,613
11,678

1,444(1,450
1,499|1,505
1,558/1,564
1,619/1,625|
11,684/ 1,601

1,455
1,511
1,570,
1,632
1,698

1,460/ 1,466
1,517]1,522
1,576/1,582
1,638/1,645
1,70411,711

1,471
11,528
[1,588
i1’651
11,718

1,477
1,534
1,594
1,658
1,725

1,483
1,540
1,600)
1,664
1,732]

60
61
62
63
64

1,732
1,804
1,881
1,963
2,050

1,739
1,811
1,889
1,971
2,059

l 1,746
1,819
1,897
1,980
2,069

11,753]1,760
1,8271,834
1,905/1,913
1,981,997
2,078 2,087]

1,767
1,842
1,921
2,006
2,097

1,775(1,782,
1,849/1,857
1,929/ 1,937
2,014/2,023
2,1062,116

11,789
1,865
1,946
2,032

2,125

1,797
1,873
1,954
2,041
2,135

1,804
1,831
1,963
2,050)
2,145

65
66
67
68
69

2,145
2,246
2,356
2,475
2,605

2,154
2,257
2,367,

2,488 2,500,

2,164
2,267
2,379

2,619 2,633

2,174|2,184]
2,2782,289
2,391/ 2,402
2,513|2,526
2,646. 2,660|

2,194
2,300
2,414
2,539
2,675

2,204(2,215
2,311|2,322
2,426/2,438
2,5522,565
2,680 2,703

2,225
{2,333
12,450
2,578
12,718]

2,236
2,344
2,463
2,592
2,733

2,246
2,356}
2,475
2,605
2,747,

70
71

o)
A

73
74
75
76
71
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89

2,747
2,904
3,078
3,271
3,487

2,762
2,921
3,096
3,291
3,511

‘2,778
2,937
3,115
3,312
3,534

2,793)2,808
2,954/2,971
3,13313,152
3,333/3,354
13,558/3,582

2,824
2,989
3,172
3,376
3,606

2,840/2,856
3,006 3,024,
3,191(3,211
3,398, 3,420
3,630/ 3,655

3,042
3,230
3,442
3,681

2,872‘2,888

3,060
3,251
3,465
3,706

2,904
3,078
3,271
3,487
3,732

3,732
4,011
4,331
4,705
5,145

3,758
4,041
4,366
4,745
5,193

3,785
4,071
4,402
4,787
5,242

[3,812/3,839)
14,1024,134
4,437|4,474
4,829 4,372
5,292 5,343

3,867
4,165
4,511
4,915
5,396}

3,895, 3,923
4,198/4,230,
4,548/4,586)
4,959 5,005
5,449!5,503

3,952
4,264
4,625

5,558

3,981
4,297

4,665

15,614

4,011
4,331
4,705

5,050] 5,097 5,145

5,671

5,671
6,314
7,115
8,144

9,514

5,730
6,386
7,207,
8,264

9,677

5,789
6,460,
7,300
8,386,

9,845

| 5,850] 5,912]
6,535(6,612
7,396|7,495
8,513 8,643

10,02/ 10,20,

5,976
6,691
7,596

10,39

6,041]6,107
6,772(6,855
7,700/ 7,806
8,915/9,058
10,58/ 10,78

6,174
6,940
7,916
9,205
10,99

6,243i
7,026
8,028
9,357
11,20

6,314]
7,115

8,144

9,514
11,43

11,43
14,30
19,08
28,64

57,29

11,66
14,67
19,74
30,14
63,66

11,91
15,06
20,45
31,82
71,62

12,16/12,43
15,46/ 15,89
21,20/22,02
33,69)35,80,
81,85/95,49)

12,71
16,35
22,90
38,19
114,6

13,00[13,30
16,83/17,34
23,86/24,90
40,92/44,07
143,21191,0

13,62
17,89
26,03
47,74
286,5

13,95
18,46
27,27
52,08|
573,0

14,3

19,08]
28,64
57,29

1,0

9

8

7| 6

)5

ERERE

,0

60

54

30

48 | 42 | 36

% |18 |12 |6 | 0

Cotangens 0°—>45° <
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D. Bogenléingen, Bogenhohen, Sehnenlingen

-] 2, T
EIg| Bog- | pooen. | Sehnen.(haltdes LG 3| Bogen- | g | Gepinen. | Inhalt des
SEO| ey | bohe | lange e SE0| ey | hohe | tinge | schutes
1 }0,0175]0,0000|0,0175 | 0,00000} 46 |0,8029 |0,0795|0,7815| 0,0418
2 [0,0349 [ 0,0002 | 0,0349 | 0,00000} 47 |0,8203 |0,0829 | 0,7975 | 0,0445
3 |0,0524 | 0,0003 | 0,0524 | 000001} 48 |0,8378 | 0,0865 | 0,8135 | 0,0473
4 |0,0698 | 0,0006 | 0,0698 | 0,00003]_49 | 28552 | 0,0900 | 0,8294 | 90,0503
5 |0,0873|0,0010 | 0,0872 [ 0,00006] 50 | 0,8727 | 0,0937 | 0,8452 | 0,0533
6 | 0,1047 | 0,0014 | 0,1047 [ ;000101 ¢y ™'5 861 [ '0,0974 | 0,8610 | 0,0565
7 |o0,1222 | 0,0019 | 0,1221 | 0,00015| 52 |0,9076 | 0,1012 | 0,8767 | ©,0598
8 |0,1396|0,0024 |0,1395|0,0002"| 53 | 0,9250 | 0,1051 | 0,8924 | ©:0032
9 | 01571 0,0031 | 0,1569 | 0,0003 | 54 |0,9425 0,100 | 0,9080 | 0,0667
10 |o0,1745|0,0038 | 0,1743 {0,0004 | 55 |0,9599 |0,11300,9235| 0,0704
11 | 0,1920 | 0,0046 | 0,1917 |0,0006 | 56 | 09774 |0,1171 [0,9389  0,0742
12 |0,2094 |0,0055 | 0,2091 |0,0008 | 57 10,0948 | 0,1212 | 0,9543 | 0,0781
13 |0,2269 | 0,0064 | 0,2264 [©,0010 | 58 |1,0123|0,1254 |0,9696 | 0,0821
14 |0,2443|0,0075 | 0,2437 [0,0012 |_59 [1,0297 | 0,1296 | 0,9848 | 0,0863
15 |0,2618 | 0,0086 | 0,2611 |0,0015 | 60 | 1,0472 | 0,1340 | 1,0000 | 0,0906
16 |0,2793 | 0,0097 [ 0,2783 | 00018 | =17 e w 0,1384 | 1,0151 | 0,0950
17 |0,2967 | 0,0110]0,2956 | 0,0022 | 62 | 1,0821 |0,1428 | 1,0301 | 0,0996
18 |0,31420,0123|0,3129 |0,0026 | 63 | 1,0996 | 0,1474 | 1,0450] O»1043
19 |0,3316 | 0,0137 | 0,3301 10,0030 | 6, | 1170|0,1520]1,0598] 0,1001
20 |0,3491 | 0,0152 {0,34730,0035 | 65 | 1,1345]|0,1566 | 1,0746] 0,114
21 | 0,3665 | 0,0167 | 0,3645 |0,0041 | 66 |1,1519 |0,1613 | 1,083} 01192
22 |0,3840}0,0184 | 0,3816 10,0047 | 67 | 1,1694 |0,1661 [ 1,1039 | 0,124
23 |0,4014|0,0201 {0,3987 {©:0054 | 68 |1,1868|0,1710|1,1184| 0,129
24 |0,4189|0,0219 | 0,4158 [0,0061 |_69 | 1,2043|0,1759 | 1,1328 | 0,1354
25 10,4363 |0,0237|0,4329|0,0069 | 70 |1,2217|0,1808 | 1,1472| 0,1410
26 |0,45380,0256 | 0,4499 | %9077 | ™1 71,2392 | 0,1859 | I,1614 | 0,1468
27 |0,4712 |0,0276 | 0,4669 |0,0086 | 72 | 1,2566 |0,1910 | 1,1756 | 0,1528
28 10,4887 | 0,0297 | 0,4838 |0,0006 | 73 | 1,2741 | 0,161 | 1,1896 | 0,589
29 |0,5061 | 0,0319 | 0,5008 [0,0107 | 4 |1 2915]0,20141,2036 0,1651
80 |0,5236 | 0,0341 | 0,5176 |0,0118 | 75 |1,3090]0,2066 | 1,2175| 0,1715
31 | 0,5411 | 0,0364 | 0,5345 [0,0130 | 76 | 1,3265 |0,2120 1,2313 | 0,1781
32 |0,5585(0,0387 | 0,5512 |0,0143 | 77 |1,3439|0,2174|1,2450| 0,1848
33 |0,5760|0,0412 | 0,5680 | 0,0157 } 78 |1,3614|0,2229 | 1,2586 | 0,1916
34 |0,5934|0,0437 | 0,5847 | 0,0171 |_79 | 1,3788 | 0,2284 | 1,2722| 0,1986
35 |o0,61090,0463]0,6014(0,0186 | 80 |1,3963|0,2340 | 1,2856 | 0,2057
36 |0,6283]0,0489|0,6180|0,0203 | g1 (7 4137 0,2396 | 1,2989 | 0,2130
37 |0,64580,0517|0,6346 |0,0220 | 82 |1,4312|0,2453| 1,3131 | 0,2205
38 10,6632 (0,0545|0,6511 10,0238 | 83 | 1,4486|0,2510] 1,3252 0,2280
39 | 0,68070,0574 | 0,6676 |0,0257 | 84 |1,4661 | 0,2569 | 1,3383 | 0,2358
40 | 0,6981 | 0,0603 | 0,6840 |0,0277 | 85 | 1,4835|0,2627 [ 1,3512| 0,2437
41 | 0,7156 | 0,0633 | 0,7004 | 0,0298 | 86 |1,50100,2686 | 1,3640} 0,2517
42 |0,7330|0,0664 | 0,7167 | 0,0320 | 87 |1,5184 | 0,2746 | 1,3767 | 0,2509
43 |0,7505]0,0696  0,7330|0,0343 | 88 |1,53590,2807 | 1,3893 0,2683
44 [0,7679|0,0728 | 0,7492 | 0,0366 | 89 | 15533 | 0,2867 | 1,4018] 0,276
45 |0,7854 10,0761 | 0,7654 10,0392 | 90 11,5708 10,2929 | 1,4142]| 0,2854

Ist r der Kreishalbmesser und ¢ der Centriwinkel in Grad, so ergibt sich:

1) die Sehnenlinge: s=275i_n%;

2) die Bogenhdohe: b = r(

1 —cos )=
cos )

s
2

tg

kA
4

=2rsim 2

4



und Kreisabschnitte fiir den Halbmesser r=1.

Bogen-
linge
arcep

Bogen-
hohe

Sehnen-
linge

Inhalt des|
Kreisab-
schnittes

Bogen-
linge
arcg

Bogen-
hohe

Sehnen-
linge

1,5882
1,6057
1,6232
1,6406
1,6580
1,6755
1,6930
1,7104
1,7279

0,2991
0,3053
0,3116
0,3180
0,3244
93309
0,3374

0,3439
0,3506

1,4265
1,4387
1,4507
1,4627
1,4746
1,4863
1,4979
1,5094
1,5208

0,2942
0,3032
0,3123

0,3215

2,3736
2,3911
2,4086
2,4260

0,6254
0,6335
0,6416
0,6498

1,8544
1,8608
1,8672
1,8733

0,3309

2,4435

0,6580

1,8794

0,3405

1,7453

0,3572

1,5321

1,7628
1,7802
1,7977
1,8151
1,8326
1,8500
1,8675
1,8850
1,9024

0,3639
0,3707
0,3775
0,3843
0,3912
0,3982
0,4052
0,4122
0,4193

1,5432
1,5543
1,5652
1,5760
1,5867
1,5973
1,6077
1,6180
1,6282

2,4609
2,4784
2,4958
2,5133
2,5307
2,5482
2,5656
2,5831
2,6005

0,6662
0,6744
0,6827
0,6910
0,6993
0,7076
0,7160
0,7244
0,7328

1,3853
1,8910
1,8966
1,021
1,9074
1,0126
1,9176
1,9225
1,9273

2,6180

0,7412

1,9319

1,9199

0,4264

1,6383

151

153
154
155

114

116
117
118
119

1,9373
1,9548
1,9722
1,9897
2,0071
2,0246
2,0420
2,0595

0,4336
0,4408
0,4431
0,4554
0,4627
0,4701
0,4775
0,4850
0,4925

1,6483
1,6581
1,6678
1,6773
1,6868
1,6961
1,7053
1,7143
1,7233

0,5259
0,5381

156
157
158
159

2,6354
2,6529
2,6704
2,6878
2,7053
2,7227
2,7402
2,7576
2,7751

0,7496
0,7581
0,7666
0,7750
0,7836
0,7921
0,8006
0,8092
0,8178

1,9363
1,9406
1,9447
1,9487
1,9526
1,9563
1,9598
1,9633
1,665

0,5504

160

27925

0,3264

1,9696

0,5629

2,0944

0,5000

1,7321

121
122
123
124
125
126
127
128
129

2,I118
2,1293
2,1468
2,1642
2,1817
2,1991
2,2166
2,2340
22515

0,5076
0,5152
0,5228
0,5305
09,5383
90,5460
0,5538
0,5616
90,5695

1,7407
1,7492
1,7576
1,7659
1,7740
1,7820
1,7899
1,7976
1,8052

161
162
163
164
165
166
167
168
169

2,8100
2,3274
2,8449
2,8623
2,8798
2,8972
2,9147
2,9322
2,9496

0,8350
0,8436
0,8522
0,8608
0,8695
0,8781
0,3868
0,8955
0,9042

1,9726
1,9754
1,9780
1,9805
1,9829
1,9851
1,9871
1,9890
1,9908

170

2,9671

0,9128

1,9924

130

2,2689

05774

1,8126

131
132
133
134
135

2,2864
2,3038
2,3213
2,3387
2,3562

0,5853
0,5933
0,6013
0,6093
0,6173

1,8199
1,8271
1,8341
1,8410
1,8478

171
172
173
174
175
176
177
178
179

2,9845
3,0020
3,0194
3,0369
3,0543
30718
3,0892
3,1067
3,1241

0,921 5
0,9302
0,9390
0,9477
0,9564
0,9651
0,9738
0,9325
09,9913

1,9938
1,9951
1,9963
1,9973
1,9981
1,9988

1,9993

1,9997
1,9999

180

3,1416

1,0000

2,0000

. L4
2= =
3) die Bogenlange nr 136

5 .

” »

Kreisausschnittes =

@

367)7”2 = 0,0087 p1t.

0,01757¢p = I/ st 4+ ?h’ (angenahert);

2
4) der Inhalt des Kreisabschnittes = —'2— (%w — sin q;);



30 E. Tafel der Hyperbelfunktionen?).
Sing fiir @ =0 bis ¢ = 5,99,

@ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 D
0,0] 0,0000| 0100 | 0200 | 0300 | 0400 | 0500 | 0600 | 0701 | 0801 | 0901 | 101
01| o,1002| 1102 | 1203 | 1304 | 1405 | 1506 | 1607 | 1708 | 1810 | 1911 | 102
02| 0,2013| 2115 | 2218 | 2320 | 2423 | 2526 | 2629 | 2733 | 2837 | 2941 | 104
0,3] 0,3045| 3150 | 3255 | 3360 | 3466 | 3572 | 3678 | 3785 | 3892 | 4000 | 108
04| 04108 | 4216 | 4325 | 4434 | 4543 | 4653 | 4764 | 4875 | 4987 | 5098 | 113
0,5| 0,5211| 5324 | 5438 | 5552 | 5666 | 5782 | 5897 [ 6014 | 6131 | 6248 | 119
06| 0,6367| 6485 | 6605 6725 | 6846 | 6968 | 7090 | 7213 7336 | 7461 125
0,7| 0,7586| 7712 | 7838 7966 | 8094 | 8223 | 8353 | 8484 | 8615 | 8748 | 133
08| 0,8881| 9015 9150 | 9286 | 9423 | 9561 9700 | 9840 | 9981 [*0122 | 143
0,9| 1,0265| 0409 | 0554 | 0700 | 0847 | 0995 | 1144 | 1294 | 1446 | 1598 | 154
0| 1,1752| 1907 | 2063 | 2220 | 2379 | 2539 | 2700 | 2862 | 3025 | 3190 | 167
1,1 1,3357 | 3524 3693 3863 | 4035 | 4208 | 4382 | 4558 | 4736 | 4914 | 181
1,2| 1,5095( 5276 | 5460 | 5645 | 5831 | 6019 | 6209 6593 | 6788 | 196
1,3] 1,6084 | 7182 | 7381 | 7583 | 7786 ] 7991 | 8198 | 8406 | 8617 | 8829 | 214
1,4 1,9043| 9259 | 9477 | 9697 | 9919 |*0143 |*0369 [*0597 (*0827 |*1059 | 234
1,5| 2,293 1529 | 1768 | 2008 | 2251 | 2496 | 2743 | 2993 | 3245 | 3499 | 257
1,6 2,3756| 4015 | 4276 | 4540 | 4806 | 5075 | 5346 | 5620 | 5896 | 6175 | 281
1,71 2,6456| 6741 7027 7317 7609 7904 | 8202 | 8503 | 8806 | 9113 | 309
1,8] 2,9422( 9734 [*0049 |*0367 |*0689 [*1013 |*1340 [*1671 [*2005 |(*2342 | 340
1,9] 3,2682 | 3025 3372 | 3722 | 4075 | 4432 | 4792 | 5156 | 5523 5894 | 375
2,0] 3,6269| 6647 | 7028 | 7414 | 7803 | 8196 | 8593 | 8993 | 9398 | 9806 | 413
21| 4,0219| 0635 [ 1056 | 1480 | 1909 | 2342 | 2779 | 3221 | 3666 | 4117 | 454
2,2| 4,4571| 5030 | 5494 | 5962 | 6434 | 6912 | 7394 | 7880 | 8372 | 8868 | 502
2,3] 4,9370| 9876 |[*0387 [*0903 |*1425 |*1951 |*2483 |[*3020 |*3562 (*4109 |} 553
24| 54662| 5221 | 5783 | 6354 | 6929 | 7510 | 8097 | 8689 | 9288 | 9892 | 610
2,5] 6,0502| 1118 1741 2369 | 3004 | 3645 | 4293 | 4946 | 5607 | 6274 | 673
2, 6,6947 | 7628 | 8315 [ 9009 | 9709 [*0417 [*1132 |*1854 [*2583 (*3319 | 744
2,7| 74063 4814 | 5572 | 6338 | 7112 | 7894 | 8683 | 9480 |*0285 |*1098 | 821
28| 8,1919( 2749 | 3586 | 4432 5287 | 6150 | 7021 7902 | 8791 9689 | 907
2,9| 9,0596| 1512 | 2437 | 3371 | 4315 | 5268 | 6231 | 7203 | 8185 | 9177 [1002
3,0] 10,0179 1191 | 2212 | 3245 | 4287 | 5340 | 6403 | 7477 | 8562 | 9658 [1107
3,1 11,0765 | 1882 | 3011 | 4151 | 5303 | 6466 | 7641 | 8827 [*0026 (*1236 [1223
3,2| 12,2459 | 3694 | 4941 | 6201 | 7473 | 8758 |[*0056 |[*1367 |*2691 |(*4028 |1351
3,3] 13,5379 6743 | 8121 | 9513 (%0919 |*2338 |[*3772 [*5221 |*6684 (*8161 [1493
3,4 | 14,965 | 15,16 | 15,268 | 15,422 | 15,577 | 15,734 | 15,893 | 16,053 | 16,214 | 16,378 | 165
3,5] 16,543 | 16,700 | 16,877 | 17,047 | 17,219 17,392 | 17,567 | 17,744 | 17,923 | 18,103 | 182
3,6| 18,285 | 18,470 | 18,655 | 18,843 | 19,033 | 19,224 | 19,418 | 19,613 | 19,811 | 20,010 | 201
3,7| 20,211 | 20,415 | 20,620 | 20,828 | 21,037 | 21,249 | 21,463 | 21,679 | 21,897 | 22,117 | 222
3,8| 22,339 | 22,564 | 22,791 | 23,020 | 23,252 | 23,486 | 23,722 | 23,961 | 24,202 | 24,445 | 246
3,9 24,601 | 24,939 | 25,190 | 25,444 | 25,700 | 25,958 | 26,219 | 26,483 | 26,749 | 27,018 | 272
4,01 27,200 | 27,564 | 27,842 | 28,122 | 28,404 | 28,690 | 28,979 | 29,270 | 29,564 | 29,862 | 300
4,1]730,162 | 30,465 | 30,772 | 31,081 | 31,393 | 31,709 | 32,028 | 32,350 | 32,675 | 33,004 | 332
4,2| 33,336 | 33,671 | 34,009 | 34,351 | 34,697 | 35,046 | 35,398 | 35,754 | 36,113 | 36,476 | 367
4,3| 36,843 | 37,214 | 37,588 | 37,966 | 38,347 | 38,733 | 39,122 39,515 | 39,913 [ 40,314 | 405
4,4| 40,719 | 41,129 | 41,542 | 41,960 | 42,382 | 42,808 | 43,238 | 43,673 | 44,112 44,555 | 448
4,5| 45,003 | 45,455 | 45,912 | 46,374 | 46,840 | 47,311 | 47,787 | 48,267 | 48,752 | 49,242 | 495
4,6 49,737 | 50,237 | 50,742 51,252 | 51,767 | 52,288 | 52,813 | 53,344 | 53,880 | 54,422 547
4,7| 54,969 | 55,522 56,080 | 56,643 | 57,213 | 57,788 | 58,369 | 58,955 | 59,548 [ 60,147 { 604
4,8| 60,751 | 61,362 | 61,979 | 62,601 | 63,231 | 63,866 | 64,508 | 65,457 | 65,812 | 66,473 | 668
4,9] 67,141 | 67,816 | 68,498 | 69,186 | 69,882 70,584 | 71,293 | 72,010 | 72,734 | 73,465] 738
5,0 [ 74,203 | 74,949 | 75,702 | 76,463 | 77,232 | 78,008 | 78,792 | 79,584 | 80,384 | 81,192 | 816
51| 82,008 | 82,832 83,665 | 84,506 | 85,355 | 86,213 | 87,079 | 87,955 | 88,839 | 89,732} 901
52| 90,633 | 91,544 | 92,464 | 93,394 | 94,332 | 95,281 | 96,238 | 97,205 | 98,182 | 99,169 | 997
5,3 100,166 [101,173 (102,189 [103,217 (104,254 |105,302 (106,360 {107,429 (108,509 [109,599 |1102
5,4 (110,701 |111,814 112,938 [114,072 [115,219 [116,377 (117,547 (118,728 [119,921 121,127 [1217
5,51122,344 123,574 124,816 (126,070 (127,337 [128,617 (129,910 (131,215 (132,534 [133,866 [1345
5,6 135,211 136,570 (137,943 (139,329 (140,730 [142,144 [143,573 (145,016 (146,473 (147,945 [1487
5,7 [149,432 (150,934 (152,451 (153,983 (155,531 157,094 (158,673 (160,267 161,878 |163,505 |1643
5,8 |165,148 166,808 (168,485 [170,178 [171,888 |173,616 [175,361 {177,123 |178,903 [180,701 [1816
5,9 1182,517 (184,352 186,205 (188,076 [189,966 1191,875 193,804 (195,752 [197,719 (199,706 |2007

1) Ausfithrlichere Tabellen siehe u.a.: Ligowski: Tafeln der Hyperbelfunktionen usw. Ber-
lin: W. Ernst & Sohn 1890; Hayashi, Dr.-Ing.: Fiinfstellige Tafeln usw. Berlin: Verein. wiss.

Verleger 1921.



E. Tafel der Hyperbelfunktionen. 3

Cojo fiir @ =0 bis ¢ =5,99.
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 D
1,0000 | 0001 | 0002 | 0005 | 0008 | 0013 [ 0018 | 0025 | 0032 | 0041 9
1,0050 | 0061 | 0072 | 0085 | 0098 | 0113 | 0128 | 0145 | 0162 | 0181 20
1,0201 | 0221 | 0243 | 0266 | 0289 | 0314 | 0340 | 0367 | 0395 | 0424 29
1,0453 | 0484 | 0516 | 0550 | 0584 | 0619 | 0655 | 0692 | 0731 | 0770 | 41
1,0811 | 0852 | 0895 | 0939 | 0984 | 1030 | 1077 | 1125 | 1174 | 1225 51
1,1276 | 1329 | 1383 | 1438 | 1494 | 1551 | 1609 | 1669 | 1730 | 1792 | 63
1,1855| 1919 | 1984 | 2051 2119 | 2188 | 2258 | 2330 | 2403 | 2477 75
1,2552 | 2628 | 2706 | 2785 2865 2947 | 3030 | 3114 | 3199 | 3286 88
1,3374 | 3464 3555 | 3647 3740 | 3835 | 3932 | 4029 | 4128 | 4229 | 102
1,4331 | 4434 | 4539 | 4645 | 4753 | 4862 | 4973 5085 5199 | 5314 | 117
1,5431 | 5549 | 5669 | 5790 | 5913 | 6038 | 6164 | 6292 | 6421 | 6553 | 132
1,6685 | 6820 | 6956 | 7093 7233 7374 7517 7662 | 7808 7957 | 150
1,8107 | 8258 | 8412 | 8568 | 8725 | 8884 | 9045 | 9208 | 9373 | 9540 | 169
1,9709 | 9880 |*0053 |*0228 |*0404 [*0583 [*0764 [*0947 |*1132 [*1320 | 189
2,1509 | 1700 | 1894 | 2090 | 2288 | 2488 | 2691 | 2896 | 3103 | 3312 | 212
2,3524 | 3738 | 3955 | 4174 | 4395 | 4619 | 4845 | 5074 | 5305 | 5538 ‘| 237
2,5775| 6014 | 6255 | 6499 | 6746 | 6995 7247 7502 | 7760 | 8020 | 263
2,8283 | 8549 | 8818 | 9090 | 9364 | 9642 | 9922 |*0206 |*0493 [*0782 | 293
3,4075| 1371 1669 | 1972 | 2277 | 2585 | 2897 3212 | 3531 3852 | 325
3,4177| 4506 | 4838 | 5173 | 5512 | 5855 | 6201 | 6551 | 6904 | 7261 | 361
3,7622 | 7987 | 8355 | 8727 | 9103 | 9483 | 9867 |*0255 |*0647 |*1043 | 400
4,1443| 1847 | 2256 | 2669 | 3086 | 3507 | 3932 | 4362 | 4797 | 5236 | 443
4,5679 | 6127 | 6580 | 7037 7499 | 7966 | 8437 | 8914 | 9395 | 9881 | 491
5,0372 | 0868 1370 | 1876 | 2388 | 2905 3427 | 3954 4487 5026 | 544
5,5570 | 6119 | 6674 | 7235 | 7801 | 8373 | 8951 | 9535 |*0125 (*0721 | 602
6,323 | 1931 | 2545 | 3166 | 3793 | 4426 | 5066 | 5712 | 6365 | 7024 | 666
6,7690 | 8363 | 9043 | 9729 |*0423 |*1123 |*1831 |*2546 [*3268 |*3998 | 737
7,4735| 5479 | 6231 6990 7758 | 8533 | 9316 [*0107 |*0905 |[*1712 | 815
8,2527| 3351 [ 4182 | 5022 | 5871 | 6728 | 7594 | 8469 | 9352 |[*0244 | 902
9,1146 | 2056 | 2976 | 3905 4844 5792 | 6749 | 7716 | 8693 | 9680 | 997
10,0677 | 1684 | 2701 | 3728 | 4765 | 5814 | 6872 [ 7942 | 9022 [*0113 [1102
34| 11,1215 | 2328 | 3453 | 4589 | 5736 | 6895 | 8065 | 9247 [*0442 [*1648 [1219
3,2) 12,2867 | 4097 | 5340 | 6596 | 7864 | 9146 [*0440 |*1747 |*3067 |*4401 [1347
3,3| 13,5748 | 7108 | 8483 | 9871 |[*1273 [*2689 |[*4120 |*5565 |*7024 |[*8498 [1489
34| 14,999 | 15,149 | 15,301 | 15,455 ] 15,610 | 15,766 | 15,924 | 16,084 | 16,245 | 16,408 | 165
3,5) 16,573 | 16,739 | 16,907 | 17,077 | 17,248 | 17,421 | 17,596 | 17,772 | 17,951 | 18,131 | 182
3,6| 18,313 | 18,497 | 18,682 | 18,870 19,059 | 19,250 | 19,444 | 19,639 | 19,836 | 20,035 | 201
3,7 20,236 | 20,439 | 20,644 | 20,852 | 21,061 | 21,272 | 21,486 | 21,702 | 21,919 | 22,140 | 222
3,8 22,362 | 22,586 | 22,813 | 23,042 | 23,273 | 23,507 | 23,743 | 23,982 | 24,222 | 24,466 | 245
39| 24,711 | 24,960 | 25,210 | 25,463 | 25,719 | 25,977 | 26,238 | 26,502 | 26,768 | 27,037 | 271
4,0] 27,308 | 27,583 | 27,860 | 28,139 | 28,422 | 28,707 | 28,996 | 29,287 | 29,581 | 29,878 ] 300
4,11 30,178 | 30,482 30,788 | 31,097 | 31,409 | 31,725 | 32,044 | 32,365 | 32,691 | 33,019| 332
4,2] 33,351 | 33,686 | 34,024 | 34,366 | 34,711 | 35,060 | 35,412 | 35,768 | 36,127 | 36,490 | 367
4,3| 36,857 | 37,227 37,601 | 37,979 | 38,360 | 38,746 | 39,135 | 39,528 | 39,925 | 40,326 | 406
4,4 40,732 | 41,141 | 44,554 | 41,972 | 42,393 | 42,819 | 43,250 | 43,684 | 44,123 | 44,566 | 448
4,5| 45,014 | 45,466 | 45,923 | 46,385 | 46,851 | 47,321 | 47,797 | 48,277 | 48,762 | 49,252 495
49,747 | 50,247 | 50,752 | 51,262 | 51,777 | 52,297 | 52,823 | 53,354 | 53,890 | 54,431 ] 547
54,978 | 55,531 | 56,089 | 56,652 | 57,221 | 57,796 | 58,377 | 58,964 | 59,556 | 60,155 | 604
60,759 | 61,370 | 61,987 | 62,609 | 63,239 | 63,874 | 64,516 | 65,164 | 65,819 | 66,481 | 668
67,149 | 67,823 | 68,505 | 69,193 | 69,889 | 70,591 | 71,300 | 72,017 | 72,741 | 73,472} 738
74,210 | 74,956 | 75,709 | 76,470 | 77,238 | 78,014 | 78,798 | 79,590 | 80,390 | 81,198 | 816
82,014 | 82,838 | 83,671 | 84,512 | 85,361 | 86,219 | 87,085 | 87,960 | 88,844 | 89,737 | 902
90,639 | 91,550 | 92,470 | 93,399 | 94,338 | 95,286 | 96,243 | 97,211 | 98,187 | 99,174 | 997
100,471 (101,178 [102,194 {103,221 |104,259 [105,307 [106,365 (107,434 108,513 109,604 |1102
110,706 (111,818 [112,942 (114,077 (115,223 {116,381 [117,551 (118,732 119,925 121,131 |1217
122,348 123,578 124,820 |126,074 (127,341 [128,621 {129,913 |131,219 (132,538 (133,870 |1345
135,215 (136,574 137,947 |139,333 140,733 [142,147 |143,576 [145,019 146,476 |147,949 [1486
149,435 150,937 152,454 153,986 155,534 [157,097 (158,676 {160,270 |161,881 |163,508 |1643
165,151 166,811 168,488 170,181 (171,891 [173,619 (175,364 (177,126 |178,906 180,704 [1816
182,520 (184,354 (186,207 188,079 |189,969 191,878 {193,806 [195,754 197,721 (199,709 |2007




32 F. 6® und e~ * fiir =0 bis x=7.
o fiir ¢ =0 bis ¢ =2,89.

@ (1] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 D
0,0 0,0000 | 0100 | 0200 | 0300 | 0400 | 0500 | 0599 | 0699 | 0798 | 0898 | 99
0,1]70,0997 | 1096 | 1194 | 1203 | 1391 | 1489 | 1587 | 1684 | 1781 | 1878 | 96
02| 0,4974 | 2070 | 2165 | 2260 | 2355 | 2449 | 2543 | 2636 | 2729 | 2821 | 92
0,3] 0,2913 3004 | 3095 | 3185 | 3275 | 3364 | 3452 | 3540 | 3627 | 3714 | 86
04| 0,3800 | 3885 | 3969 | 4053 | 4136 | 4219 | 4301 | 4382 | 4462 | 4542 | 79
0,5] 04621 | 4700 | 4777 | 4854 | 4930 | 5005 | 5080 | 5154 | 5227 | 5299 | 71
0,6 0,5371 5441 5511 5581 5649 | 5717 | 5784 | 5850 | 5915 | 5980 | 64
0,7] 0,6044 | 6107 | 6169 | 6231 | 6291 | 6352 | 6411 | 6469 | 6527 | 6584 | 56
08| 0,6640 | 6696 | 6751 | 6805 | 6858 | 6911 | 6963 | 7014 | 7064 | 7114 | 49
09| 0,7163 | 7211 | 7259 | 7306 | 7352 | 7398 | 7443 | 7487 | 7531 | 7574 | 42
1,0] 0,7616 | 7658 | 7699 | 7739 | 7779 | 7818 | 7857 | 7895 | 7932 | 7969 | 36
1,1 0,8005 | 8041 | 8076 | 8110 | 8144 | 8178 | 8210 | 8243 | 8275 | 8306 | 31
1,2] 0,8337 | 8367 | 8397 | 8426 | 8455 | 8483 | 8511 | 8538 | 8565 | 8591 | 26
1,3| 0,8617 | 8643 | 8668 | 8693 | 8717 | 8741 | 8764 | 8787 | 8810 | 8832 |22
1,4] 0,8854 | 8875 | 8896 | 8917 | 8937 | 8957 | 8977 | 8996 | 9015 | 9033 | 19
1,5| 0,9052 [ 9069 | 9087 | 9104 | 9121 | 9138 | 9154 | 9170 | 9186 | 9202 | 15
1,6] 09217 9232 | 9246 | 9261 | 9275 | 9239 | 9302 | 9316 | 9329 | 9342 | 12
1,7] 0,9354 | 9367 | 9379 | 9391 | 9402 | 9414 | 9425 | 9436 | 9447 | 9458 | 10
1,81 0,9468 9478 | 9488 | 9498 | 9508 | 9518 | 9527 | 9536 | 9545 | 9554 | 8
1,9 0,9562 9571 9579 | 9587 | 9595 | 9603 | 9611 | 9619 | 9626 | 9633 7
2,0 0,9640 | 9647 | 9654 | 9661 | 9668 | 9674 | 9680 | 9687 | 9693 | 9699 | 6
2,11 09705 | 9710 | 9716 | 9722 | 9727 | 9732 | 9738 | 9743 | 9748 | 9753 | 4
22| 09757 | 9762 | 9767 | 9771 | 9776 | 9780 | 9785 | 9789 | 9793 [ 9797 | 4
2,3]| 0,9801 | 9805 | 9809 | 9812 | 9816 | 9820 | 9823 | 9827 | 9830 | 9834 | 3
24| 09837 | 9840 | 9843 | 9846 | 9849 | 9852 | 9855 | 9858 | 9861 | 9864 | 2
2,5] 0,9866 9869 [ 9871 | 9874 | 9876 | 9879 | 9881 | 9884 | 9886 | 9888 | 2
2,6| 0,9890 | 9892 | 9895 | 9897 | 9899 | 9901 | 9903 | 9905 9908 | 2
2,7] 09910 | 9912 | 9914 | 9915 | 9917 | 9919 | 9920 | 9922 | 9923 | 9925 | 1
28] 09926 | 9928 | 9929 | 9931 | 9932 | 9933 | 9935 | 9936 | 9937 | 9938 | 2

F. e und e—* fiir x=0 bis x=7.
% & e~z z & e~z z & e—z

0,00 | 1,00000 | 1,00000 | 0,20 | 1,22140 | 081873 | 040 | 1,49182 | 0,67032

of | 1,01005 | 0,99005 21 1,23368 | 0,81058 41 | 1,50682 | 0,66365
02 | 1,02020 | 0,98020 22 | 1,24608 | 0,80252 42 | 1,52196 | 0,65705
03 1,03045 0,97045 23 1,25860 0,79453 43 1,53726 0,65051
04 | 1,04081 | 0,96079 24 | 1,271125 | 0,78663 44 | 1,552711 | 0,64404
0$ 1,05127 0,95123 25 1,28403 0,77880 45 1,56831 0,63763
06 | 1,06184 | 0,94176 26 | 1,29693 | 0,77105 46 | 1,58407 | 0,63128
07 1,07251 0,93239 27 1,30996 0,76338 47 1,59999 0,62500
08 | 1,08329 | 0,92312 28 | 1,32313 | 0,75578 48 | 1,61607 | 0,61878
09 | 1,09417 0,91393 29 1,33643 0,74826 49 1,63232 0,61263

0,10 | 1,10517 | 0,90484 | 0,30 | 1,34986 | 0,74082 | 0,50 | 1,64872 | 0,60653

11 | 1,11628 | 0,89583 31 1,36343 | 0,73345 51 1,66529 | 0,60050
12 | 1,12750 | 0,88692 32 | 1,37713 | 0,72615 52 | 1,68203 | 0,59452
13 | 1,13883 | 0,87810 33 | 1,39097 | 0,71892 53 | 1,69893 | 0,58860
14 | 1,15027 | 0,86936 34 1,40495 | 0,71177 54 1,71601 0,58275
15 | 1,16183 0,86071 35 1,41907 0,70469 55 1,73325 0,57695
16 | 1,17351 | 0,85214 36 | 1,43333 | 0,69768 56 | 1,75067 | 0,57121
17 | -1,18530 0,84366 37 1,44773 0,69073 57 1,76827 0,56553
18 | 1,19722 | 0,83527 38 | 1,46228 | 0,68386 58 | 1,78604 | 0,55990
19 | 1,20925 | 0,82696 39 | 1,47698 | 0,67706 59 | 1,80399 | 0,55433
0,20 | 1,22140 | 0,81873 | 0,40 | 1,49182 | 0,67032 | 0,60 | 1,82212 | 0,54381




Wichtige Zahlenwerte. 33
X ; e~z x er e~z x ez e~z
0,60 | 1,82212 0,54881 | 1,10 3,00417 0,33287 | 2,00 7,38906 | 0,13534
61 | 1,84043 | 0,54335 1 3,03436 | 0,32956 10 8,16617 | 0,12246
62 | 1,85803 | 0,53794 12 | 3,06485 ,32628 20 9,02501 | 0,11080
63 1,87761 0,53259 13 3,09566 0,32303 30 9,97418 | 0,10026
64 | 1,80648 | 0,52729 14 | 3,42677 | 0,31982 40 | 11,02318 | 0,09072
65 | 1,91554 | 0,52205 15 3,45819 | 0,31664 50 | 12,18249 | 0,08208
66 | 1,93479 | 0,51685 16 3,18993 0,31349 60 13,46374 | 0,07427
67 1,95424 0,51171 17 3,22199 0,31037 70 14,87973 | 0,06721
68 | 1,97388 | 0,50662 18 | 3,25437 | 0,30728 80 | 16,44465 | 0,06081
69 | 1,99372 | 0,50158 19 | 3,28708 | 0,30422 90 | 18,17415 | 0,05502
0,70 | 2,01375 | 0,49659 | 1,20 3,32012 0,30119 | 3,00 20,08554 | 0,04979
7 2,03399 0,49164 21 3,35348 0,29820 10 22,19795 | 0,04505
72 | 2,05443 | 0,48675 22 | 3,38718 | 0,29523 20 | 24,53253 | 0,04076
73 | 2,07508 | 0,48191 23 3,42123 | 0,29229 30 | 27,11264 | 0,03688
74 | 2,09594 | 0,47711 24 | 3,45561 | 0,28938 40 | 29,96410 | 0,03337
75 | 2,41700 | 0,47237 25 | 3,49034 | 0,28650 50 | 33,11545 | 0,03020
76 | 2,13828 | 0,46767 26 | 3,52542 | 0,28365 60 | 36,59823 | 0,02732
77 | 2,45977 | 0,46301 27 | 3,56085 | 0,28083 70 | 40,44730 | 0,02472
78 | 2,18147 | 0,45841 28 | 3,59664 | 0,27804 80 | 44,70118 | 0,02237
79 | 2,20340 | 0,45384 29 | 3,63279 | 0,27527 90 | 49,40245 | 0,02024
0,80 | 2,22554 0,44933 | 1,30 3,66930 0,27253 | 4,00 54,59815 | 0,01832
81 | 2,24791 | 0,44486 31 3,70617 | 0,26982 10 | 60,34029 | 0,01657
82 | 2,27050 | 0,44043 32 | 3,74342 | 0,26714 20 | 66,68633 | 0,01500
83 | 2,29332 0,43605 33 3,78104 0,26448 30 73,69979 | 0,01357
84 | 2,31637 | 043171 34 | 3,81904 | 0,26185 40 | 81,45087 | 0,01228
85 | 2,33965 0,42741 35 3,85743 0,25924 50 90,01713 | 0,01111
86 | 2,36316 | 0,42316 36 | 3,89619 | 0,25666 60 | 99,48432 | 0,01005
87 | 2,38691 0,41895 37 3,93535 0,25411 70 | 109,9472 | 0,00910
88 | 2,41090 | 0,41478 38 | 3,97490 | 0,25158 80 | 121,5104 | 0,00823
89 | 243513 | 041066 | 39 | 4,01485 | 0,24908 90 | 134,2808 | 0,00745
0,90 | 245960 | 0,40657 | 1,40 | 4,05520 | 0,24660 | 5,00 | 148,4132 | 0,00674
91 | 2,48432 | 0,40252 41 4,09596 | 0,24414 10 | 164,0219 | 0,00610
92 | 2,50929 0,39852 42 4,13712 0,24171 20 | 181,2722 0,00552
93 | 2,53451 0,39455 43 | 4,17870 | 0,23931 30 | 200,3368 | 0,00499
94 | 2,55998 | 0,39063 44 | 4,22070 | 0,23693 40 | 221,4064 | 0,00452
95 | 2,58571 0,38674 45 4,26311 0,23457 50 | 244,6919 | 0,00409
96 | 2,61170 | 0,38289 46 | 4,30596 | 0,23224 60 | 270,4264 | 0,00370
97 | 2,63794 | 0,37908 47 | 4,34924 | 0,22993 70 | 298,8674 | 0,00335
98 | 2,66446 | 0,37531 48 | 4,39205 | 0,22764 80 | 330,2996 | 0,00303
99 | 2,69123 0,37158 49 4,43710 0,22537 90 | 365,0375 0,00274
1,00 [ 271828 | 0,36788 | 1,50 | 4,48169 | 0,22313 | 6,00 | 403,4288 | 0,00248
01 | 2,74560 | 0,36422 55 | 4,71147 | 0,21225 10 | 445,8578 | 0,00224
02 | 2,77319 0,36059 60 4,95303 0,20190 20 | 492,7490 0,00203
03 | 2,80107 | 0,35701 65 | 5,20698 | 0,19205 30 | 544,5719 | 0,00184
04 | 2,82022 0,35345 70 5,47395 0,18268 40 | 601,8450 0,00166
05 | 2,85765 0,34994 75 5,75460 0,17377 50 | 665,1416 0,00150
06 | 2,88637 0,34646 80 6,04965 0,16530 60 | 735,0952 0,00136
07 | 291538 | 0,34301 85 | 6,35982 | 0,15724 70 | 812,4058 | 0,00123
08 | 2,94468 0,33960 90 6,68589 | 0,14957 80 | 897,8473 0,00111
09 | 2,97427 | 0,33622 | 95 7,02869 | 0,14227 90 | 992,2747 | 0,00101
1,10 | 3,00417 0,33287 | 2,00 7,38906 0,13534 | 7,00 [1096,6332 0,00091
Q. Wichtige Zahlenwerte.
AGréBe n r Ign - lErdBe' n ‘ Tgn GrbBe[ n Ign
3
n 3,4415.. | 0,4972 1:7 | 0,3183 0,5029—1 | Ve 1,3956 0,448
72| 1,5708 | 0,1961 g/n 1,7725 0,2486 g 9,81 0,9917
73 | 1,0472 | 0,0200 V= | 1,4646 0,1657 g | 96,2361 1,9833
w4 | 07854 | 0,8951—1| e | 2,7182.. | 0,4343 Ve 3,1321 | 0,4958
nd 9,8696 | 0,9943 1:¢ | 0,3679 0,5657—1 | 1:2g | 0,0510 | 0,7083—2
a® | 31,0063 | 1,4915 Ve | 1,6487 | 0,2172 V2g | 44294 | 0,6464
Taschenbuch fiir den Maschinent 9. Aufl. I. 3
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II. Arithmetik und Algebra.

Bearbeitet von Dr.-Ing. W. Meyer zur Capellen, VDI, Aachen.

A. Die Potenz-, Wurzel- und Logarithmenrechnung.

a) Die Potenzrechnung.
1. Begriff: a®=a-a'a... (v-mal als Faktor); 3*=3:3-3-3 =281, a' = a.
a= Grundzahl (Basis), #= Hochzahl (Exponent), a"= Potenz. Hieraus folgt:

2.0"= 0. 3. a° = o% fiir ::;;: 5 (1°°, 0%, oo? s. ,,unbest. Formen*
S. 55, ferner S. 65).
4. Gerade Hochzahl: (4a)%"® = 4-a?"; (L£4)* = +16.
5. Ungerade Hochzahl: (4a)2"*+! == 4-a2"+1; (+4)* = £64.
6. a™a® = g™ t"; 2028 =27, 7. a™b™ = (ab)™; 3*-2° = 6.
8. amfa® = a™~ " = 1[a"~™ (s. 11); 5%/5' = 5% 5Y5P =1/5* =5-3.
9. am/bm . (a/b)m; 8'/2' = 43, 10. (am)n . amn; (3|)A =38,
11. a~™ = 1/a™; 10~4 = 1/10000 = 0,0001.
12.a9=1. 13.1/0=00. 14.1Joo = 0.
Das Zeijchen oo bedeutet, daB die betreffende Zahl tiber alle Grenzen wichst.
Die Regeln 6 bis 11 gelten fiir jede Hochzahl — fiir positive, negative,
ganze oder gebrochene Werte:
15. g™/® = ”}/a"' (s. Wurzelrechnung); %/F= at3=g-al? =a?/;; a0.8. 0,3 =g1,1;
a1,41/g041 = g1 = g,
16. (a + b)(a — b) =a® — b?; 164— 36"= (164 + 36) (164 — 36) =200 * 128 = 25600.
17. (@ 4 b)® = a® + 2ab + b?; 98% = (100 —2)* =10000 —2 2 - 100 +4 = 9604 .
18. (a+b)3=a%4-3a%b+4 3ab% 1+ b3; 29 = (30— 1)*=27000— 27004 90— 1 = 24389,
19. Binomischer Lehrsatz fiir ganze, positive # (Erweiterung s. Reihen
S. 54):

(@+b)"=a"+ (:‘) ar-1p + (;‘) a9t ... (z) an-kpk 4 ...

+ (n e 1) abr=t 4 b,
Ist b negativ, so sind die Vorzeichen der ungeraden Potenzen von b negativ.
(:) , sprich ,,m iiber &, ist der k-te Binomialkoeffizient
(n) _nm—1)(n—2)(n—3)---(n —k+1)

k 1:2:3-4--k
Der Nenner heiBt 1 +2+3 <%k = k!, sprich ,,A-Fakultit* (s. a. S. 38).
1
” ” ” ”

Bs it (F)=(,%,)=m (§)=(3) =1 Fur ot
ganze Werte # konnen die Beiwerte aus dem neben- 1 1
stehenden Pascalschen Drejeck abgelesen werden 14 3 6 3 4 1
(hier von #=0 bis =7 fortgefihrt), in dem sich 1 10 10 1

jede Zahl als Summe der beiden in der vorhergehenden 16 5 15 20 1 55 6 1
Rejhe rechts und links von fhr stehenden Zahlen 1
ergibt. 7 21 35 35 21 7 1

19. (@ 4+ 8% :(a + b) = a® F ab + b2, )

20. (an__, bn) B (a_ b) =an-1 +an—sb+an—3bn + ...+ abn—z + bn«l’
n ganz und positiv. (a® — 5%): (@ — b) = a* + a®b + a'b* + ab® + bt

21, (@2m+1 4 b2n+1): (a4 b) =a2n— a3n—1b 4 a2n—2b2 — 4 --- £ b28 (s, 20.).
(@® 4 0% : (@ + b) = a* — a*b + a*b* — ab® + b4,

22, (a2n — bzn) t(@4b)=a2n-1—g2n—-2p 4 a2n-3p2 —f o+ — h2n-1 (s. 20.).
@ —0%:(a+d) =a*—a'db +a%*— a'b>+abdt — b

23. Das Potenzieren hat zwei Umkehrungen, je nachdem in a® = ¢ die Zahl a
gesucht wird (Wurzelrechnung) oder b (Logarithmenrechnung).
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b) Die Wurzelrechnung.

n —
1. Begriff: Wenn b"=a, so ist b=Va; a heiBt Radikand, b Wurzel und
n Wurzelhochzahl (-exponent). Dann ist
n,—\n 1 = n—
2. (Va) = a; 3. Ya=a; 4. Jo=o0.
5. Jede Wurzel kann als Potenz mit gebrochener Hochzahl angesehen werden (s. oben 15):

b= % =alin, da br=(atmp=al=a.
2n,— 2n,— 2n— . .
6. Gerade Wurzelhochzahl: } a = :}:1 ]/a |1): 2, V—a ist imaginar (S.37);
4
V81

= 2n+1, 2n41,— R _
7. Ungerade Wurzelhochzahl: ]/j: a=+ | a |; '3;/_54 =—4, 1’64 =

— — — m, — m,—\n
8.'?/a "}l/b ="i/ab. 9. ]/a/]/b ]/a/b 10. Va":(]/a) = a"/m,
V3-Viz= V36 = 6; Va8/V7 =Vi=2; Vies = (V16) = 4 = 64.
11. Hochzahl der Wurzel und des Radikanden kénnen mit ein und derselben
Zahl multipliziert und durch ein und dieselbe Zahl dividiert werden:

Ve -V foa = Vo = Vo

iy ) Ym— mn— 3 4
w2 Ve = @mim =VVa ="Va; Via-Vim-15.
13. a5 = Vanb. 14. %%=""‘VW. 15.Vax Vo=+Va+bx2Vab, a>b.

c) Die Logarithmenrechnung.

1. Begriff: m= logb heit b = a™. a ist die Grundzahl (Basis), m der Log-
arithmus. (Verlauf der logarithm. Kurve s. Fig. 116, S. 118.)

2. Briggssche oder dekadische Logarithmen haben die Grundzahl 10.
Man schreibt 10gb = lgh.

3. Die natiirlichen Logarithmen haben als Grundzahl die Eulersche Zahl
£=2,7182818.. (s. S. 53 und 65). Man schreibt 10gh= Inb (logarithmus naturalis).

4. Zur Umrechnung gilt Inx=2,30261gx und lgx=0,4343°Inz. Die
Zahl 1/2,3026 = 0,4343 heiBt Modul des Briggsschen Logarithmensystems (ge-
nauer 1/2,302585 ... = 0,434294...).

5. Aus dem Begriff des Logarithmus folgt

10g1=0, 10g0=—oo, logoo=oo, I0ga=1, Igl0=1, Ine=1.

Die Briggsschen und die natiirlichen Logarithmen negativer Zahlen sind imaginir.

Fiir das Rechnen mit Logarithmen gelten folgende 4 Regeln:

6. loag(uv) = lggu + 16gv; 7. lgg(u/v) = lggu — lggv;
- 1
8. lggu" =n lgg u; 0. lgg,"/u = log# . 10. 1g10* = », d.h.

lg 1=0, da 10°= 1

lg 10=1, da 10'= 10 1g0,4 =-—1, da 10-1——0.
lg 100=2, da 10*= 100 1g0,001 =—2, da 10-2=0,01
1g1000=3, da 10®= 1000 130,001 = —3, da 10-3=0,001.

11. Fiir dekadische Logarithmen ist ferner zu beachten:
Es ist 1g1,092 = 0,0382 (s. S. 22).

Ferner ist 1g10,92 = 1g(1,092-10) = 1g1,092 + 1g10 = 1,0382; ebenso fst 1g0,1092
= 1g(1,092/10) = 1g1,092 — 1g10 = 0,0382 — 1. Entsprechend ist

1g109,2 = 2,0382; 1g0,01092 = 0,0382 ~— 2;
1g1092 = 3,0382 usw., 1g0,001092 = 0,0382 — 3 usw.
1) \ ]7helﬁt absoluter Betrag.
%) Um fir gerade Wurzelhochzahlen der Wurzel die Vieldeutigkeit zu nehmen, schreibt
man im all i das Vorzeichen vor die Wurzel, so daB z. B. V3i-Viz2= (+)V36 =6

ist. Dagegen lautet aber die Parabelgleichung (S. 99) y* = ax aufgeldst y = +Vaz.
3%
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Die von der Stellung des Kommas abhingige ganze Zahl (0, 1, 2, 3, ...,
—1,—2,—3,...) heiBt Kennziffer, der nach dem Komma stehende Dezimal-
bruch heiBt Mantisse. Zahlen mit gleicher Ziffernfolge haben die gleiche Man-
tisse. Diese ist in den Tafeln fiir die Briggsschen Logarithmen zu finden.

Belsplele: ZweckmBig Ist dle Verwendung eines Schemas, bel dem links die Zahlen und
rechts fhre jeweiligen Logarithmen stehen:

. | J—
1. z=&5—(3)—66—2:—:E 2z 10,0827 - 565,1
' : 0,923¢ - 46,2
Zahl Logarithmus
0,536 | 0,7292 — 1
273 | 253t 0,0827 | 199175 — 13
Zabler | 2,0663 06392—1
0,0281 | 0,4487 — 2 (—) 565,1 2,7521
Z=4146] 3,6176 Zabler | 2,3913 +)
0,923 0,9652 — 1
X 4
\ 0§,8608 — ¥1
46,2 1,6646
Nenner | 1,5254 (=)
z=17.343| 08659
3. z=2,78141 4. z=0,6871,38
2,78 | 0,4440 0,687 0,8370 — 1
x1,44 x 1,33
z=4,227| 0,6260 - 1,1132 — 1,33
—0,33 40,33
z=0607| 0,7832—1
0,678 678 10
Lz = 1/1,08 .z = Lh.z =
5. ¢ = 0,427 6. z lno’mss,dhz In 753
0427 | o6304—1 678 | 6,5191
40,05 —0,05 10 | 2,3026
0,6804—1,05 , , 8,8217
2=0,4446 | 0,6480—1 ‘1 753 | 6,6241 (—)
2,1976 =z
B. Zahlensysteme.
Zahlen
I [ |
komplexe Zahlen reelle Zahlen imaginire Zahlen
| : I
Rationalzahlen Irrationalzahlen
| : | I : |
ganze Zahlen Briiche algebraisch transzendent
irrational irrational

a) Reelle Zahlen.

Siamtliche ganze Zahlen, gewdhnliche Briiche, endliche und' unendlich
periodische Dezimalbriiche bilden das System der rationalen Zahlen. Alle
iibrigen reellen Zahlen, deren Wert durch einen unendlichen, nicht periodischen
Dezimalbruch -ausgedriickt werden kann, nennt man irrationale Zahlen. Die-
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jenigen irrationalen Zahlen, die Losungen einer Gleichung n-ten Grades mit ratio-
nalen Koeffizienten sind, z. B. alle Wurzeln, heiBen algebraische, die iibrigen
transzendente Zahlen, z. B. &, e.

b) Imaginére und komplexe Zahlen.

1. Die imagindre Einheit ist 5 =-+}—1, so daB #=—1, Eine imagi-
nire Zahl 4+ b ist das Produkt aus der imaginiren Einheit und einer reellen
Zahl. So ist z. B. +]/?—_9= 3 4. Fiir die Potenzen von { gilt dann die folgende

o ‘ Tabelle.

1.4° it ... it Eine Verbindung zwischen einer reellen und

i ¢t 4% ... 4"+l einer imaginiren Zahl, z. B. £=a 1b, heiBt kom-
1 ¢ 4-2 ... jintz plexe Zahl. a ist der Realteil, b der Imaginir-
. A teil. a+ #b und @ — b sind konjugiert komplexe
.ttt 7 Zahlen. Aus a-+4b=0 folgt a=0 und b=0; aus
a+1b=c-+1id folgt a=c und b=d. Unter Beachtung von i#=—1 gelten fiir
komplexe Zahlen die gleichen Rechenregeln wie fiir reelle Zahlen. Potenzieren s. 4.

Belsplele: (a4 4b) 4 (c +4d) = (@ +¢) + (b +4d); (84 $d) — (c + id) = (a — )
+4(b—a)y (a4 $db)(c + $d) = (ac — bad) + $(ad + bc); (s + ib)(a — ib) = a® + b2.

a+4b . (a+sb)(c—$d) ac+ bd ..bc—ad

Tt Crie—ia - sxa T ayar et
2. Eine komplexe Zahl ¢=a- ¢b wird in der
GauBschen Zahlenebene dargestellt durch einen S,
Punkt mit den Koordinaten @ und b, Fig.1: Den N i )
reellen Zahlen wird die waagerechte Achse der Q4r S flsid)
reellen Zahlen, den imaginiren Zahlen die dazu .§=i- r /)
senkrechte Achse der imaginiren Zahlen zuge- H T
ordnet. — L } "5 —
Unter Einfithrung von Polarkoordinaten liest 4 2 L Zahlen
man mit a=r cosp, b=r singp die Normalform -r
oder trigonometrische Form ik o,
t¢=a+1b=r(cosp+ ising) ] a
. 0 . 2 2 -,‘F
ab. Hierin ist r =} a% 4+ 4% der Absolutbetrag Fig. 1.

(Modul), d.1. die Lange der StreckeOP, und ¢,
gegeben durch tge = b/a, der Winkel (das Argument) der komplexen Zahl.

Man kann auch den von 0 nach P gezogenen Vektor (s. S. 128) z=OP als Darstellung der

) )t Zahl ; seine Ricl ist durch ¢, seine Linge durch r gegeben.
3. Die Normalform liefert den Moivreschen Satz fiir beliebiges reelles #:
(cos@ - i sin@)™ = cosn g - isinng;
eine komplexe Zahl wird mit # potenziert, indem man den Betrag mit # poten-
ziert und den Winkel mit # multipliziert. So wird

1]L/a+ib= W;‘.-(cos(p—%?—k—q-l-i-sinﬁ;—kn), @ im BogenmaB;

fiir k/=0,1,2,...,n—1 erhilt man sidmtliche » Wurzeln.
4, Aus 3. folgen mit r=1 und ¢=0 bzw. ¢ =z die Einheitswurzeln:

- 2k R 2k
,i/‘l=cosf—n+1,-sinl, k=0,1,2,...,n—1.
n n
— k41 .. (2R +1 .
’]'/—1=cos(~2m1:r—)ﬁ+1,-sm(———j%)f, k=0,1,2,...,n—1,

Beispiel: J1=-+1 bzw. —0,5+ 0,866§ bzw. —0,5— 0,8664.
Die komplexe Zahl z = r(cosg -+ 7-singp) kann auch geschrieben werden
z=r6'% (s. S.53).
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C. Kombinationslehre.

1. Die Zahl der Permutationen, d. h. der moglichen Zusammenstellungen
von # ungleichen Elementen ist

1234+ (n—1) 9%=ml (sprich ,n-Fakultat“).

Befinden sich unter den » Elementen p gleiche einer Art, ¢ gleiche einer
anderen Art, r gleiche einer dritten Art usw., so ist die Anzahl der méglichen
!

n
Permutationen ——————.
p] B ql eplaee
Beisplele: 1. 6 Elemente abcdef haben 6! =720 Permutationen. 2. Die 3 Elemente ab
haben 3!=6 Permutationen, nimlich abe, bac, bea, acd, cad, cba.

3. Die 9 Elemente asaabbbcc haben Zr—gm = 1260 Permutationen.

2, Eine Zusammenstellung, die nicht simtliche #» Elemente enthilt, heifit
eine Varlation: ist # die Anzahl der zusammengestellten Elemente, so liegt
eine Variation der # Elemente zur %-ten Klasse vor. Die Anzahl aller moglichen
Variationen ist damit

1
ohne Wiederholung ( ) k= id

n— Rl

d. h. je nachdem das gleiche Element in der Zusammenstellung nur einmal oder

, mit Wiederholung #?®,

k-mal vorkommt. Z sind die Binomialkoeffizienten von S. 34.
Belsplele: 1. Die 4 Gegenstinde abcd haben In Gruppen zu je 2 Elementen ohne Wieder-
holung ; 2! = 12 Varlationen, nimlich @b, a¢, ad, be, bd, cd, ba, ca, da, cb, db, dc.
2. Bel Wiederholung erhélt man 4*=16, d. h. auBer den genannten noch aa, bb, cc, dd.

3. Die Anzahl der Kombinationen von #» Elementen zur k-ten Klasse,
d. h. die Anzahl der verschiedenen Arten, auf welche man # Elemente zu je
k Elementen ohne Riicksicht auf die Reihenfolge anordnen kann, ist

ohne Wiederholung (s. 0.) (z> , mit Wiederholung (n + ’f - {) .

Belsplele: 1. Die 4 Gegenstinde abcd haben In Gruppen zu je 2 Gliedern ohne Wieder-
holung (2) =:'—3 = 6 Kombinationen, namlich ab, ac, ad, bc, bd, cd.

2. Mit Wiederholung erh3lt man (4+2_’) (2) = 10 Kombinati Es }
binzu aa, bb, cc, dd.

D. Determinanten.

Bei verschiedenartigsten Aufgaben der Mathematik und ihrer Anwendungs-
gebiete trifft man auf gewisse Zahlenausdriicke, die Determinanten, die
nach ganz bestimmten Gesetzen gebaut sind und durch besondere Schreibweise
auch besonders einfach darzustellen sind.

U.a. laBt snch — um aus den vxelen Auwrl" Gglichkeiten eine her eifen —
in der Schw hre die Bedingu zur ‘Besti der Eigenfreq eines
schmngungsfahxgen, mehrghedngen Systems in der Form D = 0 schreiben, wo D eine gewisse
Determinante ist.

b,

1. Determinanten 2. und 3. Grades sind “ =a,by — ayb;
2
a b ¢
! bl IJ | b2 02 ‘ by by
Ay Oy Gy =a [ b — Qg | b b e
ay by o s C3 | bs 2 Ca

= a; (by05 — bgCp) — a5 (byc5 — bycy) + ag(bicy — becy)

= aybycg + aybyc; + agbycy — aybyey — agbicy — aghbye, -
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Die Determinante n-ten Grades von #»? Elementen ay, dg, ..., Gy,;
by, byy oy by; ..or, hat m Zeilen (waagerechte Reihen) und # Spalten (senk-
rechte Reihen). Sie wird geschrieben

| b e . o

ay by 6 oy
| O3 by ¢ .. 13
| *
lﬂn [ 'ﬂ‘
und stellt die Summe > --(a;b,65...1,) dar, in der die einzelnen Summanden
durch Permutation (s. G, S. 38) der Zeiger (Indizes) 1, 2, 3, ... des diagonalen
Produktes a;byc5...r, gewonnen werden. Jedes alphabetisch geordnete Pro-
dukt erbilt ein positives oder negatives Vorzeichen, je nachdem die Zahl der
Umkehrungen seiner Zeiger gerade oder ungerade ist. Die Determinante ent-
hilt n!=1-2+3---n Produkte. Beispiele vgl. 1.

2. Eine Determinante n-ten Grades kann mit Hilfe von Unterdeterminanten
(n — 1)-ten Grades zerlegt werden (s. a. 1. u. 8.):

lay by oo dx!

l‘a b ¢ d “32 € dy| ‘ boe & [ ‘ b 4 ‘ by o dy |
| uﬂ b“ C’ ; = by €y dg| — @y by €5 dy l + a,‘ by ¢y dy | —ag by ¢, dy "
jar 20 b d b d 5 d
‘ a, by c; d s (g Gy 4 G 4y by €y dy s (3 ds

Die Unterdeterminante zu einem Element in der i-ten Zeile und der
k-ten Spalte wird erhalten, indem man die ¢-te Zeile und die k-te Spalte der
urspriinglichen Determinante durchstreicht und die so entstehende Determinante
mit (—4)*+* multipliziert.

3. In einer Determinante kann man die Zeilen mit den Spalten unter Bei-
behaltung der Reihenfolge vertauschen:

7 by ¢ a8 a, 6
‘ @ b P 1 01 O ‘ 1 Qs 3
| = Lol a, by ¢y = \b b, by

|y by} by by |
as by 65l €1 6 G

4. Werden in der Determinante 2 Zeilen oder 2 Spalten miteinander ver-
tauscht, so dndert die Determinante ihr Vorzeichen.

5. Sind die entsprechenden Elemente zweier Spalten oder zweier Zeilen ver-
hiltnisgleich (also auch einander gleich und gleich Null), so ist die Determinante
gleich Null.

E L 16 by oo | ay 8, kay,

|
| @2 2y €| =03 l @ by ¢ | =0; b, by, kby|=0.
| a; ag ¢4 a; by oy ‘e €y key

6. Sind alle Elemente einer Zeile oder einer Spalte mit der gleichen Zahl
multipliziert, so kann der Faktor vor die Determinante gesetzt werden:

| kBay by ¢ lay B ¢ | kay kb ke, |
.ka, by ¢ =k|a, by ¢ =l a, by 6.
lkay by ¢ lay by ¢4 | ag by ey ‘

1. Der Wert einer Determinante bleibt unverdndert, wenn man zu den Ele-
menten einer Zeile oder Spalte das gleiche Vielfache der entsprechenden Ele-
mente einer anderen Zeile oder Spalte addiert oder subtrahiert:

& vbl 2 4 b 6 tka |
ay by cq| = |ay b, c,+ka,l.
ay by ¢4 a3 by ¢yt Ekay!

8. Eine Determinante 3. Grades kann auch folgendermaBen gebildet
werden:

”

a, b, e el b

St b G1baCy + b1Ca8y + €150,
":’.ba SCa |08y Ca =

a7 b3 Ty by —Ggbgcy — byCyy — Cyaed,y ,
\4 \¢ ‘o
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d. h. man setzt die beiden ersten Spalten in der gleichen Reihenfolge neben die letzte und bildet
die 6 Produkte der Elemente, die auf einer Diagonalen liegen. Die Produkte erhalten je nach
Pfeilrichtung + () oder — (/) als Vorzemhen.

Zahlenbeispiele: 1. Zu Punk

2 34
134 :}—:3:’+3g:‘=2-(3-z)—t-(3'2)+o=
3 02
2. Zu Punkt 5:
12 4 2 2:6 242 2-1
6 2 1|= 6 2 1 =0.
353 3 5 3
3. Zu Punkt 6, 7, 2
4 12 8 1 3 2 1 3 2 1 3 2 021
2 3 4|=4-12 3 4 4312 3 4|=12-(1 1 1|=12 1 11
3 6 9 3609 1 23 1 23 1 23
0 21 1
=12.|1 1 1 =12'{0—1' 2>+0}=—12'(2'2-—1'1)=—36.
012

Uber Anwendung bei Gleichungen 1. Grades mit mehreren Unbekannten
vgl. S. 42. Ferner vgl. S.91.

E. Gleichungen.

Eine Gleichung driickt aus, daB 2 GréBen einander gleich sind. Eine iden-
tische Gleichung zeigt eine algebraische oder rechnerische Umformung an, z. B.
(a+b)(@a—b)=a?—0b?. Eine Bestimmungsgleichung, z. B. z—9=0, dient
zur Ermittlung einer unbekannten Gré8e, z. B. #, und ist nur fiir einen be-
stimmten Wert # (oder mehrere) eine identische, im Beispiel fiir =9.

Jede Gleichung bleibt richtig, wenn auf beiden Seiten die gleichen Rech-
nungsvorginge ausgefithrt werden.

Zur Ermittlung von # Unbekannten dienen # voneinander unabhingige
Gleichungen.

Gleichungen, die sich derart umformen lassen, da8 nm' ganmhhge Potenzen der Un-
bekannten auftreten, heifien a].gebralsche Gleick im G zu den tr denten
Gleichungen.

Liegt eine Gleichung mit einer Unbekannten in der Form f(z) = 0 vor, 8o lassen sich zeich-
nerisch reelle Ldsungen dadurch finden, da8 man dle Kurve y=f(z) in Abhingigkeit von z
auftrigt. Die Abszi fhrer Sq punkte mit der z-Achse sind die reellen Losungen oder
Wourzeln der Gleichung (s. c, e, f).

a) Gleichungen 1. Grades mit einer Unbekannten.

Diese lassen sich immer auf die Form az—b=0 oder az=> bringen. Zur
Umformung (die in entsprechender Weise auch auf andere Gleichungen zu iiber-
tragen ist) ist zu beachten:

1. Sind in efner Gleichung mehrere Glieder mit 2 und mehrere Glieder ohne # enthalten,
80 bringt man die Glieder mit z auf die efne und die ohne z auf die andere Seite. Hierbef
miissen Klammerausdriicke, die z enthalten, aufgeldst
2. Enthilt die Gleichung Briiche, steht besonders  fm Nenner, so ist die Gleichung mit
dem Haupt zu multipli
3. Steht 2 in der Grundzahl einer Potenz (oder im Radikanden einer Wurzel), so st die
Potenz (Wurzel) auf eine Seite zu bringen und dann die Wurzel zu ziehen (dle Gleichung zu
Sind meh Wurzeln vorhanden, so ist mehrfaches Potenzieren erforderlich.
Steht z in der Hochzahl einer Potenz (Exponenhdglolchung), 8o Ist die Potenz auf
elne Selte zu bringen und dann die Gleich zu logar
Belsplel: 4,6+2,33-2=10; 2,33-2=5,4; (3— ) - 1g2,3=1g5,4; 3— 3_1% _ g,;g:;
=2,025; #=3—2,025=0,975. — Das Logarithmieren kann auch fortfallen durch Benut’zung
der doppellogarithmischen Teilung auf dem Rechenschieber (z. B. System Darmstadt).

b) Gleichungen 1. Grades mit mehreren Unbekannten.
1. » Gleichungen mit #» Unbekannten werden rechnerisch derart aufgeldst,
daB man zunichst aus ihnen durch Umformung und Zusammenfassung passen-



Gleichungen. 41

der Gleichungen %—1 Gleichungen mit #—1 Unbekannten bildet. Durch
Wiederholung dieses Verfahrens erhilt man #—2 Gleichungen mit #—2 Un-
bekannten, dann #-—3 Gleichungen mit #—3 Unbekannten usw., schlieSlich
1 Gleichung mit 1 Unbekannten. Nach Ausrechnung dieser Unbekannten setzt
man ihren Wert in eine der zwei Gleichungen mit 2 Unbekannten ein und er-
hilt so die zweite Unbekannte. Durch weiteres Einsetzen erhilt man der Reibe
nach samtliche # Unbekannte.

Zur Riickfilhrung von # Gleichungen mit # Unbekannten auf #—1 Glei-
chungen mit #—1 Unbekannten sind folgende Wege méglich:

Additionsmethode: Wegschaffen einer Unbekannten durch Addition bzw. Subtraktion
der Gleichungen nach passender Umformung (gleiche Beiwerte der wegzuschaffenden GroSen).

r+2y—072=21|-3 3x4+6y—2,12=63
1 32+02y—%=24 |-1]|:0,3 32+02y—35s=24 092+0,06y--035=7,2
092+7y—22=27 }-1 58y —1,12=39 09z+7y—25=27
6,94y —1,75=19,8
I { 58y —1,12=39 |-17 98,6y — 1,1 +17 £=663 II1. 22,26 y =445,2
6,94y —~1,73=198] 11 76,34y — 1,7+ 11 z=2178 y =20
58.20—-1,1£=39 z+2-20—0,7-70=21
1,135=77 z2=30
1=10

Gleichsetzungsmethode: Wegschaffen elner Unbekannten dadurch, daB man sie
oder ein passendes Vielfaches von ihr ln ]eder Glelchung durch die anderen Unbekannten
ausdriickt und die so erhalt Werte

{ z+2y—0,72=21|72=102+20y —210
1

324+02y—z=24 |7z2=212+14y—168|22=6x+0,4y—48
09x+7y—22=27 2:=09z+7y—27
I {10z+20y—210=2i z+1,4y—168
6zx+04y—48=092+7y—27
oder 11z+42

11{ 1Mz—18,6y+42=0 |y= 156
547 —21
5A2—66y—21=0 |y=-"—"— 6
11242 51a—21 . . .
111, T_T (mit 11-18,6 erweitern:)
121 2 + 462 = 158,1 z — 651
37'l:_=_;;13 _“'30_'_42—20
=2 1= 8 ==

£=3:30+02:20—-24=170

Emsetzungsmethode Eine Unbekannte wird dadurch weggeschafft, daB man in einer
diese Unbelk te durch die anderen ausdriickt und den so erhaltenen Wert in die
dbrigen Glelchungen einsetzt.
z+2y—-072=21
1 32402y —z2=24
09% +7y —22=27

z=21-2y+40,72
3:(21—2y4+0,7%8) +02y—2z=24 |58y—1,12=39
09:(21—2y+0,72) +7y—22=27|52y—1,372=_8/1

sBy—tr=3p |r= 28X
II{ B
3
5,2y —1,375 =81 |IIL 52y —1,37 - 1’1 3 g4
5,72y — 7,946 y + 53,43 =8,91
2,226y = 44,52
=2

58:20-39 77,
1,1 1,1 ——

21 —2-20+40,7-70=30

N
[

I
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2. Unter Benutzung von Determinanten (s. S.38) konnen die L&sungen
unmittelbar hingeschrieben werden. So folgt z. B. fiir ein System von 3 linearen
Gleichungen:

@z +by+as=d, a b oo
“nz+b2y+ca‘“42, D=ay b ¢, 4:01
% + by + c38 = dy, ay by
g=D,:D, y=D,:D, 2=D:D;, wo
d by a4 dy a by 4
Dy=|dy by ¢y, D;=|ay dy 6|, D, = |a, by dy].
dy by ¢y ay dy ¢ ag by dy

Fiir ein beliebiges, lineares Gleichungssystem gelten entsprechende Formeln:
Die Beiwerte der Unbekannten liefern, unter Beachtung von Zeile und Spalte,
die ,,Systemdeterminante D. Die Determinanten D,, D,, ... findet man, in-
dem man in D die Spalte der Beiwerte der betreffenden Unbekannten ersetzt
durch die Zahlen auf den rechten Seiten.

Ist D=0, so widersprechen sich die Gleichungen oder eine Gleichung ist
die Folge der anderen (z.B. z — y =4 und 22 — 2y = 8).

Sind jedoch die rechten Seiten (oben d;, d,,...) gleich Null (homogene
Gleichungen), so ist entweder =0, y=0, 2=0, ... oder es muB die Determi-
nante D gleich Null sein. In diesem Fall ist eine Unbekannte willkiirlich, d. h.
es sind nur die Verhiltnisse der Unbekannten bestimmbar.

Beisplel: 2z +1,4y=13) 2 1,4 _
65z~ 34y = 4; =65 _3,1.=—2 31— 6,5 1,4 = —153)
13 1,4
D,=-’ 2 y '-—13-3,1—4-1,4-—45.9; Z =—459:—153 m 3;
-3,
2 13
Dy = 6,5 4(-2-4—6,543-—76.5; y = —76,5: 153 = 5.

Fiir viele Unbekannte fithren beide Wege (1. und 2.) im allgemeinen nur
langsam zum Ziel. Dann empfehlen sich zeichnerische oder instrumentelle
Verfahren?).

c) Gleichungen 2. Grades mit einer Unbekannten.
1. Rechnerische Losung. Jede quadratische Gleichung kann auf die
Normalform 22 +az + b= 0

gebracht werden. Um diese zu erhalten, sind dhnliche Umformungen notwendig,
wie unter a), S.40, angegeben.
Fiir die Losungen oder Wurzeln der quadratischen Gleichung #? 4-az+b =0
folgt mit
22+ 2+ (a/2) * 2 + (a/2)? =(a/2)* —b oder (z + a/2)* = (a/2)* — b:

@ =—a2+ V@2 =b, 0 (422 — b= 4 = Diskriminante®
Zy = —af2 — V(a/z)’ —b,

Die Gleichung hat 2 reelle Wurzeln, wenn 4 > 0,
2 zusammenfallende reelle w s s A=0,
2 konjugiert komplexe s s A <O.

Ist @ = 0, so liegt eine rein quadratische Gleichung vor: z;, = i]/;—b.
Ist b=0, so ist #; =0 und 2,=—a, denn es ist 2+ ax =0 oder x(r+a) =0,
d.h. #; = 0 oder (x + a) =0, d. h. z; =—a.

gl. C. Runge: Graphische Methoden. S. 17f. Lelpzig 1928; s. a. Anm. 2, S. 140.
1) vgl. C. Graphische Methoden. S. 17f. Leipzi 8 A S,
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Beispiele:
| .
|2 2*—10z+25=0 3. «*+62+10=0 ‘4- 2'—10g =0

/ .
3.1/9 . T _
=424 2 4 — 52 = —10 —10) =0
a=+y ) 15 1-1\ (z—5)=0  e=3£)9-10 z(@-10)
3.5 ! ; \
z‘:T+T== . Ty=g, =5 } Z=--3+% ‘ 2:=0
3.5 1 ‘ _ . ‘ _
zz—I—Tr-—;.‘ ‘ Zo= —=3—%. l z,=10.

V3+z+V13—-2=6,
134+ ¢+13—2+2-V13* — 22 =36,
V169 — 2 =5,

- 144,
=+ 12 z=—12.
Beziehungen zwischen den Wurzeln: Durch Multiplikation urd

Addition der beiden Wurzeln #; und x, findet man:
@ *wy =b (von z freies oder absolutes Glied),
2, + @, =—a (negativer Beiwert von ).

Damit kann eine quadratische Gleichung auch geschrieben werden z*+ax+b
= (v — 23) (x — @) = 0, die, wie unmittelbar einzuseben ist, fiir # = #; und
&= x, erfiillt ist. Die Wurzeln haben
gleiches Vorzeichen, wenn b> 0, ! i
entgegengesetztes, wenn b<C 0. ] i

Lésungmitdem Rechenschieber: Kot )

Stellt man b auf der Grundteilung des wee1 6 5 ¢ o &
Schiebers ein und dividiert durch einen G T 1 T T T T TT
angenommenen Wert z,, so folgt nach 2 b3 4 5 6 768 910
vorstehendem z; =b/2;. Die Wurzeln sind Fig. 2

richtig, wenn gleichzeitig z, + 2, =—a ist.
Bei Benutzung der Xchr- (Reziprok-)
Teilung K, die man auch durch Umdrehen der Zunge erhalten kann, folgt, Fig.2: Die 10
oder 1 der Kehrteilung K iiber b der Grundteilung G einstellen, Der Strich des Glaslaufers
iber 2, der Kehrteflung K liefert auf G den Wert &, = b/z;. Ks muB dann wie oben 2, +z;=—a
sein. Ist b negativ, so Ist eine Wurzel negativ.

Beisplel: 2*+4,32—-27,3=0 (Fig.2); 2,2.=—27,3,
&+ &y =—a=—4,3., Einstellen von gz, = 3,5 liefert
Ty = —27,3/3,5 = ~7,8; 3,5—7,8=—4,3, d. h. die Wurzeln
sind richtlig.

2. Zeichnerische Veranschaulichung. Trigt man
die Kurve y==22%+ ax -+ b (Parabel, S. 100) als
Funktion von  auf, so sind die Abszissen ihrer
Schnittpunkte mit der z-Achse die gesuchten Wur-
zeln, Fig. 3. Je nach dem Wert von 4 (s. 1.)
schneidet die Parabel die z-Achse (4 > 0), beriihrt
sie diese (4 = 0) oder schneidet sie nicht (4< 0).

Im Beispiel, Fig. 3, sind benutzt

-4z +3=0, 4>0
z°— 45+ 4 =0, 4=0;
-4+ 5 =0, 4<L0.

3. Zeichnerische Losung. ) Schnittverfahren
fiir reelle Wurzeln: Die Schnitipunkte der Kurve Fig. 3.
y=2a2+4ax-+b mit der x-Achse sind die Wurzeln.
y=f(x) stellt aber die verschobene Einheitsparabel dar: Sie geht durch den
Punkt B der y-Achse mit der Ordinate y=> (Fig. 3), ihre Achse ist parallel der
y-Achse und ihr Scheitel hat die Koordinaten 2y=—a/2, yo= f(—a/2) =—A4 (s.1).
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Legt man die Einheltsparabel y =2 (Schablone, Kurve auf durchsichtigem Papler o. 4.)
derart in das Koordinatensystem, da8 ijhre Achse parallel der y-Achse ist, daB sle durch den
Punkt B (0; b) der y-Achse geht und daB ihr Scheltel auf der y-Parallelen z,=—a/2 (Parabel-
achse) llegt, so trifft sle dle z-Achse In 2; und z,, Fig. 3.

p) Aufspaltung (fir reelle Wurzeln): Schreibt man die Gleichung
2?4-azx+b=0 i.n der Form x’=-—ax——{) und setzt y,=f,(x) =22, y,=f;()
=—az—b, so sind die Wurzeln die Abszissen der Schnittpunkte der Kurve
mit der Kurve y,, da nur im Schnittpunkt y, =1¥,, also 22=—axz—b ist, Fig. 4.
¥, ist die fiir alle Gleichungen festliegende Einheitsparabel, y, ist eine Gerade,
deren Lage durch a und b bestimmt ist.

Liegen die Schnittpunkte sebr welt auseinander, so missen fiir # und y verschiedene Ma8-
stibe gewéhlt werden.

4
#"J " £1 0
- A>g) 7&
/ ;
1% c
L fi=0 / \
/ / \
e '/ \ £
\\
£
d <o) \
[l 711 1
-2 7 /7 / 2
/F/

Fig. 4. Fig. 5.

Je nach der GréBe von A (s. o. 1) schneidet die Gerade die Parabel (4 > 0),
beriihrt sie (4 = 0) oder schneidet sie nicht (4 < 0).

Belspiele: Fig. 4.
1. 2* — 1,12 —1,26 =0 2. 2* —1,62 +0,64 =0 3. 2=z +1,25=0
2, =18, 23=-0,7 T, =3 =0,8 komplexe Wurzeln.

9) Verfahren von Lill: Man trigt, Fig. 5, waagerecht die Strecke b auf,
positiv nach rechts, negativ nach links; dazu senkrecht die Strecke a, positiv
nach oben, negativ nach unten; daran waagerecht nach links die Strecke ,,Eins*.
Der Halbkreis iiber OF schneidet auf a (oder der Verlingerung) vom Endpunkt D
aus gemessen die Wurzeln z; und @, aus, nach oben positiv, nach unten negativ.

Beweis: Setzt man DB=—g (da nach unten gerichtet), so folgt nach Fig.5, daB tga
=DB:1=0A4:AB oder daB —z:1=>b:[a—(—2)] oder b=—2z(a+7) oder 2 +az+b=0
ist; d.bh. die Gleichung ist erfiillt. Das gleiche gilt fiir C, ebenso fiir andere Vorzeichen von
¢ umliBeispiel: In Fig. 5 Ist b=4 (+), a=5 (+); daher 2, und z; von D aus gemessen negativ:
Ty=—1, Ta=—4.

0) Die nomographische Losung bei reellen Wurzeln zeigt fiir beliebige
Werte a und b das aus einer gekriimmten und zwei parallelen, geraden und
linear geteilten Leitern bestehende Nomogramm Fig. 6: Die durch @ und b ge-
legte Weisergerade schneidet auf der gekriimmten Leiter die Wurzeln ; und z,
aus. Die Flucht 2a in Fig. 6 schneidet jedoch nur einmal; es gilt dann allgemein fiir
das Vorzeichen die Regel: x hat das obere (+) oder das untere (—) Vorzeichen,
je nachdem das Vorzeichen fiir den Wert a der betreffenden Gleichung oben
oder unten steht. Ist iiberhaupt kein Schnittpunkt vorhanden (Beispiel 4, s. u.),
so liegen komplexe Wurzeln vor, die rechnerisch bestimmt werden miissen oder
auch aus einem Sondernomogramm?!) abgelesen werden konnen.

1) Heck, O, u. A. Walther: Ing.-Arch. Bd.1 (1930) S.211.
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Beispiele: 1. 22 — 3,72+ 3=0; a negativ, Gerade 1, Punkte 4 und B, z, = +1,2,
Z3=+2,5.

2. 28 4+ 3,52 — 7,5 =0; a positiv; Gerade 2a, Punkt C, ergibt 2, = +1,5; Gerade 2D,
Punkt D, ergibt 23=—35, da das Vorzeichen von 4 (4) unten steht.

3. 22+ 7,72 +1,5=0; a positiv, Gerade 3, Punkte E und F, #,=-0,2, 2,=~7,5, da
das Vorzeichen von a (+) unten steht.

4. 23+ 2+ 4 =0; Gerade 4 a bzw. 4 b liefert keinen Schnittpunkt; daher komplexe Wurzeln.

a 14

2] Lé‘ Entwurf des Nomogramms:
g 5 Fiir alle durch den Punkt P (Fig. 7)
5+ ~ 5 mit den Koordinaten # und v gehenden
] - Geraden folgt nach Fig. 7 mit den Ab-
] =T #  schnitten 4 und b auf den Leitern T und I7
o7 L b v

c—u o+u’
| ausmultipliziert und geordnet: —2uc
+a(c—u)+b(c+4)=0 oder

2v¢ c—u

-c+a+ac+u

2‘2{ \ '//Ai/

+b=0.

Ay

L
]

p—
©
Fl——

17 Fig. 6. 70 Fig. 7.

Vergleicht man diese Form mit der quadratischen Gleichung 2®+az+ b =0, so miissen, wenn
fiir einen bestimmten Wert =2, die Gleichungen fiir jeden Wert @ und b ibereinstimmen
sollen, auch die Beiwerte iibereinstimmen, d. h. es muB sein

20¢c md =% _
cxu Do cru e
Daraus berechnen sich die Koordinaten %, # des Punktes P zu
Zo—1 3
= —C und v=-— .
Zo +1 Zo + 1

Die Folge dieser Punkte P liefert die gekriimmte Leiter (Hyperbel), die hiernach fiir glatte
Werte z, gezeichnet und mit diesen glatten Werten z =z, beziffert werden kann. Die Flucht-
gerade fiir ein Wertepaar a und b trifft dann die Kurve in den Wurzeln z, und 2, der quadra-
tischen Gleichung 2%+az+b=0.

Fiir negative Wurzeln kann man z durch (—2z) ersetzen und erhilt dann die oben an-
gegebene Regel flir das Vorzeichen.

d) Gleichungen 2. Grades mit mehreren Unbekannten.

1. # Gleichungen mit » Unbekannten werden in der auf S. 40 fiir lineare
Gleichungen angegebenen Weise durch allméhliches Wegschaffen der einzelnen
Unbekannten bis auf eine Gleichung mit einer Unbekannten aufgelést. Im allge-
meinen sind hierzu die dort angegebenen Methoden anwendbar, doch wird hiufig
die Einfiihrung neuer Unbekannter u. 4. die Rechnung wesentlich vereinfachen.

Belsplele:
1. 2* + = 20,5; ¥+ 8y 4+ 16 + 9* =20,5;
z —y =4 z=4+y; y'+4y =12,25;
y=-2xV4+225;
91 =+0,5; yi=—4,5; y=-2£25

z, = +4,5; z?= —0,5.
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2. 2*—22y+332=3-(z—9) |3, z =175y in di erste Gleichung eingesetzt, ergibt
22" +2y—3'=9-(x—y) | 1, 25y — 109* + 33 = 12y,
18y* — 12y =0 oder 6/(3y — 2) =0,
d.h.li_-:gund_z,_=5y‘=_0_, oder 3y—2=0,
aleo

32— 62y + 9y =22° + zy— ),
2*—7zy + 1032 =0,

z\* z
2 -7-Z2410=0,
G-+

Ya=%, und 2y =5y, =3Y,.
« = 2y eingesetzt, ergibt
4y — 4y + 3y* =3y,

z_7 V49—4o_7 3

Y2V =z ¥ —y=0 oder y(y—1)=0,
z 2 dh y,=0=yp, und 2z,=0=2, oder
(7).“5’ (7),=2‘ y—1=0, also =1 und z,=2y,=2.

2, Ist eine der beiden Gleichungen linear, so erhilt man 2 Wurzelpaare
(Beispiel 1); sind aber im allgemeinsten Falle beide Gleichungen quadratisch
(Kegelschnitte), so erhilt man 4 Wurzelpaare (Beispiel 2, wo 2 Paare zusammen-
fallen). Man kann nun in beider Fillen auch zeichnerisch vorgehen: Jede
Gleichung stellt eine Kurve (Gerade oder Kegelschnitt mit Kreis als Sonderfall)

dar. Die Koordinaten der Schnittpunkte der

Kurven sind dann die gesuchten Wurzelpaare.

Zahlenbelspiel: I (243,504 (y—2,7)'=21.
IL (2472 (y+1,3)=2.
Gleichung I, Fig. 8, stellt einen Kreis um P, (z,=-3,5,
¥o = +2,7) mit dem Radius V21 = 4,6 dar. Gleichung II
stellt eine gleichseitige Hyperbel dar, deren Asymptoten
die Parallelen zu den Achsen im Abstande —1,3 und —7,2
sind. Kreis und Hyperbel schneiden sich in den beiden re-
z ellen Punkten P, (z,=—6,9, y,=5,9) und P, (z,=—0,7,
y4=—1,0). Die belden anderen Schnittpunkte sind ima-
ginir. Die Gleichungen haben also die beiden reellen
Losungen:
2 =—6,9, ¥1 = +5,9, Zy=—0,7, Yy=—1,0.

Geniigt bei nur fliichtiger Skizze die Genaulgkeit der Ablesung nicht, so lassen sich die

erhaltenen Werte mittels der Anniherungsverfahren (S. 48) verbessern.

Schneiden sich die beiden Kurven nicht, so sind siatliche Losungen kom-
plex; ein viermaliger Schnitt liefert 4 Paare reeller Losungen, ein zweimaliger
(vorstehendes Beispiel) 2 Paare reeller Losungen (die 2 anderen Paare sind
komplex). Wird im Grenzfalle aus 2 Schnittpunkten 1 Beriihrungspunkt, so
fallen 2 Paare reeller Losungen in 1 Paar (Beispiel 2 oben) zusammen.

Fig. 8.

e) Gleichungen 3. Grades.
1. Rechnerisch. Eine kubische Gleichung in der Form
¥+ 4y*+ By+C=0
geht durch Einsetzen von y = — A/3 iiber in die
reduzierte Form a?+azx+b=0.

Ist A = (b/2)? + (a/3)?® die ,,Diskriminante*, so hat man folgende ITauptfalle

und Losungswege:
I. A> 0: 1 reelle und 2 konjugiert komplexe Wurzeln, Losung mit der
Cardanischen Formel:

m=atf, ma=—s@+AHEV3@—h),

o a=V—ti2+V4, B=V—bz—y4, i=y=1.

p— | J—

Belsplel: 28— 9z +28 =0, 4 =147 +(—3=169, V4 =13, a=V—14+13=—1
83— — 3 A =
B=V14—13 =V 37 m =3, a—f=2, Bym a+f=—4, 7,=2+iV3, 2,=2~4V3.
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II. A=<0: 3 reelle Wurzeln. Am besten trigon‘ometrische Lésung: Mit
berechnet wird, folgt:

Einfithrung des Winkels ¢, der aus cos3¢p = — ]/ ;
—al3)?

= 2V¥a/3 ccosp, Xy = 2}/—a/3 - cos(p + 120°),
Ty = 2)/——a/3-cos(<p + 240°) .
Beisplel: Reduzierte Form 28— 72+ 5=0, 4=2,5"4(—3,5*<<0, Fall IL

= 0,7015;

2Yan)P
3 =134°33, @=44°51".

2, =2V7/3+cos 44° 51’ = +2,166}
Z,=2V7/3+ cos164° 51’ = —2,949 ;
2, =2V7/3 * c03284° 51’ = 40,7828 .

Fiir A4 = 0 sind 2 Wurzeln einander gleich
und halb so groB, aber von entgegengesetztem
Vorzeichen wie die dritte. Dann wird nach der

Oardanischen Formel o = f = I/ bf2, also
2y =20 und Ty ==o3=—«&.

2. Zeichnerische Losungen erfolgen nach glei-
chen Methoden wie bei quadratischen Gleichun-
gen (s. S.43).

o) Schnittverfahren: Die Wurzeln der Gleichung f(x) = 0 sind die Ab-
szissen der Schnittpunkte der Kurve y = f(x) mit der x-Achse.

Beisplel: x’—}z’—-9z+9=—0 Die Schnittpunkte 2
der Kurve y = f(z)=2%— 32*— 92+9 (Fig. 39, S. 73) er-
geben die Wurzeln 2, -——2 37, #3=0,83, 23 =4,54. Eine
Multiplikation mit einem konstanten Faktor — in der
Figur mit 1/6 — ist fiir die Nullstellen ohne Belang; u. U.
Verbesserung nach h) S. 48.

f) Aufspaltung: Die Zerlegung der redu-
zierten Form a®+az+b=0 in f,(x)=f,(),
wo 9;=f,(®) = «® (kubische Einheitsparabel)
und ¥, = fy(x) = —awx — b (Gerade), liefert die
Wurzeln als die Abszissen der Schnittpunkte
dieser beiden Kurven, Fig. 9 mit den 3 Sonder-
fillen (s. 0.).

8) Zur nomographischen Losung fiir die
reduzierte Form f{fiihrt der gleiche Weg wie
auf S.45, Fig.7. Nur folgt jetzt fiir die Koordi-
naten % und v des Punktes P in entsprechender
Weise

Fig. o.

=—C-

so daB das Nomogramm der Fig. 10 entsteht.
Die Fluchtgerade durch die Punkte ¢ und b
treffen die gekriimmte Leiter in den gesuchten Fig. 10.
Wurzeln. Hinsichtlich des Vorzeichens gilt:

Trifft die Fluchtgerade die gekriimmte Leiter zweimal, so liefert die Gerade durch —b die
dritte, aber negative Wurzel; im Beispiel 2*— 72+ 5=0 (Flg 10) wird fir +b=+5 2,=0,78
und z;=2,17, wihrend fiir —b =—5 der Wert z,=—2,95 folgt. Trifft die Gerade nur einmal
(#*— 72— 5=0), so hat man eine positive Wurzel (z,=+2,95). Fiir die beiden anderen
Wourzeln zeichret man die Gerade durch —b; trifft diese die gekriimmte Leiter, so hat man die
beiden anderen, aber negativen Wurzeln (mJ Beispiel zy=—0,78, z3=—2,17); trifft sie nicht,
so liegen komplexe Wurzeln vor.
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Schneidet schlieBlich dle Gerade die Leiter dberhaupt nicht, so liegen zwel komplexe Wurzeln
vor, die dritte, negative, findet man mit der Geraden durch —

Ersetzt man namlich # durch — 2, so wird 2* + ez — y=0, die Glelchung ist fir — b zu 18sen.

Der nomographische Weg ist auch fiir Gleichungen h&heren Grades
von der Form 2" 4+ az™ 4+ b = 0 gangbar.

f) Gleichungen hoheren Grades.

Fiir Gleichungen héheren Grades empfehlen sich im allgemeinen zeichne-
rische oder Néherungsverfahren, wenn sich auch bis zur Gleichung 4. Grades
und fiir Gleichungen héheren Grades in Sonderfillen die Losungen geschlossen
angeben lassen.

Eine biquadratische Glelchung z*+ a2®+b=0 148t sich z. B. mit s=2* auf die quadra-
tische Gleichung s+ a5+ b=0 zuriickftihren (Befsplel S. 241).

Die allgemeine Gleichung n-ten Grades

2"+ a, 13" '+ a, g2ttt @+ ap=0
hat » Wurzeln @, 2, @, ..., Z,, von denen komplexe immer paarweis konju-
giert auftreten. Da die Gleichung auch in der Form (z—&,) (x— @,) (z—3) ...
(z—w,)=0 geschrieben werden kann (vglFz. B. S.43), so 1aBt sich bei einer
bekannten Wurzel #; durch Division der Gleichung mit (x— ;) ihr Grad um 1
erniedrigen.

Belspiel: 2*—132—12=0 hat offensichtlich dle Wurzel z, =—1. Also folgt
(z*—132—12): (z+1) =2"—2—12=0, d.h. z,=4 und 2;=-3.

g) Zeichnerische Verfahren,
Diese beruhen auf den gleichen, bei den Gleichungen 2. und 3. Grades (S. 43
u. 47) angegebenen Verfahren: Aufzeichnen der Funktionskurve f(z) und Be-
stimmung ihrer Nullstellen oder Aufspalten der Gleichung in f;(x)=/{,(%) und
Bestimmung der Schnittpunkte dieser Kurven.

h) Néherungsverfahren.

1. Newtonsches Verfahren. Ist x, ein Niherungswert fiir die Wurzel einer
Gleichung (%) =0 [in der Nihe des Schnittpunktes der Kurve y=f(«) mit der
z-Achse], so denke man sich, Fig. 11, im Punkt P, mit der Ordinate y, = f(,)
die Tangente mit der Steigung
(Ableitung) y5=f"(z,) ge-

2 2 V4 P
’ 4 L‘f zogen. ;= x,—h ist ein
besserer Niherungswert. Es -
A — v S f(xo)
B <EP| 1 folgt @y =xy—h=1xy— 7o
z | T oy 2’2 . "
,é_.] %ﬂd z, v Durch Wiederho

Ty
B4

Fig. 11. Fig. 12.

S
b
i

&

lung fiir @, 1Bt sich dieser
Wert x; verbessern: Z,=uz,;
— 93/y1 usw. (s.Zahlenbeispiel).

Das Verfahren konvergiert gegen die richtige Wurzel, wenn auf dem die Wurzel enthalten-
den Kurvenbogen 3= 0, == 0, ¥' 3= 00 und wenn in einem Punkt begonnen wird, in dem y*
und y” gleiches Vorzeichen haben.

2. Regula falsi. Hierbei ersetzt man die Tangente durch die Sekante durch 2
auf verschiedenen Seiten der z-Achse in der Nihe der Wurzel liegende Punkte P,

und f’;, Fig. 12. Der Schnittpunkt mit der x-Achse liefert den zwischen x,
und Z, liegenden Annaherungswert #;==x,—h. Da h=1y,/tgf und tgf=f(x,)
— ()] : (wo— ), folgt

T =2y —

f(@) - @0 —Fo) _ Yo (@g—%o)
f(@g) — f(a?o) o Yo — Yo
Eine Fortsetzung liefert bessere Anniherungswerte (s. Beispiel).
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Das Verfahren konverglert, wenn auf dem die Wurzel entha.ltenden Bogen ¥£0, ¥y %0,
y’Z oo und wenn Funktionswerte von entgegeng Vor: t werden.

Fiir lim(2y— Z,) — O erhilt man das Newtonsche Verfahren. Aus dem
Differenzenquotient wird der Differentialquotient (S. 65).

Beispiel: y=f(2)=2'— 72+ 5=0; also ¥’ =/(z) =32"—
Nach Newton: z,=2,2, ¥e=f (-’Bn)=0s248 yo=F(z)=17,52,

=z,
__w_z__ Ti=Ty— b=2,2— 0,248 =2,2—0,033=2,167 (zu groB);
2 7,52
2,1 j_-*:) 439 Regula falsl: Z,=2,2, ¥,=0,248, Te=21, F3=—0,439,
2,2| + 0,248 . — 0,248 - 0,1

Ti=Zy— h=2,2— =2,2— 0,036 = 2,164 (zu klein).

0,687

Der nichste Schritt liefert unter Verwendung von z, und Z;: ,=0,007, y{=17,088,
¥1=1(%) =—0,0142, @;— %,=0,003, ¥;—7F;=0,0212.

0,007

Newton: zy=2z,—k =2,167— }-b—s—gam ,167 — 0,001 =2,166 (zu groB);
i ,007 + O, .
Regula falsl: %= 2,— b =2,167— .‘%702-7:91 AI2,167— 0,001 =2,166 (zu Klein).
- Man hat also durch Benutzung beider Niherungsverfahren die gleiche G

keit wie auf unmittelbarem Wege (S. 47) mit vierstelligen Tafeln.

F. Reihen.

Ist #, %y, %g, ..., %, ... eine Folge von Zahlen bestimmter GesetzmaBigkeit,
so ist w;+ g+ ug+ -+ u,+ .- eine Reihe. Die einzelnen, positiven oder nega-
tiven Zahlen w;,%,,%;, ..., %,,... heiBen die Glieder der Reihe. Eine end-
liche Reihe hat endlich viele Glieder (n# endlich), eine unendliche Reihe hat
unendlich viele Glieder (# — 00).

Die Summe einer Reihe ist s =u;+4 %3+ #4534 +--+u,. Die Summe einer
unendlichen Reijhe ist der Grenzwert, dem sich die Summe der ersten % Glieder

n=o0
nihert, wenn # nach unendlich geht. Es ist dann s = Zu,,. Weiteres s. u. b).

n=1

Beisplele: 1. 1+24 344454+ 4 100=5050 [s. ) 1.].
2. 0,3+0,0340,003+++=1/3 [s. b)1].

a) Endliche Reihen.
1. Eine arithmetische Reihe 1. Ordnung ist eine Reihe, in der die Differenz
zweier aufeinanderfolgender Glieder konstant ist. Schreibt man
a= Anfangsglied, d = Differenz (konst.), # = Anzahl der Glieder,

so lauten die Glieder a, a+d, a+2d, ..., a+ (n—1)d. Dabei ist jedes Glied
das arithmetische Mittel aus den beiden benachbarten Gliedern. Ferner ist die
Summe des ersten und letzten Gliedes gleich der Summe des zweiten und vor-
letzten usw. Daraus folgt fiir die Summe der Reihe mit {=a+ (n—1)d als
n-tes Glied (Endglied):

s=a+a+d+a+zd+-..+a+(n_1)d=; (a+t)=%[2a+(n——1)d].

k =1000

Beispiele: 1. 2k=1+2+3+..,+1000=¥.{1+1ooo}=5oosoo,
k = 500 k=1 500

2. @R =2+ 4+6+8+ 0 +1000 =" - {2 + 1000} = 250500 ,
k=1
k =500 500

30 D @h— 1) =143 4547+ 0 +999 =" {1 + 999} = 250000 .
k=1

Taschenbuch fir den Maschinenbau. 9. Aufl. 1. 4
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2. Eine arithmetische Reihe n-ter Ordnung ist eine solche Reihe, bei der
die m-ten Differenzen konstant sind oder die #-te Differenzenreihe aus kon-
stanten Gliedern besteht. Eine Differenzenreihe wird gebildet aus den Diffe-
renzen je zweier aufeinanderfolgender Glieder einer gegebenen Reihe:

2, 3 1, 8 15 52, 158, 387... Hauptreihe
1, 4, 1, 7 37, 106, 229... 1. Differenzenrejhe
3, -3, 6 30, 69, 123... 2.
-6, 9, 24, 39, 54... 3. ”»
15, 15, 15, 15... 4,
o, 0 O0...

Die Hauptreihe ist also eine arithmetische Reihe 4. Ordnung.

Eine Reihe #-ter Ordnung ist durch das Anfangsglied 4; und die Anfangs-
glieder aller Differenzenreihen a;, by, ¢; usw. eindeutig bestimmt:

A, Ay Ay A, Ay Ay A, Ag ...
a a ag ay a; ag Gy ...
b, by by by b bg ...
¢ C cy A Cg vun
Die Summe der ersten %2 Glieder ist

= (’:) 4, +(’2’) o+ (’;) by +(ﬁ> ¢; + - [Binomialkoeffizienten (’:) 5. S.34]
Beisplele: 1. Im obigen Zahlenbeispiel ist:

= (D)24 ()14 (5) 3+ () o+ () s
=7'2+21+1+35-3+35:(—6) +21-15
= 14 4 21 4 105 — 210 + 315 = 245.
Probe: 2 + 3 + 7 + 8 + 15 + 52 4 158 = 245.
z=n
2. Zz|=1|+2t+3l+...+n==1+4+9+16+...+n’. Hauptreihe
=1 3 5 7. 1. Differenzenreihe

It

2 2. 2. ”

z=n

s_ (n ") . )., n-(n—1) n-(n—1)-(n—2)
= _(i)+(2) 3+(3) 2=nt g 3t 1-23 2

n a' o n 1

=?+—2_+€=—6—.".(”+”.(2”+”,
S;"' 3 3 3 3 ”‘ nz ﬂ’ 1 2

= vee - — — = .p?. 2

3.22‘1:" 1*+20+ 32+ + » 4+2 7 2 nie(n+1)%.

Wird in eine ganze rationale Funktion # ten Grades

f(x)=Aa*+ Ba"-1 4 Ca* 24 ...
tiir ¢ der Reihe nach 0,1,2, 3. .. gesetzt, so ergeben die Werte £(0), F(1), f(2),
1(3) ... eine arithmetische Reihe #ter Ordnung.

3. Eine geometrische Reihe ist eine Reihe, in welcher der Quotient zweier
aufeinanderfolgender Glieder konstant ist. Ihre Glieder sind @, aq, ag?, ag®, ...,
a-q"~! (n-tes Glied). Jedes Glied ist das geometrische Mittel aus den beiden
benachbarten Gliedern.

Die Summe der ersten # Glieder ist

1 —gn " _
- _, 1
1—9q q—1
denn s=a+a‘qt+a-¢*+---+a-gn-1;
s qg= a'¢g+a-g*+a-¢°+--+a-g" (—)
s —gq)=a(t —qn).
Ist |g]< 1, so ist fiir # — 0o die Summe der unendlichen geometrischen

s=a

’

Reihe mit lim ¢"= 0 durch s = L (s. a. S. 54) gegeben.
7 >00 1—q
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Belsplele aus Zinseszins- und Rentenrechnung. 1. Ein Kapital vom Betrag K|,
das zu p vH auf Zinsen steht, wichst in »# Jahren auf den Betrag

Kn=K,* (1 + 1%5)"= Ky qn (Zinseszinsformel von Leibniz)

an, wenn die Zinsen am Ende jedes Jahres zum Kapital geschlagen werden. Bei halbjahrlicher
Verzinsung ist statt ¢=14$/100 der Zinsfaktor 1 4 $/200 und statt » die Anzahl der Zeit-
abschnitte 2., bei vierteljahrlicher Verzinsung entsprechend 1+ ¢/400 und 4% zu setzen.
Fiir Zi hlag in jedem A blick (stetige Verzinsung) wird mit ¢ = 2,718... (S. 65)
Ky = K,-e0,01pn,

2. Der Barwert K eines nach n Jahren filligen Betrages Ky Ist K= K,/gn=K - v8, worin
1/¢ = v = Diskontierungsfaktor; K»— K = Diskont.

3. Wird am Ende jedes Jahres ein Kapital R eingezahlt, so ist das Endkapital

-1 .
Kn=R =1 (nachschiissig),

wird das Kapital R am Anfang jedes Jahres eingezahlt, so folgt
Kn=Rg "; ~ 1 (vorschiissig).

4. Ist ein Kapital K, vorhanden und werden jihrlich R RM. hinzugezahlt bzw. fortge-
nommen, so folgt die Sparerformel (+) bzw. die Rentnerformel (— )

Kpn=Kyn + R q : (nachschiissig), Kp = Koqn + Rq 2 ‘ —:

5. Setzt man in der Rentnerformel Ky =0, so ergibt sich, daB die Rente durch elne sofortige
Zahlung, durch ihren ,Barwert‘* abgeldst werden kann:

(vorschiissig).

qn—1 qn
Ky= R -———— (nachschiissig)) Ko= R— vorschissig).
=1 & Ke=Repo 1(q 1) ¢ 8
6. Lauft die Rente davernd (s -»oo), so st der Barwert dieser ,,ewigen Rente*

K, = qJLi =R~ 123 (nachschilsslg), Ky= R - J~1— (vorschilsslg).

7. Ein Kapital K, ist nach 4. in » Jahren abgeschneben, wenn bel elnem Zinsfaktor
=1+49/100 die jahrliche Abschreibungssumme R—K.qn bettigt

q
Zahlenbeispiel: Wann ist ein Kapital von 20000 RM. aufgezehrt wenn am Ende jedes
Jahres 3000 RM. fortgenommen werden? ¢ =3/, vH. ~ Setzt man in der ersten Formel von 4.
R

Ky =0, so wird 0 = Koqn(g — 1) — R(g®n — 1), d. h, gn =——

R—K,(g—1)’
3000 3 3
1035 = 0 — 20000 0,035 ~ 3—10,7 — 23"

0,1154
0,0149

d. h. man kann 7 Jahre lang 3000 RM. und dann noch einen Rest fortnehmen. (Mit der Potenz-
teilung auf dem Rechenschieber ,,System Darmstadt* kann » obne Logarithmieren unmittel-
bar abgelesen werden.)

n-1g1,035 = Ig 213 , $°0,0149 = 0,154, 9 = =7,74)
2

b) Unendliche Reihen.

1. Die Summe einer unendlichen Reihe ist der Grenzwert, dem sich die ein-
i=00

zelnen Teilsummen s, fiir # — 0o nihern. Es ist s —Zu = hm 3 S ) worin

die Teilsummen die Werte s; = #%;, S3 = thy + 4y, S3 = %y + thg + %, ...,
Sp == %, + g+ -+ + u, bedeuten.

Beisplel: 1. 0,3 40,03 + 0,003 + -+ hat die Teilsummen s, =0,3, s,=0,33, s;=0,333, ...,
so daB lim s, =1/3

n->o0 ) .

2. In einer konvergenten Reihe ist die Summe endlich, in einer diver-
genten Reibe unendlich.

Belsplele: 2. Die Reihe von Bsp 1 ist konvergcnt da hm s,, -1/3.

3. Die harmonische Reihe 1+ + + .- + + lst dlvergent da gm $p=00:
n->o00

1 1 1
Fiir die folgenden n Glieder fst ——— + + — e + - + - > B = Die Summe der
néichsten 2n Glieder + o) ist wieder > 727. Wieviel Glieder man auch zusammen

faBt, der Rest muB 1mmer grdBer als 1/, bleiben, d.h. die Summe ist unendlich gro8.
4%
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3. Konvergenzbedingungen. a) Notwendige Bedingung istnl_i>mmu,, =0,

d. h. von einem bestimmten # an miissen die Glieder kleiner werden und mit
wachsendem # gegen Null streben. DaB diese Bedingung nicht hinreichend ist,
zeigt Beispiel 3 oben. Bei Reihen mit abwechselnd positiven und negativen
Gliedern (alternierenden Reihen) ist diese Bedingung auch hinreichend.

Beispiel: 4. Die Reihe 1 — % + 11 + — ¢+ ist hiernach konvergent. Nach
Formel 10, S. 53, stellt diese unendliche Reihe den Wert In2 dar.

b) Hinreichende Bedingung nach Gauchy: Eine Reihe ist konvergent
(divergent), wenn von einem gewissen Glied an der Quotient der Absolutbetrige
aus einem Glied und dem vorangehenden kleiner (groBer) ist als eine bestimmte
Zahl ¢ < 1 (¢ > 1) oder auch wenn

lim
n-» 00

Un 1
“

< 1 (Konvergenz), "l_i>m°°

> 1 (Divergenz).

Ist der Quotient gleich 1, so sind besondere Untersuchungen anzustellen

Belspiele: 5. In der harmonischen Refhe 1 + -17 + 1 +- + + n+ 1 + e
ist upp1:4n=1+1/s, also llm (u,.+1'u..)—1, daher besonderer Bewets, s. Bsp. 3 oben.

6. In der Reihe far a-1+ R +’;l <o (8. S.53) Ist |upp1:un|mg=|z|:n

‘:3!1”>|z| ab ist ¢<{1, und es wu-d lun |n41¢ 4n|=0, d. h. dle Refhe konverglert fiir
jeden Wert z.

c) Eine Reihe mit Gliedern beliebigen Vorzeichens ist konvergent,
wenn die Reihe aus den absoluten Betrigen konvergiert (absolut konvergente
Reihe).

Beispiel: 7. Fir die Rethe 1 —z+2*— 2+ 24 +—---Ist |unt1:ty|=¢=|z|, d. h. die
Reihe konverglert fir |z |<1.

d) Bildet man aus zwei konvergenten Reihen eine neue durch gliedweise
Addition oder Subtraktion (oder auch eine lineare Kombination), so ist
die neue Reihe auch konvergent.

Beispiel: Die Subtraktion der Refhen 10 und 11 (3. 53) Uefert die Reihe fir ln
die fir |2|<<1 konvergiert.

Ferner gelten noch folgende Regeln:

e) Eine Refhe von nur positiven Gliedern konvergiert, wenn von einem bestimmten # an
n___ n
Vun<k ist, wo 0<< k< 1; sie diverglert, wenn Ven=1 Ist.

f) Eine Reihe konvergiert, wenn von elnem bestimmten Glied an die absoluten Betrige
fhrer Glieder kleiner sind als die entsprechenden Glieder efner anderen, konvergenten Reihe.

i+m

¢) Entwicklung der Funktionen in Potenzreihen.

1. Der Taylorsche Satz: Ist eine Funktion f(#) in dem Intervall z, (emn-
schlieBlich) bis z,+ 4 (einschlieBlich) nebst ihren sdmtlichen Ableitungen f' (),
1’ (x,), ... stetig und sind simtliche Werte der Funktion und ihrer Ableitungen
endlich (und nicht simtlich gleich Null), so gilt fiir f(z,-+ 54) die folgende, kon-
vergente, nach ganzen, positiven Potenzen von A fortschreitende Reihenent-
wicklung

f(zo‘l‘h)—f(xo) + f'(xo) +——f”(¢o)+ + 1)1

Bricht man die Reihe hinter dem m-ten Glied ab, so ist der Rest

fR=1 () + -

g1 B 1
Ry=" pm (o) + ¢ +mﬂ 0 (g) o - = o g + k)

(Lagrangesche Form des Restgliedes); hierin ist 0 <4< 1, und es muB
lim R, =0 sein. Die Konvergenz ist im Einzelfall zu priifen.
7> oo
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2. Entwickelt man die Funktion von 24=0 aus, setzt also 2,=0 und er-
setzt dabei & durch z, so folgt die Potenzreihe

22
1l =10+ g5 SO+ 10+
worin das Restglied R, = '7 f(") (ka:). Konvergenz s. 1.

3. Auf S. 155, Prakt. Math., wird gezeigt, daB eine Funktion f(z) sich durch eine ganze
rationale Funktion f*(z)=c,+c;2+cy2'+ -+ cu2n, die mit der Kurve f(2) » Punkte ge-
meinsam hat, ersetzen 1a8t. Diese Annédherung ist um so besser, je mehr Glieder beriicksichtigt
werden; fiir #n > oo entsteht die obige unendliche Potenzreihe. Bricht man diese Potenzrexhe
hinter dem #-ten Glied ab, so hat sle mit der Kurve » unendlich b hbarte
sam und schmiegt sich mehr oder weniger gut der Kurve in dem betrachteten Punkt an (s. a.S. 95).

Belspleleﬂ 1.y Bf{z)— sinz,7(0)=0, ' (z)=cosz, }'(0)=1,/" (x)=—sinz, '’ (0)=0---,also
sim;_ﬁ %“L:T = Far smls°—sm~— folgt sin15° ~v0,261799 —0,261799%6
+0,261799"120-0,26{799’/5040-O 261799 — 0002990+0,000010 0,000000 = 0,258819 (vgl
damit S. 24, wo auf 4 Stellen nach dem Komma abgerundet ist).

2. Fir y=/(z)=e¢* folgt y=ez=y =y"=-:- oder f(0)=f(0)=/"(0)=:+-=1, also
eZ=1+x/1!+2%2! 4+ 2%/31 4>, Insbesondere folgt fiir =1 die Eulersche Zahl ¢ (s. S. 65).

f(z) =Inz 148t sich nicht fir z=0 entwickeln, da In0=—o0, Fir {(z)=In(1 +2)

j z =_L 2 1 - _
wird jedoch f'(z) o 1@ = (1+x)"’ (z) = (1+ ): usvz. d. h. (0) = 0, f'(0) =1,
1 (0)=—1, ;‘"(o)-=1 2 usw., also In(1 +”)"T - % +E T,

4 Fir f@)=(1+2)™ ist f' (@) =m- (1 +2)m -1, |’ (@) =m(m—1)(1+2)m~2, ..., d. h.
1H0)=1, #(0)=m, {'(0)=m(m—1},..., also wird, da mim=1) _ 'Z) usw. (S. 34):

(+m=1+ (:”)x+ (;”)x'+ (;”)a:‘+--- .

Fiir ganze und positive m entsteht der binomische Lehrsatz (S.34) mit endlich vielen Glie-
dern; fiir beliebige m entsteht eine unendliche Reihe, diese konverglert fiir |z|<<1.

4. Ist eine Funktion f(x) durch eine Potenzreihe darstellbar, so kann das
Integral f f(x) dx durch gliedweise Integration der Potenzreihe gewonnen werden.
Die Reihe fiir das Integral konvergiert stirker, da [a"dz=2"*1/(n41). (An-
wendung zur gendherten Integration.)

d) Zusammenstellung der wichtigsten Potenzreihen.
1. Exponentialreihen (fiir jedes # konvergent):

1. e*=1+4a/1!42321 4283+ ...; also e=1 4 1/41 4+ 1/2! +1/31 + ...

2. e ® =1 —af1] 4 a?[2! — aB3[31 4 ...,

33"+ e %) =14 a?2! 4+ 2441 + ... = Cofz (s. S. 63).

4. }-(*—e~%) =2 + a3[31 + 25/5! 4 ... = Ginz (s. S. 63).

5. eF=14i-a/11—ad2! —i.a8[3! - at4l -4 .a8/5) —
=1—2"2 fatf4l — oo i (@1 — 2P[31 4 2°/51 — ++) | Euler-
= cos® 4 ¢-sinx, nach 24 u. 25. sche

6. e7ir =1 —i. a1l —a?2! 452?31 + atfa]l — .o Formeln
= cos® — 4 .sin®, mnach 24 u. 25.

Addition und Subtraktion von 5. und 6. ergibt:
7. 3(*® 4+ e~ %) = cosx . 8. }(e'*— e~ %) =14 .sinz.
9. a==1+1%’?-x+(1““ +(1““ -@8 4 oou; gilt fiir @ >0.
2. Logarithmische Reihen:
x2 . 23 $4
10. ln(1+z)—-z-‘~+——z+_~...; —<e=4+1.
a? 28 ozt
1M1 h(l—)=—2— - — — —— — ey =1 =< 1.
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Durch Subtraktion von 10. und 11. folgt:

12. l“:t:=2'{’”+w:+%s+%’+---}; — <z <.

13 l“:t: H—:Z 2-{£+3%a+#+#+---}; —1>8>1.
4. Inz=2. LIH%(ZI):L% :;:)‘_,_} gilt fur jedes posi-
15. ln(a + 2) =lna+2.{2“:_90+%.(2“:95)84_%.(2“1%)5_,_...}

gilt fiir £ > —a, wenn a positive Zahl.
3. Binomische Reihen, konvergent fiir |2| < 1:
X (n _ n n\ a2, () .

16. (1 +z"_kz=; (k).z"_i +(1)-a:+ (2) 2?4 (3)9; 4o

Binomialkoeffizienten (Z) 5. S. 34

Fiir ganze, positive # bricht die Reihe ab und gilt dann fiir jedes « (Bino-
mischer Lehrsatz S. 34).

17. (@ + b)* = a*+ (1 + b/a)" = a"- (1 + )" ist nach dieser Reihe zu ent-
wickeln, wenn | bj/a|<<1, d.h. wenn & die groBere der beiden Zahlen des zu ent-

wickelnden Binoms bezeichnet.
Fiir Sonderfille der binomischen Reihe wird:

18. 14 2)- 1————13Fz+:c‘:Fa:’+z‘:F ; unendliche geo-
1tz ] metnsche Reihe (S. 50).
X
19. mi1=1:i:1/z_”: +x,¢ms+z.+—-, || >1.
1 1 1.3 1-35
_]/ = L™ P A A A —_
2. (4ot =Vito=ttom oath roat— Tt
eyt 12t s 5 4, 7
=143 8”+ 167 "% Tt Tt
— = 112 22 1-2:5 4 1:2-5-8 ., _ ..
21, 14a)t= V1+x 1+3z & +369z 36912x+
ety Yo 5. 10 ., 22 5
=ttty —go+g? 243 +7z9 +
1 1 1-3 5, 1:3-5 1_3 5.7
22. ﬁ—i 2:1:-[-2'4 246 + ——z‘ + -
a3 a5 e 35 _El. —
=1-3 x+8 AT +12 256 o+ :
23. 1 _—_1_1—.:&:-{-1'4.:5”—1.4'7-::3—[-1'4'7'10.x‘—+--
:i/H‘—‘” 3 3:6 3:6:9 3:6-9-12
__1__1_ x+£ za_ﬁ xa+i§_.¢l_i.m6+_...
3 31 243 729 )

4. Reihen fiir Kreis-, Arcus- und Hyperbelfunktionen. In den Formeln 24
bis 27 ist # im BogenmaB zu messen, s. S. 56.

24. sinz = af1! — 2831 + 28/5! — 2771 + — ... gilt fiir jedes x.
25. cosw = 1 — (2] 4 24/4] — /61 + — ... gilt fiir jedes .
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— 1 sy 2 8 ﬂ_ 7 6i 9

26. tgx x+3a: +15:c +315x +2835a;+ ]x|<n/2.
-—1_1 _L 3_i, 5__.‘1* 7 e

27. ctgx = 3 T 4S:c Sa: 4725x o< m.

1 2% 1.3 25  1.3.5 27
28 aresine=a+ o4 T o e lz|=1.
Sonderfall: arcsin 1/2 = 7/6 = 1/2 + 1/48 + 3/1280 + 5/14336.
29. arctge = z/1 - a3[3 + 285 — (74 — -0, |w] <1.
Sonderfall: arctg1 =x/4 =1 —1/3 +1/5—1/7 + — *** Lelbnizsche Refhe.

30. Gine==z4 233! +a8/5!+27[71 4. . hyperbolischer* Sinus; gilt fiir
31, @ojw=1-+2?/2! 4 a*[4! 4 28/6! 4 .. ,hyperbolischer** Qosinus; [ jedes .

e) Anwendungen.

1. Néherungsformeln (Rechnen mit kleinen GroSen). In Rechnungen, in
denen so kleine GroBen vorkommen, daB ihre zweiten und hoheren Potenzen
sowie ihre Produkte untereinander vernachlissigt wer-
den konnen, lassen sich die Formeln sehr vereinfachen.
Viele derartige Formeln beruhen auf der Taylor- F_f
schen Entwicklung eines Ausdrucks: So ist f(z, + &)
A f(wg) + B f (%) oder f(x) & f(0) + [ (0), wenn
die hoheren Potenzen von k& oder x vernachlissigt
werden. Da hiernach f(zy+ k) —f(xg) R b f (zy) ist,
so ist die Funktionsdifferenz (s. S. 65) 4y=f(x,+ h)
—'f(xy) durch das Differential dy = f'(x,) - d= e
= f'(xy) * b, Fig. 13, ersetzt worden. So wird z. B.
sin(¢+ h) A sinx+- h cosx. Fig. 13.

Unter Umstinden kénnen die Naherungsformeln
unter Beriicksichtigung auch der zweiten Potenzen der kleinen GriBen erweitert
werden. Ist ¢ im folgenden die ,kleine GroBe* und ¢ der Fehler, so ergibt sich:

ﬁdy-I
Ay

e

1. @+ &) 0+ &) ~ ab(1 + &/a + &/b).
2 @+ e): O+ e m (1 + afa = afb).
3. Len1Lne. 4. (@b an(1 L nbfa), wenn b LK a.
5. 1tePrs1t2e. @< 1vH (0,4 vH) fir < 0,1(0,01).
6. 1/l £ &) ~1Fe, ¢<<1vH (0,4 vH) fir £ < 0,1(0,01).
7. "]'/TERH + g/m. 8. Va* £ ~a(1 £ §b¥a?), wenn b < a.
9. VUE o) =1 %22, ¢ < 1VvH (0,12 vH) fir £<<0,3(0,1) bei V1 +¢,
<< 1vH (0,43 vH) fir £<C0,27(0,1) bei V1 —¢.
10. ex et L el M. ALt B(1 L. 12. a* £ ¢ a%(1 + £ Ina), wenn
elna<< 1.

13. sine A tge A & = 2 7[180 = 0,01745°%;

Beispiel: sin 5° A 0,01745 + 5 A 0,0873.

14, cose b1 — e}2 1. 15. ctge A 1/e.

16. sin(x + &) & slna + £ cosa. 17. cos(a + ) ¥ cosax F esina.
18. Gine~s Tgese.  19. Cofe1 + 3291, 20. Clge s 1/e.

F(x)
f(=)

Ziahler und Nenner dem Wert Null, so entsteht eine ,,unbestimmte Form* 0/0.
Dieser Grenzwert kann jedoch nach S. 65 vorhanden sein:

£ im Bogenma8.

2, Unbestimmte Formen. Nihern sich in dem Bruch y(z) = firz > a

Nach dem Satz von Taylor gilt
Fla+ k) _F(a) + hF'(@) + }RF’ () + .-

YO = TR T @ A @ iR @
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Da F(a)=0 und f(a) =0, ergibt sich nach Kdrzung durch A
y(a+b)-=F'(‘)+*hF @) +---

Damit wird fir z > a, dl:‘z;)h_>0: Fla+¥) F’(a)
s>af@ m>0f@+h) =jlm via+h = T@

Um den Grenzwert zu bestimmen, hat man also nur Zihler und Nenner
emzeln nach # zu differenzieren und dann = a zu setzen. Erhilt man wieder 0/0,
so ist das Verfahren zu wiederholen. Das gleiche gilt fiir
die Form o00/oo. Andere unbestimmte Formen, wie
0°+00, 00—00, 0°, 0o® u. a. lassen sich auf beide
‘Fille zuriickfiihren.

Belspiel: Angendherte Streckung eines Ktclsbogens

Es sel, Fig. 14, AD Tangente an den Kreis und AD=AC. Die
Fig. 14. Verlangerung von DC schneidet die Verlingerung von M4 in B.

Welchem Grenzwert ndhert sich die Strecke y=[§ fiir klefne Bdgen, d. h. fir x> 0?

Esist BA: BC'= D4:CC'= 4C: CC'oder .2 EA— ,d.hymy 2UZC9)
y—r(1—cosa) rsina & —sina
Fir a =0 folgt ¥y ==0/0; dann wird, wenn man Zahler und Nenner fiir sich differenziert,
1 —eosa+a-slna(=£)=r. lim 2-slna+a-cosa(ng)
x>0 sinx

hm y=r ll_n;o 1—cosx
. 3-co8a— - -sinax
=y lim — ———————— =3¢,
x>0 cos o

Wenn man also AB=3¢ macht und B mit C verbindet, so wird auf der Tangente in 4 eine
Strecke AD abgeschnitten, die fir klelne Winkel « gleich dem kleinen Bogen AC ist. (Hilfs-
mittel zur angendherten Streckung eines Kreisbogens.)

I11. Die Kreis= und Hyperbelfunktionen.

Bearbeitet von Dr.-Ing. W, Meyer zur Capellen, VDI, Aachen.

A. Die trigonometrischen Funktionen.

Das GradmaB eines Winkels gibt die Gradzahl an, um die ein Schenkel
eines Winkels gedreht werden muB, damit er mit dem anderen zur Deckung ge-
bracht wird. Eine volle Drehung wird gleich 360° gesetzt,
1°=60’, 1'=60".

Bel der Neugradteflung wird eine volle Umdrehung gleich 400 Neu-
grad [g] geselzt: 1005=90°; 15=54’; 1“-—100c [Neuminuten]; 1°=100°°

kunden]. 1°=1511°11,11...°° = 1,11... 8. S. Tafel am SchluB
dieses Bandes.
Fig. 15. Das BogenmaB ist die Linge des Bogens (arcus), der

zwischen den Schenkeln des Winkels im Einheitskreis liegt,
Fig. 15. Einer mehrfachen Umdrehung entspricht daher ein Mehrfaches von 27
als Winkel im BogenmaB.
Zur Umrechnung gilt (s. a. Tafel S. 28/29)

57°17°45”

180° ’
. ﬂ/180 0,01745 1

n

. || 360°
2n

900

GradmaB ¢° . . . . .
72

Bogenma8 arcusp = . .

a) Begriff der trigonometrischen Funktion.
o |2 1. Spitze Winkel: Im rechtwinkligen Dreieck, Fig. 16, ist der
sinus (sin) eines Winkels das Verhiltnis von Gegenkathete zu Hypotenuse,

o cosinus (cos) ,, » » ' ,» Ankathete zu Hypotenuse,
Fig. 16. tangens(tg) ,, » ” » ,» Gegenkathete zu Ankathete,
cotangens (ctg),, ’ ’ ’ ,, Ankathete zu Gegenkathete.

Nach Fig. 16 ist also: sinx = a/c, cosx = b/c, tgax = a/b, ctgx = bla.
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2. Beliebige Winkel: Hat der Punkt P, Fig. 17, im Koordinatensystem die
Abszisse ¢, die Ordinate ¥ und den Abstand r vom Ursprung (Radius), so ist

sinx = Ordinate/Radius = y/r;
cosx = Abszisse/Radius = xfr;
tgo = Ordinate/Abszisse = y/x;
ctgo = Abszisse/Ordinate = x/y.

3. Am Einheitskreis, Fig.18, werden, da r =1 ist,

die trigonometrischen Funktionen durch

gestellt: Der sinus ist die Ordinate des Punktes P bzw. Q,
der cosinus ist die Abszisse des Punktes P bzw. Q. Der

tangens wird auf der Tangente durch 4,
der cotangens auf der Cotangente (durch B)
abgeschnitten.

4. Die Grundbeziehungen zwischen den
vier trigonometrischen Funktionen sind

nach Fig. 18, da OP=r=1, CP=sing °

und OC =cosg ist:
sin®p + cos?p=1; tgp = sing/cosg;
ctgp = cosg/sing; tgg-ctgp=1.

5. Die YVorzeichen der Funktionen sind
nach 2. und 3. durch die Vorzeichen von
Abszisse und Ordinate bestimmt, insbeson-
dere hat sin das Vorzeichen von ¥, cos das

Strecken dar-

L2y
NP

lngente

Fig. 18.

Vorzeichen von x und tg dasselbe wie ctg (s. Tafel). Nach 2. und 3. lassen
sich die trigonometrischen Funktionen beliebiger Winkel auf die der spitzen

Winkel zuriickfiihren (s. Tafel).

Vorzeichen in den Quadranten Umforinl;z');;nuyigi
? 1 m| om | Iv i
. Obis | @2 | mwbis | 372 +o 72+ @ ate |3a2te
Funktion 7[2 bis{ 7| 3m/2 | bis 47!
sinus + | + - — | tsing | +cosp | Fsing | —cosg
cosinus + — — + | +cosp | Fsing | —cosp | Jsing
tangens + | = + — | ktep | Fctgp | Ltgp | Fctgp
cotangens + — + —_ +ctgp | Ftep | Lctgp | Ftep
6. Wichtige Werte der Funktionen:
0 z .1 171 27 30° 60° 120° 45°
¢ 2|72 5
. 1 _
sinus. . .| 01| of 1|0 | & S =05 |SV3=0866 |5 V3 =0866| 5 V2 =007
. EERR 1 1 1
cosinus .|[1 (0|1 0|1 |88 V3 =086 —=05 |-—=-05 |-V2=0707
3% |2 2 2 2
tangens .| 0 [oo| o oo |0 |5 %V?: 0577 V3=1732 | -V3=-1732 1
E _ _
cotangens oo | 0 [oo| 0 oo | 8 V3 =173 %V 3 =0,577 —;4’5=—o,577 1

7. Fiir den Verlauf der Funktionen, Fig. 19 und 20, ist zu beachten, da8
sie periodisch sind: sinus und cosinus haben die Periode 27, so daB mit %

als ganzer Zahl gilt:
sin(p 4+ 2kn) = sing und

cos(p & 2kx) = cosg.
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sin @

o5 o Dagegenhaben tan-

gens und cotangens die
Periode m, d. h. es ist:
tg(pt kn) = tgg
und
ctg(p £ kn) = ctgp.
Wihrend fiir sin ¢
und cos@ die Grenzen

sin @
—_—f << < -
1= cosg = 1 gel

S

ten, konnen tge und
ctge alle Zahlenwerte
Fig.19. annehmen.
Mit £=0,1,2,...
g erfahren die Funk-
ct tionen
{ singp und ctgp die
groBte Anderung in der
Nihe von ¢ =+-km,
cosp und tgep die
groBte Anderung in der
Nihe von .
_ 142k
T2
Die cos- Kurve ist
eine um 90° = 7 ver-
\ \ schobene sin-Kurve.
\ 8. Fiir kleine Win-
\ kel (S.55) ist sinp°~y
\ tg @ °Ryarc pAY0,01745
\ +@° und cosgp°RI1
! — g1 (p im
Fig. 20. BogenmaB).

14

.

\
\
\
\
]

b) Beziehungen zwischen den Funktionen eines Winkels.

7 7,

4 fd (4 {4
V1-sinlyp cosgp 7 oy @
Fig. 21. Fig. 22. Fig. 23. Fig. 24.
. | : | tggp . 1
l.cosp =V1 ~sin’¢ | 2.sinp =V1-cos?¢ |3. sinp= — | 4, sing=—"——
V1 +tg2e Vi +ctge
sin @ Vi —cosip _ 1 _ ctgp
—_— 1 - cos’ep cosSp = —— COSQp = ———
V1 = sin'o tgp = Tome V1 +tgte V1 + ctg’e
V1 - sin? cos 1 1
H-she . S ctgp = —— tgg=——
sin g V1 —costp gy ctgp

5.1+ tg'@=1/cos?qp; 6. 1+ ctg?’p =1/sin*q.

sin @
7-cos?p
<
g
7X

tgp =

ctgp = ctgp =
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¢) Beziechungen zwischen den Funktionen zweier Winkel.
I. Funktionen von Summe und Differenz

sin(o & f) = sinev cos f 4 cosxx sinf,
cos(x 4 f) = cosex cosf§ F sin ¢ sin B,

t 1

tg(x £ p) = ??t‘?a_tfzﬂ L ctgla k)= EXCEBATFL

ctgf 4 ctgar

2. Aus den ersten beiden Formeln folgt fir  + f =2 und x — f =y
durch Addition bzw. Subtraktion:

sing 4 siny = 2 sinﬁzcosm ; y,
sine —- siny = Zcosz +7 sinw—_—y ,
2 2
m pa—
cosz -} cosy =  2cos ety cos »—Ty ’
z z —
cos® — cosy = —2sin +—y sin y.
2 2
3. Aus den beiden ersten Formeln von 1. folgt je durch Addition bzw. Sub-
traktion:
2singxcosf = [sin(x + B) + sin(x — B,
2 cosox cosf =

[cos (x + B) + cos(x — )],
2 sina sin f = — [cos(x + B) — cos(x — B)].
4. Aus den beiden ersten Formeln von 1. folgt durch Division mit cose cosf
bzw. sine sin f:
_sin(x+B). _sin(fta)
tgaitgﬂ_m, ctga:{:ctgﬁ_m.
5. Aus den beiden ersten Formeln von 1. folgt durch Multiplikation
sin (x + B) - sin (¢ — f) =sin®? & — sin®§ = cos?f — cos?w,
cos (o + f) - cos(x — B) = cos?x — sin?f = cos?ff — sin® .
d) Funktionen der Vielfachen und Teile eines Winkels.
1. Aus c) 1. folgt mit & = f:

: . P 14
sin2¢x == 2sinx - cosx, sin ¢ = 2 sin — cos —,

. o L O
cos2x = cos?x — sin?«x, cosx = cos? — — sin? — |

2
2tgo 2tgn/2
tg2o = —7—5— tgo =
§ 1— tg?x & 1—tg2unf2’
tg2o — 1 ctg?af2 — 1
ctg2o = e . ctga = gla/
2ctgx

T T 2ctgaf2
2. Aus 1. folgt mit sin?x + cos?ox = 1:

sing =) (1 — cos2a)/2, sin % =yu = cos)/2,
Tt o —
cosax =} (1 + cos2a)/2, cos 5= (1 4 cosx)/2,
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. 1
2s8in®q =1 —cos2a, Zsm’?—l —cosa,

2costa =i 4 cos2«x, 2oos’—=1 +cosx.

1 —cos2x 1 — cosx
tga =/ ——mx, hadl
l 1 4 cos2¢ 1+coso;
cosx - sinax =}/1 :}:sta.

Das Vorzeichen der Wurzeln ist durch den Quadranten bestimmt, in dem sich jewellig
der Winkel befindet.

3. sin3x = 3sinx — 4sindx; cos3ax = 4cosdx — 3 cosex.
4. sinna=n-sina-cos"‘1oc—(;')-sinszx-cos""oc-i—(”)-sin“cx-cos"“tx—+---
— cos® n) 2 -2 LAWY n—4
cosma =cos"x — |, | -sina-cos a4+ 4 ) sin"o-cos 06— oo

Binomialkoeffizienten (Z) siehe S. 34.

¢) Funktionen fiir 3 Winkel, wenn o« + 8+ y = n.

4005 cos B cosl
sinax+sinf+sinyms4 cos2 cos -+ cos

eosa+oosﬁ+cosy-4-sln% -sinﬁ -sin%+1

= B

slna+slnﬂ-siny=4-sln% +sin - cos%

p|w »

eosa+oosﬂ—-oosy=4-wsf2i-oos -sin%—i

sin2a+sin2f+sin2y=4 . .sinx-sinf-siny
cos2x + cos28 -+ cos2y = —4-cosx-cosf-cosy —1
sln2a+sin2f—sin2y=4.cosa-cosf-siny
cos2x +cos2f —cos2y=—4-sinx-sinf-cosy+1
sin® & + sin® 8+ sin* y =2 . cosx - cosf - cosy + 2
cos? & + cos* B+ costy = —2-cosa - cosB - cosy + 1
sin? ¢+ sin* f —sin*y =2 .sin x - sinf - cosy
cos*x + cos? f —cos'y = —2-sinx-sinf-cosy +1
tga+tgf+tgy=tga-tgf-tgy
ctg%+ctg£—+ctg%=ctg%'ctgé-ctg—§-
ctga-ctgf+ctgf-ctgy +ctgy-ctga=1.
Derartige Umfor von Si in Produkte sind b ders bef logarithmisch
Rechnungen bequem.

B. Dreiecksherechnung.
a) Das rechtwinklige Dreieck.
'I 1. Gegeben 1 Kathete und 1 Winkel, z. B. @ und « (Fig. 25):
Bp=90—0a, c=afsinx, b=actgx.
a e 2. Gegeben Hypotenuse und 1 Winkel, z. B. ¢ und o (Fig. 25):
p=90—0a, a=csing, b=ccosx.
3. Gegeben beide Katheten a und b (Fig. 25):
Fle. 25 tgq —afb, tgf =bla oder f=90 — o, c =}a® + b = afsina.
4. Gegeben Hypotenuse und 1 Kathete, z. B. ¢ und a (Fig. 25):
sine =cosf=aflc, b =) —a? =ccosa =actga.
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b) Das schiefwinklige Dreieck.

Bedeutung der einzelnen Stiicke s. Fig. 26.

Aus den folgenden Formeln findet man weitere durch ,,zyklische Vertau-
schung*, indem man

von a nach b, von b nach ¢, von ¢ nach 4 und

von o nach §, von f nach p, von y nach &
weitergeht.

1. Grundformeln.

1. a+pf4y=180°=m;
af2 4 Bf2 + y/2 =90° = a/2.

2. sing =sin(f + ) ; sin% = cosﬂ-z'-y.
«
3. cosx =—cos(f + %) ; cosi =sinﬂ—2!_y.
4. Projektionssatz: a =bcosy + ccosf. 4 @5} 5
5. Sinussatz: a:b:c=sinx:sinf:sinp. e
6. Cosinussatz (allgemeiner pythagoreischer Flg. 26.
Lehrsatz):

a? =b? 4 c®—2bccosx = (b 4 )2 — 4bccostarf2 = (b — )2+ 4bosin®xf2.
7. Tangenssatz (Nepersche Formeln):

(@+Db):(a—0b)=tg
8. Mollweidesche Formeln:

at+p x—B
2 2

acmﬂ;y=(b+c)sin%=(b+c)oosm;

B—v
2

=
+ n

y-

a sin

-3 .
=(b—a)cos—2—=(b—c)sm >

9. Sehnenformeln: g =2rsinx, b=2rsinf, ¢=2rsiny.
10. Fiir

at+b+c=2s, a+4b--c=2(s—¢), a—btc=2.(s—0)
und —a+btc=2.(s—a) wird

dn® =]/ E—a, cosg=]/(s—a)_
2 be 2 be
l/s(s b);
=

Durch zyklische Vertauschung folgt hier:
B (s—c)(s—a),

sin — = ————; cos

S
= ca

(s—a)(s—b)' _ s(s—c)

ab ’ _l a

" g= |/(5_—ﬂ£;ﬂ_,L
) ss—a)  s—a’

cos

£
2

r
2

2
sinl =
2

12. Inhalt: J = gs=s(s—a) (s — b) (s — ¢)
= $absiny = 2¢%sina sinfsiny .
13. g=4rsiu9‘—sin£sinz= abo;
2 2 2 4rs
o os s(s—?)T(sT-T)
=stg—=-—>"_ = .
Q=S¢ g2 s —a ]/ s—a

14. s =4r.cosof2-cosP[2« cosp/[2.
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2, Die vier Grundaufgaben.
1. Gegeben 2 Seiten und der eingeschlossene Winkel, z. B. a, b und y:

a+b _ g2 —oath a—8
2 — X3 a=— t—
x—p a—=b _ y ' a+pf a—p
tg Z T a%0 ctsz, ﬁ=—2 -

¢ =asinyfsing oder ¢=}a? 4 b — 24b cosy.
2. Gegeben 1 Seite und -2 Winkel, z. B. 4, & und f:
y=180°— (x +p), b=asinffsinx, ¢=asinyfsina.
3. Gegeben alle 3 Seiten a, b und ¢:

a+b+c=2s, 0 p
L 0 B ) 7 e
tg— = tg— = LA
&2 T -4’ €2 T s—b"’ tgz s—c’
oder auch
b 42 —qa? c® 4 a? — b2 a? 4 b2 — ¢?
oA =—be v+ =T =T
4. Gegeben 2 Seiten und 1 Gegenwinkel, z. B. @, b und «:
bsinx asiny
sinff = = °_ = .
B . r=180°—(+h), sina

Losung nur méglich, wenn bsinx < a. Ist bsinx = a, dann wird § = 90°.
Ist bsinx< & und auBerdem 2< b, dann erhdlt man 2 Werte fiir f, also

2 Dreiecke (f, = 180° — f,).

L] ; Ist bsina<< @ und auBerdem a=b,

= " . .

R 5 S dann erhilt man nur eine Losung.

: | ) | 3. Konstruktion von Winkeln mit Hilfe der

M trigonometrischen Funktionen: Ist der Tangens

Fig. 27. Fig. 28. eines Winkels bekannt, z. B. tga =1, so erhilt

man den Winkel selbst, indem man senkrecht

zur Strecke } dle Strecke /- s=}- tgx auftrigt (J glatte Werte 1, 2, 5, 10 o. 4.), Fig. 27. Ist

der Sinus eines Winkels bekannt, z. B. sin & =y, so erhilt man den Winkel selbst, indem man

iber der Strecke } einen Halbkreis zieht, Fig. 28, und die Strecke J+y=1-sin« als Kathete
eintrigt. Entsprechendes gilt fiir ctg und cos.

C. Die Arcusfunktionen.

1. Die Umkehrfunktionen (S. 67) der trigonometrischen Funktionen heiSien
,»zyklometrische* (Kreisbogen messende) oder Arcus-Funktionen. Ihre graphi-
schen Darstellungen sind also Spiegel-
bilder der trigonometrischen Funktio-
nen zur Winkelhalbierenden im I. Qua-
dranten des Koordinatensystems.

Ist = siny, so ist ¥ = arcsinz
(sprich ,,arcus sinus z*), d. h. ¥ ist
der Bogen im Einheitskreis oder der
Winkel im BogenmaB, dessen sinus
gleich z ist, Fig.29a.

2. Dadie trigonometrischen Funk-
tionen periodisch sind, so sind die
Arcusfunktionen vieldeutig: zu einem Wert & gehdren unendlich viele Werte y.
Um diese Vieldeutigkeit zu vermeiden, hat man die Hauptwerte eingefiihrt,
und es gilt dann, s. a. Fig. 29a u. b:

<<

P

Fig.29a u. b.
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y = arcsinz heifit & = siny, —1<wx=<"1; Hauptwerte: —m/2 <y <m/2.

y = arccosx ,, &« =cosy, —1=<wx=1; ” o==y<m.
y = arctge ,, = tgy i » -2 <y <m2.
y = arcctge ,, = ctgy} @ beliebig; » o<y<m.

3. Fiir Funktion und Kofunktion folgt:
arcsinz -+ arccosz = 7/2, Fig.29a, da sing = cos(m/2 — o);
arctgx + arcctge = m/2, Fig.29b, da tgo = ctg(w/2 — );
arctgx = arcctgl/r, da tgo = 1/ctgo.
4. Fir negative Werte « folgt durch Umkehrung:
arcsin (—#) = —arcsin®,  arccos(—x) = s — arccosax,
arctg(—=z) = —arctgz, arcctg(—a) = m — arcctge.

D. Hyperbelfunktionen.

1. Begriff. Die Hyperbel- oder hyperbolischen Funktionen sind folgender-
maBen definiert:

Hyperbolischer Sinus: Cing =% (¢? — e~ ?) | Reihenentwicklung

. Cosinus:  Gofp =% (e? +e79) s. S.53,
BGing ¥ —e™?
Cofp  #4eo®’
Cofp e? +e” 7
Cotangens: Giggp = —— = ————.

” & 8¢ @1n¢ e? —e” ?

2. Geometrisch kénnen die Hyperbelfunktionen in
dhnlicher Weise an der Einheitshyperbel durch Strecken
dargestellt werden, Fig. 30, wie die trigonometrischen
Funktionen am Kreis.

Aus Gofp = Ya+ (P +¢7P) folgt 267 Cojp = 2P +1
oder nach Losen der in ¢? quadratischen Gleichung:

P = Gofp + Vo g —1 1),

» Tangens: Igp=

d.h.
@ =hn[Cofp + VEof g — 1].
Fir den Inhalt F des doppelten Sektors der Einheits-
hyperbel #*— y*=1, Fig. 30, erhilt man aber

F=a:y—2fytiz=a:y—2‘/‘l’z’—7 dz=In (a:+Vz‘——1). (2)
0

nach S. 78, Formel 10.

Setzt man z=Cofp, so zeigt der Vergleich von (1)
und (2), daB ¢ den doppelten Hyperbelsektor darstellt, In
gleicher Weise sind, Fig. 30, y=Vz‘—i=Van’qJ—l -3
= Ging (s. 4.) als Ordinate, Tgp = Ging: Cofp auf der

Scheiteltangente und Gigp=1/Tg¢ auf der z-Parallelen Fofy -
y=1 zu deuten.
In Analogie kann in Fig. 18, S. 57, @ als der Flichen- Y +-2

inhalt des doppeltei. Kreissektors aufgefaBt werden, dessen d’S‘
Inhalt gleich 2 1%+ /2= g ist.

3. Der funktionale Verlauf der Hyperbelfunk-
tionen ist aus den Tafeln S. 30/32 und aus Fig.31 Fig. 31.
zu erkennen. Hierbei ist zu beachten, daB Ging
jeden positiven und negativen Wert annehmen kann, wihrend fiir reelle Werte ¢

Cofp =1, —1=Fe=1, —1=Cgp=1.

305

1) Das negative Vorzeichen der Wurzel ist unterdriickt.
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Fiir kleine Werte @ ist (s. S. 55)
Ging ~ g~ 9, Cojpn1+¢2r1, Clgp ~ 1/p.
Gintg und Cofe haben die Periode 274, Tg @ und Ctge die Periode 7i (s. 6.).
Uber Anwendung der Hyperbelfunktionen bei der Kettenlinie vgl. S.88 und 117.
4. Grundformeln. Aus der Begriffsbestimmung ergibt sich dhnlich wie bei
den trigonometrischen Funktionen:
Ging " Cofp

2y — Cintep — 1 : =
Coffp — Gin'e =1;  Ige oy ? = Ging’
Femer 0019 +Ging =¥ Gofp — Ging =77
Gin(—¢p) = —Bing, Coj(—¢) = +Cojyp,

(—9) = —Tgy, Cig(—g) = —Cige.
Gin(x 4 f) = Gina - Cof f 4 Cofx - Sing,

Cof(x £ f) = Cofx - Coff + Gina - Sinf,
_ ZTga+ZTgp _ 1+ Ciga - Cigh
Wt = qa- 298’ BOEP = Gigs £ Gigp

Ginna = n - Gina - Cof*~*a + (’3') . G+ GOt~ -+
GCofna = Gofra + (’;) - Gof*~2 - Gindex + (;‘)  Gofr 4 - G 4 - -«

5. Der Zusammenhang zwischen Hyperbel- und Kreisfunktionen folgt aus
den Reihenentwicklungen fiir Ging, €ofg, bzw. sing, cosg (S. 53/54):
Cing = —isinip, sing =—iGinip,
Cojp = cosip, cosp = Cofig,
Tgp =—itgip,  tgp=—idgip,
Ctgp = ictgip, ctgp= iCligigp.

6. Die Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktionen heiBen Areafunktionen

(area = Fliche, geometrisch deutbar als Fliche des Hyperbelsektors, s. 2):
y = Wt Ginx (sprich ,,Area Sinus z*) heibt z = Giny usw.

Die Werte der Areafunktionen lassen sich aus den Tafeln S.30/32 durch
Vertauschen von abhingig und unabhingig Verinderlicher ablesen. Sie kdnnen
jedoch unmittelbar, wie unter 2. fiir §ojg gezeigt ist, mit Hilfe des natiirlichen
Logarithmus ausgedriickt werden:

Y Ginz = In(z + Jo? + 1); YeCojz =ln(eL)e? — 1), z=1;

142 1
u:zg:c—-— .ln +x’ —AZr=<1; %t@tgm——-ln + T —A=r=1.
Die graphische Darstellung der Area-Funktionen erhalt man durch Spiegelung der
Hyperbelfunktionen an der Wink den des I. Quad

1V. Differential- und Integralrechnung.
Bearbeitet von Dr.-Ing. W. Meyer zur Capellen, VDI, Aachen.

A. Die Differentialrechnung.

a) Grenzwert, Differentialquotient, Differential.
1. Es bedeutet 2 —a oder lim # = @ (limes = Grenzwert), daB die Ver-
anderliche # sich immer mehr dem Festwerte 4 nahert.
2. Ist y ={(x) eine Funktion von 2, d. h. sind die Werte der Veranderlichen y
den Werten einer anderen Verinderlichen # zugeordnet, so bedeutet

zh—?nf(w) =b:
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wenn sich  immer mehr dem Werte @ nihert, so nihert sich f(z) immer mehr
dem Werte b. Hierbei braucht der Wert f(x) fiir = a nicht zu existieren;
z. B. ist der Funktionswert y = (22 — 1)/(x — 1) fiir £ = 1 nicht definiert, da
Null durch Null unbestimmt ist. Die Kurve y = f() hat fiir = 1 eine Liicke,
die ausgefiillt wird, indem durch Kiirzen mit £ — 1 in ¥ = ¢ 4+ 1 umgeformt

. sy =1
wird. Dann ist lim = 2.
x>l p—1 c g

Beispiele: 1. In Fig. 32 ist der Inhalt des Dreiecks 04 B fy‘r
kleiner als der Inhalt des Kreisausschnittes O4 B, wihrend der In- [/
balt des Dreiecks 04C groBer als der Inhalt des Kreisausschnittes 4
ist. Folglich wird e L0

}sing < tz << 3tgz oder 1 < afsinz < 1/cosz . -

und cos z < z/tgzr < 1. Fig. 32.

1 [ . 1 .
Fir z-» 0 gebt —— > 1. Da ——— zwischen 1 und ——- liegt, so ist
cosz sinz cosz

lim ~_—x—— =1 und damit auch lim ST _ 1. Ebenso wird lim tﬂ =1,
z -»08inz z>0 % z>0 2
Fiir kleine Winkel kann der sin bzw. tg durch den Bogen ersetzt werden (S. 55).
1\# . N
2. Der Grenzwert lim (1 + ?) ist gleich 2,7182818. .. und wird mit ¢ (Eulersche Zahl)

n->»00
bezeichnet; er folgt angenihert, wenn man #=1, 10, 100, ... setzt.

3. In Fig. 33 werde der Punkt P(z,y) der Kurve ¥ = f(x) mit dem Punkte
P; (%, y,) verbunden; diese Verbindungsgerade, die Sekante der Kurve, bildet
mit der positiven Richtung der x-Achse den Win- v
kel B. Dann ist

—_ §=/1)
tgﬂ—b y_4y_ 4y Z

z,—2 dz k'’ 2

ly=4ry

wenn man den Zuwachs ¥; — y von y mit 4y und
den Zuwachs x; — « von z mit & oder Az bezeich- £
net. tgf heiBt der Anstieg oder die Steigung der
Sekante und Ay/Adx der Differenzenquotient. Da 0 = : .
#,=x+Az=z+h ist und y, dem Werte 2, zu- ° |o—ir— A0, &

A

A
Y >

%

geordnet ist, so kann fiir y; auch f(z;) =f(x + A=) X =7
==f(x + k) geschrieben werden, so daf Fig. 33.
4y @+ A2~ f&) _fz+h) — [
Az Az - h :

Néhert sich nun der Punkt P; immer mehr dem Punkte P, d.h. geht z; — 2
oder Az —> 0, d.h. >0, so kann sich auch der Differenzenquotient einem
Grenzwert nihern; dieser Wert, der von der Abszisse « des betrachteten Punktes
abhingt, wird der Differentialquotient oder die Ableitung der Funktion y ge-
nannt und mit dy/dz, y’(x) oder f'(x) bezeichnet. Es ist also

dy a 4y i [ tR) — f(2)

= (x) = —— = i — = lim T .

dx f@ dw V@] 425045 B0 h
Geometrisch bedeutet der Grenziibergang, daB die Sekante ihrer Grenzlage als
Tangente zustrebt. Bildet diese mit der positiven Richtung der x-Achse den
Winkel & (Fig. 33), so mufl

tga = lim tgf = y'(2) = /()

sein. Die Steigung der Tangente ist gleich dem Differentialquotienten oder der
Ableitung.

4. In Fig. 34 ist AB = tgax*h = 9’ - dz, wenn man fiir 4 auch d« schreibt.
Dieses Produkt aus der Ableitung %’ und der Abszissendifferenz 4 heiBt das
Differential von ¥ und wird dy oder df(x) geschrieben.

Taschenbuch fir den Maschinenbau. 9. Aufl. I. 5
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4 2 £
=z

Fig. 34.

b) Beispiele

1. Ableitung von y =

Ebenso heiBt auch dz das Differential von .
Dann ist das Differential

dy =9 dz = f (z) dz,

und die Ableitung 4y’ (,,Differential- Quotient*) erscheint
als Quotient der im allgemeinen endlichen Differen-
tiale dy und dz:

y ={(z) = dyld=.

fiir die Ableitung elementarer Funktionen.
xn (Potenzfunktion). Ist » eine positive ganze

Zahl, so folgt nach dem binomischen Lehrsatz (S. 34) fiir den Differenzenquo-

tienten
fe+h —f@) _ @+ A" —a"
h h
z® 4+ nat-1 h+ 1) "4 o A —a"
= h
=”‘””_1+”(”T—”$“_2h+---+h"‘l.

Daher ergibt sich

y = lim

Uber die Giiltigkeit fiir

fe+m—t@) _ .,

h>0 h
beliebiges # vgl. S. 68.

2. Ableitung von y = sinx. Fiir den Differenzenquotienten folgt (S. 59):

sin(# 4 k) —sinz 2

LNt @t -2

h T h 2 2
_2 52x+hs, £=c 2z+h.sinh/2
h 2 2 2 hl2
sinh/2
Da mit 4 auch A/2 gegen Null geht, so wird hm0 W2 =1 (S.65);

folglich ist

9y = cosz.

Ableitungen der iibrigen trigonometriscﬁen Funktionen siehe c) u. d).
3. Ableitung der logarithmischen Funktion y = Inx . Fiir den Differenzen-
quotienten folgt nach Umformung mit 4 = z/n:

EEER )l L

Beim Grenziibergang #—> 0, d. h. n —>00 wxrd hm (1 4 1/n)* = e (Eulersche
Zahl), also Ine =1 und damit

In(x + h) — Inz

ﬁ(lnz) =—

Da lgg:c = 1{/lna - Inz, folgt nach d)1 die Formel c) 10. Vgl. ferner d) 5.

1.y=a; dy = 0.

¢) Differentialformeln 1),
2. y=mzx +b; dy=mdx.

3.y =2a"; dy =nz"~ldz. 4. y = az™; dy=ana*"‘dz.

5.y=Vz; dy=dzf2V=. 6. y=1/z; dy = —daxfa?.
7.y =6 dy = ¢*dx. 8. y=a%; dy=a*-lna.dz.

1) Vgl. auch d) u. e).
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a 1 d:v
LY = ; =dufx. Ly =1 g oAy = — . —.
9.y=Ilnzx; dy=duz 10. ¥ ogx y s =
11. ¥y =sinz; dy=cosz-dx. 12.y=cosx; dy= —sinz-dx.
13. y =tgxw; dy =(+tg?xyde. 14. y =ctgw; dy =— (1 + ctg’a) do
= dazfcosx. =—dag/sin®z.
. dx dx
15. y = arcsing; dy=-———. 16. y = arccosz; 4y =————.
V1 — a2 1— 22
dx dx
17. y = arctge; dy=1—+~;2. 18. ¥ = arcctgz; dy:—n?.

19. y = Ginwz; dy =Cofz.dx. 20. y =Cojx; dy=Cinz-da=.

d) Allgemeine Regeln.

I. Ableitung einer Funktion, die einen konstanten Faktor enthdlt. Ist
y =c¢-f(x), so wird die Ableitung " =c-f (x): Ein konstanter Faktor
kann vor das Differentialzeichen gesetzt werden.

Beispiel: Fiir y=2sinz wird y o2 cos 7.

2. Ableitung von Summe und Differenz. Ist y = u(z) + v(x), wobei %
und v differenzierbare Funktionen von z sind, so wird die Ableitung

y'(x) = ' (x) + v’ (x) oder das Differential dy = du + dv.
Eine Summe wird differenziert, indem man die Summanden einzeln differenziert
und addiert.

Ist ¥ = u(x) — v(z), so wird entsprechend y’(z) = u’(z) — v’ ().

Isty=u+v+4w-+-+-,s0 wird ¥ (&) =4 (z) + ' (z) + ' (&) + ..

3. Ableitung von Produkt und Quetient. a) Ist y = u(z)-v(x), so wird
Y (x) =u(x) v () +v(x) o' (x) oder dy =udv+vdu (Produktregel).

/duw  dv 4

Ist y=%.v.w-.., sowird dy = o + - + 7w + )u [E/E "RYPN

b) Aus ¥ = u(x)/v(z) folgt u(x) = y () v (%) und daraus nach 3. durch
Differenzieren von % (x):

veu'(x) — v (x)
y (x) = T (Bruchregel).

4. Kettenregel. Es sei ¥ = f(z) und # = @(z); durch Einsetzen entsteht
die zusammengesetzte Funktion y = f[@(x)]. Durch Differenzieren von y
nach z und von 2 nach  folgt

dy =f(z)dz uwnd dz= ¢ (2)dz.
Einsetzen von dz in dy liefert mit f'(2) = dy/dz und ¢/ (z) = dz/d=
dy dy dz
dy=1{(2)¢'(x)d d = =) @ (a) = =+ 5.
y=1@) g@Wds oder =7 g@="""7"

Man zerlegt also y = f[p(%)] in y = f(z) und z = @ (), bildet von beiden
Funktionen die Ableitungen und multipliziert diese miteinander. SchlieBlich ist
@(w) fiir 2 zu setzen.

Beispiel: y = cos*z zerfillt in

i y=1z' und sr=cosz.

Es ist ¥ (2) =2z und 2’ (x) = —sing,
folglich Y (%) =9'(2) - #(x) = —2zsin® = —2 . cosz sinx = —sin2z.

5. Ableitung der Umkehrfunktionen. Lost man die Gleichung y = f ()
nach z auf, so entsteht die umgekehrte oder inverse Funktion 2 = ).

Nach a) 4 (S. 65) ist

dx dy

g, =1y oder ¢'(y)=f,%); dh f@)=

1
AV
5*
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Beispiele: 1. y = f(2) = arcsin# gibt z = ¢ (y) =siny und dz=cosy - dy; also
7 (@) =1jcosy =1/Y1 — 2.

2. Aus y =a* folgt z=1aogy, dz=dy/ylna, y'=dy/dz=y-lna=a%-Ina; insbeson-
dere wird fir y = ¢* mit Ine=1 die Ableitung y’=¢=.

6. Ableitung unentwickelter Funktionen. Ist die Beziechung zwischen
und y in der Form f(x) = ¢ (y) gegeben, d. h. f(x) = @[y(x)], so folgt durch
Differenzieren nach z unter Anwendung der Kettenregel fiir die rechte Seite

af _de dy

‘i 8V
R T oder f’(.'v)——(p(}’)'ﬁv

d-h. @) dz = ¢'(v) dy.

Aus y? = 2pz (Parabel) folgt z.B. 2ydy = 2pdz oder %:%; aus
y? = 2 — 22 (Kreis): 2y dy = — 2z dw oderj—i:—%.

Beispiel: Aus y =2n bei beliebigem Exponenten folgt durch Logarithmieren Iny =# - Inz.
Also wird dy  ny

1—tiy=n-i-dz oder = = ——=ngn-1,
y z az z

7. Die Ableitung bei Parameterdarstellung. Sind z = z(f) und y = y (¢)
als Funktionen des veridnderlichen Parameters ¢ gegeben, so schreibt man fiir
die Ableitungen der beiden Funktionen nach ¢ abgekiirzt dz/dt = &, dy/dt = 7,
und hat dann dyldx = dyldt:dxz/dt oder ' (x) = j|E.

Beispiel: Aus der Gleichung der Ellipse z=a-cos?, y=b-sin¢ folgt z=—a-sin¢,
y=b-cost, also fiir die Steigung der Tangente

9’ (x) = —bcost/asint = —b3at. z/y.

8. Die partielle Ableitung. Die Funktion £ = f(x, y) der beiden Verinder-
lichen  und y kann aufgefaBt werden als Darstellung einer Fliche. Eine Ebene
9 = konst. schneidet eine Kurve aus, auf der nur # verinderlich ist. Die so
bei konst. ¥y nach « gebildete Ableitung heiBt partielle (teilweise) Ableitung
von f nach # und wird geschrieben Of/0z = f,. Ebenso ist Of/dy = [, die
partielle' Ableitung nach y bei konst. z.

Ist 2B. 2=2*+ 2y + 4% so wird z,=2x+y und g, =2 +2y.
Sind die beiden Verdnderlichen # und y in der impliziten Darstellung durch
die Gleichung f(x,y) =0 verbunden (aufzufassen als die Schnittkurve der
x, y-Ebene mit der Fliche), so muB fiir den Kurvenpunkt mit den Koordinaten
z+hudy+k=y+ Ay auch f(x + &,y + k) = 0 und daher ebenfalls

h
sein. Hierin ist 2 = Ay = y(x + k) — y(x) (Fig. 33). Fiigt man im Zihler
f@ + k,y) — f(z + &, y)-hinzu, so wird, wenn man im zweiten Ausdruck mit
k = Ay erweitert
faet+hy)—fw,9  fet+hby+k)—Ffz+hy & _
h + ) h

Im ersten Quotient ist nur « veridnderlich und ¥ konstant, im zweiten Quotient
dagegen umgekehrt. LiBt man %2 und damit auch % gegen Null gehen, so wird

=0

0. (1)

o [@+h,9)—flz,9) _ 6f k. yeth)—y@ _dy
dpy T =gy = e My = i =
i (@ +hy+ B —f@+hy) _ Of —t
£ % =5y = v

und damit nach (1)
o+t =0 oder y(x)=—fxlfy-
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Belsplel: Es st die Stelgung m=tga der Tangente im Punkte P(z, y) der Hyperbel
2%at — y3/b? =1 zu bestimmen. Man schreibt die Gleichung b222— a%y?—a?6®=0 und findet
r=2b2, fy=—2a%y, also ¥y =tga=m="bz/a%y.

¢) Anwendung der Differentialformeln.
=mx+b; dyldz=1y =m.
=a?—2% dyldz =y =—2z. )
= V‘;’ = V; cathy Y= l/; Myt = ﬁhy;’ =1y~ V;/v‘”
1/a® = ¢=3; Yy =—3z~%=—3[25.
(@ +bx)*; setze a+bz=2 b.-de=dz; y=2";
dy =ntedz=mn(@a-+bx)""t-b-dz; ¥y =nbla+bx)" ",
6. vy =Jat—a®; setze a® —at=z; —2x dz=dz; y=2";
dy = Y-zl dz = Yy(a? — )"« (—22) - d=;
y' = —af)a® —a®. Mit y2 == a® — 2? auch Losung nach d) 6.
7. y=VaFbatat=27h; dr=(b+22)-dz;
ay =1Yyezredz = Yy(@® + bz 4 a?) — I/, - (b 4 22) da;

(O e A
RRR R
|

y’= 72:”;—
2}/a2+bx+ac2
8. y= a/]’u——m:a-z—’/e; dz =—dz;
dy ==Yy a.2h . dz = —-Yy-a-(a—2)~".(—da);
y =1, al}(@a — z)°.

9. y=2a%.(a+ba?); setze 2=wu; a+ba®=0; 22=u;
3ba?=1v"; 9y =2%.-3ba?4 (a+ba’) 2x;
= 3bat-}2ax 4 2bat =2ax+ 5bat.
10. y = a"(a —bx)™; setze u=2a", v =(a —bx)™; esist du=na"~1duw,
und mit 2 =a — bz wird dv = —mb(a — ba)"~1daz;
dy = a*. (—mb) . (@ —bx)""tdx + (a — bx)™ - na"~ldux;
y/ = a"" . (@ —ba)"'.[na — (m 4 n)ba].
1. y=(5+32)6x—5; setze 5-+3z=u; (62 — 5)'s = p;
W =3 =36z —5;
¥ = (54 3%) - 3//65 — 5+ 3 Y6z — 5;

=2
N

Y = 35+32) +36z— 35 27z

fea=s  Vee—s

2. y = L]/ a?—a¥; setze u = L ;v Z Va?— 2 ;
x z
w = —1[a%; v’=—w/V&?jwé;

O B [yl
y z Vﬂ—;—_—x—z +}d & R R
y = — @

13. y = Vaiﬂ-l/b”——_xgz oder 2= (@+2)(b —a?). Mit u=a+x,
du = dz und v=2>0 — a2, dv=—2xdx folgt
2ydy = udv+tvdu=(a-t+x)(—2zdz)+ b—a*)dx=(b—2ax—32?)dx;
y! = (b — 2ax — 33?)[2 Via + ) (b — a?) .
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14 =2 =a.—>_, t: =u: ’ .
. y_b+a;_ pre e @=u; W=y b+z=no;
b+2)1—2-1 abd
/=1 = : ) =
A R T T
15. y=a+z"; setze u=a—2a"; W =—na""1; o=a 2";
, 1 @+2")(—na*~1)— (a—z*)na"-1 2ang"-1
o/ =na""1; yY= = — .
(@+am)? (@ + )2

So wird fir a =1, # =1, d. h. y = (1—V;)/(1 -I-V;:) die Ableitung
¥ =—1/[Jz (1 +V2)*].
6. y =___a;__2_; setze x=u; W =1; Jal—at=0;

al — &
. Va?—a? . 1 4 22[ Va2 — o?
v =—a:/]/a’a—2a:2; damit y = i ;

"=—————‘
y (a’-—a:z)}/a’—a;’
2 _ A
17. 7=V—:ﬁ-:—,; setze Ja@—ad=u; o =—zlfd? —a*;
@t+at=0; o= x/m, so daB
y,_Va”+a:’-(—:v/}/73—x“)—Vaﬂ_a;Z.x/Vaz_,_,,z.
’_ —2a%w a2+x2 ’
T @t
18. y = sinax; setze a-x=2; dz=a-.dx;

dy = cosz+dz =cosaz-a+dz; ¥’ = a-cosazx.
19. 9y =sinax+cosbz; ¥y =a-cosax—b.sinbzx.
20. y =sin"z; setze sine =2; dz=cosz-dz;
dy =n.2""1.dz =mn.sin* 'z.cosz.dz.
21. y=sin(wz+¢); setze wr+@=2; dz=w-.dxr; y=cosz;
dy =cosgedz=w-cos(wx+ @) dz; ¥ =w-cos(wz+ ¢).
22, y = x.sinazx; xT=1u; w=1; singr =v; v =acosax;

9y’ = ax + cosaz + sinaz.

23. y = tga = sinx/cosw; u =sinz; ¥ = cosx; v = cosx; v/ = —sing;
, cosa:'cos:v+sinm'-sina:__ 1 2
Y= cos2z = otz ! Tte'e (. 58).
24. = In[f(x)]; setze f(@)=¢; dz=f(x)dxr; y=Iz;

y
dy = dzz = f (@) dz/f(@); ¥ =F@/f ().
Z. B. wird fir y=Incosz; f(z)=cosz; [ (z)=—sinz;

¥y = —sinz/cosx = —tgx.
1+ =2
25. y=1n1 z=ln(1+x)-—ln(1—$0);
setze 1+ax=%; du=dx; 1—zx=v; dv=—d4dz;
y=Iny—Inv;
d _du dv _ dz dz
r= v 14z 1—a

_—9+(+a) _ 2

’
y 1—a? 1— 22"
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26, y = ek*; setze ka=2; dz=rhdx; y=¢;
dy =e*dz =" kdx; ¥ = k2.
27. y =¢€".2"; setze e*=u; wW=¢€; a"=v; V=n.a""}
sodaB ¢/ =¢e*emat L at.e® = 2" (n + 2).

28. y=2*; ly=a-lnz; d(ny)=d(x-lnz);

d
&Y. dw + hnz.dz;
y z
¥y = dylde =y(1 + lnx) = 2*(1 + Inz).

Cojz =Yyl +¢7%); ¥ =yl —e~%) = Gina.

N
R
<

Il

f) Ableitungen hoherer Ordnung. Differentialkurven.

Ist y = f(x) die gegebene Funktion, so muB die Ableitung y" = ' (x) wieder
eine Funktion von z sein; fiir die Ableitung dieser Funktion, d. h. die zweite

Ableitung, folgt: dWy)dz = y" = Byldc? = ' (2).

Die zweite Ableitung ist wieder eine Funktion von z. Ihre Ableitung ergibt die
dritte Ableitung d(y”)/dz, fir die man ¥ = d®y/da® = f’”’ (x) schreibt.

Bei nmaliger Wiederholung ergibt sich der #-te Differentialquotient oder
die n-te Ableitung

@ryldat =y = fo(z).

Die in diesen héheren Ableitungen auftretenden Diffe-
rentiale d?y, d®y, ... d"y bezeichnet man als Diffe-
rentiale zweiter, dritter, ...n-ter Ordnung. Fiir die
Berechnung einer hoheren Ableitung gelten dieselben
Regeln wie bei der ersten Ableitung.

Geometrisch bedeutet y’ = tgx die Steigung der
Kurve y = f(). Ist 4" als Funktion von z aufge-
tragen, so kann leicht (Fig.35) im Punkt P; der Fig. 35.

Kurve y = f(x) die Tangente gezogen werden.

Man bezeichnet die Kurve 9’ (x) als Differentialkurve. Trigt man die Stei-
gung dieser ersten Differentialkurve, d.h. d(y’)/dxz = 9" als Funktion von x
auf, so erhdlt man die zweite Differentialkurve und durch Wiederholen die
n-te Differentialkurve y™ = f®(z).

Beispiele: 1. Ist ¢ die Zeit, v, die Anfangsgeschwindigkeit und g die konstante Beschleu-
nigung, so ist der Weg der gleichmaBig beschleunigten Bewegung (S. 203)

s=uvyt + Yy gt®.
Die Ableitung des Weges nach der Zeit gibt die Geschwindigkeit

ds
V= —2—=v.+gt;

die Ableitung der Geschwindigkeit nach der Zeit die Beschleunigung

pody _ds
===t
v = f(#) ist die Differentialkurve zu s = f(t);
b = f(¢) ist die Differentialkurve zu v = /(¢), also die zweite Differentialkurve zu s = /(f)
(Fig. 36).
2. y = sinz hat dle Ableitungen
. dy o8 _ o B0
Y= g5 =cosz, Y= sinz, Yy’ = iz cosz.

Die Differentialkurven y’, ¥, ¥’ ... der Funktion y =sinz sind Sinuslinien, gegen ¥ um
7/2 bzw. 7 bzw. 37/2 usw. nach links verschoben (Fig. 37).

Ist das Gesetz der Kurve durch ihre Gleichung y = f(x) gegeben, so kann
die Differentialkurve rechnerisch aus 4’ = f(x) bestimmt werden. Ist aber, wie
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in vielen technischen Beispielen (zeitlicher Verlauf eines Weges, einer Geschwin-
digkeit, eines Kraftflusses u. a. m.), das Gesetz nur zeichnerisch gegeben, so muB
man zeichnerisch differenzieren (S. 159).

Y
A
Y=5in T
P
s=f12) Y
s
‘ ¢ Y'rcos x /2
4
yl/
v=f1¢),
1
%3 X
% Y('=-sin &
b =f1t)
(I
? X
Fig. 36. Fig. 37.

Yre—tos T
g) Maxima und Minima.

Ein Maximum bzw. Minimum einer Funktion oder ein Gipfelpunkt bzw. Tal-
punkt der sie darstellenden Kurve (G bzw. T in Fig. 38) liegt vor, wenn der be-
treffende Funktionswert oder die entsprechende Ordinate groBSer bzw. kleiner ist
als die benachbarten. Es miissen somit
diese Kurvenpunkte z-parallele Tan-
genten haben, d. h. es muB ' (z) = 0
werden. In der Nihe des Gipfelpunk-
N W vy tes G, Fig. 38, geht die Ableitung und
- e damit die Differentialkurve y’ (z) fal-

~ S 3 T %! lend, in der Nihe des Talpunktes T

< -‘. M} steigend durch Null. Wenn aber ¥’ (x)
— Sl 7 fallt bzw. steigt, muB die Steigung
von ¥, d.h.y”(x) kleiner bzw. gro-

Fig. 38. Ber als Null sein:
. Maximum .. ,_ ¥y’ <o.
Ein Minimum liegt vor, wenn y" = 0 und ¥'>o0.

Vgl. auch Fig. 37 mit den hoheren Ableitungen von y = sinz.

Man bildet also ' (x), ¥” (x), berechnet aus der Gleichung ¥’ (z) = 0 die
entsprechenden z-Werte und stellt fest, ob fiir diese z-Werte y” (%) groBer oder
kleiner als Null ist. Danach berechnet man die zugehérigen, gesuchten Funk-
tionswerte ¥ ().

Im Wendepunkt W, Fig. 38, muB die Steigung ein Maximum bzw. Minimum
haben, d. h. es muB y”(z) = O sein (vgl. auch S. 96).

Beispiele: 1. Die Maxima und Minima der Funktion (Fig. 39) y ="/, (¢°—32*—92+9)
sind zu bestimmen. Aus y’ =1/, « 22— z—1,5=0 folgt #=11+2, also #,=—1, Z3=3. Durch
die zweite Ableitung y” =z —1 ergibt sich

fir #, = —1 ein Maximum, da y”(z;) = ¥’ (—1) = —-2<0,
fir £3 = 3 ,, Minimum, da ¥”(z,) = ¥”(3) =2>0.
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Die zugehorigen Funktionswerte sind somit y, =2'/y und y,=-3. Zeichnet man die Funk-
tion als Kurve auf, so erkennt man, daB gréBere Funktionswerte als im Maximum bzw.
kleinere als im Minimum auftreten kénnen: In diesen Punkten sind eben die Funktionswerte
groBer bzw. kleiner als die benach-
barten.

2. Aus elnem quadratischen Blech
soll ein oben offener Kasten gréBten
Rauminhalts mit quadratischer Grund-
fliche hergestellt werden. Wie groB sind
seine Hohe und sein Rauminhalt ?

¢ ax e
Fig. 39. Fig. 40.

Durch Wegschnelden der Ecken (Fig. 40) folgt fir den Rauminhalt V= (a— z)*- z/2. Mit
2:V'(z)=(@—2z)*—-22z(a—2z)=(@a—2)(a—32)=0 hat man a—32=0 oder z;,=a/3 und
a—z=0 oder zy=a. Da V”(zr)=—2a+3 2z und damit V" (z;) =—a<<0, V" (2s) =a>0,
hat der Rauminhalt fiir die H6he z,/2=4/6 ein Maximum von der GroBe Vi ay=2a%27.

B. Die Integralrechnung.

a) Unbestimmtes und bestimmtes Integral, Flacheninhalt und mehrfache
Integrale.

1. Das unbestimmte Integral. In der Differentialrechnung wird zu einer ge-
gebenen Funktion y = J(x) die Ableitung J'(x) = f(z) gesucht; in der Integral-
rechnung soll umgekehrt eine Funktion ermittelt werden, deren Ableitung gleich
der gegebenen Funktion f(x) ist. Zunichst ist J(x) eine gesuchte Funktion,
weil J’(x) = f(») ist. Weitere Funktionen, deren Ableitungen gleich der gegebe-
nen Funktion f(x) sind, findet man durch Hinzufiigen einer willkiirlichen Kon-
stanten C zu J(x). Denn die Ableitung von J(z) + C ist gleich J’(x) = f(x),
da die Ableitung einer Konstanten gleich Null ist.

Die gesuchten Funktionen unterscheiden sich nur um konstante Zahlen und
werden nach Leibniz mit

[H@)dz = J@) + C
bezeichnet. Die vorstehende Gleichung bedeutet dasselbe wie

%/i(z)dz = f(x) oder d/)‘(x)dz =f(x)dz;

Differential- und Integralzeichen heben sich auf.
JSf(x)dz heiBt das unbestimmte Integral von f(z); C wird Integrations-
konstante genannt.

Beispiele: 1. Ein Korper habe die konstante Geschwindigkeit v m/sek; wie gro8 ist der
nach # sek zurickgelegte Weg s in m? Die Geschwindigkeit wurde als Ableitung des Weges

nach der Zeit definiert, s ist daher so zu bestimmen, daB Z; = v wird. Durch Probieren findet
. L4 .
man s = v¢, denn es ist tatsichlich d—: =v. Daber ist s =ﬁ)dt = vt 4+ s,, wenn man die In-

tegrationsk ante mit s, bezeichnet; s, ist der zur Zeit ¢ = 0 zurickgelegte Weg.
2. Da die Ableitung von sinz gleich cosz ist, wird f coszdx=sinz+C.

an+1 n+1
3. Aus y = i folgt dy = 2ndz und daher y = [zndz = —a—_;r + C. Hierbei muB
. . . n+1 0 7
n verschieden von — 1 sein, weil y = mr_r_ oo keinen Sinn hat. Aber auch das Inte-

n+1 0o
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1
gral von z kann durch Umkehren einer Diff ialformel gewonnen werden. Ausy = Inz

dz
folgt dy = —, und daher
z’ y-fi:—-lnz-*-c.

2. Das bestimmte Integral. Fldcheninhalt. In Fig.41 wird die mit F(x)
bezeichnete Fliche von der Kurve y == f(z), der x-Achse und den beiden Or-
dinaten f(¢) und f(x) begrenzt. Wichst  um %,
so wichst der Flicheninhalt um die iiber % lie-
gende Fliche

F(x 4+ h) — F(2);

wie Fig. 41 erkennen 1aBt, liegt dieser Flichen-
zuwachs zwischen dem Inhalt des kleineren Recht-

eckes von der Breite 4 und der Hohe f(z) und dem
Inhalt des groSeren Rechteckes, das die Breite %
und die Hohe f(z + 4) hat. Es ist daher
@ - h <Fl@+h) — F@) <@ +h) - h.
Die Division durch 4 ergibt
F(x + h) — F(z)
He) <————
Geht /& gegen Null, so unterscheidet sich f(x) immer weniger von f(z + 4).
Fiir den dazwischenliegenden Wert wird fiir 4 — 0 nach S. 65
F(x 4+ &) — F(z)
h

<Hz+h).

lim ——— " = F'(z),

»>0
folglich muB F’(z) = f(z) sein, oder nach der Erklirung des unbestimmten In-
tegrals S.73

Fl@) = [{w)dz = J(z) + C.

Die Integrationskonstante C ergibt sich aus der Bedingung, daB fiir # == @ der
Wert des Flicheninhaltes verschwindet; es ist daher

F@)=J@+C=0, Ja=-—C

=f(T) und
y=rt F@) = J(z) — Ja).
X Um anzudeuten, daB der Flicheninhalt zwischen
o] a den Abszissen ¢ und  genommen werden soll, schreibt
Fig. 42. man diese Werte an das Integralzeichen:

z z
F@) = [1@dz = J@) { =J@ — J@;
a a

a wird die untere, z die obere Grenze des Integrals genannt. .

Wihlt man fiir « einen festen Wert b, so hat der Flicheninhalt einen ganz
bestimmten Wert F (Fig. 42). Durch Einsetzen vonz = b in die letzte Gleichung
wird b

a

b
F=[t@dz=J@| =]J0 —J@.
a

b
ff(x)dz heiBt das bestimmte Integral von f(z)dz und wird nach

a o
vorstehendem dadurch erhalten, daB man das Integral J(z) bildet und den
Funktionswert J(b) fiir die obere Grenze vermindert um den Funktionswert [ (@)
fiir die untere Grenze. ¥,, = F/(X —W) heiBt mittlere Héhe.

(6-2)
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Wichst f(2) nicht bestindig mit #, wle in Fig. 41 angenommen, so kann der Beweis &bn-
lich wie oben gefithrt werden.

Die in Fig. 41 iiber A liegende, schraffierte Fliche kann als Flichenzuwachs mit 4 F
bezeichnet werden. Aus E=/(z) folgt dF=f(z)dz. Mit A=dz (S. 65) ist daher das kleinere

Rechteck der Fig. 41 gleich dem Differential dF der Flache. y

Beispiele: 1. Es soll die Flache ermittelt werden, die von
der Kurve y = 2*, der z-Achse und den zu £ =1 und z = 3
gehdrenden Ordinaten begrenzt wird (Fig. 43).

i’Ja 27 1 26
30
2. Es ist die Arbeitsleistung bei isothermischer Zu-

standsdnderung zu bestimmen. Ist p,, vy (Fig. 44) der An-
fangszustand eines Gases, so ist bei konstanter Temperatur

PV = Pyvy .
Bezeichnet man die Kolbenfliche mit F, die auf den Kolben
wirkende Kraft mit P und den Weg mit s, so ist

P=F-p und v=F-3,
mithin das Differential der Arbeit

3
Es ist F= | 2%z = [
/

dA = P-ds=F-p-%=p-dv;
hieraus ergibt sich
A=fp.adv.
Mit p-”—’;-"—' wird

(s,

%

A={’!'”o/d71)=%’”|ln”
wobei v, die Grenze bedeutet, bis zu der sich das Gas
ausdehnt, oder

A = Py v, (Inv; — Invg) = Py » 4 » Invy/v,.
Fir py=8 at=_80000 kg/m?*; vy=1m?/kg; v;=3 m®/kg wird
A = 80000+ 1 ¢+ 1n3 = 80000 « 1,0986 = 87900 mkg.

In Fig. 44 ist die schraffierte Flache gleich 44.

Flichen, die unterhalb der z-Achse liegen und fiir die die Anfangskoordi-
nate links und die Endkoordinate rechts befindlich ist, erhalten das negative
Vorzeichen. Will man den absoluten Flicheninhalt haben, so ist besonders
darauf zu achten: Jeder ober- oder unterhalb der z-Achse befindliche Flichen-
teil muB fiir sich integriert werden.

3. Das bestimmte Integral als (irenzw:rt einer Summe, Nach S. 74 kann der

a

Flicheninhalt F oder das Integral f f(x)dz als Grenzwert der Summen

a 7
UmZf@) -h und Om= St + 8- ° -
aufgefaBt werden (Fig. 45). Wahlt man in
jedem Teilintervall einen Wert & zwischen x
und 2 + A, so ist f(z) < (&) < fle+h)
und daher auch U< 2 f(§) h < O. Daher
muB M = 3f(£)% mit wachsender Unter-
b

(&)~

fe—r

*ﬁfr,,’—-!

o Gt~

]
4 a z & ak
teilung gegen f f(®)dx gehen, wenn die Fig. 45.
a

Breiten aller Teilintervalle kleiner und kleiner wefden; es ist
b
lim 216 b= [fo)de z<E<z+h
a
4. Fldcheninhalt bei Parameterdarstellung. Wenn die Kurve durch =z (f)

und y = y(#) (S. 68) gegeben ist, kann dF = y dx mit dx = (f) d¢ geschrieben
werden dF = y+ &+ dt, so da8 F = [y () &(s) dt.
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Belspiel: Far den Flacheninhalt F der Ellipse z =a cos¢, y=b sint folgt mit den Grenzen

¢
t=n,t,=0,da g=—asint, dF= ~absindt, F=~2 abfsin‘tdt—-Zub[llzt—ll.smhn]o

= abz (vgl. S. 79, Formel 16)
5. Flacheninhalt bei Polarkoordinaten. Ahnhch wie bei rechtwinkligen
Koordinaten kann nachgewiesen werden, da8 das Differential der Fliche
durch den in Fig. 46 schraffierten Kreisausschnitt dargestellt

v werden kann; demnach ist

r-fap) [

] dF =1,7*dp und F:ll,frqu:.
) 1

ar Beispiel: Welchen Flicheninhalt beschreibt der Leitstrahl der Archi-
¥ medischen Spirale? Es ist r =a-¢, r* = a’¢?, so daB
d
Fig. 46. F= ‘/.fa’vszdvp =1yeat. %a': =a*¢’lo =16  wird.
0

6. Mehrfache Integrale. Ist das Integral der Funktion 2 = f(z, 4) fiir einen Be-
reich B der z — y-Ebene zu ermitteln, so kann man, falls die Funktion
f(x, y) in B stetig ist, so vorgehen, daB zunichst der Wert des Integrals fiir
die in Fig. 47 gezeichnete senkrechte Linie errechnet wird, wobei # als kon-
stant zu betrachten ist und nur nach y zu integrieren ist; die Grenzen sind als
Funktionen von # einzufiihren, so daB man als Ergebnis eine Funktion erhilt,
die nur von z abhingt. Diese Funktion ist nochmals zwischen den Grenzen
z =a, und ¥ = a, zu integrieren. Es ist also

¥3(2)
fft(x ydzdy = [ L S, y)dy]dx
a4y 1(2)
Man kann aber auch zunichst das Integral fiir die in Fig. 47 gezeichnete waage-
rechte Linie bilden, wobei die Grenzen als Funktionen von y einzusetzen sind.
Der so erhaltene Ausdruck ist eine Funktion von y, der zwischen y = b; und
y = b, zu integrieren ist:

be[ Zy(y)
f (i@, nazay = [| [tz,y)dz|dy.
T by Lzi(y)
| -z Ist f(:v, ¥) =1, so wird der innerhalb des Be-
(‘Z)_)____L' ,‘“/ i reiches B liegende Flacheninhalt
}jb’ ] iV o, F = fdF = [fdzdy.

a; az
h‘%—\qry)——J Man bezeichnet d F=dz - dy als Flichenelement;
Fig. 47. entsprechend wird dV=dxzdyds Volumen-

element genannt.
Beispiele: 1. Es ist das Tragheitsmoment des Rechtecks (Fig.48), bezogen auf die
z-Achse, zu bestimmen. Aus [ =de + y? folgt mit dF =dg « dy.

% b ok
]x=ffy’ dzdy =fdx yidy,
0] 0
aF '_‘M! wobei 2 von O bis b, ¥ von O bis 4 zu integrieren sind. Mit
ﬁ 3 h h
N y3 "
i 2ody == | ==
H / TS I 3
i l X o o
=, ! wird b b
MY 7 bi
Je=ldz s —=— [ doz=—
Fig. 48 3 3
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b) Grundintegrale.

Diese Integrale konnen durch ,,Umkehren* (S.73) aus den Differential-
formeln S. 66 gewonnen werden.

xn+1
1. / a"dx = ———— -+ C; n beliebig, ausgenommen # =—1 (s. 2).

J %+ 1
Z.Id—;=lnx+c=lncx. 3.fe"da:=e’+c.
aI
£ =__—4-C.
4. /u dx na +C
5. fsinxdz:: -—~cosx + C. ’ 6. fcosxdx:sinx-}—c.
dx " dx
B te Y . L= = tga :
7 /sinz:c ctgz +C 8 /coszx g+ C
dx i
9. e = arcsing 4+ C = — arccosx + C; .

¢) Allgemeine Regeln.

1. Integration einer Funktion mit konstantem Faktor. Bedeutet ¢ eine
Konstante, so folgt durch Umkehrung der Regel fiir die Ableitung einer Funk-
tion mit konstantem Faktor (S. 67), daB

fc f(x) dx = cff(w)dz .
Man kann also einen konstanten Faktor vor das Integralzeichen setzen.

2. Integration einer Summe oder Differenz. Durch Umkehrung der Regel
fiir das Differenzieren einer Summe oder Differenz zweier Funktionen (S. 67) folgt

f[u(x) +v(x))dx =fu(x)dx ifv(x)dx.

Das Integral einer Summe oder Differenz von Funktionen ist gleich der Summe
oder Differenz der Integrale der einzelnen Funktionen.

Beispiel: Eine Fliche ist durch die Kurve y = 42° 4+ 922 — 8 2 — 5 begrenzt; wie
groB ist ihr Flacheninhalt zwischen 4 = 0 und b = 3? Aus

F=[yiz
erhilt man

3 3 3 3 : 3
F:/‘(4zn+ 9¢? - 8z — 5)dz = ‘/1413112 +‘/n9:czdz——f8xdz —/‘Sda:,
0 v [} 0 0

4 3 2
F=[4-’~‘4~+9-%--8-%—s-z]csw3-3‘—*—4.3=—-5-3=m.
0
3. Teilweise oder partielle Integration. Aus
duv) = udv 4 vdu

erhidlt man durch Integration
fd(uv) = Yy =fudv +fvdu,

fudv:uv—fvdu

so daB

wird.
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Beispiele: 1. Fir ¢ = Inz, dv = dz wird ds = % dz, v =g, und daher

flnzdznlnp:t-— z-—;:‘dz—a;lnz—z+c—z(lnz -1)+C.
2, Firy = sin®—1g, do = sinzdz wird du = (5 -- 1) sin®—22 - cos 2 dx, v = — cosz und
fsinnzdz = —sinn-1g. oosz—f(—oosz) (m— 1) sin® -2z coszdz
= —sinn-1z.cosz + (5 — 1)/sinl—2:|:(i — sin2z)dz
= —sinn-1z.cosz + (5 — i)fsinﬂ—ﬂa:dz— (n — 1)fsin'zdz,
nfsinﬂzdz=—sin"“1:v e cosz + (1 — i)fslnﬂ-ﬂa:dz

. cosz «sinf—1z #—1
fsm"zdz =_—n—+T sinn-22dz.

oder

Das Integral f sinnz dz kann also nicht sofort gelést werden, doch wird durch wiederholte
Anwendung der ,,Rekursionsformel* der Potenzgrad des sinus immer um 2 erniedrigt, bis schlieB-

lich fsin0zdz=fdx=m+0 oder fsinzd:vn—cosa;+C erhalten wird.

4. Einfijhren einer neuen Verdnderlichen. Oft gelingt es, das gesuchte
Integral durch Einfithren (Substitution) einer neuen Verinderlichen auf ein
Grundintegral (S. 77) zuriickzufiihren.

d
Belsplele: 1. J= f z‘ ; setzt man s=1—2*, so witd ds= —22zdz, zdz:a—%d

unddamit]—f—i—:=—? d7'=——1nx=-——1nu-z')+c_-1nv T—#+C

2./4"'“4::— 42-%‘1=7‘/‘:‘dn=—“—31-~;’—sm=+0.
d) Integralformeln,
. n — n+1 4 J
1 f(a+bz) dz (n+1) b(a+b:v) +C, ni 1 (vgl 2),

sonst beliebig.

dzx
2. fa+ba: =—ln@a+d2)+C = -lnc(a+bx)
dx 1
3 ,/ +C. 4 f(a+bx)’=hb(a+bx)+c'
5. f -—-—1:arctg<V—b~-m)+C
Jab 4 fir ab>0
6 / dz 1 Vab + bz | ura )
a—ba? 2}/ab Vﬁ—bx‘
7. = ———— arc tg btow + C, wenn ac > b?
a+ 2bzx 4 ca? ]/ac—b"’ ]/ac—b
2 —_
1 !yb ac—b ox}+c'wembz>u
szz—ac |]/bz——ac+b+c:v|
1 2
—m+c. wenn b? = ac.
8. d—L=arcsin3~+C=—arccosi+C,.
]/a“—a:’ a a
dz
——— =In(z + x? a? +C.
[ = wle 1 E )

10. f;/;q‘—a?ax e L: In(z 4 Jo" £ &*) + C.



20.

21.

23.

24.

25.
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. Va* =23 . da = ﬁVa’—:c2 + a arcsin — +C.
2 2" a
flnxdz=z()ua:-——1)+c. 13. fe””‘dx:%em"—}-c.
14. [Ginzds = Gofz + C; 15, [Goje - dz = Gina + C.

fsin%dw = — r:Tsinz:u + ;x +C.

1 . 1
/cos*a: dx = —sin2z 4 —x 4+ C.

4 2

sin®+1g
jin® de=—— 4+ C; - —1.
/smxcosa: @ n+1+ n 3= —1
r e cin®—14 —1
19. jsin"z dg = 08 + i /sin""z +dz.| 4 ganz
n ”

sin@ « cos® "z n—1 ul-K-1

/cos"a: de = fcos'-’x dx. positiv.
% n
fsinmxdx=~—$s%x +C. 22.fcosma:-d:c= Smmx-{—C.
sinmx cosne - dx = ——ws(m kL - cos(m — n)a +C
2(m + n) 2(m — n)
fsinmxslnnx cda = su;((r:‘-_—_:))x — sn;((r:’-_}*-nn))x +CimEn.
sin(m —n)x  sin(m 4+ n)z

/cosma:cos%x-d:c— 20m =) 20m £ ) +C

26. ftgzdz' = —Incosz 4- C.

/ d

28.

die Anzahl der Zwischenpunkte gew#hlt wird.
Die Lange des Bogens ist daher gleich dem Grenz-

/

14 cosx

/s’“’ sinbzde =

fe"cosb:cdz =

4

xr
= tg— C. .
82+ 31 /

fx"e"d:u = g" e — n/x"“ e*dx; mn ganz und positiv.

e**(a sinbx — b cosbx)

e + C.
e%%(a cosbax -4 b sinbx)
a? 4 b2 +C

¢) Bogenlinge von Kurven.

27. fctga:dz=lnsinw +C.

=lte>4+C. 29 fji=1ntg(i+i)+c.
2 CcOS X 2

1. Grundformel. Um die Bogenlinge A4 B einer Kurve zu berechnen (Fig.49),
zeichnet man in diese ein Sehnenpolygon ein und bestimmt die Lange aller
Sehnen. Der Unterschied der Linge des betrachteten
Kurvenstiickes und der Linge des Sehnenpolygons
wird, wie die Anschauung zeigt, um so kleiner wer-
den, je kleiner die Lange der Sehnen und je groBer

8

Fig. 49.

wert, dem sich die Summe der Linge des Sehnenpolygons nihert, wenn die An-
zahl der Sehnen unbegrenzt wichst und die Linge aller Sehnen gegen Null strebt.
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Wichst z um do = Az, so wichst das Sehnenpolygon (Fig. 50) um die

Strecke PP, = A1, die Linge der Kurve um das Bogenstiick PP, =A4s.
Wird 42 kleiner und Kleiner, so sollen sich nach der angegebenen Erklirung
beide Werte immer weniger unterscheiden: es ist

Ads

im £°

Az >0 A]

Aus Fig. 50 ergibt sich: 41 =YAa? + 49* =1 + (dy/dx)*+ A=. Es ist also

As/A:v=As/Al-Al/Ax:As/Al-Vi+(AyAx)2.

. y o wird m ds _ dy _dy _ ., ..

Beim Grenziibergang wird mit Ilm AT = 1 und AEE oﬂ i =9/ (x):
dsjdz = Y1 + (@ydz)? = V1 + y'2(@) oder ds = }da? + dy2.

=1.

¥ gr
a. as% L~
4 2 S
=~ ds |}
\)/ >
Y -z dr=Azi=|. a
Y] Z g X
y v
Fig. 50. Fig. 51.

Nach der Erkliarung des bestimmten Integrals ist die Linge des Bogens 4 B

(Fig. 50) b
s =f}/ﬁ— yidx.
a

Die Linge ds des Bogenelementes fist gleich der Strecke, welche die be-
grenzenden Ordinaten von der Tangente im Punkte P abschneiden, da

ds =Y da? + dy? ist.

Beispiel: Es ist die Bogenlinge der Parabel zu bestimmmen; Gleichung der Parabel

(Fig. 51a) - zz a ’_{1{,__2 b
= Soy_dz:_ O
1 4
5= 2 =—[Va' + 407" dz.
Setzt man at )
dz
| 3,3 .. 42 = = —
50 wird at N 402 2, 2bx =13, dx 35°

s=—/-—]@“+z’dx

{g Ve s+ L Ve )

Nach (10) S. 78 ist
1

2a%
1

§ =

2b3 e at ey | @
= " Vat i+ = (20 i )|,
2a'b[ 2 Ve + (2bz)? + 3 n(2bz + Va +(2bz))]0
Einsetzen der Grenzen ergibt

2 —
s = —;— Var + 4% + ‘—:—%{ln(zba+a]/7-‘+ 4&5)—lna”}
2 2b 1 e
=lyatim +a—-ln(—+~Va‘+4b’).
2 4b a a

Angenihert ist ~ 2 (b 2/(b ‘J
s~a[{+?(7) i (a) N
wenn b/a klein ist. Diese Formel gilt auch fiir einen beliebigen flachen Bogen, Fig. 51b, wenn
a die Sehne, b die Hohe des Bogens ist und in der Klammer a durch /2 ersetzt wird.
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2. Die Parameterform der Kurve z = x(f) und y = y(#) liefert (S.68)
de = &(t)dt und dy = 9 (H)dt, d. h. ds? = (&* + $2)d#* oder
s=SYE5ar.

Beispiel: Es ist die Linge des Bogens der gewshnlichen Zykloide zu berechnen.
Die Gleichung der Kurve lautet in Parameterform (S. 118):

z=t(p —sing); y=1(1—cosq),
folglich ist

E(p) =11 —cosg); F(p) =rsingde;
ds? =[r*(1 — cosg)® + r2alnpldg? = 272(1 — cos ) d ?® = 4,3511125;1 cdp?;

= [is= L 4= ar[—cos 2)° < arf1— z)
s—fds-—/lrsinqu: 4r( cosz)0 41(1 cosz.

Rollt der ganze Kreis ab, d. h. wichst ¢ von 0 bis 2z, so wird
s=4r(1 —cosm) =87r.
3. Die Polarkoordinaten (S. 90, Fig. 60) liefern
z=r(p)cosp und y=r(p)sing,
wobei r eine Funktion von ¢ ist. Folglich ist
@’ (p) =—r(p) sing + 1’ (p) cosp = —rsing + 1’ cosg,
¥ (@) = r(p)cosp 41 (@)sing = rcosp + ¢ sing.
Daher ist nach 2
ds? = {[z/ ()P + [y ()} dg* = [P (sin?@ + cos’g) + r"2(sin®p + cos’g)] dg?
oder ds? = (12 + %) dg? =2 dg? + dr?,
s = f ]/;Tr’2 dg.
Beispiel: Aus der Gleichung der logarithmischen Spirale (S. 121) 7 = a - ¢™ % folgt

P
d g oy %2 2 Y
=" camd”, s:A/VaEezm‘P—{— a2 2P g = ucmq"]/‘l + m2dg
ap v [
@
B A S A A Ly B W el 7 e
m m ' m :

o

f) Oberflache und Inhalt von Umdrehungskérpern.

1. Die Oberfliche eines Korpers, der durch Drehung der Kurve y = f () um
die y-Achse entsteht, wird in der Weise berechnet, da8 dhnlich wie bei der Be-
stimmung der Bogenlinge einer Kurve (S. 79/80)
in die Kurve ein Sehnenpolygon eingezeichnet
wird. Nimmt 9 um Ay zu, so wichst die
Oberfldche O* dieses Ersatzkorpers um

\
AO:=AI.2~[€i_@:..A_z_) \ &
: 2 ,

N

denn AO* ist der Mantel eines Kegelstumpfes 0
(S.162) mit den Radien « und (z 4+ Az) und Fig. 52.
der Mantellinie A/ (Fig. 52). A0
Ist O die Oberfliche des Umdrehungskorpers, so wird lim —— =1,
Al 4z>0 40*
1 — =
sz30ds b
40 A0 Al 40+ A0 Ai Az
J— «2 x + —_—

As T 4o*"As AL T A0+ 4s

Taschenbuch fiir den Maschinenbau. 9. Aufl. I. 6
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und daher, wenn man zur Grenze iibergeht,
d0/ds =2nz oder O=2x [z ds.
Bei Drehung der Kurve um die 2-Achse (Fig. 53) wird entsprechend
0=2xfyds.

Beispiele: 1. Oberfliche der Kugel. Der Kreis, Fig. 54, wird um die z-Achse gedreht.
Dann wird ds=rdg, y=rsing und damit fiir die Kugelkappe

L4
O=2nfyds=2nr'/siu<pd:p—-—-an'(—wsga))?:-:znr(r-rcos<p)-2nrb,,
0

4 woflr auch mit 27k =a*+ k} geschrieben

r werden kann:
as¢ O=m (a® + BY).
~‘r Fir die Kugelzone als Differenz zweier

3 Kugelkappen folgt, Fig. 54, 0=2n7(hy— h,)
=2nrh (vgl. auch S. 163) und fiir die ganze

7 Kugel mit k=27

l O=4ar.

X k2

\dx v
a z
{1
A
A
7

Fig. 53. Fig. 54.

2. Oberfliche des Drehparaboloids bei Drehung um die 2-Achse (Fig. 53). Die Gleichung
der durch den Punkt mit den Koordinaten =4 und y=05 gehenden Parabel lautet

z
y—b‘/;.

und O=2n/yds=2nny1 +y'tdz

Damit wird
Y= >
2Vaz

a a
/zy/ . & bf -—
_2n/byzl1+-a?d¢=n7 Vaaz + 2 dz.
0 0

Mit s=4az+b?, d. h. dz=4adz folgt

b 2 ’/n_.”_b[ 232 1%
rroie e v N L

b 1
0=—25 /4 f2d5 =
oder 0= ;’—; [4a® + 9% — b5] .
Ist der Parabelbogen sehr flach, also a/b klein, so ist
a\* 2(a\*
O%ub’[i + (?) - ?(TH'
2. Der Rauminhalt eines Drehkorpers. Der Zuwachs AV des Volumens
(Fig. 52) liegt zwischen zwei Zylindern mit den Radien z bzw.  + Az und der

Hohe Ay. Es ist also
n-wz-‘Ay<AV<:r(x+Az)*-Ay

oder weat < AV[Ady <m(x + dz)?.
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Durch Ubergang zur Grenze wird hm n(z + Ax)® = ma?; es ist daher der
Grenzwert von AV/Ay 4z

gi,=:rza:2, dV=gx2?dy oder V=nf2%dy.
y

Bei Drehung um die @-Achse wird entsprechend V == fy’ dx.

l/a: .
Beispiele: 1. Inhalt eines Drehparaboloids. Wird die Parabel y =b |/ — (Fig. 53, Bei-
spiel 2, S. 82) um die z-Achse gedreht, so folgt a
r=a
ab?
=g,

2

I b? z’
Ven[yldz=n 7zdm=n}—'3
0

z=0
d. h. der Rauminhalt des Drehparaboloids ist halb so gro8 wie der Rauminhalt des Zylinders,
der durch Drehung des Rechtecks mit den Seiten 4 und b um die x-Achse entsteht.

l
2. Inhalt eines Drehhyperboloids. Die Hyperbel o —bl—i wird um die y-Achse

gedreht (Fig. 55). Der Rauminhalt zwischen den Ebenen y =% und y=—5 ist zu bestimmen:
h h
= 2 = 2 LY PYSUTRC AN t} .
14 nfa: ay :taf( +b:}d7 274 [}+3b} 2nah(i+3b,)
-k 0

h? .
Da aus der Hyperbelgleichung bT = ; 1, also B = ; — 1 folgt (s. Fig. 55), wird
1
= 2 —_— | =20 2 3

14 2’”"(”_34’ 3) (za + 9.
Fir v = a erhiilt man den Rauminhalt V— 7ad- 2 h einds Zylinders
von der Héhe 2 b und dem Grundkreisradius a; fiir a=0 folgt der
Rauminhalt des Doppelkegels (Fig. 55 gestrichelt) zu

V=1t 2h.

Oberfliche und Inhalt von Umdrehungskérpern kon-
nen auch mit Hilfe der Guldinschen Regel (S. 164) er-
mittelt werden. Weitere Anwendungen der Integral-
rechnung enthilt der Abschnitt Tragheits-, Widerstands-
und Fliehmomente ebener Flichen (S. 369). Fig. 55.

g) Integralkurven.

Auf S. 71 war gezeigt worden, daB die erste Ableitung von y = f(x) wieder
eine Funktion 4’ = f/(x) von  ist, die, zeichnerisch dargestellt, die Differential-
kurve liefert. Die entsprechende Aufgabe fiir die Integralrechnung lautet:

Gegeben ist ¥ = f(x), und es ist die Funktion

F(z) = [}(x)d=

zeichnerisch wiederzugeben; diese Kurve heit die Integralkurve zu y = f(z).
Da bei der Integration eine willkiirliche Konstante hinzugefiigt werden kann,
ist die Aufgabe zunichst unbestimmt: Es gibt zu y = f(x) unendlich vlele
Integralkurven. So ist z. B. fiir y =« (Fig. 56) F(x) =fwdw = Ya? 4 C.
Der Wert C kann jedoch aus der Bedingung, durch welchen Punkt die Kurve
gehen soll, bestimmt werden. Im Beispiel sei F =1 fiir # = 0. Dann ist
F(x) = /,a® + 1 die einzige, die ,,Anfangsbedingung* F = 1 fiir # = 0 erfiil-
lende Integralkurve. Bei technischen oder physikalischen Anwendungen, die
nur eine Losung zulassen, muB die Anfangsbedingung aus der gestellten Auf-
gabe ermittelt werden.

Aus F(z) = f f(x) dx folgt F’'(x) = f(z). Es kann also die gegebene Kurve
f(z) als Differentialkurve von F(x) aufgefaBt werden. Geometrisch ausgedriickt
bedeutet dies, daB die Neigung der Tangente an die Integralkurve durch die
Ordinaten der gegebenen Kurve gemessen werden kann (S. 7).

6*
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Die Geschwindigkeitslinie war die Differentialkurve zur Zeitweglinie. Aus
dem erwihnten Zusammenhang zwischen Differential- und Integralkurve folgt,
daB umgekehrt die Zeitweglinie als Integralkurve der Geschwindigkeitslinie auf-
gefaBt werden kann. Ebenso ist die Geschwindigkeitslinie die Integralkurve der
Beschleunigungslinie und daher die Zeitweglinie die zweite Integralkurve der
Beschleunigungslinie.

Das bestimmte Integral f f(x) dz = F(b) — F(a) (S.74) laBt sich auch

geometrisch deuten. Der Flachemnhalt F zwischen der Kurve y = f(x), der
2-Achse und den zu ¢ = @ und x = b gehdrenden Ordinaten ist die Differenz
der zu x =a und = b ge-
horenden Ordinaten der Inte-

gralkurve. In Fig. 56 ist mit 7
a=1 und b =2 die mit F -r
bezeichnete Strecke ein MaB s
fiir den schraffierten Flichen- (@) / Aﬁ <
inhalt der Kurve y = f(z). Yoz 7 dﬂﬁu
Zu der ermittelten Inte- & = |
gralkurve kann man nach dem p 1} 4

) /—

Yz
A '
1. %___ TJ
() L
y—ﬁ,/f;x -2z %
o X
<—2—>1
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erwihnten Verfahren nochmals die Integralkurve G (z) = f F (x) do bilden, d.h.
die zweite Integralkurve zu y = f(#). Auch hier muB wieder eine Anfangs-
bedingung gestellt werden, damit die Aufgabe nur eine Losung zuldBt.

Im obigen Beispiel war F(z)=%/,2>+1. Es ist also G(z) =f(‘/,z'+1)dz=‘/,z‘
4+ Cy. Soll z.B. Gy = —1 fiir £=0 sein, so muB C,= —1 sein, d. h. esist G (z) ="1/42*
4z —1, vgl. Fig. 56, drittes Koordinatensystem.

Anwendungsbeispiel: Der Freitriger der Fig. 57 habe eine stetige Belastung g in kg/m.
Da die Querkraft im Punkte 1 des Tragers gleich der Summe simtlicher links von 1 wirken-

den Krafte ist, so ist .
Qu = f e dz;
[

die Tntegrationskonstante C, wird Null, da fir z = 0 auch Q; gleich Null ist. Die Querkraft-
linie ist also die Integralkurve der Begrenzungslinie der Belastungsfliche; sie ist in Fig. 57 b zeich-
nerisch dargestellt. :

Die Querkraft Q; greift im Schwerpunkt S der sie darstellenden Fliche an. Hat dieser
den Abstand a4, von 1, so ist das Biegungsmoment im Punkte 1 des Trigers

Mz = Qzeaz.

Im Punkt 2 ist Q; um AQ groBer geworden, d. h. um die Fliche der g-Kurve {iber 4z. Der

Angriffspunkt von 4Q, d. h. der Schwerpunkt dieser Fliche, liegt zwischen den Punkten 1 und 2,

d. h. um ¢+ 4z von 2 entfernt, worin £ zwischen 0 und 1 liegt. In 2 greift also das Moment an:
My = Qz(az + 42) + 4Q e Az = Q82 + Az (Qz + £4Q).

AM
Dannist A M, = M;— M, = Az(Qx+ £ 4Q), und nach Division mit 4 z folgt A; =Qz+£4Q.

Beim Grenziibergang 4 z->0 riickt Punkt 2 nach Punkt 1, es geht auch ¢ 4Q nach 0, und es wird
x

Mz =f0,;dz 4 Cy. Der Festwert C, bestimmt sich aus M, =0 fiir 2 =0 zu C, =0, also
0 z
ist Mg = f Qzdz, d. h, die Momentenlinie, Fig. 57¢, ist die Integralkurve der Querkraftlinie
0
und die zweite Integralkurve der Belastungslinie; ihre Ordinate im Punkte z ist gleich dem
Flacheninhalt des iiber z liegenden Teiles der Querkraftfliche.
2

Die Differentialglelchung der Bi Y Mz 5 363) liefert nach einmaiiger

© ' =~ EJs
Integration fir den Sonderfall des unverinderlichen Querschnittes
z
ay 1
pr = ——==——= | Myd C,.
Pz iz EJ / zd2 + C,
0

Der Festwert C, ergibt sich aus den besonderen Bedingungen der Aufgabe; fiir den vorliegenden
Fall des Freitragers ist z. B. ¢z = 0 fiir z = l. Die Kurve der Neij inkel der Bi

linje ist, abgesehen vom MaBstabe und vom Vorzeichen, die Integralkurve der Momentenlinie.
Um die Neigung im Punkte z des Trigers zu bestimmen, ist der Inhalt des Giber « liegenden
Teiles der M-Flache zu messen und der so gefundene Wert als Ordinate der neuen Linie (Fig. 57d)
aufzutragen, die noch durch E - J zu dividieren ist. Nach der Regel iiber die Vorzeichen (S. 363)
wird durch den Endpunkt dieser Kurve eine Parallele 2’ zur z-Achse gelegt, von der aus die
Werte @ zu messen sind. u ist der Faktor, mit dem die Ordinaten einer Kurve zu multi-
plizieren sind. z

Durch nochmalige Integration wird die Gleichung y = f @z dz der Biegungslinie erhalten,
[
wobei mit y =0 fiir =0 die Integrationskonstante fortfallt; y ={(z) fst die Integralkurve

zur Linie der Neig: i ie Durchbieg des Freitrigers wird, wean C, der y-Wert
fiir =17 Ist und im Abstand C, die Parallele zur z-Achse gezogen wird

d=C,—y (PFig.57e).

h) Gewdhnliche Dlﬁeren‘ﬂulglelchungen.

Eine Gleichung, die zur Bestimmung einer oder mehrerer unbekannter Funk-
tionen dient, heiBt Differentialgleichung, falls in ihr Ableitungen der gesuchten
Funktionen auftreten. Sic heiBt gewdhnlich, wenn diese Funktionen nur von
einer unabhéngigen Verinderlichen abhingen, andernfalls partiell. Die Ordnung
einer Differentialgleichung ist gleich der Ordnung des hochsten in jhr auftretenden
Differentialquotienten.
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Differentialgleichungen erster Ordnung. 1. Die einfachste Form einer ge-
wohnlichen Differentialgleichung erster Ordnung fst

Y (@) =f(x).
y =[1(@)dz

und enthilt als unbestimmtes Integral (S. 73) die Integrationskonstante C
(vgl. Abs. g, S. 83).
Beispiele: 1. Es ist die Differentialgleichung
Y (z)=az*+ bz +¢
zu integrieren, Aus y -f [a2® + bz + c]ldz folgt
y - %z'+—q—s’+u+ C.

2. Ein Behalter fasse ¥ m?*; die Heizschlange habe Fm?* Oberflache; die Anfangstemperatur
der Flissigkeit sel 9,°C, die Temperatu.r der Heizschlange #,°C, das’ spezifische Gewicht der
Fld it sei y, die sp ifische Warme c, die Wirmeubergangszah.l . Gesucht ist das Wachsen
der Temperatur ¥ als Funktion der Zeit £ bei ideal isoliertem GefaB.

Die Warmemenge, die in der Zeit d¢ durch die Fliche F hindurchgeht, bestimmt sich zu

dQ =F (9 — P adi.

Der Zuwachs an Wirmeinhalt ist dQ = Vcy d®¥, und daher

Ihre Losung ist

Vey dd | Vey dd
F(o,— ) adtmVeydds dt= S0, P 55"
Setze %’-4, O— O =y, dOm—y dann wird
dy & % -3
, :;-—A/T-—Alny——Aln(#,—#)L,. 4-mP=2)
e P17 Y oder daraus B =8, — (B, — D) e~ 14

Dy — Dy

3. Ein Behilter mit einem Wasserinhalt von 10 m® einschlieBlich des Wasserwertes des
GefaBes soll durch Dampf von 100° C von 10° C auf 80° C erwirmt werden. Das Kondensat
flieBt mit 100° C ab. Die Heizflache betrigt 5 m*, der Warmeiibergang 2000 kcal pro m#, ° C
und Stunde. In welcher Zeit wird das Wasser die verlangte Temperatur erreicht haben?

Mit den Bezeichnungen unter (2) wird

10+1-1
V=10; 9y=10; 9 =100; #=80; F=5; k=2000; y=1000; c¢=1; 4= 572000 .200%00 =1,
100 — 80 20 9
==l =< == d

also ¢ 1 lnioo_m ln90 lnzaxi,SStun en.

2. LaBt sich die Differentialgleichung auf die Form

_dy_[(x)
ye=32
x" g0
bringen, so kann man sie durch Trennen der Verinderlichen losen. Es ist

f@)dz = g(y)dy

Si@ dz = [eiay.
Beispiele: 1. Es ist die Differentialgleichung dy/dz=z/y zu 13sen. Aus

ydy = zdz folgt fydy =f[2dz oder Y3y'=142'—1,C!, d b 2*—y'=C
(gleichseitige Hyperbel).

2. Es ist die Gleichung der Adiabate zu entwickeln. Die Zustandsgleichung lautet
pev=R.T,
der I. Hauptsatz 4Q=cosdT+ 4 +p » du.
Da die adiabatische Zustandsinderung weder Zufihrung noch Entziehung von Wirme
erfordert, ist dQ =0, d. h.
0=¢p*dT + Ap-do oder mit 4 = (cp — ¢)/R und cp/cy =x; RAT = —(x — 1) pdv
Nach der Zustandsgleichung st aber RdT = pdv + vdp, also folgt
pdv+ vdp =—(x — 1) pdv; xpdv+ vdp =0; nf + d; =0

% Iny + Inp =InC oder ¢ :ov* == C=mkonst.

und daher
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3. Die Differentialgleichung
Y =f(ylx)
148t sich durch die Substitution # = y/x losen. Es wird
y==zz, dy=2z2dsv+ads= j(z) dx
oder dx ds
dz [f(2) — 2] = xds, = T fm=3 ff(z)-—z
Belsplel: Es ist die Differentialgleichung 5’ = — (# + )/ zu integrieren. Mit y =2z wird

23 ds
dy msdz+ xds=—(1 +3)dz, dz(1 + 2%) =—dsz, ?=_1+21’

— 2
lnz-—r;—ln(i +2)+mYC, 201 +289)= z’(i+7y)=m’+2zy=c.

Differentialgleichungen zwelter Ordnung. 1. Die einfachste Differential-
gleichung zweiter Ordnung ist
¥ (x) = konst.
Aus dy’[dz = C folgt durch Integration
y/ = Cx + Cy.
22
Durch nochmaliges Integrieren erhilt man y = C — + Cyz 4 C,, wobei Cy
und C, die Integrationskonstanten sind.
Beispiel: Nach S. 71 ist die Beschleunigung der zweite Differentialquotient des Weges
nach der Zeit und konstant bei der gleichformig beschleunigten Bewegung, d. h.

@s
bnﬁ-kon.!t

Die Integration ergibt v = % = f bdt = v, + bt; in diesem Fall ist die Integrations-
konstante gleich der Anf: hwindigkeit v,; durch nochmalige Integration erhilt man
s=10ot+ 2y b8 + 5,
wobei die Integrationskonstante s, der zur Zeit ¢ = 0 zurfickgelegte Weg ist.

2. Gegeben sei die Differentialgleichung
Y/ (x) =f(x).
Aus dy’|dx = f(x), ergibt sich durch Integration
Y =[t@dz =fi(=) + Cy,

y =ff1(x)da: + Ciz = f3(x) + C;2 + C,.

Beispiel: Die Differentialgleichung der elastischen Linie (S. 363, Fig. 43d) lautet fir
kleine Durchbiegungen v (&) = MJET,

wobei J das Tragheitsmoment des Querschnittes ist. Fiir einen am Ende mit P belasteten
Freitrager ist M= —Pgz,

wenn z die Entfernung vom freien Ende bedeutet; folglich wird fir unverﬂnderlichm J:

ary dy
e ETPz oder 22 —fpzaz-—TETP + €.
Die GroBe der Integrationskonstanten C, ergibt sich aus den technischen Bedingungen der
Aufgabe; so verliuft fiir den waagerecht eingespannten Freitrager die Tangente an die elastische
Linie in der Einspannstelle waagerecht, d.h. fir £ =} wird tg « = 9’=0.
Setzt man diese Werte in die Gleichung ¥’ = f(2) ein, so wird

1 PI? 1 P
0==%7 2 tO G=tg7 5
so daB X .
y=—?E]Pf+—2EJPl
wird. Die nochmalige Integration liefert
_ P R P _ P z* PB
y=- 2EJ ‘”’1"+2E] dz ;Ef?+2E]z+C"

Der Wert der Integrationskonstanten C, ist Null, da fir £ = 0 auch y = 0 sein soll; daher ist
ST P I (x 1::‘)
Y="6E] 2E] T 2EJ\T T3 B)
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3. Die gegebene Differentialgleichung habe die Form
Y x) =fly' 01.

Setze ¥’ = z; also & =y = f(2), dz = f(2) dz oder dz = f(_) folglich

f = f;(¢). Eost man nach z auf, so wird £ =7%'= @(2) und damit
f(®) 2.ds
1)
=f,(2), und durch Elimination von # aus f; (z) und f, (¢) ergibt sich dann y=f ().

Beispiele: 1. Gegeben sel die Differentialglei

y=/op(@)dz. Es folgt auch aus dy—:dx—%, daB y =

=u+yd
Setze ¥’ =3; y’=4#, also ' =a +32; dz = _H ~fa iy in(a + 5) — In¢, oder
v a4 x=ce%, $=cye*—a; mit y'=z wird
V+dy 47*110 y~jzda;=c,et—a:v+ Cs.
;' ¢5, ¢y folgen aus den Anfangsbedingungen.
‘W dlf 2. Es st die Dxffe:enﬂalglelchung der Kettenlinie
zu entwickeln, die mit der Gestalt eines an zwei Punk-

ten aufgehingten Seiles identisch fist. Hierbei wird
vorausgesetzt, daB das Seil keine Biegungssteifigkeit
aufweist. Diese Bedingung ist angendhert bei einer
Kette erfilllt.

Ist y das Gewicht der Langeneinheit, so hat das
Bogenelement ds (Fig. 58) das Gewicht y * ds.

Denkt man sich das Bogenelement ds heraus-
geschnitten und die Spannkrafte Q und Q 44Q in
tangentialer Richtung angebracht, so muB ds im
Gleichgewicht sein. Wird Q in H und V, Q 4+4dQ in
H+dH und V+dV zerlegt, so ergibt die erste
Gleichgewichtsbedingung 2 H =0:

H—-H—dH=0, d. h. dH=0 oder H=konst.,

N

& d. h. der Horizontalzug der Kette ist unveranderlich.
z A ergib]?ie zweite Gleichgewichtsbedingung 2V =0
Fig. 58. V4 ypds—V—dV=0, oder dV=y-ds.

Mit ds=V1+y 3dz (S.80) wird V' (z)=yV1+¥*. Da y’=tgp="V/H ist, wird V=H y’
und V’=Hy"”. Durch Gleichsetzen der fiir V'* gefundenen Werte ergibt sich die Differential-
gleichung zweiter Ordnung by =ViEy?

wenn H/y = h gesetzt wird. Fihrt man ¥’ =z ein, so wird k- &’ = V1 + 2% oder dz/h=ds/V1+z*
und daher z/h=[dz/V1+#=In(s+V1+5)+C, (S.78). Fir den Scheitel ist 2=0 und
@=0, also auch tg(p y’=z=0, d. h. C;=0. Somit ist z/h=1In(s+V1+2*) =9 Gins

(S. 64) oder s= @mT . Aus dy =5 dz folgt durch Integration (S.79) y—f@in Y dz
=h@:v[%+C.. Setzt man y=h fiir z=0, so wird C,=0 und die Ldsung fst
z
y = h Gof W
Fiir geringen Durchhang kann die Naherungsformel auf S. 55 benutzt werden.
2
Dann ist y=hGof & k- [1 + %(%) ] — K+ 2%2k oder 72 =2h(y— h): Die Kettenlinie ist
durch eine Parabel ersetzt worden.
4. Gegeben sei die Differentialgleichung
Y =— a? y.
Setze /=2, . h. /=2 = —a?y, oder dz =—a’y dx und dy = zdw;

beseitigen von dx liefert dz = —a?y dy/z oder 2dz = —a®y dy. Integration gibt
22 = —a?y? + C,. Damit sich reelle Werte fiir z ergeben, muB C; positiv sein;

setzt man C, = a?c?, so wird z =dy/dz = +a}c® — »* und nach Trennung
der Verinderlichen d y/}/cz — 42 = J-adz. Durch Integration folgt nach S. 78
arcsiny/c = +az + Cy;  yjc = sin(C, 4 ax); = ¢sin(C, 4 ax);
y = c¢sinC,cosax 4 ccosCysinax .
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Mit 4 ¢ - cosCy==4 und ¢ - sinCy = B wird das allgemeine Integral der

gegebenen Differentialgleichung
y = A sinax + Bcosax.

Beispiel: Die Differentialgleichung der elastischen Linie des auf Knicken beanspruchten

Stabes (Fig. 59) hat die Form
d*yldzt = —-M|E] .
Fir den Punkt Q(z, y) ist M = Py und daher
d*yldz* =—Py/[E] =—a*y mit a*=P/E].
Folglich ist y = A sinaz+ Bcosaz.
Da fir £ =0 auch y =0 sein muB, Punkt a, so ist zunichst B=0 und
y= A sinaz. Wird die Sehne ac mit s bezeichnet, so muB fir z=s/2 die
Durchbiegung ¥ =/ sein, Punkt 4, und fir z=s, y = 0 sein, Punkt ¢. Ein-
setzen dieser Werte in ¥ = 4 sinaz ergibt: f = 4 sinas/2 und 0 = 4 sinas.
Nach der letzten Gleichung muB as =7, as/2 =x/2 und daher nach der ersten
Gleichung A =f, mithin y=/ sinaz sein. Wird die Lange der elastischen
Linie mit J bezeichnet und durch den in Fig. 59 gestrichelten Linienzug er-
setzt, so ist
A (H2): — (s/2)F =124 — s¥4 = D[4 — n%/4 a® = 154 — 2 EJJ4P
und daher o
Az =1/4(1 — a*EJ[PE), i =1/2V1 = 2*EJ/P 2.
Wird die Eulersche Knickkraft
K = m2EJ[I*

=1Vt —K/P.
Hieraus folgt: Ist die Last P kleiner als K, so wird / imaginir; ist P= K, so ist f=0. In
beiden Fillen ist keine Durchbiegung moglich, der Stab behilt seine urspriingliche gerade Form
bei. Ist aber P >K, so wird f reell und der Stab knickt aus.

Diese Herleitung gibt nur ein qualitativ richtiges Bild. Denn fiir gréBere Durchbiegungen
und solche, die die Proportionalititsgrenze des Materials (S. 346) iiberschreiten, die also das
Hookesche Gesetz (S. 346) nicht mehr erfiillen, gilt die Differentialgleichung der elastischen
Linie in der obigen Form nicht mehr. Fiir eine quantitativ richtige Naherungslosung mu8 auf
die strenge Differentialgleichung o = —E J/M (S. 363) zuriickgegriffen werden,

5. Gegeben sei die Differentialgleichung

y’'+2by +a'y=0.
Setzt man y = ¢%% und damit ¥’ = x ¥, y” = 43 ¢*7 in die Differentialgleichung ein, so wird
e*T(a24+2ab+a?)=0 oder a:+2ab+a?=0.
Die Wurzeln dieser quadratischen Gleichung sind
0, =—b+Vb'—a® und ay=—b—VoP—at.
Damit sind y, =e*1? und y,=e*7 zwei partikuldre L der Differentialgleict

1. Ist b*>>a?, so werden die Werte «,, «, negativ oder positiv, je nachdem 5>>0 oder
b<<0. Im ersten Fall liegt ein aperiodisch gedampfter Vorgang vor, im zweiten Fall wichst
4 mit zunehmendem 2.

2. Ist b°<Ta?, so werden die Wurzeln komplex, d. h. a;=—b+1J, ay=—b--iJ, wo
8=V b —a?, und damit

A =;‘bzo‘“=a—b’(coséz+isin6z),
yo=e—0% 0% = ;=02 (cos 85— isinda).
Weitere partikuldre Losungen sind dann
Na=(n+o2=e""%cos8z, yy=(y—y)2i=c"""sindz.
Das allgemeine Integral ist, wenn C, und C, Integrationskonstanten sind,
y=Cy 92+ Cay,=¢"2%(C, cos 8z + Cysin 7).

Mit C,=C +sine und Cy=C-cose, also C und ¢ als Integrationskonstanten kann auch ge-
schrieben werden

eingefiihrt (S. 390), so ist

y=Ce "%sin(8z+¢).
Es ergibt sich dann ein periodisch gedimpfter oder periodisch apgefachter Vorgang, je nach-
dem b>0 oder b<C0. Vgl. Fig. 127, S. 124, fiir b6>>0.

Beispiel: Differentialgleichung der freien gedimpften Schwingung von einem Freiheits-
grad: Eine Masse m hinge an einer Feder mit der Riickstellkraft ¢ kg/cm und werde in Schwin-
gungen gesetzt. Als Dampfungskraft wirke der Bewegung eine der Geschwindigkeit proportio-
nale Kraft k- ds/dt entgegen. Dann lautet nach dem Grundgesetz von Newton (S. 219) die
Bewegungsgleichung

m d¥sjdt? = —cs — kds/dt oder d®s/dt®--2pds/dt+ wE=0,
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wenn k/2m = o und ¢/m = w§ gesetzt wird. Dann folgt nach obigem:

s=C.c0t sin(wt +¢), worin o= Vi —gl= l/’%—(%)’.

Ist o, d.h. k=0, so wird w =w,= Vc¢/m gleich der Frequenz der ungedimpften Schwingun,
(S.236). Ist o klein, d.h. & k]ein' gegeniiber m, so ist w ” w,. €

Soll fiir =0 der Anfangsweg s=0 und die Anfangsgeschwindigkeit v=yv, sein, so wird
£=0 und aus v=ds/d¢ (s. u.) folgt C=v,/w, d. h.

s= 20 0o,
w
(Gegeniiber der Fig. 127 nach rechts verschoben.)
s wird gleich 0 fiir sinwé¢=0, d. h. bel ¢, =0, f =7/w, t;=27/w usw., die Schwingungs-

dauer ist T = 27/w.
Maxima und Minima ergeben sich aus

:—:.:% et (—eshhwt + wcoswf) =0 oder tgwt=w/o.
Diese Gleichung liefert einen Wert %, fiir den ot} = arctgw/o, und ferner die Werte
wif =wt? +7, ot?+ 27, ..., aso t# =i + njw, t* =i+ 27/, ....

Die absoluten Maxima folgen einander in den Abstinden der halben Schwingungsdauer,
so daB sinwt} =|sinwt} | =|sin(wt} +7)| =|sinw (¢} + T/2)|.
Das Verhiltnis der Absolutbetrige zweler aufeinanderfolgend
syis,=(Cre—0h): (Cre—0tat 7t|w)) = gofe,
Der natiirliche Logarithmus dieses Verhiltnisses, d. h. #=In(s,/ss) = pnr/w =kn/2m w heiBt
ylogarithmisches Dekrement®, Fiir kleine Werte #/m ist & & kn/2m wy = kn/2Vme,

hlige ist dann

V. Analytische Geometrie und Kurvenlehre.
Bearbeitet von Dr.-Ing. W. Meyer zur Capellen, VDI, Aachen.

A. Punkt und gerade Linie in der Ebene.
a) Punkt und Gerade.,

1. Die Lage eines Punktes P, ist durch die Angabe seiner rechtwinkligen
(kartesischen) Koordinaten ,, y; bzw. durch seine Polarkoordinaten r; und ¢,
eindeutig bestimmt (Fig. 60). Die positive Richtung der
Achsen ist durch einen Pfeil gekennzeichnet. Man nennt
%, die Abszisse und y; die Ordinate des Punktes P;.

Sind #;, ¥, und 7, y, die Koordinaten zweier Punkte
P; und P,, so ist ihre Entfernung / bestimmt durch

= V(zz —z)? + (¥, — yl)’ )

z. B, ist fiir Pl(:c1=+7; y1=-+4); P2(22=+2;
Xy, = —8) oder P, (7; 4); Py(2; —8):

Fig. 60. P=V(+2) — (+ 7P + [(—8) — (+ 4P =13.
2. Teilt man die Strecke P;P, innen im Verhiltnis m:#, so sind die Ko-
ordinaten ;, y; des inneren Teilpunktes
_mx,+nx1. =my,+ny1
m+n ¢ m+n
Fiir die Koordinaten z,, ¥, des duBeren Teilpunktes ist # durch —» zu ersetzen.
3. Ist & der Winkel, den P; P, mit der positiven Richtung der z-Achse

(NN

‘

bildet, so wird —
tgax = Z—” 4] .
o liegt zwischen Null und 180°. 1o
Die Strecke P,(2; —6) Py(—4; 1) schlieBt mit der positiven Richtung der z-Achse ent-
sprechend 1—(—6) 146 7
tga= — o= =~ e =—1,1667

den Winkel (Tabelle S. 27) «=180° — 49,4° = 130,6°.
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b) Inhalt eines Dreiecks.
Sind P (zy, 91), Py(wy, ¥s)» Pg(w3,y3) die Koordinaten der Eckpunkte des

Dreiecks, so ist der Inhalt z oy A
F=1[2;(95 — ¥3) + @3 — 1) + @301 — 9] =a|zp 9 1
(s. Determinanten S. 38). z3 Y3 1

F wird positiv, wenn der Umfahrungssinn des Dreiecks positiv ist, d.h. die
Punkte P;, P, und P; entgegengesetzt der Bewegung des Uhrzeigers auf-
einanderfolgen.
c) Gleichung einer Kurve,
Ist eine Kurve gegeben und will man ihre Gleichung ermitteln, so gibt man
einem beliebigen Punkt P der Kurve die Koordinaten z und ¥ und versucht,
eine Beziehung zwischen diesen Koordinaten zu finden.

d) Die gerade Linie.
1. Sind  und y die Koordinaten eines Punktes und ist die Richtung durch
den Neigungswinkel x der Geraden gegen die z-Achse (tgo = m) gegeben
(Fig. 61), so lautet die Gleichung der Geraden, die auf

der y-Achse das Stiick b abschneidet; 1 '—l/
]
y=maz + b (Normaliorm). G SI
Der Neigungswinkel der Geraden gegen die z-Achse 3 f S l
ist gleich dem Winkel, um den die positive Richtung T k3
der z-Achse nach der positiven Richtung der y-Achse ™74 z
hin gedreht werden muf, damit sie in die Richtung Fig. 61

der Geraden fallt.

m = 0 ergibt ¥ = b als Gleichung einer Parallelen zur a-Achse,

b =0 ergibt ¥ = ma als Gleichung einer Geraden durch den Koordinaten-
anfangspunkt,

« = a ist die Gleichung einer Parallelen zur y-Achse.

2. Geht die Gerade durch den Punkt P, (zy,¥;), und ist m = tgx ihre
Richtungskonstante, so heiBt ihre Gleichung:

y —
YN gy,

T —x;
geht die Gerade durch die Punkte P (2, ¥;) und Py(z,, ¥,), so wird

y—pn =22 ).
T — @
Sollen die drei Punkte P;, P,, P, auf einer Geraden liegen, so muB die Determi-
nante unter b) verschwinden.
3. Schneidet die Gerade auf der z-Achse die Strecke @, auf der y-Achse
die Strecke b ab, so folgt (Fig. 61) mit

¥
m = tgo = b/(—a) =—bla ~N
T
Z + 2 =1 (Abschnittsform). £
a b 7 hy
Lést man die allgemeine Gleichung der geraden Linie Y
Az +By+C=0 e [T <z
nach y auf, so entsteht die Normalform; formt man fe—a,
sie um, daB rechts 41 steht, so entsteht die Ab- Fig. 62
schnittsgleichung. o

4. Ist B der Winkel, den das Lot vom Ursprung aus auf die gerade Linie mit
der positiven z-Achse bildet, und ist / die Linge des Lotes (Fig. 62), so wird

#cosf + ysinf — 1 =0 (Hessesche Form).
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Man erhilt diese aus der allgemeinen Gleichung durch Division mit A= }/m:
Lot 2yt a0
Hierbei ist der Wurzel ein solches Vorzeichen zu geben, da8
Il=—CJA
positiv wird. Die GréBe des Winkels § wird mit Hilfe von
tgf=BlA; cosf=A[4; sinff = BfA
bestimmt. / ist stets positiv; ﬁ liegt zwischen Null und 360°.
5. Man findet den Abstand p eines Punktes P, (z,, y,) von einer Geraden,

Fig. 62, indem man die Hessesche Normalform der Geraden mit —1 multi-
pliziert und fiir « und y die Koordinaten des Punktes P, einsetzt:

p=—(@cosf + yysinf —));
p wird positiv, wenn der Punkt P; und der Koordinatenanfangspunkt auf der-
selben Seite der geraden Linie liegen und wird negativ, wenn die Gerade zwischen

beiden Punkten verlduft.
6. Der Winkel 8, den zwel gerade Linien

y = mx + by} = my% + b,
miteinander bilden, ergibt sich aus
m, —m
tgd=—2__ "1
g 14 mm,

Die Geraden sind parallel (3 = 0), wenn m, = m, ist; sie stehen senkrecht auf-
einander, wenn m,m, = —1 ist. Die Koordinaten ,, ¥, des Schnittpunktes P,
dieser Geraden ergeben sich, da P, beiden Ge-
raden angehért, aus den beiden Gleichungen
Jo=my 2o+ by; yg=my2, + b,.

e) Umwandlung der Koordinaten.

Um die Gleichungen von Kurven zu verein-
fachen, ist es haufig zweckmiBig, sie auf ein
anderes Achsenkreuz zu beziehen. Die Koordi-
naten eines Punktes in bezug auf das alte Achsen-
kreuz seien z,y, in bezug auf das neue §,
(Fig. 63).

1. Das zweite Achsenkreuz liege parallel zum ersten. Die Koordi-
naten des neuen Anfangspunktes in Beziehung auf das erste Achsenkreuz seien

d b, d ist:
@ und 9, dann is z=a+& y=b+n;
oder t=z—a; n=y—b.

2. Erscheint das zweite Achsenkreuz unter Beibehaltung des An-
fangspunktes gegen das erste um den Winkel 8 gedreht (Fig. 63), so ist

z=~Ecosf—ysinf; y=Esing 4 ncosf
oder E==zcosf+ysinf; n=—xsinf 4+ ycosp.

3. Sollen die Parallelkoordinaten # und y eines Punktes P durch die Po-
larkoordinaten r und ¢ ausgedriickt werden, so ist fiir den Fall, daB der Pol
mit dem Anfangspunkt und die Polarachse mit der positiven z-Achse zusammen-
fallen:

x=rcosp; y=rsing; 1'=1/:z:2—|-y2 (Fig. 60).

Beispiele: 1. Die Gleichung der Kurve y = (1 — #)/(1 4+ z), bezogen auf ein Achsenkreuz,
dessen Ursprung die Koordinaten 4 = —1, b = —1 hat, ist zu bestimmen.

Bs st 2=—14&; y=—1+9; also _1+ﬂ=$ oder £-n =2 (gleichseitige

Hyperbel, S. 106).
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2. Die Lemniskate (Schleifenkurve) (Fig.64) ist der geometrische Ort aller Punkte P, fir
die das Produkt der Abstinde von zwei festen Punkten F, und Fy den konstanten Wert ¢! hat,
wenn OF; = OF, = ¢ gesetzt wird. Mit 04, =04,=24a
=¢V2 wird

(2 + 3%)* = a*(2* — ¥°).
Fithrt man Polarkoordinaten efn, so wird mit z=r cos g,
y =rsing, 2%+ 3 =¢%
1t = a®r¥(cos®p —sla®p)= a®s%cos2g,

d.bh. 52— a’cos2 =0 oder r=a Vcos2g.

) MaBstab der Darstellung.

Ist y ia irgendeiner Welse von z abhinglg, so sagt man, ,,» Ist elne Funktion von z” und
schreibt y = f(z) oder, wenn die Gleichung nicht nach y aufgeldst ist, F(z, y)=0.

Jedes physikalische Gesetz stellt eine Beziehung zwischen physikalischen Gro8en dar und
gibt ihre Abhéngigkeit voneinander an. Das Ohmsche Gesetz U= R J besagt: die Spannung U
ist direkt proportional dem Widerstande R und der Stromstirke J; betrachtet man R als kon-
stant, U und J als veranderliche GroBen, so ist U nur von J abhingig, d. h. U ist eine Funk-
tion von J. Die Gleichung U= R] ist vom ersten Grade, fhr zeichnerischer Ausdruck eine
gerade Linle, die, wie der Vergleich mit y =m 2 zeigt, durch den Koordinatenanfangspunkt geht.

Will man die Abhangigkeit von J und U zeichnerisch
wiedergeben, so wird efn Mafstab fiir diese Darstellung not- v
wendig: @ mm auf der z-Achse sollen J, Amp., b mm auf 4o
der y-Achse U, Volt darstellen (Fig. 65).

Um der Kurve die zusammengehorigen Werte J und U

entnehmen zu konnen, sind die gemessenen Strecken mit T g
dem jeweiligen Mafstab zu multiplizieren. Ist z. B. die Ab- 20)
szisse eines Punktes z, mm lang, die Ordinate y, mm, so /V
wird die Stromstirke 7em
Jo Amp. Zx']a) . W
J1 = 7, mm 2 om —(7 re Amp.;
die Spannung 4 XW 20 A
U, Volt U, -
Uy =y, mm 0 = (#b %) vat. Fig. 65.

Mit den MaBstiben fiir beide Achsen ist auch das NeigungsmalB s der Geraden festgelegt.

Aus U, = J; R folgt
Uy _ U, 2o _ N Jo b
R_I_—b =, oder m=tga Py R U a
Beispiel: Eine Speiseleitung sei 1200 m lang, der Querschnitt betrage 120 mm?; der
Oh
Widerstand ist R = 0,146 Tn;ﬂ +1,2km = 0,475 Ohm. Der Spannungsabfall U als Funktion

der Stromstarke J, d.h. U = JR, gibt eine Gerade durch den Anfangspunkt (Fig. 65). MaB-
stab der z-Achse: 1 mm = 10 Amp.; MaBstab der y-Achse: 1 mm = 2 Volt. Das Neigungs-
maB m der gezeichneten Geraden ist

m=1tga = 0,751/, = 0375,
wonach die Gerade leicht gezeichnet werden kann (Fig. 65).

B. Krumme Linien in der Ebene.

a) Allgemeine Sitze und Erkldrungen,

1. Sind « und ¥ die laufenden Koordinaten, so lautet die Gleichung der

Kurve in Parallelkoordinaten: =
y=1(),
wenn die Gleichung nach y aufgelost ist (explizite Form);
F (x,9) =0,

wenn die Gleichung nicht nach y aufgeltst ist (implizite Form). Mit r und ¢
als Koordinaten des laufenden Punktes erhilt man entsprechend fiir Polar-
koordinaten: r=f(gp) bzw. F(r, p)=0.

Es ist haufig bequemer, statt der impliziten Form bzw. der expliziten Form
die Gleichung einer Kurve mit Hilfe einer dritten Verinderlichen ¢, die Para-
meter heilt, zu entwickeln. Die Gleichung f(x, y) erscheint in zwei Einzel-
funktionen e=a)=f(®) uwnd y=y0t)=/f
aufgelost, wobei f;(f) und f,(¢) irgendwelche Funktionen des Parameters sind.
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Z. B. lautet die Scheitelgleichung des Kreises mit dem Radius 4 fiir Parallel-
koordinaten (vgl. S. 98, Fig. 76):
y3 —~2Rx 42 =0, F(r,y)=0
oder: y=%V2Rz—a?, y={(),
r —2Rcosgp =0, F(r, ¢) =0,
r=2Rcosp, r=f(p).
z=R(1 +cost), y=Rsint, z=fH({), 9=/f({.

2, Liegt eln Punkt P,(x,, y,) auf der Kurve, so miissen seine Koordinaten
der Gleichung der Kurve geniigen, d.h. die Gleichungen F(2;,y;) =0 oder
y1=1{(@,) oder F(ry, ¢;) =0 oder ry=f(p,) oder = f, (), ¥; = f5(¢;) miissen
erfiillt sein. Ist z. B. P; ein Punkt des Kreises (1), so gelten fiir die Koordinaten
%y, y; bzw. r;, @, die Beziehungen:

@t — 2Rz +1=0, ¥ ==4)2Rz;—a
oder ry— 2R -cospy =0, ry=2R .cosp,
oder @, = R(1 +cost;) und y; = Rsinty.
3. Eine Gerade, die die Kurve in zwel Punkten schnéldet, heiBt Sekante

(vgl. S. 65). Eine Gerade PyT;, dle die Kurve in elnem Punkte P; (Fig. 66)
beriihrt, heift Tangente. Die gerade Linie

Y 1% P,N,, die im Beriihrungspunkte P; auf der
Tangente senkrecht steht, heiBt Normale.

/ 4 4. Unter dem Neigungswinkel &y der Tan-

Po) gente P;T; verstcht man den Winkel, um

N .?1 den man die positive Richtung der z-Achse

e —n #—=># um den Punkt T nach der positiven Richtung

Z; 2 der y-Achse drehen muB, bis sie in die Lage

Flg. 66. der Tangeate fillt.
5. Tangenfe und Normale. Da die Tangente durch den Punkt Pj(x,, y,)
hindurchgehen soll, hat e als gerade Linle die Glelchung (S. 91) % — 22 2= "‘ —m.

Die Richtungskonstante m =m, ist aber gleich tgo; =f'(2;) = y/. Folghch ist
y— =yl —2z)
die Gleichung der Tangente im Punkte P,.

Ist T, der Schnittpunkt der Tangente mit der z-Achse, so ist die Linge
der Tangente PiT; = yyfstnarg.

Die Linge der Subtangente wird PyT; = y; ctga; = y;/¥].

Die Normale P; N, steht senkrecht auf der Tangente. Fiir ihren Richtungs-
faktor m, folgt (S.92) m,-m, =—1 oder m, = —1/y], und ihre Gleichung
lautet y — y; = —(x — 27)/y].

Die Linge der Normalen ist P;N; = y,/cos &y, die Lange der Subnormalen

Py Ny =y tgo = 9197

Belspiel: Es ist an dle Kurve y =y,(2/2.)* (Potenzkurve S.111) im Punkt P, (z,; y,)
die Tangente zu zeichnen.

Es folgt y'=y—;.nzn—1=n&(1)”.="l,
o z \Zs z
d. h. fiir den Punkt P,(z;; ¥;)
tgon = yi = n- yy/z.
Damit wird die Subtangente P; T,=y./y( =g,/n. Trigt man also vom Punkt P, auf der

a-Achse (Fig. 66) den n-ten Teil der Abszisse ; nach links fiir #>>0, nach rechts fiir <0 ab,
so erhilt man den Schnittpunkt T, der Tangente mit der z-Achse (vgl. a. Fig. 94, S. 107 fiir
n=—1).
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Die Tangentengleichung lautet

y—p=ms—13)=n L (z—z) oder y=n&x—(n_1)y|,
z; 2

Die Subnormale wird PN, = y,*¥] = n- y3/2y.
6. Tangente und Normale fiir Polarkoordinaten. Es war (S. 81)
2/ (@) = —rsing -+ 7/ () cosgp,
v (@) =1 cosp + 1/ () sing .
dy _y(p)-dep _ rcosp+r(p)sing
“dx o (p)-dp  —rsing 4+ ¢ () cosp
Durch Auflésen dieser Gleichung nach r’(tp) wird

Daher wird
tgo

, dr cosp + tgasing —r coso cos -+ siny sin @
i) = do T Gacosg —sing sino cosgp — cosvsing
5 —
(p) =1 cos(x — ¢) =rctg(e — @) =rctgy =r/tgy.

sin (¢ — @)
Hierin ist @ = « — ¢ der Winkel zwischen dem Leitstrahl OP und der
Tangente PT im Punkte P(z,y) (Fig.67). Es ist
tgy = OP[ON =7¢[ON = ¢/’ (p) =r-doldr,
also die Linge der Polarsubnormale y y
ON = (p).

4
Linge der Polarsubtangente: ¥
OT =rtgy = ¥t/ (@).
Linge der Normale: Yfo
NP =}NO? £ OP?
=)@+ =dsjde (S.81) e 1]
Linge der Polartacgente: T o ‘?
; ds rdg 4 n B UANG
PT=NP-tgy = ;50 V
rds o
=0y =y Y. Fig. 67.

Beispiel: Es sind die Subnormale, Subtangente, Normale und Tangente fiir die Archime-
dische Spirale 7 = a ¢ zu berechnen. Da 7’(¢)=a, folgt, daB die Subnormale NO fiir alle Punkte
den konstanten Wert & hat. Die Konstruktion von Normale und Tangente ergibt sich in einfacher
Weise: ziehe den beliebigen Leitstrahl O P und N T senkrecht dazu (Fig. 121, S.120). Mache
ON =a; verbinde N mit P, so ist NP Normale und PT Tangente, wenn P7 | NP. Ferner ist

tgy = 1/r'(¢) = ag/a = ¢.

Fir ¢ = 0 werden auch r und v gleich Null, d.h. die Kurve geht durch den Koordinaten-
anfangspunkt, und die Tangente in diesem Punkte fallt mit der Richtung O X zusammen. Die

Subtangente wird 0T = 1/r*(9) = 1¥a = ag?.

Die Linge der Normale folgt zu

und die der Tangente zu
R CEr AT

1. Die Asymptote einer Kurve ist eine Gerade von der Art, daB der Ab-
stand eines Kurvenpunktes von ihr gegen Null geht, wenn der Kurvenpunkt
ins Unendliche wandert. Sie beriihrt die Kurve im Unendlichen.

8. Berithrung. Zwei Kurven, die einen Punkt gemeinsam haben, bilden eine
Beriihrung #-ter Ordaung, wenn in dem betreffenden Punkte die ersten # Ab-
leitungen 3, ¥, ..., y™ gleich, die (# + 1)-ten ¥*+Y aber verschieden sind.
Die Kurven haben dann (» 4 1) ,,unendlich benachbarte* Punkte gemeinsam
und beriihren sich ,,(n -+ 1)-punktig®.
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Fiir eine Beriihrung erster Ordnung miissen die ersten Ableitungen y’ gleich
sein; die Tangente an eine Kurve beriihrt mindestens in der ersten Ordnung oder
mindestens ,,zweipunktig®.

Fiir eine Beriihrung zweiter Ordnung miissen die ersten Ableitungen %’ und
die zweiten 9"/ gleich sein. Eine solche Beriihrung liegt im gewShnlichen Wende-
punkt (9) vor, da fiir beide Kurven 9" = 0 ist und die dritten Ableitungen
verschieden sind. Bei einer Berithrung von gerader Ordnung durchsetzen sich
die Kurven in dem gemeinsamen Berithrungspunkt. Bei einer Beriihrung von
ungerader Ordnung beriihren sich die Kurven, ohne sich zu durchsetzen.

9. Wendepunkt, Ist in der Nihe eines Punktes P, (Fig. 68, vgl. a. Fig. 38,
S.72) ¥” >0, so wird ¥ mit wachsendem z groBer, die dem Beriihrungs-
punkt P; benachbarten Punkte liegen ober-
halb der Tangente und die Kurve ist nach
) oben konkav. Ist aber " < 0 in der Nihe

? eines Punktes P,, so wird y” mit wachsendem

W « kleiner, die dem Berithrungspunkte P, be-
nachbarten Punkte liegen unterhalb der Tan-

gente, die Kurve ist nach oben konvex. Geht

die Kurve mit wachsendem & von der kon-

[y

| Fig. 68. Z kaven in die konvexe Form iiber (Punkt Pj,
Fig.68) bzw. umgekehrt, so heiBt der Punkt P,
Wendepunkt, die Tangente in diesem Punkte Wendetangente.

Fiir einen Wendepunkt muB y” = 0O sein; fiir einen gewthnlichen Wende-
punkt ist ”” £ 0. Da die Wendetangente durch die Kurve hindurchgeht
(Fig. 68), so bildet sie mit der Kurve eine Beriihrung gerader Ordnung, d.h.
die letzte Ableitung von y, welche wie die vorhergehenden y”, y”/ usw. ver-
schwindet, muB gerade sein (siehe 8). Eine Wendetangente hat also eine ungerade
Zahl von unendlich benachbarten Punkten mit der Kurve gemeinsam, aber
mindestens drei (mindestens dreipunktige Beriihrung).

Beispiele: 1. Fir y =sinz (Fig. 37, S. 72) ist in den Schnittpunkten mit der z-Achse
y"’=0, 9’’’ aber 3=0; folglich sind diese Punkte Wendepunkte.

2. Es ist der Wendepunkt der Kurve y=1/4(2*— 32*—92z+9) (Fig. 39, S.73) zu be-
stimmen. Esist y'=/,2'—2—1,5;y"=2—1; y”"=1. Aus y”=z—1=0 folgt die Abszisse z,
des Wendepunktes W zu zy,=1. Da ¥’ 30 ist, liegt ein gewshnlicher Wendepunkt vor.
Fir 2y=1 wird y,»=—"; und yj,=—2.

10. Kriimmung, Kriimmungskreis, Evolute und Evolvente. 1. Unter der
Kriimmung % einer Kurve versteht man den Grenzwert, dem sich das Verhaltnis
der Anderung der Tangentenrichtung zur Anderung
der Bogenlinge nihert, wenn die Bogenlinge sehr
klein wird. Es ist also (Fig. 69)

da _ do
s3>0 ds  as’

Nach dieser Definition hat die Kriimmung einer
Kurve ein Vorzeichen. Durchliuft man einen Kreis
im mathematisch positiven Sinne (Fig. 70), so wird

o 1 .
s =ra,also istds = rda, k= e und zwar posi-

tiv. Ein Kreis ist um so stirker gekriimmt, je kleiner der
Radius ist.

Fiir eine beliebige Kurve erklirt man entsprechend als
Kriimmungsradius den Kehrwert der Kriimmung: es ist
der Kriimmungsradius

Fig. 70. =1k =ds[da.
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2. Aus tga =y’ folgt & = arc tgy’.
Es ist daher unter Benutzung der Kettenregel und der Formel 17 (S. 67),
do dx dy’ y"
dz ~ dy dz 1+ y'%’
worin y” die Ableitung von y’ nach w ist.

Nun ist aber (S.80) ds/dx = }1 + y'2, folglich ist die Kriimmung
k= doajds =dafdx:ds[dz=y"/(1 + ¥'?)"s und der Kriimmungsradius
e=1/k= 14y hly”.

Gibt man der Wurzel das positive Vorzeichen, so haben die Kriimmung und
der Kriimmungsradius das Vorzeichen von ¥”.
3. In der Parameterdarstellung (S. 68) ist die Kurve durch z=z(f) und y=y(f) ge-
geben. Dann wird o = 1/k = ds/da = ds/dt :d w/dt .
Aus tga =y /% folgt & = arctg(y /) und daraus schlieBlich
o= (2"+ y")s/(2§ — &), worin & =ds/dt=az/dt* und y =dy/dt=d y/d*.
4. Bei Polarkoordinaten r=r(¢) erhilt man mit z=r(¢p)-cose und y=r(¢p)-sing
als Funktion des Parameters ¢ nach vorstehender Formel fiir o den Wert
@ +ry'h
AR e
worin die Striche Ableitungen nach ¢ bedeuten.
5. Der Kriimmungskreis berithrt die Kurve im Kurvenpunkt, und zwar mindestens

dreipunktig. (Vgl. a. Fig. 74). Sein Halbmesser ist der Kriimmungsradius. Sein Mittelpunkt,
der Krimmungsmittelpunkt, ist der Schnittpunkt zweier unendlich benachbarter Normalen

o=

v i y 5 Evolventen, _~—""_ _ _|_
@>0 Gegebene
P 8<0 HKurve
g M |-
P X -
0 X 0
Fig. 71. Fig. 72.
9

und liegt auf der Normalen. Der Kriimmungs-
mittelpunkt befindet sich links oder rechts von
der Kurve in der durch z oder # oder ¢ fest-
gelegten Fortschreitrichtung, je nachdem o >0
(Fig. 71) oder o <0 (Fig. 72), da dann y” >>0 bzw.
¥’/ 0 ist.

6. Der geometrische Ort der Kriimmungsmit-
telpunkte einer Kurve heiBt Evolute. Wickelt
man die Tangente (einen gespannten. Faden) von
ihr ab, so beschreiben die Punkte dieser Tangente
eine Schar paralleler Kurven, welche die Evol-
venten der Evolute hgiBen und zu denmen auch
die urspriingliche Kurve gehort (Fig. 73). Die
Tangenten der Evolute sind zugleich die Nor-
malen der Evolventen. Bei der Kreisevolvente
(S. 120) ist z. B. der Grundkreis die Evolute;
auf ihm liegen die entsprechenden Kriimmungs-
mittelpunkte.

Beispiele: 1. Es ist der Kriimmungsradius
der Parabel 2?=2py oder y=2%2p zu berech-
nen. Es wird

y'=ga/p; y'=1/p; 1+ y* =0+ 2)p";
damit o=+ z:)’/n/{,a. Fig. 74.
Im Scheitel, fiir =0, ist der Kriimmungsradius g gleich dem halben Parameter, d. h. gleich p
(Fig. 74). Dort beriihrt der Kriimmungskreis vierpunktig.

2. Die Kriimmungsradien in den Scheiteln der Ellipse sind zu berechnen. Aus der Para-
meterdarstellung der Ellipse % =acost, y=bsint

folgt %= —asint; & = —acost; y = bcost; 3 = —bsint;
also Z* 49 = avsint 4 b? cos?t

und %3 — y& = ab - sin¥ + ab - cos?t = ab,

d. h. o = (a?sin?f + b2 cos?é)/ab .

Taschenbuch fiir den Maschinenbau. 9. Aufl. I. 7



98 Mathematik. — Analytische Geometrie und Kurvenlehre.

In den Endpunkten der groBen Achse wird =0 oder ¢ =, d. h. o =b%a; in den Endpunkten
der kleinen Achse wird ¢=n/2 oder ¢=3n/2, d. h. p=a?/b.

3. Fir den Kri adius der logarithmisck Spirale r = r,eM® folgt mit
r =m r.em"f" =mr und 1"=m2reMP =mir, daB r*+ =11 + m), P+ 27" — 71
=1r'(1 + m?), also _ P+ m‘)]'/’

(1 + m?)
o ist gleich der Normalen PN, Fig. 67.

11. Doppelpunkt, Geht eine Kurve zweimal durch denselben Punkt, so heiBit
er Doppelpunkt. In diesem Fall ist die Tangentenrichtung unbestimmt. Bei
impliziter Darstellung F(x, y) = 0 miissen dann F, und F, (S. 68) gleichzeitig
verschwinden.

Beispiel: Bei der Lemniskate (Fig. 64, S.93) ist F(a:, y) =(2*+ ¥*)*— a*(z*— y%)=0.
Dann wird Fy =2z(2'+ y") — 2a%z; F,=2y(z’+y')+2

Fir z=0 und y=0 hat die Kurve einen Doppelp -' es verschwinden F, und Fy
gleichzeitig.

12. Uber Bogenliinge siche S. 79.

13. Uber den Inhalt einer Fliche siehe S.74.

14. Einhiillende Kurve. Die durch die Gleichung F(z, y, p) =0 dargestellte Kurvenschar,
worin p ein verdnderlicher Parameter ist, kann eine Hiillkurve haben, deren Gleichung sich
durch Elimination von ¢ aus
ergibt OF(z,9,$)/0p =0 und F(z,y,$)=0
15. Eine Kurve, welche eine gegebene Kurvenschar unter einem konstanten Winkel schnei-
det, heiBt Trajektorie; ist der Winkel ein rechter, so heiBt sie orthogonale Trajektorie.

=rV1i+m.

b) Die Kegelschnitte.
1. Der Kreis.
Die allgemeine Gleichung fiir Parallelkoordinaten lautet (Fig. 75):
z—al+(y—b:=R
Liegt der Koordinatenanfangspunkt im Mittelpunkt, so ergibt sich die
Mittelpunktgleichung, da @ = 0 und b = 0 werden, zu:

2? + 32 = R2,
¥ -F—|
4
Vd V4
M 3 T 7 [\
‘y’, AES
& / , < S s \
(2 <
K 0| f z 7 z
7 z -
Q= Z-Q (=~

Fig. 75. Fig. 76.

Liegt der Koordinatenanfangspunkt auf der Kreislinie, so lautet die Schei-
telgleichung mit OM als Halbmesser und der y-Achse als Scheiteltangente,
da a = R und b = 0, Fig. 76:

y’ = 2Rz — 23.

Aa* 4+ By 4+ Cx+Dy+E=0
stellt einen Kreis dar, wenn 4 = B und C? 4+ D? > 4AE ist.
Ist ndmlich 4 = B, so wird
2*+y*+Cz/A+Dy/A+E/A=0, (x+C/24)*+ (y+D/24)*=CY4 A*+ D4 A*—~4 A E[4 4?3,
und es ist daher

a=—Cj24; b=—Dj24; R=VC +D*— 44E/24;

der Ausdruck unter der Wurzel muB groSer als Null sein.

Die Gleichung
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Fiir die Kreisgleichung charakteristisch sind die glelchen Koeffizienten der
quadratischen Glieder und das Fehlen des Produktes -y .
Die Polargleichung mit O M als Polarachse und O als Pol lautet:

2 —2rf.cosp + f2 = R2,
wobei r der Leitstrahl ist. Geht der Kreis durch O hindurch, Fig. 76, so gilt
r =2 Rcosp. Bildet PM, Fig. 75, mit der z-Achse den Winkel ¢, so gilt die
Parameterdarstellung
x=a+ Rcost, 9 =0>b-+ Rsint (vgl. Fig.76 fiir a =R und b =0).

Die Gleichung der Tangente im Punkte P;(z,,y,) lautet bei der all-
gemeinen Form (x — a)(x, — a) 4+ (¥ — b) (y; — b) = R2

Umfang und Inhalt der Kreisfliche siehe S. 161.

Inhalt des Kreisausschnittes siehe S.161. Vgl. ferner Tafel D, S. 28/29.

2. Die Parabel.

1. Bildungsgesetz: Ein Punkt P (Fig. 77) bewege sich so, daB seine Ent-
fernungen von einem festen Punkte F, dem Brennpunkt, und einer festen Ge-
raden L, der Leitlinie, gleich groB smd d.h. daB PF = PD fst.

Scheitelgleichung: ¥% = 2 pz; der Parameter 2p ist die doppelte Ordl-
nate im Brennpunkt und die doppelte Entfernung des Brennpunktes von der
Leitlinie, der Anfangspunkt O halbiert diese Entfernung.

Eigenschaften der Parabel: Die zur z-Achse parallele Gerade PX’ heiBit
Durchmesser der Parabel, sie halbiert alle Sehnen ab, die der Tangente 4 P
parallel sind. Die Tangente 4 P halbiert im Punkte E die Strecke OH = y
und steht senkrecht auf FE. Die Subtangente AC ist gleich 2. Die Gerade
BP ist Normale, die Subnormale BC ist gleich p, also fiir alle Punkte der
Parabel konstant. Der
von dem Brennstrahl
FP und dem Durch-
messer PX’ gebildete
Winkel wird von der
Normalen P B halbiert.

B

X
%

Fig. 77. Fig. 78.

2. Hat der Scheitel der Parabel die Koordinaten z, und , so hat sie die
Gleichung (y — 92 =2p(@ — ).
Offnet sich die Parabel nach links, so kehren sich die Vorzeichen auf der rech-
ten Seite um.
Vertauscht man die 2- und y-Achse, so erhilt man die Parabel mit senk-
rechter Achse (Fig. 78 u. 74), ihre Scheitelgleichung lautet
22 =2py oder y= 2?[2p.

7%
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Geht die Parabel durch den Punkt P, mit den Koordinaten # = z, und
¥y =%,, so lautet die Gleichung der Parabel

y = yVx/x, (Fig. 84) bzw. y = y,* (x/z,)? (Fig. 78).
Hat der Scheitel die Koordinaten z, und y,, so hat die Parabel mit
senkrechter Achse die Gleichung

(y — yo) = (= — zg)%2p,
die auf die Form y = a + bz + ca? gebracht werden kann. Ist ¢ megativ,
so offnet sich die Parabel nach unten, und der Scheitel ist der hochste Punkt.
Im Scheitel der Parabel y =a + bz + ca? %0

ist die Tangente horizontal, d. h. ' = b + 2c¢x = 0. Hieraus folgen seine Ko-
ordinaten g und y, = y (%) zu

%y = —b/2¢c und y, =a — b¥4c.
Die Parabelachse halbiert die Sehnen, die parallel zur 2-Achse sind.

Lost man die Gleichung y — y, = (z — #,)?/2p nach ¥ auf, so ist der Fak-
tor von a? gleich 1/,p. Durch Vergleich mit der gegebenen Form folgt ¢ = 1/,p,
d. h. der Parameter der Parabel ist 2p = |1/c]|.

3. Konstruktionen: a) Mache OG (Fig. 77) gleich 2p. Ziehe den be-
liebigen Strahl GH; CH senkrecht GH, dann schneiden sich die Waagerechte
durch H und die Senkrechte durch C in dem Parabelpunkte P.

b) Gegeben sei der Punkt Py(z,, y,) (Fig. 78).

Projiziere den beliebigen Punkt P, der Geraden O P;, dessen Abszisse # ist,
auf die gegebene Ordinate y,; verbinde P} mit dem Anfangspunkt O, dann
schneidet O P? die Ordinate des Punktes P, im Parabelpunkte P. Daraus folgt
die Konstruktion: teile die gegebenen Koordinaten x, und y, in dieselbe Anzahl
gleicher Teile, ziehe das Strahlenbiischel O 1, 2, 3, dann schneiden die Senk-
rechten durch 1/, 2/, 8’ die entsprechen-
den Strahlen in Punkten der Kurve.

c) Gegeben sei der Scheitel O (Fig. 79)
und der Brennpunkt F. Ziehe den be-
liebigen Strahl Fz und 2z’ | Fz, dann
ist 22 Tangente an die Parabel. (Hiill-
konstruktion.) Schneidet die Tangente
Z'z die z-Achse in 4, so trifft der Kreis
um 2z mit 24 die Tangente 22/ in ihrem
Beriihrungspunkt P mit der Parabel.

Fig 79. Fig. 80.

d) Gegeben seien zwei Tangenten P4 und PB; die Punkte 4 und B seien
Berithrungspunkte. Teile beide Strecken in dieselbe Anzahl gleicher Teile (Fig. 80)
und verbinde die entsprechenden Punkte, dann sind die Geraden 11; 22; 33...
Tangenten an die Parabel. (Hiillkonstruktion.)

Das rechtwinklige Achsenkreuz, bei dem die y-Achse Scheiteltangente der
Kurve ist, wird in folgender Weise gefunden: halbiere 4 B in C (Fig. 81), ver-
binde P mit C, dann ist PC Durchmesser der Parabel, der Halbierungspunkt D
ist ein Punkt der Kurve. Die @-Achse liuft parallel PC, die Subnormalen —
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d. h. die Projektionen der Normalen auf die x-Achse - miissen gleich sein.
Ziehe durch 4 und B zu dem Durchmesser PC Parallelen, mache 4 @, = p, = der
Projektion der Normalen BB, auf den Durchmesser und Bb; = p; = der Pro-
jektion der Normalen 4 4, auf den Durchmesser, dann schneidet a,b, die Sehne
AB im Punkte E der x-Achse, .

die parallel PC lauft. Der An- h T2 =

fangspunkt O halbiert die Sub-
tangenten a,4, und B,b,.

A

e) In einem Punkt P (Fig. 77) soll an die Parabel die Tangente gezogen
werden: Mache 04 = OC, dann ist A P Tangente oder halbiere OH in E, dann
ist EP Tangente.

f) Von einem Punkte () auferhalb der Parabel soll an diese die Tangente
gezogen werden: beschreibe (Fig.77) mit QF um Q einen Kreis, der die Leit-
linie in D und D’ schneidet, verbinde F mit D bzw. mit D’. FD und FD’ treffen
die y-Achse in E und E’. Dann sind die Ge-
raden QF und QE’ dic Tangenten. Ihre Be- ¥ g
rithrungspunkte P und P’ sind die Schnitt-
punkte der Tangenten und der Parallelen zur
z-Achse durch D bzw. D’.

y Lhi\

A
P 8 >
B
v P
4 z 0 "
I l.._azl_ﬂ o
Fig. 82. Fig. 83.

4. Die Parabel verlaufe nach Fig. 82, die Pfeilhdhe sei f, dann lautet die

Gleichung 1 —
BT o)

und es ergibt sich folgende Konstruktion: beschreibe mit # um den Anfangs-
punkt O einen Kreis, so daB 04 = « wird, dann schneidet die Gerade 4 B die
Ordinate in @ im Parabelpunkt P; die Pfeilhthe wird fiir diesen Fall f = l/4.
Man kann auch y = 4f-z(l — z)/I? in
y=4f a3l —4f PP =9, —y,

zerlegen, wobei ¥; = 4f-x/l eine durch den Anfangspunkt und den Punkt
Py(wy = I; yp = 4f) gehende Gerade und y, = 4f* 2?/I? eine symmetrisch zur
y-Achse liegende, durch den gleichen Punkt P, gehende Parabel darstellen
(Fig. 83). Die Differenz beider Ordinaten gibt die gesuchte Ordinate. Diese
Zerlegung empfiehlt sich besonders bei Parabeln hoherer Ordnung (S. 112).
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5. Polargleichung: Ist der Brennpunkt F Pol, die negative Richtung der
z-Achse Polarachse, so lautet die Gleichung der Parabel
r=p/1 + cosg) = p[2cos? L.
6. Gleichung der Tangente: Ist P,(zy,y,) ein
Punkt der Parabel y% = 2pz, so hat die Tangente in
diesem Punkte die Gleichung

yy=pk+,);

¥y 4

o
e p=t—e

>
Sg} ‘ die Gleichung der Normalen im Punkte P, ist:
1
Y1
o0l z —y = — 2y 2.
Zg ldz y—n P (& —zy)
T 7. Flicheninhalt des Parabelsegmentes (Fig. 84).
Fig. 4. Mit y = b .} @/a wird

a a
a
F= yd:c:i Yedz = b RIS
Va Va 3773
0 0
Der Flicheninhalt der Parabel, vom Scheitel aus gemessen, ist also gleich /g
des umbeschriebenen Rechteckes.

8. Bogenlinge der Parabel siehe S. 80.

9. Der Kriimmungsradius der Parabel im Scheitel ist gleich p, siehe
Fig. 74, S.97.

3. Die Ellipse.

Bildungsgesetz: Ein Punkt P bewegt sich so, daB die Summe 2 a seiner
Entfernungen von zwei festen Punkten, den Brennpunkten F, und F,, kon-
stant ist; d. h. es muB P, F, 4 P, F, = 2 a sein.

Fiir die Hauptachsen als Koordinatensystem (Fig. 85) lautet die Mittel-
punktgleichung z%/a® 4 y2[b? =1,
wobei O4; = a und OB, = b die Halbachsen sind.
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Die entwickelte Form der Gleichung heiBit
y=4bja-Vat — 2.
Ist die y-Achse Scheiteltangente im Punkte A4, so heiBt die Scheitelglei-
chung der Ellipse

bZ bZ bZ
2 g e— — 2).
y—-zazc aa: “2:::(2:1 )

Mit p = b?/a als Halbparameter (Ordinate im Brennpunkt) wird
pz* _p
a

2 — — L
yP=2px a

x(2a — ).

Eigenschaften der Ellipse:
Ist 2¢ die Entfernung der Brennpunkte, so besteht zwischen ¢, der linearen
Exzentrizitit und den Halbachsen a und b die Beziehung

OF, =0F, = ¢ =Ja* — b =a}1 — pla.

Das Verhiltnis OF,/04, = efa = Ja® — b%/a = J1 — pa = s heiBt
numerische Exzentrizitat.

Zieht man von einem beliebigen Punkte P; nach den Brennpunkten die
Brennstrahlen P, F; und P, F,, so ist

PFi=a—szx; PF,=a+sz.

Geraden durch den Mittelpunkt heiBen Durchmesser; sie sind zuge-
ordnet (konjugiert), wenn der eine alle Sehnen halbiert, die zu dem andern
parallel sind. Bilden sie mit der groBen Hauptachse 2a die Winkel o und g
(in Fig. 85 sind 2 @, und 2 b, konjugierte Durchmesser), so ist, wenn beide
Winkel spitz sind, a2 4 b = a} 4 bF.

Tangente und Normale halbieren die Winkel, die von den Brennstrahlen
gebildet werden.

Die Parameterdarstellung lautet (vgl. Konstruktionen, 2. und 3.)

x = acost, y = bsint.
Konstruktionen der Ellipse 1. Aus der Bedingung
PF 4+ P Fy=r +4r,=2a

ergibt sich die Fadenkonstruktion, wenn die Brennpunkte F; und F, gegeben sind.

2. Sind die Halbachsen a und b bekannt, so ziehe man mit 4 und b als Ra-

dien Kreise um den Mittelpunkt O (Fig. 85); ziche einen beliebigen Strahl O F’,
projiziere den Schnittpunkt E auf die Senk-

rechte durch P’, dann ist P; ein Punkt der ¥
Ellipse. Wenn Winkel 4,0P’ =1 ist, so 8 7
liest man ab = a cost, y = bsint. \

3. Bewegt man eine Strecke 4 B (Fig. 86)
derart, daB ihre Endpunkte auf zwei zuein- ™~ ”P
ander senkrechten Geraden wandern, so be- J/ N
schreibt ein auf ihr gelegener Punkt eine  *$ / ,If’/
Ellipse. Die zwischen den Schenkeln liegende % ’,’ y
Strecke A B bzw. A’ B’ stellt dann die Summe I-'———a V4 ?‘
a + b bzw. die Differenz a — b der Halb- Fie. 86 §

ig. 86. ~

achsen dar. (Papierstreifenkonstruktion;
Ellipsenzirkel.) Jeder mit der Strecke 4B
fest verbundene, auch nicht auf ihr selbst liegende Punkt beschreibt eine Ellipse.

4. Rollt ein Kreis vom Halbmesser r (Fig. 87) bei Innenberiihrung auf einem
Kreis mit dem Halbmesser 2r ab, so beschreibt jeder Punkt auf dem Umfang
des Rollkreises einen Durchmesser und jeder mit dem Rollkreis fest verbundene
Punkt P eine Ellipse vom Mittelpunkt M, (Kardankreise, Kardanische Be-
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wegung). Die Gerade PM trifft den Rollkreis in 4 und B. Dann sind MyA4
und MyB die Richtungen der Achsen und P4 = b und PB = a die Halb-
achsen der Ellipse.

5. Sind M4, und M B, (Fig. 83) zwei zugeordnete Halbmesser einer Ellipse,
so ziehe man die Tangenten durch die Endpunkte der Durchmesser parallel M. A,

F

Fig. 87. Fig. 88.

und M By ; teile B;C und B, M in dieselbe Anzahl gleicher Teile und ziehe durch
die Teilpunkte aus 4; und A, Strahlen, dann liegen die Schnittpunkte ent-
sprechender Strahlen auf einer Ellipse.

6. Ersatz durch Korbbégen (Niherungskonstruktionen). a) Das Lot von C auf B4
(Fig. 89, rechts) trifft die 2-Achse in 4,. Der Kreis um 4, mit 4,4 als Radius wird von dem
Kreis um die Mitte D von BC mit a/2 als Radius
, b y) in P, getroffen. P, A, schneidet die y-Achse in B,.
f ) |\ Die Kreise um A, mit 4,4 und um B, mit B, B
£ sind die Korbbdgen, die sich in P, auf der gemein-

samen Normalen P;4,B, beriithren. Bei dieser
Konstruktion ist der Kreis um 4, der Kriim-
i 4 mungskreis der Ellipse in 4 (vgl. Fig.103, S. 111).
> 7P b) Ziehe um M (Fig. 89, links) den die Achsen

& beriihrenden Kreis vom- Radius (a— b)/2; M ist

[N auch der Schnittpunkt der von E und O unter
a b 135° bzw. 45° gegen die z-Achse gezogenen Strah-
len. Zeichne von E aus die Tangente an diesen
Kreis. Diese schneidet die Achsen in 4, und B,.
', Die Kreise um 4, und B, bzw. mit 4,4’ und B, B
i, sind die gesuchten Korbbdgen, die sich in P, auf
der gemeinsamen Normalen E A4, B, beriihren. Bei
Fig. 89. dieser Koustruktion ist P, ein genauer Ellipsen-

punkt. .

Konstruktion der Tangente 1. in einem Punkt P; der Ellipse.
Halbiere den Winkel F; P, F, (Fig.85) der Leitstrahlen und ziehe CP; | DP,.
Oder (Fig. 85) konstruiere im Punkte P’ des Kreises mit der groSen Halb-
achse die Kreistangente C P/, dann ist C P, Tangente an die Ellipse. Oder ziehe
(Fig. 86) in 4 und B zu den Achsen die Senkrechten. Durch ihren Schnitt-
punkt Q geht die Normale Q P, senkrecht dazu verlduft die Tangente. Ebenso
geht in Fig. 87 die Normale durch den Berithrungspunkt Q der Kreise.

2. von einem Punkte R auBerhalb der Ellipse (Fig. 90). Man beschreibe
um R mit RF, und um F,; mit 24 Kreise, verbinde ihren Schnittpunkt S
mit Fy und mit F;. Dann ist die Senkrechte von R auf F;S die Tangente
und ihr Schnittpunkt mit F,S ihr Beriihrungspunkt 7. Die zweite Tangente folgt
entsprechend, z. B. durch den zweiten Schnittpunkt der Kreise.

Konstruktion der Hauptachsen einer Ellipse aus zwei zugeordneten
Durchmessern (Fig. 91) OG = OF und OI = OH: Mache OG* = und | 0OG.
Verbinde G* mit I. Der Kreis mit M O um den Mittelpunkt M von G*I trifft
die Gerade G*I in 4, und B;. OA; und OB, sind die Achsenrichtungen, und

es ist

Q)
S

4 /)
4

IB,=G*4;=a und Id4;=G*B, =b5.

Die Polargleichung der Ellipse, bezogen auf den Brennpunkt F; als Pol
und F;4, als Polarachse, lautet:

r=p[(1 4+ scosp).
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Gleichung der Tangente im Punkte P,(x;,y,) der Ellipse:
zwifa® + yy,[b% =1.
Gleichung der Normalen:
(x — ) “23’1 ——») bzzl =0.
Die Flache der Ellipse ist wab.
Die Kriimmungsradien in den Scheiteln der Ellipse sind b%/a = p
v - und a?/b (S. 97). Ihre Kon-

R 7,[1"/ \\ struktion s. Fig. 103 (S. 111).
S
/ A

<A

&
9

Fig. 90. Fig. of.

Umfang der Ellipse: Fiir gegebene Werte b und 4 kann der Umfang U
mit Hilfe der folgenden Tabelle berechnet werden.

b:a
U:a

0,1
4,0640

0,2

0,3 ‘ 0,4 0,5 0,6
4,2020

4,3860 | 4,6026 | 4,8442 | 5,1054

4. Die Hypérbel.

Bildungsgesetz: Ein Punkt P bewegt sich so, daB die Differenz 2a seiner
Entfernungen von zwei festen Punkten, den Brennpunkten F; und F,, kon-
stant ist; d. h. P, Fy — Py Fy =4-2a.

Fir die Hauptachsen als Koordinatensystem (Fig. 92) lautet die Mittel-
punktgleichung 22 52

@ T bt
wobei a die reelle und b die imaginire Halbachse ist.
Die entwickelte Form der Gleichung heiBt

y =4blg Va2t —a®.
Ist die y-Achse Scheiteltangente im Punkte 4,, so heiBt die Scheitelglei-
chung der Hyperbel

0,7
5,3824

0,8
56723

0)9
5,9723

=1,

2 b 2 26 b .
y¥ = 2 T - T = 2 z(x — 2a).
Mit p = b*[/a als Halbparameter (Ordinate im Brennpunkte) wird

pat p
Pt —2pr=—2(x—24).
y a p 2 % )
Eigenschaften der Hyperbel:
Ist 2 ¢ die Entfernung der Brennpunkte, so besteht zwischen ¢ und den Halb-
achsen a und b die Beziehung
OF, = OF, = ¢ =Ya® + 6* = a1 + pJa.

Das Verhiltnis ¢ = ¢/a=}1 + p/a heiBt numerische Exzentrizitat.
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Die Lange der Brennstrahlen ist
P F =—a+sx; P Fy=a+sz.

Uber Durchmesser und zugeordnete Durchmesser vgl. 3. Ellipse,
S. 103.

Bilden zwei symmetrische Durchmesser der Hyperbel mit der x-Achse die
Winkel «, welche durch die Gleichung tg« == 4-b/a bestimmt sind, so nihert
sich die Kurve diesen Geraden, wenn « unbegrenzt wichst; diese Geraden heiSen
Asymptoten (Fig.92 u. S.95); ihre Gleichungen lauten

y=+4bdla-x.

Die Abschnitte einer Sekante zwischen Kurve und Asymptote sind gleich,
es ist Py R = P’ R’ (vgl. Konstruktionen der Hyperbel Nr. 3).

4

KR
i

A\
> S
Y
s
¢

o

s
X

Fig. 92,

Die auf die Asymptoten & = X’, = Y’ in Fig. 92 als Koordinatenachsen

bezogene Gleichung der Hyperbel lautet in schiefwinkligen Koordinaten:
§n = (a® 4 b9)/4 = (e[2)°.

Sonderfall: Gleichseitige Hyperbel; ihre Mittelspunktgleichung lautet, da
b= aqa ist, 2% — 32 = a2,
bezogen auf die Asymptoten als Achsen ergibt sich &7 = a?/2, wobei die
Asymptoten aufeinander senkrecht stehen; der Asymptotenwinkel ist
o = 45°; die Abszissen der Brennpunkte werden & = :]:a]/2; der Parameter

ist 2p = 2a.
Dle Glemhung y= (Az+B)/(Cz+D) stellt eine gleichseitige Hyperbel dar, dered
den Koor parallel sind und von diesen die Abstinde y, = 4/C

bzw. z. =-—D|C haben s. a. Beispiel 1, S. 92.

Konstruktionen der Hyperbel:

1. Aus der Bedingung Py Fy — Py Fy =r, —r; = 42a ergibt sich die Kon-
struktion (Fig. 93), wenn die Brennpunkte gegeben sind: mache FB =2a,
ziehe mit dem beliebigen Radius F; 4, =r; um F; einen Kreis, der von
einem Kreise mit dem Radius BA, = r; — 2a = r, um F, in den Hyperbel-
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punkten P; und P{ geschnitten wird. Der Kreis mit OF; = OF, = ¢ um O
schneide die Senkrechte durch C(OC = a) in den Punkten D D; dann sind
die Geraden durch O und D Asymptoten der Hyperbel.

2. Sind die Halbachsen a und b gegeben, so zeichne man um O die Kreise
mit den Radien @ und b und ziehe an diese die senkrechten Tangenten (Fig. 92).
Ein beliebiger Strahl durch O schneide die beiden Geraden in G, und G, (bzw.
G{ und Gj); ziehe mit OG, um O einen Kreis, der die z-Achse in G’ schneide,
dann liefern die Waagerechte durch G, und die Senkrechte durch G’ einen Hy-
perbelpunkt. Ist X G,0X = ¢, so wird = a/cos¢, y = b tg¢ (Parameterdar-
stellung).

3. Sind die Asymptoten und ein Punkt P; der Hyperbel gegeben (Fig. 92),
so ziehe man ein Strahlenbiindel durch P; und mache auf einem beliebigen

Y 4
\h s
\ s
BNIZ -/ X Y
N R b
2 >
dool—g I” @,
NN A
a = o\ 4 3 5z
ﬂ _,‘—_.'E’

Fig. 93. Fig. 94.

Strahl P;R = R’P’; dann ist P’ ein Hyperbelpunkt. Oder man benutze nach
der auf die Asymptoten bezogenen Gleichung (s.o.) flichengleiche Parallelo-
gramme (Fig. 92, dritter Quadrant).

4. Ist Py(x,9,) ein Punkt der gleichseitigen Hyperbel mit den Asym-
ptoten als Koordinatenachsen, so ist die Gleichung der Kurve

Ty = x,9, = konst.

Aus der Bedingung flickengleicher Rechtecke ergibt sich die Konstruktion
(Fig. 94): ziehe einen beliebigen Strahl OP, ferner Py P parallel zur z-Achse,
der Strahl O P schneide die gegebene Ordinate y, in P’; die Waagerechte durch
P’ und die Senkrechte durch P schngiden sich dann in einem Punkte P;
der gleichseitigen Hyperbel.

T, P, ist Tangente an die Kurve, wenn P,T; = O P, gemacht wird (S. 94).

Konstruktion der Tangente in einem Punkte P (Fig. 93): Ziehe durch
den Hyperbelpunkt P eine Parallele PP, zu einer Asymptote, mache
P, P;=0P,, dann ist PP; Tangente an die Kurve.

Tangente und Normale halbieren die Winkel, die von den Brennstrahlen
gebildet werden (Fig. 92).

Polargleichung der Hyperbel bezogen auf den Brennpunkt F; als Pol
(Fig. 92) und F; 4, als Polarachse:

r=p[(1+ scosg).
Gleichung der Tangente im Punkte P;(x,,y,) der Hyperbel:
Tz, [a? — yy,[b? =1.
Gleichung der Normalen:
(x — x;)“271 - — 3’1)b2x1 =0.
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Der Krimmungsradius in den Scheiteln ist */a = p: die Senkrechte zur Asymptote in
fhrem Schnittpunkt mit der Scheiteltangenten (Fig.92) trifft die z-Achse im Kriimmungs-
mittelpunkt M,, wobei M 4;=p.

Rauminhalt des einschaligen Drehhyperboloids s. S. 83.

5. Gemeinsame Behandlung der Kegelschnitte.

1. Die Parabel ist der geometrische Ort aller Punkte, deren Entfernungen
von einem festen Punkte und einer festen Geraden gleich gro8 sind. Nennt
man das Verhiltnis beider Strecken s, so ist bei der Parabel s = 1.

Es wird sich zeigen, daB auch alle anderen Kegelschnitte in dhnlicher Weise
erklirt werden kdnnen.

Konstruiert man fiir die Ellipse (Fig. 95) zwei Parallelen im Abstande
a¥le = afg von der y-Achse, so ist

PE,=alc+x; PE,=ale—=.

Y
=
/ 3
<h
e
N\
-

7,
[
e

re——

1
il

— -
%F | —
N
)
¥
a ‘R‘
K

Fig. 95. Lot Fig. 9.

Die Lingen der Brennstrahlen sind (s. a. S. 103):
PFy=ry,=a+ sz =¢(ale + ) =¢:-PE,,
PF,=r =a— sz =¢(ale —x)=¢- PE,.

Folglich ist
fo . N
PE, RE;

Die Parallelen zur y-Achse im Abstande a%/e = a/¢ heiBen die Leitlinien
der Ellipse. Fiir einen Punkt der Ellipse ist demnach das Verhiltnis der Ent-
fernung von den Brennpunkten und den Leitlinien ein konstanter Wert £. Das-
selbe gilt fiir die Hyperbel, doch ist hier £ >1 (Fig. 96). Die Entfernung des
Brennpunktes von der zugehérigen Leitlinie ist FyB) = Fp B, = ple.

Beim Kreis ist der Mittelpunkt Brennpunkt, und die Leitlinie liegt im Un-
endlichen, d. h., es ist s = 0.

2. Aus der gemeinsamen Erklirung.ergibt sich eine Konstruktion, die
fiir alle Kegelschnitte gilt.

Gegeben seien: die Leitlinie L, der Brennpunkt F, das konstante Verhiltnis
e=tgo=v:u.

Trage auf der Leitlinie L eine beliebige Strecke CD ab, ziehe unter dem
Winkel o, fiir den tgg = &, die Gerade DD’ (Fig. 95 bis 97). Dann schneidet
der Kreis mit CD = r um F die Senkrechte in D’ in zwei Kurvenpunkten P
und P

=<1.
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Die Scheitel 4; und A, teilen FyB; bzw. F,B, harmonisch; in Fig. 97
halbiert infolgedessen A die Strecke BF. Es ist u =t =p.

3. Riumlich ergeben sich die Kegelschnitte u. a. als Schnittkurven einer
geraden Ebene und eines
Kreiskegels  (Fig. 98).
Hiernach ergibt sich eine
Ellipse, Parabel oder Hy- P
perbel, je nachdem die
schneidende Ebene zu 4
keiner Mantellinie par- ;u
allel ist (Ebene II),
zu einer Mantellinie B
(Ebene I1I) oder zu zwei T F
Mantellinien parallel ist 7
(Ebene IV). Ist die
Ebene senkrecht zur N
Kegelachse (Ebene I),
so entsteht ein Kreis
als Sonderfall von II.

Die numerische Exzen- C%ﬂ% 0
trizitdt ist

—

& =sing:sinx.
4. Die Gleichung
Az*+ By*+Cz
+Dy+E=0 7

N ——]

!
v
!

e

Fig. 97. Fig. 98.

stellt dar,
a) wenn 4 und B verschieden von Null sind und dasselbe Vorzeichen haben,

BC?
«) fir D? + - > 4 BE eine Ellipse, insbesondere fiir 4 = B einen Kreis;

2
p) fiir D* + EAE = 4BE keine reelle Kurve,

b) wenn 4 und B verschieden von Null sind und verschiedenes Vorzeichen haben,

«) fir AD*+ BC? <=4 A BE eine Hyperbel; f) fiir AD*+ BC*=4 4 BE ein Geradenpaar,

c) wenn 4 = 0, B verschieden von Null ist,

«) fir C == 0 eine Parabel mit waagerechter Achse;

f) fir C= 0 und
D* >4 BE ein Parallelenpaar zur z-Achse, D* =4 BE eine Parallele zur z-Achse,
D?* < 4 BE keine reelle Kurve;

d) wenn A verschieden von Null und B = 0 ist,

«) fiir D == 0 eine Parabel mit senkrechter Achse;

p) fir D=0 und

C*>4 AE ein Parallelenpaar zur y-Achse, C?=4 AE eine Parallele zur y-Achse,
C?*<C 4 AE keine reelle Kurve,

6. Beispiele.

1. Ein zylindrisches, mit Fliissigkeit gefiilltes GefaB drehe sich mit der Winkelgeschwindig-
keit w um die senkrechte Achse. Ein Massenteilchen m an der Oberfliche der Fliissigkeit steht
unter dem Einflu der Schwerkraft mg und der Fliehkraft mz w?. Die Mittelkraft beider Krifte
ist Normale der Kurve. Mit den Bezeichnungen der Fig. 99 wird

tgp =~ = mit Z= _g; = konst.
w

Da die Subnormale z einen konstanten Wert hat, ist die Kurve eine Parabel mit dem
Parameter 2z:
Y =22z = wlf2g. 2.

2. Ein Tréger auf zwei Stiitzen sei mit gleichformig verteilter Last (g kg/m) belastet;
die Momentenlinie ist 2u entwerfen (Fig. 100). Es ist

y=Mgz=Azx—q-z-z/2,
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wenn man die gleichformige Last @iber z im Schwerpunkte S vereinigt denkt. Mit 4 = B= q?l

i - -
wxrdy=§.z(1_z)=q?_ z( . ¢)=Az(ll a:)‘
a :
iz e
z
d ;x 8
14 -z
b 7
£
r i
-a:—. y y s=5=A4
' ¥
z 5 C=m -z-w8 . ‘i&\)
AN N
/_“’ J«.
Fig. 99. Fig. 100.

Diese Gleichung stellt eine Parabel dar (Fig. 82), ihr Multiplikator ist u=g}2=4A,
d.h. multipliziert man die im LangenmaB gemessenen Ordinaten der Fig.100b mit dey Auf-
lagerreaktion 4, so erhilt man das Moment im Punkte z des Trigers.

Soll der Multiplikator u =g}/2 vermieden
- b Y werden, so 1Bt sich die Gleichung auch schreiben

kg kg/m y=Az— A 2P =y,—y,.
T y,= Az ist eine Gerade durch den Anfangs-
i £ punl

A > 7 kt, deren Ordinate y, fr z =1 (also senk-

T “,L__ %  recht unter B) den Wert yw=-A1=%l « 1 hat,

@ also gleich dem Moment der Auflagerreaktion 4
in Beziehung auf den Punkt B ist.

) oy Iy ys= A 2%} ist eine Parabel, deren Schei-

tel senkrecht unter A liegt und die sym-

metrisch zur y-Achse ist; sie hat fir 2z =} den-
selben Wert wie y, . Die von beiden Kurven

A eingeschlossene Fliche ist die Momentenfliche;
]

die GroBe y, p = l; «l= 4 «} wird im Momen-

8 tenmaBstab' aufgetragen (Fig. 100¢); s. a. Fig. 83.

!

I Fig. 101. 3. Es ist die Momentenlinie (Fig.101) fr
I einen teilweise mit gleichférmig verteilter Last
—H— belasteten Balken zu entwerfen. Ist die Gesamt-
last P = ge+a, so kann diese als Einzelkraft
im Schwerpunkt S angreifend gedacht werden. P wird mit Hilfe des Seilecks in zwei Seiten-
krifte A und B zerlegt; die Seilstrahlen ca und cb sind Tangenten an die Momentenlinie, die
zwischen 4’ und 4’ als Parabel verliuft und nach Fig. 80 entworfen werden kann. Es ist
Mz =H -y, wobei H im KriftemaBstab, ¥ im LangenmaBstab zu messen ist. Ist der

KriftemaBstab 1 cm = a kg, des LangenmaBstab 1 cm = b m, so wird

M, mkg = (H cm « 2 kg/cm) + (y cm + b m/cm).

4. Ein Massenpunkt m werde unter dem Winkel & gegen die Waagerechte mit der
Anfangsgeschwindigkeit v, fortgeschleudert; die’ Wurfbahn ist unter Vernachlissigung des
Luftwiderstandes zu bestimmen (Fig. 102), Die Anfangsgeschwindigkeit zerlegt man pach
waagerechter und senkrechter Richtung in vz =0,c080¢ bzw. vy, =v,sinx. In waagerechter
Richtung ist der nach #sek bei gleichformiger Bewegung zurlickgelegte Weg

= vgl. (1)
In senkrechter Richtung ist der bel gleichmiBig verzdgerter Bewegung zuriickgelegte Weg
Y= "llot — gttf2. (2)

Setzt man ¢=z/v; in (2) eln und schreibt v3/2g="h (Steighthe bel senkrechtem Wurf nach
oben), so wird 2
y =g tga — 24 hcostu. 3)
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Der Vergleich mit der zu Fig. 82 u. 83 gehdrenden Gleichung y=4fx/l—4f23/I® zeigt
daB die Wurfbahn eine Parabel ist; bezeichnet man mit f die Wurfhéhe, mit / die Wurfweite
so ergibt die Gleichsetzung der Beiwerte von z und 2*

tga =4f/l; 1/Ahcosta = 4f/I =1/l-tgu.
Daber fst l=4hcos®atga = 2hsin2«,
4f =ltga = 4hsinx cosx - tga; f= hsina.

Bel waagerechtem Wurf («=0) liegt der Scheitel der Parabel im Anfangspunkt. Es ist
y = —g*4h. Ein waagerecht aus einem Gefi8
austretender Wasserstrahl hat bei konstanter g
Druckhdhe H und bei Reibungsfreiheit die gleiche V4

Form. Es ist v, = V2gH und h=H.

4 £, — £*
T
3
gl
17} y la
N
s
! v
0| y,cos &€
Xy P
le— 20—
l K7
Fig. 102. Fig. 103.

5. Rollt ein Krels in einem anderen mit doppelt so groSem Durchmesser, Fig. 87, so be-
schreiben alle Punkte seines Umfangs Durchmesser, d. h. es liegt eine genaue Geradfithrung
fiir diese Punkte vor, fiir A und B z. B. in zwei aufeinander senkrechten Richtungen. Wird M,
Fig. 87, durch die Kurbel MM auf dem Kreis vom Mittelpunkt M, und wird B zwanglaufig
durch Prismenfiihrung auf der y-Achse gefiihrt (vgl. auch Fig. 86), so mu8 4 eine zur y-Achse
senkrechte Bahn beschreiben.

Ebenso kann man einen beliebigen Punkt P der Strecke 4 B auf seiner Bahnkurve, der
Ellipse fiihren. Wird jedoch die Ellipse, Fig. 103, durch einen Kreisbogen des Kriimmungskreises
im Scheitel B* vom Radius oz =M ; B* gefiihrt, so bewegt sich 4 fiir kleine Winkel B* M , P

angenihert (vierpunktig) auf einer Geraden. Wird schlieBlich die Bahn von B durch einen
Kreisbogen groBen Halbmessers ersetzt, so beschreibt 4 auch angendhert eine Gerade, man
erhilt den Evans-Lenker.

c¢) Potenzkurven,
Eine Kurve, die der Gleichung
y=c-a"
geniigt, wo ¢ eine Konstante und » eine beliebige reelle Zahl ist, heit Potenz-
kurve. Geht sie durch den Punkt Py (%, 3g), so wird yo = ¢ -z} und ¢ = y,/a,

d.h. ¥ = 3o+ (wlzg".

Fiir #» > 0 liegt eine h6here Parabel, fiir # < 0 eine hshere Hyperbel vor.
Die Summe oder Differenz mehrerer Parabeln von der Form

y =ay+ a;x + a,2® + a;2® 4+ ... + a2
heiBt allgemeine Parabel #n-ter Ordnung, vgl. a. Prakt. Math. S. 156.
Die Subtangente einer Potenzkurve (vgl. S. 94) ist gleich z/n.
Die Fliche unter der Potenzkurve in den Grenzen z; und «, kann mit
y(®;) = ¥, und y(x,) = y, geschrieben werden
2]
z\" Ty — Ty 9
Fe g% )aw=202=%0 0 g
f Yo ( xo) nt+1 ’ *
A
Fir n=—1 wird F = 2,9, In(2,/,) =2, 9010 (y,/3,), S. 75.
Die Ordinaten der Potenzkurve konnen berechnet, bequem z. B. bei be-

liebiger Hochzahl mit der doppellogarithmischen Teilung auf dem Rechen-
schieber (vgl. Anm.2, S.140), oder zeichnerisch ermittelt werden, wie folgt.
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1. Parabeln héherer Ordnung.

Y = o (/o)

ist eine Gerade durch den Ursprung O und durch P,y; vgl. Punkt P; mit der

Abszisse z (Fig.

2.n=2,

104).

y =" (@)

ist die Gleichung der gewdhnlichen, der quadratischen Parabel, Punkt P,, (Fig. 104,
bzw. P, Fig.78, S.99). Denn es ist 1b=P;a = y,* (v/xy); Pya:1b=x: z, oder

¥
b
{
!
/
2
VT &
/ »
A,
4
o - N
5
Fig. 104.

Pya=1b- (x/zg) = ¥y, (/o).

3. n=3. Y = % (z]zo)}
ist die Gleichung der kubischen Parabel. Zieht man
durch P, (Fig. 104) die Waagerechte und trifft diese
die Ordinate y, in 2, so trifft 02 die Senkrechte
durch P; oder P, in P;,.dem gesuchten Kurven-
punkt.

Durch Wiederholung fiir andere z-Werte erhilt
man weitere Punkte.

Beweis: Nach 2) ist b2 = aP, = y,* (x/z,)?,
ferner aPy:b2 = x:xy oder aPy = b2 (v/zy)
= o (w/a,)>.

Andere Konstruktion: Fiir einen Punkt P mit
der Abszisse Oa=x (Fig. 105) errichte iiber 4 Py=1y,
einen Halbkreis, mache ab | Oa, bc parallel zur
2-Achse, ziehe um 4 mit A¢ den Kreis, der den

Halbkreis in d trifft, ziehe de parallel zur @-Achse. Dann schneidet Oe die
Ordinate ab im gesuchten Punkt P.

Beweis: Das Quadrat der Sehne Ad ist gleich dem Produkt der Strecken Ae
und APy, d.h. Ad® = Ae-y,. Nun ist Ad =ab=y,* (z/zy), also y2* (x/zs)?

/]

P J.

by

I
I
Il

=Ae -y, oder Ae=y," (z/xy)?.
Aus y:Ae=2x:2, folgt
y = Ae- (z/xg) = y,° (/o)

Weitere Punkte: Teile die
Abszisse ¥y =0A und die
Ordinate yy = AP, in die
gleiche Anzahl Teile mit den
Teilpunkten 1,2, 3, ... Die
3 Kreise um 4 mit 41, 42,
A3,... treffen den Halbkreis
/ in 1/, 2/, 3’,... Die Waage-
2 rechten durch 1/, 2/, 3/,...
schneiden die Ordinate y, in

a 4

--./B

I, II, III, ... Die entspre-
chenden Schnittpunkte der
Strahlen OI, OII, OIII, ...
und der Senkrechten durch
1, 2, 3 auf der «-Achse

Fig. 105.

treffen sich in den Punkten der gesuchten Kurve.

Die Tangente an die Kurve in P ist die Gerade BP,

wenn OB =2y ist.
In O hat die Kurve einen Wendepunkt mit der z-Achse als

Tangente.

Beispiele: 1. Ein Triger sei zum Teil durch eine dreieckférmige Last belastet. Die Momen-
tenlinie ist gesucht (Fig.106). Mit der Spitze des Belastungsdreiecks als Anfangspunkt ist

(Subtangente auf der y-Achse gleich 3%.)

M =B+ 2) — Qz* (2/3).
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Aus der M tengleict fiir 4 als Drehpunkt ergibt sich B=0Q4/3!, und da Q- =Q * (z/p)},
wird 3
y_Qt 1tz 0 (x)

3 i 3

|4
Mit M=y und Qp/3 =/ wird
y=f@+ -1 @b =9— %
91=1" (g4 )/l ist eine gerade Linie, die fiir =—¢ die Ordinate yp=0 und flir =9 die Ordi-
nate y4=1 hat. y,={- (x/p) ist eine kubische Parabel, Konstruktion Fig. 106¢c. Fig. 106b
zeigt die resultierende Kurve mit
der Tangente y,=j(z) im Punkte
3 B’, die zugleich die Momentenlinie
von B’ bis B ist.
ﬁ?) 2. Der Trager gleicher Biegungs-
festigkeit der Fig. 107 habe kreis-
formigen Querschnitt; die Last P

greife am Ende des Tragers an. Die
7z ? Begrenzung des Lingsschnittes ist
A 4 x >3  zu entwerfen.
(i q
e~
B
! x,
] T P i T
(%) s

0
T

H

f J

»
&

Ist y der Durchmesser des Trigers in der Entfernung # vom Angriffspunkt der Last, so wird
o 32P

7T Ozu)

Fig. 106. Y Fig. 107.

«; fiir den eingespannten Querschnitt ist y =d = 1/ 32 bl (s. Biegung). Die gesuchte
7T Ozul

Kurve ist eine kubische Parabel mit waagerechtem Durchmesser. Man kann daher das Verfahren
Fig. 105 anwenden, man hat nur die Achsen zu vertauschen und B Py=d/2 zu machen, Fig.107.
Trigt man die Ordinaten der Kurve von OB aus nach unten ab, so erhilt man den unteren,
spiegelbildlichen Teil.

4. n=4, Y = ¥ (alay)*

ist die Gleichung einer Parabel vierter Ordnung. Ihre Konstruktion ergibt sich
aus der fiir die kubische Parabel (Fig. 104) angewandten. Ist P, ein Punkt dieser
Kurve (Fig. 104), so verbindet man seine Projektion 3 auf die gegebene Ordi-

nate y; mit dem Koordinatenanfangspunkt O; die Gerade O3 schneidet die
Senkrechte durch P in dem Punkt P, der gesuchten Kurve.

Beispiel: Die Gleichung der elastischen Linie fiir den gleichformig belasteten Triger
(Fig. 108) lautet

PP (z 1zt PPE g 1 PP g
y=sgi(1 -4 n) 7= SE] T T @ eEy W V=N T
Die Kurve y, = 1 P (z—)‘ wird nach Fig. 104 entworfen,
4 6E]

5. n=35. Fiir groBere, ganzzahlige Werte # ergeben sich durch Fortsetzung
des Verfahrens nach Fig. 104 die entsprechenden Konstruktionen.

Taschenbuch fiir den Maschinenbau. 9. Aufl. I. 8
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6. n=3/2. Die Parabel
y =" (2/mg)"h  oder 3 =y} (wfxy)®
bzw. 22 = x}- (¥/9,)® bei Vertauschung der Achsen heiBt semikubische oder
Neilsche Parabel.
Fir = 0 liegt eine Spitze vor mit der »- bzw. y-Achse als Tangente.
Einzelne Ordinaten kénnen

V,
% P rechnerisch durch Benutzung
7 7 der Quadrat- und Kubikteilung
7 auf dem Rechenschieber oder
7 5 sonst zeichnerisch ermittelt
K v werden: Bringt man den Strahl
J X O 1 mit der Waagerechten durch
_______ 4’ den Punkt P; der kubischen
WP Parabel (Fig. 104) zum Schnitt,
6EJ ) S L Y so ist P ein Punkt der semi-
A , \T\ — kubischen Parabel.
6E]  yupi3 2. Hyperbeln héherer
6ET % Y Ordnung.
J l l Ist bei der Potenzkurve
X 7n< 0 und setzt man #n = —m,
0 solautet die Gleichung der durch

den Punkt Py(z,, ¥,) gehenden
Hyperbel (m 4+ 1)-ter Ordnung
¥ = %" (m/x)® oder y-a™ =y, x™ = konst.

. m=1, Y = ¥ (xg/2)
ist die Gleichung einer gleichseitigen Hyperbel, bezogen auf ihre Asymptoten
y als Achsen (Fig. 94, S.107).

2.m=2. y=y, (x,/z)?
ist die Hyperbel dritter Ordnung.

Ist P; ein Punkt der gleichseitigen
Hyperbel (Fig. 109), so verbindet man P,
mit O; der Schnittpunkt mit der Ordinate
¥, sei II. Projiziert man II auf die Senk-
p/A rechte durch P, so ist P, ein Punkt der
gesuchten Kurve.

A Beispiel: Ein kegelfatmiger Stab beliebigen
Querschnittes werde durch eine unverinderliche
Axialkraft P auf Zug beansprucht; der Verlauf
der Spannungen lings der Trigerachse ist zu be-

I
i ?% stimmen. Mit den Bezeichnungen der Fig. 110 ist
2] 4 Aus o= P/F; oy=P|F,.

Fig. 108.

2

DA B Fy:F=H%: (H—y) folgt F=F,-[(H—y)H],
so daB o=y [H/(H— )
Fig. 109. wird. Fir H—y=z2 ist o =0, - (H/5)"
Fiir diese Hyperbel dritter Ordnung liegt der
Koordinatenanfangspunkt in der Spitze des Erganzungskegels und ist ein Punkt 4, durch
0y =P/F, gegeben. Die Kurve wird nach Fig. 109 g t. Die Subt: te —2/2 in bezug
auf die s-Achse liefert die Tangente; im Punkt 4, wird erstere gleich — (H — })/2.

3. m=3. Die Gleichung der Kurve durch P, heiSt
Y = Yo (@/2)%;
ihre Konstruktion schlieBt sich an die der Hyperbel 3. Ordnung an: Man ver-
bindet in Fig. 109 P, mit O; der Schnittpunkt mit der Senkrechten durch P,
sei IIT. Die Waagerechte durch I schneidet die Senkrechte durch P, in dem
Punkte P, der Hyperbel vierter Ordnung.
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3. Beliebige Potenzkurven.
Fiir Potenzkurven mit beliebigen Exponenten ergeben sich die folgenden
Konstruktijonen:
1. n > 0. Gegeben sei der Punkt Py(xy, o) und der Exponent #.
Konstruktion: Man ziehe (Fig. 111) die durch O hindurchgehenden Strahlen
OT und OS so, daB mit £X0S = und £ YOT = §

0 6 14+tgf=01+tga)

wird, lege durch P, eine Waage-
rechte, welche OT in A’ schneiden
moge, und durch A4’ eine Gerade 4’4

\
\
\
\
\
\

/D/I

T

«—

Fig. 110. Fig. 111.

unter 45°; ziehe ferner durch P, eine Senkrechte, welche den Strahl OS in D’
schneiden moge und durch D’ die Gerade D’D unter 45° Dann schneiden sich
die Waagerechte durch 4 und die Senkrechte durch D im Punkte P der Kurve.
Um den Punkt P’ zu erhalten, verfihrt man von P ausgehend in gleicher Weisel).

Beweis: Sind « und y die y
Koordinaten des Punktes P, P
so ist s=0a+aD=gx, T v 2(Z5,Y5)

+ @y tgx = (1 + tgx) und
ebenso y = ¥,(1 + tgf) oder

nach Konstruktion A 0 5

y=yo(1+tg0¢)"=yo'(w/xo)"- z
2.n<0. Mit n=—m Y

wird wie unter 2) B P’

¥ = %o (@/z)™ oder
y-a™ =y, x; = konst.,

wobei m positiv ist. I — ~—
Gegeben seien ein Punkt v ODE X 4
P, und der Exponent m. 0 \4 o
Konstruktion: Man ziehe X —~t¢
(Fig. 112) die Strahlen OT Fig. 112.

und OS so, da8

14tgf=01+tga)"
wird, ziehe durch die Projektion 4 des Punktes P, auf die Y-Achse eine Gerade
AA’ unter 45°, lege durch P eine Senkrechte, welche OS in D’ schneiden mége,
und durch D’ ebenfalls eine Gerade D’D unter 45°, dann schneiden sich die

) Da im Anfang hte Zeichenfehler sich fortpfl empfiehlt es sich, den letzten
Punkt durch Rechnung zu priifen. Dies gilt auch fiir die andere Konstruktion, Fig. 112.

8*
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Waagerechte durch 4’ und die Senkrechte durch D im Punkte P der Kurve
(Fig. 112). Um den Punkt P’ zu bestimmen, verfihrt man von P ausgehend in
gleicher Weise.

Beweis: Sind « und y die Koordinaten des Punktes P, so ist x = (1 + tgx),
y = 3ol + tgf) = yo/(1 + tgcx)™ = 3 * (Te/2)™.

Fir die Polytrope liegt der Exponent m gewdhnlich zwischen 1 und 1,4.
Wihlt man tgo = 0,25, so ist fiir

m = 1,1 1,15 1,2 1,25 1,3 1,35 1,4
tgf = 0,278 0,293 0,307 0,322 0,336 0,351 0,367.
g 4 3. Gegeben seien zwei Punkte P, (x;,y,)
g ) und Py (x,,y,) der Potenzkurve. Ihre Gleichung
' n=fe. 1
\°<:ﬂ- e ‘g/@ kann dann geschrieben werden
T \ g ylat = yyja} = yylz}.
&g 4 \\ Durch Logarithmieren der Gleichung folgt der
2 =ty N Exponent zu
l_? >0 ’fé?":—q\ P "= Igy, — lIgy
L T lgxy — lgzy
falog 2 +| N g 2 1
fe——log Z———+| Dieser kann positiv oder negativ sein. Mit

diesem Exponenten 148t sich dann die Potenz-
kurve berechnen oder nach Fig. 111 (# > 0)
bzw. Fig. 112 (n < 0, » = —m) zeichnen. (Vgl. auch Fig. 113.)

4. Soll untersucht werden, ob eine vorgelegte Kurve eine Potenzkurve ist
und soll ihr Exponent # bestimmt werden, so trigt man fiir beliebige Kurven-
punkte die Logarithmen ihrer Koordinaten in einem neuen Achsenkreuz auf
(Fig.113) oder iibertrigt die Kurve auf Potenzpapier, bei dem beide Achsen
logarithmisch geteilt sind.

Ist dann die Verbindungslinie der einzelnen Punkte eine Gerade, so ist die
vorgelegte Kurve eine Potenzkurve, deren Exponent # durch die Richtungs-
konstante tgo = # der Geraden bestimmt ist (Fig. 113).

Fig. 113.

d) Gleichungen einiger anderer Kurven,
1. Die Exponentialkurve ist die zeichnerische Darstellung der Exponential-
funktion y =a, a>o0.
Eine besondere Form der Gleichung ist
y = ¢ (8. 53, 65),

wobei e = 2,71828 . .. die Basis des natiirlichen Logarithmensystems ist.

Die Kurvenpunkte fiir y = a® konnen mit der doppellogarithmischen Tei-
lung des Rechenschiebers berechnet oder, wie folgt, zeichnerisch gefunden werden.
Fiir a = e vgl. a. S. 33.

Mache 04 gleich der Einheit der y-Achse (Fig.114) und O B=a; zieht man BC} 4 B,
so wird 0C=a*; CD 1 BC liefert 0D =a®; DE { CD liefert OE=a*... Zieht man Aa ] BA,
so wird Oa=a-1; ba) ad liefert Ob=a—2, cb ] ba liefert a—3; dc ) bc liefert a—4 ... Trigt
man die so gefundenen Werte ...a~2, a—1, a0=1, al, a2 ... als Ordinaten zu den zugehdrigen
Werten ...2=—2; £=—1; £=0; £=1; #=2... auf, so erhilt man die Exponentialkurve
Y1 =a*.

Kennzeichnend fiir die Exponentialkurve ist, da8 y fiir jeden Wert von
positiv und daB fiir ¢ =0 y = 1 ist. Ist @ > 1, so wichst y mit wachsen-
dem x. Ist @ <1, 'so wird y kleiner, wenn « groBer wird. In der Fig. 114 ist
a > 1 gewihlt.

Die Kurve y, = a~% =(1/a)*kann in zhnlicher Weise konstruiert werden;
sie liegt in Beziehung auf die y-Achse symmetrisch zu y, = a*, Durch Addition
der Ordinaten der Kurven y; und y, erhilt man

Ys=MN+yV,=0a"+a *.
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Halbiert man die Ordinaten dieser Kurve, so erhilt man in
Yy =Ys@® +a")
eine neue Kurve, die eine Kettenlinie ist (siehe 2.), wenn man g = ¢ wihlt.

: /

Y=arra*

/|

D+X‘_a79

N

“W -9 3 -7 ~6 -5 4

Fig. '114.

2. Die Kettenlinie. Ihre Gleichung (S. 88) lautet
y= % (et e==/h) = h Gof 7

wenn Hfy = h gesetzt wird. H ist der Horizontalzug der Kette, p das spezi-
fische Gewicht.

Ist der Parameter s bekannt,
so kann man die Kurve, Fig. 115,
mit Hilfe der Tafel S.31 berechnen.

Ist die Linge 2L der Kette,
die waagerechte Entfernung 2/
und die senkrechte Entfernung
2b der Aufhingepunkte gegeben
(Fig. 115), dann bestehen die
Beziehungen

VL' =% )i = Ginglp

und =lp.

Die -Achse liegt um den Wert
L Gtg ¢ senkrecht unter dem Mit- ;
telpunkt M der Verbindungslinie ¥
der Aufhingepunkte; die ¥-Achse ——t—
weicht um den Wert wh nach Tl
der Seite des tiefer gelegenen Auf-
hangepunktes von der Senkrech-
ten durch den Mittelpunkt M ab, wobei y bestimmt ist durch gy = b/L.

Fiir eine symmetrisch aufgehidngte Kette ist b=0, folglich Sing: p=L:l;
p=0.
Eatiornung 26 m und deren Eohauvatancnied 8 vorgs " Ee Soingt, deren wasgerechte

Ging _VI* - % V18" - 4

Fig. 115.

) T T 12

=1,463.
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Aus der Tafel (S. 30) findet man durch Probieren

@ 1,6 1,59 1,58 1,57
Ging 2,3756 2,3499 2,3245 22,993
Ging/e 1,486 1,480 1,472 1,463.

Mit dem so bestimmten Wert ¢ = 1,57 wird
h=lp=12/1,57 =7,65m; L Ggp = L/Tgp = 18/0,917 = 19,65 m;
Wy =b/L = 4/18 = 0,2222; 1y = 0,226,
dann betragt die gerechte A ich des Koordinat: £ kte.
weh=0226-7,65=1,73m.
Damit ist die Lage des Achsenkreuzes und des tiefsten Punktes festgelegt.

Ist der Durchhang der Kette gering,
so kann man die Kettenlinie durch die
Parabel ¥ = h 4 2?2k ersetzen (S. 100).

3. Die logarithmische Kurve. Aus
y = a* folgt gemiB der Definition des
Logarithmus (S. 35) z = loagy. Vertauscht
man z und y, so ist

y = loaga:
die Umkehrfunktion zu y = a*. Geome-
5 /;, S5+ —>X trisch ist also die logarithmische Kurve

das Spiegelbild der Exponentialkurve hin-
Fig. 116, sichtlich der Winkelhalbierenden des ersten
Quadranten, Fig. 116.
Da die Exponentialkurve keine negativen Werte hat, so verlduft die
Logarithmenkurve rechts von der y-Achse. Es gibt keine reellen Logarithmen
negativer Zahlen.

¢) Zykloiden und Kreisevolvente.

1. Die gewohnliche Zykloide wird von einem Punkte 4 einer Kreislinie be-
schrieben, wenn sich diese, ohne zu gleiten, auf einer Geraden 4C abwilzt
(Fig. 117).

Gleichung. Ist ¢ der Wilzungswinkel, so lauten-die Gleichungen der
v Zykloide

7 z=r(p —sing);
y=r(1 —cosp).

Konstruktion.
Man mache 4 C = Bo-
gen ABw=zyr, teile
beide Linien in die-
selbe Anzahl gleicher
Teile, konstruiere die
] I N S x Schnittpunkte 1, 2, 3
7 A A und mache 1 Py = al;
L - X N 2 Py = bII und

3Py = ¢III, dann
““““““““ A R sind P;, P, und Py
Punkte der Zykloide.

Die Normale PN im Kurvenpunkt P geht durch den Berithrungspunkt N
des erzeugenden Kreises und der Grundlinie 4C. Die Tangente PT steht dann
senkrecht zu PN.

Bogenlinge siehe S. 81.
Die verlingerte (oder verschlungene) Zykloide entsteht, wenn der er-
zeugende Punkt A4, auBerhalb, die verkiirzte (oder geschweifte) Zykloide,

[$3]
o]
7

.
)
-
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P Ny

_
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wenn der erzeugende Punkt 4, innerhalb des rollenden Kreises liegt. Sind p,
bzw. p, seine Abstinde vom Mittelpunkt, so heiSen die Gleichungen

T=rp —p sing; y=r—p cose;

T=1r@ — pysing; Yy=1r —pycosg.

2. Die Epizykloide (Fig. 118) wird von einem
Punkte 4 eines Kreises mit dem Radius AC =r be-
schrieben, der, ohne zu gleiten, auf einem Kreise mit dem
Radius 40 = R rollt, wenn sich beide Kreise auBen be- /
rithren. Der feste Kreis mit dem Ra- 7
dius R heiBt Grundkreis, der rollende —
mit dem Radius r heiBt erzeugender T
Kreis oder Rollkreis. %Y
Gleichung. Setzt man R=1mn.r e, N\
und bezeichnet den Wailzungswinkel | . wg' ‘;
mit ¢, so wird mit m = # + 41 und pK N4
L7 = g@/n fiir die gespitzte Epizykloide hees>2 N\
x = r(mcosy — cosmy); N
y=r(msiny — sinmy). S 2/ RN
Die Normale im Kurvenpunkte | '97‘ ) N
P(z,y) geht durch den Beriihrungs- B I lc Il JA 0
punkt N. des Grundkreises und des w
Rollkreises. Die Tangente PT steht N
senkrecht auf PN . "T o
Konstruktion. Man mache Bo- =T
gen AE gleich dem Halbkreisbogen A B Fig. 118.

und teile beide Bigen in dieselbe Anzahl gleicher Teile. Ziehe das Strahlen.

biischel 0123 E uad durch die Teilpunkte 1”2’ 3’ des Rollkreises konzen-

trische Kreise um O, die den Durch-

messer AB in den Punkten I, IT, III,

das Strablenbiischel entsprechend in

abcD schneiden mdgen. Macht man

aa =1I71; bb =I1Z; 610=III3',

so sind 4 a, b, ¢, D Punkte der Epizy-

kloide (Fig. 118). —
Liegt der erzeugende Punkt A, /

auBerhalb des rollenden Kreises, so E, /

entsteht die verlingerte (oder ver- /

schlungene) Epizykloide, liegt der 3k N

erzeugende Punkt 4, innen, so entsteht /S FOOND T

die verkiirzte (oder geschweifte) 2R Yy

Epizykloide. \ + N
Sonderfille: 1. Fir n=1, d. h. r=R 1 S & .

(auch # = —1/,, d.h. r=2R, aber fester bl N
Kreis innerhalb des bewegten) wird die Epi- A S

zykloide zur Kardioide oder Herzkurve. Mit 4 A Cm B 0
als Pol und 40 als Polarachse lautet ihre |
Polargleichung
0=2R(1+ cosp) = 4R cost /2, 2

wenn ¢ jetzt den Polarwinkel bedeutet. Mit e
AO als z-Achse und der Senkrechten dazu R-
durch 4 als y-Achse wird auch Fig. 119.

@+ — 2R} — 4R (@ +9)=0.

2. Fir #—> co wird aus dem Rollkreis eine Gerade; der Punkt A4 beschreibt eine Kreis-
evolvente (S. 120).

3. Fir R—>co entsteht die gewohnliche Zykloide.

3. Die Hypozykloide (Fig. 119) wird 'von einem Punkte 4 eines Kreises mit
dem Radius AC = r beschrieben, der, ohne zu gleiten, auf einem Kreise mit
dem Radius 40 = R rollt, wenn sich beide Kreise innen beriihren.
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Gleichung. Mit den Bezeichnungen unter 2, aber # —1 =, erhilt man

fiir die gespitzte Hypozykloide

| —0

Fig. 120.

x =r(mcosy 4 cosmy);
y =r(m siny — sinmy).

Konstruktion der Kurve, der Tangente
und der Normalen im Kurvenpunkte P(z, ¥)
wie unter 2 (Fig. 119).

Sonderfille: 1. Fir n#=2, d.h. r=R/2, wird
m=n—1=1 und damit 2=2rcosyp = Rcosp, y=0.
Die Hypozykloide entartet in eine doppeltzihlende
Strecke, einem Durchmesser. Alle anderen mit dem Roll-
kreis verbundenen Punkte beschreiben Ellipsen (S. 104).

2. Fir r-> oo vgl 4.

3. Fir R—> oo vgl. 1.

Liegt der erzeugende Punkt 4; auBerhalb
des rollenden Kreises, so entsteht die ver-
lingerte (oder verschlungene) Hypozy-
kloide; liegt der erzeugende Punkt A, innen,
so entsteht die verkiirzte (oder geschweifte)
Hypozykloide.

Die zyklischen Kurven finden u.a. bei
der Verzahnung Verwendung.

4. Die Kreisevolvente wird von jedem Punkte einer Geraden beschrieben,
die sich, ohne zu gleiten, auf einem Kreise vom Radius r abwilzt (Faden-

konstruktion).

Konstruktion: Man mache BD (Fig. 120) gleich dem Kreisbogen 4 B und
teile beide in # gleiche Teile; bb, ist Tangente in by von der Linge bb; = B2,

4
7

3

dd, ist Tangente in d; von der
Linge dd;=B4£ usw. Dann sind
A, a;, by, ¢;, D Punkte der
Evolvente.

Ihre Gleichung in Para-
meterdarstellung, bezogen auf
ein rechtwinkliges Achsenkreuz,
lautet

z =r (cosy + ysiny);

y =r(siny — pcosy),
wobei p der Wilzungswinkel ist.
X PP ist der Kriimmungs-

I3

(4

9
Fig. 121.

A
3456789 0Mf12
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radius (S. 97).

f) Die Spiralen.

h 1. Die Archimedische Spirale
entsteht, wenn sich ein Punkt P
(Fig. 121) mit unverinderlicher
Geschwindigkeit auf einem
Strahle O4 bewegt, der sich
seinerseits  gleichférmig um
einen festen Punkt, den Pol O,
dreht. Hat der Punkt auf dem

¢/

Leitstrahl bei einer einmaligen Umdrehung von 360° = 27 im Bogenma8 den
Weg OA = r, zuriickgelegt, so lautet mit » als Leitstrahl, @ als Polarwinkel,
gemessen von OA aus, die Polargleichung

r=ap=rnf2n-g.
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Konstruktion: Teile 360° in # gleiche Teile, ebenso die Strecke 04 =1;
trage vom Mittelpunkt nach auBen die entsprechenden Strecken r = ro/n,
2rg/n, ... auf den Strahlen 01, 02, ... ab.

Konstruktion der Tangente im Punkt P: Trage auf der zum LeitstrahlO P
durch O gezogenen Senkrechten die Strecke ON = a = ryf27 ab. PN ist dann
Normale; senkrecht dazu durch P geht die Tangente (S. 95).

Die Archimedische Spirale wird u. a. bei Kurvenscheiben verwendet (S. 215).

Flicheninhalt s. S.76. Im Scheitel (p =0) ist der Kriimmungsradius =a/2.

2. Die logarithmische Spirale. Ist in Fig. 122 4 ein Punkt der Kurve und
OA =ry=a, dann lautet ihre Gleichung r = ae ™% (m>0); da_ lim r=0
wird, so ist der Pol O ein P>—
asymptotischer Punkt,
dem sich die Spirale fiir
negative @ immer mehr
nihert, ohne ihn zu er-
reichen.

Konstruktion:
Es sei z. B. m =0,2; um
fiir den Bogen von O bis 7
acht Punkte zu finden,
setze man @, =n/8 * m;
dann ergibt sich
G e02T[Ben

r, =
= a.1,0816" = ap".
Die Werte r dieser
Gleichung lassen sich
rechnerisch, z. B. nach S.32 (Tafel fiir %) 1) oder nach Fig. 114 zeichnerisch
fir n=1,2, 3...8 nacheinander bestimmen. Trdgt man nunmehr ry =a - %
ry=a - pl; ry=a- P> .. auf den entsprechenden Strahlen @y=0; @, = Yg7;
@y =>2/g7 . .. ab (Fig. 122), so erhilt man die Punkte 4, 1, 2, 3, B, §,6,7,C
der logarithmischen Spirale fiir den Bogen 4 BC.

Um weitere Punkte zeichnerisch zu erhalten, ziehe man DA | BA;
ED | DA; FE | DE... Dazwischenliegende Punkte erhilt man, wenn man
z. B. 6 mit 2 verbindet (06 und 02 miissen dabei einen rechten Winkel bilden),
auf dieser Geraden in 2 eine Senkrechte errichtet und diese mit der Verlingerung
von 06 zum Schnitt bringt. Dieser Schnittpunkt 8 ist ein Kurvenpunkt. Die
Senkrechte in 8 auf 28 schneidet die Verldngerung von 02 in einem weiteren
Kurvenpunkt usw.

Die Tangente TP in dem beliebigen Punkte P der Kurve bildet mit dem
Leitstrahl O P den Winkel « = constans, wobei ctgew = m = P P,/P, P,; denn
es ist tgax =r/r' = 1/m (S. 95, Fig. 67, wo der Winkel O PT mit ¢ be-
zeichnet ist). In dem Beispiel ist daher ctgx = 0,2; & = 78,69°.

Die logarithmische Spirale wird u.a. bei Frisern und Kurvenscheiben
verwendet.

Kriimmungsradius s. S. 98, Beispiel 3; Bogenlinge s. S. 81.

g) Die Sinuslinien.
Unter der gewohnlichen Sinuslinie versteht man die zeichnerische Darstellung
der Funktion ¥ = r-sing, worin ¢ in BogenmaB gemessen wird (vgl. Fig. 19,
S. 58). Eine allgemeinere Form ist
I. y=r.sin(¢ + €). Hierin heiBt r die Amplitude, & der Phasen-
winkelund y der Momentanwert der Funktion. Diese Funktion ist periodisch
mit der Periode 2.

Fig. 122

1) oder mit dem Rechenschieber ,,System Darmstadt* (vgl. Anm. 2, S. 140).
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Haiufig hat die Funktion die Gestalt (s. a. S.236) y = r * sin(w? + &), worin
o 1/sek die Kreisfrequenz der Schwingung und fsek die Zeit ist. Die Dauer
einer Schwingung, die Periode oder die Schwingungsdauer ist dann
T = 27/w sek. Die Zahl der in der Zeiteinheit erfolgenden Schwingungen heiSt
Frequenz oder Schwingungszahl und hat den Wert f = 1/T = /27 1/sek.

Zeichnerisch stellt man die Funktion y = r - sin(p 4 ¢) folgendermaBen
dar (Fig. 123): Ziehe um M auf der ¢-Achse einen Kreis vom Halbmesser r und
trage den Winkel OM B, = ¢ ein. An M B, trigt man den Winkel ¢ = B,MB
an und auf der @-Achse die Strecke OQ = @ ab (BogenmaB). Die Waagerechte
durch B und die Senkrechte durch Q treffen sich in einem Punkt der Kurve.
ZweckmiBig teilt man von B aus den Kreis in eine Anzahl von gleichen Teilen ein.

y=rsinfp+&)
g '\1{”’7 SN gyapycospey sin (+Z

4«4 ke \\t\ \)\ ¢ /J

Fig. 123.

Fiir ¢ = — ¢ und @ =27 — & wird y gleich Null, wihrend fiir p = /2 — ¢
und @ = 3m/2 — ¢ die Kurve eine horizontale Tangente hat; es ist dann
y=r bzw.y =—r.

Man kann sich auch vorstellen, daB der Strahl M B mit der Winkel-
geschwindigkeit @ um M gedreht wird, so daB ¢ = w/ ist.

Die einfache Sinuskurve y = r - sing hat den Phasenwinkel Null, die Ko-
sinuskurve y = r - c08 ¢ = r sin(@ + 7/2) hat den Phasenwinkel 7/2, d.h.der
Endpunkt von r in der Ausgangsstellung liegt auf der Senkrechten durch M
zu MO.

Durch Zerlegung kann auch geschrieben werden:
y=r-sin(p + €) =r sinpcose + rcospsing =r,sinp + rpcosp =y, + ¥,
(Fig.123). Hierin ist r; = rcose, ry = rsing, tge =ryfry und 9 = ¢} 4 r}.
Die Schwingung kann also auffefaBt werden als die Summe zweier um 90°
versetzter einfacher Sinusschwingungen.

2. Die Funktion y = rsinng = rsinnw? stellt eine Sinuskurve dar, die
n-mal so schnell schwingt wie die Grundschwingung y = rsing = rsinw?é. Ihre
Schwingungsdauer ist der #-te Teil der Grundschwingungsdauer (s. z. B. S. 143).

3. Addition und Subtraktion von Sinuskurven gleicher Frequenz. Gegeben
sind die Funktionen

yy=rysing =rysinw? und y; = rysin(p + &) = rysin(w?t + &),
gesucht ist die Darstellung der Funktion
Yy =19+ yg =r5in@ + rysin(p + &) .
Diese 148t sich wieder als Schwingung
y =rsin(p + &)
darstellen mit ¢ als resultierender Amplitude und ¢ als Phasenwinkel:

Trage von M aus (Fig. 124) waagerecht die Strecke M A, = r; auf, daran
unter dem Winkel s, gegen die @-Achse die Strecke 4By = r,. Dann ist
MB, = r, die geometrische Summe von ry und r, die resultierende Amplitude
und Winkel 4oM B, die Phasenverschiebung &. Denn dreht man das Dreieck
MA,By um den Winkel g in die Lage M4 B, so liest man fiir die Abstédnde der
Punkte 4 und B von der @-Achse bzw. von der Waagerechten durch 4 ab:

y=9 + 9y =rysin@ 4 rysin(p + &) und y =rsin(p + &).
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D. h. es entsteht eine resultierende Schwingung. r ist auch die vektorielle Summe
(s. S.129) der Radienvektoren r; und r,.

Von B, aus kann die Sinuskurve y nach 1. gezeichnet werden. Fiir &, = 7/2
vgl. Fig. 123.

Rechnerisch folgt aus Dreieck M A,B,, Fig. 124, fir r und &:

ByBy _ rysing
MB, Ty Frgcosgy
Bei Subtraktion, d. h. fiir y = y; — ¥, =ry sing — ry sin(p + &,) folgen fiir

die resultierende Schwingung y = rsin(@ -+ ¢) die Werte r und & in &hnlicher
Weise, nur ist r, in entgegengesetzter Richtung (Fig.125) aufzutragen, r ist jetzt

r2 =1} +rd+2rrycose; und tge =

=rsin(pe5)=Yr+Y2

AT\ yepsing .
#T<. X F=nsinfpra)

Fig. 124.

die geometrische Differenz. Rechnerisch folgen die Werte » und ¢ aus den obigen
Formeln, wenn dort , durch —r, ersetzt wird.

Ist keine Phasenverschiebung vorhanden, d.h. & = 0, so ist r die arith-
metische Summe oder Differenz von r; und r,, und ¢ ist gleich Null.

4. Die Addition und Subtraktion schwi der GroBen verschied Frequenz kann nur
durch die Addition bzw. Subtraktion einzelner Ordinaten erfolgen. Ist

Y=y + Y+ =rsinm @ +rysinmyp 4 .-+,
so erhdlt man nur dann wieder eine periodische Funktion oder Kurve, wenn die Zahlen m,,

my, * + + in rationalen Verhiltnissen zueinander stehen. Ein Beispiel fiir die Addition zeigt unter
dieser Voraussetzung die Synthese bei der Fourieranalyse, Fig. 150, S. 143.

VARV

:.<r 23 /// f/t
N\ 2z

Z:-—\/C//' L..g\——
% =nsin(p+E) = G=ping

Fig. 126.

5. Multiplikationen von Sinusfunktionen. Gegeben sind
yy=rysing und y, =rysin(p + ¢€),
gesucht ist die Funktion
Y = Y1¥y = ryrpsing -sin(p + ¢).
Nach Formel c) 3. 3, S. 59 erhilt man mit & = @ und f = ¢ + &:
y = —%-rry{cos(2¢ + &) — cose}
oder mit r = 7 7,:
y=rcose —rcos2p 4 &).
Die gesuchte Funktion setzt sich also zusammen (Fig. 126) aus der Parallelen
2) = r cos¢ zur @-Achse und der Schwingung 2, = —r cos(2¢ + ¢), die doppelt
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so schnell wie die gegebenen Schwingungen schwingt. Ihre Achse liuft im Ab-
stande £, parallel zur g-Achse.

Zur Konstruktion (Fig. 126) der Schwingung y = y,y, trage M M’ = 2, senkrecht zu MO
auf und ziehe um M’ einen Kreis mit dem Halbmesser r = M’B, (in beliebigem MaBstab), der
die Waagerechte in B, trifft. Es ist dann Winkel M M’B,=¢. Die weitere Konstruktion geht
von B, aus wie unter 1., nur ist M’0’ die Achse und ist die Periode nicht 27, sondern =.

1, ist die mittlere Hohe (S. 74) der Kurve: Das Rechteck 2 - 2, stellt den Flicheninhalt
unter der Kurve y jn den Grenzen 0 und 2 dar.

Beispiel: Leistung eines Wechselstroms, Befolgen bei induktiver Belastung Span-
nung U und Strom J das Gesetz U=U,sinwt und J = J, sin(wt—¢), so ist der Momentan-
wert der Leistung N=U:J=U,J,*sinw?-sin(wt—¢). Hierfir kann nach vorstehendem
mit wi=¢ umd Uy=r,, Jo=r, geschriecben werden

N=3UsJycose—3 UyJocos(2wt— &),
Mit den Effektivwerten U =U,[}2 und J=J,/V2 ist auch
N=UJcose—UJcos(2wt— &).

Die Kurve fiir N kann nach Fig. 126 mit #=U - J gezeichnet werden.
Die wihrend einer Periode T =2x/w geleistete Arbeit ist dann gleich T -y cose =2x/w
+U Jcose; sie wird gleich Null, wenn &= x/2.

6. Die Kurve der geddmpiten Schwingung (Fig. 127) hat die Gleichung
y =c-e b sin(dz + &) (vgl. S. 89).

Thr Verlauf ist periodisch mit der Periode T =2/§, doch nehmep ihre Héchst-
werte wie y; = ¢+~ ab. Setzt man dx= g, so wird y=c-e—d@/d-sin(p-s).

¥y
\‘<5‘7’ e
7/
LG
Ny W sin Bz eg)
. ‘\'\'\..\
i ~-‘>N
7 2 S \N¢ 6 67110 9 w z
2 e - | o
s
Fig. 127.

Daraus folgt die Konstruktion: Ziehe durch den Punkt M der z-Achse einen
Strahl M4 = ¢ unter dem Winkel & und ermittle rechnerisch oder zeichnerisch
wie in Fig. 122 in bezug auf M als Pol und MO als Polarachse die logarithmische
Spirale ¢+ ¢—d?/% mit den Punkten 41’23’ .. .8’ fiir einen Umlauf. Teile auf
der x-Achse die Periode T = 27/§ in die gleiche Anzahl Teile 0123...8.
Entsprechende Parallele durch 1°2’... zur @#-Achse und durch 123... zur
y-Achse schneiden sich in den gesuchten Kurvenpunkten. Denn die Abstinde
P’'D der Punkte P’ von der z-Achse sind gleich r-sin(p 4 ¢€) =c¢-e-?*
+sin(dz + ¢€) .

C. Punkt, gerade Linie und Ebene im Raume.

1. Zur Bestimmung der Lage eines Punktes P im Raume dient ein rdumliches
Koordinatensystem (Fig. 128): Drei aufeinander senkrecht stehende Koordi-
natenebenen schneiden sich in den Koordinatenachsen #, y, z vom Ursprung O.
Der Punkt P ist dann durch seine Abstinde bzw. von der z¥-, zz-,  y-Ebene,
d. h. durch seine rédumlichen Koordinaten

PP, =40=2, PP,=BO=y, PP;=CO=z¢
bestimmt.
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Die Lage von P kann auch durch die zylindrischen Polarkoordinaten
AOP; = ¢, OP; = g und P, P = 7 angegeben werden, wobei ¢ und g durch
x = gcosp und y = gsing verbunden sind.

Die Strecken OP; =r;, OP, = ry, OP;=r; sind die Projektionen von r
auf die drei Koordinatenebenen; die Koordinaten z, ¥, 2 selbst sind die Pro-
jektionen von r auf die Koordinatenachsen. Es ist v} = a2 4 42, folglich

=14 =04yt 4
2. Sind «, #, y die Winkel, die OP = r mit den Achsen bildet, so wird

nach Fig. 128 z=rcosq; Yy=rcosf; z=rcosy

und damit r2 = 22 + §2 4 2% = r?(cos?& + cos?f + cos?y),
1 = cos®& + cos?f + cos?y.

Kraft dieser Beziehung ist ein Winkel z
durch die beiden andern bestimmt; es
geniigt also zur Festlegung eines Punktes -
im Raume die Angabe der Entfernung > 7
OP =y und zweier Achsenwinkel. j//;
3. Sind"#y,.y;, £, die Koordinaten B& Y2
eines Punktes P;; &y, ¥,, 25 die eines AT 9
Punktes P, so ist die Linge der 5N
Strecke P; P, gegeben durch g ’.}\:\—\
— A, N7
I=Y@ — 2P+ 02—y + @~ 2% /] s
—
4. Geht eine gerade Linie durch den
Punkt P,(%;,yy,%;) und bildet sie mit .
den Achsen die Winkel «, #, y, so lautet Fig. 128.
die Gleichung der Geraden
(& — @y)fcosox = (¥ — yy)[cosB; (& — @y)/cos & = (¢ — 27)[cosy,
oder mit
cosffcosox = my; cosyfcosa =my, y;— mE; =by; 2z — Mz, =b,
auch y =mx + by, = myx + by,
wobei aus
1 m2 m2
cos?y = ———————, cOS2f = —— 1 cosly—=-— 2
1+ m} + my’ 4 14+ m? + md’ 4 1+ m?+m

die Winkel, welche die Gerade mit den Achsen
bildet, bestimmt werden kénnen.
5. Sind P, (%y, ¥1,#) und Py(xy, ¥,, 2,) zwei
Punkte der Geraden, so sind ihre Gleichungen
FrH _YThn,
Ty— Ty Yg— ¥
Eoh _tT4h
Ty— @y 2 — 2y
6. Die allgemeine Gleichung der Ebene

lautet e 4 By+Ci+D=0
und die Abschnittsgleichung x/a + y/b + z/c =1,
worin (Fig.129) 04 =a, OB = b, OC = ¢ die Abschnitte der Ebene auf den
Achsen sind.’
7.1st O Py= [ die Lange des Lotes vom Ursprung O auf die Ebene, Fig. 129, sind
o, B,y die Winkel des Lotes mit den Achsen, so wird die Hessesche Form
zcosa 4 ycosf + zcosy — I = 0.
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Man erhilt diese aus der allgemeinen Form durch Division mitQ = 4} 424 B2+ C2,
Dann ergeben sich &, f§, y und / aus den Gleichungen

cosx = A|Q, cosf=BIQ, cosy=Cl|Q, I=~—DIQ,

wobei das Vorzeichen der Wurzel so zu wihlen ist, daB / positiv wird.

8. Man findet den Abstand eines Punktes P, (z,,¥,, 2;) von einer Ebene,
indem man die Hessesche Normalform der Ebene mit —1 multipliziert und
fiir ¢, ¥ und # die Koordinaten des betrachteten Punktes einsetzt.

9. Sonderfille:
By + Cs+4 D =0 Gleichung einer Ebene parallel zur z-Achse,

dz+ Cs+D =0 » » » »w » y-Achse,

4dz+ By+D =0 » » » n__» 3-Achse,

Az + By 4+Cz=0 ”» ” ”» durch den Koordinatenanfangspunkt.
2 = a Gleichung einer Ebene parallel zur y s-Ebene,
y=05 ” »w  Tw ” » %3-Ebene,
s=c¢ » » o» »  » %y-Ebene.

D. Flichen und Raumkurven.

1. FaBt man bei einer, Gleichung zwischen den drei Veranderlichen z, y, 2z
2 und y als die unabhingigen Veranderlichen auf, so werden jedem Wertepaar
z, ¥ ein bzw. mehrere Werte von ¢z entsprechen, die sich aus einer Gleichung
s =F(z,y)

ergeben. Durch bestimmte Werte der unabhingigen Verinderlichen z, y ist
im riumlichen Achsenkreuz ein Punkt der zy-Ebene festgelegt, dem durch
2= F(x,y) ein bzw. mehrere Werte # zugeordnet sind. Durch stetige Anderung
von z und y erhilt man als geometrischen Ort der Endpunkte der zugehdrigen

z eine Fliche, deren Gleichung durch # = F(z, y) gegeben ist.
2. Hingen die riumlichen Koordinaten 2, y, 2 von einem gemeinsamen Para-
meter # ab derart, daB # = z(#), ¥y = ¥(f), 2 = 2(f), so stellt die Folge der hier-
durch bestimmten Punkte eine Raumkurve dar,

z o Bz die im allgemeinen nicht eben ist.
o Eine solche Kurve kann auch aufgefaBt werden

¥ als die Schnittkurve der beiden Flichen

s=F1(z,y) und ‘=F2(z:y))
] welche beiden Gleichungen zusammen die Glei-
A 1Yl /7 chungen der Raumkurve darstellen. Beseitigt man
£ ﬁ J /1’: je eine der Verinderlichen z bzw. ¥, so erhilt man
x 7 !Tfﬂ'j y=hHi) uwd z=f()
Fig. 130. als Projektionen der Schnitt- oder der Raumkurve
auf die xy- bzw.  2-Ebene.

Projiziert man simtliche Punkte der Raumkurve auf die #y- und z z-Ebene,
so bilden die Lote Zylinderflichen (Fig. 130) mit den Gleichungen y = f, ()
und z = f,(#). Die Raumkurve kann als Schnitt dieser Zylinder aufgefaBt
werden.

Der Schnitt einer Ebene mit einer Fliche liefert eine ebene Kurve.

Beispiele: 1. Da samtliche Punkte der Kugeloberfliche gleichen Abstand vom Mittel-
punkt haben, so ist die Mittelpunktgleichung der Kugel

Bty tat=rt;
hat der Mittelpunkt die Koordinaten z,, ¥, %, so ist die Gleichung der Kugel:
(=2 + (y— ) + (s — ) = 1.
Inhalt und Oberfliche der Kugel s. S. 82 u. S. 163.

2. Sind tber den Abschnitten
OAd=a; OB=b; OC=c

7
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(Fig. 131) auf den Achsen drei Ellipsen errichtet, so schneidet eine Ebene parallel zur z:-Ebene
die Strecken 4’ B’ und B’ C’ ab, iber denen sich wieder Ellipsen konstruieren lassen. Die so ent-
standene Flache heiBt Ellipsoid und hat die Halbachsen @, b, ¢. Ihre Gleichung lautet
x! yl xZ
@t ta
Werden zwei dieser Halbachsen gleich, z. B. b = ¢, so erhilt man das Rotationsellipsoid
mit der z-Achse als Umdrel hse und der Gleich
1' 3 ] ,E
atEpte=t
Inhalt s. S. 163.
3. Wird die Hyperbel
Z. y!
a !
(Fig. 55, S. 83 u. Fig. 92, S.106) um die y-Achse gedrehg,
so entsteht ein einschaliges Rotationshyperboloid mit
der Gleichung

=1.

.

Zl yl 't
PO TR
Rauminhalt S. 83.

Wird dieselbe Hyperbel um die z-Achse gedreht, so entsteht ein zweischaliges Rota-
tionshyperboloid mit der Gleichung

=1,

Fig. 131.

4. Wird die Parabel 3* = 2pz (Fig.77, S.99) um die z-Achse gedreht, so entsteht
ein Rotationsparaboloid mit der Gleichung

» 9
-+ =2z,
4 + P
Inhalt 8. S.83 und 163, Oberflache S. 82.
4
4
S -] 5.,
Pran 5 % 3¢
7 3 |37 1.4/ ‘;’
7
P 2'2'8 74 '/ 2
Z 9 ry B/K AL ;ﬂ X
/)

10" 16"

a%
T~
3

x

S

121, ac?
% 415

% 42! " gy
3" 737

>

R

Fig. 1321).

5. Die Schraubenlinie beschreibt ein Punkt, der sich gleichzeitig um eine Achse 0Z
dreht und eine dem Drehwinkel ¢ proportionale Verschiebung parallel zur Achse erfihrt (Fig. 132).
Ist 7 sein Abstand von der Achse, ist # die Ganghohe, d. h. entspricht einer vollen Umdrehung
von ¢ =2z eine Verschiebung 4, so lauten mit @ =#k/2x die Gleichungen der Schraubenlinie

. z 1
Z=1rcosg, y =rsing, 1=qa oder =rcos:, y=fsm;_,

Die auf dem Mantel des Zylinders vom Radius r gelegene Schraubenlinie ergibt bei der
Abwicklung eine Gerade von der Steigung tgo = h/2r7 = a/r.

Die Projektion der Schraubenlinie auf die z z- bzw. y z-Ebene ist eine cos- bzw. sin-Kurve
mit der Periode % (S.121). Die Projektion wird konstruiert (Fig. 132), indem man den Kreis
vom Radius 7 und die Ganghthe & in die gleiche Anzahl Teile teilt und entsprechende waage-
rechte und senkrechte Strahlen zum Schnitt bringt.

1) Fig. 132 ist perspektivisch ichnet; die waagerecht gelegte Drehachse 0Z steht senk-
recht auf der zy-Ebene,
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Die gerade Regel-Schraubenfléche entsteht durch Schraubung der Geraden 01 (Fig. 132),
d. h. sie wird gebildet durch die Lote von den Punkten P der Schraubenlinie auf die Achse oz.
Ihre Gleichung lautet nach Beseitigen von 7 aus den Gleich fiir die Schraub

x=a-arctg; oder y=s-tgi, wo a=hi2n.

V1. Einfiihrung in die Rechnung mit Vektoren.
Bearbeitet von Dr.-Ing. W. Meyer zur Capellen, VDI, Aachen.

1. Skalare. In der Mathematik und Physik sowie in ihren Anwendungs-
gebieten begegnet man Begriffen wie Arbeit, Leistung, Tempgeratur, Wirme-
menge, Zeit u. a.m., welche durch einen einzigen Zahlenwert als MaB ihrer
GroBe bestimmt sind. So ist z. B. die Temperatur eines Korpers durch #° G,
die Leistung einer Maschine durch N PS angegeben. Solche GroBen heiBen
Skalare, da sie (wie z. B. die Temperatur im Thermometer) durch eine Skala
dargestellt werden, d. h. den Punkten einer Zahlengeraden (Fig. 133) zugeordnet
werden konnen.

2. Vektoren. Demgegeniiber gibt es physikalische und geometrische Begriffe,
die neben ihrer GroBe noch die Angabe ihrer Richtung bediirfen, wie z. B. Kraft,

Geschwindigkeit, Beschleuni-
Q. gung, Moment u.a.m. Solche
Begriffe heiBen Vektoren: Eine

w2 Strecke im Raum von bestimm-

i A A B ter Linge, Richtung und Rich-
P tungssinn und jeder Begriff, der

Fig. 133. Fig. 134.  sich in dieser Weise eindeutig

darstellen 148t, heiBt Vektor?).

Um z. B. die Verschiebung des Punktes P (Fig. 134) in den Punkt Q anzu-
geben, muB auBer der Entfernung der Punkte P und Q noch die Richtung und
der Richtungssinn angegeben werden.

3. Bezeichnungen. Man schreibt einen Vektor mit deutjdjen Buchstaben
(Fraktur), z. B. a, %, b, B, in Sonderfillen mit Uberstreichung wie z. B. @,
und gibt bei der Darstellung seinen Richtungssinn durch einen Pfeil an.

Soll der Vektor durch seinen Anfangspunkt P und seinen Endpunkt Q

—_
(Fig. 134) dargestellt werden, so schreibt man p = PQ2).

Der absolute Betrag eines Vektors, d.h. die positive MaBzahl fiir seine
Linge, wird mit |b| = v bezeichnet. Ein Vektor von der Linge Null, bei dem
also Anfangs- und Endpunkt zusammenfallen, heiBt Nullvektor und wird
mit O bezeichnet. Ein Vektor, dessen Betrag gleich Eins ist, heiBt Einheits-
vektor und wird mit 9° bezeichnet, so daB ein beliebiger Vektor geschrieben
werden kann p=|b|t®=0v.10

4. Zwei Vektoren @ und b sind gleich, d. h. es ist a = b, wenn beide den
gleichen Betrag und die gleiche Richtung haben, also durch Parallelverschiebung
gleichsinnig zur Deckung gebracht werden kénnen. Ein Vektor kann beliebig
parallel zu sich selbst verschoben werden (Ausnahmen s. 5).

In den Anwendungen kann oft ein Vektor beliebig verschoben werden, je-
doch kommt ihm eine physikalische Bedeutung erst in einem bestimmten Punkte
zu. So kann auf einer krummlinigen Bahn die Geschwindigkeit in einem Kurven-
punkte durch den Vektor b (s. 8) vom Betrag und von der Richtung der Ge-
schwindigkeit dargestellt werden, dem Geschwindigkeitsvektor, dem also physi-
kalische Bedeutung erst im Kurvenpunkte zukommt.

1) Vgl. M. Abraham u. A. Féppl: Theorie der Elektrizitit. 4. Aufl., Bd. 1, S. 5. Leipzig:
B. G. Teubner. — Rothe, R.: Hohere Mathematik, Teil II, 2. Aufl, S.173f. Leipzig: B. G.

Teubner 1931.
%) Nach den Vorschligen des A.E.F.
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5. In der Mechanik gibt es aber GroBen, die nur in ihrer Richtung ver-
schoben werden diirfen. Solche Vektoren heiBen gebundene (axiale) Vektoren
(wie Krafte, Winkelgeschwindigkeiten) im Gegensatz zu den freien (planaren)
Vektoren. Greifen z. B. an einem Korper mehrere Krifte in einem Punkt an,
so konnen sie als freie Vektoren behandelt werden. Greifen sie aber nicht in
einem Punkt an, so diirfen sie beim starren Korper (s. Mechanik) nur in ihrer
Wirkungslinie, nicht aber parallel verschoben werden, sind also dann gebundene
Vektoren.

6. Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar. Unter dem Vektor i
= mY = Ym soll ein Vektor verstanden werden, der dem Vektor b parallel ist
und dessen Betrag m-mal so gro8 ist wie der von b,
d.h. || =|m||b| = |m|-v. Ist m > 0, so hat
die gleiche, ist m <C Q, so hat v die entgegengesetzte
Richtung wie b (Fig. 135).

gz

Fig. 135. Fig. 136. Fig. 137.

7. Addition und Subtraktion von Vektoren. Trigt man (Fig. 136) an den
Vektor a durch Parallelverschiebung den Vektor b an, so entsteht der Vektor
a+b. Den Vektor q — b erhilt man, indem man zu dem Vektor a den
Vektor —b addiert. Es ist also

a—b=a+4 (D).

In dem durch g und b bestimmten Parallelogramm sind ¢ = a 4 b und
) = a —Db die entsprechend Fig. 137 gerichteten Diagonalen.

Ubereinstimmend mit den Regeln der Algebra gelten folgende Gesetze,
die sich leicht geometrisch nachweisen lassen:

a+b=0+4a (Vertauschbarkeitsgesetz der Addition).
a4+ (0 +c)=(a+Db)+c (Verbindungsgesetz),
m(a 4+ b) =ma 4 mb (Verteilungsgesetz),
a—a=0.

8. Differentiation eines Vektors. IstO ein fester Punkt, so kann die krumm-

linige Bahn eines Korpers dargestellt werden durch die zeitlich veridnderlichen

—
Radienvektoren OP =t = t(¢) (Fig. 138). Nach 4¢ Sekunden ist P nach P,
—>

gewandert, und der entsprechende Vektor ist OP; = 1; = t(t + At). Dann ist
—>

PP, der in At sek zuriickgelegte Weg At =1, —t = t(t + 4¢) — t(#), und
es wird demnach die mittlere Geschwindigkeit gleich At/4¢.

Der Grenzwert dieses Ausdruckes fiir 4¢— 0 (S. 65) oder fiir P — P ist
der Geschwindigkeitsvektor

T4y —1() _ dr

b = lim S

T 4t>0 At T at’
Er hat die Richtung der Tangente in P. Ahnlich ist
dy
b=

der Beschleunigungsvektor im Punkte P (s. Dynamik S. 206)-
Taschenbuch fir den Maschinenbau. 9. Aufl. I. 9
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9. Eine wichtige Rolle spielen die Produkte der Vektoren. Das innere
(skalare) Produkt der Vektoren a und b (Fig. 139a) ist der Skalar
a-b=|a|+|b|-cos<xab=abcosxab,
also das Produkt aus dem Betrag des einen Vektors und der Projektion des
anderen auf ihn. Daher ista+b =b-aundista:b =0, wenn a | b.

So ist z.B. die Arbeit 4 einer konstanten Kraft §B Lings eines
3 Weges 3, der mit ihr einen Winkel bildet (Fig. 139b), durch das
skalare Produkt 4 = P - 8= [P] - [3] - cos < P 3 gegeben. Bei ver-

b P& anderlicher Kraft kann geschrieben werden 4 = [ d3.
10. Das duBere (vektorielle) Produkt der Vektoren a
Fig. 139 und b ist ein Vektor ¢, der geschrieben wird

c=aXxbh.
Sein Betrag ist gleich der Fliche des aus a und b gebildeten Parallelogramms
(Fig.140a). c¢ steht auf der Parallelogrammebene senkrecht, und sein Richtungs-
sinn ist derart, daBa, b, ¢ ein Rechtssystem bilden. Daherista X b =—b X a.
Dreht sich eine rechtsgingige Schraube im
gleichen |Sinne wie ein Beobachter, der den
Vektor a, dann den Vektor b entlang geht, so
verschiebt sie sich in der gleichen Richtung wie ¢.

Fiir den Betrag gilt
|c|=]a]+|b|-sinXab=absinXab.

Beispiel: Das Drehmoment einer Kraft §
am Hebelarm ¢ um den Drehpunkt O ist
gleich der Kraft mal dem senkrechten Abstand
des Punktes O von der Kraft, also gleich
lt| + |B| - sin<xePR (Fig. 140b). Um auch den Richt i driicken, kann das Moment
als Vektor senkrecht zur Ebene von t und § dargestellt werden durch

M=r X P.

Fig. 140.

VII. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre
Anwendung auf die Fehler-, Ausgleichs- und
GroBzahlrechnung.

Bearbeitet von Dr.-Ing. W. Meyer zur Capellen, VDI, Aachen.

A. Grundbegriife der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

1. Gegenstand der Wahrscheinlichkeitsrechnung sind Untersuchungen an
einer groBen Zahl von Dingen, Erscheinungen, Beobachtungen usw., die in ge-
wissen Merkmalen iibereinstimmen. Ist # die Anzahl dieser Dinge und gibt %,
an, wie oft diese Merkmale beobachtet wurden, so heiSt der Quotient ny/n die
relative Haufigkeit.

Mit einem idealen Wiirfel, dessen Schwerpunkt genau in der geometrischen Mitte liegt usw.,
wurde bei 300 Wiirfen 52mal die Zahl 6 geworfen. Die relative Haufigkeit ist dann 52/300
=0,173. Bei 600 Wiirfen wurde 99mal die Zahl 6 geworfen, die relative Hiufigkeit ist dann
99/600 = 0,165 usw. Je groBer die Zahl der Wiirfe ist, um so eher nahert sich die relative Haufig-.
keit dem Wert 1/6.

2. Den Grenzwert der relativen Haufigkeit fiir lim# — 0o bezeichnet man
als Wahrscheinlichkeit wl): w = nl_i;:noono/n, wobei w =< 1.

Dje obengenannte Vielheit von Dingen heiSt auch ein Kollektiv. Dieses
muB jedoch der Bedingung der Regellosigkeit innerhalb des Kollektivs geniigen:

Der Grenzwert der relativen Héufigkeit muB existieren unabhingig davon, ob man nur
bestimmt ausgewahite Kollektivglieder beriicksichtigt oder nicht. So muB im obigen Beispiel,
wenn z. B. nur der 1., 3., 5., . .. oder nur der 2., 4., 6. ... Wurf gewihlt wird, doch der gleiche
Grenzwert der relativen Haufigkeit, d. h. 1/6 vorhanden sein.

1) Mises, R. v.: Wahrscheinlichkeit, Statistik und Wahrheit. Wien: Springer 1936.
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In praktischen Anwendungen geniigt fiir die Bestimmung der Wahrschein-
lichkeit oft eine groBe Anzahl von Beobachtungen (Statistik).

3. Nach Laplace wird die Wahrscheinlichkeit auch bezeichnet als der Quo-
tient w = g/m aus der Zahl g der giinstigen Fille und der Zahl m aller mog-
lichen Fille. Hiernach muB w durch Abzdhlen von g und m bestimmt werden.

Beispiele: 1. Befinden sich in einer Urne 4 weiBe und 6 schwarze Kugeln, so ist danach
die Wahrscheinlichkeit fiir das Her h einer weiBen Kugel 4/10 =2/5, fiir das Heraus-
nehmen einer schwarzen Kugel 6/10 = 3/5, d. h. bei sehr vielen Proben werden 2/5 der gesamten
Kugeln weiBe und 3/5 schwarze sein.

2. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, aus elner Urne mit 6 weiBen und 4 schwarzen
Kugeln 3 weiBe Kugeln auf einmal herauszugreifen? Nach der Kombinationslehre (S. 38) ist

=(§)=20 und m=(’§’)=120, also = g/m =20/120=1/6.

4. Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten. &) Die Wahrscheinlichkeit w inner-
halb eines Kollektivs dafiir, daB von mehreren sich gegenseitig ausschlieBenden
Merkmalen eines auftritt, ist gleich der algebraischen Summe der Wahr-
scheinlichkeiten der einzelnen Merkmalsgruppen: ® = w; + wy 4 wy 4 *- .

Beisplel: Beim idealen Wilrfel ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, eine der 6 Zahlen zu treffen,
gleich w; =w, =w,=1/6, also die Wahrscheinlichkeit, eine ungerade Zahl zu werfen, gleich
©=w +wy+wy=1/2.

B) Die Wahrscheinlichkeit innerhalb eines Kollektivs dafiir, daB mehrere
voneinander unabhingige Merkmale auftreten, ist das Produkt der Einzel-
wahrscheinlichkeiten: w = w; * w,* w;...®,.

Sind die Einzelmerkmale gleich wahrscheinlich, so ist w = (w;)". Sind von
den Einzelmerkmalen p und ¢ je gleich wahrscheinlich, so ist mit den Einzel-
wahrscheinlichkeiten w, und w, die Wahrscheinlichkeit w = (w,)? - (w,)?.

Beispiele: 1. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB efn 30jihriger Mann das 60. Lebensjahr
erreicht, ist nach der Statistik w, =0,5. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB seine Frau eben-
falls noch 30 Jahre lebt, ist w; =0,6. Dann ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB beide noch
30 Jahre leben, nur w=1w, * w, -—05 0,6=0,3

2. Die Wahrscheinlichkeit, mit 2 Wiirfeln glelchzeltxg die gleiche Zahl, z. B. 3 zu werfen,
ist (1/6)2=1/36.

3. Die Wahrscheinlichkeit, mit einem Wiirfel zunichst 2mal die Zahl 1 und dann 3mal
die Zahl 6 zu werfen, ist w=(1/6)* - (1/6)® = 1/6° = 1/24 576.

B. Auswertung von Beobachtungen.

a) Allgemeines iiber MeBichler.

1. Eine fehlerfreie Beobachtung ist unméglich. Daher darf man das Er-
gebnis einer Messung erst dann mit Sicherheit verwenden, wenn man bei Nach-
priifung durch weitere Messungen eine ausreichende Ubereinstimmung erzielt
und die erreichte Genauigkeit richtig abgeschitzt hat.

Je groBer die Genauigkeit, desto grdBer ist auch die Zahl der zu berﬁcksmhtlgenden Neben-
einflisse — Temperatur, Luftdruck, Feuchtigkeit, nicht vorhand Proportic t bei
Ablesungen usw. Bei der Auswertung dieser Nebeneinflisse geniigt es, so weit zu gehen, daB die
vernachlissigten Korrekturen von geringerer Grd8enordnung als die sonstigen unvermeidbaren
Beobachtungsfehler sind. Zunichst ist also die mit den betreffenden Apparaten erreichbare
M t hitzen und sodann ist festzustellen, welche Korrekturen beachtet
werden miissen. Werden diese notwendigen Korrekturen nicht hinreichend beriicksichtigt, so
gibt man sich bezughch der erreichten G igkeit einer Selbstt: h hin. Andererseits
wird hiufig auch eine ibertriebene G igkeit bei der M solcher GrbBen angestrebt,
die von z.T. gar nicht genau definierbaren Bed bha wie R iffer u. 4.

Sieht man von groben Fehlern, die sich als solche leicht feststellen lassen, ab,
so sind die auftretenden MeBfehler von zweierlei Art: Die einen, systematische
oder regelmiBige Fehler, geben Abweichungen im ganz bestimmten Sinne, wie
sie durch Fehler der Instrumente, ihre ungiinstige Aufstellung und schlechte
Handhabung veranlaBt werden. Die anderen, zufilligen oder unregelmiBigen
Fehler verfilschen das Resultat bald im positiven, bald im negativen Sinne in-
folge personlicher Schatzungsfehler, nicht feststellbarer Einfliisse der Atmosphire
usw. Die regelmiBigen Fehler lassen sich am besten durch verschiedenartige
Anordnung des Versuches (verschiedene Methoden) erkennen und dann auf ein

9.
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Minimum herabdriicken. Eichtafeln von MeBinstrumenten sind von Zeit zu Zeit
nachzupriifen, besonders nach stirkerer Beanspruchung der Instrumente. Sie
diirfen nie als unverinderlich richtig betrachtet werden. Die GroBenordnung
der unregelmiBigen, zufilligen und nicht vermeidbaren Fehler erkennt man bei
mehrfacher Wiederholung der gleichen Messung mit den gleichen MeBinstru-
menten und unter sonst gleichen Umstédnden.

2. Sind die einzelnen, # Messungen /4, /y, .. ., , unter den gleichen Bedin-
gungen und mit der gleichen Sorgfalt ausgefiihrt, so ist der wahrscheinlichste
Wert'L der gemessenen GroBe (s. b., S.135) der arithmetische Mittelwer

L=>l+h+h+ -+

Statt simtliche Werte }, Jy, . . . zu addieren, kann man auch von einem ge-
schitzten Mittelwert A ausgehen: Ist 7, = J; — A die Abweichung vom ge-

N . . . . 1
schitzten Wert, so ist der Mittelwert dieser Abweichung ¢ = — (r;+7ry4-+-47,),
und dann wird L = 4 +g. "

Beispiel: Eine Lange J; sei durch folgende Messungen bestimmt. Danach sei als Mittel-
wert geschdtzt 4 = 30,20.

L;m ri=Li—A4 Damit wird L= 30,2C+} 0,20
- — =130,20 40,05
30,10 —0,10 =30,25 m.
30,30 +0,10
130,20 40,00
3040 | 40,20

Summe: 40,20

3. Mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsrechnung (S. 136) 148t sich die mittlere
und die wahrscheinliche Abweichung (Fehler) der Messung und damit ihre Ge-
nauigkeit angeben. Ein ungefihres MaB fiir die Genauigkeit stellt der schein-
bare Fehler oder die durchschnittliche Abweichung dar, d. h. der arithmetische
Mittelwert aus den Absolutfehlern der Einzelbeobachtungen (Abweichung vom
Mittelwert der Beobachtungsergebnisse).

Beispiel: Ein zweiter Beobachter hat die gleiche Linge wie oben gemessen und das gleich
arithmetische Mittel erhalten. Fiir die scheinbaren Fehler folgt dann:

Beobachter I Beobachter II
Messungi Fehler Messung[ Fehler

30,10 0,15 30,23 0,02
30,30 0,05 30,25 0,00
30,20 0,05 30,28 0,03
30,40 0,15 30,24 0,01

Mittelwert 30,25 + 0,10m Mittelwert 30,25 4+ 0,02m

Hiernach ist die Beobachtung des zweiten Beobachters (scheinbarer Fehler +2 cm) genaue
als die erste (scheinbarer Fehler 410 cm). Die scheinbaren Fehler sind + und — zu rechnen

4. Haben einzelne Messungen /, I,, .. ., deren Mittelwert bestimmt werden
soll, verschiedene Genauigkeit, so werden sie entsprechend ihren Ge-
wichten p,, p,, ... (MaBen fiir die Genauigkeit) beriicksichtigt. Es ist dann mit

Py + P+ -+ p, =p der Mittelwert L=%({>lll+pglz+--~+ﬁ,,ln).

Beispiel: Die Schwir hl einer Sti bel wurde mittels einer Sirene von

16 Lochern am Umfange gemessen:

7 Umdrehungen in t Sek. Schwingungszahl = 16+ n/t
1. 388 » ” 12,2 ,, ” = 509 1
2. 554 » » 17,2 ,, 1 =515 5
3. 1266 " » 39,2 ,, . = 517 3
4365, 1060, . —s23| 3
520 +4
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Die Gewichte dieser 4 M sind nicht einander gleich, sondern den Beobachtungs-
zeiten proportional. Der Mittelwert ist daher

509 « 12 4 515+ 17 4 517+ 39 4 523 106

12 + 17 + 39 + 106
Der scheinbare Fehler, d. h. die durchschnittliche Abweichung, ist unter Beriicksichtigung

der Gewichte 14412 4 5417 + 339 + 3+ 106
12 + 17 + 39 + 106
5. Bei der Ausrechnung ist das Ergebnis mit so viel Ziffern anzugeben,
daB die letzte keinen groBen Anspruch auf Genauigkeit hat, die vorletzte aber
noch sicher verbiirgt ist. Die Sicherheit der letzten Ziffer wird mit 4 angefiigt.
10,255 £ 0,005
3

= 520.

=4.

Beispiele: 1. Es ist — 1~ = 3,418 4+ 0,002, nicht etwa 3,4183 4 0,0017.

2. Die 0 ist als technische Zahl ebenso zu behandeln wie jede andere Ziffer, also z. B.
10,200 =+ 0,005, nicht 10,2 4- 0,005. Das Hinschreiben der 0 zeigt, daB diese Ziffer gemessen ist:

10,000 m gemessen bis auf mm genau

10,00 m ” » p CI ”
87-10°m » » o o kmo,
87 000 m » » o I ”
3. Es ist ein hidufig vorkommender Fehler, daB aus technischen M Zahlenwerte er-

rechnet werden, die in keiner Weise verantwortet werden kénnen. Es ist z. B?8,4 +52-7,6=2330
(oder auch 332); nicht etwa 331,968. Die 6 Ziffern wiren nur dann richtig, wenn auch die
Einzelmessungen mit 6 Ziffern gemessen wiren: 8,40000 usw. und nicht nur 8,4.

Im allgemeinen ist (s. 7) der gesuchte Wert nicht unmittelbar, sondern als
Funktion verschiedener einzeln gemessenen GroBen bestimmbar. Der Ge-
samtfehler ist dann nicht von der GroBe der Einzelfehler, sondern auch von der
Art der Funktion abhingt. Da die Vorzeichen der Einzelfehler niemals bekannt
sind, so ist der mogliche Fehler des Ergebnisses auch bei Differenzen stets durch
Addition der Teilfehler zu bestimmen. Da es sich um kleine Fehler handelt,
kénnen die Niherungsformeln fiir das Rechnen mit kleinen GréBen (s. S. 55)
beriicksichtigt werden.

Merkregeln. Bei Addition oder Subtraktion fehlerhafter GroBen addieren sich ihre abso-
luten Fehler, bei Multiplizieren und Dividieren ihre prozentualen Fehler. Beim Potenzieren
und Radizieren wird der prozentuale Fehler mit dem (ganzen bzw. gebrochenen) Exponenten
multipliziert: m
Mo 1+nd; Vitdm1xdm.

Beispiele: 1. (89,7 + 0,3) + (85,3 & 0,2) = 175,0 + 0,5.

2. (89,7 £0,3) — (85,3 £ 0,2) = 4,4 £ 0,5.

Bei der Bestimmung kleiner Differenzen durch Messen des Minuenden und Subtrahenden
ist groBte Vorsicht notwendig (im vorstehenden Beispiel 11 vH Fehler gegeniiber 0,3 vH bei
der und den Einzel ).

- 3. Bestimmung des spezifischen Gewichtes durch Messen des Gewichtes in Luft und in
asser:

__ G _ 185,50 + 0,05 _ 185,50 40,05
¥ GL—Gw (185,50 £ 0,05) — (161,60 £ 0,08) 23,0 £ 0,1

Auswertung des Fehlers im Kopf: Fehler des Nenners 1 auf 239~ knapp 0,5 VvH

(eine Ziffer geniigt) ' ,, Zahlers 5 ,, 18550~ 0,03 vH
Fehler des Bruches == Summe der prozentualen Fehler

0,5 vH von 8 [7,76] & 0,04.
 J—
4. (3,37 £ 0,04)* - 19,66 + 0,06 = 11,4 - 2,13 = 24,3 £ 0,6,

4 auf 337~ 1,2vH | Fehler des Resultates (21,2 4+ } - 0,6) vH = 2,6 vH
6 , 966~0,6vH | 2,6 vH von 24,3 & 0,6.

Die Fehlerrechnung dient nicht nur zur Schitzung der Genauigkeit eines Ergebnisses,
sondern sie zeigt vor allem auch, auf welchen Teil der Messung die groBte Sorgfalt zu verwenden
ist, welche Versuchsanordnung den geringsten EinfluB der Beobachtungsfehler auf das Ergebnis
bewirkt und wie weit Abkiirzungen beim zahlenmiBigen Rechnen gestattet sind.

6. Allgemein ist der Gesamtfehler A« eines Ergebnisses % = f(z, ¥, 2, ...),
das sich durch verschiedene Einzelmessungen , ¥, Z, ... mit den Fehlern Az,
Ay, Az, ... ergibt, mit Hilfe der partiellen Ableitungen f, = df/0x, f,=0}/0y,
f.=0f[0z, ... (s. S.68) bestimmbar gemiB

du=Azx-f,+dy-f,+ dz-f, + -+

= 7,76 £ 0,04.
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Beispiel: Bestimmung der Fallbeschleunigung g durch Messen der Linge } und der Schwin-
gungsdauer ¢ eines Pendels:
g=10,5) ==Y,

Ag = A1+ 9/} + At « 3/t Einfacher logarithmisch:
=altde Al *a i3 24 AL, Ing = In(7*) + In} — 2« In¢,
Aglg =AM} + 2+ At Aglg =AYb+ *2« Att.

Die Zeitbestimmung erfordert die groBte Sorgfalt. Der prozentuale Fehler der Zeitmessung
verdoppelt sich im Resultat. An den angemerkten Stellen (*) ist zu beachten, daB Fehler stets
zu addieren sind.

1. &) Bei Darstellung eines Vorganges, der von einer verinderlichen GréSe
abhingig ist, also einer Funktion, z. B. der Bestimmung der Hysteresiskurve

von Dynamomaschinen (Fig. 141), kann von
B der Bildung eines arithmetischen Mittelwertes
keine Rede sein. Das Auftragen der Punkte im
Koordinatensystem — hier 8 in Funktion von —
liefert ein Bild des Vorganges. Die Kurve ist dann,
um eine Verzerrung durch die Beobachtungs-
fehler zu vermeiden, so zwischen die MeBpunkte
zu legen, daB die Summe der Abweichungen mog-
lichst klein wird und daB eine regelmiBige Kurve
entsteht. Diese graphische Ausgleichung ist be-
sonders einfach bei bekanntem Kurvencharakter.
Sonst kann auch als erste Anniherung eine aus-
gleichende Gerade genommen werden.

B) Zur Klaren Veranschaulichung der Ergebnisse ist eine zweckmiBige Wahl
des MaBstabes wertvoll, vgl. Fig. 142 und 143 fiir die Abhingigkeit der Um-
laufzahl eines Motors vom Drehmoment.

n n

Undt:. Und:

mnn mnn

7500. 7000

700

250
S0
Vi 00 . . =0
¢ 7 2 Imkg 7 H Imhy
Fig. 142. Fig. 143.

¥) Deutet der Verlauf der graphischen Darstellung auf starke Kriimmung,
Maxima oder Minima, so ist beim Ausgleichen besondere Vorsicht notwendig;
nach Mdglichkeit sind solche Punkte durch unmittelbare Messungen sorgfaltig
zu bestimmen.

4, Y

J

Fol=
29 w0 w1 Wechse/ Tt l” w &
Fig. 144. Fig. 145.

oKl

Beispiel: Die Amplituden oder Schwingungsweiten einer durch einen Wechselstrommagne-
ten erregten Feder (Frahmscher Frequenzmesser) zeigen bgl verg:hmdenen Polwechseln (Erreger-
frequenzen) die Ergebnisse von Fig. 144: Die Resonanz ist bei 100 Polwechseln so stark aus-
geprigt, daB die groBte Schwingungsweite nur durch unmittelbares Messen ermittelt werden kann
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d) Uber den durch Beobachtung festgestellten MeBbereich hinaus lassen sich Kurven auf
Grund der ausgefiihrten Messungen niemals fortsetzen. Das ist nur zulissig, wenn der
Charakter der Kurve auch auBerhalb des Beobachtungsgebietes auf Grund theoretischer Er-
wigungen vollkommen klar ist. Selbst wenn die beobachteten Punkte simtlich in einer Ge-
raden liegen, ist eine Fortsetzung dieser Geraden iiber den MeBbereich hinaus nicht zuldssig.
Andernfalls sind die groBten Trugschliisse moglich.

Beispiel: 1 kg Wasser von 10° C werde Wirme zugefiihrt und die Temperatur als Funk-
tion der zugefithrten Warmemenge gemessen. Die Messung werde bis zu 90° C fortgesetzt. Die
in Fig. 145 graphisch dargestellten Beobachtungen ergeben eine Gerade. Wollte man aber
diese Gerade tiber den MeBbereich hinaus beliebig verlangern, so kime man zu véllig unrichtigen
Ergebnissen. Durch Messung wiirde sich die gestrichelte Kurve ergeben.

£) Zur besseren Ubersicht wird man hiufig die Ergebnisse auf Funktions-
papieren darstellen (s. a. Nomographie S. 145, ferner Potenzkurven S.116).
Und zwar wird man solche Papiere wihlen, auf denen die Funktion durch eine
Gerade (bzw. angensherte Gerade) dargestellt wird. Damit ist bei bekanntem
Gesetz ein einfacher Uberblick moglich und ist bei unbekanntem Gesetz dieses
leicht zu finden.

Beispiele: 1. Wird die Kurve s=g#/2 in ein Achsenkreuz gezeichnet, dessen eine Achse
quadratisch geteilt ist, =1, so wird s=gs/2 eine Gerade.

2. Potenzpapier, bei dem beide Achsen logarithmisch geteilt sind, wird man fiir Gesetze
von der Form y=¢- 2" verwenden.

3.. Exponentialpapier, bei dem die z-Achse logarithmisch und die y-Achse linear geteilt
ist, wird man fiir Gesetze von der Form y = ¢+ ek oder y=c - a® verwenden.

In ahnlicher Weise kann man sinus- und tangens-Papier verwenden.

b) Ausgleichrechnung.

1. Methode der kleinsten Quadrate. Ist eine GroBe X durch mehrere Mes-
sungen /;, ly, ... unter den gleichen Bedingungen bestimmt worden und ist L
ein Wert, der der GréB8e X moglichst nahe kommt, so sind die scheinbaren
Fehler gleich L —;, =v;,L — I3 = v,, ... K.F. GauB sagt nun, daB fiir den
wahrscheinlichsten Wert L der GroBe X die Summe der Quadrate der
scheinbaren Fehler ein Minimum sein muB. Dies gilt um so mehr, je groSer
die Zahl der Messungen ist.

Auch wenn die gesuchte GroBe X nicht unmittelbar durch Versuche ge-
geben ist und von einem MeBergebnis L; oder mehreren L,, L,, ... abhingt
(funktionale Beziehung), so ist der Wert L, der der gesuchten GroBe X am nich-
sten kommt, so zu bestimmen, daB die Summe der Fehlerquadrate ein Mini-
mum ist.

Beispiel: 1. Bel » Messungen fiir die Gré8e X lautet die Minimumbedingung
LW+ =R+ -+ + (L= ln)')=0oder 2[(L—h) + (L~ h)+ (L— k) + - + - + (L—In)]=0,

d. h.n+L—21=0 oder L=1/n+ 2}, mit anderen Worten: der arithmetische Mittelwert
(s. 2., S.132) ist auch der wahrscheinlichste Wert.

2. Die Aussage fiir diesen Fall besagt dann, daB X'v* stets kleiner ist, als wenn die Diffe-
renzen gegeniiber einem anderen Mittelwert gebildet werden:

Beispiel: popler  Fehlerquadrate Fehler  Fehlerguadrate
8,3 1 1 8,3 0 1]
85 1 1 85 2 ‘
84 0 0 8,4 1 1
86 2 4 8,6 3 9
8,3 1 1 8,3 0 o
3,3 1 1 8,3 0 0
84 Summe = 8 [Minimum] 8,3 Summe = 14 [ >8]

2. Es bedeuten wieder X den wahren Wert der gemessenen GroBSe, L den
arithmetischen Mittelwert aus den # Messungen /, ly, ..., l, und v, = L — [,
vy =L — Iy, ... die scheinbaren Fehler. Ferner seien die wahren Fehler, d. h.
Abweichungen vom wahren Wert mit &, &, .. ., &, bezeichnet, und es sei die
Abkiirzung v} + v 4+ -+- 4+ vl =[vv] und & + &2 + ... + &} = [eg] ein-
gefilhrt. Dann ist nach GauB der mittlere Fehler der einzelnen Beobachtung.

_leel _q/ ) [ q/we)
E—‘n—wV—Wn_i(NV’n N tallsn>>1).
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3. Der mittlere Fehler des Mittelwertes ist dann nach Gau8

i=n —_—
8 N (S W PR
E=7' e;—ﬂ—]/”(n_”(wn [vv], {alls n>>1)-

=1

Der mittlere Fehler des Mittelwertes aus # Beobachtungen nimmt also bei
gleichem mittleren Fehler & der Einzelmessung ab wie 1[}/77, d. h. es ist zweck-
los, ungenaue Messungen durch eine groBe Anzahl von
V— Beobachtungen ausgleichen zu wollen. Fiir eine kleinere
Anzahl # von Beobachtungen nimmt er mit wachsen-
dem # schneller, fiir eine gréBere Anzahl # von Be-

obachtungen nur langsamer ab, Fig. 146. .
Sind einzelne Messungen ihrem ,,Gewicht* (s. o
S. 132) entsprechend zu beriicksichtigen, so ergeben
M sich dhnliche Beziehungen (Literatur: Anm. 1, S.137).
Fig. 146. 4. Der wahrscheinliche Fehler ist der, fiir den mit
gleicher Wahrscheinlichkeit zu erwarten ist, daB der
wirkliche Fehler kleiner oder gréBer ist. Unter Verwendung des GauBschen
Fehlerverteilungsgesetzes (s. G, S. 138) ist der wahrscheinliche Fehler das

0,674-fache (Ry §-fache) des mittleren Fehlers.

Beispiel: Die Bestimmung von x =cp/cy nach der Methode von Clement und Desormes
ergab folgende Werte:
% = Byf(By — By) .

Gemessen Gerechnet
Versuch | &, By | By — kg By (R — h,)] 0 ‘ o
1 12 4 8 1,50 0,09 0,0081
2 20 6 14 1,43 0,02 0,0004
3 12 3 8 1,41 0,00 0,0000 % = 1,41 + 0,02,
4 18 5 13 1,386 0,025 0,0006
5 28 7 21 1,33 0,08 0,0064
6 135 | 4u 9 1,50 0,09 0,0081
7 16 5 11 1,45 0,045 0,0020
8 18 | 4, | 13, 1,33 0,08 | 0,0064
9 20 S 14,4 1,38 0,03 0,0009
10 12 3n 8 1,41 0,00 0,0000
Mittel 1,41 [vv] = 0,0329
Mittlerer Fehler 10,0329
der = V—’— =0,
Einzelmessungen 9
Wahrscheinlicher Fehler = § - 0,06, = 0,04.
Mittlerer Fehler
des E=—=1/29% _so19m002.
Mittelwertes Y10 9-10
Wahrscheinlicher Fehler = § « 0,019 = 0,01,.
Wenn der wahrscheinliche Fehler der Einzel + 0,04 ist, so helBt das: Es ist mit
leicher Wahrscheinlichk h daB die Einzelfehler groﬁer bzw. kleiner als 0,04

sind. Tatsachlich sind bei vorstehenden 10 Messungen 5 Fehler groBer [Messung Nr. 1,5, 6,7
und 8] und 5 kleiner als 0,04.

5. Folgt ein Ergebnis w=/(z,y,2,...) aus mehreren Einzelmessungen z,y,z,...
(s. S.133,6) und sind &z, ¢y, ... die mittleren Fehler der einzelnen Messungen, so ist der
mittlere Fehler £, der gesuchten GrbBe 4 gegeben durch

ew="V(ez- OujOT) + (e - OU[OY) + -+,

6. Mehrere Unbekannte. Haufig kénnen nur Werte gemessen werden, die
eine Beziehung zwischen mehreren Unbekannten ergeben. Hat man z. B.
eine Funktion mit drei Gr68en, so kénnen diese aus drei Gleichungen berechnet,
also auch aus drei Messungen bestimmt werden. Fiihrt man weitere Messungen
durch, so ist die Zahl der Gleichungen gréBSer als die Zahl der Unbekannten,
die Aufgabe erscheint zunichst unbestimmt. Um jedoch diese Unbekannten
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moglichst genau zu erhalten, werden diese so bestimmt, daB nach 1. die Summe
der Quadrate der Abweichungen ein Minimum ist.

Dies bedeutet, daB die partiellen Ableitungen der Fehlerquadrate (der Quadrate
der Abweichungen) nach den einzelnen Unbekannten gleich Null zu setzen sind.

Beispiel fiir eine lineare Beziehung: Die Linge l; eines WeiBmetallstabes ist bei ver-
schiedenen Temperaturen ¢ gemessen worden:

Lange I

1. lgy=200,14 mm 3. by =200,33 mm 5. lLigs=200,52 mm 7. iz = 200,69 mm
2. lyy=20024 ,, 4. Lew=200,41 ,, 6. lige=200,61 ,, 8. lype=200,80 ,,
Unter Annahme einer linearen Ausdehnung
soll die lineare Warmedehnzahl bestimmt 47

werden. Danach ist 48

L=Iy(1 + at) =l + k. Vy
Zur ,,graphischen Ausgleichung® (S.134) 4
wird man die Verlangerung 4

Al=1lyo(t —25)=1l;—lgg 4

iiber ¢ auftragen, durch die MeBpunkte 4

eine ausgleichende Gerade legen, Fig. 147, 47|

und daraus « und damit auch 7, berechnen. 47|

Eine genauere Ausgleichung kann /|

nur mit dem Minimum der Fehlerquadrate
erfolgen:

Um kleine Zahlen zu erhalten, setze

man /, =200+« und «ly=0,004 + v, da

Al fiir je 25° rund 0,1 betrigt. Dann lauten die Beziehungen auch

h=Ily+ualt=200+2+0,004¢+y¢ oder «-+ty=1I—200—0,004f.
Fiir die 8 Messungen gelten dann die 8 Bestimmungsgleichungen:

25 S0 75 10 125 10 17 200 225

Fig. 147.

1. ¢+ 25y =014 —0,10 = 0,04 5. &+ 125y =0,52—0,50 = 0,02
2. -+ 50y =024—020=004 6. x+ 150y =0,61 —0,60 = 0,01
3. 2+ 75%=1033-0,30=0,03 7. x4+ 175y = 0,69 — 0,70 = — 0,01
4. x4 100y =041 —0,40 = 0,01 8. x4+ 200y =08—080= 0,00

In diesen 8 Gleichungen z +f;y =ug sind die beiden Unbekannten so zu bestimmen, daB

die Summe der Quadrate der Abweichungen, d. h. }: (4 — 2 — ¢xy)* ein Minimum wird. Es
k=1
miissen also die partiellen Ableitungen dieser Summe nach  und nach y gleich Null sein. Dies

liefert fiir # und y die beiden Bestimmungsgleichungen, in denen die Summen von k=1 bis
k=38 zu bilden sind und in denen danach Y z=8z ist:

1. (%[Z(uk—x-—ytk)’]=0 oder Yur—Xz—yXt=0,

9
11, iy [X (wr—2—yt:)*]=0 oder Y (tpur)—zXtr—yYti=0.

Nun ist: k ug tr 7 ug [
1. 0,04 25 1,00 625
2. 0,04 50 2,00 2 500
3. 0,03 75 2,25 5625
4. 0,01 100 1,00 10 000
5. 0,02 125 2,50 15 625
6. 0,01 150 1,50 22 500
7. — 001 175 - 1,75 30 625
8. 0.00 200 0.00 40 000
Summen: 0,14 900 8,50 127 500
Die beiden obigen Bestimmungsgleichungen heifen somit:
1. 0,44 —8%—900y =0, 11 8,50 — 900 & — 127500 y = O,
Hieraus folgt: 8,50 — 0,14 - 127 500
g _ 900 850044127500 _

900 - 900 — 8 » 127 500

900 + 0,14 — 8 « 8,50
=22 T2 o 6,0002
Y= 7500900 — 8 - 127 500 000274,
und damit wird J,=200+ 2=200,049 mm =Linge des Stabes bei 0°C, aly=0,004+7%
=0,00372,, d. h. a = aly/l, =0,00372/200,049 = 0,0000186 = lineare Wirmedehnzahl. Diesen
Werten entspricht die ausgleichende Gerade nach Fig. 147%).

1) Beispiel fiir nichtlineare Beziehungen vgl. F. Kohlrausch: Prakt. Physik. 17. Aufl.
Leipzig u. Berlin 1935. Vgl. ferner C. Runge u. H. Kénig: Numerisches Rechnen. Berlin 1924.
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7. Die Methode der kleinsten Quadrate kann auch benutzt werden zur Auf-
stellung empirischer Formeln auf Grund einer Reihe von Beobachtungen.

Geht man von verschiedenen Gesetzen aus und bestimmt fiir ein und dieselbe Beobachtungs-
reihe zu jedem dieser Gesetze nach der Methode der kleinsten Quadrate die Unbekannten, so
ist das Gesetz am wahrscheinlichsten, bei dem die Summe der Fehlerquadrate am kleinsten ist.

Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate bei der harmonischen
Analyse vgl. S. 141.

C. Verteilungskurve und GroBzahlforschung.

1. GauBsche Fehlerkurve. Bei einer groBen Zahl von Beobachtungen wer-
den gréBere Fehler (Abweichungen vom wahren Wert) immer in geringerer Zahl
vorkommen als kleinere. Trigt man nun die Wahrscheinlichkeit f(v) dafiir, daB
ein bestimmter Fehler v auftritt, in Abhingigkeit dieses Fehlers v auf, so erhilt
man die GauBsche Fehler-, Hiufigkeits- oder Verteilungskurve, auch Glocken-
kurve genannt, Fig. 148. Ihre von GauB hergeleitete Gleichung lautet

f@) = hfym-eme.

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB der Fehler zwischen den Grenzen a und b

liegt, ist dann durch das GauBsche Fehlerintegral [} - f e~"dy (schraffierte
Fliche in Fig. 148) gegeben.
Der Proportionalitatsfaktor h/ Y bei der Fehlerkurve ist so gewahlt, daB die gesamte Wahr-
+oo

scheinlichkeit gleich Eins, d. h. da8 f f(v) dv=1 ist. Diese Verteilungskurve kann also genau

-0
nur dann gelten, wenn fiir den absoluten Fehler v keine obere Grenze vorhanden ist. Praktisch
ist jedoch der Beitrag, den die Fehler oberhalb einer bestimmten Grenze liefern, gering.
Ist z die gemessene Gro8e und z, ihr wahrer Wert, so kann die Gleichung der Glocken-
kurve auch geschrieben werden
Ha) =V - = 70",

Die Genauigkeitszahl % ist ein MaB fiir die Genauigkeit der Beobachtung:
Ist & groB, so fillt die Kurve steil ab, ist A klein, so ist die Kurve breit und fillt
langsam, denn immer ist der gesamte Flicheninhalt gleich Eins.

Der Maximalwert fiir v = O (oder & = ) hat den Wert h/ﬁ; ferner ist A
durch den mittleren Fehler der einzelnen Beobachtung (S. 135) bestimmt gemiB
h = e/]/2. Der Wert ¢ gibt auch die ,,Breite’ der Glockenkurve an, denn fiir
v = +-¢ (oder # = x, 4 ¢) hat die Kurve Wendepunkte.

N
S
S
g
@i
al b v 2z Fastighert
Fig. 148. Fig. 149.

2. Da bei Feststellung einer bestimmten Eigenschaft an einer groBen Zahl
von Dingen (also an einem Kollektiv, S. 130) die relative Hiufigkeit sich wenig
von der Wahrscheinlichkeit (als ihrem Grenzwert, S.130) unterscheidet, erhilt
man fiir die relative Haufigkeit einer bestimmten Eigenschaft eine dhnliche, mehr
oder weniger gut mit der GauBschen Kurve iibereinstimmende Haufigkeitskurve.
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Die GroBzahlforschung?l) setzt sich nun die Aufgabe, den EinfluB bekannter
und unbekannter Ursachen auf eine bestimmte Eigenschaft einer Gesamtheit
von untersuchten Gegenstinden festzustellen. Eine sichere Unterlage bildet die
Hiufigkeitskurve, d. h. die Darstellung der Haufigkeit oder auch der relativen
Haufigkeit in Funktion der Abweichung von einer bestimmten Eigenschaft oder
in Funktion dieser Eigenschaft selbst.

Soll z. B. die Festigkeit von Drihten bestimmten Fabrikates untersucht werden, so wird
man eine groBe Zahl von Drihten herausgreifen, die vorkommenden Festigkeiten in verschiedene
Gruppen einteilen und die jeder Gruppe zukommende Haufigkeitszahl iiber der Festigkeit auf-

tragen (Fig. 149). Man erkennt an der Kurve den hiufigsten Wert «, sowie die GréBe der Ab-
weichung hiervon (z. B. AusschuB).

Ist fiir die betrachtete GroBe nur ein Hauptumstand von Wichtigkeit, so wird die Kurve
ein Maximum fiir einen bestimmten Wert z, haben, der als wahrscheinlichster gelten kann
bei mehreren Einflissen sind mehrere Maxima vorhanden.

VIIL. Die Fourierschen Reihen.

(Harmonische Analyse periodischer Funktionen.)
Bearbeitet von Dr.-Ing. W. Meyer zur Capellen, VDI, Aachen.

I. Jede in dem Intervall 0 < x =< 27 stiickweis stetige Funktion f(z), d. h.
jede praktisch in der Technik vorkommende Funktion 148t sich in die Fourier-
sche Reihe

k=00

k=00
flx) =ay + Z ay coskx + Zb" sinkx
=1 =1 (1)
= ay + aycosx + agcos2x 4+« + 4 by sinz 4 bysin2x + - - -

entwickeln. Die Funktion ist also dargestellt durch eine Summe von einzelnen
,,»Schwingungen*, die fiir # = 1 Grundschwingung oder 1. Harmonische und fiir
k = 2,3, ... Oberschwingungen oder héhere Harmonische heiBen.

Die Entwicklung in diese Reihe kann bis zu jeder gewiinschten Genauigkeit
durchgefiihrt werden.

Die harmonische Analyse ist die Bestimmung der Beiwerte oder Fourier-
koeffizienten ay, a;, @y, ..., by, by, ...

Die Synthese ist die Addition der einzelnen Schwingungen zu einer Re-
sultierenden.

2. Sonderfille: Bei einer geraden Funktion [f(—z) = f(«)] sind simt-
liche Beiwerte b, = 0, man erhilt eine reine cosinus-Reihe.

Bei einer ungeraden Funktion [f(x) = —f(—=)] ist @y = 0 und sind simt-
liche Werte a;, = 0 (¢ = 1,2, ...), man erhilt eine reine sinus-Reihe.

Ist f(x + @) = —f(x), so treten nur die Beiwerte mit ungeradem Zeiger
(Index) auf und es ist gy = 0.

3. Durch Zusammenfassung der Glieder mit gleichem Zeiger 148t sich die

- Fourierreihe auch schreiben
3

o) = ay + > opsin(ha + g, @

worin ¢; = }/ai + b} und tgg; = ay/b ist. @ heiBt Phasenverschiebung (Qua-
drant siehe Beispiel, Fig. 151).
Es muB fiir jedes # die Bezichung
cxsin(kx + k) = cx coskz singg + cx sinkz cospr = ax coskz + by sinkz
erfiillt sein; d. h. es st ax=cxsingk, br=crcos gz, also ak+ b} =c}(sin® gx +cos® pz) =c}
und ax/bx = tg @k.

1) Vgl. z. B.: Becker-Plaut-Runge: Anwendung der mathematischen Statistik auf Pro-
bleme der Massenfabrikation. Berlin 1930. — Daeves, K.: Prakt. GroBzahlforschung. Berlin
1933. — Kohlweiler, E.: Statistik im Dienste der Technik. Berlin 1931. — Lubberger, F.:
‘Wahrscheinlichkeit und Sct K Berlin 1937.
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4. Zur Berechnung der Fourierbeiwerte gelten die Formeln
27

1
4 =5 / f(x)dxz (mittlere Hohe des Kurvenzuges, S.74), (3)

27 7
4 = %f}‘(x) coskzdz, (4) by = —:;ff(x) sinkzde. (5

Beweis: Integnert man Gl. (1) in den Grenzen 0 bis 27, so folgt Gl. (3); multipliziert man
Gl (1) mit coskz bzw. sinkz und integriert in den Grenzen 0 bis 2, so folgt

27 27
jf(z) coskzdz = apw  und ff(x) sinkx dw = by;
0

denn es ist (s. 2. S.79) 2«

_0 fir m3En
COSMZ COSA T dz—n fir m=n=0
0
27 2x
. : _0 fir m3n?) i -
fsmmz smna:da;—n fir m=n=o0, fcosmx sinnz dz = 0.
0 0

5. Hat die Kurve eine Unstetigkeitsstelle (Sprung), d. h. ist
eﬁ-ino f(@ —¢) =g und Elgnof(xo + &) =g,
so liefert die Fouriersche Reihe als Funktionswert fiir # = z, den arithmeti-
schen Mittelwert 4 - (g; + go).

6. Die Beiwerte lassen sich bei bekanntem, formelm#Big gegebenem Gesetz
der Funktion y=f(z) nach den Formeln (3) bis (5) ausrechnen. Der Weg empfiehlt
sich auch dann nur, wenn die Integrale in einfacher Weise zu 16sen sind. Andern-
falls, insbesondere bei graphisch gegebenem Gesetz, bestimmt man die Beiwerte
instrumentell oder durch angeniherte Methoden rechnerisch.

Zur instrumentellen Auswertung dienen harmonische Analysatoren 2)
(Mader-Ott, Henrici-Coradi, Harvey-Amsler u. a.), bei denen (wie bei
den Funktionsplanimetern, S. 159) nach Umfahren der zu analysierenden Kurve
mit einem Fahrstift an einer MeBrolle der gesuchte Beiwert oder eine ihm pro-
portionale Zahl abgelesen werden kann.

7. Zur angeniherten rechnerischen Auswertung teilt man das Intervall O
bis 27 in 2m gleiche Teile und ersetzt die Integrale durch Summen unter
Anwendung der Trapezregel (S.157) mit der Streifenbreite 2m/2m = z/m.
Zum gleichen Ergebnis kommt man mit dem Satz vom Minimum der Fehler-
quadrate (s. u.).

Sind dann die einzelnen Ordinaten f(z,) =y,, (¢=0,1, 2, ..., 2m—1), ge-

geben, so wird
q—Zm—l

Ey, und mit %- nq kqn da xqzq-’%,
vg 0
¢g=2m-1 g=2m-1

1 kqn 1 . kqm
G =" E choqun ’ bk=; E VoS — -
=0 g=0

‘Wenn m durch zwei teilbar ist und wenn die Resultierende durch die gegebenen
Punkte hindurch gehen soll, so kommen in der Formel fiir a; nur die Werte 2 =1
bis 2 =m und in der fiir b; nur die Werte #=1 bis #=m — 1 in Frage.

) und m =n = 0.

3) W. Meyer zur Capellen: Mathematische Instrumente. Leipzig: Akadem.Verlagsges.
Becker u. Erler Kom.-Ges. 1941.
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Sind f(z) die gemessenen Werte und f,(z) die nach der Analyse berechneten, so muB nach
dem Satz vom Mlmmum der Fehlerquadrate 2[17(9') f(x)]* ein Minimum werden, d.h. es

1
i sefns o Z Urw) = /(@ =0 wd - Z Ur(2) — f(@)] =0,

woraus ebenfalls die vorstehenden Formeln folgen.

Ist m eine gerade Zahl und sind (s. o.) fiir & die Werte k=1 bis k=m bzw. k=m —1
gesetzt, so wird die Summe der Fehlerquadrate Null.

Die praktische Ausrechnung der Summen erfolgt am besten nach einem
Schema wie folgt:

Ist z. B. 2m =24, so wird ;z/m=15°; es sind die Ordinaten y, mit cos(kg-15°) bzw.
sin(kqg - 15°) zu multiplizieren und die Produkte dann in der angegebenen Weise zu addieren.
Diese Aufgabe kann durch das nachfolgende Schema fiir 2m =241) vereinfacht werden. Da
der sin durch den cos und die trigonometrischen Funktionen der Winkel in den hoheren Qua-
dranten durch die Funktionen der spitzen Winkel ausgedriickt werden konnen, bleiben als
Zahlenfaktoren neben 0 und 1 noch iibrig (abgesehen vom Vorzeichen) die cos von 15°, 30°,
45°, 60°, 75° SchlieBlich kénnen cos15° = cos(45°— 30°) und cos75°=cos(45° 4+ 30°) durch
die trigonometrischen Funktionen von 45° und 30° ausgedriickt werden. Damit bleiben als
einzige Zablenfaktoren (auBer der Null und abgesehen vom Vorzeichen) noch iibrig cos0°=1,
c0s30° = 0,866, cos45° = 0,707 und cos60°=4; die Anzahl der Multiplikationen ist damit
auf ein Minimum herabgedriickt. Multipliziert werden dann nur noch gewisse Summen und
Differenzen, die durch die nachfolgende Faltung bestimmt werden.

Dem Sch liegt als Zahlenbeispiel ein Tangentiaidruckdiagramm?), y = f(z), Fig. 150a,
S. 143, zugrunde, dessen Grundperiode auf 27 zuriickgefthrt ist und fiir das also aq, g, bis 4,5
und b, bis by, zu bestimmen sind.

a) Faltung:

- = - -
Yo bis ¥ra. o v ... || yo=— 885 | ¥ =—3000

Yes DiS Y15, . . | ¥2s = +1230 5| y=—2570 |

Summen v, bis v,, . n,,=— 885 v,=—17707 v —1780 v.=—1789 vy=—1790
Differcnzen w; bis wy, . || | Wy =—4230 | wa=—2980| wy=+1361 | w,=+3350

Y=+ 780

Ys=+ 270| yo=— 885\ y7=—204o‘ va—--2730

910\ yv__2228
e =+3740 | 315 =446
*) Forts, " 0] %1 Y1s + )
1130| v5=+1010| vo=42370
w =+2305 | wg= 0| w;=—2950 | ws=—06470| wy=—6950
J'xu=:2060 Yu=— 4290 Y13 =--885
=+7230 + 9
o) Forts, T H720| yu=t 9650
Vyo=-+5170| vy + 5260 u,...—885
Wy =—9290 | w;;=—14040 R
v bis v | — 885 —1770 ~1780 —1789 —1790 —1765 —1770
4y bis v, h — 885 +5260 +5170 +2370 +1010 —1130
Summen ‘7 | |
Po bis P I Po==—1770| p1=-+3490 | py=+3390 ps=+ 581 | py=— 780| ps=—2895| p¢=—1770
Differenzen |
gobis g5 | go= 0 §1=—7030| ¢2=—6950| ¢3=—4159| q4=—2800| gy=— 635|

w, bis w, - 4230| — 2980 | +1361 +3350 +2305] o
,, bis w, —14040| — 9290\ —6950 —6470 —2950
Summen

7y bis rg" | 7y =—18270 7,=—12270 r3=—5589| r(=—3120| ry=— 645| r¢=0
Differenzen | |

s; bis 55 [[s;=+4 9810{s,=+ 6310| s;=+8311| s5,=+49820| s§5=+5255

1) Vgl. Runge-Ko6nig: Numerisches Rechnen. — Vorgedruckte Schemata sind heraus-
gegeben von Zipperer: Tafeln zur harmonischen Analyse periodischer Kurven (1930); Tere-
besi: Rechenschablonen fiir harmonische Analyse und Synthese (1930); HuBmann: Rechne-
rische Verfahren zur harmonischen Analyse und Synthese (1938) (auch fiir 36 und 72 Ordinaten);
samtlich Berlin: Springer.

%) Aus H. Dubbel: Ol- und Gasmaschinen. Beriin: Springer.
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PObispy . ... . —1770 +3490 +3390 +581
pebisp, . . ... —1770 —2895 — 780
Summen J, bis Iy . . . .. . ly=—3540 L=+ 595 L =+42610 Ly=+581
Differenzen mg bis my . . . . me= 0 m, =+6385 me=+4170
s bissg . .. ... .. + 9810 + 6310 +8311
S5r St e e e e 0000 + 5255 + 9820
Summen #, bis ;. . . . ky =+15065 kyg=+16130 | ky=+8311
Differenzen #,, #y . . . . ny=+ 4555 fny=— 3510

In dem nunmehr folgenden Schema zur endgiiltigen Berechnung der Beiwerte sind die
eingetragenen Zahlen /,, 4, Iy, .. ., g1, g3 usw. jeweils mit dem vor der Reihe stehenden Faktor

zu multiplizieren, d. h. mit cos60°=1/2, cos45°=0,707,

€0s30°=0,866 (zur genaueren Aus-

wertung z. B. mit dem Rechenschieber zweckmiBig gleich 1—0,134 zu setzen) und mit cos0°=1.

b) Schema:

1/2 -l Ix My ky
0,866 my ky ™ iy
1,

1 PR e -h | m f ks
Sunme .. ......| I | I | I [ 1|1 11{1 Im| 1 |1
Summe I +1II. ... . 24 a, 12a, 1244 12 b, 121._
Differenz I —II . . . . 24 a1y 12a, 1245 12 by, 12&

1284 = Mo — My, 120 =k — ks
I II I II
0,707 '3} ' Ty s
Summe I +1II, . ... t h
Differenz I —II . . . . ty hy
1/2 G| h G |~h|—h|n b |1y
0,707 [ — —gs | 75 3 —Ts
0,866 @G| h —q| b ho| 1 b -7
7,

1 0] _q;‘ ty ' s | B _". L)
Summe ., . ... ... I |11 I II I II I I|1 II I II
Summe I 4+ II., . . 12 a, 124, 1245 12& 12ﬁ 12_@
Differenz I—1II . . . . || 128y 128, 128, 12 by 12by 125,

c) Auswertung flir das Zahlenbeispiel:
1/2 —1305 | +298 |+2085 + 7533
0,866 +5529 413969 43945 |— 3040
—3540| + 505| _
1 +2610| + 581 3540 581 V] + 8311
Summe | — 930| +1176 |—4845| —283 +15844| +13969
Summe
I4+1I 24& = 246 12ﬂ=—5128 122,_ =+7614 1221 = 429813 12£|.=+ 905
Differenz
I~ 11 || 248,y =—2106 | 1283 =—4562 | 1280 =—3444| 1251 =+ 1875 125, =+6985

12 g4 = 0 — 4170 = —4470,

i2b;- +15065 — 8311 = +6754.
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I II I II
0,707 —4970 | —449 | —12917| —456
I+1II b= —5419 b=—13373
I-11I 8= —4521 by = —12461
1/2 || —1400 | —2261 — 1400 [+2261|+ 6231 [—6135 — 6231 |—6135
0,707 —2940 +2940 +2940/— 3951 — 3951 + 3951
0,866 | —6019 | —4693 +6019 |—4693|—11 581 |—2702 — 11 851 |+2702
0 ’ —12270
1 [ 12800 |—4521| © o —12461 ° o
Summe || —7419 | —9894 |+2800 |—1581 |+4619 [+ 508 —9301 |—8837 |—16412 | —12270 [—14 131 |—3433
Summe .
I+ 1II || 128, =—17313| 124y =+1219 1245 = +5127 12& =—18138 12_b_.=—28682 12_l_v,_=—17564
Differenz|
I—1II | 128y =+ 2475 124, =+4381 |12a; = +4111 123,_,_= —464 | 12by= —4142 12&=—|0698

14
70000

4000,

6000,

Hiernach ergeben sich neben 4,=10 die folgenden Zahlen fiir die Beiwerte ax, bx, fiir die
Amplituden ck=]/a1"+bi und fiir die Phasenverschiebungen gz aus tg gz =ax/bx. Der Qua-

Fig. 150.

drant von ¢ folgt aus Fig.151 oder aus der darunterstehenden Tabelle.

i

Fig. 151.
ax b ’ Quadrant
+ + I
+ - II
— - III
— + v

k ay bx ck @)
1 —1443 —1512 | 223°
2 + 635 +2484 | 2565 15°
3 + 102 —2390 12392 177°
4 — 427 + 75 434 280°
5 + 427 —1464 11525 164°
6 — 348 + 563 663 328°
7 + 343 — 892 | 957 160°
8 — 380 + 582 695 327°
9 + 365 — 345 502 133°
10 - 287 + 156 327 299°
11 + 206 - 39 210 108°
12 - 88 0)%) (83)%) | (270°) %)

1) Auf volle Grad abgerundet.

1) Beim 24-Ordinatenschema wird b, =0, da simtliche Werte

sin (kg 15°) = sin(g - 180°) = 0.
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Wie auch das ,,Spektrum®, Fig.150b, fiir die Amplituden der einzeinen Harmonischen
zeigt, sind die angestrichenen Werte ¢z relativ groB, vielleicht noch ¢, ¢, und c,.

Beriicksichtigt man simtliche ermittelten Harmonischen, so geht die Resultierende der
einzelnen Schwingungen (ihre Konstruktion s. Sinuslinien S. 122) wieder durch die gegebenen
Punkte hindurch (s. o. S. 140). Beriicksichtigt man nur die in Fig. 150a eingetragenen Har-
monischen (¢, ¢, ¢, ¢5, ¢;), so erhilt man als Annaherung fiir f(z) die gestrichelt eingetragene
Resultierende

R(x) = 2090 * sin (z + 223°) + 2565 - sin (22 + 15°) - 2392 sin(3z + ‘l77°)
+ 1525 - sin(5z + 164°) + 957 - sin(7z + 160°) , 2 = 0 bis 360

Das angegebene Schema kann auch fiir 12 Ordinaten verwendet werden, wenn man diese
mit ¥, Y3, Y4, - - -, Y22 bezeichnet und alle Zahlen v, s, . . . mit ungeradem Zeiger, die Zahlen 4
und ¢ und die Beiwerte ay, fiir >>6, by fir k=6 gleich Null setzt. Als SchluBsumme erscheinen
dann die 12-fachen Werte von 4, bzw. a4 und die 6-fachen von den anderen Beiwerten.

Zur Synthese kann das vorstehende 24-Ordinatenschema ebenfalls benutzt werden: Statt
der Zahlen vy, v, ..., v;3 setzt man die Beiwerte a,, a;, ..., ;,, statt der Zahlen
®,, Wy, ..., @, die Werte by, by, ..., b;; ein. Im Endeérgebnis des Schemas erscheint dann
statt 24a, die Ordinate y,, statt 24a1, die Ordinate y,,. Bezeichnet man die im obigen
Schema mit 12a,, 124y, ... bezeichneten Summen nunmehr mit y/, ¥{, ... und die mit 124,,
12b,, ... bezeichneten Summen nunmehr mit ¥%,y%,..., so werden die noch fehlenden Ordinaten

=149 Ya=votYs vp=vit¥is Yes=¥{—s Y=Y~ ¥s Yoy =YY,
k=1,2, .., 11.

IX. Einfiihrung in die Nomographie.
Bearbeitet von Dr. V. Happach, Stettin.

_Die Nomographie benutzt als Hilfsmittel zur Ausfithrung numerischer Rech-
nungen die Zeichnung, und zwar:

1. Einzelkurven im (gewdhnlich rechtwinkligen) Koordinatensystem,

2. Kurvenscharen ,, » ”» ”» ,

3. Doppelskalen,

4. Fluchtlinientafeln.
Einzelkurven und Doppelskalen dienen zur graphischen Darstellung von Funk-
tionen mit nur zwei Veranderlichen, wihrend Kurvenscharen und Fluchtlinien-
tafeln zur Darstellung von Funktionen mit drei oder gelegentlich auch noch
mehr Verinderlichen Verwendung finden.

A. Einzelkurven im rechtwinkligen Koordinatensystem.
1. Zusammengesetzte Funktionen und Kurven.

Komplizierte funktionale Zusammenhinge stellt man gewéhnlich auf Grund
einer tabellarischen Berechnung zusammengehoriger Werte fiir # und y etwa
nach folgendem Schema dar:

Zu zeichnen sei y=04 sin2 (e —/2) fir x]".

z ‘ x— /2 ’ 2 (x— 7/2) ‘ sin2 (z — 7/2) y

0 —057 0 0,0
027 -0,37 -—06:1 —0,95 —0,38
0,4 7 —017 | —02m —0,588 —0,235
067 o1 x l 02 0,588 0,235
0,87 037 | 0,6 7 0,95 0,38

E1 0,57 | 4 0 0,0

Die Rechnung wird durch das vorbereitete Rechenschema von selbst weiter-
getrieben; man rechnet dabei die Spalten von oben nach unten durch. Fiir
die zeichnerische Darstellung von Interesse ist zum SchluB lediglich die erste
und die letzte Spalte.

Einen Vorteil beim Aufzeichnen zusammengesetzter Kurven bietet gelegent-
lich die Tatsache, da8 die Ordinaten der Kurve

¥ = f1®) + [,(x)
zusammengesetzt sein miissen aus den Ordinaten ¥, und y, der Einzelkurven, wobei

= f1(®@); yz=/2(x)-
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2. Verschiebung und Drehung der Kurven im Koordinatensystem.
Wenn y = f(x) eine gezeichnete Kurve gegeben ist, dann stellt die Gleichung
y —b = f(x) oder y = f(x) + b eine Kurve dar vom Charakter der gegebenen,
aber verschoben um b Einheiten in Richtung

der +Y-Achse;

y = f(x — a) ist alsdann eine Kurve ebenfalls vom Charakter
der gegebenen, aber um a Einheiten in Rich-
tung der -+X-Achse verschoben.

A f(x) oder y = af(x) ist eine Kurve vom Charakter der gegebenen;

a ihre Ordinaten sind aber bei denselben Ab-
szissen a-mal groBer als die der gegebenen Kurve.

Yy = f(£> ist eine Kurve vom Charakter der gegebenen,
@ aber mit a-mal vergréBerten Abszissen bei den

gleichen Ordinaten wie vorher.
Wenn endlich y = f(x) eine gezeichnete Kurve gegeben ist, und diese Kurve
wird um den Ursprung des Koordinatensystems um den Winkel ¢ gedreht, so
erhilt man die Gleichung der gedrehten Kurve, wenn man die urspriinglichen

Variablen « und y ersetzt durch

Zg=ysing +xcosgp ; y,=ycosp —zsing.

Die Gleichung der gedrehten Kurve lautet
somit Yo =1 (%)
oder

ycosp — &sing = f(ysing 4 z cosg).

In den vorstehenden Betrachtungen ist das
Achsenkreuz als feststehend, die Kurven als be-
weglich angenommen. Man kénnte umgekehrt
auch die Kurven als feststehend sich vorstellen
und das Achsenkreuz verschiebbar bzw. drehbar.

Beispiele: 1. Wie lautet die Gleichung der um +45°
gedrehten Hyperbel ;s _ y = at?

Es ist sing = cosg = § J/2; ferner

=1V2y +1V2z2; y.=}V5y—}V54’-

DleseWerte'ndlegegebene Gleichung fir zund y tzt,
ergibt nach einfacher Umformung d1e gesuchte Glelchung
Ty = a2 =

2. Fig. 152 zeigt die schrittweise Entwicklung der
Kurvg 9 =0,4 sin2 (x — 7/2) aus der einfachen Sinuslinie
y =sinz.

(IVANAW

o o5

y Us 2”@
l \_/ N_S=g4sin 2(z-%)

Fig. 152.

3. Umformung der Achsenteilungen.

Jede Kurve 148t sich im rechtwinkligen Koordinatensystem als gerade Linie
zeichnen, wenn die Koordinatenachsen nicht mehr ,regulir®, sondern ent-

sprechend ,,funktionell geteilt werden (s. unten).

fo)=af(@) +b

Die Kurve

(1)

wird zur geraden Linie in einem Koordinatensystem, dessen Ordinatenachse
funktionell nach f(y) und dessen Abszissenachse funktionell nach f(x) geteilt ist.
Die Achsenteilungen werden entweder analytisch oder graphisch umgeformt.

a) Die analytische Verstreckung von Kurven.

Um die Gleichung F=dn/4

auf die Normalform der Geraden zu bringen, kénnte man etwa setzen

1) =F; f(=)=d,

Taschenbuch fiir den Maschinenbau. 9. Aufl. I.

10
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und erhilt damit
: F = nj4 - (d?).

Diese Gleichung stellt eine Gerade dar in einem Koordinatensystem, deren

Ordinate regulir nach F und deren Abszisse quadratisch nach d? geteilt ist.

Der Tangenswert der Neigungswinkel der Geraden gegen die Abszisse ist

tgox = m[4, wenn fiir beide Achsen derselbe TeilungsmaBstab (s. unten) ver-

wendet wird (Fig. 153).

Eine andere Moglichkeit der analytischen Verstreckung besteht im vorliegen-
den Falle darin, daB man die vorgelegte Gleichung logarithmiert; sie geht da-
mit iiber in

IgF = 21gd + lgx/4.

5/;— % ~
w ¥ s EJJ.— 3’
E.W— E ‘1
20 5:
-
0 [l ! P! ! [
"2.;411.;'4? 7 & ¢ 2 3 Y4567
d,mm & mm
Fig. 153. Fig. 154.

Es ist dies die Gleichung einer Geraden in einem Koordinatensystem, dessen
Ordinate funktionell nach 1gF und dessen Abszisse nach lgd geteilt ist. Die
Gerade schneidet die Ordinatenachse im Punkte d = |8/« (Fig. 154). (Beziiglich
der Zeichnung der Funktionsskalen s. S. 148f.)

b) Graphische Verstreckung. Bei der graphischen Verstreckung von Kurven
geht man aus von einer beliebig angenommenen Geraden, die man — an sich
beliebig — in ein Achsenkreuz einzeichnet. Die Teilung der Achsen ist nun so
auszufiihren, daB jeweils zusammengehérige Abszissen- und Ordinatenwerte
durch die Gerade einander zugeordnet werden. Dabei ist die eine der Achsen-

" Y F d
1" | 2 00,00
Fa £ 10| 3,57

20 | 5,05

101 30| 6,18

40 | 7,14

[ | 0 8

PERERERER 0 7723567 ¢ 501 7.9
ad— a—
Fig. 155. Fig. 156.

teilung beliebig, wihrend die andere sich zwangliufig aus der vorgelegten Kurve
bzw. dem durch sie dargestellten Zusammenhang ergibt.

Den hier entwickelten Grundgedanken des Verfahrens erldutern die Fig. 155
und 156 an Hand des Beispiels

F=ad*.n/4

unter Benutzung der obenstehenden, fiir 4 = }(F) berechneten Zahlentafel.

Auch zwei Kurven konnen rein zeichnerisch genau verstreckt werden, wie
dies Fig. 157 zeigt.
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Y2

Man zeichnet zwei Gerade a’
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und b’, welche die gegebenen Kurven
a und b ersetzen sollen, in den gegen-
iiberliegenden Quadranten und findet
die Achsenteilungen des neuen Systems
auf Grund der Uberlegung, daB z. B.

‘\Vé’/’z&’/‘ﬂ/ﬂyfillfﬂ
»{r ale Ordlinaten

.,

a
gegebene Kurven

4

die Punkte 1 und 2, die im alten
System dieselbe Ordinate haben, auch
im neuen System gleiche Ordinaten

Yy
N

N

haben miissen (I’ und 2’). Dasselbe
gilt auch fiir die Abszissen z. B. der

Punkte 7 und 3 bzw. 1’ und 3’. neve Ordinate

7
I~

Die Brechpunkte der Konstruk-
tionsordinaten y,, y; usw. und Ab-
szissen ,, z; usw. liegen ihrerseits
auf Kurven (Verzerrungskurven), die

zur Interpolation einzelner Werte be-
nutzt werden kdnnen.

ewe Abszisse

< verzerrungsku

\(ﬁ"ﬁ e Absz

Ve

/ssen

Bei geeigneter Formgebung
der Verzerrungskurven kann

das Verfahren auch zur Ver-
streckung von Kurvenscharen
verwendet werden. (S. S. 154.)

Fig. 157.

B. Kurvenscharen.

1. Die Funktion mit drei Variablen als Kurvenschar.

Eine ebene Kurvenschar ergibt sich jeweils dann, wenn in der gegebenen
Gleichung drei Variable vorhanden sind. Die eine der Variablen kann auch

ein veridnderlicher Parameter sein.
Die Gleichung y =az + b

stellt zwei verschiedene Scharen von Geraden dar, je nachdem man @ oder b

als verinderlichen Parameter (s. oben) auffaBt. So zeigt
Fig. 158 die Geradenschar, welche die Gleichung
y=ax+b (b= Const),
Fig. 159 die Geradenschar, welche die Gleichung
y=ax+b (a= Const)
darstellt.
Die folgende Fig. 160 zeigt die Kurvenschar
xy =2.
Sie kann als Multiplikationstafel verwendet werden.
Durch Logarithmieren geht die letzte Gleichung

iiber in lgy = —lgz + lgz.

Fig. 158.

s
ZZ NN
- I\
= AN
/ / 1 %k
g% Ja 7 .%‘” !

1

&
Fig. 161.
10*
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Diese Gleichung stellt eine Schar von geraden Linien dar in einem rechtwinkligen
Koordinatensystem, dessen Ordinatenachse nach lgy und dessen Abszissenachse
nach Igz geteilt ist. Der Tangens des Neigungswinkels ist —1; d. h. die Geraden
sind um 135° gegen die Abszissenachse geneigt (Fig. 161).

2. Funktionen mit mehr als drei Variablen.

Auch Zusammenhinge mit mehr als drei Variablen konnen dargestellt
werden. Man erhdlt in diesem Falle mehrere Kurvenscharen in einem und
demselben Quadranten, was allerdings die Ubersichtlichkeit und den Gebrauch
solcher Tafeln stark beeintréchtigt.

Ein Beispiel hierfiir gibt Fig. 162, die das Schema eines Nomogramms zur
Bestimmung des Durchmessers d einer auf Biegung und Drehung beanspruchten
Welle zeigt (nach v. Dobbeler). Es ist nach Abschnitt ,,Festigkeitslehre*:

d_]/” M, [035+065 V1+(°‘° Md)].

Die Tafel ist eine Netztafel mit Kreisscharen; auf der unteren Waagerechten
sind die Drehmomente, auf der linken Senkrechten die Biegungsmomente in
arithmetischer Teilung aufgetragen, wahrend

My a2 das Anstrengungsverhiltnis «, und die zu-
7000 ===~ _ L Hy=500 lissigen Biegungsspannungen durch Strahlen

aus dem linken Eckpunkt beriicksichtigt
75000 sind. Man geht auf dem Kreise durch M,

auf der unteren waagerechten Teilung bis
zu dem Strahle ¢y, von dort senkrecht nach

a=%2 < oben bis zur Waagerechten durch M, und
S verfolgt den Kreis durch diesen Schnittpunkt
Fig. 162. 2 bis zum Strahle %;, dann schneidet die Senk-

rechte durch den Schnittpunkt des Kreises
mit dem Strahle %, auf der oberen waagerechten Teilung den gesuchten Durch-
messer ab. Die nach dem Verfahren der fluchtrechten Punkte entworfenen
Rechentafeln (s. S. 150 u.f.) filhren zu erheblich iibersichtlicheren Losungen.

C. Doppelskalen und Funktionsleitern.

1. Einteilung der Doppelskalen.
Alle Funktionen, die sich im rechtwinkligen Koordinatensystem als Einzel-
kurve darstellen lassen, kénnen auch als sog. Doppelskalen oder ,,Funktions-
leitern‘* gezeichnet werden. So 1dBt sich zeichnen

Yy =2z als ,regulire”, arith- y = z?
Yy =azx metische oder lineare y = az? als ,,quadratische** Skala,
y=a$+b Skala, y=azg+b

y = lgx als ,logarithmische Skala,
y = afx + b als hyperbolische oder ,,projektive* Skala.

2. Das Auftragen der Doppelskalen,

Doppelskalen werden entweder an Hand von Tabellen punktweise gezeichnet
oder man konstruiert sie geometrisch. Bei transzendenten Zusammenhingen —
z.B. y = tgz; y =gz usw. — kommt nur das zuerst genannte Verfahren in
Frage; doch auch bei algebraischen Zusammenhingen wird man dieses der geo-
metrischen Konstruktion vorziehen, vor allem wenn bereits eine Zahlentafel
vorhanden ist — z. B. bei quadratischen und kubischen Zusammenhingen —;
zum mindesten wird man die Hauptpunkte der Skala durch Rechnung fest-
legen und nur die Zwischenpunkte nach einem — evtl. geniherten! — graphi-
schen Verfahren einschalten.
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Von den vielen algebraischen Zusammenhingen, die sich geometrisch kon-
struieren lassen, sei hier lediglich ein einziger erwahnt, nimlich die Beziehung

_ah@ +b
cfylx) + a’
die sich als sog. projektive Skala zeichnen 1a8t, wenn
(@ = fo(2) oder fy(@) = 0.

Der Gang der Konstruktion, den die Sitze der projektiven Geometrie begriinden?),
ist folgender:

1. Berechne 3, besser 4 oder 5 zusammengehorige Wertepaare, darunter die
Extremwerte.

2. Zeichne eine Gerade als Skalentriger fiir y; trage darauf die berechneten
Funktionswerte ¥ in dem vorgeschriebenen oder beliebig gewahlten reguliren
MaBstab auf.

3. Lege durch einen dieser y-Punkte eine beliebig geneigte Gerade, die nach
f(x) durchlaufend geteilt wird, und zwar so, daB im Schnittpunkt der beiden
Teilungen die einander zugeordneten x- und y-Werte angeschrieben stehen.

4. Verbinde die iibrigen einander zugeordneten Werte der beiden Skalen durch
Gerade: Sie schneiden sich simtlich in demselben Punkt P, dem Pol (Fig.163).

5. Ziehe die Polstrahlen durch alle iibrigen Punkte der f(z)-Teilung; sie
ergeben die ihnen zugeordneten y-Punkte.

(2)

regulire 7eijg. fir y
4 2 @ 4y
gt (o faagig
! lf B 6 x
BN / Funkfions-Tlg.
\ 3 ;5) ®  [fbezifert nach x
® N\

%
Fig. 163. Fig. 164.

Hiernach ist Fig. 164 gezeichnet. Sie zeigt eine Ardometerteilung, die der
Gleichung lom = 21,5 (1/7 —1)

entspricht. Der Pol wurde auf Grund der nebenstehend berechneten Werte-
paare gefunden. —_—

Die regulire Teilung fiir ¥ ist als iiberfliissig nicht mit-
gezeichnet worden. Der Fall, daB die regulire Skala fiir y
nicht benétigt und daher nicht mitgezeichnet wird, ist iibrigens
recht hdufig; die bekannteste derartiger ,,Funktionsleitern*
ist die logarithmische Teilung des Rechenschiebers; sie entspricht
der Gleichung

y = Clgz.

Gewdchnlich sind bei den Funktionsleitern an Stelle der tatsichlich dar-
gestellten Funktionswerte die Argumente angegeben.

Die projektive Teilung wird auch mit Vorteil zur Interpolation gegebener
Funktionsleitern benutzt.

1) S. z.B. bei Pirani: a.a. 0.
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3. Der Teilungsmodul.
Hat man zwei Skalen f; und f, mit den Teilungsmoduln m, und m, — z. B.

my:my = 3:2 —, so bedeutet dies, daB die Einheit der abhingigen Variablen
bei der Skala f; die Lange m; (etwa m; = 3 mm) und bei der Skala f, die Lange m,
(etwa m, = 2 mm) hat.

Beispiel: Es seien die Skalen y = 2z und y = 2*, und zwar beide fiir das Intervall z]}°°

zu zeichnen; beide Skalen sollen je 100 mm lang werden. Das Verhaltnis ihrer Teilungsmoduln
berechnet sich dann wie folgt:

a) y = 2z nimmt fir = 100 den Wert 200 an.
200 Einheiten sollen demnach 100 mm lang gezeichnet werden,
1 Einheit wird mithin 100/200 = 0,5 mm lang zu zeichnen sein.
b) y = 2* gibt fiir z = 100 den Wert 10*.
10000 Einheiten sollen hier als Linge von 100 mm gezeichnet werden,
1 Einheit wire demnach 100/10000 = 0,01 mm lang zu zeichnen.
Die Teilungsmoduln beider Skalen verhalten sich somit wie

m,/my = 0,5/0,01 = 50/1 = 500/10 usw.

D. Fluchtlinientafeln.

. Zusammenhang zwischen rechtwinkligen und Parallelkoordinaten.

s,Fluchtrecht nernt man drei Punkte, wenn sie in einer Geraden liegen.
Die Funktion # = f(z, y) 148t sich in einem reguldren rechtwinkligen Koordi-

natensystem als Kurvenschar, in einem solchen mit entsprechend funktionell
geteilten Achsen als Schar gerader Linien darstellen. Jede Schar gerader

L7
4

Linien wieder 148t sich im sog. Parallel-

zwischen den beiden anderen. Den Zusammenhang

b z koordinatensystem durch drei Skalen
8 so darstellen, daB jeweils drei zusammen-
gehorige Werte auf derselben Geraden
4 liegen (== Nomogramm nach der Methode
8 % , der fluchtrechten Punkte = Fluchtlinien-
4" tafel).
0/ Im Parallelkoordinatensystem ent-
sprechen der - bezw. y-Achse des recht-
Y 7 winkligen Systems die parallelen, gewthn-
lich mit % und v bezeichneten gradlinigen
Fig. 165. Fig. 166. Skalentriger; der Skalentriger fiir 2

verlduft geradlinig oder auch als Kurve

7
zwischen der Darstellung einer Funktion mit drei Z’__ - 2'7
Variablen einmal im rechtwinkligen und dann im 1 - 28
Parallelkoordinatensystem zeigen die Fig. 165 P -2
u. 166. Fiir beide Figuren gilt E Lo

0B/oB = 04/44’, e [
] -2

af—: Lo

1 L »

% [ [ » 2 - 17
aj X é‘% 0 *}»’ y %z ] L w
24 \ ] =
A V / &5 -
2 Vi a4V / A ] [ o
7 | A A w 2
i Y4089, ] 7
;;_ \), // 4 - EJ 7
Z [ T 3
i 6 2 ra d B X ‘WT‘#&J_@Z; e

Fig. 167. Fig. 168.
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d.h. eine Gerade des rechtwinkligen Systems wird im Parallelkoordinaten-
system durch einen Punkt, die Schar durch eine Linie (Skala) dargestellt.
Damit ist die Moglichkeit gegeben, jede Schar gerader Linien im rechtwinkligen
Koordinatensystem in eine Fluchtlinientafel mit duBeren geraden und parallelen
Skalentrigern rein empirisch umzuzeichnen (empirische Nomogramme).

Beispiel: Enlund bestimmte auf empirischem Wege die AbhAugxgkelt des spezmschen
vom K

Wldersta.ndos emer geharteten und einer mcht geharteten Stal
Die 11 seiner Ergeb in kar hen Koordinaten zeigt Fig. 167, das

hiernach empmsch entwickelte Nomogramm veranschaulicht Fig. 168,

2. Fluchtlinientafeln flir fx) + fo) = f(2) .
Ist der exakte Zusammenhang zwischen drei Variablen bzw. deren Funk-
tionen bekannt und 148t er sich auf die Form bringen

- foy+ofy=ctay+4, (3)
so 1aBt sich hierfiir eine Fluchtlinientafel nach folgendem Schema entwerfen
(Fig. 169):

1. Annahme der Teilungsmoduln p, und g, an sich beliebig, jedoch so, daB
die fiir # bzw. y vorgeschriebenen Intervalle ausreichend groB und deutlich
dargestellt werden konnen; Berechnung des dritten Teilungsmoduls u, zu

My = Uy :uy/(I‘z + uy) . @4 u w v
2. Berechnung des Abstandsverhiltnisses der n
drei Skalentriger zu ? iz ?m‘” 9™y
8y/8y = piyfua. (5)
Zeichnung der drei Skalentriger in diesem Abstands- 2
verhiltnis. !
Fig. 169.

3. Multiplikation der einzelnen Funktionen der
Gleichung (3) mit den zugeordneten Teilungsmoduln, so daB8 die Gleichung
iibergeht in
aphatey+ b pyfoy =cp.fo + dp, (62)
oder durch Ausmultiplizieren m, fq, + m,fy, = m,f,+ C. (6b)
4. Zeichnung der Funktionsskalen:
u-Achse: f(x) mit dem Teilungsmodul m, ,
- 1) » » » m,,
w- ,, f® 5, . » m,.

Negative Vorzeichen erfordern Auftragen der Skalen in entgegengesetzter
Richtung; die Konstante C hat lediglich eine Verschiebung der mittelsten Skala
zur Folge; ein Punkt der z-Skala wird am besten berechnet und danach festgelegt.

Im iibrigen trifft man die Anordnung der Teilungen so, daB die Rechentafel
etwa ebenso lang wie hoch wird.

Beispiel: Es sei eine Fluchtlinientafel ﬂ\t R= d'—t.lz fir ¢=0,0175; l]lOOOm
3,0 m; 7 o
und d]o 05m e n ™ entwerfen. Man erhalt fir _/Z =0,0223 und somit -
7T

lgR = 1gl — 21gd + 1g0,0223 oder lgl — 2lgd = IgR + C.

Damit hat der gegebene Zusammenhang die Form der Gleichung (3).
11 1
1. Man wihle = =1, i = _ 1
w: Bz =ty dann ist u, TriT32
2. 8y/d3=1/1; d.h. 8,=0,; der Skalentrager fiir R befindet sich genau in der Mitte zwischen
dem fiir / und dem fiir d.

3. 1.lgl—1.2.1gd=41gR+ C’ oder 1:lgl—2.1gd =}lgR+C".
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Es ist also zu zeichnen
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a) Skalentrager fir l logarithmisch in positiver Richtung mit dem Teilungsmodul m, = 1,

b) » ” » » Degativer ,, T ” mi=2,
<) » ”» R: » »» positiver » » » ” mr=4}.
d,mm Um einen Punkt der R-Skala
méa 2 — 403  zu bestimmen, berechne man
3 00004~ - qo4 1 = Ra*/0,0223
500 3 % E 405 etwafir R=1; d=1; damit wird
PR w5 XA 1 =1/0,0223 = 44,3,
E 500 F 4w 4. h. verbindet man die Punkte
700 —3 %_: = 4 =1 und } = 44,8 durch eine Ge-
2 3 E rade, so schneidet diese den s-Skalen-
E wE triger im Punkte R = 1. Von diesem
3 i Punkte ausgehend kann alsdann die
2 E E R-Skala gezeichnet werden.
0 —3 2 Das fertige Nomogramm zeigt
5 E 4}- = — stark verkleinert — Fig. 170.
2 3 az- 2 3. Fluchtlinientafeln
P N mit krummlinigen
E /g%— - Skalentrdgern.
#3 e E Die Gleichung
”‘é i his+hos+ws=0, (7)
47— Fig. 170. in welcher

f1 = eine Funktion der ersten Variablen,
fo = eine Funktion der zweiten Variablen,
f3» @3 und y,; = verschiedene Funktionen

einer dritten Variablen

bedeuten, 148t sich in Form einer Fluchtlinientafel darstellen, wenn (Fig. 171)
1. die u-Achse des Parallelkoordinatensystems funk-
tionell nach f,,
2. die v-Achse funktionell nach f, geteilt wird und
3. die Koordinaten des mittleren Skalentrigers den
Gleichungen

=5%m—/a@, _ Ml
¢ Csy + fspis ® @31+ f3 e ©
entsprechen.
Es bedeutet darin:
8 = —0A = 0B (= halbe Linge der &-Achse),
Fig. 171. py = Teilungsmodul fiir f; (#-Achse), beliebig zu wahlen,
o = ”» 2 fa (”'AChse); 2 ” ”

Beispiel: Die Normalform der quadratischen Gleichung 2* + a4z + b = 0 hat die Form
der Gleichung (7), wenn man schreibt: b + az + 2* =0.
Es ist alsdann h=2b; fs=1;

1= 4; @3 =a; py = 2t
Auf der u-Achse ist also b aufzutragen mit u = 1, auf der v-Achse ist a4 aufzutragen. Auch fiir
die a-Teilung wird man, wenn kein besonderer Grund vorliegt, den Teilungsmodul sy=
wiahlen. Damit ergibt sich

E=3 -1 _ =
z + 1 Ky
Die Ordinaten 7 brauchen nicht einzeln berechnet zu werden; man kann sie vielmehr einfach
konstruieren wie folgt. Fir b = 0 geht die gegebene Gleichung iiber in
2+ az=0; z=—a.

Das bedeutet: Verbindet man den Punkt b = 0 folgeweise mit den Punkten ¢ = —1, —2, —3
usw., so schneiden die Verbindungsgeraden die Ordinaten # jeweils in den Punkten des mittleren
Skalentragers, die den Werten z = 1, 2, 3 usw. zugeordnet sind. Das hiernach entworfene
Nomogramm zeigt Fig. 172. Danach hat die Gleichung

2+ 42—-12=0

(= projektive Teilung!),

die Wurzeln

=42; z3~—06.
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Auch fiir eine groBe Zahl anderer Zusammenhinge sind Fluchtlinientafeln
erdacht worden, so fiir fyfy = f3; 1/f; + 1/fo = 1/f; usw. Ferner besteht die
Moglichkeit, auch mehr als

752 drei Variable nach den hier
7 behandelten Verfahren nomo-

2] graphisch darzustellen.

= 4. Fluchtlinientafeln fiir

mehr als drei Variable.
F Sind mehr als drei Variable
vorhanden, so fithrt man als
Bindeglied zwischen je zwei

»

-m—f f—-m

-15—5 E—-I.‘F

-

25 -5
Fig. 172. Fig. 173.

Variablen Hilfsfunktionen f,, fs, usw. ein, fir welche nur die (geradlinigen)
Skalentréger, nicht aber deren Teilungen gezeichnet zu werden brauchen.

Ist beispielsweise die Gleichung fu) + fu + fy + fiy +fy =0 als
Rechentafel darzustellen, so geht man schrittweise vor, indem Dbeispielsweise
gesetzt wird: f, + fi + fzy; = 0 und zunichst diese Rechentafel zeichnet.

Alsdann setzt man weiter: fm,) + fu + fim, = O und.zeichnet unter Be-
nutzung des im ersten Berechnungsgange gefundenen Skalentrigers fiir H; auch
dieses Nomogramm; daran schlieBt sich endlich die dritte Rechentafel fiir

fay + foy + fo = 0.

Auf diese Weise konnen Rechentafeln fiir beliebig viele Verinderliche entworfen
werden; die grundsitzliche Anordnung der Skalentriger und der Auswertungs-
geraden zeigt Fig. 173.

Durch geeignete Wahl der Kopplungsfunktionen, ferner durch Verwendung
eines Skalentrégers fiir zwei Variable und #hnliche Kunstgriffe lassen sich die
Rechentafeln oftmals iiberraschend einfach gestalten,

Beispiel: Wallichs und Dabringhaus haben in der Z. VDI 1930 eine graphische Tafel

zur Bestimmung der Schnittgeschwindigkeit vy, (m/min) eines Werkstoffs gegebener Festig-
keit op (kg/mm?) aus der Spantiefe ¢ (mm) und dem Vorschub s (mm/U) veréffentlicht.

Aus dieser Tafel sind die nebenstehend zu-

sammengestellten Zahlenwerte entnommen. H ist ¢ s H H | op | Yso
eine HilfsgroBe, welche die Variablen ¢ und s =
einerseits, o 5 und v, andererseits miteinander ver- 1 0,5 o o] 30 -
bindet (= Kopplungsfunktion). 1 2 4 [ 50 60
1 4 6 4] 100 26
In Fig. 174 sind nun die Werte dieser Zahlen- 2 0,8 1 4 30 80
tafel in zwei rechtwinkligen KS. dargestellt, wel- 2 2 5 4 | 30 40
chen die nach der HilfsgréBe H regulir geteilte 2| 4 7 4 ‘ 100 17
Abszisse gemeinsam ist. Es ergeben sich zwei
Scharen von Geraden, die unmittelbar unter Ver- 8 1 05 3 5 | 30 48
wendung der gefundenen Teilungen fiir vgy und ¢ 8 2 7 5 | 50 34
in die Rechentafel Fig. 174 umgezeichnet wurde. 8 | 4 9 5 100 15
Die in die Fig. 174 u. 175 eingezeichneten Geraden 16 0,5 4 8 30 70
dienen zur Berechnung von v, fiir ¢=15; s=1,5; 16 2 8 8 50 20
op=>57. Ergebnis: v=29 m/min. 16 4 | 10 8 [ 100 -
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mm / 117 5. Umzeichnung gegebener

we v A A Kurvenscharen in Leitertafeln.
r [ ” “‘)/ // V4 // Derartige Umzeichnungen kommen
34 <, A 9 3 vor allem dann in Frage, wenn es sich
RN ) \ um die Auswertung von Versuchser-
3 2—4&6\ 2 gebnissen handelt, fiir welche der mathe-

<,
'

P

T \I
W

- _g
35

~

matische Zusammenhang entweder nicht

v =
it s
L1 1

. s
mﬂ 7 2 E 4 5 6 [
H —
Fig. 174. Fig. 175.
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niedrigster Befriebsaruck Fig. 176.

bekannt ist (vgl. Fig. 167 u. 174) oder zu verwickelt ist, um ihn zeichnerisch auf
einfache Weise darzustellen. Man formt die Kurvenschar nach 4, Abschn. 3b
in eine Schar von Geraden um, und diese wieder in eine Leitertafel gemiB D, -
Abschn. 1. Fiir die Verstreckung der Kurven kann es dabei von Vorteil sein,
Argument und Funktionswerte zu vertauschen.
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Beispiel: ata

Die Kurventafel der Fig. 176 ist 7
einer Arbeit von Walther: ,Ver- Z%—
wandlung von Kurventafeln in Leiter- —
tafeln (Z. VDI 1937 Nr. 39) ent- n
nommen. In folgenden Arbeitsgangen
ist die Tafel in ein Nomogramm um-
gewandelt worden: 7|

1. Wahl der Geraden 1 und 3 als  750— - J
Basis fiir die Ableitung der Teilungen .
fiir die Achsen des neuen Koordi-
natensystems.

2. Entwicklung der Verzerrungs-
kurven; im Beispiel wird wegen der -
gewihlten Parallelitit der Geraden 1 75|
und 3 die Verzerrungskurve fiir die
Ordinaten eine Gerade; der Charakter
der Teilung fiir die Ordinate bleibt so- T
mit unverandert. 1

. Besti r Abszi
teilung mit Hilfe der Verzerrungs- -1
kurve fiir die Abszisse.

4. Umzeich der gefund
Geradenschar in eine Leitertafel durch 1
Ubernahme der neuen Achsenteilun- B
gen als AuBenleitern und punktweise 1
Konstruktion der mittleren Skala aus 20—
einer der beiden Darstellungen.

Das hiernach gefertigte Nomo-
gramm zeigt Fig.177. —

Die Genauigkeit, mit der Fig. 177.
eine Fluchtlinientafel eine Rech-
nung auszufithren gestattet, liegt bei 0,5 vH.

Als Begriinder der ,,Methode der fluchtrechten Punkte* gilt der Franzose
d’Ocagne (1895). Eine ausgezeichnete Einfithrung in das Gebiet gab Pirani:
Graphische Darstellung in Wissenschaft und Technik (Samml. Gdschen Bd. 728).

o
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X. Zeichnerische und rechnerische Veriahren der
praktischen Mathematik.

Bearbeitet von Dr.-Ing. W. Meyer zur Capellen, VDI, Aachen.

1. Interpolation. Eine Kurve y = f(x), deren Gesetz oder von der n -+ 1
Punkte bekannt sind oder die aufgezeichnet vorliegt, soll durch eine durch » + 1
Punkte hindurchgehende Parabel n-ter Ordnung

y*=ay+ g, + a2 + - +a, "
dargestellt werden. Sind
Po(zg;v0)s  Prlmi;v)s  «oo; Pul@eya)

diese Punkte, so kann nach der Interpolationsformel von Newton geschrieben
werden

y* =do + 4;(x — zg) + Ay(x — %) (x — )
+A3($“‘xo)(x—xl)(x_x2)+“‘
+An(x—xo)(z—xl)(x—zz)"'(x_xn-ﬂ-

Die Beiwerte 4., 4;, ..., 4, lassen sich nach dem folgenden Schema be-
rechnen:

Zo , Yo =4,

L1 "1 ay =4,

o b2 as by = 4,

g Vs ag by c3 = A,

Ty Ya a4 b, Cq dy =4,
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— a, —a b, — b,
Hierin ist a, = 22— 20 p =2 T"% o 28 T"% yw. 4 b jeder
Tp — Zg Tp— Ty Ty — Xy
Ausdruck ist gleich der Differenz des entsprechenden Gliedes der vorher-
gehenden Spalte gegen das erste Glied derselben Spalte, dividiert durch die
zugehorige Abszissendifferenz.
Beispiel: Ein Schwingungsvorgang zeige das in Fig. 178 wiedergegebene Zeit-Weg-Dia-
gramm. Die Kurve soll durch eine Parabel vierter Ordnung ersetzt werden.
Die gewidhlten finf Punkte der Kurve haben die Koordinaten:
Py (0;0); Py(5;12,2); Py(12;02); Py(16; —2,4); P, (20;0).
Es ergibt sich daher das folgende Schema:

0 0
5 12,2 2,44
12 0,2 0,0167 — 0,3462
16 | -2,4 —0,15 —0,2355 + 0,02768
20 0 0 —0,1627 + 0,02294 — 0,001186

tsprechend lautet die Gleich der Parabel vierter Ordnung, wenn # in sek die Zeit
s* in cm der Weg ist:
s*= 042,44t — 0,3462¢(t — 5) + 0,02768 ¢ (¢ — 5)(:— 12) — 0,001186#(¢ —5) (¢ — 12) (¢ — 16)
—-6971!— 1,2105 # + 0,06682 #* — 0,001136 ¢4,

s

cm

74+

A P

w- AN

8k N\ Gegetene Kurve

61 /) \Parabe/

4-// N

2 N A A,
oo N e,
Ypgrzsvs v R 0 ek
-2 < =

4l

—6[ Fig. 178.

Trigt man die Kurve ¥* mit ¥ = f(z) zusammen in ein Koordinatensystem
zur Priifung der Anndherung, und sind dann die Abweichungen zu gro8, so kann
ein weiterer Punkt eingeschaltet und das Schema fiir die Werte A um eine
Zeile vermehrt werden.

Wird im Beispiel noch ein Punkt Py(z;; ¥;) hinzugenommen, der den Beiwert A4; liefert,
so wird s** = s* 4 A¢(t — 5)(t — 12)(t — 16) (¢ — 20)

Ersetzt die Parabel die gegebene Kurve geniigend genau, so kann man durch
Differenzieren die erste und zweite Ableitung gewinnen.

Im Beispiel folgt damit fiir Geschwindigkeit und Beschleunig
v = ‘Z— = 6,971 — 2,4210 ¢ + 0,20046 £* — 0,004744 £ ,
b* = 7‘— = —2,4210 + 0,40092 ¢ — 0,014232 £,

2. Ermittlung des Polynoms
y@) =ay+a;x + agx®+ .- + a2
fiir einen bestimmten Wert x.
a) Rechnerisches Verfahren von Horner:

ay [P ay_2 e G @ )
+a,z | +b,_yx| .- + bz + bz + b2
Summe: a, by_y b,_s ees by ‘ b, by = y(x)

In der dritten Reihe steht die Summe der Glieder der beiden ersten Reihen,
es ist also b, _, = a4, _, + a, x usw. Man stellt  auf dem Rechenschieber ein
und kann die Werte der zweiten Reihe ohne Anderung der Einstellung ablesen,
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Beispiel: Der Wert s* = 6,971 ¢ — 1,2105 i + 0,06682 > — 0,001186 #¢ (siehe 1.) soll fir
¢t = 2 berechnet werden.

—0,001186 | +0,06682 | — 1,2105 6,971 0
—0,00237 | +01280 | — 2,163 + 9,616
—0,001186 | +0,06445 | — 1,086 | + 4808 | 9616

b) Zeichnerisches Verfahren von Segner. Man trigt auf der y-Achse

(Fig. 179) als Strecken die Beiwerte
Od4y=ay, Agydy=ay,, A 4d3=0a,, -+ A, A, =a,

auf, positiv nach oben, negativ nach unten. In Fig. 179 ist # = 3, die Vorzeichen
sind angedeutet. Ziehe die Parallelen (x) und (1) zur Ordinatenachse im Ab-
stand z und 1, ziehe ferner 4, E, waagerecht, wobei alle Punkte E auf (1) liegen.
Die Gerade 4,,_, E, liefert den Punkt P,, der wie alle Punkte P auf () liegt.
Die Waagerechte durch P, liefert 4, _,, mit dem das Verfahren zu wiederholen
ist. Man erhalt schlieBlich P, durch den Linienzug E,4,, PyE;, E;4,. Dann
hat P, den gesuchten Abstand y(x)

2 x) (7 von der «-Achse. In der Zeichnung
4, wurde ermittelt
y =02 4 0,0z + 0,522 — 0,2523
4 & fiir x = 0,55.
2] % g
2
/7
pe 7 72
4 3
%
a; ’
¢ B S L III L l 1 L1 1
2
Fig. 179. Fig. 180.

Sind die Beiwerte zu gro8, so konnen sie in anderem MaBstab als z, d. h. im Ma8-
stab von ¥ aufgetragen werden.

Da die Konstruktion ungenau wird, wenn #>>1, weil die Geraden 4 E iiber (1) hinaus zu
verlangern sind, benutzt man dann statt (1) eine Parallele zur y-Achse im Abstand e>>1 (z. B.
=10, 20, ...), wobei ¢ nicht kleiner ist als der groBte in Frage kommende Wert z.

Auf der y-Achse hat man dann die Strecken

Ody=a,, AyAy=c¢ea,, Aid;=c¢cay, ... Ap_1A4y=cra,
abzutragen.

3. Flicheninhalt. a) Man zerlegt das Flichenstiick (Fig. 180) durch senk-
rechte Linien in Streifen, die man nach dem AugenmaB in Rechtecke verwandelt.
Hierzu muB man in jedem Streifen zwei waagerechte Linien so ziehen, daB die
durch Schraffieren hervorgehobenen Flichen in-

baltsgleich _werden. Zeichnet man die Fliche ¥} g /NQN
auf Millimeterpapier, so kann man Breite und 7] \@n
Hohe der einzelnen Rechtecke ohne weiteres
ablesen.

b) Unterteilt man die gegebene Kurve Yo| Y1} ¥ Yerp Yerg 1Y

(Fig. 181) in 2% Parallelstreifen von gleicher
Breite 4, indem man in gleichen Abstinden Par-

allele zur y-Achse zieht, welche die Kurve in den hoieh <Al
Punkten Py (z, ¥o), Py (€1, ¥1)s -+« Pyn(@an, Var) =

schneiden, so wird, wenn man die Kurve durch Zzn

das Sehnenpolygon Py P, ... P,, ersetzt: Fig. 181.

F~T=h(&’ *yin) (Trapezformel). (S. auch
~ 2 ThEnt et Yt Bd. 11, S. 82.)
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Zieht man in Py, Py, ... Py, ; Tangenten und ersetzt den Kurventeil
PyP,P, durch das von den Ordinaten y, und y, abgeschnittene Stiick der
Tangente in P; usw., so wird der Inhalt

FaU=2h(y;+ 93+ -+ ¥3a-1) (Tangentenformel).
Ein besserer Niherungswert ergibt sich, wenn das Kurvenstiick zwischen drei
aufeinanderfolgenden Punkten durch eine allgemeine Parabel dritter Ordnung
ersetzt wird; es ist

2T+U &
Frs=21 0 b 20t 49+ 200+ o 4900t + 700

3 3 (Simpsonsche Regel.)

Die Simpsonsche Regel gibt also genaue Werte, wenn

y = ay + oz + a32® + ayad.

0,20000
0,79 803

Die Giite der Anniherung zeige die Berechnung der Fliche unter der Kurve y =0,2/(1 + 2%
inden Grenzen =0 und z=1 (Fig. 182) nach den drei Formeln. Die Kurve wurde in 2n=10 Teile
geteilt, so daB A=0,1 ist.

z ¥y Trapezformel Tangentenformel | Simpsonsche Regel
0,0 0,20000 0,10000 ceeeees 1 0,20000
0,1 0,19802 0,19802 0,19802 4 0,79208
0,2 0,19231 0,49231 | ... .o 2 0,38462
0,3 0,18349 0,18349 0,18349 4 0,73396
0,4 0,17241 0,17241 cresees 2 0,34482
0,5 0,16000 0,16 000 0,16000 4 0,64000
0,6 0,14 706 0,14 706 RN 2 0,29412
0,7 0,13423 0,13423 0,13423 4 0,53692
0,8 0,12195 0,12195 ceee 2 0,24390
0,9 0,11050 0,11050 0,11050 4 0,44200
1,0 0,10000 0,05000 | @ ...... . 1 0,10000
= 1,56997 0,78624 4,71242
F = 0,1+1,56997 0,2:0,78624 034’ . 4,71242
= 0,156997 = 0,157248 = 0,157081

Der genaue Wert ist arc 9° =0,1570796... Der Fehler betragt bei der Trapezformel
0,5 vT, bei der Tangentenformel ivT bei der Simpsonschen Regel nur 0,01 vT.

4. Zeichnerische Integration. a) Tangentenverfahren. Man nimmt auf
der zu integrierenden Kurve in beliebigen Abstinden eine Reihe von Punkten
P, P,,... an (Fig. 183), unter denen sich Maximum, Minimum und der
Schnittpunkt mit der z-Achse befinden sollen, zieht durch diese Punkte die Par-
allelen zur z-Achse und schaltet zwischen sie die y-Parallelen N,, N, ... so ein,
daB die in Fig. 183 schraffierten Flichen inhaltsgleich werden. Diese Parallelen
bringen bei der so entstehenden treppenférmigen Kurve den Flichenausgleich
hervor. Ist(Q; senkrecht iiber P; der Punkt, durch den die Integralkurve hin-
durchgehen soll, so zieht man durch die waagerechten Stufen der Treppenkurve
Parallele zur z-Achse, welche die y-Achse in den Punkten 1, 2, ... schneiden.
Man nimmt nun den Pol P im Punkt ,,—1‘ der #-Achse an, zieht die Strahlen
P1, P2, ... und zu diesen, in Q; beginnend, die Parallelen Q;1’ || P1, 1'2’|| P2,
..., wobei die Punkte 1/,2/,... auf den durch Ny, N,, ... gezogenen Senk-
rechten liegen. Man erhilt so ein Tangentenpolygon der gesuchten Integralkurve;
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die Beriihrungspunkte Q;,Q,, ... liegen senkrecht iiber P;, Py, ... und sind
bei genauem Flichenausgleich genaue Punkte der Integralkurve.
Ist der Polabstand O Pnicht 1,sondern gleichp cm, soist der Flicheninhalt unter
.. P, gleich der Differenz der Ordinaten von Q, und Q, mal dem Abstand p.
Sind allgemein die MaBstibe derart, daB auf der z-Achse 1 cm = « Einheiten E,, auf
der Achse fir y=/(z) 1 cm = Einheiten E, und auf der Achse fiir Y=fy dz 1 cm= y Ein-
heiten E; bedeuten, so gilt mit dem Polabstand OP=p cm: y=afp, wobei E; =E,-E,.
Durch die Wahl von p kann
die Ausdehnung der Integral-
kurve nach oben und unten ¥
geregelt werden.
b) Seilpolygon. Istaus
" = f(x) die zweite Inte-
gralkurve y=/ff(x)dzdx
zu ermitteln, so kann man
das unter a) beschriebene
Verfahren zweimal anwen-
den. Da aber die elastische
R s . N
Linie eines; Tragers mit \
gleichbleibendem  Quer- U bl "
schnitt, abgesehen vom 3 ﬁ s %
MaBstabe, die zweite Inte-
gralkurve zur Momenten- PREEEN g yl)=Vim)
linie ist (S. 363), so kann Fig. 183.
auch das dort geschilderte
Verfahren zur zweifachen Integration benutzt werden (Fig. 46, S. 364). Dieser
Weg ist nur bei wenig gekriimmten Kurven y =f(x) zu wihlen, da sonst die
Schwerpunkte der Flichenstreifen nicht genau zu bestimmen sind.
5. Instrumentelle Integration!). Zur Ermittlung des bestimmten Integrals
3

/ ¥ («) dz dienen Grundplanimeter oder Planimeter erster Ordnung; zur Ermitt-

s 4

TN

1\\ [~
n

%)
SRS

iE!

L3

lung von f y(x)dx, dem unbestimmten Integral, durch Ablesung an einer MeB-

rolle d1enen Integrimeter (Ott), zum Aufzeichnen der Integralkurve Y (z) = f y(x
Grundintegraphen.

Zur Auswertung von Integralen der Form I = fy"dz worin y f(x),
dienen Potenzplanimeter und kénnen als solche auch zur Bestimmung von stati-
schen Momenten, daher Schwerpunkten, von Trigheitsmomenten, Rauminhalten
u. a. m. verwendet werden. Zur Auswertung von Integralen der Form

Zg
f @[/ ()] dx dienen Funktionsplanimeter.
z;
6. Zeichnerische Differentiation. a) Tangentein einem Kurvenpunkt P
(Fig. 184). Diese kann nach AugenmaB gefunden werden. Oder: Von den Schnitt-
punkten by, by, ... der Kurve mit den durch P gezogenen Strahlen aus trigt

P
& 5 E
3 o 55 Z
4 £ 8 & my
Fig. 184. Fig. 185.

man auf diesen die beliebige, aber unverinderliche Strecke bl_c1 = chg nach der
gleichen Seite ab. Der Kreis um P mit der gleichen Strecke trifft die durch
€y, Cy, . .. gezogene Kurve in ¢. Dann ist Pc die gesuchte Tangente.

1) Siehe Anm. 2, S. 140.
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b) Tangente gegebener Richtung (Fig. 185). Nach AugenmaB zu zeichnen,
oder man zieht parallel zur gegebenen Richtung mehrere Sehnen s, s,, ...,
halbiert diese und verbindet ihre Mittelpunkte m;, m,, . .. durch eine Kurve.
Diese schneidet die gegebene Kurve im gesuchten Kurvenpunkt.

c) Instrumentelle Hilfsmittel sind: das Spiegellineal (Spiegelebene senk-
recht zur Zeichenebene), das die Normale liefert, das Derivimeter nach Ott mit

Visolettlupen oder der Derivator
4 nach Harbou mit Prismen.

d) Differentialkurve
(Fig. 186). Man zieht nach a) oder
b) oder c) an die Kurve y = f(z)
mehrere Tangenten in den Punkten
P,, P,,...und durch den Pol P im
Punkte ,,—1* der z-Achse hierzu

die Parallelen (Fig. 35, S.71). Die
Waagerechten durch ihre Schnitt-
punkte 1,2, ... mit der y-Achse
schneiden die Lotrechten durch
P,, P,,... in den Punkten @,
Qs, . .. der gesuchten Differential-
Fig. 186. kurve 9’ = f’(z). Die Senkrechten
durch die Schnittpunkte 1/, 2/, ...
der Tangenten miissen bei der Differentialkurve nach 4. den in Fig. 186 durch
Schraffur angedeuteten Flichenausgleich hervorbringen. Dementsprechend ist
die Differentialkurve durch die Punkte Q;, Q, ... hindurchzulegen.

Sind allgemein die MaBstibe derart, daB auf der x-Achse 1 cm = « Ein-
heiten E;, auf der Achse fiir y = f(z) 1 cm = f Einheiten E, und auf der Achse
fiir ” 1 cm = y Einheiten E, bedeuten, so gilt mit dem Polabstand OP = $ cm:
y = Blap, wobei E; = E,/E,. Durch entsprechende Wahl von p vermeidet man
zu steile oder zu flache Differentialkurven.

XI. Flachen~ und Korperberechnung.

Bearbeitet von Professor H. Dubbel, Berlin.

A. Umfinge und Fléicheninhalte ebener Figuren.

1. Dreieck (Fig.187).
Seiten a, b, ¢; Winkel «, f§, p; Hoéhen h,, h,, h,; Mittellinien m,, m,,
mg; 25 = a,+ b+ ¢; 20 =m, + my, + m,.
1 2 .
Feliah, =Lab sy LSmA-siny
2 2 2sinx

abce
=27¥sinqsinfsiny = T

B y

[0 4
= p%ctg — - ctg— . ctg =
grete o r ey ey

=Vs(s — a) (s — b) (s — ¢)
=8 1/6(8 —m,) (8 —my) (8 — m) =g 5.

1a. Rechtwinkliges Dreieck. @, b Katheten, ¢ Hypotenuse. « der a gegen-
iiberliegende Winkel.

F=1,ab="1,actgax = 1, b tgox = 1/, sin2cx; a®+4 b2 =c2.
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2. Viereck (Fig. 188). Diagonalen D; und D,, Hohen auf Dy: %, und hy;
Winkel zwischen den Diagonalen ¢.

F==1/y« Dy« (hy + hy) =?[y Dy + Dy sing.
2a. Trapez. a, b parallele Seiten, » Hohe, m Par-

. ; a+b
allele zu ¢ und b in halber Hohe = —
F=1h-(@a+b)=m-h. F=1,D,Dysmg.
2b. Parallelogramm, Rechteck. a Grundlinie,

h Hohe
F=—a-+h

2c. Rhombus. Seiten a; Winkel y. F=a?siny =1/,D, D,.
3. Vieleck. Zerlegung in Dreiecke oder
Berechnung aus den Koordinaden 2%,
23%g ... der n Eckpunkte, bezogen auf ein
beliebiges, rechtwinkliges Achsenkreuz ergibt:
F=13{@yy — 2,93
+ @Yy — 23¥s) + (4Ys — T3yg) + - -+
4 @ Yn-1—Tn1Vn) + (@Y — 2, ¥1)}. Fig. 188.
3a. RegelmiBiges Vieleck (n-Eck). Seitenlinge @, Umkreis r, In-

kreis o, halber Zentriwinkel ¢, Umfang U, Fliche F.
Der Winkel des Vielecks ist 180° — 2¢°.
. 180°

== a=2)r* — o2 =2rsing =20 tgp;

U=n.a=2nrsing =2nptgep;
F=1natctgp="1,nrsin2p =npltggp.
4. Kreis. Halbmesser r, Durchmesser d, Umfang U.
U=2ar=ad; F=art=1,7d*=1/,Ud=0,785398164%.
4a. Kreisring. R &uBerer, r innerer Halbmesser, D &auBerer, d innerer
Durchmesser, ¢ mittlerer Halbmesser, 8 Ringbreite.
F=gR?*— ) =1 a(D? — @) =2m-0.4.
4b. KreisabschnittF, und Kreis-
ausschnitt F,. Zentriwinkel ¢° im

GradmaB, ¢ im BogenmaB, b Bogen-
linge, s Sehnenlinge (Fig. 189).

1 @°. @ .
e
1= " 500 sin @
_rb—9+s-h
= PR
1 @°m .1t 1
Fo= —bpr="1—_——— = 2
2 2 r 3600 2(’”1
p°n p°n
= th=-"——.r.
?= 180° 180° "

4c. Kreisringstiick:

p°n ¢°m
F="7 g2 _ 42— 08 =qep-5.
360° ¢ ) =g "ed=¢-e-$
5. Parabel, Ellipse, Hyperbel s. Analyti¥che Geometrie.
Uber Flichenbestimmung vgl. S.157.

Taschenbuch fir den Maschinenbau, 9. Aufl. I. 1




162 Mathematik. — Flichen- und Korperberechnung.

B. Oberflichen und Rauminhalte von Korpern.
V Rauminhalt, M Mantelfiiche, O Oberfliche.
1. Prisma. Grundfliche G, Héhe 4 ; V=G-h.
1a. Wirfel. Kante a. V=a®; O=6a%; Diag. d=a}3.
1b. RechtwinkligesParallelepiped: Kantena,b,c;V=a-.b-¢,
Diagonale d=]/a"‘ + 02+ % O=2(ab+ac+bo).
1 c. Schief abgeschnittenes 3 seitiges Prisma: Die 3 parallelen Kanten
a, b, ¢; Normalschnitt N; V =15(a + b 4 ¢)- N; s. auch 1d.
1d.Schief abgeschnittenes beliebiges Prisma: Verbindungs-
linie der Schwerpunkte der beiden Grundflichen 7, Normal-
schnitt N, so wird V = N . 1.

2. Zylinder. Grundfiiche G, Hohe & .
V 7= G + h: Mantelfliche = Umfang des Normalschnitts x Mantel-
linjienlange.
2a. Gerader Kreiszylinder. Halbmesser der Grundfliche R.
Héhe 4.
V=n.R*.h, M=2aR-h, O=2aR(R+ k).
2b. Gerader Kreiszylinder, schief abgeschnitten. GroBte
und kleinste Mantellinie @ und b .
b
V=nR’-%, M=nR(a+b).

2c. Zylinderhuf. (Fig. 190.)
FC=a, AC=BC=b,
£ FMB = ¢ im BogenmaB.

£
A h
\ V=g, (PBR -0 +3R @~ Rig},
ma=MB=R M=2"
Fig 190. a
Wenn C mit M zusammenfillt (FC=AC=BC=a=»b=R):
V=%yR*.h, M=2Rh.

2d. Hohlzylinder. R &uBerer, r innerer, ¢ mittlerer Halbmesser;
Wandstirke d = R — r, Héhe 5.

V=a-h(R2—t)=a.-h-sQR—s)=n-h-s@r+s)=2a0-h-s.
3. Pyramide, Kegel. Grundfliche G, Hohe 5. V=14G-h.
3a. Abgestumpfte Pyramide: Grundflichen G und g, Hohe 5.
=Yk (G+g+1G-g).
3b. Kreiskegel: Halbmesser der Grundfliche R, Héhe 4.
V=1aR®. h; M=aRYR*+ i=naR.s (s= Mantellinie).

3c. Abgestumpfter Kreiskegel: r Halbmesser der oberen, R der
unteren Grundfliche, 4 Hohe.

o=R+4r, =R —r, s=})h + 8%,

1 2 2 he o @d®
V=§nh(R +Rr+r)=z 7 +—3—); Mantel: M =mn+.06.s.

N L

R
[(a — R) ¢ + b].
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4, Kugel. Halbmesser R, Durchmesser D.

V =4/,7n R® = 4,18879 - R® = 1/6 = D? = 0,5236 D%,
0—4aRP=3V/R; R=0,620351-JV.

4a. Kugelabschnitt, Kalotte. (Fig.191.) Kugelhalbmesser R, Hohe
des Abschnittes s, Halbmesser seiner Grundfliche a=}4(2 R — k).

V=nh®(R — h[3)=1/6 - xh(3a% + A?),
Kappe: M =2aRk=umx(a®+ h?).

4b. Kugelzone, Kugelschicht. (Fig. 192.) Halbmesser der End-

flichen @ und b.

V=¥(3a2+3b2+h2), M=2zR.h,
» . a2 — b2 — p2\2
R2=a‘+<~ 2% ), a>b.
Ist a=R, so gilt: V=um+h (R — h%[3).

———

e Tb
i //\’/
¢
Qb Q; 7
\\\ ’ /

S ——

Fig. 191. Fig. 192. PFig. 193.

4c. Kugelausschnitt. (Fig. 193.)
V=2/;nR?. h=2,0944 - R%. h, O=aR@2h+ a).
4d. Kugelkeil, Kugdlzweieck. ¢ der Winkel zwischen den beiden
groBten Kreisen.
V =0,0116355 - ¢° - R3, M = 0,034907 - ¢° « R2.
4e. Kugeldreieck. &° sphirischer ExzeB, d. h. UberschuB der Win«
kelsumme iiber 180°.
80
= 180°
5. Korper mit eiliptischen und parabolischen Querschnitten.
S5a. Ellipsoid. Halbachsen ¢, b, c.
V=*%fmn.a.b-c.
Sb. Umdrehungsellipsoid.
24 Drehachse: V=4[g.7-a.b2,
2b Drehachse: V = 4/3 emea.b.
5c. Umdrehungsparaboloid. Hohe A, Halbmesser der Grund-
fliche R.

«x R? =0,0175 s° R2.

V=1,.7.-R2h=1,5711 R%. h.
5d. Abgestumpftes Umdrehungsparaboloid. Héhe A, Halb-
messer der Grundflichen 7 und r.
V=1ym. (R2 4+ 1% h.
Se. Kiibel, Bottich. (Fig. 194.) Endflichen Ellip-

sen mit den Halbachsen 4, b und a,, b
Hohe 4.

P
V=%{(2a +a) b+ (24, + @) b},

e

Fig. 194.
11%
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5f. FaB. Bodenhalbmesser r, Halbmesser am Spund R, Linge
(Hohe) &.
Bei Annahme parabolischer Dauben ist genau:
V=0,838-%(2R?+ Ry + 0,75 +?);
bel Annahme kreisférmiger Dauben ist angenihert:
V=1,05-4%(2R2 4 ¢%).

6. Umdrehungsflichen und -korper. Sétze von Guldin,

6a. Guldinsche Regel fiir Umdrehungsflichen: Rotiert eine ebene Kurve
um eine in der Ebene liegende Achse, welche die Kurve nicht schneidet, so ist
v die von der Kurve beschriebene Fliche
gleich dem Produkt aus der Linge
/ \} der Kurve und dem Weg ihres Schwer-
/ N punktes. Es ist (Fig. 195)

/ Y=ftx) dF =2n.2.ds;

F =2n f x-ds.
X «.ds ist das statische Moment des

0 Kurvenelementes d s bezogen auf die
T dx Y-Achse; / x+ds ist die Summe
Fig. 195. der statischen Momente der Kurven-

teilchen, bezogen auf die Y-Achse.
Da die Summe der statischen Momente der einzelnen Teile gleich dem statischen
Moment des Ganzen ist, so wird

Sz-ds=s.g,,
wobei x, der Abstand des Schwerpunktes der erzeugenden Kurve von der Dreh-
achse ist; demnach ist
F=2nf:z: cds=27T,+S.

2, ist gleich dem Umfang des Kreises mit dem Schwerpunktabstand z, der
Kurvenlinge s als Radius.

6b. Guldinsche Regel fiir Rotationskdrper: Rotiert eine ebene Fliche um
eine in ihrer Ebene liegende, sie nicht schneidende Achse, so ist das von dem
Flichenstiick beschriebene Volumen
gleich dem Produkt aus dem Inhalt
der Fliche und dem Weg ihres
Schwerpunktes.

Es ist (Fig. 196)
dV=dF.z.-2n; dF=y.dx;
dV=2n.2.y.dz;
V=2=x f zy-.dzx.
z.y.dx ist das statische Moment
des Flichenelements y - dz in Be-
ziehung auf die Y-Achse; fxy -dx
also die Summe der statischen Momente der Flichenteilchen, bezogen auf die-
selbe Achse. Da diese Summe gleich dem statischen Moment der ganzen Fliche
sein muB, so wird

fzy-dz=F~zo;
demnach
V=2n/zydx=2uzo - F.
2mx, ist gleich dem Umfang des Kreises mit dem Schwerpunktabstand z, der
erzeugenden Fliche F als Radius.



Mechanik.
I. Statik starrer Korper.

Bearbeitet von Dipl.-Ing. Rich. Hinchen, Berlin.

A. Zusammensetzung und Zerlegung von Kriften. —
(Gleichgewichtsbedingungen.
1. Die Kriifte greifen an einem Punkt (Massenpunkt) an.
a) Krifte in der Ebene.
1. Zusammensetzung zweler Krifte (Satz vom Krifteparallelogramm).
Die Mittelkraft oder Resultierende R zweier im Punkt 4, Fig. 1, angreifenden
Krifte B, und %, ist die Diagonale des aus den beiden Kriften gebildeten Par-

allelogramms.
In vektorieller Schreibweise (s. auch S. 128) ist:

5R=531+S—Bz=$2+$1' 0

Ist p der Winkel, den P, und ‘B, miteinander bilden (Fig. 1), so ist rech-
nerisch: _

R=VP?+ P: 4+ 2P P,-cosy. 2

2. Zerlegung einer Kraft ;¢ nach zwei gegebenen Richtungen. Sind I
und II (Fig. 1) diese Richtungen, so trage man R als 0 — 2, Fig. 2, der GroBe
und Richtung nach auf. Die Par-
allelen zu den Wirkungslinien er-

4 7, % 2 R g
ben die Seitenkraft d ,: = B 7
geben die Seitenkrd e P; und B, ‘l% s/ 7%
(Fig. 2). pp = 7 7R
2

Zerlegung kann auch mit P, ’ .
beginnen (Fig. 3). In vektorieller Fig. 1 bis 3.

Schreibweise ist P =R — %2; By =R —P,. 3)
Das Zerlegen einer Kraft in der Ebene nach mehr als zwei Richtungen ist
unendlich vieldeutig, d. h. statisch unbestimmt,
3. Gleichgewicht dreier Kriifte. Drei in einem Punkt 4, Fig. 4, angreifende
Krifte B, bis B, sind im Gleichgewicht, wenn ijhre Resultierende gleich Null ist.

R=P,+ P+ Py =0. @)

Fig. 4. a Fig. 5. a

Zeichnerisch erhilt man cin Kriftedreieck, Fig. 4 a, in dem alle Pfeile gleich-
sinnig sind.

4. Zusammensetzung beliebig vieler Krifte (Kriftesumme). a) Zeichne-
rische Lésung. Am Punktd, Fig. 5, greifen die Krifte §B; bis P, an (Lageplan),
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Setze %, und P zur Resultierenden Ry —, Fig. 5a, und hierauf %, _, und B,
Resulti den R, _ ;. DieZi tzung von R, _, und P, liefert die Resultierende %

;‘;rr Kréftegruppe.
Die Krifte 3, bis P, ergeben aneinander gereiht das Krafteck oder den
Kriftezug 0 bis 4, Fig. 5a. Die Verbindungslinie 0 — £ stellt die GroBe der
gesuchten Resultierenden R dar, deren Richtungssinn dem der Teilkrifte ent-
gegengesetzt ist.
In vektorieller Schreibweise ist fiir # Krafte:

m=%+$z+...+$n=$$t- (5)

&4+
E( b) Rechnerische (analytische) Lésung.
&> AN y Trage die Krifte, z. B. P, bis P, von O aus-
ff e\, gehend in ein Koordinatensystem, Fig.6, ein.
LUt g 3; V4 Positive Richtung der z-Achse nach rechts,
t é’“% +Z  der y-Achse nach oben.
Allgemein ist:
- X =P-cosx; Y =P-sing. (6)
Fig. 6. Diese GroBen sind die Projektionen der
Krifte auf die - bzw. y-Achse (Projektionssatz).
Fiir die Krafte 8, bis §,, Fig.6, Ist unter Berticksichtf des Richtungssi des
Koordinatensystems:

P, +cosa; + Pycosay — Py cosay— Py cosa,= X, + X, — X;— X;
SX =X+ Xy~ X3— X,= Ry.
Py-sina; — Pysinay— Pysinay+ P sina, =Y, — Y, — Y+ Y,
3Y=Y,—-Y,— Y+ Y,=R,.
Allgemein ist:
ZX=R,; XY=R,; R=VRE+R); cosa,=RJ/R. (7

5. Gleichgewicht beliebig vieler Kridfte. a) Zeichnerische Gleich-
gewichtsbedingung. Beliebig viele, an einem Punkt 4, Fig. 7, wirkende
Krifte sind im Gleichgewicht, wenn ihre Resultierende verschwindet. Der

Kriftezug, Fig. 7a, muB geschlossen und
alle Kraftpfeile miissen gleichsinnig sein.

b
s b) Rechnerische Gleichgewichts-
7 bedingungen:
PBr %) 4 gung .
ZX = Picosox; = 0;
3 PBe 1
3 @®)
Fig. 7. Fig. 7a. ZY = 3 P;sing; =0.
1

Satz: Die Summe aller waagerechten und die Summe aller senkrechten
Komponenten der Krafte B, bis B, muB gleich Null' sein.

b) Kriifte im Raum.

1. Wahre (absolute) GroBe eimes Vektors. Ein im Raum befindlicher
Vektor (eine ,gerichtete GroBe*) § ist durch seine Projektionen S’ (GrundriB),
B (AufriB) und P’ (SeitenriB) gegeben. Zur eindeutigen Bestimmung geniigen
zwei Projektionen, z. B. Auf- und Grundri8, Fig. 8.

Bestimmung der wahren GréB8e von $ mit Hilfe der darstellenden Geometrie.

a) Hohe k= 0"->2"”, Aufri8 Fig. 8, im GrundriB als 2> 2 (in der GrundriBebene um-
geklappt) auftragen und Punkt 2 mit I’ verbinden. Die Hypotenuse 1’ > 2 des rechtwinkligen
Dreiecks ist die wahre GroéBe von .

b) GrundriBprojektion $B’, Fig.9, um 1’ parallel zur AufriBebene nach 1’— 3’ drehen.
Verbindungslinie 1’ > 3’ im AufriB ergibt ebenfalls die wahre Gré8e von P.

Verfahren sind in gleicher Weise im Auf- und SeitenriB durchfiihrbar.
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2. Zusammensetzung dreier Krifte. Drei im Raum nach Fig. 10 an einem
Punkt 4 angreifende, nicht in einer Ebene liegende Krifte B, bis B, werden

Fig. 8 u. 9. Fig. 10.

durch zweimalige Anwendung des Satzes vom Krifteparallelogramm (s. S. 165)
zu einer Resultierenden vereinigt.

Bilde die Resultierende R; _ ¢ der in einer Ebene liegenden Krifte P, und $,. R;_ 2 und
Bs liegen ebenfalls in einer Ebene und werden zu § vereinigt. % ist die Diagonale des aus den
drei Kriften gebildeten Parallelepipeds.

In vektorieller Schreibweise ist:

R=P,+B.+Ps. 9)

3. Zerlegung einer Kraft nach drei nicht in einer Ebene liegenden Wir-
kungslinien. Das Zerlegen einer Kraft R nach den Wirkungslinien I bis III,
Fig. 10, die mit R einen gemeinsamen Schnittpunkt 4 haben, geschieht in um-
gekehrter Weise wie oben durch Aufzeichnen des Parallelepipeds.

Durchfijhrung am besten zeichnerisch im Grund- und Aufri8 mit Hilfe der
darstellenden Geometrie, Fig. 11.

Die in die Richtungen I bis 3 zu zerlegende Kraft § ist durch ihre Projek-
tionen B’ und PB” gegeben.

Bringe die Wirkungslinie von §§ mit der GrundriBebene zum DurchstoB, wobei D’ und D"
die Projektionen des DurchstoBpunktes sind. Die Verlingerung von B’D’ ist die Horizontalspur
der Ebene 4 BD. Sie schneidet die Horizontalspur C’D’ der Ebene ACD in E’. AE bzw. L
ist die Schnittlinie der beiden Ebenen. Sie dient als Culmannsche Gerade (s. S. 169 unter 3)
und erméglicht die Zerlegung von P
nach den Richtungen 1 und L. Alsdann
zerlege man die Zwischenresultierende
Sz nach den Richtungen 2 und 3.

Zerlegung von 9 ist im Grund- und
Aufri8 mit den gegebenen Projektionen
auszufiihren (Fig. 11a und b).

Bestimmung der wahren GroBe
der gefundenen Krifte S; bis S;
und von B nach Fig. 11¢ und den
Angaben unter 1. S. 166.

Anwendung dieser Zerlegungs-
aufgabe bei dreibeinigen Bock-
geriisten, Derrickkranen u. a.

Beispiel: Ein dreibeiniges Bock-
gerilist (Fig. 12) mit der Hoéhe h, den
Neigungswinkeln «, # und y der Streben
trigt an der Spitze einen Flaschenzug
mit der Tragkraft Q. Die Stabkrafte S,
bis S, sind zu bestimmen.

Bringe 4’ B’ mit C’D’ bef E’ zum
Schnitt, dann ist 4 E die Culmannsche
Gerade L. Zerlege Q im AufriB nach
den Richtungen 1” und 2” (L”). Da
die Strebe I parallel zur AufriBebene
liegt, Ist S/ =S, dle wahre GroBejder
Stabkraft von 1, Fig. 12a.
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Mache im GrundriB C’4,=C"4, so ist 4,C’D’ die wahre GréBe des in die GrundriB-
ebene umgeklappten Dreiecks A’C’D’. Da L ebenfalls parallel zur AufriBebene liegt, so ist
S7 =Sy die wahre GroBe der Zwischenresultierenden. Die Zerlegung von Sz, nach den Rich-
tungen 4,C’ und 4,D’ im GrundriB ergibt die wahren GroBen der Stabkrifte S; und S;, Fig. 12b.

Alle drei Stabkrifte sind Druckkrifte.

2. Die Kriifte greifen in mehreren Punkten einer Ebene an
(Ebene Kriftegruppen).

1. Gleichgewicht zweier Kriifte. Zwei in den Punkten 4 und B einer
Ebene angreifende Krifte sind im Gleichgewicht, wenn sie dieselbe Wirkungs-
linie, die gleiche GroBe, aber entgegengesetzte Richtung haben.

Im Punkt 4, Fig. 13, wirke die Kraft 8. Fiigt man bei B auf der Wirkungs-
linie von A4 zwei gleich groBe, aber entgegengesetzt gerichtete Krifte S und —P
hinzu, so heben sich die durch zwei Striche gekennzeichneten Krifte auf. Die
Kraft % ist also vom Punkt 4 nach Punkt B verschoben.

Satz: An einer starren Scheibe (oder einem starren Korper) darf eine Kraft
lings ihrer Wirkungslinie beliebig verschoben werden (Verschiebungssatz).

Eine Kraft P, die an eine Wirkungslinie gebunden
ist und deren Angriffspunkt lings dieser Wirkungslinie
gleichgiiltig ist, wird als linienfliichtiger Vektor be-
zeichnet.

2. Gleichgewicht dreier Krifte. In den Punk-
ten 4, B und C greifen die Krifte B, B, und P,
an, Fig. 14.

Verlangere die Wirkungslinien I und I von §, und R,
bis zum Schnittpunkt D. Verschiebe die Krafte ¥, und P,
nach D und bilde aus jhnen die Resultierende $; _2.

Die Kriftegruppe P, bis P; ist im Gleich-
gewicht, wenn R, _, der Kraft P, gleich, aber ent-
gegengesetzt gerichtet ist.

Fig. 15. Satz: Drei nicht parallele Krifte sind im
Gleichgewicht, wenn sich ihre Wirkungslinien in
einem Punkt schneiden und die Pfeile des Kraftecks, Fig. 14a, gleichsinnig sind.

Beispiel: Ein Wanddrehkran, Fig. 15, ist bel I in einem unteren Langs- und Querlager und
bei I1 in einem oberen Querlager drehbar. Die Auslegerstiitzkrifte sind zeichnerisch zu bestimmen.
Denkt man sich das obere Lager (bei II) entfernt und bei I einen Drehpunkt, so mu8 bei I
eme waagerechte Kraft H, angebracht werden, deren Richtungslinie sich mit der von Q in IIT
t. Die Verbind linie I - III ist die Wirkungslinie der unteren Stiitzkraft P,. Die
GréBe von H; und P, werden durch Aufzeichnen des Kraftecks nach Fig. 15a erhalten.
Die Stiitzkraft P, 148t sich in ¥ und H, zerlegen.
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3. Zerlegung einer Kraft 8 nach drei sich nicht in einem Punkt schnei-
denden Richtungen. I, IT und III, Fig. 16, seien die Wirkungslinien der ge-
suchten Komponenten.

Bringe je zwei Wirkungslinien 0 von 8 und I, sowie IT und III zum Schnitt und lege durch
die Schoittpunkte 4 und B die Gerade }—1 (die sog. Culmannsche Gerade). Zerlege B mit
Hilfe des Kraftedreiecks 4 (Fig. 16a) in die Komponente %3, und die Hilfsresultierende L, wobei
der Pfeil der Resultierenden denen der Komponenten entgegengesetzt ist. Die Zerlegung von L
nach den Richtungen IT und III (Kraftedrejeck B) liefert die Komponenten 93, und B,.

Fig. 17. a

P 8

Die Zerlegung einer Kraft in mehr als drei Teilkrifte ist statisch unbestimmt.

4. Gleichgewicht von vier Kriften. Kehrt man die Richtungen der
Krifte B, bis B, in Fig. 16 um, so sind sie mit der Richtung von P (Kraftezug
in Fig. 17a) gleichsinnig, d.h. P und P, bis Py sind im Gleichgewicht.

Mit Hilfe der Culmannschen Geraden ! — [/, Fig. 17, kann man daher
eine Kraft B mit den Kraften §B; bis B, deren Wirkungslinien I bis III gegeben
sind, ins Gleichgewicht bringen.

5. Statisches Moment. — Parallelverschiebung einer Kraft. Das statische
Moment einer Kraft B, Fig. 18, bezogen auf den Pol (Drehachse) O, ist

M = aP [cmkg], wobei a | P ist. (10)

Das Moment ist positiv, wenn es links dreht (positiv im mathematischen Dreh-
sinn), sonst negativ.

: Der Wert eines Momentes 148t sich, seinem Vorzeichen entsprechend, als

Vektor senkrecht zur Bildebene darstellen. Ist das Moment positiv, so weist

sein Pfeil von der Bildebene nach oben (Fig. 18), sonst nach unten (Fig. 19 u. 22).

m —
+ 2 ¢ B B
4 e +L
'l
-
Fig. 18.  Fig. 19. %-!U!

Ein Moment ist ein freier (planarer) Vektor, der in seiner Richtung und
parallel dazu verschiebbar ist.

Verschiebt man eine Kraft § um die Strecke -}/ (Fig. 20), so entsteht das

Moment  gp — 1 B; M= || =1 |B|-sin XIP = aP. (1)
Damit die Wirkung der Kraft dieselbe bleibt, ist beim Parallelverschieben
ein Moment I} =—1I.P = —af hinzuzufiigen.

