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Vorwort zur neunten Auflage. 
Bei der Bearbeitung dieses Taschenbuches wareu die folgenden Erwiigungen 

maBgebend: 
Mathematik und Mechanik, diese beiden wichtigsten Grundlagen der wissen

schaftlichen Ingenieurausbildung, sind in eingehender, besonders die Elemente 
beriicksichtigender Form dargestellt. Diese Behandlung ent~pricht den Bediirf
nissen der Praxis, die meist nur eine allerdings griindliche Beherrschung der 
Elemente erfordert. Eine Beschriinkung erschien auch deshalb angebracht, weil 
bei LOsung schwierigerer Aufgaben nicht die knappen Angaben eines Taschen
buches, sondern griiBere Sonderwerke zu Rate gezogen werden. 

In der S triim ungslehrewerden die Druckverluste in Leitungen, die hydrau
lischen Messungen sowie der Tragfliigel und die Luftschraube, in der Wiirme
lehre der Warmeiibergang, die Berechnung der spezifischen Wiirmen nach 
Jus t i sowie das i-x-Diagramm eingehend dargestellt. Ein besonderer Abschnitt 
behandelt die Brennstoffe und ihre technische Verwendung. DerAb
schnitt Festigkeitslehrewurde durch die HertzschenGleichungen ergiinzt, 
die Berechnung der Federn und Platten auf neue Grundlage gestellt. Die Werk
s t 0 ff k u n de gibt in zahlreichen Tafeln die lleuestell Forschungsergebnisse wieder, 
die in diesem Abschnitt enthaltenen "Richtlinien fiir die Gestaltung" lassen die 
Bedeutung der Werkstoffkunde fill' den Konstrukteur eindringlich erkennen. Der 
zunehmenden Bedeutung der SchweiBkonstruktionen wurde durch ein be
sonderes Kapitel Rechnung getragen. 

1m Abschnitt Maschi nenteile wurden Berechnungsgang und Gestaltungs
grundlagen auf Kosten der Bescbbeibung bevorzugt und die Ergebnisse der voran
gehenden theoretischen Kapitel starker herangezogen. 

In allen dicsen Teilen des ersten Bandes wurde groBer Wert auf die Ab
leitung der Hauptsiitze gelegt, da innere GewiBheit iiber den Geltungsbereich 
nur bei solchen Formeln besteht, deren Ableitung man kennt. Die zahlreichen 
Beispiele dienen nicht nur als Ubungsstoff, sondern sollen auch zur Erweiterung 
der Kenntnisse fiihren. 

1m Anhang zu Bd. list eine griiBere Zahl von Tafeln, wichtige Angaben aus 
den verschiedensten Gebieten enthaltend, vereinigt, wobei cine nach diesen ge
richtete Anordnung durch die Riick,icht auf Raum-Ausnutzung leider nicht 
moglich war. Genaue Durchsicht dieses Anhanges vor Benutzung des Buches 
ist zu empfehlen. Auf Wiedergabe von Tafelll, deren Zahlen schneller mittels 
des Rechenschiebers als dureh Aufschlagen des Taschenbuches ermittelt werden 
kiinnen, wurde verzichtet. 

Der praktische Teil in Bd. II wurde ausschlieBlich mit Riicksicht auf die 
Bediirfnisse des Maschineningenieurs bearbeitet. Fiir die Darstellung der ein
zelnen Kapitel war die Tatsache maBgebend, daB der Spezialist auf seinem 
Fachgebiet Taschenbiicher selten oder nie zu Rate zieht, da ihm hier eigene Er
fahrungswerte und Konstruktionsvorlagen sowie die Fachliteratur zur Verfiigung 
~tehen, die das Erforderliche in aller Ausfiihrlichkeit enthalten. Aus diesem 
Grunde sind die einzelnen Kapitel in der Weise behandelt, daB sie j edem 
Maschineningenieur einen rasehen Uberbliek auch auf ihm fernerliegend,c 
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Fachgebiete erIQoglichen und ihn mit den wichtigsten Methoden und Zahlen
werten bekannt machen. So bringt das Taschenbuch den engen Zusa=enhang 
zwischen den verschiedenen Zweigen des gesamten Maschinenbaus zum Aus
druck und gibt gleichzeitig durch Wiedergabe der neuesten Bauarten und be
sonders der Elemente ein Bild des heutigen Standes der wichtigsten Gebiete 
der Maschinentechnik. 

Besonderen Dank schuldet der Herausgeber dem Springer-Verlag, der allen 
Wiinschen und namentlich den hochgespannten Anforderungen der Mitarbeiter 
in bezug auf die Ausfiihrung der Figuren ohne Einschriinkung entsprochen hat. 

Berlin-Frohnau, im Januar 1943. 
H. Dubbel. 
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Mathematik. 

I. Tafeln. 

Taschenbuch fur den Maschinenbau. 9. Auf!. I. 



2 A. Tafel der Potenzen, Wurzeln, natUrlichen Logarithmen, 
Kreisumfiinge und ·inhalte. 

nl 
1 
2 
3 
4 
5 
6 

7 
8 
9 

10 -
II 
12 
13 
14 
15 
16 

17 
18 
19 

20--21 
22 
23 

24 
25 
26 

27 
28 
29 

SO -
31 
32 
33 
34 
35 
36 

37 
38 
39 

40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 

47 
4B 
49 
50 

nil I nl , fii Ivn Inn I 1000 I I nnBI -- n'R Tn n 

I 1 1,0000 1,0000 0.0000 1000,000 3,142 0,7854 I 
4 8 1,4142 1,2599 0.6931 500,000 60283 3,1416 2 
9 27 1,7321 1t4432 1.0986 333,333 9t425 7,0686 3 

16 64 2,0000 1,5874 1.3863 250,000 12,566 12,5664 4 
25 125 2,2361 1,7100 1.6093 200,000 15,708 19,6350 5 
36 a16 2,4495 1,8171 1.791 166,667 18,8so 28,2743 6 

49 343 2,6458 1,9129 1.9459 142,857 21,991 38,4845 7 
64 S12 2,8284 2,0000 2.0794 125,000 25,133 50,2655 8 
81 729 3,0000 2,0801 2.1972 III,IJI 28,274 63,61 73 9 

100 1000 3.1623 2,1544 2.3°26 100,000 31,416 78,5398 10 
121 1331 3,3166 2,2240 2.3979 90,9091 34,558 95,0332 II 
144 1728 3,4641 2,2894 2.4849 83,3333 37,699 Il3,097 12 
1 69 :aJ97 3,6056 2,35 13 2.5649 76,9231 40,841 132,732 13 
196 2744 3.7417 2,4101 2.6391 71,4286 43,982 153,938 14 
225 3375 3,8730 2,4662 2.7°81 66,6667 47,124 176,715 15 
256 4096 4,0000 2,5198 2;7726 62,5000 50,265 201,062 16 

2 89 4913 4,1231 2,5713 2.8332 58,8235 53,407 226,980 17 
3 24 5 832 402426 2,6207 2.8904 55,5556 56,549 254,469 18 
3 61 6859 4,3589 2,6684 2.9444 52,6316 59,690 283,529 19 -
4 00 8000 4.4721 2,7144 2.9957 50,0000 62,832 314,159 20 
441 9 261 4,5826 2,7589 3.°445 47,6190 65,973 346,361 21 
4 84 10648 4,6904 2,8020 3.0910 4514545 69,I15 380,133 22 
5 29 I2 167 4,7958 2,8439 3.1355 43,4783 72,257 415,476 23 

576 13 824 4,8gg0 2,8845 3.1781 41,6667 75,398 452,389 24 
625 15625 5,0000 2,9240 3.2189 40,0000 78,540 490,874 25 
676 17576 5P990 2,9625 3.2581 38,4615 81.081 530,929 26 

7 29 19 683 5,1962 3,0000 3.2958 37,0370 84,823 572,555 27 
7 84 21 952 5,2915 3,0366 3.3322 35,7143 87,965 615,752 28 
841 24389 ~ 3,0723 3.3673 34,4828 91,106 660,520 29 

9 00 27000 5,4772 3,1072 3.4012 33,3333 94,248 706,858 80 
9 61 5,5678 3.4340 32,2581 97,389 754,768 29791 3,1414 31 

1024 32 768 5,6569 3,1748 3.4657 31,2500 100,531 804.248 32 
1089 35937 5,7446 3,2°75 3.4965 30,3030 103,673 855,299 33 
II 56 39304 5,8310 3,2396 3.5264 29t4u8 106,814 907,920 34 
1225 42875 5,9161 3,27I1 3.5553 28,5714 109,956 962, I13 35 
1296 46656 6,0000 3,3019 3.5835 27.7778 u3,097 1017,88 36 

13 69 50653 6,0828 3,3322 3.6109 27,0270 116,239 1075,21 37 
1444 54 872 6,1644 3,3620 3.6376 26,3158 II9,381 II 34, II 38 
15 21 59319 6,2450 3,3912 3.6636 25,6410 122,522 II 94,59 39 
1600 64 000 6,3246 3,4200 3.6889 25,0000 125,66 1256,64 40 
1681 68 921 6,4031 3,4482 3.7136 24,3902 128,81 1320,25 41 
17 64 74 088 6,4807 314760 3.7377 23,8095 131,95 1385.44 '42 
18 49 79507 6,5574 3,5°34 3.7612 23,2558 135,09 1452,20 43 
1936 85 184 6,6332 3,5303 3.~842 22,7273 138,23 1520,53 44 
2025 91125 6,7082 3,5569 3. 067 22,2222 141,37 1590,43 45 
2116 97336 6,7823 3,5830 3.8286 :u,7391 144,51 1661,90 46 
2209 103 823 6,8557 3,6088 3.8501 21,2766 147,65 1734.94 47 
2304 JIO 592 6,9282 3,6342 3.8712 20,8333 150,80 1809,56 4B 
24 01 117 649 7,0000 3,6593 3.8918 20,4082 153,94 1885,74 49 
25 00 125000 7,0711 3,6840 3.9120 20,0000 157,08 196~,50 50 
In 10±1 = ±2,3026, In lO±s = ± 4,6052, In 1.0±8 = ± 6,9078, 
In 10±& = ±9.2103, In 10±6 = ±11,5129, In 1O±8 =' ±13,8155, 

In 10±7 = ±16.1181 • In 10±8 = ±18.4207. 
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50 -
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54 
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56 
57 
58 
59 

00 
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62 
63 
64 
65 
66 
67 
68 
69 

ro -71 
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76 
77 
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88 
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A. Tatel der Potenzen, Wurzeln, natiirJichen Logarithmen usw. 3 

nB I rtJ$ fn Ivn Inn 1~ I nn I nnll I T'lt 

25 00 125 000 7,0711 3,6840 3.9120 20,0000 157,08 1963,5° 
2601 132651 7,1414 3.7084 3.9318 19,6078 160,22 2042,82 
2704 140 608 7,21 II 3,7325 3.9512 19,23°8 163,36 2123,72 
2809 148877 7,2801 3.7563 3.9703 18,8679 166,50 2206,18 
29 16 157464 7.3485 3,7798 3.989° 18,5185 169,65 2290,22 
3025 166 375 7,4162 3,8030 4.°°73 18,1818 172,79 2375,83 
31 36 175 616 7,4833 3,8259 4.°254 17,8571 175,93 2463,01 
32 49 185 193 7.5498 3,8485 4.0431 17.5439 179,07 2551,76 
33 64 195 112 7,61 58 3,8709 4.06°4 17,2414 182,21 2642,08 
3481 205379 7,68 II 3,8930 4.0775 16,9492 185,35 2733,97 
3600 216000 7,7460 3,9149 4.°943 16,6667 188,50 2827,43 
37 21 226981 7,8102 3,9365 4.Il09 16,3934 191,64 2922,47 
38 44 238 328 7,8740 3,9579 4.1271 16,1290 194,78 301 9,07 
39 69 250 °47 7.9373 3,9791 4.143 1 15,8730 197,92 3117,25 
40 96 262144 8,0000 4,0000 4.1589 15,6250 201,06 3216,99 
4225 274 625 8,0623 4,02°7 4.1744 15,3846 204,20 3318,31 
4356 287496 8,1240 4,0412 4.1897 15,1515 2°7,35 3421 ,19 
44 89 .300 763 8,1854 4,061 5 4.2°47 14,9254 210,49 3525,65 
4624 314432 8,2462 4,0817 4.2195 14,7059 21 3,63 3631,68 
4761 328 509 8,3066 4,1016 4.2341 14,4928 216,77 3739,28 
4900 343 000 8,3666 4,1213 4.2485 14,2857 219,91 3848,45 
50 41 35791 I 8,4261 4,14°8 4.2627 14,0845 223,05 3959,19 
5184 373 248 8,4853 4,1602 4.2767 13,8889 226,19 4071,50 
53 29 389 01 7 8,5440 4,1793 4.2905 13,6986 229,34 4185,39 
5476 405 224 8,6023 4,1983 4.3°41 13,5135 232,48 4300,84 
56 25 421875 8,6603 4,2172 4.3 1 75 13,3333 235,62 4417,86 
5776 438 976 8,7178 4,2358 4.33°7 13,1579 238,76 4536,46 
59 29 456 533 8,7750 4,2543 4.3438 12,9870 241,90 4656,63 
6084 474552 8,8318 4,2727 4.3567 12,8205 245,04 4778,36 
62 41 493 039 8,8882 4,2908 4.3694 12,6582 248,19 4901,67 
64 00 512000 8,9443 4,3°89 4.3820 12.5000 251,33 5026,55 
65 61 531 441 9,0000 4.3267 4:3944" 12,3457 254,47 5153,00 
67 24 551 368 9,°554 4,3445 4.4°67 J2,1951 257,61 5281,02 
6889 571 787 9,1I04 4,3621 4.4188 12,0482 260,75 5410,61 
70 56 592 704 9,1652 4,3795 4.43°8 II ,9048 263,89 5541,77 
7225 614 125 9,2195 4,3968 .404427 II ,7647 267,°4 5674,5° 
7396 636056 9,2736 4,4140 4.4543 II,6279 270,18 5808,80 
75 69 658 503 9,3274 4,4310 4.4659 11,4943 273,32 5944,68 
7744 681472 9,3808 4,4480 4.4773 II,3636 276,46 6082,12 
79 21 704969 9,4340 4,4647 4.4886 11,2360 279,60 6221,14 
8100 729 000 9,4868 4,4814 4.4998 1I,HII 282,74 6361,73 
8281 10,9890 285,88 6503,88 753571 9,5394 4,4979 4.5109 
84 64 778688 9,5917 4,5144 4.5218 10,8696 289,03 6647,61 
86 49 804357 9,6437 4,53°7 4.5326 10,7527 292,17 6792,91 
8836 830 584 9,6954 4,5468 4.5433 10,6383 295,31 6939,78 
90 25 857375 9,7468 4,5629 4.5539 10,5263 298045 7088,22 
9216 884736 9,7980 4,5789 4.5643 10,4167 301 ,59 7238,23 
94 09 912673 9,8489 4,5947 4.5747 10,3093 304,73 7389,81 
9604 941 192 9,8995 4,6104 4.585° 10,2041 307,88 7542,g6 
9801 970299 9,9499 4,6261 4.5951 10,1010 311,02 7697,6g 

10000 1000000 10,0000 4,6416 4.6052 10,0000 314,16 7853,98 
1. BeIspiel: In 66371 = 'i 

In 66377 = In (663.77 • 100) =In 663.77 +In 100=6.4980+ 4.0052= JI,loaz. 
2. Beispiel: In 0,003745 = 'i 0,003745 = 374.5 • 10 - 5 

In O.M174S ~ 5.Q2.S6 -11.S129 = -5.587l. 
\. 
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4 Mathematik. 

n nl n8 fn y;;- Inn 

100 10000 1000000 10,0000 4.6416 4.6052 -
4,6570 4.6151 101 10201 1030301 10,0499 

102 10404 1061208 10,og95 4,6723 4.6250 
103 l060g log2727 10,1489 4,6875 4.6347 

104 10816 1124864 10,1980 4,7027 4.6444 
105 11025 1157625 10,2470 4,7177 4.6540 
106 11236 1191016 10,2956 4.7326 4.6634 

107 II449 1225043 1°,3441 4.7475 4.6728 
108 II 664 12597 12 10,3923 4.7622 4.6821 
log u881 1295029 10,4403 4.7769 4.6913 
110 12100 1331000 10,4881 4.7914 4.7005 -

1367631 4,8059 III 12321 10,5357 4.7095 
112 12544 1404928 10,5830 4,8203 4.7185 
113 12769 1442897 10,6301 4,8346 4.7274 

114 12996 1481 544 10,6771 4.8488 4.7362 
115 13225 1520875 10,7238 4,8629 4.7449 
116 13456 1560896 10,7703 4,8770 4.7536 

117 13689 1601613 10,8167 4.Sg1O 4.7622 
118. 13924 1643032 10,8628 4.9049 4.7707 
119 14161 1685159 10,9087 4,9187 4.7791 
120 14400 1728000 10,9545 4.9324 4.7875 -
121 14641 1771561 11,0000 4,9461 4.7985 
122 148B4 1815848 I1,0454 4,9597 4.8040 
123 15129 1860867 lI,og05 4.9732 4.8122 

124 15376 1906624 11,1355 4,9866 4.8203 
125 15625 1953125 11,1803 5,0000 4.8283 
126 15876 2000376 11,2250 5,01 33 4.8363 

127 16129 2048383 11,2694 5,0265 4.8442 
128 16384 2og7152 11,3137 5,0397 4.8520 
129 16641 2146689 11,3578 5,0528 4.8598 

130 16900 2197000 n,4018 5,0658 4,8675 -
17161 2248091 5,0788 4.8~52 131 II,4455 

132 17424 2299968 11,4891 5,og16 4.8 28 
133 17689 2352637 11,5326 5,1045 4.8903 

134 17956 2406104 1I,57S8 5,II72 4,8978 
135 18225 2460375 Il,61 90 5,1299 4,9053 
136 18496 2515456 11,6619 5,1426 4,9121 

137 18769 2571353 n,7047 5,1551 4,9200 
138 19044 2628072 11,7473 5,1676 4,9273 
139 19321 2685619 11,7898 5,1801 4,9345 
140 19600 2744000 Il,8322 5,1925 4.9416 
141 19881 2803221 II ,8743 5,2°48 4.9488 
142 20164 2863288 11,9164 5,21 71 4,9558 
143 20449 2924207 11,9583 5,2293 4.9628 

144 20736 2985984 12,0000 5,2415 4,96g8 
145 21025 3048625 12,0416 5,2536 4,9~67 
146 21316 3112136 12,0830 5,2656 4,9 36 

147 2160g 3176523 12,1244 5,2776 4,99°4 
148 21904 3241792 12,1655 5,2896 4,9972 
149 22201 33°7949 12,2066 5,3°15 5,0039 
BO 22500 3375000 12,2474 5,3133 5,0106 

1000 I -- 11ft. 
n 

10.0000 314,16 
9.9010 317,30 
9.8039 320,44 
9.7087 323,58 

9.6153 326,73 
9.523 329,87 
9.4340 333,01 
9.3458 336,15 
9.2593 339,29 
9.1743 342 ,43 
9.0909 345,58 

348,72 9.0090 
8.9286 351,86 
8.8496 355,00 
8.7719 358,14 
8.6957 361,28 
8.6201 364.42 
8.5470 361.57 
8.4746 370 ,71 
8.4034 373,85 
8.3333 376,99 
8.2645 380,13 
8.1961 383,27 
8.1301 386,42 
8.0645 389,56 
8.0000 392,70 
7.9365 395,84 
1.8740 398,98 
7.8125 402,12 
7,7519 405,27 
7,6923 408,41 

7,6336 4 I1,55 
1.5758 414,69 
7,518S 417,83 

1,4621 42°,97 
7,4074 424,12 
1,3529 427,26 

1,2993 430,40 
7,2464 433,54 
7,1942 436,68 

7,1429 439,82 
7.°922 442,96 
7,0423 446,11 
6,9930 449,25 

6.94t4 452,39 
6,89 6 455,53 
6,8493 458,67 
6,802h 461,81 
6,756 464.96 
6,7114 468,10 
6,6667 471,24 

11 ne I T n 

7853,98 
8011,85 
81 71,28 
8332,29 
8494.87 
8659,01 
8824.73 
8992,02 
9160,88 
9331,32 
9503,32 
9676,89 
9852,03 
10028,7 
10207,0 
10386,9 
10568,3 
10751,3 
1°935,9 
11122,0 
113og,7 
11499,0 
11689,9 
II 882,3 
12076,3 
12271,8 
12469,0 
12667,7 
12868,0 
13069,8 
13273,2 
13478,2 
13684,8 
13892,9 
14102,6 
14313,9 
14526,7 
14741,1 
14957,1 
15174.7 
15393,8 
15614.5 
15836,8 
16060,6 
16286,0 
16513,° 
16741,5 
16971,7 
17203,4 
17436,6 
17671,5 

100 
101 
102 
103 
104 
105 
106 
107 
108 
log 
110 
III 
I12 
I13 
II4 
115 
n6 
I17 
118 
119 
120 
121 
122 
123 
124 
125 
126 
127 
128 
12 
1 

9 
Iii 
131 
132 
133 
134 
135 
136 
137 
138 
139 
1T o 
141 
142 
143 
144 
145 
146 
147 
148 
149 
1 



--~ I 
100 -151 
152 
153 
154 
155 
156 
157 
158 
159 
160 
161 
162 
[63 
[64 
165 
166 
167 
168 
169 
170 
171 
172 
173 
174 
175 
176 
177 
178 
179 
186 
lsI 
182 
183 
184 
185 
186 
187 
188 
189 
100 
191 
192 
193 
194 
195 
196 
197 
198 

A. Tafel der Potenzen, Wurzein, natiirJichen Logarithmen usw. 5 

~B n8 fit 1m Inn 1000 I nnB 

-- nn "4 n 

:Z:Z5OO 3375000 12,2474 5,3133 5,0106 6.6667 471,24 17671,5 
22801 3442951 12,2882 5,3251 5.01 73 6.6225 474.38 1790709 
23104 3511808 12,3288 5,3368 5.0239 6.5790 477,52 18145,8 
23409 3581577 12,3693 5,3485 5.0304 6.5360 480,66 18385,4 

237 16 3652264 12,40 97 5,3601 5.0370 6.4935 483,81 18626,5 
24025 3723875 12,4499 5,3717 5.0434 6.4516 486,95 18869,2 
24336 3796416 12.4900 5,3832 5.0499 6.4103 490.09 19II3.4 
24649 3869893 12,5300 5.3947 5.0562 6.3694 493,23 19359,3 
24964 3944312 12,5698 5,4061 5.0626 6.3291 496,37 19606,7 
25281 401 9679 12,6095 5,4175 5.0689 6.2893 499,51 19855,7 ------
25600 12,6491 5,4288 502,65 20106,2 4096000 5.0752 \6.2500 
25921 4173281 12,6886 5,4401 5.0814 6.2lI2 505,80 20358,3 
26244 4251528 12.7279 5,45[4 5.0876 6.1728 508,94 20612,0 
26569 4330747 12,7671 5,4626 5.0938 \6.1350 512,08 20867,2 
26896 4410944 12,8062 5,4737 5.0999 6.0976 515,22 2I124,1 
27225 4492125 12,8452 5,4848 5.1059 6.0606 518,36 21 382,5 
27556 4574296 12,8841 5,4959 5.U20 6.0241 521,50 :n642,4 
27889 4657463 12,9228 5,5069 5.u80 5.9880 524,65 21904,0 
28224 4741632 12,961 5 5,5178 5.1240 5.9524 527,79 22167,1 
28561 4826809 13,0000 5,5288 5.1299 5.9172 530,93 22431,8 
28900 4913000 13,°384 5,5397 5.1358 5.8824 534,07 22698,0 
29241 5000211 13,0767 5,5505 5.1417 5.8480 537,21 22965,8 
29584 5088448 13,I149 5,561 3 5.1475 5.81 40 54°,35 23235,2 
29929 5177717 13,1529 5,5721 5.1533 5.7804 543,50 23506,1 
30276 5268024 13,1909 5,5828 5.1591 5.7471 546,64 23778.7 
30625 5359375 13,2288 5,5934 5.1648 5.714~ 549.78 24052,8 
30976 5451776 1],2665 5,6041 5.1705 5.681 552,91 24328,5 
31329 5545233 13,3041 5,6147 5.1761 5.6497 556,06 24605,7 
31684 5639752 13,3417 5,6252 5.1818 5.6180 559,20 24884,6 
32041 5735339 13,379' 5,6357 5.1874 5,5866 562,35 25164,9 
32400 5832000 13,4164 -5,6462 5.1930 5.5556 - 565,49 25446,9-

32761 5929741 13,4536 5,6567 5. 1 985 . 5.5249 568,63 25730,4 
33124 6028568 13,4907 5,6671 5.2040 5.4945 571,77 2601 5,5 
33489 6128487 13,5277 5,6774 5.2095 5.4645 574,91 26302,2 

33856 6229504 13,5647 5,6877 5.2149 5.4348 578,05 26590,4 
34225 6331625 13,601 5 5,6980 5.2204 5.4054 581 ,19 26880.3 
34596 6434856 13,6382 5,7083 5.2257 5.3763 584.34 27171,6 

34969 6539203 13,6748 5.7185 5.2311 5.3476 587.48 27464,6 
35344 6644672 13.711 3 5,7287 5.2364 5.3192 590,62 27759,1 
35721 6751269 13,7477 507388 5.2417 5.2910 593.76 28055,2 

36100 6859000 l3,7840- 5,7489 5.2470 5.2632- -596,90 28352,9 
36481 6967871 13,8203 5,7590 5.2523 5.2356 600,04 28652,1 
36864 7077888 13,8564 5,7690 5.2575 5.2083 603,19 28952,9 
37249 7189057 13,8924 5.7790 5.2627 5.1814 606,33 29255,3 
37636 7301 384 13,9284 5.78g0 5.2679 5.1536 609,47 29559,2 
38025 7414875 13,9642 5.7989 5.2730 5.12 2 612,61 29864,8 
38416 7529536 14,0000 5,8088 5.2781 5.1020 615,75 30171,9 

39204 7762392 [4,°712 5,8285 5.2883 5.05°5 622,04 30790,7 

n 

1 
151 
15 
15 

2 

3 
154 
155 
156 
157 
158 
159 
1 60 
16[ 
162 
163 
16 4 

66 
165 
I 

167 
16 
I 

1 
171 
17 
17 
17 
17 
17 
17 
17 

2 

3 
4 
5 
6 

7 
8 

17 9 
JSO 
181 
18 2 

3 
4 
5 
6 

18 
,18 
18 
18 
18 
18 

7 
8 

18 
1 

9 
90 

191 
19 
19 
19 
19 
19 
19 

2 

3 
4 
5 
6 

19 
7 
8 

38809 7645373 14,0357 5,8186 5.28321.5.0761 618,89 30480,5 

JS)9 39601 7880599 14,1067 J.!~~_ 5.:?33 I 5.0251 625,18 ~ 102,6 ":2_ 
200 40000 80000OO_2.1t.~.Jz.~.f.l!2, 5.2983 5.0 000 _6_~_8.3Z B":~!~ __ ~ 

9 
00 



6 Mathematik. 

'11.1 
nl I n3 I (it I \In lnn 1000 I nnl I -- nn 4 n n 

200 40000 800000o 14,1421 5,8480 5.2983 5.0000 628,32 31415,9 
201 40401 8120601 14,1774 5,8578 5.30~3 4.9751 631,46 31730,9 201 
202 40804 8242408 14,2127 5,8675 5.30 3 4.9505 634,60 32047,4 202 
203 41209 8]65427 14,2478 s,S771 5.313~ 4.9261 637.74 32 36s,s 203 
204 41616 8489664 14,2829 5,8868 5.3181 4,9020 640,88 32685,1 204 
205 42025 8615125 14,3178 5,8964 5.3230 4,8781 644,03 33006,4 205 
206 42436 8741816 14,3527 5,9059 5,3279 4.8544 647,17 33329,2 206 
207 42849 8869743 14,3875 5,9155 5,3327 4,8309 65°,31 33653,5 207 
208 43264 8998912 14.4222 5,9250 5.3375 4,8077 653045 33979,5 208 
209 43681 9129329 14.4568 5,9345 5.3423 4.7847 656,59 34307,0 209 
210 44100 9261000 14.4914 5,9439 5,3471 4.7619 659,73 34636,1 210 
211 44521 9393931 14,5258 5,9533 5,3519 4.7393 662,88 34966,7 211 
212 44944 9528128 14,5602 5,9627 5.3566 4,7170 666,02 35298,9 212 
213 45369 9663597 14,5945 5.912-1 5.3613 4,6948 669,16 35632,7 21 3 
214 45796 9800344 14,6287 5.9814 5,3660 4,6729 672,3° 35968,1 214 
215 46225 9938375 14,6629 5,9907 5,3706 4.6512 675,44 36305,0 21 5 
216 46656 10077696 14t6969 6,0000 5,3753 4,6296 678,58 36643.5 :n6 
217 47089 10218313 14,7309 6;C092 5.3~99 4.6083 681,73 3698306 21 7 
218 47524 10360232 14,7648 6,0185 5.3 45 4.5872 684,87 37325.3 218 
219 47961 10503459 14,7986 6,0277 5.3891 4.5662 688,01 37668,5 219 
229 48400 I 14,8324 6,0368 5,3936 4.5455 691,15 38013,3 220 
221 48841 10793861 14,8661 6,0459 5.3982 4,5249 694,29 38359,6 221 
222 49284 10941048 14,8997 6,0550 5.4027 4,5045 697,43 38707,6 222 
223 49729 IIoSg567 14,9332 6,0641 5.4072 4,4843 700,58 39057,1 223 
224 5°176 11239424 14,9666 6,0732 5.4II6 4,4643 703,72 39408,1 224 
225 50625 11390625 15,0000 6,0822 5,4161 4.4443 706,86 39760,8 225 
226 51076 11543176 Is.o333 6,0912 5.4205 4.424 710,00 40115,0 226 

227 51529 11697083 15,0665 6,1002 5.4250 4.4053 713,14 40470,8 227 
228 51984 11852352 15,0997 6,1091 5,4293 4.3860 716,28 40828,1 228 
229 52441 12008989 15,1327 6,1180 5,4337 4,3668 719042 41187,1 229 

2SO 52900 12167000 15,1658 6,1269 5,4381 4,3478 722,57 41547,6 280 
231 53361 12326391 15,1987 6,1358 5.4424 4.3290 725,71 41909,6 231 
232 53824 12487168 15,2315 6,1446 5.4467 4,3103 728,85 42273.3 232 
233 54289 12649337 15.2643 6,1534 5.4510 4.2919 731,99 42638,5 233 

234 54756 12812904 15,2971 6,1622 5.4553 4.2735 735,13 43005,3 234 
235 55225 12977875 15,3297 6,1710 5.4596 4.2553 738,27 43373,6 235 
236 55696 13144256 15,3623 6,1797 5.4638 4.2373 741042 43743,5 236 

237 56169 13312053 15,3948 6,1885 5.4681 4.2194 744.56 4411 5,0 237 
238 56644 13481272 1504272 6,1972 5,4723 4,2017 747.70 44488,1 238 
239 57121 13651919 15,4596 6,2058 5.4765 4.1841 750,84 44862,7 239 

240 57600 13824000 15,4919 6,2145 5.4806 4,1667 753,98 45238,9 24.8 
241 58081 13997521 15.5242 6,2231 5,4848 4,1494 757,12 45616.7 241 
242 58564 14172488 15,5563 6,2317 5.4889 4,1322 760,27 45996,1 242 
243 59049 14348907 15,5885 6,2403 5,4931 4.II52 763.41 46377,0 243 
244 59536 14526784 15,6205 6,2488 5,4972 4.0984 766,55 46759,5 244 
245 60025 14706125 15,6525 6,2573 5,5013 4.0816 769,69 47143,5 245 
246 60516 14886936 15,6844 6,2658 5.5053 4,0650 772,83 47529,2 246 

247 6100g 15069223 15.71"62 6,2743 5.5094 4.0486 775.97 4791604 247 
248 61504 15252992 15,7480 6,2828 5.5134 4.0323 779,11 48305,1 248 
249 62001 15438249 15.7797 6,2912 5,5175 4.0161 782,26 4869s,s 1249 

2fiO 62500 1~625000 IS,s1l4 612996 S.52IS 4.0000 785t40 4908704 260 



A. Tafel del Potenzen, Wurzeln, natiirlichen Logarithmen usw. 7 

1000 
n 

250 62500 IS62Sooo IS,8114 6,2996 - 5.5215 4,0000 78S,40 49087,4 2iO 
6,3080 3,98~1 788,S4 494So,9 2S1 63001 IS8132S1 15,8430 5,5255 2S1 

252 63504 16003008 15,874S 6,3164 5.5294 3,96 3 791,68 49875,9 252 
253 64009 16194277 15,9060 6,3247 5,5334 3.9526 794,82 50272,6 253 
254 64S16 16387064 15,9374 6,3330 5,5373 3,9370 797.96 50670,7 254 
255 65025 16581375 IS,9687 6,3413 5.5413 3,9216 Sol,n S107O,5 25S 
256 65536 16777216 16,0000 6,3496 5.5452 3.9063 So4,25 51471,9 256 
257 66049 16974593 16,0312 6,3579 5.5491 3.89JI 807,39 51874,8 257 
258 66564 17173512 16,0624 6,3661 5.5530 3.8760 810,53 52279,2 258 
259 67081 17373979 16,0935 6,3743 5,5568 3.8610 81 3,67 52685,J. 259 
200 67600 1,576000 16,1245 6,3825 5.5607 3.8462 816,8J 53092,9 200 
261 68121 17779581 16,1555 6,3907 5.5645 3.8314 819,96 53502,1 261 
262 68644 17984728 16,1864 6,3988 5.5683 3.8168 823,10 53912,9 262 
263 69169 18191447 16,21 73 6,4070 5.5722 3.8023 826,24 54325,2 263 
264 69696 18399744 16,2481 6,4151 5.5759

1

3.7879 829,38 54739,1 264 
265 70225 18609625 16,2788 6,4232 5.5797 307736 832,52 55154,6 265 
266 70756 18821096 16,3095 6,4312 5.5835 , 3.7594 835,66 55571,6 266 
267 71289 19034163 16,3401 6,4393 5.5872 3.7453 838,81 55990,2 267 
268 71824 19248832 16,3707 6,4473 5.5910 3.7313 841,95 56410,4 268 
269 72361 19465109 16,4012 6,4553 5.5947 3.7175 845,09 56832,2 269 
270 72900 19683000 16,4317 6,4633 5.5984 3.7037 848,23 57255,5 270 
271 73441119902511 16,4621 6,4713 5.6021 3.6900 851,37 57680,4 271 
272 73984 20123648 16,4924 6,4792 5.6058 3.6765 854.51 58106,9 272 
273 74529 20346417 16,5227 604872 5.6095 3.6630 857,65 58534.9 273 
274 75076 20570824 16,5529 6,4951 5.6131 3.6496 860,80 58964.6 274 
275 75625 20796875 16,5831 6,5030 5.6168 3.6364 863,94 59395,7 275 
276 76176 21024576 16,61 32 6,5108 5.6204 3.6232 867,08 59828,5 276 
277 76729 21253933 16,6433 6,5187 5.6240 3,6101 870,22 60262,8 277 
278 77284 21484952 16,6733 6,5265 5.6276 3.5971 873,36 60698,7 278 
279 77841 21 717639 16,7033 6,5343 5.6312 3.5842 876,50 61136,2 279 
280 78400 21 952000 16,7332 6,5421 5.6348- 3.5714 879,65 61 575,2 280 
281 78961 22188041 16,7631 6,5499 5.6384 3.5587 882,79 6201 5,8 28i 
282 79524 22425768 16,7929 6,5577 5.6419 3.5461 885.93 62458,0 282 
283 80089 22665187 16,8226 6,5654 5.6454 3.5336 889,°7 62901,8 283 
284 So656 22906304 16,8523 6,5731 5.6490 3.52II 892,21 63347,1 284 
285 81225 23149125 16,8819 6,5808 5.6525 3.5088 895,35 63794,0 285 
286 81796 23393656 16,9115 6,5885 5.6560 3.4965 898,50 6424204 286 
287 82369 23639903 16,9411 6,5962 5,6595 3.4843 901 ,64 64692,5 287 
288 82944 23887872 16,9706 6,6039 5.6630 3.4722 904,78 65144,1 288 
289 83521 24137569 17,0000 6,6JJ5 5.6664 3.4602 9°7,92 65597,2 289 
200 84100 24389000 17,0294 6,61 91 5.6699 3.4483 911,06 66052,0 200 
291 84681 24642171 17,°587 6,6267 5.6733 3,4364 914.20 66508,3 291 
292 85264 24897088 17,0880 6,6343 5.6768 3.4247 917,35 66966,2 292 
293 85849 25 153757 17,1172 6,6419 5.6802 3,4130 920,49 67425,6 293 
294 86436 25412184 17,1464 6,6494 5.6836 3,4013 923,63 67886,7 294 
295 87025 25672375 17,1756 6,6569 5.6870 3,389 926,77 68349,3 295 
296 87616 25934336 I 7,2047 6,6644 5.6904 3.3784 929,91 6881 3,4 296 
297 88209 26198073 17,2337 6,6719 5.6937 3.367° 933,05 69279,2 297 
298 88804 26463592 17,2627 6,6794 5.6971 3.3557 936,19 69746,5 298 
299 89401 26730899 17,2916 6,6869 5,7004 3.3445 939,34 70215.4 299 mm !JOOOI) 1Z700000C 17.J2'O.s. 6,6943 5.7038 3.3333 942048 7068S~1I iIOO 



8 Mathematik. 

1000 

300 90000 27000000 17,3205 - 6,6943 5'703813-,~ 942,48 70685,8 300 
945,62 301 90601 27270901 17,3494 6,70 18 5.7071 3.3223 711 57,9 301 

302 91204 27543608 17,3781 6,7092 5.7104 3.3II3 948,76 71631,5 302 
303 91809 27818127 17,4069 6,7 166 5.7137 3.3003 951,90 72106,6 303 
304 92416 28094464 17.4356 6,7240 5.7170 3.2895 955,04 72583,4 304 
305 93025 28372625 17,4642 6,7313 5.7203 3.2787 958,19 73061,7 305 
306 93636 28652616 17.4-929 6.7387 5.7236 3.2680 961,33 73541,5 306 
307 94249 28934443 17,5214 6,7460 5.7268 3.257~ 964>47 74023,0 307 
308 94864 29218112 17.5499 6,7533 5.7301 3.246 967,61 74506,0 308 
309 95481 29503629 17.5784 6,7606 507333 3.2363 970,75 74990,6 309 
810 96100 29791000 17,6068 6,7679 5.7366 3.2258 973,89 75476,8 810 
311 96721 30080231 17,6352 6,7752 507398 3.2154 977,04 75964,5 311 
312 97344 30371328 17,6635 6,7824 5.7430 3.2051 980,18 76453,8 312 
313 97969 30664297 17,6918 6,7897 5.7462 3.1949 983,32 76944,7 313 
314 98596 30959144 17,7200 6,7969 5.7494 3.1847 986,46 77437,1 314 
315 99225 31255875 17,7482 6,8041 5.7526 3.:1746 989,60 77931,1 315 
316 99856 31554496 17.7764 6,8113 5.7557 3.1646 992,74 78426,7 316 
317 100489 3185501 3 17,8045 6,8185 5.7589 3.1546 995,88 78923,9 317 
318 101124 321 57432 17,8326 6,8256 5.7621 3"144~ 999,03 79422,6 318 
319 101761 32461 759 17.8606 6,8328 5.7652 3.134 1002,2 79922,9 319 
320 102400 32768000 17,8885 6,8399 5.7683 3.1250 1005,3 80424,8 S20 
321 103041 33076161 17,9165 6,8470 5.7714 3. II53 1008,5 80928,2 321 
322 103684 33386248 17,9444 6,8541 5.7746 3.1056 1011,6 81433,2 322 
323 104329 33698267 17,9722 6,8612 507777 3.0960 1014,7 81939,8 323 
324 104976 34012224 18,0000 6,8683 5.780~ ,3.0864 1017,9 82443,0 324 
325 105625 34328125 18,0278 6,8753 5.783 3.0769 1021,0 82957.7 325 
326 106276 34645976 18,0555 6,8824 5.7869 3.0675 1024>2 83469,0 326 

327 106929 34965783 18,0831 6,8894 5.7900 3.0581 1027,3 83981,8 327 
328 107584 35287552 18,1108 6,8964 5.7930 3.0488 1030,4 84496,3 328 
329 108241 35611289 18,1384 6,9034 5.7961 3.0395 1033,6 85012,3 329 
830 108900 35937000 18,1659 6,9104 5.7991 3.0303 1036,7 85529,9 830 
331 109561 36264691 18,1934 6,9174 5.8021 3.0212 1039,9 86049,0 331 
332 110224 36594368 18,2209 6,9244 5.8051 3.0121 1043,0 86569,7 332 
333 110889 36926037 18,2483 6,9313 5.8081 3.0030 1046,2 87092,0 333 
334 111556 37259704 18,2757 6,9382 5.81II 2.9940 1049,3 87615,9 334 
335 112225 37595375 18,3030 6,9451 5.8141 2.9851 1052.4- 88141,3 335 
336 112896 37933056 18,3303 6,9521 5.8171 2.9762 1055,6 88668,3 336 

337 113569 38272753 18,3576 6,9589 5.8201 2.9674 1058,7 89196,9 337 
338 114244 38614472 18,3848 6,9658 5.8230 2.9586 1061,9 89727,0 338 
339 114921 38958219 18,4120 6,9727 5.8260 2.9499 1065,0 90258,7 339 
340 115600 39304000 18,4391 6,9795 5.8289 2.9412 1068,1 90792,0 8tO 
341 116281 39651821 18,4662 6,9864 5.8319 2.9326 1071,3 91326,9 341 
342 116964 40001688 18,4932 6,9932 5.8348 2.9240 1074>4 9[863;3 342 
343 117649 40353607 18,5203 7,0000 5.8377 2.9155 1077,6 92401,3 343 

118336 40707584 18,5472 7,0068 5.8406 
I 

1080,7 92940,9 344 344 2.9O~0 
345 119025 41063625 18,5742 7,01 36 5.8435 2.89 6 1083.8 93482,0 345 
J46 119716 4142[736 18,6011 7,0203 5.8464 2.8902 1087,0 94024>7 346 

347 120409 41781923 18,6279 7,0271 5.8493 2.8818 logo, I 94569,0 347 
348 111104 42144192 18,6548 7,°338 5.8522 2.8736 1093,3 95114,9 348 
349 121801 42~08549 18,6815 7,0406 5.8551 12.8653 1096,4 95662,3 349 
850 IZ2~OO 42875000 18,7081- 7P471 5.8579 2.8571 1099,6 96211,3 950 



n 

800 
351 
352 
353 
354 
355 
356 

357 
358 
359 
800 
361 
362 
363 
364 
365 
366 

367 
368 
369 
3~0 

371 
372 
373 
374 
375 
376 
377 
378 
379 
880 
381 
382 
383 
384 
385 
386 

387 
388 
389 
300 
391 
392 
393 
394 
395 
396 
397 
398 
399 
(0() 

A. Tafel der Potenzen, Wurzeln. natUrlichen Lo&arithmen usw. 9 

n2 I n8 I fn Iv; 
122500 42875000 18,7083 7,0473 
123201 43243551 18,7350 ],0540 
123904 43614208 18,761 7 7,0607 
124609 43986977 18,7883 7,0674 
125316 44361864 18,8149 7,0740 
126025 44738875 18,8414 7,0807 
126736 45118016 18,8680 7,0873 
127449 45499293 18,8944 7,0940 
128164 45882712 18,9209 7,1006 
128881 46268279 18,9473 7,1072 
129600 46656000 18,9737 7,1138 

130321 47045881 19,0000 7,1204 
131044 47437928 19,0263 7,1269 
131769 47832147 19,0526 7,1335 
132496 48228544 19,0788 7.1400 
133225 48627125 19,1050 7,1466 
133956 49027896 19,1311 7. 1531 
134689 49430863 19t1572 7,1596 
135424 49836032 19,1833 7,1661 
136161 50243409 19,2094 7,1726 
136900 50653000 19,2354 7,1791 
137641 510648 II 19,261 4 7,1855 
138384 51478848 19,2873 7,1920 
139129 51895117 19,3132 7.1984 
139876 52313624 19,3391 7.2048 
140625 52734375 19,3649 7.2112 
141376 53157376 19,3907 7,21 77 
143129 53582633 19,4165 7,2240 
142884 54010152 19,4422 7,2304 
143641 54439939 19,4679 7.2368 
144400 54872000 19,4936 7,2432 
145161 55306341 19,5192 7,2495 
145924 55742968 19,5448 7.2558 
146689 56181887 19,5704 7,2622 

147456 56623104 19,5959 7,2685 
148225 57066625 19,6214 7,2748 
148996 57512456 19,6469 7,28u 

149769 57960603 19,6723 7,2874 
150544 58411072 19,6977 7.2936 
151321 5886386g 19,7231 7.2999 
152100 59319000 19,7484 7,3061 
152881 5977647 1 19,7737 7,3124 
153664 60236288 19,7990 7,3186 
154449 60698457 19,8242 7,3248 
155236 61162984 19,8494 7,3310 
156025 61629875 19,8746 7.3372 
156816 62099136 19,8997 7.3434 
157609 62570773 19,9249 7,3496 
158404 63044792 19,9499 7,3558 
159201 63521199 19,9750 7,3619 
160000 64000000 20,0000 7,3681 

Inn 1000 -- 11Jift 
n 

1 
5.8579 I 2.8571 1099,6 

5.8608 I 2.8490 1102,7 
5.8636 2.8409 1105,8 
5.8665 2.8329 Il09,0 

5.8693 2.8249 1112,1 
5.8721 2.8169 I1IS,3 
5.8749 2.8090 1118,4 

5.8777 2.80II 1121,5 
5.8805 2.7932 1124,7 
5.8833 2.7855 1127,8 

5,8861 
--~ 

2.7778 1131,0 
5.8889 2.7701 1134,1 
5.8916 2.7624 1137,3 
5.8944 2.7548 1140,4 
5.8972 2.7473 1143,5 
5.8999 2.7397 1146,7 
5.9°26 2.7322 1149,8 

5.9054 2.7248 1153,0 
5.9°81 2.7 174 1156,1 
5.9108 2.7100 1159,2 

5.9135 2.7027 1162,4 
5.9162. 2.6954 I165,5 
5.9189 2.6882 1168,7 
5.9216 2.6810 1171.8 
5.9243 2.6738 1175,0 
5.9269 2.6667 1178,1 
5.9296 2.6596 1181,2 

5.9322 2.6525 1184.4 
5.9349 2.6455 1187.5 
5.9375 2.6385 1190,7 
5.9402 2.6316 Il93.8 
5.9428 2.6247 Il96,9 
5.9454 2.61 78 12oo,i 
5.9480 2.6IIO 1203,2 
5.9506 2.6042 1206.4-
5.9532 2.5974 1209,5 
5.9558 2.59°7 1212,7 

5.9584 2.5840 1215,8 
5.9610 2.5773 1218,9 
5.9636 2.5707 1222,1 

5.9661 2.5641 1225,2 
5.9687 2.5575 1228,4 
5.9713 2.5510 1231,5 
5.9738 2.5445 1234,6 

5.9764 2.5381 1237,8 
5.9789 2.5317 1240,9 
5.9814 2.5253 1244,1 
5.9839 2.5189 1247,2 
5.9865 2.5126 1250.4-
5.9890 2.5°63 1253.5 
5.9915 2.5000 1256,6 

I r 
-

-n: n2 

T n 

962IJ ,3\850 
96761 ,8 W 
97314,0 
97867,7 
98423,0 
98979,8 
99538,2 
looog8 
100660 
101223 
101 788 
102354 
102922 
103491 
104062 
104635 
105209 
105785 
106362 
106941 

107521 
108103 
108687 
109272 
109858 
II0447 
111036 
111628 
112221 
11281 5 
113411 
114009 
II 4608 
JJ5209 
JJ5812 
116416 
II 7021 

117628 
118237 
II 8847 

119459 
120072 
120687 
121304 
121922 
122542 
123163 
123786 
124410 
125036 
125664 

352 
353 
354 
355 
356 

357 
358 
359 
860 
361 
362 
363 

364 
365 
366 

367 
368 
369 
370 
371 
372 
373 
374 
375 
376 
377 
378 
379 
380 
381 
382 
383 
384 
385 
386 

387 
388 
389 

391 
39 
39 
39 
39 

:a 
3 
4 
5 

3 96 
39 
39 

7 
8 

3 99 
100 



fO 

"" 
too 

01 
02 

4 
4 
403 
404 
405 
406 
407 
408 

410 
411 
412 
413 
414 
415 
416 

417 
418 
419 
420 
421 
422 
423 
424 
425 
426 

427 
428 
429 
480 
431 
432 
433 
434 
435 
436 

437 
438 
439 
440 
441 
442 
443 
444 
445 
446 

nB 

160000 
160801 
161604 
162409 
163216 
164025 
164836 
165649 
166464 
167281 
168100 
168921 
169744 
170569 
171396 
172225 
17J056 
173889 
174724 
175561 
176400 
177241 
178084 
178929 
179776 
180625 
181476 
182329 
183184 
I B404 I 
1B49OO 
185761 
186624 
187489 
188356 
189225 
190096 
190969 
191844 
192721 

193600 
194481 
195364 
196249 
197136 
198025 
198916 

7 19980g 44 
44 
44 
4IiO 

8 200704 
9 201601 

202S00 

",,8 Vn 
64000000 20,0000 
64481201 20,0250 
64964808 20,0499 
65450827 20,0749 
65939264 20,0998 
66430125 20,1246 
66923416 20,1494 
67419143 20,1742 
67917312 20,1990 
68417929 20,2237 
68921000 20,24B5 
69426531 20,2731 
69934528 20,2978 
70444997 20,3224 

70957944 20,3470 
71473375 20,3715 
71991296 20,3961 

72511713 2014206 
73034632 20,4450 
73560059 20,4695 
74088000 20,4939 
7461B461 20,5183 
75151448 20,5426 
75686g67 20,5670 
76225024 20,5913 
76765625 20,6155 
77308776 20,6398 

778544B3 20,6640 
78402752 20,6882 
78953589 .20,7123 

79507000 20,7364 
8006299 1 20,7605 
80621 568 20,7846 
8u82737 20,8087 
81 746504 20,8327 
82312875 20,8567 
82881856 20,8806 

83453453 20,9045 
84027672 20,9284 
84604519 20,9523 
85184000 20,9762 
85766121 21,0000 
86350888 21,0238 
86938307 21,0476 

87528384 21,0713 
88121125 21,0950 
88716536 21,1187 

89314623 21,1424 
89915392 21,1660 
90518849 21,1896 

911 :15000 :11,:113:1 

Mathematik. 

I yn- Inn 1000 
1f n2

/ -- nn 4" n n 

7,3681 5,9915 2,5000 .156,6 I2S664 400 
7,3742 5,9940 2,4938 1259,8 126293 401 
7,3803 5,9965 2,4876 1262,9 126923 402 
7,3864 5,9989 2,4814 1266,1 127556 403 
7,3925 6,0014 2,4753 1269,2 128190 404 
7,3986 6,0039 2,4691 1272,3 128825 405 
1,4047 6,0064 2,4631 1275,5 129462 406 
7,4108 6,0088 2,4570 1278,6 130100 407 
MI6g 6,01I3 2,4510 1281,8 130741 408 
714229 6,0137 2,4450 1284,9 131382 409 ---
7,4290 6,0162 2,4390 1288,1 132025 410 
714350 6,0186 2,4331 1291,2 132670 411 
714410 6,0210 2,4272 129.1.3 133317 412 
7,4470 6,0234 2,4213 1297,S 133965 413 
7,4530 6,0259 2,4155 1300,6 134614 414 
714590 6,0283 2,4096 1303,8 135265 415 
7,4650 6,0307 2,4039 1306,9 135918 416 
7,4710 6,0331 2,3981 1310,0 136572 417 
7,4770 6,0355 2,3923 1313,2 137228 418 
7,4B29 6,0379 2,3866 1316,3 137885 419 
7,4889 6,0403 2,3810 1319,S I 38S44 420 
7.4948 6,0426 2,3753 1322,6 139205 421 
7,5007 6,0450 2,3697 1325,8 139867 422 
7.5067 6,0474 2,3641 1328,9 140531 423 
7,5126 6,0497 2,3585 1332,0 141196 424 
7.5185 6,0521 2,3529 1335,2 141863 425 
7.5244 6,0544 2,3474 1338,3 142531 426 
7,5302 6,0568 2,3419 1341,S 143201 427 
7.5361 6,0591 2,3365 1344,6 143872 428 
7,5420 6,0615 2.3310 1347.7 144545 429 
7.5478 6,0638 2,3256 1350,9 145220 430 
7.5537 6,0661 2,3202 1354.0 145896 431 
7.5595 6,0684 2,3148 1357,2 146574 432 
7.5654 6,0707 2,3095 1360,3 147254 433 
7,5712 6,0730 2,3042 1363,S 147934 434 
7.5770 6,0753 2,2989 1366,6 14B617 435 
7,5828 6,0776 2,2936 1369,7 149301 436 
7,5886 6,0799 2,2883 1372,9 149987 437 
7.5944 6,0822 2,2831 1376,0 150674 438 
7,6001 6,0845 2,2779 1379,2 151363 439 
7,6059 6,0868 2,2727 1382,3 152053 440 
7,6117 6,08go 2,2676 1385,4 152745 441 
7,6174 6,0913 2,2624 1388,6 153439 442 
7,6232 6,0936 2,2573 1391,7 154134 443 
7,6289 6,0958 2,2523 1394,9 I 54B30 444 
7,6346 6,0981 2,2472 1398,0 155528 445 
7,6403 6,1003 2,2422 1401,2 156228 446 
7,6460 6,1026 2,2371 1404.3 156930 447 
7,6517 6,1048 2,2321 1407,4 157633 44B 
7,6574 6,1070 2.2272 1410,6 IS8337 449 
7,6631 6,1092 2,2222 1413,7 1S9043 400 



A. Tafel der Potenzen, Wurzeln, natiirlichen Logarithmen usw. f 1 

-'1/, 
I 

'11,2 I '11,8 I fn I V;- Inn 1000 
n'1/, Inti'1/, --n 

400 202500 91125000 21,21 32 7,6631 6,1092 2,2222 1413,7 159043 (00 

451 203401 91733851 21,2368 7,6688 6,III5 2,2173 1416,9 159751 451 
452 204304 92345408 21,2603 7,6744 6,II37 2,2124 1420,0 160460 452 
453 205209 92959677 21,2838 7,6801 6,II59 2,2075 1423,1 16u71 453 
454 206116 93576664 21,3073 7,6857 6,1I81 2,2026 1426,3 161883 454 
455 207025 94196375 21,3307 7,6914 6,1203 2,1978 1429,4 162597 455 
456 207936 94818816 21,3542 7,6970 6, 1225 2,1930 1432,6 163313 456 
457 208849 95443993 21,3776 7,7026 6,1247 2,1882 1435,7 164030 457 
458 209764 96071912 21,4009 7,7082 6,1269 2, 1834 1438,8 164748 458 
459 210681 96702579 21,4243 7,7138 6,1291 2,1787 1442,0 165468 459 
400 211600 97336000 21,4476 7.7194 6,1312 2,1739 1445,1 166190 400 
461 212521 97972181 21,4709 7,7250 6,1334 2,1692 1448,3 166914 461 
462 21 3444 98611128 21,4942 7.7306 6,1356 2,1645 1451,4 167639 462 
463 214369 99252847 21,5174 7.7362 6,1377 2,1598 1454,6 168365 463 
464 21 5296 99897344 21,5407 7.7418 6,1399 2,1552 1457.7 169093 464 
465 216225 100544625 21,5639 7.7473 6,1420 2,1505 1460,8 169823 465 
466 21 7156 101194696 21,5870 7,7529 6,1442 2,1459 1464,0 170554 466 
467 218089 101847563 21,6102 7.7584 6,1463 2,1413 1467,1 171287 467 
468 219024 102503232 21,6333 7,7639 6,1485 2,1368 147°,3 172021 468 
469 21 9961 103161709 21,6564 7,7695 6,1506 2,1322 1473,4 172757 469 
4:70 220900 103823000 21,6795 7.7750 6,1527 2,1277 1476,5 173494 470 
471 221841 104487111 21,7025 7.7805 6,1549 2,1231 1479,7 174234 471 
472 222784 105154048 21,7256 7.7860 6,1570 2,n86 1482,8 174974 472 
473 223729 105823817 21,7486 7.7915 6,1591 2,1I42 1486,0 175716 473 
474 224676 106496424 21,7715 7,7970 6,1612 2,1097 1489,1 176460 474 
475 225625 107171875 21,7945 7,8025 6,1633 2,1053 1492,3 177205 475 
476 226576 1078501 76 21,81 74 7,8079 6,1654 2,1008 1495,4 177952 476 
477 227529 108531333 2[,8403 7,8134 6,1675 2,0964 1498,5 178701 477 
478 228484 109215352 2[,8632 7,8188 6,1696 2,0921 1501,7 179451 478 
479 229441 109902239 21,8861 7,8243 6,1717 2,0877 1504,8 180203 479 
4:80 230400 110592000 21,9089 7,8297 6,1738 2,0833 1508,0 180956 4:80 
48[ 23136[ 111284641 21,9317 7,8352 6,1759 2,0790 1511,1 18[711 481 
482 232324 111980168 2[,9545 7,8406 6,1779 2,0747 '5[4,2 182467 482 
483 233289 II 2678587 21,9773 7,8460 6,1800 2,0704 1517,4 183225 483 
484 234256 II 3379904 22,0000 7,8514 6,1821 2,0661 1520,5 183984 484 
485 235225 1I408~1-I25 22,0227 7,8568 6, 1841 2,0619 1523,7 184745 485 
486 236196 II4791256 22,0454 7,8622 6,1862 2,0576 1526,8 185508 486 
487 237169 II 5501303 22,0681 7,8676 6,1883 2,0534 1530,0 186272 487 
488 238[44 II62[4272 22,0907 7,8730 6,1903 2,0492 1533,1 187038 488 
489 239[2[ 1J6930[69 22, II 33 7,8784 6,1924 2,0450 ~6,2 187805 489 
490 240[00 II 764gooo 22,[359 7,8837 6,1944 2,0408 1539,4 188574 490 
491 24[081 118370771 22,1585 7,8891 6,1964 2,0367 1542,5 189345 491 
492 242064 119095488 22,18II 7,8944 6,1985 2,0325 1545,7 190117 492 
493 243049 II9823157 22,2036 7,8998 6,2005 2,0284 1548,8 190890 493 
494 244036 120553784 22,2261 7,9051 6,2025 2,0243 1551,9 191665 494 
495 245025 121287375 22,2486 7,9105 6,2046 2,0202 1555,1 192442 495 
496 240016 122023936 22,2711 7,9158 6,2066 2,0161 1558,2 193221 496 
497 247009 122763473 22,2935 7,92IJ 6,2086 2,0121 1561,4 194000 497 
498 248004 123505992 22,3159 7,9264 6,2106 2,0080 1564,S 194782 498 
499 249001 124251499 22,3383 7,9317 6,2126 2,0040 1567.7 195565 499 
500 2S000Q 125000000 22,3607 '7.937° 6,2146 2,0000 11..510,8 196350 500 



t2 Mathematik. 

nl n2 I n8 ¥n 1m Inn 1000 I" ntl -- "n T n 
11. 

600 250000 12500000c 22,3607 7.9370 6,2146 2,0000 1570,8 196350 000 
501 251001 u5751501 22,383° 7,9423 6,2166 1,9960 1573,9 197136 501 
50~ 252004 126506008 22,4054 7,9476 6,2186 1,9920 1577,1 197923 502 
5°3 253009 127263527 22,4277 7,9528 6,2206 1,9881 1580,2 198713 503 
504 254016 u8024064 22,4499 7,9581 6,2226 1,9841 1583,4 199504 504 
505 255025 u8787625 22,4722 7,9634 6,2246 1,9802 1586,5 200296 505 
506 256036 129554216 22,4944 7,9686 6,2265 1,9763 1589,6 2OIogO 506 
507 257049 130323843 22,5167 7,9739 6,2285 1,9724 1592,8 201886 5°7 
508 258064 131096512 22,5389 7,9791 6,2305 1,9685 1595,9 202683 508 
50g 259081 131872229 22,5610 7,9843 6,2324 1,9646 1599,1 203482 509 
610 260100 132651000 22,5832 7,9896 6,2344 1,9608 1602,2 204282 610 
511 26u21 133432831 22,6053 7,994B 6,2364 1,9570 1605,4 205084 511 
512 262144 134217728 22,6274 8,0000 6,2383 1,9531 1608,5 205881 51s 
513 26316g 135OO56g7 22,6495 8,0052 6,2403 1,9493 1611,6 2066g2 513 
514 264196 135796744 22,6716 8,0104 6,2422 1,9455 1614,8 207499 514 
515 265225 IJ6590875 22,6936 8,01 56 6,2442 1,9418 1617,9 208307 515 
516 266256 1373880g6 22,7156 8,0208 6,2461 1,9380 1621,1 209117 516 

517 267sB9 138188413 22,7376 8,0260 6,2480 1,9342 1624.2 209928 517 
518 268324 138991832 22,7596 8,0311 6,2500 1,930~ 1627,3 210741 518 
519 26gJ61 139798359 22,7816 8,0363 6,2519 1,926 163°,5 211556 519 
520 270400 1 ,"';"'lUvv, 22,8035 8,0415 6,1:538 1,9231 1633,6 212372 620 
521 271441 141420761 22,8254 8,0466 6,2558 1,9194 1636,8 213189 521 
522 272484 142236648 22,8473 8,05 17 6,2577 1,9151 1639,9 214008 522 
523 273529 143055667 22,86g2 8,0569 6,2596 1,9121 1643,1 214829 523 
524 274576 143877824 22,Sg10 8,0620 6,2615 1,9083 1646,2 215651 524 
525 27,5625 144703125 22,9129 8,0671 6,2634 1,904 1649,3 216475 525 
526 276676 145531576 22,9347 8,0723 6,2653 1,9011 1652,5 21 7301 526 

527 277729 146363183 22,9565 8,0774 6,2672 1,8975 1655,6 2l8u8 527 
528 278784 147197952 22,9783 8,0825 6,2691 1,8939 1658,8 218956 528 
529 279841 148035889 23,0000 8,0876 6,2110 1,8904 1661,9 219787 529 
530 28ogoo 148877000 23,°217 8,og27 6,2729 1,8868 1665,0 220618 li30 
531 281961 149721291 23,0434 8,og78 6,2748 1,8832 1668,2 221452 531 
532 28J024 150568768 23,0651 8,1028 6,2766 1,8797 1671,3 222287 532 

533 28408g 151419437 23,0868 8,1079 6,2785 1,8762 1674,5 223123 533 
534 285156 152273304 23,1084 8,II30 6,2804 1,8727 1677,6 223961 534 
535 286225 153130375 23,13°1 8,1180 6,2823 1,8692 1680,8 224801 535 
536 287296 153990656 23,1517 8,1231 6,2841 1,8657 1683,9 225642 536 

537 288369 154854153 23,1733 8,u81 6,2860 1,8622 1687,0 226484 537 
538 289444 155720872 23,1948 8,1332 6,2879 1,8581 1690,2 227329 538 
539 290521 156590819 23,2164 8,1382 6,2897 1,8553 1693,3 2281 75 539 
MO 8,1433 6,2916 1,8519 1696,S 

--- Me) 291600 157464000 23,2379 229022 
541 292681 158340421 23,2594 8,1483 6,2934 1,8484 16g9,6 229871 541 

542 293764 159220088 23,2Bog 8,1533 6,2953 1,8450 1702,7 23°722 542 
543 294849 160103007 23,3024 8,1583 6,2911 1,8416 1705,9 231574 543 

544 295936 1609891804 23,3238 8,1633 6,2989 1,8382 17og,o 232428 544 
545 297025 161878625 23,3452 8,1683 6,3008 1,8349 1712,2 233283 545 
546 zgBu6 162 771336 23,3666 8,1733 6,3026 1,8315 1715,3 234140 546 

547 ;:;:: 163667323 23,3880 8,1783 6,3044 1,8282 1718,S 234998 547 
s4B 164566592 23.4094 8,1833 6,3063 1,8248 1721,6 235858 54B 
549 301401 16,5469149 ~ 8,1882 6,3081 1,8215 1724.7 236720 549 

660 ~S60 166375CJOC. 2MJitl '8,19J2 6,3099 1,8182 172M i,\7!ih 050 



A. Tafel der PotenzeD, WurzelD, lUItUrlichel1 Logarithmen usw. 1 > 

UI n2 US fn 1m Inn 1000 nne \ -- nn """"4 n n 

550 302500 166375000 23,4521 8,1932 6,3099 1,8182 1727,9 237583 550 
551 303601 167284151 23,4734 8,1982 6,3117 1,8149 1731,0 238448 551 
552 304704 168196608 23,4947 8,2031 6,3135 1,8116 1734,2 239314 552 
553 305809 169112377 23,5160 8,2081 6.3154 1,8083 1737.3 240182 553 
554 306916 170031464 23,5372 8,2130 6,3172 1,8051 174°,4 241051 554 
555 308025 170953875 23,5584 8,2180 6.3190 1,8018 1743,6 24192'2 555 
556 309136 171879616 23,5797 8,2229 6,3208 1,7986 1746,7 242795 556 

557 310249 172808693 23,6008 8,2278 6,3226 1,7953 1749,9 243669 557 
558 311 364 17374II12 23,6220 8,2327 6,3244 1,7921 1753,0 244545 558 
559 312481 174676879 23,6432 8,2377 6,3261 1,7889 1756,2 245422 559 
580 313600 175616000 23,6643 8,2426 6,3279 1,7857 1759,3 246301 680 
56I 314721 176558481 23,6854 8,2475 6,3297 1,7825 176204 247 181 SiI 
562 315844 177504328 23,7065 8,2524 6,3315 1,7794 1765,6 248063 562 
563 316969 178453547 2],7276 8,2573 6.3333 1,7762 1768,7 248947 563 
564 318096 179406144 23,7487 8,2621 6.3351 1,7731 1771,9 249832 564 
565 319225 180362125 23,7697 8,2670 6,3368 1,7699 1775,0 250719 565 
566 320356 181321496 23,79°8 8,2719 6,3386 1,7668 1778,1 251607 566 

567 321489 182284263 23,8II8 8,2768 6,3404 1,7637 1781,3 252497 567 
568 322624 183250432 23,8328 8,2816 6.3421 1.7606 1784,4 253]88 568 
569 323761 184220009 23,8537 8,2865 6.3439 1,7575 1787,6 254281 569 
070 324900 185193000 23,8747 8,2913 6,3456 1,7544 1790,7 255176 670 
571 326041 186169411 23,8956 8,2962 6,3474 1.7513 1793,8 256072 571 
572 327184 187149243 23,9165 8,3010 6.3491 1.7483 1797,0 256970 572 
573 328329 188132517 23,9374 8,3059 6.3509 1.7452 1800,1 257869 573 
574 329476 189119224 23,9583 8,3107 6,3526 1.7422 1803,3 258770 574 
S75 330625 190109375 23,9792 8,3155 6.3544 1.7391 1806,4 259672 575 
576 331776 191102976 24,0000 8,3203 6,3561 l.n61 1809,6 260576 576 

577 332929 192100033 24,0208 8,3251 6.3578 1.7331 1812,7 261482 577 
578 334084 193100552 24,0416 8,3300 6.3596 1.7301 1815,8 262389 578 
579 335241 194104539 24,0624 8,3348 6.3613 1.7271 1819,0 263298 579 
580 336400 195112000 24,0832 8,3396 6.3630 1.7241 1822,1 264208 680 
S8I 337561 196122941 24,1039 8,3443 6.3648 1.7212 1825,3 265120 S8I 
582 338724 197137368 24,1247 8,3491 6.3665 1.7182 1828,4 266033 582 
583 339889 1981 55287 24,1454 8,3539 6.3682 1.7153 1831,6 266948 583 
584 341056 199176704 24,1661 8,3587 6.3699 1.7123 1834,7 267865 584 
585 342225 200201625 24,1868 8,3634 6,3716 1.7094 1837,8 268783 585 
586 343396 291230056 24,2074 8,3682 6.3733 1.7°65 1841,0 269703 586 

587 344569 202262003 24,2281 8,3730 6.3750 1.7036 1844,1 270624 587 
588 345744 203297472 24,2487 8,3777 6.3767 1.7007 1847.3 271547 588 
589 346921 204336469 24,2693 8,3825 6.3784 1.6978 1850,4 272471 589 
590 348100 205379000 24,2899 8,3872 6.3801 i 1,6949 1853,5 273397 690 
591 349281 206425071 24,3105 8,3919 6.3818 1.6921 1856,7 274325 591 
592 350464 207474688 24,33II 8,3967 6.3835 1.6892 1859,8 275254 592 
593 351649 208527857 24,3516 8,4014 6.3852 1.6863 1863,0 276184 593 
594 352836 209584584 24,3721 8,4061 6.3869 1.6835 1866,1 277117 594 
595 354025 210644875 24,3926 8,4108 6.3886 1.6807 1869,2 278051 595 
596 355216 211708736 24,4131 804155 6.3902 1,6779 1872,4 278986 596 
597 356409 212776173 2404336 8,4202 6.3919 1.6750 1875,5 279923 597 
598 357604 213847192 24,4540 8,4249 6.3936 1.6722 1878,7 280862 598 
599 358801 214921 799 2404745 8,4296 6.3953 1.6695 1881,8 281802 599 
800 360000 216000000 24,4949 804343 6.3969 1.6667 1885,0 282743 600 



14 Mathematik. 

nl nl I nl I yn 1m Inn 1000 I nnl -- nn 4 n 
n 

800 360000 216000000 24,4949 8.4343 6,3969 1,6667 1885,0 282743 000 
601 361201 21 7081801 24,5153 8,4390 6,3986 1,6639 1888,1 283687 601 
&02 362404 218167208 24,5357 8,4437 6,4003 1,66II 1891,2 284631 602 
603 363609 219256227 24,5561 8,4484 6,4019 1,6584 1894,4 285578 603 
604 364816 220348864 24.5764 8,4530 6,4036 1,6556 189M 286526 604 
60S 366025 221445125 24,5967 8,4577 6,4052 1,6529 1900,7 287475 605 
606 367236 222545016 24,6171 8,4623 6,4069 1,6502 1903,8 288426 606 
607 368449 223648543 24,6374 8,4670 6,4085 1,6475 1906,9 289379 607 
608 369664 224755712 24,6577 8,4716 6,4102 1,6447 1910,1 290333 60S 
609 370881 225866529 24,6779 8,4763 6,4II8 1,6420 1913,2 291289 609 
610 372100 226981000 24,6982 8,4809 6,4135 1,6393 1916,4 292247 610 
6iI 373321 228099131 24,7184 8,4856 6,4151 1,6367 1919,S 293206 6iI 
612 374544 229220928 24,7386 8,4902 6,4167 1,6340 1922,7 294166 612 
613 375769 230346397 24,7588 8,4948 6,4184 1,6313 1925,8 295128 613 
614 376996 231475544 24,7790 8,4994 6,4200 1,6287 1928,9 296092 614 
61 5 378225 232608375 24,7992 8,5040 6,4216 1,6260 1932,1 297057 615 
616 379456 233744896 24,81 93 8,5086 6,4232 1,623-4 1935,2 298024 616 

617 380689 2J4885 II 3 24,8395 8,5132 6,4249 1,6208 1938,4 298992 617 
618 381924 236029032 24,8596 8,5178 6,4265 1,6181 1941,5 299962 618 
619 383161 237176659 24,8797 8,5224 6,4281 1,6155 124416 ~ 619 
620 384400 238328000 24,8998 8,5270 6,4297 1,6129 1947,8 ~ 620 
621 385641 239483061 24,9199 8,5316 6,4313 1,6103 1950,9 302882 621 
622 386884 2406-41848 24,9399 8,5362 6,4329 1,6077 1954,1 303858 622 
623 388129 241804367 24.9600 8,5408 6,4345 1,6051 1957,2 304836 623 
624 389376 242970624 24.9800 8,5453 6,4362 1,6026 1960,4 305815 624 
625 390625 244140625 25,0000 8,5499 6,4378 1,6000 1963,S 3°6796 625 
626 391876 245314376 25,0200 8,5544 6,4394 1,5974 1966,6 3°7779 626 

627 393129 246491883 25,0400 8,5590 6,4409 1,5949 1969,8 308763 627 
628 394384 247673152 25,°599 8,5635 6,4425 1,5923 1972,9 309748 628 
629 395641 248858189 25,0799 8,5681 6,4441 1,589 1976,1 310736 629 
680 396900 250047000 25,0998 8,5726 6,4457 1,5873 1979,2 311725 680 
631 398161 251239591 25,1197 8,5772 6'44~3 1,5848 1982,3 312715 631 
632 399424 252435968 25,1396 8,581 7 6,44 9 1,582~ 1985,S 313707 632 
633 400689 253636137 25,1595 8,5862 6,4505 1,579 1988,6 314700 633 

634 401956 254840104 25,1794 8,5907 6,4520 1,5773 1991,8 3156g6 634 
635 403225 256047875 25,1992 8,5952 6,4536 1,5748 1994,9 3166g2 635 
636 404496 257259456 25,2190 8,5997 6,4552 1,5723 1998,1 317690 636 

637 405769 258474853 25,2389 8,6043 6,4568 1,5697 2001,2 318690 637 
638 407044 259694°72 25,2587 8,6088 6,4583 1,5674 2004,3 319692 638 
639 408321 260917119 25,2784 8,6132 6,4599 1,5650 2007,5 320695 639 

MO 409600 262144000 25,2982 8,6177 6,4615 1,5625 2010,6 321699 MO 
641 410881 263374721 25,31110 8,6222 6,4630 1,5601 201 37 32270 5 64i 
642 412164 264609288 25,3377 8,6267 6,4646 1,5576 2016,9 323713 642 

643 413449 265847707 25,3574 8,6312 6,4661 1;5552 2020,0 324722 643 

644 41473(5 267089984 25,3772 8,6357 6,4677 1,5528 2023,2 325733 644 
645 ~16025 268336125 25,3969 8,6401 6'469~ 1,5504 2026,3 326745 645 
646 ~1731~ 269586 136 25.4165 8,6446 6,470 1,5480 2029,S 327759 646 

647 ~1860g 270840023 25,4362 8,6490 6,4723 1,5456 2032,6 328775 641 
648 141990<1 1272097792 25,4558 8,6535 6,4739 1,5432 2035,8 329792 648 
649 1421201 273359449 25,4155 8,6579 6,4754 1,54°8 2038,9 330810 649 
660 4'n500 214625000 35.4951 8,6624 6,4770 1,5385 2042,0 331831 W 



A. Tafel der Potenzen, Wurzeln, natiirlichen Logarithmen usw. 15 

n'i. I nS I fn vn Inn 1000 nrW 
n -- nn T n 

n 

800 422500 274625000 25,4951 8,6624 6.4770 1.5385 2042,0 331831 8IiO 
651 423801 275894451 25,5147 8,6668 6.4785 1.5361 2045,2 332853 651 
652 425104 277167808 25,5343 8,6713 6.4800 1.5337 2048,3 333876 652 
653 426409 278445077 25,5539 8,6757 6.4816 1.5314 2051,5 334901 653 
654 427716 279726264 25,5734 8,6801 6,4831 1,5291 2054,6 335927 654 
655 429025 2810II375 25,5930 8,6845 6,4846 1,5267 2057,7 336955 655 
656 430336 282300416 25,6125 8,6890 6.4862 1.5244 2060,9 337985 656 

657 431649 283593393 25,6320 8,6934 6.4877 1.5221 2064,0 339016 657 
658 432964 284890312 25,6515 8,6978 6.4892 1,5198 2067,2 340049 658 
659 434281 28619II79 25,6710 8,7022 6.4907 1,5175 2070,3 341084 659 
860 8,7066 6.4922 

--- 660 435600 287496000 25,6905 1.5152 2073,5 ~ 
661 436921 288804781 25,7099 8,7110 6.4938 1.5129 2076,6 343157 661 
662 438244 29011 7528 25,7294 8,7154 6.4953 1.5106 2079,7 344196 662 
663 439569 291434247 25,7488 8,7198 6.4968 1.5°83 2082,9 345237 663 
664 440896 292754944 25,7682 8,7241 6.4983 1.5060 2086,0 346279 664 
665 442225 294079625 25,7876 8,7285 6.4998 1.5038 2089,2 347323 665 
666 443556 295408296 25,8070 8,7329 6.5013 1.5015 2092,3 348368 666 
667 444889 296740963 25,8263 8,7373 6.5028 1.4993 2095,4 349415 667 
668 446224 298077632 25,8457 8,7416 6.5043 1.4970 2098,6 350464 668 
669 447561 299418309 25,8650 8,7460 6,5058 1.4948 2101,7 351514 669 
8'70 448900 300763000 25,8844 8,7503 6.5073 1.4925 -=104,9 352565 8'70 
671 450241 302II17II 25,9037 8,7547 6.5088 1.4903 2108,0 353618 67 1 
672 451584 303464448 25,9230 8,7590 6.5103 1.4881 21II,2 354673 672 
673 452929 304821217 25,9422 8,7634 6.5117 1,4859 2JJ4,3 355730 673 
674 454276 306182024 25,961 5 8,7677 6,5132 1,4837 2lJ7,4 356788 674 
675 455625 307546875 25,9808 8,7721 6,5147 1.4815 2120,6 357847 675 
676 456976 308915776 26,0000 8,7764 6.5162 1,4793 2123,7 358908 676 
677 458329 310288733 26,0192 8,7807 6.5177 1,4771 2126,9 359971 677 
678 459684 3II665752 26,0384 8,7850 6.5191 1,4749 2130,0 361035 678 
679 461041 313046839 26,0576 8,7893 6.5206 1,4728 21 33,1 362101 679 
880 462400 314432000 26,0768 8,7937 6.5221 1,4706 2136,3 363168 680 
681 463761 315821241 26,0960 8,7980 6.5236 1.4684 2139,4 3642 37 681 
682 465124 317214568 26,1l51 8,8023 6,5250 1.4663 2142,6 365308 682 
683 466489 3186II987 26,1343 8,8066 6.5265 1,4641 2145,7 366380 683 
684 467856 320013504 26,1534 8,8109 6.5280 1.4620 2148,8 367453 684 
685 469225 321419125 26,1725 8,81 52 6.5294 1.4599 21 52,0 368528 685 
686 470596 322828856 26,1916 8,8194 6.5309 1,4577 21 55,1 369605 686 
687 471969 324242703 26,2107 8,8237 6.5323 1,4556 2158,3 370684 687 
688 473344 325660672 26,2298 8,8280 6,5338 1.4535 2161,4 371764 688 
689 474721 327082769 26,2488 8,8323 6.5352 1.4514 2164,6 372845 689 
GOO 476100 328509000 26,2679 8,8366 6.5367 1,4493 2167,7 373928 800 
691 477481 329939371 26,2869 8,8408 6,5381 1.4472 21 70,8 375013 691 
692 478864 331373888 26,3059 8,8451 6.5396 1.4451 21 74,0 376099 692 
693 480249 332812557 26,3249 8,8493 6,5410 1.4430 21 77,1 377187 693 
6g4 481636 334255384 26,3439 8,8536 6.5425 1.4409 2180,3 378276 694 
695 483025 335702375 26,3629 8,8578 6,5439 1.4389 2183,4 379367 695 
696 484416 337153536 26,3818 8,8621 6.5453 1,4368 2186,S 380459 696 
697 485Sog 338608873 26,4008 8,8663 6.5468 1.4347 2189,7 381553 697 
6g8 487204 340068392 26,4197 8,8706 6.5482 1.4327 2192,8 382649 698 
699 488601 341532099 26,4386 8,8748 6,5497 1.4306 2196,0 383746 699 
'iOO 4goooo 343000000 26,4575 8,8790 6.55 II 1,4286 2199,1 384845 700 



t6 Mathematik. 

"I ~ I ",1 fn IY;- Inn 1000 n nl I -- n'" "4 n n 

'i00 [190000 343000000 26,4575 8,8790 6.55 II 1.4286 2199,1 384845 700 
701 491401 344472101 26.4-764 8,8833 6.5525 1.4265 2202,3 385945 701 
702 492804 345948408 26,4953 8,8875 6.5539 1.4245 2205,4 387047 702 
7°J 494209 347428927 26,5141 8,8917 6.5554 1.4225 2208,5 388151 70 3 
704 495616 348913664 26;5330 8,8959 6.5568 1.4205 2211,7 389256 704 
705 497025 350402625 26,5518 8,9001 6.5582 1.4184 2214,8 390363 705 
706 498436 351895816 26,5707 8,9043 6.5596 1.4164 2218,0 391471 706 

707 499849 353393243 26,5895 8,9085 6.5610 1.4144 2221,1 392580 707 
708 501264 354894912 26,6083 8,9127 6.5624 1.4124 2224,2 393692 708 
709 502681 356400829 26,627 1 8,9169 6.5639 1.4104 2227.4- 394805 709 
710 504100 357911000 26,6458 8,9211 6.5653 1.4085 2230,S 395919 710 
711 505521 359425431 26,6646 8,9253 6.5667 1.4065 2233,7 397035 711 
712 506944 360944128 26,6833 8,9295 6.5681 1.4045 2236,8 398153 712 
713 508369 362467097 26,7021 8,9337 6.5695 1.4025 2240,0 399272 713 
714 509796 363994344 26,7208 8,9378 6.5709 1.4006 2243,1 400393 714 
715 511225 365525875 26,7395 8,9420 6.5723 1.3986 2246,2 401515 715 
716 512656 3670616g6 26,7582 8,9462 6.5737 1.3967 2249,4 402639 716 

717 514089 368601813 26.7769 8,9503 6.5751 1.394~ 2252,5 403765 717 
718 515524 370146232 26,7955 8,9545 6.5765 1.392 2255,7 404892 718 
719 516961 371694959 26,8142 8,9587 6.5779 1.3908 2258,8 406020 719 
'i20 518400 373248000 26,8328 8,9628 6.5793 1.3889 2261,9 40715° 720 
721 519841 374805361 26,8514 8,9670 6.5806 1.3870 2265,1 408282 721 
722 521284 376367048 26,8701 8,9711 6.5820 1.3850 2268,2 409415 722 
723 522729 377933067 26,8887 8,9752 6.5834 1.3831 2271.4- 410550 723 
724 524176 379503424 26,9072 8,9794 6.5848 1.3812 2274,5 411687 724 
725 525625 381078125 26,9258 8,9835 6.5862 1.3793 2277,7 4 12825 725 
726 527076 382657176 26,9444 8,9876 6.5876 1.3774 2280,8 413965 726 

727 528529 384240 583 26,9629 8,9918 6.5889 1.3755 2283,9 415106 727 
728 529984 385828352 26,9815 8,9959 6.5903 1.3736 2287,1 416248 728 
729 531441 387420489 27,0000 9,0000 6.5917 1.3717 2290,2 417393 729 
'i80 532900 389017000 27,0185 9,0041 6.5930 1.3699 2293,4 418539 780 
731 534361 390617891 27,0370 9,0082 6.5943 1.3680 . 2296,5 4 19686 731 
732 535824 392223168 27,0555 9,0123 6.595 1.3661 2299,6 420835 732 
733 537289 393832837 27,0740 9,°164 6.5971 1.3643 2302,8 421986 733 

734 538756 395446904 27,0924 9,°2°5 6.5985 1.3624 2305,9 423138 734 
735 540225 397065375 27,JI09 9,°246 6.5999 1.3605 2309,1 424293 735 
736 541696 398688256 27,1293 9,0287 6.6012 1.3587 2312,2 425447 736 
737 543 169 400315553 27,1477 9,°328 6.6026 1.3569 2315.4- 426604- 737 
738 544644 4°1947272 27,1662 9,0369 6.6039 1.3550 2318,5 427762 738 
739 546121 403583419 27,1846 9,0410 6.6053 1.3532 2321,6 428922 739 
740 547600 405224000 27,2029 9,045° 6.6067 1,J514 2324,8 430084 'i40 
741 549081 406869021 27,2213 9.0491 6.6080 1.3495 2327,9 43 1247 741 
742 550564 408518488 27,2397 9,0532 6.6093 1.3477 2331,1 432412 742 
743 552049 4101 72407 27,2580 9,0572 6.6107 1.3459 2334,2 433578 743 
744 553536 411830784 27,2764 9,0613 6.6120 1.3441 2337,3 434746 744 
745 555025 4 13493625 27,2947 9,°654 6.6134 1.3423 234°,S 435916 745 
746 556516 415160936 27,3130 9,°694 6.6147 1.34°5 2343,6 437087 746 

747 558009 416832723 21.3313 9,°735 6.6161 1.3387 2346,8 438259 747 
748 559504 418508992 27,3496 9,0775 6.6174 1.3369 2349,9 439433 748 
749 561001 420189749 27,3679 9,0816 6.6187 1.3351 2353,1 440609 749 
700 562500 421875000 27,3861 9,0856 6.6201 1.~3~3 2356,2 441786 700 



A. Tafel der Potenzen, Wurzeln, natilrlichen Logarithmen usw. 17 

nl n2 I n3 fn vn Inn 

700 562500 421875000 27,3861 9,0856 6,6201 

751 564001 423564751 27,4°44 9,0896 6,6214 
752 565504 425259008 27,4226 9,0937 6,6227 
753 567009 426957777 27,44°8 9,0977 6,6241 

754 568516 428661064 27,459 1 9,1017 6,6254 
755 570025 430368875 27,477.3 9,1057 6,6267 
756 571536 4320811116 27,4955 9,1098 6,6280 

757 573049 433798093 27.5136 9,1138 6,6294 
758 574564 435519512 27.5318 9,1178 6,6307 
759 576081 437245479 27,5500 9,1218 6,6320 

'260 577600 438976000 27,5681 9,1258 6,6333 

761 579121 440711081 2705862 9,1298 6,6346 
762 580644 442450728 27,6043 9,1338 6,6359 
763 582169 444194947 27,6225 9,1378 6,6373 

764 583696 445943744 27,6405 9,1418 6,6386 
765 585225 447697125 27,6586 9,1458 6,6399 
766 586756 449455096 27,6767 9,1498 6,6412 

767 588289 451217663 27,6948 9,1537 6,6425 
768 589824 452984832 27,7128 9,1577 6,6438 
769 591361 454756609 27,73°8 9,1617 6,6451 
'270 592900 456533000 27.7489 9,1657 6,6464 
771 594441458314011 27,7669 9, 1696 6,6477 
772 5959844600g9648 27,7849 9,1736 6,6490 
773 597529!461889917 27,8029 9,1775 6,6503 

774 5990761463684824 27,8209 9,1815 6,6516 
775 600625465484375 27,8388 9,1855 6,6529 
776 60217646']a88576 27,8568 9,1894 6,6542 

777 603729 469097433 27,8747 9,1933 6,6554 
778 605284 470910952 27,8927 9,1973 6,6567 
779 606841 472729139 27,9106 9,2012 6,6580 

'280 608400 474552000 27,9285 9,2052 6,6593 
781 609961 476379541 27,9464 9,2091 6,6606 
782 611524 478211768 27,9643 9,2130 6,6619 

783 613089 480048687 27,9821 9,21 70 6,6631 

784 614656 481890304 28,0000 9,2209 6,6644 
785 616225 483736625 28,0179 9,2248 6,6657 
786 617796 485587656 28,0357 9,2287 6,6670 

787 619369 487443403 28,0535 9,2326 6,6682 
788 620944 489303872 28,0713 9,2365 6,6695 
789 622521 491169069 28,0891 9,2404 6,6708 

700 624100 493039000 28,1069 9,2443 6,6720 

791 625681 494913671 28,1247 9,2482 6,6733 
792 627264 496793088 28,1425 9,2521 6,6746 
793 628849 498677257 28,1603 9,2560 6,6758 

794 630436 500566184 28,1780 9,2599 6,677 1 

795 632025 502459875 28,1957 9,2638 6,6783 
796 633616 504358336 28,2135 9,2677 6,6796 

797 635209 506261 573 28,2312 9,2716 6,6809 
798 636804 508169592 28,2489 9,2754 6,6821 
799 638401 510082399 28,2666 9,2793 6,6834 
800 640000 512000000 28,d43 g,s832 6,6846 

Tascbenbuch fiir den Mascbinenban. 9. AufL I. 

1000 --
n 

1,3333 
1,3316 
1,3298 
1,3280 

1,3263 
1,324~ 
1,322 

1,3210 
1,3193 
1,3175 . 
1,3158 
1,3141 
1,3123 
1,3106 

1,3°89 
1,3072 
1,3055 

1,3°38 
1,3021 
1,3004 

~,2987 
1,2970 
1,2953 
1,2937 
1,2920 
1,2903 
1,2887 

1,2870 
1,2854 
1,2837 
1,2821 

1,28°3 
1,278 
1,2771 

1,2755 
1,2739 
1,2723 

1,2707 
1,2690 
1,2674 
1,2658 
1,2642 
1,2626 
1,2610 

1,2595 
1,2579 
1,2563 

1,2547 
1,2531 
1,2516 
1,2500 

nfl. 

2356,2 

2359,3 
2362,5 
2365,6 
2368,1 
2371,9 
2375,0 
2378,2 
2381,3 
2384.5 
2387,6 
2390,8 
2393,9 
2397,0 
2400,2 
2403,3 
2406,5 
2409,6 
2412,7 
2415,9 
2419,0 
2422,2 
2425,3 
2428,5 
2431,6 
2434,7 
243M 
2441,0 
2444,2 
2447,3 
2450,4 
2453,6 
2456,7 
2459,9 
2463,0 
2466,2 
2469,3 
2472,4 
2475,6 
2478,7 
2481,9 
24,85,0 
2488,1 
2491,3 
2494,4 
2497,6 
2500,7 
2503,8 
2507,0 

nnl , 
T n 

441786 

442965 
444146 
445328 

446511 
447697 
448883 
450072 
451262 
452453 

45~46 
45 41 
456037 
457234 
458434 
459635 
460837 
462041 
463247 
4,64454 
465663 
466873 
468085 
469298 

47°513 
47173° 
472948 

474168 
475389 
476612 

477836 

479062 
480290 
481519 
482750 
483982 
485216 

486451 
487688 
488927 
490167 

491409 
492652 
493897 
495143 
496391 
497641 
498892 
500145 

700 
751 
752 
753 
754 
755 
756 

757 
758 
759 
7 60 
761 
762 
763 
76 4 

6 
765 
76 

767 
768 
7 
7'2 
771 
772 
773 
77 4 

6 
775 
77 
777 
77 
77 
7 

8 
9 

80 
781 
78 
78 
78 

2 

3 
4 

785 
78 
78 
78 
78 

6 

7 
8 
9 

90 ;;-
791 
792 
793 
794 
795 
796 
797 
798 

2510,1 5013991799 
2513,3 502655 800 

2 



is Mathematik. 

.. 

nl 1m I nt In nl '1'/,9 F Inn 1000 
1f'l'/, --n 

800 640000 512000000 28,2843 9,2832 6,6846 1,2500 2513,3 502655 800 
Sol 641601 513922401 28,3019 9,2870 6,6859 1,2484 2516,4 5°3912 801 
So2 643204 515849608 28,3196 9,2909 6,68~1 1,2469 2519,6 5°5171 802 
So3 644809 517781627 28,.U73 9,2948 6,68 4 1,2453 2522,7 506432 803 
804 646416 519718464 28,3549 9,2986 6,6896 1,2438 2525,8 507694 804 
So5 648025 521660125 28,3725 9,3°25 6,6908 1,2422 2529,0 508958 805 
806 649636 523606616 28.3go1 9,3°63 6,6921 1,2407 2532,1 510223 806 

So7 651249 525557943 2804077 9,3102 6,6933 1,2392 2535,3 5114go 807 
808 652864 527514112 28,4253 9,3140 6,6946 1,2376 253804 512758 808 
Bog 654481 529475129 28,4429 9,3179 6,6958 1,2361 2541,5 514028 809 
810 656100 531441000 2804605 9,321 7 6,6970 1,2346 2544.7 515300 810 
811 657721 533411731 28,4781 9,3255 6,6983 1,2331 2547,8 516573 811 
812 659344 535387328 28,4956 9,3294 6,6995 1,2315 2551,0 517848 812 
813 660969 537367797 28,5132 9,3332 6,7007 1,2300 2554,1 519124 813 
814 662596 539353144 28,5307 9,337° 6,7020 1,2285 2551.3 520402 814 
815 664225 541343375 28,5482 9,3408 6,7032 1,2270 2560,4 521681 815 
816 665856 543338496 28,5657 9,3447 6,7044 1,2255 2563,5 522962 816 

817 667489 545338513 28,5832 9,3485 6,7056 1,2240 2566,7 524245 817 
818 669124 547343432 28,6007 9,3523 6,7069 1,2225 2569,8 525529 818 
819 670761 549353259 28,6182 9,3561 6,7081 1,2210 2573,0 526814 819 
820 672400 551368000 28,6356 9,3599 6,7093 1,21 95 2576,1 528102 820 
821 674041 553387661 28,6531 9,3637 6,7105 1,2180 2579,2 529391 821 
822 675684 55541224B 28,6705 9,3675 6,7II7 1,2166 2582,4 530681 822 
823 677329 557441767 28,68So 9,3713 6,7130 1,2151 2585,5 531973 823 
824 678976 559476224 28,7054 9,3751 6,7142 1,2136 2588,7 533267 824 
825 6So625 561515625 28,7228 9,3789 6,7154 1,2121 2591,8 534562 825 
826 682276 563559976 28,7402 9,3827 6,7166 1,2107 2595,0 535858 826 

827 683929 565609283 28,7576 9,3865 6,7178 1,2092 2598,1 537157 827 
828 685584 567663552 28,7750 9,39°2 6,71go 1,2077 2601,2 538456 828 
829 687241 569722789 28,7924 9,394° 6,7202 1,2063 2604r4 539758 829 

880 688900 571787000 28,8097 9,3978 6,7214 1,2048 260M 541061 830 
831 690561 573856191 28,8271 904016 6,7226 1,2034 2610,7 542365 831 
832 692224 575930368 28,8444 904053 6,7238 1,2019 2613,8 543671 832 
833 693889 578009537 28,8617 904091 6,7250 1,2005 2616,9 544979 833 

834 695556 580093704 28,8791 904129 6,7262 1,1990 2620,1 546288 834 
835 697225 582182875 28,8964 904166 6'72~3 1,1976 2623,2 547599 835 
836 698896 584277056 28,9137 904204 6,72 1,1962 2626,4 548912 836 

837 700569 586376253 28,9310 9,4241 6,7298 1,1947 2629,5 550226 837 
838 702244 588480472 28,9482 9,4279 6,7310 1,1933 2632,7 551541 838 
839 703921 590589719 28,9655 9,4316 6,7322 1,1919 2635,8 552858 839 

8tO 705600 592704000 28,9828 904354 6,7334 1,1905 2638,9 554177 8tO 
841 707281 594823321 29,0000 9,4391 6,7346 1,1891 264,2,1 55S497 841 

B42 708964 596947688 29,01 72 9,4429 6,7358 1,1877 2645,2 556819 842 
843 710649 59go77l o7 29,0345 904466 6,7370 1,1862 2648,4 558142 843 

844 712336 601211584 29,0517 9,45°3 6,7382 1,1848 2651,5 559467 844 
845 714°25 603351125 29,0689 9,4541 6,7393 1,1834 2654,6 560794 845 
846 715716 605495736 29,0861 9,4578 6,7405 1,1820 2657,8 562122 846 

347 717409 607645423 29,1033 9,4615 6,7417 1,1806 2660,9 563452 847 

848 719104 609800192 29,1204 9,4652 6,7429 1,1793 2664,1 564783 848 

349 720801 611960049 29,1376 9,469° 6,7441 1,1779 2667,2 566116 849 

8&0 722500 614125000 29,1548 904727 6,7452 1,1765 2670t4 567450 8iO 



A. Tafel der PotenzeIl, Wurzeln, nattirlichen Logaritbmen usw. 19 

nl n2 I n8 I fn \vn Inn 1000 Inn Int\n --n 

8iiO 722500 614125000 29,1548 9,4727 6,7452 1,1765 2670.4 567450 8IiO 

85I 724201 616295051 29,1719 9,4764 6,7464 1,1751 2673,5 568786 851 

852 725904 618470208 29,1890 9,4801 6,7476 1,1737 2676,6 570124 852 
853 727609 620650477 29,2062 9,4838 6,7488 1,1723 2679,8 571463 853 

854 7293 16 622835864 29,2233 9.4875 6,7499 1,1710 2682,9 572803 854-
855 731025 625026375 29,2404 9,4912 6,75 II 1,1696 2686,1 574146 855 
856 732736 627222016 29,2575 9,4949 6,7523 1,1682 2689,2 575490 856 

857 734449 629422793 29,2746 914986 6,7534 1,1669 2692,3 576835 857 
858 736164 631628712 29,2916 9,5023 6,7546 1,1655 2695,5 578182 858 
859 737881 633839779 29,3087 9,5060 6,7558 1,1641 2698,6 579530 859 
860 739600 636056000 29,3258 I~ 6,7569 1,1628 2701,8 580880 860 
861 741321 638277381 29,3428 9,5 134 6,7581 1, 1614 2704,9 582232 861 
862 743044 640503928 29,3598 9,5171 6,7593 1,1601 2708,1 583585 862 
863 744769 642735647 29,3769 9,5207 6,7604 1,1588 2711,2 584940 863 
864 746496 644972544 29,3939 9,5244 6,7616 1,157-4 2714,3 586297 864-
865 748225 647214625 29,4109 9,5281 6,7627 1,1561 2717,5 587655 865 
866 749956 649461896 29,4279 9,53 17 6,7639 1,1547 2720,6 589014 866 

867 751689 651714363 29,4449 9,5354 6,7650 1,1534 2723,8 590375 867 
868 753424 653972032 29,4618 9,5391 6,7662 1,1521 2726,9 591738 868 
869 755 161 656234909 29,4788 9,5427 6,7673 1,150 8 2730,0 593 102 869 
870 756900 658503000 29,4958 9,5464 6,7685 1,1494 2733,2 594468 870 
87I 758641 660776311 29,5 127 9,5501 6,7696 1,1481 2736,3 595835 871 
872 760384 663054848 29,5296 9,5537 6,7708 1,1468 2739,5 597204 872 
873 762129 66533861 7 29,5466 9,5574 6,7719 1,1455 2742,6 598575 873 
874 763876 667627624 29,5635 9,5610 6,7731 1,1442 2745,8 599947 874 
875 765625 669921875 29,5804 9,5647 6,7742 1,1429 2748,9 601320 875 
876 767376 672221376 29,5973 9,5683 6,7754 1,1416 2752,0 602696 876 
877 769129 674526133 29,6142 9,5719 6,7765 1,1403 2755,2 604073 877 
878 770884 676836152 29,6311 9,5756 6,7776 1,1390 2758,3 605451 878 
879 772641 679151439 29,6479 9,5792 6,7788 1,1377 2761,5 606831 879 
880 774400 681472000 29,6648 9,5828 6,7799 1,1364 2764,6 608212 880 
88I 776161 683797841 29,6816 9,5865 6,78II 1,1351 2767,7 609595 881 
882 777924 686128968 29,6985 9,5901 6,7822 1,1338 2770,9 610980 882 
883 779689 688465387 29,7 153 9,5937 6,7833 1,1325 2774,0 612366 883 
884 781456 690807104- 29,7321 9,5973 6,7845 1,1312 2777,2 613754 884-
885 783225 693154125 29,7489 9,6010 6,7856 1,1299 2780,3 61 5143 885 
886 784996 695506456 29,7658 9,6046 6,7867 1,1287 2783,5 616534 886 

887 786769 697864103 29,7825 9,6082 6,7878 1,1274 2786,6 617927 887 
888 788544 700227072 29,7993 9,6118 6,7890 1,1261 2789,7 619321 888 
889 790321 702595369 29,8161 9,61 54 6,7901 1,1249 2792,9 620717 889 
890 792100 704969000 29,8329 9,61 90 6,79IZ 1,1236 2796,0 622114 800 
8gJ 793881 707347971 29,8496 9,6226· 6,7923 1,1223 2799,2 623513 891 
892 795664 709732288 29,8664 9,6262 6,7935 1,I2II 2802,3 624913 892 
893 797449 712121957 29,883 1 9,6298 6,7946 1,1198 2805,4 626315 893 
894 799236 714516984 29,8998 9,6334 6,7957 1,1186 2808,6 627718 894 
895 801025 716917375 29,9166 9,6370 6,7968 1,1173 281I,7 629124 895 
896 802816 719323136 29,9333 9,6406 6,7979 1,1161 2814,9 630530 896 
897 804609 721 734273 29,9500 9,6442 6,7991 1,1148 2818,0 631938 897 
898 806404 724150792 29,9666 9,6477 6,8002 1,1136 2821,2 633348 898 
899 808201 726572699 29,9833 9,6513 6,8013 1,1124 2824,3 634760 899 ------900 810000 729000000 30,0000 9,6549 6,8024 1,1111 2827.4 636173 000 



20 Mathematik. 

nl nil I n8 I "fi Iv; Inn 1000 I "n2
1 -- nn 4 n 

n 

900 810000 729000000 30,0000 9,6549 6,8024 1,1111 2827.4 636173 900 
901 811801 7314327°1 30,0167 9,6585 6,8035 1,1099 2830,6 637587 901 
902 813604 733870808 30,0333 9,6620 6,8046 1,1087 2833,7 639003 903 
903 815409 736314327 30,0500 9,6656 6,8057 1,1074 2836,9 640421 903 
904 817216 738763264 30,0666 9,6692 6,8068 1,1062 2840,0 641840 904 
905 819025 741217625 30,0832 9,6727 6,8079 1,1050 2843,1 643261 9°5 
906 820836 743677416 3°,0998 9,6763 6,8090 1,1038 2846,3 644683 906 
907 822649 746142643 '30,1164 9,6799 6,8101 1,1025 2849.4 646107 907 
908 824464 748613312 30,1330 9,6834 6,8II2 1,1013 2852,6 647533 908 
909 826281 751089429 30,1496 9,6870 6,8123 1,1001 2855,7 648960 909 
810 828100 753571000 30,1662 9,6905 6,8134 1,0989 2858,8 650388 810 
911 829921 756058031 30,1828 9,6941 6,8145 1,0977 2862,0 651818 911 
912 831744 75855°528 30,1993 9,6976 6,8156 1,0965 2865,1 653250 913 
913 833569 761048497 30,21 59 9,7012 6,8167 1,0953 2868,3 654684 913 
914 835396 763551944 30,2324 9,7°47 6,8178 1,0941 287104 656118 914 
915 837225 766060875 30,2490 9,7°82 6,8189 1,0929 287406 657555 915 
916 839056 768575296 30,2655 9,7118 6,8200 1,0917 2877,7 658993 916 
917 8~89 771095213 30,2820 9,7153 6,82 II 1,0905 2880,8 660433 917 
918 842724 773620632 30,2985 9,7188 6,8222 1,0893 2884,0 661874 918 
919 844561 776151559 30,3150 9,7224 6,8233 1,0881 2887,1 663317 919 

846400 778688000 30,3315 9,7259 6,8244 1,0870 2890,3 664761 D20 - 848241 781229961 3°,3480 9,7294 6,8255 1,0858 2893.4 666207 921 921 
922 8500B4 783777448 3°,3645 9,7329 6,8265 1,0846 2896,5 667654 922 
923 851929 786330467 3°,38°9 9,7364 6,8276 1,0834 2899,7 669103 923 
924 853776 788889024 30,3974 9,7400 6,828~ 1,0823 2902,8 670554 924 
925 855625 791453125 3004138 9,7435 .6,829 1,08II 2906,0 672006 925 
926 857476 794022776 30,43°2 9,747° 6,8309 1,0799 2909,1 673460 926 

927 859329 796597983 30,4467 9,75°5 6,8320 1,0788 2912,3 674915 927 
928 861184 799178752 3°.4631 9,7540 6,8330 1,0776 291504 676372 928 
929 863041 801765089 3°.4795 9,7575 6,8341 1,0764 2918,S 677831 929 
800 864900 804357000 30,4959 9,7610 6,8352 1,0753 2921,7 679291 980 
931 866761 806954491 30,5123 9,7645 6,8363 1,0741 2924,8 680752 931 
932 868624 809557568 3°,5287 9,7680 6,8373 1,0730 2928,0 682216 932 
933 870489 812166237 30,545° 9,7715 6,8384 1,0718 2931,1 683680 933 
934 872356 814780504 3°,5614. 9,775° 6,8395 1,0707 293402 685147 934 
935 874225 817400375 30,5778 9,7785 6,8405 1,0695 2937,4 686615 935 
936 876096 820025856 30,5941 9,7819 6,8416 1,0684 2940,S 688084 936 

937 877969 822656953 30,6105 9.7854 6,8427 1,0672 2943,7 689555 937 
938 879844 825293672 30,6268 9,7889 6,8437 1,0661 2946,8 691028 938 
939 881721 827936019 30,6431 9,7924 6,8448 1,0650 2950,0 692502 939 
NO 883600 830584000 30,6594 9,7959 6,8459 1,0638 2953,1 693978 940 
941 885481 833237621 30,6757 g,7993 6,8469 1,0627 2956,2 695455 941 
942 887364 835896888 30,6920 9,8028 6,8480 1,0616 295904 696934 943 

943 889249 838561807 3°,7083 9,8063 6,8491 1,0605 2962,S 698415 943 
944 891136 841232384 3°,7246 9,8097 6,8501 1,0593 2965,7 699897 944 
945 893025 843g08625 30,7409 9,8132 6,8512 1,0582 2968,8 701380 945 
946 894916 846590536 30,7571 9,8167 6,8522 1,0571 2971,9 702865 946 

~ 
8g680g 849278123 30,7734 9,8201 6,8533 1,0560 2975,1 704352 947 
898704 851971392 3°,7896 g,8236 6,8544 1,0549 2978,2 7°5840 948 

949 goo6ol 854670349 30,8058 9,8270 6,8554 1,0537 2981.4 7°733° 949 
9&0 9Q3SOo 857375000 30,8221 9,83°5 6,8565 1,0526 ~ 708822 9GO 



A. Tafel der Potenzeo, Wurze1o, oatiirlicheo Logarithmeo usw. 21 

nl '11,2 I '11,3 I fn Ivn Inn 

900 902500 857375000 30,8221 9,8305 6,8565 

951 904401 860085351 30,8383 9,8339 6,8575 
952 906304 862801408 30,8545 9,8374 6,8586 
953 908209 865523177 30,8707 9,8408 6,8596 

954 910116 868250664 30,8869 9,8443 6,8607 
955 912025 870983875 30,9031 9,847'7 6,86I~ 
956 913936 873722816 30,9192 9,8511 6,862 

957 915849 876467493 30,9354 9,8546 6,8638 
958 917764 87921 7912 30,9516 9,8580 6,8648 
959 919681 881974079 30,9677 9,8614 6,8659 
960 921600 884736000 30,9839 9,8648 6,8669 

961 923521 887503681 31,0000 9,8683 6,8680 
962 925444 890277128 31,0161 9,87 17 6,8690 
963 927369 893056347 31,0322 9,8751 6,8701 

96.4- 929296 895841344 31,0483 9,8785 6,8711 

965 931225 898632125 31,0644 9,8819 6,8721 
966 93~156 901428696 31,0805 9,8854 6,8732 

967 935089 904231063 31,0966 9,8888 6,8742 
968 937024 907039232 31,JI27 9,8922 6,8752 
969 938961 909853209 31,1288 9,8956 6,8763 
970 940900 912673000 31,1448 9,8990 6,8773 

971 942841 91 54986 II 31,160g 9,9024 6,8783 
972 944784 918330048 31,1769 9,9058 6,8~94 
973 946729 92Il67317 31,1929 9,9092 6,8 04 

974 948676 924010424 31,2090 9,9126 6,8814 
975 950625 926859375 31,2250 9,9160 6,8824 
976 952576 929714176 31,2410 9,9194 6,8835 

977 954529 932574833 31,2570 9,9227 6,8845 
978 956484 935441352 31,2730 9,9261 6,8855 
979 958441 938313739 31,2890 9,9295 6,8865 
980 96Q400 94IJ92OOO .31,J050 9,9329 6,8876 

981 962361 944076141 31,3209 9,9363 6,8886 
982 964324 946966168 31,3369 9.9396 6,8896 
983 966289 949862087 31,3528 9.9430 6,8906 

984- 968256 952763904 31,3688 9,9464- 6,8916 
985 970225 955671625 31,3847 9,9497 6,8926 
986 972196 958585256 31,4006 9,9531 6,8937 

987 974169 961504803 31,4166 9.9565 6,8947 
988 976144 964430272 31,4325 9,9598 6,8957 
989 978121 96736166g 3104484- 9,9632 6,8967 
D90 980100 970299000 31,4643 9,9666 6,8977 

991 982081 973242271 31,4802 9,9699 6,8987 
992 984064 976191488 31,4960 9,9733 6,8997 
993 986049 979146657 31,5 JJ9 9.9766 6,9007 

994 988036 982107784 31,5278 9,9800 6,9017 
995 990025 985074875 31,5436 9,9833 6,9027 
996 992016 988047936 31,5595 9,9866 6,9037 
997 994009 991026973 31,5753 9,9900 6,9047 
998 9960Q4 994011992 31,5911 

~::~~ 6,905~ 
999 ggS00l 1997002999 31,6070 9, 7 6,906 

1000 --n 

1,0526 
1,0515 
1,0504 
1,0493 

1,0482 
1,0471 
1,0460 

1,0449 
1,0438 
1,0428 

1,0417 
1,0406 
1,0395 
1,0384 

1,9373 
1,0363 
1,0352 

1,0341 
1,0331 
1,0320 

1,0309 
1,0299 
1,0288 
1,0278 

1,0267 
1,0256 
1,0246 

1,0235 
1,0225 
1,0215 
1,0204 
1,0194 
1,0183 
1,0173 

1,0163 
1,0152 
1,0142 

1,0132 
1,0122 
I,OIII 

1,0101 
1,0091 
1,0081 
1,0071 

1,0060 
1,0050 
1,0040 

1,0030 
1,0020 
1,0010 

I nnS I n'lt T 'It 

2984,S 708822 

298M 710315 
2990,8 711809 
2993,9 713306 
2997,1 714803 
3000,2 716303 
3003.4- 717804 
3006,5 719306 
3009,6 720810 
3012,8 722316 

301 5,9 723823 
3019,1 725332 
3022,2 726842 
3025,4 728354 
3028,5 729867 
3031,6 731382 
3034,8 732899 
303M 73441 7 
3041,1 735937 
3044,2 737458 

3047.3 738981 
3050,5 740506 
3053,6 742032 
3056,8 743559 
3059,9 745088 
3063,1 746619 
3066,2 748151 
3069,3 749685 
3072,5 751221 
3075,6 752758 
3078,8 754296 
3081,9 755837 
3085,0 757378 
3088,2 758922 
3091,3 760466 
309415 762013 
3097,6 763561 
3100,8 765111 
3103,9 766662 
3107,0 768214 
3110,2 769769 
3113,3 771325 
3116,5 772882 
3JI9,6 774441 
3122,7 776002 
3125,9 777564 
3129,0 779128 
3132,2 780693 
3135,3 782260 
3138,5 783828 

900 
951 
952 
953 
954 
955 
956 

957 
958 
959 
960 
961 
962 
963 
964-
965 
966 

967 
968 
969 
970 
971 
972 
973 
97 4 

6 
975 
97 
97 
97 ~ 
97 9 
980 
981 
98 2 

983 
9 84 

5 
6 

98 
98 

987 
988 
989 

991 
992 
993 
99 4 
995 
996 
997 
998 
999 



22 B. Tafel der 4ste16gen Mantissen der Briggsschen Logarithmen 
von 100+549. 

Zahl 0 1 2 I 3 I 4 5 I 6 I 7 I 8 I 9 I D 

10 0000 0043 0086 0128 0170 0212 0253 0294 0334 0374 40 
U 0414 0453 0492 0531 0569 0607 0645 0682 0719 0755 37 
12 0792 0828 0864 0899 0934 0969 1004 1038 1072 1106 33 
13 H39 tt73 1206 1239 1271 1303 1335 1367 1399 1430 31 
14 1461 1492 1523 1553 1584 1614 1644 1673 1703 1732 29 
----------.----- ------

is 1761 1790 1818 1847 1875 1903 1931 1959 1987 2014 27 
16 2041 2068 209~ 2122 2148 2175 2201 2227 2253 2279 25 
17 2304 2330 2355 2380 2405 2430 2455 2480 2504 2529 24 
18 2553 2577 2601 2625 2648 2672 2695 2718 2742 2765 23 
19 2788 2810 2833 2856 2878 2900 2923 2945 2967 2989 21 
------------------------

20 3010 3032 3054 3075 3096 3u8 3139 3160 .3181 3201 21 
21 3222 3243 3263 3284 3304 3324 3345 3365 3385 3404 20 
22 3424 3444 3464 3483 3502 3522 3541 3560 3579 3598 19 
23 3617 3636 3655 3674 3692 37tt 3729 3747 3766 3784 18 
24 3802 3820 3838 3856 3874 3892 3909 3927 3945 3962 17 

- -------- - -------------' --
25 3979 3997 4014 4031 4048 4065 4082 4099 4116 4133 17 
26 4150 4166 4183 4200 4216 4232 4249 4265 4281 4298 16 
27 4314 4330 4346 4362 4378 4393 4409 4425 4440 4456 16 
28 4472 4487 4502 4518 4533 4548 4564 4579 4594 4609 15 
29 4624 4639 4654 4669 4683 4698 4713 4728 4742 4757 14 

------ - ----------
30 4771 4786 4800 4814 4829 4843 4857 4871 4886 4900 14 
31 4914 4928 4942 4955 4969 4983 4997 SOH 5024 5038 13 
32 5051 5065 5079 5092 5105 5119 5132 5145 5159 5172 13 
33 5185 5198 5211 5224 5237 5250 5263 5276 5289 5302 13 
34 5315 5328 5340 5353 5366 5378 5391 5403 5416 5428 13 ------------------------
35 5441 5453 5465 5478 5490 5502 5514 5527 5539 5551 12 
36 5563 5575 5587 5599 5611 5623 5635 5647 5658 5670 12 
37 5682 5694 5705 5717 5729 5740 5752 5763 5775 5786 12 
38 5798 5809 5821 5832 5843 5855 5866 5877 5888 5899 12 
39 59tt 5922 5933 5944 5955 5966 5977 5988 5999 6010 11 
--,--------- - ------------

40 6021 6031 6042 6053 6064 6075 6085 6096 6107 6117 11 
41 6128 6138 6149 6160 6170 .6180 6191 6201 6212 6222 10 
42 6232 6243 6253 6263 6274 6284 6294 6304 6314 6325 10 
43 6335 6345 6355 6365 6375 6385 6395 6405 6415 6425 10 
44 6435 6444 6454 6464 6474 6484 6493 6503 6513 6522 10 

------------------
45 6532 6542 6551 6561 6571 6580 6590 6599 6609 6618 10 
46 6628 6637 6646 6656 6665 6675 6684 6693 6702 6712 9 
47 6721 6730 6739 6749 6758 6767 6776 6785 6794 6803· 9 
48 6812 6821 6830 6839 6848 6857 6866 6875 6884 6893 9 
49 6902 6911 6920 6928 6937 6946 6955 6964 6972 6981 9 
-- - --------------------

50 6990 6998 7007 7016 7024 7033 7042 7050 7059 7067 9 
51 7076 7084 7093 7101 7110 7118 7126 7135 7143 7152 8 
52 7160 7168 7177 7185 7193 7202 7210 7218 7226 7235 8 
53 7243 7251 7259 7267 7275 7284 7292 7300 7308 7316 8 
54 7324 7332 7340 7348 7356 7364 7372 7380 7388 7396 8 

Spalte D enthlilt die Differenz des letzten Ig mit dem ersten der fol
genden Zelle. 



B. Tafel der 4stelligen Mantissen der Briggsschen Logarithmen 23 
von 550-;'-999. 

I 

I 

I 
I 

I I I I I 
Zahl 0 1 I 2 3 4 5 6 7 8 9 D 

I ! 

55 7404 7412 7419 7427 7435 7443 7451 7459 7466 7474 8 
56 7482 7490 7497 7505 7513 7520 7528 7536 7543 7551 8 
57 7559 7566 7574 7582 7589 7597 7604 7612 7619 7627 7 
58 7634 7642 7649 7657 7664 7672 7679 7686 7694 7701 8 
59 7709 7716 7723 7731 7738 7745 7752 7760 7767 7774 8 
------------------------

60 7782 7789 7796 7803 7810 7818 7825 7832 7839 7846 7 
61 7853 7860 7868 7875 7882 7889 7896 7903 7910 7917 7 
62 7924 7931 7938 7945 7952 7959 7966 7973 7980 7987 6 
63 7993 8000 8007 8014 8021 8028 8035 8041 8048 8055 7 
64 8062 8069 8075 8082 8089 8096 8102 8109 8116 8122 7 
------------------------

65 8129 8136 8142 8149 8156 8162 8169 8176 8182 8189 6 
66 8195 8202 8209 8215 8222 8228 8235 8241 8248 8254 7 
67 8261 8267 8274 8280 8287 8293 8299 8306 8312 8319 6 
68 8325 8331 8338 8344 8351 8357 8363 8370 8376 8382 6 
69 8388 8395 8401 8407 8414 8420 8426 8432 8439 8445 6 
------------------------

70 8451 8457 8463 8470 8476 8482 8488 8494 8500 8506 7 
71 8513 8519 8525 8531 8537 8543 8549 8555 8561 8567 6 
72 8573 8579 8585 8591 8597 8603 8609 8615 8621 8627 6 
73 8633 8639 8645 8651 8657 8663 8669 8675 8681 8686 6 
74 8692 8698 8704 8710 8716 8722 8727 8733 8739 8745 6 
------------------------

75 8751 8756 8762 8768 8774 8779 8785 8791 8797 8802 6 
76 8808 8814 8820 8825 8831 8837 8842 8848 8854 8859 6 
i7 8865 8871 8876 8882 8887 8893 8899 8904 8910 8915 6 
78 8921 8927 8932 8938 8943 8949 8954 8960 8965 8971 5 
79 8976 8982 8987 8993 8998 9004 9009 9015 9020 9025 6 
------------r-------------

80 9031 9036 9042 9047 9053 9058 9063 9069 9074 9079 6 
81 9085 9090 9096 9101 9106 9112 9117 9122 9128 9133 5 
82 9138 9143 9149 9154 9159 9165 9170 9175 9180 9186 5 
83 9191 9196 9201 9206 9212 9217 9222 9227 9232 9238 5 
84 9243 9248 9253 9258 9263 9269 9274 9279 9284 9289 5 
------------------------

85 9294 9299 9304 9309 9315 9320 9325 9330 9335 9340 5 
86 9345 9350 9355 9360 9365 9370 9375 9380 9385 9390 5 
87 9395 9400 9405 9410 9415 9420 9425 9430 9435 9440 5 
88 9445 9450 9455 9460 9465 9469 9474 9479 9484 9489 5 
89 9494 9499 9504 9509 9513 9518 9523 9528 9533 9538 4 
------------t-------------

90 9542 9547 9552 9557 9562 9566 9571 9576 9581 9586 4 
91 9590 9595 9600 9605 9609 9614 9619 9624 9628 9633 5 
92 9638 9643 9647 9652 9657 9661 ·9666 9671 9675 9680 5 
93 9685 9689 9694 9699 9703 9708 9713 9717 9722 9727 4 
94 9731 9736 9741 9745 9750 9754 9759 9763 9768 9773 4 
-------------------------

95 9777 9782 9786 9791 9795 9800 9805 9809 9814 9818 5 
96 9823 9827 9832 9836 9841 9845 9850 9854 9859 9863 5 
97 9868 9872 9877 9881 9886 9890 9894 9899 9903 9908 4 
98 9912 9917 9921 9926 9930 9934 9939 9943 9948 9952 4 
99 9956 9961 9965 9969 9974 9978 9983 9987 9991 9996 4 

Spalte D enthalt die Differenz des letzten 19 mit dem ersten der fol
genden Zeile. 



24 C. Tafel der Kreisfunktionen. 

~ ~ 

Min. 0 6 12 1 18 24 30 36 42 48 1 54 60 

Grad ,0 ,1 I ,2 1 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7 1 ,8 ,9 1,0 

0 0,0000 0017 0035 0052 0070 0087 0105 0122 0140 0157 0175 89 
1 0175 0192 0209 0227 0244 0262 0279 0297 0314 0332 0349 88 
2 0349 0366 0384 0401 0419 0436 0454 0471 0488 0506 0523 87 
3 0523 0541 0558 0576 0593 0610 0628 0645 0663 0680 0698 86 
4 0698 0715 0732 0750 0767 0785 0802 0819 0837 0854 0872 85 
5 0,0872 0889 0906 0924 0941 0958 0976 0993 1011 1028 'ro4s 84 
6 1045 1063 1080 1097 1115 1132 1149 1167 1184 1201 1219 83 
7 1219 1236 1253 1271 1288 1305 1323 1340 1357 1374 1392 82 
8 1392 1409 1426 1444 1461 1478 1495 1513 1530 1547 1564 81 
9 1564 1582 1599 1616 1633 1650 1668 1685 1702 1719 1736 80 

10 0,1736 1754 1771 1788 1805 1822 1840 1857 1874 1891 1908 79 
11 1908 1925 1942 1959 1977 1994 2011 2028 2045 2062 2079 78 
12 2079 2096 2113 2130 2147 2164 2181 2198 2215 2233 2250 77 
13 2250 2267 2284 2300 2317 2334 2351 2368 2385 2402 2419 76 
14 2419 2436 2453 2470 2487 2504 2521 2538 2554 2571 2588 75 
15 0,2588 2605 2622 2639 2656 2672 2689 2706 2723 2740 2756 74 
16 2756 2773 2790 2807 2823 2840 2857 2874 2890 2907 2924 73 
17 2924 2940 2957 2974 2990 3007 3024 3040 3057 3074 3090 72 
18 3090 3107 3123 3140 3156 3173 3190 3206 3223 3239 3256 71 
19 3256 3272 3289 3305 3322 3338 3355 3371 13387 3404 3420 70 
20 0,3420 3437 3453 3469 3486 3502 3518 3535 3551 3567 3584 69 
21 3584 3600 3616 3633 3649 3665 3681 3697 3714 3730 3746 68 
22 3746 3762 3778 3795 3811 3827 3843 3859 3875 3891 3907 67 
23 3907 3923 3939 3955 3971 3987 4003 4019 4035 4051 4067 66 
24 4067 4083 4099 4115 4131 4147 

~ 
4179 4195 4210 4226 65 

25 0,4226 4242 4258 4274 4289 4305 4337 4352 4368 4384 64 
26 4384 4399 4415 4431 4446 4462 4478 4493 4509 4524 4540 63 
27 4540 4555 4571 4586 4602 4617 4633 4648 4664 4679 4695 62 
28 4695 4710 4726 4741 4756 4772 4787 4802 4818 4833 4848 61 
29 4848 4863 4879 4894 4909 4924 4939 495514970 4985 5000 60 
30 0,5000 5015 5030 5045 5060 5075 5090 5105 5120 5135 5150 59 
31 5150 5165 5180 5195 5210 5225 5240 5255 5270 5284 5299 58 
32 5299 5314 5329 5344 5358 5373 5388 5402 5417 5432 5446 57 
33 5446 5461 5476 5490 5505 5519 5534 5548 5563 5577 5592 56 
34 5592 5606 5621 5635 5650 [5664 5678 5693" 5707 5721 5736 55 
35 0,5736 5750 5764 5779 5793 5807 5821 5835 5850 5864 5878 54 
36 587S 5892 5906 5920 5934 5948 5962 5976 5990 6004 6018 53 
37 6018 6032 6046 6060 6074 6088 6101 6115 6129 6143 6157 52 
38 6157 6170 6184 6198 6211 6225 6239 6252 6266 6280 6293 51 
39 6293 6307 6320 6334 6347 6361 637416388 6401 6414 6428 50 
40 0,6428 6441 6455 6468 6481 6494 6508 6521 6534 6547 6561 49 
41 6561 6574 6587 6600 6613 6626 6639 6652 6665 6678 6691 48 
42 6691 6704 6717 6730 6743 6756 6769 6782 6794 6807 6820 47 
43 6820 6833 6845 6858 6871 6884 6896 6909 6921 6934 6947 46 
44 0,6947 69591 6972 6984 6997 7009 7022 7034 7046 7059 7071 45 

1,0 ,9 ,8 I ,7 I ,6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1 ,0 Grad 

60 54 48 42 [ 36 30 24 1 18 12 6 0 lI(jn. 

0 Cosinus 45 ~ 90 0 



O. Tafel der Kreisfunktionen. 25 

~ 

lIlIo. 0 6 12 1 18 1 24 30 36142148154 60 

Grad ,0 ,1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7 ,8 ,9 1,0 

45 0,7071 7083 7096 7108 '7120 7133 7145 715717169 7181 7193 44 
46 7193 7206 7218 7230 7242 7254 7266 7278 7290 7302 7314 43 
47 7314 7325 7337 7349 7361 7373 7385 7396 7408 7420 7431 42 

, 48 7431 7443 7455 7466 7478 7490 7501 7513 7524 7536 7547 41 • 
49 7547 7559 7570 7581 7593 7604 7615 7627 7638 7649 7660 40 
50 0,7660 17672 768317694 7705 7716 772717738 774917760 7771 39 
51 7771 7782 7i93 7804 7815 7826 7837 7848 7859 7869 7880 38 
52 7880 7891 7902 7912 7923 7934 7944 7955 7965 7976 7986 37 
53 7986 7997 8007 8018 8028 8039 8049 8059 8070 8080 8090 36 
54 8090 8100 8111 8121 8131 8141 8151 8161 8171 8181 8192 35 
55 0,8192'8202 8211 8221 8231 8241 82s1 8261 8271 18281 8290 34 
56 8290 8300 8310 8320 8329 8339 8348 8358 8368 8377 8387 33 
57 8387 8396 8406 8415 8425 8434 8443 8453 8462 8471 8480 32 
58 8480 8490 8499 8508 8517 8526 8536 8545 8554 8563 8572 31 
59 8572 8581 8590 8599 8607 8616 8625 8634 8643 8652 8660 30 
60 0,8660 8669 867818686 8695 8704 871218721 8729 8738 8746 29 
61 8746 8755 8763 8771 8780 8788 8796 8805 8813 8821 8829 28 
62 8829 8838 8846 8854 8862 8870 8878 8886 8894 8902 8910 27 
63 8910 8918 8926 8934 8942 8949 8957 8965 8973 8980 8988 26 
64 8988 8996 9003 9011 9018 9026 9033 9041 9048 9056 9063 25 
65 0,9063 9070 9078 9085 9092 9100 9107 9114 9121 9128 9135 24 
66 9135 9143 9150 9157 9164 9171 9178 9184 9191 9198 9205 23 
67 9205 9212 9219 9225 9232 9239 9245 9252 9259 9265 9272 22 
68 9272 9278 9285 9291 9298 9304 9311 9317 19323 9330 9336 21 
69 9336 9342 9348 9354 9361 9367 9373 9379 9385 9391 9397 20 
70 0,9397 9403 9409 9415 9421 9426 9432 9438 9444 9449 9455 19 
71 9455 9461 9466 9472 9478 9483 9489 9494 9500 9505 9511 18 
72 9511 9516 9521 9527 9532 9537 9542 9548 9553 9558 9563 17 
73 9563 9568 9573 9578 9583 9588 9593 9598 9603 9608 9613 16 
74 9613 9617 9622 9627 9632 9636 9641 9646 9650 9655 9659 15 
75 0,9659 9664 9668 9673 9677 9681 9686 9690 9694 9699 9703 14 
76 9703 9707 9711 9715 9720 9724 9728 9732 9736 9740 9744 13 
77 9744 9748 9751 9755 9759 9763 9767 9770 9774 9778 9781 12 
78 9781 9785 9789 9792 9796 9799 9803 9806 9810 9813 9816 11 
79 9816 9820 9823 9826 9829 9833 9R~6 9839 9842 9845 9848 10 
80 0,9848 9851 9854 9857 9860 9863 <)1)66 <)1l69 9871 9874 9877 9 
81 9877 9880 9882 9885 9888 9890 9893 9895 9898 9900 9903 8 
82 9903 9905 9907 9910 9912 9914 9917 9919 9921 9923 9925 7 
83 9925 9928 9930 9932 9934 9936 9938 9940 9942 9943 9945 6 
84 9945 9947 9949 9951 9952 9954 9956 9957 9959 9960 9962 5 
85 0,9962 9963 9965 9966 9968 9969 9971 9972 9973 9974 9976 4 
86 9976 9977 9978 9979 9980 9981 9982 9983 9984 9985 9986 3 
87 9986 9987 9988 9989 9990 9990 9991 9992 9993 9993 9994 2 
88 9994 9995 9995 9996 9996 9997 9997 9997 9998 9998 9998 1 
89 0,9998 9999 9999 9999 9999 1,0000 1,0000 1,0000 1.0000 1,0000 1,0000 0 

, 1,0 ,9 1 ,8 ,7 ,6 I ,5 ,4 I ,3 ,2 ,1 ,0 Grad 

I 60 1 54 48 42 36 30 24 18 1 12 1 6 0 lIlIo • 
. _-

Oosinus 0° -+ 45° 



26 Mathematik. 

Hin. 0 6 1 12 1 18 1 24 30 36 1 42 48154160 
Grad ,0 ,1 ,2 I ,3 ,4 I ,5 ,6 I ,7 I ,8 I ,9 1,0 

0 0,0000 0017 0035 0052 0070 0087 0105 0122 0140 0157 0175 89 
1 0175 0192 0209 0227 0244 0262 0279 0297 0314 0332 0349 88 
2 0349 0367 0384 0402 0419 0437 0454 0472 0489 0507 0524 87 
3 0524 0542 0559 0577 0594 0612 0629 0647 0664 0682 0699 86 
4 0699 0717 0734 0752 0769 0787 0805 0822 0840 0857 0875 85 
5 0,0875 0892 0910 0928 0945 0963 0981 0998 1016 1033 1051 84 
6 1051 1069 1086 1104 1122 1139 1157 1175 1192 1210 1228 83 
7 1228 1246 1263 1281 1299 1317 1334 1352 1370 1388 1405 82 
8 1405 1423 1441 1459 1477 1495 1512 1530 1548 1566 1584 81 
9 1584 1602 1620 1638 1655 1673 1691 1709 1727 1745 1763 80 

10 0,1763 1781 1799 1817 1835 1853 1871 11890 1908 1926 1944 79 
11 1944 1962 1980 199812016 2035 2053 2071 2089 2107 2126 78 
12 2126 2144 2162 2180 2199 2217 2235 2254 2272 2290 2309 77 
13 2309 2327 2345 2364 2382 2401 2419 2438 2456 2475 2493 76 
14 2493 2512 2530 2549 2568 2586 2605 2623 2642 2661 2679 75 
15 0,2679 2698 2717 2736 2754 2773 2792 2811 2830 2849 2867 74 
16 2867 2886 2905 2924 2943 2962 2981 3000 3019 3038 3057 73 
17 3057 3076 3096 3115 3134 3153 3172 3191 3211 3230 3249 72 
18 3249 3269 3288 3307 3327 3346 3365 3385 3404 3424 3443 71 
19 3443 3463 3482 3502 3522 3541 3561 3581 3600 3620 3640 70 
20 0,3640 3659 3679 3699 3719 T739 3759 3779 3790 381913839 69 
21 3839 3859 3879 3899 3919 3939 3959 3979 4000 4020 4040 68 
22 4040 4061 4081 4101 4122 4142 4163 4183 4204 4224 4245 67 
23 4245 4265 4286 4307 4327 4348 4369 4390 4411 4431 4452 66 
24 4452 4473 4494 4515 4536 4557 4578 4599 4621 4642 4663 65 ----

14706 rmo 4s13 64 25 0,4663 4684 4727 4748 4791 4834 4856 4877 
26 4877 4899 4921 4942 4964 4986 5008

1

5029 50S' 5073 5095 63 
27 5095 5117 5139 5161 5184 5206 5228 5250 5272 5295 5317 62 
28 5317 5340 5362 5384 5407 5430 5452 5475 5498 5520 5543 61 
29 5543 5566 5589 5612 5635 5658 5681 5704 5727 5750 5774 60 
30 0,5774 5797 5820 5844 5867 '5890 591.4 5938 5961 5985 6009 59 
31 6009 6032 6056 6080 6104 6128 6152 6176 6200 6224 6249 58 
32 6249 6273 6297 6322 6346 6371 6395 6420 6445 6469 6494 57 
33 6494 6519 6544 6569 6594 6619 6644 6669 6694 6720 6745 56 
34 6745 6771 6795 6822 6847 6873 6899 6924 6950 6976 7002 55 
35 0,7002 7028 7054 7080 7107 7133 7159 7186 '7212 7239 7265 54 
36 7265 7292 7319 7346 7373 7400 7427 7454 7481 7508 7536 53 
37 7536 7563 7590 761817646 7673 7701 7729 7757 7785 7813 52 
38 7813 7841 7869 7898 7926 7954 7983 8012 8040 8069 8098 51 
39 8098 8127 8156 8185 8214 8243 8273 8302 8332 8361 8391 50 
40 0,8391 842118451 8481 8511 8541 8571 860118632 8662 8693 49 
41 8693 8724 8754 8785 8816 8847 8878 8910 8941 8972 9004 48 
42 9004 9036 9067 9099 9131 9163 9195 9228 9260 9293 9325 47 
43 9325 9358 9391 9424 9457 9490 9523 955619590 9623 9657 46 
44 0,9657 9691 9725 9759 9793 9827 9861 9896 9930 9965 I,OOOC 45 

1,0 ,9 ,8 ,7 ,6 ,5 ,4 I ,3 I ,2 I ,1 ,0 Grad 

60 54 48 42 36 30 24 18 12 1 6 0 MID. 

0_ Ootangens 45 90 0 



O. Tafel der Kreisfunktionen. 27 

~ n 

Min. 0 I 6 12 1 18 1 24 30 36 42 48 1 S4 60 

Grad ,0 1 ,1 ,2 1 ,3 1 ,4 ,5 ,6 1 ,7 ,8 ,9 1,0 

45 1,000 1,003 1,00711,011 1,014 1,018 1,021 1,025 1,028 1,032 1,036 44 
46 1,036 1,0391,043 1,046 1,050 1,054 1,057 1,061 1,065 1,069 1,072 43 
47 1,072 1,0761,080.1,084 1,087 1,091 1,095 1,099 1,103 1,107 1,111 42 
48' 1,111 1,1151,11811,122 1,12{ 1,130 1,134 1,138 1,142 1,146 1,150 41 
49 1,150,1,154,1,15911,163 1,167 1,171 1,175 1,179 1,183 1,188 1,192 40 
50 1,192 1,19611,200'1,205 1,2OS 1,213 1,21711,22211,226 1,230 1,235 39 
51 1,235 1,2391,244 1,248 1,253 1,257 1,2621,26T,271 1,275 1;280 38 
52 1,280 1 ,285 1,289 1 ,294 1 ,29~ 1,303 1,3081,3131,317 1,322 1,327 37 
53 1,327 1,3321,337 1,342 1,347 1,351 1,3561,361 1,366 1,371 1,376 36 
54 1,376 1,381 1,387 1,3921,397 1,402 1,407 1,41211,418 1,423 1,428 35 
55 1,428 1,4331 1,4391,4441 1,450 '1,455 1,4601,4661 1,471 1,477 1,483 34 
56 1,483 1,4881 1,494 1,499 1,505 1,511 1,517 1,522i 1,528 1,534 1,54C 33 
57 1,540 1,5461,5521,55811,564 1,570 1,5761,582[1,588 1,594 1,60<: 32 
58 1,600 1,607 1,613 1,6191,625 1,632 1,638 1,645 1,651 1,658 1,664 31 
59 1,664 1,671,1,678 1,684 1,691 1,698 1,70411,71111,718 1,725 1,732 30 
60 1,732 1,73911,74611,753 1,76C 1,767 1,775 1,782i 1,7891,797 1,804 29 
61 1,804 1,811 1,8191,827 1,834 1,842 1,8491,857\1,865 1,873 1,881 28 
62 1,881 1,8891,897 1,905 1,913 1,921 1,9291,937 1,946 1,954 1,963 27 
63 1,963 1,971 1,9801,988 1,997 2,006 2,014 2,023 2,032 2,041 2,050 26 
64 2,050 2,059 2,069 2,078 2,087 2,097 2,1062,116,2,1252,1352,145 25 --------

2,2042,21 51 2,2252,2362,246 65 2,145 2,1542,1642,1742,184 2,194 24 
66 2,246 2,2572,2672,2782,289 2,300 2,311 2,32212,333 2,344 2,35{ 23 
67 2,356 2,36712,379 2,391 2,402 2,414 2,426 2,438 2,4 5012,463 2,475 22 
68 2,475 2,48812,50012,5132,526 2,539 2,55212,565' 2,5782,592 2,605 21 
69 2,605 2,619 2,6331 2,646! 2,660 2,675 2,689! 2,70312,7182,73312,747 20 
70 2,747 2,76212,77812,79312,808 2,824 2,84012,85612,87212,888 2,904 19 
71 2,904 2,921 2,937' 2,954 2,971 2,989 3,006 3,024 3,042 3,060 3,078 18 
72 3,078 3,0963,1153,1333,152 3,172 3,191 3,211\3,230 3,251 3,271 17 
73 3,271 3,291 3,312 3,333 3,354 3,37{ 3,398 3,420 3,442 3,465 3,487 16 
74 3,487 3,511 3,534 3,558 3,582 3,606 3,630 3,655 3,681 3,706 3,n, 15 ---------""'1""'" 3,923

1
3•952 3.98' 4.011 

75 3,732 3,758 3,785 3,812 3,839 14 
76 4,011 4,04114,0714,1024,134 4,,65 4.'9814'2'r264 4~91 4.'31 13 
77 4,331 4,36614,402 4,437 4,474 4,511 4,548 4,586 4,625 4,665 4,705 12 
78 4,705 4,7454,7874,829,4,872 4,915 4,959 5,005 5,050 5,097 5,145 11 
79 5,145 5,193 5,242 5,292 5,343 5,396 5,449 5,503 5,55815,61415,671 10 
80 5,671 15,730 5,789 5,850 5,912 5,976 6,041 6,107 6,174 6,243 6,314 9 
81 6,314 6,386 6,460 6,535 6,612 6,691 6,772 6,855 6,940 7,026 7,115 8 
82 7,115 7,207 7,300 7,396 7.495 7,596 7,700 7,806 7,916 8,028 8,144 7 
83 8,144 8,264 8,386 8,513 8,643 8,777 8,915 9,058 9,205 9,357 9,514 6 
84 9,514 9,677 9,845 10,02 10,2C 10,~ 10,58 10,78 10,99 11,20 11,43 5 
85 11,43 11,66 11,91 12,16 12,43 12,71 13,00 13,30 13,62 13,95 14,3( 4 t 86 14,30 14,67 15,06 15,46 15,89 16,35 16,83 17,34 17,89 18,46 19,08 3 
87 19,08 19,74 20,45 21,20 22,02 22,90 23,86 24,90 26,03 27,27 28,64 2 
88 28,64 30,14 31,82 33,69 35,80 38,15 40,92144,07 47,74 52,08 57,2~ 1 
89 57,29 63,66 71,62 81,85 95.49 114,6 143,2191,0 286,51573,0 0 

1,01 ,9 ,8 1 ,7 ,6 ,5 ,4 1 ,3 1 ,2 ,1 1 ,0 larad 

60 S4 48 1 42 1 36 30 24 1 18 12 1 6 I 0 Min. 

0 Cotangens 0 ->-45 o+-



28 D. Bogenliingen, Bogenhohen, Sehnenliingen 

:ii1~IBogmo Bogm- Sehneft0IInhaIt dee '-~l Bos-I I Inhaltdea 
S·~O IiDge Iinge ~ ~jd J5nge Bo~o ~efto Kreisab-

.5 arc" babe ~.!i arc" hohe Iinge achnittes 

1 0,0175 0,0000 0,01 75 0,00000 46 0,8029 0,0795 0,7815 0,0418 
fI 0,0349 0,0002 0,0349 0,00000 47 0,8203 0,0829 0,7975 0,0445 
3 0,0524 0,0003 0,0524 0,00001 48 0,8378 0,0865 0,81 35 0,0473 

4 0,0698 0,0006 0,0698 0,00003 -1!. 0,8552 o,ogoo 0,8294 0,0503 

5 0,0873 0,0010 0,0872 0,00006 00 0,8727 0,0937 0,8452 0,0533 
6 0,1047 0,0014 0,1047 0,00010 --0,8901 0,0565 51 0,0974 0,8610 
7 0,1222 0,0019 0,1221 0,00015 52 0,9076 0,1012 0,8767 0,059S 
8 0,1396 0,0024 0,1395 0,0002 53 0,9250 0,1051 0,8924 0,0632 

1: 0,1571 0,0031 0,1569 0,0003 54 0,9425 O,logo 0,9°80 0,0667 
0,1745 0,0038 0,1743 0,0004 55 0,9599 0,1130 0,9235 0,0704 

II 0,1920 0,0046 0,1917 0,0006 56 0,9774 0,1171 0,9389 0,0742 

12 0,2094 0,0055 0,2091 o,oooS 57 0,9948 0,1212 °,9543 o,oASI 
13 0,2269 0,0064 0,2264 0,0010 58 1,0123 0,1254 0,9696 0,0 21 

14 0,2443 0,0075 0,2437 0,0012 59 1,0297 0,1296 0,9848 0,0863 

IS 0,2618 0,0086 0,261 I 0,0015 60 1,0472 0,1340 1,0000 0,0906 
16 0,2793 °,0097 0,2783 0,0018 61 1,0647 0,1384 1,0151 0,0950 
17 0,2967 o,OIlO 0,2956 0,0022 62 1,0821 0,1428 1,0301 0,0996 
18 0,3142 0,0123 0,3129 0,0026 63 1,0996 0,1474 1,0450 0,1043 
19 0,3316 0,01 37 0,3301 0,0030 64 1,I17° 0,1520 1,0598 0,1091 

20 0,3491 0,01 52 0,3473 0,0035 65 1,1345 0,1566 1,0746 0,Il41 
21 0,3665 0,0167 0,3645 0,0041 66 1,1519 0,1613 1,0893 0,Il92 

22 0,3840 0,0184 0,3816 0,0047 67 1,1694 0,1661 1,1039 0,1243 
fl3 0,4014 0,0201 °,3987 0,0054 68 1,1868 0,1710 1,I184 0,129 

24 014189 0,0219 0,4158 0,0061 69 1,2043 0,1759 1,1328 0,1354 
25 0,4363 0,0237 0,4329 0,0069 70 1,221 7 0,1808 1,1472 0,1410 
26 014538 0,0256 0,4499 0,0077 

71 1,2392 0,1859 1,1614 0,1468 
27 0,4712 0,0276 0.4669 0,0086 72 1,2566 0,1910 1,1756 0,1528 
28 0,4887 0,0297 0,4838 0,0096 73 1,2741 0,1961 1,1896 0,1589 
29 0,5061 0,0319 0,5008 0,0107 74 1,2915 0,2014 1,2036 0,1651 

SO 0,5236 0,0341 0,5176 o,oIl8 75 1,309° 0,2066 1,21 75 0,1715 

31 0,5411 0,0364 0,5345 0,0130 76 1,3265 0,2120 1,2313 0,1781 

32 0,5585 0,0387 0,5512 0,0143 77 1,3439 0,21 74 1,2450 0,1848 
33 0,5760 0,0412 0,5680 0,0157 78 1,3614 0,2229 1,2586 0,1916 

34 0,5934 0,0437 0,5847 0,0171 79 1,3788 0,2284 1,272:i 0,1986 

80 1,3963 1,2856 ---
35 0,6109 0,0463 0,6014 0,0186 0,2340 0,2057 
36 0,6283 0,0489 0,6180 0,0203 """8'1 1.4137 0,2396 1,2989 0,2130 
37 0,6458 0,0517 0,6346 0,0220 82 114312 0,2453 1,3121 0,2205 

38 0,6632 0,0545 0,6511 0,0238 83 1,4486 0,2510 1,3252 0,2280 

39 0,6807 0,0574 0,6676 0,0257 84 114661 0,2569 1,3383 0,2358 
4.0 0,6981 0,0603 0,6840 0,0277 85 114835 0,2627 1,3512 0,2437 -- 0,7156 0,0633 

--- 0,0298 86 1,5010 0,2686 1,3640 0,2517 41 0,7004 
42 0,7330 0,0664 0,7167 0,0320 87 1,5184 0,2746 1,3767 0,2599 
43 0,75°5 0,0696 0,7330 0,0343 88 1,5359 0,2807 1.J893 o,268g 

44 0,7679 0,0728 0,7492 0,0366 ~ 1,5533 0,2867 1t4018 0,276 

45 0,7854 0,0761 0,7654 0,0392 86 1,57°8 0,2929 1.4142 0,2854 
1st, der Kreisbalbmesser und rp der Centrlwinkel in Grad, so ergibt sich: 

1) die Sebnenlange: '=2rSin~; 

2) die BogenbObe: 11_ '(1 - cosJ:.) = -=- tgJ:. = usin·J:.; 
2 2 4 4 



und Kreisabschnitte fUr den Halbmesser r - l. 29 

.AQl'g I Botea-I Bo Sebnen- Inhalt des ~i~ I Bogen-I Bogen-I Sehnen_llnh~ des ,>4" ~ gen- Krelsab-S·~~ arc.,. hiihe Iin&e o ~ hoh 1inge KreJSaiJ.. Idmittes .s azc.,. e Idmittes 

91 
92 
93 
94 
95 
96 
97 
98 
99 

100 
101 
102 
103 
1°4 
105 
106 

107 
108 
log 
110 
III 
ll2 
113 
114 
115 
116 
117 
118 
119 

120 
121 
122 
123 
124 
125 
126 
127 
128 
129 
180 
131 
132 
133 
134 
135 

1,5882 0,2991 1,4265 0.2942 136 2,3736 0,6254 1,8544 
1,6057 0,3053 1,4387 0.3032 137 2,3911 0,6335 1,8608 
1,6232 0,3116 1,4507 0.3123 138 2,4086 0,6416 1,8672 
1,6406 0,3180 1,4627 0.3215 139 2,4260 0,6498 1,8733 
1,6580 0,3244 1,4746 0.3309 140 2,4435 0,6580 1,8794 
1,6755 0,3309 1,4863 0.3405 141 2,4609 0,6662 1,8853 
1,6930 °,3374 1,4979 0.3502 142 2,4784 0,6744 1,8910 
1,7104 0,3439 1,5094 0.3601 143 2,4958 0,6827 1,8966 
1,7279 °,3506 1,5208 0.3701 144 2,5133 0,6910 1,9021 
1,7453 0,3572 1,5321 0.3803 145 2,5307 0,6993 1,9074 
1,7628 0,3639 1,5432 0,3906 146 2,5482 0,7076 1,9126 
1,7802 °,3707 1,5543 0.4010 147 2,5656 0,7160 1,9176 
1,7977 0,3775 1,5652 o,4II7 148 2,5831 0,7244 1,9225 
1,81 51 0,3843 1,5760 0,4224 149 2,6005 0,7328 1,9273 
1,8326 0,3912 1,5867 0.4333 160 2,6180 0,7412 1,9319 
1,8500 0,3982 1,5973 0,4444 --

2,6354 0,7496 1,9363 lSI 
1,8675 0,4052 1,6077 0.4556 152 2,6529 0,7581 1,9406 
1,8850 0,4122 1,6180 0,4670 153 2,6704 0,7666 1,9447 
1,9024 0,4193 1,6282 0,4784 154 2,6878 0,7750 1,9487 
1,9199 0,4264 1,6383 0,4901 ISS 2,7053 0,7836 1,9526 
1,9373 0,4336 1,6483 0,5019 156 2,7227 0,7921 1,9563 
1,9548 0,4408 1,6S81 0,5138 157 2,7402 0,8006 1,9598 
1,9722 0,4481 1,6678 0,5259 158 2,7576 0,8092 1,9633 
1,98!)7 0,4554 1,6773 0,5381 159 2,7751 0,81 78 1,9665 
2,0071 0,4627 1,6868 0,5504 160 2,7925 0,8264 1,9696 
2,0246 0,4701 1,6961 0.5629 J6l 2,8100 0,8350 1,9726 
2,0420 °,4775 1,7053 0.5755 162 2,8274 0,8436 1,9754 
2,0595 0,4850 1,7143 0,5883 163 2,5449 0,8522 1,9780 
2,0769 0,4925 1,7233. 0.6012 164 2,8623 0,8608 1,98°5 
2,0944 0,5000 1,7321 0.6142 165 2,8798 0,8695 1,9829 
2,ll18 0,5°76 1,7407 0.6273 166 2,8972 0,8781 1,9851 
2,1293 0,5152 1,7492 0,6406 167 2,9147 0,8868 1,9871 
2,1468 0,5228 1,7576 0,6540 168 2,9322 0,8955 1,9890 
2,1642 0,5305 1,7659 0,6676 169 2,9496 0,9042 1,9908 
2,181 7 0,5383 1,7740 0,6813 170 2,9671 ~,912S: 1,9924 
2,1991 0,5460 1,7820 0,6951 171 2,9845 0,921 5 1,9938 
2,2166 °,5538 1,7899 0,7090 172 3,0020 0,9302 1,9951 
2,2340 0,561 6 1,7976 0,7230 173 3,°194 0,9390 1,9963 
2,2515 0,5695 1,8052 0,7372 174 3,°369 0,9477 1,9973 
2,2689 0,5774 1,8126 0.7514 175 3,0543 0,9564 1,9981 
2,2864 0,5853 1,81 99 0,7658 176 3,°718 0,9651 1,9988 
2,3°38 0,5933 1,8271 0,78°3 177 3,0892 0,9738 1,9993 
2,321 3 0,601 3 1,8341 0.7950 178 3,1067 0,9825 1,9997 
2,3387 0,6093 1,8410 0,8097 179 3,1241 °,9913 1,9999 
2,3562 0,61 73 1,8478 0,8245 180 3,1416 1,0000 2,0000 

3) die Bogenlilnge: /=,., "'8 =0,0175,,,,= Vs' + ~". (angenlibert); 
1 0 3 

4) der Inhalt des Kreisabschnittes= ~(~'P - sin'P); 
2 180 

5) " " Kreisausschnittes = L nr = 0,0087 tprl • 
360 

0.8395 
0.8546 
0.8697 
0.8850 

0.9003 
o:9i58 
0.9314 
0.9470 

0,9627 
0,9786 
0,9945 
1,0105 
1,0266 
1.0428 

1,0590 ---
1,0753 
1,0917 
1,1082 

1,1247 
1,1413 
1,1580 

1,1747 
1,1915 
1.2084 
1,2253 
1,2422 
1.2592 
1.2763 

1,2934 
1.3105 
1.3277 
1.3449 
1,3621 
1,3794 

1.3967 
1.4140 
1.4313 
1,448 

1,4662 
1.4836 
1.5010 

1.5185 
1,5359 
1,5533 

1.5708 



30 

tp 0 1 

0,0 0,0000 0100 
0,1 0,1002 tt02 
0,2 0,2013 2ttS 
0,3 0,3045 3150 
0,4 0,4108 4216 
0,5 O,52tt 5324 
0,6 0,6367 6485 
0,7 0,7586 7712 
0,8 0,8881 9015 
0,9 1,0265 0409 
1,0 1,1752 1907 
1,1 1,3357 3524 
1,2 1,5095 5276 
1,3 1,6984 7182 
1,4 1,9043 9259 
1,5 2,1293 1529 
1,6 2,3756 4015 
1,7 2,6456 6741 
1,8 2,9422 9734 

~ 3,2682 3025 
2,0 3,6269 6647 
2,1 4,0219 0635 
2,2 4,4571 5030 
2,3 4,9370 9876 
2,4 5,4662 5221 
2,5 6,0502 1118 
2,6 6,6947 7628 
2,7 7,4063 4814 
2,8 8,1919 2749 

~ 9,0596 1512 

~ 10,0179 I~ 3,1 tt,0765 1882 
3,2 12,2459 3694 
3,3 13,5379 6743 
3,4 14,965 15,116 
3,5 16,543 16,709 
3,6 18,285 18,470 
3,7 20,211 20,415 
3,8 22,339 22,564 
3,9 24,691 24,939 
4,0 27,290 27,564 
4,1 30,162 30,465 
4,2 33,336 33,671 
4,3 36,843 37,214 
4,4 40,719 41,129 
4,5 45,003 45,455 
4,6 49,737 50,237 
4,7 54,969 55,522 
4,8 60,751 61,362 
4,9 67,141 67,816 
5,0 74,203' 74,949 
5,1 82,008 82,832 
5,2 90,633 91,544 
5,3 100,166 101,173 
5,4 110,701 ttl,814 
5,5 122,344 123,574 
5,6 135,2tt 136,570 
5,7 149,432 150,934 
5,8 165,148 166,808 
5,9 182,517 184,352 

E. Tafel der HyperbeHunktionen 1). 

iin9' fur 9' - 0 bls 9' - 5,99. 

2 3 4 5 6 7 

0200 0300 0400 0500 0600 0701 
1203 1304 1405 1506 iOO7 1708 
2218 2320 2423 2526 2629 2733 
3255 3360 3466 3572 3678 3785 
4325 4434 4543 4653 4764 4875 
5438 5552 5666 5782 5897 6014 
6605 6725 6846 6968 7090 7213 
7838 7966 8094 8223 8353 8484 
9150 9286 9423 9561 9700 9840 
0554 0700 0847 0995 1144 1294 
2063 2220 2379 2539 2700 2862 
3693 3863 4035 4208 4382 4558 
5460 5645 5831 6019 6209 6400 
7381 7583 7786 7991 8198 8406 
9477 9697 9919 00143 °0369 00597 
1768 2008 2251 2496 2743 2993 
4276 4540 4806 5075 5346 5620 
7027 7317 7609 7904 8202 8503 

00049 °0367 "0689 °1013 °1340 °1671 
3372 3722 4075 4432 4792 5156 
7028 7414 7803 8196 8593 8993 
1056 1480 1909 2342 2779 3221 
5494 5962 6434 6912 7394 7880 

°0387 °0903 °1425 °1951 °2483 °3020 
5783 6354 6929 7510 8097 8689 
1741 2369 3004 3645 4293 4946 
8315 9009 9709 °0417 °1132 °1854 
5572 6338 7112 7894 86&3 9480 
3586 4432 5287 6150 7021 7902 
2437 3371 4315 5268 6231 7203 
2212 3245 4287 5340 6403 7477 
30tt 4151 5303 6466 7641 8827 
4941 6201 7473 8758 °0056 °1367 
8121 9513 °0919 °2338 °3772 °5221 
15,268 15,422 15,577 15,734 15,893 16,053 
16,877 17,047 17,219 17,392 17,567 17,744 
18,655 18,843 19,033 19,224 19,418 19,613 
20,620 20,828 21,037 21,249 21,463 21,679 
22,791 23,020 23,252 23,486 23,722 23,961 
25,190 25,444 25,700 25,958 26,219 ~ 27,842 28,122 28,404 28,690 28,979 29,270 
30,772 31,081 31,393 31,709 32,028 32,350 
34,009 34,351 34,697 35,046 35,398 35,754 
37,588 37.966 38,347 38,733 39,122 39,515 
41,542 41,960 42,382 42,808 43,238 43,673 
45,912 46,374 46,840 47,311 47,787 48,267 
50,742 51,252 51,767 52,288 52,813 53,344 
56,080 56,643 57,213 57,788 58,369 58,955 
61,979 62,601 63,231 63,866 64,508 65,157 

~ 69,186 69,882 70,584 71,293 72,010 
75,702 76,463 77,232 78,008 78,792 79,584 
83,665 84,506 85,355 86,213 87,079 87.955 
92,464 93,394 94,332 95,281 96,238 97,205 

102,189 103,217 104,254 105,302 106,360 107,429 
tt2,938 tt4,072 tt5,219 tt6,377 tt7,547 tt8,728 
124,816 126,070 127,337 128,617 129,910 131,215 
137,943 139,329 140,730 142,144 143,573 145,016 
152,451 153,983 155,531 157,094 158,673 160,267 
168,485 170,178 171,888 173,616 175,361 177,123 
186,205 188,076 189,966 191,875 193,804 195,752 

8 9 D 

0801 0901 101 
1810 19tt 102 
2837 2941 104 
3892 4000 108 
4987 5098 tt3 
6131 6248 tt9 
7336 7461 125 
8615 8748 133 
9981 "0122 143 
1446 1598 ~ 
3025 3190 167 
4736 4914 181 
6593 6788 196 
8617 8829 214 

°0827 °1059 234 
3245 3499 257 
5896 6175 281 
8806 9tt3 309 

°2005 °2342 340 
5523 5894 375 
9398 9806 413 
3666 4tt7 454 
8372 8868 502 

°3562 °4109 553 
9288 9892 610 
5607 6274 673 

°2583 °3319 744 
00285 °1098 821 
8791 9689 907 
8185 9177 1002 
8562 9658 tt07 

°0026 °1236 1223 
°2691 °4028 1351 
°6684 '8161 1493 
16,214 16,378 165 
17,923 18,103 182 
19,811 20,010 201 
21,897 22,117 222 
24,202 24,445 246 
26,749 27,018 272 
29,564 29,862 300 
32,675 33,004 332 
36,113 36,476 367 
39,913 40,314 405 
44,112 44,555 448 
48,752 49,242 495 
53,880 54,422 547 
59,548 60,147 604 
65,812 66,473 668 
72,734 73,465 738 
80,384 81,192 816 
88,839 89,732 901 
98,182 99,169 997 

108,509 109,599 1102 
119,921 121,127 1217 
132,534 133,866 1345 
146,473 147,945 1487 
161,878 163,505 1643 
178,903 180,701 ~~ 197,719 199,706 

') AosfI1brlichere TabeUen 8lehe n.a.: Llgowski: Tafeln der Hyperbelfunktionen usw. Ber
Un: W. Ernst & Sohn 1890; Hayashi, Dr.-log.: Filnfstellige Tafeln usw. BerUn: Verein. wi ... 
Verleger 1921. 



E. Tafel der Hyperbelfunktionen. 

i*p fUr ({J = 0 bls ({J - 5,99. 

<p 0 I 2 3 4 5 I 6 7 I 8 I 9 D 

~ 1,0000 0001 0002 0005 0008 0013 0018 0025 0032 0041 9 
0,1 1,0050 (j(j61 0072 0085 0098 Ott 3 0128 0145 0162 0181 20 
0,2 1,0201 0221 0243 0266 0289 0314 0340 0367 0395 0424 29 
0,3 1,0453 0484 0516 0550 0584 0619 0655 0692 0731 0770 41 

0,4 1,08tt 0852 0895 0939 0984 1030 1077 tt25 H74 1225 51 
0,5 1,1276 1329 1383 1438 1494 1551 1609 1669 1730 1792 63 
0,6 1,1855 1919 1984 2051 2tt9 2188 2258 2330 2403 2477 75 
0,7 1,2552 2628 2706 2785 2865 2947 3030 3H4 3199 3286 88 
0,8 1,3374 3464 m~· 3647 3740 3835 3932 4029 4128 4229 102 

~ 1,4331 4434 4645 4753 4862 4973 5085 5199 5314 H7 
1,0 ----r,s43t --s549 5669 5790 5913 6038 6164 6292 6421 6553 132 
1,1 1.6685 6820 6956 7093 7233 7374 7517 7662 7808 7957 ISO 
1,2 1,8107 8258 8412 8568 8725 8884 9045 9208 9373 9540 169 
1,3 1,9709 9880 "0053 "0228 "0404 "0583 "0764 "0947 "tt32 '1320 189 

1.4 2,1509 1700 1894 2090 2288 2488 2691 2896 3103 3312 212 
1.5 2,3524 3738 3955 4174 4395 4619 4845 5074 5305 5538 237 
1,6 2.5775 6014 6255 6499 6746 6995 7247 7502 7760 8020 263 

1.7 2,8283 8549 8818 9090 9364 9642 9922 "0206 "0493 "0782 293 
1,8 3,1075 1371 1669 1972 2277 2585 2897 3212 3531 3852 325 
1,9 3,4177 4506 I~ 5173 5512 5855 6201 6551 6904 7261 361 
2.0 3.7622 7987 8355 8727 9103 9483 9867 "0255 "0647 ·1043 400 
2,1 4.1443 1847 2256 2669 3086 ~ 3932 4362 4797 5236 443 
2,2 4.5679 6127 6580 7037 7499 7966 8437 8914 9395 9881 491 
2.3 5,0372 0868 1370 1876 2388 2905 3427 3954 4487 5026 544 
2,4 5,5570 6tt9 6674 7235 7801 8373 8951 9535 '0125 ·0721 602 
2,5 6.1323 1931 2545 3166 3793 4426 5066 5712 6365 7024 666 
2.6 6,7690 8363 9043 9729 "0423 "tt23 "1831 "2546 '3268 ·3998 737 
2.7 7.4735 5479 6231 6990 7758 8533 9316 "0107 ·0905 "1712 815 
2,8 8.2527 3351 4182 5022 5871 6728 7594 8469 9352 "0244 902 
2,9 9,tt46 2056 2976 3905 4844 5792 6749 7716 8693 9680 997 
3.0 10.0677 1684 2701 3728 4765 5814 6872 7942 9022 ·Ott3 H02 
3,1 tt,I215 2328 3453 4589 5736 6895 8065 9247 °0442 °1648 1219 
3,2 12,2867 4097 5340 6596 7864 9146 °0440 "1747 "3067 "4401 1347 
3,3 13,5748 7108 8483 9871 "1273 "2689 °4120 ·5565 "7024 "8498 1489 

3,4 14,999 15.149 15.301 15,455 15.610 15.766 15,924 16,084 16,245 16.408 165 
3,5 16,573 16,739 16,907 17,077 17,248 17,421 17.596 17,772 17,951 18.131 182 
3,6 18.313 18.497 18.682 18.870 19.059 19.250 19,444 19,639 19.836 20,035 201 

3,7 20,236 20,439 20,644 20,852 21,061 21.272 21,486 21,702 21,919 22,140 222 
3,8 22,362 22,586 22,813 23.042 23,273 23.507 23,743 23,982 24,222 24,466 245 
3.9 24,7tt 24,960 25,210 25,463 25,719 25.977 26,238 26,502 26.768 27,037 271 
f.O 27,308 27.583 27,860 28,139 28.422 28,707 28,996 29,287 29,581 29,878 300 
4,1 30,178 30,482 30,788 31.097 31.409 31.725 32,044 32.365 32.691 33,019 332 
4.2 33,351 33,686 34,024 34,366 34,7tt 35,060 35,412 35,768 36,127 36.490 367 
4,3 36,857 37.227 37,601 37,979 38,360 38.746 39,135 39,528 39,925 40,326 406 

4,4 40,732 41,141 41,554 41,972 42,393 42,819 43,250 43,684 44,123 44,566 448 
4.5 45,014 45,466 45,923 46,385 46,851 47,321 47.797 48,277 48,762 49,252 495 
4,6 49,747 50,247 50,752 51,262 51.777 52,297 52.823 53.354 53.890 54.431 547 

4,7 54,978 55,531 56,089 56,652 57.221 57,796 58.377 58,964 59.556 60,155 604 
4,8 60.759 61,370 61,987 62,609 63,239 63,874 64.516 65,164 65.819 66,481 668 
~ 67,149 67,823 68,505 69,193 69,889 70,591 71,300 72,017 72.741 73,472 738 
5,0 74,210 74,956 .~ 76,470 77.238 78,014 78.798 79,590 80,390 81,198 816 
5,1 82,014 82,838 83,671 84,512 85.361 86.219 87,085 87,960 88.844 89,737 902 
.5,2 90.639 91,550 92,470 93,399 94,338 95.286 96,243 97.2tt 98,187 99,174 997 
5,3 100,171 101,178 102,194 103,221 104,259 105,307 106,365 107.434 108,513 109,604 tt02 

5,4 ttO,706 ttl,Sl8 tt2,942 tt4,077 tt5,~3 tt6.381 tt7.551 tt8,732 tt9,925 121,131 1217 
5,5 122,348 123.578 124,820 126,074 127,341 128,621 129.913 131,219 132,538 133,870 1345 
5,6 135,215 136,574 137,947 139.333 140,733 142.147 143,576 145,019 146,476 147.949 1486 

5,7 149,435 150,937 152,454 153,986 155,534 157,097 158,676 160,270 161,881 163,508 1643 
5,8 165,151 166,8tt 168,488 170,181 171.891 173,619 175,364 177.126 17S,906 180,704 1816 
5,9 182,520 184.354 186,207 188,079 189.969 191,878 193.806 195,754 197,721 199,709 2007 



F." wid ,-. fUr 111==0 bis fIJ=7. 

tllq> fUr q> = 0 bfs q> - 2,89. 

'fJ 0 I 1 I 2 I 3 I 4 5 I 6 I 7 I 8 I 9 D 

0,0 0,0000 OHIO 0200 0300 0400 0500 0599 0699 0798 0898 99 
0,1 0,0997 1096 1194 1293 1391 1489 1587 1684 1781 1878 96 
0,2 0,1974 2070 2165 2260 2355 2449 2543 2636 2729 2821 92 
0,3 0,2913 3004 3095 3185 3275 3364 3452 3540 3627 3714 86 
0,4 0,3800 3885 3969 4053 4136 4219 4301 4382 4462 4542 79 
0,5 0,4621 4700 4777 4854 4930 5005 5080 5154 5227 5299 71 
0,6 0,5371 5441 5511 5581 5649 5717 5784 5850 5915 5980 64 
0,7 0,6044 6107 6169 6231 6291 6352 6411 6469 6527 6584 56 
0,8 0,6640 6696 6751 6805 6858 6911 6963 7014 7064 7114 49 

~ 0,7163 7211 7259 7306 7352 7398 7443 7487 7531 7574 42 
1,0 ~~ 76s8 7699 7739 I~ 7818 ~ 7895 7932 7969 36 
i-;t 0,8005 804t 8076 8itO 8144 8178 8210 8243 8275 8306 31 
1,2 0,8337 8367 8397 8426 8455 8483 85ft 8538 8565 8591 26 
1,3 0,8617 8643 8668 8693 8717 8741 8764 8787 8810 8832 22 
1,4 0,8854 8875 8896 8917 8937 8957 8977 8996 9015 9033 19 
1,5 0,9052 9069 9087 9104 9121 9138 9154 9170 9186 9202 15 
1,6 0,9217 9232 9246 9261 9275 92R9 9302 9316 9329 9342 12 
1,7 0,9354 9367 9379 9391 9402 9414 9425 9436 9447 9458 10 
1,8 0,9468 9478 9488 9498 9508 9518 9527 9536 9545 9554 8 
1,9 0,9562 9571 9579 9587 9595 9603 96ft 9619 9626 9633 7 
2,0 0,9640 9647 9654 9661 9668 9674 9680 9687 9693 9699 6 
2,1 0,9705 9710 9716 9722 9727 9732 9738 9743 9748 9753 4 
2,2 0,9757 9762 9767 9771 9776 9780 9785 9789 9793 9797 4 
2,3 0,9801 9805 9809 9812 9816 9820 9823 9827 9830 9834 3 
2,4 0,9837 9840 9843 9846 9849 9852 9855 9858 9861 9864 2 
2,5 0,9866 9869 9871 9874 9876 9879 9881 9884 9886 9888 2 
2,6 0,9890 9892 9895 9897 9899 9901 9903 9905 9906 9908 2 
2,7 0,9910 9912 9914 9915 9917 9919 9920 9922 9923 9925 1 
2,8 0,9926 9928 9929 9931 9932 9933 "9935 9936 9937 9938 2 

F. eX und e-x fiir X == 0 bis X == 7. 

I 
:J ,. e- Z :J ,. e- Z :J ,. e- Z 

0,00 1,00000 1,00000 0,20 1,22140 0,81873 0,40 1,49182 0,67032 
01 1,01005 0,99005 21 1,23368 0,81058 41 1,50682 0,66365 
02 1,02020 0,98020 22 1,24608 0,80252 42 1,52196 0,65705 
03 1,03045 0,97045 23 1,25860 0,79453 43 1,53726 0,65051 
04 1,04081 0,96079 24 1,27125 0,78663 44 1,55271 0,64404 
05 1,05127 0,95123 25 1,28403 0,77880 45 1,56831 0,63763 
06 1,06184 0,94176 26 1,29693 0,77105 46 1,58407 0,63128 
07 1,07251 0,93239 27 1,30996 0,76338 47 1,59999 0,62500 
08 1,08329 0,92312 28 1,32313 0,75578 48 1,61607 0,61878 
09 1,09417 0,91393 29 1,33643 0,74826 49 1,63232 0,61263 

0,10 1,10517 0,90484 0,30 1,34986 0,74082 0,50 1,64872 0,60653 
11 1,11628 0,89583 31 1,36343 0,73345 51 1,66529 0,60050 
12 1,12750 0,88692 32 1,37713 0,72615 52 1,68203 0,59452 
13 1,13883 0,87810 33 1,39097 0,71892 53 1,69893 0,58860 
14 1,15027 0,86936 34 1,40495 0,71177 54 1,71601 0,58275 
15 1,16183 0,86071 35 1,41907 0,70469 55 1,73325 0,57695 
16 1,17351 0,85214 36 1,43333 0,69768 56 1,75067 0,57121 
17 1,18530 0,84366 37 1,44773 0,69073 57 1,76827 0,56553 
18 1,19722 0,83527 38 1,46228 0,68386 58 1,78604 0,55990 
19 1,20925 0,82696 39 1,47698 0,67706 59 1,80399 0,55433 

020 1,22140 0,81873 0,40 1,49182 0,67032 0,60 1,82212 0,54881 



Wichtige Zahlenwerte. 33 

eX e- Z I z I eX e- Z I z I e' e- Z 

0,60 1,82212 0,54881 1,10 3,00417 0,33287 2,00 7,38906 0,13534 
61 1,84043 0,54335 11 3,03436 0,32956 10 8,16617 0,12246 
62 1,85893 0,53794 12 3,06485 0,32628 20 9,02501 0,11080 
63 1,87761 0,53259 13 3,09566 0,32303 30 9,97418 0,10026 
64 1,89648 0,52729 14 3,12677 0,31982 40 1t,02318 0,09072 
65 1,91554 0,52205 15 3,15819 0,31664 50 12,18249 0,08208 
66 1,93479 0,51685 16 3,18993 0,31349 60 13,46374 0,07427 
67 1,95424 0,5lt71 17 3,22199 0,31037 70 14,87973 0,06721 
68 1,97388 0,50662 18 3,25437 0,30728 80 16,44465 0,06081 
69 1,99372 0,50158 19 3,28708 0,30422 90 18,17415 0,05502 

0,70 2,011IL- 0,49659 1,20 3,32012 0,30119 3,00 I 20,08554 0,04979 
71 2,03399 0,49164 21 3,35348 0,29820 10 22,19795 0,04505 
72 2,05443 0,48675 22 3,38718 0,29523 20 24,53253 0,04076 
73 2,07508 0,48191 23 3,42123 0,29229 30 27,11264 0,03688 
74 2,09594 0,47711 24 3,45561 0,28938 40 29,96410 0,03337 
75 2,11700 0,47237 25 3,49034 0,28650 50 33,11545 0,03020 
76 2,13828 0,46767 26 3,52542 0,28365 60 36,59823 0,02732 
77 2,15977 0,46301 27 3,56085 0,28083 70 40,44730 0,02472 
78 2,18147 0,45841 28 3,59664 0,27804 80 44,70lt8 0,02237 
79 2,20340 0,45384 29 3,63279 0,27527 90 49,40245 0,02024 

0,80 . 2,22554 0,44933 1,30 3,66930 0,27253 4,00 54,59815 0,01832 
81 2,24791 0,44486 31 3,70617 0,26982 10 60,34029 0,01657 
82 2,27050 0,44043 32 3,74342 0,26714 20 66,68633 0,01500 
83 2,29332 0,43605 33 3,78104 0,26448 30 73,69979 0,01357 
84 2,31637 0,43171 34 3,81904 0,26185 40 81,45087 0,01228 
85 2,33965 0,42741 35 3,85743 0,25924 50 90,01713 0,011 It 
86 2,36316 0,42316 36 3,89619 0,25666 60 99,48432 0,01005 
87 2,38691 0,41895 37 3,93535 0,25411 70 109,9472 0,00910 
88 2,41090 0,41478 38 3,97490 0,25158 80 121,5104 0,00823 
89 2,43513 0,41066 39 4,01485 0,24908 90 134,2898 0,00745 

0,90 2,45960 0,40657 1,40 4,05520 0,24660 5,00 148,4132 0,00674 
~ 2,48432 0,40252 ~ 4,095~ 0,24414 10 164,0219 0,00610 

92 2,50929 0,39852 42 4,13712 0,24171 20 181,2722 0,00552 
93 2,53451 0,39455 43 4,17870 0,23931 30 200,3368 0,00499 
94 2,55998 0,39063 44 4,22070 0,23693 40 221,4064 0,00452 

"I 
2,58571 0,38674 45 4,2631t 0,23457 

~-
244,6919 0,00409 

96 2,6lt70 0,38289 46 4,30596 0,23224 270,4264 0,00370 
97 2,63794 0,37908 47 4,34924 0,22993 70 298,8674 0,00335 
98 2,66446 0,37531 48 4,39295 0,22764 80 330,2996 0,00303 
99 2,69123 0,37158 49 4,43710 0,22537 90 365,0375 0,00274 

1,00 I 2,71828 0,36788 1,50 4,48169 0,22313 6,00 403,4288 0,00248 
01 2,74560 0,36422 55 4,7lt47 0,21225 10 445,8578 0,00224 
02 2,77319 0,36059 60 4,95303 0,20190 20 492,7490 0,00203 
03 2,80107 0,35701 65 5,20698 0,19205 30 544,5719 0,00184 
04 2,82922 0,35345 70 5,47395 0,18268 40 601,8450 0,00166 
05 2,85765 0,34994 75 5,75460 0,17377 50 665,1416 0,00150 
06 2,88637 0,34646 80 6,04965 0,16530 60 735,0952 0,00136 
07 2,91538 0,34301 85 6,35982 0,15724 70 812,4058 0,00123 
08 2,94468 0,33960 90 6,68589 0,14957 80 897,8473 O,ooltl 
09 2,97427 0,33622 95 7,02869 0,14227 90 992,2747 0,00101 

T,1O 3,00417 0,3328f~- 2,00 7,38906 0,13534 7,00 1096,6332 0,00091 

0. Wic:htige Zahlenwerte. 
GrOBe I .. I 19 .. GroBe .. I 19 .. GroBe I .. I 19 .. 

n 3,1415 •• 0,4972 1: n 0,3183 0,5029-1 t. 1,3956 0,1448 
",:2 1,5708 0,1961 V; 1,7725 0,2486 g 9,81 0,9917 

":3 1,0472 0,0200 V;; 1,4646 0,1657 g' 96,2361 1,9833 
,.:4 0,7854 0,8951-1 • 2,7182 •• 0,4343 Vi 3,1321 0,4958 
nO 9,8696 0,9\lA3 I:. 0,3679 0,5657-1 1:2g 0,0510 0,7083-,.. 31,0063 1,4915 V. 1,6487 0,2172 Vii 4,4294 0,6464 

2 
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34 Mathematik. - Arithmetik und Algebra. 

II. Arithmetik und Algebra. 
Bearbeitet von Dr.-Ing. W. Meyer zur Capellen, VDI, Aachen. 

A. Die Potenza, Wurzel- und Logarithmenrechnung. 
a) Die Potenzrechnung. 

1. Begriff: a"=a·a·a ... (n-mal als Faktor); 3'=3'3'3'3=81, a'=a. 
a= Grundzahl (Basis), n= Hochzahl (Exponent), a"= Potenz. Hieraus folgt: 

0" 3 00 0 f" I a I < 1 (100 00 0 b t F " 2. = O. . a = 00 ur lal >1; ,,00 s. "un es. ormen 
S. 55, ferner S.65). 

4. Gerade Hochzahl: (±a)I" = +al "; (H)' = +16. 
5. Ungerade Hochzahl: (±a)h+1 "" ±ah +1; (±4)' = ±64. 
6. a"'a" = a"+"; 2"28 = 2'. 7. amb'" = (a b)"'; 38 '2' = 6'. 
8. a"'/a" = a"-" = 1/a,,-m (s. 11); 5'/5'= 5'; 5'/5"= 1/5'= 5- 3• 

9. a"'/b" = (a/b)"'; S'/2' .. 4". 10. (am)" = am"; (3")' = 38 • 

11. a-II = 1/a"'; 10-' = 1/10000 =0,0001. 
12. aO = 1. 13. 1/0 = 00. 14. 1/00 = O. 

Das Zetchen 00 bedeutet, daB die betreffende ZahI i\ber aile Grenzen wachst. 
Die Regeln 6 bis 11 gelten fiir jede Hochzahl - fiir positive, negative, 

ganze oder gebrochene Werle: 
~/- 8 3 15. a""" = fa" (5. Wurzeirechnung); fjii = a' • = a' a' • .. a ViIi aO,8. aO,3 = a1,l; 

.1.1..1/40.4.1 _ til = a. 
16, (a + b)(a - b) =al - bZ; 164"-36'-(164+36)(164-36)=200' 128= 25600. 
17. (a ± b)1 = al ± 2ab + bl ; 98' -(100-2)" =10000 -2' 2 ·100 +4 = 9604. 
18. (a±b)8=aI±3a2b+ 3ab2±1J3; 29 DO (30- 1)"-27000- 2700+90- 1 =24389. 
19. Binomischer Lehrsatz fiir ganze, positive n (Erweiterung s. Reihen 

S.54): . 

(a + b)" = a" + (;) a,l-lb + (~) a,,- I bl + ... + (:) a,,-kbk + ... 
+( n )ab"-l+ bn. n -1 

1st b negativ, so sind die Vorzeichen det ungeraden Potenzen von b negativ. 

(:) , sprieh lIn liber k", ist der k-te Binomialkoeffizient 

(n) = n (n - 1) (n - 2) (n - 3) ... en - k + 1) • 
k 1·2.3.4 .. ·k 

Der Nenner heiBt 1 • 2' 3'" k = k!, sprieh "k-Fakultiit" (s. a. S.38). 

Hs 1st (:) - (fl ~ 1) = fI, (~) = (:) = 1. FiIr 
ganze Werre fJ IdInnen die Beiwerte aus dem neben
stebenden Pascalachen Dreieck abgelesen werden 
(bier von fI- 0 bls fI = 7 fortgefilhrt), In dem sich 
jede ZahI ala Summe der beiden In der vorhergebenden 
Reihe recb.ts unci Unks von Ihr ltebenden Zahlen 
ergIbt. 

19. (aa ± b8) : (a ± b) ~ al =f a b + hi. 

1 
1 2 1 

1 3 3 1 
1 4 6 4 1 

1 5 10 to 5 1 
6 IS 20 IS 6 1 

7 21 35 35 21 7 

20. (a" - b"): (a - b) = a"-1 + a"-Ib + a"-8b l + ... + ab"-I + b"-t, 
n ganz und positive (a' - 6"): (a - b) - a' + a"b + a'b" + ab" + b'. 

21. (aI"+1 + bl "+l): (a+ b) _alll - aBro - 1 b +al "-8b8-+ "'+b2" (s. 20.). 
(a' + 6"): (a + b) - ,,' - "Ib + a"b"- ab" + 6". 

22. (a9" - b2ft) : (a + b) _ a2"-1_ a2"-2 b + ,,20-8 b2 -+ ... - bl .-l (s. 20.). 
(al - 6") : (a + b) - a' - a"b + a"b" - "lb8 + a b' - b'. 

23. Das Potenzieren hat zwei Umkehrungen, je nachdem in at = c die Zahl a 
gesueht wIrcl (Wurze1rechnung) oder b (Logarithmenrechnung). 



Die Potenz-, Wurzel- und Logarithmenrechnung. 35 
b) Die Wurzelrechnung. 

1. Begri ff: Wenn b" =a, so ist b = raj a heiSt Radikand, b Wurzel und 
n Wurzelhochzahl (-exponent). Dann ist 

(~/_)" 1/- "/-
2. fa = a; 3. la= a; 4. lO=O. 
5. Jede Wurzel kann als Potenz mit gebrochener Hochzahl angesehen werden (s. oben 15): 

b = Va= 011 /". da bn = (al /n)" = 011 =01. 

6. Gerade Wurzelhochzahl: 2'j(; = ± 12ya 11),2); 2y_a ist imaginar (S.37); 

Yst=3. 
2"+~/- 12"+~/-1 8 3 7. UngeradeWurzelhochzahl: f±a=± va; ¥-64=-4. V64=4. 

8. ya yb = Y ab. 9. ya IYb = Y a/b. 10. Y an = (ya)" = an/".. 

Y"3 . V12 - Y36 = 6; V2s!r"7 = l'4 = 2; YI6' = (l't6)' = 48 = 64. 
11. Hochzahl der Wurzel und des Radikanden k6nnen mit ein und derselben 

Zahl multipliziert und durch ein und dieselbe Zahl dividiert werden: 

Y? = Yz;; vs? = ~ = hz" 
12. Y'ya = (al/xl l/'" = ¥ya = m'jla j ~ = ~ = Yr. 
13. aVb - Yanb. 14. vaYb = "Yambn. IS. Va ± Yb = + 1't-a-+-b-±-2-yab-a"""'b. OI>b. 

c) Die Logarlthmenrechnung. 
1. Begriff: m= l~gb heiSt b = am. a ist die Grundzahl (Basis). m der Log

arithmus. (Verlauf der logarithm. Kurve s. Fig. 116. S. 118.) 
2. Briggssche oder dekadische Logarithmen haben die Grundzahl 10. 

Man schreibt l~gb = 19b. 
3. Die natiirlichen Logarithmen haben als Grundzahl die Eulersche Zahl 

6=2,7182818 .. (s. S. 53 und 65). Man schreibtlJgb= lnb (logarithmus naturalis). 
4. Zur Umrechnung gut lniIJ=2,3026 'lgiIJ und IgiIJ=0,4343 ·lniIJ. Die 

Zahl1/2,3026=0,4343 heiSt Modul des Briggsschen Logarithmensystems (ge
nauer 1/2,302585 ••• = 0,434294 ••. ). 

5. Aus clem Begrlff des Logaritbmus folgt 

13gl=o, 13go=-oo, log 00 =00, l3ga=l, IgIO-I, In,-I. 
Die Brlggsschen and die natllrllchen Logarithmen negatlver Zahlen sind ImaginiiI'. 

Fiir das Rechnen mit Logarithmen gelten folgende 4 Regeln: 

6. l~g(uv) = l~gu + l~gv; 7. 199(u/v) = 199u - 199v; 

• • • ~r 1 8. logu" = n logu; 9. log Vu = -log". 10. Ig10" = n, d. h. 
n 

Ig 1 = 0, da 10' = 1 
Ig 10= 1, da 10' = 10 IgO,1 = -I, da 10- 1 = 0,1 
IglOO = 2, da 10' = 100 Ig 0,01 = -2, da 10 - s = 0.01 
Ig 1000 = 3. da 10'= 1000 Igo.OOI =-3, da 10- 8 = 0.001. 

11. Fiir dekadische Logarithmen ist ferner zu beachten: 
Es 1st Igl,092 = 0,0382 (s. S.22). 
Ferner ist Igl0,92 = Ig (I ,092 '10) - Igl,092 + 1910 = 1,0382; ebenso 1st IgO,I092 

= Ig(I,092/10) = Ig I ,092 -iglO - 0,0382 - I. Entsprechend 1st 
Igl09,2 = 2,0382; 
Igl092 = 3,0382 new., 

.) I I heiSt absoluter Betrag. 

Igo,OI092 = 0,0382 - 2; 
IgO,ool092 - 0,0382 - 3 usw. 

') Um fQr gerade Wurzelhochzahlen der Wurzel die Vieldeutigkeit zu nebmen, schreibt 
man im aJlgemeinen das Vorzeichen vor die Wurzel. so dati z. B. Y3. Yii - (+) V36 = 6 
ist. Dagegen lautet aber die Parabelgleichung (S. 99) )II = az aufgeJOst )I - ± Y /I'" . 

3* 
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Die von der Stellung des Kommas abhangige ganze Zahl (0, 1, 2, 3, ••• , 
-1, -2, -3, ... ) heiSt Kennziffer, der nach dem Komma stehende Dezimal
bruch heiSt Mantisse. Zahlen mit gleicher Ziffemfolge haben die gleiche Man
tisse. Diese ist in den Tafeln fUr die Briggsschen Logarithmen zu finden. 

Belsplele: Zweckml8li 1st die Verwendung elnes Schemas, bet dem links die Zablen und 
rechts Ihre jewellJgen Logaritbmen stehen: 

0,536 • 2f 7,3 
f. 111= O,028f 

ZahI I LogarIthmus 

0,536 0,7292 - f 
2f7,3 1_2--,,-,-,33,"-7_f __ _ 

ZIhler 2,0663 
O,028f 0,4487 - 2 (-) 

111- 4f46 3,6f 76 

2,78 0,4440 
Xf,4f 

~ 0,6260 . 

5. s = 0,427111,05 

0,427 0,6304-f 
+0,05 -0,05 

111- 0,4446 
0,6804- f,05 • f 05 
0,6480- f ., 

2. 
~0,0827' 565,f 111-----

0,923' '46,2 

0,0827 t_,9f75 - '3 
:3 

0,6392 - f 
565,t 2,752f 

ZIhler 2,39f3 (+) 
0,923 0,9652- f 

x4 

" 0,,8608 - 'f 
46,2 f,6646 

Neuner f,5254 (-) 

~~ 0,8659 

4. 111- 0,6871,88 

0,687 0,8370 - f 
x f,33 

t,ff32 - f,33 
-0,33 +0,33 

~ 0,7832-f 

6. = In 0,678 cL h =1 678, to 
III 0,0753' ,S n 753 

I 
678 6,5f9f 

fO 2,3026 
8,82f7 

753 6,624t (-) 
2,t~ 

B. Zahlensysteme. 

I 
komplexe Zahlen 

Zahlen 
I 1 

reelle Zahlen imaginare Zahlen 
, _____ -'1 ... 1 ____ ----, 
1 1 

Rationalzahlen Irrationalzahlen 
.----,1 L.I __ -, r ___ ,I,---1 __ -, 
I 1 1 1 

ganze Zahlen Briiche algebraisch transzendent 
irrational irrational 

a) ReeUe Zablen. 
Siimtliche ganze Zahlen, gewohnliche Briiche, endliche und' unendlich 

·periddlsche' Dezimalbriiche bilden das System der rationalen Zahlen. AIle 
Ubrigeri teellen Zahlen," deren Wert durch einen unendlichen, nich t periodischen 
Dezimalbruch-ausgedrUckt werden kann, nennt man irrationale Zahlen. Die-
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jenigen irrationalen Zahlen, die LOsungen einer Gleichung n-ten Grades mit ratio
nalen Koeffizienten sind, z. B. alle Wurzeln, heiJ3en algebraische, die librigen 
transzendente Zahlen, z. B. n, B. 

b) Imaglnire und komplexe Zahlen. 
I. Ole Imaglnire BlnheU ist i=+0, so daJ3 ,,. =-1. Eine imagi

nare Zahl i· b ist das Produkt aus der imaginaren Einheit und einer reellen 
Zabl. So ist z. B. + R = 3 i. FUr die Potenzen von i gilt dann die folgende 

Tabelle. 
Eine Verbindung zwischen einer reellen und 

i il i 4n +1 einer imagin1iren Zabl, z. B.I=a+ib, heiJ3t kom. 
-1 i2-:------,-i--~2-- i4n+2 plexe Zahl. a ist der Realteil, b der Imaginar-
-i -::i3C-t-:-·----:l-------:i-:-4n+3 teil. a+ ib und a- ib sind konjugiert komplexe 

Zahlen. Aus a+ib=O folgt a=O und b=O; aus 
a+ib=c+id folgt a=c und b=d. UnterBeachtung von i 2=-1 gelten fUr 
komplexe Zahlen die gleichcn Rechenregeln wie fiir reelle Zahlen. Potenzieren s. 4. 

Balaplele: (a + Ib) + (c + III) - (a + &) + ,(b + II); (a + ib) - (e + ill) ~ (a - c) 
+ '(b - 1111 (a + Ib)(& + 'oi) - (ac - bll) + '(all + bt); (a + ib)(a - Ib) = a' + b' • 

a + lb . (a + ,b)(e - ill) IIC + b" . be - "" 
&+'''-(&+i'')(e-''')- &'+"" +"T+/i" e+id~o. 

Z. Eine komplexe Zahll=a+ib wird in der 
OauBschen Zahlenebene dargestellt durch einen 
Punkt mit den Koordinaten a und b. Fig. 1 : Den 
reellen Zablen wird die waagerechte Achse der 
reellen Zablen, den imaginaren Zablen die dazu 
senkrechte Achse der imagin1iren Zahlen zuge
ordnet. 

Unter Einflihrung von Polarkoordinaten liest -8 -.? -1 

man mii a=rcostp, b=rsintp die Normalform -i 
oder trigonometrische Form 

1= a+ ib= r(costp+ isintp) 

ab. Hierin ist r = Va2 + b2 der Absolutbetrag 
(Modul), d. i. die Lange der StteckeOP. und tp. 
gegeben durch tgtp = bfa, der Winkel (das Argument) 

-2i 

-1& 

Fig. t. 

der komplexen Zabl. 
-+-

Man kann auch den von 0 nach P ge.zogenen Vektor (8. S. t 28) • - OPals DarsteUung der 
komplexen Zahl auUassen; seine Richtung 1st durch tp. seine Lange durch r gegeben. 

3. Die Normalform liefert den Molvreschen Satz fUr beliebiges reelles n: 

(costp ± i sintp)N = cosntp ± i sinntp; 
eine komplexe Zahl wird mit n potenziert. indem man den Betrag mit n poten
ziert und den Winkel mit n multipliziert. So wird 

'Y a + i b = 1 'Yr: I. (cos tp + n2 k n + i . sin tp + : k n) , tp im BogenmaJ3; 

fUr k = 0, 1 , 2, ...• n - t erhalt man samtliche n Wurzeln . 
•• Aus 3. folgen mit r= t und tp=O bzw. tp =n die Binheltswurzeln: 

~r 2kn. 2kn 
r1=cos--+t.sin--, k=0,t.2, ... ,n-t. 

n n 

~/- (2k + t)n +. . (2k + t)n 
r-t=cos t'SIn , k=0,t,2 .... ,n-t. 

n n 
Beispiel: M=+t bzw. -0.5+0,866. bzw. -0,5-0.866 •• 

Die komplexe Zahl z = r(costp + i· sintp) kann auch geschrieben werden 
z = r • B'tp (s. S.53). 
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C. Kombinationslehre. 
I. Die Zabl der Permutatlonen, d. h. der moglichen Zusammenstellungen 

von n ungleichen Elementen ist 

t • 2 • 3 • 4 ... (" - t) ." = "I (sprlch "n-Fakultit"). 

Befinden sich unter den n Elementen fJ gleiche einer Art, 9. gleiche einer 
anderen Art, r gleiche einer dritten Art usw., so ist die Anzahl der moglichen 

. nl 
PermutatlOnen 1 I I fJ • 9. • r ... 

Beleplele: t. 6 Elemente de/Jlt haben 61-720 Permutatlonen. :z. Die 3 Elemente .6 
haben 31-6 Permutatlonen, nlmlfch de, 6.e, be., .eb, e.b, eb •• 

91 
3. DIe 9 Elemente .... bbbee haben 41 • 31 .• 21 - t260 Permutatlouen. 

Z. Eine Zusammenstellung, die nicht siimtliche n Elemente enthillt, heiSt 
eine Variation: ist h die Anzahl der zusammengestellten Elemente, so liegt 
eine Variation der n Elemente zur h-ten Klasse vor. Die Anzahl aller moglichen 
Variationen ist damit 

ohne Wiederholung (~). hI = (n ~I h)I' mit Wiederholung n', 

d. h. je nachdem das gleiche Element in der Zusammenstellung nur einmal oder 

h-mal vorkommt. (:) sind die Binomialkoeffizienten von S. 34. 

Belsplele: t. Die 4 Gegenstlnde .be/J haben In Gruppen zu Je 2 Elementen oboe Wieder. 

holung (~). 21 - t2 VariatiODeD, niimlich .b, .e, ./J, be, II/J, e/J, b., e., /J., ell, /JII, /Je. 

2. Be! Wlederholung erhllt man 4"- 16, d. h. auSer den genannten noch •• , bb, ee, /J/J. 

3. Die Anzahl der Komblnatlonen von n Elementen zur h-ten Klasse, 
d. h. die Anzahl der verschiedenen Arten, auf welche man " Elemente zu je 
h Elementen ohne Riicksicht auf die Reihenfolge anordnen kann, ist 

ohne Wiederholung (s.o.) (:), mit Wiederholung (n + : - t) . 
Belsplele: I. Die 4 Gegenatlode .be/J haben In Gruppen zu fe 2 GUederu oboe Wleder

holung (~) - ~ :! - 6 Kombinatlonen, nAmlich .b, .e, d, be, b/J, ell. 

2. MIt Wlederholung erhllt man e + ~ - I) - (~) - 10 Kombinatlouen. Ee kommen 
blnzu .a, bll, ee, /J/J. 

D. Determinanten. 
Bei verschiedenartigsten Aufgaben der Mathematik und ihrer Anwendungs

gebiete trifft man auf gewisse Zahlenausdriicke, die Determinanten, die 
nach ganz bestimmten Gesetzen gebaut sind und durch besondere Schreibweise 
auch besonders einfach darzustellen sind. 

U. a. liiLlt sich - um aus den vielen Anwendungsm5glichkelten e i n e herauszugrellen -
in der Schwingungslehre die Bedingungsglelchung zur ·Bestimmung der Eigenfrequenzen eines 
schwingungsllihigen, mehrgliedrigen Systems in der Form D - 0 schrelben, wo D elne gewisse 
Determinante ist. 

I. Determinanten 2. und 3. Grades sind I:: !: I = alba - aabl; 

I:: b:: :: I = al I :: :: 1- as I :: :: I + as I :: :: I 
as 3 Ca 

=~~~-~~-~~~-~~+~~~-~~ 
= a] b,cs + a,ba Cl + asbl Ca - al bac, - aab] ca - asb, c, . 
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Die Determinante n·ten Grades von n2 Elementen ~,aB' ... , an; 
bl , bz, ... , b .. ; ... 1' .. hat n Zeilen (waagerechte Reihen) und n Spaiten (senk
rechte Reihen). Sie wird geschrieben 

I at b1 c. 
ag b2 eil 

i a8 ba ca 

I: 

" r, 

" 
Ian bn en fn 

und stellt die Summe 1:±(~b2C8'" 1',,) dar, in der die einzelnen Summanden 
durch Permutation (s. G, S. 38) der Zeiger (Indizes) 1,2, 3, ... des diagonalen 
Produktes ~b2ca ... 1'" gewonnen werden. Jedes alphabetisch geordnete Pro
dukt erhalt ein positives oder negatives Vorzeichen, je nachdem die Zahl der 
Umkehrungen seiner Zeiger gerade oder ungerade ist. Die Determinante ent
halt n! = 1 • 2' 3 •.. n Produkte. Beispieie vgl. 1. 

2. Eine Determinante n-ten Grades kann mit Hilfe von Untcrdctcrminanten 
(n - i)-ten Grades zeriegt werden (s. a. 1. u. 8.): 

a, :' c, ~ I b. c, d, \ \ b, ., d, t ! h, c, d, \ 'I h, c, d, I 
:: b: :: d: "~a'i 0, f, d. - a. h, c, d,!,+ a'l b, c. d. -", b, c, d,!, 
0.. b, c" el, b, r4 d;l b.. C4 a, b, c, d, b8 (8 dB 

Die Unterdeterminante zu einem Element in der i-ten Zeile und der 
k-ten Spalte wird erhalten, indem man die tote Zeile und die k-te Spalte der 
urspriingJichen Determinante durchstreicht und die so entstehende Determinante 
mit (_.1)I+k multipliziert. 

3. In einer Determinante kann man die Zeilen mit den Spalten unter Bei
behaltung der Reihenfolge vertauschen: 

I '" b, c, I \ a, a. a,\ 
02 bl e,l i::...-; b1 bl! ha • 

I as ba c. I Cl ell. '8 
4. Werden in der Determinante 2 Zeilen oder 2 Spalten miteinander ver

tauscht, so iindert die Determinante ihr Vorzeichen. 
S. Sind die entsprechenden Elemente zweier Spalten oder zweier Zeilen ver

hiiltnisgleich (also auch einander gleich und gleich Null), so ist die Determinante 
gleich Null. 

\ 
a, a, c, I i a, b, c, I I a, a, kll'\ 
a, a, c'l = 0; I a, 6, c, I = 0; b, b, kb, = O. 
"3 0 3 '8 as ba rs ! Cl c!!; keg 

6. Sind aIle Elemente einer Zeile oder einer Spalte mit der gleichen Zahl 
multipliziert, so kann der Faktor vor die Determinante gesetzt werden: 

\ 
ka, b, c'l I a, 'b, c, \ \ ka, kb, IIc, I 
k as "1iI Cz = k a2 b2 ca = a, bs 'I I' 
i as ba C8 I as b3 C8 as h8 Ca 

7. Der Wert einer Determinante bleibt unveriindert, wenn man zu den Ele
menten einer Zelle oder Spalte das gleiche Vielfache der entsprechenden Ele· 
mente einer anderen Zelle oder Spalte addiert oder subtrahiert: 

l
a,b'C'IIa,b'C'+ka,! a, 'b, c, = a, b, c, + kat . 
a, b, c, a, b, c, + k a, I 

8. Eine Determinante 3. Grades kann auch folgendermaBen geblldet 
werden: 

a,b,c, + b,c,a, + c,a,b, 
-a,b,c, - b,c.a, - c,a,h. , 
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d. h. man setzt die heiden ersten Spalten in der gleichen Reihenfolge neben die letzte unci bildet 
die 6 Produkte der Elemente, die auf einer Diagonalen liegen. Die Produkte erhalten je nach 
Pfei1richtung + l\t.) oder - (;t') als Vorzeichen. 

Zahlenbeisplele: 1. Zu Punkt 2: 

/ : ~ : / = 21 ~ : 1- 1 1 ~ : 1 + 31 ~ : 1 = 2 • (3 • 2) - 1 . (3 .2) +0 = 6 • 
3 0 2 

2. Zu Punkt 5: 

/
12 4 2/ /2 • 6 2' 2 2· 1 / 

6 2 1 = 6 2 1 = o. 
353 353 

3. Zu Punkt 6, 7, 2: 

/ : 1~ ! / = 4'/ ~ ~ : / = 4. 3 ./ ~ ~ : / = 12 ./: : ~ / = 12 ./ ~ ~ : / 
369 369 123 123 123 

= 12 ./ ~ ~ : / = 12· {o - 1 ·1 ~ ~ 1 + o} = -12· (2·2 - 1 ·1) = -36. 
012 

Uber Anwendung bef Gleichungen 1.. Grades mit mehreren Unbekannten 
vgl. S.42. Ferner vgl. S.91. 

E. Oleichungen. 
Eine Gleichung drtickt aus, daB 2 GroDen einander gleich sind. Eine iden

tische Gleichung zeigt eine algebraische oder rechnerische Umformung an, z. B. 
(a+b)(a-b)=az-lr. Eine Bestimmungsgleichung, z. B. z-9=0, dient 
zur Ermittlung einer unbekannten GroBe, z. B. z, und ist nur fUr einen be
stimmten Wert z (oder mehrere) eine identische, im Beispiel fiir z=9. 

Jede Gleichung bleibt richtig, wenn auf beiden Seiten die gleichen Rech
nungsvorgange ausgefiihrt werden. 

Zur Ermittlung von fa Unbekannten dienen fa voneinander unabhangige 
Gleichungen. 

Gleichungen, die slch derart umformen lassen, daB nur ganzzahlige Potenzen der Un
bekannten auftreten, helBen algebralsche Gleichungen 1m Gegensatz zu den transzendenten 
Gleichungen. . 

IJegt eine Gleichung mit einer Unhekannten in der Form f(iZ) =0 vor, so lassen slch zelch
nerisch reelle LOsungen dadurch finden, daB man die Kurve ,. - f(iZ) In Abhlngfgkelt von iZ 
auftrigt. Die Abszissen ihrer Schnittpunkte mit der iZ-AchH sind die reellen LOaungen oder 
Wurzeln der Gleichung (I. c, e, f). 

a) Olelchungen I. Orades mit elner Unbekannten. 
Diese lassen sich immer auf die Form az-b=O oder az=b bringen. Zur 

Umformung (die in entsprechender Weise auch auf andere Gleichungen zu liber
tragen ist) ist zu beachten: 

I. Sind In e1ner Gleichung mehrere GHeder mit iZ und mehrere GUeder ohne iZ enthalten, 
so bringt man die Glieder mit iZ auf die eine und die ohne iZ auf die andere Selte. H1erbe1 
milssen Klammerausdrilcke, die iZ enthalten, auigelOst werden. 

2. Enthilt die Glelchung Brllche, steM hesonders III 1m Nenner, so 1st die Glelchung mit 
dem Hauptnenner zU multiplizieren. 

3. Stehl III In der Grundzahl einer Potenz (oder 1m Radlkanden einer Wurzel), so 1st die 
potenz (Wurzel) auf eine Selte zu brlngen und dann die Wurzel zu z1ehen (die Glelchung zu 
potenzleren). Sind mehrere Wurzeln vorhanden, so 1st mehrfaches Potenzieren erforderlich. 

4. Stoht iZ In der HochzahI elner Potenz (Exponentialgleicbung), 10 1st die potenz auf 
eine Selte zu brlngen und dann die Glelchung zu logarlthmleren. 

. Ig5,4 07324 
Beispiel: 4,6+2,3B - Z.=10j 2,38 - Z =5,4, (3-IIl)'1g2,3=1g5,4; 3-iZ=1g2,3 = 0:3617 

... 2,025; III = 3 - 2,025 = 0,975. - Du LogarIthmieren kann auch fortfa1len durch Benutzung 
der doppe1logarlthmlschen Tellung auf dem RecbeDSChleber (z. B. System Darmstadt). 

b) Olelc:hungen I.Orades mit mehreren Unbekannten. 
I. fa Gleichungen mit fa Unbekannten werden rechnerisch derart aufgelost, 

daB man zuniichst aus ihnen durch Umformung und Zusammenfassung passen-
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der Gleichungen n-1 Gleichungen mit n-1 Unbekannten bildet. Durch 
Wiederholung dieses Verfahrens erbalt man n-2 Gleichungen mit n-2 Un
bekannten, dann n- 3 Gleichungen mit n- 3 Unbekannten usw., schlieBlich 
1 Gleichung mit 1 Unbekannten. Nach Ausrechnung dieser Unbekannten setzt 
man ihren Wert in eine der zwei Gleichungen mit 2 Unbekannten ein und er
balt so die zweite Unbekannte. Durch weiteres Einsetzen erhlilt man der Reibe 
nach samtliche n Unbekannte. 

Zur Riickfiihrung von n Gleichungen mit n Unbekannten auf n-1 Glei
chungen mit n-1 Unbekannten sind folgende Wege moglich: 

Addltlonsmethode: Wegschaffen elner Unbekannten durch Addition bzw. Subtraktion 
der Gleichungen nach passender Umformung (gleiche Beiwerte der wegzuschaffenden GrOllen). 

{ 
Z+2)1-0,7.=21/.3 3z+6)1-2,1.=63 

I 3 z+O,2 )1-.=24 . 1/' 0,3 3 z+ 0,2)1 -.- 24 0,9 z+O,06)1-0,3'= 7,2 
0,9 z+ 7)1 - 2 .=27 . I 5,8)1 -1,1 '=39 0,9 z+ 7 )1-2 .=27 

{ 5,8)1 -1,1.- 39 1'17 98,6)1 -1,1 ·17.=663 
II 6,94)1-1,7.=19,8.1\ 76,34)1-1,7.1\.=217,8 

6,94 )I - 1,7 • = 19,8 
III. 22,26)1 = 445,2 

~ 
5,8·20 -1,1.= 39 z +2·20-0,7' 70 =21 

1,11=77 

~ 
Gleichsetzungsmethode: Wegschaffen elner Unbekannten dadurch, daf3 man sie 

oder ein passendes Vielfaches von ihr In jeder Glelchung durch die anderen Unbekannten 
ausdriickt und die so erhaltenen Werte einander glelchsetzt. 

oder 

{ 
z + 2)1 -0,7 .=2117.= 10 z +20)1-210 

I 3 z+O,2)1 - .=24 7.=21 z + 1,4)1 -16812 .=6 z +0,431 - 48 
0,9 z + 7)1 - 2 .=27 2.=0,9 z + 7)1 -27 

II {IO z+ 20)1 -210=21 z + 1,431 - 168 
6 z+O,4)1- 48 =0,9 z+ 7 )1-27 

t1 z+42 
II { 11 z-18,6y+42,..0 I :Y=~ 

5,lz-21 
5,1 z-6,6y-21 =0 )I=-~ 

III. l i Z + 42 = 5,1 Z - 21 (mit I I '18,6 erweitem:) 
18,6 6,6 

121 z+462= 158,1 z-651 
37,1 z=ltt3 

~ 18,6 
20 

!..::.3· 30+0,2·2O-24~ 

Einsetzungsmethode: Eine Unbekannte wIrd dadurch weggeschafft, daB man In einer 
Gleichung diese Unbekannte durch die anderen ausd!11ckt und den so erhaltenen Wert In die 
Qbrigen Glelchungen elnsetzt. 

3z + 0,231 - .=24 3' (21 -231 +0,7') +0.2)1-' =24 5.8y-l,I.= 39 { 
z + 231 - 0,7 • = 21 \ z = 21 - 2)1 + 0,7 • 

• 0.9 z + 7)1 - 2. = 27 0,9 . (21 - 2 Y + 0,7 .) + 7 y - 2. = 2715,2)1 - 1,37 • = 8,1 

{
5,8:Y-1,1. = 39 

II 
5,231 -1,37 1 = 8,1 

5,8)1-39 .=---
1,1 

III. 5.2)1_1,37.~y-39 =8,1 
1,1 

5.72)1 - 7,946 y + 53,43 = 8,91 
2,226 )I = 44,52 

~ 

%= ~~.20-39 =2"'--=70 
- t,t t,1-

!.:: 21 - 2· 20 +0,7·70 = 30 
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2. Unter Benutzung von Determinanten (s. S.38) konnen die LOsungen 
unmittelbar bingeschrieben werden. So folgt z. B. fUr ein System von 3 linearen 
Gleichungen: 

",:z: + b" + e,.~tlt. 
1I,:z: + b" + e,_ - d,. 
1I,:z: + b" + c,_ - d •• 

:z:-D,:D, ,-D,:D, .-D:D .. wo 

I tlt b, "I D, = d. b. c, , 
d. b. c. 

D, = I:: ~: :: I ' 
II, d. c. 

I
'" b, tlt I D, = II, b, d •• 
II. b. d, 

FUr ein beliebiges, lineares Gleichungssystem gelten entsprechende Formeln: 
Die Beiwerte der Unbekannten liefem, unter Beachtung von Zelle und Spalte, 
die "Systemdeterminante" D. Die Determinanten D1 , D., ... findet man, in
dem man in D die Spalte der Beiwerte der betreffenden Unbekannten ersetzt 
durch die Zahlen auf den rechten Seiten. 

1st D=O, so widersprechen sich die Gleichungen oder eine Gleichung ist 
die Folge der anderen (z. B. z - y = 4 und 2 z - 2 " = 8). 

Sind jedoch die rechten Seiten (oben ~, d., ... ) gleich Null (homogene 
Gleichungen), so ist entweder.z=O, y=O, 8=0, ••• oder eS muB die Determi
nante D gleich Null sein. In diesem Fall ist eine Unbekannte willkUrlich, d. h. 
es sind nur die Verh1iltnisse der Unbekannten bestimmbar. 

Beispiel: 2:z: + t,4, = ill 
6,5:z:- 3,t,= 4; D -I :,5 _~:~ 1 = -2' 3,t - 6,5 • t,4 - -t5,31 

1 t3 1,41 D, - - -t3 • 3,t - 4' t,4 - -45,91 
4 -3,1 :z: - -45,9: -t5,3 - 31 

1
2 131 D1 - -2·4-6,5·t3--76,5, 
6.5 4 

, - -76,S: -t5.3 - 5. 

FUr viele Unbekannte fiihren beide Wege (1. und 2.) im allgemeinen nur 
langsam zum Ziel. Dann empfehlen sich zeichnerische oder instrumentelle 
Verfahren1) • 

e) OIelehungen 2. Orades mit emer Unbekannten. 

I. Reehnerisehe Liisung. Jede quadratische Gleichung kann auf die 

Normalform zI + az + b = 0 

gebracht werden. Um diese zu erhalten, sind iibnliche Umformungen notwendig, 
wie unter a), S.40, angegeben. 

FUr die LOsungen oder Wurzeln der quadratischen Gleichung zI + az + b = 0 
folgt mit 

:z:' + 2' (11/2) .:z: + (11/2)' - (11/2)1- b oder (:z: + a/2) , - (a/2)" - b: 

:11. = -a12 + y(aI2)1 - b , • (/2)1 b - LI - D' krimin' t" ____ worm a - - -" 15 an e 
Z8 = -a12 - y(aI2)1 - b, 

Die Gleichung hat 2 reelle Wurzeln, wenn LI > 0, 
2 zusammenfallende reelle" LI = 0, 
2 konjugiert komplexe " "L1 < o. 

Ist a = 0, so liegt eine rein quadratische Gleichung vor: Z •• 2 = ± V - b. 
Istb=O, so ist :11.=0 und zz=-a, denn es istz2+az=O oder z(z+a) =0, 

d. h. Xl = 0 oder (x + a) = 0,. d. h. Z2 = -a. 

') VgI. C. Runge: Graphlsche Methoden. 5.t7f. LeIpzig 1928; s.a.Anm.2, 5.140. 
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2. Z· - 10 x -+- 25 = 0 3. x' + 6 x + 10 = 0 

(z-5)'-0 

3 5 
:1:. = -4 -+- 4- o~ 2 

3 5 I 
x'=4-4"~ -2' :r,= -3-', 

5. Vi3-+X -+- Yi):::'x - 6 = 0, 

Vt3 -+- x-+- V13-=X = 6, 

13 -+- z -+- 13 - x-+-2 . "VO' -Xi ~c 36, 

"V169-- x' = 5, 
j 69 - x' ~~ 25 , 

z' = 144, 
x, = -+- 12 X, = -12. 

43 

4. x' - lOx = 0 

x(x - to) =0 

:1:,=10. 

Beziehungen zwischen den Wurzeln: Durch Multiplikation und 
Addition der beiden Wurzeln Xl und x2 findet man: 

xl' X 2 = b (von x freies oder absolutes Glied) , 

Xl + x2 = -a (negativer Beiwert von X). 
Damit kann eine quadratische Gleichung aucb geschrieben werden X2+ ax+ b 
== (x - Xl) (X - x2) = 0, die, wie unmittelbar einzusehen ist, fiir X = Xl und 
X = X 2 erflillt ist. Die Wurzeln haben 
gleiches Vorzeichen, wenn b> 0, 
en tgegengesetztes, wenn b < O. 

Losungmit dem Rechenschieber: 
Stellt man b auf der Grundteilung des 
Schiebers ein und dividiert durch eiuen 
aogenommenen Wert X" so folgt oach 
vorstehendem XI = blzt _ Die Wurzeln sind 
richtig, wenn gleichzeitig x. + x, = - a ist. 
Bei Benutzung der Kehr- (Reziprok-) 

G b 3 
I 
4 5 6 

Fig. 2. 

I 
4 '1" 

7x;~ 9 10 

Teilung K, die man aueh durch Umdrehen der Zunge erhalten kann, folgt, Fig. 2: Die 10 
oder 1 der Kehrteilung K fiber b der Grundteilnng G einstellen. Der Strich des Glasliiufers 
fiber x, der KebrteUung K liefert auf G den Wert"" = blx,. Es muB dann wie oben x. + X, = - a 
sein. 1st b negativ, so 1st eine Wurzel negativ. 

Beispiel: x'+4,3x-27,3=0 (Fig. 2); :1',:1',=-27,3, 
:1'. + X, = - a - - 4,3 • Elnstellen von X, = 3,5 liefert 
x,=-27,3/3,5--7,8; 3.5-7.8=-4,3. d. h. die Wurzeln 
sind riehtlg. 

2. ZeichnerlsclIe Veranschaullchung. Tragt man 
die Kurve y = X2 + ax + b (Parabel, S. 100) als 
Funktion von X auf, so sind die Abszissen ihrer 
Schnittpunkte mit der x-Achse die gesuchten Wur
zein, Fig. 3. Je nach dem Wert von Ll (s. 1.) 
schneidet die Parabel die x-Achse (Ll> 0), beriihrt 
sie diese (Ll = 0) oder scbneidet sie nieht (Ll < 0). 

1m Beispiel. Fig. 3, sind benutd 

x' - 4z -+- 3 ~~ o. A > 0 J 
:1" - 4z + 4 = 0, :ij-
X' - 4 X + 5 ~ 0 , .1 < 0 . -1~ 

3. Zeichnerische Liisung. (X) Schnittverfabren -1 

fill reelle Wurzeln: Die Scbnittpunkte der Kurve 
y = x2 -I-- ax -I-- b mit der x-Achse sind die Wurzeln. 

s 
Fig. 3. 

y = t (x) stellt aber die verschobene Einheitsparabel dar: Sie geht durch den 
Pllnkt B der y-Achse mit der Ordinate y = b (Fig. 3), ihre Achse ist parallel der 
y-Achse und ihr Scheitel hat die Koordinaten xo=-a/2, yo= t(-a/2) =-Ll (s.1). 
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Legt man die Elnhe!tsparabel ,,= x' (Schablone, Kurve auf durchsichtigem Papler o. A.) 
derart in das Koordinatensystem, daB Ihre Achse parallel der ,,-Achse 1st, daB sfe durch den 
Punkt B (0; b) der ,,-Achse geht und daB Ihr Scheltel auf der ,,-Parallelen 'Xo=-a/2 (Parabel
achse) Uegt, so trlfft sfe die 'X-Achse In 'X, und 'X., Fig. 3-

(J) Aufspaltung (fiir reelle Wurzeln): Schreibt man die Gleichung 
x2+ax+b=O in der Form x2=-ax-b und setzt Yl=fl (x)=x2, Y2=f.(x) 
=-ax-b, so sind die Wurzeln die Abszissen der Schnittpunkte der Kurve Yl 
mit der Kurve Y2' da nur im Schnittpunkt Yl = YI' also x2=-ax-b ist, Fig. 4_ 
Yl ist die fiir aile Gleichungen festliegende Einheitsparabel, Y. ist eine Gerade, 
deren Lage durch a und b bestimmt ist. 

Llegen die Schnlttpunkte sehr welt auselnander, so mdssen fo.r x und " verschledene MaB
stabe gewahlt werden. 

o 

Fig. 4. 

/ 
.I 

~ 

/ 

/ 
/ 

/ 

Fig. 5. 

Je nach der GroBe von LI (s. o. 1) schneidet die Gerade die Parabel (LI > 0), 
beriihrt sie (LI = 0) oder schneidet sie nicht (LI < 0). 

Beispiele: Fig. 4. 
1. x'-I,lz-I,26=0 I 2. Z'-1,6z+0,64 =0 I 3. Z'-Z+I,25=0 

x, = 1,8 , 'X, = -0,7 z, = 'X, = 0,8 komplexe Wurzeln. 

y) Verfahren von Li11: Man tragt, Fig. 5, waagerecht die Strecke b auf, 
positiv nach rechts, negativ nach links; dazu senkrecht die Strecke a, positiv 
nach oben, negativ nach unten; daran waagerecht nach links die Strecke "Eins". 
Der Halbkreis iiber OE schneidet auf a (oder der Verllingerung) vom Endpunkt D 
aus gemessen die Wurzeln Xl und XI aus, nach oben positiv, nach unten negativ. 

Beweis: Setzt man DB=-z (da nach unten gerichtet). so folgt nach Fig. 5. daB tg'" 
=DB: 1 =OA: AB oder daB -z: 1 =b: [a-(- 'X)] oder b=-z(a+z) oder z'+az+b=O 
ist; d. h. die Glelchung 1st erfo.l1t. Das gleiche gilt fo.r C, ebenso fo.r andere Vorzeichen von 
a nnd b. 

Beispiel: In Fig. 51st b-4 (+l. a= 5 (+); daher z, undx. yonD aus gemessen negativ: 
;1:1=-1, xIl Cllll -4. 

!5) Die nomographische LOsung bei reellen Wurzeln zeigt fiir beliebige 
Werte a und b das aus einer gekriimmten und zwei parallelen, geraden und 
linear geteilten Leitem bestehende Nomogramm Fig. 6: Die durch a und b ge
legte Weisergerade schneidet auf der gekriimmten Leiter die Wurzeln X:t und x2 

aus. Die Flucht 2 a in Fig. 6 schneidet jedoch nur einmal; es gilt dann allgemein fiir 
das Vorzeichen die Regel: X hat das obere (+) oder das untere (-) Vorzeichen. 
je nachdem das Vorzeichen fiir den Wert a der betreffenden Gleichung oben 
oder unten steht. 1st iiberhaupt kein Schnittpunkt vorhanden (Beispiel 4. s. u.). 
so liegen komplexe Wurzeln vor, die rechnerisch bestimmt werden miissen oder 
auch aus einem Sondemomogramml ) abgelesen werden konnen. 

') Heck, 0., u. A. Walther: lng.-Arch. Bd.! (1930) S.211. 
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BeispieJe: 1. x· - 3,7x+3=0; a negativ, Gerade 1, Punkte A und B, x, = +1,2, 
x,=+2,5. 

2. x· + 3,5x - 7,5 = 0; a positiv; Gerade 2a, Punkt C, ergibt x, = + 1,5; Gerade 2b, 
Punkt D, ergibt x. = - 5, da das Vorzeichen von a (+) unten stebt. 

3. X'+7,7:1:+1,5=0; a positiv, Gerade 3, Punkte E und F, x,=-0,2, :1:,=-7,5, da 
das Vorzeichen von a (+) unten stebt. 

4. x· + x +4 =0; Gerade 4 a bzw. 4 b Iiefert keinen Schnittpunkt; daherkomplexe WurzeJn. 

a 6 
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Entwurf des Nomogramms: 
Fiir aile durch den Punkt P (Fig. 7) 

mit den Koordinaten II und f} gehenden 
Geraden foJgt Dach Fig. 7 mit den Ab· 
schnitten " und b auf den Leitem I und I I 

b-v v-a 
c-u-a+tI; 

ausmuJtipJiziert und geordnet: -2 vc 
+a(c-II)+b(c+II)=O oder 

_~+aC-II+b=O. 
c+u C+II 

Fig. 7. 

Verglclcht man diese Form mit der quadratischen GJeichuDg xl + ax + b = 0, so mllssen, weon 
fiir clnen bestimmten Wert x - x, die GJeichuogen fiir jeden Wert a und b iibereiostimmen 
sollen, auch die Beiwerte iiberelostimmen, d. h. es muB sein 

_ 2 vc = x~ und C - II = x,. 
c+ II C + II 

Daraus berechnen s1ch die Koordinaten II," des Punktes P zu 

.==_c·~o-1 und v==-~ 
X.+1 x.+1 

Die Folge dieser Punkte P Iiefert die gekriimmte Leiter (Hyperbel), die hiernach fiir gJatte 
Werte x. gezeichnet und mit diesen glatten Werten x = z. beziffert werden kann. Die FJucht
gerade fiir eln Wertepaar a und b trifft dann die Kurve in den Wurzeln z, und Z, der quadra
tlschen GJelchung x'+ax+b=O. 

FiIr negative Wurzeln kaon man z durch (-z) ersetzen und erhilt dann die oben an
gegebene RegeJ fiir das Vorzelchen. 

d) OIeichungen Z. Orades mit mehreren Unbekannten. 
I. n Gleichungen mit n Unbekannten werden in der auf S.40 fiir lineare 

Gleichungen angegebenen Weise durch allmiihliches Wegschaffen der einzelnen 
Unbekannten bis auf eine Gleichung mit einer Unbekannten aufgelOst. 1m allge
meinen sind hierzu die dort angegebenen Methoden anwendbar, doch wird hiiufig 
die Einfiihrung neuer Unbekannter u. ii. die Rechnung wesentlich vereinfachen. 

BelapleJe: 

1. Zl + ,,'= 20,5; 
z - , = 41 x = 4 + ,,; 

",-+0,5; ,,'=-4,5l 
x,- +4,5; z'= -0,5. 

,,' + 8" + 16 + ,,, =20,5; 
"'+4,, =2,25; 

,,=-2::1: 14 + 2,25; 
,,=-2::1: 2,51 
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2. <I:'-2<1:Y+3)'=3'(<I:-Y) 1'3, 
2<1:' + "Y - ~.' = 9· (<I: - y) • 1 , 

3<1:'-6<1:Y + 9)" = 2<1:1 + <l:Y-),', 
<I:'-7<1:Y + lOy' = 0, 

(fr-7'~+10=O, 

~=~ ± 1/49 - 40 =~ ± 1. 
y 2 r 4 2 2' 

(~).- S, (~),= 2. 

z = S y In dh erste Gleichung eingesetzt, ergibt 
2Sy' - lOy' + 3~" = 12y, 

18y' - 12y = 0 oder 6:J{3Y - 2) - 0, 
d. h. y,-o und "" = 5y,-0, oder 3y-2=0, 

alw y. - 'I. ~ z. ':-S)I, = .:tJ.. •. 
<I: = 2y eingesetzt, Olgibt 

4y' - 4y' + 3y' = 3y, 
y'-y=O oder y{y-l)=O, 

d. h. y, = 0 = y, und x, = 0 = z, oder 

y - 1 = 0, alsO..!!..::....l und ~2Y. =.!: 

2. 1st eine der beiden Gleichungen linear, so erhiilt man 2 Wurzelpaare 
(Beispiel 1); sind aber im aIIgemeinsten Falle beide Gleichungen quadratisch 
(Kegelschnitte), so erhliIt man 4 Wurzelpaare (Beispiel 2, wo 2 Paare zusammen· 
fallen). Man kann nun in beiden Fallen auch zeichnerisch vorgehen: Jede 
Gleichung steIIt eine I\urve (Gerade oder Kegelschnitt mit Kreis als SonderfalI) 

!I dar. Die Koordinaten der Schnittpunkte der 
Kurven sind dann die gesuchten Wurzelpaare. 

Zahlenbelspiel: I. (<I: + 3,S)'+ (y- 2,7)' =21-
II. (<I: + 7,2)' (y+l,3) =2. 

Gleichung I, Fig. 8, stellt einen Kreis um p. (<I:.=-3,S, 
y. = +2,7) mit dem Radius Y21 = 4,6 dar. Gleichung II 
stellt eine gleichseitige Hyperbel dar, deren Asymptoten 
die Parallelen zu den Achsen 1m Abstande -1,3 und -7,2 
sind. Kreis und H yperbel schnelden sich In den belden reo 

--!;-T~-,,::--7.--+----;;-V----. .z enen Punkten P, (z,=-6,9, ",=S,9) und P, (z,=-0,7, 
Y. = -1,0). Die belden anderen Schnlttpunkte sind Ima
giniir. Die Glelchungen haben also die belden reellen 
LOsungen: 

Fig. 8. 
2:1==-6,9, "1-+5,9, :f1l --O,7, "1--1,0. 

Geniigt bei nur flOchtiger 5kizze die Genaulgkeit dOl Ablesung nlcht, so lassen s1ch die 
erhaItenen Werte mittels dOl Anniiherungsverfaltren (5.48) verbessern. 

Schneiden sich die beiden Kurven nicht, so sind sawtliche Losungen kom
plex; ein viermaliger Schnitt liefert 4 Paare reeller Losungen, ein zweimaliger 
(vorstehendes Beispiel) 2 Paare reeIIer Losungen (die 2 anderen Paare sind 
komplex). Wird im GrenzfalIe aus 2 Schnittpunkten 1 Beriihrungspunkt, so 
fallen 2 Paare reeller Losungen in 1 Paar (Beispiel 2 oben) zusammen. 

e) OIeichungen 3. Grades. 
I. Rechnerisch. Eine kubische Gleichung in der Form 

Y'+A y2+By+C=0 

geht durch Einsetzen von y = x - A/3 tiber in die 

reduzierte Form z3+ax+b=O. 

1st LI = (b/2)2 + (a/3)3 die "Diskriminante", so hat man folgende IIauptfliIIe 
und Losungswege: 

I. LI > 0: 1 reeIIe und 2 konjugiert komplexe Wurzeln, L6sung mit der 
Cardanischen Formel: 
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II. if <0: 3 reelle Wurzeln. Am besten trigonbmetrische Ltisung: Mit 

Einfiihrung des Winkels ffJ, der aus cos 3 ffJ = - Y b berechnet wird, foIgt: 
2 (-a/3)3 

xl = 2 V-a/3' Cosrp, x. = 2 V-a/3' COS(ffJ + 120°) , 

x3 = 2 v-a/3' COS(ffJ + 240°) . 

Beispiel: Reduz1erte Form :1:'-7:1:+5=0, Ll =2,5'+ (-3,5)'< 0, Fall II. 

cos 3 'I' _ - - 5 _ 0,7015; 
2Y(7/3)' 

3'1'=134° 33', '1'= 44" 51'. 

:1:, = 2 Y7/3 • cos 44° 51' = +2,166 J 

:1:, = 2 Y7/3' cost64° 51' = -2,949; 

:1:, = 2 V7/3' cos284° 51'- +0,7828. 

Fiir if = 0 sind 2 Wurzeln einander gleich 
lind halb so groB, aber von entgegengesetztem 
Vorzeichen wie die drltte. Dann wird nach der 

V-
Oardanischen Formel /X = {J = - b/2, also 
x1 =2/X und x.=Xa=-/X' 

Z. Zeichnerlsche Liisungen erfolgen nach glei
chen Methoden wie bei quadratischen Gieichun
gen (s. S.43). 

!I 
$ 

3 :c 

Fig. 9. 

/X) Schnittverfahren: Die Wurzeln der Gleichung I(x) = 0 sind die Ab
szissen der Schnittpunkte der Kurve ,,= I(x) mit der x-Achse. 

Beispiel: zO- 3:£'- 9:1:+9-0. Die Schn1ttpuokte a. 
der Kurve ,,= 1(:1:) = :£'- 3:1:'- 9:1:+9 (Fig. 39, S. 73) er
geben die Wurzeln:l:, =-2,37, :1:,=0,83. :1:.-4,54. Eine 
Multiplikation mit einem konstanten Faktor - In der 
Figur mit 1/6 - ist filr die Nullstellen ohne Belang; u. U. 
Verbesserung nach h) S. 48. 

(J) Aufspaltung: Die Zerlegung der redu
zierten Form x3+ax+b=O in 11(x)=Mx) , 
wo "1 = 11 (x) = x3 (kubische Einheitsparabel) 

s 

2 

1 
o 
1 und ". = I. (x) = -ax - b (Gerade), liefert die 

Wurzeln als die Abszissen der Schnittpunkte -2 
dieser beiden Kurven, Fig. 9 mit den 3 Sonder- -,J 

fallen (s.o.). 
d) Zur nomographischen LBsung fiir die -5 

reduzierte Form ftihrt der gleiche Weg wie -6 
auf S.45, Fig.7. Nur foIgt jetzt fiir die Koordi-
naten u und v des Punktes P in entsprechender -7 
Weise -9 

Xo - 1 Xl 
U =-G' --- und v = __ 0_, 

xo+1 xo+1 
so daB das Nomogramm der Fig. 10 entsteht. 
Die Fluchtgerade durch die Punkte a und b 
treffen die gekrtimmte Leiter in den gesuchten 
Wurzeln. Hinsichtlich des Vorzeichens gilt: 

-9 

-10 

-ff 

-13 

Fig. to. 

1 
-3 

-.1 

-4> 

-5 

-G 
-7 

-9 

'9 

·10 
-ff 

·13 

Trifft die Fluchtgerade die gekrflmmte Leiter zwelmal, so lIefert die Gerade durch -b die 
dritte, aber negative Wurzel; im Beispiel :1:·-7:1:+5=0 (Fig. to) wird fUr +b=+5 z,~0,78 
und Za=2,17, wahrend fUr -6=-5 der Wert :1:.=-2,95 folgt. Trtfft die Gerade nur einmal 
(:1:'-7:1:-5-0), so hat man eine positive Wurzel (Z,=+2,95). FIlr die beiden anderen 
Wurzeln zeichIlet man die Gerade durch -6; trtfft diose die gekrilmmte Leiter, so hat man die 
heiden anderen, aber negativen Wurzeln (im Beispiel :1:,=-0,78, :1:,=-2,17); trifft s1e mcht, 
so Iiegen komplexe Wurzeln vor. 
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Schneidet schIieBlIch die Gerade die LeIter flberhaupt Dleht, so Ifegen zwel komplexe Wurzeln 
vor, die drltte, negative, findet man mit der Geraden durch -6. 

Enetzt manDimlich ~ durch -~, so wird zI+/lz- 6=0, die Glelehung 1st fiIr -6 zu 1Osen. 
Der nomographische Weg ist auch fiir Gleichungen hoheren Grades 

von der Form al' + a:l:" + b = 0 gangbar. 

f) Oleichungen hiiheren Orades. 
Fiir Gleichungen hOheren Grades empfehlen sich im allgemeinen zeichne

rische oder Niiherungsverfahren, wenn sich auch bis zur Gleichung 4. Grades 
und fiir Gleichungen hOheren Grades in Sonderflillen die LOsungen geschlossen 
angeben lassen. 

Elne blquadratlsche Glelehung zI + /I~I + b - 0 IlJIt a1eh z. B. mit • - ZI auf die quadra
Usche Glelehung ,1+/1,+6=0 zurflckflihren (Belsplel S.241). 

Die allgemeine Gleichung n-ten Grades 

:1:" + a"_ 1 :1:,.-1 + a,,_1 :1)"-1 + ... + 1It:l: + ao = 0 
hat n Wurzeln :11., :l:2 ,:I:a, ... , :1:", von denen komplexe immer paarweis konju
giert auftreten. Da die Gleichung auch in der Form (:1:-:11.) (:1:-:1:2) (:1:-:1:3) ... 

(:1:-:1:,,)=0 geschrieben werden kann (vgl.rz. B. S.43), so WIt sich bei einer 
bekannten Wurzel :11. durch Division der Gleichung mit (:1:-:11.) ihr Grad um 1 
emiedrigen. 

Beispiel: zI- 13z-.12=0 hat offenslehtUeh die Wurzel Zt - -1. Also folgt 
(zI-13~-12):(~+1)=zI-~-12-0, d.h. :r.-4 DOd :r.--3. 

g) Zeichnerische Verfahren. 
Diese beruhen auf den gleichen, bei den Gleichungen 2. und3. Grades (S. 43 

u. 47) angegebenen Verfahren: Aufzeichnen der Funktionskurve 1(:1:) und Be
stimmung ihrer Nullstellen oder Aufspalten der Gleichung in iJ(:I:) = 1.(:1:) und 
Bestimmung der Schnittpunkte dieser Kurven. 

h) Niiherungsverfahren. 
I. Newtonsches Verlahren. Ist:l:o ein Niiherungswert fiir die Wurzel einer 

Gleichung 1(:1:)=0 [in der Niihe des Schnittpunktes der Kurve "=1(:1:) mit der 
x-Achse], so denke man sieh, Fig. 11, im Punkt Po mit der Ordinate "0 = 1(:1:0) 

die Tangente mit der Steigung 
!I (Ableitung) ,,~ = f( aJo) ge

zogen. :11. = :1:0 - h ist ein 
'" besserer Niiherungswert. Es. 

1(:1:0) 
+::r-l-J'7IC-~-l...~ folgt :I1.,,=:l:o-h=:l:o- f{:l:o) 

.t: =:l:o-~' Durch Wiederho
"0 lung fiir :11. liiBt sich dieser 

Wert :11. verbessem: :1:2=:1:1 
Fig. 11. Fig. 12. _ ",;,,~ usw. (s.Zahlenbeispiel). 

Das Verfahren konverglert gegen die r1ehUge Wurzel, weDO auf dem die Wurzel enthalten· 
den Kurvenbogen y' =F 0, y" =1= 0, ". =F <Xl nod wenn in einem Punkt begODDeD wIrd, in dem ,,' 
und y" gleiehes Vorzeiehen baben. 

Z. Regula lalsl. Hierbei ersetzt man die Tangente durch die Sekante durch 2 
auf verschiedenen Seiten der :I:-Aehse in der Niihe der Wurzelliegende Punkte Po 
und Po, Fig. 12. Der Sehnittpunkt mit der :I:-Achse liefert den zwischen :1:0 
und Xo liegenden Anniiherungswert X:! = :l:o-li. Da h= "oftgP und tgP= [/(:1:0) 

- 1 (xo)] : (:1:0- xo), folgt 
- 1 (:l:o) • (:1:0 - xo) :Yo • (:1:0 - xo) 
:1:1 =:1:0 - ------- =:1:0 - ----. 1 (:l:o) - 1 (xo) "0 - Yo 

Eine Fortsetzung liefert bessere Anniiherungswerte (So Beispiel). 
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Das Verfahren konverglert, wenn auf dem die Wurzel enthaltenden Bogen ". =1= 0, y' =1= 0, 
y' =1= 00 und wenn Funktlonswerte von entgegengesetztem Vorzelchen benutzt werden. 

Fiir lim (xo- Zo) --+- 0 erhiilt man das Newtonsehe Verfahren. Aus dem 
Differenzenquotient wird der Differentialquotient (S.65). 

Beispiel: ,,=/(:1:)=:1:'-7:1:+5-0; also y=I'(:I:)=3:1:'-7. 
Nach Newton: :1:,=2,2, ".=/(:1:.)=0,248, ,,~=I'(:z.)=7,52, 

:z 1,,=/(:z) 0,248 
1I;.=:z.-lJ=2,2- -- =2,2-0,033=2,167 (zu grofl); 

2
3 1- 1 7.52 +11 Regula falsi: :z.=2,2, ".-0,248, wl-2,1, Y.--0,439, 
2,1 - 0,439 
2,2 + 0,248 - - - O,248'0,t 6 64 ( kl') 

:Z'-:l:.-1J=2,2-~ -2,2-0,03 -2,t zu em. 

Der niichste 5chr1tt lIefert nnter Verwendnng von II;. nnd w,: ",- 0,007, ,,~= 7,088, 
Y,=f(w,) =-0,0142, 1I;.-z,=0,003, ",-y,-O,02t2. 

Newton: :z.-:z,-",=2,t67- 0,00887 Ftl2,t67-0,001-2,166 (zn grof\)1 
7,0 

Regula falsi: w.-:z,-~=2,t67- 0,007'0,003 Ftl2,167-0,OOI-2,166 (zu klein). 
O,02t2 

. Man bat also durch Benutzung belder NAhernngsverfahren zusammen die gleiche Genauig
keit wie auf unmittelbarem Wege (5.47) mit vlerstelligen Tafeln. 

F. Reihen. 
1st "1' "2' "3' ... ,"" ... eine Folge von Zahlen bestimmter GesetzmaBigkeit, 

so ist "1 +"2+"3+ "'+",,+'" eine Reihe. Die einzelnen, positiven oder nega
tiven Zahlen Ut, "2' "3' ... , "n"" heiBen die Glieder der Reihe. Eine end
Hehe Reihe hat endlieh viele Glieder (n endlich), eine unendliche Reihe hat 
unendlich viele Glieder (n --+- (0). 

Die Summe einer Reihe ist s ="1+".+Ua+ ... +" •. Die Su=e einer 
unendlichen Reihe ist der Grenzwert, dem sich die Summe der ersten n Glieder 

" =CX) 

nii.hert, wenn n naeh unendlich geht. Es ist dann s = ~ un' Weiteres s. u. b). 
11=1 

Belsplele: 1. t+2+3+4+5+'''+I00-5050 [I. a) t.]. 
2. 0,3 + 0,Q3 -I- 0,003 -1-'" -t/3 [8. b) tl. 

a) Endllche Relhen. 
I. Eine arlthmetlsche Relhe I. Ordnung ist eine Reihe, in der die Differenz 

zweier aufeinanderfolgender Glieder konstant ist. Schreibt man 

a= Anfangsglied, d = Differenz (konst.), n = Anzahl der Glieder, 

so lauten die Glieder a, a+d, a+2d, ... , a+(n-1)d. Dabei ist jedes Glied 
das arithmetische Mittel aus den beiden benachbarten Gliedern. Ferner ist die 
Summe des ersten und letzten Gliedes gleich der Summe des zweiten und vor
ietzten usw. Daraus folgt fiir die Summe der Reihe mit t=a+ (n-1)d als 
notes Glied (Endglied): 

n n 
s=a+ a+d+a+2d+ ... +a+(n-1)d=- (a+t) =-[2a+ (n-1)d]. 

2 2 
k = 1000 

Beispi ele: 1. 1: If = 1 -I- 2 -I- 3 + ••• -I- 1000 = 1000. {I -I- tOOO} = 500500, 
k=1 2 

k=500 

2. .1: (2k) = 2 -I- 4 -I- 6 -I- 8 -I- ... -I- 1000 = .s00 . {2 -I- tOOO} = 250500 , 
k= 1 2 

k=500 

3. 1: (2k - I) = t -I- 3 -I- 5 -I- 7 -I- ••• -I- 999 = 500 . {t -I- 999} = 250000. 
k=1 2 

Taschenbuch fur den Maschinenbau. 9. Auf!. 1. 4 



50 Mathematik. - Arlthmetik und Algebra. 

Z. Eine arithmetlsc:he Reihe n·ter Ordnung ist eine solche Reihe, bei der 
die n-ten Differenzen konstant sind oder die note Differenzenreihe aus kon
stanten Gliedern besteht. Eine Differenzenreihe wird gebildet aus den Diffe
renzen je zweier aufeinanderfolgender Glieder einer gegebenen Reihe: 

2. 3. 7. 8. 15. 52. 158. 387... Hauptreibe 
1. 4. 1. 7. 37. 106. 229... 1. Differenzenreihe 

3. - 3. 6. 30. 69. 123 ..• 2. 
-6. 9. 24. 39. 54 .•• 3. 

15. 15. 15. 15 ... 4. 
O. O. 0 ". 

Die Hauptrelhe 1st also eine arlthmetische Reihe 4. Ordnung. 

Eine Reihe n-ter Ordnung ist durch das Anfangsglied Al und die Anfangs
glieder aller Differenzenreihen ~. bl • ct usw. eindeutig bestimmt: 

Al AI Aa A, A6 Au A7 As ••• 
~ ~ aa a, a, ae a7 ". 

bi bg ba b, b, be . . '. 
ci cg ca c, c, . .. 

Die Summe der ersten k Glieder ist 

Sk = m Al +(~) ~ +(~) bl +(!) ct + ... [Binomialkoeffizienten (~) s. S.34]. 

BelspleJe: 1. 1m obigen Zahlenbeispiellst: 

s, = m . 2 + m . 1 + m . 3 + m . (-6) + m . 15 

- 7 . 2 + 21 . 1 + 35 . 3 + 35 . (-6) + 21 • 15 
- 14 + 21 + 105 - 210 + 315 = 245. 

Probe: 2 + 3 + 7 + 8 + 15 + 52 + 158 = 245 . 
z=tI 

2. L:I)' = 1" + 2' + 3' + ... + ", = 1 + 4 + 9 + 16 + ... + ,,'. Hauptreihe 
z = 1 3 5 7 .•. 1. Differe.ozenreihe 

2 2 ... ; 2.., 

z~., (") (") (") ". (" _ 1) ". (" _ 1) • (" _ 2) .::;,.:1) = 1 + 2 -3+ 3 '2="+-1-'-2-'3+--1-'-2-'3--. 2 
z.=1 ,,8 "I ,. t 

="3 +"2 + 6 = 6·"·("+1).(2"+1)1 
:I-n L- II' 111 'ftl 1 

3 :zI = l' + 2' + 3' + ... + ,,' - - + - + - = - • ,,'. (" + 1)" . 
• z= 1 4 2 4 4 

Wird in eine ganze rationale Funktion n ten Grades 

I(:r;) = All:" + BIl:"-l + C:r;n-s + ... 
fUr:r; der Reihe nach 0, 1,2.3 ... gesetzt. so ergeben die Werte 1(0),/(1)./(2), 
1(3) .•• eine arithmetische Reihe nter Ordnung. 

3. Eine geometrlsc:he Reihe ist eine Reihe, in welcher der Quotient zweier 
aufeinanderfolgender Glieder konstant ist. Ihre Glieder sind a. aq, aql, aql, ... , 
a' q"-l (n-tes Glied). Jedes Glied ist das geometrische Mittel aus den beiden 
benachbarten Gliedem. 

Die Summe der ersten n Glieder ist 

1-q" q"-1 
s=a·---=a·---. 

1-q q-1 
denn s = /I + /I'q + /I'q' +". + /I.qn-l; 

s-q- /I-q+/I'q'+/I'q'+-"+/I'gII; (-) 

.(1 - q) = a(1 - gil). 

1st Iql < 1. so ist fUr n -+ 00 die Summe der unendlichen geometrischen 
a 

Reihe mit lim q"= 0 durch s = --- (5. a. S. 54) gegeben. 
"+00 1-q 
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Belsplele aus Zinseszlns· und Rentenrechnung. 1. Ein Kapltal vom Betrag K •• 

das zu I> v H auf Zinsen steht. wachst in " J ahren auf den Betrag 

K" - K.· (1 + &)" = K.· q.. (Zinseszinsformel von Lelbnlz) 

an. wenn die Zinsen am Ende jedes J ahres zum KapitaJ geschlagen werden. Bel halbjiihrlicher 
Verzinsung 1st statt q = 1 + p/100 der Zinsfaktor 1 + P1200 und statt " die Anzahl der Zeit· 
abschnitte 2". bel vlerteljiihrlicher Verzinsung entsprechend 1 +P/400 nnd 4" zu setzen. 
FUr Zinsznschlag In jedem Augenblick (stetige Verzinsung) wIrd mit , - 2,718 .•. (S. 65) 

K" =:II K,. ,O.olpn. 

2. Der Barwert K elnes nach " Jahren flilligen Betrages K" 1st K = Kn/qn-K· fI". worln 
11q = II = Diskontierungsfaktor; K,,- K = Diskont. 

3. Wird am Ende jedes J ahres ein Kapital R e1ngezahlt, so 1st das Endkapltal 

K .. _ R qn - 1 (nachschllssig), 
q-1 

wird das Kapltal R am Anfang iedes J ahres elngezahlt, so folgt 

K,,- R q qn - 1 (vorschllsslg). 
q-1 

4. Ist eln Kapital K. vorhanden und werden iiihrHch R RM. hinzugezahlt bzw. fortge· 
nommen, so folgt die Sparerformel (+) bzw. die Rentnerformel (-): 

K .. = K.q .. ± R q" - 1 (nachschilssig), Kn _ Klq" ± Rq qn - 1 (vorschllssig). 
q-1 q-1 

5. Setzt man In der Rentnerforme1 K" = 0, so erglbt sleh, daB die Rente durch elne sofortlge 
Zahlung, durch Ibren .. Barwert" abge10st werden kenn: 

q"-1 q"-1 
K. = R q .. (q-1) (nachschilssig), K. - R gn-i(q-1f (vorschllsslg). 

6. Lauft die Rente dauerod (. + 00), so 1st der Barwert dieser .. ewigen Rente" 

K. _ ~ = R. 100 (nachschllsslg), K.- R .-q- (vorschiisslg). 
g-l I> g-l 

7. Ein KapitaJ K. 1st nach 4. In • Jahren abgescbrieben, wenn bel elnem Zinsfaktor 

q = 1 + 1>/100 die jiihrliche Abschreibnngssumme R _ K,g" 9 - 1 betrlgt. 
q1l_ 1 

Zahlenbelspiel: Wann 1st eln KapitaJ von 20000 RM. aufgezehrt, wenn am Ende iedes 
Jahres 3000 RM. fortgenommen werden? I> - 3'/. vH. - Setzt man in der ersten Formel von 4. 

R 
K" = 0, so wlrd 0 = K. q"(q - 1)- R(p - 1), d. h. p = R _ K.(q _ 1)' 

3000 3 3 
1,035" - 3000 - 20000' 0,035 - 3 - 0,7 = 2.3 • 

3 ~lM 
,,·Ig 1,035 - Ig 2,3' •• 0,0149 - 0,1154, • - 0,0149 = 7,74, 

d. h. man kenn 7 Jahre lang 3000 RM. nnd dann noch elnen Rest fortnehmen. (Mit der Potenz· 
teilung auf dem Rechenscb1eber .. System Darmstadt" kann " ohne Logarithmieren unmitte1· 
bar abgelesen werden.) 

b) UnendHche Reihen. 
1. Die Summe einer unendlichen Reihe ist der Grenzwert, dem sich die ein-

1=00 

zelnen Teilsummen s .. fiir n _ 00 niihem. Es ist s = ~ ", = lim s", worin 
i=l n+OO 

die Teilsummen die Werte $1 = "1' $g = ~ + "g, Sa = "1 + ". + !la, ... , 
Sft = "1 + "s + '" +" .. bedenten. 

Beispiel: 1. 0,3+0,03+0,003+'" hat die Teilsummen ',=0,3, s,-0,33, s,-0,333, .... 
so daB lim 8n = 1/3. 

n-+oo 
Z. In einer konvergenten Relhe ist die Summe endlich, in einer diver

genten Reihe unendlich. 
Belsplele: 2. Die Reihe von Bsp. 1 1st konvergent. da lim s .. - 1/3. 

1 1 1 n-+OO 
3. Die harmonlsche Reih. 1 + 2" + -3 + ... + .. + ... 1st divergent, da .. ~co ,,,=00: 

Fiir die folgenden " Glleder 1st _1_ + _1_ + .. , + ~ > •. ~ = ~. Die Summe der 
" + t " + 2 2. 2" 2 

niichsten 2" Glieder (2" t+ t + ... ) ist wieder > ~-. Wlevle1 Glieder man auch zusammen 

laBt. der Rest mull immer grOBer als 'I, bleiben. d. h. die Summe ist unendlich groll. 

4* 
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3. Konvergenzbedlngungen. a) Notwendige Bedingung ist,,~oo"" = 0, 

d. h. von einem bestimmten n an miissen die Glieder kleiner werden und mit 
wachsendem n gegen Null streben. DaB diese Bedingung nicht hinreichend ist, 
zeigt Beispiel 3 oben. Bei Reihen mit abwechseInd positiven und negativen 
Gliedern (alternierenden Reihen) ist diese Bedingung auch hinreichend. 

Beispiel: 4. Die Reihe 1 - i + + -{- + - ••• 1st b1ernach konvergent. Nach 

Forme! 10, S. 53, stellt dlese unendllche Reihe den Wert In2 dar. 

b) Hinreichende Bedingung nach Oauchy: Eine Reihe ist konvergent 
(divergent), wenn von einem gewissen Glied an der Quotient der Absolutbetrage 
aus einem Glied und dem vorangehenden kleiner (groBer) ist aIs eine bestimmte 
Zahl q < 1 (q > 1) oder auch wenn 

lim I ",,+1 I < 1 (Konvergenz), lim 1"+ 1 I > 1 (Divergenz). 
,,+00 u" ... +00 ". 

1st der Quotient gleich 1, 80 sind besondere Untersuchungen anzustellen. 

Belsplele: 5. In der harmonlschen ReJhe 1 +..!.. + ..!.. + ... + .!.- + _1_ + ... 
2 3 n n+ 1 

1st u,,+1:U,,-I+I/_. aiIo .. ~00(u,,+1:u,,)-1. daher besondererBewels, 8. Bsp.3 obeD. 

6. In der Reihe ftIJ' ,.,-I+Ti+ ~ + ~ + ... CI. 5.53) 1st IU"+1:u"I-,-lsl:n 

Von n > 1 slab 1st f < I. und es wlrd lim 1 Un + 1 : "" I-O. d. h. die Relhe kODvergiert fill: 
jeden Wert s. ,,-+000 

c) Eine Reihe mit Gliedern beliebigen Vorzeichens ist konvergent, 
wenn die Reihe aus den absoluten Betriigen konvergiert (absolut konvergente 
Reihe). 

BeispJel: 7. FOrdleReJhe l-s+sl -s"+z'+-.. ·lst 1u,,+1:unl-,-lsl. cLh.dle 
Relhe kODvergJert ftIJ' 1 s 1 < 1 • 

d) Bildet man aus zwei konvergenten Reihen eine neue durch gliedweise 
Addition oder Subtraktion (oder auch eine lineare Kombination), so ist 
die neue Reihe auch konvergent. 

I+s 
Beispiel: Die Subtraktlon der Relhen to und It Cg. 53) IIefert die ReIhe ftIJ' In -I -, 

die filr 1 s 1 < 1 konvergiert. - s 

Ferner gelten noch folgende RegeIn: 
e) E1ne ReIhe von nur posItJven GUedern kODvergJert, wenn von eInem beltJmmten _ an 

vii;;;;;;; i 1st. wo 0< i< 1 l sle dlvergJert, wenn Yw;;6; t 1st. 
I) Eine Reihe konverglert, wenn von eInem beltlmmten Glied an die abaoluten Betdge 

Ihrer GHeder k1e1ner BInd all die entaprechenden GIIeder e1ner enderen, kODvergenten Reihe. 

C) Entwlcklung der Funktionen In Potenuelhen. 
I. Der Taylorsche Satz: 1st eine Funktion 1(11:) in dem Intervall 11:0 (em

schlieBlich) bis 11:0+" (einschlieBlich) nebst ihren siimtlichen Ableitungen (11:0), 
f' (11:0), ... stetig und sind siimtliche Werte der Funktion und ihrer Ableitungen 
endlich (und nicht siimtlich gleich Null), so gilt fiir 1(11:0+") die folgende, kon· 
vergente, nach ganzen, positiven Potenzen von h fortschreitende Reihenent-
wicklung , 

h hI h"-1 
I(zo + h) = I(zo) + 11 1'(11:.) + 2i I" (zo) + ... + (n _ 1)1,"-1)(11:0) + ... 

Bricht man die Reihe hinter dem ,.·ten Glied ab, so ist der Rest 

"" ",,+1 . n" R = - ''''(11:0) + --- f"+1,(ZO) + ... = - ''''(zo + lib) 
",.1 (,. + fll ,.1 

(Lagrangesohe Form des Restgliedes) l hierin ist 0 < II < t, und es muB 
lim R" = 0 sein. Die Konvergenz 1st 1m Einzelfall III priifen • 

• -+000 
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2. Entwickelt mau die Funktion von xo=O aus. setzt also xo=O und er

setzt dabei h durch x. so folgt die Potenzreihe 
x x2 

I(x) = 1(0) + 11 reO) + 2T reO) + ••.• 

worin das Restglied R" = x" fn)(kx). Konvergenz s. 1. 
n! 

3. Auf S.155. Prakt. Math •• wird gezeigt. daJl eine Funktion fez) sich durch eine ganze 
rationale Funktion ,·(z)=c.+c,Z+CIZ"+"·+c"z". die mit der Kurve fez) llPunkte ge
meinsam hat, ersetzen laSt. Dlese Anniiherung iot um so besser, je mehr Glieder berO.cksichtigt 
werden; fiir II + 00 entsteht die obige unendliche Potenzreihe. Bricht man diese Potenzreihe 
hinter dem II-ten Glied ab, so hat sle mit der Kurve II unendlich benachbarte Punkte gemein
Bam und achmiegt o!chmehr oderwenlger gut derKurve in dem betrachtetenPunkt an (8.a.S.95). 

Belsplele: 1. Y= t(z)=.lnz, 1(0)- 0, r (z)-cosz. f'(0)=1 ,I" (z)=-slnz. ('(0)= 0 ••• , also 
~ a;8 Zli z'l n 

siu= 11 - 3T + 51 -71 +- .... Filr sln1so =8In6" folgt sln1s°1'tl0.261799-0.261799'/6 

+0,261799'/120-0.261799'/5040 - 0,261799 - 0,002990 + 0,000010- 0.000000 = 0.258819 (vgL 
damlt S. 24. wo auf 4 SteUen nach dem Komma abgerundet 1st). 

2. Filr Y=/(z)=e" folgt Y=e"=Y'=Y"='" oder 1(0)=«0)-('(0)-"'-1. also 
.'-1 +z/11 +2."/21 + zl/31 + .... Insbesondere folgt fiir z= 1 die Eulerache Zahl. (8. s. 65). 

3. I(:I:)-In:l: IlJlt slch n1cht filr z=o entwlcke1n, da InO--oo. FOr l(z)-ln(1+z) 

w1rd jedoch fez) = 1 ~z' I"(z) - - (1 ~z)" I'''(z) - (/~:). UBW., d. h. 1(0) - o. 1'(0) - 1. 

1"(0)--1.1"'(0)=1'2 UBW •• a1so In(1 +z)-~ - ~ + ~ - ~ +- ..... 
123 4 

4. FIlr fez) - (1 +z)m 1st I'(z) - III' (1 +Z) .. -l, r'(z) - 111(111- t)(t +Z) .. -I ..... d. h. 
. 111(111-1) (III) 1(0)=1.1'(0)=.111, r'(0)=m(III-1) ..... also w1rd. da --21- - 2 usw. (S.34): 

(1 +z)m_t + (7)z+ (~)Zl+ (~)Zl+ .... 
Filr gauze und positive III entsteht der blnomlsche Lehraatz (S.34) mit endlich vie1en Gila
dern; fiir belleblge In entsteht sine unendliche Reihe, diese konverglert fiir I zl < 1. 

•• 1st eine Funktion I(x) durch eine Potenzreihe darstellbar. so kann das 
Integral jt(x) ax durch glledwelse Integration der Potenzreihe gewonnen werden. 
Die Reihe fiir das Integral konvergiert starker, dajrl!'dx=x,,+l/(n+1). (An
wendung zur geniiherten Integration.) 

d) Zusammenstellung der wichtigsten Potenzrelhen. 
I. Exponentialreihen (fiir jedes x konvergent): 

1. 6'=1 +X/1!+xl /21 +x8/31 + "'; also e=1 + 1ltl + t/21 +t/31 + .... 
2. e- z = 1 - X/11 + xB/21 - x8/31 + ... . 
3. 1" (e' + e-') = 1 + x9/21 + x'/41 + ... = ltof:ll (s. S.63). 
4. 1" (eZ - e- Z ) = x + xB/31 + :rf>/51 + ... = ~inx (s. S.63). 

5· ei ' = 1 + i ':11/1 1 - xB/21- i. xB/3! + :11'/41 +i .x6/51 -+ "'j 
= 1- XS/2! +x'/41- ... +HX/1!-xl/31 +:rf>/S! - ... } Euler-
= cosx + i . sin:!) , nach 24 u. 25. sche 

6. e- 1z = 1 - i. x/1! - x2/21 + i. xI/31 + x'/41- +... Formeln 
= cosx - i . sinx • nach 24 u. 25. 

Addition und Subtraktion von 5. und 6. ergibt: 
7. !(eiZ + e- i ') = cosx. 8. !(eiZ - e- iz) = i • sinx. 

, Ina (Ina)2 (Ina)8 . .. 
9. a = 1 + -- • x + -- . Xl + -- • Z8 + '''; gilt fur a > O. 

11 2! 31 
2. Logarlthmische Reihen: 

xS·x8 x' 
10. In (1 +x) = x- 2 +3 -"4 +- ."; -1 <II: < + L 

:112 xS X4 
11 In(f-:II} =-z- 2- 3 -"4 - '''; -t < x< +t. 
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Durch Subtraktion von 10. und 11. folgt: 

12. In1+a:=2.{a:+~+!+~+ ••. }; -1<a:<+1-
1-a: 3 5 7 

a:+1 1+1/", {I 1 1 1 } 
13. In a: -1 =In 1-1/a: =2· ;+3"'+ 5W1 + 7a:7 +"'; -1 >a:> 1. 

14. Ina: = 2. {a: - 1 + ~ • (a: - 1)8 + ~ . (a: - 1)11 + ... } gilt tw.: jedes posi-
a: + 1 3 ,a: + 1 5 a: + 1 tive a:. 

15. In(a + a:l = Ina + 2 '{2a ~ z + f· (2a ~ zt + +. (2a ~ S + ••• } 

gilt fiir a: > -a, wenn a positive Zahl. 

3. Blnomlsc:he Reilien, konvergent fiir I z I < 1: 

16. (1 + z)" = j.: (:) . aI' = 1 + (~) - a: + (~) . Z2 + (~) • Z8 + .... 

BInomialkoeffizienten (:) s. S. 34. 
Fiir ganze, positive n bricht die Reihe ab und gilt dann fiir jedes z (Bino

mischer Lehrsatz S, 34). 
17. (a + b)" = a'" (1 + b/a)" = a"' (1 + z)" ist nach dieser Reihe zu ent

wickeln, wenn I b/a 1< 1, d. h. wenn a die groBere der beiden Zahlen des zu ent
wickelnden Binoms bezeichnet. 

Fiir Sonderfiille der bInomischen Reihe wird: 

18. (1 ± a:l- 1 = _±1 = 1 1= a: + a;I 1= a:B + "" 1=",; unendliche goo-
f a: metrische Reihe (S. 50). 

a: 1 1 '1 1 1 
19. a:±1 =1±1/a:=11=:;+;;;a1=;va+;;)i+-"'; 1a:12:.!.-

1 1~ 1 1 1·3 1·3·5 
20. (1 +a:) = f1 +a:= 1 +2".1/;- 2.4·I/;B+2 . 4 _6·a:B- 2.4.6.8'''''+ - ... 

1 1 2 1 5 7 
= 1 + "2z - 8;1) + 16'" - 128"" + 256 WI- + .... 

J ~r.;-o:: 1 1·2 1·2·5 1·2·5·8 
21. (1 +z)T=r 1 +a:= 1 +3",z-J:6·a;B+3.6'9·"'- 3.6.9.12· z'+-'" 

= 1 +..!.z - "!'ZB+ i.z8 - ~a:'+ E.WI- + .... 
3 9 81 243 729 

22. _1_ = 1 _ ..!. z + !...:1. Z2 _ 1· 3·5. z8 + ~. 5· 7 "" _ + ... 
Y1 +1/; 2 2·4 2·4·6 2·4·6·8 

1 3 5 35 63 
= 1 - "2 • I/; + 8 . Zl - 16 . a:B + 128 • "" - 256 • "" + - ... . 

_1_=I_..!..a:+~.a;I_I-4-7.1/;8+ 1·4'7·10 .",,_ + .. . 
23· Yt+z 3 3·6 3·6'9 3·6'9·12 

1 2 14 35 91 
=1 - 3"' I/; + "9' a;B - 81 . z8 + 243 . "" - 729 • WI + - .... 

4. Reihen fiir Krels-, Arc:us- und Hyperbelfunktionen. 
bis 27 ist I/; im Bogenmaa zu messen, s. S. 56. 

24. sinz = z/11 - a;B/31 + a:6/SI - z7/71 + - ... 
25. COSIII = 1 - a:I/21 + ""/41 - "'/61 + - ... 

In den Formeln 24 

gilt fUr jedes fe. 

gilt fiir jedes III. 
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26. tgz = z +.!. x8 + ~ a!' + -.!.L z7 + ~a;8 + •.. 
3 15 315 2835 Izl< n12. 

1 1 1 2 1 
27. ctgz = - - -z- -xB- --a!'- -Z7 - ••. 

z 3 45 945 4725 
1 Z8 1 . 3 Z5 1 ·3 • 5 z7 

28. arCSin:D=z+2·3+2.4·S+2.4.6·7+···· 

Sonded.l!: arc sin 1/2 = .. /6 - 1/2 + 1/48 + 3/1280 + S/f4336. 

29. arctgz = z/1 -- xB/3 + a!'/5 - z7/7 + - •••• Izl < 1-
Sonderfall: arc tg 1 = .. /4 = 1 - 1/3 + 1/5 - 1/7 + - ... LelbnJzsche Reihe. 

30. @iiu:Il=z+z8/3! + x5/51 + z7/71 + ••• "hyperbo~her" SinUSj } gilt flir 
31. (tOfz=1+x2/21+x'/41+z8/61+ ••••• hyperbolischer .. Oosinusj jedes z. 

e) Anwendungen. 
I. Niiherungsformeln (Rechnen mit kleinen GraBen). In Rechnungen. in 

denen so kleine GraBen vorkommen. daB ihre zweiten und hoheren Potenzen 
sowie ihre Produkte untereinander vemachliissigt wer-
den konnen. lassen sich die Formeln sehr vereinfachen. !I 
Viele derartige Formeln beruhen auf der Taylor
schen Entwicklung eines Ausdrucks: So ist /(zo + h) 
~ I (zo) + h (zo) oder /(z) ~ 1(0) + z «0). wenn 
die hoheren Potenzen von h oder z vemachlassigt 
werden. Da hiemach /(zo+h)-/(xo) ~h(zo) ist. 
so ist die Funktionsdifferenz (5. S.65) Lly=f(zo+h) 
-'/(xo) durch das Differential dy = (xo) 'dz 
= (xo) • h. Fig. 13. ersetzt worden. So wird z. B. 
sin(z+h) ~sinx+.hcosz. 

Unter Umstanden konnen die Niiherungsformeln 
Fig. 13. 

unter Berticksichtigung auch der zweiten Potenzen der kleinen GroBen erweitert 
werden. 1st 8 im folgenden die "kleine GroBe" und f{! der Febler. so ergibt sich: 

1. (a + e,) (b + "I) ;:::. ab(l + e,/a + el/b). 
a 

2. (a + B,): (b + BI) IOIj b(l + E,/a - el/b). 

3. (1 ± e)"1OIj 1 ± ,te. 4. (a±b)" IOIj a"(l ± "b/a), wenn b <: a. 
5. (1 ± e)'1OIj 1 ± 2E. 'P < 1 vH (0,1 vH) filr e< 0,1 (0,01). 
6. 1/(1 ± E) IOIj 1 'F B, 'P < 1 vH (0,1 vH) filr E < 0,1 (0,01). 

7. V1±slOljl±Blm. 8. Va"±bl ;:::.a(l±lbl /a"), wennb<:a. 

9. V(l ± E)'" 1 ± e/2, {'P< 1 vH (0,12vH) filr E< 0,3 (0,1) bei VI +e, 
'P < 1 vH (0,13 vH) fUr E <0,27 (0,1) bei V1 - •. 

10. e± elOlj 1 ± •. 11. eX± EIOIj eX(l ± 0). 12. aX± elOlj aX (1 ± Elna), wenn 
Elna< 1-

13. SinB;:::' tgBIOIj, = .0,,/180 - 0,01745"; l 
Beispiel: sin 5° IOIj 0,01745 • 5 ;:::. 0,0873. 0 im Bo enmaB. 
14. COSelOlj 1 - ,1/2 ;:::'1. 15. ctg.;:::. 1/.. g 

16. sin (01 ± e);:::. sin 01 ±. COS 01. 17. cos (01 ± 0) IOIj COS 01 'F aslnlX. 
18. 61nEIOIj ~.IOIj.. 19. Q:OjEIOIj 1 + o'/2101j 1. 20. Q:tgelOlj l/B. 

Z. Unbestlmmte Formen. Nahem sich in dem Bruch y(z) = Ff (x) fUr x -+ a 
(x) 

Zahler und Nenner dem Wert Null. so entsteht eine "unbestimmte Form" 0/0. 
Dieser Grenzwert kann jedoch nach S.65 vorhanden sein: 

Nach dem Satz von Taylor gilt 

(a + II) = F(a + /0) = F(a) + "F'(a) + l"'F"(a) + :~ 
Y f(a + /oj tea) + III'(a) + ih' I"(a) + .. , . 
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Da F(a) =0 und lIa) -0, ergIbt sIch nach KiIrzung durch 11 
P(a) + 111 P' (a) + .. . 

,(a + 11) - '(a)+ 111 "(a) + ... . 
Damit wIrd fOr z ~ a, d. h. 11 ~ 0: 

1" F(z) 1" F(a + II) Ii ( Ta) P(a) 
.,~at(z) "A~o/(a+II)=h':o"a+ = I'(a)' 

Um den Grenzwert zu bestimmen, hat man also nur Ziihler und Nenner 
~inzeln nach III zu differenzieren und dann III = a zu setzen. Erhiilt man wieder 010, 
t~~ , .... (~. so ist das Verfahren zu wiederholen. Das gleiche gilt fiir 
. . die Form OQ/OQ. Andere unbestimmte Formen, wie 
. B 0 • OQ, OQ - OQ, 000, cx:JI u. a. lassen sich auf beide 

A ' . Fiille zuriickfiihren. 
BeIspIel: Angen1iherte Streckung elnes ~els~gens. 

Es seI, FIg. t4, AD Tangente an den KreIs und AD-AC. Die 
FIg. t4. Verllngerung von DC schneidet die Verlangernng von MA In B. 

Welchem Grenzwert n1ibert sleh die Strecke ,,=AB fOr klelne BOgen, d. h. fOr "'~ 01 
. " ,'" ",(I-COS",) ESlstBA:BC' ... DA:CC'-AC:CC'oder ( )=-sIn ,d.h.,=,· . ,,-r I-cos", , '" '" - sm", 

FiIr '" - 0 folgt ,,- 0/0; dann wIrd, wenn man Ziihler und Neuner fOr slch dlfferenzlert, 

lim U I-cos",+",.sln",( 0) lim 2'sIn",+",.COS",( 0) '1='- m z:.- ::::a,' __ 
",~o ",~o I - cos", 0 "'+0 sin", 0 

. 3'cos",-",'sIn", =,. hm -3r. 
",~o cos", 

Wenn man also A B-3, macht und B mit C verblndet, so wIrd aui der Tangente in A eine 
Strecke AD abgeschnltten, die fOr klelne Winkel '" g\e1ch dem klelnen Bogen AC 1st. (Hilfs
mittel zur angeniiherten Streckung eines KrelsbogeOl.) 

II I. Die Kreis- und Hyperbelfunktionen. 
Bearbeitet von Dr.-Ing. W. Meyer zur Capellen, VDI, Aachen. 

A. Die trigonometrischen Funktionen. 
Das Gradmafl eines Winkels gibt die Gradzahl an, urn die ein Schenkel 

eines Winkels gedreht werden mufl, damit er mit dem anderen zur Deckung ge
bracht wird. Eine volle Drehung wird gleich 360° gesetzt, 
1 °=60',1'=60". 

Bel der N eugrad teDung wIrd elne volle Umdrehung g\e1ch 400 Neu
grad [g] gesetzt: too8'-90o; Ig_54'; Ig=IOO· [Neuminuten]; 1°=100 •• 
[Neusekunden]. to_ti 11° it, 11 ••. cc = I,ll ... g. S. Tafel am SehIuG 
dieses Bandes. 

Fig. IS. Das Bogenmafl 1st die Liinge des Bogens (arcus), der 
zwischen den Schenkeln des Winkels im Einheitskreis liegt, 

Fig. 15. Einer mehrfachen Umdrehung entspcicht daher ein Mehrfaches von 2n 
als Winkel im Bogenmafl. 

Zur Umrechnung gilt (s. a. Tafel S.28/29) 

Gradmafl tp0 •••••• 11360°11800 90° I tp0 1 t· 157017'45" 
Bogenmafl arcustp = 9'" 2n n nl2 tp°.n/180 0,01745 1 

& a) Hegrlff der trlgonometrlsc:hen Funktlon. 
c a I. SpJtze Winkel: 1m rechtwinkligen Dreieck, Fig. 16, ist der 
... sinus (sin) eines Winkels das Verhiiltnis von GegenkathetezuHypotenuse, 
1J cosinus(COS) " " Ankathete zu Hypotenuse, 

Fig. 16. tangens(tg)" """ Gegenkathete zu Ankathete, 
cotangens (ctg) " " Ankathete zu Gegenkathete. 

Nach Fig. 16 ist also: sin", = ale, cos", = ble, tg", = alb, ctg", = bla. 
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Z. Beliebige Winkel: Hat der Punkt P, Fig. 17, im Koordinatensystem die 
Abszisse x, die Ordinate y und den Abstand r vom Ursprung (Radius), so ist 

sin~ = Ordinate/Radius = Y/'; 
cos~ = Abszisse/Radius = xl'; 
tg~ = Ordinate/Abszisse = y/x; 

ctg ~ = Abszisse/Ordinate = x/y. 
3. Am Binheitskrels, Fig. 18, werden, da , = 1 ist, 

die trigonometrischen Funktionen durch Strecken dar
gestellt: Der sinus ist die Ordinate des Punktes P bzw. Q, 
der cosinus ist die Abszisse des Punktes P bzw. Q. Der 
tangens wird auf der Tangente durch A, 
der cotangens auf der Cotangente (durch B) 
abgeschnitten. 

4. Die Orundbezlehungen zwischen den 
vier trigonometrischen Funktionen sind 
nach Fig. 18, da OP = r = 1, CP = sin'1' 
und OC = cos '1' ist: 

sin2 '1' + cos2 '1' = 1; 
ctg'1' = cos'1'/sin'1'; 

tg'1' = sin'1'/cos'1'; 
tg'1' • ctg'1' = 1. 

5. Die Vorzelchen der Funktionen sind 
nach 2. und 3. durch die Vorzeichen von 

H 

1+) 
II 

/If IV 

(-) 

Fig. 17. 

p 

.r 
(+) 

Abszisse und Ordinate bestimmt, insbeson- Fig. 18. 
dere hat sin das Vorzeichen von y, cos das 
Vorzeichen von x und tg dasselbe wie ctg (5. Tafel). Nach 2. und 3. lassen 
sich die trigonometrischen Funktionen beliebiger Winkel auf die der spitzen 
Winkel zuriickfiihren (5. Tafel). 

~ 
s inus 
cosinus 
angens t 

c otangens 

Vorzeichen in den Quadranten Umformungen 

I III I 
III 

I IV 

I 
.. /2±cp I 1 3 .. /2 ±CP obis n/2 .. bis 3"12 ±CP .. ±cp 

n/2 bis .. 3n/2 bis 2n 

+ + - - ±sin'1' + cos '1' =Fsin'1' -cos '1' 
+ - - + + cos '1' =Fsin'1' -cos '1' ±sin'1' 
+ - + - ±tg'1' =Fctg'1' ±tg'1' =Fctg'1' 
+ - + - ±ctg'1' =Ftg'1' ±ctg'1' =Ftg'1' 

6. Wlchtige Werte der Funktlonen: 

30° 60° 120° 45° 

.., 
~=o.S ~l'3 =0.866 ~V3 .. 0,866 

1 
inus ••• 0 1 0-1 0 c:I 2"l'2 =0.707 " 2 

cos 

2 "0 
~~ 1 ~=o.S 1 ~l'2 =0.707 inus 1 0 -1 0 1 2"l'3 =0.866 -2"= -0.5 2 

augens • 0 00 0 00 0 
~] 
.. ~ 1·r "3 3 =0.577 f3 = 1.732 -l'3 = - 1.732 t 

~ "V3 = 1.732 ~V3 =0.577 
1 tangens 00 0 00 0 00 " - Jl'3 = -0.577 1 

3 
co 

7. FUr den Verlauf der Funktionen, Fig. 19 und 20, ist zu beachten, daB 
sie periodisch sind: sinus und cosinus haben die Periode 2n, so daB mit k 
als ganzer Zahl gilt: 

sin('1' ± 2kn) = sin'1' und cos('1' ± 2kn) = cos'1" 
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sin gJ 
cos tp 

+1 

Dagegenhaben tan
gens und cotangens die 
Periode n, d. h. es ist: 

tg(rp ± kn) = tgrp 
und 

ctg(rp ± kn) = ctgrp. 
F----....l~--~-~I--..::.::'./_--__ ~ Wahrend fiir sin rp 

Fig.f9. 

Fig. 20. 

und cos rp die Grenzen 
sinm 

-1 < T < 1 gel--cosrp -
ten, konnen tgrp und 
ctgrp alle Zahlenwerte 
annehmen. 

Mit k=O,1,2, ... 
erfahren die Funk
tionen 

sin rp und ctg rp die 
groBteAnderung in der 
Niihe von rp = ±kn, 

cos rp und tgrp die 
grCiBteA.nderung in der 
Niihe von 

1 ±2k 
rp=-2- n . 

Die cos - Kurve ist 
eine um 90 0 = n ver
schobene sin-Kurve. 

8. Fiir klelne Win
kel( S. 55) ist sin rp 0 ~ 
tgrpo~arc rp~o,o174S 
• rpo und cosrpo Ft$1 
- rr/2 ~ 1 (rp im 
BogenmaB). 

b) Beziehungen zwischen den Funktionen eines Winkels. 

L~l L1I 
f1-8in8~ COS" 

Fig. 21. Fig. 22. 

I. cos 'I' = Vt - sinl'l' 

tg'l' = sin 'I' 
Vt - sinl'l' 

Vt - sinl'l' 
ctg'l' = sin 'I' 

2. sin'l' = Vt - COSI'l' 

Vt - COSI'l' 
tg'l' = cos 'I' 

ctg'l' = costp 
Vt -cos°tp 

5. t + tgl'l' = t/eesl'l' ; 

1 
Fig. 23. 

1 3• sln'l'=~
Vt + tgl'l' 

t 
cos'l'=---

Yt + tgl'l' 

t 
cts'l'= tgtp 

6. f + ctgl'l' = t/sin"'l" 

lj, 
clfJJP 
Fig. 24. 

4. sin'l'= t 
Vt + Ctg"'l' 

costp = ctgtp_ 
l'tTctgltp 

tgtp=_t _ 
ctg" 
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c) Beziehungen ZwUchen den Funktlonen zweler WinkeL 
I. Funktionen von Summe und Differenz 

sin ((¥ ± fJ) = sin (¥ cos fJ ± cos (¥ sin fJ , 
cos «(¥ ± fJ) = cos (¥ cos fJ 1= sin (¥ sin fJ , 

tg(~ ± fJ) = tg(¥ ± tgfJ, ctg (~ ± fJ) = ctg~ ctgfJ 1= t • 
t 1= tg(¥ tgfJ ctgfJ ± ctg~ 
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2. Aus den ersten beiden Formeln folgt fUr (¥ + fJ = :I: und (¥ - fJ = Y 
durch Addition bzw. Subtraktion: 

sin:l:+ siny = 

sin:l: - sin" = 

COS:I: + COS" = 

. :1:+" "'-y 2 SID 2- cos -2- , 

z +" . '" - " 2 cos -2- SID -2- , 

"'+" :1:-" 2 cos -2- cos --2' 

. ",+y . :1:-" 
COS:l: - COS" = -2 SID-- SID--. 

2 2 

3. Aus den beiden ersten Forme1n von t. folgt je durch Addition bzw. Sub
traktion: 

2 sin (¥ cosfJ = [sin «(¥ + fJ) + sin ((¥ - fJ)], 
2 COS(¥ cosfJ = [cos «(¥ + fJ) + cos «(¥ - fJ)), 
2 sin(¥ sinfJ = - [cos«(¥ + fJ) - cos((¥ - fJ)]. 

4. Aus den beiden ersten Formeln von 1. folgt durch Division mit COS(¥ cosfJ 
bzw. sin(¥ sinfJ: 

.~±m .(fJ±~ 
tg(¥ ± tgfJ = ; ctg(¥ ± ctgfJ =. . . COS(¥cosfJ ~(¥~fJ 

S. Aus den beiden ersten Formeln von 1. folgt durch Multiplikation: 

sin «(¥ + fJ) • sin «(¥ - fJ) = sins (¥ - sin2 fJ = cos2 fJ - COSH (¥, 

cos «(¥ + fJ) • cos «(¥ - fJ) = cos2 (¥ - sin2 fJ = coss fJ - sinS (¥. 

d) Funktlonen der Vlelfachen und TeUe elnes Winkels. 
I. Aus c) 1. folgt mit (¥ = fJ: 

sin2(¥ = 2 sin(¥. COS(¥, 

2tg(¥ 
tg2(¥ = t 2 ' 1 - g (¥ 

ctg2 (¥ -1 
ctg2(¥ = ---- . 

2 ctg(¥ 

sin . (¥ (¥ 
(¥=2SID-COS-, 

2 2 

COS(¥ = cos2 ~ - sin2 ~ 
2 2 ' 

2 tg(¥/2 
tg(¥ = , 

1 - tg2 (¥/2 . 

ctgH(¥/2 - t 
ctg(¥ = ----- . 

2ctg(¥j2 

2. Aus 1. folgt mit sinS (¥ + coss (¥ = 1: 

sin(¥ = V (1 - cos2(¥)/2, 

cos~ =V(1 + cos2~)/2, 

sin ~ = V (1 - cOS~)/2, 
2 

~ ,~
cos - = y (1 + cos~)/2, 

2 
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oder: 
2sinl (X, -1 - cos2et, 2 sinl~- t - cos a: 

2 ' 

2cos"a:_1 +COS2a:, 2COS"~=1 +cosa:. 
2 

tg(¥ = 1 - Cos2(¥ (¥ Vi - COS(¥ 
-c--,---- , tg - = , 
1 + cos2(¥ 2 1 + COS(¥ 

COS(¥ ± sin(¥ = y 1 ± sin2(¥. 

Das Vorzelchen der Wurzeln 1st durch den Quadranten bestlmmt, In dem sleh jeweUlg 
der Winkel beflndet. 

3. sin3(¥ = 3sin(¥ - 4sin8 (¥; cos3(¥ = 4cos3(¥ - 3 COS(¥. 

4. sinn(¥=n·sin(¥·cos" -1(¥_ (;). sin8(¥. cos"- 3(¥+ (~) . sin5(¥.cos" - 5(¥_+ ••• 

cosn(¥ = COS"(¥ - (;) • sin2(¥.COS,,-s(¥ + (:) .sin4 (¥.cos"-'(¥ - + ••• 

Binomialkoeffizienten (~) siehe S. 34. 

e) Funktlonen fiir 3 Winkel, wenn ~ + fJ + r = 7t. 

alna: +slnp+ sin y-4· COS~' cosl. cosL 
2 2 2 

cos a: + cosp+ cosy-4· sln~. sin l . sin L + I 
2 2 2 

sin a: +slnp- sin y= 4' sln~. slnl. cos L 
2 2 2 

COS a: + cosp - cosy=4· cos~. cosl. slnL-1 
2 2 2 

sin 2 a: + sln2p + sln2y - 4· sin a:. slop. slay 
COS 2 a: + COS2P + COS2y - -4· cos a: . cosp· cos y-I 
sin 2 a: + sin 2P - sin 2y = 4· cos a:. cosp· sin y 
cos 2 a: + COS2P- cos2y- -4· sin a:. sinp, cosy + 1 
sin" a:+ sin" P + sin" y-2. cos a: • cosp· cosy + 2 
cos" a: + cos"P + cos'y- -2· cos a: . cosp· cosy + 1 
sin" a: + sin" P - sin" y = 2· sin a:. sinp, cos y 

cos" a: + cos" fJ - cos"y = -2· sin a:. sin fJ· cosy + t 
tga: + tgp + tgy = tg a:. tgp· tgy 

ctg~+ctgl+ctgL=ctg~.ctgl.ctgL 
2 2 2 2 2 2 

ctga:· ctgp + ctgp. ctgy + ctgy· ctg a: = I. 

Derartlge Umformuogen von Summen in Produkte sind besonders bel logarithmisehen 
Rechnungen beguem. 

tl 
b 

Fig. 25. 

B. Dreiecksberechnung. 
a) Das recbtwlnkHge Dreleck. 

I. Gegeben 1 Kathete und 1 Winkel, Z. B. a und (¥ (Fig. 25): 

fJ = 90 - (¥, C = a/sin IX , b = actglX. 
Z. Gegeben Hypotenuse und 1 Winkel, Z. B. c und (¥ (Fig. 25): 

fJ = 90 -IX, a = csin(¥, b = CCOS(¥. 

3. Gegeben beide Katheten a und b (Fig. 25): 

tg(¥ = alb, tgfJ = bla oder fJ = 90 -IX, C = ya2 + b2 = a/sin(¥. 

4. Gegeben Hypotenuse und 1 Kathete, Z. B. c; und a (Fig. 25) : 

sin(¥ = cosfJ = ale, b =¥ C;2 - a2 = C;COS(¥ = actglX. 
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b) Dal Ichlefwlnkllge Dreleck. 
Bedeutung der einze1nen Stiicke I. Fig. 26. 
Aus den folgenden Formeln findet man weitere durch "zyklische Vertau

schung", indem man 
von fA nach b, von b nach c, von c nach fA und f 
von (¥ nach fJ, von fJ nach y, von y nach (¥ 

weitergeht. 
I. Orundformeln. 

1. (l: + fJ + y = 180° = n; 

(l:/2 + fJ/2 + y/2 = 90° = n/2 • 
. (¥ fJ+y 

2. sin(l: = sin(fJ + y); sm - = cos --. 
2 2 

(l: . fJ +y 3. cos(¥ = -cos (fJ + y); cos - = 8m -- • 
2 2 

4. Projektionssatz: a = bcosy + c cosfJ. 
S. Sinussatz: a: b: c = sin(l:: sinfJ: siny. 
6. Oosinussatz (allgemeiner pythagoreischer 

Lehrsatz) : 
FIg. 26. 

al = bl + cl-2bocos(l: = (b + c)J-4bccos2(l:/2= (b - o)I+4bcsinl (l:/2. 
7. Tangenssatz (Nepersche Formeln): 

(a +- b) : (a - b) = tg (¥ + P : tg (¥ - fJ . 
2 2 

8. Mollweidesche Formeln: 

a cos fJ - y = (b + c) sin ~ = (b + c) cos fJ + y ; 
2 2 2 

a sin fJ - y = (b - c) cos ~ = (b - c) sin fJ + y • 
2 2 2 

9. Sehnenformeln: a = 21' sin(l:, b = 21' sinfJ. C = 21' siny. 
10. Fiir 

a + b + 0 = 25 , a + b -- c = 2' (5 - c) , a - b + c = 2 • (5 - b) 
und -a + b + 0 = 2· (5 - a) wird 

sin ~ = 1/(5 - b) (5 - 0) ; 
. 2 V be 

cos ~ = yS(S - a) • 
2 be 

Durch zykJische Vertauschung folgt hler: 

sin !!... = VIS - e) (s - II) • cos !!... = V s (s - b) I 
2 ell' 2 ell 

sin 1'.. = VIS - II) (s - b) • cos 1'.. = V s (s - e) • 
2 lib' 2 lib 

11. tg ~ = (5 - b) (5 - e) = _(J_ • 
2 5(5 - a) 5 - a 

12. Inha1t: ] = (}S = ys (5 - a) (5 - b)(s - e) 

= ! ab siny = 21'1 sin(l: sinfJ siny. 

13 4 . (l: . fJ . y abe 
. (} = ,. srn "2 sm "2 sm"2 = 4 l' 5 ; 

(}a = stg~ = ~ = 1/5(5 - b)(s- C). 
2 s-a V s-a 

14. 5 = 4,.· COS(l:/2 . cosfJ/2 • cosy/2. 
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Z. Dlo vier Orundaufgaben. 
1. Gegeben 2 Seiten und der eingeschlossene Winkel, z. B. G, b und ,,: 

CI + fJ = 900 _ L • CI = CI + fJ + CI - fJ 
2 2 2 2' 

CI-fJ G-b" fJ=CI+fJ_Cl-fJ tg--- = --·ctg-. 2 2' 2 G+b 2 
(; = a sin,,/sinlX oder (; = Val + bl - 2.b COS". 

2. Gegeben 1 Seite und 2 Winkel, z. B. G, IX und fJ: 
" = 180° - (IX + fJ) , b = a sin fJ/sin IX , (; = a sin,,/sinlX. 

3. Gegeben aile 3 Seiten G, b und (;: 

b V-s(~s ---a~) ~(s---b~)-(,---c) 
a+ +(;=2" ~= , , 

CI fJ tg-=--, 
2 8 - a 

fJ fJ 
t g "2 = 8 -b ' 

tgL=_fJ_ , 
2 8-(; 

oder auch 
(,1 + as _ b2 

cosfJ = , 
2(;a 

4. Gegeben 2 Seiten und 1 Gegenwinkel, z. B. G, b und IX: 

slnfJ = b sinlX • G sin" 
G " = 180· - (IX + fJ), (; = sinlX • 

Liisung nur mBglich, wenn b sin IX < a. 1st bsinCl = G, dann wird fJ = 90°. 
1st b sinlX< a und auBerdem a< b, dann erhiilt man 2 Werte fUr fJ, also 

@ 2 Dreiecke (fJa = 180° - PI). 

~I! ; 1st b sin IX < a und auBerdem a ~ b, 
~ dann erhiilt man nur eine Liisung. 

I"""-.......... _-i-J 
l t ,. KootraldloD \'DD Wlakela mit HDfe der 

trlgonometrlschen Funktlonen: Ist der Tangens 
FIg. 28. elnes Winkels bekannt, z. B. tg a; - " 80 erhilt FIg. 27. 

man den Winkel selbst, Indem man senkrecht 
zar Strecke, die Strecke ,·,-,·tga; auftrlgt (' glatta Werle t, 2, 5, to 0.1.), Fig. 27. 1st 
der SlnilS elnes Winkels bekannt, z. B. sin a; - y, 80 erhAlt man den Winkel selbet, Indem man 
lIber der Strecke I sInen Halbkreis zieht, FIg. 28, nod die Strecke ,. Y =,. sin a; aJs Katbete 
eintriigt. Entsprechendes gilt fIlr etg nod cos. 

C. Die Arcusfunktionen. 
I. Die Umkehrfunktionen (S.67) der trigonometrischen Funktionen heiBen 

"zyklometrische" (Kreisbogen rnessende) oder Arcus-Funktionen. Ihre graphi
schen Darstellungen sind also Spiegel
bilder der trigonometrischen Funktio
nel) zur Winkelhalbierenden im 1. Qua
dranten des Koordinatensystems. 

1st g; = sin", so ist ,,= arcsing; 
(sprich .. arcus sinus g;"), d. h. " ist 
der Bogen im Einheitskreis oder der 
Winkel im BogenmaB, dessen sinus 
gleich g; ist, Fig. 29a. 

Z. Da die trigonometrischen FunkFig. 29a u. b. 
tionen periodisch sind, so sind die 

Arcusfunktionen vleldeutlg: zu einem Wert g; gehBren unendlich viele Werte ". 
Urn dies!, Vieldeutigkeit zu vermeiden, hat man die Hauptwerte eingeflihrt, 
und es gilt dann, s. a. Fig. 29a u. b: 
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y = arcsin x heiBt x = siny, -1 < x:::;; 1; Hauptwerte: 
y = arccosx x = cosy, -1 <x<1; 
Y = arctgx x = tgy } xbeliebig; 
y = arcctgx x = ctgy " 

J. Fiir Funktion und Kofunktion folgt: 

-n/2 < Y < n/2 . 
O<y<n. 

-n/2 < y < n/2. 
0< y < n. 

arcsinx + arc cos x = n/2, Fig. 29a, da sin~ = cos (n/2 -~); 
arctgx + arcctgx = n/2, Fig. 29b, da tg~ = ctg(n/2 - ~); 

arctgx = arcctg1/x, da tg~ = 1/ctg~. 

4. Fiir negative Werte x folgt durch Umkehrung: 

arcsin(-x) = -arcsinx, 
arctg(-x) = -arctgx, 

arccos(-x) = n - arccosx, 
arcctg( -x) = n - arcctgx. 

D. Hyperbeliunktionen. 
I. Begriff. Die Hyperbel- oder hyperbolischen Funktionen sind folgender

maBen definiert: 
Hyperbolischer Sinus: 

Cosinus: 

®inlP = t (e'P - e-'P)} Reihenentwicklung 
Q:oflP = t (e'P + e-'P) s. S·53, 

Tangens: 
®in9' e'P - e-'" 

:1:99'= Q:of 9' = e'P + e-'P ' 

Cotangens: 
Q:of 9' e'P + e-'P 

Q:t99' = ®in9' = -;'1' _ e-q; . 
2. Oeometrisch konnen die Hyperbelfunktionen in 

ahnlicher Weise an der Einheitshyperbel durch Strecken 
dargestellt werden, Fig. 30, wie die trigonometrischen 
Funktionen am Kreis. 

Aus (;!:uj'P = '/.' (e'P + e-'P) folgt 2 e'P (;!:uj'P = e2 'P + I 
oder nach Ulsen der in e'P quadratischen Gleichung: 

d. h. 
e'P = (;!:uj'P + v~r'P - I '), 

'P = In [(;!:uj 'P + v(;!:ur", - I]. 
Fiir den Inhalt F des doppeJten Sektors der Einheits

hyperbel z· - y' = I, Fig. 30, erhiilt man aber 

F=zY-2!yaz= ZY-2/VZ'- I all' = In (z + VZ'-I). (2) 
o 

nach S. 78, Formel 10. 
Setzt man z=(;!:uj'P, so zeigt der Vergleich von (I) 

und (2), daJl 'P den doppeJten Hyperbelsektor darstellt. In 
gleicher Weise sind. Fig. 30. y= VZ'-1 = V(;!:uj''P- I 
= CEln'P (s. 4.) als Ordinate, Sl::g'P = CEln'P : (;!:uj'P auf der 
ScheiteJtangente und (;!:tg 'I' = I/Sl::g 'P auf der z-Parallelen 
Y = I zu deuten. 

In Analogj.e kann in Fig. 18, S. 57. 'I' als der FJachen
inhalt des doppeJteL. Kreissektors aufgefaJlt werden, dessen 
Inhalt gleich Z I" 'P/2 = 'P ist. 

J. Der funktionale Verlauf der Hyperbelfunk-

(I) 

!I 

Fig. 30. 

tionen ist aus den Tafeln S. 30/32 und aus Fig. 31 Fig. 31. 
zu erkennen. Hierbei ist zu beachten, daB ®in9' 
jeden positiven und negativen Wert annehmen kann, wahrend flir reelle Werte 9' 

@:of9' < 1, -1 ~ :1:99' ~ 1, -1 > @:t99' > 1-
-----

') Das negative Vorzeichen der Wurzel ist unterdrfickt. 
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FUr kleine Werte rp ist (s. S. 55) 

@ltnrp Fl::I %grp Fl::I rp, IWfrp ~ 1 + rps/2 Fl::I1, Q;tgrp Fl::I 1/rp. 
@lturp und ctof rp haben die Periode 2ni, %grp und cttgrp die Periode ni (s.6.). 
"Ober Anwendung der Hyperbelfunktionen bei der Kettenlinie vgl. S. 88 und 1 t 7. 
4. Orundformeln. Aus der Begriffsbestimmung ergibt sich iihnlich wie bei 

den trigonometrischen Funktionen: 

IWflrp -@ltnlrp=1;%grp= ~~nfrp; (§;tgrp = ~ftp , 
\IW rp <:Itnrp 

Ferner IWfrp + @linrp = s'P i ~ofrp - @linrp = ,-'P. 

@lin(-tp) = -@linrp, ctof (-rp) = +ctofrp, 
%g(-rp) = -%gtp, cttg(-rp) = -cttgrp. 

@liU«(¥± p> = @ltn(¥ ·lWf,8 ± Q;of(¥' @ltn,8, 

ctof{(¥ ±,8) = IWf(¥' Q;ofP ± @ltu(¥· @linp. 
%g(¥ ± %gp t ± Q;tg(¥ • Q;tg,8 

~g«(¥ ±,8) = 1 ± %g(¥ • %g,8' Q;tg«(¥ ±,8) = Q;tg(¥ ± Q;tg,8 • 

@linn(¥ = n . @ltU(¥' Q;of"-l(¥ + (;) • @lin8(¥. Q;of"-3(¥ + ••• 

Q;ofn(¥ = IWf"(¥ + (~) ·1Wf"-1 (¥·@linS(¥+ (:) ·lWf"-'(¥ ·@lin'(¥ + ". 

5. Der Zusammenhang zwischen Hyperbel. und Krelsfunktlonen folgt aus 
den Reihenentwicklungen fUr @linrp, Q;ofrp, bzw. sinrp, cosrp (S.53/54): 

@linrp = -i sinirp, sinrp = -i@linirp, 
Q;ofrp = cosirp, cosrp = Q;ofirp, 
%grp = -itgirp, tgrp = -i %girp, 

Q;tgrp = i ctgirp, ctgrp = i Q;tgirp. 
6. Die Umkehrfunktlonen der Hyperbelfunktionen heiBen Areafunktionen 

(area = FHiche, geometrisch deutbar a1s Flache des Hyperbelsektors, s. 2): 
y = IRt@linx (sprich "Area Sinus a;") heiBt a; = @liny usw. 

Die Werte der Areafunktionen lassen sich aus den Tafeln S. 30/32 durch 
Vertauschen von abhiingig und unabhiingig Veriinderlicher ablesen. Sie konnen 
jedoch unmittelbar, wie unter 2. fUr IWf rp gezeigt ist, mit Hilfe des natUrlichen 
Logarithmus ausgedrlickt werden: 

IRt@ltuz = In{a; + ya;B + 1); 

IRtiga;=L ln 1 +a;, -1:::;:a;<1', 
2 i-a; --

Die grapblscbe Darstellung der Area-Fuoktionen erhalt OWl durch Spiegelung der 
Hyperbelfuoktionen an der Wioke1ha1bierenden des I. Quadranten. 

IV. Differential- und Integralrechnung. 
Bearbeitet von Dr.-Ing. W. Meyer zur Capellen, VDI, Aachen. 

A. Die DiHerentialrechnung. 
a) Orenzwert, Dlfferentialquotlent, Differential. 

I. Es bedeutet a; ~" oder lim a; =" (limes = Grenzwert), daB die Ver· 
anderliche a; sich immer mehr dem Festwerte " nibert. 

2. 1st Y = 1 (a;) eine Funktion von a;, d. h. sind die Werte der Verinderlichen y 
den Werten einer auderen Verinderllchen a; zugeordnet, so bedeutet 

l~)(a;)=b: 
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wenn sich x immer mehr dem Werte a nahert, so nahert sich I(x) immer mehr 
dem Werte b. Hierbei braucht der Wert I (x) fUr x = a nicht zu existieren; 
z. B. ist der Funktionswert y = (X2 - 1)/(x - 1) flir x = 1 nicht definiert, da 
Null durch Null unbestimmt ist. Die Kurve y = I (x) hat flir x = 1 eine Liicke, 
die ausgefiillt wird, indem durch Kiirzen mit x - 1 in y = x + 1 umgeformt 

x2 - 1 
wird. Dann ist lim --- = 2. 

x+1 X - 1 C IJ 
Beispiele: 1. In Fig. 32 ist der Inhalt des Drcieeks OAB fg~ 

kleiner als der Inhal! des Kreisausschnittes OAB, wahrend der In· lJ'in.r 
hal! des Dreieeks OAC groBer als der Inhalt des Kreisaussehnittes A 
ist. Folglich wird 0 

t sinx < t X < ! !gx oder 1 < x/sin x < l/coSX 7'-1 
und cos X < x/!gx < 1. Fig. 32. 

Fur X -~ 0 geLt ~- -+ 1. Da _E'_ zwischen 1 und --~- liegt so 1st 
cos X . sin X CQsa:' 

lim -.~- = 1 und damit aueh lim ~illX = 1. Ebensa wird lim t_g~ = 1 • 
x~oStnX x4-0 X x~oX 

Flir kleine Winkel kann def sin bzw. tg dureh den Bogen ersetz! werden (5. 55). 

2. Der Grenzwert lim (1 + ~)n is! gJeich 2,7182818. _. und wird mit e (Eulersche Zahl) 
n-+OO ft· 

bezeiehne!; er folgt angenahert, wenn man n = 1, 10, 100, ... setzt. 

3. In Fig. 33 werde der Punkt P(x, y) der Kurve y = I(x) mit dem Pnnkte 
PI (xl' Yl) verbundenj diese Verbindnngsgerade, die Sekante der Kurve, bildet 
mit der positiven Richtnng der x-Achse den Win- y 
kel fJ. Dann ist 

Yl - Y L1 Y LI y tgfJ = ----- = -- = -- , 
xl - X LI x h 

wenn man den Zuwachs Yl - Y von Y mit LI y und 
den Zuwachs Xl - X von X mit h oder LI x bezeich
net. tg fJ heiBt der Anstieg oder die Steigung der 
Sckante und LI y/LI x der Differenzenquotient. Da 
xl =x+Llx=x+h ist nnd Yl dem Werte Xl zu
geordnet ist, so kann flir )'1 auch I (Xl) = I (x + LI x) 
= I (x + h) geschrieben werden, so daB 

L1 Y t(x + ,J x),- I(x) t(x + h) - I(x) 
Lf x = ---i;--- = --h---

x 

Fig. 33. 

Nahert sieh nun Qer Punkt PI immer mehr dem Punkte P, d. h. geht Xl -+ X 

oder Llx -+ 0, d. h. h -+ 0, so kann sich auch der Differenzenquotient einem 
Grenzwert niihern; dieser Wert, der von der Abszisse X des betrachteten Punktes 
abhangt, wird der DiffcrentiaJquotient oder die AbJeitung der Funktion y ge
nannt und mit dy/dx, y'(x) oder /,(x) bezeichnet. Es ist also 

~!. = «x) = ~_ r!(x)] = lim L1 y = lim lex +:_~) ~ I(x) . 
dx dw' Llx+oLlx h-l>O h 

Geometrisch bedeutet der Grenziibergang, daB die Sekante ihrer Grenzlage als 
Tangente zustrebt. Bildet diese mit der positiven Richtnng der x-Achse den 
Winkel IX (Fig. 33), so muB 

tgex = 1$0 tgfJ = y'(x) = fix) 

sein. Die Steigung der Tangente ist gJeich dem Differentialquotienten oder der 
Ableitung. 

4. In Fig. 34 ist A B = tgex • h = y' • dx, wenn man fiir h auch dx schreibt. 
Dieses Produkt aUi der Ableitnng y' und der Abszissendifferenz h heiBt das 
Differential von y und wird dy oller dt(x) geschrieben. 

Taschenbuch filr den Ma.chinenball. 9. Auf!. I. 5 
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Fig. 34. 
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Ebenso heiBt auch ax das Differential von x. 
Dann ist das Differential 

ay = y' ax = (x) ax, 
und die Ableitung y' ("Differential- Quotient") erscheint 
als Quotient der irn allgemeinen endlichen Differen

:.c tiale ay und az: 
y' = (x) = ay/ax. 

b) Beispiele fiir die Ableitung elementarer Funktionen. 
I. Ableitung von y = XII (Potenzfunktion). 1st n eine positive ganze 

ZahI, so foIgt nach dem binomischen Lehrsatz (S.34) fi.ir den Differenzenquo
tienten 

I(x + h) - f(x) (x + h)" - x" 
---h--= h 

h 
n(n -1) =nx,,-l+ ;tn- 2 h+ ... +h,,-1. 

2 
Daher ergibt sich , r I(x + h) - f(x) n-1 

y =h~O h =nx. 

Ober die Giiltigkeit fi.ir beliebiges n vgI. S. 68. 
2. Ableitung von y - ainx. Fiir den Differenzenquotienten foIgt (S. 59): 
sin(x + h) - sinx 2 (x + h) + x . (x + h) - x 

= - cos sm -----
h h 2 2 

2 2x + h . h 2x + h sinhl2 
=-cos---sm- = cos--- .--. 

h 2 2 2 hl2 
. . sinhl2 

Da mit h auch hl2 gegen Null geht, so wlrd lim -hI = 1 (S.65); 
foIgIich ist If -+- 0 2 'Y' = cosx. 

AbIeitungen der iibrigen trigonometrisc~en Funktionen siehe c) u. d). 
3. Ableitung der logarithmischen Funktion y = lnx. Fiir den Differenzen

quotienten foIgt nach Umformung mit b = xln: 

In (x + h) -lnx =.!.. In (X + h) = .!!.. In (1 + .!.) =.!.. In(1 + .!.)". 
b h x x n x n 

Beim Grenziibergang h --+- 0, d. h. n --+-00 wird lim (1 + 1ln)" = e (Eulersche 
Zahl), also Ine = 1 und damit 11--+-00 

a 1 
-a (Inx) = - . 

x x 
Da I~gx = 1/Ina. Inx, foIgt nach d) 1 die FormeI c) 10. Vgl. femer d) 5. 

c) Differentialformeln I). 

l.y=a; 
3. y = x"; 

5. y = Y;; 
7. y = ,.,: 

ay = O. 
ay = nx"-l ax. 

ay = axl2 (i. 
ay = ",ax. 

I) Vgl. aucb d) u. e). 

2. Y = mx + b; ay = max. 
4. y = ax"; ay = anx"-l ax. 

6. y = 1/X; ay = -ax/xl. 
8. y = a'" I ay = a'" • In a • ax. 
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9. y = In x ; d Y = d xl x. 
1 dx 

10. y=I~gx; dy= -'-. 
Ina x 

12. y = cos x ; dy = -sinx· dx. 

67 

11. Y = sinx; dy = cos x • dx. 
13. y = tgxi dy = (1+tg2X) dx. 

= dx/cos2 x. 
dx 

14. y = ctg x ; dy = - (1 + ctg2 x) dx 
= - d x/sin2 x. 

15. y = arc sinx; dy = ,}-=. 
r1 - x2 

dx 

dx 
16. y=arccosx; dy=---. 

Y1- x2 

dx 
18.y=arcctgx; dy=-----;;. 

1 + x· 17- y=arctgx; dY ="1+x2 ' 

19. y=6inxi dy=0:ofx.dx. 20. y=0:ofx; dy=6inx.dx. 

d) Allgemeine Regeln. 
I. Ableitung einer Funktion, die einen konstanten Faktor enthiilt. 1st 

y = C • I (x), so wird die AbJeitung y' = c • f (x): Ein konstanter Faktor 
kann vor das Differentialzeichen gesetzt werden. 

Beispiel: Flir y=2sinz wird y'-2COSZ. 

Z. Ableitung von Summe und Different. 1st y = u(a:) + v (a:) , wobei u 
und v differenzierbare Funktionen von x sind, so wird die Ableitung 

y'(x) = u'(x) + v'(x) oder das Differential ay = au + av. 
Eine 5umme wird differenziert, indem man die 5ummanden einzeln differenziert 
und addiert. 

1st y = u (a:) - v (x), so wird entsprechend y' (x) = u' (x) - v' (x). 
1st Y = u + v + w + ••• , so wird y'(x) = u'(x) + v'(x) + w'(x) + •••• 
3. Ableitung von Produkt und Quotient. a) 1st y = u (x) • v (a:) , so wird 

y'(x) = u(a:)' v' (x) + v (x) • u'(a:) oder ay = uav + vau (Produktregel). 

1st y = u • fJ • w ... , so wiN. dy = 1-+ - + - + ... U. fJ • w .... lau av aw ) 
\ u v w 

b) Aus Y = u(x)/v(a:) folgt u(x) = y(x)' v (x) und daraus nach 3. durch 
Differenzieren von u (a:) : 

fJ • u' (x) - u • v' (x) 
y' (a:) = - 2 (Bruchregel). 

v 
4. Kettenregel. Es sei y = I(z) und z = !p(a:); durch Einsetzen entsteht 

die zusammengesetzte Funktion y = I[!p(x)]. Durch Differenzieren von y 
nach z und von z nach x foIgt 

dy = f'(z) az und az = !p' (a:) da:. 
Einsetzen von az in ay liefert mit t' (z) = a y Id z und qI (x) = dz/d x 

d f( ) '() a oder dy' , , dy dz Y = Z'!p x x dx = I (z) '!p (a:) = dz • da: • 

Man zerlegt also y = I [!p (x)] in y = I(z) und z = !p(x) , bildet von beiden 
Funktionen die Ableitungen und multipliziert diese miteinander. 5chlieBlich ist 
!p (x) fiir z zu setzen. 

Beispiel: y = cos'z zerfiillt In 
y = gO und ,= cosz. 

Es ist 
:v' (z) = 2. und .' (x) = - sin.z, 

folglich :v'(x) = :v'(:) • • '(x) = -2.sinz = -2· cosz sinz = -sin2Z. 

5. Ableltung der Umkehrfunktlonen. Lost man die Gleichung y = f (x) 
nach x auf, so entsteht die umgekehrte oder inverse Funktion x = !p(y). 

Nach a) 4 (5. 65) ist 
dx dy , 1 1 
dy = 1: iii oder !p (y) = ((xl; d. h. f'(x) = !p'(y) • 

5* 
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Belspiele: 1. y- I(z)'" arcsiDz gibt z .. <p(y) - smy und dz-ccsy. dYi also 

f'rz) = t/ccsy= t!Vt -Z'. 
a 

2. Aus ,,=a" folgt z=logy, dz=ayl"ln", ,,'=a:J-/Ilz=y.lna=az.In"i insbeson
dere wird fiir Y = ez mit In e = f die Ableitung ,,' = eZ • 

6. Ableltung unentwlckelter Funktlonen. 1st die Beziehung zwischen x 
und y in der Form lex) = I}'(y) gegeben, d. h. fIx) = I}' [y(x)] , so folgt durch 
Differenzieren nach x unter Anwendung der Kettenregel ftir die rechte Seite 

af = a I}' • ay oder fIx) = I}"(Y)' ay • 
ax ay ax ax 

d. h. 
fIx) ax = I}"(Y) dy. 

Aus yl - 2()1; (Parabel) folgt z. B. 2ydy - 2pax oder ddY = t:; 
ay x x)' 

Va = rZ - Xl (Kreis): 2yay - -2xax oder - = --. 
ax y 

aus 

Beispiel: ADS y-=z" bei beJiebigemExponenten folgt durch LogarIthmferen iny=" ·lnz. 

Also wird f f a" "" 
-yaY="'z'IlZ oder Ilz =~="Z"-1. 

7. Die Ableltung bel ParameterdarsteUung. Sind x = x(t) und y = yet) 
als Funktionen des veriinderlichen Parameters t gegeben, so schreibt man fiir 
die Ableitungen der beiden Funktionen nach t abgektirzt axlat = x, ayldt = Y, 
und hat dann aYlax = aylat:axlat oder y'(x) = PIx. 

Beispiel: Aus der Gleichung der Ellipse Z-II'CCS', y=b·siDe folgt z=-,,·siD/. 
;, = b • cos e, also fiir die Steigung der Tangente 

y'(z) = -b ccs II" siD' = -bl/"·· z/y. 
8. Die partleUe Ableltung. Die Funktion, = fIx, y) der beiden Veriinder

lichen x und y kann aufgefaBt werden als Darstellung einer Flache. Eine Ebene 
y = konst. schneidet eine Kurve aus, auf der nur x veriinderlich ist. Die so 
bei konst. y nach x gebildete Ableitung heiBt partielle (teilweise) Ableitung 
von f nach x und wird geschdeben aflax = fz. Ebenso ist al/ay = I" die 
partielle"Ableitung nach y bei konst. x. 

1st z. B. , = z2 + xy +"s, so wird Zz = 2 x + Y und 'II = x + 2 y. 
Sind die beiden Veriinderlichen x und y in der impliziten Darstellung durch 
die Gleichung f(x, 1) = 0 verbunden (aufzufassen als die Schnittkurve der 
x, y-Ebene mit der Flache), so muB fUr den Kurvenpunkt mit den Koordinaten 
x + h und Y + k = y + Ay auch fIx + h, y + k) = 0 und daher ebenfalls 

f(x + h, y + k) - f(x, y) 
h =0 

sein. Hierin ist k = Ay = y(x + II) - y(x) (Fig. 33). Fiigt man im Zahler 
f (x + II, y) - f (x + h, y). hinzu, so wird, wenn man im zweiten Ausdruck mit 
k = A y erweitert 

fIx + h, y) - fIx, y) + fIx + h, y + k) - fIx + h, y). ~ = O. (1) 
h k h 

1m ersten Quotient ist nur x veriinderlich und y konstant, im zweiten Quotient 
dagegen umgekehrt. LaBt man h und damit auch k gegen Null gehen, so wird 

lim f(x+h,y)-/(x,y) = 01 = I lim ~ = lim y(x+h)-y(x) = ay , 
"-+-0 h ax z' h-+-oh "-+-0 h ax 

lim I(x + h, y + k) - fIx + h, y) = 01 = I , 
k-+-O k ay II 

und damit nach (1) 

Iz + I" • y' = 0 oder Y'(x) = - fx/fy. 
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BeIspIel: Es 1st die Stelgung m=tg", Cler Tangente 1m Punk!e P(z, y) der Hyperbel 
Z'/a'- y'/b'= 1 zu bestlmmen. :Man schrelbt die Gleichung b'x'- a'y'- a'b'=O und findet 
tx=2b'x, lu=--2a'y, also y=tgcx=m=b'x/a'y. 

e) Anwendung der Differcntialformcln. 
1. y = mx+b; dyldx = y' = m. 
2. y = a2 - x2 ; dyldx = y' = -2x. 

3. y = Vax = y;. x'I,; y' = Va .1/2' x-'/, = ya/2Y"X = 1/2' yaT~· 
4. Y = 1/x3 = x- 3 ; y' = -3x-' = -3/xl . 
5. y = (a + bx)"; setze a + bx = Z; b· dx = dz; y = z"; 

dy = nz"-l.dz=n(a+bx)"-I·b·dx; y'=nb(a+bx)"-I. 

6. y = Va2-x2 ; setze a2 _x2=z; -2x dx=dz; y=z'/'; 
dy = 1/2' z-'f, . dz = 1/2(a2 - x2)-'/ •. (-2x) . dx; 

y' = -xfll~. Mit y2 = a2 - x2 auch Lasung nach d) 6. 

7. y=Va2 +bx+x2 =z'f,; dz=(b+2x).dx; 
dy = 1/2' r'f, • dz = 1/2 (a2 + b x + x2) - 1/2 . (b + 2x) dx; 

, b + 2x Y = ----------
2y~+bx+x2 . 

8. y = a/J'-;-':::'-; = a • z-'f,; dz = -dx; 
dy = -1/2' a· r'/, . dz = -1/2' a· (a - x)-'f,. (-dx); 

y' = 1/2' all (a - x)3. 
9. y=x2 .(a+bx3); setze x2=u; a+bx3 =v; 2x=u'; 

3 b x2 = v'; y' = x2 - 3 b x2 + (a + b x3) • 2 x ; 
y' = 3 b X4 + 2 a x + 2 b X4 = 2 a x + 5 b X4 • 

to_ y = x"(a - bx)m; setze u =x", v = (a - bx)m; es ist du = nx"-ld;e, 
undmit z=a-bx wird dv=-mb(a-bx)m- 1dx; 

dy = x"· (-mb) • (a - bx)m-l dx + (a - bx)m - nx"-1 dx; 
y' = xn-l. (a - bx)m-l. rna - (m + n) bx]. 

11. y=(S+3x)V6x-5; setze 5+3x=u; (6x-5)'/'=I1: 

u' = 3; v'= 3!y6x - 5; 

y' = (5 + 3x) • 3!y6x - 5 + 3 • Y6x =-:5; 
, 3 (5 + 3 x) + 3 (6 x - 5) 27 x 

y = . =---~-. 

V6x-S- V6x-5 

12. y = ~ y a2 - xi i setze u = ..t_ ; v ~ v-~2=-X2 ; 
x x 

u' = -1lx2; v' = -x!y;'2-=-;2; 

y' = : (- y-;2 ~ ;2 ) + ya2 - x2 (-x;) ; 
a2 

y' = - ------.. 
x2 • Va2~-x2 

13- y=Va+x·Vb'::x2 oder y2=(a+x)(b-x2). Mitu=a+x, 
du=dx und v=b-x2, dV=-2xdx folgt 

2y dy = udv +vdu= (a +x) (-2xdx) + (b-X2)dx= (b-2ax-3x2)dx; 

y' = (b - 2ax - 3x2l!2 y(a + x) (b - x2) . 
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14. 

16. 

17· 

18. 

19· 
20. 

21. 
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aaJ aJ 
y=--=a,--; Betze aJ=U; u'=1; 

b+aJ b+aJ 

Vi = l' ,,I = (b + ta:) , 1 - aJ ' 1 • I a b 
, .Y a (b + aJ)1 • Y = (b + aJ)1 • 

a - a:" 
Y = ---; setze u=a-a:"; u' =-na:"-l; 

a+aJII 
(a+aJ")(-naJ"- 1) - (4- ta:")na:"-l 

rJ I = n aJ"- 1 • y' = '---'----'--'--_:--.,,:-~ 
, (a + a:")S 

SO wird fiiI a =1, n = III' d. h. Y = (1 - }'Z}/(1 + yiii) 
y' = -1/[}'Z (1 + }'Z}2] • 

rJ=a+a:"; 
2anaJ-- 1 

(a+aJlI)2' 

die Ableitung 

'" ... - . setze ta: = u " u' = 1', ,Ial_~ = rJ ,. 
"-yal-~' f 

vi = -aJlV al - ta:2 ; damit 
a2 

yl = ____ -=====_ 
(al - ta:2) yal - ",-

y = V:: ~ ::; setze yal - ta:1 = u; u' = -ta:1V a2 - ~ ; 
ya2 +ta:S =rJ; rJI=ta:/~, so daB 

y' _ ~, (-xIV a2 - Xl) - Yas - x2 • xIV a2 + x2 • 

- -2 alaJ a2 + ~ , 
Y= . 

(al + ta:2) ya' - ~ 
y = Sin4 aJ ; setze a· aJ = z; az = a • ax ; 

ay = cosz • az = cosa aJ • a • ata: ; y' = a • cosa ta: . 
Y = sin 4 ta: + cosb aJ ; y' = a • cos a x - b • sinb ta:. 
Y = sin"aJ ; setze sinta: = Z; az = COSaJ' ata: ; 

ay = n. gil-I. az = n. sin"-l x • cOSaJ' aaJ. 
y = sin(QJaJ+IP); setze QJx+lP=z; aZ=QJ.ata:; y=cosz; 

ay = COS I , al = QJ' cos(QJX + 11') ,ata:; y' = QJ ,cos(QJta: + 11'). 
22. Y = ta:, Sin4"'; aJ =u ; u' ;= 1 ; sinax = v; v'=acosaaJ; 

23. 

24. 

25· 

y' = ata:' COS4X + sinax. 
y = tgaJ = sinta:!costa:; u = sinta:; u' = cosaJ; v = cosX; Vi = -sinta:; 

,,I cOSaJ' costa: + sinx', sinx 1 + 2 
.Y = 2 = -2- = 1 tg ta: (S·58). 

cos~ cos aJ 
Y = InU(ta:)]; setze f(ta:) = Z; az = f(x) ax; y = Inz; 

ay = aZlz = f(ta:) dx/I(x); y' = f(ta:l/t(x). 
Z. B. wird fiir y=lncosx; f(x)=cosx; f(ta:)=-sinta:; 

y' = -sinta:/cosaJ = -tgaJ. 
1+aJ 

Y = In -- = 1n(1 + x) -In(1 - aJ); 
1-:1: 

setze 1+x=u; du=dx; 1-:l:=V; av=-ax; 
y=lnu-Inv; 

d _ du_~_~+~. 
y-u V-1+X 1-x' 

y' = (1 - :1:) + (1 + :1:) 2 
1_:r;2 =1-:1:2 ' 
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26. Y = eh ; setze k Il! = Z ; d z = k dll! ; y = e" ; 
d y = e" d z = eh • k d Il! ; y' = k eh • 

27. y=e""Il!"; setze e"'=u; u'=e"'; Il!"=v; v'=n'Il!"-t, 
so daB y'=eZ .nll!n-l+Il!".eZ =e""ll!n-l(n+Il!). 

28. y = IJ:'" ; Iny = Il! • lnll! ; d (lny) = d (Il! • lnll!) ; 

dy dll! 
-- = Il!·-+lnll!.dll!; 
y Il! 

y' = dy/dll! = y(1 + Inll!) = 1J:"'(1 + Inll!). 

29. Y = ~Orll!=1/8(ez+e-Z); y'=l/.(eZ -e- Z)=@5iull!. 

f) Ableltungen hiiherer Ordnung. Differentlalkurven. 
1st Y = f (x) die gegebene Funktion, so muB die Ableitung y' = f (x) wieder 

eine Funktion von x sein; fiir die AbleituDg dieser Funktion, d. h. die zweite 
Ableitung, folgt: 

d(y')ldx = y" = dlyldx'- = /"(x). 

Die zweite Ableitung ist wieder eine Funktion von x. Ihre Ableitung ergibt die 
dritte Ableitung d (y")/dx, fiir die man ylll = dflYldx3 = fill (x) schreibt. 

Bei nmaliger Wiederholung ergibt sich der note Differentialquotient oder 
die note Ableitung 

d"y/dxn = ,,(") = ,")(x). Jg:B 
Die in diesen hoheren Ableitungen auftretenden Diffe- 3', 
rentiale diy, dS"" ... dny bezeichnet man als Diffe- i% I )( 
rentiale zweiter, dritter, ... n-ter Ordnung. Fiir die V' I 
Berechnung einer hoheren Ableitung geiten dieselben d lB' 
RegeIn wie bei der ersten Ableitung. ~ ---~ 

Geometrisch bedeutet y' = tgl¥ die Steigung der 0 ~k 
Kurve y = I (x). 1st y' als Funktion von Il! aufge- 1 
tragen, so kann Ieicht (Fig.35) im Punkt P l der Fig. 35. 
Kurve y = I(x) die Tangente gezogen werden. 

Man bezeichnet die Kurve y' (x) als Differentialkurve. Tragt man die Stei
gung dieser ersten Differentialkurve, d. h. d(Y')ldx = y" als Funktion von x 
auf, so erhalt man die zweite Differentialkurve und durch Wiederholen die 
note Differentialkurve y(n) = f") (x). 

Beispiele: f. 1st t die Zeit, Vo die Anfangsgeschwindigkeit und g die kODStante Beschleu
nigung, so ist der Weg der gleichmallig beschleunigten Bewegung (S.203) 

s= vot + 'f,gt'. 
Die Ableltung des Weges nach der Zeit gibt die Geschwindigkeit 

ds 
v = -;ii = v, + gt ; 

die Ableitung der Geschwlndigkeit nach der Zeit die Beschleunlgung 
dv d's 

b = dt = dt'i = g. 

v = t(l} ist die DiHerentlalkurve zu s = t(I}; 
b = f(1} ist die Differentialkurve zu v = t(I}, also die zweite Differcntialkurve zu s = t(1} 

(Fig. 36}. 
2. y = sinz hat die Ableitungen 

• dy 
Y = liz = cosz, ,," = d(:v'} __ sInz 

dz ' 
y"= ~'} - -cosz. 

dz 
Die Differentialkurven ,,', :v", ym, ... der Funktion :v = sinz sind Sinuslfnlen, gegen :v um 

,,/2 bzw. II< bzw. 3 ",/2 usw. nach links verschoben (Fig. 37}. 

1st das Gesetz der Kurve durch ihre Gleichung y = I (x) gegeben, so kann 
die Differentialkurve rechnerisch aus y' = t(ll!) bestimmt werden. 1st aber, wie 
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in vielen technischen Beispielen (zeitlicher Verlauf eines Weges, einer Geschwin
digkeit, eines Kraftflusses u. a. m.), das Gesetz nur zeichnerisch gegeben, so muB 
man zeichnerisch differenzieren (S: 159). 

t 

Fig. 36. 

g) Maxima und Minima. 
Rin Maximum bzw. Minimum einer Funktion oder ein Gipfelpunkt bzw. Tal

punkt der sie darstellenden Kurve (G bzw. T in Fig. 38) liegt vor, wenn der be
treffende Funktionswert oder die entsprechende Ordinate groBer bzw. kleiner ist 

fI fI' 
als die benachbarten. Rs mtissen somit 
diese Kurvenpunkte x-parallele Tan- . 
genten haben, d. h. es muB y' (x) = 0 
werden. In der Nahe des Gipfelpunk
tesG, Fig. 38, geht die Ableitung und 
damit die Differentialkurve y' (x) fal
lend, in der Niihe des Talpunktes T 
steigend durch Null. Wenn aber y' (x) 
fallt bzw. steigt, muB die Steigung 
von y', d. h. y" (x) kleiner bzw. gro-

Fig. 38. Ber als Null sein: 
Maximum r 'd y" < o. 

Rin Minimum legt vor, wenn y = 0 un y"> O. 

Vgl. auch Fig. 37 mit den hOheren Ableitungen von y = sinx. 
Man bildet also y' (x), y" (x), berechnet aus der Gleichung y' (x) = 0 die 

entsprechenden x-Werte und stellt fest, ob ftir diese x-Werte y" (x) groBer oder 
kleiner als Null ist. Danach berechnet man die zugehorigen, gesuchten Funk
tionswerte y (x). 

1m Wendepunkt W, Fig. 38, muB die Steigung ein Maximum bzw. Minimum 
haben, d. h. es muB y" (x) = 0 sein (vgl. auch S. 96). 

Beispiele: 1. Die Maxima und Minima der Funktion (Fig. 39) ,,= '/, (x'- 3 x'- 9 x + 9) 
sind zu bestimmen. Aus y' ='/ •. :>:'- :>:-1,5 =0 folgt :>:= 1 ± 2, also :>:, =-1, :>:1 = 3. Durch 
die zweite Ableitung y" = X - 1 ergibt sich 

fiir :>:, = -1 ein Maximum, da ,,"(:>:,) = Y"(-1) = -2<0, 
liir x. = 3 " Minimum, da y" (:>:,) = ,," (3) = 2 > 0. 
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Die zugehOrigen Funktionswerte sind SOInit y, =2'/, und y,=-3. Zeicbnet man die Funk
tion als Kurve auf, so erkennt man, daB groLlere Funktionswerte als 1m Maximum bzw. 
k1einere als im Minimum auftreten Mnnen: In diesen Punkten sind eben die Funktionswerte 

-8 

Fig. 39. 

groLler bzw. k1einer als die ben a c h -
barten. 

2. Aus elnem quadratischen Blech 
soli ein oben oftener Kasten grbLlten 
Rauminhalts mit quadratischer Grund
flache hergestellt werden. Wie groB sind 
seine Hobe und sein Rauminbal!? 

Fig. 40. 

Dnrcb Wegschnelden der Ecken (Fig. 40) folgt f1Ir den Raumlnhalt V= (a- x)" x/2. Mit 
2'V'(x)=(a-x)'-2x(a-x)=(a-x)(a-3x)=0 hat man a-3x=0 oder x,=a/3 und 
a- x=o oder x,=a. Da V"(x) =-2 a+3 x und damit V"(x,) =-a<O, V"(x.) = a>O, 
hat der Raumlnhalt fUr die HOhe x,/2 = a/6 ein Maximum von der GrOLle V max = 2 4'/27. 

B. Die Integralrechnung. 
a) Unbestimmtes und bestlmmtes Integral, Flacheninhalt und mehrfache 

Integrale. 
I. Das unbestimmte Integral. In der Differentialrechnung wird zu einer ge

gebenen Funktion y =J(x) die Ableitung ]'(x) = fix) gesucht; in der Integral
rechnung soll umgekehrt eine Funktion ermittelt werden, deren Ableitung gleich 
der gegebenen Funktion fix) ist. Zunachst ist J(x) eine gesuchte Funktion, 
wei! ],(x) = I(x) ist. Weitere Funktionen, deren Ableitungen gleich der gegebe
nen Funktion 1 (x) sind, findet man durch Hinzuftigen einer willkiirlichen Kon
stanten C zu J(x). Denn die Ableitung von J(x) + C ist gleich ]' (x) = f(x), 
da die Ableitung einer Konstanten gleich Null ist. 

Die gesuchten Funktionen unterscheiden sich nUr urn konstante Zahlen und 
werden nach Leibniz mit 

f f(x)dx = J(x) + C 

bezeichnet. Die vorstehende Gleichung bedeutet dasselbe wie 

:''Cjl(X)dX=f(x) odeI' djf(X)dX=/(X)dX; 

Differential- und Integralzeichen heben slch auf. 
jt(x)dx heiBt das unbestimmte Integral von I(x); C wird Integrations· 

konstante genannt. 

Beispiele: t. Ein K<lrPer babe die konstante Geschwindigkeit v m/sek; wie groLl ist der 
nach t sek zuriickgelegte Weg 5 in m? Die Geschwindigkeit wurde als Ableitung des Weges 

nach der Zeit definiert, s ist daher so zu bestimmen, dall ds = v wird. Dnrch Probieren findet 
ds dt 

man 5 = vi, denn es ist tatsachlich dt = v. Daher ist s = jvdl = vi + so, wenn man die In-

tegrationskonstante mit 5. bezeichnet; So ist der znr Zeit t = 0 zuriickgelegte Weg. 
2. Da die Ableitung von sinx gleich cosx 1st, wird jcosxdx=sinx+C. 

xn+ 1 f :zn+l 3. Aus y=--- folgt dy=xndx und daber y= xndx=---+C. HierbeimuLl 
. n+l xn+l Xo n+l 

n verschleden von - 1 sein, weil y = ---- = --- = co keinen Sinn bat. Aber auch das Inte. 
n+l 0 
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i 
gral von 'i" kann durch Umkehren elner Dlfferentlalformel gewonneD werden. Aus" = In z 

folgt II" = liZ, and daher 
II I liz 

,,- ...--Inz+C. 

Z. Das bestlmmte Integral. Flichenlnhalt. In Fig. 41 wird die mit F (a;) 
bezeichnete Flache von der Kurve y - I (a;) , der a;-Achse und den beiden Or

dinaten I(a) und I(a;) begrenzt. Wachst a; um h, 

FII.4t. 

so wachst der Flacheninhalt um die tiber h lie
gende Flache 

F(a; + h) - F(a;); 

wie Fig. 4t erkennen laBt, liegt dieser Fllichen
zuwachs zwischen dem Inhalt des kleineren Recht
eckes von der Breite h und der Hohe j(a;) und dem 
Inhalt des groBeren Rechteckes, das die Breite h 
und die Hohe I(a; + h) hat. Es ist daher 

tea:) • h < F(a: + h) - F(a;) < I(a: +h) • h. 

Die Division durch h ergibt 

f(a:) < F(a: + h~ - F(a:) < t(a: + h) • 

Geht h gegen Null, so unterscheldet slch f(a:) Immer weniger von t(a; + h). 
FUr den dazwischenliegenden Wert wird fUr h ~ 0 nach S.6S 

lim F(a: + II) - F(a;) = F(a:) 
h+O II ' 

folglich mu/3 F'(a:) - I (a:) selD, oder nach der Erkllirung des unbestimmten In
tegrals S. 73 

F(a:) = It (a:) da: = lea:) + c. 

Die Integrationskonstante C ergibt sich aus der Bedingung, daB fUr a: - a der 
Wert des Flacheninhaltes verschwindet; es ist daher 

f F ,0·'1<1 

~x 
Fig. 42. 

F(a) =l(a) + C = 0, lea) =-c 
und 

F(a:) = lea:) - l(a). 

Um anzudeuten, daB der Flacheninhalt zwischen 
den Abszissen a und a: geno=en werden solI, schreibt 
man diese Werte an das Integralzeichen: 

z IZ FCa:) = ff(a:) da: = lea;) ~ lea;) - l(a); 
a a 

a wird die untere, a: die obere Grenze des Integrals genannt. 
Wlihlt man fiir a: einen festen Wert b, so hat der Flacheninhalt elDen ganz 

bestimmten Wert F (Fig. 42). Durch Einsetzen von a; = b in die letzte Gleichung 

wird b Ib 
F 0= fICa:) da: = lea;) = ](b) - lea) • 

a a 

" I f(a;)da: heiBt das bestimmte Integral von f(a;) da; und wird nach 
II 

vorstehendem dadurch erhalten, daB man das Integral ](a;) bildet und den 
Funktionswert ](b) fiir die obere Grenze vermindert um den Funktionswertj(a) 
fiir die untere Grenze. y ... = Fj(II.-'t,) heiBt mittlere Hohe. 

(ii-a) 
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Wachst I(x) nicht bestiindig mit x, wle In Fig. 41 angenommen, SO kann der Bewels Ahn. 

lich wie oben gefiihrt werden. 
Die in Fig.41 iiber II liegende, scbraffierte Flache kann als FIAchenznwachs mit J F 

bezeichnet werden. Aus ~~ =I(x) folgt aF=I(x)dx. Mit h=ax (5.65) ist daber das kleinere 

Rechteck der Fig. 41 gleich dem Differential aF der FIAche. 
Beispiele: 1. Es soil die FlAche ermittelt werden, die von r 

der Kurve y = x', der x·Achse und den zu X-I and x - 3 10 
gehOrenden Ordinaten begrenzt wlrd (Fig. 43). 

3 

Es ist F=fx'ax=[~13=~-.!..=~. 
1 313 3 3 

2. Es ist die Arbeltsleistung bei isothermischer Zu· 
standsanderung zu bestimmen. 1st p" v, (Fig. 44) der An· 
fangszustand eines Gases, so ist bei konstanter Temperatur 

pv= p,v,. 
Bezeichnet man die Koibenflllche mit F, die auf den Kolben 
wirkende Kraft mit P und den Weg mit s, so ist 

P=F'{I nnd V=F'I, 
mithin das Differential der Arbeit 

aA = p. as = F· {I' av = {I. av I 
F 

hierans ergibt sieh 

Mit fi _ p • • v. wird 
v 

A = p, • v,f dv = p • • v, In v IV, (5. 77), 
v .0 

wabei v, die Grenze bedeutet, bis zu der sich das Gas 
ausdehnt, oder 

A = p, • Vo (In v, - In vo) - p, • v, • In v,/v, . 
Fiirp,=8 at=80oookg/m': v,=lm'/kg:v,=3 m'/kgwird 

8 

A = 80000. I • 1n3 = 80000.1,0986 = 87900 mkg. 
In Fig. 44 ist die schraffierte Fillche gleieh J A • 

Fliiehen, die unterhalb der z·Aehse Hegen und fiir die die Anfangskoordi. 
nate links und die Endkoordinate reehts befindlieh ist, erhalten das negative 
Vorzeichen. Will man den a bsoI u ten Fliieheninhalt haben, so ist besonders 
darauf zu aehten: Jeder ober· oder unterhalb der z·Achse befindliche Fliichen· 
teil muB fiir sich integriert werden. 

3. Das bcstimmte Integral als Orcnzwert clner Summc. Nach S. 74 kann der 
b 

Fliicheninhalt F oder das Integral jf(z)dz als Grenzwert der Summen 
a 

U - ~f(z) • h und 0 - ~f(z + h) • h 
aufgefaBt werden (Fig. 45). Wiihlt man in 
jedem TeiIintervaIl einen Wert ~ zwischen z 
und x + h, so ist I(x) < f(~) < f(x + h) 
und daher auch U < ~f(~) h < O. Daher 
muB M - ~t(~) h mit wachsender Unter· 

b 

teilung gegen jt(x) dx gehen, wenn die 
a 

Fig. 45. 

Breiten aller TeiIintervaIle kleiner und kleiner werden; es ist 
b 

lim ~ f(~) h = {'I(x)dz z < ~< z + h. 
h .... O J' 

a 

4. Fliichenlnhalt bel Parameterdarstellung. Wenn die Kurve dureh x = x(t) 
und Y = y(t) (5.68) gegeben ist, kann dF = y dx mit dx = x(t) dt geschrieben 
werden dF = y' X· dt, so daB F = ly(t) x(t) dt. 
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Beispiel: Far den FlichenlDhall F der Ellipse :r: =a cost, y ~ b s1nt folgt mit den Grenzma 
o t 

#,=",1.=0, da z=-asint, tlF= -ab sin'l tlt, F=-2 ab fsln"tlt=-2ab[,/,t-'/.sin21il~ 
=; ab" (vgl. S. 79, Forme! 16). " 

S. Fliichenlnhalt bel Polarkoordlnaten. AhnIich wie bei rechtwinkligen 
Koordinaten kann nachgewiesen werden, daB das Differential der Fliiche 

durch den in Fig. 46 schraffierten Kreisausschnitt dargestellt 
y werden kann; demnach ist 

'T. 
dF = 1/2r2drp und F = 1/.fr2drp. 

9'. 

Beispiel: Welchen FUl.cheninhalt bescbreibt der Leitstrahl der Archi
-..¥::'---J:. __ ~~ medischen Spiraie? Be 1st , = a' 9', " = a'q;', SO daB 

Fig. 46. 
9' 9"[9' F = '/.! a' 9" tl 'P = 1/, • a' • - = (j' 9"/6 = " 9'/6 o 3 0 

wird. 

6. Mehrfache Integrale. 1st das Integral der Funktion z = 1 (x, y) fiir einen Be
reich 58 der x - y-Ebene zu ermitteln, so kann man, falls die Funktion 
I(x, y) in 58 stetig ist, so vorgehen, daB zuniichst der Wert des Integrals fiir 
die in Fig.47 gezeichnete senkrechte Linie errechnet wird, wobei z aIs kon
stant zu betrachten ist und nur nach y zu integrieren ist; die Grenzen sind aIs 
Funktionen von z einzufiihren, so daB man aIs Ergebnis eine Funktion erhiilt, 
die nur von z abhiingt. Diese Funktion ist nochmals zwischen den Grenzen 
z = ~ und z = a2 zu integrieren_ Es ist also 

!!f(x,y)dxdy= Jr Ji~Z'Y)dY]dX' 
(18) "1 ~,(Z) 

Man kann aber auch zuniichst das Integral fiir die in Fig. 47 gezeichnete waage
rechte Linie bilden, wobei die Grenzen aIs Funktionen von y einzusetzen sind. 
Der so erhaltene Ausdruck ist eine Funktion von y, der zwischen y = b1 und 

Fig. 47. 

Y = ba zu integrieren ist: 

f!l(x, y)dzdy = J[ J;~z, y) dZ] dy. 
(18) 6, z,(y) 

1st I(z, y) = 1, so wird der innerhalb des Be
reiches 58 liegende Fliicheninhal t 

F=!dF=jjdzdy. 

Man bezeichnet dF=dz.dy aIs Fliichenelement; 
entsprechend wird dV=dzdyd, VolUIlien
element genannt. 

Beispieie: 1. Es ist das Triigheitsmoment des Rechtecks (Fig. 48), bezogen auf die 
z-Achse, zu bestimmen. Aus Ix = J dF . y' folgt mit d F = dz • dy. 
y 

dFrr!tf¥ f 
" 

k 
" " !I )( 
" 

b " 
Ix = ffy' dxdy = fdzp'dY, 

o 0 
wobei x VoD. 0 bls b, y von 0 bls " zu integrieren sind. Mit 

h " 

jy,.dy=t I =f 
o 0 

x ..... \.'""dr I 

0---': 

Fig. 48. 

b b 

Ix=jdZ'f=fjdZ= br· 
wird 

o 0 
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b) Orundintegrale. 

Diese Integrale konncn durch "Umkehren" (5. 73) aus den Differential
formeIn S. 66 gewonnen werden. 

f xn+l 
1. x" dx = --- + C; n beliebig, ausgenommen n = -1 (s. 2). 

n+1 

fdX 
2. x = Inx + C = Incx • 

4. faxdx = _a~ + C . 
Ina 

5. jsinxdx = -- cosx + c. 6. jcosxdx = sinx + C. 

f dx 
7. -.--;-- = - ctgx + C. 

sma x 
j'dX 

8. --- = tgx + C. 
cos2x 

f dx 
9. ~I_'~= = arc sinx + C = - arc cos x + CI · 

f1- x2 

f dx 
10. --"2 = arc tgx + C = -arc ctgx + Cl' 

1+x 

c) Allgemeine Regeln. 

I. Integration elner Funktlon mit konstantem Faktor. Bedeutet c eine 
Konstante, so folgt durch Umkehrung der Regel fUr die Ableitung einer Funk
tion mit konstantem Faktor (5.67), daB 

Jc I(x) dx = cJ /(x)dx. 

Man kann also einen konstanten Faktor vor das Integra1zeichen setzen. 
2. Integration einer Summe oder Differenz. Durch Umkehrung der Regel 

fUr das Differenzieren einer Summe oder Differenz zweier Funktionen (5. 67) folgt 

/[U(x) ± v (x)] dx =J 1.1 (x) dx ±JV(x) dx. 

Das Integral einer Summe oder Differenz von Funktionen ist gleich der Summe 
oder Differenz der Integrale der einzelnen Funktionen. 

Beispiel: Eine FlAche ist dutch die Kurve ,,~4 z' + 9 z· - 8 z - 5 begrenzt; wie 
groll 1st ibr FlAcheninhalt zwischen /I = 0 uud b = 3? Aus 

F=!"tJz 
erhAlt man 

3 3 3 3 3 
F = j(4z3 + 9Q:' -- 8z- 5)dz = j'4a'dz + j9z'dZ-JSzdz- j·Sil.z, 

o U 0 0 0 

3 

F = [4. ~ + 9· ~ - 8 • ~ - 5· zl = 3' + 3·3' - 4·3' - 5.3 = 111 . 
o 

3. Tellwelse oder partlelle Integration. Aus 

d(uv) = udv + vdu 

erh1iJt man durch Integration 

jdCuv) = uv =judv + jvdu, 
so daB 

judv=uv-!vdu 
wird. 
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Belsplele: 1. FOr • - In Z, 1111 - liz wb:d II. - ~ liz, II - z, and deher . z 

j Inzllz -Inz·z-jz·r"z", zlnz- z + c ... z(lnz -1) + C. 

2. Fflr. - slnn-lz,IIII_ sinzllzwird II. - (n -1)sinn-1z·coszllz,lI- -coszund 

/ slnnzllz _ -slnn-lZ' cosz -J(-cosz) (n - 1) sinn-liz cos:z;IIz 

- -slnn-lZ' COSZ + (n - 1)/slnn- I Z(1 - slnlz)IIz 

- -slnn-lz. cosz + (n -1)Jslnll - lI zllz - (II - 1)Jslnn:z;IIz, 

IIJ sinnzllz = -sinn-lz· COSZ + (II - 1)J slnn-Izllz 

f cosz· sinn-lz II -1f 
sinnzllz = - n + -n- sinn-Izllz. 

Das Integral J sinn Z liz kann also nieht sofort gelOst werden, doch wird durch wlederholte 
Anwendung der "RekUISionsformel" der Potenzgrad des sinus immer um 2 erniedrigt, bis schliell-
lieh J sinOzdz -/ dz ... z + C oder !sinzdz = -cosz + C erhalten wird. 

4. Einfiihren einer neuen VeriinderHchen. Oft gelingt es, das gesuchte 
Integral durch Einfiihren (Substitution) einer neuen Veriinderlichen auf ein 
Grundintegral (S. 77l zurUckzufiihren. 

fz~ 1 
Belsplele: 1. J- 1-zl; setztman.=1-zl. sowlrd /I,=-2:z;4z. zdz-- 2 d 

j 4. 1 jll. 1 1 ,r.--::; 
and damlt J- - 2. = - 2 .. = - 2 In .... - 2 1n(1 - zI) + C = -In r1 - :z;' + C 

2.f,m~dZ -f .. · d. = ...!..f"l1l = ...!.., .... ...!.., .. ~ + c. 
III III III III 

d) Integraiformein. 
~ • t 

1. }(a + h)" ax = (n+1).b (a+bx)"+l+,c, n '* - 1 (vgl 2), 

sonst beliebig. 

f ax 1 1 
2. a + h = b . In (a + h) + c = b . Inc (a + bx) • 

f ax 1 f ax 1 
3. ZI = - z + c • 4. (a + bx)1I b(a + bx) + c • 

5. fax = 1 arctg(d£.x)+c 
a + bx. Yab r a 

fijrab>O. 
6. fax = _1_ • In / fab + bx I + c 

a - bx· 2Vab fab - bx 

7. = -= arc tg -= + C, wenn ae > bi f ax 1 b + ex 

a+2bx+ex2 fae-bl fae-bl 

= In +C,wennb2>ac 1 \fb2 -ae-b-ex/ 

2fb2 -ac IVbll-ac+b+ex 
t ... ---- + C, wenn hI = tile. 

h+ex 

8. fax = arcsin~ + C = -arccos~ + c1 • 
yal- Xl a a 

9. r ax = In (x + yx. ± aB) + C. 
J yx· ±all 

10. Yxl ± a l ax = - yxl ± all ± - In{x + y'X2± aB ) + C. f x ~ 

2 2 
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11. J!a l - X2 • dx = - ya'i - Xl + - arcsin - + C • ! ,-~-- x as x 
2 2 '.. a 

12. !lnxrJx=x(lnx-1l +C. 13. !em'dx=~em.+c. 
14. f@Sinxdx = ~ofx + C; 15. f ~oix. dx = @Sinx + c. 

16. JSinZxdx = -+Sin2X + .-~.x + C. 

17- Jcoszx dx = ~ sin2x + -~- x + C. 
4 2 

18. sin"x cos x dx = ----- + C· n =1= -1. ! sin"+lx 

n + 1 ' 

79 

19· j"SinnX dx = - cos x • :n"-l,,: + n: 1 J sin"-Ix • dX.) n ganz 
und I sinx. COS,,-l X n - 1 J 

20. cos"x dx = n + --n- cos·-1x. dx. positiv. 

I cosmx ! sinmx sinmxax = ---- + C. 22. cosmx.dx = --- + C. 
m m 

21. 

f · d cos(m + n)x cos(m - n)x C 1 
smmxcosnx· x=- ( ) --(---)-+ 2m+n 2m-n 

! sinem - n) x sin(m + n) x 
sinmxslnnx.dx= 2(m-n) - 2(m+n) +c j m=l=n. 

! sin(m - n) x sin(m + n) x 
co.~mxcosnx· ax = ----- + ------ + C 

2(m - n) 2(m + n) 

23. 

24. 

25. 

26. ftg x dx = -In cosx + C. 27. Jctgx dx = lnsin x + C • 

28. I ~x = In tg ~ + C . 29· I~ = In tg (~ + ~) + C • 
smx 2 rosx 4 2 

30. r dx = tg~ + C. 31. I dx = - ctg~ + C • 
. 1 + cosx 2 1 - cosx 2 

32. J x" e' dx = x" eZ - n J x .. - 1 eZ dx; n ganz und positiv. 

I .. . b d e"(a sinbx - b cosbx} + C 
33. e sm x x = a2 + b2 • 

! b d eU(a cosbx + b sinbxl + C 
34. eU cos x x = a2 + b2 • 

e) Bogenliinge von Kurven. 
l. Orundformel. Um die Bogenlange A B einer Kurve zu berechnen (Fig.49l, 

zeichnet man in diese ein Sehnenpolygon ein und bestimmt die Lange aller 
Sehnen. Del UnteIschied der Lange des betrachteten 
Kurvenstiickes und der Lange des Sehnenpolygons 
wird, wie die Anschauung zeigt, um so kleiner wer· 
den, je kleiner die Lange der Sehnen und je groBer 
die Anzahl der Zwischenpunkte gewahlt wird. 

Die Lange des Bogens ist daher gleich dem Grenz· 
Fig. 49. 

wert, dem sich die Summe der Lange des Sehnenpolygons nwert, wenn die An· 
zahl der Sehnen unbegrenzt wachst und die Lange aller Sehnen gegen Null strebt. 



80 Math~matik. - Differential- und Integralrechnung. 

Wachst z run dz ~ Az, so wachilt das Sebnenpolygon (Fig. 50) um die 
Strecke P PI = AI, die Lange der Kurve um das Bogenstiick pp;. = As. 
Wird LI z kleiner und kleiner, so sollen sich nach der angegebenen Erklarung 
beide Werte i=er weniger unteIScheiden: es ist 

r As 
A1~oTt=1. 

Aus Fig. 50 ergibt sich: Al = 1/ A Z3 + LI ya = 1/1 + (A y/ LI Z)2. LI z. Es ist also 

As/Az = As/AI. AI/Az = As/AI. 1/1 + (Ay/Az)a. 

Beim Grenziibergang wird mit lim LlA sl = 1 
Az-~o 

Lly dy 
und lim - = - = }l(z): 

Az~oLlz dz 

ds/dz = 1/1 + (dy/dz)2 = 1/1 + y/2(Z) oder ds = 1/ dz2 + dy2. 

Fig. SO. Fig. St. 

Nach der Erklarung des besti=ten Integrals ist die Lange des Bogens AB 
(Fig. 50) b 

s =jv1 + ",adz. 
a 

Die Lange ds des Bogenelementes 1st gleich der Strecke, welche die be
grenzenden Ordinaten von der Tangente im Punkte P abschneiden, da 
ds = y dz2 + dy· 1st. 

Beispiel: Es ist die BogenHlnge der Para bel zu bestimmen; Gleichung der Parabel 
(Fig.Sta) • d 6 

Y ~ 6· ~ also :JI'= _3:'.. = 2. - • Z 
al dx ai' 

Setzt man 
s= JVt + 4!:z~dZ= a~JVa'+4b'X'dZ. 

so wird 
a'=p', 46'z'=:', 26z=., dZ=::, 

Nach (10) S. 78 ist 

I JI """'_.-s = - -l'P' + ,'d •. 
a' 26 

s = _1_ { ~ Vp' + .' + P:... In (. + Vp~i')} 
2 a'6 2 2 

I [2b" ,~-- a' ( -_._-)]" - -'6 - va' + (26z)' + -In 2 6z + Va' + (26z)' . 2a 2 2 0 
Elnsetzen der Grenzen ergibt 

s =.!. Va' + 46' + ~{ln(26a + a"j-"'ii+ Hi) -Ina'} 
2 4b 

s = - va' + 46' + - ·In - + - va' + 46' . f,~ a' (2b f,~) 
2 4 b a a 

Angeniihert ist [ 2 (6)' 2 (b )'] sFI:la 1+- - -- - , 
3 a 5 a 

wenn 61a klein 1st. Dlese Forme! gilt auch filr einen beliebigen f1achen Bogen, Fig. 51 b, wenn 
a die Sehne, 6 die HlIhe des Bogens ist und in der Klammer a durch a/2 ersetzt wird. 
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2. Die Parameterform der Kurve x = x(t) und y = y(tl liefert (S.68) 
da; = x(t)dt und dy = y(t)dt, d.h. ds2 = (&:2 + y2)dt2 oder 

s =!V&:U +·Pdt. 

Beispiel: Es 1st die Uinge des Bogens der gewOhnllchen Zykloide zn berechnen. 
Die Gleichung der Kurve lautet In Parameterform (S. 118): 

:t: = r ('I' - sincp) ; y = r (1 - cos '1') , 
folglich ist 

z('P) = r(1 - COS'P); y(cp) = rslncpllcp; 

4s' = (r'(1 - cos '1') , + r' oln''Plllq:' = 2r'(1 - cos '1') Ilcp' = 41' sin' 1'. ·Il'I"; 
2 

S = filS = f2r slnt dcp = 4r (-cos !f): = 41(1 - cos t)· 
Rollt der ganze Kreis ab, d. h. wAchst 'I' von 0 bis 2:n:, so wird 

s = 4 r (1 - cos:n:) = 8 r . 

3. Die Polarkoordinaten (S. 90, Fig. 60) Hefem 

x = r(tp) cos rp und Y = r(tp) sin '1', 

wobei , eine Funktion von 'I' ist. Folglich ist 

x'{tp) =-r{tp} sintp + r'{tp} costp = -,sintp + r' costp, 
y'{tp) = r{tp) costp + r'{tp) sintp = rcostp +r'sintp. 

Daher ist nach 2 

dsz = {[x' (tp)]Z + [~l (tp)]2}dtpz = [r (sinztp + cos2 tp) + rf%(sinztp + cos2 tp)] dtp2 

oder ds2 = (r2 + r'2) dtpz = ,2 dtpZ + dr, 

s=!Vrz +r'2dtp. 

Beispiel: Aus der Gleichung der logarithmisehen Spirale (S. 121) , = II' emrp folgt 

, dr tn'p 
r=··-~=a11lc , 

d'P 

'I' 

[ a"V1+ "" m",] afl + m' I"'", ) r - a ,,..---;--:::, 
~ --",-- c = --",--.c - 1 = -----;;- yl + '" . 

o 

f) Oberfliche und Inhalt von Umdrehungskiirpem. 
I. Die Oberfliiche einE's Korpers, der durch Drehung der Kurve y = t (x) urn 

die y-Achse entsteht, wird in der Weise berechnet, daB almlich wie bei der Be
stimmung der Bogenllinge einer Kurve (S. 79/80) 
in die Kurve ein Sehnenpolygon eingezeichnet 
wird. Nimmt y urn A y zu, so wachst die 
OberfHlche 0* dieses Ersatzkorpers urn 

x + (x + Ax) 
.10* = Al • 2:l ------, 

2 

denn .10* ist der Mantel eines Kegelstumpfes 
(S.162) mit den Radien x und (x + Llx) und 
der Mantellinie LIt (Fig. 52). 

1st 0 die Oberfliiche des Umdrehungskorpers, 
. At 

L1~~O As ~ 1, 

Fig. 52. 

. r .10 
so wlrdL1i~oAO ... =1, 

::'0 = A~.~.AO* = .10 '~'2n(x+~) 
As .10'" As Al AQ'" As 2 

Taschenbncb fUr den Maschinenbau. 9. Anfl. I. 6 
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und daher, wenn man zur Grenze iibergeht, 

dO!ds=2:u; oder O=2:rfxds. 

Bei Drehung der Kurve um die x-Achse (Fig. 53) wird entsprechend 

O=2:r!yds. 

Beispiele: 1. Oberfliiche der Kugel. Der Kreis, Fig. 54, wird urn die x-Achse gedreht. 
Dann wird ds=rd<p, :y=,sin<p und damit fur die Kugelkappe 

<p 

0=2" j:Yd S = 2""jsin<p d<p = 2",,' (- COS']') I ~ ~ 2"" (v - 'COS<p) - 2"" lJ" 
o 

y 

l 
b 

Fig. 53. 

x 

wefur allch mit 2, II:. ~ a' + 1J~ geschrleben 
werden kann: 

0=", (a' + irl. 
Filr die Kugel z 0 n e als Differenz zweier 

Kugelkappen foIgt, Fig. 54, 0=2""(,,,- ",) 
=2",,, (vgl. auch 5.163) und fur die ganze 
Kugel mit h= 2r 

0=4",,'. 

2. Oberllache des Drehparaboloids bei Drehung um die x-Achse (Fig. 53). Die Gleichung 
der durch den Punkt mit den Koordinaten x=a und :y=b gehenden Parabellautet 

:Y-bV~' 
Damit wlrd 

:y'= _b_ nnd 0 ~ 2",j:YdS = 2"'j:YY1 + y"dx 
2Yax 

ja Ix I-V bj"-
- 2", b V - I 1 + -- dx = 1C - l'4ax + b' dx. 

a r 4ax a 
o 0 

Mit • = 4 ax+ bl , d. h. d:= 4 adx folgt 

", b ! '/ ", b 2 '/ "b [ 8' 1" 
0= 4Ii' ,'d.- 411" 3"' z', = 6a' (4"x + b') "Jo 

oder 
0= ::' [(4a' + b')'!' - bl ] • 

1st der Parabelbogen sehr flach, also alb klein, so 1st 

2. Der Rauminhalt eines Drehkorpers. Der Zuwachs LfV des Volumens 
(Fig. 52) liegt zwischen zwei Zylindem mit den Radien x bzw. x + Lf x und der 
Hohe Lf y . Es ist also 

:r • x2 .. A y < A V < n (x + A X)2 • A Y 

oder :r.x2 < AV!Ay<n(x+Ax)2. 
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Durch Obergang zur Grenze wird lim :n: (x + J x)2 = :n: xl!: es ist daher der 
Grenzwert von JVjLJ" J z-~O 

dV 
_=:n:X2, dV=:n:x2 dy oder V=:n:!x2 dy. 
dy 

Bei Drehung um die x·Achse wird entsprechend V = nfy2 dx. 

Beispiele: t. Inhalt eines Drehparaholoids. Wird die Parabl>l )' = b V~ (Fig. 53, Bel· 
spiel 2, S. 82) urn die :r-Achse gedreht, so fol;;t a 

x:::: a a a 

V="j"'dZ -"f~'ZdZ="~' "2'.\ ="a~, a a 2 2 
~ = 0 0 0 

d. h. der RaumiuhaIt des Drehparaboloids ist baIb so groB wie der Raumiuhalt des Zylinders, 
der durch Drehung des Rechtecks mit den Seiten a und b um die x·Achse enlsteht. 

2. Inhalt eines Drehhyperholoids. Die Hyperbel ;;- - ~ = t wird urn die y·Achse 

gedreht (Fig. 55). Der RauminhaIt zwischen den Ehenen y=h und y=-Is ist zu bestimmen: 
h h 

V =" jX'ay = "a'/(H ~)dY=2"a' [H 3~~l = 2""'''(1+ 31>;.) . 
-h 0 

yl Xl 112 r2 
Da aus der Hyperbelgle!chung iJI = at - t, also b' = ;. - t folgt (s. Fig. 55), wlrd 

V _ 2na'/o (1+ -"'- - _1_) = 2n!' (2 a' + ,'). 
3a' 3 3 

Filr , = a erhalt man den RauminbaIt V = na" 2 " ~in<!s Zylinders 
von der Hohe 2 " und dem Grundkreisradius a; fur a = 0 folgt der 
Raumiuhalt des Doppelkegels (Fig. 55 gestrichelt) zu 

V='!.n,'·2h. 
Oberflache und Inhalt von Umdrehungskorpem kon

nen auch mit Hilfe der Guldinschen Regel (S. 164) er
mittelt werden. "Veitere Anwendungen der Integral
rechnung enthiilt der Abschnitt Tragheits·, Widerstands
und FIiehmomente ebener Flachen (S. 369). 

g) Integralkurven. 

Fig. 55. 

Auf S. 71 war gezeigt worden, daB die erste Ableitung von y = I(x) wieder 
eine Funktion y' = t' (x) von x ist, die, zeichnerisch dargestellt, die Differential
kurve liefert. Die entsprechende Aufgabe fUr die Integralrechnung lautet: 

Gegeben ist y = I(x), und es ist die Funktion 

F(x} = l/(X) dx 

zeichnerisch wiederzugeben: diese Kurve heiBt die Integralkurve zu y = /(x). 
Da bei der Integration eiDe willkiirliche Konstante hinzugefUgt werden kann, 
ist die Aufgabe zunachst unbestimrnt: Es gibt zu Y = I(x} unendlich viele 
Integralkurven. So ist z. B. fUr y = x (Fig. 56) F(x} =lxdx = Ijaw + C. 
Der Wert C kann jedoch aus der Bedingung, durch welchen Punkt die Kurve 
gehen soil, bestimmt werden. 1m Beispiel sei F = 1 fUr x = O. Dann ist 
F(x} = Ij2w + 1 die einzige, die "Anfangsbedingung" F = 1 fiir x = 0 erilil
lende Integralkurve. Bei technischen oder physikalischen Anwendungen, die 
nur eine Lijsung zulassen, muB die Anfangsbedingung aus der gestellten Auf· 
gabe ermittelt werden. 

Aus F (x) =11 (x) d x folgt F' (x) = f (x). Es kann also die gegebene Kurve 
I(x} als Differentialkurve von F(x) aufgefaBt werden. Geometrisch ausgedriickt 
bedeutet dies, daD die Neigung der Tangente an die Integralkurve durch die 
Ordinaten der gegebenen Kurve gemessen werden kann (S.71). 

6· 
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Die Geschwindigkeitslinie war die Differentialkurve zur Zeitweglinie. Aus 
dem erwiilmten Zusammenhang zwischen Differential- und Integralkurve foIgt, 
daB umgekehrt die ZeitwegUnie aIs Integralkurve der Geschwindigkeitslinie auf
gefaBt werden kann. Ebenso 1st die Geschwindigkeitslinie die Integralkurve der 
Beschleunigungslinie und daher die Zeitweglinie die zweite Integralkurve der 
Beschleunigungslinie. b 

Das besti=te Integral ff(a;) da; = F(b) - F(a) (S.74) liiBt sich auch 
a 

geometrlsch deuten. Der FHicheninhalt F zwischen der Kurve y = I (x) , der 
a;-Achse und den zu a; = a und a; = b gehorenden Ordinaten ist die Differenz 
der zu a; = a und a; = b ge-
horenden Ordinaten der Inte-
gralkurve. In Fig. 56 ist mit 
a = 1 und b = 2 die mit F 
bezeichnete Strecke ein MaB 
fiir den schraffierten Fliichen
inhalt der Kurve y = f(a;). 

Zu der ermittelten. Inte
gralkurve kann man nach dem 

y 
II 

(a.) 

(b) 

(8) 

Fig. 57. 
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erwahnten Verfahren nochmals die Integralkurve G(x) = JF(x) dx bilden, d.h. 
die zweite Integralkurve zu y = t(x). Auch hier muB wieder eine Anfangs
bedingung gestellt werden, damit die Aufgabe nur eine Liisung zulaBt. 

1m obigen Beispiel war F(z)='/,z'+1. Es ist also G(z)=j(,/,z'+I)dz='/,z' 
+ z + C,. Soli z. B. G, = -I fur z = 0 sein, so mull C, = -I sein, d. h. es ist G (x) = '/,x' 
+ z - I, vgl. Fig. 56, drittes Koordinatensystem. 

Anwendungsbeispiel: Der Freitrager der Fig. 57 babe eine stetige Belastung qx inkg/m. 
Da die Querkraft im Punkte 1 des Tragers gleich der Summe samtlicher links von 1 wirken· 
den Krafte ist, so ist 

die Integrationskonstante C, wird Null, da fUr a: - 0 auch Q% gleich Null ist. Die Querkraft
linie ist also die Integralkurve der Begrenzungslinie der BelastungslH,che; sie ist in Fig. 57 b zeich
nerisch dargestellt. 

Die Querkraft Q% greift 1m Schwerpunkt S der sie darstellenden Flache an. Hat dieser 
den Abstand a~ von I, so ist das Biegungsmoment 1m Punkte 1 des Tragers 

M:x; = Qz· ax_ 

1m Punkt 2 ist Qx um JQ groBer geworden, d. h. um die F1ache der q-Kurve fiber Ja:. Der 
Angriffspunkt von J Q, d. h. der Schwerpunkt dieser F1ache, Iiegt zwischen den Punkten 1 und 2, 
d. h. um e' J a: von 2 entfemt, worin e zwischen 0 und 1 liegt. In 2 greift also das Moment an: 

M, = Qx!ax + Liz) + LlQ· da: = Qxax + Ja:{Q% + dQ). 

Dann IstLi Mx=M,- Mx = Lla:{Qx+ dQ), undnachDivisionmitLla:folgt LlLI~'" = Qx + oLiQ. 

Beim Grenzfibergang LI a:~0 ruckt Punkt 2 nach Punkt I, es geht auch • A Q nach 0, und es wird 
x 

Mx = /Qxda: + C,. Der Festwerl C, bestimmt sich aus Mx = 0 fUr a: = 0 IU C, = 0, also 
o x 

ist Mx =/ Qx da:, d. h. die Momentenlinie, Fig. 57c, ist die Integralkurve der Querkraftlinie 
o 

und die zwelte Integralkurve der Belastungslinie; ihre Ordinate 1m Punkte a: ist gleich dem 
Flacheniobalt des fiber a: Iiegenden Teiles der Querkraftflache. 

D· D'ff tlal II h d B' I" tl'y Mx (S 36') I' f rt ch . al' Ie 1 eren g e c ung er lege Ime da:' = - EJx . J Ie e na elOm Iger 

Integration filr den Scndedall des nnveranderlichen Querschnlttes 
x 

dy 1 f '!'x = dx = - EJ Mx dz + C,. 
o 

Der Festwert C, ergibt sich aus den besonderen Bedingungen der Aufgabe; fUr den vorliegenden 
Fall des Freitragers ist z. B. 'P~ = 0 fUr z = I. Die Kurve der Neigungswinkel der Biegungs
linie ist, abgesehen vom Mallstabe und vom Vorzeichen, die Integralkurve der Momentenlinie. 
Urn die Neigung im Punkte x des Trllgers zu bestimmen, ist der Iobalt des liber a: liegenden 
Teiles der M-Flache zu messen und der so gefundeneWert als Ordinate der neuen Linie (Fig. 57d) 
aufzutragen, die noch durch E • J zu dividieren ist. Nach der Regel liber die Vorzeichen (So 363) 
wird durch den Endpunkt dieser Kurve eine Parallele a:' zur a:-Achse gelegt, von der aus die 
Werte '1'% zu messen sind. fJ. ist der Faktor, mit dem die Ordinaten einer Kurve zu multi-
plizieren sind. % 

Durch nochmalige Integration wird die Gleichung y = I'!'x da: der BiegungsIinie erhalten, 
o 

wobei mit y = 0 fur a: = 0 die Integrationskonstante fortfallt; y = I (x) 1st die Integralkurve 
zur Linie der Neigungswinkel. Die Durchbiegnng des Freitragers wird, wenn C, der y-Wert 
fur a: = jist und 1m Abstand C, die Parallele zur a:-Achse gezogen wird 

d = C, - jI {Fig. 57e). 

I 
b) ficwohnlichc DlHcrcntialglcichungcn. 

Eine Gleichung, die zur Bestimmung einer oder mehrerer unbekannter Funk· 
tionen dient, heiBt Differentialgleichung, falls in ihr Ableitungen der gesuchten 
Funktionen auftreten. Sic heiBt gewiihnlich, wenn diese Funktionen nur von 
einer unabhangigen Veranderlichen abhangen, andemfa1ls par tie 11. Die Ordnung 
einer Differentialgleichung ist gleich der Ordnung des hiichsten in ihr auftretenden 
Differentialquotlenten. 
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DIHerentJalgleichungen er.ter Ordnung. I. Die elnfachste Form einer ge
wohnlichen Differentialglelchung enter Ordnung 1st 

Y(x)-f(x). 

y -= [f(reldre 

und enthiilt ala unbestlmmtes Integral (S. 73) die Integrationskonstante C 
(vgl. Abs. g, S. 83). 

Belsplele: t. Es 1st die Differentlalglelchung 

,,' (z) - liZ' + bz + , 
zu integrleren. Alii 'I -/ CllzI + bz + e]IIz folgt 

'I - ~ Zl + ! z, + ez + C 3 2 • 

2. Ein BehAlter fasse Vm'; die Heizschlange babe Fm' Oberflliche; die Aniangstemperatur 
der Flllssigkelt sel 6.·C, die Temperatur der Heizschlange 6,· C, das spezifische Gewicht der 
Fliisslgkelt sei r, die spedfischeWArme c, dieWlirmeiibergangszahl «. Gesucht ist das Wachsen 
der Temperatur 6 aIs Funktion der Zeit I bei ideal isoliertem GeWl. 

Die Wlirmemenge, die in der Zeit "' durch die FlAche F blndurchgeht, bestlmmt sIch zu 

110 - F(6,. - 6) «II'. 
Ver Zuwachs an Wlrmeinhalt 1st 110 - Ve r II 6, und daher 

F(6,-6)«",- Ve r"6 1 II,_Ver~. I_jver ~ 
F« 6,-6' F« 6,-6' 

Setze Vcr_A 6,-6-'1,116--,. dannwlrd 
F« ' 

, --A fll" --A In)' --A In(6,_6)16 --A.1n 6,-6. 
~" ~ 6,-~ 

,-1/.4._ 6,.-6 oder daraUI 6=",_(6,._6.),-1/.4.. 
6,. - 6. 

3. Ein BehAlter mit einem Wasserinhalt von to m" eiDschlle1Ilich des Wasserwertes des 
GefABes soll durch Dampf von tOO· C von to· C auf 80· C erwlirmt werden. Das Kondensat 
f1ieBt mit tOO· Cab. Die HeizflAcbe betrAgt 5 m·, der WArmedbergang 2000 kcaI pro m", • C 
und Stunde. In welcher Zeit wIrd das Wasser die verlangte Temperatur erreIcht baben? 

Mit den Bezeichnnngen unter (2) wird 
to' t • tooo 

V-tO; 6.=tO; 6,-tOOI 6-80; F-S; i-2000; ,,-tOOOI e-t; A= 5 '2000 =t, 

also I--t .in tOO - 80 --ln~-ln~l'tIt,SStunden. 
tOO - to 90 2 

Z. LiiBt sich die Differentialgleichung auf die Form 

y(x) = dy _ (x) 
dx g(y) 

bringen, so kann man sie durch Trennen der Veranderlichen losen. Es ist 

fIre) dre = g(y) dy 
und daher 

If(re)dre -I g(y)dy_ 

Beisplele: t. Es 1st die Differentialglelchnng II"/IIz=z/,, Zu 10seD. Alii 

"II,,=zllz folgt /"II,,-jzllz oder '/,,,·_'/,zI-'/.C·, cLh. zI-y"=C· 
(gle1chseitige Hyperbel). 

2. Es 1st die Gleichung der Adlabate zu entwickeln. Die Zustandsgleichung Iautet 
iI·u-R.T, 

der 1. Hauptsatz 
IIO-c,,·dT+A ·iI·II". 

Da die adlabatische ZustandsAndernng wader Zufllhrung nach Entziehung von Wlirme 
erfardert, 1st dO - 0, d. h. 
0 .. c,,' liT + AiI'II" oder mit A - (ep - c.)/R und Cp/c" - .. ; RIIT = -( .. - t)tld" 

Nach der Zustandsgleichung 1st abel' RIIT - till"",, "IItI, also folgt 

ilII"+,,IIiI--( .. -t)tlII"1 KilII" + "IItI-O; "f~+I": -01 

N In" + lnil-InC odu iI' "N - C-koost. 
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3. Die Differentialgleichung 
y' .. f(y/x) 

lliat stch durch die Substitution I = y/z 100en, Es wird 
y = zz, dy = ,dz + zd, = I(z) dz 

dz dl • f dl dz [f(I) - z] = Zdl, - = --- lnz = ---
Z t(l) - I ' lIz) - I . 

oder 

BeispIel: Ee 1st die Dlfferentialgleichung y - - (z+ 1)/Z zu Integrieren. Mit 1= z: wird 

1111- .lIIz + z." --(1 + .)lIIz, IIIz(1 + 21) =-lIIu, IIIz --~, 
Z 1+2. 

In z - - i In (1 + 2:) + In YC, Z'(1 + 2.) - ZI(1 + 2:) = z· + 2 z1 - C, 

Dlfferentialglelchungen zwelter Ordnung. I. Die einfachste Differential
gleichung zwelter Ordnung ist 

y"(x) ... komt. 

~us ay'/az = C folgt durch Integration 

y'=Cz+C1, 

Durch nochmaliges Integrieren erhiilt man 
und C. die Integrationskonstanten sind. 

Z2 
y = C"2 + Clz + CI , wobei C1 

Beispiel: Nach S. 71 1st die Beschleunigung der zweite Differentlalquotlent des Weges 
nach der Zeit und konstant hei der gleichiOrmig beschleunigten Bewegong, d. h. 

b = III's _ konst. 
1111' 

Die Integration ergfbt 0 - !; = f b 1111 = 0, + b ,; in dlesem Fall 1st die IntegrationS

konstante g1eich der Anfangsgescbwindigkeit v,; durch nochmalige Integration erMIt man 
• - v. I + 11. b j' + '" 

wobei die IntegratiODSkonstante s, der zur Zeit 1=0 zurIlckge1egte Weg 1st, 

Z. Gegeben sei die Differentialgleichung 
y" (x) = f(x). 

Aus ay' faz = I (z). ergibt sich durch Integration 

y' = jl(z) az = Mz) + CII 

)' = jtl(z)az + Clz = ta(z) + C1z + Ca, 
Beispiel:. Die Differentla\gleichung der eJastlschen Linie (5. 363, Fig. 43 d) lautet fOr 

k1eine Durchbiegungen y" (z) = MIEl, 
wobei ] das TrAgheitsmoment des Querschnittes 1st. Fflr einen am Ende mit P belasteten 
FreitrAger 1st M _ - P z , 
wenn z die Entfemung yom freien Ende bedeutet; folglich wlrd fflr unverftnderliches ]: 

111'1 1 Illy 1 f 1 z· 
IIIz' =-E]PZ oder /iZ=- E] PZrJZ-- EJ P 2 +Cl • 

Die GrOBe der Integrationskonstanten C1 ergibt Bich aus den technischen Bedingungen der 
Aufgabe; so verliluft fflr den waagerecht eingespannten FreitrAger die Tangente an die elastlsche 
Linie in der Einspannstelle waagerecht, d. h. fflr z = I wird tg '" = y' = 0 , 

Setzt man diese Werte in die Gleichung y' = f(z) ein, so wird 
1 PI' 1 PI' 

o = - E] 2 + C" C1 = + E] -2-' 

so daB 
y, ___ 1_ Pz'+ _t_ PI' 

2 E] 2E] 
wird. Die nochmalige Integration liefert 

P /'., PI" f P z" PI" 
y=-2E]J Z' rJz + 2E] IIIz --2E] 3+ 2E]z+C •. 

Der Wert der Integrationskonstanten C. ist Null, da fOr z = 0 auch y - 0 sein soli; daber ist 

P PI" PI' (Z t Z8) 
1 = - 6 E] z, + 2 E] z = 2 E] T - 3 j8 . 
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3. Die gegebene Differentialgleichung habe die Form 

y" (x) = fly' (x» • 
• 1 ~ Setze y =:; also.r' = y" = 1(:), d: = /(z) a:o oder d:o = -, folglich f d: f(:) 

:0 = t (:) = /1 (:). JoOst man nach : auf, so wird : = y' = tp (:0) und damit 

f :d: f:· d: Y = tp(:o)a:o. Es folgt auch aus dy = :a:o = --, daB y = --
f(:) /(:) 

=/2(z), und durch Elimination von: aus 11 (I) und /.(1) ergibt sich dann y-/(:o). 

y 

Beispiel e: 1. Gegeben sel die Differentialglelchung 
y"-=a+:v'. 

Setze "'='; ,,"-I', also 1'=10+'; az-~; :z=/~=In("+I)-lnc. oder 
a +. a+z 

a +.-CI8.1:, ,-cle.l:-aj mlt y.= z w!rd 

,,= I-dx -c,ez-ax+ c •. 
c" c. folgen aus den Anfangsbedlngungen. 
2. Es 1st die Differentlalglelchung der KetteDllnle 

zu entwickeln, die mit der Gestalt eines an zwei Punk
ten aufgeMngten Seiles Identisch 1st. Hierbei wird 
vorausgesetzt, daB das Seil keine Biegungssteiflgkelt 
aufweist. Diese Bedingung 1st angeDibert bel einer 
Kette erftlllt. 

1st y das Gewicht der Llngenelnhelt, so hat das 
Bogenelement ao (Fig. 58) das Gewicht y' as. 

Denkt man sich das Bogenelement as heraus
geschnitten und die Spannkrifte Q und Q + aQ in 
tangentialer Richtung angebracht, so mu/3 as 1m 
Gleichgewicht sein. Wird Q in H und v, Q+aQ in 
H + dH uud V + a v zerlegt, so ergibt die erste 
Glelchgewichtsbedingung IH=O: 
H-H-dH=O, d. h. dH=O oder H=konst., 

--'-..,.f--I-:.......:1-----+-+-L---..;)(~ d. h. der Horizouta1zug der Kette 1st unveranderlich. 
Die zweite Gleichgewichtsbedingung I V = 0 

ergibt 
Fig. 58. V+ydo-V-aV=O, oder aV=y·a •• 

Mit a.= Vi +'Y"d:z (5.80) wird V'(:r)=,. Vi +,,". Da y=tg'1'=VIH 1st, wird V=Hy' 
uud V' = H ,,". Durch Gleichsetzen der fIIr V' gefundenen Werre ergibt sich die Differential
gleichung zweiter Ordnung 

A'Y"=Vi+'Y", 

wenn Hly = A gesetzt wird. F1Ihrt man ,'=. ein, so wird A·" = Vi +s" oder a:r/A = d.tYi +.' 
und daher :r/ll=ldztY 1 +s"=In(.+ V 1 +s") + C, (5.78). F1lr den Scheltel 1st Z= 0 und 
'1'=0, also auch tg'1'=y'=.-O, d. h. C,=O. Somitist :r/A=ln(.+Vi+.·)=Q!r<Sln. 

(5.64) oder .=<Slni. Aus ay=. dz folgt durch Integration (5.79) y=/<Sln~dx 
=A@;ol i +C.. Setzt man ,,- A filr :r = 0, so wird C. = 0 und die Ulsung 1st 

z ,,= lI@;ol·jJ"' 

Fflr geringen Durchhang kann die Niherungsformel auf S. 55 benutzt werden. 

Dann ist ,,-Aliol ~ ~ A· [1 + ~(~n = A+z'/2A oder z'=2A(,,- A): Die Kettenlinie ist 

durch eine Parabel ersetzt worden. 

4. Gegeben sei die Differentialgleichung 
y"=_aSy. 

Setze y' = :, d. h. y"=.r' = -aly, oder dz = -aly d:r: und ay = : d:r:; 
beseitigen vond:r:liefertdz = -a·ydylz oder laz = -a2ydy. Integrationgibt 
z2 = -a·y· + C1 • Damit sich reelle Werte fiir I ergeben, muB C1 positiv sein; 
setzt man C1 = aSeS, so wird : = dyld:o = ±ayeS - r und nach Trennung 
derVeranderlichen dyNeS - y. = ±ad:o. Durch Integration folgt nach S. 78 

arcsiny!e = ±a:o + Cs; Yle = sin(C. ± a:o); y = esin(Cs ± a:r:); 
y = e sinCs cosa:o ± e cosC. sina:o. 
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Mit ± c • cosC. = A und c • sinC. = B wiId das allgemeine Integral der 
gegebenen Differentialgleichung 

y = A sina:» + B cosa:l. 
Beispiel: Die Differentialgleichung der elastischen Linie des auf Knicken beanspruchten 

Stabes (Fig. 59) hat die Form 
d'y/dz' = -M/El. 

Fiir den. Punkt Q(z, y) ist M = P Y und daber 
rl'y/dz'=-Py/El=-a'y mit a'=PIE1. 

FolgUch ist y = A sinaz+ B cosaz • 
Da fiir z = 0 auch y = 0 sein muil, Punkt a, so ist ZUDAchst B = 0 und 
Y = A sin a z. Wird die Sehne a c mit a bezeichDet, so muil fiir z = al2 die 
Durchbiegung y - 1 sein, Punkt b, und fiir Z= s, Y = 0 sein, Punkt c. Ein· 
setzen dieser Werte in y = A sinaz ergibt: 1 = A sinas/2 und 0 = A sin a •• 
Nach der letzten Gleichung mull a. =", 4s12 =:1</2 und daber nach der ersten 
Gleichung A -I, mithin y~f sinaz sein. Wird die LAnge der elastischen 
Linie mit I beceichnet und durch den in Fig. 59 gestrichelten Linienzug er
setzt, so ist 

t' FI:l (112)' - (s/2)' = /'i4 - s'/4 = 1'/4 - "':4 a' ~ 1'/4 - ,.' El/4P 
und daber 

I'll' = 1/4(1 - :n'El/Pl') , til - 1/2Vt=-;"F.l/P/'. 
Wird die Eulersche Knickkraft 

K _ "'El/I' 
eingefiihrt (5. 390), so ist 

til - '/, V1 - KIP. 

p 
c 

Fig. 59. 

Hieraus folgt: 1st die Last P kleiner als K, so wird 1 imaginllr; ist P = K, so ist 1 = O. In 
beiden F41len ist keine Durchbiegung mOglich, der Stab beh41t seine urspriingliche gerade Form 
bei. 1st aber P > K, so wird t reell und der Stab knickt aus. 

Diese Herleitung giht nur ein qualitativ richtiges BUd. Denn fiir grOBere Durchbiegungen 
und solche, die die Proportionalitatsgrenze des Materials (5.346) iiberschreiten, die also das 
Hookesche Gesetz (5.346) nicht mehr erfiillen, gUt die Differentialgleichung der elasti&chen 
Unie in der obigen Form nicht mehr. Fiir eine quantitativ richtige NiiherungslOsung muB auf 
die strange Differentialgleichung (! = -c-El/M (5.363) zuriickgegriffen werden. 

5. Gegeben sei die Differentialgleichung 

JI"+2bJl'+a"JI=O. 
Setzt man 1 = ,0< Z und damit y' = 0<,0< Z, y" = 0<,,0< Z in die Differentialgleichung ein, so wird 

,O<Z(",'+20<b+4')=0 oder 0<'+2",b+a'=0. 
Die Wurzeln dieser quadratischen Gleichung sind 

o<,=-b+Vb'-a' und o<,~-i-Vb·-a·. 

Damit sind y, = ,0<, Z und y, = ,0<, Z zwei partikuliire LOsungen der Differentialgleichung. 
1. 1st b'>a', so werden die Werte "'" "" negativ oder positiv, je nachdem b>O oder 

b< O. 1m ersten Fall liegt ein aperiodisch gedampfter Vorgang vor, im zweiten Fall wachst 
y mit zunehmendem z. 

2. 1st b'<a', so werden die Wurzeln komplex, d. h. "" = -b+i", "',= -b- iJ, wo 
d = Vbi-=-,.., und damit 

1, =,-bz ,idz = ,-ba:(COSda:+isindz), 

1. =,-bz ida: =,-b Z(cosda:- i sindz). 
Weitere partikullire LOsungen sind dann 

1, = (y, +y,)/2=,-bzeosdz , 1.-(1,- 1,1/2i=.-hsinJ a:. 

Das allgemeine Integral ist, wenn C, und C. Integrationskonstanten sind, 

1=C,y,+ C,y,=,-bz(C, cosJz+C,sindz). 

Mit C, = C • sin. und C, = C • cos,, also C und 8 als Integrationskonstanten kann auch ge-
schrieben werden y=C,-hsin(dz+ 8). 

Es ergibt slch dann ein periodisch gedampfter oder periodisch apgefachter Vorgang, je aach
dem b>O oder b<O. Vgl. Fig. 127, S.124, fiir b>O. 

Beispiel: Differentialgleichung der freien gedampften Schwingung von einem Frelheits
grad: Eine Masse '" bange an einer Feder mit der Rl1clfstel1kraft c kg/em und werde in Schwin
gungen gesetzt. AI. Dimpfulll!Skraft wirke der Bewegung aine der Geschwindigkeit proportio
nale Kraft k • ds/dt entgegen. Dann lautet nach dem Grundgesetz von Newton (S.219) die 
Bewegungsgleichung . 

111 d,.jdt' = - cs - k ds/dt oder d's/dt' -I- 2(! ds/dt + ("~ = 0, 
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wenn II/2m = e unci e/m = ro~ gesetzt wird. Dann folgt nach obigem: 

,= C· ,-et sin(ro' +s), worin ro = rro! - e' - V;; -(2~r 
1st (!, d. h. II = 0, so wird ro = ro, = yCjm gleich der FrequeDZ der ungedampften Schwingung 
(S.236). 1st (! klein, d. h. II klein gegeniiber m, so 1st ro ~ ro,. 

SoU fUr I = 0 der Anfangsweg s = 0 und die Anfangsgeschwlndlgkeit 11-11. seIn, 80 wird 
.=0 und aus fJ=lls/1l1 (s. u.) folgt C=fJ.!ro, d. h. 

, _ .!!. ,-el sfnro'. 
ro 

(Gegendber der Fig. 127 nach rechts verschoben.) 
s wird gleich 0 fUr sinrol=O, d. h. bel ~-O, Io-n/ro, Io-2n/ro usw., dieSchwingungs

dauer 1st T ~ 2n/ro. 
Maxima und Minima ergeben slch aUI 

II, .. .!!. e-(!t (-(!s1nrol + roC08mlj _ 0 oder tgro' _ m/(!. 
III ro 

Diese Gleichung Iiefert ~en Wert t~, fUr den rol~ = arctgro/(!, und ferner die Werte 
rol: = rol~ + n, rol: + 2,., ... , also If =I~ + n/ro, I: = I~ + 2n/ro, .... 

Die absoluten Maxima folgen einander in den Abstiinden der halben Schwiilgungsdauer, 
so daB sfnrol~ =Isinrol: 1 = Isin(ool~ +n)1 = 1 sin 00 (Ii + T/2)1. 

Das Verhiltnis der Absolutbetrage zweler aufeinanderfolgender GrOBtaUlschlige 1st dann 

'1: s, - (C, ,-(!I:.) : (C, ,-I! (t, + ,,/ro») _ ,£m/ro. 

Der natllrllche Logarithmus dieses Verhiltnisses, d. h. ,,= In(sJs,) = (!n/ro - lin/2m m heiDt 
"Iogarithmisches Dekrement". Filr k1eine Werte kim 1st "~lIn/2mm, - IIn/2~; 

V. Analytische Oeometrie uod Kurveolehre. 
Bearbeitet von Dr.-Ing. W. Meyer zur Capellen. VDI. Aachen. 

A. Punkt und gerade Linie in der Ebene. 
a) Punkt und Gerade. 

I. Die Lage eines Punktes PI ist durch die Angabe seiner rechtwinkligen 
(kartesischen) Koordinaten :1:1, "1 bzw. durch seine Polarkoordinaten "1 und 9'1 
y eindeutig bestimmt (Fig. 60). Die positive Richtung der 

Achsen ist durch einen Pfeil gekennzeichnet. Man nennt 
:1:1 die Abszisse und "1 die Ordinate des Punktes PI' 

Sind :1:1' "1 und :1:2, "s die Koordinaten zweier Punkte 
PI und Pa' so ist ibra Entfernung I bestimmt durch 

1= ¥(:l:a - :1:1)1 + (". - "1)· • 

z. B. 1st fiir P 1(:l:I=+7; "1=+4); p.(:1:.=+2; 
'"*----l>'---+~-~,x "2 = -8) oder PtC?; 4); P.(2; -8): 

Fig. 60. I = ¥[( + 2) - (+ 7)]2 + [(-8) - (+ 4)]· = t3 • 

Z. Teilt man die Stracke PI Pa innen 1m Verhiiltnis m: n, so sind die Ko
ordinaten :1:., ". des inneren Teilpunktes 

m:l:2 + n:l:t m,,_ + n"l 
:1:. = m + n ; ". = m + n . 

Fiir die Koordinaten :1:., ". des auBeren Teilpunktes ist n durch -n zu ersetzen. 
3. 1st I¥ der Winkel, den PIP. mit der positiven Richtung der :I:-Achse 

bildet. so wird 

I¥ liegtzwischenNull und tSO°. 

tgl¥ = ". - "1 . 
:I:.-:I:t 

Die Strecke Pl (2; -6) P,(-4; 1) schlIeBt mit der posItlven R1chtung del' ~-Achse ent-
sprechend 1 - (-6) 1 + 6 7 

tg<¥ - --- - -- = - -=-1,1667 
-4- 2 -6 6 

den Winkel (TabeUe S.27) '" = 180° - 49,4° = 130,6°. 
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b) Inhalt eines Dreiecks. 
Sind Pl (:1;1' Yl)' p. (:1;2' Y.), Pa (:I;a, Ya) die Koordinaten der Eckpunkte des 

Dreiecks, so ist der Inhalt :1;1 "1 1 

F = 1/.[:1;1("2 - Ya) + :I;2(Y3 - Yl) + :I;a(Yl - "2)] = l/s :1;2 "a 1 
(s. Determinanten S. 38). :1;3 "3 1 

F wird positiv, wenn der Umfabrungssinn des Dreiecks positiv ist, d. h. die 
Punkte P l , P a und Pa entgegengesetzt der Bewegung des Uhrzeigers auf
einanderfolgen. 

c) G1eichung einer Kurve. 
1st eine Kurve gegeben und will man ihre Gleichung ermitteln, so gibt man 

einem beliebigen Punkt P der Kurve die Koordinaten :I; und " und versucht, 
eine Beziehung zwischen diesen Koordinaten zu finden. 

d) Die gerade Linie. 
l. Sind :I; und " die Koordinaten eines Punktes und ist die Richtung durch 

den Neigungswinkel IX der Geraden gegen die :I;-Achse (tglX = m) gegeben 
(Fig. 61), so lautet die Gleichung der Geraden, die auf 
der y-Achse das Stiick b abschneidet; !I 

" = m :I; + b (Normalform) •. 
Der Neigungswinkel der Geraden gegen die x-Achse 

ist gleich dem Winkel, urn den die positive Richtung ...",.c...~4---f-!.-L-..,x~ 
der :I;-Achse nach der positiven Richtung der y-Achse 
hin gedreht werden muB, damit sie in die Richtung 
der Geraden £allt. 

Fig. 61. 

m = 0 ergibt Y = b als Gleichung einer Parallelen zur :I;-Achse, 
b = 0 ergibt Y = m:l; als Gleichung einer Geraden dUrch den Koordinaten

anfangspunkt, 
:I; = a ist die Gleichung einer Parallelen zur y-Achse. 
2. Geh t die Gerade durch den Punkt P 1 (Xl' Y1)' und ist m = tg IX ihre 

Richtungskonstante, so heiBt ihre Gleichung: 

y - Y1 
---=mj 
X - Xl 

geht die Gerade durch die Punkte P1 (Xl' Y1) und P2(xa, Ya), so wird 

"1- "2 Y-Y1=--(X- Xl)' 
Xl - Xa 

Sollen die drei Punkte P 1, Pa, Pa auf einer Geraden liegen, so muB die Determi
nante unter b) verschwinden. 

3. Schneidet die Gerade auf der x-Achse die Strecke a, auf der y-Achse 
die Strecke b ab, so folgt (Fig. 61) mit 

m = tglX = bf( -a) = -b/a 
:I; Y 
II + 'b- = 1 (Abschnittsform). 

Lost man die allgemeine Gleichnng der geraden Linie 

Ax+By+C=O 
nach y auf, so entsteht die Normalform; formt man 
sie urn, daB rechts +1 steht, so entsteht die Ab
schnittsgleichung. 

Fig. 62. 

4. 1st fJ der Winkel, den das Lot vom Ursprung aus lIuf die gerade Linie mit 
der positiven x-Achse bildet, und ist I die Llinge des Lotes (Fig. 62), so wird 

g; cosfJ + y sinfJ - 1=0 (Hessesche Form). 
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Man erhiilt diese aus der allgemeinen Gleichung durch Division mit A= YA2+ B2: 
ABC 
T:I:+TY+T=O. 

Hierbel 1st der Wurzel eln solches Vorzelchen zu geben, daB 

I = -CIA 
posItlv wlrd. Die Gr611e des Winkels {J wIrd mit Hilfe von 

tg{J = BIA; cos{J = AlA; am{J = BIA 
bestimmt. list stets posltiv; {J liegt zwischen Null und 360°. 

S. Man findet den Abstand P eines Punktes PI (:1:1' Yl) von einer Geraden, 
Fig.62, indem man die Hessesche Normalform der Geraden mit -1 multi· 
pliziert und fiir :I: und Y die Koordinaten des Punktes PI einsetzt: 

P = -(:1:1 cos{J + Yl sin{J -I); 
p wIrd positiv, wenn der Punkt PI und der Koordinatenanfangspunkt auf der· 
selben Seite der geraden Llnie liegen und wird negativ, wenn die Gerade zwischen 
beiden Punkten verliiuft. 

6. Der Winkel a, den lwei gerade Llnien 

miteinander bilden, erglbt slch aus' 

tg a = "'2 - m1 • 

1 + ml "'2 

Die Geraden sind parallel (tJ - 0), wenn"'2 - ml 1st; sle stehen senJaecht auf· 
einander, wennml"'t - -1 ist. Die Koordinaten :1:0' Yo des SchnlttpunktesPo 

1] 

dieser Geraden ergeben slch, da Po belden Ge
raden angehiirt, aus den beiden Gleichungen 

'0 = ml:l'o + bl ; Yo = "'2:1'0 + b2 • 

e) Umwandlung der Koordlnaten. 
Om die Glelchungen von Kurven zu verem

~"'-+-<-j-Io-"--~.r~ fachen, 1st es hiiufig zweckmiJ3lg, sie auf ein 
anderes Achsenkreuz zu bezlehen. Die Koordi
naten elnes Punktes in bezug auf das alte Achsen
kreuz selen :1:, Y, in bezug auf das neue ~, '1 
(Fig. 63). 

1'1g.63. 

I. Das zwelte Achsenkreuz liege parallel zum ersten. Die Koordi
naten des neuen Anfangspunktes in Beziehung auf das erste Achsenkreuz seien 
a und b, dann ist: + to b + :I:=a !O; Y= '1; 
oder ~ =:1: - a; '1 = Y - b. 

Z. Erschemt das zweite Achsenkreuz unter Beibehaltung des An
fangspunktes gegen das erste urn den Winkel {J gedreht (Fig. 63), so ist 

:I: = ; cos{J - '1 sin{J; Y = ~ sin{J + '1 cos{J 
oder ~=:l:cosp+ysinP; '1=-:l:sinP+ycosp. 

3. Sollen die Parallelkoordinaten :I: und y eines Punktes P durch die Po
larkoordinaten r und tp ausgedrUckt werden, so ist fiir den Fall, daB der Pol 
mit dem Anfangspunkt und die Polarachse mit der positiven :I:-Achse zusamlllen-

fallen: :I: = r costp; Y = r sintp; r = Y:l:2 +y2 (Fig. 60). 

Belsplele: i. Die Gleichung der Kurve ,,= (1 - z)/(1 +z), bezogen auf eln Achsenkreuz, 
dessen Ursprung die Koordinaten " = - 1, b = - 1 hat, ist zu bestimmen. 

Eslstz=-1+~; ,,=-1+'1; also _1+'1=1+~-~ oder ~''1=2 (gleichseitige 
Hype;rbel, S. 106). 
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2. Die Lemnlskate (Schlelfenkurve) (Flg.64) 1st der geometrlsche Ort aIIer Puokte P, fi1r 

die das Produkt der Abstande von zwei festen Punkten F, nnd FI den konstanten Wert I" hat, 
wenn OF, _ OF, = I gesetzt wird. Mit 0.4, = 0.4, = II 

=IY"2 wlrd 
(s' + y')'- .. '(z'- y'). 

Filhrt man Polarkoordlnaten eln, so wlrd mit z =, cos rp, 
y = r sincp, z' + y' = F': 

,t ,= ,,',' (cos'.p -sln"p)= 0I','cos2cp, 

d. h. r' - a' cos2cp - 0 oder , = II YCOS2cp. 

f) MaBstab der Darstellung. 

Pig. 64. 

1st y In Irgendelner Weise von z abhAnglg, so aagt man, "y 1st elne Funktlon von z" nnd 
schreibt y=1(Z) oder, wenn die Gle1ehnng nleht nach y aufgelOst 1st, F(z, y) =0. 

Jedes physikallsche Gesetz stellt elne Bezlehnng zwischen physikaJisehen GrOlIen dar nnd 
gibt ihre Abhiingigkelt voneinander an. Das Ohmsche Gesetz U = Rl besagt: die Spannnng U 
ist direkt proportional dem Widerstande R nnd der Stromstarke 1; betrachtet man R aIs kon· 
stant, U nnd I a1s veriinderliche GrOBen, so 1st U nur von I abhiingig, d. h. U ist eine Funk· 
tion von 1. Die Gleichnng U = Rl 1st vom ersten Grade, ihr zeichnerischer Ansdrucl< eine 
gerade Unle, die, wle der Vergleieh mit y = HI Z zeigt, durch den Koordinatenanfangspunkt geht. 

Will man die Abhiingigkeit von I nnd U zelehneriseh 
wiedergeben, so wlrd e1n MaBstab f1lr diese DarsteJlung not· 
wendig: II mm anf der z·Achse sollen I. Amp., b mm auf 
der y·Achse U 0 Volt darsteJlen (Fig. 65). 

Um der Kurve die zusammengehOrigen Werte I und U 
entnehmen zn kOnnen, sind die gemessenen Strecken mit 
dem jeweiligen MaBstab zu multiplizieren. 1st z. B. die Ab· 
szisse eines Punktes z, mm lang, die Ordinate y, mm, so 
wlrd die Stromstiirke 10 Amp. (Z"lo) J. = z. mm' .. mm = -,,-- Amp.; 

die Spannung 
Uo Volt (y, • Uo) V It U,=y,mm' bmm = -b- o. 

V 
I/O 

100 
x-

Pig. 65. 

200 A 

Mit den MaBstaben fOr beide Achsen 1st auch das NeigungsmaB '" der Geraden festgeJegt. 
Aus U, = I,R folgt 

R=U,=y,Uo:z,l. oder m=tg"'_-~=R'~o.~. 
I, b II Z, D. /J 

Beispiel: Eine Speiseleitung sel 1200 m lang, der Querschnitt betrage 120 mm'; der 
Ohm . 

Widerstand ist R - 0,146 kID . 1,2 km = 0,175 Ohm. Der Spannangsabfall U als Funk1ion 

der Stromstllrke 1, d. h. U = lR, gibt eine Gerade dureh den Anfangspunkt (Fig.65). MaB· 
stab der z-Aehse: 1 mm = 10 Amp.; MaBstab der y-Achse: 1 mm = 2 Volt. Das Neigungs
mal3 m der gezeichneten Geraden ist 

m = tg", = 0,175 .10", ", = 0.875. 

wonach die Gerade leicht gezeichnet werden kann (Fig. 65). 

B. Krumme Linien in der Ebene. 
a) Allgemeine Sitze und ErkJirungen. 

I. Sind x und y die laufenden Koordinaten, so lautet die Gleichung der 
Kurve in Parallelkoordinaten: " = I (x), 

wenn die Gleichung nach y aufgel6st ist (expJizite Form); 

F(x,,,) = 0 , 
wenn die Gleichung nicht nach y aufgel6st ist (implizite Form). Mit r und cp 
als Koordinaten des laufenden Punktes erhlilt man entsprechend fiir Polar· 
koordinaten: r = f(cp) bzw. F(r, cp) = O. 

F..s ist haufig bequemer, statt der impJiziten Form bzw. der expliziten Form 
die Gleichung einer Kurve mit Hilfe einer dritten Veriinderlichen t, die Para· 
meter heiDt, zu entwickeln. Die Gleichung I(x, y) erscheint in zwei Einzel· 
funktionen x=x(t)=/1(t) und' y=,,(t)=/2(t) 

aufgel6st, wobei 11 (t) und la(l) irgendwelche Funktionen des Parameters sind. 



94 Mathematik. - Analytische Geometrie und Kurvenlehre. 

Z. B. lautei die Scheltelglelchung des Krelses mit dem RadIus II fUr Parallel
koordinaten (vgl. S. 98, Fig. 76): 

oder: 
yB -'- 2Rz + Zl = 0, 

Y = ± y'2Rz- Zl, 
, - 2R cos '1' = 0, 

, = 2R cos '1', 

F(z, y) = 0 

y .... fez), 
F(" '1') .... 0,· 

, = 1('1')' 

II/=R(1 + cost), y = Rsinl, 11/ = fl (I) , 'I = 1.(1) • 

Z. Liegt eln Punkt PI (zl' Yl) auf der Kurve, so mtissen seine Koordinaten 
der Gieichung der Kurve geniigen, d.h. die Gieichungen F(ZI' Yl) = 0 oder 
Yl = 1 (zl) oder F('I' '1'1) =0 oder '1=/('1'1) oder ~= 11 (t1), Yl = f.(t1) mtissen 
erfiillt seln. 1st z. B. PI ein Punkt des Kreises (1), so geiten fiir die Koordinaten 
zl' Yl bzw. '1' 'PI die Beziehungen: 

z~ - 2R zl + yt = 0, Yl = ± y'2Rzl - zf 
oder '1 - 2R • costpl = 0, '1 = 2R • costpl 
oder 11/1 = R(1 + cos '1) und Yl = Rs1n11 • 

3. Elne Gerade, die die Kurve In zwel Punkten schneldet, helBt Sekante 
(vgI. S.65). Eine Gerade P I T 1 , die die Kurve In elnem Punkte PI (Fig. 66) 
Y beriihrt, helBt Tangente. Die gerade Linle 

PINI' die 1m Beriihrungspunkte PI auf der 
Tangente senkrecht steht, heiBt Normale. 

4. Onter dem Neigungswinkel Ot1 der Tan
gente PITI versteht man den Winkel, um 
den man die positive Richtung der z-Achse 

--';~=--4,...L.!i.,.I--~r-~X um den Punkt TI nach der positiven Richtung 

FIg. 66. 
der y-Achse drehen muLl, bis sle In die Lage 
der Tangente fiillt. 

I. Tangente!dld Normale. Da die Tangente durch den Punkt P l (ZI' Yl) 

hlndurchgehen soIl, hat sle als gerade Llnle die Glelchung (S. 91) ,,- Yl = m. 
z- ZI 

Die .Richtungskonstante In = In, ist aber gleich tg "1 = f (zJ = yf. FolgJich ist 

Y - Yl = "'1 (z - ZI) 
die Gieichung der Tangente 1m Punkte Pl' 

1st Tl der Schnittpunkt der Tangente mit der II/-Achse, so lst die Lange 

der Tangente PI TI = Yl/sln Otl' 

Die Lange der Subtangente wird PI T 1 = YlctgOtI = Yl/Y~' 
Die Normale Pl N I steht senkrecht auf der Tangente. Fiir ihren Richtungs

faktor m" foIgt (S. 92) m,,' m, = ~1 oder m" = -1/it, und ihre Gieichung 
Iautet Y - Yl = -(z - zllM· 

Die Lange der Normalen ist P l N I = yJcosOtI • die Lange der Su'bnormalen 

PINI = Yl tgOtl = Yl it· 
Beispiel: Es 1st an die Kurve "-,,.(z/z.)" (PotenzJ.;urve 5.111) 1m Punkt P, (Z,; ",) 

die Tangente zu zeichnen. 
Es folgt ". ". (Z)" , y'=-."p-l_n_ - -=:I fJ-. 

a;A :t;2:, Z 
o 

d. h. fOr den Punkt P, (Z,; ",) 
tg"', ="i = n· "Jz,. 

Damit wird die 5ubtangente PIT,="J"~ =zJn. Triigt man also vom Punkt p. auf der 
z-Acbse (Fig. 66) den n·ten Teil der Abszisse Z, nach links fOr n>O, nach rechts fOr n<O ab, 
so erhiilt man den Schnittpunkt T, der Tangente mit der z·Achse (vg!. a. Fig. 94, S. 107 ffir 
n=-I). 
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Die Tangentengleichung lautet 

y - y, = t>I (x - :t,) = 11 1''- (x - x,) 
x, 

oder y = 11 1"- x - (n - l)y,. 
x, 

Die Subnormale wird P2Nl = Yl· yi = n' yi/Xt o 

6. Tangente und Normale fUr Polarkoordinaten. Es war (5.81) 

x' (rp) = -r sinrp + r' (rp) cosrp , 

y' (rp) = r cos rp + r' (rp) sinrp . 

dy y'(rp) • drp r cos 'I' + r(rp) sinrp 
tgex=-=----- = . 

d x x' (rp) • d rp -r sinrp + r (rp) cosrp 

Daher wird 

Durch Auflosen dieser Gleichung nach r' (rp) wird 
d ,. cos ip + tg ex sin ip cos IX cos rp + sin ex sin rp 

,,'(rp) = dip- = ,. . tgex cosrp - sinip = ,. . sin a cos ip - coso< sinip 

cos(rx - ip) 
r'(rp) = r. --;---- = r ctg(o< - rp) = r ctg1p = r/tgtp. 

Sill (a - ip) 
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Hierin ist 1p - IX - ip der "'Vinkel zwischen dem Leitstrahl 0 P und der 
Tangente PT iill Punktc Pix, y) (Fig. 67). Es ist 

tg1p = OF/ON = ,./ON = rJr(rp) = r' dip/d r, 

also die Lange deI Polarsubnormale 

ON = ,.I(rp). 

Lange der Pola.subtangente: 

OT = r tg1p = r2/r/(tp). 

Lange der Normale: 

N P = ,J].f02 +()P2 

= Y[?-(rp)]2 + ,,2 = ds/drp (S. 81). 

Lange der Polartangen te : 
ds ,. dip 

PT = N P . tg'p = -. -
dip dr 

,.ds r ,r,---
= -- = - rr"'. +,.2. 

dr r' 

N 

y 

Fig. 67. 

Beispiel: Es sind die Subnormale, SGbtangente, Normale und Tangente fiir die Archime
dische Spirale. = a<p zu berechnen. Da.' (r)=a, folgt, dall die Subnormale NO fiir aile Punkte 
den konstanten Wert a hat. Die Konstruktion von Normale und Tangente ergibt sich in einfacher 
Weise: ziehe den beJiebigen Leitstrahl OP und NT senkrecht dazu (Fig. 121, S.I20). Mache 
ON =a; verbinde N mit P, so ist NP Normale und PT Tangente, wenn PT.L NP. Ferner ist 

tg'l' = .I.'(r) = aria = <p. 

Fiir 'P = 0 werden auch,. und 'I' gleich Nul!, d. h. die Kurve geht durch den Koordinaten
anfangspunkt, und die Tangente in diesem Ptmkte i_lit mit der Richtung 0 X xusammen. Die 
Subtangente wird 

01' = ,'Ir'(qJ) = fila = a<p·. 
Die Lange der N ormale folgt zu 

und die der Tangente zu 
N P = Y?'·f:fi ~ Val:j:f' 

PT ~r YI-":':' r' = "<P fa'- +-r' = <p Va' +,i = ~Va'+r'. 
" r r 

7. Die Asymptote einer Kurve ist cine Gerade von der Art, daB der Ab
stand eines Kurvenpllnktes von ihr gegen Null geht, wenn der Kurvenpunkt 
ins Unendliche wandert. Sie berlihrt die Kurve im Unendlichen. 

8. Beriihrung. Zwei Kurven, die einen Punkt gemeinsam haben, bilden eine 
Beriihrung n-ter Ordaung, wenn in dem betreffenden Punkte die ersten nAb
leitungen y', y", ... , y(n) gleich, die (n + 1 )-ten yIn + 1) abeT verschieden sind. 
Die Kurven haben dann (n + 1) "unendlich benachbarte" Punkte gemeinsam 
und beriihren sich ,,(n +- 1)-punktig". 
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Fiir eine Beriihrung erster Ordnung miissen die ersten Ableitungen y' gieich 
sein; die Tangente an eine Kurve beriihrt mindestens in der ersten Ordnung oder 
mindestens "zweipunktig". 

Fiir eine Beriihrung zweiter Ordnung miissen die ersten Ableitungen y' und 
die zweiten y" gleich sein. Eine solche Beriihrung liegtim gewohnlichen Wende
punkt (9) vor, da fiir beide Kurven y" = 0 ist und die dritten Ableitungen 
verschieden sind. Bei einer Beriihrung von gerader Ordnung durchsetzen sich 
die Kurven in dem gemeinsamen Beriihrungspunkt. Bei einer Beriihrung von 
ungerader Ordnung beriihren sich die Kurven, ohne sich zu durchsetzen. 

9. Wendepunkt. 1st in der Niihe eines Punktes PI (Fig. 68, vgJ. a. Fig. 38, 
S.72) y"> 0, so wird y' mit wachsendem x groBer, die dem Beriihrungs-

punkt PI benachbarten Punkte Iiegen ober
halb der Tangente und die Kurve ist nach 
oben konkav. 1st aber y" < 0 in der Niihe 
eines Punktes Ps' so wird y' mit wachsendem 
z kleiner, die dem Beriihrungspunkte PI be
nachbarten Punkte liegen unterhalb der Tan
gente, die Kurve ist nach oben konvex. Geht 
die Kurve mit wachsendem z von der kon

-4-----------~.r kaven in die konvexe Form iiber (PunktPa, Fig. 68. 
Fig.68) bzw. umgekehrt, so heiBt der Punkt Pa 

Wendepunkt, die Tangente in diesem Punkte Wendetangente. 
Fiir einen Wendepunkt muS y" = 0 sein; fiir einen gewohnlichen Wende

punkt ist ylll 9= o. Da die Wendetangente durch die Kurve hindurchgeht 
(Fig. 68), so bUdet sie mit der Kurve eine Beriihrung gerader Ordnung, d. h. 
die letzte Ableitung von y, weiche wie die vorhergehenden y", y''' usw. ver
schwindet, muB gerade sein (siehe 8). Eine Wendetangente hat also eine ungerade 
Zahl von unendlich benachbarten Punkten mit der Kurve gemeinsam, aber 
mindestens drei (mindestens dreipunktige Beriihrung). 

Beispiele: i. Filr " = sinz (Fig. 37, S. 72) ist in den Schnittpunkten mit der :z:-Achse 
,," = 0, ,,'" aber =1= 0; folglich sind diese Punkte Wendepunkte. 

2. Es ist der Wendepunkt der Kurve ,,='/,(z'-3z'-9z+9) (Fig. 39, S.73) zu be
stimmen. Esist"'='/,z'-Z-1,S;,,"=Z-1; "'''=1. Aus ,,"=Z-1=OfolgtdieAbszissezw 
des Wendepunktes W zu Zw-1. Da ,,"'=1=0 ist, liegt ein gewOhnlicher Wendepunkt vor. 
Filr Zw-1 wird " .. =_'/. und "~=-2. 

10. KrUmmung, KrUmmungskreis, Evolute und Evolvente. t. Unter der 
Kriimmung k einer Kurve versteht man den Grenzwert, dem sich das Verhiiltnis 

der Anderung der Tangentenrlchtung zur Anderung 
Y der Bogenliinge niihert, wenn die Bogenliinge sehr 

klein wird. Es ist also (Fig. 69) 

LlDl dDl 
k= lim ,=-. 

.d.~0 LJS ds 

/''-;;I='------~,X Nach dieser Definition hat die Kriimmung einer 

Fig. 69. 

Fig. 70. 

Kurve ein Vorzeichen. DurchIiiuft man einen Kreis 
im mathematisch posltiven Sinne (Fig. 70), so wird 

d(X t 
S = r(Jl, also ist ds = rdDl, k = ds = r' und zwar posi-

tiv. Ein Kreis ist um so starker gekriimmt, je kleiner der 
Radius ist. 

Fiir eine beliebige Kurve erkliirt man entsprechend als 
Kriimmungsradius den Kehrwert der Kriimmung: es ist 
der Kriimmungsradius 

e 0= t/k = ds/d(J(,. 
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2. Aus tglX = y' folgt IX = arc tgy'. 
Es ist daher unter Benutzung der Kettenregel und der Formel17 (S.67). 

aex aex ay' y" 
di = a y' • dx = i+--y'i , 

worin y" die Ableitung von y' nach x ist. 
Nun ist aber (S.80) as/ax = ¥i+Y'l, folglich ist die Kriimmung 

k = dlX/ds =dlX/dx: as/ax = Y"/(1 + y'2)'" und der Kriimmungsradius 
e = 1/k = (1 + y'2)',./y" . 

Gibt man der Wurzel das positive Vorzeichen, so haben die Kriimmung und 
der Kriimmungsradius das Vorzeichen von y". 

3. In der Parameterdarstellung (5.68) ist die Kurve durch z=z(/) und ,,=,,(1) ge. 
geben. Dann wird Ii = Ilk = dsldo< = dsldl : '" o<ldl. 
Aus tgo< =Y/il folgt 0< = arctg(y/il) und daraus schlieBlich 

Ii = (z' + y')"./(z:; - yi), worin ; = dz/dl = dlz/dt' und y = dy//ll = dI,,/dt'. 
4. Bei Polarkoordinaten r=r(tp) erhalt man mit z=r(tp)· cos '1' und ,,=r(tp)· sinq.> 

als Funktion des Parameters q.> Dach vorstehender Formel filr Ii den Wert 
. (r' + r")'" 

e="+2r'l_ ,.,,,, 
worln die Striche Ableitungen nach q.> bedeuten. 

S. Der Krlimmungskreis berlihrt die Kurve im Kurvenpunkt, und zwar mindestens 
dreipunktig. (Vg\. a. Fig. 74). Sein Halbmesser 'ist der Krlimmungsradius. Sein Mittelpunkt, 
der Krlimmungsmittelpunkt, ist der Schnittpunkt zweier unendUch benachbarterNormalen 

f ~ f Pk:: />;;~:::r :e 
p ./ / 

o X 0 ,/( 1)< 
Fig. 71. Fig. 72. 

und liegt auf der N ormalen. Der Krlimmungs· 
mittelpunkt befindet sich links oder rechts von 
der Kurve in der durch z oder I oder q.> fest· 
gelegten Fortschreitrichtung, je nachdem Ii >0 
(Fig. 71) oder Ii < 0 (Fig. 72), da dann )1">0 bzw. 
y"<O ist. 

6. Der geometrische Crt der KrUmmungsmit. 
telpunkte einer Kurve heiBt Evolute. Wickelt 
man die Tangente (einen gespannten. Faden) von 
ihr ab, so beschreiben die Punkte dieser Tangente 
eine Schar paralleler Kurven, welche die Evol· 
yen ten der Evolute h~iBen und zu denen auch 
die ursprlingliche Kurve gehOrt (Fig. 73). Die 
Tangenten der Evolute sind zugleich die Nor· 
malen der Evolventen. Bei der Kreisevolvente 
(5. 120) ist z. B. der Grundkreis die Evolute; 
auf ihm liegen die entsprechenden Krlimmungs· 
mittelpunkte. 

Beispiele: 1. Es ist der Krllmmungsradius 
der Parabel z' = 2 P yoder y = z'/2 P zu berech· 
nen. Es wird 

y'= zIP; y"= liP; 1 + y"= (P' + z')/P'; 

damit Ii = (P' + z')"·/P·. 

Fig. 73. 

11 

Fig. 74. 

1m Scheitel, flir z = 0, ist der Krlimmungsradius Ii gleich dem halben Parameter, d. h. gleich P 
(Fig. 74). Dort berlihrt der Krlimmungskreis vierpnnktig. 

2. Die Krilmmungsradien in den Scheiteln der Ellipse sind zu berechnen. Aus der Para· 
meterdarstellung der Ellipse z = a cosl, y = b sint 
fotgt x = -asint; x = -a cost; y = b costj y = -bsint; 
also z' + y' = a' sin'l + b' cos'l 
und iii - YZ = ab· sin'l + ab· cos'l = ab, 
d. h. Ii = (a'sin'l + b' cos'I)/ab. 

Taschenbuch liir den Maschinenbau. 9. Auf). I. 7 
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In den Endpunkten der grallen Achse wird 1=0 oder I=n, d. h. e= 6'/G; in den Endpunkten 
der kleinen Achse wird l=n/2 oder 1=3n/2, d. h. e=G'/6. 

3. Fllr den KrIlmmungsradius der logarithmischen 5pirale , _ ",m 'P folgt mit 
Y = m ",m'l' = mr und ,"=".' ",m'l' _ """ daB ,'+ y' = "(1 + ".'), "+ 2Y' - ,," 
= ,'(1 + ".'), also ["(1 + "")]"" __ . 

e - --,o(t+".,) =,Y1+ "". 

e ist gleich der Normalen P N, Fig.67. 

II. Doppelpuokt. Geht eine Kurve zweimal durch denselben Punkt, so heiEt 
er Doppelpunkt. In diesem Fall ist die Tangentenrichtung unbestimmt. Bei 
impliziter Darstellung F(a;, y) = 0 miissen dann Fz und F. (5.68) gleichzeitig 
verschwinden. 

Beispiel: Bei der Lemnlskate (Fig. 64, 5.93) 1st F(z,y)=(z'+y')'-G'(z'-y')=O. 
Dann wird Fz =2z(z'+y')-2G'Z; F.=2y(z'+Y')+2G'y. 

Fllr z=O und y-O hat die Kurve einen Doppelpunkt: es verschwinden Fz und F. 
gleichzeitig. 

lZ. Cber Bogenlinge siehe 5. 79. 
13. Cber den lohalt einer Fliic:he siehe S. 74. 
14. ElnbiiUende Kurve. Die durch die Gleichung F(z, y,~) =0 dargesteUte Kurvenschar, 

worin ~ ein verinderlicher Parameter ist, kaun eine Hlillkurve haben, deren Gleichung sich 
durch E\imination von ~ aus 

ergibt. 
of(z, y, ~)/o~ = 0 und F(z, y,~) = 0 

15. Eine Kurve, welche eine gegebene Kurvenschar unter einem konstanten Winkel schnei
det, heillt 'l'ralektorle; ist der Winkel ein rechter, SO heillt sie orthogonale Trajektorle. 

b) Die Kegelsehnitte. 
1. Der Kreis. 

Die allgemeine Gleichung fUr .Par~oordinaten lautet (Fig. 75): 
(a; - a)1 + (y - b)2 = R2. 

Liegt der Koordinatenanfangspunkt im Mittelpunkt, so ergibt sich die 
Mittelpunktgleichung, da a ... 0 und b "" 0 werden, zu: 

a;2 + yl = RI. 

or 

Fig. 75. Fig. 76. 

Liegt der Koordinatenaniangspunkt auf der Kreislinie, so lautet die 5chei
telgleichung mit OM als Halbmesser und der y-Achse als Scheiteltangente, 
da a - R und b - 0, Fig. 76: 

Die Gleichung 
Aa;1 + By2 + Ca; +Dy +E = 0 

stellt einen Kreis dar, wenn A - B und CB + DB > 4AE ist . 
1st Dimlich A. - B, so wird 

z'+y'+ Cz/A. + Dy/A. + E/A.= 0, 
und es ist daher 

. 
(z+ C/2A.)'+ (y+ D/2A.)'- C'/4A.'+ D'/4A.'- 4A. E/4A.·, 

G = -C/2A.; b - -D/2A.; R - YC' + D' - 4A.E/2A.; 
der Ausdruck unter der Wurzel mull grOlIer ais Null sei ... 
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FUr die Kreisgleichung charakteristisch sind die glelchen Koeffizienten der 
quadratischen Glieder und das Fehlen des Produktes :V' Y • 

Die Polargleichung mit 0 M als Polarachse und 0 ala Pollautet: 

r2 - 2rt. cos!p + f2 = R2, 

wobei r der Leitstrahl ist. Geht der Kreis durch 0 hindurch, Fig. 76, so gilt 
r = 2 R cos rp. Bildet PM, Fig. 75, mit der :v-Achse den Winkel t, so gilt die 
Parameterdarstellung 

:v = a + R cost, Y = b + R sint (vgl. Fig. 76 fiir a = R und b = 0). 

Die Gleichung der Tangente im Punkte PI(:VI'YI) lautet bei der all· 
gemeinen Form (:v - a) (:VI - a) + (y - b) (YI - b) ==; R2. 

Umfang und Inhalt der Kreisflache siehe 8.161. 
Inhalt des Kreisausschnittes siehe 8.161. Vgl. ferner Tafel D, 8.28/29. 

2. Die Parabel. 
1. Bildungsgesetz: Ein Punkt P (Fig. 77) bewege sich so, daB seine Ent· 

femungen von einem f~ten Punkte F, dem Brennpunkt, und einer festen Ge· 
laden L, der Leitlinie, gleich groB sind, d. h. daB PF = PD 1st. 

8cheitelgleichung: y2 = 2P:Vj der Parameter 2P ist die doppelte Ordi· 
nate im Brennpunkt und die doppelte Entfernung des Brennpunktes von der 
Leitlinie, der Anfangspunkt 0 halbiert diese Entfernung. 

Eigenschaften der Parabel: Die zur :V-Achse parallele Gerade PX' heiSt 
Durchmesser der Parabel, sie halbiert alIe Sehnen ab, die der Tangente AP 
parallel sind. Die Tangen te A P halbiert im Punkte E die 8trecke OH = :y 
und steht senkrecht auf FE. Die Subtangente A C ist gleich 2 :v. Die Gerade 
BP ist Normale, die Subnormale BC ist gleich p, also fUr aUe Punkte der 

Fig. 77. 

Parabel konstant. Der 
von dem Brennstrahl 
F P und dem Durch· 
messer P X' gebildete 
Winkel wird von der 
Normalen P B halbiert. 

Fig. 78. 

2. Hat der 8cheitel der Parabel die Koordinaten :1)0 und Yo, so hat sie die 
Gleichung (y _ Yo)2 = 2P(:v - :1)0)' 

Clffnet sich die Parabel nach links, so kehren sich die Vorzeichen auf der rech· 
ten Seite um. 

Vertauscht man die :I). und y-Achse, so erhiilt man die Parabel mit senk. 
rechter Achse (Fig. 78 u. 74), ihre Scheitelgleichung lautet 

Xl = 2 py oder y;;:;: :v2/2p. 

7* 
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Geht die Parabel durch den Punkt Po mit den Koordinaten x = Xo und 
Y =Yo, so lautet die Gleichung der Parabel 

y = Yo iXfXo (Fig. 84) bzw. y = Yo' (xlxo)2 (Fig. 78). 
Hat der Scheitel die Koordinaten Xo und Yo' so hat die Parabel mit 

senkrechter Achse die Gleichung 

(y - Yo1 = (x - xo)S/2p, 
die auf die Form y = a + bx + cxl gebracht werden kann. 1st c negativ, 
so afinet sich die Parabel nach unten, und der Scheitel ist der hOchste Punkt. 

1m Scheitel der Parabel y = a + bx + cxl (c =1= 0) 

ist die Tangente horizontal, d. h. y' = b + 2cx = O. Hieraus folgen seine Ko
ordinaten Zo und Yo = Y (xo) zu 

Xo = -bl2c und Yo = a - b2/4c. 
Die Parabelachse halbiert die Sehnen, die parallel zur z-Achse sind. 

LOst man die Gleichung y - Yo = (z - zo)2/2P nach y auf, so ist der Fak
tor von xl gleich l/.p. Durch Vergleich mit der gegebenen Form folgt c = lisp, 
d. h. der Parameter der Parabel ist 2p = 1 tIc I. 

3. Konstruktionen: a) Mache OG (Fig. 77) gleich 2p_ Ziehe den be
liebigen Stralll GH; CH senkrecht GH, dann schneiden sich die Waagerechte 
durch H und die Senkrechte durch C in dem ParabelpUJikte P. 

b) Gegeben sei der Punkt Po (zo, Yo) (Fig. 78). 
Projiziere den beliebigen Punkt PI der Geraden OPo' dessen Abszisse z ist, 

auf die gegebene Ordinate Yo; verbinde Pt mit dem Anfangspunkt 0, dann 
schneidet Opr die Ordinate des Punktes PI im Parabelpunkte P. Daraus folgt 
die Konstruktion: teile die gegebenen Koordinaten Zo und Yo in dieselbe Anzalll 
gleicher Teile, ziehe das Stralllenbiischel 0 I, 2, 3, dann schneiden die Senk

Fig 79. 

rechten durch 1', 2' , 3' die entsprechen
den Stralllen in Punkten der Kurve. 

c) Gegeben sei der Scheitel 0 (Fig. 79) 
und der Brennpunkt F. Ziehe den be
liebigen Stralll F8 und 88' .LF8, dann 
ist 88' Tangente an die Parabel. (HUll
konstruktion.) Schneidet die Tangente 
:'8 die z-Achse in A, so trifft der Kreis 
um 8 mit 8A die Tangente 8:' in ihrem 
Beriihrungspunkt P mit der Parabel. 

Fig. 80. 

d) Gegeben seien zwei Tangenten P A und P B; die Punkte A und B seien 
Beiiihrungspunkte. Teile beide Strecken in dieselbe Anzalll gleicher Teile (Fig. 80) 
und verbinde die entsprechenden Punkte, dann sind die Geraden 11; 22; 33 ..• 
Tangenten an die Parabel. (Hilllkonstruktion.) 

Das rechtwinklige Achsenkreuz, bei dem die y-Achse Scheiteltangente der 
Kurve ist, wird in folgender Weise gefunden: halbiere A B in C (Fig.8t), ver
binde P mit C, dann ist PC Durchmesser der Parabel, der Halbierungspunkt D 
ist ein Punkt der Kurve. Die z-Achse lauft parallel PC, die Subnormalen -



Krumme Linien in der Ebene. 101 

d. h. die Projektionen der Normalen auf die x-Achse miissen gleich sein. 
Ziehe durch A und B zu dem Durchmesser PC Parallelen, mache A al = pz = der 
Projektion der Normalen B BI auf den Durchmesser und Bbl = PI = der Pro
jektion der Normalen AAI auf den Durchmesser, dann schneidet albl die Sehne 
AB im Punkte E der x-Achse, 
die parallel PC liiuft. Der An
fangspunkt 0 halbiert die Sub
tangenten a2A~ und B2b~. 

FIg. 81. 

e) In einem Punkt P (Fig. 77) 5011 an die Parabel die Tangente gezogen 
werden: Mache OA =OC, dann ist AP Tangente oder halbiere OH in E, dann 
ist E P Tangente. 

f) Von einem Punkte Q aul3erhalb der Parabel 5011 an diese die Tangente 
gezogell werden: beschreibe (Fig. 77) mit Q F urn Q einen Kreis, der die Leit
linie in D und D' schneidet, verbinde F mit D bzw. mit D'. F D und F D' treffen 
die y-Achse in E und E'. Dann sind die Ge-
raden QE und QE' die Tangenten. Ihre Be- 11 ~ 
riihrungspunkte P und P' sind die Schnitt
punkte der Tangenten und der Parallelen zur 
x-Achse durch D bzw. D'. 

11 

Fig. 82. 

4. Die Parabel verlaufe nach Fig. 82, 
Gleichung 41 

Y = -. x(l- x) 
12 

oder 

Fig. 83. 

die Pfeilh6he sei f, dann lautet die 

4/ x(l- x) 
Y=-T'-l~' 

und es ergibt sich folgende Konstruktion: beschreibe mit x um den Anfangs
punkt 0 einen Kreis, so daB 0 A = x wird, dann schneidet die Gerade A B die 
Ordinate in x im Parabelpunkt P; die Pfeilh6he wird flir diesen Fall f = 1/4. 

Man kann auch y = 41· x(l- x)/[2 in 

Y = 41' xlZ - 41' wl12 = YI - Y2 
zerlegen, wobei YI = 41' xli eine durch den Anfangspunkt und den Punkt 
Po(xo = I; Yo = 4/) gehende Gerade und Y2 = 4/' x2 jl2 eine symmetrisch zur 
y-Achse liegende, durch den gleichen Punkt Po gehende Parabel darstellen 
(Fig. 83). Die Differenz beider Ordinaten gibt die gesuchte Ordinate. Diese 
Zerlegung empfiehlt sich besonders bei Parabeln h6herer Ordnung (S.112). 



" 

102 Mathematik. - Analytische Geometrie und Kurvenlehre. 

5. Polargleichung: 1st der Brennpunkt F Pol, die negative Richtung der 
:II·Achse Polarachse, so lautet die Gleichung der Parabel 

Fig. 84. 

r = P/(1 + costp) = pf2cos1itp. 
6. Gleichung der Tangente: 1st p.(:II., ".) ein 

Punkt der Parabel ,,1 - 2 p:ll, so hat die Tangente in 
diesem Punkte die Gleichung 

"". = P(:II + :Ill); 
die Glelchung der Normalen im Punkte p. ist: 

" - ". = - ~1 (:II - :II.). 
7. FUicheninhalt des Parabelsegmentes (Fig. 84). 

Mit" = b· y;ra wird 
• • 

F = f"d:ll = laf YZd:ll = la· ~:II'1: = ~ab. 
o 0 

Der Fliicheninhalt der Parabel, vom Scheitel aus gemessen, ist also gleich 2/a 
des umbeschriebenen Rechteckes. 

8. Bogenliinge der Parabel siehe S. SO. 
9. Der Kriimmungsradius der Parabel im Scheitel ist gleich P, siehe 

Fig. 74, S. 97. 
3. Die Ellipse. 

Bild ungsgesetz: Rin Punkt P bewegt sich so, daB die Summe 2 a seiner 
Rntfernungen von zwei festen Punkten, den Brennpunkten FI und F I , kon· 
stant ist; d. h. es muB P1F. + P1F. = 2 a sein. 

Fiir die Hauptachsen als Koordinatensystem (Fig. 85) lautet die Mittel· 
punktgleichung xl /a2 + ,,2/b2 = 1, 

wobel OAt = a und DB. = b die Halbachsen sind. 
y 

p' 

I 
I 

I b 

--J-_J 
i , 
I 
I 

I 
I 
I 

~------,a-----?~-----a-------~~! 

Fig. SS. 

x 
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Die entwickelte Form der Gleichung heiBt 

" = ± bla • Val - x 9 • 

1st die y.Achse Scheiteltangente im Punkte AI' so heiBt die Scheitelglei· 
ch u ng der Ellipse 

bl bl b2 
y2 = 2-x - _Xl = -x(2a- x). 

a a2 a2 

Mit p = blla als Halbparameter (Ordinate im Brennpunkt) wird 
pxl p ,,1 = 2 P x - -- = - x(2a - x). 

a a 
Eigenschaften der Ellipse: 
1st 28 die Entfernung der Brennpunkte, so besteht zwischen 8, der linearen 

Exzentrizitat und den Halbachsen a und b die Beziehung 

OFi = OF2 = e = Vas - b2 = a V1= Pia. 
Das Verhaltnis OFI/OAI = ela = va2 - bala = Vi--=- Pia = s heiBt 

numerische Exzen trizi tii t. 
Zieht man von einem beliebigen Punkte PI nach den Brennpunkten die 

Brennstrahlen PIFl und P I F2 , so ist 

P1Fi = a- 6X; Pi F 2 = a + SX. 

Geraden durch den Mittelpunkt heiBen Durchmesser; sie sind zuge
ordnet (konjugiert), wenn der eine alle Sehnen halbiert, die zu dem andern 
parallel sind. Bilden sie mit der groBen Hauptachse 2 a die Winkel IX und {J 
(in Fig. 85 sind 2 a l und 2 bl konjugierte Durchmesser), so ist. wenn beide 
Winkel spitz sind. a2 + b2 = a: + b~ • 

Tangente und Normale halbieren die Winkel. die von den Brennstrahlen 
gebildet werden. 

Die Parameterdarstellung lautet (vgl. Konstruktionen, 2. und 3.) 

x = a cost, y = bsint. 

Konstruktionen der Ellipse 1. Aus der Bedingung 

P1F 1 + P1F I = 1'1 + 1'1 = 2a 

ergibt sich die Fadenkonstruktion. wenn die BrennpunkteFl und FI gegeben sind. 
2. Sind die Halbachsen a und b bekannt, so ziehe man mit a und b als Ra

dien Kreise um den Mittelpunkt 0 (Fig. 85); ziehe einen beliebigen Strahl 0 P', 
projiziere den Schnittpunkt E auf die Senk
rechte durch P', dann ist PI ein Punkt der 
Ellipse. Wenn Winkel AIOP' = t ist, so 
liest man ab x = a cost, y = b sint. 

3. Bewegt man eine Strecke A B (Fig. 86) 
derart, daB ihre Endpunkte auf zwei zuein· 
ander senkrechten Geraden wandern, so be
schreibt ein auf ihr gelegener Punkt eine 
Ellipse. Die zwischen den Schenkeln liegende x 
Strecke A B bzw. A' B' stellt dann die Summe 
a + b bzw. die Differenz a - b der Halb· 
achsen dar. (Papierstreifenkonstruktion; Fig. 86. 
Ellipsenzirkel.) Jeder mit der Strecke AB 
fest verbundene, auch nicht auf ihr selbst liegende Punkt beschreibt eine Ellipse. 

4. RoUt ein Kreis vom Halbmesser I' (Fig. 87) bei Innenberiihrung auf einem 
Kreis mit dem Halbmesser 21' ab, so beschreibt jeder Punkt auf dem Umfang 
des Rollkreises einen Durchmesser und jeder mit dem Rollkreis fest verbundene 
Punkt Peine Ellipse vom Mittelpunkt Mo (Kardankreise, Kardanische Be· 
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wegung). Die Gerade PM trifft den Rollkreis in A und B. Dann sind MoA 
und MoB die Richtungen der Achsen und P A = b und P B = a die Halb
achsen der Ellipse. 

5. Sind MAl und M BI (Fig. 88) zwei zugeordnete Halbmesser einer Ellipse, 
so ziehe man die Tangenten durch die Endpunkte der Durchmesser parallel MAl 

!I 

Fig. 87. Fig. 88. 

und M BI; teile BIC und BIM in dieselbe Anzahl gleicher Teile und ziehe durch 
die Teilpunkte aus Al und As Strahlen, dann liegen die Schnittpunkte ent
sprechender Strahlen auf einer Ellipse. 

6. Ersatz durch KorbbOgen (Naherungskonstruktionen). a) Das Lot von C auf BA 
(Fig. 89, rechts) triHt die :I:-AOOse In A,. Der Kreis um A, mit A,A als Radius wird von dem 

Kreis um die Mitte D von BC mit 4/2 als Radius 
~ in P, getroffen. P,A, schneidet die ,,-Achse in B,. 

Die Kreise um A, mit A,A und um B, mit B,B 
sind die KorbbOgen, die siOO In P, auf der gemein
samen Normalen P,A,B, berlihren. Bei dieser 
Konstruktion 1st der Kreis um A, der Kriim
mungskreis derEllipse inA (vgl. Fig. 103, S. 1tt). 

a;--~t""""<:7'~:ii-"=;:::---:l<r...:>j~.r b) Ziebe um M (Fig. 89. links) den die Achsen 
beriihrenden Kreis vom' Radius (4- b)/2; M ist 
auch der Schnlttpunkt der von E und 0 unter 

a b 135 0 bzw. 45 0 gegen die z-AOOse gezogenen Strah
len. Zeichne von E aus die Tangente an diesen 
Kreis. Diese schneidet die AOOsen in AI und B I • 

Die Kreise um AI und BI bzw. mit AlA' und BIB 
sind die gesuOOten KorbbOgen. die siOO in PI auf 
der gemeinsamen Normalen EAI 8 1 beriihren. Bei 

Fig. 89. dieser Konstruktion ist PI ein genauer ElIipsen
punkt. 

Konstruktion der Tangente 1. in einem Punkt PI der Ellipse. 
Halbiere den Winkel FIPIF. (Fig.8S) der Leitstrahlen und ziehe CPI.l. DPl' 
Oder (Fig. 85) konstruiere im Punkte P' des Kreises mit der groBen Halb
achse die Kreistangente CP' , dann ist CPI Tangente an die Ellipse. Oder ziehe 
(Fig. 86) in A und B zu den Achsen die Senkrechten. Durch ihren Schnitt
punkt Q geht die Normale QP, senkrecht dazu verHiuft die Tangente. Ebenso 
geht in Fig. 87 die Normale durch den Berlihrungspunkt Q der Kreise. 

2. von einem Punkte R auBerhalb der Ellipse (Fig. 90). Man beschreibe 
um R mit RFI und um Fs mit 2a Kreise, verbinde ihren Schnittpunkt S 
mit Fs und mit Fl' Dann ist die Senkrechte von R auf FIS die Tangente 
und ihr Schnittpunkt mitF2S ihr Berlibrungspunkt T. Die zweite Tangente folgt 
entsprechend, z. B. durch den zweiten Schnittpunkt der Kreise. 

Konstruktion der Hauptachsen einer Ellipse aus zwei zugeordneten 
Durchmessem (Fig. 91) OG = OF und 01 = OH: Mache OG* = und ..LOG. 
Verbinde G* mit I. Der Kreis mit MO um den Mittelpunkt M von G*1 trifft 
die Gerade G*I in Al und BI• OAI und OBI sind die Achsenrichtungen, und 
es ist 

IBI = G*AI = a und IAI = G*BI = b. 

Die Polargleichung der Ellipse, bezogen auf den Brennpunkt FI als Pol 
und FIAI als Polarachse, lautet: 

r = P/(1 + B cos,) . 
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Gleichung der Tangente im Punkte P1(X1'YI) der Ellipse: 

xxl /a2 + YYI/b2 = 1. 
Gleichung der Normalen: 

(x - Xt) a2YI - (y - Yl) b2xI = O. 
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Die Fliiche der Ellipse ist nab. 
Die Kriimmungsradien in den 

R 

5cheiteln der Ellipse sind b2/a = P 
und a2/b (5. 97). Ihre Kon
struktion s. Fig. 103 (5. 11 1). 

Fig. 90. Fig. 91. 

Umfang der Ellipse: Fiir gegebene Werte b und a kann der Umfang U 
mit Hilfe der folgenden Tabelle berechnet werden. 

b: a II 0,1 I 0,2 I 0,3 I 0,4 I 0,5 I 0,6 I 0,7 I 0,8 I 0,9 
U: a 4,0640 4,2020 4,3860 4,6026 4,8442 5,1054 5,3824 5,6723 5,9723 

4. Die Hyp~rbel. 
Bildungsgesetz: Ein Punkt P bewegt sich so. daS die Differenz 2a seiner 

Entfemungen von zwei festen Punkten, den Brennpunkten FI und F I , kon
stant ist; d. h. P1Fs - P1F1 = ±2 a. 

Fiir die Hauptachsen als Koordinatensystem (Fig. 92) lautet die Mittel-
punk;tgleichung x2 y2 

(i2-b2=i, 

wobei a die reelle und b die imaginiire Halbachse ist. 
Die entwickelte Form der Gleichung heiSt 

Y = ± b/q· V Xi - a· i • 

1st die y-Achse 5cheiteitangentc im Punkte A B• so heiSt die 5cheitelglei
c hun g der Hyperbe\ 

bl 2b' bl 
Vi = _x2 - --x = x(x- 2a). 

a2 /I a2 

Mit P = blla als Halbparameter (Ordinate im Brennpunkte) wird 
pxl p :vI = -- - 2px = - x(x - 2a) . 

a a 
Eigenschaften der Hyperbel: 
1st 2 e die Entfemung der Brennpunkte. so besteht zwischen e und den Halb

achsen a und b die Beziehung 

OF1 = OF. = 8 =Va' + bl = aV1+ PIa. 
Das Verhli.1tnis 6 = e/a = 1/i+p!a heiSt numerische Exzentrizitiit. 
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Die Lange der Brennstrahlen ist 

PlPl = -a + ':l:j PlPS = a + 8:1:. 

"Ober Durchmesser und zugeordnete Durchmesser vgl. 3. Ellipse, 
S.103. 

Bilden zwei symmetrische Durchmesser der Hyperbel mit der :I:-Achse die 
Winkel Ct, welche durch die Gleichung tgCt - ±b/a bestimmt sind, so niihert 
sich die Kurve diesen Geraden, wenn:l: unbegrenzt wiichstj diese Geraden heiBen 
Asymptoten (Fig. 92 u. s. 95)j ihre Gleichungen lauten 

y=±b/a':I:. 
Die Abschnitte einer Sekante zwischen Kurve und Asymptote sind gleich, 

es ist Pl R = P'R' (vgl. Konstruktionen der Hyperbel Nr. 3). 

y 
y' 

x 

Fig. 92. 

Die auf die Asymptoten ~ = X', 1] = Y' in Fig. 92 als Koordinatenachsen 
bezogene Gleichung der Hyperbel lautet in schiefwinkligen Koordinaten: 

~1] = (as + b2)/4 = (e/2)B. 

Sonderfall: Gleichseitige Hyperbel~ ihre Mittelspunktgleichung lautet, da 
b = //I ist, :1:1 _ "I = al j 

bezogen auf die Asymptoten als Achsen ergibt sich ~ 1] = aB/2, wobei die 
Asymptoten aufeinander seukrecht stehen; der Asymptotenwinkel ist 
tX = 45°j die Abszissen der Brennpunkte werden e = ± IIY2; der Parameter 
ist 2P = 2a. 

Die Gleichung ,,= (A:I: + B)/(C:I: + D) stellt eine gleichseitige Hyperbel dar, ciereA 
Asymptoten den Koordinatenachsen parallel sind und von diesen die Abstande ". = AIC 
bzw. :1:. = -DIC haben; s. a. Beispiel t, S. 92. 

Konstruktionen der Hyperbel: 
t. Aus der Bedingung PIP.- PI F 1 = '.-'1 = ±2a ergibt sich die Kon

struktion (Fig. 93), wenn die Brennpunkte gegeben sind: mache FIB = 2 a, 
ziehe mit dem beliebigen Radius FlAI ='1 um Fl einen Kreis, der von 
einem Kreise mit dem Radius BA. = '1 - 2a ='. um F. in den Hyperbel-
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punkten PI und Pi geschnitten wird. Der Kreis mit OFI = OF. = e um 0 
schneide die Senkrechte durch C(OC = a) in den Punkten DD; dann sind 
die Geraden dureh 0 und D Asymptoten der Hyperbel. 

2. Sind die Halbachsen a und b gegeben, so zeichne man um 0 die Kreise 
mit den Radien a und b und ziehe an diese die senkrechten Tangenten (Fig. 92). 
Ein beliebiger Strahl dureh 0 sehneide die beiden Geraden in GI und G. (bzw. 
Gi und G~); ziehe mit OGI um 0 einen Kreis, der die aJ-Achse in G' schneide, 
dann liefem die Waagereehte durch Gs und die Senkrechte durch G' einen Hy
perbelpunkt. 1st ~GBOX = t, so wird aJ = a/cost, Y = b tgt (Parameterdar
stellung). 

3. Sind die Asymptoten und ein Punkt PI der Hyperbel gegeben (Fig. 92), 
so ziehe man ein Strahlenblindel durch PI und mache auf einem beliebigen 

!I 

x 

Fig. 94. 

Strahl PI R = R' P'; dann ist P' ein Hyperbelpunkt. Oder man benutze nach 
der auf die Asymptoten bezogenen Gleichung (s. 0.) fliiehengleiehe Parallelo
gramme (Fig. 92, dritter Quadrant). 

4. 1st Po(aJoYo) ein Punkt der gleichseitigen Hyperbel mit den Asym
ptoten als Koordinatenachsen. so ist die Gleichung der Kurve 

xY = aJoYo = konst. 
Aus der Bedingung fliichengleicher Rechtecke ergibt sich die Konstruktion 

(Fig. 94): ziehe einen beliebigen Str;lhIOP, femer Po P parallel zur aJ-Achse, 
der Strahl 0 P schneide die gegebene Ordinate Yo in P'; die Waagereehte durch 
P' und die Senkrechte durch P schnpden sieh dann in einem Punkte PI 
der gleichseitigen H yperbel. 

TIPI ist Tangente an die Kurve, wenn PITI = OPs gemacht wird (S.94). 
Konstruktion der Tangente in einem Punkte P (Fig. 93): Ziehe durch 

den Hyperbelpunkt Peine Parallele P P s zu einer Asymptote, mache 
p.Pa=OP., dann ist PPa Tangente an die Kurve. 

Tangente und Normale halbieren die Winkel, die von den Brennstrahlen 
gebildet werden (Fig. 92). 

Polargleich ung der Hyperbel bezogen auf den Brennpunkt FI als Pol 
(Fig. 92) und PIAl als Polarachse: 

,. = PI(t + 8 COS 9') • 

Gleich ung der Tangente 1m Punkte P I(aJl • "1) der Hyperbel: 

aJaJ1 /a" - ""l/b" = 1. 
Gleichung der Normalen: 

(aJ - xllasYl - (y - YllbSaJl = O. 
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Der Krftmmungsradius in den Scheiteln ist b'/a=p: die Senkrechte zur Asymptote in 
ihrem Schnittpunkt mit der Scheiteltangenten (Fig. 92) trifft die a:-Achse 1m Krii=ungs
mittelpunkt M .. wobei M,A,=p. 

R a u min h a It des einschaligen Drebhyperboloids s. S. 83. 

5. Gemeinsame Behandlung der Kegelschnitte. 

1. Die Para bel ist der geometrische Ort aller Punkte, deren Entfemungen 
von einem festen Punkte und einer festen Geraden gleich groB sind. Nennt 
man das Verhliltnis beider Strecken s, so ist bei der Parabel s = 1. 

Es wird sieh zeigen, daB aueh aile anderen Kegelschnitte in lihnlieher Weise 
erklart werden konnen. 

Konstruiert man fiir die Elli pse (Fig. 95) zwei Parallelen im Abstande 
a2/e = a/e von der y-Aehse, so ist 

PEl = a/e + x j PEl = a/e - x. 

11 11 

Fig. 95. 

Die Langen der Brennstrahlen sind (5. a. S. 103): 

Foiglich ist 

P F2 ='2 = a + ex = e(a/e + x) = e· P E2 , 

PF1 = '1 = a - ex = e(a/e - x) = e . PEl' 

'2 '1 
PE=P.E=e<1. 

2 '\ 1 

.r 

Die Parallelen zur y-Achse im Abstande a21e = a/e heiBen die Leitlinien 
der Ellipse. Fiir einen Punkt der Ellipse ist demnaeh das Verhliltnis der Ent
femung von den Brennpunkten und den Leitlinien ein konstanter Wert e. Das
selbe gilt fiir die Hyperbel, doeh ist hier e > 1 (Fig. 96). Die Entfemung des 
Brennpunktes von der zugehOrigen Leitlinie ist FIBI = F2B2 = PIe. 

Beim Kreis ist der Mittelpunkt Brennpunkt, und die Leitlinie liegt im Un
endlichen, d. h., es ist 8 = o. 

2. Aus der gemeinsamen Erklarung.ergibt sieh eine Konstruktion, die 
ftir aile Kegelschnitte gilt. 

Gegeben seien: die Leitlinie L, der Brennpunkt F, das konstante Verhliltnis 
e = tge=IJ:U. 

Trage auf der Leitlinie L eine beliebige Streeke CD ab, ziehe unter dem 
Winkel e, ftir den tge = s, die Gerade DD' (Fig. 95 bis 97). Dann schneidet 
der Kreis lnit CD = , um F die Senkreehte in D' in zwei Kurvenpunkten P 
und P. 
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Die Scheitel Al und A2 teilen Fl Bl bzw. F2B2 harmonisch; in Fig. 97 
halbiert infolgedessen A die Strecke BF. Es ist 11 = V = p. 

3. Raumlich ergeben sich die Kegelschnitte u. a. als Schnittkurven einer 
geraden Ebene und eines 
Kreiskegels (Fig. 98). 
Hiernach ergibt sich eine 
Ellipse, Parabel oder Hy
per bel, je nachdem die 
schneidende Ebene zu 
keiner Man tellinie par
allel ist (Ebene II), 
zu einer Man tellinie 
(EbeneIII) oder zu zwei 
Mantellinien parallel ist 
(Ebene IV). 1st die 
Ebene senkrecht zur 
Kegelachse (Ebene I) , 
so entsteht ein Kreis 
als Sonderfall von II. 
Die numerische Exzen
trizi ta t ist 

e = sinlP: sin (X. 

4. Die Gleichung 

A x'+ By'+ Cx 
+Dy+E=O 

stellt dar, 
Fig. 97. Fig. 98. 

a) wenn A und B verschieden von Null sind und dasselbe Vorzeichen haben, 
BC' 

«) Iilr D' + A > 4BE eine Ellipse, insbesondere fiir A = B einen Kreis; 

Be' 
fJ) fiir D' + A <: 4 BE keine reelle Kurve. 

b) wenn A nnd B verschieden von Null sind und verschiedenes Vorzeichen haben. 
IX) fiir AD'+ BC'~ 4 A BE eine Hyperbel; fJ) Iilr AD' + BC'=4 A BE ein Geradenpaar. 
c) wenn A = O. B verschieden von Null ist. 
a) fiir C =1= 0 eine Parabel mit waagerechter Achse; 
filfiirC=Ound 

D' > 4 BE .in Parallelenpaar zur x-Achse. D' = 4 BE eine Parallele zur x-Achse. 
D' < 4 BE keine reelle Kurve; 

d) wenn A verschieden von Null und B = 0 ist. 
ex) Iilr D =1= 0 eine Parabel mit senkrechter Achse; 
fJ) fUr D=O und 

C' > 4 A E ein Parallelenpaar zur y-Aehse. C' = 4 A E eine Parallele zur y-Achse. 
C' < 4 A E keine reelle Kurve. 

6. Beispiele. 
1. Ein zylindrisehes, mit Fliissigkeit gefiUltes GefiiB drehe sieh mit der Winkelgeschwindig

keit w urn die senkreehte Achse. Ein Massenteilchen m an der Oberfliiche der Fliissigkeit steht 
unter dem EinfluB der Schwel'kraft mg und der Fliehkraft mxw'. Die Mittelkraft beider Krafte 
ist Normale der Knrve. Mit den Bezeichnungen der Fig. 99 wird 

mxco· x 
tg'P = --~ ~~-

mg z 
mit z = .!.. = konst. 

ro' 
Da die Subnormale z einen konstanten Wert hat, ist die Kurve eine Parabel mit dem 

Parameter 2 z: 
y = x'/2z = w'/2g. x'. 

2. Rin Trager auf zwei Sliitzen sei mit gleichfOrmig verteiller Last (q kg/m) belaslet; 
die Momentenlinie ist 2U eutwerfeu (Fig. 100). Es ist 

y = Mx =Ax ~ q. X· x/2, 
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wenn man die g1eiehfOrmige Last iiber z im Sehwerpunkte S vereinigt denkt. Mit A = B = '!.!.-
wird y=!I,z (I-z) =£. z(l- z) = A z(l-z) 2 

2 2 1 I' 

a 

b 

c 

Fig. 99. Fig. 100. 

Diese .Gl.ei.ehung st~llt .eine _ ParabeJ dar (Fig. 82), ihr MultipJikatol ist I' _ ql/2 _ A, 
d. h. mulbphz1ert man Ole 1m LangenmaB gemessenen Ordinaten der Fig. l00b mit del Auf. 
Jagerreaktion A, so erbaJt man das Moment im Puukte Z des Tragers. 
_ b 

----,(l,~ 

Soil der Multiplikator I' -ql/2 vermieden 
werden, so laBt sich die Gleichung aucb schreiben 

A 

8 

I 

t q kg/m y=Az-A ·z'/I'=y,-y,. 

, y, = A z ist eine Gerade durch den Anfangs· 
'1'--+-----;'-::-7---+----1'8 punkt, deren Ordinate y, ft\J z -I (also senko 

iP 8 b recht untel B) den Wert YIB- A 1 = ~ • I hat, 

Fig. 101. 

also gJeieh dem Moment der Auflagerreaktion A 
in Beziehung auf den Punkt B ist. 

y,= A z'/I ist eine Para bel , deren Schei. 
tel senkreebt unter A Iiegt und die sym
metriseh zur y-Aehse ist; sie hat fOr Z -I den
selben Wert wie YIB' Die von beiden Kurven 
eingeschlossene Flache ist die Momentenflache; 

die GrBBe YIB = ,!1, • 1- A • I wird im Momen-
2 

tenmaBstab aufgetragen (Fig. 100 c); s. a. Fig. 83. 
3. Es ist die Momentenlinie (Fig. 101) ft\J 

einen teilweise mit gleichfBrmig verteilter Last 
belasteten Balken zu entwerfen. 1st die Gesamt
last P = q • a, so kann diese als Einzelkraft 

im Sehwerpunkt S angreifend gedacht werden. P wird mit Hilfe des Soilecks in zwei Seiten· 
krafte A und B zerleg!; die Seilstrahlen c a und c b sind Tangenten an die Momenteruinie, die 
zwischen a' und b' als Parabel verlauft und naeh Fig. 80 entworfen werden kann. Es ist 
M% = H . y, wobei H im KraftemaBstab, y irn LangenmaBstab zu messen ist. 1st der 
KraftemalJstab I em = a kg, des LangenmaBstab 1 em = b m, so wird 

M% mkg = (H em • a kg/em) • (yem • b m/em). 

4. Ein Massenpunkt m werde unte. dem Winkel IX gegen die Waagereehte mit de. 
Anfangsgesehwindigkeit .0 fortgeschleudert; die Wurfbahn ist unteJ1 Vernaehliissigung des 
Luftwiderstandes zu bestimmen (Fig. 102). Die Anfangsgeschwindigkeit zerlegt man nach 
waagerechter nnd senkreehter Richtnng in .xo=.oCOSIX bzw. flYo=flosinlX. In waagerechter 
Riehtung ist der nach 1 sek bei gleichfOrmiger Bewegnng zuriiekgeJegte Weg 

z = "%0" (I) 

In senkrechter Richtung 1st der bel gleiehmiilJig verz5gerter Bewegnng zuriiekgelegte Weg 

Y = flvo 1 - gl'/2. (2) 

Seut man 1= Z/flx In (2) eln nnd schreibt flU2g - h (StelghOhe bel senkrechtent Wurf naeh 
oben) so wird 0 

, Y - z tg'" - z'/4 h COS'IX. (3) 
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Der Vergleich mit der zu Fig. 82 u. 83 gehOrenden Gleichung ,,= 4/z/l- 4/z'/I' zeigt 
daB die Wurfbahn eine Parabel ist; bezeichnet man mit 1 die Wurfbllhe, mit 1 die Wurfweite 
so ergibt die Gleichsetzung der Beiwerte von z und z' 

Daher 1st 
tglX = 4t/1; I/41Icos'lX = 4t/1' =I/I.tglX. 

1= 411cos'lXtglX = 211 sin 2 IX , 
41 = ItglX = 4ltsinIX COS IX • tglX; 1 = 11 sin'lX. 

Bel waagerechtem Wurf (IX = 0) liegt der Scheitel der Parabe1 im Anfangspunkt. Es ist 
" = -z'/411. Ein waagerecht aus einem GefaB 
austretender Wasserstrahl hat bei konstanter Y 
Druckhllhe H und bei Reibungsfreiheit die gleiche 
Form. Es ist fI, = V2gH und 1I=H. 

y 

Fig. 102. Fig. 103. 

S. RoUt ein Kreis In einem anderen mit doppelt so groBem Durchmesser, Fig. 87, so be
schreiben aile Punkte seines Umfangs Durchmesser, d. h. es liegt eine genaue Geradfllhrung 
fllr diese Punkte vor, fIIr A und B z. B. in zwei aufeinander senkrechten Richtungen. Wird M, 
Fig. 87, durch die Kurbel MoM auf dem Kreis vom Mittelpunkt M. und wird B zwanglaufig 
durch Prismeufllhrung auf der ,,-Achse gefllhrt (vgl. auch Fig. 86), so muB A eine zur ,,-Achse 
senkrechte Bahn beschreiben. 

Ebenso kann man einen beliebigen Punkt P der Strecke A B auf seiner Bahnkurve, der 
Ellipse fIIhren. Wird jedoch die Ellipse, Fig. 103, durch einen Kreisbogen des KrIImmungskreises 
im Scheitel B* vom Radius I!B = M B B* gefllbrt, so bewegt sich A fIIr kleine Winkel B* M B P 
angeniihert (vierpunktig) auf einer Geraden. Wird schlieBlich die Bahn von B durch einen 
Kreisbogen graBen Halbmessers ersetzt, so beschreibt A auch angenilhert eine Gerade, man 
erhalt den Evans-Lenker. 

c) PotenzkUfVen. 
Eine Kurve, die der Gleichung 

Y=I:'al" 

genligt, wo I: eine Konstante und n eine beliebige reelle Zabl ist, heiBt Potenz
kurve. Geht sie durch den Punkt Po (alo, Yo) , so wird Yo = C • al: und c = Yo#:, 
d. h. (I )n y = Yo' al alo • 

Flir n > 0 liegt eine hohere Parabel, fiir n < 0 eine hohere Hyperbel vor. 
Die Summe oder Differenz mehrerer Parabeln von der Form 

Y = ao + ~al + ~xB + asa;8 + ... + anal" 

heiBt allgemeine Parabel n-ter Ordnung, vgl. a. Prakt. Math. S. t 56. 
Die SUbtangente einer Potenzkurve (vgl. S.94) ist gleich al/n. 
Die Flache unter der Potenzkurve in den Grenzen all und X 2 kann !nit 

';(X1) = Yl und Y(al2) = Y2 geschrieben werden z. 
F = fyO (~)ndal = x2y, - X1Yl 

Xo n+t' 
n=!=-1. 

"'-
Fllr .. =-1 wird F=z,yo·ln(z,/z,) =zo Yo In (y,/y" , S. 75. 

Die Ordinaten der Potenzkurve konnen berechnet, bequem z. B. bei be
liebiger Hochzahl mit der doppellogarithmischen Teilung auf dem Rechen
schieber (vgl. Anm.2, S.140), oder zeichnerisch er!nittelt werden, wie folgt. 
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I. n -I. 
1. Parabeln hOherer Ordnung. 

y = Yo' (:1:/:1:0) 

ist eine Gerade durch den Ursprung 0 und durch Po; vgl. Punkt PI mit der 
Abszisse :I: (Fig. 104). 

Z. n = Z. Y = Yo' (x/:l:o)· 

ist die Gleichung der gewohnlichen, der quadratischen Parabe1, Punkt p. , (Fig. 104, 
bzw. PI Fig. 78, S.99). Denn es ist ib=PIa = Yo' (:1:/:1:0); PIa: 1b =:1:::1:0 oder 

Paa = 1 b· (:1:/:1:0) = Yo' (:1:/:1:0)1. 

C 3. n - 3. Y = Yo' (:1:/:1:0)2 

ist die Gleichung der kubischen Parabel. Zieht man 
durch PI (Fig. 104) die Waagerechte und trifft diese 
die Ordinate Yo in 2, so trifft 02 die Senkrechte 
durch PI oder P z in P s ,- dem gesuchten Kurven
punkt. 

Durch Wiederholung fUr andere :I:-Werte erhlilt 
man weitere Punkte. 

Beweis: Nach 2) ist b2 = aP. = Yo' (:1:/:1:0)2, 
-\.1~~£:::::~--1_~.L~ femer aP&: b2 = :1:::1:0 oder aPs = b2 • (:1:/:1:0) 
q~ = Yo • (:1:/:1:0)&' 

Andere Konstruktion: FUr einen Punkt P mit 
der AbszisseOa=:I: (Fig. 105) errichte tiber A Po=Yo 

Fig. 104. einen Halbkreis, mache ab J.. Oa, be parallel zur 
. :I:-Achse, ziehe um A mit A e den Kreis, der den 

Halbkreis in d trifft, ziehe de parallel zur :I:-Achse. Dann schneidet Oe die 
Ordinate ab im gesuchten Punkt P. 

Beweis: Das Quadrat der Sehne Ad ist gleich dem Produkt der Strecken A 6 

und A Po, d. h. II = A e 'Yo' Nun ist Ad = ab = Yo • (:1:/:1:0), also y~. (:1:/:1:0)2 

Po ------------------1- =Ae'Yo oder Ae=Yo'(:I:/:l:o)2, Y Aus Y : A e = :1:: :1:0 folgt 
Y = A e • (:1:/:1:0) = Yo' (xJ:l:0)8. 

Weitere Punkte: Teile die 
Abszisse :1:0 = OA und die 
Ordinate Yo = APo in die 

rl flo gleiche Anzahl Teile mit den 
A""---""-<---->f Teilpunkten 1,2,3, ... Die 

Kreise um A mit A 1, A2, 
A 3, ..• treffen den Halbkreis 
in 1', 2', 3', . .. Die Waage· 
rechten durch 1', 2', 3', ••. 

+-J~~~~'=RR:==t;::;;~1!.. ___ .....:L!X schneiden die Ordinate Yo in 
I, 11, III, . .. Die entspre· 
chenden Schnittpunkte der 

Fig. 105. Strahlen 01, OIl, OIIl, ... 
und der Senkrechten durch 
1, 2, 3 auf der :I:-Achse 

treffen sich in den Punkten der gesuchten Kurve. 
Die Tangente an die Kurve in P ist die Gerade BP, 

wenn OB = 2y ist. (Subtangente auf der y-Achse gleich 3y.) 
In. 0 hat die Kurve einen Wendepunkt mit der :I:·Achse als 
Tangente. 

Beispiele: I. Ein Triiger sei zum Teil durch eine dreieckfOrmige Last belastet. Die Momen
tenllnie 1st gesucht (Fig. 106). Mit der Spitze des Belastungsdreiecks als Anfangspunkt 1st 

M = B(g + 1/:) - Qz' (z/3). 
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Aus der Momentenglelchung filr A als Drehpunkt ergibt sleb B =QPI31, und da Qx=Q' (zIP)', 

wird M = ,Q: . q ~_~ _ 2f- (~-)'. 
Mit M=y und QPI3=1 wird 

y = f • (z + q)ll - f' (zIP)' = y, - Y.· 
y, = I . (q + z)ll ist eine gerade Linie, die filr z = - q die Ordinate,. B = 0 und filr z = P die Ordi
nate YA=that. y,=t'(zIP)' ist eine kubische Parabel, Konstruktion Fig. 106c. Fig.106b 

zeigt die resultierende Kurve mit 
der Tangente y, = t (z) 1m Punkte 
B', die zugleieb die Momentenlinie 
von B' bis B ist. 

(C) 

(a) 2. DerTr~ger gleieberBiegungs-
festigkeit der Fig. 107 habe kreis
formigen Querschni tt; die Last P 
greife am Ende des Tr~gers an. Die 
Begrenzung des L1ingsschnittes ist 

A zu en twerfen. 

Fig. 106. Fig. 107. 

1st y der Durchmesser des TrAgers in der Entfemung z vom Angriffspllnkt der Last, so .. lrd 
3--

y.=22P z; filrdeneillgespanntenQuersebnitt ist Y=d=l'/32 PI (s. Biegnng). Diegesuchte 
;rr: (Tzul 11: azul 

Kurve ist eine kubische Parabel mit waagerechtem Durebmesser. Man kann daber das Verfahren 
Fig. 105 anwenden, man hat nur die Achsen zu vertauschen und B p.= dl2 zu machen, Fig. 107. 
Tragt man die Ordinaten der Kurve von 0 B aus nach unten ab, so erhalt man den nnteren, 
spiegelbiJdlichen Teil. 

4. n=4. 
ist die Gleichung einer Parabel vierter Ordnung. Ihre Konstruktion ergibt sich 
aus der flir die kubische Parabel (Fig. 104) angewandten. 1st Fa ein Punkt dieser 
Kurve (Fig. 104), so verbindet man seine Projektion 3 auf die gegebene Ordi
nate Yo mit dem Koordinatenanfangspunkt 0; die Gerade 03 schneidet die 
Senkrechte durch Pa in dem Punkt P, der gesuchten Kurve. 

Beispiel: Die GJeiebung der eJastischen Linie filr den gleichfOrmig beJasteten Trager 
(Fig. 108) lautet 

PI' z I PI' z· 
y = 6EJ'I- -4""6Ej' -I" 

I PI' (Z)' Die Kurve y, = '4 6 E J' -/ wird nach Fig. 104 entworfen. 

y=y,-y,. 

5. n = 5. Flir gr6t3ere, ganzzahlige Werte n ergeben sich durch Fortsetzung 
des Verfahrens nach Fig. 104 die entsprechenden Konstruktionen. 

Taschenbuch Iilr den Maschinenbau. 9. Auf!. 1. 8 



114 Mathematik. - Analytische Geometrie und Kurvenlehre. 

6. n ... 3/2. Die Parabe1 

" = "0' (x/XO)"'" oder yI = ,,~ . (X/xo)8 
bzw. a;'J = x~ • (Y/YO)8 bei Vertauschung der Achsen heiSt semikubische 
N eilsche Parabel. 

oder 

Fiir x = 0 liegt eine Spitze vor mit der x- bzw. ,,-Achse a1s Tangente. 

p 
Einzelne Ordinaten konnen 

rechnerisch durch Benutzung 
der Quadrat- und Kubikteilung 
auf dem Rechenschieber oder 

~t----4----~--------~ 
sonst zeichnerisch ermittelt 
werden: Bringt man den Strahl 
o 1 mit der Waagerechten durch 
den Punkt PI der kubischen 
Parabe1 (Fig. 104) zum Schnitt, r-r~~lT ' 

I oEJ 

r--------xC----~ 

Y so ist P ein Punkt der semi
kubischen Parabel. 

Pl3 r-
6EJ 3(q.Pl3 

BEl 

Fig. 108. 

2. Hyperbeln h6herer 
Ordnung. 

1st bei der Potenzkurve 
n< 0 und setzt man n = -m, 
so lautet die Gleichung der durch 
den Punkt Po(xo, "0) gehenden 
Hyperbel (m + 1)-ter Ordnung 

" = "0' (xolx)'" oder " • x" = "0 . x::, = konst. 
I. m = I. " = "0' (xolx) 

ist die Gleichung einer gleichseitigen Hyperbel, bezogen auf ihre Asymptoten 
y als Achsen (Fig. 94, S.107). 

90 

2. m .. 2. "="0' (xolx)1 
ist die Hyperbel dritter Ordnung. 

1st P l ein Punkt der gleichseitigen 
Hyperbel (Fig. 109), so verbindet man P l 
mit 0 j der Schnittpunkt mit der Ordinate "0 sei II. Projiziert man II auf die Senk
rechte durch P l , so ist PI ein Punkt der 
gesuchten Kurve. 

Beispiel: Bin kegelfOrmiger Stab belleblgen 
Querschnittes werde durch eine unverAnderUcbe 
A:dalkraft P auf Zug beansprucbt; der Verlauf 
der Spannungen IAngs der TrAgeracbse 1st zu be-

&""----::=.¢Pz stimmen. Mit den Bezeicbnungen der Fig. 110 1st 

.J~:=::j:====~A~L __ --,;f~AUS a - P/F; a, = P/F,. 

F,:F=H": (H_,,)I folgt F=F,' [(H_,,)/H]", 

so daB a = a, • [Hf(H - "ll" 
Fig. 109. w1rd. Filr H -" -. 1st a = a, • (H/.)I. 

Filr diese Hyperbel drltter Ordnung liegt der 
Koordinatenanfangspunkt in der Spitze des ErgiinzungskegeJs und 1st ein Punkt A, durch 
a, = P/F, gegeben. Die Kurve wird nacb Fig. 109 gezelcbnet. Die Subtangente -./2 in bezug 
auf die ',-Acbse liefert die Tangente; im Punkt AI wird erstere gJeich - (H -1)/2. 

3. m = 3. Die Gleichung der Kurve durch Po heiJ3t 

" = "0' (xolx)8 j 
ihre Konstruktion schlieJ3t sich an die der Hyperbe1 3.0rdnung an: Man ver
bindet in Fig. 109 PI mit OJ der Schnittpunkt mit der Senkrechten durch Po 
sei Ill. Die Waagerechte durch III schneidet die Senkrechte durch PI in dem 
Punkte PI der Hyperbel vierter Ordnung. 
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3. Beliebige Potenzkurven. 
FUr Potenzkurven mit beliebigen Exponenten ergeben sich die folgenden 

Konstruktionen: 
I. n > O. Gegeben sei der Punkt Po (xo, Yo) und der Exponent n. 
Konstruktion: Man ziehe (Fig. 111) die durch 0 hindurchgehenden Strahlen 

OT und OS so, da1l mit LXOS = IX und L YOT = P 

iii wird, lege durch 0 eine Waage-
rechte, welche OT in A' schneiden 

--r------"1/I.-II-----[-rrOI.. _______ -!. 1 + tg P - (p1 + tg IX)" 

'1\ 1\\ mage,unddurchA'eineGeradeA'A 
I'· I ." 
I I 1\\ Y 

H-u 'p I \\ 
J I I 1 :i 

/ 1Hz \i 

r~' i '---]---1-+':1 ' ---"----:;<r; 

" !I-F- ---t--- ---(5 Lli . 
Fig. 110. Fig. 111. 

unter 45°; ziehe femer durch Po eine Senkrechte, welche den Strahl OS in D' 
schneiden mage und durch D' die Gerade D'D unter 45°. Dann schneiden sich 
die Waagerechte durch A und die Senkrechte durchD im Punkte P der Kurve. 
Um den Punkt P' zu erhalten, verfiihrt man von P ausgehend in gleicher Weise 1). 

Beweis: Sind x und y die y 
Koordinaten des Punktes P, 
so ist x = Oa + aD = Xo f'Uxo,!fo) 
+:VotglX = Xo(1 +tgex) und 
ebenso y = yo(1 + tg{J) oder 
nach Konstruktion 

y = Yo(1 +tgex)n=yo' (x/xo)"· 
2. n < O. Mit n = -m 

wird wie unter 2) 

y = Yo' (xofx)m oder 
y • xm = Yo • x;:' = konst., 

wobei m positiv ist. 
Gegeben seien ein Punkt 

Po und der Exponent m. 
Konstruktion: Man ziehe 

(Fig. 112) die Strahlen 0 T 
und OS so, daB 

1 + tgP = (1 + tglX)m 

Fig. tt2. 

x 

-s 

wird, ziehe durch die Projektion A des Punktes Po auf die Y-Achse eine Gerade 
AA' unter 45°, lege durch Po eine Senkrechte, welche OS inD' schneiden mage, 
und durch D' ebenfalls eine Gerade D'D unter 4S 0, dann schneiden sich die 

') Da 1m Anfang gemachte Zeichenfehler sich fortpfianzen, empfiehlt es sich, den letzten 
Punkt durch Rechnung zn prUfen. Dies gilt auch filr die andere Konstruktion, Fig. 11 2. 

8· 
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Waagerechte durch A' und die Senkrechte durch Dim Punkte P der Kurve 
(Fig. 112). Um den Punkt P' zu bestimmen, verfiihrt man von P ausgehend in 
gleicher Weise. 

Beweis: Sind x und y die Koordinaten des Punktes P, so ist x = xo(1 + tglX) , 
Y = yo/(1 + tgfJ) = yo/(1 + tglX)m = Yo' (xo/x)m. 

FUr die Poly trope liegt der Exponent m gewohnlich zwischen 1 und 1,4. 
Wiihlt man tglX = 0,25, so ist fUr 

m = 1,1 1,15 1,2 1,25 1,3 1,35 1,4 
tg{J = 0,278 0,293 0,307 0,322 0,336 0,351 0,367. 

/ogy J. Gegeben seien zwei Punkte P1(Xl'Yl) 

Fig. tl3. 

und p.(xs,Ys) der Potenzkurve. Ihre Gleichung 
kann dann geschrieben werden 

ylx" = Yllx~ = YJx;. 
Durch Logarithmieren der Gleichung folgt der 
Exponent zu 

19ys - IgYl n = -:-'--"----:-
19xa - IgZJ 

Dieser kann positiv oder negativ sein. Mit 
diesem Exponenten lliBt sich dann die Potenz
kurve berechD.en oder nach Fig. 111 (n > 0) 

bzw. Fig. 112 (n < 0, n = -m) zeichnen. (Vgl. auch Fig. 113.) 
4. SolI untersucht werden, ob eine vorgelegte Kurve eine Potenzkurve ist 

und solI ihr Exponent n bestimmt werden, so triigt man fUr beliebige Kurven
punkte die Logarithmen ihrer Koordinaten in einem neuen Achsenkreuz auf 
(Fig.H3) oder tibertrligt die Kurve auf Potenzpapier, bei dem beide Achsen 
logarithmisch geteilt sind. 

1st dann die Verbindungslinie der einzelnen Punkte eine Gerade, so ist die 
vorgelegte Kurve eine Potenzkurve, deren Exponent n durch die Richtungs
konstante tglX = n der Geraden bestimmt ist (Fig.H3). 

d) 61elehungen elnlger anderer Kurven. 
I. Ole Exponentlalkurve 1st die zeichnerische Darstellung der Exponential· 

funktion Y_ aZ , 

Eine besondere Form der Gleichung ist 

a>O. 

y = eZ (5. 53, 65), 

wobei e - 2,71828 ••• die Basis des natUrlichen Logarithmensystems ist. 
Die Kurvenpunkte fUr y = aZ konnen mit der doppellogarithmischen Tei

lung des Rechenschiebers berechnet oder, wie folgt, zeichnerisch gefunden werden. 
FUr a = e vgl. a. S. 33. 

Mache 0.4 gJeich der Einheit der :JI-Achse (Fig_H4) und OB=II; zieht man BC.1.4B. 
so wird OC=II"; CD.1 BC liefert OD=II"; DE.1CD liefert OE=II' ... Zieht man .4 11.1 B.4. 
so wird 011=11- 1; bll.1l1.4 liefert Ob=II- 2, cb.1bllliefert 11- 3: dc.1bc liefert 11- 4 _ .. Tragt 
man die so gefundenen Werte •• , 11- 2, 11-1, 110 = t, 111. 112 '" a1s Ordinaten zu den zugehOrigen 
Werten ... z=-2; z=-t; z=O; z=t; z=2 ... auf, so erhalt man die Exponenti8lkurve 
:JIl=/IZ· 

Kennzeichnend fUr die Exponentialkurve ist, daB y ftir jeden Wert von x 
positiv und daB fUr x = 0 y = 1 ist. 1st a > 1, so wlichst Y mit wachsen
dem x. 1st a < 1, 'so wird y kleiner, wenn x groBer wird. In der Fig. 114 ist 
a> 1 gewiihlt. 

Die Kurve Y. = a- z =(1/a)Z kann in ahnlicher Weise konstruiert werden: 
sie liegt in Beziehung auf die y-Achse symmetrisch zu Yl = a~. Durch Addition 
der Ordinaten der Kurven Yl und Y. erhiilt man 

Y3 = Yl + Y. = aZ + a - Z _ 
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Halbiert man die Ordinaten dieser Kurve, so erhlilt man in 
y, = IJ2(aX + a-X) 

117 

eine neue Kurve, die eine Kettenlinie ist (siehe 2.), wenn man a = e wilhlt. 
y 

'II 
iii 

Fig. 114. 

2. Die Kettenlinie. Ihre Gleichung (S. 88) lautet 

y = ~ (e"/~ + e- x /h) = II @:of ~. 
2 II 

x 

wenn HI" = II gesetzt wird. H ist der Horizontalzug der Kette, " das spezi
fische Gewicht. 

1st der Parameter II bekannt, 
so kann man die Kurve, Fig. 115, 
mit Hilfe der Tafel S.31 berechnen. 

1st die Lange 2L der Kette, 
die waagerechte Entfemung 21 
und die senkrechte Entfemung 
2b der Aufhangepunkte gegeben 
(Fig. 11 5), dann bestehen die 
Beziehungen 

VLI .::[jI /t = @5inrpJrp 

und " = lJrp. 
Die x-Achse liegt um den Wert 

L @:tgrp senkrecht unter dem Mit
telpunkt M der Verbindungslinie 
der Aufhangepunkte; die y·Achse 
weicht um den Wert 'IjJ" nach 
der Seite des tiefer gelegenen Auf
hilngepunktes von der Sen krech Fig. itS. 

ten durch den Mittelpunkt M abo wobei 'IjJ bestimmt ist durch i:g'IjJ = bJL. 
Flir eine symmetrisch aufgehiingte Kette ist b=O, folglich @5inrp: rp=L: I; 

'IjJ=O. 
Beispiel: Ein Seil von 36 m L~nge selin zwei Punkten aufgehllngt, deren waagerechte 

Entfemung 24 m und deren Hohenunterschied S m betr~t. Es wird 

@lincp YL' - b' riS' - 4' P =--1- = --1-2- = 1,463. 
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Aus der Tafel (5. 30) fiudet man durch Probieren 
cp 1,6 1,59 

@lin'l' 2,3756 2,3499 
@iin'l'/'I' 1,486 1,480 

1,58 
2,3245 
1,472 

1,57 
22,993 
1,463. 

Mit dem so bestimmten Wert cp = 1,57 wird 

II = 1/'1' = 12/1,57 = 7,65 m; L '1E1g Ii' = L/'lgcp = 18/0,917 = 19,65 m; 
tg'P = b/L = 4/18 = 0,2222; 'P = 0,226 , 

dann betragt die waagerechte Ausweichung des Koordinatenanfangspunktes 
'P' 10 = 0,226· 7,65 = 1,73 m. 

Damit ist die Lage des Achsenkreuzes und des tiefsten Punktes festgeJegt. 

y 

5 

5 

1st der Durchhang der Kette gering, 
so kann man die Kettenlinie durch die 
Parabel y = h + x2/2 h ersetzen (S. 100). 

3. Die logarithmische Kurve. Aus 
y = aZ folgt gemaJ3 der Definition des 

Logarithmus (S.35) x = l~gy. Vertauscht 
man x und y, so ist 

y = l~gx 
die Umkehrfunktion zu y = rr. Geome-

Z J 'I S fi 7 X trisch ist also die logarithmische Kurve 
das Spiegelbild der Exponentialkurve hin-

Fig. 116. sichtlich der Winkelhalbierenden des ersten 
Quadranten, Fig. 116. 

Da die Exponentialkurve keine negativen Werte hat, so verlauft die 
Logarithmenkurve rechts von der y-Achse. Es gibt keine reellen Logarithmen 
negativer Zahlen. 

e) Zykloiden und Kreisevolvente. 
I. Die gewiihnliche Zykloide wird von einem Punkte A einer Kreislinie be· 

schrieben, wenn sich diese, ohne zu gleiten, auf einer Geraden A G abwlilzt 
(Fig. 117). 

Gleichung. 1st gJ der Wiilzungswinkel. so lauten-die Gleichungen der 

y 

B 
T 

Zykloide 

x = r(gJ - singJ); 

y = r(1 - COSgJ). 

"" Konstruktion. 
\ Man mache A G - Bo-

I gen AB- nr, teile 
\ beide Linien in die .. I 
I selbe Anzahl gleicher 

/ Teile, konstruiere die 
// X Schnittpunkte 1, 2, 3 

-1--=:A1====a::==::;rJV47}-~ und mache 1 P l - aI; 
2Pt - bII und 

Fig. 117. 
3 P I '- cIII, dann 
sind P l , PI und P a 
Punkte der Zykloide. 

Die Normale PN im Kurvenpunkt P geht durch den Beriihrungspunkt N 
des erzeugenden Kreises und der Grundlinie AG. Die Tangente PT steht dann 
senkrecht Zu P N. 

Bogenliinge siehe S. 81. 
Die verlangerte (oder verschlungene) Zykloide entsteht, wenn der er· 

zeugende Punkt Al auJ3erhalb, die verkiirzte (oder geschweifte) Zykloide, 
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wenn der erzeugende Punkt A2 innerhalb des rollenden Kreises liegt. Sind PI 
bzw. P2 seine Abstiinde vom Mittelpunkt, 50 heHlen die Gleichungen 

x = rrp - Pi sinrp; " = r - Pi cosrp; 
x = r 'P - P2 sin rp ; " = r - P2 cos rp . 

Z. Die Eph:yklolde (Fig. 118) wird von einem y 
Punkte A eines Kreises mit dem Radius AC = r be-
schrieben. der, ohne zu gleiten, auf einem Kreise mit dem 
Radius A 0 = R rollt. wenn sich beide Kreise auCen be-
riihren. Der feste Kreis mit dem Ra- D 
dius R heiCt Grundkreis. der rollende 
mit dem Radius r heiCt erzeugender 
Kreis oder Rollkreis. 

Gleich ung. Setzt man R = n . r 
und bezeichnet den Wiilzungswinkel 
mit rp. so wird mit m ... n + 1 und 
'I' = rp / n fiir die gespitzte Epizykloide 

x = rem cos'I' .- cosm'l') ; ,,= r(msin'l' - sinm'l')' 
Die Normale 1m Kurvenpunkte X 

P(x, ",) geht durch den Beriihrungs- ~-BnIml--.,..f\;;I-.f""+;;------=:;;*-
punkt N. des Grundkreises und des 
Rollkreises. Die Tangente P T steht 
senkrecht auf PN. 

Konstruktion. Man mache Bo-
c......;.o;---R---o_j 

gen A E gleich dem Halbkreisbogen A B Fig. 11 8. 
und teile beide Biigen in dieselbe Anzahl gleicher Teile. Ziehe das Strahlen· 
biischel 0123 E und durch die Teilpunkte I' 2' 3' des Rollkreises konzen
trische Kreise um O. die den Durch-
messer AB in den Punkten I. II. II I. 
das Strahlenbiischel entsprechend in 
a b G D schneiden mogen. Macht man 
a1 a = I 1'; b1 b = 112'; c1 G = 11 I 3' • 
so sind A a1 b1 G1 D Punkte der Epizy. 
kloide (Fig. 118). 

Liegt der erzeugende Punkt Al 
auCerhalb des rollf'..nden Kreises. so 
entsteht die verliingerte (oder ver
schlungene) Epizykloide, liegt der 
erzeugende Punkt A2 innen, so entsteht 
die verkiirzte (oder geschweifte) 
Epizykloide. 

y 

Sonderfalle: t. FiIr ,,=t. d. b. r=R 
(auch n = _'I .. d. h. r = 2R, aber fester 
Kreis innerhalb des bewegten) wird die Epi- _XE--;;t'"'f,'~7f;;--;;;I--h;-------=""":t---
zykloide zur Kardioide oder Herzkurve. Mit A - A, 
als Pol und A 0 als Polaracbse lau tet ibre : 
Polargleichuug : l' 3' 

e=2R(1 + cos<p) = 4Rcos'<p12. : 'Z' 
wenn <p jetzt den Polarwinkel bedentet. Mit r-~ 
A 0 als z·Achse und der Senkrechten dazu i4;------,R-----~o_j 
durch A als y-Acbse wird auch 

(z' + y'- 2R:z:)' - 4RI(:z:' +y') = O. 
Pig. 119. 

2. FiIr r -+ 00 wird aus dem Ro1lkreis eine Gerade; der Punkt A bescbreibt eine Kreis
evolvente (S. 120). 

3. FiIr R -+ 00 entsteht die gewllhnliche Zykloide. 

3. Die Hypozykloide (Fig. 119) wird 'von einem Punkte A cines Kreises mit 
dem Radius A C = r beschrieben, der. ohne zu gleiten. auf einem Kreise mit 
dem Radius AO = R rollt, wenn sieh beide Kreise innen beriihren. 
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Gleichung. Mit den Bezeichnungen unter 2, aber n -1 = m, erhlilt man 
fUr die gespitzte Hypozykloide 

y III = ,(m costp + cosmtp); 
y = ,(m sintp - sinmtp). 

Konstruktion der Kurve, der Tangente 
und der Normalen 1m Kurvenpunkte P(lIl, y). 
wie unter 2 (Fig. 119). 

Sonderflllle:f. FIlr 11=2, d.h. r-R/2, wlrd 
m~lI-f=f und damlt a:-2rcos'l' = Rcos<p, ,,=0. 
Die Hypozykloide entartet In eine doppe1tzllhlende 
Strecke, einem Durchmesser. AIle anderen mit dem Roll· 
kreis verbundenen Punkte beschreiben EUlpsen (5. f04). 

2. FIlr , ~ 00 vgl. 4. 
3. FIlr R -+ 00 vgl. f. 

X Liegt der erzeugende Punkt Al auBerhalb 
des rollenden Kreises, so entsteht die ver· 
liingerte (oder verschlungene) Hypozy
kloide; liegt der erzeugende Punkt AI innen, 
so entsteht die verkiirzte (oder geschweifte) 
Hypozykloide. 

Fig. f20. Die zykliseben Kurven finden u. a. bei 
der Verzahnung Verwendung. 

4. Die Kreisevolvente wird von jedem Punkte einer Geraden beschrieben, 
die sieb, ohne zu gleiten, auf einem Kreise vom Radius , abwalzt (Faden
konstruktion). 

Konstruktion: Man maebe BD (Fig. 120) gleieb dem KreisbogenAB und 
teile beide in n gleiche Teile; bb1 ist Tangente in bl von der Lange bbl "" B2, 

ddl ist Tangente in dl von der 
Y Lange ddl ~B4 usw. Dann sind 
15 A, ai' bl , Cl' D Punkte der 

Evolvente. 
Ihre Gleichung in Para· 

meterdarstellung, bezogen auf 
ein reebtwinkliges Achsenkreuz, 
lautet 

III =, (costp + tpsintp); 
Y = , (sintp - tp costp), 

wobei tp der Walzungswinkel ist. 
6 P pI ist der Kriimmungs. 

9 

Fig. f2f. 

radius (S. 97). 

f) Die SpiraleD. 
I. Die ArcWmedlscbe Splrale 

entsteht, wenn sieb ein Punkt P 
(Fig. 121) mit unveranderlieber 
Geschwindigkeit auf einem 
Strahle 0 A bewegt, der sieb 
seinerseits gleichformig um 
einen festen Punkt, den PolO, 
dreht. Hat der Punkt a:uf dem 

Leitstrahl bei einer einmaligen Umdrehung von 360° = 2n im BogenmaB den 
Weg OA ='0 zuriickgelegt, so lautet mit r als Leitstrahl, rp als Polarwinkel, 
gemessen von OA aus, die Polargleichung 

,,= arp = "0/2n' rp. 
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Konstruktion: Tcile 360° inn gleicheTeile, ebenso die Strecke OA=I'O; 

trage yom Mittelpunkt nach auEen die entsprechenden Strecken r = roln, 
2 ro/n , ... auf den Strahlen 01, 02, ... abo 

Konstruktion der Tangen te im Punkt P: Trage auf der zum LeitstrahlOP 
durch 0 gezogenen Senkrechten die Strecke ON = a = rol2:7. abo PN ist dann 
Normale; senkrecht dazu durch P geht die Tangente (S.95). 

Die Archimedische Spirale wird u. a. bei Kurvenscheiben verwendet (S.215). 
FHicheninhalt S. S.76. 1m Scheitel (tp = 0) ist der Kriimmungsradius =a/2. 
Z. Die logarithmische Spirale. 1st in Fig. 122 A ein Punkt der Kurve und 

OA = ro = a , dann lautet ihre Gleichung r = ae m<p (m> 0); da lim r = ° 
wird, so ist der PolO ein <p -+-00 

asymptotischer Punkt, 
dem sich die Spirale flir 
negative tp immer mehr 
niihert, ohne ibn zu er
reichen. 

Konstruktion: 
Es sei Z. B. m = 0,2; um 
flir den Bogen von Obis :7. 
acht Punkte zu finden, 
setze man tp .. = n/8 • :7.; 
dann ergibt sich 
r It = a • eO•s • "/s • It 

= a ,1,0816" = apn. 

Die Werte r dieser 
Gleichung lassen sich 

Fig. 122 

rechnerisch, Z. B. nach S.32 (Tafel fiir eZ ) 1) oder nach Fig. 114 zeichnerisch 
fiir n = 1, 2, 3 ... 8 nacheinander bestimmen. Tragt man nunmehr ro = a . po; 
rl = a • pI; r2 = a' pS ... auf den entsprechenden Strahlen tpo= 0; tpl = I/e:7.; 
tps = 2/S:7.· •• ab (Fig. 122), so erhlilt man die Punkte A, 1,2,3, B, 5, 6,7, C 
der logarithmischen Spirale fiir den Bogen ABC. 

Um weitere Punkte zeichnerisch zu erhalten, ziehe man DA..L BA ; 
ED ..L DA; FE ..L DE . .. DazwischenJiegende Punkte erhlilt man, wenn man 
z. B. 6 mit 2 verbindet (06 und 02 miissen dabei einen rechten Winkel bilden), 
auf dieser Geraden in 2 cine Senkrechte errichtet und diese mit der Verllingerung 
von 06 zum Schnitt bringt. Dieser Schnittpunkt 8 ist ein Kurvenpunkt. Die 
Senkrechte in 8 auf 28 schneidet die Verllingerung von 02 in einem weiteren 
Kurvenpunkt usw. 

Die Tangente TP in dem beJiebigen Punkte P der Kurve bildet mit dem 
Leitstrahl OP den Winkel IX = constans, wobei ctgIX = m = P PI/PIPS; denn 
es ist tgIX = r/r' = 11m (S. 95, Fig. 67, wo der Winkel 0 PT mit VJ be
zeichnet ist). In dem Beispiel ist daher ctgIX = 0,2; IX = 78,69°. 

Die logarithmische Spirale wird u. a. bei Frlisem und Kurvenscheiben 
verwendet. 

Kriimmungsradius S. S. 98, Beispiel 3; Bogenllinge s. S. 81. 

g) Die Sinuslinien. 
Unter der gew6hnlichen Sinuslinie versteht man die zeichnerische Darstellung 

der Flmktion y = r' sintp, worin tp in BogenmaB gemessen wird (vgI. Fig. 19, 
S. 58). Eine allgemeinere Form ist 

I. y ... r • sin(cp + E). Hierin heiBt r die Amplitude, 8 der Phasen
winkel und y der Momentanwert der Funktion. Diese Funktion ist periodisch 
mit der Periode 2:7.. 

') oder mit dem Rechenschieber "System Darmstadt" (vgl. Anm.2, S.140). 
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Haufig hat die Funktion die Gestalt (s. a. S. 236) Y = r • sin(wt + B), worin 
w 1/sek die Kreisfrequenz der Schwingung und Isek die Zeit ist. Die Dauer 
einer Schwingung, die Periode oder die Schwingungsdauer ist dann 
T = 2n/w sek. Die ZahI der in der Zeiteinheit erfoIgenden Schwingungen heiBt 
Frequenz oder SchwingungszahI und hat den Wert f = 1/T = w/2n 1/sek. 

Zeichnerisch stelIt man die Funktion y = r' sin (I}' + e) folgendermaBen 
dar (Fig. 123): Ziehe um M auf der I}'-Achse einen Kreis vom Halbmesser r und 
trage den Winkel OM Bo = e ein. An M Bo tragt man den Winkel I}' = BoMB 
an und auf der I}'-Achse die Strecke OQ = I}' ab (BogenmaB). Die Waagerechte 
durch B und die Senkrechte durch Q treffen sich in einem Punkt der Kurve. 
ZweckmaBig tellt man von Bo aus den Kreis in eine Anzahl von gleichen Tellen ein. 

U 

Fig. t23. 

Fiir I}' = n - e und I}' = 2 n - e wird y gleich Null, wiihrend fiir I}' = n/2 - e 
und I}' = 3n/2 - e die Kurve eine horizontale Tangente hat; es ist dann 
y = r bzw." =-r. 

Man kann sich auch vorstellen, daB der Strahl M B mit der Winkel
geschwindigkeit w um M gedreht wird, so daB I}' = wI ist. 

Die einfache Sinuskurve y ... r • sln<p hat den Phasenwinkel Null, die Ko
sinuskurve y .. r • eos <p = r sin (I}' + n/2) hat den Phasenwinkel n/2, d. h. der 
Endpunkt von r in der Ausgangsstellung liegt auf der Senkrechten durch M 
zuMO. 

Durch Zerlegung kann auch geschrieben werden: 

y = r' sin (I}' + e) = r' sin I}' cose + rcosl}'sine = rl sin I}' + r. COS I}' = Yl + Y. 
(Fig.123). Hierin ist rl = rcose, r. = rsine, tge = rJrl und ,. = r~ + r~. 
Die Schwingung kann also auftefaBt werden als die Surnme zweier um 90 0 

versetzter einfacher Sinusschwingungen. 
2. Die Funktion y - r sin n <p = r sinnwt stellt eine Sinuskurve dar, die 

n-mal so schnell schwingt wie die Grundschwingung y = rsin!}' = rsinwt. Ihre 
Schwingungsdauer ist der note Tell der Grundschwingungsdauer (5. z. B. s. 143). 

3. Addition und Subtraktion von Sinuskurven gleieher Frequenz. Gegeben 
sind die Funktionen 

Yl = rl sin!}, = rl sinwt und ". = r.sin(!}' + e.) = r.sin(wt + es). 
gesucht ist die Darste1lung der Funktion 

y ="1 +". = rl sin!}, + ra sin (!}, + e2)' 

Diese laBt sich wieder als Schwingung 
y = rsin(1}' + e) 

darstellen mit r als resultierender Amplitude und e als Phasenwinkel: 
Trage von M aus (Fig. 124) waagerecht die Strecke MAo = rl auf, daran 

unter dem Winkel 6a gegen die I}'-Achse die Strecke AoBo = ra' Dann ist 
MBo = r. die geometrische Surnme von rl und r •• die resultierende Amplitude 
und Winkel AoMBo die Phasenverschiebung e. 'Denn dreht man das Dreieck 
M AoBo um den Winkel !}' in die Lage M A B, so liest man fiir die Abstiinde der 
Punkte A und B von der !},-Achse bzw. von der Waagerechten durch A ab: 

" = "1 + ". = rl sin!}' + rssin(!}, + e.) und ,,= r sine!}' + e). 
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D. h. es entsteht eine resultierende Schwingung. I' ist auch die vektorielle Summe 
(s. S. 129) der Radienvektoren 1'1 und 1'2' 

Von Bo aus kann die Sinuskurve y nach 1. gezeichnet werden. Flir E2 = n/2 
vgl. Fig. 123. 

Rechnerisch folgt aus Dreieck MAoBo, Fig. 124, flir I' und E: 

Bo B~ 1'2 sin E2 
1'2 = r~ + r~ + 2r1r2cosE2 und tgs = -=- = ----. 

M B~ 1'1 + r2cosE2 

Bei Subtraktlon, d. h. fUr y = Y1 - Y2 = 1'1 sinp - 1'2 sin(p + E2) folgen fUr 
die resultierende Schwingung Y = I' sin (II' + s) die Werte I' und s in lihnlicher 
Weise, nur ist 1'2 in entgegengesetzter Richtung (Fig. 125) aufzutragen, r ist jetzt 

yt 

Fig. 124. 

die geometrische Differenz. Rechnerisch folgen die Werte r und s aus den obigen 
Formeln, wenn dort 1'2 durch -r2 ersetzt wird. 

1st keine Phasenverschiebung vorhanden, d. h. S2 = 0, so ist I' die arith· 
metische Summe oder Differenz von r1 und 1'2' und s ist gleich Null. 

4. Die Addition und Suhtraktion schwingender GroBen verscbiedener Frequenz kann nur 
durch die Addition bzw. Subtraktion einzelner Ordinaten erfolgen. 1st 

:y = :y, + :y, + ... = 1', sinm, 'P + 1', sinm, 'P + ... , 
so erMlt man nur dann wieder eine periodische Funktion oder Kurve, wenn die Zablen m" 
m" ••• in rationalen Verbaltnissen zueinander stehen. Rin Beispiel fur die Addition zeigt unter 
dieser Voraussetzung die Synthese bei der Fourieranalyse, Fig. ISO, S.143. 

Fig. 126. 

5. Multlplikatlonen von Sinusfunktionen. Gegeben sind 

Y1=r1sinp und Y2=r2sin(p+E), 
gesucht ist die Funktion 

Y = Y1Y2 = r1r2 sin p' sin (II' + s). 
Nach Formel c) 3. 3, S. 59 erhlilt man mit", = II' und f3 = II' + s: 

Y = -! 'r1r2{cos(2p + s) - COSE} 
oder mit r = !-r1 1'2: 

Y = rCOSE - rcos(2p + s). 
Die gesuchte Funktion setzt sich also zusammen (Fig. 126) aus der Parallelen 
Z1 = I' COSE zur p-Achse und der Schwingung Z2 = -I' cos (211' + s), die doppelt 
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so schnell wie die gegebenen Schwingungen schwingt. Ihre Achse Hiuft im Ab
stande 81 parallel zur I}'-Achse. 

Zur Konstruktion (Fig. 126) der SOOwlngung :11=:11,:11. trage MM'=., senkreoot zu MO 
auf und dehe um M' einen Kreis mit dem Halbmesser r = M' B, (in beUebigem MaBstab), der 
die WaagereOOte in B. trifft. Es ist dann Winkel M M' B. = e. Die weitere Konstruktlon geht 
von B. aus wie unter 1., nur ist M'O' die Achse und ist die Periode niOOt 2,,;, sondern ,,;. 

" ist die mittlere HOhe (S.74) der Kurve: Das ReOOteck 2";',, stellt den FiiiOOeninhalt 
unter der Kurve :II -In den Grenzen 0 und 2,,; dar. 

Beispiel: Lelstung elnes Wechselstroms. Befoigen bei induktiver Be1astung Span
nung U und Strom] das Gesetz U=U.sinrot und ]-I.sin(rot-e), so ist der Momentan
wert der Lefstung N = U·] = U,].· sinwt· sin(wt-eJ. Hlerftlr kann nach vorstehendem 
mit rot-tp und U.-r" I.-r. geschrieben werden 

N - i U.]. cose-l U.]. cos(2wt- .J. 

Mit den Effektlvwerten U = u./l'2 und ] -] Jl'2 1st auOO 
N= U ]cos.- U] cos (2rot- .). 

Die Kurve fiIr N kann nach Fig. 126 mit r = U .] geze1chnet werden. 
Die wihrend einer Periode T=2,,;/ro ge1eistete Arbeit 1st dann g1eiOO T"'cose=2,,;/ro 

·U]cos.; sie wird gleiOO Null, wenn .=,,;/2. 

6. Die Kurve der gedimpHen Schwingung (Fig. 127) hat die Gleichung 
y = c· e-6z sin(!5x + e) (vgl. S. 89). 

Ihr Verlauf ist periodisch mit der Periode T = 2n/!5, doch nehmeJl ihre Hochst
werte wie Yl = C .e-6z abo Setzt man !5x=l}', so wird y=c· e-btp/~' sin (I}'+e). 

!I 

10 .z: 

~---------T~----~ 

Fig. 127. 

Daraus folgt die Konstruktion: Ziehe durch den Punkt M der a;-Achse einen 
Strahl MA = c unter dem Winkel e und ermittle rechnerisch oder zeichnerisch 
wie in Fig. 122 in bezug auf M als Pol und MO als Polarachse die logarithmische 
Spirale c· e-btp/~ mit den Punkten'A 1'2'3' ... 8' flir einen Umlauf. Teile auf 
der x-Achse die Periode T = 2n/!5 in die gleiche Anzahl Teile 0123 ..• 8. 
Entsprechende Paralle1e durch l' 2' ... zur x-Achse und durch 123 .•• zur 
y-Achse schneiden sich in den gesuchten Kurvenpunkten. Denn die Abstande 
P'D der Punkte P' von der x-Achse sind gleich r' sin (I}' + e) = c· e- h 

• sin(!5x + e) • 

C. Punkt, gerade Linie und Ebene im Raume. 
I. Zur Bestimmung der Lage eines Punktes P im Raume dient ein raumliches 

Koordinatensystem (Fig. 128): Drei aufeinander senkrecht stehende Koordi
natenebenen schneiden sich in den Koordinatenachsen x, y, 8 vom Ursprung O. 
Der Punkt P ist dann durch seine Abstande bzw. von der zY-, zx-, xy-Ebene, 
d. h. durch seine .raumlichen Koordinaten 

PP1 =AO=x, PP2 =BO=y, PPa=CO=z 
bestimmt. 
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Die Lage von P kaun auch durch die zylindrischen Polarkoordinaten 
AOP3 = f/!, OP3 = (} und P3P = , angegeben werden, wobei f/! und (} durch 
x = (} cosf/! und Y = (} sinf/! verbunden sind. 

Die Strecken OP1 =r1 , -op. = '2' OP3 ='3 sind die Projektionen von, 
auf die drei Koordinatenebenen; die Koordinaten x, y,' selbst sind die Pro
jektionen von, auf die Koordinatenachsen. Es ist r~ = xl + y., folglich 

,2 = ,~ + ,2 = X2 + y2 + , •. 
Z. Sind IX, fJ, ,. die Winkel, die 0 P -=, mit den Achsen bildet, so wird 

Rach Fig. 128 fJ X='COSIX; y=,cos; ,='cos,. 
und damit ,1 _ Xl + y2 +,1 = ,2 (COSBIX + coslfJ + cosl ,.). 

1 = COS2 1X + coslfJ + cosl ,.. 

Kraft dieser Beziehung ist ein Winkel 
durch die beiden andem bestimmt; es 
geniigt also zur Festlegung eines Punktes 
im Raume die Angabe der Entfemung 
o P =, und zweier Achsenwinkel. 

3. Sind "il.'. Yl,'1 die Koordinaten 
eines Punktes PI; XB, YB' '. die eines 
Punktes P"~ so ist die Lange der 
Strecke PI p. gegeben durch 

1 = ¥(xa - xl)1 + (Y.- Yl)2 + ('.- ,1)2. 

4. Geht eine gerade Linie durch den 
Punkt PI (Xli Yl' '1) und bildet sie mit 
den Achsen die Winkel IX, fJ, ,.. so lautet 
die Gleichung der Geraden 

(x - xtl{cos IX = (y - Yl)/ooS fJ ; (x - x1)/cos IX = (I - Itl/COS,., 
oder mit 

cosfJ/cos IX = ml; 

auch 
wobei aus 

COS,./COSIX = ml , 

Y = mIX + b1• 

Yl - m1 Xl = b1 ; 

l=msx+b2 , 

1 ml m' 
COSIIX = __ ~_ , cos1fJ = 1 cosB,. = 2 

1+m~+m: 1+m~+mr 1+m~+m: 
die Winkel. wclche die Gerade mit den Achsen 
bildet, bestimmt werden konnen. 

5. Sind P1(xl'Yl"l) und PB(X2'YI,IS) zwei 
Punkte der Geraden, so sind ihre Gleichungen 

x - Xl Y - Yl 
---=----; 
XI - Xl Y. - Yl 

X - XI'-'I ---=---
XI- Xl 'I -'1 

6. Die allgemeine Gleichung der Ebene 
lautet 

Ax + By + Cz + D = 0 

und die Abschnittsgleichung xla + ylb + zle = 1, 

Fig. 129. 

worin (Fig. 129) OA = a, OB = b, OC = e die Abschnitte de. Ebep.e auf den 
Achsen sind.' 

7. 1st OPo= 1 die Lange des Lotes vom UrsprungO auf die Ebene, Fig. 129, sind 
IX, {J,,. die Winkel des Lotes mit den Achsen, so wird die Hessesche Form 

X cos IX + ycos{J + I cos,. -1 = o. 
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Man erhlilt diese aus derallgemeinen Form durchDivision mitQ= ±YA2+B2+C2. 
Dann ergeben sieh ~, {J, Y und I aus den Gleichungen 

cos~ = AIQ, cos{J = BIQ, cosy = ClQ, 1= -DIQ, 
wobei das Vorzeichen der Wurzel so zu wlihlen ist, daB I positiv wird. 

8. Man findet den A b s tan d eines Punktes P 1 (Zl, Y1 , 81) von einer Ebene, 
indem man die Hessesehe Normalform der Ebene mit -1 multipliziert und 
fiir z, y und 8 die Koordinaten des betrachteten Punktes einsetzt. 

9. SonderfilIe: 

B'Y + c, + D = 0 Glelchung eIDer Ebene paralle1 1m tI:-AchIe, 
Az+C.+D=O .. 'Y-AchJe, 
Az+By+D =0 .. .. .-Acbse, 
Az + By + C.= 0 durch den Koordinatenanfangspunkt. 

z = II Gleichung einer Ebene paraJleI 1m 'Y .-Ebene, 
, - b , n " 1I .... Ebeoe, 
, =:II I) "" :ty-Ebene. 

D. Fliichen und Raumkurven. 
I. FaBt man bei eine~ Gleichung ZWischen den drei Veriinderlichen z, y, 8 

z und Y als die uhaohiingigen Veriinderlichen auf, so werden jedem Werlepaar 
z, y ein bzw. mehrere Werte von z entspreehen, die sich aus einer Gleichung 

z = F(z,y) 
ergeben. Durch bestimmte Werle der unabhiingigen Veriinderlichen z, y ist 
im riiumlichen Achsenkreuz ein Punkt der zy-Ebene festgelegt, dem durch 
z = F(z, y) ein bzw. mehrere Werte z zugeordnet sind. Durch stetige Anderung 
von z und y erhlilt man als geometrischen Ort der Endpunkte der zugehorigen 
z eine Fliiehe, deren Gleiehung dureh 8 = F(z, y) gegeben ist. 

Z. Hangen die riiumlichen Koordinaten z, y, z von einem gemeinsamen Para
meter t ab derart, daB z = z (t), y = y (t) , 8 = Z (t), so stellt die Folge der hier

z 
dureh bestfmmten Punkte eine Raumkurve dar, 
die im allgemeinen nicht eben ist. 

Eine solehe Kurve kann auch aufgefaBt werden 
als die Schnittkurve der beiden Fliichen 

z=F1 (z,y) und 8 = F2(z,y), 

welche beiden Gleichungen zUSammen die Glei
chungen der Raumkurve darstellen. Beseitigt man 
je eine der Veriinderlichen z bzw. y, so erhlilt man 

y = f1(Z) und z = Mz) 

Fig. 130. als Projektionen der Schnitt- oder der Raumkurve 
auf die zy- bzw. zz-Ebene. 

Projiziert man siimtliche Punkte der Raumkurve auf die zy- und zz-Ebene, 
so bilden die Lote Zylinderfliiehen (Fig. 130) mit den Gleichungen y = ft(z) 
und z = Mz). Die Raumkurve kann als Schnitt dieser Zylinder aufgefaBt 
werden. 

Der Sehnitt einer Ebene mit einer Fliiche liefert eine ebene Kurve. 
Beisplele: 1. Da sAmtliche Punkte dar KuploberftiiGbe gleichen Abstand yom Mittel

punkt haben, so 1st die Mittelpunktgleichung der Kugel 

z, + 'Y' + I' - " ; 

hat dar Mittelpunkt die Koordinaten z" '1 .. '" so ist die Gleichung dar Kugel: 

(z - z.)' + ('1 - '1.)" + (. - ")" = ,". 

Inhalt und OberfJiche dar Kugel s. S. 82 u. S. ! 63. 
2. Sind fiber den Abschnltten 

OA = II; OB = b; OC = c 
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(Fig. 131) auf den Achsen drei Ellipsen errichtet, so schneidet eine Ebene parallel zur XI-Ebene 
die Strecken A' B' und B'C' ab, uber denen sich wieder Ellipsen konstruieren lassen. Die so ent
standene FHiche heiBt Ellipsoid und hat die Halbachsen a, b, c. lhre Gleichung lautet 

x2. "I ,2 
-;;>+11'+,,=1. 

Werden zwei dieser Halbaehsen gleich, z. B. b =~, so erMlt man das Rotationsellipsoid 
mit der x-Achse als Umdrehungsachse und der Gleichung 

Xl ,..1 ,2 
",+11'+11'=1. 

lnhalt B. S. 163. 
3. Wird die Hyperbel 

~ -~-t 
at bl 

(Fig. 55, S. 83 u. Fig. 92, S. 106) um die y-Achse gedreht, 
so entsteht ein einschaliges RotatioDlbyperholold mit 
der Gleichung 

Xl ". ,2. 
-;;>-/jI+",=I. 

Rauminhalt S. 83. 
Fig. 131. 

Wird dieselbe Hyperbel um die x-Achse gedreht, so entsteht ein zweischaliges Rota
tionshyperboloid mit der Gleichung 

x' yl ,. 
"'-Ii'-/jI=L 

4. Wird die Farabel y' = 2 fJx (Fig. 77, S.99) um die x-Achse gedreht, so entsteht 
ein RotatioDlparabolold mit der Gleichung 

:vI,. 
p+p=2X. 

Inhalt I. S.83 und 163, Oberfll!che S. 82. 
y 

y 

z x 

Fig. 132'). 

5. Die Schraubenlinie beschreibt ein Punkt, der sich gleichzeitig urn eine Achse OZ 
dreht und eine dem Drehwinkel 'P proportionale Verschiebung parallel zur Achse erfahrt (Fig. 132). 
1st 1 sein Abstand von der Achse, ist h die GanghOhe, d. h. entspricht einer vollen Umdrehung 
von '1'=2,. eine Verschiebung h, so lauten mit a=h/2,. die Gleichungen der Schraubenlinie 

od ' . , 
x=1cos'l'. Y=1sin'l', '='1''' er X=1COS a , y=rsm-i' 

Die auf dem Mantel des Zylinders vom Radius r gelegene Schraubenlinie ergibt bei del' 
Abwicklung eine Gerade von der Steigung tg x = h/2r n = a/r. 

Die Projektion der Schraubenlinie auf die Xt- bzw. YI-Ebene ist eine cos- bzw. sin-Kurve 
mit der Periode h (S. 121). Die Projektion wird konstruiert (Fig. 132), indem man den Kreis 
vom Radius r und die GanghOhe 11 in die gleiche Anzah! Teile tellt und entsprechende waage
rechte nnd senkrechte Strahlen zurn Schnitt bringt. 

') Fig. 132 1st perspektivisch gezeichnet; die waagerecht gelegte Drehachse OZ steht senk
recht auf der X y-Ebene. 
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Die gerade Regel-Schraubenfliiche entsteht durch Schraubung der Geraden 01 (Fig. 132), 
d. h. sie wird gebiJdet durch die Lote von den Punkten P der Schraubenlinie auf die Achse OZ. 
Ihre Gleichung lautet nach Beseitigen von r aus den Gleichungen fUr die Schraubenlinie 

.=/I'arctgl'. oder :Y=:II·tg~, wo /1=11/21<. 
Z /I 

VI. Einfiihrung in die Rechnung mit Vektoren. 
Bearbeitet von Dr.-Ing. W. Meyer zur CapeUen, VDI, Aachen. 

I. Skalare. In der Mathematik und Physik sowie in ihren Anwendungs
gebieten begegnet man Begriffen wie Arbeit, Leistung, Temp,eratur, Warme
menge, Zeit u. a. m., we1che durch einen einzigen Zahlenwert als MaB ihrer 
GroBe bestimmt sind. So ist z. B. die Temperatur eines Korpers durch to C, 
die Leistung einer Maschine durch N PS angegeben. Solche GroBen heiBen 
Skalare, da sie (wie z. B. die Temperatur im Thermometer) durch eine Skala 
dargestellt werden, d. h. den Punkten einer Zahlengeraden (Fig. 133) zugeordnet 
werden konnen. 

Z. Vektoren. Demgegeniiber gibt es phySikalische und geometrische Begriffe, 
die neben ihrer GroBe noch die Angabe ihrer Richtung bediirfen, wie z. B. Kraft, 

-3 -2 -1 o 1 
I , ! I I 

Fig. 133. 

Z 
I 

3 
I 

GeschwinC:ugkeit, Beschleuni
gung, Moment u. a. m. Solche 
Begriffe heiBen Vektoren: Eine 
Strecke im Raum von bestimm
ter Lange, Richtung und Rich· 
tungssinn und jeder Begriff, der 

Fig. 134. sich in dieser Weise eindeutig 
darstellen liiBt, heiSt Vektor1). 

Um z. B. die Verschiebung des Punktes P (Fig. 134) in den Punkt Q anzu
geben, muB auBer der Entfernung der Punkte P und Q noch die Richtung und 
der Richtungssinn angegeben werden. 

3. Bezeichnungen. Man schreibt einen Vektor mit beuijdjen Buchstaben 
(Fraktur), z. B. a, m:, b, ~, in Sonderfii.llen mit Oberstreichung wie z. B. Ii) , 
und gibt bei der Darste1lung seinen Richtungssinn durch einen Pfeil an. 

5011 der Vektor durch seinen Anfangspunkt P und seinen Endpunkt Q 
~ 

(Fig. 134) dargeste1lt werden, so schreibt man b = PQ 2). 
Der absolute Betrag eines Vektors, d. h. die positive MaBzahl fiir seine 

Lange, wird mit Ibl = fI bezeichnet. Ein Vektor von der Lange Null, bei dem 
also Anfangs- und Endpunkt zusammenfallen, heiBt NuHvektor und wird 
mit 0 bezeichnet. Ein Vektor, dessen Betrag gleich Eins ist, heiBt Einhelts· 
vektor und wird mit bO bezeichnet, so aaB ein beliebiger Vektor geschrieben 
werden kann b = Ibl bO = fl. bOo 

4. Zwei Vektoren a und b sind gleich, d. h. es ist a = b, wenn beide den 
gleichen Betrag und die gleiche Richtung haben, also durch Parallelverschiebung 
gleichsinnig zur Deckung gebracht werden konnen. Ein Vektor kann beliebig 
parallel zu sich selbst verschoben werden (Ausnahmen S. 5). 

In den Anwendungen kann oft ein Vektor be1iebig verschoben werden, je
doch kommt ihm eine physikalische Bedeutung erst in einem bestimmten Punkte 
zu. So kann auf einer krummlinigen Bahn die <;;eschwindigkeit in einem Kurven
punkte durch den Vektor b (s. 8) vom Betrag und von der Richtung der Ge
schwindigkeit dargeste1lt werden, dem Geschwindigkeitsvektor, dem also physi
kalische Bedeutung erst im Kurvenpunkte zukommt. 

') Vgl. M. Abraham u. A. FOppl: Theorie der Elektrlzitit. 4. Aufl., Bd. I, S. S. Leipzig: 
B. G. Teubner. - Rothe, R.: HOhere Mathematik, Tell II, 2. AuO., S.173f. Leipzig: B. G. 
Teubner 1931. 

") Nach den VorschIiigen des A.E.F. 
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5. In der Mechanik gibt es aber GraBen, die nur in ihrer Richtung ver· 
schoben werden diirfen. Solche Vektoren heiBen gebundene (axiale) Vektoren 
(wie Krafte, Wink~lgesehwindigkeiten) im Gegensatz zu den freien (planaren) 
Vektoren. Greifen z. B. an einem Karper mehrere Krafte in einem Punkt an, 
so kannen sie als freie Vektorcn behandelt werden. Greifen sie aber nieht in 
einem Punkt an, so diirfen sie beim starren Korper (s. Meehanik) nur in ihrer 
Wirkungslinie, nieht aber parallel verschoben werden, sind also dann gebundene 
Vektoren. 

6. Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar. Unter dem Vektor ID 
= mb = bm soll ein Vektor verstanden werden, der dem Vektor b parallel ist 

und dessen Betrag m-mal so groB ist wie der von b, 
d. h. lID I = 1m 110 I = I mi· v. 1st m > 0, so hat ID 
die gleiche, ist m < 0, so hat ID die entgegengesetzte 
Richtung wie b (Fig. 135). 

~/ !!:t~.\'~ '.t 
~ '/k_.£. 

,a-

Fig.13S. Fig. 136. Fig. 137. 

7. Addition und Subtraktion von Vektoren. Tragt man (Fig. 136) an den 
Vektor a durch Paralle1verschiebung den Vektor b an, so entsteht der Vektor 
a + b. Den Vektor a - b erhiilt man, indem man zu dem Vektor a den 
Vektor -b addiert. Es ist also 

a-b=a+(-b). 
In dem durch a und b bestimmten Parallelogramm sind C = a + b und 

b = a - b die entsprechend Fig. 137 gerichteten Diagonalen. 
Ubereinstimmend mit den RegeJn der Algebra geJten folgende Gesetze, 

die sich leicht geometrisch nachweisen lassen: 

a + b = b + a (Vertauschbarkeitsgesetz der Addition). 

a + (b + c) = (a + b) + c (Verbindungsgesetz), 

m(a + b) = ma + mb (Verteilungsgesetz), 

a - a = o. 
S.-Differentiation eines Vektors. 1st 0 ein fester Punkt, so kann die krumm

linige Bahn eines Karpers dargestellt werden durch die zeitlich veriinderlichen 
-4-

Radienvektoren OP = t = t(t) (Fig.BB). Nach Lft Sekunden ist P nach PI 
-4-

gewandert, und der entsprechendeVektor ist OP1 = tl = t(t + Lft). Dann ist 
-4-

PP1 der in Lft sek zuriickgelegte Weg Lft = tl - t = t(t + Lft) - t(t), und 
es wird demnach die mittlere Geschwindigkeit gleich Lft/Lft. 

Der Grenzwert dieses Ausdruckes fiir Lf t -4- 0 (S.65) oder .fiir P -4- PI ist 
der Geschwindigkeitsvektor 

o = lim t(t + Lf t) - t (t) = ~ . 
.1t+O Lft dt 

Er hat die Richtung der Tangente in P. Ahnllch ist 

b=~ 
dt 

der Beschleunigungsvektor im Punkte P (s. Dynamik S. 206). 

Taschenbuch liir den Maschinenbau. 9. AufI. I. 9 
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9. Eine wichtige Rolle spielen die Produkte der Vektoren. Das innere 
(skalare) Produkt der Vektoren a und b (Fig. 139a) ist der Skalar 

a· b = I a I • I b I • cos <):: ab = ab cos <):: ab, 
also das Produkt aus dem Betrag des einen Vektors und der Projektion des 
anderen auf ihn. Daher ist a· b = b • a und ist a . b = 0, wenn a 1- b. 

So ist z. B. die Arbeit A einer konstanten Kraft ill liings eines 
Weges ~, der mit ihr einen Winkel bildet (Fig. 139b), durch das 
skalare Produkt A = ill . ~ = [ill [ . j ~ [ • cos <J: ill ~ gegeben. Bel ver· 
iinderlicher Kraft karul geschrieben werden A = J ill d ~ • 

10. Das iiuBere (vektorielle) Produkt der Vektoren a 
und b ist ein Vektor C, der geschrieben wird 

C = a x b. 
Sein Betrag ist gleich der Flache des aus a und b gebildeten Paralielogramms 
(Fig. 140 a). c steht auf der Paralielogrammebene senkrecht, und sein Richtungs. 
sinn ist derart, daB a, b, c ein Rechtssystem bilden. Daher ist a x b = -b x a. 

Dreht sich eine rechtsgiingige Schraube im 
gleichen ; Sinne wie ein Beobachter, der den 
Vektor a, dann den Vektor II entiang geht, so 
verschiebt sie sich in der gleichen Richtung wie C. 

Fur den Betrag gilt 

Icl= lal·lbl·sin<)::ab=absin<)::ab. 

!Ill Beispiel: Das Drehmoment einer Kraft ill 
Fig. 140. am Hebelarm ~ um den Drehpunkt 0 ist 

gleich der Kraft mal dem senkrechten Abstand 
des Punktes 0 von der Kraft, also gleicb 

[t[ • [ill[ • sin<J:r\ll (Fig. HOb). Um auch den Richtungssinn auszudrilcken, kann das Moment 
a1s Vektor senkrecht zur Ebene von r und \ll dargestellt werden durch 

\lJ!=rxill· 

VII. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre 
Anwendung auf die Fehler=, Ausgleichs= und 

OroBzahlrechnung. 
Bearbeitet von Dr.-Ing. W. Meyer zur Capellen, VDI, Aachen. 

A. Orundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
I. Gegenstand der Wahrscheinlichkeitsrechnung sind Untersuchungen an 

einer groBen Zabl von Dingen, Erscheinungen, Beobachtungen usw., die in ge
wissen Merkmalen ubereinstirnmen. 1st n die Anzahl dieser Dinge und gibt no 
an, wie oft diese Merkmale beobachtet wurden, so heiBt der Quotient noln die 
relative Hiiufigkeit. 

Mit einem idealen Wiirfel, dessen Schwerpunkt genau in der geometrischen Mitte Jiegt usw., 
wurde bei 300 Wiirfen 52ma1 die Zahl 6 geworfen. Die relative Hiiufigkelt ist dann 52/300 
=0,173. Bei 600 Wiirfen wurde 99mal die Zahl 6 geworfen, die relative Hiiufigkeit ist dann 
99/600=0,165 usw. Je groSer die Zahl derWiirfe ist, umso eher Iliihert sich die relative Hiiufig-. 
kelt dem Wert 1/6. 

2. Den Grenzwert der relativen Haufigkeit fUr lim n ~ 00 bezeichnet man 
als WahrscheinUchkeit wI): w = n1$toono/n, wobei w < 1-

Die obengenannte Vielheit von Dingen heiBt auch ein Kollektiv. Dieses 
muB jedoch der Bedingung der Regellosigkeit innerhalb des Kollektivs genugen: 

Der Grenzwert der relativen Hiiufigkeit muS existieren unabhiillgig davon, ob man nur 
bestimmt ausgewiihlte Kollektivglieder berilcksichtigt oder nicht. So mu6 im obigen Beispiel, 
wenn z. B. nur der 1., 3., 5., •.• Oder nur der 2., 4., 6 .•.• Wurf gewiihlt wird, doch der gleiche 
Grenzwert der relativen Haufigkeit, d. h. 1/6 vorhanden sein. 

1) Mises, R. v.: Wahrscheinlichkeit, Statistik und Wahrheit. Wien: Springe.: 1936. 
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In praktischen Anwendungen geniigt fiir die Bestimmung der Wahrschein
lichkeit oft eine groBe Anzahl von Beobachtungen (Statistik). 

3. Nach Laplace wird die Wahrscheinlichkeit auch bezeichnet als der Quo
tient W = g/m aus der Zahl g der glinstigen Fiille und der Zahl m alier mog
lichen Fiille. Hiemach muB W durch Abziihlen von g und m bestimmt werden. 

Beispiele: t_ Befinden sich in e!ner Ume 4 weille und 6 schwarze Kugeln, so 1st danacb 
die Wabrscheinlicbkelt fUr das Herausnebmen einer weillen Kugel4/tO=2/5, fUr das Heraus
nehmen einer schwarzen Kugel 6/10 = 3/5, d. b. bei sehr vielen Proben werden 2/5 der gesamten 
Kugeln weiBe und 3/5 scbwarze sein. 

2. Wie groB 1st die Wabrscheinlicbkelt, aus elner Urne mit 6 weiBen und 4 schwarzen 
Kugeln 3 weiBe Kugeln auf elnmal berauszugreifen? Nacb der Kombinationslehre (5.38) 1st 

g=(~)=20 und m=C~)=I20, also fIJ=g/m=20/120=t/6. 

4. Rechnen mit Wahrschelnllchkeiten. IX) Die Wahrscheinlichkeit W inner
halb eines Kollektivs dafiir, daB von mehreren sich gegenseitig ausschlieBenden 
Merkmalen eines auf tritt, ist gleich der algebraischen Summe der Wahr
scheinlichkeiten der einzelnen Merkmalsgruppen: W = WI + WI + Wa + .... 

Beispiel: Beim idealen Wilrfel 1st die Wabrscheinlicbkelt dafOr, e!ne der 6 Zahlen zu treffen, 
glelch fIJ, = fIJ, = fIJ, = 1/6, also die Wahrscbeinlicbkelt, eIne ungerade Zahl zu werfen, gleich 
fIJ=fIJ, +111.+111,= 1/2. 

fJ) Die Wahrscheinlichkeit innerhalb eines Kollektivs dafiir, daB mehrere 
voneinander unabhlingige Merkmale auftreten, ist das Produkt der Einzel
wahrscheinlichkeiten: W = WI • Wa • Wa ••• w". 

Sind die Einzelmerkmale gleich wahrscheinlich, so ist W = (WI)". Sind von 
den Einzelmerkmalen p und q je gleich wahrscheinlich, so ist mit den Einzel
wahrscheinlichkeiten wp und Wg die Wahrscheinlichkeit W = (wp)P. (w.)'. 

Beispiele: t. Die Wahrscbeinlicbkelt dafOr, daB eIn 30jabrlger Mann das 60. Lebensjahr 
erreicbt, 1st nacb der Statlstik fIJ, =0,5. Die Wabrscheinlicbkeit dafOr, daB seine Frau eben
falls nocb 30 Jahre lebt, 1st W, = 0,6. Dann ist die Wabrscheinlicbkelt dafOr, daB beide nocb 
30 Jahre leben, nur W=Wl' w,=0,5' 0,6=0,3. 

2. Die Wahrscbeinlicbkeit, mit 2 Wilrfeln gleichzeitlg die glelche ZahI, z. B. 3 zu werfen, 
ist (1/6)' = 1/36. 

3. Die Wabrscbeinlicbkelt, mit e1nem Wilrfel zunlchst 2mal die Zahl t und dann 3mal 
die Zab! 6 zu werfen, ist <t' = (1/6)1. (1/6)' = 1/6' = 1/24 576. 

B. Auswertung von Beobachtungen. 
a) AUgemelnes tiber MeBfehler. 

I. Eine fehlerfreie Beobachtung ist unmoglich. Daher darf man das Er
gebnis einer Messung erst daun mit Sicherheit verwenden, wenn man bei Nach
priifung durch weitere Messungen eine ausreichende "Obereinstimmung erzielt 
und die erreichte Genauigkeit richtig abgesch1i.tzt hat. 

Je grlIller die Genauigkeit, desto grOller 1st aucb die Zabl der zu berilcksIchtigenden Neben
einfUlsse - Temperatur, Luftdruck, Feuehtigkeit, nieht vorhandene ProportionalitAt bei 
Ablesungen usw. Bei der Auswertung dieser Nebeneinflilsse genQgt es, so weit zu gehen, daB die 
vernachllissigten Korrekturen von geringerer GrOBenordnung aIs die sonstigen unvermeidbaren 
Beobachtungsfehler sind. ZunAchst ist also die mit den betreffenden Apparaten erreIehbare 
MeBgenauigkeit abzuschAtzen und sodann ist festzustellen, welche Korrekturen beachtet 
werden miissen. Werden diese notwendigen Korrekturen nicht hinreicbend beriicksiehtigt, so 
gibt man sich bezilglich der erreiehten Genauigkeit einer SeIbsttiluscbung bin. Andererseits 
wird bAufig auch eine iibertriebene Genauigkeit bei der Messung solcher GrOBen angestrebt, 
die von z. T. gar nieht genau definierbaren Bedingungen abbAngen wie Relbungsziffer u. li. 

Sieht man von groben Fehlem, die sich als solche leicht feststellen lassen, ab, 
so sind die auftretenden MeBfehler von zweierlei Art: Die einen, systematische 
odeI.' regelm1i.Bige Fehler, geben Abweichungen im ganz bestimmten Sinne, wie 
sie durch Fehler der Instrumente, ihre ungiinstige Aufstlillung und schlechte 
Handhabung veranlaBt werden. Die anderen, zufiilligen oder unregelm1i.Bigen 
Fehler verfiilschen das Resultat bald im positiven, bald im negativen Sinne in
folge personlicher Schatzungsfehler, nicht feststellbarer Einfliisse der Atmosph1i.re 
usw. Die regelmaBigen Fehler lassen sich am besten durch verschiedenartige 
Anordnung des Versuches (verschiedene Methoden) erkennen und daun auf ein 

9* 
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Minimum herabdriicken. EichtafeJn von MeBinstrumenten sind von Zeit zu Zeit 
nachzupriifen, besonders nach starkerer Beanspruchung der 1nstrumente. Sie 
diirfen nie als unveranderlich richtig betrachtet werden. Die GroBenordnung 
der unregelmaBigen, zuf1illigen und nicht vermeidbaren Fehler erkennt man bei 
mehrfacher Wiederholung der gleichen Messung mit den gleichen MeBinstru
men ten und unter sonst gleichen Umstauden. 

2. Sind die einzelnen, n Messungen ~,ls, ... , I" unter den gleichen Bedin
gungen und mit der gleichen Sorgfalt ausgeftihrt, so ist der wahrscheinlichste 
Wert-L der gemessenen GroBe (s. b., S.135) der arithmetische Mittelwer 

1 
L = - (~ + Is + 13 + ... + 1,,). 

n 
Statt samtliche Werte ~, 12 , ••• zu addieren, kann man auch von einem ge

schatzten Mittelwert A ausgehen: 1st r; = 1; - A die Abweichung vom ge-

schatzten Wert, so ist der Mittelwert dieser Abweichung q = ~ h +r2+' ··+r,,), 
und dann wird L = A + q. n 

Beispiel: Eine Lange l; sei durch folgende Messungen bestimmt. Danach sei als Mittel
wert geschiitzt A = 30,20. 

l;m ri=/j-A 

30,10 -0,10 
30,30 +0,10 

! 30,20 ±O,OO 
30,4~0-l._+':"';;0:::,2O:;;..._ 

Summe: +0,20 

Damit wird L = 30,20 +1 . 0,20 
= 30,20 + 0,05 
=30,25m. 

3. Mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsrechnung (S. 136) liiBt sich die mittlere 
und die wahrscheinliche Abweichung (Fehler) der Messung und damit ihre Ge
nauigkeit angeben. Ein ungefiihres MaB ftir die Genauigkeit stelIt der schein
bare Fehler oder die durchschnittliche Abweichung dar, d. h. der arithmetiscae 
Mittelwert aus den Absolutfehlern der Einzelbeobachtungen (Abweichung vom 
Mittelwert der Beobachtungsergebnisse). 

Beispiel: Ein zweiter Beobachter hat die gleiche Lange wie oben gemessen und das gleich. 
arithmetische Mittel erhalten. FIlr die scheinbaren Febler folgt dann: 

Beobachter I Beobachter II 
Messung I Feh1er Messung I Feh1er 

30,10 I 0,15 30,23 I 0,02 
30,30 0,05 30,25 0,00 
30,20 I 0,05 30,28 I 0,03 
30,40 0,15 30,24 0,01 

Mitte1wert 30,25 ± 0,10m Mittelwert 30,25 ± 0,02 m 

Hiernach ist die Beobachtung des zweiten Beobachters (scheinbarer Febler ±2 em) genaue 
als die erste (scheinbarer Feh1er ±10 em). Die scheinbaren Febler sind + und - 2U rechnen 

4. Haben einzelne Messungen ~, 12 , ••• , deren Mittelwert bestimmt werden 
soU, verschiedene Genauigkeit, so werden sie entsprechend ihren Ge
wicht en Pl' P2' ... (MaBen ftir die Genauigkeit) beriicksichtigt. Es ist dann mit 

Pl + P2 + ... + P .. = P der Mittelwert L = ~ (Pl1l + Psis + ... + P .. l,,). p 
Be i s pie I: Die Schwingungszahl einer Stimmgabel wurde mittels einer Sirene von 

16LOchem am Umfange gemessen: 

.. Umdrehungen in I Sek. Schwingungszahl = 16· .. /1 
1. 388 t2,2 II 

- 509 \ 
11 

2. 554 17,2 ,. = 515 5 
3. 1266 39,2 " = 517 3 
4. 3465 1/ 106,0 " II ~\ _3_ 

520 ;1:4 
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Die Gewichte dieser 4 Messungen sind nicht einander gleich, sondern den Beobachtungs. 

zeiten proportional. Der Mittelwert ist daher 

509 ·12 + 515· 17 + 517' 39 + 523·106 =520. 
12 + 17 + 39 + 106 

Der scheinbare FehIer, d. h. die durchschnittIiche Abweichung, 1st unter Berficksichtigung 
der Gewichte 11.12 + 5. 17 + 3' 39 + 3' 106 

12+17+39+106 =4. 

5. Bei der Ausrecbnung ist das Ergebnis mit so viel Ziffem anzugeben, 
daB die letzte keinen groBen Anspruch auf Genauigkeit hat, die vorletzte aber 
noch sicher verbiirgt ist. Die Sicherheit der letzten Ziffer wird mit ± angefiigt. 

Beispiele: 1. Es ist 10,255 ± 0,005 = 3,418 ± 0,002, niOOt etwa 3,4183 ± 0,0017. 
3 

2. Die ° 1st als technische Zahl ebenso zu behandein wie jede andere Ziffer, also z. B. 
10,200±0,005, nicht 10,2±0,OO5. Das Hinschreiben der ° zeigt, daB diese Ziffer gemessen ist: 

10,000 m gemessen bis auf mm genau 
10,00 m " em 

87'IO"m " kIn 
8jOOOm " m 

3. Es ist ein hiiufig vorkommender FehIer, daB aus technischen Messungen Zahlenwerte er
rechnet werden, die in keiner Weise verantwortet werden k<lnnen. Es ist z. B. 8,4·5,2· 7,6 = 330 
(oder auOO 332); nicht etwa 331,968. Die 6 Ziffern w1lren nur dann riOOtig, wenn auOO die 
Einzeimessungen mit 6 Ziffern gemessen waren: 8,40000 usw. und niOOt nur 8,4. 

1m allgemeinen ist (s. 7) der gesuchte Wert nicht unmittelbar, sondem als 
Funktion verschiedener einzeln gemessenen GroBen bestimmbar. Der Ge
samtfehler ist dann nicht von der GroBe der Einzelfehler, sondem auch von der 
Art der Funktion abhangt. Da die Vorzeichen der Einzelfehler niemals bekannt 
sind, so ist der mogliche Fehler des Ergebnisses auch bei Differenzen stets durch 
Addition der Teilfehler zu bestimmen. Da es sich um kleine Fehler handelt, 
konnen die Naherungsformeln fiir das Rechnen mit kleinen GroBen (s. S.55) 
beriicksichtigt werden. 

Merkregeln. Bei Addition oder Subtraktion fehIerhafter GroBen addieren siOO ihre abso
luten FehIer, bei Multiplizieren und Dividieren ihre prozentualen FehIer. Beim Potenzieren 
und Radizieren wird der prozentuaIe FehIer mit dem (ganzen bzw. gebrochenen) Exponenten 
multipliziert: 

(I ± J)n~ I ±nJ; 

Beispiele: 1. (89,7 ± 0,3) + (85,3 ± 0,2) = 175,0 ± 0,5. 
2. (89,7 ± 0,3) - (85,3 ± 0,2) = 4,4 ± 0,5. 
Bei der Bestimmung kleiner Differenzen durch Messen des Minuenden und Subtrahenden 

ist grOBte Vorsicht notwendig (im vorstehenden Beispiel It vH FehIer gegeniiber 0,3 vH bei 
der Summe und den Einzelmessungen). 

3. Bestimmung des spezifisOOen GewiOOtes durOO Messen des GewiOOtes in Luft und in 
Wasser: 

= ~ = 185,50 ± 0,05 = 185.50 ± 0,05 = 6 004 
Y GL - Gw (185,50 ± 0,05) - (161,60 ± 0,06) 23,9 ± 0,1 7,7 ± , . 

Auswertung des FehIers im Kopf: FehIer des Nenners I auf 2391':::1 knapp 0,5 vH 
(eine Zilfer geniigt) " ZiihIers 5 " 185501':::1 0,Q3 vH 

FehIer des Bruches - Summe der prozentualen FehIer 
0,5 vH von 8 [7,76]1':::1 0,04. 

4. (3,37 ± 0,04)' . h,66 ± 0,06 - 11,4' 2,13 = 24,3 ± 0,6, 
4 auf 3371':::1 1,2 vH I Fehier des Resuitates (2' 1,2 + t . 0,6) vH = 2,6 vH 
6 " 9661':::1 0,6 vH 2,6 vH von 24,31':::10,6. 

Die FehIerrechnung dient nicht nur zur SOOatzung der Genauigkeit eines Ergebnisses, 
sondem sie zeigt vor allem auch, auf we1chen Teil der Messung die groBte SorgfaIt zu verwenden 
ist, welche Versuchsanordnung den geringsten EinfIu13 der BeobaOOtungsfehIer auf das Ergebnis 
bewirkt und wie weit Abkiirzungen beim zahIenmaBigen Rechnen gestattet sind. 

6. Allgemein ist der Oesamtfebler Llu eines Ergebnisses u = I(x, y, z, ... ), 
das sich durch verschiedene Einzelmessungen x, y, z, ... mit den Fehlern LI x, 
L1 y, LI z, ... ergibt, mit Hilfe der partiellen Ableitungen /~ = fJ//fJx, I. = fJ t/fJy, 
t, == fJflfJz, ••. (s. S. 68) bestimmbar gemaB 

Llu = t1x· I~ + Lly· Iv + Liz' f, + ... 
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Beispiel: Bestimmung der FallbeschleUDigung , durch Messen der Uoge 'und der SchwiD
gungsdau<:!, I eines Pendels: 

g = 1(1,1) = ",' ollt", 
Llg = M· 81/81 + M • 81/81 I Einfacher logarithmisch: 

= ",'II" Lli + -",'0111', 2. Llt, Ing = In (n') + Inl- 2.lnl, 
Ll gIg = MIl + 2 • MIl. Ll gIg = MIl + • 2 • Ll tIt. 

Die Zeitbestimmung erfordert die grOate Sorgfalt. Der prozentuale Febler der Zeitmessung 
verdoppelt sich im Resultat. An den angemerkten Ste1len (-) ist zu beachten, daB Fehler stets 
zu addieren sind. 

7. /¥) Bei DarsteUung eines Vorganges, der von einer veriinderlichen GroBe 
abhiingig ist, also elner Funktion, z. B. der Bestimmung der Hysteresiskurve 

von Dynamomaschinen (Fig. 141), kann von 
!5 der Bildung eines arithmetischen Mittelwertes 

keine Rede sein. Das Auftragen der Punkte im 
Koordinatensystem - hier ~ in Funktion von~ -
liefert ein Bild des Vorganges. Die Kurve ist dann, 
um eine Verzerrung durch die Beobachtungs
fehler zu verineiden, so zwischen die MeBpunkte 

..... --+--+----1f----~ zu legen, daB die Summe der Abweichungen mog
lichst klein wird und daB eine regelmaBige Kurve 
entsteht. Diese graphische Ausgleichung ist be
sonders einfach bei bekanntem Kurvencharakter. 
Sonst kann auch aIs erste Annliherung eine aus-
gleichende Genide genommen werden. 

(J) Zur klaren Veranschaulichung der Ergebnisse ist eine zweckmaBige Wahl 
des Ma8stabes wertvoll, vgl. Fig. 142 und 143 fUr die Abhiingigkeit der Um
laufzahl eines Motors vom Drehmoment. 

71. 71. 

IIt!Nc.. Umtlr. 
min min 
7S1JO. 1UOf) 

1Uo. 
s,7} 

S61 

mlr,y D 
9()0 D 0 1 1 3 .]mlrg 

Fig. 142. Fig. t43. 

r) Deutet der Verlauf der graphischen Darstellung auf starke Kriimmung, 
Maxima oder Minima, so ist beim Ausgleichen besondere Vorsich t notwendig; 
nach Moglichkeit sind solche Punkte durch unmittelbare Messungen sorgfiiltig 
zu bestimmen. 

t 
9tJ 

70 

5IJ 

,]0 

10 
--_ .... ' 

r-o
---

Fig. t45. 

Beispiel: Die AmpJituden oder SchwinguDgSweiten einer durch einen Wechselstrommagne
ten erregten Feder (Frahmscher Frequenzmesser) zeigen bei v~edenen Polwechseln (Erreger
frequenzen) die Ergebnisse von Fig. 144: Die Reson~ ist bel tOO Pol~ so stark aus
gepragt, daB die groBte Schwingungsweite nur durch UDJIllttelbares Messen emutteJt werden kann. 
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If) Ober den durch Beobachtung festgestellten MeI3bereich hinaus lassen sich Kurven auf 

Grund der ausgefiihrten Messungen n i e m a I s for t set zen. Das ist nur zuUIssig, wenn der 
Charakter der Kurve auch auBerhaib des Beobachtungsgebietes auf Grund theoretischer Er
wiigungen vollkommen klar ist. Selbst wenn die beobachteten Punkte siimtlich in einer Ge
raden liegen, ist eine Fortsetzung dieser Geraden iiber den MeI3bereich hin'!us nicht zullissig. 
Andernfalls sind die griillten Trugschliisse miiglich. 

Beispiel: 1 kg Wasser von 10· C werde Wlirme zugefiihrt und die Temperatur als Funk
tion der zugefiihrten Warmemenge gemessen. Die Messung werde bis zu 90· C fortgesetzt. Die 
in Fig. 145 graphisch dargestellten Beobachtungen ergeben eine Gerade. Wollte man aber 
diese Gerade iiber den MeBbereich hinaus beliebig verillngern, so kiime man zu vOilig unrichtigen 
Ergebnissen. Durch Messung wiirde sich die gestricheite Kurve ergeben. 

E) Zur besseren Dbersicht wird man haufig die Ergebnisse auf Funktlons
papleren darstellen (s. a. Nomographie S.145, femer Potenzkurven S.116). 
Und zwar wird man solche Papiere wlihlen, auf denen die Funktion durch eine 
Gerade (bzw. angenaherte Gerade) dargestellt wird. Darnit ist bei bekanntem 
Gesetz ein einfacher Oberblick moglich und ist bei unbekanntem Gesetz dieses 
leicht zu finden. 

Belspiele: 1. Wird,die Kurve s = gl'/2 in ein Achsenkreuz gezeichnet, dessen eine Achse 
quadratisch geteilt ist, • = 1', so wird s = g ./2 eine Gerade. 

2. Potenzpapier, bei dem beide Achsen logarfthmisch geteilt sind, wird man f1Ir Gesetze 
von der Form :JI ~ •• zn verwenden. 

3.: Exponentiarpapier, bei dem die z-Achse iogarithmisch und die )I-Achse linear geteilt 
ist, wird man f1Ir Gesetze von der Form :JI ~ , • ek x oder :JI = , . "'" verwenden. 

In ahnlicher Weise kann man sinus- und tangens-Papier verwenden. 

b) Ausgleichrechnung. 
I. Methode der kleinsten Quadrate. 1st eine GroBe X durch mehrere Mes

sungen It, la, •.• unter den gleichen Bedingungen bestimmt worden und ist L 
ein Wert, der der GroBe X moglichst nahe kommt, so sind die scheinbaren 
Fehler gleich L - 11 = v1 , L -la = va ••.• K. F. GauB sagt nun, daB fiir den 
wahrscheinlichsten Wert L der GroBe X die Summe der Quadrate der 
scheinbaren Fehler ein Minimum sein muB. Dies gilt um so mehr, je grbBer 
die Zahl der Messungen ist. 

Auch wenn die gesuchte GroBe X nicht unmittelbar durch Versuche ge
geben ist und von einem MeBergebnis ~ oder mehreren Lv La, ... abhangt 
(funktionale Beziehung), so ist der Wert L, der der gesuchten GroBe X am nach
sten kommt, so zu bestirnmen, daB die Summe der Fehlerquadrate eln Mini
mum ist. 
Il Beispiel: t. Bel " Messungen f1Ir die GrOBe X lautet die Minlmumbedingung 

ilL [(L-I,,)'+(L-I,,)'+'" + (L-I,,)']= 0 oder 2 [(L-I,.)+ (L-I,,)+ (L-I,,)+ ... + (L-I,,)]=o, 

d. h. ". L-II=o oder L~ 1/,,· II, mit anderen Worten: der arlthmetlsche Mlttelwert 
(s.2., S. 132) ist auch der wahrscheinlichste Wert. 

2. Die Aussage f1Ir diesen Fall besagt dann, daB I v' stets kieiner 1st, ala wenn die Diffe-
renzen gegeniiber einem anderen M1ttelwert gebiJdet werden: 

Beispiel: Fehler Fehierquadrate 
8,3 1 1 
8,S 1 1 
8~ 0 0 
8,6 2 4 
8,3 1 1 

~ 1 _1_ I 
8,4 Summa = 8 [Minimum) 

8,3 
8,S 
8,4 
8,6 
8,3 
~ 

8,3 

Fehler 
o 
2 
1 
3 
o 
o 

Fehlerquadrate 
o 
4 
1 
9 
o 
o 

Summe = 14 [>8] 

2. Es bedeuten wieder X den wahren Wert der gemessenen GroBe, L den 
arithmetischen Mittelwert aus den n Messungen It, la, •.• , I" und v1 = L - 11 , 

va = L - la, •.. die scheinbaren Fehler. Ferner seien die wahren Fehler, d. h. 
Abweichungen vom wahren Wert mit e1> ea, ... , e .. bezeichnet, und es sei die 
Abkiirzung v~ + v~ + '" + v~ = [vv] und e~ + e~ + ... + e~ = [ee] ein
gefiihrt. Dann ist nach Gaua der mittlere Fehler der einzeinen Beobachtung. 

e = [ee] = 1 / [vvJ· (Ft:l1,lfvV]. falls n ~ 1) . n rn-1 rn 
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a. Der mittlere Fehler des Mittelwertes ist dann nach GauB 
i= .. 

1 ~ 8 Y [1111] ( 1 ,Jr.:::C. E = - 8; = y_ = ( ) ~ - f [1111] , n n nn-1 n 
i=l 

Der mittlere Fehler des Mittelwertes aus n Beobachtungen nimmt also bei 
gleichem mittleren Fehler 8 der Einzelmessung ab wie 1ffn, d. h. es ist zweck

Fig. 146. 

los, ungenaue Messungen durch eine groBe Anzahl von 
Beobachtungen ausgleichen zu wollen. FUr eine kleinere 
Anzahl n von Beobachtungen nimmt er mit wachsen
dem n schneller, fUr eine groBere Anzahl n von Be
obachtungen nur langsamer ab, Fig. 146. 

Sind einzelne Messungen ihrem "Gewicht" (s.o 
S. 132) entsprechend zu beriicksichtigen, so ergeben 
sich ahnliche Beziehungen (Literatur: Anm. 1, S. 137). 

4. Der wahrscheinHche Fehler ist der, fUr den mit 
gleicher Wahrscheinlichkeit zu erwarten ist, daB der 

wirkliche Fehler kleiner oder groBer ist. Unter Verwendung des GauBschen 
Fehlerverteilungsgesetzes (s. 0, S. 138) ist der wahrscheinliche Fehler das 
O,674-fache (~i-fache) des mittleren Fehlers. 

Beispiel: Die Bestimmung von .. =ep!e" nach der Methode von Clement und Desormes 
ergab folgende Werte: 

Gemessen 

Versuch II lit I 
I Gerechnet 

1 12 4 8 1,50 0,09 0,0081 
2 20 6 14 1,43 0,02 0,0004 
3 12 3 .. 8,. 1,41 0,00 0,0000 
4 18 5 13 1,38, 0,02, 0,0006 

II = 1,41 ± O,OZ. 

5 28 7 21 1,33 0,08 0,0064 
6 13,. 4,. 9 1,50 0,09 0,0081 
7 16 5 11 1,45. 0,04, 0,0020 
8 18 4" 13,. 1,33 0,08 0,0064 
9 20 5,. 14,. 1,38 0,03 0,0009 

10 12 3,. 8 .. 1,41 0,00 0,0000 

Mittel 1,41 [1111] =- 0,0329 

der 6 - -- = 0,06. 
Mittlerer Febler } V 0,0329 

Einzelmessungen 9 
Wahrscheinlicher Febler = J • 0,06, = 0,04. 

des E=-== -' --O,OI9~O,02. 
Mittlerer Febler } 8 V 0 0329 

Mittelwertes flO 9·10 

Wahrscheinlicher Fehler = i .0,019 = 0,01 •• 
Wenn der wahrscheinliche Febler der Einzelmessungen ± 0,04 1st, so heiSt <las: Es 1st mit 

gleicher Wahrscheinlichkeit anzunehmen, daB die Einzelfehler grOBer bzw. kleiner aIs 0,04 
sind. Tatsllchlich sind bei vorstehenden 10 Messungen 5 Fehler grOBer [Messung Nr. I, 5, 6, 7 
und 8] und 5 kleiner als 0,04. 

5. FoIgt ein Ergebnis v=f(z, y, I, ••• ) aus mehreren Einzelmessungen z, y, I, ••• 
(s. S. 133, 6) und sind 6.,,6/1,'" die mittleren Febler der einzelnen Messungen, so 1st der 
mittlere Febler '" der gesuchten GrOBe v gegeben durch 

'tI -l'{a;. (Jv/{Jz)' + ('/1' (Ju/{J,,)' + .... 
6. Mebrere Unbekannte. Hliufig konnen nur Werte gemessen werden, die 

eine Beziehung zwischen mehreren Unbekannten ergeben. Hat man z. B. 
eine Funktion mit drei GroBen, so konnen diese aus drei Gleichungen berechnet, 
also auch aus drei Messungen bestimmt werden. Fiihrt man weitere Messungen 
durch, so ist die Zahl der Gleichungen groBer als die Zahl der Unbekannten, 
die Aufgabe erscheint zunlichst unbestimmt. Um jedoch diese Unbekannten 
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moglichst genau zu erhalten, werden diese so besti=t, daB nach 1. die Summe 
der Quadrate der Abweichungen ein Minimum ist. 

Dies bedeutet, daB die partiellen Ableitungen der Fehlerquadrate (derQuadrate 
der Abweichungen) nach den einzelnen Unbekannten gleich Null zu setzen sind. 

Beispiel filr eine line are Beziehung: Die Liinge It eines Weif3metallstabes ist bei ver' 
schiedenen Temperaturen t gemessen worden: 

Lange I, 
I. 1 .. =200,I4-mm 3. I" =200,33mm 5. ' 11.=200,52mm 
2. '.1 = 200,24 u 4. IllD = 200,41" 6. luo = 200,61 " 
Unter Annahme einer linearen Ausdehnung 
soli die lineare Wiirmedehnzahl bestimmt Al 
werden. Danach ist fl8 

1,=4(1 + ,.t) =4+4"1. fl 
Zur "graphischen Ausglcichung" (S. 134) a 
wird man die Verliingerung 4 

,1I=I,,.(t-25) =1,-1.. q 
iiber t auftragen, durch die MeBpunkte IN 
eine ausgleichende Gerade legen, Fig. 147, flJ 
und daraus ,. und damit auch I" berechnen. 41 

7. I.,. = 200,69 mm 
8. '10• = 200,80 u 

Eine genauere Ausgleichung kann O'I-.-•• :o'!lJ5~+'-~--;:fOO!:;--:f2.±~;-7.1S01,;;--::f75:!;-""";lIJOi;;--;1.;;~5f"? 
nur mit dem Minimum der Fehlerquadrate 
erfolgen: 

Um kleine Zahlen zu erhalten, setze 
man 1,=200+z und ,.1,=0,004 +y, da 

Fig. 147. 

Al fiir je 25 0 mnd 0,1 betragt. Daun lauten die Beziehungen auch 
1,=I,+",I,t=200+Z+0,004/+yl oder z+ly=/,-200-0,0041. 

Fiir die 8 Messungen gelten dann die 8 Bestimmungsgleichungen: 
I. z + 25 y = 0,14 - 0,10 = 0,04 5. z + 125 y = 0,52 - 0,50 = 0,02 
2. z + 50 y = 0,24 - 0,20 = 0,04 6. z + 150 Y = 0,61 - 0,60 = 0,01 
3. z+ 75y=0,33-0,30=0,D3 7. z+175y=0,69-0,70=-0,01 
4. z + 100 Y = 0,41 - 0,40 = 0,01 8. z + 200 Y = 0,80 - 0,80 = 0,00 

In diesen 8 Gleichungen z + IkY = Uk sind die beiden Unbekaunten so zu bestimmen, daB 
k=8 

die Summe der Quadrate der Abweichungen, d. h. ~ (Uk- Z-lkY)' ein Minimum wird. Es 
k=l 

miissen also die partiellen Ableitungen dieser Summe nach z und nach Y gleich Null sein. Dies 
Iiefert filr z und y die beiden Bestimmungsgleichungen, in denen die Summen von k = Ibis 
k=8 zu bilden sind und in denen danach ~z=8z ist: 

Nun ist: 

I. ~[~(Uk-Z-ytk)']=O oder ~uk-~z-y~tk=O, 
oz 

II. -~- [}; (Uk- z- ytk)'] =0 oy . oder ~ (tkUk) - z };tk-" };t~ =0. 

k Uk tk tk~Uk I' k 
t. 0,04 25 1,00 625 
2. 0,04- 50 2,00 2500 
3. 0,03 75 2,25 5625 
4. 0,01 100 1,00 10000 
5· 0,02 125 2,50 15625 
6. 0,01 150 1,50 22500 
7. -om 175 - 1,75 30625 
8. 0.00 200 0.00 40000 

Summen: 0,14 900 8,50 127500 

Die beiden obigen Bestimmungsgieichungen heil3en somit: 
I. 0,14-8z-900y=0, II.8,50-900z-1275OOy-0. 

Hieraus folgt: z - 900 8,50 - 0,14 • 127 500 _ 0 048 
- 900 . 900 - 8 • 127 500 -, • • 

900.0,14 - 8.8,50 
y= 

900 . 900 - 8 • 127 500 
-0,00027. , 

und damit wird I, = 200 + z = 200,049 mm ~ Lange des Stabes bei 00 C, ,.4 = 0,004 + , 
= 0,00372., d. b. IX = ",I,ll" = 0,00372/200,049 = 0,0000186 = lineare Wiirmedebnzahl. Diesen 
Werten entspricht die ausgleichende Gerade nacb Fig. 147'). 

') Beispiel fiir nichtlineare Beziehungen vgl. F. Kohlrausch: Prakt. Physik. 17. Auf!. 
Leipzig u. Berlin 1935. Vgl. ferner C. Runge u. H. Konig: Numerisches Rechnen. Berlin 1924. 
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7. Die Methode der kleinsten Quadrate kann auch benutzt werden zur Auf
stellung empirischer Formeln auf Grund einer Reihe von Beobachtungen. 

Geht man von verschiedenen Gesetzen aus und bestimmt fiIr ein nnd dieselbe Beobachtungs
reihe zu jedem dieser Gesetze nach der Methode der k1einsten· Quadrate die Unbekannten, so 
1st das Gesetz am wahrscheinlichsten, bei dem die Summe der Feblerquadrate am k1einsten ist. 

Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate bei der harmonischen 
Analyse vgl. S. 141. 

C. VerteiJungskurve und OroBzahlforschung. 
I. Oau8sche Fehlerkurve. Bei einer groBen Zahl von Beobachtungen wer

den groBere Fehler (Abweichungen vom wahren Wert) immer in geringerer Zahl 
vorko=en als kleinere. Tragt man nun die Wahrscheinlichkeit I(v) dafUr, daB 
ein bestimmter Fehler v auf tritt, in Abhlingigkeit dieses Fehlers v auf, so erhalt 
man die GauBsche Fehler-, Haufigkeits- oder Verteilungskurve, auch Glocken
kurve genannt, Fig. 148. Ihre von GauB hergeleitete Gleichung lautet 

I(v) = "/Vii' e-h• ••• 

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB der Fehler zwischen den Grenzen a und b 
b 

liegt, ist dann durch das GauBsche Fehlerintegral ,,/yn.je-h·"dv (schraffierte 
Flache in Fig. 148) gegeben. G 

Der Proportionalitatsfaktor Aim bei der Feblerkurve ist so gewBhlt, daB die gesamte Wahr
+00 

scheinlicbkeit gleich Eins, d. h. daB J I (v) du = t ist. Diese Verteilungskurve kann also genau 
-00 

nur dann gelten, wenn fiIr den absoluten Fehler v keine obere Grenze vorhanden ist. Praktisch 
ist jedoch der Beitrag, den die Fehler oberhalb einer bestimmten Grenze lieiem, gering. 

1st z die gemessene GrOBe und Z. ihr wahrer Wert, SO kann die Gleichung der Glacken
kurve auch geschrieben werden 

I(z) =A/tn. ,-hl!z - "''''1. 

Die Oenaulgkeltszahl" ist ein MaB fUr die Genauigkeit der Beobachtung: 
1st" groB, so flillt die Kurve steil ab, ist " klein, so ist die Kurve breit und flillt 
langsam, denn immer ist der gesamte Flacheninhalt gleich Eins. 

Der Maxlmalwert fiir v = 0 (oder:v = :Vo) hat den Wert "/Vii; femer ist " 
durch den mittleren Fehler der einzelnen Beobachtung (S. 135) bestimmt gemaB 
" = 8/Y2. Der Wert 8 gibt auch die "Breite" der Glockenkurve an, denn fUr 
v = ±8 (oder :v = :Vo ± 8) hat die Kurve Wendepunkte. 

a 
Fig. t48. 

-211 
Fig. t49. 

2. Da bei Feststellung einer bestimmten Eigenschaft an einer groBen Zahl 
von Dingen (also an einem Kollektiv, S. 130) die relative Haufigkeit sich wenig 
von der Wahrscheinlichkeit (als ihrem Grenzwert, S.130) unterscheidet, erhaIt 
man fiir die relative Haufigkeit einer bestimmten Eigenschaft eine aImliche, mehr 
oder weniger gut mit der G a u B schen Kurve iibereinsti=ende Haufigkeitskurve. 
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Die OroBzahlforschung 1) setzt sich nun die Aufgabe, den EinfluB bekannter 
und unbekannter Ursachen auf eine bestimmte Eigenschaft einer Gesamtheit 
von untersuchten Gegenstanden festzustellen. Eine sichere Unterlage bildet die 
Haufigkeitskurve, d. h. die Darstellung der Haufigkeit oder auch der relativen 
Haufigkeit in Funktion der Abweichung von einer bestimmten Eigenschaft oder 
in Funktion dieser Eigenschaft selbst. 

Soil z. B. die Festigkeit von Drahten bestimmten Fabrikates untersucht werden, so wird 
man eine groBe Zahl von Driihten herausgreifen, die vorkommenden Festigkeiten in verschiedene 
Gruppen einteilen und die jeder Gruppe zukommende Haufigkeitszahl iiber der Festigkeit auf
tragen (Fig. 149). Man erkennt an der Kurve den hiiufigsten Wert "'. sowle die GroBe der Ab
weichung hiervon (z. B. AusschuB). 

1st fiir die betrachtete GroBe nur ein Hauptumstand von Wichtigkeit, so wird die Kurve 
ein Maximum fiir einen bestimmten Wert ... haben, der als wahrscheinlichster gelten kann 
bei mehreren Einfliissen sind mehrere Maxima vorhanden. 

VIII. Die Fourierschen Reihen. 
(Harmonische Analyse periodischer Punktionen.) 

Bearbeitet von Dr.-Ing_ W. Meyer zur Capellen, VDI, Aachen. 

I. Jede in dem Intervall 0 <x:::;;: 2n stiickweis stetige Funktion I (x) , d. h. 
jede praktisch in der Technik vorko=ende Funktion laBt sich in die Fourier
sche Reihe 

I(x) = ao + ~akcOSkx +~btSinkx I (1) 

= ao + al cosx + a2 cos2x + ••• + bl sinx + b2 sin2x + - - -

entwickeln_ Die Funktion ist also dargestellt durch eine Summe von einzelnen 
"Schwingungen", die fiir k = 1 Grundschwingung oder 1. Harmonische und fiir 
k = 2, 3, _ .. Oberschwingungen oder hahere Harmonische heiBen. 

Die Entwicklung in diese Reihe kann bis zu jeder gewiinschten Genauigkeit 
durchgefiihrt werden_ 

Die harmonische Analyse ist die Bestinlmung der Beiwerte oder Fourier
koeffizienten au, ~,a2' - - - , bl , b2, - - -

Die Syn these ist die Addition der einzelnen Schwingungen zu einer Re
sultierenden_ 

Z. SonderfiiUe: Bei einer geraden Funktion [/( -x) = /(x)] sind s1imt
liche Beiwerte bk = 0, man erh1il.t eine reine cosinus-Reihe. 

Bei einer ungeraden Funktion [/(x) = -/(-x)] ist ao = 0 und sind s1imt
liche Werte ak = 0 (k = 1,2, _ • _), man erh1il.t eine reine sinus-Reihe_ 

1st /(x + n) = -I (x) , so treten nur die Beiwerte mit ungeradem Zeiger 
(Index) auf und es ist ao = 0_ 

3. Durch Zusa=enfassung der Glieder mit gleichem Zeiger laBt sich die 
Fourierreihe auch schreiben 

k=oo 

I(x) = ao + ~cksin(kx + 'Pt), (2) 
k=l 

worin Ck = ya~ + b~ und tg'Pt = aJbt ist. 'Pt heiJ3t Phasenverschiebung (Qua
drant siehe Beispiel, Fig. 151)_ 

Es muB fUr jedes '" die Beziehung 

Ck siu (k", + 'Pk) = Ck cos"'" siu'Pk + Ck sin"'" COS'Pk = Ilk codz + bt sin"'" 
erfOOt sein; d. h. es 1st IIk=Cksiu'Pk, bk=CkCOS'Pk, also al+bl=cl(sIn''Pk+cos''Pk)=cl 
und lIk!bk = tg'Pk. 

1) VgI. z. B.: Becker-Plaut-Runge: Anwendung der mathematischen Statistik auf Pro
bleme der Massenfabrikation. Berlin 1930. - Daeves, K.: Prakt. GroBzahlforschung. Berlin 
1933. - Kohlweiler, E.: Statistik im Dienste der Technik. Berlin 1931. - Lubberger, F.: 
Wahrscheiulichkeit nnd Schwankungen. Berlin 1937. 
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4. Zur Berechnung der Fourierbeiwerte gelten die Formeln 
2" 

ao = -1-fl(X) dx (mittlere H6he des Kurvenzuges, S.74), (3) 
2n 

o 
2,.. 

ak = + f'(X) coskxdx, (4) 

o 

2", 

1 f . bk = n I(x) slllkxdx. (5) 

o 
Beweis: Integriert man GI. (1) in den Grenzen 0 bis 2,,;, so foIgt GI. (3); muItipIizierl maD 

GI. (1) mit coskz bzw. sinkz und integriert in den Grenzen 0 bis 2,,;, so foIgt 
2", 2,.. 

jl(Z)COSkzdz=ak'" und jl(z)5inkzdz=bk";; 

o 0 
denn es ist (5. a. S. 79) 2", 

j ° fiir m=l=n cosmz cosnz dz =,.. fiir m = n =1= O. 

o 
2,.. 2,,; 

j sinmz sinnz dz = 0 f~ m =1= n ') 
,.. fur m=n::j=O, j cosmz sinnz dx = o. 

o o 
5. Hat die Kurve eine Unstetigkeitsstelle (Sprung), d. h. ist 

;~ f(xo - 6) = gl und }~o f(xo + 6) = g2' 

so liefert die Fouriersche Reihe aIs Funktionswert fUr x = Xo den arithmeti
schen Mittelwert t . (gl + g2)' 

6. Die Beiwerte lassen sich bei bekanntem, formelmaBig gegebenem Gesetz 
der Funktion Y=/(x) nach den Formeln (3) bis (5) ausrechnen. Der Weg empfiehlt 
sich auch dann nur, wenn die Integrale in einfacher Weise zu 16sen sind. Andem
falls, insbesondere bei graphisch gegebenem Gesetz, bestimmt man die Beiwerte 
instrumentell oder durch angenliherte Methoden rechnerisch. 

Zur instrumentellen Auswertung dienen harmonische Analysatoren 2) 
(Mader-Ott, Henrici-Coradi, Harvey-Amsler u. a.), bei denen (wie bei 
den Funktionsplanimetem, S. 159) nach Umfahren der zu analysierenden Kurve 
mit einem Fahrstift an einer MeBrolle der gesuchte Beiwert oder eine ihm pro-
portionale Zahl abgelesen werden kann. . 

7. Zur angeniiherten rechnerischen Auswertung tellt man das Intervall 0 
bis 2n in 2m gleiche Teile und ersetzt die Integrale durch Summen unter 
Anwendung der Trapezregel (S.157) mit der Streifenbreite 2n/2m = n/m. 
Zum gleichen Ergebnis kommt man mit dem Satz vom Minimum der Fehler
quadrate (s. u.). 

Sind dann die einzelnen Ordinaten f(x, } =Yg , (q = 0,1,2, ... , 2m -1), ge
geben, so wird 

g=2m-l 

ao =...!... ~Y. und mit 
2m~ 

1.=0 

k. 2nq _kqn da 
2m - m ' 

q=2m-l g=2m-l 

al:=~ ~"fcoskqn, bk=~ ~y.sinkqn. 
m~ m m~ m 

.=0 .=0 
Wenn m durch zwei teilbar ist und wenn die Resultierende durch die gegebenen 

Punkte hindurch gehen solI, so kommen in der Forme! fUr ak nur die Werte k = 1 
bis k = m und in der fUr bk nur die Werte k = 1 bis k = m - 1 in Frage. 

') und m = n = O. 
I) W. Meyer zur Capellen: Mathematische Instrumente. Leipzig: Akadem.VerJagsges. 

Becker u. Erler Kom.-Ges. 1941. 
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Sind I(x) die gemessenen Werte und Ir(x) die nach der Analyse berechneten, so muS nach 
dem Satz vom Minimum der Feh!erquadrate 2: [lr (x) -I (xn' ein Minimum werden, d. h. es 
muS sein: a""" {) ,,-, 

aak ""- [lr(X) - I(x)]' = 0 und ebk~ [fr(:x) - I(x)]' = 0, 

woraus ebenfalls die vorstehenden Formeln folgen. 
1st III eine gerade Zahl und sind (s. 0.) fiir k die Werte k = 1 his k = III bzw. k = III - 1 

gesetzt, so wird die Summe der Fehlerquadrate Nun. 

Die praktische Ausrechnung der Summen erfolgt am besten nach einem 
Schema wie folgt: 

1st z.B. 2111=24, so v.ird ;';/111=15"; es sind die Ordinaten Y. mit oos(kq'15") bzw. 
sin(kq '15") zn multiplizieren nnd die Produkte dann in der angegebenen Weise zn addieren. 
Diese Anfgabe kann durch das nachfolgende Schema fiir 2111 = 24 ') vereinfacht werden. Da 
der sin durch den cos und die trigonometrischen Funktionen der Winkel in den hOheren Qua
dranten durch die Funktionen der spitzen Winkel ausgedriickt werden Mnnen, bleiben als 
Zah!enfaktoren neben 0 nnd 1 noch iibrig (abgesehen vom Vorzeichen) die cos von 15°, 30", 
45",60",75°. SchlieSlich konnen cosI5"=cos(45"-30") nnd 00575" = cos (45 ° +30") durch 
die trigonometrischen Funktionen von 45" nnd 30° ausgedrOckt werden. Damit bleiben als 
einzige Zahlenfaktoren (auBer der Nu1l und abgesehen vom Vorzeichen) noch ubrig 0050" = 1, 
c0530' = 0,866, c0545' = 0,707 und cos60"=!; die Anzah! der MuItiplikationen ist damit 
auf ein Minimum herabgedriickt. MuItipliziert werden dann nur nnch gewisse Summen nnd 
Differenzen, die dnrch die nachfolgende Paitung bestimmt werden. 

Dem Schema liegt als Zahlenbeispiel ein Tangentialdruckdiagramm'), y= I(x), Fig. 150a, 
S. 143. zugrtmde, dessen Grundperiode auf 2", zuriickgefiihrt ist und fur das also a., 4, bis all 
und b, bis bn zu bestimmen sind. 

a) Fal tung: 

-y.-bi-s-Y-lO.... '1·.i.:Y,=- 8851-~:=-3000 y.=-2380 y,=- 21~1 y,=+ 780 
Y .. bis YlI' • . • I y .. =+1230 y .. =+ 600 YIl=-157) y .. =-2570 
----_._--_. ' .. _- --.-- ._----------- ') 
Summen v. bis II" •• ~: v.=- 8851 v,=-1770 11.=-1780 v.=·-1789 1 v,=-1790 
Differcnzenw, hiswn . i: I w,=-4230 w.=-2980 w.=+1361 w,=+3350 

y.=+ 2701 y,=- 885 'I y,=-20401 Y,=-27301 y,=-2290 
0) Forts. _Y,,::,_:-:-2035 !~18_:=- 88~.~:,_=+ 9~~1 ~'li=+3740 .2",=+466_0_,.) 

v.=-1765 1 v,=-1770 1 v, =-1130 1 ",=+1010 I 11,=+2370 
w,=+2305 w,= 0 w,=-2950 w,=-6470, w,=-6950 

y,.=-2060 Yu=- 4390 y,.=--885 
y,,=+7230 Y18=+ 9650 

") Forts. ------ --.---------V,.= + 5170 Vll =+ 5260 VlI =-885 
wlO =-9290 wn =-14040 

-1770 v. bis v, I 885 -1770 I -1780 I -1789 -1790 I -1765 
"'. bis v, __ . ____ 8_85_1 ___ +_5_2_6_0 +5170 __ +2370 . __ +101~ ___ -_1_1_30+ ____ _ 

Summen I I I I P. bis P. I P.=-1770 p,=+3490 p,=+3390 P.=+ 581 P.=- 780 P.=-2&95 
Differenzen , 
q. bis q, I q,= 0 q,=-7030 q,=-6950 q.=-4159 q,=-2800 q,=- 6351 

P,=-1770 

w, bis w. 1 - 4230 I 2980 I +1361 +3350 +2305 o 
Wu bis w, 1 -14040 9290 I -6950 -6470 -2950 

--::~~:~i" =-18270 'I '2=--1227~ i-~ =-558; ~=-3120 -'-,-=---64-5'1-'-,-=-0-
Differenzen 1 I 

s, bis s, Is, = + 9810 i s, = + 63101 s, = +8311 1 s, = +9820 s,=+5255 

') Vgl. Runge-Konig: Numerisches Rechnen. - Vorgedruckte Schemata sind heraus
gegeben von Zipperer: Tafeln zur harmonischen Analyse periodischer Kurven (1930); Tere
besi: Rechenschablonen fiir harmonische Analyse nnd Synthese (1930); HuSmann: Rechne
rische Verfahren zur harmonischen Analyse nnd Synthcse (1938) (auch fiir 36 nnd 72 Ordinaten); 
siimtlich Berlin: Springer. 

') Aus H. Dubbe!: 01- und Gasmaschineo. Berli!l' Springer. 
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fJ 
fJ 

• bis fJ •• 
• bis 1> •• 
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-1770 +3490 +3390 +581 
-1770 -2895 - 780 

ummen I. bis I, S 
D 

1.=-3540 ,,=+ 595 l,,=+2610 l,,=+581 
ifferenzen m. bis ma • m,= 0 m,=+6385 m,=+4170 

SI bis s. ..... 1 + 9810 + 6310 +8311 
s,' s, .. . . . . , + 5255 + 9820 

Summen II, bis k, . 
I 

II, =+15065 k,=+16130 k, = +8311 
Differenzen ... , flo • n,=+ 4555 flo =- 3510 

In dem nunmehr folgenden Schema zur endgiiltigen Berechnung der Beiwerte sind die 
eingetragenen Zahlen 1".1 .. l", ... , g .. g, usw. jeweils mit dem vor der Reihe stehenden Faktor 
zu multiplizieren, d. h. mit cos60o= 1/2, cos45 ° = 0,707, cos30o = 0,866 (zur genaueren Aus
wertung z. B. mit dem Recheuschieber zweckmiiBig gleich 1-0,134 zu setzen) und mit cosOo=l. 

b) Schema: 

1/2 -II I, ma 
-- k, I 1 

k.1 k, T ... 
--

0,866 m, flo 

1 I. I,. I, -I. m. l" I. 

Summe • . . . . I II I II I I II I I II I I II 

Summe I + II •• 24!g 12~ 12~ 12 bl 

I 
12 b. 

12~ 12~ Differenz I - II • 24!!,! 12!! 12!u 

12!t, = m, - ma, 

_IIIII IIII 
0,707 g, g. " r, 

Summe I + II •• 
Differenz I - II • 

1/2 g. to 
0,707 g; 

0,866 g, t, 

1 g. 

Summe • . . . . I II 

Summe I + II •• 12,!!l 

Differenz I - II • 12!!l 

t, 
t, 

I I g. I-t. 
-- -g. --I-g, 
-1-1-=;'-1-" 
.!q.I~I--;:-I-

I I II I I II 

12~ 12~ 

12!!!, 12!!7, 

c) A uswert ung £fir das Zahlenbeispiel: 

1/2 -1305 +298 +2085 
---------

0,866 +5529 

1 -3540 + 595 -3540 -581 0 
+2610 + 581 

Summe - 930 +1176 -4845 -283 

Summe 
I + II 24~= 246 t2!!=-5128 12~ =+7614 

Differenz 
I - II 24~=-2106 t2~=-4562 12!!,! = - 3444 

-ho " ho r, 
- --

'8 r. -'I 
k, r. k, -r. 

r. ho r, r. -'. 
I II I II I II 

12~ 12~ 122.!. 

12 bll 12~ 12~ 

+ 7533 -1-1-+13969 +39451-3040 

+ 8311 -1-1-
+15844 +13969 I 
12!!. = +29813 12~=+ 905 

12~= + 1875 1221.= +6985 

12!! _ 0 - 4170 - -4170, 12~ - +15065 - 8311 - +6754. 



Die Fourierschen Reihen. 143 

1/2 

- .. oo~ -0;:;0:,- -2940 

0,866 -6019 -4693 

I 0 

Summe -74191 -9894 
---
Summe 

I II 

0,707 -12917 -456 

I + II 
I - II 

"--5419 I "'--13373 
t" - -4521 110 - - 12461 

=-.~ 
+2261 + 6231 -6135 

-- -
+2940 +2940 - 3951 - 3951 
----

+6019 -4693 -ff 581 -2702 
-

0 -4521 0 0 -12461 +2800 
+2800 -1581 +4619 + 508 -93011-8837 -16412 

- 6231 -6135 

+ 3951 

-ff851 +2702 
---
-12270 0 0 
-12270 -14131 -3433 

l-

I + II 12~ =-17313 12!!=+1219 12!!-+5127 12.!! =-18138 12.!!=-28682 12!i~';"'17 564 

~"TI" 12!!!!;.=+ 2475 12!! = +4381 12!z=+4ffl 126,,- -464 12.!!- -4142 12.!l=-10698 

!I 

Fig. 150. 

Hiernach ergeben sich neben ... = 10 die foIgenden Zahlen fllr die Beiwerte III:, bJ:, fllr die 

Amplituden CI: = Y III + bl und £fir die Phasenverscblebungen 'PI: aus tg 'PI: -IIJ1bJ:. Der Qua
drant von 'PI: folgt aus Fig. 151 oder aus der darunterstehenden Tabelle. 

ff " III: I bJ: I CJ: 'PI:') 

1 -1443 -1512 12090 223° 
2 + 635 +2484 12565 15° 
3 +102 -2390 12392 177· 
4 - 427 + 75 434 280· 

JIr JP 
5 + 427 -1464 11525 164· 
6 - 348 + 563 663 328° 

Fig. 151. 
7 + 343 - 892 I 957 160· 
S - 380 + 582 695 327° 
9 + 365 - 345 502 133° 

11.1: bl: I Quadrant 

10· r 287 + 156 327 299° 
ff +206 - 39 210 108° 
12 - 88 (0)') (88)') (270·) .) 

+ + I 
+ II 

III 

') Auf volle Grad abgenmdet. 
.) Beim 24-Ordlnatenschema wirdb:..-O, dasimtlicheWerte 

+ IV sIn("f· 15°) - sIn(f ·180°) - O. 
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Wie auch das "Spektrum". Fig. tSOb. filr die AmpJituden der einzelnen Hannonischen 
zeigt. sind die angestrichenen Werte Ck reIativ groLl. vielleicht noch Co. .. und c •• 

Berlicksichtigt man siimtJiche ermittelten Harmonischen. so geht die Resultierende der 
einzeInen Schwingungen (ihre Konstruktion s. Sinuslinien S. 122) wieder durch die gegebenen 
Punkte bindurch (s. o. S. 140). Berlicksichtigt man nur die in Fig. 150a eingetragenen Har
monischen (c" Co. c" c •• c,). so erhaIt man als Annaherung fiir !(x) die gestricheIt eingetragene 
Resultierende 

R(x) = 2090 . sin (x + 223°) + 2565' sin(2x + t5°) + 2392 sin (3 x + 177°) 
+ t525 • sin(5x + 164°) + 957 . sin(7x + 160°). x = 0 bis 360°. 

Das angegebene Schema kann auch filr 12 Ordinaten verwendet werden. wenn man diese 
mit Yo. Y .. y ••...• y" bezeichnet und alle Zahien v. s •... mit ungeradem Zeiger. die Zahien 11 
und t und die Beiwerte ak fiir k>6. bk filr ~6 gIeich Null setzt. AIs SchIuBsumme erscheinen 
dann die 12-fachen Werte von a. bzw. a. und die 6-fachen von den anderen Beiwerten. 

Zur Synthese kann das vorstehende 24-0rdinatenschema ebenfaiIs benutzt werden: Statt 
der Zahien vo. v.. .... fI,. setzt man die Beiwerte a., a.. .... all. statt der ZahIen 
w" WI, ... , wll die Werte b .. b" .... bll ein. 1m Endergebnis des Schemas erscheint dann 
statt 24a. die Ordinate Yo, statt 24a" die Ordinate Y... Bezeichnet man die im obigen 
Schema mit 12a •• t2a ..... bezeichneten Summen nnnmehr mit Yi. yl .... nnd die mit t2b •• 
12b ••••. bezeichneten Summen nunmehr mit yr. yr.···. so werden die noch fehiendenOrdinaten 

Yl=Yi+rr. Y2=y~+yq. Yk=~+rr. Y28=y~-rr. Y22=y~-yq. Y24-k=y~-:v'k' 
lI=t, 2, ... , i1. 

IX. Einfiihrung in die Nomographie. 
Bearbeitet von Dr. V. Happach, Stettin . 

. Die Nomographie benutzt a1s Hilfsmittel zur Ausfiihrung numerischer Rech-
nungen die Zeichnung. und zwar: 

1. Einzelkurven im (gewohnlich rechtwinkligen) Koordinatensystem, 
2. Kurvenscharen.." " " 3. Doppelskalen. 
4. Fluchtlinientafeln. 

Einzelkurven und Doppelskalen dienen zur graphischen Darstellung von Funk
tionen mit nur zwei Veriinderlichen, wiihrend Kurvenscharen und Fluchtlinien
tafeln zur Darstellung von Funktionen mit drei oder gelegentlich auch noch 
mehr Veriinderlichen Verwendung finden. 

A. Einzclkurvcn im rcchiwinkligen Koordinatensystem. 
1. Zusammengesetzte Funktionen uod Kurven. 

Komplizierte funktionale Zusammenhiinge stellt man gewohnlich auf Grund 
einer tabellarischen Berechnung zusammengehoriger Werte fUr x und y etwa 
nach folgendem Schema dar: 

Zu zeichnen sei :II = 0.4 sin 2 (z - "/2) fiir Z l~. 

Z Z-3O/2 1 2 (Z-:7I/2) 1 sin2(Z-,,/2) 1 

0 -O.S .. 
0.2 .. -0.3", 
0,4" -O,t .. 
0.6 .. 0.1 .. 
0,8" 0,3 ;n; 

" 0.5 " 

-30 

-0.6" 
-0.2" 

0.2" 
0.6 .. 

" 

o 
-0.95 
-0,588 

0,588 
0.95 
o 

0.0 
-0,38 
-0.235 

0,235 
0,38 
0,0 

Die Rechnung wird durch das vorbereitete Rechenschema von selbst weiter
getrieben; man rechnet dabei die Spalten von oben nach unten durch. Fiir 
die zeichnerische Darstellung von Interesse ist zum SchluB lediglich die erste 
und die letzte Spalte. 

Einen Vorteil beim Aufzeichnen zusammengesetzter Kurven bietet gelegent
lich die Tatsache, daB die Ordinaten der Kurve 

y = f1 (x) + 12 (x) 

zusammengesetzt sein mUssen aus den Ordinaten Y1 und Y2 der Einzelkurven. wobei 

Yt = h(X); Ya = fa(x). 
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2. Verschiebung und Drehung der Kurven im Koordinatensystem. 
Wenn y = I(x) eine gezeichnete Kurve gegeben ist, dann ste11t die Gleichung 

y - b = f(x) oder Y = I(x) + b eine Kurve dar yom Charakter der gegebenen, 
aber verschoben urn b Einheiten in Richtung 
der + Y-Achse; 

y - I(x - a) 

! = I(x) oder y = a I(x) 
a 

ist alsdann eine Kurve ebenfalls yom Charakter 
der gegebenen, aber urn a Einheiten in Rich
tung der +X-Achse verschoben. 
ist eine Kurve yom Charakter der gegebenen; 
ihre Ordinaten sind aber bei denselben Ab-
szissen a-mal groBer als die der gegebenenKurve. 

ist eine Kurve yom Charakter der gegebenen, 
aber mit a-mal vergroBerten Abszissen bei den 
gleichen Ordinaten wie vorher. 

Wenn endlich y - t(x) eine gezeichnete Kurve gegeben ist, und diese Kurve 
wird urn den Ursprung des Koordinatensystems urn den Winkel rp gedreht, so 
erh1ilt man die Gleichung der gedrehten Kurve, wenn man die ursprlinglichen 
Variablen x und y ersetzt durch 

Xo = Y sinrp + xcosrp; Yo = Y cosrp - x sinrp. 

Die Gleichung der gedrehten Kurve lautet 

somit Yo = t (xs) 
oder 

y cosrp - x sinrp = I(y sinq;> + x cosrp). 
In den vorstehenden Betrachtungen ist das 

Achsenkreuz als feststehend, die Kurven als be
weglich angenommen. Man konnte umgekehrt 
auch die Kurven als feststehend sich vorstellen 
und das Achsenkreuz verschiebbar bzw. drehbar. 

Beispiele: 1. Wie lautet die Gleichung der urn +45 0 

gedrehten Hyperbel x' _ y' = IJ't 

Es ist sin qJ = cos qJ = ! ]12; femer 

z. = t Y2 y + t Y2 z ; )I, ~ tJl2 y - t ]12 III • 

Diese Werte in die gegebene Gleichung fiir z und yeingesetzt, 
ergibt nach einfacher Umformung die gesuchte Gleichung: 

zy = a'j2 = C. 
2. Fig. 152 zeigt die schrittweise Entwickiung der 

Knrve y = 0,4 sin2 (z - n{2) aus der einfachen Sinuslinie 
~·=sinz. Fig. 152. 

3. Umformung der Achsenteilungen. 
Jede Kurve laBt sich im rechtwinkligen Koordinatensystem als gerade Linie 

zeichnen, wenn die Koordinatenachsen nicht mehr "regular", sondem ent
sprechend "funktionell" geteilt werden (5. unten). Die Kurve 

I(y) = al(x) + b (1) 

wird zur geraden Linie in einem Koordinatensystem, dessen Ordinatenachse 
funktionell nach t (y) und dessen Abszissenachse funktionell nach I (x) geteilt ist. 

Die Achsenteilungen werden entweder analytisch oder graphisch umgeformt. 

a) Die analytische Verstreckung von Kurven. 
Urn die Gleichung 

F = fi2:n:/4 
auf die Normalform der Geraden zu bringen, konnte man etwa setzen 

f(y) =F; f(x) =d2 , 

Taschenbuch flir den Maschinenbau. 9. Auf!. L 10 
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und erhaIt damit 
F = n/4' (aB). 

Diese Gleichung stellt eine Gerade dar in einem Koordinatensystem, deren 
Ordinate regular nach F und deren Abszisse quadratisch nach d l geteilt ist. 
Der Tangenswert der Neigungswinkel der Geraden gegen die Abszisse ist 
tga: = n/4, wenn fiir beide Achsen derselbe TeilungsmaBstab (5. unten) ver
wendet wird (Fig. 153). 

Eine andere Moglichkeit der analytischen Verstreckung besteht im vorliegen
den Falle darin, daB man die vorgelegte Gleichung Iogarithmiert; sie geht da
mit tiber in 

IgF = 2lgd + Ig:n:/4. 

5 6 1 I 
d,mm 

Fig. 153. Fig. t54. 

Es ist dies die Gleichung einer Geraden in einem Koordinatensystem, dessen 
Ordinate funktionell nach 19 F und dessen Abszisse nach Ig d geteilt ist. Die 
Gerade schneidet die Ordinatenachse im Punkte d = V8fii (Fig. 154). (Beztiglich 
der Zeichnung der Funktionsskalen s. 5. 148 f.) 

b) Oraphische Verstreckung. Bei der graphischen Verstreckung von Kurven 
geht man aus von einer beliebig angeno=enen Geraden, die man - an sicb 
beliebig - in ein Achsenkreuz einzeichnet. Die Teilung der Achsen ist nun so 
auszuftihren, daB jeweiIs zusa=engehorige Abszissen- und Ordinatenwerte 
durch die Gerade einander zugeordnet werden. Dabei ist die eine der Achsen-

~'+------------, 

'10-1--------/ 

f3tl 
F 2I}'+-----f 

fO-t---~ 

O+-~~~_+-+_r_r 
o 1 2 3 ¥ 5 6 1 a 

a-
Fig. 155. 

I 
F 

/ 

10 
/ 

/ 

"/ 
011J'I5578 

d-
Fig. 156. 

F I " 
o 0,00 

10 3,57 
20 5,05 
30 6,18 
40 7,14 
50 7,98 

teilung beliebig, wiihrend die andere sich zwanglaufig aus der vorgelegten Kurve 
bzw. dem durch sie dargestellten Zusa=enhang ergibt. 

Den hier entwickelten Grundgedanken des Verfahrens erlautem die Fig. 155 
und 156 an Hand des Beispiels 

F=dI·n/4 
unter Benutzung der obenstehenden, fUr d"= t(F) berechneten Zahlentafel. 

Auch zwei Kurven konnen rein zeichnerisch genau verstreckt werden, wie 
dies Fig. t 57 zeigt. 
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!fu ; 

'VrzerrUn!SKurve 

Man zeichnet zwei Gerade a' 
und b', welche die gegebenen Kurven 
a und b ersetzen sollen, in den gegen
ilberJiegenden Quadranten und findet 
die Achsenteilungen des neuen Systems 
auf Grund der Vberlegung, daB z. B. 
die Punkte 1 und 2, die im alten 
System dieselbe Ordinate haben, auch 
im neuen System gleiche Ordinaten 
haben milssen (1' und 2'). Dasselbe 
gilt auch fur die Abszissen z. B. der 
Punkte 1 und 8 bzw. l' und 3'. 

'~r;;die ~dm;~ 
'-. MG 

++--j--¥-~ 

neue tJrdinote 
Die Brechpunkte der Konstruk

tionsordinaten )/")/, usw. und Ab- ;;)1,...----+---+--1, 
szissen z" z. usw. Jiegen ihrerseits 
auf Kurven (Verzerrungskurven), die 
zur Interpolation einzelner Werte be
nutzt werden konnen. 

Bei geeigneter Formgebung 
der Verzerrungskurven kann 
das Verfahren auch zur Ver
streckung von Kurvenscharen 
verwendet werden. (S. S. 154.) 

B. Kurvenscharen. 

Fig. 157. 

1. Die Funktlon mit drel Varlablen als Kurvenschar. 
Eine ebene Kurvenschar ergibt sich jeweils dann, wenn in der gegebenen 

Gleichung drei Variable vorhanden sind. Die eine der Variablen kann auch 
ein veranderlicher Parameter sein. 

Die Gleichung 
y = ax +b 

stellt zwei verschiedene Scharen von Geraden dar, je nachdem man a oder b 
als veranderlichen Parameter (s. oben) auffaBt. So zeigt 

Fig. 158 die Geradenschar, welche die Gleichung 

y = ax + b (b = Const) , !J 

Fig. 159 die Geradenschar, welche" die Gleichung 

y = ax + b (a = Gonst) 
darstellt. 

Die folgende Fig. 160 zeigt die Kurvenschar 
xy = I. 

Sie kann als Multiplikationstafel verwendet werden. 
Durch Logarithmieren geht die letzte Gleichung 
tiber in 

19y = -lgx + Igl . 

Fig. 159. Fig. 160. 

Fig. 158. 

10· 
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Diese Gleichung stellt eine Schar von geraden Linien dar in einem rechtwinkligen 
Koordinatensystem, dessen Ordinatenachse nach 19y und dessen Abszissenachse 
nach 19x geteilt ist. Der Tangens des Neigungswinkels ist -1; d. h. die Geraden 
sind um 135 0 gegen die Abszissenachse geneigt (Fig. 161). 

2. Funktionen mit mehr als drei Variablen. 
Auch Zusammenhiinge mit mehr als drei Variablen konnen dargestellt 

werden. Man erhiilt in diesem Falle mehrere Kurvenscharen in einem und 
demselben Quadranten, was allerdings die Obersichtlichkeit und den Gebrauch 
solcher Tafeln stark beeintrachtigt. 

Ein Beispiel hierliir gibt Fig. 162, die das Schema eines Nomogramms zur 
Bestimmung des Durchmessers d einer auf Biegung und Drehung beanspruchten 
Welle zeigt (nach v. Dobbeler). Es ist nach Abschnitt "Festigkeitslehre": 

d= V~·:::· [0,35+0,65·V1 +(lXU;:-Y]· 
Die Tafel ist eine Netztafel mit Kreisscharen; auf der unteren Waagerechten 

sind die Drehmomente, auf der linken Senkrechten die Biegungsmomente in 
arithmetischer Teilung aufgetragen, wiihrend 
das Anstrengungsverhiiltnis lXu und die zu
lassigen Biegungsspannungen durch Strahlen 
aus dem linken Eckpunkt beriicksichtigt 

to sind. Man geht auf dem Kreise durch M_ 
auf der unteren waagerechten Teilung bis 
zu dem Strahle lXo, von dort senkrecht nach 
oben bis zur Waagerechten durch Mb und 

N,j verfolgt den Kreis durch diesen Schnittpunkt 
Fig. 162. bis zum Strahle kb , dann schneidet die Senk-

rechte durch den Schnittpunkt des Kreises 
mit dem Strahle kb auf der oberen waagerechten Teilung den gesuchten Durch
messer abo Die nach dem Verfahren der fluchtrechten Punkte entworfenen 
Rechentafeln (5. S. 150 u. f.J fiihren zu erheblich iibersichtlicheren LOsungen. 

C. Doppelskalen und Punktionsleitern. 
1. Einteilung der Doppelskalen. 

Aile Funktionen, die sich im rechtwinkligen Koordinatensystem als Einzel
kurve darstellen lassen, konnen auch als sog. Doppelskalen oder "Funktions
leitem" gezeichnet werden. So llillt sich zeichnen 

y = x } als "reguliire", arith- y - xl } 
Y = ax metische oder lineare y:: ax· als "quadratische" Skala, 
y = ax + b Skala, y = ax· + b 

y = 19x als "logarithmische" Skala, 
y = a/x + b als hyperbolische oder "projektive" Skala. 

2. Das Auftragen der Doppelskalen. 
Doppelskale.Il werden entweder an Hand von Tabel1en punktweise gezeichnet 

oder man konstruiert sie geometrisch. Bei transzendenten Zusammenh1ingen -
z. B. Y = tgx; y = 19x usW. - kommt nur das zuerst genannte Verfahren in 
Frage; doch auch bei algebraischen Zusammenh1ingen wird man dieses der geo
metrischen Konstruktion vorziehen, vor allem wenn bereits eine Zahlentafel 
vorhanden ist - z. B. bei quadratischen und kubischen Zusammenh1ingen -; 
zmn mindesten wird man die Hauptpunkte der Skala durch Rechnung fest
legen und nur die Zwischenpunkte nach einem - evtl. genahertenl - graphi· 
schen Verfahren einschalten. 
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Von den vielen algebraischen Zusammenhangen, die sich geometrisch kon
struieren lassen, sei hier lediglich ein einziger erwiihnt, nlimlich die Beziehung 

a/lex) + b 
y = c/2(x) + a' 

jie sich als sog. projektive Skala zeichnen IliBt, wenn 

11 (x) = Mx) oder 11 (x) = 0. 

(2) 

Der Gang der Konstruktion, den die Satze der projektiven Geometrie begrlinden I), 
ist folgender: 

1. Berechne 3, besser 4 oder 5 zusammengehiirige Wertepaare, darunter die 
Extremwerte. 

2. Zeichne eine Gerade als Skalentrager fUr y; trage darauf die berechneten 
Funktionswerte y in dem vorgeschriebenen oder beliebig gewiihlten regularen 
MaBstab auf. 

3. Lege durch einen dieser y-Punkte eine be1iebig geneigte Gerade, die nach 
I(x) durchlaufend geteilt wird, und zwar so, daB im Schnittpunkt der beiden 
Teilungen die einander zugeordneten x- und y-Werte angeschrieben stehen. 

4. Verbinde die librigen einander zugeordneten Werte der beiden Skalen durch 
Gerade: Sie schneiden sich samtlich in demselben PunktP, dem Pol (Fig.163). 

5. Ziehe die Poistrahien durch alle librigen Punkte der I(x)-Teilung; sie 
ergeben die ihnen zugeordneten y-Punkte. 

rellu/Qre Tell§. fiir II 
~ -ill 

Fig. 163. Fig. 164. 

Hiernach ist Fig. 164 gezeichnet. Sie zeigt eine Araometerteilung, die der 
Gleiehung 

lem = 21,5 (1/1' - 1) 

entspricht. Der Pol wurde auf Grund der nebenstehend berechneten Werte
paare gefunden. 

Die regulare Teilung fUr y ist als iiberfllissig nicht mit- _!J 10m 

gezeichnet worden. Der Fall, daB die regulare Skala fiir y 
nicht beniitigt und daher nicht mitgezeichnet wird, ist iibrigens 
recht haufig; die bekaunteste derartiger "Funktionsleitern" 
ist die logarithmische Teilung des Rechenschiebers; sie entspricht 
der Gleichung y = C 19x. 

0,8 
0,9 
1,0 
1,1 
1,2 

5,38 
2,38 

° -1,93 
-3,59 

Gewiihnlich sind bei den Funktionsleitem an Stelle der tatsachlich dar
gestellten Funktionswerte die Argumen te angegeben. 

Die projektive Teilnng wird auch mit Vorteil zur Interpolation gegebener 
Funktionsleitem benutzt. 

') s. z. B. bei Pirani: a. a. o. 
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3. Der Teilungsmodul. 
Hat man zwei Skalen f1 und fl mit den Teilungsmoduln m1 und ml - z. B. 

m1 : ms 0= 3: 2 -, so bedeutet dies, daB die Einheit der abhiingigen Variablen 
bei der Skala 11 die Liingem1 (etwa m1 0= 3 =) und bei der Skala I. die Liingems 
(etwa ml 0= 2 =) hat. 

Beispiel: Es seien die Skalen,,- 2z und ,,=z', und zwar beide filr das Intervall zHoO 
zu zeichnen; beide Skalen sollen je 100 mm lang werden. Das VerhAltnis ihrer Teilungsmoduln 
berechnet sieb dann wie folgt: 

a) ,,= 2z nimmt filr z = 100 den Wert 200 an. 
200 Elnheiten sollen demnaeb 100 mm lang gezeichnet werden, 

1 Einheit wird mithin 100/200 - 0,5 mm lang zu zeichneo sein. 
b) , = z' gibt filr z = 100 den Wert 10'. 

10000 Einheiten sollen hier als Lange von 100 mm gezeichnet werden, 
1 Einheit wAre demnaeb 100/10000 = 0,01 mm lang zu zeichnen. 

Die Tei1ungsmoduln belder Skalen verbalten sieb somit wie 

""'rtIa = 0,5/0,01 = 50/1 = 500/10 usw. 

D. Fluchtlinientafeln. 
I. Zusammenhang zwischen rechtwlnkllgen und Parallelkoordinaten. 

"Fluchtrecht" nennt man drei Punkte, WeIDl sie in einer Geraden liegen. 
Die Funktion, 0= fez, y) liiBt sich in einem regularen rechtwinkligen Koordi

natensystem a1s Kurvenschar, in einem solchen mit entsprechend funktionell 
geteilten Achsen a1s Schar gerader Linien darstellen. Jede Schar gerader 

U 
8 

Fig. 165. 

It z 

Fig. 166. 

Linien wieder liiBt sich im sog. Parallel
koordinatensystem durch drei Skalen 
so darstellen, daB jeweils drei zusa=en
gehorige Werte auf derselben Geraden 
liegen (- Nomogra= nach der Methode 
der fluchtrechten Punkte = Fluchtlinien
tafel). 

1m Parallelkoordinatensystem ent
sprechen der :1:- bezw. y-Achse des recht
winkligen Systems die parallelen, gewohn
lich mit., und II bezeichneten gradlinigen 
Skalentriiger; der Skalentrager fiir , 
verliiuft geradlinig oder auch a1s Kurve 

zwischen den beiden anderen. Den Zusa=enhang 
zwischen der Darstellung einer Funktion mit drei 
Variablen einmal im rechtwinkligen und dann im 
Parallelkoordinatensystem zeigen die Fig. 165 
u. 166. Fiir beide Figuren gilt 

0; 
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18 OB/OB' = O.A./.A..A.', 
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d. h. eine Gerade des rechtwinkligen Systems wird im Parallelkoordinaten· 
system durch einen Punkt, die Schar durch eine Linie (Skala) dargestellt. 
Damit ist die Moglichkeit gegeben, jede Schar gerader Linien im rechtwinkligen 
Koordinatensystem in eine Fluchtlinientafel mit auBeren geraden und parallelen 
Skalentragem rein empirisch umzuzeichnen (empirische Nomogramme). 

Beispiel: E nlund bestimmte auf emplrischem Wege die Abhllngigkelt des spezifischen 
Widerstandes einer gehArteten und eiper niOOt geharteten Steblprobe vom Kohlenstoffgebalt. 
Die graphlsche Darstellung seiner Ergebnisse in karteslschen Koordinaten zeigt Fig. 167; das 
hiernaOO empirisch entwickelte Nomogramm veranschaulioot Fig. 168. 

2. Fluchtlinientafeln ffir (x) + (y) ... (z) • 
1st der exakte Zusammenhang zwischen drei Variablen bzw. deren Funk· 

tionen bekannt und laBt er sich auf die Form bringen 

a • tlz) + b 1M = C 1(0) + a , (3) 

so laBt sich hierfiir eine Fluchtlinientafel nach folgendem Schema entwerfen 
(Fig. 169): 

1. Annahme der Teilungsmoduln Pili und p" an sich beliebig, jedoch so, daB 
die fiir x bzw. y vorgeschriebenen Intervalle ausreichend groB und deutlkh 
dargestellt werden konnen; Berechnung des dritten Teilungsmoduls P. zu 

P. = Pili pI/I(p", + PIll • (4) u TV v 

2. Berechnung des Abstandsverhaltnisses der 
::r; Tn,r drei Skalentrager zu 

(5) t 
Zeichnung der drei Skalentrager in diesem Abstands· 
verhaltnis. 

3. Multiplikation der einzelnen Funktionen der 
Fig. 169. 

Gleichung (3) mit den zugeordneten Teilungsmoduln, so daB die Gleichung 
iibergeht in 

ap",t(III) + b p"h,l) = C P.t(.) + dp. 

oder durch Ausmultiplizieren ,m",t(",) + m"tM = m.f(o) + C. 

4. Zeichnung der Funktionsskalen: 

u·Achse: t(x) mit dem Teilungsmodul m", 

II· " t(y) " " " my, 
W· 

" t(8) " " " m •. 

(6a) 

(6b) 

Negative Vorzeichen erfordem Auftragen der Skalen in entgegengesetzter 
Richtung; die Konstante Chat lediglich eine Verschiebung der mittelsten Skala 
zur Folge; ein Punkt der z·Skala wird am besten berechnet und danach festgelegt. 

1m iibrigen trifft man die Anordnung der Teilungen so, daB die Rechentafel 
etwa ebenso lang wie hoch wird. 

Beispiel: Hs sel eine Fiuchtlinientafel fllr R = .: "'- fOr c = 0,0175; l]looom 
,,30mm C .. - n/4 O,lm 

nod tlJO:03mm zu entwerfen. Man erhAlt fOr n/4 - 0,0223 und somit 

19R -lgl- 21gtl + 19O,0223 oder Igl - 21g4 = 19R + c. 
Damit hat dar gegebene Zusammenhang die Form der GleiOOung (3). 

1. Man wAhle "'" = "/1 = 1, dann ist ,.. = ~ = .!. . 
1 + 1 2 

2. b,/b,=I/t; d.h.'lJ.=lJ,; der SkaientrAger fOr R befiodet Bieb genau in der Mitte zwischen 
dem filr I und dem fiir 4. 

3. 1 .lg/- 1. 2.lg4 = IlgR + C' oder 1 olgl- 2.lgd = 1lgR + C'. 
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Es ist also zu zeichnen 

a) Skalentrllger fiir I: logarithmiseb in positiver Riebtung mit clem Teiiungsmodul III. _ 1 , 

b) " tl: 't negativer "" II "'ti -= 2, 
c) " R: )r positiver mB - I . 

SOD 

aDo 
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50 
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1,11 
1IJOOtJ 
5000 
ZOOO 
fOfJO 
!iOO 
atJO 
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45 

~ 
! = 

~mm Um einen Punkt der R-Skala 
11,03 zu bestimmen, berecbne man 
4fJ11 1 = ReV/O,0223 
405 etwa fiir R - 1; IJ = 1; damit wird 

~~ 1 - 1/0,0223 - 44,8, 
'0 d. h. verbindet man die Punkte 

4 ~ IJ = 1 und 1 = 44,8 durcb eine Ge
rade, so schneidet diese den 6-Skalen
tdlger im Punkte R = 1. Von diesem 
Punkte ausgehend kann a1sdann die 
R -Skala gezeichnet werden. 

415 
0,30 

430 
4¥1l 
4S0 

470 

~(J(J 

Das fertige Nomogramm zeigt 
- stark verkleinert - Fig. 170. 

3. Fluchtllnlentafeln 
mit krummllnlgen 

Skalentriigem. 
Die Gleichung 

4' Fig. 170. 
fda + 12 IPs + 1fJa = 0, 
in welcher 

11 = eine Funktion der ersten Variablen, 
f. = eine Funktion der zweiten Variablen, 
la, IPs und 1fJ3 = verschiedene Funktionen einer dritten Variablen 

bedeuten, liiBt sich in Form einer Fluchtlinientafel darstellen, wenn (Fig. 171) 

+ 

Fig. 171. 

1. die u-Achse des Parallelkoordinatensystems funk
tionell nach It, 

2. die v-Achse funktionell nach 12 geteilt wird und 
3. die Koordinaten des mittleren Skalentriigers den 

Gleichungen 

; = 8 IPa P,1 - lap,s, (8) 
CPa P,1 + la p'z 

entsprechen. 
Es bedeutet darin: 

8 = - OA = +OB (~ halbe Lange der ;-Achse), 
P,1 = Teilungsmodul flit 11 (u-Achse), beliebig zu w1ih1en, 
p'z = " " I. (v-Achse), "" 

B~ispiel: Die Normalform der quadratischen Gleiebung a:' + az + b = 0 hat die Form 
der Gleiebung (7), wenn man schreibt: b + aa; + a:' = O. 

Es ist a1sdann '1 = b; f. - 1 ; , 
1.=4; t:pa=-f:; 1Jl.-a;'. 

Auf der u-Achse ist also b aufzutragen mit (J. = 1, auf der II-Achse 1st a aufzutragen. Aueb fiir 
die a-TeiIung wird man, wenn kein hesonderer Grund vorliegt, den TeiIungsmodui (J.s= 1 
wAhlen. Damit ergibt sieb 

~ = d. z - 1 (= projektive TeiIungJ), 
z+1 

Die Ordinaten 7J brauchen nicht einzeln berecbnet zu werden; man kann sie vieln1ehr einfach 
konstruieren wie folgt. Fiir b = 0 geht die gegebene Gleichung fiber in 

zI + az = 0 ; (I; = -/I • 
Das bedeutet: Verbindet man den Punkt b = 0 fo1geweise mit den Punkten a = -1, -2, -3 
usw., so schneiden die Verbindungsgeraden die Ordinaten 7J jeweiIs in den Punkten des mittleren 
Skalentragers, die den Werten Z = I, 2, 3 usw. zngeordnet sind. Das hiernach entworfene 
Nomogramm zeigt 'Fig. 172. Danach hat die Gleichung 

z'+4z-12=0 
die Wurzeln 

2:3,=+2; x.--6. 
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Auch fiir eine groBe ZahI anderer Zusammenhange sind FIuchtlinientafeIn 
erdacht worden, so flir 11/2 = 13 ; 1//1 + 1//2 = 1//3 usw. Ferner besteht die 

751 
70~ 

5 

-5 

Fig. 172. 

Moglichkeit, auch mehr als 
drei Variable naeh den hier 
behandelten Verfahren nomo
graphiseh darzustellen. 

4. Fluchtlinientafeln fur 
mehr als drei Variable. 

Sind mehr aIs drei Variable 
vorhanden, so flihrt man als 
Bindeglied zwischen je zwei 

2 8 7 

Fig. 173. 

Variablen Hilfsfunktionen I(H,) , I(H,) usw. ein, flir welche nur die (geradJinigen) 
Skalentrager, nicht aber deren Teilungen gezeichnet zu werden brauehen. 

1st beispielsweise die Gleichung I(u) + I(v) + I(x) + I(y) + 1(,) = 0 als 
Reehentafel darzustelIen, so geht mall sehrittweise vor, indem beispielsweise 
gesetzt wird: I(u) + I(v) + I(H,I = 0 und zunaehst diese Reehentafel zeiehnet. 

Alsdann setzt man weiter: I(H,) + I(x) + feH,) = 0 undo zeichnet unter Be
llutzung des im ersten Berechnungsgange gefundenen Skalentragers flir HI aueh 
dieses Nomogra=; daran sehIieBt sich endlieh die dritte Reehentafel fiir 

I(H,) + 1(.) + fe,) ~ O. 

Auf diese Weise konnen Reehentafeln fUr beliebig viele Veriinderliche entworfen 
werden; die grundsatzIiehe Anordnung der Skalentrager und der Auswertungs
geraden zeigt Fig. 173. 

Dureh geeignete Wahl der Kopplungsfunktionen, ferner durch Verwendung 
eines Skalentragers flir zwei Variable und ahnIiche Kunstgriffe lassen sieh die 
Rechentafeln oftmals liberraschend einfaeh gestalten. 

Beispiel: Wallichs und Dabringhaus haben in der Z. VDI 1930 eine graphische Talel 
zur Bestimmung der Schnittgeschwindigkeit V" (m/min) eines Werkstoffs gegebener Festig
keit GB (kg/mm') aus der Spantiefe t (mm) und dem Vorschub s (mm/U) veroffentlicht. 

Aus dieser Tafel sind die nebenstehend zu
sammengestellten Zahlenwerte entnommen. H ist 
cine HillsgrOBe, welche die Variablen t und s 
einerseits, (JB und v .. andererseitsmiteinanderver~ 
bindet (= Kopplungslunktion). 

In Fig. 174 sind nun die Werte dieser Zahlen
talel in zwei rechtwinkligen KS. dargestellt, wel
chen die nach der HilfsgroBe H reguliir geteilte 
Abszisse gemeinsam ist. Es ergeben sich zwei 
Scharen von Geraden, die UJ;unittelbar unter Ver
wendung der gefundenen Teilungen ffu V" und t 
in die Rechentafel Fig. 174 umgezeichnet wurde. 
Die in die Fig. 174 U. 175 eingezeichneten Geraden 
dienen zur Berechnung von v .. fur t -= 5; s = 1,5; 
G B = 57. Ergebnis: v = 29 m/min. 
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H I H I GB __ I_V',,---

~ --gl~~r- ~~ 
1 4 30 80 
5 4 50 40 
7 4 100 17 

3 5 30 48 
7 5 50 34 
9 5 100 15 
4 8 30 70 
8 8 50 20 

10 8 100 
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H-
Fig. 174. 

5. Umzelchnung gegebener 
Kurvenscharen In Leltertaleln. 
Derartige Umzeichnungen kommen 

vor allem dann in Frage, wenn es sich 
um die Auswertung von Versuchser
ge bnissen handelt, fiir welche dermathe
matische Znsammenhang entweder nicht 

vf!n/mioiJ t linnil 
10 30 oa[kgL~ 

: :---~\ -!II __ 

'll) "'-------_ 
-4 

50 2 

60 

s[mmft.?! 
45 

-t __ _ 
2----:::.-:::::..-.,. .... 

4 
'I 

Fig. 175. 

tata ! 

Fig. 176. 

bekannt ist (vgl. Fig. 167 u. 174) oder zu verwickelt ist, um ihn zeichnerisch auf 
einfacheWeise darzustellen. Man formt die Kurvenschar nach A, Abschn.3b 
in eine Schar von Geraden um, und diese wieder in eine Leitertafel gemiiB D, . 
Abschn.1. Fiir die Verstreckung der Kurven kann es dabei von Vorteil sein, 
Argument und Funktionswerte zu vertanschen. 

H 
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Beispiel: 
Die Kurventafel der FIg. 176 1st 

einer Arbeit von Walther: "Ver- IIJ(} 
wandlung von Kurventafeln In Leiter-
tafe1n" (Z. VDI 1937 Nr. 39) ent-
nommen. In folgenden Arbeitsgiingen 
ist die Tafel in ein Nomogramm um
gewandelt worden: 

1. Wahl der Geraden 1 und 3 als 
Basis filr die Ableitung der Teilungen 
filr die Achsen des neuen Koordi
natensystems. 

2. Entwicklung der Verzerrungs
kurven; im Beispiel wird wegen der 
gewiiblten Parallelitiit der Geraden 1 11J(} 
und 3 die Verzerrungskurve filr die 
Ordinateneine Gerade; der Charakter 
der Teilung filr die Ordinate bleibt so-
mit unverandert. 

3. Bestimmung der Abszlssen-
teilung mit Hilfe der Verzerrungs- 5!J 
kurve filr die Abszisse. 

4. Umzeichnung der gefundenen 
Geradenschar in eine Leitertafel durch 
Obernahme der neuen Achsenteilun-
gen aIs Au6enleitem und punktweise 
Konstruktion der mittleren Skala aus 
einer der beiden Darstellungen. 

Das hiemach gefertigte Noma
gramm zeigt Fig. t 77 • 

Die Genauigkeit, mit der 
eine Fluchtlinientafel eine Rech-

o 

nung auszufiihren gestattet, liegt bei 0,5 vH. 

ala 
1 

J(J 

Fig. 177. 
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Als Begriinder der "Methode der fiuchtrechten Punkte" gilt der Franzose 
d'Ocagne (1895). Eine ausgezeichnete Einfiihrung in das Gebiet gab Pirani: 
Graphische Darstellung in Wissenschaft und Technik (Samml. GOschen Bd. 728). 

X. Zeichnerische und rechnerische Verfahren der 
praktischen Mathematik. 

Bearbeitet von Dr.-Ing. W. Meyer zur Capellen, VOl, Aachen. 

I. Interpolation. Eine Kurve y = f(x), deren Gesetz oder von der n + 1 
Punkte bekannt sind oder die aufgezeichnet voriiegt, soll durch eine durch n + 1 
Punkte hindurchgehende Parabel n-ter Ordnung 

y* = ao + IZtx + aaw + ... + a .. x" 

dargestellt werden. Sind 

Po (xo; Yo) ; P l (xt; Yl) ; ... , p .. (x .. ; y,,) 

diese Punkte, so kann nach der Interpolationsformel von Newton geschrieben 
werden 

Y· = Ao + Al(x - xo) + AI(x - xo) (x - Xl) 

+ As (x - xo) (x - Xl) (x - XI) + ... 
+ A .. (x - xo) (x - Xl) (x - XI) ••• (x - x .. _ 1 ) • 

Die Beiwerte A o' AI' .•. , A .. lassen sich nach dem folgenden Schema be
rechnen: 

Xo Yo =Ao 
:1;1 Yl al =A1 
:1;2 Ya as ba =AI 
~ Y3 as b3 C3 =Aa 
x, Y, a, b, c, d, =A, 
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. . . y" - Yo b all - al b" - bs • 
Hlenn 1St a" = ---, II = ---, en = --- usw., d. h. Jeder 

XII - Xo X .. - Xl X .. - Xs 

Ausdruck ist gleich der Differenz des entsprechenden Gliedes der vorher
gehenden Spalte gegen das erste Glied derselben Spalte, dividiert durch die 
zugehorige Abszissendifferenz. 

Beispiel: Ein Schwingungsvorgang zeige das in Fig. 178 wiedergegebene Zeit-Weg-Dia· 
gramm. Die Kurve soli durch eine Parabel vierter Ordnung ersetzt werden. 

Die gewihlten fiinf Punkte der Kurve haben die Koordinaten: 
p. (0; 0); P, (5; 12,2) ; PI (12; 0,2); p. (16; - 2,4); P, (20; 0). 

Es ergibt slch daher das folgende Schema: 
o 0 
5 12,2 2,44 

12 0,2 0,0167 - 0,3462 
16 -2,4 - 0,15 - 0,2355 + 0,02768 
20 0 0 - 0,1627 + 0,02294 - 0,001186 

Dementsprechend iautet die Gleichung der Parabel vierter Ordnung, wenn t in sek die Zeit 
s. in em der Weg ist: 
s· = 0+2,441- 0,34621(1- 5) + 0,02768 I (I - 5)(1 - 12) - 0,0011861(1 -5) (I -12) (1- 16) 

= 6,971 t - 1,21051;1 + 0,066821;1- 0,0011861'. 

-if 
-6 Fig. 178_ 

Tragt man die Kurve y* mit y = f(x) zusammen in ein Koordinatensystem 
zur PrUfung der Anniiherung, und sind dann die Abweichungen zu groB, so kann 
ein weiterer Punkt eingeschaltet und das Schema fiir die Werte A um eine 
Zeile vennehrt werden. 

Wild im Beispiel noeh ein Punkt p.(:!;,; ".) hinzugenommen, der den Beiwert A, liefert, 
so wild s·· = s· + A.I(I - 5)(1 - 12)(1 - 16)(1 - 20) • 

Ersetzt die Parabel die gegebene Kurve gentigend genau, so kann man durch 
Differenzieren die erste und zweite Ableitung gewinnen. 

1m Beispiel folgt damit fUr Geschwindigkeit und Beschleunigung: 
ds· ,,0 = iii = 6,971- 2,42101+0,20046 tI- 0,004744 1;1, 

dv· 
b· = iii = -2,4210 + 0,40092 t - 0,014232 tI. 

l. Ermittlung des Polynoms 
y(x) = ao + alx + asX2 + ... + a .. X" 

ftir einen bestimmten Wert x. 
a) Rechnerisches Verfahren von Horner: 

an ~n; .. 'x I +~:~:x I +6a x +~~x +atlx 
Su=e: a .. I b .. _ 1 I b .. _ 1 I bs bl I bo = y(x) 

In der dritten Reihe steht die Summe der Glieder der beiden ersten Reihen, 
es ist also b .. _1 = a .. _1 + an X usw. Man stellt X auf dem Rechenschieber ein 
und kann die Werte der zweiten Reihe ohne Anderung der Einstellung ablesen. 
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Beispiel: Der Wert s· = 6,971 t - 1,2105,1 + 0,06682 ,a - 0,001186" (siehe 1.) soil fiir 
t = 2 berechnet werden. 

=========================== 
- 0,001186 + 0,06682 

- 0,00237 

- 0,001186 + 0,06445 

- 1,2105 
+ 0,1289 

- 1,0816 

o 
+ 9,616 

+ 4,808 

b) Zeichnerisches Verfahren von Segner. Man tragt auf der y-Achse 
(Fig. 179) aIs Strecken die Beiwerte 

OAo = ao, AoAl = al' AlAs = a2 , ••• A n_ i A" = an 
auf, positiv nach oben, negativ nach unten. In Fig. 179 ist n = 3, die Vorzeichen 
sind angedeutet. Ziehe die Parallelen (x) und (1) zur Ordinatenachse im Ab
stand x und 1, ziehe ferner AnE" waagerecht, wobei aIle PunkteE auf (1) liegen. 
Die Gerade An_IE" liefert den Punkt p .. , der wie aile Punkte P auf (x) liegt. 
Die Waagerechte durch P" liefert A n _ i , mit dem das Verfahren zu wiederholen 
ist. Man erhiilt schlieBlich P l durch den Linienzug E 2A l , P 2E l , E1Ao. Dann 

(x) (1) 
hat P l den gesuchten Abstand y(x) 
von der x-Achse. In der Zeichnung 
wurde ermittelt 

y = 0,2 + O,1x + 0,5x2 - 0,25x3 

fur x = 0,55. 

O~_--.r--___ -i 

1--------1-----
Fig. 179. Fig. 180. 

Sind die Beiwerte zu groB, so klinnen sie in anderem MaGstab aIs z, d. h. im MaG
stab von y aufgetragen werden. 

Da die Konstruktion ungenau wird, wenn Z>I, wei! die Geraden AE ilber (I) hinaus zu 
verlangern sind, benutzt man dann statt (I) eine Parallele zur y-Achse im Abstand _>1 (z. B. 
_ = 10,20, ..• ), wobei _ nicht kleiner ist aIs der grOGte in Frage kommende Wert z. 

Auf der y-Achse hat man dann die Strecken 
OAO=aOl AoA1=eal, AJA.=e'a" '" An_tAn=enan 

abzutragen. 

3. Fliicheninhalt. a) Man zedegt das Fliichenstuck (Fig. 180) durch senk-
rechte Linien in Streifen, die man nach dem AugenmaB in Rechtecke verwandelt. 
Hierzu muB man in jedem Streifen zwei waagerechte Linien so ziehen, daB die 
durch Schraffieren hervorgehobenen Fliichen in
haltsgleich werden. Zeichnet man die Flache Y 
auf Millimeterpapier, so kann man Breite und 
Hiihe der einzelnen Rechtecke ohne weiteres 
ablesen. 

b) Unterteilt man die gegebene Kurve 
(Fig. 181) in 2 n ParaIlelstreifen von gleicher 
Breite h, indem man in gleichen Abstanden Par
allele zur y-Achse zieht, welche die Kurve in den 
PunktenPo(xo,Yo), Pl(xl'Yl)' ..• Ps"(xS.,,Y2n) a; 
schneiden, so wird, wenn man die Kurve durch x"" ----
das Sehnenpolygon PoP1 ••• P 2" ersetzt: Fig. 181. 

FF:::JT=h(Y2o+Yl+YZ+ ... +Ys.._i+Y2sn) (Trapezformel). (S. auch 
Bd. II, S. 82.) 
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Zieht man in PI' Pa, ••• P."-1 Tangenten und ersetzt den KurventeiJ 
POPlPS durch das von den Ordinaten Yo und Y. abgeschnittene Stiick der 
Tangente in PI usw., so wird der Inhalt 

F ~ U = 2h (Yl + Y8 + ... + Y."-1) (Tangentenformel). 

Ein besserer Niiherungswert ergibt sieh, wenn das Kurvenstiick zwischen drei 
aufeinanderfolgenden Punkten durch eine allgemeine Parabel dritter Ordnung 
ersetzt wird; es 1st 

2T+ U h 
F~ S =--3- = 3" (YO+4Yl +2y.+4y.+2y.+ ... +4Y..,_1 + y.,,). 

(Simpsonsche Regel.) 

Die Simpsonsche Regel gibt also genaue Werte, wenn 

Y = ao + ~a: + agzl + aaa:B. 

~U\;8--"o-__ 

~ 
<::i 

1+-----------8='1------~ 

Pig.182. 

Die Giite der Annliberung zeige die Berechnung der Fliic,he unter der Kurve " = 0,2/(1 +:1:') 
in den Grenzen:l: = 0 und :1:=1 (Fig. 182) nach den drei Formeln. Die Kurve wurde in 2 .. ~10Teile 
geteilt, so daB ,,= 0,1 1st. 

:I: I " I Trapezfolmel I Tangentenformel Simpsonsche Regel 

0,0 0,20000 0,10000 ....... 1 0,20000 
0,1 0,19802 0,19802 0,19802 4 0,79208 
0,2 0,19231 0,19231 ....... 2 0,38462 
0,3 0,18349 0,18349 0,18349 4 0,73396 
0,4 0,17241 0,17241 ....... 2 0,34482 
0,5 0,16000 0,16000 0,16000 4 0,64000 
0,6 0,14706 0,14706 ....... 2 0,29412 
0,7 0,13423 0,13423 0,13423 4 0,53692 
0,8 0,12195 0,12195 ....... 2 0,24390 
0,9 0,11050 0,11050 0,11050 4 0,44200 
1,0 0,10000 0,05000 ....... 1 0,10000 

I= 1,56997 0,78624 4,71242 

F= 0,1' 1,56997 0,2 • 0,78624 
0,1 
3"".4,71242 

= 0,156997 = 0,157248 = 0,157081 

Der genaue Wert ist arc 9 0 - 0,1570796 ... Del Fehier betrAgt bei der Trapezformel 
0,5 vT, bei der Taugentenformel 1 vT, bei der Simpsonschen Regel Iiur 0,01 vT. . 

4. Zelchnerlsche Integration. a) Tangentenverfahren. Man nimmt auf 
der zu integrierenden Kurve in beliebigen Abstiinden eine Reihe von Punkten 
PI' Pa, ... an (Fig. 183), unter denen sieh Maximum, Minimum unQ der 
Schnittpunkt mit der a:-Achse befinden sollen, zieht dureh diese Punkte die Par
allelen zur a:-Aehse und sehaltet zwisehen sie die y-Parallelen Nl , N I , .•. so ein, 
daB die in Fig. 183 schraffierten FHichen inhaltsgleich werden. Diese Parallelen 
bringen bei der so entstehenden treppenformigen Kurve den FHichenausgleich 
hervor. 1st Ql senkrecht iiber PI der Punkt, durch den die Integralkurve hin
durchgehen 5011, so zieht man durch die waagerechten Stufen der Treppenkurve 
Parallele zur a:-Aehse, welche die y-Achse in den Punkten 1,2, ... schneiden. 
Man nimmt nun den Pol P im Punkt ,,-1" der a:-Achse an, zieht die Strahlen 
Pi, P2, ... und zu diesen, in QI beginnend, die Parallelen Q11' II P1, 1'2'11 P2, 
•.. , wobei die Punkte 1',2', ... auf den durch NI , N 2 , ••• gezogenen Senk
rechten liegen. Man erhiilt so ein Tangentenpolygon der gesuehten Integralkurve; 
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die Beriihrungspunkte Ql' Qa, •.. liegen senkrecht tiber P l , P2 , ••• und sind 
bei genauem FHichenausgleich genaue Punkte der Integralkurve. 

1st der Polabstand 0 P nieht 1, sondem gleieh p em, soist der FHieheninhalt unter 
Pl' .. P" gleieh der Differenz der Ordinaten vonQ" und Ql mal dem Abstand p. 

Sind allgemein die Ma8stiibe derart, daB auf der z-Achse 1 em = /X Einheiten E" auf 
der Achse fUr :y = f (z) 1 em = P Einheiten E, und auf der Achse fiir Y = J:Y liz 1 em = r Ein
heiten E. bedeuten, so gilt mit dem Polabstand OP=fJcm: y=/XPfJ, wobei E.=E,.E •• 
Durch die Wahl von fJ kann 
die Ausdehnung der Integral- 1/ 
kurve nach oben und unten 
geregelt werden. 

b) Seilpolygon. Istaus 
y" = f(x) die zweite Inte
gralkurve y=jjf(x)dxdx 
zu ermittein, so kann man 
das unter a) besehriebene 
Verfahren zweimal anwen
den. Da aber die elastische 
Unie eines i Tragers mit 
gleichbleibendem Quer- -,<P~-----.~-+-------"'li''<'mr--+'''''':~8--'''' 
schnitt, abgesehen Yom JC 

MaBstabe, die zweite Inte
gralkurve zur Momenten-
linie ist (S. 363), so kann Fig.183. 
auch das dort geschilderte 
Verfahren zur zweifachen Integration benutzt werden (Fig. 46, S. 364). Dieser 
Weg ist nur bei wenig gekrtimmten Kurven y = f(x) zu wahlen, da sonst die 
Sehwerpunkte der Flachenstreifen nicht genau zu bestimmen sind. 

S. InstrumenteUe Integratlonl ). Zur Ermittlung des bestinlmten Integrals 

j~(x) dx dienen Grundplaninleter oder Planinleter erster Ordnungj zur Ermitt-
x, z 

lung von jy(x)dx, dem unbestinlmten Integral, durch Ablesung an einer MeB-
~ z 

rolledienen Integrimeter (Ott), zumAufzeichnen der Integralkurve Y(x) = j y(x)dx 
Grundintegraphen. '. 

Zur Auswertung von Integralen der Form I = jY"dx, worin y = f(x), 
dienen Potenzplanimeter und konnen als solehe auch zur Bestinlmung von stati
sehen Momenten, dailer Schwerpunkten, von Tragheitsmomenten, Rauminhalten 
u. a. m. verwendet werden. Zur Auswertung von Integralen der Form 

" j rp[j(x)] ax dienen Funktionsplaninleter. 
x, 

6. Zeichnerische Differentiation. a) Tangente in einem Kurvenpunkt P 
(Fig. 184). Diese kann nach AugenmaB gefunden werden. Oder: Von den Schnitt
punkten bI , bl , . . . der Kurve mit den durch P gezogenen Straillen aus tragt 

p 

$3 >SJ;S, 
Fig. 185. 

man auf diesen die beliebige, aber unveriinderliche Streeke bici =baca nach der 
gleichen Seite abo Der Kreis um P mit der gleichen Strecke trifft die durch 
Cl , CI , ••• gezogene Kurve in C. Dann ist Pc die gesuchte Tangente. 

') Siebe Anm. 2, S. 140. 
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b) Tangen te gege bener Rich tung (Fig. 185). NachAugenmaB zu zeichnen. 
oder man zieht parallel zur gegebenen Richtung mehrere Sehnen Sl' sa • •••• 
halbiert diese und verbindet ihre Mittelpunkte "'I. ma • ••• durch eine Kurve. 
Diese schneidet die gegebene Kurve im gesuchten Kurvenpunkt. 

c) Instrumentelle Hilfsmittel sind: das Spiegellineal (Spiegelebene senk
recht zur Zeichenebene), das die Normale liefert. das Derivimeter nach Ott mit 

, Visolettlupen oder der Derivator 
II !I nach Harbou mit Prismen. 

d) D i If ere n t i a I k u r v e 
(Fig. 186). Man zieht nach a) oder 
b) oder c) an die Kurve y = I(x) 
mehrere Tangenten in den Punkten 
Pl' PI'" . und durch den Pol P im 
Punkte ,,-1" der x-Achse hierzu 

P 3: die Parallelen (Fig. 35. S.71). Die 
Waagerechten durch ihre Schnitt
punkte 1. 2. . •• mit der y- Achse 
schneiden die Lotrechten durch 
Pl' PI' ..• in den Punkten Ql' 

, 1I'-./'f#J Q2' ••• der gesuchten Differential-
Fig. 186. kurve y' = f (x). Die Senkrechten 

durch die Schnittpunkte 1', 2' •.•. 
der Tangenten miissen bei der Differentialkurve nach 4. den in Fig, 186 durch 
Schraffur angedeuteten Flachenausgleich hervorbringen. Dementsprechend ist 
die Differentialkurve durch die Punkte Ql' Qa '" hindurchzulegen. 

Sind allgemein die MaBstiibe derart. daB auf der x-Achse 1 em = IX Ein
heiten El , auf der Achse ffir y = I(x) 1 em = P Einheiten Ea und auf der Achse 
flir y' 1 cm = y Einheiten Ea bedeuten. so gilt mit dem Polabstand 0 P = P cm: 
y = PIIXP. wobei Ea = ElIEs. Durch entsprechende Wahl von P vermeidet man 
zu stelle oder zu flache Differen tialkurven. 

XI. Flichen- und Korperberechnung. 
Bearbeitet von Professor H. Dubbe!, Berlin. 

A. Umfange ond Flacheninhalte ebener Figureo. 
I. Dreleck {Fig. 187). 

Seiten a, b. c; Winkel ex, p, y; Hohen h •• hb• he; Mittellinien mal mb' 
me; 2s = a:+ b + C; 2<5 = m. + mb + me' 

1 1. as sinp. siny 
F = -.a· h. =- ab· smy= ----'-----~ 

2 2 2 sin ex 
abc 

= 2r2 sin ex sinp siny = ---
4r 

ex p y 
= (!2ctg -. ctg- • ctg-

2 2 2 

= v's (s - a) (s - b) (s - c) 

Fig. 187. = '/a v'~(~ - m.){~ - mb){~ - me) = e . s. 

ia. Rechtwinkliges Dreieck. a, b Katheten. c Hypotenuse. IX der a gegen
iiberliegende Winkel. 

F = l/S a b = l/S a2 ctgex = l/S bl tgex = l/,cl sin2ex; at + bl = cB . 
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Z. Viereck (Fig. 188). Diagonalen D1 und DB' Hohen auf DB: h1 und n2 ; 

Winkel zwischen den Diagonalen cp. 
F = 1/.' DB' (h1 + h.) = 1/.D1 • DB' sincp. 

2a. Trapez. a, b parallele Seiten, h Hohe, m Par· 

allele zu a und b in halber Hohe = a + b 
2 

F= 1/2h. (a + b) = m. h. F= 1/a D1Ds smcp. 
2b. Parallelogramm, R e c h t e c k. II Grundlinie, 

Ii Hohe 

2c. Rhombus. Seitena; Winkel". F=a·sin" = 1/.D1DB• 

3. Vleleck. Zedegung in Dreiecke od",r 
Berechnung aus den Koordinaden xl Y1' 
x. Y • • " der n Eckpunkte, bezogen auf ein 
beliebiges, rechtwinkliges Achsenkreuz ergibt: 

F = 1/. {(XaY1 - X1Y.) 

+ (X8Y. - X.Y3) + (X'Y8 - XaY,) + ... 
+ (X"Y"_1- X"_1Y") + (x1y,.-XnYl)}· 

C 

Fig. 188. 

3a. RegelmiiBiges Vieleck (n-Eck). Seitenliinge a, Umkreis r, In
kreis (!, halber Zentriwinkel cp, Umfang U, Fliiche F. 

Der Winkel des Vielecks ist 180° - 2cpo. 

1800 

cpa = __ . a = 2V r2 - (!2 = 2rsincp = 2(! tgcp; 
n 

U = n • a = 2n, sincp = 2n (! tgcp; 

F = 1/, n a l ctgcp = II. nr sin2cp = n (!a tgcp. 

4. Kreis. Halbmesser" Durchmesser d, Umfang U. 
U = 2nr = ;r;d: F =n,s= 1/,nd2 = 1/, U d = 0,78539816d2• 

4a. Kreisring. R iiuBerer. , innerer Halbmesser. D iiuBerer. d innerer 
Durchmesser. (! mittlerer Halbmesser. <1 Ringbreite. 

F =n(Rt -,s) = 1/,n(D2 - dI) =2n. (!. <1. 
4b. KreisabschnittF1 und Kreis

ausschnitt Fa. Zentriwinkel cpo im 
GradmaB. cp im BogenmaB, b Bogen
lange, s Sehnenlange (Fig. 189). 

F1 = ~ ,2 (CP1~~: - sin cp ) 

reb - $) + s· h 

2 
1 cpon"! 1 

F 2 ="2 br = -3600-= "2cprl ; 

cpo n qJ°n 
qJ = 1800: b = -180 0 • ,. 

4c. Kre isringstiick: 

... ----.",."" ...... ....... 
,," -b- --........ 't--

>-/\ .... "" 
\~/' ':t ~ ) , r / 
'\'- i/I 

~\ F. !i// a fj / I 

\ 
jj~/,~ 

}j I I 

,
!1 / / 

--,>;> I I 
~$' / / 

/ / 
Fig. 189. ,,/ 

'.f 
cpo:n; ({J0:n; 

F = 360'0 (R2 - ,2) = 1800 • (! ~ = cp • (! • .5 • 

5. Parabel, ellipse, Hyperbel s. Analyti!;che Geometrie. 
Ober Fliichenbestimmung vgl. S.15'. 

Taschenbuch filr den Maschinenbau. 9. Aufl. I. 11 
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B. Oberfliichen und Rauminhalte von Kiirpern. 
v Rauminhalt, M Mantel1l.iiche, 0 Ober1liiche. 

I. Prisms. Grundfiiiche G. Htihe h; V = G • h. 
t a. Wiirfel. Kante a. V = aD; 0 = 6al ; Diag. d = a (3. 
t b. Rechtwfnkliges Parallelepiped: Kantena. b. C; V = a· b. c; 

Diagonale d=yal+bl+cl ; O=2(ab+ac+bc). 
t c. Schief abgeschnittenes 3 seitiges Prisma: Die 3 parallelen Kanten 

a, b, c; Normalschnitt N; V = 1/8 (a + b + c)· N; s. auch id. 
i d. Schief abgeschnittenes beliebiges Prisma: Verbindungs

linie der SchweJ.punkte der beiden Grtmdfliichen I, Normal
schnitt N. so wird V = N • I. 

Z. ZyHnder. Grundfiiiche G, Htihe h. 
V 'F G • h: Mantel1l.iiche = Umfang des Normalschnitts x Mantel
linienliinge. 

2a. Gerader Kreiszylinder. Halbme51er der Grundfiiiche R. 
Htihe h. 
V=n.RI.h, M=2nR.h, O=2nR(R+h). 

2 b. Gerader Kreiszylinder. schief abgeschnitten_ GrtiBte 
und k1einste Mantellinie a und b • 

A 
MA=MB=R 
Fig 190. 

a+b 
V=nR2.--, M=nR(a+b). 

2 

2c. Zyllnderhuf. (Fig. 190.) 

FC=a, AC=BC=b. 
L.. F M B = cp im BogenmaB. 

h 
V = 3ti {b (3RI - ba) + 3 R2 (a - R) cp}, 

2hR 
M = -- [(a - R) cp + b] • 

a 

Wenn C mit M zusammenfiillt (FC = A C = BC = a = b = R)~ 
V =1/aR2. h, M=2Rh. 

2d. Hohlzylinder. R iiuBerer. ,. innerer. e mittlerer Halbmesser; 
Wandstiirke ,,= R - ", Htihe h • 

V = n • h (Ra - "s) = n • h • s (2 R - s) = n • h • s (2 ,. + s) = 2 n e . h • s , 

3. Pyramlde, Kegel. Grundfliiche G. Htihe h. V = 1/ a G • h. 

3a. Abgestumpfte Pyramide: Grundfliichen G und g. Htihe h. 

V = 1/1 h (G + g + VG . g) • 

3b. Kreiskegel: Halbmesser der GrundfJiiche R. Htihe h. 

V=l/lnRI~h; M=nRVR2+h2 =nR.s (s=Mantellinie). 

3c. Abgestumpfter Kreiskegel: ,. Halbmesser der oberen. R der 
unteren Grundfliiche, h Htihe. 

a = R + ", " = R - ", s = V hI + 152 • 

V= jnh(RB +R,.+,.2) = ~'(naa + n:2); Mantel: M =n. a. s. 
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•• KugeL Halbmesser R, Durchmesser D. 
V = '/anRa = 4,18879' Ra = 1/6 nD3= 0,5236 D3, 

0=4 nR2 =3V/R; R =0,620351.Vv. 
4a. Kugelabschnitt, Kalotte. (Fig. 191.) KugelhalbmesserR, Hohe 

des Abschnittes h, Halbmesser seiner Grundflache a = y h (2 R - h). 
V = :d2 (R - h/3) = 1/6 • n h (3 as + h2), 

Kappe: M = 2 n R h = n (al + hB) • 
4b. Kugelzone, Kugelschicht. (Fig. 192.) Halbmesser der End

tliichen a und b. 
n·h 

V = -- (3a2 + 3b2 + h2), 
6 

M=2nR.h, 

( a2 _ b2 _ h2 )Z RZ = a2 + ______ , 
211 

a>b. 

1st a = R, so gilt: V = n • h (RI - h2/3) • 

Fig. 191. Fig. 192. Fig. 193. 

4c. Kugelausschnitt. (Fig. 193.) 
V= 2/anR2. II =2,0944. R2. h, 0 =nR(2h + a). 

4d. Kugelkeil. Kug«!lzweieck. rp der Winkel zwischen den beiden 
groBten Kreisen. 
V = 0,0116355 • q; 0 • R3, M = 0,034907 • rp 0 • R2. 

4e. Kugeldreieck. 8° sphiirischer EueB, d. h. "OberschuB der Win. 
kelsumme iiber 1S00. 

8° 
M=-s ° .nR2=O,0175 8° R2. 

1 0 

S. Korper mit elliptischen und parabollschen QuerschnlHm. 
5a. Ellipsoid. Halbachsen a, b, c. 

V = 4/3 n • a • b • c. 
5 b. Umdreh ungsellipsoid. 

2a Drehachse: V= '/a' n· a. b2 , 

2b Drehachse: V = '/3' n. a2 • b. 
5c. Umdrehungsparaboloid. Hohe h, Halbmesser der Grund

fliiche R. 
l' = l/z • n. R2 h = 1,571 R2. h. 

5d. Abgestumpftes Umdrehungsparaboloid. 
messer der Grundfliichen R und r. 

V= 1/2n • (R2 + r2J. h. 
Se. Kiibel, Bottich. (Fig. 194.) Endfliichen Ellip

sen mit den Halbachserl a. b und a1 , b1 • 

Hohe II. 
nil 

V=T{(2a + a1lb + (2a1 + a)bl }· 

Hohe h, Halb-

Fig. 194. 

11* 



164 Mathematik. - Fliichen- und Korperberechnung. 

5 f. Fa S. Bodenhalbmesser r, Halbmesser am Spund R, Lange 
(Hohe) II. 

Bel Annahme ,arabolischer Dauben ist genau: 

V = 0,838. II (2Rs + Rr + 0,75 r2); 

bel Annahme kreisfOrmiger Dauben ist angeniihert: 

V = 1,05 • II (2R2 + r2). 

6. Umdrebungsflicben und .kiirper. Sitze von OuldlD. 
6a. Guldinsche Regel fUr Umdrehungsflachen: Rotiert eine ebene Kurve 

um eine in der Ebene liegende Achse, welche die Kurve nicht schneidet, so ist 

y 

>~ /---+----'1.:. / "-

! 

o 

Fig. 195. 

y=frXj 

x ... 

die von der Kurve beschriebene Flache 
gleich dem Produkt aus der Lange 
der Kurve und dem Weg ihres Schwer
punktes. Es ist (Fig. 195) 

dF=2n.x.ds; 

F=2:n:fx.ds. 

x • d s ist das statische Moment des 
Kurvenelementes d s bezogen auf die 
Y -Achse; J x • d s ist die Summe 
der statischen Momente der Kurven
teilchen, bezogen auf die Y-Achse. 

Da die Summe der statischen Momente der einzelnen Teile gleich dem statischen 
Moment des Ganzen ist, so wird 

jx.ds=s.xo, 
wobei Xo der Abstand des Schwerpunktes der erzeugenden Kurve von der Dreh
achse ist; demnach ist 

F=2njx. ds=2nxo ' s. 

2 n Xo ist gleich dem Umfang des Kreises mit dem Schwerpunktabstand Xo der 
f{urvenlange s als Radius. 

6b. Guldinsche Regel fUr Rotationskorper: Rotiert eine ebene Flache um 
eine in ihrer Ebene liegende, sie nicht schneidende Achse, so ist das von dem 

x 

Fig. 196. 

Flachenstiick beschriebene Volumen 
gleich dem Produkt aus dem lnhalt 
der Flache und dem Weg ihres 
Schwerpunktes. 

Es ist (Fig. 196) 

dV=dF.x·2n; dF=y.dx; 
dV=2:n:·x.y.dx; 

V=2:n:fxY·dx. 
x • 'Y • d x ist das statische Moment 
des Flachenelements 'Y' d x in Be
ziehung auf die Y -Achse; j xy • dx 

also die Summe der statischen Momente der Flachenteilchen. bezogen auf die
selbe Achse_ Da diese Summe gleich dem statischen Moment der ganzen Flache 
sein muS, so wird 

demnach 

V =2nJxydx =2nxo - F. 
2nxo ist gleich dem Umfang des Kreises mit dem Schwerpunktabstand Xo der 
erzeugenden Flache F als Radius. 



Mechanik. 
I. Statik starrer Korper. 

Bearbeitet von Dipl.-Ing. Rich. Hiinchen, Berlin. 

A. Zusammensetzung und Zerlegung von Kriiften. -
OIeichgewichtsbedingungen. 

1. Die Krlifte grellen an elnem Punkt (Massenpunkt) an. 
a) Kriiftc In dcr Ebcnc. 

I. Zusammensctzung zwclcr Kriiftc (Satz vom KrafteparaIleiogramm). 
Die Mittelkraft oder Resultierende !R zweier im Punkt A, Fig. 1, angreifenden 
Krafte \l31 und \132 ist die Diagonale des aus den beiden Kraften gebildeten Par
aIlelogramms. 

In vektorieller Schreibweise (s. auch S. 128) ist: 

!R = \131 + \l3s = \l3, + \l31' (1) 
1st i' der Winkel, den \l31 und \l3s miteinander bilden (Fig. 1), so ist rech

nerisch: 
R = Vp~ + p~ + 2 PIPS • cos,.. (2) 

Z. Zerlegung elner Kraft m nach zwel gegebenen Rlchtungen. Sind I 
und II (Fig. 1) diese Richtungen, so trage man !R als 0 --+ 2, Fig. 2, der GroBe 
und Richtung nach auf. Die Par-
allelen zu den Wirkungslinien er- T 1. 'lit C !)l • ."C 

ge~n die Seitenkrafte \l31 und \l3s ~!.--1i/1 ~/.--1ii.·? "....:y .J~ 
(FIg. 2). Ai2s. ~ Y 0 'lll 

Zerlegung kann auch mit \132 'Jl; 0 

beginnen (Fig. 3). In vektorieller Fig. t bis 3· 
Schreibweise ist (3) 

Das Zerlegen einer Kraft in der Ebene nach mehr als zwei Riehtungen ist 
unendlich vieldeutig, d. h. statisch unbestimmt. 

3. OIeichgewicht dreier Kriifte. Drei in einem Punkt A, Fig. 4, angreifende 
Krafte \l31 bis \133 sind im Gleichgewieht, wenn ihre Resultierende gleieh Null ist. 

!R = \l31 + \l32 + \l3a = o. (4) 

~ C? alJ 
lllJ 

'llJ 

Fig. 4. a Fig.5. a 

Zeichneriseh erhalt man cin Kraftedreieck, Fig. 4a, in dem aIle Pfeile gleieh
sinnig sind. 

4. Zusammensetzung beliebig vieler Kriifte (Kriiftesumme). a) Zeichne
rische Losung. Am PunktA. Fig. 5. greifen die Krafte~ bis\13, an (Lageplan). 
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Setze jJ!, and III zur Resultierenden m. _. zusammen, Fig. 5 a, und b1erauf m, _. DUd jJ!. 
zur Resultierenden m,_." Die Zusammensetzung von m, _. und jJ!. Iiefert die Resultierende m 
der Kriftegruppe. 

Die Krafte !l!t bis ~, ergeben aneinander gereiht das Krafteck oder den 
Kriiftezug 0 bis 4, Fig. 5 a. Die Verbindungslinie 0 -+ 4 stellt die GroBe der 
gesuchten Resultierenden 8l dar, deren Richtungssinn dem der Teilkriifte ent
gegengesetzt ist. 

In vektorieller Schreibweise ist fUr n Kriifte: 
II 

8l =!l!t +~a + ... +~ .. = l:~j' (5) 
1 

b) Rechnerische (analytische) Losung. 
Trage die Kriifte, z. B. ~1 bis~" von 0 aus
gehend in ein Koordinatensystem, Fig. 6, ein. 

Positive Richtung der a:-Achse nach rechts, 
+.zo der y-Achse nach oben. 

Allgemein, ist: 

X = p. COSIX; Y = p. sin IX. (6) 

Fig. 6. Diese GraBen sind die Projektionen der 
Krafte auf die a:- bzw. y-Achse (Projektionssatz). 

FlIr die Krifte jJ!, bls jJ!.. Fig. 6, 1st unter Berf1cksIchtigung des Richtungsslnnes des 
Koordinateusystems : 

PI' cos .. , + P, cos ... - p. cos ... - p,' cos ... -X, + x,- x.- x,; 
2'X=X,+X.-X,-X,= R.,. 

Pl' a1n .. ,- P, sln .. ,- P, a1n",,+ P, sin .. , = Y,- Y,- Y.+ Y, 
2'Y= Y I - Y,- Y.+ Y,_ R •. 

Allgemein ist: 

EX = R.,; EY = R.; R = YR! + R: ; COSIX, = R,JR. (7) 

5. OIelehgewieht beUeblg vieler Krifte. a) Zeichnerische Gleich
gewichtsbedingung. Beliebig viele, an einem Punkt A, Fig. 7, wirkende 
Kriifte sind im Gleichgewicht, wenn ihre Resultierende verschwindet. Der 

Fig. 7. Fig.7a. 

Kraftezug, Fig. 7 a, muB geschlossen und 
aIle Kraftpfeile miissen gleichsinnig sein. 

b) Rechnerische Gleichgewichts
bedingungen: 

EX = i PjCOSiXI = 0; I 
EY = i PjSiniXI = o. 

(8) 

Satz: Die Summe aIler waagerechten und die Summe aIler senkrechten 
Komponenten der Krafte lJ!t bis ~ .. mu6 gleich Null'sein. 

b) Krifte 1m Raum. 
I. Wahre (absolute) OroSe eines Vektors. Ein im Raum befindlicher 

Vektor (eine "gerichtete GroBe") ~ ist durch seine Projektionen ~' (GrundriB), 
~" (AufriB) und !pili (SeitenriB) gegeben. Zur eindeutigen Bestimmung geniigen 
zwei Projektionen, z. B. Auf- und GrundriB, Fig. 8. 

Bestimmung der wahren GroBe von ~ mit Hilfe der darstellenden Geometrie. 

a) Hohe ,,= 0" -+2", AufriB Fig. 8, im GrundriB als 2' ...... 2 (in der GrundriBehene urn
geldappt) auftragen unci Punkt 2 mit l' verbinden. Die Hypotenuse 1' ...... 2 des rechtwinkligen 
Oreieeks ist die wahre GrOBe von jJ!. 

b) GrundriBprojektion lIl', Fig. 9, urn l' parallel zur AufriBehene naeh l' - 3' drehen. 
Verbindungslinie 1" -+ 3" im AufriB ergibt ebenfalls die wahre GrOBe von $. 

Verfahren sind in gleieher Weise 1m Auf- und SeitenriB durchfilhrbar. 



Zusammensetzung und Zerlegung von Kriiften. 167 

Z. Zusammensetzung dreler Kriifte. Drei im Raum nach Fig. 10 an einem 
Punkt A angreifende, nicht in einer Ebene Jiegende Krafte ~1 bis ~3 werden 

1''!''''-___ -lg· 

l' 

Fig. 8 u.9. Fig. 10. 

durch zweimalige Anwendung des Satzes vom Kriifteparallelogramm (5. S.165) 
zu einer Resultierenden vereinigt. 

Bilde die Resultierende !lh _ 2 der in einer Ebene liegenden Krafte 5.1!. und 5.1!.. Sit _ 2 und 
5.1!. liegen ebentalls in einer Ebene und werden zu II! vereinigt. II! ist die Diagonale des aus den 
drei Kraften gebildeten Parallelepipeds. 

In vektorieller Schreibweise ist: 

(9) 

3, Zerlegung elner Kraft nach drel nlcht In elner Ebene Iiegenden Wir
kungsIinien. Das Zerlegen einer Kraft m nach den Wirkungslinien I bis III, 
Fig. 10, die mit m einen gemeinsamen Schnittpunkt A haben, geschieht in urn
gekehrter Weise wie oben durch Aufzeichnen des Parallelepipeds. 

Durchfiihrung am besten zeichnerisch im Grund- und Aufri1l mit Hilfe der 
darstellenden Geometrie, Fig. 11-

Die in die Richtungen 1 bis 3 zu zerlegende Kraft ~ ist durch we Projek
tionen ~' und ~" gegeben. 

Bringe die WirkungsIinie von 5.1! mit der G~driBebene zum DurchstoLl, wobei D' und D" 
die Projektionen des DurchstoBpunktes sind. Die Verlangerung von B'D' ist die Horizontalspur 
der Ebene ABD. Sie schneidet die Horizontalspur C'D' der Ebene ACD in E'. AE bzw. L 
ist die Schnittlinie der beiden Ebenen. Sie dient als Culmannscbe Gerade (s. S. 169 unter 3) 
und erm6glicht die Zerlegung von 5.1! 
nach den Richtungen 1 und L. Alsdann 
zerlege man die Zwischenresultierende 
5 L nach den Richtungen 2 und 3. 

Zerlegung von \ll ist 1m Grund- und 
AufriLl mit den gegebenen Projektionen 
auszufilhren (Fig. It a und b). 

Bestimmung der wal1ren GroBe 
der gefundenen Kriifte SI bis Sa 
und von ~ nach Fig. 11 c und den 
Angaben unter 1- S.166. 

Anwendung dieser Zerlegungs
aufgabe bei dreibeinigen Bock· 
geriisten, Derrickkranen u. a. 

Beispiel: Ein dreibeiniges Bock
geriist (Fig. 12) mit der HOhe II , den 
Neigungswinkeln IX, {J und r der Streben 
tragt an der Spitze einen F1aschenzug 
mit der Tragkraft Q. Die Stabkriifte 5. 
bis 5, sind _u bestimmen. 

Bringe A' B' mit C'D' bel E' _um 
Schnitt, dann 1st A E die Culmannsche 
Gerade L . Zerlege Q 1m AufriLl nach 
den Richtungen 1" und 2" (L"). Da 
die Strebe 1 parallel our AufriLlebene 
liegt, 1st 5~ - 5. die wahre GrOLle j der 
Stabkraft von 1, Fig. 12a. 

F Ig. II. c 
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Mache im Grundrill C' A. = C" A, so ist A. C' D' die wahre GroBe des in die Grundrill
ebene umgekJappten Dreiecks A'C'D'. Da L ebenfalls parallel zur AufriBebene Iiegt, so ist 
S'1-SL die wahre GroBe der Zwischenresultierenden. Die Zerlegung von SL nach den Rich
tungen A.C' und A.D' im GrundriB ergibt die wahren GroBen der Stabkriifte S. und 51. Fig. 12b. 

AIle drei Stabkriifte sind Druckkriifte. 

Fig. 13. 

a 

Fig. 14. 

2. Die Kriifte grelfen In mehreren Punkten einer Ebene an 
(Ebene KriiHegruppen). 

I. OIeichgewicht zweier Krifte. Zwei in den Punkten A und B einer 
Ebene angreifende Kriifte sind im Gleichgewicht, wenn sie dieselbe Wirkungs
linie, die gleiche GroBe, aber entgegengesetzte Richtung haben. 

1m Punkt A, Fig. 13, wirke die Kraft~. Fiigt man bei B auf der Wirkungs
linie von A zwei gleich groBe, aber entgegengesetzt gerichtete Kriifte ~ und -~ 
hinzu, so heben sich die durch zwei Striche gekennzeichneten Kriifte auf. Die 
Kraft ~ ist also vom Punkt A nach Punkt B verschoben. 

Satz: An einer starren Scheibe (oder einem starren Korper) darf eine Kraft 
liings ihrer Wirkungslinie beliebig verschoben werden (Verschiebungssatz). 

Eine Kraft \IJ, die an eine Wirkungslinie gebunden 
1st und deren Angriffspunkt lings dieser Wirkungslinie 

-'HmHI!:;.-II!::~"£-l1ll gleichgi!ltig ist, wird als linlenfldchtiger Vektor be-
'" R zeichnet. 

Z. OIeichgewicht dreier Kriifte. In den Punk
ten A, B und C greifen die Kriifte ~, ~B und ~8 
an, Fig. 14. 

Verliingere die Wirkungslinien I und II von \IJ, und ll!. 
bls zum Schnittpnnkt D. Verschiebe die Krafte \IJ, und \IJ. 

(11,) nach D und bUde aus Ihnen die Resultierende lIlt - 2. 

~ .Die Kriiftegruppe ~1 bis ~8 ist im Gleich-
14 (V) gewicht, wenn !Rl-1 der Kraft ~ gleich, aber ent-
r gegengesetzt gerich tet ist. 

Fig. 15. Satz: Drei nicht parallele Kriifte sind im 
Gleicbgewicht, wenn sich ihre Wirkungslinien in 

einem Punkt schneiden und die Pfeile des Kraftecks, Fig. 14a, gleichsinnig sind. 
Beispiel: Eiq Wanddrehkran, Fig. 15, 1st bel I In einem nnteren L/ings- nnd Querlagerund 

bei II in einem oberen Querlager drehbar. Die Auslegerstlltzkriifte sind zeichnerisch zu bestimmen. 
Denkt man sioh das obere Lager (bei II) entfemt nnd bei I einen Drehpnnkt, so muJ3 bei II 

eine waagerechte Kraft H, angebracht werden, deren Richtungslinie sich mit der von Q in II I 
schneidet. Die Verbindungslinie I -+ III 1st die Wirkungslinie der nnteren Stlltzkraft Pro Die 
GroBe von H, und P r werden durch Aufzelchnen des Kraftecks nach Fig. 15 a erhalten. 

DIe StIltzkraft Pr Ii.Bt aIch In V und H, zerlegen. 
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3. Zerlegung elner Kraft q! naeh drel sleh nleht In einem Punkt sehnei
denden Riehtungen. I, II und III, Fig. 16, seien die Wirkungslinien der ge
suchten Komponenten. 

Bringe je zwei Wirkungslinien 0 von \!l und I, sowie II und III zum Schnitt und lege durch 
die Schnittpunkte A und B die Gerade 1- I (die sog. Culmannsche Gerade). ZerJege \!l mit 
Hille des Kraftedreiecks A (Fig. 16 a) in die Komponente \Il, und die Hillsresultierende L, wobei 
der Pfeil der Resultierenden denen der Komponenten entgegengesetzt ist. Die ZerJegung von L 
nach den Richtungen II und III (Kriiftedreieck B) liefert die Komponenten \!l, und \!la. 

!~~_ A ljl, I ~Ill illJ 11 
t ----_ 8 0- l 'll --'--L 

'Jl, 

F"" • ~ 

III 

If 

Fig. 16. a 

Die Zerlegung einer Kraft in mehr a1s drei Tei!kriifte ist statisch unbestimmt. 
•• OIeichgewicht von vier Kriiften. Kehrt man die Richtungen der 

Kriifte \Ill bis \Ill in Fig. 16 urn, so sind sie mit der Riehtung von \Il (Kriiftezug 
in Fig. 17 a) gleichsinnig, d. h. \Il und \Ill bis \Ila sind im Gleiehgewieht. 

Mit Hilfe der Culmannschen Geraden I - I, Fig. 17, kann man daher 
eine Kraft \Il mit den Kriiften \Ill bis \Ila, deren Wirkungslinien I bis III gegeben 
sind, ins Gleiehgewicht bringen. 

5. Statisches Moment. - Parallelverschlebung einer Kraft. Das statisehe 
Moment einer Kraft \Il, Fig. 18, bezogen auf den Pol (Drehaehse) 0, ist 

M = aP [emkgl, wobei a.l P ist. (10) 

Das Moment ist positiv, wenn es links dreht (positiv im mathematisehen Dreh
sinn), sonst negativ. 

Der Wert eines Momentes liiBt sieh, seinem Vorzeiehen entspreehend, als 
Vektor senkrecht zur Bildebene darstellen. 1st das Moment positiv, so weist 
sein Pfeil v0n der Bildebene nach oben (Fig. 18), sonst nach unten (Fig. 19 u. 22). 

~ t-~O/ v' L~ ~Fr)·_~- /Au 
Fig. 18. Fig. 19. 

A 
+l 8~ 

!J ~ 
F · 20 b· L!IJl Ig. IS 22. i 

Rin Moment ist ein freier (planarer) Vektor, der in seiner Riehtung und 
parallel dazu verschiebbar ist. 

Verschiebt man eine Kraft \Il urn die Strecke +1 (Fig. 20), so entsteht das 
Moment 

M = I m I = Ill· I \Ill· sin ~ l\ll = aP. (11) 

Damit die Wirkung der Kraft dieselbe bleibt, ist beim Parallelverschieben 
ein Moment m = -I· m = -a\ll hinzuzufiigen. 

6. Zusammensetzung belieblg gerlehteter Kriifte mit "life des Kraft- und 
Seileeks. Rin bei A und B befestigtes Sei! (Fig. 23) ist in den Punkten I bis V 
durch Krafte \Ill bis \Il5 belastet. Die Krafte \Iln und die Seilspannkriifte So bis Sn 
sind an jedem Knoten und in ihrer Gesamtheit im Gleichgewicht. 

Reihe die Kriifte \Il, bis \!In als Kriiftezug aneinander (Fig. 23 a), und ziehe ·die PoI
strahIeu 0 bis n. Am Knoten I sind die Krafte S" \Ill und S, im GIeichgewicht. 1me 
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(einfachen) Pfeile sind daher 1m Kriiftedreieck I (Fig. 23 a) glelchsinnig. Das Kriftedrel
eck II beginnt mit dem Dreieckpfeil von 1 und wird in diesem Sinne durchlaufen. Fiir die 
weiteren Knoten und Kriiftedreiecke gilt das gieiche. Durchschneidet man die Scllabschnitte 
an den Aufhiingepunkten. so herrscht Gieichgewicht zwischen den liufleren Kriften !J!1 bis !J! .. 

a 

Fig. 23. 

und den ietzten Seilzugkr/iften So 
und 5... AIle einfachen Pfeile 1m 
Krafteck von So. !J!, bis !J!n und S. 
sind daher gieichsinnig. 

Das Seileck kann daher 
als starres Gebilde betrachtet 
werden (Erstarrungsprinzip). 

Fig. 24 zeigt die Zusam
mensetzung mehrerer beJiebig 
gerichteten Krafte zu einer 
Resultierenden_ 

Nach Aufzeichnen des 
Kraftzuges $1 + !l!s + ... 
+ $n, Fig. 24 a, nehme man 
den Pol 0 an und ziehe die 
Polstrahlen 0 bis n. Begin
nend mit dem Punkt I auf der 
Wirkungslinie von !l!t ziehe 

man die Parallelen 0' bis n' (Fig. 24), die die Wirkungslinien der Krafte in den 
Punkten I bis n schneiden. Verlangere die auBersten Seilstrahlen (0' und n') 

Fig. 24. 

und bringe sie zum Schnitt. 
Durch diesen Schnittpunkt 
geht die Resultierende m. 
Ihre Richtung ist parallel zur 
Resultierenden im Krafteck 
(Fig. 24a), aus dem auch die 
GroBe von m abgegriffen wird. 

7. Zelchnerische melch
gewlchtsbedlngungen. 1. 1st 
das Krafteck offen (Fig. 24a). 
so lassen sich die gegebenen 
Krafte zu einer Resultieren
den m zusammensetzen. 

2. 1st das Krafteck gesehlossen (Fig. 25a), das Selleck, Fig. 25, aber offen 
($, ist nieht erfaBt), so ist die Resultierende m aus $1 bis $3 der letzten Kraft $ .. 

a 

Fig. 25. Fig. 26. 

(hier $,) gleich, aber entgegengesetzt. Beide haben im Lageplan den Abstand x 
und bilden somit ein Kriiftepaar (5.5.176). Das SchlieBen des Krafteeks bedeutet, 
daB d,ie Summe der Krafte gleich Null ist; das SehJieBen des Seilecks das Ver
schwinden der Momente. 
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3. Gleichgewicht herrscht, wenn das Krafteck und das Seileck geschlossen 
sind (Fig. 26); d. h. n .. 

~$j = 0; ~Mj = o. (12) 
1 1 

Beispiel: Ein doppelarmiger Hebel (Fig. 27) hat seine Drehachse bei I. An seinen Enden 
greifen die Krifte P, und P, an. Durch Hinzufilgen der Kraft p. (Auflagerkraft) im Krafteck, 
Fig. 27 a, ist dieses geschlossen (2' lllt = 0). Da auch das SeUeck 0' - J' - 2', Fig. 27, geachlossen ist 
(2' M = 0), ist der Hebel im Gleichgewicht. 

Zu demselben Ergebnis gelangt man, wenn man die Kriifte als P{ und p~ im Schnittpunkt 
ihrer Wirkungslinien (Fig. 27) gleich, aber entgegengesetzt anbringt und zur Resultierenden Pr 

vereinigt, deren Wirkungslinie durch den Drehpunkt geht. Da noch P, '1, = p. ,1. ist (Hebel· 
gesetz), Jiegt Gleichgewicht vor. 

8, Zusammensetzung und Zerlegung paralleler Kriifte, a) Zwei paral
lele Krlifte. 1. Zur zeichnerischen Bestimmung der Resultierenden ffi 

I 

Fig. 27. 

Fig. 28. 

11 

Fig. 29. 

zweier gleichgerichteter paralleler Krlifte $1 und $. ist das Verfahren mit den 
Hilfsresultierenden Fig. 28 anwendbar. 

Lege durch A und Beine Gerade und bringe auf dieser aIs Wirkungslinie in A und B die 
gleich groBen, aber entgegengesetzt gerichteten Kriifte it an, so wird am Gleichgewichtzustand 
nichts geandert. Vereinige!ll, und it sowie !Il. und it zu den HUfsresultierenden 91, und 91,. 
Bringe die Wirkungsllnien von ill, und ill. zum Schnitt, so geht die Resultierende 91 der Krafte 
(91,) lmd (91,1 durch den Schnittpunkt C. 

Rechnerisch ist: GroBe der Resultierenden: R = PI + PI' 
Abstande der Resultierenden von den Teilkraften: 

a,. = p. , aiR; a. = PlaiR. 
Zeichnerische Zusammensetzung der parallelen Krafte $1 und $1 zur 

Resultierenden ffi meist mit Hilfe des Kraft- und Seilecks, Fig. 29. Der Schnitt
punkt der Seilstrahlen 0' und 2' ergibt die Lage der Resultierenden. 

2. Zerlegung von ffi in die Komponenten mit den Wirkungslinien I und II, 
Fig. 29, ebenfalls mit Hilfe des Kraft- und Seilecks. Die Parallele 1 iill Kraft
eck zur SchluBlinie I' des Seilecks zeriegt ffi in die Komponenten $1 und $. 
(Fig. 29a). 

Rechnerisch ist: PI = RaJa; PI = Ra,.la. 
3. Gleichgewicht herrscht, wenn an Stelle von ffi (Fig. 29) eine gleich 

groBe, aber entgegengesetzt gerichtete Kraft $3 tritt. Es muB sein: 
XP=O und XM=O. 
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Da PI + PI - Pa = 0 und PI . a - Pa • as = 0 ist, sind diese Bedingun· 
gen erfiill t. 

b) Mehrere parallele Krafte. Zeichnerische Zusammensetzung 
mehrerer paralleler Krafte ~l' ~I bis ~n mit Hille des Kraft- und Seilecks Fig. 30. 
Wahle den PolO, Fig. 30a, so, daB die auBersten Polstrahlen 0 und 4 einen rech
ten Winkel bilden, damit man im Lageplan keine schleifenden Schnitte erhalt. 

Ziehe zu den Polstrahlen 0 bis n von einem beliebigen Anfangspunkt aus die Seilstrahlen 
0' bis n' bis ZUlU Schnitt mit den Wirkungslinien. Der Schnittpunkt der iullersten Seilsu:ahlen 

0' und n' (hier n' = 4') ergibt die Lage der 

Fig. 30. 

Resultierenden ill. 
Rechnerisch ist: 
GroBe der Resultierenden: 

II 

R=PI+PI+,··+Pn=~P" (13) 
1 

Zur rechnerischen Bestimmung der 
Lage der Resultierenden nehme man 
eine Drehachse (Pol) D an, Fig. 30, 
und lege durch diese eine Parallele zur 
Kraftegruppe (Polparallele). 

Abstand der Resultierenden von 
der Polparallelen: 

a, = (~PI + asp. + ... l 
~ (14) 

+a,,·P,.):R =~(a,p,) :R. 

Die Vielfachen a/Pi sind die statischen Momente der Krafte P, in bezug 
auf die Drehachse D. 

Hierbei sind links drehende Momente positiv, rechts drehende negativ ein
zusetzen (s. auch S. 169). 

Die rechnerische Bestimmung von ... wird zweckmi1lig In Form elner Zablentafel durch
gefilhrt. Legt man die Drehachse D In die Wirkungsllnie von $10 so 1st ... - o. 

Aus Gl. (14) folgt: .. 
a, R = l; (~P,). (15) 

1 

Satz: Das statische Moment 'der Resultierenden einer parallelen Krafte
gruppe bezogen auf eine Drehachse D ist gleich der Summe der statischen Mo
mente der Teilkrafte bezogen auf die gleiche Drehachse. 

Verlingert man die Sellstrahlen l' bis 4' In Fig. 30 bis zur Polparallelen (durch D). so 
schneiden lie auf dieser Abschnitte ". bis ", heraus. 

Aus der AhnUchkelt der schraffierten Dreiecke 1m Lage· und Kraftplan folgt: 

wobei H die Polentfemung bedeutet. 
Hieraus erglbt sioo das statische Moment der Kraft $. In bezug auf die Drehachse (D) zu: 

M.- ... ·P,-",·H. 

Entsprechend sind die statischen Momente der flbrlgen Krifte: 

M.-/lsP.=".·H; M.=/laP.=".H; M,=a,P. ='Y,·H. 

Allgemeln: MI-/JiPj-"j·H. 
Die Resultierende ill hat das Moment 

M _ .... R - (", + ". + ... + "") . H - 'YH. 
woraus die Gleichung fUr den Momentensatz erhalten wird: 

n 
M=M,+M.+ ... +M,,-~M,. 

1 

(16) 

(17) 

(18) 

Fig. 31: Zusammensetzung verschieden gerichteter paralleler Kriifte ~I bis ~3 
zur Resultierenden !Jt mit Hille des Kraft- und Seilecks. 

FUr die Momentensumme gelten die vorstehenden Ausfiihrungen sinngemaB. 
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9. Rechnerlsche aIelch· 
gewichtsbedlngungen. Eine 
ebene Krliftegruppe beliebig ge
richteter Krafte ist im Gleich
gewicht, wenn ihre Resultierende 
und ihre Momentensumme ver
schwinden. 

I (28) 
m=i~,=o; I 
!m = ~ (a, • ~,) = O. Fig. 31. 

Hieraus foigen die rechnerischen Gieichgewichtsbedingungen: 

" 

173 

Q 

1) Rz = ~Xj = O. Die algebraische Summe aller waagerechten Kompo-
I 

nenten der Krafte muG gieich Null sein . .. 
2) Rv = ~ Y i = O. Die Summe aller senkrechten Komponenten muG 

1 

gleich Null sein. 

3) M = i (Xl' Vi) + 1; (y, Xi) = O. Die algebraische Summe aller Mo-
l 1 

mente in bezug auf einen beliebigen Punkt muG gleich Null sein. 
Kurze Bezeichnung der rechnerischen Gleichgewichtsbedingungen: 

EX = 0; EY = 0; EM = O. 1) (19) 

10. Auflagerkriifte gestiit7ter ebener Kilrper. Um die durch die Belastungskriifte eines KOrpers 
hervorgerufenen Auflagerdrucke zu bestimmen, denke man seine Stiitzpunkte entfemt und an 
deren Stelle Gegenkratte angebracht, die den KOrper im Gleichgewicht halten ( .. Freimachen 
des KOrpersU ). Diese Gegenkrlifte (die AuOagerkratte) stehen auf den Stiltzfliichen senkrecht 
(Normalkratle). 

Wirken an den Stiltzflichen noob tangentiale Krlifte (z. B. Reibungskrlifte), so sind diese 
gegebeneufalls zu berilcksichtigen. 

Ein ebenes Tragwerk ist statisch bestimmt, wenn die drei Gieichgewichts
bedingungen (EX = 0; EY = 0 und EM = 0) zur Ermittlung der Auflager
krafte ausreichen. 

Fig. 32 bis 43 zeigen die meist vorkommenden Lagerungsarten in der 
Ebene. 

I. Eine unbekannte Auflagerkraft (einwertige Lagerung) Fig. 32 bis 36. Die Kraft steht 
senkrecht zur Stiltzebene. Tritt noch eine Reibungskraft (Tangentialkraft) hinzu, so hat man 
zwei Unbekannte. 

Fig. 32 bis 36. 

2. Zwel Unbeliannte (zweiwertige Lagerung) Fig. 37 bis 41. 1st nooh Reibung, z. B. bei 
der Wellenlagerung Fig. 40 und 41 vorhanden, so tritt noch eine dritte Unbekannte hinzu. 

3. Drei Unbekannte (dreiwcrtige Lagerung). Fig. 42 und 43 zeigen diesen a1lgemeinen Fall 
lilr die Lagerung von Balken und Wellen. 

Reichen die drei Gleichgewichtsbedingungen zur Bestimmung der Auflager
krafte nlcht aus, so ist das Tragwerk statisch unbestimmt (auGerliche sta-
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tische Unbestimmtheit). In diesem Falle lassen sich die Auflagerdrucke nur mit 
Hille des elastischen Vethaltens des Tragwerks bestimmen. 

Fig. 37 bis 41. 

Einfache Beispiele fiir statisch unbestimmte Lagerungen sind der Trager 
auf drei Stiitzen (s. FestigkeitsMhre) und der Zweigelenkbogen. 

. Betrachtet man den durch eine senkreehte Kraft ~ belasteten ZweigeJenkbogen naeh 
Fig. 44, so mQssen sieh die WirkungsIinien von ~ und den AufIagerkraften (m. und mb) in einem 

,PO + 
Fig. 42~U. 43. 

D 

It c 

Fig. 44. 

Fonkt c schneiden. Da der Punkt c jede beIiebige 
Lage auf der Wirkungslinie von ~ (z. B. c') annebmen 
kann, so ist die Bestimmung der AufIagerkriifte un· 
endlieh vieldeutig, d. h. statisch unbestimmt. 

Wendet man die GJeiehgewiehtsbedingongen 
an, so ist 

Ya+YIl=P; Xa=XIl; YIl·I=P·t.. 

Hieraus Jassen sieh die senkrechten AufIagerdrocke 
berechnen zu: 

Ya = P (1-1,)/1; Yll = P .1./1. 

Von den waagereehten Komponenten der AufIagerdrocke Xu und XI) (dem Horizontalschub) 
ist nor bekannt, daB sie gJeieh groB und entgegengesetzt gerichtet sind. Da lhre GrOBe sieh aus 
den GJeichgewiehtsbedingungen nieht ermitteln 1iBt, so ist der Zweigelenkbogen statisch un· 
bestimmt. 

Besti=ung der Auflagerdrucke bei aullerlich statisch bestimmten Trag
werken entweder rechnerisch mit den drei Gleichgewichtsbedingungen (s. S.173) 
oder zeichnerisch. 

Der Dreigelenkbogen, Fig. 45, ist - im Gegensatz zum Zweigelenk
bogen - statisch bestimmt. Er sei durch die Krafte ~ und !i3. belastet. 

Zur zeichnerischen Bestimmung der schragen Auflagerdrucke ~ und 18 
belaste man nacheinander den linken und rechten Tell und addiere die gefundenen 
Auflagerkomponenten (Oberlagerungsprinzip). 
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rst nur der linke Teil belastet, so hat man bei a ein festes Lager und die Pendelstiltze b - c. 
Zerleguug von \Il, in die Richtungen a - lund b - c - I liefert ~, und ~" Fig. 45 a. rst nur 
der rechte Teil belastet, so erhiilt man ~. und ~ •• 

Aus der nberlagerung beider Teile erhiilt man die resultierenden Auflagerdrucke ~ = ~, +~. 
und \8 =)8, +is., sowie den resultierenden Gelenkdruck [(Fig. 45). [mull mit~, und ~ (linker 
Pfeil von [ im Kraftedreieck ~" [ und Ill), sowie mit ~. und ~ (rechter Pfeil von [ im Krafte
dreieck 'll., is und [) im Gleichgcwicht sein. Ferner ist auch ~,+ \Il, + ~ + ~ = 0 (gesehlos
sener Kraftezug in Fig. 45 a), wobei (!; eine innere Kraft darstellt. 

Fig. 46: Triiger mit festem Gelenk (bei a) und Pendelstiitze (bei b), durch 
schrage Krafte PI bis P a belastet. 

Bestimmung der Auflagerdrucke am besten zeichnerisch, wobei man das 
Seileck durch das feste Auflager a legt. Da die Pendelstiitze nur senkrechte 
Krafte (E) aufnimmt, ist die Auflagerkraft A am festen Auflager schrag ge
richtet. Ihre Komponenten sind Xa und Ya' 

Rechnerisch zerlege man die Kriifte Pi in ihre Komponenten Xi nnd Y j • 

Aus den Gleichgewichtsbedingungen (s. S. 173) erhalt man dann X., Y. nnd B_ 
An Stelle der Pendelstiitze ki:innen die Lager Fig. 32 oder 34 S. 173 treten. 

8 v 
Fig. 46. Fig. 47. 

Beispiel: Die Auslegerstiitzkriifte des Wanddrehkranes Fig. 47 sind reehnerisch zu be
stimmen. 

Denkt man sich das untere Langslager entfernt, so erfordert die Gleiehgewichtsbedingung 
~: Y = 0 das Anbringen einer nach oben wirkenden Stiltzkraft V = Q. 

Denkt man bei II einen Drehpunkt und das untere Querlager entfernt, so mull bei I eine 
waagerechte Stiltzkraft H( = Q • a: h, angebracht werden. In gleicher Weise erbalt man fiir I 
als Drehpunkt H',' = Q . a: h,. Da Hi und H',' gleich und entgegengesetzt gerichtet sind, so 
ist 2,'X~o. 

Da H, : h, = Q . a, so ist auch die Bedingung S M = 0 erfiillt. 

Zeichnerische Bestimmung der Auslegerstiitzkrafte des Kranes s. Fig.iS S.168. 

II. Prinzip der virtuellen Verriickungen. Lassen sich die auf einen starren 
Ki:irper wirkenden auBeren Krafte zu einer Resultierenden zusa=ensetzen, so 
ist bei einer beJiebigen Bewegung die Arbeit der Resultierenden gleich der Arbeit 
der auBeren Krafte. Befindet sich der Ki:irper im Gleichgewicht, so ist die Resul
tierende gleich Null, und daher muB bei einer gedachten nnendlich kleinen Ver
riickung, die mit den geometrischen Bedingnngen des Systems zu vereinbaren 
(virtuell) ist, die Arbeit der auBeren Krafte gleich Null sein. Dieser Satz darf 
auf endliche Verriicknngen ausgedehnt werden, wenn der Korper auch in der 
neuen Lage im Gleichgewicht ist. 

Beispiele: 1. Bei der in Fig. 48 dargestellten Stabverbindung (Barclayscher Kran) soli 
der Punkt E bestimmt werden, an dem die Last Q angreifen mull, wenn das Stabsystem im 
Gleichgewicht bleiben soli. E liegt auf der Senkreehten dureh D, dem Schnittpunkt der Stab
achsen AD und BO; bei einer gedachten mOgliehen Versehiebung bewegt sieh E waagerecht, 
es ist also die von Q geleistete Arbeit gleich Null. Die Auflagerkrilfte brauchen nicht beriick
sichtigt zu werden, weil sie ihre Lage unverilndert beibehalten und daber bei der'Verriickung 
keine Arbeit leisten. 

2. Wird in Fig. 49 der waagerechte Waagebalken der Robervalschen Waage urn den Winkel. 
gedreht, so leisten nnr P und Q Arbeit. Besteht Gleichgewicht, so ist 

P. a sinE - Q. b sinE = 0 und daber p. a = Q. b 
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lZ. Arten des OIeicbgewicbts. 
1. Sicheres (stabiles) Gleichgewicht, Fig. 50. Schwerpunkt S liegt 

unterhalb des Aufhangepunktes A. Nach einer unendlich kleinen Ablenkung 

a 

I 

E 
.1 __ 

DOi--;;r-:;;;~--O 

Fig. 48. Fig. 49. 

aus der Ruhelage treten Krafte bzw. Momente auf, die ihn wieder in die Aus
gangslage zuriickfiihren. 

2. Unsicheres (labiles) Gleichgewicht, Fig.51. Schwerpunkt S liegt 
tiber dem Untersttitzungspunkt A. Bei einer unendlich kleinen Ablenkung 

Fig. SO bis 52. 

Fig. 53. 

treten Krafte bzw. Momente auf, 
die ihn in die sichere Gleich
gewichtslage Fig. 50 iiberfiihren. 

3. Unentschiedenes (in
differentes) Gleichgewicht, 
Fig. 52. Schwerpunkt S fiilIt mit 
dem Stiitzpunkt A zusammen. 
Jede neue unmittelbare benach
barte Lage ist eine Gleichge
wich tslage. 

13. Standslcberbelt (Stand
festlgkelt). Ein Trager, z. B. ein 
Krantrager nach Fig. 53 mit der 
Last Q, dem Katzengewicht Go, 
den Gewichten G1 bis Ga und dem 
auf ihn wirkenden Winddruck W 
ist in bezug auf die Kippkante I 
standsicher, wenn die Su=e der 
(links drehenden) Standmomente 

groBer ist als die Su=e der (rechts drehenden) Kippmomente. 
Summe der Standmomente: EMst = GI • XI + G~ • Xa ••• 1m. (20) 
Su=eder Kippmomente: EMK=(Q+GO)·XO+Gl·zt+W·y ... 1m. (21) 
Standsicherheit: 6 = EMs,fEMK• (22) 
Die Standsicherheit ist gewahrleistet, wenn 6 > 1 ist. 
Die Untersncbung erstreckt slch anch anf die Kippkante II, wobei die unbelastete Katze (G.) 

1m Abstand (OIl,) steht und der Winddruck (W) von rechts wirkt. 

3. Kriftepaare. 
a) 8egrlff des Kriftepaares. 

In Fig. 54 sind zwei ungleiche entgegengesetzt gerichtete parallele Krafte \l3,. 
und -~2 mittels des Kraft- und Seilecks zu einer Resultierenden m vereinigt, 
die von ~B den Abstand ar hat. 

Macht ."nan - \S. immer grIILler, dann fallen die PoIstrahlen 1 und 8 immer niher zusammen 
und der Scbnittpunkt der SeiIstrahlen l' und 8' rIlckt weiter ab, wodurch .... grIILler wird. Macht 
man schlie1lIich - \S, gIeicb \S" so fallen die PoIstrahlen 1 und 2 zusammen und die Seilstrablen 
l' uud 2' werden parallel, d. h. sle scbneiden slcb 1m Unendlicben. Es wird: 

R=O und .... =00; tJrR=oo·O. 
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Zwei gleich groBe entgegengesetzt gerichtete Kriifte ~ und -~ mit dem 
Abstand a (Fig. 55) lassen sich nicht vereinigen. Sie werden als ein "Kriifte
paar" bezeichnet, das das Drehmoment M = a' P [cmkg] hat. Liegt dieses 
Kriiftepaar in einer ebenen Scheibe, Jl I 

so sucht es diese zu drehen. ~~ 
Links drehende Kriiftepaare ha- _% 0 

ben positiven Drehsinn (Fig. 56), l' 

rechts drehende negativen Drehsinn ~ 2' tm 
(Fig. 57). a ------t 

Bestimmt man die Resultierende al' 
zweier gleich' groBen, en tgegengesetzt Fig. 54. 

gerichteten Kriifte \13 und -\13 mit 

a 

m~ 
~ o 0 

dem Abstand a (Fig. 55) durch Hinzufiigen zweier gleich groBen Kriifte se 
und -se (5. S. 171), so werden die beiden Richtungen der gleich groBen Hilfs-

J111 
Fig. 56. 

resuitierenden ~' und -~' einander parallel. Man erhiilt also keine Resul
tierende, sondern ein neues Kriiftepaar mit dem Abstand a', dessen Moment 
M' = a' P' gleich dem Moment des gegebenen Kriiftepaares M = aP ist. 

b) Sibe iiber Kriftepaare. 
1. Ein Kriiftepaar kann in seiner Ebene beliebig verschoben werden, ohne daB in seiner 

Wirkung etwas geiindert wird. 
2. Ein Kriiftepaar kann ohne Anderung der Wirkung urn seinen Mittelpunkt gedreht werden. 
3. Ein Kriiftepaar kann ohne Anderung der Wirkung in eine seiner Wirkungsebene paral

lele Ebene verschoben werden. 
4. Rin Kriiftepaar kann durch ein anderes von gleichem Moment und gleichem Drehsinn 

ersetzt werden; z. B. M = a P und M' = a' P' in Fig. 55. 
5. Beliebig viele in einer Ebene Iiegende Kriiftepaare lassen sich zn einem resultierenden 

Kriiftepaar zusammensetzen, dessen Moment gleich der a1gebralschen Summe der Momente der 
gegebenen Kriiftepaare ist. Dies gilt auch fUr Kriiftepaare, die in parallelen Ebenen liegen. 

Hierbei sind links drehende Kriiftepaare mit +, rechts drehende mit - einzusetzen. 

Aus den gegebenen Siitzen folgt: 
Flir ein Kriiftepaar sind maBgebend: die GroBe seines Momentes, sein Dreh

sinn und seine Richtung senkrecht zu seiner Wirkungsebene. Rin Kriiftepaar 
ist daher (ebenso wie ein Moment) durch einen Vektor (eine "gerichtete GroBe") 
darstellbar, indem man auf einem Punkt seiner Wirkungsebene eine Senkrechte 
errichtet, deren maBstiibliche Liinge gieich dem Moment Wl ist. 

Bei Kriiftepaaren mit positivem Drehsinn (im mathematischen Sinn), Fig. 56, 
wird der Momentenvektor nach oben aufgetragen, bei soJchen mit negativem 
Drehsinn (Fig. 57) nach unten. Kriiftepaare sind daher (ebenso wie Momente) 
plan are Vektoren (s. S.129). Mehrere Kriiftepaare lassen sich daher nach den 
Regeln der Vektorrechnung zu einem resultierenden Kriiftepaar vereinigen. 

Beispiele: 1. Fig. 58 zeigt eine Welle mit mehreren Riemenscheiben. Die Wirkung der 
Kraftepaare mit den Kreften P" P, und P, soll durch ein Kraftepaar mit den Krilften P 
aufgehoben werden, das an einer Scheibe vom Durcbmesser D wirkt. Die GrOlle von P ist 
zu berechnen. 

Da die vier I{rAftepaare keine Drehwirkung hervorrufen sollen, rouS das Moment des resul
tierenden KriHtepaares gleich Null sein. Daber ist 

0= P1D, + P,D, + P.D, - PD oder P _ P1D1 + P,D, + P,D, 
- -----D---~· 

Taschenbuch liir den Maschinenbau. 9. Auf!. I. 12 
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2. In Fig. 59 ist 5 der Schwerpunkt und 00 die Achse einer gekropften Welle. E, und E, 
sind die Ebenen, welche die Mittellinien der Zylinder enthalten, E, ist die Kropfungsebene. 

Parallel zu den angreifenden Kraften werden in 5 je zwei gleich groBe, entgegengesetzt ge-

? 

Fig. 58. 

richtete Kriifte!p, und p. angebracht. 
Zwei Krafte P, bilden ein Kdifte
paar mit dem Moment P, "" konnen 
daber nach Fig. 56 durch einen Vek
tor fS, dargestellt werden, der auf 
E" der Ebene des Kriiftepaares, 
senkrech t stebt. Ebenso bilden zwei 
Krafte p. ein Krii.ftepaar vom Momen t . 
P, a" dessen Vektor fS, im Rich
tungssinn mit ~1 zusammenfallt, 
wenn die Krafte P, und p. wie in 
Fig. 59 wirken. An der GroBe und 
Richtung der in 5 Qbrigbleibenden 
Einzelkrafte P, und p. hat sich 
bei der Verschiebung nach 5 nich ts 
geandert. 

Sind P, und p. z. B. Flleh
krafte rotierender Massen, so rotieren 
bei Drehung der Welle allch die Vek
toren ~1 und ~I' und zwar derart, 
daB sie stets senkrecht zur Kropfungs
ebene E. und parallel zu den Ebenen 
E, und E, bleiben. 

B. Schwerpunkt (Massenmittelpunkt). 
1. Rechnerische Schwerpunktsermittelung. 

1. Der Schwerpunkt eines Korpers ist der Angriffspunkt der Resultierenden 
aller Elemen tar krafte. 

• Zu seiner Bestimmung zerlege man 

Fig. 60. 

Abstand von der y-z-Ebene: 

Abstand von der x-z-Ebene: 

Abstand von der x-y-Ebene: 

den Korper (Fig. 60) in n Einzelteile 
(z. B. 4 in Fig. 60) und bringe die 
Teilgewichte in den Teilschwerpunkten 
an. Die Teilgewichte sind parallele 
Krafte, deren Resultierende (das Ge
samtgewicht) und ihre Wirkungslinie 
(Schwerlinie) nach S.172 bestimmt 
werden. 

GroBe der Resultierenden: 
n 

G=~Gi' (23) 
1 

" Xo = 2; (XiGi)/G. 
1 

(24) 

n 

Yo = 2; (YiGi)/G. 
1 

(25) 

" Zo = 2; (ZiGi)/G. 
1 

(26) 

Der Schwerpunkt ist der Schnittpunkt der Schwerlinien. 



Schwerpllnkt (Massenmittelpunkt). 179 

Aus G = Y . V und G = m . g ergibt sich m = ylg' V. FUr einen homo
genen Korper gehen die obigen Gleichungen tiber in: 

n n n 

Xo = ~ (x, VJ/V; Yo = ~ (Yi Vi)/V; to = ~ (ti Vi)/V . (27) 
1 1 :I 

2. Fiir die Flache lauten die Koordinatengleichungen des Flachenschwer
punktes: 

n n 

Xo = ~(XiFi)/F; Yo = ~(YiFi)/F. (28) 
1 1 

3. Fiir die Linie tritt an Stelle von F die Lange I, mit Ii = Teillangen. 
Eine durch den Schwerpunkt gehende Ebene (Linie) heiBt . Schwerebene 

(Schwerlinie). ]ede Symmetrieebene ist Schwerebene, jede Symmetrielinie ist 
Schwerlinie. Der geometrische Mittelpunkt ist der Schwerpunkt. 

FUr eine Schwerebene (Schwerlinie) ist das statische Moment gieich Null, 
wei! der Hebelarm der Resultierenden verschwindet. Umgekehrt: 1st das sta
tische Moment, bezogen auf eine Ebene (Gerade) gleich Null, so liegt der Schwer
punkt in dieser Ebene (Linie). 

Die Satze von Guldin (s. S. 164) geben den Zusammenbang zwischen dem Inbalt bzw. 
der Oberfliiche eines UmdrehungskOrpers .und dem Schwerpunkt der erzeuf/enden Flache bzw. 
Linie. 

2. Schwerpunkte der wichtfgsten homogenen Linfen, Flachen und Korper. 
a) Schwerpunkte homogener Llnlen. 

I. Oerade Strecke. Schwerpunkt S Hegt im Mittelpunkt der Strecke. 
Z. Dreiecknmfang (Fig. 61). Halbiere die Seiten a, b und c des Dreiecks und verblnde deren 

Mittelpunkte A" B, und C,. S Hegt im Mittelpunkt des dem Dreieck A, B, C, einbeschriebenen 
Kreises mit dem Halbmesser r. 

Yo = tTl' (b + c)f(a + b + c). 

3. Parallelogrammumlang. S Hegt im Schnittpunkt der Diagonalen. 
4. Kreisbogen (Fig. 62). S Hegt auf der Halbierungslinie des Zentriwlnkels 2/X. Bezeicb

nen R den Halbmesser, b die Bogenliinge und s die Sehnenlange, dann ist: 
Yo = R·s/b. 

1. Halbkreisbogen. /X = 1</2; Yo = 2RI"R> O,6366R; 
2. Viertelkreisbogen. 0<=,,/4; yo=2R' V"2/"'R>O,9003R; 
3. Sechstelkreisbogen. c< = ,,/6; Yo= 3RI"R> O,9549R . 
Fur flache BOgen mit der HOhe h ist angenahert: y~ = i h R> O,666h. 

Fig. 61. Fig. 62. Fig. 63. 

b) Schwerpunkte homogener Fliichen. 
I. Dreleck (Fig. 63). S Hegt m Schnittpunkt der Seitenhalbierenden. 

Yo = til. 
Sind :1:" :1:, und :1:, bzw. y" y, und y, die Koordinaten der Eckpunkte des Dreiecks so sind 

die Koordinaten des Schwerpunktes: ' 

:1:0 = (:t" + :1:, + z,) : 3; Yt = (y, + y, + y,) : 3. 
Z. 8~liebiges Viereck (Fig. 64) .• Zerleg;e das Viereck durch die Diagonalen In vier Dreiecke 

und bestllDDle dere,n Schwerpunkte S, b,S S, (nach 1). Schnittpunkt der Verbindungslinien 
S,S, und S,S, er!pbt Schwerpunkt S. Da SIS, I A C nnd S,S, II BD, genilgt Bestimmung 
von S, und S2' ZIehe AE n BD und BE II AC und verblnde E mit der Mitte F von CD so 
schneidet E F die Linie S, S, 1m Schwerpunkt S. ' 

12· 
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3. 'frapez (Fig. 65). Trage an AB die Linge CD=b und an CD die Unge AB=a an. 
Verbinde E und F sowie die Mitten von CD nnd A B. Schnittpunkt beider VerbindungsJinien 
ergibt S. Y. _ IJ/3· (a + 2b)/(a + b); y~ = 11/3· (2a + b)/(a + b). 

Fig. 64. Fig. 65. 

4. Parallelogramm. S Jiegt im Schnittpunkt der Diagonal~n. 
5. Krelsausscbnilt (Fig. 66). Es bezeichnen: R = Kreishalbmesser; 2", =Zentriwinkel; 

b = 2 R '" = Bogenlange; s = 2 R sin", = Sehnenliinge. 
Y. = iRsin",/arc", ~ f· Rs/b. 

t. Halbkreisflache: 
2. Viertelkreisflache: 

"'=1</2; 
"'=1</4; 

3. Sechstelkreisflache: '" = n/6; 
6. Krelsringstiick (Fig. 67). 

Y. =4 R/3 n =0,4244 R; 
y.= t V2R/"'=0.6002R; 
y.=2R/n=O,6366R. 

y. - f(R'- r').sjn",/{R' - r')·arc", = 38,197(R'- r')sin",/(R' - T')·",·. 

Fig. 66. Fig. 67. Fig. 68. 

7. Kreisabscbnllt (Fig. 68). 

y.- fR sin'",/(", - sin", • cos",) = f (i)'IF = s'/t2F. 
F1ache F 9. S. t 6t. 
8. ElUpsenabscbnltt (Fig. 69). Die Schwerpunkte S, nnd S, der symmetrischen Ellipsen

abschnitte A,B, C, und A,B,C, findet man als Scbwerpunkte derjenigen Abscbnitte 
E,F,C, und E,F,C, von Kreisen, deren Durcbmesser 
die zur Sebne der Ellipsenabscbnitte senkrechten Haupt· 
acbsen sind. 

Fig. 69. Fig. 70. 

9. Parabelflicbe (Fig. 70). ~ - ta; Yo = tb. 
Erganzungsflacbe: zI./ = ia; y,: = /.,b. 

10. Kugelzone und Kugelbaube (Fig. 71). 

Flg.7t. 

Kugelzone: y.=R/2·(COS".+cos",,); cos"'. = 1Io/R; cos",. = (IJ+ho)/R; y.=h,+h/2. 
d. h. der Schwerpunkt der Mantelfliche Jiegt in halber ZonenhOhe • 

. Flir die Mantelfliche der Kugelhaube ("" - 0) gilt das gleiche. 
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II. Mantel der pyramlde und des Kegels. Verblndet man die Spitze mit dem Schwerpunkt 
des Umfanges der GrundfHiche, so Hegt der Schwerpunkt auf dieser Geraden (Schwerlinie) um 
ein Drittel der HOhe von der Grundfliiche enUerot. 

12. Mantel des abgestumplten Krelakegels. 1st IJ die HOhe des Kegelstnmpfes, r der Halb· 
messer der oberen nod R der Halbmesser der nnteren Begrenznogsflache, so ist der Schwer· 
pnnktabstand von der Grundflache : 

Y. = "/3 (R + 2 r): (R + r). 
13. ZusammeogesetztePliichen. 
Beispiel: Filr den Qnerschnitt eines geschweUlten Vollwandtragers (Fig. 72) ist der Schwer· 

punkt mit den Abstiinden '1 nnd " zn bestimmen. 
Bezeichnen FI bis F, die Teilfliichen In em', "ll bis "l, ' 

deren Schwerpunktabstiinde von der uoteren Achse 1-I , fT~I:i~'~==~fn 
FI • "ll bis F, . "l, in em' die statischeo Momeote der Teil· 
flachen, so ist der Abstand 

'1 _ ~: "ll + F,'''l, + F, ·"l. + F, '1J, "" IF'1J [em]. 
FI+F,+F.+F, IF 

Eotsprechend ist fiir die Achse II - II 

" = FI'1J~ + F, '']~ + F" 1J~ + F, ' ']~ = IF']' [cm]. 
FI+F,+F,+F, IF 

Es muB seln: " + I, - •• 

c) Schwerpunkte homogener Kiirper. 
I . Prlsma (und Zyllnder) mit parallelen Ilndfliicben 

(Fig. 73). Aus Symmetriegriinden Hegt S in der Mitte der 
Verbindungsiioie der Schwerpunkte S. der Eodfliichen. 

2. Abgeachriigter gerader Kreiszylinder (Fig. 74). 
Bezeichneo xy·Ebeoe die Symmetrieebeoe, II die Lange 

x 

Fig. 72. 

der Achse, R den Halbmesser des Grundkreises nod ex den N eigungswioke1 der schrageo Be. 
grenzuogsfliiche zur Grundfliicbe, dann ist: 

x. ~ l' R" tgexlh; 
Y. = a/2 + 1/8· R" tg' "'Ih. 

3. Pyramlde und Kegel. S lIegt In der Schwerachse um ein Viertel der Hohe von der Grund· 
flache enUerot. 

Fig. 73. Fig. 74. Fig. 75. 

t. Pyramidenstumpl. Bezeichuen FI nod F, die EodOacheo uod IJ die Hohe des Stumpfes, 
so ist die EoUerouog des Schwerpuoktes voo F,: 

Y. = h/4 • (Ft + 2 VFIF, + 3F,)/(FI + VFI . F, + F,) . 
5. Abgestumplter Kreiskegel. Bezeichoeo R den Halbmesser der Grundfliicbe, r den der 

EodOacbe nnd • die HObe des Stumpfes, so ist F I = R' n und F, = r' l<. Daher nacb (4): 

y. = h/4' (R' + 2 Rr + 3r')/(R' + Rr + r'). 
6. Kell (Fig. 75). Bezelchnen a und b die Seiten der GrundOiiche, a, die Liinge der Keil· 

kante nod. dfe KeilhOhe, so ist der Abstand des Scbwerpnnktes von der Grundfliiche: 

Y. = h/2' (a + a,)/(2 a + 11,). 
7. Kugelabschnitt. Bezeichoen R den Kngelbalbmesser uod " die Abscboiltb6be, so is' 

der Schwerpunktabstaod yom Mittelpllnkt: 

Y. = t · (2R - 1I)'/(3R - h). 
Filr dIe HaibkngeJ ist: Y. = i R. 
Fur die halbe Hohlkugel mit den Halbmessern R und r ist: y. = I (R' - ,')/(R' - r). 

.x 
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8. Kugelall88Chnltt. Bezeichnnngen wie in Fig. 62. :Y. = IR(t + cos .. ) ~ t . (2R- II). 
9. Dreiaebslges ElUpsoid. Bezeichnen a, b nnd e die Halbachsen, so hat der Schwerpunkt 

eines Achtels (Oktanten) die Koordinaten: z. = fa; :Y. = fb; " = Ie. 
(0. Umdrehungsparabo(old (Fig. 76). '. ~ lb. 

Z Der Schwerpunkt ist um i b von der Endfliche entfernt. 

Fig. 76. 

3. Zeichnerische Schwerpunktermittelung von 
Fliichen. 

I. Verfahren von Mohr. Zedege die Flache in eine 
Anzahl Teile, deren Schwerpunktlagen bekannt sind. 
Betrach te die Inbalte der Teilflachen als Krafte, die in 

X den Schwerpunkten der Teilflachen angreifen. Mittels des 
Kraft und Seilecks (s. S.169) werden die Wirkungslinien 
der Resultierenden dieser Teilkriifte fiir zwei beliebig 

0' 

~ 
Fig. 77. 

gewiihlte Richtungen 
(meist unter 90°) ge
sucht, deren Schnitt
punkt den Schwerpunkt 
ergibt. 

Fig. 77: Schwerpunkt. 
bestimmung eines durch zwei 
NietiOcher geschwichten 

Winkeleisenquerschnittes. 
Zur N achprllfung der Schwer
punktlage (S) kann das 
Verfahren noch fllr eine 
dritte Richtung dnrchgefilbrt 
werden. 

Fig. 78: Schwerpunktbestimmung eines Scblenenquerschoittes. 
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ZerJege den symmetrischen Querschnitt derart In parallele Streifen senkrecht zur Sym
metrieachse, daB die einzelnen Streifen als Rechtecke oder Trapeze betrachtet werden kOnnen, 
deren Schwerpunkte man bestimmt. In diesen TeilfHichen greifen die Inhalte als Krafte an. 
Die Wirkungslinie der Resultierenden dieser TeUkrifte schneidet die Symmetrieachse des Quer
schnittes im Schwerpunkt S. 

2. Verfahren von Nehls. Fiir einen beliebigen Querschnitt (Fig. 79) ist: 

fydP aJYla.dP 
Yo = -P- = --P-- = a'PJP, wenn man PI =Jyla·dP setzt. 

Mit dP = xdy wird: 

PI = JYla· xdy. 

PI ist der Inhalt der von der Kurve 
z = yla· x begrenzten FHiche, die man 
folgendermaBen ermittelt. 

Projiziere die Strecke 1 + 1 =:r: auf eine 
Parallele zur :r:-Achse, die den beJiebigen Ab
stand a hat. Verbinde die Projektion :4 + It 
mit einem beliebigen Punkt der :r:-Achse, dann 
schneiden die Strahlen A ..".:4 auf 1..". 1 die 
Strecke 3 ..". 3 = yla • :r: = r abo 

y 

Die stetige Verbindungslinie der X 
Punkte 3 schlieBt die Flache PI ein. 
Die Inhalte der Flachen P und PI Fig. 79. 
werden mit Hilfe des Planimeters oder 
nach S. 157 bestimmt und Yo = aPJP berechnet. In gleicher Weise bestimme 
man den Schwerpunktabstand xo' 

C. Reibung. 
1. Allgemeines.· 

a) Haftreibung (Reibung der Ruhe). 
Ein Korper vom Gewicht G rube auf einer ebenen Hache, Fig. 80; seiner 

Verschiebung setzt er einen Widerstand tangential zur Beriihrungsfiache ent

110(1/) 

Fig. 80. 

gegen. Die Ursache dieses Haftens ist 
die Reibung, die von dem "Rauhig
keitsgrad" der sich beriihrenden 
Flachen abhangig ist. 

Fig. 81. 

Liegt der KOrper auf einer Ichiefen Ebene mit dem NeigungswiukeJIX (Fig. 81) und stellt 
man die GJeichgewichtsbedingung filr die an ibm wirkenden Kriifte, das Gewicht G, die Normal
kraft N und die Reibungskraft R. auf, so wird: R. = G • sin iX; N = G • cos IX und fflr den 
NeigungswinkeJ IX: tg IX = R.IN. (29) 

Durch Versuche l1UH sich feststellen, daB stets Gleichgewicht vorhanden ist, 
solange~der Neigungswinkel (X der schiefen Ebene kleiner ist als ein bestimmter 
Grenzwinkel !?o: 
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Bezeichnet man tg(lo mit Po, so erhiilt man aus Gl. (29) die Reibungskraft: 

Ro<Po·N [kg]. (30) 
Po = tg(lo ist die Reibungszahl der Haftreibung (Reibung der Ruhe). 

Haftreibungszahlen Po fiir verschiedene Werkstoffe 
s. Tafel 1 S. 185. 

Nach Fig. 80 ist: Wo = Y w + R~ . (31) 
Richtung von Wo zur Normalkraft N: 

RoIN = tg(lo = Po. 
Eine mit dem Neigungswinkel (10 um den Pfeilpunkt 

von G gedrehte Gerade (Fig. SO) erzeugt den sog. Rei
bungskegel. Der Korper bleibt solange im Gleich
gewicht, aIs die Resultierende der Angriffskriifte P, 
innerhalb des Reibungskegels liegt. 

Beispiel: Wie hooh darf eln Mann vom GewlOOt G auf elne 
~ um den Winkel '" genelgte LeIter steigen, wenn diese nlOOt glelten 
, soli? (Fig. 82). 

Die zelchnerlsOOe LOsnng folgt aua der Bedingnng, daB die 
Fig. 82. WirkungsliDie von G durOO den Schnlttpunkt der Wirkungs1inien 

der Widerstinde W' nnd W" gehen muS, die um den Winkel I!. 
gegen die Normaldrucke V und H geneigt sind. 

Zur rechnerlschen LOsnng zerlege man W' nnd W" in ihre waagerechten und senkreooten 
Komponenten: 

2 X = 0: H - fA. V - OJ 2 Y = 0: G - V - fA.H = OJ 

2M-0 (ftlr Punkt B): -H·II-fA.Ha+G·z=O. 

Setzt man V = H: fAo In die GlelOOnng ftlr 2 Y = 0 ein, so wird: 

G - HlfA. - fA.H = 0, 

woraus: H = G/(1/fAo + fAo) = GfA./(p.~ + 1). 

Aua der GleiOOnng ftlr 2 M = 0 folgt: 

Z= HIG' (II' + fAo' a) - fA. (11 + fA.a)/(p.~ + 1). 

b) Bewegungsreibung (Oleitreibung). 
Um einen auf einer Ebene Iiegenden Korper vom Gewicht G zu verschieben, 

ist eine Kraft Ko erforderIich, die groBer aIs die Haftreibung Ro (Fig. 80) ist. 
Nach Oberwindung der Haftreibung geniigt eine kleinere Kraft K, um den 
Korper mit der Geschwindigkeit v gleichformig fortzubewegen. 

SteIIt man £iir die an dem Korper wirkenden Kriifte, das Gewicht G, die 
Normaikraft (Stiitzkraft) N, den Reibungswiderstand R und die Zugkraft J( 
die Gleichgewichtsbedingungen auf, so ist 

1) G-N=O; 2) K-R=O; 3) K·h-Ne=O. (32) 

Reibungskraft R hiingt auBer von den Werkstoffen der Korper, sowie ihrer 
ObtirfIiichenbeschaffenheit von der NormaikraftN ab und steigt mit dieser nahezu 
verhiiltnisgleich. 

Reibungskraft der Bewegung: R = ",N [kg]. (33) 

Mit Po = Reibungszahl der Haftreibung ist: '" < "'0' da die OberfIiichen
rauhheiten der Korper nicht ineinander dringen ktinnen. 

p,-Werte fiir verschiedene Werkstoffe s. Tafel 1, S.185. 
GroBe der resultierenden Auflagerstiitzkraft (Fig. 80): 

W = yzva + ](A = N • Y 1 + ",2 • (34) 

Richtung der Auflagerkraft zur Normaikraft: R/N = tg(l = "'. 
Aus '" = tg(l erhiilt man den Reibungswinkel (I. 
Leistungsverlust bei der Bewegung: L, = R· v [kgm/sek]. (35) 
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Bewegungsreibung eines Kiirpers auf der schiefen Ebene. 
1. Auf einer schiefen Ebene mit dem Neigungswinkel '" > e befindet sich eine Last Q (Fig. 83). 
a) Es ist die Kraft K zu bestimmen, die den KOrpef mit gleichformiger Geschwindigkeit 

nach oben hewegt. 
Nach dem Sinus.~atz (s. S.61) 1st: Q/sin(90° -e) = K/sin(",' + e), 

woraus: K = Q' sin(", + e)/cose. (36) 

1m Gleichgewicht sind Q, K und die resultierende Auflagerkraft W. S. Krafteplan Fig. 83 a. 
b) Kraft K' (Fig. 83), die den KOrper am Abgleiten hindert, 1st zu ermitteln. 

Q: sin (90' + e.) ~ K'/sin(", -e); woraus: K' = Q. sin(", - e.l/cose •. 
Kriifteplan s. Fig. 83 a. 

B 

Fig. 83. Fig. 84. 

2. Wie IiroB muB die waagerechte Kraft P (Fig. 84 1 sein, um die Last Q mit gleichfOrmiger 
Geschwindigkeit hinaufzuziehen? 

In der Grenzlage aUt die Resultierende Pr BUS Q und P in die Mantellinle /I des Reibungs
kegels. Daher 1st in der Grenzlage: 

P = Qtg('" + el. (37) 

Soli cine Kraft P' den KOrper gerade am Abgleiten hindem, so Wit die Resultierende P~ 
aus P' und Q in die untere Mantellinle /I des Reibungskegels und es 1st: 

P' = Q .tg(", - eo). (38,) 

FUr '" = e. wird P' = o. Selbsthemmung 1st also vorhanden, weno ",;:;a eo 1st. 

c) Ergebnisse der Reibungsversuche. 
Zahlentafel 1 gibt eine Zusammenstellung der Reibungszahlen fiir ver

schiedene, oft angewendete Werkstoffe, bei trockenen, geschmierten und mit 
Wasser benetzten Reibungsfllichen. 

Zahlentafel 1_ Reibungszahlen. 

N'II 
Werkstoffe dell 

,... (Haftreibung) ,.. (Bewegungsreibung) 

reibenden K6rper I ge- I mit trocken I geschmiert I mit 
trocken schmiert Wasser Wasser 

1 Stahl auf Stahl . 9,15 0,1 - 0,1 0,009 -
2 Stahl auf GuBeisen, 

RotguB oder Bronze. 0,18 0,1 - 0,16 0,01 -
3 MetalI auf Holz . 0,6-0,5 0,1 - 0,5-0,2 0,08-0,02 0,26-0,22 
4 Holz auf Holz 0,65 0,2 0,7 0,4-0,2 0,16-0,04 0,25 
5 Leder auf Metall (Dich-

tungen) ..•... 0,6 0,25 0,62 0,25 0,12 0.36 
6 Lederriemen auf GuB-

eisen .. . . . . . 0,56 - 0,36 0,28 0,12 0.38 
7 Lederriemen auf Holz 0,27 - - 0,47 - -

d) Rollende Reibung (RoUwiderstand). 
Das Rollen eines Rades auf einer festen Ebene oder Schiene (Fig. 85) ist nur 

infolge der Haftreibung (5. S_ 183) zwischen Rad und Schiene moglich. 
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Das durch den Raddruek P belastete Rad sei aus harterem Werkstoff als 
die Schiene und dringe daher in diese um einen kleinen Betrag ein. Der auf 
Mitte der Eindringungsfliiche wirkende Gegendruek N = P hat daher von der 
Radmitte den Abstand /. Beide P mit dem Abstand I bilden ein Kriiftepaar, 
das der Bewegung des Rades entgegengesetzt wirkt: 

M = p. f [kgem]. (39) 

I heillt die Reibungszahl der rollenden Reibung und ist ein Hebelarm in em. 
Die GroBe des Rollreibungsmomentes M hiingt auBer den Werkstoffen von 

Rad und Schiene hauptsiichlich von dem Raddruck P abo 
Setzt man das Kriiftepaar p. I gleich dem Moment des Reibungswider

standes zwischen Rad und Sehiene, W, R, so ist: 
W, = p. fiR [kg]. (40) 

Infolge der Haftreibung tritt Rollen nur dann ein, wenn W, < P Po bzw. 
f: R < Po ist. 

Zur Fortbewegung des Rades ist ein Moment Md = p./ oder eine waage
reehte Kraft K > W, erforderlich. 

Fig. 85. 

Beim Rollen einer Last Q mit HUfe einer Walze vom Gewicht G (Fig. 86), an deren Um
fang eine Kraft P angreift, ist: 

M = P·d= (Q +G)'f+ Q't'. (41) 
Ist G ldein gegen6ber Q und t' r::::J t, so wird: M = 2P'r = 2Q' t. (42) 

Mittlere Hebelarme der rollenden Reibung: 
1. GuBeisen, StahlguB oder Stahl auf Stahl: I r::::J 0,05 em. 
2. Gehartete Stahlkugeln oder -rollen auf gleichen Stahlringen (von Wiilz

lagero): f = 0,0005 bisO,OO1 em. 
Leistungsverlust bei der rollenden Reibung (Fig. 85): 

L, = M· Q) = K· v [kgm/sek] , (43) 

wobei Q) die Winkelgeschwindigkeit (i : sek) bedeutet. 

Z. Relbung an den wlchtigsten Oetrleben. 
a) KelL Das senkrecht gefiihrte, unten abgeschriigte und durch Q belastete 

Prisma 1 (Fig. 87) solI durch die waagerechte Kraft P des Kells it angehoben 
werden. ex = Neigung des Kells. 

An der unteren und oberen Beriihrungsstelle des Keils, sowie an der linken 
Prismenfiihrung treten Reibungen Ri , R. und R. auf, die den Bewegungsrich
tungen entgegen wirken. 

Aus dem Gleichgewicht von Prisma nnd KeiI ergIbt slch: 
P = Q. sin( .. + el +e,)' cose./[cos(" + (lJ + e.)' cose.l. (44) 

FUr ei = e. = e. = e wird: 
P = Q. tg(ex + 2e). (45) 

Wirkungsgrad des Keils beim Heben der Last: 
~ Q·.ex .ex 

fJ = P = Q. tg(ex + 2e) tg(ex + 29) 
(46) 
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Die Kraft P', die ein HerausdrOcken des unteren Kells (nach rechts) verhfndert, wird da
durch erhalten, daB man die Reibungswinkel mit negativen Vorzeichen In GI. (46) einfiihrt. 

P' =Q' sin(" -e,-e.)· cose.: [cos(" -e. - e.)' cose,]. (47) 
Filr ":;;;e, +1.'. wird P':;;;O; das Kellgetriebe 1st selbsthemmend. 

Filr e,= 1.'.= e.= 1.'0 muB ":;;;2eo sein. 

b) Bewegung in Keilnuten (Fig. 88). Ein kei1fOrmiges Prisma werde durch 
eine Kraft P in eine Keilnut mit dem Offnungswinkel2(X gepreBt und in dieser 
Nut fortbewegt (z. B. bei einer Drehbankfiihrung). 

p 

'~P~ 
~ 

Fig. 87. 

Die bei dieser Bewegung langs der beiden 
Fiihrungsfliichen zu iiberwindende Reibungs
kraft ist: R = 2N p. 

Mit P = 2' N sin (X wird 

R = --f!- . P = p' • P; 
SIn (X 

p' = p/sin (X = Keilreibungszahl. 

c) Schraube (Bewegungsschraube). 

Fig. 88. 

Fig. 89. 

Fig. 89: Einfache Schraubenwinde mit der Last Q und der am Handhebel angrelfenden 
Kraft K. d AuSen-, do Innendurchmesser, k GanghOhe der SchraubenspindeJ. Es wird an
genommen, daB sich die Last auf alIe Gewindegiinge gleichmiiBig verteilt und am mittleren 
Gewindehalbmesser r m = (r + r 0) : 2 angreIft. 

NeigungswinkeJ der Schraube (Fig. 89 a) : tg" = k: 2'm'" • 

1. Schraube mit flachgiingigem Gewinde (Fig. 90). Einer Drehung 
der Kraft P am Hebelarm rm (Fig. 89) entspricht ein Hinaufschieben der Last Q 
auf die Lange der schiefen Ebene., d. h. ein Heben um den Betrag h. 

Daher ist nach S.18S unter 2: 

P = Q. tg(1X + (!) = Q(tglX + tg(!)/(1 - tglX' tg(!); 

P = Q. h + 2rm ",p . (48) 
2rm", - ph 

Ohne Reibung ist die ideelle Kraft: Po = Q' tglX. 

Daher Wirkungsgrad der Schraube: 1] = PulP = tglX/tg(1X + (!). (49) 
Die ein selbsWitiges Senken der Last hindernde Kraft ist: 

P' = Q . tg(1X - (!) (SO) 
(s. auch S. 185). 

FUr IX:::: (! ist pI:::: 0, d. h. die Schraube ist selbsthemmend. 
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Da s1ch FIachgewInde (PIg. 90) nlcht friseD liSt. treten aD BeIne Stelle daa SigeDgew1Dde 
(FIg.9t) oder daa Trapezgew\Dde (PIg. 92). 

Das Sigengewlnde (FIg.9t) kommt nur daoD In Frage. WenD der Splndeldruck wle 1m 
vorUegenden Fall (Fig. 89) nur in einer RichtUDg wlrkt. Bel der geriDgeD NeigUDg der trageDden 
Riogfliche VOn 3' kaDn daher die Schraube mit Sigengewinde wle die f1achgiDgige Schraube 
bereclmet werden. 

2. Sehraube mit Trapezgewinde (Fig. 92). Bedeutet fJ den Spitzen
winkel des Gewindes. so kOnnen die unter 1. angegebenen Fonneln angewendet 
werden, wenn man p durch p' und e durch e' ersetzt. p' = p: eosfJ· 

FOr p - 30' (DIN t03) 1st COIiIP/2 FI:J 0.96. daher: 

p.' - ~/0.96 FI:J t.04~. 

Fig. 90 bis 92 •• Fig. 93. 

d) Lagerrelbung. i. Traglager (Querlager). In Fig. 93 ist der Flii
ehendruek je i eml (spezifiseher Lagerdruek): 

fJ = P/ld [kg/eml]. (Sf) 

FOr den In enger Berflhnmg mit der Lagermantelflliche beflndilchen ruhenden Zap fen 
(Fig. 93a) wlrke auf eln F1AcheneJement die HaftreibUDg flR=~. rlN, wobei rlN der Normal
druck ODd 1'. die glelchblelbend angenommene RelbUDgSZahl bedeuteD. Das aus samtlichen 
FliicheneJementen sich ergebende HaftreibUDgSDlOlDent ist: 

M. =Ir flR - ~.,lrlN. (52) 

Bel ODbekaDnter KrlfteverteUuug auf den Umfaug der Berllhnmgsfliche moB 1 fl N grOSer 
als der Lagerdruck sein (Somme der Selten elDes Kraftecks ist grOSer a1s die SchloBIiDie). 

Wird 1 rl N - fJ P gesetzt, so ist p> t. In GI. (52) trltt aD Stelle VOn ~. der Wert ~1 = P p. •• 
Hlermit Haftrelbungsmoment: 

~1 heiSt Zapfeurelbuugszahl. 
M.-I'1P·r [kgcmll (53) 

Bei bewegtem (leieht laufendem) Zapfen und trockener Reibungnehme 
man Beriihrung zwischen Zapfen und Lager langs einer Mantellinie (Fig. 93 b) an. 

Mit R = p. sine und sine = ~ ist das Reibungsmoment der Be
wegung: 

M= rR = rPsine = ~ 'rP = roP [kgem]. (54) 

In der Glelchgewichtslage tauglert P aD elDen Kreis mit dem Halbmesserr.=r·sIue - ~l·r, 
den sog. Relbungskreis. 

Sekundliehe Reibungsarbeit: 
A,= M· w = ~p. rnn/30 [kgem/sek]. (55 ) 

b) Spurlager (Liingslager). Flir den vollen Zapfen (ohne Bohrung; ist: 

Nonnaldruek: dN = pdF = P 2ende. 
Reibungskraft: dR = pdN = ppdF = pP2endf!. 

, , , 
Reibungsmoment: M = J (ldR = pp J edF = pP2n J fide· (56) 

o 0 0 

Sekundliehe Reibungsarbeit: A, = Mw = Mnn/30 [kgcm{sek]. (57) 
Da der F1iicheudruck zwischen Zapfen ODd voller Spurplatte von aoBen nach der Mitte zu 

nach einer gleichseitigen Hyperbel steigt, so ist filr r = 0 der Fliichendruck p = 00. Durch die 
BohrUDg fl, wird elD Fortdrilcken des Schmiermittels ODd Pressen an dieser Stelle vermieden, 
der F1iicheudruck also auf einen zuJiissigen Wert begreuzt. 
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Flir den Zapfen mit Bohrung (Fig. 94) ist das Reibungsmoment: 
, 

M = pp2n J (i d(} = i.u n p(r8 - r~) = i.u(r - r~) P/(r -r~). (58) 
'0 

e) UmschUngungsrelbung (Band· und SeUrelbung). Om eine Scheibe 
(Fig. 95) sei ein vollkommen biegsames Zugmittel geschlungen. 

Sl = Spannkraft am ziehenden (ablaufenden) Trumm, 
S. = Spannkraft am gezogenen (auflaufenden) Trumm. 

Infolge der Reibung zwischen Zugmittel und Scheibe ist Sl> S •• 
Betrachtet man eln Element des Zugmittels mit dem Zentriwinkel tl", (Fig. 95) 1m Rube-

zustand, so muB, damit Gleichgewicht in tangentialer und normaler Richtung herrscht, der 
Unterschied der Spannkriifte an den Enden des Elementes gleich der an seiner BerIlhrungsstelle 
wirkenden Reibung sein. d S = dR = !'o tl N • 

Senkrecht zum Zugmittelelement ist: tlN = 2S sintl",/2 ~ S tl",. 

Aus dS/~ = f'otl",; ftlS/S = !'ofdrp und InSIC 
= !'O rp WU'd: S = C e". 'P , ( - / 
wobei C die Integrationskonstante ist. 

of 
I / 
/1 I'Q30 

~ I I I 
~ I I / V / 

t 
~ 

of 
III /1 / / I~ 
r/J / V 4 

II VI I / V 4iffJ 

.. 
~ I': // V V ~ 

4 ~/./ / ./ fa 
il/IJ V/ ,., /' /' 0.10 

1,6 
WO':'Y/ i-""" 

1,¥_ ~v;,./ 
1,2~ 
1, '() <0" It) 135 180 IZ5 110 315 .1(j(J0 

UmsprfU/lJnpwinktl« -

Fig.~96. 

Wird diese Gleichung auf die Auflaufstelle ,. angewendet, so ist rp = 0 und C = S.. An der 

Ablaufstelle ist '" = "'. Daher: SI = S.·"''''. (59) 

Verhiiltnis der Spannkriifte: SJS.=e!'o"'. (60) 
GroBe der Reibung am umspannten Tell der Scheibe: 

R = Sl - S2 = S2(e"°'" -1) = Sl(e!'o'" - 1)' e"0"'. (61) 

In Gl. (60) ist IX = 2n 'IXO!360 = 1X0!57,3 = umspannungswinkel im 
BogenmaB. 

Tafel 2 gibt die Werte e"0'" fUr IX = 2n bis 8n. 

Fig. 96: e"°"'-Werte ftir IX = 0° bis 360° und Po = 0,1 bis 0,5. Anwen· 
dung beim Riementrieb und bei Bandbremsen. 

Zahlentafe12. e"''''-Werte flir 1- bis 4fache umschlingung und Po= 0,129. 

e"'~ : :'~3! :':715:~717~5~ 11~~711:'~21 :5~6 
Anwendung bei Spills und Reibungstrommeln. 
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Beispiel: Um slnen Spillkopf (Fig. 97) sel sin Drahtsell mit zwel Umschlingungen gelegt. 
Das eine SeIIende 1st an einem zu verschlebenden Wagenzug angebingt und sei durch eine Zug
kraft 5, = 100 kg belastet. Wie gro8 ist die am anderen Ende au.qzullbende Handzugkraft 5., 
wenn die Haftreibungszabl 1'0 "" 0,13 1st? 

Aus Zahlentafel2, S.189 entnimmt man fOr "'= 2 ·2" = 4" denWert 1'0"'"" S. Somit: 

S.=5,: 1'''' - 100: S - 20 kg. Der Unterschled U-5,-5,-1oo-2O=80kg 1st die Um
fangskraft des Spillkopfes, die VOID Antriebmotor aufzubrlngen 1st. 

f) Rolleo uod RoUeoziige. i. Feste Rolle (Leit- oder Umlenkrolle), 
Fig. 98 bis 100. Das iiber die Rolle gelegte Seil. ist durch die Last Q und die 
Kraft P bzw. Po belastet (Fig. 98 und 99). 

Ohne Reibung ist: PoR = Q. R; Po = Q. Kraftweg s = Lastweg n. 
Der fOr die Berechnung der Relbung zwischen Rolle nnd Bolzen maBgebende reaul tlerende 

Bolzendruck ist fOr die Rolle Fig. 98: 

P, = r'-;:p:;;-~ -:+:--Q:;;;··---::2:-:P=-0~Q cos y = 2 Q • sin r/2 • 

Fllr '" - 180· (FIg. 99) sind Po und Q parallel und es 1st P, = Po + Q = 2Q. 

Fig. 97. a Fig. 98 bis 101. 
o 

Infolge der Reibungswiderstande ist zum Heben der Last P > Q er
forderlich. Diese Reibungswiderstande setzen sich zusa=en aus der Reibung 
zwischen Rolle und Rollenbo1zen und dem Biegewiderstand des Seiles (Draht
seiles). 

Der Biegewlderstand (die Sellstelfigkeit) rilhrt aus der Reibung der elnzelnen Drihte 1m 
SeUverband (s. Bd. II, S. 382) her. Der Obergang aus der Geraden in die Krflmmung tritt daher 
allmihlich ein, wobel das auflaufende Sell (Fig. 100) um den Betrag ~ nach aullen und das ab
laufende um den gleichen Betrag nach innen abweicht. Hierdurch wlrd der Hebelarm R um diesen 
Betrag vergrOBert bzw. verklelnert. 

Sind r der Zapfenhalbmesser und JlJ. die Reibungszahl zwischen Rolle und 
Bolzen, so wird das Moment der Zapfenreibung (Fig. 98) 

M = f.'1P,·r = 2f.'1 Q. siny/2· r. 
Fiir £¥ = 180° (Fig. 99) ist M = 2f.'1 Q. r. 

Aus der Momentengleichung fiir den Mittelpunkt der Rolle als Drehpunkt 
(Fig. 100) wird: p. (R - ~) = Q(R + ~ + 2JlJ. • r) 
und hieraus: / 

P = Q. (R + ~ + 2f.'1· r)/(R - ~) = Q 1/f = 8fQ, (62) 

da der Wirkungsgrad der festen Rolle 1/f = Po: P = Q:P ist. 
Der Wert 8f heiSt Verlustfaktor und ist >1. 
Fiir Ketten und Drahtseile ist 8f = 1,04 bis 1,06 entsprechend 1/f = 0,96 

bis 0,94 i. M. 0,95. 
2. Lose Rolle (tl'bersetzungsrolle). Die Last hangt am Bo1zen der 

losen Rolle (Fig. 101). Das eine Ende ist an einem Katzengestell oder an der 
Auslegerspitze eines Drehkranes befestigt. Am anderen greift die Zugkraft an. 

Ohne Reibung ist: 

Zugkraft: Po = 50 = Q/2; tl'bersetzung: i, = 2. 
Kraftweg =·2 X Lastweg; s = 2n. 

Mit Beriicksich tigung der Reibungswiderstande ist die Zugkraft 
beirn Lastheben: 

P + 50 =Q; P = 5 = 850 = 8(Q - P); woraus: p=5=_8_ Q . 
1+8 
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Wirkungsgrad der losen Rolle: 

1Jj = PolP = 5015 = Q/2 (1 + e)/eQ = (1 + e)/2e. (63) 
Mit dem Mittelwert der festen Rolle 1Jr = 0,95 und e = efFld 1,05 wird: 

1J1 = (1 + 1,05): (2' 1,05) = 2,05: 2,10 ~ 0,976. 
Der Wirkungsgrad der losen Rolle ist also besser als der der festen. 

3. Rollenziige (Flaschenziige). Die 1m Hebezeugbau als ObersetzungsmitteJ 
zwischen Last und Kraft verwendeten FJaschenziige sind aligemein Faktorenflaschenzilge. 

Sog. Potenzrollenziige werden praktisch kaurn augewendet. 
Bei dem als Lastrollenzug dienenden Faktorenflaschenzug sind eine 

Anzahl fester und loser Rollen auf je einem gemeinsamen Bolzen angeordnet. 
Bei dem Rollenzug Fig. 102 Hiuft das Seil von einer 

losen Rolle abo 

Bezeichnet n die RollenzahJ des Flaschenzuges, so ist die Zahl 
der tragenden Seilstriinge n + 1 . 

FUr die HubhOhe " ist der Kraftweg: s = (n + 1) . 11. Ohne 
Reibung 1st: p.= Q: (n+ 1). 

1st 1JB der Wirkungsgrad des Rollenzuges, so ist die 
erforderliche Zugkraft: 

P=~_. (64) If. 

1JB(tJ + 1) 

Mit dem Verlustfaktor der einfachen Rolle e = 1 : 1] ist: 

1 e,,+l - 1 
1JB = n + 1 . e"(e ~. (~5) 

Fllr • fOOl 1,05 und n = 2 bis 10 ergeben sich folgende Wir
kungssrade: 

Fig. 102 u. 103. 

n = 2 3 4 6 7 8 9 10 
b~~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 

Lauft das Seil von einer festen Rolle ab (Fig. 103), so tritt noch der Wir
kungsgrad der festen Rolle hinzu und die Zugkraft ist: 

Q P- , 
1JB "'If' (n + 1) 

wobei 1Jf ~ 0,95 . 

D. Tragwerke. 
1. Biegemomente und Querkriifte von 
Triigern mit mittelbarer Belastung uod 

wanderoden Lasten.1) 

a) Trager mit mittelbarer Belastung 
(Fig. 104 und 105). 

Querkraftlinien (Fig. 100a). Zelchne zu
nachst die Querkraftlinie ohne Beriicksichtigung 
der Quertriiger auf und rechne P als P' = P' I, 
: (I, + I.) und P" = P",: (I, + I,) auf die 
Stellen 1 und 2 des Tragers urn. Diese Krafte 
zeichne man in die alte Q-Linie ein. In gieicher 
Weise verfahre man beim Entwurf der Quer
kraftlinie Fig.105a. 

Momentenlinlen (Fig. 104b und 105 b). 
Berechne die Momente unter P (Fig. 104) bzw. 
P, und P, (Fig. 105) ohne die Quertrager und trage 
sie zeichnerisch auf (gestricheJte M-Linie). Ziehe 
Senkrechte durch die Stiitzpunkte der Quertrager, 
die die M - Linie schneiden. Die Verbindung 
dieser Schnittpunkte ergibt die gesuchte (aus
gezogene) M..Linie mit den Momenten M, und 
M, in Fig. to4b bzw. M, bis M. in Fig. 10Sb. 

a 

(66) 

Fig. 104. 

') Biegemomente und Querkriifte von Triigern mit festen Lasten (EinzoI- und Strecken
Jasten) s. Abschnitt "Festigkeitslellre". 
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b) Triiger mit wandemden Lasten (Verkebrslasten). 1. Eine Last P wan· 
dert tiber den Trager (Fig. 106). 

Auflagerlinien (Fig.106a). Auflagerkraft fiir eine beliebige Laststellung 
x yom linken Auflager: 

Az=P(L -x):L; Bz~Px:L. 

'1 

Fig.10S. Fig. 106. 

Auftragen yon P tiber dem linken Auflager ergibt die A-Linie, iiber dem rechten 
die B·Linie. 

Momen tenlinie (Fig.106b). Das im Abstand x yom linken Auflager auf-
tretende Biegemoment ist: MAP (L ) L zC= ZSZI::I • -x·x: . 

Fig. 107. 

Wandert P yom linken 
Auflager zum rechten, so 
liegen die M.-Werte auf 
einer Parabel mit senk
rechter Achse und der 
Lange L. 

Fiir x ~ L/2 ist der 
GroBtwert des Biege
momentes (Pfeilhohe der 
Parabel): 

maxM -PL:4. 

2. Zwei wandernde 
Lasten PI und Pz mit 
dem festen Abstand b 

(Fig. 107). 

Annahme: 

PI> PI; 
Resultierende: 

R - P 1 + Pi; 
Abstande der Resultieren-
den: 

~ - P.ob/R; 
b. - P1bIR. 
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AufJagerlinien. Auflagerkraft fiir eine Laststellung im beliebigen Abstand 
x vom linken Auflager: 

A z = R· (L - x - bll/L. 
Zur zeichnerischen Besti=ung von A", wird die A-Linie (Fig.107al entworfen. 

Trage P, und PI liber einer Grundlinie und auf der Senkrechten durch das Auflager (AI 
auf. Verbinde die Punk!e 1 und 2 mit o. Steht P, liber dem Auflager (Al, so kommt von p. 
der Betrag p.' b/L auf das rechte Auflager, der daher abgezogen wird. Steht die Last p. liber 
dem rechten Auflager (E), so ist der Auflagerdruck bei A gleich P, b/L. Die stark ausgezogene 
Linie ergibt die A-Linie (Fig.l07a) und den mit II: veranderlichen Auflagerdruck Az • 

In gleicher Weise wird die B-Linie entworfen (Fig.107al. 
Momentenlinien. Fiir die Laststellung im Abstand x vom linken Auf

lager ist das Biegemoment unter der Last Pa: 
M z = A",' x = R· (L - x - bll' x/L = R· (x - x2/L - bl x/Ll. 

Dieser Ausdruck, der eine Parabel darstellt, wird nach II: differenziert und glelch Null gesetzt. 
tlM/tlll: = R (1 - 211:/L - bJLl = O. 

Mit II: = (L - h,)/2 ist die Uinge der Parabel (Fig. 107bl: L - h,. FiIr II: = (L - h,l/2 wlrd: 

R PI + PI 
maxMI = 4L • (L - btla = ~. (L - btll • (67l 

Diese Pfeilhohe der Parabel liegt im Abstand bJ2 von der Tragermitte und 
unter der Last PI' wenn R um bJ2 rechts von der Tragermitte steht. Steht die 
Last PI im Abstand x vom rechten Auflager (Fig. 107bl, so wird entsprechend 
mit x = (L - b2l/2 erhalten: 

Lange (Sehnel der zweiten Parabel: L - ba• GroBtes Biegemoment im 
Abstand bJ2 von der Tragermitte (Pfeilhohe der Parabell: 

R PI + Pa 
maxMI = 4L' (L - bll2 = ~. (L - bll2. (68l 

Da PI > PI ist, ist maxM = maxMI • 

Die Parabeln sind nur 
soweit giiltig, bis die eine 
Last iiber dem linken bzw. 
rechten Auflager steht 
(Fig.107l. 

3. Sonderfall flit zwei 
gleichgroBe Lasten P-P 
mit dem restenAbstand b 

(Fig. 108). 
Resultierende: 

R -2P. 
Abstande der Resul

tierenden von den La
sten: b/2. 

Auflagerlinien 
(Fig. 108al. Die A- und 
B-Linien sind einander 
gleich. Daher geniigt Auf
zeichnen der A-Linie. 

M omen tenlinien. 
GroBtes Biegemoment tritt 
unter einer Last P auf, 
wenn die Katzenmitte um 
b/4 auBerhalb der Trager
mitte steht. 

Taschenbuch fur den Maschinenbau. 9. Aufl. I. 

Fig. 108. 

13 

b 
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Der Verlauf des Biegemomentes jeder der beiden Lasten stellt eine Parabel 
mit der Lange L - b:2 und dem GroBtwert maxM a1s Pfeilhohe dar (Fig 108b). 

GroBtes Biegemoment (unter der Last I): 

maxM ~ 2~' (L -~r (69) 

Oben wird die M-Linie durch Verbindung der beiden Pfeilhohen der Parabeln 
waagerecht begrenzt. 

E. Fachwerke. 
a) ADgemeines tiber das ebene Faehwerk. 

I. 1m folgenden werden Fachwerke behandelt, deren Lagerung statisch 
bestimmt ist (auBere statische Bestimmtheit) und deren Auflagerkrafte sich 
mit den drei Gleichgewichtsbedingungen (s. S. 173) ermitteln lassen. 

Es wird angenommen, daB die Stiibe in ihren Endpunkten durch reibungsfreie Gelenke 
verbunden sind. Die infolge der Niet- oder SchweiBanschHlsse an den Knoten noch auftretenden 
zusiitzlichen Spannungen (Nebenspannungen) sind rechnerisch schwer zu erfassen und werden 
durch die HOhe der zuliissigen Spannungen berI1cksichtigt. 

Z. Aufbau. Das einfachste Fachwerkgebilde ist das Dreieck mit den Knoten 
I bis III (Fig. 109). Nimmt man die Knoten I und II a1s Festpunkte (Lager) 

Fig. 110. 

an, und reiht man weitere 
Dreiecke mit den neuen 
Knoten IV bis VI an, 
so erhiilt man ein Fach
werk (Fig. 109), das z. B. 
a1s Kranausleger verwend
bar ist. 

Der Aufbau des Fach-
werktragers auf zwei 

Stiitzen (Fig. 110) geschieht ebenfalls durch das Aneinanderreihen von Drei
ecken mit den Knoten I bis VIII. 

Die Stabe, die das Fachwerk nach auLlen begrenzen, werden Gurtungen genannt. 0, bis O. 
sind die Obergurtstiibe, U, bis U. die Untergurtstabe. Die die Gurtungen miteinander ver
bindenden Stabe heiBen Fiillungs- oder Gitterstiibe. Die senkrechten Fiillungsstabe (Vertikalen) 
werden mit V, bis V" die Diagonalen (Schriigen) mit D, und D. bezeichnet. 

.orN 1fT 3. Statlsehe Bestimmt· 
helt (Starrhelt). Fiir ein 
Fachwerk mit n Gelenken 
(Knoten) ist die erforder
liche Stabzahl: 

Fig. Itt bis 113. s = 2n - 3. (70) 
Ein dieser Bedingung ent

sprechendes Fachwerk ist in sich starr und geometrisch bestimmt. 
Beispiele: Fig. 109: 11 = 6; s = 9. Fig. tto: 11 = 8; 8 = 13. Fig. 112: 11 = 4; s = S. 
Ein Fachwerk mit n Gelenken und weniger a1s 2n - 3 Staben ist beweg

lich und geometrisch unbestimmt. 
Beispiel: Gelenkviereck (Fig. flO); 11 = 4; 8 = 4 < 211- 3. 

Hat ein Fachwerk mit n Gelenken mehr a1s 2n - 3 Stabe, dann ist es sta
tisch unbestimmt bzw. geometrisch iiberbestimmt. 

Beispiel Fig.tt3: 11=4; s=6>211-3. 

Die meist angewendeten Fachwerke (z. B. Trager oder Ausleger) entsprechen 
der Starrheitbedingung (innerlichen statischen Bestimmtheit). Stabe, die sich 
in diesen entfemen lassen, ohne den Dreieckscharakter des Fachwerks zu storen, 
sind Hilfsstabe und dienen dazu, die Biegestiitzweite oder Knicklange· eines· 
Stabes zu vermindem. 



Fachwerke. 195 

4. AuBere Kriifte. Die Belastungskrafte (Eigenlast, feste Einzellasten oder 
wandernde Lasten) miissen stets an den Knoten angreifen. Alsdann werden 
samtliche Stabe des Fachwerks nur durch Langskrafte (Zug- oder Druckkrafte) 
beansprucht. 

Krafte, die nicht an den Knoten wirken, werden auf diese umgerechnet 
(reduziert). 

Beispiel s. Bd. II, S.447, Fig. 197: Reduktion der Katzenraddrucke auf die Ausleger· 
knoten eines Konsolkranes. 

b) Bestimmung der Stabkriifte von Fachwerktriigem auf zwei Stiitzen. 
I. Zeichnerisches Verfahren von Cremona. An dem Fachwerktrager 

Fig. 114 wirken die Knotenlasten PI bis Pa• Die Auflagerkrafte A und B sind 
berechnet. Das Aufzeichnen des Krafteplanes beginnt beim Auflager A. Als 
Umfahrungssinn wird allgemein der Uhrzeigersinn festgelegt. 

Knoten I. Auflagerkraft A ist nach GrOBe und Richtung bekannt. Mit den Richtungen 
von 0, und U, erhiilt man Krafteck I. Wegen des Gleichgewichts der Krafte miissen alle pfeil
richtungen, ausgehend von A, gleichsinnig sein. 1m System eingetragene Pfeile zeigen, daB 0, 
Druck (pfeil deutet im Netzwerk auf den Knoten zu) nnd U, Zug ist (Pfeil ist vom Knoten ab
gewandt). 

Knoten II. An diesem greift Last P, an. Die von I her bekannte Stabkraft 0, wird im 
Netzwerk a1s Druckkraft (Dreieckpfeil) gekennzeichnet. 

1m Krafteck sind 0, und P, nach GroBe und Richtung bekannt. Richtungen von (0,) 
und V, werden gezeichnet (Krafteck II). Die aus dem Umfahrungssinn von 0, und P, erhaltenen 
pfeilrichtungen fiir (0,) und V, werden im Netzwerk eingetragen und ergeben fUr beide Stiibe 
Druck. 

Knoten 2. U, und V, sind von Knoten I und II her bekannt. Richtungen von D, 
und U, antragen und diesen im Krafteck den pfeilsinn von U, und V, (Dreieckpfeile) geben. 
1m System eingetragene pfeile zeigen, daB D, Druck und U, Zng erhalt. 

Knoten III. Bekannt sind D" (0,) und Last P" 0, und D, werden a1s Druckkriifte erhalten. 
Das Entwerfen der Kraftecke fUr die weiteren Knoten eriibrigt sich, da das Netzwerk sym

metrisch und symmetrisch belastet ist. 

f/ IJ 

Fig. 114. Fig. 115. 

Die in Fig. 114 entworfenen Kraftecke werden aneinander gereiht und er
geben den Krafteplan Fig. 115. 

Bei gleichem Umfahrungssinn der Kraftecke werden die Pfeile (keine Dreieckpfeile mehr) 
im Netzwerk eingetragen und ergeben die Richtung der Stabkrafte in bezug auf die Knoten. 
Q--l>-i-i-_o (Zug); O_-I-~---l>O (Druck). AuBere Krafte im Kratteplan (P, bis P" 
A und B) stark und mit pfeilen zeichnen, Stabkratte (inner. Kratte) diinn und durch +- oder 
- -Zeichen aIs Zug- bzw. Drnckkrlifte kennzeichnen. 

~ei Symmetrie des N etzwerks und der an iltm angreifenden auBeren Kriiftegruppe genilgt 
AufzelCh~en der oberen Hiilfte des Kriifteplanes (Fig. 115), da die unte~ spiegelbildlich ist. 

Es smd; 0 1 = 02; U1 =- Us; V1 = Va; Dl = D.o 

13'" 
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Beispiel: Bestimmung der Stabkrafte eines Laufkrantrligers aus der Eigenlast (II. Bd., 
Fig. ISS 5.430). EigenIast: G=4ooo kg. Netzwerk: Fig. 116; Spannweite: L = 16 m; Feldweite: 
llI-l,6m; TrigerhOhe: h=w=1,6m; Mallstab des Netzwerks: 1 mm~1oomm (M 1/100). 

Verteile die EigenIast zu gleichen Teilen auf die 10 Obergurtknoten"wobei die beiden End
knoten aIs ein Knoten gerechnet werden. 

Knotenlasten: ",= "" =G/20=4000/20=2OOkg; ", = k. = ... = k,.= G/10 = 4000!10=4ookg. 

a 

Fig. 116. 

Nach Auftragen der Knoten
lasten im Netzwerk (Fig. 116) 
entwerfe man den Krafteplan 
(Fig.116a). Mallstab1mm~20kg. 

Die aus ihm entnommenen 
Stabkrafte werden zur Durch
fijhrung der statischen Berechnung 
in eine Zahlentafel eingetragen. 

Z. Verfahren von Culm ann 
ermeglicht eine schnelle Be
stimmung der Stabkrlifte eiD
zelner Stabe und ist fiir diesen 
Fall dem Verfahren von Cre
mona (s. unter1) vorzuziehen. 

Zerlege das Netzwerk 
Fig. 117 durch einen Schnitt 
s-s, der die gesuchten, Stabe, 
z. B. (°1), Dl und Us trifft, 
in zwei Teile. 

Am linken Triigerteil greifen die Krafte A und P, an, deren Resultierende R rechnerisch 
nach dem Momentensatz (5. S. 172) oder zeichnerisch mit dem Kraft- und Seileck (Fig. 117 a 
und 117b) bestimmt wird. 

Das aufwiirts wirkende R mull mit den Stabkraften (0,), D, und U, im Gleichgewicht Sl'jn, 
deren GrOBe und Richtung mit Hilte der Culmannschen Geraden als Hilfskraft (s. S.169) 
ermittelt werden. Bringe die WirkungsIinien von 
R und (0,) zum Schnitt und ziehe die Cul
mannsche Gerade L (Fig. 117). Trage R der 
GrOBe und Richtung nach mallstablich auf 
(Fig. 117 c) und ziehe die Parallelen zu (0,) 

-y{-.~. tH H~4 
c ~ ~-' 

Fig. 117. Fig. 118. 

und L. Aus R ergeben sich Grolle und Richtung von (0,) und der Hilfskraft Kraft L. 
Durch Umkebren des Pfeilsinnes von L erhalt man GrOBe und Richtung von D, und U, • 

Aus dem Krafteplan Fig. 117c werden (0,), D, und U, abgegrlffen. Ihre Richtungen sind 
durch den stetigen Umfahrungssinn und Eintragen im Netzwerk gegeben. 
, Am rechten Triigerteil wirken die Krafte P" p. und B. Ihre Resultierende R' hat die 

gleiche GrOLle und WirkungsIinie wie R, ist diesem aber entgegengesetzt gerichtet. Der Krafte
plan fUr den rechten Triigerteil (Fig. 117d) ergibt mit derselben Culmannschen Geraden die 
gleichen Stabkrafte wie fUr den linken. 

Ein Vergleich mit dem Cremona-Plan (Fig. 115) muS unter gleichen Be
dingungen dieselben Stabkrafte wie in Fig. 117 c und d ergeben. 

3. Rechnerisches Verfahren nach Ritter. Nach Bestimmung der Auflager
krlifte zerlege man das Fachwerk (Fig. 118) durch einen Schnitt (s-s), der 



Fachwerke. 197 

nicht mehr als drei St1ibe trifft, in zwei Teile und betrachte den Teil, an dem 
weniger 1iuBere Kr1ifte wirken. Die gesuchten Stabkr1ifte sind a1s 1iuBere Kr1ifte 
anzubringen, deren Richtungen durch Pfeile festgelegt werden. Nimmt man an, 
s1imtliche Stabkr1ifte· seien Zugkr1ifte, so ergibt die Rechnung flir Zugkr1if1:e 
positive und fiir Druckkrafte negative Werte. 

Nehme an dem abgeschnittenen Teil einen Knoten als Drehpunkt (Pol) an 
und stelle die Momentengleichung 1: M = 0 auf. Da die Momente der durch 
den Pol gehenden 
Kr1ifte gleich Null 
sind, erh1ilt man eine 
Beziehung, aus der 
die gesuchte Stabkraft 
erhalten wird. 

StabO •• Scbnitts.-s. 
(Fig. 118a) ; Drebpunkt 2; 
Aw+O."=o;O.=-A 
. wi" (Druck); (a.) = a •. 

S tab U.. Scbnitt 
s,-s, (Fig. 118b); Dreh
puuktII; Aw- U.· a=O; 
U. = +A . w/a (Zug). 

Stab U,. Schnitt 
s; - s, (Fig. 118 c); Dreb
punkt III; B· 2w- P,' w a 
- U,'II=O; U, = 
+(B2W- P,w)/II (Zug). 

Stab V •. VI = -PI 
(Druck). 

Stab Dl • Schnitt 
s,-s, (Fig. 118d); Dreh
punkt II. Aw - U,' 11 
-D,'b=O; D,=-(Aw p 
- U,' II)/b (Druck). 

4. Bestlmmung der b 
Stabkrafte elnes Tra
gers mit wandemden 
Lasten mit HlIfe der 
Momenten- und Quer
kraftllnle (Fig. 119). 
Zur Bestimmung der 
groBten Ober- und 

p 

p 

Fig. 119. 

Untergurtstabkr1ifte aus den wandemden Lasten P-P mit dem festen Ab
stand b zeichne man die M-Linie (Fig. 119a) nach den Angaben S. 193 auf. 

Die groBten Stabkr1ifte werden aus den Knotenmomenten berechnet. 
Stab a,. Die Lasteugruppe stebt mit der Iinken Last Iiber Knoten II. Stabkraft: 

O,=-MlI/II •. 
Stab 0,. Lastengruppe stebt mit der linken Last Iiber Knoten IV (Fig. 119). 

Stabkraft: 0, =-MIV/h. 
In gleicber Weise erbaIt man die Stabkraft a,. 
Stab U,. Lastengruppe stebt mit der Iinken Last Iiber Knoten II. Stabkraft: 

U,=+MlI/a . 
Stab U,. Lastengruppe steht mit der linken Last Iiber Knoten III (5. aucb Fig. 120 

u. 121, S. 199, Einflulllinie filr Stab U,). Stabkraft: U,=+Mllllh. 
In gIeicber Weise erbiilt man die Stabkraft U,. 

Die groBten Stabkr1ifte aus den Diagonalen werden durch Aufzeichnen 
der A- und B-Linie (Fig. 119b) nach den Angaben S.193 erhalten. 

Beispielsweise werden die Gl'Olltwerte der in der Diagonalen D, auftretenden Zug- und 
Druckkraft aus den im Feld III -IV wirkenden Querkriiften bestimmt. 

Stebt die Iinke Last P Iiber dem Knoten IV, dann zedege man die Querkraft AIV waage
recht und in Richtung des Stabes, wodurcb die grOllte Zugkraft +D, erhalten wird. 

Zur Bestimmung der grOllten Druckkraft stelle man die recbte Last Iiber den Knoten III. 
Durch Zerlegen der Querkraft B 111 in waagerecbter Ricbtuug uud der Stabricbtung erbaIt man 
die Druckkraft -D,. 

In gleicber Weise verfahre man mit den Iibrigen Diagonalen. 
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Die Stabkraft der Vertikalen VI ist gleich der Querkraft Am (Lastengruppe 
steht mit der linken Last iiber Knoten III). Bei den iibrigen Vertikalen (VI 
bis Va) ist die Stabkraft (Druckkraft) gleich -P (eine Last steht auf der Verti
kalen). 

S. EinfluOllnien. Bestimmung der Stabkrafte mit Hilfe der Einfiu.i3linien 
(EL.) ist bei mehreren wandemden Lasten vorteilhaft. Auch auf Krantrager 
mit verschiedener Tragkraft, aber gleicher Sttitzweite und gleichem Netzwerk 
(Tafel 14, II. Bd., S.424) trifft dies zu. 

Zum Aufzeiehnen der EL. lasse man (ohne Rilcksicht auf die gegebene Lastengruppe) eine 
Last von der GrOJ3e .. I" (Einheitslast) uber den Trager wandem. Filr die Last ,,1" (z. B. 1 t) 
und verschiedene Stellungen derselben bestimme man die gesuchte Stabkraft und zeiehne ihren 
Verlauf aIs Ordinaten uber einer Grundlinie auf. Der hierdurch erhaltene Linienzug ergibt die 
EL. fUr die Einheitslast. Ihre Auswertung Jiefert die gesuchte Stabkraft aus der den Trager 
befahrenden Lastengruppe. 

Fiir die hier betrachteten, statisch bestimmten Trager bestehen die EL. aus 
geraden Linien. Ergeben sich fiir die Stabkraft positive Werte (Zug), so trage 
man die EL. tiber der Grundlinie auf, bei negativen Werten (Druck) unterhalo 
derselben. 

a) Rechnerische Ermittlung der Einflu.i3linien (EL.). Die Stab
krafte S' aus der Einheitslast .. 1" werden nach dem Verfahren von Ritter 
(s. S.196) berechnet, wobei alle Stabkrafte als Zugkrafte betrachtet werden. 

Beispiel: Filr einen Laufkrantriger von Q ~ 30 t Tragkraft und L= 16 m (s. II. Bd., 
Fig. 155, S.430) sind die EL. zu entwerfen. 

Raddruck p= 9000 kg; Radstand der Katze: b= 2200 mm. MaJ3stab des Netzwerks 
(Fig. 120): 1 mm~l00mm (M 1:100). TragerhOhe lI=Feldweite ",=1,6 m. 

1. Obergurtstabe (Fig.1lO). Stab 0,. Last ,,1" steht rechts von Knoten III. 
Momentengleichung (Drehpunkt 3): 

A2"'+0(''''=0; .0(=-A·2",/",=-2A. FUrA=list 0(--2. 

Dieser Wert wird als Druckwert unter ,., (Fig. 121) maJ3stiibJich aufgetragen und der 
Ordinatenendpunkt -2 mit b, verbunden. Linie -2-+b, schneidet die Senkrechte durch 
Knoten II und ergibt den GrOJ3twert der EL.-Ordinate 'TJ (Last 1 steht auf Knoten II). 

Mit der AufIagerkraft fUr diese Laststellung A = 1 • 9"'/10'" = 0,9 wird der Wert 'TJ er· 
halten zu O{ = -2' 0,9 = -1,S. 

Stab (0,). Es ist: (0() = O{. 
Stab 0 •. Last 1 steht rechts von Knoten IV. Momentengleichung (Drehpunkt 4): 

.04'3'" + O~'''' = 0; O~ =-.04 '3"'/'" =-3.04. 

FUr A = 1 ist £Yo = -3. 
- 3 unter a, auftragen und mit b, verbinden. Linie - 3 -+ b, ergibt auf der Senkreehten 

durch Knoten IV den GrOJ3twert der EL. (Last I steht auf Knoten IV). 
Mit der AufIagerkraft fUr diese Laststellung A = l' 7",/10",=0,7 ist der GrOJ3twert: 

£Yo =-3'0,7 =-2,1. 
Stab (0.). Es ist: (O~) = O~. 
Stab 0 •• Seine EL. wird in gleicher Weise entworfen. 
Stabe O. und 0,. Wegen der Symmetrie des Tragers haben diese Stabe die gleichen EL. 

wie die Stabe O. und 0,. 
2. Untergurtstiibe (Fig.1lO u. 121). Stab U,. Last 1 steht rechts von Knoten II. 
Nach Fig. 121 a ist U{/.o4 = I/sinlX, und daher U{ ~ .o4/sinlX,; tglX, = "'/2", - 0,5; 

IX, ~ 36°40'. Mit sin IX, ~ 0,44S ist I/sinlX, =2,24. 
FUr A-list U{ ~ +2,24. 
+2,24 ilber ,., auftragen und mit b, verbinden. Linle 2,24-+b, ergibt auf der Senko 

rechten durch Knoten II den GrOJ3twert der EL. (Last 1 steht auf Knoten II). 
Mit .04=0,9 (s. Stab 0,) wird der GrOJ3twert der Ordinate: U{ = 2,24 • 0,9 ~ +2. 
Stab (U,). Last 1 steht rechts von Knoten III, so ist (U{) = U{ =+2,24. 
Die bereits gezeichnete Linie +2,24 -+ b, schneidet die Senkrechte durch Knoten III und 

ergibt den GrOJ3twert der EL. (Last 1 steht in Knoten III). 
Mit .o4=I'S",/10",=0,S wird dieser GrOJ3twert derOrdinate: (U{)=+2,24·0,S~+I,S. 
Stab U.. Last 1 steht rechts von Knoten IV. 
Momentengleichung (Drehpunkt III): .042", - U~· '" = 0; U~ = +2.04. 
FUr A = 1 wird U, = +2. 
VerbindungsJinie +2-+b, liefert auf der Senkreehten durch Knoten III den GrOJ3twert 

der Stabkraft (Last 1 steht auf Knoten III). 
Mit A = O,S wird U~ = +2'0,S = 1,6. 
Stab U •. Last I steht rechts von Knoten V. 
Momentengleichung (Drehpunkt V): ~4'" - U~'" = 0; U~ = .044",/", = +4A. 
FUr A = 1 wird U~ = +4. 
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Verbindungslinie +4 -* b, liefert auf der Senkrechten durch Knoten V den GroBtwert der 
Stabkraft (Last 1 steht auf Knoten V). 

Mit A = 0,6 wird U~ = +4·0,6 = +2,4. 
Stabe U, bis U,. Wegen der Symmetrie des Tragers sind ihre EL. zu denen von U" U, 

und U, spiegelbildgleich. 
3. Vertikalstabe (Fig. 122). Stab V , . Steht Last 1 rechts von Knoten III und auf 

ihm, so ist V, spannungslos, steht sie auf Knoten I, so ist ebenfalls V, = 0. Zwischen I und II 
bzw. II und III verlault die EL. geradlinig (Fig. 123). 

7 prb:ip 

0, "II (0,) .Ill O2 ]V (02) V 0., (0) VII 4 
A B 

T 
J -

2.2~ 

O~'!~=-t----r--~----+----r-L~----+----+----~~I 

-1 

-2 

-J 

-¥ 

-5 

Fig. 120 u. 121-

Stab V,. Am Knoten 3 wirken (U~'), V~ und U~. U~ ist bekannt (s. Fig. 126) und wird 
in die Richtungen V~ und (UO zerleg1 (Fig. 126). Aus diesem Kralteck entnfmmt man: 

V~ = - U~ • tg "1 = - U~ ·0,5 = - 2A ·0,5 = -1 A . 
Fur A = 1 wird V~ = -1. 
Verbindungslinie -1-* b, ergibt auf der Senkrechten durch Knoten III den GroBtwert 

von V~ (Last 1 steht auf Knoten III). 
Mit A = 0,8 wird V~ = -1 ·0,8 = -0,8. 
SUbe Va bis V, und V,. Die EL. sind die gleichen wie bei Stab V,. 
Stab V •• Die EL. ist der von Stab V, spiegelbildgleich. 
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4. DiagonaIstiibe (Fig. 122). Stab D,. Steht Last 1 rechts. von Knoten III und auf 
ibm, so ist der Stab spannungslos. 

Last 1 steht auf Knoten II. 
MomentengieiOOung (Drehpunkt I): 

Dp •• - 1w = 0; D{ = 1 w/II. = w/2w· sin IX, = 1/2 sin IX, = +1,12. 
Zwischen I und II .bzw. II und III verIauft die EL. geradlinig (Fig. 124). 

prb-{, 

JlIo, ]V . P' q, 

-1 

-2 

-2 
Fig. 122 bis 126. 

Stab D •• Last 1 steht reOOts von Knoten IV. Lege einen Schnitt durch Feld III -+ IV. 
Da D~ am linken Tell naOO unten geriOOtet ist, so ergibt die 2. GieiOOgewlOOtsbedingung 2'Y = 0 
(s. S. 173): A = D~ sinlX = 0 die Stabkraft: D~ = +A/sinlX. 

FQr A = 1 ist ~ = +1/sinlX; IX = 45·; D~ = +1,414. 
Verbindungslinie +1,414-+b. (Fig.124) schneidet auf der Senkrechten durOO Knoten IV 

(Last 1 steht auf Knoten IV) den GrOBtwert der positiven Ordinate fiir ~ abo 
Mit A =0,7 wird D~ = +1,414' 0,7 = +0,99. 



Fachwerke. 201 

Last 1 steht links von Knoten III. Fiir den gleichen Schnitt und den rechten Tragerteil 
ist D'.j nach oben gerichtet.' Aus B + D~/ sin", = ° wird D',{ = -BlsinlX. Fur B = 1 ist 

D'.j = -l/sin'" = -1,414. 

Verbindungslinie -1,414-..a, schneidet auf der Senkrechten durch Knoten III (Last 
steht auf Knoten III) den grOBten negativen Wert fur D',{ abo 

Mit B = 0,2 wird D'.j =-1,414'0,2 =0,283. 
Stabe D. und D •. Ihre EL. werden in ahnlicher Weise entworfen (Fig. 124 und 125!. 
Stabe D, bis D,. Ihre EL. sind denen der Stabe D., D" D, und D, spiegelbiidglelCh. 
5. Auswertung der EinfluBlinien. 1st z. B. fiir den Untergurtstab U. die groBte Stab-

kraft aus der Lastengruppe zu bestimmen, so stelle man P - P mit der Jinken Last uber Knoten V. 
Das Herabloten der Lastwirkungslinien auf die EL. ergibt die Ordinaten 'I, und'1. (Fig. 120 

u. 121). GrOBte Stabkraft (Zug): 

U, = +P~, +P'1.= +P('1, + 'I.} [t]. 

Zur Bestimmung der groBten Zugkraft 
der Diagonalen D, stelle man die Lasten
gruppe mit dem linken P uber Knoten IV. 
Herabloten der Lastwirkungslinien auf die 
EL. (Fig. 122 U. 124) liefert die Ordinaten: 

D, = +P'1, +P'I. = +P('1, + 'I.} [t]. 

Die zahlenmiiBigen GrOBen von 'I, und '1. 
werden am MaBstab festgestelIt. 

b) Ermittlung der EinfluB
linien d urch Krafteplane. Fig.127 
erlautert das Verfahren an einem ein
fachen Trager. 

Stelle Last" 1" auf Knoten II, berechne 

die Auflagerdrucke (A = 1 3w = 0,75 und 
lw ) 4w 

B = 1 4 w = 0,25 und entwerfe den Kriifte-

plan Fig. 127b. Bei der angenommenen Last
steIlung erhalten 0, und (O,) ihren grllBten 
Druck, U1 seinen graBten Zug, Vl seinen 
gr6JJten Druck und' D, seinen groBten Zug. 

Stab 0,. Entnehme -O~ aus dem 
Kriifteplan Fig. 127 b und trage es auf der 
Wirkungslinie von ,,1" als -~Ordinate nach 
unten auf (Fig. 127 a). Verbindungslinien 
des Ordinatenendpunktes mit a, und b, 
liefert die EL. 

Stab U,. Verfahre wie bei Stab 0" 
nur trage + U~ nach oben auf. 

Stab V,. Trage V~ nach unten auf 
und verbinde den Ordinatenendpunkt mit 
al nnd C1 ' 

~~ 
b II -IJ/ II 

'tI/ -f/o' 
-/-; 

M 8 
, ~ 8 l[t] l[t] 

'0; 
Fig. 127. 

Stab D,. Trage +Di auf der Wirkungslinie von 1 uber der Grundlinie nach oben auf und 
verbinde die Ordinatenendpunkte mit a,. 

Stelle die Last 1 auf Knoten III und entwerfe mit den Auflagerdrucken (A = B =0,5) den 
Krafteplan (Fig. 127c), der die EL. fUr +U, und die --Ordinate -D~ fiir die Diagonale D, 
liefert. Trage - D~ auf der Senkrechten durch Knoten III nach unten auf und verbinde den 
Ordinatenendpunkt mit h, und dem Endpunkt der positiven Ordinate (Fig. 127 a). Zwischen 
der positiven und negativen Ordinate der EL. wechselt die Stabkraft ihren Sinn. 

Auswertung der EL. wie unter a}. 

Das Verfahren ist geeignet, wenn die unglinstigsten Laststellungen bekannt 
sind und nur die EL. einiger Stabe entworfen werden. Flir einen Trager mit 
dem Netzwerk Fig. 122 ist das Verfahren etwas umstaudlich, da zur Ermittlung 
der EL. flinf Krafteplane erforderlich sind. Am einfachsten errnittelt man die 
Stabkrafte aus den wandernden Lasten mit Hilfe des Krafteplanes flir A = 1 
und der A- bzw. B-Linie (s. Bd. II, S.430). 

c) Bestimmung der Stabkriifte von Fachwerkauslegern (Kranauslegern). 
Flir diese Fachwerkgebilde (z. B. Fig. 128 bis 130) werden die Stabkrafte 

meist zeichnerisch nach Cremona (5. S.19S) oder rechnerisch nach Ritter 
(s. S.196) bestimmt. Das EinfluBlinienverfahren (s. S.198) kommt nur flir 
groBe Fachwerkausleger mit wandernden Lasten in Betracht. 
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I. Ausleger zu einem Giellereidrehkran (Ed. II, S. 451, Fig. 209). Lagerung 
des Auslegers in einem unteren Lings- und Querlager und einem oberen Querlager 
wie beim Wanddrehkran Fig. 15, S. 168. Der Obergurt des Auslegers (Fig. 128) 
wird von einer Katze mit derTragkraft Q und dem Gewicht Go befahren. a=gro13te 
Ausladung; aK = KragarmHinge, h = theoretische Rohe der drehbaren Saule. 

a 

Fig. 128. 

Die Stabkrafte sind fiir die in der gro13ten Ausladung (a) stehende voll 
belastete Katze zu bestimmen, wobei der Ausleger gewichtslos sei. 

Kraft Q + Go auf Knoten I als Q' umrechnen. Q' = (Q + Go) • aj(a - ak). 

Damit der Gleichgewichtszustand (l:Y = 0) erhalten bleibt, wird am Knoten III eine nach 
oben wirkende Ersatzkraft Vo = Q' - (Q + Go) angebracht. Eine Berechnung der Auslegerstiitz
krafte (V, H' und H") erilbrigt sich, da diese durch den Krafteplan (Fig. 128 a) erhalten werden, 
der am Knoten I beginnt. Die gestrichelten Stahe (Fig. 128) sind Hilfsstabe und fur die an

~---------,a--------~ 

A 

genommene LaststeIIung 
spannungslos. Da Q + Go> 
H n und die untere resuI
tierende Stiitzkraft im 
Gleichgewicht sind, miis
sen sich ihre Wirkungs· 
linien im Punkt 0 schneiden. 

2. Ausleger zu einem 
freistehenden Dreh
kran mit veriinderli
cher A usladung (Ed. II, 
S. 455, Fig. 228). Der 
auf einer feststehenden 
Stahlsaule drehbare 
Ausleger (Fig. 129) hat 
ein oberes Langs- und 
Querlager und ein un

teres Querlager. Am hinteren Aus
legerende ist ein GegengewichtGg mit 
dem Abstand e. von der Drehachse 
angeordnet. h = Saulenhohe. Fig. 130. 

Der Lastkrafteplan ist fiir die in 
der gro13ten Ausladung a stehende 

Kat~e mit der Tragkraft Q und dem Gewicht Go zu entwerfen. 
Rechne Q + G. (Fig. 129) wie unter 1 gezeigt auf die Auslegerspitze I als Q' um und bringe 

am oberen mittleren Knoten die Ersatzkraft Vo = Q' - (Q + Go) an, damit IY = 0 ist. 
Zerlege Q' (Fig. 129b) in die Stabkriifte S, und S" desgl. Gg in S, und S,. Berechne die 

bei III wirkendeAuslegerstiitzkraft als H' = 1/11' [{Q +Go)a- Gg ·e.J und zerlege H'in S, und S •. 
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Am Knoten IV sind S, und S, bekannt, S, und S, werden gefunden. Am Knoten V sind S, 
und S, bekannt, S, und S .. werden gefunden. Die am inneren Knoten wirkende obere (resul
tierende) Stiitzkraft Pr wird im Kriifteplan nach GrOBe und Richtung aus dem Dreieek 
(Gg - Vo+Q') und H' (Fig.129b) gefunden und als (Pr) parallel verschoben; desgl. + 5 naeh 
(+ 5). s" ist gleich der Komponente (V) von Pro 

3. Ausleger zu einem Hafendrehkran (Drehscheibenkran nach Bd. II, 
S. 457) mit fester Ausladung a (Fig. 130). Die unmittelbar am Sell angreifende 
Last Q ist an der Auslegerspitze angenommen. Der Seilzug ist parallel zu sich 
verschoben und durch die Mitten der Rollen und der Trammel gelegt. 

Der Lastlcrafteplan ist mit Beriicksichtigung des Seilzugs zu entwerfen. 
Vereinige Q und den Seilzug S=Q zur Resultierenden R, (Fig. 130 a) und S-S an der 

Umlenkrolle zu R, (Fig. 130b). Zerlege das untere S in die an den Knoten angreifenden Kom
ponenten SA und SB (Fig.130e). Der Seilzug tritt als nur innere Kraft in Erscheinung und 
andert am auBeren Gleichgewieht der Krafte niehts. 

Auslegerstiitzkriifte: A = -Q . (a - 1,)/1; B = Q • (a + 1,)/1. 
Der Lastkrafteplan (Fig. 130 d) wird von der Auslegerspitze beginnend entworfen. Die an 

den Knoten angreifenden Krafte und die AusJegerstiitzkriifte bilden, da sie im Gleiebgewieht 
sind, einen gesehlossenen Kriiftezug, dessen Pfeilrichtungen gleiebsinnig sind (Fig.130d). 

II. Dynamik. 
A. Bewegungslehre (Kinematik). 

Bearbeitet von Dr.-Ing. W. Meyer zur CapeUen, VDI, Aachen. 

Eine Bewegung heiBt absolut, wenn sie auf eine ruhende Umgebung be
zogen wird, sie heiBt relativ, wenn die Umgebung sich selbst in Bewegung 
befindet. 

1. Bewegung des materiellen Punktes. 
a) Oeradlinige Bewegung. 

I. Bei der gleichformigen Bewegung legt der bewegte Punkt in gleichen 
Zeiten gleiche Wege zuriick. Seine Geschwindigkeit v, d. h. der in der Zeit
einheit zUl'iickgelegte Weg, ist dann unveranderlich. Der Weg 5 ist der Vektor 
yom Anfangspunkt der Bewegung bis zur Lage zur Zeit t. Es gilt dann 

v = Weg/Zeit = 5/t [m/sek1; 5 = vt [m]. 
J ede pbysika1ische GroBe hat eine auf den Grundeinheiten aufgebaute Dimension, die bier 

durch eckige Klammern hervorgehoben wird. 

1m Weg-Zeitblld (Fig. 1 a) ist 5 durch die Gerade 5 = vt dargestellt; ihre 
Steigung tgo.: ist (entsprechend dem MaBstab) proportional der Geschwindigkeit V. 

Bei der zeichnerisehen Darstellung wird die darzustellende GroBe 
in bestimmtem MaBstab aufgetragen. Man driieke diesen immer so 
aus, daB man die Bedeutung von 1 em der Zeiebnung angibt, also: 

1 em = ao sek; 1 em = bo m; 1 em = Co m/sek usw. 
Mit diesen Werten foJgt z. B. aus Fig. 1 a, daB v = tg IX • bolao ist. 

1m Geschwindigkeits-Zeitbild wird v durch eine zur Zeit
achse parallele Gerade dargestellt (Fig. 1 b), und der bis zur 
Zeit t1 zuriickgelegte Weg 51 ist proportional der schraffier
ten FHiche OABC. 

Mit den MaBstabfaktoren bedeutet dann 1 em' = coao m. 

Z. Bei der ungleichfiirmigen Bewegung andert sich die 
Geschwindigkeit mit der Zeit. Die Anderung der Geschwin
digkeit in der Zeiteinheit heiBt Beschleunigung. Fig.!. 

a) Bei der gleichmaBig beschleunigten Bewegung ist die Beschleuni
gung b unveranderlich, und es gilt 

b v2 - v1 Geschwindigkeitsanderung 
= -t--t- = Z 't" d [m/sek21· 

2 - 1 e1 an erung 
1st Vo die Anfangsgeschwindigkeit, 50 folgt fiir Geschwindigkeit v und Weg s 

v = Vo + bt; s = vot + bt2/2 = (vo + V)t/2. 
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1st die Geschwindigkeit positiv und nimmt sie ab, so spricht man auch wohl von ver· 
zOgerter Bewegung. Ein negatives Vorzeichen von v oder b deutet an, daI.l v oder b entgegen
gesetzt gerlchtet sind wie die positive Richtung von 8. 

Das Geschwindigkeits-Zeitbild ist eine Gerade (Fig.2b fiir b> 0, Fig.3b 
fiir b < 0), und ittre Steigung tgcx2 ist proportional der Beschleunigung b. Das 
Weg-Zeitbild (Fig.2a u. 3a) ist eine Parabel. Die Steigung tgcx1 der Parabel 
ist proportional der Geschwindigkeit v, 

1st die Anfangsgeschwindigkei t Vo gleich Null, so gilt 

s=bt2/2=vt/2=v2/2b; v=bt=l"2bs; b=v2/2s=v/t; t=v/b=¥2s/b. 

Die mittlere Geschwindigkeit v .. ist diejenige 
konstante Geschwindigkeit, mit der der Punkt in 
der gleichen Zeit den zuriickgelegten Weg durch
laufen wiirde: 

s = v .. t; v .. = (vo + v)/2. 

.~ 
t 

Fig. 2. Fig. 3. Fig. 4. 

Beispiele: t. Freier Fall. Die Beschleunigung des freien Falls oder die Fa1lbeschleuni
gung imluftleeren Raum ist in Deutschland im Mittel g=9,81 mIsek', Mit v, =0 wird die durch-

fallene HOhe h=gt'/2=v'/2g; ferner wird v=gt= V2iii; I=v/g= 1'2iifg. 

2. Senkrechter Wurf nach oben. Die Beschleunigung ist negativ (Fig. 3b), und zwar 
gleich -g. Daher wird v=1J,-gt; Steigzeit T=volg; 8=v.t-gt'/2; SteighOhe H=1JU2g. 

b) Bei der ungleichmaBig beschleunigten Bewegung (Fig. 4) ist 

LIs ds , Llv dv , dis _ 
v = lim - = - = S 1); b = lim - = - = v = - = s 

.<It+O LIt -dt .<It+O LIt dt dt2 

(S. 71) und v = jbdt, s = jvdt. 
s ist dabei wieder der Vektor vom Ausgangspunkt bis zur Lage fiir die Zeit t 

(nicht mit der Lange der durchlaufenen Bahn zu verwechseln). 

Fig. 5. 

Die mittlere Geschwindigkeit vm zwischen 
zwei Zeitpunkten ist 

v .. = (j:al)! (12 - '1) 
It 

und stellt die Hohe des Rechtecks liber der 
Strecke '1 t2 dar, das der schraffierten Flache (Fig. 5) 
inhaltsgleich ist (mittlere Hohe, s. S. 74), 

Beispiel: Fitr S==tI sinro t wird v=s=tlro cosrot; b =v =8=-110)' sinoot =-oo's. 
(S. ferner Beispiel t, S. 7t u. Beispiel t, S. 73.) 

') Die Ableitungen nach der Zeit werden durch Punkte angecieutet (S. 68). 
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3. Oraphische Verfahren. a) Die Weg-Zeitkurve liefert die v-t- bzw. die 
b-t-Kurve als ihre erste bzw. zweite Differentialkurve (5. 71). Bei vorgezeich
neter s-t-Kurve ist das zeichnerische Differenzieren (5. 159) anzuwenden: Zieht 
man in einem Punkt der s-t-Kurve (Fig. 6) die Tangente, verschiebt sie in den 
Pol P auf der negativen Zeitachse, so schneidet sie auf der Wegachse die Strecke 
01' = v ma13stablich aus. Die Senkrechte durch A und die Waagerechte durch l' 
treffen sich im gesuchten Punkt A' der v-t-Kurve. Wiederholung flir andere 
Punkte liefert das v-t-Bild. In gleicher Weise liefem die Tangenten (gestrichelt) 
der v-t-Kurve die b-t-Kurve. 

1st der PolabstandOP=psek, und bedeutet auf der s-Achse 1 em=b.m, so gilt fUr die 
u-Achse der MaSstab 1 em = d, = bolP mlsek. FUr die Beschleunigung gilt ebenso 1 em 
= d,IP mJsek'. 1m Beispiel der Fig. 6 ist P = '/ .. sek, woraus die angegebenen MaSstiibe folgen. 
Geeignete Wahl von P vermeidet einen zu steilen oder zu f1achen Verlauf der Kurven und auch 
ein Oberschreiten der Zeiehenflache. 

t: 1 ern. - as- sek 
S: 1r:m--i m 
VI 1cm -2,5m/sek 

1 am -SO m/&ek! 

t [aak] 

Fig. 6. 

b) Da die v-t- und s-t-Kurven bzw. die erste und zweite In tegralkurve 
(s. S. 83) der b-t-Kurve sind, konnen durch rechnerische oder graphische Inte
gration (5.158) das v-t- und das s-t-Bild gewonnen werden. 

FUr die M a B stab e gilt dann: 1st 0 P = P sek und bedeutet 
auf der b-Achse 1 em = c, misek', so gilt fUr die u-Achse der MaB
stab 1 em = do = P Co m/sek. Entsprechend gilt fUr die s-Achse 
1 cm=bo=pd,m. 

c) 1m Geschwindigkeits-Weg-Bild (Fig. 7) er
scheint die Beschleunigung als Subnormale (5.94), da 

dv dv ds dv 
b = dt = ds . dt = ds . v = V· tg<x, 

1.---0--... s 
und kann durch zeichnerische Ermittlung der Tangente Fig. 7. 
bzw. der Normale gefunden werden (s.S.159). 

Bedeutet auf der v-Achse 1 em = do mJsek und auf der s-Achse 1 em = b. m, so gilt fUr die 
Beschleunignng b der MaBstab 1 em = d~/b, m/sek'. 

4. Sonderfal1: Harmonische Schwingung. Dreht sich die Kurbel r der Kreuz
schleife (Fig. 8) mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w (5.207), so ist die Aus
lenkung des Schiebers P aus seiner Mittellage gegeben durch x = r sintp (5. 121) 
oder durch das Gesctz der harmonischen Schwingung: 

x = rsinwt. 
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Die griiBte Auslenkung r heiBt Amplitude oder Schwingungsweite. Die 
Schwingungsdauer oder Periode T = 2n/w ist die Zeit fiir einen Hin- und 

± Hergang. Ihr Kehrwert n = 1/T = w/2n [1/sek] 
C=:,:::::JhiichsleSte//ungist die Frequenz oder Schwingungszahl in der 

P --T Sekunde und wird durch "Hz" (Hertz) ausgedriickt. 
x w =2n/T heiBt die Kreisfrequenz. Fiir Ge-

,..--- ----rIA-A., "'Lolf schwindigkeit und Beschleunigung folgen 
.. --- ---.JIYfflflU""lJ't:fIUng 

fJ =:i: = rwcoswt 
und 

b = Ii: =-rw2 sinwt =-w2 :&, 

c::: :::J tieftle Ste//ung d. h. die Beschleunigung ist proportional der Aus-
II lenkung :& und ihr entgegengesetzt gerichtet. 

Fig, 8. 

B eis p iel: Ein an einer Feder biingender Korper schwingt 
in der Sekunde 25mal auf und abo Die Entfemung zwi
schen den auf3ersten Lagen ist 0,8 em. Dann ist , = 0,4 em; 
T='I .. sek; 00=50,.; s=O,4sin50,.t und die Grof3tbe
schleunigung bmax = (50,.)" 0,4 = 3140 cmlsek'= 31,4 m/sek'. 

b) Krummllnlge Bewegung. 
I. Orundbegriffe. Die Lage eines Punktes auf 

der von ihm beschriebenen Bahn kann durch den 
von einem festen Punkt 0 aus (Fig. 9) gezogenen 
Vektor OP = t angegeben werden1). Dann ist die 
Geschwindigkeit b = dt/dt ein Vektor in Richtung 

der Bahntangente (Fig. 9, 10). 1st hierbei 5 1,2 die Lange des in der Zeit 
t2 - t( zuriickgelegten Weges, so ist die mittlere Geschwibdigkeit "m = 51. s/Clt - t2). 

J ede krummlinige Bewegung ist beschleunigt', da die Geschwindigkeit in 
ihrer Richtung geandert wird. Die Beschleunigung ist immer nach der konkaven 
Seite der Bahn gerichtet: Tragt man die Geschwindigkeit zweier Bahnpunkte 

f 
d t 

Fig. 9. Fig. 10. Fig. 11. 

(ebene Bewegung) von einem Punkt aus auf (Hodograph, Fig. 10), so ist der Ge
schwindigkeitszuwachs in der Zeit LI t gleich LI b und damit die Beschleunigung 

b= lim Llb=db. 
L1 t~O Lit dt 

b fiillt nich t in die Richtung von b (Ausnahmen S. 2.). 
Z. Natiirllche Komponenten der Beschleunigung erhaIt man, wenn man diese 

in Richtung der Tangente bzw. der Normale zerlegt (Fig. 11). Es folgt 
die Tangentialbeschleunigung b, = dfJ/dt und 
die nach der konkaven Seite gerichtete Normalbeschleunigung b" = 112/(!, 

worin (! der Kriimmungsradius (S.96). Auf der Geraden und im Wendepunkt 
eioer Bahn ist (! = 00, daher b" = O. . 

1) FUr die Darstellungen der Vektoren vgl. Vektorrechnung S. 128. 
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3. Bei rechtwlnkligen Koordlnaten mit 0 als Anfangspunkt der Bewegung 
(Fig. 9) ist die Lange des auf der Bahn in der Zeit t zuriickgelegten Weges s , 
durch s =Jds = 1'/x2 + y2 dt (S.79) gegeben. Der die Lage von P be

o 
stimmende Radiusvektor t hat die Komponenten x = r cos P und Y = r sin p. 

Fi.ir die Komponen ten von Geschwindigkeit und Beschleunigung in Rich-
tung,der Achsen folgt dann (Fig. 9) 

Vz = v cos£x = x; Vy = v sin £x = y; v2 = v~ + v:; tg£x = vy/vx • 

bz = b cosy = x; by = b sin I' = Yi b2 = b~ + b:i tgy = by/b",. 
Eine gleichformige, daher auch geradlinige Bewegung (b = 0) liefert gleich-

formige Komponenten. Bei ungleichfOrmiger Bewegung ist mindestens eine 
Seitenbewegung ungleichfOrmig. 

Fiir geradlinige Bewegung gilt, wenn 0 Anfangspunkt der Bewegung: 

£x = P = I' = konstant und y: x = Vy: v", = b1l : b", = tg£x = konstant. 
Durch Zusammensetzen der Komponenten oder der Seitenbewegungen 

folgen mit ds als Wegelement die geometrischen oder vektoriellen Summen 

d~ = d,£ + d~; b = bz + by; b = bx + by. 
Diese Beziehungen gelten auch fiir Zer
legung in beJiebigen Richtungeni z. B. 
wird b = bl + b2 (Fig. 12) und ent
sprechend b = bl + O2 , 

Fig. 12. 

•• Bei riiumlicher Bewegung. wenn 
also die Bahn nicht in der xy-Ebene 
Jiegt oder iiberhaupt nicht eben ist, ist Fig. 13. 

die Lage des Bahnpunktes P gegeben durch den Radiusvektor t = OP (Fig. 128, 
Math. S. 125) mit den raumlichen Koordinaten x = r cos £x , y = r cosp, 
s = r cosy als Komponenten, so daB r2 = x2 + y2 + z2. Fi.ir die Kompo
nen ten von Geschwindigkeit und Beschleunigung (Fig. 13) folgt entsprechend 

Vx = v cos£XI = Xi b", = b COS£X2 = Xi 2 2 
f) = Vz + V~ + V~i 

Vy = v COSPI = Yi b. = b cospa = }Ii 
V.=vcosYI=Zi b.=bcosY2=Zi b2 = b~ + b: + b~. 

Mit vektorieller Darstellung gilt b = b", + by + b.i b = b", + by + b.. auch 
wenn die Richtungen der Seitenbewegungen nicht aufeinander senkrecht stehen. 

Fiir gerade Bahn bleiben die Winkel £Xl = £X2' 
PI = P2 und 1'1 = 1'2 konstant, und wenn die Bahn 
durch den UrsprungO geht, auch die Winkel £x = £Xl = £X2' 
P = PI = P2 und I' = 1'1 = 1'2' Die Gleichung der Bahn 
ist durch die Gleichungen einer Geraden im Raum 
(vgJ. Math. S. 125) gegeben. 

S. Krelsbewegung. a) Bewegt sich ein Punkt P auf 
einem Kreis vom Radius r (Fig. 14), so dreht sich der 
FahrstrahlOP urn den Winkel rp, und der zuriick
gelegte Weg ist der Bogen rrp (rp im BogenmaB). 

b) Die Winkelgeschwindigkeit w = drp/dt 
= if; [1/sek] ist auch die Geschwindigkeit eines Punktes 

Fig. 14. 

im Abstand "Eins" vom Drehpunkt_ Der vom Fahrstrahl iiberstrichene 
Winkel ist rp =Jwdt. 

c) Die Geschwindigkeit des Punktes P ist demnach 
v = r' W, so daB auch w = vIr. 

d) Die Anderung der Winkelgeschwindigkeit in der Zeiteinheit ist die 
Winkelbeschleunigung e = W =;p [1/sek2J. 
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Daher ist fiir konstante Winkelbeschleunigung w = Wo + Je de = Wo + et 
und bei konstanter Winkelgeschwindigkeit ({i = we. 

e) Die Beschleunigung b des Punktes P (Fig. 14) hat als Komponenten 

die Normalbe5chleunigung bn = v2/r = rw2 = vw und 
die Tangen tialbeschleunigung b, = re = rw = rip, 

50 daB b2 = b! + b~. 
f) Danach kann bei beliebiger ehener und krummliniger Bewegung (5.206) mit I! als Krum

mungsradius auch gescbrieben werden b,. = I! w' = v • '" und b, = I! • £ = I! • W = I! • ;p. 
g) Bei gleichformiger Bewegung, d. h. (J) = konst. gilt mit n [1/min] Um

drehungen in der Minute 

w = nn/30 = 0,1047n 1/sek (~n/10 1/sek); 
n = 30w/n = 9,549w 1/min (~10w 1/min). 

Umfangsgeschwindigkeit v = rw = rnn/30 = Dnn/60 m/sek (D=2r). 
Umlaufzeit T = 6O/n = 2n/w sek. 
1st die Zeit einer vollen Umdrehung unveriinderlich, iindert sich aber die 

Winkelgeschwindigkeit w wiihrend einer Umdrehung periodisch derart, daB 

Fig. IS. 

w zwischen den Grenzen Wma.>: und Wmln 
schwankt, so ist die mit tIe r e Winkel
geschwindigkeit Wmlttel = 17, n/30 und der 
Ungleichformigkeitsgrad 

(j = (Wmax - Wmln)/Wmlttel). 

(S. Bd. II, S. 198). 
6. Zerlegung beiPolarkoordlnaten. a) Sind 

die Polarkoordinaten eines bewegten Punk
tes A (Fig. 15a) r und ({i, so kann der in der 
Zeit At zurtickgelegte Weg A~ zerlegt wer
den in eine radiale Komponen te ASr = Ar 
und in eine dazu senkrechte Komponente 

As<p = r A ({i, wenn der Fahrstrahl sich um den Winkel A ({i gedreht hat. Daher 
folgt fiir die Komponenten der Geschwindigkeit 0 = Or + o<p, daB 

Ar dr _ 
v = lim -=-=r 

, At~O Ae de 
und 

• As<p li rA({i d({i • 
v<p = A\~O At At~O --:1T = r' de = rrp = rw. 

Die Gesch windigkeit kann zedegt werden in die radiale Komponente v, = r 
und die Umfangsgeschwindigkeit v<p = rif; = rw. 

b) Die Beschleunigung b hat ebenso die Komponenten b, und b<p, d. h. es 
ist b = b, + b<p. b, setzt sich einerseits zusammen aus der Normalbeschleuni
gung b~) = -rrf2 = -rw2 bei unveriinderlich gedachter Polstrahlliinge r und 
andererseits aus der durch die Anderung des Pol- und Fahrstrahls r bedingten 

Beschleunigung b~l) = dv,/de = d2r/dt2 = .; , 

so daB die Radialbeschleunigung b, = b~) + b~2) = ;: - rtp2 = ;: - rw2• Der 
eine Tell der Umfangsbeschleunigung b<p ist durch die Richtungsanderung von Vr 

• ., A A al btl) Ii v, A rp .. 
bedmgt: Es 1St (FIg. 15b) LJv<p=v,LJ({i, so <p = Llt~O ~ =v,rp = v,w. 

Der andere Teil folgt aus der Anderung des Betrages der Geschwindigkeit v<p. 
Da zur Zeit el = t + A t die Winkelgeschwindigkeit gleich WI = W + A 00 und 
der Fahrstrahl gleich r1 = r + Ar ist, so wird 

Av: = v<p, - v<p = rlwl - rw = (r + Ar)(w + Aw) - rw = wAr + rAw 
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(bei Vernachliissigung kIeiner GroLlen zweiter Ordnung). Also wird 

2 LiV(2) dr dw . _ 
biJ= lim --!'-=W-d +r~d-=wr+rp=wvr+re, wenn e=w=p. 

'r Jt~OLJt t t 

SchlieLllich fol~t mit b,p = b~ + b~) iiir die Umfangsbeschleunigung 

. . .. 1 d r2' [ 2 d2 F l] brp = 2WVr + re = 2pr + rp = r "it ( p) = r -dt2-' s. c . 

brp weist je nach Vorzeichen in Richtung ab- oder zunehmender Winkel p. Die 
Teilbeschleunigung 2wvr ist gegeniiber Or urn 90° im Sinn von w gedreht. 

c) Die Fliichengeschwindigkeit ist die in der Zeiteinheit iiberstrichene 
Fliiche. Zwischen den Fahrstrahlen r und rl = r + Lir (Fig. 15a) liegt die 
iiberstrichene Fliiche LiF = !r2Lip, also wird die Fliichengeschwindigkeit 

dF LiF 1 . 1 1 1 - = lim -- = --r2ep = ~r2w =-v",-r = ~v·p, 
dt Jt-+oLit 2 2 2 2 

worin p das Lot von 0 auf die Richtung von v ist. 
d) Bei der Zentralbewegung geht die Gesamtbeschleunigung durch einen 

festen Punkt O. Dann ist brp = 0, d. h. auch d2 F/dt2 = 0, und es mull die 
Fliichengeschwindigkeit dFldt = konstant sein: In gleichen Zeiten werden gleiche 
FHichen iiberstrichen. 

Beispiele: Kreisbewegung wt konstanter Winkelgeschwindigkeit. Bewegung der Rrde um 
die Sonne. 

c) Zusammensetzung von Schiebungen. 
I. Erfiihrt ein Massenpunkt durch irgendweIche Ursachen mehrere Verschie

bungen SI' S2' S3' ••• in gleicher Richtung (positiv oder negativ), so ist die 

a b 

Fig. 16. Fig. 17. Fig. 18. Fig. 19. 

resultierende geradlinige Verschiebung S = SI + S2 + Sa + . .. (Fig. 16), 
also gleich der algebraischen Summe der Einzelverschiebungen. 

Ebenso folgt die resultierende Geschwindigkeit v als die Summe der 
Einzelgeschwindigkeiten: v = VI + v 2 + Va + ... 

2. Erfiihrt bei krummliniger Bahn ein Punkt die Verschiebungen tl und I2 
in verschiedenen Richtungen, so ist (Fig. 17) die resultierende Verschiebung 
gleich der geometrischen Summe der einzelnen Schiebungen: I = II + t 2• 

Bewegt sich der Punkt in der einen Richtung mit der Geschwindigkeit 01 , 

in der anderen mit der Geschwindigkeit O2 , so ist die resultierende Geschwin
digkeit die geometrische Summe der Geschwindigkeiten: 0 = 01 + O2 (Fig. 18). 

Beispiel: Wird ein punktformiger Korper unter dem Winkel IX gegen die Horizontale 
wt der Anfangsgeschwindigkeit v, abgeworfen (S.111), so wiirde er ira luftleeren Raum ohne 
Wirkung der Fallbeschleunigung in Richtung von Vo in der Zeit t den Weg Vo t (Fig. 19a), allein 
durch die Fallbeschleunigung den Weg gt'/2 zuriicklegen. Dann lieferl die geometrische Addi
tion dieser Komponenten die Lage und damit die Bahn des Punktes. 

Ebenso hat die Geschwindigkeit b (Fig. 19b) die Komponenten v, in Rlchtung von Vo und gt 
in der senkrechten Fallrichtung. Die horizontale Komponente von v, ist konstant, und £ii. die 
Steigzeit T liest man ab: g' T = Va sin ex oder T = sin a • vo/g. 

Zusammensetzen von Beschleunigungen und weitere Beispiele s. S. 212 u. 214. 
Zusammensetzen von Drehungen s. S.217. 

Taschenbuch fur den Maschinenbau. 9. Auf!. 1. 14 
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2. Bewegung des starren K6rpers. 
a) Ebene Bewegung. 

I. Bei Drehung eines Korpers um eine Achse wird die Winkelgeschwindig
keit w = if; = dcp/dt dargesteilt als Vektor, der in der Drehachse liegt (Fig. 20). 
Er kann in dieser verschoben werden wie eine Kraft am starren Korper. Sein 
Pfeil zeigt nach der Richtung, in der sich eine rechtsgiingige SChraube durch 

v 

5altJ 
,. Fig. 20. Fig. 21. 

die Drehung fortbewegen 
wiirde. Aile Punkte beschrei· 
ben Kreise. 

a) Die Geschwindig
keit fJ im Abstand r (Fig. 21) 
ist dann 

fJ = rw = r¢. 
Die Geschwindigkeiten aller 
Punkte verhalten sich fiir 
einen augenblicklichen Be· 
wegungszustand wie ihre Ab
stiinde r vom Drehpunkt. 

b) Die Beschleunigung b eines Punktes 
foIgenden Komponenten (Fig. 21): 

im Abstand r zerfaIlt in die 

Normalbeschieunigung b" = rwB = fJB/r (zum Drehpunkt hin gerichtet); 
Tangentialbeschleunigung bl =r8, wo 8 = If = if = Winkelbeschieunigung. 

Dann ist 

D. h. fiir den augenblicklichen Bewegungszustand verhalten sich die Beschleu
nigungen wie die Abstiinde r der Punkte vom Drehpunkt und bilden mit den 
Strahlen durch den Drehpunkt den gleichen Winkel £x. 

2. Bei einer Schiebung (Translation) erfahren alle Punkte des Korpers die 
gIeiche parallele Verschiebung. 1st die Elementarschiebung gIeich d~, so ist 

die Schiebungsgeschwindigkeit b = d~/dt. Wenn 
der Korper zwei Schiebungen d~l und d~1 unter
worfen ist, so ist die gesamte Verschiebung die geo
metrische Summe d~ = d~l + d~I' 

3. Schiebung und Drehung (Oeschwlndlgkelt). 
Jede ebene Bewegung kann aufgefa13t werden als 
eine Zusammensetzung von Schiebung und Drehung: 

a) Geschwindigkeit: Wird die Strecke A B 
des Korpers (Fig. 22a) nach LJt Sekunden in 
die Lage AIBI gebracht, so kann die Bewegung 
aufgefal3t werden aIs eine Paralle1verschiebung 
um die Strecke LJ SA und eine Drehung um den 
Winkel LJcp. Dann wird die Verschiebung LJsB des 
Punktes B aus den Komponenten LJsA und 
LJ S B A = A B • LJ cp gebildet. Beim Grenzubergang 
..1t-+o gilt dann (Fig. 22 b) 

bB = bA + bBA , 

d. h. die Geschwindigkeit des Punktes B ist gIeich 
Fig. 22. der Geschwindigkeit des Punktes A, geometrisch 

vermehrt um die Drehgeschwindigkeit bBA von B 

gegen A. Fur den Betrag der Ietzteren gilt fJ B A = A B • q" wenn q, die augen
blickliche Winkelgeschwindigkeit ist. bBA steht senkrecht auf AB. 
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Beispiel: Der Kurbelendpunkt A der Schubkurbel (Fig. 23a) habe die Geschwindigkeit VA. 
Die Richtung der Geschwindigkeit VB des Kreuzkopfes ist bekannt. Tragt man dann VA in B 
an und zieht durch den Endpunkt eine Senkrechte zu A B, so trifft diese BA. im gesuchten 
Endpunkt von VB. Es ist dann r = VB AI Xli. Die Anbringung dieses Geschwindigkeitsdreiecks 
in A, ergibt: Macbe A,A = VA; die Verlangerung von BA trifft die Senkrechte zu A,B durch 
A, in E, dann ist A,E=VB. Hat man VA in anderem MaBstab aufgetragen, so mache man 
A,A"=VA, ziehe durch A" die Parallele zu BA. Diese trifft die Senkrechte durch A, in E"; 
es is! AoE"=VB. Rechnerisch folgt: VB=VA sin (a +!1)/cos!1. 

b) Momentanpol: Sind die Geschwindigkeiten VA und VB zweier Punkte A 
und B eines bewegten Korpers, einer Scheibe oder einer Ebene auf ihren Bahnen 
hA und hB gegeben (Fig. 24), so ist der Schnittpunkt der Senkrechten auf VA 
und VB, d. h. del' Bahnnormalen der Momentanpol. Er hat im Augen
blick die Geschwindigkeit Null, wie aus der zweimaligen Anwendung des Satzes 

A* 

o~':' C* 
" 

b'~ p* 

a Fig. 23. Fig. 24. 

liber die Zusammensetzung der Geschwindigkeiten einma! von A aus und ein
mal von B aus folgt. Der Momentanpol kennzeichnet zwei unendlich benach
barte Lagen. 

Die Bewegung kann im Augenblick aufgefaBt werden a!s eine Drehung um 
den Momentan- oder Geschwindigkeitspol P mit der Winkelgeschwindigkeit 

rP = vA/AP = vB/BP = tgB- (Fig. 24). Die Geschwindigkeiten stehen auf den 
vom Momentanpol aus gezogenen Strahlen senkrecht und liefem damit auch 
die Bahntangenten. Die Geschwindigkeiten verhalten sich wie die Abstiinde der 

Bahnpunkte vom Momentanpol: V A: VB = P A : P B . 
c) Hieraus erfolgt die Ermittlung der Geschwindigkeiten mit Hilfe der ge

dreh ten oder lotrech ten Geschwindigkeiten (Fig. 24): Sind die Bahn
normalen und die Geschwindigkeit VA eines Punktes A bekannt, so drehe man 
VA um 90 0 bis A' auf der Normalen AP, ziehe A'B' parallel AB. Dann ist 
BB' die gedrehte Geschwindigkeit VB' bB steht senkrecht auf BP. 

Beispiele: 1. Bei der Schubkurbel (Fig. 23a) ist P der Schnittpunkt von A,A und der 
Senkrechten in B zu A,B. VB ist nocbmals mit Hille der gedrehten Geschwindigkeiten ge
lunden. Ebenso Hefer! die Parallele A' C' zu A C auf dem Polstrahl PC die gedrehte Geschwin
digkeit C C' = vo. Ohne Kenntnis des Poles Helem die Parallelen A' C' nnd B' C' bzw. zu A C und 
BC den Punkt C. MaBstab s. S.213 oben. 

2. Beim Gelenkviereck, Fig. 27 a, is! P der Schnittpunkt der Bahnnormalen A,A und BoB. 

d) Ein Geschwindigkeitsplan vereinfacht die Konstruktionen: Trage 
von einem beliebigen Punkt p* aus (Fig. 23 b) die Geschwindigkeit V A = p* A * 
auf. Mache Dreieck P*A*B* iihnlich Dreieck PAB. Dann ist P*B* = VB' 
Ebenso liefert die Ahnlichkeit der Dreiecke A CB und A *C* B* die Geschwin
digkeit Vo = p*C* usw.: Der Geschwindigkeitsplan ist der bewegten Figur 
iihnlich und gegenliber dieser urn 90 0 gedreht. 

14* 
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4. Schlebung und Drehung (Beschleunlgung). a) Sind li../. und liB die Be
schleunigungen zweier Punkte A und B des bewegten Korpers (Fig.25), so 
folgt durch Differenzieren des Satzes fiir die Geschwindigkeiten 

liB = li../. + liB A , 
d. h. die Beschleunigung des Punktes B ist gleich der geometrischen Su=e 
aus der Beschleunigung des Punktes A und der Beschleunigung liBA der Drehung 
von B gegeniiber A. Die letztere zerfiillt mit 1 = AB in eine Normalkompo
nente b: = v1.././l = l· p2 in Richtung BA und eine Tangentialkomponente 
b~ = I· P senkrecht A B, wenn q, und ip die augenblickliche Winkelgeschwin
digkeit bzw. -beschleunigung bedeuten. 

Fig. 25. Fig. 26. 

Beispiele: 1. An der Schubkurbe1 derFig.23a solldie Kreuzkopfbeschleuniguug bestimmt 
werden. Die Kurbe1 drehe sich mit konstanter WinkeJgeschwindigkeit 00; es 1st b A = r 00" gleich 
AA, (Fig. 26) gezeichnet. Die Richtung von bB 1st bekannt; tragt man dann in B die Beschleu
nigung bA=Bl an, daran b!=v'1U/l=12 (VB,,/, aus Fig.23a bestimmt) parallel BA, so 
schneidet die Senkrechte zu B A durch 2 auf B A. die gesuchte Beschleuniguug b B = B 3 aus. 
Dabei erhaIt man auch b~ =23. MaBstabe s. S. 213 oben. 

1st 00 nicht konstant, so setzt sich bA aus den Komponenten b../.n-roo" und bA.=r·. zu
sammen mit • als Winke1beschleunigung der Kurbel. 

In den Totlagen wird VB=O (also B zum Momentanpol) und VBA = V../.; ferner 1st dann 
b! = vi A/I = v~JI = ,I «J'II = bA' rll, wenn 00 konstant ist. Daher folgt mit b~ = 0, daB in 

den Totlagen bB=b../. ±b../. 
• rll=b../. (1 ±rll)') 1st. Hier
bei gilt + fUr die rechte 
und - fUr die linke TotIage. 

2. Beim Gelenkvier
eck (Vierzylinderkette) 
A,B,BA (Fig. 27a) mit 
demfesten StegA,B, drehe 
sich die Kurbe1 A.A = r 
mit konstanter Drehzahl. 
Die Methode der gedrehten 
Geschwindigkeiten Iiefert 
bei A die Geschwindig· 
keiten VB und VB../.. Es ist 
VA gleich dem Kurbe1radius 
gezeichnet. Ebenso 1st die 
Bescbleuniguug b../. = roo' 
gleich dem Kurbelradius 
A A. gezeichnet. Dann fin· 
det man bB folgender· 

Fig. 27. maBen: Mache Bl = M 
= (VB../.)I/AB parallel BA 

(geometrisch mit Halbkreis konstrniert), 12 = b../. und ziehe durch 2 eine Senkrechteg zu BA. FUr 
den zweiten geometrischen Ort der Spitze 3 von bB denke man sich bB in die natiirlichen Kom· 
ponenten hinsichtlich der Bahn kB von B zerlegt, also in die Normalkomponente B l' = vj/ B B. 
in Richtung BB. (geometrisch konstrniert) nnd in die Tangentialkomponente bB. senkrecht BB.: 
Die Senkrechte kzuB B, durch l' schnefdet g im gesuchten Punkt3, so daB B3 = bB und 1'3 = bB t. 

') Ober die GriiBtwerte von Geschwindigkeit und Beschleunlgung des Kreuzkopfes vgl. 
Maschinenbau (1937) S. 529-552. 
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1st der Mallstab fiir die Darstellung des Kurbeltriebes t em=b.m, so gelten, da VA=rro 
=rjb. em und bA =100' =rjb. em gezeichnet sind, fiir Geschwindigkeit bzw. Bescbleunigung die 
Mallstabe (s. a. Schubkurbel, S.21t und Beispiel 1): 

1 em=b.oomjsek bzw. 1 cm=b.oo'mjsek'. 

1st 00 nicht konstant, so ko=t noch zu bAn =100' die Tangentialbescbleunigung bA. =r. hinzu. 
b) Beschleunigungsplan. Um die Bescbleunigung eines weiteren Punktes C zu finden, 

trage man im Beispiel (Fig. 27 b) von einem Punkt 0' aus die Bescbleunigungen O'A'" = b A und 
O'B' = bB auf und mache Dreieck A'B'G' iihnlich Dreieck A BC. Dann ist O'C' = boo Zeichnet 

p 
p 

;<);- 'A /1 
~ 

/~A P 
( ,c 

\_.)._. a'-

Fig. 28. Fig. 29. 

man D.ABO~A'B'O', so istO derBeschleu-
nigungspol mit der Bescbleunigung Null. 

In gleicher Weise sind bei der Schubkurbel 
(Fig. 26b) nocb die Bescbleunigungen weiterer 
Punkte ermittelt worden. 

Aus der Abnlichkeit folgt, dall die Spitzen 
der Bescbleunigungen einer bewegten Strecke 
auf einer Geraden liegen miissen (fUr A B in 
Fig. 26 auf A,B, fUr AB in Fig. 27 auf A.3 
bei den gewiiblten Mallstaben). 

Fig. 30. 

~' a b, 

p 
Fig. 31. Fig. 32. 

5. Zwangiauf. a) Die wichtigsten Anwendungen der Satze betreffen soIche 
Bewegungen, bei denen die Bewegungsrichtung aIler Punkte fiir jede Lage be
stimmt ist (also auch der MomentanpoI). Man spricht dann von Zwanglauf. 
Die wichtigsten FIDe sind 

1. Zweipunktfiibrung (Fig. 28): Zwei Punkte des bewegten Korpers werden auf vorge
schriebenen Babnen gefiihrt. Beispiele: Schubkurbel (Fig. 26 U. 47), Kurbelviereck (Fig. 27 
u. Fig.46, S.216). 

2. Punktkurveufiihrung (Fig. 29): Ein Punkt wird auf einer vorgescbrlebenen Babn ge
filhrt, w1ihrend eine Kurve c des bewegten Korpers auf einer festen Kurve c. gleitet. Beispiel: 
Kurbelscbleife (Fig. 30), c ist bierbei eine Gerade, c. 
wird punktformig; ferner Wiilzhebel. Vgl. a. Fig. 43. 

3. Zweikurvenfilbrung (Fig. 31): Zwei Kurven des 
bewegten Kurpers gleiten auf zwei festen Kurven. 

4. Rollung (Fig. 32): Eine Kurve des bewegten 
Korpers rollt auf einer festen Kurve ab. Der Be
rilhrungspunkt ist Momentanpol. Beispiele: Wagen
rad; Radertriebe. 

Filr weitere Einzelheiten der Zwanglaufmechanik, 
der Getriebelebre und der Kinematik der Getriebe 
vgl. a. die Facbliteratur ' ). 

b) PoIkurven. Zeichnet man (Fig. 33) bei 
der Zweipunktfiihrung den Momentan- oder 
Drehpol P = Po als Schnittpunkt der Bahn
normaIen, soist fiirdie benachbarteLageAIBI 
der Strecke AB der Momentanpol PI der 
Schnittpunkt der Bahnnormalen fiir diese Fig. 33. 
Lage. Die Folge der Momentanpolein derfesten 
Ebene bildet die feste Polkurve oder die Rastpolbahn K r • FaBt man jedoch 
den Punkt PI als Punkt der bewegten Ebene E in der Lage EI auf und bringt 

') Beyer, R.: Techn. Kinematik. Leipzig 1931. - Grilbler, M.: Getriebelehre. Berlin 
1917. - Grodzinski u. Polster: Getriebelehre I, und Grodzinski: Getriebelehre II. Samm1. 
Goschen 1061 u. 1(162. - Milller, Reinhold: Einfiibrung in die theoret. Kinematik. Berlin 
1932. - Poschl, Th.: Einfilbrung in die ebene Getriebelehre. Berlin 1932. - Wittenbauer, F.: 
Grapbische Dynamik. Berlin. 



214 Mechanik. - Dynamik. 

die Ebene El in die Ausgangslage zuriick, macht also ,6,ABQl N ,6,A1B1P1, 
so ist Ql der Punkt der bewegten Ebene, der in der Lag,e El zum Momentanpol 
wird. Die Punkte P, Qv Q2' ... bilden in der bewegten Ebene eine Kurve, die 
bewegliche Polkurve oder Gangpolbahn Kg. Da die Bewegung im Augenblick 
betrachtet werden kann als Drehung um den Momentanpol Po, so ko=t in 
der kleinen ZeitL!t der Punkt Ql durch Drehung um Po nach Pl' Es sind also 
die Bogenstiicke POQl und POP1 einander gleich (genau fiir LIt --+ 0). Daraus 
folgt, daB die Kurven aufeinander abrollen: J ede ebene Bewegung kann dar
gestellt werden durch das Abrollen zweier Kurven aufeinander, der beweglichen 
Gangpolbahn auf der festen Rastpolbahn; die Kurven beriihren sich im 
Momentanpol P. Bei kinematischer Umkehrung der Bewegung vertauschen die 
Kurven ihre Rollen. 

Beispiele: Riidertriebe; Kardaniscbe Bewegung (5. 104); unrunde Rader; bei den zykli
scben Kurven (5. US) ist der Beriihrungspunkt der Rollkreise der Momentanpol, die Gescbwin
digkeiten und damit die Tangenten stehen senkrecht auf den von P zu den Bahnpunkten ge
zogenen Strahlen, den Bahnnormalen. 

6. Relativbewegung. Bewegt sich eine Ebene oder Scheibe E. gegeniiber 
einer bewegten Ebene El und diese Ebene El gegeniiber der festen Ebene Eo, 

~ 
. If Fig. 36. 

Fig. 34. Fig. 35. Fig. 37. 

so bezeichnet man die Bewegung von E2 gegeniiber Eo als absolute, gegen
iiber El als relative und die von El gegeniiber Eo als Fiihrungsbewegung. 

a) Bewegen sich die Korper bzw. die Ebenen El und E2 parallel und gerad
linig (Fig. 34), hat El gegeniiber Eo die Fiihrungsgeschwindigkeit v, und 
E2 gegeniiber El die Relativgeschwindigkeit v" so ist die Absolut
geschwindigkeit v. von E2 gegeniiber Eo gleich der algebraischen Summe: 
v. = vf + v" so daB v, = v, - v •. 

Fiir die Besch1eunigungen gilt hier entsprechend b. =b,+b, oder b, =b, - b •. 

B eis pi el: Ein Flugzeug hat gegenilber der Erde 144 km/Std. = 40 m/sek Fluggescbwindigkeit. 
Der Wind stromt ibm mit 12 m/sek entgegen. Wie groB 1st die filr die Leistung des Flugzeuges 
maBgebende Eigengescbwindigkeit gegenilber dem Windkiirper? Es wird Vr = V. - v, = 40 - (-12) 
= 52.mfsek = 1S7 kmfStd. 

b) Bei beliebiger, krummliniger Bewegung (Fig.35) ist die Absolut
geschwindigkeit eines Punktes die geometrische Summe aus seiner Relativ
und seiner Fiihrungsgeschwindigkeit: 

b. = br + b" d. h. br = ba - bf • 

Hiiufig ist die Relativbahn, d. h. die BalIn, die der Punkt A in der Ebene El 
beschreibt, als Fiihrung bekannt. 

Beispiele: 1. Ein Kran hat 1,8 m/sek Geschwindigkeit. Die Laufkatze fiihrt auf dem 
Kran (Fig. 36) mit 1 m/sek. Dann 1st vf= 1,S, vr = 1, also die absolute Gescbwindigkeit 

u. = Vv: +V,= V1'+1,S'=2,06 m/sek. 

2. Ein in Bewegung befindlicbes Fahrzeug (uf) von der Breite b (Fig. 37) wird von einer 
Kugel (ua) senkrecht durehscbossen. Um wieviel weicben Ein- und AusscbuBstelle voneinander 
ab? Es wird i1&=b· vtlv •. 
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3. Beim Sehubkurventrieb (Fig. 38) sind bekannt: Die Fiihrungsgesehwindigkeit vf der 
Sehubkurve die Riehtung der StoBelgesehwindigkeit Va und die Riehtung der Relativgesehwin
digkeit V, ais Tangente an die Kurve. Aus ba = b, + br folgt Va zeiehneriseh oder bei gegebenem 
Kurvengesetz y = t (z) aueh rechnerisch zu Va = Vf' tglX = Vf' dy/dz. 

4. Bei einer Wasserturbine stromt das Wasser mit der (Absolut-) Geschwindigkeit c. (Fig. 39) 
aus dem festen Leitrad in die Schaufeln des Laufrades, das sich mit der Umfangsgeschwindig
keit u gegeniiber dem Leitrad dreht. Beim Dbertritt ergibt sich die Relativgeschwindigkeit w. 

!I 

Fig. 38. Fig. 39. 

des Wassers als geometrisehe 
Differenz von c. und u. Fiir 
stoBfreien Dbergang muB w. 
die Richtung des Schaufel
bleches haben. Das Wasser 
tritt mit der Relativgeschwin
digkeit w, in Richtung des 
Schaufelbleches aus, und es 
ergibt sich die (absolute) 
Austrittsgeschwindigkeit c, als 
die geometrische Su=e von 
u und WI" 

5. Eine slch mit konstanler Winkelgeschwindigkeit ro drehende Scheibe triigt einen geraden, 
durch den Mittelpunkt hindurchgehenden Schlitz (Fig. 40). In diesem bewegt sich ein Punkt 
mit konstanter Geschwindigkeit e. 1st A zu Anfang im IIfittelpunkt 0, so ist 0 A = r = e . t 
= rp' e/ro, d. h. A beschreibt als absolute Bahn eine Archimedische Spirale (S.120). Es ist 
vf=rro senkrecht r und v,=e. Die geometrische Su=e Iiefert die Absolutgeschwindigkeit va, 
die in die Bahntangente fallt, und es ist v~ = c' + r' w·. 

c) Flir die Beschleunigungen gilt nich t das gleiche Gesetz wie flir die 
Geschwindigkeiten. Mit ba als Absolutbeschleunigung, br als Fiihrungs- und b, 
als Relativbeschleunigung folgt, Fig. 41, ba als geometrische Summe 

Da=b,+bf+be oder b,=6a-6,-be. 

Hierin ist 6e die Zusatz- oder Coriolisbeschleunigung. Ihr Betrag ist be = 2v,w 
(S.209), worin w die Winkelgeschwindigkeit der Ftihrung oder der Relativbahn 
ist. be ist gegentiber v, urn 90° im Sinne von w gedreht. 

H 

t -be b,. A 

0 
a b 

Fig. 40. Fig. 41. Pig. 42. 

Wird die Ftihrung nur paraliel zu sich verschoben, d. h. erfiihrt sie nur eine 
Schiebung, so ist w = 0 und die Coriolisbeschleunigung wird gleich Null. 

b, und by konnen noch in ihre Normal- und Tangentialkomponenten zerlegt 
werden. 

Beispiele: 1. 1m Beispiel 5 (Fig. 40a, b) ist b,=O, da v,=e=konst.; ferner ist b,=ru,' 
nach 0 geriehtet und be=2rov,=2ro ·e. Die daraus folgende Absolutbeschleunigung ba=br 
+ b, + be muB dann naeh der konkaven Seite der Absolutbahn weisen. 

2. Rine Kurvenseheibe, deren Profil eine Archimedische Spirale ist, drehe sich mit kon
stanter Winkelgeschwindigkeit um den Anfangspunkt 0 und treibe einen StoBel an, dessen 
Bahnriehtungdureh a geht (Fig. 42a). Da r=ro+arp, ist Va=r=a(P=aco=konstant. Mit 
v,=rco folgt aus der geometrisehen Zusa=ensetzung v; = v~ + vJ = ro'(a'+r'). 

Da va=konstant, wird ba=O und damit 6,=-br-lie (Fig. 42 b), wobei br=rw' und 
be = 2wv, = 2ro'V",+r'. Hierbei hat be die Normalenriehtung der Relativbahn, d. h. der 
Arehimedisehen Spirale, s. S. 120. 

3. Die Kurbel AoA =a der umIaufenden Kurbelsehleife (Fig. 43a) drehe sieh mit kon
stanter Winkelgeschwindigkeit co. Geschwindigkeit und Besehleunigungen der Sehleife sind 
gesueht. Es ist Va=a' W gJeich der Lange AoA =a gezeichnet. Zerlegung in Riebtung des 
Schlitzes (Relativbahn) und senkreeht dazu liefert v, und vf. Die Winkelgesehwindigkeit der 
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Schleife um B. ist dann mit B.A =r durch OJ. = tg(}, = vr/r bestimmt. FUr die Beschleunigung 
folgt mit ba=a· OJ' (gleich der Kurbelliinge gezeichnet) li,= lia - bc- bf. Dabei ist bc= 2oo,v" 
und zwar bei dem gewablten MaBstab gleich DD', wenn Bo D = 2v, gezeichnet wird. Die Rich
tung von b, ist bekannt. Von b, ist die Normalkomponente b'n = vllr in Richtung AB. (goo-

a 
Fig. 43. 

Fig. 44. 

metrisch konstruiert, Fig. 43 b) und die Rich
tung von btl senkrecht Bo A bekannt. Man 
zeichne (Fig.43b) AA.=ba, A.2=-b., 
23 parallel v" AI' = b,,,, l' 3 senkrecht AI' 
oder AB •. Dann ist A3=b" 32=br und 
l' 3 = bf t. Die Winkelbescbleunigung lier 

/ Schleife ist dann btll', (MaBstabe s. S.212, 
Beispiel 2.) 

Dreht sich die Kurbel AoA mit ver
iinderlicher Winkelgeschwindigkeit OJ, so hat 
ba die Komponenten a",' in Richtung AAo 
und a' 8 senkrecht dazu, wenn 2 die Winkel
beschleunigung der Kurbel ist. 

d)" Drehung dreier Ebenen. 
Dreht sich die Ebene EI (Fig. 44) 
urn den Punkt P LO der festen 
Ebene Eo mit der Winkelgeschwin
digkeit wJ.,o = tg1}>I.O und dreht sich 
die Ebene Ea urn den Punkt PI,I der 
Ebene EI gegentiber dieser mit der 
Winkelgeschwindigkeit WS,I' so dreht 
sich Ebene Es gegentiber Eo urn den 
Punkt P2,O mit der Winkelgeschwin
digkeit wz.o. Dabei liegen die drei 
Momentanpole PI,o, PI,I und P2,O in 
einer Geraden; Ps,o teilt P I,oP2,1 
innen oder auJ3en im umgekehrten 

VerhaItnis der Winkelgeschwindigkeiten, je nachdem WLO und 002, I gleich oder 

entgegengesetzt gerichtet sind: P2,o PI, 0 : P2,o PS,I = 002,1: 00],0' 

Die resultierende Winkelgeschwindigkeit w2,O ist die algebraische Summe 
der einzelnen Winkelgeschwindigkeiten: 002.0 = 00],0 + w2.1' 

Fig. 45. 

~ I , 
I , 

I ''\ 

~' ',-------:..,O~ 
.z Ea ,. .... "., 

e, _ ~ 

~ 

1'0 " 
Fig. 46. Fig. 47. 

Man liest aus Fig. 44 ab mit PI,o PI, I ='; -P---;:;A = I; PI, 0 PI, 0 = aj. PI, 0 PI, I. = .b: 
VA = v, + II, = (r + I) OJ". + I""" = ,W,,' + l(ro". + 00.,,); ferner, wenn die Geschwmdig
keit von p." gleich v=rw". gesetzt wird: w.,. = tg(}.,. = (VA - v)/1 = w". + W.,I; , 
fI=,w,.o=bw •.• oder r:b=ro •.• :ro". oder (a+b):b=(w"'+"'.,I):w"o, d. h. 
a:b=co.,l: C01,O' 

Beispiele: 1. Beim Umlaufriidertrieb (Fig.45) hat das Planetenrad gegenflber dem festen 
Zahnrad die Winkelgeschwindigkeit w.,. = w"o . (R + r)/r und gegenflber dem Steg die Winkel
geschwindigkeit """ = "'I, •• R/r. 

2. Beim Gelenkviereck (Kurbeltrieb), Fig. 46, liegen je drei Pole in einer Geraden. 
3. Auch bei der gescbrinkten Geradschubkurbel (Fig. 47) liegen je drel Pole. in einer Geraden. 

Nur liegt P,.. unendlich fern, da E. parallel verschoben wird. und es ist w.,. = O. Bei der 
zentrischen Schubkurbel nach Fig. 25. 26 f1illt PI,. mit dem geradgefflhrten Punkt B zusammen. 

Anm.: Bei der Reihenfolge der Indizes ist zu beachten, daB "'I,k=-Wk,l; so ist z. B. in 
Fig. 46 w" I = - ""'" d. h. EI dreht sich gegenliber E, im umgekebrten Sinn wie E, gegenliber E •. 
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b) Riiumliche Bewegung. 

I. Die Bewegung des Korpers urn einen Punkt kann im Augenblick auf
gefaJ3t werden als die Drehung um eine durch den festen Punkt gehende Dreh
achse. Die gesamte Bewegung erscheint dann als Abrollen eines bewegten, all
gemeinen Kegels auf einem festeD. (Prazessionsbewegung), wie z. B. bei einem 
Umlaufkegelriidertrieb (Fig.51). 

2. Bei der Schraubung eines Korpers (der allgemeinsten Bewegung) kann 
die Elementarbewegung dargestellt werden durch eine Drehung d'P (Fig. 48) 
urn eine Achse mit der Winkelgeschwindigkeit w und durch eine Verschiebung ds 
in Richtung der Dreh- oder Schraubenachse mit der Schiebungsgeschwindig
keit vS' Das Ergebnis ist eine Elementarschraubung. 

1st Vs proportional w, und bleibt die Drehachse fest, so beschreihen aile Punkte des Korpers 
SchraubenIinien (S. 127). 

1 

wto~, 
(:)~ Dlzo 

,--- --- 2 1G---
1 
---- ~ 

AO" o 

Beispiele: Samtliche Schrauben-
bewegullgen; Schiffssehraube; Lllft-
sclHaube. 

Fig. 48. Fig. 49. Fig. 50. Fig. 51. 

c) Zusammensetzung von Bewegungen. 

I. Zwei Schiebungen eines Korpers mit den Geschwindigkeiten tll nnd tl2 
ergeben eine resultierende Schiebung mit der Geschwindigkeit tl = III + tl2 als 
geometrischer Summe, Fig. 49. 

2. Zwei Drehungen urn sich schneidende Achsen mit den Winkelgeschwin
digkeiten Wl und w2 (Fig. 50) ergeben eine resultierende Drehung urn die Diago
nale des aus wl und Wz gebildeten Parallelogramms. Die Diagonale ist gleich 
dem resultierenden Drehvektor w (geometrische Summe): 

ill = wI + w2 ; w = Yw~ + 2wlw2cosa + w~; 
WI: W2: W = sina2: sinal: sina; W = WI cosal + W2 cosa2' 

Beispiele: I. Dreht sieh ein Korper K, (Fig. 51) mit der Winkelgesehwindigkeit w,.o urn 
die am ruhenden Gestell K. befestigte Achse 0 I, und triigt dieser Korper K J eine Achse 21, 
um die der Karper K. sich 
mit der (relativen) Winkel
geschwindigkeitw •• , gegen
iiber K, dreht, so ist die 
(absolute) Winkelgeschwin
digkeit w •• 0 des Korpers K, 
gegeniiber dem Gestell die 
geometrische Summe aus 
der (Fiihrungs-) Winkel
geschwindigkeit w,.o und 
der Winkelgeschwindigkeit 
W3,t, d. h. 00 11 ,0 = Wl,O 
+ w,. ,. Die Winkelge
schwindigkeit w •• o kann 
dadureh erzwungen wer
den, dal.l das Kegelrad K, 

o 

Iff 

auf dem festen Kegel- b 
rad K'o abrallt. a 

c 

Fig. 52. 

2. In Fig. 52 a sitzen die Kegelriider a und b auf den Wellen I und II, deren Lager im Ma
schinengestell 0 angeordnet sind. AuBerdem tragen die Wellen die Lager L, und L" die im 
Gehiiuse G augehraeht sind. Dieses enthiilt aueh das Lager L, in dem sich das Kegelrad emit 
Welle III dreht. Auf die Rader a und b werden von auGen die Winkelgeschwindigkeiten wao 
und Wb 0 iibertragen. Das Rad c kann sieh im Lager III mit der Wllkelgeschwindigkeit Wc g 

drehen, und das Gehause kann sieh mit der Winkelgesehwindigkeit roo. um die Achse I II 
drehen. Die_wahre Winkelgeschwindigkeit wco ist die Resultierende von WCg und 00,0. Ge
such t sind Wc fI nnd OJg 0 J wenn Wa 0 und rob 0 gegeben sind. 
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Der Vektor We. mull stets durch den Punkt M gehen, wei! sowohl We g wie wo. durch 
M geht. Es ist We.=OOa.+We., wobei der Vektor We. die Richtung MN hat, seiner Grolle 
nach aber unbestimmt ist. Ebenso ist ooe. = rob. + Web, wobei der Vl!ktor web die Rich
tung M U hat, seiner GrOlle nach unbestimmt ist. OOC. und Wc b schneiden sich in H, Fig. 52b 
fUr entgegengesetzte, Fig. 52c fUr gleichgerichtete Winkelgeschwindigkeiten 00 •• und Wb •• 
M H ist nach Richtung und Grolle gleich ooc., und dieser Vektor ist in seine horizontale Kom
ponente We g und seine vertikale wa. zu zerlegen. Statt der Winkelgeschwindigkeiten kOnnen die 
Umlaufzahlen gesetzt werden. FUr 00 •• = -OOb. ist nach Fig. 52b woo = 0, das Gehiiuse ruht. 

3. Drehungen urn parallele Achsen konnen unter Benutzung der Drehvek
toren wie Krafte zusa=engesetzt werden und ergeben wieder eine Drehung 
(S. 216): Das Moment der resultierenden Drehung W in bezug auf einen Punkt 

muB gleich sein der Su=e ; I 
I der Momente der anderen I ! ; 

bJd· Dre~~:. und wa sind rUiAI tlAZ 
fJJ •• ~ gleichgerichtet(Fig.53). ti 

.~ -'.. !w w, ,WZ 
-r fI) --. 0 Es ist W = WI + wa' Ftir ra, . a" die Entfemung der resul- r-a, t'L-o; 
It ~ b 1 tierenden Drehachse gilt I ' tLzi 
;~ az:":!=w.:wI und I 

Fig. 53. az = awJw; Fig. 54. 
a. = aWI/W (S.216). 

b) WI und Ws sind en tgegengesetzt gerichtet (Fig. 54). Dann ist 
W = WI - Wa und die Achse der resultierenden Drehung W liegt auBerhalb 
der beiden anderen Achsen, und zwar nach der Seite der groBten Winkel
geschwindigkeit. Es ist wieder 

al = awJw und az = awJw. 
Beispiel: In Fig. 55 drehe sich der Stab B.B um den Punkt B. des Stabes A.B. mit "'. 

und der Stab A. B. seinerseits um A. mit "" in entgegengesetzter Richtung. Die resultierende 
Winkelgeschwindigkeit ist "'="',-"',. Der Dreh- oder Momentanpol P Iiegt auf A.B. um 
A. P = A. B • . "'J'" von A. entfernt. Wenn "" < "'" wird OJ = "'I - "'1 und ist entgegen
gesetzt gerichtet wie "'1' 

c) Der Sonderfall WI = -Wa wtirde nach b) W = 0 und az = ":! = 00 
liefem. Das Ergebnis ist eine Schiebung: 

Dreht sich derKOrper um A, (Fig. 56 a) mit '" und um AI mit -"', so ist die Geschwindig
keit irgendeines Punktes B gleich b=b,+b .. wohei 11, =1,,,, und III=rl"" so daB 

vi = IIr + II: + 211,11, COS'" = ",I[rr + ri - 21,," cos(tSO - "')] = alOJI, 
d. h. lI=a",. b steht senkrecht zu A,A .. da Dreieck A, A,B ilhnlich dem Geschwindigkeits
dreieek. 

Gleich groBe und entgegengesetzte Drehungen. oder ein Drehvektorpaar er
geben eine Schiebung von der GroBe fI, = aw senkrecht zum Abstand a der 

~ 

Fig. 55. 

fU 

~.~~----------~~. 
~------a------~ 

Fig. 56. 

Achsen (Fig, 56b). Ein Drehvektorpaar kann wie ein Krliftepaar beliebig 
parallel verschoben werden. 

Umgekehrt kann eine Schiebung inlmer dargestellt werden a1s ein Dreh
vektorpaar Wz = flJa und WI = -Wz (oder durch eine Drehung mit der Winkel
geschwindigkeit Null um eine im Unendlichen liegende Achse). 
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4. Zwel Drehungen urn slch kreuzende Achsen ergeben eine Schraubung: Ist 
A B = a (Fig. 57) der kiirzeste Abstand der windschiefen Achsen 0 A und B D, 
so kann maninA den Vektor +w~ = w2 und den Vektor -w~ = -w2 anbringen, 
ohne den Zustand zu andern. Die Vektoren wI und w~ ergeben eine resultierende 
Winkelgeschwindigkeit W = wI + w2 mit der Achse OC, wahrend das Dreh
vektorpaar W2 und -w~ im Abstand a eine Schiebung Vs = aW2 ergibt. Eine 
Drehung und eine nicht zur Drehachse senkrechte Schiebung ergeben aber eine 
Schraubung nach 5 c). ]ede 
Schraubung kann umgekehrt 
durch zwei Drehungen urn 
windschiefe Achsen darge
stellt werden. 

5. Drehung und Seide· 
bung. a) Eine Schiebungp ar
all e I zur Drehachse ergibt 
eine Schraubung (Fig. 48). 

b) Eine Schiebungsenk
rech t zur Drehachse ergibt 
nach dem Satz iiber den 
Momen tan pol (S. 211) eine 
Drehung urn diesen: Hat 
die Ebene El (Fig. 58a) 
die Schiebungsgeschwindig
keit v, und dreht sich die 
Ebene E2 urn den Punkt A 
der EbeneEI mit der Winkel
geschwindigkeit w, so hat 
A als Punkt der Ebene E2 

o 

c 

Fig. 57. Fig. 58. 

Fig. 59. Fig. 60. 

die Gesehwindigkeit v" die gleieh P A . W sein muB. Der Momentanpol P liegt 

dann auf der Senkrechten zu v, dureh A im Abstand PA = vs/w. Die Winkel
gesehwindigkeit der Drehung tim P bleibt w. 

Man kann auch die Schiebung darstellen durch ein Drehvektorenpaar der Winkelgeschwin
digkeit w, so daB vs=aw. Triigt man -w inA (Fig. 58b) und w imAbstand a=vs!w an, so 
heben sich die Vektoren w und -w im Punkt A auf, und es bleibt die Drehung urn P mit der
selben Winkelgescbwindigkeit w. 

Beispiel: In Fig. 59 wird eine Stange g. mit der Geschwindigkeit v, durch die feststeben
den Lager verscboben, wiihrend eine zweite Stange g, urn A mit der Winkelgeschwindigkeit w 
gedreht wird. Der Momentanpol P fiir die Drehung der Stange g, gegeniiber der ruhenden 
Ebene Hegt senkrecht zu Vs iiber A im Abstande a = vs/ro. Die Geschwindigkeit des Punktes B 
ist VB = PB . w = PB . tg {f und steht senkrecht zu P B. Die Punkte P, A und der unendlich 
ferne Punkt von PA bilden die drei Momentanpole (S.216). VgI. a. S. 211 unter c). 

c) Ist die Sehiebung v, schrag zur Drehaehse 0 (Fig. 60) geriehtet und 
zerlegt man Vs in eine Komponente vll senkrecht zum Drehvektor w und in 
eine Kom ponen te v.. parallel zu dies em, dann ergeben v, 1 und w nach b) cine 
Drehung mit w = WI urn eine neue Drehachse 0 1 parallel zur ersten, und WI 

und vs • naeh a) eine Schraubung. 

B. Kinetik. 
1. Grundlagen. 

a) Kraft und Masse. 
I. Das dynarnische Orundgesetz (Newton) fiir den Massenpunkt lautet 

Kraft = Masse X Beschleunigung, 

~ = mb = m'db/dt 1). 

1) Die deutschen Buchstaben deuten wie oben an, daB es sich urn gerichtete GraBen, urn 
Vektoren handelt (s. Vektorrecbnung). P ist z. B. der Betrag von'll. 
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Wirkt also auf einen punktformigen Korper eine Kraft ein, so erflihrt er eine 
dieser proportionale und gleichgerichtete Beschleunigung; ist umgekehrt ein 
Kfuper in beschleunigter (oder verzogerter) Bewegung, so wirkt auf ibn eine 
Kraft. 1st diese von konstanter Richtung und GroBe, so liegt eine gleichmaBig 
beschleunigte Bewegung vor. 

Greifen mehrere Krafte ~I' ~a'~' ••. an einem punktformigen Korper an, 
50 ist ~ ihre Re5ultierende, d. h. ihre geometrische oder bei parallelen Kraften 
auch arithmetische Summe. Hierbei ist zu beach ten, daB n ur bei starren Kor
pem die Krafte in ihrer Wirkungslinie verschoben werden konnen. 

1st die Gesamtkraft gleich Null, so erfahrt der Korper keine Beschleunigung, 
er bleibt in Ruhe oder in gleichfOrmiger Bewegung (Tragheitsgesetz von Galilei). 

Obt ein Korper A auf den Korper Beine Kraft aus, 50 iibt B auf A eine 
ebenso groBe, aber entgegengesetzt gerichtete Kraft aus (Aktion und Reaktion). 

2. Sind Kraft P und Beschleunigung b bekannt, so folgt fiir die Masse 
m = P/b. Beim freien Fall ist die Fallbeschleunigung g sowie die wirkende 
Kraft, d. h. das Gewicht G bekannt. Also folgt fiir die Masse 

m = G/g [kg m -1 sek2J. 
Das Gewicht wird gemessen durch die Druckkraft des Korpers auf seine Unter

lage oder durch die Spannkraft eines Fadens, an dem er befestigt ist, und zwar 
im luftIeeren Raum. Die Fallbeschleunigung ist in Deutschland im Mittel 

g = 9,81 m/seka. 
AIlgemein gilt in MeereshOhe g=9,80619-2,59276 cos29' + 0,00342 cos 4 9', wo 9' die geo

graphische Breite hedeutet. 

Gewicht und Fallbeschleunigung andem sich mit dem art (und auch mit 
der Entfemung von der Erde), die Masse eines Korpers ist aber unveranderlich. 

3. 1m technischen Ma8system ist die Einheit der Kraft das kg (-Gewicht). 
Dann hat die Masse die Dimension kg m -1 5ekl und ein Korper von 9,81 kg 
(-Gewicht) die Masse 1-

Bei Zahlenrechnungen ist zu beachten: Wenn g = 9,81 m/sek2, so sind 
Langen in m, spez. Gewicht in kg/mB, Spannung in kg/ma usw. einzusetzen. 

1m physikalischen MaBsystem ist die Einheit der Masse die Masse eines Gramm-Ge
wichtes. Die Einheit der Kraft ist ein Dyn, d. h. die Kraft, die der Masse 1 Gramm die Be
sch\eunigung 1 cmfsek' erteiIt. Zur Umrechnung gilt: 1 Gramm-Gewicht = 981 Dyn, 1 Dyu 
= 1,02 Milligramm ~ 1 mg. 

4. 1st die Balm des Korpers eine Fiihrung und biIdet die Kraft P mit der 
Bewegungsrichtung den Winkel IX (Fig. 61), so hat P die Komponenten PI 
= PCOSIX in Richtung der Balm und P a = PsinlX senkrecht zur Balm. P a ruft 

Fig. 61. 

eine Reaktion der Fiibrung hervor und tragt nichts zur 
Bewegung bei ; PI liefert die Beschleunigung b = P Jm. 

5. Ober die Wirkung mehrerer Krafte auf 

Fig. 62. 

einen ausgedehnten Korper (Punkthaufen) 
vgl. S.228. 

b) Arbelt. 
I. Die Arbelt einer verlinderlichen 

Kraft Pilings eines Weges soder langs einer 
Kurve c (Fig. 62) ist durch die skalare GroBe 

A = jPds cos IX 
(cj 

gegeben, wobei das Integrallangs der Kurve c zu biIden ist. 1st P konstant 
(Fig. 63), so ist die Arbeit gleich Kraft mal Projektion des Weges auf die Kraft: 
A = P Jds COSIX. Auf die Form der Balm kommt es dabei nichtan, sondem 
nur auf die Lange der Projektion. S. a. S. 130. 

Haben dann Kraft und Projektion des Weges die gleiche Richtung, so ist 
die Arbeit positiv, sind sie entgegengesetzt, so ist sie negativ. Eine Kraft senk
recht zur Bewegungsrichtung leistet keine Arbeit; da die Projektion Null ist. 
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Die Einhei t der Arbeit ist im technischen MaBsystem das Meterkilogramm 
(mkg), im physikalischen das Erg = 1 Dyn Xi cm. 

Wirken mehrere Krafte auf den K6rper ein, so ist die Gesam tarbeit gleich 
der Summe der Einzelarbeiten oder gleich der Arbeit der Gesamtkraft. 

Befindet sich ein System starrer K6rper im Gleichgcwicht, so ist bei einer 
kleinen, mit der Anordnung vertraglichen (virtuellen) I 
Verschiebung die gesamte Arbeit der auBeren Krafte P;;;: 
gleich Null. (Auch die Summe der Leistungen der li--t 
auBeren Krafte ist gleich Null. S. auch S. 175.) 

2. Sind X, Y, Z die Komponenten der Kraft in S lX r. 
drei zueinander senkrechten Richtungen und dx, ./' cos ex 
dy, dz die entsprechenden Komponenten des Weg-
elementes ds, so ist die Arbeit ' _____ _ 

A = jXdx + jYdy + jZdz. Fig. 63. 

3. Bei Reibungskriiften ist zu beach ten, daB diese die gleiche Richtung wie 
die Geschwindigkeit haben, aber ihr entgegengesetzt gerichtet sind. Wirkt auf 
einen elastischen K6rper eine Kraft ein, ohne daB er als Ganzes beschleunigt 
wird, so ist die Arbeit der auDeren Kraft gleich der von der Spannkraft des 
K6rpers geleisteten Arbeit. 

4. Soll die Arbeit fiir eine bestimmte Zeit ermittelt werden, so ist Pals 
Funktion der Zeit aufzufassen; mit ds = v dt wird 

A = jPv cosa dt, 

worin a der Winkel zwischen den Richtungen von Kraft und Geschwindigkeit ist. 
Beispiele: 1. Wird ein Stab unter der Wirkung der Kraft P um yem durchgebogen, so 

ist die Kraft proportional der Durchbiegung: P=cy (Hookesches Gesetz). Damit wird die 
Arbeit A = fcydy=cY'/2=Py/2. c ist die Federkonstante. 

2. Ein geradlinig nach dem Gesetz s = a . sin w t bewegter Karper unterliege der in gleicher 
Richtung, aber entgegengesetzt wirkenden Kraft P=P,coswt. FUr die wiihrend einer Schwin
gung von der Dauer T = 2 n/ro (S.206) geleistete Arbeit folgt mit v =s = awcosw t: 

T T T 

A = - ! Pvdt= -p,aw!cos'wtdt=-p,aw (+t- 41W sin2wt)= -P,an:. 
o 0 0 

5. Bei reiner Drehung beschreibt der Angriffspunkt der Kraft einen Kreis
bogen vom Radius r. Das Wegelement wird ds = rdrp, und bei tangentialer 
Richtung der Kraft P wird dA = Prdrp. Da Pr das Moment der Kraft P in 
bezug auf die Drehachse ist, wird die Arbeit des Momentes 

<p 

A = JMdrp = JMwdt, 
o 0 

mit w als Winkelgeschwindigkeit. 1st P oder M konstant, so wird auch A = M rp. 
Beispiel: Die an einer Kurbel vom Radius r angreifende TangentiaIkraft sei T=F, 

+P,sin2<x, wenn cx=wt=nn/30·t der Drehwinkel der Kurbel ist. FUr die Arbeit in 
t Sekunden folgt 

A= fMdlX= fTrdlX=rf(Po+p,sin2 <x)dlX=r(Poa.-i· P,cos21X)=r(P,wt-1' P,cos2wt). 

6. Graphische Darstellung. 1st P die Komponente der 
wirkenden Kraft in Richtung des Weges, oder fallen Weg
und Kraftrichtung zusammen, so ist die Arbeit A = jPds. 
Tragt man dann Pals Funktion des Weges auf (Fig. 64), so 
ist die unterhalb der Kurve fiir P liegende (schraffierte) 
Flache proportional der geleisteten Arbeit. Der Inhalt der 
Flache kann durch graphische Integration (S. 158) oder mit 
dem Planimeter (S. 159) bestimmt werden. 

Mallstiibe: Mallstab fUr den Weg s: 
Mallstab fUr die Kraft P: 

dann Mallstab fUr die Arbeit A: 

1cm = acm; 
1 em = bkg; 
1 em'=abcmkg. 

Fig. 64. 
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c) Lelstung. 
I. Lelstung ist die in der Zeiteinheit geleistete Arbeit 

N = dAjdt = p. dsjdt. COStx = Pv COStx [mkg/sek]. 
1st P mit v gleichgerichtet, so ist N = Pv. 

Die Leistung, eine skalare GroBe, hat im technischen MaBsystem als kleinste 
Einheit 1 mkg/sek. GroBere Einheiten sind 

1 PS = 75 mkg/sek = 0,736 Kilowatt (kW) = 736 Watt (W), 
1 kW = 102 mkg/sek = 1,36 PS. 

2. Hiernach kann als Gleichung ftir die Arbeit auch geschrieben werden 

A =/Ndt oder A =Nt bei konstanter Leistung. 

Dann ist auch 
1 kWh (Kilowattstunde) = 102 mkg/sek' 3600 sek = 367200 mkg = 1,36 PSh. 

Tragt man die Leistung in Abhangigkeit der Zeit auf, so istdie Flache unter 
der Kurve gleich der geleisteten Arbeit A. 

a. Mit T als Tangentialkraft an einer Kurbel vom Radius r, die sich mit 
der Winkelgeschwindigkeit Q) dreht, folgt ftir die Lelstung eines Momentes 

N = Tv = TrQ) oder N = MQ), 
wenn M das Moment der Kraft ist. 

Da Q) = nn/30, folgt auch N = Mnn/30 mkg/sek = Mn/716 PS oder iiir 
das Moment an einer Welle 

M = 716N/n mkg (N in PS und n in 1/min). 

d) Wirkungsgrad. 
I. Der Wirkungsgrad einer Maschine oder eines Vorgangs ist das Ver

hiiltnis der von der Maschine oder wiihrend des Vorganges geleisteten Nutz
Arbeit A" zu der der Maschine oder wiihrend des Vorganges zugefiihrten Ar-
beit A .. d. h. 1/ = A,JA. < 1. 

2. Bei Vorrichtungen aus starren Teilen, bei denen keine Formanderungs
arbeit aufgespeichert werden kann, also bei den meisten Maschinen wird ais 
Wirkungsgrad 1/ das Verhiiltnis der Nutz-Lelstung N,. zur zugeiiihrten Leistung 
N. aufgefaBt, so daB dann 1/ = Nfl/N. < 1 • 

Beispie1e s. Bd. II, S. 81, 110 und 172. 

e) Wucht und Trigheltsmoment. 
I. Unter Wucht oder kinetischer Energie eines sich geradlinig bewegen

den oder eines punktformigen Korpers versteht man den Ausdruck 
E = mv2/2 [mkg], 

wenn m die Masse und v die Geschwindigkeit bedeuten. 
Wirkt z. B. auf emen geradlinig bewegten Kl!rper die Kraft P, so folgt filr die Arbeit 

A = !Plls=m!blls=m!fif .vllt=m!vllv=i mv"- i mv~, 
wenn v und v, die Geschwlndigkeiten filr • =. nnd s = s, sind. 

Allgemein gilt: Die geieistete Arbeit ist gieich dem Zuwachs an kinetischer 
Energie (S.230). 

2. Bei Drehung eines Korpers um eine teste Achse mit der Winkelgeschwin
digkeit Q) ist die Geschwindigkeit eines Massenteilchens dm im Abstand r von der 
Drehachse gleich v=rQ); also wird die gesamte Wucht E= /tdmvS= tQ)S/dmrB 

oder E = ] Q)2/2 . 
Darin ist ] das Tragheitsmomen t des Korpers um die Drehachse. 
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Bei allgemeiner ebener Bewegung ist die Wucht E = ",v'/2 + Joo'/2, wenn v die Ge· 
schwindigkeit des Schwerpunktes, OJ die Winkelgeschwindigkeit der Drehung um den Schwer· 
punkt und J das Triigheitsmoment bezogen auf den Schwerpunkt ist (5. 230). 

3. Das dynamische Triigheitsmoment ist hiernach der Ausdruck 

1= /dmr2 [kg msek2], 

d. h. die Summe alIer Produkte aus den Massenteilchen und dem Quadrat ihrer 
Abstande r von der Bezugsachse. 1st I, das Tragheitsmoment eines Korpers in 

bezug auf eine durch den Schwerpunkt gehende Achse s, so 
folgt flir das Tragheitsmoment Ia in bezug auf eine dazu 
parallele, im Abstand e befindliche Achse a (Fig. 65) 
Ia = I. + me2 (Satz von Steiner). 

Das Tragheitsmoment mehrerer 
Korper oder mehrerer Teile eines 
Korpers in bezug auf die gleiche 
Achse ist gleich der Summe der 
einzelnen Tragheitsmomente in be-

z 
/ 

a. 8 zug auf diese Achse. 
Fig. 65. 4. Bezieht man die Tragheits-

momente eines Korpers auf drei 
zueinander senkrechte Achsen a:, y, Z, so wird 

Fig. 66. 

I. = /(y2 + zS)dmj Iv = /(zS + xI)dm j I. = /(xI + y2)dm. 

Flir scheibenformige, d. h. zylindrische Korper mit sehr geringer Dicke 
folgt, wenn die Scheibe in der a:y-Ebene liegt (Fig. 66), mit Z = 0 

I. = Jy2dm j Iv = /xldm j I. = /(y2 + a:2)dm = I. + Iv' 
Das Tragheitsmoment I. heiBt auch das polare Tragheitsmoment. 

Bei einer Scheibe konstanter Dicke ~ ist ti", = 1.. ~ til, wenn til das Flachenelement. Dann 

wird J. =f ~ fr'til. Es ist aber fr' tit = f(';I;' i Y') dl das Fliichentragheitsmoment, so 
daLI dann die Berechnung des polaren dynamiscben Triigheitsmomentes auf die des Flachen
triigheitsmomentes zuriickgefilhrt werden kann (5. 367). 

5. Der Triigheitshalbmesser ist der Abstand i = D/2 desjenigen Punktes 
von der Bezugsachse, in dem die punktformig gedachte Masse des Korpers 
untergebracht werden muB, um das gleiche Tragheitsmoment I wie dieser zu 
erzielen: 

I = mi2 = G/g . i2 = G/g' D2/4 = GD2/4g , 

so daB i = fJjm ist. GD2 = 4gI heiBt auch Schwungmoment [kgm2]. 

Beispiel: Wie groB muB das Schwungmoment eines Schwungrades sein, das A mkg ab
geben soli, wiihrend sich seine Drehzahl von.., auf ... je Minute verringert? Es ist OJ='" 01/30. 
Dann ist die Wucht zu Anfang E,=Jrofj2=J:n;'nfj1800 und nach Abgabe der Arbeit 
E,=J:n;In~/1800. Also wird A=E,-E,=J:n;'(n~-ni)/1800 und mit J=GD'/4g das 
Schwungmoment G D' = A • 7160/ (n~ - n~). 

6. Tafel der Triigheitsmomente. Hierin ist e = 'I/g die Dichte. Setzt 
man Langen in m ein und g = 9,81 m/sek2, so muB 'I in kg/ma eingesetzt 
werden (y = 7250 kg/ma z. B. fiir GuBeisen). Die Dimension von e = 'Ilg ist 
kgm -'sekl . (Zur Bcachtung: e nl32 F::i 0,01 'I') 

Zylinder: 

I. = imdl = -imr2 = -l-" end4h = tenr'h, 
I..r= l~m.(dI + !h2) = l4endlh(dI + !h2). 
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Hohlzylinder: 

f. = im(DI + d2) = tm (R2 + rl) = 3'2 Q nh(D' - d') 
= tQnh(R' - r'), 

fz = ilrm(DI + d2 + thl) = tm(R2 + r + thl). 

Zylindermantel [Hohlzylinder, Wandstiirke d = tID - d) sehr klein im 
Verhli,ltnis zum mittleren Durchmesser d", = tID + d)]: 

f. = !m~ = !Qnd!'hd; fz = im(d!. + th2) = hndmhd(tflm + t h2). 

Kugel vom Durchmesser d = 2r: 

f. = J. = ilI md2 = tmr = -lIIQnd5 = -hQnr6 • 
-----

Kugelschale [Wandstiirke d =t(D - d) sehr klein im Verhiiltnis zum 
mittleren Durchmesser dm = t(D + d)]: 

Ring: 

Platte: 

f. = fz = !-mll:, = i-Qnd!,d. 

f. = !m(D2 + -l-a2 ) = -hQn2Da2 (DI + -l-a2) 
= !mD2[1 + !(ajD)2]. 

fz = -l'Im(lr + hI) = r\Qhbd(b2 + h2); 
Bei geringer Plattendicke d: 

fz = -I2mh2 = -fiQbh3d ; 
fA = tmh2 = tebh8d • 

7. Filr einen beliebigen DrebkOrper, dessen Profil gegeben ist, gilt, cia dJ = ~ L "r'd:r: 
(Fig. 67) und e = rIg: 2 g 

Jz = ie"jr'd:r:. 

Dieses Integral liSt sich bei gegebenem Gesetz fOr r analytisch, sonst aber fustrumentell mit 
einem Momentenplanimeter (5. 159) oder zeichnerisch auswerten. FOr den letzteren Weg kann 

man z. B. die Kurve r' fiber:r: auftragen und den unter fur liegenden 
F1icheninbalt mit einem gewObnlichen Planimeter bestimmen. Oder man 
trigt die Kurve" fiber III auf und wertet die Flache mit einem Quadrat
planimeter (5. 159) aus. 

FOr 5chwungscheiben und Rader kann das Verfahren von 
ROtscherl ) angewandt werden: Zerlegt man einen solchen KOrper (Fig. 68) 
in konzentrische Zylinder, so ist dasMassenteilchen dm = e'" 2"r' dr; also 
wird das Tragheitsmoment in bezug auf die Drehachse 

J. = j dm" = 2nejhr'dr = 2n(!F. 
Zur Bestimmung des Integrals F triigt man die Kurve • = " .,. filr ver
schiedene r (besonders bei 5prflngen und Ecken) in Abbiingigkeit von r 

Fig. 67. auf und bestimmt den unter fur liegenden F1icheninhalt, z. B. mit dem 
(Grund-) Planimeter. 

1st der MaBstab fOr r: 1 em = II em, fOr .: 1 em - b em", und ist der Fliclumjnhalt zu f em' 
gemessen, so wird F-IIbf='. __ 

Werden die Ordinaten zu groB, so kann man y".,. =,.. Y" r auftragen und die F1iche mit 
einem Quadratplanimeter (5. 159) umfahren. 

I) Z. VDI Bd. 80 (1937) 5.1351-1354. 
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8. Mit reduzierter Masse bezeiehnet man die 
im willkiirlichen Abstand r von der Drehachse 
anzubringende Masse mred, die das gleiche Triig
heitsmoment auf diese Achse wie der Korper hat: 

I = mred • r2 oder mred = I/r2. 
(Beispiele: Bd. I, S.241 u. Bd. II, S.210.) 

9. Unter Reduktion von Triigheitsmomenten versteht 
man die Riickfiibrung der Triigbeitsmomente alIer Massen 
z. B. eines Riidertriebes auf eine Welle: Sind 1" 1., 
la, ... die Triigheitsmomente der einzelnen sieh drehen
den Massen und COlI WI' w" ••• ihre WinkeIgeschwindig
keiten, so ist ihr Gesamtwucht 

E = 11 "'i + l "'~ + Is "'~ + .. . 
= "'~ (II + IgJ + I~) + ... ), 

worin I~IJ =11' (WJW,)", I~J =11' (00,/",,)', .•. die auf 
die Welle 1 bezogenen (reduzierten) Triigheitsmomente 
sind. Statt der Winkelgeschwindigkeiten kOnnen aueb 
hierin die Drehzahlen gesetzt werden. 
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Fig. 68. 

2. Bewegung des Massenpunktes unter Einwirkung von Kriften. 
a) (jrundgesetze. 

Zur Untersuchung der Bewegung eines Massenpunktes unter dem EinfluB 
von Kriiften dienen folgende Gesetze: 

I. Das dynamische (jrundgesetz (S.219) 

1;~ =mb. 
Die Beschleunigung ist proportional der Gesamtkraft, d. h. der geometrischen 
Summe der Krafte ~ und ist der Gesamtkraft gleichgerichtet. 

Z. DerWucht· oder Bnergiesatz fiir den Massenpunkt: Nach S. 222 war die 
geleistete Arbeit A = JPds = l(mv2 - mvXl, 

d. h. der Zuwachs an kinetischer Energie oder Wucht ist gleich der 
von den angreifenden Kriiften geleisteten Arbeit. Dieser Satz gilt so
wohl fiir geradlinige als auch krummlinige Bewegung. 

Beispiele: t. Ein KOrper wird waagerecht mit der Geschwindigkeit v. abgeworfen. Wie 
graB ist seine Geschwindigkeit nnter Vernaehliissigung des Luftwiderstandes, wenn er urn IJ m 
gefallen ist? G· IJ = mv'/2 - mv'f,/2; oder mit G = m . g wird v = V2g II + v~. 

2. Ein GesehoB von 40 Gramm trifft mit v, = 600 mfsek Geschwindigkeit auf einen Kor
per, durchschlagt ibn nnd fliegt mit v, = 200 m/sek weiter. Die Arbeit beim Durchschlagen ist 

dann A = 0,040 . (600' - 200') = 627 mkg. 
2'9,81 

3. Wird eine Schraubenfeder (oder ein ahnliches elastisches GebUde) durch ein Gewicht G 
langsam belastet und ist e kg/em die Federkonstante, d. h. die Kraft, welche die Feder urn 1 em 
liingt, so ist die Verlangerung gleich Gte em. Wird aber der Korper pl1ltzlich aus der un
gespannten Lage der Feder losgelassen, so hat nach Langung um z em das Gewicht die Ar
beit A, = G • x cmkg geleistet. Diese wird einerseits zur Uberwindung der Arbeit A, zum 

• 
Spannen der Feder, d. h. filr AI = Jezdz = ez'/2 verwandt, andrerseits in Wucht mv'/2 
verwandelt, Also fOlgt 0 

A, - A, = mv'/2 oder Gz - Dz'/2 = mv'/2, 

d. h. v = V2gz - z,,,;;. Fiir die groBte Langung wird v = 0 oder Zmax = 2G/c. Die groBte 
Liingung ist also doppelt so groG wie bei langsamer Belastung. 

3. BewegungsgriiBe oder Impuls ist das Produkt 18 = mb aus Masse m 
und Geschwindigkeit b. Wenn dann ~ die wirkende Kraft ist, so gilt 

~dt = modt = mdb 
oder f~dt = f mdb = mb2 - mb1 = l8a - 181 [kg sek). 

Tasehenbueh fiir den Masehinenbau. 9. Auf!. 1. 15 
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J$dt heiBt auch Antrieb: Die Zunahme der BewegungsgroBe ist gleich 
dem An trie b der Kraft. Impuls und Antrieb sind gerichtete, vektorielle 
GroBen, ersterer hat die Richtung der Geschwindigkeit, letzterer die Richtung 
der Kraft. Bei bekanntem Anfangsimpuls mb1 und bekanntem Antrieb kann 
der Impuls m gemaB m b2 = m b1 + J$ dt zeichnerisch (Fig. 69) als geometri
sche Summe gefunden werden. (S. auch Stromungslehre: Flachensatz.) 

Beispiel: In Fig. 70 ist .. =Vt= ... die Umfangsgeschwindigkeit des Laufrades, Ct die 
absolute Eintrittsgeschwindigkeit des Wasser.;, WI die relative Geschwindigkeit des Wasser.; im 
Rade heim Eintritt, W, die relative Geschwindigkeit beim Austritt, Co die absolute Austritts
geschwindigkeit. Dann ist die BewegungsgrOJ3e von 1 kg Wasser pro Sekunde waagerecht ge
messen beim Eintritt Cl vlg, beim Austritt +C2 .. Ig, der Zuwachs an BewegungsgrOJ3e demnach 

Fig. 69. 

L.eilrad 

Fig. 70. 

(C2 ,,- Cl .. )/g. Fiir die wiihrend der Zeit dt = 1 sek wirkende 
Umfangskraft P in horizontaler Richtung gilt demnach 

P'1 = (C2U - clu)/g = -(Cl" - c2 .. )/g. 
P ist negativ, d. h. die auf das Wasser wirkende Kraft 
ist nach rechts, die auf die Schaufel wirkende Reaktion 
von P ist nach links gerichtet. Die Leistung des Wasser.; 
ist P·"=(CI,,-C2u)·"/g. 1st C,J.", also C2,,=0, so 
wird P·,,=clu·"/g. 

4. Drall ist das Moment der Bewegungs
groBe mv in bezug auf eine Achse. Er hat mit r 
als senkrechtem Abstand von der Achse den Betrag 
D = mvr und kann wie ein Kraftmoment durch einen 
Vektor'l) dargestellt werden (Fig. 71), der senkrecht 
zur Ebene von b und t steht. Es 
folgt dann (skalar geschrieben) I r 

Pdt=mdv oder Prdt=mrdv, r~ 
d. h. mit M = Pr als Moment der 
Kraft P 

I. 

jMdt=mv2r-mvlr=D.-D1. Fig.71. 
/1 

JMdt ist das Momen t des Antriebes und wie der Dral1 ein Vektor. Dann 
gilt: Das Momen~ des Antriebes ist gleich der Zunahme des DraBs. 

Fiir konstantes Moment ist JMdt = M(t2 - ft), wenn t. - tl die Dauer 
der Einwirkung ist. 

Steht der bis zur Drehachse verschobene Kraftvektor $ nicht senkrecht zur 
Achse, so ist nur die zur Achse senkrecht stehende Komponente von EinfluB auf 
die Drehung. 

Das Moment der BewegungsgroBe bleibt konstant, wenn das Moment in 
bezug auf die Drehachse gleich Null ist, also 1. wenn die Wirkungs1inie der 
Kraft stets durch die Drehachse geht; 2. wenn sie der Drehachse parallel ist, 
3. wenn eine auBere Kraft nicht einwirkt. 

Allgemein gilt die Beziehung M = tlDltlt, d. h. das Moment ist die Ableitung des Dral1s nach 
der Zeit. Bei der Zentralbewegung geht die Beschleunigung (5.209) und daher die Kraft 
iJruner durch einen festen Punkt; in bezug auf diesen ist M =0, d. h. der Drall ist konstant. 
Da die Flichengeschwindigkeit konstant ist, spricht man dann auch yom Flichensatz. 

b) Freie Bewegung des Massenpunktes. 
I. Das dynamische Grundgesetz liefert die Beschleunigung b = $Im und 

kann auch geschrieben werden 
$ -mb =0. 

Man bezeichnet die der Besch1eunigung entgegengesetzt gerichtete Kraft -mb 
als Triigheltskraft. Dann stehen die auBere Kraft $ (die auch die Resul
tierende mehrerer Krafte sein kann) und die Tragheitskraft im Gleichgewicht. 

Hat die Kraft $ immer dieselbe Richtung wie die Geschwindigkeit des Massen
punktes, so beschreibt der Punkt eine Gerade, andemfal1s eine krumm1inige Bahn. 
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2. Die Beschleunigung 0 entspricht der Resultierenden aller Krlifte. Man 
kann auch die wirkenden Krlifte zerlegen, z. B. durch Projektion auf ein 
rechtwinkliges Koordinatensystem und erhalt dann durch die entsprechenden 
Kraftkomponenten die Komponenten der Bewegung. Sind X, Y und Z die 
Komponenten der Resultierenden, so folgt • 

bz = X/m, by = Y/m, b. = Z/m. 
Da b = Ii = 5, kannen Geschwindigkeit und Weg hiernach durch Integration 

(S.205) gewonnen werden. 
Beispiel: Rin KOrper lallt senkrecbt nacb unten. Dann wirkt auBer dem Gewicbt G nocb 

entgegengesetzt der Gescbwindigkeit der Luftwiderstand W, der von der Gescbwindigkeit 
abhiingt. 1st W = k· v· {so Striimungslebre, so wird m' b = G- kv'. Nacb "unend·licb" 
langer, praktiscb endlicber Zeit ist der Widerstand W gleicb dem Gewicbt geworden, die 
Bescbleunigung ist gleicb Null, die Bewegung gleicbfOrmig geworden. Fiir den Grenzwert v, 
der Gescbwindigkeit gilt dann v, = VG/ii:. 1st die Anfangsgescbwindigkeit nicbt gleicb Null, 
sondern v .. so ist die Bewegung bescbleunigt oder verzOgert, je nacbdem v.< v, oder v.>v,. 

3. Die natUrliche Zerlegung der Kraft und der Besch1eunigung (S. 206) in 
Richtung von Bahntangente und Bahnnormale liefert die Komponenten 

Pt = mbt = m • dv/dt und P n = mb" = mv2/f! (Zentripetalkraft), 
wenn f! der Kriimmungsradius der Bahn ist. 

4. Die Zerlegung der Kraft bei Polarkoordinaten (5.208) in die Kom
ponenten in Richtung des Fahrstrahls und senkrecht dazu liefert fiir den Fall, 
daB die zweite Komponente gleich Null ist, die Zentralbewegung. Die Kraft 
geht also immer durch einen festen Punkt. 

5. 1st die Bahnkurve ein Kreis, fiihrt also der Massenpunkt eine Drehung 
um eine Achse bzw. um den Mittelpunkt aus, so gelten mit den Formeln fiir die 
Komponenten der Beschleunigung nach S.208 (bt =rll, b" =rro2 =v2/r =vro) 
fiir die Komponenten der Kraft und fiir diese selbst die Beziehungen 

Pt=mrll; P,,=mrro2=mv2jr; P=mrYe2+ro'. 
Die Kraft PH (Zentripetalkraft) ist nach dem Mittelpunkt hin gerichtet. 
Das Moment von P in bezug auf den Mittelpunkt ist M=Ptr =mr21l. 

Arbeit der Kraft: A =fPtrdtp =fMdtp =fMrodt (S.221). 
Leistung: N = Pt' V = Ptrro = M ro (5.222). 
Wuch t des Massenpunktes: E = mv2/2 = mr2 ro2/2 (S.222). 

c) Unfreie Bewegung des Massenpunktes. 
I. Die unfreie oder gezwungene Bewegung kann auf die freie dadurch 

zuriickgefiihrt werden, daB man die von der Fiihrung (Leitkurve oder Leit
flache) ausgeiibten Krafte (Reaktionen) als auBere Krafte einfiihrt. Bei einer 
glatten Flache steht diese Zwangskraft senkrecht zur Tangente der Kurve 
oder senkrecht zur Tangentialebene. Bei rauher Leitflache oder Leitkurve 
kommt noch die Reibungskraft hinzu, die in der Tangentialebene oder in der 
Tangente liegt und entgegengesetzt gerichtet ist wie die Geschwindigkeit des 
punktfOrmigen Karpers gegeniiber der Fiihrung. 

2. Bewegt sich der Massenpunkt in einer bewegten Fiihrung, so folgt fiir 
die Beschleunigungen bei der Relativbewegung (S.215) 

O. = 0, + or + 0" 
wo b. = 2ro v, die Coriolisbeschleunigung ist (Richtung s. 5.215). 

1st m b. = P die Gesamtkraft, 
ist m b, = P, die Kraft, die notwendig ist, um dem Karper die Beschleuni

gung b, zu erteilen, die der augenblicklich mit ihm zusammenfallende Punkt der 
Fiihrung hat und 

ist m b. = 2mro v, = Z die Zusatzkraft, 
so folgt fiir die Gesamtkmft die geometrische Summe 

~ =~,+~, + g. 
15* 
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N ach ~r aufgelOst, folgt 

~r = ~ - ~f - .8 = ~ - ~f + (£. 

(£ heiBt Zusatzkraft der Relativbewegung oder Corioliskraft, sie ist 
der Coriolisbeschletlnigung entgegengesetzt gerichtet. 

3. Oer Energiesatz (S. 225) kann auch bei unfreier Bewegung benutzt wer
den, nur ist bei rauher Fiihrung die Arbeit der Reibung zu beriicksichtigen, 
die von der eingepriigten Kraft P mit zu leisten ist. 1st N der Normaldruck auf 
die Fliiche, W die Reibungskraft und tt die Reibungsziffer, 
so wird die Reibungskraft W = ttN, und es folgt 

A = fPds = tm(v2-v~) + fttNds. 

Die von der eingepriigten Kraft geleistete Arbeit ist gleich 
dem Zuwachs an Wucht vermehrt urn die Reibungsarbeit. 

Die Reaktionskriifte senkrecht zur Fiihrung leisten 
keine Arbeit. L 

'b 
Fig. 72. 

Beispiele: j, Schiefe Ebene. 
Auf den Massenpunkt wirken ein: sein 

h Gewicht G und die zur Ebene senk
rechte Reaktion N der Ebene. Die 
Resultierende P von G und N muB, da 
der Punkt die Ebene nicht verlassen 
kann, parallel zur Ebene sein. Daraus 
ergibt sich gemaB Fig. 72 

N=GCOSIX, P=GsinlX. 
Da die zu beschleunigende Masse m =G/g ist, so gilt 

GsinlX=mb, d. h. b=gsinlX. 

Fig. 73. 

2. Mathematisches Pendel (Fig. 73). An einem Faden von der Lange I hangt ein 
Massenpunkt vom Gewicht G. Der Faden ist urn den Winkel", aus der vertikalen Lage aus
gelenkt. Auf den Massenpunkt wirken ein: sein Gewicht G und die Spannkraft S des Fadens. 
Die Resultierende P von S und G muB senkrecht zurn Faden stehen, da sich der Punkt nur aul 
dem Umlang bewegen kann. Daraus ergibt sich S =G cos", und P=G sin'P. Die augen
blickliche Beschleunigung (unter Vemachl~ssigung von Reibung usw.) ergibt sich aus 

P=mb=-mgsin", zu b=-gsin'P' 
Das negative Vorzeichen ist notwendig, weil die Beschleunigung entgegengesetzt gerichtet is! 
zu dem nach rechts positiv wachsenden Winkel 'P bzw. Weg des Massenpunktes. 

1st Vrn die Geschwindigkeit im tielsten Punkt, so lolgt nach dem Energiesatz lur die Ge
sChwindigkeit v bei Erreichung der Hohe 10: 

m v~j2 - m v2j2 = Gh oder v = y~~:"':-2gh. 
1m tielsten Punkt ist die Geschwindigkeit am graBten, die TangentiaIbeschleunigung gleich 
Null und die NormaIbeschleunigung am grllBten. 

Fur kleine Winkel IX ist die Schwingungsdauer, d. h. die Zeit, wiihrend der der Korper aus 
einer auBersten Lall'e in die glejche ?llriickkommt, gegehen durch (s. a. S. 236) 

T = 2",Ylfg [sek], 

also unabhangig von der Schwingungsweite. Fur 1X=7° ist der Fehler etwa 0,1%. 
3. Die Geschwindigkeit eines eine rauhe, schiefe Ebene herabgleitenden Korpers ist zu 

bestimmen. Die einwirkenden Krafte sind: das Gewicht G, die Reaktion der Ebene N =Gcos IX 

und die Reibungskraft W=!'G· cos IX. FiiIlt der Korper urn die Hohe 10 (Fig. 72), so ist die 
Arbeit des Eigengewichtes Gh, die Arbeit der Reibung Ws=!'G·coslX·hlsinlX=!'G1octglX. 

Also wird Gil = mgh = mV'/2 + !,meh ctglX oder V = Y2gh(1 - !' ctglX); tglX > I" 

3. Bewegung des Punkthaufens unter Einwirkung von Kriften. 
Das bewegte System bestehe aus einer Anzahl von Massenpunkten, deren 

gegenseitige Lage veranderlich oder wie beim starren Korper unveranderlich 
sein kann, und weIche aufeinander Krafte (innere Krafte des Systems) ausiiben 
konnen oder auch nicht. Wirkt zwischen zwei Punkten A und Beine innere 
Kraft, so ist, da Wirkung = Gegenwirkung, die Einwirkung auf A gleich gro£ 
und entgegengesetzt gerichtet wie die auf B. 

I. Prlnzlp von d'Alembert. FUr den Massenpunkt galt das dynarnische 
Grundgesetz (S. 219), das man \l3 - mb = 0 schreiben kann. Hierin ist ~ die 



Kinetik. 229 

eingepragte Kraft und b die dadurch bedingte Beschleunigung. Dann stehen 
die eingepragte Kraft und die Tragheitskraft -mb im Gleichgewicht. Beirn 
Punkthaufen wirkt jedoch auf einen Massenpunkt noch die durch die Verbin
dung mit den andercn Massenpunkten bedingte innere Kraft £1, so daB ftir den 
Massenpunkt die Krafte q:;, £1 und -mb im 
Gleichgewich t stehen: 

~ + £1 - mb = 0 (Fig. 74l. 
FUr den gesamten Punkthaufen konnen diese 

Gleichungen an den einzelnen Massenpunkten 
geometrisch addiert werden. Dabei fallen aber die 

~
~---::;;::'7 

----- / 
f 

"'II 

0. Fig. 74. 

inneren Krafte, da sie paarweise und entgegengesetzt auftreten, heraus. Setzt 
man die einzelne Tragheitskraft -112 b = ~ und bezeichnet die Summe aller 
auBeren Krafte mit sr, so folgt 

sr+~~=O oder sr-mlbl-m2U2-m3Ua-···=O. 
Es stehen also die Tragheitskriifte ~ = -mu und die auBeren Krafte im Gleich
gewicht: Durch Einftihren der Tragheits- oder Ersatzkrafte ist die dynamische 
Aufgabe auf eine statische zuriickgefiihrt. 

Demnach gilt: Befindet sich ein System unter der Einwirkung 
auBerer Krafte in beschleunigter Bewegung, so kann es wie ein 
im Gleichgewicht befindliches behandelt werden, wenn man an 
jedem Punkt eine Kraft hinzuftigt, die gleich dem Produkt aus 
der Masse und der Beschleunigung des Punktes, aber der Be
schleunigung entgegengesetzt gerichtet ist (Tragheitskrafte). 

So11 die GroBe einer inneren Kraft bestimmt werden, so unterteilt man den 
Punkthaufen derart, daB die gesuchte Kraft in bezug auf den Rest des Punkt
haufens als auBere anzusehen ist. 

Beispiel: Die Massen m" m" m, (Fig. 75) sind miteinander. durch Faden verbunden. 
An In, greift die Kraft P an. Gesuch! sind die Spannkriifte in den Faden zwischen m" m, 
und m" m,. Die Gesamtmasse is! In = In, + Ina + m" also die allen Massen gemeinsame Be
schleunlgung b = P/m. Die Triigheitskrafte, die entgegengesetzt zu P anzusetzen sind, werden 

~ -.&~~\§ 
os, sa 

Fig. 75. 'Fie:. 76. 

m1P/m, m2 P/m, 1n3P/m. Die FadpJlkrafte sind innere Krafte. Zerscbneidet man den Faden 
zwischen m, und m, und ersetzt ihn durch seine Spannkraft, so ist diese in bezug auf m, eine 
auSere Kraft. Die Gleichgewichtsbedingung fiir In, ergibt P-m,Plm+5,=0, d. h. 

5,=-P(m,+m.l/m (entgegengesetzt Pl. 
Ebenso folgt .fiir die Spannkraft 5, der Betrag 5, = m.P/m. Fiir die mittlere Masse In, 

muS dann die G1eichgewichtsbedingung -5, + 5, - m,b = 0, d. h. -1Il,P/m+ (m,+m,,)P/m 
- m,P/m = 0 erfiillt sein, wie ohne weiteres zu iibersehen. 

2. Satz vom Schwerpunkt. Stch t ein Punk thaufen unter EinfluB 
von Kraften, so bewcgt sich sein Schwerpunkt so, als ob aile 
Krafte in ihm angriffen. Dabei ist es gleichgtiltig, ob der Korper starr ist 
oder nicht; die inneren Krafte baben auf die Bewegung des Schwerpunktes 
keinen EinfluB. Flir die Beschlelmigung b, des Schwerpunktes folgt also 

b, = (~q:;)/m. 
Beispiel: Zwei Massen m, und m, (Fig. 76) sind mit einer elastischen Feder verbnnden 

und gleiten ohne Reibung auf der Unterlage. Entfernt man die beiden Massen voneinander, 
so schvyingen sie hin und her, aber derart, dal.l ihr gemeinsamer Schwerpunkt in Ruhe bleibt; 
denn fiir den ganzen Punkthaufen sind keine iinl.leren Krafte vorhanden. Fiir die Verschiebungen 
relativ zum festen Schwerpunkt gilt m,5, = m,s, oder 5,: s, = m. : mi' 

3. Bei Drehung elnes Kiirpers um eine feste Achse ist die Beschleuni
!lUng eines Massenteilchens dm glekh r' e, die Tragheitskraft -redm und iilr 
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Moment -redm. Das Moment aIler Tragheitskrafte und das auBere Moment 
M == Pa der Kraft P (Fig. 77) mUssen nach dem Prinzip von d' Alem bert 

Fig. n. 

im Gleichgewicht stehen: 

M - Jredm = 0 oder M = eJr2dm. 

J rd mist aber das dynamische oder das Massentragheits. 
moment] (S.223) des K6rpers in bezug auf die Drehachse, 
also gilt 

M=J'e 
Moment = Tragheitsmoment mal Winkel· 

beschleunigung. 

Beispiel: Um ein Schwungrad mit dem Tragheitsmoment 
] = tOoo mkgsek' in einer Minute auf 120 Umdrehungen ie Minute zu 
bringen, ist ein Drehmoment 

:rr:' 120 .. . w:rr:' 120 I 
M = 1000 30' 60 ~ 210 mkg notIg, da < = t = ---y;-/ 60 l/sek'. 

4. Bei allgemeiner ebener Bewegung erfiihrt der K6rper eine Beschleuni· 
gung b, des Schwerpunktes gema13 m' b, = I\j3 und eine Winkelbeschleunigung 
urn diesen gemaB e = MIJ, worin M das Moment der Krafte in bezug auf diesen 

.-Je 

Fig. 78. 

und ] das Tragheitsmoment des K6rpers in bezug auf die 
durch den Schwerpunkt gehende und zur Ebene senkrecht 
stehende Achse ist. 

Beispiel: Von einer urn eine Achse drehbaren Rolle vom Triigheits· 
moment] in bezug auf ihre Drehachse (Fig. 78) wickelt sicb ein an seinem 
freien Ende mit dem Gewicht G = mg belastetes Seil abo Bringt man am 
Gewicht die Triigbeitskraft - mb = -G· bIg nacb oben und an der Trammel 
das Moment -].. an, so ergibt die Gleicbgewicbtsbedingung fiir die 
Momente in bezug auf die Drebachse der Trommel 

RG- RGb(g-] <=0 .. 

Mit < = b( R folgt dann b = G R'/(J + m R') und fiir die Seilspannung 
S = G - Gb/g = G]((J + mR'). 

S. Der Wuchtsatz flir den starren K6rper ergibt sich 
daraus, daB sich seine Wucht aus der Wucht fUr die Ver

schiebung des Schwerpunktes mit der Geschwindigkeit v und aus der Wucht 
fUr die Drehung mit der Winkelgeschwindigkeit ro urn diesen zusammensetzt. 
1st dann ] das Tragheitsmoment in bezug auf die durch den Schwerpunkt 

Fig. 79. 

\ gehende Achse und A die Arbeit der auBeren 
(Jsinrx. ~ \ e Krafte, so gilt 

7' A = i m (V2 - V&) + !J(ro2 - rog) 

und fUr einen Punkthaufen oder ein System von 
K6rpern 

A =2im(v2-vg)+I!J(ro2-ro~). 
In Worten: Der Zuwachs an \Vucht oder 
kinetischer Energie eines K6rpers oder 
eines Systems von K6rpern ist gleich 
der Arbeit aller angreifenden Krafte. 

Beispiel: Ein voller Kreiszylinder von der Masse m und dem Radius r rollt ohne zu gleiten 
eine schiefe Ebene von der HObe h berab. Mit welcher Gescbwindigkeit kommt er unten an? 

(Fig. 79). Es ist ]=mr'/2; v=rw; ro=v(r. 

Fiir die von der Schwerkraft geleistete Arbeit folgt 

und damit 
A = mg1l= mv'/2+]ro'/2=imv' 

g1l= tv' oder v = VU1I. 
Der Schwerpunkt hat also eine kleinere Geschwindigkeit, als wenn dcr KOrPer, ohne zu 

rollen, herabgleiten wiirde. 
Die Arbeit der Reibungskraft R ist gleich Null, weil ihr Angriffspnnkt, der Geschwindig

keits· oder Momentanpol (5.211), die Geschwindigkeit Null hat. 
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Da parallel zur schiefen Ebene die Komponente G sincx des Gewichtes nach 
unten und der Reibungswiderstand R nach oben wirken, liefert der Schwer
punktsatz fiir die Beschleunigung b des Schwerpunktes die Gleichung 

mgsincx - R -mb = O. 

Es ist b = re, weun e die Winkelbeschleunigung; auf den Schwerpunkt bezogen 
wirkt das Moment Rr = Ie, d. h. es wird e = Rrf] und b = Rr2f]. Dieses 
oben eingesetzt liefert mit I = mr2/2 fiir den Reibungswiderstand R den Wert 
R=!Gsincx und damit die Beschleunigung b=igsincx. Mit ",G' coscx alsWider
stand der Gleitreibung (It = Reibungsziffer) muB fmg sincx <: ",G coscx sein, 
d. h. tgcx <: 3",. 

6. Satz yom Antrieb. Haben die einzelnen Massenpunkte fnt, ma, ma, ••• 
die Geschwindigkeiten b1 , b2 , b3 , ••• , so ist die BewegungsgroBe ~ (S.225) 
oder der Impuls des Systems gleich der vektorieBen oder geometrischen 
Summe der einzelnen BewegungsgroBen oder auch gleich der Gesamt
masse m mal der Geschwindigkeit b, des Schwerpunktes: 

~ = fntb1 + m.b. + maba + ... = mb,. 

Wirkt eine Kraft 113 wiihrend der Zeit t2 - ~ auf das System ein, so ist der 
Antrieb der Kraft gleich dem Zuwachs der BewegungsgroBe des 

Fig. 80. 

Systems: to 
jll3 dt = ~I - ~l' .. 

Dabei ist es gieich- 111. 

giiltig, ob 113 auf alle oder L 
nur auf einzelne Massen-
punkte einwirkt. lunere 
Krafte, z. B. Reibung, _ I 

haben keinen EinfluB auf - 1 - -
o...--..I::"1 die BewegungsgroBe. Sind ~6 

I ~ auBere Krafte nicht vor-
handen, so ist die Be· Fig.8t. 
wegungsgroBe konstant. 111. 

Verlindert ein Teil eines Punkthaufens seine BewegungsgroBe, ohne daB 
auBere Krafte einwirken, so muB der Rest seine BewegungsgroBe auch lindern, 
und zwar derart, daB die Summe beider Anderungen gleich Null ist. 

Beispiel: Die hin- und hergehenden Massen einer Dampfmaschine seien ma, die mit dem 
Fundament verbundenen mb (Fig. 80). Der Dampfdruck ist eine innere Kraft und hat auf die 
BeweguugsgrOBe des Systems Maschine-Fundament keinen EinfIuB. Bei stillstehender Ma
schine ist die gesamte BewegungsgtilBe gJeich Null; also ist sie es auch bei laufender Maschine 
wenn von der Reibuug des Fundamentes gegen die Unterlage abgesehen wird. 1st Va die Ge: 
schwindigkeit von ma, so ist 

m.v.+ mb V/)= 0 oder II/)=-IIa' malm/l. 

Gelingt es dann, die Summe der Beweguugsgr6Ben der bin- und hergehenden Teile gJeich 
Null zu machen, z. B. nach Anordnuug der Fig. 81, SO ist auch die BeweguugsgrOBe des Funda
mentes gleich Null. 

Bei solchen Systemen muB In jedem A.ugenblick die Beweguugsgr6Be der nach rechts 
gehenden Massen gleich sein der BeweguugsgtilBe der nach links gehenden Massen' s. jedoch 
Punkt 7. Beispiel. ' 

7. Satz yom Drall. Drall oder Moment D der BewegungsgroBe eines 
Punkthaufens ist die Summe der Momente der BewegungsgroBen fiir die ein
zelnen Massenpunkte in bezug auf eine Achse. Das Moment des Antriebes 
ist gieich dem Zuwachs oder der Anderung des DraBs. Fiir eine 
ebene Bewegung kann dann geschrieben werden (s. a. S. 226) 

~ .. 
jPrdt = ~ (m,v,r,). -1; (m,v,r')1 oder jMdi = D. - D1• 

It It 
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wenn M das Moment der auBeren Kraft ist und die Zeiger 1 und 2 sich auf die 
Zeiten t. und t2 beziehen. 

Die Anderung des Dralls wird gleich Null, d. h. der Drall bleibt konstant. 
wenn keine auBere Kraft vorhanden ist (P = 0) oder eine Zentralbewegung 
(S.209 u. 227) vorliegt (M = 0). 

Der Drall eines sich um cine feste Achse drehenden Karpers ist J 00, da 
v =l'w und l;mvl' = l;mr2. 00 ist. 

Innere Kriifte treten paarweise auf (S. 229) und haben keinen EinfluB auf 
Antrieb oder Drall. 

Anwendung beim exzentrischen Stoll s. S. 235. 
Beispiel: 1st eine Maschine nach Fig. 81 angeordnet, so ist zwar die BewegungsgrOlle der 

bin· und hergehenden Massen stets gleich Null, nicht aber das Moment der Bewegungsgr611e. 
VieJmebr ist, wenn m die Masse ie Zylinder, fJ ihre Geschwindigkeit und a der Abstand der 
Zylinderachsen voneinander ist, ein DraJI D = mfJa vorhanden, der linksdrehend ist, wenn die 
Kolben sich der Welle nahero, rechtsdrehend bei umgekehrter Bewegung. Da in dem System 
(Maschine-Fundament) aullere Kriifte nicht wirken, mull im ganzen der DraJI der gleiche wie 
in der Rube, also gleich NuJJ sein. Demnach mull das Fundament die entgegengesetzte Dreh· 
bewegung ausfiihren wie die Maschine, es treten im Fundament Schwingungen um eine senko 
rechte Achse auf. 

Die Bedingungen fUr einen vollkommenen Massenausgleich in der Maschine, derart, dall 
Bewegungen des Fundamentes iiberhaupt nicht auftreten, sind demnach: I. die Bewegungs
grollen in Richtung der drei Koordinatenachsen sind gleicb Null, 2. die Momente der Bewegungs
groJle in bezug auf die Koordinatenachsen sind gleich Null. 

8. SonderfiiUe. Bewegt sich ein Punkthaufen unter dem EinfluB von Kraften, 
so miissen folgende Falle unterschieden werden: 

/X) Es bestehen keine inneren Krafte; dann ist die Arbeit der aulleren Krafte g1eich dem 
Znwachs an kinetischer Energie. Dabei ist zu beachten, dall die Arbeit positiv ist, wenn die 
Bewegung in Richtung der Kraft erfolgt, negativ, wenn sie ihr entgegengesetzt ist und dall 
die kinetische Energie eine skalare, otets positive GraJle ist. 

fJ) Der Punkthaufen ist starr. Es bestehen dann wohl innere Kratte, die aber keine Arbeit 
leisten kOnnen, da keine relative Bewegung in Richtung der Spannkraft auftreten kann. Die 
Arbeit der aulleren Kriifte ist gleich dem Zuwachs an kinetischer Energie. 

r) Der Punkthaufen ist nicht starr, und es wirken innere Kratte, dann 1st die Summe der 
Arbeiten der lIulleren und der inneren Krifte g1eich dem Zuwachs an kinetischer Energie. 

9. FUehkraft. Bewegt sich ein Massenpunkt auf einer kreisfarmigen (oder 
eben gekriimmten Bahn), so wirkt nach dem Kreismittelpunkt (oder nach dem 
Kriimmungsmittelpunkt) hin die Normal- oder Zentripetalbeschleunigung (S. 208) 

b,. = 1'002 und die Zcntripetalkraft m 1'002• Gleich groB, 
aber entgegengesetzt gerichtet ist die dadurch bedingte 
Tragheitskraft, die Fliehkraft oder Zentrifugalkraft 
C = mrw2, die sich z. B. als Bahndruck oder Faden
spannung auBem kann. 

C Dreht sich ein starrer Karper um eine nicht 
~'-'~,'-,- durch den Schwerpunkt gehende Achse, so ist die 

" Gesamtkraft der Fliehkrafte der einzelnen Massen-
_____ :tt. teilchen am gleich der von der Achse fort gerichteten 

Fig. 82. 

und zu ihr senkrechten Gesamt-Fliehkraft 

C = mrow2 = mv2/ro, 
worin 1'0 der Abstand des Karperschwerpunktes von 
der Drehachse ist. 

Die Wirkungslinie der Fliehkraft geht aber nicht i=er durch den Schwer
punkt des Korpers (s. Beispiel 1); nur wenn der Karper eine zur Drehachse 
parallele Symmetrieachse besitzt, geht die Wirkungslinie der Gesamtfliehkraft 
durch den Schwerpunkt des Korpers. 

Beispiele: 1. Dreht sich ein gerader Stab urn eine die Stabachse schneidende Achse, Fig. 82, 
so trifft die WirkungsJinie der resultierenden F1iehkraft die Stabachse in einem Abstand AM 
= Z. = JIm! yom Schnittpunkt beider Achsen. Hierbei ist J das Triigheitsmoment des Stabes, 
bezogen auf die Gerade. die auf der Ebene der beiden Achsen in deren Schnittpunkt senkrecht 
steht, m ist die Masse des Stabes und s der Abstand des Schwerpunktes yom Achsenschnitt
punkt. Denn die Summierung der Krafte ergibt (Fig. 82), dall C = J dmroo' oder, da 
r = z sin a: , daB C - COl sin ",/dma; = rot sin",. 1ft.. $ = ",$ sin",. OJI -= "",rol • FOr die 
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Momente in bezug auf.1 (olgt: C. iX, cos:x = f dmrco' • x cos" oder C iX. = w' sin:x f dmx' 
= w' sin a< • J und daraus x. = Jim s. Z. B. ist bei dem prlsmatischen Stabe mit gleichmaBig 
verteilter Masse x. = ., Fig. 82. 

1st der Stab um den Punkt A drehbar, so herrscht Gleichgewicht (Prinzip des Fliehkraft-
reglers), wenn Gssin a< = C • x,cosa<, worln C =m's'sin,,' w'. Dann muB 0) = VG s/J COS a< sein. 

2. Es sollen die in emem sich drehenden Ring durch die Fliehkraft hervorgerufenen Span
nungen berechnet werden. Die Dicke d des Querschnitts .ei gering gegenllber seinem Durch
messer 2R (Fig. 83). Denkt man sich den Ring im Durchmesser A B aufgeschnitten, SO mllssen 
die inneren Krilfte an jeder Schnittstelle gleich der halben FHeh
kraft C/2 sein. Mit I als Ringquerschnitt ist dann die Spannung 
u=C/2t· 

Fllr den Schwerpunktabstand des halben Ringes (Halbkreis
linie) gilt '. = r = 2R/n; die Masse des halben Ringes ist 
m=nRlr/g. Dann wird C=mroQ)' und damit 

u=",Rtr .~~."". 1~=R''''')'ig=VI,./g, 
g n 2/ 

worm v die Geschwindigkeit im Abstand R, also annahernd die 
Um/angsgeschwin<ligkeit ist. 

Zahlenbeispiel (Einheiten beachten): v = 20 m/sek nnd 
y = 7,2 kg/drn' = 7200 kg/m'. Es wird 

u = 20' • 7200/9,81 = 293600 kg/m' ~ 29,4 kg/em'. 

c 

Fig. 83. 

10. Freie Achsen. Dreht sich ein Korper um eine festgelagerte, nicht 
durch seinen Schwerpunkt gehende Achse, so treten in den Lagern durch die 
Fliehkraft C Auflagerkriifte auf, die nach den RegeJn der Statik bestimmt 
werden konnen. So folgt bei Anordnung nach Fig. 84, daB A = Cb/(a + b) 
und B = Cal(a + b). Die Auflagerkrafte iindern standig ihre Richtung und 
mfen also schiidliche Belastungen der Lager und schadliche Schwingungen 
(S.236) hervor. 

Bei der Anordnullg nach Fig. 85 Jiegcn die Massen in einer Ebene, und es 
ist "':t1'l = m21'Z ' Dann liegt zwar der gemeinsame Schwerpunkt beider Massen 

A r-
tL 

A 

l 
b 

1 -0J 

B 

Fig. 84. Fig. 85. Fig. 86. 

auf derAchse, aber durch die Fliehkriifte C1 =m1r1w2 und C2 = m21'2 w2 =C1 

entsteht ein Moment M=C1 a, das die Auflagerkrafte A =B =C2 a/I hervorruft. 

I~t jedoch nach Fig. 86 m11'1a1 +ma 1'3 aa=m2 "2 as sowie m1"1+ma"a=m2"s, 
und liegen alle Massen in einer Ebene, so treten keine Auflagerkrafte durch die 
Fliehkrafte auf. 

Die einzelnen Unwuchten der Welle bzw. des sich drehenden Korpers konnen in furer 
Wirkung auf eine Einzelkraft und ein Kriiftepaar zurllckgefiihrt werden, die nicht in einer Ebene 
zu Jiegen brauchen. GroBe und Lage der Unwncht kiinnen mit Auswuchtmaschinen oder Aus
wuchtverfahren bestimmt und durch Anbringen von Massen in geeigneten Punkten beseitigt 
werden. 

Eine Achse, auf die keine Fliehkraft wirkt, die also im Gleichgewicht ist, 
heiBt freie Achse: Die Summe der Fliehkrafte und die Summe ihrer Momente 
mUssen gleich Null sein (z. B. Fig. 86). 
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Ein solches dynamisches Gleichgewicht tritt auf, wenn (Fig. 87): 
1. ~mrsinex = O. 
2. 2:mrcosex = 0, wobei r der Abstand des Schwerpunktes der Massen 

von der Drehaehse und ex der Winkel mit einer beliebigen dureh die Drebachse 

~ 
gelegten Ebene E ist. 

tJ..* . 3. ~ mra sinex = O. 
m2 ,It" 4. ~ m ra cos ex = 0, wobei a den Abstand der 

~ 1 Wirkungslinie der Fliehkraft von irgendeinem Punkte, 
._. I _. ! z. B. B in Fig. 86, angibt. 

{}{f 

4. Der StoB. 
Ein StoLl findet statt, wenn eine endliche Kraft 

in einer sehr kurzen Zeit wirkt, so daLI das Produkt 
Fig •• 87. beider endlieh bleibt. Treffen zwei Karper aufein-

ander, so hat jede der Massen naeh dem StoLl (im 
allgemeinen) eine andere Geschwindigkeit als vorher. Geht die im Beriihrungs
punkt der Karper auf der gemeinsamen Beriihrungsebene erriehtete Normale 
dureh die Schwerpunkte der beiden Karper hindurch, so liegt ein zen tri
scher, andemfalls ein exzen trischer StoLl vor. Sind die Bewegungsrieh
tungen der beiden zur Beriihrung kommenden Punkte der beiden Karper 
unmittelbar vor dem StoLl auf der Beriihrungsebene senkreeht, so liegt ein 
gerader, andernfalls ein schiefer StoLl vor. 

a) Oerader zentrether 8t08. 
Die Massen fn:t und ma haben vor dew Stofl die Geschwindigkeiten VI und VS' 

Da die StoLl kraft als eine innere Kraft des Systems zu betraehten ist, erfabIt 
die BewegungsgraLle durch den Stofl 

~ ~ --.!_ ~ ~ keine Veriinderung (Fig. 88}. 
CY::\ f::'T:\ r::v'::\ Der Stofl liiflt sich in 2 Perioden 

~ ~ ~ teile;ie 1. Periode rechnet von der ersten 
1 ~ Beriihrung bis zu dew Augenblick, in 

Fig. 88. dem der Abstand der Sehwerpunkte ein 
Minimum wird, die 2. Periode von hier 

bis zur Trennung der beiden Karper voneinander. Die 1. Periode tritt bei jedem 
Stofl auf, ob die Karper elastiseh oder unelastiseh sind, die zweite fehIt bei voll
kommen unelastisehen Karpem. 

1. Periode. Die am Ende der 1. Periode beiden Karpem gemeinsame Ge
sehwindigkeit ergibt sieh, da die BewegungsgraLle des Systems konstant bleiben 
muLl, zu 

Die versehwundene kinetisehe Energie LIE = Hml v~+m2v~-ml c2-m2(2) 

=.!. fnt ms (VI - Va)1 hat sich bei vollkommen unelastischen, plastischen 
2fn:t+ms 

Karpem in Wiirme, bei vollkommen elastisehen in potentielle Energie (Federungs
arbeit), bei unvollkommen elastisehen teils in Wiirme, teils in potentielle Energie 
umgesetzt. 

2. Periode. Sie tritt nur bei vollkommen oder unvollkommen elastischen 
Karpem, nieht bei vollkommen unelastisehen auf. Die Gesehwindigkeiten naeh 
dem StoLl sind fiir vollkommen elastische Karper: 

c _ (ms - fnt) va + 2 fntv1 

s- fnt+ m, 
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Bcsonderc Faile: 
1. m!. = m2; es wird Cl = v2' C2 = vJ • 

2. 1st ml cine feste Wand, also VI = 0, m l = 00, so ist c2 = -V2 • 

3. 1st ml eine bewegliche Wand, m2 ein ruhender Korper: also ml = 00, 

v2 = 0, so wird c2 = 2vl . 

Energie geht bei vollkommen elastischem StoB nicht verloren. 
Sind die Korper wie alle wirklichen unvollkommen elastisch, so sind 

die Geschwindigkeiten nach dem StoB: 

mlvl + m2v2 - m2 (vl - v2 ) k. JnlVl + m2v2 + ml(vl - v2)k cl = ~-------~-', C2 = ----------------. 
~+~ ~+~ 

Dabei ist k das Verhllltnis der Relativgeschwindigkeiten der Korper vor und 
nach dem StoB: k = (c2 - Cl)/(Vl - V2), und damit ein MaB flir das Abweichen 
yom vollkommen elastischen Verhalten. Stets gilt 0< k < 1, wobei die untere 
Grenze flir vollkommen unelastische, die obere fiir vollkommen elastische Korper 
gilt. Der Energieverlust ! (ml v~ + m2v~ - ml c~ - mlc~) ist dann 

A' 1 m1 m2 2 2 LIE = - ---- (VI - vs) (1 - k ). 
2m1 +m2 

Bei fester Wand, d. h. m, = 00 und v, = 0 wird c, = (- )kv,. LiBt man dann eine Masse m, 
aus der Hohe H auf eine feste Platte des gleiehen Materials herabfallen, so ist v, ... ¥2gH. MiBt 
man die Sprunghohe nach dem Stoll, so ist c, = ¥2g 10, und fiir die Stollziffer folgt damit k = c,lv, 
= ¥ hili. Dieser Versueh kann zur Bestinlmung von k dienen. Fiir zwei Korper aus gleichem 
Material ergibt sich bei Elfenbein k=i, Stahl oder Kork k=~, Holz k=k. kist stark von 
der Geschwindigkeit abhiingig. 

Be i s pie I: Ein Eisenbahnwagen vom Gewieht G, fiihrt mit der Geschwindigkeit v, em/sek 
auf eincn stehenden Wagen vom Gewicht G,. Die Zusammendriiekung der Pufferfedern ist 
zu bestimmen, wenn deren Konstante oder Rllckstellkraft c kg/em (die Kraft, die eine Ver-
kiirzung von 1 em hervorruft) bekannt ist. . 

Die naeh der ersten Stollperiode in Federungsarbeit umgewandelte Energie ist: 

E=~ G,G, vI' 
2g G,+G, 

Andererseits ist die beim Zusammendriicken einer Feder um den Betrag A I geleistete Arbeit 
A =! c (A I)'. Da vier Pufferfedern vorhanden sind, ist: 

\ 1 G,G, V'lr G,G-,-
2c(All=igG,+-G,vr nnd ,H-"2-V cg(G,+G,) cm, (gin cm/sek'). 

b) Oerader exzentrischer StoB. 
Die BeriihrungsfHiche steht senkrecht zur gemeinsamen Richtung der Ge

schwindigkeiten beider Korper im StoBpunkt. Die Normale zur gemeinsamen 
Tangente gehe nicht durch die Schwerpunkte beider Korper. 

Vor dem StoB drehe sich der Stab (Fig. 89) mit der Winkel- A. 
geschwindigkeit WI' die Kugel habe die Geschwindigkeit v2 • f k, 
Nach dem Satz yom Drall bleibt das Moment der Bewegungs-
groBe unveriindert. 1st C = aw' die Geschwindigkeit des StoB- ! 8 

punktes nach der ersten StoBperiode und II das Trligheits-
moment des Stabes 1 in bezug auf den Punkt A, so ist _._ 

11001 + m2av2 = 1100' + m2ac = Ilc/a + mzac, 
11001 + m2av2 11/a2 - 111 + mavz c = ----~- = "-"'-~+-:-'. 

II/a + mBa IJa2 + m2 • 

also 
Fig. 89. 

d. h. fiihrt man die auf den BeriihrUllgspunkt reduzierte Masse des Stabes 
mred = II/a2 und die Geschwindigkeit VI = aWl ein, so kann man wie beim 
geraden zentrischen Stoll rechnen. 

Die Befestigung A erf1ihrt durch den StoB im allgemeinen eine seitliche 
Krafteinwirkung, ausgenommen, wenn a = ao = I J~ el' wobei el der Abstand 
des Schwerpunktes des Korpers 1 von A ist. Liegt der StoBpunkt hoher, so wirkt 
die Kraft auf die Befestigung nach links, liegt er tiefer, nach rechts. 
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Der Punkt in derEntfernung ao = Jdmi el heiBt StoB - oder Se h wingungs
mittelpunkt (S.237). Da JI =J + mlci ist, folgt fiir dessen Entfernung x 
yom Schwerpunkt 5 

J +~ei . x = ao - el = "--- - el = Jimie l = z21eI, 
mici 

wenn i der Tragheitshalbmesser der Masse mi ist (S.223). 
Ein Schlagwerkzeug, z. B. einen Hammer, greift man mogJichst in der Nahe des StoB

mittelpunktes an, da dort die SIOBe am geringsten sind. 

c) Stoll sich drehender Kiirper. 
Zwei Korper, die sich mit den Winkelgesehwindigkeiten WI und W2 urn 

parallele Achseu Al und A2 drehen, stoBen in einem Punkte zusammen, der die 
Entfemungen a l und a2 von den Achsen hat. 

Setzt man ~ = J I/ai und m2 = J 2/a~, wobei J die Tragheitsmomente, be
zogeu auf die jeweilige Drehachse, sind, femer VI = ar WI und v2 = a2 W2' so 
gelten die uuter a) angegebenen Formeln. 

5. Schwingungen 1). 

a) Orundbegriffe. 
I. Bewegt sieh ein Massenpunkt derart, daB die auf ihu wirkende Kraft 

proportional der Auslenkung aus der Mittellage, aber ihr entgegengesetzt gerichtet 
ist (Fig. 90), so vollfiihrt der Punkt eine harmonische Schwingung (s. S. 121 u. 
205). Setzt man P = -ex, wo e die Richtkraft ist, so folgt I 
aus dem dynamischen Grundgesetz P - mb = 0 die Differen
tialgleichung mx + ex = O. 

Diese Bewegungsgleichung fiir die freie, ungedampfte 

Fig. 90. 

Sehwingung hat, wenn fiir t = O.auch x = 0 
ist, die Losung (5. S. 89) 

x = r' sinwt, wo w = Ye/m. 
Es bedeuten: 

x den Weg (bei Drehschwingungen auch den Drehwinkel); 

Fig. 91. 

r die Amplitude oder Schwingungsweite; w sek- 1 die I{reisfrequenz; 

T = 2n/w = 2nYmfC sek die Schwingungsdauer, d. h. die Zeit, nach 
der sich ein vollstandiger Bewegungsvorgang wiederholt; 

n = 1/T = w/2n 1/sek die Frequenz oder die Schwingungszahl in der 
Sekunde; 

c die Kraft, die die Masse urn die Strecke 1 auslenkt, oder bei Dreh
schwingungen das Moment, das die Masse um den Winkel 1 (BogenmaB) ver
dreht (mit Riehtkraft, Richtmoment, Riickstellkraft, Riickstellmoment, 
Federkonstante u. ii. bezeiehnet); Dimension kg/em bzw. kg. em. 

Beispiele: 1. An einer Schraubenfeder hiingen G=20 kg, die die Feder bei ruhender 
Belastung urn f = 5 em verHingern. Gesllch~ ist die Freqllenz der Feder. Es folg!: g= 981 em/sek' 

c=G/f=4kg/cm; m=G/g; n=2k V~""" 5 Vl!f=2,23sek- 1 ; n=134min- 1• 

2. Fur das physische Pendel (Fig. 91), d. h. einen Korper, der sich urn eine waagerechte, 
nicht durch den Schwerpunkt gehende Achse unter Einwirkung der Schwerkraft bewegt, gilt 
mit J A als Massentriigheitsmornent in bezug auf die Drehachse: M - J A E = 0. Da E = 'P und 
M = - G . e sin <p """ G e <p fUr kleine Winkel ist, so folgt 

JAiP+Ge<p=o, 

') Literatur: Foppl, Otto: Grundzuge der technischen Schwingungslehre. - Schneider, 
Erich: Mathernatische Schwingungslehre. - Hort, Wilh.: Technische Schwingungslehre. -
Geiger, J.: Mechanische Schwingungen und ihre Messungen. ~ Lehr, E.: Schwingungstechnik. 
- Klotter, Karl: Eint. i. d. techno Schwingungslehre. Siirntlicb Berlin: Springer. 
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oder, indem man in der Bewegungsgleicbung auf S.236 c durcb Ge, das Riickstellmoment und 
In durcb JA erselzt: T=2:rym/c=2 . .,YJA/Ge. Da JA=J+",e' ist, J bezogen auf 5, so 
gilt auch 

Die Pendeliange eines malbemaliscben Pendels mit gleicher Scbwingungsdauer T = 2,,; Yi/g 
beiBt reduzierle Pendellange, es ist 1= J A/lne = (J + Ine')/me. Trag! man auf AS von A 
aus die Strecke AD = I ab, so ist D der Schwingungsmittelpunkt. Bei Vertauscbung von 
A lind D wird dieselbe Scbwingungsdauer erbalten. Es ist dabei 5 D = I - e = J Alln e - e 
= I /me = "/e mit i als Tragbeitshalbmesser. Beim matbematiscben Pendel ist 1=0 und e =1. 

Will man die Schwingungen zur Ermittlung des Tragheitsmomentes verwenden, so gilt 

/=91,19Gejn' - Ge'jc [kgm sek'] , 

wo n die Zabl der vollen Scbwingungen in der Minute bedeutet, G in kg, e in m und g = 9,81 mIsek' 
zu setzen sind. 

Z. Wirkt der Bewegung ein Widerstand entgegen, der der Geschwindiglwit 
proportional ist (W =-kx), so lautet die Differentialgleichung der gediimpften, 
freien Scllwingung .. + k • + - 0 mx x ex - , 
wo k die Dampfungskonstante ist. Die Losung ist je nach GroBe der D1i.mpfung 

verschieden (s. S.89). Setzt man k/2m = e und ye/m = w. als Kreisfrequenz 
der unged1i.mpften Eigenschwingung, so folgt 

0.:) eine periodische Bewegung, wenn e < w. oder k < 2 Ve m: 

x=C'e-l!t'sin(wt + cp), 

worin w = yoof::"'" i/l. = yc/m -.:.,: (k/2m)2 die Kreisfrequenz der ged1i.mpften 
Schwingung ist. Die Amplituden nehmen mit der Zeit ab (Fig. 127, S.124), das 
Verh1i.ltnis zweier aufeinanderfolgender Amplituden ist konstant. Fiir kleines k 
ist w ~ we> vgl. ferner S.89. Der Phasenwinkel cp ist dort mit e bezeichnet. 

(J) Aperiodische Bewegung: e >we oder k > 2Vcm. Es ergibt sich keine 
Schwingung und der Weg x nahert sich mit wachsender Zeit dem Wert Null. 

3. Erzwungene Schwingungen. Wirkt auBer Rlickstellkraft und Widerstand 
noch eine erregende auDere Kraft P, die nach dem Gesetz P = Posinwt ver
anderlich ist, so lautet die Bewegungsglcichung 

mx + kfI; + ex = Posinwt. 
Die auftretende Schwingung setzt sich zusammen aus der ged1i.mpften Eigen
schwingung, die bald abklingt, und der erzwungenen Schwingung. Letztere hat 
die Gleichung x = r sin (wt - cp), wie durch 
Einsetzen leicht Zll. prlifen. Die erzwllngene 
Schwingung hat also djeselbe Frequenz wie 
die erregende Kraft, eilt ihr aber um den 
Phascnwinkel cp nacho Dabei wird 

und 

kw 
tgCP = c -mw2 

(Fig. 92). 

Niihert sich die erregende Frequenz immer 

mehr der Eigenfrequenz Wk = w. = Yc!m, 

180't 

10 ;

o~--~-f.~------~~w 

Fig. 92. 

so werden die Ausschl1i.ge immer groBer. Sie erreichen ihr Maximum flir 

w2 = w~ - (k/2m)2, d. h. bei geringer D1i.mpfung flir w ~ we = Wk = yc/m 
(flir k = 0 wird dann r = 00). Wk heiBt auch kritische Winkelgeschwin
digkeit. Flir groBe w nahern sich die Amplituden r dem Wert Null und 
konnen also kleiner sein als flir kleine Erregerfrequenzen. Flir w = 0 ist 
r=ro=Po/c, d.h. gleich der statischen Durchbiegung unter der Kraft Po, 
und flir w = Vej;; = Wk wird cp = 90°, Fig. 92. 



238 Mechanik. - Dynamik. 

Bei technischen Konstruktionen wird man diese Resonanz, d. h. die Ober
einstimmung zwischen Erregel'frequenz und Eigenfrequenz vermeiden. 

Fflr k = 0 ist f' = p.1 (e - m Wi). Die Amplitude ist in Fig. 92 positiv aufgetragen, daher 
springt dann der PhasenwinkeJ <p von O· auf 180·. 

4. Bei elastlschen Korpem treten harmonische Schwingungen auf, sofem das 
Hookesche Gesetz befolgt wird, da die die Verformung hervorrufenden Kriifte 
dieser selbst proportional sind. 

1st ein soIcher, als gewichtslos anzusehender Korper mit dem Gewicht G 
belastet, unter dem sich diesel' um I cm durchbiegt, so ist c = Gil (5. Beispiel 1) 
oben und daher w. = Viii sek -1 odeI' n. ~ 300 • V1il min -1. 

Beispiel: Ein an beiden Enden frei auf1iegender 4 m langer J:-Trager NP 20 wird in der 
Mitte mit 500 kg beJastet. Die Eigenschwingungszahl ist gesucht. Hierbei kann die Eigen
masse des 105 kg wiegenden Balkens Dicht vernachliissigt werden; man macbt zur BeJastung 
nocb einen Zuscblag von it des Eigengewichtes des Tragers, d. h. von etwa SO kg, so daI3 

G = 500+ SO = SSO kg. Dann wird f = ~ = S50' 64000000 = O,1S9 em und damit 
__ EJ'48 2150000'2142'48 

'" ~ 300 ¥1/0,t59 = 7S0 min -1. 

Man wird also, um Resonanz zu vermeiden, z. B. einen Motor von SOO kg Dicbt bei 
.. = 7 SO Ufmin in der Mitte dieses Triigers !aufen lassen. 

b) Blegungsschwingungen. 
I. Triigt eine biegsame Welle an irgendeiner Stelle eine Scheibe vom Ge

wichtG, deren Schwerpunkt um e cm von del' Wellenachse entfemt ist (Fig. 93 a), 
so mft die Fliehkraft C eine Durchbiegung y 

'VI hervor. Lenkt die Kraft c die Welle an del' 

Fig. 93. 

Scheibe urn 1 cm durch, so muB die Flieh
kraft C del' Kraft c y das Gleichgewicht halten: 

C = marIe + y) = cy. 

Daraus folgt 
mews (W/Wk)S 

y = c-mw2 = e' 1-(W/Wk)2 

Hierin ist Wi = W. = VcJm die Kreisfrequenz 
del' ungediimpften Eigepschwingung del' 
Welle. Fur 00 = Wk wird Y = 00, und dann 
besteht Resonanz. Mit t = G/c em a1s 
Durchbiegung unter der' Last G im Ruhe

zustand (bei entsprechendem Zuschlag fiir die Eigenmasse del' Welle) folgt dann 

die kritlsche Winkelgeschwindigkelt wi: = vc/m = yg/I sek-t, 
die kritische Umlaufzahl nk ~ 300VcfG = 300Vt/! U/min. 

Die Abhiingigkeit der Schwerpunktentfernung ,. = e + y und der Durchbie
gung y von dem Verhiiltnis wlwk del' Winkelgeschwindigkeiten liiSt erkennen, 
(Fig. 93 a fiir 00 < Wk' Fig. 93 b fiir 00 > Wk)' daB die Welle nach O'berschreiten 
der kritischen Drehzahl rnhiger liiuft, ,. wird kleiner a1s im Ruhezustand und 
niihert sich dem Wert Null. Die Welle "zentriert" sich von selbst. 

2. Sonderfille. IstG kg das Gewicht der Scheibe, I em die Liinge der Welle, 
d em ihr Durchmesser und E kg/cmz der Elastizitatsmodul, so kann bei glatten 
Wellen auch geschrieben werden (ohne Kreiselwirkung) 

ni: = fJ· VB. ~ min- 1 oder d =15· y'n;i·YGI/E em, 
ZVGl 

wo fJ und 15'= Vt/fJ folgende Zahlen sind: 
IX) Welle beiderseits kugelig gelagert, Gewicht in del' Mitte: fJ = 460; 

15 = 0,0466. 
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{J) Welle beiderseits eingespannt, Gewicht in der Mitte: {J = 920; 
~ = 0,033. 

y) Welle einerseits eingespannt, andererseits frei, Masse fliegend 
angeordnet: {J = 115; ~ = 0,932. 

3. Unter Beachtung der Wellenmassen foigen unendlich viele Eigenschwin· 
gungszahlen. 1st nl die Grundschwingungszahl und sind na, na, ... die hoheren 
Schwingungszahlen (min-I), so gelten fiir glatte, unbelastete Wellen folgende 
Werte mit y = 7,8 kg/dms, E = 2150000 kg/em2, I em als Lange und d cm 
als Durchmesser: 

~) beiderseits kugelig gelagerte Welle: 

nl = 1,225 '107 • d/r~; nz = 4~; na = 9nl ; n, = 16nl nsw.; 

{J) beiderseits eingespannt: 

nl = 2,777 '107 • d/12; n2 = 2,8nl ; na = S,4nl ; n, = 8,9nl; 
y) einerseits eingespannt, andererseits frei (fliegende Welle): 

~=4,364'107'dl12; n2 =6,267nl ; na=17,55nl ; n,=34,41nl . 
Fiir andere Stoffkonstanten sind die angegebenen Werte mit 1,901' 10 - 3 • Y E /y 

zu multiplizieren, E in kg/cm2, y in kg/dm3• 

4. Fiir mehrere Scheib en auf gerader Welle kann die kritische Drehzahl 
erster Ordnung berechnet werden 

~) naeh der Formel von Dunkerley: 

1/oo~ = 1/oo~ + 1/oo~ + 1/00~ + ... , 
wobei 000 die kritische Winkelgeschwindigkeit der Welle allein, 001 diejenige der 
masselos gedachten Welle, nur mit der Scheibe 1 belastet, 002 diejenige der masse· 
losen Welle, nur mit de!' Scheibe 2 belastet, darstellen nsf. 

Haufig denkt man sich das Gewicht der Welle auf die Scheiben verteilt, so 
daB 1/oo~ = 0 wird. 

Da 001 = yg/Il ist, wobei II die Durchbiegung der nur durch Scheibe 1 be· 
lasteten Welle unter der Last darstellt, so wird (mit 1/oo~ = 0): 

1/00% = Il/g + 12/g + la/g + ... = (~f)/g, 
d. h. OOk = Vg/"2l oder nk FId 300JV~1 (/ in em). 

Beziiglich Bestimmung von II' fa usw. s. Festigkeitslehre. 
Die Formel von Dunkerley ergibt bei beiderseits kugelig gelagerten Wellen 

um etwa 4 vH zu niedrige Werte. 
Beispiel: Die kritische Umlaufzahl der Welle nach Fig. 94 ist zu berechnen. Die Krafte 

Go. G" G, usw. stellen die Gewichte der Scheiben einschlieBlich der Gewichte der zugehOrigen 
Wellenstiicke dar. Fiir die Durchbiegungen foJgt: 

I. = 0,000 cm 
I. = 0,009 .. 
I. = 0,017 
I. = O.ot8 
I. = 0,046 .. 
I. = 0,008 
I. = 0000 .. 

1:,1 =0 0,098 em. 
Damit wird die kritische Drehzahl 

nkRl300/l'O,098 = 960 Ufmin bzw. 
1000 U/min, wenn man urn 4 vH 
erhOht. 

-~ 
II 

Fig. 94. 

{J) Beim genaueren Verfahren von Kull setzt man 

OOk = Vg/I* oder nk ~ 300N!., 
'f* GIn + G2n + G3f~ + . .. , wobel = .. _.- ~- 1St und II' f2 usw. die statisehen Aus-

GIll + Ga/2 + G3/3 + ... 
biegungen bedeuten, die bei gleiehzeitigem Auftreten der Lasten Gl , G2 usw. 
unter diesen entstehell. 
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y) Beim Verfahren von Stodola nimmt man eine den Lagerbedingungen entsprechende 
Biegelinie an. Hat donn die Masse mj die Durchbiegung hi, iO wirkt auf sie bei einer angenom· 
menen Winkelgeschwindigkeit "'_ die Fliehkraft mj bi ",~. Konstruiert man darauf die Biegelinie, 
die durch diese Fliehkriifte entstehen, so sei die Durchbiegung an der Masse mj gleich :YI. Dann 
ist "'k = ro. Vbtl:YI. Das Ergebnis ist nur dann genau, wenn das Verhiiltnis btl:Y; filr aUe Massen 
gleich ist. Sind grOLlere Ahweichungen vOfhanden, so wiederholt man das Verfahren unter 
Benutzung der Fliehkriifte mi:Yiru~. Das Verfahren konvergiert rasch, besonders bei zweifach 
gelagerter Welle mit mehreren Massen und einer fliegenden'). 

c) Drehschwingungen 2). 

t. Eine Welle, von 1 cm Lange und dem Durchmesser d cm sei einseitig ein· 
gespannt und trage am Ende eine Scheibe yom polaren Massentragheitsmoment 
J kgcmsek2 (Fig. 95). Wird die Scheibe um den Winkel rp verdreht, so treten 
elastische Dreh· oder Torsionsschwingungen auf. Das auBere Moment M = -erp 
ist proportional dem Drehwinkel und ihm entgegengesetzt gerichtet. 

Also wird Jip+erp=O, so 

(S. 23~) ~iir ~ie Kreis~equenz t f ~l==rU 
unddle=utlicheSchwmgungs· ~ ----TIJ ~

z;j' .J daB nach der Grundgleichung 

l zahl folgt: 

Fig. 95. ro. = yelJ und n, = ro,' 30/n. Fig. 96. 

e ist hierbei das spezifische Riickstellmoment oder die Torsionssteifigkeit, 
d. h. das Moment, das die Welle um den Winkel .,eins" im BogenmaB verdreht. 
Es wird e = eGfl cmkg (s. Abschnitt: Beanspruchung der Fedem), worin 
e = nd'f32 das polare Flachentragheitsmoment des Wellenquerschnittes ist 
und G der Gleitmodul des Wellenmaterials. 

Fiir gedampfte Schwingungen gilt das unter a) Gesagte: nur ist die Masse m 
durch das Tragheitsmoment J und der Dampfungsfaktor k durch ein Diimpfungs· 
moment zu ersetzen. 

2. Treten iu8ere, periodlsche Kraftmomente auf, so besteht Resonanz, 
wenn die erregende Frequenz ro mit der Eigenfrequenz der Welle iibereinstimmt, 
d. h. wenn ro = roi = ro. = VciJ wird. Bei Brennkraftmaschinen (Tangential· 
druckdiagramm) haben die auBeren Momente keinen einfachen sinusfermigen 
Verlauf, sondem setzen sich aus verschiedenen Sinusfunktionen zusammen 
(s. harmonische Analyse S.141/44), so daB mehrere erregende Frequenzen vor· 
handen sind. 

3. Reduktion von Wellen ist zweckmaBig und erforderlich, um alIe Rech· 
nungen auf einen Durchmesser zuriickfiihren zu kennen: Zwei Wellen sind 
torsionselastisch gleichwertig, wenn sie das gleiche Riickstellmoment e auf· 
weisen. 

<X) So kann eine Welle von der Lange I und dem Durchmesser d durch eine Welle vom 
Durchmesser tl,. und von der reduzierten Lange Ired = I· (d/d.)' ersetzt werden.. 

Pl Befinden sich mehrere Wellenstilcke mit den Steifigkeiten c" c., ... hintereinander, 
so wird l/c = l/c, + l/c, + .... 

y) Fiir kegeif6rmige Wellenabsiitze (Fig. 96) folgt mit e, als polarem Triigheitsmomen 
fiir den Durchmesser tl, und mit l = d,./tl, das mittlere polare Fiachentriigheitsmoment zu 

filr .t=d,/d, = 1 

wird em/e, = 1,00 

1,1 
0,824 

3e, 
em = A.(l'+.t+1J' 

1,2 
0,687 

1,3 
0,578 

1,4 
0,491 

1,5 
0,421 

1,7 
0,316 

2,0 
0,214. 

') Weitere Verfahren vgl. J. J. Holba: Die kritischen Drehzahlen von geraden Wellen. 
Wien: Springer 1936. 

'J Literatur: AuLler den auf S.236 genannten Werken: Hans Wydler: Drehschwingungen 
in KolbenmaschinenanIagen und das Gesetz ihres Ausgleichs_ Berlin: Springer. - Gumbel: 
Z. VDI 1912. - R. Grammel: Ing.·Arch. Bd.3 (1932). - Siehe auch Dubbel: 01· und 
Gasmaschinen. Berlin: Springer. 
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~) Fur die reduzierte Linge einer KurbelkrOpfung gilt nach Geiger') (Fig. 97): 

Ired = I, + I, + I •. 
I, = Wellenzapfenliinge L, + 0,411; l, = 0,773(/- r' II)· ]pwlfh.; 

I. = (Kurbelzapfenlange L,. + 0,4h)' Iv w/Jp k; 
Ivw=~2",(II' -d~)=polares Triigheitsmoment des durchbohrten WeUenzapfens in em' 

(d, Dmr. der Bohrung); 
Iv k = y't,. (111- d~) = polares Triigheitsmoment des Kurbelzapfens in em'; 
fJk8 = b' h/12 = Tragheitsmoment des Kurbelschenkels in em'; 

d, b und h sind in em einzusetzen. Ferner ist 
,=0 filr bIll = 1,6 bis 1,63 und filr rId = 1,2 bis 0,92; 
• = 0,4 fur bId = 1,49 und filr rId = 0,84. 

Liegen die Verhiiltniszahlen bId nicht innerhalb der vorstehend angegebenen Grenzen, so 

k-l-,*Eh~ 

Fig. 97. 

I I K--_ 

kann der Wert : interpoliert wer· 
den, da. das Endergebnis Ired 
nur wenig beeinflullt . 

• ) Eine genu tete Welle 
wird nach Fig. 98 reduziert. 

Fig. 98. 

4. Haufig empfiehlt sich die Reduktion der zur Berechnung notwendigen 
Massentriigheitsmomente auf einen zweckmaBigen Radius r. Es ist dann 
mred = m = llrS. 1m folgenden sind m und I die reduzierten GroSen. Ferner 
ist noch gesetzt H = e . GlrS [kg]. 

5. Bei mehreren Scheiben ergeben sich 
fur die Kreisfrequenzen der Eigenschwin· 
gungen folgende Beziehungen: 

(X) Zwei Scheiben (Fig. 99) haben 
eine Frequenz und einen Knotenpunkt: 

We = v:lj~l~ = V f· ~;~:2. 
~~~~ 1, lz a 

c • 

-ll, 1.", 

Fig. 99. Fig. 100. 

p) Drei Scheiben oder Schwungmassen (Fig. 100) haben zwei Frequenzen 

und zwei Knotenpunkte. Setzt man w = fi, so laSt sich z aus der quadratischen 
Gleichung Z2 - (XZ + f3 = 0 bestimmen, worin 

01 = C1 2 11 + 12 + C2 3 12 + 18 = H (_m2+~2 + ma + m3) • 
. 1112 . 1213 ZI.2 ml m2 12.3 m2ms 

II + 12 + la HZ m1 + m2 + ma fJ = Cl 2 C2 S = ------- . --------- . 
. . 111213 /1•2 / 1•3 m1 ml mS 

6. Bei einer Welle mit n Schwtlngmassen erhhlt man die n -1 Eigenschwin· 
gungszahlen nach Gumbel: Greifen an dem Ende eines Wellenstiickes von der 
Liinge A I zwei gIeich groBe, entgegengesetzt gerichtete Drehmomente Md= Tr 

an, so verdreht sich das Wellenstiick urn den Winkel {} = Mii~.-! und ver· 

schiebt sich eine im Abstand r befindliche Masse urn LI a = r~ ;. = !~ . LIZ. 
G<!:'J 

1) Vgl. auch R. Grammel: Ober die Torsion von KurbelweUen. lng.·Arch. Bd. 4 . (1933) 
S. 287-299; ferner Kimmel: lng.·Arch. Bd. 10 (1939) S.196-221. 

Taschenbuch liir den lIIaschinenbau. 9. Auf!. 1. 16 
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Bei Eigenschwingungen mit der Kreisfrequenz ro bewegt sich die Masse im Ab
stand r nach dem Gesetz s = a sin rot, so daB die Tragheitskraft den Wert 
-(-maw2sinwt) und flir sinwt = 1 den Wert T = maw2 hat (Fig.t01). 

Setzt man dies ein, so folgt 

LJajLJI = TjH, wo H = Gejr2 • 

D. h. die Neigung der ursprunglich zur 
Wellenachse parallelen Faser ist proportio
nal der Tragheitskraft T. Wird der Mantel 
des Zylinders vom Radius r in die Ebene 
abgewickelt, so ist auch die Richtung der 
Faser proportional T. 

Fig. 101. Sind mehrere Massen m vorhanden, so 
erhaIt man den Verlauf der Faser als Seil

linie oder als Schwingungsform, wenn T = maw2 die Krafte sind und der 
Horizontalzug (Polabstand) H = G ejr2 gemacht wird (Fig. 102 a, b). Da bei 

a 

Fig. 102. 

den Eigenschwingungen das System als geschlossen angesehen werden kann, 
treten keine auBeren Krafte auf, die Faser vor der ersten und hinter der letzten 

a I 

l> 

und erhalt 

Fig. 103. 

Schwungmasse mussen parallel der Wellenachse sein 
oder die Summe der Tragheitskrafte muB gleich 
Null sein. 

Durch Probieren wird derjenige Wert ro gefun
den, der diese Bedingungen erftillt und somit die 
Eigenfrequenz darstellt. Das Verfahren laBt sich 
zeichnerisch-rechnerisch oder rein rechnerisch durch
ftihren und Iiefert auch (ftir die reduzierten Wellen
stucke) die Knoten. 

Beispiel: Gesucht ist die tiefste Frequenz der Anord
Dung nach Fig. 103. Es ist d= 5 em, d. h. @="'. 5'/32, und 
G = 820000 kg/em'. Es se; r gleich 10 em gewiihlt, so daB 
H = 503147 kg. 

Um ungefahr einen Anhalt zu haben, kann man die 
vier k1einen Massen in einer zusammenfassen (Fig. 103 b) 

00' = !!.. . m, + m, = 503147 '14 = 5031, d. h. OJ = 71 sek-l. I,., m, m, 35 ·4 . 10 

Dieser Wert wird zu tief sein. Einen besseren Anhalt hat man durch Znsammenfassen von je 
zwei k1einen Massen (Fig. 103 a). Es folgt fiir die qnadratische Gleichung bei drei Schwnng· 
massen (5.241): 

«=H' ( _ _ 4 __ + _ 1_2_ ) = 3,722 '10'; {J =' H" 14 = 1,77 ' 10', 
20 . 2 . 2 15 • 2 ' 10 20 . 25 . 4 . 10 

d. h. "-3,722'10'.+1,77'10'=0. 
Man erbrut " = OJ~ = 5610 (nnd " = wi = 31620) . Fiir die Grundfrequenz ist also 00,"'" 75. 

Es sei 00=75, d. b. 00'=5625 gewahlt (Fig.l02a, b). 
lit wird gleich I gesetz! ; im Kriifteplan wird die Strecke 01 gleicb m, lit 00' gemacbt . Bieran! 

wird in der linken Figur durch den Endpuokt von at die Parallele zum Strahl nacb I gezogen, 
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der a, abschneidet; dieserWert a, liefert T,=m,a,w' uud so fort. Bei richtiger Wahl von w 
miillte Punkt 5 auf 0 fallen. 1st dies nicht der Fall, so mull die Aufzeichnung mit einem 
anderen Wert w wiederholt werden. 

Die Zeichnung ergibt ein Restglied von (T, + T, + T. + T, - T ,) = 0,44 w'. Dieses positive 
Restglied gibt fiir die Eigenschwingung der ungeraden Ordnung an, dall w' zu klein gewiihlt ist. 
Das Verhaltnis der MaBstabe von T nnd H nnd von a nnd I mnB das gleiche sein. 

Rein rechnerisch verfiihrt man wie folgt: Es sei w = 76, d. h. w' = 5776 angenommen. 
Dann wird mit k = w' • II H: 

k1,1 = kl,1 = ka,,= COl. fOIR = 0,1148; 
al=t; 
a, = 4,- k, .• · m,a, = 1- 0,1148 = 0,8852; 
a, = a, - k ••• (m,a, + m,a.) =0,8852- 0,1148 '1,8852 =0,6688; 
a, = a, - k •. ,(m,a,. + m,a,+ m.a,) = 0,6688 - 0,1148' 2,5540 = 0,3756; 

k ••• = w" 2OIH=0,2296; 
a, = a,- k, •• (m,a, + m,a, + m,a, +m,a,) = 0,3756 - 0,2296' 2,9296 = -0,2975. 

Dann ist 
T, + T, + T. + T, = (m,a, + mBa, + m,a, + m,a,)' w' = 2,930' w', 

Ts = msQs rot =-2,975· Wi 

2:T =-0,045' w'. 
Die Restkraft ist -0,045' w', d. h. wist zu groB. Aus beiden Wegen folgt durch Inter· 

polieren f<)= 75,8, d. h. n= 714 U/min. 

III. Statik fliissiger und gasformiger Korper. 
Bearbeitet von Dr.·lng. Bruno Eck. Koln. 

A. Besondere Eigenschaften von FlUssigkeiten und Oasen. 
1. Rubende Fltissigkeiten oder Gase konnen keine Schubspannungen aus· 

tiben, so daB nur Drticke normal zur OberfHiche wirken. Dieses Gesetz verliert 
seine Gtiltigkeit bei halbfltissigen Gebilden, z. B. bei Teer, Asphalt, Kohlen· 
staub usw. 

2. Fliissigkeiten und Gase nehmen widerstandslos jede auBere Form an. 
3. Zusammendrtickbarkeit: Gase lassen sich beliebig in ihrem Volumen 

vergroBem oder verkleinem. 
Fltissigkeiten sind fast nicht zusammendrtickbar: inkompressibel. Das 

Volumen des Wassers wird z. B. durch 1 at um den 44millionsten Teil ver· 
kleinert, bei hoheren Drticken nimmt diese Verminderung noch etwas abo 
lmmerhin spielt bei hohen Drticken verschiedentlich die Zusammendrtick· 
barkeit des Wassers eine Rolle. 

Bei den praktischen Problemen der StrOmungsiehre kann in den meisten Fiillen auch die 
Zusammendriickbarkeit der Gase vernachlassigt werden, wenn die StrOmungsgeschwindigkeiten 
die halbe Scballgeschwindigkeit nicht iibersteigen, so dall es fast imIner geniigt, von "Fliissig· 
keiten" zu sprechen (bei 150 m/sek betriigt die grOBte Kompression der Luft nur etwa 1 vH). 

4. anderung des Volumens mit der Temperatur. Das spezifische Ge
wicht von Fliissigkeiten andert sich, wie folgende Zahlentafel zeigt, mit der 
Temperatur (wichtig bei Kondensatmessungen): 

Spezifisches Gewicht von Wasser bei verschiedenen Temperaturen. 

t 
Y kg/ma 

0° I 
1000 I 

10° 
1000 

20° 
998 

40° 
992 

60° 
983 

80° 
972 

100° 
958 

5. Kapillaritiit. An der Oberfliiche einer F1iissigkeit bzw. der Grenze mit einer festen 
Wand wirken Molekularkriifte, die einer Anderung der Oberfliiche Widerstand entgegensetzen. 
Bei freier AuswirkungsmOglichkeit erzwingen diese Oberfliichenspannungen eine mOglichst 
kleine GesamtoberfHiche (Tropfen). 

Bei Beriihrung einer F1iissigkeit mit festen Korpem. tritt Benetzung nur ein, wenn die 
Molekularkriifte des festen Korpers groBer sind als die der Fliissigkeit. In diesem Fall wird 
die Fliissigkeit am KOrper bocbgezogen; in einer Kapillaren steigt dieselbe, z. B. Aufsangung 
von Fliissigkeiten durch porOse Korper und die Organe der Pflanzen. Wenn umgekebrt die 
Molekularkrllfte im F1iissigkeitsinneru iiberwiegen. SO tritt Kapillardepression ein. 
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Steighohe in Kapillaren: h = 4 • Tlr d (d = Dnrchmesser der Kapillaren in em, r = spez. Ge· 
wicht der Flilssigkeit in g!cm'; T wird die Kapillarkonstante genannt und kann z. B. au' 
der SteighOhe in Kapillaren bestimmt werden). 

Wert der Kapillarkonstanten T [gfem): 
Wasser gegen Luft . . . 0,077 OIivenOl gegen Luft 0,0327 
Quecksilber gegen Luft . 0,47 OIiven6l gegen Wasser O,02t 
Alkohol gegen Luft. . • 0,0258 Alkohol gegen Wasser 0,0023 

SteighOhe: Wasser h = 301d, Alkohol h = tOld (h und d in mm). 
Der auf eine gekrilmmte Oberfliiche pro Fliicheneinheit wirkende Krilmmungsdruck ist: 

p = T [~ + .!.] g/emt • 

'1 '. 
(r" r. Krilmmungsradien der Oberfliiche in zwei aufeinander senkrecht stebenden Schnitten in em.) 

B. Hauptgesetze ruheoder FIUssigkeiteo uod Gase. 
1. (Pascal.) Der Druck an einer Stelle einer ruhenden Fliissigkeit ist UIl

abhlingig von der Schnittrichtung, auf die der Druck bezogen wird_ 
Anwendung: Der Druck in einem Wasserbehiilter an der Stelle A ist 

p=h-y 
und hiingt nur von der NiveauhOhe h abo Der gleiche Druck wirkt bei B auf 
die Wand. DemgemiiB nimmt der Wanddruck linear von der Oberfliiche nach 
unten zu (Fig. 1). 

2. Die auf eine ebene Fliiche wirkende hydraulische Kraft ist ebenso groB, 
als wenn der im Schwerpunkt dieser Flache wirkende Druck auf die Gesamt
flache wirke. Die Kraft greift im Schwerpunkt der Belastungsflache an. 

P -= F· h • r [kg]. 
3. Die Resultierende des Wasserdruckes auf eine Flache F, die unter einem 

beliebigen Winkel gegen die Vertikale geneigt ist, geht durch den Druck
mittelpunkt M, der nach Fig. 2 durch folgende Ordinaten bestimmt wird: 

x", = J~y/Fy.; e = J~/Fy •. 
x", = Abstand des Druckmittelpunktes von der Achse A B; 

e = Abstand des Druckmittelpunktes vom Flachenschwerpunkt in m; 
F = Flache; J~ = Tragheitsmoment fiir Achse durch den Schwerpunkt; 

J~11 = Zen,trifugalmoment von F, bezogen auf Koordinatennullpunkt; 
Y. = Lage des Schwerpunktes unter dem Wasserspiegel. 

Fig. t. Fig. 3. 

1st die Flache symmetrisch in bezug auf das xy-Koordinatensystem, so ist 
das Zentrifugalmoment gleich Null, so daB die Berechnung von e geniigt. 

Abstiinde fUr verschiedene Flachen: 
1) Rechteck (b = Breite parallel zur Oberflache; e = h2/12y,; h = Hiihe auf 

schrager Flache). 
2) Kreis (d = Durchmesser) e = d2/16 Y •• 
Beispiel: Ein WasserbehiiIter hat eine AblaBklappe nach Fig. 3, h= 1,2m; Rohrdruck

Messer d=400; "'=30°. GraBe und Angriff der auf die Klappe wirkenden Druckkraft sind zu 
bestimmen. 
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Nach 2) ist der mittlere Druck p = II· )' = 1,2' 1000= 1200 kg/w'. Somit die Gesamtkraft: 
P = :0(/,'/4' P = "'. 0,4'/4 '1200 = 151 kg. 

Nach Fig. 3 ist: 
II 1,2 (/" 0,4' . 1000 

y, = 00s300 = 0.866 = 1,386 m; e = 16-:-i. = 16. 1,386 = 7,22 nun. 

4. Die in beliebiger Richtung auf eine gekriimmte FHiche wirkende statische 
Druckkraft ist ebenso groB, als wenn der statische Druck auf eine FHiche wirke, 
die durch Projektion der gekriimmten Flache auf eine zur angenommenen Rich
tung normalen Ebene erhalten wird. 

Beispiel: Die au! einen Druckwindkessel wirkende Gesamtkraft 
nach Fig. 4 betriigt p = p . tl' :'1/4 kg. 

5. Der Auftrieb, den ein Korper in einer ruhenden 
Fliissigkeit erh1ilt, ist gleich dem Gewicht der verdrangten 
Fliissigkeitsmenge. Die Auftriebskraft wirkt senkrecht nach 
oben und greift im Schwerpunkt der verdrangten Fliissig
keitsmenge an. 

Die Tragkraft eines Ballons ist gleich dem verdl'angten 
Luftgewicht abziiglich des Gewichtes fiiI das Fiillgas. 

G = V(YL -YGa.l kg. Fig. 4. 

Werte fiir gebrauchliche Ballongase bei p = 760 mm Hg und 0° 
(trockene Luft). 

Gas ,kg/ma Gas ,kg/ma 

Leuchtgas .. 
Wasserstoff rein. 

. -iI 0,67 bis 0,45 

. il 0,08904 I Wa~serstoff normaler Reinheit Ii 0,15 
Helium .......... ,; 0,1785 

HeiBe Luft von rund 370 0 hat die Tragkraft von Leuchtgas. 
Ein Bailon steigt, bis' der Auftrieb gleich dem Gesamtgewicht einscblielllich Traggas ist. 

Die erreichte HOhe nenut man GleichgewichtshOhe. Eine Verminderung der AuBentempe
ratur um 1· vergrlillert die GleichgewichtshOhe um rund 30 m, wiihrend eine Temperaturver
roinderung des FilUgases um 10 die Gleichgewichtshllhe um 20 m bei Leucbtgas und etwa 3 m 
bei Wasserstoff erniedrigt. 

6. Ein Korper, der in eine Fliissigkeit eintaucht, erhiilt einen Auftrieb gleich 
dem Gewicht der vom Karper verdrangten Fliissigkeitsmenge. Der Auftrieb 
greift im Schwerpunkt des verdriingten 
Volumens an. 

7. Stabilitat schwimmender 
Karpel'. Ein eingetauchter Korper 
schwimmt, wenn das Karpergewicht 
gleich dem Gewicht der verdriingten -
Fliissigkeit ist und Korperschwer
punkt S K und Schwerpunkt der ver
drangten Wassermenge Sll' auf einer 
Senkrechten liegen (Fig. 5). 

Fig. 5. 

Metazentrum. Wird der schwimmende Karper geneigt, so wandert der 
Schwerpunkt der verdriingten Wassermenge nach Sj,y. Der hier angreifende 
Auftrieb schneidet die vorherige Senkrechte durch den Karperschwerpunkt in M. 
Diesen Punkt nennt man Met.azentrllm. Ein Karper schwimmt nur stabil, 
wenn M oberhalb des Karperschwerpunktes liegt. 

c. Statik und Eigenschaften der Atmosphare. 
I. Allgemeines. 

Als internationale Normalatmosphiire bezeichnet man den Wert: P=10332kg}m' 
hei t ~~ 150 C; das entsprechende spezifische .Gewicht betriigt 

r = 1,226 kg/m'; !! = )'/g = 0,125 = 1/8 [kg· seli'/m'j. 
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AIs deutsche Normalatmosphiire gelten folgende Bodenwerte: 
l' = 10363 kg/ma; t. = 10· C; r = 1,25 kg/ma; e = 0,127 [kg. sek'/m']. 

Berechnung des spezifischen Gewichtes nach der Gasgleichung r = P/ R T. 
AuBer dem absoluten Druck muB somit noch die Temperatur gemessen werden. 

MittIere Jahreswerte fiir P, I' und t . 
. - _. -

Hohe Lufttemperatur Spezifisches (,,,,,wicht Barometerstand 
iiber 

dem Meer 
Januar I Juli I Jahres- Januar I Jull I Jahres- Januar I Juli i Jahres-

I mittel in km 

° 2 ° -3 

mittel 

8 

° 

mittel 

/
1,28 11,23 /1,25 / 764 / 761 : 762 
1,026 0,996 1,008 593 599 i 596 

Der Luftdruck schwankt infolge Wettereinfliisse um etwa 5 vH um die 
Mittelwerte, wiihrend das spezifische Gewicht urn etw.{ 20 vH schwanken kann. 

Fiir meteorologische Zwecke wird eine neue Einheit, das "Millibar" ver
wendet. 
1000mb = 750mmQS = 10Sdyn/cm2 ; d.h.1rnb=!-mmQS; 1mmQS=tmb. 

Bei vollkommen ruhiger Atmosphiire findet nach oben bin eine adiabatische Druckabnahme 
und Temperaturerniedrigung statt. Hip.rbei andert sich bei 100 m Hobenunterschied die Tem
peratur urn 1· C. 

z. Feuchtlgkeit der Luft. 
Beziiglich Feuchtigkeitsgehalt der Luft s. S. 312. 
Mit Wasserdampf gesattigte LuIt enthaIt folgende Mengen Wasser in 1 rn3 : 

o C //_20 0 /-10 0 I 0 0 /10 0 I 20 0 
/ 30 0 

g Wasser je mS 1,0 2,3 4,9 9,3 I 17,2 30 

Bei den Anwendungei1 der Strilmungslehre wirkt sich die Luftfeuch,igkeit so aus, daB das 
spezlfische Gewicht der Luit etwas geiindert wird. Bei genauen Messungen ist dies zu beachten. 

Am zweckmiiBigsten wird die Luitfeuchtigkeit durch Einfiihrung der Gaskonstanten R 
fiir das Luit-Dampf-Gemisch beriicksichtigt, s. S. 312. 

3. Hiihenformel. 
Um den Hohenunterschied zweier Orte zu bestimmen, verwendet man unter 

Annahme einer mittleren Temperatur die sog. barometrische Hohenformel: 
hI - lit = (18,4 + 0,0671 .. ) logPI/P2' 

worin PI' PI die lit, kg entsprechenden Luftdriicke. 
Nach Everling gilt bis etwa 10 km Hohe die Niiherungsformel 
I' = Yo • 10-0,046.11 (h in km, Yo = spez. Luftgewicht am Erdboden). 

Als Norm gilt die Cina-Hohe (DIN 5450) (Cina = Commission Intemationale 
Aerienne), bei der hinsichtlich der Temperatur, des Druckes und der Dichte be
stimmte, die mittleren Verhaltnisse beriicksichtigende Abhangigkeiten festgestellt 
wurden. Danach giltbis zu Hohen von 11 km(H inkm; PH in kg/cm2;yH in kg/ms; 
tH in 0 C): (288 _ 6 5 H),.255 

tH = 15 - 6,5H; PH ,= 1,03323 --2si- [at]; 

(
288 - 65H\4.255 

YH = 1,2255 --2~) [kg/ms]. 

Zahlenangaben fiir die Cina-Hohe. 
.. -

1-~,5 I 5 H I ° 1 0,5 1 2 4 10 15 20 
tH 15 11,75 8,5 2,0 -11 '-17,5 -50 -56.5 -56,5 
PH 1,033 0,973 0,916 0,811 0,715 0,628 0,551 0,269 0,123 0,055 7 
YH 1,225 1,168 1,112 1,01 0,909 0,819 0,736 0,413 0,194 0,088 

PH/PO 1,0 0,942 0,887 0,784 0,6921 0,608 0,533 1 0,261 0,119 0,054 
eH/eO 1,0 0,952 0,907 0,821 I 0,742 0,668 0,601 0,337 0,158 0,071 7 
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Zusammensetzung der Luft (giiltig bis etwa 20 km Hohe): 
78 Raumteile Stickstoff, 21 vH Sauerstoff, 0,9 vH Argon, 0,03 vH Kohlen

saure, 0,0012 vH Neon, 0,001 vH Wasserstoff und 0,0004 vH Helium. 
Von etwa 20 km Hohe ab nimmt der Sauerstoffgehalt um 0,3 vH fUr 1 km 

Hohe ab, bis in einer Hohe von etwa 60 km kein Sauerstoff mehr vorhanden ist. 

IV. Stromungslehre 1). 

Bearbeitet von Dr.-Ing. Bruno Eck, Koln. 

A. Hauptgesetze. 
I. BernoullIsche G1eichung. 

hi + Pl/Y + wU2g = h2 + PJy + wU2g = H = konst. 
Die Gleichung gilt 

flir reibungslose Fl lissig
keit und besagt, daB 
die gesamte Energie an 
jeder Stelle konstant ist 
(Fig. 6). Man nennt: 
w2/2g die Geschwindig
keitsenergie, h die Lagen-
energie, Ply die Druck- __ .....L_"'--'-____ .L... 

energie. Bei einer Lei- Fig. 6. Fig. 7. 
tung, die keinerlei 
Niveauunterschiede aufweist, vereinfacht sich die Gleichung in 

Pdy +wi!2g = P2/Y +w~/2g =H oder PI +y/2g.W~ = P2+y/2g.w~ = P. 
Anmerkung: a) Bei oichtstationaren Bewegungen, d. h. wenn die Geschwindigkeit an 

einer Stelle sich noch mit der Zeit andert, tlitt zu der Bernoullischen Gleichung noch ein 
Beschleuoigungsglied " • 'I 

fJ, wi 1jaW fJ. w. 1jdW 11, + -+---+- --ds = 11.+ -+--+- -a ds = konst. 
'1 2g go vi r 2g go I 

Beispiele: 1. Anordnung nach Fig. 7: fJ, =0,1 atii 4- 1,1 ata; w,=4 m/sek. Der. Unter
druck an der Stelle 2 ist zu bestimmen a) fUr Wasser und b) fllr Luft als Durchflufimlttel. 

a) Nach der Kontinuitatsgleichung (S. 251) ist 
w. = w, (d,/d,)' = 4 (20/14)' = 8,16 mtsek; 

p+" p+r s. r 1000(8' ') W , 2gw, =. 2gw., LlP=P,=fJ'-:ig(w~- wn=2~i ,16 -4 =2570mm S; 

p, = p, - LI fJ = 1,1 - 0,257 = 0,843 ata; 
Unterdruck 4- 1,0 -- 0,843 = 0,157 at bzw. 1570 mm WS. 

b) Luft von IS· C 
P 11000 • 

l'Laft = RT = 29,3 . 288 = 1,3 kg/m ; 
wie unter a) 

IJ p = p, - fJ. = J'. (wi - wi) = !.o~. 50,6 - 3,35 mm~WS; 
2g 2' 9,81 

p. = p, -,1 P =11000-3,35=10996,65mmWS4-1,0997 ata. 

Die MeBstelle zeigt somit bei Luft 996,65 mm WS tlber
druck an. 

Fig. 8. 

2. Ein Tragfliigel wird im Windkanal mit einer Geschwindigkeit von w = 40 mIse!!! ange
blasen (Fig. 8). An der Stelle R wird ein Unterdruck von 300 mm WS gemessen. Wie groB 
ist die Geschwindigkeit an dieser Stelle? 

p, + r/2g • w~ = P. + r/2g. wi , 
hieraus 1 r-p-;' - P. ---.. ,/----
_____________ ~. = V 2g --y- - + w" w. = r300 '16 + 40' =80m/sek. 

') Literatur: Eck: Techoische Stromungslehre. Berlin: Springer 1935 (in enger AnIehnung 
an diesen Abscbnitt). - Prandtl-Tietjens: Aero- und Hydromechanik. Berlin: Springer. -
Wien-Harms: Handbuch der Experimentalphysik. Bd. 4. 
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b) Fiir die Bediirfnisse des Kreiselmaschinenbaues interessiert noch eine 
andere Form der Bernoullischen Gleichung. 

1st bei einem rotierenden Schaufelkranz u die Umfangsgeschwindigkeit, 
W die Relativgeschwindigkeit und p der statische Druck, so besteht die Beziehung: 

wU2g + PJ'Y - u~ /2g = wU2g + P2/'Y - uU2g = konst. 
Man bezeichnet diese Formel als Bernoullische Gleichung der Relativbewegung. 

c) Bei hOheren Geschwindigkeiten - etwa von 150 m/sek - spielt die 
Kompressibilitiit bei Gasen eine Rolle. GriiBere Druckunterschiede bedingen 
eine Arbeitsleistung nach den thermodynamischen Gesetzen; dann ist folgende 
Form der Bernoullischen Gleichung zu verwenden: 

fdP/'Y + w2/2g = konst. 
Zusatz: Die Leistung in m'kg/sek, die etwa von e1nem Ventilator aufgebracht werden 

muS, um eIn Volumen V m'/sek auf e1nen Oberdruck A P kg/m' bzw. rom WS zu bringen, ist 
L = V· A P mkg/sek. 

Die Leistung in PS betrligt: N = V· A P/75 • 
Beispiel: Eine Luftmenge von 7200 m'fb soll mit einem Druckunterschied von 300 rom WS 

durch eine Leitung gedriickt werden. Die bierzu erforderliche Ventilatorleistung ist bei e1nem 
Gebllisewirkungsgrad 1j =' 0,6 zu bestimmen. 

V = 7200 = 2 m'/sek ; N = V· Ll P. = 2' 300 _ f3,33 PS. 
3600 1j'75 0,6' 75 

2. Druckinderung senkrecht zur Strilmung. 
Eine Druckiinderung senkrecht zur Stromungsrichtung ist nur bei ge

kriimmten Stromlinien miiglich. Es treten hier Zentrifugalkriifte auf, die durch 
Drucksteigerungen aufgenommen werden miissen. Bei geraden, d. h. parallelen 
Stromlinien (z. B. der Rohrstromung) ist somit der Druck in einem Schnitt 

Fig. 9. Fig. 10. 

senkrecht zur Striimungsrichtung konstant. 
Aus diesem Grunde kann der Druck in einem 
Rohrleitungsquerschnitt durch Anbohrung 
der Wand gemessen werden. 

Es besteht folgende Beziehung (Fig. 9): 

dp/dn = 'Y/g • w2/R. 
Bei nicht zu groBen Werten von LIn kann mit 
der Differenzengleichung gerechnet werden; 

LIp = LI n • 'Y/g • wI/R . 
Beispiel: In einem rechteckigen KrOmmer (Fig. 10) soll der Druckunterschied zwischen der 

nneren und der liuBeren Krilmmung berecbnet werden, wenn Luft mit w = f 5 mfsek durchstrOmt. 

An =O,f m, rIc = f/8. AIs KrOmmungsradius wird das Mittel eingesetzt: 

R= (200+ 3(0)/2 = 250 mm; LlP= An 1'.- ~ = ~f '15' = 11,25mm WS. 
g R 8'0,25 

Die Recbnung kann natlirlich nur als Nliherungsrechnung betrachtet werden. In solchen 
Flillen ist diese Gleicbung von groBem Wert. 

3. Kreisbewegung. 
In der reibungsfreien Fliissigkeit hat kein Teilchen eine Drehbewegung, 

da auf seine Oberfliiche nur Normalkriifte wirken. Zur Einleitung einer Drehung 
waren Schubspannungen niitig, die nur bei Reibung denkbar sind. Bewegt sich 
ein Fliissigkeitsteilchen auf einer gekriimmten Bahn bzw. auf einem Kreise, so 
tritt nur eine Verschiebung des Teilchens nach Fig. 11 ein. 

Geschwindigkeitsverteilung: Es gilt WI' TI = w2 ' T2 = konst. 
Diese Bewegungsform nennt man Potentialwirbel. 

Beispiel: In einem groBen Wasserbecken rotiert eIn Zylinder von 100 mm Dmr. mit einer 
Umfangsgeschwindigkeit von 6 m/sek. Wie groB ist die Umfangsgeschwindigkeit des Wassers 
im Abstand 400 mm vom Zylindermittelpunkt? 

w, = w • . r,/r, = 6· 50/400 = 0,75 m/sek. 
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EinfluB der Reibung bei der Kreisbewegung. Bei den technisch wichtigsten 
Fliissigkeiten: Luft und Wasser, ist die innere Reibung verhaltnismaLlig klein. 
Bei der drehenden Bewegung, die man Wirbel nennt, wird in der Mitte ein Kreis
kern beobachtet, der sich wie ein fester Korper bewegt, wahrend aul3erhalb des
selben sehr genau die hyperbolische Geschwindigkeitsverteilung beobachtet wird 
(Fig. 11). 

Fig. 11. Fig. 12. 

4. Impulssatz. 
Unter Impuls (5. S.225) versteht man den Ausdruck: Masse mal Geschwin

digkeit. Frei von allen Einschrankungen gilt folgende Bezichung: Die zeit
lichc Anderung des Impulses ist gleich der Gesamtsumme der an 
der Masse angreifenden Krafte. 

Fiir einen Fliissigkeitsstrahl mit der sekundlich durchfliel3enden Masse q 
schreibt man zweckmal3ig: 

:E p.= q' Llw. = q(w2X - wtx ) . 

Es ist zu beachten, dal3 die Richtung von 1,'Px identisch sein mull 
mit def Richtung von Llw •. Ferner darf nicht iibersehen werden, daLl auf 
der linken Seite die Sum me samtlicher auLleren Krafte steht. 

Beispiel: Der im schriigcn Luftstrahl hiingende Ball iibt nach Fig. 12 auf den Strahl als 
einzige Kraft sein Gcwicht G aus, das senkrecht nach unten, d. h. negativ wirkt. Somit gilt 

--G = q(W211- W1,,} = q (wzsin ~2-wlsinal)' 

Mit WI " cos 1X2=Wl' COSC\:l wird: tg lX2 = ~Il al - G/9_f!!~. Bei G = 0,2 kg; Wl = 15 m/sek; 
COSiXl 

'Strahl = ,,/4' 142 • 10 - 4 m2 und "1 = 45' ergibt sich ein <x, = 19°11', d. h. eine Ablenkung 
des Strahles urn ,1 '" = 25 ° 49'. 

~~ --. p 
~-.--

1) 
Fig. 13. Fig. 14. Fig. 15. 

Strahldruck gegen Fliichen. Ebene Platte wird vom Strahl senkrecht ge
troffen (Fig. 13): P = ylg' Vw [kg]; V m3/sek. 

Ebene Platte wird vom Strahl unter dem Winkel IX getrofien (Fig. 14): 
P=ylg·VwsinlX. 

Offener Umdrehungskorper nach Fig. 15, der den Strahl gegen die Strahl
achsenach dem Winkel IX ablenkt: P=ylg·Vw(1 +COSIX); fiir IX=O erhalt 
man P =ylg·2Vw. 

Beispiel: Eine StoBplatte Dach Fig. 13 soll dazu bellutzt werden, urn die Austritts
gescbwindigkeit aus einem Wasserhabn zu bestimmen. Die sekundlicb austretende Wasser
menge sei z;u 1,2 l/sek tip-messen worden. Die Kraft P werde zu P = 2,32 kg bestimmt. N ach 
obiger Gleichung wird 

p . g 2,32 • 9,81 . 
,.. ~ y-:-YC= woo-:-i-::Z:-w-=-a = 18.95 m/sek. 
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In der freien Stromung, z. B. bei der Umstromung cines Tragfliigels, iindern 
sich die VerhaItnisse von einer Stromlinie zur anderen. Hier muB fiir jeden 
Strahl nach dem Impulssatz die Kraft in einer Richtung gerechnet und die Ge
samtsu=e gebildet werden. 

Satz: Die Summe alIer iiuBeren Kriifte in einer Richtung, die 
auf ein abgeschlossenes Gebiet wirkt, ist gleich der Differenz der 
aus diesem Gebiet austretenden und der eintretenden Impulse in 
dergleichen Richtung. 

Reibungskriifte im lunem heben sich bei dieser Rechnung auf und spielen 
somit keine Rolle. 

Oitterstr6muDg. Wird durch ein unendlich langes Schaufelgitter von der Breite b, Fig. 16, 
ein Fliissigkeitsstrom vom Winkel <x, nach <x, abgelenkt, so ergibt der Impulssatz fiir die Lange A 13 
eine Kraft PII in Richtung des Gitters: PI/=AB' be' C",(C2u-Ctu). 

Nach der BernouIIischen Gleichuog entsteht weiter ein Druckunterschied 

p, - P, = e12 • (e: - cD = e/2 ' (4 .. .;... e~ .. ). 
Dies bewirkt eine Kraft P,. senkrecht zum Gitter von der GrOBe 

P,. =AB'b' e/2' (e~" - cf .. ). 

Die Richtung der Resultierenden foIgt dann aus pp,. = (elu + e • .. )/2 = tg "'. 
/I em 

Satz: Wird durch ein unendlich langes Gitter ein Fliissigkeits
strom von der Richtung ~ in die Richtung (¥s abgelenkt, so iibt 

die Fliissigkeit auf das Gitter eine 
Kraft aus, die senkrecht auf einer 
mittleren Richtung steht, die aus 
der Meridiangeschwindigkeit und 
der mittleren Komponente in Git
terrichtung gebildet wird. 

fu 
+-+ii 

Fig. 16. Ablenkung eines Flllssigkeits- Fig. 17. Leitrad hinter einem Kreiselpumpenrad. 
stromes durch ein Schaufelgitter. 

Der Satz gilt auch dann noeh, wenn die Schaufeln auseinandergerllckt sind. Die Winkel <¥, 
nnd <¥o beziehen sich dann nicht auf die Schaufelwinkel, sondern auf die Winkel der ausgegliche
nen StrOmung weit vor und weit hinter dem Gitter. S. auch Bd. II, S. 258. 

Impulsmomente (Fliichensatz). Impulsmoment = Hebelarm mal Masse mal 
Geschwindigkeit. Beziehung: Das Moment der iiuBeren Kriifte ist gleich 
dem Zuwachs des Impulsmomentes. 

M = I(".q.L!w,,). 
w" ist die Geschwindigkeitskomponente senkrecht zum Hebelarm. 

Anwendung: Kreiselmaschinen. 1st q die sekundlich durch ein Schaufelrad 
stromende Masse und sind clu und c." die Umfangskomponenten der Absolut
geschwindigkeit auf den Radien "1 und "2' so gilt: 

M = qr",· Ch - "1· C,..]. 
Beispiel: Hinter einem Kreiselpumpenrad tritt das Wasser mit einer - Geschwindigkeit 

von 15 m,lsek unter einer Neigung von 30° gegen den Umfang aus und wird in einem an
schIie.6enden Leitapparat in die radiale Richtung umgelenkt (Fig. 17). Welches Drehmoment 
muLl vom Leitrad dabei aufgenommen werden? 

c'" =C' sin30° = 15' i ~ 7,5 m,lsek; Cu -e' cos300 -13 m/sek; 
y- ",. tJ· b 'Cm =:n;' 0,2' 0,02' 7,5 =0,0941 m8/sek; q = Y'r/g-O,0941 '1000/9,81 =9,6; 

M -q[r.· 0- r.Cl,.] = -9,6' 0,1 '13 - -12,5 m·kg ~ 1250 kg.em. 



Hauptgesetze. 251 

5. Elementarsatz der fUissigkeitsreibung. 
Da an den Wandungen fester Korper die Fliissigkeit infolge der Adhasions

krafte festhaftet und deshalb die Geschwindigkeit der Oberflache selbst auf
weist, ergeben sich bei der Um- und Durchstromung von Korpern unter Um
standen sehr starke Geschwindigkeitsanstiege, die selbst bei sehr kleiner Reibung 
Schubspannungen verursachen. Durch diese Reibung 
wird z. B. ein Teilchen ABCD nach Fig. is verformt 
in ABC' D'. Die hierbei auftretende Schubspannung 
wird nach Newton durch folgenden Ansatz erfaBt: 

7: = Wdw/dy. 
dw/dy = Geschwindigkeitsgefalle senkrecht zur 

Stromungsrichtung. 

C C' D D' 'r--i'---4'---.., 

/ 
I 

A I 

Fig. 18. 

/ 

" H/ 

Der Koeffizient I' heiSt Zahigkeitskoeffizient und hat die Dimension [kg'sekjma] 
I' ist gleich der Schubspannung, die auf tritt, wenn die Geschwindigkeit in einem 
Wandabstand von 1 m um 1 m/sek zunimmt. Aus ZweckmaBigkeitsgriinden 

rechnet man mit der kinematischen Zahigkeit v = £ = P- [rna]. Es ist 
'Y/g €! sek 

iiblich, die Zahlen nicht in m2!sek, sondern in cm2/sek anzugeben. v ist, wie die 
folgende Zahlentafel zeigt, stark abhangig von der Temperatur. Die dynamische 
Zahigkeit I' nimmt bel Fliissigkeiten mit der Temperatur ab, bei Gasen wachst sie. 
Bei vollkommenen Gasen ist v umgekehrt proportional dem Druck, wahrend f1 
unabhangig vom Druck ist. 

Fiir Wasser zeigt S.646 die kinematische Ziihigkeit in Abhangigkeit von der 
Temperatur. Dei Drucksteigerung treten bei Wasser nur belanglose Anderungen 
anf. Die Ziihigkeitswerte flir Luft und Wasserdampf sind ebenfalls auf S.646 
wiedergegeben. Fiir Luft gilt: 'V = 'Vt&t: P (P in ata). 

Wenn v> list, kann die Ziihigkeit schnell und zuverlassig mit dem Englerschen Ziilrlg
keitsmesser bestimmt werden. Man bestimmt die Zeit t, in der 200 cm' der MeBfliissigkeit aus 
cinem genormten GefaB (106 mm Dmr., AusfluBrobr 2,9 rnm Dmr., 20 mm lang, Spiegel 52 mm 
hoch) mit unterem AllsfluB ausflicilt. 1st to = 48,51 sek die gleiche Zeit Iiir Wasser, so wird der 
sag. Englergrad bestimmt durch E = t/to (vorgeschriebene Wassertemperatur 20°). Nach Mises 
besteht zwischen E und v folgende Beziebung: 

,. = 0,0864E - O,08/E [cm'/sek]. 

6. Kontinuitiitsgleichung. 
"Kontinuitatsgleichung" : 

PI W1'YI/g = Fa w2'Ya/g = konst. 

Dei nicht kompressiblen Fliissigkeiten ist 'YI = 'Y2' so daB sich die Gleichung 
vereinfach t zu: 

7. AhnIlchkeitsbeziehungen. 
Fiir die Ubertragung von Modellversuchen auf groBere Ausfiihrungen ist die 

Frage wichtig, wann eine sinngemaBe Ubertragung der Versuche moglich ist. 
Dies ist nur dann der Fall, wenn die beiden Vorgange ahnlich verlaufen, wobei 
die Bezeichnung "ahnlich" je nach den Umstanden eine verschiedene Bedeutung 
erhalten kann. 

a) Reynolds' Ahnlichkeitsgesefz. Die Umstromung zweier geometrisch 
ahnlicher Karper ist geometrisch iihnlich, wenn in beiden FaIlen die Zabl wdj'V 
die gleiche 1st. w bedeutet hier eine kennzeichnende Geschwindigkeit, d eine 
typische Langenabmessung und l' = 1'/(1 die kinematische Ziihigkeit. Man be
zeichnet diese GroBe mit 

Re = wd/" 
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und sprieht Reynoldssehe Zahl. (Wird 'V in em2/sek eingesetzt, so ist w in 
em/sek und d in em einzusetzen.) Diese Zahl, die eigentlich das Verhaltnis der 
Tragheitskrafte zu den Zahigkeitskraften darstellt, spielt in der modernen Stro
mungslehre eine Uberragende Rolle. Es zeigt sich namlich, daB bei fast allen 
Stromungsvorgangen nicht etwa die Geschwindigkeit, sondern die Rey
noldssche Zahl die maBgebende Veranderliche ist. Insbesondere gibt 
die Zahl an, wie bei Versuchen Korperabmessungen und Geschwindigkeiten 
gewahlt werden mUssen, um ahnliche, d. h. vergleichbare Stromungsbilder zu 
erhalten. 

In der Flugtechnik wird statt der Reynoldsschen Zahl vielfach mit der 
Kennzahl E = w • t gearbeitet, mit t = Fliigeltiefe, s. S. 274. Hier wird die 
Lange in mm und die Geschwindigkeit in m/sek eingesetzt. FUr 1r und 
760 mm Hg gilt: 

IRe = 70· E ·1 

Beispiele: t. Ein Automobil soll im Windkanal untersucht werden. Die Fahrgeschwindig
keit betriigt 108 km/h ->- 30 m/sek. Die Wagenhohe betrage 1,5 m. Ein vorhandener Wind
kanal biete die Moglichkeit, ein geometrisch iihnliches Modell von nur 1 m Hohe einzuhauen. 
Die Anblasegeschwindigkeit ist zu besti=en. 

Rei = 3000' ISO/V; Re, = w,' loo/v; mit Rei = Re, wird "" = 30' 150/100 = 45 m/sek; 

2. Das SHick einer Wasserrohrleitung mit Krii=er und Armatur soll mit Luft unter
sucht werden, urn vor dem Einbau mit einfacbsten Mitteln den Rohrwiderstand kennenzulemen; 
Rohrdmr. = 100 mm. Die Wassergeschwindigkeit sei 2,2 m/sek. Mit welcher Luftgeschwindig
keit muB der Rohrstrang durchblasen werden, urn iihnliche, d. h. iihertragbare Verhiiltnisse 
zu erhalten? 

Re = WI' dJv, = w,' dJ",; 220 . d/O,OI = w, . d/O, I 5 w, = 2,2 . 0,15/0,01 = 33 m/sek. 

b) Froudes' Modellgesetz. Wenn bei einem Stromungsvorgang die Schwer
krafte als beschleunigende Krafte wirken, z. B. bei Schiffswellen, so verlaufen 
die Vorgange ahnlich, wenn die sog. Froudessche Zahl F = w2/1g (l typische 
Korperabmessung, w typische Geschwindigkeit) die gleiche ist. Ein Schiffs
modell wird somit ein der GroBausfiihrung geometrisch ahnliches Wellenbild 
nur dann ergeben, wenn die Froudesschen Zahlen gleich sind. 

Beispiel: Ein Schiff von 100 m Liinge, das eine Geschwindigkeit von 10 m/sek auiweist, 
soll in einem SchIeppkanal mit einem Modell von nur 1 m Liinge untersucht werden. 

wYJ1l = W~/l2 ; W2/Wl = Vl~/i~- = V~~ = T10; d. h. Wz = WI • T10 = 1 m/sek. 

Bei dieser Geschwindigkeit wird sich das gleiche Wellenhild ergeben. 

8. Gesetze iiber Wirbelbewegung. 
Der Begriff des Wirbels war bereits auf S. 249 gekl1irt worden. Die tech

nisch wichtigsten Medien: Wasser, Luft usw. haben, absolut gemessen, eine sehr 
kleine Reibung. Man beobachtet, daB diese kleine Reibung sich direkt nur auf 
sehr kleine Stromungsbereiche ausdehnt. Bei der Umstromung ist es die dUnne 
Grenzschicht, wahrend bei der freien Wirbelbewegung nur der Wirbelkem (bei 
raumlicher Ausdehnung Wirbelfilden) von der Reibung direkt beeinfluBt wird. 
Bereits Helmholtz hat dies erkannt und eine Reihe auch heute noche 
gUltiger Wirbelgesetze nachgewiesen. Strenggenommen gelten die folgenden 
Gesetze nur in der idealen reibungsfreien Fliissigkeit. Bei Wasser, Luft uSW. 
sind die durch die Reibung bedingten Abweichungen jedoch au/3erordentlich 
gering. 

Helmholtzsche Wirbelgesetze: 
a) Die Zirkulation (s. S.255) urn einen Wirbelfaden ist zeitlich unverander

lich. Die Drehung bleibt an den Teilchen haften, die bereits eine Drehung 
haben. 

b) Die Teilchen, die sich im "Wirbelfaden" befinden, bleiben auch dann 
ausschlieBlich in Drehung, wenn der Wirbelfaden sich fortbewegt oder seine 
Form andert. 
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c) Ein ¥lirbclfaden kann illl lnnern ciner Fliissigkeit nirgendwo endigen. 
Entweder bilden sich Ringwirbel, oder die Wirbelfaden endigen an einer Wand 
oder der Fliissigkeitsoberflachc, z. B. set zen sich die aus einem Tragfliigel kom
menden Wirbelfiiden schliel3lich auf den Erdboden auf. 

Ais Erganzung ist besonders der Satz von Thomson anzufiihren: 
Die Zirkulation Uings ciner geschlossenen fliissigen Linie bleibt 

zeitlich konstant. 
In einem solchen Gebiete Idinllen sich trotzdem Wirbel bilden, wenn nur 

die Gesamtzirkulation gleich Null ist. Dies ist moglich, wenn sich zwei en t
gegengesetzt drehende Wirbel von gleicher Zirkulation bilden. Man beob
achtet dies z. B. beim sog. "Kaffeeloffel-Experiment". (Anfahrwirbel einer Platte, 
Fig. 19.) Weiter ist auf das wichtige Beispiel des Tragfliigels zu verweisen. Beim 
Anfahren bildet sich der Anfahrwirbel, der wcg
schwimmt; der entgegengesetzt drehende urn den 

Fig. 19· 

Tragfliigel verbleibende Zirku
lationswirbel bleibt. Die Wir
bel en tstehen fast ausschliel3-
licll durch Trennflachen. 

9. Biot-Savartsches Gesetz. 
Der Einflul3, den ein Wir

belfaden auf seine Umgebung 
ausiibt, kann durch eine In
tegration gewonnen werden, 

Fig. 20. 

Fig. 20. Das Stiick ds eines beliebigen Wirbelfadens erzeugt in A eine Ge
schwindigkeit, die senluecht auf der durch A und ds gebildeten Ebene steM 
und die GroLle hat: 

ds 
dw = r . sin (X ; 

47lJ·2 
r = Zirkulation, s. S.255. 

B. Besondere Merkmale der reibungsireien Stromung. 
t. Ebene Striimung. 

Eine reibungsfreie Stromung zwi
schen parallelen Ebenen zeigt einige 
besondere Merkmale, dercn Kenntnis 
flir viele praktische Anwendungen von 
Nutzen ist. 

Zeichnet man zu den Stromlinien 
N ormallinien ein, so ergeben sich bei 
geniigend enger Aufeinanderfolge bei
der Linien Rechtecke von glcichem 
Seitenverhaltnis. Sorgt man daflir, 
daLl eines der Vierecke ein Quadrat 
ist, so sind auch die librigen Vierecke 
Quadrate. Damit wird aber in klein
sten Teilen eine beliebige ebene Stro
mung der geradlinigen ahnlich 
(Fig. 21). Diese Bezieh ung be

!I 

Fig. 21. l{eibungsfreie Urnstrornung eines un· 
endlich langen Zylinders. Strornlinien und 

Potentia1linien. 

zeichnet man auch als konform. Es muLl somit moglich sein, jede ebene 
Stromung aus einer geradlinigen Stromung abzuleiten. Tatsachlich ist dies auf 
rein mathematischem Wege mit Hilfe der sog. konformen Abbildung1) moglich 
und flihrt in vielen Fallen zu praktisch verwertbaren Ergebnissen. 

1) Eine einfache Einfiihrung in die konforme Abbildung bildet das BUGh J. Lewent: Ron
forme Abbildung. Teubner. 
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Indem man diese Beziehung, die eigentlich nur flir kleinste Quadrate gilt, 
auf groBere Quadrate, die gezeichnet werden konnen, iibertragt, gewinnt man 
ein auBerordentlich einfaches Mittel, urn wenigstens in ers ter N aherun g ein 
beJiebiges Stromungsbild aufzuzeichnen. Das Verfahren besteht darin, daB man 
die StromJinien und die Normallinien so lange verschiebt, bis nur noch Quadrate 
vorhanden sind (Fig. 21). Experimentell laBt sich diese sog. "ebene Potential
stromung" nach Hele-Shaw 1) darstellen, indem man die Stromung der diinnen 
Schicht zwischen zwei Glasplatten sichtbar macht. Noch einfacher gelingt nach 
Eck2) die Darstellung, indem man die Fliissigkeitshaut auf einer Platte mit 
Aluminiumpulver bestreut und kleine aufgesetzte Modellkorper (z. B. entspre
chende Blechstiicke) langsam auf der Platte verschiebt. 

2. Rotationsstromung. 
Fiir die Bediirfnisse der Kreiselmaschinen interessiert besonders die Stro

mung durch Rotationshohlraume. Hier gilt folgender Satz: 

f---r Die Stromlinien bilden mit den Normal
linien Rechtecke, fiir die das Verhaltnis 
der Seiten proportional dem Abstand von 
der Dreh achse ist. 

LI x/LI y = r . konst. 

Fig. 22. Stromlinien in einem 
Rotationshohlranm. 

Man kann diesen Satz zur Aufzeichnung der 
Stromlinienbilder benutzen. Zunachst zeichnet man 
nach dem Geflihl die Stromlinien und einige Nor
mallinien ein. Dann priift man flir jedes Rechteck 
die Zahl Llx/Lly· 1/T und sorgt durch Verschieben 
der einzelnen Kurven daflir, daB die Zahl iiberall 
konstant ist (Fig. 22). 

c. Einige wichtige 8egriffe der Stromungslehre. 
t. Staupunkt. 

Bei der Umstromung eines Korpers teilt sich die Stromung in zwei Teile: der 
Teilungspunkt vome und hinten heiBt Staupunkt. Nach der Bernoullischen Glei

chung ergibt sich wegen 
~~. w2 =OfiirdenStaupunkt: 

~~?-;::-. ~;::::::::--~ rl ~~r;;ru~~:u~liei~~';i;~ 
der "Staudruck" genannt. 

1m Staupunkt herrscht 
der griiBte Druck, der 

Fig. 23. Fig. 24. in der ganzen Stro-
mung iiberhaupt auf

treten kann, wahrend Unterdriicke bis zum Vakuum vorkommen konnen. 

2. Trennflache. 
Hinter einem umstromten Korper kommen die beiden Fliissigkeitsstrome 

wieder zusammen. Wegen der verschiedenen Reibungswirkung auf beiden Seiten 
des Korpers ergeben sich an diesem hinteren "Staupunkt" endliche Gesch win
digkeitsun terschiede (Fig. 24). Dies gibt AnlaB zu kleinen Wirbeln in einer 
sog. "Trennflache", die in sehr vielen Fallen zu groBeren Wirbeln fiihren. Wirbel 
entstehen fast immer durch Trennflachen; diese Trennflachen sind instabil, sie 
nehmen zunachst eine wellenfOrrnige Gestalt an, iibersch!agen sich, und der 
Wirbe! ist fertig. 

') Hele-Shaw: Experiments of the Nature of Surface Resistance. Inst. Nav. Arch. Bd. 29 
(1897) S.145. ') Eck: Str6mungslehre. II. Berlin: Springer 1936. 
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3. Turbulenz. 
Eine Stromung ist "turbulen t" (wirblig), wenn der Hauptbewegung un

geordnete Mischbewegungen Uberlagert sind. Die beobachteten Geschwindig
keitsschwankungen wirken nach allen Seiten und betragen bis zu 6 vH der an 
der betrachteten Stelle vorhandenen mittleren Geschwindigkeit. 

Laminare Stromung ist vorhanden, wenn die Stromlinien parallel den 
Wanden verlaufen. 

Der Verlauf der Stromung wird maBgebend durch die Reynoldssche Zabl Re 
beeinfluBt. Bei Re < 2320 ist die Stromung in geraden Rohren laminar, bei 
Re > 2320 fast immer turbulent. 

Dber den EinfluB von Re in Rohrleitungen s. S. 261, auf WarmeUbertragung 
s. S.292. 

4. Grenzschicht. 
An der Wand eines Korpers haftet eine Fllissigkeit bzw. ein Gas. Die Reibung 

wirkt sich, wie Prandtl zuerst erkannt hat, in einer verhiiltnismaBig dUnnen 
Schicht, der sog. Grenz
schicht, aus (Fig. 25). 
AuBerhalb dieser Grenz· 
schich t ist praktisch die 
gleiche Geschwindigkeit, als 
wenn keine Reibung vor
handen ware. Die Stromung 
in der Grenzschicht kann 
laminar oder turbulent sein. 

Fig. 25. Fig. 26. 

MaBgebend fUr den Ubergang ist die Reynoldssche Zabl w· ~/" (~ Dicke der 
Grenzschicht). In vielen Fallen ist die zuverlassige Vorausberechnung der Grenz
schichtdicke ~ und ihre Zunabme in Richtung der Stromung gelungen. 

5. Abliisung. 
Eine Ablosung liegt vor, wenn an einer Stelle die Stromung ein Gebiet nicht 

ausflillt und als "Totwasser" umsplilt. Es gibt zwei Ursachen fUr Ablosungen: 
1. Scharfe Kanten (Fig. 26). Die Stromung weicht oft sem weit aus. Man 

spricht dann von Kontraktion oder Diskontinuitatslinien. 
2. Zu starke Verzogerung der Grenzschicht, z. B. Zylinder (Fig. 63), oder 

eine Kanalerweiterung, die Uber 10 bis 14 0 betragt, s. auch S. 276. 

6. Zirkulation. 
Man bildet fUr eine geschiossene Kurve (Fig. 27) das Integral 

r = g> w· cOS(X • tis. Dieses Integral wird fUr einen geschiossenen Weg um 

Fig. 27. Fig. 28 

den Korper gebildet und Zirkulation r genannt. 1st die Anblasegeschwindigkeit 
bzw. die Geschwindigkeit des Korpers w, und die Breite des Korpers b, so ist 
die GroBe der Auftriebskraft 

A =,}'r·w·b. 

FUr die rechnerische Behandlung von Wirbeln, TragflUgelprofilen usw. ist dieser 
Begriff einer der fruchtbarsten der modemen Stromungslehre. 
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Beispiel 1: Wie groll ist die Zirlrulation ftir elnen Potentiaiwirbel, bel dem im Abstande 
r = 10 em yom Mittelpunkt eine Umfangsgesehwindigkeit von c" = 6 mjsek vorhanden ist? 

r=2r""c,,=2'0,1'''''6=3,77 [m'jsek]. 
Beispiel 2. 1m Anfang der Bewegung des Tragfliigels eines Flugzeuges bildet sich an der 

Hinterkante des Fliigels durch Aufrollen der Stromuug ein Wirbel, Fig. 28. Die Reaktions
wirkung dieses Wirhels ist ein entgegeugesetzt drehender Wirhel um den Tragfliigel. Der hintere 
Wirhe! sehwimmt nun schnell weg und der Tragfliige!wirbel, der "Zirkulationswirbel", bleibt 
bestehen. Diese Drehbewegung um den Tragfliigel setzt sieh mit der ParalJelstrOmuug zu einer 
resuitierenden Bewegung zusammen, so daB auf der oberen Seite die Geschwindigkeiten ver
groBert und auf der unteren die Geschwindigkelten verkleinert werden. Nach dem Bernoulli
schen Gesetz ergeben sich entsprechend Unterdriicke auf der oberen und Oberdrucke auf der 
unteren Seite, deren Gesamtwirkuug der Auftrieb A = e fJJ r· b ist. 

D. Hydraulisches Messen. 
1. Messungen im offenen Luftstrom. 

a) Oesamtdruck P. Zur Messung genUgt ein sog. Pitotrohr (Fig. 29), d. h. 
ein offenes Rohr, dessen <Jffnung der Stromung entgegengerichtet und mit einem 
Manometer verbunden wird. Diese Messung ist von allen drei Messungen (a, b, c). 
die einfachste und genaueste. Das Manometer gibt ohne jede Berichti
gung den Gesamtdruck an. Richtungsanderungen des Pitotrohres von ±6° 
gegenUber der Stromungsrichtung sind ohne EinfluB auf die Genauigkeit der 
Messung. 

b) Staudruck q = rlZg· w2• Mit dem Prandtlschen Staurohr (Fig. 30) 
wird vom der Gesamtdruck und durch einen Schlitz im zylindrischen Mantel 
der statische Druck Ubertragen. Nach der Bernoullischen Gleichung ist der 

Fig. 29. 

_ i'-
-~ 
~t~o::EEr 

Fig. 30. Fig. 31. 

Differenzdruck LI P = q = yl2g • w2 = fll2 • w2 • Aus diesem Druck, der identisch 
mit dem Staudruck ist, kann die Geschwindigkeit leicht berechnet werden. Das 
Instrument zeigt mit dem Beiwert 1 den Staudruck an und ist unempfindlich 
fiir Richtungsiinderungen von ±10°. Bei sehr kleinen Reynoldsschen Zahlen 
wird der Staudruck durch ZiihigkeitseinflUsse erhOht, so daB mit der Gleichung 
q = c· yl2g' w2 zu rechnen ist. Die unter "Barkersche Korrektur"l) bekannte 
Berichtigung geniigt der Gleichung c = 1 + 31Re (Re Reynoldssche Zabl). 

Bei Luft kann im Mittel mit ylg = i gerechnet werden, so daB folgende, 
insbesondere bei "Oberschlagsrechnungen bequeme Forme! entsteht: w = 4fJP. 
Zur Berechnung der Luftgeschwindigkeit erhiilt man dann folgende Zahlentafel: 
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2. AusnuB aus offenen GefliBen. 
Tritt eine Fltissigkeit durch eine l>ffnung einer GefaBwand ins Freie, so ist 

die Geschwindigkeit im Strahl (Fig. 32): W = 112gh. 
1st das GefaB geschlossen, und tritt der Strahl unter innerem Uberdruck aus, 

so ist nach Fig. 33 der Uber
druck LI p in der NiveauhOhe 
des Austrittes zu messen: 

W = V2g Llp/y. 
Wird der Druckunterschied 
Lip' iiber dem Wasserspiegel 
gemessen, so ist: 

W = V2 g (LI·~P-"/-:-,,-+-h=-C) • 
FlieBen unter gleichen Be-

dingungen zwel Fliissigkeiten F' F" 
bzw. Gase mit den spezifischen 19. 32. 19. 33. 
Gewichten f' und f' aus gleichen GefaBen aus, so verhalten sich die Zeiten, in denen die glelchen 
Volumina ausflieBen, umgekehrt wie die AusfluBgeschwindigkeiten. Hieraus folgt: 

!!. = fila = l'2g LI Ply, = di;. . 
t, Ui, l'2g LI Ply, V Yo 

Die AusfluBzeiten verhalten sich somit wie die Wurzeln aus den spezifischen Gewichten. Diese 
Beziehung wird oft zur Bestimmung des spezifischen Gewichtes von Gasen benutzt. 

Die Geschwindigkeit w bildet sich unter allen Umstanden aus. Bei der 
Diise tritt nur am Strahlrande infolge der Grenzschicht eine Verminderung der 
Geschwindigkeit ein, wahrend in Strahlmitte der theoretische Wert vorhanden 
ist. Die hierdurch eintretende Verkleinerung der Mittelgeschwindigkeit wird 
meist durch einen Beiwert rp beriicksichtigt. 

wm = rp. w = rp rig LI p/y . [rp = 0,95 bis 0,99 je nach der Form der Diise] 
Bei scharfkantigen l>ffnungen - im geringen MaBe auch bei schlechten 

Diisen - schniirt sich der Strahlquerschnitt cin, so daB F2 < FI ist (F2 Strahl
querschnitt, FI Diisenquerschnitt), Fig. 32. Das Verhaltnis fJ=F,}F1 bezeichnet 
man als Kontraktionszahl. Somit wird: 

V = fJ' rp. Y2g LlP/Y·F1 = IX' Y2g Llp/"I.Fl· 
Der Koeffizient IX wird die AusfluBziffer genannt. 

1st bei seitlichen l>ffnungen die H6he der l>ffnung nicht klein gegen h, so 
ist w mit der Hohe verlinderlich und die DurchfluBmenge: 

~u 

V= IXjYY2ghdh 
~o 

(y = Breite der Flache in der Niveauhohe hI. 
Die Formeln, bei den en LI p vor der Austrittsoffnung 

im GefaB gemessen wird, gelten nur, wenn die Austritts
offnung FI klein gegen den GefiiBquerschnitt Fist. was 
praktisch erreicht ist bei: FIIF < 1110. Andernfalls 
muB die Vorgeschwindigkeit Wo gemaB der Bernoulli
schen Gleichung beriicksichtigt werden, 

w = ¥2g Llpl" + w~. 
AusfluB aus Spalt (Fig. 34). FUr b = 00 ist nach 

Kirchhoff: fJ = n/(n + 2). 
fJ-WPTte flir verschiedene Werte alb nach Mises: 

~ II ° I~I~I~IMI~ fJ Au~fluB in Wasser 0,611 0,612 0,616 0,622 0,633 0,644 
fJ AusfluB in Luft 0,611 0,613 0,621 0,633 0,653 0,681 

Der AusfluB in Luft oder in Wasser ist wegen des Einflusses der Oberflachen· 
spannung etwas verschieden. 

Taschenbuch fiir den Masnhinenbau. 9. Auf!. I. 17 
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Orundabla8 nach Fig. 3S. Theoretisch ist - bei hin
reichender seitlicher Erstreckung b mit einer Kontrak
tionszahl I' = 0,61 bis 0,62 zu rechncn. Kochl) stcllte .. / / 1/ den Wert I' = 0,6 fest. Messungen von Keutner2) er

;:-,:~-=--=-::.::l<J--~ - gaben eine konstante Geschwindigkeit im eingeschniirten 
f - - Strahl von der GroBe: 
--Fig. 35. W = yC2-g";";(h-+-:--w-;;"g;7:2-g-_-p-'-:a) , 

sekundliche AusfluBmenge V = p. a -b· Y2g(h + W~/2g - I' .a) _ 

3. Der Oberfall. 
Die Oberfallmessung (Fig. 36) ist die HauptmeBmethode fUr groBere Wasser

mengen (Kanlile, Turbinenkanale usw.). 

V = 11" h· b Y2g h. (b seitliche Breite). 

Fig. 36. 

Die Kontraktionszahl I' hangt von der Form 
der Oberfallschneide, der Wehrhohe und der 
Ausbildung des Zulaufgerinnes abo Wesent
lich fUr die Messung ist die Beliiftung der 
unteren Strahlseite. 

Thomson-Oberfall nach Fig. 37: 
V = P, '1\' tg 1X/2. h2 Y2 g h; P, = 0,5926. 

Rechteckiger Oberfall ohne Seitenkontraktion nach Fig. 38: 

Nach den Schweizer ~ormen 1'=0,615 (1 + 1000:+ 1,6) [1 + 0,5 (~Y]. 
--8 

~~ ~a ~. 
h 

Die Formel gilt fiir: H -h>0,3 m; H-h ~1 und 0,025 m <h<0,8m. 

Rehbock8 ) fiibrt die Ersatzhohe he = h + 0,0011 m ein, sowie eine neue 

Grundgleichung: V = p,1b. he· Y2g .he 
. 8 he 

Hier wird I' = 0,6035 + 0,0 13 H _ h • 

Rechteckiger Oberfall mit Seitenkontraktion nach Fig. 39: 
Nach Frese gilt: 

p, = (0,5755+ h~~,~8 -bo:~~2) [1+ (°,25 (~r +0,025 + (hli)~~~,02)(~n· 
Nach Schweizer Normen gilt: 

[ (b)2 3615-3(b/B)2] [ (b)'(h)2] I' = 0,578 + 0,037 B + -'1OOoh + 1,6 . 1 + 0,5 B Ii . 

4. Messungen in Leltungen. 
Bei Messungen in Leitungen handelt es sich meist darum, die durchflieBen

den Mengen zu ermitteln. Darf der stetige DurchfluB durch die Messung nicht 

') Koch-Carstanjen: Von der Beweguog des Wassers und den dabei auftretendeo 
Kriften. Berlin 1926. 
. ') Keu tner: Bautechn. 1929 S. 575 . 

• ) Rehbock: Wassermessung mit scbarfkantlgen Dberfallwehren. 
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gestort werden, so kommen heute fast ausschlie13lich genormte Diisen und 
Blenden I ) in Frage (Fig. 40 u. 41). 

Fig. 40. Normblende. Fig.41. Norroduse. 

Die bei diesen Messungen einzusetzenden Koeffizienten sind durch sehr um
fangreiche Messungen erprobt worden. Die genormten Abmessungen von Diisen 
und Blenden sind aus Fig. 42 und 43 zu 
entnehmen. Die Wirkung beruht auf 
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der Geschwindigkeitssteigerung in dem durch die Diise verengten Querschnitt. 
Aus der vor und hinter der Diise gemessenen Druckdifferenz kann die Geschwin
digkeit im engsten Querschnitt nach der Bernoullischen Gleichung leicht be
rechnet werden. Bei der Blende kontrahiert der Strahlquerschnitt noch. 1st 
,1p mm WS der gemessene Druckunterschied, so erh1ilt man die Geschwindig
keit im engsten Querschnitt aus 

wa = IX Y2c (LffFi> [mjsek]. 

Hieraus ergibt sich die sekundliche Durchflu13menge V = wa' Fa. Der Koeffizient IX 

enthaIt aIle Abweichungen von der reibungslos durchgefiihrten Berechnung. 
Unter Fa versteht man den engsten Querschnitt der Diise und der Blende. 
Die Diisenkoeffizienten, die in Fig. 42 und 43 in Abhaugigkeit von der Rey
noldsschen Zahl ReD = WI • Dlv (D = Rohrdurchmesser) fiir verschiedene Off
nungsverhaItnisse m= Fa/FI aufgetragen sind, sind oberhalb gewisser Reynolds
scher Zahlen praktisch konstant. 

Vor und hinter der Me13stelle mu13 eine storungsfreie gerade Rohrstrecke 
von (10 bis 20) • D vorhanden sein. 

Genaue Untersuchungen filr NormdQsen und Normblenden 1m Elnlauf und Auslauf 
ohne vol- bzw. nachgeschaltetes Rohrstflck worden von Stach ") ausgefflhrt. Es wurde fest
gestellt, daB die Durchflullzahien filr Dflsen und Blenden 1m Einlauf oherhalb der Reynolds
schen Zabl 0,55' 10' konstant sind und unabbiingig vom Offnungsdurchmesser den konstanten 
Wert "'DUe. = 0,99 und "'Blende= 0,6 haben. Bei Verwendung im Auslauf Uegen die Beiwerte 
oberhalb der Toleranzgrenze bei Dfisen etwas unterhalb und bet Blenden mit III >0,25 etwas 
oberhalb der aus den "Regeln" bekannten ",-Werte. 

N ormblenden sind filr aile Rohrdurchmesser 5;:;; 50 rom verwendbar. 

1) Regein filr die DurchfluBmessung mit genormten Dilsen und Blenden. Berlin: VDI-Verlag. 
') Stach: Die Beiwerte von NormdUsen und Normblenden im Einlauf und Auslauf. Z. VDI 

1934 S.187. 

17* 
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Die Grenzwerte von R'D, die die Verwendbarkeit von Dl1sen und Blendenangeben, hingen 
vom Offnungsverhiiltnis m abo Bei m = 0.05 ergibt sich ein Wert 20000 ffir die Blende und 
70000 ffir die DOse. Bei m = 0,65 ergibt sich 260000 fUr die Blende und 200000 ffir die Dl1se. 

Hinter der MeJ3stelle treten StoBverluste auf, die vom Offnungsverhiiltnis 
abhiingen. Bezeichnet man mit 8 = (w2 - WI)2/W~ den prozentualen Anteil der 
Verluste gegeniiber dem Staudrnck der Rohrleitung und definiert weiter einen 
Wirkungsgrad nach der Formel: 

y/2 g • (w2 - WI)1 m 1-"- . .,-2--., - y/2 g. (W~ - w~) , ., - m + 1 ' 

so erhiilt man folgende Werte: 

m 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 

1J 0,182 0,333 0,462 0,571 0;667 0,75 0,824 0,889 0,947 1 
8 81 16 5,44 2,25 1,0 0,44 0,184 0,0625 0,0123 0 

Beispiel: Ein Ventilator, der einen Oberdruck von LI P = 80 mm WS erzeugt, drllckt eine 
Luftmenge von 2500 m3/h durch eine Rohrleitung von 300 mm Dmr. Zum Messen der Luft· 
menge soIl eine Diise eingebaut werden, deren Druckverlust hachstens 20 mm WS betriigt. 

Geschwindigkeit im Rohr fII, = 3600 .2~~0.3'/4 = 9.85 m/sek, 

Druckverlust .d P = e/2. [fII.- fII']'; hieraus fII. = fuLl Ply + fII, • 
-- V 25oo'1()1 

fII. = V 20' 16 +9,85 = 17.9+9.85=27,75 mjsek; F. =- = 600 =250 em', 
fII. 27.75' 3 

Diisendurchmesser 4.-178 mm. 
RD = fII, • DI,. = 985' 30/0.145 = 204000; m = F,/F, = (tl,/D)'- 0,352. 

Aus Fig. (42) IX = 1.03; 
Wirkdruck LI P = ", •• y/2g. fill = 45,4 mm WS. 

Venturirobr. Die bei Diisen und Blenden auftretenden Stromungsverluste 
konnen durch einen diffusorartigen Ansatz erheblich vermindert werden: 

P.t kurz /qf/, Venturirohr (Fig. 44). Meist begniigt man sich 
~~~~~ . " mit kurzen Ansatzstiicken, in der Praxis unter 

der Bezeichnung ;,Kurz-Venturirohre" bekannt. 
Seit langem sind umfangreiche Untersuchungen 
im Gange, nm auch hier eine Normung durch
zufiihren. Ergebnisse dieser Untersuchungen: 

Der giinstigste Offnungswinkel des Kegels 
. (doppelter Diffusorwinkel) liegt je nach dem Off-

Fig. 44. nungsverhiiltnis und der Diffusorliinge zwischen 
12° und 22°. Eine Diffusorlange 1=1,4 bis 1,5D geniigt, um gute Energie-
umsetzung zu erzielen. . 

Wenn das Venturirohr ein Normdiisenprofil hat, stimmen im Mittel die 
DurchfluBzalllen mit denen der Normaldiise iiberein. Unterhalbm = (d/D)2 = 0,3 
liegen die DurchflnBzalllen der Venturirohre etwas tiefer. 

E. Widerstiinde in RobrleitDngeo Dod ArmatDren. 
1. Allgemeines. 

Der Druckabfall in einer geraden Rohrleltung yom Durchmesser d und der 
Lange I wird durch die Form....-el ______ -, 

I L1p = A· ~. h wsl 
ausgedriickt. Diese Gleichung, die die Abhiingigkeit von den wesentlichen physi
kalischen GroBen treffend zum Ausdrnck bringt, enthiilt einen dimensionslosen 
Faktor A, der nur von der Reynoldsschen Zahl und der Rauhigkeit abhiingt. 

Bis Re = 2320 ergibt sich laminare Stromung. In diesem Bereich ist 
A = 64IRe. Setzt man dieses A mit Re = wd/" oben ein, so erhiilt man 

L1p = 32 ·I/d!· Jt" w = 32 • lid!· '/I'y/g' w, 
d. h. der Druckverlust ist bei der Iaminaren Stromung proportional der Ge
.schwindigkeit. 
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2. Rohrreibung bei Expansion der Gase in einem Rohr. 
Bei langen Druckluft- und Dampfleitungen bedingt der durch die Reibungs

verluste entstandene Druckverlust eine Expansion des Gases. Gegen Ende der 
Leitung wird das Volumen und damit die Geschwindigkeit groBer. Bezieht sich 
der Index 1 auf den Anfang und der Index 2 auf das Ende der Leitung, so gilt bei iso
thermer Expansion (l und d in m, I' in kg/ms, P in kg/m2): 

[ 1/ I 1'1 2W~] Jp = PI 1 - 1 - A Ii 2g --:p; . 
Fiihrt man das durchflieBende Dampfgewicht bzw. Gasgewicht in G kg/h 

so ergibt sich /---- ] 

Jp = PI [1 -11 1 - 127,5' A ~d 5 _1 __ • G2 • 
, (100 ) PI'1'1 

ein, 

3. Das glatte Rohr. 
1m turbuienten Bereich, d. h. oberhalb Re = 2320, geiten fUr das voll-

kommen glatte Rohr folgende Gesetze: 4 

Bis Re = 100000 das Potenzgesetz von Blasius: 1 = 0,316/VRe. 
Bis Re = 1500000 das Gesetz von Hermann: 1=0,0054 +0,396/Reo,8. 

AuftheoretischemWege hat Prandtl die Beziehung1) 1= ( 1_ )2 
2lg (Rey'l) - 0,8 

abgeleitet, die bis Re = 3,4' 108 mit Versuchen iibereinstimmt. 
Von Nikuradse stammt die Formel: 

1 = 0,0032 + O,221/Reo.237 , 

die zwischen Werten von Re = 105 bis 108 zuverHissig ist. 
Anmerkung: Auch im turbulenten Bereich ist der Druckverlust nicht immer genau pro

portional dem Quadrate der Geschwindigkeit. Setzt man z. B. ABla.tuB in die Widerstandsformel 
ein, so erhiilt man Ap propw'.". 

4. Das rauhe Rohr. 
Das rauhe Rohr zeigt stets groBeren Widerstaild als das giatte Rohr. 1st k das 

der mittleren Wanderhebung proportionale "RauhigkeitsmaB", so folgt aus.ll.hn-
lichkeitsberechnungen, daB A 41 
von dem Verhiiltnis kId ab
hangt. Bei gleichem kId kann 
der Charakter der Rauhig- q(}fl r-~S;:::~~t;~~~~~~~~§~ 
keit grund verschieden sein t q{Jj 
und, wie Versuche gezeigt..t qlJJ t----""-i 
haben, zu verschiedenen 
1 Werten fiihren. 401 I::----P-..-I-----f-..:...J-----J 

Anmerkung: Bei larninarer 
Rohrstromung besteht kaum ein 
Unterschied zwischen glatten und 1POfJIJQ SQlJPOQ 
rauhen Rohren. soweit die Uneben-
heiten der Wand keine merkliche 
Verkleinerung des DurchfluBquer-
schnittes ergeben. 

Nach Hopf2) ist es moglich, zunachst einmal zwei wichtige Grenzfii.lle zu 
unterscheiden und hier grundsatzliche Unterschiede festzustellen (Fig. 45): 

a) Wandrauhigkeit, deren Struktur eine mehr kornige ist. In diesen Failen 
ist oberhalb einer Reynoldsschen Zahl A unabhaugig von Re. d. h. der Druck
verlust proportional dem Quadrate der Geschwindigkeit. Hopf fand aus Ver-
suchen folgendes Gesetz: A = 10 - 9 (kld)o.au • 

Der hier eingefiihrte Wert kist nicht gleich, sondern proportional der mittleren 
W anderhebung. 

') Prandt!: Neuere Ergebnisse der Turbulenzfurschung. Z. VDI 1933 S.105. 
'J Hopf, L.: Die Messung der hydraulischen Rauhigkelt. Z. angew. Math. Mech. 1923 S. 329. 
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Werte von k. 
Neues, glattes Metallrohr, asphaltiertes Blech 
Neues GuBeisen, Eisenblech ••• 
Angerostetes Eisenrohr • • • • • • • • • • 
Verkrustetes Eisen, rauhe Bretter •••.. 

Tt em] 
1,5 
2,5 
5 
7 

Nach neueren theoretischen und praktischen Untersuchungen ist es auch ge
lungen, einen Zusammenhang zwischen A und der mittleren Wanderhebung e 
(praktisch darstellbar durch aufgeklebte Sandkomer von der GroBe e) herzustellen. 

Nach Gottinger Ermittlungen gilt 

ale 
A 

10 
0,1005 

A = ___ 1 __ = 1 . 
(2lgrte +1,74)8 (2lgdte + 1,138)8 

Werte nach dieser Formel: 

40 I 60 I 100 I 200 
0,0529 0,0455 0,Q38 0,0304 

500 
0,0234 

MittIere e-Werte flir verschiedene Materialien. 
Gu/3eisen neu • • • 0,5 bis 1 mm 

"angerostet 1 " 1,5 " 
"verkrustet 1,5 " 3 

Zement gegllittet • • 0,3 " 0,8 " 
"unbearbeitet 1 ,,2 " 

Rauhe Bretter • • • 1 "2,5,, 
Roher Bruchstein. . 8 ,,15 

1000 
0,01965 

b) Wandrauhigkelt weUlger Art. Gemeint ist eine wellenformige, im groBen 
und ganzen jedoch glatte Oberfliiche, wie sie z. B. bei asphaltierten Rohren beob
achtet wird. Hier wird A mit steigender Reynoldsscher Zahl kleiner. Nach 
den Beobachtungen von Hopf ist der A-Verlauf anniihemd parallel dem Verlauf 
des glatten Rohres. Der Ansatz: 

)" = ~ . Ag (Ag Widerstandsziffer des glatten Rohres) 

erfaat diese Eigenschaft sehr gut. 

Welligkeitszahlen ~. 
Holzrohre • • • • • • • • • . . . . 1,5 bis 2 
Asphaltiertes Eisenblech. • • • • • . 1,2 " 1,5 
Bituminase Innenisolierungen der Deut-

schen Rohrenwerke (neue Kolner Mes-
sungen) • • • • • • • . • • • • • 1,03" 1,1 

c) HandelsUbliche Stahlrohre. Bei handelsiiblichen Stahlrohren kann nach 
den Versuchen von Zimmermann und den Untersuchungen von Galavics 
folgende Formel angewendet werden (d in mm): 

0,86 • 10- 3 ( Re/dJ.1)1.76 
)" = A glatt + dO•sS • 19 1Q6.6 . 

Fig. 46 zeigt nach Galavics die Abhangigkeit )" von Re. 
d)Orenzraubigkelt. F1lr jedes Strilmungsproblem gibt es eine bestimmte Raublgkeit, die 

sog. Grenzraubigkeit, die den g1eicben Widerstand wie die absolut glatte Wand aufweist. Prak
tisch ist dieser Fall von gro1lem Interesse, da beim Erreicben dieser Grenzraubigkeit eine weitere 
feinere Bearbeitung einer Oberflilcbe zwecklos 1st. 1st k die die Raubigkeit bestimmende mittlere 
Wanderhebung und e die Strilmungsgescbwindigkeit, so 1st unterhalb der sog. Komkennzahl 
k· el .. '"" 100 die Wand glatt und oberhalb a1s raub zu betracbten. 

5. Uoruode Querseholtte. 
.. F Querschnittsfliiche 

Fiihrt man den sog. hydraulischen Radius em a = U = b Umf·· , 
. enetzter ang 

so konnen aIle vorherigen Formeln und A-Werte liberuommen werden, wenn in 
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Fig. 46. Kurve a: glattes Rohr naeh Prand tl. 

nd2/4 d) 
allen Formeln d durch 4a ersetzt wird. (Fur den Kreis wird a = ~ = 4" . 
Zu beachten ist, daB auch in der Reynoldsschen Zahl diese Einsetzung er-

. . w'4F/u 
forderlich 1St, d. h. Re = -.------ . 

I' 
Beispiele: t. Ein Turbinenrohr von 300 m Lange nnd d = 300 mm Dmr. liegt vor, dessen 

Wandbeschaffenheit als theoretisch glatt bezeichnet werden soli. Die Geschwindigkeit sei 
2,S m/sek. Druckverlust? 

N ach S. 646 ist v = 103 . 9,8/1000 = 1 . 
Re = w d/v = 2,S . 03 . 10'/1 = 7S0ooo. 

Fiir diesen Bereich kommt das Gesetz von Hermann in Frage. 
t. = 0,OOS4 + 0,396' I/Reo•3 = 0,OOS4 + 0,396 • 1/7S0ooo0•3 = 0,01228, 

Ap=1.i..1'-wl=001228. 300 •.. 1000 '2S'=3900kg/m' 
d 2/1 ' 0,3 2' 9,81 ' , 

d. h. A P = 0,39 at. 
2. Fiir eine Wasserleitung aus handelsiiblichem Stahlrohr (SO NW) 2 km Lange, 18 Kriim

mern und 6 Schieber soli die Pumpenleistung bestimmt werden bei einer Geschwindigkeit von 
I, S m/sek in der Rohdei tung. 

Fiir die Kriimmer werde nach S. 265 ein ~, = 0,5 und fiir die Schieber (offen) ein ~,= O,OS 
eingesetzt. 

Re = w' d/v = I,S' 0,05·10'/1 = 7S000. 
Nach der Formel von Galavics, bzw. Fig. 46, erhalt man fiir 50 NW und Re= 7S0000 

den Wert 1=0,02184. 
Es ergeben sich folgende Einzelwiderstande: 

a) Rohdeitung A p, = A . . 1" 1'. wI = 0,02184 . ~OOO . 114,8 = 100300 kg/m', 
d 2g 0,05 

Staudruck q =Y- . w' = 1000 . 1 5' = 114 8 kg/m'. 
2g 2· 9,81' , 

b) Kriirnmer A p, = 18 . ~, y/2g' w' = 18 . 0,5 . 114,8 = 1032 kg/m'. 

c) Schieber A p. = 6· " . y/2g w' = 6 . 0,05 . 114,8 = 34,5 kg/m" 
Gesamtwiderstand A p = A p, + A p, -1- A p. = 101366,5 kg/m', 
somit A h = 101,366 m, d. h. A P -~ 10,137 at, 

" 5' Wassermenge V = w·F = 1,5' 4'10" 4= 29,5 '10" 4mSjsek-~2,95lfsek,*2,9S kg/sek, 

theoretische Pumpenleistung N = G . ~~ = :.'l~101 ,32 = 3 98 PS. 
75 75 • 

Mit 'Ipumpe = 0,82 (Kolbenpumpe) ergibt sieh als Antriebleistung: N,= 3,98/0,82 = 4,8S PS. 
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Geschwindigkeitsverteilung in Rohren. 

a) Laminare Striimung. Die Geschwindigkeitsverteilung ist parabolisch. 
Die Maximalgeschwindigkeit Wmu (d. h. in Rohrmitte) ist doppeIt so groB wie 
die MitteIgeschwindigkeit. 

b) Turbulente Striimung. Die GeschwindigkeitsverteiIung ~st vieI volliger. 
Flir praktische Rechnungen genligt ein Potenzgesetz: 

W = Wmu (y/r) 1/" (y Abstand von Rohrwand in m), 
genauer nach v. Karman: 

W = Wmu [1 - (z/r)1,25 bls 2]+ (z Abstand von Rohrmitte in m). 

1m groBten Bereich des glatten Rohres ist n = 7. 

n 6 7 8 9 10 11 
w/wmax 0,791 0,812 0,837 0,855 0.865 0,877 

Re rauhe Rohre ~0,45'105 ~2 '105 ~0,64'106 hohere Re-Werte 

6. Anlaufstrecke. 
AIle angegebenen Werte beziehen sich auf die "ausgebiIdete Rohrstromung", 

die erst nach einer gewissen "AnIaufstrecke" erreicht wird. 
a) Laminare Striimung. Die AnIaufstrecke ist hier sehr lang; bis zu 60 bis 

80 und mehr Rohrdurchmesser sind notig, um das endgtiItige Geschwindigkeits
profiI zu erhaIten. Nach SchiIIer betriigt die genaue AnIaufliinge 1- 0.03 - Re ·d. 

b) Turbulente Striimung. Bereits nach etwa 10 Rohrdurchmessem ist prak
tisch die GeschwindigkeitsverteiIung der ausgebildeten Rohrstromung vorhanden. 
Nach 20 bis 30 Rohrdurchmessern ist kaum noch ein Unterschied gegenliber der 
endgtiItigen Geschwindigkeitsverteilung vorhanden. Scharfkantiger Einlauf 
verklirzt die AnIaufstrecke. 

In der AnIaufstrecke ist wegen des starkeren GeschwindigkeitsgefiiIles in 
Wandniihe A unter Umstiinden erheblich groBer aIs die vorher angegebenen 
Werte. Besonders bei kurzen Rohr- und Kanalstlicken ist dies zu beachten. 
Hier konnen die A-Werte einen 2 bis 2.5fachen Wert annehmen. 

7. Besondere Bemerkungen. 
Die VerbindungssteIIen der Rohre, die handeIslibIich in Liingen von 6 bis 

10 m vorhanden sind. erhohen den Widerstand. 
Bei genauen Vorausbestimmungen der Widerstiinde ist eine sehr genaue 

Bestimmung des Rohrdurchmessers d notwendig. Denn bei gIeicher 
DurchfluB!Ilenge verhalten sich die Druckverluste wie LI PIILl P1 = (~/~)5. 
Andert sich somit der Durchmesser nur urn 1 vH, so iindert sich der Widerstand 
bereits urn 5 vH. 

Da bei WasserIeitungen durch Ansiitze, Korrosioneb. usw. die Durchmesser 
oft merklich verkleinert werden. ergeben sich hier sehr groBe Widerstandsver
groBerungen. die in erster Niiherung mit Id1/dg)6 wachsen. 

dJ4 II 0,99 I 0,98 I 0,97 I 0,96 I 0,95 I 0,9 I 0,8. I 
(4Id2)5 1,05 1,106 1,165 1,23 0,292 1,694 3,052 

0.7 
5,95 

Bei liberschliigigen Berechnungen, sowohl bei Luft, Wasser und Dampf, ge
niigt es meist, flir A einen Wert von 0,015-;-0,02 anzunehmen, wie Fig. 46 zeigt. 

8. Krfimmer. 
Die in Krii=em auftretenden Verluste werden zweckmiiBig auf den Stau

druck der groBten mittleren Durchtrittsgeschwindigkeit bezogen und durch einen 
dimensionslosen Faktor (; zurn Ausdruck gebracht. 

LIp -= (; .,,/21' wi. 
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Die Verluste werden am meisten beeinfluBt vom inneren Kriimmungsradius 
bzw. dem Verhaltnis Ti/d. Fiir ri/d = 7 bis 8 wurden die geringsten Verluste 
mit C -0,18 festgestellt (Fig. 47). Fiir rechteckige Kriimmer, deren Verhalten 
dem der kreisrunden Querschnitte ziemlich gleichIaufig ist, 
gibt Fig. 48 eine Ubersicht iiber den EinfluB der Haupt
konstruktionsdaten. 

Werte fiir kreisformig gebogene Rohrstiicke. 

rid 
C 

1 
0,51 

2 
0,3 

mOr-----~-----r----_, 

% 
#01-------1-

4 
0,23 

6 
0,18 

10 
0,2 Fig. 47. 

oO~----h4-----r---~ 

t 50f---H----t-::--::----l 

Der Kriimmerverlust wird 
sehr klein bei einer Be
schleunigung, d. h. wenn der 
Austrittsquerschnitt enger als 
der Rin trittsquerschnitt ist. 
Nach Nippert1 ) kann hier 
bei der giinstigsten Anordnung 
C = 0,03 erreicht werden, d. h. 
ein Vcrlust, der dem einer 
guten Diise gleichkommt. Fig. 49. 

(a 

o 

Fig. 48. 

2,S 

Scharfe U mfiihrungen kon
nen durch Leitschaufeln einem 
guten Kriimmer gleichwertig 
gemacht werden. Bei guter 
Ausfiihrung ist C = 0,14. Rin
fache Ausfiihrung nach Fig. 49. 
Neuere Ausfiihrung, sog. 
Fl iigclsche 2) Leitschaufeln, 

j nach Fig. 50. Letztere sind 
gegen UnregelmaLligkeiten der 
Vorstromung empfindlicher als 
die Ausfiihrung nach Fig. 49. Fig. 50. 

Werte handelsiiblicher Formstiicke fiir 
nach Brabbee 3). 

Warm w asserheizungen 

dirnm) 14 20 25 34 39 I 49 i 
C 1,7 1,7 1,3 1,1 1,0. 0,83 I 

I I I 

C 1,2 1,1 0,86 i 0,53 [ 0,42 I 0,51 i 

Knie 90°, KehIe scharfkantig, auBen 
abgerundet. - d Durchmesser des 
einzuschneidenden geraden Rohr~ 

stiickes. 
Bogenstiick 90 0 , an beiden Enden 

Schraubenmuffen. 

Bei Kriimmern, deren Umlenkung (j < 90° ist, kann in ~ 
erster N aherung LI p = C (j ° /90 . Y /2 g . w2 gesetzt werden, wo C - ----.~ 
den Versuchswerten der 90 0 -Kriimmer entnommen wird. -........ ~,l 

Scharfkan tige Kniestiicke nach Fig. 51. Fig. 51. 

.5 
Cglatt 

Crauh 

10° I 15° I 22 5°-I" 30° 
I I' 0,034 i 0,042 0,066 0,13 

0,044 i 0,062 : 0,154 0,165 

I
" 45°1-6~0 

0,236 I 0,471 
: 0,32 I 0,684 

Annahernd gilt nach Weisbach: t; = sin2 (j/2 + 2 sin4 (j/2. 

90° 
1,129 
1,265 

1) Nippert: VDI-Forsch.-Heft 320 (daseIbst ausfiihrliches Schrifttumsverzeichnis). 
') Frey: Verminderung des Stromungswiderstandes von Kbrpem durch Leitfl1ichen. 

Forsch.-Arb. lng.-Wes. 1933 S.67 . 
• ) RietscheI, H.: Leitfaden der Heiz- nnd Liiftungstechnik. Julius Springer. 
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9. Trennung und Verelnlgung von Rohrverzwelgungen. 
Durch Trennung und Vereinigung erleidet jeder Teilstrom einen Druckverlust. 

Bezieht man die Verluste auf den Staudruck der vereinigten Strome, 50 wird: 
LJP. = C. e12. VI = Verlust der abgezweigten Fliissigkeit, 
LJPd = Cd e12· vi = Verlust der weiter geradeau5 stromenden Fliissigkeit. 
Die wenigen vorliegenden Versuche wurden von Thoma 1) ausgefiihrt und 

beziehen sich auf bestinImte Anordnungen. Die Verluste sind abhlingig von dem 
Prozentsatz der abgezweigten Menge. Die folgenden Angaben beziehen sich auf 

scharfkantige Ausfiihrun- ---r------
I' f ~I(z gen. Die Versuche zeig- v:!a ~ ~ 

~ 
. ten, daB durch Ab-~ 

~ rundung oder einen ~ 
. ~~ Konus eine merkliche 

• . I(z Verringerung der Ver- 4 
Fig. 52. luste eintrat. . Fig. 53. 

Qa abgetrennte Wassermenge, Q Wassermenge vor der Trennung. 

QalQ 0 0,2 0,4 0,6 0,8 .. ) Trennnng ~. 0,96 0,88 0,89 0,96 1,10 1,29 ,,- 90" 
~d 0,05 ,0,08 -0,04 0,07 0,21 0;35 

d -d. Vere1nIgnng ~. -1,04 -0,4 0,1 0,47 0,73 0,92 
~d 0,06 0,18 0,3 0,4 0,5 0,6 

---------.-------------
0,4 0,6 ,,- 45" 

Trennnng ~. 0,9 0,66 Q./Q ~' '" !:d I 0,04 ---{I,06 
0,47 0,33 0,29 0,35 '. "') d=da ---{I,04 0,07 0,20 0,33 

Verelnlgung !:.[ ,9 1-0,37 0 0,22 0,37 1 0,38 1 Trennung und Vereinlgung 
~d 0,05 0,17 0,18 0,05 -0,20 -0,57 gem1i8 Fig. 52 und 53 

10. SteUge Querschnlttserwelterungen. . 
Nur bei kleinem Erweiterungswinkel ~ kann ein Anliegen der Stromung er

reicht werden (Fig. 54). Die besten Umsiitze treten bei etwa 8° ein. Man be

- \ ~.---... --.~ 
I 

zieht den Verlust auf den nach der Bernoullischen 
Gleichung moglichen Umsatz: 

Verlust LJp = C· ,,/2g· [w~ - w:J; C = 0,1 bis 0,3. 
. Der Wert 0,1 kann nur bei hohen Reynoldsschen 

Fig. 54. Zahlen und bei ganz glatten Wlinden erreicht werden. 
Die Verluste werden verringert durch: a) glatte Wandungen; b) hohe Rey

noldssche Zahlen; c) konstante Geschwindigkeitsverteilung im Einlauf, d. h. 
groBe Grenzschichtgeschwindigkeiten (beim Vorschalten eines langen Rohres be
stehen somit ungiinstigere Verhiiltnisse); d) Vordra11; e) runden Querschnitt. 

Nach Thoma B) werden auch bei Verwendung 

~S_~_~·55 rit~rr mit Abrundung der Dif- . 
fusoraustrittskante gute Er- I I I 
gebnisse erzielt. Die giin- "-l- I ~ 
stigsten Verhiiltnisse treten d' 
ein beiRfd=0,85undD=4 tw 
bis 5 d. Eine Abrundung ,+-

Fig. 55. ohneStoBplatteistschadlic.h. Fig. 56. 

11. Ventile und Absperrmittel. 
Bezeichnungen nach Fig. 56. 
Der Verlust wird meist auf den Staudruck der Geschwindigkeit im Ventil

sitz oder im engsten Querschnitt bezogen. 

Verlust LJp = C· e/2 ·w· = Cl' e/2. w~. 
1) Thoma: Mitt. hydranl. lust. T. H. Milnchen. 
0) Thoma: Mitt. hydraul. lust. T. H. Milnchen 1931 Heft 4. 
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F1IF (F 1 kleinster DurchfluLlquerschnitt) II 0,2 I 0,4 I 0,6 
Tellerventil mit oberer Flihrung .. Cl i 1,2 ' 1,6 i 2,0 
Tellerventilmit Rippenfiihrungim Sitz Cl i. 2,3 1 2,8 I 3,5 

0,8 \1,0 
2,5 3,0 
4,3 1 5,2 

Angaben liber Ventile und Schieber s. Abschnitt Maschinenteile S. 623. 
Durch diffusorartigen Ansatz am Ventilteller gelingt es nach Schrenk 1), 

den DurchfluLlwiderstand auf ~- bis i zu vermindem. Ebenfalls fand Schrenk, 
daB in einem Tellerventil bei kleiner Hubhohe, etwa zwischen hId = 1 bis t, 
der Strahl den engsten Querschnitt kontraktionsfrei ausfiillt. Er liegt dann an 
der Sitzf1iiche an. Oberhalb gewisser Grenzhubhohen springt der Strahl ab und 
zeigt eine scharfe Kontraktion. Theoretische Untersuchungen von Eck2) be
stiitigen dieses Verhalten. 

12. Querschnittsinderungen. 
a) Unstetige Querschnittserweiterung. Es entsteht ein StoBverlust, der 

nach dem Impulssatz in guter Ubereinstimmung mit MeBresultaten berechnet 
werden kann (Fig. 57): Verlust Llp = (l12. (WI - Wz)z. (Nicht zu verwechseln 
mit der Bernoullischen Gleichung!) Nach der Bernoullischen Gleichung, 
d. h. ohne Verlust, wlirde eine DruckerhOhung Llp' = (l12' (w~ - w~) eintreten, 
so daB die tatsiichlich gemessene Druckerhohung 
den Wert hat: 

Llp' - LlPTerl = Q' w.[wl - w.l. 

1(~if#¥5it 

Fig. 57. 

r f (j I I , ~--
~, 

I I 

± 
Fig. 58. 

Die Stromung legt sich nach der Einschnlirun~ erst allmiihlich wieder an. Nach 
etwa achtfachem Durchmesser des Rohres ist der Energieumsatz ziemlich ab
geschlossen. 

Den Druckumsatz in der Erweiterung kann man durch einen Wirkungsgrad 
erfassen: 

Druckverlust 
t} = 1 - D=--ru-c"'-k-u-m-s-a-tz-n-ac--ch-B-ernoulli . 

Beispiel: Rin Wasserrohr von 100 Dmr. wird durch einen Bolzen von 30 Dmr. teilweise 
versperrt. Welcher Druckverlust entsteht hierdurch bei einer Geschwindigkeit von 4 m/sek irn 
Hauptquerschnitt? (Fig. 58.) 

Rngster Querschnitt: ,,= '" D'/4 - d·1 = 78,5 - 3 • 10 = 48.5 em'. ,,= 78.5 em'. 

Nach der Kontinuitatsgleichung gilt: w, = w, (b..) = 4 78.5 = 6.47 m/sek. 
" • 48.5 

Druckverlust = -~ [w,- wJ' = 1000 [6.47 - 4]' = 1000' 2.47' = 311 rom WS. 
2 g 2 • 9.81 ' 2 • 9.81 

b) Unstetige Rohrverengung. An der scharfen Kante entsteht eine Rin
schnlirung der Stromung (Fig. 59). Wenn die Kontraktionszahl I' = F~/F2 be-

') VDI-Forsch.·Heft 272. 
') Rck: Z. angew. Math. Mech. 1923. 
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Fig. 59. 

0,41 bis 0,314 
0,221 .. 0,0625 

0,0125 
0.0001 
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0,61 bis 0,64 
0,68 .. 0,8 

0,9 
0,99 

kannt ist, ist der Verlust,1p = ~ (w~ -w2)2. 
Mit w~ • I-' = w2 entsteht: 2 

,1pverl = e/2.WW/1-' _1]2, 
so daB bei Einfiihrung von C = (1/1-' - 1)2 der 
Verlust auf den Staudruck der Geschwindig
keit des ausgefiillten Querschnitts bezogen wird. 

scharfe Kan te 
Kante etwas gebrochen 
Abrundung mit kleinem Kriimmungsradius 
bei sehr groBer und glatter Abrundung 

Wenn die ZufluBgeschwindigkeit steigt, d. h. wenn F.jFl groBer wird, bildet 
'sich die Kontr.aktion nicht mehr So stark aus. Folgende Werte konnen dann 
zugrunde gelpgt werden: 

0,01 
0,6 

0,1 
0,61 

0,2 
0,62 

0,4 
0,65 

0,6 
0,7 

0,8 I 
0,77 

1,00 
1,00 

~ : ,) R,"'.''''''' .". Fig. 61. 0;, _n· rung und damit der Verlust ist hier groBer • 

. = J.' = 0,5; C = 1 bei scharfer Kante. 

-=::===:::CS;:S--1 P. Eigenschaften eines freien Strahles. 
Ein aus einer Diise austretender Luftstrahl ver

Fig. 60. mischt sich mit der Umgebung. 1st nach Fig. 61 
die Geschwindigkeitsverteilung beim Dtisenaustritt eine gerade Linie, so voll
zieht sich die Vermischung in Kegeln von innen 6° und auBen 8°. 1m Kern
querschnitt bleibt die Diisengeschwindigkeit erhalten. 

Durch die Vermischung vergroBert sich die im Strahl bewegte Luftmenge. 
1st V DU •• die aus der Diise austretepde Luftmenge, so ist im Abstand z eine groBere 

Menge V .. vorhanden 1). Der Unterschied 
betragt: 

V" - VDlI •• = 0,14· z/a· VDtI ••• 

Die Verwirbelung bedingt einen ziemlichen 
Energieverlust, der mit z geradlinig steigt. 1st 
L = F DlI ••• el2 • wi die kinetische Energie in 
der Diise, so ist nach einer Strahllange z 
folgender Energieverlust vorhanden: 

,1L = O,08L • zla. 
Fig. 61. 1m Strahlkem ist der statische Druck um 

etwa 1 vH des Staudruckes groBer als im 
AuBenraum. In der Vermischungszone treten infolge der starken Turbulenz 
scheinbare statische Druckanderungen bis zu 7 vH.des Staudruckes auf. 

Der Strahlkem hart nach ~ = d· 4,74 auf. Von da ab nimmt auch die Ge
schwindigkeit in Strahlmitte abo 

O. Widerstand von Korpern. 
1. Allgemeines. 

Die Ursache des Widerstandes ist die Reibung. An der Oberflache eines 
Korpers findet keine Verschiebung statt. Die Fliissigkeit bzw. die Gase werden 

') HOrner: Diss. Braunschweig 1933. 
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durch Adhasionskrafte festgehalten. Der Obergang von der Geschwindigkeit 
Null auf den vollen Wert der Umgebung findet in einer verhiiltnismaBig diinnen 
Schicht, der Grenzschicht (s. S. 255) statt. Die Grenzschicht kann laminar oder 
turbulent sein, wobei die Grenzschichtdicke eine lihnliche Bedeutung hat wie 
der Rohrradius bei der Rohrstriimung. Bei laminarer Grenzschicht nimmt die 
Geschwindigkeit linear mit der Entfemung von der Wand zu, bei turbulenter 
Grenzschicht proportional yi zu. Die turbulente Grenzschicht ist meist dicker 
als die laminare. Der Widerstand eines Kiirpers hangt nur von dem Verhalten 
dieser Grenzschicht abo Bei anliegender Striimung 
setzt sich der Widerstand nur aus den in der 
Grenzschicht iibertragenen Schubspannungen zu- J. Ii lim 
sammen, wahrend bei Ablosung der Stromung ~ 
das Gesamtbild der auGeren Striimung geandert Fig. 62. 
wird und der Unterdruck hinter dem Kiirper einen 
zusatzlichen Widerstand verursacht. Entsprechend diesen beiden Widerstands
ursachen spricht man von Fliichenwiderstand und Formwiderstand. Eine 
Platte nach Fig. 62 hat nur Flachenwiderstand, wahrend bei Fig. 63 sowohl 
Flachenwiderstand als Formwiderstand vorhanden sind. (S. auch Fig. 19.) 

2. Fliichenwiderstand. 
Man bezieht den Widerstand einer zur Striimungsrichtung parallelen Platte 

auf die Gesamtoberflache 0 und den Staudruck der Anblasegeschwindigkeit: 

W= c,'''I/2g ·wl·O. 
Der Koeffizient c, hangt bei der glatten Platte nur von der Reynoldsschen 
Zabl ab: 

Es gilt: 

Re c, 

Re = w • till (t die Plattentiefe). 

fiir laminare Grenzschicht c, = 1,3271fRe, 
fiir turbulente " c, = O,074/R/·2 _ 

Werte von c, be( turbulenter Grenzschicht. 

II 300000 I 500000 11000000 I 5000000 110000000 
0,00594 0,00536 0,00467 0,00338 0,00295 

Wenn die Plattenvorderkante zugescharft ist, ist im vorderen Teile laminare 
und im hinteren Teile turbulente Grenzschicht vorhanden. Dann gilt nach 
Prandt1: ~/-c, = 0,074/ rRe - 17oo1Re. 

Der Umschlag von laminarer zu turbulenter Grenzschicht findet bei 
Re ~ 5 • 105 statt. Er schwankt je nach der Gesamtturbulenz des Strahles und 
der Ausbildung der Vorderkante der Platte. 

Bei rauhen Flachen treten ahnliche Anderungen ein wie bei Rohren. Bei 
welligen Rauhigkeiten kann auch hier c, = ~. '-'glatt angesetzt werden, wahrend 
bei kiimigen Rauhigkeiten oberhalb bestimmter Reynoldsscher Zablen c, un
abhangig von Re wird. 

3. Formwiderstand. 
Der Widerstand wird bezogen auf die .,Schattenflache" P des Korpers und 

den Staudruck q = "I/2g' w2 der Anblasegeschwindigkeit. 
W= c·p·q. 

Es ist zu unterscheiden zwischen Kiirpem, bei denen infolge scharfer Kanten 
die Abliisungsstelle festliegt, z. B. Platten, und stetig abgerundeten Kiirpem, 
bei denen die Abliisungsstelle sich andert. Bei den ersteren ist c unabhangig 
von der Reynoldsschen Zabl, wahrend bei der zweiten Gruppe einschneidende 
Anderungen bei gewissen Re-Werten eintreten. Entscheidend fiir den Striimungs-
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verlauf ist die Grenzschieht. 1st dieselbe laminar, d. h. bei kIeineren Re-Werten, 
so rei.6t die Stromung praktisch am iiu.6eren Umfang des projizierten Korpers 
abo Bei einem bestimmten Re-Wert, der sog. kritischen Reynoldsschen Zahl, 
wird die Grenzschicht turbulent. Diese turbulente Grenzschicht ermoglicht ein 
mehr oder weniger weites An- 4 ." 

_~E/«jJse "47. liegen der Stromung hinter 
dem gro.6ten Meridiansehnitt 
(Fig. 63). Eine unter Umstiin
den gro.6e VerkIeinerung des 

1/ 

4 

t4 
-

-1- --" - ...... -$-ru,9'el i 
1 

Fig. 63. 

e4 
2 1/ 

1/ 

Q 

\-Ei; 
\ 

1-

1 

Ellipse "1,B1 ~. - -
'---1--- --- ---t-. 

I J 'I 
d.~ 
" Fig. 64. 

Widerstandskoeffizienten- ist die Folge. Kennzeichnend ist das Verhalten der 
Kugel. c sinkt hier im kritisehen Bereich von 0,48 auf 0,f6, d. h. auf beinahe 

Widerstandsziffern fiir 
kennzahl unempfind
liehe Korperformen. 

Kijrperform 

ohneBoo'en 
mit Boo'en 

ohneBoo'en 
mit Boden 

0,34 
0,4 

1,33 
1,17 

Kreis/lof/e 1,11 

0,91 

1,53 

1,22 

0,34 

0,51 

1~ 
t 1,15 

f- ~ g: 
18 1,4~ 

-;;>--:-''--___ ~oo;<_II 2,01 
1 --0;91-

Wglze ~ _ ~ 0,85 
~ 0,87 

~~~~~~~L7_!l~~ 

~7{r 
Fig. 65. 

0,93 
0,78 
1,04 
1,52 

ein Drittel. Die kritische Reynoldssehe Zahl 
wird durch die Turbulenz des gesamten Strahls 
sehr beeinflu.6t. Bei der Kugel liegt die kritische 
Reynoldssche Zahl zwisehenRe = f,5· f()5 bis 
4,05 • f06. Der untere Wert gilt fiir hochturbu
lenten Strahl, wiihrend der obere Wert bei 
laminarer Gesamtstromung auftritt (z. B. c;ler 
Stromungszustand der Atmosphiire bei der Be
wegung eines Flugzeuges). Die kritische Rey
noldssehe Zahl liegt urn so niedriger und ist 
urn so weniger scharf ausgepriigt, je kIeiner die 
Kriimmung des Korpers ist (Fig. 64). 1st r der 

Widerstandsziffern fiir kennzahl
empfindliehe Korper. 

Kiirperfonn 

lrv,9'e/ 
-$ >R.=I,S·10'+4,OS·10' 0,09 + 0,18 

<Re-l,S·10'+4,OS·10' 0,47 

Ellipsoid 

-~ <R.=S·to· 

I 

0,6 

"475 >Re= 5.10' 0,21 

Ellipsoid --$ I >Re=tO' 0,09 

"1,80 
unter 10& stetiger tiberga.ng 

zu grliSeren c-Wertcn 

S'fre6en 2 

I 
0,2 

~ 
! 0,1 

f- • R.>tO' 0.06 
10 0,083 
i20 0,094 

o/h~ ~ 
0,63 

unterkritiscb 0,68 

~' etwa R.-9.10· 0,74 

- 11 f- ~ 0,82 
0,98 

ti .. 
1,2 

R.>S·IO' 0,35 

Fig. 66. 
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Krtimmungsradius an der zu erwartenden Ablosungsstelle, so findet der Umschlag 
bei Re = wr/v = 6 '104 bis 15 '10' statt. 

Bei Widerstandskorpem mit groBem Widerstand ist der Formwiderstand fiberwiegend, 
z. B. bei der Kugel betragt 1m iiberkritischen Bereich der Formwiderstand 90 vH und der 
Reibungswiderstand nur 10 v H. 

Obersicht tiber den Widerstand typischer Korperformen Fig. 65 u. 66. 

4. Beeinflussung des Widerstandes durch die Ausbildung der Vorderkante. 
Die Widerstandsangaben ffir verschledene KOrper 

(S.270) lassen deutlich erkennen, daB ein mOglichst 
schlanker AbfiuBkorper den Widerstand sehr gfinstig be
einfiuBt, trotzdem ist die Ausbildung der Vorderkante 
von nicht geringerer Bedeutung. Bei der Umstromung 
eines Karpers bildet sich namlich in der Nahe der vor
deren Abrundung ein Druckminimum und damit eine 
Stelle graBter Geschwindigkeit aus. J e graBer diese Ge
schwindigkeit ist, um sa starker muB nachher die Ver
zogerung sein, um so groBer ist samit auch die Ablosungs
gelahr. Durch zweckmallige Formgebung der Vorder
kante kann diese. Minimum weitgehend beeinfiuBt werden. 
Fig. 67 zeigt ein nach der Potentialtheorie durchgerech
netes Beispiel filr zwei Formen II und b der Abrundung. 
Die mehr spitze Form II verkleinert das Druckminimum. 
Diese Gesichtspunkte sind nicht allein bei Widerstands
korpem, sondem auch bei der Gestaltung der Schaufel
eintrittskanten von Turbomaschinen (Kavitation!) zu 

to 

beachten. 

5. Widerstand von Fahrzeugen. 
Fig. 67. Druckverteilung an der 
verschieden geformten Vorder
kante eines unendlich langen 

Bei den standig steigenden Geschwindig
keiten der Fahrzeuge spielt der Luftwiderstand 

Karpers. 

eine immer groBere Rolle. Bis zu Geschwindigkeiten von rund 70 kmJh ist 
der Anteil des Luftwiderstandes im Verhiiltnis zu den anderen Widerstanden 
gering. Bei Geschwindigkeiten tiber 
100 km/h ist der EinfluB so groB, daB 
die Formgebung dieser Wagen durch 
die Forderung nach kleinstem Luft
widerstand entscheidend beeinfluBt 
wird. Der Leistungsaufwand wachst 
mit der dritten Potenz der Geschwin
digkeit und wird nach tolgender Formel 
berechnet: 

L = c . y/2g . F . w3 (mkg/sek). 

Fist die sog. Spantflache des Wagens, 
worunter man das projizierte Schatten
profil des Wagens in Fahrtrichtung 
versteht. 

Fig. 68 zeigt anschaulich, was 
durch zweckentsprechende Form-
gebung erreicht werden kann. 

Beispiel: Ein Wagen nach 3 {Fig. 68) 
fahrt mil einer Geschwindigkeil von 100 km/h. 
Die Schattenflache, hier meist mit "Spant
flache" bezeichnet, betrage 2 m'. Es ist 
cw=0,517. Die Motorleistung in PS ist zu 
berechnen. 

w = 100/3,6 = 27,8 mjsek; 

4~ 
5~ 

6~ 
/lollrswugen 

Fig. 68. 

W = cw· r/2g· w· • F = 0,517' 27,8'/16' 2 = 49,9 kg; 

N= W· W/75 = 27,8' 49,9/75 = 18,5 PS. 

Scheibe in Bodennahe 
cw= t,'27 

Offener Wagen 
cw= 0,9 

Geschlossener Wagen 
Cw = 0,517 

Geschlossener Wagen 
cw= 0,34 

Geschlossener Wagen 
Cw =°,231 

Stromlinienkorper 
cw=OJ2 

Cw = 0,43 
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6. Widerstand von 6eschossen. 
ner Widerstand von Geschossen, der neuerdings in Oberdruckwindkaniilen in iihnlicher Weise 

wie bei Tragfliichen ermittelt wird. wird hauptsiichlich durch die Form des Vorderteiles beeinfluBt. 
Di~ spitze Fon;n ist gUnsti,?er als die stumpfe: In d~r Nahe der Schallgeschwindigkeit steigt der 
W'derstandsb~'w:-rt erbebhch, errelCh~ hler em MaXImum und wird meist kleiner bei noch gro_ 
Beren Geschwm?igke,ten. D,e ents~he'den~e Bedeut~ng, die die Scballgeschwindigkeit bei diesen 
Bewegungen mIt OberschallgeschwIndigkel! hat, wlrd aus verschiedenen Grunden durch die 
Machsche Kennzahl ~ = Geschwindigkeit be-
riicksichtigt. a Schallgeschwindigkeit 

Fig. 69 zeigt den Verlauf der cw-Werte fUr typi
sche Formen. 

~r------'----~~---I~~ 

71 
m 

'0 

0 

'0 

I I 
I 
i , , 
I 
! 
I 
! 

i/I 
)1 I o 2 J 

Ot~o810 
mjsek 

Fig. 69. Widerstandsziffem verscbiedener GeschoB
formen. 

Fig. 70. Zunahme der Windgeschwin
digkeiten in der Bodennahe. 

H. Eigenschaften des Windes. 
Die Windgeschwindigkeiten sind meist unter 20 m/sek. Sehr selten treten StUrme bis zu 

40 misek auf, wiibrend an der Kuste vereinzelt nocb Gescbwindigkeiten bis zu 50 misek 
vorkommen. Die Geschwindigkeit ist am Boden I!;leich Nun und steigt in einer .Grenzschicht", 
die. mehrere km betragen kann. Fig. 70 zeigt Iiir mlttiere Windstiirke diese Grenzscbicbt nach 
Mes5ungen von W. Schmidt. Die Geschwmdigkeitsverteilung folgt gut einem Potenzgesetz w 

prop yt. Bei schweren Stiirmen diirfte das Gesetz nur fUr eine Schicht von etwa 10 bis 20 m 
iiber dem Boden zutreffen. 

Fiir die Berechnung des Winddruckes auf Gebiiude kann nach einem Vorschlag von 
Flachsbart mit folgenden Geschwindigkeiten gerechnet werden: 

bis zu einer Hohe von 20 m uber dem angrenzenden Geliinde W= 35 m/sek (40 m/sek), 
fUr Hohen iiber >20m w=40m/sek (45m/sek). 

Die eingekiammerten Zahlen gelten fUr besonders windreiche Gegenden. Genaue Werte iiber 
den Winddruck auf Gebiiude sind nur durch Modellversuche irn Windkanal zu erhalten. 

Nach ABmann konnen iiber die Hiiufigkeit der Windstiirken in verschiedenen Hohen bei 
verschiedenen J a!treszeiten folgende Angaben gemacht werden: 

Hiiufigkeit der Windstiirken nach ABmann. 

In Hohe Windgeschwindigkeiten in m/sek iiber Erd- Mittel-
oberfliiche 

Obis 2 I I 5 bis 10110 bis 151 iiber 15 
wert 

m 2 bis 5 
I . I 

Dezember ~ 0 18,8 42,0 35,2 3,7 0,3 4,9 
bis Februar ]I 500 6,1 12,5 33,6 24,1 23,7 11,4 

I' Marz II 0 20,1 42,2 32,7 4,5 0,5 4,9 
bis Mai II 500 13,9 21,5 38,8 17,3 8,5 7,8 

JuDi 11 0 23,2 46,2 30,1 0,5 - 4,4 
bis Angust II 500 15,9 25,1 38,8 14,4 6,0 7,0 

Ii 
September II 0 24,2 45,3 28,1 1,8 0,6 4,5 

bis November 11 500 9,7 19,3 36,5 19,7 14,8 9,5 
Ja!tres- II 0 21,4 44,2 31,6 2,6 0,2 4,7 II mittel I; 500 11,7 19,4 37,0 18,7 13.2 8,9 
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Beispiel: Wie graB i5t der Winddmck auf einen 50 m hohcn Schomstein, dessen mittlerer 
Durchmesser rund 3 m betragt? Da die Hohe tiber 20 mist, soll mit der Hbchstgeschwindig' 
keit W= 40 m/sek gerechnet werden, die zur Sicherheit aul det ganzen Lange wirkend in Rech· 
nung gesetzt werden soll. Fur die Wahl des Widerstandsl{oeffizienten ist die Reynoldssche 
Zahl maJ3gehend. Mit v = 0,14 lolgt: 

Re = 300 . 4000/0,14 = 85,80 . 10'. 

Es ist also bei weitem tiberkritisches Gebiet vorhanden, so daJ3 nach S. 270 mit c ~ 0,4 ge· 
rechnet werden soll. 

P=c' q' F=c' y/2g'w'd ·1= 0,4' 40" 3' 50/16 = 6000 kg. 

Bei gleichmiiBiger VerteiJung des Winddmekes ergibt sich an der Wurzel ein Moment 

Md = Pl/2 = 6000' 5000/2 = 15000000 kg·em. 

J. Der Tragfliigel. 

Bezeichn ungen: 
1. Allgemeines. 

P FlligelfHiche, W 
C = ~- Widerstandskoeffizient, 

W q.p t Tiefe des Flugels gemaB Fig. 71, 
b Spannweite des Flligels, cn = N /q P Beiwert der Normalkraft, 

Pro- c, = T /q P Beiwert der Tangential
kraft, 

A Flligelstreckung = b2jP, 
ex Anstellwinkel gegenuber 

filsehne, 
w Anblasegeschwindigkeit, 
A Auftrieb in kg, 
W Widerstand in kg, 

c = ~ Gleitwinkel, 

s Entfernung des Druckpunktes an 
der Profilnase nach Fig. 71, 

ca = ~ Auftriebkoeffizient, q.p 

Cr = R/qP Beiwert der Resultieren
den, 

Y~ y--
C = c2 + c2 = c· + c2 raw n II 

M 
cm = --P- Momentenbeiwert, 

t· q' 

q = 1'_ w2 Staudruck (kgfm2). 
2g 

Wird ein TragfltigeJ mit der Geschwindigkeit w bewegt oder der feststehende 
FlUgel mit der Geschwindigkeit w angeblasen, so entsteht eine Luftkraftresul
tierende R, die bei guten Flligeln nahezu senkrecht auf der Bewegungsrichtung 
steht. Diese Resultierende zerlegt man in: 

1. Auftrieb = Kraft senkrecht zur Bewegungsrichtung. 
2. Widerstand = Kraft in Bewegungsrichtung. 

Fig. 71. 

Die TragflUgelkr1ifte werden durch dimensionslose Koeffizienten erfaBt, deren 
Bedeutung aus folgenden Gleichungen hervorgeht: 

A=ca·q·p; W=cw'q'P; M=cm·t·q·P, 

Das Moment der Luftkrafte wird meist auf den vorderen Punkt C bezogen (Fig.71). 
Die Angabe des Momentes ermoglicht die ErmittIung des sog. Druckmittel
punktes. Hierunter versteht man den Schnittpunkt der Luftkraftresultierenden 
mit der Profilsehne. Der Abstand des Druckmittelpunktes von der Vorderkante 
wird mit s bezeichnet. 

Taschenbucb /(ir den Mascblnenbau. 9. Auf!. I. 18 
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2. Theoretische Beiwerte rar unendlich lange Ftagel. 
Gerade Platte eG = 2n sin eX "" 2n • eX. 
Kreisbogenprofil 

eG = !nsin (eX + ~ "->2n (eX +~) 

= 2 n (eX + 2:) = 2 n (eX + 4~) 
(R Kriimmungsradius des Kreisbogens nach Fig. 72). 

Gebogenes Profil mit den Endwinkeln 'P und rp 
nach Fig. 73: 

eG = 2nsin(eX + irp + I'P) ex> 2n(eX + irp + 1'1')' 
(Durch die Reibung wird der Faktor 2n vermindert auf 5,1 bis 5,8.) 

Momentenbeiwert. Die Luftkriifte haben das Bestreben, den Fliigel zu 
drehen. Das Drehmoment dieser Kriifte hiingt von dem Angriffspunkt der 
Resultierenden abo Schneidet die Resultierende die Fliigelsehne in D, Fig. 71, 
so ist das Moment, bezogen auf den vorderen Punkt C, M. = s • N = S • e" • q • F. 
Denkt man sich das gleiche Moment durch eine Kraft P' = em • q • F am hinteren 
Ende des Fliigels erzeugt, so wird Me = t· Cm • q • F = s • e" • q • F. Die Zabl em 
nennt man den Momentenbeiwert; es ist s = t· c"Je". Da in erster Niiherung 
A ex> N ist, setzt man meist: s = t· cm/cG' Die Funktion em = t(ca) ist eine 
Gerade mit der Steigung 1: 4. Diese Steigung gilt fiir alle Profile und alle 
Seitenverhiiltnisse. Die Gleichung dieser Geraden ist somit em = emO + c./4. 

Fig. 73. Fig. 74. GrlIBe, Lage und Richtung der Luft
kraftresultierenden filr Glittingen 386. 

Druc:kpunkt. Bei den meisten Profilen wandert der DruckpunktD nach vorne, 
wenn der Anstellwinkel eX zunimmt und umgekehrt. Andert D seine Lage nicht, 
so spricht man von einem druckpunktfesten Profil. In diesem Falle ist c"'o=O. 

Gerade Platte und symmetrische Profile cm = c./4. 
Kreisbogenprofil emo = n/3'/4; Gewolbtes Profil emo = n/32' ['I' + 7rp). 
Fig.74 zeigt die Druckpunkte. sowie GroBe und Richtung der Luftkrilfte bei venchiedenen 

Anstellwinkeln filr das GOttinger Profil 386. Man erkennt, daB mit steigenden Anstellwinkeln 
die Luftkraft nacb vome r1lckt, erne Eigenschaft, die die Profile instabil macht. Bei negativen 
Anstellwinkeln wandert der Oruckpunkt schnell ins Unendliche, wiihrend gJekhzeitig die Normal
kraft bis auf Null abfiillt. So ergibt sich filr den Auftrieb Null ein starkes kopflastiges Moment. 

3. Niiherungswelse Ermlttlung der Eigenschaften belleblger Profile. 
Nach Fig. 75 triigt man beiderseits des Skelettes mit den Endwinkeln 'I' 

und rp gleiche Abstiinde y auf und rundet die Nase mit einem Radius r abo Das 

KonflJr 

fIIMr.Jloh~A' 
~I----t-,I 

Fig. 75. 

so entstandene Profil hat bis auf die 
groBten c.-Werte ziemlich den gleichen 
Verlauf der Kurven cG = t«xl wie das 
gewolbte Skelett allein. Die cOD·Werte 
werden (s. Fig. 81) allerdings merklich 
durch die Dicke und durch den 
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Kurvenverlauf beeinfluBt (t muB bei der Nachrechnung um den Kriimmungs
radius r der Nase vergroBert werden). 

4. Polardiagramm. 
Die Beiwerte eines Tragfliigels werden meist so aufgezeichnet, daB der Wider

standsbeiwert aJs Abszisse und der Auftriebbeiwert als Ordinate erscheinen 

f'ItJ 

I 14.6 16,111.16 

jA 6 ! 
I 

lu BO 

120 

100 

j}f5.7 I 
I 

~ 
fj~8 I 

O~ I 
I 

20 
-3,1 " .0 

I o 
X.8~ 

-2°0 10 ;0 .10 'IfJ 50 50 
100c",-

I I I t I 

05101620 
100Cw-

~59J 
Fig. 76. Polare filr Seitenverhiltnis 1: 5. 
Die gestrichelte Linie stellt die Momenten

linie dar Cm = «c.). 

t~ 

42'.' ,2 
4;0 ,0 

t 416 ! 118 
/112 Q,6 

Ow o. 
408 4¥ 

qo¥ 

(Fig. 76). An diese Kurve werden die 
jeweiligen Anstellwinkel angeschrieben. 
Diese von Lilienthal stammende Dar
stellung wird Polardiagramm genannt. 
Sie hat u. a. den Vorteil, daB die Verbin
dung des Nullpunktes mit einem Punkt 

q 

Fig. 77. Kriftedreieck beirn motorlosen Gleitflug. 

~~~ --- ..,..,~ :::::=:=====::: 
Fig. 79. AbreiBen der StrOmung~ bei grOlleren 

Anstellwinkeln. 

der Kurve die Richtung der Resultieren. 
15 20' den angibt. Der Winkel dieser Verbin

dung gegen die c.-Achse ist der G leit • 
winkel und kann nach tge = c .. /c. 

ausgerechnet werden. Ein motorloses Flugzeug, Fig. 77, gleitet unter diesem 
Winkel zu Boden. Die Tangente an die Polare gibt den kleinsten Gleitwinkel an. 

/lI-

Fig. 78. 

Auftrieb und Widerstand andern sich mit dem Anstellwinkel. Fig. 78 zeigt filr das Profil 593 
die Kurven c.= f( .. ) und Cw= f( .. ). Bis zu einem Anste1lwinkel von etwa 10' ergibt sich ein 
lineares Ansteigen des Auftriebsbeiwertes mit dem Anstellwinkel. Bei etwa 15' ist der HOchst
auftrieb erreicht, urn dann schnell zu fallen. Der Wid.erstandsbeiwert nimmt ungefihr para
bolisch nach heiden Seiten zu. Das Sinken des Auftriebes bei groBeren Anstellwinkeln kommt 
dadurch zustande, daB auf der Saugseite des Flilgels die StrOmung abreiBt. Mit groBerem Auf
trieb wird nimlich die Ubergeschwindigkeit auf der Saugseite grOBer. Diese Ubergeschwindig
keit muB sich bis zur Hinterkante wieder verzOgern, ein Vorgang, der bei zu groBer VerzOgerung 
zum AbreiBen der Stromung filhrt und gleichzeitig den Widerstand, wie aus Fig. 79 zu erkennen 
ist, wesentlich vergrOBert. 

5. Versuchswerte. 
In der folgenden Profilsammiung (Fig. 80 bis 84) befinden sich die Kurven 

c. = I(c .. ) [Polare]; c. = f(c",); c. = I(IX). Alle Werte beziehen sich auf 

18* 
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t 4 

ca 4:61----/--IH+---/-I;'---+ 

/J,¥I----W-l---l---jf-:::..--J---tJ(. 

-S 11 5' o 

(!,So 

unendliches Seitenverhiiltnis, so daB 
die Profileigenschaften in Reinkul
tur erscheinen. Diese neuerdings 
immer mehr verwendete Dar
stellungsweise1) gestattet eine un
mittelbare Ablesung aller bei prak
tischen Anwendungen notwendigen 
GroBen .. Bei Anwendung auf die 
Kreiselmaschinen (Kaplanturbinen, 
Propellergebliise, Schraubenpumpen 
usw.) bietet diese Darstellung eben
falls groBe Vorteile. 

Der bei dieser Darst.lIung erscheinende 
Widerstandsbeiwert entMIt nur den reinen 
Fliichenwiderstand. Diesen Widerstand, 
gekennzeichnet dUTCh etc 0, bezeichnet man 
mit Profilwiderstand. Ein Vergleich mit 
dem reinen F1iicbenWlderstand nach 
S. 269 is! leich! durchfiibrbar. Die Roeffi-
zienten Cf. die sich auf die Oberfliicbe be-

1l0S 410 zieben. mussen verdoppelt werden. da die 

IJ,J5 

TragfJiicbenbeiwerte sicb auf die Trag
fJiicbe. d. b. auf die balbe Oberflache. be
ziehen. cf ist der GroBenordnung nach 
0.005. so daB fUr c.' 0 der Wert -2' 0.005 
= 0,01 zu erwarten ware, was mit den 
Angaben nach Fig. 82 ubereinstimmt. wenn 
man sich auf Punkte mit k1einerem Auf
trieb beschriinkt. 

~.¥¥8 
Folgende auffiillige Eigenschaf

ten konnen aus den Versuchsergeb
nissen leich t abgelesen werden: 

Fig. 80. Profile gleicher Dicke aber verschie
dener Wolbung. Seitenverhiiltnis 1: 00. 

1. Bei gleicher WOlbung, d. h. 
bei dem gleichen Skelett, steigt das 
Auftriebsmaximum mit groBerer 

Dicke. Der Profilwiderstand wird mit kleinejier Dicke kleiner (Fig. 81). 
2. Bei gleicher Dicke steigt das Auftriebsmaximum mit steigender WOlbung. 

1m gleichen Sinne steigt der Profilwiderstand (Fig. 80). 
3. Ein Profil kann durch eine S-formige Aufbiegung des Skelettes druck

punktfest gemacht werden. Mit wachsender Dicke muB der S-Schwung kleiner 
werden (Fig. 82). 

4. Wird ein Profil durch S-Schwung druckpunktfest gemacht, so sinkt das 
Auftriebsmaximum, wiillrend der Profilwiderstand steigt. 

6. ElnfluB des Seltenverhiiltnlsses. 
Unter Seitenverhiiltnis versteht man bei rechteckigen Fliigeln das Verhiiltnis: 

FliigeItiefe 
b = Fltigelbreite; 

bei nich trech teckigen Fltigeln das Verhiiltnis: 

F FliigelfHiche 
1;2 = Quadrat der Fliigelbreite 

Der reziproke Wert A = b2/F wird "Fliigelstreckung" genannt. 
Wiihrend beim unendlich langen Fliigel die Gesamtablenkung der Luft un

endlich klein ist. ergeben sich beim endlich langen Fliigel in der Niihe des 
Fliigels Abwiirtsgeschwindigkeiten, die praktisch eine Richtungsiinderung der 

') Lippisch: Fliigelprofile - ihre Eigenschaften und ihre Auswahl. Flugsport 1930. 
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anstriimenden Luft bedeuten. Bei reibungsloser Striimung steht die Luftkraft 
aber senkreCht auf der Anstriimrichtung, so daB sich nach Fig. 84 eine Kraft
komponente in Richtung der Bewegung des F1Ugels ergibt, die man "induzierten 

----~----------- t=--
----::..-... ---_~ wt ----_ 

------------~--f __ ~~-~I~ 
......... - .... 

............... -
Fig. 84. Entstehung des induzierten Widerstandes. 

Widerstand" nennt. Es laBt sich zeigen, daB die Abwartsgeschwindigkeit in 
der Niihe des Flligels halb so groB ist wie weit hinter dem Flligel, wo der 
Wert v - 2w' cain' FIbS erreicht wird. Damit wird der induzierte Widerstand: 

vl2 c ·F AS Wl-A .tgL1c¥-A '--=A ._a_ = __ . 
w nbs nqbl 

Flihrt man statt des Widerstandes dimensionslose Koeffizienten ein, so ergibt 
sich fUr den induzierten Widerstand ein Koeffizient 

c .. ,- c'!ln' tlb- c:Flnb2 • 

Der Anstellwinke1 c¥, Fig. 84, wird um L1 c¥ verringert, so daB wirksamer An· 
stellwinkel c¥' - c¥ - L1 c¥. Es wird: 

vl2 c.·F 
tgL1c¥- - = -bl ex> L1 c¥; L1 c¥0 - 57,3' c.F/n7r. w n 

Nach den Anschauungen der TragflUgeltheorie kann man den Einflu.6 der end
lichen Fllige111inge 1eicht Ubersehen, wenn man sich den TragflUgel a1s tragenden 
Wirbe1faden vorstellt. An den Tragflligelenden treten die Wirbelfaden nach 
hinten heraus. Man erhalt einen sog. Hufeisenwirbe1. 

7. Umrechnungsfonneln bei Obergang von unendlichen Seitenverhiltnissen 
auf endliches Seitenverhiltnis nach der Prandtlschen TragfUigeltheorie. 

Der Auftrieb iindert sich linear mit dem Anstellwinkel. Der EinfluB des 

Seitenverhiiltnisses auf diese Abhiingigkeit ergibt sich aus: c. = 2n(C¥o +bC¥), 
1 + 211 

C¥o = Anste1lwinkel bei verschwindendem Auftrieb, d. h. fUr ca = 0 (theoretische 
Formel). Durch die Reibung vermindert sich wie oben 2n in 5,2 bis 5,9, und 
zwar so, daB mit dicker werdendem Profil die kleineren Werte erzielt werden. 

Die Formel zeigt. daB bel verschiedenen SeitenverhaItnissen verschieden geneigte Geraden 
entstehen. die aile durch den gleichen Punkt '"' der ",-Achse gehen. Werden umgekebrt die 
MeJ3ergebnisse von Fliige1n mit verschiedenen Seitenverhiiltnissen auf ein SeltenverhaItnis um
gerechnet. so milssen die MeBergebnisse aile auf einer Geraden liegen. Dies wird sehr genau 
erreicht. eine Tatsache. die die stiirkste Stiltze fi1r die Prandtlsche Tragfll1geltheorie bildet. 

CODI = f(ca) ist eine Parabel, die sog. Polare. 
Fig. 76 zeigt eine Polare mit der theoretischen Parabe1 filr das Seiten

verhiiltnis 1: S. Der Unterschied besteht durchweg in einer Parallelverschiebung, 
die durch den Profilwiderstand, d. h. den reinen F1achenwiderstand bedingt ist, 
so daB der Gesamtwiderstand des F1Ugels durch die Formel c .. = ClOprof + cwi 
ausgedrlickt werden kann. Die theoretische Berechnung des induzierten Wider
standes stimmt mit den Versuchswerten sehr gut liberein. Selbst bei Seiten
verhiiltnissen 1: 1,5 ist noch eine Umrechnung moglich. 
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Fiir IX = konst. ergibt sich eine zweite ParabeII): 

c2 

COl' = Ca(IXo + IX) - ---"-- • 
2n 

279 

Umrechnungsformel beim Obergang vom Seitenverhliltnis tl /bi auf t2/b2 : 

LlclD , = .§_ [~~ _~] bzw. ~ [~2 - ~!] , 
n b2 bl n bs bl 

LI IX ° = ca' 57,3 [!! _~] bzw. ~57,3 [F: _ ~1] • 
n bl bl n b2 bl 

Bei konstantem Anstellwinkel andert sich der Auftrieb nach folgender Beziehung: 

Llca = 2n(IXo + IX) { 1 + ~ t-;;b~- - T+ 12tVbl } • 

Bei sehr kieinen Seitenverhliltnissen wird das AbreiBen der StrBmung durch 
die gute Beliiftung der Saugseite fast verhindert. Es wurde ein giinstigster 
Seitenverhliltnisbereich b2/F = 0,75 bis 1,5 gefunden (anIerikanische Messungen), 
wo bei 45° Anstellwinkel ein c. = 1,85 gegeniiber c. = 1,24 bis 14° Anstell
winkel des Rechteckfliigels vom Seitenverh1iltnis 1: 6 erreicht wurde. Solche 
Fliigel sind fast autorotationsfrei, haben natiirlich einen groBen induzierten 
Widerstand. 

Zahlenbelspiele: 1. Wle grolllst der Gesamtwlderstand e1nes Flilgels von den Ausmallen 
t . b = 2' 13 = 26 m', der bei einer Geschwindigkeit von 216 km/h einen Gesamtauftrieb von 
2930 kg erzeugen soU? ProfU 448, Fig. 80. 

W = 216/3,6 = 60 m{sek; Staudruck q = 1 . (! w· = 3600/16 = 225 kg/m', 

c.=-~=~=0,5. 
q'F 225'26 

In Fig. 80 findet man bel c.=0,5 den Wert cwprof = 0,015. 

c! I 0,5" 2 
Cw; = --;.- . 11 = -n'13 = 0,01223; Cw = cwprof + Ctoi =0,015 + 0,01223 =0,02723, 

W =Cw' F· q = 0,0273' 26· 225 = 159,4 kg. 
2. Ein Flilgel von 30 m' Gesamtfliiche und einem Seitenverhiiltnls 1: 5 fIIegt mit C. = 0,3 

bei einer Geschwindigkeit von 320 km/h. Profil Nr.447. Um wieviel kg wiirde sicb der Wider
stand verringern, wenn das Seitenverbiiltnis bei gleicher Gesamtfliicbe auf 1 : 6 verbessert wiirde? 

Eine Widerstandsverringerung tritt nur beim induzierten Widerstand ein 

c! [I. II] 0,3' [I 1] 0,3' 320 
JCwl=-;r b." - b,- = n 5 -"6 = "'. 30 = 0,000956; w=3,6=89 m{sek. 

• (! 0,000956·89'·30 
Wlderstandsverrlngerung tlW=Acw;'2"III"F- 16 14,2 kg. 

Ersparte Antrleblelstung N = J W' w/75 = 14,2' 89/75 = 16,85 PS. 

8. Kennzahleinflfisse. 
Die in Fig. 80 bis 83 angegebenen Versuchswerte werden erreicht, wenn die 

Grenzschicht turbulent ist. Dies ist von gewissen "kritischen" Reynoldsschen 
Zahlen ab inlmer der Fall, und zwar so, daB der Umschlag von lanIinarer zur 
turbulenten Grenzschicht in einem grBBeren Bereich der Reynoldsschen Zahlen 
maglich ist. Unterhalb dieses Bereiches ist immer laminare, oberhalb immer 
turbulente Grenzschicht vorhanden. Wo im kritischen Bereich der Vmschlag 
stattfindet, hangt von der Gesamtturbulenz des Strahles abo In der freien 
Atmosphiire ist die GesanItstrBmung, wie durch Kugelmessungen beim fliegenden 
Flugzeug festgestellt wurde, entgegen den iiblichen Vorstellungen durchweg 
laminar. Gegeniiber den durchweg turbulenten Luftstrahlen unserer Windkanale 
ergeben sich im Luftmeer wesentlich hahere "kritische" Kennzalllen. Vnter
schiede von 1 zu 2 sind hier festgestellt worden. Da die Anwendungen der Flug
technik eine durchweg "laminare" Gesamtstramung und die Anwendungen des 

') Eck: Beitrag zur Flllgeltheorie. lng.-Arch. Bd. 36 S.203. 
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Kreiselmaschinenbaues bzw. des Maschinenbaues fast ausschlieBlich eine "turbu
lente" Gesamtstromung ergeben, interessieren beide Werte. 

1. Unterer kritischer Wert fiir Profile Re = wt/v: 

Re = 40000 bis 90000 (groBe Strahlturbulenz). 

2. Oberer kritischer Wert fiir Profile: 

Re = 150000 bis 180000. 

Folgende praktisch interessierende Erscheinungen ergeben sich beim Unter. 
schreiten von Re: 

1. Der Hochstauftrieb, d. h. cama.x sinkt im unterkritischen Bereich von 1,2 
bis 1,5 auf Camax = 0,3 bis 0,4 je nach der Dicke der Profile. Ein dUnner Draht 
vor der Profilnase bewirkt den Umschlag in die turbulente Grenzschicht. 

2. Der ProfiIwiderstand, d. h. ClOmln , insbesondere jedo! h die Gleitzahl, steigt 
von der kritischen Kennzahl nach unten stetig, letztere auf den 3.5faLhen Wert 
(nach Kolner Messungen). 

3. Die Verschlechterung nach 1. und 2. tritt urn so mehr in Erscheinung, 
je dicker das Profil ist. Unterhalb der kritischen Kennzahl besteht aerodynamisch 
kaum noch ein Vorteil des Tragfliigelprofils gegeniiber dem Kreisbogenprofil 
(wichtig fUr den Modellflug und kleine Schraubengeblase!). 

4. Die aus Modellversuchen gewonnenen Werte fiir cam&][, d. h. praktisch 
aIle entsprechenden Angaben aus Profilsammlungen, konnen nicht ohne groBe 

t 
~-, 
tw' 

Toleranz auf die Wirklich-
keit iibertragen werden. 
Dies ko=t daher, weil die 
Werte von Cam... auJ3er 
von der Profilform von der 
Reynoldsschen Zahl und 
der Turbulenz der anstro
menden Luft abhlingig 
sind. 1m iiberkritischen 
Bereich kann folgende 
Regel angegeben werden: 

Fig. 85. "Mit wachsender Rey
noldsscher Zahl wachst 

das Auftriebmaximurn bei Profilenmit maBiger WOlbung, wlihrend bei hoch
gewolbten Profilen ein Abnehmen des Auftriebmaximums eintritt." 

Fig. 86. Druckverteilung - fiber einen 
TragfliigeJ. Die Driicke sind normal zur 

Oberf.lache aufgetragen. 

9. Druckvertellung am Tragfliigel. 
Die Saugwirkung ist beim Tragfliigel 

bedeutend groJ3er als die Druckwirkung. 
Wlihrend letztere maximal den Staudruck 
q = y/2g • WI erreichen kann, ist der 
Unterdruck kurz vor dem Anstellwinkel 
des AbreiBens beinahe gleich dem drei
fachen Staudruck. Dies bedeutet, daB an 
der Stelle des groBten Unterdruckes die 
Luftgeschwindigkeit doppelt so gro /3 
wie die Fluggesch windigkeit ist 

(wichtig fiir saubere und glatte Gestaltung dieses Tragflachenteiles). Fig. 85 
zeigt die Druckverteilung fUr Profil 389 bei 11,6· und -6· Anstellwinkel (im 
letzteren FaIle ist der Auftrieb gleich Null; Sturztlug). Die Druckverteilung ist 
in iiblicher Weise tiber der Fliigelsehne aufgetragen. (Fiir 11 ,6 0 ist in Fig. 86 
die gleiche Druckverteilung normal zur Oberflache dargestellt.) Aus der Druck
verteilung erkennt man fiir diesen Fall ein groBes Krliftepaar (in Fig. 85 ange
deutet), das den Fliigel sehr stark auf Torsion beansprucht. 
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10. Mittel zur Auftriebserhiihung eines FUigels. 
Um bei den heutigen hohen Fluggeschwindigkeiten normale Landegeschwin

digkeiten zu erreicben (d. h. <100 km/h), ist beim Start und bei der Landung 
eine wesentliche Auftriebserhohung notig. Um z. B. mit eincm Flugzeug von 
400 km/h Gescbwindigkeit eine Landegeschwindigkeit von 100 km/h zu erreicben, 
sind c.-Werte von 3,5 notig. Da die normalen Profile jedoch nur Werte von 1,3 
bis 1,4 ergeben, sind besondere Hilfsmittel zur Auftriebserhohung notwendig. 
Bewiihrt haben sich Schlitzfliigel, Landeklappen und nach hinten beraus
scbiebbare Fliigelenden. Bd. II, Abschnitt "Flugtecbnik" zeigt eine Zusammen
stellung der heute verwendeten Hilfsmittel mit den Zahlenangaben. 

11. EinfluB der UmriBform des Fliigels. 
Die vorhin angegebenen Regeln baben streng genommen nur Giiltigkeit, wenn bei gegebenem 

Gesamtauftrieb der induzierte Widerstand am kleinsten ist. Dies ist dann der Fall, wenn der 
Auftrieb elliptiseb iiber die Fliigelbreite verteilt ist. Erreiebt wird dies z. B. dadurcb, daB man 
dem Fliigel eine elliptiscbe Grundri6form gibt, wenn gleicbzeitig die Fliigelscbnitte geometriscb 
iihnlich sind und ihre Sehnen aile in einer Ebene liegen. Bei anderen GrundriBformen kann 
die eJliptiscbe Auftriebsverteilung aucb durch verschiedene Anstellwinkel der eiuzelnen Fliigel
querscbnitte verwirklicbt werden (Verwindung), doch wird in diesem Faile nur bei einem An
stellwinkel des Gesamtfliigels die Bedingung erliillt. 

Aus Herstellungsgriinden interessieren am meisten die r.,.bterkige, dreieckige und trapez
formige GnmdriBform. Das Dreieck und das Recbteck sind am ungiinstigsten. Fiir die meist 
verwendete Trapezform liegen genauere Untersucbun!(en vorl). Die kleinsten Werte fiir den 
induzierten Widerstand werden erreicht rur talt; = 0.3 bis 0,4 (ta = Tiefe des Fliigels am iiuBeren 
Ende; t;=Tiefe des Fliigels am Rumpf). Beriicksirbtigt man die durch die Grundrillform be
dingte VergrOBerung des induzierten Widerstandes durch C .. I= 'P·Cwiellipt. (Ctl'lellipt. = Wider
standsheiwert hei elliptiscber Auftriebsverteilung). so liegt 'P hei den giinstigsten Trapezformen 
zwiseben 1 01 und 1.035 (die erste Zahl bezieht sieb auf das Seitenverhiiltnis I: 5, die letz
tere auf das SeitenverhaItnis I: 20). 

Da die Flii"e! meist mit recbterkiger GrundriBform im Windkanal untersucht werden. so
mit keine elJiptisrhe Auftriebsverteilung vorhanden ist. so ergeben sieb bei Verwendung der 
Formeln nach S. 279 kleine Fehler. Bei der am meisten intere .. ierenden Umrechnung des Seiten
verhiiItnisses 1:5 auf 1:00 !auten nach Weinig') die genauen Formeln: 

c .. "" = CW(I: 5) - 1,04 c:tln b; Ctoo = <1'(1 :G) - 0,855 c.t/nb, 

<1'0:: = <l'fl: 5) -c •. 3,1 (fiir lib = 1 :5). 

12. Polare des Flugzeugs. 
Die Po!a:re des Tragfliige!s ist nicbt identiseb mit der Polaren des ganzen Flugzeuges. Zu 

dem Widerstand des Fliige!s treten noch die Einze!widerstiinde der iibrigen Teile, z. B. Rumpf, 
Motor, Leitwerk usw. Je nacb ibrer Lage zur Flugrichtung ergeben diese Teile zudem noch 
etwas Auftrieb oder Abtrieb. Bezogen auf ibre Stirnfliicbe t haben diese Teile durchweg fol
gende Widerstandsbeiwerte: 

c 
Streben und Drahte. 0,1 bis 0,2 
Profildriihte ••.• 0,3 " 0,4 
Sporn mit G!eitschuh 0,3 " 0,35 

Stirnkiihler 
Stemmotor 
Rumpf •• 

c 
0,5 bis 0,68 
0,5 ,,0,7 
0,12 " 0,2 

Da bei der Polaren aile Widerstandsbeiwerte auf die tragende F!iigelfliicbe F bezogen wer
den, sind die urspriinglirhen Widerstandsbeiwerte c umzurecbnen nacb der Forme! c., = c . flF. 
Hinzu kommt nocb eine gegenseitige Beeinflussung der einzelnen Teile, die z. B. bei Rumpf 
und Fliigel sehr groB sein kann. 

Bei einem modemen Schne\lverkehrsfJugzeug ergeben sich etwa folgende Anteile des Wider-
standes fiir die verschiedenen Teile: 

Tragfliigel • • • • 55 v H 
Rumpf mit Motor 18 " 
Leitwerk • • • • • 15 " 

Kflhler ••••••••• 7 vH 
Armaturen, Antenne nsw •• 5 " 

13. Doppeldecker. 
Der induzierte Widerstand des isolierten Einzelfliigels Wu = A2/n q b2 wird 

bei Doppf'lde('keranorrlnune: um einen BptTag W12 vpre:roBert. Die~e Vere:roBe
rung kommt dadurch zustande, daB durch den zweiten Fliigel die Abwarts-

') H ueher: Z. Flngtechn. Motorluftsch. 1933 S. 271. ') Weinig: Z. VDI 1936 S.299. 
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geschwindigkeit hinter dem Fliigel vergroBert wird. Dieser gleiehfalls "indu
zierte" Widerstand wird dureh eine iihnIiche Formel erfaBt wie beim EindeckerI ): 

1 (A~ AI·As) WI = WI I + WI2 = -- - + (J. --- , . n . q b~ bl • b2 

1 ( Al ·As A~) WI = Wit + WII = - (J -b b + -b2 • 
n'q I'. 2 

. 1 (A~ AI·A. A~) 
Gesa!lltwlderstand W = WI + WI = -. b2 + 2 (J -b . b + b2 • 

nq 1 12 2 

Fiir (J gilt bei gleiehen Spannweiten: 

1 - 0,66 • Alb ... A 1 . 1) 
(J = 1,055 + 3,7' Alb (giiltlg von b = 15 blS "2 . 

A senkreehter Abstand beider Tragfliigel. 
Bei einer bestimmten AuftriebsverteiIung auf beide Fliigel wird der Gesamt

widerstand am kleinsten. Wird 

A = Al + AI und AI = A • x; Al = A • (1 - x) 

gesetzt, so ist im Bestfalle: 
p-(J 

Z= ; p=bJbl p+1/p-2(J 
mit bl = Breite des Oberfliigels, b. = Breite des UnterfIiigels, 

d. h. fiir gleich lange FIiigel ist x = I; Ober- und Unterfliigel miissen dann 
gleiehen Auftrieb haben. Dies gilt streng geno=en nur in erster Niiherung. 
Eine genauere Rechnung ergibt, daB nieht die Auftriebe, sondern die Zirkula
tionen gleich sein miissenl ). 

Bezieht man den Gesamtwiderstand auf die Gesamtflliche F = FI + F I , 

so kann man den gesamten induzierten Widerstand vergleichen mit dem eines 
Eindeckers, der bei gleicher Spannweite und gleicher Gesamtfliiche den gleichen 
Auftrieb erzeugt. Das VerhiiItnis dieser Widerstiinde nennt man k: 

W Doppeldeckor = W Elnd •• kor· k ; 
C' ·F 

CtoDoppeld. = ;. b~ • k. 

Fiir k erhiiIt man: k = 1 + 1,48· Alb • 
1,027 + 3,6' Alb 

a) Werte von k = W/WB fiir den Doppeldecker. 

RIb II ° I 0,05 I 0,1 I 0,15 I 0,2 I 0,25 I 0,3 I 0,35 I 0,4 I 0,45 I 0,5 

",=0,6 
0,7 
0,8 
0,9 
1,0 

1,000 0,990 0,974 0,954 0,932 0,911 0,892 0,875 0,861 0,848 
1,000 0,982 0,956 0,926 0,897 0,871 0,849 0,830 0,812 0,797 
1,000 0,974 0,932 0,892 0,855 0,825 0,800 0,778 0,758 0,740 
1,000 0,950 0,893 0,847 0,807 0,773 0,744 0,719 0,699 0,683 
1,000 0,890 I 0,827 0,779 0,742 0,710, 0,684 0,662 0,645 0,629 

b) Werte von x = A./(AI + AI> fiir den Doppeldecker. 

0,839 
0,783 
0,728 
0,671 
0,615 

",=0,6[1 0 0,060 0,104 0,134 0,157 '0,176 0,191 0,202 0,211 0,218 0,224 
0,7 0 0,105 0,164 0,202 0,228 0,248 0,262 0,272 0,281 0,288 0,294 
0,8 0 0,172 0,246 0,285 0,310 0,327 0,338 0,347 0,355 .0,361 0,364 
0,9 0 0,303 0,359 0,387 0,402 0,412 0,419 0,425 0,429 0,431 0,433 
1,0 0,5 0,500 0,500 0,500 0,500 10,500 0,500 0,500 0,500 0,500 0,500 

') Erg. aerodynam. Versuchsanst. Gottingen, II. Oldenbourg. 
") Eck: Neuartige Berechnung der aerodynamischen Eigenschaften eines Doppeldeckers. 

Z. F1ugtecbn. Motorluftsch. 1925 S. t 83. 
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Wegen 11< 1 ist der Doppe1decker immer besser als ein Eindecker von gleicher 
Spannweite und gleicher GesamtfUiche. Die Widerstande werden gleich, wenn 

der Eindecker eine um 1/fk-mal groBere Spannweite als der Doppeldecker hat. 

Belsplele: 1. Elne Doppeldeckerzelle fflr ein Fluggewicht von 5000 kg ist bei einer Flug
geschwindigkelt von 230 km/h bei gleicher SjlanDweite 10 In des Unter- und Oberflilgels und 
einer Gesamtfliiche von 40 m' nachzurechnel\ Ahstand der Flilgel II = 1,5 m. 

" = 1,5 m; Flilgeltlefe' - ~ - ~ - 2 ml III - 230 - 64 mjsek; q = -211 w' = 256 kg/m 
b 10 3,6 

Wegen b,- b. 1st auch A,- A,; der c.-Wert bereehnet s1eh aus: c.- ~- = 5000 _ 0,488; -~ _ ~ _ 0,15; 
q • F 256' 40 b 10 

c: . F 0488' • 40 
nach Zahlentafel 11 = 0,779, mlthIn cwm1n - n' b' ." = -'-n • 10' • 0,779 = 0,0242-

Hinzu kommt noch der ProfIlwiderstaod. Gewiih1t werde das Profi1 Nr. 446 (S. 276). Filr 
Ca = 0,488 lesen wIr dort ab: 

c .. pro! = 0,015, mithln cwge• = 0,015 + 0,0242 - 0,0392. 

Der Gesamtwlderstand der Tragf1llgel des Doppeldeekers betrligt somIt: 

W = c .. ·q·F = 0,0392' 256'40 = 402 kg. 

2. Der glelche Doppeldecker soil mit kIlrzerem Unterflllgel ausgebildet werden. '" = b,/b, 
=0,6. Filr dasglelche 1I/b, =0,15 entnimmtman ausderTabelle (S. 282) z=AoI(A, +A,) =0,134. 
Es entfallen somit auf den Unterflilgel A,=O,134' 5000=670 kg und A,= (l-z)A =4330 kg 
auf den Oberflllgel. Filr gleiche Flilgeltiefen sind die elnzelnen Flachen F, = 40/1,6 = 25 m'; 
F, = 15 m'. b, = 12,5 m; b, = 7,5 m. Die c.-Werte berechnen sieh naeh 

c., - AJq· F, = 4330/256' 25 = 0,677; c .. = 670/256 '15 = 0,1745. 

Hierzu Mnnen unter Benutzung der Profi1eigenschaften Fig. 80 die Anstellwinkel leieht be
reehnet werden. 

Filr " entnimmt man aus der Zahlentafel k=0,954, mlthIn: 

c! . F 0,488' • 40 
c .. m1n - -;. bf • k = ---n:t2;S -0,954 = 0,0232. 

Ca ist hler auf die Gesamtfliehe bezogen, d. h. gleich dem Werte von Beispiel 1. 
Um den Profi1widerstand zu ermitteln, entnimmt man zunachst aus Fig. 80 bel den Ca

Werten 0,677 und 0,1745 die Werte cwpro!, = 0,015; cwprof. = 0,0227. Diese Werte sind noch 
entsprechend dem Antell der Flilgelbreite zu vertellen. 

cwprof = 0,015' H + 0,0227' H = 0,0094 + 0,0085 = 0,01791 

Cw gea = Cw prof + Cw; = 0,0179 + 0,0232 = 0,0411. 

Nun kann der Gesamtwlderstand lelcht berechnet werden: 

W= cwge•• q·F - 0,0411 • 256· 40 = 421,5 kg. 

14. Flug In der Nihe des Bodens. 
In. unmittelbarer Nahe des Erdbodeus 1st der induzierte Wlderstand kleiner, weD die Ab

wartsgeschwindigkeiten in Bodenniihe abnehmen mllssen. Die Widerstandsverminderung betragt 
c;"=a c: • F/nb'. (Die Bereehnung geht ahnlich der Doppeldeekerberechnung vor sich.) Der 
Wert a kann den Doppeldeckerberechnungen entnommen werden, wenn die doppelte HOhe 
Ilber dem Boden a1s II eingefIlbrt wlrd. 

Bei Ozeauflilgen wurde diese Tatsache verschiedentlich benutzt, um durch dlrektes FIlegen 
tiber dem Wasser den Widerstand zu Verrlngern und Brennstoff zu sparen. 

Anmerkung: Ein iihnlicher Effekt wird auch belm Geschwaderiliegen erreicht. Die mehr 
oder weniger dicht aneinandergereihten Tragf1llgel verringern den induzierten Widerstand. Beim 
Verbandsfliegen der ZugvOgel dilrfte unbewuLlt diese Tatsache ausgenutzt werden. 

K. Propeller. 
1. Strahltheorle. 

Der Propeller beschleunigt eine durch seine KreisfHiche sekundlich durch
stromende Luftmasse q. Die hierbei auftretende Schubkraft S ergibt sich nach 
dem Impulssatz zu S = q • v, wo v die GeschwindigkeitsvergroBerung fUr ein 
durch die PropellerkreisfHiche stromendes Luftteilchen ist. Die Energie L = q V2/2 
geht offensichtlich verioren, wiihrend Lo = S • w die Nutzarbeit ist, wenn der 
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Propeller sich mit der Geschwindigkeit w bewegt. Hieraus ergibt sich der Wir-
kungsgrad: S. w w 

1'/. = S. w + q • va/2 = w + vl2 
(Reibungsverluste sind hier noch nicht beriicksichtigt). 

Durch die Beschleunigung von w auf w + v ergibt sich nach Fig. 87 eine 
Kontraktion des Schraubenstrahles. In der Schraubenebene ist genau die Hlilfte 
der Geschwindigkeit v erreicht, so daB die Durchtrittsgeschwindigkeit der Luft 

an dieser Stelle w + vl2 betrligt. Durch Ein-

fiihrung der "Belastungsziffer" c, = (}/2 ~ • F 

(der auf die Kreisfliiche wirkende Staudruck der 
Fluggeschwindigkeit wird mit dem Schub S ver
glichen) laBt sich der Wirkungsgrad auch schreiben: 

2 
1'/.=----. 

1 + Y1 + c, 
Fig. 87. Beschleunigung eines Luft- ,r;----o-::-

strahles durch einen Prope11'er. Weiter besteht die Beziehung: v + w = v' ,1 + c,. 

Werte von '1. fiir verschiedene Belastungsziffern. 

c, 
'1. II 0,5 I 1,0 I 2 I 4 I 6 I 8 

0,9 0,829 0,732 0,6175 0,548 0,5 I 10 
0,463 

Mit steigender Belastungszahl c, flillt '1. rasch. Diese einfachen Oberlegungen 
der sog. "Strahltheorie" fiihren somit zu sehr groBen Propellern. 

Das Drehmoment der Schraube bewirkt nach dem Drallsatz eine Drehung 
des Strahles, so daB hinter dem Propeller auBer der Strahlbeschleunigung eine 
Umfangsgeschwindigkeit r' 00' vorhanden ist. Die kinetische Energie dieser 
Drehbewegung geht ebenfalls verloren. 1st 00' die Drehgeschwindigkeit weit 
hinter dem Propeller, so lliBt sich nachweisen, daB in der Schraubenebene die 
Hiilfte dieser Drehgeschwindigkeit, d. h. 00'/2 vorhanden ist. Die durch Strahl-

drehung entstehenden Verluste konnen durch einen Wirkungsgrad '1 .. = 00 - 00'/2 
00 

[00 Winkelgeschwindigkeit des Propellers] ausgedriickt werden. Die gesamten 
induzierten Verluste betragen demnach: 

w 00 - 00'/2= ___ 2 __ • (1 _ c,' lS). 
'11 = '1-' '1 .. = u;u+ V12' 00 1 + Y1 + c, 2 

2. Beziehungen am Flilgelblatt; 
Reibungsverluste. 

Durch '11 werden nur die Verluste beriick
sichti~, die durch zuslitzliche kinetische Ener
gie des Strahles bedingt sind. Die am FliigeJ 
auftretenden Reibungsverluste sind hierbei 
noch nicht berUcksichtigt. Die Bewegung des 
Propellerelementes setzt sich zusa=en aus 
der Fluggeschwindigkeit w und der mit dem 

Fig. 88. Radius veriinderlichen Umfangsgeschwindig
keit II = r . 00, so daB nach Fig. 88 fUr jedes 
Element die Verhiiltnisse sich iindem. Die 

Absolutgeschwindigkeit ergibt sich aus c= ywa + (roo)s, ihre Richtung ist i', 
so daB der Winkel IX der aerodynamische Anstellwinkel ist. Die geometrische 
Anstellung gegen den Umfang betriigt P = IX + i', Fig. 89. Auf der Bewegungs-
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rich tung steht senkrecht der Auftrieb A, in der Richtung selbst liegt der Wider

stand W, so daB eine Resultierende R EO VAl + WI unter dem sog. Gleit
winkel B auftritt. Mehr interessieren die Krafte in Flug- und Umfangsrichtung. 
Nach Fig.89ist T=R'sin(Y+B) und S= R· cos (I' + B). Die Antriebsleistung 
des Schraubenelementes betragt T· u, wahrend die Nutzleistung durch S· w 
dargestellt wird. Es ergibt sich ein Giitegrad 

c= S'w _~. cos (I' + ~= ~_ tg ,i - tgy'tgB = i -B'A 
T," "sin(,,+B) tg(Y+B) ,.. tgy+tgB 1 +B/A' 

Hierbei wurde bereits die Zahl A = w/u ~ tgy eingefiihrt, die mit "Fortschritts
grad" bezeichnet wird. Diese Beziehung gilt zunachst nur fiir ein kurzes radiales 
Stiick. Nun ist nach rechnerischen und experi
mentellen Untersuchungen der Hauptleistungs
umsatz des Propellers in etwa 0,7 Propellerradius. 481--j..J:..:=r=~~:;:::::F-j 

Fig. 89. Gesehwindigkeiten und Krafte 
an einem Fliigelblatt. 

t 4!6l-+?':>1"1 

~4~fir~--r-~-+~ 

o 405 410 415 430 435 4JO 
A-

Fig.90. Glltegrad vonLuftschrauhen 
fIIr verscluedene Gleitwinkel. 

Fiir iiberschlagige Berechnungen Hegt es deshalb nahe, den Wirkungsgrad an dieser' 
Stelle mit dem Gesamtwirkungsgrad zu vergleichen. Wird gleichzeitig A auf den 

1 -B'A'07 
Umfang bezogen, so entsteht mit Ao 7 = 0,7 • A die Formel C = " . 

• 1 + B/0.7", 
Fiir die Gleitwinkel B = 4 0 , 5 ° sind die Kurven C - f(A) in Fig. 90 aufgetragen1). 

Der Wirkungsgrad wird demnach mit groBerem Fortscbrittsgrad besser. 
Die Wirkung der Strahlbeschleunigung ist bei diesen Betrachtungen noch 

auBer acht gelassen worden. In der Propellerebene ist nicht die Durchtritts
geschwindigkeit w, sondem W + V/2 vorhanden, zudem noch die Drehgeschwin
digkeit r' w' /2. Das Geschwindigkeitsdreieck fiir das Element muB somit korri
giert werden. Der Winkel I' wird auf 1" vergroBert; damit wird der wirksame 
Anstpllwinkel von IX in IX' verkleinert, ahnlich wie bei der Berechnung des indu
zierten Widerstandes eines Tragfliigels. Der wirkliche Fortschrittsgrad ist jetzt 

• , W 11 W + v/2 . 
mcht mehr '" = --, sondem", = ---,-/-. Der Auftrleb steht senkrecht auf 

r'w r(w-w 2) 
der Anblaserichtung, d. h. auf 1". Demnach ergibt sich fiir den Giitegrad der 

cos (I" + B) J..' 1 - B ' A'. . .. 
Wert C = J..'. , ) = , + = ---,-, , DIe IntegratIOn uber den Ra-

SID(y +8 tg(y B) 1+B/'" 1-2B'A' 
dius 2) ergibt fiirdie ganze Schraube den Mittelwert C =-------", Der Giitegrad 

1 + 2/3' B/", 
von guten Schrauben liegt in der GriiBenordnung 0,9, der wirkliche Fortschritts
grad andert sich demnach um rd. 10 vH, Angaben, die zeigen diirften, daB eine 
zuverlassige Schraubenberechnung auf diese Dinge nicht verzichten kann. 

Der Giitegrad erfaBt die Reibungsverluste. Hierzu kommen noch die Strahl
verluste, so daB der Gesamtwirkungsgrad eines Propellers den Wert hat: 

1/ges = 1/ •• 1/u' C = 1/; , C· 
Die Strahlverluste wirken in einem anderen Sinne wie die Reibungsverluste. So ergibt sieh 

fUr eine bestimmte Anordnung ein Minimum der Verluste. Nacb einem Ansatz von Bieneo I) 
kann diese Rechnung durehgefUhrt werden. Die so gefundenen Propeller sind meist zu schmal 

') v. Mtses-Hohenemser: Fluglehre. S. Auflage. Berlin: Springer 1936. 
') Bienen u. v. Karman: Zur Tbeorie der Luftschrauben. Z. VDI 1924. 
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und zur AufDahme der Zentrlfuga1krlfte zu IChwach. Schon aus dlesem Gnmde mnB man von 
der Farderung, jeden Querschnitt mit der beaten Gleltzahl durchzubilden, etwas abweichen. 
Die rechnerisch gefundenen Durchmesser sind zudem melst viel grOlIer als mOglich. 

In erster Naherung gewinnt man einen Anhalt yom Wirkungsgrad nach den 
Kurven von Fig. 90. Die gewahlten Gleitwinkel 4 0 , 50 sind groBer (um 2 0 ) als 
die tatsiichlichen Werte, wodurch summarisch die anderen Verluste mit erfaBt 
worden sind. 

Die Wirkung der Luftschraube wird durch den Einbau im Flugzeug, vgl. 
Bd. II, Flugtechnik, nachteilig beeinfluBt. Die Verschlechterung ist um so 
groBer, je groBer der Motor bzw. Rumpfdurchmesser dM im Verhiiltnis zum 
Schraubendurchmesser dSehr ist. ErfaBt man die Wirkungsgradverschlechterung 
nach 'Ire. - f.' • '1, • C durch einen Koeffizienten f.', so gilt nach englischen Er
mittlungen ungefiihr 

f.'''' 1 - 1/4,5' (dJtidschr)1 Zugschraube, f.' - 1 - 1/2,S • (dMld8ehr)1 Druckschraube. 
Fiir dJtitlschr - 0,5 ergibt sich z. B. bel einer Zugschraube schon ein f.' - 0,94, 

d. h. ein Verlust von 6 vH. 
Der Gesamtwirkungsgrad modemer Schrauben liegt in der GroBenordnung 

von 75 bis 85 vH. Die Verluste sind etwa wie folgt aufgeteilt: 
Reibungsverluste 7 vH Verluste durch Strahldrehung • • • •• 1 vH 
Axialverluste 4 .. Schiidliche Beeinflussung dutch Einbau 12 .. 

Vemachliissigbar klein sind die Verluste durch die Strahldrehung. Dieser 
Antell wird bei Schiffsschrauben groBer. Dort ist die Rlickgewinnung dieser 
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Verluste durch Leitvorrichtungen bzw. 
Leitapparate aussichtsreich und wird auch 
verschiedentlich durchgeftihrt. 

Wirkungsgradverlauf. Eine Luft
schraube ist fUr einen bestimmten Fort
schrittsgrad entworfen und hat hierbei den 
besten Wirkungsgrad. Bei anderen Fort
schrittsgraden, d. h. wenn das Flugzeug 
langsamer oder schneller als die Normalge
schwindigkeit fliegt, werden die Schrauben
verluste groBer und der Wirkungsgrad 

Fig. 91. Wirkungsgradverlauf von Luft· kleiner. Es zeigt sich nun, daB die Schrau
schrauben In dimensionsloser Darstellung. 

benwirkungsgrade in Anhiingigkeit yom 
Fortschrittsgrad fUr nahezu alle Luftschrauben fast geometrisch iihnlich sind, so 
daB eine dimensionslose Darstellung dieser Kurve ein bequemes Hilfsmittel dar
stellt. Fig. 91 zeigt den Verlauf dieser Funktion. Man sieht, daB beim tlber
schreiten des besten Fortschrittsgrades der Wirkungsgrad sehr steil abfiillt. 

GanghObe. Um die Steigung elner Schraube zu kennzelchnen, bat man den Begriff der 
GanghOhe eingeff1hrt. Denkt man sich In Fig. 89 bei gleichem u die F1uggeschwlndigkeit 11/ so 
vergrOiIert, daB der Schenkel von P in die Sehne des F1ilgels fillt, 80 erhilt man bel eIner Um-
drebung elnen F1ugweg H-2r"..tg(Q<+Y). 
H bezelchnet man als die GanghObe der Schraube und wIrd zur Kennzelchnung der Luft
schrauben melst angegeben. 1st das Profil eben oder symmetrlscb, 80 1st dies glelchzeitig der 
Zustand, in dem kelne Auftrlebskraft und somlt kelne Schubkraft auftritt. Der Propeller bewegt 
sich dann in der Luft iihnlicb wie eine in festes Material sich e1narbeitende Schraube, bei der 
auch von GanghObe gesprochen wird. 

3. Kennzahlen, Berechnung von Propellern. 
Die Betriebseigenschaften eines Propellers werden durch dimensionslose 

Kennzahlen dargestellt. Der Schub wird auf den Staudruck der Umfangs-
geschwindigkeit bezogen. S 

k, = e/2 US • F = C, • ;. 

und in Abh1ingigkeit von ;. = wlu betrachtet. 
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Das Drehmoment wird eben falls auf den Staudruck der Umfangsgeschwin-
digkeit bezogen: lVld 

k -----
d - 12.12 u2 - F . dl2 

Fluggesch windigkeit 
Das Verhiiltnis: ;. = nennt man Fortschrittsgrad. 

Umfangsgeschwindigkeit 
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Darnit wird der Wirkungsgrad: 

1) = -~. w = '2.;. = .c:,-. ;.3. 
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Eine zuverliissige theoretische Vorausberechnung VOll Luftschrauben fijr ein 
bestimmtes Flugzeug ist bei den heutigen hohen Anforderungen sehr schwer, 
da insbesondere die Beeinflussung von 7J durch den Einbau im Flugzeug theo· 
retisch kaum erfaJ3bar ist. Bei der Wahl der Propeller werden deshalb meist 
Versuchs- und Erfahrungsgrundlagen verwertet. Fig. 92 und 93 zeigen die Kenn-
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linien fiir zwei verschiedene Propeller mit schmalem und breitem Blatt in der 
heute liblichen Darstellungsweise. Die Versuchsergebnisse sind fiir drei ver' 
schiedene Stellungen der Propellerblatter angegeben. 

Um einen ersten i\nhalt flir den Durchmesser einer Schraube zu erhalten, 
macht man nach Hohenemser zweckma1lig von der Tatsache Gebrauch, da1l 
die meisten liblichen Propellerformen mit einem Schubbeiwert arbeiten, der 
im Mittel k, = 0,0126 betragt. Setzt man in S = k, • el2 u2 • F diesen Wert 
ein, so la1lt sich der Schraubendurchmesser leicht berechnen. Es wird 

4 '-=--c--=---
D = 28 YSkg/nr/min' eofe; (eo/e nach Cina·H6he S.246). 

B e i s pie I: Ein Flugzeng hat bei einer Bodengesehwindigkeit von 80 m/sek einen Ge· 
samtwiderstand W = 5 = 600 kg zu uberwinden. Die Motordrehzahl betrage II - 1 SOO/min. 
Wie graB muB der Propellerdurchmesser sein? 

D = 28 hOO/iSOO' = 3.58m: .. = 1<11/60 • D = 262m/sek: J. - w/ .. = 801262 -= 0,305. 

4. Verstellpropeller. 
Wiibrend die F1uggeschwindi![keiten immer mehr gestiegen sind, kann an den Start· und 

Landpgeschwindigkeiten aus Sieherheitsgrunden nieht viel geandert werden. Die Geschwindig· 
keitsspanne von HOchstgeschwindigkeit ZI) Start· und Landegeschwindigkeit ist damit immer 
groBer geworden. Wiibrend bei den Wheren Flugzeugen das Propellerblatt beim Start schon 
einen groBen Anstellwinkel '" hatte, der u. U. zum AhreiBen der Stromung fUhrte, ist beim 
Sehnellflugzeug wegen der groBeren Geschwindigkeitsspanne dieser Winkel '" bedeutend groBer 
(Fig.94). Dies bedingt einen groBeren Widerstand, damit eine grOJ3ere Kraft in Umfangsrich· 

Fig. 94. BlattsteUungen fUr 0,71 
eines Verstellpropellers. 

!~ 
Q 41 42 43 4¥ 45 

A-

Fig.95. Wirkungsgradkurven eines VersteUpropeUers fUr 
drei verschiedene SteUungen. 

tung. Ein Abfallen der Motordrehzahl ist die Foige. Die Startliin!(e solcher FIU!(zeuge wird 
damit ungewOhnlich lang und bedingt groBe Gefahren. Ahhilfe schafft hier der VersteUpropeller. 
Die Propellerhliitter diesel Schrauben sind um ihre radiale Riehtung in der Nabe drehbar und 
kOnnen jeweils in die beste Lage eingestellt werden. die entweder von Hand aus vorgenommen 
wird oder aueh automatisch erfolgt. Beim Start werden die F1ugelbliitter ungefiihr in Umfangs· 
richtung eingestellt, Fig.94. FUr jede F1uggeschwindigkeit kann das Schraubenblatt in die beste 
Lage gebraeht werden, so daB niemals ein AbreiJ3en der Stromung, d. h. unnutzer Energie· 
verbraueh stattfindet. 

Fig. 95 zeigt die Wirkungsgradkurven fUr drei verschiedene SteUungen eines Verstellpro. 
pellers. Die Kurven zeigen deutlich, was durch dip Verstellung gewonnen werden kann. Z. B. 
ist bei A = 0,1 ein Leistungsgewinn von 86.5 vH vorhanden. 

A ueh fUr den Steigflug und den HOhenflug ist der VersteUpropeUer wegen der besseren 
AusnutzungsmOgliehkeit des Motors heute fast unentbehrlieh. 

V. Wiirmelchre. 
Bearbeitet von Professor H. Dubbel, Berlin. 

Messung der DrUcke durch: 
die technische Atmosphiire = 1 at = 1 kg/em' = 735,5 mm QS von 0° =10,00 m WS von +4· 

oder 
die physikalische Atmosphiire-l Atm= 760 mm QS von 0°= 10,333 m WS von +4°. 
(S. auch S. 246.) mm QS = Torr (Torricelli). 

Zahlentafefn zu diesem Ablc:hnltt I. S. 635 u. f. 
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A. Allgemeine Eigenschaften. 
Die Hauptpunkte der hundertteiligen Celsius-Skala sind: 1. NulIpunkt 

= Temperatur des schmelzenden Eises unter dem Druck von 1 Atm (760 Torr) 
= 0 0 C. 2. Siedepunkt des chemisch reinen Wassers unter einem Druck von 
760 mm Quecksilbersaule = 100 0 C. 

Fadenkorrektur: 1st f = Lange des herausragenden Fadens, in Graden gemessen, tf dessen 
Temperatur, so ist zu der Ablesung t der Betrag J t = t (t - tr)/6300 zu addieren. 

In England und USA. ist die Fahrenheit-Skala gebrauchJich mit 320 F Eis
punkt und 212 0 F Siedepunkt. Umrechnung s. S.674. 

Die absolute Temperaturskala hat ihren Nullpunkt bei -273 0 C (ge
nau 273,16). Es ist TO Kelvin = 273 + to C. 

1m aIlgemeinen dehnen sich Karper bei Erwarmung aus. Der !ineare Aus
dehn ungskoeffizien t ist die Verlangerung eines Stabes von der Langeneinheit 
bei Erwarmung um 1 0 C. Wenn 1 die Lange des Stabes bedeutet, ist: 

~ = ill. d lid ti Dimension [1r C]. 
Der kubische Ausdehnungskoeffizient ist die VergraBerung des 

Volumens je Volumeneinheit bei Erwarmung um 1 0 C. Wenn V das Volumen 
des Karpers ist, wird: 

P = 11V .dVldti Dimension [W C]. 
Bei homogenen Karpem ist P ;~ 3 ~, 

1, = 10 (1 + ~ t) , VI = Vo(1 + P t) • 
Fiir feste und fliissige Karper kann man ohne erhebliche Fehler setzen: 

Lll = ~ -12 = llCX(lt - tl ); LlV = VI - VB = V1P(tl - t2). 

Der kubische Ausdehnungskoeffizient ist fiir aIle vollkommenen Gase P = 
0,00 366 = 2~8' bezogen auf das Volumen von 0 0 C. Demnach ist bei gleichbleiben-

dem Druck V = v: (1 + !.-) VI = 273 + tl = T1 • 
, 0 273' VI 273 + ta Ta 

Die wirklichen Gase sind nicht vollkommen, S. S.299. 
Die technische Wiinneeinheit ist die Kilokalorie (kcal) = 1/860 des Warme

wertes einer kWh und fast genau = Warmemenge, die 1 kg Wasser flir Erwarmung 
von 14,5 0 auf 15,5 0 zugeflihrt werden muB. (1 Grammkalorie = 1 cal=1/1000 kcal.) 

Spezifische W arme c eines Stoffes = Anzahl von kcal, die 1 kg des Stoffes 
zugefiihrt werden miissen, um ibn um 1 0 C zu erwarmen. 

Dimension der spez. Warme: kcal/kg 0 C. Zahlentafel fiir feste, fliissige und 
gasfarmige Karper S. S. 635 und 636. 

Uber mittlere spezifische Warme s. S. 300. 
Vnter dem Wasserwert eines Karpers versteht man das Produkt aus Ge

wicht und spezifischer Warme. Bei graBeren GefaBen wird der Wasserwert be
rechnet, bei kleineren gewahnlich durch Versuch bestimmt. 1m letzteren FaIl 
sind die Verluste durch Strahlung uSW. mit im Wasserwert enthalten. 

Werden Stoffe verschiedener Temperatur gemischt, ohne daB W~rme nach 
auBen abgegeben oder auBere Arbeit geleistet wird oder eine chemische Ver
anderung auf tritt, so gilt stets die Gleichung: 

aufgenommene Wiirme = abgegebener Wiinne 
oder: Der Warmeinhalt bleibt bei der Mischung unverandert. 

Beispiel: In einem KaIorimeter vom Wasserwerte W befinden sich G,g F1llssigkeit mit 
der spezifischen Warme c, von der Temperatur t" in die ein fester Kerper vom Gewichte G. 
mit der spezifischen Warme c. und der Temperatur to (10 sei heher als ',) getaucht wird. Die 
Mischtemperatur sei t,. Dann ist: 

G,c.(t.- t.) + W(t,- t.) =G,c.(I. - t.). 

Wird eine Fliissigkeit unter eine fiir jeden Stoff charakteristische Tem
peratur (Gefrierpunkt) abgekiihlt, so erstarrt sie. Beim Erwarmen iiber dil',se 
Temperatur schmilzt der erstarrte Karper wieder. 

Tuchenbnch filr den Maschinenbau. 9. Auf). I. i9 
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Unter der Erstarrungswarme einer Fliissigkeit versteht man die Wiirme· 
menge, die 1 kg der bereits auf die Erstarrungstemperatur abgekUhlten Fliissig· 
keit entzogen werden mu.6, um sie in den festen Zustand Uberzufiihren. Bei 
Erwiirmen des festen Kiirpers ist zum Schmelzen der gleiche Wiirmebetrag 
zuzuftihren (Schmelzwiirme). 

Beispiel: In 100 kg Wasser von 50· C werden 30 kg Eis von o· C geworfen; Scbmelzwarme 
des Eises = 80 kcalJkg. Die Mischtemperatur berechnet si<)h nach der Gleichung: 

30·80 + 30 (t - 0) • I, = 100(50 - t) • 1 

aufgenommene Warme = abgegebener Wiirme. 

Wird eine Fliissigkeit iiber eine fUr jeden Stoff charakteristische Tempe
ratur (Verdampfungstemperatur), gleichen Druck vorausgesetzt, erhitzt, so ver
wandelt sie sich in Dampf. Die Hiihe der Verdampfungstemperatur ist vom 
Druck abhangig, unter dem die Fliissigkeit steht. 

Verdampfungswarme = Anzahl kcal, die man t kg einer Fliissigkeit von 
der Verdampfungstemperatur zufiihren mu.6, um sie in Dampf von der gleichen 
Temperatur zu verwandeln. Die Verdampfungswarme ist vom Druck abhangig 
und nimmt mit steigendem Druck abo Bei der Verfliissigung von Dampf wird 
die gleiche Wiirmemenge frei. 

Beispiele: I. 5000 kg Wasser von 20· C sollen durch Mischen mit Dampf von atmosphiri
scher Spannung auf 70· C erwiirmt werden. Anzahl kg Dampf ist zu bestimmen. Die Ver
dampfungswiirme des Wassers betragt bei 1 at abs 539,4 kcal. 

5000(70- 20) = z(539.4 + (100- 70)). Z= 5000' 50/569.4 =438 kg. 
2. Es sollen 5000 kg Wasser von 20· C auf .70· C durch Dampf von 1 at abs im Gegen

strom erwiirmt werdeu. so da8 das Kondensat mit einer Temperatur von 30· C den Apparat 
verlii1lt. Die erforderliche Dampfmenge ist zu berechnen. 

5000(70- 20) =z(539.7 + (100- 30)), Z= 5000' 50/609.7 =,..,410 kg. 

Beziiglich kritische Temperatur und kritisches Volumen der Dlimpfe s. S. 307. 

B. Wiirmeiibergaog durch Leitung, Beriihruog uod Strahluog1). 

a) Grundbegrlffe. 
Wirmeleitung = Fortpflanzung der Wiirme innerhalb eines Stoffes. Wiirme

leitzahl l (kcal/m hOC) ist u. a. abhangig von Temperatur (namentlich bei 
Gasen), Feuchtigkeit und spezifischem Gewicht. 

Wiirmeieitungswiderstand: RJ. = tIl. 
Wiirmeiibergang = Obertragung der Wiirme von einer Fliissigkeit an eine 

Wand oder umgekehrt. Die WiirmeUbergangszahl l¥ (kcal/ml h 0c) gibt die 
Wiirmemenge an, die in der Zeiteinheit durch die Flacheneinheit je 1 ° C Tem
peraturunterschied Ubergeht. l¥ ist abhangig von den Eigenschaften der Fliissig
keit, deren Bewegungszustand (Vergrii.6erung von l¥ durch Wirbelung), von 
der Form der Flachen, unabhangig vom Material der Wand. 

Warmeiibergangswiderstand: Rot. = 1/~. 
Wiirmedurchgang = Wiirmeiibergang von einer Fliissigkeit an eine andere 

durch eine Wand (oder mehrere Wandel hindurch. Wiirmedurchgangszahl k 
(kcal/ml hOC). 

Wiirmedurchgangswiderstand: Rk = 11k. 
Strahlung = Obertragung von Wiirme durch Schwingungen mit Wellen

langen von 0,4 bis 340 I' (1 I' = 1 Mikron = 1/1()(1O mm). Strahlungszahl C 
(kcal/ml hOC) ist ein Ma.6 fUr das Emissionsvermiigen, d. h. fUr die von der 
Fl1icheneinheit der Kiirperoberflache ausgesendete Strahlung. 

1) Literatur (die grundlegenden Arbeiten von Nusseltsind in nachstehenden Werken ver
arbeitet): ten Bosch: Die Wartneiibertragung. Berlin: Springer 1936. - Merkel: Die Grund
Iagen der Wartneiibertragung. Dresden: Th. Steinkopff 1927. - S c hac k: Der industrielle 
Wartneiibergang. Leipzig: Akademische Ver\agsgese\lschaft. - Hencky: Die Wllrmeverluste 
durch ebene Wande. MUnchen: R. Oldenbourg 1921. - J. S. Cammerer: Der warme· nod 
KIliteschutz in der Industrie. Berlin: Springer. - Griinzweig u. Hart mann: WArme
nod KIliteverluste isolierter Rohrleitungen nod Wiinde. Berlin: Springer. 
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Konvektlon oder "freie" Stromung = Ubertragung infolge Mitfiihrung der 
an bewegte FliissigkeitsteiJchen geb~denen Wiirme durch den Auftrieb wiirmerer, 
spezifisch leichterer Teilchen. 

Bezeichnen in Fig. 1 Q die libertragene Warmemenge, 
.5 = Wandstiirken, t die Temperaturen, wobei Zeiger w die 
Wandtemperatur angibt, so ist flir Flachen- und Zeiteinheit: 

Q = IXI(tl - twi ) = ~ (tWi - t') = ~~ (t' - tw .) = 1X2(tw2 - t2) 

= k (tl - t2) kcal/m2 h ° O. 

Die Wandtemperaturen folgen aus: 

Zeichnerische Ermittlung der Wandtemperaturen s. Fig. 2. 

Fig. 1. 

illb,,,' , 
I ..so 

A ;.. 
;X; 0 «; 

Fig. 2. 

1st die Temperatur auf beiden Seiten raumlich veranderlich (Fig. tal, 
so ist die "mittlere" Temperaturdifferenz 

t' t; 
0/$$1&1'##/1/$ 
ti t;' 

Fig.1a. 

{}m= 

1st jedoch 

so kann man auch setzen 

(t{ - tf) - (t[' - td') 
Ii - t; 

In---
ti' '- t~f 

tt - t: __ 
"'~ .,;;;0,5 ·1 - 2 

oder ~2 , 

(tt + tl' t; + t:') Q = k F. -2-- - -2-- = kF • {1m . 

Hierbei ist vorausgesetzt, daB auf keiner Seite der Wand Anderungen des 
Aggregatzustandes auftreten. 1st das der Fall, wie z. B. bei Dampfkondensatoren, 
so miissen die Teile, in denen die Kondensation des Dampfes und die Unterklihlung 
des Kondensats stattfinden, getrennt berechnet werden. 

b) Wiirmeleltung. 
Bei ebenen Platten mit FIache F in m2, z = Zeit in Stunden wird: 

Q = A·F· z(tl - t2 )/0 kcal. 
Innerhalb eines Rohres von der Lange /, vom inneren Durchmesser di , dem 

auBeren d. (in m) mit den Temperaturen t1 und t2 ist die in z Stunden in 
radialer Richtung hindurchstromende Warmemenge 

Q _ 211:/ • 8 • {tl - t2) .l. 
- -lnd.ld,---· 

Wiirmeleitzahlen A in kcaljm h °c s. S.637. 

c) Wiirmeiibergang. 
Q = F • z • (II - (2 ) • IX . 

In neuerer Zeit wird auch vielfach der Warmeiibergangswiderstand R" = t/IX 
verwendet. 

IX) Freie Str6mung. 
Wiirmelibergang bei waagerech ten Rohren durch Konvektion und Strah-

lung: 3 _ 

{)(. = 8,2 + 0,00733 . t . V t mit t = Ubertemperatur der Rohroberflache. 

19* 
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Diese Gleichun·g gilt mit ausreichender Genauigkeit auch fiir senkrechte oder 
geneigte Rohre. 

Wiirmeiibergang bei senkrech ten PIa tten und Rohren durch Konvektion 
allein (ohne Strahlung): 

iX = 3,0 + 0,08(t1 - t2) 
4 __ 

iX = 2,2 Vt1 - t2 

flir t1 - t2 < 15° C; 

t1 -t2 >15°C. 
tl = Plattentemperatur, t2 = Raumtemperatur. 

fJ) Erzwungene Stromung. 

Nach Prand tl gilt fiir aIle Gase und Fiiissigkeiten, falls sich ihr Aggregat
zustand nicht andert, die Nussel tsche Zahl: 

(Re)i. (Pr) 
Nu = iXdlJ.. = 0,03956 ,1) 

1 + 1,74' (Re)-t. (Pr - 1) 

beziiglich d s. unten; Re=Reynoldssche Kennzahl (s. S. 252), P!-=Prandtl
sche Kennzahl = y • Y • cIA. = yla mit y = kinemat. Ziihigkeit in m2/sek, 
Y = Wichte in kg/mS, c = spezif. Warme in kcal/ o C kg und a = A.lcy = Tem
pera turlei tzahI. 

Fiir Fliissigkeiten setzt man flir 1,74 (Re)-k den Wert 0,35. 
In der Theorie der Warmeiibertragung spielen neben den vorstehend an

gegebenen Kennzahlen Nu, Re und Pr noch die folgenden dimensionslosen 
KenngroBen eine bedeutende Rolle: die Pecletsche Zahl Pe = wdla = Re' Pr 

. d3gfJ(T1 -T2) • • 
und dIe Grashofsche Zahl Gr = ---2--- mIt fJ = AusdehnungskoeffI-

11 
zient. Diese Kennzahlen sind vollstandig oder zum Teil in allen Gleichungen 
fiir den Wiirmeiibergang enthalten. d stellt allgemein die kennzeichnende Ab
messung in m dar, also u. U. auch eine Lange. 

1st das Rohr nicht kreisrund, so ist der "gleichwertige" Durchmesser 
d' = 4FIU, worin F = Querschnitt in m2, U = benetzter Umfang in m. 

Fiir rechteckige Kanale mit den Seiten a und b ergibt sich sonach 
d'=2ab/(a+b). 1m einzelnen ergeben sich folgende Warmeiibergangszahlen iX 

fUr Kon vektion 2) 
1m folgenden ist Wo auf Normalvolumen bei 0 0 und 760 mm QS bezogen. 
1st w die wirkliche Geschwindigkeit in mIsek, P = Druck in kg/cm2, so wird 

mit G in kg/sek, t in m2 : • 

Wo = W' 264PI(273 + t) = GI/yo m/sek 

(mit Yo = 0,804 kg/mS fiir HeiBdampf, bei dem Wo nur ein fiktiver Wert ist). 
Entlangstriimen von Luft an ehenen Flacben: 

w ~ 5 m/sek w > 5 m/sek 
iXglatt = 4,8 + 3,4w, iXglatt = 6,12wo,78, 

iXwalzh. = 5,0 + 3,4w, iXwalzh. = 6,14wo,78, 
iXrauh = 5,3 + 3,6 w , iXrauh = 6,47 WO,78. 

Siedendes Wasser. 1st q = Wiirmeleistung je Flacheneinheit oder Heiz
fliichenbelastung in kcal/m2 h, At = Unterschied zwischen mittlerer Heizflachen
temperatur und der mittleren Fliissigkeitstemperatur auBerhalb der Grenzschicht, 
so wird bei waagerechten Platten die Wiirmeiibergangszahl an siedendes Wasser: 

- iX = 152 qO.26 oder iX = 891 (Ll t)0,3' 

bei niedriger HeizfUi.chenbelastun~ im Bereich von q = Obis q "'" 15000 kcal/m2h. 
Bei hoherer Belastung wird: 

iX = 1,48 qo,75 oder iX = 4,80(At)3 

im Bereich q > 12000 bis zu etwa q p::,; 250000 kcalfm2 h • 

• ) S. auch Kuprianoff: Z. VDI 1936 S.159. 
0) Vgl. A. Schack: Oer industrielle Wiirmeiibergang. - Schack hat vielfach die von 

anderen Forschem aufgestellten Gleichungen in verelnfachter Form zusammengefaBt. 
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Einzelrohre utld Rohrbiindel. Schad:l ) bat die Ergebnisse zahlreicher 
Versucbe in den folgenden Formeln zusammengefallt. 

Einzelrohr. Die a1lgemeine Gleichung flir a1le Gase und iiberhitzten Dlimpfe 
im technisch rauhen Rohr lautet: 

IX = 20,9 . C~77 • A.0,23 • w~,75 /dO,26 kcal/m2 hOC. 

cp = spezif. Warme in kcal/Nm3 0 C, ). = Wlirmeleitzahl des Gases in kcal/mh ° C, 
d in m. Durch Darstellung des Ausdruckes A.0,23 • C~,77 als Temperaturfunktion 
findet Schack mit t = Gastemperatur in ° C flir 

Luft: IX = (3,55 + 0,168· t/100) • W~,75/if,23 kcal/m2h °C. 

Wasserdampf: IX = (3,62 + 0,30· t/100)· wg,75/if,25 kcal/m2 hoC. 
Kohlenabgas ohne LuftiiberschuB (17,6 vH CO2, 6,5 vH H20): 

IX = (3,60 + 0,22· t/l00)· wg,75jdO,25 kcaI/m2 hOC. 

Rohrbiindel. Beziiglich Sq und s! s. Fig. 2a. Fiir Rohr
biindel mit fluchtellder oder versetzter Anordnung mit 
mehr als 5 Rohrreihen lautet die allgemeine Gleichung: 

IX = 51,0· fa· A.0,39. C~,61. w~,61jdO,30 kcal/m2h °C. 

Es ist mit geniigender Genauigkeit der "Anordnungs
faktor" fiir 

fluchtende Rohre: 
(s /d)1,5 

farl = 1,07 - 0,65· (kkf)4-' 

0,286 
versetzte Rohre: fav = 0,874 + (szld)2 + 0,084· sq/d. 

Fig.2a. 

Nach Umwandlung der Funktion A.0,39. c~,61 wie oben wird fiir: 

Luft: IX = 1,38 trr· fa • wg,61/if,39 kcal.'m2 hOC. 

Wasserdampf: IX = 0,306 VT· fa· wg,61/if,39 kcal/m2 hOC. 
Kohlenabgas (theoretische Verbrennung): 

L_ 

IX = 1,48 Vr· fa ·wg,Gl/do,39 kcal/m2 hoC. 

Druckverlust beim Durchstromen des Rohrbiindels in = WS fOr 
0,0163 . n . si/d 

fluchtende Anordnung: LI p = --(S~!d)lT -- . w~ • )'0 • T/273 , 

versetzte Anordnung: ,j p = _0'()2~4~"_ . W2 ." • T/273 
;~r----- 0" 
lSq/d - 1 

mit Wo = Gescb"indigkeit im engsten Querschnitt in m/sek (0 C, 760 mm QS), n = Zahl der 
durehstromten Rohrreihen, SI, Sq und d in =, y = Wichte des Gases in kg/Nm', T=mittlerer 
absolnter Temperatur des Gases in 0 K. 

Wasser mit Temperatur tn in Rohren (nach Schack): 
IX = 2900· wo,s. (1 + 0,014tn). 

Kondensierender Sattdampf an RohroAuBenfliichen: iiberschlliglich (Faust
wert) IX = 10000; Mittlere Werte: 

senkrecbtes Rohr .. aagerechtes Rohr 

IXm = [S800+23(td + e.,)]/t'F(t;;-toci; IXm = [4460 +17,7(trt .. )]/~'d-=-.-(t-d--t-w). 
h = Hohe der senkrechten Wand in m. 
IX ist sonach fiir waagerechte Rohre von normaler Lange bedeutend groBer 

als fiir senkrechte Rohre. 
Uber Tropfen- und Filmkondensation s. S. 297; bei ersterer werden die vor

stehend angegebenen Mindestwerte bedeutend iiberschritten. Bei Filmkonden
sation besteht nur ein unwesentlicher Unterschied im Wlirmeiibergang zwischen 
Satt- und HeiJ3dampf. 

') Arch. Eisenbiittenwes. (Verlag Stahleisen) Ed. 40 (1939) Heft 4 S.155/96. 
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JsoUerte Rohrleitungen. Mit ta - Au8entemperatur der Isolierschicht, 
t. = Lufttemperatur, ist nach Cammerer: 

IX ~ 8,1 + 0,045 (ta - te), 
giiltig von o· bis 150'. 

d) Wirmeiibergang durch Strahlung. 
Der "schwarze Korper" absorbiert siimtliche auffallenden Strahlen ohne jede 

Reflektion und sendet nach dem Kirchhoffschen Gesetz (s. u.) die groBte bei 
einer bestimmten Temperatur mogliche Strahlung aus. 

Absolut schwarze KOrper gibt es in der N atur nicht, doch kann z. B. ein Hohlraum mit 
gleichmaBiger Wandtemperatur und k1einer Offnung nach auJ3en bin'a!s schwarzer KOrper auf· 
gefaSt werden. (Feuerraum mit BescbickungsOffnung1).) 

Nach dem Stefan-Boltzmannschen Gesetz ist die Gesamtstrahlung des 
schwarzen Korpers: 

Q. = C, 'F[(Tl/tOO)' - (Ta/tOO)4] kcalfh. 
C, = 4,95 = Strahlungszahl in kcal/m2 h Grad', 
F = strahlende oder bestrahlte Flache in m2 , 

Tl'K = absolute Temperatur der strahlenden Flache, 
Ta oK =" " "bestrahlten" 

Kirchhoffsches Gesetz. Die Strahlungszahl C eines beliebigen Kl}rpers i5t unter gleichen 
Umstiinden proportional dem AbsorptionsvermOgen E des betreffenden KOrpers. Demnach strahlt 
der schwarze KOrper mit dem AhsorptionsvermOgen oder Schwiirzegrad £ = 1 die groLltmOgliche 
Wiirmestrahlung aus. 

£ = Q/Q, oder • = C/C, • 
Ffir "graue KOrper" ist sonaro C = £ • C,. 
Lambertsches Gesetz. Feste KOrper senden Strahlen nach allen Richtungen aus. Die 

Strahlung normal zur Fliiche ist Qn = Qln. 
1st Q<p = Strahlung in Richtung <p gegen die Normale, so ist nach Lambert 

. Q <p = Q .. • cos <p kcal/h. 
Fflr blanke KOrper gilt das Lambertsche Gesetz nicht. 

UmschIie8t von zwei in Wlirmeaustausch stehenden FlaChen die eine ganz 
die andere, so ist als Flache Fin der Stefan-Boltzmannschen Gleichung die 
kleinere, also umschlossene Flache einzusetzen, sonach z. B. die Rostflache in 
reinem Flammrohr. Genauer wird fiir diesen Fall gerechnet mit der Strahlungszahl 

1 C= , 
t/Cl +FJFa• (t/Ca-t/M5) 

worin Fl = GroBe der inneren Flache mit der Strahlungszahl Cl , Fa und Ca 
die entsprechenden Werte fur die auBere Flache. Bei strahlenden Korpem in 
Werkhallen oder im Freien wird annahemd Fl/Fa = 0 und C = Cl' 

Fiir zwei parallele Flachen ist nach Nusselt: 

C = ----- ----~-------. 
t/Cl + t/Ca - 1/4,95 

Ftir zwei kleine, beliebig Iiegende Flachen wird C = Cl • CJ4,95. 
Beispiel: Wiirmeilbertragung einer Flammrohr·Rostfeuerung zu berechnen. Flammrohr

Dmr. D=lm; Rostbreite O,95m, Rostliinge 1=I,5m, Rostfliiche= 1,43 m'. Flammrohr
Strahlungsfliiche Dn '1/2=2,36 mi. Flammentemperatur 1100', Rostschichttemperatur 900', 
Flammrobrtemperatur 250'. 

Schwiirzegrade: ., = 0.9 filr Koblenscbicht, E, = 0,95. ffir Flammrohrwand, EI = 0,5 filr 
Flamme. Wiirmeilbergangszahl '" ~ "=8 kcal/m' 'c h. 

1. Strahlung der Koblenscbicht: C, = £1 • C. = 0.90 . 4,95 = 4,46 kcal/m"' K' h, 
Q1 = 4,46' 1,43(11,73' - 5.23') = 116014 kcal/h. 

2. Strahlung der Flamme: C, = E, • C, = 0,5 • 4,95 = 2,475 kcal/m" • K' h, 
QI = 2,475' (13,73' - 5.23') = 86103 kcal/h. 

3. Wiirmeilbergang: QI = '" . 2,36(1100 - 250) = 16048 kcal/h (mit'" = 8), 
Q, + Q, + Q. = 218169 kcal/h. 

') Eine solche Offnung absorbiert aile Strahlen und reflektiert nichts sie strahlt dahe~ wie 
eine absolut schwarze Fliiche von der Temperatur der Hohlraumwandungen. 
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In Industriefeuerungen ist die Eigenstrahlung der Feuergase von Bedeutung. 
Flir Wasserdampf und Kohlensaure, aus denen sieh die Feuergase zusammen
setzen, ist naeh Schack: 

qH.O = 3,5po.8 so,s(T/100)3 keal/m2 h, 
3_ 

qco, = 3,5 V ps (T/100)3.5 kcal/m2 h, 

worin p = Teildruck in kg/em2, s = Schichtdicke in m. 
Die ausgestrahlte Warmemenge des Gemisches ist urn 2 bis 5 vH geringer 

als der Summenwert. 

e) Wiirmedurchgang. 
Q = k • F • (tl - t2) keal/m2 hoe, 

1 

worin (Xl bew. (X2 = C<Bertihrung + (XStrahlung = Warmeiibergangszahien an die eine 
bzw. andere Fliissigkeit. 

Warmedurchgangswiderstand R k= RlXl +R",. +R;. = 1/k =1/(Xl +1/(X2+(J/A. 
Bei Luftsehiehten wird die Warme hauptsaehlieh dureh Strahlung iiber

tragen. Die "aquivalente Leitzahl" einer senkreehten, ebenen Luftschieht ist 

A' = Ao + Ak + (X, • 

Hierbei ist Ao die Leitzahl der ruhenden Luft, Ak der durch die Bewegung der 
Luft hervorgerufene Anteil der Dbertragung. Nur sehr diinne Luftsehichten von 
weniger als 1 em Starke schiitzen wirksam (s. Hencky, Anm. S. 290). 

1st eine Wand aus mehreren Sehichten von der Dicke (Jl' ~2 usw. mit den 
WarmeIeitzahlen AI' J'2 usw. zusammengesetzt, so ist 

1/k = 1/(X1 + 1/(X2 + 01/A1 + 02/A2 + ... = 1/(X1 + 1/(X2 + I: (J/A. 

Bei Luftschichten ist hier J..' einzusetzen. 
Fiir Rohre von der Lange 1, vom inneren Durchmesser di und auBerem 

da ist 
Q = 1" t1 - t2 kcal/h . 

_1_ + _1_ + ~ In da 

(Xi di lXa do 2A d, 

Besteht eine Robrwand aus 2 Schichten mit den WarmeleitzahlenAi und J.a 

und ist d m der Durchmesser der Trennungsflache, so ist 

t1 - t2 Q = l:n: -----------~---- ---------- keal/h. 
1 1 1 dm 1 da ---+--+--In--+-ln

(Xi d; (X. do 2 J' j dl 2 Aa dm 

wenn im iibrigen die friiheren Bezeichnungen gelten. Die Summanden 
1 dm IXj d; 

und -- In-- konnen bei isolierten, in der Luft befindlichen Rohren in den 
2A; d, 

meisten Fallen ohne merklichen Fehier weggelassen werden. Die "aquivalente 
Leitzahl" von Luft ist hier 

).,' = Ao + J. k + ~ dl • IX, In ~: ' 
wobei d l und d2 der innere und der auBere Durchmesser der Luftschieht sind. 

Fiir diinne Metllllrohre kann die Formel flir ehene Flachen benutzt werden. 
1st IX; '" Oi., so ist fiir F die mittIere Flache zu setzen, sonst die FIache, 
deren Oi kleiner ist. 

Beispiel: Die HeizrohrHinge eines Vorwarmers, in dem 2 m'jh Wasser von 20° auf 60° 
durch Abdampf von 1000 erwarmt wird, ist zu bestimmen. 

Wassergeschwindigkeit eft = 0,5 m/sek; Rohrdmr. d; = 0,020 m. do = 0,022 m. 
Q = 2000(60- 20) = 80000 kcal/h. GroBter Temperatnrnnterschied 80°, kleinster 40°, SO 

dalJ (nach S.291) ifm = (80 - 40): In 80/40 = 57,8°. 
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Bei der geringen Wandstarke und der hohen Wiirmeleitzahl fur Messing kann man den 

B 1 I da ··b 1 -~'". d etrag 2I n di gegenu er Ot d vernaWlldsslgen un setzen: 

Q = I", . {}m ,also 1= Q (l/a;d; + I/ Otada) • 
1/IX;di + I/Otada ". {}m 

Fur Dampf lXa = 10000 kcal/m' °Ch nach S.293 angenommen. Nach der Schackschen FormeJ 
S.293 ist Ot; = 2900' 0,50 •85 • [1 +0,014' (60+20)/2] = 2511 kcalfm' °Ch. 

80000(2511 ~ 0,02 + 10000 ~ 0,022) 
1= --.-------....... -- = 10,84 m. 

3,14' 57,8 

Temperaturabfall in isolierten Rohren. 
Bedeuten 

tl die Temperatur des Warmetriigers im Rohr, 
t2 die Temperatur der umgebenden Luft, f} = tl - 12 , 
G die stiindlich durch das Rohr stromende Fliissigkeit in kg, 
c die spezifische Warme der Fliissigkeit, 

so ist flir zwei unendlich nahe Punkte der Leitung df} = Q dl/Gc. 
Nach Einsetzen der Gleichung fUr Q (S.295) und Vernachliissigung des 

Wertes 1X,.fii; (5. Beispiel) wird: 
df} dl ;n 

T =-G,; • 1/2A.· iild.ld. +1"/.xada . 
Betrachtet man, was fUr den Beginn der Leitung zuliissig ist, IX, A. und c als konstant, 
und beziehen sich die Zeiger a und e auf Anfang und Ende der Leitung, so wird: 

In (tl - t2). 1 ;n 1 Q. 
(t,. - t2). = - Gc • 1/2}.· In d.ld, + 1/IX. do = - Gc • (t1 - t;)~ . 

Beispiel: 10000 kg/h HeiLldampf von 25 atu, I, = 380°, cp = 0,54 stromen durch eine 
160m lange Leitung von 150 bzw. 160 mm Dmr. Isolierschichtdmr. di, = 160mm, d.= 360mm. 
Lufttemperatur 1,=20°; .1=0,08 kcal/m,oCh; Ot, wird 00 angenommen, d. h. die lsolierschicht 
hat innen die Temperatur 380°. Wird die AuLlentemp<'ratur der lsolierschicht = 60° geschatzt, 
so ist (nach S.294) Ot.=8,1 +0,045(60-20)-10 kcal/m,oCh; {}=380-20=360° 

Q ". {} ". 360 1131 kcal/ 
a = 1/2;' .lnda/d;+I/lXad. = 1 I 36 1 5,07 + 0,28 = 212. m, 

0,16 • 2,3 ogi6 + "10.-0,36 

In~= I·Q. = 160'212 =0,0174, 
(1,- Is), Gc(I,- It}. 10000' 0,54' 360 

log360-log(1, - 1,).=0,0174/2,3 =0,00758; (1,- t,).= 353,8° /1.= 353,8 + 20= 373,8°. 
Temperaturabfall IJ a-IJ.= 380- 373,8 = 6.2°. 

Mit cp'-' const wird der gesamte Warmeverlust Q =Gc • .1 1 = 10000' 0,54 • 6,4 = 34 560 kcal/h. 

f) Praktlsche Folgerungen. 
In der Gleichung 1/"=I/Ot,+~/).+I/IX. ist k immer kleiner als der kleinste Wert von Ot, 

so daLl man vor allem bestrebt sein muLl. diesen kleinsten Wert Ot durch Erhiihung der Ge
schwindigkeit oder durch Erzeugung von Stromungswirbeln, die den Warmeubergang um 15 bis 
30 vH steigem, zu vergroLlem. Es ist deshaJb vertehlt, den Warmeubergaog in Dampfkesseln, 
Rauchgasvorwarmem, Luftkuhlem, Lufterhitzern. Olkuhlem usw. durch Steigerung der Wasser
geschwindigkeit verbessem zu wollen, da (XWasser > £XRanchgas oder (XLnft. 

Umgekehrt ist bei Kondensatoren OtWas•er < "'Damp! (S. S. 293), so da1l hier derWarmeilber
gang durch ErhOhung der Wassergeschwindigkeit oder Einbau von WirbeJstreifen in die Kuhl
rohre vergrOLlert werden kann. Bei Apparaten mit groBem Wert k wird dieser durch Verschmutzung 
stark vermindert, bei solchen mit kleinem Wert k nur in geringem MaLl. 

Flussigkeiten mit kleinerem Wiirmeubergang sind urn die AnLlenflachen der Rohre zu 
fuhren, also z. B. die Luft u m die Rohre der Lufterhitzer oder -kuhler, das 01 u m die Rohre 
der OlkuhJer. Wasserrohrkessel verhalten sich also bezugJich Wiirmeubesgang gilnstiger als 
Rauchrohrkessel. 

1m Gegensatz hierzu wird bei Kondensatoren das Wasser durch die Rohre gefUhrt, damit 
das Kondensat leichter abflieBen kann und das Entsteben einer die WarmestrOmung hindern
den Wasserhaut vermieden wird. (Siehe Fig. 4 auf S.216 in Bd. II.) 

Anordnung von Rippen bei w.armeaustausch verschiedener Flussigkeiten ist nur an der 
Seite der Flussigkeit mit kleinerer Warmeubergangszahl angebracht, also zwecklos, wenn die 
Fliissigkeiten annaherod gleiche Warmeubergangszabl haben. 

Der Wiirmeubergang bei senkrechten Rohren erreicht nur den bei waagerechten Rohren 
von gleichem Dmr., wenn die Lange ersterer 1;;2 2,85d ist. Trotzdem werden Verdampfer senk-
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recht angeordnet, well im Innem der aullen beheizten Rohre die Dampfblasen im Kern der zu 
verdampfenden Fliissigkeit au!steigen und keine den Wanneiibergang bindernde Dampfschicht 
an den Rohrwanden entsl.ebt. 

Filmkondensation tritt bel ganz reinem Damp! auf, wenn dieser an rauhen oder polierten 
reinen F1achen kondensiert; auch bei Dampfgeschwindigkeiten etwa iiber 10 m/sek zeigt sich 
Filmkondensation. In Tropfenfonn wird bei verum;einigten Kondensationsflachen kondensiert, 
SO dall durch "Impfung" des Dampfes mit Olen und Fettsauren Tropfenkondensation herbei
gefiihrt werden kann, fiir die Stahl- und Aluminiumrohre am wenigsten geeignet sind. Ver
einzelt sind bei Tropfenkondensation Werte von" = 68000 und 100000 kcal/m' hOC gemessen 
worden. (Fritz: Z. VOl 1938 S. 121.) 

Zu beachten ist die Verringerung der Wanneiibertragung durch Kesselsteln (;'=2) und 01 
(;'=0,1). 

Beispiel: Durch die Rohre eines Speisewasservorwanners strome Wasser mit 111=1 misek, 
das Rohr sei mit einer Kesselsteinschicht von 0,3 mID bebaftet. Mittlere Wassertemperatur=60°. 

Nach S.637 ist i. = 80 liir Messing, nach S.293 ist "'Damp! = 10000 kcal/m' hOC und 
"'W .... er=29oo.1· ... (1 +0,014·60)= 5336 kcal/m'·C h. Fiir das reine Rohr folgt bei 3mm 
Wanddicke: 

11k = 1/10000 + 1/5336 + 0,003/80 = 0,000327; k = 3060 kcal/m" h • C. 
Fiir das inkrustierte Rohr ist 

11k. = 11k + 0,0003/2 = 0,000477; k. = 2100 kcal/m' h °C = 0,68 k. 
Die Strahlung durch einen Hohlraum wird durch dessen Unterteilung in parallele F1iichen 

namentlich bei Kleiner Strahlungskonstante wesentlicb herabgesetzt. (Isolierung durch mehr
fache Schichten von Alurniniumbl1ittern: Alfol-Isolierung z. B. in Kiih1wagen.) 

c. Thermodynamik. 
Bezelchnungen. 

Es bezeichnen: 
p den Druck in kgfcm2 ; P den Druck in kg/m!, 
v = 1/,), das spezifische Volumen, d. h. das Volumen von 1 kg in mS/kg, 
G das Gewicht einer beJiebige.u Menge in kg, 
')' = 1/V das spez. Gewicht in kg/rns , 
V = G • v das Volumen einer beliebigen Menge in mS, 
Vo das spez. Volumen bei 0° 0; 

Lo die Arbeit bezogen auf 1 kg des arbeitenden Stoffes in mkg/kg, 
L die Arbeit bezogen auf G kg des arbeitenden Stoffes in mkg, 
q die zu- bzw. abgefiihrte Warmemenge In kcal, bezogen auf 1 kg, 
Q die zu- bzw. abgefiihrte Warmemenge in kcal, bezogen auf G kg, 
u bzw. U die innere Energie in kcal/kg bzw. kcal, 
i bzw. I den Wiirmeinhalt (Enthalpie) in kcal. 

Brster Hauptsatz. 
Wirme und Arbeit sind gleichwertlg (aquivalent). 

Q=AL. 
Der Proportionalitatsfaktor A heiBt das mechanische Wirmeiiquivalent und ist 

gleich 4k-l). 
Es ist 

kcal = 427 mkg 
1 PSh = 632,3 kcal 
1 kW sek. = 0,239 

1 kWh = 860 kcal = 367000 mkg 
1 kcal = 4.184 kW sek. 
Beziiglich BTU (British Thermal Unit) s. S. 673. 

Man kann also einen Energiebetrag sowohl in mkg als auch in kcal messen. 
Wird einem Korper Wiirme zugeiiihrt, so wird diese im allgemeinen dazu 

verwandt: 
1. die innere Energie zu vergroBern; 
2. das Volumen unter Uberwindung des auBeren Druckes zu vergroBern. 

also mechanische Arbeit zu lei5ten; 
3. die kinetiscbe Energie des arbeitenden Korpers zu vl'.rgroBern. 

') Nach den Vereinbarungen des Ausschusses fl1r Einheiteu und FormelgroSen (AEF) wird 
bezeichnet Arbeit mit A, das mechanisehe Warmeaquivalent mit I = 427 , so'iiall also wird 
Q = A /J; diese Bezeiehnungen haben sich aber noch niebt allgemein durchgesetzt. 
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Die innere Energie U ist bei Gasen deren absoluter Temperatur proportional. 
Die kinetische Energie der Molekille wird mit der Temperatur erhOht. Bei 
Diimpfen treten noch Energiebetriige hinzu, die der Arbeit zur Oberwindung der 
Anziehung der Molekille untereinander. also einer Vermehrung der potentiellen 
Energie der Molektile. entsprechen. . Es ist 

dQ =dU+ APdV, 

wobei PdV die mechanische iiuBere Arbeit in mkg, A PdV dieselbe Arbeit in 
keal bedeutet. . . 

a) Die Meehanik der vollkommenen Gase. 
Bei vollkommenen Gasen sind bei der Ausdehnung innete Kriifte nicht zu 

iiberwinden. Der Zuwaehs an inneter Energie ist proportional dem Temperatur
zuwachs. (Bei Driieken iiber 50 at diirfen die wirklichen Gase, wie Luft, nieht 
mehr wie ideale behandelt werden; s. weiter unten). 

I. Speziflsche Winne. Erwiirmt man ein Gas bei gleichbleibendem Vo
lumen - ohne daB iiuBere Arbeit geleistet wird, wobei also die Wiirme garu: 
zur Erhohung der inneten Energie verwandt wird -, so ist die spezifische Wiirme 
c. keal/kg 0 C. 

Wird die Erwiirmung bei konstantem Druck ausgefiihrt, also bei veriinder
lichem Volumen, so ist auBer der Erh6hung der inneren Energie noch iiuBere 
Arbeit zu leisten. Die spezifische Wiirme ist dann cP ' wobei cp > c.; e. und cp 

sind fiir miiBig hohe Temperaturen als konstant anzusehen. Das Verhiiltnis 

epic. = " 
ist fiir einatomige Gase 1,66, fiir zweiatomige 1,40 bei 0° C. 

,,-I 
cp - Co == AR = cp • -- == c., (" - I) • 

" 
Die Temperaturabhiingigkeit von c. ist die gleiehe wie von cp • 

Gleiche Volumina versehiedener. idealer Gase erfordem bei gleichem Druck, 
gleicher Temperatur und gleicher Temperaturerh6hung dieselbe Wiirmemenge. 
Es ist 

wobei m = Molekulargewicht = Summe der in einer Verbindung enthaltenen 
Atomgewichte, deren Einheit das Sauerstoff-Atomgewicht (= 16) ist, s. S. 674. 

Werte von m s. Zahlentafel S. 636. 
Mit Einfiihrung der spezifischen Wiirme c. folgt aus dem ersten Hauptsatz 

dQ = G. c.· dT + AP· dV (Wiirmegleichung) 

oder fUr 1 kg Gas dq = c •• dT + AP· dv, 

oder in den Grenzen 1 und 2 z 
q == c.,(Tz - TI) + A jPdv. 

I 

Hierbei ist also c.(Ta - T I ) der Zuwachs an innerer Energie. 
Z. Thermlsche Zustandsgleichung. Es gilt 

P ·11 = Pol1o{t + /Xt). 

Der Ausdehnungskoeffizient /X ist fiir alIe vollkommenen Gase konstant 2~3 • 

Demnach ist 

P • v = Po "0 (273 + t) = Po Vo T' 
. 273 273 • 
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Setzt man Po vo/Z73 = R, 
so ist P • v = R T (allgemeine Zustandsglelchung der Gase) 
oder auch p. V = G • R • T. 

"Gaskonstante" R ist die absolute Ausdehnungsarbeit in mkg, die von 1 kg 
des betreffenden Gases bei Erwarmung um 1 ° bei konstantem Druck verrichtet 
wird. Dimension: mkg/" C kg = m/" C. 

Das abweichende Verhalten der realen Gase zeigt fur Luft Fig. 3; die Ordinaten stellen 
P'v =f RT dar. 

N ach der Hypothese von A v 0 gad l' 0 verhalten sich die spezifischen Gewichte I' 
zweier Gase wie die Molekulargewichte m, so daB also 

"dYa = mI/m2 , also mI/I'I = mall's = ~ VI = m. VI ; 

setzt man nun V = VIG und w1i.hlt als G soviel kg, als das Molekulargewicht 
(1 Mol) angibt, so wird 

mI' VI/mI = maValms; 

VI'" Vz == !S, d. h. das Vol umen eines Mol ist fiir aIle Gase von 
gleicher Tempera tur und gleichem Druck gleich 
groB. 

Rin Mol oder Kilogramm·Moleldll ist sonach eine Gasmenge von sovieI kg Gewlcht, al. 
das Molekulargewleht des Gases Einheiten hat, also z. B. 1 Mol 0. = 32 kg 0.. 1 Mol Wasser. 
stoff = 2 kg H •• 

Bei 760 mm QS und 0 0 C nimmt 1 Mol einen Raum !So = 22,4 m3 ein. 
Dieses nur von t und p, nieht von der Gasart abbii.ngige Volumen wird aus dem spez. Ge

wicht y=I,43kg/m' des Sauerstoffes bei 0 0 und 760mm QS berechnet. mkg=32kg O. 
nehmen den Raum 32/1,43 = 22,4 ml ein. Denselben Raum nehmen 2 kg H, 28 kg CO usw. ein. 

Demnach ist flir alle Gase 
m 

rOo 760 = 22,4 • 

Die spezifischen Gewichte sind den Molekulargewichten proportional. 
Filr vollkommene Gase ist 1 Nml = 1/22,414 Mol, worin Nm' = Normalkubikmeter bei O. 

und 760 mm QS. Nml ist kein RaummaB, sondem eine Gasmenge, in Raumabmessnngen aus
gedrilckt. (Das technische nm' = 1/24 Mol - bei 1 kg/em· und 10,00 hat sich nieht eingefilhrt.) 

Setzt man in die allgemeine Zustandsgleichung ~ statt V, so wird 
p.~ =mR· T. 

Da nun 
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so gilt fUr 1 Mol, also mit G = m, fUr To = 273· K, Po = 7fiJ mm Q-S 

Po ·1So 10333·22,4 
m=---=----

R. To 273· R 
oder mR = ffi = constans = 848 • 

Man kann die allgemeine Zustandsgleichung fUr Gase auch anschreiben 

p. ~ = 848 T. 

Aus der a1lgemeinen Zustandsgleichung lassen sich in Verbindung mit dem 
ersten Hauptsatz besondere Zustandsgleichungen ableiten. 

Abweichungen des tatsiichlichen spez. Volumens v, yom Wert v 
des vollkommenen Gases siehe Fig. 3. 

Beispiel: Das spez. Volumen von Luft von 150 at und 50· C i8t: 

o. -1,02. 29,26. 323 m'/kg. 
150·10000 

3. Berechnung der spezifischen Wiirme. JustP) berechnet die unmittelbar schwer meB
bare spezifische Warme C, Enthalpie lund Entropie 5 von Gasen aus den spektroskopisch 
ennittelten Energiezustanden der MoJekiile; hierbei wird vorausgesetzt, daB sich die MoJekiile 
gegenseitig weder abstoBen noch anziehen, wie es bei unendJich groBem Abstand der Molekule 
(v = 00 bzw. p.= 0) der Fall i5t, ent.prechend dem idealen Gaszustand (PV = RT). 1m realen 
Gaszustand (PV=I= RT) gilt fUr niedrige Drucke wie z. B. den Normdruck I Atm die Gleichung 
pV = RT + Bp, der Wert B hangt nur von Tab, mit der kritischen Temperatur Tk, dem 
kritischen Druck Pk und Volumen V k als Beiwerten. 

Bezeichnet man mit AI~ die Zunahme der Molwarme oder Molenthalpie (=Wiirme
inhalt von I Mol) bei Drucksteigerung von 0 auf 1 Atm, so gilt nach ]usti'),') £fir die "per
manenten" Gase H" N., 0., CO, Luft, CHI und C,HI 

AIIT-II78I~ = 2,513 TUPk' (1/273' - lIP); A Cpl~ = 5,027 • T%jPk T'; A Cvl~ = A Cp IM3. 
Fur die leicht kondensierbaren Gase CO" C,H" C,H" C,H I gilt 

AlIT -I".I~ = 0,0179' Vk -0,0726' Vk' Td11T+O,783 . Ti·27 jT',"); 

A C"I~ =0,0242' h' Vk(3/T' + 7,68' T%,27jTI,I7); 

A C.I~ = 0,0242' Vk(-0,045/Tk + 1,500' Tk!T'+ 1,7985 . Ti,27jT',") - A Cpl~· 
Oberhalb von etwa 2OO·C gilt wieder annahernd ACpl~= 3 ACvI~. 

Die mittleren spezifischen Warmen CPm werden durch Division von IT-I",=I,-I. 
durch das Temperaturintervall erhalten, die Druckabhiingigkeit A Cp",l~ entsprechend durch 
Division von Allr -1.16 durch das Temperaturintervall. Will man Cp , C. oder IIT.-I.I 
von 0 Atm auf P Atm statt auf I Atm korrigieren, so ist das p·fache der AI~-Werte zu addieren, 
zur Korrektion von I Atm auf pAtm das (p-I)-fache (Alb=p"I~). ZurUmrechnungvon 
Mol auf Nml wird durch 22,4 dividiert. 

Zahlentafel der mittleren spezifischen Wiirme s. S. 636. 
Zahlentafel: Kritische Temperatur, kritischer Druck, kritisches Volumen 

(s. S.636). 

4. Zustandsinderungen. a) Druck un veriinderlichj Isobare. 

Fig. 4. 

VI TI ~ 
-=-j ·Q=Gcp(T.-T1)=--AL. 
V2 T2 ~ -1 

AuJ3ere Arbeit nach Fig. 4 

L = P(V2 - VI) = GR(T2 - T 1). 

b) Volumen unveriinderlichj Isochore. 

PI/P2 = T1/T2 • L = o. 
Q = G • c. (T2 - T t ) = U. - U1 • 

c) Isotherm ische Zustandsiinderung. Siehe 
auch S.75. 1st T unveriinderlich, so wird 

p, V= konst. 

') Justi, E.: Spezifische Warme, Enthalpie und Entropie technischer Gase. Berlin: 
Springer 1938. 

'J Feuerungstechn. Bd.26 (1938) S.313 u. 385. 
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oder P.v=konst.=R.T 
oder P! 111 = PI tla ; t 

PI/PI = lIa/VI = Va/VI = PI/PS ' 

Die innere Energie U ist unverlinderlich. 
1m P V-Diagramm (Fig. S) wird die 

Gleichung 
P' v = konst. 

durch eine gleichseitige Hyperbel dar- Fig. S. 
gestellt. 

(Die Konstruktion der HyperbeJ siehe S.107, Fig. 94; Bd. II, S.81.) 
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Dehnt sich das Gas von 111 auf lis aus, so wird dabei je kg Gas eine Arbeit 
ge1eistet, die durch die in Fig. 5 schraffierte FHiche gemessen wird. Diese 

Flliche ist: Lo = PI VI In vS/Vl mkg = P a vaIn Va/VI' 
(Fiir Zahlenrechnungen beachte man, daB In a = 2,303 Ig a .) 
Wegen Pv = Rll kann man auch schreiben 

Lo = Rliln VS/Vl = RTl lnPl/p.· 
Die Wlirmeg1eichung lautet fiir die isothermische Zu~tandslinderung: 

dQ=GAPdv, 
Q = A L = GA RTlln VI/VI = GARTllnPl/p. kca1. 

Die Wlirmemenge Q ist dem Gase bei isothermischer Ausdehnung zuzufiihren, 
bei isothermischer Verdichtung abzufiihren. Sie wird bei der Ausdehnung voll
stlindig in Arbeit umgesetzt. 

Beispiel: 500 kg Luft dehnen sich bei 20° C isothermisch von 10 at Oberdruck auf 1 at 
Oberdruck aus. Die ArhcltsJeistung und die zuzufdhrende Warmemenge sind zu berechnen. 

10 at Oherdruck - 11 at ahs, 

Q _ G. A.. R. T. 2 3031g P.!. _ ~OO. _~9,27' 2~2,30310g!! = 17100 kcal 
, P. 427 2 ' 

L - 11100.427 mkg. 

d) Adiabatische (isentropische) Zustandsanderung (ohne Zufuhr oder 
Abfuhr von Warme). Die Warmegleichung fiir diese Zustandslinderung 1autet: 

0= c.dT + APdv oder APdv = .-c.dT bzw. ALo = c.(Tl - T.), 
d. h. die auBere Arbeit wird bei einer Ausdehnung glinzlich auf Kosten der inneren 
Energie geleistet, ist also mit einer Senkung der Temperatur verbunden, 
wahrend bei einer Verdichtung die gesamte aufgewandte Arbeit zur Erhohung 
der inneren Energie, also der Temperatur verwendet wird. 

Die Zustandsgleichung lautet: 

P VIC = PI v~ = konst., P . VIC = konat., wobei " = cp/c. 

oder VI/V. = {PI/PI)I/,. = (TIITI)I/K-t. 

Die von 1 kg Gas geieistete Arbeit ist 

!APdll = ALo = c.(Tl - Ts), in Warmeeinheiten gemessen, 
oder auch 

Lo = :~~ [1 - (:1 t -t 1 in mkgjkg 
\I 

= !i!!_ [1 _ (P'!.)": 1] = PIli!" (1 _ TI) 
,,-1 PI ,,-1 T! 
~ 1 R = A---R- (Ptll! - Palla) = -- (PIli! - Palls) = -- (TI - Ta)· 

,,-1 ,,-1 
Die Konstruktion der Kurve pv,. = konst. s. S. 115. 
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Beispiel: 500 kg Luft von 11 at abs und 20° C debnen sicb adiabatiscb auf 2 at abs aus. 
Die Endtemperatur der Luft, sowie die Arbeitsleistung sind zu berecbnen. 

TilT, = (P,IP)"-l/"; T, = 293. (!.,l·286 = 179 0 K __ 94° C. 
L = G· cv(T, - T,) = 500· 0,172' 114 = 9800 kcal = 9800.427 rokg. 

(Man vergleiche das Beispiel bei der isothermischen Zustandsanderung.) 

e) Polytropische Zustandsanderung. Wird einem Gase wahrend 
einer Zustandsanderung Warme zu- oder abgefiihrt, und zwar derart, daB die 
Tempf'ratursteigerung der zugefiihrten Warmemenge proportional ist, so ist die 
Zustalldsiinderung polytropisch. 

1st c die spez. Warme, d. h. die Warmemenge, die man 1 kg Gas zuflihren 
muB, urn neben der Arbeitsleistung eine Erwiirmung um 1 0 C zu erzielen, und 
setzt man 

c", - c = m, also 
c. - c 

mev-tp m - x 
c = m _ 1- = Cv m _ 1 ' 

so ist die Gleichung der Poly trope 

p • vm = konst. 

Die Wiirmegleichung nimmt hier die Form an 

dq=cdT=c.dT+APdfJ, also (c-c.)dT=APdll. 

Die Zustandsgleichung der Poly trope ist mit derjenigen der Adiabate iden
tisch bis auf den Exponenten. Demnach geJten hier alle Formeln der Adiabate, 
wenn man fiir x den Wert m einsetzt. 

Adiabate und Isotherme sind als Polytropen aufzufassen, fiir die m ~ x 
bzw. m "" 1 geworden ist. 

Expansionskurven, deren Exponent m > x, sind mit Warmeabfuhr, solche, 
bei denen m < x, sind mit Warmezufuhr verbunden. 

Die Konstruktion der Poly trope ist derjenigen der Adiabate entsprechend. 
Fiir 1 < m < x ist c negativ, sonst positiv. 1m negativen Gebiet sinkt die Tem
peratur trotz Warmezufuhr, bzw. sie steigt trotz Warmeabfuhr. 

. GRA 
A L = G (c - c.) (ta - tl ) = m _ 1 (t. - t.). 

f) Ermittlung von T und m aus einer gegebenen Kurve. Die Temperatur Tb des 
Punktes b, Fig. 6, kann besti=! werden, wenn fur einen Punkt a mit den Koordinaten P a 

c __ _ 

Fig. 6. 

und Va die Temperatur T a gegeben ist. indem von a der Strahl 
Oc gezogen wird. Is! der TemperaturmaBstab so gewahlt, daB ae 
niehl nur P a, sondern aueh Ta darstellt, dann ist de = Tb. Der 
Beweis folgt aus den Beziehungen: 

PbVb_Tb. Tb=Ta.VbPb 
Pa Va - Ta ' P a Va' 

Zur Feststellung von m einer gegebenen Kurve 
iibertragt man diese auf doppeJt logarithmisches 
Papier, also logp = f (logv); ergibt sich eine Gerade, 
so ist tg 01 = m, entsteht eine gej<riimmte Linie, so 
ist m veranderlich und die jeweilige GroBe ist gleich 
der Richtungskonstanten an die Tangente der Kurve. 

Aus der p V-Linie selbst kann man m gemaB 
Fig. 7 erhalten.A B =vJm. Zieht man (nach Dubbel, 
01- und Gasmaschinen) die Waagerechte L im Ab
stande 1 von der V-Achse, fallt von B das Lot auf L 

bis C, zieht CA, so schneidet die Verlangerung auf der p-Achse das Stiick m abo 
Fiir sehr flache Kurven, bei denen Punkt B sehr weit nach rechts tallt, kann 

man nach Fig. 7a vorgehen. Man zieht die Tangente in P bis zum Schnitt A 
mit der p-Achse. zieht femer die Waagerechte PB. Dann ist OA = (m + 1)p. 
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Tragt man auf einer beJiebigen durch 0 gehenden Geraden die Einheit ab, ver
bindet B mit dem Ende dieser Strecke C und zieht durch A eine Parallele zur 

Verbindungslinie BC, so schneidet diese Parallele die Strecke m, gemessen 
von Can, abo 

g) Drosselung. Bei dieserZustandsiinderung bleibt die Summe der i~neren 
Energie und der kinetisehen Energie bei vo!lkommenen Gasen konstant. Smd WI 

und w2 die beziiglkhen Geschwindigkeiten, so gilt 

G w~ G w~ V 
A P VI + G c • 11 + A • - - = G C. 12 + A • - -- + A P 2; • g 2 g 2 

mithin, da pf) = R T 

(11 - '2) (A R + c.) = A12g· (w~ - wi). 

p 

~------------~~--L---l 

Fig. 7. Fig.7a. 

Sind WI und W 2 verhiiltnisma6ig klein, so ist nahezu t1 - t2 ... 0, d. h. die 
Temperatur andert sich bei einer Drosselung nieht. Stromt das Gas mit hoher 
Geschwindigkeit durch eine Drosselstelle, nimmt aber naehher geringe Gesehwin
digkeiten an, so ist an der Drosselstelle eine Temperaturabsenkung vorhanden, 
die sieh aber im weiteren Rohr verliert, da die kinetisehe Energie durch Wirbe
lung verzehrt und in Wiirme umgewandelt wird. 

Von der Abktihlung des Gases in der Drosselstelle ist sc.harf die Abklihlung 
des Behiilters zu unterscheiden, dem etwa das Gas entnommen wird, da hier 
das Gas eine nahezu adiabatischt' Zustandsiinderung erfiihrt. 

Thomson-Joule-Effekt. Aile nicht vollkommeuen Gase erleiden bei Drosselung eine 
Temperaturiinderung. Der Druckabfall bewirkt bei hohen Temperaturen eine geringe Tempe
raturerhOhung, die bei sinkender Temperatur zunachst auf 0 abnimmt und dann in Temperatur
senkung umschliigt. Auch durch Steigerung des Ausgangsdruckes kann das Vorzeichen geiindert 
werden, so daB sich eine von p und T abhiingige .. Inversionskurve" ergibt. Nur Wasserstoff 
und Helium erwarmen sicb bei normaler (Zimmer-) Temperatur durch Entspannung. DerThom
son-Joule-Effekt ermoglicht die Verfliissigung der L)llt und anderer Gase. 

Z. B. ist fiir Luft die Temperatursenkung je at Druckabfall bei 25° C ,u =0,22°, bel _100· 
/,,=0,62°. 

5. Krelsprozesse. Veriindert ein Korper seinen Zustand so, daB er nach 
einiger Zeit den urspriinglichen Zustand wieder annimmt, so durchlauft er 
einen Kreisproze6. 1m Pv-Diagramm stellt der Inhalt des Diagrammes die je 
kg geleistete Arbeit dar. Die Differenz zwischen der zugefiihrten und der ab
gefiihrten Warmemenge ist die Arbeitsleistung, im WiirmemaB gemessen. Kreis
prozesse, bei denen die zugefiihrte Warme vollstiindig in Arbeit umgewandelt 
wird, sind unmoglich. 1st Ql die gesamte zugefiihrte, Qa die gesamte abge
fiihrte Warmemenge und L die geleistete Arbeit in mkg, so gilt die Wiirme
bilanzgleichung 

Der thermische Wirkungsgrad des Kreisprozesses ist 

1J =~L = ~- Qa • 
Q, Q1 

Unter allen moglichen Kreisprozessen bei bestimmten Arbeitsbedingungen 
haben. diejenigen den giinstigsten Wirkungsgrad, bei denen aHe vorkommenden 
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Zustandsiinderungen umkehrbar, reversibel sind. Ein Vorgang ist umkehr· 
bar. wenn er auch in umgekehrter Riohtung verlaufen kann, so daB sich am SchluB 
der umgekehrten Zustandsiinderung aIle beteiligten Korper im gleichen Zustande 
wie am Anfang befinden. 

Umkehrbare Zustandsiinderungen sind: Adiabatische Ausdehnung bzw. 
Verdichtung, Wiirmeiibergang zwischen zwei Korpero bei unendlich kleiner 
Temperaturdifferenz, Verdampfen und Kondensieren unter der Voraussetzung. 
daB der Heiz· bzw. der Kiihlkorper die Temperatur des Siedepunktes hat, Iso· 
thermische oder auch polytropische Ausdehnung und Verdichtung. unter der 
Voraussetzung. daB der Heiz· bzw. der Kiihlkorper jeweils die Temperatur des 
arbeitenden Stoffes hat. 

Nicht umkehrbar sind: Reibung in jeder Form, also Drosselung in 
Rohrleitungeq. Reibung fester Korper. unvollkommene Elastizitiit. feroer 
Wiirmeiibergang zwischen Korpem. deren Temperaturen verschieden sind. 

Vollkommen reversible Prozesse sind in Wirkliehkeit ausgeschlossen. da 
Reibung stets vorhanden ist. alle Karper nur unvollkommen elastisch sind und 
man stets mit Temperaturdifferenzen von endlicher GroBe arbeiten mu/3, om mif 
endlichen WiirmeUbertragungsflachen bzw. endlichen Zeiten auszukommen. auch 
den EinfluB der Zylinderwandungen bel Wiirmekraftmasc.hinen und Ver· 
dichtero nicht ausschalten kann. 

Oer Camotscbe Krelsproze8. 
Dieser setzt sich aus foigenden vier umkehrbaren Prozessen zusammen: 

I. isothermisehe Ausdehnung bei der Temperatur des Heizkorpers Tt • II. adia· 
batische Ausdehnung bis zur Senkung der Temperatur auf die des KUhlkorpers 
TI • III. isothermische Verdiehtung bei der Temperatur Ta. IV. adiabatische 
Verdichtung bis zum Erreichen des Anfangszustandes. Wiihrend des Prozesses I 

11 wird die Wiirmemenge Ql zu-, wiihrend des Pro-

~
~ zesses III die Wiirmemenge Q. abgeflihrt (Fig. 8). 

Ii. Es ist Q1 = GART1 Inv./vl 
1IT'iT, und Q. GART.lnvs/v" 

also Q1 T1 In VI /V1 
""". l"Jv,r. QI = T. Inva/v, ; 

da ferner T1/T. = (Va/V'Jl"-l = (v,/Vl)"-l, 
Fig. 8. 

also Va/V, = VI/Vl • 
ist 

Ql/Q. = Tl/T. und Ql/Tl = QI/T •. 
Mithin wird 

Ql - Qa TJ - TZ Ts 
'1/= = =1--, 

Ql T J Tl 
_ Tt - T, 

Es 1St also Ql = Q. + Ql -T-- . 
1 

AL - Q T)- T z 
- ) T) . 

Die unter den Adiabaten liegenden Flachen sind gleieh groB. 
Andere Kreisprozesse: Gasmaschine, Dieselmotor Bd. II, S.108. 

Zweiter Hauptsatz. 
Sind Heiz· und Kiihlkorper nicht von unendlicher, sondem von endlicher 

Wiirmekapazitiit. so liiBt sieh die isothermische Zustandsiinderung nur wiihrend 
des Cberstromens der unendlich kleinen Wiirmemenge d Q omkehrbar durch. 
flihren. ' Man kann jeden beliebigen umkehrbaren Prozefl in unendlic.h viele 
Elementarprozesse unterteilen. flir deren jeden die Beziehung 

dQl dQ. dQl - dQ. Tl - T. 
-- = -- und '1 = = ---"'-=-=-

T1 T. dQl Tl 
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also auch T1 - T. 
dQ! = dQ. + --;y;- dQI gilt. 

Wegen ihrer allgemeinen Bedeutung wird die Gleichung dQtlT) = dQz/Tz 
als zweiter Hauptsatz der mechanischen Wiirliletheorie bezeichnet. 

1st T2 >TI' wird also die Warme, wie bei einer Kiiltemaschine, dem kalten 
Korper entzogen und auf den warmen iibertragen, so wird 

dAL = Tl -~ dQl 
Tl 

negativ, d. h. der Arbeitsbetrag -!~-f: Tl d Q2 muB der Maschine zugefiihrt, die 

Maschine muB angetrieben werden. 
s = QI/AL = T J(T. - TIl = Leistungszahl der Kiiltemaschine. (5. auch 

Bd. II, S. 340. 1 
Es ist dann 

T.- Tl 
dQI = dQ. - -T-- dQl; 

1 

Q . B dQ T.-Tl . . T T d a wtrd gro er als l' Da -Y-l- stets POSItiv, wenn s > l' 

man den zweiten Hauptsatz auch so aussprechen. 

sokann 

Wiirme kann nlemals ohne Energleaufwand von elnem kiilteren auf elnen 
wiirmeren Korper iibcrtragen werden. (Die Energie kann auch die Form von 
Wiirme haben. wie bei Absorptionskiiltemaschinen.) 

In jedem umkehrbaren ElementarprozeB ist dQI/TI = dQJTg • FaBt man 
die GroBen auf beiden Seiten der Gleichung als Differentiale einer dritten GroBe, 
der En tropie, auf, so wird die Zunahme an Entropie dQI/TI gleich der Ab
nahme der Entropie dQ2/T2' Bei diesem DifferentialprozeB ist also die Ande
rung der t:ntropie dS = o. BeziigJich Entropie s. S. 314. 

Da jeder umkehrbarc KreisprozcB aus derartigen elementaren Oarnot· 
prozessen zU5ammengesetzt gedacht werden kann, so gilt auch 

fdS = fdQ/T = konst., 

d. h. bel ledem vollstiindlg umkehrbaren KrelsprozeB ntmmt die Entropie des 
arbeltenden Kurpers nach Durchlaufen des Prozesses wieder denselben Wert an, 
die Entropie ist eine ZustandsgroBe. 

Da dS = dQ/T, kann man den ersten Hauptsatz auch schreiben 

T. as = dU + APdV. 

6. Striimung von Oascn. a) Bei sehr kleinen Druckunterschieden. 
Sind bei der Ausstromung die Anderungen von Druck und Volumen sehr klein, 
so kann wie bei tropfbar fliissigen Korpern die Arbeitsfliiche als ein Rechteck 
mit dem Inhalt v (PI - P 2) angesehen werden. Es wird 

e = Y2g. V (PI - P-;i 
und, mit v = tiro PI - P2 = LIP 

e = yig-:-Xpli; . 
Wird II, = Wassersiiule statt LJp kg/mB gesetzt, so ist e =V2gk/:Y = 4.43YhFi. 

Be i s pie I: Ole Geschwindigkelt eines Gases ist 2U berpchnen, das aus einer Leitung 
mit 35 mm Oberdruck, 15° Teolperatur bei 745 rom Barometerstand ausstrom!. Spezifisches 
Gewicht des Gases r = 0,50 kg/mo bei 0° und 760 mm. Dann ist bei t 5 ° unl! 745 mm: 

273 • 745 1/ 35 
Y = o,S • (213+ 15) • 760 = 0,465; c = 4,43 V 0,465 = 38,5 m/sek. 

b) Bei groBeren Druckunterschieden. Wird von der Reibung an den 
Wanden der Dtise abgesehen - durch die in Wirklichkeit dem stromenden 

Taschenbuch flir den Ma.~chinenbau. 9. Auf). l. 20 
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Arbeitsmittel Wiirme zugefiihrt wird -, so ist die Zustandsiinderung als adia-
batisch anzusehen. Es ist [" - 1] 

e = ¥2g. Lo mit Lo = -"- PI . VI 1 - (Ps/Pl)-"- . 
" - 1 

Das durch einen Querschnitt fs sekundlich stromende Gasgewicht ist 

G = fa' e/va• 

Da PIV~ = Pa v~, so wird G = /JV1 • (Ps/PI) 1/" • e. Aus den vorstehenden 
Gleichungen folgt 

G=/I.1/2g._~ • P1[(PI)~_(PI)":1]. V ,,-1 (11 PI PI 
Dasjenige Druckverhiiltnis PI/PI' fiir das G den Hochstwert annimmt. wird 

als .. kritisches Druckverhiiltnis" bezeichnet. Es kann aus dem Hachstwert des 
unter der Wurzel der GI. stehenden Klammerausdruckes berechnet werden. der 
nach PI/PI differenziert und gleich Null gesetzt wird. 

Es wird 
2 1 

~(P8)" -1 _ ~ (Pa)" = 0 
" PI "PI, 

und (PI) (2 ),,:'1 
PI krit = ,,+ 1 • 

Fiir zweiatomige Gase wird (mit" = 1,4): (Pa/PI)/rrit = 0.528. also der 
kritische Druck Pk = 0.528 PI' PI = 1,894Pk' 

1st sonach der AuBendruck PI < Pk oder der Innendruck PI > 1,894 Pa, so 
herrscht im Miindungsquerschnitt der Druck Pk' Die sich hier einstellende Ge
schwindigkeit erreicht ihren HOchstwert Ck. der Expansionsarbeit von PI 'auf Pk 
entsprechend. Es ist 

Ck = ¥2g,,: 1 . P1 (11 [1 _ (::) H :1] . 
Mit Pk/Pl = [2/(" + 1 )]"/(" -1) folgt 

Ck = 1 /2g -"-. PI (11 = 3.38}"l\V; = 3.38 yR. TI • V ,,+ 1 

Dieser Wert entspricht der Schallgeschwindigkeit, d. h. der Geschwindigkeit. 
mit der sich der Schall (oder allgemein Druckiinderungen) in Gas vom Miin
dungszustand fortp£lanzt. 

Durch den kleinsten Querschnitt 1m stromt sekundlich 

G = 1m .11 2g _,,_ (Pk)-;. PI = 'm' 11 g" (_2_):~:. PI . 
V " + 1 \PI (11 V" + 1 (11 

SolI die ganze verfiigbare adiabatische Arbeit in Geschwindigkeit umgesetzt 
werden, so ist dem engsten Querschnitt eine sich kegelig erweitemde Diise 
anzuschlieBen, in der das Gas bis auf den Enddruck P a expandieren kann. 
(Siehe auch S.31O sowie .. Regeln fiir Leistungsversuche an Ventilatoren und 
Kompressoren". VDI-Verlag, Berlin.) 

b) Die Mechanik der Dimpfe. 
I. Allgemelnes. Wird einer Fliissigkeit. die unter dem Druck PI steht, Wiirme 

zugefiihrt, so steigt ihre Temperatur bis zu einer bestimmten Hahe, bei der sie 
stehenbleibt, wiihrend die Fliissigkeit sich allmiiltlich in Dampf verwandelt. 
Diese Temperatur heiBt Verdampfungstemperatur oder Siedepunkt und ist 
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vom Druck abhangig. Fahrt man mit der Wiirmezufiihrung bei unverandertem 
Druck fort, so steigt die Temperatur erst, nachdem die Fliissigkeit vollstandig 
verdampft ist. 

Solange noch Fliissigkeit vorhanden ist, heiSt der Dampf naB. 1st Fliissig
keit nicht mehr vorhanden, aber die Verdampfungstemperatur, die zu dem vor
handenen Druck gehort, noch nicht iiberschritten, so ist der Dampf trocken 
gesattigt, ist sie iiberschritten, so ist der Dampf iiberhitzt. 

Steht die Fliissigkeit unter dem Druck einer Atmosphiire, so heiJ3t die Ver
dampfungstemperatur normaler Siedepunkt. 

Erhoht man den Druck, so steigt auch die Verdampfungstemperatur. 
Der Druck, bei dem die Verdampfung, d. h. die Volumenzunahme ohne 

Temperatursteigerung bei konstantem Druck, gerade aufhort, heiLlt der kritische 
Druck Pk' zu dem das kritische Volumen Vk und die kritische Temperatur tk 

gehoren. Fiir Wasserdampf ist Pk= 225,1 ata,tk = 3740 und Vk= 0,OO306m3/kg, 
Fig. 17. Das Sattdampfvolumen ist gleich dem Wasservolumen; das Wasser geht 
unmittelbar in den Dampfzustand iiber. IS. auch Benson-Kessel, Bd. II, S.47.) 

Z. Oesiittigter Dampf. a) Die Hauptgleichungen. 
Es bezeichnen: 

v' bzw. v" den Rauminhalt in ml von 1 kg siedender Fliissigkeit bzw. 
trockengesattigtem Dampf, 

y die Verdampfungswiirme, d. h. diejenige Wiirmemenge, die zur Ver
dampfung von t kg Fliissigkeit bei konstantem Druck ohne Temperatur
anderung aufgewendet werden mull, 

u' die innere Energie der Fliissigkeit im Grenzzustande, d. h. von der 
Verdampfungstemperatur; sie ist die Warmemenge, die notwendig ist, 
1 kg der Fliissigkeit" auf to G zu erwarmen, 

'IjJ = A P{v" - v') die auLlere Verdampfungswarme, d. h. der Wiirme
wert der Arbeit, die beim Verdampfen von 1 kg infolge der Volumen
zunahme gegen den Druck P geleistet wird, 

I! = r - V' die innere Verdampfungswiirme, 
i' bzw. i" der Warmeinhalt (Enthalpie), s' bzw. s" die Entropie der 

siedenden Fliissigkeit bzw. des trocken gesattigten Dampfes, 
i'=u'+APv'; i"="+,., 

u" = u' + I! die innere Energie des Dampfes; s" = s' + riT. 

Fiir die Berechnung der ZustandsgroLlen dell Wasserdampfes wurde eine Zu
standsgleichung aufgestellt von folgender Form: 

0=--- -p + R·T A 2[' B ___ c--,,..,....,.] 
P (TJIOoo)2,82 (TJIOOQ)14 (TJIOOQ)31,6 • 

R = 47,06 kgm/kg Grad; A = 0,9172 m3/kg. 
B = 1,3088 ·10-& (m3/kg) • {mB/kg)B; C = 4,379.107 (m8/kg) . (mB/kg)2. 

Nach dieser Gleichung sind die Dampftafeln auf S.640 bis 644 berechnet1). 

b) Nasser Dampf. 1st der "spezifische Dampfgehalt" x, d. h. sind in 1 kg 
Gemisch x kg trockener Dampf enthalten, wobei also 0 < x < 1, so ist 

v = xo" + (1 - x) v' = x(o" - v') + v'. 

Da 0' bei Wasser meist gegeniiber v" sehr klein ist, kann man meist mit 
geniigender Genauigkeit setzen 0 = :J;v", 

u=u'+xe, 

') Siehe: VOl ·Wasserdampftafe1n. Mit einem Mollier Ci, s)-Diagramm. Herausgegeben 
vom Verein Deutscher lngenieure und in dessen Auf trag bearbeitet von Dr.-Ing. We. Koch VOl. 
Milnchen und Berlin: R. Oldenhourg 1937. Berlin: Springer 1937. 

20· 
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Die Beziehungen zwischen der VolumenvergreBerung bei konstantem Druck 
und der Verdampfungswiirme werden durch die Clapeyronsche Gleichung 
dargestellt. 

1 kg Fliisslgkeit von der Verdampfungstemperatur T und dem Volumen v' 
befinde sich unter dem Druck P, Fig. 9. Ihm wird die Verdampfungswiirme l' 

v' 'lvR.v'----! 
~I '\ 

Fig. 9. 

bei gleichbleibendem Druck zugefiihrt, so daB die 
Fliissigkeit vollstiindig verdampft und das Volumen v" 
einnimmt. Nun expandiere der Dampf adiabatiseh um 
den Betrag dP, wobei sieh die Temperatur um dT 
senkt. Darauf wird der Dampf isothermisch ver
diehtet, d. h. verfliissigt, und zwar so weit, daB eine 
anschlieBende adiabatische Verdichtung den urspriing
lichen Zustand wieder herstellt, also diesen Carnot
schen KreisprozeB schlieBt. Die geleistete Arbeit er
gibt sieh aus dem Diagramm zu (v" - v')dP mkg 

oder A (v" - v') dP Wiirmeeinheiten. Nach dem zweiten Hauptsatz ist der 
Wirkungsgrad des Prozesse! 

T - (T - tl1) 
'1= T 

tiT 
=y' 

Die geleistete Arbeit ist demnach auch r· '1 = 1'tJ TIT. 
F olglieh ist 

A (v" - v) tiP = 1" tJT/T 

oder A(v" - v') dP/dT = r/T (Clapeyronsche Gleichung). 

Dabei ist zu beach ten, daB dP/dT die Richtungskonstante der Tangente an 
die Dampfspannungskurve P = '(T) darstellt, also bekannt ist. 

c) Zustandsiinderungen des nassen Dampfes. <X) Die Isotherme. 
Die Zustandsiinderung wird im pv-Diagra= durch eine zur v-Achse paral1ele 
Gerade dargestellt, da der Druck konstant bleibt. Bei der Ausdehnung des 
Volumens von VI auf VI iindert sieh der Dampfgehalt von Xl auf x. und es ist 

va - "1 = (X2 - X,) (v" - v') (Xl (Xa - xt) v", 
Lo = P("2 - "1) = P(Xa - :1:1) (v" - v') mkg/kg. 

Die zuzufiihrende Wiirmemenge ist 

q = A P(v" - v') (:1:2 - Xl) + e(za - :1:1) = 1'(x2 - Xl) kcal/kg; 

sie wird nur zum Tell in Arbeit umgesetzt, zum greBten Tell erhOht sie die innere 
Energie des Dampfes. 

{J) Die Adiabate. Wiirme wira weder zu- noch abgefiihrt. s konstant; also 

, Xl 1'1 , X9 1'S 
$1 = $2 = $1 + -- = $2 + -- . 

Tl Ta 
Bei adiabatischer Ausdehnung nimmt der Dampfgehalt bei sehr nassem 

Dampf zu, hei sehr trockenem Dampf abo 
Bei adiabatischer Verdichtung wird sehr nasser Dampf noch nasser, sehr 

trockener Dampf Doth trockener. 
Die absolute Dampfarbeit (Fig. 10) (Fliiche unter der Kurve) ist, da die 

Arbeit auf Kosten der inneren Energie geleistet wird, 

A Lo = Ul - ua = ii + Xl!?l - i~ - xsl!. keal/kg; 
die Maschinenarbeit (Fig. 11) (Fliiche neben der Kurve) ist: 

A Lo = il - i. = ii + :1:11'1 - i~ - x.1'. keal/kg. 
Bis zu 25 kg/ems kann die Expansionslinie von trockenem Wasserdampf als 

Poly trope mit dem Exponenten 1,135 behandelt werden. 
r) Drosselung. Zustandsiinderung bei gleiehbleibendem 

Wirmeinhalt. 
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Wird Dampf vom Zustand 1 auf den Zustand 2 gedrosselt, so ist 

i l + wU2g. A = ia + wU2g. A oder i1 - i2 = A/2g. (w~ - wi>. 
Hierbei sind WI und W2 die Geschwindigkeiten des Dampfes vor und nach der 
Drosselung. 

Sind, wie bei Kolbenmaschinen, die Dampfgeschwindigkeiten verhiiltnis· 
maSig klein, kann also die rechte Seite der Gleichung gleich 0 gesetzt werden, 
so ist i1 = i2• 

Bei Drosse1ung bleibt der WarmeinhaIt des Dampfes konstant. dE'I spezi· 
fische Dampfgehalt wird groSer. Wird trocken gesattigter Dampf gedrosselt. 
so wird er iiberhitzt. 

p 

'" I 

Fig. 10. Fig.H. 

3. Oberhltzter Dampf. a) Allgemeine Gleichungen. Wird trocken ge· 
sattigtem Dampf Wiirme zugefiigt, so vergroSert sich bei konstantem Drucli. 
sein Volumen und die Temperatur steigt: der Dampf ist iibE'rhitzt. In diesem 
Zustande nahett sich sein Verhaiten dem der Gase. doch bestehen erhebliche Ab· 
weichungen, die mit wachspnder tJberhitzung kleiner werden. 

Die GesamtwiiIme (EnthaIpie), die zur Erzeugung iiperhitzten Dampfes 
von t1 ° C dient, ist je kg " 

i = i" + fc p dt, 
t 

wenn i" der WiirmeinhaIt 1 kg Dampfes von gleicher Spannung und der Satti· 
gungstemperatur t ist, und cp die veriinderliche spezifische Wiirme des iiber· 
hitzten Dampfes. Die innere Energie des iiberhitzten Dampfes ist 

u = u' + e + &.(t1 - t) = u" + c. (t1 - t) . 

Da cp sich mit der Uberhitzungstemperatur veriindert, so ist die Uber· 
hitzungswiirme CPm (tl -t); CPm ist die mittlere spez. WiiIme. 

Um Zustandsiinderungen des iiberhitzten Dampfes zu verfoigen, benutzt 
man zweckmiiBig das s-i-Diagramm von Mollier (s. S. 318). 

Bei Beoutzung des s- £-Diagrammes ist die LOsung ohoe jede Rechnung Zu. findeo. 

Bei Driicken bis zu 25 at kann man bei adiabatischen Zustandsiinderungen 
wie mit einem Gas rechnen, wobei " - 1.3 zu setzen ist. 

c) AusfluS von Diimpfen. Stromt durch eine vollkommen glatte Diise 
Dampf vom Anfangszustand Pl' VI mit der Anfangsgeschwindigkeit c, so ver-·· 
liiSt er, wenn PI < PI' mit einer Geschwindigkeit CJ > c1 die Diise. Da der 
Vorgang adiabatisch ist, so gilt 

i l + A • cU2 g = is + A • C:/2 g • 

Da oft c1 - 0 gesetzt werden kann, ist 

'1 - ~2 ,1--- ,~- ,. P2 ---.. V . . Vl-----[ ()"-1] 
C2= 2g~=f2gLo=91,5fil-il= 2g,,_1P1V11- PI" . 

Die GroSe i1 - i2 kann dem i-s·Diagramm entnommen werden. 
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Durch Ableitungen gleieher Art. wie auf S. 306 nach Einfiihrung der adia· 
batischen Arbeit angegeben. wird gefunden: 

Ck = '/2«-"-' P:~. V ,,+ 1 
Es wird fiir Sattdampf mit Xl = 1. ,,= 1.135: 

Pk = 0,5744 1'1; G/I ... = 199 fPl/ rJl; Ck = 323 YPI 111 , 

Fiir HeiBdampf mit " = 1.30 

Pk = 0,546 P1 ; G/I ... = 211 fPl/ Vl; Ck = 33H' 1'1111 (1' in kg/cm2). 

Es ist fiir Sattdampf: II = x. (v"- v'); 
... _ 47.1(273+') 

fiir He1Bdampf (angenahert) v1 = 1 - 0.016. Genaue Werte s. S. 307. 
10000· PI 

Die Berechnung der Geschwindigkeit im engsten Querschnitt ergibt bei ge
brauchlichen Verhaltnissen nahezu die konstanten GroBen el: = 450 m/sek fiir 
Sattdampf, = 560 m/sek fiir HeiBdampf. Bei Durchstromung parallelwandiger 
Leitvorrichtungen mit einer zur Aehse senkrechten Miindung werden diese Werte 
bei noch so weitgehender Druckemiedrigung in der Vorlage nieht iibersehritten, 
da aueh dann der Miindungsdruek nieht unter Pk sinkt. Ober die Verhaltnisse 
bei schrag abgeschnittenen Diisen s. Bd. II, Abschnitt: Dampfturbinen. 

Wird an den engsten Querschnitt 1m eine konisch erweiterte Diise angeschlO5-
sen, so laBt sich bei entsprechender Erweiterung eine Ausdehnung des Dampfes 
bis auf jeden Druck in der Vorlage erzielen. Die der AusfluBmiindung der (Laval-) 
Diise entstromende Dampfmenge erlangt bei iibliehen Dampfeigenschaften eine 
Geschwindigkeit von HOO bis 1200 m/sek. Kegelwinkei tX der Diise etwa tOo. 
Bei Diisen mit kleinerem Winkel wird die Dampfreibung zu groB, bei Diisen 
mit gro.Berem Winkelliegt die Gefahr vor, daB sich der Strahl von der Wandung 
lO5lO5t. 

Der AusfluBquersehnitt wird aus der Gleichung 1= GI1/ e berechnet., Aus I .. , 
I und tX folgt die DiisenJange. 

Entspricht der Druck in der Vorlage nicht dem der Diisenbemessung zu· 
grunde gelegten Druck, so ergeben sich Verluste durch VerdichtungsstoBe, 
Schlierenbildung, Schallschwingungen und Strahlablenkung. (Hieriiber siehe 
Stodola, Dampfturbinen. Berlin: Springer.) 

Bei k1einen Druckunterschieden kann in gleicher Weise, wie auf S.305 fiir 
Gase angegeben, vorgegangen werden. 

c) Mischung von Gasen und Dimplen. 
Die Zusammensetzung eines Stoffgemisches kann gegeben sein: 
a) durch die Einzelgewichte GI , GI , Ga usw., so daB 

G1 + G1 + Gs = IG, = G, 
b) durch die EinzelvolUlllina VI' VI' Va usw., so daB 

V1 + V.+ Va=IV,= V, 
c) durch die Gewichtsan teile (Gewichtsprozente) «, oder 
d) die Rauman teile (Volumenprozente) r;. 
Dabei ist 

g, = G,IG; r, = V,/V; i'}l18chuug = G/V = I r, i'l , 
Gaskonstante RM18Chuug = ~ gi R,; C.lW,chung = Ig, co,; 

Cp MI8chuug = I g, Cpl' 

Statt der spezifischen Gewiehte i' kann man bei Gasen auch die Molekular· 
gewichte M setzen. Das scheinbare Molekulargewicht ist dann 

M=Ir,M;. 
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Beispiel: Luft besteht aus 79 Volumenprozenten Stickstoff (N,) und 21 vR Sauer

stoff (0,). Also TN = 0,79 und TO = 0,21. Nach Zahler.talel S. 636 ist bei 0° und 760 mm 
QS YN = 1,251 kg/m' uud YO = 1,429 kg/m'. 

Dann ist: 0,79 • 1,251 
gN = o,79~i51-+o,ii·~ 1-,429 = 0,767 = 76,7 vH, 

go = ~_~~29 -~~ = 0,233 ~ 23,3 vR, 
0,79.1,251 + 0,21 .1,429 

{Lull = 0,79. 1,251 + 0,21 .1,429 = 1,29 kg/m' bei 0° und 760 mm QS, 

MLul1 = 0,79 • 28 + 0,21 • 32 = 28.8. 

RLuft = 30,26' 0,767 + 26,5' 0,233 = 29,38. 

CpLult = 0,249' 0,767 + 0,218' 0,233 = 0,242 kcal/kg (so Zahlentafel auf S.636). 

Befinden sich in einem Raum mehrere Gasarten, die keine chemische Ein
wirkung aufeinander ausiiben, so gelten fUr nieht zu hohe Drticke nach Dalton 
folgende Gesetze: 

1. Jedes Gas verhiilt sich so, ais ob die anderen Gase nicht vorhanden waren; 
der Druck, den es ausiibt, sein Teildnlck oder Partialdruck, ist so zu berechnen, 
als ob das Gas aUein den ganzen Raum erfiillte. 

Der Gesamtdruck der Gasmisehung ist gleieh der Summe der Teildriicke der 
einzelnen Gase. 

Beispiel: In einem Behalter von 1 m' Inbalt belinden sich 0,5 kg Sauerstoff, 0,1 kg 
Wasserstoll und 0,3 kg Stickstofl. Der Gesamtclruck der Mischung, deren Temperatur = 50°, 
ist zu bestimmen. Es sind zunachs! die Teilclrucke der einzelnen Gase zu bestimmen. Da (nach 
der Zahlentafel auf S. 636) 1,312 kg Sauerstofl bei 150 C und einem Volumen von 1 m' den Druck 
von 1 at ausubt, so ist del' Dmck des Sauerstoffes im vorliegenden Fall 

Druck des Wasserstoffes: 

Dmck des Stickstoffes: 

= _ 0,5 • (273 -I- 50) = 0 428 at 
Po 1,312(273 + 15) , , 

0,1· 323 
PH=o,O~288 

0,3 • 323 
PN= 1~-;Z88 

= 1,331 at, 

= 0,298 at. 

Der Gesamtdruck P = Po +---C-pH--c-l--pc-N-=-2,077 at. 

2. Wenn Gase von verschiedenem Druck, ohne Anderung des Gesamt
volumens gemischt werden, ist 

t = _G1 c-':'!.l + G2 c/O, ts -t_:..:_'_ 
G1c", + G2 CV2 + ... 

und p . V = PI VI TIT 1 + P2 V 2 TIT 2 + ... 
Handelt es sich urn die Mischung zweiatomiger Gase, 

PI VI + P2 V2 + ... T = ~~-~~-~------.-

D~r Mischdruck folgt aus: 
PI V1IT1 + P2 V21T2 + ., .. 

P • V = PI VI + P2 V 2 + ... 

so wird 

I. Mischung von Luft und Wasserdampf. Nach dem Daltonschen Gesetz, 
s. oben, kann der Partialdruck des Wasserdampfes bei einer bestimmten Tem
peratur nicht groBer sein als derjenige des gesattigten Dampfes bei dieser Tem
peratur, der aus Tafel S.642 zu entnehmen ist. Luft, die mit Wasserdampf von 
dieser Maximalspannung gemischt ist, heiBt gesattigt. 1st die Spannung des 
Wasserdampfes geringer als die Maximalspannung, enthalt also die Luft je 
m3 weniger g Wasserdampf, als sie auBerstenfalls bei maximaler Dampf
spannung aufnehmen konnte, so heiBt sie ungesattigt. Ungesattigte Luft 
kann also noch Feuchtigkeit aufnehmen (der Wasserdampf befindet sich in dem 
Zustande der Oberhitzung). 

Die Gewiehtsmenge Wasserdampf in g, die 1 m3 Luft tatsachlich ent
hiilt, heiBt deren absoluter Felichtigkeitsgehalt. 
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Die Gewichtsmenge Wasserdampf in g, die t mB Luft bei der maximalen 
Dampfspannung aufnehmen konnte, heiSt maximaler Feuch tigkei ts
gehalt. 

Das Verhaltnis des absoluten zum maximalen Feuchtigkeitsgehalt heiBt 
relative Feuchtigkeit. Die relative Feuchtigkeit Wird auch definiert als 
das Verhiiltnis der vorhandenen Dampfspannung zu der maximalen. 1st also der 
absolute Feuchtigkeitsgehalt" und die wirkliche Teilspannung PD' wahrend 
,,' und P' die maximalen Werte darstellen, so ist die relative Feuchtigkeit 
fP = PDIP' = "Ir'. Sie wird gewohnlich in Prozenten ausgedriickt. 

Entzieht man durch irgendwelche Mittel, ohne die Temperatur und 
den Gesamtdruck P zu verandern, der Luft die Feuchtigkeit, so vermindert sich 

das Volumen von 1 m8 auf vI, = P - fP pi = 1 - PDIP mS. 
P 

Die Temperatur, auf welche die Luft abgekiihlt werden muB, damit der 
absolute Feuchtigkeitsgehalt zum maximalen werde, heiJ3t Taupunkt. Bei 
Unterschreitung des Taupunktes beginnt der Dampf an der kaltesten Stelle zu 
kondensieren. 

Die Gaskonstante feuchter Luft ist 

R = 29,27 __ _ 

1 - 0,377 fP p'IP 
Die in 1 kg Luft enthaltene Wasserdampfmenge ist 

PD fPP' x = 0,622 --- = 0,622 ---, kg/kg. 
P - PD P - rpp 

Entsprechend ist x p 
fP = p' (0,622 + x) • 

Die groBte Dampfmenge, die mit 1 kg Reinluft verbunden sein kann, ist 

" O,622P' 
x = p_p" 

1jJ = xix" heiBt Sattigungsgrad. 
Der Wiirmeinhalt feuchter Luft mit 1 kg Reinluft und x kg Wasserdampf ist 

i = 0,24 t + (595 + 0,46 t) • IV kcal/kg, 

worin cp = 0,24 + x • 0,46 ist. 
Volumen von (1 + X) kg feuchter Luft: 

V - 47,1 (0,662 + x) T/Po 
mit Po = Gesamtdruck. 

Einheitsgewichte von Luft s. S. 64S. 
2. Bestlmmung der Luftlcu,hllgkclt. a) Psychrometer nach Assmann. Von zwei 

gleichen Thermometern ist das eine mit einem feuchten Lappchen umwickeJt, das andere trocken. 
An ersterem wird die Lult durch einen kleinen federgetriebenen Ventilator mit 2 m/sek Ge
schwindigkeit vorbeigeblasen. Letzteres zeigl die Lufttemperatur I, ersteres die Temperatur It 
an. 1- I, heiSt die psychrometrische Temperaturdifferenz. Sind P' und P( die zu den Tem
peraturen I und I, gehOrigen maximalen Dampfspannungen in rom Quecksilbersiiule, so ist die 
wirkliche Teilspannung des Wasserdampfes in der Lult 

PD=P(-O,5(1-1,), CP=PD/P'. 
Beispiel: Das trockene Thermometer zelge 30° C, das feuchte 20° Can. Dann ist der 

wirkliche Partialdruck des Damp!es (bezQglich der Zahlenwerte s. Fig. 12): 

PD = 15,3 - 0,5 '10 = 10,3 TOrI; '" = 10,3/31,8 = 0,324 = 32,4 vH. 
b) Haarbygrometer zeigen die relative Feuchtigkeit an, sind aber nicht sebr zuverliissig 

und mussen ofter geeicht werden. Bei TempeTaturen unter Null sind Haarhygrometer sehr 
zweckmiiBig. Sie geben die relative Feucbtigkeit bezogen auf Spannung liber Eis an, auch 
wenn sie bei Temperaturen uber 0° geeicht sind. 

Bei Temperaturen unter 0° ist beim Arbeiten mit Psychrometem besondere Vorsicht ge
boten. Man kann, je nach dem Zweck, die relative Peuchtigkeit auf die Dampfspannung liber 
Wasser oder uber Eis beziehen. 
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3. 1m i-x- Diagramm von MoIIier, Fig. 12, ist .Anderung des Luftzustandes 

bei .Anderung von Temperatur und Feuchtigkeit leicht zu erkennen. Das Dia
gramm enthiilt die anniihernd waagerecht verlaufenden Linien konstanter Tem
peratur t, die schragen Linien konstanten Wiirmeinhaltes i und die senk
rechten Linien gleichen Wassergehaltes x. Flir einen bestimmten Luftdruck -
in Fig. 12 zu 760 rum QS gewiihlt - lassen sich die Kurven gleicher relativer 
Feuchtigkeit qJ eintragen; qJ = 1 stellt die Siittigungskurve dar. 

1lmHi'JJJttIIII6 ~ 
4# 

Fig. 12. 

Die Ordinaten der unter dem Diagramm eingezeichneten Schriigen geben fUr 
jeden Wert x den zugeh6rigen Dampfdruck in mm QS. 

Wird Luft mit einer bestimmten Feuchtigkeit qJl auf einen anderen Feuchtig
keitsgrad qJ2 gebracht, so kann dieser Ubergang von einer qJ-Linie auf eine andere 
in der verschiedensten Weise erreicht werden. Wird die die beiden Zustiinde 1 
und 2 verbindende Gerade bis zum Tafelrand verliingert, so geben die hier be
findlichen Richtungsstrahlen das Verhiiltnis di/dx an. 

Bei Wlirmeentzug mit x = konst. wird im Schnittpunkt der x-Ordinate mit der 
Slittigungskurve qJ = 1 der Taupunkt gefunden, dessen Unterschreitung Wasser
niederschlag zur Folge hat. Bei Abkiihlung unter den Taupunkt werden flir jede 
tiefere Temperatur x und i im Schnittpunkt der betreffenden Temperaturlinie 
mit der Siittigungskurve gefunden. 

Beispiel 1. FUr Loft von 30° sollen Wassergehalt 20. Dampfdruck 11.1. Warmeinhalt i 
filr 'P = 1 (Siittigung) und 'P = 0.7. sowie der Taupunkt flir 'P = 0.7 bestimmt werden. 

Die Temperaturlinie fIir 30° gibt im Schnittpunkt mit der Sattigungslinie z = 27.0 g/kg, 
im Schnittpunkt mit der 'P = 0,7 - Kurve 20 = 19,2 g/kg. 
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Senkrecht unter diesen Schnittpunkten: IJ.i = 32 mm QS ffir 'I' = 1, IJ.i = 23 mID QS 
fUr 'P = 0,7. 

Taupunkt 17,5· auf der Siittigungslinie senkrecht unter dem Schnittpunkt der Unie 'P =0,7 
mit der Temperaturlinie. 1m Schnitt dieser mit den '-Linien findet sich: t, =23,7 kcal, t. = 19 kcal. 

Beispiel 2. Luftmenge L,(I +<Ilt) mit '1'" I, soll durch Luftmenge La(1 +~) mit 'PI und 
Is auf hOhere Temperatur gebracht werden. 

1.,= 10000 kg, 1,=0·, 'P,=O,7; L I =20000kg, 1.=20·, 'P.=0,6. 
Aus dem Diagramm folgt: 

<Ilt=2,8 g/kg, .,=1,6 kcal, zl=9 g/kg, .. =10,3 kcal. 
Wird L,/1., = n gesetzt, so gilt fiir die Mischung: 

. ',+ni. z,+nz. ',+n"= (1 +n) 'im; 'm= 1 +n; entsprechend: Zm=~. 

Nach Einsetzung der Zahlenwerte: 1m = 7,7 kcal, Zm = 10.3 g/kg. 
Der Zustandspunkt m mit 1m und Zm liegt auf der Verbindungsgeraden der Zustande lund 2, 

und zwar niiher an der grll8eren Teilmenge; Punkt m ergibt die Miscbtemperatur 1m = 14· und 
'Pm =0,7. 

Liegt der Zustandspunkt m unterhalb der Siittigungskurve, so findet man die Temperatur 
auf einer durch m gelegten lsotherme, deren Richtung nur wenig von den Unien • = konst. 
abweicht. 

Beispiel 3. 100 ml Luft von 760 Torr, 30· und 75 vH Feuchtigkeit sollen auf 10· C ali
geld\hlt werden; die abzuleitende Wiirmemenge Q=G(',-i,) ist zu bestimmen. 

Nach S.642 und 312 ist VL = 100 (I - 0,75 • 31,8/760) = 96.8 ma. Nach S.636 ist 

r~I,29kg/m' fUr Luft von 760Torr und 0·, demnach das Gewicht G = 96,8 _ 1~~~~23~ 
-112.1 kg. 1m Schnittpunkt derTemperaturlinie fUr 30· und der <p=0.75-Linie findet sich 
" = 19,8 kcal, darunter z, = 20,S g/kg. Der Schnittpunkt der 10·-Temperaturlinie und der 
SiittigungsJinie ergibt i, = 7 kcal und ZI = 7,6 gfkg. Es fallen sonach 112,1 (20,S -7,6) =1446,1 g 
Kondensat von 10· aus. 

Q. = 112,1 (19,8 - 7,0) - 1,45' 10 = H20,S kcal. 

D. Die Entropie und die Wiirmediagramme. 
Der Wirkungsgrad eines Carnotschen Kreisprozesses zwischen den Tempe

raturen Tl und T I ist 
Ql - Q. Tl - T. 

1J = = , 
Ql Tl 

und hieraus folgt 
Ql/Tl = Q./T •• 

Fiir einen elementaren KreisprozeB, bei dem also die Wiirmemengen d Ql und d Q. 
zu- bzw. abgefiihrt werden, ist 

dQl/Tl = dQ./T •• 
Das Verh1iltnis zwischen der Wiirmemenge zu der Temperatur, bei der sie zu
oder abgefiihrt wird, ist konstant. Diese beiden AusdrUcke kann man als Diffe
rentiale einer GroBe betrachten. die bei der Wiirmezufiihrung um den Betrag 
ds = dQl/Tl vergroBert, bei der Wiirmeabfiihrung um den Betrag dQ.tT. ver
kleinert wird, im ganzen also konstant gt'blieben ist. Diese GroBe s = JdQ/T 
heiBt En tropie. s ist die Abszisse einer FHiche, deren Inhalt = Q und deren 
Ordinate = T ist. Da jeder umkehrbare KreisprozeB zwischen denselben hOchsten 
und tiefsten Temperaturen denselben Wirkungsgrad hat, so gilt fiir jeden um· 
kehrbaren ElementarkreisprozeB, daB die Entropie des arbeitenden Systems 
nach Vollendung des Prozesses die gleiche ist wie vorher. Da man sich 
jeden umkehrbaren endlichen KreisprozeB aus unendlich vielen Elementar
prozessen zusammengesetzt denken kann, so gilt auch fUr einen solchen 

JdQ/T = 0, 
d. h. bei allen umkehrbaren Kreisprozessen ist die Entropie des Systems konstant. 

Diese Tatsache gilt fUr alle Korper und alle Zustandsiinderungen, sofem sie 
umkehrbar sind. 

1st ein geschlossenes, also von auBen nicht beeinfluBbares System von Kor
pem vorhanden, und erfolgen an den Korpem des Systems umkehrbare Zustands· 
inderungen, so wird die Entropie des ganzen Systems dadurch nicht beeinfluBt, 
sie bleibt konstant; denn wenn ein Korper die Wiirmemenge d Q bei der Tem· 
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peratur T an einen anderen von derselben Temperatur abgibt, so verliert der 
erste Korper an Entropie genau soviel wie der zweite gewinnt. Treten hingegen 
nieht umkehrbare Vorgiinge (Reibung, Drosselung, Wlirmeiibergang bei end
lieher Temperaturdifferenz) auf, so wachst die Entropie. Die Entropie eines 
geschlossenen Systems kann nur konstant bleiben oder wachsen, niemals ab
nehmen. 

Wird ein Korper auf wnkehrbarem Wege aus dem Zustand A in den Zu
stand B gebracht, so iindert sich seine Entropie, sie moge etwa zunehmen; wird 
er nun auf irgendeinem umkehrbaren Wege wieder in den urspriingJichen Zu
stand A zuriiekgefiihrt, so nimmt aueh seine Entropie wieder die urspriingliehe 
GroBe SA an. 

Da die Art, in der der Korper in den Zustand A zuriickgefiihrt wird, auf die 
Entropieanderung ohne EinfluB ist, so kann die Entropie in B lediglich von den 
durch diesen Punkt gekennzeichneten ZustandsgroBen, also II, p, T. abhiingig 
sein. Die Entropieiinderung gegen Zustand A ist also durch die ZustandsgroBen 
bestimmt, ist also selbst eine ZustandsgroBe. 

Es wird immer nur dieVeriinderung der Entropie bestimmt. nlemals ihr 
absoluter Betrag. Man setzt gewohnlieh die Entropie einer Fliissigkeit bei 
0° C gleieh O. Es gilt fiir Fliissigkeiten: 

ds = dqlT = d(e • T)IT = (; II (In T), 
wenn c als konstant betrachtet werden kann. 

Die Entropiezuuahme bei Temperaturerhohung von To auf T ist 

s - So = c(lnT -InTo) = clnTITo' 
Fiir vollkommene Gase (mit konstantem c.) gilt, da 

dq = c.dT + APd", 
ds:= dqlT = c,dTIT + A PdvlT. 

Mit RT = Pv wird: 

S - So = Cv In TITo + AR In vIvo = Cp In TITo - AR Inplpo 
= cp In vivo + Cv Inplpo. 

Fiir zwei Zustande eines Gases von gleicher Temperatur ist 

s2 - 51 = A R In va/vI = AR InPJP •• 
Bei Dampfen gilt folgendes: Die Entropie von 1 kg nassen Dampfes vom 

D~mpfgehalt x ist urn den Betrag r· x/T groBer als diE' Entropie der gleichen Fliissig. 
keitsmenge von derselben Temperatur. Die Verdampfungswarme r nimmt mit 
steigender Temperatur ab und ist bei der kritischen Temperatur gleich 0 • 

1 kg trocken gesattigter Dampf. bei dem also x = 1 ist, hat die Entropie 

s" = S' + rlT, 
wobei s' die Entropie der FliisFigkeit bei gleicher Temperatur ist. Wird der 
Dampf bei konstantem Druck auf Tl iiberhitzt. so wichst die Entropie weiter 
um den Betrag P1 

J cp dTIT, so daB also wird 
T 

P1 1'1 

S = S' + rlT + JCpdTIT =s" + JCpdTIT, 
T T 

wobei zu beaehten ist, daB cp keineswegs konstant ist. 

Entropie-Temperatur- (s-T-) Diagramm. 
Man kann die E.ntropie eines Kurpers in threr Abbangigkeit von der Tem

peratur darste11en und gelangt so zum Entropie -Temperatur. Diagramm. 
In diesem lassen sieh aUe Zustandsanderungen genau so gut darste11en wie 
im P -,,-Diagramm. 
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Erfahrt z. B. ein Korper eine Zustandsanderung nach der Kurve AB in 
Fig. 13. so ist T A die Anfangstemperatur. sAdie Anfangsentropie. T B die 
T Endtemperatur, SB die Entropie am 

TB B Ende der Zustandslinderung. Die 

I 
II 

I laS 

Strecke s B-S A stellt also die Entropie
andewng wlihrend des Vorganges dar. 
Zeichnet man zwei nur um d S vonein
ander abstehende Ordinaten ein, so ist 
def zwischen ihnen liegende Flachen
streiten dF = T· ds. und da ds 
=dQ/T, so ist dF=dQ. Dip. unter 

L-__ ~ __ --.J"-_. ___ -:--__ S del Kurve liegende Flache gibt also 
SA So die d~m Korper zugettihrtp Warme-

Fig. 13. menge wieder. wenn die Zustands-
anderung in der Richtung A B. die abgefiihrte Warmemenge. wenn sie in der 
Richtung BA durchlaufen wird. 

Die Subtangente der Zustandskurve stellt die spez. Wlirme an der be
treffenden Stelle dar. 

Dieser friiher vielfacb angenommene gerade Anstieg von Cv trifft in Wirldiehkeit nieht zu, 
vielmebr nahert sieb Cv asymptotiseh einem oberen Grenzwert. 

Mit cv=cvo+bT wtirde folgen: ds=cv,·dT/T+b·dT+AR·dvjv. 
s- s,=c",·lnT/T.+b(T- To) +AR·lnv/v •. 

lm folgenden sind die Entropiewerte unter Annahme konstanter spezifischer 
Warme bestimmt. 

a) Gase. 
I. Isothermische Zustandsiinderung. Da die Temperatur konstant bleibt. 

wird diese Zustandsanderung durch mnt zur Entropil'achse parallele Gerade dar
gestellt. Die unter der Geraden liegende Fliiche ist die zugefiihrte bzw. ab
geflihrte Arbeit 

s -so = AR Inv/vo = -AR Inp/po' 

Die Entropie eines Gases bei gleicher Temperatur. aber verschiedenen 
Drlicken. ist also um so kleiner. je hi'iher der Druck ist. 

T 

2. Adiabatische Zustandsiinderung. Da 
hei elDer solchen die zugefiihrte Wiirme gleich 
Null ist. also dQ = O. ist auch 

ds = d Q/T = 0 oder s = konst •• 

d. h. die Entropie bleibt konstant (diese Zu
standsanderung wird daher auch isentropisch 
genannt). Sie wird dargestellt durch eine zur 
Temperaturachse parallele Gerade. 

Die Darstellung dieser heiden Zustands
iinderungen ist vollig unabhangig von der 
N atur des arbeitenden Stoffes. gilt also fiir 

L __ c,.:,~~";:'::':o.l...--'L.--:-$ Dampfe ebenso wie flir Gase. 
3. Z ustandsiinderung bel konstantem Druck. Fig.H. 

Da Po=P wird lnpo/p =0. Die Gleichung 
S - 50 = c.1n PlPo + cp ·In vIvo (s. s. 315) geht mit Po = P liber in 5 - 50 = cp In vIvo, 
Mit T/To= vivo folgt: 

5 - 50 = cp In TITo = 2,303 cp 10gTITo· 
Aile Kurven konstanten Druckes sind im T -s-Diagramm kongruent und 
gegeneinander parallel zur 5-Achse verschoben; sie unterscheiden sich nur 
durch ein verschiedenes so, Fig. 14. 
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4. ZUltandsinderunl bel konliantem Volumen. Da "0 = '" wird 
lno/Do = 0, also 

S - So - c • • In PlPo' 
Mit P/Po = T/To folgt: 

S -so=c.· InT/To -2,303c.IogT/To' 
Diese Kurve verlauft steiler als die. welche die Zu
standsiinderung bei konstantem Druck darstellt (Fig.1S). 

Alle Kurven konstanten Volumens sind im T-s
Diagramm kongruent und gegeneinander parallel zur 
s-Achse verschoben; sie unterscheiden sich nur durch Fig. tS. 
verschiedenes s •. 

S. Polytroplsche Zustandsinderung. Fiir die Zustandslinderung P v" = konst. 
wird m-u T m-;e T 

s - So = c • • --- In --- = 2.303 c. --- log -- • 
m-1 To m-1 To 

6. Krelsprozesse. Fiir diese erhlilt man auch im Entropiediagramm einen 
geschlossenen Linienzug. Da die unter der oberen Kurve Ilegende Flache die 
gesamte zugefiihrte Warme ql' die unter der unteren Kurve liegen<le Flache 
die gesamte abgefiihrte Warme q2 darstellt. so miBt die von der Kurve ein
geschlossene Flache den Betrag ql - q. = A Lo. also die je kg gl'leistete Arbeit 
(Wlirmediagramm). Das Verhaltnis der eingeschlossenen Flache (ql - q.) zu der 
unter der oberen Kurve lie- .l!. t 
genden Flache (ql) ergibt {'; BOO(; In./" i/ D 

a 
den thermischen Wirkungs- t 70' A'pjID 

7 
!II 

/[. [,#7 d~~ 1:re\ci10" grad. 1.6 60' f----
.~~ ~f 

/::,1 ~1 ~/ 
.li(6:j ~~ 

~, .. 
:/ 

Beispiel: Der Carnotsche 
Kreisprozell setzt sicb aus 2 Iso. ~5 
thermen und 2 Adiabaten, also 1,~ 
zwei horizontalen und zwei verti
kalen Linien im Entropiedia- 7,3 
gramm zusammen, wird also ~z 
dutcb eiD Rechteck nach Fig. 15 1. ~~-; 

11,/ 
V' 

dargeste1lt. 

Besonders vorteilhaft ist 1,0 

die Benutzung von En
tropletateln z. B. fiir Luft. 

O,IJI 0,02 o,~ 

Fig. 16. 

QM 

30' 

10~ 

0'" 

in welche die Werte der Entropie bei Zustandslillderungen bei konstantem Volu· 
men und konstantem Druck eingetragen sind und die Veranderlichkeit der spezi
fischen Wlirme mit der Temperatur beriicksichtigt ist. 

Flir kleine Drucklinderungen (bei Gebllisen) ist der MaBstab solcher TafeIn zu 
klein. Hier ist Fig. 16 zu benutzen 1). Anstatt slimtliche Kurven gIeichen Druckes 
flir alle Drucke einzutragen. ist nur die durch s = 0 geh~nde. die Grundkurve. 
eingezeichnet. Die Kurven flir hOhere Drucke gewinnt man durch Verschiebung 
der Grundkurve parallel zur s ·Ar-bse nach links um den Betrag A R In P / Po' Diesen 
Betrag AR hlp/po kann man als Abszisse der "Verschiebungskurve" abgreifen. 

Beispiel: Luft von 20 0 e soli auf den 1.745fachen Druck gebracht werdeD. Eo ist die Tern
peratur bei adiabatischer KompressioD zu bestimmen. 

Man sucht Punkt A der Verschlebungskurve in der H~he P/Po= t.745 auf, nimmt die Strecke " 
(gleich A R In PIPo) in den Zirkel. triigl sie von irgendeinern Punkte B der C".rundkurve Dach links 
ab bls C. zieht durch C eine Parallele zur Grundkurve, zeichnet durch den Punkt 20 ° 
der Grundkurve eine SODkrecbte, die die Kurve durcb C in D schneidet und liest die 
Temperatur 70.8 ° Cab. (BenOtzt man for die Ordiuaten logarithmische Eiuteilung, dann 
werden beide Kurven gerade Linien.) 

1st die EDdtemperatur z. B. mit 32,65" C gegeben, so geht man auf der Senkrechten 
durch den Punkt der Anfangstemperatur (hier 20° C) der Grundkurve nacb oben bis zur 
Hohe 32.65", millt den horizontalen Abstand dieses Punktes bis zur GruDdkurve - c-, 
zieht 1m AbstaDde C VOD der linkeD OrdiDateDacbse eiDe Vertikale. die die Verscbiebungslinie 
in der Hobe fJ/P,=t,154 schneidet. Betrug der ADfangsdruck 0,98 at, so ist der gesuchte 
Enddruck 1.154.0,98 = 1,\3 at. 

') Nach Prof. Dr. Baer: Z. VDI 1916. 
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b) Dimpfe. 
Die Isotherme und die Adiabate werden auch hier im Entropie.Tem

peraturdiagramm als horizontale bzw. vertikale Gerade dargestellt. 
Bei Sattda m pi ist die K urve gleichen Druckes gleiehzeitig eine lsotherme. 
wird also durch eine horizon tale Gerade dargestellt. bei iiberhitztem Dampf 
dagegen ist es eine logarithmisr.he Kurve. 

Fig. 17 zeigt das Entropie-Temperaturdiagramm fiir Wasserdampf. Bei a. ist Wasser von O· 
vorhanden, ~e Entropie ist gleich Null. Mit wachsender Temperatur wachst die Entropie, bis 
z. B. m a, dIe Temperatur 179· C und der Druck von 10 at erreicht ist. Dann soli die Verdamp
fung, d. h. eine isothermische Ausdehnung, beginnen. Mit steigendem Dampfgehalt wachst die 
Entropie, z. B. ist man bei 30 vH Dampfgehalt nach fund bei 80 vH Damp!gehalt bis g gelangt. 
Bei 100 vH gelangt man nach a,. Die Entropie des trocken gesattigten Damp!e. Oa' setzt sich 
also zusammen aus s', der Entropie der Flussigkeit, und sIt - s' = TIT. 

fIIXl, 

/L\ 
bei konst 

Fiihrt man dem trockengesattigten Dampl 
antem Druck weitere Warme zu, so 
Temperatur rasch, die Entropie lang
Erreichen der Temperatur 350· ge
zum Punkt aa> Die Flache unter aOa} 
Warmeinhalt " der F1iissigkeit, die 
die Verdampfungswarme r, die unter 
berhitzungswarme dar. Fiir andere 
10 at findet man andere Werte det 

die au! der Kurve a, b bzw. deren 

'C steigt die a. tz sam. Bei 
langtman 

.fa stellt den 
unter a,a. 
a,a, die 0 
Driicke al. 

11M / 10 aA Entropie, 

!=.= ~~ 
§4 

1(1(, 
1.0 

¥iitii= ~ 
f= 

0 n 

" r 

I 
$'CS'~ 

S 

a' 

Fortsetzun g liegen. Die Kurve a,a, heiBt 
er Hnke Grenzkurve, az,b obere untere ad 

oder rechte 
c gehen bei I\. ineinander 

Grenzkurve. Die beiden Kurven 
der kritischen Temperatur (374· C) 
iiber. Man kann noch die Punkte 
inander verbinden, die zu gleichem mite 

b Da 
'- mit 

mp!gehalt gehbren, z. B. die Kurve 1m 
x=0,3 und gn mit x=0,8. Man 

nut, daB bei adiabatischer Ausdeh
g sehr nassen Damp!es der Damp!
It groBer wird. Expandiert Dampf 
10 at und x = 0,3 adiabatisch auf 
at, so wird dieser Vorgang durch 
Senkrechte I h dargestellt. h Jiegt 

iil 
,h.dt 
r 

'i dT CpT 
ii 

erke 
nun 
geha 
von 
0,04 
die 
aber rechts von m, d. h. der Dampf ist 

kener geworden, der Dampfgehalt 
estiegen. LABt man dagegen Damp! 
80 vH Damp!gehalt (Punkt g) adia

troc 
ist g 
von 

batisch auf 0,1 expandieren, so 
\iegt der FuBpunkt k des Lotes Z73 o 45 to 1.5 2,0 2,5 links von n, der Damp! ist also 

fntropieS 

Fig. 17. 

nasser geworden. Die Scheidung 
liegt etwa bei x = 0,5. Wird 
Damp! von 10 at bei konstantem 

Druck iiberhitzt. so wacbst s nacb det Kurve a.a •. LaBt man iiberhitzten Damp! z. B. sich von 
10 at und 350· C adiabatisch ausdehnen, so schneidet das Lot durch a, in c die obere Grenzkurve 
bei 99.1· C, d. h. der Damp! hat seine Oberhitzung verloren und ist trocken gesattigt. 1m weiteren 
Verlauf der Ausdebnung kommt das Lot in das Gebiet zwischen den Grenzkurven, d. h. der 
Damp! wird naB. 

Das MoIliersche i - s - Diagramm. 
Man kann, da aueh der Warmeinhalt i eine ZustandsgroBe ist, diese als 

Ordinate wahlen. Das i - s· Diagramm hat den Vorteil, daB sieh die Warme
mengen nieht aus der Planimetrierung von Flachen ergeben. sondern als Strecken 
abgegriffen werden konnen. 

In dieses Diagramm sind eingetragen: die Kurven gleichen Druekes, die im 
Sattigungsgebiet zugleich Kurven gleicher Temperatur sind, ferner die Kurven 
gleicher Temperatur, gleichen Volumens und gleiehen Feuehtigkeitsgehaltes. 
Beispiele s. Bd. II, S. 107, 292, 322. 

Es werden dargestellt: 
Adiabatische Zustandsanderungen als Parallele zur i-Aehse. und zwar ist 

die Anderung von i gleieb der geleisteten Arbeit der Maschine, in Kalorien gemessen. 
Drossel u ngen als Par allele zur Entropieaehse, da i konstant bleibt. Bei 

Zustandsanderungen unter konstantem Druck ist die Veranderung von i 
die zu- bzw. abzufiihrende Wiirmemenge. 



Die Brennstoffe und ihre technische 
Verwendung 1). 

Bearbeitet von Dr.-Ing. W. Gumz VDI, Essen. 

I. Eigenschaften der Brennstoffe. 
1. Feste Brennstoffe. 

Natiirliche feste Brennstoffe sind Holz, Torf, Braunkohle und Steinkohle. 
In Zahlentafel 1 sind die Brennstoffe nach ihrem geologischen Alter, zugleich 
nach abnehmendem Gehalt an fliichtigen Bestandteilen geordnet und gekenn
zeichnet. 

Zahlentafel1. Einteilung der Kohlen nach Schondorff 2). 

FlOcb- Beschaffenbeit 
tige Art und genetlscbe Folge 

Bestand- der fossUen Brenn_toffe des KOks-1 der f1i1cbtigen 
teile rQckstandes Bestandteile 

-,-- - Tort - --I I 
beller Fasertorf felnJdlrnig _vH dunkler Torf matt, langflammig 

1-------- Specktorf zerfaUend 

-60 

II 

jungere, 
felnkBmig -- Braunkoblen lignitiscbe matt, langflammlg 

iiltere, dicbte 
zerfaUend 

- 50 

II 

Trockene oder Sand- oder I lange, abet matte - unterbituminBse Sinterkoblen gesintert Flamme Steinkoblen 
-40 I backend lange, stark Gasflammkoblen mit Blli.bung leucb tende Flamme --

I' 

Fette oder ---_._--------
-30 bituminose Gaskoblen backend 

verbalten, 

Steinkoblen langflammig 

II ---- Koks- oder kompakt kune, stark 

II 

Fettkoblen backend lencbtende Flamme 
-20 

- Magere, 
EBkoblen 

gefriUet !rurze, wenig 

balb-bituminBse 
Magerkoblen leucbtende Flamme 

-to und antbrazitiscbe -
Steinkoblen 

Antbrazite - saudlg kurze, blaue Flamme 

ZQnd-
elgen-

scbafte n 

---

sebr 
leicbt 

zftnden d 

gnt 
zlinden d 

scbw 
zOnden 

er 
d 

Neben der "brennbaren Substanz" enthalten die Brennstoffe in wechselnden 
Mengen die Ballaststoffe Asche und Wasser. 

AuBer als Wiirmeerzeuger haben die Brennstoffe eine groBe Bedeutung als 
Roh- und Hilfsstoffe; man ist daher bestrebt, die hierfiir geeigneten Sorten weit
gehend auszunutzen und ihre Wertstoffe zu gewinnen. So kommen Braun- und 
Steinkohlen als Ausgangsprodukte fiir Treibstoffe, Teer und Teerfarbstoffe, Gas 

') Ausfiibrlicbe DarstelJung: Gumz: Kurzes Handbucb der Breonstoff- und Feuerungs
tecbnik. Berlin: Springer 1942 . 

• ) Nacb D.Aufbauser: Brenn_toff und Verbrennung. Berlin: Springer 1928. 
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u. a. m. in Frage. Holz kommt als Brennstoff nur noch beschrankt zur Ver
wendung (Holzabfiille). 

Kiinstliehe feste Brennstoffe werden dureh Trocknung, Brikettierung, Ver
mahlung und dureh Entgasen (Erhitzen unter LuftabschluB) hergestellt. Viel
fach fallen sie als Nebenprodukte an (Gaserzeugung, Sehwelung) und beeinflussen 
die Wirtsehaftliehkeit dieser Verfahren in starkem MaBe. 

Einen Oberblick iiberdie Zusammensetzung fester Brennstoffe gibt Zahlen
tafe12. Die dort angegebenen Elementaranalysen beziehen sieh auf Reinkohle, 
also auf den Brennstoff naeh Abzug des Wasser- und Aschengehaltes. Die Werte 
stellen gute Mittelwerte dar, konnen aber betriichtlich sehwanken. Die Sorten
bezeichnungen (Handelsbezeichnungen) und ihre Abmessungen gehen aus Zahlen· 
tafel 3 hervor. Die Abmessungen sind naeh der Kohlenart und der einzelnen 
Bergbaugebiete etwas verschieden. A1s Beispiel sind zuniiehst die Bezeiehnungen 
fiir Ruhr-Gas-, Gasflamm- und Fettkohlen und abweiehende Bezeichnungen 
und Sorten unter "Bemerkungen" und unten zusiitzlieh angegeben. 

Zahlentafel 3. Handelsbezeichnungen und Abmessungen (mm) 
von Steinkohlensorten. 

GroBe 1- Bemerkungen I Bezeichnung GroBe Bemerkungen 

Bergbaugebiet: Ruhr (a1s Beispiel) Grobkoks iiber 80 Hoehofen- Spe
ziaigieBerei- u. 
GieBereikoks 

FOrderkoblen ! iu Sorten mit 25, 
35, 50 vH Grob

BestmeUerte 
Koblen 

Stilckkoblen 
Gewaschene 

NuBkoblen 1 
2 

4 

5 i 

NuBgrus- I 
koblen 1] 

21 
Feinkoblen ! 

Ungewaschene ! 

Feinkoble ! 

Staubkohlen I 
V oIlbriketts 
Wilrfel 
Eierbriketts 

iiber 80 

50/80 
30/50 

18/30 

10/18 

6/10 

gehalt 
ilber 50 vH Grob

gehalt 

25-30/50 bel Ma
gerkoblen 

15/25. 20/30 bei 
Magerkoblen 

8/15. 8/20 bel Ma
gerkoblen 

5/8 bel Mager
koblen 

Brechkoks 1 60/80 
2 40/60 
3 20/40 

Knabbelkoks 
4 10/20 

(gesiebt) 60/90 
Kleinkoks 1 40/60 

2 20/40 
Perlkoks I 10/20 
Koksgrus I 0/10 

Weltere Handelsbezeicbnungen anderer 
Bergbaugebiete: 

Gaspechstilcke 150/200 
0/80 
0/30 

c>-6/10 

nur bel Gas- und Wilrfel 1 70-<)0/10C>-140 
Sachsen 
Oberscblesien, 

4C>-50/75-SO 
Sachsen 

Oberscblesien 
0-6 

0/0,5 

Gasf\ammk. 

-------------------~ 

1.3.7 und 10kg 
450g 
15-18. 4c>-50. 50. 

100, 45/125 und 
HOg 

Kleln 
Riitterklein 
WaschgrieB 

2 

Erbskoble 1 
2 
3 
4 

Klarkohle 1 
2 

45-70/70-<)0 
0/70 
0/40 

C>-2/15 
12-15/25-35 

10/23 
6/12 

0.5/6 
C>-3/8 
0/3 

Saar 
Niederscblesien 

" Sachsen 

Die einfaehste und praktiseh wichtigste Kennzeichnung eines Brennstoffs ist 
sein Heizwert, ausgedriickt in kcal/kg, bei Gasen in kcal/Nm3• Der obere 
Heizwert (Verbrennungswiirme) H. ist diejenige Wiirmemenge, die 1 kg (oder 
1 Nm3) des Brennstoffs entwickelt und bei Abkiihlung bis auf seine Bezugstempe
ratur (meist O· oder Zimmertemperatur) abzugeben vermag, wobei der Wasser
dampfgehalt des Verbrennungsgases vollstandig kondensiert. Der in Deutsch
land vorwiegend verwendete untere Heizwert Hy beriicksiehtigt die Konden
sation des in den Verbrennungsgasen enthaltenen Wasserdampfes nieht, da ja 
sein Wiirmeinhalt praktiseh nicht ausgenutzt werden kann, er ist also um den 
Betrag der Verdampfungswiirme des Wasserdampfes k1einer als H. 

H .. = H. - 600' W/100 = H. - 6(9' HI + H,O) kcal/kg. (1) 
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H2 und H20 sind der Wasserstoff- und Wasserdampfgehalt des Brennstoffs in vH. 
Der Heizwert kann durch Messung im Kalorimeter (DIN DVM 3716) ermittelt 
werden. Die Angabe des Wassergehaltes (grobe, aullerlich anhaftende und hygro
skopische, bei Zimmertemperatur verbleibende Feuchtigkeit), des Aschengehaltes, 
der fliichtigen Bestandteile (Gasgehalt) und des fixen Kohlenstoffs (Koksaus
bringen abziiglich des Aschengehaltes) bezeichnet man als Kurz- oder Im
mediatanalyse. Die chemische Elementaranalyse (DIN DVM 3721) liefert die 
Zusammensetzung des Brennstoffs, seinen Gehalt an Kohlenstoff (0), Wasser
stoff (Hz), Sauerstoff (Oz), Stickstoff (Nz) und Schwefel (S). 

Zur Errechnung des Heizwertes dient an Stelle der friiher iiblichen 
"Verbandsformel" fiir feste und fliissige Brennstoffe die FormeIl) 

Ho = 81,3 C + 297 H2 + 15 Nz + 45,6 S - 23,5 02 kcal/kg, (2) 

H" = 81,3 C + 243 H2 + 15 N2 + 45,6 S -- 23,5°2 - 6 H20 kcalJkg. (3) 

Steht eine Elementaranalyse nicht zur 
Verfiigung, so kann man nach der Kurz
oder Immediatanalyse den Heizwert Fig.1 
entnehmen. Die angegebenen Heizwerte 
sind auf statistischem Wege gefunden und 
beziehen sich auf Reinkohle, sie mlissen 
daher auf die Rohkohle (im Verwendungs
zustand) umgerechnet werden, aullerdem 
ist beim unteren Heizwert noch der Be
trag 6 H20 abzuziehen. Die Kurven gel ten 
nur flir natlirliche Brennstoffe, nicht flir 
Koks und nicht flir Brennstoffmischungen 
aus Kohlen verschiedenen Gehaltes an 
fllichtigen Bestandteilen. 

Flir die Untersuchung von Brenn
stoffen ist grollter Wert auf eine ein
wandfreie Probenahme zu legen (DIN 
DVM 3711 und 3712). Uber die Prlifung 
fester Brennstoffe vgl. DIN DVM 3701 2). 

Fur die Verkokung und die Gaserzeugung, aber 
auch ffir das Verhalten des Brennstoffs im Feuer, 
sowie fUr die Teer- und Gasausbeute bestehen eine 
Reihe von Prufverfahren, die zum Teil noch nieht 
genormt sind. Hierzu gehiiren neben der Bestim
mung des Verkoknngsriiekstandes und der fluehtigen 
Bestandteile (DIN DVM 3725) die Teer- und Gas
ergiebigkeit, das Bindevermogen und die Baekfiihig
keit, der Bliibgrad und das TreibvermOgen, dasZund
verhalten, das Aschenschmelzverhalten und die 
Reaktionsfiihigkeit von Koksen. Als GroBenkenn

Fig. 1. Heizwert von Steinkohlen, bezogen 
anf Reinkohle, in Abbiingigkeit von den 

fliicbtigen Bestandteilen. 

z e i c hn u ng dient die KorngroBe (s. Zahlentafel3) und die Kornzusammensetzung von Gemischen, 
der Siebsprung. d. i. das Verhiiltnis zwischen kleinstem und groBtem Korndurehmesser, und die 
Staubfeinheit (DIN DVM 3705, 3706 und DIN 1171). Ffir Bunkerung und Forderung sind .cb1ieB
Hch uoch die Angabcn des Raumgewicbtes, des Scbuttgewicbtes (s. S. 648) und derBoscbungs
winkel wicbtig. Mit Rucksicht auf den oft mebrmaligen Umschlag spielen Festigkeit und 
Zerreiblichkeit eine Rolle, wichtig vor allem aber auch fUr Koks in Schachtofen (Hochofen 
und GieBereikoks), wo det Brennstoff dem starken Druck bober Beschickungssaulen gewachsen 
sein muB (Tro=elprobe, Wurfprobe, Shatter-Test). Ober die Mahlbarkeit vgJ. S. 329. 

Die spez. Warme von festen Brennstoffen betragt nach Coles 0,21 bis 0,22 
flir Anthrazit (Magerkohlen), 0,24 bis 0.26 fUr bituminose Kohle (Fettkohle), 
0,16 bis 0,17 flir Kohlenasche. 

Steinkohle mit 5 vH Wasser und 8 vH Asche bat demnacb eine spez. Warme von 
c = 0,24' 0,87 + l' 0,05 + 0,165' 0,08 = 0,272. 

') VgJ. Feuerungstechn. Bd.26 (193R) Heft 10 S.322/323 . 
• ) Ricb ter, H.: Die Prufung fester Brennstoffe nod die Aufstellung von Einheitspriif. 

verfabren. Feuerungsteebn. Bd.25 (193;) Heft 3 S. 72/74. 

21* 
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Die spez. Wlirme von Koks (naeh Debrunner) betriigt bei 10 vH Aschen-
gehalt (cm)~oo = 0,193, (Cm)~OO = 0,294, (cm)~OOO = 0,351. 

Die Wiirmelei tfiihigkeit von Kohle (im Stiick) betriigt nach Messungen 
von W. FritzI (bei Zimmertemp.) A = 0,18 bis 0,20 kcal/kg DC bei Gaskohle, 0,19 
bis 0,30 bei Anthrazit, 0,62 bei Koks, 0,12 bis 0,14 bei Steinkohlenschwe1koks 2). 

Die Warmeleitfiihigkeit von Schiittungen hiingt von der KomgroBe, 
dem Schiittgewicht, der Verdichtung der Schiittung und vom Wassergehalt ab 3). 

Die Brennstoffasche (anorganische Beimengungen, "innere Asche" = un
trennbar mit der Kohlensubstanz verbundene anorg. Bestandteile, "iiuBere 
Asche" = trennbare Einsprengungen und Beinlischung anorg. Bestandteile) ist 
von stark wechselnder Zusammensetzung, wie Zahlentafe1 4 nach Rosin, Feh
ling und Kayser zeigt2). Die Asche wird bei den in den Feuerungen auftreten
den Temperaturen meist geschmolzen und bildet die Schlacke. Nachteile: Ein
schluB unverbrannter Kohlenteilchen, Undurchlassigkeit des Brennstoffbetts, 

Zahlentafel4. Zusammensetzung von Braun- und Steinkohlenaschen. 

CbemiSCbe Analyse I Mineralogische 
Zusammensetzung 

Kohlen- Gew.vH Gew. vH (geglllht) Werte art 

Sio·1 I CaO I MgO I SO. I Rest Ton I Sand I ~~~-I Gips 1 Kalk Al'1 Ft, 
o. 0, 

max. 55 31 62 10 2 16 70 45 62 24 9 
Stein- min. 9 5 18 0,5 0 1,5 IS 0 18 1 0 
kohle Mittel 33 19 35 4 0,5 6,5 2 41 11 35 9 3 
-----------1-------f----------
Braun-

max. 60 34 37 46 6 51 74 SO 37 87 45 

kohle 
min. 1,5 0,5 0,5 4 I 0,5 I I I 0,5 2 I 

Mittel 20 9 11 32 3 23 2 20 I 10 \I 39 16 

Anbacken am Rost und an den Seitenwiinden, bei diinnfliissigen Schlacken auch 
Zusetzen der freien Rostflachen. Vorteile: Versinterung und Verfestigung des 

~'r--.---r--.--. 

~'~~~=~-=--~~~~--~-~-I 
~!i~~.~--~~~:'~'\-~-~-~~~ 

,. 3 i 4B'I-----1--~--t---1rl_---t 
~~.~-~--'~,~l~iT·r---~ 
... 1v4. \2 
~,~--~-----+·~~~·-'~t·----~ 

Koblengefiiges (Verbesserung der "Feuer
stehkraft"), Bildung einer Schutzschicht 
auf dem Rost (vgl. S. 340), Magerung 
stark backender Kohlen, katalytische Be
einflussung der Verbrennungsreaktionen. 
Das Ascheverhalten wird nach ver
schiedenen Verfahren untersucht, vorherr
schend ist die Methode nach Bunte
Baum. Die meisten Aschen zeigen keinen 
ausgesprochenen Schmelzpunkt, sondem 

o8tJ(J!;,---:1fl()(J=---12IJ.oi;;;;'lJ--;;;f1IIl(J1;;;;---:~;i'6fJ(} von einer gewissen Temperatur (Erwei-
Tempel'ofur in 'tl chungspunkt) anein allnlii.hliches Erweichen, 

Fig. 2. Beispiele von ASCben-, Erwei
chungs- nnd Schmelzkurven (Bunte

Baum-Methode). 

schlieBlich ein Schmelzen, mitunter aber 
erst bei sehr hohen Temperaturen. Fig. 2 
gibt einige kennzeichnende Kurven des 

Ascheverhaltens, nach der Bunte-Baum-Methode gemessen, an. Asche (1) enthiiIt 
iiber70 vH Gipsundetwa5vHFesOa, (2) etwa60vHGips und 20 bis 25vHFes03' 
(3) ist ein eisenreicher Ton, (4) besteht aus 40 bis 60 vH Sand, 10 bis 20 vH 
FesOa, (5) ist das Beispiel eines homogenen Minerals (bei Aschen selten). 1m 

1) W.Fritz u. H. Diemke: Feuerungstechn. Bd.27 (1939) Heft 5 S; 129 . 
• ) Ober die Eigenschaften der Asche und Scblacke vgl. R. Fehling: Feuerungstechn. 

Bd.24 (1936) Heft 9 S. lSI/ISS I1lIch den Berichten D. 52, 54 und 55 an den Reichskohlenrat. 
8) Vgl. P. Schlapfer: Bericht Nr.96 der EidgenOss. Materialpriifungsanstalt der ETH. 

Zilrich. 1935 (flIr Steinkohle) und P. Kegel u. H. Matschak: Feuerungstechn. BeL 25 (1937) 
Heft 7 S.213/217 (flIr Braunkohle). 
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Feuerraum konnen F!ugaschepartike! zu Verschlackungen des feuerfesten Mauer
werks 1) und der Heizfllichen fiihren, sofero sie nicht durch Strah!ungsheizfllichen 
und ausreichend lange Gaswege eine entsprechende Abkiihlung und Granulierung 
erfahren haben. 

2. Fliisslge Brennstoffe. 
Ausgangsprodukte fiir fllissige Treib- und Brennstoffe sind das ErdOl, der 

Braunkohlenteer und der Steinkohlenteer. Die fliissigen Brennstoffe zeichnen 
sich aus durch hohen Heizwert, vollkommene Raumausfiillung (daher gute 
Bunkerausnutzung bei beJiebiger Bunkergestaltung), Pumpbarkeit (einfache 
Forderung in Rohrleitungen, schnelle und saubere Brennstoffiiberoahme) und 
durch groBe Reinheit. Erdi:il (RobOl) ist ein Gemisch aus einer sehr groBen Zah! 
von Kohlenwasserstoffen. Je nach dem Dberwiegen der Hauptbestandteile 
unterscheidet man 61e mit paraffinischer, asphaltischer oder naphthenischer und 
gemischter Basis (Paraffine oder aliphatische, geslittigte Kohlenwasserstoffe der 
Methan-Reihe, Naphtene oder zyklische Kohlenwasserstoffe, Beispiel: Zyklo
hexan CaH12 mit ringformiger Anordnung der Kohlenstoffatome), doch konnen 
61e verschiedener Basis dem gleichen 6lfeld entsta=en. Durch Destillation 
(vgl. S. 331) erfolgt eine Trennung in leichte (Benzin), mittlere (Petroleum, 
Leuchti:il) und schwere Fraktionen (GasOl, Schmieri:il, Heizi:il) und Riickstlinde 
(Heizol, Masut, Pacura). 

Zur Beurteilung der Gebrauchseigenschaften von !eichten Treibstoffen dient 
die Siedeanalyse (5. Fig. 3), die Siedekennziffer (s. unten), das spez. Gewicht, 
die Zlihigkeit (Viskositlit), der Flammpunkt (Kennzeichen der Feuergeflihrlich
keit), der Brennpunkt und fiir die Klopfeigenschaften in Ottomotoren (Ziinder
motoren) die Oktanzahl. 

Bezilglich Oktan- und Cetenzahl s. Bd. II, S. 116 und 139. 
Zwischen der Zilndwil1igkeit, der Siedekennzahl und der Diehte bestehen einfache Be

ziehungen. was die Beurteilung der Treibstoffe erleichtert'). 
Die Siedekennziffer wird ermittelt, indem man die Siedetemperaturen, bei denen 5, t 5, 

25 usw. bis 95 Raumteile (em') ubergegaugen sind, addiert und dureh to dividiert (Beispiel 
Benzin), tritt jedoch Spaltung ein, so daB ein Wert ausfiillt, so wird aueh der erste Wert weg
gelassen und durch 8 dividiert usf. (Beispiel Dieselkraftstoff). 

Beispiele von Kennziffer
berechnungen: 

II' :1 - Di~~l- ..... 

_____ II Benzlll J_ kraftstoff _ 

-(Si;d;:!i----I --------
beginn) 'I (52°)' (195°) 

5 em' Ii 62! 212 

~~ III ~~' m 
35 98 268 

~~ II:n ~~~ 
65 II 130 333 
75 II 143 355 
85 I 155 476 
95 Ii tSt I (Eintritt 

Ii Ivon Spaltung) 
siedekenn-I'II 

ziffer . 116 300 

75 

'" ~ b1I ---+hf--f--f---r 1""~'enf:cl--b~--l 

zot-----'lA? 

o 

Fig. 3. Beispiele fUr die Siedekurven verschiedener 
flilssiger Brennstoffe. 

Eigenschaften, Zusammensetzung und Heizwerte fliissiger Brennstoffe sind 
in Zahlentafe! 5 zusa=engesteltt. Die Wassergehalte von Heiwlen betragen 
Obis 1 vH, in Ausnahmefli.llen bei TeerOlen bis zu 5 vH, der Aschengehalt 0 bis 

') O'ber die WechseJwirkungen zwischen Schlacken und feuerfesten Baustoffen vgl. R. Feh
ling: Diss. Berlin 1938 - Feuerungstechn. Bd. 26 (1938) Heft 2 u. 3 S. 33/35, 65/73 - Bericht 
D. 78 an den RelChskohleurat. 

') Vgl. Heinze u. Marder: Z. VDI Bd.81 (1937) Heft 2 S.37/38 - Brennstoff·Chem. 
Bd.17 (1936) Heft 17 S.326. 
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Zahlentafel5. Zusammensetzung und Heizwerte fliissiger Brennstoffe. 

IU'"f --
Heizwerte 

Lmln ') I V: tn Bezeichnung geWlcht kcal/kg COlmai 

kgJl C I H, 10,(+N.)I S H. I H .. Nm'/kg I Lmln 
') 

-
Treibstoffe: 

i i I 

Benzin (mit Sprit) 0,763 80,7 14,2 5,1 0 10800 10040 10,749 0,929 15,01 
Benzol 0,875 91,7 7,8 - 0,5 10100 9650 10,220 0,957 17,45 
Gasiil (DieselOl) 0,85/0,89 86,6 12,9 0,2 0,3 10680 9994 11,102 0,935 15,52 

Heizole: 
HeizOl lelcht 0,90 85,4 12,3 0,7 1,6 10700 10050 10,864 0,937 15,69 
HeizOl schwer . . 0,95 85,0 

11,71 
1,2 2,1 10500 9980 10,670 0,939 15,90 

Braunkohlenteeriil 0,925 84,0 11,0 4,3 0,7 10200 9610 10,246 0,942 lli,21 
Steinkohlenteerol . 1,08 89,5 6,5 3,4 0,6 9350 9000 9,571 0,964 18,06 
Dilnnteer .... 1,12 90,4 6,0 3,2 0,4 9300 8980 9,519 0,966 18,28 

0,1 vH und der Schwefelgehalt 0,01 bis 1 vH, in Ohio-, Texas-, kalifornischen 
und mexikanischen Olen 2 bis 5 vH. Die Zahigkeit (Viskositat) wird in Deutsch
land in °E (Grad Engler, AusfluBmessung), in England und Amerika auch in 
Redwood-, Saybolt Universal-, Saybolt Furol- und CGS (Stokes)-Einheiten ge
messen. Zur Erzielung der notwendigen Diinnfliissigkeit ist bei Heiz51en meist 
eine Vorwlirmung des Oles notwendig. Uber Olfeuerungen s. S.343. Zahlen
tafe! 6 gibt Giitevorschriften und Analysen von Treib- und Heizolen an. 

Zahlentafel 6. Giitevorschriften und Analysen fiir Treib- u. Heizole8). 

Ausgangsstoff 

Bestimmung 

Spez. Gewicht .. 
reie saure ••.. F 

Fl ammpunkt (Pensky-
Martens) ••••• 

iskositiit nach Engler v 
V 
A 
S 
W 
II 
H 

bel 20° C 
erkokungsrilckstand 
sche •• 
chwelel • 
asser •. .' 

ech ••. 
eizwert . 

I Dimen-
I sion 

kgJdcm'{ 
vH 

·C { 
·E 
vH 
vH 
vH 
vH 
vH 

kcal/kg 

I 

TreibOl 

Erdol I 
I TreibOI I TreibOl 

>0,85 
I} 0,87 0~8 {\ <0,90 

<0,02 Spuren 

>65 I} 83 90 { <110 

1,0-2,5 I 1,5 3,4 
<0,5 0,57 2,45 
<0,02 I Spuren -
<0,6 I 0,7 1,59 

0 
I sp~n -

0 -
10000 10023 10288 

I 

Braun- 1 Braun-I Stein-kohlen- kohlen- kohlen-
gaBOl helz6l heizOl 

>0,85 >0,91 1,00-
<0,89 ~97 1~2 

0,04 

>65 > 65 I} ~75 <100 >100 

1-2 1-2 I 1,5-2,5 
<0,5 - I ~2,0 - - <0,05 
<0,6 <1,0 i <0,8 

0 - I <1,0 
0 - I -

9700 8700 9000 

I Siedeanalyse 
bis 200· C vH h~t.5 I -

1 

- h~t.5 I 5-10 i -
bis 250· C I vH 66 14 - I -I 

bis 300· C vH mind. 80 I 87 38 mind. 80 35-70 I -
bis 350· C i vH mind. 95 95 54 - I -

Die spez. Wlirme von HeizOl betragt etwa 0,4 bis 0,6, die reine Verdamp
fungswlirme etwa 70 bis 90 kcal/kg. 

3. Gasfilrmlge Brennstofle. 
Nach ihrer Herkunft unterscheidet man: 
Naturgas: Erdgas, meist in Gemeinschaft mit Erdolvorkommen auftretend, 

besonders in USA. 
Entgasungsprodukte: Schwelgas, Stadtgas, Koksofengas (Femgas). 
Vergasungsprodukte: Ausgangsbrennstoffe meist Koks, Anthrazit, Halbkoks 

und Briketts. Nach dem Vergasungsmittel unterscheidet man Luftgas, Gene
ratorgas (Luft mit Wasserdampfz11Satzj und Wassergas. 

1) Bel trockener Luft. Berechnung s. S. 332. ') einschl. SO,. 
Ij Nach Dr.-Ing. W. Immlch: Weltkraftkonf. 1933 Sekt.9 Nc. 104. 
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Der Heizwert wird im Gaskalorimeter bestimmt, er kann angenahert aus 
der Gasanalyse berechnet werden nach der Gleichung: 

H. = 30,2 CO + 30,5 H2 + 95,2 CH4 + 168,2 C2H6 kcal/Nm3 , (4) 
H,. = 30,2 CO + 25,7 HI + 85,5 CH4 + 153,7 C.Hs kcal/Nm3 • (5) 

-aber die Feuchtigkeit der Gase vgl. S. 332. Die wichtigsten technischen Gase 
sind in Zahlentafel 7 zusammengestellt. Zu beach ten ist, daB die Zusammen
setzung und damit auch der Heizwert in noch stiirkerem MaBe Schwankungen 
unterworfen sein kann als bei festen und fliissigen Brennstoffen. Zur Umrech
nung des Gasheizwertes auf den Normzustand (0', 7f1:) = Quecksilbersaule 
[Torr]) dient die Formel 273 + t 760 

(H) = H '---' ------ kcal/Nm3 • (6) 
" • "273 B + P - PD 

B = Barometerstand, P = Gasiiberdruck in = QS, PD = Wasserdampfteil
druck in mm QS. In kg/mB ausgedriickt heiBt der letzte Bruch der Former' 

10332,6 
-=------,=--'-=- • V gl. S. 332. 
B +P-PD 

Zahlentafel 7. Zusammensetzung und Heizwert gasformiger 
Brenn stoffe. 

Bezeichnung II col H.ICH.I-c.H,:c.H4Ico.\co'l+H.~~;ertt~:m·IN~~,I::ICO.max 

~;-j;;-~,-=~-'~i}oc:~fr~9;~~i!;. '1~1l1~; g~ 
Ent- j~~~:~as 5,4 56,8 23,9 0,6') 1,6 2,2 9,7 4555 4029 4,110 0,903 10,03 

ga- (MisCh§as) 21,5 51,5 17,0 2,0 4,0 4,0 4144 I 3713 3,643 0,929 \3,77 
sung Stadtgas 

(entgiftet). 1,0 63,6 \7,6 1,9 13,2 2,7 3936 3442 3,486 0,900 11,38 
Ver- {wassergas. 40,0 50,0 °'3

1

1 5,0 4,7 2762 2519 2,171 1,020 20,49 
Koks-Gene- I 

s~~~ r:<torltas . 29,0 11,0 0,3 i - 5,0 54,7 1240 1184 0,981 1,697 20,60 
GlChtgas . 31,0 2,3_ 0,3 I - 9,0 57,4 1035 1021 0,821 11,979 24,78 

II. Verwertung und Veredlung der Brennstoffe. 
1. Aufbereitung. 

Die Brennstoffe werden mit Ausnahme bei den Selbstverbrauchem zur 
Steigerung ihres Verkaufs- und Gebrauchswertes aufbereitet. Einfachste Form 
der Veredlung: Ausklauben des Gesteins auf Lesebandem und KIassieren nach 
KomgroBen. Die Steinkohlen werden vorwiegend auf nassem Wege aufbereitet 
(in Setzmaschinen). AuBer den Fertigerzeugnissen (NuBkohlen und Feinkohlen) 
und den als Versatz in der Grube verwendeten Waschbergen erhaIt man dabei 
noch Abfallbrennstoffe: Staub (vorher trocken abgesaugt, daher als Sichterstaub 
bezeichnet), Mittelprodukt mit 30 bis 50 vH Asche, 5 bis 10 vH Wasser und 
Schlamm mit 20 bis 50 vH Asche und 8 bis 30 vH Wasser. Die Abfallbrennstoffe 
werden am Entstehungsort auf Wanderrosten, Schiirrosten, Riickschubrosten 
oder in Staubfeuerungen verwertet. Andere Aufbereitungsmethoden verwenden 
Schragrinnen (Rheowasche), Schwi=aufbereitung (fiir Feinkohlen), trocken
pneumatische Aufbereitung auf Luftherden und elektrostatische Aufbereitung. 

2. Entwiisserung und Trocknung 3). 

Bei Steinkohle: Entwasserung (Abtropfen, Schleudem, Pressen, Absaugen) 
oder Trocknen unter WiiImeanwendung. GroBer EinfluB auf die Wirtschaftlich-

1) Bei trockener Luft. Berechnung s. S. 333/34. I) C,H,. 
') Schrifttum: Die Trocknung und Entw&sserung von Kahle. Bericht E 1 des Reichs

kohlenrate.. Berlin: Springer 1936. Dart weitere Schrifttumsangahen. 
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keit und die Leistung angeschlossener weiterer Veredlungsverfahren. Trockner: 
Dampfbeheizte Rohrentrockner, Feuergas-Trommeltrockner oder Spiilgas- und 
Schwebetrockner. Bei Kohlenstaubmahlanlagen fiir unmittelbare Verfeuerung 
wird Mahltrocknung (Mahl- und Trocknungsvorgang in einer Apparatur) bevor
zugt. 

Bei Braunkohle bildet die Trocknung die wichtigste Vorbereitung flir die an
schlieBende Brikettierung. Trockner: Rohren- und Tellertrockner mit Frisch
dampf- oder Abdampfbeheizung. Wegen des hohen Warmebedarfs ist vor
geschlagen worden, die Trocknung in Brikettfabriken mit der Energieerzeugung 
zu kuppeln (Eigenbedarf und UberschuBstrom) und mit Gegendruckdampf zu 
trocknen. Das FleiBner-Verfahren, besonders flir hochwertige Braunkohle an
gewandt, trocknet durch Nachverdampfen der unter Druck mit Dampf erwarmten 
Kohle (Erhaltung der Stlickigkeit unter starker Schrumpfung). 

Fiir die Trocknung von Torf (50 bis 85 vH Wasser): Mehrstufige Trocknung, 
wobei die Brliden der einen Stufe zur Beheizung der vorhergehenden Stufe (mit 
Warmwasser) verwendet werden (Peco-Verfahren), evtl. unter Vorschaltung an
derer Trocknungsverfahren (Madruck-Brikett-AG.) 1). 

Zahlentafel 8. Geforderter Restwassergehalt in vH. 

Verwendungszweck II Stelnkohle I Braunkohle I Verwendungszweck II Steinkohle I Braunkohle 

Brikettierung 2 12 bis 18 Schwelung. 0 12bis15 
Schwelbrikett- Verkokung 8 bis 12 

herstellung. 4 8 Vergasung. 5 bis 15 
Staubfeuerung . <2 12 " 15 Hydrierung 0 0 

3. Brikettlerung. 
Steinkohlen zur Verwertung von Feinkohlensorten werden in Pressen unter 

Zusatz von etwa 6 bis 7 vH (bis zu 10 vH) Steinkohlenteerpech brikettiert. 
Industrieformate im Gewicht von 1, 3, 7 und 10 kg, fiir den Haushalt Eier
briketts (15 bis 150 g). Daneben sind auch andere Bindemittel wie Natrium
silikat, Sulfitablauge mit Ton und bindemittellose Verfahren vorgeschlagen 
worden. 

Der Braunkohlenbrikettherstellung (ohne Bindemittel) geht der sog. NaB
dienst (Absiebung und Vorzerkleinerung durch Stachelwalzen) voraus. Nach der 
Trocknung wird das Trockengut geklihlt (Nachverdampfung) und den Pressen 
(Exterschen Strangpressen) zugefiillrt. Ubliche Formate sind das Salonbrikett 
183 X 60x 40 = (500 g) und a1s Industriebriketts Halbsteine (Rundformat), 
Se=el und Wiirfel. 

4. Kohlenstaubherstellung (Vermahlung). 
Vorbereitende Arbeitsgange: Vorbrechen und Trocknen, soweit dieses nicht 

in der Mlihle geschieht. Bei leicht entzlindlichen Brennstoffen, wie Braunkohle, 
ist wegen der moglichen Funkenbildung durch Reibung oder Fremdkorper ein 
inertes, sauerstoffarmes Schutzgas anzuwenden. Der Kraftbedarf ist ein Viel
faches der eigentlichen phYsikalischen Zerkleinerungsarbeit und hangt ab von 
der Mahlbarkeit, der Feuchtigkeit und vor aIlem dem gewUnschten Feinheits
grad, femer von der Mlihlenbauart und wen Leerlauf-, Ventilations- und Rei
bungsverlusten, der Durchsatzmenge und Belastung. 

Wegen der starken Abhangigkeit des Kraftbedarfs von der Mahlfeinheit ist 
diese moglichst zu begrenzen und die Feuerung fiir die Verwertung groberen 
Staubes einzurichten. Kraftbedarf etwa 15 bis 25 kW/t (davon entfant 60 bis 

') Tecbn. to d. Landwirtsch. Bd. 18 (1937) Helt I S. 17fl9 - J. Inst. Fuel Bd. II (1938) 
Heft 58 S.344/56 - Z. bayer. Revi •• -Ver. Bd 35 (1931) Heft 22/23 S.263/66 u. 277/80. 
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Zahlentafel 9. Schema der Miihlenbauarten. 

Bauart Vorteil 

Schwerkraftmllhle (ROhr'l betrieb.slcher, elnfaeh 
milhle m. Windsiehtung) geringer Versehleill 

FederroUenmllhie I geringer Plaubedarf, 
(Ringwalzenmllhle) ____ , geringerer Kraftbedarf 

Fliehkraftmllhlen, Flieh- hohe Leistung 
kraftkugel-u.Pendelmllhlen 

NaehteU 

I 
hoher Leerlaufkraftbedarf, 
groller Platzbedarf, 
Gerauseh 

I Mhere Instandhaltungs
kosten 

I Mhere VersehleiBkosten, 
I schwere Fundamentierung 

Schleudermilhlen einfach, geringer Platz- hoher VersehleiB, 
bedarf, guteZuganglichkeit hohe Ventilationsverluste 

pneuma-I Luftpralb;;Qhle--
tische Dampfprallmllhle 

Mllhien 

einfach, geringster Piau· hoher Kraftbedarf und 
bedarf, kein mech. Antrieb Verschleill 
(abgesehen v. Kompressor) 

65 vH auf die Miihle allein), fiir SchHigermiihlen (Kriimer-Miihlen-Feuerung) mit 
grober Ausmahlung nach E. R. Becker flir Rohbraunkohle 5 bis 8 kW/t, flir 
Schwelkoks 8 bis 10 kW/t, flir Steinkohle 14 kW/t. 

Die Mahlbarkeit ist durch Frobemahlung 1m Laboratorium unter festgelegten Bedingungen 
festzustellen. In USA. bestehen zwei JIIethoden als Vomorm, die Kugelmllhlenmethode und die 
Methode nach Hardgrove; eine neue mit kleiner Probemenge arbeitende Methode ist der 
Strukturpriifer von Grllnder. Das Verhiiltnis von Steinkohle zu Schwelkoks zu Braunkohle 
ergab sich z. B. zu 1 : 0,71 : 0,56. Die Kohlenstruktur und der Aschengehalt beeinflussen die 
Mahlbarkeit; so verhalten sich z. B. Glanzkohle zu Mattkohle wie etwa 1 : 2. 

5. FlieBkohle. 
Gemisch aus feingemahlener, vollkommen getrockneter Kohle mit HeizOl 

(TeerOl) unter Verwendung besonderer Stabilisatoren zur Verhiitung der Ent
mischung (Seifen, Alkalien, Natriumsilikat, Schwelteer u. a.). Bisher nur ver
suchsweise angewandt1). Wird auch zur Verschwelung von Feinkohle verwendet 
(Bliimner-Verfahren). 

6. Schwelung. 
Erhitzen der Kohle auf 450 bis 500 0 unter Sauerstoffabschlu13liefert: Sch wei

koks, rauchschwacher, gutziindender Brennstoff (je nach Verfahren) in Stiick
form oder feinkornig, Sch wei teer (Urteer, Tieftemperaturteer), Ausgangs
erzeugnis fiir die Herstellung fiiissiger Treibstoffe und SchmierOl, und Schwel
gas (Reichgas, meist im Eigenbetrieb verfeuert). Es gibt zahHose Schwelver
fahren 2). Man unterscheidet je nach Art der Beheizung: 

1. Of en mit au13erer Beheizung (nach Art der KoksOfen) 
a) aus feuerfestem Material} 't h d Fiill 
b) aus Spezialstahl ml ru en er ung, 
c) stehende Retortenofen (Typ Rolle-Ofen), 
d) Drehofen stehend, liegend, mit Innen- oder AuBenbeheizung, 
e) Of en mit bewegter Schicht. 

II. Spiilgasschwelung mit inerten Gasen, HeiBdampf oder Schwelgas als 
Warmetrager, Sonderfall: Verschwelung in der Schwebe, der Warmetrager 
dient auch als Brennstofftrager. Bei backenden Kohlen ist eine oxydative oder 
thermische Vorbehandlung (Alterung) zur Zerstorung des Backvermogens not-
wendig. 

7. Verkokung und Stadtgaserzeugung. 
Verbreitetste Form der Brennstoffveredlung, Gewinnung von Koks (fiir Ver

hiittung, Gie13ereien, Zentralheizungskessel), Gas (Stadtgas s. Zahlentafel 7, 
Koksgas, aueh als Ferngas verwendet), Teer, Ammoniak und Benzol als Neben-

') Vgl. W. SchOning: Arch. Warmewirtsch. Bd. IS (1937) Heft 10 S.2S3/g5. 
'J Thau, A.: Die Schwelung von Braun- und Steinkohle. Halle a. d. S.: W. Knapp 1927 

- Kohlenschwelung. Halle a. d. S. I9'S. 
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produkt. Verfahren: Erhitzung unter LuftabschluB auf 1000· in schmalen 
Kammem (etwa 500 mm breit), bei moglichst gleichmiilliger Beheizung, schnelle 
Abfiihrung der Teerdiimpfe und Vermeidung ibrer Zersetzung durch Deckenkanal 
und Innenabsaugung steigert die Ausbeute an Teer und Benzol. Abwiirmeriick
gewinnung durch Regeneratoren. Ausstehzeit 24 Stunden. Riickgewinnung der 
Kokswiirme durch trockene Kokskiihlung (sonst Kiihlung durch Wasser). 

Stadtgaserzeugung in Retorten, liegend oder stehend, Vertikalkammerofen 
fiir stetigen Betrieb. Zumischung von Wassergas (aus Koks erzeugt) zur Er
zielung eines gleichmiiJ3igen, den Giitenormen entsprechenden Gases. 

8. Vergasung. 
Gaserzeugung in feststehenden Schiichten mit festem Rost, Rollenrost oder 

vorwiegend mit Drehrost zur selbsttiitigen Aschenaustragung. Vergasungsmittel: 
Luft mit Wasserdampfzusatz (Generatorgas 1100 bis 1200 kcal/nm3), Sauerstoff 
oder sauerstoffangereicherte Luft (auch unter hoheren Driicken angewendet, 
Lurgi-Verfahren 15 bis 20 at) und Wasserdampf (Wassergas 2500 bis2700 kcal/nm3), 

Wassergaserzeugung unstetig, wobei Heillblaseperioden (Blasen) mit der endo
thermen (wiirmebindenden) Wassergaserzeugung abwechselt (Gasen). Bei stetigen 
Wassergasverfahren wird die Wiirme durch Aullenheizung oder durch hohe Vor
wiirmung des Vergasungsmittels oder durch Sauerstoff zugefiihrtl). Sonderfall: 
Synthese-Gaserzeugung mit einem Ha:CO-Verhiiltnis wie 2:1. S. auch Bd. II, 
S.137. 

9. Extraktlon. 
Behandlung der Kohle mit LOsungsmitteln, wie Benzol, Tetralin, Naphtalin 

u. a. hat fiir wissenschaftliche Zwecke grolle Bedeutung_ Nach den Verfahren 
von Pott und Broche und von Uhde (Behandlung bei hoheren Temperaturen 
und Driicken) lassen sich aschefreie Extrakte herstellen, die unmitte1bar fiir 
Motoren verwendet werden konnen, auch einen besonders geeigneten Ausgangs
stoff fiir die Hydrierung abgeben (Grollanlage nach dem Pott-Broche-LG.-Ver
fahren seit 1938 in Betrieb, Hydrierung des Extraktes bei 700 at). 

10. Hydrierung. 
Unter Hydrierung versteht man die Wasserstoffanlagerung unter hohen 

Driicken (200 bis 300 bis zu' 700 at) und Temperaturen (rd. 450· C) unter Mit
wirkung feinverteilter oder fester Katalysatoren. 

Die Hochdruckhydrierung (Bergius - I. G. Farbenindustrie A.-G. - International Hydro
genation Patents Ltd.) wird ff1r die Hydriprung von Erdol, Teer, Kohleextrakten und festen 
Brennstoffen angewandt. Bei Kohle (Veriilung, Kohleverfftlssigung) arbeitet man zweistufig. 
ElSte Stufe (Sumpfpha.",): Die miiglichst aschearme gemahlene Kohle wird mit etwa gleicher 
Menge Schweriil (aus dem Proze/3) angepastet und mit fein verteiltem Katalysator in das be
heizte Real<tion>gefa/3 gepre/3t. dort mit Wasserstoff, der u. U. die Beheizung libernimmt, in 
Verbindung gebracht. Es findet eine starke Spaltung und teilweise Hydrierung statt. Die Pro
dukte. wenig Benzin, sonst Mitte10l (Zwischenprodukt) und Schweriil (zum Anpasten verwendet) 
iihne1n noch stark dem Rohstoft. Der Katalysator wirkt weniger beschleu~end, als vielmehr 
richtend auf die Reaktionen em, ebenso die Temperatur, wahrend der Druck gra/3en EinfluLI 
auf das Ausbringen auslibt Idaber bis 700 at angewendet). Bei flilssigen, asphaltarmen Roh
stoffen entfallt die Sumpfpbase. Das Mitte10J wird in der zweiten Stufe (Gasphase) an festen 
Katalysatoren, die in gro/3er Zahl erprobt sind, weiter verarbeitet. Reaktionsbescbleunigung 
und Lenkung ist durch die Auswabl der Katalysatoren und der Drflcke und Temperaturen meg. 
lich, so daB man Ausbringen und Benzineigenschaften (Oktanzabl. Klopffestigkeit) weitgehend 
beeinflussen kann. Enderzengnisse sind: Mitte101e. Leichtole. Benzin (SO bi. 80 vH) und gas
fonnige Koblenwasserstoffe (sog ... Restgas". aus dem Fliissiggas. Propan und Butan gewonnen 
werden kann). Die Erdolhydrierung hat vornehmhch die Aufgabe. Flngmotorenbenzme hOchster 
Oktanzahlen herzustellen. 

11. 8enzlnsynthese nach Fischer-Tropsch. 
Dieses zweite Hydrierverfahren arbeitet bei atmosphiirischem Druck und 

180 bis 200·. Die Temperatur mull genau eingehalten werden, der Wiirmeiiber
schull wird durCh Wasserkiihlung abgefiihrt. Ausgangsstoff aus Koks oder 
Anthrazit hergestelltes Synthesegas mit einem H2:CO-Verhiiltnis von 2:1 (Her-

') Vgl. P. Dolch: Wassergas. Leipzig: J. A. Barth 1936. 
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stellung nach verschiedenen Verfahren: Bubiag-Didier, Koppers, Wintershall
Schmalfeldt u. a. m.)l), auch Mischgas aus Wassergas und Spaltgas, d. i. aus 
Kokereigas mit Wasserdampf bei 1000° an Co-Kontakten gewonnenes Ii:!-reiches 
Gas (Methan- Konvertierung). 

Das Fischer-Tropsch-Verfahren ist daher ffir aile vergasbaren Brennstoffe, auch fiir die 
Hochdruckhydrierung ungeeili(llete, wie Koks, Anthrazit und Magerkohle, anwendbar. Das Gas 
wird bei 200 bis 300· entschwe!elt (Beseitigung der Kontaktgifte) und den mit festen Katalysa
toren (aus Co, Fe, Ni, Cu mit Oxyden des Cr. ZO. Mg, Nm und Alkali-Zusatzen) versebenen 
Reaktionskammern (KontaktOfen) zugefiihrt. Dabei entstehen feste, f1i1ssige und gasformige 
Kohlenwasserstofie, die durch Destillation in .. Gasol" (hocbmolekulare Kohlenwas.<;erstoffe, 
Butan, Propan), "Kogasin" (Rohbenzin), Leichtol (Kogasio II, Dieselkraftstoff) und festes 
Paraffin getrennt werden. Durcb Kracken wird die Benzinausbeute und die Oktanzahl <'I'Mht. 
Das Dieselo\ zeichnet sich durch eine besonders bohe Cetenzahl (= 120. gute Zilndwilligkeit) 
AUS. eignet sich daher gut zurn Verscbneiden anderer Kraftstoffe. Das Paraffin ist Ausgangs
erzeugnis ffir die Fettsaure-Synthese [Herstellung kilnstlicher Fette durch Oxydation und Auf
arbeitung. VgI. Z. angew. Chem. Bd.51 (1938) Heft 32, S.531/371. 

Ebenfalls von Gasen ausgehend arbeitet die Methanol-Synthese (Methylalkohol), die jedoch 
bei hOheren DrUcken vor sicb geht. 

12. Aufarbeitung f1iisslger Brennstoffe. 
Rohol s) wird durch die folgenden Arbeitsgiinge veredelt: Reinigung und 

Entwiisserung (Zerstorung der Ol-Wasser-Emulsionsbildung), Benzinabschei
dung ( .. Toppen" unter maBiger Erwarmung, urn Feuersgefahr und Verdunstungs
verlust bei weiter Verfrachtung zu vermindern; getopptes Rohol kann auch als 
Heizol verwendet werden), Destillation, Erwarmung bis 400° und Zerlegung 
in die wichtigsten Fraktionen: Benzin bis 180°, Leuchtol 150 bis 300°, GasOl 
300 bis 350°, Schmierole und ParaffinOle tiber 350° und Rtickstande (als Heizol 
wird schweres Gasol als Destillat und auch einschlieBlich der Rtickstande ver
wendet), Druck- War me- SpaItung oder Krackung (Aufspaltung groBer Mole
kiile in kleinere mit den Nebenerzeugnissen: Spaltgas und Petrolkoks) und Poly
merisation (Aufbau groBerer Molekiile aus kleineren, vorwiegend bei ungesat
tigten Olefinen anwendbar). Da die leichtsiedenden Treibstoffe heute die be
gehrtesten Erzeugnisse sind, gewinnt die Krackung mehr und mehr an Bedeutung. 
Sie gestattet durch Anwendung hoherer Drticke und Temperaturen und von 
Katalysatoren aus hochsiedenden leichtsiedende Kohlenwasserstoffe zu gewinnen, 
also die Benzinausbeute zu steigern und die Roholvorrate zu schon en. Zum 
SchluB wird die Raffination (Reinigung von Fremdstoffen, Schwefelverbin
dungen, Paraffin), verbunden mit einer Redestillation, vorgenommen. 

Jiingstes Veredlungsverfahren ist die Hydrierung (s. Abschni'tt 10). 

III. Die Verbrennung. 
1. Verbrennungsrechnung fUr feste und f1iisslge Brennstoffe B). 

1st die Elementaranalyse eines festen oder fltissigen Brennstoffs in Gewichts
prozenten gegeben, so erhalt man den Sauerstoff- und Luftbedarf, die R~uchgas-

') Thau, A.: Z. VDI Bd.82 (1938) Heft 6 S.129/38- Dolch, P.: Wassergas. Leipzig: 
J. A. Barth 1936. 

') Schriftturn: Heinze, R.: Die Veredlung flilssiger Brennstoffe. Ergebn. d. angew. physik. 
Chernie, herausgeg. von M. Le Blanc. 2. Bd. 1. Teil. Leipzig 1934 - Z. VDI Bd. 82 (1938) 
Heft 34 S. 1005/11. 

8) Es ist verschiedentlich vorgeschlagen worden, die Verbrennungsrechnung durch Ab
runden der Molekulargewichte, der Molvolumina und der sich daraus ergebenden Beiwerte zu 
vereinfachen mit der Begrilndung, daB die Ausgangswerte der Recbnung, die Koblenprobe und 
ihre Analyse ebenfalls keine groBe Genauigkeit erreicht. Fast aile Darstellungen der Verbren
nungsrecbnungen berilcksichtigen ferner den Wasserdampfgehalt der Luft nicbt, es ergeben sich 
daher Abweichungen von 2 bis 3 vH. 1m Gegensatz dazu lassen die VDI-Dampfkesselregeln 
keine Toleranz zu mit Ausnahme des MeBspiels, man erwartet daber eine so genaue rechnerische 
Auswertung, daB die genannten Abweichungen unzulassig erscbeinen. Da die hier empfohlene 
"genaue Verbrennungsrechnung", je nacb den verwendf'ten Rechenhllfsmitteln, nicht zeitrauben
der ist als eine weniger genaue, sollte man die Fehlermoglicbkeiten nicbt unnlltigerweise nuch 
erhOben. Wo eine geringere Genauigkeit unbedingt ausreicht, und wo man !dch mit der Rochen
schiebergenanigkeit begnilgen kann, konnen die Beiwerte der augegebenen Endformeln auf drei 
Ziffern aufgerundet werden. 
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menge und Zusammensetzung aus folgenden Verbrennungsgleichungen: 

o + °2 CO2 l 
1 Mol + 1 Mol = 1 Mol 

12,010 kg + 22,39 Nm3 = 22,26 Nm8 

(1 ) 

2 H2 + °2 2 H 20 l 
2 Mol + 1 Mol = 2 Mol 

4,032 kg + 22,39 Nm3 = 44,80 Nm3 

(2) 

S + °z SOs l 
1 Mol + 1 Mol = 1 Mol 

32,06 kg + 22,39 Nm3 = 21,89 Nm3 

(3) 

0z = 0z (4) Nz = Nz (5) 

28,016 kg = 22,40 Nm3 

HZOFI = HZOD' (6) 

18,0162 kg = 22,4 Nm3 • 32 kg = 22,39 Nm3 

Hierin sind die Molekulargewichte nach der Internat. Atomgewichtstabelle 1941, 
die Molvolumina nach DIN 1871 eingesetzt. Durch das reale Verhalten der Gase 
beirn Normzustand (0° C, 760 Torr) ergeben sich kleine Abweichungen vom kon
stanten Molvolumen der idealen Gase = 22,414 Nm3/k-Mol. 

Aus Gleichung (1) bis (4) ergibt sich der 5auerstoffmindestbedarf von 1 kg 
Brennstoff zu 

° = 22,39 C + 22,39 H + 22,39 5 _ 22,39 ° . (7) 
mill 12,01 4,032 z 32,06 32,00 I 

Die Verbrennungsluft hat unter der Annahme, daB sie vollko=en trocken ist, 
die Zusammensetzung: 

21,OOOvH 02 
78,050 .. Nz 
0,920 .. Ar 
0,030 .. CO2 

100,OOOvH 

Diese Voraussetzung trifft jedoch nicht zu, sondern die Luft enthlilt stets eine 
gewisse Menge Wasserdampf, wobei als Mittelwert ein 5iittigungsgrad rp von 

Zahlen tafel to. 
80 vH (bezogen auf Luft von 20° C) angenommen 
werden kann. Dadurch werden die Luft- und Gas-
mengen 1 bis 2 vH groBer. Die Luftmenge ist daher 

to c I PD kg/m' I PD/PL noch mit dem Faktor 

o 62.28 
5 88,90 

10 125,13 
15 173,76 
20 238,3 
25 322,9 
30 432,5 
35 573,3 
40 752,0 
45 977,1 
50 1257,8 

0,0061 
0,0087 
0,0123 
0,0171 
0,0236 
0,0323 
0,0437 
0,0587 
0.0785 
0,1044 
0,1386 

PD t = 1 + PL • rp (8) 

zu multiplizieren; vgl. Zahlentafe110 in Abhangigkeit 
von der Lufttemperatur. Hat die Luft 80 vH 5iitti
gung bei 20 ° C, so ist t = 1 + 0,0236 . 0,80 = 1,0189. 
Es ist PD bzw. PL = Teildruck des Wasserdampfes 
bzw. der Luft. 

Die Mindestluftmenge in Nm3/kg Brennstoff betriigt 
100 

Lmill = -- Omlll • 
21,0 

Aus Gleichung (7) bis (9) erhlilt man 

(9) 

Lmin, = f· Lmlll = t· [8,8775 C + 26,443 HI - 3,33 (°2- 5)]. (10) 

Bei trockener Luft wird t = 1. 
Aus Gleichung (1) bis (6) findet man die Rauchgasmenge in Nm3/kg und ihre 

Zusammensetzung zu: 
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(11) 

'-------
zu N2 zu Ar 

ZahlenbeispieI: 
77,67 vH C 
4,77 " Hll 
5,40 " O2 

1,16 .. N, 
1,00 " S 
3,90 .. H,O 
6,10 " Asche 

Lmln = 8,8775' 0,7767+ 26,443' 0,0477 - 3,33' 0,0440= 8,010 Nm'/kg 

Lmin f = 1,0189' 8,010 = 8,161 Nm'/kg, 

V mill = 8,867' 0,7767 + 3,31 . 0,01 + 32' 0,0477 + 1,243' 0,0390 

100,00 vH 

+ 0,8' 0,0116 - 2,632' 0,0540 = 8,362 Nm'/kg, 

V millt = 8,362 + 0,0189' 8,010 = 8,513 Nm'/kg. 

'P = 80 vH bei 20° 

Nach GL (II) ist: 
Rauchgaszusammensetzung, bezogen auf 

feuchtes Gas trockenes Gas 
1,8535' 0,7767= 1,4396} 1,4420Nm' CO, 
0,0003' 8,010 = 0,0024 
0,6828 ' 0,0100 = 0,0068 0,0068 " SO, 

11,110' 0,0477 =O'5299} 
1,243' 0,0390 = 0,0485 0,7298 H,O 

0,0189' 8,010 = 0,1514 

0,80 '0,01l6=0,0093}6,26tl " N, 
0,7805 . 8,010 = 6,2518 

16,94 vH 18,52 vH 

0,08 " 0,09 J1 

8,57 " 

73,54 " 80,44 " 

0,0092' 8,010 = 0,0737 0,0737 "Ar 0,87 " 0,95 " 
----~~------~~----~~ 

8,5134 Nm' 100,00 vH 100,00 vH 

Trockenes Rauchgasvolumen Vtr = 8,5134 - 0,7298 = 7,7836 Nm'/kg; {CO, + SO,)max 
= 18,61 vH, bezogen auf trockenes Gas (entspricht der Anzeige der Orsat-Analyse bei n = 1). 

2. Verbrennungsrechnung fur Gase. 
Grundgleichungen: 

2H2 +02 =2H20. (18) 2CO+02 =2C02 • (19) 

CxHv + (x + y/4) 02 = x CO2 + ),/2 H20. (20) 
Sauerstoffmindest bedarf; 

(21) 
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Luftmindestbedarf: 

Lmln = 100/21,0· Omln = 4,7619' Omln Nm3/Nm8 • (22) 

Gasfeuchtigkeit: 1st das Frischgas (G) feucht, was infolge einer NaBreinigung 
hliufig bis zur Sattigungsgrenze (If = 1) der Fall ist, so ist sein Volumen 

Gf = f'·G. 
I" nach Gl. (8) und Zahlentafel 10. 

Rauchgasmenge, bezogen auf 1 Nm3 feuchtes Frischgas: 

V mint = 1/1'" [CO + COg + a; :5z H. + 0,0003 Lmln] 
COg 

+ '!.!!:... [y/2' CzHy + Hg + (f -1)Lmln + (f' - 1)] 

H 20 

+ W'· [N2 + O,7805Lmin~ + 91"· O,OO92Lmln • 
N2 Ar 

(23) 

(24) 

1st das Frischgas trocken, so wird I" = 1, ist die Verbrennungsluft eben
falls trocken, so wird auch f = 1. 

3. LuftfiberschuB und CO2-6ehalt. 
Die Verbrennung in der Feuerung geht im allgemeinen mit LuftiiberschuB 

vor sich. Man kann etwa rechnen 

bei Handfeuerungen •.•. \ . .. n = 1,6 bis 2,0 
.. mechanischen Rostfeuerungen . n = 1,3 .. 1,6 
.. Kohlenstaub- lind Olfeuerung . n = 1,2 .. 1,4 
.. Gasfeuerung. • • • • • • •. n = 1,05 .. 1,2 

Der LuftiiberschuB wird durch die Abgasanalyse, besonders die Messung des 
CO2-Gehaltes mit Hilfe des Orsat-Apparates (oder durch andere MeBgerate mit 
chemischem oder physikalischem MeBprinzip) ermittelt. Wegen der Abkiihlung 
der Gasprobe schlagt sich der Wasserdampfgehalt nieder, die Messung gibt daher 
den eDs-Gehalt bzw. wegen der gleichzeitigen Absorption des 50s den (C02+ SOs)
Gehalt, bezogen auf trockenes Gas, an. Der Hochstwert des CO2-Gehaltes tritt 
bei n = 1 auf, sein Verlauf fiir verschiedene Brennstoffe ist in Fig. 4 wieder
gegeben, die zur Abschatzung der LuftiiberschuBzahl bei gegebenem CO2-Gehalt 
benutzt werden kann. (C02 -Gehalte verschiedener Brennstoffe s. Zahlen
tafel 2.) Uberschlaglich ist max 

n = C02m ... JCO. (25) 

( C02m ) V mlnu 
n=1+ --""--1 '--. 

COa Lmln 
genau (26) 

Vmlntr ergibt sich aus Gl. (11) bzw. (24) nach Abzug des Wasserdampfgliedes 

(Zahlenwerte V mlntr/Lmln S. Zahlentafel2, 5 und 7, 5.320,326 und 327). Bei un
vollstiindiger Verbrennung wird CO2 durch CO2 + CO + CH, ersetzt. 

4. Spezifisches 6ewlcht. 
Zur Umrechnung des Rauchgasvolumens in das Rauchgasgewicht multipliziere 

das Volumen mit dem spez. Gewicht i' kg/Nm8 (Normkubikmetergewicht nach 
DIN 1871) des Rauchgases, das nach der Mischungsregel aus den Einzelbestand
teilen des Gases berechnet werden kann. 

i' = C0a/100'1,9768 + S0a/100'2,9263 + 0a/100'1,42895 + Na/100' 1,2505 j 
+ Ar/100 '1,7839 + H20/100' 0,804 + Ha/100 • 0,08987 (27) 
+ CO/100 '1,2500 + CHJ100' 0,7168 kg/Nm8 • 
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Spez. Gewicht von Luft: 

trockene Luft, bezogen auf 0°, 760 Torr • . . . . . . . Y = 1,293 kg/Nml 
feuchte Luft, qJ = 80 vH bei 20·, bezogen auf 0·, 760 Torr 

(hypothetischer Zustand) . . . . . . . . . . . . . . Y = 1,287 kgJNm3 

feuchte Luft, qJ = 80 vH bei 20°, auf 20·, 760 Torr bezogen Y = 1,199 kg/m3 

1st das spez. Gewicht des trockenen Gases, auf 0·, 760 Torr bezogen, Yo, so 
errechnet sich das spez. Gewicht eines feuchten Gases bei beliebiger Temperatur 
(im Rahmen der Giiltigkeit der idealen Gasgesetze) 

273 [P - Pn Pn ] 8 
Y = T' 10332,6 . Yo + 10 332i . Y Do kg/m . 

1.20 / , / 

1,1~0 

/ 

1,5 3,0 3,5 
!.uf'IiioersclluBzO'hl n 

(28) 

Fig-4. CO, und O,-Gebalt bezogen auf trockenes 
GaS in Ahhiingigkeit von der LuftilberschuBzahl. 

Fig. S. Das spez. Gewicht von 
Rauchgasen in Abhiingigkeit vom 
Heizwert und der LuftiiberscbuB-

zabl. 

Betragt der Barometerstand B kg/mB (760 mm Hg = 10332,6 kg/mB, 1 mm Hg 
= 13,5955 kg/mB) und der Uberdruck des Gases p kg/mB, so ist an Stelle des 
Gasdruckes P der Druck (B + P) kg/mB einzusetzen. 

Beispiel: Luft 1=20·, B=P=10332,6kg/m',<p=1 (l00vH), Pn=238,3kgJm' (nach 
Zablentafell0), r.=1,293, rno = 0,804. 

= !73_ • [ 10332,6 - 238,3 . 1 293 + ~~~ . 0 804] = 1194 kgJm' r 293 10332,6 ' 10332,6' , • 

Eine Abschatzung des spez. Gewichtes von Rauchgasen in Abhlingigkeit von 
dem Heizwert des Brennstoffs und der LuftiiberschuBzahl n ist nach Fig. 5 
moglich. 

5. Taupunkt. 
Wird das Rauchgas so weit abgekiihlt, daB (evtl. nur ortlich) eine Sattigung 

des Gases eintritt, so schlagt sich Wasserdampf nieder, der Taupunkt ist erreicht 
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(Korrosionsgefahr!). Fig. 6 zeigt den Taupunkt ftir verschiedene Brennstoffe1), 
seine Bestimmung geschieht mit Bilfe der Fig. 7. Der SchwefeJgehalt des Brenn

~ 

~ 5OI-,£I-M'4-c>"'f---'''''' 
~ 
~ q,:5I--.;>'+~I7"'q---+---t=*=d---t 

8 m ~ ~ • • ~ • • 
%Co.. 

Fig. 6. Taupunkt der Rauchgase verschie
dener Brennstoffe in Abhangigkeit vom 

CO,-Gehalt. 

stoffs, besonders wenn er 2 vB in der 
Trockensnbstanz tiberschreitet, erh6ht 
durch geringfiigige S03-Bildung und in
folge der hohen Sattigungstemperatur 

80 
'fesl1mlllrudK 81Kl [\'& 

760 ,.-,:::::::::: 

~ ~;.--
70 

~ ~ 
~ ~ 

~ ao 
f 

~o 5 10 15 20 25 ao 95 
Rl1uml1n1ell des IIII1ssertll1mpl'es 

1m feuchten AOfll1Gln 'f(, 

Fig. 7. Dampfspannungskurven von Wasser
dampf zur Ermittlung des Taupunktes aus 

dem Wasserdampfteildruck. 

von Schwefelsaure den Taupunkt wesentlich bis zn 20 bis 50° C tiber den Wasser
dampf-Taupuukt. Der Niederschlag ist hochkonzentriert und daher von starker 
Korrosionswirkung2). 

6. Niiherungsweise Bestimmung der 6as- und Luftmengen. 
Steht eine Elementaranalyse nicht zur Verftigung, was bei Veranschlagungen 

fast die Regel ist, so kann man die Gas- und Luftmengen auch mit Hilfe empi
rischer Gleichungen, die auf statistischem Wege gewonnen wurden, bestimmen 3). 
1st der Heizwert und der LuftiiberschuB gegeben, so kann man Fig. 8 benutzen, 
ist dagegen Heizwert und CO2-Gehalt gegeben (sehr haufiger Fall bei Entwurfs
arbeiten), so kann man den LufttiberschuB nach Fig. 4 abschatzen oder Fig. 9 
benutzen. Hierin ist die Gas- und Luftmenge in kg in Abhangigkeit vom unteren 
Heizwert des aschefreien Brennstoffs (bei Aschegehalten bis nahezu 10 vH kann 
man einfach den Heizwert ohne Umrechnung benutzen) aufgetragen. Zur Um
rechnung von kg und Nm3 s. Fig. 5. 

7. Wiirmeinhalt und It· Diagramm. 
Bei bekannter Rauchgasmenge und -zusammensetzung kann der Warme

inhalt des Rauchgases ohne weiteres berechnet werden. (Spez. Warme der Gase 
s. S.636.) Eine groBe Vereinfachung und Erleichterung bieten die zeichnerischen 
Rechenverfahren, besonders das It-Diagramm. Tragt man den Warmeinhalt des 
Rauchgases bei verschiedenen Lufttiberschtissen tiber der Temperatur auf, so 
erhalt man das It-Diagramm. Bei Temperaturen tiber 1500° C muB dabei die 
Dissoziation des CO2 und H20, bei h6heren Temperaturen auch der Zerfall 
H2 = 2 H usw. berticksichtigt werden. Der Schnittpunkt der It-Linien mit der 
Ordinaten des Heizwertes gibt (ohne Probieren) die theoretische Verbrennungs
temperatur an. Durch Aufaddieren des Warmeinhaltes der vorgewarmten Luft 

') Nach W. Gumz: Feuerungstechnisches Rechnen. Berlin 1931. 
') Gumz, W.: Die Luftvorwiirmung im Dampfkesselbetrieb. 2. Auf!. S.270ff. Berlin: 

Springer 1933. 
') VgJ. Rosin u. Fehling: Das It-Diagramm der Verbrennung. Berlin: VDI-Verlag 1929. 

- Gumz, W.: Feuerungstechnisches Rechnen. Berlin: Springer 1931. - Lenhart, E.: Feue
rungstechn. Bd.25 (1937) Heft 9 S. 265/73; Bd.26 (1938) Heli 3 S·92/94. 
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und des vorgewarmten Brennstoffs (z. B. bei Gas und (1) findet man die theore
tische Verbrennungstemperatur bei Vorwarmung. AuBer der Bestimmung der 
Verbrennungstemperatur lassen sich alle wichtigen warmetechnischen Berech
nungen mit Hilfe des It-Diagramms durchfiihren, so z. B. die Endtemperatur 

Ifeizwerf Ifu 

I 

o s 
!i?IJergllsmefige 

Fig. 8. Diagramm zur Bestimmung der Luft- und Rauchgasmengen in Nm'/kg (und Nm'/Nm') 
fUr aile Brennstoffe nach E. Lenhart. 

hinter einer Heizflache von gegebener GroBe oder gegebener Leistung, EinfluB 
der Abstrahlung, Abwarmeverlust, thermischer Wirkungsgrad u. a.1) 

Ein It-Diagramm von allgemeiner Giiltigkeit (bei einer entsprechenden Zahl 

') Gumz, W.: Feuerungstechniscbes Rechnen. Berlin: Springer 1931. S.58/72 (Ent
wicklung des I t-DiagTamms), S. 73/77 (Warmetechnisches Rechnen mit dem It-DiagTamm). 

Tasehenbuch fiir den Maschinenbau. 9. Auf!. T, 22 
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Fig. 9. Luftgewicht und Rauchgasgewicht in Abhlingigkeit yom Heizwert (aschefrei) und dem 
CO,-Gehalt. (Linke HlUfte, linker MaJlstah - reebte HlUfte, reehter MaBstab.) 
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Fig. 10. Theoretische Verbrennungstemperaturen 
verschiedener Brennstoffe. 

von Hilfskurven oder Tabellen), 
auf statistischen Berechnungen 
beruhend, ist von Rosin und 
Fehling aufgestellt worden 1). 

Die theoretischen Verbren
nungstemperaturen ohne Vorwlir
mung (mit Hilfe des It-Diagra=s 
berechnet) sind in Fig. 10 wieder
gegeben. 

') Rosin u. Fehling: Das 1t-Dia
gramm der Verbrennung. Berlin: VDI
Verlag 1929. 
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IV. Der Verbrennungsvorgang. 
t. Allgemeines. 

339 

Die Verbrennungsrechnung ("Statik der Verbrennung") beschrankt sich auf 
Aussagen tiber die Enderzeugnisse der Verbrennung, ihre Menge, Zusammen
setzung, Temperatur und ihren Warmeinhalt. Die Vorgange, ihre Lenkung, 
ihr zeitlicher und raumlicher Ablauf, die Bestimmung der Leistungen und des 
Flachen- und Raumbedarfs ist Aufgabe der "Dynamik der Verbrennung". Hier
bei sind in erster Linie physikalische Faktoren maBgebend, wie Brennstoffkor
nung und Oberflache, Schiittungskennzahlen, spezifisches und Raumgewicht, 
Brennstoff- und Luftgeschwindigkeit, sowie die Relativgeschwindigkeit zwischen 
beiden, Gasmischung, Stromung (Geschwindigkeit und Richtung) und die Tem
peratur. Der Chemismus der Vorgange spielt nur eine untergeordnete Rolle, da 
nach Wegfall der physikalischen Hemmnisse vorwiegend sehr schnell verlaufende 
Gasreaktionen in Betracht kommen. Ausgenommen sind die Anlaufvorgange im 
Gebiet niedriger Temperaturen, die Ziindung. Nach Rosin und Fehling kann 
man wegen des Oberwiegens der physikalischen Einfliisse von einem .. Ziindpunkt" 
als einer Brennstoffeigenschaft nicht sprechen, die Reaktionsgeschwindigkeit (k) 
folgt dem van't Hoffschen Gesetz 

k = ell-AIT , (1) 

wobei A und B Konstanten sind Nach C. A. Seyler und Th. E. Jenkins ist 
A wenig, B stark yom Brennstoff abhangig. 

Voraussetzung der Ziindung ist eine auBere Wiirmezufuhr zur Temperatur
erhohung des Brennstoffs und der Verbrennungsluft (deren Warmebedarf ein 
Mehrfaches des Brennstoffs ist), sie geschieht durch Konvektion (Unterztindung 
durch vorgewiirmte Luft oder heiBe Gase aus schon brennenden Schichten) oder 
durch Strahlung (Oberziindung). Die Ziindung setzt an bevorzugten Stellen ein 
(Ziindkeme, Ziindnester). Durch gliihende Flugkoksteilchen und starke Wiirme
zufuhr, z. B. die Flammenstrahlung bei Zweitluftzufuhr, wird sie begiinstigt. 

Beirn Verbrennungsablauf und bei den ibn begleitenden hohen Temperaturen 
tritt der chemische Vorgang, auch die sog. Reaktionsfiihigkeit (Oberflachenwertig
keit) verschiedener Brennstoffe, zuriick. Der Transport des Luftsauerstoffs an 
die gliihende Brennstoffoberflache, ein rein physikalischer Vorgang, tritt in den 
VordergruRd. Der Sauerstoff bildet mit dem Kohlenstoff des Brennstoffs sowohl 
Verbrennungs- als auch gleichzeitig Vergasungsprodukte, wobei die Vergasung 
in hoheren Brennstoffschichten, verstiirkt durch die Reduktion gebildeter Kohlen
saure zu CO, iiberwiegt. Die zweite Phase des Verbrennungsvorganges ist die 
Verbrennung der gebildeten Gase im Feuerraum oberhalb des Brennstoffbettes, 
ein Vorgang, der von der Mischgtite und Mischgeschwindigkeit - also aucb 
physikalisch bedingt - abhangig ist, und der wesentlich langsamer verlauft als 
die Gasbildung. Je nach der Bewegung von Brennstoff, Brennbabn und Luft 
(ruhende Schicht auf rubendem Rost mit unterem Abbrand, rubender Rost, be
wegte Schicht oder bewegter Rost mit ruhender Schicht und oberem Abbrand 
und endlich rostlose Feuerung mit schwebendem Brennstoff) verIauft der Ver
brennungsvorgang etwas verschieden. 

2. Verbrennungsvorgang In der Rostfeuerung. 
a) Feststehender Rost, Hand- und Wurffeuerung. Der Brennstoff wird 

auf das gliihende Brennstoffbett aufgeworfen, daher schnelle Erwiirmung, gute 
Ziindung, lebhafte Entgasung. Der Vorgang gebt zeitlich unregelmaBig vor sich 
und erfordert anfangs eine starke Zweitluftzugabe zum Ausbrand der Entgasungs
produkte, die dann allmii.hlich zuriickgeben kann. Der CO2-Gehalt ist bei un
geregelter Luftzufuhr stark wechselnd (Sagediagramm!), Verluste durch unver
brannte Gase sind schwer zu vermeiden. Den VerIauf der Verbrennung gibt 

22" 
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[nach Versuchen von Kreisinger, Ovitz und Augustinel )] Fig. it grund
satzlich wieder. Das Brennstoffbett wird durch Handarbeit gleichmaBig und 
locker gehalten und periodisch entschlackt. Diese UnregelmaJ3igkeiten, ver
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Fig. 11. Verlauf der Gaszusammensetzung 
in der Brennstoffschicht und im Feuer

raum einer Handfeuerung_ 

Fig. 12. Verbrennungsverlauf auf dem 
Wanderrost (schematisch bei aschefreiem 
Brennstoff einheitlicher KorngroBe und 

konstanter Brenngeschwindigkeit) 
;. _ Durchziindweg _ Durchzllndzeit 

- - RostHinge - AufenthaItszeit' 

starkt durch das hiiufige Offnen der 
FeuertUre, werden durch Wurffeuerungen 
vermieden. 

b) Wanderrost. Zlindung und Ab
brand gehen bei bewegtem Rost mit 
darauf ruhender Brennstoffschicht kon
tinuierlich, aber ortlich nacheinander vor 
sich. Der Brennstoff muJ3 von oben her 
nach vollendeter Oberzlindung bis zum 
Rost durchgezlindet werden. Die Durch
zlindzeit soll etwa die Hiilfte der Aufent
haltszeit betragen, die Durchzlindung also 
auf halber Rostiange vollendet sein, urn 
einerseits sicheren Ausbrand zu gewiihr
leisten, andererseits das Rostende nicht 
zu stark freizuiegen (Gefahr zu starker 
Bestrahlung und libermaJ3iger Luftein

tritt). Fig. 12 zeigt schematisch den Ver
brennungsverlauf nach einer Darstellung 
von Rosin, Fehling und Kayser. Die 
Roststabtemperatur kann im Augenblick 
der Durchzlindung an der Oberfliiche bis 
zu 650 bis 950 0 C betragen 2), wichtig ist 
die Aufrechterbaltung einer boben Luft
geschwindigkeit an dieser Stelle, urn den 
Roststab zu klihlen, besonders aber urn 
die Scblacke zu granuJieren. MiiBiger 
Ascbengehalt des Brennstoffs (5 bis 8 vH) 
wirkt sich durch Bildung einer Schlacken
schutzschicht auf dem Rost glinstig aus. 
Flir schwierige FIDe ist das Einfahren 
einer Schlackenschutzscbicbt ~orgescbla
gen worden. Der Roststab soll zur Auf
nahme des WiirmestoBes nicht zu leicbt 
sein, Feinheiten der Gestaltung und der 
Klihlfliiche haben nicht die ihnen oft zu
geschriebene Bedeutung. Einstellung der 
Luftzufuhr (bei Zoneneinteilung): Vor
dere Zonen ganz geschlossen oder stark 
gedrosselt, besonders bei backenden 
Koblensorten (keine Storung der Ober
zlindung, langsames Anwiirmen liber 
den Erweicbungspunkt der Kohle 390 
bis 430 0 C, urn ein ZusammenflieBen 
und die Bildung groBer Kokskucben, 
-platten oder -stengel zu vermeiden, die 
Luftzutritt und rechtzeitigen Ausbrand 

verbindern), mittiere Zonen, besonders. am DurchstoBpunkt der Zlindung, 
hOcbste Luftgeschwindigkeit, nach hinten abnehmend. 

') Vgl. Feuerungstechn. Bd.24 (1936) Heft 8 S.144/45 - Fuel Bd. 14 (1935) Heft 9/12 
S. 271ff.; Bd.15 (1936) Heft 1/2 S.16ff. 

') Untersuchungen von E. Tallner: Bericht D. 60 an den Reichskohlenrat. Arch. Warme
wlrtsch. Bd. 15 (1934) Heft 11 S. 289/92. 
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c) Zweltluftzufiihrung. Zum Ausbrand der ortlich auftretenden Entgasungs
und Vergasungsprodukte ist eine gute Gas-Luft-Mischung im Feuerraum er
forderlich, was erreicht wird durch Einschniirung des Feuerraumes (durch Ziind
gewOlbe oder hintere Ausbrandgewolbe), besser durch Zweitluftzufiihrung mit 
Driicken von 300 bis 400 mm WS, bei geeigneter Bemessung, Verteilung und 
Anordnung der Dtisen. Hoch vorgewarmte Luft ist vorteilhaft wegen der besseren 
Ziindung der Gase, der hoheren Strahlenenergie (bei gleichem Druck) und der 
besseren Tiefenwirkung1). 

d) Luftvorwiirmung 2). Bei Rostfeuerungen sind Temperaturen von 150 bis 
200° C (max 250°) zulassig, bei backenden und bei Feinkohlen etwas weniger. 
Vorteile der Luftvorwarmung: Billigste 
Form der Abwarmeverwertung, Moglich- RM 
keit der Anwendung der Regenerativ
speisewasservorwarmung durch Anzapf-
und Gegendruckdampf, sichere und 
schnelle Ziindung, Forderung der zUn
dung, Mischung und Verbrennung der 
Gase im Feuerraum (s. voriger Absatz). 

o 50 100 150 100 150 
KQst6e/uGiunj 

300 350 
kg/m.!l>. 

e) Orenzen der Leistungssteigerung. 
]ede Feuerung laBt sich, ausreichende 
Zugerzeugung vorausgesetzt, weit
gehend iiberlasten unter Verschlechte
rung ihres Wirkungsgrades. Das wirt
schaftliche Optimum fiir die Rostbe
lastung (s. Fig. 13) 3) ist abhangig von 
der ]ahresbetriebsstundenzahl, den 
Brennstoff- und Unterhaltungskosten 
und dem erzielbaren Feuerungswir
kungsgrad. Die Grenzen der Leistung 
sind bedingt durch die notwendige 
Ziind-, Durchziind- und Ausbrennzeit, 
die Stabilitat des Brennstoffbettes (Ent
stehung von Flugkoksverlusten, EinfluB 
der KorngroBen), die Temperatur im 

Fig. 13. Ermittlung der giinstigsten Rost
belastung (Beispiel). 

Brennstoffbett und im Feuerraum, die FeuerraumgroBe, die Moglichkeit der 
Unterstiitzung des Ausbrandes der Gase und des Flugkokses (Zweitluftein
rich tung) und endlich durch die Gasabfuhr (Zugleistung). 

3. Verbrennungsvorgang in der Kohlenstaubfeuerung. 
Das Verhalten des Brennstaubes, der in der Schwebe verbrennt, wird in erster 

Linie durch aerodynamische Gesetze, insbesondere durch seine Schwebegeschwin
digkeit bestimmt. Innerhalb des Bereiches von Re = 0 bis 8 (Re = wdfv, w = Ge
schwindigkeit misek, d = Teilchendurchmesser m, v = kinemat. Ziihigkeit m2/sek, 
s. auch S. 251) ist die Schwebegeschwindigkeit 4) 

w, = 1 : (1,835 __ L_. v. ~ + 0,1349 1'/( ')I )2 1) (2) 
')IK-')I,p f ')IK-')I v·d 

(')I, ')IK spez. Gewicht des Gases und schein bares spez. Gewicht der festen Teilchen). 
Die Schwebegeschwindigkeit ist zugleich die maximale Relativgeschwindig

keit zwischen Traggas und Korn, die die Wiirmeiibertragung durch Konvektion 
maBgebend beeinfluBt. 

') Siebe Feuerungstecbn. Bd. 23 (1935) Heft 11 S.123/24: Bd.25 (1937) Heft 11 S.317/22; 
Bd.30 (1942) Heft 2 - Maver, A. R.: Diss. Braunschweig 1937 - Feuerungsteebn. Bd.26 
(1938) Heft 5 S. 148/50 und Heft 7 S.201/10 . 

• ) Gum •. W.: Die Luftvorwarmung im Dampfkesselbetrieb. Berlin: Springer 1933 -
Feuerungsw.bn. Bd 23 (1935) Heft 5 u. 6 S. 52/54 u. 64/65. 

') Feuerungstecbn. Bd.18 (IQ30) Heft 3/4 S.21/23. 
') Nacb W. Gum.: Feuerungstechn. Bd.26 (1938) Heft 8 S.253/55. 
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Als Ziindquelle dient auBer der Vorwiirmung der Verbrennungsluft die 
Warmezustrahlung durch die heiBen Brennka=erwiinde (Ziindfllichen, Ziind

giirtel) und die Riickstrah
Zahlentafel 11. Schwebegeschwindigkeit von lung der Fla=e. Die 

Steinkohlenteilchen. Y, = 1000 kg/ms. Ziindung kann nur auf 
der Komoberflliche ein-

t = 500· 1000· I 1500 ·C 
========~======~======~= 
d = 0,10 = I w, = 0,20 0,16 1-;;:-;;-

treten, deren Temperatur 
sich als Gleichgewichtszu
stand zwischen zugefiihr
ter Wiirme und (bei kalter 
Luft) durch Konvektion 
abgegebener und durch 
Leitung ins Kominnere 

0,30 1,10 0,92 I' 0,79 
0,50 2,26 2,07 1,89 
0,70 3,17 3,28 I 3,16 

abgefiihrter Wiirme einstellt. Brennstoffe von hoher Ziindtemperatur (Koks) sind 
daher schwer ziindend. Bei gasreichen Brennstoffen wird die Ziindung auBer
dem durch die Entfla=ung abgespaltener Kohlenwasserstoffe (Teerdampfe) 

;31--1--+-. ;"<---I+-<\~ 

4'8I--I---t-:-.'-V .>!'S"£-I--"--+-J 

4·~-r7~~~-b--+-~ 

() . 4().47() 47. 4ZD 42S 430mm. 
/(ornilvl'CnmeJJI!I' (neue SieOlJezeicnnun!J 

Fig. f4. Brennzeit von Kohlenstanb (nach 
Gl. 3). Braunkohle r. = 1200 kg/m'. 

eingeleitet oder bescWeunigt. Rohe Luft
vorwarmungwirkt durch die Erhohung des 
konvektiven Wiirmeiiberganges kiirzend 
auf die Ziindzeit ein. Das Ziindverhalten 
beschriinkt bei schwer ziindenden Brenn
stoffen den Regelbereich der Feuerung. 

Die Brennzeit von Kohlenstaub 1) er
gibt sich theoretisch zu 

YK'"O.15·r l.85 
.8'=172,4'108 (OlD ·/(n)·/(K)[s]. (3) 

T· w,' )m 
r = Kornradius in m, T = abs. Tempe
ratur, len) Korrekturfaktor fiir die Luft
iiberschuBzahl (1 bei n = 1, 0,647 bei 
n = 1,2, 0,513 bei n = 1,4, 0,441 bei 
n = 1,6, 0,212 bei n = 00), feK) Kor
rekturfaktor fiir den EinfluB der Kohle
eigenschaften, sonstige Bezeichnungen 
wie oben. Da auch w, nach Gl. (2) eine 
Funktion von d bzw. r, T und YK ist, 
so besagt die Gleichung, daB die Brenn
zeit in starkem MaBe vom Komdurch-
messer, in geringerem MaBe vom Luft

iiberschuB, von der Natur des Brennstoffs, seinem scheinbaren spez. Gewicht 
und in ganz geringem MaBe von der Temperatur abhiingig ist (5. Fig. 14, die fiir 
Braunkohle und nicht oder wenig bllihende Steinkohle von hohem Gehalt an 
fliichtigen Bestandteilen gilt). Stark bllihende Kohle und Koks hat etwas 
geringere Brennzeiten, sehr magere Kohle etwas liingere. Die Unterschiede 
liegen jedoch nur in der Gro/3enordnung von etwa ±15 bis 25 vR. Luftiiber
schuB senkt die Brennzeit. Mit abnehmender Temperatur, wie dies bei zu
nehmendem LuftiiberschuB der Fall ist, steigt die Brennzeit, jedoch in so ge
ringem MaBe, daB damit der EinfluB des Luftiiberschusses nicht voll ausgeglichen 
wird. Durch verschiedenartiges Verhalten des Brennstoffs bei der Erhitzung wie 
Schrunlpfen, Komzerfall oder Aufbllihen kann die Schwebegeschwindigkeit und 
Brennzeit in der einen oder anderen Richtung beeinfluBt werden. 

Der KoWenstaub ist ein unhomogenes Gemisch aus verschiedensten Kom
groBen. Aus der Verschiedenheit der Brennzeit der einzelnen Komklassen lliBt 
sich die Abbrandkurve ermitte1n, wie Fig. 15 a1s Beispiel zeigt. 

') Nach W. Gumz: Theorle und Berechnung der Kohlenstaubfeuerungen. Berlin 1939. 
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Die zullissige Brennkammerbelastung ist 

= 3600' (H .. + II) kcal/msh. 
q V·, 

R,T 

(1) 

I, ist der Wlirmeinhalt der Luft (bei Luftvorwarmung), V",T das spez. Rauch
gasvolumen in m3fkg bezogen auf die mittlere Temperatur T. Bei den iiblichen 
Mahlfeinheiten ergeben sich Brennkammerbelastun- 100 

gen von 250 bis 350000 kcal je mS h. % 
Ein genaueres Bild ergibt sich aus der Berech- 80 

Dung des Brennweges aus der Beziehung (giiltig fiir ~ /JQ 

einen von unten nach oben gerichteten Gasstrom) .g 
",,'10 

I = [w - (w,) .. ] , ,. (5) ~ 
~ 

w = Gasgeschwindigkeit mIsek, (w,) .. = mittlere z, 

v-
I 

Schwebegeschwindigkeit zwischen d = 0 bis d = d, 
z = Brennzeit. 

o 42 4¥ 46 Q8 ,0 I3sek 
Ze/~ 

Die richtige Fiihrung des Verbrennungsvor
ganges besteht in einer guten Mischung von Staub 
und Luft und einer Anpassung an die stromungs

Fig. IS. Abbrandkurve von 
Kohlenstaub. 

technischen Bedingungen zur Erzielung des notwendigen Brennweges durch Form
gebung des Feuerraums, die Brenneranordnung, die Einblasegeschwindigkeit und 
-rich tung. Der senkrecht von unten nach oben gerichtete Gasweg ist der wert
vollste, da er die Hingste Aufenthaltszeit des Korns ergibt. Die Gasgeschwindig
keit ist so zu wahlen, daB sie die Schwebegeschwindigkeit des groBten Korns 
iiberschreitet, doch ist es zwecklos und fiir die Aufenthaltsdauer des Staubes 
nachteilig, im Feuerraurn zu hohe Geschwindigkeiten anzuwenden. 

4. Verbrennungsvorgang In der ijUeuerung. 
Arten der Olfeuerung: 1. Luftzerstaubung, das 01 flieBt dem Brenner zu 

(nur fiir Kleinanlagen, hochwertige diinnfliissige Ole); 2. Dampfzerstaubung, 
Vorteil gleichmaBige Zerstaubung in weitem Lastbereich, Nachteil hoher Dampf
verbrauch 2 bis 3 vH bis zu 5 vH der Dampferzeugung; 3. mechanische Zer
staubung (in Schiffskesselanlagen vorherrschend), Druck 7 bis 15 at bis zu 20 at, 
geringerer Energieaufwand flir die Zerstaubung, Nachteil: verschlechterte Zer
staubung bei kleinerer Belastung; Anpassung an die Leistung durch Abschalten 
von Brennern oder Auswechsein der Dtisen durch soiche kleinerer Bohrung (da
durch groBere Gefahr einer Verstopfung); 4. rotierende Schalen brenner mit PreB
luftturbinenantrieb (Beispiel Saacke-Brenner), Vorteil gute Zerstaubung in 
weitem Lastbereich, hochste Einzelleistung eiues Brenners bis zu 1,5 t/h 01. 

Giinstigste Viskositat (nach Versuchen der amerik. Marine), 2 bis 4 0 Engler am 
Brenneraustritt, wird erreicbt durch Vorwlirmung des 6les auf 100 bis 150 0 C, 
jedoch nicht iiber den Flammpunkt vorwlirmen. Das 61 soli bei jeder Belastung 
moglichst fein zerstaubt, gleichmaBig verteilt und gut mit der Verbrennungsluft 
gemischt werden. Die TropfengroBe ist urn so kleiner, je leichter das 61 und je 
hoher der Druck ist (nach K iihn z. B. etwa 0,12 mm bei 10 at, 0,095 bei 20 at, 
0,08 bei 30 at). Brennzeit nach ABner 0.2 bis 0,6 sek. 

Der Chemismus der Verbrennung der Kohlenwasserstoffe besteht (wenn auch 
nicht eindeutig gekliirt) in einer Oxydation iiber mehrere unstabile Zwischen
produkte, Peroxyde, Aldehyde, die tiberlagert sein kann durch eine dem Krack
vorgang ahnliche thermische Zersetzung. 

Physikalisch gesehen muB das 01 nach dem Austritt aus dem Brenner zu
nlichst weiter erwiirmt werden, was um so schneller vor sich geht, je kleiner der 
Tropfendurchmesser ist, Dadurch entsteht ein "Ziindverzug", der etwa zwei 
Drittel der Gesamtbrennzeit ausmacht. Die liuBere Wiirmezufuhr wird, nach 
Oberschreiten des Brennpunktes, iiberlagert von den beginnenden Oxydations
vorgangen und der thermischen Zersetzung. 

Bei der Verbrennung unter Druck (Oberdruckfeuerung des Velox-Kessels, 
Dieselmaschine) ist der Vorgang der gleiche, jedoch wirkt die hiihere Dichte der 
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Luft und die durch die Verdichtung der Luft erzielte hahere Temperatur sehr 
stark auf die Verringerung des Ziindverzuges und der Belastbarkeit ein. Gute 
Zerstiiubung, Verteilung und Durchwirbelung ist auch hier wesentlich. Gesamt
brennzeit etwa 0,1 bis 0,2 sek und darunter, Brenngeschwindigkeit 6 bis 1Om/s. 

5. Verbrennungsvorgang In der Gasfeuerung. 
Die Gasbrenner1) haben die Aufgabe, dem Brennraum Gas und Luft in aus

reichender Menge und rich tiger Verteilung zuzufiihren und beide Medien gut zu 
mischen oder die Mischung vorzubereiten, ohne sich dabei selbst zu sehr zu er
warmen oder die Flamme zuriickschlagen zu lassen. Fiir die Leistung ist der 
Stromungswiderstand des Brenners flir Gas und Luft (Schluckvermogen) und 
der zur Verfiigung stehende Druck mal3gebend. Man unterscheidet: Hochdruck
gasbrenner mit Luftansaugung durch Injektorwirkung (einfach, keine Luftventi
latoren und -leitungen, aber auch keine genaue Gemischregelung und keine Luft
vorwarmung moglich), Niederdruckgasbrenner mit Luftzuflihrung durch Venti
latoren (RegeJfalI fiir grol3e Industriegasbrenner). Die Luftzufiihrung kann unter
teilt sein in Erstluft (Vormischung im Brenner, Prinzip des Bunsenbrenners) und 
Zweitluft (Zugabe an der Brennermiindung). Durch die Luftverteilung ist e!ile 
einfache Flammenlangenregelung moglich. Die einzelnen Brennerbauarten unter
scheiden sich vornehmlich durch die Art der Luftfiihrung (Drallbewegung, mecha
nische Mischung durch Mischfliigel) und durch die Unterteilung und Form der 
Dlisen (Rundstrahl, Flachstrahl, Mehrstrahl). Zur Zlindung des Gases erhalten 
die Brenner einen Mlindungsstein oder bei Kesseln eine entsprechende Ausmaue
rung. Bei hoher Luftvorwiirmung (600 bis 1000° C) wird Gas und Luft erst hinter 
dem Brenner zusammengebracht oder das Gas in der Niihe der Brennermiindung 
in die Luft eingefiihrt. 

Da die Verbrennungsgeschwindigkeit von Gas und Luft aul3erordentlich grol3 
ist, wird die Brennzeit praktisch nur von der Mischgeschwindigkeit2) be
stimmt, der notwendige Brennraum ist mit dem Mischraum identisch. Die 
Mischung wird erreicht durch die Aufspaltung der Gas- und Luftstrame durch 
den Brenner, durch Makroturbulenz (geringere Wirkung), durch Mikroturbulenz 
(Gasballen als Mischelemente, starkste Wirkung) und der letzte, aber auch lang
samste Ausgleich durch Diffusion (Molekiile als Mischelemente). Forderlich flir 
die Mischung sind hohe Relativgeschwindigkeiten von Gas und Luft, Schrag
neigung der Strahlen gegeneinander, Aufprall gegen feste Korper (Mischgitter, 
Querschnittsverengungen) und Luftliberschul3. Hohe Temperaturen sind wegen 
der hohen Ziindtemperatur der Gase flir die Ziindung notwendig, sie liben aber 
keinen wesen tlichen EinfluB auf die Mischgesch windigkeit und damit auf die 
Brennzeit aus. Durch die Einfiihrung des Gases unter der Luft und durch ver
schieden hohe Energie der Strahlen lal3t sich in Herdafen liber dem Bad eine 
reduzierende Atmosphare einstellen. Ebenso kann die Flammenliinge durch die 
Einwirkung auf die Mischung oder durch Unterteilung der Luft oder der Gas
zufuhr (stufenweise Verbrennung, Zusatzbrenner, Decken- und Seitenbrenner) in 
gewlinschter Weise eingestellt werden (wichtig bei Wiirmofen). Die Temperatur 
der Flamme und ihre Strahlungseigenschaften lassen sich auBer durch die Vor
warmung von Luft und Gas, durch die Luftzuteilung und Mischgeschwindigkeit 
auch noch durch Zusatz von warmeunbestandigen fllissigen oder festen Brenn
stoffen (Teerol, Teer, Kohlenstaub) beeinflussen (Karburierung), wichtig flir die 
Steigerung der Wiirmelibertragungsleistung der Flammen armer Gase, deren 
Temperatur und Strahlungsleistung flir viele metallurgische Zwecke nicht aus
reich end ist. 

') Konstruktionsbeschreihungen s. G. Neumann: Gasbrenner. Stahl u. Eisen Bd. 56 (1936) 
Heft 34 S. 941;52. - Sachs E.: Industriegasbrenner und zugehOrige Einrichtungen. (Kohle. 
Koks Teer Bd.35.) Halle a. d. S.: W. Knapp 1937. 

'l Grundlegende Untersuchungen s. K. Rummel: Der EinfluB des Mischvorgangs auf die 
Verbrennung von Gas und Luft in Feuerungen. D\isseldor!: Stableisen 1937. 



Festigkeitslehre. 
Bearbeitet von Dr.·lng. W. Meyer zur CapeUen, VDI, Aachen. 

In Anlehnung an DIN 1350 5. Ausg. (Dezember 1937) wurden die folgenden 
Bezeichnungen gewahlt: 

o Normalspannung, 1 Schubspannung, P Flachenpressung (Kraft/Fliiche), 
Ozul zulassige Normalspannung, Tzul zulassige Schubspannung, 
op Spannung an der Proportionalitatsgrenze, 
OR Spannung an der Elastizitatsgrenze, 
OF (= (]s) Spannung an der FlieBgrenze (Streckgrenze, bei Druck Quetsch. 

grenze), . 
0B statische Festigkeit, OK Knickspannung, 
0D Dauerfestigkeit, OUr Ursprungsfestigkeit, 
Ow Wechselfestigkeit, '/I Sicherheit. 

Zeiger flir Beanspruchungsart: z fiir Zug, d flir Druck, b fiir Biegung, k fiir 
Knickung, t flir Drehung (Torsion), s fUr Schub (T, = c Q/F), a fUr Ab· 
scheren (7:.=Q/F bei Annahme gleichfiirmigerVerteilung der Schubspan· 
nungen). Die Zeiger brauchen nur da gesetzt zu werden'. wo aus dem Zu· 
sammenhang nich t ohne weiteres die Art der Beanspruchung ersichtlich ist. 

K Eulersche Knickkraft, 
;. Schlankheitsgrad = sKIt = KnickIange/Tragheitshalbmesser, 

M Moment (Zeiger b und t nur nach Bedarf). 
E = Elastizitatsmodul (ElastizitatsmaB), IX = 1IE = Dehnzahl. 
G = Gleitmodul, fJ = 1/G = Schubzahl, 
" Querzahl (ohoe Vorzeichen) = eqle = Querkiirzung/Langsdehnung, 
m = 818~ = 1/" Kehrwert der Querzahl (Poissonsche Konstante). 

A. All~emeines. 
1. Spannung und Forminderung. 

a) Normal- und Schubspannung. Wird ein elastischer Kiirper durch auBere 
Krafte beansprucht. so werden in jeder Schnittebene Krafte hervorgerufen; der 
auf die Flacheneinheit des noch nicht verformtenQuerschnittes ent· 
fallende Anteil heiBt Spannung [kgfcm2]. 

Normalspannungeno (+ flir Zug, - fiir Druck) wirken senkrecht 
zur Schnittfiache. Schubspannungen 7: in der Schnittfiache (Fig. 1). 
]ede Spannung kann nach dem Satz vpm Parallelogramm der Krafte 
durch eine Normal· und eine Schubspannung ers.etzt werden, z. B. ° 
in Fig. 6 durch 0'1' und 7:'1" 

Fig. I. 

Wird der Stab der Fig. 2 durchgeschnitten, so miissen zur WiederhersteUung des Gleich· 
gewichte!! in den Schnittfllichen die in Fig. 3 angegebenen Krlitte P blnzugefOgt werden. 
Nimmt jed.. FllI.cbenteilcbffi des Querschnlttes gJelcbmliBIg an der Kraftiibertragung teil, so 
wjrd dip Normalsp.nnun~ (f= PI F k"lem', WPnn dip Kraft P in kg, der Querschnitt F in em' 
gemessen wird. Die angedentete gleichmiiBige Spannungsverteilung ill 
gilt nur in geniigend weiter Entfernung von der Kraftangriffsstelle. 

b) Einachsiger Spannungszustand. In Fig. 6 ist o=PIF, , 
F/F'= cosrp und I 

0,1' = P cos rp/F' = of/F'. cosrp = 0 cos2 q:>; fl . 
T,p= Psinrp/F'=0'P tg rp=o/2.sin2rp. I I tpf 

Neben Normalspannungen treten auch Schubspannungen auf. 1, ~! 
c) Einachsiger Formiinderungszustand. Der zylindrische I ~ 

Stab der Fig. 2 wird unter dem EinfluB der heiden Krafte P t i 
seine Lange yOU I auf 11 = 1 + Lf 1 vcrgroBern und seinen /Jl, I I , 
Durchmesser von d auf d1 verkleinern. 1+ ,oj I 

Die Verliingerung der Langeneinheit heiBt Dehnung: ~... P 

B = .1//1 = (11 - 1)/1 • Fig. 2. Fig. 3. 
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Das Verhiiltnis er = (d - d1)/d heiBt Querkiirzung. 
Der Wert m = e/e, (Poissonsche Zahl), d. h. das Verhiiltnis von Dehnung 

zur QuerkiiIzung, ist vom Stoff des Stabes abhiingig und liegt fiiI Meta1l~ 
zwischen 3 und 4; C. Bach rechnet mit m = _llt-. Der Wert f' = 1/m heiBt 
Querzahl, so daB nach C. Bach p. = 0,3 wird. 

Sind die Dehnungen den Spannungen verhaltnisgleich, so gilt das Hooke-
sche Gesetz 8 = ex a ; 
ex hei/3t Dehnzahl, gemessen in cm2/kg, der Kehr- (Reziprok-) Wert E = 1/ex 
ElastizitatsmaB, gemessen in kg/cm2 ; es ist daher a = e/ex = E I: die zweite 
Form des Hookeschen Gesetzes. 

Beim Zug- bzw. Druckversuch, Fig. 4 (weiches Eisen), bei dem der Stab einer 
stetig wachsenden Belastung unterworfen wird, ist das Hookesche Gesetz bis 
zur Proportionalitatsgrenze (J p erfiillt, wiihrend die Elastizitatsgrenze (J 11 die 
Spannung darstel1t, bis zu der der Stab belastet werden kann, um nach der 

I:'"' Entlastung nahezu auf die urspriing-
.! 6Pzogen lIufo'en liche Lange zuriickzugehen (vgl. auch 
.:!: tut.rli'chLU"ell>"Cnni~-1 Werkstoffkunde S.437). 
\) .....---...-"'- I 

dJ I 
~~gen~fden d 

ur.spr. UUMrchnilf 

ZUfJ 

Fig. 4. Fig. S. 

GuLleisen (Fig. 5) zeigt keine ProportionalltAt zwischen Spannungen und Dehnungen. 
Fiir den 1m Maschinenbau iiblichen Bereich darf • = ",."" (Potenzgesetz von C. Bach und 
W. Schiile) gesetzt werden, worln die Konstante .. fiir Zug etwa t,t und fOr Druck etwa t,OS ist. 
"'. ist nach den GuLlsorten stark verinderlich. Hiiufig wird jedoch mit einem mittleren, kon
stanten Wert E gerechnet. 

FOr manche Stoffe (Kupfer, Aluminium, Holz) gilt das Hookesche Gesetz angenlihert. 
Auf ZinkguIl, Granit, Sandstein, Beton ( .. >1) und Leder, Hanfseile ( .. <t) kann das Potenz-
gesetz angewandt werden. . 

y 

Fig. 6. Fig. 7. 

d) Ebener Spannungszustand. Treten in Schnitten parallel einer Ebene 
(XY-Ebene in Fig. 7) keine Krafte auf, so ergibt die Momentengleichung fUr 
den Mittelpunkt des Quaders, da slimtliche Normalspannungen herausfallen: 

(1'" A y A z) A a;/2 + (1'" + ,11',,) (Ll y A zl tJ a;/2 
- (1'" Aa; Az) tJ y/2 - (ry + tJ rill (Aa; Az) Ay/2 = 0, 

oder nach Division mit 1 A a; A y A z: 
21'" + ,11'" - 21'" - ATy = 0, 1'" - ry = 1(,11"11 - ,11',,). 
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LaSt man die Kanten des QuadeIS kleiner und kleiner werden, so wird die 
rechte Seite der letzten Gleichung beliebig klein und daher muS 

Tz = Ty = T 
sein: In zwei zueinander senkrechten SchnittfUichen herrschen 
gleich groSe, nach der Schnittkante zu oder von ihr weggerichtete 
Schubspannungen. (Paarweises Auftreten der Schubspanqungen.) 

Bei einem auf Biegung beanspruchten KOrper (Fig. 8) wird durch die Zugkraft P in der 
Flilche eDdie g\eich groBe, aber entgegengesetzt gerichtete Querkraft P in der Fli1che A B 
bervorgerufen. Das Moment dieser Krilfte wird durch die in A B wirkenden Normaikrilfte auf
gehoben (Fig. 40, S. 359). Nach dem Satz vom paarweisen Auftreten der Schubspannungen 
muB sich die Querkraft so iiber den Querscbnitt A B verteilen, , 
daB sie in den Endpunkten A und B g\eich Null ist (Fig. 85, S.396). C (, D P 

FUr eine urn den Winkel rp geneigte Ebene (Fig. 9) , 
ergibt die Anwendung der Gleicbgewichtsbedingungen / 

t1'{J = i(t1y + t1z ) + i(t1y - t1z ) cos2rp + TSin 2rp} : 
l ' (1) P 

und T<p = I(t1g - oz) sm2rp - Tcos2rp. ~~~==~= 

Die Hauptspannungen (groSte und kleinste Normal
spannung) 

:r:t1<p = i(oy + t1z ) ± tY(t1y - 0.)2 + 4'l2 (2) 

treten in zwei zueinander senkrechten Schnitten auf, 
deren Richtungen durch 

tg 2rpo = 2'l/(og - t1z ) 

gegeben sind. In diesen Hauptrichtungen verschwinden 
die Scbubspannungen. 

Der groJ3te bzw. kleinste Wert der Schubspannung 

:r:T<p = ± I V(O. - t1y)2 + 41"2 

Fig. 8. 

Fig. 9. 

(3) 

tritt in den Schnitten auf, die die rechten Winkel der Hauptspannungen halbieren. 
Flir diese Richtungen verschwinden die Normalspannungen im allgemeinen nieht. 

---"F---!, 
f . 

~- --=-~" JI 
---=-.fT7QYlT---

Fig. to. Fig. 11. 

1st 11 = l1u die einzige Normalspannung, so werden mit 11. = 0 die Haupt
spannungen 

(4) 

und die Hauptschubspannungen 
max ,--_. 
min 'l'{J = ±t tt1B + 41"2. (5) 

Sind die Hauptspannungen min 11 = 111 und max 11 = 112 gegeben, so folgt 
aus den Gleichungen (1) mit T = 0 

fTq) = t(0'2 + (11) + l(l1s - 0'1) cos2cp , } 
T<p = i(112 -- (11) sin2cp. 

(6) 
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Hiernach wird in einem rechtwinkligen Koordinatensystem 11, • (Zugspan
nungen als positiv nach rechts, Druckspannungen als negativ nach links) der 
Zusammenhang zwischen 11", und.ep durch einen Kreis (S. 98), den Spannungs
kreis von Mohr, dargestellt, Fig. 10: Mache OA = 111 und OB = 112' dann ist 
der Kreis tiber AB als Durchmesser der gesuchte; sein Halbmesser betragt 
max. = i(112 - (11). Die Spannungen unter dem Winkel rp erhalt man durch 
den Strahl MT, der mit der I1-Achse den Winkel2rp, oder durch den Strahl AT, 
der mit der I1-Achse den Winkel rp bildet. .~ und 11~ sind die Spannungen in 
der zu rp senkrechten Schnittebene. Der maximale Wert von. tritt in der 
Schnittrichtung von 45 0 auf. 

Sind ffir zwei belieb'ge, aber aufeinander senkrecht stehende Richtungen die Spannungen 
ax, "1/ und • gegeben (Fig.9), so mache (Fig. 11) OC="x, OD=al/ und DE=CF=r. Der 
Kreis iiber EF als Durchmesser ist der gesuchte. 

Wird a, = 0 (einachsiger Spannungszustand, Abs. b), so fallt A nach O. Bei reinem Schub 
fallt M nach 0, es wird a,=-., a,= + •. 

e) Ebener Formiinderungszustand. 1. Normalspannungen. Wirkt an dem 
Quader Fig. 12 mit den Seiten a und b die Spannung az , so wird a urn 81 a wachsen, 
wlihrend infolge der Querktir
zung b urn pEl b verktirzt wird 
(p = 11m). Infolge all' Fig. 13, 

Fig. 12. Fig. 13. 

e e' , 
I , 

4'~ '1';. -f 
,,! 

Fig. 14. 

-
r 

t, 
7! I 
I 

wachst b urn E2b und wird a um pE2a zusammengedrtickt. Wirken beide 
Spannungeri gleichzeitig (zweiachsiger Spannungszustand), so addieren sich die 
Einzeldehnungen (Gesetz der Uberlagerung) in den Achsenrichtungen x und y zu 

Ex = E1 ~ IIE2 = IXl1x - plXl1y ='IX(l1x - Pl1g) , 

E. = E2 - pEl = 1X11. - plXl1z = 01(111/- P I1x) • 

Infolge der Spannungen az und (11/ treten keine Winkeliinderungen auf: 
Normalspannungen bewirken Langenanderungen. 

Die kleinste bzw. groBte Dehnung tritt in Richtung der Hauptspannungen min a =a, 
bzw. maXa=a, auf. Es wird demnach minE = '" (",-Ita,), maxE=",(a,-ltU,), also 

'::,~~E = IX [! (I - ,,) (0'1/ + ax) ±!(1 + It) Y(ay - ax)' + 4,·]. (7) 

2. S e hub spa n nun gen. Wirken an dem Quader Fig. 14 nur Schub
spannungen, die nach S.347 gleich groB sein mUssen, so geht er in die ge
strichelte Lage tiber, wenn die untere Kante festgehalten wird. Das Rechteek 
ABCD wird zum Parallelogramm ABC'D', der rechte Winkel CAB zurn 
spitzen Winkel C'AB: Sehubspannungen bewirken WinkeJanderungen. 

Nach Fig. 14 ist tg)' = CC'IAC = C1 CJ1 ~)' 

im BogenmaB, da der Winkel sehr klein ist. Mithin ist die Anderung )' des ur
sprUnglich rechten Winkels gleich der Strecke, um die sich zwei urn t em von
einander entfernte parallele Flachenteile gegerieinander verschieben. " heiBt 
Sehiebung. 1st F der Flacheninhalt der oberen Begrenzungsflache in ems, 
Q die angreifende Kraft in kg, so ist 

T = QIF [kg/emS] 
die Sehubspannung. Die GroBe der 5chiebung fUr die Einheit der Sehub
spannung ist {J = "/T und heiDt Seh ubzahl; ihr Kehrwert 11{J = G heiBt Gleit
oder Schubmodul [kg/emS]. 
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Entsprechend E = IX 0 wird hier r = {IT, wobei /1 innerhalb eines gewissen 
Spannungsgebietes als unveranderlich angenommen werden dart; entsprechend 
0=£8 wird ~=Gr. 

Zwischen Dehnzahl ex, Schubzahl {J und Gleitmodul G bestehen die Be
ziehungen 

m + 1 f3 = 2 ---- - ex = 2ex(1 + p) 
m 

1 m £ 
und G=----E=-----· 

2 m + 1 2(1 + p)' 

fiir m = 3 bis 4 wird P = 2,67 IX bis 2,SIX oder ex = 0,375/1 bis oA/1' 
fiir m = l,P_ (also p = 0,3): fJ = 2,6 ex und ex=0,38S{J, d.h. G = 0,385£. 

3. Normalspannungen und Schubspannungen. Wirken die 
in den Fig. 12, 13 und 14 angegebenen Krafte gleichzeitig, so setzen sich die 
Dehnungen und Winkellinderungen zusammen. 

Die Dehnungen kiinnen ahnlich dem Spannungskreis durch den Verior
mungskreis dargestellt werden!). 

f) Formiinderungsarbeit' ist die zur Verformung notwendige mechanische 
Arbeit A*. Wachst die Kraft von Null auf P bzw. das Moment von Null 
auf M, und is t LIt die Ver3chiebung bzw. LI rp die Drehung, so folgt A * = ! P LIt 
bzw. A * = ! M LI rp (vgl. Beispiel S, 221). 

Die bezogene Formanderungsarbeit A (bezogen auf 1 em' des betreffenden Korpers) kann 
ais Summe aus Volumenanderungsarbeit Av und Gestaltanderungsarbeit Au dargestellt werden, 
A =Av + Ag • Beim ebenen Spannungszustand erhillt man mit den Hauptspannungen 17, und 17, 
die Werte 

1+1' 
Au = 3E (a1 + 17~ - <1, <1,) , (8) 

2. Arten der Beansprucbung. 
a) Zug. Der freigemachte Stab (Fig. 15) ergibt zwei Krafte P, die in 

Richtung der Stabachse, d, h. senkrecht zum Querschnitt, wirken; der- Stab 
wird gezogen, er erfiibrt eine Verlangernng. 

,~ 
p 

JiL¢ 
p ~ 

Fig. 15. Fig. 16_ Fig. 17. Fig. 18. 

b) Druck. Der Stab (Fig. 16) wird ebenfalls durch zwei Krafte P bean
sprucht, die in Richtung der Stabachse wirken; er wird gedriickt und erffut 
eine Verkiirzung. 

c) Knickung. 1st der gedriickte Stab im Verhiiltnis 
zu seinem Querschnitt sehr lang (Fig. 17), so wird er 
unter dem EinfluB der beiden Krlifte P ausknicken. 

d) Schub. Auf den Stab wirken zwei gleich groBe 
entgegengesetzt gerichtete Krafte P senkrecht zur Stab
achse (Fig. 18) und haben das Bestreben, die Teile des 
Stabes in diesem Querschnitt gegencinander zu ver
schieben, Fig. 19. 

Fig. 19. 

e) Biegung. Ein Stab wird auf Biegung beansprucht, 
wenn die Kraft P nach Fig. 20 senkrecht zur Stabachse Fig. 20 
wirkt und eine Kriimmung dieser Achse hervorruft. Bei reiner Biegung wird der 
Schub vernachHissigt. 

1) Ratscher- Jaschke: Dchnungsmessungen und ihre Auswertung. Berlin: Springer 1939. 
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f) Drehung. Auf den Stab wirken zwei Krafte P 
nach Fig. 21 in einer Ebene senkrecht zur Stabachse und 
versuchen. die einzelnen Querschnitte des Stabes gegen
einander zu verdrehen. 

Die Fiille a. b. c und e ergeben Normalspannungen 
und Langeniinderungen; die Faile d und f Schubspan
nungen und Winkeliinderungen. 

g) Tritt mehr als eine Art von Beanspruchung auf. so ist der Stab auf 
zusammengesetzte Beanspruchung zu berechnen. 

3. Ziigige Festigkeit und Dauerfestigkeit. 
a) Die ziiglge (statische) Festlgkelt (1B wird durch Kurzzeitversuche an glatten 

Staben bestimmt (vgl. schematische Skizze Fig. 22. femer Fig.4). Bei Langzeit-

[ 

beanspruchungen ist die Dauerstandfestigkeit (1 DII maBgebend. d. h. die 
Spannung. die bei beliebig langer Belastung nicht mehr zum Bruch fiihrt. 

Die in den folgenden Abschnitten bel'echneten Spannungen. die 

[ 
Ncnnspannungen (1 .. (bzw. (1 .... (1 .. d'(1d'T .. ). die dort nur mit (1 
(bzw. (1 .. (14' (16' T) bezeichnet werden. entsprechen im wesentlichen nur 

"l dann den tatsachlichen Verhiiltnissen, wenn der Maschinenteil keiner 
Kerbwirkung (EinfluB von Kerben, Bohrungen usw.) unterliegt. Die 

I8it tatsachliche Spannung(1max wird mit Hilfe der FormzahllXk gefunden, 
F' 22 es ist (1max = IXk • (1... Die Formzabl hiingt wesentlich von der Bean-

19. . spruchungsart und der Form des Teiles ab und kann in gewissen Fiillen 
rechnerischl) oder muB versuchsmaBig bestimmt werden (vgl. Werkstoffkunde 
S.421). 

b) Die meisten Maschinenteile unterliegen jedoch einer wechselnden Be· 
lastung. d.h. die Beanspruchung wechselt wiihrend eines Lastspiels zwischen 

zwei Grenzwerten, der oberen Grenzspannung (10 
und der unteren Grenzspannung (1", vgl. Fig. 23 2). 

Diese Beanspruchung kann auch aufgefaBt werden 
als ein Schwanken um die mittlere Beanspruchung 
oder Mittelspannung (1". = t«(1o + (1,,) in Hohe des 

l'---r---t-\--;t'--I:~~il· nach beiden Seiten gleichen Spannungsausschlages 
(1. = t((1o - (1,,). Ob der Idealfall eines sinusformi
gen Spannangsvedaufes vorliegt oder nicht, ist nicht 
wesentlich. 

Fig. 23. c) Die DauerfestJgkelt (1D (kleine Zeiger ent
sprechend der Beanspruchungsart angefiigt) ist der 

Grenzwert der wechselnden Beanspruchung, der bei glatten, polierten Staben 
gerade noch beliebig lange ertragen wird. Als kennzeichnende GroBe gibt man 

D 1 t 8 , 5 6 7 6 9 1tl-lfl 
!.os~pje!z(J'" 

Fig. 24. 

die obere oder untere Grenzfestigkeit (10 
bzw. (1u an oder den Spannungsausschlag (14' 
Z. B. in der Form (1D = (1M ± (1.1.' 

d) Das Ergebnis einer Priifung auf Dauer
festigkeit wird in Form der Wiihlerkurve dar
gestellt: Man tragt den Spannungsausschlag 
in Abhiingigkeit der Zabl der Lastspiele 
auf, Fig. 24. Die Kurve niihert sich einem 
von Null verschiedenen endlichen Wert (be
sonders gUt durch Darstellung auf Expo-

nentialpapier erkennbar), der bei einigen Millionen Lastwechseln fast immer 
erreicht wird. 

An Stelle des Begriffes .. beliebig oft" wird die Zehnmillionengrenze (filr Stahl), bel anderen 
Metallen auch mehr angenommen. 

1) Neuber, H.: Kerbspannungslehre. Berlin: Springer 1937. 
0) a" ist in Fig.23 negativ. 
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e) Die Werte der Festigkeiten, die nnterhalb der Grenzzahl der Lastspiele 

erreicht werden, heiBen Zeitfestigkeiten, Fig.24. 
1hre Kenntnis ist wichtig fiir Bauteile, die von vornherein einer beschriinkten Lebensdauer 

unterworfen sind. Die Schadenslinie gibt an, wie viele und wie hohe Oberbelastungen (d. h. 
iiber die Dauerfestigkeit hinaus) einem Werkstoff ohne Schaden, d. h. ohne Minderung der 
Dauedestigkeit, zugemutet werden Mnnen, Fig. 24. 

f) Die Ergebnisse der Dauerfestigkeitsversuche bei verschiedenen Mittel
spannnngen werden im Dauerfestigkeitsschaubild (auch Grenzspannnngs
diagramm genannt) dargestellf. Hierbei sind 
noch entsprechend den drei hervorgehobe
nen Belastnngsfiillen von C. Bach folgende 
GroBen definiert (Fig. 25): 

1. Belas tungs f all I (ruhende Belastung): 

!! ,-fiL h8IJ£ 
~ --~ 

Zeit 

Fig. 25. Die Belastung wird langsam auf einen Hochst
wert gebracht nnd bleibt konstant (Fig. 22 
nnd 25, I). Es ist (JA =0 nnd GM=(JO= (Ju' Die Grenzspannnng heiBt Dauer
standfestigkeit (JD., (s. oben). 

2. Belastungsfall II (schwellende Belastnng): Die Belastung schwankt 
dauernd zwischen Null nnd einem Hochstwert (Fig. 25, II). Es ist (JM = (JA 

und (Ju = O. Die Grenzspannnng heiBt J' ' 
Ursprungsfestigkeit (Schwellfestig- ~~~~ ~nzepf 
keit) (JUT' tao lJ r: / 

3. Belastungsfall III (schwin- 1 
,... ,/ 

gende Belastnng) : Die Belastung o!!! 20 , / / 

schwankt zwischen einem positiven nnd .~ # / 
__ ~ ~'V ~ / T _,/ negativen gleich groBen Hochstwert "11 :t:: 10 - / " 

(Fig. 25, III). Es ist (JM = 0 und <,:,l ~ , , 
(Ju=-(JO=-(JA' Diese Grenzspan- !I. ~ 0 r--t-:-~ 
nung heiBt Wechseifestigkeit (Jw' -30 -20 i-tl~ 

ImDauerfestigkeitsschaubild1), 1 /~-1O 
Fig. 26, dem auch der allgemeine Be- ,~A 

lastungsfall zu entnehmen ist, werden ./!! 
die Grenzspannungen, d. h. die Festig- / ~ 
keiten (Jo und (Ju in Abhangigkeit der cJ . 0.' 

Mittelspannnng (JM aufgetragen. Man ,~ 
erhalt also zwei Kurvenaste, die von 
der 45°-Geraden in der Ordinatenrich-

-30 

Fig. 26. 

tung gleichweit entfernt sind. Diese Gerade entspricht den Mittelspannnngen, 
und von dieser sind (Jo nnd (Ju um den Spannnngsausschlag (JA entfernt. Das 
Bild der gemessenen Werte wird durch die Horizontale der Streckgrenze bzw. 
der Quetschgrenze bei Druck abgeschnitten, da plastische Verformnngen im 
Maschinenbau im allgemeinen vermieden werden. 

Die Kurvenstiicke A B bzw. A' B' entsprechen den Messungen und Hefem praktisch gerade 
Linien. Gemli6 der Streck- bzw. Quetschgrenze schlie6en die Geraden DC bzw. D' C' das 
Schaubild nach oben bzw. nach unten abo Da Bunter D bzw. B' iiber D' Hegt, liefern die 
Geraden BC bzw. B'C' die Schlu61inien. 

Das- vollstandige Schaubild muB die Grenzspannungen fUr Zug, Druck, Bie
gnng und Drehung enthalten, S. S.651 und 652. 

Beziiglich Kerbwirkung s. S.421. 

4. Zuliisslge Spannung und Sicherhelt gegen Bruch. 
a) Die zuliissige Spannung eines Korpers «(Juu! fUr Zug, (Jdzu! fiir Druck, 

(Jbzu! fUr Biegung, Tuul fUr Schub, Tuu! fUr Drehnng) ist diejenige Spannung 
in kg/cms bzw. kg/mms, bis zu der er auf eine der verschiedenen Arten der Bean
spruchung belastet werden darf. Sie liegt unterhalb der Proportionalitats- und 

'} VgI. a. die Arbeitsbliitter des Fachausschusses fiir Maschinenelemente beim VD1. 
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im allgemeinen unterhalb der Elastizitatsgrenze, um bleibende Formanderungen 
zu vermeiden. Fiir die Wahl der zuliissigen Beanspruchung gilt: Solange die theo
retischen und versuchsmiiBigen Unterlagen der Festigkeitsrechnung festliegen, 
diirfen die hoheren Werte genommen werden; wird die Rechnung auf Grund von 
Annahmen durchgeflihrt, tiber deren Richtigkeit kein sicheres Urteil besteht, so 
ist die zuliissige Spann ung niedriger zu wahlen. 

b) Sicherheit'V ist das Verhiiltnis der Grenzspannung, also der Elastizitiits
bzw. FlieBgrenze oder der Dauerfestigkeit oder <!Uch der Knickspannung (s. d.) 
zur tatsiichlichen auftretenden groBten Spannung O"m.x. Die Sicherheit kann 
um so niedriger angenommen werden, je sicherer die theoretische Berechnung 
den tatsachlichen Verhiiltnissen entspricht und je unwahrscheinlicher die Gefahr 
einer Uberschreitung der Spannung O"m.x ist. Vgl. a. Werkstoffkunde und Ma
schinenteile. 

5. Bruchhypothesen. 
a) Fiir die Ursachen des Bruches oder flir die Grenzen der zuliissigen An

strengung des Werkstoffes sind verschiedene Hypothesen aufgestellt, deren 
Kenntnis bei zusammengesetzter Beanspruchung erforderlich ist. Hierbei wird 
eine Vergleichspannung oder reduzierte Spannung O"red eingefiihrt, durch die der 
im allgemeinen mehrachsige Spannungszustand auf einen einachsigen zuriick
gefiihrt wird. Die Vergleichspannung muB hierbei kleiner als die zuliissige sein. 
1m folgenden soli nur der ebene Spannungszustand, und zwar an derselben 
Stelle des Werkstoffs betrachtet werden. 

I. Hypothese der groBten Normalspannung (Lame, Clapeyron, Maxwell, Hop
kinson). Als Vergleichspannung wird die groBte Normalspannung gewiihlt. Diese Hypothese 
ist durch Versuche nicht bestiitigt. 

Z. Hypothese der groBten Dehnung oder Gleitung (Mariotte, St. Venant, Pon
celet, Grashof, C. Bach). Die Proportionalitiitsgrenze wird hiernach erreicht, wenn die 
groBte Dehnung erreicht wird. Diese durch C. Bach in Deutschland verbreitete Hypothese ist 
durch Versuche nicht bestiitigt worden. 

3. Hypothese der groBten Schubspannung (Coulomb, Guest, Mohr). Das Er
reichen eines gewissen Wertes der Schubspannung, einer Grenzschubspannung, ist maBgebend. 

IT 

Fig. 27. Fig. 28. 

Diese Auffassung ist in besserer Obereinstimmung mit den Versuchen, insbesondere bei Stahl 
mit ausgepriigter Streckgrenze. 

4. Hypothese des elastischen Grenzzustandes nach O. Mohr. Diese stellt eine 
Verbindung zwischen d.en Hypothesen 1. und 3. dar. MaBgebend ist das Erreichen einer be· 

(Jrenz!((Jrve 
stimmten Grenzkurve: Werden fur verschiedene Spannungs
zustande die Spannungskreise, Fig. 27, entworfen, so werden 
diese von der Grenzkurve eingehullt, und es darf .tie Kurve 
diesel' Grenzzustande nicht iiberschritten werden. 'Ober 
deren YerIanf liegen kaum Untersuchungen VOl'. Es ge-

l:. fT nugt jedoch haufig, die Einhilllende durch Geraden zu er-
~ setzen. Bei sprOden Werkstoffen (adzul =t= a nul)' Fig. 28, 

-+'~--:?--f-'~.,....""=l,-;..i ergeben sich geneigte Geraden (vgl. a. Abs. L, S.412), bei 
zahen Werkstoffen (adzul = ",zul) Parallelen zur a-Achse, 
Fig. 29. Dann stimmt die Mohrsche Auffassung mit der 
der graB ten Schubspannung uberein; sie hat gegenuber 

Fig. 29. 

den anderen Hypothesen den VorteiI graBerer Anpassungsfahigkeit an jeden Werkstoff. 
5. Hypothese der graB ten Formanderungsarbeit (Beltrami). Diese sagt aus, daB 

die groBte bezogene Formanderungsarbeit (s. S. 349) maBgebend ist. Diese Hypothese ist durch 
Versuche nicht bestatigt worden. 
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6. Hypothese der graB ten Gestaltiinderungsarbeit (Huber, v. Mises, Hencky). 

Nach dieser darf die bezogene GestaWinderungsarbeit (s. S. 349) einen bestimmten Wert nicht 
iiberschreiten. Diese Hypothese stimmt gut mit den Versuchen iiberein. 

Das Verhalten der vielkristallinen Stoffe, wie z. B. Stahl, scheint zwischen den Hypo
thesen 6. und 3. bzw. 4. zu liegen. 

b) Vber die rechnerische Auswertung fiir die Hypothesen 1.,2., 3., 6. vgl. 
die untenstehende Tabelle. Diese ist fiir die beiden wichtigsten FaIle aufgestellt, 
daB entweder an einer Stelle die Normalspannung a und die Schubspannung. 
(Spalte 1) oder die beiden Hauptspannungen a1 und a2 (Spalte 2) bekannt sind. 
1m einzelnen ist noch zu bemerken: 

Zu 1. Die gTaBte Normalspannung folgt aus Gl. (2), S.347. Bei reinem Schub wird 
(ired=-r· 

Zu 2. Die groBte Dehnung folgt aus Gl. (7), S.348, mit ax=O und ag=a. Die dieser 
entsprechende (reduzierte) Spannung ist ared =max_/", woraus sich mit ,u=0,3 der Wert in 
Spalte I ergibt. Bei reinem Schub (a=O) wird ared=I,3T, d.h. es miiBte azuvrzul=I,3 sein. 
Die Werte fiir die zuliissigen Spannungen nach C. Bach entsprechen etwa diesem Verhiiltnis 
(dort ist ,u=0,25, also 1+,u=1,25). Fiir Spalte 2 erhiilt man die Werte aus Gl. (7), S.348 
in ahnlicher Weise, wenn dort T=O, "x="" "v=a. und ,u=0,3 gesetzt wird. 

Zu 3. Aus Gl. (5), S. 347, folgt die groBte Schubspannung. Fiir reinen Schub wird ared =2T, 
d. h. es miiBte azul/nul = 2 sein. Der Spannungskreis (Fig. 10) liefert maxr =1(a.-a,). Da
mit wird ar ed =a,-a" Spalte 2. 

Zu 6. Setzt man in den Wert von Au, Gl. (8), S.349, die Spannungen maxa=a. und 
mina=a, nach GI.(4), S.347, ein, so wird Au=(I+,u)(a'+3")/3E. Fiir den einachsigen 
Spannungszustand muB Au = (1 +,u) aien/3E sein, woraus sich durch Gleichsetzen der Wert 
fUr ared ergibt. Bei reinem Schub ist "red =T V"3 = 1,73 T, wonach azul/Tzul = 1,73 sein miiBte. 
In iihnlicher Weise wird der Wert in Spalte 2 erhalten. 

Bei den obigen Formeln ist das Hookesche Gesetz benutzt worden, so daB statt azul auch 
"p gesetzt werden kann. Dariiber hinaus werden die Formeln auch fUr die Flie6gTenZe (aF) 
bzw. die Festigkeiten (aB' aD) angewendet. 

Reduzierte Spannungen ared fiir den ebenen Spannungszustand 
(positiv Zug, negativ Druck). 

I 

HYPO'j these 

(I) 
Normalspannung a und Schub

spannung , 

~-i- .. - -i ~ ~- i;;~fi:,;;c--
2 0,35 a ± 0,65 Val! + 4.2 

3 ± vas + 4.f2 

6 ± VG2+ 3.H 

(2) 
Hauptspannungen 

(]l=minU und ua=maxa 

a 2 bzw. a1 

a2 - 0,3 a1 bzw. a1 - 0,3 a2 

a2 -a1 

± Yar+-ci~ - a1 0'2 

6. Anstrengungsverhiltnis. 
Die in S. (Tafel, Spalte 1) entwickelten Formeln gelten fiir den Fall, daB a 

und T demselben Beiastungsfall folgen. 1st azul der zuHissige Wert der Normal
spannung und .zul der zulassige Wert der Schubspannung, so muB entsprechend 
den verschiedenen Hypothesen azul = !pTzul oder ap = !p.p und a, = !pT, sein; 
fiir die Normalspannungshypothese ist !p = 1, fiir die Dehnungshypothese 
!p = 1,3 usw. 

Sind die Belastungsfalle von a und T verschieden, so wird nach C. Bach 
durch das AnstrengungsverhaItnis 

O"zul 
lXo= -

lj1.zul 
rp=1: 1,3usw. 

der Belastungsfall VOll. auf den von a zuriickgefiihrt. Die Vergleichsspannungen 
sind dann 

Taschenbuch iiir den Maschinenbau. 9. Auf!. I. 23 
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Normalspannungshypothese 0,5u+o,5 V~4(<X.T)';:;;;UzUI mit <p=I, (1 a) 

Dehnungshypothese 0,350 + 0,65l"02+ 4(1:1:0 ,)2 < Ozul mit fP = 1.3, (2a) 

Schllbspannungshypothese faa + 4(~~r)2 < azul mit fP = 2, (3 a) 

Hypothese der groJ3ten Gestaltiinderungsarbeit 

Jfo2+3(lXor)2<oZUI mit fP= 1,73. (4 a) 

Die zuliissigen Werte sind entsprechend dem vorliegenden Belastungsfall Zll 
wiihlen. Vgl. a. S.405 und 406. 

7. Priifverfahren von Metallen. 

Diese beziehen sich auf statische und dynamische Untersuchungen. Die 
ersteren betreffen den Zug- und den Druckversuch (vgl. auch Fig. 4 und 5. S. 346), 
ferner den Biegeversuch und den selten angewandten Verdrehungsversuch. Bei 
den dynamischen Untersuchungen handelt es sich wesentIich um Schlagversuche 
und urn Dauerversuche (Dauerfestigkeit). 

Einzelheiten vgl. Werkstoffkunde S.435 u. f. 

B. Zug und Druck. 
I. Wird ein prismatischer Stab durch eine Kraft P in Richtung seiner Achse 

angegriffen, so wird in einem beIiebigen Querschnitt F bei gleichmiiJ3iger Ver
teilung die Spannung 

a kg/cm2 = P kg/F cm2 

hervorgerufen. Mit azul als zulassiger Zug- bzw. Druckspannung wird die Trag
kraft des Stabes 

P = Fazul. 

Hat der Stab veranderlichen Querschnitt, so ist der kleinste Querschnitt maB
gebend. Bei der Ermittlung der groBten Beanspruchung ist gegebenenfalls das 
Eigengewicht zu beriicksichtigen. 

Gedriickte Stiibe, deren Lange im Verhiiltnis zu den Abmessungen des 
Querschnittes bedeutend ist, sind auf Knicken zu berechnen (S. 389). 

Die Formiinderung des Stabes unter dem EinfluJ3 der Krafte P ist 

Al = Cl.ol 

in cm, wenn 1 in cm gemessen wird. 

Soll die Spannung unter Einwirkung des Eigengewichtes in allen Quer
schnitten die gleiche sein, so erhiilt man den Korper gleicher Festigkeit 
gegen Zug bzw. Druck; der Querschnitt verjiingt sich nach einem Exponential
gesetz (S. 116) bei Zug (Druck) in (entgegen der) Richtung der Schwerkraft. 
Einen Stab von angenahert gleichem Widerstand gegen Zug erhaIt man durch 
Absetzen (Drahtseile bei Schachtforderungen). 

Zulassige Zug- und Druckspannungen im Hoch-, Kran- unci Briickenbau 
s. S. 432. 

ReiJ31iinge, bei Textilstofien, Papier, Hanf- und Drahtseilen, Lederriemen 
u. a. verwendet, ist die Lange IB' bei welcher der freihangende Korper bei 
unveranderIichem Querschnitt unter seinem Eigengewicht abreiJ3t: IB = aBly. 

Beispiele: 1. Eine Zugstange aus FluBstahl von 8 m LlInge ist mit P=17000 kg be
lastet; der erforderliehe Querschnitt wird bei Uzul = 900 kg/em' 

F= 17000 = 18,9cm'; 
900 



Biegung des geraden Stabes. 355 
_.. 17000 + 8.15,4 

gewahlt wird tl = 50 rom IDlt F = 19,64 em', so daB max 0 = 19,64 ~ 875kg/cm' 

wird, da das Eigengewicht 15,4 kg/m betragt; die Verlangerung der Zugstange ist 

Al= ",. 00/= __ 1 __ • 17000 + 4 .15,4 • 8000~3,7 mm. 
2150000 19,64 

2. Es ist die Spannung eines an den Enden fest eingespannten Stabes aus FluBstah zu 
ermitteln, der bei 10° C spannungsfrei ist und gleichmaBig auf 100° C erwarmt wird. 

Bei Erwarmung von t, auf t, wurde sich der frei gelagerte Stab von der Lange I um 
Llt=""l(t,-t,) ausdehnen (s S 289). Also mull die gleichmaBig verteilteWfirmespan
nun g den Wert a = E E = E A III = E ",,(t, - t,) haben. 1m Zahlenbeispiel ist IX, = 12· 10 - 6 

und E = 2,15 ·10', also wird 

,,= 2,15·10'.12 ·10'- 6. (100 - 10) = 2322kg/cm'. 

2. Formiinderungsarbeit. Unter Beachtung der Formel von Absatz 1 f folgt: 
Das Element von der Lange tlz verJangert sich unter der Normalkraft P = a F urn 

LIt = E dz = dz a/E = dz P/EF, also wird dz = iP Lll = P dZ/2EF, d. h. fur den ganzen 
I 

Stab gilt A = jPdZ/2EF. 
o 

C. Biegung des geraden Stabes. 
'---if~--~'"i 

R£t 

Qrt B 

+ 

Fig. 30. 

1. Querkraft und 
Biegungsmoment. 

Liegen die den geraden 
stabformigen Korper Fig. 30 
belastenden Kriifte in einer 
Ebene und schneiden diese 
die Stabachse senkrecht, so 
ist die Querkraft gleich der 
algebraischen Summe der 

b) 

Fig. 31. 

--~ 

Krafte links bzw. rechts vom betrachteten Querschnitt: 

Ql = A - P 1 - P z und Qr = B - P a - P, - P s - P6 . 

Hierbei erhalten Kriifte, die nach oben gerichtet sind, das positive Vor· 
zeichen, so daB naeh Fig. 30 Q/ positiv und Q. negativ ist. 

Das Biegungsmoment in einem beliebigen Punkte des Tragers ist gleieh der 
algebraisehen Summe der statisehen Momente aller links bzw. reehts vom be
traehteten Querschnitt angreifenden Krafte (S. 173): 

und 
Ml = Ax - PI Pl - P z P2 

wenn Pl' .. Ps die Hebelarme von Pl'" P s in bezng auf den betrachteten 
Querschnitt sind. Pall Di!'gungsmoment ist posi ti v, wenn sieh der Trager 

23* 
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infolge des Momentes nach unten, negativ, wenn er sich nach oben 
durchbiegt (Fig. 31). Es ist M z = M. und 5011 im folgenden mit M bezeichnet 
werden. 

Werden die Biegungsmomente bzw. die Querkriifte zu jedem Querschnitt 
als Ordinaten aufgetragen, so ergibt sich die Momentenfliiche Fig. 30a bzw. die 

Querkraflfliiche Fig. 30 b. 
_a .. !,~ l 11-. Da bei einer stetigen Belastung die Ableitung des * =i Biegungsmoments gleich der Querkraft ist (S. 85), so 

ATE ,~----OOiB hat das Biegungsmoment den groBten oder kleinsten 
:' I Wert, wenn die Querkraft verschwindet (S. 72). Bei 
t--T"1 i Einzellasten wird das Biegungsmoment am groBten 

A : oder kleinsten, wenn die Querkraft das Vorzeichen 
1-, -~H------i' wechselt. Die Momentenlinie ist die Integralkurve der 
:, 11 Querkraftlinie und diese die Integralkurve der Be
,..,..,x-+< J------l lastungskurve (5. Beispiel 7 und S.84 u. 85). ! ~ i Das statische Moment der Resultierenden 
l/:f + ~ Qz =A - PI - PI 1st gleich der Summe der stati
~ schen Momente der Einzelkriifte A, PI und PI: 

Fig. 32. M=Q.q; 

der Hebelarm q kann nach Fig. 30 a mit Hilfe des Kraft- und Seilecks bestimmt 
werden, wenn man die iiuBersten Seilstrahlen s' und III' zum Schnitt bringt. 
Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke, welche von diesen Seilstrahlen und den 
entsprechenden Polstrahlen s und III gebildet werden, folgt: 

,,:q=fQ:H oder Qq="H=M. 

+ 

Das Biegungsmoment ist gleich dem 
Produkt aus der Ordinate ", gemessen 
im LiingenmaBstab, und der Polweite H, 
gemessen im KriiftemaBstab. 1st der 
LiingenmaBstab 1 = = a em, der Kriifte
maBstab 1 mm = b kg und der Polabstand 
H mm, so ist der MomentenmaBstab, 
d. h. der MaBstab, in dem die Ordinaten 

L-------,.-:Ir--------.B des Seilecks zu messen sind, 

Jk 

· Af:J\ 
~ 1 Z 3 B 

lIomen1eJuntlBsftr6: 1m,m.-'IIJOU cnzKg 

Fig. 33. 

1 mm =abH em kg. 

Die Momentenflache kann also zeich
nerisch mit Hilfe des Seiiecks nach Fig. 30 
besti=t werden. 

Beispiele: 1. Einzellast. Sind II und b die 
Entfernungen der Kraft P von den Auflagem A 
und B (Fig. 321, so ist A =Pbll und B = Pilil. 
Die QuerkraftflAche zeigt, daS im Angriffspunkt 
der Kraft das grOOte Biegungsmoment auftritt; 

esist maxM=AII=Bb-Pllbll. 

Wirkt die Einzelkraft in der Kitte des Tragers, 
so ist mit /1= b= 1/2 

maxM= PII". 
2. Mehrere Einzellasten (Fig. 33 a). Der Trager ist mit P, = 300 kg, p. = 700 kg und 

p. ~ 1200 kg belastet. a) Rechnerische Uisung: In bezug auf A ergibt sich die Momenten
gleichung B· 150=P, • 40+P •• 70+P. ·120 und damit 

B - (300· .. 0 + 700·70 + 1200 ·120)/150 = 1367 kg. 

Mit A +B~ P, +P.+P.=22OO kg wird A =2200- B=22OO-1367 =833 kg. Daraus folgt 
die Querkraftfliche nach Fig. 33 b: Zwischen A und 1 ist Q = A = 833 kg; zwischen 1 und 2 ist 
Q = A - P, ~833 - 300 = 533 kg usw. Die Querkraft wechselt bei 2 das Vorzeichen; an 
dieser Stelle liegt daher das groOte Biegungsmoment Es ist max M = A • 70 - P, • 30 
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= 58300 - 9000 = 49300 cmkg. Ferner ist 

MA=Ocmkg, 

357 

1If, = +A ·40 = +833 ·40 = 33300 cmkg, M, = +B. 30 = + 1367' 30 = 41000 cmkg, 

MB=Ocmkg. 

Durch geradlinige Verbindung der Endpunkte entsteht die Momentenfl!iche (Fig. 33 c). 
b) Zeichnerische LOsung (Fig. 34). Nach Wahl emes Krliftemallstabes werden die Krafte P" 

p. und P, nach GrOBe und Richtung aneinandergetragen. Links (oder rechts) von dieser Geraden 
wird der beliebig gelegene Pol des Kriiftezuges gewahlt und mit den Anfangs- und Endpunkten 
von P" P, und p. verbunden. Es entstehen so die Polstrahlen 1', 2', 3' und 4'. 

A 

b 

if fll ~ 
¥U-,--*"JO~.fO~JO

~--I--,L=1S0em --+I-~ 

I, I I 
I e' 3 Itt I 
, Z I I 

J. : 9 i 
I 1 __ 1l 
I S __ --td, I 
I----/;;'. I --or Ie I 
I I I I 

I I 
I e" I I 
Ib" 'd" I 

8 

P.~I ==---;.....---1 
I 
I 

A 

I I 
I I 
I f c 

H-II.: 1mJn =q ·1/i7·.?5 =WU cnzkU 

Fig. 34. 

~ff\~l 
Dann wird durch den beJiebig auf der Wirkungslinie von A angenommenen Punkt a (Fig. 34 b) 

parallel zu dem Polstrahll' der Strahl 1 gezogen, derdie Wirkungslinie von P, im Punkte b schneiden 
mOge. Durch b wird parallel zu S' die Linie 2 gezogen, die die Wirkungslinie von p. im Punk!e c 
schneiden mOge. Durch c wird parallel zu 3' die Linie 3 gezogen, die die Wirkungslinie vor p. 
im Punkte d trifft und schlieBlich durch d eine Parallele 4 f. kg/m 

~g~=!i~:=~~:~~;;'I~:~~:r~~iA~~i:~~:: tl~IIIIIIIIII'IIIIIIIIIIIIII!llIIIIIIIIIIIII~~ 
Die Gerade s, die Anfang und Ende des Seilpolygons A 8 

verbindet, heiBt SchluBlInie. Wird durch den Pol P eine ,,---......,~ 
Parallele s' zu s gezogen, so schneidet diese auf dem Krafte- f k---L' I 
zuge Ph p., p. die AufiagerkrAfte A und B abo Wir erhalten f7'z I 1z-j 
fiir A den Wert 840 kg, fUr B 1360 kg, in guter Oberein- t-f'J.LWJUJ.U.w.!.LJ.L.IJ:I"fo..,:rmnmrrm'TTTl'lt 
stlmmung mit den reehnerisch gefundenen Werten. i ~A 

Zur Kontrolle der Zeichnung beachte man folgende Regel:' I 111 
Die Kraft p. liegt zwischen den Polstrahlen S' und 3'; ent-' I 
spreehend schneiden sich die Seilstrahlen S lind 3 auf der I I I 

Wirkungslinie von Po. Diese Regel gilt auch fiir die Auf~ ~T~a 
lagerkrAfte. Da sieh die Strahlen 1 und s auf der Wirkungs- I 
Iinie von A schneiden, so Jiegt A zwischen dem Polstrahl l' I 
und der Parallelen s' zur SchluBlinie. Ehenso liegt B --- -----
zwischen s' und 4', weil sich s und 4 im Punkte e schneiden, Fig. 35. 
der auf der Wirkungslinie von B Jiegt. 

Die Wirkungslinien von P" p. und p. sehneiden im Selleck die Strecken bb', ce' und dd' 
abo Diese stellen nach Fig. 30 bereits die Momente dar, so daB abedea (Fig. 34 b) als Momenten
flache angesehen werden kann. Ein beJiebiger Sehnitt parallel zu den Kriiften schneidet eme 
Strecke aus, die das Biegemoment an dieser Stelle darstellt. Tragt man die Strecken bb' USW. 

von elner Waagerechten A B (Fig. 34e) In den Punkten I, II, III der Wirkungslinien der 
Krlifte senkrecht nach oben ab, so erhalt man in A b" e" d" B die g\eiche Momentenflii.che 
wie in Fig. 33 c. 
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FOr das gewAhlte Beispiel ist die Berechnung des MomentenmaBstabes in der Zeichnung 
angegeben. Die Strecke II 0" ist 12,4 mm lang. Folglich ist, well 1 mm ZeichenJange einem 
Biegungsmoment von 4000 cmkg entspricht, 
maIM = 12,4' 4000 = 49600 cmkg, in guter P. Pa ~ It 
Obereinstimmung mit dem rechnerisch er
mittelten Wert 49300 cmi<g. 

A 

c 
Fig. 36. Fig. 37. 

a) --t-il ---t.. ,ql I 8: s, 
, ' I ' 
I i I I ( , , .£ 

b) 

c) 

d) 

e) 

f) 

I V, ~ ~'IJ 

Fig. 38, 

Liingenmo8sllrb Imm4.Scm 
ffriij'femo/Jsfob tl11l11-25 kg 

(lll,\t!J!!!!!!!!!!!I!)!!!I!!!'!!!!!!!!!I!!!)!!!!!! 
Ot2JII5cnr 

I 
8" 

1 
..l_--I--T I I 
I I 
I I I I 

3. GleichfOrmig verteilte Last P=ql (Fig. 35), Die Querkratt in der Entfernung z 
yom Auflager .4. ist Q =.4. _ qz = ql/2 - qz = P/2 - Px/l. 

Die Querkrattiinie ist eine Gerade, die senkrecht uuter A die Strecke P/2 und unter B 
die Strecke - P/2 abschneidet. Die Momentenlinie ist eine Parabel mit der PfeilhOhe q 1'/8 " 
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4. Der Trager 1st dureh Streckenlast belastet (Fig. 36), vgl. s. 110, Fig. tOt. Die Quer

kraftlinie ist fUr den unbelasteten Trager Al eine Waagerechte 1m Abstand A, zwischen 1 und 2 
eine Gerade, die sieh auf der Strecke bumP senkt, zwischen 2 und B eine Waagerechte, die 
Querkraft ist gleich - B. Die Momentenlinie setzt Bich aus zwei Geradeostllcken 111', 2' b und 
einer Parabel zusammen (zeiehu. Lasuug S. 110). Das grOJlte Moment Mmax liegt bei II: = Zo, 
da dort die Querkraft gleieh Null ist. 

5. Einzelkrafte und gleichlOrmig verteilte Last (Fig.37J. Die resultierende Quer
kraftflllche ergibt sieh durch Addition der Einzelordinaten; man erMJt sie zeiehuerisch am besten, 
wenn man die Ordinaten infolge der gleichfOrmig verteilten Last in entgegengesetzter Richtung 
auftrAgt. In gleicher Weise verfllhrt man beim Aufzelehuen der Momentenlinie. DaB MuImal
moment Iiegt bei :z:., da dort die Querkraft das Vorzeichen wechselt. 

6. Beliebig gerichtete Einoellasten senkrecht zur Achse. Man zerlege jede Kraft nach 
waagerechter und senkrechter Richtung und entwerfe fUr beide Lastgruppen getrennt Querkraft
und MomentenJinle. Die geome
trische Addition der Einzelwerte 
ergibt die wirklichen QuerkrAfte 
und Momente. 

Die Zerleguug der angreifen
den Krafte naeh Fig. 38 In senk
reehter (V) und waagerechter 
Riehtung (H) ergibt 

V1=-P18ina:l; V.=-PtSiDQ:.; 
V.==Pa sin !Xa " Ht=PtCOSIXl; 

H.==P.cos(Xl; H.=PaCOStXa' 

Fiir die Belastung V, zu der 
das Gewicht der Scheiben tritt, 
wird die Momentenflaehe ent
worfen (Fig. 38 a), ebenso zur Be
lastung H (Fig. 38 b). Aus den 
Ordinaten v und II wird r geome
trisch a1s Hypotenuse bestimmt. 
Tragt man die GrOJlen , von einer 
Waagerechten aus ab (Fig. 381), 
so erhiilt man die in die Zeichen
ebene zurflckgeklappte resultie
rende Momentenfliiche. Aus ihr 

PIg. 39. 

ergibt Bieh maxM. Mit den Mallstaben der Fig. 38: H = 30 rom und r, = 32 rom 'wird nach S. 356 
muM = abHr. = t,5 • 25 • 30.32 = 36000 cmkg. 

7. Der TrAger 1st durch eine Last belieblger Form belastet. Nach Fig. 39 zerlegt man die 
gesamte Last in schmafe Straifen, deren Gewichte P" p.. p. 1m Schwerpunkt der Belastungs
Wiche angreifen. Heist genilgt es, die Tei\f\Achen durch Trapeze, Rechtecke oder Drelecke 
zu ersetzen. Die Punkte a, b, c und a senkrecbt unter den Trennungslinien der FlAchenstreifen 
sind Berllhrungspunkte der wirkliehen M-Linie. Man kann auch durch rechnerische Integration 
bei bekanntem Lastverteilungsgesetz (S. 84 u, 85) oder durch graphische Integration nach S. t 58 
bei beliebigem Gesetz die Momentenfliiehe finden. 

8. TrAger mit Kragarm und EinzelkrAften s. S. 367, Fig. SO. 

2. Qlegungsspannungen und Formiinderungen. 
Ole Ebene des ancrelfenden Kriftepaares geht durch elne Hauptachse des 

Querschnlttes. 
a) Blegungsspannungen. Der Trager der Fig. 40 werde durch positive Mo

mente auf Biegung beansprucht, also nach unten durchgebogen (Fig. 31, S.355). 
Die Erfabrung zeigt, fJ 
daB die obere Faser
schicht eine Verkiir
zung, die untere 
Faserschicht dagegen 
eine Verliingerung er
fiihrt. Zwischen bei
den Schichten muB 
sich eine Faserschicht 
befinden, die ihre ur- Fig. 40. 

spriingliche Liinge beibehaIt; sie heiJ3t neutrale Faser und schneidet jeden 
Querschnitt in einer Geraden, die neutrale Achse des Querschnittes 
oder Nullinie genannt wird. 
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Es wird angenommen, daB die Querschnitte eben bleiben, daB die Spannungen 
verhaltnisgleich den Entfernungen von der neutralen Achse sind und daB das 
Hookesche Gesetz befolgt wird. 1st ao die Spannung in der Entfernung 1, 
so wirkt auf das Flachenteilchen d F in Fig. 40 die Spannung 0 = 1J 00 und 
daher die Kraft 1J 00 d F. Nach der ersten Gleichgewichtsbedingung :E Xi =0 
muB also I I '1oodF = 00 1JdF = 0 

sein. Da 11J dF gleich dem statischen Moment der Flache F, bezogen auf die 
Nullinie, ist und dieses gleich Null sein 5011, muB die Nullinie eine Schwerlinie 
sein, d. h. durch den Schwerpunkt gehen (S. 179). 

Die zweite Gleichgewichtsbedingung :EY; = 0 wiirde auf Schubspannungen 
fiihren, die hier vernachlassigt werden (s. S.395 u. S.407). 

1st M das Biegungsmoment der auBeren Krafte fiir den betrachteten Quer
schnitt, so muB nach der dritten Gleichgewichtsbedingung .EM; = o. 

M =/odF1J =/oo1J2 dF = 00J1J2 dF 

sein. J'12 dF = list das auf die Nullinie bezogene axiale Tragheitsmoment 
des Querschnittes (S. 369). Daher wird 

ao = MIJ oder a = 1J' ao = 1J' MIJ· 
Die groBten Spannungen treten in gen AuBenfasem auf. Haben diese die Ab
stlinde e1 und e2 von der neutralen Achse, so werden die entsprechenden 
Spannungen 

In Fig. 40 ist 01 die groBte Druckspannung, a2 die groBte Zugspannung. 
Fiihrt man die Widerstandsmomente 

WI = l/e1 und W2 = l/e2 ein, so wird al = M/W1 und 02 = M/W2 • 

Die Festigkeitsbedingungen lauten 

Gl ~ ad.uJ und G2 < Guul' 

1st die Nullinie eine Symmetrielinie des Querschnittes und daher el = e2 = e, 
und ist ferner anul = adzul = azul (FluBstahl)l), so muB 

maxa =M/W:s Gzul sein mit W = lie. 
Beispiel: Das groBte Biegungsmoment se; 

max M = 95000 emkg. 

Die zulilssige Biegungsspannnng "zul - 900 kg/em' erfordert 

W = 95000/900 F:::I 106 em' . 

Ausfiihrungen: t. I-Eisen NP16 mit W. = 117 em' nnd q = 17,9kg/m 

max" = 95000/117 F:::I 810 kg/em'. 

2. [-Eisen NP16 mit W. = 116 em' und q = 18,8kg/m 

max a = 95000/116 F:::I 820 kg/em'. 

3 . ...JL - Eisen 140/140/13 mit W1 = 2.638 F:::I127 em'; W,= 2·638 
14 • 3,92 3.92 

= 325 em'; q = 2. 27,5 kg/m; 

max" = ", = 95000/127 = 750 kg/em'; a, = 95 000/325 F:::I 290 kg/em'. 

4. Kreisquerschnitt mit d = 103 mm. W = 107,3 em' (Tafel S. 377) und q = 65,2 kg/m. 

max a = 95000/107.3 = 885 kg/em'. 

b) Trager glelchen Wlderstandes gegen Blegung haben fiir jeden Quer
schnitt dieselbe groBte Spannung max G = Gzul (vgl. Tafel S. 361 u. 362). In Fig. 41 

1) Fiir GuBeisen vgl. S. 654. 
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solI der am Ende durch die Kraft P belastete Freitrager mit rechteckigem Quer
schnitt als Trager gleicher Biegungsfestigkeit ausgebildet werden. Es ist 

M z = p.x, !<'---[, 

Die Gleichung der Begrenzungslinie folgt ... ..r~-qjf---.-:----+-lf-
aus der Bedingung 

6P 
ZU y2 = ~-x 

b azul ' 
y 

Fig. 41. 

d. h. die Begrenzungslinie ist eine Parabel, deren Scheitel in dem Endpunkte 
des Freitragers liegt. Die Hohe h des Querschnittes an der Einspannstelle ergibt 
sich aus y fiir x = 1 zu h = Y6Pl!bazu] • 

Die parabolische Form des Freitragers findet sich bei Konsolen. Ais angenaherte Form 
wil.hlt man hAufig die Tangente an die theoretisch ge
fundene Kurve zur Begrenzungslinie (Fig. 41). 

y 

C) D1fferentlalgleichung der elastischen 
Linle. Die urspriinglich gerade Stabachse 
biegt sich infolge der Belastung durch, die 
hierdurch entstehende Kurve heiBt elastische 
Linie. Da die Querschnitte eben bleiben 
sollen, bilden die urn ds entfemten Quer
schnitte I und II (Fig. 42) den Winkel dex Fig. 42. 

I' :r'II ___ ~:~:::~~~:=:~~ 
Die Last P greift 

II Begrenzung 
. Querschnitte des Langs

schnittes 
I 

am Ende des Triigers an. 

Formeln zur 
Berechnung der 

Querschni tt
Abmessungen 

~ . I 1

1 a. 
Obere Be
grenzung: 
Gerade; 

6P 
y2 =--x. 

ba,ul 
1J!ill [t11@ ~h~~ 

- 1. von gleicher untere,Be-
II Breite b und grenzung: h _ 1/ 6 PI 

~8 L Ii veranderlicher gewohnl. - V bozu] • 

1 b i _ -:- h ~ Hohe y. l_p_ar_ab_e_I._I _____ _ 

II -- 1 b. Durchbiegung in A: 

III Gewohnl. 8P ( 1)' 
I' Parabel. f = bE 11 . 

-III· ~;jT---=-~~~ ---- Y=h-~-:-l1IX' 
2 r/. Hv~.nh glheiChedr Gerade b ~ .§ P 1_ . 

,I poe un h2 
II - -- Linie. azul 

1)
1, verBanrediteerliyCh. er -------------

Durchbiegung in A : 

I_ (Elastische Linie ein Kreisbogen.) f = :; ({ r 
~il . ~_-~-~p-II----' :'1-1--- KmrDees~sreeCr;y_o.m -~~~:l: y3 = -:2-0'-=-1 x. 

(s. Math. : 3,/32 PI 
I S.113). I d = 1 -- . 

i V n O'zul 
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Begrenzung Fonneln zur 
lAngs- und Querschnitt Querschnitte des Ungs- Berechnung der 

des TrAgers schnittes Querschnitt-
Abmessungen 

Last Q gleichmaBig tiber den Trager verteilt. 

(Elastische Linie ein Kreisbogen.) 

Rechtecke 
von gIeicher 
Breite b und 
veranderlicher 

Hohe y. 

Rechtecke 
von gIeicher 
Hohe h und 

veranderlicher 
Breite y. 

Gerade 
Linie. 

Gewohnl. 
ParabeI. 

y = a:l/b3
1

Q . 
azul 

h=l/ 3Q l. 
bazul 

3Q a;'J 
y = --So 

taznl h 

Durchbiegung in A: 

3P(')' f = bE 11 . 

Die Last P wirkt in C. 

# 

Rechtecke 
von gIeicher 
Breite b und 
veranderlicher 

Hohe y. 

12 6P(1-P) 
Obere Be- y = -b-l a-zu;- :z;. 

grenzu~g: 2 6Pp 
zwel Yl=~:Z;l· 

gewohnl. -:-:;a;-""-:-I---:-:--:-

Parabeln. h=1/6P(1-P)P. 
V blain! 

Last Q gleichmaBig tiber den Trager verteilt. 

:z;2 y2 

(_21)2+3Ql =1. 
4bazul 

Rechtecke 
von gIeicher Obere Be- h _ -I / 3 Q 1 
Breite b und grenzung: - V 4baznl • 
veranderlicher Ellipse. 1-------

Hohe y. Durchbiegung in Q: 
1 QI' 

f = 64 EJ 
~ .l. .!L (!.-)' 1) 

16 bE " . 

1) Bei ausgefiihrten BJeclftrAgern von nahezu gleichem Widerstande gegen Biegung ist 
nach R. Land 

1 Qj' 6 Q (')' 
f= 70 EJ =3s"bE 11 • 
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und sind die dieht benaehbarten Normalen der Biegelinie. Diese schneiden sich 
im Kriimmungsmittelpunkt (S.97). 1st 1J dOl. die Verlangerung der Faser im 
Abstand 1J (Fig. 40), so wird die Dehnung 

e = 1JdOl./ds = 1J' dOl./ds 

mit ds als urspriinglieher Lange. Nun 19t dOl./ds die Kriimmung der elastischen 
Kurve (S.96), d. h. es ist drx/ds = k = 1/f}, also e = 1Jk. 

Nach dem Hookeschen Gesetz gilt e =(1/E oder (1 =E· e, so daB (1 =E1Jk. 
Andererseits war (1 = 1J • MIJ (S. 360); dies eingesetzt ergibt 

k = 1/f} =M/EJ 

als "natUrliche Gleichung" der elastisehen Linie. Da 01. bei dem gewiihlten 
Koordinatensystem abnimmt, also dCJ. negativ ist, ist die Kriimmung als negativ 
anzusehen (vgl. aueh Fig. 71, 72, S.97). Damit wild 

k = 1/f} = -y"/(1 + y'2)l = M/EJ. 

FUr kleine Durchbiegungen kann y'D = tgZOI. gegeniiber 1 vemachliissigt werden; 
also folgt y" = diy/dxD = -M/EJ 
als Differentialgleiehung der elastischen Linie (Vorzeichen von M s. Fig. 31, 
S.355). y' = tgOi. ist die Steigung und 01. der Steigungswinke1 der e1astischen 
Linie. Da y' klein ist, gilt y' "'" &1), wenn y' > 0 und y' ~n- &, wenn y' < O. 

Je nach Wahl des Koordinatensystems ist in k = i/f! = M/EJ das Vorzeichen von k und 
damit von "/" positiv oder negativ zu wahlen, vgl. Fig. 43 a- d. 

Be i s pie I: Fiir den Freitrager nach Fig. 44 mit gleichbleibendem Querschnitt ist 
M=-P(l-x) und daher P 

y" = ET (I - x) • 

, P (I X') . "/ ="EJ x - 2 + c,. 
Die Integration ergibt 

Die Integrationskonstante C, ist gleich Null, da fiir x = 0 auch tg '" = y' = 0 sein muJ3. Aus 

y'= ~(IX - ~') 
folgt durch Integration 

P (X' X') Y = EJ 12 - -6 + C,. 

ex L"~=<J I I 
I I 
I I 
I I 
I I 

Fig. 43. 

Auch C. ist gleich Nun, da y fiir X = 0 verschwindet; es ist 

"/ = :J(I~~ - -f) = ::J[(f)'- +(-T)"]. 
Aus y':=::I:i folgt fiir X= I, daB IXI:=::l PI'/2EJ. 
Die L6sung fiir die Lage des Koordinatensystems nach Fig. 43 d, vgl. Math. S. 87' s. a. 

S. 380 bis 383. ' 

d) Zeichnerische Ermlttlung der Durchbiegungen nach Mohr. Ein voll
ko=en biegsames Seil sei nach Fig. 45 durch eine stetige Last q in kg/m be
lastet; die Belastungsf1ache wild in schmale Streifen von der Breite dx parallel 
zur Richtung der Krafte zeriegt, dann ist q dx die Belastung der kleinen 

') :i ist der Winkel im .BogonmaLl. 
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Strecke dx, die als Einzelkraft im Schwerpunkte des FHichenstreifens aufgefaBt 
werden kann. Zu diesen Einzelkraften zieht man mit Hilfe des Kraftecks (Fig. 45) 
ein Seileck, das fiir verschwindend schmale Streifen in die Seilkurve iibergeht. 

KDIm Der Last q dx miissen 
die Krafte S in P und SI 
in PI das Gleichgewicht 
halten. S wird in V und H, 
die Kraft SI in VI und H 
zerlegt; der Horizontal
zug H ist an jeder Stelle 
des Seiles gleich groB. 
N ach Fig. 45 ist 

tg~ = y' = VIH 

Fig. 45. 
und daher 

y" = V' (x)/H • 
Es wird aber dV = Vl - V = - qdx, also V' = dV/dx = - qdx/dx = - q. 

Somit ist y" = -qlH 

die Differentialgleichung der Seilkurve. Sie kann durch rechnerische oder zeich
nerische Integration gelost werden. 

Nun stimmt die Differentialgleichung y" = -MIEJ der elastischen Linie 
(S. 363) mit der Differentialgleichung y" = -qlH der Seilkurve iiberein, wenn man 

a) die Belastung q = MIJ und den Polabstand H = E oder aber 
b) bei konstantem Tragheitsmoment q = M und H = EJ wiihlt. Hieraus 

folgt, daB man die Biegelinie als Seilkurve einer gedachten Belastung ermitteln 
kann: 

Nach Fig. 46 belastet man z. B. den Trager mit der MIJ - Flache, zerlegt 
diese in schmale Streifen und faBt ihre Inhalte als Krlifte auf, die in ihren Schwer

A 

A' I 
I 
I 
I 
I 
I 

I I 

i--H~ 

Fig. 46. 

punkten angreifen. In dem 
hierzu entworfenen Seileck 
sind die Ordinaten y ein 
MaB fiir die Durchbie
gungen. Wird die Einheit 
der Flachenkrafte gleich 
1 mm genommen und 
H = E mm, so erscheinen 
die Durchbiegungen im 
gleichen MaBstab wie die 
Balkenlange. Um die 
Durchbiegungen groBer zu 
erhalten (z. B. n-fach), 
muB der Polabstand H 
kleiner (gleich Hln) ge
wlihlt werden. Gleiches 

gilt, wenn die M-Flache als Belastung gewiihlt und der Polabstand H = EJ 
gemacht wird. - Die Flachenkrlifte haben bei der MIJ-Flache die Dimension 
kgcm 
--,- • em = kgcm - 2, bei der M-Flache kgcm· cm = kgemB• 
cm 

MaBstii.be: 1st 1 mm = acm der LlingenmaBstab, 1 mm = dkgem- B der 
MaBstab der Flachenkrafte bei der MIJ-Flaehe, 1 mm = b kgemB der fUr die 
M-Fliiche und ist der Polabstand gleich H mm, so folgt 

a) bei Belastung mit der MIJ-Flaehe 1 mm = adHIE em, 
b) bei Belastung mit der M-Flaehe 1 mm = abHIEJ em 

als MaBstab fiir die elastische Unie. 
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1m ersten Fall ware der 
Polabstand durch E/d mm dar
gestellt. Wird aber der Polab
stand gleich H mm gewahlt, 
so werden die Ordinaten y 
im Verhiiltnis Ejd: H = E/H cl 
groBer, und damit wird der 
MaBstab fiir die Durehbiegung 

a adH 
1 IDlll= E/Hd =-E cm. 

Gleiches gilt fiir den zweiten Fall. 
Anmerkung: BeimFrei

trager, Fig. 47a, ist es zweek
maBig, zur Ermittlung der Mo
mentenlinie, Fig. 47 b, den PolO 
auf der dureh den Endpunkt 
der letzten Kraft gehenden 
Waagerechten 4' anzunehmen 
und ebenso bei Ermittlung der 
Durehbiegungen, Fig. 47 d, den 
PolO' in gleiehe Hohe mit dem 
Aniang des Kraftzuges zu legen. 
Man vermeidet dadurch die 
Umzeichnung fiir horizontale 
SchluBlinien. 

Beispiele: 1. Trliger auf 
zwei Stiitzen mit unver
anderlichem Querschnitt, 
(Fig. 48 a). Die belastenden 
Krlifte werden aneinander
gereiht, das Seileck Fig. 48 b 
entworfen und die SehluBlinie 
waagerecht geleg! (Fig. 48 c). 
Die belastenden Flachen F des 
Hilfstrll.gers Fig. 48 d werden 
in mm 2 berechnet nnd nach 
Wahl eines MaSstabes der Form 

Fig. 47. 

~-r~~~~----~~1 mm = C mm' zum Krliftezug 
aneinandergereiht. Slimtliche 
MaLlstlibe sind in der Fig. 48 
angegeben. Wahre Punkte der 
elastischen Linie liegen senk
fecht unter den Trennlinien der hI 
FMchen F (Fig. 48 c) anf der '/ 
zweiten Seilkurve; in diesen 
Punkten I, II und III berOhrt 
die Seilknrve die elastisehe 
Linie. 

2. Trliger auf zwei Stut-

A 

zen mit veranderlichem C) 
Querschnitt und Einzel
last (Fig. 49). Reehnerisch
zeichnerische LOsung, A' 

Das maximale Biegungs
moment ist 

max lvl = 5000 . 70· 50/120 

= 145800 emkg. d)-+-+-.i-.4-+-+--i+-i--
Die Momentenflaehe ist ein A' 'I 

Dreieck mit der Hohe max 1\1; I: I I 

die Tragfabigkeit der einzelnen I --r+ ___ t sit I 

Quersehnitte ist mit einer e) I a I I~l----l I ' 

zulassigen Biegungsspannung 1 1 1 I ---.~ : 

azul = 400 kg/em' :: : : 
2W too = W~a'l.ul = 98,17- 400 i I 

= 39300 cmkg, I 

M l 20 = W· am' = 169,6·400 iJA' B 

365 

J?~ l' 

: 3 0 
/I 

lmm-c mml
a'DcN em/kg 

B 

= 67 800 emkg, 
!vI [40 = W a·m ] = 269.4 . 400 

= 107800 emkg, 

a'bcHH' 1mm=-U-cm. 

2l1]GO = W azul = 402.1· 400 

= 160800 elOkg. Fig. 48. 
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Fig. 49 b gibt das Schaubild der Tragfahlgkeit; die Momentenlinie mull innerhalb des 
gebrocbenen Unienzuges verlaufen. 

Die M /I·F1ache des wirkllchen Tragers A B 1st die BelastungsJlache des gedachten Tragers 
A' B'; ihre Ordinaten im Angriffspunkt der Last P sind 

(a) 

(d) 

(e) 

/'00 = 491 em'; Mil, = 145800/ 491 = 296kgcm-' 
/ ... = 1018" Mil, = 145800/1018 = 143 
/u. = 1886 " Mil. = 145800/1886 = 77 
/ ... = 3217.. Mil, = 145800/3217 = 45 

Fig. 49. 

H----l 
I 
I 
I 
I 
I , 
I 
I 

! 
I 
I , 
I 
I 

l-..L---~O 

Diese Werte werden in Fig.49c im Mallstab 1 mm-O,5 kgcm-' In derWirkungsllnle der 
Kraft P von einer Waagerechten aus nach oben abgetragen; die Verblndnngsgeraden mit den 
Endpunkten derWaagerechten ergeben die M/I-FIfl.che, die In sieben Tei1fIichen F zerlegt wird. 

Die erste Teilfl1iche 1st ein Dreieck mit der Grundlinie 10cm und der H6he"!'. 296kgcm _s, 
ihr F1lichenlnhalt 1st 5 

F, = 1· 10· t· 296 = 296kgcm-', 
in gleicber Weise ergeben sicb: 

F.=87Ikgcm-'; F,=580kgcm-'; F.=780kgcm-'; 
F, = 880kgcm-'; F, = 817kgcm-'; ,F, = 21t kgcm-·. 

Die Schwerpunkte dieser Teilfliichen sind in Fig. 49 c zeichnerisch bestimmt. F, ... F, werden 
als Krafte aufgefaSt, die den gedachten TrAger A' B' (Fig. 49 d) angreifen; die zugehOrige Seil
linie ist in Fig. 49 e entworfen. Die Seilstrahlen schneiden die Senkrechten durch die Trenn
linien der Flache Fig. 49 c in Punkten der Biegungslinie; die zur SchluLllinie parallele Tangente 
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bestimmt ymax. Die aullersten Seilstrablen sehneiden sich In einem Punkte, der senkrecht unter 
dem Sehwerpunkt der Mil- FHiche liegt. 

Als L~ngenmal.lstab wurde 1 mm = 2,5cm, als MaBstab derFHl.chenkr~!te 1 mm=125kgcm-' 
gewahlt. Mit dem Polabstand H = 17,5 mm ist nach S. 364 

1 = = 2,5.125.17,5/2150000= 0,00255 cm 
der MaBstab der elastischen Linie, Fig. 49 e. Mit Ymax = 13,5 = ist daher die grOBte Durch· 
biegung der Welle tmax = 13,5 .0,00255 =0,035 cm. 

3. TrAger au! zwei Stiitzen mit ver~nderlicbem Querschnitt und beliebig 
viele .. Einzellasten (Fig. 50a). Zun~chst wird die Momentenlinie Fig. 50b entworfen; 

Pz-aDOOkg 

Fig. 50. 

K_M..1mm _'IIlO

r l' ' 
2' 

~ 
3' ---- -
q' 1 

1mm-qkg!cm3 
tmm2-19kl/!cm2 

die Scblul.llinie geht dureh die Schnittpunkte der freien Seilstrahlen 1 und 4 mit den Wirkungs
!inien der Auflager und wird waagereeht gelegt (Fig. 50 c). Nacb Ermittlung des Momenten
maBstabes Mnnen dieser Figur die Biegungsmomente M entnommen werden. Die Berechnung 
der Werte Mil und der grOl.lten Spannungen max <1 = ±M/W in jedem Querschnitt geschiebt 
zweckmABig in Form einer Tabelle, deren Anfang nachstebend angegeben ist. Stellen des 
TrAgers, in denen sich der Quersehnitt Andert, treten zweimal auf. 

Stelle II D~~ess:r I J W 

I 
M ±max(J Mil 

em' em' emkg kg/em' kg/em' 

PI 

II} 10 490,9 98,17 {i 0 0 0 
1 -13000 132 -26,5 
1 11 718,7 130,7 {I -13000 100 -18,1 
2 II} -36000 275 -50,0 
2 14 1886 269,4 I -36000 134 -19,1 

Die groBte Spannung tritt an der Stelle 7 auf und ist gleich 309 kg/em'. 
Die Werte Mil wurden in Fig sod aufgetragen, den Belastungsfall des Hilfstr~gers zeigt 

Fig.50e. Das Seileek fijr die Flaehenkriifte ist in Fig. 50! entworfen, wobei die SchluBlinie 
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dumh die Punkte a und c, nicht b und c geht, de die Durchbiegungen unter A und B gle1ch N oIl 
se1n miissen. Schlieillich ist in Fig. 50 g die SchluBlinie waagerecht geiegt. 

Wahre Punkte der elastischen Linie liegen wieder senkrecht unter den TrennIinien der 
FIAchen (Fig. 39, S.359). SchlieBlich wird die elastische Linie, die den gebrochenen Linienzug in 
diesen Punkten heriihrt, eingezeichnet. 

MaBstlibe nach S. 364 sowie Berechnung der grOBten Durchbiegung s. Fig. 50. 
Fiir die Neigungen der elastischen Linie in den Auflagern ist nach e): 

tg", - A'IE = 6,4' 200/2150000 = 0,00060 und tgP - B'IE = 14' 200/2150000 = 0,0013 • 

e) Rechnerische Ermittlung der Durchbiegungen nach Mohr fiir den Fall 
unveriinderlichen Querschnittes. Nach S.364 stellt die Ordinate der Seilkurve 
(Fig. 46) die Durchbiegung dar, wenn die M-Fliiche als Belastung des Triigers 
und der Polabstand H = Ej gemacht wird. Allgemein muB aber die Ordinate 
der Seilkurve, multipliziert mit dem Polabstand H, das Biegungsmoment er
geben, das an der betreffenden Stelle durch die gedachte Belastung hervor
gerufen wird. Dieses sei mit M* bezeichnet. Dann ist die Durchbiegung an irgend-
einer Stelle durch y = M*/Ej 

gegeben. Ferner folgt dy 1 dM* 1 
dx = Ej'"""iiX = Ef g*, 

da nach S.85 und S. 356 die Querkraft g* die Ableitung des Momentes M* ist. 
In den Auflagem ist aber die Querkraft g* gleich den Auflagerreaktionen der 
gedachten Belastung. 

Unter iihnlicher Betrachtung fiir die MIJ-F1.iiche gilt dann der Mohrsche 
Satz: Die Ej-fachen (E-fachen) Durchbiegungen eines Triigers sind gleich den 
Biegungsmomenten des mit der M-F1.iiche (MIJ-Fliiche) belasteten Triigers, und 
die Ej-fachen (E-fachen) Neigungen der elastischen Linie in den Aufiagern sind 
gleich den Aufiagerkriiften des gleicherweise belasteten Triigers. 

Beispiele: 1. In Fig. 48c ist hiernach E]"=A'z-F,u,-F",u,,,. 
2. EinzeIkraft in der Mitte (Fig. 51). Die MomentenflAche Fig. 51 b ist nach S. 356 ein 

Dreieck mit der HOhe P 1/4, und daher wird 

Wegen der Symmetrie der Belastungsfiiiche ist 

(EL) 

1 I PI PI' 
A'=B'- 2'2'4-16 

F",-AZ.Z/2=Pz'/4, 

A 

(b) 
I:!>----- ----~ofo 

(c) 0' 

Fig. 5f. Fig. 52. 

PI" pz' z PI'( 4 z.) PII (Z 4 Z') E] Z also ist '''=16 z --4--:3-=16 -"3T =16 ,-"3/8' 
Pl· (Z 4 ZI) 

,,- 16E] ,-"3/8 

die Gleichung der elastischen Linie; fiir Z = ~ wird max" = I = 4: ~.] (Fig. 51 c). 

Die Nelgung der elastischen Linie in den Auflagern kann aus E]1iRJE]tg",=A'=Pl"/16 
ermittelt werden. 

3. Es sind die Neigungen an den Aufiagern des durch ein Moment M im Aufiager A bean
spruchten Triigers (Fig. 52) zu bestimmen (s. S. 385). Die Momentenfliiche ist ein Dreieck; fiir 
die Auflagerkrifte des mit der Momentenfliiche belasteten Triigers folgt 

MI 2 1 1, 1 
A'I=2'"3 " A'="3M1 und B'="2 M1 - A = "6 MI. 
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Da EJ'iX F<> EJY'.& = A' 1st, wIrd 80mlt 
~ MI 
I¥---

3EJ 
nnd 

~ MI 
fJ= 6EJ 1). 

f) Formiinderungsarbelt. Es war (So 349) A· =iMLlq>. MitM aIsBiegemoment, y'=tg<xF<> <X, 
also d q> =d <X = dy' = y" dz als~rehungdes Stabelementes von derLange dz folgt dA =iM y" dz 

oder fur den ganzen Stab A = jdA. Mit M =EJy" (Differentialgleichung der cIastischen Linie) 
I 0 I 

wird auch A = ijEJY"'dz = ljM·dz/EJ. 
o 0 

3. Trigheits-, Widerstands- und Flieh- (Zentrifugal-) Momente 
ebener Fllchen. 

a) Fliic:henmomente. Das axiale oder aqua tori ale Tragheitsmo
ment einer Flache, bezogen auf eine in der Ebene der Flache liegende AchseA 
(Fig. 53), ist gleich der Summe der Produkte 
der Flachenteilchen dF und der Quadrate 
ihrer senkrechten Abstiinde a von dieser 

Achse: J. = fa2 dF. 

Demgema/3 ist fiir die durch den Punkt 0 
gehenden, aufeinander senkrecht stehenden 
Achsen X und Y: 

Jz = fy2dF und Jy = f:r;2dF. 

Das polare Tragheitsmoment einer 
Flache, bezogen auf einen in der Ebene der 
Flache liegenden Punkt 0 ist gleich der 
Summe der Produkte der Flachenteilchen dF 
und der Quadrate ihrer Entfernungen r 
von 0: Jp=fr2dF. 

Das Flieh- (Zentrifugal-) Moment 
einer Flache, bezogen auf zwei in der Ebene 
der FHiche liegende Achsen X und Y ist 
gleich der Summe der Produkte aus den 

y 

Fig. 53. 
A 

Flachenteilchen dF und den Produkten ihrer senkrechten Abstande :r; und y 
von beiden Achsen: JZy = f:r;YdF. 

Das Fliehmoment kann positiv, negativ oder gleich Null seln. 
b) Beziehungen zwischen den Momenten. Zwischen dem polaren Tragheits

moment Jp und den axialen Tragheitsmomenten Jz und J,I' welche auf zwei 
durch den Bezugspunkt gehende, aufeinander senkrecht stehende Achsen X 
und Y bezogen werden, besteht die Beziehung: 

J P = fr2dF = J(:r;2 + y2)dF = fy2dF + f:r;2dF = Jz + J1/' 

Geht eine Achse, auf welche das axiale Tragheitsmoment bezogen wird, durch 
den Schwerpunkt, ist sie also Schwerachse oder Schwerlinie (S.179), so wird 
das Tragheitsmoment mit J. bezeichnet. Es ist 

Js = ffJ 2 dF 

Fig. 53). Hat die zu ihr parallele AchseA den Abstand e vom Schwerpunkt, so wird 

J. = fa2dF = j(fJ + e)2dF = jfJ2dF + 2effJdF + e2JdF • 

Da ffJ2dF=J"jdF=F ist undffJdF als statisches Moment der Flache 

in bezug auf eine Schwerlinie verschwindet (S.179), so wird 
Ja = J. + Fe2 (Satz ,"on Steiner). (1) 

I) Filr die Gleichung der Biege1inie folgt y = 6-W}Z{I- z)(21- z). 

Taschenbucb fur den Maschinenbau. 9. Aufl. 1. 24 
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Fiir eine aus mehreren Einzelfl9.chen F l' F B ••• bestehende Fl9.che, deren Schwer
punkte die Abstiinde e1 , e. . .. von einer Achse A haben, ist daher 

1. = II + Ia + ••• +Fle~ +Fae~ +"', 

wenn II' 12'" die Tragheitsmomente der Einzelfliichen, bezogen auf ihre zu A 
parallelen Schwerachsen sind. 

Y t dE Wird das Fliehmoment I~u auf zwei rechtwinklige 
o ~fT Achsen X und Y bezogen, die durch den Schwerpunkt 
I I gehen, so ist fiir ein paralleles Achsenkreuz U und V 

1/ I I J. lJ (Fig. 54) Iv.=I~y+F.a.b, (2) 

st---t-t- X wenn der Abstand der Fliichenteilchen d F von den 
I I U Achsen U bzw. V um a bzw. b groBer wiId als von den 

;o;l---t--t-l.-1-+' Schwerachsen X und Y. 

Fig. 54. 

c) Hauptachsen. Legt man durch den beliebigen 
Punkt 0 der Fl9.che (Fig. 53) eine Achse U, die mit der 
X-Achse den Winkel 0( bildet, so wird 

Iv = Jv 2 dF = J(y cos 0( - :!lsinO()SdF 

= cos2 0( f y2dF - 2 sinO( coso( f :!lydF + sin2 0( f :!l2dF 

= I., COSSO( - Izy sin 2 0( + Iy sins 0( • (3) 

Fiir ein Maximum oder Minimum von I u mu/3 die Ableitung von I u naeh IX 
versehwinden (5. 72). Au~ 

dI,.jdIX = I~(IX) = -1., sin 2 IX - 2Izu cos 2IX + 1. sin2IX 
folgt 2Izy 

tg20(0 = Iy _ I~ . (4) 

Mit cos 2 0(0= ± ,_,_1_2-- und cos2 0(0=1(1 +cos20(0) ,sin2 0(0=1(1-cos20(0) 
wiId f 1+ tg 20(0 

II = ma.x.T = 1 (I. + Iy) + i V<J;- 1.,)2 + 4]:. } 
111= mlJ= i (]~ + Iy) - HUN - 1.,)8 + 4I!y· 

(5) 

Da tg2IXo = tg2(90° + IXo), gibt es fiir jeden Punkt der Fliiehe zwei auf
einander senkrecht stehende Achsen I und II, fiir die das axiale Triigheitsmoment 
am groBten und am kleinsten wird. Man nennt sie die Hauptachsen und die 
auf sie bezogenen axialen Tragheitsmomente die Haupttragheitsmomente 
fiir den Bezugspunkt O. Das Fliehmoment 1111 in bezug auf die Hauptachsen 

8 
~, 

\. 
y 

ist gleieh Null (s. u.). Sind dann X und Y die 
Haupttragheitsachsen I und II, so folgt fiir 
eine gegen I um den Winkel IX geneigte Achse U 
(Fig. 53) Iu = IIeos8 IX + IllsinslX. (6) 
Unter den Tragheitsmomenten sind, falls kein 
Bezugspunkt angegeben ist, die auf den Schwer
punkt der Flache bezogenen Haupttragheits-

...JL------,;;¥'''--¥---''---''-....,.X momente zu verstehen. 
d) Konjugierte Achsen. Das Fliehmoment 

in bezug auf die beliebig ge\egenen Achsen A 

Fig. 55. und B, Fig. 55, ist 

lab = fabdF. 
Mit a= yeosO( -:!lsinO( und b = ycosfJ + :!lsinfJ wird 

lab = J(y2COSO(cosfJ - :!lysinO( eosfJ+ :!lyeosO(sinfJ - :!l2 sinO(sin,8)dF, 

I.b = I., cosO( eos{J - I.,u sin (0( - (J) - 1. sinO( sin{J. (7) 
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Zwei Achsen, fur die das Fliehmoment gleich Null wird, heiBen zugeordnet 
oder konjugiert. Ihre Lage folgt aus Jab = O. 

Sollen die konjugierten Achsen aufeinander senkrecht stehen, so wird mit 
fJ = 90° - a:, cosfJ = sin a: , sin(a: - fJ) = -cos2a:, sinfJ = cosa: und 
sin a: cos a: = l sin2 a: 

J",cosa:sina:+J~ycoS2a:-Jysina:cosa:=0 oder tg2a:O=J2~YJ. (8) 
Y· '" 

Derselbe Wert ergab sich auch ftir die Hauptachsen: Die Hauptachsen 
sind die einzigen konjugierten Achsen, die aufeinander senkrech t 
stehen. 

Hat die FHiche eine Symmetrielinie, so ist diese immer eine Hauptachse. 
Sollen die Achsen X und Y, Fig. 55. die Hauptachsen I und II sein, so wird 

Jab = JICOSa:COSfJ - J11 sin a: sinfJ· (9) 

Sind A und B konjugierte Achsen, so wird Jab = 0 und daher 

tga: tgfJ = Jll]l1. (10) 

Sind J"" Jy und J",. ftir zwei beliebige senkrechte Achsen X und Y bekannt, 
so kann man mit Hilfe der abgeleiteten Beziehungen (1) bis (10) die Haupttriig
heitsmomente, das Fliehmoment und die Lage der Hauptachsen berechnen. Die 
zeichnerische Losung liefert der 

e) Triigheitskreis von Mohr-Land. Trage auf der Y-Achse, Fig. 56. OD 
= OC + CD = J~ + Jy = Jp (S.369) auf und ziehe mit OD als Durch-
messer urn Meinen Kreis, den v 
Triigheitskreis. Errichte auf OD 
in C eine Senkrechte CT = JZY. 
T heiBt Triigheitshauptpunkt; der 
Bezugspunkt 0 Pol. Der Durch
messer durch T schneidet den 
Kreis in den Punkten A und B, 
durch welche die Hauptachsen hin
durchgehen; es ist AT = maxJ 
und B T = minJ. Ftir zwei be
liebige aufeinander senkrecht 
stehende Achsen U und V erhiilt I 
man durch das Lot TG von T 
auf EF die Triigheitsmomente 
EG = Ju, FG = J. und das 
Fliehmoment TG = J N.. Ftir 
zwei beliebige Achsen U und V 
gibt das Lot TG von T auf die 

J[ 

--------~~~~-------+K 

Fig. 56. 

Sehne EF die GroBe des Fliehmomentes. Die zu U konjugierte Achse W geht 
durch den zweiten Schnittpunkt H der Geraden E T mit dem Kreis. 

f) Triigheitsellipse. Tragt man auf den gegen die X-Achse urn den Winkel a: 
geneigten U-Achsen (Fig. 53) vom Bezugspunkt 0 aus Strecken ab, die der Qua-

dratwurzel aus J u umgekehrt proportional sind. also die Strecken c/ffu, so 
liegen ihre Endpunkte fur alle Achsen auf der Tragheitsellipse mit der auf 
die Hauptachsen bezogenen Gleichung (Math. S. 102) 

Jl~ + JI1 fJ2 = c2 • 

Unter Einftihrung der Triighei tsradien i 1 = Y llfF, i2 = Y ll1fF und mit 
c2 = lrJII/F = i~i~F erhiilt man die Gleichung 

(J1i: + 1fif = 1, 

24* 
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d. h. die Tragheitsellipse schneidet auf den Hauptachsen I und II die Trag· 
heitsradien i2 und ix abo VgI. auch Fig. 64, S. 374. 

g) Berec:hnung von Triigheits- und Wlderstandsmomenten. 
a:) Einfache Flilchen. 

IX I. Rechteck (Fig. 57). 

+"/2 +"/2 ! ! [bY'] b'" b(-")' b'" 
Jx= y'tlF= y'btly= 3 = 24 -~=12-· 

-10/2 -"/2 

Durch Verlauschen von" und b folgt J y = hb'/12 und damit 

JP =J,.+Jy = l.·b"(b'+ 10'). 

Bezogen auf die Achsen I und 2 ist (S. 76, Fig. 48) 

J. = bh'/3 und J. = hb'/3. 
Das F1iehmoment, bezogen auf die Hauptachsen a; und y, ist gleich Null. Folglich ist das Flieh
moment fiir die Achsen I und 2 nach GI. (2), S. 370 

Fig. 57. 

J .. = lxu + F· lb ·lh = b'h'/4, 

IX Z. Dreieck (Fig. 58). Fiir die Achse I ist 

J. =!y'tlF=!y'a;tly·. 

Fig. 58. 

Aus a;: b = y: 10 folgt a; = y b/h, daher wird 
10 10 h 

J.=!y.~yay= ~fy8tly= ~[~l =b~ 
10 10 10 4 4 

o 0 0 

und nach dem Satz von Steiner (S. 369) 

Fig. 59. 

Jx= J. _F(2 h)'= bll' _ b~. 411' = bll' 
3 4 2 9 36 ' 

( I )' bll8 bll ", bh' 
J.=Jx+ F "3 h = 36 +"2'"9=12· 

IX 3. Quadrat nach Fig. 59. Aus Fig. 58 und J. folgt mit 

b=al'"2 und h=lal'2" 
Jx = 2· bh'/12 = a'/12 = Jy. 

IX'. Kreis (Fig. 60). Es ist aF = 2"'e aI!, daher 
r ,. 

]p = fe'tlF = 2:<fe'tll! = 2", ~ 1= "'r'/2 = ",tl'/32. 
o 0 

Aus Jv = Jx + Jy und Jx = Jy folgt 
Jx = Jy = Jp/2 = ntl'/64. 

P) Zusammengesetzte Flilchen. 
II I. Fig.61. AIle drel Querschnitte haben in Beziehung auf die X-Achse, die Syrnmetrie

achse ist, gleiche Triigheitsmomente, well Fliichenstreifen gleicher GroBe parallel zur X -Achse 
gleiche Abstiinde von dieser haben. Daran wird nlchts geiindert, wenn de~ Steg (a) und (e) in 
zwei Stege von halber Dicke (b) aufgelost wird. Der Querschnitt ist die Differenz zweier Recht
ecke, die beide syrnmetrisch zur X-Achse Iiegen; es wird also 

Jx = BH'/12 - bh'/12 = (BH' - bh')/12. 
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{12. Das V.Eisen (Fig. 62). Zugrun~e gelegt is! das Normalpr?fi1 I: 3~, dessen Ausrun

dungen vernachlassigt werden sollen. Die Lage des Sehwerpunktes 1st b6S11=t dureh 

~ = 10 '1,6' 5' 2 + 26!~~~ = 2,95 em; ~ = 15 em. 1/ Y , 
V 10 '1,6' 2 + 26,S . 1,0 r~T-+----'-i~ 

b c ~ 

T I 
I 

~X 
I l~--~m~' IX 

I I -~ I 

x-1 .~_---._hrl. ! tl,- l -X 1! 'I i ~l 
I dl b~ -'> -b ~ d -, I IV 

i i ; d . « I 2 -k/ I \" 

v -~B--';! '.---8-":' ',.--8 -. .; -100--+1 

Fig. 60. Fig. 61. 

In Beziehung auf die X-Aehse wird (s. auch ,81) 

Ix = 10' 30'/12 - 9' 26,S"/12 = S059 om'; 

in Beziehung auf die Achse A 

daher ist 
Ia = 2 '1,6 '10"/3 + 26,S' 1,0'/3 = 1076 em'; 

I y = I a - F . ~, = 1076 - 5S,S . 2,95' = 564 em'. 

Fig. 62. 

{l3. Blechlriiger mit 1 Stehbleeh 500 x 10, 4 normalen Winkeleisen 80 x SO X 10 und 1 Gurt
platte 200 X 10; Nietdurehmesser 20 mm (Fig. 63). 

I Stehblcch = ".' 1 • 50' = _ .. 10417 em' 

IWinkel = 4' S7,5 350 

+ 4 '15,1' 22,66' = ... 31014" 

I GurtpJaUe = 2· /,' 10· (52' - 50') = ... 26013 " 

Ivoll = ... 67794 em' 
Abzug Niete = 2· r', . 2 . (52' - 4S3) = ... 10005 ,,4 

!I = ... 57789 em' 
Das Fliehmoment fUr die Aehsen I, II ist gleich Null. 

y) Beliebig begrenzter Querschnitt. 

r I. Verfahren von Nehls· Riitscher1). Zu bestimmen 
sind Schwerpunkt, Hauptachsen und Haupttdigheits
momente des Querschnittes nach Fig. 64. 

D 

a) Schwerpunkt: Flir die Koordinaten uo, Vo des Fig, 63. 
Schwerpunktes in bezug auf ein beliebiges, rechtwinkliges 
Koordinatenkreuz u, v (das zweckmaBig nieht zu weit entfernt angenommen 
wird) gilt mit F als FIacheninhaIt in cm2 

uoF = fUdF =fu1]du = F1s oder Uo = Fls/F, 

voF=fvdF=Jvl;dv =F2S oder vo=F2s/F. 

Man tragt die Kurven Z18 = lt1] liber u und Z2S = vI; liber.v auf (u, v in em 
gemessen) und bestimmt die von ihnen begrenzten FlaeheninhaIte 118 und 12s 
in em2, z. B. mit dem Planimeter. 1st ,der LangenmaBstab 1 cm = a cm, der 
MaBstab flir ZIS und Z'S 1 em = b em2, so wirdF1S = ab/1s em3,F2B = abf2s ems. 

b) Tragheitsmoment: In bezug auf die durch den Schwerpunkt gehen
den Achsen x und y wird 

I. = Jy2 dF = f y2l;dy, ly= j x2dF =Jx21]dx. 

') Rillscher, F.: Z, VDI Bd.80 (1936) 5.1351£. 
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Man tragt tiber y die Kurve zlJ = y2~, tiber x die Kurve Z2J = x2'fJ auf 
und bestimmt die unter ibnen liegenden FIaeheninhalte IlJ em2 bzw. t2J em2• 

1st der MaBstab fiir zlJ und z2J 1 em = c em3 (LangenmaBstab s. oben), so 
gilt I", = acllJ em' und Iy = aC/2 Jem'. 

e) Fliehmoment: Es gilt 

1",.=jx*ydF=jx*y~dy oder 1",.=jy*xdF=jy*xTJdx, 
worin x* bzw. y* die Abstande der Streifenmitten (Fig. 64) von der y- bzw. 
x-Aehse sind. Man tragt die Kurve Zau = x*y~ tiber yoder Zaz = y*xTJ (wie 

v 

Fig. 64. 

a-1em 
o-10em' 
c-10em! 
d-tem! 

in Fig. 64) tiber x auf und ermittelt die unter ihr liegende Flache Is' Gilt fiir Z3 

der MaBstab 1 em = d emS, so ist I",. = adls em'. 
Aus 1",,1., Izy lassen sich zeichneriseh mit dem Tragheitskreis oder rech

nerisch mit den Formeln S.369 bis 371 die Hauptachsen und Haupttragheits
momente finden. 

Mit den in Fig. 64 angegebenen MaBen nod Ma1lstaben ergab sicb mit clem Planimeter 
F = 68,8em"; 

118 - 35,7 eml , also F18 = 1 '10' 35,7 - 357 eml , d. h. ". = 357/68,8 = 5,19 em; 
128 = 32,7 eml , also F28 = 1 ·10· 32,7 = 327 em", d. h. II, = 327/68,8 = 4,75 em; 
ItJ = 35,05 em", d. h. Iz = 1 '10' 35,05 = 350,5 em'; 
ISJ = 41,75 em·, d. h. I. = 1 . 10' 41,75 = 417,5 em'; 
11= -5,5 em", d. h. I",. = -1' 2' 5,5 = -11 em'. 

Zeichneriscb folgt aW\,dem Triigheitskreis, Fig. 64, lmax -/I= 418 em', Imln = 111= 348 em'. 
Rechneriscb wird tg21X,=2/z./CJg -I",) =-0,3284, also 21X,= 161°,82= 161°49', 
IX, = 80°,91 = 80° 55' (auf volle Minuten abgerundet). Da lz. negativ ist, foIgt 

maxI = II = I",OOSIIX, + I. Sin" IX, -I",. sin 2 IX, 
= 350,5 .0.1578" + 417.5 . 0.9875· + 11 ·0.3121 = 418 em'. 

miJlI = III = l",sinllX, + I.OOS"IX, + I",. sin 2 IX, 
- 350.5 • 0.9875' + 417.5 • 0.1578" - 11 • 0.3121 - 349 em' 

in guter ObereiD2timmung mit der zeichneriscben Lilsung. Die Halbacbsen der TriigheitselJipse 
(in Fig. 64 urn 90° gedreht eingetragen). d. h. die Tragheitshalbmesser sind 

" = f/J/F = l'418/68.8 = 2.45 em; .. = fll1fF = f349f68.8 = 2.25 em. 
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kleine Streiten parallel der II-Achse zerlegt, daB deren Triigheitsmomente, he
zogen auf ihre Schwerachsen, vemachlassigt werden k6nnen. Es ist 

J. = J dFx2 ~ IL1Fx2 = Flx~ +F2x~ + " " 
worin F I , FI '" die Inhalte der Fliichenstreifen und Xl' XI' •• ihre Schwer
punktsabstiinde von der v-Achse sind. Zu den als Kriifte aufzufassenden 
Fliicheninhalten F I , F 2 '" en twirft man (s. a. S. 355) mit der Polweite H' das 
Selleck 1-2-3 ... , wobei der Kriiftezug FIF,Fa .. parallel der v-Achse 
gelegt wird. 

Aus der Ahnlichkeit der gestrichelten Drelecke folgt 

7'8': X7 = F7:H oder 7'8' = F7x7/H. 

FolgJich ist der Fliicheninhalt J7 des Dreieeks 7 7'8' gleieh t· X7 ' 7'8' =F7 xU2H 
und daher 

F7X~=2HJ7' 

Da sieh eine iihnliehe Beziehung fiir aile iibrigen Dreieeke finden laBt, wird 

FIX~ +F2X~ + ... = 2H(j1 + J2 + ... ) = 2HUI + la), 

mithin J. = 2HUI + 12), 

Das auf die Sehweraehse y hezogene Triigheitsmoment ist 

Jy=Jv-Fx~, 

wenn x, der Abstand des Sehwerpunktes von der v-Aehse ist (Fig. 65). Aus 
der Ahnliehkeit des Dreieeks m l' 17' mit dem Dreieek, das von den iiuBersten 
Polstrahlen gebiJdet wird, folgt 

Daher ist 
1'17':x.=F:H oder 1'17'=x,F/H. 

f2=!·1'17'·x,=Fx:/H und FX:=2Hla, 

J. = J. - Fx~ = 2HUI + (2) - 2Hla = 2H/I • 

MaBstiibe: 1st 1 em = a em der LiingenmaBstab, ist 1 em = b em2 der 
MaBstab flir den Kriiftezug, wird der Polabstand gleieh H em gezeiehnet und 
sind f em' die Fliieheninhalte der gezeiehneten Fliiehe, so wird 

J. = 2a2 bH(fI + 12) in em', J. = 2a2 bH/I in em'. 

Soll das Triigheitsmoment des Quersehnittes in hezug auf die zur y-Aehse senk
reehte Sehwerlinie x ermittelt werden, so hat man, um miigliehst genaue Werte 
zu erhalten, die UnterteiJung parallel zur neuen Bezugsaehse durchzufiibren. 
Aueh der Kraftezug muS parallel zu dieser Achse gezeichnet werden, im iibrigen 
kann aber das hesehriebene Verfahren entspreehend angewandt werden. 

In Fig. 65 ist 1 em = 0,1 cm der LangenmaBstab, 1 em = 0,05 em' der MaBstab fiir den 
Kriiftezug. H wurde gleich 9,3 cm gewiihlt. 

FUr I. ergab sich 4,0 em'. Daher ist mit a = 0,1 und b = 0,05 

J y = 2 . 0, I' . 0,05 . 9,3 • 4 = 0,037 cm'. 

FUr die Berechuung einer Dampfturbinenscbaufel mull ten strenggenommen die Haupt
triigheitsachsen durch den Schwerpunkt bestimmt werden; dies kann nach dem Verfabren von 
Nehls-ROtscher leicht geschehen. 

r3. Instrumentelliassen sieh auBer der Fliiehe aueh statisehes Moment, 
damit Sehwerpunkt, femer Triigheitsmoment und Fliehmoment durch Potenz
planimeter (vgl. Math. S. 159) bestimmen. 

h) Tafeln und Tabellen. Tragheits- und Widerstandsmomente der deutschen 
Normalprofile flir Walzeisen sowie von Bauhalzem s. Anhang zu diesem Band. 
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a) Kreisformiger Querschnitt. 

] = aquatoriales (axiales) Tragheitsmoment; W = Widerstandsmoment. 

I ",a' 
a I J=(;4 w=~~' I a I J="~' -I w-~ I a-I J=:'~' 
1 
2 
3 

4 
5 
6 

7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 

14 
15 
16 

17 
18 
19 

ZO 
21 
22 
23 

24 
25 
26 

27 
28 
29 

30 
31 
32 
33 

34 
35 
36 

37 
38 
39 

40 
41 
42 
43 

44 
45 
46 

47 
48 
49 

50 

=""="'"_--c,===='== __ , . 

1 0,0491 0.0982 
I 0,7854 0.7854 
I 3,976 2,651 

I 
12.57 6,283 
30,68 12,27 

I 63,62 21,21 I 

I 
117,9 33.67 
201,1 50.27 
322,1 71,57 

I~ 490.9 
- - -----_._--

98,17 

1-- 718.7 130.7 
1018 169,6 

I 1402 215,7 

1886 269,4 
2485 331,3 
3217 402,1 

4100 482.3 
5153 572,6 
6397 673.4 

------------ ---
7854 785,4 

9547 909,2 
11499 1045 
13737 1194 

16286 1357 
19175 1534 
22432 1726 

26087 1932 
30172 2155 
34719 2394 

---------. 

3976I 2651 

45333 I 2925 
51472 ! 3217 
58214 i 3528 

i 
65597 

1 

3859 
73662 4209 
824<18 

I 

4580 

91998 4973 
102354 5387 
113561 5824 

1-

---
125664 6283 

138769 6766 
152745 7274 
167820 

I 
7806 

183984 8363 
201289 8946 
219787 

I 

9556 

239531 10193 
260576 10857 

I 
282979 I 11 550 

-306796--r-12272---
I 

51 
52 
53 

54 
55 
56 

57 
58 
59 

60 
61 
62 
63 

64 
65 
66 

67 
68 
69 

70 
71 
72 
73 

74 
75 
76 

77 
78 
79 

80 
81 
82 
83 

84 
85 
86 

87 
88 
89 

90 

332086 1 

358908 

I 387323 

I 417393 1 

I 

449180 
I 

482750 

518166 
I 555497 
1 

I 
594810 I 

1 ___ 636172_ 

I 
679651 
725332 
773272 

I 
823550 
876240 

I 931420 

989166 
1049556 
1112660 

-- --------
1178588 

1247393 
1319165 
1393995 

1471963 
1553156 
1637662 

1725571 
1816972 
1911967 

---------
2010619 

"-----------

2113051 
2219347 
2329605 

2443920 
2562392 
2685120 

2812205 
2943748 
3079853 

3220623 

13023 
13804 
14616 

15459 
16334 
17241 

18181 
19155 
20163 

21206 
----= 

22284 
23398 
24548 

25736 
26961 
28225 

29527 
30869 
32251 

-~-----

33674 

35138 
36644 
38192 

39783 
41417 
43096 

44820 
46589 
48404 

----
50265 

52174 
54130 
56135 

58189 
60292 
62445 

64648 
66903 
69210 

71569 

101 5108055 
102 5313378 
103 5524830 

104 5742532 
105 5966604 
106 619717.1 

107 6434357 
108 6678287 
109 6929087 

110 7186886 

111 7451813 
112 7723997 
113 8003571 

1141 
8290666 

115 8585417 
116 8887958 

117 9198425 
118 9516956 
119 9843689 

-----
IZO 10178763 

121 10522320 
122 10874501 
123 11235450 

124 11 605311 
125 11984229 
126 12372350 

127 12769824 
128 13176799 
129 13593424 

130 14019852 

101150 
104184 
107278 

110433 
113650 
116928 

120268 
123672 
127139 

130671 

134267 
137929 
141656 

145450 
149312 
153241 

157238 
161304 
165440 

169646 

173923 
178271 
182690 

187182 
191748 
196387 

201100 
205887 
210751 

215690 
,"--------

131 14456235 
132 14902727 
133 15359483. 

134 15826658 
135 16204411 
136 16792899 

137 17292282 
138 17802721 
139 18324 378 

140 18857416 

220706 
225799 
230970 

236219 
241547 
246954 

252442 
258010 
263660 

269392 

91 I' 3366165--73982- 141 1--1-9-40-1-99-9- --2-75206 
92 3516586 76448 142 19958294 281103 
931 3671992 78968 143 20526466 287083 

94 3832492 81542 144 21106684 293148 
95 3998198 84173 145 21699116 299298 
9614169220 86859 146 22303933 305533 

97 I 4345671 89601 147 22921307 311855 
98, 4527664 92401 148 23551409 318262 
991 47153~5 95259 149 24194414~~?57 

1001 4908738 98175 150 24850496 331340 

-
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b) Tafel der Tragheits- und Widerstandsmomente einfacher 
Querschnitte. 

Nr. 1 Querschnltt Tr:lgbeitsmoment 

b h3 
]= -. 

12 

Widerstandsmoment 

_I_~--~_----~-----
I 

1 

I 

2 1 

I 

3 

4 

5 

I 
I 

_ I 

6 

I 
I 

7 1 
I 

8 

I 
I 
I 

! 

I 

h b3 
]= - . 

12 

h' 
]=~. 

12 

na3 b 
]= - - . 

4 

n 
] = -- (aSb - a~bl) 

4 
n 

~ - a2 (a + 3 b) d. 
4 

bh8 
]=-. 

36 

] = 5 Y3 R' 
16 

= 0.5413 R'. 

h8 
w=~ 

6 

n a2 b w=--
4 

n 
w~ - a(a+3b)d . 

4 

w = bht, fur 
24 

e=~h. 
3 

W=~R3. 
8 

W = 0.5413 R3 . 
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=:N=r·*1 ==Q=u=ers=c=hw=·=tt= J 
I 

91 
I 

I 

TrAgheitsmoment Widerstandsmoment 

I W = 6 b2 + 6 b b, + bi h' 

i 6b'+6bb +b' 12(3b+2b,) 
I] - I I h3 fiir 
I - 36(2 b + b,) . 
'I I e = ~ 3 b + 2 bl h. 

I 3 2 b + b, 

"0 r<- b -~ ] = b(h3 - ht) + b,(hi - h~). 

10
1 ·,1.1 'I Ie . -. 12 

"" . .~ 
~ !,,~, w = b(h3 - h~) + b, (hf - h~) . 

I t 11' : - -j 

I 
% - Y i 

__ I _ __ 
6h 

~.--
11. JJ. BR3 + b h3 , Z,. .,.j!,+ ]= - - -. 

11: -. f ,-~ 12 
11 ~'~ ~ J 

~ -<:! ~ c w= BR3+bh3 
, I l __ 1- "- i 6R 

12 

I 
.. -.8 - .... 

--, -------.- ----~~. , . .•... - .-.-.--

13 

14 

- _ .. -- - ------ - - - - -

I 

15 I J-": 1f- d3 

W = 32 ~ 0,1 d3 • 

- -I -- ----T--- -----
16 1 

I 
Tabelle: " Kreisformiger Querschnitt" s. S. 377. 
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c) Tafel fiir Trager mit 

In nachstebender Zusammenstellung bedeuten: 
I die freie Lange in em. 
f die Durchbiegung in em im Angriffspunkte der Last P. 

P die auBeren Kriifte in kg. h die TragerhObe in em. 

Nr·11 I 
Auflagerdrdcke A, B Tragkraft P 

Belastungsfall Erforderl. Wider-
Biegungsmoment M standsmoment W 

l 
B=P. 

P = O'zul W l I'"' ~ 1 • 

A~t 
M=Pz. 

A P _-Z ___ .1 
maxM = Pl. W=~. 

azul 

P 
Ip= ~O'ZUlW I' l 1 "'I 

A=B=-. 
2 

r*f1 M=~ 
I I' 

2 2 . 

w=~. PI 
maxM= -. 40'zul 

4 

A _ Pb . B= Pa. 
IE l_ - I ' t I 
r---a~., Filr A C: M= Pbz . p= O'zulW fib' 

3 ~ 
I ' 

.k, 1/1 filr BC M = Paz. i W= Pab . I . 
P Pab 100zul 

maxM=-,-' 

A=~P: 
16 

B=!!.P. 
16 

Filr A C: M=~PZ; P = 16 O'ZUl W. 

Ie l f 3 I 

4 I ~:li~ filr c: M=l.-Pl; 
32 

I I -mr;~ fur Be: • 

W=~~. M=PI(f-~~) . 
2 t6 I 16 O'zul 

II 

3Pl 
maxM=--. 

16 
p 

A =B=-. 
2 P = 80'ZUl~. 

FP1 Fur Ae: M=PI(~_~). 1 

5 2 I 4' 

I 
fur CB: M=PI (~_~). 

W= Pl. 2 I 4 

I 

PI 80'zul 

I 
maxM=S' 

') Mit I ist die Durcbbiegung im Angriffspunkte der Einzellast P, mit maxI (oder 'm) 
durch "zul ausgedriickten Werte von t gelten nur fiir bomogene Balkenquerscbnitte mit waage-
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gleichbleibendem Querschnitt. 

Ozul die zuliissige Biegungsspannung in kgfem2• 

] das Tragheitsmoment des Querschnittes in em'. 
TV das Widerstandsmoment des Querschnittes in em3• 

x und " die Koordinaten eines Punktes der Biegungslinie. 

Gleichung der eIastischen Linie 

P l3(X2 4X3) 
"=ii]1"6 -[2- - 313 . 
x<I/2. 

Durchbiegung t 1) 

P l3 
I=-~~ 

EJ 3 

2 maxa 12 
= 3----r- T· 

1 max a lB 
= 6E-h~· 

P 713 

f = EJ 768 ; 

fUr x = lJ/l is t 

_ pta 
maxI = Vi 48E]· 

Bemerkungen 

FreitrAger • 

GefAhrdeter 
Querschnitt bei B. 

Frei aufliegender 
TrAger. 

Gefahrdeter Quer
schnitt in der Mitte. 

Frei aufliegender 
TrAger. 

Gefilirdeter Quer
schnitt bei C. 

Halb eingespannter 
TrAger. 

Gefahrdeter Quer
schnitt hei B. 

Wendepunkt bei 

Zl=-~1. 
22 

Eingespannter Trager. 

GefAhrdete 
Querscbnitte bei A , 

B und C. 

1 ,maxo /2 
= 1:£ E-- T· Wendepunkte bei 

z=~l nnd z=1/. 
4 4 

die groLlte Durchbiegung bezeichnet worden, falls t nicht damit iibereinstintmt. - Die 
rechter Symmetrieachse. 



Nr·11 Be1astungsfall 

ffi'>=j1 rtf -

6 
p 

Dieselben Formeln gelten, wenn 
AB die Lastpunkte und die En-
den des TrAgers gestiltzt sind. 

7 A~ I- 7-

s ~ 
II 

9 ~ 

10 ~ 

11 ~ 

Festigkeitslehre. 

Auflagerdr1lcke A, B 
Biegungsmoment M 

A = B = P. 

Fur AB: 

M = Pa = konst. 

B=P. 
PrJ!' 

M=2T' 

PI 
maxM=-. 

2 

P 
A=B~2' 

M= P2rJ! (I-f). 
PI 

maxM= s' 
. 

A=~P-
S ' 

B=i p . 
8 

M= P2rJ! (f - f)· 
PI 

maxM=-
8. 

(absolutes Maximum). 
9 

MO=t28 P1 

(relatives Maximum) 

bei rJ! = tI-
P 

A=B=-. 
2 

M = _ PI (.!._~+~) 
z 2 6 I ZS 

PI 
M .... =MB =--

12 
PI 

Mo=+-
24 

A =B=P/2. 

P P 
1= 1 + 2el' 

M =-Pl1(~-~+~r) 
z 2 P I 12 

M .... =MB =-Pt e2/21 

I Tragkraft P 
Erforderl. Wider· 
standsmoment W 

I 
P = azulW 

a 

Pa 
W=-. 

I 
azul 

I 
azulW I 

P=2-,-' 

PI 
W=-. 

2 azul 

P = SaZUIW. 
I 

PI 
W=-. 

Saml 

I 
P = 8 azulW. 

I 

(Tragkraft nieht 
grOBer 

als im Faile 8.) 

PI 
W=-. 

8 azul 

P=12 azu;W. 

W=~. 
12 azul 

Hiingen vom 
Verhiiltnis 

ell abo 

') Fehlt das Kragstilck bei A, so findet sieh maxt im Abstande 0,5781 von A, u. zwar 
0) Zwischen A und B. 
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Gleichung der elastischen Linie Durchbiegung t Bemerkungen 

I I, in der Mitte de,. 
Die Biegelinie zwischenA und B ist ein I Slutzweite: 

KreiSbOgenVOmRadiUSfl=EJ/pa'lt = ~~~ 
Frei aufliegender ') 

Trager 

Dieser Bogen kann fUr groJ3e fl 1 EJ 8 I mit Kragstllcken. 

ersetzt werden durch die Parabel i 1 max a 12 12 Gefahrdeter 
Querschnitt . an jeder 

Stelle zwischen :y=~.laa[3..._~] 
EJ 2 1 11' 1

1= 4 : a/(' = ~~. 
fa = EJ"3 a+i)' 

I 1= ~ ~ 
1 maxa 12 

I =2-rT 

I p sza 
I 1= EJ 384 

I ~~ ";'~. 

A nod B. 

Freitrager. 

Gefahrdeter 
Querschnltt bei B . 

Frei aufiiegender 
Trliger. 

Gefiihrdeter Quer
schnitt in der Mille. 

! Halb eingespannter 

I P 13 Trager. 
! maxi = -E -- , Gefahrdeter 

I 
] 185 Querschnitt bei B. 

. t 78 + ttol'n Durchbiegung maxI 
wor,nili = 2.16' bei Z'=-hl(1 + l'33) 

I 175 P =0,4215/. 
j IO=¥ET/8 Wendepunkt bei 

i P II Z=-}/. 
=ET187' 3 

Mo bei z=8/. 

Gefahrde!er 
QuerschniU bei 

A nod B. 

Wendepunkte bei 

z=!I±!Il'I 
=!I ± 0,28871. 

Gefiihrdeter 
Querschni tt bei A, 

B oder C. 

Wendepunkt fUr 

Z= ~(1± l'1-(ic7i)i). 
2 

1=0, 
wenn c=O,45641. 

. t f 064 P l' d' . P a' IS max = 0, EJ a, Ie Durchbiegung 1m Lastpunkte I. = RJ 3" (a + I). 
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4. Mebrfacb gelagerte Triger. 
1st ein Trager mehrfach gelagert derart, daB die Bestimmungsgleichungen 

der Statik nieht ausreichen, so ist der Trager statisch unbestimmt, und es miissen 
zur Ermittlung der Auflagerdriieke die elastisehen Verformungen herangezogen 
werden. Danach konnen auch die Durchbiegungen bestimmt werden. Allgemein 
geht man so vor, daB man an einer Stelle (oder mehreren) die Unterstiitzung 
lOst, bis das System statisch bestimmt ist (statisch bestimmtes Hauptsystem), 
dann die Durchbiegung ohne diese ermittelt und diejenige Kraft (oder Kriifte) 
sUcht, durch welehe diese Durchbiegung wieder riiekgangig gemacht wird. In 
Fig. 66 z. B. lOst man bei C die Lagerung und ermittelt die Durchbiegung I p 

an dieser Stelle. Die durch die gesuchte Auflagerkraft C entstehende, entgegen
gesetzt gerichtete Durchbiegung 10 
muB dann so groB sein, daB 

a Ip-to=o. 

b a 

b 

c 

d 

e 

f 

Fig. 66. Fig. 67. 

a) Drelfac:h gelagerter Triiger. 
ex) Zeichnerische Losung. 

Beispiele: 1. Gesucht sind die Auflagefdracke A, B, C und die e1astische Lime far den 
Trager nach Fig.66a mit gleichbleibendem Querschnitt. Nach Entfernen der Mittel
stiitze C wird far den statisch bestimmten Trager A, B" Fig. 66b, nach Entwurf der Mo
mentenflache mit dem Verfahren von Mohr (S. 361) die Biegelinie yp und damit die Senkung /p 
an der Stelle C bei der Belastung P ermittelt, Fig. 66 c, d. Auf den statisch bestimmten Trager 
A. B. Wt man dann sine Kraft C* = 1 t (10 kg, tOO kg o. a.) wirken, die nach dem gleichen 
Verfahren die Durchbiegung :Y* und nnter C* die Senkung t: = /. Iiefert, Fig. 66e-g. Da die 
Durchbiegungen verhiiltnisgleich der Belastung sind, gilt far die Belastung C und die Durch
biegung Yo an irgendsiner Stelle 

Y*::Yo=C*:C=t*:/o. 
Da aber /0 = tp (s.o.) sein muB, folgt 

C =C·/olt· - C*/plt* 
a1s Auflagerkraft im Punkt C. Aus Yo = y*CIC· = y*fplt· ergibt sich far die Durchbiegungen 
des gegebenen Tragers A B 

'1= YP-:Yo = yp - y*ClC* = yp - y*/plt·, 
d. h. die mit CIC* = /plt* multip1izierten Ordinaten der Fig. 66g sind von den Ordinaten der 
Fig. 66 d abzuziehen. 

Die Auflagerkriifte A und B sind (Fig. 66 a) • 
A - A,- AICIC* - A,- AI/pll*; B - B, - BI Cle* = B,- BI/plt·. 



Biegung des geraden Stabes. 385 

Der Trager wird dann so berechnet, als ob er in A und B gelagert sei und neben der Belastung P 
noch die nach oben gerichtete Kraft C wirke. So ist das resultierende Moment an irgendeiner Stelle 

M = Mp - MOC/Co = Mp - M· Ip/I·. 
2. Bei der in A, B und C unterstiitzten Welle, Fig.67, mit veranderlichem Quer

schnitt ist fiir die Belastung P" P, unter L6sung der Stiitze C die Biegelinie nach Beispiel 3, 
S.367 zu entwerfen und im iibrigen genau so zu verfahren wie im Beispiel 1. 

p) Recbnerische Losung, 

die sieh besonders bei gleiehbleibendem Quersehnitt empfiehlt. 
Beispiele: 1. Trager gleichbleibenden Querschnitts nach Fig. 66 und 68. Die Formel 

filr Fall 3, S. 380 liefert aus Fig. 66a und 68 a 

to =~_. 'p: . 
3E] 

I p kann nach dem Superpositionsprinzip, d. h. der a 
Summierung der Einzeldurchbiegungen gefunden 
werden, indem man die Krafte P, und P, nach-

: .... ~--O"---I 

einander auf den Trager bringt. Nach Fig. 68 wird b ""!""-t::::::::~:±:~~===:::::=-r 
yp=y,+y.oder tp=/,+I., wobei y, bzw. y. x 
die Ordinaten der Blegelinie fiir den Trager A' B' 
bzw. A" B" sind. Fiir Fig. 68a folgt nach Fall 3, 
S.38o 

:Yll::=---..!.. _'_12_+_ --P ... b" (Z Z z, ) 
E] 61 b, ", b~ .... 

fiir das in Fig. 68 b gezeichnete Achsenkreuz; wenn 
z = I. ist, wird 

I, =.~ at bt (2!!. + I,. _ ..!L) . 
E] 61 b, a, a, bf 

Entsprechend ergibt sich flir das Achsenkreuz 
der Fig.68d 

c 

d 

I. = P, a~ b: (2 ~ + ~!. _ iL). 
E] 61 a. b. a~ b" 

Mit Ip =1.+1. und to =Ip folgt dann schlieBlich 

Fig. 68. 

~c'f'~ =.!..P. atbt (2~+.'!_..!L)+.!..p.a~bt(2~,-+ls.. __ lL) 
3 1 6 I b, a, a. bf 6 I a, b, a: b, 

und daraus 
PI a' b~ ('I 12 Z') PI al bl ('1 IJ It) 

C = 21P: 2 b," + a. - a, b~ + -21fl: 2 Ii; + b~· - al b •• 

Ober die weitere BehandJung vgl. <xl Beispiel 1 : Der Trager, Fig, 68a, wird als Trager auf 
zwei Stiitzen aufgefaBt, der mit den Kriiften P" P, und C belastet ist. 

2. Filr den Sonderfall symmetrischer Beiastung, d, h. I. = I. =1/2; a, = b. = 1/4 und 
P, = P, = P wird 11 

C=gP. 

b) n·fach gelagerter Trager mit glelchblelbendem Querschnltt. 
Da ein 2-faeh gelagerter Trager statiseh bestimmt ist, ist ein n-fach ge

lagerter Trager (n - 2l-faeh statisch unbestimmt. Fiir die senkrecht zum Trager 
wirkenden Krafte (bzw. Momente) 
gelten 2 Gleiehgewichtsbedingun
gen, also miissen noch (n - 2) 
Gleiehungen, die die Verformung 
benutzen, aufgestellt werden. 

Sind A, B, C (Fig. 69) drei Fig. 69, 
aufeinanderfolgende Stii tzen eines 
Tragers mit den Momenten M A , M B , Mo in ihnen, so muS die Steigung tpB der 
elastischen Linie im Punkt B vom linken und vom rechten Feld aus gerechnet die 
gleiche sein. Andererseits ist z. B. fiir den linken Tragerteil tp B = PI -lPI. Hierin 
bedeutet gl die Neigung flir die als Trager auf den zwei Stiitzen A und B an
gesehene ffnung A Bunter der tatsaehliehen Belastung, die die sog. Mo-Flache 
liefert (vgl. a. Beispiel 2) und lPI die Neigung, die am gleiehen Trager A B durch 

Taschenbuch fur den Maschinenbau. 9. Aufl. I. 25 
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die Momente Mod und MB hervorgerufen wiirde. fIJI berechnet sich aber nach 
Beispiel 3, Fig. 52, S. 368 auf Grund des Superpositionsprinzips zu 

fIJJ. = Modit16E] + MBlt/3E]. 

Dann gilt fUr die erste und entsprechend fUr die zweite Offnung 

Mod l,. MBli ( MB l2 Mola) 
flJB = PI - 6E] - 3E] = - PI - 3E] - 6E] 

oder Mod it + 2MB(it + la) + Molz = 6E](PI + pz)· 

Nach dem Mohrschen Satz (S. 368) ist aber E]PI gleich der Auflagerkraft am 
Trager A B in B bei Belastung durch die Mo-Flache, oder es ist E] PI = -Lt/~, 

wenn LI das Moment der Mo
Flache der linken Offnung in 
bezug auf die linke Stiitzsenk
rechte (durch A) ist; femer ist 
E]Pz = -Rsflz, wenn Rz das 
Moment der Mo-Flache der rech-

Fig. 70. ten Offnung in bezug auf die 
rechte Stiitzsenkrechte durchCist. 

Hat man allgemein die Stiitzen 0, 1, .•• , r - 1, r, r + 1, ... , n (Fig. 70) 
mit den Momenten Mo, M 1 , ••• usw., so wird 

{J P (L, R,+t) 
M'_11,+2M,(I,+I,+t)+M'+1 1'+1=6E](,+ ,+1)=-6 '+-1- . 

r r+l 

Diese Gleichung heiSt Dreimomentengleichung oder auch Clapeyronsche 
Gleichung. - In der lastfreien Offnung i ist Pi = O. 

Beispiele: t. Filr Einzelkrafte kann die Gleichung umgefonp.t werden. Flir die Hohe II, 
des M.-Momentendreiecks mit der Last P" Fig. 70, gilt nach Fall 3, S.380, II, = P,a,(I,.- ",)/1,.. 
Das statische Moment dieses in zwei Teile geteilten Dreiecks, bezogen auf die Iinke Stiltzsenk
rechte, ist dann 

4 = la,1I, fa, + HI,. - "') II, [a, + i(/,- a,)] = 111,/" i(a, + I,) '). 
N ach Einsetzen von II, folgt 64 = P,a,(/~ - "n. 
Flir beliebig viele Krifte uber der ,-ten Offnung wird demnach 64/1,.= ~P'''' (/~ -"~)/IT Flir 
beliebig viele Krafte PI tiber der (r+t).ten Offnung (Fig. 70) folgt eine iihnliche Beziehung, 
SO daB die rechte Seite der Dreimomentengleichung geschrieben werden kann 

-{2: p,a,(/~ - "~)/I, + 2: P2b2(/~+1 - b:)/';+ I}' 
2. Zahlenbeispiel hierzu. Flir den Trager der Fig. 7t mit gleichbleibendem Querschnitt 

ist Mod=Ma-O und Mp=M,=O. Dann lauten die Dreimomentengleichungen: 

{ t,S"- 0,45' t,S' - t,t2' 2,2"-1,55" 
8 M. + 2,2M. = - 300.0,45· t,8 + 700 .1,12. 1,8 + 400· t,55' 2,2 

+ 350.0,85 • 2,21 - O,85'} = - 2337 • 
2,2 

{ 2,21 - 0,65" 2,21- 1,35" 
2,2Mb + 7,7 Me + 1,65 M d = - 400· 0,65· 2,2 + 350.1,35· 2,2 

+ ftoo. 0,7. 1,65' - O,71 } = _ 22t2. 
1,65 

{ t,65"-095' t 85"- t 45' 
t,65M.+7 Md+ t ,85Me =- ttOO.O,95· 1,65' "+45001,45' ' 1,85 ' 

+ 575.0,55. t,85:~~,S5'} = - 2t52-

t,s5M +67M = -{450.04' 1,85"-0,4' +S75.1 3' 1,8S'-I,3' 
d " 'I,S5 '1,85 

t,S"- O,7'} 
- 900·0,7' --I,-S- = - 278. 

') d. h. der Schwerpnnkt des Momentendreiecks 1st um (a, + 1,.l/3 von der linken Stutz
senkrechten entfernt. 
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Daraus ergeben sicb die Stiitzmomente: 
Mb = - ~50 mkg; Me = -154 mkg; Md = - 280 mkg; M. = + 36 mkg. 

Das absolnt groBte Moment tritt in der 5. Offnung auf nnd ist 
minM = -330 mkg 

im Angriffspunkt der Kraft - 900 kg. 

I 
1 

I I : : I I l : I t I: 

~4t6~67-+58+55~70~85~95--k-70--.r'lO~90~55-i 
-180 .,. 880 .,. 1&5 "I' 18~ 

Fig.7t. 

Aus den Stiitzmomenten ergeben sioo die Auf!agerkriifte; es ist 

darans A = 350 kg, Mb = A • 1,80 - 300 • 1,35 - 700 • 0,68 = - 250 

387 

Me = A ·4,0 + B • 2.2 - 300 • 3.55 - 700 • 2,88 - 400 • t,55 - 350 • 0,85 = -154 
daraus B = 1111 kg. 

Md = A • 5,65 + B • 3.85 + C • 1,65 - 300 • 5,2 - 700 • 4,53 - 400 • 3,2 
- 350.2.5 - 1100 • 0.70 = - 280 

daraus C = 680 kg, Me = F • 1,5 + 900 • 0.8 = + 36 
daraus F = - 456 kg. 

Md = F • 3,35 + E • 1.85 + 900 • 2,65 - 575 • 1,30 - 450 • 0,40 = - 280 
daraus E = - 114 kg, 

Me = F • 5 + 900 • 4,3 + E • 3.5 - 575 • 2.95 - 450 • 2,05 + D • 1,65 

daraus D = 1403 kg. 
- 1100 • 0,95 = -154 

Die StiitzkrMte in den reOOten AuBenstiitzen E und F sind nacb unten geriOOtet. 

D. Biegung des gekriimmten Stabes1). 

I. Wirken auf den StabteiIAAlBlB (Fig. 72) Krafte und Momente ein, so 
konnen diese auf ein Moment M und eine im Schwerpunkt des Querschnitts an· 
greifende Kraft N zuriick
gefiihrt werden. Es sei an
genommen, daB N senk-
recht zum Querschnitt-1'-.. 
wirke, also in die Tangente 
der Mittelfaser faile, so daB 
die Schubkrafte vernach- \ 
lassigt werden, und daB }--' 
die Querschnitte bei der 
Verformung eben bleiben. 
Die Momente werden po-
sitiv gerechnet, wenn Fig. 72. 
die Kriimmung starker, 
d. h. der Kriimmungsradius 
kleiner wird. Urspriinglich schneiden sich zwei benaehbarte Querschnitte A B 
und AlBl im Kriimmungsmittelpunkt 0 der durch den Schwerpunkt gehen
den Mittelfaser vor der Verformung. Die Formauderung kann aufgefaBt werden 
als eine Drehung des Quersehnittes AlBl um die Kriimmungsachse 0 mit dem 
Winkel flJl und eine Drehung um die Schwerachse S mit dem Winkel flJ2' 

') 1m wesentUchell naOO M. Tolle: Die Regelung der Kraftmaschinen. 3. Auf!. Berlin: 
Springer 1921. 

25* 
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Die urspriingJiche Lange der Faser im Abstand y von der Schwerachse ist 
s = (r + y)tp, dieVerHingerung ,11 =L1s + ytpg = (r + y)tpl + ytpg, also die 
Dehnung 

B = ,11 = (r + y)tpl + ytps = tpl + tps -y- = Bo + tpg _y_. 
s (r + y)tp tp tp r + y tp r + y 

Hierin stellt Bo = IPlltp die Dehnung der Mittelfaser dar. Damit wird die Span
nung im Abstand y von der Schwerachse 

a = EB = EBo + E tps --y-, (1) 
tp r + y 

worin ao = EBo die Spannung in der Mittelfaser ist. Auf ein Flachenteilchen dF 
wirkt somit die Kraft adF = E edF . FUr die Summe der Krafte und ilirer 
Momente in bezug auf die Schwerachse erhiilt man dann 

N =ladF =J'EBodF+ (E tp2 ---'!-dF = EBoF + E tpg/~-dF, 
• tp r+y tp r+y 

M = aydF ~ EBoydF + E_s --dF = 0 + E-....!. -- dF, I I J~ tp yS tplYS 
tp r+y tp r+y 

da das statische Moment J y d F in bezug auf die Schwerachse verschwindet. 
Fiihrt man den Ausdruck 

Z =lr-r-dFl) ,.+" 
ein, so wird, da Jy dF = 0, 

Ir: ydF = ~ I(y - r: y)dF = -~Ir:ydF = -~-. 
Damit kiinnen die beiden Gleichungen fUr N und M geschrieben werden 

N =EBoF-E tps!'.; M =E tps!'.. 
tpr ,. tpr 

Ihre Addition ergibt E Bo F = N + Mlr, also in der Mittelfaser die Spannung 
N Mlr 

ao =EBo =P +F; 
d. h. Nullinie und Schwerachse fallen nur dann zusammen, wenn ao = 0 ist 
(vgI.2). Da EtpJtp = MrlZ ist, foIgt fUr die gesamte Spannung nach (1) 

N Mlr Mr y Mr y 
a = E B = F + F + Z r + y = ao + Z r + y' 

Die Spannungen verteilen sich also iiber den Querschnitt nach einer gleichseitigen 
Hyperbel mit den Asymptoten~, as. 
wie in Fig. 73 angedeutet (zeichner. 

a-, Darst. vgl. S. 107 u. Fig. 74). 
Haben die au1lersten Fasem die 

hH;:::::~-_-IjA-"'~_d Abstande 61 und 6s von der Schwer
achse (Fig. 73), so sind die Randspan
nungen (relativ griiBte Spannungen) 

N MI,. Mr 61 
(1 = --- + -- + - -
IF F Z,.+61 • 

--~;-=---'---f----'--'----~A N Mlr M,. 62 
as =-- + - - ----- -----. 

Fig. 73- F F Z r - 62 

z. Sonderfall: 1st ao = NIF + MIFr = 0, also M = -Nr, so geht die 
neutrale Faser durch den Schwerpunkt (Fig. 74). 

') Nach Rotscher: z, VDI Bd.80 (1936) S.1354. 



Kniekung. 

a. Ermi t t1 un g der Hilfsfliiche Z I). Es ist nach Fig. 74 mit dF = s dy 

Z = '1'2 - dF = y2 s ---- dy em' . J r I r 
. r+y .' r+y 

MiBt man in bequemen (u. a. Ecken usw. enthaltenden) Abstiinden y von der 

Schwerachse die Abszissen s und triigt die Kurve z = y2 s -~ tiber y auf, 
r+ y 

so stellt der unter dieser Kurve liegende Fliicheninhalt den Wert Z dar. 

"I" i 

Fig. 74. 

o z ~cm 

H+-H 2 o ZOO WO kg/em 

a:=1cm 
b=50crrC 

Ma1lstiibe: 1st 1 cm=acm der LiingenmaBstab fiir y, ist 1 em=bem' der Ma1lstab fiir 
die Kurve z und ist t der in em' gemessene Fliicheninhait unter der Kurve z, so ist Z = ab t em' . 

•• Sehreibt manZ =!--y~-- dF, und istdannrsehrviel groBeraisy, so folgt mit 1 + y/rr:::;l. 
I+yjr 

daB Zr:::;fY'dF, d. b. gleieh dem axiaien Tragheitsmoment in bezug auf die Sehweraehse ist. 
Man erhalt die Formel fur den geraden Stab (S.403). Durch Reihenentwicklung VOl! (I + y/r)-' 
laBt sich Z bei eiufachen Quersehnitten aueh rechnerisch linden. 

Beispiel: Ennittlung der Spannungen eines 10 t·Lasthakens nach Bd. II, S.378, Fig. 22 
und Bd. II. S. 379. Tafel 2. 

Fiir den Querschnitt I ist die Normalkraft N gleieh der Last Q, das Biegungsmoment 
M = - Qr, da die Last den Kriimmungsradius zu vergroBern sucht (S. 387). 

Abmessungen in Fig. 74: h=130mm, b,=45mm, b,=110mm, Maulweite a=120mm. 
Die Kreisbogen sind urn die Punkte II und I mit h als Radius geschlagen. 

Bezogen auf die durch II gehende Waagerechte ist nach S. 179 

F,y, +F, y, + F.y. 0.59' 12.87 + 9,04' 0.73 + 89,67·6,20 
" = ----------= ---------------- =5,74cm 

F, +F, +F. 0.59+9.04 + 89,67 
und daher 

.,=13-5,74=7,26em und r=aj2+e,=6+5.74=11.74cm. 
Das Planimeter liefert die Fliiche zu t = 26,6 cm'. Mit den MaBstiiben der Fig. 74 wild 

danaeh Z= l' 50' 26,6 = 1330 em' und Mr =_ Q,.. = _10()(j{)' 11.74' =-1040 kg/cm'. Die 
groBte Druekspannung wird Z Z 1330 

'" = -1040' " = _1040. 7,'2.6 = -397 kg/em', 
r+., 19 

die groBte Zugspannung wird 
c, 5,74 

t 1040 r _ e, = --1040' -6 = +995 kg/cm'. 

E. Knickung. 
1. Knickkraft. 

Wird ein Stab nach Fig. 75 durch eine Kraft P belastet. so ist von einer 
bestimmten Belastung an auEer der geraden Form noch eine gekrtimmte 
Gleichgewichtsform mogIich. Die Erscheinung des Ausbiegens kann bereits bei 

') V gl. FuBnote 1, S. 388. 
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Spannungen auftreten, die unter der FlieBgrenze und sogar unter der zuHissigen 
Spannungliegen. Die Kraft, bei derdiese Ausbiegungbeginnt, heiBt KniekkraftK, 

p 

p 

, 
\ 
\ 
I 
I 
I 
I 

I 
I 

der Vorgang selbst Kniekung. FUr Belastungen, die die Knickkraft 
iibersteigen, ist die Formiinderungsarbeit des ganzen Stabes kleiner als 
die fUr die Zusammendriiekung des Stabes erforderliehe. Die gerade 
Form stellt daher bei dieser Belastung eine labile, die gekriimmte eine 
stabile Gleichgewiehtslage dar. 

Ein Verlassen der geraden Form ist dadurch moglich, daB k1eine Storungen 
in der Symmetrie, k1eine Kriimmungen, ein aullermittiger Angriff der Kraft u. a. m. 
vorhanden sind'). 

Fig. 75. 

Die nachstehenden Formeln beziehen sich stets auf den Grundfall, 
bei dem beide Stabenden in der Achse frei beweglieh gefiihrt sind 
(s. Tafel und Fig. 75). Alle iibrigen Belastungsfille werden dureh Ein
fiihren der freien KniekHinge s (im Hoehbau mit sIf bezeichnet) auf 
diesen Grundfall zuriiekgefiihrt: 

I Ein Stabende ein· Grundfall Rin Stabende ein· Eingespannte, in gespannt, das an· gespannt, das an· Freie in der Achse dere frei in der der Achse gefiihrte 
dere frei beweglich gefiihrte Stabenden Achse gefiihrt Stabenden 

I 

Dar
stellung 
des Be· 
lastungs· 

falles 

j-,.p I j' I 1}P' I lIP, :~ I !~ I i~ I i~ 
, I, I" I' 

Freio Knick· I 
lAnge .= 

Nach den PreuB. Ministerialhestimmungen fUr F1ullstahl gilt hei Gurtstilben, wozu auch 
die Endstreben von trapezfOrmigen HaupttrAgern gehOren, a1s freie KnicklAnge die LAnge ihrer 
Netzlinien; bei FililungsstAben ffir das Ausknicken aus der TrAgerebene ebenfalls die LAnge 
der Netzlinien; fUr das Ausknicken in der TrAgerebene der Abstand der nach der Zeichnung 
geschAtzten Schwerpunkte der beiderseitigen AnschIuBnietgruppen des Stahes. 

Ferner gelten mit F ems als Querschnitt die folgenden Bezeichnungen: 

Knickspannung, d. h. Druekspannung bei Beginn 
des Auskniekens C1k = KIF kg/emS; 

die zul1i.ssige Last (Tragf1ihigkeit) mit v als 
Sicherheit P = Klv kg; 

die zul1i.ssige Druekspannung zu Beginn des Aus· 
kniekens C1tzul = C1JV kg/emS 

(C1dz"l im Hochbau); 
Sehlankheitsgrad )" = sli, 

worin s die freie Kniekliinge in em, i = rliF den Tragheitshalbmesser und J 
das kleinste axiale Tragheitsmoment des Quersehnittes bedeuten. 

2. Elastische Knlckung 
liegt vor, wenn C1k< C1dP (vorausgesetzt, daB C1B > C1p, s. S. 346). Auf Grund des 
Hookesehen Gesetzes wurde von Euler (1744) die Beziehung 

K = 1rl-EJIs2 (Eulersche Kniekformel) 
aufgestellt; HerJeitung s. S. 89-. 

') AlIerdings setzt ein aullermittiger Kraftangriff die Knickspannung gegeniiber der bei 
mittigem Angriff herab; vgl. S.403, und Karl Jezek: Die Festigkeit von Druckstaben aus 
Stahl. Wien: Springer 1937. 
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Fiir die Spannung folgt drum 
K n2EJiF n2E 

ak = F = --7- = J.2 (Euler-Hyperbel). 

Uk' in Abhangigkeit von A aufgetragen, Fig. 76, ergibt eine Hyperbel dritten 
Grades (S.114). Diese gilt jedoch nur bis zu demjenigen Wert Au, fiir den 
Uk = UdP (Proportionalitatsgrenze fur 

Druck) ist, d. h. bis zu Ao = nVE/adP' 
Fiir Stahl mit E = 2,13 • 106 kg/cm2 

und UdP = 2300 kg/cm2 wird z. B. 
Ao = n Y2150000/2300 ~ 96 (Fig. 76). 

3. Unelastlsche Knlckung. 
liegt vor, wenn ak > UdP' also A < Au ist. 
Die Knickspannung hangt fiir a > up 
vom Verlauf der Spannungs-Dehnungs
linie abo Engesserl) hat auf Grunddessen 

\ 
\ 

\ 

~51JO, 

~91JO, 
li JIJO, 
~ ~",,1-3""---~ 

11 fa 
~ 

Fig. 76. 

eine theoretische Knickformel angeregt (in Fig. 77 ausgezogen), die durch Ver
suche von V. Karman2 ) gut bestatigt wurde. Die Knickspannung iiberschreitet 
hierbei die FlieB- (Quetsch-) Grenze. 
Doch wird, urn bleibende Formande
rungen zu vermeiden, diese als obere 
Grenze angenommen (vgl. Fig. 77, 
bzw. die Gerade 2400, Fig. 78): Stabe ~3a 
mit geniigend kleinem A werden ~ 
als Druckstabe behandelt. ~200Iol----1---*---+----I 

a) 1m Maschinenbau werden I 
die durch zahlreiche Versuche be- ~ fOQ,'OI----t--·----t---""k~"""':_rl 

griindeten Formeln von v. Tet
majer 3) benutzt. Die Knickspan
nung Uk in Abhangigkeit von A 
wird fiir den unelastischen Fall 

O~--~~~O----1o~W~----~f.W~----~~ 
Sr;hhnlrheilsgratl A 

Fig. 77. 
durch eine Gerade, die Tetmajer-
sche Gerade (Fig. 77), nur bei GuBeisen durch eine Parabel dargestellt, vgl. Tafel: 

I" (lk in kg/em' 

Werkstoff E 
kg/em' 

-Eule-r--F-~-e1- Gi1~filr I .~~ ~einere Wert~""--
","E A~ nach Tetmajer 

Nadelholz •••••. 
Graues GuBeisen. • . 
SchweiBstahl •••• 
FluBstahl (FluBeisen) . 

J..-' 

100000 987000: ,il 
• I 1000000 9870000: ,il 

2000000 19740000: A' 

100 
80 

112 
105 

293 - 1,94,i 
7760 - 120 J. + 0,53 A' 
3030 - 12,9 A 
3100 - 11,4 .. 

bis b' }
2100ooo }20730ooo:lo' 

FluLlstahl • • . • • •• 2200000 2171000~: ;'1 89 I' 3350 - 6,2 J. 
Nickelstahl bis 5 vH Ni. 2100000 20730000: ;" 86 4700 - 23,0 A 

b) Wahl der Sicherheit 'P. Nach Angaben von Rotscher') dad im Ma
schinenbau - falls nicht konstruktive Riicksichten oder die Herste1lung und 
Bearbeitung groBere Querschnitte verlangen - v bei kleinen Maschinen zwi
schen 8 und 10, bei groBeren zwischen 6 und 8 gew1ihlt werden 5). Lokomotiven 
weisen mit Riicksicht auf die Forderung geringer hin- und hergehender Gewichte 

') Schweiz. Bauztg. 1895. 
') Untersuchungen iiber Knickfestigkeit. Forschg. Ing.-Wes. 1910 Heft 81. 
.) Geset,e der Knickfestigkeit. Wien 1903. Diese Versuchsergebnisse gelten jedoch nur 

fiir bestimIDte Werkstoffe und Mnnen auf andere nicht unmitte1bar iibertragen werden. 
') Maschinenelemente. Berlin: Springer 1929. 
5) ten Bosch (Vorlesungen iiber Maschinene1emente, Berlin: Springer 1940) schliigt 

l' = 3,5 bis 5 vor. 
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Werte bis herab zu 3, selbst 1,75 auf. Das w-Verfahren, das fUr A < 100 je 
nach der GroBe von A eine andere Sicherheit hat, darf daher nicht im Ma
schinenbau verwendet werden. 

Beispiele: t. Es soli der Durchmesser eines kreisfOrmigen Stabes aus FlnBstahl von 
t350 mm Lange bestimmt werden, der in Gelenken gelagert ist und einer Druckkraft von 
P=7S00kg ausgesetzt ist. Sicherheitsgrad v=3,5; E=2,t . to' kg/em'. 

P = l!... = "'EI; Jerf = Pvs~ = 7S00' 3,5' 135' = 23,95 em'; 
,,'VslI n"'E ,n:1. 2,1· to' 

also 4=4,7em nach S. 377; damiti =4/4 = t,t75; A = s/t= t35/t,t75 = 115, a1sogrOBer als t05, 
daher im Euler-Bereich. Ffir reine Druckbeanspruchung ist a= P/F=450 kg/em'< azul' 

2. Ffir eine Schubstange kreisiOrmigen Querschnitts aus weichem FluBstahl sind die groBte 
Druckkraft P = t 9 000 kg, die Liinge I = t 600 mm und v = 7 gegeben. Gesucht ist der erforder-
Uche Durchmesser. 19000 . 7 . t 60' 

Nach Euler wird lerf = -;t~5' to' = t6t em'; damit 

4 = 7,6 em (S. 377); • = 4/4 = t,9; A = t60/t,9 = 84,2< t05 • 
Die Euler-Gleichung ist also nicht zuliissig. 
Nach v. Tetmaj er folgt aus der Tabelle ffir A = 84,2, daB die Knickspannung ak = 3tOO 

- 11,4 . 84,2 = 2t40 kg/em' ist. Die vorhandene Dru~annUl1g ist a,orh = ~ = ~*'0::4 
=4tSkg/em'. Danach wird ,,=ak/a,orh=2t40/4t8=5,t2, d. h. k1einer aIs verlangt. Die 
Tetmajersche Formel ist vor allem zur Nachprilfung der Beanspruchung geeignet. 

Gewiihlt nunmehr 4=9em, d.h .• =4/4=2,25 em, A=t60/2,25= 7t,1. Dann wird 

ak = 3tOO- 11,4' 7t,t =2290 kg/em'; avorh = 1'.. = t9000 = 299 kg/cm'; 
F 9',,/4 

J0 l!2J7 
2'IIJQ 
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Schlonkheifsgrotl A. 

Fig.7S. 

also v = ak/avorh = 2290/299 
= 7,66> 7 , . also ausreichend. 

C) Das w-Verfahren ftir 
mittigen Kraftangriff 1), 
nach dem im Hoch-, Kran
und Brtickenbau die Rech
nungen durchzufiihren sind 
(behordlich vorgeschrieben), 
nimmt fiir A >100 eine un
veranderliche Sicherheit an 
(die je nach Material verschie
den ist, z. B. fUr St 37, Be
lastungsfall 1, S. 432, den 
Wert 3.5 hat), jedoch ftir 
A < 100 geringere Sicherhei
ten (vgl. Fig. 78 fUr St 37). 

Die KnickspannUl1g ak wird 
von A = 0 bis A = 60 gleich der 
Streckgrenze gesetzt (2400 fiIr 
St 37, Fig. 7S), von A = tOO bis 
A = 250 durch die Euler-Hyperbel 
ak= n'E/A' dargestellt [ak= 2073 

. (tOO/A)' fiIr"St37, Fig.7S]. Zwischen A=6O und A=tOO wird die Knickspannung aIs ver
bindende Gerade angenommen [G\eichung filr St 37: ak=2S9t -8t8' (A/tOO)] . 

. . Entsprechend den Werten azal, z. B. t400 und t600 kg/cm' fiIr St 37, wird fiIr AGtOO 
die Sicherheit" = 3,5 und 3,t gewiihIt, so daB akzul = ak/v. Von A =0 bis A= tOO wird aIs Ver
lauf der zuliissigen Knickspannung eine Parabel mit senkrechter Achse angenommen, die durch 
den Punkt azul fiIr A = tOO geht und die Gerade azul fiIr A = 0 berilhrt, Fig. 7S. 

Ihre Gleichung 1st ak,ul = azul- (A/tOO)" (azul- akzulloo), ffir St 37 z. B. mit azul = t400: 
akzul = t400- SoS . ()./tOO)'. 

Da PIF < (hI'll sein muB, so folgt mit alef'll = ak.al unter Einfiihrung der 
Knlckzabl w = a.ul/ahal (s. Tafel), daB 

PwlF<azul 
sein muB. Schlankheitsgrade tiber 250 sind unzuJassig2). 

') fiIr auBermittigen Kraftangriff vgl. S. 403· 
') 1m Brilckenbau muB ).;:;;:; t 50 sein, vgl. DIN t073 u. DIN 4t01. 
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Tafel der Knickzahlen w. 

~~II_~J~~IO;_~2~_L~~J_4~_!~I_~_~L~~J~\ 100 ~ 
G~!e~?JI !:~ 'I ! :~! i !:~~-II!:~ -I ! :~~-II ~! :~~!-:~~ ~:~~-~~~I' !:~i~ ~:!~ 
St 52 1,00 1,01 I 1,03 , 1,07 I 1,13 1,22 1,35 1,54 1,85 2,39 3,55 

--~ .tIl ItO 120 i 130 I 140 \' 160 ,1 180 200 220 240 250 
wfii<,~ ! I _ : 

I
' 1 ill I - I I I 1 St 37 I 2,86 3,41 'I 4,00 1 4,64 6,05 7,66 I 9,46 11,44 13,62 14,78 

St 52 I 4,29 5,11, 6,00 6.95 9,09 I 11,50 I 14,18 17,16 120,43 22,16 

Bei der praktischen Berechnung wird aus der bekannten Belastung und 
der freien KnickHinge s der Querschnitt F nach Gebrauchsformeln oder aUs 
Knicknomogrammen gesch1itztl). Nach Wahl der Querschnittsform wird A be
rechnet, die zugehorige Knickzahl w der Tafel entnommen (Zwischenwerte durch 
Interpolieren) und gepriift, ob Pw/F < O'zul ist. 

Gebrauchsformeln (P in t, s in m, Fer! in em', Jerf in em'). 
<» Unelastischer Bereich (). < 100): 
F1uBstahl St 37 1. Belastungsfall'): FerfF:! P/I,4 +0,577ks", 

2. Belastungsfall: Ferl F:! P/l,6 + 0,577 ks'. 
Baustahl St 52 1. Belastungsfall: FerfF:! P/2,1 +0,718ks', 

2. Belastungsfall: F erf F:! P /2,4 + 0,718 k s'. 
(I) Elastischer Bereich (I. > 100). Es gilt die Euler-Forme!, im 

t. Belastungsfall ist mit v = 3,5 J er! F:! 1,7 P S', 
2. Belastungsfall ist mit "=3,1 JerlF:!I,5Ps'. 

Der Profilwert k=F'!J=F/i' ist fUr das Quadrat gleich 12, fUr das Rechteck mit den 
Seiten b und h (h>b) gleich 12/rfb und fiir den Kreis gleich 4,,-. 

In die Gebrauchsformeln sind folgende Durchschnittswerte Iiir k einzusetzen: J L gJeich
scbenklig 4; J L gleichscbenklig 2,90; J[ dicht zusammengenietet8,2; J[ (JyF:!Jx+l0vH) 
1,2; II (JyF:!Jx+IOvH) 1,00. 

d) Zweiteilige Druckstiibe3). Der Schlankheitsgrad der einzelnen Teile soli 
nicht groBer als 50 sein_ Zur Berechnung dienen die folgenden Bezeichnungen 
und Angaben, Fig. 79: 

y- y stofffreie Achse; x- x Stoffachse; 
F ungeschwachter Querschnitt des Gesamtstabes; 

F, Querschnitt des EinzeJstabes; 
Ax = sx/ix ') Sch1ankheitsgrad des Gesamtstabes mit der Knickliinge 8x 

und dem Triigheitsmoment Jx~F' i; in bezug auf die Achse X-:I); 

).y = sy/iy Schlankheitsgrad des Gesamtstabes mit der Knicklange Sy und 
dem Triigheitsmoment J y = F . i~ in bezug auf die Achse y- y; 

)., ~ 50 Schlankheitsgrad des Einzelstabes mit der Knickliinge s, und Fig. 79. 
mit dem Triigheitsmoment J,=F, 'ij' in bezug auf die Achse 1-1-

1st dann Az > Ay und A~ < A~ - ,a;, so ist Ax maBgebend; man bestimmt Wz 
aus der Tafel und priift, ob PWxlF < O'zul ist. 

Fiir A~ > A; - ).; wird der ideelle Schlankheitsgrad Ay; = Vi; + A~ be
rechnet und danach Will abgelesen. 

DannmuB PWIIJF~O'ZUI sein. 
Beispiel: Eine Stiitze von 4 m Unge 1st durch eine mittig angreifende Kraft P = 30 t 

belastet_ Sle sol1 aus zwei u -Eisen hergestellt werden, die so angeordnet sind, daB J y = 1,1 J x ist. 
FUr St 37 1. BeJastungsfall ist fUr den nichtelastischen Bereich mit 10 F:! 1,2 

Fer! F:! Pjl,4 + 0,577101' = 30/1,4 + 0,577 • 1,2: 4' = 32,5 em'. 

') Unold: GeisIingen-Steig, N.B.W.-Vedag. 
0) S.432. 
0) Vgl. DIN 1050, 2. Ausgabe Jull 1937. 
') im Hochbau skx/ix. 
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GewAhlt werden 2NP14 mit F = 2F, = 2' 20,4 = 40,8 em'; es ist 1% = 2·605 = 1210 em' 
und Iv = 1,1,1210 = 1331 = 2 [62,7 + 20,4' (e/2)'), worin e/2 = a/2 + t,75. Hieraus folgt 
der lithte Abstand a = 74 mm der beiden u-Eisen; dieser liefer! 1.=1337. 

Dann wird iz = Y IziF = }' 1210/40,8 = 5,44 em; 1% = 400/5,44 = 73.5; iy = Y I./F 
= Ytill/40,8= 5,72; )..=400/5,71=70. Mit 1.=62,7 wird •• =VI,/F,=62,7/20,4=1,75. 
Aus $,;;;>50" folgt $, ;;;> 50'1,75=87,5. Gewiihlt $,=80cm. Dann sind auBer Kopf- und 
FuBverbindung noch 4 Querverbindungen anzubringen. Also wird )., = 80/1,75 = 45,7 und 
).~ =45,7' >1i-1; = 73,5'- 70,1' =488. Also ist zu bereehnen lyl= Vi.; + ).~ = ¥70'+45,7' 
=83,2; damit wird "'yl= 1,68; P"'yJF = 30000· 1,68/40,8 = 1235 < 1400 kg/em'. 

e) Ou8eiserne Siiulen sind nach dem co-Verfahren zu berechnen. Der 
Schlankheitsgrad dart hi:ichstens A. = 100 (5. Tafel) betragen. Hierbei ist 
(hul = 900 kg/cm2 • 

P. Schub. 
Beanspruchung auf Schub ist stets mit einer Beanspruchung auf Biegung ver

bundenj haben sich z. B. die Scherblatter in Fig. 18 (S. 349) geniihert, Fig.80, so 

Fig. SO. 

ergeben die Krafte Q ein Kriiftepaar und rufen Bie
gungsspannungen hervor. 

Fig. 81. 

1. Abscheren. 
Kurze Bolzen und Niete nach 

Fig. 81 und 82 werden unter Vemach· 
lassigen der Biegespannung auf Ab
scheren (Schub) berechnet. Unter der 
Annahme gleichformiger Verteilung 
(im Widerspruch mit der S. 395 

begriindeten Forderung tangentialer Randspannungen) wird T = Q/F, wenn Q 
die Querkraft und F der auf Abscheren beanspruchte Querschnitt ist. Die 
Festigkeitsbedingung 

Q/F<Tazu! 

Iiefert brauchbare Ergebnisse, wei! TaB unter iihnlichen Bedingungen ermittelt 
und berechnet wird. Werte fiir zulassige Scher- (Schub-) Spannungen Tozul 

S. 433 und 654. 
1. Es ist der Durcbmesser eines zylindrischen Bolzens, Fig. 83, fUr cine Sehubkraft 

P = 12000 kg zu bestimmen. 

Fig. 82, Fig, 83. 

FUr FiuBstahi ist mit ".ul = 1200 kg/em' und ro zul = 0,8 "zul = 960 kg/em II): 

F = :n:d'/4 = P/2ra zul = 12000/(2 • 960) = 6,25 em'. 

GewAhlt d = 30 mm mit F = 7,07 em'. 
Hier empfiehlt sich das Naehrechnen der Biegungsspannung. Das Biegungsmoment fiir 

einen Stab der Unge I ist bei EinzeUast in der Mitte PI/4, bei gleiehfOrmiger Verteilung der 
Last P gleieh PI/8 (5.380 und 382). FUr den mittleren Wert 

M =!~. PI = i~ ·12000· 7,5 = 16900 emkg 

wird mit "zul = 1200 kg/em' 
Werl = 16900/1200 = t4 em', 

dem ein Durchmesser d Rl 53 mm entspricht. Der lediglicb auf Abseheren berechnete Bolzen 
ist zu schwach. 

2. Mit einer Winkelschere sollen Walzeisen bis 120x 120X 15 mm geschnitten werden. 
Da der Quersehnitt F = 33,9 em' betragt, so ist fiir roB = 4500 kg/em' der Stempeldruck an
genahert 

P = F· roB = 33,9·4500 = 153000 kg, 

') Naeh den Baehschen Werten Iiir die zuliissigen Spannungen. 
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2. Schubspannungen. 
Bei Auftreten des geringsten biegenden Momentes verteilen sich die Schub

spannungen ungleichmaBig liber den Querschnitt. 
Auf das durch zwei senkrechte Ebenen und eine waagerechte herausgeschnit

tene Stabteilchen abed (Fig. S4a) wirken die I{rafte jf1j dF an der linken, 
j f1, dF an der rechten und 7: •• 2y L1 x an der waagerechten Ebene. Diese I{rafte 
stehen im Gleichgewicht, d. h. es ist 

-2T.o yL1x - jf11dF + jf1,dF = -2Tx yL1X+ j(f1, - (11)dF = O. 

Hierbei ist die Integration liber den ganzen Querschnitt 
d. h. von 'fJ = z bis 'fJ = e auszufUhren. Nach S. 360 ist 

M M+L1M °1 = ] 'fJ und 0', = j -' 'fj, 

Damit wird 

also 

L1M r 
-2T"yL1X + --rJ 'fJ dF = 0, 

7:" = ~~ ~J j'fJ dF. 

AIA2Aa, Fig. 84b, 

Da aber lim,.jl\i = dd1 x"-I- = Q, d. h. gleich der Querkraft Q (S.356) und 
Ax+O L1x 

'1=e 

J 'l}dF = S, <1. l;, 

1J=Z 

gleich dem statischen 
Moment der Flacbe 
AlA2Aa in bezug auf 
die N ullachse ist, foIgt 

T ,= Q~-
x 2yj 

ais Spannung par
allel der Uings-, d. h. 
der x-Achse. 

In den Randpunk
ten rnlissen die Schub
spannungen tangential 
an den Randlinien ver
laufen, da am Umfang 
keine auDeren I{6ifte 

z 

a 
Fig. 84. 

angreifen (Tn = 0 im Punkt Pl. Die Schubspannungen in den Endpunkten Al 
und A2 der betrachteten Faserschicht miissen sich in einem Punkt C der 
Wirkungslinie von Q schneiden, wenn diese Symmetrielinie des Quer
schnittes sein 5011. Unter der Annahme, daB die Schubspannung Tin einem 
beliebigen Punkte B ebenfalls nach C gerichtet ist und daB die senkrechten 
I{omponenten Tz fUr die ganze Faserbrcite gleich groB sind, wird, da die Schub
spannungen paarweise auftreten (S. 347), 

QS 
T = 'C = ------ und daher 

, x 2yj 
'C, QS 

c = ~- = -------- . 
cos,p 2y j costp 

Mit max V' = 'P, Fig. 84 b, hat die groDte am Rande auftretende Schub
spannung den Wert QS 

T, = 2Y] cosq;-



396 Festigkeitslehre. 

Beispiele: 1. Fiir den rechteckigen Querschnitt, Fig. 85, wird mit e = h/2 
J = 611'/12 h/2 ' 

S = !~ba'i = b t\:/2 =H{" -IS) = ~ :' [1 - (~'n 
, 

und '="=~y~=f ;11 [1-(~')l 
• Andert sich nach einer Parabel, die fiir , = 0 die PfeilhOhe 

maxr=~JL=~~ 
2 bll 2 F 

2)1=b und 

hat. Die maximale Schubspannung ist um 50 v H grOBer als bei Annahme gleichfOrmiger Verteilung. 

Fig. 85. 

2. Fiir den krelsfl!rmigen Querschnitt, Fig. 86 a, ist 

J - "r'/4, 
~=, 

aF=2rcoslI<.a~ uod S=J2rcoslI<.~a~. 

~=. 

Fig. 87. 

Mit ~ =r sin"" a~ =r cos", a", win! 
,,/2 

oDd 

S = 2,· J COS" II< sin II< all< = i,' [- COS'1I<1~2 = ira (0 + cos·'P) = ira cos''P 

'P 

QS Q. fr" cos''P 4 Q 4 Q [ (')'] 
" = ·x·= 2y J = 2r cos 'P '1"" = 3 n,' COS''P = 3 ,.,. 1 -., ; 

'r= ~= ~ _!L lC(!...)'. cos,/? 3 ;;tr' r 1 - , 

Die Kurve derSpannungsverteilullg fiir 'x ist eine Parabe1, fiir 'r cine Ellipse, Fig. 86 b. 
Fiir .=0 wird 4 Q 4 Q 

maxI' = 3" nr2 = 3F 
om 331/, vH grOBer als bei Annahme gleichm!l.Lliger Verteilung der Schubspannungen. 

3. Fiir den Kreisring ist bei verha.ltnismllBig kleioer Wandstllrke max. Rj 2QJF. 
4. Der StoB eines vollwandigen Trllgers, Fig. 87, hat eioe Querkraft Q = 15000 kg auf

zunehmen. Es ist nach Beispiel 1 

man = ~ ~ = ~ ~- Rj 360 kg/em'_ 
2 F 2 2 • 1,3 • 2,4 

3. Forminderung. 
Nach dem Geradliniengesetz fiir Schubsflannungen (S.348) gehort zu einer 

Schubspannung .,; die Winkelanderung ,,= 'fIG _ Der Tragerteil, Fig_ 88, von 
der Lange dx habe rechteekigen Quersehnitt, und die Querkraft Q rufe in der 
Ebene BD die Spannungen T, hervor. Die in der Faser EF herrsehende Span
nung Tz verandert den reehten Winkel CEF um y = TJG und ruft eine Ver
sehiebung FFl = dx' Y = dXTJG hervor. Entsprechend der Anderung von T. 
ist die Versehiebung N Nl des Punktes N am groaten, wahrend die Winkelande
rung in den Fasern A B und CD gleieh Null ist. 
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Hieraus ergibt sieh, daB die bei der Biegung gemaehte Annahme vom Eben
bleiben der Quersehnitte bei Beriieksichtigung der Sehubspannungen nicht auf
reehterhalten werden, vielmehr werden sich diese nach Fig.89 1) kriimmen. 
Die rechten Winkel zwischen den Fasem A B1 und CD1 und den verformten 
Querschnitten bleiben bestehen, da I' = 0 ist, wahrend die Anderung des 
rechten Winkels in M den Wert 

maxI' = 4NMNl + 4CMG 

annimmt. Hierbei senkt sich der Querschnitt BD gegen den Querschnitt A Cum 

BBl = NNl = DDl = dv. 

cl-,--...... -1-' 

e 
Fig. 88. 

A,;....,,=-_--iB 
" -----, 8, 

'.E{- -___ ' 
\ I ----...J 
'.\ 0": 
M\ \ N 
"-I---=-.:::::j\~ 

I\\C \ 1 
J " ~ 

I 

.D : 
[' 

Fig. 89. 

Die hierzu notwendige Formlinderungsarbeit wird A * = Q dV/2 (S.349). Die 
am Flachenelement dF wirksame Schubspannung T. liefert die Formlinderungso 

arbeit dA*=PL11/2=T.dF·FFl/2=T.dFl'dx/2=T~dFdx/2G. Also ist 

A*=jdA*=(fT~dF)dx/2G. Mit T.=QS/2yj, S.395, folgt 

1 Q dv = dx J(QS )2 dF = "fJ: dx 
2 2G 2yj 2GF' 

r S '2 

wenn F., (2Y j) dF = " gesetzt wird. 

" > 1, eine unbenannte Zahl, heiBt Sehubverteilungszahl und ist nur 
von der Form und der GroBe des Querschnitts abhlingig. Mit Q dr:c = dM 
(M=Biegemoment) wird dann dv ="Qdx/GF oder v ="jQdx/GF=" M/GF. 
Die durch die Querkraft hervorgerufene Formlinderung ist hiemach dem Bie
gungsmoment verhliltnisgleich. 

Fiir den rechteckigen Querschnitt, s, Beispiel, ist ,,= 1,2. 

Beispiele: 1. Beim Rechteck mit den Seiten " und b wird nach S,396, Beispiel 1 

2~i = 2!" (I - 4h~'). also mit dF = bd. und F = bh, r---i==f---i-~ 
-I- 112 hj2 } I ' "tB 

I<=bhJ(2~h)'(1 - 411:}d'=2·4~-f(I- 8_S + I::}: rX1 I I 
-11/2 0 '~ 

= C)_ [: _ 8~ + _16,,]11/2 = 1 2-
211 3h' 5h'0 ' Fig.9Q, 

2. Ein Trager auf zwei Stiitzen, Fig. 90, habe die Lange lund sei durch eine Kraft P in del" 
Mitte belastet; de< Querschnitt sei ein Rechteck mit den Seiten b und II, so daB I< = 1,2, 

') Nach Bach: ElastizitiH und Festigkeit, S.489. Berlin: Springer 1928. 
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1st z;;;;; 1/2 die Entferoung von cinem Auflager, so wird mit M = Pz/2 

_ ~M-~ ~ _ 0,6Pz 
v- FG -hbG2 z - bh' 

FOr z = -~ wird 
2 

0.3PI 
max v = b kG (s. a. S. 407). 

O. Drehung. 
I. Kreisfiirmiger unverinderlicher Querschnitt. 

a) Rin gerader Stab von unveranderlichem kreisfOrmigen Querschnitt sei nach 
Fig. 91 a an einem Rnde eingespannt, an dem anderen durch ein Kriiftepaar vom 
Moment M, = P • a belastet, dessen Rbene senkrecht zur Stabachse liegt. 

Versuche haben ergeben, daB die Querschnitte eben bleiben und daB die 
urspriingliche Gerade B M des Querschnittes nach der Drehung in die Gerade B'M 

-N. 
~

---- max1: 

- -- r 
- - to 

P . . . 
r 

1iF. 

iibergeht. Da in allen 
Querschnitten dasselbe 
DrehmomentM, wirkt, 
muB die der Stabachse 
parallele Gerade A B 
nach der Drehung in 
die SchraubenlinieAB' 
iibergehen. 

b) Spannungen. 1st 
'lo nach Fig 91 b die 
Schubspannung in der 

Rntfernung 1, so muB, falls Proportionalitat zwischen Dehnungen und Spannungen 

b 
Fig. 91. 

herrscht, 'l = 'lol? 
sein. Diese Spannung wirkt an dem durch Strichelung hervorgehobenen Flachen· 
teilchen dF = 2nede, die Kraft 'ldF hat in Beziehung auf den Mittelpunkt 
das Moment TdF· e. Nach der Momentengleichung IM = 0 ist daher 

M, = J'ledF = 'loJe2dF = 'lo]", 
worin 

]" =Je2dF 

nach S.369 das polare Triigheitsmoment des Querschnittes ist. Mit max'l : "'0 

= r: 1 wird M, = TO]" = maxT' ]p/r = maXT' W", 
worin W" = ]p/r das polare Widerstandsmoment ist. Rs gilt dann iihnlich wie 
bei der Biegung (S.360) 

maXT = MJWp und MJWp ~ Tzul. 

Fiir den Kreis ist]" = nd'/32 , W" =],,: d/2 = :n;rJJl/16=2 W (S.377) unddaher 
M t ·16 16M, 

maxT = --- oder _ ..... ~ Tzul. 
n d3 •• u-

Fiir den Kreisringquerschnitt fiihren iihnliche Uberlegungen zum Ziel (s. Tafel 
S.401). 

c) Drehmomenfenfliiche. Fiir die Abmessungen eines Stabes ist das groBte 
Drehmoment ma£lgebend. Man gewinnt einen Uberblick tiber die Beanspruchung, 
wenn man die Drehmomente in iihnlicher Weise wie bei den Biegungsmomenten 
(S.355) langs der Stabachse auftriigt. 

Beispiel: 1m Punkte2 derTriebwelle Fig. 92 werden N, = 100 PS bei ,. ~ 175 Umdr/min 
eiugeleitet und im Punkte 1 N, = 40 PS, im Punkte 3 N. = 60 PS entnommen. 

1st P die Umfangskraft an ciner Scheibe vom Halbmesser r, so wird mit M, - P r 

N = Pv = _~2nr .. = M,n .. in mkg, M, = 30 • 75 !! = 7162!! in mkg 
75 7S .60 30 • 75 :tr..' .. 

oder M, ~ 71620 Nt,. in cmkg. 
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Daher iibertrligt die Welle zwischen 1 und 2 ein Drehmoment 
M,= 7162ON,/" = 71620·40/175 = 16400emkg. 

1m Punkte 2 wird das entgegengesetzt drehende Moment 
M, = 71620N,I" = 71620.100/175 = 41000cmkg 

iibertragen, so da6 zwischen 2 und 3 das 1I1oment 
M, - M, = 16400 - 41000 = -246OOcmkg 

wirkt. Dasselbe 1I1oment mu6 1m Punkte 3 1m entgegengesetzten Sinne 
wirken; es ist 

M I = 71620 N.I" = 71620·60/175 = 24600 cmkg. 
Nach Wahl eines 1I1aBstabes werden die Drehmomente naeh Gr06e 

und Riehtung aulgetragen. 

~ 
~ 
i i : 

I 
I 

Fig. 92. 

d) Formiinderung (Verdrehungswinkel). A1s Schiebung r wurde S.348 die 
Strecke bezeichnet, um die sich zwei Querschnitte irn Abstande 1 verschieben. 

Mit den Bezeichnungen der Fig.91 ist daher BiP = rl = rip und der Ver
drehungswinkel <p = r Ilr. 

Mit r=fi' max-r:=max-r:IG=M,rIG}p wird 
M,l 180 M, I 

Ip = - im Bogenmai1 und <p 0 = - -- im Gradmai1. Gh ~ Gh 
Der auf dieUinge 1 cm bezogene Verdrehungswinkel {) =1vI,/G}p =max7:IGr 

ist ein MaB fiir die GroBe der Formanderullg und darf einen zulassigen Wert 
nicht Uberschreiten. 

FUr zwei Querschnitte im Abstande dx, Fig. 91, wird der Verdrehungswinkel 

d<p =M,dxIG}p 
und daher der gesamte Verdrehullgswinkel zwischen dem Einspannquerschnitt 
und dem Querschnitt in der Entfernung x 

x 

jM,dX 1 j 
Ip = G }p = G }p M,dx. 

o 

Der Verdrehungswinkel ist daher dem Inhalt der Momentenflache proportional. 
1 1 M~ I 

Die Formanderungsarbei t ist - M, qJ = - -- . 
2 2 G}p 

Beispiele: 1. Wird fiir Triebwerkswellen mit unveranderliehem Quersebnitt im Hinbliek 
auf Sehwingungen gefordert, da6 der Verdrehungswinkel kleiner als '/. 0 liir den laufenden 

1I1eter sein soil, so ist '1'0= 'I., 1=100 cm und daber _I. = 18~ M, ·100 == 180. M,.:. 1()()_.:}2 _, 
4 "GJp n G·n:a' 

folgliehmit G=800000kg/em'liirWellenstahltl=0,735 VMt oder tlemRj12 VNI". 
Die Riicksieht auf Festigkeit edordert mit ',ul = 120 kg/em' fiir Triebwerkswellen aus ge

wllhnliebem Walzeisen (niedrig gewlihlt, weil Biegungsspannungen nieht beriicksiehtigt werden, 
s. a. S.406), da 16 Mtf"tl';;;;;; 120 sein muB: 

i'I-16" 3__ 3_ N'N 
tl = V " . 120 JIM, = 0,349 VM, oder tl cm Rj 14,5 V,," 

Rin zuiassiger Winkel von '1-' = 0,25 °/m wird zu gr06 sein, wenn von zwei Punkten einer 
Welle genau gleiebe Drebungen iibertragen werden sollen. In anderen Fallen (bei nieht weeh
selnder Belastung) kann 'f' aueh groBer sein. SehlieBlieb kann eine genaue Festigkeitsbereeh
nung aueh bobere Werte ',ul zuiassen (S.406). Die Formein sind nur als Anhaltspunkte zu 

bewerten. Naeh diesen ist fiir Nln < 0,108 die Formanderung (tl= 12jINI")' fiir Nln > 0,108 

die Festigkeit maBgebend (a = 14,5 ~ N In), wie sieh dureh Gleiebsetzen der Durehmesser ergibt 
(5. aueh Abschnitt Wellen und Aehsen. 

2. Der M,-Flacbe, Fig. 92. ist als gr06tes Drebmoment, das der Querschnittsberechnung 
zugrunde zu legen ist, zu entnehmen: 

maxM, = M, = 24600 cmkg. 
Fiir ',ul = 120 kg/em' wird das erforderliehe Widerstandsmoment W p = 24600/120 = 205 em'. 
Gew~blt wird tl = 105 mm mit Wp= 2 ·113,65 - 227,3 em' (S. 377l, so daB max. =24600/227,3 
= 108 kg/em' i5t. AI. Verdrebungswinkel folgt fiir I = 100 em mit G = 800000 kg/em' 

o _ 180· 24600 • 100 0 0 

'I' -;,.. 800000 • 2 • 596,7 Rj 0,15 1m < 0,25 1m. 
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2. Veriinderllcher kreisfllrmiger Querschnitt. 
Hat der Stab verlinderlichen, aber kreisfiirmigen Querschnitt, 50 treten 

innerhaIb eines allerdings eben bleibenden Querschnittes Verzerrungen auf der· 
art, daB jeder Radius eine Kriimmung edlihrt. In erst e r Annliherung HiBt 5ich 

l' 

g 

OJ N' V' W' 

I .... "J , I , I , I , I , I , I , I , I , I 
Q f 2 J ~ 5 6 7 6 9 ~ow 

Fig. 93. 

die Verdrehung einer Welle mit veriinderlichem Querschnitt unter der Annahme 
bestimmen, daB aIle Punkte eines Querschnittes denselben Verdrehungswinkel 
haben; nach S. 399 ist _fM,dX _ 1 fM'd 

tp- GJ" -G" J" x. 

Da tp= f(x) die Integralkurve zur MIJ- Linie ist, kann sie nach S. 158 oder 
als Seileck, Fig. 93, entworfen werden l ). 

1st in Fig. 93 H die Polweite, ,( die Ordinate der SeiIkurve, 80 1st 

<p - H1JIG im BogenmaB. 

1st 1 em-aem derLiingenmallstab, 1 em=bkgem- 3 der Mallstab der M/J-Fliiche, 80 wird 

<p = ab· Hem'1J em' l/G. 

1) Filr genaue Berechnungen vgl: FOppl, A.: Vorlesuugen fiber techno Mechanik, Bd. S. -
Willers, Fr. A.: Z. Math. Phys. Bd.55 (1907) S.225. - Ober die SpannungserMhung bei 
Querschnittsiinderungen vgJ. S. 350 u. 422f. 
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Die starkste Verdrehung, bezogen auf dieselbe Lange, tritt in dem Stabteil 
auf, flir den der Absolutwert vonMIJ am groBten ist. In Fig. 93 ist dieser Wert 
1J/L = 0,192 °/m. 

Tafel der zulassigen Drehmomente und der 
Verdreh ungswinkel 1). 

Nr. i Querscbnitt I Zul~ssiges Drebmoment I 
========~========= 

Verdrebungswinkel 

-I--~---- - ---1 -----:- --
, 

\ 
M, = - d3 T zu! • 

I 16 

_1 ______ -----"-- _ _ _ 
2 

3 

I 
i 

4 i , , 
i 
I ---1'----
i 

6 

n=h/b 

c, 
c, 
c, 

--
II 
II 

I 
II 

1} =cl/2c~ Ii 
(S. 407 bis 11 

411) i 

". , 
~ 1m u , 

'-II-' 

fl% ~ 
t 

-b 

0,141 
0,675 
1,00 
0,155 

. 32 M, 
f} = n(D4- dt ) G' 

___ J 
I 
! 

---------- --1----------
lvI, ,,~ !!... b2 h Tzu! • '\ 16 b2 + h2 M, 

16 f} = n IJ3ii3 -C' 
(It>b). I 

(110: h = b,: b = n > 1). 
M, 

bC=-b~' G 

i - I 
I C1 3 C1 'I f} M, M, 
!M,= --- nb Tzu!= -- hb2 Tzu!. , = - - b4G= hb3 G-' 

C2 C2 I C1 n C1 

i 1 ( 0,630 0,052) 1 ( 0,630) i C1 = 3- 1 - - ,.- + na ~ 3 1 - -,.- , wenn n > 4 ; 

0,65 af c, = 1 - 1-+-n' i>:j 1, wenn n >4. VgJ. foJgende ZabJent eJ. 

1,5 2 3 4 6 8 10 00 

0,196 0,229 0,263 0,281 0,298 0,307 0,312 0,333 
0.852 0,928 0,977 0,990 0,997 0,999 1,000 1,000 
0,858 0,796 0,753 0,745 0,743 0,743 0,743 0,743 
0,135 0,133 0,138 0,144 0,150 0,154 0,156 0,167 

') Wesentlieb nach C. Weber: Die Lehre cter Drehungsfestigkeit. Forsch.-Arh. Ing.-Wes. 
Heft 249, Berlin 1921. 

Taschcnbuch fU r den Maschinenbau_ 9_ Aun_ I. 26 
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3. Bellebiger, nicht kreisfiirmiger Querschnitt. 
Da die Querschnitte, wie Versuehe ergeben haben, nicht eben bleiben. ist 

die Bereehnung bedeutend sehwieriger. Das BogenmaB des Verdrehungswinkels 
zweier Quersehnitte im Abstande 1 em ergibt sieh aus 

{) = M,IGJ" 
worin J, der Drillungswiderstand des Querschnittes istj J, entspricht dem 
polaren Tragheitsmoment des Kreises und ist nach de St. Venant angeniihert 
gleich -ioP'/lp, worin JP das polare Tragheitsmoment des Quersehnittes ist. 
Genauere Werte vgl. Tafel S. 401-

Die groBte Sehubspannung muB kleiner als '7:zu1 sein. Aus der zweiten Spalte 
der Tafel erhlilt man daher die groBte auftretende Spannung. indem man M, 
dureh den Faktor von '7:zu1 dividiertj sie tritt bei Quersehnitt 1 und 2 in den 
Punkten des Umfanges, bei 3 und 4 in den Endpunkten der kleinen Aehse. bei 
5 in der Mitte der Seiten und bei 6 in der Mitte der Seiten h auf. 

Wird die Spannung in den Endpunkten der groBen Aehse bei 3 und 4 bzw. 
in der Mitte der Seite b bei 6 mit '7:2 bezeiehnet,. so wird ca = '7:2/max '7: = 1ln 
bei 3 und 4 und gleich den Tabellenwerten bei 6. 

H. Zusammengesetzte Beanspruchung. 
1. Beanspruchung durch Normalspannungen. 

(Einaehsiger Spannungszustand.) 

Zugspannungen (J. erhalten das Vorzeichen +, Druekspannungen (Jd das 
Vorzeichen - und werden ihrem Vorzeiehen entsprechend aufgetragen (in 
Fig. 94 nach oben bzw. ullten). Wirken an derselben Stelle die Span
nungen (J1 und (J2' so ist die resultierende Spaunung (Jr •• gleieh der Summe 
von (J1 und (J2 unter Beriieksichtigullg der Vorzeiehen (algebraische Summe): 
(Jre. = (J1 + (J2' 

a) Zug- und Blegung. An einem Stabe (Fig. 94 a), der an dem oberen Ende 
fest eingespannt ist, wirke die Kraft P auBermittig in der Entfernung p von 
der Stabachse. Werden in C zwei gleich groBe, entgegengesetzt gerichtete 
Kriifte P angebracht, so ergeben sich eine Einzelkraft P in Richtung der 
Stabachse und ein Kraftepaar mit dem Moment M = p. p, dessen Ebene in 
die Stabachse flillt. Die Einzelkraft P ruft eine Normalspanungn G. hervor, 
die als gleichmiiBig iiber den Querschnitt verteilt angenommen wird, so daB 
(Fig. 94 e) 

G. = PIP 

wird. Das Kraftepaar beansprucht den Stab auf Biegung. 1st 8 die Entfernung 
der starkst gespannten Faser von der Achse, so wird die groBte durch Bie
gung hervorgerufene Zugspannung 

G1 = e • MIJ = e • PPIJ, 
die ohne Riieksicht auf das Vorzeichen groBte Druckspannung 

Gs = -8· MIJ = -6· PPIJ, 
wobei das Tragheitsmoment auf die dureh 8 (Fig. 94 b) gehende senkrechte Achse 
zu beziehen ist; diese Achse ist Nullinie fiir den nUr auf Biegung beanspruchten 
Querschnitt. Fig. 94d. 

Die Addition der Einzelspannungen ergibt die Gesamtspannung, und 
zwar wird 

max Gre• = G. + G1 = PIP + sPPIJ, 
min Gr•s = G. + G2 = PIP - sPpIJ. 
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Dadurch verschiebt sich die Nullinie des Querschnittes nach Jinks, Fig. 94e. 
ea, P I I i 2 • ,-- •• 

um die Strecke a = ---- = e . -----. = --- = -, wenn t = tIIF der Trag-
heitsradius ist. 01 F Me F p P 

Fiir den Fall, daB a = i 21p > e ist, treten 
in dem Querschnitt nur Zugspannungen auf. 
Der Querschnitt muB dann 50 bemessen sein. 
daB die Bedingung 

~/// / 

PIF + e Pp/l :0.:;;: Ouul Il) 

~P- ' 
erfiillt ist. 

1st a = i2/p < e. so treten Zug- und Druck
spannungen auf. Es muB dann 

lind 

sein. 

PIF + epp/1 -< O"ul 

epp/I - PIF -< trdzul 

Beispiel: An ein 110 ist ein Blech von 10 mm 
Starke angeseWossen (Fig. 94a). Wie groB darf P ge
w~hlt werden, wenn der zul~sige Wert 0zul = 1200 kg/em' 
nicht ubersehritten werden soli? 

Nach S. 664 ist F= 10,6 em' nod I/e =W=34,2em'. 

Mit (>=.+05=55 em mussen ~-+ .s...s~ = o,094P 
" 10,6 34,2 

+0161 P=o 255P nod 5,5!" - -..!....-=0.161 P-O,094l' 
, , 34,2 10,6 

=0,067 P kleiner aIs 1200 kg/em' sein. Daber ist 
P;£ 1200/0,255 = 4700 kg, '" = 4700/10,6 =443 kg/em', 

"b = 5,5 • 4700/34,2 = 756 kg/em' 
und 

max "res = 443 + 756 = 1199 kg/em' , 
min "re. =443 - 756 = -313 kg/em'. 

b) Druck und Biegung. 1. Ersetzt man in 

i ' 
I I 
I 'P 
1 ft, L.M. 

, , 1!11J17- rem 

bJ t,:!mfw=i 
, I 

~;~;·!t;;; I I 
C)· . . or 1111A1-toOItg/c 

I ' I . ' 
I 
i , 

']O;-t 
mOII1",s 

i:crv'''''''''!oi''''-'-'..w.u."+-- - J 

Fig. 95 wie in a) die auBermittig angreifende Fig. 94. 
Kraft P durch eine Einzelkraft P und ein 
Krliftepaar PP I so muB der Absolutwert der groBten resultierenden Druck-
spannung 

PIF + ePp/1 -< Odzult 

fUr PIF < ePpIJ oder a = i21p < e auBerdem die groBte resultierende Zug
spannung 

epp/I - PIF -< Ozzlll 

sein. Hierbei ist jedoch zu beachten, daB Stiibe, deren Lange im Verhiiltnis 
zum Querschnitt groB ist, auf Knickung nachzurechnen sind, 

Beispiel: Ein 130 ist mit einer Kraft P belastet, die von der Stabachse die Entfemung 
p=IOem hat (Fig. 95a). Wie groB darf P gew~lt werden, wenn der zulassige Wert 
"zul = 1000 kg/em' nieht uberschritten werden soli? 

Nach S.664 ist F=69,1 em' und das Widerstandsmoment fflr die in Fig. 95 b gezeichnete 
Achse W=I/e= 653 em'. Es miissen P/69,1 + IOP/653 = O,0t45P+ 0.0153P= 0,0298P nod 
toP/653 - P/69,1 = O,Ol53P - O,Ol45P = 0,0008P kleiner als 1000 kg/em' lein. 

Daber ist P;;£ 1000/0,0298 = 33600 kg. Wir wahlen P = 331. Die groBte Zugspannung wird 
max"re. = 506 - 477 = 29 kg/em', die absolut groBte Druekspannung min "res = - 477 - 506 
= - 983 kg/em'. Die spannungslose Faser ist nur wenig von der linken Kante des Quer· 
schnittes entfernt, Fig. 95c; es ist a = ,~/p =J/pF= 14,2 em. 

2. Die behordlichen Bestimmungen1) schreiben bei Stahlhochbauten flir 
auBermittigen Kraftangriff 

0,,, = wP/F - MJW1 - Ml1fW2S0ZUI 

') DIN 1050. 

26* 
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vor, wobei die Berechnung mit dem ro- Verfahren nach S. 392 zu erfolgen hat, 
M 1,M2 die Momente und WI' Ws die Widerstandsmomente fiir die Haupt-

a 

b 

c 

p 

1mm=1C1ll 

tragheitsachsen sind, vgl. Fig. 96, wo M =P P , 
Ml = MsinfJ und M2 = McosfJ. 

3. Je weiter sich der Angriffspunkt von P 
von der Stabachse entfernt, desto geringer 
werden die Randspannungen an der von P 
am weitesten entfernt liegenden Kante, bis 
sie schlieBlich gleicb. Null werden flir den 
Fall, daB die Biegungsspannungen gleich den 
Druckspannungen werden. Sollen nur Druck
spannungen in dem Querschnitt auftreten 
(z. B. fiir den Fall, daB das Material gegen 
Zug nicht widerstandsfiihig ist), so muB 

a = $'2lp:?.e, d. h_ P<$'2le =JIFe 
sein, wobei e die Entfernung der Faserschicht 
bedeutet, deren Spannung Null werden 5011. 

Setzt man voraus, daB der Angriffspunkt 
Fig. 95. von P auf der Hauptachse I I des recht

eckigenQuerschnittes wandert (Fig. 97), so ist 

I = II = bh3/12, F = bh und is = IIF = h2/12. 

SolI a = e = hl2 werden, so wird 

p = iSle = h2/12: hl2 = h16. 

Wandert der Angriffspunkt auf der Hauptachse I, so erhalt man entspreehend 

p = b/6. 

Verbindet man die so erhaltenen vier Punkte des Querschnittes geradlinig, so 
erh1ilt man die im Inneren angedeutete Flache, die der Kern des Quer

sehnittes heiBt. Greift P innerhalb dieser FIache an, so 
entstehen nur Druekspannungen. Die Entfernung s in em 
jedes Kernpunktes auf der Begrenzungslinie des Kernes 
vom Schwerpunkt 5 heiBt Kernweite oder Wider
s t andsh al bmesser. 

Sind in Fig. 97 I und II die Hauptachsen des Quer-
schnitts, II, III die Haupt
tragheitsmomente und wan
dert der Angriffspunkt von 
P auf der Geraden SK, 
so folgt flir die Kernweite r 11+. 
auf SK aus der Bedingung, '

.-lJ 

daB die Druckspannung PIF ''''--.f--+---~ 
gleich der Biegespannung 'II 
Melln' sin~=PreUn' sin~ .( 

Fig. 96. sein 5011: Fig. 97. 

r = I,./(eFsin~) = i':Jesin~, 
wobei 1 .. = II cosS {J + III sinS {J, d. h. i! = i~ COSS fJ + i~ sin2 fJ, 

~ = 180 - (Ot + (J) und tgOt· tgfJ = hUll ist. 

4. Kern und geringste Kernweite rmln einiger Querschnitte, 

Quadrat (Fig. 98): rmln=0,1179h, ra =r.=h/6, 
b h b h 

Reehteck (Fig. 99): 'min = , r. = -6' r. = -6 . 
6 JfbS+ hi 
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Kreis (Fig. toO): rmin = d/8 = unveranderlieb. 
Kreisring (Fig. 101): 'min = D/8: [1 + (d/D)2] = unveranderlicb. 

Fig. 98. Fig. 99. 

I , 
I 
I 

I I 

~-~ 
Fig. 100. 

2. Beanspruchung durch Schubspannungen. 

Fig. 101. 
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Schub und Drehung. Ein kurzer gerader Stab (Fig. 102) werde durch eine 
an seinem Umfange angreifende Kraft P beansprucbt. Durcb Hinzufligen von 
zwei gleicb groBen, entgegengesetzt gericbteten Kraften P erbaIt man eine 
Einzelkraft P und ein Kraftepaar, dessen 
Drebmoment M, = Prist. Die Einzel
kraft ruft die Scbubspannung T .. das Krafte
paar die Schubspannung T, hervor. Die Re
sultierende aus 'l, und 'l, liefert die Span
nung 'l, die gleichzeitig senkrecht zum Quer
schnitt auftritt. 

Fiir den Kreisquerschnitt ist die Schub

r---+-~ \[jp 
Fig. 102. r1 

spannung T, am groBten fiir einen Durchmesser aa, Fig.to2, der zur Wirkungs
linie von P senkrecht steht (vgl. S. 396), und betragt 

T, = lP/F = 16P/3nd2 • 

Die durch das Krliftepaar mit dem Moment M, = Pr hervorgerufene Schub
spannung 1:, ist fiir den Rand des Querscbnittes am groBten und nach S. 398 

T, = 16 M,fn tP = 8P/ndl • 

Die groBte Beanspruchung tritt in den Punkten a des Querschnittes auf und ist 

man = T, + 1:, = 16P/3nd2 + 8PlntP = 40P/3na2 Fl:J4.24p/a2 • 

3. Beanspruchung bel bekannten Hauptspannungen. 
(Ebener Spannungszustand.) 

Aus den bekannten Hauptspannungen 0'1 und 0'2 werden die reduzierten (oder 
Vergleichs-) Spannungen nach der Tafel auf S.353 berechnet. Anwendungen vgl. 
Abs. K und L. 

4. Beanspruchungen durch Normal- und Schubspannungen. 
(Ebener Spannungsznstand.) 

Treten Normalspannungen 0' (+ flir Zug, - fiir Druck) und die Schub
spannungen T gleichzeitig auf, so ist nach den Hypothesen von S. 352 bis 354 
die reduzierte Spannung 

O'Bach = 0,350' ± 0,65 ¥i12':t:-4{txo T)2; txo = O'zuJ/1,3 Tzul; (2) 

O'Mohr = yO's + -4 (txoiJ2'; txo = O'zuJ/2Tzul; (3) 

O'O'Blalt, = yO's + 3(0.:0T)2'; txo = O'zuI/1,73Tzul' (6) 

Es empfiehlt sieh, da die Dehnungshypothese durch Versuche nicht bestatigt 
wurde, nach der Hypothese 6 oder 3 (bzw. 4) zu rechnen, insbesondere bei Stahl 
nnd Eisen. 

Der Querschnitt ist so zu bemessen, daB die reduzierten (oder Vergleichs-) 
Spannungen flir keinen Punkt die zulassigen Normalspannungen.iiberschreiten. 
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Das Anstrengungsverhiiltnis "0' das den verschiedenen Belastungsfiillen von" und • Rech
nung tragt (S. 353). ist durch 'P. "zul und 'zul gegehen. Die Tabellen fiir die zulassigen Span
nungen entsprechen aber nur inuner einer der genannten Hypothesen. d. h. es ist fiir den gleicheu 
BeiastungsfaIl "zzuV'zul = 'P; in der Tabelle auf S. 654 nach C. Bach mit I" = 0.25 ist 
'P = 1 + I" = 1.25 ~ 1.3. Stehen fiir die anderen Hypothesen keine Tabellen zur Verfiigung. 
so kilnnte man sich eine solche fiir die Werte 'zul aus "zzuV'P bereehuen. Man kaun dies ver
meiden: 1st "zul (I) die zuliissige Normalspannung fiir den Belastungsfall (a) (Zng. Druck. Biegung) 
und "zzul (2) die zuliissige Zugspannung fiir den Beiastungsfall (b). dem die Schubspannung unter
liegt. so ist 'zul(2) = az zul (2/.p. Damit wird auch "0 = "zuV'P'zul = "zul(1yazzul(2)' Bei 
gleichem oder angenahert gleichem Beiastungsfall ist "0 = 1. Beispiel s. u. 

a) Zug (Druck) und Drehung. Die auBeren Krafte ergeben fiir den Quer
schnitt F eine Normalkraft P und ein Drehmoment M,. P ruft eine gleich
bleibende Normalspannung a =± P/F hervorj diese ist mit der graB ten Schub
spannung max't (5.393) zur reduzierten' Spannung zusammenzusetzen. 

- b) Zug (Druck) und Schub. 42r-1---r-r--r..,...,... ... ,--r-1---r-r...,.....,...'T"'! 
H-t-t-+++-t-t-H-t-t+-:H-/;:!l-:-l Die auBeren Krafte ergeben fiir 

I,8H--+-t+++-t-t-H-f-l---¥-/'--F9i7f"h"--j'l' den Querschnitt F eine Normal-
H-I--t---t--f--!---.JH-t--+---t--;.;r./---hA/",c:d kraft P und eine Schubkraft Q. 

iWH--+-+-+-f--+-+-+-H--7¥/'-+..4---+-:~6i,.f'~-I· Die gleichbleibende Normalspan-
H-t---+-+-H-+--+---f-7f-//--V+/--¥~~O'Ch nung (J = ± P/F ist mit der groB-t ten Schubspannung man (5. 395) 

~ 4 ,/ / zur reduzierten SpanDung zusam-

6H~~HHrl~~,.£t""-+-+-+-+-t-t---j menzusetzen. 
I/~V c) Biegung uDd Drehung. Der 

2H-+--::;;i,:~~'9P"--t-+-t---t-+-+-+-H--+--j Querschnitt wird durch ein Bie-
~O'I-t""9F-rt$--t""--+-+-+-t--+-f---t---t--+--I-+-+-l gungsmoment Mb und ein Dreh

moment M, beansprucht. 
48Q~'-:4!-::¥-'--;4!-::tI-'--;U~'---!f6'=--''---!I,Q'=--''---!I.'::---'-M+'---'-J.-='r1- a) Beim Kreis q uers chnit t 

«o~ treten die graB ten Werte von a 
Fig. t03. und 't am Rande in den gleichen 

Punkten auf. 
Mit- Wb = W= nrlJl/32 und Wd = 

T = MtfWp = M.l2 W, daher 
nrlJl/i6 = 2 W wird a = Mb/W und 

O'Bach = O,35MP + 0,65 Y(Mb/W)B + 4 (1Xo M,/2 W)B = ~. Mb/W, 
worm ~ den unbenannten Klammerausdruck 

~ = ~Bach ';= 0,35 + 0,65 yr-1-+-(IX-o-'M,/Mb)B 

bedeutet, der nur von lXoM,/Mb abhiingt (Fig. 103). 

(2) 

In lihnlicher Weise kann bei den anderen Hypothesen geschrieben werden 
a = ~Mb/W, Fiihrt man dann das ideelle Moment M, = ~. Mb ein, so muB 

a = ~Mb/W = M,/W < azul 

sein. - Nach den anderen Hypothesen folgt (Fig. 103) 

~MOhr = Y1 + (IXoM,fMb)2 oder M, = YM~:-+-(IXo----::M-=-t--;:)2 j (3) 

~G .. talt. = Yi + 0,75 (lXo M,/Mb)2. (6) 
Beispiel: Die gefahrdete Stelle einer Welle von t50 nun Dmr. ist durch ein Biegemoment 

Mb = 60000 cmkg (Belastungsfall III) und durch ein Verdrehungsmoment M, = 216000 cmkg 
(Belastungsfall II) beansprucht. Wie gro8 ist die Sicherheit nach den verschiedenen Hypothesen. 
wenn Pk = 2,15 (S.427) und die Wechselfestigkeit aWb = 2400 kg/cm" bekannt sind? 

Fiir mittelharten Stahl gilt im Belastungsfall II abzul (1) = 400 kg/em' und im Be
lastungsfall II azzul(2) = 800 kg/em', also wird "0 = 400/800 = 0.5 und damit rxoMt/Mb 
= 0,5·216000/60000 = t.8. Da W = n· 15'/32 = 331.3 cm', ferner a = an = ;Mb/W 

= I; . 60000/331,3 und ,,= a Wpb = 2400 wird, ergibt sich (Fig. 103) 
on k O'n o2,15 

(2): I; = 1.69; "" = 306 kg/em'; 
(3): I; = 2.06; Un = 373 kgfem'; 
(6): I; = 1.85; an = 335 kg/em'; 

,,= 3.64; 
'V =2,99j 
,,= 3.33. 

Berechuet man den Durchmesser nach den drei Hypothesen fiir "zul = 400 kg/em', SO er
baIt man 137 bzw. 147 bzw.142mmDmr. mit gleicherSicherheit ,,=2400/400'2.15=2,79. 
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b) Auch fiir den Kreisringquerschnitt fallen die Punkte fiir maxa und 
max! zusammen. Mit 

ergeben sich dieselben Formeln wie fiir den Kreis. 
e) Beim reehteekigen Querschnitt wird die groBte Biegespannung mit der Schubspan

nung max, bzw. '. nach S. 401 und 402 (je nachdem die Nullinie paraUel der groBen oder 
kleinen Rechteckseite ist) zur reduzierten Spannung zusammengesetzt. 

4. Biegullg Ulld Schub. Bei der Biegung (Abschnitt C) wurden die Quer
krafte, bei der Berechnung auf Schub (Abschnitt F) die Biegungsmomente un
beriicksich tigt gelassen. Ta tsachlich treten in beiden Fallen Schub und Biegung 
gleichzeitig auf. Die Zulassigkeit der Vernachlassigungen ergibt sich aus foIgen
dem Beispiel. 

Ein Trager auf zwei Stiitzen habe die Unge I und sei dureh eine Kraft Pinder Mitte be
lastet; der Querschnitt sei ein Rechteck mit den Seiten b und h. 

Die Senkung des Angriffspunktes der Last infolge der Biegungsmomente ist nach S. 381 

P I' PI' PI' 
/I, = 48 E/ = 48E • .f,-1)h8 = 4E bit' ; 

die Senkung infolge der Querkrafte nach S. 397/98, Fig. 90, 

0,3PI 
Iq = illaxv = IlItG' 

Mit G = 2(IEf- f;Y (S.349) und I' = 0,3 wird Iq: I. = fi/~~ . 
Fur 1= It 2h 4h 8h 16h 

ist Iq: 10 = 3,12 0,78 0,195 0,049 0,012. 

1st also I> 16h, so ist der Fehler, den man bei Vernachlassigung der Schubkrafte be· 
geht, kleiner als 1,2 vH. 

Durch Umkehren ergibt sich, da 1/3,12 = 0,321 ist, 

I.: Iq = 0,321 . (l/h)'. 

Fiir h = I 2 I 4 I 6 I 
ist t b : t q = 0,321 0,080 0,020 0,009· 

1st It > 61 oder 1 < 0,17 h, so ist der Fehler, den man bei Vernachlassigung bei Bie· 
gungsmomenten begeht, kleiner als 0,9 vR. 

Nach der Hypothese der groBten Schubspannung (3) ist fiir I/k ~ 12 der Fehler bei Berech· 
nung der Spannungen unter VernachHissigung der Schubspannungen ~ 1,4 v.H. 

Es bedeuten: 
J. Beanspruchung der Federn. 

P die zulassige Belastung (Tragfahigkeit) der Feder in kg, 
t die Durchbiegung bzw. den Verdrehungsweg der Kraft in em, entspre

chend der Belastung P oder der zulassigen Biegungsspannung O'zul oder 
Drehungsspannung 1zul, 

1 die Lange der Feder in em, 
A = t P f in emkg die Arbeit, die von einer Feder bei einer Durchbiegung 

von 0 bis t aufgenommen wird (Federungsarbeit), wobei die Kraft 
proportional der Durchbiegung von Null auf P wachst. A hat die Form 
rJ • (max 0)2. V/E bzw. 'YJ' (max T)2. V/G, worin rJ eine Konstante, die 
Raumziffer, V der Rauminhalt der Feder und maxo bzw. maXT die 
groJ3te wirklich auftretende Spannung ist, 

c die Federkonstante, d. h. RiicksteIlkraft bzw. Riickstellmoment: 

Bei Quer· und Lfrngsschwingungen (la, 2 b) ist die Schwingungsdauer einer gewichtslos ge. 

dachlen. und mit der Masse m belasteten Feder gleich T=2""Vm/c =2" VITi, wenn I die 
Durchblegung unter der Belastung P=G=mg ist. c=P/tlkg/cm] ist die Federkonstante 
oder (spezifische) Riickstellkraft (vgl. S.236). 

Bei Drehschwingungen (1 b, 2 a) ist T = 2"" Yi)e. Darin ist J das Massentragheits. 
moment (s. S. 223) und c das (spezifische) RucksteUrnoment [kg em]. d. h. das Moment, das 
eine Drehung urn den Winkel "eins" im BogenrnaLJ hervorruft. Es ist c = Moment/Winkel 
= M/rp = Pr!7' = Pr'//. 
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1. Biegungsfedern. 
a) Oerade Biegungsfedern. 

Nr.i Beneonung P und c= PIf .f und '1 

I I 
I Rechteckfeder, I 
I einseitig eingespannt·1 

I~_v' 
f;-'u=!J, 
Rech teckfeder, 

beiderseitig ein
gespannt. 

p = bill azul. 

6 I 

1 b h3 

C=4'T· E. 

~
2P p=bh2 azul p z3 13 P 

3 I 1= EJ 12 = bk3 If 
2 l je Feder. 

. b h3 1 z2 azul 1 
" c = --E . '11 • z3 = 3- 11 E' ., = 18· 

I ~ D I 
__ I __________ L ___ .. _ . _____ . __ ._ .__ __ ... _________ .... __ ._ ..... _ 

Dreieckfeder. i i 
i 

I-f'~ ~ I p= b;' at· i l ={J ~ =6b~3 ~ 
3 ~ p i 1 b h3 I II azul 1 

~! '~ ... -E I ~.E; .~~._ 

Trapezfeder. III P _ bohD azul II t='P ~o f=4'P b:h3 ~ 
- 6 I· 

~
p I _2 12 azul . 

~ l I c=....!.-~~~E. -3'P hE , 
--- 4 z3 

'II 1 'II 
4 I 1]=9 1+P· 

" I Hierin ist p = bdbo und ist 'II aus der folgenden Zah-

I lentafel zu entnehmen (Zwischenwerte durch Inter
I polieren): 

pi 0 I 0,1 I 0,2 1 0,3 I 0,4 1 0,5 I 0,6 I 0,7 I 0,8 1 0,91 1,0 
'II 11,50011,3901,315 1,250 1,202 1,160 1,121 1,085 1,0541,025 1,000 
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a) Gerade Biegungsfedern (Fortsetzung). 

Nr.1 Benennung P und c = P/I t und '1 
==== 

I Geschichtete i Wo 1 boh2 I P 13 
Trapezfed er. iP= - I- aZU1=6 Z - aZUl t=tp EJ~3 

I ~, i ~: n~h' G... : ~4. n:'k'~ 
5 \ i:~> :~> :> 1 ' c = ~n_~~~ azul' = ~ tp ~ a;;1 . 

I ~~:. : tp s. Fa1~~bl/bo[=1/nl. 1 1J= i 1~P' 
I - iDurch die" Vorsprengung" treten groBere Spannungen 

, I i aufI). 

b) Oewundene Biegungsfedern 2). (l ist die Lange der ges treck t gedachten Feder.) 

Nr. J 

2 

3 

Benennung 

Gewundene Feder mit 
rechteckigem Quer

schnitt. 

Gewundene Feder mit 
run d e m Querschnitt. 

I Pundc=Mj", 

2. Drehungsfedem. 
a) Oerade Drehungsfedern. 

i Einfache Drehungsfeder mit 
I rundem Querschnitt 3) 

I 

I 
I 
I -_ .. --.--~--.--

n d3 
P = - - -- 'zul' 

16 r 

nd' 
c = ---C. 

321 

t und '1 

'1=t· 

32,2/ P 
I = r q; = n d4- G 

rl Tzul 1 
=2dG ; '1=4' 

') s. G roB und H. L e h r: Die Federn und ihre Gestaltung. Berlin 1938. VDI-VerJag . 
• ) Die Formeln stellen erste Annaherungen dar, s. Anm. 1-
') Sog. Stableder, die bei nachgiebigen Kupp]ungen, im Kraftwagenbau usw. viellach ver· 

wendet wird. Randspannung Tr = 16/n:' Md/d' f"::! 5,1 Md/d'. 
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a) Gerade Dreh ungsfedern (Fortsetzung). 

~ Benennung I Pundc=M/", fund 1J 

2 

Einfache Drehungsfeder 
mit reeh teekigem 

Querschnitt. I p = ~ bS h Tz:~ • 
I Cs- " 

bah 
C=C1-1-G. 

1 "sl P 
!="VJ=--c1 bah G 

1 "ZTzul 

= Cs bG 
'fJ = CI/2c~ . 

CI. Cs. 'fJ s. S. 401. Nr.6. 

b) Oewundene Drehungsfedern. 
i bedeutet die Anzahl der wirksamen Windungen. ,. den mittleren Win

dungshalbmesser der Feder. Der fiir praktische Faile im allgemeinen geringe 
EinfluE des Neigungswinkeis ex ist vemachliissigt. 

Nr·1 

2 

Benennung 

Zylindrische 
Sehra ubenfeder 

mit rundem 
Querschnitt. 

p 

P und e=P/f 

1 n dB 
P = -k;" 16 r Tzul. 

1 d' c=---G. 
ks 64i"s 

Nomogramm s. S. 655. 

! = k 64i"s P 
2 d' G 

_ k 321,,2 P 
- 2n d4 G 

kg 4ni"g Tzul 

kl -d-7r 
k2 21" Tzul 

=k;dG' 
'1=1/4M. 

1st ~ = d/2" sehr klein. so ist in erster Anniiherung kl ~ kg ~ 1. Sonst 
wird_ unter Vernachliissigung der dritten Potenz von ~: 

kl =1+H+HB; k2=1-!6~1. 2) 

Zylindrisehe 
Schraubenfeder 
mit reeh teeki
gem Querschnitt. 

i 
c1 • Cs. 'fJ s. S. 401, Nr.6.) 
ZurVerfeinerung der Reeh- i 

nung vgl. 2) 3) 4) , 

2n i"a p 
f=cbah G 

I 

1 1,,2 P 

=c;Yh G 
2n i,,2 Tzul 
---
ca b G 

1 ,,1 Tzul 

=c2 bG 

'fJ = CI/2C~. 

1) C. Bach setzt c,fe, = 2f9. - " bedeutet bruner die groLlte Rechteckseite. 
') Vgl. O. Giihner: Z. VOl Bd. 76 (1932) S. 269. 352.735; Z. VOl Bd. 77 (1933) S.198. 

425.892; Ing.-Arch. Bd.2 (1931) S. 1, 381. 
I) S. Arun. t. S. 409. 
') G. Liesecke: Z. VDl Bd. 77 (1933) S.452 u. 892. 
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b) Gewundene Drehungsfedern (Fortsetzung). 

Benennnng P nnd c = Pit 
I 

!t= 16~R+r)(~~±r2)!: 
. d4 G 

Kegelstumpf
feder mit rech t
eckigem Quer

schnitt. 

p 

161(R2+r2) P 
----------
11: d4 G 

i (R + r) (R2 + r 2) Tzu) 
=1I:-----Rd--- G 

Cl' c2 S. S. 401, Nr. 6. Um die Raumziffer 'Y} zu erhalten, hat man nur 
den Wert ,,'Y}" auf S.401, Nr.6 mit 1/2·[1 + (r/R)2] zu multiplizieren. 

3. Die Ringfeder 2). 
Bedeutet, Fig. 104: 

Fa Querschnitt des AuBenringes, 
F i " " Innenringes, 
Ta Schwerpunkthalbmesser des AuBenringes, 
Ti ., " Innenringes, 
n. Zahl der AuBenringe, 
ff·i Jl Innenringe, 
z " " KegelfHichen, 
fJ Winkel zwischen Federachse und Kegelmantellinie 

eines Ringes (fJ &) . 
V = 2,,; (n",.Fa + ir;.r;Fj) Federrauminhalt, Fig. 104. 
f' = tge Reibungsziffer; It ~ 0,16; (] ~ 9°, 

. A B . P 
Spannung 1m u enrmg Ua = ;'Fa tfi(1I + Qj; 

so folgt: 

P 
.. Innenring "i = ;; Fitg V+-i?i ; 

Durchbiegung Z (''''i) P f =" '" tglltg(fi -t-"-e} F.. + F/ If; 

1 z tg(fJ + e) Fa raFt + 'iF" 
Raurnziffer 1/ = ·2- n~ -~. Fi raF; +riFi 

1 z tg(fJ + (l) 1 + (T;/ra) • (FaIF;) 
-2- to" -~I!--' j--+(riira) . (F;fFa) • 

Fur den Wirkungsgrad der Feder, d. h. das Verhaltnis der Arbeit bei Belastung und bei 
Entlastung folgt tg (11- e)/tg ({i + Il)' 

'J To hedeutet immer- die groBte Rechteekseite. 
',l K. E:reiBig: Glasers Annalen Bd.95 (1924) S. 114 f; vgl. a. Anm. I, S.409. 
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Die vorstehenden Fonneln kennen zur Nachrechnung vorhandener Federn 
oder zum Entwurf neuer Federn benutzt werden. 1m letzteren Fall stehen 
mebrere Veranderliche zur Verfiigung, von denen einige frei wiihlbar sind. 1st 
z. B. eine Schraubenfeder nach 2b 1 zu entwerfen, so schreibt das benutzte 
Material den Wert von Tzul vor. 1st dann noch P gegeben, so bleibt nur noch 
eine Beziehung zwischen d und r bestehen. Setzt man zuniichst hI gleich 1, so 
gilt aalr = 16/17,' PITzuI. Eine Wahl von r bestimmt dann d und umgekehrt. 
Nach endgiiltigen MaBen fiir r und d muB Tzul u. U. mit der genaueren Formel 
unter Beriicksichtigung von hI nachgepriift werden. Die GreBe der Federung 
ist unter diesen Annahmen nur noch von i abhangig. 

In iihnlicher Weise kann bei den anderen Federn vorgegangen werden. 

K. _ Beanspruchung von Oefii8en, umlaufenden Scheibeo, Platten. 

Fig. 105. 

1. Hohlzylinder. 
Es bedeuten (Fig. 105) 
ra, ri AuBen- bzw. InnenhaIbmesser in em, 
s= r.- ri= Wandstarke in em, 
'I = ralr; dimensionslose VerhaItniszahl, 
at Spannung in tangentiaIer Richtung 1), 

ar Spannung in radiaIer Riehtung, 
"x Spannung in Richtung der ZyJinderachse, 
ared reduzierte Spannung (S. 352 und 353). 

Es liegt ein dreiachsiger Spannungszustand 
vor, und es ist nach Mohr (5.352 und 353) 

O'red = 0', - 0'. , (I) 

da die mittlere Hauptspannung nach Mohr keine Rolle spieIt (vgJ. a. Beispiel); 
nach der Hypothese der maximalen Gestaltiinderungsarbeit wird 

O':ed = t [(0', - 0'.)1 + (O'r - 0'.,)2 + (O'x - 0',)2] . (II) 

a) Innendruck Pi kg/eml, Fig. 105. Die gefiihrdeten Punkte liegen innen. 
Dort ist 

1]2 + 1 
0',= max 0', = Pi -2--' O'r = maxO'r = - Pi' O'x = 0 bei offenem, 

1] -1 

O'x = -/2- bei geschlossenem Zylinder. Fiir kleine Wandstiirken gilt 
1] -1 

s > Pi rJO'zzuI. 

Nach (I) ist, ob offen oder geschlossen, 
21]2 

O'red = Pi • -2--1 ; 
1]-

Fiir O'dzul =l= O' .. ul s. Beispiel. 
Nach (II) folgt fiir offenen Zylinder 

fi+ 31]' = ra > 1/;2+---cV4=tp=2=_=3 
O'red = Pi n~ ; 1] rj = V ~ tpl - 3 ' 

Pi < O'zul/1,73. 
Nach (II) folgt ffir geschlossenen Zylinder 

worin tp = O'zul/Pi > 1'3 , 

1,731]2 r. V--(1~I- --
O'red = Pi -2--1-; 1] = -> -------, P,<O'zuJ/1,73. 

1] - r. = O'zul -1,73Pi 
Beispiel: Eine hydraulische Presse soli bei 300 rom Stempeldurchmesser und 330 rom 

Zylinderweite eine Kraft von 200 t erzengen. Wie groB muB die Wandstiirke bei StahJguB mit 
"'dzul = 1200kgjeml , auul = 800kg/em" sein? 

Es ist Pi = 20000: 30-,,/4 = 283 kgjeml • 

') Zugspannungen positiv, Druckspannungen negativ. 
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a) Nach II wird mit 'I" = (800/283)' = 8 

~--- V·-· 'a 8 + ~ 8 + V29t3~j8 
" = -- = .----- = ~- = y~- = 1,636 , 

'i 8 - 3 5 5 
also 'a =11 . Ti = ,/.165 Ri 270 mm und s = 270 - 165 
= 105mm. 

b) Da Gdzul =j= GHul ist, mtill die geradlinige Grenz
kurve nach Mohr benutzt werden (S. 352, Fig. 28), 
s. Fig. 106, mit Gx = O. Der Spannungskreis, der durch 
-Pi und Gt = max Gt gegeben ist, darf die Grenzkurve 
Mchstens beriihren. Aus den geometrischen Beziehungen 
in Fig. 106 und aus der Formel fUr "I folgt dann. daB 

'/ = To ~ ;/GzzUl~~~(~dz~~zz-;'0 , 
ri V O'zzul adzu} - Pi (O'dzul + O'zzul) 

1_>_~+ 
Pi adzul O'zzul 

sein muB. 1m Zahlenbeispiel erbalt man 

Fig. 106. 

'/ = ""-;;:0: l/~OO . ~2()() + 28T::}~ = 1 /~±l~ = 1 fli7~j = 1,652. 
Ti -- 800 . 1200 - 283 . 2000 V 96 - 56.6 V 39,4 

also Ta = '/ . Ti = 272 Ri 275 mm und s = 275 - 165 = 110 mm. 

b) AuBendruck Pa/kgcm2, sofern Einbeulen nicht zu befiirchten ist1): Die 
gefiihrdeten Punkte liegen innen. Dort ist 

rl 
at = max at = -- 2P. 2--1'" a, = 0, ax = 0 (offen) 

'Y/ --
'Y/2 

bzw. ax = -Pa --2-- (geschlossen). 
'Y/ -1 

Es liegt hier ein ein- bzw. zweiachsiger Spannungszustand vor. 
Fiir kleine Wandstiirken gilt s:> P. 'a/adzul. 
Beim offenen Zylinder muB I at I ~ adzul sein oder 

." - ".".. ~ tl adzul ./ - - , Pa < adzu!i2 . 'i = adzul - P. 
Beim geschlossenen Zylinder folgt r----

Ta __ 1/ azul 

und 'Y/ = ri -> V a~u~ - P. ' Pa<azul; 

1.73'Y/2 
nach (II): area = P. -2~1" und 

'Y/ -
Ta 1/ azul 

TJ= ri :> V (1.UI- 1i3Pa' 

2. Hohlkugeln. 
Es bedeuten 
n. 'a Innen- bzw. AuBenhalbmesser der Kugel in em. 
s = Ta - ri Wandstiirke in em. ,,= ralT, dimensionslose Verhiiltniszahl. 
Gr radiale Spannung (in Richtung der Halbmesser), 
Gt tangentiale Spannung. d. h. in zwei be1iebigen Richtungen senkrecht zur Gr. 

Es liegt ein dreiachsiger Spannungszustand vor mit den Hauptspannungen 
a1 =a" as = a3 =a,. 

a) Innendruck Pi kg/em2• Die gefiihrdeten Punkte liegen innen. Dort ist 
'Y/s+2 

ar = -Pi' ato:maxa,=Pi"S . 
'Y/ -1 

Dann gilt nach beiden Hypothesen (I u. II S.412) 

O"red = p;2'!('+11 und 'Y/ = ''!.:> 1 /G:~l_+.f.!.. , 
'Y/ - ri V azlll - Pi 

!~:_klein~ Wandstiirken gilt s:>!riPJazzul. 
1) v. Mises: Z. VDI Bd. 58 (1914) S.750/755. - Siebel u. Schwaigerer: Wiirmc Bd. 62 

(1939) S.285/29O. 
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b) AuBendruck Po kg/cms. Die gefahrdeten Punkte liegen innen. Dort ist 

oder 

1,5 1]3 
(Jr = 0, (J, = max(J, = -Pa -3--' 

1] - 1 
ra 13j----GdzUl-

1] = ~ > V a.;~-=-1-,5Pa' Pa < (Jdzul/1,5. 

FUr kleine Wandstarken gilt s > tPara/(Jdzul. 

3. Umlaufende Scheiben1). 

a) Scheibe glelcher Festlgkelt. Nach Fig. 107 ist fUr die volle Scheibe 
mit CO = nn/30 als Winkelgeschwindigkeit, s als geringster Dicke am Umfang, 

sm als Dicke in der Mitte und f! = y/g a1s Dichte 
(spezifischer Masse): 

2x = s· ell ""(r! - :')/2u = sm' e- II ",'''/2 u . 

(J = (J, = (J, ist die an allen Stellen gleich groBe 
Spannung. Vorausgesetzt wird, daB die Scheibe 
nicht zu stark gewOlbt ist und daher die Nei
gung der Spannungen gegen die Symmetrielinie 
gering ist. 

Die Dicke der vollen Scheibe in der Mitte 
fUr z = ° ist, wenn v = TaCO, 

I! ",.,2/2u 1I.'/2u sm = s . e a = s. e . 
Beispiel: Eine Scheibe von 2 m Durchmesser soli 

fUr 3000 Umdr./min aus Nickelstahl hergestellt werden. 
. Gewahlt wird s = 15 mm; fUr azul = 2000 kg/em" 

Flg. 107. und mit y = 0,0078 kg/em', g = 981 em/sek" wird 

II ""/2 u = .r.. ~ = 0,0078 (2"". 3000/60)' = 0,0001951 , 
g 217 981 2·2000 

2Z=I,5eO,0001951(100'-zOj. Da fUr .=0 die Sebeibendieke gleich Sm= 1,5 ,1,951=1,5· 7,064 
= 10,6 em wird, folgt auch 2z = 10,7' e-1,951 (%,100)'. 

Der Kranz muLl an die Scheibe ohne zusatzliche Spannungen anschlieLlen, 
es muLl also der Kranz sich urn den gleichen Betrag dehnen, urn den sich die 
Scheibe dehnt, d. h. fUr die Kranzspannung (Jk (auf den Umfang des Kreises 

Fig. lOS. 

vom Halbmesser ro veJ"teilt ge
dacht) folgt (Jk = (J(1 - p,) 
= 0,7(J. 1st Pa in kg/cm2 eine 

T1~!'m;,~~~0 gleichfOrmig Uber den Umfang 

Fig. 109. 

verteilte Spannung (z. B. in
folge der Fliehkraft der Schau
feln), so ist (Fig. 108) auch 

(Jk =Paro/h + f!r~ COB - (Jsrofbh. 
Damit wird 

Pa+f!h'co2 bh [P r ] (J = rob ---bh < (Jzul bzw. s = ~ro °h 0 + f!r~ co2 - 0,7 (J • sro + 0,7 "- u 

Vorausgesetzt ist, daLl der Kranz nicht viel breiter ist als die Scheibe am auLleren 
Rand Und daB die Scheibe am Ansatz des Kranzes gut ausgerundet ist. 

b) Scheibe glelcher Festlgkeit mit kriftlger Nabe und Bohrung. Mit den 
Bezeichnungen der Fig. 109 wird die Breite der Nabe, wenn PI in kg/cmz 
die Nabenpressung bedeutet, 

1,3 Ri + 0,7 rl 
B=s·(J cm. 

[0,7(J - f! ro2(0,825 Ri + 0,175rm(r1- RD - 2PiR~ 

1) VgI. C. B acb u. R. Ba umann: Elastizit1lt und Festigkeit. 9. Auf!. 1924; Malkin: Festig
keitsberechnungen umlaufender Scbeiben. 1935; Biezeno-Grammel: Technische Dynamik 
1939; samtlich Berlin: Springer; ferner H.Baer: Forscbg. lng.-Wes. Bd.7 (1936) S.187f. 



Beanspruchung von GefiiBen, umlaufenden Scheibpn, Platten. 415 

Innen tritt die groBte tangentiale Spannung a, auf, die radiale Spannung 
hat hier den Wert aT = -Pi' Es ist 

_ _ 2 2 2 S rf T~ + R; 
a, - max a, - e 00 (0,825 R , + 0,175 T,) + 2a-E- ,_ 1'2 + Pi -,- ~--R2 . 

r~ l.i Tz ~ 

Hieraus liiBt sich die reduzierte Spannung ared nach S. 353 flir den zwei
achsigen Spannungszustand berechnen. 

Ersetzt man das letzte Glied in max", dureh 2Pirl/(r~-Rn, so hat man die redu
zierte Spannung naeh Mohr. 

C) Scheibe gleicher Dicke. 1st r. der auBere, rj der innere Halbmesser, 
so muB die groBte am Innenrand der Scheibe auftretende Spannung 

OJ = 11 (92 (0,825 r~ + 0,175 r~) < azul 

sein. 
Hat die Scheibe eine sehr kleine Bohrung, so kann 0,175 T; gegen 0,825 r~ 

vernachliissigt werden, und es wird OJ = 0,82511 w2 r! Flir die Scheibe ohne 
Bohrung ist OJ = 0,412511 co2 r~. Infolge des Fehlens der kleinen Bohrung geht 
die Spannung auf die Hiilfte zuriick. 

d) Scheibe gleicher Dicke mit Kranz und verhiiltnismii8ig schwacher Nabe. 
Mit den Bezeichnungen der Fig. 110 ist die groBte Spannung im Kranz 

ok = P. rolh + I1r~ 002 - O. Holb h, (1) 

wenn P. in kg/em' die am Umfang des 
Kranzes wirkende Spannung bedeutet. 

Fiir die Nabe wird entsprechend mit Pi 
in kg/em 2 

an = Pi RolH + 11002 R5 + ai s RolE H. (2) 

Flir den Innenrand der Scheibe wird 

2 2 2 2 r~ T~ + R5 
ali = eoo (0,825ro + O,175 Ro) +a. --'----R2 -ai - 2--R2 , 

To - 0 To - 0 

fUr den AuBenrand der Scheibe 

Fig. 110. 

(3) 

_ 2 2 2 T5 + R~ - 2R~ 
at. - e 00 (O,825To + O,175 R o) + aa --'----R2 - ai --'----R2' (4) ar• = a •. 

ro - 0 To - 0 

Aus der Gleichheit von Kranzdehnung und Dehnung der Scheibe am AuBen. 
rand bzw. von Nabendehnung und Dehnung der Scheibe am Innenrand folgt 
110ch mit p,=0,3: 

ak = ata -- 0,3a. (5) bzw. an = ati - 0,3 ai (6). 
Nach Gleichsetzen der Gleichungen (1) und (5) bzw. (2) und (6) bleiben noeh 
vier Gleichungen zur Berechnung der Spannungen ali' a,., ai,aa bei sonst be
kannten Abmessungen oder zur Berechnung von b, h, E, H bei gegebenen Span
nungen a'i' ata , ai' aa librig. 

Aus at und ar lassen sieh die reduzierten Spannungen (S.353) am Innen
rand bzw. am AuBenrand bestimmen. 

4. Ebene Platten. 
Es bedeuten 
h em die im Verhiiltnis zu den Plattenabmessungen k1eine 

Pia ttendieke, 
t em die groBte (im Verhiiltnis zu s k1eine) Durebbiegung, 
"t bzw. "r die Normalspannungen (Hauptspannungen) in einem 

Plattenelement in radialer bzw. tangentialer Riehtung, 
Fig. 111, 

"x, "y entspreehend die Spannungen in der $- bzw. y-Rich
tung, Fig. 114, 115. 

Die nnten angegebenen Vorzeichen beziehen sich auf die untere 
Fig. III. 

Plattenseite, fOr die obere kebren sich die Vorzeiehen um. In der Answertnng ist die Quer
zahl 1< = I!m = 0,3 gesetzt. 

Die Spannungen aT nnd at bzw. ax nnd ay sind die Hauptspannungen nnd werden nach 
S.353 zur reduzierten Spannung 0red (Spalte 2) zusammengesetzt, Gred ~ azul-



416 Festigkeitslehre. 

a) Krelsplatten. Bei Belastung dureh einen gleiehfOrmig verteilten Druek 
p kg/ems lassen sich Durchbiegung bzw. Spannung in der Form sehreiben 
(r = Plattenhalbmesser in em): 

f = tppr'/Eh,8, a, = cp,pr2/h,2, a, = cp,pr2/h,2. 
worin die Zahlen tp. CPr. cP, folgende Werte haben: 

1. Auf die ganze Flaehe gleiehmaBig verteilte Pressung p. 
1 a) Platte jl'ei aufliegend (Fig.H1): tp = 0,7; 

in der Mitte: CPr = cP, = cpmax = 1.24; 
am Rande: CPr = 0, cP, = 0,53. 

Bedingung nach den Hypothesen 3 und 6 S. 353: max a <O'zui. 
1 b) Platte jest eingespannt: tp = 0.17; 

in der Mitte: CPr = cP, = 0,49; 
am Rande: cP, = maxcp = - 0,75, cP, = PcP, = 0.3 CPr • 

Nach den Hypothesen 3 bzw. 6 (S. 353) ist am Rand (groBte Beanspruchung) 

O'red = 0', - 0', = O'r - pO', = (1 - p) a, = 0.70'r bzw. O'red = O'r ¥1 + p2 - P 
= O,89a,. 

2. Auf einen Kreis vom Halbmesser ro gleichmaBig verteilte Pres
sung p (Fig.H2). Man kann sich den Druek p auch entstanden denken durch 
eine in der Mitte angreifende Einzellas t P, die auf der Kreisflache vom Halb
messer ro gleichmiiBig verteilt ist. Dann wird p = P/r~ n. Fiir rolr ist ~ gesetzt. 

Bei gleichem P wird P fUr kleine r. immer grOBer. und fUr r. ~ O. d. h. punktfOrmig an-
greifende Einzellast, verssgen die Forme1n hinsichtIich der Spannung. -

2 a) Platte jl'ei au/liegend: tp = 0.682~ [2.54 - ~(1,52 -ln~)] 1); 

in der Mitte: CPr = cP, = maxcp = 1,95 EI(0.U5 ~2 -ln~ - 0.77); 
am Rande: CPr = 0, cP, = 0.525 ~(2 - ~) . 

45 - Bedingungen nach den Hypothesen 3 
bzw. 6 (S.353): maxa<O'zul. 

8 4 

!l't 

~I- '111 
V 

/. 
,I" 

V 
o 42 

Fig. H2. Fig. tt3. 

2 b) Platte jest eingespannt (Fig.H2. in der ~ = 0.6 ist): 

tp = 0,682~[1 - ~(O,75 -ln~)]; 

in der Mitte: CPr = cP, = 1.95 e(0.25 ~2 -ln~) = CPo; 

48 

I--: 

am Rande: CPr = - 0,75 e(2 - e) = - CP1 und cP, = PcP, = O,3cp,. 
Ob in der Mitte oder am Rand die absolut groBte Spannung auftritt. hangt 

vom Verhliltnis ~ = rolr ab, vgl. Fig. 113. in der die Beiwerte CPo und CPl in Ab
hangigkeit von E aufgetragen sind. Die Grenze liegt bei ~ = roll' FI:! 0.58. 

Den VerIauf der Werle cpr und cP, (und damit der diesen proportionalen Span
nungen a, und a,) in Abhangigkeit von (} (Entfernung vom Mitte1punkt. Fig.11t) 
bzw. von (}Ir zeigt Fig.H2. Der Absolutwert von cP, am Rande (d. h. von CPl) 
ist ~oBer als der Wert von cP,= cP, in der Mitte (d. h. von CPo). da E = roll' > 0,58. 

1) Fill' r.-+ 0 wird f - o,SSPr'/Eh'. 
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Beispiele: 1. Gegeben bei fester Einspannung r=20cm, r.=12em, P=600kg. Ge
sucbt die Plattendicke h filr "zul = 300 kg/em'. 

Filr ~ = 12/20 = 0,6 (Fig 112 bzw 113) Hegt die absolut groBte Spannung am Rande: 
cpr =-'P, = - 0,75·0,6'(2 -0,6') = - 0,443. Nacb der Mobrseben Hypotbese ist (wie unter al b) 
"red = 0,7 "r. Also wird mit "r = 0,443 pr'/h' und p = P/r~ " 

L _ V O,7 .0,44:J:PTi r V'O,7' 0,443 . P 20 VO,7 . 0,44~600 5 '''erf - ----- = - = --._- = O,742cm~ 7, mm. 
azul ro :r,. uzul 12 ;n; • 300 

Nacb der Hl/Potbese der Gestaitiinderungsarbeit ist (wie unter a I b) "rcd = 0,89 "T> und man 
erhiiIt herf~· 0,836 em ~ 8,5 mm. 

2. Filr die gleichen Abmessungen, aber r. = 4 em, d. h. ; = 4/20 = 0,2 Hegt nach Fig. 113 
die groBte Spannung in der Mitte, und es wird 

'Pr = q t = 'P. = 1,95· 0,2'(0,25·0,2' - InO,2) = 1,95' 0,04(0,01 + 1,61) = 0,127. 
Nach der Mohrschen Hypothese sowohl wie naeh der Hypothese der Gestaltanderungsarbeit 
ronB maxO't ~ azul sein, so daB 

20 VO,127 . 600 . 
herf="4 ~=1,43em~14,5mm wrrd. 

b) Elliptische Platten, belastet durch gleich
miiBig verteilte Pressung p, Fig. 114. Zur Abkiirzung 
ist b/a = 1) ;;:;;; 1 und 1/(3 + 21)2 + 31)4) = C gesetzt. 
Die Spannungen sind 

az = rpzpb2/h2 bzw. ay = rpyPb2/h2• 

1. Feste Einspannung: t= 1,37CPb4/Eh3 ; 

in der Mitte: 

pl<g/cm2 

~tlllllllllli~llll!llllllllllllll~ 
, --2a--- ~ 

11 

Fig. 114. 
rpz = 3C(0,3 + 1)2), rpy = 3C(1 + 0,31)2); 

Enden der groBen Achse: rpz = - 6C 1)2 , 

Enden der kleinen Achse: rp~ = 0,3rpy, 
rpy = 0,3 rpx ; 
rpy = maxrp = - 6C . 

Beispiel: Eine fest eingespannte, eIIiptische Platte von 45 mm Dicke mit den Achsen 
2a = 420 mm und 2 b = 320 mm wird durch 35 atil belastet Gesueht die groBte Beansprucbung. 

Es wird ,,=b/a=2b/2a=320/420=0,762; C=I/(3+2,,'+3'1')=I/(3+2·0,581 +3,0,337) 
= 1/5,17 = 0,194. Die groBte Beanspruchung tritt in den Endpunkten der kleinen Achse auf. 
Es ist dort 'Py=max'P=-6C=-6.0,194=-I,I64 und 'Pz=fl'Py=0,3'Pu' 

NachMohr wird demnacb (s. alb) "red=ay-a.=ay(l-fl)=0,7ay, d.h. abgesehen 
vorn Vorzeichen, 

ared = 0,7 'PuP· (b/h) , = 0,7' 1,164· 35 . (16/4,5)' ~ 360 kg/em'. 
Nach der Theorie der Gestaitiinderung (s. 1 a 1 b) folgt 

"red = 0,89' ay = 456 kg/ern'. 

2. Frei aufliegende Platte. Niiherungslosung: maxrp = 3 - 21). 
c) Rechteckige Platten (vgl. Fig. 115) unter gleichmiiBig verteilter Pres

sung p. Fiir die Durchbiegung bzw. fiir die Spannungen folgt 

t = 'IjJ P b4/E h3, ax = rpz p b2/h2, ay = rpy p b2/h2 • 
Die Beiwerte haben keine geschlossene Form und werden durch Reihen dargeste11t1). 

1. Frei aufliegende Platte (Fig. 11S): Um Abheben zu vElrmeiden, 
miissen in den Ecken negative Auflagerkriifte A = - ~ pa2 angebracht ,werden. 
Die groBten Spannungen treten in der Mitte auf, Werte vgl. Tafel: 

alb 'P 'Px 'Py ; 

1,0 0,71 1,15 1,15 0,25 
1,5 1,35 1,95 1,20 0,34 
2,0 1,76 2,42 1,11 0,37 
3,0 2,14 2,86 0,96 0,38 
4,0 2,24 2,98 0,91 0,39 
00 2,28 3,00 0,90 0,39 

Fig. 115. 

') Schrifttum: Beyer, K.: Die Statik im Eisenbetonbau. 2, Aufl. Bd.2. Berlin 1934. -
Foppl, A. u. L.: Drang und Zwang. Bd. 1,3. Aufl. Milnchen 1941. - Hencky, H.: Dber den 
Spannungszustand in rechteckigen, ebenen Platten. Milnchen 1913. - Marcus: Die vereinfacbte 
Berechnung biegsamer Platten. Berlin 1929. - Nadai, A.: Die elastischen Platten. Berlin 1925. 

Taschenbucb filr den Maschinenbau, 9. Auf!. 1. 27 
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2. Fest eingespannte Platte: Die absolut groBte Spannung tritt in der 
Mi tte der langen Sei te auf, fI" = max fI; hier ist fI", = 0,3f1,. Werte vgl. Tafel: 

I 
Plattenmitte Mitte der 

alb tp 

I 
langeu Seite 

<P", <P" <P" 

1,0 0,225 0,53 0,53 -1,24 
1,5 0,394 0,48 0,88 -1,82 
2,0 0,431 0,31 0,94 -1,92 
00 0,455 0,30 1,00 -200 

L. Beanspruchung bei Beriihrung zweier Korper. 
Werden zwei Korper mit gekriimmten OberfHi.chen aufeinandergepreBt, so 

tritt eine Abplattung ein. Die Grundlage zur Berechnung der Spannungen und 
der Formanderungen bqdet die Theorie von Hertz 1). Diese setzt homogene, 
isotrope, vollkommen elastische Korper, ferner die Giiltigkeit des Hookeschen 
Gesetzes voraus und nimmt an, daB die Abplattung im Verhaltnis zu den Korper
abmessungen klein ist. In der Druckflache soUen nur norJIlal gerichtete Krafte 
auftreten. 

Die Abplattung, d. h. die gesamte Niiherung der beiden Korper, ist mit ~ 
bezeichnet [cm]. 

Bestehen die beiden Korper aus verschiedenen Stoffen mit verschiedenen 
ElastizitatsmaBen E1 und E2 , so ist in den folgenden Formeln E = 2E1E71(E1 + E2) 

I 
III 
I 

zu setzen. Dagegen wird die Querzahl flir 
beide Stoffe als gleich angesehen. Es ist 
" = 11m = 0,3 gesetzt. 

I. Beriihrung zweier Kugeln, Fig. 116. 
Der Radius der kreisfOrmigen Druckflache 
betragt 

a = 1'1,5(1 - ,,2)PrIE = 1,11 1'PrIE. 

fp :1'1. ._._.-¥-._. 
Hierbei ist 1lr = 11r1 + 1 Ira , d. h. gleich 
der Summe der Kriimmungen. UmschlieBt 
die eine Kugel die andere, so ist ihre Kriim
mung negativ (Hohlkugel), andernfalls posi
tiv (Vollkugel). Die Abplattung ~ betragt Fig. 116. 

~ = 1'2,25(1 - ,,2) p2/£2r = 1,23 Vp2lr£2. 

Die Druckspannung fl. ist am Rande Null und hat, iiber der Druckfliiche 
aufgetragen, einen halbkugelformigen Verlauf, wenn man den groBten Druck Po 
in der Mitte gleich a zeichnet. Fiir Po folgt (minus-Zeichen, da Druckspannung) 

1 V 15P£2 3 __ 
Po = - - r' 22 = - 0,388 V P £2lr. n (1 -,,) 

Fiir die Spannungen in tangentialer bzw. radialer Richtung in der Druck
flache ergibt sich 

in der Mitte: fl. = 11, = Po(1 + 2,,)/2 = 0,8 Po , 
am Rande: fir = -fl, = 0,133 Po 

(drei- bzw. zweiachsiger Spannungszustand). 
Z. Kugel und Ebene. Die Formeln unter 1. gelten in gleicher Weise, aus 

der Kugel 2 wird eine Ebene, d. h. 1/r2 = 1/00 = ° und r = r1, dem Halb
messer der Kugel. 

') Hertz, H.: Ober die Berilhrung fester elastlscher K6rper uud dber die Harte. Ge
sammelte Werke Bd. I. Leipzig 1895. - Vgl. a. A. u. L. F6ppl: Drang und Zwang. Bd.2. 
2. Auf). MUnchen 1928. 
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Der Spannungsverlauf liings der z·Achse zeigtl), daB im Abstand :=O,47a die groBte 
Schubspannung') ma .. ", = (a, - a,)/2 = O,31Po auftritt (a, =O,SPo, <IT = <I, = O,18po), also 
groBer als in der Druckfliiche bzw. an ihrem Rande ist. 

3. Zwei Zylinder von der Uinge lund mit den Halbmessern rl und r2' Fig. 117, 
berlihren sich Hings einer Mantellinie und werden dann durch die gleichfOrmig 
tiber die Lange I verteilte Kraft P belastet. Die DruckfHiche ist ein Rechteck 
von der Breite 2a und von der im Verhaltnis hierzu groBen Lange I: 

a= 1/8(1-J/)P---;' = 152 1/ Pr 
V nEl 'V El ' 

worin 1/rl + 1/r2 = 1/r (Vorzeichen s. Abs. 1). 
Die Abplattung kann nach den 

Hertzschen Gleichungen nicht be
rechnet werden. 

Die Druckspannung verteilt sich 
tiber die Breite halbkreisfOrmig, wenn 
die groBte Druckspannung Po gleich a 
gezeichnet wird. E, ist 

l/-P£
Po = - V 2nrl(1-~ p.2) 

'PE 
= - 0,418 V -rl . 

Ferner ist in der Mitte Cly = CI., 
CI., = 2P.CI, = 0,6 Po. An den Zylinder
enden wird CI., = 0 8). 

Fig. 117. 

Der Spannungsverlauf liings der z-Achse') zeigt, daB max, ') = O,30Po ffir z = 0,78 a auftritt. 

4. Zylinder und Ebene, die sich in unbelastetem Zustand langs einer Mantel
linie des Zylinders bertihren, ergeben die gleichen Formeln wie unter Abs. 3, 
es wird 1!r2 = 1/00 = 0, d. h. r = rl' dem Halbmesser des Zylinders. 

') Fiippl, L.: Der Spannungszustand und die Anstrengung der Werkstoffe bei der Be
rilhrung zweier KOrper. Forschg. Ing.-Wes. Bd.7 (1936) S.209/221-

.) Nach der Schubspannungshypothese maBgebend (Mohr, s. S.352/53) . 
• ) WAhrend in der Mitte 'max = t (Po - 0,6 Po) = 0,2 Po wird, ist an den Zylinderenden 

'max = 0,5 Po; daher geringe Abrundung der Zylinder, die dann nicht auf der ganzen Lange I 
tragen. 

') Siehe FuBnote '). - Vgl. auch: Karas, Fr.: Werkstoffanstrengung achsenparalleler 
Walzen nach den gebrauchlichen Festigkeitshypothesen. Forschg. Ing.-Wes. Bd. 11 (1940) 
S.334-339. 
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Werkstoffkunde. 
Bearbeitet von Prof. Dr. A. Thurn, VOl, Staatliche Materialpriifungsanstalt 

Darmstadt, und Dr.-Ing. H. Holdt, VOl, Mannheim. 

I. Die werkstofftechnischen Orundlagen der Konstruktion. 
Die Erkenntnis, daB die in Mast'binenteilen aufiretenden wlrklichen Spannungen -die sog. 

NennspannUng') u. U. weit llberschreiten kOnnen, und die Tatsache. daB die Festigkeit der 
Werkstllcke niebt nur vom Werkstoff selbst und von der grOBteo Spannuog, sondern auch noch . 
von einer Rpihe anderer Einflllsse abMngt, verlangt vom gestaltenden Ingeoieur eine elngebende 
Keontois aIJer werkstofftechnischen Grundlagen I). Die zweckmil3igste Formgebung nnd Be
messung eines Mascbioeoteiles setzt dabei anBer der Ermittlung der Sflannungsverteilung, des 
zeitliehen Beanspruehqngsverlaules UDd der Betripbsbedingungen (z. B. VerscbleiB. Korrosion, 
Temperatur usw.) noch die genaue K~ootnl. des Werkstoffverbaltens unter all dlesen Gegeben
heiten voraus. Soweit die verschiedenartigen Einflllsse auf die Haltbarkeit eiDes TeiJes noch 
nleht genau erfaBt werden kOnnen, mull der Konstrukteur znm mlndestenderen Wlrkung ab
schiitzen kOnnen. 

Man teilt heute die Beanspruchungen nicht mehr in statische und dynamische 
ein 2), sondem unterscheidet, je nach dem uitlichen Verlauf der Verformung, 
ziigige und wechselnde Beanspruchung. Bei ziigiger Beanspruchung steigt die 
Verformung und damit die Spannung in einem Zuge an (5. Zug- bzw_ Verdreh
versuch) oder bleibt im Grenzfall gleich. Bei wechselnder Beanspruchung dagegen 
wird die Spannung wiederholt groi1er und kleiner. 

I. Bruchvorgang bel zBglger und wechselnder Beanspruchung. 
Alle technischen Metalle bestehen aus kleinen, unregelmiiBig begrenzten 

Krlstallen (Krlstalliten). Die Eigenschaften der Kristalle hangen von ihrem 
kristallographischen Aufbau und der Richtung zu den Kristallachsen abo In 
einem gegliihten Metall sind die Kristalle meist regellos gelagert, so daB keine 
Richtung bevorzugt ist, seine Eigenschaften also richtungsunabhangig sind. In 
den Konstruktionen dagegen haben die Werkstoffe, bedingt durch Herstellung, 
Formgebung usw., oft eine bestimmte Struktur (Komverformung, Schlacken
uilen, Seigerungen usw.), die ihnen in verschiedenen Richtungen meist ver
schiedene Eigenschaften verleiht. 

Bel Beanspruehung unterbalb der Elastlzltatsgrenze (s. S.437) verhalten sleh die Metalle 
elastisch. Obersteigt die Beaospruehung die E-Grenze, die von der Art der Br.anspruehung 
(Zug. Biegung. Verdrehung) und der Probenform abMngig ist. so bleibt nach dem Eotlasten 
eine bleibende Verformung zurllck. Mit wachsendem Oberschreiten der E-Grenze nlmmt dlese 
bleibende Verformung zo. 

AIle Werkstoffe, die bei ziigiger Beanspruchung erhebliche bleibende Ver
formungen erfahren konnen, sind ziih. Si. uigen beim ZerreiBversuch (s. 5.437) 
Dehnung und Einschniirung im Gegensatz zu den sprOden Werkstoffen, die 
dabei nur hOchstens Spuren einer bleibenden Verformung erkennen lassen. Die 
bleibende Verformung entsteht meist durch Abgleiten einulner Kristallteile in 
kristallographisch bedingten Gleitebenen unter der Einwirkung von Schub
spannungen. 

Bei ziigiger Beanspruchung von ziihen Werkstoffen steigt mit zunehmender 
Verformung der Gleitwiderstand· an, der Werkstoff verfestigt sich. Dies ist z. B. 

') Unter "Nennspannung" versteht man die naeh'der Formeln P/F und M/W errechnete 
Spaonung. 

') Thum. A., u. W. Bncbmann: Dauerfestlgkeit nod Konstruktion. Mitt. Mat.-PrIIf.
Anst. Darmstadt, Heft t. Berlin: VDI-Verlag t932. 
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an der Erhohung der ZugflieBgrenze nach vorangegangener Kaltverformung zu 
erkennen. Infolge der Verfestigung wachst mit zunehmender Verformung die 
Spannung immer weiter an, bis schlieBlich der Bruch eintritt. Dieser Bruch 
kann sowohl durch Normal- als auch durch Schubspannungen verursacht sein. 
Ein Bruch infolge Schubspannungen (z. B. bei zUgig verdrehten Wellen aUs 
Stahl) verlauft in Richtung der Schubspannungen und wird Schiebungsbruch 
genannt. Ihm gehen stets bleibende Verformungen voraus, so daB er nur bei 
zahen Werkstoffen vorkommt. Entsteht ein Bruch durch Normalspannungen, 
so verlauft er senkrecht zu ihrer Richtung und wird Trennbruch genannt. 
Letzterer kommt sowohl bei zahen als auch bei sprOden Werkstoffen vor. (Beim 
ZerreiBversuch an Weichstahl tritt meist ein sog. Kraterbruch auf, der im Innem 
aus einem Trennbruch und zum Rande hin aus einem Schiebungsbruch besteht.) 

Wahrend aus eillem Schiebungsbruch stets folgt, daB der Werkstoff zah ist, 
ist nur der reine Trennbruch eines glatten Stabes ein Zeichen fUr einen sprOden 
Werkstoff, da die Bruchart stark vom Spannungszustand und der Spannungs
verteilung beeinfluBt werden kann (5. S.425). 

Bei wechselnder Beanspruchung geht mit der verfestigenden Wirkung der 
Gleitung noch eine zerrUttende einher. Ubersteigt die Beanspruchung einen 
gewissen von Form- und Beanspruchungsart abhangigen Grenzwert (Dauer
festigkeit S. S.425), so Uberwiegt die ZerrUttung, wodurch die Kohasion ver
ringert wird und im Laufe der Zeit ein Bruch erfolgt. Diesen Bruch nennt man, 
wenn die Dauerfestigkeit stark Uberschritten war, Zeitbruch, sonst Dauerbruch. 

Der Zeitbruch und der Dauerbruch konnen sehr mannigfaltige Formen an
nehmen, da ihr Aussehen von vielen EinflUssen abhangt. Bei Zug- und Biege
beanspruchung lallt der Zeit- und Dauerbruch haufig zwei deutlich unterscheid
bare Zonen, den eigentlichen Dauerbruch und den Restbruch erkennen. Die 
Dauerbruchflache kann zuweilen auch noch jahresringartige Zeichnungen, sog. 
Rastlinien erkennen lassen, die stets ein untrUgliches Zeichen fUr einen Bruch 
infolge wechselnder Beanspruchung sind. Bei sprOden Werkstoffen lassen sich 
Dauer- und Restbruchflache meist kaum unterscheiden. 

2. Kerbwirkung und Formzahl. 
Wahrend bei glatten Proben und nur schwach gekrtimmten Teilen die wirk

liche Beanspruchung meist mit der aus den gebrauchlichen Formeln errechneten 

~ vmux 

(1 
Fig. t. Kerbwirkung bei Zug- oder Druck

beanspruchung eines Flachstabes. 
Nennspannung "" = PIF; 
Formzahl <¥k = I1max/l1n. 

~
----i--

- ----+ 0; o/z '111fT)( 

W} 

I 
i 

Fig. 2. Kerbwirkung bei Biegebeanspruchung 
eines Flachstabes. 

Nennspannung 11,,=MbIWb; 
Form.abl <¥k = "max/"'" 

Beanspruchung gentigend genau tibereinstimmt, ist dies bei gekerbten Teilen 
aller Art nicht mehr der Fall. An den Kerbstellen treten niimlich "Spann ungs
spitzen" auf, die die rechnerische Beanspruchung um ein Mehrfaches tiber
steigen konnen. Man nennt die rechnerisch ermittelten Beanspruchungen. die 
den EinfluB der Kerbwirkung vemachIassigen, "Nennspannungen" (0' .. ) und 
gibt die GroBe der Spannungsspitzen (am..,.) als Vielfaches dieser Nennspan
nung an. Ais MaB fiir die Grolle der Spannungsspitze dient, solange sie jm 

elastischen Bereich bleibt, die "Formzahl" lXk = amalIa,., die praktisch nur von 
der Belastungsart und der iiulleren Form des Teiles abhiingt (Fig. 1 und 2). 
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Fig. 3. Die Formzahlen 'abgesetzter Flachstllbe bei 
Zugbeanspruchung. Nach M. M. Froch t: J. appl. 

Mech. Bd.2 (1935) Nr.2. 

+ 
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t ,,6 + 

g~o 
1; 

~ ~~~~~~~~~~~~~~~ .. "I 
1,0 1,1 ~ 1,3 W 1,S 1,6 

O/d---
Fig. 4. Die Formzablen gekerbter Rundstabe bei 
Zugbeanspruchung. Nach M.M.Frocht: J. appl. 
Mech. Bd.2 (1935) Nr.2 und A. Krisch: Diss. 

Berlin. 

Die Formzahl wachst mit der 
Tiefe der Kerbe, mit der Kriim
mung des Kerbgrundes usw., 
d. h. allgemein mit der Scharfe 
der Kerbe. Bei gleicher Stab
breite und gleichem Kerbprofil 
(d. h. gleichem StabHingsschnitt) 
ist die Formzahl des Flach-
stabes (ebener Spannungszu
stand) hoher als die des Rund
stabes. Bei dem Rundstab tritt 
im Kerbquerschnitt ein mehr
achsiger Spannungszustand auf. 

f7 Bei gleicher Stabform ist die 
Formzahl fUr Zug bOher, ftir 
Verdrehung niedriger als ftir 
Biegung (vgl. Fig. 3 bis 11). 

In einfachen Fallen kann die 
Formzahl aUs den elastischen 
Gleichungen errechnet werden1). 

Meist mu6 sie jedoch versuchs
mii6ig bestimmt werden, da 
sich die technisch gebriiuch
lichen Berandungsformen ma
thematisch kaum erfassen lassen. 

Die wichtigsten MeJ3verfah~ 
ren zur Bestimmung der Form
zahl sind folgende (da eine ilr
schopfende Beschreibung hier 
nicht gegeben werden kann, 
wird auf das angefiihrte Schrift
tum verwiesen): 

1. Feindehilungsmessungen2) ; 

2. Spannungsoptische Span
nungsbestimmung8); 3. Ront
genographische Spannungs
bestimmung '); 4. Gleichnisver-

1) Nenber, H.: Kerbspannungs-
1ebre, Berlin: Springer 1937. 

") Feindebnungsmessungen (nur filr 
Oberflachenspannungen): A. Thurn, 
O. Svenson u. H. WeiB: Forscbg. 
Ing.-Wes. Bd.9 (1938) S.229/34. -
F. ROtscher u. R. Jaschke: Deh-

0.16 nungsmessungen und ihre Aus
wertung. Berlin: Springer 1939. -
E. Lehr: Arch. techno Messen V 91122 
(1941). 

Fig. 5. Die Formzablen beiderseitig gekerbter Flach· 
stAbe bel Zugbeanspruchuug. Nach M. M. Froch t: 

J. appl. Mecb. Bd.2 (1935) .. Nr. 2. 

I) Photoelastische Spannungsbe
stimmung (Spannun~ptik): G. Mes
mer: Spannungsoptik. Berlin: Sprin
ger 1939. 

oJ ROntgenograpbische Span-
nungsbestimmung (nur fiIr Ober-

1,7 flichenspannungen, abe\" auch fiir 
Eigenspannungen) : R. G I 0 c k er: 
Materiaipriifung mit ROntgenstrablen. 
Berlin: Springer 1936. 2. Auflage. -
H. MOller: Mitt. K. Wilh.-Inst. 
Eisenforsch. Bd.21 (1939) S.295/308. 
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fahren (nur fUr Verdrehbean
spruchung brauchbar)l). 

3. Festigkeit bei zugiger 
Beanspruchung. 

Die geringste Forderung, 
die an eine rein ruhend bean
spruchte Konstruktion gestellt 
wird, ist die der unbedingten 
Bruchsicherheit gegenUber den 
im normalen Betrieb zu erwar
tenden Belastungen. Hierfiir 
reicht es aus, wenn die hochste 
auftretende Spaunung unter 
der jeweiligen Bruchfestigkeit 
des Werkstoffes bleibt (s. Zug-, 
Druck-, Biege-, Verdrehver
such). Fast immer verlangt 
man jedoch dartiber hinaus 
Sicherheit gegen bleibende 
Formlinderungen, so daB die 
hochste Beanspruchung die 
entsprechende FlieB- bzw. 
Elastizitatsgrenze des Werk
stoffs nicht tiberschreiten darf. 
Kommt es auf genaue Form
bestlindigkeit an (z. B. im Werk
zeugmaschinenbau), 50 mti5sen 
die Belastungen so gering ge
halten werden, daB sogar die 
elastischen Verformungen ein 
bestimmtes MaB nicht tiber
schreiten. Bei ztigiger bzw. 
gleichbleibender Beanspruchung 
ist daher im allgemeinen die 
Bruchgefahr gering, insbeson
dere da beim zahen Werkstoff 
eine Uberbeanspruchung erst 
eine groBere Verformung aus
lOst, ehe es zum Bruch kommt. 
Ein Gewaltbruch entsteht daher 
meist nur bei einem Unfall. 

1) Gleichnisverfahren (nur fiir 
Verdrehbeanspruchung). (Fiir die 
Schubspannungsverteilung im Quer
schnitt prismatischer Stabe bzw. im 
axialen Langsschnitt rotationssyrome
trisch~r Stabe.) a) Hydrodynamisches 
Gleichnis (Langs- und Querschnitt): 
A. FOppl: Vorlesungen fiber tech
nische Mechanik, Bd.3 u. 5. Veri. 
B. G. Teubner. - b) Seifenhaut
gleichnis (Querschnitt): H. Quest: 
Ing.-Arch. Bd. 4 (1933) S. 510. -
H.Oschatz: Mitt. Mat.-Prfif.-Anst. 
Darmstadt, . Heft 2. Berlin: VD 1-
Verlag 1932. - 0) Feldelektrisches 
Verfahren (Langs· und Querschnitt): 
A. Thum u. W. Bautz: Z. VDI 
Bd.78 (1934) S. 17; ATM V 132-11. 

3,'0 

__ --------~---'~1 
0.3 

'0 
1,'0 1,6 

Fig. 6. Die Formzahlen abgesetzter Flach- bzw. Rund
stlibe bei Biegebeanspruchung. N ach M. M. Fro 0 h t: 
J. appl. Mech. Bd.2 (1935) Nr.2 und R. E. Peter
son u. A. M. Wahl:jJ. appl. Mech. Bd.3 (1936) Nr.l. 
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1,'O'~~~1,1~~1,~&::~~;:::1,~~==~~;:==ti,6~~~1,7' 
B/b-

Fig. 7. Die Formzahlen beiderseitig gekerbter Flach
stlibe bei Biegebeanspruchung. Nach M. M. Froch t: 

J. appl. Mech. Bd.2 (1935) Nr.2. 

~o -

q/d-O,U5 

____ -----------0,1 

1,3 1,8 1,'1 
Ojd-

Fig. 8. Die Formzahlen abgesetzter Rundstlibe bei 
Verdrehbeanspruchung. Nach Mat.-Prfif.-Anst. Darm

stadt. 
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Anders liegen die Verhaltnisse, wenn der Werkstoff einer lang andauemden 
ruhenden Beanspruchung, vor aHem bei erhohten Temperaturen, unterworfen 

3,0 

wird. Bei den meisten metallischen 
Werkstoffen nimmt niimlich unter 
ruhender Langzeitbeanspruchung die 

__ --0,05 

2& 

Fig. 9. Die Formzahlen gekerbter Rund
stlibe bei Verdrehbeanspmchung. Nach 

H. N e u b e r: Kerbspannungsiebre. 
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Fig. 10. Die Formzahlen quergebohrter 
Flachstabe bei Biegebeanspruchung (Bill = 0 

entspricht der Zugbeanspruchung). 

Verformung mit der Zeit all
miihlich zu (bei Stahl allerdings 
erst bei Temperaturen oberhalb 
350 0 C). 1st die Belastung so groB, 
daB dieses "Kriechen" auch nach 
langerer Zeit nicht zum Still
stand ko=t, so ist ein Bruch 
moglich bei Beanspruchungen, die 
erheblich unter den im Kurz
versuch ermittelten Festigkeits
werten liegen konnen. AuBerdem 
neigt eine Reihe von Werkstoffen 

1,00 D,1 42 Il,9 If I q. 4B q7 48 qs ~o unter Langzeitbeanspruchung bei 
djO- erhohten Temperaturen zu einer 

Fig. 11. Die Formzahlen quergebohrter Rund· 
stabe bei Zug-, Biege- und Verdrehbeanspmchung 
("'k bei Verdrehung = amax/Tn). Nach Mat.-Priif.· 

Anst. Darmstadt. 

langsam fortschreitenden Verspro
dung, die besonders bei gekerbten 
Teilen mit der Zeit einen Bruch 
begiinstigt. Fiir die Haltbarkeit 

ist unter diesen Bedingungen die Dauerstandfestigkeit (aDd) - s. auch S.350 -
maBgebend, die die hochste ruhende Beanspruchung darsteHt, die auch nach 
beliebig langer Zeit nicht mehr zum Bruch flihrt. Zuverliissige Werte flir aD., 
kann man nur im Langzeitversuch dun,h Aufstellung von sog. statischen Wohler
kurven, S. S. 350, erhalten. Wenn ein Teil bei ruhender Langzeitbeanspruchung 
keine groBeren ble benden Verformungen erleiden darf, so muB die Beanspru
chung unter der DauerstandflieB- bzw. -elastizitatsgrenze bleiben. 

An ungleichmaBig beanspruchten, insbesondere gekerbten Teilen ermittelt 
man bei ziihen Werkstoffen unter Umstiinden hahere Werte flir die FlieBgrenze 
und die Bruchfestigkeit als am glatten Stab. Dies liegt daran, daB im Kerb
querschnitt dieht neben Stellen mit hoher Spannungsspitze meist soIche liegen, 
die sehr viel geringer beansprucht sind und daher graBere Verformungen der 
benachbarten hochbeanspruchten Stellen zuniichst verhindem. AuBerdem ver
ringem die an den Kerbflanken liegenden nahezu unbeanspruchten Werkstoff-
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teilchen die Moglichkeit einer Querkontraktion des Kerbquerschnitts, so 
daB ein mehrachsiger Spannungszustand entsteht, der ebenfalls flieBbehin
demd wirkt. 

Infolge dieser Verformungsbehinderung durch die Kerbe ertragt z. B. beim 
ZerreiBversuch ein gekerbter Stab aus einem z1ihen Werkstoff bei gleichen Ab
messungen des gef1ihrdeten Querschnitts eine hohere Belastnng als ein glatter 
Stab, da er im Kerbgrund seinen urspriinglichen Querschnitt beibehalt, wahrend 
beim glatten Stab infolge der Einschnlirnng sich der tragende Querschnitt stark 
vermindert. Auch konnen sich die Spannungsspitzen infolge IXk dabei nicht mehr 
voll auswirken, da die Formzahl nur im elastischen Bereich gilt nnd bei den er
heblichen plastischen Verformungen, die bei z1ihen Werkstoffen dem ziigigen 
Bruch vorangehen konnen, die Spannungsspitzen zu einer fast ausgeglichenen 
Spannungsverteilnng abgebaut werden. Bei z1ihen Werkstoffen wird also durch 
Kerben im allgemeinen die Bruchgefahr bei ziigiger Beanspruchung nicht erhoht. 
(Beziiglich Schlagbeanspruchnng s. S.430.) 

Bei sproden Werkstoffen dagegen, bei denen ein plastischer Spannnngsaus
gleich nicht moglich ist, da sie sich vor dem Bruch kaum bleibend verformen, 
kann sich die Spannnngsspitze stark festigl<eitsmindemd ausVlirken. Hierdurch 
wird die Bruchgefahr erhOht, sofem die Wirkung der Spannungsspitze infolge 
der auBeren Kerbe nicht von der Wirkung innerer Kerbstellen (z. B. Graphit
blattchen im GuBeisen) iiberdeckt wird. Sehr sprode Korper (Glas, Gips) reiBen 
schon, wenn die Spannungsspitze die Festigkeit des glatten Stabes erreicht. 
Ihre Nennfestigkeit sinkt also auf den IXk-ten Teil. 

4. Festigkeit bel wechselnder Beanspruchung. 
Bei wechselnder Beanspruchung (5. S. 421) ist flir die Bruchgefahr die jeweilige 

Dauerfestigkeit aD des Werkstoffes entscheidend, die den hochsten Spannnngs
ausschlag einer gleichfOrmig wechselnden Beanspruchung darstellt, der in be
liebig haufiger Wiederholung ohne Bruch ertragen werden kann. Die Dauer
festigkeit wird am zweckmaBigsten mit Hilfe der Wohlerkurve (s. S. 350) be
stimmt. Aus ziigigen Festigkeitswerten laBt sie sich nur in grober Ann1ihernng 
errechnen. Die Dauerfestigkeit hangt von einer ganzen Reihe von Einfliissen 
ab, die bei der Bemessung einer wechselnd beanspruchten Konstruktion zu be
riicksich tigen sind. 

Beanspruchungsart: Bei Biegnng ist die Dauerfest:gkeit etwas groBer, bei 
Verdrehung kleiner als bei Zugdruckbeanspruchnng. Bei zahem Werkstoff be
stimmt grob angenahert die durch den jeweiligen Spannnngszustand festgelegte 
groBte Schubspannung die Bruchgefahr. Bei sprOderen (auch bei gekerbten 
zahen) Werkstoffen scheint eher die groBte Zugspannung den Bruch herbeizu
fiihnm. Beides gilt angen1ihert auch fiir mehrere sich gleichzeitig iiberlagemde 
Beanspruchungsarten. 

Ruhende Vorspannung: Der ertragbare Spannnngsausschlag nimmt bei 
glatten Proben aus Stahl mit znnehmender Vorspannung praktisch nur wenig ab 
(5. Dauerfestigkeits-Schaubild, S. 351), solange die Oberspannung die FlieBgrenze 
nicht iiberschreitet. Bei Kerbwirknng, sowohl durch auBere als auch durch innere 
Kerben (GuBeisen) ist die Abnahme starker, ebenso bei verschiedenen Leicht
metallen. Gleichzeitige Einwirkung von Korrosion verstarkt diesen EinfluB noch. 
Ein formelmaBiger Zusammenhang zwischen ruhender Vorspannung nnd ertrag
barem Spannungsausschlag ist noch nicht bekannt. Das Dauerfestigkeits-Schau
bild muB also jeweils versuchsmaBig ermittelt werden. 

Probengrii8e: Die an kleinen Probestaben versuchsmaBig bestimmten Dauer
festigkeitswerte werden an groBeren Stiicken in der Regel nicht erreicht. Dies 
kann seinen Grund haben in verschieden starker Verschmiednng bzw. Verwalznng 
des Werkstoffes oder aber in verschiedener Durchhartung beim Vergiiten. Doch 
ist auch ein rein geometrischer GroBeneinfluB besonders bei Biegebeanspruchung 
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nachzuweisen. Bei feinkornigen (insbesondere vergiiteten) Stahlen scheint dieser 
geometrische GroBeneinfluB bedeutungslos zu sein, solange man nicht sehr kleine 
Abmessungen zur Priifung vorsieht. Doch konnen bei grobkomigen Stlihlen und 
bei Leichtmetallen die Unterschiede so stark werden, daB dean kleinen Proben 
gewonnenen Ergebnisse nicht ohne weiteres auf groBere Stiicke iibertragen wer
den kannen. 

Schmelzbedlngungen: Stlihle, die unter verschiedenen Bedingungen er
schmolzen wurden, konnen trotz gleicher ziigiger Festigkeitseigenschaften und 
gleicher chemischer Analysenwerte verschiedene Dauerfestigkeiten aufweisen. 

Temperatur: Bei Stlihlen bleibt bis etwa 350 0 C die Dauerfestigkeit nahezu 
unverlindert, nimmt dann jedoch mit steigender Temperatur mehr oder weniger 
stark abo Bei Nichteisenmetallen sinkt sie stlindig mit steigender Temperatur. 

Frequenz: Innerhalb der unter normalen Verhliltnissen vorkommenden Last
spielfrequenzen ist die Dauerfestigkeit unverlindert. 

Vorhergehende Wechselbeanspruchung: Beliebig viele Lastspiele unterhalb 
der Dauerfestigkeit sind unschadlich, durch ausreichend lange Wechselbeanspru
chung dicht unterhalb der Dauerfestigkeit wird diese sogar etwas erhoht. Man 
bezeichnet diese Erscheinung, die in.sinngemaBer Wiederholung die Dauerfestig
keit unter Umstlinden bis zu 25 vH steigem kann, mit Hochtrainieren1) des 
Werkstoffes. 

Wechselbeanspruchungen oberhalb der Dauerfestigkeit sind nur dann schad
lich, wenn sie eine bestimmte, von der Hohe der Vorbeanspruchung abhlingige 
Anzahl iiberschreiten. Die Schadigung wirkt sich z. B. in einer Minderung der 
Dauerfestigkeitl) mid der Kerbschlagzlihigkeit 3) aus und kann durch entspre
chende Versuche nachgewiesen werden. Die Schadenslinie'), die zusammen mit 
der zugehorigen Wohlerkurve aufgetragen werden kann, Fig. 24, S. 350, gibt an, 
wie viele und wie hohe Dberbeanspruchungen ein Werkstoff ohne Schadigung 
ertragen kann. Sie wird fiir die Bemessung eines Bauteils von Bedeutung, wenn 
die Betriebsbeanspruchung nicht gleichforrnig wechselt, sondem Beanspruchungen 
verschiedener Hohe in regelloser Folge vorkommen. Einen solchen willkiirlichen 
Beanspruchungsverlauf erfaBt man fiir die Bemessung zweckmaBig durch seine 
"Summenhaufigkeitskurve"'). Hierbei ist zu beachten, daB die hohen Dber
lastungen nur verhliltnismaBig selten auftreten, so daB sie also von dem Bauteil 
nicht beliebig oft ertragen werden miissen. Man kann also fiir diese hohen Dber
lastungen eine Dberschreitung der Dauerfestigkeit zulassen und damit hOchste 
Werkstoffausnutzung bei geringstem Gewicht erzielen, wenn das Teil sowieso 
nur fiir eine beschrlinkte Lebensdauer bestimmt ist (Waffen-, Flugzeug- und 
Rennwagenbau). Diese Bemessung auf "Zeitfestigkeit"') - S. auch S.351 -
rechnet also von vornherein nach einer bestimmten Gebrauchszeit mit einem 
Bruch des Bauteils. Bei hOchst beanspruchten TeHen (z. B. im Flugzeugbau) 
ahmt man neuerdings bei der Priifung die Betriebsbedingungen moglichst natur
getreu nach und gelangt damit zur "Betriebsfestigkeit"5), deren Kennwert alle 
Einfliisse umfaBt, denen das BauteH im praktischen Betrieb ausgesetzt ist. 

Kaltverformung: Wlihrend ZUgfestigkeit und Streckgrenze durch Kaltwalzen 
oder -ziehen meist betrachtlich erhOht werden, steigt die Dauerfestigkeit dadurch 
weniger stark an. Werden beim Walzen jedoch nur beschrlinkte Gebiete, Z. B. 
die Oberflache, kalt verformt, so bildet sich in dem Korper ein Eigenspannungs
system ausa), das unter geeigneten Voraussetzungen die Dauerfestigkeit ganz er
heblich steigem kann. Ein Eigenspannungssystem, das z. B. durch verschieden 

') Siebel, E.: Handbuch der Werkstoffpriifung 2. Bd., S.175/231. Berlin: Springer 1939. 
") Miiller-Stock, H., E. Gerold u. E. H. Schulz: Arch. Eisenhiittenwes. Bd.12 

(193S/39) S 141/14S. 
I) Giirtler, G.: Z. Metallkde. Bd.32 (1940) S.21/30. 
') Thuro, A., u. W. Bau tz: Z. VDI Bd. S1 (1937) S.1407/12 . 
• ) GaDner, E.: Luftwissen Bd.6 (1939) S 61/64. 
') Thuro, A., u. W.Bautz: Mitt. Mat.-Priif.-Anst. Darmstadt HeftS. Berlin: VDI

Verlag 1936. 
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starke plastische Verformung innerhalb eines Bauteils entstehen kann, muB 
zweckmaBig so angeordnet werden, daB in den bruchgefahrdeten Stellen,Druck. 
eigenspannungen herrschen, denen dann an weniger 
gefahrdeten Stellen (z. B. in der neutralen Faser eines 
gebogenen Teiles) durch Zugeigenspannungen das 
Gleichgewicht gehalten wird. 

Fig. 12 zeigt das Beispiel einer Welle mit Quer· 
bohrung, die durch umlaufende Biegung beansprucht 
wird. Durch Driicken mit einem Stempel wurden die 
bruchgefahrdeten Gebiete am Austritt der Bohrung 
ortlich plastisch verformt, wobei die inneren Teile 
der Welle nur elastisch zur Seite gedriickt wurden. 
Vermoge ihrer Riickfederung versetzen sie dann die 
bleibend verformten auBeren Gebiete unter Druck· 
eigenspannungen, die den gefahrlichen Zugspan· 
nungen der Betriebsbelastung entgegenwirken. Die 
plastisch verformten Gebiete erhalten also Druck·, 
die elastisch verformten Gebiete Zugeigenspannungen, 
Fig. 13. So lassen sich z. B. durch ortliches Kalt· 
walzen bzw. ·rollen von Hohlkehlen, von Nuten, 
der Einbrandkerben von SchweiBnahten usw. ganz 
bedeutende Steigerungen der Dauerhaltbarkeit er· 
zielen. Jedoch ist stets darauf zu achten, daB die 
Kaltverformung ortlich beschrankt bleibt, damit 
noch eine elastische Riickfederung der nicht er· 
faBten Gebiete moglich ist. 

Wiirmebehandlung. Aile Warmebehandlungen, 
die die ziigige Festigkeit steigern, haben in der Regel 

--- -- -'----<l~- . 
Form nach tier tfHoucK I T 

FerllgfJear6eilj. fQrm ngch 
. . demDruCKen 

Fig: 12. Plastische Verlor· 
mung einer Welle mit Boh· 
rung zur Erzeugung eines 
Eigenspannungssystems. Die 
engschraffierten Zonen sind 
plastisch, die weitschraffier· 
ten Zonen elastisch verformt. 

A 

~ 'A 
Fig. 13. Das dUTCh zweek· 
mliBige plastische Verlormung 
entstandene Eigenspannungs· 

syste",. 

eine - wenn auch nicht verhaltnisgleiche - Steigerung der Dauerfestigkeit zur 
Folge. Dabei ist jedoch auf sorgfaItige Behandlung der Oberflache zu achten, da 
eine Verzunderung oder Randentkohlung durch die Warmebehandlung sich auf 
die Dauerfestigkeit schadlich auswirken (s. unten). 

Von besonders giinstigem EinfluB kann eine ortliche Warmebehandlung auf 
die Dauerfestigkeit sein, wie sie z. B. durch Brennstrahlharten, Einsatzharten 
oder Nitrieren moglich ist. Hierdurch wird namlich sowohl die Festigkeit des 
Werkstoffes an der Oberflache erhoht als auch durch Strukturanderungen in der 
Oberflache, die rp.it VolumenvergroBerungen verbunden sind, ein giinstiges Eigen. 
spannungssystem erzeugt. Die Steigerung der Dauerfestigkeit an bruchgef1ihr· 
deten Stellen durch eines der angegebenen Verfahren kann daher ganz erhebliche 
Betrage annehmen. 

Kerbwirkung: Wahrend bei ziigiger Beanspruchung die Festigkeit eines 
Teiles durch Kerbwirkung unter Umstanden erhoht werden kann, wird diese bei 
wechselnder Beanspruchung stets verringert. Bei der Berechnung der Dauer· 
festigkeit gekerbter Teile bleibt die Spannungserhohung meist unberiicksichtigt, 
weshalb man entsprechend dem Begriff der Nennspannung (s. S. 350) den er· 
mittelten Festigkeitswert mit Nenndauerfestigkeit oder aber auch mit Dauer· 
haltbarkeit bezeichnet. 

Die Nenndauerfestigkeit eines gekerbten Stabes ist jedoch gegeniiber einer 
glatten polierten Probe nicht in dem Verhaltnis 1/lXk vermindert, sondern um 
einen etwas geringeren Betrag. Das versuchsmaBig zu ermittelnde Verhaltnis 
der Dauerfestigkeit eines glatten zur Nenndauerfestigkeit eines gekerbten Stabes 
stellt die Kerbwirkungszahl Pk dar, die stets kleiner als IXk ist. Die Nenndauer· 
festigkeit eines gekerbten Teiles ist also ann = anf!3k' 

Die GroBe der Kerbwirkungszahl !3k hangt sowohl von der Probenform (also 
von IXk) als auch yom Werkstoff ab. Da die einzelnen Werkstoffe mehr oder 
weniger empfindlich gegen Kerbwirkungen sind, wurde als Anhalt zu ihrer Be· 
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urteilung eine Kerbempfindlichkeitszahl 11k eingefiihrt, die durch die Beziehung 

11k = fJk - 1 definiert ist. Diese Kerbempfindlichkeitszahl ist keine reine 
/Xk - 1 

Werkstoffkennzahl, da sie in gewissem MaBe durch die Beanspruchungsart, die 
Spannungsverteilung und die Mehrachsigkeit des Spannungszustandes, also durch 
die Kerbform, etwas beeinfluBt wird. Doch bildet sie bei gleichartigen Kerben 
eine gute Vergleichsgrundlage fiir die einzelnen Werkstoffe. 

Zahlentafel 1. Kerbempfindlichkeit von Werkstoffen1). 

(Nach Versuchen der Materia1prOfUDgSaDStalt Darmstadt.) 

Werkstoff 

C·StAble St 37'11 geglllht. 
StSO'11 . 
St70'11 .. • 

Baustabl St 52. • • • • . 
Chromnickelstiible: 

VCN 15. VCN 25. veN 35 geglllht •..••. 
VeN 25. VeN 35. auf oB=90kg/mm' vergiitet 

FederstAble auf 0 B = 1 10 kg/mm' vergiltet 
13proz. Chromstabl. • • . • • • • • • 
AusteDitische Stiible • . . • • • . . . . 
Leichtmetalle. geschmiedet und gewalzt. . 

Empfiudlicbkeitsziffer '1 k 

0,4 bis 0.7 
0,5 .. 0,85 
0,55 .. 0,85 
0,85 .. 0,9 

0,65 .. 0.75 
0,8 .. 0,95 
0,95 .. 1,0 
0,7 .. 0.8 
0,1 .. 0,35 

Die Kerbempfindlichkeit ist ihn· 
Iich den Kohlenstoffstiiblen. Ver
edeltes Duralumin bat geringere 

Kerbempfiudlicbkeit. 

Die Werte fiir 1I.liegen stets zwischen ° und 1 und gelten nur fiir fein polierte 
Oberflachen. In Zahlentafe11 sind einige an halbkreisfOrmigen Kerben ermittelte 
Kerbempfindlichkeitszahlen zusa=engestellt. 1st der Werkstoff vollko=en 
kerbunempfindlich. so wird 11k = ° und fJk = 1. die Dauerfestigkeit der glatten 
und die Nenndauerfestigkeit der gekerbten Proben sind gleich. Praktisch ist 
dies angenahert bei GuBeisen geringer Festigkeit der Fall. Es ist infolge seiner 
inneren Kerbung durch die GraphitbIattchen gegen auBere scharfe Kerben weit
gehend unempfindlich. Doch ist bei hochwertigem PerlitguB schon eine merk
liche Kerbempfindllchkeit vorhanden. 1st der Werkstoff vollko=en kerb
empfindlich. so wird 11k = 1 und fJk = /Xk' Die Spannungsspitze wirkt sich also 
in ihrer vollen Hiihe festigkeitsmindemd aus. Dieser Fall liegt in Annaherung 
bei hochvergiiteten Werkstoffen, z. B. harten Federstahlen vor, die gegen Kerb
wirkung auBerst empfindlich sind. Diese Ernpfindlichkeit, die· im allgerneinen 
mit steigender FlieBgrenze zunimrnt, erstreckt sich auch auf Oberflachenrauhig
keiten infolge schlechter Bearbeitung wie Drehriefen, Schleifriefen, Kratzer usw., 
so daB also hochfeste Werkstoffe nur bei einwandfreier Oberflache entsprechend 
hohe Dauerfestigkeiten aufweisen. 

Unter Auswertung der Kerbernpfindlichkeit errechnet sich die Nenndauer
festigkeit eines gekerbten Teiles zu 

UD (glatt) 
UnD (gekerbt) = ------. 

1 + (/Xk - 1) • 11k 

Diese Formel gilt fiir polierte Oberflachen. Fiir nicht polierte Oberfliichen geniigt 
es, fiir iiberschlagige Berechnungen fiir /Xk einen etwas hiiheren Wert einzusetzen. 

Somit ist fiir geschliffene Oberflachen /Xk etwa urn 0,1 bis 0,3, fiir gedrehte 
Oberflachen etwa urn 0,2 bis 0,5, fiir Walz- oder Gliihhaut etwa urn 0,3 bis 1,2 
zu erhiihen. 

') Brmittlung im Dauerbiegeversuch mit halhkreisfOrmigen Kerben , = 0,75 mm bel 
D - 9 mm und tl = 7,5 mm ("k = 2). Die Empfindlicbkeitsziffer '1k ist nur auf den Spannungs
ausscblag der wechselnden Beanspruchung zu heziehen, Dieht auf die Oberspaunung 0, (zu be· 
achten hei hoher V nrspannung). 1m Bereich hoher Vorspannung maeht sich darUher hinaus 
die versteifende Wirkung der Kerben geltend. 
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5. Korrosion und Festigkelt. 
Allein durch den EinfluB der Korrosion kann em Werkstiiek im Laufe der 

Zeit zerstiirt werden. Kommt zur Korrosionseinwirkung noch eine mechanische 
Beanspruchung hinzu, so wird die Haltbarkeit des Teiles entsprechend verringert, 
da die zahlJosen Oberflachenverletzungen durch den Korrosionsangriff wie feine 
Kerben wirken, durch die die Beanspruchung erhoht wird. Bei Zugbeanspruchung 
werden diese Kerben geweitet, wodurch die dem Korrosionsangriff ausgesetzte 
Oberflaehe vergroBert wird, so daB die Zerstorung wesentlich schneller fort
schreitet als bei Druekbeanspruehung, bei der die Kerben teilweise zugedriiekt 
werden, wodurch die gefiibrdete Oberflaehe verkleinert wird. 

Wird em Teil, das nur weehselnd beansprucht ist, voriibergehend einem 
korrosiven Angriff ausgesetzt, so wird dadurch die Dauerfestigkeit verrmgert, 
da die entstandenen Kerbstellen spannungserhohend wirken. 

Wenn Korrosion und weehselnde Beanspruchung gleichzeitig einwirken, ist 
die Dauerfestigkeit = O. Man kann dann nur noch von einer Zeitfestigkeit 
spreehen. Die GroBe dieser Korrosionszeitfestigkeit hangt weniger von der 
Dauerfestigkeit des benutzten Werkstoffes als vielmehr von seinem Korrosions
widerstand und der Art des benutzten korrodierenden Mittels abo 

Bei Angabe der Korrosionszeitfestigkeiten muB immer die Zahl der Last
spiele, bis zu der die Versuche ausgedehnt wurden, angegeben werden. Der Ab
fall der Wohlerkurve ist zwar oberhalb von 50 Millionen nieht mehr sehr stark, 
doch muB immer beaehtet werden, daB es hier keine Grenzzahl gibt und von 
manchen Teilen in der Praxis eine Lebensdauer von vielen Hundert Millionen 
Lastspielen verlangt werden muB. 

6. Richtllnien fUr die Gestaltung. 
Die ffir die Ermittlung der zulassigen Spannungen maBgebenden Faktoren scbreiben dem 

Konstrukteur bereits den Weg vor. Er muB sicb ein Bild fiber die auftretenden Beansprucbungs
arten und iiber den Spannungsverlauf im Konstruktionsteil machen, um hinreir.bende Sicher
beit gegeniiber Bruch UDd unzuliissigen Formanderungen bei alIen Betriebsbeansprucbungen, 
sowie aucb genQgende Wirtscbaftlicbkei! der Konstruktion zu erreicben. 

Bei ziigiger und ruhender Beanspruchung erweisen sieh die meisten dehn
baren Werkstoffe als nicht kerbempfindlich, so daB etwaige Spannungsspitzen 
unberiicksichtigt bleiben diirfen und mit der Nennspannung gerechnet werden 
kann. Es muB jedoch beachtet werden, daB viele Bauteile nur schein bar ruhend 
beansprucht sind, tatsachlich aber durch zusatzliche Belastungen noch eine 
Wechselbeanspruchung erfahren. 1m Hochbau sind es die durch Winddriieke 
oder Verkl'hrslasten auftretenden Wechselbeanspruchungen. 1m Dampfkesselbau 
treten erhebliche Wechselbeanspruchungen infolge Warmespannungen, sowie 
Schwankungen in der Dampfentnahme, weehselndem Dampfdruek, ferner 
durch die Stromungen der Feuerungsgase auf. 

Wechselnde Beanspruchungen erfordern bei hochbeanspruchten Maschinen
teilen ein eingehendes Studium des Kraftflusses, urn die Gefahrenpunkte zu er
kennen. Die Formgebung muB derart gewiihlt werden, daB Kerbwirkung nach 
Moglichkeit vermieden und eine niedrige Forrnzahl erreicht wird. 
So sind vor aHem scharfe Querschnittsiibergange zu vermeiden 
und mit moglichst groBen Ausrundungen, am besten mit sanft ver
laufenden Ub(!rgangen veranderlicher Kriimmung zu versehen, 
die als sog. Entiastungsiibergange1) eine Uberieitung des Kraft
flusses yom starken zum schwacheren Querschnitt ohne Span
nungserhohung ermoglichen. LaBt sich eine Ausrundung mit gro
Berem Halbmesser oder ein Entlastungsiibergang aus Platz
mangel nicht anbringen, so miissen andere Wege gesucht werden, 

Fig. 14. 
Anbringung einer 
Ausrundung durcb 

Unterfassen. 

um eine schroffe Umlenkung des Kraftflusses zu vermeiden. In vielen Flillen kann 
man durch zusatzliche Kerben, sog. Entlastungskerben, auf den KraftfluB un
mittelbar einwirken und dadurch Spannungsspitzen vermindern, Fig. 14. 

') Tbum, A., u. W.Bautz: Forscb. Ing.oWes. Bd.6 (1935) 5.269/273. 
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Sehr ungiinstige Verhiiltnisse ergeben sich namentlich an Einspannstellen 
und Kraftangrifisstellen. Fig. 15 zeigt die Verbesserung an einem Nabensitz 
durch Schwiichung der Naben-
enden und Aufsetzen der Nabe SIoBenergie G'h-KOfl$ltrnl 

ScIIltrg/(rd p-, 
Spaflfluny U-f 

P-483 p-f 
~-fS6 ~-2 

<7".....-a) . ~-6 

Fig. 15. Gestaltung von Nabensitzen. Fig. 16. Scblagbeanspruchung und Steifigkeit. 

Abhi/Te: 
SdlrrlIIIM 
mllgrokr 
IkhflllYflp 

u-fE 

Fig. 17. Hochdruckflanschverbindung. Schrauben 
mit groBer DehnlAnge zur Aufnahme der aufge
zwungenen Verformung durch ung\eichmAllige 

WArmedehnung von FIansch und Schrauben. 

Fig. 18. Ricbtlge Formgehung von Pieuelstangen
kapf und Schrauben. Gra1le Dehnlllnge der Schrau
ben kann die aufgezwungenen Verfarmungen auf-

nehmen. 

auf einen Bund, wodurch die 
Bruchgefahr an dieser Stelle be
seitigt werden konnte. 

Besondere Sorgfalt erfordert 
die Konstruktion bei Gefahr stoB
artiger Beanspruchung. Die StoB
kraft hangt vonder Steifigkeit der 
Konstruktion ab, so daB sie urn 
so geringer wird, je nachgiebiger 
die Konstruktion ist. Bei Schrau
ben liiBt sich z. B. durch genii-
gende Dehnliinge die Dauerbruch
gefahr erheblich mildem. Fig. 16 
zeigt, wie bei gleicher StoBenergie 
die auftretenden Spannungen ein
mal Yom Querschnitt unmittelbar 
abhiingig sind, dann aber auch von 
der Steifigkeit der Konstruktion. 
Besonders gefiihrlich bei StoB
beanspruchungen sind Kerben, die 
nur den Querschnitt, nieht aber 
die Steifigkeit vermindem. AuBer
dem tritt noch die Spannungs
erhohung durch Kerbwirkung hin
ZU, so daB bei StoBbeanspruchung 
Kerben nach Moglichkeit vermie
den werden sollen. 

Ebenso wie bei StoBbeanspru
chungen groBe Dehnlangen die 
Dauerhaltbarkeit der Konstruk
tion erhohen, so sind sie auch dort 
stets von Vorteil, wo aufgezwun
gene Verformungen aufgenommen 
werden miissen. Bei einer Hoc'h

druckflanschverbindung, Fig. 17, wird beim Einlassen des Dampfes der Flansch 
schneller erwiirmt als die Schrauben. Kurze starre Schrauben konnen hierdurch 
plastisch verformt werden, eine nachgiebige Schraube mit groBer Dehnlange 
vermag sieh dagegen geniigend elastisch zu verformen. Fig. 18 zeigt, wie Pleuel
kopfe und Pleuelschrauben zweckmiiBig ausgebildet werden miissen, urn einen 
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Dauerbruch in der Schraube zu vermeiden. Steifer Pleuelkopf und Schrauben 
mit groBer Dehnliinge verrnindern auch hier die auftretenden geflihrlichen 
Spannungen im Gewinde. 

Bei SchweiBverbindungen sinkt die Dauerfestigkeit infolge der Einbrand
kerben (haufig auch infolge ungiinstiger Nahtform) meist erheblich unter die des 
voIlen Werkstoffes. Die unUbersicht· 
lichen Entstehungsbedingungen der Ein
brandkerben und der Nahtwurzeln lassen 
indessen die Ermittlung von Formzahlen 
fUr SchweiBnlihte nicht zu. Es konnen 
daher nur praktisch ermittelte Kerb-
wirkungszahlen angegeben werden, die Fig. 19. Beanspruchungsgerechte Form einer 
bis zu 5, unter besonders ungUnstigen gegossenen Kurbelwelle. 
Umstiinden bei hochfesten Stahlen so-
gar bis zu 10 betragen konnen. Durch Wahl einer gUnstigen Nahtform und 
durch Nacharbeiten der Einbrandkerben kann jedoch die Dauerfestigkeit des 
voIlen Werkstoffes wieder erreicht werdenl ). 

GuBstUcke verlangen besonders sorgfiiltige Formgebung. Es muB dafUr ge
sorgt werden, daB die Querschnitte in allen Teilen moglichst gleichmaBig sind, 
Fig. 19. Bei notwendigen Querschnittsunterschieden mUssen die Querschnitts
iibergiinge sehr allmlihlich verlaufen. 

7. Werkstoffauswahl. 
Solange keine korrosiven Angriffe zu befUrchten sind, wird in der Regel 

Stahl oder GuBeisen der gegebene Werkstoff fUr den Maschinenbau sein. Die 
Art und GroBe der Krafte, sowie der Verwendungszweck entscheiden, welche 
der zahlreichen Sorten anzuwenden sind. Konstruktionsteile schwieriger Form
gebung werden meist am wirtschaftlichsten durch GieBen hergestellt. Wo die 
Festigkeit (z. B. bei hohen Fliehkraften) oder die Zahigkeit (z. B. bei schlag
artiger Beanspruchung) des GuBeisens nicht ausrei!)hen, wird StahlguB, bei klei
neren Teilen auch TemperguB angewandt. Temperaturen bis 300· werden vom 
GuBeisen ertragen, ohne daB die Gefahr des Wachsens auftritt. Uber 300· 
kommt flir GuBstiicke nur StahlguB in Frage. Bei Betriebstemperaturen iiber 
450· reicht die Festigkeit der normalen C-Stlihle meist nicht mehr aus, so daB 
hier in der Regellegierter Stahl bzw. StahlguB angewandt werden muB. 

Fiir Konstruktionsteile von einfacher Form werden gewalzte oder geschmie
dete Stlihle verwandt (s. S.446ft.). 

Wenn keine hohen Festigkeitsanforderungen gestellt werden, geniigen Stiihle 
mit geringere'm C-Gehalt. Sind hohere Festigkeiten erforderlich, kommen nur 
vergiitete Kohlenstoffstahle oder besonders bei groBeren Querschnitten und bei 
Betriebstemperaturen iiber 450· legierte Stlihle in Betracbt. 

1m Leichtbau sind fast imIner hochfeste Stlihle erforderlich. Da diese bei 
wecbselnden Beansprucbungen aber sehr kerbempfindlich sind, miissen bier an 
die Formgebung besonders hohe Anforderungen beziiglicb Vermeidung von Kerb
stellen gestellt werden. Bei hohen Vorspannungen ist dabei vor alIem auf das 
Streckgren zenverhiiltnis zu achten. AuBer hochfesten Stahlen kommen flir den 
Leichtbau vergiitbare Aluminium- und Magnesiumlegierungen in Frage. 1m Flug
zeug- und Fahrzeugbau kommt auBerdem Holz, vor alIem Sperrholz in Betracbt. 

FUr die Massenherstellung kleiner, geringbeanspruchter verwickelter Teile 
wird sehr hiiufig SpritzguB verwendet. Fiir solche Teile sind neuerdings aucb 
KunstharzpreBstoffe recht gut geeignet, da sie bei MassenherstelIung sebr billig 
sind und wegen ibrer Korrosionsbestiindigkeit vielseitig angewandt werden 
konnen. Die Kunststoffe haben dabei noch den Vorteil, daB sie z. B. gute elek
trische Isolierstoffe darstellen. 

') Thurn, A., u. A. Erker: SchweiJ3en irn Maschinenbau, TeilI. Berlin: VDI-Vedag 1942. 
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8. Zuliissige Beanspruchung. 
Sind fiir einen Werkstoff die einzelnen Festigkeitswerte bekannt, so dad der 

Konstrukteur diese Werte seiner Berechnung nicht in voller Rohe zugrunde 
legen, er muB vielmehr wegen der Beriicksichtigung von nicht erfaBbaren Zusatz-

Zahlentafel 2. Dauerfestigkeit von Stahl und Eisen 
in Bruchteilen der Zugfestigkeit (lB' 

Nur giiltig fiir Stabe mit polierter oder geschliffener Oberflache. 
-. 

Weehseifestigkeit Ursprungsfestigkeit 
Werk-
stoff "B 

Zug-Druck I I Ver- Zug-Druck I I Verdrehung Biegung drehung Biegung 

40 0,49 bis 0,60 
I I Liegt oberhalb der Unleg. --

und 80 0,44 bis 0,54 I 0,27 FlieBgrenzen 
bis 

I 
leg. 120 0,41 bis 0,50 

I 

0,32 Stahle 1,6 bis 1,9 

160 0,38 bis 0,47 der Wechselfestigkeit 
I 

Stahl-I~ - I 0,401) I 0,261) Liegt oberhalb -------------
guB 60 - 0,301) 0,221) der FlieBgrenzen 

H./GB> 10 0,22 bis 1,4 bis 1,611,3 bis 1,611,2 bis 1,4 

Graues 0,22) 0,30 der der Wechselfestigkeit 
GuBeisen statischen 0,41) 

H./GB<10 Biege-
0,25 2) festigkeit 

Schwarzer 0,271) I 0,361) 1°,321) I 0,461) I -
I 

0,581) 
TemperguB 

Zulissige Spannungen im Stahlbau (oach DIN 10SO, Ausg. Juli 1937): 

Unter der Voraussetzung, daB die Stahlbauteile ausreichend und dauernd gegeo Root ge
schfltzt und sacbgemii8 unterbalten werden, sind die io den folgenden Tafeln angegebenen 
Spaooungen zuliissig (wegen Spaonungsermii8igung s. onten). 

Hierbei sind folgende BeiastuugsfiiUe zo onterscheiden: 
Belastungsfall I (Hauptkrifte): 

Gleir.hzeitige ungflnstige Wlrkung von stiodiger Last, 
Verkehrslast einschlie8lich Schneelast ohne Windlast. 
Zur .. Verkebrslast" zihlen auch Riemenzug u. dgl. 

Belastungsfall 2 (Haupt- nnd ZusatzkrUte): 
Gleichzeitige ungiinstigste Wirkung der nnter Belastungsfall I genannten Lasten zu-

sammen mit 
Windlast 
WannescbwaokungeD 

:::::::: Seitenkriften } die von eioem oder mehreren Kranen 0) berrilhren. 
FiIr Bautene, die, abgeseben von Ibrem Elgengewicht, durch keine Hauptkrifte (Belastungs

fall I), sondern nur durch eine der unter Belastungsfall 2 angefIlhrten Lastarten allein bean
.prueht werden, siod jedoch die in Zahlentafel 3 (S. 433) ff1r Belastungsfall I aogegebenen 
Spannungen zngrunde zu legen. 

Ma8gebend fllr die Querscbnittsermittlung 1st der Belastungsfall, der den 
gr08ten Querscboitt ergibt. 

1) Nur weoige Messungen vorbanden, so daB zwar Ibr Mittelwert, aber nicht die Grenzen 
des Streobereicbs angegeben werden kOnnen. Als Anbalt fiir die untere Grenze des Streu
bereicbs Mnnen urn 20 vH niedrigere Werte angenommen werden. 

') Gilt fiir aB < 30 kg/mm'; Hn = Brinellbarte. 
') Belastnngsannahmfln ff1r Krane s. DIN 120. 
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Zahlentafel 3. Zulassige Spannungen fUr Bauteile und Verbindungs
mittel in kg/cm2• 

I o 

Ver- I 
wenduogs-

form im I 
Werkstoff 

MaS
gebender 

Quer
schnitt Bauwerk 

azul 

a) Bauteile 
IIZ'1i:g . Ozul I 1200 114001 1600 1400 160012100 2400 I 

______ II_S_C_h_u_b __ . _._T_z_U_II _o,,--S __ 960 __ I~I~I.20~1~12:..8:..0_1~1_12:..0_I_l_2_S:,,0_I..:.lb:..S:"0_1~I\I:...2:..0_1_------ __ _ 
Niete aus 

b) Nietver- Abscheren . Taoul I 
bindungen LochIei-

buogsdruck 01 zul 2 

- - - - 2100 2400 St 44') 
Loch
quer
schnitt i 1200 1400 1600 1400 1600 - - St 34'13') 

2400 2S00 3200 2S00 3200 - - St 34 '13') -=--=--=- - 4200 4S00 I_ S_t_4_4--")'---__ I ___ _ 

e) Schrauben
verbindun
gen (ein
gepaBle 
Schrauben) 

Abscheren Tazul a,s 
LochIei-
buogsdruck 0 1 zul 2 

1120 12S0 1120 1280 - -
- - - - 16S0 1920 

2S00 3200 2S00 3200 - -
- - - - 4200 4800 

1000 1100 1000 1100 -

Schrauben aus 
St 38'13') 
St 52') 
St 38'13') 
St 52') 

SI38'13') 
St 52') 

} ~-
schnit 

Kern
quer-Zug •••• 0zzul 

schnlt i-I - - - 15001 1700 
----- ------- - ~==::::::~=;;..::::::::::=:::::::::---';::;I-----I---
Ferner Belastuogsfall 

___ 1 _________ -- ________ 1 ____ 2 _________ -1-:::-:-_:-___ 1 __ _ 

d)Schrauben- Abscheren Tazul 
verbindun- Loeblei-

1000 1100 
Schrauben aus 

St38'13') 
}

Schaft 
quer
schnit 
Kern-

gen (rohe buogsdruck 01 zul 
Sehrauben) 

Zug •.•• U .. ul 

e) Anker
schrauben 
u. Anker- II ZUg ••. 
bolzen 

. °zzul 

1600 

1000 

850 

1000 
1500 

ISOO 

1100 

850 

1100 
1700 

St38'13') 

St 3S, I 3') quer
schnil 

-- -- ---I-:A-:nk:-er-a-US-+I-----

SI00'12' ) K 
Handelsbau- ern-
stahl') und s~~:~ 
SI 37 ·12 8) Ii 

St 52') 

1) St 00'12 ist ein FluBstahi mit einer HOchstzugfestigkeit von 50 kg/mm' und muB dem 
Faltversuch mit einem Domdurchmesser D = 4 a, Biegewinkel 90·, geniigen. 1m einzelnen 
s. DIN 1612. 

I) Handelsbaustahl ist ein FluBstahi mit einer Mindestzugfestigkeit von 34 kg/mm', einer 
H<!ehstzugiestigkeit von 50 kg/mm', einer Mindestbruchdehnuog von 18 vH am laogen Normal
stab und muB dem Faltversueh mit einem Dorndurchmesser D= 2a, Biegewinkel 180·, genligen. 

8) St 37 '12 ist ein FluBstahi mit einer Mindestzugfestigkeit von 37 kg/mml, einer HOchst
zugfestigkeit von 45 kg/mm', einer Mindestbruehdehnuog von 20 vH am langen Normalstab 
und muB dem Faltversueh mit einem Domdurchmesser D=O,5a, Biegewinkel180·, genligen. 
1m einzelnen s. DIN 1612. - Bei TragteiIen aus besonders hohen Bleehen ist die Festigkeit 
des Blechwerkstoffes nachzuweisen. 

') St 52 und St 44 mUssen den .. Teehnischen Ueferbedingungen fUr Baustahl St 52 und 
Nietstabl St 44" der Deutschen Reichsbahn entspreehen und naeh diesen Bedingungen ab
genommen und gekennzeichnet werden. Diese Vorschrift kann vom Reichsbahn-Zentralamt fiir 
Rechnungswesen, Gruppe Drucksachen, bezogen werden. 

') St 34'13 ist em Flullstahl mit einer Mindestzugfestigkeit von 34 kg/mm', einer HOehst
zugfestigkeit von 42 kg/mm' und einer Mindestbruehdehnung von 25 vH am laogen Normalstab. 
Der Stahl mull sich, ohne Anrisse auf der Zugseite zu zeigen, kalt zusammenseblagen lassen, 
bis die Schenkel flaeh aneinander liegen. 1m einzelnen s. DIN 1613. 

') St 38 '13 ist ein Flullslahl mit einer Mindeslzugfestigkeit von 38 kg/mm', einer HOchst
zugfestigkeit von 45 kg/mm', einer Mindestbruchdehnuog von 20 vH am \angen Normalstab 
und muB dem Fallversuch mit einem Domdurchmesser D=0,5a, Biegewinke\IS0·, genligen. 
1m einzelnen s. DIN 1613. 

Taschenbuch fiir den Masehinenbau_ 9. Auf!. 1. 28 
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beanspruchungen um ein besti=tes MaB unter der hOchstmoglichen Beanspru
chung bleiben. Hierfiir lassen sich feste Regeln nicht aufstellen, jedoch kommt 
man im allgemeinen damit aus, wenn man bei ruhender Beanspruchung gegen 
Bruchgefahr eine Sicherheit von 1,8 bis 2,5 anni=t, d. h. die zuUissige Bean
spruchung um diesen Faktor kleiner wahlt als die Zugfestigkeit. Fiir Sicherheit 
gegen FlieBen wahlt man zweckm1iBig ein Verhaltnis von FlieBgrenze zu zulassiger 
Beanspruchung von etwa 1,2 bis 1,8. Bei wechselnder Beanspruchung dagegen 
muB wegen der Moglichkeit von zusatzlichen schadlichen Einfliissen der Sicher
heitsfaktor etwas groBer gewahlt werden. Doch ko=t man in der Regel mit 
einer Sicherheit von 2 bis 3 aus und geht nur in Ausnahmef1illen bei hochster 
Werkstoffausnutzung auf Sicherheitszahlen von 1,2 bis 2. 1m Flugzeugbau, wo 
vielfach die Werkstoffe bei abgekiirzter Lebensdauer oberhalb der Dauerfestig
keit beansprucht und daher auf Zeitfestigkeit bemessen werden, ist es iiblich, 
die zu1assigen Beanspruchungen durch die Werte uB/1,8 bzw. uo,2/1,35 nach 
oben zu begrenzen. 

Mit welchen Werten fiir die Dauerfestigkeit unter Beriicksichtigung der 
Streuungen man im allgemeinen rechnen kann, geht aus Zahlentafel 2 hervor. 
Die zulassigen Spannungen im Stahlbau nach DIN 1050 sind in den Zahlen
tafeln 3 und 4 zusa=engestellt. 

Zahlentafel 4. Zulassige Spannungen fiir Lagerteile und Gelenke 
in kg/emS. 

Bel Beanspruchung auf 

B iegung: Zug ...... 
Druck •••••• 

Dru 
Berf1hrungsdru 

ck •••.•..•.. 

ck nach den 
Formeln von Hertz • • 

/I 
Ii 
II 

I a~l I 
azul 

I a~l 
i 

Gu6eisen StablguB Vergiitungsstahl 
Ge 14'91 ') Stg 52·81 S') StC 35'61 8) 

BelastungsfaJI BelastungafaJI BelastungsfaJI 

1 I 2 t I 2 1 I 2 

450 500 1800 2000 2000 2200 
900 1000 

1000 BOO 1800 2000 ~ 2200 

5000 6000 8500 10000 9500 12000 
Bel bewegllchen Lagern, die mehr als zwei Walzen 
haben, sind dlese Werte fi1r die Walzen om 100 kg/em' 

zu ermiUligen. 

Bei Gelenkbolzen darf der Lochleibungsdruck glelcb der 1,3-fachen zuIasslgen Zug- und 
Biegespannung der zu verbindenden Teile sein. 

Spannangsermii8lgung: F1!r Teile ffiegender Bauten, die stoBwelse belastet werden oder 
Wecbselbeanspruchuugen erleiden oder starker Abnutzung ausgesetzt sind, sind die Werte der 
Zablentafeln 3 und 4 om 20 vH zu ermalligen oder die SWBe und sonstigen Einwirkungen 
durch Zuscblage zur Last und die Abniitzung durch Zuscbliige zu den recbnerischen Abmessungen 
zu beriicksichtigen. 

Wird bei einem Bauwerk alter Baustabl wieder verwendet, so m1lssen die zuIassigen Span
nungen gemiUI dem Ernaltungszustand herabgesetzt werden. 

') Ge 14 '91 ist ein GuLleisen mit einer Mindestzugfestigkelt von 14 kg/mm', einer Mindest
biegefestigkeit von 28 kg/mm' und einer Mindestdurchbiegung von 7 mID, gemessen am Biegeo 
stab von 600 mm Stfltzweite. 1m einzelnen s. DIN 1691. 

') Stg 52·81 S 1st eIn StahlguB mit einer Mindestzugfestigkeit von 52 kg/mm', e1ner Mindest
streckgrenze ven 25 kg/mm' und einer Mindestbruchdehnung d, ~ 16 vH. 1m einzelnen s. DIN 1681. 

') Vergf1tungsstabl StC 35·61 ist ein ausgeglflbter FluBstabl mit einer Mindestzugfestigkeit 
von 50 kg/mm', einer BOchstzugfestigkeit von 60 kg/mm', einer Mindestbruchdehnung von 
19 vH am langen Normalstab, einer Mindeststreckgrenze von 28 kg/mm', einem Kohlenstoff
gehalt von ","0,35 vB, einem BOchstmangangehait von 0,8 vH und einem HOchstsiliziumgehait 
ven 0,35 vB. 1m einzeJnen s. DIN 1661. 
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II. Priifung der Werkstoffe. 
1. Priifverfahren und Probenentnahme. 
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Die Werkstoffpriifung im Maschinenbau umfaBt: Messen der zul1issigen Bean
spruchungen, Uberwachen der Werkstoffgiite, Aufkliiren von im Betrieb auf
getretenen Zerstorungen. Die zulassigen Beanspruchungen der Werkstoffe konnen 
in der Regel nur aus Dauerversuchen ermittelt werden, bei denen moglichst 
weitgehend die Beanspruchungsverh1iltnisse und die Formgebung der Proben 
den praktischen Betriebsbedingungen angeglichen werden. Lediglich bei rein 
ruhenden Beanspruchungen bei Raumtemperatur kann aus der beim Zugversuch 
gemessenen Elastizitats- bzw. Streckgrenze zuverlassig auf die zulassigen Bean
spruchungen geschlossen werden. Doch ist es in der Regel nicht moglich, die 
Giite der Werkstoffe auch flir hochbeanspruchte Konstruktionsteile durch Dauer
versuche zu priifen. Man muB sich daher auf Kurzversuche beschriinken. Hier
fiir kommen bei den metallischen Werkstoffen haupts1ichlich ZerreiBversuche, 
Kerbschlagversuche und Faltversuche in Betracht. Die im ZerreiBversuch er
mittelte Streckgrenze gibt die niedrigste Beanspruchung an, bei der wesentliche 
bleibende Verformungen auftreten, die Zugfestigkeit gibt den hochsten Wider
stand an, den der Werkstoff noch dem endgiiltigen Auseinandergleiten entgegen
setzt. Erwiinscht ist bei hohen - insbesondere ruhenden - Beanspruchungen 
eine hohe Streckgrenze. Doch soli die Streckgrenze imIner noch einen abgemesse
nen Abstand von der Zugfestigkeit haben. Das Verh1iltnis Streckgrenze: 2;ug
festigkeit betr1igt bei gegliihten Stahlen etwa 0,5; es soli bei vergiiteten Stablen 
den Wert von 0,85 nicht iibersteigen. Bruchdehnung, Einschniirung und Falt
versuch geben ein MaB flir die Verformungsfabigkeit des Werkstoffes; die Kerb
zahigkeit zeigt an, ob sich der Werkstoff auch bei ungiinstigen Beanspruchungs
verhaltnissen (Kerbwirkung) noch verformen kann. Hohe Verformungsfabigkeit 
ist notwendig, damit bei einzelnen starken Uberbeanspruchungen kein Bruch, 
sondern nur Verformung eintritt. Verformungen haben meist nur eine Storung 
des Betriebes zur Folge, der Schaden laBt sich beheben. Briiche haben oft eine 
ZerstOrung einer ganzen Maschinenanlage zur Folge. Die Kerbzabigkeit l1iBt 
keinen SchluB auf die Dauerfestigkeit und Kerbempfindlichkeit bei Wechsel
beanspruchungen zu, doch ermoglicht sie besonders bei Stahl ein UrteH iiber 
den einwandfreien Zustand des Werkstoffes, so daB mittelbar die den Erfahrungen 
entsprechende Dauerfestigkeit erwartet werden kann. 

Bei hochbeanspruchten Werkstiicken ist die Gleichm1iBigkeit des Werkstoffes 
und der einwandfreie Gliih- und Vergiitungszustand durch metallographische 
Untersuchungen des Gefiiges zu erga.nzen. Die chemische Analyse ist oft un
entbehrlich, um eine Bewabrung der Werkstoffe bei der Weiterverarbeitung und 
im Dauerbetrieb voraussagen zu konnen. Dies gilt besonders fiir die Bestim
mung der H1irte- und Vergiitungstemperatur, zur Beurteilung der Durchvergiit
barkeit, SchweiBbarkeit, der Eignung zum Einsatzharten und Nitrieren, der 
Bestiindigkeit gegen chemische Angriffe und des Verhaltens bei hoheren 
Temperaturen. 

Fiir die Bewertung der Festigkeitsproben sind die Abmessungen des Schmiede
stiickes bzw. GuBstiickes und die Lage der Probe von wesentlichem EinfluB. Die 
fiir die Werkstoffe angegebenen Festigkeitswerte beziehen sich in der Regel auf 
einfache Stiicke mittlerer Querschnittsabmessungen. Bei geschmiedetem Stahl 
gelten die Werte in der Richtung der Schmiedefaser. Die Dicke der Werkstiicke 
ist von wesentlichem EinfluB. Die Wirkung des Schmiedens, Pressens oder 
Walzens kann bei groBen Abmessungen nicht bis in den Kern durchdringen, so 
daB die Festigkeitseigenschaiten nach dem Kern zu immer ungiinstiger werden; 
noch groBer ist der EinfluB der Vergiitung. Unlegierte Stable lassen sich nur bis 
zu einer Dicke von etwa 40 mm gleichmiiBig vergiiten, Chrom- und Chrom-

28* 
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molybdanstahle bis . zu etwa 60 mm Dicke, bei nickellegierten Stahlen ist die 
Durcbvergiitung wesen tlicb besser. 

Die Probe muB an den Stellen und in Ricbtung der h6chsten Beansprucbung 
entnommen werden; mit dem Lieferwerk sind die Festigkeitswerte flir die an
gegebene Probelage zu vereinbaren, Fig. 20. Bei Wellen wird in der Regel die 
Probe im Abstand von ein Viertel bis ein Sechstel des Wellendurchmessers von 
der Oberflache vorgesehen. Bei hochbeanspruchten Wellen von iiber 120 mm 
Dmr. werden oft Tangentialproben genommen (Fig.20a). Bei diesen Iiegen 
Streckgrenze und Zugfestigkeit um etwa 10 vH, Bruchdehnung und Kerbziihig
keit um etwa 33 vH niedriger als bei Langsproben. Hohlk6rper (Trommeln), die 
auf Innendruck oder Fliehkraft beansprucht sind, werden nur mit Tangential
proben gepriift, deren Werte annahernd diejenigen von Langsproben erreicben. 
Von Turbinenscheiben, deren h6chste Beanspruchung in der Nabe Jiegt, miissen 
die Proben tangential an der Nabe entnommen werden. GroBe Scbmiedestiicke, 

" b 

Fig. 20. Beispiele von Probenentoahme. "Welle mit Langs- (I) und Tangentialproben (t). 
b Turborotor mit Tangential· (t) und Radialprobeo (r) sowie Kontrollbohrung (b). c Kurbel

welle mit Langs· (I) und Querproben (q). d Rippeoroljr mit angegosseoer Flanschleiste. 

wie z. B. Turborotoren (Fig. 20b), werden ebenfalls durcb Tangentialproben ge
priift. Bei sehr hohen Beanspruchungen sind nocb Radialproben zu entnehmen, 
deren Giitewerte nacb innen zu sich verschlecbtern. Man kann annehmen, daB 
bei einem Ballendurchmesser von 900 mm Dmr. Radialproben von der Ober~ 
fliiche aus entnommen nocb etwa 90 vH der Streckgrenze und Zugfestigkeit 
und 60 vH der Dehnung und Kerbziihigkeit derjenigen von Tangentialproben 
ergeben; bei einem mittleren Abstande von etwa 150 mm von der Oberflache 
betragt die Streckgrenze und Zugfestigkeit noch etwa 80 vH, die Dehnung 50 vH 
und die Kerbziihigkeit 30 vH. Bei groBen Schmiedestiicken und Tafeln fiir Kessel· 
bleche ergeben sicb auch Unterschiede der Festigkeitswerte, je nacbdem die 
Proben aus dem FuB- oder Kopfwerkstoff. des ehemaligen Rohblockes stammen. 
In solchen Fallen werden zweckmaBig Proben von beiden Enden des Schmiede
stiickes entnommen, um Gewahr fiir eine geniigende GleicbmiiBigkeit des Werk
stiickes zu haben. Falls konstruktiv m6gJich, sieht man in groBen und scbwierigen 
Scbmiedestiicken im Kern eine KontrolIbohrung vor, um die RiBfreiheit des 
Scbmiedestiickes auch im Kern kontrollieren zu k6nnen. 

Fiir GuBstiicke sind grundsiitzJicb angegossene Proben zu entnehmen; nach 
M6gJichkeit wird an einem Flanscb eine Leiste, deren Dicke der mittleren Wand
starke des GuBstiickes entspricbt, flir die Probeentnahme vorgesehen, Fig.20d. 
Bei kleineren Stiicken in Massenfertigung, bei denen nicht jedes Stiick gepriift 
werden muB, werden keine Proben vorgesehen, sondern ein vereinbarter Hundert
satz wird zur Probeentnahme zerschnitten. N6tigenfalls k6nnen die Stiicke 
durch Hartepriifungen auf GleichmiiBigkeit der Lieferungen untersucht werden. 

Eioe wertvolle Ergaozung der Festigkeitsprillung ist in vieleo Falleo mOglich durch eine 
Prtiluog des tertigen Maschinenteiles. Hohlkorper werden einer Wasserdruck· bzw. Gasdruck
probe unterworlen. Aul Fliehkraft beanspruchte Wellen und Scheiben von Turbinen, Zeotri· 
lugen werden mit der 1,2· bis l,25·tachen, bei Wasserturbioeo 1,S·tachen Betriebsdrehzahl 
geschleudert. 
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2. Zugversuch. 
Wird ein Stab aus einem zahen Werkstoff, z. B. weichem Stahl, ziigig bean

sprucht, so wird er mit steigender Belastung gedehnt (so S.345). Zunaehst sind 
die Dehnungen elastisch, d. h. nach Entlastung geht der Stab auf seine urspriing
liehe Lange zurlick. Bei hdherer Beanspruchung treten auBer elastischen Ver
formungen bleibende Verformungen ein. Berechnet man die Last auf die Ein· 
heit des Querschnittes, so erhalt man die Spannungen, deren Werte in folgenden 
Fallen iiir den Werkstoff kennzeichnend sind (nach DIN 1602). 

Die Elastizitatsgrenze ist die Spannung, unterhalb der die plastischen Form
anderungen sehr klein bleiben, so daB sie eben noch meBbar sind. Naeh Ver
einbarung gelten als Elastizitatsgrenze die Spannungen, bei denen die bleibende 
Dehnung 0,003 vH bzw. 0,01 vH der urspriingliehen MeBlange to nieht liber
schreitet. Es soli daher stets gekennzeichnet werden, bei welcher bleibenden 
Verformung die Elastizitatsgrenze besti=t wurde, z. B. 170•01 , 

Die Proportionalitatsgrenze ist die Spannung, bis zu der zwischen Spannung 
und gesamter Formanderung praktisch noch Proportionalitat herrseht. Sie wird 

..-------,/? 

flIIInlHl9 

Fig. 21. Zerreillschaubild (Span
nungs-Dehnungsdiagramm) von 

weichem Flullstahl. 

a ct:==========D 
b O::==h~"'=========U 

c(] -•. ;:.;". _ .. ::::U 

d Q • . & oS "' 

Fig. 22. Zerreillen eines Stabes aus weichem Flullstahl. a Nicht 
beansprucht. b Die Fliellgrenze ist soeben erreicht, die ersten 
Flietllinien treten am Obergang zum konischen Stabende 
auf. c Nach Oberschreiten der Fliellgrenze, Flielliinien tiber 
die ganze Stabliinge. d Die Hochstlast ist sooben erreicht, 
die Einschniirung beginnt. e Der Stab ist zerrissen, Ein-

schniirung in der Bruchstelle. 

in der Werkstoffpriifung selten angewendet. Bis zu dieser Spannung gilt das 
Hookesche Gesetz, s. S.346. 

Dehnzahl IX und Elastizitiitsmodul (Debnsteife) E konnen z. B. mit dem 
SpiegelfeinmeBgerat von Martens (so DIN DVM A 107) gemessen werden. Nicht 
aile Werkstoffe gehorchen dem Hookescben Gesetz. So nehmen bei GuBeisen 
die Formanderungen starker, bei Leder in geringerem MaBe zu als die Spannungen. 

Die FlieilgrenzeazF ist die Spallllung, bei der trotz zUllehmellder Forrniillde
rung die Kraftanzeige der Prlifmaschille erstmalig unveralldert bleibt oder zuriick
geht, Fig.21. Sie ist nur bei Benutzung von starren Prlifmasehinen scharf ausgepriigt. 
1st die FlieBgrenze im Last-Verformllngs-Sehaubild nieht zu erkennen, so wird die 
Spannung, bei der die bleibende Dehnung 0,2 vH der urspriinglichen MeBlange to 
betriigt, an Stelle der FlieBgrenze bestimmt und als 0,2-Dehngrenze bezeiehnet. 
Beim FlieBen blattert die Walzhaut ab und bei polierten Probestaben entstehen 
FlieBfiguren (L iiderssche Linien), die meist unter 45 0 zur Stabachse {Fig. 22) 
verlaufen. 

Die Zugfestigkeit atB wird aus der von der Probe ertragenen hi:ichsten Be
lastung Pm ... (Punkt B in Fig. 21) und ihrem urspriinglichen Quersehnitt Fo 
berechnet. 

Bis kurz vor dem Erreiehen der Hochstlast B hat der Querschnitt des ganzen 
Stabes iiberall gleichmiillig abgenommen. Nunmehr beginnt der Stab sich ortlich 



438 Werkstoffkunde. 

(nach Fig. 22d) einzuschniiren. Infolgedessen nimmt die Belastung und dem
nach auch die auf den urspriinglichen Querschnitt bezogene Spannung ab, willi

Oehnvnu e --
FIg. 23. Spannungs-Dehnungs
Schaubnder verschiedener Werk-

stoffe. 

II Stahl h6herer Festfgkelt. Die 
Streckgrenze ist nicht ausgepragt, 
bestimmt wird die 0,2 Dehngrenze; 
6 Welchstabl. Obere und untere 
Streckgrenze 1st ausgepragt; 
G GuBelsen, Schaubnd eines spro
den Werkstoffes ohne wesentliche 
plastlsche Verformungen; dWeleh
gegIllhtes Kupfer. Kelne ausge
pragte Streckgrenze wie bei allen 

Niehteisenmetallen. 

rend die auf den tatsiichlichen Querschnitt be
zogene wahre Spannung immer weiter ansteigt. 
Bei Z bricht der Stab nach starker Einschniirung 
auseinander. Die auf den Bruchquerschnitt be
zogene Spannung im Augenblick des ZerreiBens 
wird als ReiJ3festigkeit bezeichnet. 

Die Bruchdehnung c5 ist die beim ZerreiJ3-
versuch entstandene mittlere Verliingerupg Lli 
der MeBliinge, bezogen auf die urspriingliche 
MeBliinge 10: 

c5 = 100Ll11lo vH. 
Die Einschniirung 'P ist die Querschnittsvermin
derung LlF an der Bruchstelle, bezogen auf den 
urspriinglichen Querschnitt Fo: 

'P = 100LlF/Fo vH. 
Verschiedene Werkstoffe ergeben verschie

dene Spannungs-Dehnungs-Linien. Fig. 23 zeigt 
einige kennzeichnende Beispiele. 

Der Probestabquerschnitt beim ZerreiBver
such kann kreisformig, quadratisrh, rechteckig 
(Seitenverhai tnis in der Regel kleiner als 1 : 4, 
ausgenommen Feinbleche), in Ausnahmefiillen 
auch anders geformt sein, z. B. Rohre, Tur
binenschaufelprofile. Da die Bruchdehnung 
dui-ch die Einschniirung wesentlich beeinfluBt 

wird, ist sie von der MeBliinge abhiingig. Letztere ist daher genormt (Zahlen
tafeI5). Die Normaistiibe werd~n wegen ihrer groBen Abmessungen kaum ver
wandt. Bevorzugt werden kurze Proportionaistiibe von 10 oder 12 mm Dmr. 

Zahlentafel 5. Probeabmessungen fiir ZerreiBversuche (DIN 1605). 

Abroessungeo 10 mm Quer- Zeiehen 

Nr. Zu unterscheldeo sind fol-
Versuchs-\ 

schnitt fllrdie 
geode Probestabformen lange I. MeI3Iange I \ Dorch- F Bruch-

(mindest) roesser ' ) mm' dehnuog 

1 Langer N orma1stab • • 10d = 200 } 20 314 } " .. 
2 Kurzer Nonualstab • • 5d=100 d, 

3 Langer Proportionalstab l+d tOd-H,3' Y~ } beliebig beliebi~ } 
cI .. 

4 Kurzer Proportionalstab 5d-5,65,YFI dl 

5 Laogstab. : I} beliebig beliebig } "I" 
6 Kurzstab ••••••• I I clk I 

Normung: 
Zugversueh '. • • , • • • • • • • • • • • • • • •. • DIN 1605 BI. 1 u. 2 

DIN DVM A H19 (Voroorm) 
Streckgreoze bel Mhereo Temperatureo, Kurzversuche • DIN DVM A 112 (Voroorm) 
Zugversueh an diionen Blechen • • • • • , • • • • • • • DIN DVM A H4 (Voroorm) 
Meehan. Prflfuog von Schwe!.BverbinduDgen, Zugversuch. . DIN DVM A 120 (Voroorm) 
Riehtlioieo fllr die Herstellung von Probestaben fUr die Zug-

versuche .•••••••••••••••••••. DIN DVM A 125 (Vomorm) 
Prllfung von Holz, Zugversueh ••••.•.•.•.•. DIN DVM 2188 
Prllfung von Gummi, Bestimmung der Zugfestigkeit uod 

Bruehdehnung von Weichgunlmi durch den Zugversuch. DIN DVM 3504 
Dauerstaodfestigkeit von Stahl bel hohen Temperatureo. • DIN DVM A u 7 u. u8 

(Voroorm) 

') Bei aoderen als kreisfOrmigen Querschnitteo gilt der Durchtoesser des dem Stabquer
schnitt f1aehengleicheo Kreises. Der tJbergaog zum Stabkopf, dessen Form sich im eiozelnen 
nach der Baum der Zerrei8maschlne riehtet, dar( nieht scharf abgesetzt seIn. 
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3. Druckversuch. 
Der Druckversuch wird bei Werkstoffen angewandt, die praktisch nur auf 

Druck beansprucht werden (Lagermetalle, sprode Korper wie GuBeisen, Steine, 
Beton usw.). Die auBe
ren EinflUsse der Ver
suchsanordnung sind 
nicht so gut auszu
schalten wie beim Zug
versucb. 

Die Druckbean-

J 
I ' \ 

spruchung -a bewirkt 
eine Verkiirzung (Stau
chung) -8 der Proben
lange 10 um .d I 

( -8 = -.d 1/10) 
Fig. 24. Druckversuch, Bildung der Druckkegel. 

und eine VergroBerung des Durchmessers (Querdehnung 89 - -8/m; vgI. S.346). 
An Stelle der FIieBgrenze tritt die Quetschgrenze adP' bei der der Stoff 

unter Bildung von Druckkegeln nach Fig. 24 seitwarts abzuschieben beginnt. 
Eine h6chste Druckbelastung 
adB laBt sich nur bei sprooen 
Werkstoffen feststellen, da ein 
zaber Probekorper ohne Zer
storung zusammengequetscbt 
werden kann. 

Das ElastizitatsmaB 
E = a/8 hat bei Giiltigkeit 

,~ 
~'" I _------- I 

" I ~ " I cO I 

des Hookeschen Gesetzes t-"':';"'-"1="--~'--==='-----L-~·+l'% 
dieselbe GroBe wie beim Zug
versuch. Daher verlauft die 
Kurve in Fig.25 geradlinig 
durch den Nullpunkt. Die 
Druckfestigkeit hangt stark 
von der Probenform abo Sie 
ist flir einen Probekorper mit 
kreisformigem Querschnitt 

Fig. 25. Spannungs-Dehnungs-Schaubild fllr Zug- und 
Druckversuch. 

groBer als fiir einen solchen mit quadratischem Querschnitt. Die Druckfestig
keit vermindert sich mit zunehmender Probenhohe. GewohnIich werden Wiirfel 
(nichtmetalIische Baustoffe) oder Zylinder (Metalle), deren Hohe gleich dem 
Durchmesser ist (fiir Feinmessungen auch gleich dem 2,5- bis 3fachen des 
Durchmessers), verwendet. 

Normung: 
Druckversuch an Metallen . • • • • • • • • • • • • • . . 
Bestimmungen fllr Steifeprilfungen und fllr Druckversuche an 

WIlrfe1n bei Ausfilhrung von Bauwerken aus Beton und 
Eisenbeton • • . . . • • • . • • • • • • • • • 

Pr(1fung von Holz, Druckversuche •..•••.•.•. 
Prilfverfahren fllr natllrliche Gesteine, Druckfestigkeit. • . 

4. Biegeversuch. 

DIN DVM A 106 (Vomorm) 

DIN 1048 
DIN DVM 2185 
DIN DVM 2105. 

Angewandt bei GuBeisen, SchweiBverbindungen, Beton, klinstIichen und 
natiirlichen Steinen, Holz, seltener bei Stahl. 

Der Biegeversuch wird meist so ausgefiihrt, daB der Probestab beiderseits 
auf Rollen frei aufgelagert und in der Mitte belastet wird. Zabe Werkstoffe 
konnen durch die gewohnIicbe Biegeprobe nicht zu Bruch gebracht werden, es 
kann dann nur die BiegefIicBgrenze (entsprechend der Quetschgrenze beim 
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Druckversuch) bestimmt werden. Bei GuJ3eisen werden Probestiibe von 30 mm 
Dmr. bei 600 mm Auflagerentfemung gepriift. Bei Holz betriigt die Auflagerent
femung etwa das 10- bis 15fache der Probenhohe. 

Die Biegefestigkeit wird nach den Formeln der Festigkeitslehre (s. S.359) 
berechnet. 

5. Hiirtepriifung. 
Angewandt bei Metallen und Holz. Es werden Verformungen bzw. Ver

formungswiderstiinde bestimmt. 
a) Hiirtepriifung naeh Brinell. Eine gehiirtete Stahlkugel wird in das 

zu untersuchende Material mit bestimmter Belastung gedriickt. Aus der Be
iastung P der Kugel und der Oberfliiche Fo der in den Werkstoff gedriickten 
Kalotte wird die Hiirtezahl H = P/Fo berechnet. 

Bedeuten: D Kugeldurchmesser in mm, 
P Belastung der Kngel in kg, 
d Durchmesser der Eindruckflache F .. 

so errechnet sich die Brinellhiirte H in kgfmm' aus der Formel 

H = _2_P---=== 
". D· (D -l'D'- d')' 

Zahlentafel 6. Belastungen und Kugeidurchmesser fiir den Kugel
druckversuch nach Brinell (DIN 1605). 

Kugel- Belastung P in kg 
durchmesser D 

mm 30D' 10D' SD' 2,SD' 

10 3000 1000 500 250 
5 750 250 125 62,5 
2,5 187.5 62,5 31,2 15,6 

Bei Kohlenstoffstiihlen ist die Zugfestigkeit 0B = 0,36 • H, bei legieden 
Stiihlen 0B = 0,34' H. Bei Nichteisenmetallen kann aus der Hiirte nicht un
mittelbar auf die Fe~tigkeit geschlnssen werden. 

b) Hiirtepriifung naeh Rockwell (DIN Vomorm 50103). Als Eindring
korper wird bei harten Werkstoffen ein Diamantkegel mit 120 0 Spitzenwinkel, 
bei mittelharten und weichen Werkstoffen eine gehiirtete Stahlkugel von Ih6" 
Dmr. benutzt und aus der Eindringtiefe die Rockwellliiirte abgeleitet. Der Ein
dringkorper wird zuniichst mit einer Vorlast von 10 kg in die Oberfliiche des 
Priifstiickes eingedriickt. Die dabei erreichte Eindringtiefe stellt den Ausgangs
wert fiir die Tiefenmessung dar. Hierauf wird die Belastung um 140 kg auf ins
gesamt 150 kg (Kegel) bzw. um 90 kg auf insgesamt 100 kg (Kugel) gesteigert 
und wieder auf den Wert der Vorlast entlastet. Die bleibende Eindringtiefe wird 
gemessen und die entsprechende Rockwell-C-Hiirte (Kegel) bzw. Rockwell-B
Hiirte (Kugel) an der Skala des Geriites unmittelbar abgelesen. 

e) Hiirtepriifung naeh Vickers (DIN Vomorm DVM 133). Eine Diamant
pyramide von 136 0 Fliichenwinkel wird mit einer beliebigen Last, z. B. 50 kg 
oder 120 kg bei sehr harten Stiihlen, 10 kg bei eingesetzten Stiiblen, 0,5 kg bei 
nitrierten Stiiblen und diinnen Blechen in die Werkstoffoberflache eingedriickt. 
Die Eindruckoberflache wird aus ihren gemessenen Diagonalen bestimmt. Die 
Hiirtezahl errechnet sich wie bei der Brineilliiirte HV = P/Fo' Die Vickers
hiirte ist unabhiingig von der Belastung, die Regelbelastungen betragen 10, 30 
und 60 kg. 

Die Hiirtepriifung nach Vickers ist wegen der MOglichkeit geringer Belastung und der 
genauen AusmeBharkeit der Eindriicke besonders geeignet ffir dtlnne Hiirteschichten (Einsatz
hiirtung, Nitrierhiirtung) und ffir dOnne Bleche. Da das PrillstOck nicht unbedingt genau auf 
der UnterIage aufsitzen muB, ist die PrOfung nach Vickers der Prillung mit VorIast (Rockwell) 
Oberlegen. Die Vickers-Harte stimmt bis H = 300 praktisch mit der Brinellhiirte Oberein. 
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d) Riickprallhiirtepriifung mit Skleroskop nach Shore oder mit Duroskop. 
Es fant ein kleines Hammerchen auf die Oberflaehe des Priifkorpers. Je harter 
der Werkstoff, um so hoher prallt der Hammer zuriiek. Die Riickprallhohe ist 
ein MaB fiir die Harte. 

e) Hiirtepriifung nach Poldi. Eine Stahlkugel wird gieichzeitig entweder 
im Schraubstock oder mittels Hammerschlag in das Priifstiick und in eine Ver
gieichsplatte eingedriickt. Die beiden Ein
druckdurchmesser werden gemessen und 
hieraus aus einer Umrechnungstafel die 
Brinellharte ermi ttel t. 

Ober die Beziehungen zwischen den 
verschiedenen Hartepriifverfahren und Zug
festigkeit bei Stahl s. Fig. 26. 

6. Kerbschlagversuch. 
Einseitig gekerbte Probestabe (Fig. 27) 

werden auf einer Schabotte beiderseits frei 
aufgelagert und mit einem Pendelhammer 
durchgesehlagen. Aus der Fallhohe h1 des 
Hammers, seinem Gewicht G und der 
SteighOhe h2 des Hammers nach dem 
Zerschlagen der Probe wird die ver
brauchte Schlagarbeit A = G(h1 - "s) er
mittelt. Ais Kerbzahigkeit wird die auf die 

I: RocIrwell;B"Hiirle III 

o l(} '10 6'fl IJO 10/ 
Rockwell- om Riic/rsprung-(J'hore-)Hiirle 
o~_~=rv~~~~rv--~~~~~~r~~~r 

Viclrershiirle 

Fig. 26. Beziehung zwischen Rockwell-, 
angekerbte Quersehnittsfliiehe F des Probe- Vickers-, Shore- und Brine11hiirte bei 
stabes bezogene Schlagarbeit A angegeben. Stahl. 

Kerbzahigkeit ak = AjF in mkgjems. 
Der Kerbsehlagversuch ergibt zwar keine ziffemmaBigen Werte die in die 

Festigkeitsrechnung eingesetzt werden konnen. Trotzdem ist er ein sehr wert
voller Versuch, um die 
Eignung metallischer Werk
stoffe, besonders des Stahles, 
fiir hochbeanspruchte Ma
sehinenteile festzustellen. 
Wie in Abschnitt I erklart, 
treten in Konstruktionen 
nieht einachsige, sondem 
infolge der Kerbwirkung 
meist mehrachsige Span
nungsznstiinde ein. I-Iier
dureh wird das Formiinde
rungsvermogen des Werk
stoffes behindert. Ein Stahl, 
der beim Zugversueh hohe 
Bruehdehnung zeigt und 
somit als ziih erscheint, kann 
infolge der Kerbwirkung 
sprode brechen. Beim Kerb

C_-Prooo 6= (Int. Verb. filr 
Mat.-PrIlf. d. 

Techn.) 80 

DVM-Probe ~"fm 
(DIN DVM A 115) : ~ 

ISA-Probe ~~ 
(DIN DVMA1t5) : Ll:I 

Fig. 27. Abmessungen von Kerbschlagproben. 

schlagversuch wird festgestellt, ob trotz Kerbwirkung der Werkstoff sich 
noch plastiseh verformen kann. Dies ist notwendig, damit bei einer Ober
beanspruchung ein Konstruktionsteil Dicht plOtzlich bricht, sondem die 
Oberbeanspruehung durch Formanderung aufgenommen werden kann. Die 
weitere Bedeutung des Kerbschlagversuches liegt darin, daB er oft der einzige 
Versueh ist, urn den richtigen Gliihzustand des Stahles und seine Neigung zur 
Alterung (s. S.446 u. 453) nachzuweisen. Schlecht vorbehandelte Stiihle er
weisen sich bei der Kerbschlagpriifung bei Raurntemperatur sprode. Je ziiher 
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das Geftige ist, bei um so tieferen Temperaturen erst tritt diese Kaltspriidigkeit 
ein (Fig.28). Die Alterungsbestiindigkeit von Stahl wird durch vergleichende Kerb
schlagversuche im guten Gliihzustand und nach Kaltverformung (Reeken oder 
Stauchen der Probe um 8 bis 12 vH) und Anlassen bei 250 bis 300' C nach
gewiesen. 

Fiir die Prtifung von geschmiedetem Stahl wird in der Regel die DVM-Probe, 
ftir hochziihe Stiihle die ISA-Probe, fiir StahlguB und Kesselbleche neben der 
1Z DVM-Probe auch die VGB-Probe verwandt. Die Er-

110 
f 
.~ 8 

gebnisse von Proben verschiedener Abmessungen lassen 
sich nicht ohne weiteres vergleichen. GroBe Proben 
(Charpy- und VGB-Probe) ergeben bei hochziihen 
Werkstoffen hiihere Kerbziihigkeitswerte (bis 
40 mkg/cm2) als die DVM- bzw. ISA-Probe (hOchstens 
15 bis 20 mkg/cm2). Bei mittleren Kerbziihigkeits
werten (6 bis to mkg/cm2) ergibt die DVM-Probe 
wegen des kleineren Kerbdurchmessers in der Regel 
um die Hiilfte bis ein Drittel kleinere Werte als die 
VGB-Probe und ungefiihr gleiche Werte wie die Charpy
Probe. Bei niedriger Kerbziihigkeit «4 mkg/cmB) 

ergibt die DVM-Probe ebenfalls niedrigere Werte als 
die VGB-Probe, aber meist hiihere Werte als die Charpy
Probe. Bei Neigung zu Spriidigkeit infolge mangel
haften Gliihzustandes ergibt die Charpy- Probe eher 
niedrige Kerbziihigkeitswerte als die VGB-Probe, da 
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Fig. 28. Abhllngigkeit der 
Kerbdhigkelt des Stahles 
von derTemperatorbei ver
schiedenen Gliihzustanden. 

letztere sich wegen des giinstigeren Verhiiltnisses von Hiihe: Breite noch besser 
verformen kann. 

Die ISA-Probe neigt wegen ihres niedrigen Verhiiltnisses Hiihe: Breite eher 
zu spriidem Bruch als die DVM-Probe. Bei gutem Gliih- bzw. Vergiitungszustand 
sind die Werte, die mit der DVM-Probe und ISA-Probe erreicht werden, nahezu 
gleich. 

7. Dauerversuche. 
Die Dauerfestigkeit eines Werkstoffes kann zuverHissig im allgemeinen nur 

durch wirkliche Dauerversuche ermittelt werden. Bei wechselnder Beanspruchung 
geschieht dies mit Hilfe der Wiihlerkurve (s. S. 350), die bei Stiihlen meist bis 
zu einer Grenzlastspielzahl von 10 Millionen, bei Leichtmetall zweckmaBig von 
50 Millionen, aufgeno=en wird. 

Dauerversuche mit glatten poJierten Probestaben lassen sich jedoch nicht 
unmittelbar als Berechnungsgrundlage fiir die Konstruktion verwerten, da Kerb
wirkung und Oberfliichenzustand (s. S. 428) von starkem EinfluB auf die Dauer
festigkeit sind. Durch Versuche an Modellkiirpem, die den Konstruktionsele
men ten miigJichst weitgehend nachgebildet sind, erhiilt man jedoch zuveriiissige 
Werte tiber die Kerbwirkungszahl Pk (s. S. 427). In immer hiiufigeren Fallen 
geht man heute sogar dazu tiber, die Dauerhaltbarkeit eines fertigen Bauteiles 
unmittelbar versuchsmaBig zu besti=en. 

Bei ruhender Dauerbeanspruchung werden Dauerstandversuche durchgefiihrt. 
Sie sind wichtig, um die Neigung der Metalle zum Kriechen festzustellen. Bei 
verschiedenen ruhenden Belastungen werden Zeit-Dehnungs-Schaubilder auf
genommen. Besti=t wird diejenige Beanspruchung als Dauerstandfestigkeit, 
bei der die in langen Zeitriiumen zu erwartenden plastischen Formiinderungen 
noch keine Bruchgefahr darstellen. 

Nach DIN Vomorm A 117 und A 118 wird in einem Abktirzungsverfahren 
als Dauerstandfestigkeit die Beanspruchung ermittelt, die einer Dehngeschwindig
keit von 10' to- 4 vH je Stunde in der 25. bis 35. Versuchsstunde entspricht. 
AuBerdem darf die bleibende Dehnung nach 45 Stunden 0,2 vH nicht tiber
schreiten. 
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Diese Dauerstandfestigkeit stellt jedoch nur einen Naherungswert dar. Nach 

neueren Forschungsergebnissen treten bei vielen Werkstoffen Briiche auch bei 
Belastungen auf, die noch miterhalb dieser Dauerstandfestigkeit liegen. So 
wurden bei Schraubenverbindungen Dauerstandbriiche beobachtet, bei denen 
die Beanspruchung im Gewinde nur etwa 2/3 der Dauerstandfestigkeit nach 
DIN DVM A 117/118 betrug. Zur Beurteilung der wahren Dauerstandfestigkeit 
miissen deshalb Langzeitversuche mit glatten und gegebenenfalls gekerbten 
Proben durchgefiihrt werden. 

8. Technologische Versuche. 
Hierbei wird meist nur die Formiinderungsfabigkeit bei Raumtemperatur 

oder Schmiedetemperatur untersucht, ohne daB Kraft- oder Arbeitsmessungen 
durchgefiihrt werden. Der FaItversuch (DIN 1605, Blatt 4) dient zum Nach
weis der Biegbarkeit (Zabigkeit) des Werkstoffes bei Raumtemperatur. Je nach 
der Zabigkeit des Werkstoffes werden Domdurchmesser und Biegewinkel oder 
Biegeradius vorgeschrieben, die die Probe beim Falten aushalten muB, ohne 
auf der Zugseite anzureiBen. (FluBstabl s. DIN 1612, 1613, 1621; Messing, 
Bronze s. DIN 1774, 1778, 1779.) Zum Nachweis der Warmbearbeitbarkeit dient 
der Rotbruchversuch, der ahnlich wie der Faltversuch, jedoch im rotwarmen 
Zustand durchgefiihrt wird. 

Die SchweiBbarkeit im Feuer wird gepriift, indem Probestabe nach dem 
iiblichen Werkstattverfahren iiberlappt zusammengeschweiBt werden. Ebenso 
miissen Gasschmelz- und Lichtbogenschwei/3\mgen (DIN 4300) sowie SchweiB
drabte (DIN 1913) auf ihre Giite nachgepriift werden. Neben der Festigkeit 
und Verformbarkeit der SchweiBproben ist bei SchweiBungen von Stablen iiber 
50 kg/mmi Festigkeit die Priifung auf SchrumpfriBunempfindlichkeit erforderlich. 

Die Hin- und Herbiegeprobe wird bei Drabten und diinnen Blechen 
ausgefiihrt. Die Probe wird zwischen Klemmbacken gespannt und nach beiden 
Seiten um einen Halbmesser gebogen, der gewohnlich etwa die 2- bis 3 fache 
Probendicke betragt. Gemessen wird die Zabl der Hin- und Herbiegungen bis 
zum Bruch. Bleche, die durch Ziehen oder Driicken starken Verformungen 
unterworfen werden sollen, werden der Tiefziehprobe (DIN DVM A 101) 
unterworfen. Beim Erichsen-Tiefziehapparat wird ein abgerundeter StoBel in 
die zwischen Matrize und Faltenhalter liegende Blechprobe eingedriickt. Ge
messen wird die Tiefe der Ausbuchtung bis zum ersten AnriB. 

Nieten werden durch KaItstauchproben und Warmstauchproben auf 
den Grad ihrer Verformbarkeit untersucht. An Rohren wird die Aufweitprobe 
mit einem kegeiigen Dom, sowie die Bordelprobe durchgefiihrt. Innere Span
nungen werden durch die Aufsageprobe (Kiaffen oder Zuziehen des Sage
schnittes) nachgewiesen. 

9. Chemische Priifungen und Gefiigeuntersuchungen. 
Filr die BeurteiJung der Werkstoffeigenschaften 1st In der Regel die Kenntnis der chemischen 

Zusammensetzung notwendig. Bei den metallischen Werkstoffen milssen die absichtlich zu
gesetzten Legierungselemente und die heim HerstellungsprozeB sich ergebenden schadlichen 
Bestandteile nachgeprilft werden. 

Zur Sichtbarmachung des Gefilges werden Metallproben geschliffen und angeiitzt. Einfache 
Prflfverfabren fUr Stahl: 

Nachweis von Seigerungen, SehweiBstellen in weichem Stahl nach Heyn: 10 g Kupfer
ammoniumchlorid in 120 em' Wa.o;ser IOsen; Atzdauer 1 his 3 min. 

Nachweis von Seigerungen in harteren Stahlen nach Oberhoffer: Atzllisung 500 em' 
Alkohol, 500 em' Wasser, 50 em' konz. SaJzsiiure, 30 g Eisenchlorid, 1 g Kupferchlorid und 
0,5 g Zinnchloriir. Atzdauer 5 sek bis 2 min. 

Nachweis von Schwefelseigerungen nach Baumann: Bromsilberpapier wird mit Sproz. 
Schwefelsaure getrankt und auf die Sehliffliiche gedrUckt. Einwirkungsdauer 1 bis 2 min. 
Nach Abziehen des Papieres dasselbe fixieren und wiisseru. 

Tiefatzungen zum Nachweis von Rissen, Seigerungslinien, SehlackenzeiJen, Poren: SOproz. 
Salzsiiure auf 80° C erwarmen, 10 bis 30 min einwirken lassen. 

Um das Feingeflige sichtbar zu machen, milssen die Proben pollert werden. (G oeren s: 
EinfJ1brung in die Metallographie.) 
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Niebtmetallische EInschJf1sse, RIsse sowle die Verteihmg des Grapblts werden dann unter 
dem Mikroskop sichtbar. Zur UntersuchulI8 der Kristallstruktur werden die Schhffe angeitzt. 
Einige typlsebe GeftlgebUder von unlegierten StAblen und GuBeisen zeigen Fig. 29 bls 36. 

Fig. 29. Reines Eisen (Ferrit). Fig. 30. Mittelharter Stahl (0,4 % C) gegluht (weiB Ferrlt, 
dunkel Pertit). Fig. 31. Mittelharter Stahl (0,4 % C) vergiitet (gleichmiiBiges sorbitlsches Ge· 
fuge). Fig. 32. Austenitlscher Stahl. Fig. 33. StahlguB ull8egliiht (Widmaunst4ttensche 
Struktur,. Bild 34. StahlguB (wie Fig. 33) gegliiht (weill Ferrit, dunkel Perlit). Fig. 35. 
GuBeisen (Ferritisches Grundgefilge mit grobem Graphit). Fig. 36. Hochwertiges GuBeisen 
(PerlitguB; Perlitiscbes Grundgefilge mit feinem Graphit). 

to. Zerstilrungslrele Priilverlahren. 
Risse, Lunker und Gasblasen in Schmiede· oder GuBstftcken kOnnen mittels ROntgenstrahlen. 

durcbleuchtung nachgewiesen werdell. Die nOl.h erkennbare FeblergrOBe betriigt bel ROntgen· 
strahlen bis zu 60 Dl1II Wanddlcke etwa 1,5 vH der Wanddlcke. 

FOr grOBere Wanddlcken wendet man y·StrahleD (Mesothorium·J>r.iparate) an. Ihre Durch· 
dringungsfiihigkeit ist weseDtlieb grOBer. die HandhabulI8 sehr einfach. Ole Feblererkennbar· 
keit betragi bei tOO Dl1II Dicke des Stables etwa 4 vH. 

Ein weiteres Anwendungsgebiet der ROntgenstrahlen 1st die Messung von Elgenspaunuogen 
in Werksti1cken. Da den durch die Spaun'JDg bedlngten elastischen Debnungen auch Verande· 
rungen des Atomabstandes entsprechen, lassen sieb innere Spaunungen mit einer Genauigkeit 
von ±2 kg/Dl1Il" rOntgenographisch messen. 

Feine Risse, Schlackenzeilen, PoreD nahe der Oberflache von Werkstftcken lassen sieb 
deutlich mit dem Maguetpulververfahren naebweisen. Das zu untersuchende Werksti1ck wird 
maguetisiert und mit Metallol (Petroleum mit einer Aufscbliimmung von Carbonyleisenpulver 
oder Eisenoxyduloxydpulver) ilherspillt. wodurch die Feblstellen sichtbar werden. Die Magueti· 
sierull8 der Werkstilcke kaun durch Gleichstromelektromagnet, Wechselstromdurchflutung, 
Wechselstromfremderregung oder StoBmagnetisierung mit Gleichstrom erfolgen. RIsse werden 
nur sichtbar, wenn sie im Winkel zum magnetiscben KraltlinienfluB liegen. 

III. Die Werkstoffe, ihre Eigenschaften uod Verwenduog. 
A. Stahl und Eisen. 

t. Die technlschen Eisensorten. 
Die technischen Eisensorten sind Legierungen des Eisens mit einer Reihe 

anderer Elemente. Kohlenstoff, Mangan, Siliziwn, Phosphor, Schwefel, Arsen, 
Kupfer, Sauerstoff sind bereits im Roheisen oder sogar schon in den Eisenerzen 
enthalten und lassen sich beim Frischen und Umschmelzen des Eisens nicht 
vallig beseitigen. Zur Erlangung bestimmter Eigenschaften werden hiervon 
Kohlenstoff, Silizium, Mangan und Kupfer absichtlich zulegiert. Hochwertigen 
Stahlen nnd Gulleisen wird aullerdem Chrom, Nickel, Molybdiin, Wolfram, 
Vanadium, Kobalt, Aluminium, Titan nnd Tantal zulegiert. 

Das wichtigste Legierungselement ist Kohlenstoff. Bis 1,7 vH C·Gehalt ist 
das Eisen schmied bar, oberhalb nur giellbar. Schmiedbares Eisen wird als 
Stahl bezeichnet, nur gieBbares als Roheisen. Durch Umschmelzen des Roh· 
eisens unter Mitverwendung von GuBbruch und Schmelzzusatzen erhalt man 

GuBeisen. Eine Untergrnppe des GuBeisens ist 
der TemperguB, im Rohgull ein weiBes sprades 
GuBeisen, bei dem durch nachtragliches liingeres 
Gliihen das Eisenkarbid in Eisen und Temper· 
kohle zerlegt wird, wodurch es dehnbar nnd leicht 
bearbeitbar wird. 

2. Mechanlsche und thermlsche Behandlung 
der Stihle. 

Fig. 37. Gliih· und Hartetem· 
peraturen filr Stahl. 

FUr die Warmebehandlung des Stahles ist das 
Eisen·Kohlenstoff·Schaubild maBgebend (Fig. 37). 
Oberhalb GSE befindet sich der Stahl im Zustande 

der festen Lasung (Austenit). Beim AbkUhlen scheiden sich liingsGS reine Eisen· 
kristalle (Ferritl, liings SE Eisenkarbid (Sekundar·Zementit) aus. 1m Punkte 5 
scheiden sich bei einem C·Gehalt von 0,89 vH Sekundarzementit und Ferrit 



Fig. 29. x 200 Fig. 30. x 200 

Fig. 31. x 400 

Fig. 33. x 100 Fig. 34. x 100 

Fig. 35. x 100 Fig. 36. x 200 

Taschenbuch fiir den Maschinenbau . 9. Aufl. 1. 
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gleichmiiBig abo Das GefUge zeigt gleichmiiBige Streifen von Eisen und Eisenkar
bid und wird als Perlit bezeichnet. Unterhalb PSK herrscht Gleichgewicht, die 
Mischkristalle sind zerfallen. Das Geftige des Stahles mit weniger als 0,89 vH C 
besteht aus Ferrit und Perlit, bei einem 
C-Gehalt tiber 0.89 vH bis 1,7 vH aus ) 
Perlit und Sekundarzementit. ..§. 

a) Ausgliihen (Normallsleren). Durch ~ 
Gliihen um etwa 30 bis 50 0 C tiber .S; 

der oberen Umwandlungslinie und nach- ~ 
folgendem AbkUhlen an der Luft wird ~ 
Stahl normalisiert. Durch die Gliih- ~ 
bebandlung erhalt man ein feinkiir- t 
niges gleichmiiBiges Gefiige. Grobkiir- ~ 

nige GuBstruktur, Einfliisse von Kalt
verformung und Oberhitzung werden 
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beseitigt. Unlegierte Baustiihle sind an Flg.38. EinflulldesHartensundVergdtensbei 
der Luft oder wenigstens bei offenen Stablen mit vencbiedenem Kohlenstoffge.halt. 

Of en tUren abzuktihlen, da sonst Infolge 
Bildung von Tertiarzementit Verspriidung eintritt. Unter 600° C kann zweeks 
Vermeidung innerer Spannungen im Ofen abgekiihlt werden. 

b) Hirten, Vergiiten. Wird der Stahl bei Temperaturen oberhalb der 
oberen Umwandlungslinie GS abgeschreckt. so zerfallt der Austenit in Marten
sit, ein feiuna<iliges. sehr hartes GefUge. 
Wesentlich hart bar sind nur Stiihle tiber 
0,3 vH C. Stable mit tiber 0,9 vH C 
werden nur kurz tiber der unteren Um
wandlungslinie SK abgeschreckt, da der 
tiber SK ausgeschiedene Zementit be
reits hart ist. 

Durch Anlassen wird die Hiirte ver
mindert, dafUr die Ziihigkeit verbessert. 
Stahle fiir Werkzeuge werden je nach 
erforderlicher Harte auf 100 bis 400 0 C 
angelassen. Konstruktionsstable werden. 
um neben guter Festigkeit hohe Zabig
keit zu erhalten, vergUtet. Nach dem 
AbschreckenAlllassen auf 600 bis 680°0 
(GefUge: Sorbit). Um zu scharfes Ab
schrecken und damit Risse durch Span
nungen zu vermeiden, werden kompli
ziertere Stticke in heiBem Wasser oderOl 
abgeschreckt. Legierte Stahle werden 
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Fig. 39. Einflull der AnlaBtemperatur auf 
die Festlgkeitseigenschaften von gehArtetem 

Stahl mit 0,45 vH C. 

meist in 01 abgeschreckt. Hochlegierte Stiihle, bei denen die Umwandlung des 
Austenits in Perlit sehr iangsam vor sich geht, konnen auch im Luftstrom gebiirtet 
werden. Bei diesen Stablen wird auch eine bessere Durchhartung groBerer Quer
schnitte erreicht. die bei Kohlenstoffstiihlen unvollkommen ist. Ober den EinfluB 
des HaTtens und Vergiitens auf die Festigkeitseigenschaften s. Fig. 38 und 39. 

c) Brennstrahlhirten. Werkstticke, die nur eine harte Oberfliiche erhalten 
sollen, werden mit der Leuchtgas-Sauerstoff-Flamme oder Acetylen-Sauerstoff
Flamme an der Oberfliiche auf Rotglut erhitzt und unmittelbar anschlieBend 
mit einem kriiftigen Wasserstrahl abgeschreckt. Geeignet hierftir sind Stahle mit 
0,35 bis 0,60 vH C. Auch an legierten Stahlen ist eine ortliche Oberflachen. 
hartung durch Erhitzen tiber den oberen Umwandlungspunkt miiglich, haufig 
gentigt hier Luftabktihlung. 

d) Einsatzhirten. Hohe Oberflachenharte bei zugleich weichem, zahem Kern 
wird erreicht, wenn Stahle mit weniger als 0,2 vH C (auch Cr. Cr-Ni. Cr-Mo-
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Stahle) in einem kohlenstoffreichen Mittel (z. B. Hartepulver: 60 vH Holzkohle 
+ 40 vH Bariumkarbonat oder 84 vH Holzkohle + 6 vH Bariumkarbonat 
+ to vH Kalziumkarbonat) bei 840 bis 900° C gegliiht und in 01 oder Wasser 
abgeschreckt werden. Die Einsatztiefe betragt bei einer Stunde Gliihdauer 
etwa 0,4 mm, bei 6 Stunden etwa 1 mm. Einen besonders ziihen Kem erhiilt 
man, wenn die Teile nach dem Aufkohlen langsam abkiihlen, dann bei 850 bis 
900° C in 01 zwischengehartet und bei 750 bis 780° C schluBgehartet werden. 

. e) Nltrleren. Werden mit Chrom und Aluminium legierte Stahle bei etwa 
500° C 50 Stunden im Ammoniakstrom gegliiht, so wird die Oberflache durch Ni
trierung gehartet. Die Tiefe der Hartung ist gering ("",0,2mm), doch wE'rden span
nungsfreie Werkstiicke mit groBter Oberflachenharte und guter Korrosions
bestiindigkeit erhalten (MeBwerkzeuge). 

f) Warmverformen (Schmieden, Walzen). Die Warmverformung muB 
oberhalb der oberen UmwandJungslinie (Fig. 37), bei iibereutektoiden Stahlen 
(> 0,9 vH C) oberhalb der unteren UmwandJungslinie vor sich gehen. Zur Er
zielung moglichst feinkomigen Stables soli die Verschmiedung bis zur Tempe
ratur der Umwandlungslinie gefiihrt werden. Kohlenstoffarme Stahle kBnnen 
verhiiltnismaBig hoch erwarmt werden, da sie nicht empfindlich gegen Ober
hitzung sind •. Dagegen sind Werkzeugstahle mit hohem C-Gehalt nur maBig 
und dafiir ofters anzuwarmen. 

Verschmieden in der Blauwarme (200 bis 400° C) macht Stahl sofort sprooe. 
g) Kaltverformung (Kaltpressen. Kaltziehen). Durch Kaltverformen wird 

der WerkStoff verfestigt. Nach Kaltverformung tritt Al terung ein, wodurch der 
Stahl aIlmahlich sprooe wird. Belm Anlassen auf 200 bis 300 ° C tritt Alterung 
bereits nach einigen Minuten ein. (Alterungsbestiindige Stahle s. S. 447.) Kalt
verformung und Alterung wird beseitigt durch Ausgliihen liber der oberen Um
wandlungslinie. Werden um 5 bis 25 vH kalt verformte weiche Stahle bei 600 
bis 890° C gegliiht, so tritt Rekristallisation (Kornwachstum) ein. 

3. 8austiihle. 
a) Unlegierte Kohlenstoffstiihle. Sie unterscheiden sich 1m wesentlichen 

durch . den Kohlenstoffgehalt. "Ober die Abhiingigkeit der Festigkeitseigen
schaften yom C-Gehalt s. Fig. 40, der Schwingungsfestigkeit s. Fig. 4t • 

Fig. 40. Festlgkeltseigenschaften von geglllhten 
Stablen mit verschiedenem Koblenstoffgehalt. 
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Fig. 4t. Dauerhiegefestigkeit von 
Stablen mit verschiedenem C-Gehalt. 
" gescbliffene Probestabe, b gekerhte 

Probestabe. 

Nach dem Grad ihrer Reinheit, besonders hinsichtlich des Schwefel- und 
Phosphorgehaltes, werden die Stahle eingeteilt in eine Klasse A mit geringerer 
Reinheit und Glite und eine Klasse B, an die man hinsichtlich chemischer 
Reinheit und mechanischer Eigenschaften hohere Anforderungen stellt. Fiir hohe 
Anforderungen an Konstruktionsstiihle werden noch unlegierte Sonderstahle 
geliefert. die besonders als Einsatz- und Vergiitungsstahle verwendet werden. 
Die Anwendung der letzten Gruppe flir sehr hohe Beanspruchungen kommt nur 
b~ kleineren Schmiedestlicken in Frage. FUr schwere Schmiedestlicke mit 
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hohen Anforderungen an Festigkeit und Zahigkeit werden iegierte Stlihle ver
wandt, da unlegierte Stahle bei groBeren Abmessungen nicht geniigend durch
gehartet und durchvergtitet werden. (Zahientafel 7, S.448 und 449.) 

Die Stahle 00'11. 00'12 und 00'21 dtirfen nur fiir untergeordnete Zwecke 
verwendet werden. bei denen keine wesentlichen Beanspruchungen auftreten. 
Schmiedestiicke aus Stahl 37'11, Walzprofile aus Stahl 37'12. Schrauben aus 
Stahl 38'13 finden Verwendung fiir Konstruktionsteile. bei denen keine hohen 
Beanspruchungen. insbesondere keine Wechselbeanspruchungen auftreten. Fiir 
hohere Beanspruchungen sind Stahle der Klasse B zu wahlen. Die Stahle 34-11. 
34 -12 und 34 -13 haben zwar keine groBe Festigkeit. zeichnen sich aber durch 
hohe Zahigkeit aus. Stahl 42-11 ist geeignet fiir Schmiedestiicke und solche 
Konstruktionsteile. bei denen infolge Wechselbeanspruchungen neben guter Zahig
keit eine hohere Festigkeit verlangt wird. Fiir Triebwerkteile wird wegen der 
besseren VerschleiJ.lfestigkeit Stahl 50-11 verwandt. Fiir groBere. hoch bean
spruchte Schmiedestticke ist er weniger geeignet. Stah160-11 ist fiir kleinere hOher 
beanspruchte Konstruktionsteile zu empfehlen. wie PaBstifte. Keile. Schnecken. 
Ritzel. Spindeln. Wird bei diesem Stahl Zahigkeit verlangt. so muB er vergiitet 
werden. Stahl 70-11 wird flir kleine Teile, die hohe Harte erfordem. verwandt. 

Bei hohen Anspriichen an Festigkeit und Zahigkelt werden die besonders 
reinen unlegierten Sonderstahle (DIN 1661) angewandt. Zur Erzielung einer 
besonders harten Oberflache werden Stahle mit weniger als 0.2 vH C einsatz
gehiirtet. Stahle mit mehr als 0.3 vH C sind hochvergiitbar. 

Neben den in den Normen festgelegten Werten fiir Streckgrenze. Zugfestig
keit und Dehnung ist besonders auch eine gute Kerbzahigkeit wichtig. Unter 
die Sonderstahle sind auch die I Z-Stahle (s. Kesselbleche) Wld die Reduktions
stahle zu rechnen. Bei diesen Stahlen wird durch Desoxydation bzw. Reduktion 
der Sauerstoff aus dem Stahl entfemt. wodurch hohe Ziibigkeit und Alterungs
bestiintligkeit erreicht werden. 

b) Legierte Stahle. Kohlenstoff erhoht zwar die Festigkeit des Stahles am 
meisten. doch sind hochgekohlte Stahle sprOde. Durch geeignetes Legieren kann 
neben hoher Streckgrenze, Zugfestigkeit auch eine gute Zahigkeit des Stahles 
erreicht werden. ferner laBt sich eine Reihe anderer wichtiger Eigenschaften 
wie gute Durchvergiitung groBer Querschnitte. Warmfestigkeit. VerschleiJ.lfestig
keit. Rostbestandigkeit verbessem. 

Chrom bewirkt besonders zusammen mit mittlerem und hohem Kohlenstoff
gehalt eine wesentliche Steigerung der Harte und VerschleiBfestigkeit des Stahles. 
Chromvergiitungs- Wld Chromeinsatzstahle werden daher besonders fiir auf Ab
niitzung beanspruchte Konstruktionsteile verwandt. Chromstahle mit etwa 
1 vH C und 1.2 bis 1.6 vH Cr werden flir Walzlager verarbeitet. Stahle mit 
mehr als 12 vH Cr sind weitgehend rostbestiindig. Fiir hochbeanspruchte Kon
struktionsteile werden besondersChrom-Molybdiinstahle nach DIN Vomorm 1663. 
Zahlentafel 8. verwandt. 

Molybdan verbessert die Durchvergiitung und beseitigt die AnlaBsprOdig
keit. Molybdiinlegierte Stahle konnen somit nach dem Anlassen langsam ab
gekiihlt werden. so daB spannungsfreie Schmiedestiicke erhalten werden. 
Molybdanstahle mit niederem Kohlenstoffgehalt «0.25 vH C) sind gut schweiB
bar; Verwendung flir geschweiBte Hochdrucktrommeln und fiir Schmiedestiicke 
mittlerer Festigkeit. um die Durchvergiitung etwas zu verbessem [1. 2]1). 
Molybdan steigert besonders die Warmfestigkeit. s. Zahlentafel 13. 

Nlckelstahle werden fiir groBe Schmiedestiicke verwandt. wo bestmogliche 
Durchvergiitung erforderlich ist [3. 4. 5]1). Erreicht wird eine hohe Zahigkeit 
auch quer zur Schmiedefaser. Nickelstahle mit Kohlenstoff bis 0.30 vH sind 
elel<trisch und autogen gut schweiBbar. Ihre Warmfestigkeit bei Temperaturen 
iiber 400° C ist gering. 

1) Die [1 beziehen Bich auf die laufenden Nummem der Zahlentafel 9. 
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450 Werkstoffkunde. 

Chrom·Nlckelstiihle nach DIN 1662, Zahlentafel 10, sind durch die Chrom
molybdanstiihle stark verdrangt worden. Ihre Anwendung konunt nur in Be
tracht, wenn auch im Kern neben hoher Festigkeit hOchste Ziihigkeit veriangt 
wird. Fiir groJ3ere SchmiedestUcke und fiir Temperaturen liber 300° C sind sie 
ungeeignet, da sie zu AnlaBversprOdung neigen. Diese ungtinstigen Eigen
schaften werden durch Legieren mit etwa 0,25 bis 0,3 vH Molybdiin ver
mieden. Solche Cr-Ni-Mo-Stiihle sind geeignet fiir hOchste Anforderungen an 
Festigkeit und Ziihigkeit bei sehr groBen Schmiedestiicken, z. B. Turbinen-

Zahlentafel8. Chrom·Molybdiin·Stahle sowie molybdiinfreieStiihle. 
(Auszug aus DIN Vornonn 1663, DIN E 1664 und DIN E 1665.) 

II Festlgkeitswerte 1m 

'I geblrteten hzw. Chemlsche ZusammeDIetzung In vB ") 
II vergQteten Zustand 

Marken- I, 

I 
I 

I 
i 

bezelchnung ') I! Streck· Zug· Brueb. I 'I grenzea.r festig. deb· 

I I 
II kgfmm' keita.B nung". 

C Si Mn Cr Mo V 

mind. kg/mm' vB I 1 

inaabaUhle: II 
IS5-110') 116-10 I 

EC MoSO 60-77 0.13-0,17 <0,35 0,8-1,1 1,0-1,31 0,2-0,3 -
EC Mo 100 I 83-109 110-145 ') , 13- 7 O,IS-O,23 <0,35 0,9-1,2 1,1-1,4 . 0,2-0,3 -

,I I 
molybdllnfrei: I I i EC30 35 55- 70') I 14 0,10-0,16 <0,4 0,4-0,6 0,3-0,5 I - -

EC60 " 45 70- 90') , 12 O,I2-0,IS <0,4 0,4-0,6 0,60,91 -

I 
-

EC80 :1 60 85-110') I 10 0,14-0,19 <0,4 1,1-1,4 0,8-1,1 - -
ECloo :' 75 110-145 ') 7 0,18-0,23 <0,4 1,2'-1,5 1,2-1,5 I - -

ii 
Vergtltungs· 

Ii 
I 

&tihle: 
VCMo 125 II 42- 52 65- SO') 23-17 0,22-0,29 <0,35 O,5-o,S 0,9-1,2 0,15-0,25 -
VC Mol35 II 56- 70 80-100') 16-10 0,3 -0,37 <0,35 0,5-0,8 0,9-1,2 0,15-0,25 -
VCMo 140 if 71- 83 95-110') 15- 9 0,38-0,45 <0,35 0,5-0,8 0,9-1,2 0,15-0,25 -
VC Mo240 :! 86-101 110-130') ,13- 8 0,38-0,45 <0,35 0,5-0,8 1,6-1,9 0,3 -0,4 0,2 

molybdAnfrei: I I 
VM 125 " 42 I 65- 80') 16 0,28-0,35 <0,4 1,2-1,5 - : - -
VM 175 48 14 0,33-0,40 <Q,4 1,6-1,9 - - i -
VC 135 50 75- 90') 12 0,30-0,37 <Q,4 0,5-0,8 0,9-1,2 - i -
VMS US 60 80- 95') 11 0,33-0,40 1,1-1,4 1,1-1,4 - - -

-

11<>- "" 
I VMCI40 70 9Q-105') \I 0,35-0,43 0,50,8 1,0-1,3 1.0-1,3 -
10,1-=0,3 VCV 150 80 95-110') 10 0,45-0,55 <0,4 0,6-0,9 0,9-1,2 -

wellen [6, 7, 8] 8). FUr gute Warmfestigkeit bei 400 bis 500° werden diese 
Stiihle niedcig mit Kohle (etwa 0,2 vH) und hoch mit Molybdiin (0,4 bis 1 vH) 
legiert (s. Zahlentafel 13). FUr Schrauben, die bei Temperaturen tiber 400° 
hoch beansprucht werden, sind Cr-Ni-Mo-Stiihle wegen der Gefahr interkristal
liner Brliche ungeeignet. 

Manganstiihle [9, 10]8) ergeben gute DurchvergUtung und hohe Streck
grenze; sie zeigen eine ausgesprochene Faserstruktur. Festigkeit und Ziihigkeit 
quer zur Fasersind ungtinstiger aIs bei NickeIstiihlen. Sie sind besonders bei 
hohen Beanspruchungen liings zur Schmiedefaser geeignet. 13 proz. Manganstahl 
hat nach Abschrecken von 1020° in Wasser austenitisches Geftige. Er ist sehr 
ziih, besitzt besonders nach Kalthiirtung hOchste VerschleiBfestigkeit und ist 
nur durch Schleifen bearbeitbar [11]. 

') In der MarkenbezeiOOnung bedeuten die BuOOstaben E Einsatzstahl, V Vergiitungs· 
stabl, C Chromzusatz, M Manganzusatz, S Siliziumzusatz, Mo Molybdllnzusatz und V am 
SOOluB Vanadinzusatz. 

") Der Phosphor· und SOOwefelgebalt dad einzeln nieht hilher als 0,035 vH, zusammen 
nieht hOher als 0,06 vH sein; bei saurem Stabl sind je naeh Vereinbarung hOhere Gehalte 
zulassig. 

") OlhArtung. ') WasserhArtung. I) Wasser- oder OlhArtung. 
I) Siebe FuBnote I, S.447. 



Die Werkstoffe, ihre Eigenschaften und Verwendung. 451 

Mangan-Molybdanstiihle [12] haben neben guter Durchvergiitung gUn
stige Warmfestigkeit bei Temperaturen von 400 bis 500° C. 

Mangan-Siliziumstlihle [13] zeichnen sich durch eine im Verhliltnis zur 
Zugfestigkeit hohe Streckgrenze, giinstige VerschleiJ3festigkeit und gute Lauf
eigenschaften in Getrieben aus. Gehlirtete Mn-Si-Stahle werden fiir Autofedern 
und Pufferfedern verwandt. Fiir Hochbaustahl St 52 werden Mn-Si-Stahle meist 
mit Kupfer zur Verbesserung der Wetterbestandigkeit legiert. 

Vanadin wird Chrom- und Chrommolybdlinstahlen zur Erhohung der Streck
grenze und Warmfestigkeit zulegiert. Vanadin macht die Stahle unempfind-
licher gegen Oberhitzung. ' 

Aluminium verbessert die Zunderbestandigkeit der Stahle und die Ober
flachenhlirte von Nitrierstahlen [15]1). Fiir Kesselbaustahle mit hoher Alterungs
bestandigkeit dient Aluminium als Desoxydationsmittei. 

Zahlentafel 9. Legierte Baustahle. 
Genormte Chrom·, Chrommolybdiinstiible, Nickel- und Chromnickelstiible s. Zahlentafel 8, 10. 

Die Festigkeitswerte sind fOr den ziih vergflteten Zustand angegehen. -
!I Streck· Zug· Bruch· 

Kerb· I 
Stahl art il grenze 

festig· dehnung ziihig-
Nr. 0.]1' keit ".B ~. keit') Bemerkung 

kg/mm' kgfmm' vB mkg/cm'l I Mn I Si I Cr I Ni I Mo I miud. C mind. mind. 

Molybdiinstiible 

1 
0,151°,5 0,3 - -

0'41,1 
28 

40- 55 I 21 6 

2 0,28 0,6 0,3 - - 0.3 il 30 52- 60 19 6 
'I 

I [: I 
Nickelstiible 

3 
0,28/ 0,6/ 0'31-1 

1 i 
II 30 ' 52- 601 22 

I 
10 i 

4 0,32 0,6 0,3 - 2 I 40 ' 60- 70 22 10 
5 0,35 0,6 0,3 - 3 :: 50 ! 75- 90 1 17 I 10 

Cr-Ni·Mo-Stiible 

°'251 0,7 0,311 
6 0,3 0,81 1,2 50 75- 90 I 16 10 
7 0,30 0,7 0,3 1,2 1,5 0,31 60 85- 95, 15 8 
8 0,40 0,6 0,3 1,51 1,5 0,4 ! 75 90-100: 12 6 

il I 

Manganstiihle 

9 0,311,5 I 0,31 - I - i[ 65 I 75- 90 i 16 I 6 
10 0,45 1,8 0,3 I - : -1- I 75 so- 90 I 15 5 
It 1 ,12 - I - - II 40 100-110 ~ 40 , > 14 

i Mangan·Molybdan· und Mangan·Si1iziumstiihle 

12 0,35 1 1,2 0,4 ,- 0,4 il 40 ! 65- 75 I 17 I 6 

13 0,451 1,5 1,5 - - II 60 I 7~- 85 I 20 6 

I ri,l I 14 0,6 I 160-180 I 

1510,311 vB AI, 1,2 j 

Chrom-Alumlniumstahl 

40 i 65- 801 

1 S. Fu8note I, S. 447. 0) DVM.Probe. 

18 8 

\ 
-

I 
I Bochdrucktrommeln, 
I gut schwei8bar 

I 
Mitt!. Schmiedestllcke 
mit guter Festigkeit 
auch quer zur Faser 

I 
I 

i {FOr gro8e Schmiede-
, stllcke, die sehr gute 
I DurchvergfllUDg er-
! fordem 

, 

! rungen an Festigkeit, r ....... -i Ziihigkeit und gute 
I Durchvergiltung bes. 
i f. gr. Schmiedestilcke 
i , 
I I{ Schrauhen, Wellen, 

Zahnriider, Radreifen 
! hochverscblei8fest 

Kurhelwellen, gro8e 
Kupplungen 

Getriehe, Kupplungs
spludeln, Fedem, 
Bolzen 

Fedem filr hOchste 
Beanspruchung 

Nitrierstabl 

29* 
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Zahlentafel11. Wechselfestigkeit von Stiihlen. 

Werkstoff 

Weicheisen . 
St34'11 . 
St37'11 
St 42'11 
St50'11 . 
St 60'11 . 
St70'11 ... 
0,75 vH C-Stahl 
StC35·61 .. . 
St C 45·61 ...... . 
St C 45' 61 (hart vergiitet) 
St C 60·61 
VeN 15w (vergiitet) . 
VCN 15 w (gehiirtet) . 
VCN ISh (vergiitet). 
VCN 15 h (gehiirtet) . 
VCN25w 
VCN 35h. 
VCMo 125 
VCMo125 
VCMo 135 
VCMo 135 
VCMo140 
VC Mo 240 
VM 125 
vc 135 
3 vH Cr-Stahl 
VMS 135 ... 
VMC 140 .. 
VCV 150 ..... . 
Cr-Ni-Mo-Stabl (0,5/1,5/0,45 vH) 

(1/0,5/0,35 vH) . 
(2/2/0,3 vH) . . 

" (2,5/1,5/0,25 vH) 
14 vH Cr-Stahl (rostfrei) 
18 vH Cr-, 8 vH Ni-Stahl 
18 vH Cr-, 8 vH Ni-Stahl 
Federstiible, Hn = 250. . 
Federstiihle, Hn = 350 . 
Federstiihle, Hn=450 .. 

I I 
Streck- I 

grenze ".F ! 

I kg/mm' ' 

II 

II 

I! 
Ii 

16-26 
19-26 

24 
23 

27-41 
30-45 
35-47 

35 
50 
80 
50 
65 

100 
50-60 

110 
60-70 

110 
42-52 
65-75 
56-70 

90 
71-82 
80-95 
40-- 50 

50 

47-66 
70-95 

48 
58-62 
80-90 
70-90 

90 
50 
30 

Zugfestig
keit "IB 

kg/mm' 

Biege
wechsel

festigkeit 
"Wb 

kg/mm2 

Verdreh
wechsel
festigkeit 

'WI 
kg/mm' 

===F======~====== 
31-33 
34-43 
37-45 
42-50 
50-60 
60-70 
70-85 

90 
60 
75 

100 
70 

65-75 
120 

75-90 
115 
80 

120 
65- 80 
80- 90 
80-100 

105 
95-110 

100-110 
60- 80 
75- 90 

130 
80- 90 
90-110 

68 
78- 80 
95-105 
90-110 

105 
70- 90 

50 
60-70 

18-19 
17-22 
18-23 
19-24 
22-28 
25-32 
30-38 
35-45 

30 
34 
57 
38 
41 
54 

45-55 
63 
42 
54 

30-35 
30-40 
35-48 

51 
44 

47-54 
28 

38-40 
66 

36-44 
36-51 

29 
25-38 
38-42 
48-55 

53 
38-42 

17 
24-50 
42-47 
49-66 
54-79 

11-14 
12-14 
13-15 
14-16 
16-20 
19-24 
23-28 
16-20 
20-24 
26-30 
20-24 
20-25 

25-32 

22-27 
30 

19-22 
20-25 
23-33 
26-34 
23-28 
30-31 

19 
23 

32-38 
22-28 
20-29 
18-23 
21-23 
23-28 
-23-29 
28-34 

22-30 
28-34 
32-39 

c) 8austiihle fiir besondere Verwendungszwecke. 
Kesselbaustoffe. Nach den Werkstoffvorschriften fijr Landdampfkessel sind 

Stahle nach Zahlentafel 12 vorgeschrieben. 
Wegen der Alterungsgefahr bei Kesselblechen werden fiir Hochleistungskessel 

alterungsbestiindige Stahle 
verwandt. Diese Stahle zei- Zahlentafel 12. Festigkeitsvorschriften fiir 

gen auch nach erfolgter Kalt-
reckung und Anlassen auf 200 
bis 300· C verhiiltnismiiBig 
hohe Kerbziihigkeit. 

Kesseltrommeln werden 
nahtios gepreBt und gezogen 
bzw. gewalzt oder aus Ble
chen mit Wassergasschwei
Bung oder Elektroschwei
Bung hergestellt. Die ge
schweiBten Trommeln wer
den nachtriiglich gegli.iht 
oder vergiitet. Fiir ge-

KesselbaustQffe. 
a) Kesselteile (Sa=elrohre, Sammelkiisten). 

Zugfestigkeit ",B 
kg/mm' 

35 bis einschl. 45 
iiber 45 bis 50 

50 " 55 
55 60 

,,60 " 65 
65 " 70 
70 " 75 
75 " 80 

l4indestdehnung in vH 

20 
18 
17 
15 
14 
12 
11 
10 

I 
23 
21 
20 
18 
17 
is 
14 
12 
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schweiBte Tro=eln werden Molybdiinstahle mit etwa 0,2 vH C und 0,35 vH Mo, 
sowie Molybdiin-Kupferstahle mit etwa 0,2 vH C, 0,3 vH Mo und 0,25 vH Cu 

b) Wasser- und Ankerrohre (nm: nahtlose Rohre 
zugelassen). 

Zugfestigkelt 
... dest Aufweitversuch1) (iD vH 
... ID - des Jnnendurchmessers) 

dehnung "10 bei eiDer Rohrwanddicke 

kg/rom' vH bis 4mm I dber 4 rom 

verwandt. 
Siederohre werden aus 

Kohlenstoffstahlen mit 0,1 
bis 0,2 vH Cu oder fiir 
Hochstdruckkessel aus 
Molybdiin- und Kupfer
molybdiinstahlen nahtlos 
gewalzt. Sa=elkiisten, 

HeiBdampfleitungen, 
"lJberhitzerrohre, die Tem
peraturen tiber 450 0 C und 

sehr hohen Driicken ausgesetzt sind, werden aus Chrom-Molybdiinstahlen und 
Chrom-Kupfer-Molybdanstahlen hergestellt (Zahlentafel 13). Fiir "Oberhitzer
rohre werden bei hohen Temperaturbeanspruchungen auch besonders zunder
feste Werkstoffe, wie Cr-Si-Al-Mo-Stahle, verwandt. 

35-45 
45-55 

20 
17 

10 
8 I ~ 

Schrauben. Der Schraubenwerkstoff muB dem Herstellungsverfahren und 
dem Verwendungszweck angepaBt werden. FUr miiBig beanspruchte Schrauben, 
die durch spanabhebende Bearbeitung hergestellt werden, verwendet man Auto
matenstahl mit erhohtem Phosphor-, Schwefel- oder Mangangehalt. Schrauben 
mit kalt angestauchten Kopfen werden aus Stahl St 34'13 1) hergestellt. Fiir 
Schrauben mit warm angestauchten Kopfen werden je nach Beanspruchung 
St 37-12, St 50'11 oder hochwertigere Stiih1e St C 25'61, St C 35'61, St C 45'61 
verwandt. Bei hohen mechanischen Beanspruchungen eignen sich Manganstahle 
mit etwa 0,3 vH C und 1,2 vH Mn sowie die Chrom- und Chro=olybdiinver
giitungsstiih1e nach DIN Vomorm 1663 (Zahlentafeln 8 u. 9 [Nr. 9]). Bei Tempe
raturen tiber 400 0 C sind nur warmfeste Sonderstahle geeignet (Zahlentafel 13). 

Muttern werden in der Regel aus weichem Automatenstahl, bei hochbean
spruchten Schraubenverbindungen aus St C 35·61 oder St 50'11 hergestellt. 
Fiir hohe Temperaturen werden 1 vH-Cr-Stiihle oder Cr-Mo-Stahle verwandt. 

Warmfeste Stahle_ Die meisten Kohlenstoff- und legierten Stiih1e sind tiber 
400 0 C nicht verwendbar, wenn siewesentliche Beanspruchungen aufnehmen sollen. 
Fig. 42 zeigt die Abhiingigkeit der Festigkeit von der Temperatur. MaBgebend 
fiir die Warmfestigkeit ist die Dauerstandfestigkeit (s. S. 424, 442), die nament
lich durch Legieren mit Molybdiin wesentlich verbessert wird (s. Zahlentafel13). 

Zahlentafel 13. Warmfeste Sonderstiihle. 

Stahl 
Legierungsbestandteile 

in vH 

C 1 frio 1 Cr 1 Cn 1 Nl 1 Va 

0,15 1 0,35 
0,20 0,4 
0,15 0,3 
0,15 0,3 1 - - -
0,2 0,4 0,6 0,25 - -

0,18 1 1,2 - - -
0,28 0,5 1,5 - - 10,25 
0,25 0,25 1 - 1,5 -
0,2 0,8 0.8 - 1 -

Hochlegierter austenitischer 
Sonderstahl 

Streck
grenze 

".F 
kg!mm' 

20° 

26 
30 
26 

32 
32 
60 
85 
40 
50 

35 

Zag
festig-

keit ".B 
kg/rom' 

20° 

38- 45 
45- 53 
38- 45 
48- 60 
5()- 60 

S()- 90 
100-110 
60- 70 
7()- 80 

60- 75 

Dauerstandfestil/keit 
nach DVMAtt7/118 

"Dst 
kg/mm' 

400° 1 50001550" 16000 I 

I ~ I g : I: 
18 12 - -
19 15 8,5 2 
21 15 5 2 
40 
40 
26 
38 
30 

24 8 
18 -
18 -'-

~ 11! 

2 

~I 

Verwendung 

} 
Kesseltrommeln, 
Wasserrohre, 
Sammelkasten 
Oberhltzerrohre, 
Dampfleitnngen, 
Wasserabscheider 

Schrauben 

gr118ere 
Scbmiedestdcke 
filr hohe Beanspru 
chungen dber 550° 

1) Anfweiten des Rohrendes durch einen Dom, ohne daB Risse auftreten. 
'J Kleinere Schranben werden anch aus hochfesten Stahlen kalt gestancht uDd aachvergiitet. 
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Rostsichere und korrosionsbestandige Stahle. Elektrolyteisen oder sehr 
reines kohlenstoffarmes Eisen sind gegen Witterungseinfllisse wesentlich be
standiger als aile unlegierten oder niedrig 
legierten Baustahle. Die Wetterbestandig
keit wird durch geringen Kupferzusatz 
verbessert. Praktisch rostsicher sind 
Stahle mit mehr als 12 vH Cr (Zahlen
tafel 14). 

Die Rostbestandigkeit ist UIII so besser, 
je niedriger der Kohlenstoffgehalt und je 
besser die Oberflachenbearbeitung ist. Die 
Warmfestigkeit solcher Stahle wird durch 
Molybdanzusatz verbessert. SchweiBbar 
sind nur die ferritischen Chromstahle mit 
Kohlenstoff < 0,1 vH. Vollstandig rost
sicher und auch bestandig gegen viele 
chemische Stoffe sind die austenitischen 
Chromnickelstahle. Sie sind in ihrer lib
lichen Zusammensetzung nur bis 400° C 
verwendbar. Bei Beanspruchung durch 
hahere Temperatur oder bei SchweiBungen 
besteht die Gefahr interkristalliner Korro
sion infolge Karbidausscheidungen. Durch 
besonders niedrigen C-Gehalt oder die 
Ausscheidung verhindemde Legierungs-

o 

Fig. 42. Abhii.ngigkeit der Streckgrenze 
(bis 400·) und der Dauerstandfestigkeit 
(400 bis 600°) verschiedener Stiihle von 

der Temperator. 
1 Warmfester Cr-Mo-Stahl, 
2 Cr-Ni-Mo-Stahl (VCN 25, mit Mo 

legiert), 
3 3 proz. Nickelstahl, 
4 2 proz. Nickelstahl, 
5 Kohlenstoffstahl St C 35-61. 

zusatze wird dies vermieden. Solche Stahle sind mit Drahten gleicher Zu
sa=ensetzung autogen und elektrisch sehr gut schweiBbar. 

Zahlentafe114. Nichtrostende Chromstahle und korrosionsbestlindige 
austenitische SUhle. 

I I Streck- J ZUgfestig-1 Dehnung I Kerb-

Bezeichriung Zustand ILegi~_~J;n;~l_~;~: ____ {~_J =:;!! 
Ferritische gegUlht 0,10 C 13 C~----~-~~---I' 50- 65 - --;;-Il--~--

Chromstiihle 
Martensitische vergQtet 0,20 C 14 Cr 45 I 65- 80 19 I 10 

Chromstiihle vergQtet 0,20 C 17 Cr 55 75- 90 16 I 5 
ii gehiirtet 0,40 C 13 Cr I 170- 180 

Warmfeste Ii vergiitet 0,20 C 14 Cr II 

Chromstiihle .. liMO 55 75- 90 16 8 
Austenitische ,! ver- 0,1 C 18-20 Cr 20 60 40 14 

Stiihle :1 giitet') 8 Ni 

Hltzebestandige Stahle. Die Kohlenstoffstahle und meisten legierten Stahle 
zundem bei Temperaturen liber 550° C. Hohe Hitzebestandigkeit bedeutet in 
der Regel nicht gleichzeitig gute Warmfestigkeit. Die zulassigen Beanspruchun
gen dieser Stahle bei Temperaturen liber 600· C sind in der Regel gering; die 
Dauerstandfestigkeit betragt bei 600· C etwa 2 bis 3 kg/mm2• 

Kohlenstoffstahl kann durch verschiedene Verfahren bis etwa 1000° C zunder
bestandig gemacht werden, wenn die fertigen Teile in Aluminiumpulver gegliiht 
werden (Alitieren, Kalorisieren) oder Aluminium auf den Stahl gespritzt nnd 
dann gegliiht wird (Alumetieren). 

') Die Vergiitung der austenitischen Stiihle erfolst durch Abschrecken bei 1050· C in 
Wasser. Nor In diesem Zustand sind sie verwendbar. 
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Zahlentafel 15. Hitzebestandige Stahle. 

Hitzebestandlg Leg!enmgsbestandteUe 
bis 'C vH 

700· 0,1 C 3 Cr 1,2 Si 0,5 Mo 
800· 0,2 C 6,5 Cr 1,S Si u. AI 0,5 Mo 

tOOO· 0,2 C 27 Cr 
1200· 0,1 C 25 Cr t9 Ni 
1300· O,08C 25 Cr 1 Ni 7AI 

Drihte. Drahte fiir Stahlseile werden aus Kohlenstoffstiihlen von groBer 
Reinheit gezogen. 1e nach Dicke des Drahtes und C-Gehalt des Stahles (0,3 bis 
0,9 vB C) werden Festigkeiten bis 200 kg/=I erreicht. Forderseildrahte werden 
meist mit der HiIl- und Berbiegeprobe gepriift. Federdrahte und Klaviersaiten
drahte haben bis etwa 350 kg/=I Festigkeit. 

Fedentihle. Billige Federn (SchlOsser, Wagen) und solche mit geringen Bean· 
spruchungen im Maschinenbau: Stahl mit 0,3 bis 0,6 vH C, Zugfestigkeit 55 bis 
80 kg/=I. Autoblattfedern: Manganstahl mit 0,45 bis 0,55 vB C und 1,7 bis 
2 vH Mn; Chrom-Siliziumstiihle mit 0,35 bis 0,45 vH C, 1 bis t,S vH Si, 1 bis 
1,5 vH CI; Siliziumstiihle mit 0,45 bis 0,65 vB C, 1,8 bis 2,2 vH Si. Die Fedem 
werden ill Wasser oder ~l bei 800 bis 820· C gehii.rtet, Zugfestigkeit 115 bis 
140 kg/=I. Pufferfedern: 0,85 bis t,05 vH C, 0,2 vH Si, 0,6 bis 0,8 vH Mn 
bei 820° C ill 01 gehiirtet, Zugfestigkeit 115 bis 135 kg/=I. 

Die gehiirteten Federn werden bel 420 bis 500· C, Mangan-, Silizium- und 
Chromstahlfederil bis 520· C angelassen. 

Tldzlehbleche. Geeignet sind moglichst reine Kohlenstoffstiihle (0,05 bis 
0,12 vH C, 0,3 bis 0,5 vH Mn, <0,03 vH P, <0,04 vH S). Die Bleche werden 
besonders weich gegliiht und miissen feinkomiges Gefiige sowie glatte Ober
flache haben; Priifung durch die Erichsen-Tiefziehprobe. Nach DIN 1623 
Stahlblech St V 23 und St VI 23 fiir normale Ziehfiihigkeit, Festigkeit 28 
bis 38 kg/=I, St VII 23 und St VIII 23 fiir hohe Tiefziehbeanspruchung, 
St X 23 fiir Karosseriebleche mit Mchster Ziehbeanspruchung, Festigkeit 32 
bis 42 kg/=I. 

Automatenstihle fiir Massenanfertigung von gering beanspruchten Ma
schil1en- und Apparateteilen, insbesondere Schrauben. Bei Bearbeitung auf 
Automaten soli der Span kurz und briichig sein. Deshalb' werden Stiihle mit 
hoherem Schwefel- und Phosphorgehalt (0,08 bis 0,15 v~) verwandt. Die Festig
keit wird durch Schwefel und Phosphor etwas erhoht, die Ziihigkeit stark herab
gesetzt. Fiir hohe, namentlich stoBartige Beanspruchungen sind solche Stiihle 
ungeeignet. 

d) StahlguB. Fiir StahlguB werden im wesentlichen dieselben Stiihle wie fiir 
Schmiedestiicke verwandt. Der Kohlenstofigehalt betragt im allgemeinen je 
nach der verlangten Festigkeit O,t bis 0,4 vH. Auch die meisten legierten 
Stahle eignen sich fiir StahlformguB. Die Festigkeit ist die gleiche wie bei ge
schmiedetem Stahl, die Ziihigkeit ist etwas geringer, ebenso die Dehnung. 
Vorbedingung fiir ein einwandfreies GuBotiick ist richtige Konstruktion. 
Oberster Grundsatz ist: Geringe Wandstarkenunterschiede und Vermeidung 
scharfer Querschnittsiibergange. StahlguB muB zur Erlangung der notigen 
Kerbziihigkeit und Spannungsfreibeit sorgfaItig gegliiht werden (s. Fig. 33 
und 34). Das Ausgliihen wird bei Temperaturen iiber der oberen Umwandlungs
linie (5. Fig. 37) vorgenommen. Die Gliihdauer betragt mindestens 2 Stunden. 
Bei dickeren Stiicken muB 2 Stunden und je 2 Minuten fiir jeden Millimeter 
Dicke gegliiht werden; bei legierten Stahlen muB wegen der schlechten Warme
leitfiihigkeit noch langer gegliiht werden. 
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Zahlentafel 16. StahlguB. 

Streck· Zugfestlg· Bruch· Kerbzihigkeit Ilk 
grenze debnung 

keit a.B ". VGB·Probe 
Gdteklasse a.F 

kgfmm' vH kg/mm' 
mind. mind. mind. mkg/cm' 

a) Unlegiert nach DIN 1681 

Stg 38'81 
Stg 45'81 I I 38 20 

45 16 
Stg 52'81 
Stg 60'81 
Stg 38'81 S 
Stg 45'81 Sl) 
Stg 52·81 S2) 

52 12 
60 8 

18 38 25 

beil1B <45 ak~6 
beil1B >45 ak~4 

22 45 22 
25 52 16 

b) Legierter StahlguB 

mechanisch hoch beansprucht I 
50-60 I 0,25 C 1,3 Mn ...•... 40 18 12 

0,25 C 1 Cr 0,25 Mo . . . 50-90 60-100\ 14 10 
hoch warmfest: \ 
0,20 C 0,3 Mos) . . . . . . 30 52-60 I 25 8 
0,20 C 0,6 Cr 0,4 Mo') 33 55 -60 I 18 6 
hochverschleiBfest: 

II 1C 13 Mn5) ..... 40 50-60 10 12 

4. Werkzeugstihle. 
a) Unlegierte Werkzeugstiihle. Der Kohlenstoffgehalt betragt etwa 0,4 

bis 1,7 vH. Schlagartig beanspruchte Werkzeuge werden aus Stahlen mit 
niedrigerem C·Gehalt, Werkzeuge, die hohe Schneidhaltigkeit haben miissen, 
mit hoherem C·Gehalt hergestellt. Je haher der C·Gehalt ist, um so sprOder 
sind die Stahle; sie erfordem hohe Reinheit und sorgfiiltige Warmebehandlung. 
Der Mangangehalt betragt bei weicheren Werkzeugstahlen etwa 0,4 bis 0,8 vH, 
bei hochwertigeren und hochgekohlten Stahlen 0,15 bis 0,3 vH. Wei!iliere Werk
zeugstahle werden bei etwa 1100 bis 1000· C verschmiedet, hiirtere bei 1000 bis 
900° C. Gute Bearbeitbarkeit wird erzielt durch Weichgliihen bei 680 bis 700° C, 

C·Gehait 

0,3-0,6vH 
0,6-0,7 vH 
0,7-0,8vH 

0,8-0,9vH 
0,9-1,1 vH 

1,1-1,4 vH 

1,4-1,7 vH 

Zahlentafel17. Unlegierte Werkzeugstiihle. 

Anwendung 

Scheren, Messer, Werkzeuge fiir Erdarbeiten 
Schmiedewerkzeuge, Hiimmer 
Hiimmer, Gesenke, Schnitte, Stanzen fiir weiche Bleche, 

MeiSel, Holzbearbeitungswerkzeuge 
Dome, Bohrer, MeiSel, Sagebliitter, Gesenke 
Bohrer fiir Stahl und Steinbearbeitung, Feilen, Fraser, 

Stangen, Pragewerkzeuge, Lochstempel 
Schnitt- und Pragewerkzeuge, Schneidwerkzeuge fiir harte 

Stahle, Gesteinsbohrer 
Schneidwerkzeuge fiit sehr harte Werkstoffe, Zieheisen 

1) Dauerbiegefestlgkeit aWb = 20 kgfmm'. 
') Dauerbiegefestigkeit aWb = 22 kg/mm'. 
8) Dauerstandfestigkeit bei 400· C 16 kg/mm', bei 500· C 10 kg/mm'. 
') Dauerstandfestigkeit bei 400· C 18 kg/mm', bei 500· C 12 kgfllllll', 
") Nur durcb Schleifen bearbeitbar. 
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oder sehr langsames Abkiihlen von 750 auf 670· C. Hirtung der Stiihle bis 
0,9 vH C bei Temperaturen etwa SO· C tiber der oberen Umwandlungslinie 
(5. Fig. 37), der Stiihle mit tiber 0,9 vH C bei etwa 770· C. Abgeschreckt wird 
in Wasser, bei Stiih1en mit hoherem Kohlenstoff- und Mangangehalt in 01. Zur 
Beseitigung der SprOdlgkeit wird der Stahl nach dem Harten bei 100 bis 300· C 
angelassen. Bis 200" C (blal3gelbe Anlauffarbe) findet noch keine Verminderung 
der Harte Btatt. Durch haheres Anlassen wird. die Ziihigkeit erhaht. Anlauf
farben: 260" C purpur, 280" G violett, 300" G komb1umenblau, 350· 0 b1au
grau. 

b) Leglcrte Wcrkzcugltihlc. Dorch Legieren lassen sich die Werkzeug
stiihle erheblich verbessem. Chrom verbessert die Durchhartung und den Ab
nutzungswiderstand. Schneidfiihigkeit fUr spanabhebende Bearbeitung wird 
nicht verbessert. Chromstiihle dtirfen nur in 01 gehartet werden (fUr Gesenke, 
Metallsigen, Fei1en). 

Wolfram verfeinert das Gefiige and verleiht den Stihlen hohe Schneid
haltigkeit infolge gro.Berer Harte und Ziihigkeit. Wolframstiihle sind in Wasser 
hirtbar (fUr spanabhebende Werkzeuge, Riffelstiihle, Zieheisen). 

Molybdin und Vanadium werden neben Chrom and Wolfram noch zu
legiert. Sie verbessem die Festigkeit namentlich in der Warme. Vanadium 
verringert die Feuerempfindlichkeit und die Gefahr des Rei.Bens beim Harten. 

Mangan and Nickel werden zur Verbesserung der Ziihigkeit and der Ver
schlei.Bfestigkeit zulegiert. FUr spanabhebende Werkzeuge kommen sie weniger 
in Betracht, sondem fUr Gesenke, Schnitte, Pre.Bstempel. 12- bis 14proz. Mangan
stiihle haben die hOchste Verschlei.Bfestigkeit, sind aber nur durch Schleifen 
bearbeitbar (Brechbacken, Baggerschaufeln). 

Schnellarbeitsstih1e sind hochlegierte Stiihle, die bis zur Dankelrotglut 
erhitztwerden kOnnen, ohne wesentlich an Verschlei.Bfestigkeit und Schneid
haltigkmt zu verlieren. Die chemische Zusammensetzung ist ungefihr: 0,7 bis 
1,2 vH C, 0,1 bis 0,5 vH Si, 0,1 bis 0,2 vH Mn, 4,5 vH Cr, 14 bis 22 vH W, 0 bis 
2 vH V, 0 bis 1 vH Mo, 0 bis 15 vH Co. Wolfram kann zum wesentlichen Teil 
auch durch Molybdin (bis 9 vH) ersetzt werden. Die Stih1e werden nach 
dem Schmieden durch sehr langsames Erwirmen auf 800 bis 850" C und lang
same Ofenabktihlung weichgegltiht. Beim Harten werden die Stiihle 1angsam 
auf 850 bis 900" C vorgewarmt, rasch auf 1200 bis 1350" C erhitzt, in 01 oder 
Pre.Bluft abgekiihlt und im B1ei- oder Salzbad auf etwa 580" C angelassen. 

c) Schneidmetall. Es sind dies eisenarme Legierungen fUr hOchste Schneid
leistangen. StelJit ist eine Kobalt-Chrom-Wolfram-GuJ31egierung, die bis 
800· C schnittfiihig bleibt. Widia-Metall ist eine Wolfram- Koh1enstoff
verbindang mit Kobaltzusatz ais Bindemittel, die durch Sintem im elektrischen 
Ofen hergestellt wird. Schneiden von Widia-Metall werden mitteis Kupfer 
bei 1150· C auf Stahl aufgelotet. 

5. Gu8eisen. 
Die mechanischen Eigenschaften des Gu.Beisens hingen wesentlich von seinem 

Geftigeaufbau abo Das GrundgefUge besteht wie beim Stahl aus Ferrit and Perlit. 
Dazu kommt ais kennzeichnender Geftigebestandteil der Graphit (5. Fig. 35, 36). 
Wird die Graphitausscheidung durch hohe Abktihlungsgeschwindigkeit oder hohen 
Mangan- und geringen Siliziumgehalt verhindert, so wird der Kohlenstoff vollig 
ais Eisenkarbid gebunden. Je nachdem der Koh1enstoff im Gu.Beisen vor
wiegend ais Graphit enthalten oder vollkommen gebunden ist, unterscheidet man 
GrauguJ3, der gut bearbeitbar, und WeiJ3gu.B, der nicht bearbeitbar ist. Die 
Zwischenstufe wird ais meliertes (halbgraues) GuJ3eisen bezeichnet. Schalen
guJ3 ist seiner Zusammensetzung nach grau erstarrendes GuJ3eisen, das durch 
starke Ktih1ung (Abschrecken) der GuJ3form an der Oberfliiche weiJ3 erstarrt. 

Die Abscheidungsform und die Menge des Graphits ist die Grundlage fUr die 
Festigkeit des GuJ3eisens. Graphit selbst hat keine nennenswerte Festigkeit. 
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Zahlentafel 18. Zusammenstellung der wichtigsten GuBeisensorten. 

KI';"e I 
(nach DIN 1691) I 

Verwendung 

BauguB, Siiulen, Fenster, Herde, Clfen, Ge-
HandelsguB schirr, Heizkorper, Zubehor fiir 

Haus- und StraBenentwiisserung, 
Druckmesser, Flanschenrohre 

FeinguB, II ZierguB, Kunstgegenstande, 
KunstguB Kunstgewerbe, Gebrauchsgegen-

stande, Plaketten, Tierfiguren 

MaschinenguB I fiir Maschinenteile von unterge
ohne beson- ordneter Bedeutung, Hausmaschi
dere Giite- I nen, Biiromaschinen, Textilma-
vorschriften schinen, Landmaschinen 

MaschinenguB I flir allgemeinen Maschinenbau und 
mit beson- I Schiffbau, Werkzeugmaschinen, 

deren Giite- Zylinder, Dampfarmaturen, hoch
vorschriften beanspruchte Maschinengestelle, 

: Kolbenringe, Kolben, Eisenbau
! oberteile (Schienenstiihle, Wei-
I chenbiicke) 

i ~ 

Bemerknngen 

Marken- Zug- Biege-
bezeich- festigkeit festigkeit') 

nung a.B abB 
DIN 1691 kg/inm' kg/mm' 

~~~ 

Ge 12'91 I >12 -
I 

Ge 14'91 I >14 >28 
Ge 18'91 I >18 >34 
Ge 22'91 I >22 >40 
Ge 26'91 , >26 I >46 

Automobilkolbenringe Zngfestigkeit a.B bis 30 kg/mm', 
Brinellbarte H ,,260 .. 

Rippenrohre flir Hochdruckkessel- Zugfestigkeit azB 26-32 .. 
vorwiirmer 

Dampfturbinengehiiuse 

Feuerbestan- Roststiibe, Zubehdrteile flir Feue- p < 0,4 vH 
diger GuB rungen, Schmelzkessel flir Nicht- S '< 0,1 vH 

eisenmetalle, Retorten, Gliihtopfe 

Siiurebestan
diger GuB 

Alkalibestan -
diger GuB 

HartguB 

Rohre, Schalen, Topfe, Kessel, 
Siiurepumpen 

GuBeisen mit 12 bis 16 vH Si, tQr 
hOchste SQurebestQndigkeit 18 vH 
Si. N ur durch Schlelfen bearbeitbar 

Sodaschmelzkessel, N atronkessel Sebr geringer P-, S- und Mn-Gehal 

I 
a) WeiBhartguB (ohne Schale durchgehend hart gegossen); 

Laufriider fiir Dampfpfliige, hydraulische Kolben, gezahnte 
Walzen fiir Walzenbrecher usw. 

b) SchalenguB (mit abgeschreckter Oberfliiche); Kollergangs 
ringe und -platten, Kugelmiihlplatten, Steinbrecherplatten 
Eisenbahnriider, Stempel, Ziehringe usw. 

c) WalzenguB: HartguBwalzen (SchalenguB) mildhart, halb
harte und LehmguBwalzen fiir Eisen-, Stahl- und Metall 
industrie, Walzen flir Druckerei-, Miillerei-, Papier-, Gummi 
und Textilmaschinen usw. 

Bei Beanspruchung des GuBeisens wirken die Graphitadern als Hohlriiume und 
als Kerbe, iihnlich wie feine Risse im Stahl. Hochwertiges GuBeisen zeichnet sich 
durch kleine, gleichmiiBig verteilte Graphitadern in perlitischer Grundmasse aus. 
GuBeisen geringer Festigkeit zeigt grobe Graphitadem in ferritischer Grund· 

') Die Dauerbiege· und Verdrehwechselfestigkeit von Gulleisen betragt etwa 40 bis 50 vH 
der Zngfestigkeit (g, Zahlentafe12, S,432), 
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masse mit wenig Perlit. Die Graphitausscheidung hlingt von der Abkiihlungs· 
geschwindigkeit, der Wandstiirke, dem Kohlenstoff- und Siliziumgehalt abo 
GroBe Wandstiirke, geringe Abkiihlungsgeschwindigkeit und hoher Silizium
gehalt fordem die Graphitausscheidung. Die Beziehungen zwischen Kohlenstoff
und Siliziumgehalt sowie Gefiige und Festigkeit des GuBeisens sind fiir mittIere 
Wandstiirken im Maurer-Diagramm dargestellt (Fig. 43). 

Fig. 43. GuBeisendiagramm nach 
Maurer. 

Der EinfluB der Temperatur auf die 
Festigkeit des GuBeisens ist bis 400· C 
gering. Doch zerfiillt bei Temperaturen 
iiber 350· C der Karbidkohlenstoff in 
Ferrit und Graphit, gleichzeitig findet 
eine gef8hrliche VolumvergroBerung statt, 
das GuBeisen wiichst. Die Festigkeit des 
gewachsenen GuBeisens ist sehr gering. 
Hochwertiges GuBeisen mit feinverteiltem 
Graphit und perlitjscher Grundmasse ist 
dem Wachsen in geringerem MaBe aus
gesetzt. 

6. TemperguB. Feld 1 WelBes GuBeisen, 11 (Jj Meliertes 
GuBeisen. 11 Perlitiscbes GuBeisen, 
lIb Ferrltisch-perlitisches GuBeisen, 
111 Ferrltisches GuBeisen (11,11 b, III 

Graues GuBeisen). 

Tempergu13 wird durch Gliihbehand
lung von weiBem GuBeisen erhalten. 
SchwarzguB hat ferritisches Grund

gefiige mit gleichmiiBig verteilten Knotchen von Temperkohle. WeiBguB ist 
am Rand entkohlt und rein ferritisch, im Innem wird das Gefiige immer 
mehr perlitisch mit unregelmiil3ig verteilten Knotchen von . Temperkohle. 
TemperguB ist im Gegensatz zu GuBeisen dehnbar. Die Anwendung be
schrlinkt sich auf kleine Stiicke. 

Zahlentafel 19. Giiteklassen von TemperguB (nach DIN 1692). 

Zugfestigkeit Streck8renze Bruchdehnung 
Marken- Benennung alB a.r d. 

bezeicbnung kgfmm" kgfmm" vH 
mlndestens mlndestens mlndestens 

Te 32'92 Handelsiiblicher l' 
I TemperguB II 32 18 2 

Te 38'92 Hochwertiger weiBer 
Tempergu13 38 21 4 

Te 35'92 Hochwertiger schwarzer 
I TemperguB (Schwarzgul3) 35 19 9 

Te 38'92 und Te 35'92 werden auch mit besonderen magnetischen Eigenschaften filr den 
Elektromaschinenbau geliefert. 

B. NichteisenmetaUe. 
1. Kupfer. 

Die Bedeutung des Kupfers a1s Werkstoff ist begriindet in seiner hohen 
elektrischen Leitfiihigkeit, hohen Wiirmeleitfiihigkeit und giinstigen chemischen 
Widerstandsfiihigkeit gegen feuchte Atmosphiire. Wichtig ist femer seine Ge
schmeidigkeit, durch die Spannungen infolge ungleichmiiBiger Erwiirmung 
schnell und gefahrlos ausgeglichen werden, und die hohe Ziibigkeit bei tiefen 
Temperaturen. 

Die Festigkeit des Kupfers in weich gegliihtem Zustand (600· C) ist miiBig, 
schon bei geringen Beanspruchungen treten plastische Formiinderungen auf. 
Durch Kaltwalzen und Kaltziehen lassen sich die Festigkeitseigenschaften weit
gehend steigem. 
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Kupfer ko=t ala Elektrolytkupfer fiir elektrische Leitungen und hoch
wertige Legierungen sowie als Hiittenkupfer in vier Reinheitsgraden A (mindestens 
99 vH Cu, arsen- und nickelhaltig), B (mindestens 99 vH Cu, arsenarm). C (min
destens 99,4 vH Cul, D (mindestens 99.6 vH CuI in den Handel. Hiittenkupfer 
ist verunreinigt durch Kupferoxydul (CIlt0). Wird kupferoxydulhaltiges Kupfer 
bei hOheren Temperaturen mit wasserstoffhaltigen Gasen in Verbindung gebracht, 
so kann es rissig werden, da der Wasserstoff durch das Kupfer diffundiert und 
mit dem Sauerstoff des Kupferoxyduls Wasser bildet. Das eingeschlossene ver
dampfende Wasser fiihrt zu Aufsprengungen (Wasserstoffkrankheit). Kupfer
oxydul verschlechtert im iibrigen Festigkeit, Ziihigkeit und in hohem Ma.l3e die 
elektrische Leitfiihigkeit. 

Zahlentafel 20. Festigkeitseigenschaften von Kupfer. 

II sma-I Zugfestigkeit I Dehnung I Dauerbiege-
Zustand grenz.e a.F a.1I dlO festigkeit aWb 

kg/mm' kg/mm' vH kgfmm' 

Kupfer, weich gegliiht • • . 4-7 21-24 >38 
}±8 bis ±10 " 

Bleche hartgewalzt • bis 45 =10 

" 
Driihte, hart gezogen 

" 50 

2. Kupfer-Zinklegierungen (Messinge). 
Technisch brauchbar sind Legierungen des Kupfers mit Zink bis zu 50 vH. 

Benennung und Verwendung der Messinge (Gu.I3messing, Walz- und Schmiede
messing) DIN 1709. 

Messinge mit mindestens 63 vH Cu sind kalt und warm verformbar. Ms 58 
und Ms 60 sind nur warm schmiedbar (Pre.l3messing), Festigkeit und Ziihigkeit 
werden durch die Warmverformung wesentlich gesteigert. Ms 58 (Hartmessing, 
Schraubenmessing) enthiilt 2 vH Blei, wodurch die Bearbeitbarkeit mit span
abhebenden Werkzeugen verbessert wird. Messinge fiir Rohre s. Zahlentafel 22. 
Fiir Kiihlwasser mit sehr geringem Salzgehalt wird Ms 63. fiir solches mit mii.l3i
gem Gehalt an Salzen Marinemessing verwandt. Fiir Seewasser hat sich be
sonders Aluminium-Messing bewiihrt, das auch die friiher verwandten Kupfer
Nickelrohre verdrangt hat. 

Sondermessinge (Zahlentafel 23) enthalten zur Verbesserung der Eigen
schaften weitere Legierungsbestandteile. Eisen wirkt komverfeinemd und erhiiht 
die Streckgrenze, vermindert jedoch die Korrosionsbestandigkeit, daher max. 3 vH; 
Mangan und Nickel verbessern die KOITosionsbestandigkeit und Festigkeitj Alu
minium und Zinn steigem die Harte. 

Zahlentafel 21. Festigkeitseigenschaften von Messing. 
a) Messing-Gu.l3stiicke. (Auszugaus DIN 1709 BI.2). 

I 

Beoeooung I Kurzzeicben 

Zugfestig
keit a.B 
kg/mm' 
mind. 

~===~=='-, 

Gu.l3messing 63 

" 67 
~::~nl--!~ 

Sondermessing A So-GMs A 30 
gegossen 

Sondermessing B So-GMs B 
gegossen 

35-60 

Deboung 
fl. 

vH 
mind. 

7 
20 
10 

45-15 

Brinell
bArte H 

10/500/30 
mind. 

I 45 
40 

Verweodung 

GebAuse 
Armaturen 

I· - BescbIagteile. Muttern. 
GuBtelle mittl. Festig-

I keit 

1

90-150 I H?ChbeansprucbteTeile 
1m Pumpeobau. fUr 

I Druckwasserpressetl, 

I seewasserbestAndige 
GuBteile 



462 Werkstoffkunde. 

b) Walz- und Schmiedemessinge. 

II !kh~ 
Zug- Bruch· Brinell-

festigkeit dehnung hArte 
Erzeugnlsse Zastand a.B ",. H Bemerkunpn 

vB P-iOD' 

II kg/mm' mind. kg/mm' 

II weich 137-45 25 I aile Dicken 

Messing-Voll-
Ms58 halbhart 44-54 10 I bls 40 mm Dicke 

;;- hart 51-63 5 bls t2 mm Dicke 
profile, Rund-, __ ,8 ---

Flach-, Sechskant· '6:, weich 34-42 30 aile Dicken 
u. Winkelmessing Ms60 t halbhart 41-50 18 bls 40 mm Dicke 

'tl 
ezogenu.gepreBt -~ hart 48-58 10 bls t2 mm Dicke 

(DIN 1776) 
Ms63 

weich 29-35 45 
hart 41-50 18 

g 

Faltvenuch 
weich 34-42 30 - ') 

Messingblech I Ms60 halbhart 41-50 18 95-120 0) 

Messingband, hart 48-58 10 125-145 0) 

Messingstreifen, I ---
weich 29-35 45 ') kalt gewalzt -

(nach DIN 1774) I Ms63 
halbhart 35-43 25 75- 95 .) 

hart 41-50 15 95-120 ') 

federhart 52-64 5 130-1501 
0) 

Ms60F34 
weich mind. 

35 
Messingrohr, hart 34 

Je nach Verweo-
dungszweck: 

nahtlos gezogen Ms60F45 gezogen 45 15 AutweitvenUch, 

(nach DIN 1775) Ms63F29 
weich 

29 40 
Flachschlage-

I hart 
und Wasser-

I 
druckvenuch 

Ms63 F41 gezogen 41 15 i 

Zusammensetzung von Sondermessingen: Duranametall: 56 vH Cu, 1 vH Fe, 
1 vH Mn, 1 vH Pb, Rest Zn oder 59 vH Cu, 0,3 vH Fe, 0,4 vH Pb, 1 vH Sn, 
Rest Znj Deltametall: 56 vH Cu, 1 vH Fe, 1 vH Mn, 1 vH Pb, Rest Znj Man
ganmessing: 56,S vH Cu, 1,2 vH Mn, 0,5 vH Pb. 

Zahlentafel 22. Messingrohre fiir Kondensatoren und Kiihler. 

Streck· Zugfestig- Bruch-
Chem. Znsammen-

grenze 
keit a.iJ dehnung 

MarJIe aetzung Zustand a., d,. vB 
etwa mind. 

kg/mm' kgfmm' vB mind. 

Marinemessing 170 vH Cu, 29 vH Zn, 
1 Ms K F36') I 1 vH Sn weich 12 36 35 

Ms K F4O') halbhart 20 40 25 
Ms63 F 36') 63 vB Cu, 37 vB Zn weich 12 36 28 
AI-MsI) ! 76 vH Cu, 22 vB Zn, 1 weich 12 35 35 

I 2 vH Al halbhart 20 40 25 
Kondensatorrohre milssen durch GUlhen bei mind. 250 0 C vollkcmmen entspannt werden. 

1) Wird aucb ala Handel<gl1te ~Uefert ohne vorgeschrlebene Festlgkeitselgenschaften. 
'J Biegung nach jeder Richtung bis :rum vollstlndigen Berflhren. 
'J Biegullll um 90 0 senkrecbt our Walzrichtung. 
') Nach DIN 1785. 0) Seewasserbestindlg. 
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Zahlentafel 23. Festigkeitswerte von Sondermessingen. 

Bezelcbnung II 
II 

I Streck· I ZUglestig'l Dehnung 
Zustand IgreIlZeC7.F keit C7.B ~10 

kgJmm' kg/mm' vH 

Deltametall 11 

Ii 
gegossen 112-30138-60 II. 36-12-
gepreBt 16-32145-69 . 32-21 

Ii hartgepreBt I - I 68 : 22 

II 
Duranametall :1 

il 
Ii 

geschmiedet I 17 I 44 : 36 
gegossen weich 20,5 II 52,S! 25 

"hart 24 50 20 
·1 
il 

II 
gewalzt und gegliiht 15 I 42 41 

" B 3 I 35 : 70 20 

geschmiedet und kalt verdichtet 50-60 I 60-70 20-6 

3. Kupter-Zinnlegierungen (Bronze, Rotgu8). 
Bronzen sind Kupfer-Zinnlegierungen mit mindestens 78 vH Cu. Sie konnen 

noch geringe Beimengungen von Blei, Antimon, Eisen und Zink (insgesamt 
< 1 vH) enthalten. Mit steigendem Zinngehalt bis 16 vH nehmen Festigkeit 
und VerschleiBharte erheblich zu. Zusatz von Phosphorkupfer bewirkt Des
oxydation des Metallbades (Phosphorbronzen); im gegossenen Material ist 

Zahlentafel 24. Aluminiumbronze (nach DIN 1714). 

I -·----T-~::me:~~--! - I f~~~lBd:~~1 ---
Benennung Kurzze1chen I ungefabr vH i S~~d i keit I nung I Verwendung 

I: I kg/mm'l vH _ .. ___ 1_ ___ I Cu I Zusatze 1 Al 1~~_.lmind.-mind·1 
a) Gu6legierul)gen 

AlumInlum· II G AI·Bz 9 I 91 I I 9 35 12 Chem. Apparatebau, ge-
Gu6bronze 9 I : ring heaospruchte Lager· 

bUchsen 

_.IGMM.&A ") l 40 20 Schnecken·, Schrauhen', 
Mehrstoff· , . bis I Fe + NI. Ibis Kegel·, ZabnrAder, HeiB-
Gu6bronze 1 94 i + Mn+.SI i 5 dampf·Armaturen, La· 

A) 1 1 +SnblS I gerschalen und Buchsen 
I I zu tS vH I 

Aluminium· II G AI-M·Bz B 7~ I nach Wahl II~ 45 8 VerschleiBfeste Gu6· 
Mehrstoff- II blS des Her. IbiS stUcke, Gleltbacken, 
Gu6bronze II 91 1 stellers I 8 Schneckenrider 

B) 

b) KneUegierungen 
AlumInlum· AI·Bz 4 96 1 4 weich I 30-38 50 I Stangen, Driihte, Bleche 
Bronze 4 halbh. 36-46 15 und Rohre, hesonders 

hart 42-:56 8 ffir die chem. Industrie 
AlumInlum· AI·Bz 5 95 welch 35-45 30 Stangen, Driihte, Binder, 

Bronze 5 halbh. 42-54 15 Rohre In Federgllte, bes. 
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Die Werkstoffe, ihre Eigenschaften und Verwendung. 465 

Phosphor nur in Spuren vorhanden. RotguB sind Kupfer-Zinn-Zinklegierungen 
mit meist 1 bis 3 v H BleL 

Aus Walzbronze (94 vH Cu, 6 vH Sn) werden Drahte, Bleche und Bander 
hergestellt. Bleche und Bander haben im weichgegltihten Zustand eine Zug
festigkeit von 40 bis 50 kg/mm2, im federharten Zustand 65 bis 75 kg/mm2. 

Sonderbronzen. Zinn ist teilweise durch andere Legierungsbestandteile er
setzt. Aluminiumbronzen (bis etwa 13 vH AI) haben hohe Festigkeit und Korro
sionsbestandigkeit (Zahlentafel 24); Stahlbronzen mit Zusatz von Eisen haben 
hohe Festigkeit und sind gut warm schmiedbar, haben aber geringere Korro
sionsbestandigkeit; Nickelbronzen zeichnen sich durch gute Warmfestigkeit aus. 

4. Nickel und Nickellegierungen. 
Wegen seiner hohen Korrosionsbestandigkeit wird Nickel hauptsachlich im 

Apparatebau verwandt. Es HiBt sich gut kalt und warm verformen. Gltihen 
muB in neutraler Atmosphare eriolgen. Ais FormguB ist Nickel nicht verwend
bar. 1m weichgegliihten Zu
.stand betragt die Zugfestig
keit 40 bis 45 kg/mm2, Deh
nung 40 bis 50 vH; hart
gewalzt betragt die Zugfestig
keit 70 bis 80 kg/mm2, Deh
nung 2 vH. Durch Zusatz von 
1 bis 2 vH Mangan wird die 
Festigkeit, auch Warmiestig
keit, erhOht. Kupfer-Nik
kellegierungen sind sehr 
korrosionsbestandig. Monel
metall ist eine Naturlegie
rung aus etwa 67 vH Ni, 
28 vH Cu, 5 vH Fe + Mn 

Zahlentafel 26. Festigkeitseigenschaften 
von Monelmetall. 

Zustand 

Weich gegliiht 
Kalt gewalzt . 
Warm gewalzt 
Kalt gezogen • 
Gegossen •.. 

II 
Zugfestigkeit "ZBI 

kg/mm' 

II 63~80 I 
ex> 59 I 

II 
63-80 
32-58 

Debnung blO 
vH 

35 
10-5 

35 
20-10 
30-8 

Monelmetall zeichnet sich durch hohe Warm
festigkeit aus. 

+ Si + C. Sie wird auch durch Zusammenschmelzen der Einzelbestandteile 
hergestellt (Silverin, Nicorros, Corronil u. a.). 

Kupfer-Nickel-Zinklegierungen (Neusilber, Argentan, Alpakka, Pack
fong, German Silver) sind in der Zusammensetzung sehr verschieden. Wegen 
ihrer hohen Korrosionsbestandigkeit Verwendung flir Instrumente, Apparate 
und Armaturen. 

Nickel-Chromlegierungen (meist mit mehr oder weniger hohem Gehalt 
an Eisen) sind die gegen hohe Temperaturen bestandigsten metallischen Werk
stoffe. Zur Verbesserung ihrer mechanischen Eigenschaften werden sie noch mit 
Mangan und Molybdan legiert. Verwendung flir elektrische Heizelemente, Gliih
t6pfe, Roste. Diese Legierungen werden aber neuerdings weitgehend durch 
Eisen-Chrom- und Eisen-Chrom-Aluminiumlegierungen ersetzt. 

5. Aluminium und Alumlniumlegierungen. 
Technisches Aluminium ist verunreinigt durch Eisen, Silizium, Kupfer und 

Zink. Der Reinheitsgrad - Gehalt an reinem Aluminium - wird durch die 
Kurzzeichen Al 99,5, Al 99 und Al 98/99 angegeben (DIN 1712). Reinstes Alu
minium hat im gegliihten Zustand 7 bis 8 kg/mm2 Zugfestigkeit. Eisen (als 

Zahlentafel 27. Festigkeitseigenschaften von Reinaluminium 99. 

II 
Streck- I Zugfestig- I Bruch· I Brin~Jlh1irte 

Zustand grenze "zF keit "zB dehnung blO H 5/62.5/30 
kg/mm' kg/mm' vH kg/mm' 

==," F'-=='==-'j= =='==.. " 

~:~s:::alzt und gezogen .. II1~=~711j=!~ 12~=~81 
Gewalzt und weichgegltiht .. 3 -4 7 -9 12 -17 

Taschenbuch fUr den Maschinenbau. 9. Auf!. 1. 30 

24-32 
30-40 
15-24 
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Eisenaluminid enthalten) und Silizium (bildet 
mit Aluminium Mischkristalle) erhohen die 
Festigkeit. Bei Temperaturen zwischen 250 
und 350 Q C scheidet sich freies Silizium aus, 
das Zugfestigkeit und Dehnung vermindert. 

Giinstigste Festigkeitseigenschaften in 
weichgegliihtem Zustand werden erhalten, 
wenn nach moglichst hoher Kaltverformung 
(70 bis 90vH Querschnittsverminderung) bei 
360 bis 400° C weichgegiiiht wird. Um hOchste 
chemische Bestiindigkeit zu erreichen, wird bei 
450 bis 500° C gegliiht. Der Temperatur
bereich von 250 bis 350° C solI moglichst schnell 
durchschritten werden, weshalb zweckmiiBig in 
Blei- oder Salpeterbiidern gegliiht wird. Die 
besonderen Vorziige des Aluminiums sind sein 
geringes spezifisches Gewicht, hohe Bestiindig
keit gegen Witterung und viele chemische Stoffe 
sowie hohe Wiirme- und elektrische Leitfiibig
keit. Beschrlinkt wird die Verwendung durch 
die geringe Festigkeit. 

Aluminium und AluminiumIegierungen 
sollen nicht unmittelbar mit Schwermetallen, 
wie Kupfer und Messing, verbunden werden. 
Durch ihr stark elektronegatives Verhalten in 
der Spannungsreihe der Metalle sind sie beim 
Zusammenbau mit elektropositiveren Metallen 
starken ortlichen Korrosionen ausgesetzt. 

Aluminiumlegierungen sind in groBer 
Zabl als GuBlegierungen und Knetiegierungen 
entwickelt worden. Die hauptsiichlichsten Le
gierungselemente sind Kupfer, Silizium, Ma
gnesium, Zink, Nickel, Mangan, Titan, An timon. 
AI-Si-GuBlegierungen werden durch besondere 
Zusiitze von Salzen veredelt. Die Legierungen 
AI-Co-Mg, AI-Cu-Ni, AI-Cu, AI-Mg-Si sind aus
hartbar, wodurch die Festigkeit ohne EinbuBe 
an Zahigkeit wesentlich gesteigert wird. Aus
hiirten durch Gliihen bei einer fiir jede Le
gierung bestimmten Temperatur (etwa 500· C), 
Abschrecken in Wasser und Altern. Das Altern 
erfolgt bei manchen Legierungen, z. B. AI-Cu
Mg bei Raumtemperatur (natiirliche Alterung), 
bei Legierungen wie AI-Mg-Si bei 100 bis 200· C 
(kiinstliche Alterung). Die gekupferten Alu
miniumlegierungen sind wenig korrosions
bestiindig. Zablentafel 28 enthiilt einige typi
sche Beispiele der zablreichen Aluminiumlegie
rungen (s. auch DIN 1713). Aus Raumgriinden 
konnen nicht alle bewiihrten Legierungl'n er
wahnt werden. Aluminiumbronzen s. Zahlen
tafel24. Dauerfestigkeitswerte s. Zablentafe130. 

Die AI-Legierungen lassen sich schweiBen 
und loten unter Verwendung besonderer FluB
mittel, die wegen Korrosionsgefahr sorgfiiitig 
entfernt werden miissen. Besonders bei der 

30* 



468 Werkstoffkunde. 

AutogenschweiBung gehen Festigkeit und Korrosionsbestlindigkeit der aus
geharteten oder mechanisch veriestigten Legierungen zuriick. Daher wird die 
Nietung vorgezogen. Die Betriebstemperatur fUr ausgehartete Legierungen liegt 
unter 120°. Bis -soo sind die Festigkeitseigenschaften gut. Weichgliihen bei 360 
bis 400°. Oberfliichenschutz bieten Lacke, Spritzen, Plattieren mit Reinalumi
nium, Oxydation (Tauchverfahren MBV, elektrolytisch Eloxieren). 

Verwenduog finden die AI-Legieruogen im Motoren-, Fabrzeug- und F1ugzeugbau, fiir trag
bare Gerite und wegen der geringen Massenkrifte bei schnellbewegten Teilen (Textil-, Druckerei· 

Zahlentafel 29. Magnesiumlegierungen. 

a) Gu.Blegierungen. 

Handeismarke 
Kurzzelchen 

Elektron I Magnewin 

GMg-AI II A8K - I 
A9V -
A9V -

AZ91;A8 3508 

Uogefabre 
Zusammen

setzung 

7-11 AI 
0-0,5Zn 
0-0,5 Mn 
Rest Mg 

Streck
grenze 
aoF') 

kg/mm' 

Zug- Dehn 
festig- d ung 

Zustand') keit a.B ,. 

etwa kg/mm' 

Sandg. o. w.1 (9-11) I 16-20 I 
.. hom. (10-11) 23-29 
.. ausg. (10-11) 24-29 

Kokilleog. (9-13) 16-24 
o.W. 

vH 

3- 6 
5-12 
1- 5 
2- 8 

----- ----1----1-----1------------
G Mg-AI3-Zn AZ 31 

G Mg-AI4-Zn AZF 

G Mg-AI6-Zn I AZG 

GMg-Mn 

GMg·Si 

Mg-AI3 

Mg-Al6 

Mg-AI9 

AM 503 

CMSi 

AZM 

AZ855 
VI 

Mg-Zn Z Ib 

Mg-Mn AM 503 

-

I -
I 

b) 
3512 

(frillier 
45) 

3510 

3515 

I 40 

3501 

2,5-3,5Al Sandg. o. W. (5-6,5) 14-17 7-10 
0,5-1,5 Zn 

0-0,5 Mn 
Rest Mg 
3-4,5 AI Sandg. o. W. (8- 9) 17-22 5- 9 
2-3,5 Zn 
0-0,5 Mn 
Rest Mg 
5-6,5 AI Sandg. o. W. (9- 10,5) 16-20 3- 6 
2-3,5 Zn 
0-0,5 Mn 
Rest Mg 

---
1-2,5Mn Sandg. o. w. (3) 8-11 2- 5 
Rest Mg 

------
0,5-2 Si Sandg. o. w. (5-6,5) 9-13 1- 4 

Rest Mg I 

Knetlegierungen. 
2-4 AI o.W. 15-18 ' 24--29 18- 8 
0-1,5 Zn 
0-0,5 Mn 
Rest Mg 

------
(,-7 AI o.W. 18-22 27-33 16-10 
0-1,5Zn 
0-0,5 Mn 
Rest Mg 
8-11 AI o.W. 20-28 28-37 12- 6 
0-1,5 Zn hom. 22-26 32-38 12- 9 
0-0,5Mn ausg. 26-30 36-43 6- 2 
Rest Mg 

---------
4-5 Zn o.W. 16-18 24-28 18-14 
0-0,2Mn 
Rest Mg 

------
1-2,5 Mn o.W. 8-15 18-24 8- 1 
Rest Mg 

') o. W. = ohne Wiirmebehandlung; hom. = homogenisiert; ausg. = ausgehiirtet. 
') Werte in Klammem sind nicht genormt. 
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masehinen, Kolben, Propeller usw.), auBerdem fUr ehemische Gerate und arehitektonische 
Zwecke. Besondere Gewiehtsersparnis erzielt man dureh Verwendung von Sonderprofilen. die 
aueh in komplizierten Formen nach dem PreBverfahren hergestellt werden. Bei der Konstruk
tion muB der gegeniiber Sehwermetallen kleine E-Modul, die groBe Wiirmeausdehnung und die 
hohe Kerbempfindlichkeit beachtet werden. Kerben und seharfe Obergange sind zu vermeiden 
und die Oberfliiehe gefiihrdeter Stellen sorgfaltig zu glatten. 1m Misehbau miissen die Leieht
metalle gegen Schwermetall und Cu-haltige Leichtmetalle dureh Zwischenlagen (bitumen
getriinkte Leinen, Lackaostriche) isoliert werden. 

6. Magnesiumleglerungen. 
Reines Magnesium ist als Werkstoff zu weich. Geeignete Legierungselemente 

sind Aluminium, Zink, Mangan und Silizium. Aluminium ist das Hauptlegie
rungselement, es erhoht die Festigkeit; Zink verbessert die Ziihigkeit, Mangan 
dient zur Reinigung der Schmelze und steigert die Korrosionsbestandigkeit. Bei 
SandguB wird als h1:ichste Festigkeit etwa 29 kg/mms mit der ausgeharteten 
Legierung GMg-AI (9vH Al und O,4vH Zn), bei Knetlegierun~en 36 bis43 kg/mm2 
mit der ausgehiirteten Legierung Mg-AI9 erreicht. Dauerfestigkeitswerte s. Zahlen
tafel 30. 

Zahlentafel30. Dauerfes ti gkeit der Leich tme talle in Bruch teilen 
der Zugfestigkeit (fB' 

Werkstoff I 
I 

Wecbselfestigkeit 

Zug-Druck Biegung I Verdrehung 
I Ursprungsfestigkeit 

I • 
Zug-Druek I Blegung 

"A~-Knet- \10-20 II! 0,7 -~,4 I 0,8 -0,6 0,5 -0,35 0,9-0,7 
I . 20-35 0,5 -0,25 0,6 -0,35 0,35-0,2 0,7-0,4 
egIerungen 35-50 0,3 -0,2 0,35-0,25 0,2 -0,15 0,4-0,3 

0,4 -0,5 

Mg-Knet-\"<:20I'I--0,361) --i----~-- 0.5-0,6" 
legierungen >251 __ ~~1~3 __ =-~~ __ 0~_ 0,4-0,55 1_°_,5_-_0_,6_ 

AI-GuBlegierungen I - 0,2 -0,4 0,15-0,3 

Mg-GuBlegierungen II 0,19-0,34 I 0,31-0,48"-0:0-0,26 0,25 ' ) 0,45-0,55 

Das geringe speziflsche Gewieht der Magnesiumlegierungen von etwa 1,8 brachte weit
gehende Anwendung im Fahrzeug- und Flugzeugbau. Riider, Kurbelgehause, Getriebegehause, 
Innenausbau und Verkleidungen, Benzintanks, aber aueh beanspruehte Koostruktionsteile von 
Flugzeugen werden aus Magnesiumlegierungen hergesteilt. Besondere Vorteile wurden bel 
Maschinenteilen erreicht, die hohen Fliehkraften ausgesetzt sind, da die Beanspruehungen ent
sprechend dem geringen Eigengewieht klein bleiben. Wiihrend der Bearbeituug Vorsicht, da 
sieh die Spane entziinden kOnnen. Brande nur mit Sand oder GrauguBspiinen IOschen. 

Magnesiumlegierungen korrodieren ziemlich leicht und mUssen daher durch 
Beizen (Bichromatlasungen) und dauerhafte Anstriche geschUtzt werden; gegen 
FluBsaure und alkalische LOsungen sind Magnesiumlegierungen sehr bestandig. 
Bei Verbindungsarbeiten durch Nieten und Schrauben miissen die Fugen durch 
schUtzende Zwischenlagen abgedichtet werden. Magnesiumlegierungen dUrfen 
nicht unmittelbar mit Schwermetallen verbunden werden, da sie ebenso wie 
Aluminium durch ihr stark elektronegatives Verhalten in der Spannungsreihe 
der Metalle sonst starken ortlichen Korrosionen ausgesetzt sind. Werden Stahl
schrauben zur Verbindung verwandt, miissen diese mit einem Zink- oder Kad
miumUberzug versehen werden. 

Verformungen Uber 10 vH konnen nur oberhalb 275 • ausgefiihrt werden. Wegen 
der geringen Warmfestigkeit sind Mg-Legierungen nur bis 200· verwendbar. 
SchweiBbar sind die Legierungen Magnewin 3501, AM 503, AM 507 mit FluB
mitteln, die wegen Korrosionsgefahr sorgfiiltig beseitigt werden mUssen. 

') Nur wenige Messungen vorhanden, so daB zwar ibr Mittelwert, aber nieht die Grenzen 
des Streubereiebs angegeben werden konnen. Als Anhalt fur die untere Grenze des Streubereiehs 
konnen um 20 vH niedrigere Werte angenommen werden. 
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7. Blel. 
Trotz seiner geringen Festigkeit wir~ Blei wegen seiner hohen OOemisOOen 

Bestlindigkeit, guten Vedormbarkeit und Bearbeitbarkeit vie! verwendet. Es 
wird geliefert a1s Barren, Bleche, Rohre, Drahte, Wolle und in Formen gepreLlt. 
Die Zugfestigkeit betragt 1,5 bis 2 kg/=B, Dehnung 50 vH, Quetschgrenze 
5 kg/=I. Durch Kaltverformung kann es niOOt vedestigt werden. 

Konstruktionsteile aus Blei werden fUr die chemische Industrie fOr Pnmpen, Armaturen, 
Apparate, Auskleidungen hergesteUt. Ferner wird es fOr Rohrleitungen, a1s Dichtungsmittel 
fUr Rohrverbindungen, a1s Ummanteluog fOr elektrlsche Kabel und fOr Beschwerungen ver
wandt (s. a. Metallische Oberzilge S. 485). Zur Steigerung der Harte und Festigkeit wird Blei 
mit Antimon legiert (Hartblel). 

8. Zink und Zinn. 
Zink findet zu BleOOen verwalzt und zu Driihten gezogen Verwendung fiir 

Wasserbehiilter, wetterbestlindige Auskleidungen. Zinn eignet siOO wegen seiner 
geringen Festigkeit a1s selbstlindiger Konstruktionswerkstoff weniger. 

Verwendung hauptsiicblich in der Nahrungsmittelindustrie fOr Gefa8e, Rohrleitungen, ferner 
fOr Dichtungsringe. FOr viele Legierungen (Bronzen und LagermetaUe) ist es ein hochwertiger 
Bestandteil (s. a. Metallische Oberzilge, S.485). 

9. SprltzguBlegierungen. 
Fiir kleine vielgestaltige GuLlstiicke, die in groLler Stiickzahl hergestellt 

werden, ist die Anwendung von SpritzguLllohnend. Gewinde, Bohrungen werden 
mit eingegossen, so daB jegliOOe Bearbeitung wegfiillt •. 

Zur Verwendung ko=en: 
a) Blei-SpritzguLllegierungen naOO DIN 1741. Legierungen: Blei-Antimon, 

Blei-Zinn-Antimon und Blei-Zinn-Antimon-Kupfer. Zugfestigkeit 8 bis 5 kg/=B, 
sie emiedrigt skh mit dem Bleigehalt, Dehnung 4 bis 20 vH. . 

Verwendung fOr maBhaltige, wenig beanspruchte Teile (Pendel, Drucklettern, MeBgerite
teile). 

b) Zinn-SpritzguLllegierungen naOO DIN 1742. Legierung: Zinn-Antimon
Kupfer-Blei. Die Zugfestigkeit steigt mit dem Zinngehalt 8 bis 11,5 kg/=B, 
Dehnung 1,1 bis 2,5 vH. . 

Verwendung fOr Tei1e mit bOchster MaBgenauigkeit, die mechanisch gering beansprucht 
werden fOr Zahler, Rundfunkgeriite, MeBgerateteile. 

c) Zink-SpritzguLllegierungen naOO DIN 1743. Legierungen: Zink-Aluminium 
und Zink-Aluminium-Kupfer. Zugfestigkeit je naOO Legierung 22 bis 38 kg/=B, 
Dehnung 6 bis.2 vH. 

Verwendung fOr Apparateteile, Beschliige, SchDder. Zlnk-Sprltsgo8legferungen sind emp
findlich gegen StoB und Korrosion. 

d) LeiOOtmetall-SpritzguLllegierungen naOO DIN 1744. Legierungen: Alu
minium-Kupfer, Aluminium-Kupfer-Silizium, Aluminium-Kupfer-Nickel, Alu
minium-Silizium, Aluminium-Magnesium, Magnesium-Aluminium-Zink. Zug
festigkeit je naOO Legierung 18 bis 25 kg/=B, Dehnung t bis 2,6 vH. 

Verwendung auch fOr dickwandige Tei1e. Kupferfreie Leglerungen haben gute Korroslons
bestiindigkelt. 

10. Lote. 
FluBmitteI. LOtwasser: wiisserige LOsung von Zinkchlorid oder 28 TeUen Ammonium

chlorid mit Zusats von 5 bis 10 vH Salzsaure; Verwendung fOr LOtsinn. LOtfett: 5 Tei1e Kolo
phonium, 5 Teile Talg, 1 Teil gepuiverten Salmiak fOr WeI8blech. Borax, Borsiiure: Verwen
dung fiir Hartlot und Silberlot. 

FOr Aluminium sind Sonderlote und F1uBmittei entwickelt worden, soweIt angiingig, wird 
Aluminium geschwel8t. 
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Zahlentafel 31. Zusammenstellung gebriiuchlicher Lote. 

Kurzzelchen 

a) LOtzlnn 
DIN 1707 

SnL25 
SnL 30 
SnL 33 
Sn L40 
SnL 50 

SnL60 

SnL90 

b) Hartlot 
DIN 1711 

MaL42 
Ms L45 
MaL 51 
MaL 54 

c) SUberlot 
DIN 1710 
AgL4} In 
Ag L 9 KOr-
AgL 12 nem 

AgL 8} In 
Ag L 25 Strel-
AgL45 fen 

d) Kupfer 

Zusammen
setzung I Schmelz- I 

Verwendung 
I

I temp:r;tur') I 
=======I~=============== 

Pb I I 
vH 

Sn 

25 75 271 I' 

30 70 262 
33 67 255 I 

~g ~ ~g I' 

60 40 190 

90 10 

Cu 

42 
45 
51 
54 

Zn 

58 
55 
49 
46 

Ag Cu Zn 

4 50 46 
9 43 48 i 

12 36 52 
8 50 42 

220 

820 
835 
850 
875 

nur Flammenlotung 
grobe Klempoerarbe\t 
Zink und verzlnkte Bleche 
Messing, WeiBblech 
Kupfer und welches Stahlblech, 

KonservenbQchsen (AuLlenlotung) 
felne Lotungen 1m Elektromaschi

nenbau, Me6gerite 
falls gesundhelt1ich erforderlich 

Messfng mit mehr als 60 vH Cu 
2. u. 3. Lotung von mehr als 67vHCu 
Kupferleg. mit mehr aI. 68 vH Cu 
Kupfer, Rotgu1l, Bronze, Stab! 

1 
felne LlItungen von Bronze, RotguLl, 

Messing mit mindestens 58 vH 
Cu, Kupfer, unIegierte u. legierte 
Stahle 25 40 35 

45 30 25 

99 

855 
820 
785 
830 
765 
720 

1083 I Hartmetall-Schne\den auf Stahl 

11. LagerwerkstoHe. 
Als Lagerwerkstoffe werden hauptsiichlich Zinn- und Bleilegierungen, Bronzen, 

GuBeisen und neuerdings in gesteigertem MaBe KunstharzpreBstoffe verwandt 2). 

Die metallischen Lagerbaustoffe werden als AusguB in StUtzschalen eingebracht 
oder unmittelbar zu "Einstofflagem" verarbeitet. 

Zlnn- und Blelleglerungen. Die Zinnlagermetalle oder gemeinhin Lager
weiBmetalle genannt, sind Zinn-Blei-Antimon-Kupferlegierungen. Durch Zu
legieren von Antimon und Kupfer zu Zinn wird die von einem Lagerwerkstoff 
zu fordemde notwendige Hiirte erzielt. Zusatz von Blei erspart Zinn, ohne daB 
fUr die meisten Zwecke die GUte des Lagers beeintriichtigt wird. Die Zusammen
setzung ist nach DIN 1703 genormt (Zahlentafel 32). 

Die LagerweiBmetalle werden moglichst dUnn, in meist verzinnte StUtz
schalen eingegossen und nach dem VergieBen schnell abgeklihlt, um ein Geflige 
mit zahlreichen kleinen Kristallen zu erhalten. Gute Gleit-, Notiauf- und Ein
laufeigenschaften. Die Festigkeit ist stark von der Zusammensetzung abhiingig 
und nimmt mit zunehmender Temperatur schnell abo Bei wechselnder Dauer
beanspruchung besteht auch bei den zinnreichen WeiBmetalien Neigung zur 
RiBbildung. FUr stoBweise und wechselnd hoch beanspruchte Gleitlager sind 
deshalb mit Zinnlegierungen ausgegossene StUtzkorper nur bedingt verwendbar. 
Das teure Zinn muB fast ausschlieBlich aus dem Ausland bezogen werden. 
Man versucht deshalb mit moglichst bleireichen Lagermetallen auszukommen. 
Ais Legierungszusiitze zu Blei eignen sich Alkali- und Erdalkalimetalle, 
wie Natrium, Kalzium, Lithium und Barium, welche die Harte und den 
Schmelzbeginn von Blei bedeutend verbessem. Die meist verwendete Legie-

') Legierungen haben In der Regel einen Schmelzbereich; augegeben 1st die Liquidus
temperatur, bel der das Lot volJig flllssig 1st. Die Solidustemperatur, bel der das Lot fest ist, 
betriigt bei Lotzlnn 181 0 C • 

• ) Kii'hnel, R: Werkstoffe fiir Gleitlager. Berlin: Springer 1939. 
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rung der Alkali- und Erdalkali-Bleilagermetalle ist das Bahnmetall mit etwa 
98,S vH Pb, 0,04 vH U und Ca + Na, das aus einer weichen Grundmasse von 
Blei-Natrium-Lithium besteht, in die harte Blei-Kalziumkristalle eingelagert 
sind. Das Bahnmetall wird namentlich fUr StraBenbahn- und Eisenbahnlager 
benutzt. Zur Gruppe der alkalifreien Bleilegierungen gehort das zinnarme 
Thermit (70 bis 72 vH Pb, 22 bis 20 vH Sb, 4 vH Su, 1,S bis 3 vH Ni und O,S 
bis 1 vH CuI, bei dem in einer hochbleihaltigen, eutektischen Grundmasse harte 
Zinn-Antimonkristalle eingebettet sind. 

Bronzen. Von den Bronzen sind zu Lagerzwecken in erster Unie die Kupfer
Bleilegierungen und die Blei-Zinnbronzen geeignet. 

Kupfer-Bleilegierungen enthalten bis zu 35 vH Blei, Rest Kupfer und teil
weise noch Sonderzuslltze wie Zinn, Silizium, Nickel, Zink und Eisen bis zu 2 vH 
und mehr. Sie werden meist a1s AusguBmaterial in Stahlschalen eingebracht. 
Infolge ihrer hohen Dauer- und Warmfestigkeit eignen sich Kupfer-Bleilegie
rungen besonders fUr Lagerungen mit dauemdem Druckwechsel oder hohen Be
triebstemperaturen. Der Betrieb verlangt im Gegensatz zu WeiBmetallagem 
einsatzgehartete Wellen und setzt eine einwandfrei bearbeitete Laufflllche mit 
groBter MaBhaltigkeit voraus. 

Die Blei-Zinnbronzen enthalten etwa 10 bis 20 vH Blei und dienen haupt
sllchlich zur Herstellung massiver Bronzeschalen. Sie haben giinstigere Gleit
eigenschaften als reine Phosphorbronzen und werden deshalb an deren Stelle 
heute viel benutzt. 

Ou8elsen. GuBeisen verhaIt sich in bezug auf Gleiteigenschaften, VerschleiB 
und Belastbarkeit lihnlich wie Bronze und RotguB und kann daher in vielen 
FaIlen als Heimstoff ail deren Stelle treten. Von erheblichem EinfluB ist die 
Gefiigeausbildung; anzustreben ist eine perlitische Grundmasse und fein ver
teilter Graphit. Die Laufflllchen werden zweckmaBig geschliffen und poliert. 
Beim Einbau ist darauf zu achten, daB die Gehliusebohrungen mit der Welle 
genau fluchten. weil GuBeisenlager gegen Kantenpressung sehr empfindlich sind. 

KunstharzpreBstoffe. Nach den bis heute vorliegenden Betriebserfahrungen 
eignen sich zu Lagerzwecken besonders Phenol- bzw. Kresotharze mit Baumwoll
gewebeschnitzeln oder -bahnen a1s Fiillstoff. PreBstofflager erfordem wegen 
schlechter Formbestlindigkeit bei hoherer Temperatur ein groBeres Lagerspiel 
als Metallager. Sie eignen sich besonders in rauhem, schmutzigem Betrieb fiir 
Lagerstellen mit niedrigen Gleitgeschwindigkeiten und geringen Fllichenpressun
gen. Bei hOheren Drehzahlen und Beanspruchungen befestigt man zweckmliBig 
den Kunststoff auf der Welle und lliJ3t ibn mit dieser in Stahl-, GuBeisen- oder 
Leichtmetallagem umlaufen. 

Zahlentafe132. DIN 1703: WeiBmetall fiir GleitIager und Gleitfllichen. 
Bezelchnung von Weillmetall mit 80 vH Zinn: WM 80 DIN 1703. 

Benennung 

eilImetall 80 F') W 
W 
W 
W 
W 

eillmetall 80 
eUlmetall 20 
eilImetall 10 
eilImetall 5 

Die Bezeichnung 1st einzugieBen oder aufzuschlagen. 

Zusammensetzung 

I 
ZuJassige 

Kurzzeichen vH Abweichungen 

So I Sb I Cu I Pb I So ISblCulPb 

WM80F 80 11 9 - ±1 ±1 ±1 +0.5 
WM80 80 12 6 2 ±1 ±1 ±1 ±1 
WM20 20 14.5 1.5 64 ±1 ±1 ±0.5 ±1 
WM10 to 15.5 1 73.5 ±0.5 ±1 ±0.5 ±1 
WM 5 5 15.5 1 78.5 ±O.S ±1 ±0.5 ±1 

Gewicht 

kgJdm8 

7.5 
7.5 
9.4 
9.7 

10.1 

') WM 80 F soli nur verwendet werden. Wenn Blelfreibeit unerli1llich 1st. 1m dbrigen 1st 
es m611licb.t dumb WM 80 zu erseu.eo. 

ZuHissige Verunreinigungen: Eisen •••• 0.10 VH} 
Zink . . . . 0,05 }J zusammen 
Aluminium • 0,05" Mcbstens 0,15 vH 
Arsen •••• 0,15 " 
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FUr Gleitlager eignen sich auBerdem RotguB, Zink-, Kadmium-, Aluminium
und Magnesiumlegierungen, femer Weichgummi, Graphit mit Faserstoffen, fUr 
hochbelastete Lager mit geringer Gleitgeschwindigkeit vergtitete und gepreBte 
Rotbuche und Ahom, sowie geschichtetes Holz. 

c. Nichtmetallische Werkstoffe. 
1. Holz. 

Holz eignet sicb infolge seines geringen Raumgewicbtes, seiner guten Bearbeitbarkeit und 
seiner im Verbiltnis zum Gewicbt boben Festigkeit zur HersteUung von Geriiten und Maschinen 
in der Landwirtscbaft, zum Konstruktionswerkstoff in der Textiltecbnik, im Miiblen-, Wasser-, 
Schiff-, Geriist- und Wagenbau und besonden im Flugzeugbau. 

Nachteilig sind bei Holz die erheblichen Abweichungen der Festigkeitseigen
schaften und der Elastizitat in den drei Hauptrichtungen. Infolge des sehr ver
schiedenartigen Zellbaus ist das Holzgefiige inhomogen und stark vom jahres
zeitlichen Wachstum abhangig. Die Faserrichtung ist fUr die Festigkeit des 
Holzes ausschlaggebend. Parallel zur Faserrichtung ist die Zug- und Dmck
festigkeit am h&hsten, wahrend die Schubfestigkeit senkrecht zur Faserrichtung 
am groBten ist. Bildet die Faser nur einen kleinen Winkel zur Beanspruchungs
rich tung, so nehmen Zug- und Druckfestigkeit bedeutend abo Durch Absperren 
(Sperrholz) lassen sich jedoch die Festigkeitseigenschaften weitgehend aus
gleichen. Das ElastizitatsmaB fUr Zug ist etwa 1,5 mal groBer als das fiir Druck 
und die Druckfestigkeit wegen des Ausknickens der Fasem ungefahr um die 
lJiilfte niedriger als die Zugfestigkeit. Infolgedessen verschiebt sich bei Biege
beanspruchung - umgekehrt wie bei GuBeisen - die neutrale Faser nach der 
Zugseite, wodurch die Biegefestigkeit etwas geringer wird als die Zugfestigkeit. 

Bei standiger Trockenheit oder unter Wasser ist Holz sehr haltbar. Es ist 
gegen viele chemische Stoffe weitgehend bestandig, weshalb es in der chemischen 
Industrie haufig Verwendung findet. 

Sehr schadlich sind feuchte Luft und der Wechsel zwischen Trockenheit 
und Nasse. Das Holz neigt in der Feuchtigkeit zum Quellen und schrumpft 
bei Austrocknung. AuBerdem sinkt die Festigkeit mit steigendem Feuchtigkeits
gehalt. Die Zugfestigkeit parallel zur Faser nimmt zwischen 8 und 25 vH Feuch
tigkeit bei je 1 vH Wasserzunahme oder -abnahme um 3 vH und die Druck
festigkeit um 4 bis 6 vH ab oder zu. Holz mit 40 vH Feuchtigkeit hat nur etwa 
zwei Drittel der Zugfestigkeit und etwa die Hiilfte der Biegefestigkeit von gut 
lufttrockenem Holz mit etwa 10 vH Luftfeuchtigkeit. Die HOlzer miissen daher 
gut getrocknet werden. Als giinstigster Feuchtigkeitsgehalt, bei denen MaB
anderungen infolge Quellens und Schwindens am geringsten sind, gilt fiir Sperr
platten 5 bis 6 vH, fiir Mobel, Tiiren in beheizten Raumen 8 bis 10 vH, fiir 
Flugzeugteile, Radspeichen, Bauholz 12 bis 15 vH. Die groBen Schwankungen 
der Festigkeit innerhalb der gleichen Holzart sind auBer durch die wechselnde 
Holzfeuchtigkeit besonders noch durch ungleichmiilligen Wuchs und Astbildung 
sowie Abweichungen von der Hauptfaserrichtung bedingt. 

Die beste Festigkeit haben Eiche, Esche, Rotbuche, hohe Harte haben 
Hickory, Pockholz und WeiBbuche; chemisch bestandig sind besonders Nadel
hoIzer mit hohem Harzgehalt wie Kiefer, Larche, Pechkiefer. Sperrholzplatten, 
Furnierplatten werden aus einer ungeraden Zahl von Holzplatten bzw. Fumieren 
(Sageschnitt-, Messerschnitt- und Schiilfurniere) mit Kaltleim oder Kunstharz
leim so verleimt, daB die Faserrichtung von Platte zu Platte um 90° versetzt 
ist. Diese Platten haben ziemlich gleichmaBige Festigkeitseigenschaften und 
neigen wenig zu Formanderungen. Verwendung im Karosseriebau, Flugzeug
bau, Apparatebau, fiir Mobel und TUrfiillungen. 

Vergtitetes Holz. Diinne Fumiere werden mit Kunstharz getrankt, parallel 
geschichtet und bei 160° C unter hohem Druck verpreBt (Lignofoi) oder Fumiere 
werden mit kunstharzgetrankten Papierbahnen (Tegofilm) miteinander warlll 
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verpreBt. Vergiitete HOlzer sind sehr wetter- und formbl'stiindig. Die Festig
keitseigenschaften insbesondere quer zur Faser werden wesentlich gesteigert; 
das spez. Gewicht erhOht sich um etwa 50 vH. 

Zum Schutz gegen Zerstorung des Holzes durch Fliulnlspnze, Iosekten und Kifer kOonen 
gut ausgetrocknete HOlzer mit LeinOifirnis, Oifarbe, Paraffin. Karbolineum und Fluorverbin
dungen (z. B. BasUlt) angestrichen werden. Besseren Schutz &Is Anstreichen gewlibren Trinkung 
mit Kupfersulfat oder TeerOl und die Kyanisierung. Schutzmittel gegen Feuer kOonen Holz 
zwar nicht unverbreonlich machen, doch kann die Entflammbarkeit verbindert und die Ver
koblung verlangsamt werden. Feuerschutz wird erreicht durch Wasserglasillsungen mit Zusatz 
von Kalil, Asbest, Schwerspat, Alaunlosungen oder durch Salzlllsungen, die bel Erbitzung 
flammenerstickende Gase. (CO" SO.) oder das Hoi. umhflllende Scbmelzen bnden. 

Zahlentafel 34. Nach Normblatt DIN 1052 zullissige Spannungen 

I 
zenel 

I 

O"zul und -rzul fiir Bauholz in kg/cm2• 

Art der Bean· 
spruchung 

I, il ____ -._G_ii_te_k1_a_s_s_e.-__ _ 

il III II I 

II
'Nadel-1 Eiche Nadel'l Eiche Nadel~'---I Eiche 

holz und holz und holz und 
, Buche Buche Buche 

Bemerkungen 

--~-i ::::: :;u~~:bl~U~ II_.!~ ~ ~_~ ~11301) -~ -----~------
, feuden Triigern ohne " I 

__ :_Gelen_ke <1blul ' .. 111-~- __ ~j11O'). ~~_~~ ~ _______ _ 

3 I Zug in der Faserrich· ,! I 
tung <1. I • • • .', 0 0 85 100 1105 

IU , 
110 

-~·~i~~~~:~~-~~~~~;~r: !!~ I 70 ~ -:~l~:; .~20 - : _______ _ 

! Druck rechtwinklig II ---I I 
I zur Faserrichtung i 1,1 ! De~ChW~:r8t~~~r ~! 

<1dlnil. • __ •• __ ._ '_1_1 20 30 20 30 '20 30 Druckllache muD in 

6 : Druck rechtwink\ig ,i 
zur Faserrichtung ; i 
bei Bauteilen, bei: 
denen geringfiigige I 
Eindriickungen un· :" 
bedenklich sind, 
O"dzu1l. 25 40 ! 25 40 ! 25 

-" i -Ab;h~~~"~~d;Fa~~:! ""-
_., 

I 
- richtung und Leim· ii 

9 10 9 10 9 I fuge 7:zul . . . . ':' 

2. Keramische Werkstoffe. 

40 

12 

der F&serrichtnng bei~ 
derBeils miDdestens 
gleich dem Ill! fachen 
der BchweUenhijhe h 
8t'in Andernfa,lls sind 
dIe in Zeile D und 6 
&.n!il'egebenen Span
nungen urn 1,1 'J zu cr
miiJUgen 

Bei Brlicken lind fiir 
Nadelholz kleinere 
Werte festgeiegt. vgl. 
DIN 4074 

a) Mauerzlegel (Backsteine), Normalformat 25 • 12 • 6,5 em. 

Zahlentafel 35. Festillkeit von Mauerzielleln nach DIN 105. 

Gattung 

Klinker ••• 
Hartbrandziegel 
Mauerziegel I. Kl. 
Mauerziellel n. Kl. 

Wasseraufnahme 
vH 

<5 
<8 
>8 } fiir Wohn
>8 gebaude 

') Fiir Liircbenholz sind um 10 kg/em' hOhere Werte zuliissi/(. 
'J Fiir Larchenholz sind um 5 kg/cm' hohere Werte zullissig. 

I 
Druckfestigkeit 

kg/cm' 
mindestens 

350 
250 
150 
100 
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Zahlentafel 36. Feuerfeste Steine. 

Schmtolz- Druckfener· 
Chemlsche 

temperatur bestandigkeit 
BezeichnUDg Zusammensetzung Verwencilm, in °C in vH 

(in Seger· 
kegein) Beginnl Ende 

Schamotte 55-60 vH Sio.1 Feuerungsanlagen, far >1580· I I 
(basisch) 36-41 vHAla0 oiedrlg beansp~chte (>26) STelle, Decken, GItter· 

o,2-0,6vH CaO steine, RauchkanAle 
10,8.0,2vHFe.oa Kammern, Gitterwerk, 1670· -1250 -1500 

Mutlein, Hintermaue· (30) fUDgen 
durchFeuer hochbean· 1720· >1300 
spruchte GewOlbe, 

>1500 

Tragsteine, Seiten· (32-33) bis 
mauern 1600 

Quarz· etwa 90 vH SiOs Gew/llbsteine far mitt· 1650· >1470 >1520 
schamotte femer Al.Oa, lere Temperaturen, (29) Kammero, Gitter, 
(halbsaure CaO, Fe.Os Hintermaueruogen 

Steine) 

Tondinas· 
steine 
Silica 

Silica I >94,5 vH SiO., Hochtemperaturllfeo, 1720· >1630 
<2vH AIBOa, hochbeanspruchte Ge· (32-33) w/llbe, Kokereiofen, 
<3,5 vH CaCl Glasindustrie, Stahl· 

erzeugung 

Silica II 
I 

>92vH SiO. RauchkanAle, TOr· 1670· >1560 
lutter, Gitterwerke (30) 

Sillimanit >90vH Trag. und Gewlllbe- 1875° 1620 1750 
AIBOa ' Sial I steioe in Hochtem· (38-39) I peraturreuerungen, 

, Brenokammero, Bren· 
oerateine, Streckofen· 
steioe, Dllsenauskiei· 

dungeo 

Magnesit· 85-88vH MgO, Fllr Ofen mit basi· >2000· etwa 
steine 4-6vH SiO., schem Futter (>42) 1400-1500 

1-2vH CaO, 

I 1-2vH Ala0a, 

14-5 vH Fe20a I 

Carbo- 45-80 vH SiC, FOr hllhere Tempera. >2000· >t700 
rundum· 10-25vHSiOB, tureo uod tOr hohen (>42) Wiirmedurchgang 

steine 9-20 vH AIBOa 
und Fe20 a 

I 

Chromit· 38-60vH CrBOa, 
steine femer CaO, Si02, 

AlgOa, MgO 

Kohlen· 85-90vH C Tiegel, O~ far KaI· >2000· bei 1750· 
stoff· 

II 
ziUOlkarbidherate1IUOg'j (>42) keine Druck· Elektroden 

steine erweichung 

Bemerktmg 

Bel hohen Tempe 
raturen schwindend 
Dorch Zusatl v on 

n 
n 

gebranntem To 
oder Beigabe vo 
QuarzitwirdSchwin 
den geringer, sa ure 

en Schlacken grei~ 
stark an. 

Wenig d schwlnden 

Bei hohen Tempe· 
raturen wachsend, 
wenig temperatur' 
wechselbestandlg, 

ZerstOruog durch 
basische Schlacken 

Bestandig gegen aI· 
kaiische Schmelzen, 
salzhaltige' Braun· 
kohlenasche, kooz. 

MlneraisAuren. 
Gute Temperatur· 

wechselbestandig· 
keit 

Sehr empfindlich 
gegen Temperatur' 

wechsel, wenig 
schwindend 

Zersetzung durch 
oxydierende Gase 

fiber 1600° C, 
schmelzende A\ka. 
lien lasen auf, un· 
empfindlich gegen 
Temperaturwechsel 
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b) Feuerfeste Stelne. Feuerfeste Steine mUssen einen Scbmelzpunkt von 
mindestens 1580 0 C (Segerkegel 26) haben. FUr die Giite feuerfester Steine ist 
nicht nur der Schmelzpunkt wichtig, sondem auch die Temperatur, bei der der 
Stein unter Beanspruchung zu erweichen beginnt (Druekfeuerbestiindigkeit), die 
Gasdurehliissigkeit, Bestiindigkeit gegen Temperaturwechsel und gegen chemisehe 
Angriffe. (Vgl. S. 476.) 

Die feuerfesten Steine werden mit Mortel yermauert, der in der Regel aus 
dem gleiehen Material in feiner Vermahlung besteht. Fiir sehr hohe Tempera
turen eignet sich MOTtel aus gemahlenem Schieferton mit etwas Kaolin. 

Ein hochfeuerfester Werkstoff von zugleich hOchster Siiurebestiindigkeit ist 
gesehmolzener Quarz (durchsichtig: Quarzglas, durchscheinend: Quarzgut). 
Er hat den geringsten Ausdehnungskoeffizient aIler Werkstoffe, so daB er auch 
scbroffen Temperaturweehseln standhiilt. 

c) Stelnzeug. Steinzeug wird aus gutem kieselsiiure- und alkalioxyd
haltigem, fettem Steinzeugton gebrannt, dem fiir hochwertige ApparateteiJe 
noch FluBmittel, wie Feldspat, Quarzspat oder Pegmatit, zugesetzt werden. 
Braunes und weiBes Steinzeug hat gleiche physikalische Eigenschaften. Es wird 
aJs Baumaterial in Form von KlinkeTZiegeln. Klinkerplatten und siiurefesten 
Steinen geliefert. FUr die ehemische Industrie werden Hohlkorper aus Stein
zeug fiir siiurefeste Apparate- und Maschinenteile (Kolben- und Kreiselpumpen, 
Ventilatoren, Riihrwerke, Mischmaschinen) hergestellt. Die Festigkeit von Stein
zeug wurde in den letzten Jahren wesentlieh verbessert. Festigkeit von normalem 
Steinzeug: Zugfestigkeit 63 bis 133 kg/em', Druekfestigkeit 3200 bis 5800 kg/em·, 
Biegefestigkeit 234 bis 402 kg/em2, Schlagziibigkeit 1,3 bis 1,9 emkg/eml • Bei 
hOchsten Anspriiehen werden noch hohere Werte erreicht. Mit zunehmenden 
Querschnittsabmessungen nimmt die Festigkeit erheblich abo Besonders giinstig 
ist auch die VersehleiBfestigkeit. Bei hohen Zug- oder Biegebeanspruchungen 
wird Stahlpanzerung ausgefiihrt, gegebenenfaJls so, daB durch die Panzerung 
die auf Zug beanspruehten Teile eine Druekvorspannung erhalten. Dureh 
Schleifen laBt sieh Steinzeug bearbeiten. 

3. Beton. 
Die Grundbaustoffe sind Zement und ZuschJagstoffe. Von den Zementen 

werden hauptsachlich Portlandzement, Eisenportlandzement und Hoehofen
zement verwandt (kurz Handelszement genannt), die in bezug auf Festigkeit, 
Abbinde- und Erhartezeit gleichwertig sind. Der hochwertige Portlandzement 
unterscheidet sich von dem normalen Portlandzement lediglich durch sorg
fiiltigere Vermahlung und genaue Fiihrung des Brennprozesses. Erreicht wird 
dadurch eine schnellere Erhiirtung (nicht Abbinden) des Betons und damit 
hOhere Anfangsfestigkeit. 

PortlandzFment. Begriffsbestimmung nach den "Zement-Normen 1932". 
Portlandzement ist ein hydraulisches Bindemittel mit nicht weniger als 

1,7 G.-T. Kalk (CaO) auf 1 G.-T. losliehe Kieselsiiure (Si02) + Tonerde (Al.Oa) 
+ Eisenoxyd (Fe20 a) hergesteJlt durch Feinmahlen und inniges Mischen der 
Rohstoffe und Brennen bis mindestens zur Sinterung (beginnende Schmelzel. 

Chemische Zusammensetzung: Nach Untersuchung des staatlichen MaterialprQfnngsamtes 
Berlin-Dahlem an verschiedenen Portlandzementen. 

Kalk • . • . = 58 bis 66 vH Alkalien...... = 0,2 bis 2,8 vH 
Kieselsiiure . . . . . = 20 " 26 " Schwefelsiiure . • . . = 0,2 " 2,2 " 
Eisenoxyd. . . . . . = 2,2 " 4,5 " Glt1hverlust. . . . . = 0,2 " 2,7 " 
Tonerde •...... = 4 ,,9,5 " Unaufgeschl08sener 
Magnesia ...... = 0" 3" Rt1ckstand •••. = O,t " tA " 

Eisenportlandzement ist ein hydraulisches Bindemittel und besteht aus 
mindestens 70 vH Portlandzement und hochstens 30 vH gekomter Hochofen
schlacke (Kalk-Tonerde-Silikat, das beim Eisen-Hochofenbetrieb gewonnen wird). 

Hochofenzement ist ein hydraulisches Bindemittel und besteht aus 15 bis 
69 vH Portlandzement und 85 bis 31 vH granulierter basischer Hochofenschlacke. 
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HOchste Festigkeitseigenschaften werden mit Tonerdezement erreicht. 
Chemlsche Zusammensetzung des Tonerdezements: 

Cao - 35 bis 50 vH Fe"O. = t bls tS vB 
A1.0. - 38 " 48 " MgO - 0,5 " t,S .. 
SiOI 1::1 3 u to tt 

Rilckstand I Durchgang I 
auf dem durch das 

Sieb Sieb 
mit Millimeter Loch- I 

durchmesser 

o 
1 
7 

30 

1 
7 

30 
70 

Bezelchnung 

Natllrliches Vorkommen 

Betonfeinsand } Betonsand 
Betongrobsand 

Betonfeinki~s } Betonkies 
Betongrobkies 

Zerklelnerte Stoffe 

BetonfeinSand} Beton
Betongrobsand brechsand 
Betonsplitt 
Betonsteinschlag 

Tonerdezement ist ein Normalbinder, aber ein Schnellerhiirter. Beton mit 
Tonerdezement mull, auch wenn er erdfeucht verarbeitet wird, reich1ich Wasser
zusatz haben, da infolge der starken Erwiirmung wiihrend des Abbindens viel 
Wasser verdunstet. 

Die Zuschlagstoffe (Sand, Kies, Schotter, Splitt, Schlacken) miissen gut ge
mischt - komig und stiickig sein. 

Bezeichnung der einzelnen Komungen in den "Deutschen Bestimmungen 1932 
fiir Eisenbeton" (vgl. DIN 1179). 

Betonkiessand ist das Gemenge von Betonsand und Betonkies. Der Sand
anteil (bis 7 mm Komgrolle) solI eine Komung haben, die der Grafschen Sieb

kurve entspricht (Fig. 44). 
Die grollen Zuschlagstoffe miissen 

so bemessen sein, dall die entstehenden 
Hohlriiume durch Sand und Zement 
eben ausgefiillt werden. Wasserzusatz 
beim Anmachen des Betons so knapp 
wie moglich, da die Festigkeit des 
Betons mit steigendem Wasserzusatz 
schnell abnimmt. Die hOchste Festig
keit ergibt erdfeuchter Stampfbeton. 
Bei Eisenbeton muB die fertige Mi
schung zwecks besseren Einbringens 
zwischen die Eiseneinlagen plastisch 
bis weich angemacht werden. Bei GlOB
baustellen wird aus wirtschaftlichen 
Griinden stark weicher, bis fiiissiger 
Beton angewandt. 

Die Festigkeit des Betons hangt 
vom Mischungsverhiiltnis, der Giite der 
Zuschlagstoffe und dem Wassergehalt 

~-!:---!;,..----;;l=-T:===-:rm::zc=-i,-ab. Die Zugfestigkeit des Betons ist 

Fig. 44 u. 45. Siebkurven fllr Betonzu
scblagstoffe nach den Bestimmungen des 

Deutschen Ausschusses fllr Eisenbeton. 

gering (etwa 1/11 bis 1/11 der Druck
festigkeit). 1m Eisenbeton werden die 
Zugspannungen durch die Eiseneinlagen 
(Rundeisen, Profileisen, Drahtgewebe) 
aufgeno=en, die Druckspannungen 

durch Beton. Die Normenfestigkeit von Beton wird festgestellt an Probewiirfeln 
mit 20 cm Kantenliinge und wird bezeichnet mit Wh .. , d. h. WiirfeJfestigkeit des 
Betons nach 28 Tagen Erhiirtungszeit. 

Wird bei beschriinkter Zeit der Bewertung des Betons die Wiirfelfestigkeit 
nach 7 Tagen zugrunde gelegt, so mull diese mindestens 70 vH der vorgeschriebenen 
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Wiirfelfestigkeit W b .. erreichen. Diese ist auBerdem festzustellen und bleibt fiir 
die Endbewertung maBgebend. 

Zahlentafel37. Bptondruekspannungen in mittig gedriiekten Saulen1). 

Betonart 

a) Beton mit Handelszement • • 

I
I azul. I 
I kg/em' 

Erforderliche 
Mindestfestigkeit w ... 

kg/em' 

b) Beton mit hochwertigem Zement 
.- ·1\' 35 I 
•• I 45 

120 
160 

Einen diehten Beton erh1ilt man durch Beimengen von TraB und Zement. 
TraBzement-Beton erweist sich als besonders vorteilhaft bei Bauten im See
wasser, da der beim Erharten des Zements freiwerdende iiberschiissige Kalk 
durch den TraB gebunden wird und keine schadlichen, treibenden Verbindungen 
mit den im Seewasser enthaltenen Salzen entstehen konnen. AuBerdem ver
hindert die durch den Zusatz von TraB gedichtete Misehung physikalische An
griffe durch das Seewasser. 

Zahlentafel 38. Druekfestigkeit von Stampfbeton. 

Mischungsve;brut;;\;- ----U;;;;flhre I O:-ckfestigkeit I Raum.gewicht 
In Rt. Zement: Kiessand Zementmenge fUr Klesheton 
bzw. Zement: Sand: Kies in kti/m' I in kg/em' I tim' 

(Splitt. Schotter) fertigem Beton nach 28 Tagen (ungeflhr) 

1 :4 
1: 5 
1:8 
1: 12 
1 :2: 3 
1: 3: 5 
1 :4:6 

- ---I---~~ 

375 225-300 I 2,3 
310 180-225 2,25 
200 90-120 2,2 
135 50- 70 I 2,15 
365 220-250 II 2,3 
240 130-180 2,25 
18S 100-125 2,2 

Eisenbeton. Der Beton darf im allgemeinen nicht auf Zug beansprueht 
werden. Zur Aufnahme der Zugspannungen werden Rundeisen eingelegt (Eisen
beton). Aueh die Sehubspannungen wirken im Beton als Zugspaunungen und 
mussen von Eisen aufgenommen werden, sobald sie 4 kg/em2 lei Rippendeeken, 
Balken, Plattenbalken, Rahmen und 6 kg/em2 bei Platten ubersteigen. Beton und 
Eisen haben gute Verbundwirkung und gegenseitiges Haftvermogen. Die Aus
dehnungskoeffizienten sind etwa gleieh. IXEllen = 12.10- 6, IXBetou = 14 ,10- 6 • 

4.6Ias. 
Technisehes Glas besteht meist aus Natron-Kalk-Silikat-Schmelzen im 

amorphen, unterkiihlten Zustand. Es zeichnet sich durch folgende Eigenschaften 
aus: Gute Liehtdurchlassigkeit (85 bis 90 vH), geringe Wiirmeleitf1il1igkeit (0,6 
bis 0,9 keal/m ·h), hoher elektrischer Widerstand (3 bis 10 • 101& Qmm2/m). Die 
Warmeausdehnung betragt 80 bis 100 '10- 7, das spez. Gewieht 2,5 (Bleiglas 
3 bis 6). Die Druekfestigkeit (4000 bis 12000 kg/eml ) ist wesentlich hoher als 
die Zugfestigkeit (300 bis 900 kg/ems), die Harte liegt zwischen der von Eisen 
und Stahl. Nachteilig ist die hohe Empfindlichkeit gegen StoB und sehroffe 
Temperaturschwankungen. Glas ist chemisch bestandig gegen Luft, Wasser, 
Sauren (auBer FluBsaure), weniger gegen Laugen. Bei SOO bis 1300· laBt sich 
das Glas blasen, ziehen, schweiBen. Mit Diamant und Widia kann es kalt
bearbeitet werden (schneiden, hobeln. bahren usw.). Die Gebrauehstemperatur 
liegt unterhalb der Erweichungstemperatur von etwa 500·. 

') Deutsche Bestimmungen 1932 fUr Eisenbeton. 
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Neben den verschiedenen Sorten von Flach- und Hohlglas wird das Glas 
verarbeitet zu Drahtglas, Glaseisenbeton (Eisenbeton mit Glassteinen), Glaswolle 
und Gespinsten, die aus Glasfliden von 0,01 bis 0,03 mm Dicke bestehen und 
einen vorziiglichen unbrennbaren Wiirmeschutz, gute Schalldiimpfung und 
chemisch bestiindige Filterstoffe ergeben. 

Einige Sondergliiser sind: Ultraviolettdurchliissiges Glas (Uviol, Sanalux), 
Thiiringer Glas (Laborglas), Jenaer Glas (hohe Gebrauchstemperatur von 520 
bis 800°). Optisches Glas zeichnet sich durch besondere Zusammensetzung und 
Reinheit aus (Lichtbrechung bei Kronglas 1,5, F1intglas 1,9). Bei der Auto
und Flugzeugverglasung wird heute weitgehend Sicherheitsglas verwandt, das 
nicht splittert und gute Schlagfestigkeit aufweist. Man unterscheidet 3 Gruppen: 
1. Einschichtglas ist ein im Luftstrom abgeschrecktes Spiegelglas, das durch 
diese Behandlung Druckeigenspaunungen an der Oberfliiche erhiilt. Es kann 
nicht bearbeitet werden (z. B. Sekurit). 2. Das Mehrschichtenglas enthiilt zwi
schen zwei oder mehreren Spiegelglasscheiben eine elastische Zwischenlage. Es 
ist bearbeitbar (z. B. Sigla-Glas, Kinon-Glas). 3. Hiiufig werden auch Kunst
stoffe verwandt, die unzerbrechlich, aber weicher als Glas sind (Plexiglas). 

Quarz (SiO.) zeichnet sich durch hohe Gebrauchstemperatur bis 1200° aus. 
Chemische Bestiindigkeit, Wiirmefestigkeit, Ultraviolettdurchlassigkeit und elek
trischer Widerstand sind erheblich hoher als bei Glas. Geringe Wiirmeaus
dehnung 6 • 10- 7• Es findet Verwendung bei Quecksilberdampflampen, Isola
toren, chemischen Gefii.6en, optischen Linsen, Pyrometerschutzrohren (z. B. Ro
tosil, Vitreosil, Dioxyl, Siloxyd). 

5. Kuoststolfe 
•• auch AbsclmItte GIas, keramlsche Stoffe unci Gummi. 

a) Hirtbare Kunststoffe. Zu den technisch wichtigsten hiirtbaren Kunst
stoffen ziihlen die Kondensationsprodukte aus Phenol oder Kresol mit Form
aldehyd: die Phenoplaste, und aus Hamstoff oder Thiohamstoff mii Formaldehyd: 
die Aminoplaste. Diese Stoffe werden unter Einwirkung von Hitze und Druck 
aus dem plastischen, noch loslichen Zustand, in den unloslichen gehiirteten Zu
stand iiberfiihrt. Meist werden sie mit sog. ,Fiillstoffen oder Harztriigerstoffen 
zur Verbesserung der mechanischen Eigenschaften vermischt. Die hiirtbaren 
Kunstharzpre.6stoffe werden nach den Fiillstoffen in nichtgeschichtete und ge
schichtete Pre.6stoffe eingeteilt. Die nichtgeschichteten Pre.6stoffe werden iiber
wiegend durch spanlose Formung in beheizten Formen gepre.6t und bediirfen 
in der Regel keiner weiteren Bearbeitung. Sie werden als vielgestaltige Fertig
teile und Platten gepre.6t oder zu Rohren und Profilstangen verarbeitet. Die 
geschichteten Pre.6stoffe werden hauptsiichlich zu Platten, Rohren und Profil
stangen verpre.6t und spiiter spanabhebend verarbeitet. Es ist auch moglich, 
Formteile aus diesen Stoffen herzustellen, jedoch ist durch zweckmii.6ige Ge
staltung und Pre.6verfahren der Pre.6vorgang so zu leiten, da.6 die Schichten und 
Bahnen nicht verquetscht oder zerrissen werden. 

Die Festigkeitseigenschaften der hiirtbaren Kunstharzpre.6stoffe haugen weit
gehend von den Fiillstoffen abo In der Zahlentafel 39 sind die fiir die Verwen
dung als tragende Bauteile wichtigsten Eigenschaften zusammengestellt. Die 
Bezeichnung der Werkstoffe richtet sich zum Teil nach der Typisierungstafel der 
technischen Kommission der Fachgruppe 7 "Pre.6stoffe" der Wirtschaftsgruppe 
Elektroindustrie im VDE. [Elektrotechn. Z. Bd.58 (1937) S. 1254.] 

Die Typen S, TI , TI , z" und Z. eignen sich nur fiir gering beanspruchte 
Fertigstticke. Die Schichtstoffe Za und Ta finden fiir hochbelastete formgepre.6te 
Bauteile Verwendung. Hartholz (Lignofol). Hartgewebe und Hartpapier eignen 
sich flir hOchstbelastete Teile wie Zahnriider, Lager (5. S. 471) und Fahrzeug
bauteile. 

b) Nlc:hthirtbare Kunststoffe. Zu diesen ziihlen alle die Stoffe, die beim 
Formpressen keine chemische Umwandlung erfahren und beim Erwiirmen wieder 
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Zahlentafel 39. Kunststoffe. 

Ku::off II 
I 

Zog- I Dmck- Blege- Blege- Schlag- Kerb-wechsel- blege-
Filllstoff Typ oder festigkelt festigkelt festlg- festigkeit festigkelt zihigkeit 

Binde- I Name GzB GdB kelt "bB .... /lk 

mittel I 
I kg/mm'l kg/mm· 

"Wb 
kg/mm' kg/mm' cmkg/cm' cmkg/cm' 

Phenolharz I - - I Pre6harz 

---- -

I 

I 6,0 20,0-28,0 10,0 3,2 H -
" 

Holzmehl S 2,5 20,0 7,0 2,5 6,0 

, 

1,5 

" 
Textilfaser T, 2,5 15,0 6,0 - 6,0 6,0 

" 
Textil- I T, 2,5 15,0 6,0 I 2,0-3,0 12,0 12,0 
schnitzel 

I I " 
Textil- T, 5,0 15,0 8,0 3,0 25,0 -
babnen 

" 
ZeIIstoff- I Z, 2,5 15,0 6,0 

I 
1,5 I 5,0 

I 
3,51 

faser I 

" 
Zellstoff- Z, 2,5 15,0 

I 
8,0 

I 
- 8,0 5,5 

schnitzel I 
" Zellstoff- Z, 8,0 15,0 12,0 4,0 15,0 10,0 

bahnen 

" 
anorg.Mehl I, o. I, 2,5 12,0 5,0 - 3,5 1,0-2,0 
ad. Faser 

" 
anorg.Ge- M 2,5 12,0 7,0 - 15,0 H,O 

spinst 
Harnstoff- organ. K 5,0 20,0 6,0 - 5-8 1,2 

harz Fiillstoff 
Phenolharz Buchen- Hartholz 20,0-24,0 - 25,0-30,0 5,0 80-100 -

fumiere (Lignofol) 

" 
Textil- Hart- 5,0-8,0 20,0 13,0 3,5 30 -
gewebe gewebe 

" 
Zellstoff- Hart- 12,0 15,0 H,O 4,5 25 -
bahnen papier 

Zellulose - Vulkan- 5,0-12,0 30,0 8,0-13,0 - 12D-190 -
fiber 

Acetyl- - Zellon 3,0-5,0 5,0-5,7 5,0 - 100-200 -
zellulose 

100-200 I Nitrozellu- Zellulold 6,0 - 6,0 -
lose 

Kasein - Galallth 

I 
- 7,0-12,0 I 10,0-18,0 -

I 
20-40 -

Polystyrol - Trolitul 4,0 9,5 H,O - 20 -
Polyvinyl- - Luvican 6,0 - 9,0-10,0 - 6-10 -

karbazol 
Polyvinyl- - Mipolam 6,0 7,8-8,0 H,O - 450 -

chlorid 
Polyakryl- - PJexl- 7,5 - 7,0-10,0 2,0-2,5 15-30 1,5 

saureester I glas 

plastisch werden. Die wichtigsten sind die Zelluloseabkommlinge, Kasein und 
Polymerisations- und Mischpolymerisationsprodukte. Zu den Zelluloseabkomm
lingen gehOren vor allem Vulkanfiber, Zelluloid und Cellon. Vulkanfiber ist hart 
und zah und wird meist aus Platten spanabhebend verarbeitet. Massen aus 
Kasein sind unter dem Namen Galalith und Kunsthorn bekannt und werden 
in erster Linie zu hauswirtschaftlichen und kunstgewerblichen Gegenstlinden 
verarbeitet. 

Polymerisations- und Mischpolymerisationsprodukte sind Kohlenwasserstoffe, 
z. B. Polystyrol (Trolitul und Luvican) und Akrylate (Plexiglas). Trolitul be
wahrt sich vor aHem als Spritzwerkstoff und zur HersteHung von dUnnen Filmen 
bis zu 0,02 mm Starke bei guten Festigkeitseigenschaften. Luvican besitzt eine 
besonders gute Warmebestandigkeit, die der hartbarer PreBstoffe nahekommt. 
Die Chlorkohlenwasserstoffe (Mipolam) zeichnen sich durch ihre Unbrennbarkeit, 
Unempfindlichkeit gegen Schlag und groBe Bestlindigkeit gegen Sauren, Alkalien 
und Wasser aus. Sie finden insbesondere in der chemischen Industrie Verwen
dung. Das Plexiglas wird wegen seiner guten mechanischen Festigkeit und groBen 
Klarheit und Durchsichtigkeit vorwiegend fUr SchutzgHiser und Windschutz
scheiben im Luftfahrzeug- und Automobilbau und billige Linsen verwendet. 
Vorerst ist es noch gegen Verkratzen und Ritzen empfindlich. 

Taschcnbuch fUr den Maschinenbau. 9. Aufl. 1. 31 
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6. Gummf. 
Der Gummi wird je nach Verwendungszweck in verschiedenen Mischungen 

hergestellt (s. Zahlentafel 40). Je nach den besonderen Anforderungen werden 
seine Eigenschaften noch besonders geziichtet, wie VerschleiBfestigkeit, Elasti
zitiit, Dampfungsfiihigkeit, chemische und Wiirmebestlindigkeit. 

Nach den verarbeiteten Ausgangsbaustoffen ist zwischen Naturgummi und 
kiinstlich erzeugtem Gummi zu unterscheiden. 

Naturgummi. Das Ausgangsprodukt zur Herstellung ist Latex, die ein
gedickte Milch des Kautschukbaumes, die anschlieBend an verschiedene Reini
gungsprozesse durch Vulkanisation, d. i. eine durch Zusatze von Schwefel Warm
vulkanisation) otler Chlorscbwefel (weniger wichtige Kaltvulkanisation) aus
gelOste Bindung der Kautscbukmolekiile erst technisch verwertbar wird. AuBer 
Schwefel werden weiterhin zur Verbesserung der mecbaniscben Eigenschaften, 
zur Abkiirzung der Vulkanisationszeiten und Emiedrigung der Vulkanisations
temperaturen aufler den !lOg. Vulkanisationsbeschleunigem noch Alterungs- und 
Ermlidungsschutzmitte1, aktive und inaktive Fiillstoffe, Regenerate und schliefl
licb Farbstoffe zugeschlagen. Die verschiedenen Zusatzstoffe beeinflussen den 
Glitegrad des Enderzeugnisses maflgeblicb und sind bestimmend fiir deren Ver
wendungszweck. 

Synthctischcr Oumml (Buna). Der Grundbaustoff fiir die Synthese des 
kiinstlichen Gummis sind Koks und Kalk, woraus liber Kalziumkarbid und Wasser 
Azetylen und schliefllich durch verschiedene Umwandlungen sich das Butadien 
zunachst gasformig gewinnen und durch Verdichtung in den fliissigen Zustand 
liberfiihreil lliflt. Durch entsprecbend gesteuerte Zusammenlagerungsprozesse 
des Butadiens zu kiinstlicbem Gummi, fiir dessen Herstellung im wesentlichen 

Zahlentafel4O. Weichgummi. 

a) Verwendung. 

II Naturgumml 
Bnchstaben-Bnna 

Perbnnan Bnna S 
Zahlen-Bnna 

Bnna 85 I Bnna u5 

fflr allgemeine Zwecke. SchIinche. Dichtnngsringe. Manschetten, Schntzkappen, 
bestandig gegen SalzIOSnngen, Siuren nnd Langen 

Verwen
dung nnd 
besondere 

Eigen
schaften 

mittlere mecha
nische Festigkeit. 
in Sonderqnali· 
titen bestindig 

gegen viele 
chemische Stoffe; 

kaItebestiindig 

gnte Alternngsbestiindlgkelt 

hohe mechanische mittIere mittlere I mi6ige 
Festlgkeit, hoher Abo mechanische mechan. mechan. 
nntznngswiderstand, Festigkeit, Festigkeit Festigkeit 

Intt- nnd gasnndurch- bestiindig 
lassig (Hochvaknnm- gegen 
dichtnngen). bestin· fenchte nnd 

dig gegen a1iphatische trockene 
Kohlenwasserstoffe, Hitze 
MineralOI. Benzin, 
Alkohol; e1ektrisch 

leitend 

gnte e1ektrische Iso-
liereigenschaften, 

besonders geeignet 
zur Weiterverarbei
tung zn Hartgumml 

b) Physikalische und Festigkeitseigenschaften nach Koch. 

1= Perbnnan BnnaS Bnna 85 Bnna 115 
Methyl-

BnnaN kautschnk 

Zerre16festigkelt kgfcm' 260 300 275 175 

I 
200 125 

Dehnung beim Bruch vH 600 600 650 600 700 500 
Be1astung bei 300 vH 

Dehnung kgfcml 70 90 80 50 55 50 
Shore·Harte ... 65 

I 

70 65 65 60 I plastisch 
Elastizitit (Pendel-

hammer) •••• 50 45 50 30 40 10 
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dieselben Arbeitsglinge und die gleichen Zuschliige wie bei dem Naturgummi in 
Frage kommen, werden zwei Buchstabensorten Perbunan, Buna S und zwei 
Zahlenqualitaten Buna 85 und Buna 115 unterschieden. 

Auf chemischem Wege kann sowohl NaturgummJ a1s auch k11nstlich erzeugter Gumml 
mit Stahl, Gu1leisen, NichteisenmetaJIen, Holzern, Glas und den verschiedensten Prellmassen 
sehwingungsfest gebunden werden, wodurch neuartige Konstruktionse\emente wie Kupplungen, 
Torsionsfedem, Schwingungsdampfer usw. gesehaffen werden konnten. AUerdings sind die 
spez. Belastungswerte der Bindung fOr Gummi-MetaJI verhiiltoismaJjig gering und soUten im 
aJlgemeinen bel Druck- und Seheranstrengungen 3 bis 4 kgjcml , bel Zug t bis 2 kgfcm' nieht 
tibersehreiten. 

7. Leder 
ist fOr Trelbrlemen und a1s D1chtungswerkstoff w1chtlg. Je nach Gerbuug wIrd lohgares und 
ehromgares Leder unterschleden. F1lr normale Betriebsverhiltnlsse wIrd melst lohgares Leder 
verwendet, bel Einwirkung von Feuchtigkeit, Dampf und in Betrieben wo Siiuren und Laugen 
verarbeitet werden, 1st Chromleder zu empfehlen. Das beste Leder 1st ans der Nihe der Wirbel
saule (Kernleder). Die aus den Seltenteilen der Haut geschnittenen Riemen liingen sich 1m 
Betrieb starker. Bel hochbeanspruchten Riemen mu1l Mitte R1emen glelch Mitte Wirbelsiiule 
sein, da sich sonst die Rlemen unglelehmiillig langen. Die e1nzelnen RiemenstQcke werden an 
den Enden f1ach abgeschr1gt und durch Leimen und Nllhen verbunden; ebenso wird die 
Sehlu1lverbinduug des Riemens hergesteUt. 

8. Schmlermlttel. 
Die Schmiermittel sollen die Reibungsverluste zweier aufeinandergleitender 

Flachen von Maschinenteilen moglichst gering halten, sie sollen die Gleitflachen 
vor Abnutzung und starker Erwarmung schiitzen und moglichst bestlindig sein. 
Die wichtigste Eigenschaft eines Sehmiermittels ist die Zahigkeit. Sie ist die 
Voraussetzung, daB sieh zwischen den Gleitflachen eine auch gegen Druck und 
Warme bestlindige Fliissigkeitsschicht bilden kann. 

Sehmierole. Die Zahigkeit des Oles muB den Betriebsbedingungen an
gepaBt sein. Sie muB groB genug sein, um die Fliissigkeitsschieht unter allen 
Betriebsbedingungen zu erhalten; sie darf aber nicht zu groB sein, da mit 
steigender Zahigkeit auch die innere Reibung im 01 steigt und somit die Arbeits
verluste im Lager steigen. 

Eine vollstlindige Oluntersuchung soll umfassen: 
a) Allgemeine Beschaffenheit, Farbe, spez. Gewicht. 
b) Viskositat (Zahigkeit), Bestimmung mit dem Engler-Viskosimeter meist 

bei 50° C. Die Viskositat gibt jedoch kein einwandfreies MaS fiir die Schmier
fahigkeit. 

c) Flammpunkt als Kennzeichen fiir die Temperatur, bei der die entwickel
ten Oldampfe erstmalig entfiarnmt werden, fiir Kraftmaschinen und Kompresso
ren wichtig. Zur Bestimmung dient der Apparat von Marcusson. 

d) Stockpunkt ist die Temperatur, bei der das 01 so steif wird, daB es nieht 
mehr flieBt und salbenartig wird. Er mu.13 bekannt sein fiir Maschinen, die 
tieferen Temperaturen ausgesetzt sind. 

e) Reinheit des 01e5. Gutes Maschinenol mu.13 frei von ungebundenen Mineral
sauren und Alkali sowie Hartasphalt sein. 

Wassergehalt < 0,1 vH; Aschegehalt bei Destillaten < 0,3 vH, bei Raf
finaten <0,05 vH, bei hochwertigen Raffinaten z. B. Dampfturbinenolen 
<0,010 vH; organische Saure bestimmt als Neutralisationszahl bei Destillate.n 
< 1,5 mg KOH, bei Raffinaten <0,3 mg KOH, bei hochwertigen Raffinaten 
< 0,01 mg KOH. 

f) Alterungsbestlindigkeit. Ole, die im Dauerbetrieb laufen, sollen moglichst 
lange ihre guten Schmiereigenschaften behalten. Als Kennzeichen fiir die Nei
gung zum Altern wird die Verteerungszahl (VDE-Vorsehriftenbuch 0370) oder 
die Verseifungszahl vor und nach kiinstlicher Alterung (Erhitzen des Oles auf 
90° bis 120° C evtl. in Gegenwart von Katalysatoren wie Kupfer oder Blei) 
bestimmt. 

g) Emulgierbarkeit. Ole fiir Dampfturbinen diirfen mit hei.l3em Wasser nieht 
emulgieren, da hierdureh der Schmierolumlauf empfindlich gestart wird. 

31* 
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AIle diese tiblichen Prtifmethoden geben keinen zuverlassigen Anhalt tiber 
die Schmierfahigkeit des Oles. Es sind viele Prtifmaschinen gebaut worden, 
um einen GtitemaBstab der Schmierfahigkeit bestimmen zu konnen, doch hat 
sich. noch kein einwandfreies Verfahren durchsetzen konnen. Man ist daher auf 
praktische Erfahrungen angewiesen. 

Zahlentafel 4i. Obersicht tiber Schmierole und Fette. 

Lager: 

Fhmun- V~~, 
punkt In Englergrad 

°c 
mind. bel'C I 

BemerkUDgeD 

raschlaufende Zapfen 140 
normalbelasteteZapfen 160 

so 
SO 4-7,5 1000 bis 2000Umlfmin 

i 

I 
Weitere 
Angaben 
I. DIN , 

2 - J
1 

Elektromotoren: 

3-50 E 6543 

Schwer belastete lang-
sam laufende Zapfen 170 

Automobilmotoren: 

Benzinbetrieb. • 

Schwerolbetrieb • 

Dieselmotoren 

Dampfturbinen • • 
Getriebeturbinen 

HeiJ3dampfzylinder 
Sattdampfzylinder • 

Wasserturbinen •• 

Gasmaschinen : 

Kleingasmaschinen • 
Grollgasmaschinen • 

170 

175 

180 

165 
170 

270 
240 

160 

170 
175 

Kolbenkompressoren. 180 
Turbokompressoren 165 

! 3000 Umlfmin 

SO 

50 8-20 I 
5-15 

50 10-24 
7-16 

SO 7-15 

50 2,5-5 
SO 5-7 

100 
100 

3-9 i 
2,5-7 I 

SO 2,5 -12 

50 
SO 

50 
SO 

3-8 
4-10 

6-10 
3-5 

2,5-3,5°E 

Sommer 
Winter 
Sommer 
Winter 

alterungsbestiindige 
Ole, die Wasser und 
Schmutz gut absetzen 

alterungsbestiindige 
Ole dlirfen nicht emul

gieren 

nicht emulgierend 

Viertakt tiber 4 ° E 
Zweitakt tiber 6 ° E 
ftir Z ylinderschmie
rung nur Raffinate 

6547 

6551 

6554 

6555 

6550 

Flir die Klihlung von Schneidwerkzeugen bei der Metallbearbeitung (Bohrer 
Frasen, Sagen) mlissen gut emulgierende Ole und Fette verwandt werden, die 
man mit der 8- bis 12fachen Menge Wasser vermengt. Das Wasser wirkt ktih
lend, das 01 rostschtitzend. Die Emulsion muB bestiindig sein und die zu schtitzen
den Flachen vollkommen benetzen. 

Schmierfette werden flir hochbelastete Lager langsam laufender Ma
schinen, Zahnradgetriebe, Kugel- und Rollenlager verwandt. Der Tropfpunkt 
nach Ubbelohde gibt die Temperatur an, bei der das Fett von einer nermo-
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meterkugel, deren Abmessungen festgelegt sind, abtropft. Der Tropfpunkt darf 
nicht unter 60· C liegen, flir schwer belastete, heiB gehende Lager (Rollglinge, 
Exzenter von GroBgasmaschinen) nicht unter 120· C. 

D. Schutziiberziige. 
t. Metallische Oberzuge. 

Fiir die Wirksamkeit der metallischen Uberziige ist es wichtig, daB sie 
vollkommen dicht sind. Die Uberziige miissen fest haften, feinkomig und 
glatt sein. 

Verzinken. Feuerverzinkung gibt dickere, aber ungleichmaBige Aufiagej 
galvanische Verzinkung haftet besser. Verzinnen durch Eintauchen in fiiissige 
Bader und durch Spritzverfahren (Schoop). 

Verbleien gibt gegen Rauchgase sehr wetterbestlindige Uberziige. Dichte 
Uberziige werden mit Blei-Quecksilber-Arsenlegierungen (SchlOtter) oder mit 
Blei-Zinnlegierungen (10 vH Sn) erzielt. Feuerverbleiung erfordert vorherige 
Verzinnung. Nickeliiberziige werden hauptsachlich galvanisch hergestelltj 
dichte Uberziige erfordem vorherige Verkupferung oder Kadmiumiiberzug. 
Kadmium ergibt sehr dichte wetterbestlindige (auch Seeluft) Uberziige. Ver
chromen erfolgt galvanisch, haltbare Uberziige erfordern vorheriges Vemickeln. 
Hartverchromen auf elektrolytischem Wege bei hoher Stromdichte und hoher 
Badtemperatur. Die Rockwell "C"-Harte betragt 66 bis 70. Verwendung fiir 
Schneidwerkzeuge und fiir auf VerschleiB beanspruchte Maschinenteile. Alu
miniumiiberziige werden nach dem Schoopschen Spritzverfahren hergestellt. 
Zum Schutze vein Stahl gegen Oxydation bei Temperaturen bis 1000· wird 
Aluminium in die Stahloberfiache hineindiffundiert (Kalorisieren, Alitieren, Alu
minieren, Alumetieren). 

Plattieren. Hochwertige Metalle (nichtrostender Stahl, Kupfer, Nickel, 
Aluminiumfolien) werden auf FluBstahl, Reinaluminium auch auf legiertes 
Aluminium heiB aufgewalzt, so daB die Deckplatte mit der Unterlage ver
schweiBt. Hierdurch konnen erhebliche Einsparungen an hochwertigen Werk
stoffen erreicht werden, oder korrosionsfeste weiche Metalle auf solche hoherer 
Festigkeit aufgebracht werden. 

2. Nlchtmetallische Oberzilge. 
Emaillieren von Stahl und GuBeisen durch glasartige Uberziige. Die 

chemische Bestlindigkeit gegen Wasser und Saure ist sehr hoch, jedoch sind die 
Teile gegen StoB und Warmespannungen sehr empfindlich. 

Briinieren. Durch Erhitzen wird auf Stahl eine Oxydschicht erzeugt, in 
die 01 verrieben wird. Beim Coslettieren wird der Stahl in eine mit Ferro
phosphat gesattigte LOsung von Phosphorsaure eingetaucht und damit eine 
Phosphorschutzschicht erhalten. Beim Parkerisieren wird Ferromanganphos
phat verwandt. 

Beim Aluminium wird Oberfiachenschutz durch Oxydation der Oberfiache 
erhalten. Beim MBV-Verfahren wird Aluminium in oxydierende Bader ge
taucht. Beim Eloxieren Oxydation elektrolytisch. Anstriche meist nur zum 
Schutz gegen Witterungseinfiiisse. Anstrichmittel bestehen aus Bindemittel 
(LeinOl, KunstharzlOsungen, ZelluloseesterlOsungen, ChlorkautschuklOsungen), 
Trockenstoff (Blei-, Mangan- oder Kobaltverbindungen), Pigment (BleiweiB, 
Bleimennige, Eisenoxyd, ZinkweiB, Lithopone, Aluminiumbronze) und Verdiin
nungsmittel (Terpentin, Benzin, Spiritus). Weichmachungsmittel (Phtalsaure. 
ester, Kampfer) erhOhen die Ziihigkeit des Farbfilms. Fiir Stahl ist stets rost
schiitzender Grundanstrich (Bleimennige, Eisenoxyd) und wetterbestlindige 
Deckanstriche erforderlich. Gegen chemische Angriffe sind Chlorkautschuk· 
anstriche, Kunstharzanstriche und bituminose Anstrichstoffe geeignet. 



486 Werkstoffkunde. 

Zahlentafe142. Physikalische Eigenschaften metaUls,her Werkstoffe 
(s. Fig. 46, 47, 48). 

Werkstoff 

Aluminium (99,5 vH) 
AI.Legierungen: 
AI-Cu.lIlg ,Duralumin) 
AI-Cu·Ni (V·Leg.) 
AI·Cu (Lautal). • • 
AI-lIlg·S1 (Anticorro. 

dal) ••••••• 
Al-lIlg (Hydronalium) 
AI·lIlg·lIln (KS·See· 
wasser) 

AI·SI (Silumin) 
AI-illn (illangal) 
G AI-Cu (Amerik. 
Leg.) ••••.• 

GAI-Zn-Cu 
(Deutsche Leg.) • 

G AI-SI (Silumin). 
G AI-lIlg (Hydro
nalium) •.•• 

Antimon •.•.• 
Bronze G Bz 20. • 

GBzIO •• 
GBz 6 .•. 
Ni-lIln-Bronze 

Blei •••••••• 
Eisen rein (s. Stahl). 
GuBeisen •••••• 
Gold ••...•.• 
Kupfer ••••... 
lIlagnesium •••.• 
lIlagnesium - Legierun-
gen Elektron und lIla-
gnewin •••••• 

lIlessinge: 
lIlessing Ills 58 • • .1 
Muntzmetall Ills 60 • 
Gelbtombak Ills 72 • I 
Rottombak Ills 90 • 

Monelmetall • • . • 1 

Neusilber. • •• '1 
Nickel ••••.• '. 

Platln •• 
Quecksilber 1 

RotguB :::: :.'11 

RgIO 
Silber .. 
Zink ....... :1 

~=:~t 'O'~~~ ~I 
Stahl mit 0,35 vH C I 
Stahl mit 0,6 vH C 

Spez. 
Gewicht 

2,70 

2,8 
2,8 
2,8 

2,7 
2,6 

2,7 
2,7 
2,75 

2,85 

2,9 
2,65 

2,6 
6,69 
8,8 
8,75 
8,73 
8,85 

11,34 
7,86 

7,1-7,3 
19,3 
8,9 
1,74 

1,79-1,81 

8,4 
8,5 
8,5 
8,8 
8,58 

8,3-8,7 
8,8 

21,4 
13,6 
8,7 
8,5 
8,5 

10,5 
7,14 
7,28 

7,85 II 
7,85 
7,84 

I Thermische Eigenschaften Elektr. 
Leit· 
fiihig· 
keit 

Schmelz· 
temp. 

·C 

659 

520-650 
640 
650 

630-650 
520-630 

570 
650 

54~0 

530-630 
570-630 

520-630 
630 
900 

1020 
1070 
1050 

327 
1530 

1152-1350 
1063 
1083 
650 

625-650 

Elasti· 
zWits· 
modul 

kg/mm' 

I 7000 I 
7200 
7300 
7000 

6800 

7100 
7650 
6800 

8500 

6900 

II 600 

1800 
21070 
") 

8120 
12500 
4000 

4300 
bls 4500 

5 }8:O 
1030 10000 

1315-1350 IS 900 
950-1180 11000 
1452 21000 

1774 
-38,9 

} -950 

960 
419 
232 

1500 
1480 
1470 

16700 

-9000 

7000 
tlOOO 
4150 

21000 
21000 
21000 

Leit· Aus- S 
fiihig· deh. pez. 
keit' ) nungs. Warme 

cal zahl cal 
cm·sek ·C (linear) goc 

0,53 

0,35 
0,36 
0,34 

0,35 
0,38 

-0,35 

0,33 

0,32 
0,39 

0,24 
0,05 

0,13 

0,36 
0,084 
0,16 

0,07-0,11 
0,75 
0,94 
0,41 

0,32 

'10-'1 
23,8 

23 
22 
23 

22 

23 
22 
22 

25 

24 
19 

20 
11 

17.5 
17 
14,6 
29 
t2 
9 

14 
17 
26 

25 i 

0,22 

0,215 

0,21 

0,05 

0,091 
0,031 
0,111 
0,031 

0,093 
0,24 

19 0,093 
19 0,093 

i 

m 
,Q·mm' 

! 37-35') 

20 

22 

28 
15 

25 
26 

2,4 
4,5 
7 

12 
11-14 

4,8 
10 
0,5-2 
45 

57-W) 
25,6 

12-18 I 

0,22 
0,26 
0,06 
0,6-1 
0,14 

18 0,093 I 
18 0,093 
14 0,12 

16 
15 
16 
24 

1,6 
2-6 

11,5 bis 
10,5') 

9 0,17 
0,025 

1,01 
0,26 
0,15 

0,12 
0,12 
0,11 

18 -0,1 
13 0,11 

9 0,04 
182 0,033 

20 0,057 
29 0,09 
27 0,055 

I H I 
0,11 
0,11 
0,11 

1,05 

8 

62,5 
16,5 
8,3 

8,3 
8 
7,8 

Tempe
ratur· 
koeff. 

des 
elektr. 
Wider· 
standes 

'10-' 
4,1 

2 

3 

5,1 

4,1 
6,6 

3,98 
4,28 

4 
4 
3,5 
4,0 
0,19 

3,9 
0,99 

4,1 
4,2 
4,6 

5,7 
5,2 
4,7 

') Um die WAnneleitzahl ). in kcallm·C h zu erhalten, sind die vorstehenden Werte mit 360 
zu multlpllzieren. 

I) Gu8elsen.Der E-Modul 1st von der Festigkeit und der GrlIJIe der Beanspruchung abo 
hingig. Bei O'B"28: E ~t35OO, bei O'B'" 25: E ~ 10000, bei 0'11" 16: E ~ 6500. 

I) Of. n1edrlgen Werte gelten fflr hartgezogenen Drabt. 
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ZahlentafeI 42 (Fortsetzung). 

i: 

Werkstoff 

i! I 
II . Schmelz-
i Spez. I temp. 

.1 Gewicht : 

Elastl
zitats
modul 

Thermische Eigeuschaften Elektr. Tempe-
Leit- ratur-

Leit- Aus- Spez. fiihig- koeff. 
fiihig- deh- Wiirme keit des 
keit') nungs- i elektr. 

ii °C. kg/mm,!I-cm--
Ii . 

cal zahl cal m i Wider-
·seko C (linear) goc .Q. mm' I staildes 

===---- II ---~=-=----~~==~-= 

1 vH Nicke1stahl .• III 7,85 
2 vH Nicke1stahl.. 7,85 

Cr-Ni-Mo-5tahl I 

GB=70-90 kg/mm' I 
1 vH Cr-Stahl • • '1 1vHCr-o,6vH Mo-St. 
0,4 vH Mo-Stahl • • 
Cr-Ni-Stahl VCN 25 

7,85 
7,85 
7,85 
7,85 
7,85 

Hochleg. Stahle: III 
13 vH Cr-Stahl V5M I 7,75 
17 vH Cr-Stahl VIM 7,7 

1t~~ Cr:9 ~~ ~i-.St: i[ 7,88 
25 vHCr-26vHNi-St.II 

}~1480 -1500 

1500 
1490 

1400 

21000 
20900 

21000 
21000 
21000 
21000 
21000 

21000 
21000 

20300 

-

0,11 
0,11 

.-..0,9 

0,085 
0,1 

0,07 
0,05 

0,05 

! .10- 8 

I I 11,2 i 
[ 11,6: 

l,-..t1 
11,0 : 
11,3 
12,2 , 
11 

9,5; 0,11 
10,5: 0,11 

16 ! 0,12 

1,75 
1,3 

I 1,35 

! .10- 1 

1~;~3C;-60 ~H i.n:11 7,7 1370 0,031 I 
2 vH Mn-7 vH Mo II 
B7M •••••. 1 6,40 13 0,86 

Invarstahl 36 vH Ni I 8,13 1450 14500 0,039 2 0,12! 

1,1 

Beziiglich Stoffwerte der Nichtmetalle s. Zahlentafeln am SchluB des Bandes. 

kgfmm& 
2J'IWr--r--:-r::---r-=--.. 

Fig. 46. EinfluB der Temperatur anf den Ela
stizitiitsmodul hei Stahlen und Aluminium. 

0 KII. ~r I 

6_f--
I 

AlII. ~;,illf 

1'111: _illm 

Fig. 47. EinfluB der Temperatur anf die 
Wiirme1eltfahigkeit boi Stahlen, Kupfer, Alu· 

minium und Magnesium. 

') Siehe FuBnote 1 auf S. 486. 

Fig. 48. EinfluB der Temperatur anf die 
Wiirmeausdehnung bei GuBeisen. Stahlen, 

Kupfer, Aluminium und Magnesium. 



SchweiBkonstruktionen. 
Bearbeitet von DipI.-Ing. R. Hanchen, Berlin. 

I. SchweiBverfahreo. 
Oberblick ilber die Schweillverfahren: DIN 1910 - Obersicht und sinnbildliche DarsteJ\ung 

der Widerstandsschweillverfahren: DIN 1911 - Scbmelzschweillungen: DIN 1912, Blatt 1 und 2. 
Durch Hammerschweillung lassen sich Stahle mit weniger aIs 0,2 vH C nach Erwarmen 

auf etwa 1400° C verschweillen. Aufstreuen von Schweillpulver zur Vermeidung von Oxydhauten. 

Bei der GasschmelzschweiBung wird durch Azetylen-Sauerstoff-Gemisch 
oder Wasserstoff-Sauerstoff-Gemisch (Knallgas) eine Stichflamme von hoher 
Temperatur erzeugt. Dlinne StUcke werden durch die Flamme zum Schmelzen 
und VerschweiBen gebracht. Bei starkeren StUcken werden die Enden der zu 
verschweiBenden StUcke abgeschragt, mit der Brennerflamme erhitzt und Eisen 
(SchweiBdrabt) eingeschmolzen. Eine sorgfaltige SchweiBung muB nachtraglich 
ausgeglliht und gehammert werden. 

Elek trische Lich tbogensch weiBung. Zwischen WerkstUck und SchweiB
drabt wird ein Lichtbogen gebildet. Der abschmelzende SchweiBdraht ver
schweiBt die zu verbindenden StUcke. Der Lichtbogen muB kurz und so geflihrt 
werden, daB er nicht unterbrochen wird, damit ein moglichst tiefes Aufschmelzen 
der WerkstUcke (Einbrenntiefe) erreicht und Oxydation in der SchweiBe ver
mieden wird. 

Elektrische Widerstandssch weiBung (Stumpf-, Nabt-, Punkt
schweiBung). Die zu verschweiBenden Enden werden fest gegeneinander gepreBt. 
Durch Strom von sehr hoher Starke und geringer Spannung erfolgt Schmelzen 
und VerschweiBen der Enden. 

II. Die Nahtformen. 
a) Stumpfniihte. 

I. Flachstumpfniihte (Fig. 1 bis 6). 
Fig. I: J-Naht. Keine Vorbereitung der Schweillkanten. Anwendung nur bei dilnnen 

Blechen (bis s = 4 mm). Abstand der Bleche von der Blechdicke ahhiingig. 

1 \l \l V- X t 

£9m~~80 
Fig. 1 bis 6. 

Fig. 2: V-Naht. VergrOllerung der Schweillfuge durch Abschragen der beiden Blechkanten. 
Muldenwinkel '" = 60 bis 80°. Anwendung bei Blecbdicken s = 5 bis 15 mm. 

Wesentlich filr die Gilte der Nabte ist ein guter 
Einbrand (E in- Fig. 2). 

Fig. 3: V-Naht mit Wurzelverscbweillung. An
wendung bei dynamiscb (auf Daueriestigkeit) be
ansprucbten Niibten (5. S.491). 

Fig. 4: ! V-Nabt; nur eine Blechkante abgescbragt. 
Eignung nur fiir k1einere Krafte. 

Fig. 5: X -N abt. Anwendung bei BIechen von 
s = 10 bis 30 mm Dicke. . 

Fig. 7 u. 8. Fig. 6: K.Naht. Es gilt das gleiche wie bei der 
i V-Nabt (Fig. 4). 

2. Eckstumpfniihte (Fig. 7 u. 8) (5. S. 493 Winkel- und T-StoB). Die seltener 
angewendete einseitige Eckstumpfnabt entspricht der ! V-Naht (Fig. 4), die 
doppelseitige der K-Naht (Fig. 6). Ausflihrung allgemein als Hohlnabte. 
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Fig. 7: Doppelseitige Eckstumpfnaht mit Fuge (n. a rechnerische Nahtdlcke. 
Fig. 8: Desgl. ohne Fuge. 
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Diese Nahte sind bei dynamischer Beanspruchung bedeutend gQnstiger als die doppelseitige 
Keblnaht (5. S. 493). 

b) Kehlniihte (Fig. 9 bis 11). 

Anwendung beim Winkel- und T-Stoll, iiberlappten Stoll, Laschen- und 
Kreuzstoll. Bei den Stirnkehlnahten liegt die Kraftrichtung senkrecht zur Naht, 
bei den Flankenniihten parallel. Kehlniihte 
erfordern - im Gegensatz zu Stumpf- .I.. 
niihten - keine Vorbereitung der SchweHl
kanten. 

Fig. 9: Vollnabt oder llberwolbte Kehlnaht; 
wenig mehr angewendet. 

Fig. 10: Flacbnabt ist binsichtlicb der Kerb-
wirkung gQnstiger und bat das wirtscbaftlicbste Fig. 9 bis II. 
ScbweiBvolumen. 

Grundform der Nabt ist ein gleichscbenklig-rechtwinkliges Dreieck mit den Katbeten b. 
Rechlleriscbe Nabtdicke a = b/Y"i ""0,707 b. Nacbprilfung der Nabt auf MaBbaltigkeit mit 

dem Zirkel, der auf Mall c = 2a eingestellt wird. 
Fig. t 1: Hohlnabt. Geringste Kerbwirkung wegen ihres allmahlichen Obergangs zum Grund

werkstoff. Bei gleicher Nahtdicke (a) Schweillinhalt etwas groller als bei Flachnaht (Fig. 10). 
Ausftlhrung der Kehlniihte a1lgemein durchlaufend. Unterbrocbene Nahte neigen zur Kerb

wirkung und werdeu besser durch diinnere durcblaufende Nabte ersetzt. 

c) Sonstige Niihte. 
Bordelniihte (Beispiel s. Tafel 1) werden bei Diinnblecharbeiten, u. a. im 

Flugzeugbau, angewendet. Loch- und Schlitznahte sind behelfsmiilliger 
Natur und werden am besten vermieden. 

Tafel1. Mallstiibliche Darstellungen und Sinnbilder der Bordel-, 
Stumpf- und Kehlniihte (DIN 1912). 

Benennung Mallstiiblicbe 
Darstellung Sinnbild 

===~~~~ ... =~.== ... =. =~I==~====="====== 

~8 ct B Bordelnaht 

-.----·--~-----·---·---II-_:____::===_f_----====--

II I B (~ B I-Naht 

Stumpfnaht 

X-Naht 

Kehlnaht 

iiberwolbte Kehlnaht ~ n===h " r--~-n 
durchlaufend I ~ ~ it 

~1~~~hf!0::;--11 ~ ~ ~ 5a 
h~~~~h~~~i;::t II ~ t;:~ I, r--;,--~ 

Ii ~ . a " ~ a 
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d) Kurzzelchen fiir die Schwe18nihte. 
Tafel 1 S.489 gibt die Kurzzeichen nach DIN 1912 3. Ausgabe. Mai 1937 

BI. 1 u. 2 (Auszug). 
Bei Stumpfnihten ohne Wulst werden In der maBstiiblichen DarsteUung und im Sinnbild 

statt der Kreisb6gen gerade Linien gezeichnet. Bei den Kehlnihten kann auBer der Nabtdicke 
noch die Nabtliinge angegeben werden (11/1). 

III. Festigkeit der SchweiBniihte. 
a) EiDfluB der Elektrode. 

Bei belasteten SchweiBungen muB die statische Festigkeit der des Grund
werkstoffs mindestens gleich sein. Verformungsfiihigkeit, Dehnung, Kerbziihig
keit und Schmiedbarkeit werden durch Wahl der Elektrode (blank, mit Seele 
oder umhiillt) weitgehend bestimmt. 

I. SchwelBen mit blankem Draht. 
Ungflnstiger ElnfluB des Sauerstoffs und Stickstoffs der Luft auf das Schmelzbad. Koblen

stoff, sowie Mangan und sonstige Legierungsbestandteile verbrennen, wodurch die SchweiBe rot
brOchig wird. Die mit blankem Drabt hergestellten Schwei8ungen sind am O'bergang zum Grund
werkstoff weniger rege\mii8ig und enthalten mehr Poren a1s bei der Verwendung umhllllter EleI<
troden. BlankdrabtschweiBen nur bei gerlngen Anforderungen hinsichtlich Verformungsfiibigkeit 
geeignet. 

Z. Schwe18en mit umhiiUtem Draht. 
Das Zutreten des Luftsauerstoffs und -stickstoffs In das Schmelzbad wird durch Um

hilllung der Elektrode .verhindert (Ummantelung), der gasende Bestandteile beigegeben sind, die 
Schutzhillie aus neutralen Gasen um Licbtbogen bilden. Auch sind in der Hillle Bestandteile 
zum Reduzieren und Denitrieren, Oberschilsse an Koblenstoff und Mangan zum Ausgleich der 
durch den Ausbrand verloreogegangenen Mengen, sowie sonstige Legierungsbestandteile (Cr, 
Ni, Mo, Va u. a.l enthalten. 

Den guten Festigkeitseigenschaften der umhilllten Elektroden stebt der wesentlich hIIhere 
Preis gegenl1ber. 

b) Schwe18giiten. 
In Beriicksichtigung der Belastungsart, sowie aus wirtschaftlichen Griinden 

hat Bobek (s. Schrifttum S.492) verschiedene SchweiBgiiten festgelegt. 
FOr geschwei8te Maschinenteile kommen SchweiBgI1te .. N" = Normale Konstruktions

&chweiBung und Schwei8g11te .. F" = FestschweiBung in Frage. Schwei8g11te .. N" bei feststehen
den Tei1en mit nicht zu hohen ruhenden BeanspruchuDgeO obne Schwingungsbeanspruchungen, 
SchweiBgI1te .. F" fUr feststehende und bewegte Teile mit hohen ruhenden und mit Dauerwechse1-
beanspruchungen bis etwa 5 kg/mm'. Die Bezeichnung der Schwei8g11te wird an dem Nabt
sinnbild hinter die Nabtdicke gesetzt (z. B. 8 N oder 10 Fl. 

SchweiBgI1te .. N" wird mit bilJigeren Elektroden und von geringer bezablten Schwei8ern 
hergestellt. Bei Schwei8g11te "F" werden hochwertige Elektroden .verwendet und zuver1iissige 
Schwei8er eingesetzt. 

c) Verbesserung der Schwe18nihte durch Nachbehandlung. 
Nachbehandlung der Schwei8e durch Hiimmem oder GIl1hen bezweckt Verbesserung der 

Festigkeitseigenschaften bzw. Aufheben von Schrumpfspannungen. 
Hiimmern der SchwelBe in warmem Zustand setzt bei Lichtbogenschwei8ung Verwen

dung von Elektroden voraus, die eine gut schmiedbare SchweiBe ergeben. Durch das Hiimmem 
wird das grobe GuBgefUge der uiedergeschmolzenen SchweiBe und das in der anschliellenden 
Oberhitzungszone verfeinert. 

Gll1hen der SchweiBstilcke verbessert Debnung der SchweiBe und beseitigt Schrumpf
spannungen (ie nach HOhe der Glilhtemperatur) teilweise oder ganz und kommt nur fUr hach
wertige Schwei8stficke in Frage. 

Zur Nachbehandlung gehOrt auch AbfrAsen der Schwei8raupe, um guteD, kerbfreien Oller
gang von der Schwei8e zum Grundwerkstoff zu &chaffen. 

d) Schrumpfspannungen. 
Mittel zum Einschriinken der Schrumpfspannungen sind: geeignete Form

gebung des Werkstiickes, sachgemiiBe Einspannvorrichtungen, gutes Vorheften 
und bei dickeren Niihten sorgfiiltiges SchweiBen der ersten Lage mit nicht zu 
dUnner Elektrode. Ausschlaggebend auch Reihenfolge der SchweiBung (Angabe 
auf der Konstruktionszeichnung), sowie Vorwiirmen und Abkiihlen des Werk-
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stUckes. Beim SchweiBen langer Nahte nach dem Pilgerschrlttverfahren oder 
durch sprungweise SchweiBung wird zu starke ortliche Erwannung und starkes 
Schrumpfen vermieden. 

Weiteres fiber Schrumpfspannungen s. AnleitungsbJatter f. d. SchwelBen I. Maschinenbau 
(VOl-Verlag), Anleitungsblatt 2 S. 17, Abschnitt Bierett. 

e) Abhiingigkeit der Festigkeit von Nahtform und Belastungsart. 
Die Dauerfestigkeit der SchweiBnahte ist stets geringer als die Dauerfestig

keit des Grundwerkstoffes. 
Hauptursachen fill Vermiuderung der Dauerfestigkeit: Kerbwlrkungen, hervorgerufen durch 

Urnlenken der Kraftlinien am Scbwei6anschlu6, Fehler In Bescbaffenheit der Niihte (durcb grobe 
Poren, Scblacken- und Gaseinschl1isse, schlecbte Wurzelverscbwei6ung u. dgl.). Einbrandkerben 
am Obergang der Nabt zum Werkstoff und Kraterenden der Nihte. 

Die Versuche auf Dauerfestigkeitspriifmaschinen zeigen folgende Ergebnisse1): 

I. Stumpfniihte (V- und X-Niihte). 
Senkrecht zur Kraftrichtung wurden fill St 37 foJgende Ursprungszugfestigkeiten ("UT) 

erhaIten: 
V-Nabt ohne WurzeJverschwei6ung (Fig. 2, S. 488): "UT F:::; 12 kg/mm", 

mit (Fig. 3): "UT F:::; 18 
Durch Abarbeiten des Scbwel6wulstes wird Dauerfestigkeit gesteigert. 

Fig. 12: Dauerfestigkeits-Scbaubild filr Zug-Druck und St 37. 
a Werkstoff; b gute Stumpfnabt (mit Wurzel-

k9~ tFS-2Z verschwei6ung); c Stumpfnabt obne Wurzelver
scbwei6ung. 32 "-"-~-T-

~ 20 
, IIl!II1I\I tFlfC.-!O 

Iq,,: >7 _O:~i1 I 
18 

"'/~ A', 1'6 
II/- I/Ib, I i/o 

~'21/: 11m lBO'S'" tIP-' 'f2J 
'iO r.ld If. I 

c I /. ' 8 

-~ / If! I I 
~6 

I 
~ V; I 
2// 

I 

V, 
-11 

-oq; ":~ 
-~ / 

~ -8 
40 '(/ 
-1. 

02 f/- G 810 131'1-1G 183032 
om- 'g!rran.£ 

Fig. 12. 

± '''.tI Spannungsausschlag; "0 Oberspannung; 
"u Unterspannung; "m = ("0+ou)/2Mittelspannung; 
0WF Wecbselflie6grenze; "5 Streckgrenze; "UT Ur
sprungsfestigkeit; "w Wecbselfestigkeit; "m : 00 

= konst. 

SachgemiiB geschweiBte X-Nahte sind 
den V-Niihten glE'ichwertig. 

2. Eckstumpfniihte. 
Versuche an Kreuz-St06en mit beiderseitigen 

(bobJen) Eckstumpfniihten ergaben fUr St 52: 

Fig. 13. 

Mit Fuge (Fig. 7, S.488): "B = 56,7 kg/mm'; "UT = 11 kg/mm'; 
obne .. (Fig. 8, S.488): "B = 58,2 "UT = 15 

Bei der Nabtform mit Fuge geht der Dauerbrucb von der Fuge aus, bei der obne Fuge beginnt 
er an den Einbrandkerben des StegbJeches. 

3. Flankenkehlniihte. Bei den Dauerzugversuchen an Proben nach Fig. 13 
waren die Dauerfestigkeiten gering als Folge des mehrmaligen Umlenkens der 
Kraftlinien in verschiedenen Richtungen. 

Dauerfestigkeit der Flankenniibte bei St 37 (hezogen auf den Querschnltt ~ a' " Fig. 13): 
TUT = 12 kg/mm' F:::; 0,67 OUT' 

Statische Zugfestigkeit "B F:::; 41 kg/mm", wobei der Bruch an der Einscbnfiruug der F1ach
eisen (bei I in Fig. 13) eintrat. 

') s. u. a.: Dauerfestigkeitsversucbe mit ScbwelBverbindungen. Bericbt des Kuratoriums 
flir Dauerfestigkeitsversucbe im Fachausschu6 f. Scbwei6tecbnik b. VOl. Berlin 1935 (VOl· 
Verlag). 
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Festigkeit abhiingig vom Verhiiltnis der Spannung (J in der Naht zur Stab
spannung a bzw. bei gleicher Nahtdicke von der Nahtliinge. 

Fiir e/a=O,5 trat der Bruch amEnde derNahte (beill Fig. 13) ein und bei eta;;;;;' I in den 
Nahten. Bei der Bemessung von dynamisch (auf Dauerfestigkeit) beanspruchten Bauteilen kann 
e/a = 0,65 a1s Mitte1wert gewiihlt werden. 

Die Dauerfestigkeit der Flankenniihte sinkt mit zunehmender Flachstahlbreite (b1) und 
steigt mit zunehmendem Abstand der Bleche infolge des gOnstigeren Kraftlinienverlaufes. Dyna
mIsch beanspruchte Flankenniihte miissen an _der Wurzel gut verschweiBt sein, auch sollen die 
Nahte nicht iiber die StoBstelle gehen. Bei Verwendung von [-Stahl an Stelle von Flachstahl 
war die unter gleichen Verhiiltnissen erreichte Dauerfestigkeit grOBer, bei L -Stahl kleiner. 

Durch Abfriisen der Nahtenden (bei II in Fig. 13) JaBt sich die Spannungsspitze abbauen 
und die Dauerfestigkeit erhOhen. 

4. Stimkehlniihte. 
Dauerzngversuche an Proben nach Fig. f4 (LaschenstoB) ergaben fiIr St 37: 

Gasschmelzschweil3ung i. M. • • • • • • au, ~ ft kg/mm"; 
LichtbogenschweiBung i. M. •• •• • • • • au, ~ 7 .. 

Der Dauerbruch begann entweder an der 
Nahtwurzel (bel I in Fig. 14) oder an der 
Einbrandkerbe bel II. Anordnung von 
Hohlniihten (Fig. 1 I, s. 489) vermlndert 
die Bruchgefahr. 

Das glelche gilt auch fiIr den Kreuz
stoB (Fig. IS). Versuche ergaben bei St 52 

Fig. 14. Fig. IS. und geeigneten Elektroden: 
aB~48kgJmm'; aU,~ 9,5kg/mm". 

Verglichen mit St 37 ist die Dauerfestigkeit des St 52 verhiiltnismliJ3ig niedrig. 

IV. Berechnungsgrundlagen. 
a) Berechnung auf blsheriger Orundlage. 

1st Berechnung auf Dauerhaltbarkeit (s. unter b) aus Mange1 an Versuchen nicht durch
filhrbar, dann bestimme man eine .. behelfsmiil3ige" zuliissige Spannung des Schweil3anschlusses, 
die der vorhandenen Spannung gegenObergestellt wird. 

Die zuliissige Spannung des Grundwerkstoffs entnehme man ana der Bachschen Tafel 
(5. S. 654), wobei man St 37 als .. weichen Flul3stahl" und St 50·ft a1s .. mlttelharten Flul3stahl" 
annimmt. 

Die zuliissigen Spannungen der Schweil3niihte kann man nun, ebenso wle In DIN 4100') 
von der Art der Nabte (Stumpf- oder Kehlniihte) und von der Art der Festigkeit abhiingig machen. 
Die Nahtart wird dadurch berOcksichtigt, daB man die zuliissige Spannung mit elnem Beiwert 
If <: 1 vervielfacht. 

FI1r Stumpfniibte jeder Belastungsart wlrd If = 0,80 bls 0.90 und flIr Kehlniibte jeder Bean
spruchungaart If - 0,65 bis 0,70 vorgeschlagen. 

b) Berecbnung auf Dauerbaltbarkeit. 
Flir die Durchfiihrung der Berechnung auf Dauerhaltbarkeit wird auf folgen

des Schrifttum verwiesen: 
Thum u. Buchmann: Dauertestigkeit und Konstruktion. Berlin: VDI-Verlag 1932. 

- ArbeitsbUitter des Fachausschnsses fiIr Maschinenelemente Nr. 1 bis 3. BeiJage zur Zeitschrift 
des VDI 1933. - Bobek: Schweil3konstrnktionen flIr Dauerwechselbeanspruchung. Elektro
schweil3g. 1935 S.81. - Bobek: {)ber die Berechnung von dauernd wecbselnd beanspruchten 
SchwelBverbindungen. Elektroschweil3g. 1936 S.41. - FachansschuB f. SchweiBtechnik 
i. VDI: AnIeitungsbliitter fiir das Schweil3en 1m Maschinenbau. Berlin: VDI-Verlag GmbH. 
1936. - Volk: Sicherheit und zuliissige Spannung. Elektroschweil3g. 1937 S. 173. - Hanchen: 
Berechnung der geschweil3ten Maschinenteile auf Dauerhaltbarkeit. Aus Theorie und Praxis 
der ElektroschweiBung. Heft 7. Braunschweig: Friedr. Vieweg & Sohn 1938. 

V. Oestaltungseiemente (Pormelemente). 
Mit den verschiedenen Nahtformen (s. S.488) lassen sich eine Anzahl Ge

staltungs- Oller Formelemente bilden, die sich beim Entwerfen der Schwei6-
konstruktionen wiederholen. 

I. Stumpfstii8e (Fig. 16 bis 28). Wenn irgend angiingig, gibt man Stumpf
sto6en den Vorzug, da der Kraftflu6 glatt verlauft, auch sind die N1ihte wirt
schaftlich am vorteilhaftesten. 

') Vorschriften filr geschweiBte Stahlbauten. 
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Fig. 16: Auf Zug beanspruchte V-Nabt. Die rechnerische Nabtdicke ist gleich der Blech· 
dicke s in cm. Bezeichnet I die Nahtlange in em, so ist die Zugbeanspruchung in der Naht: 

a = PIts . I) . • • kg/em'. 
Fig. 17 : V-Nahte, auf Dauerfestigkeit 

beansprucht. werden an der Nabtwurzel P'.f::z!lIrJ~" 
nachgeschweillt. 

Fig. 18: Bei ungleichen Blechdicken ist 
die kleinere fiir die Berechnung der Naht 
mallgebend. 

Fig. 19 u. 20 : Bei Beanspruchung auf 
Dauerfestigkeit soli der Obergang vom diin
nen zum dicken Blech ein allmahlicber sein. 

Fig. 21 u. 22: Stumpfstolle mit IV
Nahten. 

Fig. 23 u. 24: Steben beide Bleche senko 
recht zueinander, so ist es besser, das eine 
Blech abzukanten und den Stumpfstoll da
neben anzuordnen. Yorzug: Giinstigere Be
anspruchung der Naht a1s beim Winkelstoll 
(Fig. 30 bis 33). 

Fig. 16 bis 28. 

Fig. 25 u. 26: X-Nahte mit gleicher und verschiedener Blechdicke. 
Fig. 27 u. 28: Desgl. K -Nahte. 

Z. Oberlappungs. und LaschenstiiBe. 
Oberlappungsstolle mit Stimkehlnahten (Fig. 29) sind durch das Kraftepaar (p. t) zu· 

satzHch auf Biegung (und Schub) beansprucht. Da sich die Kraftlinien an der Einbrandkerbe 
zusammendriingen. so ist dieser Stoll bei Beanspruchung auf Dauer-
festigkeit sehr ungiinstig. Er ist daher durch den theoretisch richtigen 41::,-:::0:-''-;;(---.. 
Stumpfstoll (Fig. 16 u. 17) zu ersetzen, dessen SchweUlvolumen nur - ~ V 
die Halfte betragt. 

LaschensWlle mit Stimkehlnahten (Fig. t4) oder Flankenniihten 
haben die gleichen Nachteile. 

3. WinkelstiiBe (Fig. 30 bis 33). 
Beide Bleche stehen in der Regel unter einem Winkel von 90°. 

Fig. 29. 

Fig. 30: Beide Bleche sind mit Spiel gestollen. Das DurchschweUlen der Kehlnabt ergibt 
groBere3Festigkeit. 

Frrr ~TT 
Fig. 30 bis 33. 

Fig. 31: AuBen und innen ist eine Kehlnabt gezogen. 
jedoch teuer in der Herstellung. 

Fig. 32 u. 33 : Leichtes Passen gegeniiber Fig. 30 n. 31. 

4. T·StiiBe (Fig. 34 bis 36). 
Fig. 34 : T-StoB mit einseitiger Kehlnabt. 
Fig. 35: Die doppelseitige Kehlnabt ist 

die gegebene N aht fiir den T -Stoll. 
Bei Beanspruchung auf Dauerfestigkeit 

besser Hohlnahte (Fig. 36), da Kerbwirkung 
geringer. Die groBte Dauerfestigkeit ergeben 
beiderseitige Eckstumpfnahte (Fig. 7 u. 8 
S. 488) . die aber Abschragen der SchweUl
kanten erfordern. 

5. Bei den zahlreicb vorkommen
den, auf Biegung beansprucbten Teilen 
hat man es meist mit den Quer
schnitten (Fig. 37 bis 42) zu tun. Ihre 

Fig. 34 bis 36. 

Der Stoll ist biegefest nnd dichl, 

Fig. 37 bis 42. 

in den Figuren daneben gezeichneten 
SchweiBanschllisse werden auf Biegung 
(und Schub) berecbnet. Die rechne· 
rischen SchweiBquerschnitte sind so 
entstanden, daB man sich die unter 45 0 

ebene umgeklappt denkt. 
stebende Nahtdicke (a) in die Bild· 
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6. Anschlu8 zyllndrlscher oder hohlzylindrlscher Telle an blegefeste Platten 

I' 
(Fig. 43 bis 45). 

Fig. 43: Die Rundnaht 1st auf Zug bean· 
sprucht. Rechnerischer SchweiOquerschnitt: 

FSchw = (D + 2a)' ,,/4 - D' ,,/4 • •. em'. 
Fig. 44: Die Rundnabt ist durch M ~ P . )' 

auf Biegung und durch P auf Schub bean· 
sprucht. Widerstandsmoment des SchweiO· 
anscWusses: 

W 8ch .. = [(D + 2a)' ,,/64 - D' "'/64] 
:(R+a) •.• em'. 

Berechnung der Schubspannung mit dem glei· 
chen Querschnitt wie vorher. 

Fig. 45 : Der SchweiOanscWuO ist durch Md auf Urehung (Schub) beansprucht. Berech· 
nung der Schubspannung mit dem polaren Widerstandsmoment: 

Wp = [(D + 2a)'",/32 - D'''/32]: (R + a) • • . em'. 
7. Auf Wellen aufgeschwelBte Scheiben und Hebel. 
Fig. 46: Der SchweiOanschluO der durch Umfangskraft P beanspruchten Scheibe wird wie 

in Fig. 45 auf Drehung berechnet, nur ist W Sch .. doppelt so gloB und D durch Il zu ersetzen. 
Fig. 47: Kurbel oder Hebel unmittelbar auf WeUe aufgeschweiOt. 

8. Flanschanschliisse. Ausflihrung nach Fig. 48 bis 50. 
9. Verblndung von Naben und Scheiben (Fig. 51 bis 53). 
Ausfiihrung Fig. 51 wird der in Fig. 52 aUgemein vorgezogen. 

Fig. 53: Einseitig auge· 

~ QT ordnete Nabe, durch 4 Rippen 
, versteift. A i Einbau runder Lagerkorper 

~ _ I ' ;i ~ in Ste~bleche in gleicher Weise. 

:iJ~Ji i' 
Fig. 48 bis 50. Fig. 51 bis 53. 

10. Querverbindungen. Parallele Blechwande oder Tragerteile erhalten in 
bestimmten Abstanden Querverbindungen, die sie miteinander versteifen. 

Fig. 54 : Querverbindung zweier Tragerhiilften durch 
Flacheisen. 

Fig. 55: Querverbindung zweier Wande durch 
Distanzrobre. 

Fig. 54. Fig. 55. 

II. Verstiirkungen (Fig. 56 bis 65). 

i 
Fig. 56 u. 57. 

Werden Maschinenteile m t glatter Sitzflacbe auf Profilstiihlen (C· bzw. J: ·Stabl) oder au 
Rahmen, Grundplatten u. dgl. befestigt, so werden Arbeitsleisten aufgeschweiOt (Fig. 56 u. 57). 
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Verstiirkungsblecbe (Fig. 58) sind erforderlicb, wenn Bolzen und Acbsen in Blecbe oder 
Profileisen eingesetzt werden und Lochleibungsdruck zu hoch wird. Das Verstiirkungsblech 
wird a1lseitig durch Kehlniihte an das tragende Blecb angeschlossen. 

Fig. 58. Fig. 60. Fig. 61 u. 62. 

Reicht Dicke eines Bleches zum Einschneiden der erforderlicben Gangzahl-eines Gewindes 
niebt aus, so schweillt man ein rundes oder quadratisches Auge auf (Fig. 59). 

Verstiirkungsseheiben an Kesseln , ill ~ und B.hiiltem werden nach Fig. 60 aufge· 
I . schweiBt. LiiBt man die innere Keblnaht 

': ; " :: I ,:, l' fort, dann sinkt die Festigkeit des Schweill· 
• anschlusses um etwa 20 vH. 

~ .;' t ; /' 
, 

Fig, 63 bis 65. Fig, 66 u. 67. 

Flacbeisenhebel und iihnliche Teile erhalten am Bolzensitz aufgescbweillte Augen (Fig, 61 
u. 62), um Auflagefliiche zu vergroBem. 

Schraubenansiitze (Fig. 63 bis 65) werden an den Fiillen von LagerMcken, Standern 
u. dg\. angeschweiBt. 

12. Rippen. Beispiele s. Fig. 66, 67 u. 69. 

13. Fii8e und Pratzen. 
Fig. 66 bis 67: Fullflanschen fUr Maschinenstiinder, die durch Rippen gegen die Tragwiinde 

abgesteift sind. 

Fig. 68. Fig. 69. Fig. 70. 

Fig. 68: Pratze fiir eine Befestigungsschraube. Herstellung aus einem schrag abgeschnittenen, 
[·formig abgekanteten Flacheisen. 

Fig. 69: Pratze fiir zwei Befestigungsschrauben. Absteifung der Pratze durch eine Rippe. 

14. Anschwei8enden. 
Die friiher bei Flacheisenbebeln und Zugstangen angeschmiedeten Augen werden in 

neuerer Zeit angeschweillt. 
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Das 'luadratische Auge (Fig. 70) 1st schweiJltechnisch besser, wahrend das ronde Auge 
(Fig. 71) hinsichtlich der Bearbeltung vorzuziehen ist. Berechnung des Schweillanschlusses 
(Fig. 70) auf Biegung unter VernachJiissigung der nach auftretenden Schubspannung. 

Fig. 72: TragOSe fllr Motorgehiuse, Rliderkiisten u. dgl. 
Zur Berechnung des SchweiJlanschlusses zerlege man die Zugkraft S des AnschJagseiJes In 

Ihre Komponenten. S' beansprucht den Quer
schnitt auf Biegung und Schub. S" ergibt noch 
zusatzliche Zug- und Schubbeanspruchungen. 

~- 8'tElW 
.~.~ 
L4lJ=1 ~ 

Fig. 71. Fig. 72. 

Weiteres tiber die Gestaltung der geschweiBten Bauteile, sowie ausgefiihrte 
Konstruktionen s. Volk: Einzelkonstruktionen aus dem Maschinenbau. 7. Heft: 
SchweiBkonstruktionen S. 37ft. Berlin: Springer 1939. 

SchrlfUum. 
Bardtke: Gemeinfallliche Darstellung der gesamten Schweilltechnik. Berlin: VDI-Verlag 

1931. - Dag, Du R iet z u. Koch: Praktiscbes Handbuch der LichtbogenscbweiJlung. Braun
scbweig: Fr. Vieweg & Sobn 1939. - Deutsch. Ausscbull f. tecbn. Scbulwesen: Gas
scbmelzschweillung, 3. Auf!.; Anleitung zum LichtbogenschweiJlen (Lehrblatter), 4. Aufl. Berlin 
U. Leipzig: B. G. Teubner. - Holler: Leitfaden fllr Autogenscbweiller. 1938. - Desgl. Vor
kalkuJation und Praxis der Autogenscbweillung. - Klosse: Lichtbogenscbweillen (Werkstatt
bUcber, Heft 43). Berlin: Springer 1937. - Meller: Elektriscbe Licbtbogenscbweillung, 2. Auf]. 
Leipzig 1937. - Neumann: Elektrlscbe Widerstandsscbweillung und Erwarmung, Berlin: 
Springer 1927. - Schimpke: Die neueren Scbweillverfahren (WerkstattbUcher. Heft 13), 
3. Auf!. Berlin: Springer 1934. - Schimpke U. Horn: PraktisChes Lehrbucb der gesamten 
SchweiJltecbnik; 1. Bd. : GasscbmeJz- und Schneidtechnik: Bd.2: Elektriscbe Scbweilltecbnik. 
Berlin: Springer 1938. - Rimarski: Forscbungsarbeiten aufdem Gebiete des ScbweiJlens und 
Scbneidens mittels Sauerstoff und Azetylen. - Intern. Beratungsstelle fUr Karbid- n. 
Schweilltecbnik, Genf: SammeJwerk flIr AutogenscbweiBung. - Werkstattblatter 
(Beilage zur Z. Werkstatt U. Betrieb), BI.46ff. Licbtbogenscbweillung. MUncben: Carl Hanser 
1938. - Ricken: GrundzUge der Scbweilltechnik. Berlin: Springer 1938. 

Zei tscbrlften: Die autogene Metallbearbeitung. - Die Scbmelzscbweillung. - Elektro
schweillung. - Techniscbes Zentralblatt. - The Welding Engineer, Journal or the American 
Welding Society. 

Hausmltteilungen: Arcos-GeseJlschaft f. SchweiJltecbnik m. b. H., Aachen. - Schorcb
Werke AG., Rbeydt. - secheron-Werke, AG., Genf. 



Maschinenteile 1). 
Bearbeitet von Dipl.-Ing. Ch. Bouche, VDI, Berlin und Prof. H. Dubbel, Berlin. 

(Abschnitte XIII. Kurbeltrieb und XIX. Absperrvorrichtuugen bearbeitet von Prof. H. Dubbel.) 

Anmerkung. Auf Abdruck der Dinormen wurde weitgehend verzichtet. Es wird empfohlen: 
Zimmermann-Boddrich: Einfiihrung in die Dinormen. Verlag Teubner. 

I. Passungen 2). Normungszahlen. 
Die wirtschaftliche Fertigung verlangt das Zusammenpassen ohne Nacharbeit von Teilen, 

die betriebsmiHlig zueinander geMren und vielfach von verschiedenen Firmen angeliefert werden; 
abgenutzte Teile miissen ebenfalls ohne Nacharbeit ausgewechselt werden kannen, was nur durch 
Anfertigung paBrechter Teile nach einem Passungssystem maglich ist. Neue Maschinen werden 
nur noch nach den ISA-Passungen hergestellt. 

ISA·Passungen. Begriffe und Bezeichnungen. 
Zwei Teile, die durch ehene oder zylindrische Paflfllichen in fester oder 

beweglicher Beziehung zueinander stehen, miissen an diesen Fllichen vorgeschrie
bene Mafle aufweisen. Das gemessene Mafl heiflt Istmafl (z. B. 24,85); die 
Messung ist stets mit einer Meflunsicherheit behaftet. Zwecks Zusammenfiigung 
mufl das IstmaB zwischen zwei Grenzmaflen (24,88 und 24,82) liegen, dem 
grofleren (GroBtmaB) und dem kleineren (Kleinstmafl); der Unterschied beider 
ist die Toleranz (24,88 - 24,82 = 0,06). Nennmafl ist das Mafl, auf das die 
Abmafle bewgen werden (25), wobei das obere Abmafl durch den Unterschied 
GrofltmaB weniger NennmaB (24,88 - 25 = -0,12) und das untere Abmafl 
entsprechend Kleinstmafl weniger Nennmafl (24,82 - 25 = -0,18) gegeben ist; 
diese beiden Mafle (-0,12 und -0,18) werden auch Nennabmafle genannt; 
sie ergeben mit den Nennmaflen die NenngrenzmaBe des Werkstiicks, d. h. 
Grenzen, zwischen denen das IstmaB liegen 5011. Wird das NennmaB mit Ab-

maBen oder Kurzzeichen versehen, so entsteht das PaBmafl (25=~!~) • 
Die Istmafle der Paflfllichen 8) (z. B. Bohrung und Welle) zweier zusammen

gehOriger Teile werden sich fast immer voneinander unterscheiden; Spiel ist 
der Unterschied der Istmafle, wenn Bohrung grofler als Welle, Ubermal3, wenn 
Welle groBer als Bohrung. Aus diesem Meflunterschied vor dem Zusammen
fiigen der Teile ergibt sich eine Beziehung der gefiigten Teile, die Passung 
(Sitz); die mogliche Schwankung des Spiels oder Ubermafles zwischen den 
zu fiigenden Teilen ist die Pafltoleranz; das Pafltoleranzfeld gibt die Lage 
und Grofle der Toleranz bezogen auf die Nullinie an, wobei diese durch das 
Nennmal3 gebildet wird. 

Beim System der Einheitsbohrung (EB; H-Bohrung) flillt das Kleinst· 
mal3 der Bohrung mit dem Nennmal3 zusammen (unteres Abmafl -= 0), bei der 

1) Verbindlich filr die Angaben der abgedruckten NormblAtter 1st nur die neueste Ausgabe 
1m Normformat A4, zu beziehen durch den Beuth-Vertrieb GmbH, Berlin SW68, Dresdner Str.97. 

') S. a. das vorziigliche Werk: Leinweber: Passung und Gestaltung. Berlin: Springer 1942. 
I) Diese und die folgenden Begriffsbestlmmungen gelten BUch sinngemaB filr ebene PaG

flachen. 

Taschenbuch fiir den Maschinenbau. 9. Aufl. 1. 32 
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DIN 7151/ (Auazug) ISA-Puasungen EmpfolJ/ene PossunlJen 
Kurz; I Bollrung und 

ze/ellen Bo/Jrungslellre H6 H7 

P. 
~100 
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0-."",, ~ 0 

F' I'm fJl -50 "'" ~ ~ ~ g ~ 
-100 I-~ ~ ~I ~I-
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" " -2IJO 
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Tolul'onzfeldel' 
-3f)O 1-1- ~lnnenmOBe 

(Bohrungen) 
I AuBenmoBe 

(WeI/en) 

-350 

I 
. Kurz-

1
1 Welle und ... '" "' ... '" '" '" '" '" '" '" .. ..... '" '" '" .. '" '" '" '" zeiellen lYeI/en/ellre ::I ... ., 0:. ... " ., .. . .., "" "' ..... .. i:! ... ., 0:. ... " ., ... . .., 

16 
I H7 -p. 

+qOO t-t- t-. 

rk 
+950 t- Pu8lo/el'unzen -1--+- -

+300 
dOl'ges/ellt !'iiI' NennmoB 26mm -f--r I- -

;250 ! i 
+-PrJsilz~ UOef'/J1lIIf!!. Jpie)silz~- .1 1 UOergo,! '8-
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silzll 
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+150 
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fijI' finheitsbohl'ung Possungsfomilien und PoBtolef'flnzen 
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Einheitswelle (EW; h-Welle) das GroBtmaB der Welle mit dem NennmaB 
(oberes AbmaB = 0). 

Anwendungsberelche: 
EB: Allgemelner Maschlnenbau, GrcBmaschinenbau; Lokomotiven, Eisenbahnwagen, Kraft-

fahrbau, Werkzeugmaschinen (zum Teil aueh EW). 
EW: Transmissionen, Textilmaschlnen und Landmaschlnen. 
Beide Systeme: Elektrcmaschinen, Apparate und Feinmechanik. 
Um mit einer geringen ZahI von Arbeitslehren auszukommen, empfiehlt es sleh, entweder 

nur nach EB oder nur naeh EW zu arbeiten. 

Qualitiit. Die GroBe der Toleranz wird in Toleranzeinheiten i gemessen; 
8V-i = 0,45· D + 0,001 • D; i in P. = 1/1000 mm; D in =. Je nach geforderter 

Herstellungsgenauigkeit ist fUr einen Sitz die GroBe der Toleranz verschieden, 

~ 

i 
"' ~ 
~ 
Q 

Grundtoleranzen der ISA- Qualitaten 5 bis 11 
in p. fUr Werkstiicke nach DIN 7151 (Auszug). 

Qualitat 5 6 7 8 9 10 11 
-------------

StUfungsreihe 7i 10i 16. 25. 40i 64i 100. 
----------

Grundtoleranzreihe IT5 IT6 In ITS IT9 IT10 IT11 

1 bis 
3mm r 5 

I 
7 9 14 25 40 60 

lIber 3 " 6 " 5 8 12 18 30 48 75 

" 6 " to tJ 6 9 15 22 36 58 90 

" 10 u 18 tJ 8 11 18 27 43 70 110 

" 
18 

" 30 " 9 13 21 33 52 84 130 

" 30 u 50 " 11 16 25 39 62 100 160 

" 50 " 80 " 13 19 30 46 741 120 190 

" 80 " 120 " 15 22 35 54 S7 140 220 

" 120 I' 1SO II 18 25 40 63 100 160 250 

diese GroBe wird 
Qualitiit genannt 
und mit Zahlen 
von 1 bis 16 be
zeichnet (1 = groBte 
Genauigkeit). Die 
MaBe von Werk
stiicken gleicher 

Herstellungsge
nauigkeit haben 
gleiche Qualitiits
ziffem. Jeder Qua
litiitentsprichteine 
besti=teZahl von 
Toleranzeinheiten ; 
diese Zahl nimmt 

mit groBer werdender Toleranz zu; die Zunahme entspricht von Qualitiit 6 an 
5 

aufw1i.rts dem Stufensprung der geometrischen Reihe V10 F:::J 1,6. Jede nlichst
folgende grObere Qualitiit hat daher eine um p::; 60 vH groBere Toleranz, siehe 
beistehende Zahlentafel. 

Bezeichnungen: z. B. IT6 = ISA-Toleranz, Qualitat 6, GrOBe der Toleranz 10., fUr 
jeden Durchmesserbereich entsprechend der Forme! filr • verscbieden groB. 

Die Lap des Toleranzfeldes zur NuI1inie wird durch Buchstaben angegeben, hinter denen 
die Qualitatszahl steht. Bohrungen erhalten greBe, Wellen k1e1ne Buchstaben. 

Bohrungen mit 
A bis G > NennmaB 
H K1einstmaB = NennmaB 
J und K beiderseits Nu11inie 
M his Z < NennmaB 

a bis g 
h 
j 
k bis z 

Wellen mit 
<NennmaB 
GriiBtmaB = NennmaB 
beiderseits Nullinie 
>NennmaB 

Erst Toleranzfeld der Bohrung, daun der Welle, z. B. H7/f7; in den Zeichnungen filr die 
Bohrungen lIber, fUr die Wellen unter der MaBlinie einzuschreiben. 

Auf Grund von Erfahrungen sind vom Deutschen NormenausschuB aus der 
Vielzahl der moglichen Paarungen eine beschriinkte Auswahl zu Passungs
familien zusamlnengestellt, die im EB eine gleich groBe Bohrung, im EW eine 
gleich groBe Welle haben. "Obersicht liber diese empfohlenen Passungen fUr 
das System EB siehe Tafel S. 498 fUr den Durchmesserbereich von 18 bis 30 =. 
Je nach GroBe des Spiels bzw. "ObermaBes ergeben sich Spielsitze (i=er Spiel), 
Ubergangssitze (Spiel oder UbermaB nach Lage der Toleranz) und PreBsitze 
(immer UbermaB). Die Qualitiitsziffer fUr die Wellen ist im Bereich der .Spiel
sitze bei mittleren und groBen Spielen ;;;::: als die der Bohrung, bei den Ubergangs
und PreBsitzen ist sie um 1 niedriger; in diesem Falle sind die Toleranzen der 
Wellen enger (also feinere Toleranz), um den gewiinschten Sitz bestimmt zu er
halten. 
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PaBtoleranzen. 
a) Passung 1m Betrleb. 

Spielsitze. Lagerstellen erfordem ein Spiel, dessen GroBe durch Belastung, 
Werkstoff, Lagerlange, Schmierung, Drehzahl und Betriebszustand gegeben ist. 
Formanderungen der Welle und des Gehauses und die Wellenverlagerung miissen 
auBerdem beriicksichtigt werden. Bei groBer Warmeausdehnung eines Teils oder 
Quellmoglichkeit ist das Spiel besonders sorgfaltig festzulegen. Das anfangliche 
EinbauspielvergroBert sich infolge Abnutzung im Betrieb; das hierbei zulassige 
MaB bestimmt die Lebensdauer. 

Bei diinnwandigen Biichsen, die eingepreBt werden, wird das Spiel fiir den 
Wellenlauf kleiner; Leichtmetallbiichsen erfordem besondere MaBnahmen, des
gleichen solche aus KunstpreBstoffen. 

Ubergangs- und PreBsi tze. Die im Betrieb auftretenden Quer- und Langs
krafte suchen den aufgebrachten Maschinenteil gegen die Haftkrafte in den Pas
sungsflachen zu verschieben. Die Haftkrafte konnen durch Fedem oder Keile 
verstiirkt werden; sind solche nicht vorhanden, dann hangt die Haftung von der 
GroBe, Oberflachenbeschaffenheit der Flachen, den Werkstoffen und ihren be
sonderen Dehnungseigenschaften ab. 

b) Passung belm ZusammenfUgen. 
Spiel- und Ubergangssitze. Gegeniiberstellung von EW und EB. Welle 

mit fester Nabe b lauft in Biichse a; Fig. 1 u.2: Nabe auBenliegend. Fig. 1 : EB. 
Welle muB Absatz auf kleineren 
Nenndurchmesser erhalten, da sie 
sonst nichtdurch Teila ginge. Fig. 2: 
EW. GlatteWelle moglich, dasiesich 
ohne Beschadigung aus Teil b heraus
driicken laBt (N7/h6). Fig. 3 u. 4: 
Nabe innenliegend. Fig. 3: EB: 
Welle mit n6 ist > f7, nur Schleif
einstich. Fig. 4: EW: Welle abge
setzt; glatte Welle wiirde nicht durch 
die engere Bohrung von Teil b ohne 
Beschiidigung gehen. 

PreBsitze 1). Die Paarung wird 
durch Langsbewegung unter Kraft
aufwand bei Raumtemperatur oder 
durch Schrumpfung bzw. Unter
kiihlung vorgenommen. AuBer der 
elastischen Verformung tritt meist 
noch eine plastische auf; PreB
passungen konnen liisbar und wieder 
verwendbar sein, falls die PaB
flachen sehr glatt sind und vor 

H7/J7 
[8 

Fig. 1. Fig. 2. 

(tRES' 
fest laiJfend fest laufeml 
H~n5 ~ff7 Nijho fijh6 

[8 [W 
Fig. 3. Fig. 4. 

dem Zusammenfiigen geolt werden (Rechenvordrucke fiir einfache PreBpassungen 
sind vom Beuth-Vertrieb zu beziehen). 

c) Qualitiit. 
Grundsatz: Vermeiden zu kleiner Toleranzen, um die Herstellungskosten nicht 

unnotig zu erhOhen. Die Herstellungsmoglichkeit hangt von der Art der Werk
zeugmaschine und ihrem Zustand ab. Bei groBeren Stiickzahlen lassen.sich 
feinere Qualitaten billig herstellen. 

') S. u. Werth: Krafte an LiingspreLlsitzen. Z. VDI 1938 S.471. 
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Die PaBtoleranz ergibt sich aus der Su=e der Einzeltoleranzen; Beispiel 

25 H7/f7, sieheTafelS.498 u.499: Bohrung25~g:~, Welle25:g:::: KleinstmaB 
der Bohrung und GroBtmaB der Welle ergeben kleinstes Spiel von 20 1', GroBt
maB der Bohrung und KleinstmaB der Welle ergeben groBtes Spiel von 621" 
Das Toleranzfeld erstreckt sich von 20 bis 621'; der Mittelwert des Spiels liegt 
bei FI:i 401'; dieser ist der wahrscheinlich erreichbare bei groBer Stiickzahl, 
d. h. eine groBere Anzahl beliebig zueinander gepaarter Teile wird das gewiinschte 
Spiel von FI:i 40 I' haben, wlihrend eine kleinere nur 20 1', aber auch 60 I' auf
weisen wird. Bei kleiner Stiickzahl muB man sich durch Auswahlen helfen. 

1st bei einer Konstruktion auf Grund dieser Oberlegungen rich tiger Sitz nicht 
wahrscheinlich oder ist die Anwendung feinerer Toleranzen aus PreisgrUnden 
nicht zu vertreten, dann muB die Ausfiihrung geiindert werden: Abhilfe konnen 
fedemde, kraftschliissige Verbindungen, geschlitzte Naben u. dgl. bringen. 

Normungszahlen. 
Als N ennmaSe fiIr Passungen sollten mit Rilcksicht auf gerlnge LehrenhaJtung nur solche 

Zahlenwerte genommen werden, deren Endziffern 0 •• 2 •• 5 •• 8 •• 0 sind, fiber 100 bis 200 mm 
betrage dei Sprung 5 mm, darfiber binaus nur 10 mm. Sind zwingende Grilnde vorbanden, dann 
kann bel Zahlen nnter 28 mm der Sprung 1 mm betragen (Normaldurchmesser DIN 3; Normal
durchmesser fiIr Transmissionswe1Ien Bd. I, S. 538; Stablwe1Ien gezogen oder gedreht, gerichtet 
und poliert DIN 669, Toleranz etwa b8; Rundstahl gezogen oder gedrebt DIN 668, Toleranz bll; 
Rundstahl gezogen DIN 667, Toleranz etwa b8l. 

Der Rnndnngshalbmesser ist nach DIN 250 zn wiihlen: 
0,2 0,4 0,6 1 1,5 2,5 4 6 10mm nsw. 

Die Norm nngszahlen DIN 323 sind die gerundeten Werte geometrischer Reihen mit den 

Faktoren ~10 "'" 1,6 (5er Reibel, 1~ "'" 1,25 (lOer Reihel, 2hQ "'" 1,12 und 4Vio "'" 1,06. 
Die Anzahl der Glieder 1m Dezima1bereich 1st also bel der 10er Reihe 10. Die Normungszablen 
soIlen bel Aufste1Iung von Typenrelben und KonstruktlonsmaBen benntzt werden. Oller zu-
1ii2sige Abweichungen von diesen Zahlen siebe Erliinterungen zn DIN 323. Filr Passungen 1st der 
niicbstUegende NormaJdurchmesser nach DIN 3 zu nehmen. 

5er 1 
10er 1 1,25 
20er 1 1,12 1,25 1,4 
Reihe 

Normnngszahlen DIN 323 (Auszngl. 
1,6 2,5 4 6,3 10 
1,6 2 2,5 3,15 4 5 6,3 8 to 
1,6 1,8 2 2,24 2,5 2,8 3,15 3,55 4 4,5 5 5,6 6,3 7,t 8 9 10 

Die Zahlenwerte der 20er Reihe werden bestimmt fiIr die Verwendung 1m Maschinenban aos
reichen, melst werden die der tOer Reihe genilgen (vorzugswelse benntzen), die der Ser Reihe 
ergeben vieUach zu groBe Stufungen. 

II. Vernietungen. 
Werkstoff des Nietes: Nietstahl St 34·13, bei hoher Beanspruchung Sonder

stahl. 
Benennung nach dem Kopf des Rohnietes (Setzkopf, s. Fig. 5) und dem 

Dmr. des rohen Nietes. Lochdmr. ist um 1 = groBer als der Rohnietdmr.: 
das geschlagene Niet flillt das Loch fast ganz aus, daher Bereehnungsdmr. a 
= Lochdmr. = Rohnietdmr. + 0,1 em. Abgesehen von Sonderfallen wird nur 
der Halbrundkopf verwendet. Nietliinge 1 FI:i:S Blechstiirken + 1,5 a. 

A. Dampikesselnietungen. 
1m folgenden bedeuten: 

a = Lochdmr. = Dmr. des gesch1agenen Nietes: fUr die Festigkeitsrechnung 
maBgebend, 

~= Dmr. des rohen Nietes, 
8 = Blechdicke in em, 81 = Laschendieke in em, 6 = 1,5a = Randabstand, 

61 , B:!, Ba s. Tafel S. 504, 
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t = dureb Rechnung sieb ergebende Teilung, 
v = (t - d)/t = Festigkeitsverhaltnis = Verhliltnis des dureb Nieten ge· 

sebwaebten Querschnittes zum ungesebwachten, 
Ii = Anzahl der auf Breite t entfallenden Nieten, so daB flir die Kraft P, die 

ein Blechstreifen von Breite t aufnehmen kann, die Beziehung gilt: 

P = (t - d) • s . O'zul = Ii • ,p n/4 . k" = D . t . Pl2 , 

worin: D = Kesseldmr. in em, P = Uberdruck 
in atii, k" = der dureb 1 cm2 Nietquerschnitt 
beim Erkalten hervorgerufene Gleitwiderstand 
in kg/cm2 ; Erfahrungszahlen s. Tafel S. 504. 

PI = Pit = Kraft, auf 1 em Nahtlange ent· 
fallend. 

PI em = DPl2 = Ii' ,p n/4 . knit fiir Llings· 
naht, PI em = DP/4 flir Rundnaht. 1 

Berechnung der Blechdicke s= PI em • -----
O'zul' V 't. 

+ 0,1 em; O'zul = Berechnungsfestigkeit: x; Be" 
rechnungsfestigkeit R:i unterer Grenzwert der 
Zugfestigkeit, Bedeutung von x s. Bd. II, S.67. 

Arten derVernietung. 1. Uberlappungsnietung, Fig.8 
bis 11; diese ist stets einsehnittig. Infolge der Uberlappung 
ergibt sieb ein erhebliebes Biegemoment M = p. s, s. Fig. 6. 
Zahl der Nietreihen einer Naht 1, 2 und 3, s. Tafel. 

2. Doppellaschennietung; sie ist bei Fig. 12, 14 
und15 derTafel zweischnittig. KeinBiegemoment. Dicke 
der Lasehen 0,6 bis 0,7 • s. 

3. Zusammenhang von Blechdicke s und Nietdmr. d 
(Erfahrungswerte) : 
smm 5-:-8 8.;-12 11.;-15 14';-19 18';-23 22+2727-;-31 31.;-35 
dmm 14 17 20 23 26 29 32 35 

Fig. S. 

Beispiel: Kessel von 1400mm Dmr.; p=12atll. Blechsorte III Fig. 7. 
nach Bd. II, S.66 mit einer Berechnungsfestigkeit von 4400 kg/em". 
Zu bestimmen sind Blechdicke und Arten der Langs- und Rundniihte. 

PI em=D'pf2=140' 12/2=840kg/cm Liingsnaht. Nach Tafel kann gewiihlt werden: 
Fig. 9 mit d=2,6 cm; Fig. 10 mit d=2,6 em; Fig. 13 mitd=3,2; Fig. IS mitd=2,Oem. Die 
Doppellaschennietung ist zwar teuer, ergibt aber filr Fig. 15 den kleinsten Nietdmr. und die 
geringste Blechdicke. Gewiihlt Fig, 15 mit $=4,0 und v=O,765. 

"oul = 4400/4 = 1100 kg/em'. 

Bleehdieke s = 840' 1100 ~O'765 + 0,1 = 1,0 + 0,1 = 1,1 em. 

Dieser Wert paBt zu d = 2,0, s. Zahlenreihe. 
Rundnaht. PI em = D . P/4 = 420, gliltig flir gleiehe Blechdieke und gleiehen Nietdmr. 

Gewiihlt einfachste Nietung Fig. 8 mit PI em = 460 naeh Tafel. Nietteilung t = 4,8 em Mnnte 
vergrOBert werden, jedoeh lassen sieh die Niihte bei grOBerer Teilung schwieriger dieht verstem
men, da die Blechkanten starker fedem. 

Halb rundniete nach Fig. 7 (FluBstahl). 

Krsselbau DIN 123 (Auszug) Stahlbau DIN 124 (Auszug) 

d. 1110 13 16 119122125 28/31 34 37 10 13 16 19 
d II 14 17 20 23 26 29 32 35 38 II 14 17 20 
D 1'18 23 30 35 40 45 50 55 60 67 16 21 26 30 RR;'I 9,5 12 15'5/18120'5123 25,Y8 30,S 34.5 8 II 13,5 IS,S 
k 179 12 14 16 18 20 22 24 26 6,5 8,5 10 12 

22 25 
23 26 
35 40 
18 20,S 
14 16 

28 31 13 4 37 
29 32 3 
45 50 5 

5 38 
560 

28 30,S 
2 24 ~~ ~,512 
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'" I .. 0,595 I 380 
0,584: 460 
0,5741 540 

0,567 'I' 620 
0,561 700 

Fig. 8+11 

0'5561780 k,. = 600-700; 
0,552 860 e = 1,5d; 

'1:=4,75; 1=2d+O,81 

1,4 
1,7 
2,0 
2,3 
2,6 
2,9 
3,2 
3,5 

Fig, 12+15 

k .. = 1000-1200; 
e= 1,5d; 

e, = 1,35d; 
'I: = 4,25; 1 = 2,6d + 1,0 

/
Pl cm / 0 
kg/em 

400 0,696 
50S 0,685 
610 0,678 
710 0,672 
815 0,667 
935 0,66 

1040 0,656 
1140 0,653 

I I -1- r;;::;:~-I-f---f---

0,725 390 
0,71 500 

0,694 720 

1,4 
1,7 
2,0 
2,3 

0,70 610 I 
0,687 830 I 2,6 
0,678 960 I 2,9 
0,674 1070 k .. = 550-650; 3,2 
067 1180' .= 1,5d; ! 35 
, I .,=0,61; I' 

'1:=4,75; 1=2,6d+I,5 

:! i -!-I I 
1.1-++: i 1,4 0,696' 435 

0,685 550 
0,678 660 
0,672 
0,667 

770 
880 

. Lc- t+i '1,7 
, . I 

~®-I , I 
,-.j e~elier 

2,0 
2,3 
2,6 

k .. = 950-1150 bzw, 700 
0;. e= t,5d;l 

el = O,4t; 
e, = 1,35d 
'I: = 4,25; t= 5d + 1,5 

340 0,835 
420 0,83 
500 0,825 
590 o,S23 
6S0 0,82 
760 O,S2 
850 O,SIS 
940 0,816 

1-:1: 
780 I 0,83 
940 0,825 

0,66 1010 
0,656 1120 
0,653 1135 

-f-'''fI 
1100 10,823 
1260 0,82 

2,9 k .. '='950-1150; 1420 I 0,82 
k .. = 550-650; 3,2 e = 1,5d; '1580 I 0,818 

e = 1,5d; 3,5 " = 0,41; I 1740 ,0,816 
I 081 e.= 1,35d; I 

" = , ; I 1 5d 5 1 " ____ 1'1:=4'75; 1=2,6d+I,O '1:=4,0; = + I, - - -------1--1-
0,782 480 
0,768 560 
0,756 690 
0,748 820 
0,74 960 
0,734 1090 
O,72S 1230 
0,724 1360 

[k,. = 500-600; 
e = 1,5a; 
e1 =O,5t; 

'1:=4,75; 1=3d+2,2 
I 

1,4 
1,7 
2,0 
2,3 
2,6 
2,9 
3,2 
3,5 

k,. = 950- 11 50; 
e= 1,5d; 

" =0,51; 
e, = 1,35d; 

'1:=4,0; t=3,5d+I,5 

550 I 0,782 
700 
S50 

1000 
1150 
1300 
1450 

1

1600 

I 

0,774 
0,765 
0,758 
0,754 
0,752 
0,748 
0,746 
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B. Vernietungen fUr Eisenkonstruktionen. 
Den Nietdurchmesser wahlt man meist d = s cm + 1,0 cm. 
Lediglich die Bedingung, daB samtliche Querschnitte (tl - Ii) noch die 

Kraft der hinter ihnen liegenden Nieten aufzunehmen imstande sein miissen, 
besti=t die Teilung. Dies 
laBt sich durch Einzeichnen tJ"~P'1«'.sP""'1 %Ihj&oolimolJerenBIeck 
der Bander veranschaulichen I I I $ill P-9 t 

(Fig. 16), wobei samtliche P-'~9~t::::::=t~~~~~~~~~:: 
Bander die Verbindungs- - ~1jaP Krallimunle,.enBlech 
linien (tl - d) der Nietmitten 
senkrecht schneideo miissen, 
wenn (t1 - d) einen kleinsten P-9t 
Wert erhalten soIl. Die Niete 
sind auf Abscheren zu be
rechnen, und es sind stets 
folgende Gleichungen zu 
erfiillen: 

1. P = b· s· Gzul' wobei b • s den gesanlten Blechquerschnitt zwischen den 
Nieten bezeichnet 

2. P= flIn/4. fzul • Z X Schnittzahl der Flachen (tiberlappungsnietung =1, 
doppelte Laschennietung = 2). z = Anzahl der Nieteo, Tzul = Seherbean
spruehung in kg/ems. 

3. P = d • S 111' Z, wenn 111 den Lochleibungsdruck = Druck zwischen 
Nietschaft und Blech bedeutet. 111 = 2 bis 2.5 • I1zul. 

Aus d2 n/4· fzul = d • s • 111 folgt fiir 111 = 2 • Tzul fiir einschnittige Verbin
dungen s = nl8 • d "'" 0.4 • d und fiir zweischnittige Verbindungen s "'" 0,8 • d. 

Das Biegemoment ergibt sich zu. Mb = p. s = b sS/6. I1zul. 

Beispiel. Eine Verbindung nach Fig. 16 soli bei einem Quersehnitt des voUen 
Bleche. von 120. 10 mm eine Kraft P = 91 aufnehmen. 

Dmr. des geschlagenen Nietes = 17 mm angenommen. 

"I = _P- 9000 = 588 kg/em'; 
/1"'8 1,7,1,0'9 

~ = _P __ = 9000 = 440 kg/em' 
<l',,/4·. 2,27' 9 

cia einschnittig: 

und die von jedem Niet zu flbertragende Kraft = 9000/9 = 1000 kg. Die Niete werden 
jedoch nieht gleleh beansprucht, cia die Bleche sleh ungleleh dehnen, wle aus den eingezelchneten 
Krllften hervorgeht. 

Beanspruehung 1m vollen Blech " = ~ = 9000 = 750 kg/em' . 
b· s 12 1,0 
9000 - 3 . 1000 

Fiir Schnltt c-c folgt z. B. u = (12 . 3.1,7)' 1,0 = 870 kg/em'. 

Ebenso ergeben sich fiir die Schnitte<l-<lunde-. die Werte" = 349 kgfem' bzw.97 kg/em'. 

I I I. Schrumpfverbindungen. 
Durch "Schrumpfen" wird eine riittelsichere Verbindung von Teilen her

gestellt. die wechselnden Kraftwirkungen ausgesetzt sind. Die Haftkrafte ent
stehen durch Schrumpfen beim Erkalten (Schrumpfpassung) bzw. Ausdehnen 
beim Erwarmen (Dehnpassung) 1). 

Bezeichnungen, s. Fig. 17 und 19. 
T~K = Betriebstemperatur, meist = Herstellungstemperatur. Unrnittelbar vor dem Zu

sammenfiigen: T~K = Temperatur der Welle bzw. Zapfens I, T~K=Temperatur des Rlnges 2. 
Schrumpftemperatur LI t, = T, - T. von Teil Z, der erwarm t wird; Ausdehnungstempe

ratur Llt.=To-T. von Teill, der unterkiihlt wird; LIt, und LIt. sind also positiv. 

') Begriffsbestimmung s. Leinweber: Passung und Gestaltung. S.187. Berlin: Springer 
1942. Demnach ist die Schrumpf- bzw. Dehnverbindung eine QuerpreBpassung. 
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Zeiger a filr auBen, i filr innen. "'t = Wiirmedehnzahl. 0' = TangentiaIspannung kg/em'. 
SehrumpffHiehe F = " . d, a • I in em'. 

SehrumpfmaB Lld bei T~K ist das MaB, um das der PaBdmr. d,; des Ringes 2 kleiner als 
der AuBendmr. d,a derWelle 1 ist, s. Fig. 19; in gefiigtem Zustand s. Fig. 17 ist d,;=d,a . 

Berechnung 1). 
I. SchrumpfmaB ..dd. Fur den allgemeinen Fall der Hohlwelle, Fig. 17, 

gilt .1djd,a = al • (11' Cl + a 2 ' (12' C2 , wenn Ring und Welle die Dehnzahl al 

bzw. a2 haben; Werte fUr Cl und c2 s. Fig. 18. Fiir gleiche Werkstoffe und (1, j = (12; 

wird .1djd,a = a' (1(cI + c2); wobei cI = f(dli/d, a) und Cz = f(d2i/d2 .) nach 
Fig. 18 sind. Fur Vollwelle ist dli/d, a =0 und cl =0,3. 

- C; ----"> 
~ ./' -

o 42 1J'146'48 '" 
afi/a'a u.dz;}d3a -

Fig. 17. Teill und 2 in gefilgtem Zustand. Fig.: 18. Zustand bei Bezugstemperatur To. 

Sind Abmessungen, Werkstoff und Spannungen gegeben, dann kann .1d 
bestimmt werden. 

Beispiel I: Vollwelle und Sehrurnpfring aus Stahl; G =2000 kg/em'; d, a = 100 mm, 
. 100 • 2000(0,3 + 1,1) 

d2a = 160mm, '" = 1/2200000. d2 i/d2a = 0,67; c, = 1,1; .1d = ~O:-'OO~O-'--"-'-

"" 127/IOOOmm, d. h. 1,27/1000 vom Dmr. der Welle; d2 ; =100- 0,127 =99,873 mm. Filr 
eine Hohlwelle mit d , ; = 40 mm wird d! did! a = 0,4, c, = 0,4 und Ll d "" 146/1000 mm, d. h. 
1,46/1000 vom Dmr. 

Beispiel 2: Vollwelle aus Stahl, 0'1 i = 1600 kg/em', d, a = 100 mm; Nabe aus GuBeisen'), 

0'2i=Sookg/em', d2a = ISO mm. d2 i/d2a=O,56; c, = 1,13; Lld= 100' (~()Q~O,.J + 13S00 '1.13) 
"" 135/1000 mm, d. h. 1,35/1000 vom Dmr. 2200000 000000 

2. Schrumpftemperatur ..d t2 und Ausdehnungstemperatur ..d t l • 

Fur das Fugen muB naeh Fig. 19 sein 

d2i erwarmt >d'a unterkuhlt, also .1d < .1dl + .1d2 • 

Da .1dl=at,·d,a·.1tl' .1d2 = at2 ·d2i ·.1t2 und d!af':::!d2 i 

ist, wird 
.1d/d,a < at, ·.1tl + at,·.1t2 ; -- ---------Unterkilhlung Erwiirmung 

Werte fUr at s. Bd. I, S.486. 
Grenzwerte: Ll t, ist dureh die Anwendungsmogliehkeit von fester Kohlen

silure oder flilssiger Lult gegeben; Ll t, ist bedingt dureh Gefahr der Verzunde
rung und Herabsetzung der Festigkeitseigensehaften; es sei Ll t, < 250°. 

Fig. 19. Beispiel 3: Vollwelle naeh Beispiel 1. Unterkilhlung von Teill nieht 
erforderlieh, also Llt,=O. Lld/d, a= 1,27/1000<1,1 '10- 5. Llt,; d t, >115°; 

falls to=20°C ist, wird t.>135°C; gewiihlt t.,,"150°C. 

3. ilbertragbare Liingskraft P und Drehmoment Mt. Die am Ring tiber
tragbare Umfangskraft ist gIeich der Langskraft P in kg ~ :n; • d21 • I· p. p, 
wenn 1 in em = Lange der Schrumpfverbindung, p in kg/cm2 = Pressung in 
der SchrumpffJache :n;' d2i ·1 und p f':::! 0,16 = Reibungsziffer der Ruhe ftir 
trockene Stahlflachen. 

') Siehe A. Wiemer: Z. VDI 1942 S.274 und Rotseher: Die Masehinenkunde. Bd. II. 
Berlin: Springer . 

• ) Hookesches Gesetz filr GuBeisen vorausgesetzt. 
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Drehmomentl'v!,:=:: O,Sd.;· P :::; 2 v· p. {t, worin V = Volumen des Wellen· 
abschniUes von der Lange 1 in cms. 

Zwischen p und der Tangentialspanllung a im Ring besteht die Beziehung 

1- (d. dd •• )2 P = a -------- . 
1 + (d.t!d2a )2 

Beispiel: Vollwelle naeh Beispiel 1. 
1= 120 mm. Es war 17 = 2000 kg/em'; also 
p = 2000' 0,55: 1,45 i'O:i 760 kg/em'. Umfangs
kraft oder Langskraft P~ 1<' 10 '12' 760· 0,16 
~ 46000 kg. Drehmoment M, ~ 5 . 46000 
~ 230000 emkg. Dem entsprieht eine Verdre
hungsspannung in der vollen Welle 
" = Mt/W polar = 230000: 196 i'O:i 1170 kg/em'. 

4. Schrumpfverblndungen 1m Leicht
motorenbau 1). Alumini urn - Zylinder
kopf mit Innengewinde wird auf 
~ 200° C erwarmt und auf Stahl
zylinder geschraubt, der in Trockeneis 
auf ~ _60 0 C abgekiihlt wurde, ebenso 
wird mit Ventilsitzen und Ziindkerzen- Fig. 20. 
biichsen im Zylinderkopf verfahren. 

5. Oberschlagsrechnung fUr Schrumpfringe an Schwungradern. 
Beispiel: Das Sehwungrad nach Fig. 20 wird durch zwei Schrumpfringe an der Nahe, 

durch vier Sehrurnpflaschen am Kranz und aullerdem durch vier Montageschrauhen, deren Wir
kung im folgenden vernaehlassigt wird, zusammengehalten. Fliehkraft des halhen Sehwungrad
gewiehtes P = O,SG/g' rw'= 38 t bei normaler Drehzahl; r=2R/", = Sehwerpunktabstand der 
Ringhiilfte. Wird zur Sicherheit mit 1,4faeher Drehzahi gereehnet, so ist PB = 1,4" 38 = 74,5 t. 
Annahme: Die Sehrumpfringe iibernehmen • /., die Schrumpflaschen '/. der Gesamtkraft, die 
infolge der Vorspannkraft dureh Sehrumpfung die GroBe P = 1,3PB i'O:i 97 t habe. Jeder Ring 
nimmt dann '/.' '/ •• 97 :::::; 36 t auf, so daB bei a' = 3 • 3 = 9 em' Ringquersehnitt 17m = 36000/18 
= 2000 kg/cm' wird. Iufolge dieser Spannung weiten sieh die Ringdrnr. urn "dm ' lXum/1<=dm 
• IXUmem. Bezogen auf dm = 110 cm=mittl. Dmr. miiBten die Ringe um dmlXUm= 110' 2000 
: 2200000=0,1 em enger gedreht werden, um dureh ihre Dehnung die Spannung am = 2000 
auszuiiben. 

Dies trifft nur bei vollkommen starrer Nabe zu; infolge Nachgebens der 
Nabe wird die Ringspannung kleiner. Urn jedoch die erforderliche Spannung am 
zu erhalten, wird der Ring urn schatzungsweise 1,5 • 1,0 = 1,5 mm enger gedreht. 

Urn die Ringe be quem aufzubringen, sind sie urn LItO C zu erwarmen, so 
daB ihr lichter Dmr. dj urn LId = 2 mm weiter als der Nabendrnr. ist. Mit 
IX, = 1,1 • 10 - 5 = Warmedehnzahl wird: 

LI d = n d j ' IX, LI tIn = dt • IX, LI t = (0,2 + 0,15) = 106,85 . 1,1 • 10 - r. • LI t , 

LIt = 0,35 '105 = 2420. 
106,85' 1,1 

6. Kalt hergestellte PreBverbindungen siehe "PreBsitze" S. 501. 

IV. Keilverbindungen. 
A. Uingskeile. 

Herabsetzung der Dauerfestigkeit 

durch Auslaufkeilnut oIme Keil und ohne Nabe 
"PaBfedemut "Feder" " " 
" "Keilnut, Keil und Nabe ... 

einer vollen nicht genuteten Welle durch Einwirkung einer 
stramm sitzenden Nabe ............. . 

') Masch.-Bau 1938 Heft 13/14 S.36\. 

... etwa 20vH 

" 40" 
etwa 60 bis 65 " 

. . . etwa 50 " 



508 Masehinenteile. - Keilverbindungen. 

B au s t 0 ff der Keile: harter Stahl. 
Anzug des Riickens aller Keile: tgIX = 1: 100. 'Obertragbares 

Momen t: M, = P • 1, Fig. 21. 5pannungslinienfeld s. Fig.21. Liingskeilver-
bindungen erfordem strammen 5itz zwischen Welle und 
Nabe, sonst auBermittiger Sitz durch Aufkeilen. Man 
unterscheidet: 

Nasenkeil, der von derselben Seite aus ein- und 
'ausgetrieben wird; 

Treibkeil mit geraden Stimfliiehen. Falls Nasen
oder Treibkeil nicht verwendbar, dann Einlegekeil 
mit abgerundeten Stimfliichenentsprechend der mit 
dem Fingeririiser hergestellten Nut. Nabe wird auf den 
festliegenden Keil aufgetrieben. Volles Drehmoment 

Fig. 21. wird nur iibertragen, wenn Keil- bzw. Federliinge 
::> 1,5 x Wellendurehmesser. 

Einpa6zugabe aller Nasen- und sonstigen geschmiedeten Treib- und Einlegekeile: 0,3 bis 
o,S mm auf dem Riicken. Bei gezogenem Kellstahl bleibt die volle Starke einscblie61ich Herste1-
lungstoleranz an der starksten Stelle bestehen; der Riicken wird von bier aus abgefrast. 

Alle Nabennuten sind bei gleichem We11endurchmesser stets gleich, so da6 die verschiedenen 
Kelle ohne weiteres gegeneinander ausgetauscht w~rden konnen. We11ennutentiefe fUr Kei1e 
und Fedem stets gleich KellhOhe minus Nabennutentiefe fiir Keile. 

Querschnitte und Nutenabmessungen der Liingskeile sowie der 
PaS- und Gleitfedern. Genormt bis d = 500mm. 

HohIkeile 
Wellen- Breite 

durchmesser d x Starke 

bxs 

u 
10 bis 12 -

I "ber 12 " 17 -
" 17 " 22 -

" 22" 30 8X3 

" 30 " 38 10X3,5 

" 38 " 44 12X3,5 

" 44" 50 14x 4 

" 50 " 58 16x 5 

" 58 " 68 18x 5 
". 68 " 78 20x 6 

" 78 " 92 24x 7 

" 92 " 110 28x 8 

" 110 " 130 32x 9 

" 130 " 150 36x 10 

" 150 " 170 -
" 170 " 200 -

Fig. 22. Fig. 23. 

Flachkeile I 
Breite I . 

X HOhe SChelte1'1 
bxs hOhe 

- -
- -
- -

8x 4 1 
10x 5 1,5 
12X 5 1,5 

14X 5 1 
16X 6 1 
18X 7 2 
20X 8 2 
24X 9 2 

28X10 2 
32X 11 2 
36X13 3 
40X14 3 
45X16 4 

Fig. 24. 

Nutenkeile und N abennuttiefe fiir Federn 

X HOhe Wel~en-Breite I 
b X s nuttlefe Kelle 

I 
Federn 

4X 4 2,5 d+1.5 d+1,7 
5X 5 3 2 2,2 
6X 6 3,5 2,5 2,7 
8x 7 4 3 3,2 

10X 8 4,5 3,5 
I 

3,7 
12X 8 4.5 3,5 3,7 

14X 9 5 4 4,2 
16X10 5 5 5,2 
18X 11 6 5 5,3 
2OX12 6 6 6,3 
24X14 7 7 7,3 

28x16 8 8 8,3 
32X18 9 9 9,3 
36x20 10 10 10,3 
40X22 11 11 11,3 
45X25 13 i 12 12,3 

1st nieht das volle Dreh
moment zu iibertragen, dann 
Flaehkeil, Fig. 22, mit Nase 
(Nasenflaehkeil), und Hohl
keil, Fig.23 (Nasenhohlkeil). Letz
terer iibertragt nur durch Reibung. 

Rundkeile, Fig.24, nur bei 5tirnfiaehen, z.B. bei Kurbein,.spateresL5sen 
nieht moglich. 
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Zur Befestigung schwerer Schwungmassen bei wechselndem Drehmoment 
dienen die Tangentkeile, Fig.25, DIN271, s. Tafel. Je eines der Keilpaare A 
oder B Ubertragt bei Drehrichtung 1 oder 2; Teilfuge 
nach Fig. 25. Berechnung flir die schmalen Seiten auf 
Flachenpressung mit 800 bis 1000 kg/cm2. Wellen- und 
Nabennut ausrunden. 

FUr sehr stark beanspruchte Wellen, z. B. bei Walz- ~ 

werken, sind durch DIN 268 gro13ere Abmessungen vor
gesehen. 

B. Mitnehmerverbindungen. 
I. Federn, Fig. 26, vermeiden die schrage Tragflache 

in der Nabe und die besonders bei Wiilzlagern unzu
lassigen SchHige beim Aufkeilen. Da jegliche Vorspan
nung fehlt, tritt keine zusatzliche Beanspruchung auf. 
Bei geteilten Naben wird tJberbeanspruchung der Naben
Verbindungsschrauben verhindert. 

Na chteile alIer Federn: Kein Kraftschlu13 zwi
schen Nabe und Welle; zur Ubertragung wechselnder 
Drehmomente ungeeignet. 

Berechnung auf seitliche Flachenpressung. M, = 
Pl· 11' Fig. 21-

Pa13federn erhalten meist gerundete Stirnflachen, 
geradstimige Pa13federn sind gegen Herausfallen zu slchem, 

Fig. 2S . 

-. ' . ~' . ~:F r.i 

. . r .} 
Z 

Fig. 26 . Gewinde in der 
Mitte Iiir Abdriick

scbraube. 

ebenso die G 1 e i t fed ern, die zur Fiihrung von verschiebbaren Teilen dienen. 
Kleinere, bis 14 mm Breite, werden mit der Welle verstemmt oder fest ein
gepaBt, groBere mit Schrauben gehalten, Fig.26, die jedoch zum Dauerbruch 
flihren konnen. 

Nutentiefe fiir 
Tang e ntkelle nach durch- " durch- " durch- " durch- " w~w- I I weUW- 1 I W~W- l I W~W- l 

messer messer messer messer 
I DIN 271, mm I mm mm mm mm mm mm mm 

genormt bis d=600mm. 
60 7 130 

I 

10 I 200 

I 
14 270 

I 

18 

~ 
70 7 140 It 210 14 280 20 
80 8 ISO It 220 16 290 20 
90 8 160 12 

I 
230 I 16 300 20 

100 9 170 

I 
12 240 I 16 320 

I 
22 

110 9 180 12 2S0 
I 

18 340 22 
120 10 190 I 14 260 18 360 26 

FUr Werkzeuge, Werkzeugmaschinen, Turbomaschinen sind kleinere Quer
schnitte festgelegt, weil in diesen Fallen die Wellen wegen der Formiinderungen 
verhaltnismaBig starker gewahlt 
werden. 

1m Werkzeugmaschinenbau sind 
auch die Schei benfedern (Wood
ruff-Keile) im Gebrauch; sic werden 
in die halbzylindrische Nut leicht 
eingetrieben; die Welle wird infolge 
des tieferen Einschnittes erheblich 
geschwacht. 

Fig. 27. 

2. Keilwellen l ), DIN 5461/65 (Kraftfallrbau), s. Fig.27. Drei Reihen: leicht 
und mittel mit 6, 8 und 10 Keilen, schwer mit 10, 16 und 20 Keilen. Innen
zentrierung bei 6, 8 und 10 KeiIen ; Flankenzentrierung bei 8, 10, 16 und 20 Keilen. 

') Bezeichnung irrefiibrend, cia keine "Keil"-Fliichen vorhannen. Gcfabr des Dallerbruches 
s. a. Z. VDI 1936 S. 18\. 
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Herstellung derWellenkeile durch Teil· oder Abwlilzverfahren wie bei Zahn· 
radem; Nabe wird geraumt, Hartung bei Stahlradem erst nachher moglich, Ge· 
fahr des Verziehens. ErfahrungsgemaB tragen75 vH aller Keile. Ke.ilwellen iiber· 
tragen ein Mehrfaches an Drehmoment wie einfache Keile oder Fedem; die Nabe 
sitzt genau zentrisch. 

Keilwellen· und Keilnaben.Profile, mittlere Reihe 
DIN 5463, Auszug. 

NennmaBe -, Keil· 1 Zentrie· 

I I 
I d. I e 

I I 
g 

I d. d, b I d,xd,xb zabl \ rung I ~ ;;3 ;;3 

It X 14 x 3 1 Innen· 
It 1 14 3 9.9 1.55 / - 0.3 

18x 22x 5 6 zen· 18 22 5 16.7 1.95 0.45 0.3 
28x 34x 7 trierung 28 34 7 25.9 2.94 1.70 0.4 

----- --- -
32x 38x 6 I 32 38 6 29.4 3.3 0.15 0.4 
46x 54 x 9 I 8 Innen· 46 54 9 42.7 4.1 0.86 0.5 
62X 72x 12 oder 62 72 12 57.8 5.0 2.4 0.5 

FJanken·--
72x 82x 12 1 zen· I 72 82\12\67.4 5.43 - 0.5 
92Xl02x14 10 trierung 92 102 14 87.3 5.2 4.5 0.5 

1I2X 125 x 18 112 125 18 106.3 6.4 4.4 0.5 

k I r 

I ;;3 ;;3 

0.3 0.2 
0.3 0.2 
0.4 0.3 

0.4 0.3 
0.5 0.5 
0.5 0.5 

0.5 0.5 
0.5 0.5 
0.5 0.5 

3. Kerbverzahnungen, DIN 5481, s. Fig. 28, hergestellt wie Zahnrader mit 
geraden Flanken. Nabe lauft genau zentrisch; fUr groBe Drehmomente. 

Fig. 28. 

Fig. 29. Fig. 30. Fig. 32. 

4. K.Profil, Fig. 29 (Werkzeugm.·Fabr. Ernst Krause & Co., Wien). ,Her' 
stellung mittels Hubwelle durch AuBen· und Innenschleifen, anwendbar flir 
Spiel· und Ubergangssitze. K·Profil vermeidet die Kerbwirkung flir Welle und 
Nabe und iibertragt groBe Drehmomente. M = MeBweite; e = Exzentrizitat 
der Hubwelle. 

C. Querkeile. 
Anzug wegen einfacherer Herstellung und leichteren Einpassens nur einfach. 

FUr Keile, die selten gelost oder nachgezogen werden: tg(X = 1: 15 bis 1 : 25; 
d\lue_mde Verbindung tg (X = 1 : 100; Stellkeile z. B. bei Schubstangen tg (X ~ 1 : 7. 

Fig. 30 : Verbindung einer Kolbenstange mit einem Kreuzkopf. Beriihrungs· 
f!iiche zwischen Stange und Hiilse (Ringfiache) ist auf Druck zu berechnen: 
(di - dnn/4' ad = 1,3' PB; Faktor 1,3 wegen Vorspannung nach S.513; 
Pli = Betriebskraft. DruckfJache zwischen Keil und Stange ist auf Flachen· 
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pressung aus dl . 5 . (1d = 1,3' PB zu ermitteln. Der Restquerschnitt der Stange 
ist zu priifen (d~n/4 - dl • 5)' (1Zug = 1,3' P B ; wird (1. zu groB, dann Ausflih
rung nach Fig. 31 oder 32, wobei jedoch die Hiilse infolge der Kegelwirkung 
aufreiBen kann. 

Hiilsendrnr. d2 folgt aus der Zugspannung 

(~ - d~) n/4 - (d2 - Ii:t) • S = 1,3' P B /(1zug. 
Keilberechnung auf Biegung. Biegemoment: Annahme Belastungsfall Nr.6, 
S. 382 mit a = 0,25 [dl + (da - dl)] = 0,25da wird M = 1,3' PB /2' a. Wider
standsmoment W = 5Jl2/6; (1 = M/W. Nachrechnung auf Abscheren meist nichl; 
erforderlich. Wulst vom Drnr. d2 soli das AufreiBen der Hiilse verhindem und 
die Pressung zwischen Keil und Hiilse verkleinem. h FI::! hl!'l:::! 0,5H; Naeh
priifung auf Abscheren. 

Beispiele fiir Stellkeile s. S. 603. 

V. Schrauben und Schraubenverbindungen. 
Allgemeines. Entstehung der Schraubenlinie s. Fig. 132, S.127. Steigung h= Strecke, 

welche die Schraube bzw. Mutter bei einer Umdrehung in Achsenrichtung zuriicklegt, Stei
gung T = Abstand zweier Gewindegange, auf dem Mantel gemessen; bei g·gangiger Schraube 
wird h = g. T. (VgI. Schneckengetriebe S. 576.) 1st 1m = mittIerer Gewinde-Halbmesser, so wiId: 

tg" = h/2rm1t = gT/2rm"" 
,,= Steigungswinkel (5. Fig.89. s. 187). Bei der Schraubenllache ist auBen der Steigungs
winkel kleiner. innen groBer als in der Mitte. 1m entspricht dem F1ankendmr. df beim metri
schen Gewinde DIN 13 und 14. 

A. Oebrauchliche Oewinde1). 

I. Metrisches Oewinde, DIN 13 und 14 (Tafel S. 512), fiir Neukonstruktionen 
vorgeschrieben. Beziiglich geometrischer Zusammenhange s. die Formehl auf 
S.512. Es ist df = d - tt, z. B. df = 20,000 -1,624 = 18,376 und rm = 0,5d, 
I:::::i 9,2 mm fiir M 20. 

Z. Metrisches Feingewinde, Tafel S.514. Feingewinde " DIN 241, flir 
Drnr. von 154 bis 499 mm, also Fortsetzung von DIN 13 lind 14; Feingewinde 2. 
DIN 242 flir Dmr. von 24 bis 189 mm; Feingewinde 3, DIN 243, flir Drnr. von 
1 bis 3OOmm. 

3. Whitworth·Rohrgewinde, ersetzt das bisherige "Gasgewinde". DIN 259, 
Tafel S. 514, Gewinde ohne Spitzenspiel, soli metallisch dichten. Bei DIN 260, 
Gewinde mit Spitzenspiel, ist Dichtmittel 
im Gewinde erforderlich. 

4. Trapezgewinde flir Bewegungs
schrauben, Flankenwinkel 30°, hat ge
ringere Reibung als das Gewinde mit 60° 
Flankenwinkel (5. S.188); es tritt an Stelle 
des Flachgewindes, das sich nicht frasen 
HiBt. Genormt DIN 103 von 10 bis 3OOmm, 
Tafel S. 513; DIN 378: Trapezgewinde fein, 
DIN 379: Trapezgewinde grob. 

5. Siigengewinde, Fig. 33, flir groBe 
Krafte bei Belastung in einer Richtung bei Fig. 33. Fig. 34. 
Saulen und Spindeln von Pressen, Kolben-
stangen usw. Genormt sind drei Gewinde: DIN 513, DIN 514 Sagengewinde 
fein, DIN 515 Sagengewinde grob. 

6. Rundgewinde, Fig_ 34, wird als Ersatz fiir "Kordelgewinde" benutzt flir 
Bewegungsschrauben bei Gefahr der Verschmutzung und Beschadigung, z. B. 
bei Absperrvorrichtungen. 

') Obersicht fiber die z. Zt. noch ffir Sonderzwecke benutzten Gewinde s. KlIngelnberg: 
Technisches Hilfsbuch. to. AuD. Berlin: Springer. 
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Metrisches Gewinde DIN 13 und 14 (Auszug). 
Deutsche Industrie-Normen. 

lImax = ~ = 0,054 • " t6 

amID = !..- = 0,036 • " 
24 

amlttel = 0,045 • " 
rmlttel = 0,0633 • " 

MaBe in rom. Genormt bis d = 149 mm. 

1= 0,866." 

I, = 0,6495 • " 

I. = 0,6945 • " 

Bolzen Mutter DIN Sechskantmutter 1) 
931, <Q 

Nenndurch- Planken- Gang- Ge- 932 
l~ 

.. 
meuer = Ge- Kern- Kern- durch- Kern- Trag- " a 

h6he winde- tiefe '2 0: 
windedurch- durch- quer- melser durch- durch- ..:,,, :xl ~~ " meller des messer schnitt messer messer 8';8 ~ 

Bolzens loiI.a ~ 

II Ill: em· II, " D Dl I, m s e 
I 

2 t,444 - t,740 0,4 2,036 1,480 0,260 1,4 1,6 4,5 5,2 
(2,3) t,744 - 2,040 0,4 2,336 t,780 0,260 1,6 1,8 5 5,8 
2,6 t,974 - 2,308 0,45 2,642 2,016 0,292 1,8 2 5,5 6,4 

3 2,306 - 2,675 0,5 3,044 2,350 0,325 2 2,4 6 6,9 
(3,5) 2,666 - 3,110 0,6 3,554 2,720 0,390 2,4 2,8 7 8,1 

4 3,028 - 3,545 0,7 4,062 3,090 0,455 2,8 3,2 8 9,2 
4,5 3,458 - 4,013 0,75 4,568 3,526 0,487 - - 9 10,4 

5 3,888 - 4,480 0,8 5,072 3,960 0,520 3,5 4 9 10,4 
5,5 4,250 - 4,915 0,9 5,580 4,330 0,585 - - 10 11,5 

6 4,610 0,167 5,350 t 6,090 4,700 0,650 5 5 11 12,7 
7 5,610 0,247 6,350 t 7,090 5,700 0,650 - 5 11 12,7 
8 6,264 0,308 7,188 1,25 8,112 6,376 0,812 6 6,5 14 16,2 

(9) 7,264 0,4t4 8,188 1,25 9,112 7,376 0,812 - - t7 t9,6 

to 7,9t6 0,492 9,026 t,5 to,t36 8,052 0,974 7 8 t7 t9,6 
tt 8,9t6 0,624 to,026 t,5 tt,t36 9,052 0,974 8 9,5 t9 2t,9 
t2 9,570 0,7t8 to,863 t,75 t2,t56 9,726 t,t37 9 11 22 25,4 

t4 11,222 0,989 t2,70t 2 t4,t80 11,402 t,299 9 tt 22 25,4 
t6 t3,222 t,373 t4,70t 2 t6,t80 13,402 t,299 11 t3 27 31,2 

(t8) 14,528 1,657 16,376 2,5 t8,224 14,752 1,624 13 16 32 36,9 

20 16,528 2,145 t8,376 2,5 20,224 16,752 1,624 13 16 32 36,9 
(22) 18,528 2,696 20,376 2,5 22,224 18,752 1,624 16 18 36 41,6 
24 19,832 3,089 22,051 3 24,270 20,102 1,949 16 18 36 41,6 

(27) 22,832 4,094 25,051 3 27,270 23,102 1,949 18 20 41 47.3 
30 25,138 4,963 27,727 3,5 30,316 25,454 2,273 20 22 46 53,1 

(33) 28,138 6,218 30,727 3,5 33,316 28,454 2,273 22 25 50 57.5 

36 30,444 7,279 33,402 4 36,360 30,804 2,598 24 28 55 63,S 
(39) 33,444 8,785 36,402 4 39,360 33,804 2,598 27 30 60 69,3 
42 35,750 10,04 39,077 4,5 42,404 36,154 2,923 30 32 65 75 

(45) 38,750 tt,79 42,077 4,5 45,404 39,154 2,923 32 35 70 80,8 
48 41,054 13,23 44,752 5 48,450 41,504 3,248 34 38 75 86,.5 

(52) 45,054 15,94 48,752 5 52,450 45,504 3,248 36 40 80 92,4 

56 48,360 18,37 52,428 5,5 '56,496 48,856 3,572 - 45 85 98 
(60) 52,360 21,53 56,428 5,5 60,496 52,856 3,572 - 50 90 104 
64 55,666 24,34 60,103 6 64,54 56,206 3,897 - SO 95 110 

(68) 59,666 27,96 64,103 6 68,54 60,206 3,897 - 55 100 116 
72 63,666 31,83 68,103 6 72,54 64,206 3,897 - 55 t05 121 

(76) 67,666 35,96 72,103 6 76,54 68,206 3,897 - 60 110 127 

80 71,666 40,34 76,103 6 80,54 72,206 3,897 - 65 ttS 133 

Die eingeklammerten Gewinde sind tunlichst nicht zu verwenden. 

') Siehe Fig.43, S. 518. 
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T rap e z g e win de. e in g a n gig. 
f = 1,866· h, 
t,=o,5·h+a, 
t. = 0,5' h + a - b, 

T= 0,5' h+ 2·a - b. 
c = 0,25' k . 

h = 3 u. 4: a = 0,25 • = 0,25 b = 0,5 
k = 5 bis 12: a = 0,25 .= 0,25 b = 0,75 

ab h= 14: a=O,5 .=0,5 b=I,5 

MaCe in mm. 

0.'... r ---- lanken-
Gewinde- Kern· Kern· Ge- durch-

durCh· 1 durch· quer- I winde- messer 
messer messer schnitt tiefe 

Il , Il, cm' i t, lit 

10 6.5 0,33 
I 

1,75 8,5 
12 8,5 0,51 1,15 10,5 
14 9,5 0,71 i 2,25 12 
16 11,5 1,04 2,25 14 
18 13,5 

I 

1.43 I 2.25 16 
20 15.5 1,89 2,25 18 
22 16,5 2.14 2.75 19.5 
24 18.5 2,69 2,75 21.5 
26 20.5 3,30 2,75 23.5 
28 22,S 3.98 2.75 25.5 
30 23,S 4,34 3,25 27 
32 25,S 5,11 3,25 29 
36 29,S 6,83 3.25 33 
40 32,S 8,30 3,75 36.5 
44 36.5 10.46 3,75 40.5 
48 39.5 12,25 4.25 44 
52 43,S 14,86 4,25 48 
55 45,S 16,26 I 4.75 50.5 
60 50,S 20,03 I 4.75 55.5 
65 54.5 23.33 5,25 60 
10 

I 
59.5 27.81 5,25 65 

75 64,S 32,67 5.25 70 
80 69.5 31.94 5.25 15 

I 
Stei· I Trag· 
gong tiel. 

h I It 

3 1,25 
3 1,25 
4 1,15 
4 1.15 
4 1.15 
4 

I 
1.75 

5 2 
5 2 
5 2 
5 2 

I 
6 2,5 
6 2.5 
6 

, 
2.5 

7 ; 3 
7 3 
8 3,5 
8 3,5 
9 4 
9 4 

10 4,5 
10 4,5 
10 4.5 
10 4.5 

B. Schraubenverbindung. 
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DIN 103 (Auszug). 

Mutter 

Gewinde- Kern-
durch· durch· 
messer messer 

D D, 

10,5 1,5 
12,5 9.5 
14,5 10,5 
16,5 12,5 
18,5 14.5 
20,S 16.5 
22.5 18 
24.5 20 
26.5 22 
28,5 24 

30.5 25 
32.5 27 
36,5 31 
40.5 34 
44.5 38 
48,S 41 
52.5 45 
55.5 47 
60,S 52 
65.5 56 
70.5 61 
75.5 66 
80.5 71 

I 

Ge· 
inde· 
tiele 

w 

T 

I 
I 
,so 
,50 

2,00 
2,00 
2.00 
2,00 
2.25 
2,25 
2,25 
2.25 
2.75 
2,75 
2,i5 
3,25 
3.25 
3.75 
3,75 
4,25 
4.25 
4.75 
4,75 
4.75 
4,75 

I; Kraftwirkung. Fast alJe Schraubenverbindungen im Maschinenbau wer· 
den durch schwellende oder wechselnde Kraftwirkungen beansprucht. 

Infolge der Vorspannkraft p •• 
Fig. 35. dehnt sich die Schraube 
urn I,. wiihrend die Flanschen urn IF 
zusammengedriickt werden. In· 
folge der Betriebskraft P B wird die 
Schraube durch P ma, beansprucht 
und im ganzen urn I, + L11, gelangt. 
wodurch die Flanschen entIastet 
und sich urn L11, dehnen konnen. 
die Vorspannung sinkt auf p.; es 
mull p. > 0 sein. urn Stolle bzw. 
Undichtheiten zu vermeiden. Drei· 
eckflii.cheABCsteIIt die Formande-
rungsarbeit der Schraube dar. 

---1,----1-

Fig. 35. 

Steigt die in einer Richtung wirkende Betriebskraft von 0 schwellend auf 
den Hochstwert PB' so nimmt die Belastung der Schraube von f. auf P max zu 

Taschenbuch fUr den Mascbinenbau. 9. Auf!. I. 33 
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lIud schw<lllld IllI1 <1('11 Belastnngsmitte]wert I/~(PIH'" + P,.) mit <lem Am;schlag 
1/2 (Pmax _ . p.), s. Fig. 35 . 

Bei wechselnoer Richtung del' Betriebskraft wiro u:c Schraube nahezu in 
gleicher Art beansprucht, da die gegenlaufige Kraft von den Stangen, Fig. 35, 
aufgenommen wird. Genaue Bestimmung der Kraftwirkungen erfordert die 
schwierige und dabei unsichere Ermittlungl) des Formanderungsdreieckes A Be, 
so daB der Berechnung meist eine Schraubenkraft 

P lllax = 1,3PR bis 1,5Po 
zugrunde gelegt wird, wobei 

P IIIRX = F Kern • OZIII bzw. = FSchaft· azul 

unter Vernachlassigung der Verdrehspannung. Werte fur azul s. S.517. 
Vorspannungsverlust kann eintreten: durch auBergewohnliche Hochst

krafte mit Uberschreitung der Streckgrenze, durch aIlmahliche plastische Ver
formung der Oberflachen (Verschwinden der Rauhigkeit), durch "Setzen" des 
Werkstoffes in GewindelOchern bei LeichtmetaIlen (Abhilfe: Stiftschraube mit 
Bund), durch nachgiebige Dichtungen, den EinfluB von Warmespannungen und 
durch ungeeignete Sicherungsscheiben, die ihre Elastizitat verlieren oder sich 
in die Oberflachen von Mutter und Unterlage einarbeiten. 

Die gewiinschte Vorspannung p. erfordert ein Drehmoment M" dessen GroLle vom Ge· 
windesteigungswinkel "" der Reibung im Gewinde und der Reibung zwiscben Mutter und Auf· 
lage abbangt. Ausubung dieses Drehmomentes durch DrehmomentmeLl·Schlussel mit MeBvor· 
rich tung fUr die Anzugskraft. Oberscblaglich kann beim Befestigungsgewinde gese!zt werden ') : 

M, "'" 1,5P" 'Tm ' tg (.x ± 1."). 
FUr Befestigungsscbrauben Stahl auf Stahl mit fI = 30° = balbem Flankenwinkel wird e' = 10 
bis 12°. 

2. Kraftverteilung auf (jewinde, Schaft und Kopf. Infolgeder Form
anderung der belasteten Gewindegange wird die Zugkraft nicht gleichmaBig auf 
aIle Gange verteilt; der erste Gang nimmt bereits 1/4 bis 1/3 

der Gesamtkraft auf. Die Gewindegange werden durch Bie
gung, Schub und Flachenpressung beansprucht. Die Hohe 
der Spannungsspitze im ersten tragenden Gewindegang be
grenzt die Dauerhaltbarkeit der Schraube. Bei der nor
malen Mutterhohe m ~ 0,8d bricht die Schraubenverbin
dung durch ReiBen im Kernquerschnitt am ersten Gang, bei 
stark verkleinerter Mutterhohe werden die Gewindegange 
umgelegt und abgeschert. 

GleichmaBige Kraftverteilung wird erreicht durch: 1. be
sondere Form der Mutter Fig. 36, 2. Form des Muttergewindes 
nach Sol t 3), 3. Verwendung eines Mutterwerkstoffes mit ge
ringerer Elastizitatszahl (GuBeisen oder Leichtmetall mit 
m>d)4). 

Bei der ubergreifenden Mutter nacb Lebr, Fig. 37, geht der erste 
Gang nieht in die kleine Rundung des unten folgenden Gewindegrundes 
liber, wie sonst liblich, sondern mit groLlem Halbmesser in den Scbaft. 

Die Kopfhohe ist im allgemeinen m ~0,7d, im Leicht
bau bis m ~ 0,5 herab. 

Der Ubergang yom Schaft zum Kopf nach Fig. 38 ergibt 
cine gunstige Spannungsverteilung. 1m Leichtbau werden 
Schraubenbolzen vielfach hohlgebohrt, wobei die Schwachung 

Fig. 36. 

Fig. 37. 

des Kernquerschnittes um 20 bis 25 vH die ertragbare Fig. 38. 
Wechsellast noch nicht herabsetzt. 

J. Dehnschraube. Hochbeanspruchte Schrauben werden zweckmaBig als 
Dehnschrauben Fig. 38, 50, 60 und Fig.17, S.430, ausgeflihrt; Schaftdmr. d, 

1) Anleitung bierzu s. Cornelius: Konstruktionsblicber. Bucb 5. Berlin: Springer 1940. 
S. a. "Maschinenelemente·Tagung Diisseldorf". Berlin: VDI-Verlag. 

') Siebe S. 187 und 188. 0) Cornelius: Konstruktionsbiicher. Heft 5. 
4) Z. VDI Bd.85 (1941) S.504/505. 

33* 



516 Maschinenteile. - Schrauben und Schraubenverbindungen. 

etwas kleiner als Kemdmr. des Gewindes; kegeliger Obergang zum Kopf mit 
guter Abrundung, Fig. 38; Schaft feinst bearbeitet. Vorteile: Biegekrafte haben 
geringe Wirkung, da Dmr. klein; wechseinde und stoBartige Krafte werden besser 
aufgenommen. Nachteil: Gefahr des AbwUrgens beim Einschrauben. Abhilfe: 
besserer Werkstoff, Kaltverfertigung, Einsetzen, Nitrieren, Verringerung der Rei
bung im Gewinde durch Nitrieren des Boizengewindes. 

4. Besondere Hlnwelse. Bei Verwendung ungieich ianger Schrauben flir 
eine Verbindung dehnen sich die langeren Schrauben mehr als die kurzen; die 
Gesamtbeiastung verteilt sich ungleich und die kUrzeren, also weniger dehnbaren 
Schrauben werden starker beansprucht. 

Durch Anordnung vieler kleiner Schrauben statt weniger groBen bei gieicher 
Gesamtbelastung wird Werkstoff am Flansch gespart, eine hohere Dauerhaitbar· 
keit und bei Dichtungen gleichmaBigere Dichtwirkung erreicht. 

Die Biegebeanspruchung im Gewinde wird geringer. Bei Gehause- und Hohl
flanschen werden die Spannungsspitzen an den gefahrdeten Stellen kleiner. 

Grollte Dauerbaltbarkeitswerte ergaben sich bei Messing als Einscbraubwerkstoff. Bei 
Gulleisen Ge 18 und Ge 26 war die Dauerbaltbarkeit bei Einschraubtiefe 1,5a haber als bei I,Oa. 
Bei gleicher auf Kemquerscbnitt bezogener Anfangsvorspannung zeigt Feingewinde grOllere 
Dauerbaltbarkeit, da die grollere Kerbwirkung durch kleineren Vorspannungsabfall ausgeglicben 
wird. (Z. VDl 1942 Heft 17/18 S.286.) 

5 • . Temperaturspannungen, Fig. 39. 1st die Temperatur des Rohres R um 
LI t hoher als die des Bolzens B, so dehn t sich das Rohr um: 

Fig. 39. 

Lll~ =Lll-Ll1a = lX, ·Llt ·1-lXnaa 1 = lXB'aB ' 1. 
Hierin ist: lX, = linearer Warmedehnzahi (Werte s. S.486); 
IXa = 1/Ea und IXB = 1/EB sind die Dehnzahien von Rohr 
und Boizen, die aus verschiedenem Werkstoff bestehen sollen. 
Da F n . a a = F B • a B sein muB, so folgt nach Einsetzen von 
aB=an·Fn/FB die Beziehung: 

IX,' LIt = an(lXn + !XB' FRfFo)' 
!X, . LI t 

an = ------ (Druck); 
!Xa + !XB . FafFB 

aB = aR' FRfFo (Zug). 

Sind la und IB verscbieden groll, so wird: 
IX,' LIt 

6. 6ewlndeart, Ublich : metrisches Gewinde nach DIN 13 und 14. FUr 
hohe Beanspruchungen: Feingewinde DIN 242 lind 243, flir groBe Stangendmr. 
und groBe Krafte: auch Trapez- und Sagengewinde mit besonderer Abrundung 
im Gewindegrund. . 

Gewindeherstellung durch Schneiden, Frasen, Schleifen, Waizen . Ge
winde hochbeanspruchter Schrauben wird im Grund durch DrUcken mit Druck

rollen verfestigt; infolge der Druckvorspannung 
konnen hohere Wechselspannungen ertragen 
werden. 

Festfressen wird durch verschiedene Harte 
von Schrauben- und MuUerwerkstoff vermieden. 
Flir hahe Temperaturen eignen sich Muttem aus 
Kupferiegierungen auf Stahlschrauben. 

Stiftschrauben in LeichtmetallguB erhaiten 
am Einschraubende groberes Gewinde (auch mit 

. groBerem Spitzenspiel) als am Mutterende, z. B. 
F,g. 40. M10 (Steigung 1,5) gegenUber M9x1, s. Fig.60. 
Querkrafte. Entlastung der Schraubenbolzen von diesen 

gelegte PaBrohre oder Spannhiilsen, Fig. 40 1), aus gerolltem und 
- ------

') Ausfiibrung W. Hedtmann, Hagen-Kabel. 

Fig. 41. 

durch ein-
gehartetem 
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Stahlblech mit Kle=wirkung oder durch kegelig eingepaBte Bolzen, Fig. 41, 
mit harter Oberflache. 

7. Berechnung der Schrauben. Mit Riicksicht auf die groBe Vorspannkraft 
geht man bei der Wahl von Gzul von der Streckgrenze Gzp aus. Bei Schrauben 
aus verhaltnismaBig wei
chern Werkstoff und mit 
niedrigem Streckgrenzen
verhliltnis GzF:GzB~0,5 
(wie bei St 38·13) wahle 
man Gzul FI:i 0,25Gz p; bei 
Schrauben der Giiteklasse 
10K, s. Tafel 1, mit GoB:::: 
100 kg/mm2 und hohem 

Streckgrenzenverhliltnis 
FI:i 0,9 wahle man Gzul ~ 
0,3 • GoF; bei sehr klei
nem Schraubendmr. wird 
Gzul noch urn 10 bis 20 vH 
vermindert. 

Beispiel I. Flanschen-
sehraube ffir Rohrleitung_ 
PB,:::;600kg; Pm• x ':::; 1,5PB 
= 900 kg. Werkstoff St 38· 13. 
"zul = 0,25 "zF = 0,25 . 2100 
= 525 kg/em'; erforderlieh 
F Kern = 900: 525 ,:::; 1,7 em'; 
gewahlt M 18 oder M 20, 
s. Fig. 42. 

Fig. 42. Sehmubendmr. in Abhiingigkeit von "zul' 

Beispiel 2. SchraubeamZylinderdeekeleinerDampfmascbine. PB=400kg, Pmax:::::l 1,3 
'PB= 520 kg. Werkstoff Guteklasse 6E; "zB;G60kg/mm'; "zP: ",B=0,6; "zF=36kg/mm'. 
"zul =0,28' "zF':::; 1000 kg/em'; erforderlich FKem =0,52 em'. Da die Sehraube klein, wird 
0zul ermaBigt auf 900 kg/em'. FKern = 0,58 em', gewiihlt M I I oder M 12. 

Zahlentafel 1. Schrauben und Muttern, Technische Lieferbedin
gun gen. DIN 267 (Auszug). 

.-.--~- ----
Kennziffer ffir 
Zugfestigkeit 
------
"zB kg/mm' 

UzF: ClzB 

-

0,55 

0,60 

... - - ---

0,80 

-----
0,90 

--

1------
Festigkeitseigenschaften 

ohne I mit Abnahme 
Ab- --

nahme i vorwiegend unlegiert I meist legiert 
----- -- ----

I I I 1 ° 4 5 6 I 8 10 12 

-1- SO"I--60i--&>ltOO--rn -----
- I 

34 

Bestellzeiehen und Mindestdehnung v H ~. 

Stoo 
__ 1 ________ 1. __ 

4AI30 I 
4D 25-51> 122160117 I ----6E[188E-I-16-----I--
4FT-I -1---- I 

------ - - --- -J-____ ----
I i 8GI12 I 

.-0 S ! _____ I 5 S L 9 i 6 iT 9 ,-1-=110 KI 8 112 KI-sj 

Dehnungs
gruppe 

hoch Ini~drig 
-----

- ~ -'-~ 
_E! p 

G i -1--
, S 

Ki 
I 

In DIN 267 sind auch die Ausgangswerkstoffe fiir Schrauben und Muttern 
angegeben. Kennzeichnung der Schrauben und Muttern s. DIN Vornorm Kr 550. 



518 Maschinenteile. - Schrauben und Schraubenverbindungen. 

Beispiel 3. Schubstangenschrauben einer Brennkraftmaschine. P B = 1250 kg. lI1it Riick
sicht auf Unsicherheit der Rechnungsgrundlage und auf StoLlkriifte sei P max R:< 1,6 P B = 2000 kg. 
Werkstoff GiitekIasse 10 K. "zB = 100 bis 200 kg/mm'; "zF G 90 kg/mm'. Wegen kIeinen 
Schraubendmr. sei ".ul =0,8 · 0,3' 9000 = 2150 kg/mm'. ErforderIich: F Keru = 2000: 2150 
=0,93cm'; gewiihlt 11114. 

Bewegungsschrauben. Gewindeart: Trapezgewinde, bei Kraftwirkung 
in einer Richtung auch Sagengewinde. Mutterhohe nur durch Rticksicht auf 

Flachenpressung P bestimmt. Mit z = Zahl der tragenden 
Gange wird: 

P = (d} n/4 - D~ n/4) . z . P . 
P = 100 bis 150 kg/cm2 ftir Bronzemuttern. 
8. Ausfiihrungsbelspiele. Mu ttern, fast immer sechskantig, 

Fig. 43; Abmessungen s. Tafel S.512. Rohe Muttem werden 
aus Sechskantstahl, blanke Muttern aus gezogenem Stahl her
gestellt. 1m Leichtbau erhalten die runden Muttern auBen eine 

Fig. 43. Kerbverzahnung (s. S. 510), Fig. 44; Anzug durch Schltissel mit 
geschlossenem Maul und entsprechender Innenverzahnung. 

!fD] Fig. 45: Sechskantmutter mit Eindrehung; Fig.46: Nut-
mutter mit Hakenschltissel; Fig. 47: versenkte Mutter mit 

Fig. 44. Steckschltissel; Fig. 48 : Hutmutter mit Dichtungsscheibe, urn 
Austreten des Betriebsstoffes nach auBen zu verhindern. 

Fig. 49: Sechskantschraube, als Kopfschraube in GuBeisen und Leicht
metall zu vermeiden, da das Muttergewinde ausbricht; in diesem Faile soli eine 

Fig. 45. Fig. 46. Fig. 47. Fig. 48. 

vertieft eingeschraubte Stahlbtichse verwendet werden. Sonderausftihrung 
Fig. 50: Kopfschraube als Dehnschraube zum Einschrauben in ElektronguB; das 
Gewinde sitzt in einem quer eingelassenen Stahlzylinder, die Unterlegscheibe 
hat eine groBe ballige Aufiagefiache, falls sie auf Leichtmetall drtickt. 

Fig. 49. Fig. 50. Fig. 51. Fig. 52. Fig. 53. 

Fig. 51: Durchsteckschraube, bestehend aus Sechskantschraube mit Mutter 
und Unterlegscheibe; diese nur bei nicht gentigender Harte der Unterlage er
forderlich . 

Fig. 52, 53, 54 und 55 zeigen verschiedene Schlitzschrauben; Fig. 55: 
Zylinderschraube M 1 bis M 10 mit gestauchtem Kopf und gerolltem Ge
winde; Schaftdmr. F:::! Flankendmr.; Fig. 56: Zylinderschraube mit Innen
sechskan t 1 ), konnen starker angezogen werden als so1che mit Schlitz. 

1) Hersteller: Bauer & Schaurte, Neuss. "INBUS"-Scbraube. S. a. die Druckschriften 
und den "BUS"-Schraubenwiihler dieser Firma. 
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Fig. 57: Stiftschraube. Lange der Einschraubenden in Stahl, StahlguJ3, 
Bronze, veredeltes Leichtmetall R:! 1 d; in GuJ3eisen R:! 1 ,3d, in Weichmetall R:! 2,5d. 

Fig. 58: Stiftschraube mit Rille am Einschraubende, zwecks Erhohung 
der Dauerfestigkeit. Die Mutterenden sind fUr eine Mutter ' oder Kronenmutter 
und fUr zwei Muttern genormt. 
Einschrauben durch Stiftsetzer 
nach Fig. 59. 

Fig. 54. Fig. 55. Fig. 56. Fig. 57. Fig. 58. Fig. 59. Fig. 60. 

Fig. 60: Stiftschraube fUr Leichtmetallgehause. Der hinter der Gehauseober
flache zuriicktretende Bund legt sich fest gegen das Leichtmetall, dadurch sichere 
Spannungsverbindung. Das Einschraubende tragt entsprechend der geringen 
Festigkeit des Leichtmetalls starkeres und groberes Gewinde, das Mutterende 
dagegen feines Gewinde. Schaftdmr. etwas kleiner als Kerndmr. (Dehnschraube); 
zum Schutz gegen Korrosion ist die Schraube kadmiert; zwecks Gewichtsver
minderung ist Einschraubende ausgebohrt. 

Nenn
durch
messer 

M 

Zahlen tafel 2. 

== DIN 935') Splint DIN 69') DIN 125 
Blanke Kronenmutt:r I: Schraubenloch Blanke Scheibe 

D I I DIN 94 -;ebohrt I gegossen -- I II 

K~::.n. hlp mittel grob 2 d _ D S 

====!====~=~~==={======+=====+=====p===~~c==~= 

= I ~ ;:2 : ~:~ HI = ~: I ~ I ;:' 4 
4,5 
5 
5,5 
6 
7 
8 

(9) 
10 
11 
12 
14 
16 

(18) 
20 

(22) 
24 

(27) 
30 

(33) 
36 

:= I 8 :5 !;; ~ ! ~ ~,4 := 6,4 I ~ 
8 5 1 ,5x15 8 - 7,4 14 

1,5 
1,5 
2 

20 
20 
25 
30 
30 
34 
34 
38 
42 

-46 
50 

10 

12 

16 
16 
19 
22 
22 
26 
26 
28 
31 
34 
37 

6,5 

8 

11 
11 
13 

I 16 
16 
18 

I 18 
20 
22 
25 
28 

2 X 18 9,5 10,5 8,4 18 
2 x20 
2 x22 

x25 
x28 
x28 
X 35 
x 40 
x 40 
x45 
x45 
X 50 
x60 
x60 
x65 

3 
3 
3 
4 
4 
4 
5 
5 
5 
6 
6 
6 

10,5 11,5 
11,5 13 
13 14 
14 15 
16 18 
18 20 
20 22 
23 25 
25 27 
27 30 
30 ! 33 
33 36 
36 40 
39 42 

10,5 

13 
15 
17 
19 
21 
23 
25 
28 
31 
34 
37 

22 2,5 

28 3 
28 3 
34 3 
40 4 
40 4 
45 4 
45 4 
52

1 

5 
58 5 
62 5 
68 6 

') fUr Kraltfahrbau s. Kronenmuttern DIN Kr 753; Hache Kronenmuttern DIN Kr 7:4·. 
' ) Genormte Schraubenlocher: lein 1; lein 2; mittel; grob 1; grob 2 = gegossell. 
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9. Unterlegscheiben s. Zahlentafel S. 519. Stiihlerne Scheiben werden ver
wendet, wenn Werkstoff der Unteriage weicher als der der Mutter ist, oder wenn 
UnteriagiHiche nicht sauber bearbeitet. Bei Tragerflanschen Vierkant-U-Scheiben 
mit passender Schrage. 

10. Schraubensicherungen. Durch Erschiitterungen kann die Spannungs
verbindung zeitweise loser oder aufgehoben werden dadurch, daB sich der Schaft 
dehnt. Sicherung durch 

1. Fedemde Unterlegscheiben: Schraubenspannpla tte, Fig. 61; Feder
ringe nach DIN 127 und 128, deren meiBelartig zugescharfte Enden in den Werk-

~ $ f{f5J 1 1 '" 
r ' I 

Flg.6f. Fig. 62. 

~: d3 .--
Fig. 63. Fig. 64. Fig. 65. 

stoff eindringen, oder fedemde Zahnscheiben 1) auch fiir Senk-

@ schrauben, Fig. 62, mit AuBen- oder Innenziihnen. 
2.~ Doppelmuttern; die untere Mutter kann niedriger sein. 

. 3. Reibung. :Bei der Elastic-Stop-Mutter s), Fig. 63, wird ein fest
sitzender Fiberring ohne Gewinde yom Bolzengewinde zusammen

Fig. 66. gepreBt; Nachziehen beliebig. Mutter kann mehrmals verwendet 
werden. 

4. Mechanische Sicherung z. B. durch Kronenmutter Fig. 64 mit Splint; 
Nachstellmoglichkeit je nach Zahl der Schlitze in der Krone; bei starkem Ge
windebolzen auBerdem ein zweites entsprechend versetztes Splintloch. FIg. 65: 
Pennsche Sicherung mit beliebiger Nachstellung; bei Schubstangenkopfen wird 
Sicherungsschraube meist im Kopf selbst angebracht, s. Fig. 247, S.604. 

Sicherungsbleche nach DIN, mit Innennase DIN 462, Fig. 66, fiir Nut
muttem; mit Nase DIN 432, diese paBt in Bohrung der Unterlage; mit Lappen 
DIN 93; der Lappen wird gegen eine Kante der Unteriage geschlagen. Zur 
Sicherung der Mutter wird der Rand des Bleches gegen die Schliisseiflachen 
gelegt. 

Drah tsicherung, bei zwei oder mehr Schrauben anwendbar. Durch Locher 
in den Schraubenkopfen wird weicher Stahldraht gezogen und verdreht. 

Legeschliissel. Gegen die Flachen der Mutter (unter Umstanden gezahnt) 
wird ein passender Schliissel gelegt, der seinerseits durch zwei Schrauben ge
halten und gesichert wird. 

Sicherung des Schraubenkopfes durch Nase oder Stift - wobei auf Kerb
wirkung zu achten ist - oder durch eine Anlageflache am Kopi. 

Die Dauerhaltbarkeit nimmt dureh ·die Verwendung von Zahnseheiben oder Federringen 
ab, was auf den erhebliehen mit der Zahl der durch die Sehrauben zusammengehaltenen 
Fliiehen steigenden Vorspannungsabfall bei Verwendung dieser Sieherungen zuriickzuflihren 
ist. Sieherungen, die den dureh wechselnde Beanspruehung hervorgerufenen Vorspannungs
abfaH ausgleichen, sind Dieht bekannt (Z. VDI 1942 Heft 17/18 S.286). 

1) J. Meye u. Co., Stuttgart-W. 0) Aluminiumwerke G6ttingen_ 
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VI. Bolzen und Stifte. 
Gelenke und Hebel. 

A. Bolzen. 
Beanspruchung auf Biegung, Schub und FHichenpressung. 
Genormt Bolzen ohne Kopf, mit grollem und mit kleinem Kopf, mit und 

ohne Splintloch, mit Gewindezapfen, s. Fig. 67. 
Sicherung der lose gelagerten Bolzen gegen Uingsbewegung durch: 1. Unter

legscheibe mit Splint, meist ausreichend ; 2. Kronenunterlegscheiben 1), Fig. 68, 

m~J. ' *: I : "\;1" ' ' 
. I 

~$~ Fig. 68. 

Fig. 67. Fig. 69. 

mit verschieden tiefen Schlitzen, Einstellung auf gewiinschtes Uingsspiel; 3. Stell
ring mit Splint, Kegel- oder Kerb- 2) oder Spannstift 3); 4. Federringe oder Seeger
Sicherung 4) entweder mit Eindrehung in Bolzen 
oder Nabe. Fest gelagerte Bolzen konnen durch 
Stift quer zur Bolzenachse gehaJten werden. 

Bolzen mit Spannh iilsen3 ) fUr Landmaschi- I 
nen, Bagger, Bremsgestiinge u. a. Hiilsen aus l 2 

Federstahl gerollt, durchgehiirtet, Festigkeit 11" 

~ 160 kg/mm2, mit geradem oder schriigem 
Schlitz, als Schmiernut ausgebildet. Fig. 69 Ge
lenk ; auf Bolzen b (weicher Stahl) ist Auf
spannhiilse c stramm aufgezogen; die Ein 
spannhiil se e ist stramm in die Laschen ein
geschlagen; sie umfallt mit Spiel die Hiilse c. 

Fig. 69a. 

Bei Belastung nach Fig.69 wird Biegemoment M = 0,5 P(l/4 + aI2); 
Fliichenpressung innen P = Plld; aullen p' = Pl2ad. Zusammenhang zwischen 
Ila, lId und alP fUr den volJen Bolzen s. Fig. 69a. 

Bei groBen Kriiften, z. B. Kreuzkopfbolzen, Befestigung durch Uings
schrauben oder Druckplatten. Wird im Leichtbau Rohr als Bolzen verwendet, 
so sei Wandstiirke > d16, da sonst das Rohr oval gedriickt wird und klemmt '). 
Nachrechnung auf Schub erforderlich. 

Fliichenpressung s. S. 528. 

B. Stifte. 
Der Kegelstift mit Kegel 1 : 50 stellt bei hiiufigem Ausbau eines Maschinen

teils dessen urspriingliche Lage beim Zusammenbau wieder her, da der Kegel 
zentierend wirkt. Bei Zylinderstiften kann Abnutzung bzw. Lochaufweitung 
nicht ausgeglichen werden. 

Der kegelige Kerbstift weist die Vorteile des Kegelstiftes auf; die Locher 
werden nur zylindrisch gebohrt. Die Kerbstifte tragen drei eingedriickte Kerb-

1) Gebr. Altmann, Rastatt i. B. '} Kerb-Konus G. m. b. H., Oresden-Leuben. 
') W. Hedtmann, Hagen-Kabel. 
.) Seeger & Co. G. m. b. H., Frankfurt a. M.-W 13. 
'} Siebe Z. VOl Bd.81 (1937) Nr. 13 S.384. 
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furchen, die sich tiber die ganze Lange, oder um den tibrigen Teil als Ge
lenkbolzen, PaBstift od. dgl. verwenden zu kiinnen, tiber einen Teil der 

Lange erstrecken. Arten: kegeliger Kerbstift, 
Fig. 70; PaBkerbstift ; Zylinderkerbstift; Steckkerb
stift, Fig. 71, ftir Sackliicher; Kerbnagel. 

j~E~~==::J Spannstiftl), Fig. 72, durchgehend geschlitz-
"t: -: .. ter Hohlzylinder aus Federstahl, FI:! 140 kg/mm2 ~ 

Fig. 70 u. 71. Festigkeit, mit kegeligem Ende; auch einge- ' 
schlagen bleibt Schlitz etwas offen. Verwendung Fig. 72. 

als PaBstift, Scherstift und Sicherungsstift. Einfache Lochherstellung. 

C. Oeleoke uod Hebel. 
Das Gelenk, Fig. 73 (Gabelkopf), kann Zug- und Druckkrafte bei Schwingbewegung urn 

die Bolzenachse iibertragen. Bei groBeren Kraften und Dauerbeanspruchung erhaIt der innen 
gelegene Kopf eine Buchse. Fiir kleine Krifte an Gelenken mit Raumbewegung dient das 
Kugelgelenk Fig. 74; eingelegter runder Stahldraht verhindert das Herausfallen. 

Fig.n Fig. 74. 

~ --~-
Fig. 75. 

Fig. 75 : Hebel, der auf Welle festgeklemmt wird; groBe Federung durch langen Schlitz; 
statt Kopfschraube auch Durchsteckschraube, deren Schaft die Welle anschneidet. Bei groBen 
Kriiften erhalten Welle und Auge Kerbverzahnung, s. S.510. 

VII. Schmierung gleitender PHichen 2). 
Allgemeines. Das Schmiermittel soli als zusammenhilngende F1iissigkeitsschicht die Gleit

fJachen moglichst SO weit voneinander trennen, daB Beriihrung vermieden wird: f1iissige Rei
bung; durch physikalisch bedingten Pumpvorgang wird das Schmiermittel in den "engsten 
Querschnitt" gepreBt, der Zapfen "schwirnmt" (Keilkraftwirkung), s. Fig. 76 und 77. 

Fig. 76 a bis d. Fig. 77. 

1m Ruhezustand kommen die Flachen in unmittelbare Beriihrung: trockene Reibung, 
mit groBem Widerstand: Reibung der Ruhe (Haftreibung) s. S. 183. 

Beim Anfahren aus der Rube kommen die Flachen in den Zustand der halbfliissigen 
oder Grenzreibung (Mischreibung), bei der sich wegen zu geringer Geschwindigkeit noch kein 
zusammenhangendes Schmierpolster bilden kann; Zustand gefiihrlich. 

1) Siehe FuBnote 3 S. 52!. 
.) Vgl. Falz: Grundziige der Schmiertechnik. Berlin: Springer. - Abgrenzung der Be· 

griffe s. z. VOl 1942 S. 408. 
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A. Orundlagen der f1iissigen Reibung. 
(Hydrodynamische Theorie.) 

523 

Fliissige Reibung kann nul' entstehen, wenn sich die gleitende Flache mit 
einer gewissen Geschwindigkeit utlter einem bestimmten Keilwinkel bewegt. Bei 
geradliniger Bewegung (ebene Flache) miissen 
besondere Keilflachen vorgesehen werden, 
Fig. 78 und 79; beim Zapfen ergibt sich die 
Keilschrage von selbst, Fig. 76 und 77, durch 
Verlagerung der Wellenmitte; die gleitenden 
zylindrischen Oberflachen liegen exzentrisch 
zueinander. 

Der hochste Oldruck tritt VOl' Ubergang del' 
Abschragung in die gerade Flache auf, Fig. 78 
und 79; utlter diesel' ist del' 01druck gleich
mallig hoch und am Ende negativ. Praktiseh 

Aruichl auf til; TrogfTiidlUI 

:::- '- - fo-I- -
)~ ~~\ 

~ 

o ttl' ~ 1 ~ 
Fig. 79. 

Fig. 78. 

Fig. 80. 

wird die gesamte Tragflache so unterteilt, daB mehrere Druekkamme ent
stehen, Fig. 79. Seitlieh miissen die so ausgebildeten Hohlraume dieht ab
sehlieBen, damit der 01druek nicht verloren geht. Da 
aile hin und her gehenden Masehinenteile mit stark 
veranderlicher Geschwindigkeit laufen, sehwanken 01-
druek und Tragfiihigkeit im Takte del' Masehinendrehzahl. 

Fig. 80 zeigt die Anwendung der Keilfliichen bei 
einem Hochdruckkolben nach Fig.292, S. 611, bei dem 
die Kanten des Kolbenkorpers und des in del' Mitte 
liegenden Tragschuhes abgeschragt sind. Kanten del' 
Kolbenringe abgerundet, um Abstreifen des 01es zu ver
meiden. Bei ebenen odeI' schwach gewolbten Gleit
flachen wird eine Steigung von nur 1 : 200 fiir v groB 
und p klein und von 1: 500 iiir v klein und p groB 
empfohlen 1). 

ZweckmaBig werden Kolben im Hubtakt geschmiert, 
s . S. 527. 

Umlaufender Zapfen, senkrecht von oben mit gleich
bleibender Kraft P belastet, Fig. 81 . Die obere un
belastete Schalenhalfte hat keinen EinfluB auf den 
Schmiervorgang. Das 01 tritt bei a ein, wird vom 

a 

Fig. 81 . 

Zapfen mitgenommen und erreicht kurz VOl' del' engsten Stelle b seinen hochsten 
Druck. Das Anbringen einer Langsnut d ist fehlerhaft, da an diesel' stark be
lasteten Flache das 01 seitlich herausgedrangt wi I'd und damit das Lager an 
Tragfahigkeit verliert. Die haufig angewendeten Diagonalnuten verursachen 
0ldruckausgleich, da Stell en hohen 01druckes mit solchen niedrigen Druekes 
verbunden werden. In belasteten Schalen rotierender Zapfen sind 
deshalb Nuten zu vermeiden. 

') Siehe Konstruktive Lagerfragen. VDI-VerJag. 
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Versuchsergebnisse von Lasche: 
Spezif. Lagerbelastung in kg/emB 20 
Oldruck at 57,5 

15 10 6,5 
38 27.5 22 

3 1 
16 9 

Bei P = 6,5 kg/ems und verschiedenen Zapfengeschwindigkeiten v wurde er· 
mittelt: 

v m/sek 20 
Oldruek at 16 

30 
17,5 

40 
19 

Die In Fig. 81 angenommene Belastungsart entspricht der bei umIaufenden Kraft- und Arbeits
maschlnen vorkommenden. Bei Kolbenmaschinen wechselt die Kraft dauernd ihre GrOBe und 
Richtung. Trotzdem werden die Lager auch bei diesen nach den Gesichtspunkten der hydro
dynamischen Theorie ausgefiihrt. 

Auswanderung der Zapfenmitte. Die Lage des Zapfenmittelpunktes O. in 
Fig. 76 und 77 ist durch den Verlagerungswinkel P und durch die kleinste Schmier
schichtdicke h gegeben. Die folgenden theoretisch aufgestellten Beziehungen 
sind dureh Versuehe und Praxis bestiitigt und gehen davon aus, daB zur Auf
rechterhaltung der Vollschmierung ein KleinstmaB von h vorhanden sein muB. 

BezeichnungeD: 
1' .. =mittlerer Fliichendruck=P/141n kgfeml , 

D = Durchmesser der Bohrung In em, 4 = Durchmesser des Zapfens In em, 
1= Lagerliinge In em, . s = Lagerspie\ = D - 4 In em,· 
4 = Schmlerschlchtdicke an der engsten Stelle, 
'" = (D - 4)/4 = verhiiltnismiiBiges Lagerspiel'), 
'1 = Zlihigkeit des Schmlerstoffes In kgsek/m II), 
4=rCt· 4'1"/"'1'",; Ct ist eln Festwert, der sich mit der Lage des Zapfenmltteis andert 

Fiir eine bestimmte Lagerausfiihrung sind d und tp konstant, also 

h = c • • 1J • nIP ... 
Da bei Mineralolen die Ziibigkeit auBerordentlich stark mit Temperaturzunahme 
abnimmt, besteht bei warmlaufendem Lager die Gefahr, daB h zu klein wird, 
die Schmierschicht durchbricht und halbfliissige Reibung auftritt. h und PI 
werden kleiner mit abnehmender Ziihigkeit, zunehmender Temperatur, abnehmen
der Drehz3.hl, zunehmendem Fliichendruck. h muB so groB sein, daB sich aueh 
bei SWBen und Drueksehwankungen die Lauffliichen nieht beriihren. 

Die Zapfenreibungszahl Pt") ist bestimmt durch das Reibungsmoment 
M = 1-'1' p. d12. Auf Grund von Versuchen sind die Gleichungen aufgestellt 

PI = CaV1J' nIP .. Ii) und PI = C, + cS'1J' nIP .. 8); 

ca' c, und Cs sind Festwerte. PI folgt also einer iihnliehen GesetzmiiBigkeit 
wie h. 

Bel VersuchslagerD sind folgende Werte fiir 1-', festgestellt worden: al') 4=22cm, 
1=30cm; v=1 bis 30m/sek; 1'=0 bis 14kg/eml ; 1-',=0,002 bis 0,010. 

b) ') 4= 5,08 em; 1= 5,72cm; Stahl auf Bronze; ,,= 100 bis 1000; 1'=13 bis 140 kg/eml ; 

f.'t = 0,003 ••• 0,004 ••• 0,007. V gl. die Zahien filr 1', mit deDeD fiir Wiilzlager S. 542. 

Bei sch wingenden Zapfen werden StoBe durchdenOldruckgemildert oder 
verhindert, vgl. die in Bd. II unter "Schwungradberechnung" wiedergegebenen 
Versuchsergebnisse von Dr. Polster. Da das Spiel zwischen Schwingzapfen und 
Lagerschale moglichst klein sein solI, so wird die Schmierung erschwert. Das 01 
ist den Stellen zuzufiihren, an denen beim Druckwechsel das groBte Spiel auf
tritt. Fig. 82, schwingender Zapfen, zeigt Oleintritt in der Trennungsfuge Q; 
durch eine Nut c wird das 01 den Liingsnuten b zugefiihrt. Bei d sind zur Ver
hinderung des "Kneifens" der Lagerschalen Aussparungen vorgesehen, die 
gleichzeitig als Oltaschen dienen. 

') Zahlenwerte s. Lagerwerkstoffe S. 530 bis 532. 
") Filr Ziibigkeiten fiber 6E O ist '1~Eo/t490; E=Englergrade, s. auch S.251. 
0) Vgl. Falz. ") Vgl. S.188. 0) Nach Falz u. a. 
') Rumpf, A.: Reibung und Temperaturverlauf im Gleitlager. VDI-Forschungsbeft 393. 

Berlin 1938 - Z_ VDI 1940 Heft 32 S.586. 
') Z. VDI Bd.82 (1938) S.832. 
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Fig. 83 zeigt die Schmierung bei umlaufender Lagerschale S. Durch 
die axiale Bohrung a und die radiale Bohrung c wird das 01 der Llingsnut d zu
gefiihrt. 

Den dauemd einsei tig anliegenden Bolzen einfachwirkender Zweitakt· 
maschinen wird das 01 von einer feststehenden Pumpe aus durch ein Teleskoprohr 

c 

d 

'd 
b 

Fig. 82. Fig. 83. 

zugedriickt, oder die Pumpe ist am Kreuzkopt selbst angebracht und erhiUt das 
01 durch die hohle Pleuelstange (S.604, 607). 

In den meisten Fanen dient das 01 nicht nur zur Verminderung der Reibung 
und als StoBdampfer, sondem auch als Kiihlmittel, um die Reibungswiirme 
Q == pPv3600/427 kcal/h abzuleiten, falls hierzu die Oberfliichen der reibenden 
Teile nicht geniigen. P = mittlere Lagerbelastung in kg. Durch diese Ver
wendungsart und die dadurch bedingte starke Umwiilzung (s. unter B) kann das 
01 seine Schmierfiihigkeit einbiiBenj bei Brennkraftmaschinen besteht noch die 
Gefahr der Verdiinnung durch Kraftstoff. 

KiihlOlmenge Qo = 632 Nr/c(la- Ie) kgfh, mit c =spez. Warme des Oles, N,= "PII/75 PS. 

Bei Versagen der Schmierung dehnen sich die Zapfen und die Lager
schale aus, das Lager liiuft warm. 

B. Arten der Schmierung. 
I. (jlschmierung. Das frische 01 wird den Schmierstellen durch besondere 

Vorrichtungen zugefiihrt, die eine genaue Bemessung der Menge je Schmierstelle 
erlauben. Verbrauchtes 01 flieBt in einen Sammelbehiilter zwecks Reinigung und 
Wiederverwendung. 

Ein 01 ist um so sparsamer, je llinger es sich auf den Fliichen hiilt; fette Ole 
baften besser als MineralOle. Olverbrauch kann verringert werden durch Zusatz 
von Kalkwasser, da die Emulsion llinger an den Fliichen haftet und sich sowohl 
bei Sattdampf wie HeiBdampf weniger abstreift als 01. 

Bei geringem v Zusatz von kolloidem Graphit, der sich in den Vertiefungen 
der Metalloberfliiche festsetzt und mit dem MetaJl verbindet j die Unebenheiten 
werden verringert, vielfach zum "Einlaufen" benutzt. 

Fiir Brennkraftmaschinen, HeiBdampfmaschinen, Hoch
druckkompressoren, stark belastete Ringschmierlager u. dgl. 
wird viel das Voltol verwendet, das aus diinnfliissigen, billigen 
Olen durch elektrische Umwandlung gewonnen wird. 

Bei geringen Drehzahlen kommen hauptsiichlich paraffin
arme Ole, vor aJlem NaphthaOl, in Frage. 

Untergeordnete Schmierstellen werden nur durch eine 01-
kappe (Kugel oder Helm) verschlossen. Fig. 84. 

a) Doch tschmierung: Olverbrauch wiihrend des Betriebes 
und Stillstandes in der Zeiteinheit stets gleichj Dochtteilchen konnen zwischen 
die Gleitfliichen gelangen; Fig. 84. 

Kapillarolung: In das Lager wird ein Polster od. dgl. eingebaut, das mit
tels Kapillarwirkung das 01 selbsttiitig an die Welle hochzieht. Vorteil: Nur 
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reines 01 kommt zur Verwendung, Schmutz u. dgJ. sammeln sich in dem still
stehenden 01 leicht am Boden an. 

b) OJtropfapparate mit sichtbarem TropfenfaIl, Fig_ 85. Das 01 flieBt 
den SchmiersteIJen durch Schwerkraft zu. Wird der obere Knopf um 90° ge

dreht, so wird der Stift angehoben und gibt dabei unten seitIiche 
Offnungen frei, so daB 01 in Tropfen sichtbar herabfiiIlt. Olmenge 
ist von der SteIlung des Stiftes abhiingig und wird durch die dem 
Knopf als Auilage dienende Mutter eingesteIIt; sie veriindert sich 
je nach Fliissigkeitsgrad, also auch nach Raumtemperatur. 

Vereinigung zu einem ZentraIschmierapparat: ein OlbehiiIter 
hat so viel Tropfdiisen, als Stellen gleichzeitig zu schmieren sind. 
Diinne Rohrchen fiihren das 01 zu den VerbrauchsteIlen_ 

c) Ringschmierung: Rin oder mehrere Ringe hiingen auf 
der Welle, tauchen unten in einen Olbehiilter ein und fiihren das 
an ihnen anhaftende 01 auf die Welle_ Die geforderte OJmenge 
steigt mit der Wellendrehzahl und der Ringdrehzahl, die von der 
Reibung des Ringes auf der Welle abhiingt. VergroBerung des Ring-

Fig. 85. gewichtes verbessert die Wirkung nicht. Bei niedrigen Drehzahlen 
folgt der Ring der Welle ohne Schlupf (Z. VDI 1937 S.536)- Statt 

loser Ringe auch feste Ringe, wobei das 01 oben durch einen Abstreifer der iiuBeren 
Ringfliiche entnommen und einer Verteilungskammer zugefiihrt wird, von der es 
der Welle zuflieBt. Bunde konnen gleichzeitig zur Aufnahme axialer Kriifte 
dienen. Sind Liingeniinderungen infolge . Temperaturschwankungen zu beriick
sichtigen, so kommen mittels Federdluckes aufgekle=te OJringe zur Anwendung. 
OberfHiche dieser Ringe zweckmiiBig rauh, damit viet 01 mitgeno=en wird. 

Vorteile der Ringschmierung:Der starke Olumlauf nimmt alle Unreinig
keiten mit fort; diese sa=eln sich im Absitzraum des Lagers; Reinigung etwa 
aIle 4 bis 6 Monate. Die Ringschmierung benotigt keine Wartung. Ausfiihrungs
beispiel der Ringe siehe Fig. 108. 

d) Ta uchschmierung. Das geschlossene Kurbelgehiiuse kreuzkopfloser 
Maschinen ist im unteren TeiI, dem "OJsumpf", mit 01 gefiiIlt. Der bei jedem 

Umlauf eintauchende Pleuelstangenkopf spritzt 
das 01 an die Kolbenlaufflache, den Kurbel 
zapfen, Kolbenbolzen usw. Diese Schmierung ist 
namentlich bei kleineren, raschlaufeilden Ma
schinen in Gebrauch, Gefahr der Uberschmierung. 

e) Flieh kraftschmierung, fiir gekropfte 
Wellen kleinerer Maschinen ausgefiihrt. Das 
Kurbelzapfenlager, Fig. 86, wird von einem 
Schleuderring aus geschmiert, in den das 01 von 
einer Pumpe durch eine Leitungeingelagert wird. 

f) Umlaufschmierung. Rine Pumpe, viel-
Fig. 86. fach als Zahnradpumpe, s. Bd. II, S.193, aus-

gefiihrt, saugt das 01 aus dem Olsumpf des Kurbel
gehauses an und driickt es in die Hauptlager, von hier aus durch Bohrungen in 
der KurbelwelJe in die Kurbelzapfen und durch die hohle Pleuelstange in die 
Kolben- bzw. Kreuzkopfzapfen. Das gebrauchte 01 flieBt in den Sumpf zuriick, 
um nach Filterung und Kiihlung durch Wasserrohrschlangen wieder verwendet 
zu werden. 0ldruckmanometer, Thermometer, Uberdruckventil mit Uberlauf 
erforderlich. Diese Schmierart wird bei Maschinen geschlossener Bauart fast 
stets angewandt, s. a.' Bd. II, S. 176. Bei Bedarf werden die Kolben durch 
Druckolpumpen mitbesonderem 01 geschmiert. 

g) Rin zelschmierung mi t Olpumpen. Olp u mpen fiihren unter Druck 
stehenden sowie hoher liegenden Flachen 01 zu. 

Ausfiihrungsbeispiel: Bosch-Oler, Fig. 87. Der Pumpenkolben saugt 
bei entsprechender Stellung des Steuerkolbens an und driickt, wenn der Steuer-



Arten der Schmierung. 527 

kolben die Verbindung mit der Druckleitung herstellt, das 01 zur Schmierstelle. 
Die beiden Kolben werden durch umlaufende Schiefscheiben von einer Schnecke 
aus bewegt. Das 01 wird bei hOchster Stellung 
des Steuerkolbens bei jedem zweiten Pumpen
hub in eine zweite Leitung gedrlickt, fallt durch 
ein Schauglas herab, wodurch das Arbeiten 
der Pumpe sichtbar gemacht wird, und gelangt 
wieder in den Olbehalter. Olzufuhr flir jede 
einzelne Verbrauchsstelle durch Verstellen des 
Pnmpenkolbenhubes regelbar. '* 

h) Hubtaktschmierung flir Kolben. Das 
01 wird durch eine Leitung mit Rlickschlag
venti! an der Mlindung auf den Umfang des 
Kolbens zwischen die Ringe gepreLlt, wenn 
dieser in der Nii.he der TotJage steht. Bei 
Jiegenden Maschinen ist das 01 von oben. bei 
stehenden Maschinen an gegenliberliegenden 
Stellen zuzuleiten. Damit die Forderung mog
Iichst mit Beginn des Pumpendruckhubes ein
setzt, sind enge und kurze Rohre mit groLler 
Wandstarke zu verwenden. EinschaJtung von 
Leerhliben empfehlenswert, da hierdurch die Fig. 87. 
jeweiJige Fordermenge vergroLlert wird. 

Bei Hochdruckschmierung1) wird das Schmiermittel der h&hstbelasteten 
Stelle des Lagers oder der Gleichflache unter einem Druck zugefiihrt, der die 
hochste spezifische Flachenbelastung des Lagers libertrifft. Reibungswiderstand 
der Gleitflache geht bis auf den bei Wiilzlagern liblichen Wert herunter; weit
gehende Verminderung der Reibung beim Anlaufen. 

Die Leitungen von Schmierpumpen, die gegen Druck arbeiten, sind un
mittelbar vor der Schmierstelle durch ein Rlickschlagventil abzuschJieLlen; es 
verhindert das Rlicktreten von Gas, Dampf usw. in die Olleitung und ihre Ent
leerung bei Druckabfall an den Schmierstellen. 

2. Starrschmierung wird nur da angewandt, wo Olschmierung nicht mogJich 
oder nicht erforderIich, auLlerdem bei sehr hohen Drlicken. Die Starrschmiere 
tropft bei Normaltemperatur nicht; sie haftet 
gut an Gleitfliichen und flillt das Lagerspiel 
so aus, daLl Staub, Schmutz und Wasser 
nicht eintreten konnen. Schmierwirkung erst 
bei Erreichen der Schmelztemperatur (60 bis 
80° C). 

Allgemeine N ach teile: Hohere Rei
bungsziffer als bei 01, vor aHem beim An
lanf; Zuflihrung unter Druck erforderlich; 
Schmierstoff nicht wieder verwendbar. 

Zufiihrung der Starrschmiere durch : 
1. Staufferblichsen, von Hand nachstellbar; 
2. Fettblichsen, bei denen das erweichende 
Fett durch Federn, s. Fig. 88, oder Aus
dehnung eines Luftpolsters zur Schmier
stene geschoben wird; 3. Fliehkraft, die 
auf die Gewichte des Schmierkolbens wirkt, Fig. 88. Fig. 89. 
s. Fig. 89, und das Fett durch die hehle 
Kolbenstange drlickt; 4. Hochdruckpressen, die von Hand an die Schmier
stenen (Bolzen von Fahrzeugen, Kipphebel usw.) angesetzt werden und durch 
l,raftigen Stoll das Rlickschlagventil (Kugel) offnen, neues Fett hinein- und das 

') 7.. VDI Bo. go (1936) S.457. 
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verbrauchte herausdriicken; 5. Fettpressen oder Zentralfettpumpen1), 

von der Maschine angetrieben, mit verlinderlicher Fordermenge je Schmierstelle. 
Vorteil: Einwandfreie Schmierung unter Druck und sparsamer Verbrauch. 

VIII. Oleitlager und Oleitzapfen. 
A. Berechnung der Zapfen. 

I. Sfirnzapfen. Berechnung des vollen Zapfens nach Fig. 90 auf Biegung: 

M = P • 112 = W· a.ul r::::; 0,1 d'd • a.nl . 

Fiir den Hohlzapfen mit den Dmr. d und ~ 
ist W = (d' - dV/d. Zullissige Beanspru
chungen s. S. 651, 652 und 654 2). 

~ 
p 

Fig. go. Fig. 91. 

Berechnung auf Fliichenpressung. P = 'PJ<g/cml • lam· dam. Bei Einsetzung 
dieses Wertes P in obige Biegegleichung fiir den vollen Zapfen wird: 

lid = fO,2' a.uIIP; s. Fig. 91. 

GroLle Lagerllinge ist wegen der unvermeidlichen Kantenpressung infolge Wellen
durchbiegung ungiinstig; erfahrungsgemiiLl reicht lid = 1,0 bis 0,5 aus. 

Bei Kolbenmaschinen gebriiuchliche Werte von P in kg/cml , bezogen auf 
den Hechstaruck (Ziinddruck P.) ohne Beriicksichtigung der Massendriicke. ,.... 

Maschlnenart II Kolbenbolzen ') I Kurbe1zapfen I WeUenzapfen 

Dampfmaschinen • . . . . . . 1 __ 80 bis 90 70 bis 80 20 bis 25 
-- , 

GroLldieselmaschinen (Ps = 40 at) 100 bis 120 90 bis 110 40 bis 50 
_.-

Raschlaufende Diesel- {d.~ (0,38 • 0,42) D2 (0,65.0,45) DB (0,73 • 0,65) DB 
maschinen (P. = 55 at) 270 ISO 190 

Otto-Kraftwagenmotoren {d.~ (0,3.0,33) DB (0,67 • 0,42) D2 (0,75.0,60) DB 
(P.=40at) ... . . 31S 110 7S 

V-Otto-Flugmotoren {d.~ (0,27 ·0,4)DI (0,5·0,5)Ds (0,65 • 0,35) D2 
(P.=80at) ... . . 600 2S0 270 

Bei raschlaufenden Brennkraftmaschinen werden Ii und I meist In VerhiUtnis zum Zylinder· 
,,/4·80 

dmr.D gesetzt. Es folgt beispie1sweise: (0,3·0,.jD·.p=D',,/4·P.; damit: P= 0,1OS 
= 600 kgfcml • Die elngetragenen. abgerundeten Zahlen sind Mi tt el werte. 

1) De Limon Fluhme u. Co., Dusseldorf. 
I) Hinchen: Berechnung der Bolzen, Achsen und Wellen auf Dauerhaltbarkeit. FOrder· 

techno 1940 S. 145. 166 und 185. 
') oder Kreuzkopfzapfen. 
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Fig. 92 zeigt die bei Getrieben nach Fig. 217, s. 582 liblichen Flachenpressungen 
in Abhangigkeit von der Zapfenumfangsgeschwindigkeit, die bei Kruppschen 
Ausfiihrungen bis liber 100 m/sek gesteigert wurde. 

Erwarmung. Die Reibungswarme, s. S.525, muB durch Zapien, Welle, 
Lager moglichst schnell abgefiihrt werden. Bei gekapselten Maschinen mit 

a mehreren Kurbelkropfungen ist die Warmeabfuhr durch 
die Welle begrenzt. MaBgebend fUr Dauerbetrieb ist hochst-

•~~~~ -
~b 
~c 

I broli({J1 

' b- I 
I 

. . 
@} 

, 
Fig. 92. Fig. 93. Fig. 94. 

zulassige 6liibertemperatur, s. Fig. 99, mit den eingezeichneten Isothermen, die 
bei allen Lagern ahnIichen Charakter zeigen. 

2. Halszapfen. Die Abmessungen sind durch die der Welle festgelegt. 
3. Kugelzapfen. Verwendung bei Kuppelachsen der Lokomotiven und bei 

Maschinen mit Kraftwirkung in einer Richtung. Bei Ausfiihrung nach Fig. 93 
ist d ~ l,4dl ; aus dem Biegemoment M = p. (0,4 bis 0,5)d ergibt sich d l . Die 
gepreBte Flache entspricht der Projektion der Kugelzone von der Breite b. 

4 S " . P P B d f d . tutzzapfen. MlttIere ressung p = - .- -------. ei er er or er-
n' (r~ - r~) 

lichen DruckOischmierung nach Fig. 94 lauft die mit der Welle durch Stifte 
verbundene und mit glasharter Laufflache versehene Scheibe b auf der ebenfalls 
durch Stifte gehaltenen geharteten Gegenscheibe c mit der Ausdrehung vom 
Halbmesser r l ; von dieser tritt das 61 liber eine kurze Radialnut zu 
der eigentlichen Schmiernut, die auBermittig verlauft. Mittelloch in 
Scheibe c verhindert auBerdem das Auftreten sehr hohen hydrodyna
misch iJedingten 6ldruckes. Mittlere Pressung p = 30 bis 60 kg/cm2. 

Beispiel. P = 1200 kg; n = 120 Ujmin. Angenommen p = 50 kg/em'; 
1'1 = 10 mm. .7l(1'~ - 12) = PIP = 24; 1'2 ~ 3 em. Reibungsmoment M,;::::, PI 
. P'rm; rm='/ ,(r,+r.). Mit .u,=O,OI wird M,=0,01·1200 · 2=24emkg. 

5. Kammzapfen, Fig.95 . b=O,l bisO,15dl ; Anzahlzder Kamme 
folgt aus P = p. dmn' b· z. Da die Kiimme nicht gleichmaBig 
tragen, wird p = 8 bis 20 kg/cm2 gesetzt. Querschnitt der Kamme 
quadratisch oder auch trapezformig, wobei geringes Lliften und 
Nachstellen des Lagers moglich. Bei groBen Kdi.ften Ersatz der 
Kammlager durch Michell-Lager, s. S. 536. 

B. Oleitlagerschalen. 

Fig. 95 . 

Erwiinsehte Rigensehaiten. Hohe Festigkeit gegen stoBartige Beanspruehung, gute 
Haftung an der Stiitzsehale, geringe Neigung zum "Fressen", groBe Haftkraft zum Schmier
stoff hei Notlauf (Versagen der Schmierung), gute WiirmeleiWihigkeit, kleine Warmedehnzahl. 

Bei weiehen Lagermetallen (bis "" 40 Brinellhiirte) liegen im weichen Grundmetall die 
harteren Legierungsbestandteile als Tragkorper der Welle eingebettet und werden heim Rin
laulen in die Grundmasse gedriiekt und an der Oberflache gehartet, wodurch der Lanfspiegel 
entsteht. Grundbedingung: moglichst geringe Neigung dieser Legierungsbestandteile zum 
Fressen. Da Kupfer nnd Aluminium dieser Forderung nicht entsprechen, so miissen bei Lager
metallen mit diesen Bestandteilen (z. B. Bleibronze) die Laufflachen der Zapien "eingesetzt" 
oder mit dem SehweiBbrenner naeh dem Doppelduroverfahren gehiirtet werden. 

Zwecks Werkstoffersparnis hiiufig Ausbildung der Lagersehalen als Mehrstofflager, wo
bei das Lagermetall in dunner Schieht mit dem Grundmetall mogliehst unlosbar verbunden wird. 

Tuschenbuch fiir den Maschinenbau. 9. Aufl. I. 34 



530 Maschinenteile. - Gleitlager und Gleitzapfen. 

Je diinner die Schicht, um so geringer die Gefahr der Rillbildung. Entsteht beim Ausgiellen 
des Werkstoffes keine Legierungszwischenschicht mit der Stiitzschale, so ist der Werkstoff durch 
Schwalbenschwanz, abgefJachtes Spitzgewinde oder wurzelartig unterschnittenes Gewinde mit 

der Stiitzschale zu verklammern, Fig. 96 und 97. 
Lagerschalen aus gebogenem oder gerolltem Stahl band 

(auch mit Bunden) mit aufgegossener Blellagerlegierung ahn
Iich DIN 1703 U werden im Motorenbau angewandt; zwei
teilig oder nur geschlitzt. Bei 50 mm Dmr. Stahldicke 
"'" 1,5 mm; Ausgulldicke 0,5 mm und geringer. MTZ 1942 

Fig. 96. Fig. 97. Heft 6 S. 217. 

1. Gleitlagerwerkstolfe 1) 2). (S. auch S.471.) 
a) Zinnarme Wei8metalle und ahnlichc Legierungen fUr Gleitlager und 

GleitfHichen nach DIN 1703 U. Ve.haltnismaBiges Lagerspiel tp = 0,0004 bis 
0,0006. 

Bezeichnung, ungefahre Zusammensetzung und Eigenschaften. 

Kurzzeichen I~ Sb Sn , Cd I Cu Ni 
i 

AS 

Brinellharte Druck- Ge-
bei festigkeit wicht 

20 ocI1000 C kg/mm' kg/ dm' 

Lg Pb-Sn 10 ':: I :': I b~s I ~:; 1 '~~~ I ~:~ ~i~ i~ ~ ::: 
Lg Pb-Sn6 73 

1,5 1,5 1,0 0,5 bis bis 
14 5 bis I biS bis bis 24 9 5+19 9,4 

______ 1I_8_0_~~ __ 1 ______ 32 16 9,8 

'.4 ':5 bis 1 bis bis bis 2:2 1 8 Lg Pb·Sn4 71 10+15 9,8 
..,- ..,- 1,5 4,0 2 0,8 blS bis 

80 20 5,3 I 32 . 16 10,4 

Lg Pb-Sb 77,3 

84 20 25 13 10,4 
1 -~6- i--=- --=-lhlslbis -1ihls ---;-:1-7-'1---"-+- '-4 -1- 9-,8-

..,- I I 1,5 1,8 0,9 blS bis 

--L-g-P-b---'I--9-8- 1 0,6 bis 0,7 C~; 0,6 bis 0,7 Na; 0,04 Li r-;-:1-2-0- 1- ,7- --: -20- 1- '-0-,5-
blS 

~ I % 1~ 

---L-g-Z-n---II--, 86 bis95Zn; 12+8 1 SPw:en . 110 I 86 92+97 1 6 +7 
° i 2,5 bis 5 AI : I Mg, Ll, Nl l~i~ ~l~ 

b) Aushiirtbare zinnfreie Kupferbronzen. Brinellharte 160 bis 210 auch 
bei stundenlangem Erwarmen auf 400 0 C. Geeignet u. a. fUr warmliegende 
Schwinglager bei groBten Flachenpressungen, geliefert in Form von PreBteilen, 
Stangen, Rohren und StahImantelrohren. 

c) Bleibronze (DIN Vornorm 1716). Stahlstiitzschalen von geringer Wand
starke (z. B. 2 bis 5 mm bei 80 mm Dmr.) werden im SchleuderguBverfahren 
mit Bleibronze ausgegossen; geringste Bronzestarke fertig bearbeitet 0,2 bis 
0,6 mm. Beim GieBvorgang3) entsteht eine Hartlot-Zwischenschicht von sehr 

') Siehe Kiihnel : Bewahrung der metallischen Gleitlagerwerkstoffe. Z. VDI 1941 S.201-
- Heyer-Mann: Beitrage zur Gleitlagerfrage in schnellaufenden Verbrennungsmaschinen. 
ATZ 1936 S. 256 u. 290. - Gleiteigenschaften von Bleilagerlegierungsn: Z. VDI 1942 S.208. 

') Fiir sehr groBe Fliichenpressungen und GJeitgeschwindigkeiten wird in Sonderfallen 
zinnhaltige Bronze benutzt; z. B.: Carobronze (Carobronze GmbH., Berlin W 35), eine 
nahtlos kalt gezogene Phosphorbronze von 91,2 vH Kupfer, 8,5 vH Zinn und 0,3 vH Phosphor; 
sie edangt durch den hohen noch in der fertigen Bronze vorhandenen Phosphorgehalt grolle 
Gleitfahigkeit und durch das Kaltziehen ein Schliellen der Gullporen und gJeichmalliges Gefiige. 
Welle aus gJashartem polierten Stahl. Die Flachenpressung erreicht bei 1=0,5d ihren Hochst
wert, bei grollerer Lange ist der Olfilm infolge der Durchbiegungen nicht mehr gleichmallig, 
bei geringerer wird das 01 seitlich herausgeprellt . 

• ) Vielfach wird die Stahlschale vorher verzinkt. 
An m. Fur die Verwendung von Lagermetallen sind die" Verfahrensvorscbriften der Reichs

stelle filr Metalle" mallgebend. 
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hoher Bindungskraft. Zwei GUtekIassell: mittelweich 
(Brinellharte 25 bis 32) fUr umlaufende Zapfen, hart 
(bis 60) fUr Schwingzapfen. 1m Motorenbau fUr Kurbel
zapfen und Kurbelwellenzapfen bei hochsten Bean
spruchungen geeignet, Fig. 98. Gute Notlaufeigenschaft. 
VerhaltnismaBiges Lagerspiel 1jJ = 0,002 bis 0,003. Be
arbeitung mit Diamantwerkzeug. 

d) ZinklagermetaIJl). Hauptbestandteil Feinzink 
(meist mit mehr als 90 vH. Zink) mit Zusatzen von AI, 
Cu, Mn, Pb und Sn, davon die drei letzten in Spuren. 
Niedrige Schmelztemperatur, daher Lagerhochsttempe
ratur 80 (bis 100) 0 C. Wiederverwendung durch Um
schmelzen leicht moglich. Anwendung in Form von vollen 
und geteilten Schalen, Buchsen und AusguB; gegossen, 
gepreBt oder nachgezogen. Bearbeitung mit Diamant
werkzeug. Als Zapfenwerkstoff genUgt ungeharteter, 
unlegierter, geschliffener und polierter Kohlen
stoffstahl. Warmeleitvermogen sehr gut. GroBe 
Warmedehnziffer: 26 bis 30' 10 - 6/ 0 C. Ver
haltnismaBiges Lagerspiel1jJ = 0,001 bis 0,0015. 
Geringe Dauerstandfestigkeit. Festigkeit ge
gossen 18 bis 30 kg/mm2, geknetet bis 50kg/mm2. 

Wahl der zulassigen Fhichenpressungp in Ab
hangigkeit von Gleitgeschwindigkeit und Uber
temperatur fUr Legierung Z 250· (Caro-Werk, 
Wien) s. Fig. 99, innerhalb Schraffur sicherer 
Betrieb; Zapfen St 70 '11 ungehiirtet; 6ldruck 
1,3 atU. 

e) Magnesium (Elektron, AZM und AZG) 
fiir geringe Flachendrucke gut geeignet. 

f) Aluminiumlagermetalle 2) mit geringen 
Zusatzen von Cu, Si u. a. sind bei richtig an
gepaBtem Zapfenwerkstoff und gUnstiger Form

o 

531 

Fig. 98. Kurbeiwellen
pal3iager. 

gebung der Schale hoch belastbar und werden 
im Motorenbau erfolgreich verwendet. Infolge 

Fig. 99. Beiastungsgrenzwerte fUr 
Gieitlager aus Zinkiegierung Z 250· . 

geringer Festigkcit nur als Verbundschale 
brauchbar: 1. StUtzschale aus hochfestem Aluminium 
von mindestens 5 mm Wandstarke; 2. Stutzschale aus 
Stahl, Lagerwerkstoff aufplattiert oder als Buchse ein
gepreBt. Infolge hoher Warmedehnziffer und niedrigen 
ElastizitatsmaBes werden Buchsen, die in starkwandige 
StahlstUtzschalen eingepreBt werden, lose und verrin
gern das Laufspicl erheblich; deshalb Stahlbuchse mit 
geringer Wandstarke an den Kanten und Spiel zwischen 
Buchse und Gehause im mittleren Teil, Fig. 1008). Ver
haltnismiiBiges Lagerspiel1jJ = 0,002 bis 0,004. Versuche 
ergaben bei 1jJ ~ 0,002, lid = 1 und v ~ 8 m/sek P bis 
~ 400 kg/cm2 und Temperaturen von 140 bis 170 0 C. 

g) SintermetaIl 4). Metallpulver von bestimmter 
KorngroBe wird unter sehr hohem Druck (bei Eisen bis 

1) S. a. Z. VDI 1940 S. 385 und 1017. 

Fig. 100. Aiuminiumiager 
fiir weite Drehzahlbereiche 
mit seibstregeindem Lager-

spiel. 

') ATZ 1937 S. 235; 1939 S.355 - Aluminium 1940 S.293 - MTZ 1941 S.259. 
'j S. Aluminium 1940 S.293 . 
• ) Rohde: Sintermetall-Gieitlager. Z. VDI 1941 S.834. - Hersteller: Ringsdorf!, Mehlem 

a . Rh., "Metall-Kapillar-Lager"; DEMAG, Wetter/Ruhr, "PreBkil"; Schunk u. Ebe, Giellen, 
"Seposint"; VDM, 'Heddemheim, "Ferro-Compo", u. a. m. 

34* 
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10 t/cmB) in Formen zusammengepreBt und bis zum Sintem erhitzt. Komgrl.iBe, 
PreBdruck und PreBtemperatur besti=en die GroBe und Verteilung der Poren; 
Porigkeit betragt bis zu 30vH. Ausgangswerkstoffe: Kupfer mit Sondermessing 
oder Eisen mit 2 bis 5 vH Blei. Zusatz bis 5 vH Raumteile Graphit. Nach dem 
Sintern in nichtharzendem warmen 61 getrankt. InfoIge Belastung und Er

wiirmung beim Lauf tritt das 61 aus den Poren zur 
Gleitflache, beim StiIlstand zieht es sich infolge Ab
kiihlung in die Poren zuriick. Sehr gute Notlauf
eigenschaft. 

Anwendung: Lager aller Art, bei denen selbst
tatige, olsparende und nicht schmutzende Schmierung 
sowie gerauschloser Lauf erwiinscht. Meist als ge

,L---::!:--~~-=!'50 schlossene Biichse mit ObermaB in Stiitzschale ein
lig,bn.2 gepreBt. Bohrung der Schale H 7, Biichsendmr. r6. 

Fig.l0t. Belastungsgrenzen 
filr Meta11-Kapillarlager. 

/I Bronze, b Elsen. 

Durch das Einpressen wird die Bohrung der Biichse 
verkleinert. VerhiiltnismaBiges Lagerspiel 'I' = 0,0005 
bis 0,0015. Nachtragliche Bearbeitung der Laufbohrung 
unzweckmiiBig. Fig. 101 zeigt Flachenpressungen p, 

ermittelt bei Grenzlast-Lagerpriifungen an Metall-KapiIlar-Lagem, in Ab
hangigkeit der Gleitgeschwindigkeit v. 

h) OuBeisen 1) als Gleitlagerwerkstoff eignet sich nur fUr kleine Geschwindig
keiten (v::;;; 3,5 m/sek) und niedrige Pressungen (p -< 8 kg/cms). Perlitisehes Ge
fiige erwUnscht. Schlechte Notlaufeigenschaften, empfindlich gegen Kanten
pressung, Temperatur hochstens 100° C. 

Verwendet werden: Ge 18'91 bei niedrigen Driieken und Ge 26'91 fiir die 
obere Grenze; bei Ge 26'91 muB Bohrung gesehliffen und Welle an der Lauf
£lache gehiirtet sein. 

1m Triebwerklagerbau wird GuBeisen mit geschliffener Laufflaehe als Gleit
lagerwerkstoff fiir geringe Driicke viel verwendet, s. Fig. 106. 

Mit Molybdan leglerte guLleiserne Pleue1buchsen haben sich im Motorenbau auch bei warm
liegendem Kolben und Zilnddrucken von JO::j 40 atii bewahrt. 

I) KunstpreBstoffe'). Zusammensetzung s. S.475. Derartige Lagerwerk
staffe werden im Walzenlagerbau mit gutem Erfolg bei unmittelbarer Wasser
kiihlung des Zapfens verwendet. Nachteilige Eigensehaften: Hohe Ausdehnungs
ziffer (40 bis 50' to- 8); geringe Wiirmeleitzahl 0,15 bis 0,29 kcal/m °C h, geringe 
Biegefestigkeit; starke Quellneigung bei 151 und Wasser. 

Zwecks giinstiger Kraftaufnahme und Wiirmeabfuhr soIl die Schale auf der 
ganzen Lange aufliegen. Schmierung und Kiihlung sind besonders sorgfiiltig und 
betriebssieher durchzubilden. Arten der Kiihlung: 1. Zapfen von auBen (Wasser 
bei Walzen); 2. Welle von innen; 3. Lagerkorper durch groBe warmeableitende 
Flachen oder Wasser. Sehmierung bei niedrigen Drehzahlen: Fett, sonst 61 oder 
15l-Wasser-Emulsion. Wiirmeableitung bei umlaufender PreBstoffschale gUn
stig; diese wird auf den Zapfen aufgepreBt oder aufgeschrumpft und liiuft un
mittelbar auf GuBeisen. 

Beim Aufbringen der Buchse ist so hohe Vorspannung zu wahlen, daB bei 
stiirkster Erwiirmung Sitz gesichert ist. Bei Lagerabkiihlung Spannung in der 
Buchse u. U. so hoch, daB Bruch eintritt. Vor Abnahme des letzten Spanes 
sind die Lager mindestens 24 Stunden in 80 bis 100° warmes MineralOl zu legen, 
um spatere Formanderungen des PreBstoffes dureh Quellung zu verhindern. 
Welle moglichst hart und riefenfrei. 

Die Temperatur solI bei den meisten PreBstoffen im Dauerbetrieb 80° nieht 
iiberschreiten. 

') Siehe Z. VDI 1935 S.629 u. 1941 S.637. 
IJ VDI-Richt1inien: Gestaltung und Verwendung von GleiUagern aus Kunstharzprell

stoffen. VDI-Verlag 1939. S. auch Z. VDI 1938 S. 1441; 1939 S.1209. 
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Die Eintrittstemperatur des Sehmieroles solI mogliehst nieht liber 30 0
, die 

Austrittstemperatur nieht liber 50 bis 55 0 liegen. 
Riehtwerte flir p und v siehe Fig. 102. 
Herstellung. Bei grol3eren Stiiekzahlen ein- oder zweiteilig, allseitig ein

baufertig geprel3t, Wandstiirke 0,1 bis 0,15d, sonst aus Bloeken, Stangen oder 
Rohren dureh spanabhebende Bearbeitung; allgemein lid = 0,6 bis 1,0. 

~ 

1 1, ~1r-"i<------1---l 
i 
~ .L-~~~-*-=~. o 

Fig. 102. Belastungsgrenzen fiir Kunstprellstofflager (VDI
Richtlinien) . a Lager mit guter, b mit weniger guter 

Warmeableitung. 

Fig. t03. 

Fig. 103 zeigt Lager, von I. G. Farben und Materialprufanstalt Darmstadt entwickelt. 
Einpressen der Prellstoffschicht in eine mit Innengewinde versehene Leichtrnetallbuchse er
schwert axiale Dehnung der Schicht. Das Spitzgewinde reicht bis dicht unter Laufflache 
und leitet Reibungswarrne abo Olnut und Oltaschen reichen bis in das Leichtmetall hinein, 
urn an dieses Warme zu ubertragen; sanlter Obergang von Oltasche zur Laufflache. 

k) WelchgummJ1) fUr im Wasser liegende Lagerstellen; bei Lagern in Benzin 
und 61: Perbunan. Gummi mit 7 bis 20 mm Wanddieke in Gehiiuse einvulkani
siert; Sehmiernuten in Liingsriehtung oder schraubenformig in die vorher ge
sehliffene Bohrung eingearbeitet. Fliichenpressung p = 2,5 (bis 4) kg/em2; 
v > 0,5 und < 25 m/sek. 

2. Einzelheiten. 
Bei einzelstehenden Lagern erhalten die Sehalen Dieh tungsrillen mit Filz 

oder Fettabdichtung gegen 61verlust und Staubeindringen. Nicht gedichtete 
Rillen erhalten un ten eine Bohrung, durch die das 
61 in den Vorratsraum des Lagerkorpers zuriicktritt, 
o ben eine Bohrung fUr den notwendigen Luftzutritt. 
Weitere Abdichtung: LabyrinthriIlen, Spritzringe 
(federnd mit Klemmung auf der Welle), Stulpendich
tung, Fig. 104 (Goetzewerk, Burseheid). 1m Metall

Fig. 104. Fig. lOS. 

gehiiuse a ist die Buna-Manschette b eingebaut, die durch Sehlauchfeder c an 
die Welle angedrlickt wird. Fig. 105 zeigt die iihnliche Abdichtung durch Simmer
ring aus Chromleder oder Perbunan. Ein dreiteiliger Bleehkiifig urnschliel3t Man
schette und Feder (Carl Freudenberg, Weinheim). 

Geteilte Lagerschalen erhalten zwecks Nachstellung Beilagen aus Messing
blech, S. Fig. 112. 

Sicherung gegen Drehung und Versehiebung der Schalen im Gehiiuse durch 
Bunde, Pal3stifte, 6lverschraubungen, bei a in Fig. 106, uSW. 

C. Ausfiihrungsbeispiele der Lager. 
Abmessungen von Lagerbiiehsen und Lagern S. Normen. 
Normales Stehlager, Fig. 106, mit ausweehselbaren Schalen, Schmierung 

durch Fett oder 61. 
Lager mit einstellbaren Schalen 2), Fig. 107. (Kugelbewegung), mit 

festem Schmierring. Das von diesem oben abgestreifte 61 geJangt durch Liings-

1) VDI-Richtlinien: Gestaltung und Anwendung von Gummiteilen. VOl-Verlag 1941. 
.) Eisenwerk Wiilfel, Hannover-Wulfe!. 
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nuten in die Obersehale. Der guCeiserne, zweiteilige <Jlring wird durch cine 
BlaUfeder gezwungen, an der Drehung der Welle teilzunehmen; er wird dureh 
zwei Bolzen zusammengehalten. 

Fig. too. 

Die Kammer flir den Sehmierring teilt die Schale in zwei kurze Gleitflaehen. 
W iiIfel laSt folgende hoehste FHichenpressungen und Grenztemperaturen zu: 

Zapfen bis 400 mm Dmr. 
pressung bis 210 kg/ems. 

Fig. t07 . 

GuCeisen p ~ 9 kg/em2 t ::; 40° C, WM 5 
P < 13kg/cm2 t< 58 ° C, Thermit P< 1,8 kg/cm2 
ts65 ° C. 

Einfacher Sehmierring, 
Fig. 108. sehwalbensehwanz· 
formigineinandergreifend oder 
mit Seharnier und Stift. 

Fig. 109 und 110 zeigen 
das Nomy-Lager!), fiir 

Fig. t08. 

und fiir Driieke bis 310 t ausgefiihrt; Flachen-

Die Fliissigkeitsreiburig wird durch Auflosen der WeIlengleitfIiiche in einzelne 
Tragbl&ke emit zylindrischen Oberfliichen (<JlkeiIwirkung) erreicht; s. a. Michell· 
Lager Fig. 113. 

Lager an Arbelts- und Kraftmaschinen. Lager Jiegender kleiner Maschinen 
werden mit TeiIung unter 45 0 ausgefiihrt, damit Kolbendruck nicht auf Fugen 

1) Hersteller : Aktiebolaget Svenska Ku11agerfabriken- Gotenliurg. 
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wirkt; hiiufig Ausriistung mit Ringschmic
rung_ Die bei groBeren Maschinen friiher 
iibIiche Nachstellung der Schalen durch 
seitIiche Druckschrauben oder Keile wird 
ersetzt durch Nachstellung mittels B1ech
beilagen, die bei Bauart nach Fig. 111 
zwischen Lagerteilen a und b liegen. 

Fig. 109. 
a Schirm, b Kapsel, c Olspritzring, 

d Ablaufnut. 

Fig. 110. Der Innenring a ist mit zwei Stiltzkanten 
b filr den Block c versehen, je eine filr jede Dreh
richtung. Der Block stellt sich wiihrend des Be
triebes selbsttatig mit einem bestimmten Neigungs
winkel gegen den festen Au6enring d ein und legt 
sich je nach der Drebricbtung an eine der Stiltz
kanten ban. Der Mitnebmerkamm • bestimmt, wie
weit der Block c sieh auf die Stiltzkante b binauf-

sehieben kann. 

Fig. 112. Lager einer 
stehenden, doppeJtwirken
den Zweitaktmaschine 1) 

(d = 480 mm, I = 460 mm). 
Die in der Grundplatte ge
fiihrten Lagerdeckel sind 
zweiteilig, um gleichmiiBiges 
Anziehen der vier Deckel
schrauben zu sichern. La
gerschalen wegen Stol3e 
d urch gelegen tliche scharfe 
Ziindungen aus Stahlgul3 
oder geschmiedetem Stahl; 
Nachstellung durch Messing-

Sd¥liIlB-B SdntllA-A 

bleche in den Teilfugen. 
Schmierolzufuhr unter Druck von 

0,3 bis 1,0 kg/cm2 in waagerechter 
Teilebene; durch ein in den Wellen
zapfen radial gebohrtes Loch, das 
standig mit Kreisnut n in Verbin
dung stent, gelangt das 01 in den 
hohlen WeJlenzapfen und von hier in 
die Schubstangenlager, s. S. 604. 

Berechnung der Lagerdeckel auf 
Biegung, bei gul3eisernen Deckeln 
zuliissige Beanspruchung in der ge
zogencn Faser 120 bis 150 kg/cm2, 

in der gedriickten 150 bis 300 kg/cm2, 

bei StahlguBdeckeln Zugbeanspru
chung bis 250 kg/cm2• Verhiiltnis 
l:dR:;1. 

'-'L 
Fig. 111. 

Fig. 112. h = Sicherung der Oberschale gegen 
Drehen, k = Fixierstifte, 1= Aussparungen fUr 
Schmierol, m = Scbmierolleitung, n = Ringout. 

1) Sa s s: l{ompressorlose Dieselmaschinen. Berlin: Springer 1929. 
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Fig. 113. Turbinenlager. 

3. Stiltz- und Kammlager. 
Bei Spurzapfen wird das 61 

zweckmaOig mit einer dem Lager
druck fast gleichen Pressung ein
gedrtickt, um mit Sicherheit Fli.issig
keitsreibung zu erreichen. 

Stiitzlager nach Michell, 
Fig. 113. Welle erhait einen Trag
ring mit geschlossener Gleitflache. 
Lagerflache wird durch einzelne 
Stahlbliicke mit Gleitlagermetall 
gebildet. Diese Tragklotze ftihren 
eine Kippbewegung um Boizen aus, 
die aus der Mitte verschoben sind 
und die Bewegung durch reichliches 
Spiel ermoglichen. Die entstehenden 
keilformigen 6lschichten (vgl. auch 
Fig. 76 und 77, S. 522) vermindem 
die Lagerreibung auf etwa 1/10 bis 1/20 

des Betrages der Lager mit testen 
Druckflachen.,SpezifischeBelastung: 
p = 30 kg/em' bei v = 60 m/sek 
Gleitgeschwindigkeit. 

Bei Michell-Lagem mit minde
stens zehn etwa quadratischen 
Druckscheiben liegt der Druck
mittelpunkt etwa bei lito ihrer 
Lange, von der Vorderkante in 
Richtung der Drehung gemessen, 
entfemt. 

IX. Wellen und Achsen. (S. auch S. 399.) 

Allgemeines. Wellen werden in der Hauptsache auf Verdrehung, weniger 
auf Biegung beansprucht, umgekehrt die Achsen. 

Berechnung auf Festigkeit (Biegung und Verdrehung), Formanderung 
(Durchbiegung, Schiefstellung im Lager und Verdrehungswinkel) und Schwin
gung (Dreh- und Biegeschwingung). 

Geringe Langskrafte werden durch doppelseitigen Anlaufbund an der 
Welle bzw. Achse aufgenommen; die Bunde laufen mit ausreichendem 61spiel 

gegen Anlaufflachen der Lagerschalen. Hierdurch wird die Welle an J'" ~ ~ einer Stelle in Langsrichtung festgelegt; Festpunkt da, wo die 
l ' Langskratte auftreten oder - wenn solche unbedeutend - da, wo 

:""',~,.~' das Drehmoment eingeleitet wird. 
'j Anla ufbund, Fig. 114. Nur die ebene Kreisringfiache von der 

Breite e lauft an; Halbmesser der Schale r > Halbmesser der Welle (!, 
Fig. 114. urn Kneifen und Warmlaufen zu verhindem, Das Schmierol ftillt 

den sicheiformigen Raum aus und dringt von hier zwischen die 
ebenen1) Anlauffliichen. Absichtliche VergroBerung dieses 61raumes vieifach 
tiblich, s. Lagerschalen S.531. e = 5 + 0,07' d bis 5 + 0,1 . d mm, je nach 
GroBe der Krafte. 

Jede Durchmesseranderung, vor aHem jede Eindrehung setzt die Dauer
haltbarkeit gegen Biegung und Drehung herab. 

1) Wenn erforderlich mit exzentrisch eingedrehter Schmiernut. 
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Fig. 1t4a zeigt die Spanllungssteigerung durch ein Biegemoment. Die durch ein Dreh· 

moment hervorgerufenen Spannungsspitzen sind niedriger aIs bei Biegemomenten. Formzahlen 
s. Fig. 8, S. 423. Verringerung der Spannungssteigerung durch mOglichst groBes Verhliltnis 
rId'), elliptische Ausbildung der Hohlkehle') oder kegeligen Obergang, wobei {h = 1,1 
bis 1,3 bei einem Neigungswinkel von 15°. Scharfe Wellen
absll1ze an Nabensitzen und W~lzlagem werden durch Schulter
ringe nach Fig. 115 vermieden. Bezliglich Nabensitz s. auch 
Fig. 15, S.430. 

Fig.1t4a. Fig.1tSa. 

Fig. liSa zeigt die Wirkung scharfer Nuten fUr Keile und Federn; es ist maXT=Pk' Tn. 

Wahl der Passung s. S. 501, Fig. 1 bis 4; dort Gegeniiberstellung von E/W 
undER . 

A. Oerade Wellen. 
Tafel der Wellendurchmesser und Leistungen s. S.650. 
I. Nichtabgesetzte Wellen fUr Triebwerke. Werkstoff: FluJ3stahl (St42'11 

oder St50·11 bzw. St60·11, je nach der Hohe der Beanspruchung), der ge
dreht, potiert und gesehliffen wird - Rohmaterial urn 2 bis 5 mm starker -, 
oder gezogener Stahl, der nieht gedreht wird, sich jedoeh meist beim Nuten ver
zieht, da die Spannungsverteilung sich veriindert. Um dieses zu vermeiden, 
nutet man am besten auch die FIuBstahlwellen vor dem Fertigdrehen. 

Aus der Gleichung 

P kg • Vrn/sek P kg • 2 Rem :II; • n 
------

75 60· 75 • 100 

foIgt 
60 • 75 • 100 N N pB N kW 

M, emkg = P kg • Rem = . - = 71620 • -- = 97400 -- ; 
2':11; n n n 

damit wird: 

d =V3M,. 16 F:;:; 1/5' M'b c .1INps, 
Tzul' :II; V Tzul V n 

wobei c = t(Tzul) ist, s. beistehende Zahlentafel. 

T kg/em2 100 150 200 300 400 
c 15,4 13,5 12,1 10,7 9,7 

500 700 900 
9,0 8,05 7,4 

Wenn die Biegemomente durch Riemenzug, Zahndruck usw. zunachst nicht 
zu berechnen sind, so ist zu wahlen: 

flir d < 25 mm Tzul < 100 kg!cm2 , 

d = 50-;-'80" Tzul = 300 " 
d = 25 -;-. 50 mm Tzul < 200 kg/cm2 , 

d > 80 mm Tzul = 400 

Sind die Biegemomente bekannt, so ist auf zusammengesetzte Beanspru
chung (Biegung und Verdrehung Bd. I, S.406) zu bereehnen. 

') Lehr-MaiHinder: Einflull von Hohlkehlen an abgesetzten Wellen auf die Biegewechsel
festigkeit. Z. VDl Bd.79 (1935) S.I00S. 

IJ Hanchen, R.: Berechnung einfacher Maschinenteile auf Dauerhaltbarkeit. Glasers 
Annalen 1942 H. 14 S. 149. 
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Normaldurchmesser It. DIN 114: 

25 30 35 40 45 50 55 60 
70 80 90 100 110 125 140 160 usw. 

um je 20mm zunehmend bis 500 

Lastd reb z ablen. DIN 112 1). 

25 45 80 140 250 450 800 1400 
28 50 90 160 200 500 900 1600 
32 56 100 180 320 560 1000 
36 63 112 200 360 630 1120 
40 71 125 225 400 710 1250 

Lagerentfernung p::,j l00Vd~m-. 
Anlaufbund wird durch Stellring (DIN 701 bis 710) gebiIdet: ungeteilt 

mit einer oder zwei urn 900 versetzten Stellschrauben; geteilt, Fig. 116, mit einer 
Stellschraube; diese tragt am Ende einen ebenen 
Zapfen oder eine Ringscbneide. Das Bundlager er· 
halt zwei Stellringe seitIich oder einen Stellring in 
Lagermitte, der zugleich als Schmierring dient, 
Bundstellring, durch den das 01 nicht aus dem 
Lager geschleudert werden kann (vgl. Lager). In 
den iibrigen Lagern Iauft· die Welle glatt durch. 
Baustoff der Steliringe GuBeisen oder Stahl. 

Lange der einzelnen Wellen gewohnlich 6 m. 
Fig. 116. 2. Oelenkwellen und biegsame Wellen, zur Uber-

tragung geringer Drehmomente bei ortveranderlichem 
An· oder Abtrieb. Fig. ll? zeigt eine GelenkwelJe; die Drehung wird durch 
Kugeln iibertragen, in deren Nulen Zapfen eingreifen; mittleres Wellenstiick 

besteht aus zwei Iiingsbeweglichen 
TeiIen. MuB die Welle an jeder Stelle 
biegsam sein, wird sie aus scharnier
artig ineinandergreifenden TeiIen ge
bildet mit" Umwicklung durch Draht
spirale, biegsames Rohr u. ii. 

Anwendung: Mehrspindelige Bohrmaschinen, Kraftwagen s. Bd. II, S. 649 u . f. 
Beziigl. GleichmiiBigkeit der Winkelgeschwindigkeit s. Kreuzgelenk S. 554. 

Fig. u8. 

Fiir sehr kleine Kriifte geniigt die biegsame Welle aus 
Stahldraht oder Schraubenfeder, Fig. 118, mit mehrfacher 
Drahtummantelung oder biegsamem Rohr oder Lederschlauch. 
Die anschIieflenden Teile werden durch Lotung oder kegeJige 
Muffen verbunden. 

3. Kurbelwelle einer Iiegenden Dampfmaschine, 
Fig. 119. Beziiglich KriifteverhaItnisse und Bezeich
nungen s. S.597. 

Lager A . Abmessung II ist vorliiufig zu schiitzen. Biegungsmoment Mb 
= Sm&< • 11 ; Drehmoment M,= T max' 1", mit 1"= wirksamem Halbmesser. Mit 
a. = resultierender Beanspruchung folgt d. aus: 

0,1 . d! . a. = ; M b ; ; nach Gleichung (3) , S.406. 

Der groBte Druck im Lager A setzt sich aus zwei Teilen zusammen. Vom 
Schwungradgewicht her entsteht der senkrecht gerichtete Druck: G·l,lla, von 
der Kolbenstangenkraft her der waagerechte Druck H.4 = P max ' (II + 13)/13 und 
der senkrechte Druck V max' (II + 13)/13 mit V max = Sm ... sinfJ = Gleitbahndruck. 

') Gerundete Werte der 20er Reihe der Normungszahlen s. S. 502. 
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Dieser senkrechte Druck wird bei rechlslaufenden Maschinen als Entlastung 
(umgekehrt bei linkslaufenden Maschinen). Dementsprechend wird bei Rechts
lauf die senkrechte Kraft im Lager A : 

14 • 11 + l3 
VA = G. - - Vmax ' ---. 

13 13 

Resultierender Lagerdruck: P A = VH~ + V!, PA = P • 1a' da · 

Lager B. Senkrechter Druck, vom Schwungradgewicht herriihrend: 
G . 12/13, von der Kolbenstangenkraft kommt der waagerechte Druck H B = P me;x 

• 11113 und der senkrechte Druck V max' 11/13 her. Es ist VB = G .12/13 + V max '11//3, 

Resultierender Druck PB = yV1 + H1. p ist infolge fehlenden Druck
wechsels niedriger als im Hauptlager A zu wahlen. 

Starke der Welle im Schwungradsitz: Mb = PB '1,. Wird die Leistung 
durch Riemen abgenommen, so wirkt hier auch das Drehmoment T max' 1". 

N aeh teil der fliegend angeordneten Kurbe!. Die Formiinderungen der Kurbe! iibertragen 
sieh in verstiirktem Ma6e auf die Zapfen, die sieh dadureh im Lauf sehief stellen und zu Kauten
pressungen im Stangenlager fiihren. 

B. Oekropfte Kurbelwellen. 
Dureh die Kropfungen wird die Kurbelwelle verdrehungs- und biegungsweieh, ihre Fede

rungskraft wird erheblieh gesenkt, und die Eigensehwiugungszablliegt niedrig ·entsprechend der 
Grundgleiehung ff. = 1/21<' V e/m (s. Bd. I, S. 236). Gegenma6nahmen: I. Kurzhiibige Bauart, 
bei der die umlaufenden Kurbelmassen naher an die Wellenmitte riieken; 2. Kraftige Lagerung; 
bei z Kropfungen (z+ I) Lager; 3. Starres Kurbelwellengehause; 4. GroBe und gleiehe Dmr. 
fiir Kurbelwellen· und Kurbelzapfen; Verringerung der umlaufenden Massen dureh hohle Aus
fiihrung; 5. Lageriangen (5. S.528) mogliehst klein; Ausnutzung des so gewonnenen Raumes 
zur Versteifung der Kurbelwangen. 

Infolge der Biege· und Verdrehungsformiinderungen fiihrt die Kurbelwelle in der Langs
rich tung Bewegungen aus, die sie ebenfalls sehwingungsempfindlieh maehen (Harmonika
schwingungen) . 

a) Welle mit einer Kriipfung, Fig. 120 und 121 flir eine stehende Maschine. 
Samtliche Krafte werden in zwei senkrecht zueinander stehende Ebenen 1 und 2 
zerlegt und die abgeleiteten M b- und M,-Werte flir Zapfen und Kurbelarme sinn
gemaB zusammengefaBt. 

1. Kurbelzapfen. B:egemoment in Ebene 1: 1'1f1 = Al . a; Biegemoment 
in einer zur Ebene 2 parallelen Ebene: M2 = A 2 ' a; M] und M2 erzeugen im 
Zapfenquerschnitt maximale Spannungen 0'1 und 0'2' die urn 90° gegeneinander 

verschoben sind; fUr die Festigkeit ist Y O'~ + O'~ maBgebend. Bei Annahme starrer 
Kurbelwelle verursacht M, unmittelbar keine Spannung im Kurbelzapfen. 

2. Kurbelwellenzapfen bei B. Biegemomente: M3 = G1 • c und M, 
= G2 • c; Spannungen 0'3 und a, ebenfalls gegeneinander urn 90° versetzt. Dreh
moment M, = P 2 • I' ergibt groBte Schubspannungen 't' an der Laufflache, die 
mit ya~ + a: nach Gleichung (3), S.405 zusamrnengefaBt werden. 

3. Kurbelarrn. Kraftwirkung bei E. Drehrnornent Af" = A 2 • (a + /) 
- P2' f erzeugt groBte Schubspannungen't'l in der Mitte der Breitseiten da, wo 



540 Maschinenteile. - Wellen und Achsen. 

die Zapfen anschlieBen. Biegemoment Ms = Al • (a + f) - PI • f verursacht 
SpannungenO's iiberdieganze Breitseite. BiegemomentMe = p s ' e + As' (r-e) 
ergibt groBte Biegespannungen O'e auBen an den Schmalseiten. AuBerdem gleich
milBig verteilte Druckspannung 0'7 iiber den Wangenquerschnitt durch PI /2. 

Fig. 120. 

Fig. 121. 

Ortlich treffen beim "Ober
gang des Wellenzapfens zur 
Kurbelwange die Spannun
gen O's, 0'7 und TI zusa=en; 
(O's + 0'7) und TI ergeben die 
resuItierende Spannung ge
mliB Gleichung (3), S.406. 

Kraftwirkung bei C. Drehmoment M,. = As • (a - /) ergibt T2; Biege
moment Ms = Al • (a - /) ergibt O's; Biegemoment Mo = As' (r - e) ergibt 0'0' 
Druckspannung wie bei E durch P I/2 ist 0'7; zusa=engesetzt werden (O's + 0'7) 
und T2 zur resultierenden Spannung. 

Sonderfall. a=b, ,=r/2 und G~O; es wird A,=B,=PJ2; A,=B,=P,/2; M.=M, 
=0,5' P,(a-f); M.=0,75 'PI ' r; M.=0,5 ,P, 'r; d. h. BeanspruchungbeiEgrOller a1s bei C, 
da das Drehmoment fiber den Kurbelarm E auf Schwungradseite abgenommen wird. 

Die so ermitteIten Spannungen sind Nennspannungen, die tatslichlichen 
Iiegen hoher; vor allem bilden sich geflihrIiche Spannungsspitzen an den "Ober
gangen vom Zapfen zum Arm, die bei kIeiner Abrundung zum AnriB Iiihren. 
Infolge dieser Unsicherheit'der Rechnung werden meist Vergleichrechnungen 
angewandt, man erhlilt Vergleichspannungen. Bei Motoren wird die Kurbel
welle in der Stellung IX = ° fiir den Ziinddruck (ohne Abzug der Massenkraft), 
aber nur in einer Ebene berechnet, also Formelansatz wie fiir Ebene 1, Fig. 120. 
Die Auswertung der Betriebsbeobachtungen einer GroBzalIl von Einzylinder
Kurbelwellen der Humboldt-Deutzmotoren-AG.I)ergab: Mitte Kurbelzapfen Nenn
spannung ::5: FI:::i 1100 kg/emS, Kurbelarm bei E Nennspannung < FI:::i 700 kg/emS 
ohne Bruch; Werkstoff St 50'11-

b) Welle mit mehreren Kriipfungen. Geflihrdet ist die vorderste Kropfung, 
durch die das gesamte Drehmoment durehgeleitet wird. Infolge Lagerspiel, 
Formanderung der Kropfungen und des Gehliuses ist genaue Berechnung nieht 
moglich. Vergleichrechnung unter vereinfachten AnnalImen: Vorderste Kropfung 
abgeschnitten gedacht, IX = 0, Kolbenkraft wie oben angenommen, auBerdem 
Beanspruchung durch Drehmoment. 

Das mittlere Drehmoment (Nutzdrehmoment), das dem Wert N/n entspricht, 
wird iiberIagert 1. durch ein Moment der pulsierenden Kolben- und Massen
krafte (Blinddrehmoment 1), 2. durch ein Moment, das der Verdrehung ent
spricht, die die Welle durch Aufsehaukeln im Resonanzgebiet erflihrt (Blind-

') Z. VDI. Bd.78 (1934) S.397. 
Anmerkung: Berechnung der Lagerkrafte von 3- und 5fach gelagerten K.urbelwellen. 

Einf1ull der Gegengewichte. ATZ 1940 Heft 17. - Thum-Bandow: Dauerhaltbarkeit ge. 
schmiedeter Stahlkurbelwellen und Mittel zu ihrer Steigerung. ATZ 1937 Heft 37 S.29. 
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drehmoment 2). Der EinfluB von 1 kann leicht bestimmt werden, s. Bd. II, 
S.197 Tangentialdruckdiagrammj 2 erfordert umfangreiche Rechnungen und 
Versuche 1). 

Hochbeanspruchte gegossene und stahlerne Kurbelwellen zeigen Formen von 
hoher Gestaltfestigkeit, Fig. 19, S.431. Diese wird an naturgroBen Modellen in 
Dauerversuchen festgestelltj die ermittelten Zahlen fiir Biegungl) und Ver· 
drehung8) gelten nur fUr die untersuchte Form. 

Der Dauerbruch geht von der Hohlkehle mit Halbmesser r aus und verlauft 
entweder durch Wange oder Kurbelzapfen, je nach deren Starkej daher sei rId 
(Fig. 114) moglichst groB, mindestens = 0,05. 

Die "Vorschriften des Germanischen Lloyd fiir Verbrennungsmotoranlagen" 4) 
ermoglichen erste Annahmen fiir die Wellenberechnung ortfester Anlagen. 

c. Ausfiihrung der Kurbelwellen. 
Fig.122 zeigt die Kruppsche Bauart "zusammengebauter" Kurbelwellen. 

Die Anhaufung der Dehnungslinien nach Fig. 123 fOOrt haufig zu RiBbildung. 

Fig. 122. 

Die Abrundungen,. an den Ubergiingen 
von dem Durchmesser der Zapfen und 
Wellenenden sind durch Hohlkehlen er· 

setzt, s. a. S.429. AuBerdem steht die ganze Kurbelwangenbreite fiir das Auf· 
schrumpfen und die ganze Zapfenliinge als Tragfliiche zur Verfiigung. 

Ausfriisungen an der Kurbelwange, Fig. 124, bedingen ebenso wie die Fre· 
mont·Kurbel nach Fig. 125 gleichmaBigeren KraftlinienfluB. Bei GuBeisen er· 

m nft 
IJ~ 

Fig. 124. Fig. 125. 

hohen breite Wangen die Gestaltfestigkeit um etwa 40 vH. (Mitt. Forsch.·Anst. 
Gutehoffnungshiitte, Oberhausen 1938 Heft 3.) 

') Harmonische Analyse Bd. I, S. 143; Schwingungen Bd. II, S.204. - Dubbel: 01- uud 
Gasmaschinen. Berlin: Springer. - Neugebauer: Krafte in den Triebwerken schnellaufender 
Kolbenkraftmaschinen. Berlin: Springer 1939. - Kremser: Das Triebwerk schnellaufender 
Verbrennungskraftmaschinen. Wien: Springer 1939. - Kraemer: Bau und Berechnung der 
Verbrennungskraftmaschinen. Berlin: Springer 1941. - Kamm: Das Kraftfahrzeug. Berlin: 
Springer 1936. - Cornelius: Berechnung und Gestaltung schnellaufender Kurbelwel1en. ATZ 
1939 Heft 14 S.385. - Neugebauer: Biegeschwingungsuntersuchungen an den Kurbelwellen 
eines Fahrzeugmotors. ATZ 1940 Heft 14 S.339, mit Schrifttnmsangabe. 

0) ATZ 1940 Heft 14 S.339. 0) ATZ 1939 Heft 14 S.389. 
') Siehe Dubbel: 01- nnd Gasmaschinen. Berlin: Springer 1926. 
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Anwendung der Wiilzlager auf gekrlipfte Wellen ermog
licht die Hirth-Verzahnnng, bei det die einzelnen Teile der 
Welle mit einer radialen, konischen und genau zentrierenden 
Verzahnung ') - der Hirth-Stirnverzahnung - versehen und 
mit Gewindebolzen zusammengeschraubt werden, Fig. 126. 
Der hohle Bolzen tragt auBen Differentialgewinde, z. B. 
M 32 xl,S und M 32 X 2 und innen eine Kerbverzahnung 
fiir einen Schlilssel. 

Gedriingte Baullinge infolge der schmalen Wiilzlager, 
einfache Gesenkschmiedeteile und einwandfreier Faserverlauf 
im Werkstiick sind weitere Vorteile dieser Bauart 0). 

x. Die Wiilzlager. 
Orundlagen. Die Wiilzkorper wiilzen sich auf gehlirteten, geschliffenen und 

polierten Laufbahnen ab, dem auf der Welle festsitzenden Innenring und dem im 
Gehliuse angeordneten Au8enring. Nach der Form der Wiilzkorper unterscheidet 
man Kugel-, Zylinderrollen-, Tonnen-, Kegelrollen· und Nadellager. Die WaIz
korper werden durch Klifige in bestimmtem Abstand gehalten. 

Fast gleichbleibender, geringer ReibUngswiderstand beim Anfahren und bei 
der Bewegung; fiir die Wiilzkorper rolJende Reibung, flir die . Klifige und die 
Abdichtungsteile geringfiigige gleitende Reibung. Die auf den Wellendurchmesser 
bezogene Reibun gsziffer kann bei Kugellagem zwischen 0,0008 und 0,0017 3) liegen, 
jedoch durch Reibung der Abdichtungsringe vergroBert werden. Geringe War
tung, geringer Schmiermittelverbrauch. Kein Einschaben, kein Einlaufen wie 
beim Gleitlager. Instandsetzung: Bei Zerstorung der Wiilzlager sind nur diese 
gegen neue auszuwechseln; Emeuerung oder Nacharbeiten der Welle wie beim 
Gleitlager nicbt erforderlich. StoBdlimpfung: Nicht durch Olfilm wie beim Gleit
lager, sondem durch Elastizitlit der Werkstoffe; daher Verwendung auch bei 
Walzwerken, Steinbrechem, Kohlenstaubmiiblen, Schienenfahrzeugen u. a. m. 
Hi:ichste Drehzabl bis 80000 U lmin bei Schleifspindeln, fiir Sonderzwecke noch 
hOher. 

Werkstoffe und Herstellung. Geharteter Chrom- oder Chrom-Nickelstahl'). 
GroBe Reinheit und GleichmaBigkeit des Werkstoffes Hauptbedingung. Fiir 
groBe Laufringe auch Sonder-Einsatzstabl; Hlirteschicht muB dabei gleich
mliBig verlaufen. Werkstoff fiir Kugeln aus Rundstahlmaterial abgestochen, bei 
kleinen Kugeln kalt, bei groBen warm zu Kugeln gestaucht und ausgegliiht; 
dann werden die rohen Kugeln mit geringer Zugabe vorgeschliffen, gehartet, 
fertig geschliffen und poliert. Untersuchung auf Hlirterisse und Durchmesser
genauigkeit. Laufringe aus Platten oder Rohren; groBere werden geschmiedet. 
Die Rollen werden von der Stange abgestochen, gehartet, geschliffen und poliert. 

Wiilzlagernormen, Richtlinien 0) UDd Anordnungen 6). Die WaIzlager sind 
in Verwendungsklassen 5) von 1 bis 8 eingeteilt; zur Klasse 1 gehoren die Lager 
nach Dinorm, die regelmliBig in groBen Mengen von vielen Abnehmern ver
wendet werden; diese sind bevorzugt zu benutzen. Lager der Klasse 7 und 8 
sind verboten 6). 

') s. a. Yolk: Der konstruktive Fortschritt. Berlin: Springer 1941. 
0) Albert Hirth A.-G., Stuttgart-Zuffenhausen. 
3) Siehe Jiirgensmeyer: Gestaltung von Walzlagerungen. Konstruktionsbiicher Heft 4, 

Herausgeber Cornelius. Berlin: Springer 1939. - Pendelkugel- und Zylinderrollenlager baben 
einen balb so groBen Reit>ungswert wie Pendelrollen- und KegeJrollenlager . 

• ) Analyse des Walzlagerstahles: C 0,95 bis 1,05, Mn 0,2 bis 0,4, Si:;;3 0,35, P :;;3 0,025, 
S :;;3 0,030, Cr 1,0 bis 1,5 fiir Laufringe, 0,5 bis 1,5 vH. fiir WiilzkOrper. In Ausnahmefiillen 
werden daneben auch rostfreie Stille (ahnIich dem Kruppschen V2A-Stahl) und besonders fiir 
groBe Lager naturharter Si-Mn-Stahl mit einer Festigkeit bis 120 kg/rom- verwendet. (Nach 
Angaben von Kugelfischer Georg Schafer u. Co., Schweinfurt.) S. a. Wiilzlagerstiihle 
Z. VOl 1942 S.167 . 

• ) Richtlinien der Reichsstelle fiir Eisen und Stahl iiber die Verwendnng von Wiilzlagem 
vom 15. Dezember 1939. 

0) Anordnung E 27 der Reichsstelle fiir Eisen und Stahl iiber die Verwendung von Walz
lagem vom 11. Januar 1940. 
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Querlager 1). 

Gruppe. Bei einer bestimmten Bohrung d kann ein Querlager verschiedene 
AuBendurchmesserD erhalten, die in die Gruppen 0" 1 .. 2" 3" 4 gestuft sind 2). 

Brei teo Innerhalb einer Gruppe kann die Breite b verschieden groB sein; 
sic wird in die Breiten 0" 1 .. 2 .. 3 gestuft 3). 

MaBreihe. Querlagcr bestimmter Gruppen und Breiten werden in MaB
reihen mit zweistelligen Zahlen zusammengefaBt; die vordere ,Ziffer gibt die zu
gehorige Breite, die hintere Ziffer die Gruppe an; z. B. MaBreihe 23 bedeutet 
Breite 2, Gruppe 3. 

Lagerreihe (auch Reihe). Innerhalb einer MaBreihe erhalten die ver
schiedenen Lagerarten eine bestimmte Bezeichnung, die Lagerreihe; sie be
steht aus Zahlen oder Buchstaben oder beiden; z. B. Lagerreihe 204 (aus der 
MaBreihe 04) oder NUS. 

Kurzzeichen, das fiir die Bestellung ausreicht und auf jedes Lager auf
gestempelt ist. Durch Anhangen einer zweistelligen Zahl, z. B. 38, an die Lager
reihe entsteht das Kurzzeichen; diese zweistellige Zahl kennzeichnet die GroBe 
der Bohrung. Es erhaIt ein Lager mit d = 10 mm die Nummer 00; d = 1240 01; 
15 40 02; 17 ~ 03; fiir d > 20 ist die N ummer = d : 5; es bedeutet Kurzzeichen 
204 38 Querlager Lagerreihe 204, Bohrung d = 190 mm. 

Nur beim Zylinderrollenlager entsprechen die hinter der Buchstabenbezeich
nung folgenden beiden Zahlen dem Bohrungsdurchmesser unmittelbar, z. B. 
NUM 80 hat d = 80 mm. 

Die Kurzzeichen fiir Zylinderrollenlager gehen aus Zahlentafel 1 hervor. 
N und W stehen vor, L, M und S hinter den Formbezeichnungen U, J und UP. 
Der Zusatz x dient zur vorlaufigen Unterscheidung von veralteten Lagern gleicher 
Reihe. 

Langslager. 

Die Gruppenbezeichnung 1, 2, 3 und 4 ersetzt die friiher iiblichen: ganz 
leichte Reihe, leichte Reihe usw. Der "Breite" der Querlager entspricht die "Hohe. 

Arten und Benennung der Wiib.lager (nach ZahlentafeI3). 
Nach der Richtung der Kraft unterscheidet man Quer- und Langslager; 

auBerdem Lager fiir gleichzeitig auftretende Quer- und Liingskriifte. 
Hochschultrige Querkugeilager, quer- und liingsbelastbar, vgl. die tp-Werte 

S. 546. Bei hohen Drehzahlen zur Aufnahme von Liingskriiften besser als Liings
lager geeignet. 

Schulterlager. KafighaItdieKugeinaufdemlnnenring. AuBenringmit einer 
Schulter kann abgenommen werden; nur fiir kleine Wellendurchmesser geeignet: 
Apparatebau, Ziindmagnetlager usw. Drehzahl bis 80000 U/min. 

Zweireihige Schriigkugellager, nehmen gleichzeitig Quer- und Liings-
kriifte in beiden Richtungen gut auf, vgl. die qJ-We1te S. 546. 

Pendelkugellager fUr Selbsteinstellung der Wellen. 
Zylinderrollenlager fiir hohe Querbelastung, zerlegbar. 
Tonnen- und Pendelrollenlager fiir schwere Querbelastung und reuhen 

Betrieb; die letzteren auch fUr groBere Liingskriifte. Selbsteinstellung der Wellen. 
Fiir landwirtschaftliche Maschinen: Kugellager mit verbreitertem Innenring. 

Besser jedoch sind Spannhiilsenlager zu verwenden, die dann als Pendelkugel
lager ausgefiihrt werden. Fiir Werkzeugmaschinen, Kraftfahrbau und Flug
werkbau auch noch besondere Wiilzlager. 

') Keine liickenlose Wiedergabe der Normen; es werden nnr die wesentlichsten an 
gegeben. Nene Normen in Vorbereitung, insbesondere: Landmaschinen-Facbnormen fiir 
Pendelkugellager mit verbreitertem Inneming; Werkzeugmaschinen-Fachnormen Kegelrollen
lager breite Ausfiihrung; Kegelrollen1ager mit steilem Druckwinkel. 

.) An Stelle der friiher iiblichen Wortbezeichnungen sind Zifferbezeichnungen getreten; es 
bedeutet 0 = ganz leicht; 2 = leicht; 3 = mittelschwer; 4 = schwer. Bei Zylinderrollenlagern 
bedeuten L = leicht, M = mittelschwer; S = schwer. 

0) Bei Zylinderrollenlagern N = schmal; W = breit. 
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N adellager I), Zwischen gehiirteten und geschliffenen Laufbiichsen liegen 
Nadeln von 2 bis 5 mm Dmr. und 10 bis 50 mIn Lange; sie bilden mit dem 
Schmiermaterial zusammen ein Schmierpolster. VerhiiltnismiiBig groBes Lager
spiel, damit die Nadeln nicht die volle Drehzahl ann"ehmen und dadurch zer
stort werden. Fiir schwingende Bewegung und stoBweise Belastung geeignet. 
Selbstherstellung von N adellagern leich t moglich 2), 

Liingslager mit balligen Einstellscheiben sind moglichst zu vermeiden, da 
besonders bei waagerechten Wellen die EinstelJscheiben durchhangen und die 
sich schiefstellenden Laufbahnen die Kugeln verklemmen. Vielfach werden heute 
die Kugellangslager durch solche Lager ersetzt, die gleichzeitig Liings- und Quer
kriifte aufnehmen konnen, s. Zahlentafel t, B. 

Kegellager, fiir Quer- 'und Liingskriifte, sind nachstellbar. 
Spannhlilsenlager: Bei liingeren Triebwerkwellen undim Landmaschinen

bau werden meist die Innenringe der Wiilzlager durch Spannhlilsen oder schwache 
Klemmhlilsen befestigt, da dadurch das Aufbringen der Lager erleichtert wird. 
Der Durchmesser der Wellen braucht dabei nicht so genau eingehalten zu werden; 
durch die geschlitzten Hiilsen werden Ungenauigkeiten von 0,1 bis 0,2 mm aus
geglichen; die Wellen miissen vollkommen rund sein. 1st leichter und hiiufiger 
Ausbau erforderlich, so wird auch im allgemeinen Maschinenbau die Spann
hlilse (Zugschraube) und die Abziehhiilse (Druckschraube) benutzt, und zwar 
bei folgenden Wiilzlagerarten: Pendelkugel-, Tonnen-, Pendelrollenlager. 

BewegungsverhiiItnisse. Querlager. ~ = Wiilzkorperdurchmesser; 
D", = Durchmesser der Wiilzkorpermitten. flj = Drehzahl des Innenringes; 
1IG = Drehzahl des AuBenringes; H .. = Drehzahl der Wiilzkorper; flkT = Drehzahl 

. D:' - ~ D:' - ~ . 
des Kiifigs. nw = ni -D d bzw. = n. -D d ; bei stillstehendem AuBen-

2 .. 12m 1 

. . db' tillsteh d I .. t d t rmg 15t Hkt = H., Dd jetS en em nnenrmg 15 Hit - Hili D -d m+ 1 m 1 

III 117:10 III 'f(KJ:f3I/ fill} flO 'rIfJ 
% tier miIHeren i.e6epstltluer-+-

10 30 50 15 11K! 
'Uer6esclll1tfipen I4ger-

Fig. 127. Streuung der Leben8-
dauer nach Stellrecb t. 

Folglich wird bei stillstehendem Innenring die 
Kiifigdrehzahl bedeutend graBer als bei still
stehendem AuBenring und auBerdem die Zahl 
der Belastungswechsel auf dem meist gefahrdeten 
Innenring, hervorgerufen durch die iiberrollenden 
Wiilzkorper, vergroBert. Die Anordnung mit 
stillstehendem AuBenring ist daher we Regel; 
anderenfa1ls wird die Lebensdauer bedeutend 
verringert 1 

Langslager. n = Drehzahl des umlaufen
D", 

den Laufringes. "kt= 0,5· H; " .. = n -d • 
2 1 

Belastbarkeit 8). Nachst GroBe, Richtung 
und Wirkung der Krafte sind Drehzahl und 
gewlinschte Lebensdauer fiir die richtige Wahl 

eines Walzlagers ausschlaggebend. Die Lebensdauer ist abhiingig 1. vom inneren 
Aufbau: Konstruktion, Werkstoff und Herstellungj 2. von auBeren Einfliissen: 
GroBe, Art und Dauer der Belastung, Drehzahl, Einbau, Schmierung und Wartung. 

Der millionenfache Druckwechsel zwischen Wiilzkorpern und Laufringen 
fiihrt zur Ermlidung derWerks~offe und Zerstorung der Lager, wobei die tangen
tialen Druckspannungen in den Oberfliichen maJ3gebend sind; diese erreichen 
Werte von"", t4000 bis t5000 kg/em2 '). Die Zerstorung zeigt sich in Abbliitte
rung (Schiilung) der Oberfliichen. Versuche mit einer verhiiltnismiiBig groJ3en 

') Kurzbezeicbnung filr ein Nadellager mit Bohrung 45mm: Na45 DIN 617. 
0) Listen der Deutscben Kugellagerfabrik BOblitz-Ehrenberg b. Leipzig. 
0) Siebe Mundt: Z. VDI Bd.85 (1941) Nr.39/40 S.801ff. 
') Oberflacbenspannungen und Ermlldungsbruch be! Wiilzlagern. Forschg. Ing.-Wes., 

Mai/Juni 1932 S,127. Berlin: VDI-Verlag. 
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Anzahl der verschiedensten Wiilzlager flihrten zur Aufstellung einer Lebensdauer
kurve, Fig. 127 1). Die Lebensdauer wird ausgedrtickt durch die Anzahl der aus
gehaltenen Belastungs
wechsel, die sich aus den 
beobach teten Betriebs
stunden, der Drehzahl und 
der Wii!zkorperzahl ergibt. 
Die mit tJere Lebens-
dauer = Mittelwert der 
Belastungswechsel flir 
siimtlkhe Lager ist in 
Fig. 127 = 100 vH gesetzt. 
Danach erreichen nur 
40 v Haller Lager diese 

2,2 

2,2 
I! 
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2,9 t,5 2,8 J,O M ¥,O 9,5 5 Q 

" 'I ',! j )' I ,I i i'll \ ii, '\ 

OrellZfllilbeiwerf (/I fur tiings/flgCf' 

.1000 'IOfJ{) GOOD 8IXJO 
lI/min 

2,92,0 2,9J,0 J,~ ¥.,O ~5 f , f , f 1 f ! 
Ii I J j I i I rill i • "I i I I 1,11 

200 SOD 90050'0 1000 1000 J«JO 1/{}(}05000 
Orellz(llllll Vlmin 

Fig. 128. 

mittlere Lebensdauer, wiihrend 60 vH bereits vorher zerstiirt sind. 90 vH alier 
Lager erreichen jedoch 50 vH der mittleren Lebensdauer, wiihrend nUT tOvH 
vorher ausfallen (sog. 10 vH Lebens
dauer). Diese Z .. hlen sind nur wahr
scheinliche, im Einzelfall kon
nen sicb sehr starke Abweichungen 
ergeben. Fast aile Wiilzlagerfirmen 
haben die 10 vH-Lebensdauer zur 
Berechn ungsgrundlage gemach t ; sie 
werde mit L tO bezeICh- m.m 

~ net und in Betriebs- 10, 
0 stunden angegeben. ~ 

Querlager. Po = 6 

stoOfreie Querkraft in /<g, ~ 
die das Querlager auf- I ~ 
nehmen soil; ~n = Dreh- ", 
zahlbeiwert, Fig. 128; d 
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5 
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wert, Fig. 129; Pt2 = 
Tragkraft des Lagers bei 
der Drehzahl 12 U Imin 
und Sooo Bptriebsstun
den; d = Durchmesser 
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Hg. 130. Belastbarkeit der Querlager. 

der Lagerbuhrung ill mm. 

15 20 
"000kg 

PI! = ~n • ~L • p. in kg. Nach 
Fig. 128 2 ) ist z. B. flir n = 150, 
~n ~2,4 und flir n=2000, ~n~6; 
nach Fig.129 flir L tO = 5000 Be
triebsstunden ist $ L = 1 und flir 
L10=35000 ist ~L=2. 

Lagerart IILagerreibe I K urve 

Beispiel: d=So rum; Pq=S(]() kg; 
" = 1010; L" = 10000 BetriebsMunden. 
':n = 4,8; h = 1,28; P" "" 3100 kg (3100 kg 
wHrde <las Lager hei .. = 12 (] 'min uno SOOO 
Betriebsstunden au.halten). Naeb Fig.130 nnd ". 
Kurve b: Hoebsebulterlager Lagerreihe 63. 

1st ein Querlager geeignet, eine 
LiingskraftP L aufzunebmen, dann muO 
PJ. nac.l!....<ier Form der Wiilzkorper und 

Hocbscbulterlager • 

') Stellrech t: Die Belastbarl<eit der Wiilzlag-er. Berlin: Springer lQ28 . 
• ) Fig. 128 his 131 sind nach Angaben von Kugelfischer GeOlg Schafer & Co. Sehweinfurt 

zusam~engestellt. Di~ ~1~rte gelten fUr ~tillstehenden AuI3enring und stoBfreie Belastung. Bel 
stoBwelser Belastung 1st fur p. hzw. PL 1m Rinvernehmen mit der Wiilzlagerfirma ein bOberer 
Wert einzusetzen. 

Taschenhucb !iir den Ma.chiuenhau. 9. Aufl. 1. 35 
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Lagerart I 
Umrecbnungs

wert 'P filr 
dauernde 

LlIngsbelastung 

'i 
Querkugellager. zweireihig . 1\ 
Zweireihiges Schragkugellager I 1,2 
Hoehsebulterlager . _ _ . . I 1,75 

3,5 

Pendelkugellager. • . . . . i 4 
Schulterkugel1ager il 2 
Pendeirolleniager II 2,5 bis 3,5 
Kegeirollenlager • ,i 1,5 

Laufbabnen in Querbelastung 
urngerecbnet werden. Quer
belastung ~ rp • PL' 

Gesam tbelastung: 

P12 = gn' gL(Pq + rpPL) 

in kg. 
Belastbarkeit der Na

dellager. 1 = Lange der Na
deln in em; d; = Drnr. der 
lnnenlaufbabn der Nadein in 
em. Pq~P' I· d;. Urn

fangsgesehwindigkeit des Wellendmr. v in m/sek; P in kg/ems fUr 5000 Betriebsstd. 
v gering 0,5 1 2 3 5 7 
P 300 120 88 70 65 60 52 

Langslager. Bei riebtigem Einbau, Laufbahnebenen parallel zueinander 
und senkrecht zur Drebacbse, verteilt sieh die Langskraft PL gleiehmaBig auf 

• I Ii 
t " S i 1~ fJ ~ lIJ Jfl tl!M 

-1t - ·AAVl<g 

Fig. 131. Belastbarkeit der Ungslager. a Lagerreibe 512 u. 522, 
b Lagerreihe 513 u. 523, c Lagerreibe 514 u. 524. 

Fig. 132. 

die Walzkorper. Die Fliehkraft sebleudert die Kugeln aus der Laufbabnmitte 
so weit um a heraus, bis nach Fig. 132 die Bedingung erfiillt ist: 

PI. - 0,5 • C' etg ex; sin ex "" a : (R - r) ; 
PL - ,PI.; , - Kugelzahl; C' - Fliehkraft einer Kugel. Bei jeder Anderung 
von PL oder n laufen die Kugeln auf einer anderen Laufbabn. Kein reines Ab
wlilzen, sondem auch Gleiten beim Lauf, das zur Erwarmung und Abnutzung 

Fig. 133. Fig. 134. Fig. 135. 

flihrt. Jede Veranderung von a bedingt Langsbewegung der Welle. Bei Leer
Iauf P L ~ 0 wird a groB. Gewaltsame Verbinderung der Langsbewegung kann 
sehr groBe Krafte A' erzeugen. 

Belastbarkeit •• PIS naeb Fig. 131; gIl und gL naeh Fig. 128 u. 129 
PIS = ~n·gL·P£ in kg. 

Kiifige sollen die Berlihrung der Walzkorper miteinander verhliten und die 
dureb Gesehwindigkeitsanderungen der Walzkorper bervorgerufenen StoBe auf
nehmen; sie rniissen elastisch und docb kraftig sein. Stahlblech, Leichtmetall. 
Kunststoffe fiir besonders ruhigen Lauf. Ausfiihrungsbeispicle: Fig. 133 und 134 
fUr Querlager, Fig. 135 fUr Langslager. 



Einbau. 

Passungen nach ISA und Einbauvorschliige 1). 

Lagersitzstellen der Welle: 

547 

h 5: Welle oder Gehiiuse umlaufend, bei kleinen Belastungen und hohen Dreh
zahlen, z. B. im Apparatebau. 

j 5: Welle oder Gehiiuse umlaufend, bei mittleren Belastungen und stoBfreiem 
Betrieb, z. B. kleine Elektromotoren, Werkzeugmaschinen, auLlerdem fiir 
Liingslager, Liingskugellager. 

k 5: umlaufende Welle flir Zylinderrollen-, Tonnen- und Pendelrollenlager, 
z. B. mittlere und groBere Elektromotoren, Kraftwagen-Hinterriider. 

m 5: umlaufende Welle flir groBe, stoLlartige Belastungen. 
n 5: umlaufende Welle fiir sehr groBe Belastungen. 
g 6: umlaufendes Gehiiuse und leicht verschiebbarer Innenring, z. B. fUr Kraft

wagen-Vorderriider, Losriider von Wagen. 
h 6: umlaufendes Gehiiuse, z. B. Seilscheiben, Spannrollen, Kraftwagen-Hinter

riider. 
j 6: umlaufende Welle, fUr mittlere Belastungen, z. B. Werkzeugmaschinen, Ge

triebe, Walzen, Siigen, Liingskugellager. 
k 6: umlaufende Welle, fiir gewohnliche 1:s"lastungen, fiir Kegelrollenlager. 
m 6: umlaufende Welle, fiir sehr groBe StoLlbelastungen, z. B. fiir Schienen

fahrzeuge. Bei Walzwerken: n 6. 
h 7: umlaufende Welle, z. B. fiir Ventilatoren, Landmaschinen. 

h 10: gewohnliche Passung flir Spann- und Abziehhiilsenlager. 

Lagersitzstellen im Gehiiuse: 
H 6: umlaufende Welle, flir den allgemeinen Maschinenbau. 
J 6: umlaufende Welle fiir allgemeinen Maschinenbau (mittiere und hohe Dreh

zahlen), Kraftwagen-Getriebe, Elektromotoren. 
K 6: Welle oder Gehiiuse umlaufend, flir sehwere Sehleifspindellager, Kugel

lager, Rollenlager in Leichtmetallgehiiusen. 
M 6: Welle oder Gehiiuse umfaufend: Nabenlager, Walzlager in Leichtmetall

gchiiuse. 
H 7: umlaufende Welle fiir allgemeinen Maschinenbau, leichte Verschiebbarkeit 

im Gehiiuse, klein ere Drehzahlen. 
J 7: fiir allgem. Maschinenbau wie bei J6, Kegelrollen- und ZylinderrollenJager. 
K 7: Welle und Gehiiuse umlaufend, nur bei Rollenlagern. 
M 7: umlaufendes Gehiiuse, fiir Seilrollen, Spannrollen. 
N 7: umlaufendes Gehause, flir groBe StoBbelastungen, z. B. Spannrollen. 
P 7: umlaufendes Gehause, flir hochbelastete und schnellaufende Laufrollen, 

z. B. flir Hebe1.fnge, Zentrifugen. 
S 7: Welle oder Gehiiuse umlaufend, fiir Kurbelwellenlager, strammer Sitz in 

Leichtmetallgehiiusen, nieht fiir Kugellager. 
H 8: umlaufende Welle, Transmissionsgehiiu5e bei niedrigen Drehzahlen. 
E 8: Liingskugellager. 

Einbau. 
Soil der Innenring auf dec Welle festsitzen, 50 wird am besten der Innen

ring bzw. das ganze Lager kurze Zeit in einem 61bad von 60 bis 70° C an
gewiirmt. Kleinere Lager werden mittels Dompresse oder durch leichte Schliige 
auf ein gegen den Innenring gehaitenes Rohrstiick aufgebracht. Schliige gegen 
Kiifig oder AuLlenring sind zu vermeiden. Der Innenring muLl seitlich durch 
Bunde, Hii1sen, Muttem od. dgl. festgehalten werden. Um beim Ausbau df'.n 
Innenring abziehen zu konnen, sind entsprechende MaBnahmen zu treffen: bei 
Bunden, deren Durchmesser gleich oder groBer aIs die AuBendurchmesser der 
Innenringe sind, miissen Nuten oder Aussparungen in den Wellen angeordnet 

') Nach Angaben von Kugelfischer Georg Schafer u. Co., Schweinfurt. 

35* 
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werden. Fiir Transmissionswellen werden meist Spannhiilsenlager benutzt, da 
deren Einbau einfacher. 

Bei Verwendung von mehreren Querlagern darf nur eins die Fiihrung iiber· 
nehmen, Fig. 136 und 137. Die Bohrung eines zweiteiligen Gehiiuses muLl genau 

Fig. 137. 

mit dem AuLlendurchmesser des AuBenringes iibereinstimmen, damit dieser nicht 
verdriickt wird. Querlager erhalten bei der Fertigung ein geringes inneres Lager
spiel (Lagerluft), das sich beim Aufziehen der Innenringe so weit verringert, 
daLl die WiHzktirper ohne Klemrnung laufen. 

Schmierung. Das Schmiermittel muLl siiurefrei sein und dart nicht harzen. 
FUr die Schmierung sind Mineraltile oder Fette zu verwenden. Die Gebause 

Fig. 138. 

Fig. 139. 

diirlen Dicht vollstiindig mit Fett gefiillt werden, da hier
durch grtiLlere Bewegungswiderstiinde besonders bei 
hohen Drehzahlen verursacht werden. Vaseline bis etwa 
35 0 C Lagertemperatur anwendbar, dariiber hinaus Kalk
seifenfett. Bei hohen Betriebstemperaturen (Dampftur
binen, rotierenden Of en) sind Natronfette zu verwenden. 
01 ist zweckmiil.lig durch: Tropftiler zuzufiihren. Das 
Waten der Kugeln im Olbad, besonders bei hohen Dreh
zahlen, verursacht Kraftverlust, das schiiumende 01 
verliert an Schmierfiihigkeit. Je nach Betriebsart Er
neuerung der Fettfiillung in einem bis zwtilf Monaten 
notwendig. Wird das Schmiermittel schmutzig, dann 
sind die Lager gut mit Benzol oder Benzin auszuwaschen 

und hierauf wieder mit Fett zu fiillen. Pfeifende 
Geriiusche deuten auf mangelhafte Schmierung, 
rasselnde Geriiusche auf Vorhandensein von 
Fremdktirpern iiD Lager (Verschmutzung). Ein
getretenes Verklemmen oder Verquetschen er
zeugt starke Erschiitterungen im Betriebe und 
starke Erwiirmung aller Lagerteile. Hi:ichste 
Betriebstemperatur sei 1m a1lgemeinen < SOo C. 

A bdich tung. Sorgfiiltige Abdlchtung 
gegen Verlust des Schmiermittels und gegen 
Eindringen von Staub, Wasser, Dampf u. dgl. 
ist Grundbedingung flir lange Lebensdauer. 
Filzringe eignen sich fiir die meisten Faile, 
reiben und beschiidigen jedoch in hartem Zu
stand die Wf'lIe; insbesondere finden Labyrinth

dichtung, Spritzringe und Simmeringe (S. 533) Verwendung, siehe Einbaubeispiele. 
Einbaubeispiele. Fig.13S, normales, zweiteiliges, waagerecht geteiltes Steh

lager, mit Pendelkugellagerund Spannhiilse ausgeriistet; Einstellmtiglichkeit der 
Welle. Abdichtung durch Filzringe. OlablaCschraube . 

. Fig. 139: Lagerung einer gekrtipften Welle in einer DTeschma~chine. Ge
hause waagerecht geteiltj beide Spannhiilsen zwecks Auibringen der KugeJlager 
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Zahlentafel 3. Obersicht iiber die gebrauchlichsten Walzlager. 

A. Querlager Krafte wirken hauptsachlich quer zur Welle. 

II Mall'-I Lager· I Bob· I 
relhe relhe rung d II Mall· 1 Lager· I Boh· I 

reihe reibe rung d 

11_1_2_i~ 10.;-320 

Pendel· _1_3 _1~ 10.;-280 ~ 
kugelJager, 22 1 22" 10.;-320 

aucb als ------

spanl~:~~eD' 1 2
1102
3 _II~:: ~~~O 

5,7 u. 91 

II~ 202" 25-;- 280 
Tonnen 'II 03 203' 20.;-240 

lager - -
I _____ II\~ 204 25';-100 
I' --.'--~--~------

Nadel· ~ 
lager li ~ 

II EinsteJJager nUr fiir QuerkrUte Schulterlager, ge· 
ringe Langskrafte in 

einer Richtung 
zu!assig 

Fiihrungslager, ge· 
ringe Ungskrafte 

in beiden Rich· 
tungen zulas5ig Au6enbord 

- 1--------1-- - .--------
U J UP 

, ;r'~:'~~;' !i ~ ~ ~ ~ 
:1--- -- · --- -----[--. . . . 
ii Mallreihe I Lagerreihe Mallreihe ILagerreihe Mallreihe ILagerreibe MaOrelhe I Lagerreihe 

1
1

1

1
- ~;- =1..-~~ :i- -; =~~ : -' :i~ : I :;;::; 

~_i __ ~ ____ ~_I NUS 04 I NJS 04 I NUPS 

1

11 _ __ - 1- ----- 22 I WUL _~ __ I __ WJL _~I_W~!'..L __ 
I ' 23 WUM 23 WJM 23 WUPM ,' -- - --«>,-NUE---I -- -----------

B. Lager fllr Quer. ODd Liinpkriifte. 

~~- -~~~: :~~:~: ~ --~---I'-~- ::: -/ 
Plendlel. _ 32 _2_3_2' 220.;-500 Hoch· - 1-O- 60 X- 10.;-500 1 rol en ager - schulter. ___ , __ . ____ ____ _ 
~ 222" 80.;-320 lager 1 02 _ I _?~ __ 10.;-320 

23 223' 40.;-280 11- 0'3 I 63 10.;-280 

~~:~f~~~ --~! -!~~ II ~::: ~ ,.':;:.,:- mM :~ A 
---1- ------- lager,Mall· lager, 

23 1 323 20';-120 reihe32u. 33 d=3b1120 • 

C. Lingslager. Krafte wirken langs der Welle. 

Langskugellager, einseitig I ~ 
Gruppe 1, 2, 3 u. 4 
Lagerreihe 511, 512, 513 u. 514 I Langskugellager, zweiseitig 

Gruppe 2, 3 u. 4 
Lagerreihe 522, 523 u. 524 Imm 

• Werden auch mit kegeliger Bohrung 1 : 12 (Kurzzeichen K) oder mit Spannhiilse) (Kurz. 
zeichen K/HL) oder mit Abziehhiilse (Kurzzeichen K/AH) ausgefiihrt. 
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geteilt. Abdichtung durch Filzringe, die am zylindrischen Hals der Muttem 
anliegen. 

Fig. 140: Achslager fUr StraBenbahnen und Triebwagen. Guter Welleniiber
gang zur kegeligen Bohrung des rechten Lagers; geringe Spannwirkung des Innen-

Fig. t40. Fig. t41. 

ringes auf die Welle1); Gefahr des Dauerbruches an dieser Stelle vermieden; 
leichter Ausbau beider Lager. Linkes Lager mit geschlitzter Abziehhiilse und 
Mutter befestigt; diese mit zwei Sechskant-Kopfschrauben und Sicherungsscheibe 
und Nasen gesichert. Durch die LOcher der Schraubenkopfe wird ein Draht ge
steckt und umgebogen. 

Zahlentafel4. EinbaumaBe fUr Querlager nach DIN616 Bl. t. 
Ausgabe 1940 (Auszug). 

Ii=Bobrung des Innenringes; D=auBerer Dmr. des AuBenringes: b=Breite. MaBe in mm. 

:!::; ~~ 1-"-1-"- 102122 1 32 __ luol~l~ 
717 

Nadel· 
u 12 I lager') 

Ii I D b i b b D I-b--b- I-b- D b i b D I b i --

to 26 - 8 12 30 9 14 14 35 11 17 - - - -
12 28 - 8 12 32 10 14 15,9 37 12 17 42 13 - -
15 32 8 9 13 35 11 14 15,9 42 13 17 52 15 - -
17 35 8 10 14 40 12 16 17,5 47 14 19 62 17 37 20 
20 42 8 12 16 47 14 18 20,6 52 15 21 72 19 42 20 
-- - - - - - --- - - :---- 1- --- f--- -

25 47 8 12 16 52 15 18 20,6 62 17 24 82 21 47 22 
30 55 9 13 19 62 16 20 23,8 72 19 27 90 23 52 22 
35 62 9 14 20 72 17 23 27 80 21 31 100 25 58 22 
40 68 9 15 21 80 18 23 30,2 90 23 33 1to 27 65 22 

- - - - - - - --- -
45 75 10 16 23 85 19 23 30,2 100 25 36 120 29 72 22 
50 80 10 16 23 90 20 23 30,2 110 27 40 130 31 80 28 
55 90 11 18 26 100 21 25 33,3 120 29 I 43 140 33 85 28 
60 95 11 18 26 110 22 28 36,5 130 31 46 150 35 9b 28 
----- - - --- - --t--- ---- -

65 100 11 18 26 120 23 31 38,1 140 33 48 160 37 95 28 
70 110 13 20 30 125 24 31 39,7 150 35 51 180 42 100 28 
75 115 13 20 30 130 25 31 41,3 160 37 55 190 45 1to 32 
80 125 14 22 34 140 26 33 44,4 170 39 58 200 48 115 32 

----- - .- ----- ----- - I- - - - r---- -
85 130 14 22 34 150 28 36 49,2 180 41 60 2to 52 120 32 
90 140 16 24 37 160 30 40 52,4 190 43 64 225 54 125 32 
95 145 16 24 37 170 32 43 55,6 200 45 67 240 55 130 32 

100 150 16 24 37 180 34 46 60,3 215 47 73 250 58 135 32 

') Siebe Z. VDI Bd. 78 (1934) S. 823. .) DIN 617. Kurzzeicben Na 4S DIN 617. 
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Fig. 141: Einbaufertige Kegelradlagerung. Zahnrad-Uingskrafte durch zwei
reihiges Schragiager auf Deckei b libertragen; Gehause a und b durch Schrau
ben c verbunden; im Getnebe durch Schrauben bei d befestigt; Spritzring e 

FiS· 142. 
Fig. 143. Z = Hirth-Verzah· 

nung. 

verhindert den Zutritt von verschmutztem 01 in die Waizlager; f Abdichtungs
Simmerring. 

Fig.142: Kegellager flir Nabenlagerung an einem Lastwagenanhiinger. Durch 
Anziehen der Mutter konnen die Lager spieifrei eingestellt werden. 

Fig. 143 zeigt die Bedeutung der Hirth-Kupplung fiir den Einbau von WaIz
lagern. 

Weitere Beispieie s. Bd. I, Zahnrader und Bd. II, Abschnitte Leichtmotoren, 
Kraftfahrzeuge, Hebemascbinen, Werkzeugmascbinen. 

XI. Kupplungen. 
(Siehe auch Ed. II, S.400 u. 642.) 

Passung. Nabenbohrung H7, Welle 30 bis 500 k6, 55 bis 5000 m6; 
die Naben erhalten Fein- und Schlichtpassung. 

A. Peste Kupplungenl). 
Die fruher vielfach gebr~uchlichen Muffen·, Schalen· und Sellers·Kupplungen werden 

nicht mehr ausgefiihrt. 

Scheibenkuppiung, Fig. 144. Nabeniange R:i 1,5' d. Bei z Schrauben, 
deren jede mit der Kraft Q angezogen wird, libertragen diese ein Drehmoment, 

Fig. 144. 

das foigt aus 

mit 

flir liberschruppte Stirnflachen. 
Die Sicherung der gegenseitigen 
Verbindung erfordert eine Zen
trierleiste, urn deren Hohe eine 
axiaie Verschiebung beim Aus
bau notig wird. Bei der Schei
benkupplung nach Fig. 145 kann 
nach Entfernung des zweiteiligen 

Ringes jede Welle stillgesetzt bzw. ohne Uingsvcrschiebung 
Fig. 145 zeigt geschweiLIte Kupplung. 

I-' R:i 0,25 

Fig. 145. 

ausgebaut werden. 

') Obersichtsblatt fur feste Kupplungen DIN 758; aufgesetzte Kuppiungshaiften DIN 759; 
angeschmiedete Kupplungsflanschen DIN 760. 
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Nachteil aller Scheibenkupplungen: samtliche Rader und Riemscheiben miissen 
geteilt, siimtliche Lager offen sein. 

1m Leichtmotorenbau: Stirnverzahnte Wellen und Flanschen der Albert 
Hirth AG., s. Kurbelwellen S. 542. 

B. Bewegliche, elastische und dampfende Kupplungen 1). 
Abmessungen einfacher, genormter elastischer Kupplungen s. Bd. II, S.400. 
Diese Kupplungen konnen folgenden Zwecken dienen: 
1. Ausgleich geringer Wellenbewegungen in Liingsrichtung, hervorgerufen 

durch Temperaturiinderungen, Biegemomente oder veriinderliche Schubkrafte; 

o 1 2 3 'I 5 
VerdreIJungswinltel 

Fig. t46 Federungskennlinie der Eupex
Kupplung, Flender & Co., Bocholt. 

(jtil>-~F==~J1II:::---J-r:. 

~~~~~~ 

Fig. t47. 

2. Ausgleich von Wellenbewegungen in radialer Richtung, hervorgerufen durch 
Biegemomente; 3. Ausgleich von geringen Winkelabweichungen (sich schneiden
der Wellen); 4. Ausgleich der schwingungserregenden, schwankenden Dreh
momente der Kraft- und Arbeitsmaschinen. 

Die Kraftiibertragungsteile bestehen z. B. aus Zahnflanken, zwischen 
denen sich Schmierol befindet, das bei 3uftretender Relativbewegung der F1anken 
zueinander verdrangt wird und die Bewegung dampft, Fig. 147, oder aus Federn 
(Biegungs- oder Verdrebungsfedern) aus Stahl oder Kunststofien, Buna-Gummi. 
Die Federungskennlinie 5011 moglichst progressiv sein, Fig. 146, was durch be· 
stimmte Federbauarten erreicht werden kann: Verkiirzung der Biegefederlange 
bei zunehmendem Drehmoment, Fig. 149 und 150; Dampfung wird durch Rei
bung der aufeinander arbeitenden FederfUichen hervorgerufen (Schmierung er
forderlich), Fig.150. Bei Verwendung von Gummi und Kunststoffen geniigt die 
eigene, innere Dampfung dieser Werkstoffe. 

In Fig. t46 wird durch die Veranderung des Verbiiltnisses von Drebmoment zur Verdrehung, 
d. b. der Elastilitat der Kupplung wahrend des Schwingungsvorganges die Eigenscbwingungs
labl der durcb die Kupplung verbundenen Massen sHindig verlagert. Die von der Be- und Ent
lastungskurve eingeschlossene Flache steUt die bei einer Drehschwingung geleistete, diimpfende 
Formanderungsarbeit dar, die durcb innere Reibung in Warme umgewandelt wird. 

Fig. 147: Doppelverzahnungskupplung der AEG.2) Zweiteilige Kupplungsmuffe 
greift mit Innenverzahnung in die AuBenverzahnung der aufgekeilten Kupp
lungshalften ein. (Obertragungsleistung 17000 kW; n = 3000 U/min, auBerer 
Dmr. 510 mm.) 

Die Elbo- Kuppl un gal, Fig. 148, hat durch vorgespannte Hiilsen aus Buna
Gummi eJastisch isolierte Bolzen, die abwechselnd in der rechten und Iinken 

') Sip-be W. Benz: Zor Berechnung drebelastischer Kupplungen. MTZ t94t Heft t S.3ff. 
I) Abnlicbe Ausfiibrungen: Bogenlabn-Kupplung, Masch.-Fabr. Tacke, Heine i. W.; Fast

Kupplung, Otto Gruson & Co., Magdeburg. 
I) Eisenwerk Wiilfel, Hannover-Wiilfel. 
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Kupplungshalfte angeordnet sind. Bei der Bauart F miissen die Wellen zwecks 
Ausbau axial verschoben werden, bei Bauart L nicht. 

Fig. 148. 

"Drehfeder"-Kupplungen 1) dienen zur Verbindung umlaufender Ma
schinenteile, deren Winkelgeschwindigkeit zeitweise ungleich ist. Die Kupp
lungen mildern hierbei StoBe durch voriiber
gehendes Aufspeichern mechanischer Arbeit 
oder sichern vor Resonanzschwingungen 
durch Verlegen der kritischen Drehzahl, 
bzw. durch Verhindern des "Aufschaukelns" 
bei Resonanz. 

Ausfiihrungsbeispiele: Falk - Bibby-
Kupplung 2) A. G., Fig. 149. Federnde 
Stabe, deren mehrere zu einer Schlangen
feder zusammengefaBt sind, Jiegen beider
seits zwischen Zahnen der Kupplungshalften, 
wobei die Zahne der Biegungslinie der Fedem 
entsprechend nach der Kupplungsmitte zu 
schwacher werden, so daB die federnde Lange 
bei groBerer Durchbiegung der Stabe ab
nimmt. Nacb En tfernung der au/3eren Schutz
trommel konnen die, Schlangenfedern aus
gewechselt werden. Die Bibby-Kupplung ist 
auch in axialer Richtung nachgiebig. 

Der besondere Vorteil der 
hauptsachlich sto/3dampfenden 
Kupplung besteht darin, daB 
durch die Schlangen form der 
Feder deren ganzes Volumen fiir 
die Arbeitsspeicherung heran
gezogen wird. 

Fig,149. 

In erster Linie Vermeidung 
und Dampfung von Drehschwin
gungen bezweckt die MAN-Renk
sche Hiilsenfederkupplung nach 

Fig. 150. a Verschll1Bdeckel mit Filzdichtung. 
b AuBenteil mit Kupplungsbalfte c verscbraubt. 

Fig. 150. Diese Kupplung gelangt besondprs da zur Anwendung, wo die Winkel
geschwindigkeit einer Welle konstant, die der anderen Welle in einer bestimmten 
Frequenz wechselt. In axiale Bohrungen beidcr Kupplungshalften sind um 
Bolzen Federpakete gelegt, die aus mehreren, axial aufgeschnittenen und inein
andergesteckten Federstahlhiilsen bestehen. Die radiale Dicke der FederblaUer 
nimmt zwecks Erzielung vollkommen gleichmalliger Beanspruchung der Blatter 
nach innen hin abo Mit zunehmender Durchbiegung legen sich die Federn an 
den Bolzen an, der zugleich als Hubbegrenzung dient. Die freie Federlange wird 

') Siebe Z. VDI 19J6 S. ~4S. 'I Malmedie & Co., D(lsseldon. 
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dadurch gekiirzt, die Federkennlinie mit dem Drehmoment stark geandert und 
Resonanz durch stete Anderung der Eigenfrequenz verhindert. Die iibertragende 
Kraft wachst mit zunehmender Federung rasch an und erreicht ihr HochstmaB 

\ 

I \.~ 
a l 
I 

1\ I 

~ I'Y "b'-V 
II(/() 6f.K) 

Orellzoll/ 

,/ 

beim Anliegen der Feder am Bofzen. Die 
Reibung beim Gleiten der einzelnen 
Federblatter aufeinander verursacht er
wiinschte Eigendampfung. 

Fig.151. a Wellen starr gekuppelt, b durch 
diese Kupplung verbunden. Starke Diimpfung 
der Drehschwmgungsausschlage und Verlagerung 
des Resonanzgebietes bei n = 600 U/min. 

Fig. 152: Kegelflex-Perbunan-Kupp-
6J(J lung (Kauermann Kom.-Ges., Diisseldorf). 

tfmin Zwischen Stahlnabe a und napfformiger 
Fig. 151. Scheibe b ist Perbunan-Gummi vulka

nisiert. Scheibe b und d werden durch 
Innensechskantschrauben zusammengepreBt. Die Kupplungen werden auch mit 
zweiseitigen Gummikegeln ausgeflihrtj Fig. 153 zeigtdie Wohlerkurve (s. S. 350) 
flir die Drehwechselbeanspruchung des Gummis. 

~ 

Fig. 152. 

n-Mf(hriiin 

200('- r-
-

- - _I 

2 , 6 8'tOS 

Anzohl der Loslwedlsel 
Fig_ 153. 

Bei der Eupex-Kupplung von A. Friedr. Flender & Co. in Bocholt greifen 
Kupplungsnocken der einen Kupplungshalfte mit oder ohne Spiel in Zwischen
raume der meist aus Gummi bestehenden Pakete der anderen KupplungshaJite 

ein, wobei die Pakete nicht nur auf Druck, sondern auch auf Biegung beansprucht 
werden. Eichkurve der Kupplung s. Fig. 146. 

Cardansches, Hooksches oder Kreuzgelenk, Fig. 154 und 155, flir gro
. Beren Neigungswinkel r beider Wellen. Auf jedem Wellenende sitzt fest aufgekeilt 
ein mit zwei Zapfen versehelles Kuppelstiick. Aile vier Zapfen werden umschlossen 
von einem geteilten Ring. Die Zapfen sind hohl und werden mit Schmierfett 
gefiillt. Nachteil: beide Wellen drehen sich nieht mit konstanter Winkel· 
geschwindigkeit. 1st Y = Ablenkungswinkel (vgJ. Fig. 155), so wird 

(JJ2ma.ICI-h = 1/cosy 
und (JJ2 mln/(JJ1 = cosy . 
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Werden zwei parallele Wellen durch eine 
Zwischen welle verbunden, Fig. 155, so tritt 
dieser Nachteil nieht auf, und die Kupplung 
eignet sich damit aueb flir groBere Dreh
momente. 1st der Achsenabstand der beiden 
parallelen Wellen ein wenig veranderlich, 
konnen die Drehzapfen axial beweglich ge
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lagert werden. S. auch Gelenkwelle Fig. 117 und Faudi-Gelenk Bd. II, S.649. 

C. Ausriickbare Kupplungen. 
Der ausrUckbare Teil wird am besten auf die getriebene Welle gesetzt, 

so daB der Schleifring sich nur wahrend des Betriebes abnutzt. Verschieben 
des Schleifringes und damit der Kupplungshiilfte durch Hebel, Zabnstange 
und Rad oder Schraubenspindel und Wandermutter. 

a) Wiihrend des Stilistandes ein- und ausrUckbar. 
AusfUhrungsbeispiel: Hildebrandt-Kupplung, Fig. 156. Teile A 

und B sind auf den Wellen aufgekeilt und tragen je drei Klauen a und b, die im 
ausgeriickten Zustand eine Drehung einer Welle gegen die andere zulassen, da 

Fig. 156. 

der auBere Durebmesser der Klauen b kleiner ist a1s der innere von a. Wird 
Muffe C bei entsprechender Stellung von a und b nach links verschoben, wobei 
sich ihre Klauen c zwischen a und b schieben, so wird die getriebene Welle mit
genommen. Urn das EinrUcken zu erieiebtern, greifen Klauen c stets mit kleinem 
Vorsprung in b ein. 

b) Wiihrend des Betrlebes ein- und ausrUckbar, Relbungskupplungen 1). 

Zweck. Sanftes Einschalten, Aufnahme von StoBen, Rutschen bei Ober
lastung, also Schonung der Antriebmaschinenj entIasteter Anlauf von Brenn
kraftmaschinen, Rechts-und Linkslauf moglich. 

Von der Reibkupplung mUssen Uberwunden werden: Massenwiderstande 
beim Anfahren, Reibungswiderstande der Ruhe und das normale Drehmoment 
bei Vollast. 

Berechnung. 5011 ein Gleiten wahrend des Betriebes sieber vermieden 
werden, so gibt man zu den Werten M,cmkg = 71620. Njn noch foJgende 
ZuschHige: 

1) Geiger: Die Erwarmung von Kupplungen und Bremsen. ATZ 1937 S.34. 
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flir Elektromotoren, Schleifmaschinen usw. 
" Drehbiinke. Holzbearbeitungsmaschinen usw. 
" Brennkraftmaschinen, Kolhendampfmaschinen 
.. Luftkompressoren, Kolbenpumpen usw. 
" Gatter, Kollergange usw. 
" Walzwerke, Steinbrecher usw. 

Zuschlag = 0 vH 

" usw. 
" 
" 
" 
" 

5 " 
!! " 

= 12 .. 

= 17 " 
=28 " 

Die geometriscbe Form der Reibungsfliicben kann ein Kegel. Zylindermantel oder eine 
Kreisringfliicbe sein. Kegelflacben geben wegen des Faktors sin", geringen Anpr~lIdruck. 
wirken selbstzentrierend. saugen sicb bei zu k1einem Winkel", leicbt fest. Zylindermantel
f1aeben baben wegen eines grollenr", gro!le Aullendurcbmesser und groBe Scbwungmassen (nur 
bei kleinem " ausgefiibrt). Kreisringflaeben. mindestens zwei je Getriebeteil wegen Auf
nabme des Liingsscbubes, gestatten gedriingte Bauarl und Unterbringung zablreieber R~ibflacben 
(Lamellen). Neuere Reibkupplungen zeigen zweeks Dmr.-Verringerung axiales und niebt mebr 
radiales Anpressen der ReibklOtze. 

Die Normalkraft N' wird meebaniscb, eleklriseb oder durcb Oldruck, meist iiber Kniebebel
gelenke, erzeugt; die dazu erforderlicbe Einriiekkraft soli mOglicbst klein sein, da sie wiibrend 
des Laufes besteben bleiben muB und die GrOlle der Verlustleistung bestimmt. Bei Kniebebel
gelenken kann diese beim .. Greifen" der Kupplung = 0 werden. 

Die Reibfliicben werden durcb ReibbeHige') gebildet, KUDstpreBstoffe aus Metallgewebe 
mit Asbestmasse bart und glatt gepreBt. Gegenflacbe glatt; am besten poliert. Diese Kunst
stoffe ergeben bobe und gleicbbl~ibende Reibungsziffer u bei groller F1aebenpressung p und sind 
bis ~ 200· C unempfindlicb. Erwiinnung beim Einsebalten. 

I' ~O,2 bei p = 1,2 bis 2 kg/em' trocken laufend; I' = 0,07 bei p = 4 bis 6 in II Ollaufend fiir Kraftfabrzeuge; bei Transmissionen p um ~50 vH. bOber. 
Fig. 157: Reibungskegelkupplung l ). 1st Normaldruck 

~ . N'=p · P, worin F=2r .. -n·b, und ist Umfangskraft Pu= 
71620Nlnr", (s. S. 537), so muB WN'>Pu sein. Die von einem 
Schleifring auszuiibende Kraft betragt: 

Fig. 157. P = N'· sin~ = 71620N sin~/p n r ... 

Fiir GuBeisen auf GuBeisen ist p = 0,1 bis 0,15; ~ > 10·, mcist 22,5·. 
Fig.158 : Reibkupplung von Lohmann & Stolterfoht, Witten-Ruhr. Beim 

Einriicken pressen (z. B. drei) Hebel c, die in Scheibe a drehbar gelagert sind, 
iiber die Stelzen d die Kupplungsflachen 
a und b gegen das Gehause. a und b 
konnen sicb auf Bolzen, die parallel zur 
Welle im Nabenstiick g festsitzen . in 
Langsrichtung bewegen. In eingeriick
tem Zustand stehen die Hebel h etwas 
iiber die senkrechte Lage hinaus. wo
durch die Kupplung verriegelt und der 
Schleifring k entlastet wird . Einstellen 
der Reibscheiben auf richtigen Kraft-

Fig. 158. scbluB und Nacbstellen bei VerschleiB 
durch Verdrehen des Ringes e (Sichern). 

Kraftwirkung. Es seien Na und Nb die senkreebten F1acbenkriifte auf a und b: dann ist 
M,=I'(Na · r ... + Nb'r mb). Die GrOlle von Na und Nb ergibt sicb aus den Gleiebgewicbts
bedingungen: iiberscblaglicb: N a • r", a = N b • r .. b: also M, ~ 2' I' . N a . r .. a· 

.Beispiel: N=45PS: ,,=15OOU/min. Reibbelage aus Jurid: I'~O,2: trocken laufend: 
p~2kgfcm'. NI,,= 0,Q3=30'10- 3 : Wellendrnr. d nacb S. 650: fiir <.ul=2oo kg/em' 
und NI" = 30' 10 - 3 wird d = 4 em + Zuscblag fUr Nabennut: d = 40 + 2· 5 = 50 mm. 
rma =130mmgescbatzt. Na=71620'0,03~415kg: mit p=2kg/cm' wild die Breite 

2' 0,2' 13 
fI R' 415 26 der Reib acbe vom 109 a = 2 . 2 . n . 13 ~ , em. 

Die Fedan-Kupplung (Eisenwerk Wiilfel), Fig. 159, besteht aus dem Kreuz 
mit den beiden Reibscheiben 51 und 52' und aUs dem Ring R, der die verscblei6-
festen Reibklotze r tragt. Die fedemde Anpressung bewirkt sanftes Einscbalten 
und selbsWitige Nacbstellung . 

• ) Jurid-Vertriebsgesellscbaft Kircbbaeb & Co., Coswig . 
• ) Kegelieibungsverbindungen. ATZ 1935 Heft 1 S.12. 
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Fig. 160: Lamellenkupplung von Otto Ortlinghaus Sohne, Remscheid. 
Die im treibelldp.n Korper auf Verzahnullg verschiebbaren AuBenlamellen sind 
eben, die auf dem Innenkorper 
ebenso vers .. hiebbaren Lamellen 
sind gew6lbt. Mittels Muffe m 
und Winkelhebel werden La
mellen unter langsamer Zu
nahme der Beriihrungsflachen 
aneinandergeprellt. Das La
mellenpaket lauft in ()l und ist 
nachstellbar. Berechnung: bei z 
beiderseits gepreOten Lamellen 
wird M t = 2 . Z • /l . N a • r m 

in cmkg; N. = AnpreOdruck 
in kg und Tm = mittlerer Rei
bungshalbmesser in cm. 

Fig. 161 : Elektromagnet
Ruppluug der Bamag, Dessau. 
Wird den Wicklungen w durch 
Schleifringe S Strom zugf'flihrt, 
so entsteht zwischen den Polen p 
ein Kraftfeld, das die auf einer 
Nabe axial verschif'bbare Anker
scheibe mit dem Reibbelag r an
zieht. Federn t ziehen bei Strom
unterbrechung die Ankerscheibe 
zuriick. 

Die Kupplung wird aucb als La
mellen· und Umkehrkupplung, sowie 
mit feststehender Wicklung fiir hohe 
Drebzahlen und explosionsgefiibrliche 
Riiume ausgefilhrt. 

Fig. 159. 

Fig. 160. s Lamellen. 

Schraubenbandkupplullg der Vulkan G. m. b. H., Dortmund. Um eine 
auf der getriebenen Welle fest aufgekeilte HartguOmuffe ist ein Schraubenband 
gewunden, das am einen Ende mit der auf 
der treibenden Welle aufgekeilten Kupplungs
halfte verbunden ist. Wird mittels Schleif
ring eine Einriickscheibe gegell die Kupplungs
feder gepreOt, so werden die ersten Feder
windungen zusammengedriickt und sowohl um 
die Muffe gezogen als aucb auf dieser axial 
versehoben. Die Sehraubenwindungen schlin
gen sich spillartig um die Muffe und nehmen 
diese mit. 

Fliehkraft-Kupplung der AEG fur Elektromotoren 
gestattet entlasteten Anlauf; Kupplung des Motors mit 
der Arbeitmaschine erst hei voller Drehzabl des Motors. 

D. Sicherheitskupplungen. 

Fig.16t. 

Jede Reibungskupplung ist als Sicherheitskupplung verwendbar, da sie nur 
eine dureh die GroBe der Reibung gegebene groOte Kraft iibertragt, bei deren 
Ubersehreitung sie gleitet und als R u tseh kupplung wirkt 1); Einhau zwcek
mliLlig bei Drehmomentwandlern (stufenlos regelbaren Ubersetzungsgetrieben)2) 
und heim Antrieb sehr sehnellaufender Teile, bei den en infolge groBer Massen-

1) Siebe a. Bacb : Kegelreibungsverbindungen. ATZ 1935 Heft 1 S.12. 
') Siehe Bd. II, S. 517. 
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krafte bei Drehzahlanderungen StOBe auftreten. Ausfiihrungsbeispiel : nicht 
ausriicl<bare Federreibungskupplung Fig. 162. 

Fig. 162. 

Ahnliche Bauarten: PIV·Sicherheitskupplung. Vertrieb : 
A. Friedrich Flender & Co., Bocholt. Otto Ortlinghaus Sohne, 
Remscheid. 

Auch die Lamellenkupplung nach Fig. 160 dient bei dauern· 
der Ausllbung eines Anprefldruckes durch eine oder mehrere 
Spiralfedern als Sicherheits·Rutschkupplung. 

E. Kraftmaschinenkupplungen. 
Arbeiten zwei oder mehrere Maschinen gemein· 

sam auf eine und dieselbe Welle, so muB mitunter 
vermieden werden, daB bei sinkender Umlaufzahl der 
einen Maschine diese nicht von der anderen getrieben 
wird. Diesem Zweck dienen die Kraftmaschinenkupp
lungen. Sie iibertragen also einseitig die Leistung einer 
Maschine (meist einer Hilfsmaschine) auf eine ander

weitig angetriebene Welle und schalten je nach der Geschwindigkeit der Hilfs
maschine selbsttatig ein und aus. 

Ausfllhrungen: AEG-Oberholungskupplung; Dreika- und UhIhorn-Kupplung der Peniger 
Maschinenfabrik und Eisengieflerei; Ohnesorge-Kupplung der Bamag, Arnd tsche Kupplung von 
Luther-Braunschweig. 

Oberholungskupplung zum Schalten ohne Zugkraftunterbrechung s. Rundschau 
Deutscher Technik 16. Mai 1940. 

Die einfachste Kupplung dieser Art ist der Freilauf, bei dem Rollkorper 
durch Klemmung die Welle in einer Drehrichtung mitnehmen und in der anderen 
freigeben, s. Bd. II, S. 645. 

F. Fliissigkeitskupplungen. 
Die in der Kreiselpumpe a (Bd_ II, S.273) der treibenden Welle erzeugte 

Energie wird an die Turbine b (Bd. II, S. 226) der getriebenen Welle abgegebenj 
die Wirkungsweise setzt Schlupf zwischen beiden Kupplungsteilen und Gleich
heit des Drehmomentes an beiden Wellen voraus. Wirkungsgrad und Schlupf 
erganzen sich zu 100 vH, so daB z. B. fiir 2 vH Schlupf 1J = 0,98 wird, 
s. F g.163. 

Fliissigkeitskupplungen wirken schwingungsdiimpfend. aJs starre KuppJung nur. wenn er
regende Frequenz der Eigenschwingungszahl der Abtriebswelle gJeich ist. 1st die Eigenschwin
gungszahl der Antriebseite gJeich der der Abtriebseite, so konnen grofle SchwingungsausschJage 
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Fig. 164. 

auftreten. doch wirken praktisch Lagerreibung und andere Einfhisse stark schwingungsdiimpfend. 
Wesentlich ist. daB FJiissigkeitskupplungen niemals Sch\\ingungen anfachen. (Z. VDI 1938, 
S.701.) 

Ausfiihrungsbeispiel : Voitb-Kupp]ung, Fig. 164. Von der Kupplung 
dauernd ausgeschleuderte FJiissigkeit gelangt in Raum r und wird durch Flieh-
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kraftwirkung mittels Schopfrohr s in Verteilungsraum v gefordert, von dem aus 
die Fliissigkeit wieder in die Kupplung eintritt. Wird diese nicht ganzlich auf
gefiillt, so wird dip. Drehzahl der Abtriebwelle niedriger, so daB durch die Zahn
radpumpe z die Drehzahl geandert werden kann, indem aus einem Behalter 
dem Verteilraum Fliissigkeit zugefiihrt oder aus ihm entno=en wird. 

StrOmungsgetriebe oderWandler') besteben ebenfalls aus Kreiselpumpe und Turbine 
und baben die Aufgabe, das Motormoment abbiingig yom Drebzablverhaltnis der beiden Wellen 
umzuwandeln, so daB eine betrachtIiche Momentzunabme (z. B. beim Anfabren) mOglich wird. 
Das Drehmoment wird dadurch gewandelt, daB an einem zwiscben Turbine und Pumpe ein
geschalteten, feststehenden Leitrad das Gegenmoment des auf das Turbinenlaufrad aus
geiibten Drehmomentes abgestiitzt wird. Sonach: Moment der treibenden Welle konstant, 
Moment der getriebenen Welle veranderlich. 

XII. Zahnriider. 
1. Grundbegriffe und Bezeichnungen. 

Je nach Lage der Wellen zueinander ergeben sich folgende Grundformen: 

Lage der Wellen Grundform 

Stirnrader 
Kegelrlider 

der Zabnrader 

parallel 
sich schneidend 
sich kreuzend 

Zylinder 
Kegel 

ZyUnder 
Hyperboloid 

zyJindrische Schraubenrlider, Schnecke 
hyperbolische SchraubenrOOer. 

Grundbedingung. Das Verhiiltnis der Winkelgeschwindigkeiten (01 und 002 

der treibenden Welle 1 und der getriebenen Welle 2 ist konstant. Das tJ'ber
setzungsverhliltnis s), kiirzer die tJ'bersetzung, 
in Richtung des Kraftflusses ist i = 001/002 

= nI /n 2 = '2{ZI = konstant; z = Zlihnezahl. 
Grundgesetz der Verzahnung. 1m Be

riihrungspunkt A, Fig. 165, der beiden Flanken 
haben beide Zahnkurven gemeinsam die Tan
gente TAT und die Normale NAN. Die Um
fangsgeschwindi~keiten VI und Vs werden in die 
Tangentialkomponenten WI und Wz und in die 
Normalkomponenten ci und ct zerlegt: c1 und Cz 
miissen gleich groB sein, da an der Beriihrungs
stelle weder ein Spielraum sein, noch Rad 1 in 
Rad 2 eindringen darf. Ans der Ahnlichkeit der 
Dreiecke folgt: Cl/V1 = el/'" und c2/v2 = e2/r": 
also c1 =v1 f!t/r' = 001'!?1 und c2 = v2 • e2/r" 
= (°2 ' !?2; da C1 = Cs' wird 001/002 = e2/!?1' Die 
Normale NAN schneidet die Verbindungslinie 
der Mittelpunkte Ml und M2 in C; es ist 
!?1/r1 = !?2/'S; also 001/002 = '2/'1'1 = i. Ver
zahnungsgesetz: Die Normale im Beriihrungs
punkt der Zabnflanken muB durch den Wlilz

T 
r ~! 

lelrie6en i ~ 

}t 
I i N 

! 

Fig. 165. 

punkt C gehen, der die Strecke M 1 M 2 im umgekehrten Verhliltnis der Winkel
geschwindigkeiten teilt. Die Kreise mit den Radien r1 und '1'2 heiBen Wlilz
kreise; sie werden als Teilkreise fiir die Herstellung benutzt. In der Richtung 
der Tangente TAT gleiten die Flanken aufeinander; die Relativgeschwindigkeit 
des Gleitens ist w2 - WI' Punkt C heiBt Walzpunkt; in diesem gedachten 
Punkte ist die Gesch windigkeit beider ROOer gleich groB; es tritt dort kein 
Gleiten, sondern nur RaUen oder Walzen der Zahnflanken auf. 

') Siehe Fliissigkeitsgetriebe Bd. II, S. 518. ') DIN 868. Abs. 9. 
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Eingrifflinie. Bei gewiihltem Flankenprofil A1B1CIDI des Rades I, 
Fig. 166, ist das Profil der Gegenflanke des Rades 2 geometrisch festgelegt. Die 

~ 
i 
i 
I Wiilzkreis 2 

",/Y 

Normale im Punkt Al schneidet 
den Wiilzkreis 1 im Punkt 1; wird 
das Rad 1 nach rechts gedreht, 
bis 1 mit C' zusa=enfallt, dann 
ist Al nach A' gekommen; in A' 
muB die BerUhrung mit PunktA. 
der Gegenflanke stattfinden, da 
die Normale A'C' durch C' geht. 
Konstruktion: Kreis mit All 
um C' und Kreis mit AIMI om 
M I ; Schnittpunkt ist A'. Ober-

tragt man den Bogen Fi des 
WaIzkreises 1 auf den WaIzkreis 2, 

so erhiilt man den Bogen Cz. 
Fig. 166. Wenn Al nach A' gewandert ist, 

sind 1 und I nach C' geJangt; 
Rad 2 wird nach links zuriickgedreht, om 1 mit A'C' = All und um M. 
mit A'M, der Kreis geschlagen: Schnittpunkt AI' Ebenso werden die anderen 
Punkte der Gegenflanke B., C, und DB besti=t. Entsprechende Punkte beider 
Flanken berUhren sich in den Punkten A', B', C' und D'; die Kurve durch diese 
Punkte heiBt Eingrifflinie (stark -. -. - dargestellt): es ko=en in Ein
griff: Al mitA. inA',BI mit B. in B', C1 mit C. in C' und DI mit DB in D'. 

Aus Griinden der HerstelJung miissen Zahnflanken und Ein
grifflinie durch einfache geometrische Kurven gebildet werden: 
Zykloiden, Evolven ten, Gerade. 

Formen der Zahnflanken, Fig. 167 bis 171. 
Rollkrels mit Radius r; Grundkreis mit Radius e. Um einen beliebigen Punkt A der Kurve 

zu erbalten, teilt man die aufeinander abrollenden Bogenstucke des Roll· und Grundkreises 
von C'1Iusgebend in gleiebe Teile. Kreis mit A"C" um C; Kreis mit A"C um C"; Scbnittpunkt 
dieser Kreise ist A. NachprUfung: Kreis mit A" M urn M mull durcb A geben. Gleicbzeitig 

N 
Fig. 167. Epizykloide (Auf
[adlinie. kleine Aullenzyklo

ide). 

gibt dieser Kreis durcb seinen Scbnittpunkt A' mit dem RolI
kreis den entsprechenelen Punkt d.er Eingrifflinie an. Eingriff
linie ist -. -. - dargestellt. A C" ist die Normale, - - -
gezeicbnet, A D 1st die Tangente im Punkte A der Kurve. 

Fig. 168. Gemelne Zykloide 
(Radlinie) . 

" 
"", :~ .. 

Cinurt.finie 
Fig. 169. Hypozyklokle (In

radlinie. Innenzykloide). 

Fig. 168, gemelne Zykloide. Parallele zu C"C durch A" gebt durch A und A'. 
Fig. 170. Perizykloide. Kreis mit , um M' schneide! die Gerad. C" M in D. 
Fig. 171, Kreisevolvente. Tangente an die Kurve im Punkte A lauft parallel zu C" M. Die 

Eingrifflinle 1st elne Gerade. . 

Paarung der Zahnrader. Bei zusa=enarbeitenden Riidem miissen 
folgende Bedingungen erfiillt sein: 1. GleirbE' Teilung. 2. Mindestens ein Zahn-' 
paar im Eingriff. 3. Die Eingrifflinien beider Zahnprofile miissen sich decken. 
Eine beliebige Anzahl von Radem, die diesen Bedingungen entsprechen, bilden 
einen Radersatz, Satzriider; sie konnen wahllos miteinander gepaarlwerden. 
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Norm bezeiehn ungen1), Fig. 172, Stimrad mit geraden Z1ihnen. Teilung t 
ist der Abstand zweier benaehbarter gleichgerichteter Flanken, auf dem Teil
kreis gemessen; Teilkreis ist der Kreis, dessen 
Umfang gleieh 8' t ist. In der Regel ist Teilkreis 
= Erzeugungsw1ilzkreis2), kurz W1ilzkreis ge
nannt. Modul 8) m - t/1r in mm. W1ilzkreisradius 
1"1 ~ i . m • 81 ; 81 ~ Z1ihnezahl des Kleinrades 1; \) 
1"2 = i·m . 8.; tl = Z1ihnezahl des GroBrades 2. Aehs
abstand ao = r1 ± r. = i· m (81 ± g2) = 1"1 (1 ±i); 
.. +" flir AuBen-, ,,-" flir Innengetriebe. 

Ais Bogen im Teilkreis gemessen: Zahndieke 5, 

Zahnliiekenweite w. Vom Teilkreis aus gemessen: 
Kopfhiihe k, FuBhOhe /. Die ZahnhOhe setzt sieh 
aus Kopfhiihe k und FuBhiihe f zusammen. 

Fig. 170. Perizykloide (Um
rad1inie, graBe AuBeozyklo

ide). 

Kopfspiel. Sg = Abstand des Kopfkreises vom FuBkreis des Gegenrades. 
Sg= /- k. Bei bearbeiteten Z1ihnen ist k =m; f = 1,1 bis 1,3 m; h = 2,1 bis 
2,3 m; Sg = 0,1 bis 0,3 m. Nach DIN 870 sei: / = 1,2 m; h =2,2 m; Sg = 0,2 m. 

Fig. 171. Kreisevolvente. 

-cu ..--
fin"sdre,~end 

Fig. 172. 

Flankenspiel Sf. Bei normal verzahnten RAdem mliflte '-111=0,5 t sein. Mit Riick
sicht auf Form· und Tellungsfehler bei der Herstellung. pxzentriscben Lanl. Zusammenbaulpbler. 
Nlcbteinhalten des ... cbsabstandes. Scbmierung nod "'usdebnung durch ErwArmung wird s< III 
gemacbt; w-s=S,. Urn dip RMer beliebig untereinander vartau.chen zu kronen. sollte jedes 
Rad mit O,5S, ausgeffihrt werden; belm Laul stellt slch ein F1ankenspie! von 2' 0.5 Sf eln. 
Dann wird .=0.5t-O.5S, nod III=O,5t+O,5S, Unbearbeitete Zahne: S,r:::.0.16m; be
arbeitete Zahne: S,r:::. 0.08 m bls 0.04 m. 

Herstellung des F1ankenspiels bei Evolventenverzabnung: 1. Durch tieferes Ausarbelten der 
Zahnliicke; das Werkzeug wird urn den Betrag 6 '" tiefer nach der Radmitt. zugestellt. 
d·"'~S,/2.intx. Damit wird filr tx=20· nod bearbeitetp Zabne 6r:::.0.12 bis 0.06. 2. Bel 
fiankenspie!frei hergestellten RAdem kann ein F1ankenspiel S, durcb VergroJlerung des Achs
abstanues a. urn d • m erreicht werden. 

Belm ... ufzeichnen werden die F1anken 1m allgemelnen ohne Flankenspie1 dargestellt. 

Modlllrl'ihe (DIN 7Rn) in mm. 

m I Sprung I m I Sprunl! I m I sprunl!l m I Sprunl! ~ I Spl'Ull¥ I '" I Sprunl! I m I Sprung 
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2. Zykloldenverzahnung. 

24 
45

1 

27 SO 
2 3 5 

42 70 I 
45 75 

Aufzeiebnen der schraffierten Zahnfl'iDken. Fig. 173. GroBt' der Teil- oder 
W1ilzkrf'ise ergibt sieb aus m und Zl bzw. z. Rollkreisradien zWt'ckm1il3ig r:::. l/a 

der zugehorigen Teilkreisradil'.n. 

1) DIN 868. I) Siehe auch S. 567. .) Auch Durchmesserteilung. 

Taschenbuch ffir den Maschinenbau. 9. Aufl. J. 36 
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Vom Wiilzpunkt C ausgebend werden die Roll- und Teilkreise in gleiehe, 
mogliehst kleine Bogenstiicke geteilt. Cal = al bl = bl CI = Ca. = aa bl ••• 

= Cas = asbs'" = Cg1 = KI hi = hi i l = Cg2 = K2h,.... Bei geniigender 
"Obung kounen· die Zykloiden als Hiillkurven gezeichnet werden. 

Kreis mit om erglbt 

Die gestricbelten Zahn
flanken werden als Spiegel
bilder gezeichnet; sie geben 

I Hypozykloide CIa durcb die Teilkrcispunkte C1 

= FuBflanke Rad 2 und Ca. C;C = C-;t = It. Es 
arbeiten zusammeo: lange 

Epizykloide CK1 Kopfflanke· CK. mit kurzer 
= Kopfflanke Rad 1 FuBflanke CFI auf der Ein-

Hypozykloide C 11 
= FuBflanke Rad 1 

grifflinie A C des Rollkreises 1 ; 
A ." Anfang des Eingriffes; 
lange Kopfflanke CKI mit 
kurzer FuBflanke CF. auf 
der Eingrifflinie CE des Roll-

Epizykloide CK. kreises 2; E = Ende des Ein-
= Kopfflanke Rad 2 griffes. A und E ergeben sieh 

a1s Schnittpunkte der Kopf
kreise mit den Rollkreisen. 

Macht man Ac der Eingrifflinie = A I C auf dem Teilk¢S 1 und iC der 
'--" --Eingrifflinie=EsC auf dem Teilkreis 2, so wird AICEs = e = Eingriff-

bogen, auf den Teilkreisen gemessen; am Anfang des Eingriffes befindet sieh 
der Teilkreispunkt C der Flanke K1CFl in A J , am Ende des Eingriffes in E g • 

Damit stets ein Zahn im Eingriff ist, muB A;CE. > t und der "Oberdeckungs-

Fig. 173. 

Nz-t. . grad B =A;CE.lt > 1 
--l----i--CtIz sein. 

I jelrlelJen Bei Satzradem miissen 
! die Rollkreise samtlicher 
I I Rader einander gleich sein; 
i ~~::!!!)"8--riO;;;'; meist Rollkreisdurchmesser 

-'_"""'.....,~_ I = Teilkreishalbmesser des 
kleinsten Rades im Satz; 
die FiiBe dieses Rades er· 
balten dann gerade, radial 
gerichtete Flanken. Unter' 
schneidungen dureh die 
Kopfe der GroBrader, wie 
es bei Evolvintenziilmen 
moglich ist, kommen bei 
der Zykloidenverzahnung 
nieht vor. Fig. 173 zeigt 
Einzelrader (Riiderpaar, 
das stets zusammenbleiben 
soli). FuBanschluB kann 
von F J aus verstarkt wer· 
den, da innerhalb von F I 
kein Eingriff. 

Die Zykloidenflanken 
setzen sich aus bohlen FuB· und erhabenen Kopfflanken zusammen; Ausein
anderriicken der Radmitten wie bei Evolventenradem ist daher unzuliissig. Die 
Abnutzung durch das Gleiten der Flanken wird sicb bei den FiiBen starker 
zeigen als bei den Kopfen, da die Reibungsarbeit dort kiirzere Strecken erfaJ3t. 
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3. Evo)ventenverzahnung ffir Geradzahn-Stimrider. 
Bearbeitung. a) WAlzverfahren, meist angewandt. Werkzeug: Zahnstange a1s Kamm

stahl (Maag); Schneckenfraser mit Zahnstangenprofil; Schleifscheiben, die durch tangentialen 
Schliff die vorgearbeiteten Flanken f.rtig schleifen; Sto6rad (Fellows). 

b) Formverfahren. 1. Hobeln und Sto6en mittels Spitzstichels, der an einer Lehre gefiihrt 
wird; nur bei groBen Teilungen augewandt. 2. Fingerfrliser. 3. ScheibenfrAser, dessen Profil 
der Zahnliicke entspricht. Bis m = 10 mm 8teiJiger FrQsersatz fiir die Ziihnezahlen 12 bis 13; 
14 bis 16; 17 bis 20; 21 bis 25; 26 bis 34; 35 bis 54; 55 bis 134; 135 bis 00. Bei grllBerem Modul 
15 teilig. Die Zahnliicke wird in einem Arbeitsgang hergestellt; nach dem Riicklauf des FrAsers 
wird das Rad um eine TeiJung gedreht. 

\ 
\ 
\ Va 

.... , 
"",fuBkreiS ~ 

Fig. 174. Zahnstange als erzeugendes Werkzeug. 

Zahnstange als erzeugendes Werkzeug, Fig. 174 und 175, stellt das 
Bezugsprofil dar (DIN 867); Mittellinie M -M = Wiilzlinie, die den Walz
kreis r l des zu bearbeitenden Rades im Wiilzpunkt C beriihrt; Profilmitteltinie 
und Walzkreis baben gleiche 
Geschwindigkeit. 

Eingriffwinkel IX = 20 0; 
FuBhObe beim Werkzeug 
und Werkstiick f = 1,2 m; 
Kopfhohe beim Werkzeug 
k'= 1,2 m, beim Werkstiick 
k = m. Die Flanken der 
Zahnstange steben auf den 
Eingrifflinien senkrecht; die 
Eingrifflinien bilden mit 
der Profilmittellinie den 
Eingriffwinkel IX = 20°. 
Flanken von K' bis F" 
gerade; Abrundung r am 

Fig. 175. 

--- -_-JuBkreis 7'" __ ../.. oJ, 

--- ...... 

Kopf und FuB des Werkzeuges ist von IX und Sg abhiingig. Grundkreis 
el = rl ' cos£\:. Eingriffteilung t, = t· COSIX. 

Kopfflanke des Rades: Evolvente; der Kriimmungsradius in C ist = CNI . 

Aufzeichnen als Hiillkurve: Kreis mit C gl um g2; Kreis mit Chi um h, usw. 
Rechtsflanke des benachbarten Zahnes: Evolvente durch den Schnittpunkt H 
der Eingrifflinie mit der Zahnstangenfianke; Kriimmungsracfius in H ist HNI ; 

es wird Walzkreisbogen C] = t und s = w = ! t. 
FuBflanke des Rades: Evolvente von C bis Fl' Bestimmung von F I : 

Parallele zu M -M im Abstand k ergibt A auf der Eingrifflinie; Kreisbogen mit 
AMI um M J schneidet die Evolvente in Fl' Aufzeichnen der Evolvente als 
Hiillkurve: Kreis mit Cal um a l ; Kreis mit Cbl um ba usw. AnscbluB der 

36* 
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FuBflanke an den FuBkreis nach Fig. 175: Zahnstangenkopf mit Rundung r 
riiumt den Werkstoff entsprechend der Kurve b aus dem Rohling heraus; dabei 
beschreibt Mittelpunkt G der Kopfabrundung die Kurve a (verkiirzte Evolvellte). 
Aufzeichnen der Hiillkurve fiir a: Kreis mit Gql um qa; GPI um PI; ... Gmt 
um rn.; GlJ um lao Die Punkte lJ und I. fallen praktisch zusammen. 

Aufzeichnen der H iillkurve b: Sie verlauft im gleichen Abstand r zur Hiill
kurve a; von G aus auf der Kurve a fortschreitend werden Kreisbogen mit dem 
Radius r geschlagen bis zum Ubergang zur Evolvente in Punkt Fl. 

Eingriffwinkel: genormt IX ... 20· (DIN 867). Daneben wird noch aus
gefiihrt: t¥ "'" 141/.; 15, 221/.°. 

Zahnstange als Getriebe, Fig. 176. Kopfilohe k = m = h' - Sil. WiiIz
kreis und Profilmittellinie haben gleich groBe Geschwindigkeit. Anfang des 

::3J.'-=--=-~-4~=~==!.----1·"""".,. -- "-
---........ fuBkreis ?J; ..... < 1 

..... 

Eingriffs in A: Schnittpunkt der Kopflinie der Zahnstange K' A mit der Ein-. 
griff1inie NJE. Ende des Eingriffs in E: Schnittpunkt des Kopfkreises,.to mit 
der Eingriff1inie. Es arbeiten zusammen: FuBflanke F 1 C des Rades mit Kopf
flanke K'C der Stange, und Kopfflanke K1C des Rades mit FuBflanke F'C der 
Stange. Bestimmung von F': Parallele durch E zur WiiIzlinie bis zum Schnitt
punkt mit der FuBflanke. 

Eingriffliinge, Fig. 176. Der Eingriffstrecke AE entspricht auf der Wiilz
Iinie die Eingriffliinge A'E'=AE/cost¥=e. Oberdeckungsgrad 6=e/l; 
nach Fig. 176 ist B FId 1,75; d. h. es ist stets ein Zahn in Eingriff und wiihrend 

Fig. 177. 

75 vH der Zeit kommt noch 
ein zweiter Zahn zum Eingriff. 

Teilt man die Elngrlffstrecke 
A E in gleiche TeiIe, z. B. 8, und 
ubertragt die Teilpunkte auf die 
Fianken, so erbAlt man auf der 
Zahnstange Stucke von gieicher 
LAnge, auf der Flanke des Rades 
jedoch Teile, deren LAngen nach 
dem Kopf stark zunehmen. Der 
Eingriff schreitet auf A Emit gleich
bleibender Gescbwindigkelt fort; 
dort, wo die zusammenarbeitendcn 
Fiankenstucke unglelch lang sind, 
tritt Gleiten auf. Die GrOBe der 
Gleitgescbwindigkelt 1st vom LAn
genunterschled der Flankenstucke 
abbAngig. 

Unterschneidung. Bei kleinen Ziihnezahlen unterschneidet die Kopf
flanke der Zahnstange den ZahnfuB, Fig. 177. Die Bahn des abgerundeten 
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Zahnstangenkopfes1) beim Abwalzen schneidet bei 81 = 12 die Evolvente 
in U, also auBerhalb des Grundkreises; Eingriffstrecke U'E und Ein-
grifflange e werden verkiirzt; B ~ 1, nieht aus- 90 

reichend S). Ohne Aufzeichnen der relativen Kopfbahn 
wird die Unterschneidung daran erkannt, daB & 

Punkt A auBerhalb der Strecke NIE liegt. Die 
rechnerisehe Grenzzahnezahl 8, ist diejenige 
kleinste Zahnezahl, bei der Unterschneidung auf
tritt. Flir Zahnstangenwerkzeuge (Abwalzfraser, 
Maagscher Kamm u. a.) ist 8.=2k/m sina",; flir nor· 
male KopfMhe k =m wird 8,=2/sin2 01.. Die prak
tische Grenzzahnezahl r, Iiegt tiefer, s. Fig. 178; 
~ ~ & 8,. Rader mit kleineren Zlihnezahlen soUten 
nur mit Sonderverzahnung ausgefiihrt werden (Ab
schnitt 4). 

Paarung der Stirnrader, AuBengetriebe, Fig. 178. 
Fig. 179. Zwei Zahnrader mit demselben Zahn-
stangenwerkzeug hergestellt; die Mittellinie des gemeinsamen Bezugsprofiles 
geht durch den Walzpunkt C. rl = l m . 81 ; r. = l m . 82 , Auf der Eingriff
linie beginnt der Eingriff in A (Schnittpunkt des Kopfkreises 2 mit NINa) 
und endet in E (Schnittpunkt des Kopikreises 1 mit NINa)' Von A bis D und 
von F bis E sind zwei Zahne, innerhalb der Strecke DF ist nur ein Zahn im 
Eingriff. Eingriffteilung t. = t • cos IX. Flir entgegengesetzte Drehriehtung liegt 
die Eingrifflinie A'E' als Spiegelbild. Zu beaehten sind die Punkte H und H', 
durch die die Evolventen der Kopfflanken gehen. B - AE/t cos"'. 

~ 
411hnslunge Ills Ilemeln
-'-slimes Bezvgsproli/ 

'"h,.\,::~g.;.~i?=':::::~-:-.~. / . ...!1 ProfilmiHeI/lnie-
\ / WUlzlinie 

Fig. 179. 

Wie bei der Zahnstange, besteht die Moglichkeit der Unterschneidung bei 
kleinen Zahnezahlen '1; dann liegt Punkt A auBerhalb der Strecke N 1 N a' 
und zwar links von N 1 • 1m Grenzfall fallt A mit Nl zusammen; die ent
sprechende Grenzzlihnezahl 81 min flir das klein ere Rad der Paarung ist von i, 
01. und k abhangig. Die Gefahr der Unterschneidung durch den Kopf des GroB
rades besteht bei der AuBen verzahnung dann nieht, wenn 81 :::: 8, ist. 

Innengetriebe, Fig.iSO. Die Flanken des Kleinrades sind mit Zahn
stangenwerkzeug, die des GroBrades dureh ein StoBrad mit gleiehem Bezugs
profil (Zahnstange) hergestellt. Die Form der FuBflanke des GroBrades ent
sprieht der relativen Kopfbahn des WalzstoBrades. 

Die Evolvente des mit Zahustangenwerkzeug hergestellten Kleinrades be
ginnt in FI (Kreisbogen umM1 durehA oderA')s). Folglieh muB der Kopf des 
Hohlrades gekiirzt oder geniigend abgerundet werden; rk" = MsA'. Eingriff 

1) Relative Kopfbahn. Fig. 177 . 
• ) A nnd A' sind die Schnittpunkte der Kopflinie der Zahnstange mit der EingriffJinie. 



566 Maschinenteile. - Zahnriider. 

beginnt in A und endet inE. e =AE/tcoslX ~ 1,7 nach Fig.1S0. Wird Rad1 
mit StoBrad hergestellt, dann riickt FI weiter nach auBen und der Kepf von 
Rad 2 muB noch weiter gekiirzt werden. 

Fig. 180. 

StoBrad ') als Werkzeug (Fellows) mit Sehneidezilhnen, deren Zahl " bis 10 herabgeht 
Fig. 181); wie bel dem Zahnstangenwerkzeug ist die Form derWerkstliekflanken von der Ge
staltung der Werkzeugflanken abbliugig. AuBengetriebe: 1st " klein, dann muB die Zilhne-

zahl I, des eingreifenden Getrieberades;;;;; als die des Sehneidrades 

~ 
" sein, da die FuBflanke des Rades 2 nieht so weit ausgearbeitet 
ist, daB die Kopfflanke eines Rades mit _'>', Platz findet; das 

r---., kann durch VergrllBerung des Kopfkreises des Schneidrades 
~ ("'=1,25 bis 1,3 m) vermieden werden. 

Die mit dem StoBrad " heTgestellten InnenveTzahnungen 
arbeiten mit jedem Gegenrad riehtig, dessen Zilhnezahl " ~" ist. 
Besteht bei einem bestimmtf'1l VerMltnls von "/', die (;Pfahr des 
Untersr.hnittes, so wird durr.h das StoBrad die Kopfflanke des 

Fig. IS\. Innenrades so weit abgerundet, daB sie belm Getriebeeingriff 
nicht stllrt. 

1st _.< _" dann kllnnen t. die FuBflanken des StoBTades radial ausgebildet werden 
(Fig. 182). Fur " = 10, '" = 1,3 m und ,,= 20° wird der StoBradzahn fast spitz. Die 
Flanke des Werkstuckes (Rad 2) ist von F, bis zum FuBkreis eine verkiirzte Epizykloide, 
Yon F. bis N, eine EvolYente, von N, bis K, eine Epizvkloide. die mit der Geraden G.F. auf 

-----

dem Rollkreis 'I. r, yon N, bis A zusammen
arbeitet. Eingrifflinie iN, C E. Brauchbarer 
Teil der Flanke 2 Yon F, bls K,. Der Ropt von 
N, bis K, trit! gegenuber der EYolventpnfl.nke 
etwas zuMick, wodurch bei grOBerem Ober
deckung<;grad sanfterer Eingriffbeginn eintreten 
kann (Flankeneintritts'piel). Die LaJ(e von E 
und F. (beacht. II' = 1,3 m) bestimmen die 
GrOBe des Kleinrades ("), das mit dem G,roll
rad (I,l zusammen arbeiten soil. 

2. Ausbildung der StoBrarlflanken durch 
Profilverschiebung, s. SonderveTzahnung. 

EinfluB des Eingriffwinkels 2). 
Mit wachsendem EingriffwinkellX wird 
1. die Grenzziihnezahl flir Unterschnitt
freiheit herabgesetzt, 2. die Zahnflanken
form gewOlbter, 3. der Zahn spitzer, 
4_ die Relativ-Gleitgeschwindigkeit ver
ringert, 5- der Uberdeckungsgrad B ver
kleinert und 6. Zahndruck und Achs-

Tig.182. druck vergr6Bert. 

') Ausfiihrlicbe Darstellung s. Trier: Die Zahnformen der Zahnriider. Werkstoffhucher 
H.47. Berlin: Spring- r 1942 . 

• ) S. FuBnote 1 und Z. VDI Bd. 85 (1941) S.785. 
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4. Sonderverzahnung. 
Geradzahn-Stirnrader; Evolventen verzahnung mit Profilverschiebung. 

Grenzrader sind Rader, deren Zahnezahlen = z, bzw. r, sind. 
Nullrader sind Rader, deren Zahnezahlen >z, bzw. z; sind; durch Paarung 

von Nullradern entsteht das Null-Getriebe: die bei der Erzeugung benutzten 
Teilkreise beriihren 
sich im Wa!zpunkt C, 
Fig. 179 und 180. Achs
abstand 

V-Raderl): Um 
Unterschneiden bei 
kleinen Zlihnezahlen 
zu vermeiden, kann 
bei der Herstellung die 
Mitte11inie des Zahn
stangenprofils aus der 
Normallage, die durch 
den Wlilzpunkt C ge
geben ist, nach auBen 
um den Betrag der 
Profilverschiebung ,,= +x· m herausge
rUckt werden; po s i -

69 

Fig. 183. 

tive Profilverschiebung, Vplu.-Rad;. x = Profilverschiebungsfaktor; siehe 
auch Fig. 183 (DIN 870). 

Fig. 184 rechts; Rad 1 mit Z1 = 12; ex = 20°. CM = "1 = xl' m. Unver
andert bleiben: Walzkreisradius "1 = i·m·zl; Teilung t; Gescbwindigkeit von 
Wlilzkreis und Profihnittelliniej Eingrifflinie geht dUTCh Wiilzpunkt C. Ver
andert werden: s >It; w< It; "«to Ilnd "'to werden urn tl l =x1 'm groBer_ 
"1 kann a1s Erzeugungs-Wiilzkreisradius bezeichnet werden. 

Fig. 184. 

Fiir normgemaBe Zahnhiihen ist die erforderliche Mindestverschiebung 
zur Erzielung praktisch un terschnittfreier Flanken 

14 - z 25 - z 
:&=--- fiir cx=20°. (1) :&=--- fiir cx=15°. (ta) 

17 30 

') V abge\eitet von Verschiebung. 
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Bei zu groBer positiver Profilverschiebung tritt Spitzenbildung ein. 
Kleinste mit Zabnstangenwerkzeug herstellbare Zahnezahl 

fiir a;=20': 'mln=7; 1£=7/17; fUr a;=1S': 'min = 8; 1£=17/30. 

Am GroBrad kann die Profilverschiebung nach innen um den Betrag fI = -1£' m 
vorgenommen werden; negative Profilverschiebung, Vmln-Rad, Fig. 184 links; 
Rad 2 mit" = 36; a; = 20'. CM = fl. = -1£,' m. Verandert werden: s < it; 
w> it; 'Eg • und "g. werden um fig = -1£,' m kleiner. 

V-Null-Getriebe: die Profilverschiebungen des Raderpaares sind fUr 
Klein- und GroBrad gleich groB, aber entgegengesetzt, +fl1 = -fll ; + 1£1 = -1£2; 
Achsabstand bleibt ao = t· m(81 ± ,.), Fig. 184. 

Bei zu groBer Profilverschiebung 1£' m (Fig. 185) kann die Kopflinie des 

Fig. 185. 

Werkzeuges durch Nt gehen; wird die 
Verschiebung noch groBer genommen, 
kann Unterschnitt am GroBrad entstehen. 
Es ist 

Y= ao-('1+,.)cos2a;=1·m('l+,.)sinBa;. 

FUr den Grenzfall (Kopflinien 
durch N1 und NI ) wird y = 2k; 
'1 +'. - 4k/msinBa;. Fiir k = m wird 
'1 + 's ." 4/sin2 a; = 2" bzw. I'tf 2 ,; • 
a; - 15'; '1 +'. = 60 bzw. 50. a; = 20'; 
'1 + 's = 34 bzw. 28. Dann dart 1£ nieht 
iiber das MindestmaB nach Gleichung (1) 
bzw. (1 a) hinausgehen. 1m allgemeinen liegt 
kein Bediirfnis vor, die Mindestabriiekung 
iiberhaupt zu Uberschreiten. 

Beispiel 1: .,-12: .,-36: ",=12: ,,-20' (Fig. 184): Auflengetriebe. 
14 -', 2 

:z:,. = -1-7- = 17 - 0,118: II, = 0,118 '121'tf 1,42 mm: aufgerundet II, - 1.5 mm - " •• 

" - 72: " = 216: a. - " + " = 288: • = 3: I. 
Rad 1: 'klv - 72 + 12 + 1,5 - 85,S mm: "1. = 72-1,2' 12+1.5 = 59.1 mm. Rad S: 

'kg.=216+12-1.5=226.5mm: "2.-216-1,2'12-1,5-200.1. Die von der Werkstatt 
benotigten Kopfkreisdurchmesser sind: ,,~. = 171,0 und "kg. = 453,0 mm. 

Wird mit der rechnerischen Unterschnittgrenze gerechnet, so wird:z:,.- 17 I~"_ 171~ 12 

= h - 0,294: ... ~3,Smm. "k1 -175,Omm: "kg -449,Omm. DieseWerte liegen Fig.184 
zugrunde. • • 

Beim Innengetriebe wird die Profilverschiebung am GroBrad im gleiehen 
Riehtungssinne wie am Kleimad vorgenommen. 

V-Getriebe. Die bei der Erzeugung benutzten Wlilzkreise beriihren sich 
nieh t; der tatsachliehe Aehsabstand a. ist nicht gleich ao (meist a. > ao)' 
a. kann flir flankenspieifreien Eingriff naeh DIN 870 berechnet werden [ange
nlihertes Verfabren 1)] : 

Werden beide RacIer mit wen Bezugsprofilen zur Deckung gebracht (Fig. 186), 
so wird ao auf ap vergroBert (Fig. 187, Iinke Seite) und der Abstand der ur
spriingliehen Walzkreise C1C. gleich der Summe der Profilverschiebungen 

Da 

wird 

C1C. = (1£1 + 1£.) m = B'ao; ap = ao(1 + B). 

ao ='1 ±" = l'm('l ±'.) , 
B = 2(1£1 + 1£.) • 

'1 ±'. 
(2) 

') Genaues Verfahren und theoretische Grundlagen siebe Buckingbam-Olab: Stirnrader 
mit geraden ZlIbnen. Berlin: Springer 1932. 
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Werden beide Rader bis zum flankenspielfreien Eingriff geLracht (Fig. 187, 
rechte Seite), so wird ap auf a. urn x' m verkleinert. Die urspriinglichen 
Walzkreise stehen urn C( C2 = B.' ao voneinander ab; 

a. = (~p - M 1 M; = ap - C1 C~ 
= ap - (B . ao - B • . ao) 

= .20 (1 + B) - ao(B - B.); 

a. = ao(1 + B.). (3) 

Fig. 187. 

Zusammenhang zwischen B und B. nach den Naherungsgleichungen (4a) 
<---

oder (4b): flir '" = 20° ist BIB,. """ V1 + 13B oder BIB. """ Y1 + 7B ., 
s. auch Fig. 188. 

~-0,01 0,02 0,03 o,f('I 0,05 0,05 0,07 0,fJ8 0,f9 , , , , , ! , I , 
I' , , , I , , , , , , , , , , , 
0 0,01 402 Op3 o,o¥ 0,05 0,06 0,07 406 0,09 410 411 412 

B-
Fig. 188. 

Sol1 das Kopfspiel SK= 0,2 m (Fig. 186) aufrechterhalten werden, dann muLl 
der Kopf jedes der beiden Rader urn den Betrag X' m = (B - B.) • ao 
= ! . m (B - B.) (ZI + z2) gekiirzt werden; praktisch ist dies flir ZI + 82 > 20 
nicht erforderlich, da dann x . m gegenUber S B. = 0,2 m zu vernachlassigen ist. 

Wahlt man die Werte flir x nach Gleichung (1), so konnen B, B. und x nach 
Tafel 1 besti=t werden. 

ZahlentafeI5. 

====~~====~====== ~~================ 
.,+" II 27 26 I ~~ 124 I 23 22 I' 21 20 I 19 18 II 17 116 1' IS 114 

I 2 3 I 4 1 5 6 7 8 9 10 II 12 13 14 

:tt+ X'II 17 17 I 17 17 17 17 17 17 1 17 17. 17 17 17 1 17 
B ,0,0044.°,00900,0141',0,01961,°,02560,0321 ;0,0392 0,04700,05870,0653 1.°,0761 1.°,0882 0,1020e,1I77 
B. ,0,0043,0,0087,0,0135 0,0183! 0,0236,0,0292,0,0354 0,0412,0,0482,°,0556,0,0634 0,0723Io,081ge,0927 
" ,10,0008,0,0035 iO,0082 , 0,0145,0,0225,0,0324 :0,0438 0,0572,0,0720,0,0890,0,107610,1282 0,1507,0,1763 

Der Oberdeckungsgrad , kann durch Aufzeichnen ermittelt werden. Der neue Ein
griffwinkel a. ergibt sich aus: cosa. = a, cos a/a. (Fig. 187). 

FalI I. Rad 1 als V-Rad, da 81 < z;; Rad 2 aIs Nullrad, da Z2 > Z;; V-Null
getriebe aber nicht mogIich, da ZI + Z2 < 28;. 

Beispiel 2: .,=8; .,=18; m=IO; a=200. 14 _ 8 6 
Rad 2 als Nullrad; x, = 0. Nach Gleichung (I) ist x, = -1-7- = 17 = 0,353; 

v,=x,'m=3,53 mm; rk, =40+10+3,53=53,53; Kopfkreisdurchmesser dk =107,06mm. 
2'0353 • 1. 

B = 26-' = 0,0272; nach der Naherungsgleichung (4a) oder Fig. 188 B. """ 0,025. 

a,=130 mm; a,=130 (I +0,025)= 133,3 mm. 
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Fall Z. Rad 1 aIs V-Rad. da '1 < ~; Rad 2 als V-Rad, obwohl '2 > ~ ; 

Beispiel 3: .,-8; .,=18; m=IO; ,,=20·. a.-130mm. Filr., +', = 26 istnach Zahlen
tafe! 5 B.=O,0087; also 40= 130(1 +0,0087) ~ 131,13 mm. Z, + z, =2/17 nach Zahlentafel 5; 
nach Gleichung (I) ist 11:,.-6/17. dk1.=107,o6 (vgl. Beispiel 2). 

14 -18 4 
Z. - -1-7- = -1"7; Vmln-Rad. ".= -2,35 mm; '~.=90+10-2,35=97,65 mml 

d"g. - 195,30 mm. 

FaD 3. Rader 1 und 2 als V-Rader, da '1 < r, und za <~. 
Beispiel 4: ',=9; '.=13; m=10; ,,-20·. a.=110mm. FiIr .,+ •• =22 ist nach 

Zahlentafel 5 B. - 0,0292; also a. = 110(1 + 0,0292) _ 113,21 mm. II:,. _ 14 - 9 _ i.; 
I/,-2,94mm; '''1.-45 + 10 + 2,94 - 57,94mm; d~.= 115,88mm. 17 17 

14 - 13 I 
:1:'--1-7-=1"7; v.-O,59mm; r"u-65+10+O,59=75,59mm; d"g.-15I,18mm. 

Fall 4. Obersetzung und Aehsabstand a" vorgeschrieben, wobei sieh a. mit 
Nullriidem bei flankenspietireiem Eingriff nieht durehftihren laBt. 

Beispiel 5: ", ... 10; ,,~2O.; '-3: 2; 40=210 mm. Die Zlhnezahlen .,= 16 und .,=24 
ergehen '=3/2 und 40=200, wlhrend 4o-210mm sein so1l. Nach Fig. 187 ist B.·a,=CfC. 
-210- 200=10 mm. B.=10/2oo=O,050; dem entsprlcht nach der NAherungsgleichung (4b) 

oder nach Fig. 188 8=0,058; nach Gleichung (I) wird II:,. +:1:.= B(., +',) = 0,058 '40 =1,16. 
WAhle 11:,.=0,56 und z.=O,6; u,=5,6mm; II,=6mm. 2 2 

Kopfkilrzung: H' '" = (B - B.) . a, = (0,058 - 0,050) • 200 -1,6 mm. 'kt • = 80 + 10 + 5,6 
.:... 1,6-94,0 mm; d"1O=188,O mm; 'I;~.= 120+ 10+6-1,6=134,4 mm; d"9.-268,8 mm. 

5. Triebstockverzahnung. 
Die Zahne des einen Rades werden dureh 

zylindrische Bolzen (Triebstiicke oder Zapfen
ziihne) oder zwecks Verminderung des Gleitens 
dureh Rollen gebildet, deren Mitten im allge
meinen auf dem TeiJkreisl) liegen und deren 
Durehmesser d = 1/21 bis 19/40 list. Liinge 
I ~ 1,8 d bei Zahnen aus StaId oder StahlguB j 
I = 3,6 d bei Zahnen aus GuBeisen. 

Zahnflanken des Gegeorades: die BoJzenmitte!punkte 
des Triebstockes heschreihen beim Abwilzen auf dem 
Teilkreis des Gegenrades Epizyldoiden, faUs das Gegenrad 
pine Zahnstange ist, Evolventen. Die Zahnflanken werden 
als Hiil1kurven mit id gefunden. Der FoB der Zabnliieke 
wird genligend weit zurlickgesetzt und durch eioen 
Halbkreis gebildet. Der Kopfkreis wird so gewiih1t, daB 
8 > 1 wird; das liillt sich nur fiir • > 8 erreiehen. 

Anwendungsgebiete: Hebezeuge, Schiitzenwinden und 
Drehtllrme Fig. 189 zeigt eine einfache Ausfiihrung mit 
Zahnstange, die aus zwei Flacheisen mit eingenieteten 
Bolzen besteht. Fiihrung der Zahnstange an der Rad
nahe, Abstiitz]mg durch Rolle. 

6. Schrigzahnstirnrider. 
Die Zahnflanken steben um den ~ (J schrag 

Fig. 189. gegen die Achse des Rades (Fig. 190). P = 0 
entsprieht dem Geradzahn-Stimrad. Die Zahn

llicken werden durch Form- oder WaIzwerkzeuge von genormtem Modul mn I) 
herausgearbeitet. 1m Normalschnitt, d. h. senkrecht zur Zahnflanke, entstebt 
das Verzahnungsbild einer normalen Evolventenverzahnung mit dem Eingriff
winkel (¥" und der Teilung tIl = :n: • m... Der KriimmungshaIbml sser r" im 
Punkte C des Normalschnittes hat - entspreciliend einer Ellipse mit den HaIb-

') Gerlach: Pebler der Triebstoekverzabnung. Z. VDI 1908 S.588. 
') mn 1st der M.odulreihe DIN 780 zu entnehmen, S. 561. 
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achsen r und r/cosfJ - den Wert:rn ~ rlcos2 fJ. Die zu diesem Kriimmungs
halbmesser gehorende "rechnerische Ziihnezahl" ist .In = Ilco;,3 fJ . 

In der Ansicht auf die 
Stirnfiache des Rades ist 
die Stirnteilung t,= 1l' m,; 
m, = mnlcosfJ; r = m,' zl2 
= mn • z/2cosfJ; r kannda
her nieht durch eine ganze 
Zahl ausgedrtickt werden. 
Die SchragstelJung des Zah
nes im Verlauf der Zahn
breite b, gemessen als Bogen 
auf dem Teilkreis r, ist der 
Sprung sp=b.tg{J. Be
deutet e, den Oberdeckungs
grad eines en tsprechenden 
Geradzahnes, dann ist 
der Oberdeckungsgrad des 
Schragzahnes e, ~ 8, + Spit, 
=e. +bsinp/mn 1l; 8, kann 
daher bedeutend > e, 
werden!) . 

Grenzzahnezahl ftir 
Unterschnittfreiheit Zmln 

= Z • • coss fJ bzw. Z;'ln = z; 

Z;'ln = 14 13 12 
po F:::J 0 13 19 

. cos3 fJ· Ftir 

11 to 9 
23 28 32 

Fig. 190. 

(X = 20° ist: 

8 7 6 5 
35 39 43 47 

Soil z < Z;'ln sein, dann Profilverschiebung mit x = 14 - zicos! fJ flir IX = 20 0 

17 
[Gleichung (5)]. Derartige Rader konnen genau wie Geradzahnrader zu V-Null
getrieben oder zu V -Getrieben zusammengesetzt werden, wobei die Werte (x! + x2) 

der Gleiehung (2) nach Gleichung (5) zu bestimmen sind. ao= (z! ± zt)ml2 cosfJ . 

~ 

'~#I~ 
Fig. 192. j Fig. 193. Fig. 191. 

Bei folgenden kleinen Zahnezahlen tritt bereits ohne Profilverschiebung 
«(X = 20°) Spitzenbildung ein: 

z=7 6 5 4 3 
(J"fI:::60 17° 30' 27° 34 ° 30' 42° 

Schragzahn-Stirnrader konnen flir Stirnradgetriebe und fiir Schraubenrader
Getriebe verwandt werden. 

Vorzug der Schragziihne gegeniiber den Geradziihnen beim Stirnrad
getriebe: Eingriff nber die ganze Breite des Rades allmiihlich, entsprechend 

') sv>t, ergibt sebon obne weiteres e>l; Verringerung der Kopf- und FullhOhen wllre 
mOglieh und wOrde die Gleitgesebwindigkeit sowie die Gelabr der Untersehneidung herabsetzen. 
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dem Verlauf der Zahnschrage; das hat weiehen Eingriff zur Folge und kann 
besonders bei geschliffenen Zahnflanken zu fast gerauschJosem Laui flihren 1). 

Bei der Obertragung der Umfangskraft P u wird eine Langskraft p. - U. tg P 
in Achsenrichtung erZl'ugt, die zu einem erhohten ReibungsverJust im Uingslager 
flihrt. Bei ein fachen ~chragziihnen flir Stirnradgetriebe sei daher P~10obisJOo. 
Durch doppelte Schragziibne mit gleich groBem, aber entgegengesetztem 
Schragungswinke1 wird die Langskraft p. vermieden. Die Doppel-Schragzahne 
eines Rades ktlnnen fUr den Auslauf des Werkzeuges gegeneinander um die 
haJbe Teilung versetzt werden (Wiist -Verzahnung, Fig. 191) oder a1s Pfeilziibne 
(Fig. 192 und 1931 mit zusammenhiingender Winkelspitze ausgefiihrt werden; in 
diesen FiilJen p = 30 bis 45°. 

7. Schrauhenriidergetrlehe. 
Die Achsen der heiden Rader 1 und Z (Fig. 194) bilden in der Draufsicht 

den Kreuzungswinke1 9'; die Zahnflanken schJieBen im Augenblick des Eingriffes 
mit den Achsen 1 und 2 die ~ PI und P. ein. 
Denkt man sich die Rader in der Beriihrungs
ebene gerade gestreckt, z. B. aJs Zahn
stangen, so ergibt sieh die rechte Figur 
mit dem Bestimmungsdreieck CBD. Es ist 
"1' 001/".' 00. = sin(9O° - P.I/sin(900-Pl) 
= COSflaiCOSPl' 

j = 001/00.=,.., cosPaI"l cos PI =8.t81; 
110 = "1 + ,.. ; 9' = PI + P.· 

Die Strecke BD stellt die GroBe der Gleit
geschwindigkeit dar, mit der die Flanken 
beider Rader im Eingriff aneinander vor
beigleiten. Durch den hierbei auftretenden 
Reibungsverlust wird der Wirkungsgrad der 

? _ PUB·rS·oo. 
~! '7. ......... '-~w.b'-lie/mEi,m"1#' schragen Zahnflanken fJ = p • wOo ji

1
e.fblllll16"''''O>W''wVI ~ ··,.'If .. 1'''1' 001 

, bei P" 1 und Pug die Umfangskriifte der Rader 
FIg. 194. • od 1 - /A' tgP. R . 

smd. er fJ = ----P-; I-' = elbungs-
1+I-'.tg 1 

ziffer der Zahnflanken. Der GrtlBtwert flir fJ ergibt sieh, wenn tg(PI - P.) = /A 
ist, d. h. flir /A = 0,1 wird PI - P.F:d6° oder PI F:d P.. Flir 9' = 90° und 

PI ° = 20° 30° 40° 50° 60° 70° 
wird fJ F:d 0,70 0,78 0,81 0,82 0,79 0,73 • 

1st p .. die Normalkraft senkrecht zur Zahnschrage und tge=l-', so ist am treiben
den RadP" 1 =p .. 'cos (PI-e)/cose, amgetriebenenRad P"g=p .. ,cos(P.+e)/cose 
und die Achsdriicke p ... = P".sin(p)-el/cose und p .. = p .. • sin(fJ. +e)/cose. 
Die Achsdrlicke sind durch geeignete LiingsJager abzufangen. 

Beide Rader mlissen im Normalschnitt (Fig. 195) gJeiche Tei1ung t .. = n • m" 
und gJeichen Eingriffwinkel a:" haben. Stirnteilung t., = l../cosfJI' I,. = 1 .. /cosPa; 
Eingriffwinkel in den Stirnflachen tga:" = tga:,,/cosfJI' tga: .. = tga: .. /cosfJ •• 
Eingriff der Zahnflanken nur in der Eingriffstrecke AE des Normalschnittes; 
daher nur Punktberiihrung und starke Abnutzung, die auBerdem durch das 
Gleiten in der Flankenriehtung begiinstigt wird; Zahnbelastung deshalb be
deutend geringer a1s bei einem Stirnradgetriebe. 

Obersetzung ibis h6chstens 5: 1; darliber hinaus Schneckengetriebe. 
Werkstoff: nur bei geringen Zahnbelastungen und Geschwindigkeiten GuB
eisen, sonst k1eines Rad aus Stahl, groBes aus Bronze oder RotguB. 

') Soden: Das Zahnrad als Urlllquelle. Z. VDI 1933 Nr.9 S.231ff. 
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Beispiel 6: ScbraubenrMergetriebe(Fig.195) .• ,=10; .,=2O;mn=8; "'n=200; '1'-90°; 
p, = 60°; P, = ~oo. 

Rad 1. m" - 8/cosP, = 16; r, = " .... ,/2 = 80 mm; rn, = r./cos' P. - 320 mm; 
tg"'81 = tg "'n/COSP. "'" 0,728; "'" "'" 36°. Rad Z. ..... - 8/cosp, - 9,236; 

I _._-+ 

r. ::=I '. m_2/2 -= 92,36 mm; 

r.., = r,/cos'p, = 123,2 mm; 
tg"',2 = tg "'nlcosP, "'" 0.42; 
",,2"'" 23°. Acbsabstand II, = r. 
+ " = 172,36 au! 172,5 mm auf
gerundet. Dadurcb ergibt sicb ein 
F1aokenspieJ Sf - 0,14 . 2 . sin "n 
~O,1mm. 

Punkt A' des Rades 1 kommt 
mit Punkt A" des Rades 2 in A 
zum Ringriff, ebenso Punkt E' des 
Rades 1 mit Punkt E" des Rades Z 
in E. Der Sprung der Rader, so
weit er im Bereicb des Ringei!!es 
If E verlault, ist BPI bzw. SV,; 

( AlE. ) t .= --+8 .-
COS l):,l PI ". 

( A, E, ) t 
= --+s -" cos«,2 Pt e.t ' 

nach Zeicbnung e "'" I ,8. 

8. Kegelriider mit Geradziihnen. 
Die Achsen schneiden sich unter dem ~ d im PunkteO, Fig.196. Die Teil

kreiskegel rolleu bei der Drehung ohne Gleiten aufeinander ab; gemeinsame 
Kegelmantellinie ist OC. Die 
Kegel mit den Spitzen 0 1 
und O2 heiBen Erganzungs
kegel; Gerade OICOa .L OC, 
sind l = Ta1/OC und sinda 
= r.a/OC; 

i = Z,/ZI = wl/wa 
= sin d,/sin dl ; 

d =dl + d, " 

Grenzwerte: 1. ~l + dl 
=90°; tgd2=r .. lr", = i. 

2. ~2 = 90 ° ergibt das Planrad, 
rader entspricht. 

Fig. 196. Fig. 197. 

Fig. 197, das der Zahnstange der Stirn-

Die Zahnflanken sind gerade und auf die Kegelspitze 0 gerichtet (Fig. 196). 
Die TeiIkreisradien r., bzw. r .. sind die groBten Radien der Teilkreiskegel Seit
lich werden die Zahne durch die Mantelflachen der Erganzungskegel begrenzt. 
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Eine Ebene ..1 zur Bildebene, dargestellt durch die Spur O~ C'O~, 
schneidet die Teilkreiskegel in Ellipsen, die sich in C' beriihren; die Kriimmungs· 
radien dieser Ellipsen im Beriihrungspunkte C' sind angenahert gleich den 
Strecken 0: C' und O~ C'. Dadurch laBt sich der Flankeneingriff in C' leicht 
zeichnen, M -M ist die Profilmittellinie der' Zahnstange, die das normale Profil 
aufweist. Der Modul m wird auBen am Kegelrad gemessJn. ra, = !. m· ZI; 

ro, = !. m· Za; r'l = rl/cos~l *); reo = r2/cos~2; "rechnerische" Ziihnezalll 
Zel = Zl/COS~I; Ze, = Z2/COS~2' 

Beispiei7 (Fig. 198): '1=15; ',=25; ",=20°; m=IO; ~=900; b~2.t~2.,.·m 
= 62mm. ra1=75mm; 'o,= 125mm. tgd,=25:15=1,667; ".=59°3'; "1=30°57'. 

'el = 15: 0.8576 = 17,5; 
-.-.,..-.. T".-...,------•. --.--.-. ..,.~ .... = 25: 0.5143 = 48,6. 

Fig. 198. 

Unterschneidung, Fig. 199 
(DIN 870). 

Die kleinste rechnerisch bzw. praktisch ohne schiidlichen Unterschnitt her
stellbare tatsachliche ZiihnezalII ist 

ImlD = I, . cosCl1 bzw. Z:"iD = I; . cosCl1 • 

Flir normgemiiBe ZahnhOhen sind die Werte flir Z:"ID den Kurven A B (ex = 20°) 
und EF (ex = 15°) zu entnehmen. Bei Obersetzungen in der Niihe von 1: 1 
sei 'I > Z:"iD' 

1st eine Profilverschiebung wegen Unterschnittgefalrr erforderlich, so 
sollte moglichst ein V·Nullgetriebe angewandt werden, da dann die Kegel· 
winkel unverandert bleiben konnen. V·Nullgetriebe sind moglich, wenn 
zJcosCl1+zJcosCla52z, bzw. 2z; (flirex=200>34 bzw. 28). Bei norm· 
gemiiBen V·Riidem ist die Profilverschiebung 
flir ex = 20° a; = (14 -zl/cosCltl!17; ex = 15° a; = (25 - IJcosCl1)/30. 
Oberhalb der Kurven A B bzw. EF liegen die Nullrader. Flir d' = 90· liegen 
innerhalb der Fliichen ABCD bzw. EFGH die V·Nullgetriebe. 

Kraftwirkung (Fig. 198). 1st M, = Drehmoment am Rad 1, so wird 
Pu=M,/rm,) r .... = mittlerer Halbmesser; N = p .. /cosex; Q = Pu ' tgex; Achs· 
druck am Rad 1 Pal = Pu' tgex • sinCl1 ; am Rad 2 Achsdruck Po, = P,,' tgex 
• sinCl,: also Po, > P"1' da a. > a1 • 

0) Zeiger e deutet den Erginznngskegel an. 
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9. Kegelriider mit Schrag- und Bogenzahnen. 
Die Vorteile dieser Rader gegenUber denen mit Geradzahnen bestehen wie 

allgemein bei Schragzahnen in der VergroJ3erung des Uberdeckungsgrades und 

Erzielung eines ruhigeren Ganges; dadurch lassen sich groJ3ere Ubersetzungen er
reichen, sorgfaltigste Bearbeitung und Lagerung vorausgesetzt. 

Werden die Mantel der Kegelrlider in eine Ebene abgewicke1t, so konnen 
Flankenformen nach Fig. 200 entstehen; sie entsprechen der Verzabnung der 
Planrlider. t = Teilung, gemessen am auJ3eren Teilkreisradius Ta; 1"0 = Teil
winkel, entsprechend der Zahnezahl. 

Fig. 203. Fig. 204. 

Die erhabenen Zahnflanken der Palloid-Spiralkegelriider') sind in ihrer Langsriehtung 
starker gekriimmt als die hohlen Flanken. Rider werden dadurch verlagerungsunempfindlich. 
Bei Kraftaufnahme schmiegen sieh die Zahnflanken besser an, die Zahnanlage wird vergroBert. 
F1anken lassen sieh auch lappen. Herstellung mittels sehneekenformigen Abwalzfriisers in fort
laufender Versehraubung. Die Kegelspitzen zweier Palloidkegelrader fallen nieht mit dem 
Sehnittpunkt ihrer Aehsen zusammen (s. Arbeitsblatter). 

Einige Herstellungsmoglichkeiten zeigt Fig. 201: Schrag- oder Tangentzahne 
(Bilgram-Reinrcker), Fig.202 und 203 (Bottcher-Gleason)B): Kreis
bogenzahne, Fig. 204: Palloidzahne. 

') Hersteller: W. Ferd. Klingelnberg Schne, Remscheid. Die Firma stellt ArheitshlUter 
und Zahlentafeln auf Anfrage zur Verfiigung. Siehe a. Z. VDI 1938 S. 347. - Krumme: Bei
trag zur Ausbildung der Lager fiir Spiralkegelrader. Werkzeugmasehine 1939 Heft 13. 

') Hofmann: Gleason-Spiralkegelrider. Berlin: Springer 1939. 
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10. Schneckengetriebe. 
Wird bei einem Schraubenradergetriebe der Durchmesser des Kleinrades im 

Verhliltnis zu dem des GroBrades sehr klein und die Ziihnezahl 81 ebenfalls klein, 
dann wird das Kleinrad zur Schraube (Schnecke) mit trapezahnlichem Gewinde; 
g gibt die Gangzahl der Schnecke an und entspricht der Ziihnezahl 81 *); g = 1 
bis 5; Kreuzungswinkel meist 90·. Obersetzung i = 8. : g; i = 5 : 1 bis 25·: 1. 

Fig. 205. Fig. 206. Fig. 207. 

Form der Schnecke '). a) Zylindrische Schnecke (Fig. 205), deren GAnge im Ungs· 
achnitt die Trapezform (gerade FJanken) und im Quero~.hnitt (Stirnscbnitt) dip arcbimedisrh~ 
Spirale zeigt (arcbimedlsche Schraube); RadzAbne gewlllbt. b) Zylindrische Schnecke (Fig. 2(6), 
deren GAnge im LAogsschnitt Hyperbelform uDd im QuerschDitt Evolventenform zeigen (Evol' 
ventenschraube): RadzAhne bohl. Die die Schraubenfll1chen erzengende Gerade scbneidet 
bei Form a) die Scbraubenacbse, bei b) kreuzt sie diese. Sr.hn~ke nacb Form b) ist genauer 
berzustellen (ebene Schleifscbeiben). c) Globoidscbnecke (Fig. 207), die sicb der Kundung des 
Rades anpaBt: daber bat sie einen verllnderlicben SteigungswinkeJ. Falls ibre Gestalt von der 
Form b) abgeleitet wird, IABt sie slcb ebenso genau scbleifen wie diese. 

Die ZAbne des Rades werden meist durcb eine FrAsscbnerkp erzeugt, deren Form der 
Getriebeschnecke entspricbt: der FrAser wird bei Form a) und b) radial oder tangential zugestellt. 
Mit Riicksicht auf sauberen Zabnschnltt durcb den FrAser soli bei mebrgAngigen Schnecken, 
i keine ganze Zabl sein. 

1m Stim·Mittel·Schnitt des Rades ist die Stimteilung I, "" n • m, ; die Gang· 
hOhe der Schnecke ist h = g. I,; in Fig. 208 ist g = 2; der mittlere Steigungs

• • 

\ / 

t "- ~ 'f'Vo//ScJm6fl!tl 

Fig. 208. 

winkel Pm der Schnecke wird bestimmt 
durch tgPm = hj2n"1 = gj(2"Jm.); 
"1 = g m,,/2 sin Pm. Ferner ist ". == 1 
• m, . 8.; 82 = Ziihnezahl des Rades. 

Kopfhohe k und FuBhOhe / werden 
meist aufm, bezogen;k=m,i/=1,2m,. 
Breitenverhaltnis ). = b/m, = 6 bis 8; 
~ r:;::;;; 45·; bei rohen Ziihuen geringere 
Radbreite. Die Liinge L der Schnecke ist 
von der Eingriffstrecke A E abhiingig i 
man kann annehmen L P::I (0,1582 + 7) m,. 

Eingriffwin kel ~ .. im Normal· 
schnitt .1 zur Zahnflanke (Fig. 209). 
Flir den Stim·MitteJ·Schnitt gilt 
tg~ = tg~n/cosPm' Winkel ~n frliher 

meist 15·, heute besonders bei Schnecken nach Fig. 206 und 2071X" = 20 bis 30·. 
Werkstoff. Schnecke: Stahl, bn Einsatz gehartet, geschliffen und poliert. 

Rad kranz: bei rohen Ziihnen GuBeisen mit unverletzter GuBhaut; bei bear· 
beiteten Zahnen Bronze, Phosphorbronze, Aluminiumbronze, Schleuderbronze l ). 

Der Radkranz wird mei~t abnehmbar auf dem Schneckenrad befestigt (Fig. 218). 
Kraftwirkung (Fig. 209). Zahndruck P .1 Zahnflanke. Antriebmoment 

an der Schneckenwelle M"i Lastdrehmoment an der Radwelle M .. ; Wirkungs
grad der Schneckenwellenlagerung '11, i Wirkungsgrad der Radwellenlagerung 7Jr.; 

0) Zeiger 1 fiir Schnecke, Zeiger 2 fiir Rad. 
') Altmann: Scbraubgetriebe. Berlin: VOI·Verlag 1932. Ebenda Literaturangaben. -

Z. VOl 1939 S 575 u 1245· - Vogel: Analvtiscbe Berecboung des Fingerfriiserprofils fiir 
Scbraub~D und Schnecken. Z. VOl 1934 S.156. - Siebe aurb Dubosen: Ermittluog der 
Berf1brungsverbiiltmsse von Globoidscboeckentrieben. Moncbeo u. Berlin: Verlag Oldenbourg. 

') Siebe auch "Werkstoffumstellung" FuBnote 2, S.578. 
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Wirkungsgrad der Sehneeke 1/.; Wirkungsgrad des ganzen Schneekengetriebes 
1/. =1/,' 1/1, ' 1/1, Umfangskraft anderSehneekeP1=Peos<x" .sin{1m+ ",:Peos{1,.; 
Umfangskraft am Rad P"=Peos<x,..cos{1,,,-pPsin{1m; p 1 =p .. ·tg({1m+/?)' 
Me" = Pl' '1'1/1/1, ; M" = p,,' rs' 1/1,; M'l = ,1fl.& ""'ill 
M"li,!.; N~s=Nfs/7l.. ~'Ir.!:. P 

Sehneeke: Queriager belastet dureh 11.\ pcos~ 
Y(PaI2±P"r1/l)s+(PI/2)2, wobei Pa=,=P a llrn. 

• sin "'". Langslager belastet dureh P,,; am _ . ' 
besten Walzlager. Sehneekenwelle beansprueht ',,0 . 

1. dureh Langskraft p .. , 2. Drehmoment M'l' r:: ! pcOs~ 
3. Biegemoment 

Mb = Y(P:-a 1:-;-/4c-+:-::::P" '1'111. Z/2) 2 + (P11/4)S • 
Formanderungen dureh Biegekraite sind dureh 
Zusammenriieken der Querlager klein zu halten. 

tg{1", 
Wirkungsgrad: 71 = --------- *). 

, tg({1 ... + /?) , 
Reibungsziffer p =tg/? Fig.210 zeigt die Ab
hangigkeit von 1/. von",: und Pm. Bei besten 
Werkstoffen, sorgfaltigster Ausfiihrung, hoher 
Gleitgesehwindigkeit, reiner Fliissigkeitsreibung 
und nicht unterbrochenem Betrieb kann 
p <: 0,01 werden; im allgemeinen ist bei ge
harteter und gesehliffener Stahlschnecke und 
Bronzeradkranz mit p = 0,02 bis 0,03 - zu 

Fig. 209. 

rechnen, bei unbearbeitetem GuBeisen mit (.t = 0,1 bis 0,12. Bei Lagerung der 
Schneekenwelle in Quer- und LangswaIzlagem ist 1/1, • 71" =0,97 bis 0,98, sonst 
= 0,92 bis 0,95. Fiir Selbsthe=ung muB 71. < 0,5 sein. 

Bestimmung der Abmessungen. a) Stirnmodul m,. SetzeP .. = c· b. t, 
(vgl. S. 578); dann wird 

yO,64 .M" ~0,64 ·M.. Y 45600 N a . . 
m.~ ~ ---. -"~ ---.-'- III em; NSIll PS. 

c.A.,z2 c·A.'J.g C.A.'J.g f'I:I 

Belastungszahl c in kg/em2 fiir Radzahne aus GuBeisen 12 7 25, Phosphor· 
bronze 20 7 40, Aluminiumbronze 25 7 50, Schleuderbronze 30 bis 60. c hangt 

1020301{(} 
Steigunuswinke/ fl-m. 

Fig. 210. 

. . 
l' 
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l\ \ 'IJmaK fiJrA,,-fIII,l' 
4 
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If 
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"'- ~ ........... -........ ........ a 
f\.. ~ ..............: L---= 

--..... 1 --~-1IJI1scnneclrf--
Z ¥ Ii 
2L I----H..!kch/letlle 
... -

Fig. 211. 

von Gestalt, Glatte und Schmierung der gleitenden Flaehen ab; die oberen 
Werte fUr c sind nur unter giinstigen Bedingungen zu nehmen. 

b) Gangzahl g. Hoher Wirkungsgrad kann durch groBe Gangzahl erreicht 
werden (Fig. 211), wenn '!'l/m. klein ist (Vollschneeke). 

*) Siehe Bd. I, Statik, S. 187. 

Taschenbuch fiir den Maschinenhal1. 9. Ann. I. 37 
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c) Kleinster Dilrchmesser deI' Sehneekenwelle wird zuniiehst unter Annahme 
einer geringen Drehbeanspruchwig von 150 kg/ems berechnet 

d = 13,5 VNJn1 in em; N1 in PS. (Siehe S. 537.) 
Beispiel9: N.= 22PS; ",-180 U{min; .... = 1400 U{min. Stahlschnecke, gehArtet wid ge

schliffen; zabne aus Schleuderbronze; verlangt hoher Wirkungsgrad. Gewiihlt g=4; '.=31; 

i=31 :4. Schnecke nach Fig. 206. Schleuderbronzec= 50;.t= 7; m,=V 45600.22 =O,8cm. 
50'7'31·180 

',=124 Mm. Schneckenwellendurchmesser rl-38 + 40 mm. !! =4gewAhlt,ergibt'l =32mm; 
m. 

tgPm-O,5; P".fO:j 26°. Zu erwarten '1.fO:j 0,93 bei ,.=0,03 und '1.fO:j 0,95 bei ,.=0,02. 

11. Berechnung der Zihne 1). (S. auch Bd. II, S.538.) 
Allgemeines. NAchst Festigkeit der zabne an der Wurzel ist die GrOBe der FlAchen

pressung zwischen den Zahnflanken fiir die Bemessung der ZAhne maBgebend. Die Flachen
pressung p kann mitteis der Hertzschen Gleichungen (siehe S. 418) berechnet werden. 
Lebensdauer der Flanken hAngt von HArte, OberfllichenglAtte, Laufeigenschaften der Werk
stoffe, Fl4chenpressung, Verzahnungsfehlern, Drehzahl und Schmierung abo 

Bei hohen und hOchsten Umfangsgeschwindigkeiten sind nur Werkstoffe mit dichtester 
Oberflliche bei sorgfAltigster Bearbeitung verwendbar. Fehler im Zahnprofil und in der Teilung 
sowie plOtzliche BeiastungsAnderungen verursachen Beschleunigungen und VerzOgerungen, die 
beip-oBen Umfangsgeschwindigkelten und Massen zu zusatzlichen dynami!lChen Beanspruchungen 
filhren. Die natiirliche Elastizitat der Werkstoffe lABt diese TragheitskrAite nicht voll zur 
Geltung kommen; Einbau elastischer Zwischenglieder 1st zweckmliBig. 

Geschwindigkeitsschwankungen des getriebenen Rades kOunen selbst bel theoretisch rlch
tiger Zahnform durch FormAnderung der Zahnflanken und <jer Zlihne eintreten. Entsprecbend 
dem fortschreitenden Eingriff von A bis E (Fig. 179) sind die Durchbiegungen der ZAhne und 
Verdriickungen der Flanken verschieden groB. Beim Beginn in A kann die Kopfkan te des 
GroBrades statt der Kopfflanke auf die FuBflanke des Kleinrades treffen; StoB und Abnutzung 
sind die Folge. Abhilfe: Schri1gverzahnung mit groBem Oberdeckungsgrad und Zuriickverlegen 
der Kopfflanke hinter das theoretisch r1chtige Profil (Flankeneintrittsspiel). 

Obliche Berechnungsverfahren fiir bearbeitete Zihne. 
Bezeiehnungen: M,= Drehmoment in cmkg=71620N/n; N=Leistung 

in PSi n=U/min; P .. =Umfangskraft in kg am Wiilzkreisradius,. in em; 
P = Zahndruek in kg in Richtung der Eingrifflinie; benutzbare Zahnbreite b, 
Modill m und Teilung t in em; Breitenverhiiltnis ;. = b/m; Umfangsgeschwin
digkeit v = :n:rn/3000 in m/sek. 

a) Geradzahn-Stirnriider. 1. Bruchfestigkeit der Zihne (Fig. 212). 
P=M,/reosCt; BiegemomentM.=P.I. sin{J; Druckkraft .1 BruchflacheP· eos{J. 

.. M (6m.,.sin{J m.eos{J) 
Gro.BteDruekspannunganderlinkenKanteC1= -b~ 2 +--- ; 

. m· .,. e ·eosCt e·cosCt 
lund e sind vom Modul m und Ziihnezahlz abhiingig; bei den Ziihnen der Innen
verzahnung ist im Vergleich zur Au.Benverzahnung I klein und e gro.B. Klammer

M .q 
·ausdruek = q gesetzt, ergibt C1 = --'b-; fiir unterschnittfreie, normgemii.Be 

m· '1' 

Nullriider. mit Ct = 20· ist q aus Tafel 21) zu entnehmen. 

j 
I 

cL.-- . 
---::?j"- -/--
~. I e! 
iJ~ i 

'tN ~ 
Fig. 212. 

Tafel 2. 

Aullenverzahnung Innenverzahnung 

I q z q 

10-:-12 I 5,2:-4,6 I ~ I 
13-:-18 4,4-:3,5 200-:70 
21-:-34 13,3-:3,0 50-:30 I 
40..;-80 2,9-.-2,6 24 .. 20 

00 2,5 

2,5 
2,4-:-2,2 
2,1-:-1,9 
1,8-:-1,7 

2. Berechnung auf Grund einer Belastungszabl c in kg/emS. Setze 
P .. =c·b.t und C=Co·;=CO·;1·;2·;3; ;=;1';2';8' Grundbelastungs-

zahl fiir hochwertiges Gu.Beisen Co = 30 ~; die Beiwerte ;1' ;S und ;3 
beriieksichtigen folgende Einfliisse B): v + 10 

1) Diss. WiBmann, Duisburg, T.H. Berlin 1930: B~chnung und Konstruktion von Zahn
radern filr Krane und ahnliche Maschinen. LeIpzig: Univ.-Verl. Noske. 

I) Siehe ROtsrher: Die Maschinenelemente, Bd. II S. 1071. Berlin: Springer 1929. - S. a. 
Trier: Werkstattbllcher Heft 47. Berlin: Springer 1942. - Werkstoffumste1lung 1m Getriebe-
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~1 gibt die Festigkeit des gewahlten Werkstoffes des Zahnrades 1m Ver
haltnis zu der des GuBeisens an. 

Werkstoff: 
Gulleisen von hoher Festigkeit 
Stahlgull ......... . 
Stahl, geschmiedet . . . . . . 
Nickelstabl, ungehartet ............. . 
Cbrom-Nickelstahl, im Einsatz gehartet und geschliffen 
Desgl. fiir Kraftwagen und Flugzeuggetriebe 
Deltametall, gegossen. . 
Deltametall, geschmiedet 
Phosphorbronze . . . 
Rotgnll ........ 
Kunstharz-Prellstofie ') . 

~1 
1 
1,8+2,5 
2,8+3,3 
3+4 
5+9 
8+12 
2,4 
2,7 
1,7 
1,3 
0,8+1 

~2 beriieksichtigt Art und Dauer des Betriebes. 
Betrieb ieicht ~2 = 1; normal ~2 = 0,8; schwer ~2 = 0,6. Bei stoBweisem 

Betrieb sowie bei Dauerbetrieb kann ~2 weiter erniedrigt werden. 
~3 kann noch weitere Einfliisse erfassen, wie Oberflachengiatte, Harte, Dber

deekungsgrad, Sehragverzahnung, Art der Schmierung usw. 
Geht man vom Kleinrad aus, dann kann r leicht gesehatzt werden. Bei 

gedriingter Bauart wird r = 1,0 bis 1,1 d fiir aufgesetzte Rader aus Stahl 
(d = Wellendurehmesser); r = 1,2 bis 
1,3 d fiir Rader aus GuBeisen oder Stahl
guB. Aus Gleichung P u = c • b • t folgt 

m=rp t% in em mit c=co·~ und 

v= nrn/60. Werte fUr rp naeh Fig. 213. 
1st die Ziihnezahl z bekannt, so ist 

m = 0,64 .M, = 4~~OO.l!.. in em. Y- y---
c·l·z c·l·z n 

Das Breitenverhaltnis list haupt
saehlich abhangig von der Art und 
Giite der Lagerung und der Formande
rung der Wellen. Rohe, sauber gegos
sene Ziihne l ~ 6. Bearbeitete Ziihne: 
gewohnliche Lagerung l ~ 10; gute 
Lagerung in Getriebekasten l = 15 
bis 40; Hochleistungsgetriebe bis 200. 

3. Berechnung auf Grund der Walzenpressung und Lebensdauer 2). Auf 
Grund der Hertzschen Gleichung 3) hat WiBmann ') die Gleichung aufgeste11t: 
btJ.2 = 5,72' 108M,(i ± 1): p2(i ± 0,14); P kg/cm2 = groBter Druckspannung an 
der Beriihrungsstelle. Nach Versuchen an RoUen und Rollenlagem gilt fUr die 
Walzenpressung bis zur Griibchenbildung 

k kg/mm21':::; O,68H2/EWi I':::; 5,5 aUEWt; Hkg.'mlil' = Brinellhiirte ~ 2,85 aBo 

bau. Z. VDI 1941 S.8. - Bock: Fehlerpriifung bei Zahnriidern. Z. VDI Bd.81 (1937) S.267. -
Wittmann: Austauscbbare Fertignng bei Stirnradgetrieben. Masch.-BauBetrieb Bd. 19 (1940) 
S.415. - Heidebrock: QuetscbOl-Verdrangung. Kraftfahrtechn. Forscb.-Arb. Heft 2. VDI
Verlag. - Pietsch: Schmiermittel im Zahnradgetriebe. Dtsch. Kraftf.-Forscb. Heft 59. VDI. 
Verlag. - Reibungskrafte, Laufunrube und Gerauscbbild an Zahnriidern. Dtsch. Kraftf.-Forsch. 
Heft 25. VDI-Verlag. 

1) Sie bestehen aus besonderen Gewebestoffen, die mit Kunstharzen (Bakelit) getrllnkt und 
unter Anwendung von Hitze und Druck zu Platten geformt werden. 1m Handel bezeicbnet 
mit Novotext, Ferrozell, Turbax u. a. m. WiderstandsfAhig gegen Feucbtigkeit, WArme, 01, 
Fett, meist auch gegen S~uren und Alkalien. Stolld~mpfend. gerAuschloser Lauf. Spezifiscbes' 
Gewicbt "'" 1,4, s. a Bd I, S.475. - S. auch Kunststoffe Bd 32 (1942) Nr.9 S.263. 

'j Siebe Maschinenelemente-Tagung Diisseldorf. Berlin: VDI-Verlag 1940. 
OJ Siebe Festigkeitslebre S.418. 
'J Siebe Fullnote I, S. 578. 

37* 
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fUr Stahlj Ekg/mm2 = ElastizitatsmaBj W = n·L· 60 '10- 6 Zahl der Ober
rollungen in 108 j L = Lebensdauer in Betriebsstunden. FUr H, E und (JB in 
kg/ems ergibt sieb k in kg/ems. E = 2El • Es/(E1 + E2) j Zeiger 1 fUr Rad 1, 
Zeiger 2 fiir Rad 2. 

In die WiBmannsche Gleichung eingefiihrt, folgt: 

baJ = 6,25' M,(i ± 1) . k = ksoootlh j Werte fiir k5000 s. Fig. 214. 
i· k ' 

Es bedeuten: bem die nutzbare Breitej dcm den Wiilzkreisdmr.j i die Obersetzung 
als ganze Zahl, + iiir AuGen-, - fiir Innenverzahnungj kkg/em' die hOchstzulassige 

IftI J Walzenpressung in Abhangigkeit 
:" von Drehzahl n, Werkstoffharte H 

und Lebensdauer L j k5000 gilt fiir 
L = 5000 bei voller Belastung, 
wenn Gegenwerkstoff Stahl oder 
StahlguB ist j bei Gegenwerkstoff . 
GuBeisen sind die k-Werte mit 1,5 
zu multiplizieren 1) j ~L = Lebens
dauerbeiwert nach Fig. 129 1 ). 

Mod ul m ergibt sich naeh Wahl 
einer giinstigen Ziihnezahl und Rad-

~ breite. Nachpriifung der Brueh
festigkeit erforderlich s. unter 1-

off) 4. Nachprflfung auf Grund der Er-
wllrmung a) bei schnellaufenden Ge
trieben; gehArtete, gescbliffene und sorg-

Fig. 214. Werte fiir k..... fAitig gescbmierte Zabnflanken. Fiir das 
Kleinrad giltr'b>O,IN; rund b in em, 

N in PS. Bei Gefahr metallischer FlankenberUhrung sei r' b >0,2 N. 
5. Berecbnungsarten, die auch die dynamischen Beanspruchungen erfassen, s. E. Ros

sow: Luftwissen 1941 Nr.31 S.86 (Preisausscbr. d. Lilienthal-Ges.); ebenda Berecbnungsgang 
fiir durch W irme beanspruchte Getriebe. 

b) Sehriigzahn-Stirnriider. Berechnung sinngemiiB nach den Verfalrren 
unter a. GroBleistungsgetriebe werden meist auf Grund der Linienpres
sung3) p. = P .. /b berechnet, deren GroBe vom Ritzeldurchmesser d abhangig 
gemacht wird. Breite b = 1,2-;-'3,2 d. f) bis 70 m/sek. 
d 5 10 15 20 30 40 SO em 
P .. /b = 28-;-.36 48-;-.64 68-;-.88 83-;-'108 110-;-'138 128-;-'160 142-;-'178 kg/em. 

e) Kegelriider. Breitenverhiiltnis A. wesentlieh kleiner a1s bei Stirnradern 
gewiihlt (A. = 1 bis 3), da infolge meist ungenauerer Flankenherstellung und 
Schwierigkeit der Lagerung gleichmaGiges Tragen der Flanken unerreichbar ist. 
Aus demselben Grunde sind die Beanspruchungswerte niedriger als bei Stirn
radern zu halten; sie werden auf den mittleren Modul bezogen, der dem mitt
leren Halbmesser entspricht. 

Beispiel 10: Abtrieb eines Elektromotors. N = 1.5 PSi 11= 1 500 U/min; We11endurcbmesser 
d-38 mm; Obersetzung i= 4: t. a) Ritzel BUS st 60'11, Rad aus Stg 52'81. r=38 mm ge
schAtzt. '1'=0,46 nacb Fig.213. ,,= 2,5; normaler Betrieb e, =0,8; e. =1; e = 2,5.0,8 =2,0. 

,tadO. ".=0,46 1/ 15 f=tj0,4em; m=4mm. Ausgefijhrt: ',=20; r,=40mm; b=40mm. 
. V2'10 Mt.q 71620.15.26 

Nacbrecbnung a fiir da8 StahlguBrad mit 8. = 4 • 20 = SO. a = III • b • r = 1 500 • 0,4 • 4 .'4 
f=tj 290 kg/eml • b) Ritzel BID Kunrtharz-PreBstoff, Rad aus Gu8eisen. r = 45 mm gescbAtzt. 

1/15 '1'=0,44. ,,=0,9; ,"=0.8; '1=1; ,=0,72. A=10. m=o,44V~f=tjO,64em; 

111=6,5 mm. AusgeflIhrt: ,,=14; '1 =45,5 mm; 6 =65 mm. Nacbrecbnung a fiir das Ritzel. 
a= 716.2.4,2 f=tj 157 kg/em". 

0.65 • 6.5 • 4.55 

') Da E fiir Ge J'::! O,4E fiir St. 
I) Zahlenwerte stimmen mit denen fiir Wi1z1ager iiberein. 
") BBC Nacbr.1926 Heft 2 bis 6 und Sonderabdruck. S. aucb ten Bosch: Voriesungen 

aber Maschinenelemente, Heft 4. Berlin: Springer 1929. 
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12. Ausfiihrung der Zahnriider. 
Werkstoff der Ritzel s. S. 579. Flir hohe Beanspruchungen Verglitungs

stahl oder Einsatzstahl mit glasharter Hartungszone. 
Radkorper. GuBeisen und StahlguB. Flir geringe Krafte einfachste Form 

nach Fig. 215. Nabenstarke flir GuBeisen ~ = O,4d + 1 cm, flir StahlguB 
~ = 0,3d + 1 cm, NabenHinge 
L :> 1,Sd; lange Naben in der b~-. 
Mitte ausgespart . Befestigung durch 
Aufkeilen setzt genaue Herstellung 
der Nabennut und strammen Sitz 
flir die Bohrung voraus. Arm
zahl a = 4 bis 8, abhaugig von 
der GroBe des Rades und von der 
beabsichtigten Steifigkeit des Rad
kranzes; oft wird a ungerade ge
nommen, um die GuBspannungen 
zu verringern. Armquerschnitt 
nach Bedarf in 1-, +, H, I-Form 
bi RJ 1,6m; hI = 5b1 bis 7b1; 
hz RJ 0,8 hI; e. = 1,6 m bis 2 m. Fig. 215. 
Nachprlifung der Biegespannung 
bei hI unter der Annahme, daB ein Viertel der Armzahl die Umfangskraft P u 

libertragt. Mb = Pu yjO,2S a. Geteil te Rader: Armzahl und Zlihnezahl gerade. 
Ritzel aus Kunstharz-PreBstoffen erhalten eine einfache Keilnut oder 

eine gezahnte Bohrung, in Sonderfillen eine eingepreBte Metallnabe. 
Kegelrad- und Ausgleichgetriebe s. Bd. II, Abschnitt Kraftwagen. 
Zahnradergetriebe, Fig. 216. Leistung 120 PS. n1 = toOO; nz = 250. 

zI=30; zz=111. Modul 4,5 mm; Zahnbreite180mm. /3=15°; lXn =20°. 

Wellen in RollenJagem ge
lager!. Axialschub durch Druck
kamm a aufgenommen, der mit 
seiner KegelmantelfHiche bei b 
un!er Anwendung reiner FlUssig· 
kei!sreibung gegen das GroBrad 
lault. Radkranz c auf Radk6rper 
tl aufgeschrumpft. Deckel e ex
zentrisch im Gehause, urn Fein
einstellung der Verzahnung zu 
ermoglichen. Fangbleche I liir 01. 

Fig. 217: Hochleistungs
Schaltgetriebe der Firma 
Fried. Krupp A.-G., Essen, 
mit flinf Schaltstufen flir 
einen Prlifstand, Ober
setzung ins Schnelle. Krupp 
verwendet als Werkstoff flir 
nicht gehartete Ausflihrun
gen Silizium-Manganstahl 

Fig. 216. AuslGhruug: Brown, 
Bover! & Co. 

mit einer Festigkeit von 70 bis 80 kg/mmz flir die Ritzel und 60 bis 70 kg/mmz 
flir die Radkranze; gelegentlich werden diese Festigkeiten um 10 kg/mmz ge
steigert. Leistungen ausgeflihrt bis zu 20000 PS bei ortfesten Turbogetrieben 
mit einer Ritzelwelle und bis zu 50000 PS mit drei bis vier Ritzelwellen. Dreh
zahlen bis 50000 Ujmin. Walzkreisgeschwindigkeit bis 130 mjsek, Lagerzapfen
Umfangsgeschwindigkeit bis 100 m/sek. 

Wahl der Obersetzung. Die GroBe der Obersetzung bei Zahnradem ist 
im allgemeinen beJiebig; man geht meist nicht liber 12: 1 in einer Obersetzung, 
da die Unterbringung des GroBrades sonst schwierig. Bei groBer Gesamtiiber~ 
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setzung Unterteilung in mehrere kleinere; bis i ~ 75 zweistufig. In der Regel 
werden heute ganzzahlige Obersetzungen besonders bei hohen Drehzahlen 
vermieden, damit die gleichen Ziihne erst nach mebrmaligen Radumdrehungen 

Fig. 217. .~ bis r. = Rader auf Antriebwelle, 8. bis r, = Rader auf Abtriebwelle, g, bis g, 
= Hebel filr Zahnkupplungen. 

Antrlebleistung N=13S0kW bet "=7S0, bzw. tlSOUjmln. 
Abtriebsdrehzahlen: 

750 - 13S0 - 2400 - 3750 - 6000 Ufmln 
bzw. IIS0 - 2070 - 3600 - S7S0 - 9200 

wieder zum Eingriff kommen und sich aile Zabne maglichst gleichmiiBig ab
nutzen. 

Schmierun g der Zahnflanken. Offene, langsam laufende Getriebe mit Fett, 
geschlossene Getriebe bis v =12 m/sek erhalten Tropfschmierung oder Olbad, 
in 'das das GroBrad eintaucht. Hahere Umfangsgeschwindigkeiten erfordern 
Einspritzen des zabfliissigen Oles in den Zahneingriff; es besteht die Gefahr, 
daB das 01 weggeschleudert wird und die Zahnflanken trocken laufen. Bei 
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groBen Leistungen Reinigung des zuriickflieBenden Oles durch Filter und Riick
kiihlung durch Kiihlschlangen. Das 01 iibemimmt neben der Schmierung die 
Aufgabe der Dampfung und Kiihlung. 

Fig. 218. 

Fig. 218 : Hochiibersetzter Schneckenradtrieb der Maschinenfabrik Rhenania 
in KOin-Ehrenfeld. Dem Schneckentrieb werden zwei (oder vier) Stirnraderpaare 
nachgeschaltet. 

Wirkungsgrade von Stimradergetrieben bei voller Belastung und einfacher 
Ubersetzung: 

'YJ I::::! 0,92 bis 0,94 unbearbeitete Zahne, 
'YJ ~ 0,96 sauber bearbeitete und geschmierte Ziihne, 
'YJ I::::! 0,98-:-0,99 auBerst sorgfiiltig bearbeitete Ziihne mit Fliissigkeitsreibung 

zwischen den Flanken. 
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XIII. Planeten- und Differentiaigetriebe. 
Die Planetengetriebe ermoglichen lJbersetzungen, wie sie sonst nur dureh 

Schneekengetriebe erreiehbar sind. 
Die Differentialgetriebe bauen sich auf den Planeten- oder Umlauf

getrieben auf, unterscheiden sieh von ihnen indessen dadurch, daB nieht eine, 
sondern zwei treibende Achsen vorhanden sind. 

A. Planeten- oder Umlaufgetriebe. 
t. Einfache Planetenriider. 

Filr die Ableitung der Forme1n der tJbersetzung • wird von der Drehbewegung des Steges s 
ausgegangen. Es bedeutet z. B. '2 S das Verhiiltnis der Drehzahl n. des Rades 2 zu der des 
Steges ns; treibend Rad 2, getrieben Steg S. 

In Fig. 219 kammt das Rad 2, das im Steg S drehbar gelagert ist, mit dem 
feststehenden Rad 1. Wird der Steg S angetrieben, so roUt Rad 2 auf 1 ab; 
es fiihrt dabei zwei Umdrehungen ans, wenn der Steg S einmal herumgefUhrt 
wird und ". ="1 ist. Ein auf Rad 2 angebrachter Pfeil veranschaulicht die 
Drehbewegung. 

Fig. 219. Fig. 220. Fig. 221. 

Fig. 220 zeigt die Anordnung fUr den allgemeinen Fall, d. h. fiir "B ~ "1 • 

Wird der Steg Sum den <f fI nach rechts gefiihrt, so dreht sicb 2 um den <t:.P 
gegeniiber dem Stege, und ein urspriinglich durch den Mittelpunkt von 1 zei
gender Durchmesser von Rad 2 hat sich um 

,,-6+{J 
gedreht. Da die den Winkeln fI und P entsprechenden WaIzbOgen auf den 
Umfangen der Rader 1 und 2 gleich sind, also: fI·"1 = P·". und P =(1' "1/".' 
so gilt zwischen den Winkeldrehungen von Rad 2 und Steg S die Beziehung: 

nz/ns -= "16 -= izs = I + r./rz. 
In Fig. 221 ist 1 als innenverzahntes Rad ausgefiihrt; hier ist 

"-{J-6. 

Da die Beziehungen: (1"1 = P"I und fJ = fl· 'l/'S auch hier bestehen, 
so ist dann 

ftz/fts = "Ia ... iz s ... rl/rz - I . 

Fiir "1 = ". liegt keine Verzahnung, sondern eine Kupplung vori "1 < ". ist 
iiberhaupt nicht denkbar. 

2. Riickkehrende Planetengetriebe. 
Bedeutung fiir den Antrieb erhalten die U mla ufriider erst, wenn sie riick

kehrend sind, d. h. wenn noch zweioder mehr Rader hinzugefiigt werden und fiir 
das letzte von ihnen die mathematische Achse mit der von 1 zusammenfaIlt. 
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Fig. 222 zeigt vier Rader, von denen Rad 2 und 3 miteinander fest ver· 
bunden und im Stege S drehbar geJagert sind. 4 dagegen Rad 1 gegenliber 
lose drehbar ist. Wird bei feststehendem Rad 1 
Steg S aus der ursprlinglich senkrechten Lage urn 
den <}: a im Uhrzeigersinn gefiihrt, so dreht sich das 
Radpaar 2,3 urn den <}: P gegenliber dem Stege, 
woraus die Beziehung (wie oben) 

p = a·r.lr2 

hergelpitet werden kann. Hierbei beschreibt PunktE 
die verklirzte Aufradlinie DE. l<.ad 4 kammt mit 
Rad 3, dreht sich also urn den gleichen Waizbogen 
wit' di"sps, so daB nip Rpzip,hunl! {J. r3 =". r 4 nnPf 
{1 = " . r41r3 hesteht. Ein am Rad 4 angebrachter 
Pfeil beschreibt den <}: e gegenliber der Ausgangs· 
geraden A B. Die beiden Gleichungen fUr P "rgeben 
a· rl/rl = fl· r.lra und 

()=a~ . 
r2 • r, 

j 
R 

Fig. 222. 

Da sich Rad 4 urn -t ami t dem Stege S vorwarts und um -t fI gege n 
den Steg rlickwarts dreht. so bleibt eine Restdrebung um E = (i - d' librig. 

Diese Gleichung durch a dividiert ergibt ~ = 1 
a 

n4. E r, . ra 
-= '4S=-= 1---. nS (i rl • r, 

o 
und 

a 

Rad 4 und Steg S haben gieichen Drehsinn. Da r1 < r 4 
und r3 < r 2 ist, so wird der Wert des Bruches <1-

Fig. 223 zeigt das Schema eines Umlaufgetriebes, dessen 
Ubersetzung nacb Fig. 222 bestimmt wird. Rad 1 fest· 
gehalten, Steg S angetrieben; es ist Z2 = za und r1 = r4 , 

wobei jedoch z1 + z, . Fig. 223. 

Flir z,=99, z,=I00 wird ns/n,=':S4=ZJ(Z,-z,)=I00. Radl oder 4 ist mit Profil
verscbiebnng auszuflibren. 

Halt man in Fig. 222 Rad 4 fest und treibt durch den Steg und die .. Pla
netenrlider 2.3" das Rad 1 an, so wird 

r2 • r, 
ils=I--

rl . ra 
einen negativen Wert ergeben. Rad 1 und Steg S 
haben entgegengesetzten Drehsinn. 

Mit einem rlickkehrenden Planetengetriebe I 

nach Fig. 222 wird es z. B. moglich, bei Antrieb 
des Steges durch wechselseitiges Festhalten der 
Rader 1 bzw. 4 cine niedrige Drehzahl n, in eine 
gegenlaufige hohe Drehzahl n1 zu verandern. 

Flir z, = 30. z, = SO, z, = 20. z, = 60 wird i4 s= 0,8 
nnd i,s= -4. 

In dem Getriebe nach Fig.224 ist von den vier 
Radern das feststehende Rad 4 als Hohlrad aus· 
gefiihrt. Wird Steg S urn <): a im Uhrzeigersinn Fig. 224. 

gedreht, so kommt C nach D und F nach G, wobei 
Rad 1 eine Drehung urn I)(. ausfiihrt. Es ist F EH = G EK, EH = EG = ({3- y) r2 
= aT1 ; aT, = I'T3; I)(.T1 = {3r2 . Foiglich 

l)(./a=i'S =1 +r2 r4 • 
r 1 r3 
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Da T2 > TS und T, > TI' wird der Wert des Bruches und damit itS verhiiltnis
miiBig groB. 

Nach Swamp') kann folgendes einfaches Schema benutzt werden: 
Man denke sich zunacbst die Rader 2, 3 mit dem Steg S verriegelt, so daG sie auf die Rader 

1, 4 wie Kupplungen wirken, dann werden sie bei einer Drehung des Steges S im gleichen Sinoe 
wie dieser mitgenommen, was im. Schema dargestellt ist, bezogen auf Fig. 222. 

1. Rader gegen Steg verriegelt . . . . . . . . . II 
Anzahl der Umdrehungen. . . . . . . . . . I 

S 
+1 

1 
+1 

2,3 
o 

4 
+1 

Da Rad 1 fest stehen sollte, wurde es zu Unrecht mitgenommen, muG also bei stehen
bleibendem Stege - der ja eine Drehung rechtsherum ausfUhren sollte - eiomal linksberum 
(zuriick) gedreht werden. Da die Verriegelung jetzt aufgehoben gedacht wird, werden sich dann 
die vier Rader wie ein gewohnliches Radervorgelege, gelagert im Stege S, verhalten, und es 
ergibt sich: 

II. Steg fest, Rader drehbar . S 

Anzabl der Umdrehungen o 

Durch Addition beider Schemata ergibt sich: 

Teilbewegung S 1 

I, n= +1 +1 

II, n= 0 -I 

Ergebnis n = +1 0 

-I 

2,3 J 
0 I 
+~ 

r, 
r, 
r, 

2, 3 

+ ~ 
r, 

4 

+1 

-~ 
1'.'1'4 
1'1' r. 

1- --
f't · r .. 

Fig. 225. Fig. 226. 

Fig. 227. Fig. 228. 

4 

'Obersetzungsgetriehe konnen nach Fig.227 (Schema Fig. 225) gehaut werden. 
nl/ns = i'18 = (Zl + zaJ/zI' Bei Ausfiihrung nach Fig. 228 (Schema Fig. 226) 
ist nl/ns = i1s = (Zl • z3 + Z2 ' z,)/Zl • za' 

') Werkst.-Techn. 1910 5.271. 
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B. DiffereotiaJgetriebe. 
Von den fiinf Getriebeteilen des Planetengetriebes nach Fig. 222 (Rader 1,2, 

3, 4 und Steg S) konnen von auBen drei betrieben werden: Rader 1 und 4 und 
Steg S. Erhalt Steg S den Abtrieb, so konnen die Rader 1 und 4 den Antrieb 
iibernehmen, wobei die Drehzahlen n l und n, verschieden groB, die Richtungen 
gleich und entgegengesetzt sein konnen. 

Aus Fig. 222 kann abgeleitet werden: 
Orundgleichung: 

nl • TI • Ta + n4 • TZ· T4 = nS (TI • Ta + TZ· T.d .. "S (TI + TZ) (TZ :.. Ta). 

Bei gleichem Modul der vier Rader kann fiir r die Ziihnezahl z gesetzt werden. 
FUr den Sonderfall, daB ra = r2 ist, also Rad 3 fortfiillt, Wird 

nl·rl + n, ·r, = na(rl + r,). 
Mit Bezug auf die Grundgleichung sind foIgende Einstelluugen moglich: 
Fur .,=20; .,=100; '.=30; .,=150. Hierbei ist ',+'.+'.=". 
a) fit =+300 U/min; n,=+loo Ufmin; gIeicher Drehsinn 

300·20·30+100·100·150 U/ . 
ns= 20.30+100.150 =+107,7 mm. 

b) n,=+3OOU/min; n,=-IOOU/min entgegengesetzter Drehsinn 
300·20·30 -100 . 100· 150 . 

ns = -~. 30 + 100 ~ =-84,6 Ujmm. 

c) n, = -300 Ujmin; n. = +100 U/min entgegengesetzter Drehsinn 
ns=+84,6 Ujmin. 

d) n, = 0; Rad 4 festgehalten, wie Fig. 224 zeigt, 

~ = ',. "+z, ·z, = 1 + '1· " =1+25=26. 
ns It"Z. .8'1"'. 

e) n, = 0; Rad 1 festgehalten 

H, =.8'1 oZ.+Za· z~ = 1 +.8'1·8',= t +~=~. 
ns '1· I, ' •. ', 25 25 

Differentialgetriebe werden meist mit Kegelriidern ausgefiihrt, s. Bd. II, S. 647. 
Anwendungsgebiete: Werkzeugmaschinen, Hebemittel, Verstellpropeller u. a.m. 

XIV. Reibungsrader und =getriebe 1). 

Sie werden benutzt bei kleinen Drehmomenten zur Erzielung einer un
unterbrochen veranderlichen Ubersetzung, zur Umkehrung der Drehrichtung 
oder zur Aufnahme von StoBen im Getriebe durch Rutschen. 

Da die iibertragbare Umfangskraft P kg von AnpreBdruckN~ und Reibungs
ziffer p, abhangt, kann das treibende Rad 1 mit einem Reibbelag versehen werden, 
der beim Anfahren unter Last stark abgenutzt Wird. Infolge Formiinderung der 
angepreBten Scheiben und Belage sowie des Schlupfes ist die Ubersetzung 
i = nl /n2 nur in gewissen Grenzen zu bestimmen, was besonders fiir den Trieb 
mit Plan- und Kegelradern gilt, bei denen auch die Unterschiede in den Umfangs
geschwindigkeiten innerhalb der AnpreBlinie zu ReibungsverschleiB fiihren. 

Der verhiiltnismiiBig hohe AnpreBdruck beansprucht Lager und Wellen; 
Keilrillen vergroBern bei fester Ubersetzung die Umfangskraft. 

Drehzahl moglichst hoch, damit Umfangskraft und AnpreLldruck klein. 
Umfangskraft P kg = 75 NPS!Vmjsek = 102 Nkw!vm/,ek. Pkg < p,. Nkg; 

N' = Normaldruck = AnpreBkraft bei Zylinder- und Planriidern. 
Bei Keilradern, Fig. 234, wird AnpreBkraft 

Q=2(N'sinlX+p,N'cOSIX) und P<Q'·. p, <II.'.Q; 
- J SIllIX + P, cos IX - r 

p,' = Reibungsziffer fUr Keilrillen; fUr p, = 0,1 und IX = 15 0 wird p,' = 0,28. 

') DIN 801: Drehzahlbereiche stufenloser Getriebe; Getriebeblatt AWF615j616. -
Kuhlenkamp: Reibradgetriebe als Steuer-, MeB- und Rechengetriebe. Z. VDI Bd.83 Nr.22 
S.677 (1939). 
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'Obersetzung i wie bei Zahnriidern, wobei rl und r2 sich auf die Mitte del 
Bertihrungslinien beziehen. 

i = n1/n2 = rJr1 ; Rad 1 treibend. 
Reibungsziffer f.l = 0,1 bis 0,15 fUr GuLleisen auf GuLleisen. 
Wirkungsgrad 'fJ = 0,85 bis 0,92. 
Linienpressung Pkg/cm = Nkg/bcm , fUr GuLleisen auf GuLleisen P::; 50 kg/em. 
Beispiele. Unveranderliehe 'Obersetzung Fig. 229: Stirnradergetriebe 

Fig. 230: Kegelriidergetriebe, Fig. 234: Keilriidergetriebe; ex meist 15 0, e < 12 mm: 

Fig. 229. Fig. 231. 

r 
t 

Fig. 230. Fig. 232. 

Fig. 233. 

rt - ' - - "- Ij 
- - 1- -

Fig. 234. 

In der Regel werden meh
rere Rillen (3 bis 6) vor
gesehen, umgeniigend Um
fangs kraft zu erhalten. 

Veranderliche 'Ober
setzung mit Planrad: 
Fig.232 (mit Richtungs
wechsel); Fig. 231 Um
kehrgetriebe mit Plan
radern fiir sich senkrech t 

Fig. 235. sehneidende Wellen. Fig. 
233: Parallele Wellen mit 

Kegelradern. Fig. 235 zeigt das Schema des PK-Getriebes1). Kegel a treibt die 
mit Zahnrad ZI auf gleicher Welle WI sitzende Kegelseheibe b an; Welle WI kann 
mit Gehause / um Welle w2 schwingen, auf die Zahnrad Z2 gekeilt ist. Zur 
Anderung der Drehzahl wird der Motor mit dem Kegel a axial verschoben. 
Durch die Bewegung der Kegelseheibe b auf der Bahn B wird das Anliegen von b 
auf verschiedenen Durchmessern von a moglich. Der Widerstand des Abtriebes 
wird als AnpreLlkraft iibertragen. 

Weitere Bauarten: EL_2), H_3) und PIV-Getriebe 4). 

') W. Prym, Stolberg, Rhld. 
'j Hans Heymann, Leipzig C t. 

'I Rich. Hofheinz & Co., Haan/Rhld. . 
') Werner Reimers, Bad Homburg v. d. H. 
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XV. Kettengetriebe 1). 
Anwendungsgebiet: Flir geringe Achsabstande, wenn Zahnradgetriebe 

nicht moglich; flir feuchte und warme Raume, wenn Riementrieb nicht moglich. 
Vorteile: Gerauschlose und schlupffreie Kraftlibertragung. 

Ausflihrungsarten: Rollenkette, einfach, zweifach, Fig. 236, und dreifach 
ausgeflihrt bis N = 5000 PS, n= 50 bis 3600/min; i = 10: 1 bei kleinen bis 6: 1 
bei groBen Leistungen. Verzahnung : theoretisch Triebstockverzahnung. GroBter 

. Achsenabstand = 100 X Teilung. Zahnketten, Fig. 237, haben (auch bei hohen 
Geschwindigkeiten) gute Laufeigenschaften, sind jedoch schwerer als RoUen
ketten. n = 350 bis 3000/min; i > 6:1 ; Zmin = 17, bei stoBweiser Belastung 
Zmin = 23; Gliederzahl moglichst gerade. GroBter Achsenabstand = 70 X Tei
lung. Umschlingungswinkel am kleinen Rad wenigstens 90°, besser 120°. 

Fig. 236. Fig. 237. 

Kettenradd urchmesser: Die Bolzenmitten liegen auf dem TeiIkreis 
Yom Durchmesser D, wobei t eine Sehnenteilung ist, welcher der Winkel 2 (X 

entspricht. Bei Z Zahnen des Rades ist (X = 180° Iz. Damit D = tlsin (X • 

Kettengeschwindigkeit: 1m Mittel v = 12 misek, maximal bis 20 m/sek. 
Nachspannen entweder durch versteUbare Achsen oder durch Spannritzel 

im losen Trum. 
Schmierung: Flir N < 50 PS: Tropfoler bei v < 8 mfsek; (jlbad bei 

v = 8 bis 11 misek, (jlpumpen flir v > 11 m/sek und flir N > 50 PS. 
Wirkungsgrad 1J ~ 98,5 vH. 

XVI. Riementrieb. 
Es bezeichnen: 
5, die Spannkraft des ziehenden Trumes in kg (Zugtrl1m), 
5, die Spannkraft des unbelasteten Trumes in kg (Leertrum), 
Sf die Fliehkraft im Riemen. e=2,718 die Basis der natiirlichen Logarithmen. 
,n die Reibungszilfer zwischen Scheibe und dem die Kraft tibertragenden Riemen, 
" den vom Riemen an der k1eineren Scheibe umspannten Bogen in BogenmaB (s. S. 189). 

5u die zu iibertragende Umfangskraft in kg. 
i Obersetzungsverhaltnis = ntrelbenct/ngetrleben' a den Achsabstand . 
d den Dmr. der k1einen, D den der groBen Scheibe. 

Fiir den Riemen: 
v die mittlere Geschwindigkeit misek, .5 die Dicke in cm. 
b die Breite in em, f = .5 • b den Quersehnitt in em'. " die Spannung in kg/em'. 

A. Werkstoffe fUr Riemen. 
1. Leder, 

je nach Verwendungszweck verschieden gegerbt; lohgares Leder bis 50 ° C, 
chromgares bis 90 ° C zulassig. Von der Wirbelsaule nach auBen nimmt die 

') S. a. Bd. II, S.386. - Werkstof!. Herstellung der Kettenriider und Normentibersicht 
s. Klingelnberg: Ter.hnisehes Hilfsbuch. Berlin: Springer 1940. 
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Haut an Starke zu und an Festigkeit ab. 0 = 4 bis 6 mm. Fertige Riemen 
werden auf Streckmaschinen gestreckt, Einlauf u. U. auf besonderen Maschinen. 

Allgemein sei Mitte Wirbelsaule = Mitte Riemenlauf. Auf der glatt bearbei
teten Scheibenflache laufe die Haarseite des Riemens. 

Nach den Lieferbedingungen fiir Ledertreibriemen (RAL 066 A) sind zu 
un terscheiden : 

Riemenklasse III 
II 

" 
I 

a,max = 33 kg/cm2, 

a,max = 29 kg/cm2, 

a,max = 25 kg/cm2, 

verwendbar bis v = 45 mIsek, 
" v = 24 
" v = 12 " . 

Verblndungen: zweckmaBig durch Leimen oder Nahen, oder beides. Riemen 
werden beim Leimen an den Enden abgeschragt; je cm2 Riemenquerschnitt 

Fig. 238. 

15 bis 25 cm2 Leimflache; Lederleim oder bei feuch
ten Raumen wasserfester Kitt. Nahtflache soli tan
gential an Scheibe anlaufen. 

Beim Dehnungsbetrieb muLl der Riemen anfangs 
oft nachgespannt (gekiirzt) werden, was bei geleimten 
oder geniihten Riemen umstandlich und zeitraubend, 
daher hiiufig SchloLlverbindungen, die leicht und 
biegsam sein sollen und die Riemendicke nicht ver
groLlern, sonst Schlag bei Auf- und Ablauf des Rie
mens. Bei v < 10 m/sek Verbindung mit Kralle iib

lich ; bei Drahthaken nach Fig. 238 kann durch Auswechseln des Stiickes A die 
Spannung veriindert werden. 

2.6ewebe. 
a) Fla,hriemen. meist endlos gewebt bzw. geflochten aus Haar. Baumwolle, Seide und 

Han!, zum Schutz gegen Staub, Wiirme und Feuchtigkeit eingebettet in Gummi oder getrankt 
mit Balata. Gerauscbloser Lau!. bobe Reibungsziffer. Zulassige Spannung "max: Haarriemen 
22 bis 25. Seidenriemen 60 his 100, Baumwollriemen (Balata) 35 his 70, Gummiriemen 30 bis 
60kg/cm'. 

b) Kellrlemen, Fig. 249. Die in Gummi eingelegten Kordfiiden ruben auf 
einem dicken Gummipolster, damit der Riemen die notige Hohe erhiilt; ein Ge

Fig. 239. 

webe umhiillt den Riemen und schiitzt ibn; 
Spielraum im Rillengrund. Trapezquerschnitt 
mit Keilw'nkel 201 = 32 bis 38°. 

c) Stahlbandtriebe 1), verwendbar fUr Schei
bendurchmesser > 500 mm. Herstellung der 
Stahlbander aus kaltgewalztem, gehiirtetem 
Holzkohlenstahl mit 15000 kg/cm2 ZerreiLI
festigkeit. Bandliinge > 3/4 v, worin v = Band
geschwindigkeit in m/sek. Zur Verhinderung 
des Rutschens erhalten die Scheiben einen 
Reibungsbelag aus Papierstreifen mit Kork
pliittchen. Fig. 239 zeigt das Verbindungs

schloLl aus S-M-Stahl. Achsdruck nicht hoher als bei Dehnungsbetrieb mit 
Riemen. 

B. Flachriementrieb (Lederriemen). 
J. Krafte und Spannungen. 

Der Riementrieb ist ein Reibungstrieb. Reibungsziffer p, ist abhiingig 
von Fliichenpressung und Geschwindigkeit. Erzeugung der Spannkriifte erfordert 
Vorspannung des Riemens: 1. durch Eigengewicht, nur moglich bei groBem 
Achsabstand a und waagerechtem Trieb, selten angewendet; 2. durch Dehnungs
spannung bein normalen Trieb; 3. durch Spannrolle. 

1) Stahlbandtrieb.Ges. , Berlin·Charlottenburg 5. 
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An den An- und Ablaufste11en der Scheiben wird der Riemen ~usatz1ich durch Bie-
gung beansprucht, aBlegung r:::::! E· li/D bzw. F::; E· li/d, (1) 
s. a. A WF 15Q. Berechnung offener Lederriementriebe. Die 
chung ist eine Zugbeanspruchung durch die Spannkrafte. 

Grundbeanspru-

Bei stillstehendem Trieb ist nach Eytel
wein S1 = S2 • el-' "', s. S. 189. Beim beweg
ten Trieb tritt durch die Fliehkraft Sf eine 
Zusatzspannung af = 5r1! auf. 

Nach S.233 ist af = v2 • ')Ilg in kg/m2. 
Flir Lederriemen ist ')I = 900 bis 1100 kg/ms, 
im Mittel = 1000. 

a, = (v m/sek)2. 1000. --1---1 
v2 9,81 100' 100 (2) 

R:::1 - kg/cm2. 
100 

Fig. 240. 

Die E ytel weinsche Formel 
nimmt hiermit die Form an 
51 - S, = (52 - 5,)'el-''''; 

mithin wird S51 - 55' = el-'''' 
2- , 

=m (Werte flir m s. S.189, 
Fig. 96); mist abhangig von 
ex und p,; ex ist der Um
schlingungswinkel an der 
kleineren Scheibe, s. Fig. 
240; cos (ex/2) = (D - d)/2a. 
ErfahrungsgemaB ist beim 
Lederriemen p, R:::1 0,22 
+ 0,012 • v; also nach 
Fig.241 mit v veranderlich. 
Sonach ist auch m stark 
von v abhangig, s. Fig. 242. 

~lmlj 
I-' = 0,022 + 0,012v; v in m/sek-~ 

Fig. 241. 

Flir die Leis tungs
libertragung kommt die 
nutzbare Riemenkraft 5 .. 
in Betracht 

5,,= 51 -5,- (52 -5f ) 

m -1 
= 51 - 52 = (51 - Sf) -- ; 

m 
m -1 5 

"Ausbeute" k = -- = ---"---- (3) 
m S1 - Sf 

ist nach Fig. 243 eine Funktion der Rie
mengeschwindigkeit v. 

'" = 180·, v in m/sek-~ 

Fig. 242. 

0 

7,;1=) 1 :-
L-P[..J--f--

/,../ ~ 

-1::: 
I 

«-180' 
------,--

I 2 
I I 

40 5 m ~ 80 ff M $ W M 80 
v- m/sek 

Fig. 243. 

Achsdruck Sa = S1 - 5f + (S2 - 5f ) = S1 + S2 - 2 Sf soil moglichst 
5 m-1 

klein sein; Sit = rp = -- = "Durchzugsgrad", s. Fig. 243. 
a m+ 1 

Mit wachsendem Scheibendurchmesser nimmt der Achsdruck zugleich mit 
der Umfangskraft abo 

GroBte Spannung a max = aBiegung + a1 ist beim Auflaufen des Riemens auf 
die kleinere Scheibe vorhanden; sie ist in A WF 150 und im folgenden mit 33 kg/cm2 

angenommen; a1 kann durch an und af nach Gl. (3) ... ausgedrlickt werden: 
a1 = an/k + a,; eingesetzt wird 

0max = 08ieguug + 0nlk + of. 
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Folgerungen :.1. Soll O'Biegung klein bleiben, so rnuB nach Gl. (1) die Riernen
dicke c5 klein und der kleinste Scheibendmr. d groB sein. Bei gleichern v tiber

tragen kleine Scheiben weniger 
als groBe, wei! sh::h an urn den 
Wert a £iegung verrnindert. 

MI~~LT~r=~~-~~~~ 

2. Del' Wert O'nlk wird bei 
groBer Ausbeute k klein, d. h. 
wenn ex, ft, und v groB werden. 

I 
111 -
~~~~~-7~--~~~~~~;~ 

3. Da a, von v2 abhangig, 
kann a, bei groBen Geschwindig
keiten betrachtliche Werte er
reichen; fUr v = 35 wird 0', = 
12,25 kg/crn2 • 

f_ 

Fig. 244. Riemenklasse III. 

4. Ftir jeden Wert bid nirnrnt 
0',. zunachst mit wachsendern v 
bis zu einern Hochstwert bei 
v RJ 20 rnlsek zu und faUt dann 
stark, Fig. 244. 

Leistung: N ps = an' /. v175; 
spezifische, auf den Riernen
querschni tt / bezogene Leistung: 

f-

NI/PB/em2 = an . v175, s. Fig. 245. 

2. V orspannung, 
Rlemenschlupf, Obersetzung. 

Urn 51 zu erhalten, rnuB 
irn Leertrurn 52 hervorgerufen 
werden: 

a) Durch Eigengewich t des 
Riernens; nur bei annahernd 
waagerechtern Riernenzug und 
groBern Achsabstand rnoglich. 
Es wird 

0'1+0'2- 2 0', 
O'Vorspannung = 2 

Fig. 245 Riemenklasse III; '" = 1800 • 

Fig. 246. 

b) Durch Spa nne n des Riemens von vornherein (Be
trieb mit Dehnungsspannung), wenn bei waagerechter An
ordnung der Achsenabstand so klein oder die Abweichung 
der Scheibenmitten aus der waagerechten Lage (Grenzfall 
bildet die lotrechte Lage) so groB wird, daB das Eigen
gewicht die Spannung 52 nicht mehr hervorrufen kann. 
Das oftere Naehspannen, sowie die Langenanderungen und 
darnit Spannungsanderungen, hervorgerufen durch die 
wechselnde Luftfeuchtigkeit, bilden den Hauptnachteil 

0'1 + a an 
aVorspannung = 2 - = Ij! • 2 + 0'" (6) 

sie muB also urn den Betrag at vergroBe.rt werden, wenn gleichgroBe Nutzspan
nung an wie bei a) erreicht werden soll. 

e) Durch Einbau einer sehwingenden Sp annrolle mit Gewichts- oder Feder
belastung1) (Betrieb mit Belastungsspannung): Fig. 246. Vortei!: Spannung irn 
Leertrum stets = 52' da vortibergehende Langenanderungen durch Beanspruchung, 

1) S. a. AWF 151 SpannroUentriebe. 
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durch Zentrifugalkr1ifte, Feuchtigkeit und Temperatur, sowie die dauemden 
L1ingungen infolge des Betriebes, die bis zu 1 vH betragen, vollkommen 
aufgenommen werden, w1ihrend sie sonst teilweise durch entsprechende Vor
spannung unsch1idlich gemacht werden mUl3ten. Umspannter Winkel IX grol3er 
als bei Anordnung b; ibis 15, kein Nachspannen; geringer Achsenabstand. 
Nachteil: Riemen wird nach beiden Seiten gebogen; aul3erdem wird die Zahl 
der Biegewechsel verdoppelt. Einbau der Spannrolle ins Leertrum, Fig. 246, zu
s1itzliches Belastungsgewicht fUr Spannrolle; bei stol3weisem Betrieb Fliissig
keitsd1impfer erforderlich. 

Wie bei a) ist aVorspannung = cpa./2. 
Den ziehenden Riemen legt man meist nach unten, da' sein Durchhang 

kleiner ist und der umspannte Bogen IX, mithin Ausbeute und Durchzugsgrad grol3er 
werden. Del' unbelastete Riemen l1iuft dann oben auf die getl'iebene Scheibe auf. 

Riemenschlupf 'P. Beim Auflaufen auf die getriebene Scheibe wird die 
Spannung im Riemen allm1ihlich vergroBert, die Dehnung nimmt zu, umgekehrt 
beim Ablauf von der treibenden Scheibe. Der Riemen fUhrt somit Relativ
bewegungen zu den Scheiben aus, die den "Dehnungsschlupf" ergeben, d. h . die 
getriebene Scheibe 11iuft urn einen Betrag (1 - tp) langsamer als der Uber
setzung i entspricht. Bezogen auf den mittleren Riemenlauf ist 

.. . . r 2 + O,5(J n1 WI 
Ubersefzung t = --- - - . (1 - tp) = ._--

r 1 + 0,5(J n2 

wenn r 1 den Halbmesser der treibenden, r 2 den der 
getriebenen Scheibe bezeichnet. tp :S;; O,02. 

Beim Flachriementrieb geht man mit ibis 5 bez. 
1 : 5, beim Spannrollentrieb bis 15 bez. 1 : 15, beim 
Keilriemen bis 10 bez. 1 : 10. 

Steigerung der Umfangskraft durch Erh6hung 
der Vorspannung (siehe oben) oder der Reibung. Diese 
wird vergrol3ert mittels besonderer Werkstoffe (mit 
Chromleder besetzte Textilriemen von hoher Zerreil3· 
festigkeit), durch keilformigen Riemenquerschnitt 

Fig. 247. a Riemen· 
scheihe, b Stahlband, 
c aufgenieteter Leder· 
belag, d seitlich einzu· 
treibende Keilbander. 

(s. Fig. 249) oder durch Bewehrung der Riemenscheiben mit Lederringen, so 
dal3 Leder auf Leder l1iuft. Beispiel: "Kraftring", Fig.247, von denen mehrere 
nebeneinander gesetzt werden konnen. Bei genligend grol3er Ubersetzung ist nur 
die kleinere Scheibe mit Kraftringen zu versehen. 

3. Berechnung des Riementriebes (AWf 150 s. S.649). 
Die Kurven der Fig. 245 werden den folgenden Berechnungsbeispielen zugrunde

gelegt, die flir Riemen Klasse III mit am a, = 33 kg/cm2 und IX =180 0 = :rr; auf
gestellt sind; fUr je 10 0 geringere Umschlingung verringert sich die Nutzspan
!lung urn ;:::;3 vH. 

1st v s: 24 misek, so kann Riemenklasse II mit amax = 29 kg/cm2 gew1ihlt 
werden; dann wird an um (33 - 29) '100/33 = 12 vH kleinel' als in Fig.244; das
selbe gilt fUr Fig. 245. FUr v < 12 m/sek kommt auch Riemenklasse 1 mit 
amax = 25 kg/cm2 in Fl'age ; die Verminderung von an betragt hier 24 vH. 

Beispiel 1: N = 40PS; n=1 000U/min; d=500mm; 0; = 150°, gemessen an der kleinen 
Scheibe; o = 6mm ; Riemenklasse III . 

v = "dn/60 = ;'l;' 0,5' 1000/60 = 26 m/sek; rl'/d = 6/ 500 = 1/83 . 
Aus Fig. 244 folgt an;:" 20 kg/cm'. 

Da 0; = 150 0 ist, werden 3 ·3 vH abgezogen 
n" = 0,91 ·20 = 18,2 kg/cm'. 

75'N 75'40 
Riemenbreite b = b'. an . v = ~18,2 . 26 ;:" 10,6 cm; genormt 120 mm. 

N achpriifung an Hand der Fig. 245 . 
Fiir o/d = 1/83 und v = 26 m/sek wird abgelesen ~6,9 PS/cm'. Fiir den Rechnungsbetrag 

von b = 10,6 und 0 = 0,6 wird f = 6,36 cm'; sonach N = 6,9 . 6,36 = 44 PS abziigJich 9 vH 
= .0 PS. (Dasselbe I3eispiel ist auf S. 649 behandelt.) 

Tascbenbuch fUr nen Maschinenbau. 9. Aun. I. 38 
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Berechnung der Vorspannung fiir Debnungsbetrieb. Nach Fig. 241 ist ,It = 0,55; fiir 
"'= 150· wird nach Fig. 96, S. 189 e,lt 0< = m ~ 4,2 geschatzt, 'I' = (4,2 -I): (4,2 + I) R:l 0,62. 

18,2 • 
Uf = (26)': 100 = 6,76 kg/em'; UVoropannung = 0,62' 2 + 6,76 R:l 12,4 kg/em. 

1st die stumpfe Lange L des Riemens bek"l"'t, so kann die erforderliebe Verkiirzung AL des 
Riemens vor dem Auflegen bereebnet werden; die ungespannte Lange wird L-AL. 

Es ist 
A L/ L = E = UVoropannung/ E; 

wird E = 1250 geschatzt, so wird 
E = 1/100. 

~ 
Bereehqung des Aehs

druekes bei laufendem Riemen. 
" ~. (J 5n15a ='1' ; es war 1=10,6 

_ ·0,6=6,36cm';5n =(Jn·t=18,2 
'6,36R:l1l5,8kg; 5a =127:0,62 
R:l187 kg. 

Beim Auflegen des Rie
mens und beirn Stillstand ist 

Fig. 248. Sa = 2' (JVorspannung' t = 2' 12,4 
. 6,36 = 158 kg. 

Beispiel 2: Spannrollentrieb Fig. 248. N = 120 PS; n, = 1600 U/min, '" = 112 Ujmin; 
d .;, 280 mm; D = 4000 mm; J = 5 mm; Riemenklasse III. 

v = 23,6 m/sek; J/d= 5/280= 1/56. Nach Fig. 245 konnen 5,8 PS/em' iibertragen werden bei 
180· Umsehlingungswinkel; 0< = 210· naeh Fig. 248; Zusehlag 3· 3 vH, also wird N/I = 1,09 • 5,8 
=6,3PS/em' und 1=120:6,3=1gem'; mit J=0,5em wird b=380mm, genormt 400mm. 

Bereehnung des Spannrollengewiehtes. Dieses kann zeiehnerisch ermittelt werden, 
wenn die Spannkraft 5, im Leertrum bekannt. 

Naeh Fig. 244 ist (In= 18,1 fiir" = 180·; fiir" = 210· wird (In = 3 ' \,03 • 18,1 = 19,8 kg/em'; 
naeh Fig. 241 ist,lt = 0.5; dann wird m = 6.5 fiir ,,= 210·; naeh Gleichung (2) ist Uf= 5.6. Ails 
der Eytelweinsehen Formel und Gleiehung (3) folgt On: (m - I) + Of= 9.2 kg/em'. Mit 
1= 19 em' wird 5, = 175 kg. Dureh Aufzeiehnen ergibt sieh das erforderliehe Gewieht zu 
G R:l265 kg. 

c.. Keilriementrieb 1). 
Tafel der Keilrlemenprofile und Leistungen s. S. 650. 
Riemen werden endlos geliefert. Abmessungen flir Riemen und Scheiben 

genormt (DIN 2215 bis 2218). Infolge des Keilwinkels (32 · bis 38·) ist p = 2,5 
bis 3,5 (Fig. 249). Achsabstand und mithin Umschlingungswinkel konnen kleiner 

gewahlt werden; vielfach ausgeflihrt a F:::! D, s. Fig. 250; 
Obersetzung ibis F:::! 1 5 : 1 moglich. 

Die genaue Herstellung der Gummikeilriemen in bezug 
auf Keilform und Lange der endlosen StUcke gestattet die 
Anordnung bis zu 10 Riemen auf einer Scheibe. 

Vorteile: Gerauschloser Lauf, weicher Anlauf, gutes 
Durchzugsvermogen, fast kein Schlupf, geringer Platzbedarf. 

Fig. 249. Nachteil: Die endlosen Riemen erfordem Nachstell-
moglichkeit einer Welle; wenn das nicht moglich, muG eine 

Spannrolle oder geteilter Riemen mit Optimat-Verbinder2) benutzt werden. 
Riemengesch windigkei t moglich bis v F:::! 30m/sek, empfohlen < 20 m/sek. 
Leistung. Beziiglich Nps je Gummikeilriemen mit Gewebe flir IX = 180· 

s. S.650 (Richtwerte). GroGte Leistung bei v F:::! 20 bis 22 m/sek. Die an
gegebenen Profile entsprechen den Normen; daneben werden in der Obergangs
zeit noch andere Profile geliefert. Profil 25 x 16 bedeutet: Breite 25 mm, Hohe 
16mm. 

Verminderung der iibertragbaren Leistung 
urn 2 5 8 11 14 
fiir IX· = 170 160 150 140 130 

18 
120 

22 vH 
110 

GroBes Anzugsmoment und stoBweiser Betrieb setzt ebenfalls die iibertrag
bare Leistung herab. 

') Sehulze-Pillot: Keilriementriebe. Z. VDI 1941 S.663. Siehe aueh Listen der Firmen: 
Lohmann & Stolterfoht AG., Witten-Rubr; Eisenwerk Wiilfel, Hannover-Wiilfel; A. Friedr. 
Flender & Co., Boeholt . 

• ) Hersteller: Deutsche Keilriemengesellschaft. Berlin. 
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D. Anordnung und Ausfiihrung. 
Dmr. d der kleinen Scheibe sei moglichst groB, um Riemen zu schonen; 

Einflul3 von (j/D s. Fig. 244 und 245 und Gleichung (1). 
Achsabstand a: beim offenen Trieb 5 bis 20 m, bei schmalem Riemen 

a ::::: 2D, bei brei tem a ~ 4D, bei gekreuztem Riemen auBerdem mindestens 
20x Breite. 

Ungespannte, stumpfe Lange: offener Trieb, Fig. 240, 
L = 2asin(lX/2) + 0,5a(d + (j) + (n - 0,5&) (D + (j); 
gekreuzter Trieb, Fig. 250, L = 2a sin (lX/2) + 0,5 &(D + d 
+ 2(j); IX in BogenmaB. 

Riemenlauf. Damit sich der 
Riemen auf der Scheibe halt, muB 
sich das gerade auflaufende Riemen
stiick, das sich zur Scheibe hin be
wegt, in der Ebene dieser Scheibe, 

Fig. 250. Fig. 251. Fig. 252. 

das ist die Ebene senkrecht zur Scheibenachse, bewegen. Der ablaufende 
Riemen kann aus dieser Ebene abweichen. 

Die Wellen kreuzen sich, Fig. 251. pie Durchschnittslinie der Mittelebenen 
beider Scheiben ist Tangente an beide Scheibenumfange (Sonderfall: Wellen 
kreuzen sich rechtwinklig, Fig. 252). 

Der Beruhrungspunkt erwiihnter Tangente muB Ablaufstelle des Riemens sein, wodurch 
die Umdrehungsrichtung der Scheiben gegeben ist, Drehrichtung nicbt umkehrbar. Da die 
Riemenmitte cc gegen die Ebene der Scheibenmitte dd um den Winkel l' 
in Fig. 252 geneigt ist, wird der Riemen aus der Ebene dd im Grundril3 auf 
der getriebenen Scheibe nach rechts wandem, zumal seine innere Kante aa 
stets kilrzer, mithin auch weniger beansprucht wird a1s die iiul3ere bb, so 
dal3 er sich um die Kante aa biegen wird; genau so im anderen Truro. 
Infolgedessen verscbiebt man die Mitte der getriebenen Scheibe um das 
Mal3 n=O,S bis 0,6' b, und die Mitte der treibenden um m=0,1 bis 
0,2' b (Fig.253), filhrt beide Scheiben gerade aus und macht sie zur 
Sicherheit noch um 25 vH breiter a1s die geradlaufenden Riemen. 

Baustoff der Riemenscheiben meist GrauguB, neuerdings Fig. 253. 
auch Aluminium oder verschweiBtes Stahlblech. Herstellung 
meist auf gewohnlichen Formmaschinen: Scheiben ballig oder nach dem Durch
ziehverfahren: Scheiben zylindrisch. 

Kranz ist mogichst schwach zu wahlen, damit er beim Abkiihlen gegen
iiber den Armen nachgeben kann. Randstarke (Fig. 254) 1). 

s = D/300 + 2 mm, mindestens aber 3 mm. 
Oberf11iche moglichst glatt, da sonst der Riemen infolge des Schlupfes bald 

zerstort wiirde. In der Mitte der Mantelflache erhalten die Scheiben eine kleine 
Rille zum Einlegen eines Fadens beim Ausrichten. 

Kranzbreite: 
Fig. 254 zeigt eine einteilige Riemenscheibe. Fiir offenen Riemen wahlt man: 

B = 1,1. b + 1 em, 10 vH grBBer bei geschranktem, da der Riemen unruhiger 
lauft. DIN 111 legt foigende Abmessungen fest: 

') Festigkeitsrechuung s. Rotscher: Die Mascbinenelemente. Bd.2. Berlin: Springer. 

38* 
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Riemenbreite mm 30 40 SO 60 70 85 100 120 140 170 
Riemenscheibenbreite mm 40 SO 60 70 85 100 120 140 170 200 
Riemenbreite mm 200 230 260 300 350 400 450 550 
Riemenscheibenbreite mm 230 260 300 350 400 450 500 600 

I r 

8 

Fig. 254. Fig. 255. 

Wtilbung. Damit sich der Riemen beim Lauf auf der Scheibe gut halt, 
wird die getriebene Scheibe, bei groBen Geschwindigkeiten (v>20m/sek) 
auch die treibende, schwach gewtilbt. 

Ohne Wtilbung werden ausgefiihrt: 1. Scheiben, auf denen der Riemen ver
schoben wird, 2. Scheiben mit mehreren Riemen, 3. getriebene Scheibe bei ge
schranktem Trieb. 

Die Pfeilhtihe der Wtilbung betragt nach DIN 1111) 
bei Breite mm 40 bis 100 120 bis 170 200 und 230 260 und 300 350 

Pfeilhtihe mm 1 1,5 2 2,5 3 
Arm.zahl = 1/, bis 1/8 Y D mm; bei einteiligen Scheiben meist ungerade. 
Armquerschnitt mit Riicksicbt auf Luttwlderstand melst elIJptJsch; 

Achsenverhliltnis 1 : 2 bis 1 : 2.5;nacb dem Kranz zu wird der Querschnitt 
verjiingt im Verhaltnis 5 (Nabe) : 4 (Kranz) der Achsen. 

~aben (vgl. KeiIe, S.507), 1m allgemeinen Nabenstarke etwa d/3+ 5mm; 
Nab .. nlangp L= B, bei breiten Scheiben oft kleinp!, mindpstens abeT 1.2 hie 1.5' d. 
Lanl!'P Naben fiihrt man hohl aus, Fig. 254, mit 11 = 0,4 bis 0,5 • d. Bei Los
scheiben L = 2' d. 

Befestigung auf der Welle. Kleine ungeteilte Scheiben dUTCh HohlkeiI, 
geteiIte Scheiben bis etwa 1000mm Dmr. werden aufgekIemmt, grtiBere Scheiben 

durch FIacbkeil oder TreibkeiI. 
Auswuchten. Rasch laufende 

• 

Scheiben sind statisch und dynamisch 
wegen des ruhigen Ganges auszu
gleichen. 

. Ausfiihrungsbeispiele. Fig. 

. 255: zweiteilige Riemscheibe, die im 
Arm geteiIt ist mit RiicksiCht auf 

fig. 256. Fig. 257. Herstellung und Zusammenbau. 
Durchgehender SpaIt im geteiIten 

Arm ist verm'eden. Man gieBt die Scheibe in einem Stiick und sprengt sie 
nachber von der Nabe ans, da andernfalls die Arme an der Nabe leicht brechen. 
Fig. 256: Teilung zwischen den Armen bei kIeinen Geschwindigkeiten; nur ein 
Kemkasten erforderlich. Sprengflachen bleiben unbearbeitet. 

Fig. 257: Geteilte Bodenscbeibe. 
Breite Scheiben erhalten zwei Armreihen. 
Es werden auch geteilte, geschweiBte Stahlriemenscheiben hergestellt mit 

auswechselbaren Einlegebiichsen zum AufkIemmen oder Aufkeilen, femer auch 

1) 1m Gegensatz hierzu schreihen die Hersteller von Geweberiemen meist eine wesent
lich geringere Wolbung vor, da diese Riemen sonst vorzeitig zerstort werden. 
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ungeteilte, gerade und ballige, von 140 bis 1600 mm Dmr. und 60 bis 300 mm 
Breite; sie sind auch als Leerlaufscheiben zu verwenden . 

Vorteil: geringes Gewicht und Eignung fiir groBere Umfangsgeschwindig· 
keiten. 

Es werden auch holzerne Scheiben mit groBerer Reibungsziffer als eiserne 
ausgefiihrt. 

Fig. 258 zeigt eine Fest- und Losscheibe, letztere stets auf der angetrie
benen Welle sitzend, da andernfalls ein Einrlicken nicht moglich. Stets ist 
der auflaufende Riemen zu 
verschieben, da sich der trei
bende schwerer als der un
belastete versch·ebt. Nabe 
der Losscheibe Hiuft auf 
Leerlaufbiichse. 

Da die Riemen beim 
Verschieben leiden, wird 
diese Antriebsart nur bei 
geringen Leistungen an
gewandt. 

Bei veranderlichem 
Obersetzungsverh al t-

Fig. 258. 

nis sind Stufenscheiben (s. Werkzeugmaschinenl zu verwenden oder auch kegel· 
fOrrnige Trommeln, wenn ein allmahliclter Obergang von einer Obersetzung in 
eine andere erforderlich ist. GroBere Obersetzung gestatten die Drehzahl· 
anderer (5. 588). 

XVII. Kurbeltrieb. 
A. Kraft· und Bewegungsverhiiltnisse 1). 

Bezeichn unge n: OK = Kurbel, r = Kurbelradius, s = 2r = Hub, ,,= Kurbelwinkel, 
P = Scbubstangenwinkel, 1= Schubstangenliinge, ;. =rj l = Schubstangenverhiiltnis, Xu = Kolben
weg fUr I = 00, X = Kolbenweg fiir 1< 00, v = r . OJ = Kurbelzapfengeschwindigkeit, c = Kol
bengeschwindigkeit, b = Kolbenbeschleunigung, P = Kolbenstangenkraft, S = Schubstangen· 
kraft, N = Normaldruck in Fiihrung, T = Tangentialkraft, R = Radialkraft. 

Kraftverhiiltnisse. Nach Fig. 259 ist: 
N = p. tg{3 = S·sin{3; S = P/cos {3 . 
T = S· sin ((X + (3) = p. sin ((X + (3)/cos{3. 

Flir (X + {3 = 90 ° wlrd 
Tmax=S . 

Fur (X=90 ° wird P P 
Smax = 111 _ sin2 Ii = yi--=--X2 

Flir I = 00 ist T = P . sin (X. 
Bezeichnen Pm und T m die Mittelwerte, so folgt: 

Tm ·rn=Pm ·2r; Tn,=2In·Pm • 

Ermittlung von T nach dem Sinussatz, Fig. 259: Ziehe durch den Endpunkt 
der von 0 aus aufgetragenen Strecke Peine Parallele zur Schubstangenrichtung, 
so schneidet diese Parallele auf der Senkrechten Tab. 

Kolbenwege. Zeichnerische Ermittlung nach Fig. 260a: fiir 1=00 (Kurbel· 
schleife) durch SenkrechteKa, es wird Xu = Kha, bzw.= Kva fiir 1 < oodurch 
Bogenprojektion mit Radius 1 oder als waagerechter Abstand des Punktes K yon 
den den Knrbelkreis tangierenden Kreisbogen, es wird X = Kh a1 • bzw. = K.a2 • 

• ) Meyer zur Capellen: GroBt· und Kleinstwerte von Geschwindigkeit und Beschleu· 
nigung bei der Geradschubkurbe1. Masch.·Bau·Betrieb 16 (1937), 529. 
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Rechnerisch ergibt sich der Kolbenweg 
1. flir 1 = (Xl zu x" =,. (1 - cos IX) , 
2. fiir endlichesl zu x=x .. ±f="C1-coSIX)±1(1-cosfJ), f="Fehler

glied", das Minuszeichen gilt filr den Riickgang. 
Mit Ka=l.sinfJ=,..sinlX und cos2fJ= 1 -sinBfJ wird 

x = ,. (1 - COSIX) ± 1 • [1 - i1 - ;hinllX] . 

Aus dem Verhliltnis 
I:Ka=Ka:(21-f) 

(K a)B ,a. sinllX 
folgt 1 = -1--1 = It' Bei kleinen Werten ,./1 bis 1/4 kann f gegen 21 

2 - 2 - -,1 • sin21X A. 
vemach1assigt werden; damit f = 2 1 = 2" . , . sm2 1X . 

Fig. 260 a u. b. 

Erste Annaherung: 
1. . 

x =,. (1 - cOSIX) ± -,. smBIX. 
2 

Tafel der Kolbenwege s. S. 653. 
Kolbengesc:bwlndlgkelten. Diese ergeben sich unmittelbar aus den Wegen 
1. fiir 1 = (Xl zu 

e = dx/dt = r· sin IX • dlX/dt = r· co • sin IX = V. sin IX • 

2. fiir endliches 1 zu e = v • sin (IX ± fJ)/cos fJ = v (sin IX ± cos IX • tg fJ) . 
Es folgt mit sinfJ = ,./1. sinlX und cosfJ = fi - sin2 fJ 

e = v • [SinlX ± ,./1. sinlX' cOSIX ]. 
f 1 -ll. sin21X 

Daraus als erste Ann1iherung 

e = r· Q) • [sin IX ± A12. sin (2 IX)] • 

Wird v fiir 1 = (Xl durch r wiedergegeben (also co = 1), so stellen die Ordi
naten des Kurbelkreises die Kolbengeschwindigkeiten e dar, nac1i Fig.26Oa ist 
sonach e = K a fUr Kurbellage OK. Flir co = co folgt als Darstellung eine 
Ellipse infolge Anderung der Kreisordinaten im gleichen Verhliltnis. 

Fiir 1 < (Xl wird e durch den Schnittpunkt der (flir IX < 90° ver11ingerten) 
Schubstange mit der Senkrechten in 0 erhalten, Fig. 261. Beweis s. S.211. 

Mit em = 2sn/60 = ns/30 als Mittelwert und v = nsn/60 folgt v = n ·.e...l2 
fUr 1;"'00. . 
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Beschleunigungen. 
1. fiir l = 00: b = dcfdt = rro' cos"'· d",/dt = rrol • cos"'. Das ist die 

Gleichung einer Geraden mit den Endordinaten rro2 bzw. "eins", falls r = 1 
und ro = 1 gesetzt werden, Fig. 260b. 

2. fUr t < 00 wird b = dc/dt = 1'ro2 [cos", ±). cos2 <X/COS8 P ":f Asin2<x/cosP]; 
nliherungsweise b = r· rot. (cos", ± ;.. . cos [2",]) • (S. auch S. 212.) 

v " 

Fig. 261. 

Zelchnerlsche Ermlttlung nach Fig. 261. (Die eingeklammerten Bezeichnungen geben die 
entsprechenden von Fig. 26, S.212 wieder.) Die relative Drehgeschwin9igkeit Vr der Schub
stange um den Kurbelzapfen wird als dritte Seite des aus v, c und Vr tiestehenden Dreieckes 
erhalten. OK=f'=v (=bA), trage bn=v:/I (=v'ju/I) von K ab underrichte imEndpunkt der 
aufgetragenen Strecke eine Senkrechte (b,) auf der Schubstange, so schneidet diese auf dar 
Waagerechten die gesuchte Beschleunigung b (= bB) aus. Ermittlung von b" nach Fig. 261 
rechts als vime Proportionale zu Vr und I. 

Fig. 262. 

Fig. 261 zeigt die so erhaltene b-s-Kurve mit Scheitei, filr .t = 0,2637 faUt dieser in die Tot
lage filr 180·. Steigung dar Kurve in den Totpunkten: 

db/ds=-[1+31(I-A)] filr «=0·, 
db/ds=- [1 ~3A (1 +.t)] filr ,,=180·. 

Fiir ). ~ 1/4 kann die Kurve als Parabel nach Fig. 80, S.100 aufgezeichnet 
werden, S. Fig. 262. 

Fiir den Hingang werden A und B durch Auftragen der eingescbriebenell 
Werte gefunden. Verbindet man A mit B. errlcbtet im Schnittpunkt F das Lot 
EF = 3 .;.. • r • ro l , so sind EA und EB Tangenten an die Parabel in den Punkten 
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A undBj desgl. 1-1. 2-1, 3-3. wenn AE und EB in gleiche Teile geteilt 
sind. Fur dp-n Riirk~ang wird ebenso die Parabel A'm' als Spiegelbild erhalten. 

Diese Beschleunigung erfahren Kolben nebst Stange, Kreuzkopf und ein 
Teil der Schubstange. 

Bei sehr raschlaufenden Motoren wird fiir die Triebwerkberechnung eine 
genaue Zerlegung der Schubstangenmasse m in einen umlaufenden Teil mu 
und einen hin- und hergehenden Teil m~ erforderlich, was die Kenntnis des 
durch VerSuch oder Zeichnung zu ermittelnden Tragheitsmomentes der Schub
stange voraussetzt. Es zeigt sich, daB mh bis auf m/4 sinken kann. Nliheres 
s. Neugebauer, Krafte in den Triebwerken schnellaufender Kolbenkraftmaschinen. 
Berlin: Springer. S. auch Bd. II, s. 149 und 197. 

B. Kurbe!n. 
Kurbeln am Wellenende heiBen Stirnkurbeln. Gegenkurbeln sind solche, 

die mittels des Zapfens mit der Stirnkurbel verbunden sind, vgl. Fig. 263. 

Fig. 263. 

Fig. 264. 

Baustoff: Stahl (St 42' 11 bzw. St 50' 11 
bzw. St 60' 11, je nach der Hohe der Beanspru
chung). seltener GrauguB. 

Si tz. Meist werden die Kurbeln warm auf
gezogen oder hydraulisch auf die Welle gepreBt 
(vgl. Schrumpfringe), selten angeschmiedet. Auf
keilen ist zu vermeiden. 

1m Mittel kann man etwa nehmen (Fig 264): 
Ds einige mm kleiner als D1 ; L::> Da, wenn 

die Kurbel warm aufgezogen oder aufgepreBt wird, 
und L::> 1.25' Ds' wenn sie nur aufgekeilt wird. 

. Nabenstlirke geschmiede-
ter Kurbeln im Mittel a = 
0,4· Ds + 1 em, Nabenstarke 
guBeisemer Kurbeln 30 bis 
50 vH starker. 

n"r K urbE'larm - bei 
Stahlkurbeln nach Fig. 119. 
s. 539 ausgeflihrt - ist auf 
zusammengesetzte Festigkeit zu 
berechnen, und zwar wird der 
Querschnitt b • h im Abstande e 
yom Zapfen beansprucht: 

durch die Radialkomponente 
V der Schubstangenkraft S auf 
Zug bzw. Druck und Biegung 
mit dem Moment Ml = V • s. 
wobei :r::r: die neutralE' Achse. 

durch die senkrecht dazu stehende KomponentE' H auf Schub und Biegung 
mit dem Moment M s = H· e. wobei "" die neutrale Achse, und gleichzeitig 
auf Drehung durcb das Moment M, = H . s. 

Unter Vernachllissigung der Zug· bzw. Druck- und Schubbeanspruchung ergibt 
sieb (vgi. S. 405) das ideelle Biegungsmoment. 

Meist ist die Beanspruebungin der Kurbeltotstellung ma8gebend. in der auch 
durch niedrige Beanspruchung auf St08e infolgE' der Riebtungslinderung der Krafte 
Rucksicht zu nehmen ist. Hier ist M b = S • s = p. s • wenn P diE' Kolbenstangen
kraft; damit wird unter Beriicksichtigung der Zug- bzw. Druckbeanspruchung 

Mb P _ ( b ) _ 11 • bl 
i . h • b2 + l}:h- < O'bzul oder p. s + 6" <-6-' Gzul' 

Beziiglich Lagerdmr. s. S.528. 
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Der K urbelzapfen wird meist konisch eingesetzt und durch einen Keil 
oder durch eine geringere Anzul1.skraft gebende Mutter gesichert. Fijl.263. oder 
in die erwarmte Kurbel eingeschrumpft (vgl. Schrumpfverbindungen). seltener 
aus eicem StUck mit der Kurbel hergestellt. Bercchnung s. Gleitzapfen. 1m 
Mittel kann man etwa wahlen 

11 = 1.5 bis 1.75 . d; 
d1 = 2 . d bei geschmiedeten 

h1 = 0.3 bis 0,4 ./t ; 

tg<x = 1/25 bis 1/15; 
und = 2.5 • d bei GuBkurbeln; 

51 = 0.2 bis 0.25 • d. 

C. Exzenter. 
Wird der Kurbelzapfendmr. einer gekropften Welle so weit vergroBert. daB die 

Welle durchgeftihrt werden kann. so en tsteht das Exzenter. Fig. 265: Exzenter einer 
Walzenzugmaschine. Es 
ist: 

d = 2· (e + 0,5 • D 
+ ~ + al). 

wenn ~ die Nabenstarke 
und x das MaB in em 
bpzpichnen. urn das die 
Laufflache des Enen
ters Uber der Nab .. her
vorstpht Dip Breite der 
Laufflache muB bern 
= P mid Pm betragen. 
P m= dem in der Mittel
cbene des Exzenters wir
kenden mi t tier en 
Druck; Pm folgt aus der 
Beziehung Pm' V = 5 Fig. 265. 
bei StahlbUgeln auf 
guBeisernen Scheiben, Pm = 10 bei Biigeln mit WeiBmetallfutter auf GrauguB
scheiben, v = Exzenter-Umfangsgeschwindigkeit in m/sek. 

Sei Exzentern der Lokomotiven und solcheu. bei denen durch Luft
zug od. dgl. fUr gute Warmeableitung gesorgt ist. kann w hoher gewahlt 
werden. 

E x zen t e r s c h e i ben werden mit RUcksicht auf Montage 
ein· oder zweiteilig ausgeftihrt. In Ausnahmefiillen wird die 
Scheibe auch wohl mit der Welle aus einpm StUck hergestellt, 
um ihren Durchmesser mOjllichst klein zu halten. 

Beide Halften zweiteiliger Scheiben werden meist durch 
Stift~rhrauben mit Querkeilen oder Muttern zusammengehalten. 
Fig. 266. 

Die Exzenterscheibe wird mittels Kei! oder, wenn sie 
verstellbar 5ein 5011, dadurch befestigt, daB eine an der Stirn-
flache geriffelte und in der Scheibe gleitend angebrachte Beilage Fig. 266. 
mitte!s Keiles gegen die fein genutete Welle gepreBt wird. 

Die Exzenterbiigel aUs FluBeisen erhalten meist eine Ausfiitterung aus 
Lagermetall, die guBei, ernen hiiufig. 
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D. Schubstangen 
(aueh Pleuel-, Lenk· Odel Treibstangen genaDDt)l). 

Baustoff: S.M.-Stahl bei ortfesten Masehinen, flir kleinere Masehinen auch 
StahlguB; veredeltes Duralurrtin (Z. VDI 1941 Heft 43/44 S.867), Normstahl 
St C 35'61, Chrorn-Molybdiin-Stahl flir Leichtrnotoren, auch Chrom-Molybdiin
Nickelstahl flir Flugmotoren. S. auch Angaben S. 604. 

Fig. 267. 

Schubstangen groBerer Brennkraftmaschinen werden mit 
Langsbohrungen ausgefiihrt, die als Olleitungen dienen und 
das Gewicht verringem. Der Bohrungsdurchmesser wird vor 
dern Stangenlager verkleinert, urn hier groBere Auflagefliiche 
fiir die Schale zu erhalten, s. Fig. 273. 

Fiir sehnellautende Masehinen eignet sich vor
nehmlich der runde Querschnitt mit abgeflachten Seiten 

(d = t,75 bis 2· b), 

sowie der doppel-T-formige, Fig. 267, da 
beide die durch die Fliehkraft beding· 
ten Biegungsspannungen besser als 
der runde Querschnitt aufnehmen. Diese 
Kraft erreicht ihren groBten Wert fiir 

Fig. 268. " = 90°, Fig. 268. Mit t = Stangenquer-
schnitt in em2 und " in kg/ems bedingt ein 

Stangenteilchen von der Lange = t em am Kurbelzapfen die Fliehkraft in kg 

I· r r ( n )1 ( n )1 q=rcm·(.I)I.-g- = .;-. 30 ·I·r = 300 .rom·t.ml·r. 

Das hierdurch verursachte Biegungsmoment hat den groJ3ten Wert 

M6max ~ q • 11/16. 
BiegungsspaDDung: 

06 = ~i: = (1:00)1. r . r. t;/~I • 
wenn J das Triigheitsmoment und e der Abstand der iuJ3ersten Faser ist. 

Gesamtbeanspruchung: O'zul = Pit + 0'6 i worin P = Kraftwirlrung bei 

" = 90°. 
Bei veranderlichem Stangenquersehnitt f" Auftragen der Werte f/." = "(.1) • 

• 1",· ,,/g. (I;/l tiber Stangenachse und Besti=ung der Momentenflache aus der 
Belastungsfliiche nach S. 359. Bei sehr raschlaufenden Maschinen empfiehlt sich 
Ermittlung der Eigenschwingungszahl aus groBter Durehbiegung durch Auf
zeichnen der Mb/J-Flache und der elastischen Linie nach Mohr. S.363. Kritische 
Drehzahl s. S. 238. 

Beispiel: 
n = 180 min- 1 : r = 250 mm: 1 = 12S0mm; / = 24 em"; r = 0,0078 kg/em"; 

(180)" q = 300 .25·24.0,0078 = 1,685 kg; Mb max = 1,685 • 125/16 = 1645,6 kgcm. 

Die Kopfe werden entweder geschlossen oder mit Riicksicht auf Zusammen· 
bau offen ausgeflihrt. Die Nachstellung der Lagerschalen ist so einzurichten, 
daB die Entfemung 1 von Mitte zu Mitte Lager auch bei eingetretener Ab· 
nutzung konstant bleibt; sie muB deshalb bei dem einen Lager eine Verlange
rung der Stange, beim anderen eine Verkiirzung bedingen. d. h. an einem Lager 
muJ3 die iiuJ3ere, am anderen die innere Schale nachstellbar sein. Das KurbeI· 
zapfenlager hat auch die Beschleunigungskriifte infolge der relativen Drehung 
del Schubstange gegen den Kreuzkopf aufzunehmen. 

') S. BUch Bd. I, S.430 uod Bd. II, S. ISS. 
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AusfiihrungsbelspleJe zeigen: Fig. 269, geschlossener Kopf, der in gleicher 
Form am Kreuzkopfende ausgefiihrt werden kann. Fig. 270, geschlossener Kopi 
am Kreuzkopfende mit N achstellung senkrecht zur Bewegungsebene. Die Neigung 

Fig. 269. Fig. 270. 

des Keiles wird 1 : 5 bis 1 : 10 genommen und ist durch die GroBe der zullissigen 
Abnutzung bestimmt. 

Bei der Bauart nach Fig.271 und 273 sind die Schrauben des offenen 
Kopfes (Marinekopf) zur Aufnahme der Biegungskrlifte sorgfaItig eingepaBt. 
Schrauben und Zwischenlagen (Messingbleche verschiedener Starke) hindem die 
Schalen am Drehen. Durch Andem der Zwischenlage·Dicke wird nachgestellt. 
Wird die Zwischenlage starkfr als die Teilfuge gewahlt und die Schale dann 
ausgebohrt. so fallt die Schalenstarke in der Mitte groBer aus. 

Fig. 271. 

Fig. 272 und 274 zeigen gegabelte Kopfe. Der Kreuzkopfbolzen wird hiiufig 
konisch eingepaBt, wobei nach Fig. 272 beide konischen Flachen auf einem und 
demselben Kegelmantelliegen (tg(X = 1: 10 bis 1: 20); Bauart kostspielig, die 
Gabel wird leicht verspannt. Besser Ansftihrung mit Bolzen von konstantem 
Querschnitt, der durch Stifte oder Flachkeile gegen Drehung gesichert ist. 
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Fig.273 lind 274: Schubstangen einer Viertakt-Tauchkolbenmaschine und 
einer doppeltwirkenden Zweitakt-Dieseimaschine. Bei Bauart nach Fig. 273 sind 
Lagerhiilften b und c zwecks Verminderung der 
Reserveteile austauschbar; Beanspruchung der 

. ~l E f- - =r "" .~" J 
Fig. 272. Fig. 273. "', P Ringnut fiir Schmier6J. 

Lagerhlilfte c nur durch Beschleunigungsdriicke (Viertakt I). Stahlbleche d dienen 
zur Anderung des Verbrennungsraumes und werden nach ProbeJauf durch eine 
einzige Platte ersetzt. Beilegebleche zwischen Lagerhiilften zwecks Einstellung 

y :1\ 
:1 : , ' 
:1 i , I 
I I 
, I 

: 1 

des Lagerspiels. Ausfiihrung der Bolzen
mutter als Kronenmutter, der Bolzen mit 
Feingewinde. 

Fig.274: Bolzenmutter mit Pennscher 
Sicherung. Bei beiden Bauarten stromt das 
01 aus dem hohlen Kurbelzapfen durch 
eine Radialbohrung, Ringnut m und Boh
rung der Stange zu den Lagerschaien des 
oberen Kopfes (von hier zum Kreuzkopf 
s. S.607). 

W er ks t 0 ff e: Stangenschaft: Siemens
Martin-Stahl mit (JB = 45 bis 52kg jemm2, 

25 vH Debnung. Untere Stangenkopfe: 
StahlguB oder gescbmiedeter Stahl. Bol
zen: Siemens-Martin-Stahl mit (JB = 52 
bis 60 kg/mm2, 24 bis 22 vH Dehnung. 
(S a B: Kompressorlose Dieselmaschinen. 
Berlin: Springer 1929.) 

Fig. 275: "Pleuel" eines Flugzeug· 
motors. 

Ausfuhrung der Schrauben als Stiftscbrauben, 
wodurch der KraitfluB zur Stange verbessert uod 
Kerbwirkuog durch AusiraSDog der Stange ver· 
mieden wird. 

Fig. 274. r Ringnut fur SchmieroJzufllh
rung zum Kreuzkopfzapfen und zur GJeit· 

bahn. 

Berechnung. (S. auch Bd. II, S. 155.) 

Berechnungsbeispiei s. S. 392. Der 
Stangenschaft ortfester Maschinen wird mit 

6- bis 8facher Sicherheit nach Tetmajer und (Jd ~ 500 kg/cm2 berechnet. Die 
Stangenschlifte der Leichtmotoren werden flir sIJ < 60 nur auf · Druck mit 
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a,l = 1200 bis 1500 kgjcm2, flir S'l> 60 nach Tetmajer mit 2· bis 5facher 
Sicherheit bestimmt. 

Beanspruchung der Bolzen im Gewinde: a, < 400 kg/cm2 bei ortfesten Ma
schinen, a, = 700 bis 900 kg/cm2 bei Leichtmotoren, a bis 1500 kg/cm2 bei Flug
motoren, dementsprechend Wahl des Werkstoffes. 

Berechnung der Querschnitte xx, yy, zz in Fig. 274 nach Fig. 276 auf Bie
gung und Schub (Zugspaunung ist zu vemachHi.ssigen). Fiir Querschnitt xx: 
<Tzul = 500 kg/cm2, flir yy und zz wegen Kerbwirkung: azul = 325 bis 375 kg/cm2. 

Fig. 275. Fig. 276. 

Offener Kopf nach Fig. 271: Berechnung ohne Berticksichtigung der oft 
starken Kriimmung einerseits und der Versteifung durch die Lagerschalen ander' 
seits als frei aufliegender Trager mit gleichma6ig verteilter Last. 1st I = Schrau
benmitten-Entfernung, da = auBerer Lagerschalendurchmesser, so folgt: 

M = W • a zul = t p. (1/2 - da/4) • azul C'-" 600 kg/cm2. 

Fig. 275 . Schnitt AB = gefiihrlicher Querschnitt. (J = Pj2 . xjW, worin W = Widerstands
moment, zu den aulleren und inneren Fasem geMrend. (List : Die Verbrennungskraftmaschine. 
Heft 10. Berlin: Springer 1939.) 

Geschlossener Kopf erfordert bei genauerer Ermittlung der Beanspmchung 
zeitraubende und umstandliche Berechnung1), die gewohnlichdurch die vorstehende 
des offenen Kopfes ersetzt wird, wobei I = Schwerpunktentfemung der Seiten
wangen; ab C'-" 600 kg!cm2, = 800 kg/cm2 bei groBen Kopfen. 

Bel Annabme eines eingespannten Tragers mit Einzellast w1Irde ftlr Fig. 272 folgen: 
0,5 P • (d, + J)j8 = b, J'/6 • (Jhul' 

Die Seiten wangen geschlos5ener Kopfe nach Fig. 269 und 270 werden auf 
Zug und Biegung beansprucht, was durch geringes a, in Rechnung gesetzt wird. 
Man wiihlt: <T, = 200 bis 250 kg/cm2 bei viereckigen Kopfen nach Fig. 269, 
= 350 bis 400 kg/cm2 bei Kopfen nach Fig. 270. 

E. Kreuzkopfe. 
Verbindung der Kolbenstange mit Kreuzkopf durch Keil oder Gewinde. Quer

schnittsberechnung s. S. 510. Fig.278 zeigt Verbindung bei hochbeanspruchten 
Dieselmaschinen. Durch eine im Gewindeteil elastische Mutter a - vgl. Fig. 36, 
S. 515 - wird gleichmaBige Dichte des Kraftlinieneinflusses von der Stange 
zum Kreuzkopf erhalten. Damit werden Biegekrafte, die Biegeschwingungen 
verursachen, vermieden. Diese fiihren bei iiblicher Ausflihrung der Mutter 
zu RiBbildungen an der Stange, der Mutter und dem Kreuzkopf. 

') Siehe H. Dubbel: 01- und Gasmaschinen. Berlin : Springer. 
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Ausfiihrungsbelsplele . . Fig. 277: Doppelgleisiger Kreuzkopf; Fig. 279 und 280: 
Eingleisige Kreuzkopfe. Da Kreuzkopf-Schwerpunkt unterhalb Kolbenstangen-

mitte liegt, haben diese Kreuz
kop£e das Bestreben, zu ecken. 

Fig. 279: Kreuzkopf einer 
stehenden Verbundmaschine 
von 400 mm Hub. Da Gleit
schuh groBer als Maschinen
hub, bleibt eine Stelle der 

Fig, 278, 

Fig, 280, 

Fig. 279. 
1"lg.279. 

Gleitbahn stets Uberdeckt. Von hier aus 
erfolgt die Schmierung, AbfluB des ver
brauchten Schmiermaterials unten. 

Fig. 280: Eingleisiger Kreuzkopf fUr ein
fachwirkende Viertaktmaschine. Ein . pris
matiscber Block ist mit dem von der ge
gabelten Schubstange umfaBten Zapfen aus 
einem StUck geschmiedet und fUr die Auf
nahme des Zapfens der Kolbenstange durch
bohrt, Zapfen nur durch Beschleunigungs
drUcke auf Zug beansprucht. Federkeil 
zwischen Kreuzkopfkorper und Schuh 
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nimmt Schubkrafte auf. Gleitschuhe mit WeiBmetall ausgegossen. Das 
Schmierol tritt aUs Ringnuten des oberen Schubstangenlagers, durch Radial
bohrungen und die Kanale s, t, u in eine breite Mittelnut des Gleitschuhs, 
von der eine Anzahl Quemuten abzweigt. 

Werkstoffe. Kreuzkopfblock: Geschmiedeter Stahl mit (JB = 70 bis 
80 kg/mm2, 18 bis 15 vH Dehnung. Gleitschuhkorper: StahlguB. 

Berechnung. 
Zapfen: BezligJich Flachenpressung s. S. 528, zweckmaBig lid = 1,4; Nach-

rechnung auf Biegung als gleichmaBig belasteter Trager. 
Gleitschuhe: p = 2 bis 3 kg/cm2 bei GuBeisen, = 4 kg/cm2 bei WeiBguB. 
Keilverbindung zwischen Kolbenstange und Kreuzkopf s. S.51O. 
Starke des Gabelbligels, der durch Verbindung mit Schuh stark versteift 

ist, s. Bemerk. zur Pleuelstangengabel auf S.605. 

F. Kolbenstangen. 
Baustoff: meist zaher harter Stahl (St 50' 11), urn die Abnutzung und 

Reibung in der Stopfblichse gering zu halten. 
Flir Kolben doppeJtwirkender Zweitaktmaschinen: Zusatz von Chrom und 

Nickel in kleinen Mengen zur Erzielung genligender Harte. Verglitung zwecks 
Steigerung der Zahigkeit. 

Berechnung. 
Kolbenstange s. Schubstange, S.604. Beanspruchung bei stehenden Maschi

nen auf Druck: 600 bis 700 kg/cm2, 6- bis 7 fache Sicherheit gegen Knickung 
nach Tetmajer, bei Jiegenden Maschinen bis lOfache Knicksicherheit, nm 
Durchbiegung der Stange, bzw. exzentrisch wirkende Kolbenreibung zu be
rlicksichtigen. 

Bei wassergekiihlten Kolbenstangen der Brennkraftrnaschinen ist die Temperaturspannung 
zu beaehten. 1st d 1/2 = Temperaturuntersehied zwischen spannungsloser Faser und warmer 
Seite bzw. kalter Seite, so ist: a, =0< Ell 1/2. Fur i· Temperaturunterschied wird bei E = 2,i5'W' 
und IX = H,i • W - 6 die Zug· bzw. Druckspannung a=o<E/2 = 12 kg/em', also z. B. fiir d 1_70· 
wlrd ,,= 840 kg/em', welch. Spannung sich zu der beim Entwurf gewlihJten (" - 400 bis 
500 kg/em') addiert. 

Flachendruck im Kegel, bezogen auf dessen Projektion: "d ;;;:;; 400 kg/em' bei GuBeisen 
"d ;;;:;; 800 kg/em' bei Stahl auf Stahl. 

Flachendruek im Gewinde der Mutter: "d;;;:;; 400 kg/em', hiemach ist Mindestzahl der Ge· 
windegange bzw. Mutterhohe zu bestimmen. 

Der Kolbenkorper wird meist durch Konus und gesicherte Mutter auf der 
Kolbenstange befestigt. Neigung des Kegels (nach DIN 254) 45°, dadurch starke 
Kerbwirkung. Glinstiger sind Neigungen 2: 5 bis 1: 3, dabei starkere Bean
spruchung der Kolbennabe. Neigungen unter 1: 8 erschweren die Losung des 
Kegels. 

Flir stlirkere Belastungen wird das Gewinde der Kolbenstangenmutter zweck
maBig a1s Feingewinde ausgeflihrt. 

1st Gk = Kolbengewicht, G, = Stangengewicht in kg, 1= Kolbenstangenliinge zwischen den 
unterstutzten Enden in em, J = Triigheitsmoment des Stangenquersebnittes in em', so wird die 
Durehbiegung in em I' 

f=(Gk+*Gs)'48EJ' 

O. Kolben. 
s. auch Bd. II, S. 132 und 156. 
Baustoff: GuBeisen, StahlguB, SchmiedestahI, bei Brennkraftmaschinen auch 

Magnesium·Kupfer. oder Aluminium· Kupferle!!'ierungen. 
Bauart: Leichte Kolben werden bei liegenden Maschinen von der Stange 

getragen. Biegt sich die Stange dabei maximal urn y durch, dann wird der 
Kolben urn mindestens 3' y im Durchmesser kleiner als die Zylinderbohrung 
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gehalten. Schwere Kolben werden meist von der Zylinderwandung getragen; man 
HiLlt sie auf etwa 1/3 des Umfanges aufruhen, Fig. 281. Auflagerdruck P ::; 2 kg/em2• 

Fig. 281. 

Der Kolben wird zuerst genau nachderZylinder
bohrung D gedreht, dann exzentrisch um e auf
gespannt, und auf den Durchmesser (D - b) fertig
gestellt, wobei b bis zu 1 = gewahlt wird. Durch 
Wahl von b und die Liinge der Beriihrung ergibt 
sich dann e. Meist wird nur der Teil zwischen 
den Kolbenringen exzentrisch gedreht, der iibrige 
Teil zentrisch zum Zylinder, und zwar so, daLl er 
die Wandung nicht beriihrt. Kolbenkerper aus 
StahlguLl diirfen die Wandung nicht beriihren. 

Der autlere Dichtungsring des Kolbens soil 
die Zylinderlaufflache um 0.5 bis 1 mm iiber
schleifen. um Gratbildungen zu verhindern. 

M u t tern am besten aus Bronze und zu sichem. 
Die Kolbenringe bestehen meist aus weichem, zahen GrauguLl. Um Ab

nutzung der Ringe, nieht der Laufbiichse. herbeizufiihren. wird hliufig .die 
Brinellharte der ersteren < 180kg/mm2• die der letzteren zu 240 bis 250 kg/=2 

&' p!e1 -I 

1/ 6 · . - ._ tj 

s . '?' 

... 
Fig. 282. 

gewahlt. Wichtiger ist das Gefiige, das perlitisch
sorbitisch und abriebbestiindig sein solI. Die Ringe 
werden zu mehreren als Zylinder gegossen und ein
zeIn von diesem abgestochen oder auch zentrifugal 
gegossen. Festigkeit betrligt etwa 2500 bis 3200 kg/ems; 
chemische Zusammensetzung je nach GuLlart (Sand
form oder Schreckform) verschieden. Soli ein Ring 
im Betrieb um das MaLl a zusammengepreLlt werden, 
Fig. 2il2. so betragt im Rohgua der Durchmesser 

= D + 2 • Y + a /n, wenn y die Bearbeitungszugabe im Schnitt, 

mithin die Wandstarke = 5 + Yj 

vorgedreht: Durchmesser = D + Y + a/no 

Wandstarke = 5 + )1/2, wenn die halbe Zugabe abgedreht wird. 

Nach dem Vordrehen wird ein Stiick von der Liinge s herausgeschnitten, 
darauf der Ring zusammengespannt und auf einen um 0.5 bis 1 = kleineren 
Durchmesser a1s D und die Wandstarke 5 fertig gedreht. Man wahlt etwa 
a = bis t bis n D. Der N achteil dieser Konstruktion ist ungleicher Druck auf die 
Zylinderwandungen, und zwar ist dieser zu stark an der StoLlfuge. zu schwach 
bei A. Besser lliLlt man deshalb die Wandstarke nach der StoLlfuge hin auf etwa 
0.5 . 5 bis 0,7 • s abnehmen, womit allerdings ungleiche seitliche AufJagerflachen. 
sonach ungleiche seitliche Abnutzung verbunden sind. Man verwendet auch un
runde Ringe j hierbei sagt man einen kreisrunden Ring vom Durchmesser D auf 
und klemmt ein Stiick von der Lange a + Siigeblattstlirke zwischen die freien Enden. 
Wird dann ein gleicher geschlossener Ring (ellipsenfermig) hergestellt und ein Stiick 
gleicher Lange herausgeschnitten. so legt sich der Ring nach dem Zusammen
spannen mit gleichmliLligem Druck an den Zylinder an. Die Stirnseiten der 
Ringe sind genau plan und winklig zur Achse zu schleifen; axiale Hehe der Ring
nuten etwa 1/100 der Ringhehe heher als der Ring. um Festbrennen zu ver
hindem. Ringuute je nach Durchmesser 1 bis 2 = tiefer a1s radiale Ring
dicke. 

Unter der Voraussetzung eines gleichmiiLligen Druckes von P kg/emS zwischen 
Ring und Zylinder erfahrt der Querschnitt AB, Fig. 282, eine Beanspruchung, 
die sich annahemd ergibt aus 

M 6 = db P • d/2 = b 52/6 • Ozul • 



Kolben. 609 

IJbzul = 800 bis 1200 kg/ems und P = 0,25 bis 0,5 kg/ems sind hiiufige Werte, 
die aber namentlich bei raschlaufenden Brennkraftmasehinen wesentlieh uber
schritten werden. Es folgt die Ringstarke 

s = d • Y3 P/Gzul ; P = Gzul ' s2/3d) ; (s/d)2 = 3 P/Gzul ' 

Bogenliinge a folgt naeh Reinhardt 1) aus: 

a 2,4 Gzul 

Ii = E' s/d' 

Diese letztere Gleiehung ist maBgebend fiir aile nieht "iibergestreifte" Ringe. 
Wird der Ring iibergestreift, so darf die Oberstreifspannung Gil die Streekgrenze 
nieht iibersehreiten. Mindestwert von Gil flir gleichbleibende Ringdicke bei vor
siehtigem Oberstreifen naeh Reinhardt: 

Gil = 1,6E(s/d)2 kg/ems, 

Mit E = 108 (bzw. 8, 105), Gbz"l = 2000 kg/ems, 
besonders vorziigliehes GuBeisen: 

Gb a < 3000 kg/em2 folgt flir 

sId 0,02 
P 0,266 

aId 0,24 
Gbll 840 

(flir E = 8 .105) 512 

0,03 
0,6 
0,16 
1440 
1152 

0,04 
1,07 
0,12 
2560 
2048 

0,05 
1,66 kg/em2 

0,096 
4000 kg/emS 
3200 kg/emS 

AnpreBdrueke: p = 0,3 bis 0,5 at flir langsamlaufende Masehinen, p = 0,8 
bis 1 at flir rasehlaufende Dieselmaschinen und Kraftwagenmotoren, p FI:j 2 at 
fiir Flugmotoren und besonders rasehlaufende Kraftwagenmotoren. 

Hoehspannende Kolbenringe verhindem bei Leiehtmotoren das "Flattem" 
der Ringe und das damit verbundene Durehblasen der Brenngase. 

Vor der oberen Totlage wechselt der Ring infolge der Massenkraft die seitliche Auflage in 
der Ringnut. Der Gasraum hinter dem Ring, in dem vorher der Druck des Zylinderraumes 
oberhalb des Ringes herrschte, entspannt sich nach dem freigewordenen Raum zwischen Ring 
und der unteren Seitenfliiche der Ringnut. Die zwischen Ring und Zylinderwand durchblasenden 
Gase pressen den Ring zusammen, der hierauf wieder naeh auBen federt. 

Dureh axial hohe Ringe wird die Massenkraft vergroBert, die Nuten werden 
leiehter ausgesehlagen, anderseits bei Brennkraftmaschinen der Warmeiibergang 
zur Zylinderwand verbessert, die Temperatur von Kolben und Ring herabgesetzt. 
Axial niedrige Ringe, die bevorzugt werden, verringern die Kolbenliinge und -
bei gleichem spezif. Flachendruek - die Abnutzung von ZyJinder und Ring. 
Da der Ring eher auf ganzer Hohe tragt, wird der Schmierfilm zusammenhiingend. 

Reieht die Federung der Ringe nicht aus, so 
konnen besondere Federringe aus GrauguB oder 
Stahl verwendet werden, die hinter die Kolbenringe ~ 
gelegt werden ~ 

Die auBeren Kanten der Ringe sind zu breehen, 
da scharfe Kanten das 61 von den Zylinderwan-
dungen abstreifen, s. Fig. 80 auf S. 523. Breehen ~ 
der inneren Kanten erleiehtert das Einbringen in 
die Nut. _ 

Die Sehmeeksehen Ringe sind mehrteilig und 
werden dureh hintergelegte Spiralfedem angepreBt. Fig. 283. 

Fig. 283, Daros-Kolbenringe der Aktiebolaget Davy Robertsons Maskinfabrik, Gotenbnrg. 
In die Innenflache der Ringe werden Nuten eingehiimmert, so daB der Ring sich dehnt. Infolge 
Abnahme der Nutenquerschnitte naeh der Teilfuge hin liegt der Ring mit gleichbleibender Pres
sung an. Bei dem Daros-Duplexring, Fig. 283, sind die beiden Ringhiilften genau g1eleh und 
um 180· zu versetzen. Die Ringenden sind gebunden und konnen nieht in Sehlitze von Zwei
taktmaschinen haken: Befestigung mit Stiften naeh Fig. 287 fallt fort, und der Ring kann sleb 
!rei in der Ringnut drehen. Die StOlle kOnnen gasdicht ausgefllhrt werden. 

1) Theorie der Kolbenringberechnung. Z. VDI 1901 S.237. 

Taschenbuch fiir den Masehinenbau. 9. Aufl. 1. 39 
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Beim bimetallischen Kolbenring. Fig. 284, von Gustav Huhn, Berlin-TempeJhot, sind Metall· 
streifen aus Bronze (oder auch aus WeiBmetall) in den guBeisernen Ring eingelegt, so daB c1ie 
guten Gleiteigenschaften der Bronze, c1ie aber schou bei maBigen Temperaturen die Spannung -

wenn als Kolbenringwerkstoff ausschlieBlich benutzt - verliert, mit der Eigenschaft 
des GuBeisens, die Spannung auch bei hOheren Temperaturen nieht zu verlieren, 
vereinigt werden. 

Da hohe VerschleiBfestigkeit das Einlaufen erschwert, so konnen auf die Kolben
ring·Laufflachen Sehichten aus Zunder (durch Oxydieren beim Ferrox-Verfahren), 
Phosphat, Blei, Graphit oder Zinn aufgebracht werden, c1ie Abnutzung und Ab

Fig. 284. dichtung giinstig beeinflussen, in gleicher Weise wirkt Verchromung der Zylinder
Laufbuchse in Dieselmaschinen. (Z. VDI 1941 Heft 41 S.507; Heft47/48 S.931 
und 1942 Heft 15/16). 

RheinmetaU-Borsig versieht die Kolbenringe der Dampfmaschinen mit einer 0,08 bis 0,10 mm 
c1icken Kupferschicht, wodurch die abgenutzten Teilchen des ZylinderJaufs in die weiche Kupfer
schicht eingebettet, die Laufeigenschaften verbessert werden. 

Die StoBstelle darf Hindurchtreten des Arbeitsmittels in Riehtung der 
Zylinderaehse nieht gestatten; man ordnet deshalb bei Iiegenden Mascbinen eine 
stumpfe StoBstelle im unteren Drittel, Fig. 281, an, da dann der Kolbenkorper 
die Diehtung iibemimmt, besser fUhrt man den StoB schrag aus, Fig. 285, wobei 

Fig. 28;. 

* , *, :::::::~=-...l.!.ii_rc 
-=-.- .~ 

# 1,1 
• j 

Fig. 286. Fig. 287. 

zugleieh das Einlaufen von Riefen in den Zylinder vermieden wird, oder man 
sieht besondere Zungen vor, Fig. 286. Die StoBstellen der einzelnen Ringe sind 
gegeneinander zu versetzen. Da die StoBstellen im Betrieb sich in einer Geraden 
einzustellen versuchen, wodureh Undiehtheit entsteht, so sind die Ringe am 
Wandem zu hindem, beispielsweise dureh einen Stift (Fig. 287), wobei der Stift 

wiederum dureh den Kolbenring gesiehert ist. 
Wahrend des Hubes stromt das Arbeitsmittel durcb 

den sehmalen Radialspalt hinter den Ring und preBt 
diesen gegen die Zylinderwand. 

Urn den Kolbenring zu entlasten, fUhrt das Goetze
werk, Burscheid, unter anderen Bauarten die naeh 
Fig. 288 aus. R ist ein spannungsloser Zusatzring, im 
Gegensatz zu Fig. 289 dient die ganze Ringhohe als 
LauffHi.cbe. 

Fig. 288. N Entlastungs· 
nut. Beziiglich Verbindung des Kolbens mit der Stange 

s. S. 607. Kolben in Maschinen von groBer Bauliinge, 
z. B. direkt angetriebenen Hochdruckkompressoren, konnen sich dureh ein Kugel
gelenk frei nach der Zylinderbohrung einstellen. 

Kern offn un gen doppelwandiger Kolben werden durch Stopfen verschraubt. 
Abmessungen s. DIN 907. 

Ausfiihrungsbeispiele zeigen Fig. 289 bis 292. Fig. 289 und 290 stellen ein
wandige Kolben dar, die - bei Lokomotiven und Schiffsmasehinen verbreitet 
- sicb wegen ihres geringen Gewicbtes hauptsachlich fUr hohe Gesehwindig
keiten eignen. Die Ringe sind bei Fig. 289 in Kammerringen gelagert, so daB 
sie seitlich t>ingebracht werden konnen. Kolbenkorper meist aus StahlformguB 
oder aus FluBstahl gesehmiedet oder gepreSt. Diese einwandigen Kolben 
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ergeben grollere schadliche Flachen. Fig. 290, Lokomotivkolben mit einseitig 
angeordneter Wand; der Kolben wird warm auf die Stange a.ufgezogen und zur 
Sicherheit durch eine Mutter gehalten. Das Gewinde ist 
etwas hinterstochen und leicht vernietet, so daB die Mutter 
in jeder Stellung gesichert werden 
kann. Schrauben mit seitlich ab-
gefiachtem Kopf verhindem das 
Wandern der Ringe, die ihrerseits 
wiederum die Schrauben sichern. 
Hierbei geht die seitliche Aus
frasung der Ringe nieht bis auBen 
durch. Fig. 291 und 292, doppel
wandige Kolben von A. Borsig. 
Fig. 292. Hochdruckkolben von 
580 mm Durchmesser. 300 mm 
Breite mit eingelegtem Trag-
segment aus Perlit - GuBeisen. Fig. 289. Fig. 290. 
Einzelh~it dieses Kolbens s. 
Fig. 80 auf S. 523. Die Kemoffnungen werden durch Stopfen verschraubt, bei 
der Ausflihrung nach Fig.291 wird der Kern durch die offene Nabe entfemt. 

l ! r , 
: L-..-., 

- I ! ' >-- I--

: . : .. - 'i(l: f-.-
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Fig. 291. Fig. 292. 

Beziiglich Trockenlauf-Kolben (ohne Schmierung) flir Luftverdichter von 
Klein, Schanzlin & Becker s. Z. VDI 1939, Heft 3, S. 74. Zum Tragen und Ab
dieh ten des Leich tmetallkolbens 
dienen Kolbenringe aus Sonder
werkstoff. 

Beispiele von Kolben zum 
Fordern von Fliissigkeiten: 
Fig. 293, Kolben einer PreB
pumpe. 

Berechnung der Wandstarken 
nach S. 412. 

Fig. 293. Fig. 294. 

Dichtung durch Lederstulp (oder durch Simmerring, s. S. 533), Fig. 294 
(vgl. Stopfbiichsen, Fig. 356 und 357), dessen Reibungswiderstand sieh ergibt 
zu etwa 

R kg = Ro kg + D n b . P . tt. 

wenn Ro = Reibung flir p = ° und p = mittlerer Druckunterschied zwischen 
beiden Seiten des Stulps. Dabei ist flir gefettetes Leder etwa tt = 0,07 bis 0,08. 

39* 
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Diese Dichtung eignet sich besonders flir hohen 
Druck, reines Wasser, t < 30' und v <1 m/sek 
Kolbengeschwindigkeit. Ihr Nachteil ist, daB das 
Leder bei liingeren Betriebspausen leicht eintrock
net. Fig. 295 zeigt einen Scheibenkolben mit 
Ledermanschette. Es sind zwei entgegenwirkende 
Stulpe angeordnet, da jeder Stulp durch die hinter 
ibn tretende Fliissigkeit angepreBt werden muB. 
Fiir sehr hohe Driicke bewehrt G. Huhn, Berlin
Tempeihof, den Kolben mit 8 bis 10, in zwei 
Abteilungen angeordneten, weiBmetallenen Dich-

Fig. 295. tungsringen nach Fig. 362, S. 632, bei denen die 
Austrittsoffnungen fiir Graphit am auBeren Um

fang liegen. Differentialkolben fiir Luftkompressoren s. Bd. II, S. 178. 
Durchbrochener Kolben mit eingebauten Ventilen, s. Bd. II, S. 219, Fig. 7. 

XVIII. Rohrleitungen. (5. auch Bd. II, S. 361.) 

Dru'kv~rlusl in Rohrleilungen. Genaue Berechnung auf Grund der Ziihigkeit s. S. 260 und 
Tafel S. 646, sowie Fig. 330 auf S. 623. 

Fiir iiberschliigige Berecbnung kann man setzen fiir: 
Dampf-, Luft- und Gasleitungen dp=fJ·l/dw· ·y in at, worin w in misek, yin 

kg/m', fJ = 1O,S • I~ ~ (nacb Eberle) fiir Dampf, fJ:' G!:~~8 mit G = Luftgewicbt in kgfb 

fiir Luft, fJ=o,OS/VV. fiir Gase (nacb Biel) mit V. = Volumen des stromenden Stoffes in Nm·fb. 

Wasserleitungen d h=4496· 10" dG'61 in mm WS (nachLummert), warinG = Wasser· 
5,4 

menge in kg/sek, d = Robrdmr. in mrn, 1= Rohrliinge in m. 

A. Allgemein wichtige Normen. 
Bezeichnung siehe Zahlentafeln und Normen. 
Der AuBendmr. a der Gewinderohre ist durch das Rohrgewinde DIN 259 

gegeben; Gewinderohre werden bezeichnet: Nennweite in Zoll x Wanddicke. 
Rohre mit glatten Enden werden bezeichnet : AuBendmr. x Wanddicke. 

Technische Lieferbedingungen flir nahtlose FluBstahlrohre DIN 1629. 
Einteilung der Rohre nach Nenndriicken, s. unten. 

Betriebsdruck = Nenndruck fiir Fliissigkeiten, Gase und Dampfe bei 
120' C, Kurzzeichen I (friiher W); bis 300 ' Betriebsdruck = 0,8 x Nenndruck, 
Kurzzeichen II (friiher G) ;bis 400 0 Betriebsdruck = 0,64 x Nenndruck, Kurz
zeichen III (friiher H), s. Tafel. 

AnschluBmaBe sind fiiralle Flanschverbindungen gleich und nach Nenn
driicken und Nennweiten abgestuft, s. Zahlentafel S.613. 

Sinnbilder flir Rohrleitungen, Armaturen und Formstiicke: DIN 2429/30. 
Kennzeichnung durch Farben (DIN 2403): griin flir Wasser; gelb fiir 

Gas; blau fiir Luft; rot fiir Dampf; braun fiir 61; schwarz fiir Teer usw. 

Druckstufen fiir Rohrleitungen. DIN 240t. (Auszug.) kg/cm2• 

I 1 12,s l 6 I 10 116 I 20 I 2S I 32 I 40 I 50 I 64 I 80 I tOOl atil 
==============~p=~~~ 
his 120' C I (W) I 12.5 1 6 1 10 I 16 I 20 25 32 40 150 64 80 1001 " 

-bi-S-3-00- 0- C-I-r- (-G-)-fiir- F- I-an-sch- e-n- I-_-I : I ~_I-_-sl-_-8 i ::,)i: :: : :: ! : :: ~ :1" 
bis 400° C III (H) ______ i 'I I I " 

fiir Robre - -=- '1 =-'I--=-I~iGMI20-;SI~405064---: 
----Pr-Obedr--U-ck-----'-;-1-4---;;MI25!~I40506;lro80 100 125 --::--

Nenndruck ND 

'} Fiir HeiLldampfbetriebsdruck 13 sind Armaturen und Formstiicke nicht genormt. Emp
fohlen werden dafiir solebe fiir Nenndruck 25 . 
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Ansehlul3mal3e der Flansehen 
fiir Rohrleitungen. 

Naeh DIN2501, 2502, 2503. 

Die Abbildung ist nur fiir die An
ordnung, aber nicht fiir die Anzahl 
der Schrauben ma13gebend. Schrau
benlOcher symmetrisch zu den beiden 
Hauptachsen. Zahl der Schrauben 

durch 4 teilbar. 

Nenn-lruck 1 biB 6 Nenndruck 10 Nenndruck 16 Nenndruck 25 Nennd1'Uck 40 -------
Betrleb8drUcke Betrlebsdriicke BetrtebldrUcke BetriebadrUcke Betriebldrticke 

• W 1 bla 6, G 1 bi. 5 W 10, G 8 W 16, G 13. H 13 W ~5, G 20, H ~o W 40, G 3~, H ~ 1 t \ ' ~ BchraubeD t I' ~ IBchr&ubOI • ~ • ~ IBChr&Ube '~I ~ ~ Bchr&ub.. ,~ • t Bchrauben 
S AI oS: A: -$= --- -51 'E~ --- 'fl~ :!:fr --- ~! ii ---

~ 11 ~ 11 • ~ 11 );I 11 _ • II a ... a • j a ... a _ • j] ... a _ • 

z ~l\sl 1 ~1 ~111111 ~f ~J 1J
1
l ~i ~J11l 1 ~i ~~ !111 ~i 

NW Dmmikmm 11 Dmm1kmm II Dmmkmm "Dmm kmm "D'mm tmm If 

-
25 100 75 4 rr..u;; 1t5 85 4 'I, 1t5 85 4 'I. 115 85 4 'I. 1t5 85 4 'I. 
32 120 90 4 I-·i/~- 140 100 4 'I. 140 100 4 'I. 140 100 4 'I. 140 100 4 'I. 
40 130 100 4 1'/. 150 110 4 'I. 150 110 4 'I. 150 110 4 'I. 150 ItO 4 'I. 

- --- f-- 1-
50 140 110 4 1 'I. 165 125 4 'I. 165 125 4 'I. 165 125 4 'I. 165 125 4 'I. 
70 160 130 4 'I. 185 145 4 'I. 185 145 4 'I. 185 145 8 'I. 185 145 8 'I. 
80 190 150 4 'I. 200 160 4 'I. 200 160 8 'I. 200 160 8 'I. 200 160 8 'I. 

~~~~I~~~I~~~~~~~~~I~~~~~ 
125 240 200 8 'I. 250 210 8 'I. 250 210 8 'I. 270 220 8 'I. 270 220 8 'I. 
150 265 225 8 'I. 285 240 8 '1. 285 240 8 'I. 300 250 8 'I. 300 250 8 'I • 

... -- I 1- 1- -1-
200 320 280 8 'I. 340 295 8 '1. 340 295 12 'I. 360 310 12 I 'I. 375 320 12 1 
250 375 335 12 'I. 395 350 I 12 'I. 405 355 12 'I. 425 370 12 I 450 385 12 1'/. 
300 440 395 12 'I. 445 400 12 'I. 460 410 12 'I. 485 430 16 I 515 450 16 1'/. 
- 1- . -1-
350 490 445 12 'I. 505 460 16 'I. 520 470 16 ~/' 555 490 16 I'l. 580 510 16 1'/. 
400 540 495 16 '1. 565 515 16 'I. 580 525 16 I 620 550 16 I'l. 600 585 16 1'1. 
45~ ~~~ ~ 615J~~~~ ~ ~~~ I ~~~ !.'~. -=--=--=---=--
500 645 600 20 81. 670 i620 20 'I. 715 650 20 I'l. 730 660 20 I'l. - - - -

B. Berechnung der Wanddicken 2}. 

1. Rohre. 

W dd' k d • P 1 + G"t h"lt' S'ch h' an Ie e scm = --' ----... C; V = u ever a jllS; C = I er elts. 
2 D'zul • V 

zuschlag fiir Ungleichheiten der Dicke und Abrosten; bei Stahl C = 0,1 em. 
d = lichter Dmr. (Nennweite) in cm. Fiir Stahl D'zul und V s. S.614. 

Fiir Gul3eisen ist: D'zul = 250kg/cm2, c = 0,6(1 - Pd/2750) j 

fiir StahlguB: D'zul = 600 kg/em2, C = 0,6(1 - P d/6600) . 
d in em, p in atii. 

Bei Flul3stahlrohren flir Heil3dampf gilt die Erfahrungsforme1 8) 

d'P S 
Scm = --. - + C; D'S.r = Warmstreekgrenze in kg/cm2; 

2 D's., 

$ = 2,2 bis 2,4 (Sieherheitszahl); tiber 400 0 C wird statt D's" die Dauerstand. 
festigkeit mit S = 1,25 bis 1,5 eingesetzt. Entsprechende Werte s. Seh wedler. 
v. Jtirgensonn. 

l) Fiir Olleitungen werden 8 Schrauben empfohlen. Druckstufen nach DIN 2401. _ Er
satz des Zollgewindes durch metrisches in Vorbereitung. 

') In Anlehnung an DIN 2413; Technische Oberwachung: Vorschriftensammlung der 
Reichshauptstelle fiir die Techn. Oberwachung, Berlin-Grunewald. Ausgabe 21.6.1939-
Schwedler·v. Jllrgensonn: Handbuch der Rohrleitnngen. Berlin: Springer 1942. 

'j Siehe Schwedler-v. Jiirgensonn. 
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I 
a.u1 in kg/em' fiir Betriebs-

druckstufe Giite-
Rohrart Werkatoff II I Ii-I- verhiiltnis 

, I v 

i bis 120· bis 300° I bis 400° 
-

I 
I 

StOO'29 670 540 420 

St 35'29 800 640 500 
nahtlos 1 

St45'29 1000 
I 800 640 

I St 55'29 1250 1000 800 

wassergasgeschweiBt I --
St 34'28 SOO 640 500 0,85 

autogen- und elek- I St 00'21 670 I - - 0,5 
trisch geschweiBt I St34'28 800 I 640 - 0,7 bis 0,8 

2. Formstiicke. 
Bei niedrigen Driicken (bis 10 atii) und Wasser in GuBeisen nach Fig. 296 

bis 299 ausgefiihrt. 
Liegen die Kriimmer Fig. 298 im unteren Knickpunkt einer waagerechten und 

lotrechten Leitung, so erhalten sie zur Aufnahme des Gewichtes der lotrechten 
Leitung einen FuB: FuBkriimmer. 

t- l ..., 

T~ ..... I" 1 . '>j. 

Fig. 296. T·Stiick. Fig. 297. TT·Stilck. Fig. 298. Norma1er Krilmmer. 

SchenkelHingen L fiir Formstiicke aller Art, s. Fig. 296 bis 298 und sinn
gemaB Fig. 299. 

ND25 u. 40 

ND 64, 100 u. 160 

ND250 

ND320 

MaDe in mm. 

bis 40NW SO'HSoNW Ober 1S0NW 

NW + 75 fiir alle Nennweiten 

NW + 100 NW + 125 NW + 150 

"NW + 125 NW + 150 NW +200 

NW + 150 NW +200 NW + 250 

Bei hohen Driicken und HeiBdampf: FluBstahl ge· 
schweiBt oder meist StahlguB (Sondergiite), gegliihtj 
Kugel£orm nach Fig.299: Kugel-T-Stiick. 

Die Wanddicke s ergibt sich bei geringen Driicken p 
geniigend genau aus der Berechnung (d = lichter Dmr.) 

d.p 1 
scm = -- . -- + Zuschlag, 

4 azul 

und bei hohen Driicken nach S. 413. Die Ecken an den 
Fig. 299. Durchdringungsstellen sind hochbeanspruchtj Berech

Dung s. Bd. II, S.186. 
Werkstoffanbaufungen sind zu vermeidenj kegeliger Obergang vom Flansch 

zum zylindrischen Rohrstiick. 
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3. Flanschverbindungen. 
a) Feste Flanschen, Fig. 300. Gesamtkraft P = 1,3 . p. n . tP./4; Faktor 1,3 1), 

beriicksichtigt die Vorspannung s. S. 513; d1 = d + 2. 1/ 3 ' e, wenn angenommen 
wird, daB p bis 1/3 Dichtbreite e 
vordringt. Lage der kegelig an· 
genommenen Bruchflacheistdurch 
Zeichnung oder Rechnung zu be· 
stimmen, woraus h und l folgen. 

Biegemoment M = P·l cmkg; 
Widerstandsmoment W f::::::: 1/6 ' n 
. dz . hZ; azul = MIW. Werte fiir 
azul s. DIN 2505. 

Beim Flansch mit Riicksprung 
oder Nut wird die Bruchlinie von 
der Eindrehung aus verlaufen, 
Fig. 5 b und d. 

b) Lose Flanschen, Fig. 308. 
Festigkeitsberechnung sinngemaB 
wie unter a). 

b d 

~d . )J~ ~ 
cuL~ 

t • ,~ , 

~-/.:Y. I ~ ~ 
- 1- dz ~. ~ . 

a c e 

Fig. 300. DichtungsfHlchen fUr Flanschen. a) glatte 
DichtungsfHiche, b) Flansch mit Riicksprung, 
e) Flansch mit Vorsprung, d) Flansch mit Nut, 

e) Flansch mit Feder. 

C. Ausfiihrung. 
I. Rohre. 

a) OuBeiserne Rohre 2). 

Formder Dichtungsflachen der Flanschenrohre s. Fig. 300a. DIN2422 (Auszug). 
GuBeiseme Flanschenrohre. Nenndruck 10. Betriebsdruck W 10. 

Bezeichnung: GuBeisemes Flanschenrohr 250 X 3000 DIN 2422. 

Nennweite NW mm 40 50 1 70 I 80 100 125 \ 150 200 ' 250 300 350 400 1450 500 

Aullendmr.·) . " 55 6s 86197118144170 2nl214 326 378 .4281480 532 

Wanddicke') . ,: 7.57.5i8 '18,5['9- 9,511O~1ri2o 14 14 15 16 

Muffenrohre fur geringe Drucke und Verlegung im Erdreich, da die 
Schrauben von Flanschverbindungen rosten wiirden; normales guBeisemes 
Muffenrohr Fig. 301 hauptsachlich fiir Wasser und Gas (innen asphaltiert). 

Fig. 301 Fig. 302. a Muffe; b Rohrende; ~I Gummi; 
c, Schutzkanten, z. B. aus Blei; g Scbraubring. 

ErfahrungsgemaB geniigt eine Lage Hanf, der Rest Zopfe aus Holzwolle, an· 
schlie Bend BleiausguB, der verstemmt wird. Normale Wanddicke s s. Tafel. 
Bei niedrigen Driicken und Verwendung von SchleuderguB kleinere Wanddicke; 
dabei ist a und die innere Muffenform stets gleich auszufiihren. 

Bei Gefahr von Bodensenkungen oder gewiinschter Beweglichkeit Ausfiihrung 
mit nachgiebiger Gummidichtung und Gewindemuffe, s. Fig. 302 4). 

1) Da Flanschverbindungen an Rohrleitungen wegen des "Arbeitens" der Leitungen 
und Dichtungen verhiiltnismallig stark vorgespannt werden miissen, wird der Faktor 1,3 vie!· 
lach bis auf 2,0 erbOht. 

') Schleudergullrohre s. DIN 2431; Werkstof! hat bOhere Festigkeit als bei Sandgull. 
0) Richtwerte. Werkstoft Ge 14 '91; innen und aullen heill geteert . 
• ) Bauarten: Union; Halberg; Excelsior; andere Aus!iihrungsart: Guri·Muffe. Siehe auch 

Z. VDI 1936 S.296. 
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DIN2432 (Auszug). Malle in mm. 
GuBeiserne Muffenrohre fiir Nenn

druck 10, Betriebsdruck; W 10. 
Bezeichnung: Gulleisemes Muffendruck· 

rohr 250 X 4000 DIN 2432. 

NW 40 50 70 80 1100 1125 I 150 200 I 225 250 I 300 

,,1) ~ 65 86_ 97 118 144 I 170 222 II 249 274 I 326 . 

• 1) 7,5 7.5 8 8,5 I 9 I 9,5 10 11 12 12 13 

-=-1f~~~I~I-:-I~~~~-;';-
3:0 3,0 3,5 4,0 4,0 I' 5,0 5,0 5,0 5,0 5,0 

--1---------------------
", 69 80 101 112 133 159 185 238 265 291 343 

--1---------------------
t 74 77 82 84 88 91 94 I 100 100 103 105 

-D--~I126149162 183211239296325"1353409 

b) Stahlgu8rohre fiir hohe Drlicke nur als Forrnstlicke. 
c) StahlrohreB). Bei dem z. Z. iiblichen Korrosionsschutz (ill heiLles Bitumen getaucht 

oder au8en mit getrankter Jute oder Wollfilz verkleidet) ist das Stahlrohr dem Gulleisenrohr 
auch bei Verlegung im Freien oder im Erdreich iiberlegen. Vorteile: Geringes Gewicht, grOLlere 
Sicherheit gegen Bruch bei Verlegung und Erdsenkungen (Femgasleitungen), groLlere Baulangen 
(bis 16 m, also weniger Verbindungen), schweillbare Verbindungen. 

Nennweite sti=t nicht i=er mit dern lichten Dmr. liberein, da AuBen
dmr. gleich bleibt und Wandstiirke je nach dem Druck verandert wird. 

Hersiellung. 1. StumpfschweiLlung: Flacbstahl wird durch Ziehen zum Rohr geformt 
und die entstehende Liingsnabt forUaufend stumpf verschweiLlt (sog. Gasrohre). 2. tJ'ber
lappte Schweillung: Flachstahl durch Walzen zum Rohr mit tJ'berlappung gebogen und 
verschwei1lt (sog. Patentrohre). 3. Rohre von gro1lerem Dmr. (~ 300 mm): Bleche mit Vber
lappung zum Rohr geformt und Nabt feuer·, wassergas- oder mit Lichtbogen geschweillt; span· 
nungsfrei gegliiht. 4. N ah tIose Rohre, hauptsachlich hergesteIIt durch Schragwalzen (Mannes· 
mann), Pilgerschrittwalzen oder Loch· und Ziehpressen (Ehrhardt) fiir ND I bis 100 und NW 4 
bis 400; 5. Nietnng wurde friiber bei grollen Rohren augewandt. 

FluBstahlgewinderohre. Nach DIN 2440U gewohnliche Gewinderohre (Gas
rohre); DIN 2441 verstiirkte Gewinderohre (Dampfrohre). Whitworth· Rohr
gewinde ohne Spitzenspiel DIN 259, bzw. DIN 2999 flir Fittingsanschltisse. 

Bezeichnung: Nahtloses Gasrohr 2" DIN 2440U. 

NW ~1'/." I"I'" 1' /1" I "/." ~ P/"f/l" 2" 21/1"13" 14" I 5" 6" ----1--
6 8 ~I~~ 25 32 40 50 70 80 100 125 150 

------

.,'" 88,''1'"'' '" "'",' " 10 13,2516,75rl,2526,75 33,5 42,2548,25 

2 2,2512,25 2.7512.75 3.25 3.2513:5 
------------

[ DIN 2440U 3,75 3,75 4 4,25 4,5 4,5 , 
2,75 13,25 3,5 4 14,25 I DIN2441 2,5 4,5 4,75 5,0 5,5 

Ausflihrung: Nahtlos von NW l/S" bis einschl. 6"; stumpf geschweiBt von 
NW 1/8" bis einschl. 2". St 00'29 DIN 1629; s. a. DIN 2442 nahtlose Gewinde
rohre mit Glitevorschriften. 

Sonderausfiihrung: Bundy-Rohrs). Galvanisch verkupferter Bandstahl 
wird als Spirale in doppelter Rollung zurn Rohr gewickelt; im elektrischen Of en 
werden beide Rohrschichten verschweiBt. Das Rohr ist demnach innen und 
auBen verkupfert. Flir Schmierol- und Kraftstoffleitungen geeignet; es HiBt sich 
biegen, aufweiten, bordeln, weich und hart loten. Abmessungen s. Tafel. 

') Rohrwanddicke s und Rohranllendurchmesser " sind Richtmalle. Genormt bis NW 1200. 
") Verarbeitung diinnwandigen Stahlrohres fiir wiirmetechnische Gerate s. Z VDI 1942 S. 31 I. 
") M-B·Rohre der Firma Mecano Hans Sickinger, Frankfurt/Main; s. a. ATZ 1940 

Heft 20 S.516. 
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AuBendmr. . ..•... nun 3,2 I 4 5! 6 I 7 I S I 9 10-

Wandstiirke '_'_'_._:,,_,--._~~ 0,81 0,8 0,75 1 0,7 I 0,8 1 O,SI 0,75- 0,7 

ZuJiissiger Betriebsdruck • atii 530 465 370 270 1 265 245 210 190 

Nahtlose FluBstahlrohre (handelsUblich) nach DIN 2449 (Auszug). 
St 00'29 DIN 1629 flir ND 1 bis 25 bis 300 0 C. 

Bezeichnung1): Nahtloses Rohr 133 X 4 DIN 2449. Genormt bis NW 400. 

NW ~' 41' ;;"18 "10 r 15'1'20 125132140 50 70 So 1100 125 1501200 250 300 

~ a 8110 12 ~41~8J-.:~.,.-i03844.5577689 lOS 133 159 216 267 31S 

s 1,5 2 i 2,5 2,75 3 3,2513,75 4 4,5 1 6,5 7 S 

Nahtlose FluBstahlrohre, Leitungs- und Konstruktionsrohre, Obersicht nach 
DIN 2448 (Auszug). Tafel gibt die normalen Wanddicken san; sonst auch 
noch groBere Wanddicken. Werkstoff in der Regel: St 00'29, St 35'29, St 55'29. 

Bezeichnung1): Nahtloses Rohr 133X4 DIN 2449. 

_a_Is 110 112114 116 118 I 20 1 22 124 1 25 126 128130 1 32 I 35 1 3S 141 ,51 44,5 

s 1,5 2 I 2,5 

~~_I~~I_~~I60 1 63,5! 70 1 76183 1 S91'~ 1102I'~~1!.21 1133114611521~91171_ 
s 2,5 12,75 3 3,25 3,5 3,75 4 4,25 4,5 

d) Rohre aus Kupfer, Messing und Riel konnen in vielen Hillen durch 
Heimstoffe 2) ersetzt werden. 

e) Eternltrohre 3) aus Portlandzement und Asbestfaser (R:l4: 1), spez. Ge
wicht ~2; geeignet flir Wasser; Betriebsdruck bis 15 atti; stoBfester als GuB
eisen; Verbindung durch Oberschiebemuffen mit Gumrnidichtung. Herstellung 
durch Wickeln von zwei Eternitbiindern von 0,1 mm Starke. 

f) Kunststoffrohre 4), z. B. Igelit und Mipolam. 
g) Schliiuche. Metal\schl~uche aus Tomback, eng gewellt, nahtlos, gut biegsam; 

fiir hohe Drucke geeignet, auch fiir Dampf bis 350 0 C Einfache Ausfiihrung aus gefalztem 
Met a 11 b a tl d fiir niedrige Drucke AuBerer Schutz durch Metall, oder TextIigefiecht .. 

Gummischlauche aus synthetischem Gummi mit Gewebeschutz fiir Kraftstoffe, 
SchmierOl, Feuerloschmittel, Gase u a m. Betriebsdruck bis 150 atii; Temperaturbereich 
_60° bis +170° C. Vorteile: Einfache Verlegung, geringes Gewicht, schwingungsunempfind
lich. Verbindung mittels Verschraubungen. 

2. Flanschverbindungen. 
Form der Dich tflachen: Fig. 300 a, beide Flanschen gleich; ebeneDichtung 

bis ~ 6 atU angewandt. Das Herauspressen und Verschieben der Dichtung wird 
bei AusfUhrung mit Vor- und RUcksprung nach Fig. 5b und c verrnieden, noch 
besser ist die Anwendung von Nut und Feder, Fig. 5d und e, bei der die Dich
tung vollkommen eingeschlossen liegt, angewandt bei P?- 10 atU; Zusa=en
und Ausbau jedoch erschwert. 

Bei Hochdruckdampf und im Lokomotivbau erhalten die Flanschen kegel
fOrmige Dichtflachen, s. Fig. 307, zur Aufnahme der metallischen Linsen
dich tungen, die ein geringes Schiefstehen der Flanschen zulassen. 

Dichtungswerkstoff. Fiir Wasser·und Luft bei niedriger Temperatur Gummi mit Stoff
einlage, Papier und Pappe mit Firnis oder Mennige getriinkt; bei Dampf Asbestdichtungen, 
Kupfer als gewellter Ring, Kupfer-Asbest u. a. m.; bei sehr hohen Temperaturen und Drucken 
profilierte Ringe aus Nickel, V2A, Weicheisen oder Remanitstahl. 

1) Nach AuBendmr. a, nicht nach NW . 
• ) Dural, Glas, Kunststofl, Mipolam; s. a. Gas- u. Wasserfach 1937 Nr.IO 5.151 u. Nr.12. 

5.187. 
0) Z. VDI 1926 S. 751. .) S. a. Z. VDI 1940 5.425. 
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Verbindullg der Flanschen mit Stahlrohren. 

1. Gewinde, allgemein angewandt; auch bei Hochdruckdampf iiblich, 
s. Fig. 303; u. U. mit DichtschweiLlung bei a oder b. 

2. Aufwalzen, Fig. 304, allgemein angewandt, jedoch bei Hochdruckdampf 
nicht immer moglich, da das starkwandige Rohr nicht geniigend weit aufgewalzt 

Fig. 303. Fig. 304. Fig. 305. 

werden kann und dadurch die Haftung nicht ausreicht; auLlerdem ist die KaIt
verformung ungiinstig. Bei groLlen Nennweiten oft Dieht· und HaftschweiLlung 
nach Fig. 305; Dichtung mit Vor- und Riicksprung. 

3. VorschweiLlen bei Hochdruckdampf, Fig. 306. VorschweiLlflansch kann 
auch die Form der Fig. 308 aufweisen. 

Fig. 306. Fig. 307. Fig. 3OS. 

4. Aufschwei13en bei geringen und mittleren Driicken sehr oft angewandt. 
5. Aufloten (Hartlot) flir untergeordnete Zwecke. 
Lose Flanschen (Hinteriegeflanschen) allgemein bei Hochdruckdampf. 

VorteiIe: Warmespannungen wesentlich niedriger als beim festen Flansch; Ver

Fig. 309. 

billdung elastischer; Flanschenschrauben 
werden bei Inbetriebnahme1) geschont; 
groLle Schraubendehnliinge. 

Wuls tam Rohrwarm angestauch t, 
Fig. 307; kegeliger Obergang Yom Rohr 
zum Wulst; Dichtungslinse mit balligen 
Flachen, Wulst an den Dichtflachen 
schwach kegeIig, s. auch Fig. 306; Dehn

schrauben, bei denen das Verhiiltnis Gewindekernquerschnitt/Schaftquerschnitt 
~ 1,1 bis 1,25 ist. 

Wu!st vorgeschwei13t , Fig. 308, mit kegeliger Erweiterung, in die das Rohr 
eingeschwei13t wird; SchweiLlstelle durch Herunterhammern verbessert, was nur 
bei groLlem Durchmesser moglich ; auch Form nach Fig. 306, Stumpfschwei13ung 
Ublich. 

Fig. 309 zeigt die Umb ordelung , die bei geringen Driicken und kleiner 
Wanddicke, vor aHem bei Weichmetallen, angewandt wird. Bei Stahltohr kann 
der Borde! durch hinteriegten Ring, Fig. 310, verstarkt werden; bei a und b ver
schwei13t. 

1) Bei Versuchen an isolierter Dampfleitung mit Dampftemperatur von :::::<470· C hetrug 
heim Anfahren der groBte Temperaturunterschied zwischen RohrbOrdel und Schrauhen 230· C. 
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Besondere Flansch- und Muffenverbindungen. 
Fig. 311 zeigt die Ausflihrungsart der Abdichtung Klerner1) mit einer Flach

dichtung und zwei Rundgummidichtungen flir Druckluftleitungen. 

Fig. 311 . Fig. 312. Fig. 313. 

Fig. 312: Hochdruckdichtung, bei der ein doppelkegeliger, verspannter Ring 
die Dichtung libernimmt. 

Bei hochsten Dampfdrlicken und Temperaturen wird auch auf besonders 
eingelegte Dichtungen verzichtet, Fig. 313; die Dichtfl1ichen werden auftuschiert 
und die Lipp en am Bordel nach Probebetrieb verschweiBt. 

Fig. 314. Fig. 315. Fig. 316. 

Fig. 314: Kammerdich tung. In einem ringfOrmigen Dichtungsraum wird 
ein Ring a aus Naturgummi, klinstlichem Gummi oder Asbest durch den Druck 
in der Leitung gegen die StoBfuge gepreBt. 

Flir PreBwasser und Druckluftleitungen hat sich die vollkommen geschlitzt 
liegende Rundgummidichtung bewlihrt, Fig. 315; nach dem Anziehen liegen die 
Flanschen ebenso wie bei Fig. 314 metallisch aufeinander. 

Fig. 316: Voith-Schiebemuffe 2) flir Wasserleitungen. Ein ProfiIgummiring 
wird durch den Flansch in die Aufbordelungen einer Hlilse hineingepreBt, wobei 
Verquetschung des Ringes durch einen Metallring verhindert wird. 

Rohrverschra ubilngen 3). 

Stahlrohre werden je nach Verwendungszweck mit den Kugel- oder Bund
buchsen bzw. Kegelstutzen verlotet oder auch verschweiBt. Fig. 317: Verbindung 

Fig. 317. Fig. 318. Fig. 319. 

zweier Stahlrohre; rechtes Rohr in Bundbuchse eingesetzt; Flachdichtung flir 
Nenndruck 16 bis 40; Fig. 318: Uberwurfverschraubungmit Kugelbuchse fUr 
Nenndruck 40 bis 160. 

Klemmringverbinder nach Fig.319 oder 1ihnliche Ausflihrungen flir 
Wasser-, Kraftstoff- und Schmierstoffleitungen. Die kegelig aufgeweiteten 

') Maschinenfabrik Gliickauf . Gelsenkircben-Schalke . 
• ) J M Voith. Heidenheim/Brenz . 
• ) Durch DI Normen sind festgelegt: Rohrverschraubungen und zugehOrige Einschraub

und Uitstutzen sowie Kugel- und Bundbuchsen durch DIN 2360 bis 2366 fiir D 5 W 6 · bis 
D32 W40. 
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Fig. 320. 
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Rohrenden werden gegen einen doppelkegeligen 
Klemmring dichtend gepreBt. Rohre aus Kupfer, 
Messing, Dural, Stahl oder Kunststoffen; Klemm
ring aus Metall oder Gummi. 

Fig.320 zeigt eine Verschraubung fUr Gummi
Hochdruckschlauche 1). Schlauch a wird in die Schlauch

fassung b, die grobes kegeliges Gewinde tragt, durch Linksdrehen eingefilhrt; dann wird 
Scbraubnippel c mittels Vorrichtung durch Rechtsdrehen in den Schlauch eingedreht. 

D. Zubehorteile. 
1. reile zum Ausgleichen der Liingenanderungen. 

Die Uingenanderungen der RohrIeitungen, bedingt durch Temperaturschwan
ktingen, werden teilweise durch die Dichtungen aufgenommen. Bei langen Lei
tungen werden jedoch besondere Ausgleich- oder Dehnungsrohre eingebaut, wenn 
es nicht moglich ist, die Leitung durch Anordnung von entsprechenden Krlim
mungen so anzuordnen, daB sie sich ungehindert ausdehnen kann. Verlangerung 
etwa 1,1 mm pro m bei 100° Temperaturunterschied. 

Beispiele: WeIIrohrausgleicher in Lyraform flir groBere Langen
unterschiede; verhaItnismaBig groBer Druckverlust. Bogen wird mit Vorspan
nung eingebaut, d. h. so, daB er bei nicht benutzter RohrIeitung unter Zug
wirkung und bei Betrieb unter Druckwirkung steht. 

Lyrafaitenrohrausgleicher mit Falten nur im konkaven Teil der Bie
gung, Fig. 321. Dehnungsaufnahme nicht so bedeutend wie beim Wellrohr-

Fig. 321. Fig. 322 ') . Fig. 323'). 

ausgleicher. Der Dampf stromt hauptsachlich nur am glatten Rohrteil entlang, 
dadurch Verringerung der Reibung. 

Linsenausgleicher mit Seitenwellen nach Fig. 322; ausflihrbar bis 3 atli, 
in Sonderbauarten bis etwa 10 atli_ 

Infolge des groBen Linsendurchmessers ist die Kraftwirkung auf anschIie
Bende Maschinen- oder Rohrleitungsteile erhebIich, daher Begrenzung der Be
wegung oder starke Verankerung empfehlenswert. Entwiisserung der Linsen am 
tiefsten Punkt, urn Durchrosten zu vermeiden_ 

Wirbelbildungen konnen nach Fig. 323 durch zylindrische Leitrohre ver
mieden werden; diese schlitzen liberdies die SchweiBnaht gegen Hitzestrahlung. 
Ausflillung der Wellen mit Schlackenwolle oder Asbest; Einkerbungen a und b 
dienen zur Verstarkung. 

Fig. 324: Stopfblichse mit Ausgleich der Langskrafte, System "Konig" 2), flir 
Drlicke bis 25 atii und Temperaturen bis 350 bis 400°. Rohr a verschiebt sich 
in dem Gehause e, wobei Raum b durch emit der freien Luft in Verbindung 

1) Argus Motoren·Gesellschaft, Berlin-Reinickendorf; diese Firma stellt auch Schlauch
kupplungen her, die ein Entkuppeln ohne Flilssigkeitsverlust gestatten. 

oJ Ges. fUr Hochdruckrobrleitungen. 
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steht. Packungen d besorgen die Abdichtung. Nachteil aller Stopfbiichsen: nur 
bedingte Dichtheit. 

Gelenkkompens a tor, Fig. 325 1) . BeiAusdehnungenstellt sich das lotrechte 
Rohr entsprechend schief, wobei die gt'strichelt angedeuteten KugelfHichen an 

Fig. 324. 

den Enden stets die Dichtung aufrechterhalten, da der Dampfdruck sie fest auf· 
einanderpreBt. Der Innendruck wirkt nur auf kleine, aus gut gleiWihigem 
Werkstoff hergesteJlte KugelfHiche des Gelenkhaltebolzens. 

Beim Metallschlauch- Kompensa tor wird das Zwischenrohr der Fig. 325 
durch einen Metallschlauch mit beiderseitigen Flanschen ersetzt. Uingskrafte 
werden durch besondere Zugbander zwischen den Flanschen aufgenommen. 
Aufnahme von Bewegungen bis 600 mm senkrecht zur Ausgleicher·Langsachse. 
Ausgefiihrt fiir Dmr. bis 800 mm, fiir Dampf bis 45 atii und 500°. 

2. Kondenswasserableiter. 
Den vielfach gebauten KondenstOpfen ist gemeinsam, daB das zuflieBende 

Wasser einen im Kondensat schwimmenden Topf fiillt, bis er sinkt. Dadurch 
wird ein Ven til geoffnet, 
und der Dampfdruck 
driickt das Kondenswasser 
ins Freie oder in einen Be
halter. 

Bei der Bauart nach 
Fig. 326 steuert der 
Schwimmer einen Dreh· 
schieber. Beim ()ffnen 
wird das auBere vom 
Schwimmer aus betlitigte 
Rohr, welches das innere 
feststehende Entwasse· 

Fig. 326. 

rungsrohr umschlieBt, gedreht. wobei in dem liuBeren Rohr die Eintrittsoffnung 
in das Entwasserungsrohr freigegeben wird. Das Gegengewicht dient zur ge
nauen Regulierung. 

1) Gesellschaft fUr Hochdruckrohrloitungen. 
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Auf der Labyrinthwirkung ist der Gestra- Kondenstopfl), Fig. 327, auf
gebaut. Das einstriimende Kondensat lagert Unreinigkeiten in der Schlamm
kammer a ab und gelangt durch das Sieb b und eine 
Offnung der Platte c in die auf ihrer Oberseite mit 
Labyrinthkanlilen versehenen Platten d und sodann 
in den Austrittstutzen e. I ist ein Umfiihrungsventil. 

ner Topf hat keinerlei bewegliche Teile, ist in der Leistung 
dureh Vorschalten einer groBeren oder kleineren Offnung der 
Platte c und durch die Anzahl der Platten d reguiierbar, nach 
Abheben des Biigel. leicht zu reinigen und infolge des stetigen 
Arbeitens so klein in seinen Abmessungen, daB er frei auch in 

Fig. 327. Fig. 328. 

, . 
; 7 

~. 

". 
eine bewegliche Leitung eingebaut werden kann; au6erdem wird die Anlage durch den Topf 
selbsttlitig entiiiftet und beliiftet. 

Abdampfleitungen werden selbsttatig durch einen Siphon nach Fig. 328 ent
wassert. 

XIX. Absperrvorrichtungen. 
A. Absperrventile und -schieber. 

Baustoff: a) Gehause. GuBeisen bis 300° flir NW 200 und 16 at, bzw. 
NW 100 und 25 at; StahlguB bis maximal NW 300, 400 at und 500°; Schmiede
stahl bis 500° und 100 at bei NW 50, bzw.1000 at bei NW3. Bis 600°: Chrom
Molybdlin-StahlguB (warmfest) oder Chrom-Nickel-StahlguB (sliurefest). 

b) Ein bau teile. Sitz- und Dich tungsringe. Flir Wasser, Dampf und 
technische Gase werden verwendet: bei Temperaturen bis 100 ° ausschlieBlich 
Messing mit hiichstens 67 vH Cu, von 100 bis 250° Messing und RotguB 
mit hiichstens 5 vH Sn und von 250 bis 400° Kupferlegierungen mit hiich
stens 25 vH Ni oder flir Wasserdampf bei diesen Temperaturen gehlirtete nickel
freie Chromstlihle mit weniger als 15,5 vH Cr. Ersatz der Dichtungsringe aus 
Messing und RotguB auch durch Zinklegierungen und Silumin. Flir HeiBdampf 
von 400 bis 530°: Nitrierstahl, liber 530° Stellit. 

Ventilkegel: Stahl oder TemperguB mit eingesprengtem Dichtungsring. 
Spindelgewinde bedingt, wenn innen im Arbeitsmittel liegend, niedrige 

Bauart, ist aber mit Vorteil auBen anzuordnen. 
Flanschen glatt, mit Arbeitsleiste, Vor- und Rticksprung oder Feder und 

Nut (Nut auf der Eintrittseite, Feder auf der Austrittseite dl'r Fltissigkeit). 
In die Vertikalebene durch die Llingsachse sind keine Schrauben zu setzen. 
Slimtliche Ventile und Schieber schlieBen bei Rechtsdrehung der Spindel; 

hiemach ist das Gewinde als rechts- oder linksglingig zu bestimmen. 
Handrad. Abstand von Llingsachse des Ventils konstant: feststehendes 

Handrad, Abstand verlinderlich: steigendes Handrad. 

') Gustav F. Gerdts, Bremen. 
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Man unterscheidet: 1. Ventile, bei denen die abschlieBenden Fliichen im 
A ugenblick des Abschlusses sich senkrecht aufeinander bewegen: Hub v e n tile, 
wenn der abschlieBende Teil gehoben wird, Klappenventile, wenn er auf
geklappt wird. 

2. Schieber, bei denen die aLschlieBenden Fliichen aufeinander gleiten: 
Normalschieber bei geradlinigen Bahnen der abschlieBenden Teile und 
Hiihne, bei denen sich die abschlieBenden Teile urn ihre Achse drehen. 

Fig. 329. Widerstandszahlen nach Versuchen von Pfleiderer und Closterhalfen. 

Druckverlust. In Fig. 329 sind die Widerstandszahlen einzelner Ventile, 
in Fig. 330 deren Veranderung mit dem Dmr. wiedergegeben. Vielfach werden 
die Widerstiinde in "gieichwertiger Rohrliinge" L 
ausgedriickt. Bei mehreren Absperrvorrichtungen 
folgt: 

E C . w2/2 g . 'Y = Lid' w2/2 g . 'Y .}, (s. S.266). 
L = EC·d/). mit din m. 

Die untersuchten Ventile nach Fig. 329 hatten 100 mm 
NW und 350 mm Baulange. Arbeitsmittel: Heilldamp! mit 
Rei'<:! 1,5 '10'. Das Koswa-Ventil hatte SOmm Sitzdmr., 
bei 106 mm Sitzdmr. war bei diesem Venti! ( = 0,36. (1st 
D = Nennweite, D, = Sitzdmr., so wachst ( mit der vierten 
Potenz von D/D, .) C nimmt bei turbulenter Stromung all
gemein mit wachsendem Re ab, jedoch Iiegen bei iibIichen 
Verhaltnissen die Re-Zahlen fiir Damp!, Wasser und Luft so 
nahe beieinander, dall nach Closterhalfen 1) die C-Werte 
praktisch ohne Berichtigung au! die genannten Arbeits
mittel angewandt werden k6nnen. Verlust an adiabatischem 
Azbeitsgefiille .1 i = 10000 Ll Ply . 1/427 (LI P in kg/cm', 
y in kg/m'). 

1. Ventile. 
Eigenschaften: Leichte. Einscbleifen, genaue Ein

stellbarkeit, geringe Empfindlichkeit gegen hohe Tempera
turen, kein "Fressen", nur eine DllrchfhlGricbtung. 

Verringerung des Druckverlustes durch besondere Ge
staltung moglich. 

8 

o 
11\11\ 

Fig. 330. 

Bauliinge der Durchgangsventile und Eckventile s. DIN 3302 bis 3306. 
Fiihrungsrippen an Ventiltellem, Fig.331, werden nicht mehr angeordnet, 

da sie die Einstellung des Tellers erschweren. 
Die Hubh6he, Fig. 331, bestimmtsich bei Vemachliissigungder Rippen aus 

d2 'It/4 = d'lt . h zu h = d/4 . 

1 Arch. Warrnewirtscb. 1935 H.9 S.247. 
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Dicbtungsfliicbeeben, Fig. 332, oder kegelfiirmig. Der Druckpunkt der 
Spindel am Kegel soli normgemiiJ3 in der Ebene der Sitzfliicbe liegen. Sitz ein
gepreJ3t (auJ3en scbwach koniscb), eingewalzt, unten oft umgewalzt, aufgeschweiJ3t 
oder bei Weichdichtung lose eingelegt. Die Sitzbreite vor aHem der selbst
tiitigen Ventile bestimmt sich aus der Fliichenpressung; diese wiihlt man fiir 

Fig. 331. Fig. 332. Fig. 333. 

RotguB <:: 150 kg{cm2, Bronze < 200 kg/cm2 und bei Leder (geeignet flir kalte 
Fiiissigkeiten) und Gummi < 50 kg{cm2, bei GrauguB < 80 kg/cm2, Nickel 
<: 300 kg/cm2. Bei nur gelegentlich arbeitenden Ventilen kann Pressung hiiher 
gewiihlt werden. 

Lin ien berlihrung; Sitz aus nichtrostendem Stahl drlickt mit schneiden
artiger Kante gegen eine ebene Dichtungsfliiche aus gehiirtetem Stahl am Kegel; 
Kugeldichtung, wenn die Kante des Sitzes gerundet, die Dichtungsfiache des 
Kegels kugelfiirmig ist, sonst FJ iichendicb tung. 

Einzelheiten s. Fig. 332 und 333. In Fig. 333 werden Teller und Spindel durch die beiden 
Plattchen a und a, verbunden, die durch Oberwurfring b gesichert sind. 

DurchfIuBrichtung; Bei genormten Ventilen drlickt die Fllissigkeit zwecks 
Entiastung der Stopiblichse bei geschlossenem Ventil auf die Unterseite des. 
Kegels. Urn auch bei geiiffnetem Venti! die Stopiblichsenpackung erneuern zu 
kiinnen, trag-en Spindel und Deckel Dichtungsflachen (Fig. 334 und 335). 

Bei Drlicken auf den Kegel von :::: 4000 kg ist die Durchstriimrichtung lIm
zukehren. Entlastung des Kegeis beim ()ffnen durch Umflihrung, die allch das 
Anwiirmen erieichtert, oder durch Vorhubventil, das sich vor dem Hauptventil 
iiffnet, Fig. 332. 

Um den Ventilwiderstand zu verringern, gibt man dem Gehiiuse eine solche 
Form, daB die Fllissigkeit miiglich~t ungehindert hindurchtreten kann; Strom
linienven tile. 

SChriigspindelventile sind ebenso wie die Schieber bei sehr geringer Arbeitsfahigkeit des 
stromenden Mittels angebracht. Nachteile : grollerer Ventilhub, Fernantriebe sind umstiindlicher 
als bei Ge'arlspindelventileo unterzubringen, Ab· und N achdrehen der Sitzfliiche ist schwieriger. 

Beisllel: Rhei-Ventil'), Fig. 334: Leichtes Reinigen von Formsand; keinetoten RAume; 
keine Lunker Infolge der gleichmAlligen Wandstarke; geringe Biegungsbeanspruchung im Deckel 
infolge Befestigung mittels Stiftschrauben; Spindel im zentrierten Biigelaufsatz gefiihrt, so dall 
der Kegel ketne weitere Fiihrung mphr benOtigt; Stopfbuchse mit Klappschrauben. Kranz 
des Handrades hohl und obeD mit Offnungen verseheD. so dall er sich Dicht sehr erwarmt. 

Das Koswa-VeDtii. s. Fig.329 ergibt geriDgere UmleDkung des Fliissigkeitsstromes als das 
Rhei-VeDtii Infolge schrA~er Spiodellage wie in Fig. 335. 

Fr e i f1 u II - Ve D til'), Fig. 335: Die Dichtungsflilche wird durch rostslchere, heilldampf· 
bestandige, mit der Unterlage ver bundene Panzernng hergesteUt. 

Fig. 3368): Wechsel- oder Zweiwegventil. 
Bauart eines Abschliimmventils s. Bd. II, S.74. 

') Schlitter & Budenberg, G. m. b. H .• Magdeburg·Buckau. 
'J Armaturen· nnd Maschinenfabrik Hilpert· Pegnitz·Hiitte, Niirnberg, 
oJ AusfQbrung von Schaffer & Budenberg, Magdeburg·l3uckau. 



A usperrven tile und -schieber. 

2. Schieber. 
Eigenschaften: Ge

ringer Druckverlust (~= 0,05 
bei nieht eingescbniirten 
Scbiebern mit Leitrobr, s. a. 
Fig. 330), einfacbe Form, 
docb schwierigere Bearbei
tung und Instandhaltung, 
Durcbflu6ricbtungmeist naeh 
beiden Seiten hin moglicb. 
GroBer Hub, bedeutender Be
wegungswiderstand. 

Ausfiihrung mit Ven
turi-Wirkung, s. S. 260; 
die im verengten Quer · 
schnitt erb6hte Gesehwin· 
digkeit wird in der ansehlie· 
Benden Erweiterung groBten· 
teils wieder in Druck um· 
gesetzt. Spindelgewinde bei 
Heilldampf au Benliegend, 
sonst auch innenliegend. 
Fig. 337. in diesem Fall 
SchiebersteUung auGen nieht 
erkennbar. Lagerung def mit 
Handrad gekuppelten Spin· 

Fig. 336. delmutter in Kugeln . An· Fig. 337. 
ordnung von Kondenskam· 
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mern vor Stopfbiichse, die bei deren Verpackung Schleiehdampf durch Ausblasestopfen nach 
aullen ableiten. 

Geschweillte , Stahlschieber - Vorteil: geringes Gewicht - werden innen mit nichtrosten· 
dem Chromstahl plattiert. 

Man unterscheidet : 1. Keilschieber, Fig. 337, flir Wasser·, Gas· und Nieder· 
druckdampfleitungen, flir hohe Driicke nicht geeignet, da der starre Kei! nicht 
sieher abdichtet. (Besondere Bauarten s. Fig. 339 u. 340.) 

2. Parallelsehieber flir DampfJeitungen von gro13erem Dmr. Die DiehtfHiehen 
liegen parallel, Bearbeitung und N aeharbeit dadurch erleichtert. Anpressen der 
Dichtfliichen entweder durch den Dampfdruck oder durch besondere Vor· 
riehtungen (kegelige Muttern, Kniehebel), wobei naeh beiden Seiten abgedichtet 
und das Gehiiuse drueklos wird. Abheben der Platten von den Dichtringen 

Taschenbuch fiir den Maschinenbau. 9. Aufl. ]. 40 



626 Maschinenteile. - Absperrvorrichtungen. 

vor Bewegung in Richtung der Spindelachse schont die Dichtflachen, macht 
aber die Bauart verwickelt. Umfiihrungen, vor Bewegung des Schiebers durch 
Offnung eines kleinen Ventils freigegeben, verringern den Druckunterschied vor 
den Platten und ermoglichen Anwlirmen der abgesperrten Leitung. tJberbrlickung 

Fig. 338. Fig. 339. 

des Gehliuses durch Leitrohr nach Fig. 338 bis 340 verringert Stro
mungsstOrungen. 

Fig. 338, Schieber von Schumann & Co., Leipzig. Der Dmr. des 
engsten Querschnittes betragt das 0,6fache des Rohrdmr. Der ni
trierte, spiegelglatt geschliffene Schieberhangt mit 0,4 rom Spiel 
zwischen den ebenfalls nitrierten Dichtringen und wird vom Dampf
druck gegen eine der Dichtflachen angepref3t. Der Schieber ist 
durch Vierkant lose mit der Spindel verbunden, so daf3 Selbst

Fig. 338a. einstellung moglich, falls die DichtfIachen nicht genau parallel zu-
einander oder zur Spindelachse sind. 

Versuche: Schieber von 275 mm Rohrdmr. und 180 rom DurcbfluBdmr. zeigte bei 66 atii 
und 4800 Dampftemperatur eine Belastung der Pla.tte von 16800 kg bei 170 kgicm' Fla.chen
pressung. Reibungswert = 0.09. erforderliche Kraft am Radumfaog - 42 kg. 

Fig. 339: Sera-K-A-Schieber flir Heif3dampf und heif3e Gase liber 400 0 

(Schaffer & Budenberg). Zwei bewegliche und als reine Drehkorper gestaltete 
Dichtplatten stlitzen sich auf eine Stahlkugel. Hoher AnpreBdruck, der das Ge
hause bei geschlossenem Schieber drucklos macht, wird durch geringe Neigung 
der keiliormigen Dichtflachen erzielt. Die Dichtplatten bestehen bis 200 mm 
Sitzdmr. aus Nitrierstahl, ab 300 mm Dmr. aus StahlguB mit eingewalzten Dich
tungen. Spindel und die umschlieBenden Stopfbuchsringe sind ebenfalls aus 
Nitrierstahl, Gehiiuse und Haube aus ElektrostahlguB hergestellt. 

Fig 340 : EK-Schieber der Dinglerwerke. Die Dichtplatten sind infolge bal
liger Auflage allseitig bewegJich. Druckstlick a drlickt die Stopfblichse zentral 
an, Rlickdichtung b, aus V2A aufgepanzert, ermoglicht Verpacken der Stopf
biichse im Betrieb, Weichpackung c verhindert Zutritt von Dampf oder Wasser 
zu den Kugellagern. 
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Fig. 341: Autodens-Schieber1)_ Halter a siehert bei geoffneter Stellung das 
Auseinandergehen der Platten, die unten in den Dichtringen bleiben. 

Die Dichtringe sind im Gehause eingeschraubt, daher auswechselbar. Ab
dichtung wird in erster Linie an der Austrittsseite durch Anpressen der Platten 
gegen die Dichtflachen durch den Dampfdruck erzielt; infolge Anordnung zweier 
Fedem werden auch wahrend des Hubes 
die Dichtflachen gegeneinander gepreBt, 
so daB von diesen Fremdkorper abgestreift 

Fig. 340. d = Skalenzeiger. 

werden. Absperrung auch auf der Eintrittsseite und damit Entlastung des Ge
hauses kann durch besondere zwischen den Platten liegende Andriickkorper 
bewirkt werden, welche die Platten zusatzlich andriicken. 

Weitere Bauarten: Borsig-SchnellschluB-Ventil, Fisch
bach-Schieber, Simplum-Schieber. 

4. Hihne. 
Elgensehaften: Geringer Druekverlust. leicbte Nachbearbei

tung. Fur unreine F1ilssigkeiten nieht verwendbar. Dicbthal!en 
mangelhaft. 

GreBe Reibung der dich!enden Flaehen. daher (eicb! "Fressen" 
des Kilkens, das durch dessen Abheben. s. S. 628. verhindert wird. 

Soweit Beriihrung zwischen Kiiken und Gehause 
stattfindet, sind beide Teile konisch; genormt ist ein Kegel 
1: 6, also Neigung der Kegelseite1: 12. Das Kiiken 
wird oben, das Gehause unten zylindrisch ausgefiihrt 
oder ausgespart, zum Zweck, Ansatze nach eingetretener Fig. 342. 
Abnutzung zu vermeiden. Durchgangsquerschnitt = b • h 
= tP:rr/4. Fig. 342: DurchlaBhahn. Der vierkantige Zapfen zwingt die 
Unterlegscheibe und damit auch die Mutter, an der Drehung teilzunehmen, 
so daB sie sieh nicht selbst 100en kann. Scheiben mit Vierkantloch sind 
nach DIN 3497 auszuflihren, und zwar bis 24 mm Lochweite in Messing 
oder FluBstahl, groBere in Messing oder GuBeisen. Fig. 343. Packhahn mit 
Stopfbiichse. Die DI-Normen sehen flir Hahne nur Stopfbiichsen mit Brille, 

') Bauar! Polte Armaturenfabrik Magdeburg. 

40* 
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Grundring und Stiftschrauben vor; vgl. DIN 3498. Brule aus RotguB oder GuB
eisen, Grundring aus Messing, GuBeisen oder FluBstahl. Fig. 344: unten ofienes 

Fig. 343. 

Die Baullinge 
DI-Normen gleich 

Fig. 344. 

Kiiken, so daB die Fliissig
keitspressung die Dichtung 
selbst iibemimmt. 

Der Perlecta-Schmlerhahn 
von Schaffer & Budenberg ver
meidet Festklemmen des Kii
kens durcb Zufuhr des Schmler
mittels unter Druck. Der RuIa
Hahn von Gust. Huhn, Berlin
Tempelhof, und der von 
Buschbeck & Hebenstreit fiiI 
groBe Dampfroengen, hohe 
Drucke und Temperaturen her
gestellte Hahn') zeigen zwang
liiufiges Abheben des Kiikens 
vor dessen Drehung. 

Die D 1-N ormen bezeichnen 
die Hahne mit Holzgriff von 
6 bis 20 mm Durchgang als Ge
windezapfeuhahne und solche 
von 20 mm und mehr Iichtem 
Durchgang als Durchgangs-
hahne. 

aller Hahne mit Stopfbiichsen und siimtlicher Dreiwegehahne ist nach 
der eines Ventiis von gleichem Durchmesser. 

B. Sicherheits-, Minder- und Rohrbruchventile. 
Sicherheltsventile. Gewichtbelastet flir ortfeste, federbeJastet fiir beweg

liche Maschinen. Bauart offen, Fig. 345, oder geschlossen, Fig. 346, wenn 

Fig. 345. Fig. 346. Fig. 347. 

Arbeitsmittel nieht in den Masehinenraum austreten 5011. Flihrung des Kegels 
oberhalb des Sitzes durch Innenrippen einer Fiihrungsbiichse; Sitz frei aus
dehnbar, da zwischen Flanschen eingeklemmt. 

Bei Anordnung von Gewichten ist Belastung unabhangig von Ventilhub; Sitze meist eben 
und 1 bis 2.5 mm breit, Ventiiteller solI unter Belastung drehbar sein. Belastungsangriffpunkt 
mOglichst tiefliegend, urn Klemmen des Ventlls zu verhindern. 

Bei Ersatz der Gelenke durch Schneiden. Fig. 347. soUen diese in einer Geraden Iiegen, 
damit das HebelverhMtnis bei gehobenem Ventil unverlindert bleibt. 

') Z. VDI 1936 S. 263. 



Sicherheits-, Minder- und Rohrbruchventile. 

1st rascher Drucksteigerung zu begegnen, so 
kommen Hochh ubsicherheits ven tile in Frage, 
die ihren ganzen Querschnitt (Hub = d/4) freigeben. 
Beispiel Fig. 347: Bauart Htibner & Mayer. Wien. 
Der Damp! reiLl! beim Ausstromen die Luft aus dem 
Raum tiber dem Venti! mit; hierdurch ent5teht ein 
Unterdruck liber diesem. 50 daB es sich schneller 
und heber bebt als ein gewohnliches Venti!. S. auch 
Bd. II, S. 77. 

Rohrbruchventil. Fig. 348 1). Die durch Rohr
bruch erhohte Dampfgeschwindigkeit reiat den un
teren Teller t hoch und drlickt ihn auf die untere 
Sitzflache der DurchlaBoffnung. AufVierkantwellew 
wirkt auBerhalb des Gehauses eine einstellbare 
Feder. Nach AbschluB der Leitung durch das Ab
sperrventil wird der mit Bohrungen versehene 
Teller t durch die Feder in die Anfangslage zurtick
gefiihrt. 

Beispiel: Leitung 300 mm Durchmesser. Damp!uber
druck 10 at. v = 30 mlsek. Venti! ist eingestellt, bei 
v = 50 m/sek zu schlie Ben. 

Normal stromen 42000 kg/h Damp! hindurch; mithin 
mussen weitere H·42000=28000 kgih hindurchtreten. damit 
SchluB eintritt. Damit ergibt sich bei 450 m/sek Grenz
geschwindigkeit (s. S. 310) die dazu erforderliche Of/nung I 
rol aus 

28000 = 450· t m' • Y' 3600 
• 28 000 • 100 • 100 • 

I em = 450. 5.53 . 3600 = 31,3 em. 

Der plotzliche SchluB bedingt starke StoBe. 
weshalb elektrisch betatigte Schieber oder Ven-
tile in manchen Fallen vorzuziehen sind. 

Minderventile oder Reduzierventile 
arbei ten vielfach in der Weise, daB ein 
den Frischdampf drosselndes, entlaste
tes Doppelsitzventil mit einem feder
belasteten Kolben (oder Membrane) ver-

.Il 
Fig. 349. t 

~f,.ahll"Dltr 
'19M/lid
st~V"!J 
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Fig. 348. 

bunden ist, der bei Druckiinderung des reduzierten Dampfes das Doppelsitz
venti! hebt oder senkt und dadurch den reduzierten Druck wieder herstellt. 

Genaueste Wirkung ermoglicht der Askania- RegIer , der in Fig. 349 in 
Verbindung mit einem Druckminderventil gedacht ist. Rohr r ist mit der 

') Aus!uhrung von Sehaffer & Budenberg. 
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Stelle verbunden, an welcher der Druck konstant sein soll. Bei Anderung des 
Beharrungszustandes wirkt die Rohrenfeder I durch Druckstift d auf das Strahl
rohr s ein; als Gegenkraft wirkt eine Feder_ 

Dem Strahlrohr s, Fig. 350, wird durch die senkrechte, hohle Achse Druckol 
zugeflihrt, das bei Mittellage des Strahlrohres gegen die Mitte von zwei Offnungen 
Yom lichten Strahlrohrdurchmesser trifft. Die Offnungen sind durch Rohre mit 
den beiden Zylinderraumen des Kolbens k, Fig.350 verbunden. Bei einer Ande
rung des konstant zu haltenden Druckes wird das Strahlrohr durch die Rohren
feder abgelenkt. Dadurch wird eine der Gegenoffnungen I und II starker ge
troffen und der Druck auf der nut dieser verbundenen Zylinderseite gesteigert, 
auf der anderen Seite verringert. Der sich verschiebende Kolben stellt durch 
Verstellung des Druckminderventils den Sollwert der Spannung wieder her, 
wobei das Strahlrohr in die Mittellage zuriickgeht. 

Fiir sehr groBe Krafte arbeitet die Vorrichtung mit Relais. 
Das Askania-Regelprinzip dient auch zum Konstanthalten von Temperatur, 

Feuchtigkeit usw. Gleiche Verwendungsmoglichkeiten bietet der Arca-Regler. 

C. Stopfbiichsen. 
Weitere Beispiele s. vorhergehenden Abschnitt. 

Ausfiihrungsformen nach Fig. 351, Stopfbucbsenbrille mit AuBengewinde, 
Fig. 352, Brille a1s Oberwurfmutter ausgebildet, und nach Fig. 353, Brille mit 
ovalem oder mndem Flansch. Ring r in Fig. 351 
und 352 verhindert Reibung zwischen gedrehter Brille 
und Packung; diese beiden Bauarten sind nur flir 
kleinere Stangendurchmesser geeignet. 

r 

Fig. 351. Fig. 352. Fig. 353. 

Packungsstoife: Asbest, Baumwolle, Hanf (als runde oder quadratische 
Schntire), Leder, Gummi flir Weichpackungen; flir hohe Drticke und Tempera
turen: Flockengraphit mit Asbestbeimischung, Blei, Zinn, Kupfer, Nickel, 
Leichtmetalle und deren Legierungen, GuBeisen, Kohle, auch PreBstoffe. 

Kunstharz-PreBstoffe, Kunstkohle und Sinterwerkstoffe auf Eisen- und 
Bronzegrundlage werden als schmierungslos arbeitende Werkstoffe da verwendet, 
wo Verunreinigung des ArbeitsmiUels durch SchmierOi wie bei Luftverdichtern 
und Abdampfverwertung vermieden 
werden muB. 

Fig. 354. 
Greisel-Gummihaut. 
II Gummi, b Geflecht 
aus Baumwollzwir-

neD. 

Fig. 355. Hydraulik
Pressenpackung. 

c Bleidrahtlitze mit 
Fasereinlage, 

d Baumwollumspin· 
nung. 

Fig. 356. Nutring
stulpen. II Metall
stiitzring, b Stulp 
aus Leder od. Gutta
percha, c Deckring. 

Fig. 357. Dachstul 
pen. II Grundring, 
b Stulp aus Leder 
oder Guttapercha, 
c Leder- oder Me-

talleinlage_ 

Fig. 354 bis 357 zeigen Ausftihmngsformen von Weichpackungsschniiren und 
Lederstulpdichtungen. 1st R = Reibungskcaft in kg, 1= nd·l = bertihrter 
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FHiche, so wird die Reibungszahl f./, = R/tp = 0,04 bis 0,06 flir weiches, ge
schmiertes Leder, f./, = 0,10 bis 0,12 flir hartes, lohgares Leder. 

Schmiermittel: Ole oder Fette, in Sonderfallen Schwefelsaure (fiir Chlor), 
Paraffin oder Talkum (flir Sauerstoff). Schmiermittelzufuhr in den Packungs· 
raum bei A, Fig. 353. 

Ausfiihrung: Brille und Grundringe aus Metall bzw_ Brille bei groBerer 
Ausflihrung mit Metallfutter. Brille und Grundring werden meist auf der Seite 
der Packung abgeschragt, urn diese an die Stange zu pressen. Grundringe werden 
dort eingelegt, wo die Stange oder Spindel sonst unmittelbar mit GrauguB in 
Berlihrung kame, in welchem Faile bei langerem Stehen leicht ein Festrosten 
eintreten konnte_ Wird nur ein einfacher Ring eingelegt, so wird zwischen 
GrauguB und Stange ein geringer Spielraum von etwa 0,5 mm vorgesehen_ 

Prellstoff Typ 2, in heiBem 01 von 900 vorbehandelt, hat sich bei Pumpen 
und Press en an Stelle von Bronze flir Grundblichsen und Ausfutterung der 
Brille bewahrt. (Z. VDI 1940, S. 39 und 160.) 

Stopfblichsenschrauben nach Fig. 353 haben mindestens den Druck 
(dr - d2) Jlj4 • P e aufzunehmen. c = 1, wenn die Packung durch die Stopf
blichsenschrauben nicht zusammengepreBt wird und die Reibung zwischen 
Stange und Packung vemachlassigt werden kann; e wachsend bis 3 flir Weich
packung, die durch Anziehen der Schrauben erst zum Dichten gebracht wird. 
Bei kleineren Stopfbiichsen geniigen zwei Schrauben mit ovalem Flansch, Be
festigung nach Fig. 353, linke oder rechte Seite, also eingeschraubt oder mit 
Gegenmutter; oder besser eingehangt Fig. 338, da die Schrauben dann leicht 
entfemt werden konnen, so daB die Packung bequem emeuert werden kann, 
Klappschrauben s. Fig. 334 und 339 Schrauben haben Luft in den Li:ichem der 
Brille, da die Stange zentriert. GleichmaBiger Anzug bei mehreren Schrauben 
durch Ausbildung der Muttem als Schneckenrader, die von einer Schnecken
welle gedreht werden, oder als Zahnrader, die in ein axial angeordnetes Rad 
eingreifen _ 

1. Stopfblichsen mit Weichpackung. Diese eignen sich vomehmlich 
flir Wasser, Gas und Dampf niedriger Temperatur. Lederstulpen haben hohen 
Reibungswiderstand, eignen sich aber fiir die hOchsten 
Drucke; ihr Anwendungsgebiet sind hauptsachlich Druck
wasse,leitungen_ Die Abmessungen des Packungsraumes 

wahlt man etwa, Fig.353, 5=0,65 biSO,8Vdcm , etwas 
kleiner gewohnlich bei Wasser, etwas groBer bei Luft. Man - . __ . - -'--
wahlt h ex> dt , h1 = d bei Jiegenden und hI = 0,5 • d Fig. 358. s Schleifring, 
bei stehenden Maschinen. r Laufring, d Dichtring. 

Fig. 358: Umlaufende Stopfbuchse flir Kreiselpurnpen des Goetzewerk, Bur
scheid bei Koln. Schleifring aus Sonderprellstoff, Dichtungsring aus Gummi. 

Heillwasser-Kreiselpumpen werden, um 
das Entweichen schadlich wirkender Dampf
schwaden und Beschadigung der Weich
packung zu verhindem, mit langen Drossel
strecken ausgeflihrt, die von einem Kiihl
wasserraum umschlossen sind. 

Ausflihrungsbeispiel s. Fig. 34 auf S_ 289, 
Bd. II. 

2. Stopfbiichsen mit Metall- oder 
Kohiepackung. Fig. 359: Howaldt-
Packung, bestehend aus geteilten Metall- Fig. 359. 
ringen, deren eine Seite kegeiformig aus-
gebildet ist, so daB sie beim Anziehen gegen die Kolbenstange bzw. den 
Packungsraum gedriickt werden. Teilfugen der Ringe gegeneinander versetzt. 
Zum Herausnehmen dienen Locher mit Gewinde; zwischen ersten Ring und 
Driicker wird eine elastische Schnur eingeiegt. 
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Fig. 360: Bauart Proell; die einzelnen DichtungsfHichen sind in Ansicht 
unter dem Uingsschnitt gezeichnet. In jeder Ringkammer befinden sich zwei 
aus je sechs Teilen bestehende Metallringe, die durch eine umgelegte Spiral
feder gleichmiiBig gegen die Stange ge
"reBt werden. Seitlich sind die Ringe 

Fig. 360. Fig. 361. 

sauber eingeschliffen und passen ohne axiales Spiel in die Kammer; radiales 
Spiel ist dagegen vorhanden. 

Fig. 361 zeigt die bei Dieselmaschinen verwendete Stopfbuchse der Davy 
Robertsons Maskinfabrik in Gtiteborg. Die nach innen spannenden Ringe nach 

Fig. 362. 

Fig. 283, S.609, liegen in Kammern, die aus planen Ringen b zu
sammengebaut sind, so daB deren FUichen mit groBer Genauigkeit 
bearbeitet werden ktinnen. Die Stopfbuchse wird sehr kurz, da 
nur ~echs Ringpaare bentitigt werden; a Grundring mit Kupfer
asbestdichtung, c Schmiermittelzufiihrung. 

Hohlringpackung 1) flir Dampf, Wasser, Ammoniak usw. 
In den Packungsraum werden hohle, mit Graphit geflillte Vier kant
ringe nach Fig. 362 eingelegt; das Graphit wird durch die Schmier
Wcher herausgedriickt und flillt die Fugen zwischen den Ringen 
aus. Werkstoff der Ringe: bis 300° WeiBmetall-Legierung, bei 
htiheren Temperaturen Weichkupfer, Monelmetall oder Weicheisen. 
Ein SchluBzopf schlieBt den Packungsraum abo 

GuBeiserne Federpackung in Topfform1). Der Einbau in einen "Topf" 
ermtiglicht schnelle Herausnahme der ganzen Packung, Fig. 363. Mehrteilige 

Fig. 363. 

Dichtungsringe aus GuBeisen oder Bronze liegen in mehrteiligen, an den Trenn
stelJen iiberlappten Kammerringen, die durch Schlauchfedern aus Stahl zusammen
gepreBt werden. Taschenartige Entlastungsriiume an der der Druckseite ab
gewandten Fliiche verringem die Reibung zwischen Topfwand und Kammerring 
bei Schwingungen der Kolbenstange. 

1) Gustav Hubo, Berlin·Tempelbof. 
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Graphi tkohle- WeIUederpackungl), Fig. 364, ebenfalls in Topfform. 

Die kegeligen AuBenflachen rnehrteiliger Dichtungsringe g2 aus Graphit werden 
von einem Druckring r 
aus Bronze, Aluminium 
oder nichtrostendem 
Stahl urnfaBt, der mit 
Ringrippe in eine Nut 
der Dichtungsringe ein
greift. Der Steg dieses 
Druckringes ist auf 
einern Tell des Urn
fanges durch eine Well-

Fig. 364. 

feder ersetzt, die unter einern ringsherurnlaufenden, nachstellbaren Spanndraht s 
liegt. Die Kegelwirkung zwischen Druck· and Dichtungsring zerJegt die von 
der Wellenfeder ausgeiibte Kraft nach radialer und axialer Rich
tung; die Axialkraft bewirkt durch Reibung Aufuebung der Ge-

wichtswirkung der Dichtungsringe, 

Fig. 365 und 366. 

so daB jede Belastung der Welle ver
mieden wird. Weitere Abdichtung 
mittels Labyrinthwirkung durch 
Ringrippen auf einer die Welle urn
fassenden Biichse b und durch zwei
teilige Graphitringe gl in Topfnuten. 

tiber Labyrinthdichtung s. Bd. II, S. 302 

Fig. 367. 

LiiBt man die Kamme der Labyrinthdichtung nicht ineinander greifen, so 
entsteht die Labyrinthspaltdichtung nach Fig. 365 und 366, die beriihrungsfreie 
Abdichtung gleitender Flachen errnoglicht und steigende Beachtung findet 
in Fallen, in denen Schmierung, Temperatur und Abnutzung Schwierigkeiten 
verursachen. Naheres und Literaturiibersicht s. Z. VDr 1939 (Heft 29l S.857. 

Fig. 367: Stopfbuchslose Abdichtung einer hin und her gehenden Spindel mit 
Abdichtungen bei a. 

') Gustav Bubn, Berlin-Tempelhcf. 
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A1kohoJ abs. 
Ammoniak • 
Argon. 
Ather • 
Atbylen 
Benzol. 
Blei • 
Cblor • 
Eisen • 

Zahlentafeln. 

Lineare Ausdehnungskoeflizienten 
der Metalle und Legierungen s. S. 486. 

Siedepunkte einiger Kiirper bei 760 mm QS (0t). 
78,3 Gesattigte Koch· Paraffin • • • 

- 33,4 salzlOsung • 108 Quecksilber.. 
- 185,9 Glycerin.. 290 Sauerstoff.. 

34,5 Helium •• -268.87 Schwefel. • • • 
-104 Kohlenoxyd -191,5 Scbwef1ige Saure 

80 Kohlensaure (-78.S)') Stick.toff • 
1730 LeinO!... 316 TerpentinOI . 

- 35,0 Luft.... -194 Wasserstolf. 
2500 Methan.. -164 Zink.... 

NaphthaIin • 218 

635 

300 
357 

-183 
444,60 

- 10 
-195,8 

161 
-252,8 

907 

Schmelz- und Oefrlerpunkte elniger Kiirper bel 760 mm QS (0C). 
Beziiglich Metalle und Metall·Legierungen s. S. 486. 

A1kohol, abs. 
Ammonlak 
Antimon 

-110 Kautscbuk.... 125 SCbeDack..... 115 
- 78 Kocbsalzlosung, ges. - 18 SCbwefel..... 115 

630 Koblensaure • - 79 Schwefelkoblenstoff. - 112 
Ather ••• - 118 LeinOI •• - 20 Silikatsteine • ,1740 
Benzin •• -150 Mangan.. 1210 Stearin.. 68 
Benzol •• 
Cadmium •••• 
CblorkalziumiOsung, 

5,4 Metban. . - 184 Stickstoff. -194 
320,9 Meerwasser -2.5 Wachs • • 64 

NaphthaIin 80 Walrat.. 44 
gesattigt •••• 

Glyzerin') • • • • . 
50 vH wAss. Glyzerin 
Iridium •• 

- 40 Paraffin.. 54 Wasser...... 0 
19 Porzellan. 1680 Weicblote..... 140-210 

- 32 Quecksilber - 38,9 Wismutlote.. 95- 130 
2400 Schamotte . 1650 Wolfram... 3400 

Schmelzwirme In kcal/kg verschiedener Kiirper. 
Aluminium· 92 Kupfer.. 41 Schwefel. 
Ammonlak 81 Magnesium 47 Silber ••• 
Benzol • • 30 N aphthalin 36 Wasserstoff 
Chlorkalzium 40,7 Nickel •• 56 Wismut • 
Eis .. • • • 80.0 Palmin • . 29 Zink... 
GuBeisen • . . • 23 Paraffin.. 35 Zinn... 
Hochofenscblacke 50- I 50 Phosphor • 5 
Koblensaure. • • 45 Quecksilber 2,8 

9 
21 
14 
t3 
28 
14 

Speziflsche Wirme einlger fester und llfissiger Kiirper zwischen 0 und 100°C. 
Beziiglich Metalle und Legierungen s. S. 486. 

Asche • 0,20 Marmor, Kalkstein • 0,21 Ziegelsteine. 
Basalt . 0,20 Quarz 
Beton • 0,21 zwischen20·undlOO· 0,186 
Eis • • 0,50 20· ,,600· 0,246 
Glas. • 0,20" 20·" 1000· 0,263 
Granit • 0,20 Saudstein • 0,22 
Grapbit • . . .. 0,21 Schamotte.. 0, I 90 
Hochofenscblacke . 0,18 Scblacke... 0,18 
Holz (Eicbe) • 0,57 Scbwefel... 0,18 
Holz (Fichte) • 0,65 Silikatsteine . 0,219 
Holzkoble • • 0,17 Steinkoble bei 100· 0,24 
Kieselgur .• 0,21 ,,400· 0,37 
Koks • • • . 0,20 " .. 1200· 0,48 
Kork . . • . . 0,49 Steinzeng •••.• 0, I 8 5 
Kork, expandiert 0,33 Tori........ 0,45 

Ather •.• 
A1kohol •. 
Ammoniak • 
Benzol .•. 
GJyzerin •• 
MaschinenOI 
NaphthaIin • 
Petroleum ••. 
Sauerstoff (fliissig) 
Schwefelsaure . 
Schweflige Saure 
TerpentinOI. • 

Verdampfungswirme In kcal/kg bel 760 mm QS. 

0,22 

0,54 
0,58 
1,00 
0,44 
0,58 
0,40 
0,31 
0,50 
0,347 
0,33 
0,32 
0,42 

Ather. • . 90 Chlormetbyl. 97 Schweflige Saure 95 
A1kohol • • 210 Koblensaure. . • •• 56 Stickstoff. • • . 48 
Ammoniak 327 Naphtbalin • . • .. 75 TerpentinOI . . • 70 
Benzol • . 105 Quecksilber. • . .. 68 Wasser • • . . . 539 
Cblor • . . 70 Sauerstoff. . • . .• 5 I Wasserstoff • . • 123 

Wahre spezifische Wirme Cp fiir 1 Nm3 bel 0° und 760 mm QS (nach Justi). 
Luft. • • .. • •• 0,3081 Wasserstoff. . • •• 0,3061 Ammoniak • • • •• 0,380 
Sauerstoff . • . .. 0,313 Kohlensaure . . .. 0.388 Schwefllge Saure " 0,419 
Stickstoff •.. " 0,311 Koblenoxyd . . .. 0,311 Metban • • • . .. 0.369 

') CO, sledet nicht. sondern sublimiert bei 760 mm QS. 
oJ Erstarrungspunkt bei 0·: Schmelz- und Gefrierpunkt fallen nicht imruer zusammen. 
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aniak. 
zetylen 

A than. , 
A tbylen , 
A rgon •• 
Be nzol 
H elium •• 
Koblenoxyd 
Koblensiure • 

uft L 
M 
S 
S 
S 
W 
W 

ethan ••• 
auerstoff •••• 
chweflige Siure • 
tickstoff • • 
assentoff 
asserdampf. • • 

• NH. 
II • C.H. 

• CaH. 
· C.H. 
.AI 
• CaH. 
• He 
• CO 
• CO. 

• CH, 
• O. 
• SO. 
• N. 
• H. 
• BaO 

Zahlentafeln. 

Gue und Dimple. 

Spez. Gew. Gas- Mole-
y(kgfm') kon- kular-
bei o~, stante gewicht 
760mm R m 

0,771 I 49,79 17,0 
1,171 32,59 26,0 
1,356 28,21 30,1 
1,260 30,25 28.05 
1,784 21,26 39.9 

(3,48) - 78.0 
0,179 212,0 4,0 
1,250 30,29 28,0 
1,977 19,27 44,0 
1,293 29,27 29.0 
0,717 52,90 16.0 
1,429 26,50 32.0 
2,926 13,24 64,1 
1,2505 30,26 28.0 
0,090 420.6 2,0 

(0,804) 47,06 18,0 

Kritlsche Werte ,,= 

11t~ I 
c~/c. 

Tk 
Vk ei 

lIMo! O· C 

405 1111,S 72,6 11,313 
308,9 61,6 112,6 1,244 
308,3 49 143,2 t,20 
282,7 50,7 129,8 1,25 
151 48,0 75,3 1,66 
562 48 256,2 

5 2,26 58,1 1,66 
133 34.5 93.0 1,398 
304,2 73 95,7 1,30 
132,5 37 93,4 1,402 
190,7 45,7 99,2 1.31 
154,4 49.7 74.4 1,400 
430 77.8 122,3 1,272 
126,1 33.5 90,2 1,400 
33,3 12,8 65,0 1,409 

647 217 54,9 1,332 

Mlttlere spez. Wirme von Gasen far 1 Nm3 bel 0° und 1 Atm. 
Mittlere spezifische Warme zwischen o· und ,. C cp m I~: von Gasen im realen Gas

zustand hei f> = 760 Torr = I Atm in kcal/Nm' Grad nacb E. Justi')·). I Nm' = I kmol/22,414. 
Fi1r H,O-Dampf 1st der Ideale Gaszustand eingesetzt, da er bei 1= O· C einen Siittigungsdruck 
von nur 2 Torr hat; entsprechend ist fOr C.H. f>= 76 Torr·=O,1 Atm im realen Zustand ge
rechnet. Bel H., H.O und CO. wird die spezifische Warme fi1r bOcbste Temperaturen durch 
Zerfall (Dissoziation) betrichtlich erhOht. Zahlenangaben bei Justi'), § 64. ·In der unteren 
Zablentafel sind die Betrage LI cp ... IA angegeben·), die bei Drucksteigerung (-miuderung) um je 
1 Atm zu addIeren (subtrahieren) sind. Formeln bierzu s. S.300. Durch die angegebenen 
spezifischen Gewicbte kg/Nm' sind die Tabellenwerte zu dividieren, um Cp ... in kcallkg Grad 
zu erhalten. 

I·C II H. I N. 
kg/NmS 0,089 1,250 

O. I Luft I CO I CO. I BaO I CHI 
1,429 1,293 1,250 1,977 (0,804) 0,717 

CaH.1 CaR. 
1,171 1,260 

I CaR. 
(3,48) 

0 
25 

100 
200 
300 
400 

500 
600 
700 
800 
900 

1000 
tlOO 
1200 
1300 
1400 

1500 
1750 
2000 

o 
25 

100 
200 

0,306 0,311 0,313 0,310. 0,311 0,389. 
0,307 0,311 0,313 0,310. 0,311 0,395. 
0,309 0,311. 0,315 0,311 0,311. 0,412 
0,310 0,312. 0,319 0,313 0,312, 0,432, 
0,311 0,314. 0,324 0,315 0,315 0,450. 
0,311 0,317 0,329. 0,318 0,318 0,465 

0,312 0,319 0,334, 0,321 0,321 0,481 
O,31a 0,322 0,339 0,324 0,324. 0,493 
0,314 0,325 0,343 0,327. 0,328 0,504 
0,315 0,328 0,347 0,331 0,331. 0,513. 
0,316 0,331 0,350 0.334 0,334. 0,523 

0,317. 0,334 0,353. 0,337 0,338 0,530 
0,319 0,337 0,356 0,340 0,341 0,538 
0,321 0,340 0,359 0,342, 0,344 0,544. 
0,323 0,342 0,361 0,345 0,346 0,550 
0,325 0,345 0,363. 0,347. 0,348. 0,555. 

0,326 0,347 0,366 0,350 0,350, 0,560, 
0,331 0,352 0,370 0,354 0,355 0,571 
0.336 0.356 0,375 0,360 0,359 0,580 

LlCllml! 

11
.0'00001 0'0007 10,0008 1 0,0007 1 0,0008 1 0'0054 1 0,0000 0.0006 0,0007 0,0006 0,0007 0,004 7 
0.0000 0,0004 0,0006. 0,0004 0,0005 0,0031 
0,0000 0,0003 9,0004 0,0003 0,0003 0,0020 

0,356 0,369 0,458. 0,452 0,680 
0,357 0,378 0,472 0,465 0,712 
0,358 0,387. 0,495 0,506 0,818 
0,367 0,420 0,524. 0,558 0,945 
0,372 0,451 0,549 0,606 1,07, 
0,378 0,481 0,569 0,651. 1,18. 

0,384 0,509. 0,586 0,692. 1,29. 
0,390 0,537 0,602 0,729. 1,38, 
0,397 0,563 0,6171 0,763 1,49. 
0,403 0,588 0,631 0,799. 1,57 
0,409, 0.610. 0,643 0,824. 1.65 

0,416 0.632.1 0.655 1 0.852 1 1,74 
0,422 
0,427 
0,434 Bei bOberen Temperaturen 
0,439 zerfallen die Koblenwasser-

0,444 stoffe teilweise 

0,453 
0,464 

- 1 0'001·1 0,006., 0,005 1 (0,102) - 0,001. 0,005. 0,004 (0,08.) 
- 0,001. 0,003. 0,003 (0,05,) 
- 0,000, 0,0020 0,002 (0,03,) 

') Justi, E.: Spezifiscbe Warme, Enthalpie, Entropie und Dissoziation techniscber Gase. 
Berlin: Springer 1938. .) JusU. E.: Feuerungstechn. Bd. 26 (1938) S. 313 u. 385. 
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Wirmeleitzahlen ;. (in kcai/m h 0 q. 
Metalle. 

Stoff 
MeUtemperatur .t Stoff 

MeBtemperatur A 
("0) (00) 

Aluminium 100 175 Stahl (0,1 vH C) 100 45 
300 200 300 40 
500 230 ± 40vH 600 32 

J3ronze .. 200 48 900 29 
GuBeisen • 10 43 ± 2SvH Zink • 200 90± 10vH 
Kupfer, rein 20 bis 200 335 400 80 ± 10vH 
Messing 20 79 Zinn • 0 56 

100 90 200 52± 10vH 
Nickel ••. 10 SO± 10vH 

500 41 ± 10vH 

Bau- und feuerleste Stolfe. 
Beton 20 1,10 Marmor 1,8 bis 2,9 
Gipsplatten . 20 0,37 Porzellan . 95 0,9 
Glas •••. 17 0,72 1055 1,7 
Holz: Schamottestein 1) 200 1,0 

Eiche 1. Faser 15 0,18 500 1,16 
II Faser 20 0,36 Silikastein ... 200 0,56 

Kiefer,1. Faser 15 0,14 600 0,88 
II Faser 20 0,29 1000 1,19 

Kalkstein ••. 100 bis 300 1,1 Ziegelmauerwerk 0,35 bis 0,5 

Verscbledene feste Stoffe. 
Gummi, weich . 30 0,151 Kesselstein, siIi. 
Hartgummi •.. 40 0,137 katreich. 300 0,07 bis 0,15 
Kesselstein, gips· RuB ••• 0,03 .. 0,06 

reich .... 300 0,5 bis 2 Steinkohle 20 bis 100 0,155 

Isolierstoffe 'I . 
Raumgewicht .t 

I 
Baumgewicht .t 

in kg/rnS bel 100 0 0 In kg/m' bel 100 0 0 

Kiese1gurmasse { ~gg 0,075 N_ I 
0,135 Stoffe (Kiesel· 200 0,050 

mit Tonzusatz 1000 0,190 gur, Gicbt· 500 0,073 

Gebrannles Kie· { 
200 0,071 staub, 'Kalk· 800 0,106 

selgurmaterial 400 0,086 staub usw.) 
600 0,111 Asbest, lose. • . 300 0,060 

Maguesia·Asbest·, { 500 0,128 
Kieselgur·As· 200 0,056 Seide 58 0,035') 
best·Leicbt· 400 0,078 Scblackenwolle 119 0,034') 
gipsformstilcke Kork ••••• 107 0,040') 

Scblacken· und { 200 0,045 160 0,044') 
Glaswolle 400 0,060 

Fliissigkelten, Oase uDd Diimpfe. 
hel 00 C 

I 
bei 0 0 C 

Maschinenol .. 900 bis 930 0,1 bis 0,15 Sauerstoff • • 2,099' 10- 2 
Luft (gereinigt undgetrocknet') 2,066' 10- 2 Stickstoff 2,063' 10- 2 
Wasserstoff • • • • • . • • • 14,90 '10- 2 Kohlendioxyd . 1,24 '10- 2 

Luft, Raucbgase, Wasser, Wasserdampf bel biihereD Temperaturen. 
Wasser. Hierfilr ist nach Jakob: ,1=0,477(1 +0,0031) zwischen t=o und t=80·. 

W ... "d.m,f {II ~ c I 100" I 150" 200° I 250° 300° I 350· 400° I 450· 500· 
0,020 0,023 0,026 0,029 0,032 0,034 0,037 0,040 0,043 

Luft, {to C -20 0 50 100 150 200 250 300 350 
Rauchgase, ,1 0,019 0,020 0,023 0,026 0,029 0,032 0,034 0,037 0,039 

Sauerstoff, 1 ° C 400 500 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 
Stickstoff. l.t 0,042 0,046 0,050 0,058 0,066 0,073 0,080 0,087 0,094 

') Raumgewicht 1865 kg/m'. 
') Nach J. S. Cammerer: DerWiirme· und KiiIteschutz in der Industrie 2. Aufiage. Berlin: 

Springer 1938. 
') bei 50°. ') Nach Ulsamer: Z. DVI 1936 S. 537. 
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Strahlungszahlen C (keal/mt h Grad') 1). 

Stoff 
II 

Oberfliiche Temperatur C 

Dachpappe II 21 4,52 
Eichenholz 

II 
gehobelt 21 4,44 

Emaillelack schneeweiJ3 24 4,50 
Glas ••. 

il 
glatt 22 4,65 

Kalkmortel raub,-weiB 21-83 4,6 
Marmor 

I 
hellgrau, poliert 22 4,62 

Porzellan • glasiert 22 4,58 
RuB glatt 4,6 
Schamottesteine I glasiert 1000 3,7 
Spirituslack . I schwarz, gllinzend 25 4,08 
Ziegelsteine 

II 
rot, raub 22 4,6-4,7 

Wasser •. senkrechte Strahlung 4,75 
l)l ... in dicker Schicht 4,06 
l)lanstrich • 3,86 
Aluminium roh 26 0,35-0,43 

poliert 230 0,19 
Blei .. poliert 130 0,28 
GuBeisen abgedreht 22 2,16 

fliissig 1330 1,4 
Gold. poliert 630 0,17 
Kupfer poliert 23 0,24 

gewalzt 3,18 
Messing. poliert 19 0,25 

" 300 0,15 
matt 56-338- 1,10 

Nickel poliert 230 0,35 
380 0,43 

Silber poliert 230 0,10 
Stahl . poliert 1,42 

matt oxydiert 26-356 4,76 
Zink verz. Eisenblech 28 1,13 

poliert 230 0,22 
Zion blank verzinntes 

Blech 24 0,28-0,43 

Oxydierte Metalle 

Eisen. rot angerostet 20 3,04 
ganz verrostet 20 3,40 

glatte oder raube 
GuBhaut 23 4,0 

Kupfer schwarz 25 3,86 
oxydiert 600 2,8-3,6 

Nickel oxydiert 330 2,0 
1330 3,7 

') Hauptslichlich nach E. Schmidt: Wannestrahlung technischer Oherfliichen bei geWOhn· 
licher Temperatur. Beiheft z. Gesundh.-Ing. 1927, und H. Schmidt u. E. Furthmann: Oller 
die Gesamtstrahlung fester KOrper. Dilsseldorf: Stahl-Eisen 1928. (Wiedergegeben in Schack: 
Der industrielle Warmeilhergang.) 
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Adiabatische und polytropische Dehnung von Gasen. 

I' Fiir n = Fiir n= 

II 
_ .. _- ---------- -------1-- -------------- --

p, 1,4 

I 
1,3 i 1,2 i 1,1 1,4 

1,3 
, 

1,2 
I 

1,1 (Adiabate) I I (Adiabate) I I p. II I I 

il ist (P,/p,ll,'m = V,fV, = ist (P,/p,l(m - l)!m = T,/T, = 

1,1 1,070 1,076 1,083 1,090 1,028 1,022 1,016 1,009 
1,2 1,139 1,151 1,164 1,180 1,053 1,043 1,031 1,017 
1,3 1,206 1,224 1,244 1,269 1,078 1,062 1,045 1,024 
1,4 1,271 1,295 1,323 1,358 1,101 1,081 1,058 1,031 

1,5 1,336 1,366 1,401 1,445 1,123 1,098 1,070 1,038 
1,6 1,399 1,436 1,479 1,533 1,144 1,115 1,081 1,044 
1,7 1,461 1,504 1,557 1,620 1,164 1,130 1,092 1,050 
1,8 1,522 1,571 1,633 1,706 1,183 1,145 1,103 1,055 
1,9 1,581 1,638 1,706 1,791 1,201 1,160 1,113 1,060 

20 1641 1,705 1,782 1,879 1,219 1,174 1,123 1,065 
2,5 1,924 2,023 2,145 2,300 1,299 1,235 1,165 1,087 
3,0 2,193 2,330 2,498 2,715 1,369 1,289 1,201 1,105 
3,5 2,449 2,624 2,842 3,126 1,431 1,336 1,232 1,121 
4,0 2,692 2,907 3,177 3,505 1,487 1,378 1,260 1,134 
4,5 2,926 3,178 3,500 3,925 1,537 1,415 1,285 1,147 

5,0 3,156 3,449 3,824 4,320 1,583 1,449 1,307 1,157 
5,5 3,378 3,712 4,142 4,710 1,627 1,482 1,328 1,167 
6,0 3,598 3,970 4,447 5,100 1,668 1,512 1,348 1,177 
6,5 3,809 4,218 4,760 5,483 1,707 1,540 1,366 1,186 
7,0 4,012 4,467 5,058 5,861 1,742 1,566 1,383 1,194 
7,5 4,217 4,710 5,360 6,250 1,778 I 1,591 1,399 1,201 

8,0 

I 
4,415 4,950 5,650 6,620 1,811 1,616 1,414 1,208 

8,5 4,612 5,187 5,950 6,997 1,843 1,639 1,429 1,215 
9,0 4,800 5,420 6,240 7,370 1,873 1,660 1,442 1,221 
9,5 4,993 5,651 6,528 7,742 1,903 1,681 1,455 1,227 

10,0 5,188 5,885 6,820 8,120 1,931 1,701 1,468 1,233 

11 5,544 6,325 7,376 8,845 1,984 1,739 1,491 1,244 
12 5,900 6,763 7,931 9,574 2,034 1,774 1,513 1,253 
13 6.247 7,193 8,478 10,30 2,081 1,807 1,533 1,263 
14 6,587 7,614 9,018 11,01 2,126 1,839 1,549 1,271 
15 I 6,919 8,030 9,551 11,73 2,168 1,868 1,570 1,279 

I 
16 7,246 8,438 10,08 12,44 2,208 1,896 1,587 1,287 
17 7,566 8,841 10,60 13,14 2,247 1,923 1,604 1,294 
18 7,882 9,238 11,12 13,84 2,284 1,948 1,619 1,301 
19 8,192 9,631 11,63 14,54 2,319 1,973 1,633 1,307 
20 8,498 10,02 12,14 15,23 2,354 1,996 1,648 1,313 

21 8,803 10,40 12,64 15,93 2,387 2,019 1,661 1,319 
22 9,097 10,78 13,14 16,61 2,418 2,041 1,674 1,324 
23 9,390 11,15 13,64 17,30 2,449 2,062 1,688 1,330 
24 9,680 11,53 14,13 17,97 2,479 2,082 1,698 1,335 
25 9,967 11,89 14,62 18,65 2,508 2,102 1,710 1,340 

26 10,25 12,26 15,10 19,34 2,537 2,121 1,721 1,345 
27 10,53 12,62 15,58 20,01 2,564 2,140 1,732 1,349 
28 10,81 12,98 16,07 20,68 2,591 2,158 1,743 1,354 
29 11,08 , 13,33 i 16,54 21,36 2,617 2,175 1,753 1,358 
30 11,35 , 13,68 17,02 22,02 2,643 2,192 1,763 1,362 

I 
31 11,62 14,03 17,49 22,69 2,667 2,209 1,773 1,366 
32 11,89 ' 14,38 17,96 23,35 2,692 2,225 1,782 1,370 
33 12,15 14,69 18,43 24,01 2,715 2,241 1,792 1,374 
34 12,42 , 15,06 18,89 24,68 2,739 2,256 1,800 1,378 
35 12,67 I 15,41 19,35 25,34 2,761 2,272 1,809 1,382 

36 12,93 15,74 19,81 25,99 2,784 2,287 1,817 1,385 
37 

I 
13,19 16,07 20,26 26,65 2,806 2,301 1,826 1,389 

38 13.44 16,41 20,72 27,30 2,827 2,315 1,834 1,392 
39 13,69 16,74 21,18 27,95 2,848 2,329 1,842 1,395 
40 II 13,94 17,07 21,63 28,60 2,869 2,343 1,850 1,398 
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0,010 
0,015 
0,020 
0,025 

0,030 
0,D35 
0,040 
0,045 

0,050 
0,055 
0,060 
0,065 

0,070 
0,085 
0,10 
0,15 

0,20 
0,25 
0,30 
0,40 

0,50 
0,60 
0,70 
0,80 

0,90 
1,0 
1,5 
2,0 

2,5 
3.0 
3,5 
4,0 

4,5 
5,0 
5,6 
6,0 

6.6 
7.0 
7,6 
8,0 

8,6 
9.0 
9,6 

10,0 I 

Zahlentafeln. 

Dampftafel. Sattigungszustand (Drucktafel). 

j' I j" I S' I s" 

6,698 131,7 0,007595 6,73 600,1 593,4 0,0243 2,1447 
12,737 89,64 0,01116 12,78 602,8 590,0 0,0457 2,1096 
17,204 68,27 0,01465 17,24 604,8 587,6 0,0612 2,0847 
20,776 55,28 0,01809 20,80 606,4 585,6 0,0735 2,0655 

23,772 46,53 0,02149 23,79 607,7 583,9 0,0836 2,0499 
26,359 40,23 0,02486 26,37 608,8 582,4 0,0923 2,0366 
28,641 35,46 0,02820 28,65 609,8 581,1 0,0998 2,0253 
30,69 31,73 0,03152 30,69 610,7 580,0 0,1065 2,0153 

32,55 28,73 0,03481 32,55 611,5 578.9 0,1126 2,0064 
34,25 26,26 0,03808 34,24 612,2 578,0 0,1181 1,9982 
35,82 24,19 0,04134 35,81 612,9 577,1 0,1232 1,9908 
37,29 22,43 0,04458 37,27 613,5 576,2 0,1280 1,9841 

38,66 20,92 0,04780 38,64 614,1 575,5 0,1324 1,9779 
42,32 17,43 0,05739 42,29 615,7 573,4 0,1439 1,9612 
45,45 14,95 0,06688 45,41 617,0 571,6 0,1538 1,9478 
53,60 10,21 0,09791 53,54 620" I 567,0 0,1790 1,9140 

59,67 7,795 0,1283 59,61 623,1 1 563,5 0,1974 1,8903 
64,56 6,322 0,1582 64,49 625,1 560,6 0,2120 1,8718 
68,68 5,328 0,1877 68,61 626,8 558,2 0,2241 1,8567 
75,42 4,069 0,2458 75,36 629,5 554,1 0,2437 1,8334 

80,86 3,301 0,3029 80,81 631,6 550,8 0,2592 1,8150 
85,45 2,783 0,3594- 85,41 633.4 548,0 0,2721 1,8001 
89.45 2,409 0,4152 89,43 634,9 545,5 0,2832 1,7874 
92,99 2,125 0,4705 92,99 636,2 543,2 0,2930 1,7767 

96,18 t,904- 0,5253 96,19 637,4 541,2 0,3018 1,7673 
99,09 1,725 0,5797 99,12 638,5 539,~ 0,3096 1,7587 

110,79 1.180 0.8472 110.92 642.8 531.9 0.3408 1,7260 
119,62 0,9016 1,109 119,87 645,8 525,9 0,3638 1,7029 

126,79 0,7316 1,367 127,2 648,3 521.1 0.3820 1.6851 
132.88 0,6166 1,622 133.4 650,3 516,9 0,3973 1,6703 
138,19 0,5335 1,874 138,8 651,9 513,1 0,4106 1,6579 
142,92 0,4706 2,125 143.6 653,4 509,8 0,4221 1,6474 

147,20 0,4213 2,374 148,0 654,7 506,7 0.4326 1.6380 
151,11 0,3816 2.621 152.1 655,8 503.7 0,4422 1,6297 
155,41 0,3429 2,916 156,5 657.1 500.6 0,4527 1,6205 
158,08 0,3213 3,112 159.3 657,8 498,5 0,4591 1,6151 

161,82 0,2937 3,405 163,2 658,8 495,6 0,4681 1,6076 
164.17 0.2778 3.600 165.6 659.4 493,8 0,4737 1.6029 
167,51 0,2570 3.891 169.1 660,3 491,2 0,4815 1,5963 
169,61 0,2448 4,085 171,3 660,8 489,5 0,4865 1,5922 

172,61 0,2286 4.375 174,4 661,5 487,1 0,4935 1,5865 
174.53 0.2189 4,568 176,4 662,0 485.6 0.4980 1,5827 
177.28 0.2059 4.857 179,3 662.6 483,3 0,5044 1,5774 
179,04 0,1981 5,049 181,2 663,0 481,8 0,5085 1,5740 



Zahle.ntafeln. 641 

Dampft.fel. SAttigungszustand (Drucktafel) (Fort~f'tzun~). 

v" y" I i' I i" I S' -j s" 

11,0 183,20 0,1808 5,530 185,61 663•9 478.3 0,5180 1,5661 
12,0 187.08 0,1664 6,010 189.7 664.7 475.0 0,5269 1,5592 
13,0 190,71 0,1541 6,488 193,5 665.4 471.9 0,5352 1,5526 
14,0 194,13 0,1435 6,967 197,1 666,0 468,9 0,5430 1,5464 

15,0 197,36 0,1343 7,446 200,6 666,6 466.0 0,5503 1,5406 
16,0 200,43 0.1262 7,925 203,9 667,1 463,2 0,5572 1.5351 
17,0 203.35 0,1190 8,405 207,1 667,5 460.4 0,5638 1,5300 
18,0 206.14 0,1126 8,886 210,1 667,9 457,8 0,5701 1,5251 

19,0 208.81 0,1068 9.366 213,0 668.2 455.2 0,5761 1,5205 
20,0 211.38 0,1016 9.846 215.8 668,5 452.7 O,5S20 1.5160 
21,0 213,85 0.09682 10.33 218,5 668.7 450.2 0,5875 1,5118 
22,0 216,23 0,09251 10,81 221,2 668,9 447,7 0,5928 1,5078 

23,0 218,53 0,08856 11.29 223.6 669.1 445,5 0.5978 1,5038 
24,0 220.75 0,08492 11.78 226,1 669.3 443.2 0,6026 1,5000 
25,0 222.90 0,08157 12.26 228.5 669.4 440.9 0,6(j74 1,4962 
26,0 224.99 0,07846 12,75 230,8 669,5 438,7 0,6120 1,4926 

28,0 228.98 0,07288 13,72 235.2 669,6 434.4 0,6206 1,4857 
30 232.76 0.06802 14.70 239.5 66<),7 430,2 0,6290 1,4793 
33 238,08 0,06179 16.18 245,5 669.6 424,1 0.6406 1,4702 
35 241,42 0,05822 17,18 249,4 669,5 420,1 0,6479 1,4645 

38 246,17 0,05353 18.68 254.8 669,3 414,5 0,6584 1,4564 
40 249.18 0,05078 19.69 258.2 669,0 410.8 0,6649 1.4513 
45 256.23 0,04495 22.25 266.5 668.2 401,7 0,6803 1,4392 
50 262,70 0,04024 24,85 274,2 667,3 393,1 0,6944 1,4280 

55 268.69 0,03636 27,50 281,4 666.2 384,8 0,7075 1,4176 
60 274.29 0,03310 30.21 288,4 665,0 376,6 0,7196 1,4078 
65 279,54 0,03033 32.97 294,8 663,6 368,8 0,7311 1,3986 
70 284,48 0,02795 35,78 300,9 662,1 361,2 0,7420 1,3897 

75 289.17 0,02587 38,66 307,0 660,5 353,5 0,7524 1,3813 
80 293.62 0,02404 41,60 312,6 658,9 346.3 0,7623 1,3731 
85 297.86 0,02241 44,62 318,2 657,0 338,8 0,7718 1,3654 
90 301,92 0,02096 47,71 323,6 655,1 331,5 0,7810 1,3576 

95 305.80 0,01964 50,91 328,8 653,2 324,4 0,7898 1,3500 
100 309.53 0.01845 54,21 334,0 651,1 317,1 0,7983 1,3424 
110 316,58 0,01637 61,08. 344,0 646,7 302,7 0,8147 1,3279 
120 323,15 0,01462 68,42 353.9 641,9 ·288,0 0,8306 1,3138 

126 326.88 0,01369 73,03 359.4 638,7 279,3 0,83971 1,3054 
130 329.30 0,01312 76.23 363,0 636,6 273,6 0,8458 1,2998 
140 335,09 0,01181 84,68 372,4 631,0 258,6 0,8606 1,2858 
150 340,56 0,01065 93,90 381,7 624,9 243,2 0,8749 1,2713 

160 345,74 0.009616 104,0 390,8 618,3 227.5 0,8892 1,2564 
180 355,35 0,007809 128,0 410,2 602,5 192,3 0,9186 1,2251 
200 364,08 0,00620 161,2 431,5 582,3 150,8 0,9514 1,1883 
224 373.6 0,00394 254 478 532 54 1,022 1,10 

Taschenbuch fUr den Maschinenbau. 9. Aufl. 1. 41 



642 Zahlentafeln. 

Oesittlgter Wasserdampf von +0° bls +50°. 

Tern- Druck Spezlfisches Spezlfisches 
peratur 

1> 
Druck Volumen Gewicht 

t fl" y" 
·c kg/em" mmQS m"/kg glml 

0 0,006228 4,581 206,3 4,846 
1 0,006694 4,923 192,7 5,191 
2 0,007193 5,290 180,0 5,557 
3 0,007723 6,681 168,2 5,945 
4 0,008289 6,097 157,3 6,358 

5 0,008890 6,539 147,2 6,795 
6 0,009530 7,009 137,8 7,257 
7 0,010210 7,509 129,1 7,747 
8 0,010932 "8,040 121,0 8,267 
9 0,011699 8,605 U3,4 8,816 

10 0,012513 9.203 106,4 9,396 
11 0,013376 9,838 99,92 10,01 
12 0,014291 10,491 93.85 10,66 
13 0,015261 11,225 88,19 11,34· 
14 0,016289 11,981 82,91 12,06 

15 0,017376 12,780 77.99 12,82 
16 0,018527 13,627 73,39 13,63 
i7 0.019745 14,522- 69,10 14,47 
18 0,02103 15,468 65,10 15,36 
19 0,02239 16,468 61,35 16,30 

20 0,02383 17.527 57,84 17,29 
21 0,02534 18.638 54,56 18.33 
22 0,02694 19.814 51,49 19.42 
23 0,02863 21,057 48,63 20,56 
24 0,03041 22,367 45,94 21,77 

25 0,03229 23,641 43,41 23,04 
26 0,03426 25,198 41,04 24,37 
27 0,03634 26,718 38,82 25,76 
28 0,03853 28,339 36,73 27,23 
29 0,04083 30,030 34,77 28,76 

30 0,04325 31,810 32,93 30,36 
31 0,04580 33,686 31,20 32,04 
32 0,04847 35,650 29,58 33,80 
33 0,0;128 37,716 28,05 35,65 
34 0,05423 39,886 26,61 37.58 

35 0,05733 42,166 25,25 39,60 
36 0,06057 44,549 23,97 41,71 
37 0,06398 47,057 22,77 43,92 
38 0,06755 49,683 21,63 46,22 
39 0,07129 52,433 20,56 48,63 

40 0,Q7520 55,310 19,55 51,14 
41 0,07930 58,325 18,60 53,77 
42 0,08360 61,488 17.70 56,50 
43 0,08809 64,790 16,85 59,35 
44 0,09279 68,247 16,04 62,33 

45 0,09771 71,866 15,28 65,44 
46 0,10284 75,639 14,56 68,67 
47 0,10821 79,588 13,88 72,03 
48 0,113112 83,715 13,24 75,53 
49 0,t1967 88,017 12,63 79,18 

so 0,12578 92,5t1 12,05 82,98 
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646 Zahlentafeln. 

Ziihigkeit von Wasserdampf, Wasser und Luft. 
'10-/kgs~ 

!,2 
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Fig. 1. Dynamische Zilhigkeit f' [kg ~~ek] des Wasserdampfes. (" = ~g) :~. 

'If! 
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~ 1\ 
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r--.... r-
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o 10 I/() 6IJ If) 1(J() 120 11/() 1f(J 18Q'C 
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Fig. 2. Dynamische Zilhigkeitf' lkg ~~ekl des 

Wassers. (" = ~g) ::. 

1'10 I1J IfIJ fiJ IlJ tJ(J 11ft) 1IfIJ 1fj{) t.fI't 
18mperalvr t 

Fig. 3. Kinematische Zlihigkeit " [semk"l 
der Lult. ,J 

Werte to - 8 flir Luft von hfiherer Temperatur . 

• C 11200 250 /300 1350 \ 400 \450 /500 /5501600 \ 650 1700 1750 \800 /850 \900 /1000 
.u.10' 2,60 2,76 2,94 3,13 3,31 3,48 3,64 3,79\3,94 4,09 4,24 4,38 4,52 4,65 4,78 5,Q3 

Beispiel: ,. fiir Luft von 200° und 10 ata ist zu bestimmeD. ,. = f' ·g/r = 2,60' 10- 6. 9,81/r 

.. 2S,51 •10-:\ r =1,293.~ .~5'2= O,724kg/m';,. =25,51~=35,23 .10- 6 • 
r 273 + 200 760 0,724 

"10 ata, = 0,35 . 10 - 5 ml'sek. S. S. 251. 
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Spezifiscbe und Raumeinbeitsgewicbte (in t/m3, kg/dm3, g/cma). 

Anthrazit • 
Braunkohle. 
Glanzkohle • 
Grobkohle .••..• 
HoIzkohle in Stl1eken . 

Brennstoffe. 

1,5 bis 1,7 
1,2 n 1,5 
t,2 JJ t,5 
1,2 " 1,5 

0,36 

Holzkohle, gest0J3en . 
Koks im Stuck. • • 
PreBkohle (Brlketts) 
Steinkohle • • • . 
Tori, lufttrocken . 

1,4 bis 1,5 
bis 1,4 
1,25 

1,25 bis 1,4 
0,6 " 0,9 

Metalle und Leglerunllen. (So auch S. 486.) 

Aluminium, rein • • • 
gegotsen • 

" gehammert 
Akrit·Scheidemetall • 
Antimon ••••••. 
Arsen ••.•••.. 
BleI, gegoosen • • • . 

" fJl1ssig ••.•.••• 
Bronze (je nach Zinngehalt) • 
Chrom •••• 
Deltametall • 
Eisen, rein. • 

Eisendraht 
F1uBstahl • 

Glockenmetall 
GuBeisen 
Stahlf0rmgu6 
Molybdiiustahl 
F1uBstahl ....... .. 
Schoe\lstahl (je nach Wolfram· 

gehalt) ••• 
SchweiLlstahl • • • • 
SUumin ...... 
Tiegelstahl • • . . . 
Kupfer, gegossen •• 

, gebiimmert • 
,gewalzt ••. 
, elektrolytisch . 

Asbest. ••.... 
Asbestpappe • . . • 
Bawnwolle, trocken . 
Brauneisenstein • 
Eis •••••• 
Gips, gebrannt • 
Glas, Fenster· 

" Flint· . . 
Graphit •••. 
Gummi arab. . 
Guttapercha • • • . 
lsolierstoffe s. S. 648. 
Kaubchuk, roh. • . 
Kork ••••••. 

2,7 
2,56 
2,75 
9,00 
6,7 
5,7 

11,4 
10,6 
8,8 
6,9 
8,6 
7,87 
7,8 
7,85 
8,8 
7,25 
7,85 
8,1 
7,86 

8,1 bis 9,0 
7,8 
2,7 
7,85 

8,6 bis 8,9 
8,9 .. 9 

8,9 
8,9 bis 8,95 

Kupferdraht, gegUlht 

" " hart 
DuraJumin ••• 
Rohelsen, grau • 

n wei8 . 
Magnesium. 
Mangan •.•. 
Messing •••. 
Molybdin ... 
MoneJmetall • • 
N iekel, gegossen • 

gehammert 
" gezogen. 

Phosphorbronze 
Platin, gegossen 

gewalzt • 
u gezogen. 

QuecksUber • • 
Vanadin .••.... 
WeiBmetal1 (Lagermetall) 
Wismut, gegossen . 
Wolfram •.••. 
Zink, gegossen • . 

gehammert • 
" gewalzt. 

Zinn, gegossen • • 
." gewalzt ••• 

8,86 
8,96 
2,80 

6,7 bls 7,7 
7,0 .. 7,8 

1,72 
7,3 
8,5 

9 bls 10 
8,58 
8,30 

8,35 bis 8,65 
8,35 " 8,90 

8,8 
21,15 
21,4 
21,45 
13,6 

5,5 
7,5 bis 10,0 

9,82 
19,1 

6,9 
7,0 bis 7,20 

7,2, 
7,2, 
7.4 

Hllizer (s. S.474). 

Sonstlge Stoffe. 

2,1 bis 2,8 
1,2 
1,48 

3,5 bis 4 
0,92 
1,82 
2,5 
3,5 

1,8 bis 2,3 
1,35 " 1,45 

1,0 

0,92 bis 0,96 
0,2 u 0,3 

Kreide. • . • • • • • • • . 1,8, bis 2,6 
Kunststoffe Aminoplast K • 1,5 

Phenoplast S . 1,4 

Ledd,' trackeD . 
.. gefettet. 

Porzellan •••• 
Schamottesteine 
Schmirgel •. 
Stelngut ••• 
Ton, trocken . 

.. frisch. 
Vulkaofiber 

T . 1,4 
M . 1,8 

0,85 
1,02 
2,45 

1,8 bls 2,2 
4,0 

1,35 bis 1,6 
1,8 
2,6 
1,28 

Fliissigkelten bel J5 o. 

(Bezuglich fJussige Brennstoffe S. S. 326.) 

Ather (Schwefelather) 
Alkohol .•• 
Glyzerin •.. 
LeinOI .... 
MineralOle: 

Spindel!)l •. 
MaschlnenOI • • . 
EisenbahnachsenOle 
ZylinderOle. • • • 

QueeksUber (bei 0 0 ) • 

0,73 Natronlauge mit 22 vH NaOH 1,25 
0,79 .. " 66 vH " . 1,70 
1,26 Salpetenlure mit 70 vH HNO, . 1,42 
0,94 Salzsiiure mit etwa 20 vHHCl • . . 1,1 

Schwefelsiiure mit etwa 66 vH H,SO. 1,6 
0,90 Spiritus - 90 Raumhundertstel 0,83 
0,91 Steinkohlenteer 1,2 
0,92 Teerol. • • . • • • • . • • • 1,1 
0,93 TerpentinOl • • • • . . • • • • 0.86 
13,6 



Zahlentafeln. 

Oase und Dimp'e bel O· und 760 mm QS. s. S.636. 
(Bezuglich spez. Gewicht der Rauchgase s. S. 334.) 

Raumgewichte 1) von Baustoffen in kg/m3, 

Auszug aus DIN 1055. 
Flillstoffe In lIachilttetem Zultand. 

Berecbnonga-
gewlcht 

Etde, Sand, Lebm, naB • • • 
Desgl. grubenfeucht (etwa 5 vH 

Wasser entbaltend) 

2100 

1800 
1600 
2000 
1700 

Kohlenschlacke • 
Hocbof.nschlacke (Stilck

schlack. in der Komung von 
Eisenbabnschotter) • • • • 

Hocbofenschlacke (granulierter 
" tracken 

Kies, naB •• 
" trocken. 

Koksalche •• 
Schlackensand) ••••• 

700 

Werkstlicke und Mauerwerk aUI natlirllcben Stelnen. 

Granit, Gnels, Syenit, Porpbyr 
Basalt ••••••••••• 
Kalksteine, dicht • • • • • • 

Bereohnunga-
gewioht 

2600 
3000 
2600 

Kalksteine, porig • • • 
Sandsteine • • • • • • 

Mauerwerk aUI kiinstl/chen Stelnen In Normalformat. 

Berecbnunga
gewlobt 

1000 

1500 

1000 

Bereohnung. 
gewlcht 

2200 
2400 

Klinker • • • • 1900 Korksteine • • • 600 
Mauerziegel l ) • • 1800 Kalksandsteine1 ••• 1800 
Hohlz.iegel • • • 1450 Kunstsandsteine • . . 2100 
Porige Vollziegel • 1100 Schlackensteine • • • • • 1400 
Porige Hohlziegel • • • • •• tOOO Hocbolenschlacken·Mauer-
Schwemmsteine und Hocbofen- steine. • • • • • • . •• 1800 

schwemmsteine • • • •• 1000 

Zementmllrtel und ZementtraB-
monel ••••••••• 2100 

Kalkzementmllrtel und Kalk-
tra/3mIIrtel. • • • • • • 1900 

Kies, Granitschotter u. dg\. 2200 
Desgl. mit Stalllein1age • . 2400 
Ziegelschotter. • • • • • .• 1800 
Koblenschlacke m. Sandzusatz t 600 

Milrtel. 

I 
Kal!,::~:' • ~d. ~~k~~. 
Gipsmllrtel • • . • • • • 

Beton aus 

I 
Bimskies mit Sandzusatz 
Desgl. mit Stalllein1age • 
Hocbofenschlacke • • • . 

B8ubilzer. lufttrocken (FeucbtlgkeltsKehalt etwa IS vH) .). 
Kiefer (pllhre) • • • • 600 Gelbkiefer (Yellowpine) • 
Fichte (Rottanne). • • • .. 550 Eiche • • • • • • • • . 
Tanne (WeiBtanne) • • • •• 550 Rotbuche ••••••• 
Urche. • • • • • • • . .• 600 Auslindische Harthlllzer • 
P~efer (Pltchpine) • • •• 800 

MlttJere Gewlchte von Lagerstoffen (in kg/mal. 
PreuB. Min.-ErlaB v. 30. 8. 1934 und DIN to55. Blatt 1. 

1700 
1200 

1600 
t800 
2200 

800 
800 
700 

1000 

Braunkohle • • • • • • 700 his 800 (750)') PreBkohlen.. . 750 bis 1250 (1000) 
Formsand, aufgeschuttet • ... • • • 1200 Tori. • • • • • •• 300.. 900 (600) 

.. eingestampft....... 1650 Zechenkoks • • • • • 380.. 530 (500) 
Gaskoks. • • • • • • • 360 bis 470 (450) Ascbe. • • • • • • • • • • 900 
Holz in Scheiten .•. 330 .. 420 (400) Kalk, gebrannt, in Stucken 1000 
Holzkoble aus weichem Holz • • • • 150 in Sacken • 1000 

.. aus hartem Holz. • • • • 220 T~ (gep.;;ot) • 300 
Kohle, Zwickauer • • 770 bis 800 Torlmull. • • 230 

obersr.hles. • • 760 " 800 Trail . • • • . • • . 950 
II niederschles. • 820 .. 870 Zechenkoks • • 380 blq 530 

Saar- ••. . 720 .. 800 Zement, lose • • • . • • • 1200 
Ruhr- • • • • 800 ,. 860 eingeriittelt • • • • 1900 

1) DIN 1055. Blatt I, gib! auch die Gewichtsgrenzen an. Fur die Berechnung sind die hier 
angegebenen Berecbnu~wichte maBgebend. Abweichungen von diesen sind nur auf Grund 
besonderer Nacbweise zula.'lSig. 

I) 1st das Gewicbt der Ziegelsteine uormalen Form~ts nacbwelsbar < 3,3 kg, so kanu das Ge
wicht des Mauerwerks entsprecbend niedrigt>r, jedoch .. ichl unter 1600 kg/m' augesetzt werden. 

") Bei. HOlzem, die nicht gegen Witterungseinflllsse und Feucbtigkeit geschlltzt sind, ist 
das Gewicht um 50 kg/m" bOher anzusetzen. 

") Die eingeklammerten Zal!len geben die maBgebenden Berecbnungsgewichte an, von 
denen nur auf Grund besonderer N achweise abgewicheu werden dart. 
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Beispiel wie auf S. 593. Man verfolgt die Senkrechte zur gegebenen Drehzahl n= lOOOU/min 
bis zum Schnittpunkt a mit der Kurve fiir den gegebenen Dmr. d = 500 mm. Diesen Schnitt
punkt veruinde man mit dem der Riemendicke d = 6 mm entsprechenden Punkt auf der 
rechten Leiter und bringe diese Gerade Iillks zum Schnitt mit der Leiter !iir 150° Umschlin
gUlIgswinkel. An dieser Stelle Iiest man die spezif. Leistung N.p = 6,13 PS/cm', womit die 
Riemenbreite fulgt zu: 

N 40 . 
b = -N ' = -6---6 = 10,6 cm wle auf S.593. 

sp'U ,13-0, 
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Zahlentafeln. 653 

Fluchtlinientafel zur Ermittlung des Kolbenweges. 

Eine Ablesegerade (Zellonstreifen mit 
emgeritzter Geraden) wird durcb die ge
gebenen Punkte '" und ,/1 auf den beiden 
!Iulleren Kreisbogen gelegt Der Scbnitt
punkt der Geraden mit dem Bogen rr;/2 r er
gibt den Kolbenweg 

Die Anllere Bezifferung beziebt sicb auf 
den Kolbenbingang, die inn~re anf den 
Riickgang (Nacb K. Hoecken: ATZ 1936 
Heft 13.) 

Die Zahlentafcl entbiUt die Werte von 
10 bis 400 ; zwischen zwei aufeinander
folgenden Kurbelwlllkeln, wie Scbubstangen
verbliltnissen, ist Iineare Interpolation zu
lassig. 

fiir Hmgang 

D,O 

fiir Riickgang 

~~1 = 1/3~51 4 ... ~/4-1J.-=-;/4,51J.= -;/5 11 = 1/00 I. ~= 1/5Y-,=, 1/4-1.)'= 1/4 J~:!/3,5 

-; !"i:- g:g~ g:~ g:ggoo! I g:ggg~-' g:~~ii~gi- g:ggg; I g:ggg~ 
3

1 

0,0009 0,0009 0,0008 0,0008 0,0007 0,0005 i 0,0005 0,0005 0,0005 
4 0,0016 0,0015 0,0015 0,0015 0,0012 0,0010 I 0,0009 0,0009 0,0009 
5 0,0024 0,0024\ 0,0023 0,0023 0,0019 0,0015 0,001 5 0,0014 0,0014 
61 0,0035 0,0034 0,0033 ~ 0,0033 0,0027 0,0022 0,0021 0,0021 0,0020 
7 0,0048 0,0047 0,0046' 0,0045 0,0037 0,0030 0,0029 0,0028 0,0027 
8 0,0063 0,0061 0,0059 0,0058 0,0049 0,0039 0,0038 0,0037 0,0035 
9 il 0,0079 0,0077 0,0075 0,0074 0,0062 0,0049 0,0048 0,0046 0,0044 

10 II 0,0098 0,0095 0,0093 0,0091 0,0076 0,0061 0,0059 0,0057 0,0054 
11 I 0,0118 0,0115 0,0112 0,0110 1 0,0092 0,0074 0,0072 0,0069 0,0066 
12:,0,0140 0,0136 0,0133 0,0131 0,0109 0,0088 0,0085 0,0082 0,0078 
13 '['I 0,0164 0,0160 0,0156 0,0153 0,0128 0,0103 0,0100 0,0096 0,0092 
14 0,0190 0,0185 0,0181 0,0178 0,0149 0,0119 0,0116 0,0112 0,0107 
15 :1' 0,0218 0,0212 0,0208 0,02041°,0170 0,0137 0,0133 0,0128 0,0122 
16

1

'; 0,0248 0,0241 0,0236 0,0232 0,0194 0,0156 0,0151 0,0146 0,0139 
17 IO,02Ro 0,027210,0266 i 0,0261 0,0219! 0,0176 0,0171 0,0165 0,0157 

Fortsetzung S, 654. 
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Fluchtlinientafel zur Ermittlung des Kolbenweges (Fortsetzung). 

fiir Hingang fiir Riickgang 

",'\1;'=1/3,5) ;'=1/4)'\=1/4,51 '-=1/5)J.=I/OO);' =1/5);'= 1/4,5) '-=1/41;'=1/3,5 

18 0,0313 0,0304 0,0298 0,0293 0,0245 0,0197 0,0192 0,0185 0,0176 
19 0,0348 0,0339 0,0331 0,0325 0,0272 0,0219 0,0213 0,0206 0,0197 
20 0,Q385 0,0375 0,0367 0,0360 0,0302 0,0243 0,0236 0,0228 0,0218 
21 0,0424 0,0413 0,0404 0,0396 0,0332 0,0268 0,0261 0,0252 0,0240 
22 0,0465 0,0452 0,0442 0,0434 0,0364 0,0294 0,0286 0,0276 0,0264 
23 0,0507 0,0493 0,0482 0,0474 0,0398 0,0321 0,0313 0,0302 0,0288 
24 0,0551 0,0536 0,0524 0,0515 0,0432 0,0349 0,0340 0,0329 0,0314 
25 0,0597 0,0580 0,0568 0,0558 0,0468 0,0379 0,0369 0,0357 0,0340 
26 0,0644 0,0626 0,0613 0,0602 0,0506 0,0410 0,0399 0,0386 0,0368 
27 0,0693 0,0674 0,0660 .0,0648 0,0545 0,0442 0,0430 0,0416 0,0397 
28 0,0743 0,0723 0,Q708 0,0696 0,0585 0,0475 0,0462 0,0447 0,0427 
29 0,0796 0,0774 0,Q758 0,0745 0,0627 0,0509 0,0496 0,0479 0,0458 
30 0,0849 0,0827 0,0809 0,0795 0,0670 0,0545 0,0531 0,0513 0,0490 
31 0,0905 0,0881 0,0862 0,0847 0,0714 0,0581 0,0566 0,0548 0,0524 
32 0,0962 0,0936 0,0916 0,0901 0,0760 0,0619 0,0603 0,0583 0,0558 
33 0,1020 0,0993 0,0972 0,0955 0,0807 0,0658 0,0641 0,0620 0,0593 
34 0,1080 0,1051 0,1029 0,1012 0,0855 0,0698 0,0680 0,0658 0,0630 
35 0,1141 0,1111 0,1088 0,1069 0,0904 0,0739 0,0721 0,0698 0,0668 
36 0,1203 0,1172 0,1148 0,1128 0,0955 0,0782 0,0762 0,0738 0,0706 
37 0,1267 0,1234 0,12:)9 0,1189 0,1007 0,0825 ·0,0805 0,0779 0,0746 
38 0,1333 0,1298 0,1272 0,1250 0,1060 0,0870 0,0848 0,0822 0,0787 
39 0,1399 0,1363 0,1335 0,1313 0,1114 0,0915 0,0893 0,0865 0,0829 
40 0,1467 0,1430 0,1401 0,1377 0,1170 0,0962 0,0939 0,0910 0,0872 

Zuliissige Beanspruchungen in kg/mmS nach C. Bach. (S. S.351.) 

Art der Festigkeit II Weicher Flull- Mittelharter 

I Gulleisen ') und Belastung I stahl Flullstahl Stahlgull 
(St 37· (2) (St 50· ttl 

von bis von bis von bis 

I { 1. 
9,0 15,0 12,0 18,0 6,0 12,0 3,0 

Zug II. 6,0 10,0 8,0 12,0 4,0 8,0 2,0 
III . 3,0 5,0 4,0 6,0 2,0 5,0 I 1,0 

Druck { I. 9,0 15,0 12,0 18,0 9,0 15,0 9,0 
II. 6,0 10,0 8,0 12,0 6,0 10,0 I 6,0 

{ I • 9,0 15,0 12,0 18,0 7,5 12,0 

I 
.1) 

Biegong II. 6,0 10,0 8,0 12,0 5,0 8,0 
III . 3,0 5,0 4,0 6,0 2,5 4,0 

{ I. 7,2 12,0 9,6 14,4 4,8 9,6 I 3,0 
Schub II. 

: I 
4,8 8,0 6,4 9,6 3,2 6,4 2,0 

III . 2,4 4,0 3,2 4,8 1,6 3,2 1,0 

{ I. 6,0 12,0 9,0 14,4 4,8 9,6 .. ) 
Drehung II. 

: I 
4,0 8,0 6,0 9,6 3,2 6,4 

III . 2,0 4,0 3,0 4,8 1,6 3,2 

') FUr hochwertiges Gulleisen (aB > 26 kg/mm') kOnnen die Werte verdoppelt werden. 
FUr bearbeitetes Gulleisen setze man als zulllssige Biegespannung 

a" bzul == 11-. anzul Vl/xo, 
worin '" = 1.20 bis 1,33, und fUr den Balkenquerschnitt l den Abstand der am stilrksten 
gespannten Faser von der Nu\lachse, '. den Abstand des Schwerpunktes der auf der einen 
Seite der Nullachse gelegenen Durchschnittsflllche von der Nullachse bezeichnet. 

') Die zuUlossige Drehspannung des Gulleisens setze man 
fiir den kreisfOrmigen Querschnitt •• <zul = (reich!.) azul, 
.. .. kreisringfOrmigen Querschnitt < zul = 0,8 bis 1 azul· 
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Zuliisslge Fliichenpressung flir nlcht gleitende Fliichen. 

Werkstoff 
II 
11-
II ruhend 

Belastung 

i schwellend I stoBend 

Stahl . . . . 800+1500 600+1000 300+500 
Stahl, gehiirtet 1500+1800 800+1200 400+600 
Tiegelstahl . 1000+ 2000 700 +1300 400 + 600 
Stahlgu/3. . 800+1000 500+ 900 250+350 
Gu/3eisen. . 700 + 800 450 + 550 200 + 300 
Tempergu/3 . 500+ 800 300+ 550 200+300 
Hartgu/3 • . 1000+1500 700+1000 350+500 
Zinnhronzen 300+ 400 200+ 300 100+150 
Rotgu/3 • . . . . .. .. 250+ 350 1150+.250 80+120 
Walz- und Sehmiedemessing. 300+ 450 250+ 300 100+150 

1m aUgemeinen riehtet sich die Wahl der Werte naeh der Hiirte und Oberflaehenheschaffen-
heit des Werkstoffes. mm 

Nomogramm zur Berechnung zyllndrischer 
Schraubenfedern (5.410). 

(Tzul = 3500 kg/cm2; G = 800000 kg/cm2.) 

mm 
100:::j 

60 

10 

8 

G If 

3 

f/. 

3 

Fiir ist zu multiplizieren 
d i 

'zul = 2500 kg/em' mit 1,12 mit 1,57 
3000 " 1,05 " 1,23 
4000 " 0,96 " 0,84 
4500 " 0,92 " 0,72 

49 

411-

0,5 

46 

o,a 

1 

:5 

Z 

a, 
8 ~ 
II-

5 

6 

8 

10 

30 

d=~P'/0,2'zuI 
i= t dG/4n,' 'zul 

Beispiel: Pm .. = 50 kg, r=30rom; GeradeadurchP=50 undr=30ergihtd=6mm 
und schneidet Zapfenlinie in O. Beliebige Gerade b dureh 0 ergibt Zusaromenhang zwischen 

; und t; z.B. fiir ;=7,5 wird t=63mm. k,=I+2.. 0,1 +-87.0,01=1,134 (mit !;=~ 
6 4 2r 

=60=0,1 naeh S.410) .• =1,134·'zul",=,4000kg/em'. 
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Natilrliche Biischungswlrikel bel loser Schilttung (in Grad). 
Trackener Sand • • • • 
Nasser Quellsand • • 
Trockener Kies • • • 
Nasser Kies. • • • • 
Trackene Gartenerde • 
Feuchte Gart.nerde • 
Trackener Lehwboden 
Nasser Lehwboden • 
Trockene Dammerde • 
Nasse Dammerde •• 

30 bis 35 
25 
35 
25 
37 
27 

40 bis 46 
20 " 25 

40 
27 

Nasser Steinschotter • 
Erze •••••••• 
Minette ••••••• 
1 rockenes Kalkpulver 
Gaskuhlen •••••• 
Anthrazit •••••• 
Brannkohle • • • • • 
Koks ..•••••• 
FOrderkohle •••.• 
Zement, Asche, Salz • 

SchieneD uDd Normalprofile. 

• 35 bis 40 
• 40 " 45 

45 
• 50 
· 45 bis 50 

27 
35 bis 50 

45 
30 bis 4S 

40 

Laufkranschlenen. Flachstahlschlenen 1}. 

b·h = 50· 20 
G = 9,81 

50· 40 I 60· 30 I 60 • 40 mm 
15,7 14,1 18,8 kgjm 

Fig. au. b. 

Schie-
nen 

Nr. 

545 
549 

Eisenbahnschlenen. 

Quer- Ge-
Trag- Wider-
heits- stands-Figur. schnitt wicht moment moment 

F g /., w., 
Nr. em' kg/lfdm I em' em' , 

a 1 57,6 1 45,3 1 1530 1 211 
b 62,3 48,9 1780 234 

Regelproflle. Regel1iingen = 4 bis einscbl. 12 m. Abmessungen in mm. 

Nr:11 HI B I ", I n. I b I " I t, I t, I t. I a I r 
I 

1 55 125 20123,5 45124 8 11 14,5 1 543 
2 65 150 25 28,S 55 31 9 12,5 17.5 66 4 
3 75 175 30 34 65138 10 14 20 78 5 
4 85 200 35139,5 75 45 11 15,4 22 90 6 

Regelprofile. 

~1 J 
~ • '0 

Triighelts- Wider- Zullissiger Raddruck R = D (b - 2r) 1> in t 
~~ ~ stands- I--- iR 
~ &~ 

momente momente Rad- und zullissige Beanspruchung ~ durehm. 1>= F G z. 

* 
w., 1 w, D 

m' kg/m mm cm~ em' em'· em' mm 40 kg/em' I 50 kg/em'!60 kg/em' Nr. 

28,7 22.5 22.7 94.1 182 29,1129,2 400 6,2 7,8 9,4 1 
41,1 32,2 26,S 185 329 48.0 43.8 600 11.3 14,1 16,9 2 
55,8 43.8 30.6 329 646 74,0173,8 800 17,6 22.0 26,4 3 
72,6 57,0 35,2 523 989 105 98,9 ~ 25.2 31.5 37,8 4 

D R 1 R R 

1) Aus: Stabl im Hochbau. Dusseldorf: Stahleisen. 
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l-Elsen. DIN t024. 

Regelliingen = 3 bis einschl. t2 m. 

~~~~~l W = Wlderstandomloment zugebOrige Bie-

1 = Tr~gb.itsmoment l bezogen auf die 

i = Y; _ TrAgheitshalbmesser gungsachse. 

Bezeicb-
nung 

1-

8· 8 
7· 3% 
8· 4 
9· 4% 

10· 5 

12· 8 
14· 7 
18· 8 
18· 9 
20·10 -
1.W 
---

100·90 
-10-
120·80 
-til 

.is 
---
200·150 
--

19 

1. 
----

1% 
:I 
2% 
S 
8% 
4 

4% 
5 
8 
7 
8 
9 

10 
12 
14 
18 
1. 

AlJwessungen 
Quer- Ce-

FUr die Blegungsacbse 

rom schnitt wicht X-X y-y 

I h !d=t I I I~·I I b 
F G e J. i. J. w. 

I' 1'1 r. 
cw" kg/m em em' cw cw' I em' 

Breitfilllige 1. -Eisen. 

60 30 5,5 5,51 3 1,5 4,64 3,64 0,67 2,58 1,It 0,75 8,62 2,87 
70 35 6 6 3 1,5 5,94 4,66 0,77 4,49 1,65 0,87 15,1 4,31 
80 40 7 7 3,5 2 7,91 6,21 0,88 7,81 2,50 0,99 28,S 7,13 
90 45 8 8 4 2 10,2 8,01 1,00 12,7 3,63 1,It 46,1 10,2 

100 So 8,5 8,5 4,5 2 12,0 9,42 1,09 18,7 4,78 1,25 67,7 13,5 

120 60 10 10 5 2,5 17,0 13,4 1,30 38,0 8,09 1,49 137 22,8 
140 70 It,S II,S 6 3 22,8 17,9 1,51 68,9 12,6 1,74 258 36.9 
160 80 13 13 6,5 3,5 29,S 23,2 1,72 117 18,6 1,99 422 52,8 
180 90 14,5 14,5 7,5 3,5 37,0 29,1 1,93 185 26,2 2,24 670 74,4 
200 100 16 16 8 4 45,4 35,6 2,14 277 35,2 2,47 1000 100 

BreitfliBige Wagenbau.l.-Eisen. 

~ I 5 
10 2,5 17,9 14,0 2,25 111 16,4 2,49 79.7 15,9 

120 I 80 110 10 I 5 2,5 18,9 14,8 1,80 84,4 13,6 2,It 138 23.0 

I I 

BreitfliBige Schiffbau-.i -Eisen • 

200 1150 

I 

1 9,5 I 
4,0511190 I 1t9 

1
19 

19 5 62,S 49.1 3.60 1020 88,7 

Hochstegige 1. -Eisen. 

1.5 I I 15 15\ 3 3 0,82 0,651 0,46 0,15\ 0,14 
0,43 1 0,08 O,It 

20 20 3 3 1.5 I 1,12 0.88 0,58 0,38 0,27 0,58 0,20 0,20 
25 25 3,5 3.S 2 I 1,64 1,29 0,73 0,87 0,49 0,73 0,43 0,34 
30 30 4 4 2 I 2,26 1,77 0,85 1,72 0,80 0,87 0,87 0,58 
35 35 4,5 4,5 2,5 I 2,97 2,33 0,99 3,10 1,23 1,04 1,57 0,90 
40 40 5 5 2,5 I 3,77 2,96 1,12 5,28 1,84 1,18 2.58 1.29 

45 45 5,5 5,5 3 1.5 4,67 3,67 1,26 8,13 2,51 1,32 4,01 1.78 
50 SO 6 6 3 1,5 5,66 4,44 1,39 12,1 3,36 1,46 6,06 2,42 
60 60 7 7 3,5 2 7,94 6,23 1,66 23,8 5,48 1,73 12,2 4,07 
70 70 8 8 4 2 10,6 8,32 1,94 44,S 8,79 2,05 22,1 6,32 
80 80 9 9 4,5 2 13,6 10,7 2,22 73,7 12,8 2,33 37,0 9,25 
90 90 10 10 5 2,5 17,1 13,4 2,48 119 18,2 2,64 58.5 13,0 

100 100 It II 5,5 3 20,9 16,4 2,74 179 24,6 2,92 88,3 17,7 
120 120 13 13 6,5 3 29.6 23,2 3,28 366 42,0 3,51 178 29,7 
140 140 15 r5 

7,5 4 39,9 31,3 3,80 660 64,7 4,07 330 47,2 
160 160 IS 15 7,5 4 45,8 35,9 4,20 1010 85,S 4,68 490 61,3 
180 180 18 18 9 4,5. 61,7 48,5 4,80 1720 130 5,27 857 95,2 

Abdruck der Normenbllltter des Deutschen Normenausschusses. Verbindlich Iiir die vor
stebeoden Aug.ben bleiben die Dinormen. NormenbUitter sind durch den Beuth-Verlag C::.m.b.H •• 
Berlin SW 19. Dresdener Str. 97. IU beziehen. 

Tascbenbuch flir den Maschinenbau. 9. Auf). 1. 42 

~ 
I cw 

1,36 
1,59 
1,90 
2,12 
2;38 

2,84 
3,36 
3,78 
4,25 
4,69 

2,11 

2,70 

1 4,36 

0,32 
0,42 
0,51 
0,62 
0,73 
0.83 

0,93 
1,03 
1,24 
1,44 
1.65 
1.85 

2,05 
2,45 
2,88 
3,27 
3.73 
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Gleichschenkllge Winkeleisen. DIN 1028. 

Regellangen = 3 bis einschl. 15 m. 

W ~ Wlderstandsmoment. zugehiirige Bie-
J - Tr~gheltsmoment. I bezogen auf die 

,= y ~ _ Trlghe1tshalbmesser gungsachse. 

Bezeichnungswelse: L 80·80·12. 

-- -~,-

~ 
~ Abstande 

Ffir die Biegungsachse 
Abmessungen "a ~ Mr.. fOr die Aehsen s-s-,,-,. E-, '1-'1 

b I 

16 

20 

26 

80 

86 

40 

45 
[ 

50 

&Ii 

60 

65 

inmm "~ ~ in em !l t3 
J. I W. I'· ~:, I " '''I 

I 
W'1 it} 

I ' I 'j 
01 

I I d em' kg/m • III • em' em' em em em' em' em 

3 3,5 2 
0,82 0,64 0,48 

1,06 
0,67 0,15 0,15 0,43 0,24 0,54 0,06 0,09 0,27 

4 1,05 0,82 0,51 0,73 0,19 0,19 0,42 0,29 0,53 0,08 0,11 0,28 

3 3,5 2 
1,12 0,88 0,60 

1,41 
0,85 0,39 0,28 0,59 0,62 0,74 0,15 0,18 0,37 

4 1,45 1,14 0,64 0,90 0,48 0,35 0,58 0,77 0,73 0,19 0,21 0,36 

3 1,42 1,12 0,73 1,03 0,79 0,45 0,75 1,27 0,95 0,31 0,30 0,47 

4 3,5 2 1,85 1,45 0,76 1,77 1,08 1,01 0,58 0,74 1,61 0,93 0,40 0,37 0,47 

S 2,26 1,77 0,80 1,13 1,18 0,69 0,72 1,87 0,91 0,50 0,44 0,47 

3 1,74 1,36 0,84 1,18 1,41 0,65 0,90 2,24 1,14 0,57 0,48 0,57 

4 5 2,5 2,27 1,78 0,89 2,12 1,24 1,81 0,86 0,89 2,85 1,12 0,76 0,61 0,58 

5 2,78 2,18 0,92 1,30 2,16 1,04 0,88 3,41 1,11 0,91 0,70 0,57 

4 
5 2,5 

2,67 2,10 1,00 
2,47 

1,41 2,96 1,18 1,05 4,68 1,33 1,24 0,88 0,68 

6 3,87 3,04 1,08 1,53 4,14 1,71 1,04 6,50 1,30 1,77 1,16 0,68 

4 3,08 2,42 1,12 1,58 4,48 1,56 1,21 7,09 1,52 1,86 1,18 0,78 

5 6 3 3,79 2,97 1,16 2,83 1,64 5,43 1,91 1,20 8,64 1,51 2,22 1,35 0,77 

6 4,48 3,52 1,20 1,70 6,33 2,26 1,19 9,98 1,49 2,67 I 1,57 0,77 

5 7 3,5 
4,30 3,38 1,28 

3,18 
1,81 7,83 2,43 1,35 12,4 1,70 3,25 1,80 0,87 

7 5,86 4,60 1,36 1,92 10,4 3,31 1,33 16,4 1,67 4,39 2,29 0,87 

5 4,80 3,77 1,40 1,98 1t,0 3,05 1,51 17,4 1,90 4,59 2,32 0,98 

6 5,69 4,47 1,45 
3,54 

2,04 12,8 3,61 1,50 20,4 1,89 5,U 2,57 0,96 

7 7 3,5 6,56 5,15 1,49 2,11 14,6 4,15 1,49 23,1 1,88 6,02 2,85 0,96 

9 8,24 6,47 1,56 2,21 17,9 5,20 1,47 28,1 1,85 7,67 3,47 0,97 

6 6,31 4,95 1,56 2,21 17,3 4,40 1,66 27,4 2,08 7,24 3,28 1,07 

8 8 4 8,23 6,46 1,64 3,89 2,32 22,1 5,72 1,64 34,8 2,06 9,35 4,03 1,07 

10 10,1 7,90 1,72 2,43 26,3 6,97 1,62 41,4 2,02 1t,3 4,65 1,06 

6 6,91 5,42 1,69 2,39 22,8 5,29 1,82 36,1 2,29 9,43 3,95 1,17 

8 8 4 9,03 7,09 1,77 4,24 2,50 29,1 6,88 1,80 46,1 2,26 12,1 4,84 1,16 

10 1t,1 8,69 1,85 2,62 34,9 8,41 1,78 55,1 2,23 14,6 5,57 1,15 

7 8,70 6,83 1,85 2,62 33,4 7,18 1,96 53,0 2,47 13,8 5,27 1,26 

9 9 4,5 11,0 8,62 1,93 4,60 2,73 41,3 9,04 1,94 65,4 2,44 17,2 6,30 1,25 

It 13,2 I 10,3 2,00 i 2,83 48,8 
; 

10,8 1,91 76,8 2,42 20,7 7,31 1,25 

Abdruek der Normenblatter des Deutschen Normenausschusses. Verbindlieh fur die vor· 
stehenden Angaben bleiOOn die Dinom.en. Norrn<nblatter sind durch den Beuth-Verlag G.m.b.H., 
Berlin SW 19, Dresdener Str. 97, zu beziehen. 



Zahlentafe1n. 659 

.. 
AbatAnde 

FUr die Biegungsachse 
'8 .. 

Abmelluogea 
~~ 

'll fUr die Achsea ",-",-y-y e-e '1-'1 lamm 'fj 
~~ iDem I . !!l 

1m I Wm I im Ie I ie ''1 w'I 
I -;-I~ 

01 

ltD I 
: ''I 

b , u em' em' em. em' ema I 

1 eml kg/m em' em i em 

7 9,40 7,38 1,97 2,79 42,4 8,43 2,12 67,t 2,67 17,6 6,31 1,37 

70 9 9 4,5 11,9 9,34 2,05 4,95 2.90 52.6 10,6 2.10 83,1 2,64 22.0 7.59 1,36 
, 11 14,3 11,2 2.13 3.01 61.8 12.7 2.08 97.6 2,61 26,0 8.64 1,35 

7 10.1 7,94 2,09 2.95 52,4 9,67 2,28 83,6 2.88 21,1 7,15 1,45 

75 
8 10 5 11,5 9.03 2,13 

5.30 
3.01 58,9 11.0 2,26 93.3 2,85 24,4 8.11 1.46 

10 14.1 11.1 2.21 3,12 71,4 13,5 2,25 113 2.83 29,8 9.55 1,45 
12 16,7 13,1 2.29 3,24 82.4 15,8 2.22 130 2,79 34,7 10.7 1,44 

8 12.3 9.66 2.26 3.20 72.3 12.6 2,42 115 3,06 29,6 9.25 1,55 

80 
10 

10 5 15,1 11,9 2.34 5,66 3.31 87,5 15.5 2,41 139 3.03 35.9 10.9 1.54 
12 17.9 14,1 2,41 3,41 102 18.2 2,39 161 3,00 43,0 12,6 1,53 
14 20,6 16,1 2.48 3.51 115 20,8 2.36 181 2,96 48,6 13,9 1,54 

9 15.5 12,2 2,54 3.59 116 18.0 2,74 184 3.45 47.8 13.3 1,76 
11 

5.5 
18,7 14.7 2,62 

6.36 
3,70 138 21.6 2,72 218 3,41 57,1 15,4 1,75 

80 11 
13 21,8 17,1 2,70 3,81 158 25,1 2.69 250 3,39 65.9 17,3 1,74 
16 26.4 20.7 2,81 3.97 186 30.1 2.66 294 3.34 79.1 19.9 1,73 

10 

12'1 6 

19.2 15.1 2.82 3.99 177 24.7 3.04 280 3.82 73.3 18.4 1.95 

100 12 22.7 17.8 2.90 7.07 4.10 207 29.2 3.02 328 3.80 86,2 21.0 1.95 
14 26.2 20.6 2.98 4.21 235 33.5 3.00 372 3.77 98.3 23.4 1.94 
20 36.2 28.4 3.20 4.54 311 45.8 2.93 488 3.67 134 29.5 1.93 

10 21.2 16.6 3.07 4.34 239 30.1 3.36 379 4.23 98.6 22.7 2.16 
110 12 12 6 25,1 19.7 3.15 7.78 4.45 280 35.7 3.34 444 4.21 116 26.1 2.iS 

14 29.0 22,8 3.21 
1
4
•
54 319 41.0 3.32 505 4.18 133 29.3 2.14 

11 25.4 19.9 3.36 4.75 341 39.5 3.66 541 4.62 140 29.5 2.35 

lID 
13 

6.5 29.7 23.3 3.44 8.4914•86 394 46.0 3.64 625 4.59 162 33.3 2.34 
15 

13 
33.9 26.6 3.51 4.96 446 52;5 3.63 705 4.56 186 37,5 2.34 

20 44.2 34.7 3.70 5.24 562 67.7 3,57 887 4.48 236 45.0 2.31 

12 30.0 ' 23•6 3.64 5.15 472 50.4 3.97 750 5.00 194 37.7 2.54 
180 14 14 7 34.7 27,2 3,72 9.19 5.26 540 58.2 3.94 857 4.97 223 42.4 2.53 

16 39.3 30.9 3.80 5.37 605 65.8 3.92 959 4.94 251 46.7 2.52 

13 35.0 27,5 3.92 5.54 638 63.3 4.27 1010 5.38 262 47.3 2.74 
t40 15 15 7.5 40.0 31.4 4.00 9.90 5.66 723 72.3 4.25 1150 5.36 298 52.7 2.73 

17 45.0 35.3 4.08 5.77 805 81.2 4.23 1280 5.33 334 57.9 2.72 

14 40.3 31.6 4.21 5.95 845 78.2 4.58 1340 5.77 347 58.3 2.94 
150 16 16 8 45.7 35.9 4.29 10.6 6.07 949 88.7 4.56 1510 5.74 391 64.4 2.93 

18 51.0 40.1 4.36 6.17 1050 99.3 4.54 1670 5.70 438 71.0 2.93 

15 46.1 36.2 4.49 6,35 1100 95.6 4.88 1750 6.15 453 71.3 3.14 
180 17 17 8.5 51.8 40.7 4.57 11.3 6.46 1230 108 4.86 1950 6.13 506 78.3 3.13 

19 57,5 45.1 4.65 6.58 1350 118 4.84 2140 6.10 558 84.8 3.12 

16 55.4 43.5 5.02 7.11 1680 no 5.51 2690 6.96 679 95.5 3.50 
t80 18 18 9 61.9 48,6 5.10 12.7 7.22 1870 145 5.49 2970 6.93 757 105 3.49 

20 68.4 53,7 5.18 7.33 2040 160 5.47 3260 6.90 830 113 3.49 

16 61.8 48.5 5,52 7.80 2340 162 6.15 3740 7,78 943 
1121 

3.91 
zoo 18 18 9 69.1 54.3 5.60 14.1 7.92 2600 181 6.13 4150 7.75 1050 133 3.90 

20 76.4 59.9 5.~8 8.04 2850 199 6.H 4540 7.72 1160 144 3.89 

42· 



660 r~~~ 
.., . \A, Regellangen =; 3 11 ~ J = Trligheitsmoment I . 

.. - . "i!. W = Widerstandsmoment bezogen auf die 
to 1. ' i\ zugeMrige 

I e i.-tlrf i = 1 ff = Trlgheitshalbmesser Biegungslinie. 
I \~~: Ylf' 
10-'--4~ 

Zahlentafeln. 

Unglelehsehenklige 

Abmessungen Quer-/ Ge-
Abstande Lage 

von den Aehsen der 

II 

20 

ZO 

30 

30 

40 

40 

40 

50 

50 

55 

60 

65 

65 

mm 
~ehnitt wicht 

em 

b d " "1 F G e" e. 

1 

W WI " 
1 

"I ". 
em~ kg/m 

301 
3 1,42 1.11 0.99 0.50 2.04 1.51 0.86 1.04 0.56 
4 3.5 2 1.85 1,45 1.03 0.54 2.02 1.52 0.91 1.03 0.58 

401 

5 2.26 1.77 1.07 0.58 2.00 1.53 0.95 1.03 0.60 
3 3.5 2 1.72 1.35 1.43 0,44 2.61 1.77 0.79 1.19 0.46 
4 2.25 1.77 1,47 0,48 2.57 1.80 0.83 1.18 0.50 
3 2.19 1.72 1,43 0.70 3.09 2.24 1.22 1.58 0.81 

45 4 4.5 2 2.87 2.25 1.48 0.74 3.07 2.26 1.27 1.58 0.83 
5 3.53 2.77 1.52 0.78 3.05 2.27 1.32 1.58 0.85 

60 5 6 3 4.29 3.37 2.15 0.68 3.90 2.67 1.20 1.77 0.72 
7 5.85 4.59 2.24 0.76 3.83 2.72 1.28 1.73 0.78 
3 2.63 2.06 1,48 0.99 3.50 2.85 1.62 1.87 1.22 

50 4 4 2 3.46 2.71 1.52 1.03 3.50 2.85 1.67 1.84 1.26 
5 4.27 3.35 1.56 1.07 3.49 2.88 1,73 1.84 1.27 
5 4.79 3.76 1.96 0.97 4.08 3.01 1.68 2.09 1.10 

60 6 6 3 5.68 4.46 2.00 1.01 4.06 3.02 1.72 2.08 1.12 
7 6.55 5.14 2.04 1.05 4.04 3.03 1.77 2.07 1,14 
4 4.69 3.68 2.76 0.80 5.25 3.51 1,48 2,44 0.85 

80 6 7 3.5 6.89 5,41 2.85 0.88 5.21 3.53 1.55 2,42 0.89 
8 9.01 7.07 2.94 0.95 5.15 3.57 1.65 2.38 1.04 
5 5.54 4.35 1.99 1.25 4.52 3.61 2.08 2.38 1.50 

65 7 6.5 3.5 7.60 5.97 2.07 1.33 4.50 3.62 2.19 2.37 1.52 
9 9.58 7.52 2.15 1;41 4.48 3.63 2.28 2.36 li57 
6 8.73 6.85 3,49 1.04 6.50 4.39 1.91 2.98 1.15 

100 8 9 4.5 11.5 8.99 3.59 1.13 6,48 4,44 2.00 2.95 1.18 
10 14.1 11.1 3.67 1.20 6.43 4.49 2.08 2.91 1.22 

5 6.30 4.95 2.31 1.33 5.19 4.00 2.27 2.71 1.58 
75 7 7 3.5 8.66 6.80 2,40 1.41 5.16 4.02 2.37 2.70 1.62 

9 10.9 8.59 2.47 1.48 5.14 4.04 2.46 2.70 1.66 
6 8.69 6.82 2.89 1.41 6.14 4.50 2,46 3.16 1.60 

90 8 7 3.5 11,4 8.96 2.97 1.49 6.11 4.54. 2.56 3.15 1.69 
10 14.1 11.0 3.05 1.56 6.08 4.57 2.66 3.14 1,74 
6 8.11 6.37 2.19 1.70 5.28 4.60 2.68 2.75 2.11 

75 8 8 4 10.6 8.34 2.28 1.78 5.26 4.62 2.79 2.78 2.14 
10 13.1 10.3 2.35 1.86 5.23 4.64 2.89 2.79 2.20 
6 8,41 6.60 2.39 1.65 5.61 4.63 2.69 2.94 2.01 

80 8 8 4 11.0 \ 8.66 2,47 1.7315.59 4.6512.79 2.94 2.05 
10 13.6 10.7 2.55 1.81 5.56 4.68 2.90 2.95 2.11 
12 16.0 12.6 2.63 1.88 5,54 4,70 3.00 2.98 2.15 

Abdruck der Normenblatter des Deutschen Normenausschnsses. Verblndlich fOr die VOl'
stebenden Angaben bleiben die Dinormen. NormenblUter sind durch den Beuth-Verlag G.m.b.H., 
Berlin SW 19. DIeSdener St!'. 97. zn bedelum. 

Aehse 

11-11 
tg IX 

0,431 
0,423 
0,412 

0.259 
0.252 
0.441 
0,436 
0,430 
0.256 
0.248 
0.632 
0.629 
0.625 
0.437 
0,433 
0,429 
0.265 
0.259 
0.253 
0,583 
0.574 
0.567 
0.263 
0.258 
0.252 
0.530 
0.525 
0.518 
0.442 
0,437 
0.431 
0.740 
0.736 
0.732 
0.649 
0.645 
0.640 
0.634 



WlnkeJelsen. DIN 1029. 

bis einschl. 15 m. 

Zahlentafeln. 

Bezeiehnungsweise: L 120. 80. 12. 

Fiir die Biegungsaehse 

x-x y-y ~-E 

fz 1:;81 i,,, fu I Wu iu IE i~ 
em' em em' ema em em' em 

1.25 0.62 0.94 0.44 0.29 0.56 1,43 1.00 
1.59 0.81 0.93 0.55 0.38 0.55 1.81 0.99 
1.90 0.99 0.92 0.66 0,46 0.54 2.15 0.98 
2.79 1.08 1.27 0,47 0.30 0.52 2.96 1.31 
3.59 1,42 1.26 0.60 0.39 0.52 3.79 1.30 
4,48 1,46 1.43 1.60 0.70 0.86 5.17 1.54 
5.78 1.91 1.42 2.05 0.91 0.85 6.65 1.52 
6.99 2.35 1,41 2,47 1.11 0.84 8.02 1.51 

15.6 4.04 1.90 2.60 1.12 0.78 16.5 1.96 
20.7 5.50 1.88 3.41 1.52 0.76 21.8 1.93 

6.58 1.87 1.58 3.76 1,25 1.20 8,46 1,79 
8.54 2,47 1.57 4.86 1,64 1,19 10.9 1.78 

10,4 3.02 1.56 5.89 2.01 1.18 13.3 1.76 
17.2 4.25 1.89 6.11 2.02 1.13 19.8 2.03 
20.1 5.03 1.88 7.t2 2.38 1.12 23.1 2.02 
23.0 5.79 1.87 8.07 2.74 1.11 26.3 2.00 
31.1 5.93 2.57 5.32 1.66 1.07 33.0 2.65 
44,9 8,73 2.55 7.59 2.44 1.05 47.6 2.63 
57.6 11,4 2.53 9.68 3.18 1.04 60.9 2.60 
23.1 5.11 2.04 11.9 3.18 1.47 28.8 2.28 
31.0 6.99 2.02 15.8 4.31 1,44 38.4 2.25 
38.2 8.77 2.00 19,4 5.39 1,42 47.0 2.22 
89.7 t3.8 3.20 15.3 3.86 1.32 95.2 3.30 

tt6 18.0 3.18 19.5 5.04 1.31 123 3.28 
141 22.2 3.16 23,4 6.17 1.29 149 3.25 
35.5 6.84 2.37 16.2 3.89 1.60 43.1 2.61 
47.9 9.39 2.35 21.8 5.32 1.59 57.9 2.59 
59,4 rl •8 2.33 26.8 6.66 1.57 71.3 2.55 
71.7 11.7 2.87 25.8 5.61 1.72 82.8 3.09 
92.5 15,4 2.85 33.0 7.31 1,70 107 3.06 

tt2 18.8 2.82 39.6 8.92 1.68 129 3.02 
44.0 8.30 2.33 30.7 6.39 1.94 60.2 2.73 
56.7 10.9 2.31 39.4 8.34 1.92 77.3 2.70 
68,4 13.3 2.29 47.3 10.2 1.90 92.7 2.66 
52.8 9,41 2.51 31.2 6,44 1.93 68.5 2.85 
68.1 12.3 2.49 40.1 8.41 1.91 88.0 2.82 
82.2 15.1 2,46 48.3 10.3 1.89 106 2.79 
95,4 17.8 2,44 55.8 12.1 1.87 122 2.70 

661 

Abmessungen 

rt-1J mm 

f~ I i~ 
d I b 

I 
II 

em4 em 

0.25 0.42 3 I 
0.33 0,42 4 30 ZO 
0.40 0,42 5 
0.30 0,42 3 40 ZO 0.39 0,42 4 
0.91 0.64 3 
1.18 0.64 4 45 30 
1,44 0.64 5 

1.691 0.63 5 60 30 2.28 0.62 7 
1.89 0.85 3 
2,46 0.84 4 50 40 
3.02 0.84 5 
3.50 0.86 5 
4.12 0.85 6 60 40 
4.73 0.85 7 
3.38 0.85 4 
4.90 0.84 6 80 40 
6,41 0.84 8 
6.21 1.06 5 
8.37 1.05 7 65 50 

10.5 1.05 9 
9.78 1.06 6 

12.6 1.05 8 100 50 
15.5 1.04 10 
8.68 1.17 5 

11.8 1.17 7 75 55 
14.8 1.16 9 
14.6 1.30 6 
19.0 1.29 8 90 60 
23.1 1.28 10 
14.4 1.34 6 
18.8 1.33 8 75 65 
23,0 1.33 10 
15.6 1.36 6 
20.3 1.30 8 80 65 24.8 1.35 10 
29.2 1.35 12 



662 Zahlentafeln. 

Ungleiemebenkllge Wlnkeleisen (Fortsetznng). 

II b d 
r I r l 

F G '" '. I W WI 17 171 
1/2 I eml kg/m tga 

7 11.2 8.77 3.23 1.51 6.83 4.91 2.66 3.48 1.73 0,419 
65100 9 10 5 14.2 11.1 3.32 1.59 6.78 4.94 2.76 3.46 1.78 0.415 

11 17.1 13.4 3.40 1.67 6.74 4,97 2,85 3.45 1,83 0.410 
6 10,5 8,25 3.85 1,38 7,70 5.26 2,52 3,74 1,52 0,327 

65 115 8 8 4 13,8 10,9 3.94 t.46 7.63 5,30 2,61 3.73 1.59 0,324 
10 17.1 13.4 4,02 1,54 7.57 5.34 2,70 3.72 1,68 0,321 
8 15,1 11,9 4,56 1,37 8,50 5.71 2.49 3.86 1.47 0.263 

65 130 to 11 5.5 18,6 14,6 4,65 1.45 8.43 5,76 2.58 3.82 1.54 0.259 
12 22,1 17.3 4,74 1,53 8,37 5,81 2,66 3,80 1.60 0,255 

7 11,1 8,74 2,67 f,93 6,32 5,33 3,11 3,32 2,38. 0,683 
75 90 9 8,5 4,5 14,1 11.1 2,76 2,01 6,30 5,35 3.22 3,34 2.41 0,679 

11 17,0 13.4 2,83 2,09 6,28 5,37 3,33 3,35 2.45 0.675 

7 11,9 9.32 3,06 1,83 6.96 5.42 3,10 3.61 2,18 o.s53 
75 100 9 10 5 15,1 11,8 3,15 1,91 6,91 5.45 3.22 3.63 2,22 0,549 

11 18,2 14,3 3,23 1,99 6,87 5.49 3,32 3.65 2.27 0.545 
8 15.9 12,5 4.36 1 1,65 8.73 6,01 2.99 4,26 1.83 0,339 

75 130 to 10,5 5,5 19,6 15.4 4.45 1,73 8.66 6.05 3.08 4.24 1.88 0,336 
12 23,3 18.3 4,53 1.81 8,61 6.09 3,18 4,21 1,95 0,332 

9 19,5 15,3 5.28 1,57 9,79 6.62 2,90 4.46 1,72 0.265 
75 150 11 to,S 5,5 23.6 18,6 5,37 1,65 9,73 6,66 2.97 4.44 1,77 0.261 

13 27,7 21,7 5.45 1,73 9,67 6,70 3,04 4.42 1.85 0,258 

10 23,7 18,6 6,21 1,52 10,9 7.33 2,81 4,62 1.81 0.214 

75 170 12 11,5 5.5 
28,1 22,1 6,30 1,60 10,8 7,38 2,89 4,59 1,75 0,210 

14 32,5 2S,5 6,39 1,68 10,7 7.44 2,96 4,56 1,70 0,207 
16 36,8 28,9 6.47 1,76 to,7 7.48 3,03 4,54 1,65 0,204 

8 15,5 12.2 3,83 1,87 8,23 5.99 3.27 4,20 2,16 0.441 

80 120 10 11 5.5 
19,1 15.0 3.92 1,95 8,18 6,03 3.37 4,19 2,19 0.438 

12 22,7 17.8 4.00 2.03 8,14 6,06 3,46 4,18 2,25 0.433 
14 26,2 20,5 4,08 2,10 8.tO 6,08 3,55 4,17 2,29 0,429 

9 17.3 13,6 3,30 2,32 7,72 6.41 3,74 4,06 2,79 0,652 
90 110 11 12 6 20,9 16.4 3.38 2,40 7.69 6.44 3.85 4,06 2,84 0,650 

13 24,5 19,2 3.46 2,48 7,67 6,45 3,96 4,07 2,88 0,648 

10 21.2 16.6 4.15 2.18 8,92 6.69 3.75 4,62 2,51 0.472 
90 130 12 12 6 25.1 19,7 4,24 2,26 8,88 6,72 3.85 4,60 2,56 0.468 

14 29,0 22,8 4.32 2,34 8.85 6.74 3,96 4.58 2,61 0.465 

to 23,2 18.2 4.99 2,03 10,1 7,09 3.63 4.99 2,26 0,363 
90 150 12 12.5 6,5 27.5 21.6 5,08 2.11 10.0 7.12 3,71 4.98 2,32 0,360 

14 31,8 25,0 5,16 2,19 9,99 7.15 3,79 4,97 2,36 0,357 

to 33,2 26,0 9.49 1,57 15,6 to,S 3.02 5,90 1,76 0,156 

90 Z50 12 12.5 6,5 39.5 31.0 9.59 1.65 15,5 to.6 3.09 5.87 1.80 0,154 
14 45.8 36,0 9,68 1,74 15.4 to,7 3.17 5,82 1,87 0.152 
16 52,0 40.8 9.77 1,82 15,3 10,8 3,24 5,78 1,96 0,150 

to 24,2 19,0 4,80 2,34 10,3 7.50 4,10 5,25 2,68 0.442 
100 150 12 13 6,5 28,7 22,6 4,89 2.42 10,2 7.53 4.t9 5,24 2,73 0.439 

14 33.2 26,1 4.97 2.50 10.2 7.56 4,28 5,23 2.77 0.435 
10 29.2 23,0 6.93 2,01 13.2 8.76 3,75 5.98 2,22 0,266 
12 34.8 27.3 7,03 2,10 13,1 8.82 3,84 5,95 2,26 0,264 

100 ZOO 14 15 7,5 40,3 31,6 7,12 2,18 13,0 8,88 3.93 5,92 2,32 0.262 
16 45.7 35.9 7,20 2,26 12,9 8.93 4,02 5,88 2,39 0,259 

I 18 51,0 40.0 7.29 2.34 12.9 8,97 4.09 5,86 2.46 0.256 



Zahlentafeln. 663 

Unglelchschenklige Winkelelsen (Fortsetzung). 

J~ I Wz I iz 1'1 w, I i, lEI ie 1~ I i~ Abmess. mm 

em' I emS em em' emS I em em' em em' em d I b I a 

113 16.6 3.17 37.6 7.54 1.84 128 3.39 21.6 1.39 7 
141 21.0 3.15 46.7 9.52 1.82 160 3.36 27.2 1.39 9 100 65 
167 25.3 3.13 55.1 11,4 1.80 190 3.34 32.6 1.38 11 
145 18.9 3.71 34,4 6.71 1.81 158 3.88 21.1 1,42 6 
188 24.8 3.69 44.2 8.78 1.79 205 3.85 27,4 1.41 8 115 65 
229 30.6 3.66 53.3 10.8 1.77 249 3.82 33.2 1,40 10 
263 31.1 4.17 44.8 8.72 1.72 280 4.31 28.6 1.38 8 
321 38.4 4.15 54.2 10.7 1.71 340 4.27 35.0 1.37 10 130 65 
376 45.5 4.12 63.0 12.7 1.69 397 4.24 41.2 1.37 12 

88.1 13.9 2.81 55.5 9.98 2.23 117 3.24 27.1 1.56 7 
110 17.6 2.79 69.1 12.6 2.21 145 3.21 34.1 t.56 9 90 75 
130 21.1 2.77 81.7 18.5 2.19 171 3.17 40.9 1.55 11 
118 17.0 3.15 56.9 10.0 2.19 145 3.49 30.1 1.59 7 
148 21.5 3.13 71.0 12.7 2.17 181 3,47 37.8 1.59 9 100 75 
176 25.9 3.11 84.0 15.3 2.15 214 3,44 45,4 1.58 11 

276 31.9 4.17 68.3 11.7 2.08 303 4.37 41.3 1.61 8 
337 39,4 4.14 82.9 14.4 2.06 369 4.34 50.6 1.61 10 130 75 
395 46.6 4.12 96.5 17.0 2.04 432 4.31 59.6 1.60 12 

455 46.8 4.83 78.3 13.2 2.00 484 4.98 50.0 1.60 9 
545 56.6 4.80 93.0 15.9 1.98 578 4.95 59.8 1.59 11 150 75 
631 66.1 4.78 107 18.5 1.96 668 4.91 69,4 1.58 13 

709 65.7 5,47 88.2 14.8 1.93 739 5.59 58.5 1.57 10 I 
834 78.0 5,45 103 17,4 1.91 868 5.56 68,9 1.57 12 170 75 
955 90.0 5.42 117 20.0 1.89 992 5.53 79.0 1.56 14 

1070 102 5.39 130 22.6 1.88 1110 5.50 88.8 1,55 16 
226 27.6 3.82 80.8 13.2 2.29 261 4.10 45.8 1,72 8 
276 34.1 3.80 98.1 16.2 2.27 318 4.07 56.1 1.71 10 120 80 
323 40,4 3.77 114 19.1 2.25 371 4.04 66.1 1.71 12 
368 46.4 3.75 130 22.0 2.23 421 4.01 75.8 1.70 14 
204 26.5 3.43 122 18.3 2.66 264 3.90 62.2 1.89 9 
243 31.9 3,41 146 22.1 2.64 315 3.88 74.3 1.88 11 110 90 
281 37.2 3.39 168 25.7 2.62 362 3.85 86.0 1.88 13 
358 40.5 4.11 141 20.6 2.58 420 4,46 78.5 1.93 10 
420 48.0 4.09 165 24,4 2.56 492 4,43 92.6 1.92 12 130 90 
480 55.3 4.07 187 28.1 2.54 560 4.40 106 1.91 14 
532 53.1 4.79 146 21.0 2.51 591 5.05 87,3 1.94 10 
626 63.1 4.77 170 24.7 2,49 694 5.02 102 1,93 12 150 90 
716 72.8 4.75 194 28,4 2,47 792 4.99 118 1.92 14 

2170 140 8,09 163 22.0 2.22 2220 8.18 113 1.84 10 
2570 167 8.06 191 26.0 2.20 2630 8.15 133 1.83 12 250 90 2960 193 8.03 218 30.0 2.18 3020 8.12 152 1,82 14 
3330 219 8.01 243 33.8 2.16 3400 8,09 172 1.82 16 

552 54.1 4.78 198 25.8 2.86 637 5.13 112 2.15 10 
650 64.2 4.76 232 30.6 2.84 749 5.10 132 2.15 12 150 100 
744 74.1 4.73 264 35.2 2.82 856 5,Q7 152 2.14 14 

1220 93.2 6.46 210 26.3 2.68 1300 6.66 133 2.14 10 
1440 111 6,43 247 I 31.3 2.67 1530 6.63 158 2.13 12 
1650 128 6,41 282 

1
36•1 2.65 1760 6.60 181 2.12 14 200 100 

1860 145 6.38 316 40.8 2.63 1970 6.57 204 2.11 16 
2060 162 6.36 347 45.3 2.61 2180 6.54 227 2.11 18 
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664 Zahlentafeln. 

I-Eisen. DIN 1025111. s. 
RegeUiingen = 4 bis einschl. 15 m. 

1 - Tr~heitsmomeDt I be auf die 
W - W,derstaodsmomeDt zogeo 

_ zugebllrige Bie-

i = V ~ - TrAgbeitshalbmesser guogsacbse. 

5111 = Statiscbes MomeDt dea halbeD QoeracJmitts. 
llll . 

'cr= 'III = Abstaod derZug. uodDruckmitteiponkte. 

Abm_uogeD 
FUr die Bieguogsacbse Be-

~ 
Ge- zeich-

mm 't t wicht X-X y-y DUng 

h I bid I t I W.I i. 
~ 

¥ ¥1 F G I. w., i. I, s. Sz I 
em" kglm em" em" em em" em" i em em" em 

80 42/3.9 5,9 ~,I 2,3 7,58 5~~~ 77,8 19,5 3,20 6,29 3,00 0,91 11,4 6,841 II 
100 50 4,5 6,8 4,5 2,7 10,6 8,3 171 34,2 4,01 12,2 4,88 1,07 19,9 8,57 10 

58 5,1 328 4,81 7,41 1,23 31,8 12 120 7,7 5,1 3,1 14,2 1t,2 54,7 21,5 10,3 
140 66 5,7 8,6 5,7 3,4 18,3 14,4 573 81,9 5,61 35,2 10,7 1,40 47,7 12,0 

160 74 6,3 9,5 6,3 3,8 22,8 17,9 935 tt7 6,40 54.7 14,8 1,55 68,0 13,7 
180 82 6,9 10,4 6,9 4,1 27,9 21,9 1450 161 7,20 81,3 19,8 1,71 93,4 15.5 
200 90 7,5 11,3 7,5 4,5 33,5 26,3 2140 214 8,00 117 26,0 1,87 125 17,2 
220 98 8.1 12,2 8,1 4,9 39,6 31,1 3060 278 8,80 162 33.1 ~;02 162 18,9 

24C 106 8.7 13,1 8.7 5.2 46.1 36.2 4250 354 9.59 221 41.7 2,20 206 
~:6 260 tl3 9,4 14,1 9.4 5.6 53,4 41,9 5740 442 10.4 288 51.0 2.32 257 ,3 

28C 119 10,1 15.2 10,1 6.1 61,1 48,0 7590 542 11.1 364 61.2 2,45 316 24.0 

3~ 125 10.8 16.2 10,8 6.5 69.1 54.2 9800 653 11.9 451 72.2 2.56 381 25.7 
32 131 11.5 17.3 tI.5 6.9 77.8 61.1 12510 782 12.7 555 84.7 2.67 457 27.4 

~~ 137 12.2 18.3 12,2 7.3 86,8 68,1 15700 923 13,5 674 98,4 2,80 540 29,1 
143 13,0 19,5 13,0 7,8 97,.1 76,2 19610 1090 14,2 818 114 2.90 638 30,7 

38~ 149 13,7 \20,5 13,7 8.2 107 84,0 24010 1260 15.0 975 131 3.02 741 32.4 
400 155 14,4 21,6 14.4 8,6 118 92.6 29210 1460 15.7 1160 149 3.13 857 34,1 
425 163 15.3 23,0 15.3 9.2 132 104 36970 1740 16.7 1440 176 3,30 1020 36.2 

450170 16.2 24.3 16,2 9.7 147 115 45850 2040 17.7 1730 203 3.43 1200 38.3 
475178 17.1 ~~.6 17.110.3 163 128 56480 2380 18.6 2090 235 3,60 1400 40.4 

500/~~ 18.0 7.0 18.0110•8 180 14'1 68740 2750 19.6 2480 268 3.72 1620 ~:4 5502 19.0 30,0 19,011,9 213 167 99180 3610 21,4 3490 349 4,02 2120 ,8 
600 215 21,6 32.4 21,613.0 254 199 139000 4630 23,4 4670 434 4.30 2730 50,9 

140 60 4 5.5 4 2,4 11,7 I 9,16 365 52,2 5.5Q 15,6 5,21 1,15 Fachwerkb. 

20ej200 10 16 15 82,7 64.9 5950 595 8,48 2140 214 5,08 337 17,7 
2~220 10 16 15 91.1 71.5 2050 732 9,37 2840 258 5,59 412 19,5 

~::: 
18 17 III 87.4 11690 974 10.5 4150 . 346 6.11 549 21,3 

18 17 J 121 94.8 15050 1160 11.2 5280 406 6.61 649 23.2 
28 28~ 12 20 18 144 113 20720 1480 12.0 7320 523 7,14 831 24,9 
3 300 12 20 18 ..:. 154 121 25760 1720 12,9 9010 600 7.65 959 26,8 
320 300 13 22 20 

~ 
171 135 32250 2020 13.7 9910 661 7,60 1130 28,5 

340300 13 22 20 

1 
174 137 36940 2170 14.5 9910 661 7.55 1220 30,3 

3601300 14 24 21 192 150 45120 2510 15.3 10810 721 7.51 1410 32.0 
3801300 14 24 21 194 153 50950 2680 16,2 10810 721 7.46 1510 33.8 

T" 26 21 I;:l 209 164 60640 3030 17.0 11710 781 .7,49 1700 35.6 
425300 14 26 21 t .212 166 69480 3270 18.1 11710 781 7.43 1830 ~:8 45 300 15 28 23 232 182 84220 3740 19,0 12620 841 7.38 21t0 .0 

~r 
28 23 235 185 95120 4010 20,1 12620 841 7.32 2250 42,2 
30 24 ,; 255 200 113200 4530 21.0 13530 902 7.28 2560 44.3 

~3 16 30 24 

i 
263 207 140300 5100 23.1 13530 902 7.17 2880 48.7 

3 17 32 26 289 227 180800 6030 25.0 14440 962 ~:07 3500 51.6 

'a'OO " 
32 26 297 234 216800 6670 \27.0 14440 962 .97 3780 57.4 

7 300 18 34 27 324 254 270300 7720 \28.9 15350 1020 6.88 4400 ~!,5 
75 3 18 34 27 333 261 316300 8430 30.8 15350 1020 6.79 4800 5,8 
8 3 18 34 27 342 268 366400 9160 32.7 15350 1020 6.70 5220 70.1 

Abdruck der Normeoblatter des Deutscheo Normenausschusses. VerblDdUeh flir die vor
steheoden Angaben bleibeo die Dloormeo. Normeoblatter sind dutch den Beuth·Verlag G.m.b.H., 
8ea'1ln SW 19. Dresdeoer Suo 97, ZD bezieheo. 

14 

16. 
18 
20 
a8 
24 
26 
26 
80 
82 

34 
86 
88 
40 
42% 

45 
47% 
&0 
56 
80 

11'14 

P20 
PSII 
P24 
P26 
P28 
PlIO 
P32 
P84 
P86 
P88 
P40 
P42% 
Pt6 
P47% 
P60 
P65 
P60 
P65 
P70 
P76 
P80 



SO 

1 
J 
C 

8 
4 
5 
8% 
8 

10 
111 
14 
18 
18 

20 
22 
24 
28 
28 

80 
811 
8& 
40 

CI' 

14 

CW 

106 
65 
146 
-
60 
28& 
90 
300 --
76 

800 
78 

CS 

-
121,5 
a5 
198 

78 

Zahlentafeln. 665 
~11-

-1 r ~TNeigung8'l6 
[-Eisen. DIN 1026. 

f 
I-i 

RegelHingen = 4 bis einschl. 15m. J4 rl--2. /-T<"",,___ I X "'x 
MJOOmm W = Widerstandsmoment bezogen auf die ~1 r , 

_ zogehtirige Bie· ... i-V j, = Trlgbeitshalbmesser gungsaehse • 

.. p,: ..... f-' ~~ 
~ 

Abmessungeo ] -5 FUr die Biegungsachse § 
mm ~ .~ 

x-x y-y il " " C1 .S " 
\ b \ a\ 

\ 

0 Is 
I 

WS I~ I. 
\ 

w. I i. 
Ii 

h t , 
'1 F G e dl 

em' kg/m em em' em' em' em' em C 

30 33 5 7 7 3,5 5,44 4,271 1,3 1 6,39 4,26 1,08 5,33 2,68 0,99 8 
40 35 5 7 7 3,5 6,21 4,87 1,33 14,1 _ 7,05 1,50 6,68 3.08 1.04 4 
50 38 5 7 7 3.5 7.12 5.59 1.37 26.4 10,6 1,92 9,12 3.75 1,13 6 
65 42 5.5 7.5 7.5 4 9,03 7.09 1,42 57.5 17.7 2.52 14.1 5.07 1.25 8% 
80 45 6 8 8 4 11.0 8.6411.45 106 26.5 3.10 19.4 6.36 1.33 8 

100 50 6 8.5 8.5 4.5 13,5 10,6 1,55 206 41,2 3.91 29,3 8.49 1.47 10 
120 55 7 9 9 4.5 17,0 13,4 1.60 364 60,7 4,6 43.2 H.I 1.59 12 
140 60 7 10 10 5 20,4 16,0 1,75 605 86,4 5.41 62.7 14.8 1.75 14 
160 65 7.5 10.5 10.5 5.5 24,0 18,8 1,84 925 116 6,21 85.3 18,3 1,89 16 
180 70 8 11 11 5.5 28,0 22,0 1.92 1350 150 6,95 114 22,4 2,02 18 

200 75 8,5 II,S 11.5 6 32.2 25,3 2,01 1910 191 7,7e 148 27,0 2,14 20 
220 80 9 12,5 12.5 6,5 37.4 29,4 2,14 2690 245 8.4R 197 33.6 2,26 22 
240 85 9,5 13 13 6.5 42,3 33,2 2,23 3600 300 9,22 248 39,6 2,42 lI4 
260 90 10 14 14 7 ~8.3 37.9 2,36 4820 371 9,9" 117 47,7 2,56 28 
280 95 10 15 15 7.5 53,3 41.8 2,53 6280 448 10,9 199 57,2 2.74 28 

300 100 10 16 16 8 58,8 46.2 2,70 8030 535 11,7 495 67,8 2,90 80 
320 100 14 17.5 17,5 8.75 75,8 59.5 2,60 10870 679 12,1 597 80,6 2.81 sa 
350 100 14 16 16 8 77,3 60,6 2,40 12840 734 12,9 170 75.0 2,72 8& 
400 110 14 18 18 9 rl •5 71.8 2,65 20150 

11020 14,9 ~46 102 3,04 40 

Faebwerkbau·C·Eisen CI' 

140 40 4 6 6 3 9,90 7.78 1,02 285 40,6 5,3' 12.5 4,2111,12 14 ---
Wagenbau·C·Eiseo CW 

I I 106 
105 

:1 
8 8 8 4 17.3 13.6 1,88 287 54,7 4,07 61,2 13,2 1.88 65 

145 8 8 8 4 19,8 15,6 1,50 585 80,7 5.43 53.6 11,9 1,65 
146 
60 

90 I 235 10 12 12 6 42,4 2,28 3430 292 9.00 272 40,S 
28& 

33.3 2.53 -
90 

300 75 10 10 10 5 ~2.8 33,6 1,50 4930 328 10.7 145 24,2 1,84 
800 -

1 6,5 

75 

78 10 ~7,6 37.4 1.80 5860 209 34.7 
800 

300 13 13 393 11.1 2,10 -
78 
I-

Stellwerkbau·C·Eiseo CSt 

I I 121,5 
121'51 

35 5 6 6 3 9,65 7.58 0,85 193 I 31,7 
4.47 8.50 3,20 0.94 81;-

196 78 13 18 18 ~9.1 38,6 2,40 2670 273 7.38 244 45.0 2.23 
198 

9 78 
Abdruck der Normeobliitter des Deutscheo Normeoaosscbusses. Verbiodlich far die vor

steheodeD Aogabeo bleibeo die Dioormeo. Normeoblatter sind durch den Beuth-Verlag G.m.b.H •• 
BerUn SW 19. Drcsdeoer Str. 97, zn bez.leheD. 



666 Zablentafeln. 

~~\ \~ "'l..-Eisen. DIN t027. 

r 
- I ); RegeUangen 
'\: ... :)(,\ = 3 bis einschl. to m fiir L.;;:'=: 4, 

... ~ = 3 bis einschl. 8 m fUr L. = 3. 

oel L\_.- ~"J -Trlgheitsmoment I bezogen auf . y , \. W _ Widerstandsmoment die zu· 
\;.... _ gehilrige ------ 1'1 Bieguugs· 

i = Ii - Trlgheltshalbm_ achse. 
;:... 

Abmessungen, Querschnitte F und Metergewichte G. 

Be- Abmesallllg8ll Quer- Gee Lage 
Abstlnde ID em von deD AcbIeD zeich· sclmitt wicht der 

Dung mm Achse ~-E aDd'1-rJ 

I b I I I "1 

F G "-,, o~ I I I I a~ I a" l.. h d t ,. em" kg/m tga 0" t~ t" 

8 30 38 4 4,5 4,5 2.5 4,32 3,39 1,655 3,86 0,58 0.61 1.39 3.54 0,87 
t 40 40 4,5 5 5 2,5 5,43 4.26 1.181 4,17 0,91 1,12 1.67 3,82 1,19 
S 50 43 5 5.5 5.5 3 6,77 5,31 0.939 4.60 1.24 1 •. 65 1.89 4.21 1.49 
8 60 45 5 6 6 3 7.91 6.21 0.779 .4.98 1.51 2.21 2.04 4.56 1.76 
8 80 50 6 7 7 3.5 H.l 8.71 0.588 5.83 2.02 3.30 2.29 5.35 2.25 

10 100 55 6.5 8 8 4 14.5 H.4 0.492 6.77 2.43. 4.34 2.50 6.24 2.65 
18 120 60 7 9 9 4,5 18.2 14.3 0.433 7.75 2.80 5.37 2.70 7.16 3.02 
it 140 65 8 10 10 5 22.9 18.0 0.385 8.72 3.18 6.39 2.89 8.08 3,39 
18 160 70 8.5 H U 5.5 27.5 21.6 0.357 9.74 3.51 7.39 3.09 9.04 3.72 
18 180 75 9.5 12 12 6 33.3 26.1 0.329 10.7 3.86 8.40 3.27 9.99 4.08 
20 200 80 10 13 13 6.5 38.7 30.4 0.313 U.8 4.17 9.39 3.47 H.O 4.39 

Statische Werte. 

§ FlIr die Bieg11llgsllChle "<i ... 
Bellotrechter Be- .. 

i Ell 
laztung V nod bei 

J :s~ Verhlnderuog .& B 
x-x y-y ;-E '1-rJ U seitl. Ausbie- ~ ~ 

!8 N guogdurchH ,J:i • 
f--. N 

l.. I. I W.I i. I. W.I i. h We lie I" Iw" i" Ie. ~~W L em' em' em em' em' em em' em" em em' em' em em' em~ y.tgy em 

8 5.96 3.9711.17 13,7 3.80 1.78 18.1 4.69 2.04 1.54 I.U 0.60 7.35 3.97 1.227 1.21 8 
t 13.5 6.75 1.58 17.6 4.66 1.80 28.0 6.72 2.27 3,05 1,83 0.75 12,2 6,75 0.913 2.21 t 
S 26.3 10,5 1,91 23,8 5.88 1.88 44.9 9.76 2.57 5.23 2.76 0.88 19.6 10.5 0.752 3;~ S 
8 44.7 14.9 2.38 30.1 7.09 1.95 67.2 13.5 2.81 7.60 3.73 0.98 28.8 14.9 

~'r 
8 

8 109 27.3 3.13 47.4 10.1 2.07 142 24.4 3.58 14.7 6.44 1.15 55.6 27.3 0.509 10.1 8 
10 222 44.4 3.91 72.5 14.0 2.24 270 39,8 4.31 24,6 9.26 1.30 97,2 44,4 0,438 16,8 to 
111 402 67.0 4.70 106 18.8 2,42 470 60.6 5.08 37.7 12.5 1.44 158 67,0 0,392 25.6 12 
14 676 96.6 5.43 148 24.3 2,54 768 88,0 5.79 56.4 16.6 1.57 239 96.6 0.353 38.0 14 
18 1050 132 6.20 2U 32.1 2.77 U80 121 6,57 79.5 21.4 1,70 358 132 0,330 52.9 18 
18 1600 1178 6.92 270 38.4 2,84 1760 164 7.26 110 27.0 1.82 490 178 0.307 72.4 18 
20 2300 230 7,71 357 47,6 3.04 2510 213 8.06 147 33.4 1.95 674 230 0.293 4,1 110 

Halbrundniete flir den Eisenbau. DIN t241• 

t·w...-lJi ~l • I 

r 
d 

Rohnietdurchm. • Ii I 10 I 131 16 19 I 22 I 25 I 28 I 31 34 37 40 1 43 

Kopfcbm:hm •••• D 16121 126 30 135 40/45 50 55 60 
64;/69 KopfhOhe •••• Ie 6.5 8.5 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 

Kopfruodung. • • R 8 11 13.5 15.5, 18 20.5 23 25.5 28 30.5 32.5 35.5 

Geschlageoes Niet 11 I 14 I 17 I 20 I 23 26 I 29 32 35 38 I 41 I 44 

Abdruck der Normenblitter des DeutscheD Normena1lSllChusses. Verbindlich fiir die VOl
stehenden Augaben bleiben die Dinormen. Normenblitter sind durch den Beuth-Verlag G.m.b.H., 
Berlin 5W 19. Dresdener 5tr. 97. CU bezieheD. 



Zahlentafeln. 667 

Streichma6e und WurzelmaBe. 
Nacb DIN 996 u. 997. 

,,--b ---.., !oE--b-~ I' 'I' I-U r h'<4 

, f· -l' 'f-. i , 
I 

1~b -J 
.-<:! 

><>r- I 1r- 1 
, 

c'l . i , a . 'i· , 
" . j -ru _~ .. b-..J 

b 1 am.x'l '" I '"I I h ! b I cam .. '" " I b cymaxl,"1 I'"' mm mm mm mm em Imm mm mm mm em Imm mm:mm mm mm 

80 8,5 17 -
1 

8 42 10,5 - 22 20 200 31 26 - ttO 
35 tt 20 - 10 50 12,5 - 26 22 220 31 26 - 120 
40 tt 22 - 12 58 14,0 - 30 24 240 35 26 35 160 
46 tt 25 - 14 66 15,5 tt 34 26 260 35 26 40 180 
50 14 30 -- 16 74 17,5 14 38 28 280 38 26 45 200 
55 17 30 - 18 82 19,0 14 44 80 300 38 26 55 220 
60 17 35 - 20 90 20,5 17 46 82 300 42 26 55 220 
65 20 35 - 22 98 22,5 17 52 84 300 42 26 55 220 
70 20 40 - 24 106 24,0 17 56 86 300 45 26 55 220 
75 23 40 - 26 113 26,0 20 58 88 300 45 26 55 220 
80 23 45 - 28 119 27,5 20 62 40 300 47 26 55 220 
90 26 50 - 80 125 29,5 20 641421> 300 47 26 55 220 

100 26 55 - 82 131 31,5 20 70 45 I 300 51 26 55 220 
110 26 45 70 M 137 33,0 20 74 471>1300 51 26 55 220 
115 26 50 75 36 143 35,0 23 74 50 300 

54

1

26 

55 220 
120 26 50 80 88 149 37,0 23 80 

551 300 54 26 55 220 
130 26 50 90 40 155 38,5 23 84 60 300 58 26 55 220 
140 

I 
26 55 100 421> 163 41,0 26 86 65 300 58 26 55 220 

150 26 55 110 45 i 170 43,5 26 92 
160 29 i 60 115 471> i, 178 45,5 

26

1

96 170 I 29 
\ 

60 125 50 1185, 48,0 26 100 t . ~7V~ 
180 i 29 

i 
60 

I 
135 55 200 i 53,0 26 110 'f--- 1 200 32 60 150 60 215 57,5 26 120 

250 32 60 200 

f~ --0 --;0; 1. It~ I -<:! I I 

T/). .. ~ T/) . t t --1 -"-I b 1 c a '" r- - r max 

1 
em,mm mmlmm mm 

8 
33/ 

14,5 -b* 4 35 14,5 11 20 
5 38 15 11 20 
61> 42 I 16 11 25 

b·h dmar. '" 
em mm mm 

8 45 17 14 25 
II ! b-I-c la I '" 10 50 18 14 30 , max 

12 55 19 17 30 em Immlmmimmlmm 14 60 21 17 35 

7'7 7'31> 11 40 
8'8 8'4 11 50 
9'9 9'41> 14 50 

10'10 10'5 14 60 
12·12 12'6 17 70 
14'14 14'7 20 80 
16'16 16'8 23 90 
18'18 18'9 26 100 

20'10 26 110 

8 r 38 1 20 
16 65 22,5 20 35 

9 11 18 70 23,5 20 40 
4 : 40 10 11 22 20 75 24,51 23 40 
5 43 11 11 2S 22 80 26,5 23 45 
6 .+5 12 14 25 24 85 28 26 45 
8 50 14 14 30 26 90 30 26 50 

10 55 16 17 30 28 95 32 26 50 
12 60 18 

t7. 135 
80 100 34 26 55 

14 i 65 20 20 35 82 100 37 26 55 
16 ! 70 22 20 40 35 100 34 26 55 

24 38 102 34 26 55 181 75 
20 80 26 

23 140 
23 ,45 40 110 38 26 45/70 

1) dm .. = groBter Nietdurcbmesser. 
Abdruck der NormenbUi.tter des Deutschen Normenausscbusses. Verbindlich ftir die vor" 

stehendenAngaben bJeiben die Dinormen. Normenblatter sind durch den Beuth-Verlag G.m.b.H., 
Berlin SW 19, Dresdener Str. 97, zu beziehen. 



668 ZahlentafelD. 

Statlsche Werte far 
4 L-Eisen mit veriinder
Iichem Hohenma8 hi). 

(Auszug.) 

Anorclnuug II. 

Gilltig fiIr Achse II: 11:. Gilltig ftlr Achee 11:11: u. 1111. 

L F I 1:: Abstand " der L·Eisen In mm 
an' ~ r-3-00-'1-4-00-'--500--r-~--'-7-00--'-8-00-'I~~--'I-I-~--'-I-100--r-I2-00--

mm 

SO'50'5 19,2 W 240 334 430 525 - - - - - -
J 3590 6690 10740 I 15750 - - - - - -

i 13,7 18,7 23,7 28,6 - - - - - -
----1--1--- ----------------

J 4630 8650 13940 20480 28290 - - - - -
55'55'6 25,2 W 309 433 557 683 808 - - - - -

f 13,6 18,5 23,5 28,5 33,5 - - - - -
---1·----------------------------

J 4990 9360 15110 22240 30760 - - - - -
60'60'6 27,6 W 333 468 604 741 879 - - - - -

i 13,4 18,4 23,4 28,4 33,4 

] 6150 H~ 18780 27710 38380 50780 ------1--- ---
65'65'7 34,8 W 410 580 751 924 HOO 1270 - - -

t 13,3 18,3 23,2 28,2 33,2 38,2 - - - -
---1--------------1-------

J 6550 12390 20110 29710 41190 54550 69790 86910 - -
70'70'7 37,6 W 437 620 804 '90 H80 1360 1550 1740 - -

t 13,2 18,2 23,1 28,1 33,1 38,1 43,1 48,1 
---1·----------------------

J 6940 13170 21410 31680 43970 58270 74600 92940 113300 135700 
75'75'7 40,4 W 463 659 856 1060 1260 1460 1660 1860 2060 2260 

t 13,1 18,1 23,0 28,0 33,0 38,0 43,0 48,0 53,0 58,0 

------I 8270 15770125730 38150 s;;- 70360 ~ 112400 ~ 164300 

80·80·8 49,2 W 552 789 1030 1270 1510 1760 2000 2250 2490 2740 
i 13,0 17,9 22,9 27,8 32,8 37,8 42,8 47,8 52,8 57,8 

----1--------------------------------=:. 

J """" "'"' """ """ """ """ "'''''I ''"' .. " .... ~"'" 90'90'9 62,0 W 673 968 1270 1570 1880 2190 2490 2800 3110 3420 
i 12,8 17,7 22,6 27,6 32,6 37,6 42,5 47,5 52,5 57,5 ---+,-, 12100 23380138490 57440 80240 106900 137300 171700 209800 251800 

100'100'1076,8 W 807 1170 1540 1910 2290 2670 3050 3430 3810 4200 
i 12,6 17,4 22,4 27,3 32,3 37,3 42,3 47,3 52,3 57,3 

---1-----------I J 13020 25260 41740 62460 87410 tt6~ 150000 187700 2~ 275800 
110'110'1084,8/ W 868 1260 1670 2080 2500 2920 3330 3750 4170 4~ 

t . 12,4 17,3 22,2 27,1 32,1 37,1 42,1 47,0 52,0 57,0 

. -I--J 15130 1'29500 48940 73470 103100 137800 177500 222400 272300 327300 
120'120'11 102 W 1010 1470 1960 2450 2950 3440 13940 4450 4950 S450 

i 12,2 17,0 21,9 26,8 31,8 36,8 41,7 46,7 51.7 56,6 

I) Aus: Stahl Un Hochbau. Dl!sseldorf: StahleiseD. 
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Regelnletabstinde In mm 1). 

i . ~ KJeJu:itel 

~ I ~ ~ _R_' anl_dab_sta_nd __ e,ltgsteus ~ ~ 
Nlettdluug • Kleinstmalle a und a, 

hachstens 
'5. !1c ienk' glelch- --, -- ---- "'a·'/·/ a' 
o ,!! .Q recht laufend ~ ~ .; ~ -5 ... 
t 1'1~~ . f~: ~~ :a ~~ ~51 Z :i ZUI Kraftrhhtun~ :=f~ ~~ := I ~® .~~ 

~~~5~~~~-=-20='~1=\~1 =2-5:=b-=:-::2=7~'-5~=~=~=~~f=:0=~~-==4=O~~=7=:~~=8~:~~====1=2====t====1=4==== 
14 75 20 30" 32,5 J5 40 50 100 110 15 17 
17 90 25 35 .. 42.5 45 50 60 120 140 18 20 
20 115 30 40 .. So 50 60 70 140 lno 20 22 
23 135 35 45.. 55 60 70 80 160 180 23 24 
26 151) 40 50 .. 65 65 80 90 180 I 210 26 26 
29 160 45 60 .. 75 75 90 100 200 230 30 30 

Oewichtstafeln. 
Zulisslge Ma8abwelchungen fQr Stabstahl und Breltflachstahl nach Din 1612. 

Stabstahl (J<und-, 
Quadrat-, Sechskantstahl usw.) BreldluChslabl 

Dicke 

= 
5- 25 

fiber 25- SO 
50- 80 
80-100 

.. 100-120 

.. 120-160 

.. 160-200 

Zulassige 
Abweichuug 

= 
, ±O,5 

±O,75 
±1 
± 1,25 
±1,5 
±2 
±2,5 

Breite Zulassige 
Abweichuug 

= Breite 

5= ±2vH 
und dicker 

Dicke 

= 

unt..- 10 
bei 10 

nnd mehr 

Zulilssige 
Abweichuug 

±O,5= 
±5vH 

Der Gewichts.pielraum fur die Gesamtlieleruug 
betragt ± 6 vH. 

Band-, Flach- und Breitflachstahl In kg/m ffir elne Dicke von t mm. 

Brelte in mm . III 10 I 12 1 14 1- 15 1 16-1 18 I 20 I 22 
Gewicht .... I 0,079 I 0.094 ! 0,110 0.118 0,126: 0,141 I 0,157 , 0.173 

II 1 I" 1 I I I Brelte in mm . II 24 25 26 I 28 30 i 32 34; 35 
Gewicht .... Ii 0,188 0.196 0.204 0.220 0.235 \ 0,251 I 0.267 I 0.275 

~:~~~h~. ~~ : II' 0.~~31 0.~~81 0.~41 0.;;0 I 0~5 1 o,;~31 O,;~1 1 O,~7 
Breite in mm 
Gewicht .•• 

Breite in mm 
Gewicht ... 

Breite in mm 
Gewicht •.. 

Breite in mm 
Gewicht ... 

II' 50 I 52 I 54 I 55 ! 56 I 58 I' 60 I 62 
,0.392 0,408 0,424 I 0,432 i 0,440 0.455 0,471 0,487 

!I 04 1 65 II 70 I 75 I 80 I 85 I 90 I 95 
II 0,502 0.510 0,549 i 0.589 0.628 1 0.667 0,707 0,746 

111100 1110 1120 1130 \ 140 1150 1160 1170 
0,785 0,864 0.942 1,021 1,099 1,178 1,256 1,335 

180 
1,413 

190 
1,492 

200 
1,570 

210 
1,649 

220 
1,727 

230 
1,806 

Bemerkung. Ein Stab von 1 mm' Qtler8('hnitt tlno 1000= Liint(e hat einenRauminhalt von 
1 em'. Man erhall also liir beliehige Werkstolfe und beliebige Querschnitt .. in mm' das Gewicht 
in Gra~~_in~em das spezilische Gewicht (g/cm') mit dem Querschnitt multipliziert wird. 

1 Aus: Stahl im Hochbau. Diisseldorf: Stahleisen. 
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Gewlchte von Metaltplatten In kg/m2 filr elne Dicke von 1 mm. 

Werkstoff 1'!GUJ3eiSen !FIUJ3stahl!KUPfer I Messing IBronze I Zink I Blei !Aluminium 
Gewicht I 7,25 7,85 8,90 I 8,50 8,6 7,2 11,37 2,73 

Bemerkung. Eine Platte von 1m' Flache und I mm Dicke hat einen Rauminhalt von 
I dm'. Man erhalt also fur beJiebige Werkstoffe und beliebige Dicken in mm das Gewicht, in
dem das spezifiscbe Gewicht (kg/dm' ) mit der Dicke multipliziert wird. 

Gewlchte von Quadrat-, Sechskant- und Rundstahll). 
" = 7,85 kg/dm8• 

nun 

5 0.196 0.170 0,154 
6 . 0.283 0.245 0.222 
7 0.385 0.333 0.302 
8 0.502 0.435 0,395 
9 0.636 0,551 0.499 

10 
II 
U 
\3 
14 

15 
16 
17 
18 
19 

0.785 0.680 0.617 
0,950 0.823 0.746 
1.130 0,979 0.888 
1.327 1.149 1.042 
1,539 1,332 1.208 

1,766 1,530 1,387 
2.010 1,740 1,578 
2.269 1.965 1.782 
2,543 2.203 1.998 
2.834 2,454 2.226 

50 19,625 
52 121,226 
54 22,891 
56 24,618 
58 26,407 

60 
6Z 
64 
66 
68 

70 
7Z 
74 
76 
78 

28,260 
30,175 
32,154 
34,195 
36,298 

38,465 
40,694 
42.987 
45.342 
47,759 

20 
21 
22 
23 
Z4 

3.140 2.719 2.466 80 
3,462 2,998 2.719 85 
3.799 3.290 2.984 90 
4.153 3.596 3,261 95 
4,522 3.916 3,551 100 

50.240 
56,716 
63.585 
70.846 
78.500 

25 
26 
27 
28 
29 

4,906 
5,307 
5.723 
6.154 
6,602 

4.249 
4,596 
4.956 
5,330 
5,717 

3,853 
4.168 
4.495 
4,834 
5,185 

105 86,546 
110 94.985 
115 103.816 
120 113.040 
U5 122,656 

16,995 
18,383 
18,824 
21,320 
22,870 

24.474 
26,133 
27.846 
29,614 
31.436 

33.312 
35.243 
37,228 
39.267 
41,361 

43.509 
49,118 
55.067 
61.355 
67,983 

74.951 
82.260 
89.908 
97,896 

106,224 

15,413 180 254,340 220,265 199.758 
16,671 185 r!268,666 232.638 211.010 
17.978 190 283,385 245.419 222,570 
19.335 195 298,496 258.506 234,438 
20,740 ZOO 314,000 271.932 246,615 

22.195 Z05 329,896 288.927 259,100 
23,700 210 346.185 299.805 271.893 
25,253 215 362.866 314.251 284,994 
26,856 ZZO 379,940 329,037 298,404 
28.509 225 397.406 344,164 312,122 

30,210 230 415.265 359.631 326,t48 
31,961 235 433.516 375,437 340,483 
33,762 240 452.160 391.583 355,126 
35,611 245 471.196 408,068 370,077 
37,510 250 490.625 424,894 385,336 

39.458 255 510.446 442~060 400.904 
44.545 260 530.660 459.565 416,779 
49.940 265 551.266 477.411 432.963 
55.643 270 572.265 495,597 449,456 
61,654 275 593.656 5.14,022 466,257 

67,973 280 
74.601 285 
81.537 290 
88.781 295 
96,334 ~OO 

615.440 532.988 
637.616 552,193 
660,185 571.738 
683.146 591.623 
706,500 611.848 

483.365 
500.783 
518.508 
536,542 
554,884 

30 7.065 6.118 5.549 130 132.665 114.891 104,195 305 730.246 632.413 573.534 
3Z 8.038 6.961 6.313 135 143,066 123.899 112.364 310 754.385 653.318 592.493 
34 9,075 7.859 7,127 140 153.860 133.247 120.841 315 778,916 674.563 611.759 
36 10.174 8.811 7.990 145 165.046 142.934 129.627 310 803.840 696.148 631,334 
38 11,335 9.817 8,903 150 176,625 152.962 138,721 325 829,156 718,071 651,218 

40 12.560 10.877 9.865 155 188.596 163.329 148.123 330 854.865 740.336 671.409 
42 t3.847 11.992 10.876 160 200.960 174,036 157.834 335 880.966 762,940 691,909 
44 15.198 13.162 11.936 165 213.716 185.084 167.852 348 907.460 785.885 712,717 
46 16.611 14.385 13.046 170 226.865 196.471 178.179 345 934.346 809.169 733.834 
48 18.086 15.663 14.205 175 240.406 208,198 188,815 358 961.625 832.793 755.258 

Die angegebenen Dicken des Quadrat- uud Sechskantstahls entsprechen dem Durchmesser 
des eingescbriebenen Kreises. 

Das Gewicbt von Sechskantstabl betrligt das 2,5981::rr = 0.827 fache (oder angenlibert das 
'I. fache) des Gewichtes von Rnndstahl. der den Du",bmesser des umscbriebenen Kreises 
des Secbskaotstables bat. Zulassige MaO- uod Gewichtsabweichungeo s. DIN 1612. 

FOr Scbweillstabl (spez. Gew. = 7.8 kgldm') siod Gewichtsangaben vorstehender Tafel 
ooch mit 7.8:7.85=0,99363=(1- 1/",) zu multiplizieren. 

1) Bei obigen Aogaben sind olcht aile Sorten stets erhiiltlich. Bel Lieferfirmen rIlckfragenl 
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Gewicht von 1000m Draht in kg 
aus FluBstahl (spez. Gew. 7,85), Messing (spez. Gew 8,5), Kupfer (spez. Gew. 8,9). 

[[Stahl') [MesSing Kupfer \ . [[Stahl')/ M.SSingIKUPfer I 
Dmr. DIN DIN DIN Dmr. DIN DIN DIN 

177 1757 1766 177 1757 1766 
[[
Stahl') [MeSSing I Kupf;-

Dmr. DIN DIN DIN 
177 1757 1766 

2,9 I - il' 56,144 1= 58,784 
I 

I 0,1 - - I 0.070 0,71 3,02 3,271 3,425 
0,12 - - 0,101 *0,75 3.47 3,755 3,932 
0,15 - - 0,157 0,8 3,95 4,273 4,474 

*3 55,S , 60,0831 62,914 
3,1 59,2 -

0,18 - - 0,226 *O,85! 4,45 4,823 5,051 3,2 68,361 71,574 
0,2 0,247 0,267 0,280 0,9 
0,22 0,298 0,323 0,338 *0,95 
0,23 0,326 - - 1 
0,24 0,355 - - 1,1 
0,25 0,385 0,417 0,437 1,2 
0,26 0,417 - - 1,3 
0,27 0,449 - - 1,4 
0,28 0,483 0,523 0,548 *1,5 
0,3 - 0,601 0,629 1,6 
0,31 0,592 - - *1,7 
0,32 - 0,684 0,716 1,8 
0,34 0,713 - - *1,9 
0,35 - 0,818 0,856 2 
0,37 0,844 - - 2,1 
0,38 - 0,964 1,009 2,2 

4,99 5,407 5,662 
5,56 6,024 6,308 
6,17 6,676 6,990 
7,46 8,078 8,458 
8,88 9,613 10.066 

10,42 11,282 11,810 
12,08 13,085 13,697 
13,87 15,020 15.727 
15,78 17,090 17,898 
17.82 19,293 120,201 
19,98 21,630 22,650 
22,3 24,100 125,231 
24,7 26,704 27,963 
- 29.441 30,830 

29,8 32,311 33,828 

3,4 71,3 
3,5 
3,8 89,0 

81,780 
96,399 

106,814 
117,762 
135,187 

4 
4,2 108,8 
4,5 
4,6 
4,8 
5 
5,5 
6 
6,5 
7 
7,5 

130,5 
- 1153,813 

154,1 166,897 
186,5 201,946 
222 240,332 
260 282,056 
302 327,118 

375,518 

85,626 
100,926 
111,837 
123,301 
141,546 

161,054 
174.751 
211,446 
251,638 
295,329 
342,508 
393,184 

0,4 0,986 1,068 1,118 2,3 - 35,315 36.979 
76 356 
8,0 427,257 447,358 

0,45 1,248 1,352 1,415 
0,5 1,541 1,669 1,747· 
0,55 1,865 2,019 2,114 
0,6 2,22 2,403 2,516 

*0,65 2,60 2,821 J 2,953 

·2,4 35,S 
2,5 

I 

38,5 
-2,6 41,7 
2,7 -
2,8 48,3 

38,453 40,264 
41,724 43,690 
45,129147,250 
48,667 1 50,961 
52,339 54,806 

8,2 415 
8,8 477 

~'411545 
10 ,617 

Zullissige Abweichungen vom Durchmesser. 
DIN 177 Dmr. 0,2-0,28 0,31-0,45 0,5-0,7 0,75-1 1,1-1,5 1,6-1,9 2-10 

Abw. ± 0,015 0,0175 0,02 0,025 0,035 0,05 0,1 

DIN 1757 Dmr. 0,2-0,4 0,45-0,7 0,75-1 1,1-2 2,1-3 3,2-6 6,5-8 
Abw. ± 0,02 0,025 0,03 0,04 0,05 0,06 0,08 

DIN 1766 Dmr. 0,1-0,2 0,22-0,4 0,45-0,7 0,75-1 1,1-2 2,1-3 3,2-6 
Abw. ± 0,02 0,025 0,03 0,04 0,05 0,06 0,08 

Gewlcht von 1000 m Alumlnlumdraht 2). 

Dmr.! kg iiir 1::'1 kgfiir I ~':'! kg filr 1::'1 kgfilr Dmr. 
mm l000m 1000m l000m l000m mm 

I 2,10 8 
I 

134 15 472 24 
I 

1209 38 
1,5 4,72 8,5 151 15,5 504 25 1312 39 
2 8,4 9 170 16 537 26 1419 40 
2,5 13,12 9,5 189 16,5 571 27 1530 41 
3 18,9 10 210 17 606 28 1646 42 
3,5 25,72 10,5 231 17,5 643 29 1766 43 
4 33,6 11 254 18 680 30 1890 44 
4,5 42,S 11,5 277 18,5 718 31 2018 45 
5 52,S 12 302 19 758 32 2150 46 
5,5 63,5 12,5 328 19,5 798 33 2286 47 
6 75,6 13 354 20 840 34 2427 48 
6,5 88.7 

I 
13,5 382 

I 
21 926 I 35 2572 49 

7 102.9 14 411 22 1016 36 2721 50 
7,5 118,0 14,5 441 23 1110 37 2874 

6,5-8 
0,10 

I 
kg iiir 
1000111 

3032 
3194 
3360 
3530 
3704 
3882 
4065 
4252 
4443 
4638 
4838 
5042 
5250 

1) DIN 177 ist die genormte deutsche Millimeter·Drahtlehre. Die * Durchmesser sind in 
ihr nieht enthalten; sie sind iiir FOrder· und Drahtseile hestimmt. 

'j Heddernbeimer Kupferwerk und Sliddeutsehe Kahelwerke AG. 
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Obergang aus der 90 o-Teilung In die 100o-Teilung des Quadranten. 

Grad I 0' 10' 20' 

0 0,0000 0,1852 0,3704 
1 1,1111 1,2963 1,4815 
2 2,2222 2,4074 2,5926 
3 3,3333 3,5185 3,7037 
4 4,4444 4,6296 4,8148 
5 5,5556 5,7407 5,9259 
6 6,6667 6,8519 7,0370 

7 7,7778 7,9630 8,1481 
8 8,8889 9,0741 9,2593 
9 10,0000 10,1852 10,3704 

10 11,1111 11,2963 11,4815 
11 12,2222 12,4074 12,5926 
12 13,3333 13,5185 13,7037 
13 14,4444 14,6296 14,8148 
14 15,5556 15,7407 15,9259 
15 16,6667 16,8519 17,0370 
16 17,7778 17,9630 18,1481 
17 18,8889 19,0741 19,2593 
18 20,0000 20,1852 20,3704 
19 21,1111 21,2963 21,4815 

20 22,2222 22,4074 22,5926 
21 23,3333 23,5185 23,7037 
22 24,4444 24,6296 24,8148 
23 25,5556 25,7407 25,9259 
24 26,6667 26,8519 27,0370 
25 27,7778 27,9630 28,1481 
26 28,8889 29,0741 29,2593 
27 30,0000 30,1852 30,3704 
28 31,1111 31,2963 31,4815 
29 32,2222 32,4074 32,5926 

30 33,3333 33,5185 33,7037 
31 34,4444 34,6296 34,8148 
32 35,5556 35,7407 35,9259 
33 36,6667 36,8519 37,0370 
34 37,7778 37,9630 38,1481 
35 38,8889 39,0741 39,2593 
36 40,0000 40,1852 40,3704 

37 41,1111 41,2963 41,4815 
38 42,2222 42,4074 42,5926 
39 43,3333 43,5185 43,7037 

.0 44,4444 44,6296 44,8148 
41 45,5556 45,7407 45,9259 
42 46,6667 46,8519 47,0370 
43 47,7778 47,9630 48,1481 
44 48,8889 49,0741 49,2593 
45 50,0000 I 50,1852 50,3704 

30' 40' 

0,5556 
I 

0,7407 
1,6667 1,8519 
2,7778 2,9630 
3,8889 4,0741 
5,0000 5,1852 
6,1111 6,2963 
7,2222 7,4074 
8,3333 8,5185 
9,4444 9,6296 

10,5556 10,7407 

11,6667 11,8519 
12,7778 12,9630 
13,8889 14,0741 
15,0000 15,1852 
16,1111 16,2963 
17,2222 17,4074 
18,3333 18,5185 
19,4444 19,6296 
20,5556 20,7407 
21,6667 21,8519 

22,7778 22,9630 
23,8889 24,0741 
25,0000 25,1852 
26,1111 26,2963 
27,2222 27,4074 
28,3333 28,5185 
29,4444 29,6296 
30,5556 30,7407 
31,6667 31,8519 
32,7778 32,9630 

33,8889 34,0741 
35,0000 35,1852 
36,1111 36,2963 
37,2222 37,4074 
38,3333 38,5185 
39,4444 39,6296 
40,5556 40,7407 
41,6667 41,8519 
42,7778 42,9630 
43,8889 44,0741 

45,0000 45,1852 
46,1111 46,2963 
47,2222 47,4074 
48,3333 48,5185 
49,4444 49,6296 
50,5556 50,7407 

50' I Grad 

0,9259 
2,0370 
3,1481 
4,2593 
5,3704 
6,4815 
7.5926 
8,7037 
9,8148 

10,9259 

12,0370 
13,1481 
14,2593 
15,3704 
16,4815 
1.7,5926 
18,7037 
19,8148 
20,9259 
22,0370 

23,1481 
24,2593 
25,3704 
26,4815 
27,5926 
28,7037 
29,8148 
30,9259 
32,0370 
33,1481 

34,2593 
35,3704 
36,4815 
37.5926 
38,7037 
39,8148 
40,9259 
42,0370 
43,1481 
44,2593 

45,3704 
46,4815 
47.5926 
48,7037 
49,8148 
50,9259 

o 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 

20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 

30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 

.0 
41 
42 
43 
44 
45 



Zahlentafeln. 

Englische und amerikanische MaDe und Gewichte. 
LeistungsmaBe und Driicke. 

1 FuBpfund/sek = 0,1383 kgm/sek. 
1 HP (Horsepower) = 550 Fu13pf./sek = 76,04 mkg/sek = 0,178 kcal/sek. 
1 HPh = 1,014 PSh = 0,7453 kWh. 

673 

1 BTU 1) = 1 British Thermal Unit = 0,252 kcal 2) l = 0,4536 (lb) X 5/9 (·C) kcalj 
1 BTU/inch = 9,9213 kcal/m. 
1 BTU/inch °Fh = 17,858 kcal/moCh (F = Fahrenheit, s. S. 674). 
1 BTU/ft. ° Fh = 1,488 kcal/m °Ch. 
1 BTU/sq. inch ° F h = 703,08 kcal/m2°Ch. 
I BTU/ft.2 = 2,70 kcalfm2• 

I BTU/ft.3 = 8,899 keal/m3• 

1 BTU inch/ft.2 Fh = 0,1240 kealm/m2 c Ch. 
I BTU/sq. ft. ° Fh = 4,882 kcal/m2 -Ch. 
I BTU/lb. = 0,556 kcal/kg 2). 

lib. per sq. inch = 0,07031 kg/em2 = 51,7131 rum QS; 
I inch of mercury = 345.33 mm WS = 0,03342 Atm. 
1 lb. per sq. ft. = 4,88244 kg/m2. 
1 at = 735,5 mm QS = 14,223 Ib./sq.inch = 28,958 inch QS. 
1 Atm = 760 mm QS = 14,696Ib./sq.inch =29,9213 inch QS. 
t keal = 3,969 BTU. 
1 kcal/kg = 1,8 BTU/lb.; 1 kcal/m3 = 0,1124 BTU/ft.a. 
1 kWh = 3415 BTU. 
1 kg/m2 = 0,20481b./ft.2. 

1 kcal/m2 °Ch = 0,001422 BTU/in.2 °Fh = 0,20485 llTU/ft.2 °Fh, 
1 kcalm/m2 °Ch = 8,06364 BTU in./ft.2 Fh. 
t kcaJ!m = 0,1008 BTU/in. 
I kcal/m "Ch = 0,056 BTU/in. °Fh = 0,672 BTU/ft.h OF. 

Beispiel fiir Umrechnung. 
1 kcal/m'·Ch ist in BTU/in.'·Fh nach vorstehenden Angaben umzurechnen. 
1 kcal=3,969 BTU; 6,4516 cm'= 1 in.', sonach lm'=15S0in.' t·C=9IS·F. Demeut 

"prechend wird: 1 kcal 3 969 . S 19 S4 5 
m'.Ch = -/550' 9" "13'9S0 = 0,001423 BTU/in.,oCh. 

<irollbritannien. 1 Acre = 4840 sq. yd. = 40,47 a. 
Langenmai3f'. .1 Quadratmeile (sq.miJe) = 640 Acre 

Z 11 "(' h 16t T 4' = 2,5899 km2. t 0 = 1 me, ellg) = 2,5 em., 1 2 - 10764 ft 
I Fu13 = l' (foot, ft.) = 12'=0,3048 m. ! 1 m 2-=- O'1550Sq ... 
I Yard = 3 Fu13 = 0,9144 m. ' cm -, sq.m. 
t Fathom = 1 Faden = 1,8288 m. Raummal.ll'. 
1 Mile = 1760,3' = 1,609km. i K b'k 11 ( .) 6 8 3 
I N t · al M'I (1m t) - 1 J S ,1 u I zo cU.m. = 1 ,3 70 em . au IC leo - eng. ee- . K b'kf 13 f 3 

'1' - 6080' - 1 853? k : 1 U 1 U (cu. t.) = 0,02832 m . 
mel e - -, - m. 'K b'k d ( d ) 646 3 

Ab d t · 12Y d -10973 11 ,1 U I yar eu.y. = 0,7 m. gerun e . ar s- , 1lI'" m., R . t -T _ f _ 8 3 
t m = 3,2808 ft = 39,370 in. 11 egis ~r o~ - 100 eu.~. -2, 321l~ . 
1 em = 0,3937 in. ' 1 Ocean. Ton - 40 cu. ft. - 1,1328 m . 

1 Impenal Gallon = 4,546 Itr. 
Flaehenmal.le. 

1 Quadratzo11 (sq.inch) = 6,4516 em2• 
1 Quadratfu13 (sq. ft.) = 0,0929 m2. 
I Quadrat yard (sq. yd.) = 0,836 m2• 

t Bushel = 36,3477ltr. 
1 Barrel = 1,6365 hI. 
1 m3 = 35,3148 eu.ft. 
1 dm3 = 61,0239 eu.in. 

1) Warmemenge, die t eng!. Pfund Wasser um I· Fahrenheit erwarmt. 
I) Es ist zu unterscheiden, ob es sieh um Warmeeinheiten oder um H eizwerte, bezogen 

auf die Gewicbteinheit, handel!. 

Tasch"nhllch fiir den Maschinenball, 9. AufL I. 43 



674 Zahlentafeln. 

Gewichte. Temperatur F = 915 x Temp. 0 + 32 o. 

1 Pfund=1lb.=160unces=0,4536 kg. 0 0 C = 32,0 0 F. 100 0 C = 212,0 0 F. 
1 Centweight (cwt.) = 112Ibs. -273 0 C = 459,4 0 F. 

= 50,8024 kg. T = 1+ 273; T, = IF' + 459,4. 
1 Schiffston (short ton) = 2000 lbs. T = 5/9t, + 255,2; T,= 9/5t +491,4. 

= 907,2 kg. T=5/9·TF ; TF =9/5T. 
1 Ton (long ton) = 1016,05 kg. 
1 Ounce (oz.) = 1/16 Pfund = 28,35 g. Vereinigte Staaten von Amerika. 
1 kg = 2,2046Ibs = 35,274 ounces. Wie in England, auJ3erdem: 

Temperaturen. 
1 Gallon = 231 Kub.-Zoll = 3,7854 ltr. 
1 Quart = 1/4 Gallon = 0,9464 ltr. 

1 0 C = 9/5 0 F; 1 0 F = 5/9 0 C. 1 Barrel = 1,1924 hi. 
Temperatur C = 5/9 X (Temp. F - 32 0). 1 Bushel = 0,3524 hi. 

Intematlonate Atomgewlehte. 

II Symbol I 
Atom II I Atom-gewicbt Symbol I gewicht 

Aluminium Al 
I 

26,97 Molybdan . Mo 
I 

96,0 
Antimon Sb 121,8 Natrium Na 22,997 
Arsen As 74,91 Nickel Ni 58,69 
Barium. Ba 137,4 Osmium 

: I 
Os 191,5 

Blei Pb 207,2 Phosphor. P 31,02 
Bor B 10,82 Pia tin 

• I 
Pt 195,2 

Brom Br 79,92 Quecksilher . • I Hg 200,6 
Calcium Ca 40,08 Radium ·1 Ra 226,0 
Cerium . Ce 140,13 Sauerstoff . 

: I 
0 16,00 

Chlor. CI 35,46 Schwefel S 32,06 
Chrom Cr 52,01 Selen. 

: II 
Se 78.96 

Eisen. Fe 55,84 Silber Ag 107,88 
Fluor. Fl 19,00 Silicium ·1, Si 28,06 
Gold. Au 197,2 Stickstoff . 

· II 
N 14,01 

Helium. He 4,00 Strontium • I Sr 87,6 
Iridium. Ir 193,1 Tantal . · !I Ta 181,4 
Jad J 126,92 Titan. 

·11 
Ti 47,9. 

Kalium . K 39,10 Vanadium. · I V 50,95 
KohaIt . Co 58,94 Wasserstoff . · l H 1,01 
Kohlenstoff . C 12,00 Wismut 

: I 
Bi : 209,0 

Kupfer •. Cu 63,57 Wolfram W : 184,0 
Magnesium Mg 24,32 Zink • Zn 65,38 
Mangan Mn 54,93 Zinn . Sn 118,7 

Oriec:hisc:hes Alphabet. 
Aa a Alpha It i Iota p(! r Rho 
B{J b Beta K'X k Kappa ~ar; s Sigma 
ry g Gamma AI. I Lambda T-r: t Tau 
LI~ d Delta Mp. m Mli Yv u Ypsilon 
Ee (kurz) e Epsilon Nv n Nli ~ffJ f (Ph) Phi 
ZC ds (z) Zeta S~ ks (x) Ksi Xx ch Chi 
H 3 (lang) e Eta , 00 (kurz) o Omikron lJI", ps Psi 
e th Theta i lIn P Pi Dw (lang) o Omega 
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-, Einheit der - 221. Barclayscber Kran 175. 

I -. Federungs- 407. Barkersche Korrektnr 256. 
- der Gestaltiinderung 353. Banvert in der Zinseszinsrecb-
-, Reibungs- 188. nung 51. 
Arbeitswellen-Drehzahl 538. Basis der Logarithmen 35. 

II 515. - einer Potenz 34. 
Area-Regier 630. Bauholz s. Holz. 
Archimediscbe Spirale 120. Baustabl s. Stahl. 
Arcus, BogenmaB eines Winkels -, legierter - 447, 451. 

56. -, unlegierter - 446. 
- -casinus 63. Bauteite, zulassige Spannun-
- -cotangens 63. gen 433. 
- -Funktionen 62. Beanspruchung, zu1iissige 432, 
- -, Reihenentwicklung der 433. 

54. -. -, fiir den Mascbinenball 
- -sinus 63. 432, 651, 652, 654. 

1- -tangens 63. -, -, fiir Stablbau 432 
Areafnnktion 64. II Belastungsfiille 351. 
Argument komplexerGrOBen37. Benzinsyntbese 330. 
Arithmetik 34. Beobachtung, Auswertung von 
Arithmetische Reihen 49. 'I - en 131. 
Asche 324. . -, Gesamtfebler 133_ 
Askania-Regler 629. --. mittlerer Febler der ein-
Assmanns P,ychrometer 312. .elnen -en 135. 
Asymptote einer KlIrve 95. .- . mittlerer Fehler des Mittel-
Atomgewichte, internationale- wertes 136. 

674. - • scheinbarer Fehler 132. 
AufJagerdrnck der Zapfen 528. Bergills-Hydrierullg 330. 
- von Triigern 380. Bernoldlische Gleichung 247. 
Auftrieb 245. Beriihrung von Kurven 96. 
-, Tragfliigel 273 Besrblellnignng 203. 
Aufweitvet"iueb 443. -, Nonn~l- 208. 
Allsdehnung.koeffizient 289. -, Tangential- 208. 
Ausdebnungsrohr 621l. -, Winkel- 207. 
Allsdehnungszabl metallischer -splan 213. 

Werkstoffe 486. -spol 213. 
Ausdriicke, unbestimmte 55. BestimmtE'S Integral 75. 
AusflnB von Dampfen 309. Bpstimmnngsgleichungen 40. 

der Ga .. 305. Beton 477. 
aus geschlossenen Gefiillen - Druckspaunungen 479. 
257. -, Ei""n- 479. 
aus offenen ("xP.fiiJ!en 257. -, Stampf- 479. 
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Beton, Zuschlagstoffe 478. Bondur 466. 
Betrag, absoluter - von kom- Bordelniihte 489. 

plexen GruBen 37. Borsig-SchnelischluBschieber 
- eines Vektors 128. 627. 
Bewegung, absolute - 203. BoscMler 526. 
-, ebene - 210. Boschungswinkel 656. 
-, Energiesatz 225. Bottich, Inhalt 163. 
-, freie - 226. Braunkohle 319. 
- ,geradlinige - 203. -, Asche 324. 
- , gleichf6rmige - 203. -, Heizwert 320. 
-, Kreis- 207. -, Schiittgewicht 648. 
-, krummlinige 206. Brennpnnkt, s. Ellipse, Hyper-

des Massenpunktes unter bel, Parabel. 
Einwirkung von Kr,iften Brennstoffe, Asche 324. 
225. -', Aufarbeitung fliissiger -
des Punkthaufens unter 331. 
Einwirkung von Kraften -, Benzinsynthese 330. 
228. -, Brikettierung 328. 

- , Relativ- 214. -, CO,-Gebalt 334. 
-, riiumliche - 207, 217. -, Einteilung der - 319. 
- starrer Korper 210. -, Entwasserung der - 327. 
- ,unfreie - 227. - , F1ieBkohle 329. 
- , ungleichfOrmige - 203. ,- , fliissige - 325. 
-, Zentral- 209. I -, Gaserzengung 329. 
- ,Zerlegung deT - en 208. I -, Gasfeuerung 344. 
- ,Zusammensetzung der - - ,gasfOrmige - 326. 

217. I '-, Heizwert 320, 322, 326. 
-sgroBe 225. I -, Heizwertbestimmung 323, 
- s1ebre 203. , 327. 
Bibby-Kupplung 553. -, Hydrierung 330. 
Biegeversllcb 439. -, It-Diagrarnm 336. 
Biegsame Rohre 617. -, Koblenstallbfellerung 341. 
- Wellen 538. -, Kohlenstallbherstellung 
Biegung 355. 328. 
Biegung des geraden Stabes -, Kurzanalyse 323. 

355. -, LuftiiberscbuB 334. 
- des gekriimmten Stabes387. -, Luftvorwiirmung 341. 
-, elastiscbe Linie 3M. -, <Jlfeuerung 343. 
-, Durch-en 363. 368. -, Schwelung 329. 

und Drebung 406. -, spez. Gewicht der Rauch-
- und Druck 403. gase 334. 
- und Scbub 407. -, spez. Warme der Rauchgase 
-. und Zug 402. 323. 
-sfedern 408. -, Taupunkt 335. II 54. 
-sfestigkpit 349. -, Trocknung 327. 
- sformpln (Tafel) 380. -, Untersuchung der - 323. 
- smoment 355. -, Verbrennung 331. 
_. - (Tafel) 380. -. Verbrennungsvorgang 
BiegunWlspannung 359. 339. 
- -, zulassige 432, 433, 651, -, Veredlung der - 327. 

654. -, Verga,ung der - 330. 
-sschwingungen 238. -, Verkokung 329. 
Binomialkneffizienten 34. -, Verwertung der - 327. 
Binomische Reihen 54. -, Wanderrost 340. 
- r Sat. 34. -, Warmeinbalt der Rauch-
Biot-Savart-Gesetz, (Wirbelfa- gase 336. 

den) 253. , -, Zusammensetzung 320, 324, 
Blasill<-Potenzgesetz 261. I 326 327. 
Blechtrii~er, Tragheitsmoment -. Zweitluft 341. 

373. I Brpnnstrablhiirten 445. 
Blei 470. Brenn.eit des Kohlenstaubes 
- bron.en 472. 342. 
Blende fiir Messungen 259. Bri!(IISsche Logarithmen 35. 
B-Linie 11)2. Brikettiernng 328. 
BlockdnlCklager 536. Brille der Stopfbuchse 630. 
Bodendmck fliissiger Korper Brinellhiirte 440. 

244. - sche Kllgeldruckprobe 440. 
Bogpnelement 79. BMn1e 41\1. 
- -hOhe des Kreises (Tafel) Bruchdehnunll 438. 

28. - ·einschniirntl/t 438. 
BogenmaB ein.< W;nkel. 56. Brurb.icheThell 423 
- -Ian~ des Kreises (Tafel) 28. BrilniPTPn 4R5 
- -liinge von Kurveo 79. BS-Seewasser 466, 467. 
Bohrung, Formziffer 424. BTU 297, 643. 
Bolzen 521. Buna 482. 
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Bundy-Rohr616. 
Bunte-Baum-Methode 324. 

Carbomndumstein 476. 
Cardanische Formel fiir kubi-

bische Gleichungen 46. 
Cardansches Gelenk 554. 
Carnotscher KreisprozeB 304. 
Carobronzelager 530. 
Cauchyscbes Konvergenzkrite-

rium 52. 
Celsius 289. 
Charpy-Probe 442. 
Cbemische Verbindungen 675. 
Chromstahl 447. 
-, Molybdiinstahl 450. 
Cbrom-Nickelstahl 450, 452. 
Chromitstein 476. 
Cina-HOhe 246. 
Clapeyronsche Gleichung (Fe-

stigkeitslehre) 386. 
- - (Wiirmelehre) 308. 
CO.-Gehalt 334. 
Coriolisbeschleunigttng 215. 
- -l<raft 228. 
Cosinus 56, (Tafel) 25. 
-, arc 62. 
-, hyperbolischer 63. 
-, - (Tafel) 31. 

I -, Reihenentwicldung 54. 
- -Sat. 61. 
Coslettieren 485. 
Cotangens 56, (Tafel) 27. 
-, arc 62. 
- , hyperbolischer 63. 
-, Reibeneotwicklung 55. 
Cremonaverfahren 195. 
Culmannsche GeTade 169. 
- s Verfahren 196. 

Oachstulpen 630. 
d' Alemberts Prinzip 228. 
Daltonsche Gesetze 311. 
Dampf, Mechanik des -es 306. 
-, AusfluB der -e 309. 
-, Adiabate des HeiBdampfes 

309. 
- - des NaBdampfp.s 308. 
-, Clapeyronsche Gleichung 

308. 
-, Drosselung des N aBdampfes 

308. 
-, Entropiediagrarnm 318. 
- -gehalt, spezifischer 307. 
-, Hauptgleichllng fiir gesiit-

tigtpo - 307. 
-, - fiir fiberbitzten - 309. 
-, Isotherme des NaBdampfes 

308. 
-, i-s-Diagrarnm 318. 
- • Mischnng von Gasen und 

-en 31()' 
- -tafeln 640- 644. 
-, iiberhit1ter 309. 
'-, Warmeiibergang 293. 
-, Znstandsgleichllng 307. 
Dampfkes .. lvernietungen 502. 
Dampfleilllnlt 620. IT ~61. 
Dampftnrhinen. Schallfel-

berer.hollng 375. II 306. 
Diimpfllnll'kon<tante 237. 
Daros- Kolhenring 601). 
- -Stopflnkhse 632. 
Dauerbruch 421. 
Dauerfestigkeit 350. 
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Dauerfestigkeit von Stahl und I Drehparaboloid, Schwerpunkt 
Eisen 432. 182. 

- -festigkeitsschaubild 351, - -, abgestumpftes -, In· 
651, 652. halt 163. 

- -standfest~keit 350, 442. Drehkorper, Guldinsche Regel 
- -standversuch 442. 164. 
- -versuche 442. Drehung 210. 
Degenrohr 620. dreier Ebenen 216. 
DehnUinge von Schrauben 430. um parallele Achsen 218. 
Dehnschraube SIS. 1- und Schiebung 219. 
Dehnung 345. - und Scbiebung (Beschleuni· 
-shypothese 352. gung) 212. 
- srohr 620. und Schiebung (Geschwin-
-szahl 346. digkeit) 210. 
Dekarlische (Briggssche) Log- eines Stah .. 232. 

aritbmen 35. -, zwei -en um sich kreu-
Dekrement, logarithmisches 90. zende Acbsen 219. 
Determinanten 38. -, zwei - en um parallele 
Differential 65. Acbsen 218. 
-, Bogen- SO. -, zwei -en um sich schnei-
- -formeln 66. dende Acbsen 217. 
- -, Anwendung der - 69. -sfedem 409. 
- -getriebe 587. Drehung, Festigkeitslehre 350, 
- -gleichungen 115. 398. 
- -gleichung der elastischen unci Bipgung 406. 

Unie 87. - unci Druck 406. 
- - der Kettenlinie 88. - und Schub 405. 
- -kurven 71, 160. - und Zug 406. 
- -quotient 65. Dreieck, Berecbnung 60. 
- -, partieller - 68. -,Inhal! eines -s 160. 
- -rechnung 64. -, Schwerpunkt 179. 
Differentiation eines Vektors -, Tragheits- und Widerstands-

129. moment 37S. 
-, zeiehneriscbe - 159. - -fPder 408. 
Differen7reihen arithmetischer - -umfang, Schwerpunkt 179. 

Reihen hBherer Ordnung -, trigonometrische Fonneln 
SO. 60. 

DiffusorventU 267. Dreimomentengleichung 
Dingler-Schieber 626. (Festigkeit.lehre) 386. 
DlN-Ventil 623. Drosselung 303, 308. 
Divergenz von Reihen 51. Druck 349, 354. 
Dochtschmiernng 525. - -energie 247. 
Doppeldecker 281. - und Biegung 403. 
- -laschennietung 503. - und Drehung 406. 
- -punkt einer Kurve 98. - und Schub 406. 
- -.lealen 148. -, kritiscber 306. 
- -T-Eisen 664. - -minderventil 629. 
Doppelvetzahnungskupplung - -mittelpunkt 244. 

552. - -puukt (Tragfiiig<l) 274. 
Drabt, Stahl- 456. - -sonde 257. 
Drall 226. - -spannung 354. 
-, Satz Yom - 231. -, -, zuliissige 432, 654. 
Drehfederkupplung 553. - -stabe, zweiteilige 393. 
- -kBrper, dynamisches Trag- - -stufen (fUr Rohrleitungen) 

heitsmoment 223. 612. 
- -, Inhalt und Oberflache - -verlust in Absperrvorrich-

81, 163, 164. tungen 623. 
- -kran, Ausleger zu einem - . - - in Rohrbiindeln 293. 

202. - - in Rohrleitungen 260, 
- -momente der Wellen, zulas- 612, 623. 

sip - 399, 401. - -versuch 439. 
- -momentenflache 398. - -vorspannung in Maschinen-
- -scheibenkran, Ausleger zn teilen 427, 513. 

einem - 203. Dunkerley-Formel 239. 
- -schwingungen 240. , Duralumin 466. 
- -spannungen 398. Duranamptall 463. 
- -.ahl. kritischp. - 218 Durchhiegung bei Blegung und 

Drehellipo;oid, Gleichung 127, Schub 407. 
Inhalt 163. -, Ermittlung der - mit Hilfe 

- -, Schwerpunkt 1.82. der Momentenfiache 363. 
- -hyperboloid, Gleichung 127, 368. 

Inhalt 83. - von Tras:em mit nnver-
- -paraboloid, Gleichung 127, iindprlichem Querschnitt 

DlIrchmesser, gleichwertiger -
292. 

-, konjllgierte 103. 
-, zu/tpordnete 103. 
Dnrchsteckschranbe 518. 
Duroskop 44 I. 

I Dtise der Dampfturbinen 310, 
n 292. 

- fiir Mossungen 259. 
Dynamik fester Korper 203. 
- fliissiger Korper s. Stro-

mungslehre. 
- der Vprbrennllng 339. 
Dynami.che Zahigkeit 25 I. 
Dyn 220. 

e, Ba..is der natiirlichen Loga-
rithmen 35. 

er, Reihpnentwicklung 53, 52. 
- (Tafel) 32. 
e - ~ (Tafel) 32. 
Ebene im Raume 124. 
-, schiefe 183. 
Ebener Formiinclernngszustand 

3411. 
-, Spannungszustand 346. 
Ebenes Faehwerk 191. 
Eckstllmpfniihte 488. 489. 491. 
Ehrharclt-Rohre 616. 
Ril(P.nspannungssystem 426. 
Einacbsiger F ormandernngszu-

stand 345. 
- Spannungszustand 345. 
EinfluBlinie 198. 
Eingriffbogen 562. 
- -Iinie 560. 
- -winkel 564. 566. 
Einheitsbohrung 497. 
- -~ektor 128. 
- -welle 500. 

I Rinhiillende Kurve 98. 
I Einlegekpil 508. 
, EinpaLllllgabe dPr Keile 508. 
! Rinring-Blockdrucklager 536. 
. Einsatzharten 445. 

EinS('beibendrucklager 536. 
Einschnilrung 257, 420 438. 
Einsetzungsmethode zur Lasung 

von Gleichungen 41. 
Eisen 4H. 
- - hahnscbienen 656. 
- -beton 479. 
-, GuLl- 458. 
-, - -""rtPn 4 59. 
- -Kohlenstoff-Schaubild 444. 
- -konstruktions-Vernietun-

gon 505. 
-, Normalprofile 656 n. f. 
- -portlandzement 477. 
-, Roh- 444. 
Elastic-Stop-Sicherung 520. 
Elastische Dehnllng 420. 
Elastische Kupplung 552. 
- Linie 361, 380 (Tafel). 
Elastizitiitsgrenze 346, 420. 
- -maLI ~4S· 
- - metallischer Werkstoffe 

486. 
Rlbo-Kupplung 552. 
Elektriscbe Lichtbogenschwei

Llunl( 4118. 
- WirlerstandsschweiLlung 

488. 
Inhalt 83, 163. (Tafel) 380. 

- -, Oberfliiche 82. , DurchlaBhahn 627. 
Elpktrode, ScbweiLl- 490. 

: Elektrolytkllpfer 461. 



Elektromagnetische Kupplung 
557.' 

Elektron 468. 
Elemenlaranalyse der Brenn-

sloffe 323. 
Eiernenlarschiebung 210. 
Elernenlarschraubung 217. 
Ellipse 102. 
-, Bildungsg<'setz 102. 
-, Brennpuukte 102. 
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Exponent einer Wurzel 35. 
ExponentiaJkurve 116. 
- -rei hen 53. 
Extraktion der Koble 330. 
EXlenler 601. 
Exzentrischer Druck 403. 
Exzentrizitiit, numerische 103. 

105. 109. 
Eytelweinsche Gleicbung 59t. 

-, Flache \05. Parbwerk. das ebene - 194. 
-, Gleichung~n der Normalen - -ausleger 201. 

unJ Tangente 105. - -trager mit beweglicben 1.a-
-, Kriimmungsradius lOS, 97. sten 197. 
--, Konstruktionen der - 103. Fahrenbeit 289. 
-, Leilslrahlen 103. Faktorenflaschenzng 191. 
-, Miltelpnllktgleichung 102. Faknltiil (!) 38. 
-, Numerische Exzentrizitat Faltprobe 443. 

103. Faser, neutrale - 359. 
-, Pararneterdarstellung 103. FaB, Inbalt 164. 
-, Polargleirhung 104. Fedan-Kupplung 556. 
-, Scheitplgleichung 103. Feder, Biegungs- 408. 
'-, Traghpits- 371. -, Drehllngs- 409. 
-, Urnfang 105. - -berechnllng 407. 
-. zugeordnete Durchmesser - (Nut und -) 509. 

103. -- -konstanle 407. 
- -nabschnitl. Schwerpunkt - n filr Turhomaschillen 509. 

180. : -, n fiir Werkzengmaschinen 
- nflache. Tragheits- und Wi- ; 509. 

derstandsmoment 378. . -no PaB- 509. 
- nlenker 111. I - -ringe 520. 
Ellipsoid s. Drehk6rper. -, SCheiben- 509. 
Eloxieren 4115. Jl 705. -- -slahl 456. 
Endlicbe Reihen 49. - -Iafel 408. 
Energie. innere - der Diimpfe 1-ungsarbeit 407. 

307. FebJer hei Messungen 131. 
-, kinelische 222. -. mittlerer -135. 
- -salz 225. i - , scbeinharer - 132. 
Englerscher Z~higkeitsmesser i -, wahrscheinlicher - 136. 

251. I - -glied des Kurbeltriebes 
Englische MaBe und Gewichte : 598. 

671. ,- -kurve. GauBsche - 138 
EnthaJpie 297. i Feingewinde. melrisches 511. 
- der Diimpfe 307. : 514. 
Entlastungskerbe 429. I Ferrit 444. 
Entropie 305. I Festigkeit, Arten der - 349. 
- der Diimpfe 318. ebener Platten 415. 
-- der Gase 316. der Federn 408. 
- -Temperatur-Diagramm 315. , der GefiiBe 412. 
Entropiediagramm der Kreis- i dpr Hohlkllgeln 413. 

pro,psse 317. der Hohlzylindpr 412. 
Entropie-Wiirmeinhalt-Dia· umlaufenrler Scbeiben 414. 

/!Tamm 318. -, zlIsammp.nge!'etzte 402. 
Epi7ykloide 119. 560. - sh''Pothpsen 352. 
Erdheschleunignng 220. -·slp.brp 345. 
Erg 221. : -spriifung 435. 
Er!(iinzllngskege! der Kegelrii- '-sverMltnis bei Nietverbin· 

der 573. dungen 503. 
Er<tarrung!'wiirme 290. , Fest- und Losscbeibe 597. 
Eulers"he Formeln 53. : Fette. Starr- ~27. 
-- Knickformel 390. I Fettpressen 528. 
- -. A hleitung der - XC), i Feuchtigkeitsgebalt der Luft 
Eulersr.he Zahl 13. . 312. 
Eupex-Kupplung 554, Feuerfeste Steine 477. Taf,·1 
Evans·Lenker 11 1. i 476. 
EvoJnte 96. I FenerranmwarmebeJa<tung 
Evolvenlp C)6. I 341. II 5. 
- (Zahnforml 560. i Feuerung, Leistungssteigeru~ 

n-Ver7ahnnn,:: fur Gerad- i der - 341. 
zahn- nnd SChragzabO-Ke-I, Filrnknnripnsation 297. 
gelriider 573 575. Fisr,hp.r-Trol'.cb-Benzinsyn-
- -Geradzahn- und Srhrag- these :uo. 
zahn-Stimrader 563, 570. ,Flache. Gleichung einer 

EXl'lizite Funktion 1)3. i 12~. 
Exponent einer Potenz 34. . -n im Raume 125. 
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, Fliichengescbwindigkeit 209. 

- -inbalt ebener Figuren 160. 
- - bei Polarkoordinaten 76. 
- '-momente 369. 
- -pressungen in Lagern' 531 f. 
- - bei ruhenden Korpern 

651. 
- - bei Zapfen 528. 
- -satz 250. 
- -widerstand 269. 
Flachgewinde Sit. 
- -keiJ 508. 
- -stumpfniihte 488. 
Flammpunkt der Schmier61e 

483. 
Flammrohr-Rostfeuerung, 

Strahlung der - 294. 
Flanschenberecbnung 615. 
- -robre 616. 
Flanschverbindung 617. 
Flascbenzug 191. 
FleiBner-Verfabren 328. 
Fliehkraft 232. 
Fliphmoment 369. 
FlieBgrenze 437. 
FlieBkohle 329. 
FluchtJinientafel 150. 
Fluchtrecht 150. 
Fliige!sche Leitschaufeln 265. 
Fliigelstreckung (Flngzeug) 278. 
Fliissige Brennstoffe 325. 
Fliissigkeiten, Dynamik der-

s. StromungsJehre. 
-, Statik der - 243. 
Fliissigkeitsreibung 251. 
FlnBstablgewinderohre 616. 
- -rohre 616. 
ForderhOhe. geodiitische - 181. 
-, manometrische - 181. 
Formiinderung durch Drebung 

39Q. 
- durch Schub 396. 
- sarbeit bei Zug und Druck 

355. 
- shypothese 352. 
- szustand, ebener 348. 
- -. einachsiger 345. 
Formstiicke der Rohre 614. 
Formen. unbestimmte - 55. 
Formwiderstand 269. 
Formzahl 421. 
Fortschrittsgrad (Propeller) 285. 
Fouriersche Reihen 139. 
Freie Achsen 233. 
Freipr Fall 204. 
FreifluBventil 624. 
Fremont-Kurbe! 541. 
Frequenz 236. 
Frese-Forme! 259. 
Froudes Modellge!'etz 252. 
Funktion, Ableitung der -

65. 
-~, Arrus- 62. 
-. Area· 64. 
-, Darstellung 134. 
-. e.pJizite - 93. 
-. Hilf.- 113. 
-, Hyperbel- 63. 
-, implizite - 68. 93. 
-, Integration einer - mit 

konst. Faktor 77. 
, -. Kreis- (Tafel) 24. 
I '-. periooische - en 139. 

" 
-. trigonometrische - en 56. 
-5leiter 148. 
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Fnnktionspapier 135. 
-, Umkehr- 62. 

Geschwindigkeit, mittlere 204. GrauguB 458. 
~bwindigkeitsenergie 247. Grauer KOrper 294. 

- en mit drei und mehr Va· - .plan 211. GrenzmaB 497. 
riablen 147, 148. Gestaltlindcrungsarbeit, Hypo· Grenzrlider 567. 

-, zusammengesetzte - 144. these der - 353. Grenuauhigkeit 263. 
-, zyklometrische - 62. Gestra· Kondenstopf 622. Grenzwert 64. 
FuBkriimmer 614. Gewicbt 220. Grenzzlibnezahl 565. 

Gewicht der Einzelmessungen Greisel·Gummihaut 630. 
OanghOhe der Schraube 511. 132. Griechisches Alphabet 674. 
- der Propeller 286. Gewichte von Band-, F1ach- Groilleistungsgetriebe 581. 
Gangpolbahn 214. und Breitflachstahl 669. GroBzahln-chnung 139. 
Gase, Adiabate 301. -, amerikanische - 674. Grundablall 258. 
-, adiabatische Dehnung der I - von Draht 671. Grundgesetz der Verzahnung 

Gase (ZahIentafel) 639. I -, englische - 673. I 55'1. 
-, aUgemeine Zustands· I -, Lager- 648. Grundintegrale 77. 

gleichung der - 298. '- von Metallplatten 670. Grundring, St('pfbuchsen- 631. 
-, AusfluB der - 305. - von Quadrat·, Sechskant· I - ·toleranz 500. 
-, Avogrado-Gesetz 299. , und Rundstahl 670. 1- -schwingung bei der Analyse 
-, Drosselung 303. i -, Raum- 64'1. von Schwingungen 139. 
-, Druck.verlust in Rohr-; -, spezifische - 647. - .. zahl (Basis) der Logarith~ 

leitungen 612. ! -, - - metallischer Werk- men 35. 
-, Entropiediagramm 316. stnffe 486. Guldin, Satze von - 164. 
-, lsentrope 301. Gewinde, metrisches - Sit, Gummi 482. 
-, lsobare 300. 512. - -riemen 590. 
-,Isocbore 300. -, Fein- 51t, 514. -, synthetischer - 482-
-, lsotherme 300. _. ·herstellung 516. -, Weich- 482. 
-, Kreisprozesse 303, 317. -, Rund- Sit. Gilmbelsches Verfahren 241-
-, Mechanik der - 298. ! -, Sagen- Sit. Gu6eisen 458. 
--, Mischung von -n mit 1-, Solt- 5f5. -, Temper- 460. 

Diimpfen 310. -, Trapez- 511, 512. -, Wachsen des -s 460. 
--, Mol 299. -, Wbitworthrohr- 511, 514. -, ZusammensteUung der 
., , mittlere spez. WArme 300 - -zapfhahn 628. wicbtigsten ·sorten 459. 

(Tafel 636). Giellereidrehkran, Ausleger zu GuBmessing, Festigkeit 46t. 
-, Poly trope 302. einem - 202-
-, Polytropische Dehnung der GittprstrOmung 250. 

Gase (Tafel) 639. Glas 479. 
-, spezif. Warme 300, 636. GleichgewicbtsbObe 245. 
-, Verbrennungsrechnung fIlr Gleichgewicbt, Arten des - es 

Gase 333. 176. 
- , voIlknmmene - 298. Gleichsetzungsmethode zur La-
-, Zustandslinderungen der - sung von Gleichungen 'It. 

300, 316. Gleichung, Mollweidesche 61. 
Gasfeuerung 344. -, Npppersche - 6t. 
- ·fOrmige Brennstoffe 326. Gleichungen 40. 
- -gewinde 511. -, algebraische 40. 
- -konstante 298. -, Bestimmungs· 40. 
- -rohr 616. I. Grades 40. 
Gasol 331. _. 2. Grades 42. 
GauSsche Fehlerkurve 138. - 3. Grades 46. 
- s Fehlerintegral 138. - hOberen Grades 48. 
GauBsche Zahlenebene 37. -, homogene 42. 
Gediimpfte Schwingung, 'Diffe- -, identische 40. 

rentialgleichung der - n - -, transzedente 40, 
89. I -, U\sung der - mittels Ad-

- -, Kurve der -n - 124. I ditionsmethode 41. 
GelliS unter innerem und auBe- I -, - - Determioanten 42. 

rem Druck 412, 413. -, - - Einsetzungsmethode 
Gefrierpunkt 289. 41. 
-e einiger KOrper 635. -, - - Niiherungsverfahren 
Gegenkurbel 600. 48. 
Gelenke 522. -, - - Nomographie 44, 47. 
Gelenkviereck 211, 212. -, - - Zeichnung 43, 48. 
Gelenkwelle 538. Gleichwertiger Durchmesser 
Genauigkeitszahl beim GauS- 292. 

schen FehJergesetz 138. Gleitfedem 509. 
Gecmetrie, analytische - 90. Gleitlager 528. 
Gecmetrische Reihen 50. GleitmoduI 345. 
- s Mittel 50. Gleitreibung 184. 
Gerade Linie, Gleichungen der Gleitwinkel (Tragflilgel) 275. 

-n - 91. - (Propeller) 285. 
- Linie im Raume 124. Globoidschnecke 576. 
- -. Richtungskonstante 91. Glockenkurve 138. 
-r Stab, Biegung 355. Grafsche Siebkurve 478. 
Geschwindigkeit. kritische 306, Grammkalorie 289. 

310. Grashofsche Zahl 292. 

Haarhygrometer 312. 
Hafendrehkran, Ausleger zu 

einem - 203. 
Haftreibung 183. 
Hahne 627. 
Halbkugel, Schwerpunkt 18t. 
Halbrundniete 503, 666. 
Halszapfen 529. 
HammerschweiBung 488. 
Harmonische Analyse (Fourier-

sche Reihen) 139. 
'I - Reibe 51. 
; - Schwingung 236. 

1

- Schwingungen, Analyse des 
-n 139. 

Hiirten 445. 
Hiirtepriifung 440. 
- nach Brinell 440. 
- oach Poldi 441. 
- oach Rockwell 440. 
- nach Shore 441. 
- nach Vickers 440. 
- mit Vorlast 440. 
HartguB 459. 
Hartlot 471. 
Hartverchromen 485. 
Haufigkeit der Becbachtungs-

fehler 130. 
Hauptachsen 370. 
- -richtungen der Spannuogen 

347. 
- -satz, erster - der mechani

schen Wiirmethecrie 297. 
- -, zweiter - der mechani-

schen Wiirmethecrie 304. 
- -spannuogen 347. 
- -trligbeitsmomeot 370. 
- -weUenlei tungen. Drehzahl 

der - 538, II 515. 
Hauptlager v<>n Kraftmaschi

nen 534. 
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Heddur 466. Hyperbelfunktionen 63 (Tafel I kcal 289. 
Hei6dampfschieber 625. 30). Kegel, Inbalt und MantelfIache 
Heizole 326. -, Grundformeln 64. . 162. 
Heizwert 322. --, Reihen fiir - 54. : - -lager 544. 
-e, Zahlentafel 320, 321, 326, -, Umkehrfunktionen der - I - -mantel, Scbwerpunkt lSI. 

327. 64. I - -rader mit geraden Zabnen 
Heizwertzahl 322. -, Zusammenhang zwischen -- 573. 
Hermannsches Gesetz 2GI. und Kreisfunktionen 64. -, Profilverschiebung 574. 
Hertz 206. Hypozykloide 119, 560. - - mit Schrag- und Bogen-
Hertzsche Gleichungen 417. zabnen 575. 
Hessesche Normal1orm der i, Einheit der imaginiiTen -- -, TeiJkreiskegel 573. 

Ebene 125. Zahlen 37. - -schnitte 98. 
- - der Geraden 91. ' Identische Gleichungen 40. - -, Gemeinsame Behand-
HildebTandt-Kupplung 555. Imaginiire Zablen 37. lung der - - lOS. 
Hin-nnd-her-Biegeprobe 443. Immediatanalyse 323. Kegelflex-Perbunan- Kupplung 
Hirth-Verzahnung 542. Implizite Funktion 93. 554. 
Hitzebestiindige Stiihle 455. Impuls 225. -stift 521. 
Hochdruckflanschverbindung - -moment 250. --schwerpunkt 181. 

61S, II 361. - -satz 249. Kegelstumpl, Inbalt und Man-
Hochdruckschmierung 527. Indifferentes Gleichgewicht I 76. telflache 162. 
Hochhubsicherheitsventil629, Ilnduzierter Widerstand (Trag- -, Schwerpunkt lSI. 

II 77. flogel) 278. - -feder 411. 
Hochofenzement 477. Inhalt von Korpern 162. Kehlnahte 489. 
Hohenformel 246. Integral, bestimmtes 74. Kei! 507. 
Hohlkeil suS. - -formeln 78. ' - -abmessungen 50S. 
Hohlkugel, Festigkeit der i ·-e, Grund- 77. - -anzug 508. 

unter au6erem und iunerem : -- -kurven 83. I' -, Einlege- 508. 
Druck 413. - e, mehrfache 76. , -, Flach· 50S_ 

Hohlringpackung 632. '- -rechnung 73. -, Hohl- 508. 
Hohlzylinder, lnhalt 162. -, unbestimmtes 73. -, LAngs- 507. 
- unter iiuLlerem Imd innerem Integration einer Funktion mit -, Nasen- 508. 

Druck 412. konstantem Faktor 77. -, Nasenhohl· 50S. 
--, Triigheitsmoment 224. - ,instnlme •• teUe .- 159. -, Normen 50S. 
Holz 473. --, mehrfache - 76. - -nut, Bewegung in -en 187. 
-, Festigkeitseigenschaften von Summe oder Differenz -, Quer- 510. 

474. 77. - -reibung 186. 
-, vergtitetes - 473. - durch Substitution 78. - -riemen 594. 
-, zulilssige Beanspruchungen -, teilweise orler partielle 7S. - -riemen-Tafel 650. 

475. -, zeichnerische ISS. -, Rund- 508. 
Hookesches Gesetz 346. Interpolationsformel von New- - -schieber 625. 
Hooksche Gelenkkupplung ton 155. -, Schwerpunkt 181. 

554. Irrationale Zahlen 36. -, Tangential· 509. 
Howaldt-Packung 631. Isa-Passungen 497. -, Treib- 50S. 
Hubtaktschmierung 527. i-s-Diagramm fUr Wasser- - -verbindung 507. 
Huf, Zylinrler-, Inhalt und dampf 318. - -wellen 509. 

Mantel 162. Isentrope der Gase 301. 1-' Wirkungsgrad lS6. 
Huhnsche Stopfbuchse 632, 633. Isobare 300. -, Woodruff- 509. 
Hiillkurve 98. Ilsochore 300. Kelvin 2S9. 
Hutmutter 513. ' Isotherme der Gase 300. Kennzahl (Flugtechnik) 252. 
Hiittenkupfer 461. , - des Na6dampfes 3OS. ! - (Flugzeug) 252. 
Hydraulik-Pressenpackung630. Isotbermen bei Lagern 529. - (Propeller) 286. 
Hydraulischer Radius 263. lsothermische Zustandsiinde· Kennziffer der Siedekurve 325. 
Hydrierung 330. rung, Arbeit bei -r - der - der Logarithmen 36. 
Hydrodynamik s. Stromungs- Gase 75. Keramische Stoffe 475 Tafel 

lehre. IstInaLl 497. 476). 
Hydronalium 466. , It-Diagramm 336. Kerbempfindlichkeit 428. 
Hydrostatik 243. 'I iz-Diagramm 313. Kerbempfindlichkeitszabl 428. 
Hygrometer 312. IZ·Stiihle 447. Kerbschlagversuch 44t. 
Hyperbel 105. - -stift 521 . 
... , Asymptoten der - 106. KaffeelOffelexperiment 253. - -verzabnung 510. 
-', Bildungsgesetz 105. Kiifige der Willzlager 546. - -wirkung 427. 
'-'. Brennpunkt 105. Kalotte, Kugel-, Kappe und In· - -wirkungszahl 427. 

" Brennstrahl-Liinge 106. halt 163. - -zahigkeit 44t. 
, Gleichungen der Normalen I Kiiltemaschine, Leistungszahl Kern des Querschnittes 404. 

und Tanl(ente 107. der - 305. - -weite 404. 
" gleichseitige - 106, 107. KaItemittel, Wiirmeiibergang Kesselbaustoffe 453, II 66. 
, Konstruktionen del' - 106, 293. Kettenlinie 1 I 7, 8S. 

107. Kaltverformen 446. - getriebe 5S9. 
-, Kriimmungsradius lOS. Kammlager 529. -nregeI67. 
-, Mittelpunktgleichung 105. -, Michell· 536. Kilokalorie 289. 
-, numerische Exzentrizitiit Kammzapfen 529. Kilowatt 2S9. 

105. Kapillarkonstante 244. Kinematik 203. 
-, Polargleichung 107. - -olung 525. Kinematische Zahigkeit 251. 
. '. Scheitelgleichung 105. - -wirkung 243. Kinetik 219. 
--II l¥}bP-f~'''; Orrlnun.g 1,t·i. ; Kardioide 119. Kinetische Energie 222. 
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Kirchhoffsches Gesetz 294. KOrper, Umdrehungs·, Inhalt I Kritische Drehzahl 238. 
Kleine Winkel, Rechnen mit und Oberflache s. Dreh- - Temperatur 307. 

-n -n 58. kllrper. -8 Druckverbiiltnis 306. 
- Zahiengrlll.len, Rechnen mit Korrosioo 429. - Geschwinrligkeil 237, 238. 

-0 -n 55. Koswa·Ventii 624. I Kronenmuttrr 519, 520. 
Kleinste Quadrate, Methode K-Profil 510. Krumme Urne in der Ebene 93. 

der - 135· Krackung 331. im Raume 126. 
Knickformel (Euler) 390. Kraft, Einheil der - 220. -r Stab, Biegung 387. 
- (Tetmajer) 391. - -eck 169. 357. Krummer 614. 
Knickspannung 390. - -maschinenkupplung 558. -, Widerstand im - 264. 
Knickung 389. -, Mittel- ·165. Krummung 96. 
-, Druckstllbe, zweiteiIige Krafte. aullere - 165. -skreis 96. 

393. -, Gleicbgewicht der - 165, Kruppsrhe geba"te Welle 541. 
-, elastische - 390. 168, 173. -s Getriehe 581. 
-, Knickkraft 389. in d. Ebene, Zusammenset- KS-Seewasser 466. 
-, Knickzahl 392. zungundZerlegungvon-n Kilbel, Inhalt 163. 
-, ro-Verfahren 392. 165. Kubikwurzeln (Tafel) 2. 
-, Schlankheitsgrad 390. - -paar 176, 177. - -zahlen (Tafel) 2. 
-, Sicherheit 391. -, parallele - 171. Kubische Gleichungen 46. 
-, Tragheitshalhmesser 390. - -parallelogramm 165. 1- Parahel 112. 
-. unelastische - 391. -, polygon., -zug 169. Kngel, Gleichung der - 126. 
Knotenpunkt 241. - im Raume 166. -, Hohl-, Festigkeitder - 413. 
Kogasin 331. - -Zusammensetzung 167, 171. - -inhalt 163. 
Kohlenstauh, Abbrandkurve Kriimer-MiIhlenfeuerung 329, - -oberfl~che 163. 

342. II 23. -, Trllgheitsmoment 224. 
-, Brennweg 343. Kranausleger 201. Kugellager s. W1Uzlager. 
-, Brennzeit 342. Kraterbrucb 418. - -zapien 529. 
- -feuerung 341. Kreis (als Kegelschnitt) 98. Kugelabscbnitt. Inhalt und 
-, Brennkammerbelastung343. -.Inhalts.Zahlentafeln2-21. Mant.IfIAche 163. 
- -herstellung 328. II 23. -, Mittelpunktgleicbung 98. - -, Schwerpunkt 181. 
-, Miiblenhauarten 329. -, Polargleichung 99. -, Rauminhalt 163. 
-. Schwebegeschwindigkeit -, Scheitelgleichung 98. - -ausschnitt, Inhalt und Ober· 

341. - -tangente, Gleichung der- flitche 163. 
Kohleostoffstahl, unlegierter - 99. - -. Scbwerpunkl IRI. 

446. -, Umfang s. Zahlentafeln 2 - -drdeck. ManleWAche 163. 
-, - -steine 476. bis 21. - -baube. Schwerpunkt der 
Koks 321. 322, 329. Krei""hschnitt, Flache 161; Ta- Mantelflii.che 180. 
Kolhen 607. II 132, 156. fel 28. - -kalottr s. I(uhelabsrbnitt. 
- -beschleunigung 599. -, Scbwerpunkt 180. - -keil. lohalt und Mantel 
-, durrhhrochrner II 219. - -ausschnitt, Inbalt 161. 163. 
- -geschwindigkeit 598. - -, Schwerpnnkl 180. - -schale. TrAgheibomomeot 
-, Lokomotiv- 611. Kreisbogen, Hobe 28. 224. 
-, Pumpen- 611. - -, Lange 28. - -schirht. ManlelflAche und 
- -ringe 60s. - -, Scbwrrpunkt 179. ! lnhalt 163. 
- -scbmierung 523. - -evolente 120. I' - -, Schwerpnnkt des Man-
- -stange 607. - -flacbe, Inhall, Tafel 2. , leis IRn. 
- -wege 597. - -frequenz 206 236. I - -zonr, Schwerpunkt 180. 
Kollektiv 130. - -funktionen (Tafel) 24. - -zwei. ck, IuhaJt uod Mantel 
Kombinalionslehre 38. - -funktionen 54. 56. 11i3 
Kompensator, MetallschJauch- - -kel(el, Mantelflache nnd In- Kulis Verlahren 239. 

621. balt 162. Kunstharzprrllsloffe 472-
Komplexe Zahlen 37. -, Schwerpunkt des Man- - -prrS"ofle 532. 
Kondenswasserabscbeider 621. tels IRI. - -prell,tofflager 533. 
Konforme Beziehung 253. -, Schwerpunkt des KOr- - -sloffe 480. 
Konjugirrlr Achsen (Festig- pers 181. Kupfer 4M. 

kritslrhre) 371. -, Kriimmungs- 96. 1 - -Nicl<ellelrirM1Dl(en 461. 
- Durchmesser 103. - -prozesse 303. - -Zinkle~ierUl gen (Messinge) 
Kontinuitlitsgleichung 251. , - -ring, Flikbr 161. I 4"1. 
Kontraktionskneffizient 257. ! - -riogstiirJ<, Flacbe 161. ! - -Zinnle~ienlDgen (Bronze, 
Konvektion 291. - -, Srhwerpunkt 180. Rotg1tll) 463. 
Konvergpnte Rriben 51. I - -sehnenliinge 28. Kupplungen 551. 
Konvergenzbedingungen bei !I -, Triigheits- 371. -, A1tsrilckbare 555. 

Reihrn 52. ,-' Triigheitsmoment (Tafel) -, Bremsband- II 401. 
Koordinaten, rechtwinkiige 90. 377. -, Cardaniscbes Geleok 554. 
-, Polar- 93. - -umfang, Tafel 2. -, Drebfeder- 553. 
-, Raum- 124. 1-, Wirlerstandsmomenl 377. -, Elbo- 557. 
- -umwandlung 92. 145. 1- -zylinder. Mantelflache 162. -, Elektromagnetische- 557. 
Koplspiel drr ZahnrAder 561. - -, Oberflache und Inhalt -, Europen- 554. 
Korper gleicher Fesligkeit ge- 162. --, Falk-Bibby- 553. 

gen Zug bzw. Druck 354. - -, Schwrrpllnkt 181. -, Fedan- 556. 
- - - gegen Biellllng 360'1 KreisbewegungeinerFlilssigkeit -, feste - 551. 
-, Inhalt, Mantelflache und 248. -, Fliissigkeits- 558. 

OberflAche 162. KreuzgeJpl1kkuppJung 554. - der Hebemaschinen II 400. 
KOrper, Schwerpunkt von -n - -kopf 605. . -, Hildebrandt- 555. 

179. Kriecben des Stahls 424. -, Hirth- 542. 
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Kupplungen, Hooksches Ge'l Lagerentfernung 538. i Lichtbogenschwei6ung 488. 
lenk 554. -, Gleit· 528. Lillsches Verfahren 44. 

-, Kegelflex-Perbuna- 554. ~ -, Haupt- von Kraftmaschinen Uneare Gleichungen 40. 
-', Kraftmaschinen- 558. 535. Unie, elastische 301. 

der Kraftwagen II 642. -, Kamm- 536. -, gerade, in der Ebene 91. 
,Lamellen- 557. -, Meh"'toff- 529. -, -, im Raume 125. 

'-', maguetische - 55i. -, Michell- 536. -, krumme. in der Ehene 93. 
'-, Reib- 556. -, Nomy- 534. Linsenausgleicher 620. 
'--, Reibungskegel- 556. -, Normal- 533. Locbleibungsdruck 505. 
- -, Rutsch- 557. ,- Pre13,tofflager 532. Logarithmen, natiirliche 35. 
-, Scheiben- 551. : - -reibung 522, 524. -, Rrchllen mit - 35. 

, Schraubenband- 557. ! -, Ringschmirr- 526, 534. -, Briggscbe 35-
", Sieherbeits- 557. i - -schalenwerksloffe s. diese. Logarithmische Reihen 53. 

-, Zabo- 552. i . -sehmierung 522, 526. ; - Spirale 121. 
-', ZiebkeiJ- 11 560. ' -, Stiitz- 536. ; -s Dekremellt 90_ 
Kurbel 600. I -, Walz-, s. diese. Logaritbmus, Briggscher (Tafel) 
- - Reduzierte Lange einer -, Wiirmeableitung bei -n 22. 

- 241. 525. -, natiirlicher (Tafel) 2. 
- -lager 535. -. Wiilfel- 53,. Lokomotivkoll,en 611. 
- -schleife 215. Lagerwerkstoffe 471, 529. Losscheibe 597. 
- -trieb 597 s. d. ---, Aluminium- 531. Lote 470. 
-- -. Besrhleunigungen 599. "-, Bleibronzen- 530. LOtzinn 471. 
-. Kolbengeschwindigkeiten --, Bleilegierungen 471. I Liidrrsche Linien 437. 

59M. -, Bronzen 472. Luftbedarf der Brpnnstoffe 332. 
-, Kolbenwege 597. --, Gui3eisen 472, 532. I -, Cina-Hohe 246. 
-. Kraftverhaltnisse 597. "", Kunstharzstoffe 472. 552.' - -druck 246. 
Kurbelwelle 538, 539. ! -, Kupferbronzen 530. -, Einheitsgewichte fenebter 
-, gekropfte -- 539. . -, Magnesium 531. - 645. 
- -lager 531. 535, 538. --metalle 471. - -feurhtigkeit 246. 
- -zapien 601. -, Sinter- 531. - -. lSestimmung der 
Kurbelwinkel und Kolbenwege -, Weichgummi 533. 312. 

(Tafel) 653. -, Zink- 531. I -, Hohenformel 246. 
Kurve. Asymptote ciner - 95. ~,Zinnfreie - 530. I -, Normalatmesphare 246. 
-. Beriihrung von -n 95. -, Zinnlegierungen 471. . -, thoorptische -menge 332. 
-. Bogenlange einer - 79. Lamhertsches Geselz 294. - -iiberschu6 333. 334. 
-,Drehung und Verschiebung Lamellpnkupplung 557. - -vorwllrmung 341. 

von - 145. Laminare Stromung 255. -, Wilrmeiibergang 292. 
-, ebene 93. Lingskeil 507. -. Zahigkeit der - 646. 
- einhiillende 98. Lastdrehzahlen 518. II 516. ,-, Zusammensetzung der -
-, Evolute einer - 96. LaschenslOlle (Sehweill.) 4931 247. 332. 
-. Evolvente einer - 96. Lasten, bewegliehe 197. Luftschraube 283. II 668, 717. 
-, Exponential- 116. Lallfkranschienen 656. -, Berechnung 287. 
-. Gleichung einer - 91. Lastspiel 150. -, Beziehungen am Fliigelblatt 
-, Herz- 119. Lautal466. 284. 
-. bvperboJische - hOherer Lavaldiise 310. -, Fortschrittsgrad 285. 287. 

Ordnung 114. Lebendige Kraft s. kinetische -, Ganghllhe 286. 
-. I ntewal - n 83. Energie. ..:.. Gpsamtwirkungsgrad 286. 
-. Kriimmumg einer - 96. Leder 483. 589. -. Gleitwinkpl 285. 
-, logarithmische 121. - -riemen 589. -. Giitegrad 285. 
- nlehre 90. Leerlallfhuchse 597. -. Kenn1.ahlen 286. 
-. parahoJische - hOheren Legeschliissel 520. -, Schubkraft 283. 

Ordnung tt2. Legierte Stiihle 447. -, Strahl1heorie 283. 
-, polvtropiscbe 116. Legierte Baustable 451. -, VerstpII- 288. 
- Potenz- 111. Legierungen (Tafel 486). -, Wirkllngsgrad 284. 287. 
-, Raum- 126. -', Alummium- 407. -, Wirkungsgradverlauf 286. 
- -scharen 147. --. Kupfer-Zink- 461. Lyrabogen 620. 
-', Schleifen- 03. 'l8. -. Kupfer-Zinn- 41\3. 
- der gediirupften Schwingung -. Magnesium- 469. 

124. -, l'>ickel- 465. 
-, Verstreckung 145, 146. -, Spritzl(llfl- 470. 
-- n. zykli,che tl8. Lehrscbe Schraube 515. 
Kurzanalyse dcr Brennstoffe Leibnizscbe Reihe 55. 

323. Leistung 222. 
Kurz-Venturirohr 260. -s7ahlder Kaltemaschinen305. 

labiles Gleichgewicht 176. 
Labyrinthstopfbuchse 633, 

II 302. 
Lagf'nenergie 24 7. 
Lager 528, s. auch Wiilzlager. 
-, Abrlicbtung 533. 
-, Augen·, Deckel-, Flanscb-

der Hebemaschinen II 401. 
-, Carobronze 530. 
-. Dichtl,lIlgsrillen 533. 

LeiWihiqkeit, elektrische 
metallischer Werksloffe 486. 

Leitlinie (Ellipse) lOS. 
- (Parabel) 99. 
Leiterlafeln 154. 
Leitscbaufeln. Fliigelsche 

265. 
Leitstrahlen der Kegelscbnitte 

99. 108. 
Leitzahl. lI'111ivalente 295. 
Lemniskate 93, 98. 

m (Poissonsche Zabl) 346. 
MAN-Renk-Hiilsenfederkupp· 

lung 553. 
Magnpsitsteine 476. 
Magnpsiumlegierungen 469 

(Tafel) 46R. 
Magneti,che Kupplung 557. 
Magnewin 469. 
Mal ganstabl 458. 
Mallnesmann-Rohre 616. 
Malltisso der Logarithmen 36 

(Tafpl) 22. 
Marinekopf (Scbub>tange) 603. 
Marcu,"c>n-App.rat 483. 
Maschiuen bau zul~ssl~e Span-

nungen 432, 651, 652, 654. 
Masse 220. 
-. reduzierte 225. 
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Massendruck beim Kurbeltrieb 
599, II 196. 

- ..nnheit 220. 
MaBsystem. physikalisches 220. 
-, technisches 220. 
Mauerziegel 475. 
Maxima und Minima 72. 
Mechanik der Dampfe 306. 
- f1iissiger KOrper 243. 
- starrer KOrper 164. 
- der vollkommenen Gase 298. 
Mehrfach gelagerte Wellen 384. 
-e Integrale 76. 
Mehrstolflager 529. 
Messen, hydraulisches - 256. 
MeBlehler 131. 
Messing 461. 
MeBlange bei Festigkeitsprii· 

fungen 438. 
Messungen in J.eitungen 259. 
Metall, Elektron· 468. 
-, Lager· 471, 529. 
- -packung 631. 
- -schlalll'h·Kompensator 621. 
-, WeiB· 472. 
Metalle, Ausdehnllngskoeffi· 

zient 486. 
-, Elastizitlltsmod1l1 486. 
-, F.sti~k.itspriifung 435. 
-, Leitfllhigkeit, elektrische -

486. 
-, Schmelztemperaturen 486. 
-, spezifische Gewichte 486. 
-, - Warme 486. 
-, Temperatllrkoeffizient des 

elektr. Widerstandes 486. 
-, Warmeleitzahl 486. 
-, zulassi~e Spannungen 432, 

433, 651, 652. 
Metalliscbe Oberziige 485. 
Melazentrum 245. 
Methanol 331. 
Methode der kleinsten Qua· 

drate 135. 

Sachverzeichnis. 

Mohr, Verfahren von (Trllg-
heitsmomente) 375. 

Moivrescher Satz 37. 
Mol 299. 
Molekulargewicht 299. 
Mollier-is·Diagramm 318. 
- -iz-Diagramm 313. 
Mollweidesche Formeln 61. 
Molybdanstahl 447, 451. 
Moment der BewegungsgrOBe 

226. 
- einer Kraft 169. 
-, Scbwung· 223. 
-, statisches 169. 
- der Zaplenreibung 188. 
-, Zentrifugal· 369. 
Momentanpol 211. 
Momentanwert der Sinusfunk-

tion 121. 
Momentenbeiwert (Tragf1iigel) 

274. 
Momentenflllche, Biegung 357. 
-, Drehung 398. 
Momentengleichung 173. 
Monehnetall 465. 
MOrteI477. 
Muffenrohr 615. 
Muttern 512, 518. 
-, Doppel- 520. 
-, Elastic-Stop- 520. 
-, Hut· 518. 
'-, Kronen- 520. 
-, Nut- 518. 
-, Pennsche - 520. 
-, Secbskant- 512, 518. 
-, Werkstoff 454. 

Naben 430, 537. 
NadeJlager 544. 
-, Bt>lastbarkeit 546. 
Naherungsformeln beim Zah

lenrechnen 55. 
- - bei Integrationen durch 

Reihenentwicklung 53. 
Metrisrhes Feingewinde 511 Naberungsverfahren von New-

(Tafel 514). 
- Gewinde 51 t (Tafel 512). 
M·F1ache, M·Linie 191. 
MichelI·Lager 536. 
Mikron 290. 
Millibar 246. 
Minderventil 629. 
Minima 72. 
Mipolam 481. 
Mischung von Gasen und Damp· 

fen 310. 
- von Luft und Wasserdampf 

311. 
Mitnehmerverbindungen 509. 
Mittelspannung 350. 
Mittelwert bei Messungen 136. 
Mittlerer Beobachtungsfehler 

135. 
Modul komplexer Zahlen 37. 
- der Logaritbmen 35. 
-, Teilungs- 150. ' 
-, Zahnrad 561. 
Mohr·Guest, Theorie von 

352. 
Mohr-Land, Tragheitskreis von 

371. 
Mohrscher Satz (Festigkeits· 

lehre) 363, 368. 
Mohr, Verfahren von -

(Schwerpunkt) 182. 

I ton 48. 
I, Nahtfonven beim SchweiBen 

488. 
Nahtlose FluBstah1rohre 616. 
Nasenkeil 50s. 
NaBdampf 307. 
Naturgummi 482. 
Natiirliche Logarithmen 35. 
- - (Tafel) 2. 
Nehls, Verlahren von -

(Schwerpunkt) 183. 
- -ROtscher-Verfahren 373. 
Neilsche Parabel 114. 
Nenndauedestigkeit 427. 
NennabmaB 497. 
NenngrenzmaB 497. 
NennmaB 497. 
Nennspannung 421. 
Nepersche Formeln 61. 
Neutrale Achse, - Faser 359-
Newtonsche Schubspannung 

251. 
- s Grundgesetz 219. 
- Naberungsverfahren zur 

AuflOsung von Gleichungen 
48. 

Nichteisenmetalle 460. 
Nichtrostender Stahl 455. 
Nickel 465. 

I - -Chromlegierungen 465. 

Nickel-Kupferleglerungen 465. 
- -Kupfer-Zinklegierungen 

465. 
'- -stahl 447 (Tafel 451, 452). 
Nieten 502, 503, II 70S. 
Nietung 502. 
-, Arten der - 503. 
-, Benennung der Nieten 502. 
- der Dampfkessel 502. 
-, Doppellaschen- 503. 
- der Eisenkonstruktionen 

50S. 
-, 'Oberlappungs- 503. 
-, Tafel der -en 504. 
Nikuradse-Formel 261. 
Nitrieren von Stahl 446. 
Nomographie 144. 
Nomographische LOsung kubi-

scher Gleichungen 47. 
- - quadratischer Gleichun· 
, gen 44. 
Nomogramm der Kolbenwege 

653. 
- zylindrischer Schrauben

federn 655. 
Nomy-Lager 534. 
Normalatmosph1lre, deutsche-

246. 
-, internationale - 245. 
Normalbeschleunigung 206, 

208. 
-e 94. 
-e fiir Polarkoordinaten 95. 
- -form einer quadratischen 

Gleichung 42. 
- -form, Hessesche - 91-
- isieren von Stahl 445. 
- -kubikmeter 299. 
- -lager 533. 
- -spannung 345, 402. 

- bei zusammengesetzter 
Festigkeit 402. 

- - und Schubspannung bei 
zusammengesetzter Festig· 
keit 405. 

Normungszahl 497, 502. 
Numerische Exzentrizitat t03, 

t05, t09. 
NuIIinie (neutralej Achse) 

359. 
- ·rMer 576. 
Nullvektor 128. 
Nusseltsche Zahl 292. 
Nuten 50s. 537. 
- -keil 508. 
Nutmutter 518. 
Nutringstulpen 630. 

OberfIachen von KOrpern 
t62. 

- -ziffer 428. 
Oberschwingung bei der Ana

lyse von Schwingungen 
09· 

Oberspannung 350. 
Ole, Schmier- 483. 
Olfellerung 343. 
-, Verhrennungsvorgang in der 

- 343· 
Olnuten 523. 
Olscbmierung 525. 
- -tropfapparat 526. 
Omel!'a· Verfahren 392. 
Ordinate 90. 
Orthogonale Trajektorie 98. 
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Paarung der Stirnzahnrader Planetengetriebe, riickkehrende I Priifung, Probeabmessungen 
560. 584. 'I 438. 

Packhabn 627. Platin 486. , -, Rotbrucbversucb 443. 
Packung 630. Platten, Festigkeit von ebenen : - der SchweiBbarkeit 443. 
PaUoid-Spiralkegelrader 575. - 415. : -, Stauchproben 443. 
Pantal 467. -, Tragheitsmoment 224. I ._, Tangentialpmben 436. 
Parabel 99. Plattieren 485. : --, technologische - 443. 
__ , Bildungsgesetz 99. Pleuelstange s. Schubstange. i·-, Tiefziehprobe 443. 
--, Bo>genlange 80. Plexiglas 480. I' --, VGB-Probe 442. 
_, Flikhenillhall 102. Poissonsche Zabl 345, 346. -, zerstorungsfreie Priifverfab-
_ -nache, ~chwerpllnkt 180. Pol 205. , ren 444. 
_ Gleichung der Tangente und - des Kraftecks 169. 1-' Zugversuch 437_ 

'Normalen \02. 1- -koordinaten, Normale, Sub- Psychrometer nach Assmann 
_ Konstruktionen der - 100, normale, Subtangente und 312. 

, 112. I Tangenle 95. Punkt, Doppel-einer KlIrve98. 
--, Kriimmungsradills 97. ! - -kurven 213. . 'I - !n der Ebene 90. 
_ kubiscbe - 112. -- -strahlen (Statik) 169. I - 1m Raume 124. 
_: Neilsche - 114. Polardiagramm (TragfliigeJ) , - -kurvenliibrung 213. 
_, Parameter 99. 275· -, Wende- 96. 
_, PolargJeichung \02. .- -koordinaten 81. Pyramide, Inhalt 162. 
_ quadratiscbe - 112. Polare des F1ugzeugs 281. -, Scbwerpunkl 18t. 
_' Sebeitelgleicbung 99. Polares Triigbeitsmoment 369. - -nmantel, Scbwerpunkt 181. 
_ '-segment, F1acheninbaIt 102. Poldi-Harte 441. -nstumpf. Scbwerpunkt 181, 
_ semikubische - 114. PolitaI 466. 
__ ' vierter Ordnllng 113. Polymerisation 331, 48\. Quadrat-e, Metbode der klein-
Paraboloid, Rotations- s. Dreh- Poly trope 116, 302. ,sten - 135. 

korper. Polytropiscbe Kurve 115. '. -- -querschnitt, Kern 404. 
Parallel -e Krafte 171. --, Dchnung der Gase (Tafel) - -, Tragbeits- und Wider-
- -epiped, rechtwinkliges -, 639. standsmoment 378. 

Inhalt und Oberflache 162. - R"brleitungen 620, II 361. -- ·wurzeln (Tafel) 2. 
-ogramm, Inhall 161. - Zustandsiinderung 302. - -zahlen (Tafel) 2. 

- der Kriifte 165. PortIandzement t77· Quadratische Gleicbungen 42-
_ Scbwerpunkt der Flache Potentialstromung 254. , -, graphische Losllng 43. 
180. - ·wirbel 248. ' -, Lasung durcb Rechenschie-
_. Scbwerpunkt des Urn- Potenz (Tafel) 2. ber 43. 
fanges 179. I -, Ableitung 66. -, nomographische Liisung 44. 

_ -verschiebung des Koordi- - en, Rerhnen mit 34. - Parabel 112. 
natensystems 92, 145. -en, Reihenentwicklung 53. Qualitaten (lsa) 500, 501. 

Parallel-Scbieber 625. - -gesetz von Bach-Schille 346. Quarz 480. 
Parameterdarstellung von Kur- - -kurve ttl, 115. - -glas 477. 

ven 81, 147. Prandtlsche Kennzabl 292. - ·gut 477. 
Parkerisieren 485. - Staurohr 256. Querdehnung 439_ 
Partielle Integration 77. - Tragflilgeltheorie 278. , - -keil 510. 
- r Differential'lllotient 58. - Zahl 261, 292. I - -kraft 355. 
Pascalsches I>reieck 34. PreBsit? 501. I -- - -Wiche 356. 
- Gesetz 244. PreUstoffiager 533. i - -kiirzung 346. 
PaBfedern 508. Prinzip der virtuellen Ver-; - -lager 545. 
- -maB 497. . riiekungen 175· I - -scbnittsanderungen(hydrau-
_ -stift 522. Prisma, Inhalt 162. lisch) 267. 
- -toleranz 497. -,Oherfliiche 162. - -schnittserweiterungen 266. 
- -toleranzfeld 497. -, Schwerpllnkt 181. - -zahl 345. 
Passung 497. Proben, technologische 443. Quetschgrenze 439. 
-sfamilie 499. Probesrobe (Festigkeitspriifung) 
Pecletscbe Zahl 292. 438. 
Pendel, mathematiscbes 228. ProeU-Packung 632. 
- -lager 543, 549. Profilverschiebung bei Kegel-
Pendellange, reduzierte 237. radern 574. 
-, pbysiscbes 236. -sfaktor 567. 
-, Schwingungsrnittelpunkt Propeller s. Luftschraube 

237. ProportionaIitiitsgrenze 346, 
Pennsche Sichenmg 520, 604. 437. 
Perlecta-Schmierhahn 628. Priifung der Werkstoffe 435. 
Periode der Scbwingung 237. -, Biegeversuch 439. 
- der trigonometriscben -. Charpyprobe 442. 

Funktionen 57. -, chemische - 443. 
Periodische Funktionen 139. -, Dauerversuch 442. 
Perizykloide 561. -, Druckversuch 439. 
Perlit 445. -, DVM-Probe 442. 
Permutationen 38. -, Fa!tversuch 443. 
Phasenverschiebung 123. -, Harte- 440. 
- -winkel 121. -. Hin- und Herbiegeprobe 
Pitotrohr 256. 443. 
PK-Getriebe 588. --, Isaprobe 442. 
Planetengetriebe 584. -, Kerbschlagversuch 441. 
-, einfache 584. - _ Probeentuabme 436. 

Radikand einer Wurzel 35. 
Radscheibenberechnung 414. 
Rastlinien 421. 
- -polbahn 213. 
Rationale Zablen 36. 
Rauchgase s. VerbrennUDg. 
Rauminhalt von K(\rpern 162. 
- -einbeitsgewichte 647. 
- -gewichte von Baustoffen 

648. 
Raumkoordinaten 126. 
- -kurve 126. 
Rechnen mit kleinen Zablen

groBen 55. 
Rechnerische Vedahren der 

praktischen Mathematik 
155. 

Rechteckfeder 409. 
- -inha!t 161. 
- -querschnitt, Biegung u. 

Drehung 408. 
- -querschni tt, Drehung 401. 
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Rechteckquerschnitt, Kern 404. 
- -, Scbub 396. 
-, Tragbdts- undWiderstands-

momeut 372, 378. 
Reduktion einer genuteten 

Welle 241_ 
kegeliOrmigerWellenabslitze 
240. 
einer KurbelkrOpfung 241. 
von Tragbeitsmomenten 
225. 

Reduzierventil s_ Minderventil. 
Reduzierte Form einer kubi-

schen Gleichung 46. 
- Masse 225. 
Reelle Zahlen 36. 
Regelllietabstlinde 669. 
Regelung, Area- 630. 
-, Askania- 629. 
Regula falsi 48 
Rebbock-Fonnel 259. 
Reibkupplung 555. 
Reibuug 183. 
-, Baud- 189. 
-, Bewegungs- 184 (Tafel)185). 
-, Hebe1arm der rollenden -

186. 
- am Keil 186. 
- in Keillluten 187. 
-, Lager- 188. 
- an Rollen und Rollenziigen 

190. 
-, Rollende- 185. 

der Rube 183 (Tafel 185). 
- an schiefer Eben. 183, 185. 
- an Scbrauben 187. 
-, Seil- 189. 
-, Umscblingungs- 189. 
-sarbeit 188. 
-sgetrie"" 587. 
-skegel 184. 
-kegeJkupplung 556. 
-skraft 184. 221. 
-skupplung 555. 
-smoment 188. 
-sraner 51\7. 
-swinkel 183. 
-szablen 185. 
Reiben 49. 
-, Arcusfunktio'1en 54. 
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Rentenrecbnung 51. 
Resonan. 238. 
Restglied der Reihen 52. 
Resultierende von Kraften 165. 
- s Kraft.paar 177. 
-5 Moment 177. 
Reynolclsche Zabl 252, 270. 
Rheiventil 624. 
Rhombus, In halt 161. 
Richtungskoostante 91. 
Riemen. A usheute des - s 591. 
-, AWF-Tafel 649. 
-, Bererhnung des -s 593. 
- -breite 596. 
-, Durchzugsgrad 591. 
-, g~kreuzter 595. 
-, gesl'i,willcligkeit 590. 
-, Gummi- 590. 
-, Haar- 590. 
-, Keil- 594, Tafel 650. 
- -klasseo 590. 
-, Leder- 590. 
- -scheibe 595. 
- -schlup! 593. 
- -schluBverhiodungen 590. 
- -spannrolle 592. 
-, Stablbaod- 590. 
- -trieb 589. 

-, Acbsdruck 591. 
- -, Acbsenabstand 595. 
- -, Auordnung 595. 
- -, Ob.rsetzung 593. 
- -verl>indung 590. 
- -vorspannung 592. 
Riemsr·h.ibe 595. 
-. BOOen- 59/;. 
Riemenscbeil en-Breite 595. 
- -scheibe, Holz- 597. 
-, Fest- und Los- 597. 
- n- Kranz 595. 
-, Stufen- 597, II 524. 
-, Werkstoff 595. 
-n-Willbung 596. 
Ring s. aucb Kreisring. 
- -f.cler 411. 
- -flacbe, lohalt des Sekt.m; 

1(,1. 
-, rotierender - 233. 
- -schmierlager 534. 
- -schmierung S21i. 

-, arithmetiscbe 49. 
-, binomisrbe 54. 
-, encllkbe 4Q. 
-, Exponential- 53. 

- -stlick, Kreis-, Schwerpunkt 

I 180. 
-, Tragheitsmoment 224. 
RitteJ'!'Ches Verlahreo 196. 
Robervalsche Waage 175. -, Fourie"",he 139. 

-, geometrisrbe 50. 
- , goniometrischr 54. 
-, harmonische 51, 52. 
-, Hyperbelfunklionen 54. 
-, KOllvergenzhedingungen 52. 
-, Kreisfunktionen 54. 
-, Leibnizsrhe 55. 
-, ln~arilhmi<rhe 53. 
-, NAberungsformolu 55. 
-, Potenz- 53. 
-, Summe der - 49,S\. 
-, Taylc,rf;rhe 52. 
-, Unbestimmte Formen 55. 
-. unellcllirh. 51 
ReiBfestigkeit 438. 
- -lange 354. 
Rekt;fikation von Kurven 79. 
Relativbewegung 214. 
- -geschwincligk.it 214. 
- e Haufigkeit 130. 

RockweUhiirte 440. 
Roheiseo 444. 
Rohr(e) 612. 
-, Ausgleich- 620. 
-, Bererhnung der - 613. 
-, biegsame 617. 
-, Bld- li17. 
- -bruchventil 629. 
- , Dehllungsa 620. 
- unter aulleTf"m nnd innerem 

Drurk 412, 413. 
-, I1nlrk<tufen 612. 
-, Eteroit- 617. 
-, Flan,. heo- 613, 617. 
- -flanS<'ben 613. 615. 
-, FluBstahl 616. 

,
-' Flu{\.tahlge"inde- 616 •. 
-, Formstlicke 614. 
-, Gas- li16. 
-. gescbweiIJte 616. 

I RObr(e), gewalzte 616. 
- ·ge\\inde 511, St4. 
-, GrauguB- 615. 
-, HO, h,tdrurk- iii 8, II 361. 
-, Kondensator- 462, II 215. 
-, Kuoststoff- 617. 
-, Ku!>!e.- 617. 

-, Striimung in - en 261. 
- -. T emperaturabfall in 

-en 296. 
- -Ieitungen 620, II 361. 
- .Ieitungswiderstand 261,612, 

623. 
- • Messing- 617. 
-, Muffen- 615 (Tafel 616). 
-, nabtl($e t>t6. 
.,., Reibung in glatten -en 

261. 
-, - in raub en - en 262-
- -stopfbllcbse 620. 
- -verbiudungen 617. 
- -versrhraubungen 619. 
-e, isolier1e, Temperaturabfall 

2%. 
-e, Warmedurcbgaog bei -en 

295. 

I - -Ieihnng 261. 
- -ve ... ngllng. or stetlge - 267. 
- -ver.weigungen, Druckv-er-

verluste in - 266. 
Rolle. feste UI d I", e 190. 
Roll, nde Reibll11!! 185. 
Rollenkette 5~9. 
Rullehlager s. a. W.Wager 543. 
- -reihong tOO. 
- ·ziige 191. 
Rnllung 213. 
Roll\\idelSfand 185. 
RostfeuerUl'g 339. 
RotatiooselJipsoid s. Drebkor-

p.r. 
Rot", hersches Velfahren 224. 
RotbrUl bv.,snch 443. 
Ro'gull 463. 
Rl ckprallhiirtepriifung 441. 
- -stellmon.ent 236, 240. 
Rula-Habo 628. 
RUhdkeil 50s. 
Rundungsbalbmesser 502. 
Rutschkupplung 557. 

Saacke-Brenner 343. 
Sage,,~ewinde Sit. 
SAltigllDgsgrad d'T Luft 312. 
Satz vom All trieb 226. 
- d'T Arbeit 220. 
- VI m Drall 226. 
Satzrader 51;0. 
Saulell, gulleiseroe 394. 
Srbal. nguB 45R. 
SchaUg,," hwindigkeit 300. 
Scbamof1e 476. 
Scbaufelbelerbnul g 375. 
Scbeibenfed.r 509. 
- glekher I icke 415. 
- ·kuppluhg 551. 
-, ufIJlaufelldf' - 414. 
Sc~elnhaler Febler 13Z. 
S. bieher 625. 
-, AUlodells- 627. 
-, Borsill- 627. 
- , Dingler- 626. 
-, Fi<chbarh- 627. 
-, Keil- 625. 



Schieber, Sera- 626. 
-, Simplum- 627. 
Schiebullg 209, 210. 
- und Orehung 210, 212. 
- I Zusammensetzung von -en 

217. 
- (Kinematik) 209. 
Schiebungsbruch 421. 
-sgeschwllldigkeit 209. 
Schiefe Ebene 183. 
Schlankheitsgrad 390. 
Schleifenkurve 9., 98. 
Schlitzschraube 518. 
Schlupf der /{iemen 593. 
Schliisselweite 512. 
Schmecksche Kolbenringe 6')9. 
Schmell.pullkt 635. 
- ~temperaturen metallischer 

Werkstoffe 486. 
- -warme 290, 635. 
Schmierfette 527. 
- -nuten 523. 
- -Ole 5l5, 
- -OIpumpe 526. 
- -presse 527. 
- -ring 526. 
- -vorrichtungen 525. 
Schmierrnittel. Alterungsbe-

stalldigkeit 483. 
-, Ernlligierbarkeit 483. 
--, Flammpunkt 483. 
-, Stockpunkl 483. 
'-, Visko,itat 483. 
Schmierung 522. 
-, Docht- 525. 
-, Fettpressen 528. 
-, Hochdruck- 527. 
-, Hubtakt· 527. 
-., KapilIar- 525. 

der Kolben 523. 
- der KreuzkOpfe 523. 607. 
- d& Leichtmotoren II 166. 
-,01- 525. 
-, Ring- 526. 
-, Starr- 527. 
-, Tauch- 526. 
-, Trop!- 526. 
-, Umlauf- 526. 

umIaufender Lagerschalen 
525. 

- der Zahnf1anken 582. 
. der Zap fen 522. 
. , Zentrifugal- 526. 

Schneckengetriebe 576. 
-, A bmessungen 577. 
-, Ausfi.hrung 576_ 
-, Eingriffwinkel 576. 
-, Form der Schnecke 576. 
-, GangzahI 577, 
-, Kraftwirkung 576. 
-, Stimmodul 577. 
-, Werkstoff 576. 
-, Wirkungl'grad 577. 
Schneidmetall 458. 
Schnellarbeitsstahl 458. 
Schragspindelventil 624. 
- -zahnkegelriider 575. 
- - -<;tirnrarIer 570. 
Schrauben 511, s. auch Ge-

winde. 
- -bandkupplung 557. 
-, Berechnung 517. 
--, Bewegungs- 518. 
. ', Dehn- 430, 515. 
--, Durchsteck· 518. 
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Schrauben, KraftverteUung I Schwimmende KOrper 245. 
515. Schwingungen 236. 

'., Kraftwirkung 513. . -, aperiodische Bewegung 
-, Lehrsche - 515. 237. 
-, Schlitz- 518. , Biegungs- 238. 
-, Sechskant- 518. -, Dreh- 240. 
..- -sicherungen 520. --, Dunkerley-Formel 239. 
-- -spannplatte 520. - . erzwungene ...., 237. 
-,Stift- 519. , freie gedampfte -236,237. 
--, Temperaturspannungen -, Grundbegriffe 236. 

516. -, Giimhelsches Verfahren 241. 
--- -verbindung 513. -, hannonis"he - 236. 
- -vorspannung 513. -, Knotenpunkt 241. 
---, Werkstoff 454, 517. -, kritische Geschwindigkeit 
--, zulassige Spannungen 433, 237, 238. 

517. -, Kuilsches Verfahren 239. 
---, Zylinder- 518. -, periodische Bewegung 237. 
SchrumpfmaB 506. --, Reduktion von Wellen 240. 
Schrumpftemperatur 506. -, Resonanz 238. 
Schrumpfverbindungen 505. -, Rtickstellmoment 236, 240. 
- iill Leichtbau 507. ! -, Stodola-Verfahren 240. 
- an Schwungradern 507. 1- eiller Welle mit IS Schwung-
Schub 39~. I massen 241. 

und lliegung 407. Schwingung.festigkeit s. Wech-
- und Drehung 405. selfestigkeit. 
- und Oruck 406. ! - sdauer 236. 
- und Zug 406. - -rnittelpunkt 237. 
- -fest.gkeit 39~. - -vorgange, zusammenge-
-, Formandenlllg rlurch - 396. setzte 122. 
- -kurbel, [otierende - 211, - -zahl 236. 

212. - -zeit von Federn 236, 407. 
- -kurventrieb 215. , Schwungmoment 223. 
- -modul 348. - -rad, Schrmnpfringe fiir -
- -spanllung 348. 395, 405. 507. 
- -spannunl(l!lheorie 352. Sechseck, Trli~heits- und Wi· 
- -stange 6J2 derstand,moment 378. 
- -veneil"ngszahl 397. Seeger-Sicherung 521. 
- -zahl 348. See wasser, BS- 466, 467, 
Schubstangenkrait 597. -. ·KS· 466, 467. 
-nberechnung h04. I Sehnenformeln 61. 
Schulterla"er 543. 1- -lange des Kreises (Tafel) 
Schumann-Schieber 626. 28. 
Schtittgewichte 648. Seileck 169, 3,;. 
Schutzuber -iige 485. - -Iinie als Biegunw.;Iinie 364. 
SchwarzguB 460. - -polygon 109, 357. 
Schwehegeschwindigkeit des .- -reibun~ 189. 

Brennstaubes 341. - -steiligkeit 190. 
SchweiBbarkeit, Priifung der - Seitenrlruck von Fliissigkeiten 

443. 244. 
SchweiBelektrode 490. Sekante 94.-
SchweiBguten 490. Seklllldnr-Zernentit 444. 
- -nahte. Berechnungsgrund- Selbsthernmung 187. 

lagen 492: - ... perrendes Getriebe 187 . 
, Festigkeit der - 490. Semikuhische Parabel 114. 

-, Kurzzeichen liir - 490. Shore-Harte 441. 
-, Sinnbilder der - 489. SicberheitskuppJung 557. 

--, Verbes<erung der - - -venti! 628. 
durch Nachbehandlung 490. Sicherungsbleche 520. . 

- -verfahren 488. Siebkurve, Grafsche - 478. 
- -, Formelernente 492. - -kurven iur Betonzuschlag. 
Schweizer Normen (Oberfall·' stoffe 478. 

me<sungl 258, 259. - -sprung 323. 
Schweillng 329. s· i-Diagramm 3\8. 
Schwelkoks 329. Siedeanalyse 325. 
Schwel\enrle Belastung 351. - -kenntiffer 325. 
Schwelteer 329. 1- -kllrven f1iissiger Brennstoffe 
Schwerlinie 178. 325. 
Schwerpunkt 178. - -punkt 289. 
Schwerpunkthestimrnung nach - -, Dormaler 307. 

Nehls-ROtscher 373. -- -punkte verschiedener 
homogener Flachen t 79. Korper 635. 
homogener Linien 179. - ·rohr 454. 

-, Satz vom - 229. Silberlot 471. 
- sermitt/ung durch Zeich- Silicasteine 476 . 

nung \82. Sillimanit 476. 
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SI1iziumstahl 451. 
Silumin 466, 467. 
Simmerring 5 J3. 
Simplum-Scb,ieher 627. 
Sintermetall 531-
Sinus 56. 
-, hyperboiischer 63. 
- -Iinien 121_ 
- -Satz 61 •• 
- -schwingung 121 .. 
- eines Winkels 56. 
Skala, Doppel- 148. 
-, hyperboliscbe - 148. 
-, logaritbmische - 148. 
- ,projektive -.: 149. 
-, quadratiscbe - 148. 
-. reguliire - 148. 
Skalar 128. 
Skalentrager 149. 
Skelett (Tragfliigel) 275. 
Skleroskop 441. 
Sonderbronzen 465. 
Sonderverzahnung 567. 
-, Grenzrader 567. 
-. N ullriider 567. 
-, Profilverschiebung 567. 
-. Spitzenbildung 568. 
-. V-Rader 567. 
-, V-Nnll-Getriebe 568. 
Sorbit 445. 
Spannhi11se fiir Kugellager 

314. 
- -rolle 592. 
- -stift 522. 
Spannung. Bip.guugs- 359. 
-, Dreh- 398. 
-, Haupt- 347. 
-, Knick- 390. 
-, Normal- 345. 402. 
-, Scbuh- 345. 395· 
- en, zuliissige 35 t. 
-, - filr Holz 475. 
-, - filr den Maschinenbau 

432, 651, 652, 654. 
-, - filr den Stahlbau 432. 
- s-Dehnungs-Schaubild 346, 

439. 
Spannllngshyperbel des ge-

krilmmten Stabes 388. 
- sspitre. 421. 
- szustand. ehener '346. 
- -, einach'iger 345. 
Spannvorrichtung fUr Riemen 

592· 
SpantfHiche 271. 
Spezi!isr.he(r) Dampfllehalt 307. 
- Gewichte (Tafel 647). 
- - mptallischer Werkstoffe 

486. 
- Warme 289, 298, 300 (Tafeln 

635, 6361. 
- - metallischer Werkstoffe 

486. 
Spiel 497. 
- -sit. 501. 
Spirale. Archimedische t 20. 
Spiralen. I~arithmische 121. 
Spiralfeder 40<). 
Spritzringe 533. 
- .gll~legiel'1l11gen 470. 
Sprung (Zahnriider) 571. 
Spurzapfen 536. 
- - -reibung IR8. 
Stabiles Gleicbgewicht 176. 
Stabilitiit s. Standfestigkeit. 

Sachverzeichnis. 

, Stabilitiitsmoment scbwimmen- Steine, feuerieste - 476, 477. 
der Korper 245. -, Kohleostoff- 476. 

Stadtgal.erzeugung 329. -. Magnesit- 476 
Stahl 444. Steinerscher Satz 223, 369. 
-, Ausglilhen 445. Steinkohle 319. 
-, Automaten- 456. - nsorten 322. 
- -bandtrieb 590. Steinzeug 477. 

, - -bau, zuliissige Beanspru- Stellit 458. 
, chungen 432,433,651,652, Stellringe 538. 
i 654. Stetigkeitsgleichung 251. 
i -, Bau- ~46. Stifte 521. 
I -, -- fur besondere Zwecke Stiftschrauben 519. 
I 453. Stirukurbel 600. 
-, --, legierter - 447 (Tafel - -keblnAbte 492. 

451). - -zapIen 528. 
- - -, unlegierter - 446. Stirnriider, AuBengetriebe 565. 
- Brennstrahlhiirten 445. -, Bearbeituog 563. 
- Chrom- 447. -, Berechnung 578. 
- Chrom-Molybdan- 450. -, EingriffUlnge 564. 
- Cbrom-Nickel- 450 (Tafel -, Eingriftwinkel 564. 566. 

452). -, Einzel· 562. 
-, Drabt- 456. -, Evolventen· 563. 
-, Einsatzharten 445. -. FuBflanke 562. 
-, Feder- 456. , -, Geradzahn· 563. . 
- -guO 456. 1-' Grenzziihnezabl 565. 
-, Hiirten 445. -, Innengetriebe 565. 
-, bitzebe5tiindiger - 455. -, Kopf£1anke 562. 
-, Kattverformen 446. -. Paarung der - 560, 565. 
-, Kesselbaustoffe 453. -, Satz- 560. 
-, Kohlenstoff-e, genormte -, Schrllgzabn- 570. 

448. -, OberdeckulIgsgrad 562, 564. 
-, korrosionsbestlndiger - -, Unterschneidung 564. 

I 455. -, Werkstaff 581. 
-,legierter 447. -, Wirkungsgrad 583. 

I _, Man~an- 450. -, Zykloiden- 561. 
-, mechaoiscbe Bebandluug StockPWlkl der Schmierale 483. 

des -5 444. Stodola-Verfahren 240. 
- Molydiin- 447, 450. Stopfbucbse 630. 
-, Nickel- 447, 451. -, Daros- 632. 
-, Nitrieren 446. -, Hoblrillgpackung 632-
-, Normalisieren 445. -, Howaldl· 631. 
-, ro.tsicherpr - 455. -, Huhn- 632. 633. 
-, TemperatureinfluB 455. - filr Kreiselpumpen 631. 
-, thermiscbe Bebandlung des II 285. 

-s 444. -, Labyrinth· 633. II 302. 
-, Vergiilen 445. - mit Metallpackung 631. 
-, warm!""te -e 454. -, Proell· 632. 
-, Warmv.rformen 446. - filr Pumpenkolben 611. 
-, Werk7.eug- 457. - filr Rohre 620. 
Stampfbeton. Druckfestigkeit - mit Weichpackung 631. 

von - 479. -nschrauben 631. 
Standfestigkeit 176. StoB 234. 
- ·moment 176. -, gerader exzentrischer 235. 
- -sicherbeit 176. - slcb drebendor Korper 236. 
Starn.chmierung 527. -, - zentrischer 234. 
Statik Iliissiger Korper 243. Strahldruck gelleD Fliichen 249. 
- starrer Korper 165. Strablung 290. 294. 
StationAre Stramung in Rohr· -, Kircbhoflsches GesPtz 294. 

leitung.n 2M. -, Lambertoches - 294. 
Stati,ch bestimmtes und unbe- - sgesel.2 Stefan· Boltzmann 

stimmtes Tragwerk 173. 294. 
-"" Mompnt 169. - skonstanten 638. 
Staubfeuerung 341. Streck,i!reoze 437, 438. 
Stauchprnbe 443. Streicbmafle. 61>7. 
Staudnlck (TragfJiigel) 273. StromliuienventU 624. 
St.ulf~rbiir.b"" 527. Stramuog, ebene - 253. 
Staupllnkt 254. -, frei. - 291. 
- ·rohr von Prandtl 256. -, laminare - 255. 
s- T ·Diagramm filr Wasser- I -, Potential· 254. 

dampf 318. -, Rotations- 254. 
Stefan-Boltzmann-c."""tz 294. -, turhulellte - 255. 
Stehlager (Normal1ag~r) 5:13. - von Dampfen 309. 
Steigung einer Geraden 91. - - Gasen 305. 
Steine. Carborundum· 476. -sgetriebe 559. 
-, Chromit· 476. StrOmungslebre 247. 
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Strbmungslehre, Abt6sung 255. Teilungsmodul 150. l'ragheitsmoment \on Flachen 
• .A.hnlichkeitsgesetz 252. Teilweise (partie~le) Integration 372 . 
• Anlaufstrecke 264. /7. -, Haupt- 370. 

~'. Ausflu/3 aus offenen Ge- T·Eisen 657. .- der deutschen Normalprofile 
257. , -, Doppel·T- 664. (Tafel 657 u. f.). 

-, _ der Dampfe 309. I Temperaturdifferenz, mitttere!··. polares - 369. 
"., _ der Gase 305. I - 291. . l<eduktiou von -en 225· 
._, Bernouillische Gleichung I -. Einflu/3 der - auf die Fe· . Verfahren zur Bestimmung, 

247. stigkeit 455, 460. instrnmentell 376. 
-, Biot·Savart·Gesetz 253. - -koeffizient des elektrischen -, - von Mohr 375· 
-, ebene Stromung.253. Widerstandes yon MetaJlen .- - von Nehls·Rotscher 373· 
-, Fliissigkeitsreibung 251. 486. -, - von Rbtscher 224. 
'., Grenzschkht 255. , - -leitzahl 292. Tragfliigel 273, s. d. 
-. Grundablall 258. , Temperatur, kritische 307 (Ta- - -kraft von Tragern (Tafel) 

.. , Impulssatz 249. ' fel 636). 380. 
-, Laminare Stromung 255. i Temperaturspannungen 355. - -lager 528 . 
. _-, Messungen, hydraulische - I 516, 607. ~. ·werke 191. 

256. , Tempergu/3 460. ~. - mit wandemden Lastell 
-, Propeller 283. Tetmajersche Gerade 391. 192. 
-, Reynoldssches Ahnlich- - Knickformeln 391. Tragzapfen 528. 

keitsgoesetz 251. Thermischer Wirkungsgra.d des - -reibung 188, 524. 
-, Reynoldszahl 252. Carnotprozesses 304. Trajektorie 98. 
-, Rotationsstromung 254. Thermodynamik 297. Translation 210. 
-, Staupunkt 254. ! Thomson-Joule-Hiekt 303. Transzendente Gleichungen 40. 
-, Staurohr 256. , ThoIDson·lJberfali 258. Trapez-Gewinde 511 (Taiel) 
- ,Stahldmck gegen Flachen I Tieftemperaturt.eer 329. 513. 

249. ! Tielziehbkch 456. - -feder 408. 
-. Tragflugel 273. ,- - -probe 443. I -, Inhalt 161. 
-, Turbulenz 255. i Toleranz 497. . ~ Schwerpunkt 180. 
-, Trennfliiche 254. - -feld 497. .-. Triigheits' u. Widerstands-
-. Oberfall 258. , Tondinasstein 476. moment 379· 
._, Venturirohr 260. I· Tonerdezement 478. Treibkeil 508. 
-, Widerstand von K6rpern . Tonnenlager 543, 549. - -ole 326. 

268. i Toppen 331. Trennbruch 421. 
-, - in Rohrleitungen und I Tod 319. - -Wiche 255. 

Armaturen 260. , Totwasrer 255. Triebstockverzahnung 570. 
-, Windeigenschaften 272. ! Triiger, mehrfach gelagerte - Triebwerkwellen 537. 
-, Wirbelbewegung 252. I 384, 385. -, Berechnung auf Drehung 
-, Zirklllation 255. I - mit gleichhleibendem Quer- 399, 537,650. 
Stllipendichtung 611, 630. 1 schnitt (Tafel) 380. -, Drebzahlen 538, II 515. 
Stumpfniihte 488. 491. gleichenWiderstandes gegen Trigonometric 56. 
- -stoOe 492. Biegung 360. TrigoDometrische BerecJmung 
Sttitzlager 536. Tragfliigel 273, II 665. von Dreiecken 60. 
- -zapien 529. -, Abrei/3en der Stromung Formeln 59· 
Subnormale 94. 275. Funktionen 56. 
Sllbtangente 94. -, Auftrieb.erhOhung 281. Lbsnn!, kubiscber Gleichun-
Summe unendlicher Reihen -, Doppeldecker 281, 283. gen 47. 

51. -, Druckpunkt 274. Reihen (Fouriersche) 139. 
Summenformeln, trigonometri- -, Druckverteilung am _ Tropfeulmndensation 297. 

sche 59. 280. Troplpunkt der Schmierfette 
Swampsche Regel 586. -, Flug in Bodennahe 283. 484. 
Systemdetenninante 42. -, Gleitwinkel 275. T-StoBe 493· 
Syphon-Entwasserung 622. _., Induzierter Widerstand Turbomaschinen, Feder fiir -

278. 509 
Tangens eines Winkels 56. 
-, an' tg 62. 

-, Kennzahleinfliisse 279. Turbulenz 255. 

-, hyperboli.cber 63. 
-, hyperbolischer (Tafel) 32. 
-, Reihenentwicklung 55. 
- -Satl 61. 
_.. (Tafel) 26. 

-., Momentenheiwerl 274. 
-.. Polardiagramm 275. 
_., Polare des Flug.eugs 281. 
-, PrandtIscbe Tragflilgeltheo-

rie 278. 
._, ~eitenverhiiltnis 276. 
-, UmriBform 28t. Tang-ente 94, 95. 

Tangentialbeschleunigung 
- -kraft 597. 

208. -, unendlirh lange - 274. 
-, Versuchswerte 276. 
Triigheitsellipse 371. - .diagramm, Analyse 141. 

.. -probe 411. 
Tangentenformel 158. 
Tang-entkeil 109. 
Tallrhschmierung 526. 
Taupunkt 312. 
- der Kauchgase 335. II 54. 
Taylorsrhe Reihe 52. 
Terhnologische Versurhe 443. 
Teilkrei. det Zahnriider 559. 
Tcilung der Zahnriider 561. 

- -gesetz 220. 
- -halbmesser 223. 
- -kreis. Mohr-Landscher 

371. 
Tdigheitsmoment, axiales oder 

aquatorialcs - 36Q. 
-, - - - Tafel 377, 378. 
-, Berechnung Yon -en 372. 
-, dynamisches - 223. 
-, - Tafel 223. 

Taschen buch filr den Maschinenbau. 9. A 11 I!. L 

Oberderkungsgrad (bei Zahn-
radern) 564. 

Oherlallmessung 258. 
Obergangssitz 501. 
Oberhitzter Dampf 309 (Talel 

643 644). 
-, Enthalpie 309. 

, -. Warmeleitzahl 293. 
, -, Zustandsgleichung 309 . 

I· Oberlappungsnietungen 503. 
, ObermaB 497. 

lJbersetzllng beim Riemen
trieb 593. 

- der Schneckengetriebe 576. 
-- der S(~hraubeliradeT 572. 

i .- der Zahnrader 559. 581. 

I U-Eisen 665. 
Umdrehungsellipsoid s. Dreh

korper. 

44 



690 Sach verzeichnis. 

UmfAnge ebener Figuren 160'1 Verbrennungsvorgang in der 
Umkehrbare ZustandsAnderun- Ro.tleuerung 33\1. 

gen 304. : -, Taupuukt der Rauchgase 
Umkehruugsfunktionen 62. 64. I 335. 11 54. 
Umlautellde ScheilJen 414. I "', Warwelllhalt der Ranch-
Urulautgetnehe 5114. 'gase 336. 
Umlau!sehtnierung 526. -, Ziindpunkt 339. 
Umwandlung der Koordinaten -, Zweitlultzuliihrung 341. 

92. I Verbleien 485. 
Unbestimmte Formen, Bestim- Verchromen 485 

mung VOIl -n - 55. Verdamplungstemperatur 306 
-s Integral 73. Verdampfungswarrne 290 (Ta-
Unendlicbe Reihen 51. lei 635). 
Unentwickelte Funktion 68. Verdrehungswinkel 399. 
UngieichfOrmigkeitsgrad 208. - - (Talel) 101. 
Unterdeterminante 39. Vergasung 330. 
Unterlegscheiben 520. Vergiitung von Stabl 445 
Unterscbneidung des ZahnfuBes Vergiltllngsstahl 434. 

5M. Verkokung 329. 
- - bei Kegelrlldern 574. Vemietung s. Nietung. 
Ursprw.gsfestigkeit 345, 351. Verschiebung 209. 210. 
Urteer 329. Verstellpropeller 288. 

Verteilungskurve 138. 
Vanadin-Stabl 451. Verzahnung. Au1lengetriebe 
van 't Hoffsches Gesetz 
Variationen 38. 

339. -, Eillgritfbogen 502. [565. 

Vektor, Ableitung eines -s 129. 
-, Addition und Subtraktion 

von -en 129. 
-, Betrag eines -s 128. 
-, Differentiation cines -5129. 
-, Einheits- 128. 
-, freier - 129. 
-, gebundener - 129. 
-, Multiplikation eines -s mit 

einem Skalar 129. 
-, Null- 128. 
- -rechnung 128. 
Venti!, Druckminder- 629. 
-, Druckverluste im - 623. 
- -erhebuIlgsdiagramm 11 94. 
-, FreifluB- 624. 
-, HubhOhe 623. 
-, Minder- 629. 
-, Reduzier- 629. 
-, Rhei- 624. 
-, Rohrbrucb- 629. 
-, Schrilgsi tz- 624. 
-, Sicherheits- 628. 
-, Stromlinien- 624. 

-, EingriffHlnge 564. 
-, EingriffiiIlie 560. 
-, EiIlgriifwiIlkel 564, 566. 
-, Evolventen- 563. 
-, Flankenspiel 561. 
-, Grenzzabnezabl 565. 
-, lnnen-. durch Stdl3rad ber· 

gestellt 565. 
-, Kegelrad- 573. 
-, Koplspiel 561. 
-, Modul 561. 
-, Modulreibe 561. 
-, Normbezekbnungen 561. 
-, Profilverscillebung 507. 
-, Schnecken- 576. 
-, Scbrag- 570. 
-, Scbrauben- 572. 
-sgesetz 559. 
-, Sonder· 507. 
-, Triebstock- 570. 
-, Oberdeckungsgrad 562. 
-, Unterscbneidung 564. 
-, Walzkreis 559. 
-, WlIlzpunkt 559. 
-, Wiist· 572. 
-, Zahn f1ankenform 560. -, Wechsel- 621. 

Ventilator-Kraftbedarf I 248, -, Zykloiden- 561. 
II 32. 

Venturirohr 260. 
Verbrennung 331. 
-, Dynamik der - 339. 
- fester und fJiissiger Brenn-

stoffe 331. 
- der Ga. .. 333. 
- -it-Diagramm 336. 

Verzinken 485. 
Verzinnen 485. 
Vickers-Harte 440. 
Vieleck. Inhalt 161. 
Viereck, lnhalt 161. 
-, Schwerpw.kt 179. 
-, Tragheits- u. Widerstands-

moment 378. 
-, Luftiiberschul3 und co,- Vierzvlinderkette 212. 

Gehalt 334. 
-, Luftiiberschul3zabl 333. 
-, Luftvorwllrmung 341. II 57. 
-, Mindestluftmenge 332. 334. 
-, Rauchgru,menge 332. 334. 
- ,spezi!. Gewicht der Rauch-

gase 334. 
- sgleicbungen 332. 
-, Statik der - 339. 
- svorgang in der Gasfeuerung 

344. 
__ - Kohlenstaubfeue-
rung 343· 
__ - Olfeuerung 343. 

Virtuelle Verriickungen 17 S. 
ViskosiUit der Sc.bmierb:e 4~3 
V.Nullgetriebe 5/i1S. [558. 
Voith-Fliissigkeitskupplung 
Voith-Rohrverbinduug 619 
Voltol 525. 
Volumen. kritisches 307. 
Vor.p.mnung 513. 
Vorwarmerherechnung 295. 
V-Rader '67. 
V-Schweil3nabt 491. 

Waage, Robervalsche - 175. 
Wachsen des Gu1leisens 460. 

Wahrschelnllcher Beobach-
tungs!~bler 136. 

Wahrscbeiltl.chkeitrechnung 
Walzl>rouze 465. [130. 
Wabkreise 559. 
Willdager 542. II 550. 
-, AbdicbtulIg 548. 
-, Belastbarkeit 544. 
-, Benellllung 543. 
-, Be\\egulIgsverhaltnisse 544. 
-, Einbau 547. 
-, Einhaubdspiele 548. 
~, Ei'nbaumal3e 550. 
-, Einbauvorschlage 547. 
-, Grundlag.n 542. 
-, Herslelluug 542. 
-, Kit/ig. 546. 
-, l'.gellager 544. 
-, Langslager 543, 546. 
-, Lebeusdauer 545. 
-, };addlager 544, 546. 
-, PaSlouligen 547. 
-, Pendellager 543. 
-. Querkugellager 543, 545. 
-, Schmierung 548. 
-, Schulterlager 543. 
-, Spanuhillsen- ,544. 
-, Tonnenlager 543. 
-, Werkstoft. 542. 
-, Zylinderrollenlager 543. 
Walzpullkl 5'9. 
Wanderude Lasten 192. 
Wallderrost. Verbrennungsvor· 

gallg auf dem - 340. 
Wandler 5,9. 
Walldrauhigkeit 262. 
Warmraquivalent, mecha-

nisches 297. 
- -durchgang 290, 295. 
- -dun'hgangszabl 290. 
- -einheit 289. 
- -lehre 288. 
- -I.ilung 290. 291. 
- -Ieilwider.tand 200. 
- -leilzahl2'>O tTalel637, 486}. 
- - metallischer Werkstoffe 

486. 
-, mittlere spezifiSl'be 300. 
- -spallnuD~ell 355, 516, 607. 
-, spezifisrbe 289. 298, 3(1(), 
-, - - metallischer Werk-

stoffe 486. 
- -iibergang ,durch Beriibrung) 

290, 291. 
- - dutch Strablung 290,294. 
- -iibergangszahl 294. 
WarmverfoTmen 446. 
Wasser, spezifisebes Gewicbt 

bei verschiedenen Tempe· 
raturen 244. 

-, Ziihigkeit 646. 
Wasserdampf s. Damp!. 
Wasserleitungsrohr 11 365. 
- -sllule 288. 
- -wert 289. 

, Watt 222. 
WecbselJestigkeit 426. 
- -venti] 624. 
Weg 7..eitkurve 205. 
Weichgunomi 482. 
- -Lager 533. 
Wei~Rufl 458, 
Weiflmetall 472. 
-, zinnarmes - 530. 
Welle, biegsame 538. 



Welle, gekropfte 539. 
-, Kurbel· 538. 
-, mehrfach gelagerte 384. 
-, Normaldurchmesser 538. 
-, plastische Verformung 427. 
-, Triebwerk· 537. 
-ndrehzahlen 538, II 515. 
--n und Leistung (Tafel) 650. 
WeJligkeitszahl 263. 
Weudegetriebe 588. 
Wendepunkt 96. 
- -tangente 96. 
Werkzeugstiihle 457, II 483. 
-, legierte - 458. 
-, Schneidmetall 458. 
-, Schnellarbeits- 458. 
--, Stellit 458. 
-, uniegierte - 457. 
-, Widia- 458. 
Whitbwortb-Robrgewinde 511, 

(Tafel 514). 
Wichte, s. spezif. Gewicht. 
Widerstand von Fabrleugen 

von Gesebossen 272. [271. 
- von Korpern 272. 
- in Rvhrleitungen und Ar-

maturen 260. 
- shalbmesser 404. 
-smomeute (Tabelle) 377. 
- -, Herechnung von - n 372. 
- sschweiUuug 488. 
Widia 458. [272. 
Wind, Eij{enscbaften des - es 
- -druek auf Gebaude 272. 
- -starken nach Allmann 273. 
Winkelauderungen (Festigkeits-

lebre) 34S. 
- -beschl~unigung 207. 
- -oi ... " 658. 
- -geschwilldigkeit 207, 208. 
- -, mittlere 208. 
- -stilUe 493. 
Wirbel 249. 
- -faden 252. 
- -gesetze 252. 
Wirkllngsgrad 222. 
-, Flaschenzug- 191. 

des Keil. IS6. 
der Ketteuriider 589. 
der Rolle 191. 
der Sehneckengetrlebe 577. 
der Sehraube 187 
der Sehraubenrader 572. 
der Stirnradergetriebe 583. 

-, thermischer 304. 
Wohlersche Kurve 350. 
W oodruffkeil 509. 
WiUfel-Lager 533. 
Wilrfel, TnhaJt und Oberfliiche 
Wueht 222. [162. 
Wurf nach oben 204. 
-, waagerechter - 225. 
Wurzelmall 667. 
Wurzehi (Tafel) 2. 
-, Einheits- 37. 
- der Gleichungen 43, 46, 48. 
-, Reehnen mit - 35. 
Wiist-Verzahnung 572 

Ziihigkeit 420. 
-, kinematische 251_ 

der Werkstoffe 420. 
der Schmieriile 251, 483. 

- von Wasserdampf, Wasser 
nnd Luft 646. 
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Zahigkeitskoeffizient 251. Zerlegung von Kriiften in der 
Zahlenebene, Gao.6sehe - 37. Ebene 171. 
Zahlen, imaginare 37. Zerreillfestigkeit (Zugfestigkeit) 
-, irrationale 36. 354, 437. 
-, komplelf.e 37. ZerreiBversueh 437. 
-, rationale 36. Ziegel 475. 
--, ree1Ie 36. i Zimmermann- Galavics- Forme! 
- -systeme 36. ] Zink 470. [262. 
- -werte, wichtige - 33. I Zinklagermetall 531. 
Zahnberecbnung 578. Zinn 470. 
- -flankenform 560. Zinsfaktor 51. 
- -flanken, Schmierung der - - -eszinsrechnung ! 1 
- -fo.6Mbe 561. [582. ZirkuJation 255. 
- -kette 5S9. Zug 349, 354, 437. 
- -kopfMhe 561. - und Bio:gung 402. 
- -kopfspiel 561. - und Drehung 406. 
- -kuppluDg 552. - und Schub 406. 
- -scheiben 520. - -versuch 437. 
Zabnriider, s. aueh Verzahnung. Zugeordnete Achsen (Festig-
-, Ausliihrung 581. keitslebre) 371. 
-, Berechoung 578. - Durchmesser 103. [475. 
- -getriebe 581. Zulassige Spannungen fiir Holz 
-, Grenz- 567. [573. - - ffir den Maschinenbau 
-, Kegel-, mit Geradziihn~n 432,651, 652, 654. 
-, - -, mit Schragzahnen 575 - - fur den Stahlbau 433. 
-, Normhezeichnungen 561. Ziindpunkt 339. 
-, Null-Rader 567. Ziindverzug (Olfeuerung) 343. 
--, Paarung der - 560. Ziindzeit 342. 
-, Satz- 560. Zusammengesetzte Beanspru-
-, Schriig- 570, 575. chung 402. 
-, Scbrauben- 572. - -setzung von Kratten in der 
- -stange mit Evolventenver- Ebene 171. 

zahnung 564. - - von Kriiftepaaren 177. 
- • Stirnriider s. diese. Zusatzbeschleunigung 215. 
-,Obersetzung 559, 581,572. - -kraft der Relativbewegung 
-, V-Nullgetripbe 568. 228. 
-, V-Rader 567. Zustandsiinderungen der Gase 

I -, Wirkungsgrad 583. 300. 
I Zapfen 528. ,- - -, adiabatische 301. 
I - -herechnung 528. '1- - -, isothermiscbe 300. 
I -, Flaehendruck 528. - des Na6dampfes 30S. 
; -, Hals- 529. -, nichl umkehrbare 304. 
, -, Kamm- 529, 536. , -, po!ytropische 302. 
-, Kugel- 529. - des iiberhitzten Dampfes 
-, Kurbel- 601. 309. 
- -rei bung 522. -, uinkehrbare 304. 
- -reibungskoeffi7ient 524_ Zustandsgleiehung der Gase 
-, Schmierschichtstarke 524. 2<18, 300. 
- -schmierung 522. - des Wasserdampfes 307. 
--, Stirn- 528. Zwanj{lauf 213. 
-, Stiltz- 529, 536. [159. Zweieck, Kugel-, Inhalt und 
Zeichnerlsche DifterentiatioD Mantel 163. 

Gleichgewichtsbedingungen Zweigelenkhogen 174. 
170. - -knrvenfilbrung 213. 
Integration 158. - -punktfiihrung 213. 
Interpolation ISS. ZweitJuftzufiibrung 341. 
LOsung von Gleichungen 43. Zweiwegeventil 624. 
47, 48. Zykloiden liS. 
SrhwerpunktermittJungl82. -, Epi- 119, 560. 
Verfahren der praktiscben -, gewObnliche 118, 560. 
Mathematik 155. -, Hypo- 119, 560. 

Z-Eisen 666, -, Pen- 561. 
zPjtbruch 421. - -verzahnung 561. 
Zeit-Geschwindigkeltslinie, Zyklometrisehe Funktionen 62. 

Zeit-Weglinie 205. Zylinder, Hohl-, unter iiuBe-
Zement 477. remund inneremDrurk 412. 
-, Eispnportland- 477. , - -huf, Oberfliiche und Inhalt 
-, HochofP.n- 477. I' 162. 
-, Portlaud- 477. -, Inhalt, Mantel- und Ober-
zPntralbewegung 209, 226,227. fliich. 162. 
Zentrifugalkraft 232. - -mantel, Tragheitsmoment 
- -moment 369. ,224. 
- -schmierung 526. - -schraube SIS. 
Zentripetalbeschleunigung 232 .. --, Triigheitsmoment 223. 
- -kraft 227. : -- -rollenlager 543, 549. 
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