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Vorwort.

Die Fertigstellung des vorliegenden zweiten Bandes hat leider eine
betriachtlich lingere Zeit in Anspruch genommen als seinerzeit bei Ab-
schluBl des ersten Bandes vor zwei Jahren angenommen wurde. Diese so
unerwiinschte Verzogerung ist im wesentlichen darin begriindet, da$} ich
kurz vor Fertigstellung des ersten Bandes einem Angebot der Westing-
house Electric & Manufacturing Comp., Pittsburgh Pa., U.S.A., folgte,
um dort im Rahmen des groBen Forschungsinstitutes dieser Firma ein
Laboratorium fiir aerodynamische und hydrodynamische Versuche ein-
zurichten. Meine starke berufliche Inanspruchnahme und auch die groe
ortliche Entfernung haben dann das Erscheinen des zweiten Bandes
so lange verzogert, obwohl das Manuskript bereits 1928 nahezu fertig
und Herrn Prof. Prandtl zur Durchsicht gegeben worden war.

Ebenso wie der erste Band ist auch dieser Band von Herrn Prof.
Prandtl durchgesehen und mit zahlreichen wertvollen Zusitzen ver-
sehen worden ; besonders moge Nr. 87 bis 89 erwidhnt werden, die einen
Originalbeitrag von Herrn Prof. Prandtl darstellen. Im ibrigen unter-
scheidet sich der zweite Band vom ersten dadurch, daB in einzelnen
Kapiteln in viel weiterem Mafle als im ersten Band inhaltlich tber
das in den Prandtlschen Vorlesungen Gegebene hinausgegangen und
manches behandelt ist und Erwidhnung gefunden hat, was in den Vor-
lesungen nicht mit aufgenommen war.

Im ersten und zweiten Kapitel sind die Elemente der Strémungs-
lehre sowie die Ahnlichkeitsgesetze in Anlehnung an die Prandtlschen
Vorlesungen dargestellt. Das dritte Kapitel, das die Strémung in Rohren
und Kanilen bringt, geht iiber die in den Vorlesungen gebrachten wich-
tigsten Angaben betrichtlich hinaus und ist vom Verfasser unter aus-
giebiger Benutzung der &lteren und neueren Literatur sowie eigener
noch nicht veréffentlichter Arbeiten verhdltnismaBig ausfithrlich be-
handelt worden. Das vierte Kapitel iiber die Differentialgleichung der
zéhen Fliissigkeiten lehnt sich wieder mehr an das in den Vorlesungen
Gebrachte an und ebenso der erste Teil des finften Kapitels iiber
Grenzschichten. Vom sechsten Kapitel, das den Widerstand umstrémter
Kérper behandelt, gilt dhnliches wie vom dritten Kapitel: auch hier
ist der Gegenstand wesentlich ausfithrlicher behandelt als in den Vor-
lesungen, und die einschlégige Literatur ist weitgehend beriicksichtigt.
Im siebenten Kapitel ist die Lehre vom Auftrieb — besonders in den
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beiden letzten Teilen — unter Benutzung der diesbeziiglichen Prandtl-
schen Veroffentlichungen sowie der seiner Schiiler dargestellt. Der im
achten Kapitel iiber Versuchsmethoden und Versuchseinrichtungen vom
Verfasser gelieferte Beitrag geht nicht auf Prandtlsche Vorlesungen
zuriick. Dennoch schien es angebracht, die in diesem Kapitel behandelten
Dinge mit aufzunehmen, da in einem Lehrbuch der Aero- und Hydro-
dynamik das Hauptséchlichste der so wichtigen experimentellen Seite
dieser Wissenschaft nicht fehlen sollte.

Die Literaturangaben machen keinen Anspruch auf irgendwelche
Vollstandigkeit, sondern sie sollen es dem Leser nur erleichtern, in die
ihn nédher interessierenden Gebiete weiter einzudringen. Im ersten Band
ist von einer Literaturangabe fast ganz abgesehen worden, da es sich
dort um mehr oder weniger &ltere Arbeiten handelte, wovon ausfiihr-
liche und gute Literaturangaben z.B. in Lambs ,,Hydrodynamik
zur Verfiigung stehen.

Es moége mir an dieser Stelle gestattet sein, meinen Dank zum Aus-
druck zu bringen, den ich meinem hochverehrten ehemaligen Lehrer
Herrn Prof. Prandtl schulde, nicht nur fiir seine tatkraftige Unter-
stiitzung bei der Fertigstellung dieses Buches, sondern ganz allgemein
fiir seine Ratschlige und Leitung, die ich in wissenschaftlicher Hin-
gicht zunichst als Student und spéter fiir mehrere Jahre als einer seiner
Mitarbeiter am Kaiser-Wilhelm-Institut fiir Stromungsforschung in
Gottingen erfahren habe. :

Nicht versdumen méchte ich schlieBlich, der Verlagsbuchhandlung
Julius Springer meine Anerkennung auszusprechen fiir die mustergil-
tige Ausstattung des Buches und besonders des Bildmaterials sowie
fir die verstindnisvolle Nachsicht im Hinblick auf die Verzégerung
der Fertigstellung des zweiten Bandes.

Pittsburgh Pa., US.A., im Juli 1931.
0. Tietjens.
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Einleitung.

Das Problem des Fliissigkeitswiderstandes. Eine vollstindig reibungs-
lose Fliissigkeit, wie wir sie dem dritten Abschnitt des ersten Bandes
im allgemeinen zugrunde gelegt haben, ist lediglich aufzufassen als
idealisiertes Gedankenbild einer wirklichen Fliissigkeit!. Die unter voll-
standiger Vernachlissigung der inneren Reibung erhaltenen Resultate
konnen mithin giinstigenfalls nur als Néherungen von wirklichen
Fliissigkeitsbewegungen gelten, und zwar entsprechen die theoretisch
berechneten Stromungsvorginge im allgemeinen um so mehr den-
jenigen der wirklichen Fliissigkeiten, je gerlnger die Zihigkeit der
betrachteten Fliissigkeit ist.

Diese Aussage hat jedoch eine wesentliche Einschrinkung zu er-
fahren (vgl. Nr. 55 des ersten Bandes): Nur in denjenigen Fallen nam-
lich, in denen die sich unter dem Einflufl der Zahigkeit ausbildende
Grenzschicht am Korper bleibt, kann iiberhaupt von einer naherungs-
weisen Behandlung einer wirklichen Fliissigkeitshewegung durch eine
vollstindig reibungslose Fliissigkeit gesprochen werden. In allen den-
jenigen Fillen jedoch, in denen sich die Grenzschicht im Verlauf der
Zeit vom umstromten Korper oder von der die Fliissigkeit einschlie-
Benden Wandung entfernt — und dies tritt in den weitaus meisten
Fillen ein —, fiihrt eine theoretische Behandlung unter Annahme
einer reibungslosen Fliissigkeit zu Resultaten, die mit den wirklichen
Vorgingen in keiner Weise iibereinstimmen.

Ein Kklassisches Beispiel ist das Problem des Widerstandes eines
in einer Fliissigkeit gleichformig bewegten festen Kérpers, z. B. einer
Kugel. Die unter der Annahme einer reibungslosen Fliissigkeit durch-
gefithrte Theorie ergibt — wie wir in Nr. 76 noch sehen werden —
die mit der Erfahrung im Widerspruch stehende Aussage, daBl der
Widerstand einer relativ zur umgebenden Fliissigkeit gleichférmig be-
wegten Kugel Null ist. Hier tritt ndmlich — wie spéter noch gezeigt
wird — in Wirklichkeit jene oben erwihnte Ablosung der Grenzschicht
ein, durch die das Stromungsbild einen von dem theoretischen voll-
stéindig verschiedenen Charakter erhilt.

1 Wir verstehen, wenn wir ganz allgemein von Fliissigkeiten sprechen, Fliissig-
keiten und Gase von geringer innerer Reibung, wie z. B. Wasser oder Luft, im
Gegensatz zu sehr zahen Fliissigkeiten, wie Glyzerin oder Sirup.

Tietjens, Hydromechanik II. 1



2 Einleitung.

Da die Hydrodynamik der reibungslosen Fliissigkeit hinsichtlich
des Widerstandsproblems der wirklichen Fliissigkeiten (geringer Zihig-
keit) also vollstandig versagt und eine Beriicksichtigung der Zihigkeit
in den Bewegungsgleichungen zu bisher uniiberwindlichen mathe-
matischen Schwierigkeiten fiihrt, bleibt vorerst nur der Weg, mittels
Versuchsdaten auf empirischem Wege die Gesetze des Fliissigkeits-
widerstandes zu untersuchen.

Zu diesem Zweck sind groBe Versuchsreihen durchgefiithrt worden,
und zwar besonders fiir Luft und Wasser. Einen michtigen Antrieb
erfubren diese Untersuchungen um die Jahrhundertwende durch die
schnell aufblithende Flugtechnik und Luftschiffahrt, die ein starkes
Interesse daran hatte zu erfahren, wie gro8 die fiir das Flugzeug und
das Luftschiff zu erwartenden Luftkréifte seien. Da diese Versuche
im allgemeinen so durchgefiihrt wurden, daf in kiinstlich erzeugten
Luftstrémen Modelle der wirklichen Flugzeuge bzw. Luftschiffe auf-
gehangt und deren Auftriebe und Widerstinde gemessen wurden, so
war es wichtig, sich iiber die mechanische Ahnlichkeit dieser Vor-
ginge, verglichen mit den Vorgédngen in natiirlicher GroBe, Klarheit
zu verschaffen.

Bevor wir uns jedoch mit den mechanischen Ahnlichkeitsgesetzen
ausfiihrlicher befassen, gehen wir fiir diejenigen Leser, die den ersten
Band nicht gelesen haben, kurz auf einige Elemente der Stromungs-
lehre sowie auf den Begriff der inneren Reibung einer Fliissigkeit ein.



I. Elemente der Stromungslehre.

1. Die Eulersche Gleichung fiir eindimensionale Stromungsvorginge.
Wir gehen aus von dem Begriff der Stromlinie einer in Bewegung
befindlichen Fliissigkeit: Unter Stromlinien versteht man diejenigen
Kurven, deren Richtung in jedem Punkt mit der Richtung der Ge-
schwindigkeit in dem betreffenden Punkt iibereinstimmt. Denkt man
sich simtliche Stromlinien, die durch eine kleine geschlossene Kurve
hindurchgehen, so bilden diese bei der angenommenen Stetigkeit des
Geschwindigkeitsfeldes eine sogenannte Stromrohre.

Haben wir speziell eine solche Fliissigkeitsbewegung, bei der in
jedem Punkte des von der Fliissigkeit erfiillten Raumes der Fliissigkeits-
zustand, d.h. Geschwindigkeit, Druck, Dichte usw., im Verlaufe der
Zeit dauernd der gleiche bleibt, also von der Zeit unabhingig ist, so
ist auch das Stromlinienbild zeitlich konstant; eine solche Stromung
bezeichnet man als stationér.

Da nun die Stromlinien iiberall die Richtung der Geschwindigkeiten
haben, so verhilt sich die Stromrohre im stationaren Fall wie eine
feste Rohre, innerhalb der die Flissigkeit
stromt. HEs ergibt sich also hieraus wegen
der Konstanz der Materie, daB fiir jeden ¥ F
Querschnitt einer Stromrohre die sekundlich .
durchflieBende Fliissigkeitsmenge konstant AP 1. Stromrdhre.
sein muB. Ist F der Querschnitt der Stromrohre, ¢ die Dichte
(die nicht konstant zu sein braucht) und w die Geschwindigkeit, so
erhalten wir als sogenannte Kontinuitdtsgleichung fiir eine Strom-
rohre (Abb. 1):

o Fw = konst. 0))]

Wir gehen jetzt dazu iiber, eine wichtige
dynamische Beziehung abzuleiten fiir den
Fall, daB es sich um eine reibungslose
Fliissigkeit handelt. Zu dem Zweck be-
trachten wir ein Flissigkeitselement von  app. 2. Die an einem Element
der Gestalt eines Zylinders von infinitesi. ¢ reibubgslosen Fillsigheit
malen Ausmaflen innerhalb einer Strom-
roéhre (Abb. 2). Da fiir jedes einzelne Flussigkeitsteilchen das Grundgesetz
der Mechanik gelten muf}, da das Produkt aus Masse und Beschleunigung

1*




4 Elemente der Strémungslehre.

gleich der Summe der auf das Fliissigkeitsteilchen wirkenden Krifte
sein muB, so ergibt sich, wenn dieses Gesetz auf das Fliissigkeits-
element der Abb. 2 angewandt wird, unter Benutzung der dort ange-
gebenen Bezeichnungen (¢ die Dichte, g die Erdbeschleunigung):

podFds - —?lTw = gngdscosoc—f—dF(p—(p-{— pda))

————
Masse Beschleumgung Schwerkraft, Druckkraft

Die longitudinale substantielle Beschleunigung 1()1 ;- eines Fluss1gke1ts-

teilchens setzt sich im allgemeinsten Fall zusammen aus zwei i Ausdriicken:

1. aus der sekundlichen Geschwindigkeitsinderung, die dadurch
bedingt ist, daB sich die Geschwindigkeiten an den einzelnen Raum-
punkten gemaf der Abhéngigkeit des Geschwindigkeitsfeldes von der

Zeit andern: %—1: + « -+ (lokaler Differentialquotient),

2. aus der Geschwindigkeitsdnderung in der Zeiteinheit, die da-
durch bewirkt wird, da das Fliissigkeitsteilchen bei seiner Bewegung in
Gebiete gelangt, wo andere Geschwindigkeiten herrschen (konvektiver
Differentialquotient). Der Ausdruck fiir die Anderung der Geschwindig-

keit mit dem Ort ist %Qg, so daB man also, da die Ortsinderung in
der Zeiteinheit durch die Geschwindigkeit w des Teilchens dargestellt
wird, fiir den konvektiven Differentialquotienten w erhalt Wir haben

somit als substantiellen leferentlalquo’clenten
) Dw ow
v at Pt wgs
Setzen wir diesen Ausdruck fiir die Beschleunigung eines Fliissigkeits-
elementes in die obige Gleichung ein und dividieren durch pdF', so bleibt

dw ow _1ap
st—{—w%ds—gdscosoc o 95 ds.

Hiermit haben wir die mit dem Wegelement ds multiplizierte so-
genannte Eulersche Gleichung fiir den eindimensionalen Bewegungs-
vorgang.

2. Die Bernoullische Gleichung fiir eindimensionale Stromungsvor-
ginge. Nehmen wir weiterhin jetzt an, daf

1. die Stréomung stationar, d. h 2% = 0, und daB

* Wir erhalten diesen Ausdruck auch, wenn wir setzen: w = f (¢, 5); dann ist
das vollstindige Differential
ow

Dw—-m-dt—l— —d

Dw Jw 0w ds 0w ow

Gt ot Tas dt ot " ¥as¢

oder
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2. die Fliissigkeit homogen und inkompressibel, d. h. ¢ = konst. ist,
so ergibt sich durch Integration nach s, d.h.lings einer Stromlinie
(wenn man noch ds cos « = — dh setzt, vgl. Abb. 2) die wichtige
Beziehung:

g+yh%%=@mh (2a)

Diese fiir die Bewegung reibungsloser Fliissigkeiten fundamentale
Gleichung, die den Zusammenhang von Geschwindigkeit, Lage und
Druck derjenigen Fliissigkeitsteilchen angibt, die auf ein und derselben
Stromlinie liegen, heiBit die Bernoullische Gleichung. Sie 148t sich
(da wir angenommen haben, dafl ¢ in der ganzen Fliissigkeit konstant ist)
fiir den Fall, daB keine freie Oberflichen vorkommen, noch vereinfachen,
wenn wir unter p nicht den absoluten Druck verstehen, sondern den
Druckunterschied gegeniiber demjenigen Druck, der an dem betreffenden
Punkt vorhanden wire, wenn die Fliissigkeit sich in Ruhe befinden
wiirde. Die Bernoullische Gleichung nimmt dann die Form an:

§+%=mmw (2b)

wobei noch besonders bemerkt werden moge, da3 die Konstante fiir ver-
schiedene Stromlinien im allgemeinen nicht die gleiche zu sein braucht.

Bisher haben wir die innere Reibung oder die Zahigkeit, die jede
Fliissigkeit in mehr oder weniger groem MaBe besitzt, vernachlissigt
und unter dieser Annahme die Bewegungsgleichung fiir eine eindimen-
sionale Fliissigkeitsbewegung abgeleitet. Aber selbst bei Fliissigkeiten
sehr geringer Zahigkeit, die praktisch als reibungslos angesehen werden
kénnen — da fiir sie die obige Bewegungsgleichung und die aus ihr
abgeleitete Bernoullische Gleichung in weitgehendem MaBe gilt —, gibt
es Gebiete, wo die Reibungskrifte so sehr zur Wirkung kommen, daBl
die Voraussetzung der Reibungslosigkeit auch nicht angendhert er-
fiillt ist. Solche Gebiete haben wir immer in der unmittelbaren Néhe
von Kérpern, entlang denen Fliissigkeit stromt. Hier treten zu den
Tragheitskriften (Masse mal Beschleunigung) noch die Reibungskrafte,
auf die im folgenden eingegangen werden soll.

3. Definition der Zihigkeit. Um das Wesen der Fliissigkeitsreibung
der Anschauung niher zu bringen, betrachten wir zunichst einmal die-
jenige Fliissigkeitsbewegung, die sich ergibt, wenn von zwei ebenen
parallelen Platten, zwischen denen sich eine Fliissigkeit befindet, die
eine sich relativ zur anderen in ihrer Ebene bewegt.

Nehmen wir in Abb. 3 die untere Platte als ruhend an, und denken
wir uns die obere Platte mit einer Geschwindigkeit %; von links nach
rechts bewegt, so sagt das Experiment von der sich unter der Wirkung
der Zahigkeit einstellenden Fliissigkeitsbewegung folgendes aus:

1. Die Fliissigkeit haftet an den Oberflichen der Platten, so daB



6 Ahnlichkeitsgesetze.

die Fliissigkeitsteile, die den Platten unmittelbar anliegen, dieselbe
Geschwindigkeit haben wie diese.
2. Der Ubergang der Geschwindigkeit zwischen den Platten er-
folgt linear, d.h. in unserem Falle
g T der ruhenden unteren Platte ist die Ge-
7 schwindigkeit an irgendeinem Punkte
= zwischen den Platten proportional dem
;/,_. Abstand dieses Punktes von der unteren
7 —%> (ruhenden) Platte (Abb. 3).
AR, S Sesmpishetovertellng sioer 3. Die inmere Reibung der Flissig:
von der die obere sich relativ zur unteren keit leistet der Bewegung der oberen
bewegt. Platte einen Widerstand, der fiir die
Flacheneinheit proportional dem Geschwindigkeitsgradienten ist; es
tritt also eine Schubspannung v auf von der Grofe
7= %%
= ‘l‘ dy N
wo u der Proportionalititsfaktor ist und ein Maf fir die Zahigkeit
darstellt; er ist eine von der Temperatur stark abhingige Material-
konstante und wird ,,Zéhigkeitsmaf‘‘ oder kurz ,,Zéhigkeit* genannt.
Wihrend beim elastischen Kontinuum die Schubspannung pro-
portional der Forménderung (der Winkelanderung) y ist:

— L

T=G-y mit Y =%y
(G der Schubmodul, £ die Verschiebung eines Punktes in der 2-Richtung),
ergibt das Experiment beim fliissigen Kontinuum eine Proportionalitit
oy
—87-

/4

der Schubspannung mit der Winkelinderungsgeschwindigkeit
Denn setzt man in

)0

S TR N4

THe T s TR oy \at)e
£

&= wut, also %i=u,

so ergibt sich — wie wir in Nr. 12 noch sehen werden — die durch das
Experiment bestétigte Beziehung:

a
r=ﬂ5§. (3)

II. Ahnlichkeitsgesetze.

4. Das Ahnlichkeitsgesetz hei Beriicksichtigung der Trigheit und der
Zihigkeit. Wir kommen jetzt zu den mechanischen Ahnlichkeitsgesetzen.
Zunichst fragen wir uns: Unter welchen Bedingungen sind die Stro-
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mungsformen irgendwelcher Fliissigkeiten oder Gase um oder in geome-
trisch ahnlichen Korpern selbst einander geometrisch dhnlich ? Betrachten
wir beispielsweise die Stromungen zweier Fliissigkeiten (wovon die eine

auch ein Gas sein kann) um zwei verschieden \
groBe Kugeln (Abb. 4a u. 4b), so fragt es sich y
also: Welche Bedingungen miissen erfiillt sein,

damit die Stromlinien der bei-

den Stromungsbilder geome- W25
trisch dhnlich sind? Die Ant- a)
wort ist offenbar die, dafl an
ahnlich gelegenen Punkten
der beiden Stréomungsbilder
die in diesen Punkten auf ein Volumenelement wirkenden Krafte zu
jeder Zeit in gleichem Verhéltnis zueinander stehen miissen.

Je nach den verschiedenen in Betracht kommenden Kréften erhalten
wir aus dieser fiir die Ahnlichkeit der Stromlinienbilder notwendigen
und hinreichenden Forderung die verschiedenen mechanischen Ahn.
lichkeitsgesetze.

Als ersten und wichtigsten Fall nehmen wir an, dafl auller den
Trigheits- und Reibungskriften alle anderen Krafte vernachlassigt
werden diirfen. Wir setzen damit voraus, daBl die Flissigkeit oder
das Gas fiir den betrachteten Stromungsvorgang als inkompressibel
angesehen werden kann, und daB ferner keine freien Oberflichen vor-
kommen, so daB die Wirkung der Schwerkraft durch den
statischen Auftrieb eliminiert ist. Wenn wir verlangen, daBl ¢ *%dy
unter der Wirkung der kombinierten Krifte der Tragheit I
und Zihigkeit die Bewegung zweier zu den Kugeln der
Abb. 4 dhnlich gelegener Fliissigkeitsteilchen geometrisch dy
ahnlich sein soll, so ist das, wie gesagt, nur méglich, wenn dx
zu jeder Zeit die auf die beiden Fliissigkeitsteilchen wirken- -z
den Tragheits- und Reibungskrifte im gleichen Verhédltnis  apb. 5. Am
zueinander stehen. e

element von
Wir wollen nun die Ausdriicke fiir die am Volumen-  Wurfelform

angreifende
element angreifenden Tragheits- und Zahigkeitskrifte — Relbunes-
rifte.
ableiten.
Fiir die Reibungskraft pro Volumeneinheit 148t sich ein Ausdruck
erhalten, wenn man in Abb. 5 ein Flissigkeitselement betrachtet,
dessen z-Richtung in der Bewegungsrichtung des Fliissigkeitsteilchens

liegen moge. Als Differenz der auftretenden Schubkréfte ergibt sich dann:

Abb. 4. Stromlinien um zwei verschieden gro8e Kugeln.

(v + %@) dzdz —vdwd: =%’§dwdydz,

2
oder als Zahigkeitskraft pro Volumeneinheit: % , wWas u g—y% gibt.

b)
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Den entsprechenden Ausdruck fiir die Tragheitskraft pro Volumen-
einheit hat man in dem Produkt aus Masse und Beschleunigung bezogen
auf die Einheit des Volumens. Ist # die Geschwindigkeitskomponente
eines Fliissigkeitsteilchens in der z-Richtung, so kann die z-Kom-
ponente der Beschleunigung fiir eine stationdre Bewegung durch den

Ausdruck g_u
X

durch ou g% reprisentiert werden. (Eigentlich kdme noch v Ju und

dy
ou . . . . )
w —5% hinzu, fiir nicht stationire Bewegungen auBerdem noch o 5?; ;

und somit die Tragheitskraft fiir die Volumeneinheit

bei geometrisch dhnlichen Stromungen verhalten sich aber diese Glieder
genau wie das als Représentant gewihlte Glied.)

Als Kiriterium fiir die mechanische Ahnlichkeit von Strémungs-
vorgidngen (bei Vernachlissigung von Schwere und Kompressibilitét)
haben wir somit die Aussage, daf8 an allen &hnlich zum Kérper ge-
legenen Punkten das Verhiltnis der Tragheitskraft zur Reibungskraft

ou

Tragheitskraft etz
Reibungskraft = 9%u
“oy

konstant sein muB.

Wir fragen uns jetzt: Wie dndern sich diese Krafte, wenn sich
die fiir den Vorgang charakteristischen Grofien: Geschwindigkeit V' der
anstrémenden Flussigkeit, Radius @, Dichte ¢ und Zahigkeit y dndern ?

Offenbar ist bei mechanisch ahnlichen Strémungsvorgéingen die Ge-
schwindigkeit u eines Fliissigkeitsteilchens an irgendeinem Orte des
Stromungsbildes proportional der Geschwindigkeit V der ungestérten
Stromung (der Ubergang von dem einen Stromungssystem zu dem
andern kommt auf eine Anderung der benutzten Zeiteinheit hinaus).
Bezeichnen wir mit ~ die Proportionalitét der durch dieses Zeichen
verbundenen GréB8en, so kénnen wir also schreiben:

u~V.

Es sind ebenso Differenzen zweier Geschwindigkeiten an entsprechenden
benachbarten Punkten proportional der Geschwindigkeit V, d.h.

du~7V.

Beriicksichtigen wir jetzt, daB bei mechanisch dhnlichen Strémungen
um geometrisch dhnliche Koérper die Koordinatendifferenzen je zweier
dhnlich gelegener benachbarter Punkte proportional sind entsprechenden
Langenabmessungen der geometrisch dhnlichen Kérper (bei Kugeln z. B.
den Radien), so ergibt sich die Anderung der z-Komponente der Ge-
schwindigkeit pro Langeneinheit an irgendeinem Punkt der Fliissigkeits-
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stromung, 3“% proportional —g, und also die Tragheitskraft selber

proportional

eve

a

. .. 02 o (0 V. .
Da aus den gleichen Griinden 2977: =3y <£> ~ 7 ist, so ergibt

sich fir die Reibungskraft die Proportionalitit mit

uV

Ta?’

so daBl wir fiir den Quotienten von Trigheits- und Zéhigkeitskraft
erhalten :

ou Vv
Tragheitskraft e% 5% S 4 1
Zahigkeitskraft — ofw — vV —u V% (1)
u a9 =

Wenn also — und das ist der Inhalt des mechanischen Ahnlichkeits-
gesetzes — bei Stromungen um geometrisch dhnliche und zur Stréomung

ahnlich gelegene Korper- die Grofle %Va die gleiche ist, so ist zu er-
warten, dal auch die Stromlinien geometrisch &hnlich sind. Handelt
es sich z. B.um zwei Stromungen derselben Flissigkeit von gleicher
Temperatur und Dichte (% = konst.) um zwei Kugeln, von denen die

eine doppelt so grof ist wie die andere, so ist die Stromungsform in
beiden Fillen geometrisch dhnlich, wenn die Anstrémungsgeschwindig-
keit fir die groBere Kugel halb so gro8 ist wie die fiir die kleinere

Kugel, da dann —l—i— -V -a den gleichen Wert hat.

Da die GréBe % V -a den Quotienten zweier Krifte darstellt, ist
sie eine dimensionslose Zahl und daher unabhingig vom benutzten
Mafsystem. Man erkennt dieses auch direkt, wenn man fiir die in

Frage kommenden Gré8en ihre Dimension einsetzt. Da im sogenannten
technischen MaBsystem

L=[%]=% =7, @=L wd =57

ist (wobei mit L eine Linge, mit 7' eine Zelt und mit K eine Kraft
bezeichnet wird), so erglbt sich:

Da die GroBen ¢ und g hiufig in der Verbindung—'z— auftreten, hat man

fiir diesen Quotienten die Bezeichnung v eingefithrt und nennt ihn die
2

kinematische Zahigkeit. Die Dimension von » ist also 7
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Diese Ahnlichkeitsbeziehung hat zuerst Osborne Reynolds ge-
funden bei der Untersuchung von Fliissigkeitsstromungen in Rohren,
auf die wir in Nr. 22 noch zuriickkommen werden. Man hat deshalb

die Grofle —z— Vea= -V—:l die Reynoldssche Zahl genannt und mit R

bezeichnet. Wir werden spéiter noch sehen, in wie grofem Mafle durch
das Einfilhren dieser Dimensionslosen der weiteren Entwicklung der
modernen Hydrodynamik der Weg geebnet wurde. Fiir eine grofle An-
zahl von Stromungsvorgéngen wurden durch die Reynoldssche Zahl bis
dahin unbekannte innere Zusammenhénge klargelegt.

5. Das Ahnlichkeitsgesetz bei Trigheit und Schwere. Wihrend wir
in Nr. 4 vorausgesetzt haben, daB3 die Schwerkraft nicht zur Wirkung
kommt (keine freien Oberflichen), wollen wir jetzt ein entsprechendes
Ahnlichkeitsgesetz aufstellen, das die Tragheits- und Schwerewirkungen
beriicksichtigt, hingegen die Reibungswirkungen und die Kompres-
sibilitdt vernachldssigt. Wir brauchen nur wieder den Ausdruck dafiir
abzuleiten, da8 bei mechanisch dhnlichen Strémungen an dhnlich ge-
legenen Punkten das Verhiltnis der in diesen Punkten auf ein Volumen-
element wirkenden Kréfte das gleiche sein mufl. Es muB also in Punkten,
die zum umstrémten Koérper ahnlich liegen, das Verhéltnis der Tragheits-
kraft zur Schwerkraft das gleiche sein. Da die Schwerkraft fiir die
Volumeneinheit das Gewicht der Raumeinheit y = pg ist (g die Erd-
beschleunigung), so haben wir als notwendige und hinreichende Be-
dingung fiir geometrisch &dhnliche Stromlinienbilder (bei Vernach-

lissigung der Zahigkeit und Kompressibilitat)

ou ou
Tréagheitskraft oz
Schwerkraft ~  og konst.
T ou . LA
Da — wie wir in Nr. 4 gesehen haben — U5 sich wie o andert

(wo V eine an und fiir sich beliebige, aber fiir den Stromungsvorgang
charakteristische Geschwindigkeit und @ eine ebensolche Lénge be-
deutet), so konnen wir die letzte Gleichung auch schreiben:
Tragheitskraft | & R
Schwerkraft &?} = konst. 2

Dieses Ahnlichkeitsgesetz wird nach seinem Entdecker auch das

2
Froudesche Gesetz! genannt und der Quotient % , der wieder eine

dimensionslose Zahl ist, mit F bezeichnet.
Dieses Froudesche Gesetz findet iiberall dort ausgedehnte An-
wendung, wo wegen freier Fliissigkeitsoberflichen die Schwerkraft zur

1 Froude: Trans. of the Inst. of Naval Arch. Bd. 11, S. 80. 1870.
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Geltung kommt, so in erster Linie bei Untersuchungen mit Schiffs-
modellen. Ist z. B. die Modellgro8e /59, der Schiffsgrofle, so mull nach
dem Froudeschen Cesetz, damit F eine Konstante ist, die Modell-
geschwindigkeit 1/;, der Schiffsgeschwindigkeit sein. Nur dann sind die
Stromungsformen, Wellen usw. beim Modell &hnlich denen der Strémung
in natiirlicher Grofe.

Wihrend bei Beriicksichtigung der Zahigkeit und Tragheit — jedoch
bei Vernachlassigung der Schwere — mechanische Ahnlichkeit nur
dann moglich ist, wenn bei Verkleinerung der Léngenabmessung des
Modells die Geschwindigkeit entsprechend vergrofiert wird, erfordert
das Froudesche Ahnlichkeitsgesetz in diesem Falle Verkleinerung der
Geschwindigkeit bei Verkleinerung der Langenabmessung. Wie man
hieraus erkennt, ist eine Verbindung beider Ahnlichkeitsgesetze unter
Voraussetzung der gleichen Fliissigkeit nicht mdglich, d.h.es kann
bei gleicher Fliissigkeit kein Ahnlichkeitsgesetz geben, das sowohl die
Tragheitskrifte, die Reibungskrifte und die Schwerekrifte beriick-
sichtigt. Unter Verwendung von Flissigkeiten verschiedener kine-
matischer Ziahigkeit lassen sich prinzipiell beide Ahnlichkeitsgesetze
vereinigen, praktisch hat dieses jedoch kaum Bedeutung, da man
nicht iiber Fliissigkeiten von geniigend verschiedenem » verfiigt. Be-
zeichnet der Index 1 den Vorgang in natiirlicher Gréfie und 2 den-
jenigen des verkleinerten Modells, so ergibt sich aus

Vy-a, ______Vz‘az und V? ____IQ

b
Y1 Vo a9 a2 g

daB die kinematischen Zahigkeiten der verwendeten Flissigkeiten im

Verhiltnis .
4 a\3 V. V.,\3
n=@) e 5=
zueinander stehen miiBten.

Bei den Schiffsmodellversuchen ist die Resultierende der Zahigkeits-
krifte, der Reibungswiderstand, im allgemeinen von derselben Grofen-
ordnung wie die Trigheits- und Schwerkrifte (Druck- und Wellen-
widerstand). Man hilft sich nach Froude damit, da man den aus
besonderen Versuchen ermittelten Reibungswiderstand des Modells von
dem gemessenen Widerstand abzieht, den Rest nach der Froudeschen
Ahnlichkeit auf das groBe Schiff umrechnet und den dem Schiff zu-
kommenden Reibungswiderstand wieder hinzuaddiert. Dieses Verfahren
ist allerdings ziemlich ungenau, da auch der angegebene Restwider-
stand nicht ganz unabhingig von der Zihigkeit ist, und zwar sind
diese Ungenauigkeiten um so groBer, je kleiner die benutzten Modelle
sind. Aus diesem Grunde verwenden die Schiffbauer relativ grofle
Modelle (ca. 5 m und mehr).
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Bei beiden Ahnlichkeitsgesetzen — sowohl bei dem Reynoldsschen
wie bei dem Froudeschen Gesetz — haben wir vorausgesetzt, daB die
Fliissigkeiten und Gase zwar nicht vollkommen und in jedem Fall
inkompressibel sind, wohl aber, daB bei den in Frage kommenden
Bewegungsvorgingen die Wirkungen der Kompressibilitit so gering
sind, daB sie vernachlissigt werden kénnen. Wieweit wir auch in diesem
Sinne Gase als inkompressibel behandeln kénnen, wurde im XTII. Kapitel
des ersten Bandes gezeigt.

Sind die Wirkungen der Kompressibilitdt so grof (sehr groBle Ge-
schwindigkeiten oder Hohenunterschiede), da$ sie fiir den Vorgang von
wesentlicher Bedeutung werden, so 1aB8t sich auch z. B. bei Beriick-
sichtigung der Tragheit und der Kompressibilitit ein Ahnlichkeits-
gesetz aufstellen. Auch hier ergibt es sich jedoch, daB bei Beriick-
sichtigung eines dritten Faktors (z. B. der Schwere oder der Zihigkeit)
kein Ahnlichkeitsgesetz abzuleiten ist.

Da die Verbindung von Trigheit, Schwere und Zusammendriickbar-
keit bei den meisten meteorologischen Vorgingen vorkommt, ist es
nicht méglich, durch Modellversuche diejenigen meteorologischen Er-
scheinungen zu untersuchen, bei denen jene drei Faktoren von wesent-
licher Bedeutung sind.

6. Eine andere Ableitung des Reynoldsschen Ahnlichkeitsgesetzes
aus der Navier-Stokesschen Gleichung. Ohne auf die Ableitung der
allgemeinen Bewegungsgleichung einer zadhen TFliissigkeit hier einzu-
gehen (vgl. IV. Kapitel), stellen wir fest, daf der Einflul einer inneren
Reibung sich dahin geltend macht, daB zu den Kréften pro Volumen-
einheit der rechten Seite der Eulerschen Gleichung (vgl. Nr. 56 des
ersten Bandes) fiir reibungslose Fliissigkeiten noch das Glied pA4
hinzutritt. Die auf zidhe Fliissigkeiten erweiterte Eulersche Gleichung,
die sogenannte Navier-Stokessche Bewegungsgleichung, hat somit
die Form:

%—?+mogradm=g—%gradp+%élm.

Setzen wir im weiteren voraus, da8 die Dichte in der ganzen Fliissig-
keit konstant ist, und bezeichnen wir mit p nicht den gesamten Druck,
sondern den um den Schweredruck verminderten Druck, so fillt — wie
wir in Nr. 2 gesehen haben, vgl. auch Nr. 58 des ersten Bandes — die
Schwerewirkung im Innern der Fliissigkeit durch den statischen Auf-
trieb fort, so daB die obige Bewegungsgleichung die Form erhilt:

'%‘;+mogradm=—%gradp+%dm. (3)

Wir wollen jedoch ausdriicklich bemerken, daB3 die Elimination der
Schwerkraft durch die Wirkung des Auftriebes nur im Innern der
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Fliissigkeit moglich ist, so dal Bewegungsvorginge mit freien Fliissig-
keitsoberflichen auBlerhalb der Betrachtung bleiben miissen, und daf8
es ferner notwendig ist, die Dichte iiberall konstant, d. h. die Flissig-
keit als inkompressibel, anzunehmen.

Da die Differentialgleichung unabhéngig sein mufl von der Wahl
der Einheiten fiir die verschiedenen in der Bewegungsgleichung auf-
tretenden physikalischen Grofien wie Geschwindigkeit, Druck usw.,
koénnen wir uns von der Willkiir dieser Wahl freimachen, wenn wir
fiir die Variablen der Differentialgleichung dimensionslose Veranderliche
einfithren. Wir tun das dadurch, daB wir fiir einen bestimmten Be-
wegungsvorgang gewisse an sich willkiirliche, aber fiir den Vorgang
charakteristische GréBen (z. B. die Anstromungsgeschwindigkeit V der
Abb. 4, den Radius a der Kugel usw.) als Einheiten dieser GréBen
festlegen. Die MaBzahlen der mit diesen Einheiten gemessenen GrofBen
fiihren wir dann als neue dimensionslose Variable in die Bewegungs-
gleichung ein.

Sind V, a, p; und #, fiir den betrachteten Vorgang charakteristische
(konstante) GréBlen, so ist also:

Geschwindigkeit o=V 8

Lange. . . . . =al
Druck. . . . . p=p, P
Zeit. . . . . . t=1,1T,

wo B, L, P und T die (dimensionslosen) MaBzahlen der in den Ein-
heiten V, a, p, und ¢; gemessenen physikalischen Gréfien w, I, p und ¢
sind. Gehen wir mit diesen dimensionslosen GroBen ¥, L, P und 7T
in die Bewegungsgleichung ein, so erhalten wir unter Beriicksichtigung,
dafl das Symbol grad eine einmalige Differentiation nach dem Ort

bedeutet, also bei Einfithrung der Langeneinheit @ mit %multipliziert
werden muBl, und daB3 A4 als Symbol einer zweifachen Differentiation
nach dem Ort bei Einfilhrung der Liangeneinheit o mit ;lé zu multi-
plizieren ist:

V oW | 4

m 0T+ %ograd% %gradP—{—%a—zA%.

Die Geschwindigkeitseinheit ¥ ist dabei nicht unabhingig von der
Wegeinheit, was man einsieht, wenn man die Definitionsgleichung der

Geschwindigkeit v = Z—; in derselben Weise wie hier die Navier-Stokes-
sche Gleichung behandelt. Man muf also, etwa durch passende Wahl

der Zeiteinheit ¢;, die Gleichung V = % erfillen. Damit wird aber
1

72 .
gerade 'tK = —-(was wir andernfalls gemé48 dem Folgenden auch hitten
1
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2
verlangen miissen). Nach Division durch Za- ergibt sich
oW P v
"57 + %ograd?lB = —Q—I}zgradl’ + WA % .

Da Ahnlichkeit der Stromungen Identitit der Losungen in den
dimensionslosen Variablen bedeutet, so folgt also, daB die Differential-
gleichungen der verschiedenen geometrisch dhnlichen Stromungen sich
nur durch einen allen Gliedern der Gleichung gemeinsamen Faktor
unterscheiden diirfen.

Der Quotient ﬁé ist das Verhiltnis eines fiir den betrachteten

Vorgang charakteristischen Druckes zum doppelten Staudruck und fir
die geometrische Ahnlichkeit deshalb bedeutungslos, weil der Druck nur
die passive Reaktion gegen Volumendnderung darstellt. Es ergibt sich
somit das gleiche Resultat wie in Nr. 4, daf8 fiir geometrisch dhnliche

Stromungen die Zahl % = %, also auch R konstant sein muB.

7. Zusammenhang zwischen Ahnlichkeits- und Dimensionsbetrach-
tungen. Da alle physikalischen Gesetze in einer von den speziell an-
gewandten Mafeinheiten befreiten Form ausgedriickt werden konnen,
in der nur noch reine Zahlen (Verhaltniszahlen physikalischer GroSen)
auftreten, kann man die Ahnlichkeitsbetrachtung auch durch eine
Dimensionsbetrachtung ersetzen.

Von den in der Navier-Stokesschen Gleichung vorkommenden
physikalischen Gréflen ist einerseits die Zeiteinheit durch die Einheit
der Geschwindigkeit ¥ und durch die Léngeneinheit o eindeutig be-
stimmt, anderseits der Druck fiir die geometrische Ahnlichkeit der
Stromungsform belanglos. Es bleiben somit als fiir das Stromlinien-
bild wesentliche GroBen: die Geschwindigkeit ¥V, die Langenabmessung a,
die Masse der Volumeneinheit ¢ und die Zahigkeit y. Legen wir das
technische Maflsystem der Krafteinheit K, der Léangeneinheit L und der
Zeiteinheit T zugrunde und fragen wir uns: Gibt es eine Kombination von

Vﬂ.aﬂ.gy.‘ua’
die eine reine Zahl ist, mithin die Dimension 1 hat, so kommt es also
darauf an, «, 8, ¢, 6 so zu bestimmen, dafl

[Ve-afgr-pd] = KO L0-T0= 1

ist’. Da aber eine dimensionslose Gréfe, zu einer beliebigen Potenz
erhoben, eine reine Zahl bleibt, so ist eine der Zahlen «, g, y,  will-
kiirlich. Setzt man daher o = 1, so ergibt sich, wenn man fiir die ein-
zelnen physikalischen Gréfen nach S. 9 ihre Dimensionen einsetzt:

L.L8.KYT*Y-.K°T°
[V-a/”-g”-,u"]=T A7 733 = KO.[0. 7m0,

1 Eine GroBe in eckige Klammern gesetzt, soll hier immer bedeuten, daf ledig-
lich ihre MaBeinheit (Dimension) gemeint ist.



Allgemeines. 15

Durch das Gleichsetzen der Exponenten der Grofien K, L und T links
und rechts ergeben sich dann 3 Gleichungen fiir 8, p, 6.

7+ 0 =0, 1
1+8—4y—20=0, (2)
29+ 6 — 1 =0. (3)
Das Gleichungssystem aufgelost, ergibt:
=1, y=1, 6=—1,

d. h. die einzig mogliche dimensionslose Kombination von V, a, o, u
ist somit

Via-2=R.
u
Hétte man als bekannt vorausgesetzt, dafl p und g nur in der Form
% auftritt, d. h., dafl § = — p ist, so wére die Ableitung noch einfacher
gewesen: Da
R T
G=bl=7
ist, anderseits auch
L2
[V-a]l =7,

so ist Y;—a die einzig mogliche Kombination, die eine reine Zahl ergibt.

Obwohl diese Dimensionsbetrachtung nicht die Anschaulichkeit der
Ahnlichkeitsbetrachtung besitzt, hat sie den Vorteil, auch dann noch
anwendbar zu sein, wenn die Kenntnis der genauen Bewegungsgleichung
noch fehlt, wohl aber bekannt ist, welche physikalischen GroBSen fiir
den Vorgang bestimmend sind.

III. Stromung in Rohren und Kaniilen.
(Eindimensionale Differentialgleichung.)

A. Laminare Stromung.

8. Allgemeines. Untersuchungen iiber Strémungsvorginge in Rohren
und Kanélen sind — entsprechend ihrer grofen praktischen Bedeutung —
bereits seit langem angestellt; sie bilden das eigentliche Gebiet der
Hydraulik. Da aber die Gesetze der inneren Reibung von Fliissigkeiten
lange Zeit hindurch unbekannt waren, mufte man — um den prak-
tischen Bediirfnissen einigermafBen gerecht zu werden — sich zunichst
mit Versuchsreihen begniigen, die den Einzelfall betrafen, ohne damit
den inneren Zusammenhang der verschiedenartigen Erscheinungen klar-
legen zu konnen.

Als es dann der Hydrodynamik etwa um die Mitte des vorigen
Jahrhunderts gelang, das Problem der Fliissigkeitsstromung in geraden
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Rohren von kreisférmigem Querschnitt unter Beriicksichtigung der
Zahigkeit allgemein zu losen — es ist dies einer der ganz wenigen Fille,
in denen eine vollstindige Integration der allgemeinen Differential-
gleichung ziher Flissigkeiten bis jetzt moglich ist —, da zeigte sich,
daB damit fiir die praktische Hydraulik kaum etwas gewonnen war.
Man erkannte namlich, dafl die Bedingungen, unter denen die Losung
der Differentialgleichung physikalische Giiltigkeit besitzt, zwar realisier-
bar sind und auch in gewissen Fillen in der Natur vorkommen, daB
jedoch die groBle Mehrzahl aller Stromungen durch Rohre und Kandle,
wie sie besonders in der Technik auftreten, durch die gefundene Losung
der Theorie nicht erfafit wird. Das hat seine Ursache darin, daB es
zwei prinzipiell verschiedene Stromungsformen gibt.

Betrachtet man, um dieses zu erkennen, z. B.die Stréomung in
einem Glasrohr unter Benutzung von Wasser, dem man — wie es schon
Hagen getan hat — kleine Teilchen, etwa Holzfeilspine, zufiigt, um
dadurch die Fliissigkeitsbewegung in den Einzelheiten erkennbar zu
machen, so sieht man, daB im allgemeinen die Fliissigkeitsteilchen
sich nicht in zur Wandung parallelen Bahnen bewegen, sondern in
einer wilden, scheinbar ungeordneten Bewegung durch das Rohr
hindurchflieBen. Neben einer Hauptbewegung in Richtung der Rohr-
achse lassen sich deutlich senkrecht dazu gerichtete Nebenbewegungen
der einzelnen Fliissigkeitsteilchen erkennen. Diese Strémungsform wird
turbulente Stromung genannt. Der weitaus groBte Teil aller in der
Technik vorkommenden Fliissigkeits- oder Gasstromungen ist von dieser
Art. Drosselt man nun in unserem Experiment mit dem Glasrohr den
‘Wasseraustritt mehr und mehr, so tritt bei einer gewissen Geschwin-
digkeit ziemlich plotzlich die zweite der oben erwéhnten Stréomungs-
formen ein. Jetzt erkennt man deutlich, wie die Fliissigkeitsteilchen
in zueinander und zur Wandung parallelen Bahnen, gewissermaBen in
einzelnen Schichten, sich bewegen. Diese Stromungsart nennt man la-
minare Stromung, und nur auf sie bezieht sich die schon oben er-
wahnte Losung der Hydrodynamik.

9. Die grundlegende Hagensche Untersuchung. Obwohl die Existenz
der beiden Stromungsformen, der turbulenten und der laminaren
Stréomung, bereits seit langem bekannt war, stammen die ersten syste-
matischen Versuche, die GesetzmiBigkeiten dieser beiden Stromungs-
arten zu erforschen, erst aus der Mitte des vorigen Jahrhunderts.
Die ersten grundlegenden und sehr sorgfiltigen Untersuchungen hier-
iber hat G.Hagen angestellt, dem dadurch ein grofes Verdienst
hinsichtlich der Erforschung der Strémungsvorgénge in Rohren zu-
kommt, wenn seine Resultate auch nicht die wiinschenswerte Ver-
breitung gefunden haben, was darauf zuriickzufiihren sein mag, daf
die von ihm benutzten MaBeinheiten (preuBisches Lot, Pariser Zoll usw.)
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ein umstéindliches Umrechnen der Resultate erfordert, wenn man sie
mit anderen vergleichen will.

Die erste der beiden in Frage kommenden Arbeiten aus dem Jahre
18391 beschrinkt sich auf die laminare Strémung. Hagen benutzt
in dieser Untersuchung 3 gezogene Messingrohre von verschiedenen
Durchmessern? und setzt die beobachteten Druckhdhen % des Vorrats-
troges gegeniiber dem AusfluB am Ende des Rohres in Beziehung zu
den gemessenen sekundlichen Wassermengen M. Er geht aus von dem
Ansatz

h="h + hy=aM 4 bM?

und zeigt, daBl @ und b fiir jedes Rohr Konstante sind, wobei sich a
als sehr abhingig von der Temperatur, b hingegen unabhingig er-
weist. In richtiger Erkenntnis des physikalischen Vorganges stellt
Hagen den Satz auf, daB ein Teil der Druckhohe, und zwar derjenige,
der dem quadratischen Ausdruck entspricht h, = b M2, dazu verbraucht
wird, um der Fliissigkeit die kinetische Energie zu erteilen, wahrend
hy = aM zur Uberwindung des Reibungswiderstandes nétig ist.

Soweit ausschlieflich die Reibung in Frage kommt, ist also die
Druckhohe proportional der sekundlichen DurchfluBmenge, wobei der
Proportionalititsfaktor stark von der Temperatur abhingig ist. Unter
Benutzung der Methode der kleinsten Quadrate wird dann aus den
Messungen die Abhéngigkeit der GréBe @ von der Temperatur fest-
gestellt und die verschiedenen a der einzelnen Rohre auf eine bestimmte
Temperatur (10°C) reduziert. Nach Division der Ausdriicke fir A
durch die Langen der Rohre, d. h. bezogen auf die Léangeneinheit, zeigt
sich, da die so umgeformten Proportionalititsfaktoren @ und b der
vierten Potenz der Rohrradien umgekehrt proportional sind. Mit » als
Rohrradius ergibt sich schlieBlich:

= hy -+ hy = - 0,000000117 1M + = - 0,0002056 M2,

Beriicksichtigt man lediglich das zur Uberwindung der Reibung ge-
hérige Glied in der ersten Potenz von M, so ist also die sekundliche
DurchfluBmenge der Druckhohe %, und der vierten Potenz des Radius
proportional, der Linge des Rohres aber umgekehrt proportional.
Fiihrt man jetzt in die obige von Hagen aus seinen Experimenten auf-
gestellte Beziehung statt der sekundlichen DurchfluBmenge die durch-
schnittliche Geschwindigkeit u ein (M = m r2wy) und statt der Druck-
hohe b die Druckdifferenz Ap =hy =hpg, so erhilt man unter Be-

1 Hagen, G.: Uber die Bewegung des Wassers in engen zylindrischen
Rohren. Pogg. Ann. Bd. 46, S. 423. 1839.

2 Durchmesser: 0,255 cm; 0,401 cm; 0,591 cm, Langen bzw.: 47,4 cm; 109 cm;
105 cm.

Tietjens, Hydromechanik IT. 2
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riicksichtigung, daf als Léngeneinheit 1 Pariser Zoll = 2,707 cm und
als spez. Gewicht des Wassers 1,355 preuB. Lot/Pariser Zoll® an-
genommen ist, in [c¢, g, s]-Einheiten:

Ap=Ap, + Ap,=0103%% 1 1350w
oder, wenn man in den Koeffizienten 0,103 des Reibungsgliedes das

Zahigkeitsmafl y einfiihrt, das fiir die angenommene Temperatur von
10° C den Wert 0,013 g cm—1s~! besitzt!:

21 72
Ap=Ap1+Ap2=8ﬂl,—?+2,7g2l- 1)

Fiir die Abhéngigkeit des Zahigkeitsfaktors mit der Temperatur
(von 0° bis etwa 20° C) gibt Hagen — wenn man seine Werte in [c, g, s]-
Einheiten und Celsiusgrade umrechnet — die Beziehung:

4 =0,01800 — 0,000655 ¢t + 0,0000144 ¢2.

Vergleicht man in Abb. 6 einige nach dieser Formel berechnete Werte
mit den besten und neuesten Messungen von Thorpe und Rodger,
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Abb. 6. Abhiingigkeit der Zihigkeit von Wasser von der Temperatur. Die obere Kurve
nach Messungen von Bingham u. White, die untere nach Messungen von Thorpe u. Rodger.
+ ... Hagen (1839), & ... Poiseuille (1841).

sowie von Bingham u. White?2, so erkennt man, wie auBerordent-
lich sorgfaltig und zuverldssig die Hagenschen Messungen sind.

10. Die Poiseuilleschen Messungen. Ungefahr um dieselbe Zeit, als
Hagen seine grundlegenden Versuche in Poggendorfs Annalen ver-
sffentlichte, findet der Pariser Arzt und Physiker Poiseuille3 eben-
falls auf experimentellem Wege das gleiche Stromungsgesetz der lami-

1 Nach Thorpe u. Rodger: Phil. Trans. Roy. Soc. II Bd. 185, London 1894. —
Plate 8 oder M. Brillouin: Legons sur la viscosité S. 130. Paris, 1907.

2 Bingham u. White: Z. physik. Chem. Bd. 80, S. 670. 1912.

3 Poiseuille: Recherches expérimentelles sur le mouvement des liquides dans
les tubes de trés petits diamétres. Comptes Rendus Bd. 11, S. 961 u.1041. 1840;
Bd. 12, S. 112. 1841; ausfiihrlicher: Mémoires des Savants Etrangers Bd.9. 1846.
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naren Bewegung von Wasser durch feine Glaskapillaren. Ausgehend von
Betrachtungen iiber die Bewegung des Blutes in Aderkapillaren unter-
sucht Poiseuille nacheinander den EinfluB des Druckes, der Linge
der Kapillare, ihres Durchmessers und der Temperatur der Fliissigkeit
auf die sekundliche DurchfluBmenge. In drei vorldufigen Berichten
von 1840/41 (also 2 Jahre nach Hagen) sowie ausfiihrlicher 1846 stellt
Poiseuille aus seinen auBerordentlich sorgfialtigen Experimenten das
Gesetz auf, daB die sekundliche DurchfluBmenge dem Druck und der
vierten Potenz des Radius proportional, der Lénge der Kapillare aber
umgekehrt proportional ist. Damit hat Poiseuille gezeigt, daf die
von Hagen gefundene GesetzméaBigkeit fiir die laminare Bewegung in
Rohren auch fiir Kapillaren Giiltigkeit besitzt. Die Kenntnis jedoch,
daB ein Teil des Druckes dazu verwendet werden muB, der Fliissigkeit
die kinetische Energie zu erteilen, die sie beim Austritt aus dem Rohr
noch besitzt, hat Poiseuille — im Gegensatz zu Hagen, der diesen
Gedanken klar ausgesprochen hat — mnoch nicht gehabt. Poiseuille
stellt lediglich fest, dafl sein Gesetz aufhort giiltig zu sein, sobald die
Lange der Kapillare einen gewissen vom Durchmesser abhéngigen
Wert unterschreitet. So teilt Poiseuille z.B.mit, daB bei einer
Kapillare von 0,029 mm Durchmesser (etwa dem dreifachen Durch-
messer einer Aderkapillare) das von ihm aufgestellte Gesetz bei einer
Linge von 2mm gerade noch gilt. Bei derartig kurzen Rohrlingen
(gemessen in Durchmessern) wird aber derjenige Druckanteil, der die
Widerstandskrafte der inneren Reibung zu iiberwinden hat, so gering,
daB es nicht mehr angéngig ist, den zweiten Druckanteil zur Erzeugung
der kinetischen Energie dagegen zu vernachlissigen.

11. Das Hagen-Poiseuillesche Gesetz. In Anbetracht, da Hagen
bereits 2 Jahre vor Poiseuille als erster das Gesetz der laminaren
Stromung durch Rohre von kreisférmigem Querschnitt gefunden und
verdffentlicht hat und iiber Poiseuille hinaus die Bedeutung eines
Korrektionsgliedes fiir die kinetische Energie richtig erkannt und aus
seinen Messungen berechnet hat, nennen wir die von beiden Forschern
unabhéngig voneinander gefundene Beziehung nach dem Vorgange von
M. Rithlmann das Hagen-Poiseuillesche Gesetz.

Fiir die laminare Stromung im Rohr hatten die Experimente ergeben
(wenn wir vom Korrektionsglied der kinetischen Energie absehen):

Ap=8pu.
Bereits frither hatte man den Druckabfall von turbulenten Strémungen
in Rohren untersucht und dabei gefunden, dal der Druckabfall nahezu

. 1w, . . .
proportional —-- 0 %—1st. Obwohl bei der laminaren Strémung nur eine

Proportionalitit mit der ersten Potenz der Geschwindigkeit besteht,
2%
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) L1 u® . .
hat man den Proportionalitédtsansatz mit—-- ¢ % auch auf die laminare

Stromung ausgedehnt, wobei dann natiirlich der Proportionalitéits-
faktor, der mit A bezeichnet werde, nicht konstant ist. Vielmehr er-
gibt sich aus dem Ansatz
11 u?

Ap=12-—-0% )
unter Benutzung der obigen Formel fiir 4p
164 16 16
rie @ R’ (22)

v

—

-7

wobei R wieder die Reynoldssche Zahl, hier = =, ist.
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Abb. 7. Abhingigkeit des Widerstandskoeffizienten von der Reynoldsschen Zahl
(Hagensche MeBergebnisse).

Trégt man A als Funktion von R auf, wobei man zweckmiBig ein
logarithmisch eingeteiltes Koordinatennetz benutzt, um zu vermeiden,
daB die kleineren Reynoldsschen Zahlen gegeniiber den groBen allzusehr
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zusammenriicken, so ergibt sich eine unter 45° zu den Koordinaten-
achsen geneigte Gerade, die bei R = 100 durch 1 = 0,16 geht. In
Abb. 7 sind die aus den Hagenschen Messungen — unter Beriick-
sichtigung der von ihm angegebenen Korrektur fiir die kinetische
Energie — berechneten Werte von A als Funktion von R aufgetragen.
Man erkennt, wie die einzelnen Werte, obwohl die Messungen mit
Rohren von verschiedenen Durchmessern und Rohrlingen und bei
betrachtlich verschiedenen Temperaturen vorgenommen wurden, sehr

gut auf der Geraden A = % liegen.
12. Ableitung des Hagen-Poiseuilleschen Gesetzes aus dem New-

tonschen Reibungsansatz. Betrachten wir jetzt — um das Hagen-
Poiseuillesche Gesetz aus

dem Newtonschen Rei- ____ r =+ /\Pi 2\
bungsansatz (S. 6) abzu- ==t (U

leiten — in Abb. 8 einen : J

kreiszylindrischen Fliissig-

™~

keitskérper im Innern eines " 72
P Abb. 8. Konzentrischer Flissigkeitszylinder im Innern
durchstrémten Rohres von eines zylindrischen Rohres.

ebenfalls  kreisformigem

Querschnitt, so kénnen wir sagen, daBl die Druckdifferenz p, — p,,
die auf die Stirnfliche des betrachteten Zylinders mit einer Kraft
(py — Po) wy? wirkt, in der Mantelfliche 2yl eine gewisse Schub-
spannung T hervorruft. Und zwar muB — wenn wir annehmen, da@3
der Stromungszustand in verschiedenen Querschnitten des Rohres der-
selbe ist, eine Beschleunigung in der z-Richtung also nicht stattfindet,

(pr—p)my’=2myl-7
sein. Daraus erhalten wir

T _ PP Y

l 2
. . d .
und mit dem Newtonschen Reibungsansatz T = u 071; unter Beriick-
A du .
sichtigung, daB Ty negativ ist,

dv _  Pr—De,
dy ul

J‘ - 2,ul f dy,

r

also, wenn man noch beriicksichtigt, da.B die Flissigkeit an der Rohr-
wandung haftet, d. h. u(r) = 0 ist,

u(y) '4”1 (72 yZ)

oder
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Wir erkennen also, da3 bei der ausgebildeten Laminarstrémung in
kreiszylindrischen Rohren eine Geschwindigkeitsverteilung nach Art
eines Rotationsparaboloids besteht. Die maximale Geschwindigkeit fiir

y =0 soll mit u, bezeichnet werden. Da das Volumen @ eines der-
2
nr2u° ist, haben wir also

artigen Rotationsparaboloids gleich

Q="0"Pe
oder

Q

Tr?’

l
p—p=A4p= 8/“;?’
Fiithren wir noch die mittlere Geschwindigkeit w = ;;% ein, so

erhalten wir schlieBlich in Ubereinstimmung mit dem Reibungsglied 4 p,
von (1) auf S. 18.

Ap= Slu-‘.—. (3)

Die weitgehende Ubereinstimmung der Versuche (unter Verwendung
von Rohren von verschiedenen Durchmessern) mit dem theoretisch
abgeleiteten Ausdruck (Gl 3) kann betrachtet werden als eine experi-
mentelle Bestitigung des Reibungsansatzes, daB die Schubspannung
der Deformationsgeschwindigkeit proportional ist, und daf} anderseits
die Fliissigkeit an den Wandungen haftet und nicht mit einer end-
lichen Geschwindigkeit an ihr entlang gleitet. Wegen der groBen Ge-
nauigkeit, mit der sich diese Versuche ausfiihren lassen, eignen sie
sich auch am besten zur genauen Bestimmung des Zahigkeitsmafles u?.
In hoch verdinnten Gasen allerdings, wo die freie Weglédnge nicht mehr
klein ist gegen den Rohrradius, zeigen sich Abweichungen, die in Uber-
einstimmung mit der Theorie als Gleitung aufgefaBit werden konnen.

13. Grenzen hinsichtlich der Giiltigkeit des Hagen-Poiseuilleschen
Gesetzes. Uber die Giiltigkeit des Hagen-Poiseuilleschen Gesetzes bei
sehr zihen Fliissigkeiten sowie bei Fliissigkeiten unter sehr hohen
Drucken sind in neuerer Zeit mehrere Untersuchungen ausgefiihrt. So
haben u. a. Reiger?2, Ladenburg? und Glaser? festgestellt, da3
selbst bei Fliissigkeiten (Kolophonium in Terpentinsl) von etwa
u = 108 das Hagen-Poiseuillesche Gesetz noch weitgehend erfiillt ist.

1 Erk, S.: Zshigkeitsmessungen an Flissigkeiten und Untersuchungen von
Viskosimetern. Forsch.-Arb. Ing. 1927, H. 288.

2 Reiger, R.: Uber die Giiltigkeit des Poiseuilleschen Gesetzes bei zih-
fliissigen und festen Korpern. Diss. Braunschweig 1901, oder Ann. Physik Bd.
19, S. 985. 1906.

3 Ladenburg, R.: Uber die innere Reibung ziher Fliissigkeiten und ihre
Abhéngigkeit vom Druck. Ann. Physik Bd. 22, S. 287. 1907.

4 Glaser, H.: Uber die innere Reibung ziher und plastisch-fester Korper
und die Giiltigkeit des Poiseuilleschen Gesetzes. Ann. Physik. Bd. 22, S. 694. 1907.
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Allerdings gilt nach Versuchen von Glaser das Hagen-Poiseuillesche
Gesetz nicht mehr, wenn der Rohrradius eine von dem Zihigkeitsmaf
abhéingige Grenze unterschreitet. Als untere Grenzwerte der Radien
fand er fiir

p=10°gem1sg1l...r=0Icm; pu=107...r=0,5;
pu=109...r=10cm.

Es zeigt sich namlich nach den Glaserschen Messungen fiir kleinere
Radien ein sehr starkes Ansteigen von u. In neuester Zeit sind auch
kolloidale Fliissigkeiten daraufhin untersucht, ob sie das Hagen-
Poiseuillesche Gesetz befolgen?.

14. Die Vorginge im laminaren Anlauf. Die in Nr. 12 abgeleitete
(Gl. 3) bezog sich auf die sogenannte ausgebildete Laminarstromung,
d. h. auf diejenige laminare Strémung, wie sie in groBer Entfernung
vom Einlauf vorhanden ist.

Am Einlauf selbst, den wir zunéchst der
Einfachheit halber abgerundet annehmen
wollen, gem&f Abb.9, um dadurch die sonst
auftretende Einschniirung des Strahles zu
verhindern, kann von vornherein keine para- ‘
bolische Geschwindigkeitsverteilung vorhanden =
sein. Vielmehr tritt die Fliissigkeit mit einer '
iiber dem Querschnitt nahezu konstanten Ge-
schwindigkeitsverteilung in das Rohr ein, und :
nur unmittelbar an der Wand findet wegen
des Haftens der Flissigkeit an der Rohr-
wandung in einer auflerordentlich diinnen Abb.9. Abgerundeter Rohreinlauf
Schicht ein fast plotzlicher Geschwindigkeits- ¥ somman, o8
abfall bis auf Null statt. Unter dem Ein-
fluB der inneren Reibung werden nun mit wachsender Entfernung
vom Einlauf immer weitere der Rohrachse ndherliegende Fliissigkeits-
schichten abgebremst, d.h. die am Einlauf sehr diinne Grenzschicht
wichst mit zunehmender Entfernung vom Einlauf mehr und mehr an.

Anderseits wird, damit trotz der Verlangsamung der Randschichten
die DurchfluBmenge dieselbe bleibt, durch einen Druckabfall der noch
nicht oder nur wenig abgebremste Teil, der sogenannte Kern, der Stré-

mung in der Richtung der Rohrachse beschleunigt (fijr diesenTeil gilt

weitgehend die Bernoullische Glelchung = — % u g%') , bissichschlie@3-

lich asymptotisch der in der vorigen Nummer behandelte Gleichgewichts-
zustand zwischen Druckabfall und Reibungswiderstand eingestellt hat.

1 Remer, M.: Zur Hydrodynamik der Kolloide. Z. f. ang. Math. Mech. Bd. 10
S. 400. 1930.
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Wie wir gesehen haben, gibt die Theorie fiir diesen Zustand eine
parabolische Geschwindigkeitsverteilung, und da ein Rotationspara-
boloid die doppelte Hohe eines ihm inhaltgleichen Zylinders von gleicher
Grundfliche hat (entsprechend der Geschwindigkeitsverteilung am Ein-
lauf), so hat sich die Geschwindigkeit in der Mitte u, unter dem Ein-
flu des Druckabfalles bis auf den doppelten Wert der durchschnitt-
lichen Geschwindigkeit » beschleunigt. Beziehen wir die Geschwindig-
keit u auf die durchschnittliche Geschwindigkeit %, so kénnen wir also
sagen, daBl die Stromung am Rohranfang, d.h.fir x =0 mit der

Verteilung% = 1beginnt und sich mit wachsendem « der parabolischen

2
Verteilung —;— = 2[1 — <l> ] asymptotisch nihert. Wenn diese Verteilung,

r

streng genommen, auch nie erreicht wird, so hat es doch einen guten
Sinn, sich zu fragen: In welcher Entfernung vom Einlauf, d. h. bei
welchem Wert von x ist die wirkliche Geschwindigkeitsverteilung nur
noch wenig vom parabolischen Profil verschieden, so daB die Ge-
schwindigkeit in der Mitte sich von derjenigen der Parabel um, sagen wir,
1% unterscheidet. Diese Rohrstrecke nennen wir die laminare Anlauf-
strecke.

15. Die Linge der laminaren Anlaufstrecke. Boussinesq! hat
als erster (1891) in zwei Arbeiten es unternommen, die Gesetze der
laminaren Anlaufstrémung theoretisch zu untersuchen. Wenn die von
ihm gefundene Entwicklung der Geschwindigkeitsprofile in der laminaren
Anlaufstrecke fiir die dem Einlauf néher gelegenen Gebiete auch voll-
kommen unbefriedigend ist, so stimmen seine errechneten Geschwindig-
keitsverteilungen fir die vom Einlauf weiter entfernten parabeléhn-
lichen Profile recht gut mit den spéter experimentell bestimmten iiber-
ein. Auch fir die Linge der Anlaufstrecke erhilt er einen Wert, der
mit der Erfahrung in guter Ubereinstimmung ist, und zwar ergibt
seine Rechnung die Ungleichung:

(21
>0,26, 4)

worin z; die Anlaufstrecke und R = %‘ die Reynoldssche Zahl ist.

Bei einem Robhr von beispielsweise 1 cm Durchmesser, einer Rey-
noldsschen Zahl von etwa R = 4000* und Wasser von 20°C ist nach
der obigen Beziehung eine Rohrstrecke von mindestens = 5m er-
forderlich, damit sich das Geschwindigkeitsprofil dem Parabelprofil in
dem MaBe angenihert hat, daB seine Geschwindigkeit in der Mitte

1 Boussinesq, J.: Comptes Rendus Bd. 113, S 9. u. 49. 1891.

* Wie wir in Nr. 24 noch sehen werden, lassen sich bei Rohren mit gut ab-
gerundetem Einlauf ohne Schwierigkeit so hohe Reynoldssche Zahlen erreichen,
ohne daf8 Turbulenz eintritt.
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sich von derjenigen eines volumengleichen Paraboloids um weniger
als 1% unterscheidet. Nur unter Vorschaltung einer aus (4) sich er-
gebenden Anlaufstrecke gilt also das Hagen-Poiseuillesche Gesetz in der
Form (3).

16. Die Druckverhiiltnisse im laminaren Anlauf. Bezieht sich der
Druck p, oder beide Drucke p, und p, auf Rohrquerschnitte, die in der
Anlaufstrecke liegen, so miissen wir eine grofere Druckdifferenz pro
Léngeneinheit aufwenden, als der (Gl. 3) entspricht, da ein Teil des
Druckes zur Beschleunigung der Kernstr6mung und damit zur Ver-
groBerung der kinetischen Energie der Stromung im Rohr verbraucht
wird. Das Nichtbeachten dieser Tatsache bzw. die Unkenntnis in dieser
Hinsicht sind in vielen Fallen die Ursache gewesen, dal MeBergebnisse
falsch verstanden und mit anderen in Widerspruch gefunden wurden.

‘le
~

Abb. 10. Druckverhiltnisse entlang einem Rohre beim AusflieBen aus einem Vorratstrog
bei konstanter Hohe des Wasserspiegels im Trog.

Unm diese Vorgidnge noch besser zu iibersehen, betrachten wir in Abb. 10
die Stromung aus einem grofflen Vorratskessel durch ein Rohr mit ab-
gerundetem Einlaufstiick. Bezeichnen wir den Druck im Kessel (der
so groB sein moge, da wir die Geschwindigkeiten in ihm vernach-
lassigen konnen) in der Hohe der Rohrachse mit p, = hy, so wird
wegen der Beschleunigung der Fliissigkeit bis zur gleichférmigen Ge-
schwindigkeitsverteilung % im Einlauf der Druck an dieser Stelle (z = 0)

2 .
bis auf p; = py — % sinken. Das Aquivalent dieses Verlustes an Druck-

energie steckt in der gewonnenen kinetischen Energie der Strémung im
Einlauf. Wie wir wissen, geht jetzt innerhalb der Anlaufstrecke unter
der Wirkung der inneren Reibung der Flussigkeit das iiber dem Quer-
schnitt konstante Profil allmdhlich in die parabolische Geschwindig-
keitsverteilung tiber. Das bedeutet jedoch eine weitere Zunahme des

Transports an kinetischer Energie, und zwar nochmals um den
72
Betrag _Q_;l'_ . (Der Transport von kinetischer Energie durch den Quer-

r
3
schnitt 772, fQTuQ mydy, ergibt sich fir das Geschwindigkeitspara-
0

boloid gerade doppelt so groBl wie der des Geschwindigkeitszylinders
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am Einlauf.) Der gesamte Druckverlust, der zur Erzeugung der

lebendigen Kraft der Parabelstromung verbraucht wird, betragt
72

also py— py = 2@_2u_.

Dazu kommt noch die Uberwindung der Reibung im Rohr. Setzen
wir hierfiir das Hagen-Poiseuillesche Gesetz (Gl. 3) an, so erhalten wir
schlieBlich unter der Voraussetzung, daf p, den Druck in einem Quer-
schnitt mit ausgebildeter Parabelstrémung bedeutet, als vollstandiges
Gesetz:

4

l— w2
Ap=rpo—py=8pg + 25", (5)

72
17. Das Korrektionsglied der lebendigen Kraft. Das Glied 2 % wird

hiufig als die Hagenbachsche Korrektion bezeichnet, jedoch nicht
ganz zu Recht. Denn erstens hat Fr. Neumann?! bereits vor Hagen-
bach die vollstindige (Gl. 5) in seinen Vorlesungen gegeben, wie sie
Jacobson? kurz vor Hagenbach3 mitteilt, und zweitens findet sich
in der Hagenbachschen Arbeit ein Uberlegungsfehler, infolgedessen er

2 pl
gar nicht den Wert von (Gl. 5), sondern den zu kleinen Wert 23 %‘ erhalt.

Aus experimentellen Untersuchungen hatte bereits Hagen die Be-

deutung eines ,,Korrektionsgliedes der lebendigen Kraft¢ erkannt und
aus seinen Messungen zu 2,7 Q—;f bestimmt. Dal} dieser Wert bedeutend
groBer ist, hangt damit zusammen, daf Hagen bei seinen Rohren
keinen abgerundeten, sondern einen scharfkantigen Einlauf benutzte.
Daher fand bei den von ihm benutzten Rohren am Einlauf eine Ein-
schniirung des Strahles mit darauffolgender Erweiterung statt, was einen
zusitzlichen Druckverlust bedingt.

Auf einen Umstand hinsichtlich der (Gl 5) ist noch hinzuweisen:
Wir haben dort angenommen, dal im Anlaufgebiet trotz der hier vor-
handenen betriachtlichen Abweichungen der Geschwindigkeitsvertei-
lungen von der Parabel dennoch das Hagen-Poiseuillesche Gesetz gilt
das doch nur fiir die ausgebildete Parabel theoretisch abgeleitet ist.
Einen Grund fiir die Berechtigung zu dieser Annahme kénnen wir nicht
geben. Es ist vielmehr wahrscheinlich, daB8 im Anlaufgebiet die zur
Uberwindung der Reibung erforderliche Druckdifferenz pro Lingen-
einheit grofler ist als die entsprechende Druckdifferenz der Parabel-

! Neumann, Fr.: Einleitung in die theoretische Physik. Vorlesungen, ge-
halten 1859/60, hrsg. von C. Pape. Leipzig 1883.

2 Jacobson, H.: Beitrige zur Hiamodynamik. Arch. f. Anat. u. Physiol.
1860, S. 80. ‘

3 Hagenbach, Ed.: Uber die Bestimmung der Zahigkeit einer Fliissigkeit
durch den AusfluB aus Rohren. Pogg. Ann. Bd. 109, S. 385. 1860.
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stromung. Die Genauigkeit der bis jetzt vor-
handenen Messungen, soweit sie mit abgerun-
detem Einlauf vorgenommen sind, reicht jedoch
nicht aus, um diese Frage zu entscheiden.

18. Die Geschwindigkeitsverteilung im lami-
naren Anlauf. Um die Vorgidnge im Anlaufgebiet
theoretisch zu untersuchen, machte L. Prandtl
den Vorschlag, unter einer gewissen Annahme
hinsichtlich der Gestalt der Profile im Anlauf
eine Gleichgewichtsbetrachtung zwischen Im-
pulsinderung, Druckabfall und Reibungskraft
fir ein senkrecht zur Stromung begrenztes
Zylinderelement als Ausgangsgleichung zu
nehmen. Die Geschwin-
digkeitsprofile in der
Anlaufstrecke naherte er
durch die Annahme an,
daB die Geschwindigkeit
in einem mittleren Teil
konstant war und sich
daran tangential Pa-
rabeln so anschlossen,
daB an der Wand die

Abb. 11. Anndherung eines
laminaren Geschwindigkeits-

profils in der lAnlaléfestrecke Geschwindigkeit  Null

durch ein mittleres Geraden- .

stiick und zwei Parabeliste. Wwar (vgl. Abb. 11). Die
Parabelstiicke  hatten

beim Einlauf die Breite Null und wuchsen in
der Stromungsrichtung bestindig an, bis sie an
einem bestimmten Punkt sich zu der einfachen
Parabel vereinigten. Die Geschwindigkeit der
,» Kernstromung‘ muflite dabei in solcher Weise
anwachsen, daB die Kontinuitit befriedigt war,
d. h. iiberall dieselbe Durchfluimenge vorhanden
war. Fiir die Kernstromung wurde die Bernoulli-
sche Gleichung erfiillt und fiir den ganzen
Inhalt eines Querschnittes der Impulssatz. Die
von L. Schiller! durchgefiihrte Rechnung
ergab eine sehr gute Ubereinstimmung der
Entwicklung der Geschwindigkeitsprofile mit

1 Schiller, L.: Untersuchungen iiber laminare
und turbulente Stromung. Forsch.-Arb. Ing. 1922,
H. 248 oder Z. ang. Math. Mech. Bd. 2, S. 96. 1922
oder Phys. Z. Bd. 23. S. 14. 1922,

27
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Abb.12. Laminare Geschwindig-

keitsverteilung in der Anlauf-

strecke, nach Messungen von
J. Nikuradse.
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den spateren experimentellen Messungen, wenigstens fiir das wichtigere
erste Drittel der Anlaufstrecke. Bei weiterer Entfernung vom Einlauf
wichst nach der Schillerschen Rechnung die Geschwindigkeit der
Kernstromung zu schnell. Auch haben die Profilmessungen ergeben,
dafl in Wirklichkeit die Kernstrémung nur in den einlaufnahen Ge-
bieten (wo die Grenzschicht noch nicht zu dick geworden ist) konstante
Geschwindigkeit besitzt, wihrend sie weiter vom Einlauf entfernt ein
zunéchst schwach, dann immer stiarker gewolbtes Profil zeigt.

In Abb. 12 zeigen wir die Entwicklung der laminaren Geschwindig-
keitsverteilung im Anlaufgebiet bei abgerundetem Einlauf nach noch
unverdffentlichten Messungen von J. Nikuradse. Man erkennt, wie bis

etwa 7% = 0,04 die Annahme einer von der Reibung unbeeinflufiten

Kernstromung und eines parabelartigen Abfalls der Geschwindigkeit bis

Y.
2,0 T : 7=00
L.Schiller ///%___ =62

78 2
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Abb. 13. Schnitte in Richtung der Rohrachse durch laminare Geschwindigkeitsprofile in der
Anlaufstrecke eines Rohres, nach Messungen von J. Nikuradse.

auf Null an der Wand gerechtfertigt ist, daBl aber von hier ab nicht
mehr von einer eigentlichen Kernstromung, innerhalb der die Reibung
noch nicht zur Geltung gekommen ist, gesprochen werden kann. Abb. 13

zeigt in mehreren Kurven die Geschwindigkeit,—z als Funktion von ;’%

fur verschiedene Absténde% von der Achse. Fir % =0, d.h. firdie

Geschwindigkeit in der Rohrachse sind die Werte nach der Boussi-

nesq schen und Schillerschen Rechnung als gestrichelte Kurven ein-
getragen. Man sieht, daB bis etwa r—%: 0,05 die Schillersche Kurve
sehr gut mit den Messungen iibereinstimmt, wihrend vor allem die

Léange des Anlaufs, die Schiller zu riz = 0,115 berechnet, wesentlich



Der Druckverlust im laminaren Anlauf.

29

zu klein ist. Die Boussinesqschen Werte stimmen anderseits nicht
fir die dem Einlduf ndher gelegenen Gebiete, wohl aber von etwa

x
rR

= 0,1 ab, wo die Profile schon mehr parabeldhnliche Gestalt haben.

Auch dieLinge der Anlaufstrecke diirfte vonBoussinesq mit ?% = 0,26

— soweit die Genauigkeit der bisherigen Messungen eine Entscheidung
dariiber zulaf3t — richtig angegeben sein.

19. Der Druckverlust im laminaren Anlauf. Was den gesamten
Druckverlust im Anlaufgebiet anbelangt, so gibt die Schillersche
Rechnung wie auch die Boussinesqsche Theorie fir die Korrektion
der lebendigen Kraft einen groBeren Wert, als es der kinetischen Energie

des Parabelprofils entspricht. Wihrend Schiller den Wert 2,16 %—W

72
berechnet, gibt Boussinesq als Korrektion 2,24 Q;L an. Da beide Rech-

nungen Néherungsrechnungen
sind, muf} es spéateren Experi-
menten, die allerdings sehr
sorgfiltig ausgefithrt sein miis-
sen, vorbehalten bleiben, den
richtigen Wert zu bestimmen.

- Eine sehr gute Uberein-
stimmung hat sich ergeben
zwischen dem von Schiller
berechneten Druckverlust pro
Lingeneinheit im Anlaufge-
biet und den von ihm experi-
mentell bestimmten Werten.
Es wurde u. a. ein Rohr von
2,399 cm lichter Weite benutzt,

A
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Abb. 14. Widerstandszahl im laminaren Anlauf.

wobei sich die Mefistelle p, in einer Entfernung von 104,15 cm, die
MeBstelle p, von 196,77 cm vom abgerundeten Einlauf befand. Abb. 14
zeigt neben der Hagen-Poiseuilleschen Geraden die durch die MeB-
punkte gelegte Kurve, aus der man erkennt, daf im Anlaufgebiet die
Abweichungen vom Hagen-Poiseuilleschen Gesetz ganz betrichtlich
sind. Die als kleine Kreise eingezeichneten, von Schiller berechneten
Werte fiigen sich in Anbetracht, da es sich um eine Niherungs-
rechnung handelt, auBerordentlich gut der experimentellen Kurve ein.
Die Schiller sche Rechnung ergibt, wenn man wie bisher mit p, den Druck
im Kessel und mit p den Druck in der Entfernung x vom abgerundeten
Einlauf bezeichnet, die in Abb. 15 gegebene Abhingigkeit von

Po— P

ou
2

=~ als Funktion von .

rR
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Unter Beriicksichtigung der Definitionsgleichung
PP, T

T oW mp—w,
2

1Bt sich dann A aus Abb. 15 vermittels der Beziehung

Po—P2\ __ (Po—P
ou? ou
2 3 Ja
bestimmen.

20. Bedeutung des Druckverlustes im laminaren Anlauf fiir Zihigkeits-
messungen nach der DurchfluBmethode. Die Kenntnis der Stromung
im Anlauf ist besonders wich-

r
Ty — 2

7 =

- i'? A tig fir Zahigkeitsbestimmungen
92014/4 34 nach der DurchfluBmethode; ob-
32 7 wohl hier in den meisten Fil-

;'g P d len mit relativ kleinen Rohr-

?5 A langen bzw. ;—xﬁ gearbeitet wird,

242( setzt man allgemein die Giiltig-

20 keit des Hagen-Poiseuilleschen

;: Gesetzes auch fiir dieses Gebiet

,:,, /] voraus. In den Fillen, wo die

12 / Rohre so lang sind, daB wenig-

ZZ 7 stens in der AusfluBsffnung die

06 1/ parabolische  Geschwindigkeits

ou verteilung nahezu erreicht ist,

g2 geniigt es im allgemeinen, die

G . . . .
o qoz qou 06 qus g gr o# 47 Korrektion fiir die lebendige

Z > Kraft in einer der angegebenen

7 .
Abb. 15. Druckverlauf im Anlaufgebiet F:ormer} in Rechnung zu setzen
(vach L. Schiller). sind die benutzten Rohrlingen
jedoch so kurz (z. B. beim Engler-

schen Zahigkeitsmesser), daf} ;% wesentlichkleiner als etwa 0,1 ist,
so kann man, wie Schiller gezeigt hat, aus Abb. 15 fiir den gemessenen
xp
r’ug
bestimmen. Es ist dazu nur nétig, daB man auller p, — p, entsprechend
einem mittleren Hohenunterschied die sekundliche DurchfluBmenge,
die Rohrlinge, den Radius sowie die Dichte der Fliissigkeit kennt bzw.
mift.

Druckverlust p, — p, das dazu gehorige r—%, = und damit das “w
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B. Ubergang der laminaren Stréomung in die turbulente.

21. Die ersten Hagenschen Feststellungen. Bereits in seiner ersten
Arbeit iiber die Bewegung des Wassers in zylindrischen Rohren (1839)
macht Hagen darauf aufmerksam, dafl die von ihm untersuchte
Stromungsform aufhort zu existieren, sobald bei stirkeren Drucken
die Geschwindigkeit eine gewisse Grenze iiberschreitet. Er beobachtete,
dafB der frei ausflieBende Strahl unterhalb dieser Grenze das Aussehen
eines festen Glasstabes hatte, daBl der Strahl jedoch zu schwanken

36
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Abb. 16. Abhingigkeit der Geschwindigkeit 4 in Rhein. Zoll/sek von der Temperatur in"® Ré
fiir verschiedene Rohrdurchmesser und verschiedene Druckhohen % (in Rhein. Zoll) im Vorrats-
kessel (nach Messungen von G. Hagen).
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anfing und der Ausflul nicht mehr gleichférmig, sondern stoBweise
geschah, sobald eine gewisse Geschwindigkeit iiberschritten wurde.
DaB anderseits der Ubergang der laminaren Strémung in die turbu-
lente nicht nur von der Geschwindigkeit, sondern in hohem MaBe auch
von der Temperatur der benutzten Flissigkeit und damit von deren Zihig-
keit abhingt zeigte Hagen 1854 in seiner zweiten Arbeit: ,,Uber den
EinfluB der Temperatur auf die Bewegung des Wassers in Rohren‘‘1. Unter
Benutzung der in seiner ersten Arbeit verwendeten, nochmals sorgfiltig
ausgeschliffenen Rohre stellte er bei verschiedenen — fiir je eine Ver-
suchsreihe konstant gehaltenen — Druckhéhen die Abhingigkeit der
DurchfluBmenge von der Temperatur fest. Abb. 16 zeigt die von Hagen

1 Hagen, G.: Abh. Akad. Wiss., S. 17. Berlin 1854.
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gegebene Zusammenstellung seiner Ergebnisse. Jeder Kurve entspricht
eine bestimmte Druckhohe, wobei die Kurven fiir das enge Rohr
(ca. 2,8 mm Durchmesser) ausgezogen, fiir das mittlere Rohr (ca.4 mm
Durchmesser) gestrichelt und fiir das weite Rohr (ca.6 mm Durch-
messer) punktiert sind.

Man erkennt z. B. bei der obersten Kurve, wie bei konstanter Druck-
hohe mit zunehmender Temperatur (entsprechend abnehmender Zahig-
keit) die durchschnittliche Geschwindigkeit zunéchst wichst, dann
aber bei weiterer Temperaturzunahme nach Uberschreiten eines Maxi-
mums féllt, um spiter von einem Minimum an wieder — wenn auch
langsamer als frither — zu steigen. Dem ersten aufsteigenden Ast
entspricht der laminare Stromungszustand, dem Gebiet vom Maximum
der Kurve bis zum Minimum entspricht der Ubergang von der lami-
naren zur turbulenten Strémung, der letzte langsamer steigende Ast
bezeichnet den turbulenten Stréomungszustand. Hagen stellte das da-
durch fest, daBl er besondere Versuche mit Glasrohren ausfiihrte, in-
dem er mit dem Wasser zugleich Holzfeilspine durch das Rohr treiben
lieB und dabei feststellte, daBl diese bei geringen Drucken bzw. geringen
Geschwindigkeiten nur in der Richtung der Réhre fortschritten, bei
starken Drucken dagegen auBerdem noch von der einen Seite zur
andern geschleudert wurden und oft in wirbelnde Bewegung gerieten.
Als Ursache fiir das erste Auftreten dieser inneren Bewegung hilt er
jede kleinste UnregelméBigkeit der Rohrenwand oder vielleicht schon
das Eintreten des Wassers in den nicht abgerundeten, sondern scharf-
kantigen Rohreinlauf.

In einer dritten Arbeit (1869) spricht Hagen! es mehrfach aus,
daB der Ubergang der turbulenten Stromung in die laminare abhéingig
sei vom Rohrradius, von der Geschwindigkeit und der Temperatur
des Wassers insofern, als die turbulente Strémung in die laminare iber-
geht, sobald einzelne jener GroBen oder alle zusammen einen gewissen
Wert unterschreiten.

22. Die grundlegende Untersuchung von Reynolds. Trotzdem Hagen
eine fiir die damalige Zeit betrachtliche Einsicht in die Vorgénge der
laminaren und turbulenten Stromung besaB, ist es ihm nicht gelungen,
fir seine in Abb. 16 dargelegten MefBergebnisse ein ordnendes Prinzip
zu finden. Diesen Schritt getan zu haben ist das besondere Verdienst
von Osborne Reynolds2 1In einer bahnbrechenden Arbeit hat
er auf Grund von Dimensionsbetrachtungen gezeigt (1883), daB der

! Hagen, G.: Abh. Akad. Wiss. Berlin 1869.

2 Reynolds, O.: An Experimental Investigation of the Circumstances
which determine whether the Motion of Water shall be Direct or Sinuous, and
of the Law of Resistance in Parallel Channels. Phil. Trans. Roy. Soc. London
1883 oder Scient. Papers vol. II, S. 51.
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Ubergang der laminaren Stromung in die turbulente nur abhiingig sein
kann von der dimensionslosen GréSe
Uer

v

Das spiter nach ihm benannte Ahnlichkeitsgesetz (Nr.4) bringt zum
Ausdruck, daBl zwei Bewegungsvorginge — unter Voraussetzung der
geometrischen Ahnlichkeit der Begrenzung der Fliissigkeit — immer
dann mechanisch dhnlich sind, wenn die obige Grofle, die sogenannte
Reynoldssche Zahl, fiir die verglichenen Stromungen die gleiche istl.

Wie auBlerordentlich iibersichtlich verschiedene Strémungsvorginge

— geometrische Ahnlichkeit der Begrenzung vorausgesetzt sich dar-
g g g g
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Abb. 17. Die Widerstandsziffer als Funktion der Reynoldsschen Zahl, umgerechnet nach den
Hagenschen Messungen der Abb. 16 (scharfkantiger Einlauf).

stellen lassen, wenn man sie auf die Reynoldssche Zahl bezieht, er-
kennt man aus Abb. 17, in der die Kurven von Abb. 16 umgerechnet
und auf die Reynoldssche Zahl als unabhéngige Variable bezogen sind.
Als Ordinate ist die gleichfalls dimensionslose Grofe
a=A4p . r _hg 1

ewd T Wl

2 2
gewahlt. Dabei ist von den bei Hagen angegebenen Druckhohen h,
fiir den laminaren Ast als , Korrektionsglied der lebendigen Kraft¢
entsprechend der fritheren Festsetzung von Hagen (S. 18) der Betrag

1 Bs kommen hier nur solche Bewegungsvorginge inkompressibler Fliissig-
keiten in Frage, wo auller den Tragheitskraften nur noch die Reibungskréfte zur
Wirkung kommen, nicht aber die Schwerkraft, wie bei Fliissigkeitsbewegungen
mit freien Oberflichen.

Tietjens, Hydromechanik IT. 3
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=9 12
2,7% und fiir den turbulenten Ast der Betrag 1,4;—9 (vgl.Nr.36)

abgezogen.
Man erkennt in Abb. 17, wie alle umgerechneten Kurven der Abb. 16
einen ganz gleichartigen Charakter aufweisen: Bis zu einem gewissen

Bereich von Reynoldsschen Zahlen (etwa Z‘—v—r = 1100 bis 1400) liegen

die Widerstandszahlen auf der uns bereits bekannten Hagen-Poiseuille-
schen Geraden der laminaren Stromung (Abb. 7); dann zeigt sich ein
ziemlich plotzlicher Anstieg von A bis zu einem gewissen Maximum,
um mit weiter zunehmender Reynoldsscher Zahl wieder — jetzt aber
langsamer — abzunehmen. Dem Gebiet der wachsenden A entspricht
der eigentliche Ubergang in die turbulente Stromung. Von da ab haben
wir mit zunehmenden Reynoldsschen Zahlen die turbulente Bewegungs-
form, wobei wir beachten wollen, da8 die MeSpunkte auf einer Geraden
mit der Neigung 1:4 liegen, so daBl wir wegen der logarithmischen
Einteilung des Koordinatensystems sagen konnen, daf fir die turbu-
lente Stromung die Widerstandsziffer 4 der reziproken vierten Wurzel
aus der Reynoldsschen Zahl proportional ist. In Nr. 30 kommen wir
ausfuhrlicher auf diese Beziehung zuriick.

Wie man aus Abb. 17 erkennt, eignen sich — wegen der Verschieden-
heit der Widerstandsgesetze der laminaren und turbulenten Strémung —
Druckabfallmessungen besonders gut zur Bestimmung derjenigen Rey-
noldsschen Zahlen, unterhalb denen die Strémung laminar und ober-
halb denen sie turbulent ist. Diese Methode wendet auch Reynolds
an, wobei er jedoch — im Gegensatz zu Hagen — nicht den Gesamt-
druck im Vorratstrog gegeniiber dem Druck am Rohrende mift, sondern
— unter Vorschaltung einer betriachtlichen Anlaufstrecke — den Druck-
abfall p, — p, = Ap fiur eine gewisse Rohrstrecke z, — x; =1 am
Ende des Rohres. Bei den von ihm benutzten Rohren von 0,615 cm
und 1,27 em Durchmesser, die beide eine Linge von 488 cm hatten,
betrug das Anlaufstiick, d. h. die Rohrstrecke vom scharfkantigen Ein-
lauf bis zur ersten Druckmefistelle etwa 330 cm, also beim engeren
Rohr ungefihr 530, beim weiteren 260 Durchmesser.

23. Die kritische Reynoldssche Zahl. Reynolds findet aus seinen
Messungen mit diesen beiden Rohren eine volle Bestiatigung des von
ihm aus Dimensionsbetrachtungen gewonnenen Satzes, dafl unter sonst
gleichen Bedingungen fir Rohre von verschiedenen Durchmessern ein

bestimmter Wert von u_v_r die Grenze zwischen laminarer und turbu-
lenter Strémung bildet. Rechnet man die Reynoldsschen MeBergebnisse

. 4. . .. u-r
um auf die dimensionslosen Gré8en 4 und ——1;-,* so erkennt man, daB

* Reynolds selbst hat in seinen Diagrammen log 4p in Abhéngigkeit von
log % aufgetragen.
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fiir beide Rohre die ersten Abweichungen der Widerstandszahlen A von
der Hagen-Poiseuilleschen Geraden bei etwa Ev—" == 1000 bis 1100 liegen!.

Denjenigen Wert von R nun, bei dem sich infolge des ersten Auf-
tretens der Turbulenz eine Abweichung in der Lage der Widerstands-
werte von der Hagen-Poiseuilleschen Geraden zeigt, nennen wir die
kritische Reynoldssche Zahl und die dieser Zahl entsprechende mittlere
Geschwindigkeit » die kritische Geschwindigkeit.

Was sagen uns nun die in Abb. 17 aufgetragenen Hagenschen Mef3-
ergebnisse und die Resultate der Reynoldsschen Versuche? Zunichst
nicht etwa — wie es meistens dargestellt wird —, daB3 die laminare
Stromung oder gar die Parabelstromung bei einer Reynoldsschen Zahl
von etwa 1000 in die turbulente tibergeht. Denn von einer laminaren
Stromung, d.h. von einer Strémung in zur Rohrwandung parallelen
Schichten kann bei diesen Versuchen im Einlauf und im ersten Teil
des Rohres keine Rede sein, noch viel weniger von einer Stréomung mit
parabelférmiger Geschwindigkeitsverteilung, da nach Nr.15 zu deren
Ausbildung eine nicht unerhebliche laminare Anlaufstrecke nétig ist.
Vielmehr stromt die Fliissigkeit — bei Hagen bedingt -durch den
scharfkantigen Einlauf, bei Reynolds, weil er das Versuchsrohr
direkt an die Wasserleitung anschloB — mehr oder weniger durch-
wirbelt in das Versuchsrohr ein. Es ist also in diesen Fillen so, daB
unterhalb der kritischen Reynoldsschen Zahl die am Einlauf sich
bildenden bzw. aus der Wasserleitung mitgebrachten Stérungen ab-
klingen, oberhalb der kritischen Reynoldsschen Zahl — in dem Ge-
biet, in dem die A-Werte auf der im Verhéltnis 1:4 geneigten Kurve
liegen — jedoch nicht abklingen, sondern in die der turbulenten Stromung
eigentiimliche Mischbewegung iibergehen.

24. Abhingigkeit der kritischen Reynoldsschen Zahl von der Einlauf-
storung. Es fragt sich nun, ob diese kritische Zahl fiir alle Rohre und
Versuchsanordnungen die gleiche ist. Schon die verschiedenen Er-
gebnisse der Hagenschen Messungen und der hiermit verglichenen
Reynoldsschen Werte lassen einigen Zweifel aufkommen. Tatséchlich
zeigt sich auch — wie spatere Messungen, so besonders von L. Schiller?2
ergeben haben —, daBl geringere Stérungen im Einlaufgebiet als die
bei Hagen und Reynolds auch noch bei betrichtlich gréBeren Werten
von R abklingen. Geht man in dem Bestreben, die groben Stérungen
im Einlauf mehr und mehr zu verringern, weiter, indem man das aus
der Leitung flieBende Wasser sich erst in einem Vorratstrog beruhigen

1 An dieser Stelle mag noch erwihnt werden, daB der von Keynolds ge-
messene Druckabfall pro Langeneinheit fiir den Bereich der turbulenten Strémung

wesentlich geringer ist, als es den spéateren Messungen anderer Forscher entspricht.
2 Vgl. Fulinote S. 27.

3*
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1iBt und ferner durch eine geeignete Abrundung des Einlaufs nach
Moglichkeit dafiir sorgt, daf sich hier keine Einschniirung oder sonstige
Storung ausbildet, so kommt man ohne jede weitere VorsichtsmafBregel
zu ganz bedeutend hoheren kritischen Reynoldsschen Zahlen. In diesen
Fillen kann man dann davon sprechen, daf3 die sich zunichst aus-
bildende laminare Stromung infolge der nicht zu vermeidenden kleinen
Storungen bei einer gewissen durchweg sehr hohen kritischen Rey-
noldsschen Zahl in die turbulente Strémung iibergeht. Reynolds, von
dem die ersten Versuche dieser Art stammen, erhilt als kritische Zahl
fir Rohre von verschiedenen Durchmessern und fiir Wasser ver-

schiedener Temperatur etwa uTr = 6000 bis 7000. Die von
ihm benutzte, spiter von anderen ebenfalls angewandte
Methode bestand darin,
daB er aus einer feinen
= = —— — | Diise, die sich vor dem
=,> sorgfiltig abgerundeten
w Einlauf befand, gefirb-

tes Wasser fliefen liel

(Abb. 18). Solange die

Abb. 18. Schematische Daﬁste!lung der Reyn]glg§schen Strémung im Rohr la-
Versuchsamordmmg(;‘ezsléi‘lWi lfgglgxg?tu'ng der Kritischen mina,rwa,r, floB die Farb-

l6sung als ein scharf
begrenzter Faden durch das Rohr, sobald aber die Strémung turbulent
wurde, zerflatterte der Farbfaden und lieB die Flissigkeit im Rohr
gleichméBig gefiarbt erscheinen.

Die von Reynolds ausgesprochene Vermutung, daB die kritische
Zahl um so gréBer sei, je kleiner die Storung ist, wird durch spitere
Versuche von Barnes und Coker?! bestitigt. Die bei moglichster
Vermeidung anfinglicher Storungen erreichten Reynoldsschen Zahlen
gehen bei einem Rohr von etwa 2 em Durchmesser weit iiber die von

Reynolds gefundenen Werte hinaus (bis iiber ? = 10()00). Mit zu-
nehmender Temperatur des Vorratswassers und der dadurch bedingten
im Einlauf Stérung verursachenden Konvektionsstrome im Vorrats-

trog nimmt die kritische Reynoldssche Zahl betrachtlich ab <bei 750 C
auf etwa 77_”1 = 5000) ¥ In dem Bestreben, die kritische Zahl — bei

1 Barnes, H. T. u. E. G. Coker: The Flow of Water through Pipes.
Proc. Roy. Soc. London Bd. 74, S. 341. 1905.

* Die von Barnes und Coker erreichten Reynoldsschen Zahlen mit einem
Rohr von 5,41 cm Durchmesser haben fiir die Bestimmung der kritischen Zahl
keine Bedeutung, da das Rohr fiir diesen Zweck zu kurz war (seine Lange betrug
nicht einmal 28 Rohrdurchmesser).
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sorgfiltigster Vermeidung jeglicher Stérung im Vorratstrog und be-
sonders guter Ausfilhrung des abgerundeten Einlaufstiickes — immer
hoher zu treiben, gelang es Ekman?!, an der Reynoldsschen

Originalapparatur bis zu Werten von ﬁ__vz = 20000, in Einzelfiallen auch

bis zu ?L—y—t = 25000, zu kommen. Es scheint also, daBl die kritische

Reynoldssche Zahl bei immer gréBerer Stérungsfreibeit nicht einem
festen Wert zustrebt, sondern mit abnehmender Storung der Laminar-
stromung jeden Wert iiberschreitet.

Auf jeden Fall lassen die Versuche erkennen, dafl die kritische
Reynoldssche Zahl eine monotone Funktion der Anfangsstérung ist
insofern, als die kritische Zahl zunimmt, wenn die Anfangsstérung ab-
nimmt. Ob es bei nach Null konvergierender Stérung einen oberen
Grenzwert der kritischen Reynoldsschen Zahl gibt, ist — wie gesagt —
noch unentschieden, wenn auch nicht sehr wahrscheinlich. Dagegen
gibt es, wie die verschiedensten Experimente gezeigt haben, einen
unteren Grenzwert der kritischen Reynoldsschen Zahl, der ungefihr

bei y = 1000 oder etwas dariiber liegt. Unterhalb dieser kritischen
Zahl klingen auch die stirksten Storungen mit der Zeit ab, d. h. unter-
halb ﬁ”—r = 1000 ist eine turbulente Stromung mit der ihr eigentiim-

lichen Mischbewegung und der sich daraus ergebenden typischen Ge-
schwindigkeitsverteilung (Nr. 34) nicht dauernd aufrecht zu erhalten.

Bigsher haben wir im Zusammenhang mit den Experimenten, die
eine moglichst hohe Reynoldssche Zahl erstrebten, ganz allgemein von
Storungen der Laminarbewegung gesprochen, die Frage aber offen
gelassen, welche Art von Stérungen das Eintreten der Turbulenz be-
sonders begiinstigt und ferner, welche Teile des Rohres im Hinblick
auf das Eintreten der Turbulenz in besonders hohem MafBle empfindlich
gegen Storungen sind. Wahrend wir iiber die erste Frage bis jetzt
noch keine Angaben machen kénnen, a8t sich die zweite Frage dahin
beantworten, dafl besonders der Rohreinlauf als Storungsherd in Frage
kommt. Sorgt man dafiir, daB das Vorratswasser im Trog sich einiger-
maBen beruhigt hat, was im allgemeinen in einigen Stunden nach Auf-
filllung des Troges geschehen ist, so zeigt sich, daBl es in bezug auf
die kritische Reynoldssche Zahl vor allem wesentlich ist, mit welcher
Sorgfalt der abgerundete Rohreinlauf hergestellt ist. Geringe Unregel-
méBigkeiten im Abrundungsstiick — dort also, wo die Grenzschicht
noch sehr diinn ist — (etwa Rauhigkeiten oder scharfe Kanten) bewirken
gleich sehr betrichtliche Erniedrigungen der kritischen Reynoldsschen

1 Ekman, V. W.: On the Change from Steady to Turbulent Motion of
Liquids. Arkiv Mat., Astron. och Fysik Bd. 6. 1910.
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Zahl, wahrend die gleichen und selbst wesentlich stédrkere Unregel-
miBigkeiten der Rohrwandung weiter vom Einlauf entfernt die kritische
Reynoldssche Zahl gar nicht beeinflussen. So gelang es z. B. Schiller?
mit einem Rohr von 1,6 cm Durchmesser, in das ein Gewinde von
0,3 mm Tiefe geschnitten war, unter Benutzung eines guten und glatten
Abrundungsstiickes die héchsten von ihm erreichten kritischen Zahlen

von etwa @—’;1 = 10000 zu erhalten.

25. Der Stromungszustand beim Ubergang der laminaren Stromung in
die turbulente. Wir kommen jetzt zu der Frage: Wie miissen wir uns
im einzelnen den Ubergang der laminaren Strémung in die turbulente
vorstellen; was fiir ein Stromungszustand entspricht dem Gebiet der-
jenigen Reynoldsschen Zahlen, in dem die Widerstandsbeiwerte 4 weder
auf der laminaren noch auf der turbulenten Kurve liegen? Reynolds
hatte vermutet, daB bei einem geringen Uberschreiten der kritischen
Zahl ein zunéchst schwaches, bei weiterer Steigerung der Geschwindig-
keit dann kraftigeres Anwachsen der Wirbelung eintreten wiirde. Seine
schon erwéhnten Versuche mit Glasrohren und der Farbfadenmethode
zeigten jedoch, daB das geringste Uberschreiten der kritischen Zahl
einen fast plotzlichen Umschlag der laminaren Strémung in die turbu-
lente Stromungsform zur Folge hatte. Wahrend noch kurz vor der
kritischen Geschwindigkeit der Farbfaden wie ein scharf abgegrenzter
Strich durch das ganze Rohr zu verfolgen war, verschwand er wie
auf einen Schlag, sobald durch sehr vorsichtiges Weiter6ffnen des
AusfluBhahnes die kritische Geschwindigkeit erreicht wurde. Dabei
schien allerdings in allen Fillen die Laminarstrémung fiir den Anfang
des Rohres (bis etwa 20 oder 30 Durchmesser vom abgerundeten Ein-
lauf) bestehen zu bleiben, insofern als fiir diese Strecke der Farbfaden
auch beim Uberschreiten der kritischen Zahl erhalten blieb, um sich
weiter stromabwirts in einer relativ kurzen Strecke von einigen Rohr-
durchmessern vollstindig zu vermischen. Da3 demnach die Stérungen
beim kritischen Strémungszustand sich sehr schnell zur vollen Turbulenz
ausbilden, ist von Wichtigkeit im Zusammenhang mit einer spéter
noch zu besprechenden, als unrichtig erwiesenen Vermutung, nach
der die kritische Reynoldssche Zahl von der Rohrlinge abhingig
sein soll.

26. Intermittierendes Auftreten der Turbulenz. Bereits Reynolds
machte die Beobachtung, daB in vielen Fallen (besonders bei engeren
Rohren) die plétzliche Durchmischung des Farbfadens mit dem um-
gebenden Wasser sich nicht auf das ganze Rohr bis zu seinem Ende
erstreckte, sondern nur auf einen Teil desselben. Wurde durch vor-

1 Schiller, L.: Rauhigkeit und kritische Zahl. Z. Physik Bd. 3, S. 412.
1920.
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sichtiges Offnen des AusfluBhahnes die — den vorhandenen Stérungen
entsprechende — kritische Geschwindigkeit erreicht, so schlug plstz-
lich fiir eine gewisse Strecke im Rohr (beginnend bei etwa 30 Durch-
messer vom KEinlauf) die laminare Stromung in die turbulente um,
wihrend weiter stromabwirts der Farbfaden sichtbar blieb. Sobald die
turbulente Fliissigkeitsmasse, die sich wie ein Pfropfen durch das Rohr
bewegte, dieses verlassen hatte, bildete sich an derselben Stelle ein
neues Turbulenzgebiet und so fort.

Beriicksichtigt man, dal der Stromungswiderstand fiir das ganze
Rohr zunimmt, die durchschnittliche Geschwindigkeit also abnimmt,
wenn die Stromung in einem Teil des Rohres turbulent wird, so ergibt
sich ohne weiteres der Zusammenhang dieser Erscheinung mit fritheren
Beobachtungen von Hagen?! hinsichtlich des schwankenden Ver-
haltens des aus der Rohre frei ausflieBenden Strahles, sobald die kritische
Geschwindigkeit erreicht wird. Couette?, der diese Vorginge eben-
falls eingehend untersucht und beschrieben hat, beobachtete beim Aus-
flieBen von Wasser aus einem groBen GefaBl durch ein Rohr, daf die
Oberfliche des frei ausflieBenden Strahles zunichst ein schwach ge-
riefeltes Aussehen hatte, wie ein grob mattierter Glasstab (turbulenter
Zustand). Bei weiterer Spiegelsenkung wurde der ausflieBende Strahl
abwechselnd glasklar und wieder triibe, und zwar wurden die Perioden
zunéchst immer schneller. Wahrend des Klarwerdens des Strahles er-
hob er sich jedesmal iiber seine normale Lage, um sich dann wieder
zu senken, pendelte also in diesem Zustand in regelmifBigen Perioden
auf und ab. Bei noch weiterem Fallen des Wasserspiegels wurden die
Perioden seltener; fiir gewohnlich war der Strahl klar (laminarer Zu-
stand), nur mitunter matt, was immer mit einer Senkung des Strahles
unterhalb seiner gewohnlichen Lage verbunden war. Liel Couette den
Wasserspiegel im Gefall langsam wieder steigen, so zeigten sich die
gleichen Erscheinungen, nur in umgekehrter Reihenfolge.

Wie auBlerordentlich gleichméBig das Auf- und Abpendeln des
Strahles im Gebiet der kritischen Reynoldsschen Zahl ist, erkennt man
aus Abb. 19, in der die AusfluBgeschwindigkeit in Abhingigkeit von
der Zeit aufgetragen ist. Die Geschwindigkeiten sind dabei in folgender
Weise bestimmt worden: Der sich bewegende Strahl wurde vom Ver-
fasser kinematographisch aufgenommen und dann aus jedem Kino-
bildchen die Geschwindigkeit aus der Gestalt der AusfluBparabel be-
stimmt. Dabei entsprechen den Hochstwerten der Geschwindigkeiten
immer diejenigen Augenblicke, in denen plétzlich innerhalb einer ge-
wissen Rohrstrecke Turbulenz einsetzt. Durch den hiermit bedingten

1 Vgl. FuBnote S. 31.

2 Couette, M.: Etudes sur le frottement des liquides. Ann. chim. Phys.
Bd. 21, S. 433. 1890.
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groBeren Stromungswiderstand im Rohr nimmt die Ausflugeschwindig-
keit auf dem fallenden Ast der Geschwindigkeitskurve, Abb. 19, mit
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Abb. 19. Schwankungen der AusfluBgeschwindig-
keit % in m/sec mit der Zeit ¢ in sec im Kritischen

Zustand.

der Zeit ab, wahrenddessen die
turbulent strémende Fliissigkeits-
masse durch das Rohr hindurch-
stromt. Sobald diese das Rohr
zu verlassen beginnt, nimmt der
Widerstand im Rohr wieder ab,
was eine Zunahme der Geschwin-
digkeit (aufsteigender Ast) zur
Folge hat, bis beim Maximum
wieder teilweise Turbulenz ein-
setzt und der eben beschriebene
Vorgang sich wiederholt.

Wir kénnen diese Erscheinung
der periodisch einsetzenden Tur-
bulenz auch in Abb. 20 schema-
tisch verfolgen!: Befinden wir

uns unterhalb der kritischen Reynoldsschen Zahl etwa in 4, so haben
wir im Rohr dauernd laminare Stromung. Steigern wir durch Weiter-
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Abb. 20. Schwankungen der Widerstandszahl im

Kkritischen Zustand.

offnen des AusfluBhahnes die
Geschwindigkeit bis etwas iiber
den kritischen Wert, etwa B,
so entsteht — sobald die Stro-
mung stationdr geworden ist —
plotzlich in etwa 30 Durchmesser
Entfernung vom abgerundeten
Einlauf auf einer gewissen Lénge
Turbulenz. Dieser ,,Turbulenz-
pfropfen‘ schiebt sich dann durch
das Rohr, wobei das stromab-
warts gelegene Ende etwa mit
der durchschnittlichen Geschwin-
digkeit u, das stromaufwirts be-
findliche Ende mit geringerer
Geschwindigkeit durch das Rohr
flieBt. An diesem Ende bauen
sich ndmlich dauernd neue Tur-

bulenzgebiete an, so dall der turbulent strémende Teil beim Durch-

1 Wir lassen dabei unberiicksichtigt, daf der Ort der Entstehung der Turbulenz
im allgemeinen im laminaren Anlaufgebiet liegt, so daB wir uns mit den Punkten
A und B eigentlich nicht auf der Hagen-Poisseuilleschen Geraden, sondern auf
einer etwas hoher gelegenen Anlaufkurve befinden.
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flieBen des Rohres allmihlich gréBer wird. Entsprechend dem Ver-
haltnis der turbulent stromenden Strecke zu derjenigen der Laminar-
stromung nimmt die Widerstandsziffer 4 zu, was eine Abnahme der
Geschwindigkeit # und damit der Reynoldsschen Zahl zur Folge hat
(Kurve B bis C). FlieBt die turbulent stromende Fliissigkeitsmasse
dann aus dem Rohr hinaus, so nimmt A wieder bei zunehmender Ge-
schwindigkeit im Rohr ab (Kurve C bis 4). Punkt 4 entspricht dem
Augenblick, wo der turbulent flieBende Teil das Rohr gerade verlassen
hat. Dieser Zustand ist aber entsprechend der konstant angenommenen
Druckhshe im Vorratskessel und der Offnung des AusfluBhahnes nicht
stationdr, vielmehr wird die Flissigkeit weiterhin beschleunigt, bis
Punkt B erreicht ist und das Spiel von neuem beginnt.

27. Druckabfallmessungen beim Ubergang der laminaren Strémung
in die turbulente. Untersucht man den Ubergang der laminaren Strémung
in die turbulente mittels Druckabfallmessungen, so zeigt sich, daB
beim Erreichen der kritischen Reynoldsschen Zahl der Meniskus des
Manometers, der bis dahin vollkommen ruhig war, unruhig zu werden
beginnt. Bei konstanter Stellung des AusfluBhahnes bewegt sich der
Meniskus unregelméaBig auf und ab, so daB kaum eine Ablesung des
Manometers moglich ist. Es ist nun — sofern man der MeBstrecke
eine Anlaufstrecke von etwa 50 Durchmessern voransetzt — nicht
etwa so, daB diesen ersten Schwankungen des Manometers Wirbel oder
Storungen entsprechen, die innerhalb der MeBstrecke sich noch nicht
zur vollen Turbulenz ausgebildet haben. Vielmehr ist es — wie die
Beobachtung zeigt — so, dal dem Zustand des auf und ab schwankenden
Meniskus das periodische Einsetzen der Turbulenz entspricht. Wegen
der mehr oder weniger grofen Dampfung, welche die allgemein be-
nutzten Flissigkeitsmanometer besitzen, kénnen sie allerdings dem
raschen Wechsel von laminarer und turbulenter Strémung nicht folgen.
Verwendet man ein Manometer mit aulerordentlich grofer Dampfung,
so daB es nur Mittelwerte iiber groBere Zeitintervalle (etwa 72 Min.)
anzeigt, so kann man erreichen — wie nach der Couetteschen Be-
obachtung des ausflieBenden Strahles (S. 39) auch zu erwarten ist —,
daB der Meniskus sich allméahlich und nicht sprungweise dndert, wenn
man von der ausschlieflich laminaren Strémung iiber die periodische
Turbulenz zur dauernden turbulenten Stréomung iibergeht. Es ist aller-
dings dazu notig, als AusfluBhahn ein Drosselventil zu benutzen, das
auBerordentlich geringe Geschwindigkeitsinderungen vorzunehmen ge-
stattet.

28. Unabhiingigkeit der kritischen Reynoldsschen Zahl von der Rohr-
linge. Dafl die vom Einlauf kommenden Stérungen, sofern sie zur
Turbulenz anwachsen, dieses in einer relativ kurzen Wegstrecke tun
(und zwar bei hohen wie bei niedrigeren Reynoldsschen Zahlen) ist
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— wie wir schon S. 38 erwdhnten — von Bedeutung im Hinblick auf
eine von Schiller! aufgestellte These, dal die kritische Reynoldssche
Zahl von der Liange des Rohres abhingig sein soll. Seinen Messungen
stehen jedoch diejenigen anderer entgegen. Bereits Couette gewann
aus seinen Experimenten die Uberzeugung, daB die kritische Ge-
schwindigkeit, oberhalb welcher das periodische Einsetzen der Turbu-
lenz stattfindet, unabhingig von der Lange des Rohres ist; ebenso
erhielten Barnes und Coker die gleiche kritische Reynoldssche

Zahl ﬁTr = 10000 bei zwei Rohren, deren Langen 180 bzw. 360 Durch-

messer betrugen. Ferner ist Ekman zu erwidhnen, der sich aus-
driicklich dagegen wendet, daB die von ihm erreichten hohen kri-
tischen Reynoldsschen Zahlen dadurch ihre Erklirung finden, daB
die von ihm benutzten Rohre zu kurz gewesen seien, als da innerhalb
derselben die geringen Storungen Zeit genug gehabt hatten, sich zur
vollen Turbulenz auszubilden. Denn das wiirde nach ihm erfordern,
daB die Turbulenz immer am &duBersten Ende des Rohres zuerst in
Erscheinung trite, um dann mit zunehmender Geschwindigkeit sich
allmihlich dem Einlauf zu ndhern, was jedoch durch die Versuche
keineswegs bestitigt wurde. Auch die Reynoldsschen Experimente sind
hier nochmals zu vermerken, bei denen sich die gleiche kritische Zahl

von etwa av_r = 6000 ergab, obwohl die Rohre sich bei gleicher Lange

im Durchmesser wie 1:1,75: 3,4 verhielten.

In diesem Zusammenhang mag auf eine Bemerkung von Heisen-
berg? gelegentlich einer Untersuchung iber die Stabilitat und
Labilitat von Flissigkeitsstromen hingewiesen werden. In dieser Arbeit
wird untersucht, ob und unter welchen Bedingungen eine Stérung von
der Form e!ft—a® g(y)* zeitlich anwichst oder abklingt, d. h. ob
der imagindre Teil von f, die Anfachung, positiv oder negativ ist.
Aus theoretischen Erwigungen erhilt er die Beziehung, dafl die An-
fachung von der Ordnung (« R)~% ist und schlieft (auf S.607) daraus,
daB besonders bei sehr groBen Reynoldsschen Zahlen die Anfachung
sehr klein wird, so daB die betreffende Flissigkeitsmasse, um deren
Stabilitat es sich handelt, das Rohr schon wieder verlassen hat, wenn
ihre Labilitdt in Erscheinung tritt. Dabei ist jedoch zu berticksichtigen,
daB in jener Arbeit simtliche GroBen und so auch g durch Einfithrung
von neuen Variablen dimensionslos gemacht worden sind. Das hat
aber zur Folge, daf das ZeitmaB, mit dem die Anfachung gemessen

1 Schiller, L.: Neue Versuche zum Turbulenzproblem. Phys. Z. Bd. 25,
S. 541. 1924,

2 Heisenberg, W.: Uber Stabilitat und Turbulenz von Flissigkeitsstrémen.
Ann. Physik IV, Bd. 74, S. 597. 1924.

* z die Koordinate in Stromungsrichtung, y senkrecht dazu; ¢ die Zeit.
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wird, selber von der Reynoldsschen Zahl abhingt, da die dimensions-
lose Variable ¢ mit der entsprechenden dimensionsbehafteten Variablen #’

durch die Gleichung ¢ = -q:— -t zusammenhangt (wobei als charakte-

ristische Linge der Radius 7 des Rohres angenommen sei). Mit man
also die Zeit ¢ in Sekunden und die Ldnge x in Zentimetern, so ergibt
sich, da dann [§mpB] = ;133 = (%] ist, daB die sekundliche Anfachung
der Stérung von der GréBenordnung

1 & 1 /Gen\y 1 (@)
(a7 B) %._:;= (o) é.(urav) =?.(ur2'v)2

ist. Die sekundliche Anfachung wird also bei einem Rohr von
gegebenem Durchmesser um so stéirker, je groBer die Geschwindigkeit
und damit die Reynoldssche Zahl wird.

DafB das Anwachsen der vom Einlauf kommenden kleinen Stérungen
bis zur ausgebildeten Turbulenz sich in einer verhiltnismaflig kurzen
Wegstrecke vollzieht, erkennen wir auch aus der Abb. 69 der Tafel 28.
Diese kinematographischen Strémungsbilder der entstehenden Turbulenz
in einem Glasrohr von 2 cm Durchmesser und etwa 180 cm Lénge wurden
vom Verfasser in der Art hergestellt, dafl ein vor dem abgerundeten
Einlauf durch eine feine Diise eingefiihrter Farbfaden mit einem Hoch-
frequenzkinoapparat! aufgenommen wurde. Die Anzahl der in der
Sekunde aufgenommenen Bilder betrug etwa 400. Der Bilderserie

entspricht eine kritische Reynoldssche Zahl von R = l;f = 8000.

C. Turbulente Stromung.

29. Altere Formeln fiir den Druckabfall. Wihrend wir in der Lage
sind, die Laminarbewegung in Rohren von kreisférmigem Querschnitt
hinsichtlich des Druckabfalles wie auch der Geschwindigkeitsver-
teilung aus den Differentialgleichungen abzuleiten, sind wir weit da-
von entfernt, ein gleiches fiir die turbulente Strémungsform tun zu
kénnen. Betrachten wir in Abb. 69 der Tafel 28 die Vorgéinge bei
der Entstehung der Turbulenz und in Abb. 39 und 40 der Tafel 16 die
ausgebildete Turbulenz in einem langen und tiefen Gerinne von recht-
eckigem Querschnitt, so erkennt man, wie aullerordentlich verwickelt
diese Bewegungen sind, und wie fast hoffnungslos es erscheint, ein
tieferes Verstindnis des Mechanismus der Turbulenz aus den Navier-
Stokesschen Gleichungen ableiten zu wollen. Abb. 39 und 40 der Tafel 16
sind vom Verfasser in der Weise hergestellt, daB die Wasseroberfliche
in einem Gerinne, nachdem mit Aluminiumpulver bestreut, photogra-

1 Hierfiir stellte Herr R. Thun, Berlin, den von ihm konstruierten ,,Zeit-
dehnerapparat® in liebenswiirdiger Weise zur Verfiigung.
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phisch aufgenommen wurde. Dabei ist in Abb. 39 die Geschwindigkeit
der aufnehmenden Kamera sehr klein, namlich gleich der Geschwindig-
keit der wandnahen Teilchen, von denen diejenigen, deren Geschwindig-
keit genau mit derjenigen der Kamera iibereinstimmen, als Piinktchen
erscheinen. In Abb. 40 ist die Geschwindigkeit der photographischen
Kamera nahezu gleich der maximalen Geschwindigkeit der Teilchen in
der Mitte des Gerinnes.

Anderseits besteht gerade fir die turbulente Strémung, die ja —
im Gegensatz zur Laminarstromung — in Natur und Technik fast
ausschlieBlich vorkommt, ein besonderes Interesse. So haben denn die
Hydrauliker seit mehr als einem Jahrhundert z. T. sehr umfangreiche
Versuche ausgefithrt, um die fiir die Praxis so wichtige Frage nach
der Abhingigkeit des Druckgefilles von der Ergiebigkeit der Réhren
bzw. der Kanéle zu bestimmen. Vergleicht man die Resultate dieser
vielen Messungen und die aus den einzelnen Versuchsreihen abgeleiteten
GesetzmaBigkeiten zwischen Druckgefélle und durchschnittlicher Ge-
schwindigkeit, so ergibt sich ein sehr verworrenes und uniibersichtliches
Bild. Fast jeder Forscher stellte aus den Ergebnissen seiner Versuche
ein eigenes — von den iibrigen verschiedenes — Widerstandsgesetz
auf. Das héngt einmal damit zusammen, dal das ordnende Prinzip
des von Reynolds aufgestellten Ahnlichkeitsgesetzes noch unbekannt
war oder wenigstens nicht benutzt wurde, dann aber auch damit, da3
bei den meisten Versuchen der Wandbeschaffenheit der Rohre und
Kanile keine geniigende Beachtung geschenkt wurde. Diese ist aber,
wie wir noch sehen werden, fiir den Widerstand der turbulenten Stro-
mungsform — im Gegensatz zu demjenigen der Laminarstromung —
von ausschlaggebender Bedeutung.

Die ersten Widerstandsformeln kann man — wenn wir diejenigen
unberiicksichtigt lassen (Darcy, WeiBlbach), die nicht den For-
derungen des Ahnlichkeitsgesetzes entsprechen — im wesentlichen in

drei Klassen einteilen, die Hagen (1869)! unter Benutzung der
Messungen von Darcy ausfiihrlich diskutiert:

42 _ 0 %, Chezy (1775), Eytelwein (1822),

o

2 9;;.,;42 + %,7 Prony (1804),
p ,uly?b
1 =

S

Woltmann (1804), Flammant (1892).

Die Zshigkeit, die in allen diesen Formeln gar nicht auftritt, wird
zum erstenmal von Reynolds beriicksichtigt, indem er den Druck-
abfall in Beziehung setzt zu der spiter nach ihm benannten Zahl

1 Vgl. FuBnote S. 32.
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u-r

—, - Das vonReynolds auf Grund seiner Ahnlichkeitsbetrachtungen
aus seinen Versuchen abgeleitete Gesetz lautet:

A 7. @\L728 P2
—lg=konst.°( P ) o Reynolds (1883),

wo P die aus der Poiseuilleschen Formel entnommene Zahigkeitszahl
ist, deren Zusammenhang mit der kinematischen Zahigkeit durch die
Formel

B 0,01779
[ 14 0,03368 7'+ 0,000221 1'%
gegeben ist (7' die Temperatur).

Die Konstante stimmt allerdings mit den Ergebnissen spéterer
Messungen nicht tiberein, insofern als der nach dieser Formel berechnete
Druckverlust betrichtlich zu klein ist.

Hiernach ist der Druckabfall der 1,723. Potenz der Geschwindigkeit
proportional. Die durch Reynolds nach adlteren Messungen von Darcy
im logarithmischen MaBstab aufgetragene Abhingigkeit des Druck-
abfalls pro Langeneinheit von der Geschwindigkeit zeigten jedoch bereits,
daB je nach dem Material der Rohre, also der Wandbeschaffenheit,
der Exponent in den Grenzen von 1,79 bis 2,00 schwankte.

30. Die Blasiussche Widerstandsformel fiir glatte Rohre. Unter An-
wendung des Reynoldsschen Ahnlichkeitsgesetzes und eines auBer-

= 0,01779 P

ordentlich reichhaltigen Versuchsmaterials bis Kv_" = 50000 (besonders

des von Saph u. Schoder!) hat Blasius2 fir den Druckverlust
in glatten Rohren die Beziehung aufgestellt

Ap 1 ou?
—— lo__.___ (1)
mit ! ro2
0,133 u-r
A=, B="T (2)

Der Vorteil des Widerstandsgesetzes (1), das sich in dieser Form
auch bei v. Mises3 findet, gegeniiber den fritheren, ist — abgesehen
von der Unabhingigkeit vom benutzten MaBsystem — besonders in
folgendem zu erblicken. Haben wir fiir glatte Rohre von verschiedenen
Durchmessern, Geschwindigkeiten und kinematischen Zahigkeiten (Tem-
peraturen) die gleiche Reynoldssche Zahl, so ist auch die in Stau-
drucken gemessene Druckdifferenz fiir eine in Radien gemessene Strecke
die gleiche. Durch die einzige Kurve 4 = f(R) ist somit das Widerstands-
gesetz fiir glatte Rohre vollstandig gegeben. Daf anderseits aus Experi-

1 Saph u. Schoder: Amer. Soc. Civ. Eng. Trans. Bd. 47, S. 312. 1902.

2 Blasius, H.: Das Ahnlichkeitsgesetz bei Reibungsvorgingen. Phys. Z.
Bd. 12, S. 1175. 1911 oder ausfiihrlicher: Forsch.-Arb. Ing. H. 131.

3 Mises, R. v.: Elemente der technischen Hydromechanik. Leipzig 1914.
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menten mit verschiedenen Rohrdurchmessern, verschiedenen Ge-
schwindigkeiten und verschiedenen Fliissigkeiten (Wasser, Luft) die nach
Gl. (1) berechneten Werte von A in Abhéngigkeit von R tatsichlich
auf einer Kurve liegen, soweit man von der unvermeidlichen Streuung
der Werte absieht (4- 2% im Maximum), ist als eine Bestatigung des
Ahnlichkeitsgesetzes anzusehen.

. .. u-r . . '
Weitere Messungen iiber — = 50000 hinaus, besonders die von

Stanton u. Pannelll sowie von Jakob u. Erk? (bis etwa R = u——vr

= 230000) zeigten, dafl die Abhéngigkeit der Widerstandszahl A von R
fir groBe Bereiche von R nicht durch ein einfaches Potenzgesetz

wiederzugeben sei. Nach diesen Versuchen ordnen sich die MeBpunkte
ohne systematische Abweichungen gut dem Kurvenzug

0,3052
(2 R)>35 (3)

ein, vgl. auch Lees3. Nach den Messungen von Nikuradse?

A =0,00357 +

(bis etwa 1_%1 =16 106) zeigt sich eine systematische Abweichung von

der Leesschen Kurve von uTr = 200000 ab.

Bei Rohren von nicht kreisférmigem Querschnitt oder bei offenen
Gerinnen ist es nicht ohne weiteres klar, welche GroBe als charakte-
ristische Lange in der Reynoldsschen Zahl zu nehmen ist. Beriick-
sichtigt man jedoch, daB es fiir den Rohrwiderstand vor allem auf
das Verhiltnis von Querschnittsfliche () zum benetzten Querschnitts-
umfang (U) ankommt, so bietet sich als charakteristische Linge die
GroBe

2F
r=g
dar. Dabei ist die doppelte Querschnittsfliche genommen, weil dann
die so definierte Gré8e r beim kreisférmigen Querschnitt in den Radius
iibergeht. Diese von den Hydraulikern zuerst bei offenen Gerinnen
angewandte Bezugslinge heiit der Profilradius oder auch der hy-
draulische Radius. In der technischen Literatur findet man vielfach

1 Stanton, T. E. u. J. R. Pannell: Similarity of Motion in Relation to
the Surface Friction of Fluids. Phil. Trans. Roy. Soc. London (A) Bd. 214,
S. 199. 1914.

2 Jakob, M. u. S. Erk: Der Druckabfall in glatten Robren und die Durch-
fluBziffer von Normaldiisen. Forsch.-Arb. Ing. 1924, H. 267.

3 Lees: Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 91, S. 46. 1915.

4 Nikuradse, J.: Uber turbulente Wasserstromungen in geraden Rohren
bei sehr grofien Reynoldsschen Zahlen. Vortrige aus dem Gebiet der Aerody-
namik. Hrsg. von A. Gilles, L. Hopf, Th. v. Karméan. Berlin 1930.
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auch die Héalfte dieser Léange, t= %,
gefithrt. In sehr breiten Fliissen ist ¢ dann die mittlere Tiefe. Da man
jedoch nicht wie beim kreisformigen Querschnitt im allgemeinen voraus-
setzen kann, daB die einzelnen Teile der Umrandung gleiche Beitrage
zum Widerstand liefern, bedarf es fiir die Brauchbarkeit der Einfiih-
rung des Profilradius einer experimentellen Bestdtigung. Es hat sich
nun nach Versuchen von Schiller!, Fromm? und noch unversffent-
lichten Messungen von J. Nikuradse gezeigt, dal der Einflull der
Querschnittsform unbedeutend ist, wenigstens solange es sich nicht um
gar zu gestreckte Querschnittsformen handelt. Fiir die laminare Stro-
mung hat Boussinesq? fiir rechteckige und elliptische Querschnitte
von beliebigem Seiten- bzw. Achsenverhéltnisse den EinfluBl der Quer-
schnittsform festgestellt. So ergibt sich nach der Boussinesqschen

Rechnung z. B. fiir den quadratischen Querschnitt 4 = 14’12325 gegen-

als hydraulischen Radius ein-

iber 4 = llg fiir kreisformige Querschnitte.

31. Das Widerstandsgesetz bei rauher Wandung. Wahrend das Wider-
standsgesetz bis zu relativ groflen Werten von R fiir glatte Rohre durch
die Blasiussche bzw. Leessche Kurve vollstindig gegeben ist, trifft das
fiir Rohre mit mehr oder weniger rauher Wandung keineswegs zu.
Wandrauhigkeit vergrofert stets den Widerstand der turbulenten
Stréomung, auch fallen die einzelnen Kurven 4 = f(R) fiir verschiedene
Rauhigkeiten nicht zusammen. Hier ist das Reynoldssche Ahnlichkeits-
gesetz nicht mehr erfillt, insofern als bei Rohren von gleichem Radius,
aber verschiedener Rauhigkeit oder bei Rohren von verschiedenen
Radien, aber gleicher Rauhigkeit die notwendige geometrische Ahnlich-
keit nicht mehr gewahrt ist.

Blasius? und v. Mises#4 fithren deshalb eine neue, den Rauhig-
keitserhebungen proportionale Gréfle ¢ ein und setzen die Widerstands-
zahl A aus Ahnlichkeitserwigungen in Abhingigkeit zu ¢/r, der ,rela-
tiven Rauhigkeit¢. Es ist somit

Asf(R,%).

Blasius geht noch einen Schritt weiter, indem er den EinfluB der
Rauhigkeit nicht durch die Gréle ¢ als gegeben betrachtet, also nicht

1 Schiller, L.: Uber den Strémungswiderstand von Rohren verschiedenen
Querschnitts und Rauhigkeitsgrades. Z. ang. Math. Mech. Bd. 3, S. 2. 1923.

2 Fromm, K.: Strémungswiderstand in rauhen Rohren. Z. ang. Math. Mech.
Bd. 3, S. 339. 1923.

3 Boussinesq, J.: Mémoire sur I'influence des frottements dans les mouve-
ments réguliers des fluides. J. math. pur et appl. (2) Bd. 13, S. 377. 1868.

4 Vgl. FuBinote S. 45.
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durch die GroBe der Rauhigkeitserhebungen, sondern durch eine em-
pirische Feststellung: Der die Rauhigkeit charakterisierende Parameter
ist nach Blasius fiir 2 Rohre von verschiedenen Radien dann derselbe,
wenn beide Rohre fir irgend eine Reynoldssche Zahl denselben Wert
von A ergeben. Haben dann 2 Rohre einen auf diese Art bestimmten
gleichen Rauhigkeitsparameter, so fallen die A-Werte der beiden Rohre
fir alle Reynoldsschen Zahlen auf nur eine Kurve. Das Widerstands-
gesetz wire hiernach also durch eine einparametrische Kurvenschar
mit der Blasiusschen bzw. Leesschen Kurve fiir glatte Rohre als untere
Grenze vollstindig gegeben.
32. Wandrauhigkeit und Wandwelligkeit. Leider sind die Wider-
standsvorgénge bei rauhen Rohren, wie eine diesbeziigliche umfassende
Zusammenstellung von Hopf! und spezielle
m Messungen von Fromm und Schiller ge-
b, o1 zeigt haben, weniger einfach. AufBler der
o relativen GroBe der einzelnen Rauhigkeits-

DRLDLLD sy o v Yorm won et

Abb. 22. gesetz. Und zwar lassen sich nach Hopf

A e s und Fromm zwei prinzipiell verschiedene
»»Wandrauhigkeit*“. Rauhigkeitstypen unterscheiden:

5 . 1. scharfkantige und kurzwellige Rauhig-

(a ~_ya keitserhebungen, kurz ,,Wandrauhigkeit<

7 -“—74’”/2 genannt, von der Art der Abb. 21 und 22.

] Beigpiele dieser ersten Art sind z. B.
ﬁ?ﬁébﬁ?;gei?fg?}%?:ndiv‘;%fi‘;“l?e‘iﬁ?i Zementwiande, verrostetes Eisen, GuBeisen,
Waffelblech;

2. sanft abgerundete langwellige Rauhigkeitserhebungen, kurz
,,Wandwelligkeit* genannt, wie z. B. gehobeltes Holz, asphaltiertes
Eisenblech, mehr oder weniger stark niedergewalztes Waffelblech in der
Art der Abb. 23.

Fiir den ersten Rauhigkeitstyp ergibt sich ein von der Reynoldsschen
Zahl unabhéngiges A, d. h. ein mit der Geschwindigkeit quadratisches
‘Widerstandsgesetz, wobei A stark von der ,relativen Rauhigkeit &/r
abhingt, Abb. 24.

Fiir den zweiten Rauhigkeitstyp erhdlt man zwar groBere Wider-
standszahlen als beim glatten Rohr, sonst aber die gleiche Abhéngigkeit
der GréBe A von R wie bei diesem, so daB in Abb. 24 die einer bestimmten
Welligkeit zugehorige Kurve A = f(R) derjenigen der glatten Rohre
parallel ist. Wahrend A bei ,,rauhen Wianden in starkem MaBe vom

1 Hopf, L.: Die Messung der hydraulischen Rauhigkeit. Z. ang. Math. Mech.
Bd. 3, S. 329. 1923,
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Profilradius abhingig ist, insofern als bei Rohren von gleicher Wand-
beschaffenheit 4 mit abnehmendem Radius betriachtlich zunimmt, ist

A bei ,,Wandwelligkeit vom Radius mehr oder weniger unabhingig,

: : sy Well heb
und zwar um so mehr, je kleiner das Verhaltnis von Yo oner1ooviE . ¢

Wellenliange b
in der Abb. 23 ist.

Messungen an gezogenen Metallrohren mit nicht ganz glatter Ober-
fliche — deren Wandbeschaffenheit etwa die Mitte bildet zwischen
einer ausgesprochenen Wandrauhigkeit und einer Wandwelligkeit —
zeigen mit wachsender Reynoldsscher Zahl einen allmiahlichen Uber-
gang zum quadratischen Gesetz. Das legt die zuerst von Schiller?
ausgesprochene Vermutung nahe, daB bei geniigend groflen Rey-
noldsschen Zahlen auch fir die glattesten Rohre schlieBlich das qua-
dratische Widerstandsgesetz gilt. Und zwar wiirde — da es ja auf die

rauts (grofes £)

log A

rauh (kleines %)
wellig

glatt

log Rk

Abb. 24, Abhingigkeit der Widerstandszahl von der Reynoldsschen Zahl fiir Rohre von ver-
schiedener Wandbeschaffenheit.

,,relativec Rauhigkeit ankommt — das quadratische Gesetz bei um so
geringeren Reynoldsschen Zahlen erreicht werden, je enger das Rohr ist.

33. Messung der Mittelwerte der Geschwindigkeit einer turbulenten
Stromung mittels Pitotrohr. In engem Zusammenhang mit der gegen-
iiber der Laminarstromung betrichtlich gr6Beren Widerstandszahl steht
das fiir die turbulente Stromung charakteristische Geschwindigkeits-
profil mit dem fast unmittelbar an der Wand sich vollziehenden Ge-
schwindigkeitsanstieg und der iiber dem Durchmesser fast gleich-
miBigen Geschwindigkeitsverteilung. Es ist, wie wir in Nr. 54 sehen
werden, sogar moglich, unter gewissen Annahmen allein aus dem Wider-
standsgesetz die turbulente Geschwindigkeitsverteilung (bis auf einen
kleinen Bereich in der Rohrmitte) abzuleiten.

Dabei verstehen wir bei einer turbulenten Stromung unter der Ge-
schwindigkeit in einem Punkt den zeitlichen Mittelwert der Geschwindig-

1 Schiller, L.: Das Turbulenzproblem und verwandte Fragen. Phys. Z.
Bd. 26, S. 566. 1925.

Tietjens, Hydromechanik IT. 4
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keiten in diesem Punkt. Bezeichnen U, ¥V, W die rechtwinkligen Kom-
ponenten der Geschwindigkeiten in einem Punkt einer turbulenten
Strémung, so zerlegen wir diese Grofen in eine von der Zeit unabhéngige
Grundgeschwindigkeit mit den Komponenten %, v, w und den von der
Zeit abhingigen Schwankungen u’, v/, w’, also

U=u+u, V=ov+v, W=wit+w.

DaBl trotz der scheinbar regellosen und wilden Bewegungen einer
turbulenten Stromung eine solche zeitliche Mittelwertbildung — wie
die Erfahrung zeigt — moglich ist, daf also die zeitlichen Mittelwerte
von #’, v/, w’ schon fiir sehr kurze Zeitintervalle verschwinden, ist
eine wesentliche Eigenart der turbulenten Stromung, durch die zum
Ausdruck kommt, daB die Stromung doch nicht so ,regellos* ist,
sondern daB gewisse, wenn auch wohl nur statistisch zu erfassende
GesetzméaBigkeiten bestehen.

Die durchweg iibliche Methode der Messung von Geschwindigkeits-
verteilungen mittels Pitotrohr und Fliissigkeitsmanometer gibt schon
von selbst wegen der im allgemeinen vorhandenen groflen Dimpfung
zeitliche Mittelwerte. In dieser Weise hat wohl als einer der ersten
Bazin die turbulente Geschwindigkeitsverteilung gemessen und dafir
die Form einer halben Ellipse mit einem Achsenverhiltnis von etwa
3,5: 1 gefunden, wobei in ,,unmittelbarer Néhe* der Wand die auf die
durchschnittliche Geschwindigkeit % bezogene Geschwindigkeit mit

% = 0,741 angegeben wird. Sehr sorgfiltig sind spiter von Stanton?

Geschwindigkeitsverteilungen in Rohren von kreisformigem Querschnitt
gemessen, wobei besonderer Wert auf die Messung des steilen Ge-
schwindigkeitsanstieges dicht an der Wand gelegt wurde. Zu dem Zweck
wurde das Pitotrohr selbst nahezu ganz in die Rohrwandung hinein-
verlegt, wodurch es méglich wurde, noch in */100 mm von der Wandung
die Geschwindigkeit zu messen.

Es ist jedoch bei der Geschwindigkeitsmessung mittels Pitotrohr
zu beriicksichtigen, daB die Dampfung im Manometer und in den Zu-
fithrungsschlduchen nicht den gesuchten zeitlichen Mittelwert «, sondern,
da im Manometer lediglich Drucke bzw. GeschwindigkeitshGhen ge-
mittelt werden, den zeitlichen Mittelwert von U? ergibt. Nun ist in

U= (u+uw)2=u2~+2uu" + u'?

zwar der zeitliche Mittelwert von 2 uww’ gleich Null, nicht aber der
von %2, Da der zeitliche Mittelwert von «'? vielmehr stets positiv ist,
miBt man also eine in der Stérke schwankende Geschwindigkeit mit dem

1 Stanton, T. E.: The Mechanical Viscosity of Fluids. Proc. Roy. Soc.
London (A) Bd. 85, S. 366. 1911.
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Pitotrohr immer zu hoch. Andert sich die Geschwindigkeit in kurzen
Zeitintervallen, z. B. um -+ 20%, so ist der am Manometer abgelesene
zeitliche Mittelwert der Geschwindigkeitshéhe bzw. von U? gleich
u’? 202
w(1+ 5) = (1 + 1g5)

/

Wenn wir hieraus noch die Wurzel ziehen, haben wir also

72
uVl—l—% = w1+ s = 1024,
d. h. wivr haben einen um 2% zu groBen Wert gemessen.

Immerhin sind Schwankungen von -+ 20% der Geschwindigkeit
schon recht groB. Sie kommen wohl vor bei stark sich erweiternden
Rohren und Kanélen (Diffusoren), vgl. Kroner?!, bei gewéhnlicher
Turbulenz haben wir es aber wohl mit kleineren Schwankungen zu tun.
Nach Messungen von Burgers?, der mittels Hitzdrahtmethode die
einzelnen Schwankungen eines turbulenten Luftstromes registriert hat,
betragen die Schwankungen weniger als 4+ 5%. Das wiirde dann nur
einen Fehler von etwa 1,5 Promille ausmachen.

34. Dic turbulente Geschwindigkeitsverteilung. Von Stanton wurde
auch die Frage untersucht, ob die Form des Geschwindigkeitsprofils

% = f(r), nachdem es in einer geniigend langen Anlaufstrecke Ge-

legenheit gehabt hat, sich endgiiltig auszubilden, von der Reynoldsschen
Zahl abhéngt. Seine Messungen fiir glatte Rohre ergeben, daB bei
gleicher Reynoldsscher Zahl (aber verschiedenen Durchmessern, also
auch verschiedenen Geschwindigkeiten) sich genau die gleichen Ge-
schwindigkeitsverteilungen ausbilden, daB jedoch bei verschiedenen
Reynoldsschen Zahlen die Profile sich insofern voneinander unter-
scheiden, dal bei wachsender Reynoldsscher Zahl der Geschwindigkeits-
anstieg an der Wand in geringem Mafle zunimmt. Immerhin wird —
besonders bei groflen Reynoldsschen Zahlen — die Abhéngigkeit mit
wachsendem R geringer, so dafl man wohl nicht fehl geht, wenn man
eine ganz bestimmte asymptotische Geschwindigkeitsverteilung der
turbulenten Stréomung fir glatte Rohre annimmt. Fiir Rohre von be-
trachtlicher Wandrauhigkeit (eingeschnittenes Gewinde) ergaben die
Stantonschen Messungen Unabhéngigkeit der Profile von der Rey-
noldsschen Zahl, was auch im Zusammenhang damit steht, daB fiir

1 Kroner, R.: Versuche iiber Stromungen in stark erweiterten Kanilen.
Diss. Charlottenburg 1915 oder Forsch.-Arb. Ing. H. 222.

2 Burgers, J. M.: Experiments on the Fluctuations of the Velocity in a
Current of Air. Proc. XXIX, Nr. 4. Koninglijke Akad. van Wetenschappen te
Amsterdam.

4%



52 Stromung in Rohren und Kanilen.

rauhe Rohre A = konst. ist. Nach Messungen von Fritsch?! beschrinkt
sich der EinfluB der Wandrauhigkeit hinsichtlich der Geschwindigkeits-
profile lediglich auf die wandnahen Teile derselben. Es hat sich gezeigt,
daB fiir gleichen Druckabfall Rohre verschiedener Rauhigkeit bis nahe
an die Rohrwandung (bis zu einer Wandentfernung von etwa /;, Rohr-
radius) fast gleiche Profile liefern. Mit andern Worten, die Profilform
ist im wesentlichen nur von der zu iibertragenden Schubspannung, nicht
aber von der besonderen Beschaffenheit der Wand abhingig.

Die Anderung der Profilform mit der Reynoldsschen Zahl ist auch
von praktischer Bedeutung. Denn bestdnde diese Abhéngigkeit nicht,

X

ware also auch —1;— von R unabhingig, so hatte man bei Kenntnis

dieses Wertes ein einfaches Mittel, die sonst héufig schwer festzu-
stellende durchschnittliche Geschwindigkeit durch eine Geschwindig-
keitsmessung in der Rohrachse zu bestimmen. Unter andern haben

besonders Stanton u. Pannell? die Abhingigkeit von t—t—'%ix von R
bis zu Reynoldsschen Zahlen von 42000 untersucht und gefunden, daf3

22 mit wachsendem R, wenn auch langsam, abnimmt. Vergleicht

'uma.x

man die Resultate der einzelnen Autoren, so zeigt sich, daB

mit zunehmendem R sich dem Wert 1,22 bis 1,25 asymptotisch néhert.

35. Die Geschwindigkcitsverteilung im turbulenten Anlauf. Ebenso
wie bei der Laminarstromung haben wir auch hier eine Anlaufstrecke,
innerhalb der die turbulente Stréomung mit der ihr eigenen Geschwindig-
keitsverteilung sich ausbildet. Nur ist, wie H. Kirsten3 und noch
unverSffentlichte Messungen von J. Nikuradse gezeigt haben, die
turbulente Anlaufstrecke im allgemeinen wesentlich kiirzer als die
laminare und im Gegensatz zu dieser nicht in dem MafBe von der Rey-
noldsschen Zahl abhéngig. Kirsten gibt an, dafl man mit einer Anlauf-
strecke von etwa 100 bis 200 Radien rechnen muf3, wihrend die Niku-
radseschen Messungen bereits ein konstantes Profil bei etwa 50 bis
80 Radien zeigen. Eine noch kiirzere (aber wohl zu kurze) Anlauf-
strecke ergibt die turbulente Anlauftheorie von Latzko4, nach der
sich fiir eine R.-Zahl von etwa 20000 bereits bei ungefihr 20 Radien
die endgiiltige Geschwindigkeitsverteilung eingestellt haben soll.

1 Fritsch, W.: Der EinfluB der Wandrauhigkeit auf die turbulente Ge-
schwindigkeitsverteilung in Rinnen. Z. ang. Math. Mech. Bd. 8 S. 199. 1928.

2 Vgl. Fulinote S. 46.

3 Kirsten, H.: Experimentelle Untersuchung der Entwicklung der Ge-
schwindigkeitsverteilung bei der turbulenten Rohrstromung. Diss. Leipzig 1927.

4 Latzko, H.: Der Wirmeiibergang an einen turbulenten Fliissigkeits- oder
Gasstrom. Z. ang. Math. Mech. Bd. 1, S. 268. 1921.
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Abb. 25 zeigt nach Messungen von Nikuradse, wie sich in einem
Rohr mit abgerundetem Einlauf die endgiltige Geschwindigkeits-
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Abb. 25. Ausbildung der turbulenten Geschwindigkeitsverteilung in der Anlaufstrecke, nach
Messungen von J. Nikuradse.
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Abb. 26. Schnitte in Richtung der Rohrachse durch turbulente Geschwindigkeitsprofile in der
Anlaufstrecke eines Rohres, nach Messungen von J. Nikuradse.

verteilung allmihlich einstells (B =" = 25000). Tn Abb. 26 sind

v

Schnitte durch diese Geschwindigkeitsprofile in Richtung der Rohr-
achse fiir verschiedene Wandabstinde aufgetragen und zum Vergleich
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die nach der Latzkoschen Theorie berechneten Werte gestrichelt ein-
gezeichnet.

Zu bemerken ist, daB bereits die dem Einlauf recht nahen Profile
sich von den entsprechenden der laminaren Anlaufstrémung wesent-
lich unterscheiden. Vergleicht man in Abb. 27 z. B. das Profil einer
turbulenten Stromung, das sich in einer Entfernung von 5 Rohrradien
vom Einlauf ausbildet, mit einem laminaren Profil von gleich groBer
Geschwindigkeit im mittleren Teil des Rohres (bezogen auf die durch-
schnittliche Geschwindig-
— keit), so erkennt man den
R/A I*}/< fir die turbulente Stro-
z \ mung charakteristischen
\ auBerordentlich steilen Ge-
Z _ schwindigkeitsanstieg an
der Rohrwandung. Man
kann also bereits in einer

46 Entfernung von 5 Rohr-
radien vom Einlauf nicht
o4 mehr von einer laminaren

Stromung sprechen. Wenn
trotzdem die Reynoldsschen
02 Farbstrahlversuche zeigen,
dal erst nach wesentlich
groBerer Entfernung vom
Einlauf der in der Mitte des

o 42 ad g6 Lf,ﬂ Rohres befindliche Farb-
,_€ faden zerflattert, so laft

Abb. 27. I Geschwindigkeitsprofil einer turbulenten sSich das vielleicht so deu-
Stromung in einer Entfernung von 5 Rohrradien vom .
%bgerundeten hEinlaul;(‘I. hII Das ﬁ:spﬁeche;}(}ebhoﬁl ten, daB die ersten Tur-
crechnet nach der Methode von tzko. as in . .
dieser Entfekmung vom Einlauf vorl:;md%l;eh lau}in]alre bulenzerschelnungen nicht
Geschwindigkeitsprofil von gleicher durchschnittlicher :

Geschwindigkeit, von der Mitte, sondern von

der Rohrwandung am Ein-
lauf ihren Ausgang nehmen. Abb. 28 zeigt die Geschwindigkeitsverteilung
fiir die ausgebildete turbulente Strémung im Rohr von kreisformigem
Querschnitt.

36. Der Druckverlust im turbulenten Anlauf. Im Gegensatz zur
Laminarstromung hat die turbulente Strémung bei abgerundetem
Rohreinlauf nur einen sehr geringen ,,Anlaufverlust” an Druckhéhe.

Am Rohreintritt direkt haben beide Strémungsarten einen Druck-
héhenverlust von der GréBe einer Geschwindigkeitshohe (%) Wéhrend
der Anlaufverlust der Laminarstromung jedoch eine weitere Ge-
schwindigkeitshohe ausmacht (entsprechend der Tatsache, daf sich die
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kinetische Energie der Stromung bis zur Ausbildung des endgiiltigen
Parabelprofils verdoppelt), betragt dieser Verlust an Druckhéhe bei

2
der turbulenten Strémung nur etwa den elften Teil 0,09 ;—g (die

kinetische Energie des ausgebildeten Geschwindigkeitsprofils der turbu-
lenten Stromung ist um etwa 9% groBer als diejenige des Eintritts-
profils).

Handelt es sich um ein Rohr mit scharfkantigem Einlauf, so kommt
noch ein Verlust an Druckhshe hinzu, der dadurch bedingt ist, daB
der im Einlauf kontrahierte Strahl sich verhiltnismaBig rasch wieder

auf den vollen Rohrquer- 13
schnitt erweitert. Da der ]
durch eine plstzliche Er- % 72 \\\
weiterung  verursachte 17 S~
Druckhéhenverlust nach 0 \\
S. 228 des ersten Bandes 4 \\
1 42
h =5 (u; — u)?
2 g (ul u) 08 \
ist, wenn %, die durch- q7

‘schnittliche Geschwindig-
keit an der Stelle des
kleinstenQuerschnitts (¥,) 05
und % diejenige des auf
den Rohrquerschnitt (F)
erweiterten Strahles be- 93
deutet, so ergibt sich mit

. g2
Einfiithrung des Kontrak-
tionskoeffizienten o wegen 97
w_F 1 0 07 02 03 0% 05 06 97 08 49 70
w F, &’ —7 =
o 7
w 1 2
h = §— (—— —_ 1) . Abb. 28. Geschwindigkeitsverteilung der turbulenten
g \a Stromung im Rohr.

Setzt man fiir « etwa 0,64, so erhilt man fiir den durch Kontraktion
bedingten Druckhshenverlust

-
h=0,31 3g

Im ganzen kommt also zu dem eigentlichen Strémungsverlust hinzu:
Eintrittsverlust %,, Anlaufsverlust 4, und — wenn es sich um scharf-
kantigen Einlauf handelt — Kontraktionsverlust A,.

212 —
h="hy + by + by = 2“_9(1 + 0,09 + 0,31) = 1,40_2“7’2_
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u2
DaB die Summe % dieser drei GréBen mit 1,40 ;—g gut wiedergegeben ist,
zeigt auch Abb. 17, bei der fiir den turbulenten Kurventeil von den ge-
72
messenen Druckhdhen der Betrag 1,4 2%7 in Abzug gebracht worden ist.

37. Konvergente und divergente Strémungen. Bereits eine sehr
geringe Konvergenz bzw. Divergenz der Rohrwandung oder der Wandung
von Kanilen hat eine wesentliche Einwirkung auf die laminare Stro-
mungsform. Einerseits wird der Ubergang der laminaren Strémung
in die turbulente, d.h. die kritische Reynoldssche Zahl, betrachtlich
beeinfluflt, sobald man — wenn auch nur wenig — von der Parallelitit
der Wandung abgeht. Anderseits &ndert sich die Geschwindigkeits-
verteilung iiber dem Rohrdurchmesser und damit der Druckabfall in
der Stromungsrichtung schon bei sehr wenig sich verengernden bzw.
sich erweiternden Rohren oder Kanélen.

Und zwar wirkt eine wenn auch nur schwache Konvergenz im Sinne
einer Stabilisierung der laminaren Stromung, d. h. unter sonst gleichen
Umstanden (Einlauf, Beruhigung des Wassers) geht die kritische
Reynoldssche Zahl gleich betrichtlich in die Hohe, wenn das Rohr
sich in Richtung der Strémung schwach verjiingt. Umgekehrt sind die
Verhéltnisse bei schwach divergenter Wandung. Hier tritt unter sonst
gleichen Bedingungen die turbulente Stromung bereits bei viel kleineren
Reynoldsschen Zahlen auf. Genauere zahlenméBige Angaben liegen
hieriiber jedoch noch nicht vor.

Wie die Geschwindigkeitsverteilungen bei laminarer Stréomung in
Kanilen und Rohren von wechselnder Breite aussehen, hat zuerst
Blasius? berechnet unter der Annahme, dal die Neigung der Wandung
relativ zur Achse, d. h. die Divergenz nur klein ist. Es bildet sich dann
infolge der Geschwindigkeitsabnahme ein Druckanstieg aus, der sich
dem Reibungsdruckgefille iiberlagert. Resultiert hieraus nun ein Druck-
anstieg in Strémungsrichtung, so besteht — wie wir in Nr. 48 und 52
sehen werden — die Moglichkeit, da die Fliissigkeitsteilchen in der
Wandnihe eine riickldufige Bewegung ausfiihren. Bezeichnet y(x) die
Kontur der divergenten Wandung der zweidimensionalen Stromung
und R die Reynoldssche Zahl, so erhilt Blasius. als Bedingungs-
gleichung dafir, dal die Riickstromung beginnt, die Beziehung

dy 35

R . % = Z .
Ein Vergleich dieser Néherungstheorie mit der strengen Lésung von
Hamel?, die auf elliptische Integrale fiihrt, zeigt jedoch, daB nur

1 Blasius, H.: Laminare Strémung in Kanilen wechselnder Breite. Z.
Math. Phys. Bd. 58, S. 225. 1910.

2 Hamel, G.: Spiralférmige Bewegungen zéher Fliissigkeiten. Jahresber. d.
dtsch. Mathem.-Ver. Bd. 25, S. 34. 1916.
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bis etwa R - % == 3 die Blasiussche Rechnung mit der exakten Losung

von Hamel einigermaBen iibereinstimmt.

Fiir geradlinig begrenzte Diffusoren (zweidimensional) erhilt K. Pohl-
hausen! das Resultat, daB selbst bei beliebig geringer Divergenz
eine Riickstromung in der laminaren Grenzschicht eintritt, sobald sich
der Querschnitt um etwa 22% gegeniiber dem Eintrittsquerschnitt ver-

grofert hat. 20

Allerdings ist d.azu. zu I P m\
sagen, daB in Wirklich- 7 |5 / \'E
keit wohl kaum derartige 16 / \
laminare  Geschwindig- / \
keitsprofile mit Wende- 77 / \
punkten auftreten, da 72 / \
wegen des zur Turbulenz 70 / \
neigenden Charakters ei- ’ / \
ner divergenten Stromung 48
der laminare Zustand 06 \
kaum  aufrechterhalten ’ / \
werden kann, ganz ab- 0¥ / \
gesehen davon, dal — 02
wie Rayleigh? gezeigt ’ \
hat — Strémungen mit  %%757 98 96 g% 92 90 9z 9% 95 48 7
Wendepunkten in der Ge- Y Y
schwindigkeitsverteilung ” r

. Abb. 29. Laminare Geschwindigkeitsverteilung.
ganz besonders labilen ; gonctanter Durchmesser. II In Richtung der Strémung

Charakter besitzen. schwach konvergentes Rohr; R g% =1.

In wie starkem Male
die Geschwindigkeitsverteilung einer laminaren Strémung durch eine
geringe Konvergenz bzw. Divergenz abgedndert wird, zeigt Abb. 29. Bei
einer Reynoldsschen Zahl von R = 1000 stellt sich im Falle einer kon-
vergenten Stromung das in der Abbildung mit II bezeichnete Profil
bereits ein, wenn auf x = 1 m Lange des Rohres der Radius sich um
nur ¥y =1 mm élndert( %= >

Man erkennt, dafl sich die Geschwindigkeitsverteilung beim kon-
vergenten Rohr in der Mitte gegeniiber der Parabel abgeflacht hat,
wihrend der Geschwindigkeitsanstieg an der Wand etwas groBer ge-
worden ist. Umgekehrt haben wir bei der divergenten Strémung an

t Pohlhausen, K.: Zur niherungsweisen Integration der Differential-
gleichung der laminaren Grenzschicht. Z. ang. Math. Mech. Bd. 1, S. 252. 1921.

2 Rayleigh: On the Stability or Instability of Certain Fluid Motions.
II. Proc. Lond. Math. Soc. XIX, p. 67. 1887 oder Papers Vol. III, p. 17.
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der Wand einen geringeren Geschwindigkeitsgradienten, wihrend das
Profil in der Rohrmitte eine Zuspitzung erfahren hat. Daf} die Ein-
wirkung der Querschnittsinderung des Rohres auf das Profil gerade
eine solche ist, dafl konvergente Strémungen abgeflachte, divergente
Stréomungen zugespitzte Profile ergeben, kann man sich auch leicht
in folgender Art anschaulich klarmachen: Handelt es sich beispiels-
weise um eine konvergente Stromung, so nimmt die durchschnittliche
Geschwindigkeit in Richtung der Strémung zu, was — abgesehen vom
Reibungsdruckverlust — einem zusétzlichen Druckabfall entspricht.
Betrachten wir zwei Querschnitte 1
und 2 mit den Drucken p, und
Py (p; > p,) und bezeichnen wir
die Geschwindigkeit in irgendeinem
Punkt des ersten Querschnittes
mit %, und die Geschwindigkeit in
demjenigen Punkt des zweiten Quer-
schnittes, der auf der gleichen
Stromlinie wie u, liegt, mit u,, so
ist, wenn wir von der Reibung ab-
sehen, nach der Bernoullischen
Gleichung

P1— P2 = —%(u%—~uf)
oder

Abb. 30. Graphische Darstellung des Einflusses
der Konvergenz der Wande auf das Geschwindig-
keitsprofil.

P1—Pe
e/2

wg =i+

Betrachtet man in Abb.30 %, und |/ J;’z als Katheten eines recht-

winkligen Dreiecks, so hat man in der Hypotenuse die gesuchte Ge-

schwindigkeit %, und man erkennt, da Vp‘—g‘/—zﬁ iiber dem ganzen

Durchmesser konstant ist, da das Profil flacher geworden ist. Fiir
divergente Stromungen gilt die analoge Uberlegung, nur sind %, und u,
in Abb. 30 zu vertauschen.

Von praktischer Bedeutung ist jedoch — besonders bei divergenten
Stromungen — lediglich die turbulente Stromungsform. Obwohl die
Praxis gerade fiir die in dieses Gebiet fallenden Fragen ein groBes
Interesse hat, z. B. fir die Fragen, in welcher Weise die Verluste bei
der Umsetzung von Geschwindigkeit in Druck von dem Offnungswinkel
der Rohre abhingt, welcher Offnungswinkel gerade noch zulissig ist,
ohne daB eine Riickstrémung an der Rohrwandung eintritt, an welchem
Ort der divergenten Strémungen die Hauptverluste eintreten usw.—
so sind diese Fragen im einzelnen noch wenig geklirt. Ansitze dazu
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finden sich in den Arbeiten von Gibson!, Andres?, Hochschild3,
Kroner4, Déonch® und Nikuradse®.

Die Versuche sind teils mit Wasser, teils mit Luft ausgefiihrt, wobei
in einer speziellen Untersuchung® der Nachweis der mechanischen
Ahnlichkeit von Luft- und Wasserstromungen erbracht wurde.

Die Querschnitte der benutzten Rohre bzw. geschlossenen Kanile
hatten meist rechteckige

Gestalt, wobei der Ab- 4 p 2-\\(1

stand der kleinen Recht- & |’ JI\\

eckseiten konstant gehal- T

ten wurde. Der Einflul 70 N~

der XKonvergenz bzw. ’ \\\\\\

Divergenz der Kanal- N N \

winde auf die Geschwin- 08 A

digkeitsverteilung ist ’ \\

prinzipiell der gleiche wie “’

bei der laminaren Stro- 96

mung: Auch hier wird bei “

konvergenten =~ Wanden

das Profil in der Mitte o4

abgeflacht, bei divergen-

ten Winden zugespitzt.

Abb. 31 zeigt drei von 42

Do6nch gemessene Pro-

file, die dieses veran-

schaulichen. q0 92 o4 a6 98 70
Bei weiterer Steige- -

rung des Offnungswinkels 7

. . . Abb. 381, Geschwindigkeitsverteilung der turbulenten Strémun
erglbt sich dann Riick- in einem Kanal, nach Fr. Donch. ¢

& . I Divergente Kanalwinde (6°). II Parallele Kanalwinde.
Stromung und Ablosung IIT Xonvergente Kanalwinde (5,8°).

der Flissigkeit von der
Wand; allerdings nicht beiderseitig, sondern stets nur an einer Seite.
Der Fliissigkeitsstrahl legt sich der einen Wandfliche an, ist jedoch

! Gibson, A. H.: Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 83. 1910.

2 Andres: Versuche iiber die Umsetzung von Wassergeschwindigkeit in
Druck. Forsch.-Arb. Ing. H. 76.

3 Hochschild: Versuche iiber die Strémungsvorginge in erweiterten und
verengten Kanilen. Ebenda H. 114.

¢ Kroner, Rich.: Versuche iiber Strémungen in stark erweiterten Kanilen.
Ebenda 1915, H. 222.

5 Doénch, Fr.: Divergente und konvergente turbulente Stromungen mit
kleinen Offnungswinkeln. Ebenda 1926, H. 282.

¢ Nikuradse, J.: Untersuchungen iiber die Strémungen des Wassers in
konvergenten und divergenten Kanilen. Ebenda H. 289.
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hiufig durch sehr geringe Anderungen in den Zustrémungsbedingungen
zum Anlegen an die gegeniiberliegende Wandflidche zu bringen. Dabei
macht sich nun — wie zuerst Kroner erwidhnt und spiter auch
J.Nikuradse gefunden hat — sehr unangenehm bemerkbar, daB in
diesen Fillen die vorausgesetzte Zweidimensionalitit der Strémung
verloren geht. Selbst bei einem Seitenverhiltnis des Kintrittsquer-
schnittes von etwa 1:8 hért die Stromung auf, zweidimensional zu
sein, sobald oder vielleicht schon bevor bei einem Offnungswinkel von
etwa 8 bis 10° die Ablosung eintritt.

IV. Differentialgleichung der zihen Fliissigkeit
(dreidimensionale Differentialgleichung).

38. Die Grundgleichung der Mechanik der Fliissigkeitshewegungen.
Wir kniipfen an die Aussage an, daB fiir jedes Fliissigkeitsteilchen
die Grundgleichung der Mechanik gelten mufl: Masse X Beschleunigung
= resultierende Kraft, fir die Volumeneinheit also:

0 %’tﬂ =R+ R. 1)
Die resultierende Kraft 1a3t sich zerlegen in Massenkrifte & und Ober-
flichenkrifte %. Sehen wir davon ab, daBl in beschleunigten Systemen
gewisse Zusatzkrifte, wie Zentrifugalkraft, Corioliskraft, auftreten
kénnen, so bleibt als Massenkraft die Schwerkraft pro Volumenein-
heit ® = pg. Fir die Oberflichenkrifte pro Volumeneinheit verbleibt
bei Vernachlissigung der Reibungskrifte das Druckgefille — grad p
(vgl. Nr. 56 des ersten Bandes).

Jetzt wollen wir die in Wirklichkeit immer vorhandene innere
Reibung oder Zahigkeit nicht mehr ver-
nachlédssigen, sondern uns vielmehr fragen,
inwiefern sich die Bewegungsgleichung
einer wirklichen Fliissigkeit von derjenigen

//l /y eirlxleljdideal reibungslosen Fliissigkeit unter-
21X dz| R *@@d schei .et. '

NI AN 9 % Wir setzen voraus, dall §it eine analy-

[ = tische Funktion des Ortes ist und daB es

dx Z sich bei Fliissigkeiten im allgemeinen um

i en Jy Lz paiten isotrope Kérper handelt, bei denen irgend-

ciner ziihen Flissighelt angreifenden  welche ausgezeichnete Richtungen nicht

vorhanden sind und speziell also die Koeffi-
zienten der inneren Reibung unabhingig von der Richtung sind. Be-
trachten wir nun in Abb. 32 einen Quader von infinitesimalen Ab-

messungen, so setzt sich die auf die Oberfldche dieses Volumenelements
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dV = dxdy dz wirkende Kraft zusammen aus den drei Vektoren

0 x a Y a 2
Bpx dx-dydz, apy dy-dzdx, Bg dz-dxdy.

Wir bezeichnen dabei, um im Einklang mit den Benennungen in der
Elastizitatstheorie zu bleiben, Zugkrifte als positiv, Druckkréifte als
negativ. Mithin haben wir fur die Resultierende:
(0P, ap, a9y,
%:<an + apy + p)dV
39. Zerlegung der resultierenden Oberflichenkraft in die Elemente

eines Spannungsaffinors. Zerlegen wir jetzt die Vektoren p,, p,, b, in
ihre rechtwinkligen Komponenten, z. B. p, = io, + i7,, + f7,,, so er-
halten wir fiir die resultierende Kraft, bezogen auf die Volumeneinheit —
wenn wir noch beriicksichtigen, daBl im Gleichgewichtszustand eines
elastischen Korpers' das Moment um eine beliebige Achse verschwinden
muB — also z. B.

Teydydz-de =7, ,,dxdz-dy,

mithin
Tyy = Ty, analog 7,,=71,, und 7,,=7,,,

folgenden neungliedrigen Ausdruck:

R = (8% + at“ + BT“) .. z-Komponente ,

Jdx

0Ty 60',, 8‘@,)

(G + 52 + 5 .,
0Ty, [‘)1:“ 0o,

< "l_ "’" az>' 2- EE]

\-—\,ﬂ W—/ ——
zz- zy-
Fléche Flédche Fliache

Dieser Ausdruck fir R 148t sich auch noch in der Form schreiben?:

1 Wir kénnen zur Ableitung dieser Beziehung statt eines Fliissigkeitsvolumens
einen elastischen Koérper verwenden, da wir ganz allgemein annehmen, daB@ der
Spannungszustand einer zihen Fliissigkeit ein gleichartiger ist wie bei einem
elastischen Koérper, nur daBl der Spannungszustand beim elastischen Korper den
Forminderungen, beim fliissigen Koérper jedoch den Forminderungsgeschwindig-
keiten proportional gesetzt wird. Fir ein Fliissigkeitsvolumen lassen sich die
obigen Beziehungen unter Zuriickgehen auf den Gleichgewichtsfall nicht ableiten,
da man geradezu als Definition einer Fliissigkeit angeben kann, daBl im Gleich-
gewichtsfall jegliche Schubspannungen verschwinden.

2 Das Zeichen o bedeutet das skalare Produkt der durch dieses Zeichen ver-
bundenen GroBen, z. B.

do, .00,

i——oiic, =ifoii—S=1 4 otio, ot a—6—0
ox z—? Bx_ dx’ Ic’)y _I Iay— ?

vgl. Nr. 43 des ersten Bandes.
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. 0 . 0 7} 2e . ,
®=(i;- + igy + t 7)o (tioy + iiTey + itr,,
+ jiTy + jioy +il7,,
+ fi-l"a:z + fith + ffO'z)
oder auch mit Einfithrung des Operators |/ = ia% -+ i% + f% ,
i i f
9% = VOI (™ Tasu 70;2
j T:MI oﬂl Tyz
f T:cz Twz Gz

oder in einer abgekiirzten Schreibweise

§R = VOH, (2)
wo
Oy Tey Tz
II= Tgy Oy Tyz
Tez Tyz O

den charakteristischen Ausdruck fiir den Spannungszustand des be-
trachteten Volumenelements bedeutet.

Dieser sogenannte Spannungsaffinor, dessen Zusammenhang mit der
resultierenden Oberflichenkraft durch die (Gl. 2) zum Ausdruck kommt,
ist wegen der Beziehungen 7,, = 7,, usw. ein symmetrischer Affinor
oder Tensor. Er ist also durch 6 GréBen vollstindig bestimmt.

40. Zusammenhang der Elemente des Spannungsaffinors mit den
entsprechenden Deformationsgeschwindigkeiten. Nachdem wir die re-
sultierende Oberflichenkraft in ihre einzelnen (im symmetrischen
Affinor II auftretenden) Elemente zerlegt haben, ist jetzt der Zu-
sammenhang zwischen dem Spannungszustand (/1) und der Deformations-
geschwindigkeit (tv) herzustellen. Zu dem Zweck suchen wir zunéchst

die Beziehung zwischen den ein-

Y > zelnen Elementen des Spannungs-
— affinors mit den in Frage kom-
L Ky menden Deformationsgeschwin-

digkeiten.

va 4
Abb. 33. Geschwindigkeitsverteilung einer zihen . Auf Grund der' Erfahrung
Fliissigkeit zwischen einer bewegten und einer wissen wir, daB bei einem aus

ruhenden Platte. Abb. 33 ersichtlichen stationiren
Stromungszustand die Tangentialkraft pro Flicheneinheit der oberen
beweglichen Platte, d. h. die Schubspannung v mit dem Geschwindig-
keitsgradienten in folgender Beziehung steht:

ou
T=‘u,?y—,
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wo u, das Zahigkeitsmall, eine (besonders von der Temperatur ab-
hangige) Materialkonstante der Fliissigkeit bedeutet. Bezeichnen wir
den Winkel, um den sich ein urspriinglich rechter Winkel eines Fliissig-
keitselementes verkleinert hat, mit y, so ergibt sich nach Nr. 3

t:/’t-aTa

d. h. die Schubspannung ist der Deformations- oder Formé#nderungs-
geschwindigkeit proportional mit x4 als Proportionalitdtsfaktor.

y v

/// 7;

[z

I/

22

x

x

Abb. 34. An einem infinitesimalen

Abb. 35. Anderung des

rechten Winkels eines

Wiirfels unter der Ein-
wirkung von Schub-

Wiirfel angreifende Schub-
kraften.

spannungen.

Betrachten wir in Abb. 34 ein infinitesimales Quadrat, so ergeben
die eingezeichneten Schubspannungen 7, = 7,, =7 eine gewisse sekund-
liche Anderung des urspriinglich rechten Winkels (Abb. 35). Mithin

haben wir y
— 0% (2 223>_ (ﬂ,‘_ﬁz)
T‘/‘at_”(atJraz =M\Gy T 9z o -7
. . v 6 ”-\\
Wir erhalten also, wenn wir die analogen Uber- - AN\, //
legungen auf 7,, und 7,, anwenden: [y N
- <_.‘?_’f_ _ i”_) S (63+§£> 121V Bl
Toy = M a’y ox)’ 'yz_.u\éz 0?/ ) Wé/ // T
dw | du N AL
= (2L, < / 0,
r:cz /‘(0:6 + az>' / 0,1\\ b/ - 2
Wir kommen jetzt zu den Normalspannungen L——" T

0,4, 0,,0,. Zeichnen wir in das stark ausgezogene
Quadrat der Abb. 36 ein auf der Spitze stehen-
des zweites (diinn ausgezogenes) Quadrat, so
erkennen wir, daBl dieses Quadrat in ein

Abb. 36. Deformation des auf
der Spitze stehenden Quadrates
in ein Rechteck, unter Ein-
wirkungen von Schubspannun-
gen auf das stark gezeichnete
(groBe) Quadrat.

Rechteck iibergeht, wenn das groSe Quadrat in der angegebenen Weise
deformiert wird. Das Kréftegleichgewicht an dem durch eine Diagonale
abgetrennten rechtwinkligen Dreieck zeigt, dal in den Diagonalen
Zug- bzw. Druckkrifte auftreten. Aus Abb. 37 ergibt sich

2-arsiniz- —ay20,=0,
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oder wegen .o 1
sin - ==
)2
0, =T.

Analog ergibt sich aus dem Gleichgewicht eines durch die andere Diago-

nale abgetrennten rechtwinkligen Dreiecks

z Oy = —T
und somit
0, — 0, =27,

z Wir wollen jetzt bestimmen, um wieviel sich
die Diagonale eines Quadrates verlingert (bzw.
5, verkiirzt), wenn es entsprechend Abb. 38 deformiert
wird. 4 BC D geht also itber in A B’ C’ D’ und der

Abb. 37. Kriftegleich- . - .
gewicht zwischen Schub. Techte Winkel bei 4 in B — .

und Normalspannungen. Da

DD’=EM’=AB-—72-,

also

und anderseits

air = AEP
ist, so haben wir fiir die Dehnung (¢,) der Diagonale 4C
=7 . 00 _IO_y
B_E_—"" | YT 40 4Am 2T
I\ / Entsprechend haben wir fir die andere Dia-
N\ S
N !/
7/,2/ 3 \/{ / gonale BD ,
/ AN =9
L Sy also
~/R- _
/ /5—’7/9’/2 & — & =7.
A 2 Beziehen wir jetzt das Quadrat der Abb. 38

Abb. 38. Lingeninderung der  auf ein um 45° gedrehtes Koordinatensystem,
Diagonalen eines Quadrates .

bei infinitesimaler Deformation so haben wir

unter der Wirkung von Schub-

0
spannungen. Op— 0y, =274, =21 —6‘)}7 =2u % (&1 — &) -

Bezogen auf dieses Koordinatensystem, haben wir aber

9ey v 08 _ Ov
at oz’ at ~ dy’
mithin
u v
ow—aw—Q/t(%—gz—/). (32)
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Analog erhilt man:

ou 8w>

0n— 0y = 2u(Gy — G

(3Db)

Man pflegt durch Definition festzusetzen, dal der Mittelwert der Normal-
spannungen auf der Einheitskugel wieder als negativer , Flissigkeits-
druck‘ (— p) bezeichnet wird. Die Durchfiihrung der Rechnung? liefert:

1
p=—5(0+0,+0). )
Addiert man zu den beiden (Gl 3a und 3b) die Identitéat:

ouan=2u(3e 32

und addiert dann beide Gleichungen, so ergibt sich unter Beriick-
sichtigung von (Gl. 4)

30'x~—-3p=2,“(3g_g <6w+ + 0z>>

o= —p—gu(5e+ 5o+ L) 2t

oder

1 Der Mittelwert der Normalspannungen auf eine Kugel vom Radius 1 kann
erhalten werden, indem man zunichst in jedem Fliachenelement dF die Normal-
komponente der Spannkraft berechnet. Dies kann so geschehen, dafl man die im
allgemeinen schriag gerichtete Kraft pdF mit dem Radius r skalar multipliziert
(|| = 1). Da die Oberfliche der Einheitskugel gleich 4 7 ist, ergibt sich also fir
unseren Mittelwert:

41 ﬁ‘ropdﬁ'————ﬁ‘to(df’ P+ dF, p, + dF.p,)
oder mit
d¥ =idF,+ jdF, +¥dF, und II=ip,+ ip, + fp.
zl,; §f ro(@o)
oder, da t|| dF ist:

%g Ao (toll)

oder nach dem GauBschen Satz
1 1 . 1 ..
Z;gd%o(mn) =Hfffd1v(roﬂ)dlf=§dlv (xoIT),

4
unter Beriicksichtigung, dafl das Volumen der Einheitskugel gleichg n ist. Da

man jeden Spannungszustand als homogenen Spannungszustand auffassen kann,
sofern es sich nur um eine geniigend kleine Umgebung eines Punktes handelt,
haben wir

1 1. 1 . 1
Eﬁropdﬁ’=gdlv toll = & (iop + jopy + fop.) = 5 (0= + 0, + 0,) .

Tietjens, Hydromechanik II. 5
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Entsprechend erhilt man

2 ou ov ow ov
Ty p 3'“<ax Fay 8z> F2ugy
und

2 du ov dw ow
—_ — _—— —_— —_— — ) -+ -_—
Oz p 3”(ax Fayg T Bz> 285

41. Zusammenhang des Spannungsaffinors mit dem Geschwindigkeits-
affinor. Nachdem wir hiermit fiir die verschiedenen Einzelfalle den
Zusammenhang zwischen Spannungszustand und Deformationsgeschwin-
digkeiten gefunden haben, miissen wir noch diejenige Beziehung zwischen
dem allgemeinen Spannungszustand und dem dadurch bedingten Ge-
schwindigkeitsfeld feststellen, die jene Einzelféille in sich enthalt.

Ebenso wie wir fiir den Spannungszustand einen ihn charakteri-
sierenden Ausdruck I7 gefunden haben, laBt sich fiir das Geschwindig-
keitsfeld ein analoger neungliedriger Ausdruck herleiten, der aus den
partiellen Ableitungen der drei Geschwindigkeitskomponenten nach den
drei Koordinatenrichtungen besteht (vgl. Nr. 40 des ersten Bandes). Da
der Spannungsaffinor — wie wir gesehen haben — symmetrisch ist,
miissen wir ibn mit dem symmetrischen Teil des Geschwindigkeits-
affinors in Beziehung setzen (in Nr. 44 des ersten Bandes haben wir
gefunden, daB der symmetrische Teil des Affinors der Dehnungs-
geschwindigkeit entspricht, wihrend der antisymmetrische Teil einen
Ausdruck fiir die Rotation darstellt). Unter Beriicksichtigung, daB die
Summe aus einem Affinor und seinem konjugierten Affinor (bei dem
die Kolonnen mit den Zeilen vertauscht sind) einen symmetrischen
Affinor darstellt, haben wir in symbolischer Ausdrucksweise

ou v ow ou 0u du ) . p
Nt dindodindihdiod d 0 0

O Tay Tas ]8756:::83: dx dy 0z pOO. ww l
ou dv ow ov v dv 2 .

Tz,u(fu 1’1]2 =Iu @ﬂa_y +/l W-a—y—g—z— - OpO —3” 0 divip 0 N
du dv dw ow dwdw .

Tpz Ty20z 3720292 OOP 0 0 divip

dx 0y 0z
In vektoranalytischer Schreibweise haben wir fiir diesen Ausdruck:
H=pWw+mwl)—p—3=Zudiviw.

Um zu erkennen, daBl der durch diese Formel gegebene Zusammen-
hang zwischen dem Spannungszustand und dem Geschwindigkeitsfeld
die oben abgeleiteten Spezialfalle enthalt, brauchen wir nur die auf
entsprechenden Pldtzen stehenden Ausdriicke miteinander zu ver-
binden, z. B.

dv | du

Ju 2 .
am=2[u5;—p——3—,ud1vm, rw=,u<a—x+@) usw.
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42. Die Navier-Stokessche Gleichung. Jetzt sind wir so weit, die
resultierende Oberflichenkraft R als Funktion der Deformations-
geschwindigkeiten auszudriicken. Nehmen wir zunichst die 2-Kompo-
nente von R, so haben wir

R, — (80’1

0T,y aTmz)
0x+ dy + 0z

und wenn wir die oben gefundenen Ausdriicke fir o,, 7,,, 7,, einsetzen:

0%u |, 0%u 1 d (Ou v ow
mﬁ_"""“”(axz""ayff 6z2>+ E ax(ax ;+—6_z>

In der gleichen Weise findet man die y- und z-Komponente von $R.

In Vektorsymbolik erhilt man:

R=Voll =uVo(lw+ wl)—grad p — 2grad diviv

oder, da

uVolWVi+1wl)=ulVol w4+ ugraddivio
i, R =—gradp -+ jugraddivio + pdw.

Setzen wir diesen Ausdruck in die am Anfang dieses Kapitels auf-

gestellte Grundgleichung ein, so erhalten wir mit v = ig-

P—m—g—lgradp—l——vgraddxvm-l-vdm (5)
oder in Koordinaten fiir die x-Komponente:
Jdu ou ou du
gt T e T Yy +W5z
. 1op Pu | Pu | Fu
= X— ot g Gt Gyt ) (Ga T o 5

Diese unter dem Namen ,,Nav1er-Stokessche Gleichung‘“ bekannte
Differentialgleichung bildet die Grundlage der gesamten Hydrodynamik.
Sie gilt sowohl fiir kompressible wie fiir inkompressible Fliissigkeiten.
Fiir den letzteren Fall vereinfacht sie sich wegen div v = 0 zu
%?zg—%gradp—l—véim. (6)

Wie man erkennt, unterscheidet sie sich in diesem Fall von der
Eulerschen Gleichung fiir reibungslose Fliissigkeiten durch das Reibungs-
glied v A 1o .

Die obige Gleichung wurde zuerst aufgestellt von Navier! (1827)
und Poisson? (1831), und zwar lagen ihrer Ableitung Betrachtungen

1 Navier: Mémoire sur les Lois du Mouvement des Fluides. Mém. de
I’Acad. des Sciences Bd. 6, S. 389. 1827.

? Poisson: Mémoire sur les Equations générales de I'Equilibre et du
Mouvement des Corps solides élastiques et des Fluides. J. de I’Ecole polytechn.
Bd. 13, S. 1. 1831.

5%
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iiber die Wirkungen von intermolekularen Kriften zugrunde. Ohne
irgendwelche Hypothesen dieser Art fanden Saint Venant! (1843)
und Stokes? (1845) dieselbe Gleichung unter der (auch von uns ge-
machten) Voraussetzung, dafl die Normal- und die Schubspannungen
lineare Funktionen der Deformationsgeschwindigkeiten sind (New-
tonscher Reibungssatz) und dafl — sofern man die Kompressibilitit
der Fliissigkeit bzw. des Gases beriicksichtigt — der mittlere Normal-
druck nicht von der Dilatationsgeschwindigkeit abhénge. Es wird also
angenommen, daBl die innere Reibung lediglich zur Wirkung kommt,
wenn Flussigkeitsschichten relativ zueinander gleiten, nicht aber, wenn
bei einer reinen Dilatation das Volumen einer Fliissigkeitsmasse sich
andert, ohne daBl ein Gleiten auftritt.

Die Frage, ob diese der obigen Gleichung zugrunde liegenden Hypo-
thesen berechtigt sind und ob diese Gleichung tatsdchlich den Be-
wegungsvorgingen einer wirklichen Flissigkeit entspricht, wird mit
einer gewissen Wahrscheinlichkeit in bejahendem Sinne beantwortet
durch die Ubereinstimmung von einigen Experimenten mit den ent-
sprechenden aus (Gl. 6) abgeleiteten Resultaten. Besonders dal die zu-
erst experimentell gefundenen Gesetze der Laminarbewegung in geraden
Rohren von kreisformigem Querschnitt sich aus (Gl. 6) ableiten lassen,
stellen einen iiberzeugenden Beweis fiir die Giiltigkeit der Navier-
Stokesschen Gleichung bei volumenbestindigen Strémungen dar3. Da-
bei ist allerdings zu beriicksichtigen, dal wegen der grofien mathe-
matischen Schwierigkeiten in der Behandlung dieser Gleichung keine
einzige strenge Losung bekannt ist, bei welcher die fiir eine Fliissigkeits-
bewegung charakteristischen konvektiven Glieder in voller Allgemein-
heit mit den Reibungsgliedern in Wechselwirkung treten. Denn auch
bei der strengen Losung der Laminarbewegung in Rohren fallen die
konvektiven Glieder fort, und auch bei den strengen Losungen, bei
denen die konvektiven Glieder von Null verschieden sind%, liegen
immer sehr spezielle Fille vor, wo die Geschwindigkeiten von denKoordi-
naten von besonders einfacher Weise abhéngen.

43. Bemerkungen zur Navier-Stokesschen Gleichung. Bei dieser Ge-
legenheit moge erwdhnt werden, dal auch die volumbestéindigen
Potentialstromungen als strenge Losungen der Navier-Stokesschen

1 St. Venant: Comptes Rendus Bd. 17, S. 1240. 1843.

2 Stokes: On the Theories of the Internal Friction of Fluids in Motion.
Trans. of the Cambr. Phil. Soc. Bd. 8. 1845.

8 Fir den EinfluB der Volumen#dnderungsgeschwindigkeit diviv auf die
Reibung und den Druck von kompressiblen Fliissigkeiten fehlt allerdings noch
die experimentelle Priifung.

¢ Hamel, G.: Vgl. FuBnote S.56. Karm4n, Th. v.: Uber laminare und
turbulente Reibung. Z. ang. Math. Mech. Bd. 1, S. 233. 1921.



Bemerkungen zur Navier-Stokesschen Gleichung. 69

Gleichung aufgefaBt werden konnen, da bei ihnen das Reibungsglied
identisch verschwindet. Denn bedeutet @ die Potentialfunktion, so
gilt fir eine Potentialbewegung

A9 =0,
also auch
grad A® = Agrad ® =0,
oder wegen
grad ® =1

Aw =0.

Also halten bei der Potentialbewegung die Schubspannungen an jedem
Volumenelement sich selbst das Gleichgewicht. Es lassen sich jedoch
bei der Potentialbewegung nicht die beiden erfahrungsgeméaf3 als not-
wendig erwiesenen Grenzbedingungen gleichzeitig erfiillen, dal sowohl
die Normal- als auch die Tangentialkomponente der Geschwindig-
keit eines Fliissigkeitsteilchens unmittelbar an einer festen ruhenden
Wand verschwinden miissen. Ist die Normalkomponente gegeben, so
folgt aus 4® = O bereits eindeutig die Tangentialkomponente. Eine
Vorschrift fiir diese ist bei einer Differentialgleichung 2. Ordnung in @
nicht mehr mdéglich. Hierzu ist eine Differentialgleichung héherer
Ordnung nétig.

Diese erhilt man bei Einfithrung der Stromfunktion und Elimination
des Druckes. Im Falle einer homogenen volumenbestdndigen Fliissigkeit
kann man, wie auf S.12 erwidhnt wurde, den ,,Ruhedruck¢ und die
Massenkraft fortlassen, da die Wirkung der Schwerkraft auf die einzelnen
Flissigkeitsteilchen im Innern der Fliissigkeit durch den Auftrieb der
einzelnen Teilchen eliminiert ist. Das Auftreten von freien Flissigkeits-
oberflichen miissen wir in diesem Fall ausschlieBen.

Wir schreiben also:

D

1
W:—-?gradp—}—vdm. (7)

Handelt es sich speziell um zweidimensionale Bewegungen, so ist
es zweckmifBig, die Stromfunktion y

_ 9y

9w Iy
=52,

w T bz

v =
einzufiithren, wodurch dann die Kontinuitidtsbedingung bereits befriedigt
ist. Differentiiert man die z-Komponente von (Gl.7) nach y und die
y-Komponente derselben Gleichung nach z und subtrahiert beide
Gleichungen, so fallt der Druck heraus, und man erhdlt nach einigen
Umformungen

7] 0 d
—0—tAw+u%—Atp+v%Azp=vAAw. (8)
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Ay ist hierin nichts anderes als —rot tv. Die linke Seite der Gleichung
ist der substantielle Differentialquotient von 1 y. Die ganze Gleichung
handelt also von der Anderung der Drehung eines Teilchens durch die
Reibung. Wegen des Gliedes auf der rechten Seite ist die Gleichung
von der vierten Ordnung.

44. Die Differentialgleichung der schleichenden Bewegung. Die grofien
und bisher uniiberwindlichen mathematischen Schwierigkeiten, die sich
bei dem Versuch einer Integration der (Gl. 7) oder auch (GI. 8) er-
geben, zwingen dazu, gewisse vereinfachende Annahmen zu machen.
Die Schwierigkeiten héngen einerseits mit dem quadratischen Charakter
der Gleichung (keine Superpositionen von Partikularlésungen moglich),
anderseits mit der héheren Ordnung der mit » multiplizierten Glieder
zusammen. Vernachlissigt man diese Reibungsglieder vollstindig, so
ergeben sich Potentialbewegungen, die — wie wir gesehen haben —
zwar die vollstindige Differentialgleichung befriedigen, nicht aber im
allgemeinen zur Befriedigung der Randbedingungen geniigen.

Beschrinkt man sich auf diejenigen Fille, in denen die Zahigkeit
auBlerordentlich groB oder die Geschwindigkeiten oder Koérperabmes-
sungen, also auch die Reynoldssche Zahl, sehr klein ist, so 1aft sich
immer erreichen, dafl das quadratische Glied

woltw bzw. ug—u, 'v—a—u usw.
z oy
gegeniiber dem Reibungsglied
vAmw

beliebig klein wird. Wie Stokes?!, zuerst gezeigt hat, 146t sich unter
Vernachlassigung des quadratischen Gliedes die (Gl 7) in gewissen
Fallen integrieren. Es mag jedoch besonders betont werden, daf die
so gewonnene Naherungslssung — wie die Erfahrung gezeigt hat —
lediglich Giiltigkeit besitzt fiir sehr kleine R (<< 3). Derartige so-
genannte ,schleichende Bewegungen hat man, wie schon erwihnt,
z. B.in der Bewegung eines Korpers in Sirup oder in der Bewegung
fallender Nebeltropfchen (nicht aber Regentropfchen, hier ist die
Reynoldssche Zahl schon viel zu grof8).

Nimmt man noch an, daB die Bewegung stationir ist, so geht
(G1.7) iiber in

pudw = gradp,

d. h. 4tv muB der Gradient einer Ortsfunktion sein. Man kann die
Gleichung noch etwas umformen, wenn man die Rotation bildet und

1 Stokes, G. G.: Cambr. Phil. Trans. Bd. 8. 1845; Bd. 9. 1851 oder Papers
Vol. I, p. 75.
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dadurch den Druck eliminiert. Man erhilt dann unter Beriicksichtigung,
daB rot grad p = 0 ist,
rot Aw =0.

Da die Kontinuititsgleichung divip = 0 immer erfiillt ist, wenn wir
die Geschwindigkeit v als Rotation eines beliebigen Vektors 2 ansehen
(vgl. Nr. 47 des ersten Bandes),
tv = rot U,
so ergibt sich:
= rot 4 (rot A) = 4 (rot rot A) .

Wenn man noch die Bedingung div % =0 hinzunimmt, was immer er-
laubt ist, so wird ferner

rotrot A = — A9 ;

hiermit erhalten wir also als Differentialgleichung der schleichenden
Bewegung:

A44%A=0.
Hat man Loésungen dieser Differentialgleichung gefunden, die den vor-
gegebenen Grenzbedingungen geniigen, so ist noch der Druck aus der
vereinfachten Navier-Stokesschen Gleichung zu bestimmen.

Stokes hat als erster den Fall der schleichenden Bewegung um eine
Kugel berechnet und durch Integration der Druck- und Reibungs-
spannungen iiber der ganzen Oberfliche den Widerstand bestimmt
(vgl. Nr. 81).

Linear bleibt die Differentialgleichung (Gl.7) auch noch, wenn wir

von dem substantiellen Differentialquotienten die lokale Beschleunigung

%_rtq beriicksichtigen. Das geniigt im allgemeinen bei Oszillationen mit

kleinen Amplituden, wo das quadratische Glied (die Beschleunigung
durch Konvektion) klein bleibt gegen die lokale Beschleunigung. Ist die
Verschiebung & aus der Ruhelage z. B. gegeben durch den Ansatz

& = asinat,

so ist
0§
u——m—aacosoct
und
du _ 0?6 2 o3
B0 e T o s o .

Bezeichnet nun ! irgendeine fiir den Vorgang charakteristische Lénge,

7} 0
so daB z. B. % von der GroBenordnung % ist, so hat zwar 0% und

u? . . . . . Ou .
also auch - die gleiche Dimension wie 57 ©s ist aber wegen

u?

2
T———‘%oczcoszozt
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gegen die lokale Beschleunigung % zu vernachlédssigen, wenn _(li klein

gegen 1 ist.

Als Beispiel moge der Stromungsvorgang einer ruhenden Fliissig-
keit in der Nahe einer in ihrer Ebene schwingenden Wand betrachtet
werden (Abb. 39). Die Verschiebung & aus der Ruhelage sei

£ =f(y)et.
Hier ist u-g;ﬁexakt = 0, die Rechnung gilt hier also ohne Ein-
schrankung der Amplitude a.

P Da p = konst. ist wegen der fehlenden Beschleunigung
in der y-Richtung, bleibt
Ju _ 0
at Yoy’
also wegen

U = %—i= taf (y)etet,

& Ciaf(y) = v ().
u Mit f(y) = Cef? als Ansatz ergibt sich ¢« = % und somit

p=x)E=ta+0)g.
Da f(y) =0 fir y—oo ist, erhilt

man schlieBlich mit 4 und B als

z Konstanten den reellen Ausdruck

Abb. 39. Zwei Phasen der Geschwindigkeits-
verteilung senkrecht zu einer schwingenden /T - =
‘Wand in ruhender, zéher Fliissigkeit. f (y) = vy (A cosy )57 + Bsiny 2_v)

45. Verbesserung durch Oseen. Obwohl der Stromungszustand in der
Néahe einer Kugel usw. (und damit auch der Widerstand) durch dieStokes-
sche Rechnung im wesentlichen richtig wiedergegeben wird, trifft dies
in gréBerer Entfernung vom Korper nicht mehr zu. Wie in Nr. 84 niher
ausgefiihrt ist, nehmen die an und fiir sich kleinen Tragheitskrafte
mit einer geringeren Potenz der Entfernung vom Koérper ab als die
Ziahigkeitskriafte, so daB man — obwohl die Zahigkeitskrifte in der
Néahe des umstromten Korpers den ausschlaggebenden EinfluBl aus-
itben — in geniigend grofer Entfernung vom Korper die Tragheits-
kréfte nicht mehr dagegen vernachlassigen darf. Eine in dieser Be-
ziehung prinzipielle Verbesserung stammt von Oseenl.

In dieser Arbeit, deren Resultate Lamb2 in wesentlich einfacherer

1 Oseen, C. W.: Uber die Stokessche Formel. Arkiv f. Math. Astr. och
Fysik Bd. 6. 1910; Bd. 7. 1911.

2 Lamb, H.: On the Uniforme Motion of a Sphere through a Viscous
Fluid. Phil. Mag. Bd. 21, S. 120. 1911.
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Form abgeleitet und in physikalischer Hinsicht interpretiert hat,
wird die Wirkung der Tragheit wenigstens teilweise dadurch beriick-
sichtigt, daB fiir das quadratische Glied 1o Vv die Gréfie B o V1o
gesetzt wird, wo B die konstante Anstrémungsgeschwindigkeit im Un-
endlichen bedeutet. Die Variable v tritt also wieder nur in linearer
Form auf. Da allein in groSer Entfernung vom umstromten Korper
die Wirkung der Trigheitsglieder gegeniiber den Reibungsgliedern zur
Geltung kommt, hier aber B nicht sehr verschieden von iv ist, wird
durch den Oseenschen Ansatz das Hauptglied der konvektiven Be-
schleunigung beriicksichtigt. Der nach dem Stokesschen Ansatz be-
rechnete Stromungszustand fallt nach vorne und hinten symmetrisch
aus, wiahrend die Oseensche Rechnung ein unsymmetrisches Stromlinien-
bild ergibt. Allerdings tritt eine merkliche Abweichung von der nach
Stokes berechneten Stromung erst in groferer Entfernung vom Kérper
auf;; mit zunehmender Anndherung an den Kérper geht das Oseensche
Stromlinienbild in das Stokessche iber.

Da die Losung der Differentialgleichung 44 p = 0, mit y als Strom-
funktion — in diese Gleichung geht die Navier-Stokessche Gleichung
fir den Fall der zweidimensionalen schleichenden Bewegung um einen
Kreiszylinder iiber —, ausartet, hatte Stokes bei dem Versuch, die
Stromung um einen Zylinder in derselben Weise zu behandeln wie die
Stromung um eine Kugel, keinen Erfolg. Lamb loste dann spédter unter
Beriicksichtigung des Haupttrigheitsgliedes 8 o I/ fo diese Aufgabe in
ahnlicher Weise, wie Oseen es vorher fiir die Kugel getan hatte.

Abb. 56 der Tafel 23 zeigt eine photographische Aufnahme der Um-
1Bl _ 1

4

4
(hier sind die Verhéltnisse dhnlich wie bei der Kugel). Wie man er-

kennt, ist die Symmetrie der Strémung weitgehend erhalten.

stromung eines Kreiszylinders bei einer Reynoldsschen Zah

V. Grenzschichten.

46. Der Wirkungsbereich der Zihigkeit bei groB8en Reynoldsschen
Zahlen. Die teilweise Beriicksichtigung der Tragheitswirkung neben der
Zahigkeitswirkung, wie sie in der Oseenschen Theorie zum Ausdruck
kommt, 148t sich nur durchfithren bei sehr zihen Fliissigkeiten oder
bei sehr geringen Geschwindigkeiten und Koérperabmessungen, d. h. bei
sehr kleinen Reynoldsschen Zahlen. Denn nur dann kommen die konvek-
tiven Glieder erst in sehr grofer Entfernung vom umstrémten Kérper
zur Geltung, dort, wo die Geschwindigkeiten sich kaum noch von der
Anstromungsgeschwindigkeit im Unendlichen unterscheiden, so da8 der
Oseensche Ansatz als Néherung gesetzt werden kann. In der niheren
Umgebung des Korpers hingegen, wo die Geschwindigkeiten sich wesent-



74 Grenzschichten.

lich von der Anstrémungsgeschwindigkeit unterscheiden, wird die Stro-
mungsform in diesen Féllen fast ausschlieBlich durch die Zahigkeitswir-
kungen bedingt, und es ist ohne Bedeutung, wenn dort die kleinen
Tragheitswirkungen falsch berechnet werden.

Ganz anders werden die Verhiltnisse bei groBlen Reynoldsschen
Zahlen, wenn also die Geschwindigkeiten oder die Kérperabmessungen
sehr groB oder aber die kinematische Zihigkeit sehr klein wird. In
diesem Fall iiberwiegen im Innern der Flissigkeit (d. h. abgesehen von
den Begrenzungsgebieten zwischen Fliissigkeit und festem Korper) die
Tragheitswirkungen, wihrend die Zdhigkeitswirkungen dagegen nahezu
verschwinden. DaBl wir jedoch trotzdem die Zahigkeitswirkungen in der
Differentialgleichung nicht vollstindig vernachlissigen diirfen, sahen
wir auf S. 1. Bei vollkommener Vernachlidssigung erhalten wir aus
den Navier-Stokesschen Gleichungen die Eulerschen Gleichungen, bei
denen — wie wir bereits auf S.69 bemerkten — eine Erfiillung der
notwendigen Grenzbedingung des Haftens der Fliissigkeit an der die
Fliissigkeit begrenzenden Wandung unmdglich ist.

Ein bedeutsamer Vorsto in der Behandlung der Fliissigkeits-
bewegungen bei grolen Reynoldsschen Zahlen, d. h. im allgemeinen also
bei Fliissigkeiten sehr geringer Zihigkeit, ist von L. Prandt]! unter-
nommen, der 1904 in einem Vortrag auf dem Internationalen Mathe-
matikerkongreB zu Heidelberg ,,Uber Fliissigkeitsbewegung bei sehr
kleiner Reibung,, gezeigt hat, in welcher Weise die Wirkung der Zahig-
keit, wenn diese sehr klein ist, wesentlich zur Geltung kommt, und wie
die allgemeinen Differentialgleichungen fiir diesen Fall sich verein-
fachen lassen, so daB wenigstens eine Naherungslosung moglich wird.

Ziehen wir zunichst die Beobachtung von Fliissigkeitsbewegungen
(z. B. die Bewegung um einen zylindrischen festen Kérper) zu Rate,
so ergibt sich, daBl im Fall einer geringen Zahigkeit der Fliissigkeit,
z. B. Wasser oder Luft (im Gegensatz zu dickfliissigem Ol), die Ge-
schwindigkeiten bis sehr nahe an die Oberfléche des umstrémten Kérpers

GroBenordnung

_— ///////////////// e gfgr Ai::romungsgesohmn-

o it sind. Die Form der
Abb. 40. Querschnitt eines stromlinienférmigen, zylindri-
¢ schen Korpers (Strobe). - v Stromlinien sowohl wie die

Geschwindigkeiten — stim-
men in dem Fall der Umstrémung eines Korpers wie etwa in Abb.40 nahezu
mit denen einer drehungsfreien Strémung einer reibungslosen Fliissigkeit
(Potentialstromung) iiberein. Genauere Untersuchungen des Geschwin-
digkeitsfeldes als die bloBe Beobachtung haben dann aber gezeigt, da@

1 Prandtl, L.: Uber Flissigkeitsbewegung bei sehr kleiner Reibung.
Verhandl. d. III. Int. Math. KongreB in Heidelberg 1904. Leipzig 1905.
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die Flissigkeit direkt am Korper nicht etwa gleitet, sondern an ihm
haftet, und daB der Ubergang zur Geschwindigkeit, wie sie dicht am
Korper zu beobachten ist, sich in einer im allgemeinen sehr diinnen
Flissigkeitsschicht vollzieht.

Wir haben offenbar zwei allerdings nicht scharf voneinander zu
trennende Gebiete: In der unmittelbaren Nahe des festen Korpers
haben wir ein Gebiet von der Form einer diinnen Schicht, in welcher

der Geschwindigkeitsgradient % im allgemeinen sehr groe Werte

annimmt, in welcher also eine an sich sehr geringe Zahigkeit u doch
wesentlich zur Geltung kommt, insofern als die durch die Zahigkeit

bedingten Schubspannungen 7 = ,u%% in diesem Gebiet betrichtliche

Werte annehmen konnen. In dem iibrigen Gebiet auBlerhalb dieser
Schicht treten im allgemeinen nicht so grofle Geschwindigkeitsgradienten
auf, so daB die Wirkung der Zahigkeit hier bedeutungslos wird. Das
Stromungsbild in diesem Gebiet ist lediglich durch Druckwirkungen
bedingt, d.h. wir haben das Strémungsbild einer Potentialstrémung.

Allgemein konnen wir sagen, dal3 die Schicht, in der die Geschwindig-
keit durch Zahigkeitswirkung abgebremst wird (bis auf Null unmittelbar
am umstrémten Korper), umso diinner ist, je geringer die Zihigkeit
oder, allgemeiner, je groBler die Reynoldssche Zahl ist. Gerade aus
diesem Grunde ist es moglich wie wir im einzelnen noch sehen
werden — die Navier-Stokesschén Gleichungen fir diese diinne soge-
nannte Grenzschicht derartig zu vereinfachen, daB eine Niherungs-
l6sung moéglich wird ; und zwar sind die zu machenden Vernachlissigungen
in der Differentialgleichung der Grenzschicht um so mehr berechtigt,
je diinner diese ist. Die Losungen dieser Grenzschichtgleichung haben
somit asymptotischen Charakter fiir nach Unendlich zunehmende
Reynoldssche Zahlen.

47. Die GroBenordnung der einzelnen in der Navier-Stokesschen
Gleichung auftretenden Glieder bei grofien Reynoldsschen Zahlen. Um
jetzt die Vereinfachungen

der Navier-Stokesschen Glei- T!/ Y
chung fiir die Grenzschicht

. _—
vorzunehmen, um also die ——— | Z _
Differentialgleichung der ——> —=
Grenzschicht abzuleiten,

stellen Wwir zunichst fur Abb. 41. Striimur;%glez:cligl;ééengrP(%;i&gt‘an, ebenen, vorn
die Grenzschicht einige Be-

trachtungen an uber die GréBenordnungen der einzelnen in der Navier-
Stokesschen Gleichung auftretenden Grofen. Zu dem Zweck betrachten
wir der Einfachheit halber eine zweidimensionale Strémung lings einer
ebenen, sehr diinnen Platte wie in Abb. 41. Hierbei empfiehlt sich eine
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dimensionslose Darstellung der vorkommenden Variablen, wie sie schon
einmal S. 13 eingefiihrt wurde. Es sollen also die Geschwindigkeiten in
der ungestérten Geschwindigkeit, die Langen in einer Korperlange usw.

ausgedriickt werden, wobei dann gemiaf dem Fritheren an Stelle der
kinematischen Zahigkeit » die reziproke Reynoldssche Zahl, Vl -11?
tritt.

Die xz-Komponente # der Geschwindigkeit, mdége auBerhalb der
Grenzschicht gegeben und von der GréSenordnung 1 sein. Nehmen wir
jetzt an, daB die Grenzschichtdicke ¢ klein ist von erster Ordnung,
so ergibt sich aus der Identitiat

)
ou
0

daB der Geschwindigkeitsgradient in der Richtung senkrecht zur Wand,
Ou , groB ist von der GroBenordnung L . Wir erkennen dies auch, wenn

wir innerhalb der Grenzschicht die Variable 7 = % einfithren (7 hat

dann dieselbe GroBenordnung wie z); die Koordinaten werden gewisser-
mafBen mit verschiedenem Mafstab gemessen. Wir haben dann
du 1 ou u 1 d%u

79;—35;; und 5o =

woran wir erkennen, da Fe und an 2Von der GroBenordnung 1 sind, daBl

2
g—y von der GrﬁBenord.nung und -—; 75 Yo der GroBenordnung 62 ist.

Da ferner g—:— von der GréBenordnung 1 ist, ergibt weiterhin die

Kontinuitédtsgleichung
ou , oo

oy =
daB —_— ebenfa,lls von der GréBenordnung 1 ist, woraus wir mit Hilfe
der Identltat s
_ | ov
0

ersehen, dal v von der GréBenordnung 0 sein muB; dasselbe gilt von

.. dv v
den GréBen 55 und >,

Schreiben wir jetzt unter die einzelnen dimensionslosen Glieder
der Navier-Stokesschen Gleichung (bis auf die Druckglieder und die
Zshigkeit enthaltende reziproke Reynoldssche Zahl) die entsprechenden

0 1.
Wa,hrend 79 ® von der Grofenordnung < = - ist.
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GroBenordnungen, so erhalten wir fir die vorausgesetzte zweidimen-
sionale Strémung lings einer ebenen Platte:

du ou 1dp 0%u
at"'“ax+”ay"_gax+R<ax2+ayz>’ (1)
1 11 a'.?— 1 3,1—2-

ov v v 1 9p 1 <621.7 ] j_)
ittty = oo, TG T o) (1)
o 1.8 51 & 3‘; - bl

¢’ ist eine ,,dimensionslose Grenzschichtdicke*, d. h. gleich der MaB-
zahl, die sich ergibt, wenn man die Dicke ¢ der Grenzschicht mit der

in der Reynoldsschen Zahl auftretenden charakteristischen Lange 7 als
Einheit mift, also & = ->-.
Auf der rechten Seite von Gl. (1a) 1st i * so klein gegeng 3 s

wir es vernachldssigen diirfen. Aus dem gleichen Grunde ist auch 5;2

daB

in Gl. (1b) gegen %% zu vernachlissigen.

Da die Reibungswirkungen innerhalb der Grenzschicht von gleicher
GroBenordnung sein miissen wie die Trigheitswirkungen, weil hier die
Geschwindigkeit von ihrem Betrag bis auf Null abgedndert wird, die
den Trigheitswirkungen entsprechenden konvektiven Glieder auf der
linken Seite von (la) aber von der GréBenordnung 1 sind, so ergibt

sich, daB % von der GroSenordnung ¢’2 sein muf. Man kann auch

umgekehrt sagen: Wenn bei einem Stromungsvorgang die Ziahigkeit
der Flissigkeit so klein ist, dafl im Innern der Flissigkeit die Zahigkeits-
wirkungen gegeniiber den Tragheitswirkungen zu vernachldssigen sind —
die Reynoldssche Zahl, d. h. also, das Verhéltnis von Tragheitswirkung
zur Zahigkeitswirkung ist dann sehr grol —, so bildet sich an der
Begrenzung der strémenden Flissigkeit durch einen festen Korper

9 von der Grofenordnung

eine Grenzschicht aus, deren Dicke ¢’ = ]

Um die Anschauung zu beleben, fragen wir uns: Wie grof ist bei-
spielsweise bei einem Stromungsvorgang wie in Abb. 41 ungefahr die
Dicke der Grenzschicht in einer Entfernung ! = 100 cm von der scharfen
Kante der Platte, wenn die Anstromungsgeschwindigkeit 100 cm/s
ist und als Fliissigkeit Wasser von 20°C (v ist dann 0,01 cm?/s) ange-
nommen wird. AlsReynoldsscheZahl erhalten wir R = uTl = 193 '01100 =108
und somit 6’ von der GroSenordnung 10-3, also die Grenzschichtdicke
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6 = ¢l von der GroBenordnung 10-2-10%2cm, also eine Dicke von
der GroBenordnung eines Millimeters. In einer derartig diinnen Schicht
findet somit der Ubergang der Geschwindigkeit der #uBeren Stro-
mung auf Null am Korper selbst statt.

48. Die Differentialgleichung der Grenzschicht. Da in (Gl. 1b) die ein-

zelnen Glieder von der GroBenordnung ¢’ sind, muBl auch g—g von

derselben Grofenordnung sein. Wir sehen also, daBl wir von einer Ab-
hingigkeit des Druckes in der y-Richtung innerhalb der Grenzschicht —
solange diese als diinn anzunehmen ist — absehen koénnen, d. h. also:
Innerhalb der Grenzschicht herrscht ndherungsweise der Druck der
umgebenden dulleren Stromung. Der Druck innerhalb der Grenzschicht
wird ihr gewissermaBen von der duBeren Strémung aufgeprigt. Die
Gleichung (1b) hat damit fiir uns ihre Schuldigkeit getan und braucht
nicht weiter beobachtet zu werden.

Da nunmehr p im Bereich der Grenzschicht nur noch von x und nicht

N 9* . . 2
mehr von y abhéngt, ferner 55; , wie erwahnt, gegen %zu vernach-

lassigen ist, geht die Navier-Stokessche Gleichung fiir die Grenzschicht
iber in die Gleichung

ou Jdu ou 1
o T Ty T T

D
©
3

Ul
83

+ (2)

| =
>
=

Dazu kommt die Kontinuitatsgleichung
u v

5y — 0.
Erfillen wir die letztere Gleichung durch Einfithrung der Strom-
funktion ¥

b o

U = w s V= — W 5

so erhalten wir fir (GI.2)

0*v oY v oV 3PY 1 dp 1 *%
atoy T ayowoy dw oy T eds T Rag (22)

Die hier fiir eine Strémung lings einer ebenen Wand abgeleitete Grenz-
schichtgleichung 148t sich in gleicher, nur etwas umstédndlicherer Weise
auch fiur krummlinige Begrenzungen durchfiithrenl.
Als Grenzbedingungen fiir die (Gl. 2a) haben folgende zu gelten:
1. Fur y =0, d. h. an der Wand muf} sein:

w—o, ¥_o.
Yy

1 Hiemenz, K.: Die Grenzschicht an einem in den gleichférmigen Fliissig-
keitsstrom eingetauchten geraden Kreiszylinder. Diss. Géttingen 1911 oder
Dingler Bd. 326, S. 321. 1911.
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2. Fir y von der GréBenordnung ¢’ mufl die Geschwindigkeit in
der Grenzschicht asymptotisch in die der dueren Strémung iibergehen
oder, da wir v in der Grenzschicht vernachlissigen, mufl % iibergehen
in u, wenn % die Geschwindigkeit parallel zur Wandung im Abstand
der Grenzschichtdicke bedeutet.

Ist z.B. die Druckverteilung langs der Kontur des umstrémten
Korpers experimentell gegeben (durch Anbohrung der Oberfliche, vgl.
Nr. 93), so ergibt sich die Geschwindigkeit « aus der Bernoullischen
Gleichung

| §

= konst. — 2.
e

Die gesamte Stromung um den festen Korper wird also zerlegt
in eine Strémung innerhalb einer im allgemeinen sehr diinnen Schicht,
in der die innere Reibung einer jeden auch noch so wenig zdhen Fliissig-
keit (bzw. Gas) wesentlich zur Wirkung kommt und in eine &uBere
Stromung, in der von der Zahigkeit keine Wirkungen mehr zu spiiren
sind. Dabei ist der Druck innerhalb der Grenzschicht (wegen der ge-
ringen Dicke) durch den Stromungsverlauf auBerhalb der Grenzschicht
bestimmt.

Diese Uberlegung gilt jedoch nur so lange, als die Grenzschicht
tatsdchlich diinn genug ist, so dafl die gemachten Vernachldssigungen
gerechtfertigt sind. Nicht immer ist jedoch diese Voraussetzung er-
fullt. Betrachten wir z. B. die Druckverteilung der Potentialstromung
um einen senkrecht zur Strémung gestellten Zylinder, so wissen wir,
daBl wir vom vorderen Staupunkt aus entlang der kreisférmigen
Querschnittskontur nach beiden Seiten einen Druckabfall haben,
entsprechend der hier herrschenden Beschleunigung der den Zylinder
umstromenden Fliissigkeitsteilchen bis auf den doppelten Wert der
Anstromungsgeschwindigkeit. Von da ab tritt eine Verzégerung der
Fliissigkeitsteilchen bis zum hinteren Staupunkt ein, verbunden mit
einer entsprechenden Drucksteigerung. Innerhalb der Grenzschicht nun
werden die einzelnen Flissigkeitsteilchen durch Reibungswirkungen ver-
zogert. Diese Bremswirkung hat jedoch keinen besonderen Einflufl
auf die Strémung auBerhalb der Grenzschicht, solange die Teilchen
sich noch im Gebiet des Druckgefilles befinden. Im Gebiet des Druck-
anstieges kann es aber vorkommen, dafl Flussigkeitsteilchen, die durch
Reibungswirkungen an kinetischer Energie verloren haben, nicht mehr
in der Lage sind, gegen den Druckanstieg vorzudringen (bei der Potential-
stromung reicht die kinetische Energie gerade dazu aus, um in den
hinteren Staupunkt zu gelangen). Solche Flissigkeitsteilchen werden
im Gebiet des Druckanstieges zur Ruhe kommen, von dem Augenblick
an aber unter der Einwirkung des Druckgradienten allmihlich in ent-
gegengesetzter Richtung beschleunigt werden. An welcher Stelle diese
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riicklaufige Bewegung einsetzt, 1aBt sich nur durch Integration der
Grenzschichtgleichung feststellen, wie Blasius! es fir die Um-
stromung eines Zylinders getan
hat. Als Kennzeichen fiir die
Grenze zwischen dem Gebiet mit
Riickstromung in der Grenz-
schicht und demjenigen ohne
Riickstromung ergibt sich wegen

Lriiiiiny

7 —_—
x % = 0 an der Wand offenbar
Abb. 42. Stromung in der Grenzschicht bei Druck- .
anstieg in Stromungsrichtung. ou _ 0*¥

9y — oy° =0 fir y=0,
vgl. Abb. 42.

49. Definition der Dicke der Grenzschicht. Hinsichtlich der Definition
der ,,Grenzschichtdicke 148t sich eine gewisse Willkiir nicht vermeiden,
da theoretisch sich der Ubergang der Geschwindigkeit in der Grenz-
schicht nach auBlen hin asymptotisch vollzieht. Dies ist jedoch nur
von geringer Bedeutung, da praktisch die Geschwindigkeit in der
Grenzschicht bereits auf kurzer Strecke in die Geschwindigkeit der
auBeren Stromung iibergeht. Haben wir z.B. in Abb. 43 die Ge-

y ) yT
173
iZ {
Z
..
u l
: I ‘d‘
1
1
2
1
i
L
!
.Z‘
Abb. 43. Je nach der Definition Abb. 44. Dicke der Verdringungs-
verschiedene Grenzschichtdicken. schicht.

schwindigkeitsverteilung in der Grenzschicht mit dem Ubergang in die
duBere Stromung, entsprechend einem Strémungsvorgang, wie wir ihn
am Schlusse von Nr. 47 (Abb. 41) besprochen haben — die y-Ordinate
ist also gegeniiber der x-Ordinate um das 1000fache iiberh6ht —, so
kénnten wir z. B. als Grenzschichtdicke diejenige Entfernung von der
Wand definieren, wo die Geschwindigkeit sich um 1% von der duBeren
Stromungsgeschwindigkeit unterscheidet.

1 Blasius, H.: Grenzschichten in Fliissigkeiten mit kleiner Reibung. Diss.
Gottingen 1907 oder Z. Math. Phys. Bd. 56, S. 1. 1908.
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Eine etwas kleinere Grenzschichtdicke fiir dasselbe Geschwindigkeits-
profil erhilt man, wenn man — wie in Abb. 43 — als § diejenige Ent-
fernung definiert, in der die Asymptote von einer Ggraden durch den
Ursprung des Profils geschnitten wird, wobei diese Gerade so gezogen
ist, daB die schraffierten Flachen gleich sind. Eine nur wenig kleinere
Grenzschichtdicke ergibt sich, wenn man den Schnittpunkt der Asym-
ptote mit der Tangente an das Grenzschichtprofil im Punkte y =0
wahlt. Anstatt der Grenzschichtdicke ¢ wird manchmal auch die Ver-
dréangungsdicke 6* eingefithrt (Abb. 44), die definiert ist durch

s
u-0* = [(w—u)dy.
0
Die Verdrangungsdicke bedeutet somit diejenige GroBle, um welche die
Stromlinien der #uBeren Strémung durch Bildung der Grenzschicht
vom Korper nach aufien
verschoben wird.

50. Abschiitzung der ¢
Grofenordnung der Grenz-
schichtdicke fiir die Strdmung |~ %7 <4
lings einer Platte. Eine Ab-
schitzung fiir die GréBen- T i

ordnung der Grenzschicht,
wie wir sie in Nr. 47 aus

]
|

der Grenzschichtgleichung = {2 z
erschlossen haben, 146t sich Abb.45. Anwendung des Impulssatzes zur Bestimmung der
fiir den Fall einer in ihrer “***™*™f oo Gt G Kontrantae. " 1"
Ebene stationir angestrom-

ten Platte leicht mittels einer Impulsbetrachtung gewinnen. Wir
nehmen in Abb. 45 als Kontrollkurve den gestrichelten Linienzug,
bestehend aus einem Stiick der Wandung von der Linge I, beginnend
an der vorderen Kante der Platte, ferner zwei Geradenstiicken senk-
recht zur Wand im Punkte x = 0 und x = ! sowie einer Stromlinie,
die im Punkte x =l gerade die Entfernung 6 von der Wand besitzt.
Der Impulssatz sagt dann aus (vgl. Nr. 100, erster Band), daf der
Impulsflu durch die Kontrollfliche gleich ist dem Druckintegral auf
der Kontrollfliche und der Reibungskraft lings des Wandstiickes von
der Lénge I. Da wir als obere Kontrollinie eine Stromlinie angenommen
haben, strémt durch sie keine Fliissigkeit hindurch, d. h. die durch die
beiden senkrechten Teile der Kontrollinie sekundlich durchflieBende
Fliissigkeitsmenge ist die gleiche; und zwar ist die durchflieBende
Masse, wenn b die Breite in der z-Richtung ist, je nach der Definition

der Grenzschichtdicke nahezu gleich o % b u, jedenfalls aber proportional

Tietjens, Hydromechanik IT. 6
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o 6bu. Diese Masse, die mit der Geschwindigkeit % in die linke Kontroll-
fliche eintritt, verliert nun auf dem Wege bis zur rechten Kontroll-
flache einen gewissen Teil ihrer Geschwindigkeit, so dal wir eine Impuls-
verminderung feststellen. Wie gro8 diese Impulsinderung ist, wissen
wir ohne weiteres nicht, da wir zu dem Zweck das Geschwindigkeits-
profil im Punkt # = ! und damit die Grenzschichtdicke — fiir die wir
ja einen Ausdruck erst ableiten wollen — kennen miilten. Jedenfalls
konnen wir aber sagen, daf die Impulséinderung proportional pdbu? ist.

Da bei der betrachteten Stromung lings einer ebenen Platte % =0

ist, fallt das Druckintegral auf der Kontrollfliche fort, und es bleibt als
Aquivalent fiir die Impulsinderung lediglich die Reibungskraft an der
Wand fiir ein Stiick von der Lange I. Diese Reibungskraft ist aber nach

S. 6 proportional ,ulb%—. Wir haben somit gefunden, dall
00but =Culbd %

é u o 1
T=0)m =)=

ist, wo C ein Zahlenfaktor ist, der sich aus dieser Impulsbetrachtung
freilich nicht bestimmen l48t. Diese Beziehung, die wir hier fiir die
ebene Platte abgeleitet haben, gilt — wie aus der Ableitung in Nr. 47
hervorgeht — fiir alle stationdren Grenzschichten. Fiir Bewegungen
aus der Ruhe heraus (nicht stationdre Bewegungen) ergibt sich die
Beziehung (giiltig fiir die erste Zeit):

5= 1ri.

Der in der Impulsbetrachtung noch offen gebliebene Proportio-
nalitatsfaktor 148t sich auf Grund der exakten Lésung von Blasius?
fir die aus der Anfangstangente und Asymptote bestimmten Grenz-

schichtdicke zu 3,4 feststellen, so dafl man fiir die Grenzschichtdicke
laings einer ebenen Platte hat

oder

§=34]/%r =34,
51. Reibungswiderstand bei laminarer Grenzschicht. Fiir den Rei-
bungswiderstand pro Flidcheneinheit 7, = u <g—;)y o’ abhingig von

der z-Richtung, erhilt Blasius durch Integration der Grenzschicht-
gleichung

Ty = 0,332 “—Qx“f :

1 Vgl. FuBnote S. 80.
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also fiir den Reibungswiderstand lings einer Seite einer ebenen Platte
von der Lange ! und der Breite b(l-b = F)

l !
W = bftdx = 0,332 Vygusﬁi — 0,664 b Juoudl
x
0 0

oder, wenn man mit Einfithrung des Reibungskoeffizienten ¢,

W =c¢:F- % u?
setzt:
W= ﬁs—-ﬁ‘—e—uﬁ, also ¢ = "=,
VB 2 123
einen Wert, der mit dem experimentell gefundenen Reibungskoeffizienten
fir glatte Oberflichen gut ibereinstimmt.

Abb. 46 stellt die von Blasius berechnete Geschwindigkeits-
verteilung in der Grenzschicht fiur eine Strémung lings einer ebenen
Platte dar. Die in die Abbildung eingezeich-
neten Kreuze zeigen die von Hansen! mittels T
sehr feiner Pitotréhrchen bestimmte Geschwin-

digkeitsverteilung, die, wie man erkennt, gut ,»---,"

mit der berechneten iibereinstimmt. }
Fir den allgemeinen Fall, J als Funktion /

von x bzw. von x und £, sowie des weiteren den d

Reibungskoeffizienten ¢, bei beliebig geformten #. Blastus, l

. . . . . <
Kérpern zu berechnen — soweit die fiir die oM. Hansen

Grenzschichttheorie notwendige Bedingung hin- I
z

sichtlich der geringen Dicke der Grenzschicht
erfilllt ist —, hat v. KArman? unter Zu- f}e‘;‘t’éﬂ‘f&g Gefgﬁ;‘g‘ﬁ{)‘!keg;
hilfenahme von gewissen plausiblen Annahmen g;&l;%sglggetr Dei Stromung
hinsichtlich der Art der Geschwindigkeitsver-
teilung in der Grenzschicht ein auf eine Impulsbetrachtung begriin-
detes Naherungsverfahren angegeben. Auch bei diesem Néherungs-
verfahren wird der Druckverlauf langs der Begrenzungsfliche als vor-
gegeben betrachtet, und zwar entweder — sofern es moglich ist —
die der Potentialstrémung entsprechende Druckverteilung der Rechnung
zugrunde gelegt oder — was eine etwas bessere Ubereinstimmung mit
der Beobachtung ergibt, wie Hiemenz3 gezeigt hat — die Druck-
verteilung zunéchst experimentell bestimmt. Die von K. Pohl-
hausen? nach der Kéarmanschen Methode an einigen Beispielen

1 Hansen, M.: Die Geschwindigkeitsverteilung in der Grenzschicht an
einer eingetauchten Platte. Diss. Aachen 1927. Z. ang. Math. Mech. Bd. 8,
S. 185. 1928.

2 K4rméan, Th. v.: Uber laminare und turbulente Reibung. Z. ang. Math.
Mech. Bd. 1, S. 233. 1921.

3 Hiemenz, K.: vgl. 8. 78. 4 Pohlhausen, K.: vgl. S. 57.

: o+



84 Grenzschichten.

durchgefiihrte Rechnung ergab eine sehr gute Ubereinstimmung mit
den von Blasius berechneten Werten, wobei zu bemerken ist, daB
nach der Kérmanschen Methode die Resultate mit wesentlich ein-
facheren mathematischen Hilfsmitteln und mit viel geringerer Miihe
zu erhalten sind als mit der von Blasius durchgefiihrten genauen
Losung der Grenzschichtgleichung durch Reihenentwicklung.

52. Riickstromung in der Grenzschicht als Ursache der Wirbelbildung.
Die besondere Bedeutung der Grenzschicht liegt nun darin, daBl es
— wie wir bereits am Ende der Nr. 48 ausfiihrten — unter gewissen
Bedingungen zu einer Riickstrémung in der Grenzschicht kommt,
was, wie wir an einzelnen photographischen Aufnahmen auch noch

zeigen werden, im weiterenVerlauf
zu Wirbelbildungen und einer voll-
7 stindigen Umgestaltung der sich

zu Beginn der Stromung einstellen-
den Potentialstrémung fithrt.
X 5 Betrachten wir in Abb. 47
a a & c _; die zweidimensional angenommene
«’/T Strémung durch einen sich in der
= Stréomungsrichtung erweiternden
7 b @iz < Kanal, so stellt sich im ersten
%; 0 %> 0 2 Augenblick bei Bewegung der Stro-

7> mung aus der Ruhe heraus Poten-

belcintmn sicherveliomdon Kanal (Druckansticg), Dioistromung ein, mit einer Ge-
Die zur Wandung senkrechte y-Komponente ist schwindigkeitsa,bna,hme inderStro-

sehr stark iiberhoht. .

mungsrichtung, entsprechend der

Zunahme des Stromungsquerschnittes. Mit dieser Geschwindigkeits-
zunahme ist nun, wie es der Bernoullischen Gleichung entspricht, ein
Druckanstieg in der Bewegungsrichtung verbunden, d. h. es findet eine
den Gesetzen der Potentialstromung entsprechende Umsetzung von
kinetischer Energie in Druckenergie statt. Jedoch schon nach sehr kurzer
Zeit verlieren die in der zundchst auBBerordentlich diinnen Grenzschicht
befindlichen Flissigkeitsteilchen infolge der groBen hier auftretenden
Reibungswirkungen so viel an kinetischer Energie, dafl sie nicht weiter
in das Gebiet ansteigenden Druckes vorzudringen vermogen, sehr bald
zur Ruhe kommen und nun auf Grund der durch die dufere Potential-
stromung der Grenzschicht aufgeprigten Druckverteilung nach riick-
wirts sich zu bewegen beginnen. Die diesem Zustand entsprechende
Geschwindigkeitsverteilung in der Grenzschicht zeigt Abb. 47, wo die
zur Wandung senkrechte Koordinate der Deutlichkeit der Profile halber
wieder stark iberh6ht ist. Die photographischen Aufnahmen (Vergrofe-
rungen von Kinobildern) Abb. 24 bis Abb. 33 der Tafeln 12 bis 14 zeigen
einen entsprechenden Vorgang bei der Umstromung eines abgerundeten
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Korpers. Die Stromungsrichtung ist von links nach rechts. In Abb. 24
sehen wir ein Stromlinienbild, wie es der Potentialstromung entspricht;
jedoch bereits auf Abb. 25 erkennen wir, wie einzelne Flissigkeitsteil-
chen direkt an der Wand zur Ruhe gekommen sind. Diese Teilchen sind
als kleine weie Punkte erkenntlich. Wir haben ein Geschwindigkeits-
profil etwa wie in Abb. 47c. Auf dem nichsten Bildchen Abb. 26 derselben
Tafel sehen wir, wie diese Teilchen eine riickldufige Bewegung von rechts
nach links angenommen haben, und wie die relativ zum Kérper ruhenden
Teilchen eine Linie in einem gewissen Abstand vom Korper bilden;
weiter auBerhalb dieser Punktreihe haben wir die urspriingliche Ge-
schwindigkeitsrichtung von links nach rechts. Diesem Zustand ent-
spricht ungefihr ein Geschwindigkeitsverteilung wie in Abb. 47d. Auf
den folgenden Bildern sehen wir dann des weiteren, wie diese Punkt-
reihe, die als eine Trennungslinie von Flissigkeitsmassen verschiedener
Geschwindigkeitsrichtung aufgefafit werden kann — wie alle solche
Trennungslinien (vgl. Nr. 94, erster Band) —, labil ist und in einzelne
Wirbel zerfillt, wodurch das urspriingliche Strémungsbild und damit
auch die Druckverteilung am Korper vollkommen abgedndert wird.

53. Turbulente Reibungsschichten. Spater, bei der Behandlung der
Widerstandsgesetze von umstrémten Koérpern, werden wir sehen, daB
die laminare Grenzschicht vor
der Ablésungsstelle einer um- 5
strémten Kugel beim Uber-
schreiten einer gewissen sehr-
groBen Reynoldsschen Zahl in
eine entsprechende turbulente

Schicht iibergeht. Auch bei

Strémungen in Rohren haben | d

wir denUms'chlag..der laminaren Abb. 48. Laminare Geschwindigkeitsverteilung im
Strémung in die turbulente Anlaufgebiet. -2 = 0,02.

wohl aufzufassen als den Uber- TR

gang einer laminaren Grenzschicht in eine turbulent flieBende Schicht,
nur daB in diesem Fall auch das Innere des Rohres den Ubergang der
einen Strémungsform in die andere mitmacht. Erinnern wir uns, daf3
der Ubergang der laminaren Rohrstrémung in die turbulente durchweg
bei Geschwindigkeitsprofilen von der Art der Abb. 48 erfolgt (vgl. S. 38),
so erkennen wir, dafl wir hier eine der Zylinderwand anliegende Grenz-
schicht haben, die beim Uberschreiten der von der Stérungsfreiheit
abhingigen kritischen Reynoldsschen Zahl in eine turbulent strémende
Schicht iibergeht. Diese turbulente Reibungsschicht unterscheidet sich,
wie Experimente gezeigt haben, von der laminaren vor allem durch
einen wesentlich schirferen Geschwindigkeitsanstieg an der Wand, wie
aus Abb. 49 ersichtlich.
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54. Das '/,-Potenzgesetz der turbulenten Geschwindigkeitsverteilung.
Es ist L. Prandtl? gelungen, fiir diesen turbulenten Geschwindig-
keitsanstieg mit Hilfe einer elnfachen Betrachtung einen Ausdruck zu
finden, allein unter Benutzung
des empirisch bekannten Wider-
standsgesetzes fir turbulente
Stromungen in glatten Rohren.
Die Annahme, die dieser Be-
trachtung zugrunde liegt, ist vor
allem die, daf} die Geschwindig-
keitsverteilung in der Néhe der
Wand nicht abhédngig sein kann
vom Radius des Rohres, sondern
lediglich von den GréBen u und p sowie von der von der Wand iiber-
tragenen Schubspannung 7,; ferner wird angenommen, dafl sich die
Geschwindigkeitsprofile bei Anderung der DurchfluBmenge affin ver-
andern, d. h. wenn die DurchfluBmenge oder wenn die maximale Ge-
schwindigkeit in der Rohrmitte u,, sich z. B. verdoppelt, so verdoppeln
sich alle Geschwindigkeiten, so dal man schreiben kann

T o

wo y den Abstand von der Wandung des Rohres mit dem Halbmesser r
bedeutet.

Da fiir einen Teil von der Lange ! des Rohres zwischen dem Druck-
abfall p, — p, und der Schubspannung 7, am Rande die Beziehung

Abb. 49. Turbulente Geschwindigkeitsverteilung.

(py — po) r* = 2mriTy

21
Pr— P2 = 7 To;

gilt, also

anderseits unter Annahme der Gultigkeit des Blasiusschen Gesetzes fiir
den Druckabfall bei glatter Rohrwandung (vgl. S. 45)

0,133 I o —

Pr— P2 = i/j_{ PR
ist, so haben wir fir die Schubspannung an der Wand
117
0=0033 u?=0,0330vtr fut- (4)
1/R

Nehmen wir jetzt statt der obigen allgemeinen Beziehung (Gl. 3)

1 Prandtl, L.: Bericht iiber Untersuchungen zur ausgebildeten Turbulenz.
Z. ang. Math. Mech. Bd. 5, S.136. 1925. Vgl. auch Th. v. Karman: FuB-
note S. 83.
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speziell an, daB sich die Geschwindigkeit 4 mit einer zunichst noch
unbekannten Potenz ¢ des Wandabstandes &ndert, also

q
U = Umax* <‘:'f') ,

so ergibt sich, wenn wir noch die Geschwindigkeit in der Rohrmitte
%max Proportional der durchschnittlichen Geschwindigkeit « setzen,
Umax = konst. %, und nun aus (Gl. 4) » fortschaffen

r 1 7 .\
T, = konst.gvtr *ut <—>
. Y
oder
7¢ 1
7z a7
7y = konst. gv* ut —5 . (5)

Beriicksichtigen wir jetzt die anfangs erwihnte Grundannahme, dag
die Schubspannung an der Wand nur von den Vorgingen unmittelbar
in der Nahe der Wand abhéngt, nicht aber von der Berandung des
Rohres und speziell nicht vom Rohr- -

radius, so folgt, daB der Exponent —t

vonr gleich 0 sein muf}, woraus sich
der gesuchte Exponent g ergibt:

N
7 1
14— 7=0
also ”
//x _1.9

1
9=-

. . . . qe Abb. 50. Die 7. Potenz der Geschwindigkeit in
Hiermit haben wir also lediglich Abhangigkeit vom Wandabstand bei turbulenter

unter Benutzung des experimentell Stromung.

gegebenen Blasiusschen Druckabfallgesetzes und der erwihnten An-
nahmen die Beziehung gefunden, daB bei turbulenter Stromung in
glattwandigen Rohren die Geschwindigkeit mit der */;-Potenz des Wand.-
abstandes zunimmt: 1

7
u = Umax(%‘> .

In Abb. 50 ist die 7. Potenz der experimentell bestimmten Geschwindig-
keit in Abhéngigkeit vom Wandabstand aufgetragen. An der Gerad-
linigkeit dieser Kurve erkennt man, da8 dieses sogenannte '/:-Gesetz
nicht nur in unmittelbarer Néhe der Wand sehr gut bestatigt wird,
sondern tiiberraschenderweise bis tief in das Innere des Rohres gilt.
Da, wie wir in Nr. 30 gesehen haben, das Blasiussche Potenz-
u-r

gesetz bei sehr groflen Reynoldsschen Zahlen (etwa von R = ——

= 50000 an) nicht mehr mit den Experimenten geniigend iiberein-
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stimmt, hat fiir so groBe Reynoldssche Zahlen auch die Uberlegung,
die zum Y+-Gesetz fithrte, eine entsprechende Anderung zu erfahren.
So hat sich z. B. ergeben, dafl bei Reynoldsschen Zahlen von etwa

ﬁ—:— = 200000 die Geschwindigkeitsverteilung in der Wandnihe durch

ein /s-Potenzgesetz besser dargestellt wird. Bei einer zehnmal héheren
Reynoldsschen Zahl ist bereits '/;, erreicht. Wie L. Prandtl® ge-
zeigt hat, 1Bt sich die obige Uberlegung so verallgemeinern, daf sie
fiir jedes experimentell gegebene Widerstandsgesetz durchfiihrbar ist.

Zusatzbeider Korrektur. Ganz neuerdings hat v. K4rmaén in einer in den

,,Gottinger Nachrichten® 1930, S. 58, erschienenen Abhandlung gezeigt, dafl aus theo-
Umax — U

T
nur von y/r abhéingen konne, mit Ausnahme einer schmalen Randpartie, inyde?l{ glie
Zahigkeit eine merkliche Rolle spielt. J v /o ist, wie nebenher bemerkt, eine Ge-
schwindigkeit von der GréBenordnung der turbulenten Schwankungsgeschwindig-
keiten w’ und v, vgl. Nr.33. Die Karm4nschen Betrachtungen, die auf der Annahme
fulen, daB der innere Mechanismus der Turbulenz an allen Stellen der Fliissigkeit
von derselben Art sei und sich nur im Langen- und ZeitmafBstabe der beweg-
ten Teile unterscheide, fithrt zu einer Schubspannung an irgendeiner Stelle, die

. . . — ' du\? | (d?u\? . .
nicht in der erwdhnten Randpartie liegt, v =%2%0 <@> <ch/2> . k ist dabei

eine empirische Konstante von universellem Charakter. Da 7 = 7, (1 — y/r) ist,

retischen Griinden bei sehr groBen Reynoldsschen Zahlen der Ausdruck

liefert die Formel fiir v eine Differentialgleichung fiir gi?:, die unschwer inte-

griert werden kann und nach der zweiten Integration auch wu(y) liefert.

v. Kérmén findet: “22x % — 1 <ln———~—1———~—_.__ —J1— y/r) , was fiir kleine
Vol k 1—y1—yfr

1 2
y/r in % (ln ~y1' — 1) iibergeht. Die Ubereinstimmung dieser Formel mit den bei
groBen Reynoldsschen Zahlen gemessenen Geschwindigkeitsverteilungen ist ziem-
lich gut. Die empirische Konstante k ergibt sich hieraus ungefihr zu 0,36.
Die Grenze zwischen diesem Gebiet und dem Randgebiet, in dem die Zahig-
keit wesentlich wird, ist durch einen bestimmten Wert R; der Reynoldsschen

Zahl y—lL"l—i/g charakterisiert, so daf3 der zugehorige Wandabstand also y,= R, ]-/-_?

To/@
wird. Damit ergibt sich aus obiger Formel uy,e — u,, Wo u; die zu y, gehérige
Geschwindigkeit bedeutet; », muBl, da die zahigkeitsbeeinfluBten Schichten in

ihrem Mechanismus auch untereinander iibereinstimmen, ein Vielfaches von } z,/p

sein: u; = f Jz,/0 -
Damit wird unter Beniitzung der Naherungsformel

umax=Vr_0/Z)<ﬁ+%<ln?—rlt}-/;?/—g—l>>.

Nun héngt 7, mit der Robrreibungszahl A, die wir hier auf die maximale Ge-
schwindigkeit beziehen wollen, durch die Beziehung 1 = 4 7,/p u2,, zusammen,

1 Vgl. FuBnote S. 86.
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also ]/E — ?L';ﬁ ]/E Fithrt man noch die ebenfalls auf u,,, bezogene Rey-
4

noldssche Zahl R =

Umax T . . .
— ein, so ergibt sich

1= 4 k2

(InRYA—InR, +k(B—1))2
1= 4k

(InRYZ+C)2’
Diese Formel gestattet die Berechnung von A fiir gegebenes R allerdings nur
in schrittweiser Annaherung, die aber gut konvergiert. Weiter laBt sich auch
die mittlere Geschwindigkeit berechnen, so dafl auch der Vergleich mit den Ver-
suchen moglich ist. Die Ubereinstimmung mit den neuesten Messungen von
Nikuradse! und Schiller und Hermann?, die bis B = 1,8-10® gehen, hat

sich im Bereich der sehr groBien Reynoldsschen Zahlen als sehr gut erwiesen.
Fiir k ergab sich dabei 0,44, fiir C = 2,83. Geht man zur mittleren Geschwindig-

oder kiirzer:

keit % iiber <mit R, = %T-> , so laBt sich dieselbe Form der Gleichung noch

als Néherungsformel verwenden:
A

I (logyo (RaVZn) + B)?
Fiir 4 und B ergibt sich dabei nach Nikuradse: 4 = 0,133, B = 0,18.

55. Schubspannung an der Wand bei turbulenter Stromung in der
Reibungsschicht und Dicke dieser Schicht. Fiir die Konstante in
(GL 5) erhalten wir einen Zahlenwert, wenn wir beriicksichtigen, dal —
wie die Experimente ergeben, vgl. S. 52 — die maximale Geschwindig-
keit in der Rohrmitte etwa gleich dem 1,22- bis 1,25fachen der durch-
schnittlichen Geschwindigkeit % ist. Nehmen wir einen mittleren Wert,
also up,. = 1,235 u, so ergibt sich in Verbindung mit (GL 4) fir die
Schubspannung an der Wand

11 7
038 L -t 2
‘[0=_0.9_7_.9y4r 4umax4,
1,235 ¢
1
oder mit Einfithrung des '/»-Potenzgesetzes % = umax (%) 7
17 _1
T, = 0,0228pv% uty *. (6)

1 Nikuradse, J.: Uber turbulente Wasserstromungen in geraden Rohren
bei sehr groBen Reynoldsschen Zahlen. Vortrige aus dem Gebiete der Aerodynamik
und verwandter Gebiete (Aachen 1929), S.63. Berlin: Julius Springer 1930.

2 Schiller, L.: Rohrwiderstand bei hohen Reynoldsschen Zahlen. Vortrige
aus dem Gebiete der Aerodynamik und verwandter Gebiete (Aachen 1929), S. 69.
Berlin: Julius Springer 1930. — Hermann, R.: Experim. Untersuchung zum
Widerstandsgesetz des Kreisrohres bei hohen Reynoldsschen Zahlen und gro8en
Anlauflingen. Diss. Leipzig 1930, wieder abgedruckt in Hermann und Bur-
bach: Stromungswiderstand und Wérmeiibergang in Rohren. Leipzig 1930.
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Formel (6), die bei Einfithrung der dimensionslosen Zahl %‘1{

1
7, = 0,0228 p u? <;4217> 4 (6a)

geschrieben werden kann, gilt natiirlich nur fiir den Bereich, in dem
das Blasiussche Gesetz zutrifft.

Man kann diese Formel, die den Rohrradius nicht mehr enthilt,
auch auf andere turbulente Stromungen langs glatten Wanden an-
wenden, so z. B. auf die Stromung entlang einer ebenen Platte, wo
eine verhdltnismaBig schmale turbulente Reibungsschicht neben der
Platte vorhanden ist. Bei dieser Stromung ist der Druck ldngs der
Platte in erster Néherung als konstant anzusehen (ebenso wie bei der
entsprechenden laminaren Strémung); der Reibungswiderstand wirkt
sich in einem Anwachsen der Reibungsschicht lings der Platte aus.

Nach dem Vorgang von Prandtl! und v.Kéarmén?2, die beide
unabhingig diese Rechnung angestellt haben, nimmt man in dieser
Reibungsschicht in Analogie zum Rohr eine Geschwindigkeitsverteilung

1
—al¥\7
= ( 8 )
an, wo % hier die ungestérte Geschwindigkeit und § die Reibungs-

schichtdicke bezeichnet; hiermit kann die Schubspannung an der Wand
auch geschrieben werden

1
7, = 0,0228 o @2 ({—94 : (61b)

Der gesamte Reibungswiderstand der einen Seite der Platte ist dann
bei einer Breite b und einer Lange I

Wf=bj"rodx.
0

Dieser Widerstand ist gleich dem Impulsverlust der Stromung zu
setzen. Vor der Platte hat jedes Fliissigkeitsteilchen die Geschwindig-
keit u, an ihrem Ende ist sie auf » verkleinert. Die zugehérige sekund-
liche Masse ist = g u-b dy, der Impulsverlust also = b f u(uw—u)dy,
was mit obiger Geschwindigkeitsverteilung ausintegriert werden kann

und 13 g2 b- 8 ergibt.

Setzt man diesen Ausdruck gleich dem Widerstand, wobei 7, aus
Gl. (6b) einzusetzen ist, so ergibt sich eine Beziehung, aus der § ermit-

1 Prandtl, L.: Uber den Reibungswiderstand stromender Luft. Ergeb-
nisse der Aerodyn. Versuchsanstalt zu Gottingen. 3. Lieferung 1927, S. 1.
2 Karméan, Th.v.: Sieche FuBnote S. 83.
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telt werden kann. Man bildet zweckméaBig zunéichst %-d de’ =1T,, was

1

7 _, dé —/ Y\
7—2@u2-%—=0,02289u2<77—d>4
oder L L
- dé Y\
8% 55 =0.235 (7 )4

ergibt. Durch Integration wird daraus erhalten

L 5 1
=L =o,235<!~>4.x
u
oder .
5—037(2)° a5 = 03T
=Y <,-d> X —h/ﬁx-x. (7)

Wie man durch Vergleich mit dem entsprechenden Ausdruck fiir die
laminare Reibungsschicht auf S. 82 erkennt, nimmt die turbulente Rei-

4
bungsschichtdicke schneller zu, namlich wie 23, wahrend die laminare
1
Grenzschichtdicke wie x? wichst.

56. Reibungswiderstand bei turbulenter Reibungsschicht. Fiir die Ab-
héngigkeit der Schubspannung von der xz-Richtung ergibt sich bei
turbulenter Strémung weiterhin:

1

7, = 0,0288 gt (%) s —Vl:
x

und somit als Widerstand fiir eine Seite einer ebenen Platte von der
Liange ! und der Breite b(l-b = F)

l 1 I
— 5 dx
W =b|rde=0,02880u(~) -b| =,
f v eu <u> f”'/;
0 0
1
W = 0,036 gﬁ”-b(i%) ® 0,036 g2l b, (8)
=
VR

wobei q%l = R gesetzt ist. Fihren wir in bekannter Weise die Rei-

oder

bungsziffer ¢, ein, so erhalten wir schlieBlich

0,072 —
2l (8a)

—c. F--L2 =202
W=c F-5u i/F 5

In Abb. 86 ist die Kurve ¢, = 9,’,0—1_2eingetra,gen. Dabei ist zu be-

VB
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merken, daB am vorderen gut zugeschiarften Ende einer ebenen Platte
die Reibungsschicht zunéichst laminar stréomt, um bei einer gewissen
kritischen Reynoldsschen Zahl in den turbulenten Zustand iiberzugehen.
Dies tritt nach den Messungen von van der Hegge-Zijnen bei einer

auf die Reibungsschichtdicke bezogenen Reynoldsschen Zahl von etwa

R, = (%), =3000 eint.

Zusatz bei der Korrektur. Die Abweichungen von dem Blasiusschen Ge-
setz, die in Nr. 30 und 54 erwdhnt wurden, machen sich bei groferen Reynolds-

schen Zahlen uv_l auch hier geltend (etwa von 5000000 an). Eine Ubertragung

der Uberlegungeh von Nr. 55 und 56 auf diesen verwickelteren Fall ist von
Schiller und Hermann? vorgenommen worden. Ferner hat v. K4rm4n? seinen
im Zusatz zu Nr.54 erwidhnten Widerstandsansatz auf die Platte iibertragen.
Beide Verfahren liefern gute Ubereinstimmung mit den Versuchen.

In &hnlicher Weise wie sich der Reibungswiderstand der Strémung
langs einer ebenen Platte berechnen liBt, kann man — wie v. Kér-
man in der auf S.83 zitierten Arbeit gezeigt hat — auch den
Reibungswiderstand rotierender Scheiben erhalten. Bedeutet M das
Moment einer aus einer unendlich grof3 gedachten rotierenden Scheibe
ausgeschnittenen Scheibe (einseitige Benetzung), vom Radius 7 und
einer Umfangsgeschwindigkeit U, so ergibt sich fiir:

laminare Reibungsschichten
M=184r 802,

V&
turbulente Reibungsschichten
1
M=0146r2 U2 —,
Py VE
mit B = L7,

57. Laminare Grenzschicht innerhalb turbulenter Reibungsschichten.
Wenn wir bei turbulenten Strémungen von Geschwindigkeitsvertei-
lungen oder von einer Geschwindigkeit in einem Punkt sprachen, so
meinten wir — wie wir auf S. 50 ausfithrten — den zeitlichen Mittel-
wert der Geschwindigkeit in dem betreffenden Punkt. Die tatséch-
liche Geschwindigkeit, die in jedem Zeitpunkt verschieden ist und
um diesen Mittelwert schwankt, ergibt sich durch Uberlagerung des
zeitlichen Mittelwertes mit der fiir die Turbulenz charakteristischen
Schwankung. Dabei ist der Betrag dieser Schwankung etwa von der

1 Hierin ist unter 0 etwa die Entfernung zu verstehen, bei der die Geschwindig-
keit sich nur noch um 1% von der ungestérten unterscheidet.

2 Schiller u. Hermann: Widerstand von Platte und Rohr bei hohen
Reynoldsschen Zahlen. Ingenieur-Arch. Bd. 1, S.391.1930.

8 v.K4rmén: Vortrag auf dem Internat. KongreB f.techn. Mechanik in
Stockholm 1930.
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GréBenordnung - 5% der mittleren Geschwindigkeit. Betrachtet man
jedoch die Vorginge in immer geringerem Abstand von der Wand,
so miissen wegen der Wandndhe die Schwankungen sehr rasch ab-
nehmen. Allerdings sind die Schwankungen von % auch nahe der Wand
recht betriachtlich, vielleicht prozentual groBer als weiter innen; vor
allem ist es die Normalkomponente, die rasch abnimmt. Unmittelbar
an der Wand jedoch erhdlt man fiir den zeitlichen Mittelwert wieder

die Beziehung o
To=H <5;)y=0'

Nimmt man jetzt aber an, daf das fiir die turbulente Reibungsschicht
giiltige '/+-Gesetz bis direkt an die Wand gilt, so ergibt sich, da g—: fiir

y = 0 unendlich wird, daB auch die Schubspannung iiber alle Grenzen
wiachst. Diese mit der Erfah-
rung im Widerspruch stehende

iR

—_—
01 02 03 0% 05 06 07 08 69 10

Folgerung wird jedoch dadurch T 1 T 1 T T 1 711
hinfallig, daB das fiir die tur- |57

bulente Stromung giiltige /»-Ge- £ {00l

setz zwar bis dicht vor die gyl

Wandung gilt, nicht aber bis /|

unmittelbar an die Wand heran, N
da hier der Impulstransport %[ R
durch die turbulenten Schwan- %% §
kungenverschwindet. Wirhaben g~ W
somit zwischen der turbulenten |

Reibungsschicht mit dem in o0z

ihr giiltigen */7-Gesetz und der

Wand eine sehr diinne laminare %' 16

Grenzschicht, innerhalb welcher =
: T . Abb. 51. TLaminare Grenzschicht in unmittelbarer
der mittlere Geschwindigkeits- ~ wWandnihe bei turbulenter Strémung im Rohr.
gradient sich aus der obigen
Gleichung fiir 7, ergibt, wobei 7, sich aus (Gl.6) bestimmt. Ubertragen wir
in Abb. 51 den wandnahen Teil des Geschwindigkeitsprofils, Abb. 28,
der ausgebildeten turbulenten Stromung (etwa bis y/r = 0,1, wo y/r
im Gegensatz zu Abb. 28 von der Wand aus gerechnet werden mége)
in etwa lOfacher Verzerrung der y/r-Richtung, so sehen wir, daB das
'/2-Gesetz — wenn wir es bis zur Wand extrapolieren — mit ver-
schwindendem Tangentenwinkel aufsetzt. Da wir, besonders bei gréeren
Reynoldsschen Zahlen, annehmen koénnen, daf die laminare Grenz-
schicht direkt an derWand sehr diinn ist, so dal der Geschwindigkeits-
anstieg hier ndherungsweise linear angenommen werden kann:

u
To=H>
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so ergibt dies mit der (Gl 4):

To = 4'/7?_ e

oder mit Beriicksichtigung des '+-Gesetzes und der Beziehung

Upax = 1,235 % .

"= s (%ﬁ — 12354 - (L7,

r

68,4
% =—. (9)
RE
Verbinden wir in Abb. 51, die einer Reynoldsschen Zahl von etwa
= u_;zz 40000 entspricht, in einer Entfernung von der Wand
gleich 1=L4, = 0,0065 die !/+-Potenzkurve durch eine Gerade
" 40000%

mit dem Ursprung, so erhalten wir angendhert die laminare Grenz-
schicht in der turbulenten Reibungsschicht. In Wirklichkeit ist aller-
dings der Knick in dem Geschwindigkeitsprofil nicht vorhanden, sondern
vielmehr ein allméhlicher Ubergang, entsprechend dem Umstand, daB
die turbulenten Schwankungen wohl nicht in einer endlichen Ent-
fernung bereits vollkommen abgeklungen sind, sondern zur Wand hin
asymptotisch abnehmen. Fragt man noch, wie grof an dieser Stelle
die Geschwindigkeit 4 bezogen auf die durchschnittliche Geschwindig-
keit u ist, in der Entfernung der laminaren Grenzschichtdicke von der
Wand, so ergibt sich wegen

und in Verbindung mit (Gl. 7)

3
Y —op033pt. Bt 220 (10)
R® R®
In diesem Zusammenhang sei auch auf die Messungen von Stanton!
hingewiesen, der bereits aus seinen Experimenten auf das Vorhanden-
sein solcher laminarer Grenzschichten innerhalb turbulenter Reibungs-
schichten hinweist.

Wenn auch diese laminaren Grenzschichten im allgemeinen auBer-
ordentlich diinn sind, so kénnen sie doch fiir die Probleme der Wérme-

1 Vgl. FuBnote S. 50.
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konvektion bei der Umstrémung fester Korper bedeutungsvoll werden.
Hier sei auf diesen Umstand nicht néher eingegangen, sondern auf die
diesbeziiglichen Arbeiten von L. Prandtl?, sowie auf die experimen-
tellen Feststellungen von L. Schiller? verwiesen.

58. Vermeidung der Ausbildung von freien Trennungsschichten und
der daraus entstehenden Wirbelbildung. Wie wir in Nr. 48 gesehen
haben, kann es zu Riickstrémungen innerhalb einer Grenzschicht nur
dann kommen, wenn es sich um eine sich verzégernde Bewegung ent-
gegen einem Druckanstieg — wie z. B. in einem Diffusor mit zu groBem
Offnungswinkel — handelt. Die Folge dieser Riickstrémung war, wie
in den Abb. 24 bis 31 der Tafel 12 u. 13 dargestellt, daB sich eine freie
Trennungsschicht mit in der Richtung entgegengesetzten Geschwin-
digkeiten — im Gegensatz zu der Korper haftenden Grenzschicht —
in die Fliissigkeit hinausschob und sich infolge des labilen Charakters
dieser Trennungsschicht im weiteren Verlauf in Wirbel aufloste.

Will man diese Wirbelbildung vermeiden, die nicht nur an und fiir
sich einen Energie verzehrenden Faktor darstellt, sondern die vor allem
das Stromungsbild derartig &ndert, daB z. B. der im Diffusor von
groBem Offnungswinkel gewiinschte Druckanstieg fast vollig ausbleibt,
so ist dies offenbar nur méglich, wenn man den Offnungswinkel des
Diffusors und damit den Druckgradienten geniigend klein macht. Dann
ist ndmlich die auBlen an der Grenzschicht vorbeistromende Flussigkeit
— bei laminarer Stromung lediglich durch Ziahigkeitswirkungen, bei
turbulenter Strémung in weit stdrkerem MaBe durch Impulsaustausch
— in der Lage, die in der Grenzschicht durch Reibungswirkungen
verzogernden Teilchen entgegen dem schwachen Druckanstieg mit-
zuschleppen und so an der Riickstromung zu verhindern. Ahnlich ist
es bei der Umstromung von schlanken sogenannten stromlinienartigen
Korpern, z. B. Luftschiffkérpern oder Tragfliigeln. Auch hier kann der
Druckanstieg an dem hinteren, sich allméahlich verjingenden Kérper
durch eine geniigend schlanke Form so gering gemacht werden, dafl
eine Riickstromung in der Grenzschicht und damit Wirbelbildung ver-
mieden wird. Es sei nochmals besonders betont, da8 die mitschleppende
Wirkung der duBeren Stromung auf die Fliissigkeitsteilchen in der
Grenzschicht wesentlich gréBer ist, wenn die Strémung in der Grenz-
schicht turbulent ist, infolge des Impulsaustausches von Fliissigkeits-
teilchen innerhalb der Grenzschicht mit solchen auBerhalb.

59. Beeinflussung der Stromung durch teilweises Absaugen der
Grenzschicht. Fir weniger schlanke Kérper, so z. B. fiir eine Kugel

1 Prandtl, L.: Eine Beziehung zwischen Warmeaustausch und Strémungs-
widerstand der Fliissigkeiten. Phys. Z. Bd. 11, S. 1072. 1910. — Bemerkung
iiber den Warmeiibergang im Rohr. Phys. Z. Bd. 29, S. 487. 1928.

2 Untersuchungen zum Warmeiibergangsproblem. Z. ang. Math. Mech.
Bd. 8, S. 458. 1928.
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oder senkrecht zur Stromung gestellte Kreiszylinder oder fiir stirker
sich erweiternde Diffusoren, bei denen Riickstromung und Wirbel-
bildung eintreten wiirde, hat Prandtl 1904 in seiner Grenz-
schichtarbeit eine Methode zur Vermeidung dieser Wirbelbildung an-
gegeben, die darin besteht, dasjenige Fliissigkeitsmaterial, das gerade
im Begriff ist, relativ zum Korper stehenzubleiben und sich entgegen
der Anstrémungsrichtung zuriickzubewegen, in das Innere des um-
strémten Korpers zu saugen und es so fiir eine sonst eintretende Wirbel-
bildung unschidlich zu machen. Die von Prandtl 1904 versffent-
lichten photographischen Stromungsaufnahmen um einen Kreiszylinder
mit Absaugung an einer Seite zeigen deutlich, wie durch die Absaugung
eine Wirbelbildung auf dieser Seite verhindert wird. Dabei ist die
Absaugeleistung, wie J. Ackeret! fiir eine Diffusorstromung und
O. Schrenk 2 fiirr eine Stromung um eine Kugel und um Tragfliigel ge-
zeigt haben, relativ gering, da es sich bei der Absaugung nur um kleine
Flissigkeitsmengen handelt. Abb. 36 bis 38 der Tafel 15 zeigen, in wie
starkem MaBe man durch Absaugen von Grenzschichtmaterial in der
Lage ist, die Stromungsform zu beeinflussen. Abb. 36 zeigt die von
links nach rechts gerichtete Strémung durch einen sehr stark sich
erweiternden Diffusor (Strémung nahezu zweidimensional) ohne irgend-
welche Absaugung, und man sieht — wie zu erwarten ist —, daf} die
Flussigkeit keineswegs den Winden des Diffusors anliegt, sondern sie
schon sehr am Anfang verlifit. Es war bei der Versuchsanordnung die
Einrichtung getroffen, auf einer oder auf beiden Seiten durch je zwei
schmale Schlitze geringe Mengen von Fliissigkeit nach aulen hin abzu-
saugen. Abb. 37 derselben Tafel zeigt den Stromungsvorgang, wie er sich
ausbildet, wenn an einer (der oberen) Seite geringe Fliissigkeitsmengen ab-
gesaugt werden; Abb. 38 zeigt denselben Vorgang bei beiderseitiger Ab-
saugung. Bei dieser auf den ersten Blick recht fremdartig anmutenden
Stromung (Strémungsrichtung von links nach rechts!) haben wir eine
ziemlich vollkommene Potentialstrémung und eine der Bernoullischen Glei-
chung entsprechende Umsetzung von kinetischer Energie in Druckenergie.

60. Rotierender Zylinder, Magnuseffekt. Eine andere, ebenfalls von
Prandtl angegebene Methode zur Vermeidung der Wirbelbildung
besteht darin, die Oberfliche des umstromten Koérpers mit der Strémung
mitlaufen zu lassen, so dall eine Bremsung der Flussigkeitsteilchen an
der jetzt sich mitbewegenden Oberfliche und damit eine Wirbelbildung
fortfallt. Praktisch ist dies jedoch im allgemeinen viel schwieriger zu

1 Ackeret, J.: Grenzschichtabsaugung. Z. V. d. I. Bd. 35, S. 1153. 1926.

2 Schrenk, O.: Versuche an einer Kugel mit Grenzschichtabsaugung. Z.F.M.
Bd. 17, S. 366. 1926. — Tragfliigel mit Grenzschichtabsaugung. Luftfahrt-
forschung Bd. 2, H. 2, S. 49. 1928. — Versuche mit einem Absaugefliigel. Z.F.M.
Bd. 22, S. 259. 1931.
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erreichen als die Verhinderung der Wirbelbildung durch Absaugung
von Grenzschichtmaterial. Der Fall zweier sich berithrender rotierender
Zylinder von entgegengesetzter Drehrichtung 148t sich noch verhéltnis-
mibig leicht verwirklichen. Das sich in diesem Fall ausbildende Strom-
linienbild hat die in Abb. 52
dargestellte Form.

Nicht nur diesen Fall, son- A
dern auch einen andern, der in @

technischer Hinsicht beim soge-
nannten Flettner-Rotor eine

gewisse Bedeutung erlangt hat,

hat Prandtl (etwa 1906) unter- \/
sucht, namlich einen einzelnen v
rotierenden Zylinder. Hier sind
allerdings die Bedingungen ZUr Abpb.52. Stromung um zwei gegenldufig rotierende
Verhinderung der Wirbelbildung Zytinder.

nur an einer Seite gegeben, und zwar auf derjenigen, wo die Um-
fangsgeschwindigkeit mit der Anstromungsgeschwindigkeit zusammen-
fillt; auf der anderen Seite, wo die Umfangsgeschwindigkeit ent-
gegengesetzt der Anstromungsrichtung ist, haben wir eine um so
giinstigere Bedingung zur Wirbelausbildung. Was nun diesen Vor-
gang besonders bedeutsam macht, ist — wie wir noch sehen werden —
die Tatsache, daBl durch die einseitige Wirbelausbildung das ganze
Stromlinienbild unsymmetrisch wird. Abb. 8 der Tafel 5 stellt in
Kinobildern den Strémungsvorgang eines rotierenden Zylinders aus
der Rubhe dar. Die Anstréomungsrichtung ist wieder von links nach
rechts, die Rotation erfolgt im Uhrzeigersinn; das Verhiltnis der
Umfangsgeschwindigkeit « zur Anstromungsgeschwindigkeit v ist kon-

stant, und zwar gleich —:— =4 gehalten. Man erkennt besonders im

3. und 4. Bilde, wie nur an der unteren Seite, wo die Richtung der
Umfangsgeschwindigkeit derjenigen der Anstrémungsgeschwindigkeit
entgegengesetzt ist, sich eine Ansammlung von Grenzschichtmaterial
bildet. Die Riickstromung innerhalb der Grenzschicht ist der Klein-
heit der Bilder wegen nicht ersichtlich. Auf dem 5. und folgenden
Bildern erkennt man dann, wie aus dieser Ansammlung von Grenz-
schichtmaterial ein zun&chst immer stirker werdender sogenannter
Anfahrwirbel entsteht, der entsprechend den Helmholtzschen Wirbel-
sitzen an dieselben Flissigkeitsteilchen gebunden, mit der Flissigkeit
wegschwimmt. Der Vorgang ist ganz analog der in Nr. 107 beschriebenen
Anfabrt eines Tragfliigels, und ebenso wie dort 1aBt sich das nach
dem Fortstromen des Anfahrwirbels verbleibende Stromlinienbild auf-
fassen als die Uberlagerung einer Potentialstrémung um den Zylinder
Tietjens, Hydromechanik IT. 7
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mit einer Zirkulation, die in diesem Fall von einer solchen Stirke an-
genommen ist, dal beide Staupunkte nahezu zusammenfallen. Abb. 53
zeigt ein in dieser Weise konstruiertes Stromlinienbild, und man erkennt
die groBe Ubereinstimmung mit den letzten Bildern der Abb. 8 auf

Abb. 53. Stromung um einen rotierenden Zylinder, dessen Umfangsgeschwindigkeit gleich der
vierfachen Anstromungsgeschwindigkeit ist; % =4,

Tafel 5. Fiir kleinere Werte von —Z— , etwa fir % = 2, ergibt die theo-
retische Stromung die Abb. 54; eine entsprechende photographische
Aufnahme zeigt Abb. 13 auf Tafel 8. Fir groBere Werte als %: 4

legt sich ein umlaufender Flissigkeitsring um den Zylinder. Abb. 9
der Tafel 6 zeigt diese Ver-
hialtnisse fiir % = 6.

Ebenso wie die nach dem
Fortstromen des Anfahr-
wirbels verbleibende zirku-
lationsbehaftete ~Stromung
um einen Tragfliigel eine zur
Anstromungsrichtung senk-
rechte Komponente, einen

Abb. 54. Wie Abb. 53, jedoch % = 2. Auftrieb, liefert, so auch der

! rotierende Zylinder. Betrach-

tet man die Stromlinien, so erkennt man, wie sie sich iber dem Zylinder
aullerordentlich dicht zusammendringen, wiahrend unterhalb des Zylin-
ders der Abstand zwischen den einzelnen Stromlinien wesentlich gréBer
ist. Oberhalb haben wir somit groe Geschwindigkeiten, unterhalb des
Zylinders kleine Geschwindigkeiten. Wenden wir die Bernoullische
Gleichung an, was wir auBerhalb der Grenzschicht tun diirfen, so er-
gibt sich oberhalb des Zylinders Unterdruck, wahrend wir unterhalb
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des Zylinders Uberdruck haben, d. h. wir haben eine Kraftkomponente
senkrecht zur Anstrémungsrichtung. Da der Auftrieb proportional ist
der Zirkulation, haben wir eine starke Abhingigkeit des Auftriebes

von dem Wert fiir % Fiir —Z— = 4 (Abb. 53) — hier fallen gemifl den

photographischen Aufnahmen die Staupunkte gerade zusammen —
ergibt die Berechnung den Auftrieb

4= 4n%vz-l-d, also ¢, =4=n (vgl. Nr. 97),

wo d der Durchmesser und ! die Liange des Zylinders bedeutet. Messungen
im Luftkanal ergaben zunichst einen wesentlich kleineren Auftrieb,
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Abb. 55. Auftriebs- (Quertriebs-) Beiwerte eines Abb.56. Auftriebs- (Quertriebs-)Beiwerte eines
rotierenden Zylinders als Funktion von den Wider- rotierenden Zylinders in Abhingigkeit vom

P b S DA E, Fort-
standsbeiwerten fiir verschiedene % . Verhiltnis Umfangsgeschwindigkeit zur For

X e U
@ mit Endscheiben gleich dem doppelten Durch- schreitungsgeschwindigkeit, v’
messer des Zylinders. b ohne Endscheiben. @ und b wie in Abb. 55.

bis man erkannte, daf die Strémung nicht geniigend zweidimensional
war, wie es in der Rechnung angenommen ist. Dies wurde nach einem
Vorschlag von Prandtl dann weitgehend dadurch erreicht, daf an
den Enden des Zylinders mitrotierende Scheiben von gréBerem Durch-
messer angebracht werden. Abb. 55 ergibt die sogenannte Polarkurve
(vgl. Nr. 98) des Zylinders, ohne und mit Scheiben. Wie man erkennt,
lafBt sich mit einem rotierenden Zylinder ein wesentlich héherer Auf-
trieb erzeugen als mit einem Tragfliigel von gleicher Projektionsfliache.
Allerdings ist auch der Widerstand um ein Vielfaches groBer. Abb. 56
Tk
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zeigt die Abhéingigkeit der Auftriebszahl vom Verhiltnis der Umfangs-
geschwindigkeit zur Anstrémungsgeschwindigkeit mit und ohne Scheiben.
Von einer weiteren Moglichkeit, die Wirbelbildung zu vermeiden
dadurch, daBl man den in der Grenzschicht abgebremsten Fliissigkeits-
teilchen neue Energie zufiihrt, wird bei der Behandlung der Trag-
fliigel noch die Rede sein. Das Prinzip beruht darauf, durch Diisen
Flussigkeitsstrahlen von groBer kinetischer Energie in die Grenzschicht
zu schicken, um die dort abgebremsten Fliissigkeitsteilchen wieder
anzutreiben. Erwihnt mag nur werden, daB die hierzu notwendige
Leistung grofler ist als im Falle der Absaugung von Grenzschicht-
material in das Innere des Fliigels und von dorthin nach auBlen.

V1. Widerstand von umstromten Kérpern.

61. Grundvorstellungen. Bewegt man einen Kérper mit einer gleich-
formigen Geschwindigkeit geradlinig durch eine ruhende Fliissigkeit
(bzw. Gas), so muBl zur Aufrechterhaltung dieser Bewegung dauernd
eine der Bewegung entgegengesetzt gerichtete Kraft iiberwunden werden.
Diese Kraft, welche die Fliissigkeit auf den gleichférmig bewegten
Korper ausiibt, heiit der Widerstand des Koérpers.

Erteilt man jetzt der Fliissigkeit wie dem Korper eine gemeinsame
Bewegung entgegengesetzt gleich der Bewegung des Korpers, soruht
der Korper, wahrend die Fliissigkeit ihn mit der gleichen entgegen-
gesetzt gerichteten Geschwindigkeit anstromt. Da die Uberlagerung
einer gleichformig geradlinigen Geschwindigkeit zu dem abgeschlossenen
System Fliissigkeit und Korper nach dem Relativitdtsprinzip der
Mechanik keinen EinfluB haben kann auf die Vorginge im Innern
der Fliissigkeit, so erkennt man, daBl es fiir den Widerstand eines Korpers
gleichgultig ist, ob die Flissigkeit ruht und der Koérper sich gerad-
linig und gleichférmig in ihr bewegt, oder ob umgekehrt der Korper
ruht und die Fliissigkeit mit der gleichen, aber entgegengesetzt ge-
richteten Geschwindigkeit den Koérper anstrémt.

Dabei ist allerdings vorausgesetzt, daf die einzelnen Teile der an-
stromenden Fliissigkeit (geniigend weit vor dem ruhenden Korper)
sich vollkommen gleichférmig und parallel zueinander bewegen. Daf3
dies bei natiirlichen Fliissigkeitsstrémungen (Wind, FluBstromung usw.)
nicht der Fall ist und wieweit man bei kiinstlichen Luftstrémungen
diese Gleichférmigkeit erreicht hat, werden wir in Nr. 149 und 150 sehen.

62. Newtonsches Widerstandsgesetz. Bereits Newton, der Be-
griinder der Mechanik, hat das im wesentlichen noch heute giiltige
Gesetz vom Fliissigkeitswiderstand aufgestellt, soweit es sich um
Trigheitswirkungen handelt, d.h.soweit Fliissigkeiten (Gase) sehr
geringer Zshigkeit, wie z. B. Wasser, Luft usw., in Betracht kommen.
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Er fand, daB der Widerstand (W) eines in einer Flissigkeit gleich-
formig bewegten Koérpers proportional sei der ,,dargebotenen Fliche (F),
der Dichte der Flissigkeit (9) und dem Quadrat der Geschwindig-
keit (w). Unter ,,dargebotener Fliche¢ wird dabei die Projektion des
Korpers auf die zur Strémungsrichtung senkrechte Ebene verstanden.
Der Ausdruck fiir den Widerstand 148t sich nach Newton also schreiben:
W = Zahl-Fow?.

Uber die betrichtliche Abhingigkeit des Widerstandes von der Gestalt
des Korpers sagt dieses Newtonsche Gesetz allerdings nichts aus.

Das Widerstandsgesetz, das Newton seinerzeit in spezieller An-
wendung auf den Luftwiderstand abgeleitet hatte, beruht auf dem
Satz von der Bewegungsgréfe: Die auf einen Kérper von der ihn um-
stromenden Fliissigkeit ausgeiibte Kraft ist gleich der vom Koérper
erzeugten sekundlichen Impulsinderung der umgebenden Flissigkeit.

Newton nahm statt der Flissigkeit (bzw.der Luft) ein hypo-
thetisches Medium folgender Art an: Der den Widerstandskérper um-
gebende Raum sei von einer groBen Anzahl materieller Teilchen er-
fillt, die zwar Masse, aber keine merkliche GroBe besitzen; ferner
wird angenommen, daf die Teilchen in Ruhe sind und weder mit-
einander verbunden sind noch aufeinander einwirken. Bewegt sich nun
ein Korper durch ein derartiges Medium, so kommt er mit allen den-
jenigen Massenteilchen, die sich in seiner Bahn befinden, zum Sto8,
wobei er diesen Massenteilchen einen Impuls erteilt.

Mit den oben angegebenen Bezeichnungen ist die Masse, mit welcher
der Korper bei seiner Bewegung in der Zeiteinheit zum StoB kommt,

oFw.

Dieser Masse wird eine Geschwindigkeit w’ erteilt, die der Geschwindig-
keit (w) des Korpers proportional gesetzt werden kann:

w = Zahl-w.

Man erhalt somit fiir den sekundlich erzeugten Impuls, der dem
Widerstand des Korpers gleich sein muB:

W =poFw-w =Zahl-F-pu?.

Je nachdem man annimmt, daB die Zusammenst6Be des Korpers
mit den einzelnen Massenteilchen nach den Gesetzen des elastischen
oder unelastischen StoBSes erfolgen, erhélt man verschiedene Impuls-
beitrige. Die Versuche sprachen mehr fiir den unelastischen StoB. Bei
einer unter dem Winkel o gegen die Bewegungsrichtung geneigten
Flache rechnete Newton, indem er die Fliche als vollkommen glatt
annahm, so, als ob nur die zur Flache senkrechte Geschwindigkeits-
komponente vernichtet wiirde. Die erfaite Masse pro Sekunde ist
= pF sinaw und die vernichtete Geschwindigkeit = wsin«, so daB
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sich eine Kraft senkrecht zur Platte von der GréBe = oF u?sin?a«
ergibt.

63. Neuere Auffassung vom Wesen des Fliissigkeitswiderstandes. Die
Newtonsche Annahme ergab zwar eine einfache Rechenvorschrift fiir
den Proportionalitatsfaktor, es zeigte sich jedoch spiter, daBl die so be-
rechneten Zahlen mit den experimentell gewonnenen in den wenigsten '
Fallen ibereinstimmten. So ergibt sich z. B. fiir eine senkrecht zur
Bewegungsrichtung befindliche Platte von quadratischer Form der
Proportionalitatsfaktor 1, wihrend das Experiment den Wert 0,55
liefert. Eine noch wesentlich schlechtere Ubereinstimmung findet sich
bei schrigen Platten, ferner bei abgerundeten Korpern, wie z. B. bei
der Kugel oder gar bei luftschiffartigen Korpern, deren Widerstand
viel geringer ist als der nach der Newtonschen Theorie berechnete.
Die Ursache fiir diese Unstimmigkeit héngt eng damit zusammen, dafl
bei der Newtonschen Auffassung nur die Vorgéinge an der Vorder-
seite des Widerstandskorpers beachtet wurden, nicht aber die seit-
lichen und die an dem hinteren Teil desselben. Gerade die letzteren
sind aber fir die GroBe des Widerstandes sehr wesentlich.

Die neuere Auffassung vom Wesen des Fliissigkeitswiderstandes geht
von der Tatsache aus, dafl die freie Weglinge der einzelnen Massen-
teilchen (Molekiile) viel zu gering ist, als daBl die Newtonsche Vor-
stellung der Wirklichkeit entsprechen konnte. Man mufl daher annehmen,
daB die Bewegung eines Fliissigkeitsteilchens durch die seiner Nachbar-
teilchen so beeinfluBt wird, da3 die Nachbarn innerhalb kiirzerer Zeit
immer zusammenbleiben und auch immer anndhernd denselben Raum
beanspruchen. Die Bahnen der Teilchen beeinflussen sich daher gegen-
seitig (vgl. Nr. 1 des ersten Bandes). Hieraus folgt auch, daB3 es nicht
angdngig ist, den Widerstand irgendeines Korpers durch einfaches
Summieren der Widerstdnde der einzelnen — vom Kérper losgelosten —
Fliachenelemente zu bestimmen, wie es die Newtonsche Theorie vorschreibt.
Vielmehr ist die Gestalt des ganzen Korpers — wegen der gegenseitigen
Beeinflussung der Flissigkeitsteilchen — fiir den Widerstand eines
Flachenelementes der Korperoberfliche von wesentlicher Bedeutung.

64. Der Deformationswiderstand bei sehr kleinen Reynoldsschen
Zahlen. Nehmen wir im folgenden zunéchst an, daf der gleichférmig
und geradlinig bewegte Korper allseitig von einer homogenen, in-
kompressiblen Fliussigkeit umgeben ist, dal also freie Oberflichen nicht
vorhanden sind und daher die Schwerewirkungen durch den statischen
Auftrieb eliminiert werden, so kommen auBler den Trigheitskraften
nur noch Reibungskrifte in Frage®.

! Der Fall, daB an vorhandenen freien Fliissigkeitsoberflichen die Schwer-
kraft sich im Auftreten von Wellen geltend machen kann, wird in Nr. 73 be-
handelt werden.
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Da nach Nr. 4 das Verhaltnis der Tragheitskrifte zu den Zahigkeits-
kraften gegeben ist durch die Reynoldssche Zahl, d.h. durch einen

Ausdruck von der Form wT'l, wo w die Geschwindigkeit des Korpers,

l eine charakteristische Lange desselben und v die kinematische Zihig-
keit der Flissigkeit bedeutet, so erkennt man, daB fiir sehr grofle »,
d. h. fiir sehr zahe Fliissigkeiten (z. B. Sirup) oder aber auch fiir sehr
kleine Geschwindigkeiten oder Korperabmessungen (z.B. sinkende Nebel-
tropfchen) die Reynoldssche Zahl sehr klein werden kann, dafl also in
diesen Fallen die Zahigkeitswirkungen auf die Stromungsform und da-
mit auf den Widerstand von wesentlich gréBerer Bedeutung werden
kénnen als die Tragheitswirkungen. Bei derartigen Stromungsvorgéingen,
bei denen sich der Korper gleichsam durch die Fliissigkeit hindurch-
schiebt, indem er sie dabei deformiert, ist der Widerstand im wesent-
lichen dadurch bedingt, daBl zu dieser Deformation Kriafte erforder-
lich sind. Es bildet sich ein Spannungssystem in der Flissigkeit aus,
das die auf den Kérper ausgeiibte Kraft in die Fliissigkeit hinein fort-
pflanzt. In dem Fall, daB sich in hinreichender Nahe feste Winde
befinden, werden die Spannungen von diesen aufgenommen. In un-
endlich ausgedehnter Flissigkeit wirken sie sich aber in Beschleunigung
der Flissigkeit aus. Bei kleinen Reynoldsschen Zahlen erfolgt diese
Auswirkung erst in groBem Abstand vom Korper, bei grofen Rey-
noldsschen Zahlen dagegen in seiner Nahe. In diesem letzteren Falle
nennt man die unmittelbare Auswirkung der Zahigkeitsspannungen den
,,Reibungswiderstand. Dem Deformationswiderstand gegeniiber sind
Reibungswiderstinde an der Korperoberfliche oder Druckwiderstinde —
beide setzen eine wesentliche Wirkung der Tragheitskrafte voraus —
bei diesen sogenannten schleichenden Bewegungen im allgemeinen zu
vernachlassigen.

65. Die Bedeutung einer noch so geringen inneren Reibung (Zihigkeit)
einer Fliissigkeit fiir den Widerstand. Bei weniger zahen Fliissigkeiten
und noch dazu bei gréBBeren Geschwindigkeiten und Kérperabmessungen
sind jedoch die Trégheitskrifte ganz auBerordentlich den Zéhigkeits-
kriften iiberlegen; z. B. haben wir bei einer mit 1 m/s in Wasser be-
wegten Kugel von 5 cm Radius bereits ein Verhiltnis der Trigheits-
krifte zu den Zshigkeitskriften von der GroBenordnung 50000 zu 1,
da diesem Stromungszustand die Reynoldssche Zahl 50000 entspricht.
Man moéchte meinen, dafl unter diesen Umstinden der EinfluB der
Zshigkeit auf den Widerstand vollstindig zu vernachlissigen ist, und da8
allein die Triagheitskréifte fiir ihn maBgebend sind. Geht man dieser Vor-
stellung nach, nimmt man also eine vollkommen reibungslose Fliissigkeit
an und berechnet die Tragheitswirkungen der Flissigkeit auf den Kor-
per, die in Druckkraften auf seiner Oberfliche zur Geltung kommen, so
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ergibt sich das schon lange bekannte Resultat (Nr. 76), daB die Resul-
tierende dieser Druckkrifte verschwindet. Die Wirkung der Trigheits-
krifte einer vollkommen reibungslosen Fliissigkeit ergibt also keinen
Widerstand. Es miissen mithin doch die Zahigkeitskrifte, so gering sie
auch den Tragheitskriften gegeniiber erscheinen mogen, fir das Vor-
handensein des Widerstandes verantwortlich gemacht werden.

Die Bedeutung einer auch noch so geringen inneren Reibung einer
Flissigkeit fiir den Widerstand eines in ihr bewegten Korpers liegt
nun darin, daB auch die geringste Zahigkeit das Stromungsbild einer
reibungslos gedachten Fliissigkeit (Potentialstromung) in gewissen Fillen
vollkommen veridndern kann (Grenzschichtbildung, Entstehung von Wir-
beln, vgl. Nr. 52). Dadurch wird nun aber das durch die Tragheitskrifte
bedingte Druckfeld an der Oberfliche des Korpers derartig umgestaltet,
daB eine von Null verschiedene Resultierende der Druckkrifte ver-
bleibt. Die in der Bewegungsrichtung des Korpers gelegene Kompo-
nente dieser Resultierenden heif3t der Druckwiderstand. Die Zihigkeit
ist also indirekt die Ursache fiir das Auftreten des Druckwiderstandes.

Wenn auch in den weitaus meisten Fallen im Innern der Fliissig-
keit die Tragheitskréifte auBerordentlich viel groBer sind als die Zshig-
keitskrifte, so daB sie hier mit Recht vernachlissigt werden kénnen,
gilt dieses — wie wir im V. Kapitel gesehen haben — nicht in einer
dem umstromten Korper anliegenden, im allgemeinen sehr diinnen
Schicht. Denn da die Erfahrung lehrt, dal die den Korper beriihrenden
Flussigkeitsteilchen an ihm haften, anderseits die reibungslosen Stro-
mungen gemifBl der Theorie nur mit endlichen Geschwindigkeiten am
Korper gleiten konnen, so miissen in der unmittelbaren Nihe der
Korperoberfliche die Zihigkeitskrifte von gleicher Gré8enordnung
sein wie die Tragheitskrifte. Dieser in einer diinnen Schicht sich voll-
ziehenden Geschwindigkeitsabnahme von der duBeren Umstrémungs-
geschwindigkeit bis auf die Geschwindigkeit des Koérpers entspricht
an jedem Oberflichenelement ein System von Reibungsspannungen,
das sich der Korperoberfliche iibertragt und — iiber die gesamte
Oberfliche integriert — den sogenannten Reibungswiderstand ergibt.

Die Bedeutung der inneren Reibung fiir den Widerstand eines
umstrémten Korpers tritt also — wenn wir von den nur bei sehr kleinen
Reynoldsschen Zahlen in Betracht kommenden Zahigkeitswirkungen
im Innern der Flissigkeit (Deformationswiderstand) absehen — in
zweifacher Hinsicht in Erscheinung. Einmal treten an der Oberfliche
des Korpers tangential zu ihr gerichtete Reibungskrifte auf, deren
Resultierende der Reibungswiderstand genannt wird, andererseits be-
wirkt die Zghigkeit eine Umgestaltung des ohne innere Reibung ent-
stehenden Stromungsbildes, was wieder eine Anderung des Druck-
feldes und damit das Auftreten eines Druckwiderstandes zur Folge hat.
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66. Der je nach der Gestalt des Korpers verschiedene Anteil an Druck-
widerstand und Reibungswiderstand. Welcher Anteil des Gesamtwider-
standes — ob Druckwiderstand oder Reibungswiderstand — der vor-
herrschende ist, hingt im wesentlichen von der Form und der Lage des
Korpers ab. Gibt man dem Korper eine derartige Form und Lage (Abb. 57),
so daB die Zahigkeit keine wesentliche Umgestaltung des Stromungsbildes
bewirkt, d. h. vermeidet man durch geeignete Formgebung ein durch die
innere Reibung beding-
tes Ablosen der Flissig-
keit vom Korper und ( _——
eine damit im Zusam-
menhang stehende Wir-
belbildung, so ist der Druckwiderstand nur klein, und zwar meist von
der GroBenordnung des Reibungswiderstandes. Die Druckverteilung er-
gibt in diesem Fall eine kaum von Null verschiedene Resultierende.

In wie starkem MaBe die Lage des Koérpers von EinfluBl ist fir
den Anteil an Druck- und Reibungswiderstand, zeigt die ebene Platte:
Bewegen wir eine solche Platte in der Richtung senkrecht zu ihrer
Ebene durch eine Fliissigkeit oder Gas, so ist der Gesamtwiderstand
fast vollig Druckwiderstand, wahrend der Reibungswiderstand dagegen
zu vernachlissigen ist. In diesem Falle haben wir nur an der Anstrs-
mungsseite der Platte nahezu Potentialstromung, wihrend die Strémung
an der hinteren Seite — und damit das Druckfeld — durch die Zihig-
keitswirkung der Flissigkeit vollstdndig verdndert worden ist. Be-
wegen wir dagegen die Platte in Richtung ihrer Ebene, so tritt eine
wesentliche Beeinflussung der Potentialstromung durch die innere
Reibung der Fliissigkeit nicht ein. Die Resultierende der Druckkrifte
ist nahezu Null, so da der gesamte Widerstand (der wesentlich kleiner
ist als im vorigen Fall) als Reibungswiderstand aufzufassen ist.

Experimentell 148t sich die Teilung des Gesamtwiderstandes in Druck-
und Reibungswiderstand in der Weise durchfiihren, daBl man von dem an
der aerodynamischen Waage gemessenen Gesamtwiderstand den auf
Grund von Ermittlung der Druckverteilung (vgl Nr. 93) errechneten
Druckwiderstand subtrahiert. Die Differenz ist der Reibungswiderstand.

Man kann die Trennung in Druck- und Reibungswiderstand formal
auch so vornehmen, da man die einzelnen auf die Oberflichenelemente
des umstromten Korpers ausgeiibten Kréfte in zum Flichenelement
normal und tangential gerichtete Komponenten zerlegt. Die Normal-
komponenten bilden Druckkrifte und deren Resultierende — soweit
sie in die Bewegungsrichtung der anstrémenden Fliissigkeit fallt —
den Druckwiderstand. Die Tangentialkomponenten sind Reibungs-
krifte, die in ihrer Gesamtheit bzw. in ihrer in der Bewegungsrichtung
liegenden Komponente den Reibungswiderstand bilden.

Abb. 57. Stréomung um einen stromlinienférmigen Korper.
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Bei rauhen Oberflichen ist es aus praktischen Griinden vorteil-
haft, die Zerlegung in Normal- und Tangentialkomponente fiir eine
fingierte glatte Flache, die sich moglichst gut dem mittleren Verlauf
der rauhen Flache anpafBt, vorzunehmen. Es ist dabei allerdings zu
beriicksichtigen, daBl dadurch der auf die einzelnen Rauhigkeiten ent-
fallende Druckwiderstand als Reibungswiderstand aufgefat und diesem
zugerechnet wird.

Unter Beriicksichtigung, dal3 der Druckwiderstand in hohem Male
von der Form des Kérpers, der Reibungswiderstand hingegen in erster
Linie von der Gr6Be der Oberfliche abhidngt, hat man auch von Form-
und Oberflichenwiderstand gesprochen. Diese Bezeichnungen sind je-
doch nicht sehr gliicklich, da auch der Reibungswiderstand im all-
gemeinen von der Form des Korpers abhingig ist.

67. Allgemeines iiber die Abhingigkeit des Widerstandes von der
Reynoldsschen Zahl. Wie wir gesehen haben, 148t sich der durch innere
Reibung der Fliissigkeit bedingte Widerstand zusammensetzen aus dem
Deformationswiderstand!, dem Reibungswiderstand an der Oberfliche
des umstromten Koérpers sowie dem Druckwiderstand, der seinerseits
zuriickzufithren ist auf die umgestaltende Wirkung der Zahigkeit auf
das Stromlinienbild (Ablosung der Grenzschicht). Je nach der GréBe
der Reynoldsschen Zahl besteht der Gesamtwiderstand im wesent-
lichen entweder aus dem ersten Anteil, dem Deformationswiderstand,
oder aus den beiden letzten Anteilen, wobei je nach der Form und
Lage des Korpers wiederum entweder der Druck- oder der Reibungs-
widerstand vorherrschend sein kann. Es 148t sich also sagen, dafl ganz
allgemein die Auswirkung der inneren Reibung einer Fliissigkeit auf
einen in ihr bewegten Korper und damit dessen Widerstandsgesetz
nicht nur abhéngig ist von der Form und der Lage des Korpers, sondern
auch noch von der Geschwindigkeit und der Grofle des Korpers sowie
von der Art der Flissigkeit. Man erkennt daraus, wie fast hoffnungs-
los kompliziert das Widerstandsproblem in seiner Allgemeinheit ist.

Man hat deshalb bisher im wesentlichen lediglich die Abhéngigkeit
des Gesamtwiderstandes — ohne auf die jeweilige Zusammensetzung
desselben aus den oben erwihnten drei Anteilen néher einzugehen —
von gewissen physikalischen Gréen auf experimentellem Wege unter-
sucht. Da das in Nr.62 angegebene Newtonsche Widerstandsgesetz
(obwohl die dieser Theorie zugrunde liegende Vorstellung sich als un-

1 Die vom Verfasser vorgenommene Unterscheidung des Deformationswider-
standes bei sehr kleinen Reynoldsschen Zahlen vom Oberflichenwiderstand bei
groBBen Reynoldsschen Zahlen 148t sich energetisch so definieren, daf man unter
Deformationswiderstand bzw. -arbeit die Energie versteht, die in der weiteren
Umgebung des Kérpers in Wiarme umgewandelt wird mit Ausnahme der Vorgénge

im Nachlauf. Damit wird der Deformationswiderstand ein Teil des Reibungs-
widerstandes plus einem kleinen Teil des Druckwiderstandes.
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zutreffend erwiesen hat) in vielen Fillen mit der Erfahrung im Ein-
klang steht, ist man iibereingekommen, ganz allgemein den Widerstand
in der Form:
W = Zahl - F gu?
(F die Projektionsfliche des Korpers auf eine Ebene!, senkrecht zur
Bewegungsrichtung; ¢ die Dichte der Flissigkeit; w die Geschwindig-
keit des Korpers relativ zur ungestorten Flussigkeit) anzusetzen, oder
ow?

unter Einfithrung des sogenannten Staudruckes 5

—.F 2
W——cF2.

Hierbei hat der Proportionalititsfaktor ¢ oder, wie man ihn auch
bezeichnet, die Widerstandszahl, fiir jede Koérperform und Koérperlage
eine andere GroBe. Ausgehend von der Newtonschen Vorstellung vom
Luftwiderstand war man lange Zeit der Meinung, daB fiir eine be-
stimmte Kérperform und -lage die Widerstandszahl konstant, d.h.
unabhingig von der GréBe des Korpers und seiner Geschwindigkeit sei.
Man glaubte daher, das einer bestimmten Korperform zugehérige
Widerstandsgesetz vollstindig zu kennen, wenn man die Widerstands-
zahl fiir einen gegebenen Korper dieser Form bei einer einzigen Ge-
schwindigkeit bestimmt hatte. Insbesondere glaubte man, mit Hilfe
der so gewonnenen Widerstandszahl den Widerstand eines jeden —
dem Versuchskérper geometrisch shnlichen — Korpers fir jede Ge-
schwindigkeit unter Benutzung des obigen Widerstandsgesetzes be-
rechnen zu konnen.

Es hat sich jedoch gezeigt, dal die Verhéltnisse bedeutend ver-
wickelter sind, was sich nach den Darlegungen der vorigen Nummer
auch schon vermuten laBt. Allein fiir solche Kérper, deren Gesamt-
widerstand fast ausschlieflich aus Druckwiderstand besteht und bei
denen die Stréomungsform (Ablosungsstelle) durch scharfe Kanten
festgelegt ist (z. B. senkrecht zur Stromung gestellte Platten) hat die
lange Zeit hindurch herrschende Ansicht, daBl die Widerstandszahl
nur von der geometrischen Form des Korpers und seiner Lage ab-
hingig sei, in einem weiten Bereich Giiltigkeit. In allen anderen Féllen,
in denen also auBler dem Druckwiderstand mehr oder weniger der
Reibungswiderstand an der Korperoberfliche oder gar bei sehr zahen
Fliissigkeiten oder sehr kleinen Koérperdimensionen oder Geschwindig-

1 Statt der aus praktischen Griinden fiir F meistens genommenen Projektion
des Korpers in die Bewegungsrichtung kann man auch eine beliebige andere
charakteristische Flache des Kérpers nehmen oder das Quadrat einer charak-

teristischen Lange desselben. Bei Tragfliigeln ist es iiblich, die groBte Projektion
zu nehmen. Bei gegebenem Volumen (V), z. B. bei Vergleich der Widerstinde

von verschiedenen Luftschiffkérpern, kann man auch F = V% nehmen, d. h. die
Seitenfliche eines dem Volumen V inhaltgleichen Wiirfels.
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keiten der Deformationswiderstand eine Rolle spielt, ist die Widerstands-
zahl auBer von der Art der Fliissigkeit noch von der Geschwindigkeit
des Kérpers und seiner Grofle abhéngig. Der Grund dafiir liegt darin,
daB geometrische Ahnlichkeit der Kérper noch keineswegs geometrisch
dhnliche Strémungen, d.h. mechanische Ahnlichkeit, in sich schlieBt.

Nach Nr.4 wissen wir, da die Forderung nach mechanischer
Ahnlichkeit — geometrische Ahnlichkeit der Koérper vorausgesetzt —
ein gleiches Verhéltnis der Druckdifferenzen zu den Reibungsspannungen
an dhnlich gelegenen Punkten der verglichenen Korper, d.h. eine
gleiche Reynoldssche Zahl, bedingt. Also nur, wenn die Reynoldssche
Zahl zweier Stromungsvorginge um geometrisch &hnliche Korper die-
selbe ist, braucht die Widerstandszahl die gleiche zu sein; eine Anderung
der Reynoldsschen Zahl hat im allgemeinen auch eine Anderung der
Widerstandszahl zur Folge, d. h. die Widerstandszahl ist eine Funktion
der Reynoldsschen Zahl. Die weiter unten angefithrten experimentellen
Ergebnisse haben diese Anschauung durchaus bestétigt. Wir haben somit:

_ ow? ) ow?
W——C'FT—]‘(R) FT.

Dadurch also, daB wir ganz allgemein formal an dem quadratischen
Widerstandsgesetz festhalten, verlegen wir die ganze Kompliziertheit
der verschiedenartigen Auswirkungen der inneren Reibung der Fliissig-
keit in die funktionelle Abhéngigkeit der Widerstandszahl von der
Reynoldsschen Zahl. Die Erkenntnis dieses Ahnlichkeitsgesetzes be-
deutet einen groflen Gewinn, da man bei einer Versuchsreihe nur noch
eine GroBe, z. B. die Geschwindigkeit zu variieren braucht, um damit
gleich die Abhéngigkeit von der Kérperabmessung und der kinemati-
schen Zahigkeit mit zu erhalten.

Durch die (bis jetzt nur durch das Experiment zu erlangende)
Kenntnis der Abhéngigkeit der Widerstandszahl von der Reynoldsschen
Zahl ¢ = f(R) ist man somit in der Lage, den Gesamtwiderstand einer
bestimmten Kérperform fiir alle Fliissigkeiten, Geschwindigkeiten und
Korperabmessungen berechnen zu konnen, soweit keine anderen Ein-
fliissse als die der Tridgheit und der Zihigkeit in Frage kommen. Fir
eine andere Korperform und -lage bedarf es jedoch-der Kenntnis der
fir diese Korpergestalt charakteristischen Abhéngigkeit der Wider-
standszahl von der Reynoldsschen Zahl. Jede Kérperform und -lage
hat mithin die ihr eigene Funktion ¢ = f(R).

68. Die Gesetze des Druckwiderstandes, Reibungswiderstandes und
Deformationswiderstandes. Zunichst einige allgemeine Gesichtspunkte
betreffs dieser Funktion:

1. Besteht der Gesamtwiderstand eines Korpers fast ausschlieBlich
aus Druckwiderstand, wie z. B. bei Platten, die senkrecht zu ihrer
Ebene bewegt werden oder iiberhaupt bei scharfkantigen Korper-
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formen, bei denen die Bedingungen des Ablosens der Flissigkeit durch
die scharfen Kanten gegeben sind, so ist — wie schon erwéhnt — die
Funktion f(R) von verhiltnismaBig niedrigen Reynoldsschen Zahlen
an fast genau eine Konstante:

W = konst. F 9—1;2 (Druckwiderstand).

2. Handelt es sich hingegen im wesentlichen um Reibungswider-
stinde wie bei Platten, die in ihrer Ebene bewegt werden, so hat
man — wie wir in Nr. 94 noch sehen werden — zwei verschiedene
Widerstandsgesetze zu unterscheiden, je nachdem die Reynoldssche

Zahl R = l_:g (! die Lange der Platte in der Stromungsrichtung) kleiner

oder grofler als etwa 5-105 ist. Dabei ist vorausgesetzt, dafi die Ober-
fliche von glatter Beschaffenheit ist.

a) Fir Werte von R, die kleiner als etwa 5-10° sind, gilt das
von Blasius! unter Zugrundelegung der Prandtlschen Grenzschicht-
theorie abgeleitete Gesetz, daB ¢ der reziproken Wurzel der Reynolds-

schen Zahl proportional ist, und zwar ist fiir ' = gesamte Oberfléche

1,327 : . .. . .
¢ = —»3__7, so daB das Widerstandsgesetz fiir diesen Bereich der
w

v
Reynoldsschen Zahl die Form annimmt:

W =21 p e (Reibungswiderstand fiir R = % < 5-10°).

w-
L T
b) Fiir Reynoldssche Zahlen von etwa 5-10%, also dem l0fachen
der obigen Grenze ab, kann man nach Wieselsbergerschen? und

Gebersschen?® Versuchen die Widerstandszahl proportional der rezi-
proken fiinften Wurzel aus der Reynoldsschen Zahl ansetzen, und zwar

0,074

V,_

Die Ursache fiir die Anderung des Widerstandsgesetzes ist darin zu
finden, daB bei so groBen Reynoldsschen Zahlen die Strémung an
der Wand nicht mehr laminar, sondern turbulent verlauft (vgl. Nr. 71).

c) In dem Zwischengebiet findet der Ubergang des einen Wider-

u_—

-7 2 (Reibungswiderstand fiir R = *-* > 5-10° ).

1 Blasius, H.: Grenzschichten in Fliissigkeiten mit kleiner Reibung.
Z. Math. Phys. Bd. 56, S. 1. 1908.

2 Wieselsberger, C.: Untersuchungen iiber den Reibungswiderstand von
stoffbespannten Flichen. Ergebnisse der Aerodyn. Versuchsanstalt zu Goéttingen.
1. Lieferung 1925, S. 121.

3 Gebers: Ein Beitrag zur experimentellen Ermittlung des Wasserwider-
standes gegen bewegte Korper. Schiffbau Bd. 9. 1908.
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standsgesetzes zum anderen statt, der nach L. Prandtl! gut wieder-
gegeben wird durch die folgende Beziehung (vgl. Nr. 94):

— %_i — 179 (Widerstandszahl fiir 5-10° < R < 5-10%).

3. Fiir auBerordentlich kleine Geschwindigkeiten oder Kor-
perabmessungen bzw. fiir sehr zidhe Fliissigkeiten (Rey-
noldssche Zahl klein gegen 1) ergibt das Stokessche Gesetz (Nr. 81)
eine Proportionalitdt des Widerstandes mit der ersten Potenz der
Geschwindigkeit und der ersten Potenz der Lange, was sich unter
Zugrundelegung des Newtonschen Widerstandsgesetzes formal durch
eine Proportionalitdit der Widerstandszahl mit der reziproken Rey-
noldsschen Zahl ausdriicken 1a8t:

4

2 .
W = konst. ulw = w—oj -F % (Widerstandsgesetz fiir R = 1";_1 <1,

v

wo [ eine charakteristische Lange des Korpers ist. Wir stellen also
fest, daB der Deformations- oder Zihigkeitswiderstand nicht mehr dem
Quadrat, sondern nur der ersten Potenz der Geschwindigkeit proportio-
nal ist.

69. Allgemeines hinsichtlich der experimentellen Ergebnisse. Obwohl
bereits seit ungefahr einem halben Jahrhundert gerade den Wider-
standsmessungen in Luft und Wasser ein grofes Interesse entgegen-
gebracht wurde, so dafl die Literatur hieriiber keineswegs gering ist2,
haben doch erst die Messungen der letzten zwei Jahrzehnte gréBere
Bedeutung. Die Ursache dafiir ist darin zu erblicken, daB3 den &alteren
Versuchen fast durchweg die Newtonsche StoBtheorie zugrunde gelegt
wurde, nach der allein die Vorgénge an der Vorderseite der Korper
fur deren Widerstand maBgebend sein sollten. Erst seit dem Auf-
kommen der hydrodynamischen Betrachtungsweise, dal die Strémungs-
vorginge um einen Korper als das FlieBen eines Kontinuums auf-
zufassen sind, hat man die notwendigen Bedingungen fiir einwand-
freie Widerstandsmessungen erkannt. Insbesondere hat man eingesehen,
wie wichtig es ist, daBl der Fliissigkeit beim Umstromen des (beispiels-
weise in einem kiinstlichen Windstrom aufgehéngten) Kérpers geniigend
Raum zum Ausweichen zur Verfiigung steht. Ferner hat man erkannt,
daB peinlichst dafiir zu sorgen ist, daf der Stromungsvorgang um den
Widerstandskorper nicht durch Fremdkorper, die sich etwa seitlich
oder auch hinter dem Korper befinden, gestort wird. Die dlteren Mes-
sungen, die diese Bedingungen mehr oder weniger vernachlédssigten,

1 Vgl. FuBnote S. 90.

2 Eine Ubersicht der Messungen (bis 1910) mit Angabe der Literatur findet
sich bei G. Eiffel: La résistance de l'air. Paris 1910.
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zeigten denn auch je nach den Versuchsmethoden eine relativ groBie
Verschiedenheit der Widerstandszahl bei gleichen Korpern und Ge-
schwindigkeiten, wihrend die neueren Experimente gute Uberein-
stimmung ergeben. Auch sind die Widerstandszahlen — geometrische
Ahnlichkeit der Korperformen und gleiche Reynoldssche Zahl voraus-
gesetzt — bei in ruhendem Medium geschleppten Korpern die gleichen
wie bei ruhenden Kérpern im anstrémenden Medium, sofern man da-
fiir sorgt, daB die den Korper anstromende Fliissigkeit (bzw. Luft)
‘sich vollkommen gleichm#Big und ohne innere Wirbligkeit bewegt.

Im folgenden geben wir nun — ohne auf die alteren Ergebnisse
der Widerstandsmessungen einzugehen, die im wesentlichen nur noch
historisches Interesse verdienen — fiir eine Anzahl von Kérperformen
die experimentell gewonnenen Kurven der Abhiingigkeit der Wider-
standszahl von der Reynoldsschen Zahl.

70. Die Abhiingigkeit von ¢ = f (R) fiir den unendlich langen Zylinder.
Abb. 58 zeigt diese Abhingigkeit fiir einen unendlich langen quer

0 7 2 3 ¢ 5 3 7 8-10°
—_———

R-DL

Abb. 58. Abhingigkeit der Widerstandszahl des Zylinders (ebene Strémung) von der
Reynoldsschen Zahl.

gestellten Zylinder, d. h. fiir eine zweidimensionale Strémung um einen
Zylinder, dessen Achse senkrecht zur Stromungsrichtung steht. Da der
Bereich der in Betracht kommenden Reynoldsschen Zahlen auBler
ordentlich groB ist (im vorliegenden Fall bis etwa 8-105), so schrumpfen

bei der gewdhnlichen Auftragungsweise die Gebiete der kleineren

Reynoldsschen Zahlen <bis etwa R = ?%—d = 10000) so sehr zusammen,

daB man hier keine Einzelheiten der Kurve mehr erkennen kann.
Um dieses doch zu ermoglichen, hat es sich als praktisch erwiesen,
statt der Reynoldsschen Zahlen sowie der Widerstandszahlen deren
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Logarithmen zu nehmen oder — was auf das gleiche hinauskommt —
die Reynoldsschen Zahlen und die Widerstandszahlen selbst auf loga-
rithmisch geteiltem Koordinatenpapier aufzutragen. Abb. 59 zeigt in
der oberen Kurve die auf diese Weise aufgetragene Widerstandskurve
der Abb. 58. Sie wurde von C. Wieselsberger! in der Art ge-
funden, daB die Widerstinde einer Anzahl Zylinder von verschiedenen
Durchmessern (0,05 bis 300 mm Durchmesser) bei verschiedenen Ge-
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Abb. 59. Wie Abb. 58, jedoch logarithmische Auftragung. 1:co = ebene Strémung,
1:5 = Durchmesser : Linge des Zylinders (nach C. Wieselsberger).
schwindigkeiten gemessen und daraus die jeweiligen Widerstandszahlen

aus der Beziehung W
Cc =

ow?

2

bestimmt wurden. Die Tatsache, daB die Widerstandszahlen bei Zy-
lindern von verschiedenen Durchmessern auf einem einzigen Kurven-
zuge liegen und sich z.T.iiberdecken, kann als eine experimentelle
Bestatigung des Ahnlichkeitsgesetzes aufgefallt werden.

In dem Gebiet von R = E;—dz 16000 bis etwa 180000 ist das

quadratische Widerstandsgesetz gut erfiillt; hier ist die Widerstands-
zahl nahezu eine Konstante (¢ = 1,2). Bei abnehmender Reynoldsscher
Zahl werden dann zunichst die Widerstandszahlen kleiner — eine Er-
scheinung, die auch von anderer Seite beobachtet und untersucht

F

1 Wieselsberger, C.: Neuere Feststellungen iiber die Gesetze des Fliissig-
keits- und Luftwiderstandes. Phys. Z. Bd. 22, S.321. 1921.
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worden ist! — um bei noch weiterer Abnahme von R wieder mehr
und mehr zu wachsen. Der kleinste Wert von R, bei dem die Wider-
standszahl bestimmt wurde, war 2,1. Fiir sehr kleine Werte von
R(R<1) hat Lamb? unter der Annahme einer ganz iiberwiegen-
den Zihigkeitswirkung aus den allgemeinen Gleichungen fiir zéhe
Flissigkeiten- eine Formel fiir den Widerstand aufgestellt (vgl.
S. 73). Die Abhingigkeit der Widerstandszahl von R, wie sie sich
nach dieser Theorie ergibt, ist auf dem Xurvenblatt als ge-
strichelte Linie eingetragen. Man erkennt, daBl eine Extrapolation
der gemessenen Kurve sich ohne Schwierigkeit der theoretischen nach
Lamb anschlieBt.

71. Das iiberkritische Widerstandsgebiet. Wir kommen jetzt kurz
noch auf eine sehr eigenartige Erscheinung im Widerstandsgesetz zu

sprechen: Im Bereich der Reynoldsschen Zahlen von etwa wTd = 2-105

bis 5-10%5 senkt sich die Widerstandskurve der Abb. 58 bzw. 59 fast
plétzlich von ¢ = 1,2 bis ¢ = 0,3, d. h.
auf den vierten Teil. Diese -Abnahme ¢ %
der Widerstandszahl ist derartig groB, ({;) / /
daB der Widerstand selbst — der bei / i,
konstantem c¢ ja quadratisch mit der Ge- / /
schwindigkeit zunehmen miite — in JIN] A
diesem Bereich von R mit zunehmender »
Geschwindigkeit sogar abnimmt. Tragt -
man fiir einen Zylinder von z. B. 30 cm | A

=N

Durchmesser den auf ein Stiick von 100cm 10 20 30

5 ; P n(Mysec)
Linge entfallenden Widerstand abhingig

. . . . Abb. 60. Widerstandsabnahme eines

von der Geschwindigkeit der anstrémen-  Kreiszylinders bei Zunahme der Ge-

den Luft auf (Abb. 60), so erkennt sChWinﬁgﬁfd;ﬁﬁbﬁﬁe&gmiscnen
man, wie der Widerstand des 1 m C. Wieselsberger).
langen Zylinderstiickes von 4 kg bei 15 m/s Windgeschwindigkeit
auf etwa 2,5 kg fillt, obwohl die Geschwindigkeit auf etwa 20 m/s
zunimmt.

Diese zuerst von G. Constanzi3 (bei Kugeln in Wasser) und
G. Eiffel* (bei Kugeln in Luft) beobachtete Tatsache, die durch

1 Relf, E. F.: Discussion of the Results of Measurements of the Resistance
of Wires. R. a. M. 1913/14, S. 47.

2 Lamb, H.: On the Uniforme Motion of a Sphere through a Viscous
Fluid. Phil. Mag. Bd. 21, S. 120. 1911.

3 Constanzi, G.: Alcune esperienze di idrodinamica; Rendiconti della
esperienze e studi nello stab. di esp. e constr. aeronautiche del genio Bd. 2,
S. 169. Roma 1912.

1 Eiffel, G.: Sur la résistance des sphéres dans I’air en mouvement.
Comptes Rendus Bd. 155, 8. 1597. 1912.

Tietjens, Hydromechanik II. 8
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L. Prandtl! ihre Bestétigung und Erklirung fand, hingt damit
zusammen, daB beim Uberschreiten einer gewissen Geschwindigkeit
und somit einer bestimmten Reynoldsschen Zahl der Strémungs-
vorgang in der Grenzschicht am vorderen Teil des Kérpers sich wesent-
lich #ndert. Wahrend unterhalb dieser sogenannten kritischen Rey-
noldsschen Zahl die Stréomung in der Grenzschicht eine gleichméBige
sogenannte laminare (vgl. Nr.53) war, geht sie beim Uberschreiten
dieser Reynoldsschen Zahl plétzlich in eine wirblige, in eine turbulente
Stromung tiber.

Wie eine nahere Untersuchung zeigt, miissen wir uns die Wirkung
des Turbulentwerdens der Strémung in der Grenzschicht beim Uber-
schreiten der kritischen Reynoldsschen Zahl so vorstellen, daf durch
die Wirbelchen der turbulent gewordenen Strémung in der Grenz-
schicht immer etwas Flissigkeit aus dem keilartigen Totwassergebiet
an der Ablosungsstelle fortgespiilt wird, so daB sich die Strémung
wieder anlegt und somit die Ablosungsstelle weiter nach hinten riickt;
dies hat eine Verkleinerung des gesamten wirbligen Totwassergebietes
hinter dem Korper zur Folge. Da nun aber bei der Bewegung eines
Korpers in einer Flissigkeit die zu iiberwindende Widerstandsarbeit
(soweit der Druckwiderstand in Frage kommt) in der kinetischen
Energie der Wirbel im Totwassergebiet des Korpers sich wiederfindet,
so bedeutet eine Verkleinerung dieses Gebietes eine Abnahme des
Widerstandes.

Dabei ist es, wie spezielle Untersuchungen? gezeigt haben —
wenigstens fiir den Fall abgerundeter Korper (ohne scharfe Kanten) —
von wesentlicher Bedeutung, welche Befestigungs- und Aufhinge-
vorrichtung des Koérpers im kiinstlichen Luftstrom gewéhlt wurde,
und in welchem Grade die anstromende Luft turbulent ist. Sorgt man
durch eine geeignete Befestigung dafiir, dal die Strémung in der Grenz-
schicht in keiner Weise — auch nicht durch sehr diinne Befestigungs-
drahte am Korper — gestoért wird (der Korper wird zu dem Zweck
am besten durch einen ganz im Wirbelgebiet des Koérpers befindlichen
Stiel gehalten), so kann man eine betrichtliche Widerstandsvermin-
derung im iiberkritischen Gebiet erzielen, ohne daBl dadurch die kritische
Reynoldssche Zahl wesentlich beeinflullit wird. Macht man anderseits
den ankommenden Luftstrom besonders turbulent, z. B. durch Vor-
schalten eines Drahtsiebes oder einzelner Drihte, oder beeinflut man
die Stromung in der Grenzschicht in gréberer Weise durch Umlegen
eines wenn auch nur diinnen Drahtringes um den Kérper (Prandtl-

1 Prandtl, L.: Der Luftwiderstand von Kugeln. Nachr. Ges. Wiss. Gottingen,
Math.-physik. KI1. 1914.

2 Flachsbarth, O.: Neue Untersuchungen iiber den Luftwiderstand von
Kugeln. Physik. Z. Bd. 28, S. 461. 1927.
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Wieselsberger?), so erhilt man den Umschwung des einen Wider-
standsgesetzes in das andere bereits bei bedeutend kleineren Rey-
noldsschen Zahlen. Man kénnte — einem Vorschlag von L. Prandtl
folgend — die fiir eine Kugel von glatter Oberflichenbeschaffenheit
und wohldefinierter Aufhingevorrichtung erreichte kritische Zahl ge-
radezu als MaB fir die Gleichmé#Bigkeit und Turbulenzfreiheit der
anstrémenden Luft gelten lassen.

72. Die Widerstandskurve fiir den endlich langen Zylinder, die Kugel
und strebenformige Korper. Auler der Widerstandskurve des unendlich
langen Zylinders(1:00) 472¢
enthélt Abb. 59 noch 7)0\
diejenige fiir einen ‘ \
Zylinder mit dem —o—
Verhiltnis von Durch-
messer zur Linge wie 4¢
1:5. Statt der ebenen 4,
Strémung haben wir

beim endlichen Zy- ¢ 47 62 63 0% 05 66 47 08 09 E"”

linder eine dreidimen- ii

sionale, was sich Abb. 61. Abhingigkeit der Widerstandszahl vom Verhiltnis

hauptsichlich in einer Zylinderdurchmesser zu Zylinderlinge; % . R="% 10,
v

betrachtlichen Ernied-

rigung der Widerstandszahlen geltend macht. In welchem MaBe
das Verhiltnis von Durchmesser (d) zur Lange (I) die Widerstands-
zahl beeinflut, ergibt sich (fiir die Reynoldssche Zahl von 8,8-10%)
aus Abb. 61. Man erkennt, dafl die Widerstandszahl eines Zylinders,

dessen Lange gleich dem Durchmesser (% = )ist, fast nur halb so

groB ist wie dieWiderstandszahl des unendlich langen Zylinders (ili = >

Diese Erscheinung, die auch bei anderen Korpern (z. B. bei Platten
von verschiedenen Seitenverhiltnissen) beobachtet wird, ist darauf
zuriickzufithren, daBl bei der rdumlichen Strémung tber die Grund-
flichen des Zylinders hinweg Fliissigkeit in das Unterdruckgebiet
direkt hinter dem Zylinder fliefen kann, wodurch die Druckverteilung
im Sinne eines geringeren Druckwiderstandes verdndert wird. Die
relativ geringere Wirkung dieser seitlichen ,,Beliiftung® auf das Strom-
linienbild und damit auf das Druckfeld bei sehr langen Zylindern
gegeniiber verhaltnismafig kurzen kommt in Abb. 61 dadurch zum
Ausdruck, daB die Widerstandszahl sehr langer Zylinder sich der-
jenigen der zweidimensionalen Stromung mehr und mehr nahert.

1 Wieselsberger, C.: Der Luftwiderstand von Kugeln. Z.F.M. Bd. 5,
S. 140. 1914.
g*
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Abb. 62 zeigt die Widerstandskurve fir die Kugel und fir die
senkrecht zur Stromung befindliche Scheibe von kreisformigem Um-
riB. Die einzelnen MeBpunkte sind nicht in die Kurven eingetragen,
doch ist auch hier das Ahnlichkeitsgesetz gut bestatigt, insofern als
die MeBpunkte fir die verschieden groBen Kugeln und Scheiben auf
einer Kurve liegen und sich auch hier zum Teil iiberdecken. Fiir kleine
Reynoldssche Zahlen ist zum Vergleich die sich nach der Stokesschen
bzw. nach der verbesserten Oseenschen Theorie ergebende Widerstands-
kurve eingetragen.

Abb. 63 zeigt die Kurven ¢ = f(R) fiir eine Anzahl von Rotations-
korpern verschiedener Schlankheit. Die obersten beiden Kurven be-
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Abb. 62. Abhangigkeit der Widerstandszahl von der Reynoldsschen Zahl.
o fiir die Kugel, b fiir die kreisformige Scheibe (nach C. Wieselsberger).

ziehen sich auf ein Rotationsellipsoid vom Achsenverhiltnis 1:0,75
(kleine Achse parallel zur Stromung); die dann folgenden, mit (a)
bezeichneten Kurven beziehen sich auf die Kugel; die nichst unteren
auf ein Rotationsellipsoid vom Achsenverhéltnis 1:1,33 (groBe Achse
parallel zur Stromung). Die darauf folgenden Kurven beziehen sich
auf ein ebensolches Ellipsoid vom Achsenverhiltnis 1:1,8; die mit (b)
bezeichneten Kurven sind die Widerstandszahlen fiir ein Ballonmodell.
Man sieht, daB der Ubergang von der hohen (unterkritischen) Wider-
standszahl zur niedrigen (iiberkritischen) um so weniger ausgeprigt

und plotzlich erfolgt, je schlanker der Kérper und je turbulenter die
anstromende Luft ist.
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73. Widerstand in Fliissigkeiten mit freier Oberfliiche; Wellen-
widerstand. Haben wir es mit solchen Strémungsformen zu tun, bei
denen zwei nicht mischbare Fliissigkeiten von verschiedener Dichte
iibereinander geschichtet sind, wobei der sich bewegende Kérper in
beide Fliissigkeiten eintaucht, so tritt zu den bisher behandelten Er-
scheinungen noch die der Wellenbildung hinzu. Dieser Fall hat groBe
praktische Bedeutung fiir den Widerstand von Schiffen. Hier be-
findet sich der Schiffskérper zugleich in Wasser und Luft. Der auf
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Abb. 63. ¢ =f(R) fiir rotationssymmetrische Korper verschiedener Schlankheit; ausgezogene
Kurven fiir gleichformigen Windstrom, gestrichelte Kurven fiir turbulenten Windstrom.

den Luftwiderstand entfallende Anteil ist dabei im allgemeinen so
klein, da8 man ihn zu vernachlissigen pflegt (natiirlich nicht bei
Segelschiffen !).

Soweit sich der Widerstand aus dem Reibungswiderstand des Wassers
an der Oberfliche des Schiffskérpers sowie aus dem Druckwiderstand
im Wasser zusammensetzt, ist nach dem Vorhergehenden Wesent-
liches nicht hinzuzufiigen. Als neue Erscheinung treten jedoch schon
bei miBig groflen Geschwindigkeiten an der freien Oberfliche Wellen
auf, die einen weiteren, einen dritten Beitrag zum Gesamtwiderstand
ergeben. Dieser sogenannte Wellenwiderstand ist dadurch bedingt, daB
die an der Schiffswandung durch die hier herrschenden Druckdifferenzen
hervorgerufenen Hebungen und Senkungen sich vom Schiff selbstandig
als Wellen fortbewegen und dadurch ein gewisser Energiebetrag
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als Wellenenergie in die Ferne getragen wird. Die Frage nach der Grof3e
des Wellenwiderstandes ist also die nach dem Energiestrom, der von
den Wellen durch eine mit dem Schiff verbundene Kontrollfliche
hindurchgetragen wird. Die Geschwindigkeit nun, mit der die vom
Schiff aufgebrachte Energie zur dauernden Erzeugung von Wellen mit
den Wellen gleichsam fortstrémt, ist nicht die Phasengeschwindigkeit
der Wellen, sondern deren Gruppengeschwindigkeit, d.h.die Ge-
schwindigkeit, mit der eine Wellengruppe, bei der vor und hinter der-
selben die Wasseroberfliche in Ruhe ist, sich fortbewegt.

Im allseitig ausgedehnten sehr tiefen Wasser (im Gegensatz zum
Kanal) wird das Schiff von zwei verschiedenen Wellensystemen be-
gleitet: von Querwellen, deren Wellenkdmme fast senkrecht zur Fahrt-
richtung des Schiffes stehen und von einem System divergierender
Wellen (etwa 40° Zentriwinkel), und zwar werden sowohl am Bug wie
am Heck des Schiffes diese Wellensysteme dauernd von neuem er-
zeugt. Je nach der Lénge des Schiffes und seiner Geschwindigkeit
kénnen die Querwellen des Bugs und des Hecks mehr oder weniger
interferieren, was fiir den Fall einer dadurch verursachten Abschwéichung
dieser Wellen eine Abnahme und fiir den Fall einer Verstarkung der-
selben eine Zunahme des Wellenwiderstandes bedingt. Die Gruppen-
geschwindigkeit dieser Wellensysteme ist gleich der halben Phasen-
geschwindigkeit; diese letztere stimmt mit der Schiffsgeschwindigkeit
iberein. Beginnt das Schiff aus der Ruhe heraus zu fahren, bedeckt
das Wellensystem jeweils den halben zuriickgelegten Weg.

Anders werden die Verhaltnisse, wenn das Schiff sich in einem
Kanal, den es der Breite nach fast ganz ausfiillt, oder in sehr seichtem
Wasser bewegt. Im ersten Fall verliert das System der divergierenden
Wellen an Bedeutung; es treten vielmehr nur Querwellen auf, deren
Gruppengeschwindigkeit wesentlich von der Geschwindigkeit des
Schiffes im Verhéltnis zur Geschwindigkeit der freien Kanalwellen
abhangt. Fir eine Schiffsgeschwindigkeit, die gleich oder grofer einer
gewissen kritischen Geschwindigkeit ist, wird die Gruppengeschwindig-
keit gleich der Phasengeschwindigkeit, d. h. die Wellenenergie bewegt
sich mit dem Schiff mit, geht also nicht verloren, was auf einen ver-
schwindenden Wellenwiderstand hinauskommt. Da nun aber die Ampli-
tude der Wellen ebenfalls eine Funktion der Schiffsgeschwindigkeit
ist derart, daB sie fiir die eben erwahnte kritische Geschwindigkeit
gerade ein Maximum darstellt, so wachst auch der Wellenwiderstand
bis zu einem Maximum, wenn sich die Schiffsgeschwindigkeit der
kritischen GréBe nihert, um beim Uberschreiten derselben plétzlich
fast auf Null herabzusinken!.

! Miiller, C. H.: Hydrodynamik des Schiffes. Encyklopiadie der Math.
Wissenschaften 1V, 3. Anhang zu Art. 22, S. 563.
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74. Das allgemeine Widerstandsgesetz. Da die Schiffswellen sich
unter der gleichzeitigen Wirkung von Triagheitskraften und der Erd-
schwere ausbilden, ergibt sich bei Vernachlissigung der Zahigkeit
nach Nr.5 mechanische Ahnlichkeit der Wellenbewegungen, wenn in
den zu vergleichenden Fillen auBer der geometrischen Ahnlichkeit des

Schiffskérpers die Froudesche Zahl F = % die gleiche ist (V die Ge-

schwindigkeit des Schiffes, I eine charakteristische Linge desselben,
z. B. die Schiffslinge, g die Erdbeschleunigung). Das bei einem Schiffs-
modell auftretende Wellensystem wird also dann demjenigen des
groBen Schiffes &hnlich sein, wenn sich die Geschwindigkeiten wie
die Wurzeln aus den Langen verhalten. Setzen wir auch den Wellen-
widerstand proportional der dargebotenen Fliche (F), der Dichte ()
der Flussigkeit sowie dem Quadrat der Geschwindigkeit (V), so braucht
der Proportionalitatsfaktor, d. h. die Widerstandszahl des Wellenwider-
standes bei geometrisch dhnlichen Koérpern nur dann die gleiche zu
sein, wenn auch die Froudesche Zahl dieselbe ist. Im allgemeinen ist
die Widerstandszahl somit eine Funktion der Froudeschen Zahl.

Wir konnen demnach unter Beriicksichtigung der in Nr. 67 ge-
fundenen Beziehung sagen, daBl die Widerstandszahl eines Korpers
in einer zadhen inkompressiblen Flissigkeit bei vorhandener freier
Oberfliche eine Funktion der Reynoldsschen und der Froudeschen
Zahl (oder deren Wurzel) ist:

w-l w
=15 )

Der Vollstandigkeit halber wollen wir an dieser Stelle noch er-
wihnen, daf fiir den Fall, daBl die Kompressibilitit der groSen auf-
tretenden Geschwindigkeiten wegen nicht vernachlassigt werden darf,
als dritte wesentliche GroBe das Verhiltnis der Geschwindigkeit an
ahnlich gelegenen Punkten zu der Schallgeschwindigkeit der ungestérten

Fliissigkeit ¢ — ]/Z—Z auftritt.
Wenn Tragheit, Zahigkeit, Schwere und Kompressibilitit zusammen-
wirken, haben wir also fiir den Widerstand eines Kérpers den Ausdruck?:
. 2
W:f(,w_l’ » B\ pe
v Vig c 2
Schon wenn zwei der dimensionslosen GréBen in Betracht kommen,
ist eine mechanische Ahnlichkeit bei Verwendung derselben Fliissigkeit
prinzipiell nicht mehr méglich, da nicht zwei der Dimensionslosen
zugleich konstant sein kénnen, wenn ! geéindert wird. Wie wir im

1 Kavitation, Kapillaritdit sowie Wirmeleitung sind in diesem Ausdrucke
fiir den Widerstand noch nicht beriicksichtigt.
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XIII. Kapitel des ersten Bandes naher ausfithrten, kénnen wir in allen

Fillen, in denen (%)2 klein gegen 1 ist, die Zusammendriickbarkeit
vernachlissigen. '

Was den Schiffswiderstand anbetrifft, so spielt der Reibungs-
widerstand gegeniiber dem Druck- und Wellenwiderstand eine weniger
wichtige Rolle, da er nur wenig von der Gestalt des Schiffes ab-
hangt. Man pflegt deshalb bei den Modellversuchen gewohnlich die
Froudesche Ahnlichkeitsregel anzuwenden. Der Reibungswiderstand
wird durch besondere Versuche festgestellt und von dem am Schiffs-
modell gemessenen Widerstand sinngemé&f subtrahiert. Der so er-
haltene Rest wird nach der Froudeschen Ahnlichkeit auf das groBe
Schiff umgerechnet und der Reibungswiderstand des Schiffes nach
der dafiir in Betracht kommenden Formel addiert. Dieses Verfahren
stammt von Froude und ist in den Schiffsbauversuchsanstalten all-
gemein iiblich. Neuerdings hat Telfer! ein abgeidndertes Verfahren
vorgeschlagen.

v6. Widerstand bei Potentialstromung. Es mag vorweggenommen
werden, dal eine Theorie des Widerstandes von bewegten Korpern in
Flussigkeiten oder Gasen, die auch nur einigermaBlen die wirklichen
Stromungsvorgénge richtig wiedergidbe, und durch die man die Grofle
des Widerstandes rein rechnerisch bestimmen koénnte, bis jetzt nicht
vorhanden ist2. Die Differentialgleichungen der reibenden Flussigkeiten
filhren auf mathematische Schwierigkeiten, die zu iiberwinden man
bislang noch weit entfernt ist.

So hat man sich denn zunéchst dem wesentlich einfacheren Problem
der Bewegung fester Korper in reibungslosen Flissigkeiten (in-
kompressibel und homogen) zugewandt und mit viel Scharfsinn und
ausgiebigem mathematischem Riistzeug die Integration der Bewegungs-
gleichungen fiur diesen Fall versucht. Aber gerade hier ist es im all-
gemeinen nicht angingig, die Zahigkeit — und sei sie noch so gering —
vollstandig zu vernachlissigen. Wir wiesen auf diesen Umstand bereits
in Nr.1 und 52 hin.

Abgesehen davon, daBl der theoretischen Behandlung der Um-
strémung von bewegten Koérpern unter Annahme einer absolut reibungs-
losen Fliissigkeit in der einschligigen Literatur ein breiter Raum ge-
widmet ist3, gehen wir auch aus dem Grunde nicht ndher auf diese
Untersuchungen ein, weil sie — obwohl ein an sich interessantes An-

1 Telfer, E.V.: Frictional resistance and Ship resistance Similarity. Vor-
trag gehalten vor der North East Coast Institution of Engineers and Ship-
builders, Nov. 1928. London 1929.

2 Abgesehen von dem Grenzfall der schleichenden Bewegung, R < 1 (Nr. 81).

3 Lamb, H.: Lehrbuch der Hydrodynamik, nach der 5. englischen Auflage
iibersetzt von E. Helly. Leipzig 1931.
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wendungsgebiet der mathematischen Analysis — fiir die Kenntnis der
wirklich eintretenden und beobachteten Flissigkeitsbewegungen (bis
auf wenige Ausnahmen) keinen Beitrag liefern.

76. Der Widerstand der Kugel verschwindet bei gleichférmiger
Potentialstromung. Nur auf einen Spezialfall wollen wir, da seine Be-
handlung sich als besonders einfach zeigt, niher eingehen: auf den
Widerstand einer Kugel. Unter Verwendung der Methoden der Quellen
und Senken kénnen wir nach Nr.70 des ersten Bandes fir das Ge-
schwindigkeitspotential einer Kugel vom Radius r,, die sich in ruhender
Flussigkeit mit der ungleichférmigen Ge-
schwindigkeit a bewegt, schreiben:

1 7
@zgar—gcosw.

Da bei einer reibungslosen Fliissigkeit eine
Einwirkung auf den bewegten Koérper nur
durch Druck auf die Oberflaiche des Kor-
pers erfolgen kann, haben wir als Ausdruck
fiir den Widerstand, d. h. fiir die Kraft ent-
gegen der Bewegungsrichtung (¢ = 0), des in der Flissigkeit fortschrei-
tenden Korpers (vgl. Abb. 64)

N
]
V
i
i
i
1l
1
i
1
i
|

Abb. 64.

27
W= f2nrosin p-rodp-pcosg.
0

Da es sich hier um einen nicht stationiren Strémungsvorgang
handeln soll, haben wir den Druck p der allgemeinen Bernoullischen
Gleichung (8. 129 des I. Bandes) zu entnehmen, die unter Beriicksich-
tigung, daBl die Dichte konstant ist und die Schwerewirkung sich
durch den hydrostatischen Auftrieb heraushebt, lautet:

oD tp? P

W —2— i ? = konst.

Die Konstante ist hier von der Zeit unabhiingig, da wir eine unendlich
ausgedehnte Flissigkeit annehmen, in der weit entfernt von der Kugel
der Druck konstant bleibt.

Der Ausdruck %? bezieht sich auf einen festen Raumpunkt, wihrend

r von einem bewegten System aus zu rechnen ist. Wir haben also fiir
die zeitliche Anderung des Geschwindigkeitspotentials @ in einem
relativ zur Flissigkeit im Unendlichen ruhenden Bezugssystem zu
setzen (die z-Richtung wird so gewiahlt, daB sie mit der Richtung
von ¢ zusammenfallt):

o0 | 00
ot* v

(8t* bedeutet Differentiation in einem mitbewegten System), oder mit
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Z = 1rCcos @
( @ _ 9P )
az +a COs @ 0(})31 ®);
die Differentiation ausgefithrt, ergibt:
1 7§ da 1
g2 20 — —gin?
5y 51 COSP — & <cos @ — 5 sin (p)

Unter Beriicksichtigung, daB

o (52 + (5] = oy i)

ist, erhilt man also fir 2

2 2 1 e
a rﬁ(cos @ + 7 S (p).
Die Konstante ist nichts anderes als der Druck im Unendlichen, dividiert

durch die Dichte, %, wie man erkennt, wenn man 7 nach Unendlich

konvergieren 1at.

Fiir Punkte auf der Kugeloberfliche, d. h. fiir » = r,, ergibt sich
nach einiger Umformung schlieflich
1 Oa 1
%: r(,atcosgv—l—ma cos2¢ — a2 %

Diesen Ausdruck fir p in die obige Formel fiir den Widerstand ein-
gesetzt, ergibt — da die Integrale iiber die 3 letzten Glieder identisch
gleich Null sind —

, 2 Ja
W=Zmg 8= 5t
Bewegt sich die Kugel mit konstanter Geschwindigkeit, d. h. 1st - =0,

8o ist hiermit der schon mehrfach erwidhnte Satz bewiesen, daB eine
Kugel, die sich mit gleichférmiger Geschwindigkeit geradlinig in einer
reibungslosen Fliissigkeit bewegt, bei dieser Bewegung keinen Wider-
stand erfihrt. Dabei ist zu erwéhnen, dal die einzelnen Fliissigkeits-
teilchen, die von der Kugel bei ihrer Bewegung beiseite gedrangt werden,
schlieBlich nicht wieder ihre alte Lage einnehmen, denn die Bahnen
der einzelnen Teilchen sind nicht geschlossene Linien, sondern sich
iiberkreuzende Kurven nach Art der Abb. 651. Die Kugel 148t also
auer der voriibergehenden Wirkung, die in der Bahn der Kugel ge-

! Riecke, E.: Beitrige zur Hydrodynamik. Nachr. d. K. Ges. d. Wiss. zu
Gottingen, Math.-phys. Klasse 1888, S. 347.
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legenen Fliissigkeitsteilchen seitlich fortzuschieben, auch eine dauernde
Spur zuriick, die allerdings nur in groBer Nihe der Kugel betriichtlich ist.

77. Beschleunigungswiderstand. Fiir eine beschleunigte Bewegung
ergibt sich jedoch auch fiir eine Potentialstromung ein Widerstand.
Um eine Kugel in einer reibungslosen Fliissigkeit zu beschleunigen,
ist also nicht nur eine Kraft gleich dem Produkt aus Masse der Kugel
und ihrer Beschleunigung erforderlich, sondern es bedarf noch einer
zusitzlichen Kraft, die die Trigheit der von der Kugel in Bewegung

Abb. 65. Absolutbahnen bei der Bewegung einer Kugel in der idealen reibungslosen
Fliissigkeit (nach E. Riecke).

gesetzten Fliissigkeitsmassen iiberwindet. Aus der obigen Gleichung
fiir den Widerstand ergibt sich, da das Volumen der Kugel = -‘;—n 73 ist,

daB diese zusétzliche Kraft gleich dem Produkt aus der halben Masse
der von der Kugel verdringten Fliissigkeit und der Beschleunigung
der Kugel ist. Wir kénnen somit die Bewegung einer Kugel in einer
unendlich ausgedehnten idealen Fliissigkeit so behandeln, als ob die
Flussigkeit nicht vorhanden, die Masse der Kugel aber um die halbe
Masse der verdréngten Fliissigkeit vermehrt wire.

Je nach der Gestalt und Bewegung des Korpers ist der Betrag
und die Lage der scheinbaren MassenvergroBerung verschieden. Bei
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der zweidimensionalen Strémung um einen Kreiszylinder ergibt sich
als hinzuzufiigende Masse die volle Masse der vom Zylinder verdringten
Fliissigkeit. Auch fiir Zylinder von nicht kreisférmigen Querschnitten
148t sich die scheinbare Massenvermehrung berechnen.

Haben diese Betrachtungen gerade fiir die Kugel und den Kreis-
zylinder auch keine sehr grofie praktische Bedeutung, da hier die
Fliissigkeitsstromung in Wirklichkeit meist! wesentlich anders aussieht,
als sie sich nach der Theorie ergeben wiirde, so kénnen derartige Unter-
suchungen doch an Interesse gewinnen, wenn es sich um solche Kérper
handelt, deren Stromlinienbild nur wenig von dem der Potential-
stromung abweicht, z. B. bei luftschiffartigen Kérpern.

78. Anwendung des Impulssatzes. Der unter dem Namen ,,Dirich-
letsches Paradoxon‘ schon lange bekannte Satz vom verschwindenden
Widerstand einer Kugel bei gleichférmiger Bewegung in einer un-
endlich ausgedehnten idealen Flissigkeit 1aBt sich auch leicht mit
Hilfe des Impulssatzes auf beliebig geformte Koérper ausdehnen. Wiirde
nimlich der Korper bei seiner gleichférmigen Bewegung einen Wider-
stand erfahren, so miiite in der Fliissigkeit ein vom Koérper erzeugter
endlicher Impulszuwachs zuriickbleiben und dieser infolgedessen auch
in allen Kontrollflaichen (Nr.100 des ersten Bandes), die man um den
Korper legt, festzustellen sein. Nehmen wir an, da die Bewegung
aus der Ruhe erfolgt, und daBl die Fliissigkeit unendlich ausgedehnt
ist, so nimmt das Geschwindigkeitspotential der Strémung in geniigend

groer Entfernung vom Kérper wie —713 , d. h. die Geschwindigkeit wie

1 . o qs . .
+5» ab. Da wir ferner konstante Geschwindigkeit des Korpers voraus-

setzen, so dndert sich, da p von der GréBenordnung pa w ist, der Druck
ebenfalls wie .

Den bisher betrachteten nicht stationiren Stromungsvorgang konnen
wir dadurch stationidr machen, dafl wir der Flissigkeit und dem Koérper
eine Geschwindigkeit entgegengesetzt gleich der des Korpers erteilen.
Wir legen um den jetzt ruhenden Korper eine Kugel €, als Kontroll-
fliche und fragen nach dem Impulsstrom durch diese sowie nach dem

Druckintegral, genommen iiber @, entsprechend Nr.100 des ersten
Bandes:

@l 61
FaForww, + FpdF =B

Bilden wir denselben Ausdruck fiir weitere Kontrollflichen@,, €, .. .,
deren Radienr; <<r, <r,...sind, so nehmen beideIntegrale in geniigend
grofer Entfernung vom Korper dauernd ab, da die Geschwindigkeiten

! Fiir kleine Schwingungen (Wege klein gegen r,) ist die Potentialtheorie gut
bestatigt.
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o .. .1
und Drucke, soweit sie durch den Korper hervorgerufen werden, wie 5

abnehmen, die Kontrollflichen jedoch nur mit 72 wachsen. Fir lim r = oo
verschwinden beide Integrale, woraus zu schlieBen ist, dafl ihre Summe,
die von r unabhingig sein muf}, immer Null ist. Hiermit ist auch der
Satz bewiesen, dafl ein Kérper bei gleichférmiger Bewegung in einer
unendlich ausgedehnten idealen Fliissigkeit keine Kraftwirkung erleidet.

Zu bemerken ist, daB dieser Beweis eine unendlich ausgedehnte
Flussigkeit und nur einen einzigen festen Korper voraussetzt, da es
sonst nicht méglich ist, déen Grenziibergang zu lim r = o0 zu machen.
Darauf, daBl eine Kraftwirkung zwischen mehreren bewegten Korpern
oder auch zwischen einem Kérper und einer Wand auch bei reibungs-

loser Flissigkeit tatséchlich

auftritt, werden wir gleich noch
kurz eingehen; bemerken wol-
len wir hier nur noch, daB auch
nach dem Energiesatz kein
Widerstand auftretenkann, da
die Energie nicht zerstreut
wird, sondern um den Kérper
konzentriert bleibt, es seidenn,
daf} freie Oberflichen vorhan-
den sind, so dafl — wie wir in

—— (V) ——=

Nr. 73 gesehen haben — eine
Energiezerstreuung durch die
sich vom Kérper fortbewegen-
den Wellen eintritt.

79. Gegenseitige Kraftwir-

Abb. 66. Potentialstromung um zwei Kugeln, bei der
die Verbindungslinie der Mittelpunkte senkrecht zur
Stromung ist; zwischen den Kugeln dringen sich die
Stromlinien etwas mehr zusammen als an den ent-
sprechenden Punkten an den AuBenseiten der beiden
Kugeln. Hier ist die Geschwindigkeit gréoBer und daher
der Druckalso kleiner als an denentsprechenden Auen-
punkten, d.h. die Kugeln ziehen sich scheinbar an.

kung mehrerer in einer Fliissig -

keit bewegter Korper. Der schon erwihnte Fall, dafl sich mehrere Kor-
per in einer reibungslosen Fliissigkeit bewegen, ergibt eine wenn auch in
den meisten Fallen sehr geringe gegenseitige Kraftwirkung. Betrachten wir
z. B. eine Potentialstrémung um zwei Kugeln, deren Verbindungsgerade
senkrecht zur Anstromungsrichtung liegt (Abb. 66), so dringen sich
die Stromlinien in dem Raum zwischen den Kugeln niher zusammen
als an den entsprechenden Stellen auBlerhalb. Die Geschwindigkeit
zwischen den Kugeln ist also gréBer und nach der Bernoullischen
Gleichung der Druck hier kleiner als aulen. Die Kugeln werden somit
durch den groferen &duBeren Druck zusammengetrieben, was den An-
schein erweckt, als ob die Kugeln sich gegenseitig anziehen. Befinden
sich zwei Kugeln hintereinander, so dal ihre Verbindungslinie in die
Richtung der Anstromungsgeschwindigkeit fallt (Abb. 67), so ist der
Abstand benachbarter Stromlinien in dem Zwischenraum zwischen den
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Kugeln und damit auch der Druck gréBer, was eine scheinbare Ab-
stoBung der Kugeln voneinander zur Folge hat. Die hier auftretenden
Krifte sind allerdings sehr gering, sie sind umgekebrt proportional
der vierten Potenz der Entfernung. Denkt man sich in der Symmetrie-
ebene der Stromung in Abb. 66 eine feste unendlich diinne Wand, so
wird das Strémungsbild offenbar nicht dadurch beeinflult, so daf
eine in einer idealen Fliissigkeit bewegte Kugel von einer benachbarten
Wand scheinbar angezogen wird.

80. Widerstand bei unstetiger Potentialstromung. Die offensichtliche
Unstimmigkeit der Potentialtheorie, angewandt auf die Flissigkeits-
bewegung um gleichférmig bewegte Korper, mit den beobachteten
Stromungserscheinungen, fithrte bald dazu, andere Wege einzuschlagen, -
um, wenn auch nicht die Einzelheiten der Strémung, so doch wenigstens
den nicht wegzuleugnenden
Widerstand zu erkliaren und
wenn moglich zu berechnen.
Mit der eigentlichen Ursache
des hydrodynamischen Wi- -
derstandes, der inneren Rei-
bung der Fliussigkeit, die —
wie wir in Nr. 65 gesehen

Abb. 67, Potentialstromung um zwei Kugeln, deren Ver- .
bindungslinie parallel zur Stromung ist. Zwischen den haben — den Widerstand erst

uken homont iy, cowas wosorer Drick ot an don - bedings, setzte man sich nicht
Kugeln. Die Kugeln stoBen sich daher scheinbar ab. guseinander. Die Schwierig-

keiten der Integration derall-
gemeinen Gleichung der zahen Fliissigkeit schienen uniiberwindlich,
und sie sind es in der Allgemeinheit, an die man seinerzeit dachte,
auch heute noch.

Man versuchte vielmehr zum Ziele zu gelangen, indem man —
eine ideale Fliissigkeit auch weiterhin voraussetzend — gewisse Un-
stetigkeiten im Geschwindigkeitsfeld des Bewegungsvorganges zulieS,
wie man sie z. B. auch bei der Ausbildung eines Strahles aus einer
Offnung beobachtete.

Auch folgende Uberlegung schien fiir die Berechtigung der Annahme
von Unstetigkeitsflichen, in denen die Geschwindigkeit sich sprungweise
andert (vgl. Nr. 92 des I. Bandes) zu sprechen. Denken wir uns einen un-
endlich langen Kreiszylinder mit der gleichformigen Geschwindigkeit u
senkrecht zu seiner Achse bewegt (zweidimensionale Stromung), so haben
wir an den zwei Punkten P, und P, des Querschnittkreises, die zu
den beiden Staupunkten symmetrisch liegen, die Geschwindigkeit 2 u.
Damit nun der Druck an diesen Stellen nicht negativ wird, was aus
physikalischen Griinden nicht angiingig ist, muB nach der Bernoullischen

Gleichung der Druck im Unendlichen mindestens den Wert —‘z—gu2 er-
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reichen bzw. iiberschreiten!. Nehmen wir statt des XKreiszylinders
einen Zylinder von elliptischem Querschnitt, dessen groBe Achse sich
senkrecht zur Anstrémungsrichtung befindet, so nehmen die Ge-
schwindigkeiten an den P; und P, entsprechenden Punkten zu, und
zwar um so mehr, je kleiner die kleine Achse der Ellipse wird. Man
konnte daher durch keine Steigerung des Druckbetrages im Unend-
lichen schlieBlich verhindern, daB negative Drucke auftreten, wenn man
die Kriitmmungsradien an den Punkten P, und P, geniigend klein wahlen
wiirde. LaBt man die Ellipse in eine Gerade senkrecht zur Anstromungs-
richtung iibergehen, so, wiirden in jedem Fall die Umstromungs-
geschwindigkeiten an den Kanten und damit der Unterdruck alle
Grenzen iiberschreiten.

Diese Schwierigkeiten, die also darin liegen, da mit den Methoden
der stetigen Potentialstromung in gewissen Fillen die physikalische
Druckbedingung nicht erfillt werden kann, wurden erstmalig von
Helmholtz?2 dadurch umgangen, daf er Trennungsflichen einfiihrte,
in denen die Geschwindigkeiten sich unstetig &ndern. Diese An-
nahme von Diskontinuitédtsflachen schien auch durch das Experiment
gerechtfertigt zu sein, insofern als tatséchlich ein Umstrémen von
scharfen oder wenig abgerundeten Kanten (z. B. bei der stationédren
Bewegung einer Platte) nicht beobachtet wird; vielmehr 16st sich die
Fliissigkeit von den Kanten ab, wobei der Korper bei seiner Bewegung
ein ,,Totwassergebiet** (wenn auch kein v6llig ruhendes) mit sich schleppt.
Eine richtige Erklirung derartiger Trennungsschichten ist jedoch erst
moglich bei Beachtung der Vorginge, die sich unter dem Einfluf der
Reibung in der Grenzschicht abspielen. Daf3 die Trennungsschichten
in Wirklichkeit nicht in reiner Entwicklung beobachtet werden kénnen,
hangt damit zusammen, daB sie gegen geringste Stérungen in hohem
MaBe labil sind.

Immerhin bedeuten die Methoden der Diskontinuitétsflichen gegen-
iber der Theorie der stetigen Potentialstromung einen Fortschritt,
insofern als die Rechnung einen Widerstand ergibt, der — in Uber-

1 Bezeichnet p, den Druck weit vom Kérper entfernt, wo wir die ungestorte
Geschwindigkeit » haben, und p’ den Druck an den beiden zu den Staupunkten
symmetrisch gelegenen Punkten am Zylinder, wo die Geschwindigkeit gleich 2 u
ist, so liefert die Bernoullische Gleichung

u? | py _ (2u) | P

st~ 2 T
also

, 3

P=Po—§9“-

2 Helmholtz, H.: Uber diskontinuierliche Fliissigkeitsbewegungen. Monats-
ber. d. Konigl. Akad. d. Wiss. zu Berlin 1868, S.215 oder: Zwei hydrodyna-
mische Abhandlungen. Ostwalds Klassiker Nr. 79.
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einstimmung mit dem Experiment — die richtige Abhingigkeit von
der dargebotenen Fliche, der Dichte der Fliissigkeit und dem Quadrat
der Geschwindigkeit wiedergibt. Die von Kirchhoff! (Nr.82 des
ersten Bandes) durchgefithrte Rechnung einer diskontinuierlichen Stré-
mung um eine Platte ergab allerdings eine Widerstandszahl, die be-

deutend zu klein ist. Wahrend er fir ¢ den Wert ——— = 0,88 fand,

+
liefert die Messung den Wert ¢ = 2,0.
Diese groBe Unstimmigkeit in den beiden Widerstandszahlen hat
ihren Grund darin, daB bei der wirklichen Flussigkeit im Totwasser-
gebiet ein Unterdruck herrscht, was — wie wir bereits in Nr. 82 des

ersten Bandes erwahnten — in der Kirchhoffschen Methode nicht
beriicksichtigt werden kann. AuBerdem weicht das ganze Stromlinien-
bild hinter der Platte wesentlich von dem theoretischen ab. Denn
(Abb. 68), so schlieBt sich in Wirklichkeit
die Stréomung bald wieder hinter der Platte
\ etwas zusammen, um sich mit den im all-
\\ Reibung der Fliissigkeit klingen dann diese
Abb. 65, Unstetige Potentlalstro- UnregelmaBigkeiten in der Ge{-}chW{ndl'gkelt
mung um eine senkrecht zur $tr6- mehr und mehr ab, so daB wir weit hinter
tisch wie Teile von zwei et was gegen- R .
einander versetzten Parabelisten. L lussigkeitsbewegung haben.

Eine wesentliche Einschrinkung der Me-
sind. Bei réumlichen Vorgingen, bei denen an Stelle der funktions-
theoretischen Methoden die allgemeinen potentialtheoretischen treten
miissen, bieten selbst rotationssymmetrische Vorginge schon betricht-

81. Das Stokessche Widerstandsgesetz. Bei sehr kleinen Reynoldsschen
Zahlen, wenn also die Trigheitskrifte gegeniiber den Zihigkeitskriften
sehr zuriicktreten, la8t sich dieallgemeine Differentialgleichung(Navier-
1869.

2 Jaffé: Unstetige und mehrdeutige Loésungen der hydrodynamischen
Gleichungen. Z. ang. Math. Mech. Bd. 1, S.398. 1921.

\

N

wahrend hier die Unstetigkeitsflichen un-
gemeinen unregelmaBigen Wirbeln des Tot-
mung gestellte Platte; die Unste-
thoden der diskontinuierlichen Flissigkeitsbewegungen liegt darin, daB
liche Schwierigkeiten. Ausfiihrliche Literaturangaben iiber diesen Gegen-
Stokes) niherungsweise unter Vernachlassigung der Triagheitskrifte

/ gefahr wie zwei Parabeldste sich ins Un-

endliche erstrecken (genauer wie zwei Pa-

/ rabelbogen mit etwas versetzten Scheiteln)

wassers zu vermischen. Infolge der inneren

tigkeitsflichen verlaufen asympto- der Platte nahezu wieder die ungestorte

sie fast lediglich auf zweidimensionale Bewegungsvorginge anwendbar
stand finden sich bei Jafféz2.

1 Kirchhoff, G.: Zur Theorie freier Fliissigkeitsstrahlen. Crelles J. Bd. 70. '
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integrieren. Bei diesen sogenannten schleichenden Bewegungen geht die
Differentialgleichung, wenn wir das Tragheitsglied
9%2 = Q(%? + mogradm>
vollkommen vernachldssigen, iiber in:
pnAw = grad p.
Diese Gleichung, in Verbindung mit der Kontinuitidtsgleichung
divip =0
unter Beriicksichtigung der Grenzbedingung des Haftens der Fliissig-
keit an den Beriithrungsflichen des umstréomten Kérpers, ist zuerst fir
die Kugel von Stokes! gelost worden. Er fand mit Hilfe der von
ihm eingefiihrten Stromfunktion, daf der Widerstand () einer Kugel
mit 7 als Radius, die sich mit einer Geschwindigkeit v in einer un-
begrenzten, inkompressiblen, zdhen Fliissigkeit unter dem Einfluf einer
konstanten Kraft bewegt, gleich
BW=6murio

ist. Eine einfache Ableitung des Stokesschen Gesetzes hat Kirchhoff?2
gegeben.

Nehmen wir als konstant wirkende Kraft die Schwerkraft (g) an,
d. h. betrachten wir die Bewegung einer fallenden Kugel in einer sehr
zahen Flissigkeit, so ist offenbar die Fallgeschwindigkeit der Kugel
konstant, sobald der Widerstand gleich dem Gewicht der Kugel in der
umgebenden Flissigkeit geworden ist. Bedeutet p, die Dichte der
Kugel und g die der Fliissigkeit, so ist dieser Zustand also erreicht, wenn

BW=6mprmw =§73n(el——9)g

ist. Man erhalt somit als Fallgeschwindigkeit

2 s 1
= 978 W
Diese Formel geht fiir Wassertropfchen in Luft — wenn die Lingen-

einheit in Zentimetern gemessen wird — iiber in:
|l =1,3-108,2.

Da das Stokessche Widerstandsgesetz entsprechend seiner Ableitung
als Naherungslosung nur Giiltigkeit besitzt fiir Stromungsvorginge bei
sehr kleinen Reynoldsschen Zahlen (etwa kleiner als R = wTr =0,5),
so ergibt sich daraus auch eine obere Grenze fiir den Radius fallender
Kugeln, iiber die hinaus der Stromungsvorgang nicht mehr durch
die Gleichung u At = grad p angendhert dargestellt wird. Fiir in Luft

1 Stokes, G. G.: Cambr. Phil. Trans. Bd. 8, 1845 und Bd. 9, 1851 oder:
Papers Bd. 1, S.75.
2 Kirchhoff, G.: Vorlesungen iiber mathem. Physik, 4, Aufl. Bd.1, S.378.1897.

Tietjens, Hydromechanik II. 9
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fallende Wassertropfchen kann eine schleichende Bewegung bis zu
einem Radius von etwa zzmm angenommen werden (entsprechend
einer Reynoldsschen Zahl von R = 0,43). Man erkennt, daB die durch
Stokes gefundene Losung der hydrodynamischen Gleichung sich wohl
auf die Bewegung von Nebeltropfchen — man denke z. B. an die experi-
mentelle Bestimmung der elektrischen Elementarladung von J.J.Thom-
son und H. A. Wilson — nicht aber mehr auf die von Regentropfen
anwenden lagt.

82. Experimentelle Bestitigung fiir Wasser; EinfluB der Gefi8-
wandung. Eine experimentelle Bestatigung des Stokesschen Gesetzes
ist von verschiedenen Seiten erbracht worden. Besonders zu erwihnen
sind die Arbeiten von Allen und Ladenburg sowie die Untersuchungen
von Arnold und Zeleny-McKeehan. Die Messungen von Lieb-
ster! beziehen sich vorwiegend auf Vorginge bei groSeren Rey-
noldsschen Zahlen (R von 0,2 bis etwa 500), die allerdings auch schon
von Arnold und Allen beriicksichtigt werden.

Allen? 1aBt aus sehr feinen Glaskapillaren kleine Luftblaschen
in Wasser <,u = 0,012 ——- omse k ; 120 C) bzw. in Anilin (x4 = 0,006; 12° C)
aufsteigen und vergleicht die gemessenen Geschwindigkeiten dieser
Bliaschen mit denjenigen, die sich aus der Stokesschen Formel er-
geben. Um darzutun, daB sich Gaskiigelchen hinsichtlich ihrer Be-
wegung in der gleichen Weise verhalten wie feste Kiigelchen, fiir die
Stokes sein Widerstandsgesetz abgeleitet hatte, bestimmte er auch
die Geschwindigkeiten von Paraffinkiigelchen in Wasser sowie von
Bernsteinkiigelchen in Anilin. Abb. 69 zeigt die MeBergebnisse um-
gerechnet auf dimensionslose GréBen: die Widerstandszahl

c—_ W __irimlen—e)g_ 8-981 r o1—p
2. 0 0 2. @ 2 3. w? e
ria 5w rim o w
wd

als Funktion von R = 5

Ladenburg3 stellte bei seinen Fallversuchen von Stahlkugeln in
venetianischem Terpentin:

Terpentin + Kolophonium <,u = 1300 "= 16° C)

den groBen EinfluB fest, den die Wainde des GefaBes auf den
Widerstand der fallenden Kugeln besitzen. So fand er z. B., daB3 der
Widerstand einer fallenden Kugel von 3 mm Durchmesser in einem

1 Liebster, H.: Uber den Widerstand von Kugeln. Ann. Phys. Bd. 82,
S. 541. 1927,

2 Allen, H. S.: The Motion of a Sphere in a Viscous Fluid. Phil. Mag.
Bd. 50, S.323. 1900.

3 Ladenburg, R.: Uber die innere Reibung ziher Fliissigkeiten und ihre
Abhingigkeit. vom Druck. Ann. Physik Bd. 22, S.287. 1907.
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Gefal von 27 mm Durchmesser um 15% gréBer war als der Wider-
stand derselben Kugel in einem Gefil von 44 mm Durchmesser (R~ 10-5).

L s Rohrenradius .
Noch bei einem Verhiltnis von —=—-———— = 90 glaubt er eine
Kugelradius
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Widerstandserhohung durch den EinfluB der GefiBwinde feststellen

zu konnen. In jedem Falle waren die aus seinen Messungen nach dem

Stokesschen Gesetz berechneten Zihigkeitszahlen groBer als diejenigen,

wie sie sich nach dem Hagen-Poiseuilleschen Gesetz aus DurchfluB-

messungen ergeben (Nr. 20). Die Fallmethode von Kugeln 1Bt sich
g%

Abb. 69. Abhingigkeit der Widerstandszahl der Kugel von der Reynoldsschen Zahl, umgerechnet nach MeBergebnissen
von Arnold und Allen. Die nach Stokes und Oseen gerechneten Kurven sind ebenfalls eingetragen.
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somit zur Bestimmung der Zahigkeit von Fliissigkeiten nicht ohne
weiteres verwenden:

Die auf A. H. Lorentz! zuriickgehende Methode zur theore-
tischen Bestimmung des Wandeinflusses ist von Ladenburg —
wenigstens fiir den Fall des unendlich langen Rohres — ausgearbeitet
worden [vgl. auch WeyBenhoff2 S. 19]. Unter Beriicksichtigung
der aus dieser Theorie sich ergebenden Korrektur stimmen die nach
der Stokesschen Formel bestimmten Werte von y alle bis auf 1 % unter-
einander iiberein, sind jedoch immer etwa 3% gréfer als die nach
der DurchfluBmethode gewonnenen Werte. Als wahrscheinlicher Grund
hierfiir wird von Ladenburg der Einflufl des Deckels und des Bodens
der Gefifle angenommen.

Auch Arnold3 bestimmt nach dem Stokesschen Gesetz aus
den gemessenen Geschwindigkeiten fallender Kugeln verschiedener
Grofe die Zahigkeitszahl der Flissigkeit und stellt fest, von welchem
Kugeldurchmesser an die so bestimmte Zéhigkeitszahl von der nach
der Hagen-Poiseuilleschen Methode festgestellten abzuweichen beginnt.
Da auch er die Kiigelchen in Glasréhren fallen 148t, besteht die
Notwendigkeit, den Einflu der GefiBwandung auf den Widerstand
zu beriicksichtigen. Die nach der Ladenburgschen Formel durch-
gefithrte Korrektur ergibt sehr gute Resultate. Die aus verschiedenen
Metallen (besonders aus Rose-Metall, Schmelzpunkt 82° C) hergestellten
Kiigelchen wurden in Rapsél, dessen Temperatur auf 1/,,°C konstant
gehalten wurde, fallen gelassen. Abb. 69 zeigt die aus den Experimenten
berechnete Abhéngigkeit derWiderstandszahl von der Reynoldsschen Zahl.

83. Experimentelle Bestitigung fiir Gase. Wahrend die bisher an-
gefithrten experimentellen Arbeiten zur Bestdtigung des Stokesschen
Gesetzes sich auf tropfbare Flussigkeiten beschrianken, untersuchten
Zeleny und McKeehan? die Giiltigkeit dieses Gesetzes fiir Luft.
Es wurden sehr kleine (mittels eines Zerstdubungsverfahrens her-
gestellte) Kiigelchen aus Wachs, Paraffin und Quecksilber (bis 3:10~3 mm
Durchmesser) in einer Réhre von etwa 30 cm Lénge und 0,6 cm Durch-
messer fallen gelassen und die Fallzeit nach einem besonderen Ver-
fahren festgestellt. Die so bestimmte Geschwindigkeit stimmt mit der-
jenigen, die sich nach der Stokesschen Formel ergibt, im Durchschnitt
bis auf %% iiberein. Im Gegensatz zu diesen Untersuchungen stehen
analoge Versuche derselben Autoren mit mikroskopisch kleinen Sporen

1 Lorentz, A.H.: Abh. iiber theor. Physik Bd. 1, S.23. Leipzig 1907.

2 WeyBenhoff, J.: Betrachtungen iiber den Giiltigkeitsbereich der Stokes-
schen und Stokes-Cunninghamschen Formel. Ann. Physik (4), Bd. 62, S.1. 1920.

3 Arnold, H. D.: Limitations imposed by Slip and Inertia Terms upon Stokes’s
Law for the Motion of Spheres through Liquids. Phil. Mag. Bd. 22, S. 755. 1911.

4 Zeleny, John u. L. W. McKeehan: Die Endgeschwindigkeit des Falles
kleiner Kugeln in Luft. Phys. Z. Bd. 11, S.78. 1910.
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gewisser Pflanzen (Lykopodium 16-10~3 mm Durchmesser, Lokoperdon
2-10-3mm Durchmesser und Polytrichum 5-10-3 mm Durchmesser),
die simtlich im Vergleich mit der theoretischen Geschwindigkeit eine
um etwa 30 % zu geringe Fallgeschwindigkeit ergaben.

Die obere Grenze der Reynoldsschen Zahl, bis zu der wir von einer
schleichenden Bewegung sprechen kénnen und iber die hinaus sich
allmihlich mehr und mehr die Tragheitswirkungen geltend machen,
liegt nach den angefithrten Experimenten bei etwa 0,2 bis 0,5. Unter-
halb dieser Grenze wird somit der Widerstand hinreichend genau
durch die Stokessche Formel wiedergegeben. Werden jedoch die Di-
mensionen der Korper so gering, daf sie vergleichbar werden mit
der mittleren freien Weglinge der Molekiile der Flissigkeit bzw. des
Gases, so hért auch das Stokessche Gesetz (das unter Voraussetzung
eines Kontinuums abgeleitet wurde) auf, giltig zu sein. Cunning-
ham?! hat theoretisch und Millikan2? experimentell untersucht, in
welcher Weise sich die Stokessche Widerstandsformel &ndert, wenn
die Voraussetzung eines Kontinuums fallengelassen wird. Immerhin
liegt bei Gasen unter normalen Drucken und bei Fliissigkeiten die
untere Grenze des Stokesschen Gesetzes sehr tief, so daB Perrin3
z. B. noch bei Gummiguttkiigelchen von 104 mm in Luft die Giiltig-
keit des Stokesschen Widerstandsgesetzes bestétigen konnte. Einekritische
Betrachtung der unteren Grenze fiir die Stokessche Formel mit ausfiihr-
licher Literaturangabe findet sich bei E. Meyer und W. Gerlach®.

84. Verbesserung des Stokesschen Gesetzes durch Oseen. Obwohl die
Stromungsverhéltnisse in groBerer Ndahe des umstromten Korpers —
und daher auch der Widerstand — von der Stokesschen N&herungs-
theorie richtig wiedergegeben werden, hat Oseen® gezeigt, daB in grofer
Entfernung vom Kérper die Voraussetzung, da die Tragheitswirkungen
gegeniiber den Reibungswirkungen zu vernachlissigen sind, nicht

zutrifft. Denn vergleicht man die Grélenordnung der Tragheitsglieder,
z.B.ou gg, mit derjenigen der Reibungsglieder, z.B. udu (siehe S. 8)

und beachtet dabei, daB man bei der Stokesschen Losung in groferem
Abstand vom Koérper u gleich der Korpergeschwindigkeit w vermindert

um einen mit — proportionalen Betrag setzen kann; wo [ eine fiir den

1 Cunningham: Proc. Roy. Soc. (A) Bd. 83, S.357. 1910.

2 Millikan: Phys. Rev. April 1911.

3 Perrin, J.: La loi de Stokes et le mouvement brownien. Comptes Ren-
dus Bd.147, S.475. 1908.

4 Meyer, E. u. W. Gerlach: Uber die Giiltigkeit der Stokesschen Formel
und die Massenbestimmung ultramikroskopischer Partikel. Arbeiten a. d. Gebiet
d. Phys., Math. u. Chem. Festschrift fir Elster u. Geitel. Braunschweig 1915.

5 Oseen, C. W.: Uber die Stokessche Formel. Arkiv f. Math. Astr. och
Fysik Bd. 6, 1910; Bd. 7, 1911.
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Korper charakteristische Léange und r die Entfernung bedeutet, so er-
kennt man, dafl fiir geniigend grofe Entfernungen von der Kugel die

Tragheitskraifte (prop. ow? —é—) sogar groB3 gegeniiber den Reibungskriften

(prop. nw %) werden. Hier ist also die Voraussetzung der Stokes-

schen Theorie keineswegs erfiillt. Allerdings ist dabei zu beriicksichtigen,
daB zwar das Verhiltnis der Tragheitskrafte zu den Reibungskriften
mit wachsendem Abstand von der Kugel wichst, daf3 jedoch die Kréfte

selbst \'Wie ;1; bzw. 713— abnehmen. Erst dort also, wo die Kriafte und die

durch sie bedingte Flissigkeitsbewegung wegen ihrer Kleinheit keine
physikalische Bedeutung mehr besitzen, kommt die Oseensche Ver-
feinerung der Stokesschen Theorie zur Geltung. Insofern hat die Oseen-
sche Korrektion im wesentlichen ein theoretisches Interesse. Ob fiir
Reynoldssche Zahlen von der Grofenordnung 1 die von Oseen er-
rechnete Widerstandsformel besser als die Stokessche ist, ist an Hand
des zur Zeit vorliegenden Versuchsmaterials noch nicht entscheidbar.
Jedenfalls gibt die Oseensche Formel die Gréfenordnung der Abwei-
chungen vom Stokesschen Gesetz richtig wieder. Beim Kreiszylinder
ergab die Stokessche Rechnungsart iiberhaupt kein Resultat. Hier
lieferte erst die Oseensche Verbesserung eine Widerstandsformel. Die
Rechnung wurde von Lamb? durchgefiihrt.

85. Der Widerstand von Korpern in Fliissigkeiten sehr geringer
Zihigkeit. Wie wir gesehen haben, erstreckt sich das Stokessche Wider-
standsgesetz und die Verbesserung durch Oseen ausschliefllich auf
sogenannte schleichende Bewegungen, d. h. auf Strémungsvorgéinge bei
sehr kleinen Reynoldsschen Zahlen. Werden jedoch die Tragheitskrafte
im Innern der Flissigkeit von gleicher GroBenordnung wie die Zahig-
keitskréfte, so versagt die Theorie sehr bald. Immer uniibersichtlicher
werden dann die Verhiltnisse, wenn bei weiter zunehmenden Rey-
noldsschen Zahlen sich der Flissigkeitsstrom an gewissen Stellen vom
umstromten Korper loslost und unter Wirbelbildung scheinbar ganz
unregelmiBige Bewegungen hinter dem Korper ausfihrt.

In allen derartigen Fillen, wo es — wie hier — aussichtslos er-
scheint, die Einzelheiten der Stromung in ihrer Bedeutung fiir den
gesamten Vorgang zu erkennen, lassen sich héufig mit Vorteil die
Impuls- bzw. Energiesiitze anwenden, um wenigstens gewisse sum-
marische Aussagen zu erhalten. Zur Vorbereitung werden uns zunéchst
zwei Satze dienlich sein: der iiber den Widerstand eines Halbkorpers
und der itber den Impuls einer Quelle.

! Lamb, H.: On the uniform motion of a sphere through a viscous fluid.
Phil. Mag. Bd.21, S.120. 1911.
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86. Der Widerstand eines ,,Halbkirpers¢. Unter einem Halbkérper
wollen wir einen Kérper verstehen, der irgendwo in dem betrachteten
Gebiet anfingt, wihrend das Ende sich im Unendlichen befindet. Die
Beziehungen, die wir fiir einen solchen Halbkérper ableiten, sind dann
z. B. fiir das Vorderteil eines Luftschiffkérpers niherungsweise erfiillt,
wenn sich an dieses Vorderteil ein langes zylindrisches Stiick anschliefit
und das Hinterteil bereits so entfernt ist, daf es die Stromung um
das Vorderteil nicht mehr viel zu #ndern vermag. Der abzuleitende
Satz ist aber auch fiir eine Reihe von mehr grundsitzlichen Betrach-
tungen von Wert. Die Flissigkeit mag hier als véllig reibungslos an-
gesehen werden. Gefragt ist nach dem Druckwiderstand des Halb-
korpers in der Potentialstromung, der allerdings so lange unbestimmt
ist, als man nichts iiber den Druck an seiner Riickseite aussagt. Wir
wollen, um diese Unbestimmtheit zu beheben, festsetzen, daB der Halb-
kérper in geniigend grofler Entfernung vom Vorderende durch einen
Spalt unterbrochen werden soll, in dem sich der Druck der Umgebung
einstellt (Abb. 70), und wollen als ,,Druckwiderstand des Halbkérpers‘
die resultierende Kraft der

Druckunterschiede auf das e 7

Vorderteil bis zu dem Spalt !

ansehen. u; C ‘2 Y
Durch Annahmevon Quel- £ -

len kann man — vgl. Nr. 69 Z

des I. Bandes — Stromungen  Abb. 70. Strémung um einen nach einer Seite sich ins
um Halbkérper berechnen, —ion  Halbhoroer i Innorn Cines Fromirsiadam ™
und man koénnte also durch

Integration des Impulses und des Druckes iiber eine geniigend groBie
Kontrollfliche die Frage nach dem Druckwiderstand eines Halbkérpers
auf diese Weise beantworten.

Einfacher und bequemer erhalt man das Resultat jedoch durch
Anwendung eines Kunstgriffes. Wir untersuchen zu diesem Zweck den
Widerstand eines Halbkorpers in einem weiten Hohlzylinder, wobei
wie bisher Reibungslosigkeit vorausgesetzt bleibt (Abb. 70). Durch die
gestrichelte Linie sei die Kontrollfliche gekennzeichnet. Setzen wir
das Verhaltnis des Querschnittes (F,) des Halbkorpers zu demjenigen
des Rohres (F,) gleich «, also F.— oF

27 1:

so ergibt sich aus der Kontinuitit
Fruy= (Fy—F,) uy
oder Uy = (1 — ) uy.
Nach der Bernoullischen Gleichung erhélt man unter Benutzung der
letzten Gleichung

oui

P —Pe="5 [L—(1—a)?].
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Der Impulssatz liefert fiir den Widerstand des Korpers links vom
Spalt (in dem der Druck = p, ist) den Ausdruck
W =F,(pi— ps) + Froui — (F1— Fy) 0u}
oder bei Beriicksichtigung der Kontinuitat
W =F,(py— po) + Fr0us (ug — up)
und bei Benutzung des aus der Bernoullischen Gleichung abgeleiteten
Ausdruckes fiir p, — p,:

oud

W=F = l—1—a)2+2(1—a)2—1+a)]
oder W=FIQT"‘2"-oc2=F2@;‘§~oc
Die auf die Geschwindigkeit u, bezogene Widerstandsziffer ist also

FZ
:m:f

. LaBt man den Rohrquerschnitt ¥, iiber alle Grenzen wachsen,
80 konvei‘giert o im lim F; — co nach Null, d. h. der Widerstand eines
Halbkorpers in unbegrenz.-
ter Flissigkeit ist gleich
Null.

Eine anschauliche Er-
klarung dieser Tatsache er-
hilt man auch, wenn man
dierechnerisch oder experi-
mentell gewonnene Druck-
verteilung am vorderen Teil
von Halbkérpern betrach-
tet, sofern man nur dafir
sorgt, daB nicht durch
scharfe Kanten usw. Ab-
losung und Wirbelbildung
eintritt. Der vordere Teil
eines Halbkérpers erleidet,
solange die Stromlinien in

einiger Entfernung von der
Abb. 71 u. 72. Druckverteilung am vorderen Ende eines Kér berflich
rotationssymmetrischen zylindrischen Korpers. peroberilache gegen
diese konvex sind, Uber-
druck, wihrend weiter hinten, wo die Stromlinien seitlich dem Korper
ihre konkave Seite zukehren, ein Unterdruck besteht. Abb. 71 zeigt
die Stromlinien um einen Halbkérper sowie die dazugehérende Druck-
verteilung; in Abb. 72 sind die Uberdrucke bzw. Unterdrucke der
GroBe und Richtung nach aufgetragen. Die hier auftretenden Druck-
und Saugwirkungen halten sich gerade das Gleichgewicht.

Nimmt man hinter irgend einem angestrémten Korper ein Totwasser
an, das in groBerer Entfernung vom Koérper zylindrisch wird, also einem
konstanten Querschnitt zustrebt, so bildet dieses Totwasser mit dem
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Korper zusammen einen Halbkérper, und die Strémung am Korper -
Totwasser unterscheidet sich in nichts von der hier betrachteten Halb-
koérperstromung. Wir schlieBen hieraus, daB einem solchen Totwasser
ein Koérperwiderstand gleich Null entspricht. Daraus kann geschlossen
werden, daB3 ein Totwasser, das einem Widerstand entsprechen soll,
nicht zylindrisch sein kann, sondern einem unendlichen Querschnitt in
unendlicher Entfernung zustreben mufB}. Wie wir in Nr. 80 bereits aus-
fithrten, haben Helmholtz und Kirchhoff derartige (allerdings zwei-
dimensionale) Stromungsvorgdnge mit parabolisch sich erweiternden
Totwassergebieten untersucht und einen endlichen Widerstand erhalten.

87. Impuls einer Quelle!. Einem Halbkérper entspricht, wie mehr-
fach erwahnt, eine Quelle der Stromung (oder ein System von Quellen).
Ist %, die ungestorte Geschwindigkeit und F der Zylinderquerschnitt
des Halbkorpers, so ist die Gesamtergiebigkeit des Quellsystems
(sekundliches Volumen) @ = F-u,. Nimmt man statt des Halbkorpers
mit seiner bloB gedanklich vorhandenen Quelle eine wirkliche Quell-
strémung an, so flieBt also die Menge @ mehr ab als zuflieft. Es kommt
also, wenn man die Quelle in geniigender Entfernung mit einer Kon-
trollfliche umgibt, durch den Quellstrom zu der Halbkérperstromung
noch ein Impuls pQu, = 0 Fu} hinzu, dem eine gleich groBe Kraft
im Sinne eines Vortriebs (negativen Widerstands) entspricht. Da der
Halbkorper sonst im ganzen keine Kraft erfahrt, bleibt also das Er-
gebnis der Quelle ein Vortrieb = pQu,.

Anmerkung. Man kann sich die Verhéltnisse in der Weise noch besser klar-
machen, daf man sich die vom Staupunkt ausgehende Stromlinienfliche als eine
feste diinne Schale vorstellt. Das Auflere bildet dann einfach die gewohnliche
Halbkérperstromung um die feste Schale. Die innere Stromung besteht aus der
Quelle und ihrem AbfluB (Abb. 73). Wir wissen nun, dal die Summe der von aulen

und innen auf die Schale ausge-
iibten Druckkrifte verschwinden

muB, da die Schale ja mit einer -___/____)—
freien Stromlinienfliche zusammen- E
fallt und ohne Anderung der Stro-

mung fortgelassen werden kénnte.

Anderseits ist auflen nach dem Halb- x
korpergesetz die Resultierende gleich —M
Null, also mul3 sie es innen auch

sein. Wir miissen daraus schlieBen, Abb. 73. Halbkorperstromung mit erzeugender
daB der Impuls o Qu, auch fiir jede Quelle.

im Innern der Schale gezogene Kon-

trollfliche vorhanden sein muB, die die Quelle umschlieBt (ob als eigentlicher Im-
puls oder als Druckintegral, ist dabei unwesentlich). Wir kénnen die Kontroll-
fliche auch um den Quellpunkt zusammenziehen und erhalten immer noch die
Vortriebskraft 0@ u, als Reaktion. In der Tat setzt sich ja an jedem Raumpunkt

und daher auch in unmittelbarer Nachbarschaft des Quellpunktes die Geschwin-
digkeit aus der Quellstrémung und der ungestorten Geschwindigkeit u, zusammen.

1 Nr. 87, 88 und 89 ist ein Originalbeitrag von L. Prandtl.
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Die Quellstromung fiir sich allein hat keinen Impuls, da sie sich symmetrisch
nach allen Seiten ausbreitet. Die Gesamtstromung hat aber einen Impuls dadurch,
daB jedes Teilchen bei seiner Erschaffung im Quellpunkt die Geschwindigkeit %,
mitbekommt, was einer hypothetischen Antriebskraft auf den Quellpunkt ent-
spricht, von der die von uns festgestellte Vortriebskraft die Gleichgewicht hal-
tende Reaktion darstellt.

Wir wollen nun den Satz vom Impuls einer Quelle in einer gleich-
formigen Strémung noch auf eine zweite Art beweisen, die uns auch
noch fir die nachfolgende Betrachtung {iber den Widerstand eines
Korpers niitzlich sein wird. Grundsétzlich ist jede Art von Kontroll-
fliche tauglich, eine konzentrische Kugel, zwei unendlich ausgedehnte
Ebenen vor und hinter der Quelle usw. Hier wollen wir nun einen
Zylinder wihlen, dessen Achse parallel der Strémungsrichtung im Un-
endlichen liegt. Der Zylinder sei durch zwei Basisflichen weit vor
und weit hinter der Quelle abgeschlossen. Wenn wir nun nach der
durch die Kontrollfliche hindurch in der Achsrichtung iibertragenen
Kraft fragen, so haben wir gemd8 den Erdrterungen von Bd. 1, Nr. 100
einmal das Integral der Druckkrifte und anderseits den Impulsflul
zu bilden. Die Drucke auf die Mantelfliche des Zylinders tragen nichts

zu der gesuchten Kraftrichtung bei, da

’% - sie senkrecht dazu stehen. Auf den Basis-
~. “o { \ flaichen haben wir einen Druckunter-

i { schied (Uberdruck vorn und Unterdruck

\ / hinten). Wenn wir uns jedoch vorneh-

Abb. 74. men, die Basisflichen ins Unendliche zu

riicken, so verschwinden diese Druck-
unterschiede (umgekehrt mit dem Quadrat der Entfernung von der
Quelle), so daB auch dieser Teil des Druckintegrals in der Grenze Null
wird®. Der Beitrag der Basisflichen zum Impuls verschwindet aus dem
gleichen Grunde in der Grenze. Es bleibt also der Impulsbeitrag der
Mantelflache, der nidher betrachtet werden muB. Durch die Wirkung
der Quellen tritt Fliissigkeit durch diesen Teil der Kontrollfliche nach
auBen. Betrachten wir in Abb. 74 zundchst zwei gleich grofle Flichen-
elemente, von denen eines ebensoweit vor der Quelle liegt, wie das
andere hinter ihr, so haben die durch das eine tretenden Fliissigkeits-
teilchen durch die Quellstrémung eine ebenso groBle Geschwindigkeits-
komponente in der Achsrichtung nach vorn wie die durch das andere
tretenden nach hinten. Daneben besitzen beide die Geschwindigkeits-
komponente u,; der Mittelwert der beiden Geschwindigkeitskompo-
nenten ist also = u,. Fassen wir alle durch die Mantelfliche tretenden

1 Man erkennt aus dem Vorstehenden, da der Beitrag der Basisflachen
nicht verschwinden wiirde, wenn der Zylinder geometrisch dhnlich vergroBert
wiirde, denn dann wiirde die Basisfliche proportional mit dem Quadrat der Ent-
fernung wachsen und das Druckintegral daher einem endlichen Grenzwert zustreben.
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Fliissigkeitsteilchen in gleicher Weise paarweise zusammen, so ist der
Mittelwert immer wieder u,. Die Gesamtmenge, die durch die Mantel-
fliche hindurchtritt, ist aber in der Grenze, wenn die Basisflichen
ins Unendliche geriickt werden, gleich der Quellergiebigkeit ¢. Der
Impuls wird also wie frither = pQu,.

Man kann natiirlich den vorliegenden Beweis auch zum Ausgangs-
punkt fiir den Halbkorpersatz machen. Es ist dazu nur noch zu be-
achten, daB bei der Halbkérperstromung hinten die Menge @ = Fu,
fehlt, da sie von dem festen Korper eingenommen wird. Diesem Um-
stand entspricht ein Fehlbetrag an Impuls vom Betrage oQu,, der
sich im Sinne eines Widerstandes auswirkt. Zusammen mit dem Vor-
trieb der Quelle vom gleichen Betrage ergibt sich dann wieder Wider-
stand gleich Null.

88. Impulsbetrachtung zum Widerstand von Korpern. Wenn bei der
Bewegung eines Korpers in einer ruhenden Fliissigkeit ein Widerstand
auftritt, so muB dieser Wider-
stand auch, hinreichende Dauer
der Bewegung vorausgesetzt, als
Impuls (mit oder ohne Druck-
anteil) auf einer den Korper um-
gebenden Kontrollfliche nachge-
wiesen werden konnen. Es sind
zwei Wirkungen zu unterscheiden.
Einmal bildet sich hinter dem
Korper ein ,,Nachlauf aus, bei
kleineren Reynoldsschen Zahlen ohne ausgeprigte Wirbel, bei groferen
mit solchen. Durch Zihigkeitswirkung oder durch unregelméBige Wirbel-
bewegung wird der Nachlaufstrom in gréBerer Entfernung vom Korper
immer schwiicher, dabei aber breiter. Dem Nachlauf entspricht ein Impuls-
strom, dessen Stiirke unmittelbar mit dem Widerstand zusammenhangt.
Weiter ist zu beachten, da der Korper zusammen mit dem Nachlauf die
der Bewegung entgegenstehende ruhende Fliissigkeit nach allen Seiten
auseinanderschiebt und so in dem ganzen Fliissigkeitsgebiet mit Aus-
nahme des Nachlaufs eine Quellstromung hervorruft. Abb. 75 stellt
schematisch die Stromlinien einer solchen Widerstandsstromung in dem
Bezugssystem dar, in dem die ungestorte Fliissigkeit ruht. Man kann
unmittelbar die Nachlauf-Stromlinien durch den Koérper hindurch zu
den Quellstromlinien verldngern.

Die Breite des Nachlaufstromes nimmt mit wachsender Entfernung
vom Korper langsamer zu als proportional der Entfernung!: man
kann deshalb dieselbe Art von Impulsbetrachtung wie in der vorigen

Abb. 75. Widerstandsstromung.

1 Je nach den niheren Umsténden proportional ]/; bis i/;



140 Widerstand von umstrémten Koérpern.

Nummer auch hier anwenden. Das Druckintegral iiber die Basisflache
des Zylinders verschwindet gem&fB der Fufinote S.138, sobald deren
Durchmesser schwicher als proportional der Entfernung zunimmt. Wir
wollen festsetzen, daB die Nachlaufstrémung véllig innerhalb des Zy-
lindermantels verbleibt. Die Nachlaufstromung selbst wird, je weiter
wir uns von dem Korper entfernen, um so mehr einer Parallelstromung
dhnlich, und es ist deshalb gemal den Beziehungen fiir die Druck-
unterschiede quer zu den Stromlinien zu schliefen, daBl der Druck
im Innern der Nachlaufstromung weit ab vom Korper praktisch der-

selbe ist wie daneben in der reinen Quellstromung.

b3 . . " .
: Nach dieser Vorbereitung kénnen wir nun den Im-

pulssatz anwenden. Wir betrachten dazu die statio-
Y lu’ nidre Stromung fiir ein Bezugssystem, in dem der Kor-
per ruht, die Flussigkeit im Unendlichen also die Ge-
schwindigkeit u, hat. Als Beitrag des Zylinderman-
tels bleibt der Impuls der Quelle, also bei einer Er-
giebigkeit ¢ ein Vortrieb pQu,. Als Beitrag der Basis-

flichen erhalten wir den Unterschied des Impuls-
Abb. 76. Geschwin-  stroms vorn, wo die Geschwindigkeit %, ist und hinten,
e hont ™ wo die Geschwindigkeit durch die Nachlaufgeschwin-

digkeit »' auf u,—u’ abgemindert ist. Abb. 76 stellt
die Geschwindigkeitsverteilung mit der fiir den Nachlauf charakteri-

stischen ,,Delle” dar. Der Impuls wird damit
=ouF —o [[ (wo— w)2dF

Eintritt Austritt
=20uy [[wdF —p [[u2dF.
Das Integral f f u'd F ist aber nichts anderes als die Quellergiebigkeit @,
so daB der erste Ausdruck einen Widerstand = 2 gQu, bedeutet. Der
zweite Ausdruck verschwindet in der Grenze einer unbegrenzt wachsen-
den Entfernung der Basisfliche, da er die Nachlaufgeschwindigkeit in
der 2. Potenz enthalt. Wir erhalten also, wenn wir den Beitrag der
Mantelfliche und der Basisfliche zusammenfassen, ein Aquivalent des
Widerstandes, das 2 pQu, — pQu, = 0Qu, ist. Also

Q Quo = Wa
woraus sich auch w
Q=_2
QUy

2
herleiten 1aBt. Setzt man W = c'F-%, so wird aus dieser Beziehung
die Quellstirke
Q= ";‘ - Fuy,

was ein anschauliches Resultat ist. Aus der Tatsache, daB3 die Quell-
stirke unabhingig von der Entfernung der Kontrollfliche vom Kdorper
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gefunden wird, wenn diese Entfernung nur grofl genug ist, schliefen
wir noch, daB simtliche Nachlauf-Stromlinien aus dem Unendlichen
bis in die unmittelbare Ndihe des Korpers heranfithren, wie dies der
Zeichnung von Abb. 75 entspricht.

Anmerkung. Hat die Bewegung des Koérpers irgendwo im Endlichen be-
gonnen, so reicht der Nachlauf nur bis in diese Gegend. Die ricckwértige Verlinge-
rung der Nachlaufstromlinien (die nirgends aufhéren koénnen) ergibt dann eine
auf diese Stelle hin gerichtete Senkenstromung, allerdings verbunden mit einem
Wirbelring.

89. Betzsches Verfahren zur Bestimmung des Widerstandes aus Mes-
sungen im Nachlauf. Die in voriger Nummer abgeleiteten Beziehungen
haben zur Voraussetzung die Geschwindigkeitsverteilung im Nachlauf
in grofler Entfernung vom Korper. Bei Versuchen ist man aber meist
genstigt, naher an den Korper selbst heranzugehen. Es ist deshalb
notig, die Beziehungen noch fir

diesen Fall zu verfeinern. Einen

Weg hierzu hat A. Betz! ange- o =

geben. Wir folgen im nachstehen- - e ——— 0

den in der Hauptsache seinen Dar- i W ﬂq iy

legungen. u"‘:}: L\
Es seien zwei Kontrollebenen 7y 41:—————/32‘.

(vor und hinter dem Korper) senk- | -

recht zur Stromungsrichtung der =

ungestorten Flissigkeit angenom- '

men, vgl. Abb.77. Die Geschwin- ) P

digkeitenund der Druckindervor- Abb. 77.

deren Ebene mogen u,, vy, wy, p;

heiBlen, in der hinteren entsprechend wu,, v,, ws, p,. Im Unendlichen
ist w =%y, v=w=o0, p=p,. Der Impulssatz liefert nun fiir den
Widerstand die Beziehung

W=[]w+ouddF — [[(po+ o) dF. (1)
Die Integrale sind hierin iber die ganzen unendlich ausgedehnten
Ebenen zu erstrecken. Die Aufgabe besteht nun darin, diese Integrale
so umzuformen, dal nur noch iiber das Nachlaufgebiet, die ,,Delle*,
integriert zu werden braucht. Zundchst filhren wir die Gesamtdriicke

0 =P+ 5 @+ 0} + u))
und
g2 =Py + g (uf -+ of 4 ud)

ein. Auf jeder Stromlinie, die keinen Reibungseinfliissen (auch keiner

1 Betz, A.: Ein Verfahren zur direkten Ermittlung des Profilwiderstandes.
Z. Flugtechn. Bd. 16, S.42. 1925.
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turbulenten Scheinreibung) unterliegt, ist nach dem Bernoullischen
Satz g = konst. Es ist also g; — g, nur in der Delle von Null ver-
schieden; deshalb fithren wir g, und g, in Gleichung (1) ein und
erhalten damit
W=[[tg—gaF + & [[(t—upar
D S — i
+ 5 [fr+ ut— @t +uddF- - @
I
Der Ausdruck I hat gem&f dem Gesagten bereits die gewiinschte
Eigenschaft. Fir die Weiterbehandlung des Ausdruckes II fithren wir
noch eine hypothetische Stromung ein, die iiberall auflerhalb des Nach-
laufgebietes mit der wirklichen Strémung iibereinstimmen soll, im
Nachlaufgebiet dagegen sich von der wirklichen Strémung dadurch
unterscheiden soll, daB hier iiberall g; = g, ist (also keine Strémungs-
verluste durch Reibung und Turbulenz). Dies sei durch Anderung
der x-Komponente der Geschwindigkeit erreicht, die jetzt w, heifien
soll. Da die wirkliche Stromung volumenbestindig ist, kann die neue
es nicht ebenfalls sein. Sie weist vielmehr verteilte Quellen auf, die
eine Gesamtergiebigkeit ¢ haben mogen. Es ist offenbar

D
Q= J[t;—u)aF,
wobei die Integration sich nur iiber die Delle zu erstrecken braucht,
da auBerhalb w, — u, ist. Das Zeichen D beim Integralzeichen soll
das andeuten.

Wir wollen nun den Impulssatz in der Form (2) so anwenden, dai
wir erst die Unterschiede zwischen u,, v;, w;, p; und ug, vy, Wy, Ps
anschreiben und dann in einem zweiten Schritt die zwischen u;, Vg,
Wy, P und Uy, Vs, Wy, Py. Die Summe der Betrige, die beide Schritte
uns liefern, gibt dann das Verlangte. Fiir den ersten Schritt gibt der
Ausdruck I wegen g, =g; Null; der Ausdruck III macht gewisse
Schwierigkeiten. Er wird verhaltnisméBig klein, wenn nur Quellstrs-
mung vorliegt. Soweit, wie bei Tragfliigeln, stationire Wirbel vor-
liegen, kann er aber betridchtlich werden. Wir wollen sein Gesamt-
ergebnis mit W, bezeichnen und kommen auf die Einzelheiten spiter
noch zuriick. Wenn wir von etwaigen Beitrdgen W, vorerst absehen,
so liefern die Ausdriicke I und II im ersten Schritt lediglich — da
eine Quellenverteilung zwischen den Kontrollebenen liegt und Stré-
mungsverluste nicht vorliegen — nach dem Satz vom Quellimpuls
einen Vortrieb pQu,. Da der I. Ausdruck Null liefert, folgt also fiir
den II. Ausdruck:

—g-‘ﬂ‘( —u?)dF = —pQuo=— Quoff(uo —up)dF.
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Beim zweiten Schritt erhalten wir fiir den Ausdruck I

D
ff (1 —g2)dF,
fur I1

D
2 [ sz —wyar = 5 [ (s — up) (@, + w) dF .

Ausdruck IIT gibt fiir den zweiten Schritt Null.
Im ganzen erhalten wir jetzt das Folgende:

D D
w Z‘U.(% —@g)dF + —g—ff(u; — ) (uh + uy — 2ug)dF + W, . (3)

Die beiden angeschriebenen Integrale erstrecken sich jetzt tatséchlich
nur iiber die Delle. Uber den III. Ausdruck

W, =2 [[ 108 + ud— (3 + wd)]dF (4)

mag noch dasFolgende gesagt werden: Wenn es sich um die y- und
z-Geschwindigkeiten einer Quelle handelt, so kénnte man es so ein-
richten, daB die vordere Kontrollebene ebensoweit vor dem Quell-
gebiet liegt als die hintere dahinter; dann waren beide Betrige gleich
groB und heben sich weg. Etwas anderes ist es, wenn — wie bei Trag-
fliigeln — stationdre Wirbel von dem Korper ausgehen; in diesem
Fall findet man in der hinteren Kontrollebene Geschwindigkeiten vor,
zu denen keine entsprechenden in der vorderen Kontrollebene vor-
handen sind. In diesem Fall liefert der III. Ausdruck einen von Null
verschiedenen Widerstand W, der hier als durch Unterdruck in den
Wirbeln hervorgebracht erscheint. In der Tragfliigeltheorie (vgl. Nr. 122)
wird dieser Widerstand ,,induzierter Widerstand* genannt (daher die
Bezeichnung W,). Der aus dem I. und II. Ausdruck resultierende Wider-
stand heillt bei den Tragfliigeln Profilwiderstand.

Eine Bemerkung ist noch zu machen iiber die nicht stationdren
Wirbel im turbulenten Nachlauf. Diese geben gewisse Abweichungen,
besonders in den Ausdriicken IT und III, da die Mittelwerte der Pro-
dukte der Geschwindigkeiten nicht genau mit den Produkten der Mittel-
werte der Geschwindigkeiten iibereinstimmen. Die Abweichungen sind
aber im allgemeinen nur gering. Wenn allerdings kraftige, mehr oder
minder regelméBige Wirbel wie bei den Karmdn-Wirbeln (vgl. die
nichste Nummer) vorhanden sind, muB} eine verfeinerte Betrachtung
Platz greifen.

Die numerische Auswertung in einem praktischen Fall kann so
vorgenommen werden, daB man zunichst den Verlauf von g, mit einem
Pitotrohr ermittelt. AuBerhalb der Delle stimmt es mit g, iiberein,
das als Bernoullische Konstante der ungestorten Stromung einen festen
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Wert hat (vgl. Abb. 78). Weiter hat man den statischen Druck p, zu

. - . 2(gs — P2)1 .
ermitteln; mit diesem wird u, = 2(92— o) . Zur Ermittlung von u,

geniigt es meist, die Geschwindigkeitskurven fiir u, iber die Delle
hinweg durch eine glatte Kurve zu interpolieren (vgl. Abb. 77). Sonst

2 (a0 — D7)
kann es auch gerechnet werden: u = M

Damit sind die in den Ausdriicken I und II vorkommenden Gréfen
bekannt, so daB die Integrationen numerisch ausgefithrt werden kénnen.
Der I. Ausdruck macht dabei den Hauptanteil aus. Fir grofen Ab-
stand vom Kérper (kleine Nachlaufgeschwindigkeit, flache
Delle) ergibt er dasselbe wie unsere Formel in der vori-
gen Nummer2. Der II. Ausdruck liefert eine Korrektur,
die in groferem Abstand ziemlich klein wird, in der Nahe
des Korpers aber von Wichtigkeit wird. Der III. Aus-
druck 148t sich, da er nicht auf die Delle beschrinkt ist,
auf diese Weise nicht erfassen. Die Methode hat vor allem
Zweck, wenn es sich nur um den ,,Profilwiderstand‘‘ han-
delt, der aus I -4 II besteht, oder wenn der III. Aus-
druck (= W,) an sich bedeutungslos ist®. Die Methode
ist mit gutem Erfolg zur Messung des Profilwiderstandes verwendet
worden; vgl. die Arbeiten von Weidinger4 und M. Schrenck?.

Zusatz bei der Korrektur. Das Ergebnis des ,,ersten Schritts
auf S.140 ist nur dann genau = p Qu,, wenn die Quellen der u, vy, w,-
Stromung sdmtlich vor der Kontrollfliche liegen. Befinden sich jedoch

Abb. 78

! Dies gilt unter der Voraussetzung, daB die Betrige -g— (vZ + wj) in der

Delle gegeniiber g, — p, vernachlissigt werden diirfen; sie werden in allen
praktischen Féllen sehr klein sein.
2 Ist = ug, Uy =Uy— u', ferner p;=1p,=1p,, so ist g, — g,

4
= % (ug2 — (upg — u)?) =0 <uou’ — %—), wobei das zweite Glied von zweiter

Ordnung klein ist. Also ist

D D
ﬂ(91_92)dF ~ Quo.ﬂ‘uldﬁy = 0% Q.

3 Bei dem hier angegebenen Verfahren fallt allerdings die frither erwihnte
Unschéadlichmachung des Beitrags der Quellstromung zum ITI. Ausdruck unter
den Tisch. Da bei der praktischen Durchfithrung Messungen in der vorderen
Kontrollebene iiberhaupt nicht gemacht werden, ist diese sozusagen ins Unend-
liche verlegt, wo »; und w; Null sind. Die Beitrdge von v, und w, diirften aber
immer praktisch ziemlich gering sein, so daf man mit Vernachlissigung ihrer
Wirkung im IIT. Ausdruck keinen groBen Fehler macht.

4 Weidinger, H.: Profilwiderstandsmessungen an einem Junkers-Tragfliigel.
Jahrb. Wiss. Ges. Luftfahrt, S.112. Miinchen 1926.

8 Schrenck, M.: Uber Profilwiderstandsmessung im Fluge nach dem Impuls-
verfahren. Luftfahrtforschung Bd. 2, Heft 1. Miinchen 1928.
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hinter der Kontrollfliche noch Quellen oder Senken, so ergeben sich
noch Krifte zwischen diesen und der Quelle ¢, die aber rechnerisch
nicht so einfach zu erfassen sind. Diesem Umstand diirfte es zuzu-
schreiben sein, da die Betzsche Formel bei Anwendung sehr nahe
am Korper ungenau wird.

Nach H. Muttray kann die Betzsche Formel (3) fiir eine in
einem Kanal von konstantem Querschnitt F, verlaufende Stromung
brauchbar gemacht werden, wenn an Stelle von 2u, die Summe der
Geschwindigkeit weit vorne (u,) und der Geschwindigkeit der hypothe-
tischen Strémung w, weit hinten, also wu, + u,,, eingesetzt wird.

(u},, kann = u, - 1?—1 gesetzt werden.) Die Reibung an den Kanal-
o

wanden ist hierbei als vernachlidssighar angenommen.

90. Die Karmansche Wirbelstrae. Wéihrend im allgemeinen bei
Stréomungsvorgangen um irgendwelche festen Korper die rasche Stro-
mung seitlich des wirbligen Totwassers sich gemd den Darlegungen
der beiden vorhergehenden Nummern unter Impulsaustausch mit dem
Totwasser vermischt und dadurch ein immer breiter werdendes Gebiet
langsamerer Geschwindigkeit (Nachlaufstrom, Delle in der Geschwin-
digkeitsverteilung) hinter dem Kérper verursacht — was auf eine Dissi-
pation der Energie hinauskommt —, gibt es Widerstandsvorgéinge sehr
regelmiBiger Art, bei denen die Energie nicht zerstreut wird, sondern
in einzelnen Wirbeln erhalten bleibt.

Betrachten wir beispielsweise die Strémung um einen Zylinder
(zweidimensionale Bewegung angenommen), so erhalten wir bei ge-
eigneter Korperabmessung und Geschwindigkeit eine Strémung wie sie
Abb. 59 der Tafel 24 darstellt. Die sich abwechselnd an verschiedener
Seite des Korpers bildenden Wirbel von gegenldufigem Drehsinn bleiben
in einer gewissen Anordnung bis weit hinter dem Kérper in groBer
RegelmiBigkeit erhalten, ohne sich mit der 4ufleren Stromung zu ver-
mischen. Erst allmédhlich werden die Wirbel infolge der inneren Rei-
bung mehr und mehr abgebremst.

Diese schon von verschiedenen Forschern beobachteten Vorgénge
der regelméBigen Wirbelanordnung hinter umstrémten Koérpern wurden
zuerst von Bénard?! eingehend experimentell verfolgt. Aber erst durch
die Karmanschen Untersuchungen kam Klarheit in diese zunichst
eigenartig anmutenden Stromungen.

Durch die Beobachtung dieser Bewegungsvorginge wurde v. K4r-
ma4an?dazu gefiihrt, die Stabilitdat gewisser Wirbelanordnungen zu unter-

1 Bénard, H.: Comptes Rendus Bd. 147. 1908; Bd. 156. 1913; Bd. 182.
1926; Bd. 183. 1926.
2 Karmén, Th.v.: Nachr. d. K. Ges. d. Wiss. zu Gottingen, Math.-phys.

Klasse 1911, S. 509; 1912, S. 547; — und Rubach: Uber den Mechanismus
des Flissigkeits- und Luftwiderstandes. Phys. Z. 1912, S. 49.

Tietjens, Hydromechanik II. 10



146 Widerstand von umstrémten Koérpern.

suchen. Die auf die zweidimensionale Stromung beschrinkte Rechnung
nimmt geradlinige Wirbel von gleicher Starke /™ und entgegengesetztem
Drehsinn an, die in parellelen Reihen in unter sich gleichen Abstianden
angeordnet sind. Wie eine weitere Uberlegung zeigte, kommen nur
zwei voneinander verschiedene Anordnungen in Betracht. Entweder

~ - stehen die Wirbel der einen Reihe

= " i denen der anderen gegeniiber (Abb.
£ £y S 79) oder sie sind um die halbe Tei-
Abb. 79. Labile Wirbelanordnung. lung gegeneinander versetzt (Abb. 80).

Die mit der Methode der kleinen
Schwingungen durchgefiihrte Stabilitdtsuntersuchung ergibt nun das
Resultat, daB die erste Anordnung in jedem Fall beliebigen Stérungen
gegeniiber labil ist, wihrend die zweite Anordnung im allgemeinen
zwar auch labil, fiir einen bestimmten Wert von 2/l jedoch stabil

A ~ ~ ist (sie ist in diesem Fall in-
2y ~ < different fiir Storungen von der
L &) D S Wellenldnge 27). Fiir den Wert
von h/l erhielt v. Kdrman den
) - Ausdruck
7 = %rCof V2=0,2806..... A 1 _
ist. 7 = — ArCoj Y2 = 0,2806*.
Die Ausmessung dieser GréBe in einiger Entfernung hinter dem Korper
aus photographischen Aufnahmen ergibt eine befriedigende Uberein-
stimmung mit dem theoretisch gewonnenen Wert.

Das der Abb. 60 der Tafel
24 entsprechende gerechnete
Strémungsbild fiir ein beziig-
lich der ungestorten Fliissig-
keit ruhende Bezugssystem
zeigt Abb. 81. Man erkennt,
wie ein Teil der Stromlinien
sich zwischen den Wirbeln
hindurchschlingelt, wihrend
die tibrigen Stromlinien ge-
A 1SS e Seopintn o sl e scblossene Kurvon um die

' Wirbelmittelpunkte bilden.
Das ganze Wirbelsystem schreitet mit einer Geschwindigkeit

we L
178

¥ v
1, /2—->a<——— —

Abb. 80. Stabile Wirbelanordnung, wenn
h

! I'= § wodt bedeutet die Zirkulation und ist ein MaB fiir die Wirbel-
stérke, vgl. S. 176 des I. Bandes.
* Der Zahlwert ist neu berechnet.
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in der Bewegungsrichtung des durch die Fliissigkeit geschleppten Korpers
fort, wobei die einzelnen Wirbel allméhlich immer weiter hinter dem sich
schneller bewegenden Kdérper zuriickbleiben.

Derselbe Vorgang erhélt ein anderes Aussehen fiir einen mit dem
Kérper sich bewegenden Beobachter, d. h. in einem Bezugssystem be-
ziiglich dessen der Korper ruht, die Fliissigkeit also den ruhenden Kdérper
anstromt. Man erhalt fir diesen Fall das theoretische Stromungsbild,
wenn man den Geschwindigkeiten des Stromlinienbildes Abb. 81
eine konstante Geschwindigkeit — gleich derjenigen der anstrémenden
Flissigkeit — tiberlagert.

91. Anwendung des Impulssatzes auf die Karmansche Wirbel-
straBe. Nehmen wir jetzt an, dafl die Wirbelanordnung, die in einiger
Entfernung hinter dem Korper vorhanden ist, sich nicht wesentlich
von der als stabil festgestellten unterscheidet (die photographischen
Aufnahmen berechtigen zu dieser Annahme), und daB ferner die Fliissig-
keit in geniigend groBer Entfernung vor dem Korper (Entfernung grof3
gegen die Kérperabmessung) sich in Ruhe befindet, so kann man —
wie v. Karméan gezeigt hat — durch Anwendung des Impulssatzes
auf das theoretisch gefundene Strémungsbild den Widerstand desjenigen
Korpers berechnen, dessen Wirbelanordnung mit der angesetzten iiber-
einstimmt. Allerdings — um diesen wichtigen Punkt gleich vorwegzu-
nehmen — ist es nach der Kdrméanschen Theorie nicht méglich, fiir
einen gegebenen Korper die Ausmalle der Wirbelstralle, also z. B. [
oder h, sowie die Geschwindigkeit v der Wirbelkerne zu berechnen.
Die Kenntnis dieses Zusammenhanges des Wirbelsystems mit den
Abmessungen des wirbelerzeugenden Korpers wiirde freilich erst die
Theorie praktisch verwertbar machen. Immerhin ist es schon als ein
Fortschritt zu betrachten, dall es mdoglich ist, den Widerstand eines
Korpers rein rechnerisch zu ermitteln, wenn nur die Mafle der Wirbel-
straBe, z. B. durch eine photographische Aufnahme, sowie die Ge-
schwindigkeiten der Wirbelkerne bekannt sind.

Bei der Anwendung des Impulssatzes ist zu beachten, daf die Stro-
mung, in der sich hinter dem Korper periodisch neue Wirbel bilden,
nicht stationdr ist. Jedoch kénnen die duBeren Teile der Strémung
vorne und hinten naherungsweise als Teile einer stationiren Strémung
angesehen werden, wenn man das Bezugssystem mit den Wirbelkernen
(Geschwindigkeit u) mit bewegt. Fiir dieses System tritt links ungestorte
Flussigkeit in die Kontrollfliche mit der Geschwindigkeit u ein, rechts
schneidet die Kontrollfliche zwischen zwei Wirbeln durch, und man hat
in der WirbelstraBle Stromung nach links, auBlen geht diese in die Stro-
mung nach rechts mit der Geschwindigkeit « tiber.

Inmitten des Gebiets befindet sich jedoch noch der Koérper, der sich
mit der Geschwindigkeit U relativ zur ruhenden Flissigkeit, in unserem

10*
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Bezugssystem also mit der Geschwindigkeit U — w bewegt, und es
befinden sich dort auch die jeweils sich neu bildenden Wirbel der Wirbel-
straBe; auBerdem reicht, sich asymptotisch verlierend, iiber das ganze
Feld die von dem Kérper ausstrahlende Quellstromung.

Fiir solche nichtstationire Bewegungen muB der Impulssatz so
erginzt werden, daB zu dem Impulstransport und dem Druckintegral
auf der Kontrollfliche noch die Anderung der Bewegungsgroe im Innern
des Gebietes hinzukommt. Nach dem Vorgang von Karméan wahlt
man als Anfangs- und Endzustand zwei genau um eine Periode aus-
einander liegende Zusténde; eine Periode ist dabei die Zeit, in der
gerade zwei neue Wirbel, ein rechter und ein linker gebildet werden.
Da der Kérper dem Wirbelsystem mit der Geschwindigkeit U — u

J% RPN A

N - .
~@5--Yoi-—o— & —er—er o

Jd

l—

Abb. 82 und 83. Anwendung des Impulssatzes auf periodische Stromungsvorginge
(Karman-Wirbel).

voreilt, und der Abstand zweier gleichsinniger Wirbel = 7 ist, ist die
l

Periode T =f5—, -

Abb. 82 stellt den Zustand zu Anfang dar, Abb. 83 denjenigen
am Ende; die Kontrollfliche war die ganze Zeit die stark gestrichelte
Linie.

Die Zustinde im Innern am Ende sind dieselben, die man in Abb. 82
erhilt, wenn man das schraffierte Gebiet A fortlaft und dafiir das
ebenfalls schraffierte Gebiet B zufiigt. Macht man das Kontrollgebiet
in der Strémungsrichtung hinreichend lang gegen die cbenfalls gro
zu wahlende Querdimension, so verschwindet der Anteil der Quelle
in den Gebieten 4 und B in geniigendem Mafe, und man hat nur den
Unterschied zwischen der ungestorten Strémung « in dem Gebiet 4
und der iiber die Strémung » iiberlagerten Wirbelstrémung in B zu berech-
nen. Das Integral der mit ¢ multiplizierten z-Komponente der Geschwin-
digkeit in B minus dem Beitrag von A gibt nach Kédrmén = oI h.
(Da es sich bei dieser Integration um einen linearen ProzeBl handelt,
ist es erlaubt, vorher den Mittelwert der Geschwindigkeiten zu nehmen,
der sich ergibt, wenn die Wirbelkerne der Reihe nach jede Stellung
innerhalb der Strecke ! einnehmen. Man hat dann sozusagen die Zir-
kulation auf die Strecke I gleichm#Big ausgeschlagen, und erhilt da-
durch einfach einen gleichférmigen Geschwindigkeitssprung vom Be-
trage I'/l. Diese Geschwindigkeit ist nun einfach mit der Dichte und
der Fliche I-h zu multiplizieren, um das obige Resultat zu erhalten.)
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Der angegebene Betrag ist eine Impulsinderung in der Zeit
T =1/U — u. Die Impulsinderung in der Zeiteinheit, die einen Wider-
standsanteil bedeutet, ist demnach

I'h

Die Quellstirke ist gleich dem erwidhnten Geschwindigkeitssprung
mal %, also @ = I'hjl. Nach der Betrachtung von Nr. 87 bringt die
Kontrollfliche in ihren Langseiten einen Impuls im Sinne eines Vortriebs
= pQu, also einen negativen Widerstandsanteil

(DaB3 die Quelle sich relativ zu unserem Bezugsystem mit der Ge-
schwindigkeit U — w verschiebt, bringt bei hinreichender Langlichkeit
des Kontrollgebiets weder im Innern noch auf der Kontrollfliche
einen Beitrag.)

Als dritter Anteil kommt nun hinzu der Beitrag von Impuls- und
Druckintegral auf den kurzen Seiten (den Basisflichen von Nr. 87),
deren eine in der ungestoérten Fliissigkeit steht, deren andere aber die
Wirbelstrafle durchsetzt. Die Stromung ist an beiden Stellen eine Po-
tentialstromung und bei Vernachlissigung der Wirkung der mit dem
Korper wandernden Quelle stationdr, es 1aBt sich also die einfache
Bernoullische Gleichung darauf anwenden. Man faBt zweckméBig Im-
puls- und Druckintegral gleich zusammen und erhélt durch Ausfithrung
der Rechnung diesen Anteil zu

112
Coal-

Fiir den Widerstand W ergibt sich also im ganzen:

h re
Setzt man in diesen Ausdruck die oben angegebenen Werte fiir A/l und
fiir I" ein, so erhilt man mit

2
W =c,-0 g~ - d,
wo d eine charakteristische lineare Abmessung des Kérpers (etwa die
Plattenbreite) bedeutet,
co=[1,587 1 — 0,628 ()] &

Die Rechnung ergibt also, wie das aus Dimensionsgriinden nicht
anders erwartet werden kann, Proportionalitit des Widerstandes mit
dem Quadrat der Geschwindigkeit; auBlerdem erhilt man aber auch die

Widerstandszahl, die sonst nur durch eine Widerstandsmessung ge-
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funden werden kann, allerdings nicht direkt, sondern in Abhingigkeit
von den beiden Verhiltniszahlen

u __ Geschwindigkeit des Wirbelsystems
U Geschwindigkeit des Koérpers

und
1 Teilung der Wirbelreihe
d ~ charakteristische Lange des Korpers

Die GroBe l/d ist chne weiteres aus photographischen Aufnahmen ab-
zugreifen, wihrend die Zahlw/U in einfacher Weise im Zusammenhang
steht mit der Periode der vom Kdérper erzeugten Wirbel, d. h. mit der
weiter oben definierten Zeit 7'. Eine einfache Betrachtung zeigt, daB
bei Beriicksichtigung von 7' (U — u) =1

u l

7= 1oy
sein muf.

v. Kdrmédn und Rubach! haben an einem Zylinder und einer
Platte die Widerstéinde mittels photographischer Aufnahmen der Wirbel-
straflen und Bestimmungen der Periode mit der Stoppuhr errechnet
und beim Zylinder einen Wert ¢ = 0,92, bei der Platte ¢ = 1,60 er-
halten. Die Reynoldsschen Zahlen waren zwischen 2000 und 3000. Hierfiir
gibt die Messung von Wieselsberger fiir den Zylinder 0,93, fiir Platten
geben neue Messungen von Flachsbart etwa 1,7; in beiden Fillen
ist also die Ubereinstimmung recht gut.

Der Umstand, dafl dieK4armdnscheTheorie,obwohl sie eine reibungs-
lose Fliissigkeit voraussetzt, doch annimmt, daB vom bewegten Koérper
dauernd Wirbel erzeugt werden — was nach der klassischen Hydro-
dynamik nicht mdéglich ist —, findet seine Erklirung, wenn man die
reibungslose Fliissigkeit als Grenzfall einer zdhen Fliissigkeit mit nach
Null konvergierender Zihigkeit betrachtet. Wie wir schon mehrfach
erwiahnt haben, ist es in solchem Fall wohl angiingig, beim Grenziiber-
gang zu u — 0 die Fliissigkeit, soweit sie nicht in unmittelbarer Néhe
eines Korpers sich befindet, als reibungslos zu betrachten. Fiir die
einem Korper anliegende Flissigkeitsschicht, die mit kleiner werdender
Zihigkeit immer diinner wird, ist jedoch ein besonderer Grenziibergang
zu machen. Im V. Kapitel haben wir im einzelnen gesehen, wie gerade
diese dem Korper anliegende Schicht, in der die Reibungskréfte auch
bei Fliissigkeiten mit nach Null konvergierender Zihigkeit nicht ver-
nachléssigt werden diirfen, der Entstehungsort der spiter in der freien
Flissigkeit befindlichen Wirbel ist.

92. Korper geringen Widerstandes. Wihrend die klassische Hydro-
dynamik der reibunsglosen Fliissigkeit durchweg in allen denjenigen

1 Siehe FuBnote S.145.



Koérper geringen Widerstandes. 151

Fillen versagt, in denen es sich um Strémungsvorgénge mit betrécht-
lichem Widerstand handelt, 148t sie sich mit Vorteil anwenden bei
Flussigkeitsbewegungen mit geringem Widerstand. In den meisten
praktischen Fallen — so besonders in der Flugtechnik und im TLuft-
schiffbau — handelt es sich aber darum, den meist schidlichen Wider-
stand auf ein MindestmaB zu bringen, so daB gerade hier ein grofles
Anwendungsgebiet der Methoden der Hydrodynamik reibungsloser
Fliissigkeiten vorliegt. Auf diesen Umstand ist es zuriickzufiihren, daf}
die Flugtechnik und Luftschiffahrt so aulerordentlich durch die neue-
ren Untersuchungen der Luftbewegungen (Luft aufgefaft als reibungs-
lose TFliissigkeit) gefordert wurde — wir erinnern nur an die Aus-
bildung der giinstigsten Luftschifform, an die Tragfliigel- und Propeller-
theorie — und daB umgekehrt die praktischen Probleme der Flugtechnik
der Theorie eine groBe Anzahl dankbarer Fragestellungen gegeben haben.

Bei der in vielen praktischen Féllen so wichtigen Korperform
geringen Widerstandes kommt es wesentlich darauf an, dal die Flissig-
keit sich vorn am Korper gesetzmaBig teilt und sich vor allem hinter
ihm ebenso gesetzméfBig wieder schlieft. Ein Korper wie in Abb. 57
erfillt in hohem Mafle diese Forderung. Der noch verbleibende Wider-
stand, der — wie wir noch sehen werden — fast ausschlieBlich Ober-
flichenreibungswiderstand darstellt, ist im Verhéltnis zur KérpergroSe
auBerordentlich klein. Er ist nach Versuchen im Windkanal etwa gleich
dem 25. Teil des Widerstandes einer ebenen Fliche von der GrofSe
seines groBten Querschnittes. Man erkennt also, daB man sich mit sol-
chen Korpern — in Anbetracht der verbleibenden Oberflichenreibung —
schon sehr der praktischen Verwirklichung des Satzes vom verschwin-
denden Widerstand néhert.

Es lift sich nun verhéltnisméiBig leicht mit den von Rankine?
zuerst angegebenen Methoden der Quellen und Senken die Strémungs-
form um derartige Korper berechnen, wie wir bereits in Nr. 69 des
ersten Bandes ausfiihrten. Statt des dort durchgefithrten Beispieles
einer punktférmigen Quelle nimmt man in vielen Fillen besser eine
stetige Verteilung der Quellen und Senken auf der Rotationsachse
an. Durch verschiedenartigste Verteilung der Quellen und Senken
kann man eine auflerordentlich grofie Mannigfaltigkeit von Korper-
formen bekommen, wihrend man je nach der Stiarke der angenommenen
iiberlagerten Parallelstromung Koérper von verschiedener Dicke erhilt.
Dabei ist zu bemerken, daf es relativ einfach ist, zu einer vorgegebenen
Quell- und Senkenverteilung sowie einer gegebenen Parallelstromung
den Rotationskérper und die dazugehorigen Stromlinien zu berechnen;
groBere Schwierigkeiten ergeben sich jedoch, wenn man zu einer ge-

1 Rankine, W. J. M.: On the Mathematical Theory of Stream Lines. Phil,
Trans. 1871, S. 267.
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gebenen rotationssymmetrischen Korperform die ihr zugehérige Quell-
und Senkverteilung bestimmen will. Auf diesen Fall kommen wir in
der nichsten Nummer noch zuriick.

93. Vergleich der berechneten Druckverteilung mit der experimentell
bestimmten. In einer Arbeit von Fuhrmann! ist die Methode,
zu einer angenommenen Quell- und Senkenverteilung den Kérper mit
dem dazugehérigen Stromlinienbild zu berechnen, weiter ausgebaut.
Fuhrmann hat iiberdies die Einzelheiten der Stromung und die Druck-

10 70 Vverteilung am Korper
mit Hilfe der Bernoulli-
schen Gleichung be-
rechnet und mit der
experimentell bestimm-
ten Druckverteilung ver-
glichen. Zu dem Zweck
hat er auf galvanopla-
stischem Wege Hohl-

I (08 a8
Qput 06 06

8 S
S D
N R

o 10 korper, die den berech-
7 /f azT & g8 neten  Korperformen
6 g6 moglichst genau ent-
0% 04 sprechen, hergestellt und
92 02 mit kleinen Anbohrun-

gen versehen. Abb. 84

VM!—;/ und 85 zeigen fiir
A Abb. 85. zwei derartig herge-

Abb. 84 und 85. Druckverteilung um _rotationssymmetrische stellte Kﬁrper den Ver-
Korper (Luftschiffe). Die ausgezogenen Druckverteilungskurven .
sind berechnet; die Punkte entsprechen im Windkanal gemessenen glelch der berechneten
Werten (nach G. Fuhrmann). Druckverteilungen (aus-
gezogene Kurve) mit den im Windkanal gemessenen Druckverteilungen.
Man erkennt, daB die Ubereinstimmung im allgemeinen auBer-
ordentlich gut ist; nur am hinteren Ende der Korper zeigen sich wesent-
liche Abweichungen insofern, als die berechnete Druckverteilung an
der Stelle, wo die Stromung sich wieder zusammensehlieﬂt, zum vollen
Staudruck aufsteigt, wihrend die durch die Reibung an der Kérper-
oberfliche gebremsten Fliissigkeitsteile diese Druckhche nicht mehr
erreichen. Das Integral der berechneten Drucke (ausgezogene Kurve)
iiber die Oberfliche, d. h. der Druckwiderstand, mufl in allen Fillen
verschwinden, da — wie wir wissen — der Widerstand in einer idealen
Fliissigkeit Null ist. In dem MaBe nun, in dem die tatsichliche Stromung
von der theoretischen abweicht, ist auch ein Druckwiderstand noch
vorhanden.

- 1 Fuhrmann, G.: Theoretische und experimentelle Untersuchungen an
Ballonmodellen. Diss. Géttingen 1912.
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Bezieht man den Widerstand auf eine Fliche, die gleich ist der
2

Seite des mit dem Korper inhaltgleichen Wiirfels, d.i. V'3, also
2
W=¢cV3 9—;‘— ,

so ergaben die Rechnungen die Widerstandszahlen:

Korperform I II 111 v

c 0,0170 | 0,0123 | 0,0131 | 0,0145

Zum Vergleich seien daneben die an der Widerstandswaage im (alten
Gottinger) Windkanal gefundenen c-Werte mitgeteilt:

Koérperform I I 111 v

c 0,0340 | 0,0220 | 0,0246 | 0,0248

Dabei ist zu beriicksichtigen, daB bei groBeren Reynoldsschen Zahlen,
als man sie seinerzeit erhalten konnte, die Widerstandszahlen noch
um etwa 30% kleiner sein wiirden.

Um diese Widerstandszahlen mit derjenigen der ebenen Platte
gleicher Oberflichenbeschaffenheit zu vergleichen, bei der als charak-

teristische Flache die Oberfliche genommen wird, sei noch erwahnt,
‘ 2

daB die Oberfliche der Korper etwa siebenmal V3 war, so daB also
zum Vergleich die Widerstandszahlen durch 7 zu dividieren sind. Das
heifit also: Bei ,,stromlinienférmigen‘ Korpern ist der Gesamtwiderstand
nicht groBer als der Reibungswiderstand einer ebenen Fliche, die die
gleiche Oberfliche wie der Korper hat. Diese Tatsache kann man bis
zu einem gewissen Grade als einen experimentellen Nachweis ansehen
fiir den Satz der klassischen Hydrodynamik, daB in einer reibungslosen
Flissigkeit der Widerstand eines bewegten (hier allerdings stromlinien-
formigen!) Korpers Null ist.

Der andere Fall, zu einer gegebenen Korperform die Quell- und
Senkenverteilung zu bestimmen und daraus wieder die Druckverteilung
zu berechnen, ist von v. Kdrmén! an einem Beispiel durchgefiihrt.
Mit Hilfe von stufenweise konstanter Quellen- bzw. Doppelquellen-
belegung der Symmetrieachse wird der vorgegebene Rotationskérper
(die Hilllenform des Z R IIT) angendhert erhalten. AuBer dem achsen-
symmetrischen Fall, d.h. dem Fall der Anstrémung in der Achsen-
richtung, wird auch noch die schiefe Anstréomung behandelt. Da die
Potentialtheorie bei schiefer Anstrémung nur ein Moment liefert, das

1 Kdrmén, Th. v.: Berechnung der Druckverteilung an Luftschiffkérpern.
Abh. a. d. Aerodyn. Inst. Aachen H. 6, S. 1. Berlin 1927.
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den Korper quer zur Anstromungsrichtung zu stellen strebt, nicht
aber eine zur Stromungsrichtung senkrechte Kraft, d. h. keinen Auf-
trieb, hat v. Karmén — um diesen zu erhalten — angenommen, daf$
dem Luftschiffkorper ein Wirbelgebilde &hnlich demjenigen der Trag-
fliigel (Nr. 119) folgt, wodurch die Druckverteilung besonders am Heck
abgedndert wird. Diese Abénderung erfolgt — ganz im Einklang mit der
Erfahrung — in dem Sinne, daB dem Auftrieb auf dem Bug des Luft-
schiffkérpers ein wesentlich kleinerer Abtrieb auf das Heck entspricht,
so daB fiur den ganzen Korper ein resultierender Auftrieb verbleibt.

94. Der Reibungswiderstand ebener Platten. Stromt eine Flissigkeit
langs einer ebenen Platte, so wird von der vorbeistromenden Fliissig-
keit auf die Platte eine Kraftwirkung in der Richtung der Stromung
ausgeiibt. Man sagt: die Platte erfahrt einen Reibungswiderstand.
Obwohl der experimentell bestimmte Reibungswiderstand weder dem
Quadrat der Geschwindigkeit % noch der Oberfliche F der Platte
proportional ist, setzen wir wieder

2
W=cF % )
wobei dann ¢, keine Konstante, sondern — wie schon in Nr. 67 dar-

gelegt — eine Funktion der Reynoldsschen Zahl B = —u;—l (! die Lange

der Platte in der Stromungsrichtung) ist.

Fiir kleinere Geschwindigkeiten oder besser fiir Reynoldssche
Zablen, die Kkleiner als etwa 5-105 sind, gllt das von Blasius?
unter Benutzung des Prandtlschen Grenzschichtansatzes gefundene
Gesetz, daB c; der reziproken Wurzel aus der Reynoldsschen Zahl
proportional ist, und zwar

1,327
Cp= "
123
Fir R < 5-105 haben wir somit, wenn wir F = bl setzen:
— 1 1 3
=512 = Y p1Q% 1327 2,
W*cfbl7—1’327l/ulbl 5 = bl

Fir groflere Reynoldssche Zahlen ergibt swh aus den Versuchen
von Wieselsberger? Gebers3und Gibbons? ein anderer Zusammen-

1 Blasius, H.: Grenzschichten in Fliissigkeiten mit kleiner Reibung. Z. Math.
Phys. Bd. 56, S. 1. 1908.

2 Wieselsberger, C.: Untersuchungen iiber den RelbungSWIderstand von
stoffbespannten Flichen. Ergebn. d. Aerodyn. Versuchsanstalt zu Gottingen.
I. Lieferung, S. 120. Miinchen 1921.

3 Gebers: Ein Beitrag zur experimentellen Ermittlung des Widerstandes
gegen bewegte Korper. Schiffbau Bd. 9. 1908.

4 Gibbons, W. A.: Skin Friction of Various Surfaces in Air. First Annual
Report of the National Advisory Committee for Aeronautics 1915. Washington,
D. C. 1917.
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hang von ¢, mit R, und zwar zeigt sich, da8 fiir B > 5-10¢ die Wider-
standszahl der reziproken fiinften Wurzel aus der Reynoldsschen Zahl
proportional ist mit dem Proportionalitatsfaktor 0,072, so dal wir fir
diesen Bereich haben:
5 4 1 9
W = 0,072 ]/%bzﬁ—;fi = 972 0b15 »5 w5,

Die Ursache, dal beim {Tberschreiten einer gewissen Kkritischen
Reynoldsschen Zahl (etwa 5-10%) das Widerstandsgesetz sich &ndert,
liegt darin, dal unterhalb der kritischen Reynoldsschen Zahl die Stro-
mung in der Grenzschicht lings der Platte laminaren Charakter hat,
wihrend sie oberhalb dieser Zahl turbulent wird, vgl. Nr. 71%.

Der Ubergang des einen Widerstandsgesetzes in das andere beim

Uberschreiten der kritischen Reynoldsschen Zahl erfolgt in dem Fall,

70"

8 x Qebers
P I e S0 - ® Blasius - o006
4 < \"*""i; - + Wieselsberger
4P i SRR =
0 +. + +
ol : x -t + T4
9 . D
2 ) RN > M ) Kx\
\\
0
03 2 5 70° 2 5 707 2 E
A
f=HL

Abb. 86. Abhéngigkeit der Reibungswiderstandszahl von der Reynoldsschen Zahl fiir ebene Platten.

daB es sich um glatte und vorn zugeschérfte Platten handelt, nicht
plotzlich, sondern ganz allmihlich. Abb. 86 zeigt eine Zusammen-
stellung von Widerstandszahlen der Messungen von Gebers, Blasius
und Wieselsberger, wobei zu bemerken ist, dal Wieselsberger
nicht vorn zugeschirfte, sondern stumpf abgerundete Platten benutzt
hat, bei denen die Wirbelbildung gleich vorn beginnt. Die Erklirung
dafiir, dal das laminare Widerstandsgesetz nicht plétzlich, sondern
allmihlich in das turbulente iibergeht, ist darin zu suchen, daBl der
kritische Zustand — unter Voraussetzung groBer Storungsfreiheit (glatte,
zugeschirfte Platte) — immer erst nach einer gewissen Anlauflinge,

-1
fir die eben uT ungefahr gleich 5-105 ist, einsetzt. Beriicksichtigt
man, daB der laminare Anlauf auf eine Widerstandsverminderung gegen-
iiber einer Platte ohne laminaren Anlauf (Wieselsbergersche Platten)

1 Die Grenze 5-10° gilt nur fiir sehr stérungsfreie Ausstromung. Fiir wirb-
ligen Zustrom oder Wirbelbildung an der Vorderkante der Platte liegt sie
wesentlich tiefer.
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hinauskommt, und ferner, daB diese Verminderung bei steigender Ge-
schwindigkeit wegen der Abnahme der Anlauflinge mit wachsender
Reynoldsscher Zahl kleiner wird, so ist der Verlauf der in Abb. 86
eingetragenen Kurve verstindlich.

L. Prandtl® hat durch Abschétzen des Verhiltnisses der lami-
naren Anlaufstrecke zur Plattenlinge gefunden, daB das Ubergangs-
gebiet der turbulenten Reibungsstromung mit laminarem Anlauf gut
wiedergegeben wird durch den Ausdruck:

0,074 1700
Cy = 5‘/1.2 — R
Dabei ist der Wert 1700 noch abhéngig von der gréfleren oder kleineren
Turbulenz der anstrémenden Fliissigkeit, die eine kleinere oder grofere
kritische Reynoldssche Zahl bedingt.

Bei dieser Gelegenheit seien die Arbeiten von G. Kempf? und
seiner Mitarbeiter erwiahnt, die sich eingehend mit den Fragen der
Oberflachenreibung besonders im Hinblick auf die schiffbautechnischen
Anwendungen befaBlt haben. Wéihrend in der mit H. Kloess zu-
sammen verdffentlichten Arbeit von Kempf3 besonders das Wider-
standsgesetz bei kurzen und sehr kurzen Platten untersucht wird,
beschéftigt sich die andere Arbeit und die daran anschlieBende Dis-
kussion mit Gebers sowie die Bemerkung von v. Kdrméan mit be-
sonders langen Flichen. In diesem Zusammenhang seien auch die
Arbeiten von Stanton und Marshall4 und ferner von Shigemitsu®
sowie von Telfer® genannt.

Die Messungen zeigen bei den langen Platten durchweg etwas
hohere Werte als die obigen Formeln angeben. Soweit diese Abwei-
chungen einen Einfluf} der sehr groen Reynoldsschen Zahlen darstellen,
stehen sie in Parallele zu den mehrfach erwahnten Abweichungen des
Rohrwiderstandes vom Blasiusschen Gesetz, wie er bei den hohen
Reynoldsschen Zahlen festgestellt ist 7. Eine Neuberechnung des Platten-
widerstandes aus den Versuchsergebnissen iiber Rohrstromung ist von

1 Prandtl, L.: Uber den Reibungswiderstand strémender Luft. Ergebnisse der
Aerodyn. Versuchsanstalt zu Géttingen, 3. Lieferung, S. 1. Miinchen 1927.

2 Kempf, G.: Flichenwiderstand. Werft Reederei Hafen Bd. 5, S. 521.
1925. — Uber den Reibungswiderstand von Flichen verschiedener Form. Proc.
for the Int. Congr. for Applied Mech. Delft 1924.

3 Kempf, G., und H. Kloess: Widerstand kurzer Flichen. Werft Reederei
Hafen Bd. 6, S. 435. 1925.

4 Stanton und Marshall: On the Effect of Length on the Skin Friction of
Flat Surfaces. Trans. of Inst. of Nav. Arch. 1924.

5 Shigemitsu: Skin friction Resistance and Law of Comparison. Trans.
of Inst. of Nav. Arch. 1924.

¢ Telfer: 1. c. (s. FuBnote 1 von S. 120).

7 Vgl. auch den Zusatz zu Nr. 56.
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L. Schiller und R. Hermann durchgefiihrt worden!. Sie geben fiir die
ortliche Reibungszahl ¢; bei %ﬁ > 3-106 die Interpolationsformel an:

¢} = 0,0206 (“—f)_°’1294.

Durch Integration ergibt sich hieraus mit leichter Abrundung der
Zahlen

¢; = 0,024/ R%13 + 850/R .

Bei stérungsfreier Zustromung und guter Zuschérfung ist hiervon wieder
rd. 1700/ R abzuziehen. Diese Formel gilt fiir B > 3-106. Unter diesem
Wert gilt die frithere Formel.

Was den Reibungswiderstand rauher Fldchen anbelangt, so ist
zu sagen, daBl wenig rauhe Oberflichen besonders bei niedrigeren
Reynoldsschen Zahlen sich kaum von glatten Flichen unterscheiden.
In diesem Fall befinden sich die Rauhigkeitserhebungen noch in der
laminaren Grenzschicht. Bei groBeren Reynoldsschen Zahlen, wo diese
Erhebungen wegen der diinneren Grenzschicht bereits aus dieser hervor-
ragen, konnen auch geringe Rauhigkeiten schon betriachtliche Reibungs-
erhbhungen verursachen. Stark rauhe Oberflichen, wie z. B. Stoffober-
flaichen mit abgesengter Faser, ergeben nach den Wieselsbergerschen
Messungen ein fast quadratisches Widerstandsgesetz, was darauf hin-
deutet, dafl wir es hier mit einer Art Druckwiderstand zu tun haben.
Mit wachsender Linge nimmt ¢, auch hier ab, da mit wachsender
Dicke der Reibungsschicht die ,relative Rauhigkeit* abnimmt.

VII. Die Lehre vom Auftrieb.

A. Experimentelle Ergebnisse.

95. Auftrieb und Widerstand. In dem Abschnitt vom Widerstand
umstréomter Korper haben wir lediglich die in die Strémungsrichtung
fallende Komponente der Strémungskraft, ,,den Widerstand¢, be-
trachtet. Dieser ist jedoch im allgemeinen nur dann mit der resul-
tierenden Stromungskraft identisch, wenn es sich um symmetrische
Korper handelt, und wenn die Strémungsrichtung in die Symmetrie-
achse des Korpers fillt. In allen anderen Fillen ist die Richtung der
Resultierenden durchweg von derjenigen der Strémungsrichtung ver-
schieden, so dal man bei einer Zerlegung der Resultierenden in zwei
zueinander senkrecht stehende Komponenten auBler der Widerstands-
kraft noch eine mehr oder weniger groBe Komponente senkrecht zur
Stromungsrichtung erhilt. Diese Kraftkomponente heit der ,,Auftrieb¢.

1 Ingenieur-Archiv Bd. 1, S. 391. 1930.
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Je nach der Form des Kérpers und der Anstromungsrichtung ist die
Neigung der Resultierenden und damit der Anteil an Auftrieb und
Widerstand verschieden. Im folgenden handelt es sich — im Hinblick
auf die Anwendungen in der Flugtechnik — durchweg um solche Kérper
(Tragfliigel), bei denen die resultierende Stromungskraft moglichst
senkrecht zur Stromungsrichtung steht, so dafl der Auftrieb grof,
der Widerstand aber klein ist. Jener ist zum Tragen des Flugzeugs
erforderlich und daher erwiinscht, dieser muf}
als notwendiges Ubel in den Kauf genommen
und vom Propellerschub iiberwunden werden.
4 96. Das Verhiiltnis von Widerstand zu Auf-
trieb, die Gleitzahl. Bereits seit langem! weifl

w man, daB ebene Platten, die unter einem ge-

& ringen Winkel zur Stromungsrichtung geneigt

Abb. 87. Auftriebs- und Wider- gjnd einen wesentlich gréferen Auftrieb als
standskraft einer unter einem . N

ggtﬂtf:l(\é%!l}tgﬁgﬁ;%zg?sege?gg Widerstand erfabhren. Abb. 87 zeigt den Auf-

trieb und Widerstand einer unter einem Win-

kel von 49 geneigten ebenen Platte. Dabei ist das Verhéltnisv—v, das

man als ein MaB fiir die Giite der Tragfliche ansehen kann, auBler
vom Neigungswinkel in hohem MaBe von der UmriBiform abhingig,
insofern als langgestreckte UmriBBformen — etwa ein Rechteck vom
Seitenverhéltnis 1: 6, bei dem die lange Recht-

ecksseite angestromt wird — einen wesentlich

kleineren, also ginstigeren Wert von :;’Z ergeben

als etwa eine gleich groBe Fliche von quadrati-

A schem UmriB. Das Verhiltnis 'g wird auch als

Gleitzahl des Fligels bezeichnet; —g ist ndmlich

gleich der trigonometrischen Tangente desjeni-
gen Winkels, unter dem das Flugzeug oder
richtiger der Tragfliigel einen Gleitflug aus-
ondokiats et uhter e Lonron konnte.
Winkel von 49 geneigten ge- Bedeutend groBeren Auftrieb erhilt man bei
Xf’;bl“ %I;?cffﬁuﬁsgi;ffgf‘i‘h;% gleichem Widerstand, wenn man der Platte eine
geringe Wélbung erteilt. Wie man aus Abb. 88
erkennt, ist das Verhiltnis von Widerstand zu Auftrieb in diesem

Fall nur noch etwa halb so groB wie bei der ebenen Platte.

! Altere Literaturangaben (bis 1902) findet man bei Finsterwalder, (bis
1910) bei O. Foppl. Finsterwalder, S.: Aerodynamik. Enzyklopidie der
math. Wissenschaften Bd. 4 (Mechanik), Artikel 17. Foppl, O.: Windkrafte
an ebenen und gewdlbten Platten. Jahrb. d. Motorluftschiff-Studiengesell-
schaft Bd. 4, S. 51. 1910/11.
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Noch giinstigere Werte von %, ergeben die Tragfliigel, wie sie heut-

zutage bei Flugzeugen verwendet werden. Abb. 89 zeigt als ein Bei-
spiel den Querschnitt eines solchen Fliigels, das sogenannte ,,Profil¢.
Vor allem kommt es auf eine gute Abrundung des Vorderteils und
eine sanfte Wolbung der Oberkante an; ferner darauf, daB8 das hintere
Ende des Profils in eine einigermaBlen scharfe ]
Spitze auslduft, wihrend es im allgemeinen
nicht so wichtig ist, ob die Unterkante des
Profils schwach gewdlbt oder geradlinig ver-
lauft. In Nr. 99 gehen wir auf den Zusam-
menhang der Flugeigenschaften einer Trag-
flache mit der Gestalt seines Profils néher ein. 4
Bei guten Profilen kann man — gutes Seiten-
verhéltnis, etwa 1:6, vorausgesetzt — er-
reichen, daBl in dem Bereich der im Normal-

flug nur benutzten kleinen Neigungswinkel der

1 . .
Wert %7 =30 und kleiner ist.

w
Da der Widerstand, besonders aber der %

Auftrieb in hohem MaBe abhéngig ist vom Abb.89. Auitriebs- und Wider-
Neigungswinkel der Tragfliche zur Strémungs- %?Egg‘?gﬁ fér;ii;i’g‘tii, Trage
richtung, vom sogenannten Anstellwinkel, ist f1ugels (Seitenverhiltnis 1:6).
es notwendig, diesen Winkel genau zu definieren. Bei nicht ebenen
Flachen oder vor allem bei nicht flichenhaften Korpern, wie z. B. den
modernen dicken Tragfliigeln, ergeben sich gewisse Schwierigkeiten in
dieser Hinsicht, da es bis zu

einem gewissen Grade will- T ?:%,//%///// %
kiirlich ist, welche Ebene . o« //"”"//{{//”{{’{/

52
durch den Tragfligel als ~ = 0 o etellwinkels far beiderseitig
Bezugsebene angenommen nach auBen gewdlbte Profile unter Benutzung des Krim-

wird. Bei Trag flichen mit mungsmittelpunktes am vorderen Teil des Profils.

Profilen in Art von Kreis-

bégen nimmt man als Be-

zugslinie im allgemeinen die

Sehne. Bei Profilen, bei w

denen sowohl TUnter- als

Oberseite konves sind, kan 40001 Pt gL Pt o A

man, wie . 90 zeigt, z. B.

Bezugslinie die Gerade annehmen, die den Mittelpunkt des Kriimmungs-

kreises am vorderen Teil des Fliigels mit der hinteren Kante verbindet.
Eine Methode, die sich aus der Praxis der Messung der Anstell-

winkel ergeben hat, und die man auf fast alle vorkommenden Trag-

flichen anwenden kann, ist die folgende: Man legt in der Art, wie aus
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Abb. 91 ersichtlich, an das Profil eine rechtwinklige Schiene. Bei dieser
Festlegung der Bezugslinie hat man noch den Vorteil, in dem Scheitel-
punkt desrechten Winkels einen gut definierten Momentenpunktzuhaben.
Neben der wichtigsten Zerlegung der Resultierenden ® in Auf-
triecb A und Widerstand W kommt noch eine Zerlegung von R in
Richtung der Bezugslinie, Tangentialkraft 7', und in Richtung senk-
recht zur Bezugslinie, Normalkraft N, in Frage.
97. Die Auftriebs- und Widerstandszahl. Ebenso wie wir friiher
die Widerstandszahl (mit V als Geschwindigkeit)
N
w Q VZ
o

als eine fiir den Widerstand charakteristische Grée eingefiihrt haben,
definieren wir jetzt eine analoge Grofe fiir den Auftrieb:
A
Ca= "0yt

F 2
und ebenso ¢, firr die Normalkraft, ¢, die Tangentialkraft und ¢, fiir die
Resultierende. Es ist noch festzusetzen, welche Fliche wir unter F
verstehen wollen. Wahrend wir frither beim
. Widerstandsgesetz mit F die Projektion des
/ Korpers auf eine zur Stromungsrichtung senk-
rechte Fliache bezeichneten (Widerstandsziffer ¢
° ohne Index), wollen wir bei Tragfliigeln unter #
/ immer die groBte Projektionsflache verstehen.
Wir haben somit bei rechteckigen Fliigeln fiir F

\Z

\‘n‘
Abb. 92. Die bei den Auitriebs- das Produkt aus Fligelbreite b, auch ,,Spann-
und Widerstandsformeln usw. T . . :

benutzte Bezugsfliche? = b-t. weite’® genannt, und Fligeltiefe ¢ (Abb. 92).

Fir Flachen von nicht rechteckigem Querschnitt ergibt sich ent-

bs
sprechend: F = ftdb.

by
Die Definition der Auftriebs- bzw. Widerstandsbeiwerte weicht im
Ausland teilweise von den in Deutschland gebrduchlichen ab, wie die
folgende Zusammenstellung zeigt:

Deutschland Amerika England Frankreich
Auftrieb c, |lift Cy lift K portance K,
Widerstand ¢, |drag Ch drag Kp | trainée K,

2 2 2 2
bezogen auf F oV bezogen auf F oV?| bezogen auf FoV?| bezogen ?uf F Vk2
2 2 | . se

also: ¢,=0,=2K;=16K,
Cw: OD: 2KD= 16Kx
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98. Die Polar- und Momentenkurve eines Tragfliigels. Da Auftrieb
und Widerstand eines Tragfliigels auBlerordentlich vom Anstellwinkel
abhéngig sind, scheint es das Gegebene, die Auftriebs- und Widerstands-

beiwerte als Funktionen des An-
stellwinkels zu betrachten. In der -
Tat wurden frither die fiir ein
Tragfligelprofil ~ charakteristi-
schen c,-, c,-Werte als Abhéngige
vom Anstellwinkel « aufgetragen.
In dem Gebiet, das flugtechnisch
von besonderer Wichtigkeit ist:
indem Bereich von etwa oo = —3°
bis o = 12° ist — wie Abb. 93
an einem Beispiel zeigt — ¢, un-
gefahr eine lineare und c, eine
quadratische Funktion von «.
Da in der Praxis jedoch die
genaue Kenntnis der Abhéngig-
keit der c,- und c,-GréBen vom

Ca, P
SCry //
[
T ATV
68 7 4
C’a °®
N /
Ut ‘V
04 »
74 /?50’2)
)
< 02—
* L~
ST 40 8% g0 p° 2
-72° -8°f -4° —L
| o
-02 |

Abb. 93. Auftriebs- und Widerstandszahlen als
Funktion des Anstellwinkels.

Anstellwinkel o nicht so notwendig ist (auch abgesehen davon, daf
o wihrend des Fluges nicht sehr einfach genau zu messen ist), so ist

man nach einem Vorschlag von
Otto Lilienthal allgemein dazu
iibergegangen, c, als Funktion von
¢, aufzutragen und den Anstell-
winkel an diese sogenannte ,,Po-
larkurve* als Parameter anzu-
schreiben. Abb. 94 zeigt eine
solche Polarkurve, bei der die
Widerstandsabszisse in funffachem
MafBstab aufgetragen ist, da bei
den praktisch vorkommenden An-
stellwinkeln der Widerstand sehr
klein im Verhdltnis zum Auf-
trieb ist.

AuBler den Angaben von Auf-
trieb und Widerstand, deren geo-
metrische Addition die Gr68e und
Richtung der resultierenden Kraft
ergibt, ist noch zu ihrer voll-
stindigen Bestimmung die Lage

T
et | |
el 1671 718°

0

Abb. 94. Polarkurve eines Tragfliigels; die Auf-
triebszahl (cq) als Funktion der Widerstandszahl
(cw) mit dem Anstellwinkel (x) als Parameter.

n

dieser Kraft von Wichtigkeit. Anstatt nun irgendeinen Angriffspunkt der
Resultierenden anzugeben, ist es zweckméaBiger, das Moment um einen

Tietjens, Hydromechanik II.

11
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passend gewahlten Momentenpunkt bzw. -achse zu bestimmen, da der
Angriffspunkt unter Umstéinden sehr weit vom Tragfliigel fortriicken
kann. Als Bezugspunkt O fiir das Moment nimmt man im allgemeinen,
—~ wie aus Abb. 95 ersichtlich, den
Scheitelpunkt des rechten Win-
kels, dessen Schenkel das Profil
in 3 Punkten beriihren.
Ist N die Normalkomponente
zur Bezugslinie durch O, so
haben wir, wenn s den Abstand

Abb. 95. Zerlegung der an einem Tragfliigel auf- der Komponente vom Momenten-

tretenden resultierenden Luftkraft in Auftrieb und : .
Widerstand, sowie in Normalkraft und Tangential- punkt bezeichnet:

kraft.
T M = N-s.

Das Moment wird positiv gerechnet, wenn es die Hinterkante des
Fliigels hochzuheben sucht (Abb. 95).
Fithren wir auch fiir das Moment mit ¢ als

j Flugeltiefe eine dimensionslose Momenten-
¢ .
a g zahl ein
64/ Cm = 2
08 ‘ oV
4 [/ F. 5 t
06 Cu
? / so ergibt sich mit
/
o4 L N
y // ao cvn = 0 V2 s
F
/
02— 2
/ f-3°
sl _fo1 52 a3l g s=2L ;.o oder S =0m
4 s N n t Cn
-6° Cm S . :
"y L Es ist nun iiblich, c,, in Beziehung zu ¢, zu

Abb. 96. Die Momentenzahl in Setzen und wie in Abb. 96 ¢, iiber ¢, als Ab-
Abhngigkeit Z:ﬁ_derAuﬁﬁebs' szisse aufzutragen, wobei wieder die Anstell-

winkel als Parameter an die Kurve geschrie-
ben werden konnen. Da ¢, =c¢, cos a — ¢,8in o ist, so unterscheidet
gich ¢, fir kleine Anstellwinkel nur wenig von ¢,, so dal man an-
gendhert schreiben kann

S Cm

t co

Verbindet man also denjenigen Punkt der (c,, ¢,)-Kurve, der einem
mittleren Anstellwinkel entspricht (in der Abb. 96 « = 3%) mit dem
Ursprung und verlingert diese Gerade iiber die Momentenkurve hinaus

bis zur Wagerechten ¢, = 1, so wird auf dieser gendhert das Maf 3:—
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abgeschnitten. Die Wanderung dieses Schnittpunktes bei Anderung
des Anstellwinkels zeigt daher die Wanderung des Druckmittelpunktes
auf der Bezugslinie an.

99. Zusammenhang der Flugeigenschaften von Tragfliigeln mit der
Profilform. Da die in der Flugtechnik tiblichen Profilformen im all-
gemeinen nicht mit einfacheren mathematischen Elementen erfaft
werden kénnen [ein Versuch in dieser Richtung stammt von Bende-
mann u. Everling!], ist eine Klassifizierung der Profile nicht ohne
weiteres zu erhalten. Nur bei einer speziellen Gruppe von Profilen,
den sogenannten Joukowsky-Profilen (Nr.113), ist dieses mdoglich,
da diese lediglich von zwei Parametern — einem Dickenparameter
und einem Walbungsparameter — abhéngen. Nach einem durch diese
beiden Parameter gegebenen Einteilungsprinzip sind denn auch die
Flugeigenschaften der verschiedenartigsten Profile dieser Gruppe syste-
matisch untersucht worden?2

Ein Versuch, auf Grund von funktionstheoretischen Uberlegungen
fur allgemeinere Profiltypen den Zusammenhang aufzustellen zwischen
Flugeigenschaften und Profilgestalt, ist von Geckeler? unternommen
worden. Uber die ersten umfangreicheren systematischen Messungen
in dieser Richtung, die in England erfolgten, hat C. Wieselsberger+
zusammenfassend berichtet. Es wird hier u. a. der EinfluB auf die
Flugeigenschaften untersucht, wenn die Lage der griBten Profilhéhe
variiert wird, wenn die Vorderkante oder wenn das Profil gegen
die Hinterkante zu verdickt wird usw. Fir Profile, die dick genug
sind, um freitragend, d. h. ohne &uBere Verspannung, ausgefithrt zu
werden, liegen nach einem von H. Herrmann® bearbeiteten Be-
richt umfassende systematische Untersuchungen aus den Vereinigten
Staaten vor.

Die Flugeigenschaften eines Profils lassen sich charakterisieren
durch die Auftriebwiderstandskurve und die Momentenkurve, durch
welche das MaBl der statischen Langsstabilitit zum Ausdruck kommt.
Dabei ist zu beriicksichtigen, daB der Widerstand eines Tragfliigels

1 Everling, E.: Eine Gleichung fiir Fliigelprofile. Z.F.M. Bd. 7, S. 41. 1916.

2 Mises, R.v.: Zur Theorie des Tragflichenauftriebs Z.F.M. Bd. 8, S. 157.
1917. Schrenk, O.: Systematische Untersuchungen an Joukowsky-Profilen.
Z.F.M. Bd. 18, 8. 225. 1927. Loew, G.: Ein Beitrag zur Systematik der Jou-
kowsky-Profile. Z.F.M. Bd. 18, S. 571. S. 1927.

3 Geckeler, Jos.: Uber Auftrieb und statische Lingsstabilitit von Flug-
zeugtragfliigeln in ihrer Abhéngigkeit von der Profilform. Z.F.M. Bd. 13, S. 137
und 176. 1922.

4 Wieselsberger, C.: Tragflichenuntersuchungen der englischen Versuchs-
anstalt in Teddington. Z.F.M. Bd. 7, S. 18. 1916.

5 Herrmann, H.: Aerodynamische Eigenschaften dicker Profile (nach ameri-
kanischen Berichten). Z.F.M. Bd. 11, S. 315. 1920.

11*
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auBer vom Anstellwinkel und der Profilform noch in betrichtlicher
Weise vom Seitenverhéltnis abhdngt. Will man also lediglich den
EinfluB3 der Profilform feststellen, so ist es notwendig, Tragfligel von
gleichem Seitenverhdltnis zu untersuchen. Die im folgenden gegebenen
Polarkurven beziehen sich sdmtlich auf ein Seitenverhiltnis —; = %—

Allgemein konnen wir sagen, daBl der Widerstand eines Tragflugels
sich aus drei GroBen zusammensetzt:

1. dem Reibungswiderstand (er ist wesentlich abhingig von der
Oberflachenbeschaffenheit des Tragfliigels und 14t sich bei sehr glatter
Oberfliache betriachtlich vermindern);

2. einem Teil des Druckwiderstandes, bedingt durch das wirblige
Totwassergebiet hinter dem Fliigel (er ist bei dickeren Profilen durch-
weg grofer als bei diinneren);

3. einem andern Teil des Druckwiderstandes, der dadurch ent-
steht, dafl die Luft am Fligel infolge des Auftriebes nach unten aus-
weicht und deshalb der Fligel einen groBeren Anstellwinkel benétigt,
als es ohne dieses Ausweichen der Fall wire. Wie wir in Nr. 115 noch
ausfithrlicher sehen werden, erfolgt dieses Ausweichen iiber die seit-
lichen Rénder des Fliigels und ist um so stirker, je kleiner die Spann-
weite im Verhéltnis zur Fliigeltiefe ist. Der in Rede stehende Wider-
standsanteil ist nichts anderes als die waagerechte Komponente der
Auftriebskraft, die durch die erwéhnte Anstellwinkelvergroerung ent-
steht. Er heilt Randwiderstand oder induzierter Widerstand.

Dieser dritte Anteil des Gesamtwiderstandes ist es also, der in
hohem MaBe vom Seitenverhiltnis abhingt. Da die Theorie zeigt
(Nr. 118), daB der Rand- oder induzierte Widerstand eine quadratische
Funktion des Auftriebes ist, ergibt sich fiir den Randwiderstand im
(€q» €y)-Diagramm eine (vom Seitenverhéltnis abhéngige) Parabel, und
zwar mit dem Scheitel im Ursprung. In den Diagrammen der folgenden
Abbildungen ist die Kurve des Randwiderstandes fiir ein Seiten-
verhdltnis 1:5 eingetragen. Der zwischen dieser Kurve und der Po-
larkurve befindliche Abszissenteil stellt dann die Summe aus Rei-
bungs- und Druckwiderstand dar, die man auch mit Profilwiderstand
bezeichnet.

Wir wollen jetzt an einzelnen Beispielen einige Aussagen iiber die
Flugeigenschaften von Tragfliigeln im Hinblick auf deren Profilform
machen. Abb. 97 bis 99 zeigen, daB bei anndhernd gleicher Fliugeldicke
und gleichem Anstellwinkel eine Zunahme an Wélbung eine betrécht-
liche Zunahme an Auftrieb ergibt. Allerdings nimmt auch der Wider-

stand zu, und zwar so, daB der giinstigste Wert von %V mit zunehmender

Woélbung etwas groBer, d. h. ungiinstiger wird. Dabei wird die Momenten-
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Bemerken wollen wir noch, daB eine rauhe Oberfliche des Trag-
fligels den Widerstand in jedem Fall betrachtlich vergroBSert, den
Auftrieb aber verkleinert. Ganz besonders empfindlich ist in dieser
Hinsicht die obere Seite des Tragfliigels, die Saugseite, und hier wieder
die Gegend der Fliigelvorderkante und der Fliigelmitte, wéhrend eine
wenn auch betrachtliche Rauhigkeit an der Oberseite in der Néahe
der TFliigelhinterkante

kaum von EinfluB istl. % < //

100. Flugeigenschaf- > Py -
ten von Spaltfliigeln. “* y4RNp Al L
Eine besondere Behand- / A
lung verdienen die so- 76 7 /;/J 7
genannten Spalt- oder " A ZR
Schlitzfliigel, d. h. Trag- ~ (L Azf/‘,'ﬁ'ﬁ 7| |2
fligel mit unterteiltem 72 G e
Profil (Abb. 107), wie o/
sie zuerst von Lach- ~ /4,
mann? (1918) und un- 44 ;; 8
abhéingig davon von ¢ 0

Handley Page® (1920) ]4 ]
angegeben wurden. Der  %4[f]
wesentlichste Unter-
schied in den Flug-
eigenschaften  solcher
Profile liegt darin, daB
sich mit ihnen wesent-
lich héhere Auftriebs-
werte erreichen lassen.
Allerdings ist die Gleit-

zahl %’ fiir die Verhilt-

nisse des normalen Flugs
schlechter, als sie sich  Abb.107. I Polarkurve eines Schlitzfliigels mit gedffnetem

. ich Schlitz. I7 Polarkurve eines Schlitzfliigels mit geschlossenem
bei einem nicht unter- Schlitz. II1I Polarkurve eines normalen Fliigels,

teilten Fligel erzielen

laBt. Die technische Bedeutung liegt vor allem darin, daBl es mit
derartigen Tragfliigeln moglich ist, bei betrachtlich kleineren Flug-
geschwindigkeiten zu fliegen, was fiir den Start und die Landung

1 Ergebnisse der Aerodynamischen Versuchsanstalt zu Gottingen. 1. Lieferung,
S. 69. Miinchen 1921; 3. Lieferung, S.112. Miinchen 1927.

2 Lachmann, G.: Das unterteilte Flachenprofil. Z.F.M. Bd. 12, S. 164. 1921.

3 Hanscom, D.: Untersuchungen iiber Handley-Page-Fliigel. Z.F.M. Bd. 11,
S. 161. 1921.
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wegen des dadurch bedingten geringeren Platzbedarfs von Bedeutung
ist. Fiir den Geradeausflug ist es allerdings erforderlich, den Schlitz
durch konstruktive MafBnahmen zu schlieBen, um dadurch den sonst
nicht unbetréchtlichen Widerstand zu vermindern. In Abb. 107 er-
kennt man, wie beim unterteilten Profil der maximale Auftrieb den
Wert ¢, = 2,08 erreicht gegeniiber einem ¢, von 1,38 beim entsprechen-
den nicht unterteilten Profil. Wéahrend dieses Profil eine giinstigste
Gleitzahl von ?/,; hat, entspricht dem geteilten Profil mit offenen
Schlitzen eine giinstigste Gleitzahl von /35, bei geschlossenem Schlitze
eine solche von 1/;5. Noch hohere Auftriebswerte (bis ¢, = 2,3) ergeben
sich beim mehrfach unterteilten Profil (Abb. 108). Hier ist auch der
beim einmalig unterteilten Profil vorhandene Widerstandssprung im
Gebiet der kleinen Anstellwinkel ver-

W . schwunden. In konstruktiver Hinsicht

sind freilich bei derartigen Profilen be-

trachtliche Schwierigkeiten zu iiber-

winden.
WOK\ 101. Die Wirkungsweise von Spalt-

Abb. 108. Mehrfach geteilter Schlitzfligel. flligeln. Um die eigenartige Wirkungs-

weise der unterteilten Profile verstehen
zu koénnen, wollen wir uns zunidchst klarmachen, warum bei einem
nicht unterteilten Profil der Auftrieb mit immer weiterer VergroBe-
rung des Anstellwinkels schlieBlich nicht mehr zu-, sondern sogar
abnimmt.

Bei einem Tragfliigel kann ein Auftrieb nur dann vorhanden sein,
wenn an der Oberseite des Tragfligels Unterdruck, an der Unterseite
jedoch Uberdruck herrscht (bezogen auf den Druck der ungestérten
Luft). Da anderseits dieser Druckunterschied an der Hinterkante des
Tragfliigels, wo die Luft wieder zusammenstrémt, sich ausgeglichen
haben muB, haben wir an der Oberseite des Tragfliigels einen Druck-
anstieg, an der Unterseite einen Druckabfall in Richtung zur Hinter-
kante. In Nr.102, wo wir die Druckverteilung um einen Tragfliigel
eingehender behandeln, werden wir aus Abb. 110 diese Verhéltnisse er-
kennen. Dem Druckanstieg oberhalb des Tragfliigels entspricht nun
nach der Bernoullischen Gleichung eine Geschwindigkeitsabnahme, was
in einer Divergenz der Stromlinien oberhalb des Tragfliigels zum Aus-
druck kommt. Fassen wir — unter Voraussetzung einer stationiren
Strémung — die Stromlinien als feste Berandung auf, innerhalb der
die Luft flieBt, so haben wir es mit einer Art Diffusorstrémung zu
tun. Mit zunehmendem Anstellwinkel wird nun der Auftrieb und da-
mit der Unterdruck oberhalb des Tragfliigels und also auch der Druck-
anstieg zur Hinterkante grofler, was zugleich eine VergréBerung des
Offnungswinkels der als Diffusorberandung angesehenen Stromlinien
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bedeutet. Nun ist eine Umsetzung von Geschwindigkeitsenergie in
Druck nur bei sehr allmahlichen Querschnittserweiterungen, d. h. bei
sehr kleinen Offnungswinkeln eines Diffusors, moglich. Sobald in dieser
Hinsicht ein gewisser Grenzwert iiberschritten ist, folgt die Stromung
nicht mehr der Wandung, sondern l6st sich als Strahl von ihr ab.
Ein analoger Zustand tritt nun ein, sobald bei Vergréerung des Anstell-
winkels iiber einen (von der Profilform abhingigen) Wert hinaus die
Divergenz der Stromlinien oberhalb des Profils zu grof wird. Die
Stromung 16st sich dann von der Tragfliche los oder, wie man sich
ausdriickt, sie reift vom Fliigel ab. Durch diesen Vorgang wird das
gesamte Stromungsbild derartig abgeéndert, daB der Auftrieb des
Tragfliigels abnimmt. Will man dieses also verhindern, so muB man
dafiir sorgen, dafl bei zunehmendem Anstellwinkel ein vorzeitiges

Abreiflen der Stromung vermieden wird.

Das ist es nun gerade, was durch die m
Schlitze der unterteilten Profile bewirkt

wird. Das Abreiflen der Stromung steht Abb. 109. Tragfligelprofil, bei dem das
. . . AbreiBen der Stromung fiir groBe An-
in engem Zusammenhang damit, daB in stellwinkel durch einen rotierenden Zy-
dem Gebiet des Druckanstieges die di- 'm0 ™ yoraeren Teil des profilsver-
rekt an der Fliigeloberflache stromenden

Luftteilchen durch Zahigkeitswirkungen abgebremst werden und sich
als Totwasser zwischen den Fliigel und die duBlere Stromung schieben
(vgl. Nr. 58). Die durch den Schlitz mit groBler Geschwindigkeit
stromende Luft erteilt nun den ,,ermatteten‘ Luftteilchen neuen
Impuls und befahigt sie, entgegen dem Druckanstieg bis zur Fligel-
kante vorzudringen, wodurch also eine Ansammlung von Totwasser
und damit ein Abreiflen der Strémung vermieden wird. Eine #ahnliche
Wirkung 148t sich erzielen, wenn man aus Diisen oder Schlitzen in
der Saugseite eines Tragfliigels Druckluft unter grofler Geschwindigkeit
ausblasen 1aBt, wie es von Wieland! und von Seewald? vorge-
schlagen ist.

Anstatt der verzigerten Grenzschicht an der Oberseite des Trag-
fligels neue kinetische Energie zuzufithren, kann man ein Abreillen
der Stromung bei relativ hohen Anstellwinkeln auch dadurch ver-
meiden, daB man &hnlich wie in Nr. 58 beim Zylinder das durch die
Reibung verzogerte Grenzschichtmaterial mittels eines Sauggeblases
durch Spalte oder Siebe in das Innere des Fligels saugt und von dort
an einer unschédlichen Stelle wieder nach auBlen schafft3.

1 Wieland, K.: Untersuchungen an einem neuartigen Diisenfliigel. Z.F.M.
Bd. 18, S. 346. 1927.

2 Seewald, F.: Die Erhéhung des Auftriebs durch Ausblasen von Druck-
luft an der Saugseite eines Tragfliigels. Z.F.M. Bd. 18, S. 350. 1927.

3 Vgl. Schrenk, O.: 1 c. (s. FuBnote 2 von S. 96).
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SchlieBlich kann man das Ablésen d

er Stromung bis zu einem

gewissen Grad dadurch verhindern, dal man die vordere abgerundete
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i 5 Abb. 110. Auf den Staudruck bezogene Druck-
112 3 4 6 7 verteilungskurven fiir den Mittelquerschnitt
! 3 eines Tragfliigels bei verschiedenen Anstell-

a winkeln.
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Kante als rotierenden Zylinder ausfiihrt oder auch einen rotierenden
Zylinder im mittleren Teil des Tragfliigelprofils anbringt (Abb. 109),
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DievonWolff!in Holland ausgefiihrten Messungen haben gezeigt, daB sich
mit solchen mit einem Rotor versehenen Tragfliigeln wesentlich hhere
Auftriebswerte (bis ¢, = 2,43 bei o = 41,7%) erzielen lassen. Im praktischen
Flugzeugbau haben jedoch alle diese Moglichkeiten, héhere Auftriebe zu
erzeugen — bis auf die Spaltfliigel — noch keinen Eingang gefunden.

102. Druckverteilungen an Tragflichen. Diese werden experimentell
in dhnlicher Weise bestimmt wie die in Nr. 93 beschriebenen Druck-
verteilungen um luftschiffartige Modellkérper. Der hohl (aus Blech)
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Abb. 111. Auftriebsverteilungen lings der Abb. 112. Widerstandsverteilungen l41igs der
Spannweite eines Tragfliigels fiir verschie- Spannweite eines Tragfliigels fiir verschie-
dene Anstellwinkel, erhalten durch Inte- dene Anstellwinkel (manbeachte denstarken
gration von Druckverteilungskurven. Anstieg des Widerstandes am Rande fiir

groBere Anstellwinkel).

angefertigte Tragfliigel wird an allen den Stellen, an denen man den
Druck zu messen wiinscht, mit einer feinen Bohrung von etwa 3 bis
1 mm Durchmesser versehen. Das Innere des Fliigels wird durch einen
Gummischlauch mit einem Manometer in Verbindung gebracht. Vor
der Messung werden nun alle Bohrlécher bis auf eines mit einer pla-
stischen Masse verschmiert und auf diese Weise wihrend der Messung
geschlossen gehalten. Wird jetzt das Modell angeblasen, so stellt sich
im Manometer derjenige Druck, der dem an der Stelle des offengelassenen
Bohrloches entspricht, ein. Auf diese Weise wird Punkt fir Punkt
das gesamte Druckfeld an der Oberfliche des Tragfligels bestimmt.

1 Wolff, E. B.: Voorlooping onderzoek naar den invloed van een draainde
rol aangebracht in een vleugelprofiel. Verh. Rijks Studiedienst v. d. Luchtvaart
Amsterdam, Deel 3, S. 47. 1925. Wolff en C. Koning: Vortgezet onderzoek
naar den invloed van en draainde rol aangebracht in een vleugelprofiel. Ebenda,
Deel 4, S. 1. 1927.
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Abb. 110 zeigt die Verteilung der auf den Staudruck bezogenen
Drucke im Mittelquerschnitt eines Tragfliigels, wie etwa in Abb. 94, fiir
verschiedene Anstellwinkel aufgetragen iiber der Fligelsehne. Da der
Flicheninhalt der Druckverteilungskurve der Fliigeloberseite mit der
Abszissenachse ein MaBl fur die Saugwirkung dieser Seite ist und analog
der Fliicheninhalt der Druckverteilungskurve der Fliigelunterseite ein Ma3
fiir die Druckwirkung der Unterseite bedeutet, so erkennt man, daB fir
den Auftrieb die Saugwirkung der Fliigeloberseite durchweg den weitaus
groften Anteil ausmacht. Aus Abb. 110

Ca”u ergibt sich, wie bei einem Anstellwinkel
5cp |12 —# von 15° der Druckanstieg an d.(_ar Ober-
A seite des Fliigels wesentliche Anderun-

K 4 gen gegeniiber einem Anstellwinkel von

28 / 120 erfihrt. In engem Zusammenhang

’ 4 damit steht die aus Abb. 94 ersichtliche

96 Y Tatsache, daB3 bei & = 14,60 der Auftrieb

/ / mit zunehmendem Anstellwinkel nicht

o / ’,/’} mehr wichst, sondern abnimmt. Diesem
/ {;r” Zustand entspricht das auf S.169 be-

o2 =¥, schriebene Abreifien der Stromung vom
GW Fligel. Derartige Druckverteilungsmes-
e 0T 2 w6t 87 17 2% sungen iiber den Mittelquerschnitt sind
Abb. 113. Auftriebs- und Widerstands- bereits 1911/12 in England angestellt

beiwerte als Funktion des Anstellwin-
kels: 1. aus Druckmessungen mit @ worden.

bezolchnot, 3. aus Whgragsmesstng mit Aus Druckverteilungsmessungen iiber

den ganzen Fligel [die auch zuerst in
England 1912/13! und spéter vielfach in den Vereinigten Staaten aus-
gefithrt wurden], lassen sich durch entsprechende Integration der
Druckverteilungskurven Auftrieb und Widerstand fiir die einzelnen
Fligelquerschnitte und damit durch eine nochmalige Integration
laings der Spannweite diese Grofen fiir den gesamten Fliigel be-
rechnen. In Abb. 111 und 112 sehen wir die auf diese. Weise be-
rechneten Auftriebs- und Widerstandsverteilungen lings der halben
Spannweite eines Fliigels von rechteckigem Umri und in Abb. 113
den aus diesen Druckmessungen berechneten Auftrieb und Widerstand
des Fliigels in Abhéngigkeit vom Anstellwinkel, verglichen mit den
an der aerodynamischen Waage gemessenen Werten. Wie man erkennt,
stimmen die einander entsprechenden GréBen fiir den Auftrieb sehr
gut iiberein, wihrend die aus den Druckmessungen berechneten Wider-
stdnde durchweg zu klein sind, was auch erklarlich ist, da auf diese
Art der aus der Oberflichenreibung herrithrende Widerstandsbeitrag
nicht mit erfaBt wird.

1 Munk, M.: Z.F.M. Bd. 7, S. 137. 1916.
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B. Der unendlich lange Tragfliigel (ebene Stromung).

103. Zusammenhang zwischen Auftrieb und zirkulatorischer Stré-
mung. Die theoretische Behandlung der Lehre vom Auftrieb eines
Korpers in einer sich bewegenden Fliissigkeit ist von derjenigen des
Widerstandes wesentlich verschieden und bietet ungleich weniger
Schwierigkeiten als diese. Der Grund dafiir ist der, daB die Erklarung
eines Widerstandes eine Beriicksichtigung der Zihigkeit (wenn auch
nur in einer gewissen diinnen, dem Korper eng anliegenden Schicht)
erfordert, wihrend der Auftrieb eines Korpers ohne Beriicksichtigung
der inneren Fliissigkeitsreibung zu erkldren ist, hier also die gut aus-
gearbeiteten Methoden der Klassischen Hydrodynamik reibungsloser
Fliissigkeiten anwendbar sind.

Wenn ein Korper oder eine Fliche in einer stromenden Flissigkeit
einen Auftrieb erfahrt, d.h. eine Kraftkomponente senkrecht zur Be-
wegungsrichtung der Flussigkeit besitzt, so konnen wir uns diese Er-
scheinung nur dadurch erkliren, daf in der Flissigkeit dicht unter
der Flache durchschnittlich ein Uberdruck (durch - + bezeichnet)
und iiber der Fliche ein Unterdruck (durch — — bezeichnet) relativ
zum Druck der ungestérten Flissigkeit herrscht (Abb. 114).

Ist dieser Zustand stationér, so fuhrt die Bernoullische Gleichung
dann weiter zu der Folgerung, dafl oberhalb der Fliache (wo der kleinere
Druck herrscht) die Geschwindigkeit groBer ist als unter der Fliche
(wo der groflere Druck herrscht).

Diese Tatsache laft sich nun dadurch erkliren — worauf bereits
Rayleigh? (1878) und spiter Lanchester? (1897) hingewiesen hat —,
dafl man zu der reinen translatorischen Stromung von links nach rechts
entsprechend Abb. 115, die keine Kraftwirkung, sondern nur ein Moment
auf die Fliche ausiibt3, noch eine Zusatzstromung annimmt, die so ge-
artet sein mul}, daB sie oberhalb der Fliche von links nach rechts
gerichtet ist (entsprechend der VergréBerung der dort herrschenden
Geschwindigkeit) und unterhalb der Fliche von rechts nach links
(entsprechend der Verringerung der Geschwindigkeit an dieser Stelle).

Eine Zusatzstromung, die iiber der Fliache von links nach rechts,
unter der Fliche von rechts nach links gerichtet ist, ergibt aber eine
Bewegung, die die Fliche zirkulatorisch umstrémt (Abb. 116). Man
nennt diese zusétzliche Stromung um die Flache Zirkulationsstromung.
Als MaB fiir die Zirkulation dient das Linienintegral der Geschwindig-

1 Lord Rayleigh: On the Irregular Flight of a Tennis-Ball. Messenger of
Mathematics Bd. 7, S. 14. 1877 oder Scient. Papers, Cambridge 1899, S. 344.

2 Lanchester, F. W.: Aerodynamik (deutsch von C. u. A. Runge). Leipzig
1909.

3 Dieses ist eine Strémungsform, die sich im ersten Augenblick der Bewegung
auch tatsichlich einstellt (Abb. 48 der Tafel 19).



174 Die Lehre vom Auftrieb.

keit lings einer das Profil vollstindig umschlieBenden Kurve; man
nennt es die Zirkulation und bezeichnet es mit I, also " = $wody fiir

Abb. 114, Abb. 115. Abb. 116.
Abb. 114 bis 116. Abb. 114 zeigt die Stréomung um eine geneigte Platte. Man kann sich diese

entstanden denken durch Uberlagerung der in Abb. 116 dargestellten zirkulatorischen Strémung
zu der rein translatorischen Stromung von Abb. 115.

eine den Fliigel umschlieBende Linie. Wie man sich das Entstehen dieser
zusitzlichen Stromung vorzustellen hat, werden wir in Nr. 107 sehen.

104. Das Druckintegral, genommen iiber die Fliigelfliche. Wir wollen
in diesem Teil des Abschnittes der Lehre vom Auftrieb annehmen,
daBl die tragende Flidche sich nach den Seiten hin (in den Abbildungen
senkrecht zur Papierebene) so weit erstreckt, daB3 der storende EinfluB
der beiden seitlichen Enden (iiber den im nichsten Kapitel noch be-
sonders zu sprechen sein wird) zu vernachlissigen ist. In diesem Falle
sind aus Symmetrie-

Wug n ' >

Z grinden die ‘ Stro-

—uy mungszustinde in zur

v A Vug 8 Spannweite senkrech-

Abb. 117. Zerlegung der Geschwindigkeit oberhalb und unternaly el Ebenen des als
einer gewdlbten Platte in die Anstrdmungsgeschwindigkeit und 3 : "
die z-Komponenten der zirkulatorischen Geschwindigkeit. unendlich la’ng ange

nommenen Fligels die
gleichen, so daBl es geniigt, die Strémung in einer dieser Ebenen
zu untersuchen. Aus diesem Grunde nennt man diesen Bewegungs-
vorgang auch eine ebene oder zweidimensionale Stromung.
Vorausgesetzt sei, dafl die Kriimmung der Fliche und ihre Neigung «
zur Stromungsrichtung, die wir mit der x-Richtung zusammenfallen
lassen, gering genug ist, so daf wir angendhert cos « = 1 setzen konnen.
Unter dieser Voraussetzung kommt von der Zusatzgeschwindigkeit
der Zirkulation im wesentlichen nur die x-Komponente, also u, in
Betracht; es ist also oben %, nach rechts, unten w, nach links hin an-
zunehmen, wobei %, und u, positive GréBen sein sollen (Abb. 117).
Wir legen der weiteren Betrachtung ein Stiick von der Léange !
der unendlich langen Fliche zugrunde.
Es ist dann offenbar, wenn p, den Druck dicht iiber der Fliche
und p, denjenigen unter der Fliche bedeutet, angenahert:

B
4 sz(pu_po)szlAf(pu_po)dw,
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wobei dF ein Element der Fliche 4 B-l ist. Eliminieren wir die Drucke
mittels der Bernoullischen Gleichung, so ergibt sich:

AB

A= [[wu—p)aF =L [IV + ) — (7 —w))dw

AB

— L2V o+ w) + u} — uflde

oder, da unter den gemachten Voraussetzungen

B B
fuodx—l— Juyde =T
b 4

ist,

B
A=1lp VF—}—f%(u?,—uﬁ)dx.
4

Uber das letzte Integral wollen wir vorliufig nur die Aussage machen,
daB es sehr klein und moglicherweise gleich Null ist. Das Studium

der Druckverteilung liefert uns also
die Beziehung, dafl 4 mit guter
Annéherung gleich 1o VI', also pro-
portional der Zirkulation ist.

105. Ableitung der Kutta-Jou-
kowskyschen Formel fiir den Auf-
trieb aus der Stromung durch ein
Fliigelgitter. Wir wollen, um fiir
den Auftrieb einen genauen Aus-
druck zu gewinnen, noch einen
anderen Weg einschlagen:

Es sei statt einer Tragflache
eine unendlich groBle Anzahl von
Flachen, ein Schaufelsystem, vor-
handen; der Abstand der Schaufeln
voneinander sei @. Das Koordinaten-
system sei so gelegt, daB die z-Achse
die Richtung von einem Punkt einer

Abb. 118. Stromung durch ein Fliigelgitter zur
Ableitung der Kutta-Joukowskyschen Formel
fiir den Auftrieb.

Schaufel zu den korrespondierenden Punkten der iibrigen Schaufeln
habe und nach unten positiv gerechnet werde. Die Kontrollfliche
bestehe aus einer Ebene F; = a-l links weit vor dem Schaufelsystem
parallel zur x-Achse und zwei identisch gelegene Stromlinienflichen,
die eine Schaufel in sich schlieBen; rechts, in geniigender Entfernung

hinter dem Schaufelsystem, werde

die Kontrollfliche wieder durch

eine Ebene F, parallel zur x-Achse geschlossen (Abb. 118). Aus der
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Kontinuitdt ergibt sich da F, = F, ist:

V=V, = 0.
Wenden wir jetzt den Impulssatz an, so bleibt — da die Beitrige der
Impuls- und Druckintegrale tiber den identischen Stromlinien sich

fortheben — fiir die x-Komponente (da eine Druckkomponente in der
z-Richtung nicht vorkommt):

— X =plav(uy— u)
fir die y-Komponente:

Y=ypla@®—v) + al(p,—p,).
0

Nach der Bernoullischen Gleichung ist aber:

Pi— po =5 (0 + ud) — 5 (07 + ud),

mithin unter Beriicksichtigung von v, = v,

2
Y=9pla—F—=09pla

Uy + u
! 2 * (uy — uy) .
Wir wollen nun die Zirkulation um eine Schaufel berechnen und
folgen dazu zweckmaBig der Linienfithrung unserer Kontrollfliche.
Da der Beitrag zum Linienintegral (genommen iiber die Kontrollfliche)

auf den beiden identischen Stromlinien sich gegenseitig aufhebt, so
bleibt:

I'=a(uy—uy).
Man erhilt somit ,
X=—pllv,

_ Uq + Uy

Y=oplI' g -

LaBt man nun die einzelnen Fliigel unendlich weit voneinander
riicken, d.h.ae nach Unendlich konvergieren, so muB}, da I" endlich
bleibt und andererseits I" = a(u, — u,) ist,

Uy = Uy

werden, d. h. also, bei einem einzelnen Fligel stromt die Fliissigkeit
weit hinter dem Fliigel in derselben Richtung fort, in der sie weit vor
dem Fliigel diesen anstromt.

LaBt man die Anstrémungsrichtung im Unendlichen mit der y-Achse
zusammenfallen, so ist wegen u; = 0, also auch u, =0, d.h. die in
die Anstromungsrichtung fallende Kraftkomponente Y verschwindet,
und es bleibt lediglich die zur Anstréomungsrichtung senkrechte Kom-
ponente X, d.h.der Auftrieb. Rechnen wir die z-Richtung nach
oben positiv, so haben wir mit v = ¥V fiir den Auftrieb eines einzelnen
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Fliigels den Ausdruck gefunden:

A=plVTI.
Diese Formel fiir den Auftrieb ist zuerst von Kuttal! (1902) und
davon unabhingig von Joukowsky? (1906) gefunden worden.

106. Ableitung der Kutta-Joukowskyschen Auftriebsformel unter
Annahme eines tragenden Wirbels. Fiir die soeben abgeleitete wichtige
Auftriebsformel gibt es noch mehrere Beweise. Der von Joukowsky
geht von der Tatsache aus, dafl in groflerer Entfernung vom Korper

die Strémung unabhéngig von der Gestalt des tragenden Korpers ist.
Er setzt ganz allgemein als Stromungsfunktion:

I A B
Z=Vetime+ a4+ B 0.,

an und somit

dzZ I's A 2B 3C
w=n =Vt et
wo A, B, C, ... komplexe Konstanten sind. In diesen Konstanten

kommt die Deformation der einfachen Parallelstromung mit iiber-

lagerter Zirkulation zum Ausdruck, die je nach der Gestalt des

tragenden Korpers verschieden ist. Fiir grofie Entfernungen (grofe z)

sind die Glieder mit 4, B,C, ... zu vernachlissigen und folglich das

Geschwindigkeitsfeld derart, als ob im Ursprung (z = 0) lediglich ein

,,tragender Wirbelfaden‘ von der Zir- 1%

kulation I" vorhanden wére. +0
Es ist hier besonders zu bemerken, T 1= r

daf3 es sich in diesem Falle nicht um ¥

einen fliissigen sogenannten Helm-

holtzschen Wirbel handelt" dessen Abb. 1‘12‘9. In groBer Entfernung vom Trag-

Geschwindigkeit zur umgebenden fligel setat sich die Geschwindigkeit zu-

. A . sammen aus der Anstrémungsgeschwin-

Flissigkeit Null ist3, sondern um digkeit ¥ und der Zusatzgeschwindigkeit

einen ,tragenden Wirbel“, der re- w= 2%

lativ zur Flissigkeit eine von Null

verschiedene Geschwindigkeit besitzt. Der Begriff des tragenden Wir-

bels hat keine physikalische Realitiat, sondern bedeutet eine Abstrak-

1 Kutta, W.: Auftriebskrifte in stréomenden Fliissigkeiten. Il. aeron. Mitt.
1902.

2 Joukowsky, N.: Uber die Konturen der Tragflichen der Drachenflieger.
Z.F.M. Bd. 1, S.281. 1910 und Bd. 3, S. 81. 1912.

3 Dafl ein flissiger (Helmholtzscher) Wirbelring eine Geschwindigkeit zur
umgebenden Fliissigkeit besitzt, hat seine Ursache darin, daB sich infolge des
Unterdrucks im Wirbel und der Kriimmung des Wirbelringes eine Kraft nach
dem Kriimmungsmittelpunkt ergibt, die ihrerseits eine Bewegung des Wirbel-
ringes verursacht, und zwar mit um so gréBerer Geschwindigkeit, je konzentrierter
er ist.

Tietjens, Hydromechanik II. 12
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tion, der man physikalisch ndherkommen kann, wenn man statt des
tragenden Wirbels einen rotierenden Zylinder nimmt und den Durch-
messer des Zylinders nach Null konvergieren 1a8t.

Das Geschwindigkeitsfeld setzt sich also — in groBer Entfernung

vom tragenden Koérper — zusammen aus der konstanten Geschwindig-
r

2nr

keit V der Hauptstromung und der Zusatzgeschwindigkeit w =

(Abb. 119).

Mit Hilfe des Impulssatzes erhalt man nun leicht die Auftriebs-
formel, und zwar wird je nach der Form der Kontrollfliche der Beitrag
des Impuls- und des Druck-
integrals zum Auftrieb ver-
schieden. Fiir den Fall, daf
man als Kontrollfliche einen
zum tragenden Wirbel konzen-
trischen Kreiszylinder von ge-
niigend groBem Radius nimmt,
wird der Beitrag beider Inte-
grale einander gleich, jedes
%, wo A4 den
Auftrieb pro Langeneinheit des

Abb.120. Bei kreistormiger Kontrolltliche wird der Tragfliigels bedeutet.
Auftrieb zur Hilfte vom Impulsintegral, zur anderen . .
Hilfte vom Druckintegral aufgenommen. Die vom tragenden Wirbel
herrithrende Geschwindigkeit w,
die sich der Geschwindigkeit der ungestorten Flissigkeit V tiberlagert, ist
. r . . .
gleich Sy und steht iiberall senkrecht zum Radius . Der Beitrag des Im-

gleich # =

pulsintegrales pro Langeneinheit fiir die senkrechte Komponente ist also
unter Beriicksichtigung der in Abb. 120 eingetragenen Bezeichnungen

27
gﬁdfwcos (n,w) o = gfrd(p V cos p -2—71I1—rcos<p
0

27
— %%I{J‘d(pcosz g = ng %
0
Der resultierende Impuls ist nach unten gerichtet, da die nach
oben gerichtete Geschwindigkeit vor dem Fligel in eine nach unten
gerichtete hinter dem Fligel abgedndert worden ist. Die Reaktion
der Fliissigkeit ergibt somit eine Auftriebskraft am Fliigel nach oben.

27
* Bs ist fcospdp =m.
0
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Den Beitrag des Druckintegrals erhalten wir folgendermafBen: Nach
der Bernoullischen Gleichung ergibt sich fiir den Druck p, wenn p,
den Druck der ungestorten Flissigkeit bezeichnet und B 4 v die
geometrische Summe der Geschwindigkeiten 8 und w bedeutet,

P+ g (B+wpE=p+ 5B
Beriicksichtigen wir, daff nach Abb. 121

(B + )2 = (V + wsing)? 4 (wcos ¢)?
ist, und ferner, daB w gegen V beliebig /(
P v

klein wird, wenn man nur 7 hinreichend wsing
grol wihlt, so erhalten wir unter Ver- .3 Y 2;
nachléssigung von w? fir den Druck: 3
p=po—eVwsing. \
Abb. 121.

Von dem Druckintegral ist, wie leicht
zu sehen, nur die zur Stromungsrichtung senkrechte Komponente
von Null verschieden; die zugehorige Komponente von p ist p sin ¢,
so daB sich als Druckintegral pro Lingeneinheit ergibt:

27 27
ﬁpd,‘: Qwasin2<prd<p = ngwfsin2<pdq)
0 0

H ! Unferdruck
1
-—:? ‘i-%
| |
! = i
1
— —ta .
! i Uberdruck
Abb. 122, Abb. 123. Abb. 124,
Abb. 122 bis 124. Wird bei rechteckiger Kontrollfliche wie in Abb. 122 der Ubergang ins Unendliche
in der Weise vorgenommen, daB — wie in Abb. 123 — zuerst die wagerechten Kontrollflichen

ins Unendliche riicken, so wird das Druckintegral Null und das Impulsintegral gleich dem Auftrieb;
dies bleibt so, wenn nachtriglich auch noch die senkrechten Xontrollflichen ins Unendliche riicken,
im andern Fall — Abb. 124 — wird das Impulsintegral Null und das Druckintegral gleich dem Auftrieb.

Fiir den gesamten Auftrieb pro Lingeneinheit erhalten wir also wieder
als Summe aus Impuls- und Druckintegral:

A=p0oIV.

Wie schon gesagt, ist der Anteil des Impuls- und des Druckintegrals
zum Auftrieb abhéingig von der Form der Kontrollfliche. Nimmt man
beispielsweise eine Kontrollfliche von rechteckigem Querschnitt
(Abb. 122), bildet dann die Beitrige des Impuls- und Druckintegrals
und 148t zunichst die wagerechten Kontrollflichen ins Unendliche

12%
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riicken (Abb. 123), so wird das Druckintegral gleich Null und der Auf-
trieb gleich dem Impulsintegral; 148t man jedoch nach Bildung der
beiden Integrale die senkrechten Kontrollflichen ins Unendliche riicken
(Abb. 124), so wird das Impulsintegral gleich Null und das Druck-
integral gleich dem gesamten Auftrieb.

Im unbegrenzten Luftmeer bleibt es also — wenn die Gestalt der
Kontrollfliche nicht gegeben ist — ganz unbestimmt, was als Druck
und was als Impuls von dem tragenden Korper ausgeht.

Anders ist es, wenn ein Boden vorhanden ist; dann wird — da
nur der Ubergang der senkrechten Kontrollfliche ins Unendliche mog-
lich 1ist, ohne den
Boden zu durchsetzen
— der Auftrieb immer
als Druck auf den
Boden iibertragen. Um
diesen Fall rechnerisch
zu verfolgen, wendet
man zweckmiaBig die
Methode der Spiegel-
bilder! an (Abb. 125).

Es ist dann die
Ebene £ E Symmetrie-
ebene. Als Kontroll-
flaiche nehmen wir
einen  Halbzylinder

Abb. 125. Beim Vorhandensein eines Bodens EE wird der -
Auftrieb immer vom Druckintegral aufgenommen. itber EE von der

(Methode der Spiegelbilder.) Léinge 7 und das von

dem Halbzylinder aus der Ebene ausgeschnittene Rechteck. Bildet
man fiir diese Kontrollfliche das Druck- und Impulsintegral, so er-
kennt man, dal das Impulsintegral um so kleiner wird, d. h. das Druck-
integral um so mehr gleich dem Auftrieb, je groBer r im Vergleich
zu h ist. LaBt man 7 nach Unendlich konvergieren, so bleibt als Aqui-
valent des Auftriebes nur das Druckintegral iibrig.

107. Das Entstehen der Zirkulation. Wie wir am Anfang dieses
Kapitels erkannt haben, 148t sich die Auftriebskraft, die ein Kérper
in einer strémenden Flissigkeit erfahren kann, nur verstehen, wenn
man annimmt, daf sich dem Geschwindigkeitsfeld der gleichformig
stromenden Flissigkeit eine den Auftriebsk6rper umschliefende zirku-
latorische Strémung iiberlagert. Wie konnen wir uns nun das Ent-
stehen einer solchen zirkulatorischen Fliissigkeitsbewegung erkliren ?
Nehmen wir zunichst an, daB die Flissigkeit in Ruhe ist, so ist das

1 Vgl. z. B. A. Betz: Auftrieb und Widerstand einer Tragflache in der Nahe
einer horizontalen Ebene (Erdboden). Z.F.M. Bd. 3, S. 86. 1912.
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Linienintegral der Geschwindigkeit lings einer den Fligel ganz um-
schliefenden fliissigen Linie — d. h. die Zirkulation —, da alle Ge-
schwindigkeiten gleich Null sind, selber gleich Null. Nun muf} aber
nach dem Thomsonschen Satz (Nr. 84 des ersten Bandes) die Zirkulation
in einer reibungslosen Fliissigkeit konstant — in diesem Falle also
gleich Null — bleiben, wenn wir durch irgendwelche Druckeinwirkungen
auf die Fliissigkeit dieser eine plétzliche gleichférmige translatorische
Bewegung gegen den Tragfliigel erteilen bzw. den Tragfliigel durch die
Flissigkeit bewegen. Wie ist nun die Tatsache, daBl bei einem einen
Auftrieb erfahrenden Tragfliigel doch eine von Null verschiedene
Zirkulation vorhanden sein muf, mit diesem Satz in Einklang zu
bringen ?

Wie die Beobachtung zeigt, vollfithrt die Flissigkeit im ersten
Augenblick tatsdchlich eine Potentialstromung ohne Zirkulation, ent-
sprechend Abb. 126 und
Abb. 48 der Tafel 19, wo- ————— =
bei die Hinterkante mit ——————— —— ——

sehr grofler Geschwindigkeit

umstromt wird. Zur Erkla- _ ),

/////////,,,,4

rung des Entstehens der W
——‘_\/>
e — e ——
e ————

L

Zirkulation wollen wir an-
nehmen, daB3 diese Hinter-
kante eine scharfe Schneide Abb. 126. Potentialstrémung (ohne Zirkulation) um einen
bildet; die Zihigkeit mag Tragtligel.

als verschwindend klein angesehen werden, so daB gem#B dem bei
den ebenen Potentialstromungen im I. Band, Nr. 77 Dargelegten un-
endlich groBe Geschwindigkeiten an der Kante entstehen. Diese fiithren
aber durch die Wirkung einer noch so kleinen Zihigkeit zu einer
Trennungsfliche.

Die von der Kante des Fliigels ausgehende Trennungsschicht rollt
sich dabei zu einem Wirbel, einem sogenannten Anfahrwirbel, auf.
Da dieser nach den Helmholtzschen Sitzen an dieselben Fliissigkeits-
teilchen gebunden ist, wird er von der anstrémenden Fliissigkeit mit-
genommen (bzw. vom bewegten Fligel in der ruhenden Flissigkeit
zuriickgelassen). Auch bei wirklichen Fliissigkeiten geringer Ziahigkeit
wie Luft oder Wasser findet beim Beginn der Bewegung tatsichlich
ein aullerordentlich rasches Umstrémen der Hinterkante statt. Es
bildet sich auch hier sofort ein Wirbel aus, der freilich hier von vorn-
herein eine gewisse rdumliche Ausbreitung besitzt, der aber ebenso
wie im Idealfall schnell an Gré8e zunimmt. Abb. 49 bis 51 der Tafeln 19
u. 20 zeigen die Ausbildung eines solchen Anfahrwirbels und Abb. 52 bis
54 der Tafeln 21 u. 22 eine Phase dieses Vorganges in einem Bezugs-
system, fiir das der Beobachter bzw. die Kamera relativ zur ungestorten
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Fliissigkeit ruht. In diesem Bezugssystem erkennt man auch direkt die
dem Anfahrwirbel entsprechende zirkulatorische Bewegung um den
Fliigel. Mit der Entstehung dieses Anfahrwirbels dndert sich nun das
im ersten Augenblick der Bewegung sich ausbildende Geschwindigkeits-
feld (Abb. 42 bis 47 der Tafeln 17 u. 18) in dem Sinne, dafl der trans-
latorischen Bewegung der Fliissigkeit eine zirkulatorische iiberlagert wird,
und zwar ist die Zirkulation dieser iiber-
lagerten Bewegung in jedem Augenblick
entgegengesetzt gleich derjenigen des An-
fahrwirbels. Sie wichst mit dem An-
fahrwirbel so lange, bis die Strémung
von beiden Seiten des Fliigels sich an
dessen Hinterkante glatt wieder zu-
sammenschlieft. Von dem Augenblick
an, wo dieser Zustand erreicht ist (es
handelt sich hierbei um Wegstrecken von
der GroBenordnung der Fliigeltiefe),
wachst auch der Anfahrwirbel nicht
mehr weiter an. VergroBert man jetzt
B8 die Geschwindigkeit der Strémung (bzw.
Wil 9 4 die des Fligels in ruhender Flissigkeit)
oder vergroBert man den Anstellwinkel,
so findet eine weitere Wirbelabgabe im
Drehsinn des Anfahrwirbels statt. Ver-

..

Abb. 127.

%ﬁ

Abb. 128.

Abb. 129.

Abb. 127 bis 129. Die den Tragfliigel
umschlieBende ,,fliissige’* Linie in Abb.
127 wird durch die einsetzende Be-
wegung des Tragfliigels etwa die in
Abb. 128 gezeigte Gestalt annehmen,
wobei der Tragfliigel und der Anfahr-
wirbel im Innern dieser fliissigen Linie
verbleibt. Die Zirkulation von Trag-
fliigel plus Anfahrwirbel bleibt dauernd
Null, also die Zirkulation des Trag-
fliigels entgegengesetzt gleich dem
Anfahrwirbel.

ringert man hingegen die Geschwindig-
keit oder verkleinert man den Anstell-
winkel, so bildet sich an der Hinter-
kante gleichfalls ein Wirbel aus, jetzt
aber von entgegengesetztem Rotations-
sinn. Beschleunigt man den Fligel und
halt ihn, sobald sich der Anfahrwirbel

ausgebildet hat, wieder an, so erhilt
man zwei gleich starke Wirbel von entgegengesetztem Rotationssinn.
Ein Vorgang dieser Art ist in Abb. 55 der Tafel 22 photographisch
aufgenommen. Auf die zur Erzeugung dieses Wirbelpaares notwendige
Arbeitsleistung kommen wir noch zu sprechen.

Nachdem wir gesehen haben, daBl das Entstehen der Zirkulation
um den Tragfliigel notwendigerweise verbunden ist mit der Bildung
eines Anfahrwirbels, 148t sich ohne weiteres zeigen, daB das Auftreten
einer Zirkulation nicht im Widerspruch steht mit dem Thomsonschen
Satz. Denken wir uns zunichst den relativ zur Flissigkeit ruhenden
Korper von einer fliissigen Linie (dem Integrationsweg der Zirkulation)
vollstéandig umschlossen (Abb. 127) und leiten darauf den Bewegungs-
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vorgang ein, so bleibt — da es sich ja um eine fliissige Linie handelt,
die schon im Ruhezustand um den Tragfliigel herum geschlossen war —
aufler dem Tragfliigel auch der Anfahrwirbel in dieser Linie eingeschlossen
(Abb. 128). Da, wie aus Abb. 55 der Tafel 22 zu ersehen ist, die Zirkulation
um den Tragfliigel entgegengesetzt gleich derjenigen des Anfahrwirbels
ist, bleibt also das Linienintegral lings der geschlossenen fliissigen Linie
gleich Null. Umgekehrt ergibt sich — wenn wir die Gultigkeit des
Thomsonschen Satzes voraussetzen, dafl die Zirkulation um den Trag-
fligel entgegengesetzt gleich derjenigen des Anfahrwirbels ist. Denn
bedeutet die Kurve 4,4, der Abb. 129 eine Kurve, die zur Zeit der
Ruhe den Fligel ganz umschloB, so dafl das lings dieser Linie ge-
nommene Linienintegral der Geschwindigkeit gleich Null ist, so er-
gibt sich, daB die Zirkulation um den Tragfliigel allein, d. h. das Linien-
integral der Geschwindigkeit lings der Kurve 4, BA, entgegengesetzt
gleich demjenigen lings der Kurve 4,BA,, d.h.der Zirkulation des
Anfahrwirbels ist; vgl. S. 205 des I. Bandes.

108. Der Anfahrwiderstand. Durch den abgehenden Anfahrwirbel,
dessen Zirkulation I' sein moge, wird nun das Geschwindigkeitsfeld
um den tragenden Korper insofern be-

einﬂu'Bt, als' die Anstrémungsgeschwin- =~ ) ',//“\\‘1‘
digkeit ¥V eine Abwirtskomponente [ L \\_9 J
r ——
w=9aL

erhélt, wenn L-die Entfernung des An-
fahrwirbels vom Tragfliigel bedeutet Abb.130. Der abgehende Anfahrwirbel
(Abb. 130). Dadurch wird aber die Rich-  Yoagiiiges sine Abwirisronommonie o
tung der Geschwindigkeit am Tragfliigel

und also auch die zur Anstromungsgeschwindigkeit senkrechte Kraft-

komponente, d.h. der Auftrieb um den Winkel ¢ = arc tg% gedreht,

was einen gewissen Anfahrwiderstand bedingt. Dieser Widerstand ist
offenbar um so grofer, je naher sich der Anfahrwirbel beim Tragfliigel
befindet. Bezogen auf die Langeneinheit in der Richtung senkrecht
zur Zeichenebene haben wir also nach Abb. 131

eVl I I
V "2aL " 23%nL-

W=Acosqo=A%=

Wie man erkennt, ist der ,, Anfahrwiderstand¢ proportional dem
Quadrat der Zirkulation und umgekehrt proportional der Entfernung
des Wirbels vom Auftriebskérper.

Als Widerstandsarbeit fiir diejenige Zeit, in der sich der Anfahr-
wirbel von der Entfernung L, bis L, vom Tragfliigel fortbewegt hat,
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erhalten wir somit:

2 CL _el* L
L 2z B L
L|
Wahrend der Ausbﬂdung der Zirkulation erfiahrt der Korper also
einen Widerstand, der logarithmisch unendlich wird, wenn wir L,
unendlich werden lassen. Diese Arbeit reicht ge-
rade aus zur Erzeugung der kinetischen Energie

deL——

4| bR am Fligel und am Wirbel, die beide gleich groB

sind. Betrachten wir in Abb. 132 die kinetische

lW p Energie 7' eines dieser Wirbel zwischen zwei

\]m Radien 7, und 7, (fir die Léngeneinheit senk-
v’ recht zur Zeichenebene), so ist

Abb. 131. Die durch den

Anfahrwirbel der Abb. 130 ol ™ I
bedingte Geschwindigkeits- 9 Ty
komponente ergibt eine T= fz wrdr ? Y in =4n In -2,
Drehung der Luftkraft im 71
Uhrzeigersinn und damit 1 71

eine Kraftkomponente in . . . . . . .
Richtung der Bewegung, Die kinetische Energie der Zirkulation ist also

d. h. einen Anfahrwider oom38 dieser Abschitzung gerade gleich der
halben Widerstandsarbeit; die andere Halfte
findet ihr Aquivalent in der kinetischen Energie des Anfahrwirbels.
Diese Uberlegungen gelten jedoch nur fiir das zweidimensionale
Problem. Bei endlicher Fligelspann-
weite oder auch, wenn ein Boden in
endlicher Nahe ist, bleibt die Wider-
standsarbeit und also auch die kine-
tische Energie um den Fligel sowie
die des Anfahrwirbels endlich.
s 109. Das Geschwindigkeitsfeld in
der Umgebung des Tragiliigels. Die
Tatsache, daB die Strémung bereits
vor dem Fligel, d. h. in einem Teil der
Fliissigkeit, der vom Tragfliigel noch
gar nicht beriihrt ist, eine erhebliche
Abb. 132. Abweichung in der Strémungsrichtung
besitzt und schon vor dem Fligel
eine Aufwirtskomponente hat, ist zunéchst schwer verstandlich.
Die Anwendung des Impulssatzes mit zwei parallelen senkrechten
Kontrollebenen vor und hinter dem Fliigel zeigt, daB bereits be-
liebig weit vor dem Fligel ein Impuls von der GréBe des halben
Auftriebes vorhanden ist. Dies ist vielleicht noch befremdlicher. Es ist
ein Verdienst von Lanchester, fiir diese Erscheinung eine einleuch-
tende Begriindung erbracht zu haben.

ll
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Lanchesterl, der bereits 1897 Betrachtungen iiber Strémungen
um Tragflichen anstellte, ging von der Uberlegung aus, daB von der
Flache — um eine Tragwirkung zu erzielen — dauernd Luft nach
unten beschleunigt werden muBl. Damit der Fliigel jedoch dabei nicht
zu sehr sinkt, ist es notwendig, dal er wagerecht verschoben und so
iber immer neue Luftmassen gebracht wird.

Will man die augenblicklich unter dem Fliigel befindliche Luft-
masse gleichférmig beschleunigen, so kann man sich das dadurch be-
wirkt denken, daB eine horizontale, ebene, nach den Seiten hin (d. h.
senkrecht zur Zeichenebene) unendlich ausgedehnte Platte aus der
Ruhe heraus kurz nach unten beschleunigt wird. Das Beschleunigungs-
feld der umgebenden Luft laBt sich
fiir diesen Fall berechnen, ¢s hat
die in der Abb. 133 dargestellte Ge-
stalt. Oberhalb und unterhalb der
Platte erfolgt eine Beschleunigung
senkrecht nach unten, wihrend vor
und hinter der Platte, da die Luft
bestrebt ist, der Platte auszuweichen,
eine Beschleunigung nach aufwérts
erfolgt.

Wir fragen uns jetzt: Was ergibt
sich, wenn dieses Beschleunigungs-
feld mit der Geschwindigkeit V
fortgefithrt wird? Dabei wollen wir
annehmen, dal V gI‘OB sein soll Abb.133. Beschleunigungsfeld in der Um-

. . R R gebung einer senkrecht zur Bildebene un-
gegenuber den zusétzlichen Geschwin- endlich langen Platte, die rechtwinklig zu

digkei ten (u U) die sich aus der ihrer Ebene nach unten beschleunigt wird.
kurzdauernden Beschleunigung der Platte nach unten ergeben. Ferner
wollen wir die Ortséinderung der einzelnen Flissigkeitsteilchen so klein
annehmen, da wir fir die Beschleunigung

Do ov ov dv
T T T T gy

setzen diirfen: 9 so daB

v
W}
"o
v
wird.
Legen wir die x-Achse unseres Koordinatensystems in die Richtung
der gleichformigen Geschwindigkeit V, die y-Achse also in die Richtung

1 Lanchester, Fr. W.: sieche FuBnote S.173.
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der Beschleunigung der Platte nach unten, so haben wir bei Einfithrung
der neuen Variablen & =z + V¢

also bei festgehaltenem x
t
v=[f(&ydt.

Fiir ein konstantes x erhalten wir aber, da dann d& = Vd¢ ist:

3
v = [1Ende.

Fragen wir nach der Geschwindigkeit in den einzelnen Punkten der
xz-Achse, d. h. fir y =0, so ist:

g
bymo = [ 1 (E.0)dE.

Um die Integration auszufithren, legen wir das in Abb. 134 dar-
gestellte Beschleunigungsfeld der y-Komponente fiir ¥ = 0 zugrunde.
Nehmen wir dabei die Inte-

éd_g const 512 gratiPnskonst'ante derairtig,

daB in der Mitte des Fliigel-

. profiles v = 0 ist, so erhal-
ten wir Abb. 135.

H“mmﬂ%mum Da die aus den Stérungs-

v geschwindigkeiten resultie-

ﬂTTWWHT(f mﬂﬂsﬁ . renden Wege nur klein sind,
= T konnen wir fur y 4= 0 an-
| W —const§1 gendhert das fur y = 0 be-

rechnete v ansetzen. Uber-
lagern wir dem gesamten
Vorgang eine gleichformige
Bewegung gleich —V, ma-
chen wir also dadurch die
Stromung stationir, so ist
fiir einen festgehaltenen Zeit-
punkt dé =dz. Die Stromlinien fiir dies stationdre Bezugssystem er-
halten wir nun, indem wir setzen:

C-constin§
Abb. 134 bis 136.

dy _ v v,
de V4u V2

also gemifB Obigem
- 1
Yy va d&.
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Hieraus ersehen wir, da3 die Stromlinien in dem Gebiet, in dem die
Luftteilchen eine iiber die Flugeltiefe konstante Beschleunigung er-
fahren, parabolische Gestalt haben (weil hier v ~ £ ist), wihrend y
in groBerem Abstand auf beiden Seiten dieses Gebietes wie In & ab-

nimmt (weil hier v A~ % ist), Abb. 136.

Aus dieser Betrachtung heraus ist die sonst schwer verstandliche
Tatsache, da3 die Luft vor dem Fligel aufsteigt, zwanglos zu verstehen.
Aus der Gestalt der Stromlinien schlielen wir gleichzeitig, daf es zweck-
maBig ist, die Platte flach parabolisch (oder kreisformig) zu wolben.
In diesem Fall ergibt sich fiir die der Platte benachbarten Teilchen
eine in erster Naherung gleichformige Beschleunigung.

110. Anwendung der konformen iy
Abbildung auf die Stromung um
eine ebene und gewdlbte Platte.
Die auf Grund der Vorstellungen
von Lanchester sich ergeben-
den Stromlinien um eine tragende —2a Za 3
Flache sind unabhéngig von Lan-
chester mit Hilfe der Methode der
konformen Abbildung von Kuttal
rechnerisch  bestimmt worden.
Diese Anwendung der konformen
Abbildung (vgl. Nr. 79 des ersten Bandes), auf die Kutta in der
zitierten Arbeit zuerst hingewiesen hat, hat sich als auBlerordentlich
fruchtbar gezeigt. Es mag an dieser Stelle jedoch noch einmal aus-
driicklich erwdhnt werden, daB sich diese Methoden nur benutzen
lassen bei zweidimensionalen Stromungen, daf sie dann aber auch
auBerordentlich anwendungsfiahig sind.

Man geht im allgemeinen aus von der seit langem bekannten Stro-
mung um einen Kreiszylinder. Dadurch, dafl man dann die komplexe
Ebene mit dem in ihr enthaltenen Kreis und Stromlinienbild durch
zweckentsprechende Funktionen auf eine andere Ebene abbildet derart,
daB der Kreis in die Kontur iibergeht, deren Umstréomung interessiert,
erhilt man das Stromlinienbild um dieses Profil.

Wir beginnen mit der trivialen Stréomung lings einer unendlich
diinnen Platte. Bezeichnen wir die Stromungsebene in Abb. 137 als
die { =& + in-Ebene, so geht die Gerade von — 2 a bis + 2 a durch
die Funktion

Abb. 137. Stromung lings einer ebenen Platte.

= f ey »

1 Kutta, W.: Auftriecbskriafte in strémenden Flissigkeiten. Ill. aeron.
Mitt. 1902.
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iiber in einen Kreis vom Durchmesser gleich der halben Geraden, und
die parallele Stromung langs der Geraden geht iiber in die Strémung
um den Kreis (Abb. 138). Um
dieses zu erkennen, setzen wir
in den Ausdruck fiir z beispiels-
weise { = 4+2a, und wir erhal-
ten z = 4-a; ferner ergibt { =0

|Zy

a % die GroBen +)—la = Zia.
Allgemein erhdlt man fir die
Punkte der £-Achse von —2a

\\\\\\\\ﬁ

bis + 2 @ mit
Abb. 138. Konforme Abbildung der & + i 7- { =2acos?
Ebene in Abb. 137 in eine z + iy-Ebene —
durch die Funktion z=acos? -+ ]/a2 cos? P — a?
~ Nz

Z=ztiv= g+ (%) —ar. oder
Hierbei wird das Geradenstiick von —2a __ 2 2
bis + 24 in die Kreiskontur vom Radius a z=acos? + V_ a*(1 — cos ﬁ)
abgebildet, also die Stromung lings einer
Platte in die Stromung um einen Kreis- oder

zylinder.

z=acos? + tasin?d;

also ist die &-Achse von —2 a bis 4+ 2 a¢ auf einen Kreis vom Radius a
abgebildet. Die zweibléattrige Riemannsche Fliche der {-Ebene mit dem
=i7l Verzweigungsschnitt von —2a
: bis +2a wird dabei auf die
ganze z = x + 1y-Ebene abge-
bildet.
Aus der Strémung um den
_ Kreis in der z-Ebene lassen sich
— —————= § jetzt durch entsprechende Funk-
tionen die verschiedenartigsten
v Stromungen erhalten. Wihrend
v wir durch die inverse Funktion
i von (Gl. 1)

Abb.139. Konforme Abbildung der z =z + {1 y- {=2z+ — (2)
Ebene in Abb. 138 ineine{ = & + ¢ q-Ebe{le z

durch die Funktion { = & +inp =2 — a? .

>>>>

wieder die Stréomung der Abb.
Der Kreis vom Radius ¢ geht dabei iiber in

ein Geradenstiick von —¢2a bis +¢2a und 137 erha‘lten’ erglbt die Funktion
also die Strémung um einen Kreiszylinder in a?
die Stromung um eine senkrechte Platte. C =z — - (2 b)

die Strémung um die senkrecht gestellte Platte (Abb. 139). Die Stromung
gegen eine um einen Winkel « geneigte Platte erhilt man durch (GL. 2),
wenn man in Abb. 138 die z-Ebene um diesen Winkel o dreht (Abb. 140).

Neben der Berechnung der Strémung um ebene Platten hat Kutta
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auch bereits eine Methode angegeben, die Strémung um Kreisbégen
zu bestimmen. Wihrend in Abb. 141 der gestrichelte Kreis durch (Gl. 2)

/
/17

S - /

~ /N
—a L
[CAEN
;] S~ / >~
&

Abb. 140. Die der Abb. 139 entsprechende kon- Abb. 141. Stréomung um einen Kreis-
forme Abbildung, bei der jedoch die z,y-Achsen zylinder, dessen Mittelpunkt die Koordi-
in Abb. 138 um den Winkel gedreht sind. naten 2z = o,y = ¢f hat, in einem um

den Winkel o gegen die Anstromungs-
richtung gedrehten Koordinatensystem.

in die gestrichelte Gerade der Abb. 142 iibergeht, wird der durch die
Punkte — @ und + a gehende ausgezogene Kreis mit ¢f als Mittel-
punkt durch dieselbe

Funktion auf den aus- - /57}

gezogenen Kreisbogen mit m

der Pfeilhéhe 2f abge- . -

bildet. W. Deimler? hat,

den Kuttaschen Ansétzen / Xoa————

folgend, eine Methode zur w
- T -~

Konstruktion der Strom- ~

.. © 1. ~
linien um Kreisb6gen aus- . . 5
. Abb. 142. Konforme Abbildung des gestrichelten Kreises um
gearbeltet. den Ursprung in Abb. 141 in die Gerade von —2a bis +2a;

: . der ausgezogene Kreis in Abb. 141 geht dabei iiber in den
111. Uberlagerung einer “ Kreisbogen von —2a bis 2a, mit cinem Pfeil gleich 2 /.

Parallelstromung miteiner

zirkulatorischen Stromung. Alle diese Stromungsformen ergeben je-
doch hoéchstens ein Kriftepaar (ein Drehmoment), nicht aber eine
Einzelkraft. Dazu ist, wie wir wissen, notwendig, daB3 auBer der Par-
allelbewegung im Unendlichen noch eine zirkulatorische Bewegung
um den Tragfliigel vorhanden ist.

Gehen wir auf die Potential- und Stromfunktion @ -+ +¥ zuriick
(vgl. Nr. 75 des ersten Bandes), so laft sich leicht zeigen, daB die
Stromung um einen Kreis (mit dem Radius a) in der z = « + i y-Ebene
gegeben ist durch die komplexe Funktion

¢+iW=V<z+—(§)=Vz+VE:—, (3)

1 Deimler, W.: Zeichnungen zur Kutta-Strémung. Z. Math. Phys. Bd. 60,
S. 373. 1912 oder Z.F.M. Bd. 3, S. 63. 1912,
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deren erster Teil das Potential einer Parallelstromung mit der Ge-
schwindigkeit V darstellt, wahrend der zweite Teil durch Spiegelung
am Kreis mit dem Ra-
dius a entsteht. Die
Uberlagerung  beider
Stromungen ergibt, wie
Abb. 143 zeigt, die be-
kannte Stromung um
den Kreiszylinder. Man
erkennt dies auch ohne
weiteres, wenn man nach
Einfithrung von Polar-

koordinaten z = r cos ¢

Abb. 143. Konstruktion der Stromlinien um einen Kreiszylin- (G] 3) in Real- und
der durch Superposition einer Parallelstromung mit einer am Sl .
Kreis gespiegelten Parallelstromung. Imaglna,rtell trennt:

D +i¥ = Vcos<p<r+a—:> —}—iVsinq)(r—a—z).

r

In ¥ ="Vsing (r — %) = konst. haben wir dann die Stromlinien um
den Kreis; speziell
ergibt ¥ =0, daB
die Kreiskontur
selbst  Stromlinie
ist, da diese Glei-
chung mit r = a fir
alle ¢ erfullt ist;
dasselbe ist der Fall
fir alle von Null
verschiedene 7,
wenn @ = 0 bzw.
ist, d.h. die z-Achse
ist ebenfalls Strom-
linie.

Abb. 144. Superposition der Stréomung um einen Kreiszylinder mit . .
einer den Zylinder umkreisenden Potentialstréomung. Die Stromungs-

funktion einer den
Kreis in konzentrischen Kreisen umflieBenden Strémung haben wir
(mit I" als Konstante) in

D, + i’f’lzé—glnz

oder, da ilnz= —¢ 4+ ilnr,
. 1’ . I
¢1+ 1?’1:—%—}—1%1117.

r
VY= 5, In r = konst. ergibt r = konst., d. h. die Stromlinien sind
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Kreise um r = 0 als Mittelpunkt. Die Ableitung von ¥ nach r gibt
die Geschwindigkeit

r

w=5—, oder I'=w-2xr.
2nr

I" stellt also das Produkt aus dem Kreisumfang in die auf dem Kreise
herrschende Geschwindigkeit, d. h. die Zirkulation, dar. Uber die GroBe
der Zirkulation ist in der néchsten Nummer noch einiges zu sagen,
zunichst betrachten wir sie als willkiirlich.

Durch Uberlagerung beider Strémungen, also durch Addition der
Stromungsfunktionen:

V(z—f—%a'—)—l-ié;—zlnz

erhalten wir dann die gesuchte Parallelstromung mit Zirkulation. Das
Stromlinienbild 148t sich leicht dadurch erhalten, dafl man, wie Abb. 144
zeigt, die Stromlinien der Einzelstromungen iibereinander zeichnet und
die Diagonalen zieht. Je nach der GréBe der gewihlten Zirkulation
konnen die Staupunkte mehr ‘.
oder weniger nahe zueinander 17
gebracht werden.

112. Bestimmung der Stéirke
der Zirkulation. Obwohl die in

Abb. 144 dargestellte Stro- \

mung z. B. bei einem in einer
. . Abb. 145. Konforme Abbildung der z = z + {y-Ebene,
Parallelstromung rotierenden ge; abb. 144 aut eine ¢ — & + ¢ 7-Ebene derart, dag

Zylinder oder bei einem Zy- 4 Krei yom adius ¢ i ALb s n el Geriden-
linder mit einseitiger Ab-

saugung (Nr. 60) selbstéindige Bedeutung hat, liegt der grofere Wert
darin, jetzt aus dem Kreis durch spezielle Abbildungsfunktionen solche
Konturen zu erhalten, die den in der
Praxis benutzten Fligelprofilen mog-
lichst &hnlich sind.

Wenden wir zunichst auf den Kreis
mit dem Radius a die uns bereits be-
kannten Abbildungsfunktionen an, so
sehen wir in Abb. 145, wie das Strom- Abb. 146. Stromung um einen Kreiszylinder
linienbild der Abb. 144 abgebildet wird, solchs Stirke der Zirkuistion sagenommon
wenn der Kreis in ein Geradenstiick %74 % baden Stavpunkte in die Punkte
iibergeht. Dieselbe Funktion bildet den
durch — a und + @ gehenden ausgezogenen Kreis der Abb. 146 um den
Punkt if als Mittelpunkt ab auf einen Kreisbogen (Abb. 147). Dabei ist
der Spezialfall angenommen, daf die Zirkulation gerade so gro3 genom-

men wurde, daf} die beiden Staupunkte in — a und + @ der Abb. 146 zu

2a I3

&
/-
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liegen kamen. Legen wir jetzt die Abb. 141 zugrunde, bei der es sich um
eine Strémung um einen durch die Punkte — @¢ und + @ gehenden
Kreis mit dem Mittelpunkt ¢f handelt, wobei die z-Ebene um den
Winkel « im Uhrzeigersinn gedreht ist, und iiberlagern wir dieser
Stromung eine Stromung in kon-
zentrischen Kreisen, so kénnen wir,
- il =s-¢ als einen speziellen Fall, die Zir-
kulation dieser Stromung gerade
Abb. 147. Durch die Funktion ¢ = z+—g~$= wird SO gr of3 Wa’hlen’ daB der hintere

der gestrichelte Kreis in der z = # + 1y -Ebene (rec}lte) Staupunkt gera’de nach + a
der Abb. 146 in die gestrichelte Gerade von f3]lt. Bilden wir dann die z-Ebene
—2a bis +2a und der ausgezogene Kreis in den
Kreisbogen von —2a bis +2a der{ =§+iy- durch (Gl. 3) auf eine {-Ebene ab,
Ebene abgebildet. .. P
so geht der umstromte Kreis iiber
in einen schrig zur Stromung gestellten Kreisbogen und die Strémung
um den Kreis in die Strémung um diesen Kreisbogen. Dabei ist durch
die spezielle Wahl der GroBe der Zir-
kulation dafiir gesorgt, daB ein Um-
stromen der Hinterkante nicht statt-
findet, daB3 vielmehr der hintere Stau-
ADD. 145, Stromung wm einen sur An- punkt in der z-Ebene mit der hinteren
strth'nung.srichtung‘ geneigten Kreisbogen Kante des Kreisbogens zusammenfallt.
Cifnete Wan dor Zirkuiation der mintess  Hétte man der gewdlbten Platte baw.
Staupunkt an Jas sonde des Kreisbogens  deggen Sehne einen groBeren Anstell-
winkel erteilt, so hatte man — um
das glatte Abstrémen an der Hinterkante zu gewihrleisten — auch
eine groflere Zirkulation wéhlen miissen, was im Einklang mit dem
Erfahrungssatz steht, daB bei Zunahme des Anstellwinkels auch der
Auftrieb und damit die Zirkulation wéchst. Die in Abb. 148 dargestellte
Stromung hat bereits — abgesehen von der Umstromung der scharfen
Vorderkante — eine recht groBe Ahnlichkeit mit den Strémungen um
Tragfliigel, wie sie in der Praxis verwandt werden.

113. Die Abbildungsmethode von Joukowsky. Die Schwierigkeiten,
die sich aus der Umstrémung der scharfen Vorderkante ergeben, hat
Joukowsky?! als erster dadurch umgangen, dal er eine Abbildungs-
methode angab, durch welche ein Kreis in eine vorn abgerundete
Kontur iibergefithrt wird. Ohne auf die Einzelheiten dieser Methode,
deren funktionstheoretische Seite Kutta? ein Jahr spéiter in seiner
zweiten Abhandlung iiber diesen Gegenstand ausfiihrlich behandelt,
einzugehen, beschrinken wir uns darauf, einzuseben, inwiefern die

in

)

1 Joukowsky, N.: Uber die Konturen der Tragflichen der Drachenflieger.
Z.F.M. Bd. 1, S. 281, 1910; Bd. 3, S. 81, 1912.

2 Kutta, W.: Uber ebene Zirkulationsstrémungen nebst flugtechnischen
Anwendungen. Miinch. Ber. 1911.
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Joukowsky-Abbildung eine Erweiterung der Kuttaschen Methode be-
deutet.

Wir gehen aus von Abb. 141 und 142, wo wir erkannt haben, in
welcher Weise der umstromte Kreis in einen umstromten, zur Stromung
schrig gestellten Kreisbogen iiber-
geht. Umgeben wir jetzt in Abb. 149
den Kreis K, mit einem weiteren
Kreis K, derartig, daB beide nur
den Punkt 4 @ gemeinsam haben,
so muB} bei einer Abbildung, die den
Kreis K, auf die Gerade — 2 a bis
+ 2a und also den Kreis K, auf
den Kreisbogen zwischen — 2 ¢ und
-+ 2 a iberfihrt, der den Kreis K,
umgebende Kreis K, auf eine Kon-
tur abgebildet werden, die bis auf
den Punkt 4 2a den Kreisbogen
Vollsgandig umgibt (Abb. 150). Da Abb. 150,
das Auflere von K2 wieder auf das Apb. 149 und 150. Abbildung des ausgezogenen
AuBere der aus K2 hervorgegangenen Kreises K, in ein sogenanntes Joukowsky-Profil.

Der gestrichelte Kreis K, mit a als Radius geht
Kontur abgebildet Wird, erhalten wir iber in das Geradenstick von —2a bis +2a;

der punktierte Kreis K; mit if als Mittelpunkt

die gesuchte Str('jmung um diese geht iiber in den Kreisbogen durch —2a und
. + 2a mit 27 als Pfeil.

Kontur, wenn wir K, als den um-
stromten Kreis annehmen und die ihn enthaltende z-Ebene durch
(Gl. 3) auf eine (-Ebene abbilden, wodurch also K, in das Geraden-
stick — 2a bis 4 2a iiber-
gefithrt wird. Die auf diese
Weise erhaltenen Profile haben
teilweise groBe Ahnlichkeit mit
Tragfliigelprofilen, besonders
im vorderen und mittleren
Teil, wahrend das hintere Ende
bei den Joukowsky-Profilen in
einem verschwindenden Kan- .
tenwinkel ausliuft, was in der  -20-%

Praxis schon aus Festigkeits- Abb.151. Druckverteilung um ein Joukowsky-Profil;

. . . . . die ausgezogene Kurve entspricht gemessenen Werten,
grunden nicht anginglg 1ist. gie gestrichelte Kurve entspricht berechneten Werten.

Eine einfache Methode zur
Konstruktion von Joukowsky-Profilen wurde von Trefftz! gegeben.
Die Joukowskyschen Profile sind mehrfach Gegenstand theoretischer
und experimenteller Untersuchungen gewesen. 1912 wurden im Mos-
1 Trefftz, E.: Graphische Konstruktion Joukowskyscher Tragflichen.
Z.F.M.Bd. 4, S. 130. 1913.
Tietjens, Hydromechanik II. 13
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kauer Laboratorium unter Joukowsky?! Versuche angestellt. Ein Jahr
spater untersuchte Blumenthal? theoretisch die Druckverteilung. Er
charakterisierte die verschiedenen Formen der Joukowsky-Profile durch
drei Parameter (Abb. 149 u. 150): 1. @, wodurch die GréBe des Profils
bestimmt ist; 2. f, ein MaB fiir die durchschnittliche Krimmung; 3. d, die
Radiendifferenz der Kreise K, und K,, worin die Dicke des Profils
zum Ausdruck kommt.

Ein Vergleich des berechneten Auftriebes sowie der berechneten
Druckverteilung mit den experimentell bestimmten GroéBen ist von
Betz3 durchgefiihrt worden. Die Ubereinstimmung der Theorie mit
dem Experiment ist recht befriedigend. Abb. 151 zeigt die berechnete
(gestrichelte) Druckverteilungskurve im Vergleich mit der experimentell

bestimmten (ausgezogenen).
7 \\3'

/\- DaBl die berechnete Kurve
7 Z ////////////' durchweg die gemessene um-
/—V—\ gibt, so daB die von ihr ein-

geschlossene Fliche und da-

Abb. 152. Strémung um ein Joukowsky-Profil. Die mit der Auftrieb groBer ist
Stromung 16st sich auf Grund von Reibungswirkungen als bei der gemessenen Kurve,

im Druckanstieggebiet, etwa bei 4, vom Fliigel ab.

laf3t sich durch die Reibungs-
wirkung verstehen. Die wirkliche Stromung legt sich némlich nicht
wie die theoretische auf der Oberseite des Fliigels bis an die Hinter-
kante dem Fliigel an, sondern 16st sich schon etwas vorher, etwa bei
Punkt A der Abb. 152, von ihm ‘ab. Das sich hier bildende, wenn
auch schmale Wirbelgebiet bedeutet aber einen Verlust an Auftrieb,
da der Druckanstieg an der Hinterkante dadurch nicht mehr den
theoretischen Wert erreicht.

114. Abbildung auf Tragfliigelprofile mit endlichem Kantenwinkel.
In Anlehnung an einen Gedanken von Kutta? (S. 77) gingen
v. Kdrmén u. Trefftz5 insofern iiber Joukowsky hinaus, als
sie den Kreis auf ein Profil abbildeten, das am hinteren Ende nicht —
wie bei den Joukowsky-Profilen — einen verschwindenden, sondern
einen endlichen Kantenwinkel besitzt. Um das zu bewirken, hat man
nur notig, statt der Abbildungsfunktion (Gl. 3), die den Kreis K, der
Abb. 149 in ein Geradenstiick iiberfiihrt, eine solche Funktion zu ver-
wenden, die diesen Kreis in ein Kreisbogenzweieck abbildet.

1 Joukowsky, N.: Aérodynamique, S. 145. Paris 1916.

2 Blumenthal, O.: Uber die Druckverteilung lings Joukowskyscher Trag-
flaichen. Z. F. M. Bd. 4, S. 125, 1913.

3 Betz, A.: Untersuchung einer Schukowskyschen Tragfliche. Z. F. M. Bd. 6,
S. 173, 1915.

4 Vgl. FuBnote 2, S. 192.

5 v. Kérméan, Th. u. E. Trefftz: Potentialstrémung um gegebene Trag-
flachenquerschnitte. Z. F. M. Bd. 9, S. 111. 1918.
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Die von Kutta angegebene Abbildungsfunktion 148t sich auch
(wie man durch Ausmultiplizieren sofort erkennt) in der Form schreiben:

C+ 2a <z+a)2

{—2a \z—a/”

(4)

Durch diese Funktion wird also der Kreis mit dem Radius a in der
z-Ebene abgebildet auf das doppelt zu zdhlende Geradenstiick von
— 2@ bis 4 2 a auf der reellen Achse der {-Ebene, insbesondere ent-
sprechen den singuldren Punkten — a und + a der z-Ebene die singu-
laren Punkte — 2 @ und + 2 a der {-Ebene, wobei in diesen singulidren
Punkten der Winkel von 27z der z-Ebene in einen verschwindenden
Winkel in der {-Ebene iibergeht.
Andererseits wird durch die Funktion:
¢+ 2a z2+a
f—% 2-a (5)

ein Kreis vom Radius @ in der z-Ebene auf einen Kreis, jedoch mit
dem Radius 2@ in der {-Ebene, abgebildet. Dabei geht also der
Winkel von 27 in den Punkten — @ und 4 a der z-Ebene wiederum
in ebensolche Winkel in den Punkten — 2a und + 2 a der {-Ebene
iber.

Dem Exponenten 2 der obigen Funktion entspricht also die Ab-
bildung eines Kreises in ein zu einer Geraden ausgeartetes Kreiszweieck
vom Kantenwinkel Null, dem Exponenten 1 die Abbildung in ein
zu einem Kreise ausgeartetes Kreiszweieck vom Kantenwinkel 2 7.
Es ist daher zu erwarten — und eine genauere Untersuchung be-
statigt dieses —, daBl einem Exponenten % zwischen 1 und 2 die Ab-
bildung eines Kreises der z-Ebene in ein Kreisbogenzweieck der {-Ebene
mit einem Kantenwinkel zwischen 27 und O entspricht. Dabei héngt
der Kantenwinkel § des Kreiszweiecks mit dem Exponenten %k durch
die Beziehung

27— 0O

=k oder 0= 2—ka=n

zusammen. Durch die Funktion
2m— 0

§+2a_<£tq

t—2a \z—a

©

wird also ein Kreis in der z-Ebene iibergefiihrt in ein Kreisbogen-
zweieck vom Kantenwinkel § in der {-Ebene.
2
Die mit (Gl. 4) identische Funktion { = z + % zeigt, daB fir sehr

groBe Werte von z die Punkte der {-Ebene mit denen der z-Ebene
angenahert zusammenfallen, so daB also die Geschwindigkeit im Un-
13*
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endlichen bei beiden Ebenen die gleiche ist. Die mit (Gl 5) iden-
tische Funktion 22z = zeigt, dal bei dieser Abbildung die Ge-
schwindigkeit im Unendlichen bei der {-Ebene doppelt so groB ist wie
in der z-Ebene. Ebenfalls haben wir bei der Transformation (Gl. 6)

fir beide Ebenen im Unendlichen nicht die gleiche Geschwindigkeit.

Will man dies doch erreichen, so hat man statt (Gl. 6) mitk = 2 — %

zu schreiben

Etka (@%ﬂ)’i

E—ka \z—a

(7

Unter Zugrundelegung der Joukowskyschen Abbildungsmethode und
bei Anwendung von (Gl 7) erhalten wir als ein Beispiel Abb. 153 und 154.
Der gestrichelte Kreis K, mit der Strecke — a bis 4 a der z = = 4 7y-
Ebene als Sehne geht in der { = £+4¢7- Ebene vermittels (Gl. 7) iiber in

ein Kreisbogenzweieck von einer ge-

wissen durchschnittlichen Wé6lbung.

Die Wolbung wiirde gleich Null und

das Profil symmetrisch werden, wenn

x die Strecke — @ bis 4 a Durchmesser
des Kreises K, d.h. wenn der Mittel-
punkt M von K, auf den Ursprung
der z-Ebene fallen wiirde. Je weiter
der Mittelpunkt M sich auf der
imagindren Achse vom Ursprung
entfernt, um so grofer wird die
Wolbung des Profils. Je grofer
anderseits die Radiendifferenz der
AbD. 154. beiden Kreise K, und K, ist, um so
‘]}';211,;553h;m§n15;;0‘?1?1’3‘?;'“;ngfiscﬁnge]z{;f;;‘f dicker wird das Profil. Dariiber hin-
winkel; der gestrichelte Krels geht dabelinein  ays gestattet die Abbildungsfunk-
tion (GIl. 7) noch eine Variation des

Kantenwinkels. Obwohl man bei Variation der 3 Groen: der mittleren
Wolbung, der Dicke und des Kantenwinkels schon eine groe Mannig-
faltigkeit von brauchbaren Profilen besitzt, bleiben doch noch gewisse
Unterschiede in der Profilgestaltung der Tragfliigel iibrig, deren Be-
riicksichtigung die bisherigen Methoden nicht gestatten. So z. B. geben
diese Methoden nie Profile, die vorn stirker gekriimmt sind als hinten,
oder solche, deren Mittelkurve einen Wendepunkt hat (S-Profile).
v. Kdrmén u. Trefftz! geben deshalb ein Néherungsverfahren, wo-
durch es méglich ist, den Kreis auf eine beliebige profilihnliche
Kontur abzubilden. Unter Benutzung neuerer Sétze aus der Funktionen-

1 Vgl. FuBnote 5, S. 194.



Fortsetzung der Zirkulation des Tragfliigels durch die Randwirbel. 197

theorie sind in dieser Richtung sowie in der Berechnung der Abhéingig-
keit des Auftriebs vom Anstellwinkel durch v. Mises! und durch
W. Miiller? wesentliche Fortschritte erzielt worden.

C. Der endliche Tragfliigel (dreidimensionale Stromung)3.

115. Fortsetzung der Zirkulation des Tragfliigels dureh die Rand-
wirbel. Wihrend beim unendlich langen Fliigel die {iber und unter ihm
bestehenden Druckunterschiede durch die Gleichheit der Stromungsvor-
giange in allen zur Fliigelachse senkrechten Ebenen ohne weiteres im
Gleichgewichte sind, ist bei einem Fliigel von endlicher Spannweite
dieses Gleichgewicht nicht mehr vorhanden, vielmehr ist hier ein seit-
licher Ausgleich der Druckunterschiede
unterhalb und oberhalb des Fligels
zu erwarten. An jedem der beiden
Fliigelenden, wo der unter dem Fliigel
herrschende Uberdruck mit dem Unter-
druck an der Oberseite des Fliigels ,pp, 155, Die von den Fligelenden aus-
zusammentrifft, findet infolge dieser fohendon Wik bl cnom Mg on ond
Druckunterschiede ein Umstromen
der Fliigelenden von unten nach oben statt. Man hat deshalb an einem
breiten Stiick in der Gegend der Hinterkante unten eine Auswirts-
strémung, oben eine Einwéirtsstrémung. Dort, wo die Strémung den
Flugel verlafit, bildet sich daher eine Trennungsfliche aus, die sich beim
WeiterflieBen in zwei Wirbel einrollt.

Diese Wirbel, die sich ungefihr /\C\
hinter den Fliigelenden anordnen,
sind nach Helmholtz an die Flis-
sigkeitsteilchen gebunden, so daf3 der C\
in der Flussigkeit mit der Geschwin- ., 156 mintachstes Bild cines tragenden
digkejt, V sich bewegende Tragﬂﬁgel Wirbelsystems eian‘}lrac :gdlichen tragenden
in roher Anndherung zwei Wirbel-
faden in der Art der Abb. 155 hinter sich 1aBt. Dabei ist — um zu-
nichst einen moglichst einfachen Fall zu betrachten — angenommen,
daB der Auftrieb und damit die Zirkulation iiber die ganze Fliigellinge
konstant ist und an den Fliigelenden plétzlich auf Null abfiallt. Be-

1 v. Mises, R.: Zur Theorie des Tragflichenauftriebs. Z.F. M. Bd. 8,
S. 157, 1917; Bd. 11, S. 68 u. 87, 1920; Z. ang. Math. Mech. Bd. 2, S. 71, 1922.

2 Miiller, W.: Zur Theorie der Misesschen Profilachsen. Z. ang. Math. Mech.
Bd. 4, S.186, 1924. Vgl. auchW. Miiller: Mathematische Strémungslehre. Berlin :
Jul. Springer 1928.

3 Prandtl, L.: Tragfliigel-Theorie, 1. u. 2. Mitteilung. Nachr. von der
Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften. Math.-Phys. Klasse 1918, S. 151 und 1919,
S. 107.
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riicksichtigt man ferner, da — wie im Falle des unendlich langen
Tragfliigels — fiir die fernere Umgebung des Tragfliigels dieser durch
einen tragenden Wirbelfaden ersetzt werden kann, so erhélt man als
einfachstes Bild fiir das Wirbelsystem einer endlichen tragenden Flidche
ein Gebilde, wie es in Abb. 156 dargestellt ist.

Man kann diese Tatsache noch etwas anders erkliren: Ein Wirbel-
kern oder ein Zirkulation besitzendes Gebilde kann nicht im End-
lichen innerhalb der Fliissigkeit endigen, sondern nur im Unendlichen
— wie beim unendlich langen Tragfliigel — oder an der Oberfliche einer
Fliissigkeit, was hier nicht in Frage kommt. Die von den Fliigelenden
ausgehenden Wirbel der Abb. 156 sind nun gewissermallen als Fort-
setzung des tragenden Wirbels ins Unendliche zu betrachten. Nimmt
man eine endliche Flugdauer an, so erhdlt man mit dem Anfahrwirbel
einen vollstindig geschlossenen Wirbelring, bestehend aus dem tragen-
den Wirbel des Tragfliigels und den beiden durch den Anfahrwirbel
verbundenen Randwirbeln.

116. Ubertragung des Flugzeuggewichtes auf den Erdboden. Wie weit
auch in Abb. 156 die Vereinfachung im Hinblick auf die verwickelten
Stromungsvorginge an einer Trag-
fliche getrieben ist, so ist sie doch
fiir die Behandlung der Vorginge
geeignet, die sich in gréBerer Ent-
fernung vom Tragfliigel abspielen.

Insbesondere 148t sich mit die-
sem Naherungsansatz erkliren, in
welcher Weise das Gewicht eines
Flugzeuges auf den Boden iiber-
tragen wird. Wir machen hier Ge-
brauch von der schon auf S. 180
erwiahnten Spiegelungsmethode?,
bei welcher der Erdboden als Sym-
metrieebene angenommen wird.
Hierdurch wird der notwendigen
Bedingung Geniige getan, daB
Abb. 157. Anwendung der Spiegelungsmethode. auf dem Erdboden die senkrech-

ten Geschwindigkeitskomponenten
verschwinden miissen. Das Koordinatensystem nehmen wir, um sta-
tionire Verhiltnisse zu erhalten, relativ zum Flugzeug als ruhend
an, und zwar die x-Achse in der Richtung der Fligelspannweite, die
y-Achse in Richtung der Bewegung, die 2-Achse senkrecht nach
unten (Abb. 157).

1 Vgl. FuBnote S. 180.
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Die von dem Wirbelsystem herrithrenden Zusatzgeschwindigkeiten
%, ¥, w nehmen wir als so klein an, daf} ihre Quadrate gegen die Produkte
mit der Hauptgeschwindigkeit V vernachlissigt werden konnen. Be-
zeichnet p, den Druck der ungestérten Luft und p den Druckunterschied
gegen p,, so ergibt die Bernoullische Gleichung

pot P+ 5w+ 0 —VR+ut=p+ 5 V2,

oder bei Vernachléssigung der quadratischen Glieder der Komponenten
u, v, w
p=opVwv.

Um p, d. h. den Druckunterschied gegen den Ruhedruck, d.i. den
vom Flugzeug auf den Boden iibertragenen Druck, am Boden zu be-
stimmen, hat man also fiir z = 0 die Komponente » als Funktion von
z und y zu bestimmen, iber die x, y-Ebene zu integrieren und mit
oV zu multiplizieren.

Sieht man von der in Wirklichkeit vorhandenen, nach unten ge-
richteten schwachen Neigung der abgehenden Wirbelfiden ab, die
von der Eigenbewegung der Wirbel herriihrt, so liefern sie zu v
keinen Beitrag; v rithrt somit ganz vom tragenden Wirbel her.
Bezeichnen wir die Lange des tragenden Wirbelfadens mit I (wobei
man ! mit Ricksicht darauf, daB ein Teil der Wirbel schon innerhalb
des Flugelendes abgeht, etwas kleiner als die wirkliche Spannweite
nehmen kann) und seine Zirkulation mit I', so ergibt sich unter Be-
ricksichtigung, daB I gegen die Hohe A des Flugzeugs iiber der Boden-
flache klein ist und gleichsam als Element behandelt werden kann:

I'lsin o
U T iR

wo die Richtung von v; senkrecht zur Ebene 4 BE ist.

Einen gleichen Beitrag v, liefert das Spiegelbild des Flugzeugs, so
daB die wirkliche Geschwindigkeit v am Boden sich aus der geometrischen
Summe von v, und v, zusammensetzt. Unter Benutzung der in der
Abb. 157 angegebenen Bezeichnungen ergibt sich also:

v =2v;s8inf = 21}1%,

oder, da
/
sino = &
ist,
_ TI'lh
LTS

Fithrt man unter Beriicksichtigung von 4 = oI'V1 statt der Zirku-
lation den Auftrieb ein, so erhilt man, wenn man in dem Ausdruck
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fiir p den gefundenen Wert fiir v einsetzt:
_A-h
P=378"
Wie man erkennt, erfolgt die Verteilung des Druckes rotationssym-
metrisch um den FuBpunkt des vom Flugzeug gefillten Lotes. An

Abb. 158, Ubertragung des Fluggewichtes auf den Erdboden als Druck.
dieser Stelle herrscht auch das Druckmaximum ppax = -2714;&;; selbst
bei geringer Hohe ist dieser Betrag jedoch, da die Héhe in zweiter
Potenz im Nenner auftritt, nur klein.

Abb. 158 gibt die vom Flugzeug auf die Erdoberfliche iibertragene
Druckverteilung wieder. Bildet man unter Benutzung der in Abb. 159

e angegebenen Bezeichnungen das Integral
ffpdxdj = f fpdrrde
r=0¢=

so muB sich also der Auftrieb ergeben. Beriicksich-
tigt man, dafl r = tgy A, also

h
r = —
Abb. 159, cosy

ay

ist, so erhilt inan, wenn man den gefundenen Wert fiir p einsetzt und

h .
beriicksichtigt, daB cosy = 4 Ist,

"l

2 2r
A h? siny
ﬂf fR3 oy dy de_Af51nydy—
y=0¢=

Y=

Man erkennt also, daB der Auftrieb 4 vollstindig in Form von
Druckerhohungen auf den Boden iibertragen wird.

117. Abhiingigkeit des Widerstandes vom Seitenverhiiltnis. Kehren
wir zu der am Anfang dieses Kapitels gewonnenen Erkenntnis hin-
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sichtlich der Fortsetzung der Zirkulation um den Fligel durch die
Randwirbel zuriick, so miissen wir sagen, daB die Energie dieser Wirbel
nur unter Aufwendung einer dieser Energie gleich groBen Arbeit auf-
gebracht werden kann, und zwar besteht diese darin, dafl der Fliigel
bei seiner Bewegung eine der Bewegungsrichtung entgegengesetzt
wirkende Kraft, einen Widerstand, iiberwinden muf}. In diesem Zu-
sammenhang sehen wir von dem in einer wirklichen Fliissigkeit vor-
handenen Profilwiderstand (Nr. 99) ab.

Da nun der Auftrieb unter sonst gleichen Bedingungen proportional
der- Spannweite ist, der durch die Bildung der Randwirbel bedingte
Widerstand jedoch bei verschiedenen Spannweiten als ungefihr gleich
grofl erwartet werden mull, so ergibt sich, daB der durch die
Energie der Randwirbel verursachte Widerstand bei Tragfliigeln
kleinerer Spannweite im Verhéltnis zum erzeugten Auftrieb wesent-
lich schwerer ins Gewicht fallt als bei langen Tragfliigeln; d. h.
pro Einheit des Auftriebes ist der Widerstand eines kurzen Fliigels
grofler als der eines Fliigels mit grofler Spannweite. Hierin kommt
die schon seit langem bekannte Tatsache zum Ausdruck, daf
das Verhiltnis von Widerstand zu Auftrieb (die Gleitzahl) unter
sonst gleichen Bedingungen stark vom Seitenverhiltnis des Fliigels

abhingt insofern, als das Verhiltnis —ZIT, bei Tragfliigeln gréBerer

Spannweite kleiner, d. h. giinstiger ist als bei solchen kleinerer
Spannweite.

Die Berechnung dieses Widerstandes gelingt nun, wenn man sich
auf den Fall beschrinkt, daB die durch die Randwirbel hervorgerufenen
Geschwindigkeiten (Zusatzgeschwindigkeiten) klein sind gegeniiber der
Fortschreitungsgeschwindigkeit V' des Tragfliigels (diese Einschrinkung
erweist sich als unbedenklich, da es sich in der Praxis fast immer um
diesen Fall handelt).

118. Summarische Abschitzung des Widerstandes. Zunichst ver-
suchen wir, mit Hilfe des Impuls- und Energiesatzes eine summarische
Abschitzung des Widerstandes zu erhalten, ohne auf die Einzelheiten
der Flissigkeitsbewegung einzugehen. Wir gehen davon aus, daB mit
der Erzeugung eines Auftriebs durch einen Tragfliigel von endlicher
Spannweite notwendigerweise eine durch die Randwirbel bedingte zu-
sitzliche Ablenkung der vom Tragfliigel erfaften Flissigkeit nach
unten verbunden sein muf.

Betrachten wir in Abb. 160 fir eine zweidimensionale Strémung
die Verteilung der Vertikalkomponente der Geschwindigkeit in einer
zur Fluggeschwindigkeit parallelen Geraden durch die Fligelmitte
(eine dhnliche Verteilung haben wir fiir einen Spezialfall in Abb. 134 bis
136 berechnet), so erkennen wir die uns bekannte Tatsache, dal beim
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unendlich langen Tragfliigel die vor dem Fligel aufwirts stromende
Fliissigkeit nach unten abgelenkt wird. Denken wir uns jetzt aus diesem
unendlich langen Fliigel ein endliches Stiick herausgeschnitten und
bewegen es fiir sich mit der gleichen Geschwindigkeit V in gleicher
Richtung, so erzeugen die Randwirbel eine zuséitzliche Abwérts-

geschwindigkeit w, deren

Verteilung die gestrichelte

Kurve der Abb. 161 an-
A gibt. Dadurch wird aber
das Geschwindigkeitsfeld in
der niheren Umgebung des
Tragfliigels derartig beein-
fluBt, als wenn sich der
Fligel, als Teil eines unend-
lich langen Fligels, in einer

um den Winkel ¢ = arctg 3‘{7

gedrehten Richtung be-
wegen wirde. Da die
Resultierende auf dieser
scheinbaren Bewegung
senkrecht steht, bildet sie
mit der tatséchlichen Be-

Abb. 160 und 161. Verteilung der Vertikalkomponente der wegungsrichtung des end-

Geschwindigkeit in einer zur Fluggeschwindigkeit parallelen 71; . :
Geraden  durch die Fligelmitte: I fur den unendtin Lichen FliigelsdenWinkelg.

langen Tragfliigel (zweidimensionale Stromung), II die durch 1 1

die Randwirbel eines endlich langen Tragfliigels erzeugte zu- Wenn .wo die durch die
sitzliche Abwirtsgeschwindigkeit, I77 fiir den endlichlangen Randwirbel verursachte
Tragfliigel (dreidimensionale Stromung) ; Summe vonZ und I71.

Abwirtsbewegung am Orte
des Druckmittelpunktes des Tragfliigels ist, so haben wir also

W _w

1= 7" 1

Obwohl die zusatzlichen Abwértsgeschwindigkeiten der vom Trag-
fliigel beeinfluBten Fliissigkeit an Punkten, die zum Tragfliigel ver-
schiedene Lage haben, keineswegs die gleichen sind (aufBlerhalb der
Seitenenden sind sie sogar entgegengesetzt gerichtet), machen wir zu-
nichst die vereinfachende Annahme, dafl die Fliissigkeit, die durch
einen gewissen Querschnitt #’ hindurchflieBt, vom Tragfliigel so be-
einfluBt wird, daB sie am Schlusse des Vorgangs eine konstante Ab-
wartsgeschwindigkeit w, erhalt, wahrend die iibrige Flissigkeit gar keine
Ablenkung erfahren mége. Uber die GroBe und Form dieses Querschnit-
tes erhalten wir jedoch bei dieser summarischen Betrachtung keinen Auf-
schluB. Die Bestimmung von F’ miissen wir spiateren Rechnungen mit
Beriicksichtigung der einzelnen Vorginge am Tragfliigel iiberlassen. Hier
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wollen wir als Resultat jener Rechnung nur vorwegnehmen, dafi F’
nicht vom Anstellwinkel abhingig ist.

Beriicksichtigen wir, daBl in der Zeiteinheit der Fliissigkeitsmasse
oF'V die Abwirtsgeschwindigkeit w, erteilt wird, so haben wir als
Gegenwirkung zu diesem Impuls den Auftrieb, d. h.

oF'Vw, = 4.
Wenden wir ferner den Energiesatz an auf ein Bezugssystem, fiir das
die Flissigkeit im Unendlichen ruht, so ergibt sich als Ausdruck der
Aussage, daf die Arbeitsleistung des Widerstandes gleich der inder
Zeiteinheit erzeugten kinetischen Energie ist, die Beziehung
_ ’ wi
W-V=oFV 5

und mit zweimaliger Benutzung des obigen Impulssatzes

WZA-wlng’V< A >2: A2
7 ’ .
27 2V \Fov + Lyp
Anderseits ist nach (Gl. 1)
A -w,
W=——,

wo w, die GroBe der Abwirtsbewegung am Orte des Druckmittel-
punktes ist. Somit ergibt sich
="
Wo = 3>
d. h. die halbe durch die Endlichkeit der Spannweite bewirkte Ab-
lenkung erfolgt bis zum Druckmittelpunkt, die andere Halfte hinter
dem Druckmittelpunkt (vgl. hierzu auch Nr. 121).

Um den Widerstand W zu berechnen, handelt es sich im wesent-
lichen darum, den Querschnitt F’ zu bestimmen. Bei experimentellen
Untersuchungen kommt es gelegentlich vor, daB der Tragfliigel seit-
lich von zwei parallelen Wanden begrenzt ist, zwischen denen der
Versuchsluftstrom flieBt. In diesem Falle ist F’ einfach gleich dem
Querschnitt des Luftstrahls. Der ganze aus der Diise heraustretende
Luftstrom mit dem Querschnitt #’ wird um w, abgelenkt, wahrend
die tbrige Luft in Ruhe bleibt.

119. Der Potentialsprung hinter dem Tragfliigel. Fiur den frei in
der Luft befindlichen Fliigel ist es nétig, die Strémung genauer zu
betrachten. Es gelten hier dhnliche Uberlegungen wie bei der Be-
handlung der Trennungsfliche. Geht man aus von dem Beschleunigungs-
feld, das zu einem gewissen Auftrieb gehort, so bekommt man — dhn-
lich wie bei der zweidimensionalen Strémung — als dauernde Spur
des sich mit der Geschwindigkeit ¥ bewegenden Tragfligels eine Un-
stetigkeitsfliche in der Stromung, eine Trennungsfliche, welche die
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iiber und unter dem Fliigel hinweggegangenen Flussigkeitsteilchen von-
einander trennt. Diese Trennungsfliche erfihrt unter der Wirkung der
Randwirbel eine Abwirtsgeschwindigkeit w,, die um so gréBer ist,
je groBer der Auftrieb des Tragfligels ist. Wie eine néhere Untersuchung
zeigt, wickelt sich diese Trennungsfliche in der aus Abb. 162 ersicht-
lichen Weise von den Sei-

ten aus mehr und mehr

auf, und zwar um so

schneller, je groBer w, ist.

Wir behandeln im fol-

genden den Fall, daB} w,

Abb. 162. Die von einem bewegten Tragfliigel erzeugte LI 3 -
Tronnungstiache. so klein ist, daB3 weit hin

ter dem Tragfligel, wo
das Beschleunigungsfeld bereits abgeklungen ist, die Trennungsfliche
sich noch nicht wesentlich aufgewickelt hat. Die Stromung ist also
in allen Schnitten senkrecht der Fortschreitungsrichtung des Fliigels
naherungsweise die gleiche, d. h. sie ist nur von « und z, nicht aber
von y abhingig (Abb. 163). Dieser zweidimensionale Vorgang 148t sich
aber mit den Mitteln der Hydrodynamik
unschwer behandeln.
2 Man kann sich das Beschleunigungs-
Tu feld auch dadurch entstanden denken,
- ] y_ daB die einzelnen Fliissigkeitspartien, die
vom Tragfliigel tiberstrichen sind, nicht
nacheinander, sondern gleichzeitig durch
Druck in der Trennungsfliche beschleu-
| y_ nigt werden, wie wenn ein Brett, das
v die ganze vom Fligel bestrichene Fliche
2 ' erfiillt, plotzlich fiir einen Augenblick be-
Abb. 163. Die Trennungsfliche hinter schleunigt wiirde. Dieses Gedankenbild
%‘:ﬁm ?,Eﬁesﬁimtﬁ;‘s%{;%i}l?eL{)ﬁ;a‘r‘f;} 1aBt sich noch dahin erweitern, daBB man
geschwindigkeit s klein ist. eine verschiedene Druckverteilung lings
der Spannweite des Tragfliigels erhalten kann, wenn man das ,,Brett*
nicht als starr, sondern als elastisch annimmt, wodurch an verschiedenen
Stellen der z-Richtung verschiedene Beschleunigungen hervorgebracht
werden konnen.

Die durch die plotzliche Beschleunigung des ,,Brettes“ erhaltene
zweidimensionale Stromung, deren Geschwindigkeitsfeld in Abb. 133
dargestellt ist, legen wir der folgenden Betrachtung zugrunde. Es
bedeute —p, den Unterdruck (bezogen auf den Druck der ungestorten
Fliissigkeit) an der Oberseite, p, den entsprechenden Uberdruck an der
Unterseite des Tragfliigels. Die Dauer 7 der Beschleunigung des die
iberstrichene Flugbahn ausfiillenden ,,Brettes’“ nehmen wir sehr kurz

<]
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an, so dafl es sich um einen stofartigen Vorgang handelt. An jeder
Stelle der Flussigkeit tritt dann die StoBigrofie

[pat
0

auf, wo p den Unterschied gegen den Druck der ungestérten Flissig-
keit bezeichnet.

Die auf nicht stationire Vorginge erweiterte allgemeine Bernoullische
Gleichung (bezogen auf ein relativ zur ungestorten Fliissigkeit ruhendes
Bezugssystem)

oD 1, p
W—F??U -+ *Q———kOHSt.

geht unter der von uns gemachten Voraussetzung, dafl w sehr klein
ist, iber in

0D P
-87 + ‘E = konst.

Um die Konstante zu bestimmen, betrachten wir die Vorginge in
grofler Entfernung seitlich vom ,,Brett¢‘. Hier, in der nahezu ungestérten

%f—) und ebenfalls p (der Druckunterschied
gegen den ,,Rubedruck) mit wachsender Entfernung nach Null, so
daB sich auch die Konstante zu Null bestimmt. Mithin bleibt

0D P

T e

Flissigkeit, konvergiert

Da nun wegen der sehr kurzen Dauer des Druckstofles statt der
substantiellen Integration die lokale angewandt werden darf, ergibt
sich (bei vorausgesetzter Inkompressibilitdt) fiir den Sto8druck:

—*J‘p dt

oder, da die Bewegung aus der Ruhe heraus erfolgte, also @ = 0 ist
zur Zeit T =0,

D

T
|
\

fpdt=—-@¢,,
0

wo @_das Potential der Stromung nach dem Stofl ist, wie es dann
weiterhin bleibt.

Wollen wir die gesamte Stofkraft fir ein Stiick Flugbahn von
der Lange L, d.h. fiir eine Strecke senkrecht zur Zeichenebene der
Abb. 133, berechnen, so haben wir das Integral zu bilden:

Ofdtfo(pu—p,,) dx=ngcf}<po—q5u)dx.
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Das Integral
Z;
fL (pu - po) dw
2

ist der Ausdruck fir die Kraft auf die Flache (x, — ;)L in einem
Augenblick zwischen 0 und 7. Da nach Verlauf des StoBdruckes, d. h.
fir ¢ > 7 p, =0 und p, = 0 ist, ergibt die Integration von 0 bis 7
die gesamte StoBkraft. Diese auf die Fliche von der Lange L wirkende
Kraft ist nun nach dem Prinzip von actio und reactio gleich einem
dem Tragfliigel erteilten Auftrieb, multipliziert mit der Zeit 7', die der

Tragfligel gebraucht, um die Strecke L zu durchfliegen (T = %)

Somit haben wir

Za
Lo @ —®)dz=A4-T=4.%
Z

oder:

Es ist nun leicht zu ersehen, dafl dem Potentialsprung in der Tren-
nungsflache eine Zirkulation um den Fliigel entspricht. Betrachten wir
in Abb. 164 die geschlossene
Linie, die ganz in einem einfach
zusammenhéngenden  Bereich
einer Potentialstromung verlauft
(da die Unstetigkeitsfliche nicht
von dem Kurvenzug durchsetzt
wird), so ist also das Linien-
Abb. 164. Das Linienintegral der Geschwindigkeit 10begral der Geschwindigkeit iiber
lings der geschlossenen Kurve, die die Unstetig- Jijege Kurve gleich Null. Lassen

keitsfliche nicht durchstoB8t, ist Null (Potential-

strémung). Daher ergibt sich, wenn 4 und B nach wir die Punkte 4 und B der
einem Punkt der Trennungsfliche konvergieren, da3

die beidilen Linigxintfgralef = in die ggtzt das ur- Abb. 164 nach einem dazwischen-
spriingliche Integral zerfillt — entgegengesetzt .
gleich sind. liegenden Punkt der Trennungs-

fliche konvergieren, so mufl —
da das Linienintegral der Geschwindigkeit lings der den Fliigel um-
schlieBenden Kurve gleich der Zirkulation I” ist — das entsprechende
Integral lings der dann noch verbleibenden Kurve, die in der Ebene
unserer betrachteten Stromung liegt und gleich @, — @, ist, gleich
—I" sein. In Verbindung mit der letzten Gleichung fir den Auftrieb
erhalten wir also:

A=V [Tdx. 2)
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Nimmt man jetzt die Zirkulation (und somit den Auftrieb) lings

der z-Achse als konstant an, so ergibt sich
A=0oVI(x,—x)=0VIb,

wenn b = z, — z; die Spannweite des Tragfliigels bedeutet. Hiermit
haben wir also einen neuen Beweis fir den Joukowskyschen Satz
gefunden, und erkennen aus (Gl. 2) gleichzeitig, daBl dieser Satz auch
fur eine lings der Spannweite verinderliche Zirkulation anwendbar ist.

Um zu einem Ausdruck fiir die auf S.202 auftretende Fliche F’
zu gelangen, was — wie wir gesehen haben — fiir die Berechnung
-des Widerstandes von wesentlicher Bedeutung ist, fithren wir statt
des Potentials @ eine rein geometrische GréBe dadurch ein, dafl wir
das Potential durch eine passende Geschwindigkeit, z. B. durch w,,

dividieren. — = ¢ hat dann die Dimension einer Lénge, und das Integral
wy
Ty

f (9o — @,) dx bezeichnet somit eine Fliche. ¢ kann dann offenbar

als Potential derjenigen Stromung gleicher Art angesehen werden, bei
der w, = 1 gesetzt wird.
Vergleichen wir die so erhaltene Form fiir den Auftrieb

A=oVw [(p,—p,)d
Z,

mit dem Ausdruck, den wir fiir 4 aus der Impulsbetrachtung ab-
geleitet hatten: ,

A = Q le . F /,
so ergibt sich fir die noch unbestimmt gebliebene Fliche:

4

F = [(p,— ¢,)de.

Zy
Anstatt die Differenz der Potentiale ¢, und ¢, zu bilden, kann

man auch so integrieren:
z, &y Xy X

Jl((po - (pu dx *‘J“Pod‘” +J‘(pu dxz = 4;(de

Z, &1
wobei die Integration iiber die Spannwelte b hin und zuriick auszufithren
ist und dabei das eine Mal die p-Werte der oberen, das andere Mal

die p-Werte der unteren Seite der Trennungsfliche zu nehmen sind.
In dieser Schreibweise ist also

A=p leétpdx

und ’
F = é(pdx.
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120. Die Wirbelfléiche hinter einem Tragfliigel mit nach den Fliigel-
enden abnehmender Auftriebsverteilung. Bisher haben wir vorausgesetzt,
daB die Verteilung des Auftriebs lings der Spannweite konstant ist,
und dafl sich die Zirkulation iiber die beiden Enden des Tragflugels,
wo sie von dem Betrag I" auf Null abfallt, in zwei Wirbeln fortsetzt,
die — da es sich um fliissige Wirbel handelt — von der Strémung
mitgenommen bzw. vom bewegten Tragfliigel in der ruhenden Fliissig-
keit zuriickgelassen werden.

Nehmen wir eine nicht konstante Auftriebsverteilung an, sondern
eine solche, bei welcher der Auftrieb von einem Maximum in der Mitte
nach den Fliigelenden zu allmihlich auf Null abfillt (wie es bei wirk-

lichen Tragfligeln immer

der Fall ist), so ergibt

sich als Folge dieser nach
z_ aullen abnehmenden Zirku-
lation, daB3 von der Hinter-
kante iiberall da, wo I'
sich andert, Wirbelfiden
abgehen. An irgendeiner
Stelle 4, des Tragfliigels
sei die Zirkulation oder,
was auf dasselbe hinaus-
kommt, der Potential-
sprung an der Hinterkante
gleich I" und an einer um
“* dx entfernten Stelle 4, die

Abb. 165 und 166. Die Zirkulation des an einer Stelle des
Tragfliigels abgehenden Wirbelfadens hat den Wert %—gd

Zirkulation I’ + 0L d. Das Linienintegral der Geschwindigkeit lings

der geschlossenen Kurve der Abb. 165 ist gleich Null, da sie ganz
im Gebiet der Potentialstromung verlduft. LaBt man jetzt die Punkte 1
und 1” sowie 2’ und 2" nach der Trennungsfliche konvergieren, so erhalt
man demnach im Limes fiir die Zirkulation der kleinen geschlossenen
Kurve der Abb. 166 den Wert

or
a—xdm.

Dies ist die Zirkulation des an der betrachteten Stelle des Tragfliigels
abgehenden Wirbelfadens. Ist die Zirkulation lings der ganzen Spann-
weite verinderlich und in keinem Bereich konstant, so bilden die ab-
gehenden Wirbelfdden ein flichenhaftes Gebilde, eben die frither be-
sprochene Trennungsfliche. Man findet fiir diese Art von Trennungs-
flichen auch die Bezeichnung ,,Wirbelband*.

Dieses Ergebnis 148t sich auch noch auf andere Weise einsehen. Wir
kniipfen unsere Uberlegung daran an, daB der Auftrieb von der Mitte



Die von einer geraden tragenden Wirbellinie erzeugte Abwartsgeschwindigkeit. 209

des Tragfliigels nach den Seiten hin abnimmt. Da der Auftrieb sich
zusammensetzt aus einem Unterdruck tiber dem Fligel und einem
Uberdruck unterhalb des Fliigels, so ergibt eine Abnahme des Auf-
triebs nach den Fliigelenden in der Richtung nach diesen hin einen
Druckanstieg an der Oberseite und einen Druckabfall an der Unterseite.

Unter der Einwirkung dieser Druckunterschiede iiber die Fligel-
rinder werden die den Fliigel umstromenden Flissigkeitsteilchen aus
ihrer Bahn gelenkt insofern, als sie an der Oberseite des Tragfliigels
eine zusitzliche Geschwindigkeitskomponente nach innen, an der
Unterseite eine solche nach auBlen erhalten. Da bei einer reibungs-
losen Flissigkeit die sich vorn am Fligel teilende Flussigkeit an der
Hinterkante wieder zusammenschlieBt, so verbleibt also ein Richtungs-
unterschied der Geschwindigkeit in dieser ZusammenfluB- oder Tren-
nungsflache. Dabei erfolgt die Ab-
lenkung in um so stirkerem Mafe,
je groBer der seitliche Druckabfall

und also die Zirkulationsinderung v
% ist. Der Betrag der Geschwindig-

keiten muB jedoch nach der Ber-
noullischen Gleichung derselbe sein,
da der Druck auf beiden Seiten der 4
Trennungsfliche der gleiche ist. r N . ;

Abb. 167. Stufenartige Zirkulationsvertejlung

Stellt man den lings der Spann. und die entsprechenden vom Tragiliigel ab-
weite irgendwie verdnderlichen Auf-
trieb und damit die Zirkulation dar durch eine verschiedene Dichte
der Wirbelfiden im Tragfliigel, so erhdlt man bei stufenartiger Zirku-
lationsverteilung fir die nach hinten abgehenden Wirbelfiden etwa das
in Abb. 167 wiedergegebene Bild.

Zu dem Geschwindigkeitsfeld des tragenden Wirbelfadens kommen
durch das abgehende Wirbelsystem Zusatzgeschwindigkeiten hinzu.
Da — wie wir gesehen haben — fiir die Ermittelung des Widerstandes
dieses mit dem Wirbelsystem verbundene Geschwindigkeitsfeld von
wesentlicher Bedeutung ist, wird es im folgenden von Wichtigkeit
sein, fiir jeden Punkt der tragenden Linie die durch das abgehende
Wirbelsystem bedingte Zusatzgeschwindigkeit zu berechnen. Dabei wird
in erster Annaherung von der Eigenbewegung der Wirbellinien abgesehen.

Als wesentliche Vereinfachung wird weiterhin vorausgesetzt, daf}
alle tragenden Elemente in einer Linie konzentriert seien. Der Trag-
fliigel mit der Zirkulation I" wird also ersetzt durch eine tragende
Wirbellinie von gleicher Zirkulation.

121. Die von einer geraden tragenden Wirbellinie erzeugte Abwiirts-
geschwindigkeit. Betrachten wir in Abb. 168 zunichst einen geraden

Tietjens, Hydromechanik II. 14
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Wirbelfaden von der Zirkulation I, so erzeugt (vgl. S. 192 des
I. Bandes) ein Stiick desselben von der Langeds in einem Punkt 4 eine
Geschwindigkeit vom Betrage

__I'dssing
dwy = 42
i hdao
oder da sin ¢ = cosa, s=htgoa, also ds = ot und r = g
laVA
g dwg — I'hdocos a :l’cosocdoc
h? 47h
cos?adm 5
COs“® o
Die Richtung der Geschwindigkeit ist dabei senk-

Abb. 168. recht zur Zeichenebene.

Ein Stiick des geraden Wirbelfadens, dessen
Enden von A unter den Winkeln o«; und «, erscheinen, bewirkt folg-
lich in 4 die Geschwindigkeit

a3
r r . .

wy = m‘f cosado = ;7 [sin oy — sinay ] . (3)
Fiir den nach beiden Seiten unendlichen Wirbelfaden wird o; = — —721
und o, = % , also sin , — sin &y = 2 und somit w, = %‘, vgl. Bd. I,
S.192. Fir den nach einer Seite unendlichen Wirbelfaden <oc2 = %)
wird daher w, = éﬁ(l — sina;). In dem Spezialfall o; = 0 ergibt

sich daher r

V4= gan

also gerade die Hilfte des Betrages fir den nach beiden Seiten un-
endlichen Wirbelfaden. Wir ersehen hieraus, da8 von einer tragenden
Linie abgehende Wirbelfdden in der durch die tragende Linie gelegten
,»» Querebene Geschwindigkeiten hervorbringen, die gleich der Hilfte
der Geschwindigkeiten weit hinten sind, wo das Wirbelband niherungs-
weise als beiderseits unendlich lang angesehen werden kann.

122. Bestimmung des induzierten Widerstandes bei gegebener Auf-
triebsverteilung. Wir nehmen an, daB3 die Auftriebsverteilung und so-
mit auch die Zirkulation I" als Funktion von z (Abb. 169) bekannt
ist. Es wird nun die Aufgabe sein, fiir diesen Fall das durch das ab-
gehende Wirbelband erzeugte Geschwindigkeitsfeld zu untersuchen,
insbesondere die Zusatzgeschwindigkeit am Ort der tragenden Linie
und damit den durch das Wirbelsystem hervorgerufenen Widerstand
zu bestimmen.

Fiir die Einwirkung des ganzen von B (der Abb. 168) sich rechts
nach Unendlich erstreckenden Wirbelfadens von der Stéirke I' erhalt
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man nach der vorigen Nummer

r

Wy = m .
Wendet man diese fiir einen Wirbelfaden von der Stirke I" abgeleitete
Beziehung auf einen der abgehenden Wirbelfiden der Abb. 169 an,
so erhilt man fiir einen beliebigen Punkt 2’ der tragenden Linie mit
den in Abb. 169 angegebenen Bezeich- '
nungen x

1 or
4n(x’ —x) dx

dw (') = dz.

Die Richtung von w fallt in die posi-
tive z-Achse, weil rechts (x > ') die

wn, O . .
GroBe 55 Degativ und links (x < ')
. o O
die GroBe 5 positiv ist.
Da nun in jedem Punkt der tragen-
den Linie (z. B. auch im Punkte z’) da
( . © ) S Abb. 169. Die von einem tragenden Wirbel-
gesamte von ihr abgehende Wirbel- faden ausgehende Unstetigkeitsfliche bei
. . gegebener Auftriebsverteilung.
system zur Wirkung kommt, so ergibt

sich die Geschwindigkeit an dieser Stelle durch Integration iiber das
ganze Wirbelband:

o]

W1 1 ar
b
-
Da das Integral wegen Unendlichwerdens des Integranden bei
x = &’ unbestimmt wird, mufl man den sogenannten ,,Hauptwert«
des Integrals nehmen, d. h. den Wert

(Man muBl sich dem Wert x’ von beiden Seiten gleichméfBig nidhern.)
Dafl die Summe der beiden jedes fiir sich nach Unendlich (bzw. minus
Unendlich) konvergierenden Ausdriicke endlich bleibt, 148t sich so
zeigen, daBl man die Geschwindigkeit w statt auf der tragenden Linie
ein wenig iiber oder unter derselben bestimmt. Es zeigt sich dann,
daB die Ausdriicke endlich bleiben und beim Ubergang zum Abstand
Null von der tragenden Linie in den obigen Grenzwert iibergehen.

14*
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Wir sind jetzt in der Lage, den Widerstand zu berechnen, der durch
das System der abgehenden Wirbel induziert' und der daher auch der
induzierte Widerstand genannt wird. Wie wir gesehen haben, erhalten
alle Elemente der tragenden Linie durch das Wirbelsystem eine im
allgemeinen voneinander verschiedene Zusatz-
geschwindigkeit w. Es sei nun angenommen, daf3
jedes Element dieser tragenden Linie sich so
verhilt wie ein Element einer unendlichen Trag-
fliche (zweidimensionale Strémung) in einer aus
der Hauptgeschwindigkeit ¥V und der Zusatz-
Abb. 170. Drehung der resul-  Seschwindigkeit w sich zusammensetzenden Stro-
%{;{g;&e’}pLgfugﬁafﬁl;lsmFde‘;g mungsgeschwindigkeit. Fiir ein solches Element
der zusatzlichen Abwirts- jgt, offenbar, da die resultierende Luftkraft senk-

geschwindigkeit w. Die Kom- . . . .
ponente in Richtung der recht zur Stromungsgeschwindigkeit steht, nach

Fluggeschwindigkeit V stellt
den induzierten Widerstand Abb. 170 dA-w

W; dar. ’ dW=T-

Unter der Annahme, da der Auftrieb pro Léngeneinheit der Spann-
weite (a) als Funktion von x’ gegeben ist: a = a(x’), ergibt sich der
gesamte induzierte Widerstand durch Integration iiber die ganze
Spannweite des Fligels:

L
v

W =

a(x) wx')dx'.

Nl@HM@

Da a(2’) = dA = oIV ist, so erhilt man W auch in der Form:

W=p ) I w')d

0> o[ o

oder mit Beriicksichtigung des von uns gefundenen Wertes fir w(x’)

?
=2
w2
b
T2

Die zweifache Integration (das eine Mal ist 2’, das andere Mal z
die Variable) bedeutet also, daB man zuerst durch . Integration iiber
die Spannweite den Einflu des gesamten Wirbelsystems auf

”2—

J‘F( )6F(x)d ’df'
b
z

z '

! Diese von M. Munk stammende Bezeichnung kniipft an die Ahnlichkeit
der hier vorliegenden Bezichungen mit denen der elektromagnetischen Induk-
tionen an.
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ein Element der tragenden Linie bestimmen muf, und daf man
darauf durch nochmalige Integration iiber die Spannweite die so ge-
fundenen Widerstinde der Elemente der Spannweite zu dem gesamten
induzierten Widerstand der tragenden Linie zusammenzu-
fiigen hat. Hiermit haben wir die allgemeine Rechenvorschrift fiir
unseren Fall, da die Verteilung des
Auftriebs lings der Spannweite ge-
geben ist und der induzierte Wider-
stand gesucht wird.

Dieser induzierte Widerstand ist

r

der kinetischen Energie des ab- p, b5 x
gehenqen erb,elsys’tems aqulva,lent. Abb. 171. Elliptische Auftriebsverteilung:
Von dieser Beziehung ausgehend hat v

E. Trefftz! die obige Formel mit r-nji- (7).

Hilfe des Greenschen Satzes abge-

leitet. Diese Ableitung wird mathematisch eingestellten Lesern viel-
leicht mehr zusagen, ist aber weniger anschaulich als die hier gegebene.

Bevor wir uns fragen, wie diese Theorie mit der Wirklichkeit iiberein-
stimmt, wollen wir iiber die als gegeben angenommene Auftriebsverteilung
noch einiges sagen: Durch Probieren ver-

suchte man langere Zeit, Funktionen fur die
Verteilung des Auftriebs zu finden, die sich

zur Integration eignen, und die eine plausible
i

Geschwindigkeitsverteilung von w langs der
tragenden Linie ergeben. Schlieflich fand "I"""

Abb.172u. 173. Auftriebsverteilun-
gen entsprechend den Funktionen:

man in der Auftriebsverteilung nach einer
Halbellipse eine — und, wie sich spéter
zeigte, die wichtigste — Losung. —
Bezeichnet man, wie bisher, mit b die Fzr"xnvl ‘<b/_2) und Summen
Spannweite, und ist in der Mitte des darvon.
Fliugels die Stdarke der Zirkulation gleich Iy, so ergibt sich fiir die
elliptische Auftriebsverteilung (Abb. 171), wenn der Ursprung des
Koordinatensystems in die Mitte der tragenden Linie gelegt wird:

r-n =3y

Andere in diesem Sinne brauchbare Auftriebsverteilungen (Abb. 172
u. 173) hat man in dem Ausdruck:

1 Trefftz, E.: Prandtlsche Tragflichen- und Propellertheorie. Z. ang. Math.
Mech. Bd. 1, S. 206, 1921.
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I'=r,a"]/1— (%)2
£

oder auch in linearen Kombinationen solcher Funktionen.
Beschranken wir uns im weiteren auf den wichtigsten Fall der
elliptischen Auftriebsverteilung, so haben wir mit
ar Iy

de bez S’
7| (5) =

fur die Abwirtsgeschwindigkeit im Punkt x’ der tragenden Linie

xdx

P
H\

|

&
—
ro| o
N——
1
—_
TN
rof o &

oder mit % =¢

2
+1
’ Iy Edé I, r, 1
wlx — ——— e T = — .
== EJ(E’—E)I’I-—Ez 4,,% 2b

-1
Es ergibt sich also, dafl die zusétzliche Abwirtsgeschwindigkeit w
unabhéngig von 2’, d.h. konstant lings der ganzen Spannweite ist.
Fihren wir in diesen Ausdruck statt I, den gesamten Auftrieb ein,
so erhalten wir, da

b

_ fmx_gverl-_ﬁ do =gV IyhZ

b

ro |

ist,
24
7o Vb*~
Da w lings der Spannweite sich als konstant ergeben hat, eriibrigt

w =

sich eine weitere Integration, und wir haben wegen -Zj = 3017 direkt

den induzierten Widerstand:

-+
1 Der Wert des bestimmten Integrals f——ﬂv ist gleich — =,
- & —&yiz
vgl. Betz: FuBnote S.217.
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A2

W==2d= .
7 b? -g— &

Vergleicht man hiermit die auf S.203 gefundene Beziehung
A2

‘2’
4F2V

W=

so erkennt man, dafl es mit Hilfe der durch das Wirbelband erzeugten
Geschwindigkeiten in bequemer Weise gelungen ist, den Ausdruck fir
die Flache F’, die bisher noch nicht berechnet war, zu bestimmen.
Wir haben somit:
, 7 b2

| Fr==
d. h. F’ ist gleich dem Kreise mit der Spannweite des Fliigels als Durch-
messer, wohlgemerkt fir die Annahme einer elliptischen Auftriebs-
verteilung. Natiirlich wiirden wir auf dem S. 207 angegebenen Wege
unter Verfolgung der ebenen Stromung, die einer konstanten Ge-
schwindigkeit w, entspricht, zu demselben Resultat gelangt sein. Es
wird noch gezeigt werden, dafl die Geschwindigkeit w, weit hinter dem
Fliigel gerade das Doppelte der Geschwindigkeit w am Fliigel selbst ist.

Haben wir jetzt prinzipiell den Fall erledigt, aus einer gegebenen
Auftriebsverteilung die Zusatzgeschwindigkeiten und daraus wieder
den induzierten Widerstand zu berechnen, so fragt es sich noch, welche
Gestalt wir einem Fliigel geben miissen, um die vorgegebene Auftriebs-
verteilung zu erhalten. Um diese Frage zu beantworten, teilen wir
die Tragfliche in ihre Elemente von der Breite dx auf, von denen
jedes gemafl der vorgegebenen Auftriebsverteilung eine Zirkulation von
bestimmter Grofe besitzt. Wir fragen uns nun, welche Form miissen
wir einem jeden Element geben, damit es — aufgefaBt als Teil eines
unendlich langen Tragfliigels — die ihm vorgegebene Zirkulation be-
sitzt. Da nun die Zirkulation auBler von der Form des Profiles noch
vom Anstellwinkel und der Fligeltiefe abhingig ist, erkennt man,
daf die Frage nach der Tragfliigelgestalt bei gegebener Auftriebs-
verteilung nicht eindeutig ist. Je nachdem man Profilform, Anstell-
winkel oder Flugeltiefe entsprechend variiert, erhilt man verschiedene
Formen von Tragfliigeln, die eine gleiche Auftriebsverteilung besitzen.

Als hydrodynamisch giinstigster Fall kann jedoch der angenommen
werden, bei dem die Profilformen der Elemente geometrisch &hnlich
und ihre Anstellwinkel einander gleich, d. h. iiber der ganzen Spann-
weite konstant sind. Fir diesen Fall ist die obige Frage also dahin
zu beantworten, dal man die Form des Tragfliigels so zu nehmen hat,
daB seine Tiefe dem an dieser Stelle vorgegebenen Auftrieb proportional
ist. Eine elliptische Auftriebsverteilung wird also dadurch erreicht,
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daB man der Fligelfliche eine Gestalt aus zwei Halbellipsen, wie etwa
in Abb. 174, gibt. Durch diese Gestalt ist dafiir gesorgt, dafl die Druck-
mittelpunkte der einzelnen Profile auf einer Geraden liegen, so daB
dieser Fliigel durch eine gerade tragende Linie richtig angenihert

| wird (bei einer in der zy-Ebene ge-

| krimmten tragenden Linie wiirden
< + —— sschwer zu berechnende Anstellwinkel-

| / inderungen durch die Geschwindig-
T keiten, die die einzelnen Elemente
B B o omtreiemy,

besteht aus zwei Halbellipsen. ges dUZIeren’ hmzutreten).

123. Minimum des induzierten Wider-
standes; die zu einem Tragfliigel von gegebener Form und gegebenem
Anstellwinkel gehorige Auftriebsverteilung. Als ,zweite Aufgabe der
Tragfliigeltheorie* ist die Aufgabe bezeichnet worden, zu einem gegebenen
Gesamtauftrieb und einer gegebenen Spannweite diejenige Auftriebs-
verteilung zu finden, fir die der induzierte Widerstand ein Minimum ist.
Wir haben hier also eine Minimumaufgabe mit Nebenbedingungen.

b
2

W= ff(x) w(x) de = Minimum,
b
T2

wenn b

gegeben und

ist.

Diese Aufgabe ist von M. Munk?! allgemein auch fiir Mehr-
decker gelost worden, und es hat sich das schon erwidhnte Resultat
ergeben, dal das Minimum dann eintritt, wenn die Geschwindigkeit w
itber die ganze Spannweite konstant ist. Fiur den Eindecker ist also
die elliptische Auftriebsverteilung bei gegebenem Gesamtauftrieb und
gegebener Spannweite und Geschwindigkeit diejenige Verteilung, die
den geringsten induzierten Widerstand ergibt. Ein einfacherer Beweis
dieses Satzes als der von Munk ist spiter von A. Betz gegeben worden,
vgl. Nr. 128.

! Munk, M.: Isoperimetrische Aufgaben aus der Theorie des Fluges. Diss.
Gottingen 1919. ‘
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"‘Da die elliptische Verteilung ein gutartiges Minimum ist, so geben
allerdings auch die nicht allzu weit von der elliptischen Verteilung
abweichenden Auftriebsverteilungen nicht sehr verschiedene Werte fiir
den induzierten Widerstand; so ist z. B. bei einem Rechteckfliigel vom
Seitenverhiltnis 1:5 der induzierte Widerstand nur etwa 4% groBer als
der bei einem elliptischen Fliigel.

Als dritte Aufgabe wird diejenige bezeichnet, die fiir einen be-
stimmten Tragfliigel von gegebener Form und gegebenem Anstell-
winkel die Auftriebsverteilung zu ermitteln sucht. Diese Aufgabe war
zwar als erste gestellt, konnte jedoch erst als letzte, und zwar von
A. Betz! 1919 gelost werden.
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Abb. 175. Verteilung der Zirkulation lings der Spannweite () eines rechteckigen Tragfliigels fiir
verschiedene Seitenverhéltnisse.

Die Losung, die auf eine unangenehm zu behandelnde Integro-
Differentialgleichung fithrte, konnte fiir den Fall einer rechteckigen
Tragfliche von iiberall konstantem Profil und konstantem Anstell-
winkel erledigt werden. Es wird in dieser Arbeit gezeigt, dafl man die
Losung in Form einer Potenzentwicklung nach einem das Seiten-

verhéltnis 12 enthaltenden Parameter (L) ausfihren kann (far ebene

¢
Flachen ist L = 721— . l;—) . Die Rechnung zeigte sich fiir kleinere Seiten-

verhéltnisse einfacher als fiir groBere. Eine auch bei groBem Seiten-
verhéltnis brauchbare Néherungslésung wurde auf einem anderen Wege
von E. Trefftz2 gefunden.

Uber die Ergebnisse der beiden Arbeiten sei erwihnt, daB die Auf-
triebsverteilung bei sehr kleinem Seitenverhéltnis sich der ellip-
tischen Verteilung ndhert, und daB sie bei gréBerem Seitenverhiltnis
(bei groBerem L) immer volliger wird, bis sie schlieflich im Limes

1 Betz, A.: Beitrige zur Tragfliigeltheorie, mit besonderer Beriicksich-
tigung des einfachen rechteckigen Fliigels. Diss. Gottingen 1919.
2 Vgl. Fullnote S. 213.
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fir Tragflaichen von der Tiefe Null in die rechteckige Verteilung iiber-
geht (Abb. 175).

Die zusatzliche Abwirtsgeschwindigkeit w wird bei gréBer werdendem
Seitenverhaltnis in der Mitte des Fliigels kleiner und zum Rande hin

grofer. Fur unendlich groBie —It)— bzw. L (zweidimensionales Problem)
15 verschwindet in Uberein-

’ |~ stimmung mit den friither

WW~ 170 /,// gebildeten Anschauungen
. 1 die Abwirtsgeschwindig-
e g keit und damit der in-

10 — duzierte Widerstand. Der

"o 2 “ 6 %—* 7 einseitig unendliche Fli-

gel zeigt nach Trefftz
in der Nahe des Flugel-
das Seitenverhiltnis b enthaltenden Parameter L (fiir ebene endes eine endliche Ab-
¢ 2 b wirtsgeschwindigkeit und
Flachen ist L = -+ 4~ - einen endlichen induzier-

ten Widerstand.
Im Zusammenhang mit der Abwirtsgeschwindigkeit w ergibt sich
auch eine Abhéngigkeit des induzierten Widerstandes vom Seiten-

verhiltnis (Abb. 176). Eine Néhe-

Abb. 176. Das Verhiltnis des Widerstandes (W) eines Trag-
fliigels mit rechteckiger Auftriebsverteilung zu einem solchen
mit elliptischer Verteilung (Win) in Abhingigkeit zu einem

A Wmm\ rungsformel fir den Bereich von
1 L=1 bis 10 hat man nach den

Betzschen Werten in:

w Wuwwuwmul w . w -
To4r T m = 0,99 -+ 0,015.[1
ET

w Betreffs der Verteilung des in-
duzierten Widerstandes der

Abb. 177. Verteilung des Auftriebes 4, der
zusitzlichen Abwirtsgeschwindigkeit w und
des induzierten Widerstandes W fiir einen

langs
Spannweite ist zu sagen, daBl er
sich um so mehr nach den Enden

sehr linglichen Tragfliigel.
hin konzentriert, je gréBer das Seiten-

verhiltnis ist; Abb. 177 zeigt Auftrieb, Abwirtsgeschwindigkeit und
induzierten Widerstand eines sehr linglichen Fligels.

124. Die Umrechnungsformeln. Fragen wir uns jetzt, wie diese
Theorien, besonders wie der theoretisch berechnete induzierte Wider-
stand mit den Messungen iibereinstimmt, so kann man von vornherein
sagen, daB der experimentell gefundene Widerstand keinesfalls kleiner
als der berechnete, sondern notwendigerweise gréfer ausfallen muB.
Abgesehen von dem Widerstandsbeitrag, der durch die vorhandene
Reibung an der Oberfliche des Profils verursacht wird, haben wir
den Umstand vernachlissigt, daf je nach der Profilform ein groBerer
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oder kleinerer Widerstand dadurch entsteht, dafl die Strémung auf
beiden Seiten des Fliigels (auch bei geringem Anstellwinkel) sich an
der hinteren Kante nicht vollig glatt zusammenschliet, sondern daf3
sich hier ein wenn auch bei guten Profilen nur wenig ausgedehntes
Wirbelgebiet bildet. Diesen Anteil des Gesamtwiderstandes zusammen
mit dem Reibungswiderstand hatten wir Profilwiderstand genannt.
Unter Beriicksichtigung also, daB zu dem berechneten induzierten
Widerstand noch der Profilwiderstand hinzutritt, ist die Ubereinstim-
mung fiir den Bereich der praktisch wichtigen Anstellwinkel tiberaus
befriedigend.

Der Beiwert des theoretischen (induzierten) Widerstandes c,, ist
gemill den Beziehungen von S.215

& F
i = 47
. b2
oder mit F’ = nT
2 F
Cw: = 32
. . . ) . 2t
(ist speziell fiir einen rechteckigen Fligel F'=bt, so wird c,,= :ﬁ) .

Trigt man demnach in Abb. 178 die Auftriebszahlc, als Funktion des
Widerstandsbeiwertes c,,, auf, so ergibt sich also eine — vom Seitenver-
haltnis abhingige — Parabel. Zeichnet man

4

in dieselbe Abbildung die Polarkurve eines 1 , /| lisp
guten Fliigels von gleichem Seitenverhéltnis @’ ,\.S?/ 0
ein, so erkennt man, daf3 fiir den praktisch 4 7 750

in Frage kommenden Bereich unter Beriick- 08 %o
sichtigung des Profilwiderstandes der gesetz- 9 on

méiBige Verlauf des Auftriebes abhingig vom » N
Widerstand durch die theoretische Kurve 2

gut wiedergegeben wird. Wie man erkennt, ] pix

bild.et bei ‘gréﬁeren Anstellwink'eln der 1n 90 = ARG
duzierte Widerstand den wesentlichsten Teil wy N

des Gesamtwiderstandes. 154

Durch einen gliicklichen Umstand, der  apb.178. Die einem Tragiliigel
: : von einem Seitenverhéltnis 1:5
von vornherein keineswegs vermutet wurde, gt B S e indu.

3 3 - zierten Widerstandes als Funktion
gelang es nun, die Ergebnisse der Trag Tom Auttrieh. Die Karve der ge-

fliigeltheorie auch fiir die Praxis noch wesent-  messenen co-Werte als Funktion
. . von den cw-Werten ist gleichfalls
lich fruchtbarer zu gestalten. Man trug ndm- eingetragen.

lich die Polarkurven bei sonst gleichen

Tragfligeln, aber von verschiedenen Seitenverhéltnissen auf und er-
kannte, dal der Unterschied der gemessenen Widerstandszahl von der
theoretischen in allen Fillen nahezu der gleiche war. Daraus war zu

schliefen, daf3 der Profilwiderstand unabhéngig vom Seitenverhéltnis
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ist, woraus sich weiterhin die Moglichkeit ergab, gemessene Polar-
kurven von einem Seitenverhéltnis auf andere Seitenverhiltnisse um-
zurechnen.

Wollen wir eine gegebene Polarkurve (I), also c,, als Funktion

von ¢, fir ein Profil von bekanntem Seitenverhiltnis —5—21 umrechnen
1
auf eine andere Polarkurve (2) desselben Profils, jedoch von einem
anderen Seitenverhiltnis {f, so haben wir zu verschiedenen Werten
2

¢, die Werte von c,, aus den entsprechenden Werten von c,, zu berechnen.

Zerlegen wir die Widerstandszahl ¢,, des gesamten Widerstandes
in die auf den induzierten Widerstand (c,, und den Profilwiderstand
(cy,) fallenden Anteile, also

Cw = Cuw; + Cay s

wobei ¢, als eine Funktion von ¢, angesehen werden kann, so haben

wir fiir eine gegebene Profilform bei dem Seitenverhiltnis —f'?l
1

e Fy
Cwlz’g‘b—%“i‘cwn.

F
Fiir dieselbe Profilform, jedoch bei einem Seitenverhaltnis von —bgz
2
haben wir in Anbetracht, daB der Profilwiderstand vom Seitenverhéltnis
unabhéngig ist,
<%

F,
cwz—?l"gg“‘*‘cwo:

woraus sich die Umrechnungsformel ergibt:
a (F s F 1)

szzcw,—i—? g_b_i .
Eine ahnliche Umrechnungsformel 148t sich unter Zugrundelegung
der elliptischen Auftriebsverteilung fiir den Anstellwinkel o ableiten.
- Gehen wir zunéichst aus von einem Fliigel-
a o] \\% element eines unendlich langen Tragfliigels
(zweidimensionale Stromung). In Abb. 179a
o]~ sei das Profil eines derartigen Elementes
dargestellt; o, sei der in BogenmaBl ge-
Abb. 179. Einflug des Geschwindig- 1essene Anstellwinkel. Nehmen wir jetzt
keitsfeldes w auf den wirksamen gp  daf das betrachtete Fligelteilchen ein
Element eines endlich langen Tragfligels
ist, so wissen wir, dafl durch das abgehende Wirbelband der Strémungs-
geschwindigkeit eine Abwéirtskomponente erteilt wird. Wir miissen
also — soll das Fliigelelement des endlichen Fliigels zur Erreichung
derselben Auftriebszahl ebenso in der Stromung stehen wie jenes
Element des unendlich langen Fliigels — das Fliigelelement um einen
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gewissen Winkel ¢ drehen, und zwar ergibt sich dieser Winkel aus der
Beziehung

w c, F
Y=y = aE

Der Anstellwinkel, den das Element des endlichen Tragfliigels be-
sitzen wiirde, wenn es bei gleichem Auftrieb ein Teil eines unendlich
langen Tragfliigels wiire — der sogenannte wirksame Anstellwinkel —
ist also (Abb. 179b)

oAy = &L — Q.

Beriicksichtigt man, daB w gegeniiber V klein ist, ¢ also fiir tg ¢ gesetzt
werden darf, so ergibt ein Vergleich zweier Tragflichen von gleichem
Profil, aber verschiedenem Seitenverhaltnis, wenn man zum Ausdruck
bringt, daB der wirksame Anstell-

winkel o, fiir gleiche Auftriebs- T
werte derselbe ist, 1
c, F C, ’ 77|/ F0L
oco-zocl-—?-b—%lz-%——;-é, 70 /"szg‘b/ r
also | 79aP
¢o (Fy F, 08 /, /A+ v A
a2=a1+;<b—g——b—%>. Z[4/ /14
Beide Umrechnungsformeln, 26 "4 P
sowohl fir den induzierten Wider- /
stand als auch fir den Anstell. %*[H7
winkel, gelten — streng genom- / f
men — allerdings nur fir Trag- 4z
fliigel, bei denen sich der Auftrieb w0k
itber die Fliugelbreite elliptisch ~ o7 42
verteilt. Da aber der Widerstand tw
bei der elliptischen Verteilung ein oz
Minimum darstellt und im all-
gemeinen jede GroBe in der Nihe :
ihres Minimums nur wenig ver- 5,7 égf-.;ggﬂﬁgﬁﬁagfg;gﬁgg
dnderlich ist, und da anderseits —__g 75  Profils, aber von ver-
die in der Praxis vorkommenden g 74 nis(1:1bis1:7).
— 77

Auftriebsverteilungen — wie wir
im Beispiel des rechteckig umrandeten Fliigels gesehen haben —
nicht sehr wesentlich von der elliptischen Verteilung abweicht, so
lassen sich die Umrechnungsformeln ganz allgemein mit gutem Erfolg
anwenden.

In den Abb. 180 bis 183 ist ein Beispiel fir die Umrechnungsformeln
wiedergegeben. Abb. 180 und 181 zeigen die Polarkurven und die Ab-
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héngigkeit der Auftriebszahl
vom Anstellwinkel fiir 7 Flii-
gel mit dem Seitenverhaltnis
1:7 bis 1:1.

In den beiden néchsten
Abbildungen 182 und 183
sind die Polarkurven bzw.
die (c,, a)-Kurven abhangig
vom Anstellwinkel mittels
der Umrechnungsformeln auf
das Seitenverhéltnis1 : 5 um-
gerechnet. Wie man erkennt,
liegen die Punkte — bis auf
die Kurve fiir das Seitenver-
haltnis 1:1 — mit geniigen-
der Genauigkeit auf einer
Kurve. Daf fur den Fall
des quadratischen Fliigels

-70°

Abb. 181 Auitriebsbeiwerte abhingig vom Anstellwin- di©  Umrechnungsformeln
kel fiir verschiedene Seitenverhdltnisse (1:1 bis 1:7)% noch sti_mmen, konnte auch

kaum erwartet werden, da der Theorie ja der Begriff der tragenden

Ca Linie zugrunde gelegt wurde und ein
T quadratischer Fligel nicht mehr ge-
24 " °"a ~| mniigend richtig durch eine tragende
.8 Linie angenéhert werden kann.

70 7 125. Gegenseitige Beeinflussung von
. tragenden Wirbelsystemen; der un-

938 = gestaffelte Doppeldecker. Wie wir er-
nﬂbo kannt haben, verursacht das von dem

Tragfliigel bzw. vom tragenden Wirbel-
faden abgehende Wirbelband in seiner
Umgebung ein Geschwindigkeitsfeld,
von welchem die Abwirtsgeschwindig-
keit am Ort des tragenden Wirbel-
fadens den induzierten Widerstand des

Tep o

KS)
[\
oot B e,

40— n 77 -, Tragfliigels bedingt. Ebenso wie in
4 4 . . . .

¥ Cn diesem Falle, wo es sich um die Kin-

-92 a wirkung eines Wirbelsystems auf den

Ye das Wirbelsystem erzeugenden

Tragfliigel handelt — vergleichbar

Abb. 182. Auftriebsbeiwerte der Abb. 180 . . . 1 ich
aufgetragen au den auf das Seitenver-  einer Selbstinduktion —, lassen sic

haltnis 1 : i ) . .
altnis 1 : 5 “%%‘;;e:ﬁ‘e‘fff“ Widerstands- — g4¢ gleichen Methoden anwenden, wenn

1 Hinsichtlich der Zeichenerklarung vgl. Abb. 180.
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es sich darum handelt, den EinfluB} eines tragenden Wirbelfadens mit
seinem Wirbelband auf andere in der N#ahe befindliche Trag-
fliigel zu untersuchen. Wir haben also den Fall des Doppel- oder Mehr-
deckers, bei welchem eine gegenseitige Beeinflussung der Tragfligel
stattfindet (gegenseitige Induktion). Der praktische Wert dieser Unter-
suchungen liegt unter anderem darin, die Eigenschaften eines Mehr-
deckers aus den experimentell gefundenen Eigenschaften des einzel-
nen Tragfliigels berechnen
zu konnen.

Im wesentlichen kommt %2 Ba,
es bei der gegenseitigen op
Beeinflussung, z. B. bei 70
einem Doppeldecker, dar- q
auf hinaus, daB der eine 08 -
Fligel (1) durch sein Wir- °
belsystem bewirkt, dafl die 96 :
Luftmassen, die den ande- <+
ren Fligel (2) treffen, eine oulss
abwérts gerichtete Ge- xS
schwindigkeitskomponente 2
erhalten; umgekehrt ver- }t
ursacht der Fliigel (2) eine %
seinem Wirbelsystem ent- b 4 o
sprechende Abwirtsge- = y)
schwindigkeit am Orte &

des Tragfligels (1).

3 in- Abb. 183. Auftriebsbeiwerte der Abb. 181 aufgetragen zu
. Als FOIg(? dle:Ser Ein den auf das Seitenverhiltnis 1:5 umgerechneten An-
wirkung ergibt sich, da8 stellwinkeln *.

jeder Fliigel zu seinem selbstinduzierten Widerstand, der vom eigenen
Wirbelsystem herrithrt, noch einen vom anderen Fligel induzierten
Widerstand erfahrt. Der gesamte induzierte Widerstand eines Doppel-
deckers setzt sich also zusammen aus den Grofen:

W=Wy+ Wi+ Wy + W

Hier bedeutet W,; den selbstinduzierten Widerstand des Fliigels ()
und W,, den Widerstand des Tragfliigels (I), der durch den Trag-
fligel (2) am Orte von (I) induziert wird; analog bedeutet W, den
Widerstand des Tragfligels (2), herrithrend vom Tragfliigel (1) und
W ,, den vom Fliigel (2) selbstinduzierten Widerstand des Tragfliigels (2).

AuBer der nach unten gerichteten wichtigsten Komponente w wird
am Orte des einen Tragfliigels vom anderen Fliigel noch eine horizontale
Geschwindigkeitskomponente v hervorgerufen, die eine VergréBerung

o
!

0'5.

1 Hinsichtlich der Zeichenerkldrung vgl. Abb. 180.



224 Die Lehre vom Auftrieb.

oder Verkleinerung der Stromungsgeschwindigkeit bewirkt. Da jedoch
die Widerstandséanderung, die durch diese VergréBerung bzw. Ver-
kleinerung verursacht wird, klein von 2. Ordnung ist, so soll im folgenden
der EinfluB der Horizontalkomponente v vernachlissigt werden.

Als ersten Fall behandeln wir den ungestaffelten Doppeldecker,
bei welchem sich also die Tragfligel — fiir die wir wieder tragende
Wirbelfiden nehmen wollen
— in einer Ebene senkrecht
zur Stromungsrichtung be-
finden. Ferner wollen wir
uns auf den Fall beschran-
ken, daB die tragenden Wir-
belfiden gerade und unter
sich parallel sind. Die tra-
genden Wirbelfdden liefern
dann keine Beitrige zur
vertikalen Geschwindigkeits-
Abb. 184. Die vom Tragfliigelsystem abgehenden Tren- komponente’ sondern nur

nungsflichen fiir einen gestaffelten Doppeldecker. Komponenten in horizon-

taler Richtung, die wir ja

vernachlissigen wollen. Die vertikalen Komponenten rithren lediglich
von dem abgehenden Wirbelband her.

Wir fragen uns jetzt: Wie groB ist die Vertikalgeschwindigkeit w
im Punkte ] der tragenden Linie (I), die durch die abgehenden Léngs-
wirbel der anderen tragenden Linie (2) bedingt ist ? Betrachten wir

in Abb. 184 die Wirkung eines Langswirbels von der Stirke (Z—I;"‘ dx,, S0
2

ergibt sich nach S.210 eine in z] auf a senkrechte Geschwindigkeit
vom Betrage
1 or, dz,
4z’ oz, a
und als Vertikalkomponente
L oy dmy gy — L 01 ATy g

e oz, a 4n OJzy, a

Die Gesamtwirkung des ganzen von dem tragenden Wirbel (2)
abgehenden Wirbelsystems in dem Punkte (x]) erhalten wir also durch
Integration iiber die Fligellinge:

, 1
w(@y) = — 4x) 0z, @

2

oIy sinp
f 2. dx,.
o

Durch partielle Integration ergibt sich, wenn man beriicksichtigt, daf3
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I' =0 fir z, = :}:215‘0

a

b
2
1 smﬁ
w(xy) = ;jrzax dxz.
b

Dieser Ausdruck fiir w(z;) 148t sich noch vereinfachen, wenn man
bedenkt, daB

0_(sinﬁ> _ 0 (x’l - x1> _a* =2y — )% _ 1—2sin2f  cos2f

oz \ a a? at a2 T a2

dx
ist:

cos2f
a2-dx2.

1
iz) 12

w(x) =

N’Iw%w]w

Jetzt konnen wir mit Hilfe der auf S. 212 abgeleiteten Beziehung
den Ausdruck fir den Widerstand W,, aufstellen:

2
Wi = Q{I’l-w(x'l)dxl
2

oder, wenn wir den Wert fiir w(x]) einsetzen:

[
e =15

1,20 ey da,. (1)

ro| > S——yto | >
wlv‘{—ﬂw]v

Wie man aus dem symmetrischen Bau des Integrals erkennt, wiirde
man denselben Ausdruck fiir W,, erhalten haben, d. h,

W12 = W21 .

Diese zuerst auf einem anderen Wege von M. Munk?! bewiesene
Gleichung sagt also aus, daB fiir den Fall des ungestaffelten Doppel-
deckers die gegenseitig induzierten Widerstéande einander gleich sind.
Obwohl diese Beziehung abgeleitet wurde unter der Voraussetzung
gerader tragender Wirbelfaden, gilt sie doch auch fiir gekriimmte
tragende Wirbelfaden, sofern die tragenden Linien nur in einer Ebene
senkrecht zur Stromungsrichtung liegen. Die Formel fiir den Wider-
stand Wy, bzw. W,; unterscheidet sich nur dadurch von (Gl. 1), daB

1 Siehe FuBnote auf S.216.
Tietjens, Hydromechanik II. 15
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statt cos 2 f zu setzen ist: cos (§,+ f,), wo B, und S, diejeweiligen
Neigungswinkel der Verbindungslinie @ mit den Elementen der tragenden
Linie sind; ferner ist ds; ds, an Stelle von dz, dx, zu setzen.

Der gegenseitig induzierte Widerstand ist bei ungestaffelten Doppel-
deckern immer positiv, wenn die beiden Tragfliigel iibereinander an-
geordnet sind. Bei nebeneinander angeordneten Tragfliigeln ist jedoch
die gegenseitige Beeinflussung eine andere, und zwar insofern, als
jeder Fliigel sich in einem von dem andern Fliigel erzeugten aufsteigenden
Luftstrom befindet und dementsprechend eine Widerstandsverminderung
erfihrt. Der Gesamtwiderstand zweier derartig angeordneter Tragfliigel
ist also kleiner als die Summe der Einzelwiderstinde, die jeder Trag-
fliigel fiir sich allein haben wiirde.

126. Der gestaffelte Doppeldecker. Hier ergibt sich — im Gegen-
satz zum vorigen Fall —, daf3 auch die tragende Linie und nicht nur
die von ihr abgehenden Wirbelfdden eine Abwértskomponente der
Stromungsgeschwindigkeit am Orte der anderen tragenden Linie hervor-
ruft. Berechnen wir zunéchst die von der tragenden Linie (2) und dem
von dieser abgehenden Wirbelband herrithrenden Geschwindigkeit an
einem Punkt ], der gestaffelten tragenden Linie (I), so haben wir
zwei Beitriage:

1. Die Geschwindigkeit w,, herrithrend von dem abgehenden
Wirbelband des tragenden Wirbelfadens (2);

2. die Geschwindigkeit w,, die von dem tragenden Wirbel-
faden (2) selbst bedingt wird.

Fiir einen Streifen des Wirbelbandes von der Breite dx haben wir

als Wirbelstarke 1’2 =—dx, und fiir den hiervon herriihrenden Teil der
Zusatzgeschwmdlgkelt erhalten wir nach S. 210 unter Benutzung der
aus Abb. 185 ersichtlichen Bezeichnungen

7T

2

1 9T, _
inads, dxysin o | =

-1

1 or,

= 3na 9z, dxy(l —sina),

oder, da nur die Vertikalkomponente interessiert:

1 or.

—ina ax"‘ dzy (1 — sina) sin f.

Mithin erhdlt man als Beitrag der Vertikalgeschwindigkeit in «, her-
riihrend vom gesamten vom tragenden Wirbelfaden (2) abgehenden
Wirbelband : »

. 1 (or, 1—
wy () = — ~f—2 Sm—ms,l B dx,,
K2
2
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. .. s 1. . . ry — 2
oder mit Beriicksichtigung von sina« = % und sin § = — l—a—l—

o]

1—-4
/ 1 |or. ,
wy () = in e T . hTH dx,.

oz, a a

ol o

Da I' fir — % und + % Null wird, so laBt sich analog wie auf S. 224
u. 225 der Ausdruck durch partielle Integration umformen in:

|

wy (x7) = %Z r,- 5%[%7_211 . (1 — %)J dx,

lc‘le&—-;w

oder, nach Ausfiihrung der Differentiation, da r = }a? 4 »* und
a = J(@; —x,)? + 2 ist:

a?rd |

b
wilah) = g [ D [ET2G S () v gy,
b

Ny

z

Abb. 185. Die vom Tragfliigelsystem abgehenden Trennungsflichen fiir einen gestaffelten
Doppeldecker.

Fir den zweiten Anteil der zusétzlichen Abwartsgeschwindigkeit,
herrithrend vom tragenden Wirbelfaden, erhalten wir am Punkt z,
unter Beriicksichtigung, da8 wir gem&f Abb. 185 die untere Trag-

15%
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fliche nach riickwarts gestaffelt annehmen:

I,

Yy
—quxg.

Ql
10| S o

1 I’2 sin L) 1

wy (x1) = ~in Yy
-2
2

Wir haben also am Ort der tragenden Linie (1) eine Geschwindigkeits-
komponente nach oben. In diesem Fall bewirkt die tragende Linie (2)
durch ihr Geschwindigkeitsfeld eine Verminderung des Widerstandes.
Hatten wir den unteren Fliigel nach vorn gestaffelt angenommen, so
wiirde die durch den tragenden Wirbel (2) am Orte (1) hervorgerufene
senkrechte Geschwindigkeitskomponente nach unten gerichtet sein,
hétte also den induzierten Widerstand vergroBert.

Wir erhalten mithin als Gesamtbetrag der Abwirtsgeschwindigkeit
im Punkte xj

wy + wy = w(xy)

b
1 2 Qg — x.)2 )2
_1 f r[#=e ot vy _veoal v,
3
2

47 at r a?r?
oder, da
2 __ 2 LA 2
a (a-{ir ) cos22ﬂ , Y — sina
a a r
und
y@—m)? oy 1 [ﬁ. ((xi — &)t 1)1
ard 3 2L a? J
17y /a®—2?
== [F (e -]
_ 1 y<z>‘2 sin o cos* 8
T T2 v \a) ”
b
2
, 1 fcos2f . sin o cos? §
w(x)) = 4—nffz L——a-z——(l —sin o) — o }d.’cg‘
b

Da nun nach S. 225 der Widerstand des Tragfligels (1), der vom Trag-
fliigel (2) induziert wird, gleich

b
2
Wie = '[ I w(x,) dx,
2
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ist, so erhilt man mit obigem Ausdruck fiir w(x,)

b b
2 2
2 .
W= [ [ Pn [ (1 —sineg — 2P a0, v,
T2 T2

Wie man aus Abb. 185 erkennt, erhilt man den Widerstand, den
der Tragfliigel (2) vom Wirbelsystem des Tragfliigels (I) erfahrt, wenn
man in der letzten Gleichung « + 7 und g + 7 fiir « und B setzt. Mithin:

sin o cos?

W, = %_t nr, L???ﬂg (1 + sina) + }dwl dx,.

00| e o[
Q—'ﬁm]v

o] >

Fiir & = 0 gehen offenbar beide Integrale ineinander tiber (W, = W,,),
d.i aber der Fall des ungestaffelten Doppeldeckers. M. Munk hat
zuerst gezeigt, daB die Summe W,, + W,, vom Betrag der Staffelung
unabhingig ist.

Fiihrt man fiir den allgemeinen Fall der nicht parallelen tragenden
Linien die Rechnung durch (ds; und ds, statt d , und d x,), so ergibt sich:

b

2
Wis + Way = & f I, 0 P g g,
b
2

e e

worin auch die Unabhingigkeit vom Staffelungswinkel « zum Ausdruck
kommt. Es mag jedoch ausdriicklich betont werden, dafl dieser Satz
nur fiir den Fall gilt, daB bei der Staffelung die Auftriebsverteilung
der beiden Fliigel unverindert gehalten wird, was nur durch Anderung
der Anstellwinkel der einzelnen Fliigelelemente mdglich ist. Durch eine
Verénderung der Staffelung ohne Anderung der Anstellwinkel wiirden
die wirksamen Anstellwinkel und damit die Auftriebskrafte der beiden
tragenden Linien verdndert werden. Die Korrektur der geometrischen
Anstellwinkel muf8 also derart erfolgen, daB bei der Anderung der
Staffelung die wirksamen Anstellwinkel dieselben bleiben.

129. Der gesamte induzierte Widerstand von Doppeldeckern. Wie
wir auf 8. 214 gesehen haben, ergeben sich fiir die selbstinduzierten
Widerstdnde von zwei Tragfliigeln eines Doppeldeckers, wenn elliptische
Auftriebsverteilung angenommen wird, Ausdriicke von der Form

2
Win=-" wmd Wyp= ",
n _é_ Vb2 oy V2b,?
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wobei 4; den Auftrieb des Fliigels (I) und 4, den von Fliigel (2) be-
deutet. In Analogie zu diesen Groflen ergibt sich im Falle des unge-
staffelten Doppeldeckers fiir den gegenseitig induzierten Widerstand W,
bzw. W,, der beiden Tragflichen ein Ausdruck von der Form
A4y
n%Vzblbz
wo der Koeffizient 0 von den GréBen 17——2-1% und von dem Verhéaltnis
der Spannweiten der Tragfligel abhéngt (z bedeutet die Entfernung
der beiden Tragflichen von-

7,0 einander in zur Bewegung
. senkrechter Richtung). Fur
T |gs \( ) den Fall einer elliptischen
\ﬁjﬂ Auftriebsverteilung ist ¢ be-
06 \\ : rechnet worden unter der
N R 548 Voraussetzung, daBl die Mit-
\Q\L\ ten der beiden geraden tra-
9 %i= 25 \\\ genden Linien in derselben
~ 7= \\‘E Symmetrieebene liegen. Abb.
02 =TT seigt die Abhangigleit o
von f‘i- 5 fiir drei verschie-

° 91 42 23 __ 04 _ 45 dene Werte von %— .
2;7—-2/-%2 Unter Benutzulng der sich
Abb. 186. aus dieser Abbildung er-

gebenden Werte fir o laBt
sich also bei gegebenem Auftrieb der einzelnen Tragflichen der ge-
samte induzierte Widerstand des Doppeldeckers berechnen:

1 A2 4.4 Ay?
W=Wy+2W,+ Wy = —<_‘b12+20'—1 2+——22)' (1)
—m, 4 372 1 b; b, by
W12+W21 7'52

Es liegt nun die Frage nahe: Wenn der Gesamtauftrieb 4 des
Doppeldeckers sowie die Gréfien by, b, und z gegeben sind, wie muB
dann der Auftrieb auf beide Fliigel verteilt werden, damit der Gesamt-
widerstand ein Minimum wird ¢ Wie eine einfache Rechnung zeigt,
muB fiir diesen Fall sein:

by
4, b ¢
4, b,
'b—2—6

Man geht, um diesen Ausdruck zu erhalten, davon aus, daf man
Ay = A-}, also A, = A(1 — 2) setzt und denjenigen Wert von 4 be-
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stimmt, fiir den der Klammerausdruck in (Gl 1) ein Minimum wird..
Als Wert des Minimums ergibt sich:

_ Ay A

1—o? _ (A1+A2)2-x.

Wmln (2)
_g 2p.2 1 — I_)} (IQ)Z ﬁ 72 ] 2
n2Vb1 1 2ab1+ . nzl b,
A A,)? %0
DaderFaktor (4y+ 45" ’ —~—t—
n2yepe S R 122 ps
) RN — k-
den Widerstand eines E-in- W |98 ‘\\ \\\\"b2=08
deckers mit dem Auftrieb s~y 57
\N
A, + A, und der Spann- 06 *\%2&1)0
>

weite b; bezeichnet, er-
gibt sich, da der zweite

b g9«
Faktor x wegen ¢ <

1
stets kleiner als 1 ist, 92
daB der gesamte indu-
zierte Widerstand eines |

Doppeldeckers W, klei-
ner ist als der eines Ein-

deckers W, von gleicher ,;; ;¢

o7 g2 93 o4 /%)
——
7,

Das Verhiltnis des induzierten Widerstandes W,

Spannweite b; und glei- eines Doppeldeckers zu dem eines Eindeckers Wy von glei-
: chem Auftrieb und gleicher Spannweite b,, abhingig vom

chem Auftrieb. Abb. 187 Abstand z de\sv Fliigel des Doppeldeckers vonléinander fir eine
5 4 a 3 1+ Anzahl von Werten von b,/b,. Der induzierte Widerstand ist
Zelgf’ die Abhangl gkelt am kleinsten, wenn die Sp;mnweite beider Fliigel des Doppel-

Wo P 2 .
W, abhéngig von b fiir

deckers einander gleich ist, b, = b,.

b . . .
eine Anzahl Werte von 72 . Wie man erkennt, nimmt der Widerstand

1
des Doppeldeckers stark mit zunehmender Héhe ab und ist ferner

um so geringer, je weniger sich
b, von b, unterscheidet. Wir
kénnen also die Frage, welche
Anordnung bei gegebener Spann-
weite und gegebener Hohe den
geringsten Widerstand ergibt,
dahin beantworten, daBl dieses
fiir b, = b, der Fall ist.

Die Uberlegenheit des Dop-
peldeckers gegeniiber dem Ein-
decker hinsichtlich des induzier-
ten Widerstandes ist jedoch nicht
so bedeutend, wie es auf den

73
T

-

X

72
)

g0 071 92 93 o4 2 06
2z
7,
Abb. 188. Die Ordinate zbezeichnet die MaBzahl, mit
der die Spannweite b, eines Doppeldeckers multipli-
ziert werden muf, um die Spannweite eines Eindeckers
zu erhalten, der bei gleichem Gesamtauftrieb den
gleichen induzierten Widerstand ergibt. Dabei ist der
giinstigste Fall angenommen, daB beide Fliigel des

Doppeldeckers einander gleich sind. z/b, ist das Ver-
héltnis der Hohe des Doppeldeckers zur Spannweite.

ersten Blick zu sein scheint. Durch eine verhiltnismaBig geringe Ver-
groBerung der Spannweite des Eindeckers 1aBt sich sein induzierter
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Widerstand auf den gesamten induzierten Widerstand des Doppel-
deckers herabdriicken. Bezeichnen wir den Faktor, mit dem wir die
Spannweite des Eindeckers multiplizieren miissen, um bei gleichem
Auftrieb denselben induzierten Widerstand zu erhalten, den der Dop-
peldecker mit der Spannweite b, besitzt, mit z, so mufl nach (Gl 2)
offenbar sein:

® 1 1

b—lzzm, also xzi/_’;:

Abb. 188 zeigt, in welchem MafBle die Spannweite b; eines Ein-
deckers vergroBert werden mufl, um bei gleichem Gesamtauftrieb den
gleichen induzierten Widerstand eines Doppeldeckers zu erhalten, wo-
bei wir den giinstigsten Fall zugrunde legen, dafl b, = b, ist. So ergibt
sich z. B., dafl ein Doppeldecker mit einer Spannweite von b = 10 m
und einem Abstand der Tragflichen von z = 2 m denselben induzierten
Widerstand besitzt wie ein Eindecker von b = 11,6 m, wobei voraus-
gesetzt ist, daB der Gesamtauftrieb des Doppeldeckers gleich dem-
jenigen des Eindeckers ist.

128. Minimumsatz fiir Mehrdecker. Wahrend bisher die Frage nach
dem Minimum des induzierten Widerstandes eines Doppeldeckers
unter bestimmten Annahmen iiber die Auftriebsverteilung der einzelnen
Tragflachen beantwortet worden ist, gehen wir jetzt zu der allgemeineren
Aufgabe iiber: Es ist fiir einen gegebenen Gesamtauftrieb sowie ge-
gebene Spannweite und Ho6he eines beliebigen Mehrdeckers diejenige
Auftriebsverteilung der einzelnen Fliigel zu bestimmen, fiir die der
induzierte Widerstand ein Minimum wird.

Dieses Minimumproblem ist zuerst von Munk gelost; spéater hat
Betz einen vereinfachten Beweis geliefert. Es hat sich gezeigt, daB
wie beim Eindecker auch beim Mehrdecker diejenige Auftriebsverteilung
ein Widerstandsminimum ergibt, die eine konstante zuséitzliche Ab-
wartsgeschwindigkeit an beiden Tragflichen liefert.

Der Betzsche Beweis geht davon aus, dafl man das vorgelegte Fliigel-
system und die an ihm vorgenommene Variation als die zwei Teile
eines Tragfliigelsystems ansehen darf, und dafl es wegen des Staffelungs-
satzes erlaubt ist, die Variation so weit hinter dem Fliigelsystem an-
greifen zu lassen, daB bei der Berechnung der gegenseitigen Wider-
stdnde der Anteil vernachldssigt werden darf, der am Fliigelsystem
durch die von der Variation hervorgerufenen Stérungsgeschwindigkeiten
erzeugt wird (weil diese Geschwindigkeiten in der Flugrichtung nach
vorn zu rasch abklingen). Es bleibt dann als gegenseitiger Widerstand
durch die Variation nur derjenige iibrig, den die Variation durch das
Geschwindigkeitsfeld weit hinter dem Fligelsystem erfihrt. Nehmen
wir jetzt an, wir hitten die Auftriebsverteilung gefunden, fiir die der
induzierte Widerstand ein Minimum ist, so diirfte eine geringe Variation
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der Auftriebsverteilung — ohne den Gesamtauftrieb zu #dndern —
keine Anderung des induzierten Widerstandes zur Folge haben.

Fiigen wir an irgendeiner Stelle dx des einen Fliigels einen Auftrieb 64,
und gleichzeitig an irgendeiner anderen Stelle desselben oder eines anderen
Fligels den Auftrieb 6 4, = — 6 A, hinzu und nehmen gemiB dem eben
Gesagten an, daB diese Variation der Auftriebe kleiner Zusatzfliigel weit
hinter dem Fliigelsystem vorgenommen wird, so ergeben sich die
— durch die Variation der Auftriebsverteilungen bedingten — zusétz-
lichen induzierten Widerstinde zu:

’w2

04,-F und 04,32,

14
wobei w; und w, die vertikalen Geschwindigkeiten an den entsprechen-
den Stellen des Wirbelbandes bedeuten. Ihré Summe muf also —
fir den vorausgesetzten Fall, daBl die Auftriebsverteilungen bereits

derartig sind, daB der gesamte Widerstand ein Minimum ist — gleich
Null sein:

w w
6.A1-Vl + 6.44.2_-[72':0;
Unter Beriicksichtigung von 64, = — 64, ergibt sich also
Wy = W, .

Da die Geschwindigkeiten am ungestaffelten tragenden System gerade
die Hélfte derjenigen in dem Wirbelband weit hinten sind (vgl. Nr. 125),
gilt die Gleichheit auch fiir diese. Wegen der Willkiir hinsichtlich der
Stellen, an denen die Variation des Auftriebes vorgenommen wurde,
fithrt dieses zu dem oben erwidhnten Satz, daB bei gegebenem Auftrieb
ein Widerstandsminimum vorhanden ist, wenn die zusitzlichen Abwirts-
geschwindigkeiten bei beiden Tragflichen gleich und lings der Spann-
weite konstant sind.

Im Zusammenhang mit unseren friiheren Uberlegungen (S. 204),
nach welchen man sich den Stromungsvorgang um eine tragende Fliache
mit konstanter Abwartsgeschwindigkeit w veranschaulichen kann durch
die stoBweise Beschleunigung der vom Fligel uberstrichenen Luft-
massen durch ein starres ,Brett, konnen wir jetzt folgendes sagen:
Im Minimumfall bewegt sich das Gebilde, das zur Erzeugung der
Stromung um den Mehrdecker stoBweise beschleunigt wird, wie ein
starres System (in anderen Fillen wird das Gebilde beim Stof gleich-
zeitig eine Forméanderung ausfiihren).

Wir kénnen jetzt unseren fritheren Formeln fir den Minimums-
fall noch eine einfache Bedeutung beilegen. w, sei die Endgeschwindigkeit
unseres starren Systems; dann ist die Abwartsgeschwindigkeit am
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Flugelsystem w = % und der induzierte Widerstand

_ Aw,

w
W=dy=533.
Driickt man w, aus der Beziehung (Impulssatz)
A=pF Vuw,

aus, so wird, wie frither:
A2
W= 20F'V2"

F' ist dabei jetzt gleich 3 f (9o — @u) d zu setzen, wobei die Summe
uber alle einzelnen Tragfliigel zu erstrecken ist. Nimmt man also —
wie wir es schon S. 215 getan haben—an, daB der ganzen Luftmasse o 'V

= D = { =
I S

1 P

z zl zl

Abb. 189. Abb. 190. Abb. 191.

S

die Abwirtsgeschwindigkeit w, erteilt wird, die iibrige Luft aber un-
beeinfluBt bleibt, so sagt also die erste Gleichung aus, daB der Auf-
trieb gleich ist dem dieser Luftmasse erteilten Impuls. Fir die Wider-
standsarbeit pro Sekunde ergibt sich als Aquivalent die kinetische
Energie, die vom Fliigel der Luftmasse o F'V sekundlich mitgeteilt wird.

Wihrend diese Fliche beim Eindecker ein Kreis mit einem Durch-
messer gleich der Spannweite ist, haben Grammel und K. Pohl-
hausen mit Hilfe elliptischer Integrale die entsprechende Querschnitts-
fliche fiir den Doppeldecker und den in der Mitte geschlitzten Ein-
decker berechnet (Abb. 190 und 191).

Die Beziehung :

2
w A

T 2oVE.F

laBt erkennen, daB der induzierte Widerstand bei gleichem Auftrieb
um so kleiner ausfillt, je groBer F' ist. Wird der Abstand der einzelnen
Tragflichen eines Doppeldeckers sehr groB, so ergeben sich fiir F’
zwei Kreise mit der Spannweite als Durchmesser, d. h. die beiden
Tragflichen verhalten sich wie zwei Eindecker. Ein solcher Doppel-
decker besitzt also bei gleichem Auftrieb den halben induzierten Wider-
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stand des Eindeckers. Riicken die Tragflichen des Doppeldeckers mehr
und mehr zusammen, so geht die Fliche F’ schlieBlich in den Kreis
des Eindeckers iiber und damit der induzierte Widerstand des Doppel-
deckers in den des Eindeckers.

129. Der EinfluB von Wiinden und von freien Grenzen. Die Tragfligel-
theorie hat noch ein weiteres Ergebnis geliefert, das fiir die Beurteilung
von Versuchsergebnissen der Modellmessungen in einem von Winden
begrenzten Kanal oder in einem freien Strahl von Bedeutung ist.

Bekanntlich will man aus den MeBergebnissen der Modelle im
kiinstlichen durch Wénde begrenzten oder freien Luftstrom Schliisse
ziehen konnen auf das Verhalten des Korpers im unendlich ausge-
dehnten Luftraum.

Der begrenzte oder freie Luftstrahl unterscheidet sich von einem
entsprechenden Teil des nach allen Seiten unendlich ausgedehnten
Luftraumes wesentlich durch seine Grenzbedingungen. An den festen
Kanalwinden miissen die Normalkomponenten der Geschwindigkeiten
an der Wand gleich Null sein, wihrend fiir den freien Strahl der Druck
an der freien Strahlgrenze konstant, ndmlich gleich dem der umgebenden
ruhenden Luft ist. Es zeigt sich nun, daB in denjenigen Entfernungen
vom Tragfliigel, in denen sich gewéhnlich die Kanalwénde bzw. die
freie Strahloberfliche befinden, die seitlichen Geschwindigkeitskompo-
nenten bzw. der Druck (gegeniiber dem Ruhedruck) keineswegs zu ver-
nachlissigen sind. Es wird somit die Stromung, die sich in unendlich
ausgedehnter Luft bilden wiirde, durch die Wande bzw. freie Strahl-
oberfliche abgeéndert, so daB also der hieraus bedingten Riick-
wirkung auf den Fliigel durch besondere Umrechnungsformeln Rechnung
getragen werden muf.

Man geht davon aus, dafl man zunichst einen allseitig unendlich
ausgedehnten Luftraum annimmt und fiir diesen das Geschwindigkeits-
feld um den in der Stromung befindlichen Gegenstand (Tragfliigel usw.)
bestimmt. Schneidet man aus diesem unendlich ausgedehnten Luft-
strom ein Stiick aus, dessen Begrenzungsfliche mit den Kanalwinden
bzw. der freien Oberfliche des aus einer Diise austretenden Strahles
iibereinstimmt, so unterscheiden sich an dieser Begrenzungsfliche die
Geschwindigkeiten bzw. Drucke von denjenigen, die an der Kanalwand
bzw. der freien Strahloberfliche herrschen. An der Kanalwand miissen,
wie gesagt, die Normalkomponenten der Geschwindigkeit gleich Null
sein, wahrend an der freien Oberfliche des Luftstrahles der Druck
konstant und gleich dem Druck der umgebenden ruhenden Luft sein mu8.

Fiigt man jetzt zu dem Geschwindigkeitsfeld desaus dem unendlichen
Luftraum ausgeschnittenen Luftstromes ein solches hinzu, das einer-
geits im Innern singularitatenfrei ist und anderseits an den Grenzen
entgegengesetzt gleich grofle Normalkomponenten besitzt, so erkennt
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man, daB durch Superposition beider Geschwindigkeitsfelder ein solches
entsteht, das den Grenzbedingungen eines von Kanalwéinden begrenzten
Luftstromes entspricht. In der Wirkung dieses zweiten Geschwindigkeits-
feldes haben wir somit gerade den gesuchten EinfluBl auf den Tragfliigel,
den wir berechnen kénnen, wenn das zusitzliche Geschwindigkeitsfeld
bekannt ist.

Da dieses Geschwindigkeitsfeld einer reinen Potentialstrémung ent-
spricht, handelt es sich also darum, deren Potential zu finden. Wir
haben es also mit der sogenannten zweiten Randwertaufgabe zu tun,
bei der eine im Innern eines Bereiches regulire Funktion gesucht wird,
deren Ableitungen am Rande des Bereiches vorgegeben sind.

Ein &hnlicher Weg fithrt zu der Lésung der entsprechenden Auf-
gabe fiir den aus einer Diise austretenden Strahl. Wir gehen hier aus
von der Grenzbedingung, daf auf der freien Strahloberflache der Druck
konstant und gleich dem Druck der umgebenden ruhenden Luft ist.
Bezeichnen wir mit V die Geschwindigkeit der ungestorten Haupt-
bewegung und mit », v, w die Komponenten der Zusatzgeschwindig-
keiten, die durch den Tragfligel verursacht sind, so ergibt die Ber-
noullische Gleichung

p+ g+ (Vo2 +wd] = po+ 5 V2,
angewendet auf die freie Strahloberfliche (wegen p = p)
w2+ v+ w4+ 2Ve=0.

Da wir ferner die Stérungsgeschwindigkeiten so klein annehmen
wollen, daB wir ihre Quadrate vernachldssigen konnen, so ist das
Glied 2 Vv allein von Bedeutung, und es ergibt sich also fiir die Strahl-
oberflache:

v=0.

Unter der weiteren Voraussetzung, daBl der Auftrieb des Tragfliigels
klein und somit die Ablenkung des Strahles gering ist, vereinfachen
wir das Problem weiterhin dadurch, daB wir v = 0 anstatt auf der
Oberfliche des abgelenkten auf der des nicht abgelenkten Strahles
annehmen. Hiermit haben wir eine dhnliche Formulierung der Grenz-
bedingung fiir den freien Strahl wie fiir den Kanal erhalten. Wahrend
an der Kanalwand die Normalgeschwindigkeit gleich Null sein mu8,
besteht beim Strahl die Bedingung, daB an der Zylinderoberfliche,
die dem unabgelenkten Strahl entsprechen wiirde, die tangentielle
Zusatzgeschwindigkeit v gleich Null sein mu8.

Analog wie beim Kanal erhalten wir diese Grenzbedingung, wenn
wir der allseitig unendlich ausgedehnten Stromung mit der am Ort
der Strahloberfliche vorhandenen zusitzlichen Geschwindigkeit v ein
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Geschwindigkeitsfeld tiberlagern, welches am Ort der Strahloberfliche
die Geschwindigkeit — v besitzt. Ist @ dasPotential dieses Geschwindig-
keitsfeldes, so muB also fiir die Oberfliche des Strahles, die wir gleich
dem Mantel des Zylinders mit der Erzeugenden parallel zu ¥V und dem

.. ] .
Diisenquerschnitt als Grundfliche setzen, % = — v sein. Durch

Integration lings der Zylindererzeugenden ergibt sich:

Yy
D(y) = — [vdy,

wobei sich die untere Grenze dadurch ergibt, da geniigend weit strom-
aufwirts die Wirkung der Tragfliche beliebig klein werden mu8, also
fir y = — oo das Potential der Zusatzstromung @ = 0 wird. Die
Bedingung, daBl das gesuchte zusétzliche Geschwindigkeitsfeld am
Rande die vorgegebenen Werte — » haben muf}, kommt also darauf
hinaus, daB die Werte des Potentials @ fiir den Rand gegeben sind
und die im Innern reguldre Funktion gesucht wird, die diese Funktions-
werte auf dem Rande besitzt. Es handelt sich hier somit um die Lésung
der ersten Randwertaufgabe.

130. Berechnung des Einflusses fiir einen kreisformigen Querschnitt.
Beide Aufgaben, sowohl die fiir den Kanal als auch die fiir den Strahl,
lassen sich fiir einen kreisférmigen Querschnitt am leichtesten lésen.
Es kommt dabei darauf hinaus, dal man die Wirkung einer nach
reziproken Radien gespiegelten Tragfliche (an entsprechenden Punkten
mit gleichen Zirkulationsbeitrigen) bestimmt, und zwar hat man
beim Strahl das entgegengesetzte und beim Kanal das gleiche Vor-
zeichen wie beim wirklichen Tragfligel fur die Zirkulation zu nehmen.

Fir einen in der Mitte eines Strahles von kreisférmigem Quer-
schnitt befindlichen geraden Eindecker sind diese Rechnungen im
einzelnen durchgefithrt unter der Voraussetzung, daB eine elliptische
Auftriebsverteilung vorliegt. Bezeichnet man die Spannweite des
Fliigels wie bisher mit b, den Durchmesser des Strahles mit D, so er-
gibt eine nihere Rechnung fiir die zusitzliche Abwirtsgeschwindigkeit,
herrithrend von der freien Strahloberfliche, in Abhéngigkeit von der

Entfernung x aus der Mitte des Profiles, wenn man noch & = EDE setzt:

) A
WE = gy (1 e+ o+ oot ).

Der durch diese Geschwindigkeit bedingte zusitzliche Widerstand er-
gibt sich damit zu:

R I R O

| S—
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Obwohl dieser Ausdruck fir den Widerstand abgeleitet wurde fiir
einen geraden Eindecker mit elliptischer Auftriebsverteilung, gilt er —
wie eine Niaherungsbetrachtung zeigt — mit praktisch geniigender
Genauigkeit fiir alle gebrduchlichen Flugelsysteme, sofern sie relativ
zum Strahldurchmesser nicht zu sehr ausgedehnt sind.

Als Ausdruck fiir den induzierten Widerstand hatten wir auf S. 203
gefunden:

AZ

W= 0 .
L pep-
42VF

2
Bezeichnen wir den Strahlquerschnitt z(—?— mit F,, so erhalten wir
in erster Naherung als gesamten induzierten Widerstand eines Trag-
fliigels in einem Luftstrahl von kreisférmigem Querschnitt

Az 1 1
WA (L L,
4%172(17‘ +2F0

Beim Kanal wiesen wir schon darauf hin, daB man die Zirkulation
um den nach reziproken Radien gespiegelten Fliigel in gleichem Sinne
wie bei der wirklichen Tragfliche nehmen miisse. Das hat zur Folge,
daB man durch die Wirkung der Kanalwinde eine Widerstandsver-
minderung erhéilt, und zwar von gleicher Grole wie die Widerstands-
vermehrung beim Strahl. Die Naherungsformel des gesamten indu-
zierten Widerstandes fiir den Kanal lautet somit:

A2 /1 1
W=—"—(5—57)-
4%7217‘ 2F,

Fragen wir uns, von welcher Grole der Einflufl auf den Widerstand
ist bei einem Strahl, dessen Durchmesser z. B. gleich der doppelten
Spannweite ist, so haben wir also

F0=4F,,
d. h. bei%=

in einem Strahl abgezogen werden mufl, wenn man den Widerstand
in unendlich ausgedehnter Luft bestimmen will, bereits */s des indu-
zierten Widerstandes. Die oben angegebene genauere Formel liefert
den Wert 0,1262 statt 0,125.

Man erkennt somit, daB man fiir die meisten Fille mit der iiber-
sichtlichen Néherungsformel auskommt. Auch fiir Tragfliigel mit recht-
eckiger Auftriebsverteilung ist die Naherungsformel noch gut brauch-
bar (der entsprechende genaue Wert betrigt hierfiir 0,127).

1. sp s . .
- Ist der zusitzliche Widerstand, der also bei Messungen
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Fur die Berechnung des Wandeinflusses eines Kanals von Rechteck-
querschnitt sind von Glauert?! entsprechende Formelnabgeleitet worden.
Zum Schlu mége noch bemerkt werden, dafl sich ebenfalls Rechen-
regeln angeben lassen fir den Fall, daf man Tragfliigel von sehr groBer
Tiefe untersucht, bei denen die Veranderlichkeit der Stérungsgeschwindig-
keit mit der Fliigeltiefe nicht mehr vernachlissigt werden darf. Es
stellt sich heraus, daB man dem Versuchsfliigel in einem Strahl eine —
allerdings meist geringe — Verstirkung der Wolbung erteilen muf3, um
dem Einflul der freien Strahloberfliche Rechnung zu tragen.

VIII. Versuchsmethoden und Versuchseinrichtungen.

A. Messung von Druck und Geschwindigkeit
stromender Fliissigkeiten.

131. Prinzipielles iiber Druckmessung stromender Fliissigkeiten und
Gase. Bei allen Methoden der Druckmessung von Flissigkeiten oder
Gasen an irgendeinem Punkt im Innern der Fliissigkeit ist es
unvermeidlich, daB man gerade an derjenigen Stelle, an der man den
Druck zu messen wiinscht, einen Fremdkorper, ndmlich das MeBgerat
(etwa eine Sonde, die den Druck zu einem Manometer hinleitet), an-
bringen mufl. Um also den Druck in einem Punkt im Innern einer
Fliissigkeit zu bestimmen, mufl man die Flussigkeit gerade an diesem
Punkt verdringen. Solange nun die Fliissigkeit ruht, d.h. solange
statische Verhéltnisse bestehen, ist dieser Umstand weniger bedeutungs-
voll, da der Fliissigkeitszustand in der unmittelbaren Umgebung der
Sonde durch das Hineinbringen derselben nicht gestért bleibt. Man
kann — sofern es notig sein sollte — in diesem Fall auch durch ent-
sprechende Verkleinerung der Sonde sich der punktférmigen Druck-
messung mehr und mehr nihern.

Grundsitzlich anders werden jedoch die Verhiltnisse, wenn es sich
um strémende Flissigkeiten handelt. In diesem Fall bleibt die Fliissig-
keit in der unmittelbaren Umgebung der Sonde dauernd gestort. An
einer gewissen Stelle der von der Fliissigkeit angestromten Sonde z. B.
bildet sich ein Staupunkt aus, in dem die Geschwindigkeit Null ist,

so daB wir hier einen um den Betrag % w? zu grofBen Druck messen

wirden (wenn w die ungestérte Stromungsgeschwindigkeit bedeutet),
vgl. Nr 2.
132. Statischer Druek. Ist die Geschwindigkeit w so groB, daB3 man

den Staudruck —g w? neben dem zu messenden Druck der ungestorten

1 Glauert, H.: The Interference of Wind channel Walls on the Aerody-
namic Characteristics of an Aerofoil. R. a. M. Vol. I, S. 118, 1923—24.
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stromenden Flissigkeit, dem sogenannten statischen Druck, in dem
betreffenden Punkt nicht vernachldssigen darf, so kommt man
durch Verkleinerung der Sonde nicht zum Ziel, vielmehr ist es
notwendig, die Gestalt der Sonde so auszubilden, daBl die Stré-
mung in der unmittelbaren Nahe des zu mes-
senden Punktes moglichst wenig durch die Sonde
gestort wird.

Man hat zu diesem Zweck der Sonde z. B. die
aus Abb. 192 ersichtliche Form gegeben. An einer
schmalen, die Fliissigkeitsstromung moglichst
wenig stérenden Rohre ist eine sehr diinne in

der Mitte durchlochte Scheibe (Sersche Scheibe)

Abb. 109 S:g;sche Sehoibo angebracht. Hat die Scheibe die Richtung der
zur Messung des stati. Oeschwindigkeit, so wird die Fliissigkeitsstromung
schen Druckes. an der Stelle der Durchbohrung nur sehr wenig
durch die Scheibe beeinflulit, so daB der hier herrschende Druck
der gleiche ist, als wenn die Scheibe gar nicht vorhanden wire.

Ist die Scheibe jedoch — wenn auch nur sehr wenig — gegen die
die Stromungsrichtung geneigt, so ist
' H die Beeinflussung der Strémung bereits

betrachtlich, und der Flissigkeits-
druck in der Bohrung entspricht nicht
mehr dem der ungestorten Flussigkeit
in jenem Punkte. Wegen dieser grofien
o Richtungsempfindlichkeit, durch die

Abb. 193. Hakenrohr mit seitlichen An- . . .
bohrungen zur Messung des statischen man gezwungen ist, die Scheibe ge-
Druckes. nau in Strémungsrichtung einzustellen,
macht man von dieser Ausbildung der Sonde kaum noch Gebrauch.

In dieser Hinsicht ist es giinstiger, ein vorn geschlossenes und ab-
gerundetes Rohr, das mit seitlichen Anbohrungen versehen ist, par-
allel zur Stromungsrichtung zu halten (Abb. 193).
Wieweit hier eine Unabhéngigkeit von der Richtung
V//////// des Rohres zur Stromungsrichtung besteht, werden
N wir noch bei der Behandlung des sogenannten Stau-
gerites feststellen.

VerhiltnisméBig einfach gestaltet sich die Druck-
Abb. 194. Anbohrung messung an einem Punkt der Begrenzungsfliche
3: ZZ:J:SJ;‘,{ ,”)‘,e:;‘:;‘f einer Flussigkeit, da es in diesem Fall nicht not-

wendig ist, einen Fremdkorper in die Flissigkeit zu
bringen, so da die Gefahr, die Stromung hierdurch zu beeinflussen, nicht
besteht. An dem Punkt der Wandung, an dem der Druck gemessen
werden soll, wird ein feines Loch gebohrt, etwa in der Art, wie es Abb. 194
zeigt. Die Fliissigkeit fliefit iiber das Loch (sofern es geniigend klein

Yl
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ist, z. B. einige Zehntelmillimeter betrigt) hinweg, bleibt aber in der
Bohrung selbst nahezu ruhig. Dafl die Geschwindigkeit der iiber das
Loch hinstromenden Fliissigkeit von der im Innern des Loches ver-
schieden ist, obwohl der Druck und die Hohe gleich sind, ist kein Wider-
spruch gegen die Bernoullische Gleichung, da fiir beide Fliissigkeits-
bewegungen die Bernoullische Konstante verschieden ist (es handelt
sich um Flissigkeitsteilchen verschiedenen Ursprungs, vgl. Nr. 58 des
ersten Bandes).

Durch kleine Reibungswirkungen entsteht allerdings eine geringe
Saugwirkung, die jedoch um so kleiner ist, je kleiner das Loch in der
Begrenzungswand ist. Nach Fuhrmann?! ist bei einem Durchmesser
von % bis 1 mm der wirkliche Druck um etwa 1% des Staudruckes
groBer als der gemessene, d. h., wenn p, der wahre, p der gemessene
Druck und w die Geschwindigkeit der iiber das Loch strémenden
Flissigkeit ist, so haben wir

Po=p + 0,01 %wz.

Wie wir gesehen haben, ist es bei der Messung des statischen Druckes
unbedingt notwendig, sorgfiltig darauf zu achten, da keine Stérung
der Flissigkeitsstromung in dem Punkt, in dem man den Druck messen
will, durch die Einrichtung der Druckiibertragung (in diesem Fall
durch das Bohrloch) hervorgerufen wird. So mufl man vor allem pein-
lichst dafiir Sorge tragen, daBl ein Grat des Bohrloches an der der
vorbeistrémenden Flissigkeit zugewandten Seite unbedingt vermieden
wird. Geringste Vernachldssigungen in dieser Hinsicht fithren zu voll-
kommen falschen Druckmessungen. Am besten ist es daher, das Bohr-
loch in der aus Abb. 194 ersichtlichen Art auszufiihren.

133. Gesamtdruck. Einfacher als die Messung des statischen Druckes
laBt sich die Summe aus statischem Druck und Staudruck bestimmen.
Fihrt man ein vorn offenes Rohr in der Art, wie es Abb. 195 zeigt,
in eine Fliissigkeitsstromung ein, so kommt die mit der Geschwindig-
keit w anstromende Flissigkeit in der Offnung der Rohre zur Ruhe,
wobei nach der Bernoullischen Gleichung in diesem Staupunkt eine

Druckerhthung um % w? stattfindet. Bezeichnet p, den statischen
Druck im Staupunkt, so wird also durch dieses Gerit, das nach seinem
Erfinder (1732) Pitotrohr genannt wird, der Druck p, + %wz = p,
gemessen?. Man bezeichnet diesen Druck auch als Gesamtdruck.

1 Fuhrmann, G.: Theoretische und experimentelle Untersuchungen an

Ballonmodellen. Diss. Géttingen, 1912, Jahrb. d. Motorluftschiff-Studiengesell-
schaft Bd. 5, S. 63, 1911/12.

2 Pitot: Déscription d’une machine pour mesure la vitesse des eaux cou-
rantes. Mines de ’Akad. de Sciences, 1732, S. 172.
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wesentlichen eine Verbindung des in Abb. 193 dargestellten Apparates
mit einem Pitotrohr ist. Wir wollen zunichst die Druckverteilung um
einen vorn abgerundeten Hohlzylinder betrachten. Experimentell a6t
sich diese Verteilung dadurch erhalten (vgl. Nr.93), daB man in der
Léangsrichtung des hohlen Zylinders eine Anzahl feiner Lécher bohrt,

Abb. 198. Druckverteilung um einen vorn abgerundeten Korper (Abb. 193) unter Beriick-
sichtigung der durch den Stiel hervorgerufenen Stauwirkung.

von denen abwechselnd alle bis auf eines verklebt werden. Das Innere
des Hohlzylinders wird mit einem DruckmeBgerit verbunden. Laft
man gegen den Hohlzylinder eine Fliissigkeit mit der konstanten Ge-
schwindigkeit w stromen (Abb. 71) und miBt nacheinander in der
eben angedeuteten Weise die Drucke, so ergibt sich die Druckverteilung
der Abb. 71 bezw. 72.

Wiirde man demnach sowohl am Staupunkt des Hohlzylinders
wie auch an demjenigen Punkt, an dem der statische Druck herrscht,
ein feines Loch anbringen und die Drucke an diesen Stellen durch
Rohrchen aus der Stromung heraus zu einem DruckmeBgerét leiten,
so hitte man unmittelbar die Druckdifferenz

Pg— Ps = _g‘w2'

Aus Griinden der leichteren Herstellbarkeit wird dieses Staugerdt
jedoch in einer etwas anderen Form ausgefiihrt. Wie aus der Druck-
verteilungskurve der Abb. 198 ersichtlich, ergibt ein sehr geringer
Fehler in der Lage des Loches bereits betrachtliche dynamische
Drucke (bzw. Unterdrucke). Man legt deshalb die Anbohrung (es kénnen
derer auch mehrere, oder auch ein Spalt sein) weiter von der Spitze
entfernt, wo der Unterdruck asymptotisch nach Null geht. Beriick-
sichtigt man ferner, da der Stiel des Staugerétes eine Stauwirkung
nach Art der Abb. 198 ausiibt, so 14Bt sich leicht eine Stelle finden,
wo der Unterdruck am Zylinder gleich dem durch den Stiel bewirkten
Uberdruck ist, wo also der statische Druck herrscht.

Wie sich gezeigt hat!, ist die Formgebung und das Grofen-
verhiltnis der einzelnen Teile des Staugerites nicht ohne Bedeutung

1 Kumbruch, H.: Messung stromender Luft mittels Staugerdten. For-
schungsarb. auf dem Gebiete des Ing.-Wesens, Heft 240. Berlin 1921.
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Eine Druckhshendifferenz im Manometer von 100 mm Quecksilber
entspricht beispielsweise einer Geschwindigkeit von 5 m/s. Nimmt man
an, daB eine Hohendifferenz von /s mm noch geniigend genau im
Manometer abgelesen werden kann, so lassen sich mit dieser Methode
Wassergeschwindigkeiten bis zu etwa 20 cm/s feststellen. Benutzen
wir die stromende Flissigkeit, z. B. Wasser, zugleich als Manometer-
flissigkeit, d. h. Wasser gegen Luft — Abb. 197 zeigt schematisch eine
solche Versuchseinrichtung —, so haben wir

w = V2-98_1_~7L= 44 ﬁcm/s,

oder, wenn wir wieder die Geschwindigkeit in m/s, die Hohe kb aber
in mm messen '

Wy, = 0,14 Vz;—m
(Geschwindigkeit von Wasser mit Wasser als Manometerfliissigkeit).

Handelt es sich um Druckmessungen (bzw. Geschwindigkeitsmes-
sungen) von Gasen — z. B. Luft —, so bleibt die Methode prinzipiell
die gleiche, nur daBl man fiir mittlere und kleine Drucke bzw. Ge-
schwindigkeiten eine Manometerflussigkeit von geringem spezifischem
Gewicht — z. B. Wasser oder Alkohol — nimmt.

Da das spezifische Gewicht y,, der Manometerfliissigkeit — in diesem
Fall z. B. Wasser — bezogen auf Luft von 15° C und 760 mm Barometer-
stand

¥ _ g16
27
ist, so haben wir, wenn 2 in mm genommen wird:

h —
w = V2~981-816-m=400 VA
oder, wenn w in m/s gemessen wird:

W = 4 Vhonm
(Geschwindigkeit von Luft mit Wasser als Manometerflissigkeit).

Eine Hohendifferenz von 1 mm Wassersdule entspricht somit einer
Luftgeschwindigkeit von 4 m/s. Wie man hieraus erkennt, ergibt sich
die Notwendigkeit — besonders bei noch kleineren Geschwindigkeiten —
Druckhohen von Bruchteilen von Millimetern genau messen zu kénnen.

Bei dem bisher behandelten U-férmigen Manometer lassen sich —
sofern nicht besondere Ablesevorrichtungen angebracht sind — bei
Quecksilber als Manometerfliissigkeit /1o mm Héhendifferenzen gerade
noch schitzen, bei Wasser als Manometerflissigkeit muf3 auf die Eigen-
schaft der schlechten Netzfahigkeit von Wasser und Glas und auf die
dabei auftretenden Kapillarkrifte Riicksicht genommen werden. Die
hierdurch bedingte Unsicherheit der Ablesung kann bis 4 1 mm be-
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tragen. Man nimmt deshalb in allen Fillen, in denen einige Genauig-
keit der Messung erwinscht ist, als Manometerfliissigkeit statt Wasser
fettlssende organische Flissigkeiten wie Alkohol, Toluol oder dgl.
Die obige Formel fiir die Geschwindigkeit hat dann die Form (wenn
y das spezifische Gewicht der Manometerfliissigkeit, bezogen auf
Wasser, ist):
Wy = 4 thm7

Die Ablesegenauigkeit steigert sich dadurch auf 4+ /s mm, so daB
man mit dieser Methode noch Luftbewegung von etwa 1,80 m/s fest-
stellen kann. Fiir noch geringere Geschwindigkeiten bzw. Drucke be-
dient man sich der sogenannten Mikromanometer.

137. Mikromanometer. Bei den gebriauch-
lichen Mikromanometern wird die gréere Emp-
findlichkeit entweder dadurch erreicht, daB durch
eine besondere, meistens optische, Einrichtung
die Genauigkeit der Ablesung des Meniskus er-
hoht wird (bis auf etwa /100 mm) oder dadurch,
daff man den Manometerschenkeln eine geneigte
Lage gibt. Eine dritte verhéltnismaBig wenig an-
gewandte Methode besteht darin, daB3 man
itber das als Manometerfliissigkeit dienende
Wasser eine zweite, leichtere, mit Wasser nicht
mischbare Fliissigkeit wie Petroleum oder Amyl-

. . azetat schichtet, so daB das Manometer vollstian-
ﬁ?&oﬁgiomﬁgﬁfc‘ﬁgk‘éﬁﬁ dig mit Flussigkeit gefilllt ist. Auf diese Weise
D e omamp; kommt nur die Differenz der spezifischen Ge-
Ablesen r;%g;ﬁ&‘,?;‘fk“s er-  wichte der beiden Fliissigkeiten zur Geltung,

bei Wasser und Petroleum etwa 0,2. Der Nach-
teil dieser Methode, die sonst eine 5fache Empfindlichkeit besitzt (die
sich durch geeignete Wahl der Fliissigkeit noch vergréBern liele), liegt
darin, daB der Meniskus zwischen Wasser, Petroleum und Glas auf die
Dauer nicht so gut ist wie beispielsweise zwischen Luft, Alkohol und Glas.

Abb. 206. Mikromanometer mit geneigtem Ableseschenkel.

Gewohnlich werden die Mikromanometer in der Art ausgefiihrt,
daB man den einen Schenkel als Topf von relativ groem Querschnitt
ausbildet (Abb. 205 und 206). Dadurch ergibt sich der Vorteil, nur
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eine Ablesung ausfithren zu brauchen (wodurch auch die Ablesefehler
auf die Hilfte reduziert werden), da die Héhendnderung im Topf ver-
nachlissigt bzw. als Korrektur in Rechnung gebracht werden kann.
Betrigt beispielsweise der Durchmesser des Topfes 100 mm und der
des anderen Schenkels 7 mm, so senkt sich der Flussigkeitsspiegel

2
im Topfe um I_ZW’ d. h. um !/»% desjenigen Betrages, um den die

Flissigkeit im diinnen Schenkel steigt. Die Ablesungen der Hoéhen-
dnderungen sind in diesem Beispiel mithin um 2% zu vergréfiern,
will man die Anderung der Fliissigkeitshohe im Topfe beriicksichtigen.

Die neueren Formen mit geneigtem Manometerschenkel werden
meistens so ausgefiihrt, dal der Schenkel um sein Verbindungsstiick
mit dem Topf geschwenkt werden kann. Dadurch lassen sich ver-
schiedene MeBbereiche und Empfindlichkeiten einstellen. Bezeichnet
Ap die zu messende Druckdifferenz in mm W.S., « die Neigung des
Schenkels gegen die Horizontale, I die Verschiebung des Meniskus
in mm und y das spezifische Gewicht der Manometerfliissigkeit, so ist
offenbar, wenn wir von der Hoheninderung des Fliissigkeitsspiegels
im Topfe absehen (vgl. Abb. 206).

Ap =lsinay.
Je geringer die Neigung, d. h.je kleiner sin«, um so empfindlicher
ist das Mikromanometer. Bis zu Neigungen von etwa sin o = 2% laBt

sich im allgemeinen diese Art von Mikromanometern ohne weiteres
benutzen, dann aber machen sich bei geringeren Neigungen mehr
und mehr die unvermeidlichen Fehler der MeB3kapillaren geltend (Durch-
biegung, verdnderliche Kapillaritiat, unregelmafBige Benetzung). Nur
durch besonders genaue Eichung lassen sich diese Fehler beriicksichtigen.

Nimmt man an, daB eine Meniskusinderung um /3 mm noch fest-
zustellen ist, so entspricht einer solchen Verschiebung bei einer Neigung
der MeBkapillaren von '/2s und Alkohol (y = 0,8) als Manometerfliissig-
keit ein Druck
o 0,8 ~—mm W.8
3 25 77 100 o
Mit diesem Instrument wiirde also eine Luftgeschwindigkeit wvon
w = 40 cm/s gerade noch festzustellen sein.

Geeicht werden diese Mikromanometer mit geneigtem Schenkel da-
durch, daB eine abgewogene Menge @ der Manometerfliissigkeit in den
Topf gefiillt und die dadurch bewirkte Verschiebung des Meniskus
abgelesen wird. Ist ' der Querschnitt des Topfes, so breitet sich die

Ap =

Fliissigkeitsmenge @ in einer Hohe von b = %cm iber die Fliche F

aus und lastet so auf der vorher vorhandenen Manometerfliissigkeit wie






Mikromanometer. 251

dadurch erreicht, daB der Meniskus sehr genau abgelesen werden kann.
An einem neben dem Manometerschenkel befindlichen MaBstab mit
Millimeterteilung 148t sich ein mit einem Nonius versehener Schlitten
mittels Zahntrieb verschieben. Dieser Schlitten tragt, wie aus Abb. 208
ersichtlich, vor dem Glasrohr, in dem der Meniskus abgelesen werden
soll, eine Beobachtungslupe und hinter dem Glasrohr einen Hohlspiegel S,
der ein umgekehrtes reelles Bild vom Meniskus entwirft. Die Ein-
stellung des Schlittens erfolgt nun so, daB man den durch die Lupe
beobachteten Meniskus mit seinem
gespiegelten Bilde gerade zur Be-
rithrung bringt, wasin sehr genauer
Weise moglich ist. In dieser Stel-
lung wird die Lage des Schlittens
mittels Nonius (der durch eine
zweite Lupe betrachtet wird) ab-
gelesen. Durch diese Einrichtung
laBt sich eine sichere Ablesung
von /3 mm gewéhr-
leisten. Fiir schnell
schwankende Drucke
sind noch durch Dre-
hen des Hahnes H
zwei verschieden
starkwirkendeD&amp-
fungen einzuschalten
(in den Flussigkeits-
weg  eingeschaltete
Kapillaren K). Ein
Mikromanometer mit Abb. 208. Mikromanometer nach Prandtl.
einem  MefBbereich
von etwa 10 bis 15 cm W.S. bei einer Empfindlichkeit von /100 mm
W.S. ist von den Askania Werken, Berlin, herausgebracht.

Fiir noch gréBere Empfindlichkeiten (bis etwa /1000 mm W.S.) mit
allerdings geringem MeBbereich (etwa 5cm) sind besondere Mikro-
manometer konstruiert worden. Von diesen ist vor allem ein in Eng-
land ausgebildetes Instrument zu erwéhnen!. Das in Abb. 209 sche-
matisch dargestellte Manometer besteht im wesentlichen aus einem
etwas ungewohnlich geformten U-Rohr aus Glas, das auf einem um
eine Achse neigbaren Metallrahmen starr befestigt ist. Die beiden
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1 Chattock, A. P.: Note on a Sensitive Pressure Gauge (Anhang zu: On
the Specific Velocities of Jons in the Discharge from Points). Phil. Mag. 1901, S.79.
Pannell, J. R.: Experiments with an Tilting Manometer for Small Pressure Dif-
ferences. Engg. Bd. 96, S. 343. 1913.
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duBeren Gefifle, an welche die AnschluBschliuche befestigt werden,
sind etwa zur Hilfte mit Wasser (und zwar hat sich eine Kochsalz-
lésung vom spezifischen Gewicht 1,07 als praktisch erwiesen) gefiillt.
Wire das mittlere Gefal der Apparatur gleichfalls mit Wasser ge-
fiillt, so wiirde bei einem eintretenden Druckunterschied in den beiden
#uBeren GefaBen ein FlieBen der Salzlssung vom GefidB hoheren Druckes
zum Gefdl niederen Druckes im mittleren Gefall nicht festgestellt
werden kénnen. Um die Neigung zu einem solchen FlieBen sichtbar
zu machen, fiilllt man das mittlere Gefil mit einer mit Wasser nicht
mischbaren Flissigkeit (Rizinus6l) so weit, daB das mit dem linken
Gefd in Verbindung stehende Rohr-
ende im Innern des mittleren Gefiales
in Rizinus6l hineinragt. Jetzt bildet
sich am oberen Rande dieses Rohrendes
ein sehr gut erkennbarer Meniskus
zwischen Salzlésung und Rizinusél, des-
sen hochster Punkt mit dem Faden-
kreuz eines Mikroskops sehr genau zur
Deckung gebracht werden kann. Sobald
nun ein geringer Druckunterschied in
den beiden &duBeren GefidBen eintritt,
deformiert sich die Trennungsfliche
zwischen Salzlésung und Rizinusél, und
) man hat jetzt durch entsprechendes
Abb- 209. Mélﬁ;(ﬁiﬂ?meter nach Neigen des die Apparatur tragenden
Rahmens (durch Drehen eines mit einer
Mikromanometerschraube verbundenen Handrades) dafiir zu sorgen,
daB die Trennungsfliche wieder ihre urspriingliche Gestalt einnimmt.
Aus der hierzu notwendigen Hebung oder Senkung des einen Gefafies 148t
sich dann der Druckunterschied berechnen. Die Empfindlichkeit dieses
von A. P.Chattock angegebenen Mikromanometers wird mit 0,0016 mm
W.S. angegeben. Ein auf demselben Prinzip beruhendes Manometer
von gleicher Empfindlichkeit, aber einem MeBbereich von 15cm ist
von G. P. Douglas!, beschrieben, vgl. auch die von Ducan? ange-
gebene Konstruktion zur Elimination des Temperatureinflusses. Ein
auf dem Membranprinzip beruhendes Manometer von besonders grofler
Empfindlichkeit (10-®* mm W.S.) ist von Fry3 beschrieben.

1 Douglas, G.P.: Note on a Large Range Manometer for Wind Channel
Work. R.a.M. Bd. 1, S.110. 1919—20.

2 Duncan, W. J.: On a modification of the Chattock Gauge, designed to
eliminate the change of the zero with temperature. Technical Report 1069 of the
Aeronautical Research Committee 1927, S. 848. London 1928,

3 Fry, J.D.: A New Mikromanometer. Phil. Mag. Bd. 25, S.494. 1913.
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Ein anderes Manometer von ungefihr gleicher Empfindlichkeit ist
im Aerodynamischen Institut zu Aachen ausgebildet und in den Ab-
handlungen dieses Instituts H. 6 ausfiihrlich beschrieben!. Zwei ge-
nau zylindrische Gefifle G; und G,, denen der zu messende Druck
zugefiithrt wird, enthalten zwei Schwimmer, die unter sich starr ver-
bunden und in der Mitte mit einem Spiegel versehen sind. Die zu
messende Druckdifferenz bewirkt nun einen verschieden hohen Wasser-
stand in den GefiBlen G; und G,, wodurch das Verbindungsstiick der
Schwimmer und damit der Spiegel geneigt wird. Aus dieser mit einem
Fernrohr abgelesenen Neigung a8t sich dann die gesuchte Druck-
differenz berechnen bzw. durch Eichung feststellen. Die geringste zu
messende Druckdifferenz betragt etwa 0,002 mm. Als ein empfindlicher
Nachteil dieses Manometers muf3 die auBerordentlich lange Einstell-
zeit (etwa 30 bis 45 Min.) erwdhnt werden, die dadurch bedingt ist,
daf relativ groBe Wassermengen durch sehr geringe Krifte in Be-
wegung gesetzt werden miissen.

SchlieSlich wollen wir noch das von Th. Edelmann & Sohn (Miin-
chen) hergestellte Luftdruck-Mikromanometer2 erwahnen, das darauf
beruht, dafl Luft von dem Ort, an welchem der Druck zu messen ist,
aus einer Diise gegen ein an einem Torsionsdraht hingendes Glimmer-
blatt bliast. Die Drehung dieses Glimmerblittchens wird durch einen
Skalenablesespiegel, der an demselben Torsionsdraht befestigt ist, ge-
messen. Die Empfindlichkeit wird mit 10-8 Atm., d.i. 10~ mm W.S,,
angegeben.

Bei der Behandlung der selbsttétig registrierenden Manometer wollen
wir uns kurz fassen und nur erwiahnen, daB sie fast alle entweder auf
dem Prinzip der Aneroidbarometer aufgebaut sind oder nach dem
Schwimmerprinzip arbeiten. Speziell fir Luftgeschwindigkeitsmessun-
gen ist von C. Wieselsberger? ein Dosenmanometer konstruiert, das in
einer etwas anderen Form¢? auch zur Aufzeichnung der Geschwindig-
keit eines Flugzeuges relativ zur umgebenden Luft benutzt werden kann.

138. Fliigelrider. AuBler der in Nr. 134 dargelegten Methode der
Geschwindigkeitsbestimmung durch Messung des Staudruckes mit einem
Staugerdt, das bei geeigneter Ausfithrung keiner Eichung bedarf, gibt
es noch eine Reihe von Apparaten fiir Geschwindigkeitsmessungen, die
besonders geeicht werden miissen.

1 Ermish, H.: Stromungsverlauf und Druckverteilung an Widerstands-
korpern in Abhingigkeit von der Kennzahl. Abh. a. d. Aerodyn. Inst. d. Techn.
Hochschule Aachen, H. 6, S.21. Berlin 1927.

2 7. Ohrenheilk. Bd. 56, S. 344.

3 Wieselsberger, C.: Ergebnisse der Aerodynamischen Versuchsanstalt zu
Gottingen, 2. Lief., S. 6. Miinchen 1923.

4 Wieselsberger, C.: Ein Manometer zur Aufzeichnung von Fluggeschwindig-
keiten. Z. F. M. Bd. 12, S. 1. 1921.
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Héufig verwendet werden — sowohl fiir Wasser wie fiir Luft — die
sogenannten Fliigelrader. Fiir Wassermessungen heiflen diese Apparate
hydrometrische Fligel. Bei Luftgeschwindigkeits- oder Windmessungen
spricht man von Anemometern, wobei man noch zwischen Fligelrad-
anemometern und Schalenkreuzanemometern unterscheidet.

Die Messung geht im allgemeinen so vor sich, dal entweder die in
einer bestimmten Zeit vom Fligelrad ausgefiihrte Zahl von Umdrehungen
an einem Zifferblatt abgelesen wird, oder daBl nach einer bestimmten
Anzahl von Umdrehungen das Fliigelrad auf elektrischem Wege ein
Klingelzeichen gibt, wobei dann die Zeit zwischen zwei Signalen mittels
Stoppuhr festgestellt wird.

Die Eichung bei hydrometrischen Fliigelrdidern geschieht gewdhn-
lich in der Weise, dal man die eben erwidhnten Beobachtungen macht,
wahrend das Fligelrad mit bekannter konstanter Geschwindigkeit
durch ruhendes Wasser geschleppt wird. Die Anemometer werden —
wenn es sich um sehr kleine oder méafige Geschwindigkeiten handelt
(0,02 bis 10 m/s) — meistens am Rundlauf, d. h. am duBersten Ende
eines langen sich drehenden Armes durch Luft geschleppt, wobei der
durch den Arm erzeugte sogenannte Mitwind beriicksichtigt werden
muB. Fir grofere Geschwindigkeiten (5 bis 50 m/s) empfiehlt es sich,

E— das Anemometer in einem gleichméfBigen
kiinstlichen Luftstrom mit den Angaben
eines Staugerdtes zu vergleichen.

Alle Flugelrdder geben wegen der ver-
haltnisméafig grofen Masse der Fligel nur
zeitliche Mittelwerte. Besonders bei Ande-
rungen von Windgeschwindigkeiten hinken
die Angaben der Anemometer den Ande-
rungen der Geschwindigkeiten meist be-
trachtlich nach!. Béen von kurzer Dauer
lassen sich daher mit diesen Apparaten im
allgemeinen nicht messen. Bei Benutzung
der Anemometer zur Bestimmung der Ge-
schwindigkeit in Rohren ist zu beriick-
sichtigen, daB hier durch die Stauwirkung
des Fliigelrads und seines Gehiuses die
ABb. 210. Hitzdrahtanemometer,bei  OeSchWindigkeiten etwas zu hoch ange-
demdiﬁglrfsitz;ggn;%rﬁt%%slv{viitﬁrahtes geben werden, um so mehr, je enger

das Rohr ist (bei den iiblichen Abmes-
sungen der Anemometer in Rohren von etwa 30 cm Durchmesser um
ungefiahr 3%).

— Hitzdraht

1 Schrenk, O.: Uber die Trigheitsfehler des Schalenkreuzanemometers bei
schwankender Windstérke. Z. techn. Phys. Bd. 10, S.57. 1929.
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139. Methoden der elektrischen Geschwindigkeitsmessung. Eine andere
Methode der Geschwindigkeitsmessung, die besonders fiir sehr kleine
und miBige Luftgeschwindigkeiten , l i
geeignet ist, beruht auf der Ab- Geschwindjgheit
kithlung eines elektrisch geheizten s} |—27%ek
Drahtes im Luftstrom und auf der
dadurch bewirkten Anderung des elek- &
trischen Widerstandes des Drahtes.
Schaltet man den der Abkiihlung im ¢ /

Luftstrom ausgesetzten im allgemei-
nen sehr diinnen (ca. /10 bis /100 mm) #

Hitzdraht in den einen Zweig einer /
Wheatstoneschen Briicke (Abb. 210), ¢ L~

so lassen sich durch Abkihlung be- /__//

dingte Widerstandsinderungen des w0 w0 w0 s 6w

HltZdrahtes und damlt dle GeSChWIH' Abb. 211. Eichungskurve eines spannungs-

di 1 n Hitzdraht abkiihlen-  konstanten Hitzdrahtanemometers. Hitz-
lgkelt des de abkuhle draht 10 mm lang, */;, mm Durchm., Heiz-

den Luftstromes sehr genau messen. strom 1,85 Amp.
Der Messung mufl allerdings eine —
Eichung vorausgehen, die wegen der klei- —_—

nen Geschwindigkeiten am besten am ——= Hizdratt
Rundlauf vorgenommen wird.

Man unterscheidet prinzipiell zwei Ar-
ten von ,,Hitzdraht¢-Anemometern: die
spannungskonstante und die widerstands-
konstante Methode. Bei der ersteren Art
wird die an die Briicke gelegte Heiz-
spannung konstant gelassen, nachdem sie
durch einen Vorschaltwiderstand auf einen
solchen Betrag gebracht ist, daBl das Gal-
vanometer in der Briicke keinen Ausschlag
anzeigt, wenn die Hitzdrahtsonde sich in
ruhiger Luft befindet. Bewegt sich dann
die Luft und kiihlt dadurch den Hitzdraht
ab, so zeigt das Briickengalvanometer ) )
einen Ausschlag, welcher der durch Ab- Gt der Widewstand wnd dutes are
kithlung bedingten Widerstandsénderung o Pt des fitrdraties konstant
entspricht. Diese zuerst von L. Weber?
angegebene und spdter vor allem von R. O. King? ausgebildete

Voltmefer

1 Weber, L.: Schriften des Naturwiss. Ver. Schleswig-Holstein, 1894, H. 2,
S. 313.

2 King, R. O.: Phil. Trans. A Bd. 214, S.373. 1914; Phil."Mag. (6), Bd. 29,
S. 556. 1915; J. Frankl. Inst. Bd. 181, S. 1. 1916.
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Methode eignet sich nur fir sehr kleine Luftgeschwindigkeiten.
Hierfiir jedoch ist sie aufBerordentlich empfindlich. Es lassen sich
mit einem einigermaBen empfindlichen Galvanometer noch Ge-
schwindigkeiten bis 0,5 cm/s sicher feststellen 2. Da der im allgemeinen
diinne Hitzdraht (Platin), den man am besten bis zur schwachen Rot-
glut heizt, schon durch geringe Luftgeschwindigkeiten betrichtlich ab-
gekiihlt wird, bringt eine Steigerung der Geschwindigkeit nur noch eine
geringe weitere Abkiihlung und damit Widerstandsénderung hervor.
25 Aus diesem Grunde ist diese Me-

I I .
1 Geschwindighor thode der konstanten Heizspannung

i MYsok / fir groBere Luftgeschwindigkeiten

201~ sehr wenig empfindlich. Abb. 211

zeigt fir eine bestimmte Ausfiih-
rung (Y1 mm Hitzdraht) die Ab-

/7 héngigkeit von Luftgeschwindigkeit
/

75

vd

10 / Fiir einen gréBeren Bereich von

/ / / Luftgeschwindigkeiten kommt die

c o a zweite Art in Betracht, bei der die

r / Heizspannung durch Anderung des

// / Vorschaltwiderstandes so weit er-

R B T Y R m— hoht wird, bis der durch den Luft-

Skalenteit ———=—  strom abgekiihlte Hitzdraht wieder

s 75mm Mig 25 30 geine urspriingliche Temperatur be-

Abb. 218. Vergleich von Eichungskurven. Siijt (Abb’ 212). Die T.e mpf:ratu.r des

SRS ie Amemomete b vider: itadrahtos und damit sein Wider-

xurve. " stand wird also dadurch konstant ge-

halten, dafl man je nach der gréBeren

oder geringeren Abkiithlung des Drahtes (die bedingt ist durch die gréBere

oder kleinere Luftgeschwindigkeit) den Heizstrom starkt oder schwécht,

bis das Briickengalvanometer stromlos ist. Die Stérke des Heizstromes,

die mit einem Amperemeter abgelesen wird, ist dann ein Maf fir

die Luftgeschwindigkeit. Callendar? hat diese Methode noch insofern

verbessert, als die Eichungskurve seines Hitzdrahtanemometers bis

zu geringen Geschwindigkeiten fast eine Gerade ist. In Abb. 213

sind die Eichkurven dargestellt fiir ein widerstandskonstantes Hitz-

drahtanemometer (a) und fiir ein solches mnach Callendar (b).

Zum Vergleich ist der Staudruck in mm W.S. in das Diagramm
eingetragen (c).

zum Galvanometerausschlag.

1 Overbeck, A.: Ann. Physik Bd. 56, S. 397. 1895.

2 Dau, R.: Diss. Kiel 1912.

3 King, R. O.: The Measurement of Air Flow. Engg. Bd. 117, S. 136 u. 249.
1924.
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Eine nahezu geradlinige Eichkurve erhdlt man auch mit einem
Kompensationshitzdraht - Anemometer!, bei dem ein zweiter gegen
Luftbewegungen geschiitzter Hitzdraht H,H, insofern kompensierend
wirkt, als sein Widerstand sich er- —s
hoht, wenn die Heizstromstirke —
durch Abkiihlung der im Winde be- ~—— — #izdraht
findlichen Hitzdrahtsonde anwéchst.

Der Vorschaltwiderstand der in Abb.
214 dargestellten Schaltung wird so
eingestellt, daB das Galvanometer
bei ruhender Luft keinen Ausschlag l

gibt. Abb. 215 zeigt die Eichkurve (a)
dieses Instrumentes im Vergleich mit ,—@1
der Eichkurve (b) eines spannungs- L
konstanten Hitzdrahtanemometers. g025mm ¢ | \ T

Fiir den besonderen Zweck der M __ Kol <L
Untersuchung der Windstruktur wird § 10006/t
von der Firma Siemens & Halske =
A.-G. nach den Angaben von H. Ger- e
dien? ein auf dem Hitzdrahtprinzip Abb. 214. Hitzdrahtanemometerschaltung
beruhender sinnreicher Apparat her- nach Huguneard.
gestellt, der es erméglicht, sowohl die Windgeschwindigkeit mit ihren
kleinsten Schwankungen, die Windrichtung sowie die vertikalen Be-
wegungen der Luft auf elektri-

S

TN

schem Wege selbsttitig zu re- » (]
gistrieren. 7 Mok

140. Geschwindigkeitsmessung
in Rohrleitungen und Kanilen.
Handelt es sich um die Bestim- b
mung der durchschnittlichen Ge-
schwindigkeit von Luft oder
Wasser in Rohrleitungen, d. h.
also um die in der Zeiteinheit
durch einen Rohrquerschnitt —_—

. oo . . Amp
flieBende Flissigkeitsmenge, so )

. N . . Abb. 215. Eichungskurve (a) der SchaltungAbb.214
kénnte man die GeSChWHldlg- verglichen mit der Eichungskurve eines spannungs-
keitsverteilung iiber dem Quer- Konstanten Anemometers.
schnitt mit einem Pitotrohr oder einem Hitzdrahtanemometer messen

1 Huguneard, Mognau et Planiol: Sur un anémométre & fil chaud & com-
pensation. Comptes Rendus T. 176, Nr.5, S.287. 1923.

2 Gerdien, H.: Ein Apparat zur Untersuchung der Windstruktur (Anemo-
klinograph) der Siemens & Halske A.-G. Jahrb. wiss. Ges. Flugtechnik Bd. 2.
1913/14.

Tietjens, Hydromechanik IT. 17
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und daraus die durchschnittliche Geschwindigkeit berechnen. Aber ab-
gesehen davon, dafl dieses — besonders bei nicht kreisférmigen Quer-
schnitten — sehr umstindlich und zeitraubend ist, erhdlt man auf
diese Weise im allgemeinen nur méBige Genauigkeiten, da die genaue
Messung des starken Geschwindigkeitsabfalles an der Wand nur mit
besonders feinen MeBgeraten moglich ist.

Brauchbarer haben sich diejenigen Methoden erwiesen, die sich
auf die Messung der Druckdifferenzen bei Querschnittsinderungen der
Rohrleitung stiitzen. Nach Nr. 2 (Bernoullische Gleichung) nimmt
der Druck p, einer mit einer durchschnittlichen Geschwindigkeit w,
stromenden Fliissigkeit im Innern eines Rohres (Querschnitt = F) um

den Betrag —% (w? — w?) ab, wenn die durchschnittliche Geschwindigkeit

durch Verkleinern des Rohrquerschnittes (Querschnitt = f) auf w steigt.
Da neben der Druckdifferenz

po_PZ%(wz‘“w@

aus Kontinuitatsgriinden

— 1 . 2(po — p)
=

Unter Beriicksichtigung der ungleichférmigen Geschwihdigkeits-

verteilung im Zustromungsrohr éndert sich der Faktor o = V—l‘f; ein

=,
wenig, den man daher im allgemeinen durch Eichung von geometrisch
ghnlichen Rohrverengungen bestimmt.

141. Venturirohr. Gewisse Schwierigkeiten macht es allerdings, um-
gekehrt jetzt wieder durch Verringern der Geschwindigkeit den ur-
spriinglichen Druck zu erhalten. Dieses gelingt nahezu, wenn man
vom kleinsten Querschnitt, wo der Unterdruck gemessen wird, sehr
allméhlich zum urspringlichen Rohrquerschnitt iibergeht. Das in die
Rohrleitung eingesetzte erst schnell sich verjingende und dann lang-
sam sich erweiternde Rohr fithrt den Namen ,,Venturirohr¢; es ist
von Herschel® zuerst zur Bestimmung von Durchflulmengen in Rohr-
leitungen angewandt worden. Abb. 216 zeigt in schematischer Darstel-
lung ein solches Venturirohr mit der entsprechenden Druckverteilung.

1 Herschel, ClL.: The Venturimeter by Cl. Herschel. Read before the Am.
Soc. of Civ. Eng. Dec. 1887.
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Um den Zusammenhang des Druckunterschiedes mit der durch-
schnittlichen Geschwindigkeit im Rohr zu erhalten, mufl — wie gesagt —
eine Eichkurve eines geometrisch &hnlichen Venturirohres vorliegen,

wobei in den Fillen, wo
die Zustromungsgeschwin-
digkeit nicht als sehr klein
gegen die Geschwindigkeit
im engsten Querschnitt be-
trachtet werden kann, die
geometrische Ahnlichkeit
auch auf die Zustrémung
ausgedehnt werden muf.
Fir Venturirohre von der
in Abb. 216 dargestellten
Form ist die Durchflufl-
ziffer nahezu 1,00.

142. Diisen und Stau-
rinder!, Obwohl beim Ven-
turirohr der Druckverlust
am geringsten ist (etwa
15 bis 20% des Druck--
abfalls), steht seiner all-
gemeinen Anwendung der
Umstand entgegen, daBl es
im Einbau wegen seiner
notwendigen Lénge ver-
hiltnismiaBig unbequem ist.
Man neigt daher neuerdings
mehr dazu, statt des Ven-
turirohresnormalisierte und
geeichte ,,Diisen‘ zu ver-
wenden. Den Einbau und
die Druckverhiltnisse einer
solchenDiise zeigt Abb.217.
Wie man erkennt, mufl bei
dieser Methode ein gewisser

—_—

L & L

)

Abb. 216. Strémung durch ein Venturirohr und Druck-

verlauf; die ausgezogene Kurve stellt den Druckverlauf

entlang der mittleren Stromlinie dar, die gestrichelte ent-
lang der Wandung. ’

Abb. 217, Stromung durch eine Diise; die ausgezogene
Kurve stellt den Druckverlauf entlang der mittleren Strom-
linie dar, die gestrichelte entlang der Wandung.

Abb. 218, Stromung durch einen Staurand ; die ausgezogene
Kurve stellt den Druckverlauf entlangder mittleren Strom-
linie dar, die gestrichelte entlang der Wandung.

Druckverlust in Kauf genommen werden (etwa 60 bis 70% vom Druck-
abfall in der Diise). Die DurchfluBziffer o« ist bei der sogenannten
Normaldiise zu 0,96 bis 0,982 bestimmt worden.

1 Die letzteren werden neuerdings auch als ,,Blenden¢ bezeichnet.

2 Regeln fiir die DurchfluBmessung mit genormten Diisen und Blenden.
V. d. I.-Verlag, 1930. Regeln fiir Leistungsversuche an Ventilatoren und Kom-
pressoren. V.d.IL-Verlag. Mueller, H. u. H. Peters: Durchfluzahlen der

Normaldiisen. Z. V. d. I. Bd. 73.

1929.
17*



260 Versuchsmethoden und Versuchseinrichtungen.

Noch einfacher in der Ausfiihrung und im Einbau sind ebene Drossel-
scheiben mit kreisférmiger, scharfkantiger Offnung. Diese sogenannten
Staurdnder (Abb. 218) besitzen jedoch den Nachteil, dafi ihre Durchfluf3-
ziffern weitgehend abhingig sind vom Verhiltnis der Offnungsfliche f

der Drosselscheibe zum Rohrquerschnitt F. So ergibt sich fiir jf,— =0,15

eine DurchfluBziffer &« = 0,61, wahrend fir —If’—, = 0,75 die DurchfluB}-
ziffer o = 0,91 istl.

143. Methoden des Uberfalles. Beim wasserbaulichen Versuchswesen
kommt fiir Mengenmessungen in offenen Kanilen besonders die Methode
des Uberfalles in Anwendung. L&Bt man Wasser iiber die scharfe
Kante einer senkrecht im Kanal angebrachten Platte flieen, so
kann man aus der Hoéhe des Wasser-
spiegels iiber der (genugend weit ent-
fernten) Kante auf die sekundliche Durch-
fluBmenge schlieBen (Abb. 219). Sorgt
man fir geniigende Liftung unter dem
Strahl, so kann nach Rehbock? eine
Genauigkeit von wenigstens 0,5% er-
reicht werden. Bei nicht geniigender
Liftung wird durch den Uberdruck der AuBenluft — da durch den
Strahl immer Luftteilchen in das Innere des Wassers gerissen werden
und so unter dem Strahl eine Luftverdinnung entsteht — eine Sen-
kung des Strahles und eine Vergr6Berung der iiberfallenden Wasser-
menge bewirkt.

Da die zu messende Hohendifferenz des Wasserspiegels iiber dem
MeBwehr im allgemeinen nicht sehr groB ist, muB besonderer Wert
auf ihre genaue Messung gelegt werden. Eine empfindliche Methode
ist z. B. die, daB ein an einer Mikrometerschraube befestigter und im
Innern des Wassers befindlicher spitzer Kegel so weit gegen den Wasser-
spiegel bewegt wird, bis die Spitze des Kegels ihr am Wasserspiegel
total reflektiertes Spiegelbild beriihrt (Beobachtung schrig von unten
durch eine das Wasser begrenzende Seitenwand aus Spiegelglas).

144. Mengenmessung. Als letzte Methode der Mengenmessung von
Flissigkeits- oder Gasstromen durch Rohrleitungen wollen wir noch
die direkte Volumen- oder Gewichtsmessung erwéhnen. Die aus der
Rohrleitung austretende Flissigkeit wird wahrend einer gemessenen
Zeit in einem GefaB bzw.in Gasglocken aufgefangen und gemessen.
Bei Gasen ist die Korrektur zu beriicksichtigen, die sich aus eventuellen

Abb. 219. Stromung iiber ein Wehr.

1 Siehe FuBnote 2, S. 259.

2 Rehbock, Th.: Wassermessung mit scharfkantigen Uberfallwehren.
Z.V.d.I. Bd.73, S.817. 1929. Vgl. auch: Die Wasserbaulaboratorien Europas,
S. 104, hrsg. v. G. De Thierry u. C. Matschoss. Berlin: 1926.
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Temperaturdifferenzen ergibt. AuBer dieser wohl nur fiir kleine Mengen
anwendbaren Methode kommt schlieflich noch die Messung mittels
Wasser- und Gasuhren sowie die Salztitrationsmethode in Betracht.

B. Widerstandsmessungen von umstromten Korpern.

145. Einteilung der Methoden. Nach dem Relativitatsprinzip der
Mechanik ist es fiir den Widerstand eines umstromten Korpers gleich-
giiltig, ob sich der Kérper mit einer gewissen Geschwindigkeit gleich-
formig durch eine ruhende Fliissigkeit (bzw. Gas) bewegt, oder ob die
Flissigkeit mit derselben Geschwindigkeit gegen den ruhend gedachten
Korper anstromt. Es ergeben sich daraus zwei prinzipiell verschiedene
Arten der Widerstandsmessung.

Die erste Methode — der Kérper bewegt sich mit einer bestimmten
Geschwindigkeit durch ruhende Flissigkeit (bzw. Gas) — ist wiederum
in verschiedener Weise ausgebildet worden!.

Der Koérper wird entweder an einem auf Schienen laufenden Wagen
befestigt und mit einer gewissen Geschwindigkeit durch die Flissig-
keit geschleppt, oder er wird von einem erh6hten Standpunkt (meistens
an einem Leitseil gefithrt) frei herunterfallen gelassen. In beiden Féllen
erfolgt die Widerstandsmessung durch selbsttitige Registrierung. Eine
andere Moglichkeit, den Versuchskérper durch ein ruhendes Medium
zu bewegen, besteht darin, daB man den Koérper an dem einen Ende
eines langen Armes befestigt und nun den Arm um eine durch das
andere Ende gehende Achse dreht. Bei dieser sogenannten Rundlauf-
methode bewegt sich der Koérper also in kreisférmigen Bahnen.

146. Schleppmethode. Die Methode der Schleppversuche wird fast
ausschlieBlich fiir die Widerstandsbestimmungen in Wasser angewandt.
Fir Luft bat sich diese Methode nicht sehr bewahrt. Die Ursache
dafiir liegt vor allem darin, da der Strémungsvorgang um den Kérper,
dessen Widerstand bestimmt werden soll, durch den Schleppwagen,
der sich hier im gleichen Medium wie der Versuchskorper bewegt, leicht
gestort wird. Bei Versuchen im Freien stort auch sehr stark die Ver-
anderlichkeit des Bewegungszustandes der Atmosphére. Ferner diirfte
es sehr schwierig sein, die verhiltnisméBig kleinen Luftkrifte von den
groBlen Beschleunigungskriften der durchweg schweren Modelle mit
geniigender Genauigkeit zu trennen. Abgesehen davon miissen wegen
der notwendig groBen Geschwindigkeiten die Versuchsstrecken sehr
lang sein, so dafl sowohl die Anlage wie der Betrieb solcher Versuche
sehr kostspielig ist. Fiir die Ausbildung der Schleppmethode in Wasser
sind besonders die Probleme der Schiffbauer ausschlaggebend gewesen.

1 Eine umfassende Zusammenstellung dieser Versuchsmethoden (bis 1910)
mit ausfithrlichen Literaturangaben findet sich bei G. Eiffel: La résistance de
Pair. Paris 1910.
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GroBe Versuchsanstalten — von denen die grofite die Hamburgische
Schiffbau-Versuchsanstalt zu Hamburg! ist — untersuchen u. a.
besonders den Schiffswiderstand und damit zusammenhéngende Fragen.
147. Fallmethode. Die Methode der Widerstandsmessung durch Fall-
versuche ist lediglich fiir Versuche in Luft weiter ausgebildet worden.
sonderen Einrichtung registriert. Sobald

die Geschwindigkeit gleichférmig gewor-

beobachteten Abhéangigkeit der Fallhhe

mit der Zeit den Widerstand dieser Fla-

Koérper bis zu Geschwindigkeiten von

40 m/s ausfithrte. Abb. 220 zeigt in sche-

—r

z Die ersten bedeutenderen Versuche dieser
Art stammen von Piobert, Morin und

Didion (1835)2; die erreichten Geschwin-

digkeiten waren 8 bis 9 m/s. Die Ge-

3 schwindigkeit des an einer Schnur fallen-

den Korpers wurde hierbei mit einer be-

fm— A—=————F 1 den war, hatte man einen dem Gewicht
-=eF | des Kérpers gleichen Widerstand. Wesent-

II £ [ lich verbessert wurde diese Methode von

| T FI|EF ) Cailletet u. Colardeau (1892)3, die

1 ,’o N ; """ / vom Eiffelturm aus einer Héhe von 115 m

%ﬁi’ /f quadratische, kreisférmige und dreieckige

1 Fliachen, die an besonderen Fallkérpern

' befestigt waren, fallen lieBen und aus der

chen bestimmten (Geschwindigkeiten bis

ca. 28 m/s). Zu groBler Vollkommenheit

i wurde diese Methode der Widerstands-
messung durch Eiffel? (1903 bis 1905)

®P gebracht, der eine umfangreiche Unter-
suchung fiir verschiedene Flichen und

ez matischer Darstellung den von ihm ver-
Abb. 220. Schematische Skizze der i
Ballmathode task Titrel. wandten Fallapparat. Der an einem ge-

spannten Seil durch zwei Fithrungsbiichsen
gefithrte Apparat besteht im wesentlichen aus dem Versuchskérper,
in diesem Fall einer Platte P, die an zwei Federn F befestigt ist. Ein
zweiter Korper K, zum Seil symmetrisch angeordnet (in der Abbildung

1 Foerster, E.: Die Hamburgische Schiffbau-Versuchsanstalt Werft—
Reederei—Hafen 1920, 1921.

2 Mémoires sur les lois de la Résistance de I’air. Mémorial de I’ Artillerie 1842,
Nr. 5.

3 Comptes Rendus T. 115, S.13. 1892.

4 Eiffel, G.: Recherches expérimentales sur la Résistance de I’Air, exécutées
& la Tour Eiffel. Paris 1907.
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der Einfachheit halber jedoch fortgelassen) diente im allgemeinen nur
zum Ausbalancieren des Fallapparates, konnte jedoch in gleicher Weise
zur Widerstandsmessung benutzt werden, wenn der Widerstand von zwei
nebeneinander befindlichen Scheiben untersucht werden sollte. Durch
den Luftwiderstand auf die fallende Platte werden die Federn gedehnt,
und diese Federdeformation durch eine mit einer Nadel versehene Stimm-
gabel, die am oberen beweglichen Ende der Feder befestigt ist, auf eine be-
rute Trommel aufgezeichnet. Die Trommel wird tiber ein Schnecken-
rad S durch ein Reibrad R, das gegen das Seil driickt, angetrieben,
so dal die Umdrehungsgeschwindigkeit der Trommel immer der Ge-
schwindigkeit des fallenden Korpers proportional ist. Die wihrend des
Falles aufgezeichneten Kurven sind wegen der Schwingungen der
Stimmgabel mit Vibrationen versehen, so daB3 man also in der Perioden-
zahl der Schwingungen ein Maf fiir die Zeit besitzt. Die Abszissen
der Kurven geben die zuriickgelegten Wege und die Ordinaten die
Widerstinde des Versuchskérpers in der Bewegungsrichtung an. Am
Ende der Fallhohe ist das Seil verdickt, wodurch eine Bremsung des
Fallapparates erreicht wird. Ist @ das Gewicht der Platte (einschlieBlich
der ubrigen sich relativ zum Fallapparat bewegenden Teile, wie Stiel,
Stimmgabel usw.), w die Geschwindigkeit, f die Federkraft, ¢ die Zeit
und g die Erdbeschleunigung, so ergibt sich fiir den Widerstand W
der Platte, wenn man beriicksichtigt, daB das Produkt aus Masse der
Platte und ihrer Beschleunigung gleich der Summe der auf die Platte
wirkenden Krifte sein muf3:

>

w1 o(i- 1)

f und %itl—) sind dabei aus dem durch die Stimmgabel aufgezeichneten

Diagramm zu entnehmen. Ein Nachteil, der diesen Methoden der Fall-
versuche anhaftet, ist der, daf} die registrierende Vorrichtung der Kraft-
messung mit in den Fallkérper genommen werden muf}, wodurch dieser
so grof wird, daBl er die Stromungserscheinungen hinter der Platte,
die — wie wir noch sehen werden — sehr wesentlich sind, beeinfluf3t.

148. Rundlaufmethode. Diese ilteste Methode der Widerstands-
messung ist von verschiedenen Forschern ausgebildet! und besonders
im vorigen Jahrhundert haufig angewandt worden. Auch der Altmeister
der Flugtechnik O. Lilienthal2? hat seine bahnbrechenden Ver-
suche (1870) mit schrig zur Bewegung gerichteten ebenen und be-
sonders gew6lbten Platten z. T. unter Verwendung der Rundlaufmethode
gemacht. Abb. 221 zeigt in schematischer Darstellung einen von ihm

1 Vgl. auch die Literaturangaben bei D. Banki: Energie-Umwandlungen in
Fliissigkeiten, S.424. Berlin 1921.
2 Lilienthal, O.: Der Vogelflug als Grundlage der Fliegekunst. Berlin: 1889.
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benutzten Rundlauf, der auch zur Messung des Auftriebes geeignet
war. Wenn auch der Aufbau des Apparates besonders in seinem An-
trieb durch Gewichte etwas primitiv erscheint — verglichen mit den
spiteren Konstruktionen eines Langley! oder Dines 2 so mul8
demgegeniiber betont werden, da Lilienthal nur sehr geringe Mittel
zur Verfiigung standen. Um so mehr miissen seine grundlegenden
Versuchsergebnisse gewertet werden.

Der Hauptnachteil der Rundlaufmethode ist der, daf die Versuchs-
korper nach einer Umdrehung (bzw. nach einer halben bei zwei Armen)
nicht mehr durch ruhige, sondern durch aufgewirbelte Luft gefiihrt

werden, wobei diese Luft durch

72— die Arme des Rundlaufs allmih--
lich noch in Drehung versetzt

wird. Dieser durch die Versuchs-

kérper und die Arme des Rund-

laufs hervorgerufene ,,Mitwind‘

ist zwar von Lilienthal bereits
erkannt, in seinen Messungen je-

doch noch nicht in Rechnung ge-

Abb. 221. Rundlaufmethode nach O. Lilienthal. zogen worden. Durch sehr emp-
findliche Fliigelrad- oder durch

Hitzdrahtanemometer miilte dieser Mitwind gemessen und fiir die Be-
stimmung der Relativgeschwindigkeit des Versuchskérpers zur um-
gebenden Luft beachtet werden. Noch schwieriger ist es, die Wirkungen
der Zentrifugalbeschleunigungen auf das Stromungsbild zu beriick-
sichtigen. Aus diesen Griinden sind die Widerstandsmessungen der
Rundlaufmethode mit mancherlei Fehlern behaftet. Man ist deshalb —
besonders seit der Verwendung von kiinstlichen Luftstromen — fast
ganz von der Messung des Widerstandes am Rundlauf abgekommen.

Zum Schluf} in der Behandlung derjenigen Methoden zur Wider-
standsmessung, bei denen das Objekt durch ein ruhendes Medium be-
wegt wird, wire noch die schon von Borda angewandte und
von Hergesell und von A. Frank ausgebildete Pendelmethode
zu erwiahnen. Aber abgesehen davon, daB es sich hier um eine be-
schleunigte bzw. verzogerte Bewegung handelt, sind die auftretenden
Geschwindigkeiten im allgemeinen nur gering. AuBlerdem wird auch
hier die Luft durch das Hin- und Herpendeln des Versuchskorpers
betrichtlich gestort, so daB diese Art der Widerstandsbestimmung
kaum noch in Betracht kommt.

1 Langley, S.P.: The Internal Work of the Wind. Phil. Mag. (5), Bd. 37,
S. 425. 1897. — Expériences d’Aérodynamique. Rev. Aéronautique 1891.

2 Dines, W. H.: Some Experiments, made to investigate the Connection be-
tween the Pressure and Velocity of the Wind. Quarterly J. météor. Soc. Bd. 15. 1889.
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Prinzipiell verschieden von den bisher beschriebenen Methoden ist
die zweite Art der Widerstandsmessung: der ortsfeste Versuchskorper
befindet sich in strémender Luft.

149. Widerstandsmessung im natiirlichen Winde. Auf den ersten
Blick scheint es das einfachste zu sein, den zu untersuchenden Kérper
einem natiirlichen Luftstrom, d.h.dem Winde, auszusetzen, dessen
Geschwindigkeit mit einer der erwidhnten Methoden gemessen werden
kann. Dieser Weg ist auch zuerst eingeschlagen worden. Unter anderem
hat O. Lilienthal seine Widerstands- und Auftriebsmessungen
von Flichen, die zum Winde geneigt waren, aufler am Rundlauf auch
im natiirlichen Winde mit einem w
in Abb. 222 skizzierten Apparat —— Y
ausgefithrt (die gestrichelte An-
ordnung entsprach der Auftriebs-
messung). Die nach dieser Me- P
thode von Lilienthal wund wQ
anderen  gemessenen Wider-
standswerte unterschieden sich
allerdings betréchtlich von den-
jenigen, die mit der Rundlauf-
methode gewonnen waren. Dar- )

|

aus wurde seinerzeit von ver- Abb.222. Widerstands- und Auitriebsmessung
schiedener Seite der SchluB ge- gewOlbter Platten nach O. Lilienthal.
zogen, daB es fiir den Widerstand (und Auftrieb) nicht gleichgiiltig sei,
ob der Korper durch rubhende Luft bewegt wird, oder ob gegen den
ortsfesten Korper Luft von gleicher Geschwindigkeit stromt. Die Ur-
sache fiir die verschiedenen Widerstandswerte der Rundlaufmethode und
der Messung im natiirlichen Winde liegt jedoch darin, dafl die Mes-
sungen beider Methoden zu ungenau und mit systematischen Fehlern
(Mitwind und Abanderung der Stromung durch Zentrifugalkrifte beim
Rundlauf, Fehler durch das Drehmoment der Luftkraft bei der Anord-
nung von Abb. 222) behaftet waren.

In zwei wesentlichen Punkten unterscheidet sich allerdings die
Methode der Widerstandsmessung im natiirlichen Winde von der
Schlepp- oder der Fallmethode. Wahrend nédmlich einerseits bei einer
Bewegung eines Korpers in ruhender Luft diese sich fiir ein mit dem
Koérper verbundenes Bezugssystem vollkommen gleichméBig oder lami-
nar bewegt, besitzt der natiirliche Wind immer einen gréBeren
oder geringeren Grad von Wirbligkeit oder Turbulenz. Anderseits ist
bei Messungen in natiirlichem Wind — vor allem, wenn sie in der Nihe
des Erdbodens gemacht werden — zu beriicksichtigen, daB} die Ge-
schwindigkeitsverteilung nach der Hohe keineswegs gleichférmig ist,
sondern daB die Geschwindigkeit von Null direkt am Erdboden be-
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ginnend besonders zuerst rasch anwéchst. Ebenfalls k6nnen selbst gering-
fiigige Bodenerhebungen vor, aber auch hinter dem Versuchskérper die
Luftstrémung beeinflussen und dadurch die Messung wesentlich félschen.
Bedenkt man schliellich noch, daB der natiirliche Wind selten einige
Zeit lang konstant, sondern meistens mit Béen und UnregelméfBig-
keiten durchsetzt ist, und daB man oft lange warten muB}, bis eine
gerade gewiinschte Windgeschwindigkeit sich einstellt, so erkennt man
die Unzulanglichkeit der Widerstandsmessungen in natiirlichem Winde.

150. Vorteile der Widerstandsmessung im kiinstlichen Luftstrom.
Man ist deshalb bald dazu iibergegangen, mittels Ventilatoren kiinst-
liche Luftstréme herzustellen und deren Einwirkung auf Modelle zu
untersuchen. DaBl diese Art der Versuchseinrichtung, die heutzutage
fir Messungen in Luft fast ausschlieflich in Anwendung kommt, gegen-
iiber den bisher behandelten Methoden betrichtliche Vorteile besitzt,
ist nach dem Gesagten ohne weiteres einleuchtend. Einmal kénnen
die einzelnen zu messenden Komponenten der auf den ruhenden Ver-
suchskorper wirkenden Krifte an empfindlichen Waagen bequem
nacheinander gemessen werden, da die Zeitdauer der Messung in keiner
Weise beschréankt ist, wahrend man bei Widerstandsmessungen von in
ruhender Luft bewegten Koérpern auf die weniger genau messenden
Registriervorrichtungen angewiesen ist. Dann hat man beim ruhenden
Modell alle diejenigen Schwierigkeiten vermieden, die bei den anderen
Versuchsanordnungen dadurch erwachsen, dafl der Versuchskorper und
die MeBeinrichtung zunédchst stark beschleunigt werden miissen, wo-
durch — da die Masse der bewegten Teile betriachtlich ist — grofBle
Tragheitskrifte auftreten. SchlieSlich ist es beim ruhenden Versuchs-
korper im kiinstlichen Luftstrom méglich, die gesamte MeBeinrichtung
auBlerhalb des Luftstromes anzubringen, widhrend das Modell selber
verhéltnisméBig leicht an diitnnen Dréahten oder Streben im Luftstrom
gehalten werden kann, so dal die Stérungen auf den Strémungsverlauf
um den Versuchskérper auf ein Mindestmall gebracht werden kénnen.

Will man nun mit kiinstlichen Luftstromen die Verhaltnisse eines
in ruhender Luft bewegten Objektes nachahmen, so hat man den
grofiten Wert darauf zu legen, daB3 der Luftstrom den Versuchskérper
in moglichst gleichformiger und wirbelfreier Bewegung anstromt. Wir
wollen jetzt sehen, mit welchen Mitteln und wie weit dieses bei den
bestehenden Versuchseinrichtungen erreicht ist.

C. Windkaniile.
151. Die ersten (offenen) Windkaniile von Stanton und Riabouchinsky.
Der erste derartige Windkanal wurde von T. E. Stanton! 1903

1 Stanton, T.E.: On the Resistance of Plane Surfaces in Uniform Current
of Air. Min. Proc. Inst. Civ. Engs. Bd. 156. London 1903/04.
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im National Physical Laboratory zu London gebaut (Abb. 223).
Durch ein senkrecht gestelltes Fithrungsrohr (R) wird mittels eines
Ventilators (V) Luft angesogen, die den Versuchskorper (K) am unteren
Ende des Rohres trifft. Hier geht das Rohr in einen Kasten iiber, in
den eine empfindliche Waage eingebaut ist. Das Modell ist mit einem
diinnen Stiel an dem Waagebalken befestigt. Die erreichbare Luft-
geschwindigkeit betrug 9 m/s; der Luftstrom hatte einen Durchmesser
von 60 cm. Eine wesentliche Feststellung, die Stanton machte und
die spiater von Riabouchinsky bestatigt wurde, war die, daB der
Widerstand schon bei verhéltnisméfBig klei-
nen zur Stromung senkrecht gestellten Fla- /
chen durch die Rohrwandung beeinfluflt

wird. Bereits bei senkrecht zur Strom-
richtung angebrachten Flichen von mehr A
als 5 cm Durchmesser, d. h. bei einer Aus-
dehnung iiber 8% des Rohrdurchmessers, ~<46m >
nahm der Widerstand pro Flicheneinheit
stark zu.

Von Riabouchinsky! wurde nach \\\\i‘\\
den Vorschligen von N. E. Joukowsky '
1906 in Moskau eine fiir die damalige
Zeit auflerordentlich reichhaltig und viel-
seitig eingerichtete Versuchsanstalt fir
Luftuntersuchungen eingerichtet. Unter
anderm war ein tunnelartiger Luftkanal
von 1,20 m Durchmesser und 14,50 m

Lange gebaut. Die Modelle werden bei

dieser Versuchsanordnung in der Mitte des *"* %% Sy T B
Kanals angebracht, an welcher Stelle die

Rohrwinde durch zylindrische Glaswande ersetzt sind, so dal man das
Versuchsobjekt wahrend der Messung beobachten kann. Die Schwierig-
keit, einen geniigend gleichmafBigen Luftstrom zu erhalten, versuchte
man dadurch zu {iberwinden, da man die Eintrittséffnung des Rohres
mit einem gréferen Vorbau umgab, der den stérenden EinfluB des FuB-
bodens abschwichen sollte und auBerdem dadurch, daB man im Innern
des Rohres eine Anzahl Beruhigungsgitter anbrachte. Die so erhaltene
Geschwindigkeitsverteilung war bis auf etwa 4% der durchschnittlichen
Geschwindigkeit konstant. Die Geschwindigkeit konnte in den Gren-
zen von 1 m/s bis 6,50 m/s verindert werden. Auch bei dieser Ein-
richtung wird die Luft von einem Ventilator angesogen, da frithere
Versuche gezeigt hatten, daB ein angesogener Luftstrom sehr viel

! Riabouchinsky, D.: Bull. dé linstitut aérodynamique de Koutchino.
Fascicule I, IT et III. Moscou 1906, 1909.
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gleichméBiger ist als ein durch ein Rohr geblasener, der immer von
betrichtlichen Wirbeln durchsetzt ist.

152. Der erste (geschlossene) Gottinger Windkanal und der von
Stanton. Im Gegensatz zu dieser offenen Bauart, bei der die Luft an
der einen Seite aus dem Freien angesogen und nach dem Verlassen
des Versuchskanales an der anderen Seite wieder hinausgestoen wird,
wurde 1907—09 in Gottingen von L. Prandtl und 1910 im National
Physical Laboratory in London von T. E. Stanton die geschlossene
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Abb. 224. Erster geschlossener Windkanal nach L. Prandtl (1907 bis 1909).

Bauweise angewandt, bei der die vom Ventilator V ausgestofiene Luft,
nachdem sie durch besondere Einrichtungen beruhigt worden ist, der
Versuchsstelle wieder zugefiihrt wird. Die Luft kreist also, von einem
Ventilator in Bewegung gehalten, in einem geschlossenen ringartigen
Kanal. Die Gottinger Versuchseinrichtung von 19091, die seinerzeit
als Provisorium gedacht war, an der besonders die fiir eine spétere
grofle Modellversuchsanstalt notwendigen Erfahrungen gesammelt wer-
den sollten, besteht in ihrer urspriinglichen Form nicht mehr, sondern

1 Prandtl, L.: Bedeutung von Modellversuchen fiir die Luftschiffahrt und

Flugtechnik und die Einrichtungen fiir solche Versuche in Géttingen. Z. V. d. I.
Bd. 53, S.1711. 1909.
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wurde 1918 abgebrochen und neben der inzwischen (1916—17) erbauten
groBen Versuchsanstalt in etwas abgeanderter Form wieder aufgebaut?.

Die ehemalige Anlage bestand im wesentlichen aus einem ring-
formigen Kanal von 2 X 2m Querschnitt, in dem die Luft, durch
einen Ventilator bis zu einer Geschwindigkeit von 10 m/s angetrieben,
sich in geschlossenem Kreislauf bewegte (Abb. 224). Um eine mog-
lichst sanfte und verlustfreie Umlenkung der Luft (viermal um 90°)
zu gewéahrleisten, waren besondere Umlenkschaufeln angebracht. Die
Einrichtung zur Beruhigung der aus dem Ventilator austretenden Luft
bestand aus einem groben und einem feinen Gleichrichter (G bzw. G,)
sowie aus einem Sieb (S) vor 2 mm Maschenweite. Nachdem der Luft-
strom durch den feinen Gleichrichter (G,) sowie durch das Sieb ge-
niigend gleichférmig geworden war, traf er das an einer Waage mit

N~ I‘  ——
120m
e

Abb. 225. Geschlossener Windkanal nach T. E. Stanton (1910).

diinnen Drahten aufgehéngte Versuchsobjekt. Die Kanalwand war an
dieser Stelle mit Fenstern versehen, so daB man das Modell wihrend
des Versuches beobachten konnte. Trotz der in den Kanal eingebauten
Gleichrichter hatte die Geschwindigkeitsverteilung iiber dem Quer-
schnitt noch nicht den gewiinschten Grad von GleichméBigkeit. Erst
durch recht miihseliges und zeitraubendes ,,Retuschieren* am groben
Gleichrichter (Verengung der Offnungen durch Klappen) und am feinen
Gleichrichter (Anbringen von bremsenden Drahtbiigeln an den Stellen
zu grofler Geschwindigkeit) gelang es, die UnregelmaBigkeit auf etwa
1% der durchschnittlichen Geschwindigkeit herabzubringen. Bei der
Beschreibung der spiter gebauten groBen Versuchsanstalt werden wir
sehen, auf welche Weise mit wenig Mithe eine noch bessere Gleich-
miBigkeit in der Geschwindigkeitsverteilung zu erreichen ist.

Der 1910 von Stanton?2 erbaute Versuchskanal ist in Abb. 225 sche-
matisch dargestellt. Die vom Ventilator (V) aus dem inneren Kanal
angesogene Luft stromt durch den &duBeren Kanal, der den inneren

1 Ergebnisse der Aerodyn. Versuchsanstalt zu Gottingen. 2. Lief. Miinchen 1923.

2 Stanton, T. E.: Report on the Experimental Equipment of the Aeronautical
Department of the National Physical Laboratory. Rep. Advisory Committee
Aeronautics 1909—10. London 1910.
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allseitig umgibt, zum inneren Kanal, der die Versuchsobjekte enthéilt,
zuriick. In der Eintritts6ffnung dieses Versuchskanals, der einen Quer-
schnitt von 1,2 X 1,2 m besitzt, befindet sich eine Beruhigungsein-
richtung fir die vom -AuBlenkanal zustromende Luft. Die Modelle
werden in dhnlicher Art wie bei der fritheren englischen Anlage mit
einer diinnen Strebe am Waagebalken befestigt.

153. Der erste Eiffelsche Kanal mit freiem Strahl. Einen Fortschritt
in der Herstellung von kiinstlichen Luftstromen bedeutete die zuerst
von G. Eiffel! 1909 angewandte Bauart des freien Strahles. Ausgehend
von der Erwigung, daB das Ausweichen der Luft um einigermafen

Abb. 226. Der altere Eiffelsche Windkanal mit freiem Strahl (1909).

groBe Versuchskérper gehindert wird durch die Wiande des Versuchs-
kanals, lie Eiffel diese auf eine gewisse Lénge fort und ersetzte sie
durch ein groBles luftdicht abgeschlossenes Zimmer (Abb. 226). Durch
diese Anordnung war — im Gegensatz zu den iibrigen damaligen Ver-
suchsanlagen — der Luftstrom am MefBstand in allen seinen Teilen
unmittelbar zuginglich, was fiir das Befestigen der Modelle von nicht
zu unterschitzender Bedeutung ist.

Abgesehen davon hat der freie Strahl dem Kanal gegeniiber den
Vorteil, dafl der Druck lings des Strahles nahezu konstant, namlich
gleich dem der umgebenden ruhenden Luft ist, so dafl die Geschwindig-
keit des Strahles iiber die ganze Versuchsstrecke fast konstant ist,
wenn von den Randpartien, wo eine Durchmischung des Strahles mit
der ruhenden Luft stattfindet, abgesehen wird. Beim Kanal hingegen
wird wegen des Anwachsens der Grenzschicht der fiir die Kernstrémung
verbleibende Querschnitt kleiner, was auf eine Beschleunigung in der
Stromungsrichtung, also einen Druckabfall hinauskommdt.

1 Eiffel, G.: La Résistance de I'Air et I’Aviation. Paris 1910.
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Die von einem Sirokkoventilator (V) von 70 PS aus einer Halle (H)
angesogene Luft strémt durch die Diise (D), die am Austrittsende
einen Gleichrichter besitzt, in einem Strahl von etwa 1,50 m Durch-
messer durch den Versuchsraum (R) in den Auffangtrichter (4) zum
Ventilator. Von hier aus wird die Luft durch den Ventilator in einem
allméahlich sich erweiternden Kanal (K) wieder zur Halle (H) zuriick-
gefithrt. Der Versuchskoérper befindet sich in der Mitte des Strahles
etwa 1 m von dem Austrittsende der Diise (D) entfernt. Die Geschwindig-
keit im Strahl konnte von 5 m/s bis auf 20 m/s gesteigert werden. Da
die Luft in der Halle sich unter Atmosphéirendruck befindet, herrscht
nach dem Bernoullischen Gesetz im Strahl ein Unterdruck, der bei
20 m/s 25 mm W. S. betriagt. Da der Strahl geradlinig durch den Ver-
suchsraum (R) strémt, herrscht hier der gleiche Unterdruck, so daB3
dieser Raum gut abgedichtet sein mufl und wahrend des Betriebes
nur durch eine Schleusentiir betreten werden kann. 1914 hat Eiffel?
eine zweite groflere Versuchsanlage beschrieben, die sich jedoch von
der ersteren nicht grundsitzlich unterscheidet, jedoch ist hinter der
Versuchsstelle ein langer Diffusor angeordnet und ein Schrauben-
ventilator verwendet. Dem Luftstrahl von 2 m Durchmesser kann bei
dieser Anlage vermittels eines Schraubenventilators eine Geschwindig-
keit bis 40 m/s erteilt werden.

Die Bauart der Freistrahlanordnung wurde ebenfalls von R. Knol-
ler fiir das 1911—14 erbaute aeromechanische Laboratorium der
Technischen Hochschule zu Wien gewihlt. Von der Eiffelschen An-
ordnung unterscheidet sie sich unter anderem dadurch, daBl die Luft
aus dem Vorratsraum nicht durch eine Diise, sondern durch einen
besonders konstruierten jalousieartigen Leitapparat angesogen wird.
AuBerdem ist die Richtung des Strahles senkrecht von oben nach
unten.

154. Die neueren englischen Windkanile. Der 1910 von Stanton
gebaute geschlossene Windkanal (Abb. 225) hatte die unerwiinschte
Eigenschaft, gewisse zeitliche Geschwindigkeitsschwankungen (Pulsa-
tionen) zu besitzen. Ausfiihrliche Untersuchungen in dieser Richtung ?
filhrten schlieflich auf eine neue Kanalanordnung3, die prinzipiell
auch jetzt noch in England ausgedehnte Anwendung findet (Abb. 227).
Der in einer grolen Halle etwa 2 m iiber dem Boden aufgestellte Kanal

1 Eiffel, G.: Nouvelles Recherches sur la Résistance de I’Air et I’Aviation.
Paris 1914.

2 Bairstow, L. u. Harris Booth: An Investigation into the Steadiness of
Wind Channels. Rep. Advisory Committee Aeronautics 1912—13, S. 48. London
1913.

3 Bairstow, L., J. H. Hyde u. H. Booth: The New Four-Foot Wind Channel.
Ebenda S. 59.
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Zuginglichkeit der Modelle im freien Strahl hatten Versuche ergeben,
‘daB der Strahl gegeniiber dem Kanal auch etwas giinstiger ist hin-
gichtlich der Fehler, die besonders bei grofleren Objekten sich aus
den endlichen Abmessungen des Luftstromes ergeben.

Was die Druckverhiltnisse anbelangt, so war eine solche Bauart
gewdhlt worden, dafl im Strahl der normale AuBendruck und nicht
— wie bei der Eiffelschen Anlage — Unterdruck herrschte. Dadurch
konnte der Versuchsplatz offengehalten werden, so daf er in seiner
Zuginglichkeit in keiner Weise beeintrachtigt war.

Der Nachteil der Eiffelschen Bauart, daB die vom Ventilator in
den Ansaugeraum getriebene Luft vor die Strahldiise in unregel-
mifigen Stromungen gelangt und erst durch eine besondere Vorrich-
tung gleichgerichtet werden muB, wurde dadurch vermieden, daf die
vom Ventilator angesogene Luft in einem geschlossenen, sich zunachst
sehr allméhlich erweiternden Kanal zur Diise gefithrt wird. Abb. 228
und 229 zeigt die Kanalanordnung. Die vom Ventilator V angetriebene
Luft stromt, nachdem sie durch einige Leitschaufeln L noch gleich-
gerichtet ist, durch besonders konstruierte Umlenkschaufeln gefiihrt,
nach abwirts und durch ein zweites Schaufelsystem in den im Keller
gelegenen Umfithrungskanal von rechteckigem Querschnitt. Nach wei-
terer zweimaliger Umlenkung tritt die Luft in den Diisenraum von
4,5 X 4,5 m? Querschnitt, wird hier durch einen Gleichrichter G ge-
ordnet, beschleunigt sich in der Diise (2,24 m Kleinstdurchmesser)
entsprechend der Querschnittsverminderung auf den fiinffachen Betrag
der im Vorraum vorhandenen Geschwindigkeit und durchstrémt den
von beiden Seiten frei zuginglichen Versuchsplatz P als freier Strahl.
Von einem Auffangtrichter wieder aufgefangen, wird der Strahl in
einem Rohr dem Ventilator zuriickgefiihrt.

Ein besonderer Vorzug dieser Bauweise ist darin zu erblicken, daf3
das Beruhigen und Gleichrichten der zur Diise stromenden Luft in
einem relativ grofien Kanalquerschnitt (ca.20 m2) erfolgt, wodurch
nicht nur ein betrachtlicher Teil der hierzu sonst notwendigen Geblase-
leistung gespart, sondern auch ein sehr groBes Mafl von GleichmaBigkeit
der Geschwindigkeit im Strahl erreicht wird. Denn beriicksichtigt man,
daB der Querschnitt in der Druckkammer vor der Diise von 20 m?
auf 4 m? in der Diisen6ffnung abnimmt, mithin — wie schon erwéahnt —
die Geschwindigkeit im Strahl auf den fiinffachen Betrag derjenigen
in der Druckkammer zunimmt, so ergibt das eine Zunahme der Kki-
netischen Energie der Luftteilchen im Strahl um das 25fache gegen-
iber der lebendigen Kraft derselben Teilchen in der Druckkammer.
Die nach Beruhigung und Gleichrichtung des Luftstromes verbleiben-
den Ungleichm#Bigkeiten beziehen sich nur auf '/ der im Strahl
vorhandenen Energie, wihrend jedem Luftteilchen der gleiche Betrag
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von 2/y; seiner mittleren Energie im Strahl durch das Druckgefille in
der Diise mitgeteilt wird. Selbst wenn es nur gelinge, die UngleichmaBig-
keit der kinetischen Energie in der Druckkammer auf nur 50 %
herabzubringen, so wiirde das — da sich diese UngleichméBigkeit nur

[©ooooo IIITE ©00000)

i
A,

"
A
N 7
7N,
S MA

N
'
A,

AN,
I
T
I

—

Abb. 230. Neuere amerikanische Windkanalanlage in Langley Field, Va. (1928).

auf /zs der nachherigen kinetischen Energie im Strahl bezieht — eine
UngleichmaBigkeit der lebendigen Kraft im Strahl von 2%, d. h. eine
UngleichmiBigkeit der Geschwindigkeit in der Strahlrichtung von 1%
bedeuten.
156. Die Windkanile in den iibrigen Lindern. Ein wesentlich gréfie-
rer Windkanal wurde 1927 in Langley Field, Va., dem Zentrum der
18*
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aeronautischen Forschung in den Vereinigten Staaten, errichtet!. Abb. 230
zeigt in schematischer Weise die geschlossene Bauweise dieses Wind-
kanals mit einem Strahlquerschnitt von etwa 30 m2 In neuester Zeit
(1931) wird ein noch betrichtlich gréBerer Windkanal von ahnlicher
Konstruktion gebaut mit einem Strahlquerschnitt von etwa 120 m2.
SchlieBlich mége noch erwdhnt werden der nach den Angaben von
v. Karmén erbaute Windkanal in Pasadena in Kalifornien, der sich bei
sehr guter Turbulenzfreiheit durch einen besonders guten Wirkungsgrad
auszeichnet.

Auf die Windstromanlagen der iibrigen Lander — fast alle groferen
Staaten besitzen ihre eigenen Versuchseinrichtungen — einzugehen
eritbrigt sich, da die ausgefilhrten Anlagen sich mehr oder weniger den
beschriebenen Typen anlehnen. Eine Beschreibung der Windkanale
in Japan findet sich in den japanischen Reports?; einen Bericht tiber
die entsprechenden neueren Anlagen in RufBlland hat G. A. Ozeroff3
gegeben. :

Zwei Gesichtspunkte waren es vor allem, welche die Entwicklung
der Luftkanaltypen bestimmten: einerseits das Bestreben, einen mog-
lichst gleichméBigen, storungsfreien Luftstrom zu erhalten?, ander-
seits der Wunsch, die Messungen bei moglichst grofien Reynoldsschen
Zahlen vorzunehmen, um die mechanische Ahnlichkeit mit den wirk-
lichen Vorgingen zu wahren. Die letzte Forderung nach moglichst
grofBen Reynoldsschen Zahlen fiihrte zu immer gréferen Abmessungen
der Luftkanile [z. B. England mit 9,1 m? Querschnitt, USA. mit
120 m?] und zu immer gréBeren Geschwindigkeiten (Gottingen 52 m/s,
Moskau 80 m/s). Ein anderer Weg ist von M. Munk? eingeschlagen,
der bei maBigen Kanalabmessungen (1,52 m Durchmesser) und Luft-
geschwindigkeiten (20 m/s) dadurch zu hohen Reynoldsschen Zahlen
gelangt, daB er die dritte in Betracht kommende Grofe der Rey-

noldsschen Zahl, die kinematische Zahigkeit » = %— sehr klein macht.

1 Weick, F. E. u. D. H. Wood: The Twenty Foot Propeller Research Tunnel
of the N. A. C. A. Rep. 300 of the National Advisory Committee for Aeronautics.
Washington: 1928.

2 The Wind Tunnel Committee of the Aeronautical Council of Japan. The
Resistance of the Airship Models Measured in the Wind Tunnels of Japan. Rep. of
the Aeronautical Research Institute, Tokyo Imperial University. Nr.15. March, 1926.

3 Ozeroff, G. A.: The Central Aero-Hydrodynamical Institute. U. S. S. R.
Scientific-Technical Department Nr. 183 of the Supreme Council of National
Economy. Moscow: 1927 (russisch).

4 Vgl. auch C. Wieselsberger,: Uber die Verbesserung der Stromung in
Windkanélen. Vorgetragen auf der 108. Sitzung des Ver. d. Jap. Mech. Ing. am
19. 3. 1925. ’

5 Munk, M. u. E. W. Miller: The Variable Density Wind Tunnel of the
National Advisory Committee for Aeronautics. Rep. 227 and 228 of the N. A. C. A,
Washington: 1925.
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Er erreicht dies dadurch, daB er statt Luft von Atmosphérendruck
hochverdichtete Luft verwendet (bis 20 Atm.), wodurch die kinematische
Zahigkeit auf etwa /s sinkt, die Reynoldssche Zahl also bis auf das
20fache steigt. Es ergibt sich damit natirlich die Notwendigkeit, eine
nach auBlen vollstindig abgeschlossene Bauart zu wéhlen, wobei die
Kanalwinde von betriachtlicher Festigkeit sein miissen (Stahlwinde
von etwa 5 cm Plattenstirke), um einen Uberdruck von 20 Atm. aus-
halten zu kénnen. Abb. 231 zeigt in einer Schnittzeichnung den in den
Vereinigten Staaten gebauten Kanal in einer spater verbesserten Aus-
fithrung. Der Zugang zum Innern des Kanals und zur Waage erfolgt durch
die Tiir 7. Ein nicht zu unterschitzender Nachteil dieser Bauart ist die
schwere Zugénglichkeit zum Versuchsplatz und zu den Modellen. Die
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Abh. 231. Hochdruckwindkanal nach M. Munck.

Kraftmessung geschieht entweder automatisch durch Registrierappa-
rate oder dadurch, da von auBlen kleine elektrisch gesteuerte Motoren
die Waage be- oder entlasten, wobei die Waage durch kleine Fenster
von aullen beobachtet werden kann. Neuerdings ist in England ein
auf demselben Prinzip beruhender jedoch groferer Hochdruckwind-
kanal gebaut worden.

157. Befestigung der Modelle und Kraftmessung. Die wichtigste
Forderung fiir eine einwandfreie Aufhéngung der Modelle im kiinst-
lichen Luftstrom ist die, daB3 die Luftstrémung um das Modell durch
die Aufhingevorrichtung méglichst wenig beeinflut wird. Im wesent-
lichen sind es zwei prinzipiell verschiedene Methoden, die dieses mehr
oder weniger gut leisten; entweder wird das Modell an mehreren sehr
diinnen Stahldrahten aufgehingt, oder es wird von einer starren Strebe
getragen. In diesem Fall wird das Modell, wenn irgend méglich, an
derjenigen Stelle mit der tragenden Strebe verbunden, wo auch ohne
Strebe die Luft sich in Wirbelung befindet (bei einer Kugel z. B. an
der der Anstrémung abgewandten Seite), so daB die unvermeidliche
Storung durch die immerhin kraftige Strebe den Strémungszustand
nicht wesentlich &ndert.

Die zweite Forderung, die man an eine zweckmifBige Aufhinge-
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vorrichtung zu stellen hat, ist die Méglichkeit einer einfachen Uber-
tragung der auf das Modell wirkenden Luftkrafte. Bei einem beliebig
geformten Modell kommen entsprechend den 6 Freiheitsgraden eben-
soviel Kraftkomponenten in Frage. Abb. 232 zeigt das Modell eines
Flugzeugs im Luftstrom. Es ist iiblich, die auf das Modell wirkenden
Luftkrifte in folgende Komponenten bzw. Momente zu zerlegen:

1. Kraft in der Stromungsrichtung = Widerstand (W),

2. Kraft senkrecht zur Stréomungsrichtung in der Symmetrieebene

des Modells = Auftrieb (4),

3. Kraft senkrecht zum Widerstand und senkrecht zum Auftrieb

= Seitenkraft (),

4. Drehmoment um die Querachse, die die Richtung von § hat,

5. Drehmoment um die Hochachse (4),

6. Drehmoment um die Langsachse (W).

In den meisten Fallen handelt es sich jedoch um symmetrisch
geformte und zur Strémung symmetrisch gelegene Modelle (z. B. ein
Flugzeug im Flug geradeaus); dann fillt auch die
resultierende Luftkraft in die Symmetrieebene
und ist also durch 3 Komponenten ihrer Gréfe,
Richtung und Lage nach eindeutig bestimmt.
Die Seitenkraft sowie die Momente um die Hoch-
und Langsachse verschwinden, so daB nur der
Abb. 232. Die auf ein Flug- Widerstand, der Auftrieb sowie das Moment um
zeug wirkenden XKrifte.

die Querachse bleiben.

Was die Konstruktion der KraftmeBeinrichtungen betrifft, die durch-
weg als Hebelwaagen ausgebildet werden, so hat fast jede Luftkanal-
type ibre besondere Einrichtung. Es wiirde zu weit fithren, auf die
verschiedenen MeBeinrichtungen einzugehen, abgesehen davon, dafl die
angefiihrten Beschreibungen der Luftkanile der verschiedenen Lénder
mehr oder weniger ausfithrlich auch die konstruktiven Einzelheiten der
KraftmeBeinrichtungen enthalten. Nur auf zwei besonders typische
Einrichtungen wollen wir etwas ndher eingehen: auf die Dreikompo-
nentenwaage des Gottinger Windkanals und auf diejenige von Eiffel.
Wihrend in Géttingen die Modelle an diinnen Stahldrihten aufgehingt
werden, wird bei der Eiffelschen Anordnung das Modell von einer
stromlinienférmig ausgebildeten Strebe gehalten.

158. Die Gottinger Dreikomponentenwaage ist in Abb. 233 sche-
matisch dargestellt. Der Versuchskérper — in diesem Fall ein Trag-
fliigel — wird an den drei Punkten a, b, ¢ mit den Waagebalken der
beiden Waagen A4, und 4, durch diinne Stahldrahte verbunden. Im
Punkte a greifen 2 Drahte an, die in V-Form zur Waage A, fiihren,
ebenfalls greifen im Punkt ¢ 2 Dréhte an, die in gleicher Weise an dem
Waagebalken der Waage A, befestigt sind; von b fithrt ein einfacher
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Draht senkrecht nach oben zur Waage A;. Die Dréhte in V-Form in
a und ¢ haben den Zweck, ein seitliches Schwanken des ganzen Modells
zu verhiiten.

Soweit Auftriebskrifte zu messen sind — also besonders bei Trag-
fliigeln und Flugzeugmodellen — werden die Modelle umgekehrt, d. h. mit
der unteren Seite nach oben, aufgehingt, damit die dann nach unten
wirkenden Auftriebskrifte durch Zugspannung in den Awufhinge-
drahten den Waagen A, und A, iibertragen werden kénnen. Da bei
negativen  Anstellwin-
keln die Modelle in um-
gekehrter Lage auch
Krafte nach oben er-
fahren kénnen, die bieg-
samen Drihte diese aber
nicht aufzunehmen ver-
mogen, gibt man den
Aufhingedrahten von
vornherein  eine Vor-
spannung durch Spann-
gewichte G; und G,. Um
dabei den Versuchskor-
per nicht zu bean-
spruchen, sind diese
Spanngewichte in den
Punkten a, b und ¢ be-
festigt. Durch Austarie- J
ren der Waagen 4, und % J
Az (bei LUftStiHe) wer- Abb. 233. Gottinger Dreikomponentenwaage.
den die Spanngewichte
sowie das Gewicht des Modells und der Aufhéingevorrichtung elimi-
niert. Erfahrt jetzt das Modell im waagerechten Luftstrom einen Auf-
trieb, so ergibt die Summe der von 4, und 4, gemessenen Krafte
die GroBe dieses Auftriebs, wihrend die von 4, gemessene Kraft das
Moment um die Achse ab angibt.

Fiir die Messung des Widerstandes fithrt von der Mitte der Strecke
ab ein Draht d in entgegengesetzter Richtung der anstromenden Luft
zu einem Knotenpunkt K. Von hier aus geht ein Draht genau senk-
recht nach oben zur Widerstandswaage W und ein zweiter Draht,
unter 45° zur Windrichtung geneigt, nach unten zu einem festen Punkt P.
Durch die Zerlegung der Widerstandskraft nach diesen Richtungen
ist, wie aus Abb. 233 ersichtlich, die an der Waage W angreifende
Kraft gleich dem Widerstand. Auch dem Widerstandsdraht d wird eine
gewisse Vorspannung durch ein iiber eine Rolle laufendes Gewicht G
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erteilt. Der Widerstand der Aufhéngevorrichtung wird gesondert ge-
messen, indem statt des Modells ein Gestell von einfacher Form ein-
gehiangt wird, dessen Widerstand berechnet werden kann; der Wider-
stand des Modells 148t sich damit als Differenz berechnen.

Da es in vielen Fallen — besonders bei Tragflichen- und Flugzeug-
modellen — wichtig ist, die auf das Modell wirkenden Luftkrafte bei
verschiedenen Anblaswinkeln zu kennen, ist eine Einrichtung vor-
gesehen, diesen Winkel dndern zu koénnen, ohne die Aufhingung des
Modells selbst erneuern zu miis-
sen. Um dies zu ermoglichen, kann

£ die gesamte Waage 4, an dem
Hebel H durch Drehung um die
z Achse D gehoben oder gesenkt
[C‘\ I\) werden. Das dabei um die vordere
B ——rr——%&[ Achse ab gedrehte Modell kann
i 1 ! somit unter verschiedenen Winkeln
v R vom Winde getroffen werden. Da-
L E mit die hinteren Aufhingedrahte
UAY) bei dieser Drehung senkrecht blei-
! ben, ist nur dafiir zu sorgen, dafl
: die Entfernung des hinteren Auf-
! hingepunktes ¢ von der Achse ab
{ genau gleich der Entfernung der
| Waage A, von ihrer Drehachse D
4c ist. Ausfithrliche Angaben iiber die
Abb. 234. Schemati%l;; gSel:(izze der Eiffelschen Einzelheiten dieser MeBeinrichtun-
gen sowie iber die Eichungen und
etwaigen Fehlerquellen finden sich in der I. Lieferung der Gottinger
Ergebnissel.

159. Die aerodynamische Waage von Eiffel2. Abb. 234 zeigt das
Schema dieser Waage. Ein T-formiger Waagebalken 7', dessen waage-
rechte Arme in den Schneiden / und 17 endigen, tragt an einer Strebe S
den Versuchskorper (z. B. Tragfliche). Die Zugstange Z der Waage G
kann durch einen Exzenter E verkiirzt und verliangert werden, wo-
durch der Waagebalken 7', der an der Zugstange mittels Schneide
héngt, etwas gehoben oder gesenkt werden kann, so daBl er entweder
auf I oder auf II aufliegt. In dem einen Fall wird durch die Waage
das Moment um I, im anderen Falle das um /I gemessen.

Die Resultierende der auf das Modell ausgeiibten Luftkraft sei
der GroBe, Richtung und Lage nach durch den Vektor R gekenn-
zeichnet. Wir zerlegen die Resultierende wieder in die Komponente

G

§

1 Ergebnisse der Aerodyn. Versuchsanstalt zu Gottingen. 1. Lief. Miinchen: 1921.
2 Siehe FuBnote S.270.
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in Richtung der Windgeschwindigkeit und in die Komponente senk-
recht dazu, d. h. in Widerstand W und Auftrieb 4. Als charakteristisch
fiir die Lage der Resultierenden nehmen wir den Schnittpunkt O ihrer
Wirkungslinie mit der Senkrechten durch I. Bei Auflage des Waage-
balkens auf 7 und danach auf II erzeugen die Kraftkomponenten die
Momente

Die Aufstellung einer Momentengleichung um eine Achse C, die
symmetrisch zur Achse I liegt hinsichtlich der waagerechten Ebene
durch § als Symmetrieebene, liefert eine dritte Bestimmungsgleichung
fiir die Unbekannten 4, W und y:

M;=WQ2a—y).

Zu dem Zweck dreht man das Modell um 180° und macht in dieser
Stellung eine weitere Momentenbestimmung um I. Aus diesen drei
zu messenden Momenten, die an der Waage G abgelesen werden, er-
geben sich die gesuchten GréBen W, 4 und y zu:

My — M,

W= 2a ’

1
A =5 (M — Mp) + 5 (Mg — My),

— 2 M,
Y= =20y, —m, -

D. Sichtbarmachung von Stromungsvorgingen.

160. Prinzipielle Schwierigkeiten. Da wir es durchweg mit homo-
genen Flissigkeiten bzw. Gasen zu tun haben, liegt es im Wesen der
Sache begriindet, daB wir deren Bewegungsvorginge nicht direkt be-
obachten kénnen. Denn da sich bei homogenen Medien die einzelnen
Teilchen nicht ohne weiteres unterscheiden lassen, fehlt uns die Méglich-
keit, ein einzelnes Teilchen bei seiner Bewegung zu verfolgen und so
die Bahn, Geschwindigkeit usw. desselben zu erkennen.

Aus den Wirkungen der bewegten Fliissigkeit auf Fremdkdérper
(z. B. Staugerite) konnen wir zwar Riickschliisse ziehen auf gewisse
Mittelwerte des Bewegungszustandes (z. B. Geschwindigkeiten) der
Flussigkeit an denjenigen Stellen, an denen wir die MeBgerite an-
bringen. Um jedoch ein Bild von dem gesamten Strémungsverlauf zu
bekommen, um Kenntnis zu erhalten von der Gestalt der Stromlinien
oder der Bahnlinien, dazu sind diese Methoden meistens viel zu grob,
abgesehen davon, daf} die MeBapparate im allgemeinen nur o6rtliche
und vor allem auch nur zeitliche Mittelwerte liefern.
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Diese prinzipielle Schwierigkeit, die Bewegung von homogenen
Fliissigkeiten nur in ihrer Wirkung auf Fremdkorper beobachten zu
kénnen, 148t sich nicht umgehen. Man hilft sich damit, da man als
Fremdkoérper solche Stoffe nimmt, die zwar in gewissen Eigenschaften,
z. B. in ihrem Aussehen (der Farbe), sich von der betrachteten Fliissig-
keit unterscheiden, sonst aber wie Teile der Flissigkeit sich verhalten,
also die zu beobachtende Flissigkeitsbewegung nicht beeinflussen. So
kann man z. B. gewissen Teilchen einer Fliissigkeit einen Farbstoff zu-
figen und dadurch diese angefirbten Flissigkeitsteilchen von den
anderen unterscheiden, wobei die Dichte der gefarbten Fliissigkeits-
teile nicht wesentlich verschieden von derjenigen der iibrigen Flussig-
keit sein darf. Man macht also aus der homogenen Fliissigkeit eine
inhomogene Flissigkeit, wobei man jedoch dafiir zu sorgen hat, dafl
durch diese Inhomogenitéit der Stromungscharakter nicht beeinfluBlt
wird. Eine andere Methode, die besonders bei Bewegungsvorgingen
von Luft angewandt wird, ist die, daB man gewissen Teilen der sich be-
wegenden Luft Rauch beimischt, wobei auch hier wieder zu beachten
ist, daB der urspriingliche Stromungsvorgang durch die Zufithrung des
Rauches nicht zusétzliche Geschwindigkeiten erfahrt. Je nachdem es
sich um Gase oder um Fliissigkeiten handelt, sind die Methoden der
Sichtbarmachung des Bewegungsvorganges im allgemeinen verschieden.

Ein verhaltnisméBig einfaches Mittel, die wesentlichsten Ziige eines
Stréomungsvorganges von Gasen beobachten zu kénnen, bilden feine
Seidenfadchen, die — am Ende eines diinnen Stieles befestigt — in
die Stromung gehalten werden. Sie zeigen besonders bei stationidren
Bewegungen gut die Richtung der Geschwindigkeit am Ort des Fadchens
an. Durch Abtasten des Stromungsfeldes mit einem derartigen Seiden-
fadchen bekommt man ein recht gutes Bild iiber die Richtungen der
Geschwindigkeiten, d. h. iiber die Form der Stromlinien. Auch die Aus-
dehnung und Ausbreitung des Wirbelgebietes hinter einem umstrémten
Korper und &hnliche Vorginge lassen sich auf diese Weise qualitativ
erkennen.

161. Rauchbeimischung bei Stromungen von Gasen. Eingehendere
Kenntnis iiber die Einzelheiten von Stromungsvorgingen erhilt man
dadurch, daB man der anstromenden Luft teilweise Rauch beimischt,
den man aus besonderen in den Luftstrom gehaltenen Diisen aus-
treten laft. Abb. 34 und 35 der Tafel 14 zeigen photographische Auf-
nahmen dieser Art. Zur Raucherzeugung gibt es verschiedene Me-
thoden. So erhdlt man z. B. einen weiBen nebelartigen Rauch, der
sich von einem dunklen Hintergrund gut abhebt, wenn man mit
Salzsauredampf gesattigte Luft mit den Dampfen einer angewirmten
Ammoniaklésung mischt. Eine Einrichtung, wie sie in Gottingen zur
Herstellung von photographischen Rauchaufnahmen henutzt wird, ist
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in der II. Lieferung der Gottinger Ergebnisse! S.7 beschrieben. Eine
andere Methode stammt von Marey2.

Besonders gut lassen sich auch Wirbelringe, deren Bewegung und
gegenseitige Beeinflussung durch Rauchbeimischung kenntlich machen:
Ein allseitig geschlossener Kasten, dessen eine Seitenfliche am besten
aus einer straff gespannten elastischen Membran besteht, und in deren
gegeniiberliegender Seitenfliche sich ein kreisrundes Loch befindet,
wird mit Rauch gefiillt. Fithrt man nun auf die Membran einen leichten
Schlag aus, so tritt aus dem der Membran gegeniiberliegenden Loch
ein kreisférmiger Wirbelring, der sich in ruhender Luft sehr lange hilt,
da sich ein solches Gebilde in sehr stabilem Gleichgewicht befindet.
Schlagt man mehrere Male nacheinander auf die Membran, so treten
mehrere Wirbelringe aus dem Loch heraus, und man kann in sehr
deutlicher Weise die in Nr.90 des ersten Bandes dargelegte gegen-
seitige Beeinflussung der Wirbelringe beobachten.

162. Bewegungen in Grenzschichten. Um nihere Einzelheiten der
Stréomungsvorgénge von Luft zu erhalten, als sie die Anwendung von
Rauch zu geben vermag, da naturgemiB (besonders in den wirbligen
Gebieten) bald eine vollstindige Durchmischung des Rauches mit der
Luft stattfindet, hat Riabouchinsky? folgende Methode angewandt:
Die untersuchten Modelle (zylindrische Korper der verschiedenartigsten
Querschnitte) waren mit ihrer Grundfliche auf einer diinnen schwarzen
Eisenplatte befestigt, die mit einem sehr leichten hellgelben Pulver
(Lykopodiumpulver) bestreut war. Wurde jetzt der Korper auf der
Platte einem zur Platte parallelen Luftstrom ausgesetzt, wobei die
Eisenplatte durch einen Nefschen Hammer leicht erschiittert wurde,
so gab die Zeichnung des hellgelben Pulvers auf der schwarzen Grund-
platte in groBen Zigen das Stromlinienbild des umstromten Kérpers
wieder. Dabei ist jedoch zu beriicksichtigen, dal die anstromende Luft
durch die Grundplatte beeinflufit wird, so da8 die auf diese Weise ge-
wonnenen Bilder genau genommen den Strémungszustand in einer durch
die Platte verzdgerten Grenzschicht darstellen, wo auch die Richtung
der Stromung zum Teil erheblich von der der freien Stromung abweicht.

Der gleiche Einwand ist gegen eine andere Methode zur Sicht-
barmachung von Luftstromungen zu erheben, die von Fales? an-
gewandt wurde. In diesem Fall handelte es sich speziell darum fest-
zustellen, bei welchem Anstellwinkel eines angeblasenen Tragfliigels die

1 Ergebnisse der Aerodyn. Versuchsanstalt zu Géttingen. 2. Lief. Miinchen:1923.
2 Marey: Des mouvements de ’air lorsqu’il rencontre des surfaces de dif-
ferentes formes. Comptes Rendus Bd. 131, S.160. 1900. — Changements de di-
rection et de vitesse d’un courant d’air. Comptes Rendus Bd. 131, S. 1291. 1901.
3 Riabouchinsky: Bull. de 'Institut Aérodynamique de Koutchino. Fasc. 3,
S. 59. Moscow: 1909. '
4 Fales, E.N.: Visual Study of Flow. Washington: 1926.
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Stromung auf der Saugseite abzureien beginnt. Ein Tragfliigel von
weiBer Farbe, in dessen Mitte eine Scheibe senkrecht zur Tragfliche
angebracht war, wurde einschlieilich der Scheibe mit einer Suspension
von LampenruB8 in Petroleum bestrichen. Unter der Wirkung des
Windes flie3t dann das Petroleum iiber den Fliigel und langs der Scheibe,
wobei es entsprechend der Strémung in diinnen Rinnen die weile
Oberfliche des Tragfliigels hervortreten laBt.

Bei den Methoden zur Sichtbarmachung von Strémungsvorgingen
in Fliissigkeiten, z. B. Wasser, hat man zu unterscheiden, ob sich
die Beobachtungen auf Vorgénge im Innern der Fliissigkeiten erstrecken
sollen, oder ob es geniigt, die Bewegung der Fliissigkeit an der freien
Oberfliche zu verfolgen.

163. Dreidimensionale Fliissigkeitsbewegungen. Die erste Art der
Beobachtung ist in allen den Fillen erforderlich, wo es sich um typisch
dreidimensionale Bewegungsvorginge handelt. Man kann die Fliissig-
keitsstromung in diesem Fall dadurch kenntlich machen, daB man
gefiarbte Flissigkeit von gleichem spezifischem Gewicht wie die iibrige
Flissigkeit aus einer oder mehreren Diisen austreten 1aBt, wobei aller-
dings darauf zu achten ist, dafl der Farbstrahl beim Austritt aus der
Diise die gleiche Geschwindigkeit besitzt wie die aulen an der Diise
vorbeistreichende ungefirbte Fliissigkeit. Handelt es sich um Strémungs-
vorgange in Wasser, so kann man als Farbstoff z. B. Kaliumpermanganat
verwenden, oder man 16st passende Anilinfarbstoffe in wenig Alkohol
und mischt dies mit viel Wasser. Das spezifische Gewicht dieser Farb-
I6sungen kann man — sofern es sich als notwendig erweisen sollte —
durch Zusatz von spezifisch leichteren bzw. schwereren Flissigkeiten
gleich dem des strémenden Wassers machen. Sollen die Vorgénge photo-
graphisch festgehalten werden, so ist es praktisch, einen Farbstoff zu
verwenden, der das fiir das Aufnahmematerial aktinische Licht absor-
biert, z. B. das sehr intensiv firbende Dunkelkammerfilterrot der I. G.
Farben A.-G. In gewissen Fiéllen (besonders wenn der Hintergrund
dunkel ist) ist auch Magermilch als Farbfliissigkeit anwendbar.

Statt gefirbten Wassers kann man auch eine wéBrige Suspension von
sehr feinem Aluminiumpulver verwenden, das lingere Zeit in Wasser
schwebend bleibt, wenn man das Pulver, nachdem man es vorher mit etwas
Alkohol angefeuchtet hat, durch kriftiges Schiitteln in einer Flasche mit
Wasser durchmischt. Diese Methode hat gegeniiber der Farbmethode
noch den Vorteil, daB auch dann, wenn der Farbfaden sich bereits mit
dem iibrigen Wasser vermischt hat, die im Wasser suspendierten Alumi-
niumteilchen doch noch Einzelheiten der Strémung erkennen lassen?.

! Ermisch, H.: Strémungsverlauf und Druckverteilung an Widerstands-
- kérpern in Abhingigkeit von der Kennzahl. Abh. a. d. Aerodyn. Inst. d. Techn.
Hochschule Aachen, H. 6, S.21. Berlin: 1927.



Dreidimensionale Fliissigkeitsbewegungen. 285

Eine Methode, im Wasser die Bewegungsvorginge der dem um-
stromten Korper anliegenden Fliissigkeitsschicht sichtbar zu machen,
besteht darin, den Versuchskérper mit einer in Wasser leicht lsslichen
Farbschicht zu versehen oder auch mit kondensierter Milch an-
zustreichen. In diesem Zusammenhang sei auch die Methode von
H. Thoma! erwihnt, bei der die Bildung eines sichtbaren Niederschlags
bei der Diffusion eines auf die Koérperoberfliche gebrachten verdun-
stenden Stoffes mit einer chemischen Beimengung der Luft beniitzt
wird. Da die Diffusion denselben Gesetzen unterliegt, wie die Geschwin-
digkeitsinderung durch innere Reibung, erhilt man hier speziell eine
Farbung der Grenzschichten und der turbulenten Reibungsschichten.
Thoma umkleidete die Korper mit FlieBpapier, das er mit Salzsidure
trinkte und mischte der Luft Ammoniakdampf bei, wodurch in der
Diffusionszone ein weiler Nebel entstand. Eine andere Methode zur
Sichtbarmachung der Grenzschichtphinomene ist von L. F. G. Sim-
mons und N. 8. Dewey? in England angegeben worden. Hierbei wird
der Korper oder ein Teil von ihm mit Titantetrachlorid (TiCl,) bestri-
chen, das unter Bildung von weillen Nebeln verdampft.

Man kann auch die ganze Fliissigkeit, deren Bewegungsvorginge
untersucht werden sollen, vorher mit feinen Aluminiumteilchen durch-
mischen, nur mufl in diesem Falle die Suspension des Aluminium-
pulvers weniger dicht sein, damit man noch geniigend weit in das Innere
der Flissigkeit blicken kann.

Kommt es nicht so sehrauf dieBeobachtung des gesamten Stromungs-
vorganges an, sondern mehr auf die Bewegung einzelner Teilchen der
Flissigkeit, auf deren Bahnlinien usw., so ist es zweckm&fig, die Zahl
der suspendierten Teilchen wesentlich zu verringern und die einzelnen
Teilchen grofier zu machen. Ein Rezept zur Herstellung von derartigen
in Wasser schwebenden Kiigelchen stammt von Marey3: Man
mischt in passendem Verhiltnis Wachs (spezifisches Gewicht 0,958 bis
0,967) mit Harz (spezifisches Gewicht 1,07) und macht aus dieser
plastischen Masse kleine Kiigelchen, die man nach Art der pharma-
zeutischen Préparate versilbert. Diese glitzernden Kiigelchen miissen
ein wenig dichter als Wasser sein, so daB sie im Wasser langsam zu
Boden sinken. Es geniigt dann, nach und nach eine geringe Menge
Salzwasser zuzugiefen, bis die glitzernden Kugeln schweben.

1 Thoma, H.: Hochleistungskessel. Berlin: 1921.

2 Simmons, L.F.G. u. N.S.Dewey: Wind Tunnel Experiments with
Circular Discs, Reports and Memoranda of the Aeronautical Research Committee
Nr. 1334. London: 1931; Photographic Records of Flow in the Boundary Layer,
ebenda Nr. 1335.

3 Marey: Hydrodynamique expérimentelle. Comptes Rendus Bd. 116, S. 913.
1893.
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Eine andere in England vielfach angewandte Methode, die Be-
wegung von einzelnen Teilchen in einer Fliissigkeit sichtbar zu
machen, besteht darin, kleine Oltrépfchen mittels eines besonderen
Zerstaubers in die stromende Fliissigkeit an einen stromaufwirts ge-
legenen Ort zu bringen und diese Tropfchen von einer bestimmten
Richtung aus kriftig zu beleuchten. Zur Herstellung der Oltrépfchen
hat sich z.B. als brauchbar ein Gemisch von Olivensl und Nitro-
benzol oder auch ein Gemisch von Tetrachlorkohlenstoff und Xylol
erwiesen. )

164. Zweidimensionale Fliissigkeitsbewegungen. Wesentlich einfacher
als die Sichtbarmachung von Strémungsvorgingen im Innern von
Flissigkeiten ist es, die Bewegung auf der Oberfliche von Fliissig-
keiten zu verfolgen. Dies geniigt im allgemeinen dann, wenn es sich
um zweidimensionale Stromungsformen handelt. Bewegt man z. B. in
einem mit Wasser gefiillten Tank einen zylindrischen Kérper, dessen
untere Grundfliche mit dem Boden des Tanks und dessen obere Fliche
mit dem Wasserspiegel abschlieBt, so ist der Stromungszustand in
Ebenen parallel zur Wasseroberfliche der gleiche und — wenn man
von den Oberflichenkriften des Wasserspiegels absieht — derselbe
wie in der Wasseroberfliche. Man kann allerdings in diesem Zusammen-
hang die Oberflichenkrifte nur dann vernachlissigen und damit von
den beobachteten Bewegungsformen in der Wasseroberfliche auf die
im Innern der Flissigkeit schlieBen, wenn der Wasserspiegel absolut
sauber ist. Schon die Beriithrung der Wasseroberfliche mit kaum fett-
haltigen Gegenstinden (z.B. der Hand) oder auch eine stundenlange
Beriihrung des Wasserspiegels mit der Luft und den darin enthaltenen
Staubteilchen kann geniigen, die Wasseroberfliche zur Sichtbarmachung
der Stromungsvorgénge im Innern unbrauchbar zu machen. Ein gutes
Kriterium, ob die Oberfliche sauber genug ist, um die Bewegungen
im Innern des Wassers richtig wiederzugeben oder ob sie erneuert
werden mufl (am einfachsten durch Verwendung eines Uberlaufs), ist
das folgende: Man bestreut die Oberfliche mit etwas Aluminiumpulver
oder dergleichen und blast leicht in senkrechter Richtung auf den
Wasserspiegel, so dafl an dieser Stelle die Aluminiumteilchen nach
allen Seiten ausweichen und in der Bestreuung ein kreisrundes Loch
entsteht. Bleiben jetzt die Aluminiumteilchen in dieser Lage liegen,
so ist die Oberfliche sauber; schlieBt sich das Loch in der Bestreuung
von selbst wieder zusammen, so ist die Wasseroberfliche unsauber und
muf} erneuert werden.

1 Eden, C. G.: Investigation by Visual and Photographic Methods of the
Flow past Plates and Models. Rep. of the N. A. C. A. 1911/12, 8. 97. London: 1912.
Relf, E. E.: Photographic Investigations of the Flow round a Model Airfoil.
Ebenda 1912/13, S.133. London: 1913.
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Bei einwandfreier Oberfliche lassen sich Stromungsvorginge in allen
ihren Einzelheiten auBerordentlich gut verfolgen, wenn man den Wasser-
spiegel mit einem feinen Pulver, etwa mit dem schon mehrfach er-
wéahnten Aluminiumpulver oder mit Lykopodiumpulver (Barlappsamen)
bestreut. Fr. Ahlborn! hat als erster um 1900 eine groBe Anzahl
von schénen Stromungsbildern in dieser Weise hergestellt. Spater hat
Rubach? die Entstehung des Wirbelpaares hinter bewegten zy-
lindrischen Kérpern nach dem gleichen Verfahren photographisch fest-
gehalten. Auch die meisten der vom Verfasser hergestellten photo-
graphischen Aufnahmen in diesem Bande sind auf diese Art hergestellt.

Um zu vermeiden, daBl unter der Wirkung des Randwinkels, der
sich an der Beriithrungsstelle des Wasserspiegels mit dem umstrémten
Korper bildet, die dem Kérper unmittelbar benachbarten Aluminium-
teilchen sich von ihm entfernen, ist es zweckmifig, den Koérper an
dieser Stelle mit einer diinnen Paraffinschicht zu tberziehen. Dadurch
kann man es erreichen, dafl die Stérungen durch den Randwinkel
vollkommen verschwinden, so daB die Flissigkeit senkrecht auf die
Wandung des Korpers trifft. Man hat es sogar in der Hand, durch
geringes Senken des Korpers einen negativen Randwinkel zu erzeugen,
was in manchen Fillen wiinschenswert ist. Befindet sich namlich der
Korper relativ zum Wasser zunédchst in Ruhe, so reichern sich in diesem
Falle die Aluminiumteilchen in der unmittelbaren Umgebung des
Korpers an. Bei Eintritt der Bewegung erkennt man dann deutlich
wie in Abb.7 der Tafel 4, was im Laufe der Zeit aus dieser dem
Korper anliegenden Grenzschicht wird.

Eine andere Methode, die Bewegung von stromendem Wasser sicht-
bar zu machen, hat L. Prandtl® 1904 erstmalig angewandt. Er
benutzte als Flissigkeit eine sehr feine Suspension eines aus feinen
Bliattchen bestehenden Minerals (Eisenglimmer) in Wasser. Alle De-
formierungen des Wassers, also besonders alle Wirbel, treten durch
einen besonderen Glanz hervor, der durch die gleiche Orientierung
der Blattchen an einzelnen Stellen bedingt ist.

Ein nicht unbetriachtlicher Nachteil dieser Methoden der Beob-
achtung der Flussigkeitsoberfliche besteht allerdings darin, da schon
bei verhiltnismaBig kleinen Geschwindigkeiten Kapillarwellen auf-
treten, bei Wasser bereits bei einer Geschwindigkeit von 23,3 cm/s.
Einen Kreiszylinder, bei dem an gewissen Stellen etwa die doppelte

1 Ahlborn, F.: Uber den Mechanismus des hydrodynamischen Widerstandes.
Abh. a. d. Gebiet d. Naturwiss. Bd. 17. Hamburg: 1902 oder: Jahrb. Schiffsbaut.
Ges. 1904/05/09.

2 Rubach, H.: Uber die Entstehung und Fortbewegung des Wirbelpaares
bei zylindrischen Korpern. Diss. Gottingen 1914, Forschungsheft des V.D.I.

H. 185. 1916.
3 Vgl. FuBnote S.74.
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Geschwindigkeit der Fortschreitungsgeschwindigkeit auftritt, kann
man also hochstens mit 11 bis 12 em/s durch die Wasseroberfliche
bewegen, wenn man das Auftreten von Kapillarwellen vermeiden will.
Wegen dieser geringen Geschwindigkeit ist auch das Vorhandensein
eines Wasserspiegelgefilles in den meisten Féllen ohne wesentliche Be-
deutung fiir das Stromungsbild.

Bei Anwendung von groferen Geschwindigkeiten ist man gezwungen,
den Versuchskérper ganz unter Wasser zu bewegen und statt der Ober-
fliche eine im Innern der Fliissigkeit gelegene Fliche zur Sichtbar-
machung der Stromung heranzuziehen, was versuchstechnisch aller-
dings nicht immer einfach ist. Am besten kommt man in diesem Falle
noch zum Ziel, wenn man stromaufwirts zum Versuchskorper mittels
Zerstauber kleine Oltrépfchen aus einem Gemisch von Olivensl und
Nitrobenzol dem Wasser beimischt und das Wasser in einer diinnen
Schicht senkrecht zum Versuchskorper beleuchtet. Gerade bei Benut-
zung von Olivensl und Nitrobenzol werden nur die zur Beobachtungs-
richtung senkrecht vom Licht getroffenen Oltropfen gut sichtbar.
Diese Methode hat gegeniiber der Verwendung von Wachs-Harzkiigel-
chen den Vorteil, da die oberhalb der beleuchteten Ebene befindlichen
Oltropfchen die Beobachtung der Bewegungsvorginge in der beleuch-
teten Schicht nur wenig beeintrichtigen.

165. Uberlegenheit der photographischen Aufnahmen gegeniiber der
Beobachtung. Abgesehen davon, dafl photographische Aufnahmen von
Stromungsvorgdngen in weit groBerem Male zur Bestétigung von
Theorien herangezogen werden kénnen als eine Beschreibung von Be-
obachtungen dieser Vorginge, liefert die Photographie in manchen
Fallen Stromungsbilder, die durch die Beobachtung nicht ohne weiteres
zu erhalten sind.

Wie wir bereits in Nr. 37 des ersten Bandes sahen, ist es fiir die
Form der Stromlinien wesentlich, welches Bezugssystem der Strémung
zugrunde gelegt wird. Bewegt man beispielsweise einen Tragfliigel durch
Wasser mit seiner Querschnittsfliche parallel zum Wasserspiegel, so
sind die Stromlinien, die man in diesem Fall durch Aufstreuen von
Aluminiumpulver auf die Wasseroberfliche kenntlich machen kann,
verschieden, je nachdem man die Bewegung auf ein mit der ungestérten
Flissigkeit oder auf ein mit dem bewegten Tragfliigel ruhendes Ko-
ordinatensystem bezieht. Im ersteren Falle hat das Stromlinienbild die
aus Abb. 52 der Tafel 21 ersichtliche Gestalt (hier befand sich der pho-
tographische Aufnahmeapparat relativ zur ungestorten Fliissigkeit in
Ruhe); im zweiten Fall haben die Stromlinien desselben Stromungs-
vorganges die in Abb. 50 der Tafel 20 dargestellte Form (bei dieser
Aufnahme war die Kamera relativ zum Tragfligel in Ruhe, bewegte
sich also mit dem Tragfliigel relativ zum Wasser). Die Beobachtung
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ergibt nun im allgemeinen — d. h. dem nicht besonders geiibten Beob-
achter — immer nur Stromlinienbilder der zweiten Art, da das be-
trachtende Auge unwillkiirlich dem sich. bewegenden Objekt folgt.

AuBerdem ist es natiirlich wesentlich bequemer und leichter, auf
einer Photographie die Einzelheiten der Strémung in aller Ruhe zu
betrachten als beim Strémungsvorgang selbst, wo — wenigstens bei
nicht stationiren Bewegungen — die Stromungsformen sich héufig so
schnell dndern, daB das Auge die Einzelheiten nicht aufzunehmen ver-
mag. Beriicksichtigt man ferner, dal durch Kinoaufnahmen, evtl.
auch durch Zeitlupenaufnahmen, der Eindruck der Bewegung jederzeit
wieder vorgefiihrt werden kann — und gerade eine mehrmalige Vor-
fithrung desselben Stromungsvorganges ist besonders instruktiv —, so
erkennt man, daf3 wir in den photographischen Methoden ein wertvolles
Hilfsmittel zum Studium von Strémungserscheinungen besitzen.

166. Stromlinien, Bahnlinien. Da die oben erwihnten -Bilder einer
Stromung um einen Tragfliigel Stromlinien darstellen, ist — streng
genommen — nicht ganz richtig. Die kiirzeren oder lingeren Striche
auf den Bildern entstehen ja dadurch, daB die einzelnen hellbeleuchteten
Aluminiumteilchen bei ihrer Bewegung wahrend der Belichtungszeit
auf die photographische Platte einwirken, gewissermaBen auf der Platte
ihre Bahn aufzeichnen. Man miiite also, genau genommen, von Bahn-
linjenbildern sprechen. Da aber die Wegrichtung eines Aluminjium-
teilchens wihrend eines Zeitelementes, d.h. wéhrend einer geniigend
kurzen Belichtungszeit, angenéhert gleich der Richtung der Geschwindig-
keit, und da die GroBe des Wegstiickes dem Betrag der Geschwindigkeit
proportional ist, so konnen wir niherungsweise von Stromlinienbildern
sprechen, und zwar mit um so gréferer Berechtigung, je kiwrzer die
Belichtungszeit ist im Verhéltnis zur zeitlichen Anderung des gesamten
Geschwindigkeitsfeldes.

Ist das Geschwindigkeitsfeld von der Zeit unabhéngig, d. h. haben
wir eine stationdre Stromungsform, so sind — wie wir in Nr. 35 des
ersten Bandes gesehen haben — Stromlinien und Bahnlinien identisch
und wir wiirden auch bei langerer Belichtung Stromlinienbilder erhalten
(Abb. 50 der Tafel 20). Bei nicht stationiren Bewegungen (Abb. 52 der
Tafel 21), bei denen also das Stromlinienbild sich mit der Zeit dndert,
geben, wie gesagt, nur kurze Momentaufnahmen angendhert Stromlinien-
bilder, wihrend eine lange Belichtungszeit die Bahnen der einzelnen be-
leuchteten Teilchen wiedergibt, die im allgemeinen ein sehr verworrenes
und wenig iibersichtliches Bild liefern. (Eine Auswertung von zeitlich auf-
einanderfolgenden Stromlinienbildern kommt auf eine Anwendung der
Eulerschen Methode hinaus, wihrend die Analyse der Bahnlinien die
Lagrange-Methode erfordert, vgl. Nr. 34 des ersten Bandes.)

Sobald es sich um riaumliche Strémungsvorgénge handelt, also bei

Tietjens, Hydromechanik II. 19
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Rauchaufnahmen in Luft oder besonders bei Aufnahmen von Be-
wegungen im Innern einer Fliissigkeit, ist es sehr zweckmiBig, ja in
den meisten Fillen notwendig, Sterecaufnahmen herzustellen.

167. Zeitdehner und Zeitraffer. Um sich den Eindruck der Be-
wegung von Flissigkeitsstromungen jederzeit wieder vergegenwirtigen
zu koénnen, kann man mit Vorteil von den Methoden der Kinemato-
graphie Gebrauch machen. Handelt es sich um so schnelle Bewegungen,
daf3 das Auge den einzelnen Vorgidngen nicht folgen kann, so hat man
in dem sogenannten Zeitdehner (Zeitlupe) ein Mittel, bei der Pro-
jektion auf die Leinwand den Bewegungsvorgang wesentlich langsamer
erscheinen zu lassen, so daB die Einzelheiten der Strémung deutlich
erkennbar werden. Wihrend namlich bei der gewohnlichen Kinemato-
graphie die Anzahl der in der Sekunde aufgenommenen Bilder gleich
der Anzahl der in der Zeiteinheit auf die Leinwand projizierten Bilder
ist (etwa 16-bis 20 in der Sekunde), werden bei der Zeitlupe sehr viel
mehr Bilder in der Sekunde aufgenommen (bis 500 Bilder/Sek., bei
besonderen Versuchsreinrichtungen bis 2000 Bilder und mehr)?, als
spater im Wiedergabeapparat projiziert werden. Dadurch erscheint der
Bewegungsvorgang in dem Mafie verlangsamt, in welchem das Auf-
nahmetempo groBer ist als das Wiedergabetempo; bei z. B. 320 Auf-
nahmebildern in der Sekunde und dem normalen Wiedergabetempo
von 16 Bildern in der Sekunde scheint also die Bewegung 20mal so
langsam vor sich zu gehen wie in Wirklichkeit. Fir noch schnellere
Bewegungsvorginge, bei denen eine derartige Verlangsamung noch nicht
geniigt, um Einzelheiten erkennen zu lassen — z. B. bei Stromungs-
erscheinungen um fliegende Geschosse oder bei explosionsartig vor sich
gehenden Erscheinungen (Kavitation) — mufl die Anzahl der in der
Sekunde aufgenommenen Bilder noch gréBer sein. Hier kommen neben
Spezialaufnahmeapparaten besonders die in der Ballistik ausgebildeten
Methoden der intermittierenden Beleuchtung durch den elektrischen
Funken in Anwendung, die es ermdglichen, bis 40000 Bilder und mehr?2
in der Sekunde aufzunehmen?. Unter Benutzung mehrerer Objektive
laBt sich die Bildfrequenz nahezu beliebig steigern? bis zu einem Zeit-

1 Thun, R.: Anwendung und Theorie des Zeitdehners. Z. V. d. L. S. 1353. 1926.

2 Die obere Grenze der Bildzahl in der Sekunde ist nicht so sehr in der er-
reichbaren Frequenz der Funken bedingt (die bis zu 100000 in der Sekunde gesteigert
werden kann), sondern vielmehr in den Festigkeitseigenschaften des Filmes, der
mit auBerordentlicher Geschwindigkeit bewegt werden muB, wenn die einzelnen
Bildchen nicht zu schmal werden sollen. Bei 5000 Bildern/s und nur 10 mm Bildbreite
ergibt sich bereits eine Fortbewegungsgeschwindigkeit des Filmbandes von 50 m/s.

3 Terazawa: Kinematographic Study on Aeronautics. Rep. of the Aero-
nautical Research Institute, Tokyo Imperial University, Bd.1, S.8. 1924.

4 Cranz, C. u. H.Schardin: Kinematographie auf ruhendem Film mit
extrem hoher Bildfrequenz. Z. Physik Bd. 56, S.147. 1929.
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intervall von ein Dreimillionstel einer Sekunde zwischen zwei auf-
einander folgenden Bildern.

Die entgegengesetzte Wirkung der Zeitlupe hat man in dem so-
genannten Zeitraffer, bei dem weniger Aufnahmen in der Sekunde
aufgenommen als spiter vorgefithrt werden!. Ein dadurch bewirktes
zeitliches Zusammenraffen des Stromungsvorganges kann erwiinscht
sein bei sehr langsam vor sich gehenden Bewegungen, z. B. bei Wolken-
bewegungen. Nimmt man beispielsweise einen derartigen Vorgang von
etwa 50 Minuten Dauer auf, indem man aller 5 Sekunden ein Film-
bildchen belichtet, so spielt sich bei normalem Wiedergabetempo
(20 Bilder in der Sekunde) dieser in Wirklichkeit 50 Minuten dauernde
Vorgang in etwa 30 Sekunden ab, so daB man das Charakteristische
der Wolkenbewegung gut erkennen kann.

168. Zeitfilmbilder. Da die einzelnen Filmbildchen kurze Moment-
aufnahmen sind (bei normalem Aufnahmetempo etwa /s Sekunde),
so gibt das einzelne Bild im allgemeinen keinen AufschluB} tiber den
Stromungszustand der aufgenommenen Bewegung. Haben wir z. B.
eine Strémung um einen durch Wasser geschleppten Korper (zwei-
dimensional), wobei die Bewegung der Wasseroberfliche durch auf-
gestreutes Aluminiumpulver sichtbar gemacht sein mége, so liefert das
einzelne Filmbildchen nur den jeweiligen Bestreuungszustand auf der
Wasseroberfliche. Die Geschwindigkeiten der Aluminiumteilchen sind
zu klein, um in der geringen Belichtungszeit von */s Sekunde erkennbare
Striche auf dem Film zu hinterlassen, sie erscheinen vielmehr als Punkte.

Dreht man die Kurbel des Kinoapparates langsamer, so daB etwa
2 Bilder in der Sekunde aufgenommen werden, entsprechend einer Be-
lichtungszeit von ungefihr /s Sekunde fiir ein Bild (etwa die gleiche
Zeit wird fir den Transport des Filmes von einem Bild zum nichsten
benétigt), so kénnen sich — je nach der Geschwindigkeit des geschleppten
Korpers — schon deutliche Stromlinienbilder ergeben. Ein einzelnes
Aluminiumteilchen wiirde dabei auf jenem Filmbildchen einen seiner
Geschwindigkeit entsprechenden Strich verursachen. Legt man eine
Anzahl derartiger Filmbildchen genau aufeinander, so wiirde sich
in der Durchsicht eine gestrichelte Linie ergeben. Die einzelnen
Strichelchen sind durch Zwischenriume, die durch das SchlieBen des
Objektives wihrend des Filmtransportes bedingt sind, voneinander ge-
trennt, und zwar ist die Lange der Striche sowie die der Zwischenridume
proportional der Geschwindigkeit, die das Aluminiumteilchen an den
entsprechenden Stellen hatte.

Um die Zwischenrdume zwischen den einzelnen Strichelchen zu ver-
ringern, um gleichsam die Interpolationsmoglichkeit der auf diese Art
hergestellten zeitlich aufeinanderfolgenden Stromlinienbilder zu ver-

1 Neumann, H.: Zeitrafferaufnahmen. Kinotechnik Bd. 9, S. 173. 1927.
19%*
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bessern, ist nach Angabe von L. Prandtl ein normaler kinemato-
graphischer Aufnahmeapparat (im wesentlichen durch Einfiigung eines
Malteserkreuzes in das Getriebe) derart umgebaut!, daB die zum
Transport des Filmbandes benotigte Zeit betrachtlich gekiirzt wird
(nur etwa /1. der Zeit eines Bildes ist zum Transport nétig, wiahrend
1/, fiir die Belichtung verbleiben). Abb. 7, 8 und 9 auf Tafel 4, 5
und 6 zeigen eine Reihe von Stromlinienbildern, die vom Verfasser
mit dieser Aufnahmeapparatur hergestellt wurden.

Erwihnen wollen wir noch, daB es in vielen Fillen — besonders
auch bei normalen Kinoaufnahmen von Strémungsvorgingen — von
Vorteil sein kann, Wegmarken, MaBstibe oder auch Uhren gleich-
zeitig mit aufzunehmen.

169. Technische Einzelheiten. Da es im allgemeinen wiinschenswert
ist — bei Wahrung aller Einzelheiten des Strémungsvorganges —
moglichst kontrastreiche Bilder zu bekommen, ist es wichtig, den Hinter-
grund der hellbeleuchteten Strémung moglichst schwarz erscheinen zu
lassen. Hierfiir eignet sich schwarzer Samt besonders gut, da nur etwa
100 bis Y20 des auffallenden Lichtes reflektiert wird, wiahrend bei
mattschwarzlackiertem Metall oder schwarzem Papier ungefihr /1
des auffallenden Lichtes zuriickstrahlt.

Ferner ist es zur Erzielung von kontrastreichen Bildern giinstiger,
kraftige (aktinische) Beleuchtung und lichtstarke Objektive zu wahlen
als sehr empfindliches Platten- oder Filmmaterial. Am besten eignen
sich wenig empfindliche und daher klar arbeitende Platten (Diapositiv-
oder Kontrastinplatten; als Kinofilmmaterial: Positivfilm), da deren
Schwarzungskurve (Schwéirzung als Funktion der Beleuchtungsstirke)
wesentlich steiler ist als die der Ultrarapidplatten oder hochempfind-
licher Portratplatten. Abgesehen davon hat die Schicht der weniger
empfindlichen Platten ein viel feineres Korn als die der hochempfind-
lichen, was fiir starke VergroBerungen (Projektion von einzelnen Film-
bildern) von wesentlicher Bedeutung sein kann. Geniigt die Emp-
findlichkeit des an und fiir sich weniger empfindlichen, aber feinkérnigen
Aufnahmematerials nicht, so kann man es durch Sensibilisierungsbider
bis auf die 30- bis 40fache Empfindlichkeit bringen, ohne daB das
Korn der photographischen Schicht vergrofert wird2. Besteht groBe
Gefahr der Unterbelichtung, so kann es sich empfehlen, durch so-
genanntes Vorbelichten den Schwellenwert des Aufnahmematerials zu

1 Prandtl, L. u. O. Tietjens: Kinematographische Strémungsbilder. Natur-
wissensch. Bd. 13, S.1050. 1925. _

2 Guilleminot, P.: Hypersensibilisierung und Ultrasensibilisierung. Rev.
Franc. de phot. et de ciném. (1927) T 8, Nr. 181. — Sheppard, S. E.: Zur
Steigerung der Empfindlichkeit von Silberhaloidemulsionen. Phot. Ind. (1925)
S. 1032.
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erniedrigen. Zu dem Zweck wird die Platte bzw. der Film mittels einer
lichtschwachen Lichtquelle (z. B. Petroleumlampe) so kurze Zeit be-
lichtet, daB3 diese Belichtung allein gerade noch keine Schwirzung oder
Schleier auf der Platte bewirkt.

Was die Wahl des Objektivs anbetrifft, so kann man im allgemeinen
trotz der geringen Entfernung vom Objektiv zum Gegenstand sehr
lichtstarke Objektive anwenden (besonders wenn sie kurze Brenn-
weite besitzen, z. B. Kinoobjektive), da die Anforderungen hinsichtlich
Tiefenschirfe durchweg gering sind. In allen Fallen ist ein gut korrigierter
Doppelanastigmat am geeignetsten.

Die kiinstlichen Beleuchtungsquellen fiir photographische Aufnahmen
sind sehr verschiedenartig. Es kommt dabei weniger auf groBe Helligkeit
der Lichtquelle an (entsprechend einem grofien Reichtum an gelbem
Licht), sondern darauf, daBl moglichst aktinisches Licht ausgestrahlt
wird, d. h. Lichtstrahlen solcher Wellenldnge, die auf das Aufnahme-
material chemisch einwirken. Fir die gewdéhnlichen (d. h. nicht be-
sonders sensibilisierten) Platten liegt das Maximum der Empfindlichkeit
bei etwa A = 400 bis 420. Ein derartiges Licht wird in reichem MaBe
von Quecksilberdampflampen und von elektrischen Bogenlampen aus-
gesandt. Viel weniger eignen sich Metallfadenlampen, die bei gleicher
Helligkeit, bzw. bei gleichem Wattverbrauch bedeutend weniger ak-
tinisches Licht geben. Unter den Bogenlampen verdienen besonders die-
jenigen mit eingeschlossenem Lichtbogen, die sogenannten Kopier-
bogenlampen, den Vorzug. Ihre aktinische Wirkung ist bei gleichem
Wattverbrauch noch etwa 3- bis 4mal so grof wie diejenige der offenen
Bogenlampen. Fiir kurze Momentaufnahmen ist das sogenannte Blitz-
lichtpulver (etwa /2o Sekunde Belichtungszeit) sehr geeignet, da sich
hiermit eine groBe Lichtintensitdt mit relativ einfachen Mitteln her-
stellen 1af3t. Will man die Verbrennungszeit des Blitzlichtpulvers und
damit die Belichtungszeit verlingern — wie es beim Herstellen von
Stromlinienbildern im allgemeinen notwendig ist —, so kann man das
dadurch erreichen, daf man eine passende Mischung von Blitzlicht-
pulver und Zeitlichtpulver verwendet.

Die Methoden des Entwickelns, Fixierens usw. sind die normalen,
nur ist zu beachten, dal man haufig die in den Lehrbiichern gemachten
Angaben nicht verwerten kann, da es sich dort im allgemeinen darum
handelt, ein in den Toénen abgeglichenes Bild zu erhalten, wihrend in
unserem Falle moglichst kontrastreiche Bilder erwiinscht sind. Als
Entwickler ist meistens Hydrochinon wegen der groBeren Schwirzung,
die es hervorruft, allen anderen Entwicklersubstanzen vorzuziehen,
und zwar in manchen Fillen in einer Zusammensetzung, wie sie bei
der Kinofilmentwicklung fiir Titel angewandt wird. Bei starker Unter-
belichtung wird man bis etwas iiber die Schleiergrenze entwickeln, den
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Schleier mit Farmanschem Abschwicher fortnehmen und kraftig mit
Uran verstarken. Trotz der manchen Tiicken, die der Uranverstarker
besitzt, eignet er sich fiir die Herstellung sehr kontrastreicher Negative
vorziglich.

Als Material fiir Kontaktkopien bzw. VergroBerungen kommt hart
arbeitendes, hochglinzendes Gaslichtpapier in Frage, das eine sehr
steile Schwirzungskurve besitzt!l. Der Schichtseite kann man noch
durch Aufquetschen der Kopien in nassem Zustand auf sehr saubere
Spiegelglasplatten einen besonderen Hochglanz verleihen, was fiir das
Betrachten von Einzelheiten sowie fiir etwaige Reproduktionen vorteil-
haft ist.

1 Goldberg, E.: Der Aufbau des photographischen Bildes. Teil I: Hellig-
keitsdetails. Halle 1925.
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Berlin, herausgegeben von H. Geiger-Kiel und Karl Scheel-Berlin-Dahlem.)
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Angewandte Hydromechanik. von Dr.-Ing. Walther Kaufmann,
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Bewegung der Fliissigkeiten. Mit 146 Textabbildungen. VIII, 232 Seiten.
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Von der Bewegung des Wassers und den dabei auftreten-
den Kriften. Grundlagen zu einer praktischen Hydrodynamik fiir Bau-
ingenieure. Nach Arbeiten von Staatsrat Professor Dr.-Ing.e.h. Alexander
Koch, Darmstadt, herausgegeben von Dr.-Ing. e. h. Max Carstanjen. Nebst
einer Auswahl von Versuchen Kochs im Wasserbau-Laboratorium der Darm-
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Studienrat Dipl.-Ing. L. Hainz. Mit 331 Abbildungen im Text und auf
2 Tafeln sowie einem Bildnis. XII, 228 Seiten. 1926. Gebunden RM 28.50

Technische Hydrodynamik. Von Professor Dr. Franz Prasil,
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Theorie und Konstantenbestimmung des hydrometri-

schen Fliigels. Von Dr.-Ing. L. A. Ott. Mit 25 Abbildungen im Text.
49 Seiten. 1925. RM 4.50

Widerstandsmessungen an umstromten Zylindern von

Kreis- und Briickenpfeilerquerschnitt. von Privatdozent
Dr.-Ing. F. Eisner, Reg.-Baumeister, Berlin. (Heft 4 der ,Mitteilungen der
PreuBischen Versuchsanstalt fiir Wasserbau und Schiffbau, Berlin“.) Mit
63 Textabbildungen. VI, 98 Seiten. 1929. RM 10.—
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Wilhelm Spannhake, Karlsruhe.

Erster Band: Grundlagen und Grundziige. Mit 182 Textabbildungen.
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Mathematisehe Stromungslehre. von Privatdozent Dr. Wilhelm
Miiller, Hannover. Mit 137 Textabbildungen. IX, 239 Seiten. 1928.
RM 18.—; gebunden RM 19.50

Vortriige aus dem Gebiete der Aerodynamik und ver-

wandter Gebiete (Aachen 1929). Herausgegeben von A. Gilles,
L. Hopf, Th. v. Karmén. Mit 137 Abbildungen im Text. IV, 221 Seiten.
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Die Grundlagen der Tragfliigel- und Luftschrauben-

theorie. von H. Glauert, M. A., Fellow of Trinity College Cambridge.
Ubersetzt von Dipl.-Ing. H. Holl, Danzig. Mit 115 Textabbildungen.
VI, 202 Seiten. 1929. RM 12.75; gebunden RM 13.75

F luglehre. Vortrige itber Theorie und Berechnung der Flugzeuge in ele-
mentarer Darstellung. Von Professor Dr. Richard von Mises, Berlin. Dritte,
stark erweiterte Auflage. Mit 192 Textabbildungen. VI, 321 Seiten. 1926.

RM 12.60; gebunden RM 13.50

Einfithrung in die Flugtechnik. von Dipl.-Ing. Julius Spiegel.
(,;Technische Fachbiicher®, Band 10.) Mit 49 Abbildungen im Text und 81 Auf-
gaben nebst Losungen. 139 Seiten. 1928. RM 2.25

Flugzeugbaukunde. Eine Einfiihrung in die Flugtechnik. Von Dr.-Ing.
H. G. Bader. Mit 94 Bildern im Text. IV, 121 Seiten. 1924. RM 4.80

Einfiihrung in die Mechanik mit einfachen Beispielen aus der
Flugtechnik. Von Prof. Dr. Theodor Poschl, Prag. Mit 102 Textabbildungen.
VII, 132 Seiten. 1917. RM 3.75
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Abhandlungen aus dem Aerodynamischen Institut

an der Technischen Hochschule Aachen.
Herausgegeben von
Professor Dr. Th. v. Karman.
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Heft 4:
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Heft 6:

Heft 7:

Heft 8:

Heft 9:

Heft 10:

Die Messung der hydraulischen Rauhigkeit. Von L. Hopf. Mit 5 Ab-
bildungen. — Stromungswiderstand in rauhen Réhren. Von K. Fromm.
Mit 80 Abbildungen. — Zahlenmaterial zur vorigen Abhandlung. Von
K. Fromm. 43 Seiten. Berichtigter Neudruck 1930. RM 6.—
Stromungserscheinungen in Ventilen. Von Dr.-Ing. Bruno Eck. Mit
35 Abbildungen im Text. — Gastheoretische Deutung der Reynolds-
schen Kennzahl. Von Professor Dr. Th. v. Kdrmén. — Uber die
Stabilitiit der Laminarstréomung und die Theorie der Turbulenz.
Von Professor Dr. Th. v. Karman. Mit 4 Abbildungen im Text. —
Uber einige Anwendungen nomographischer Methoden in der Thermo-
dynamik. Von Dr.-Ing. Bruno Eck und Dipl.-Ing. Erich Kayser. Mit

7 Abbildungen im Text. 48 Seiten. 1925. RM 5.10
Theorie des Segelfluges. Von Dr.-Ing. W. Klemperer. Mit 17 Ab-
bildungen im Text. 78 Seiten. 1926. RM 6.90

Berechnung der Druckverteilung an Luftschiffkérpern. Von Professor
Dr. Th. v. Karman. Mit 9 Abbildungen im Text. — Stréomungsver-
lauf und Druckverteilung an Widerstandskorpern in Abhiingigkeit
von der Kennzahl. Von Regierungsbaumeister Dr.-Ing. Hans Ermisch.
Mit 49 Abbildungen im Text. 50 Seiten. 1927. RM 7.50
Uber die Grundlagen der Balkentheorie. Von Professor Dr. Th.
v. Kdarmdn. Mit 2 Abbildungen im Text. — Die Spannungen und
Forménderungen von Balken mit rechteckigem Querschnitt. Von
Friedrich Seewald. Mit 15 Abbildungen im Text. — Stegbean-
spruchung hoher Biegungstriger. Von Ilse Kober. Mit 14 Ab-
bildungen im Text. — Zur Theorie des Druckversuchs. Von Max
Knein. Mit 18 Abbildungen im Text. 62 Seiten. 1927. RM 7.50
Beitrag zur theoretischen Behandlung des gegenseitigen Einflusses
von Tragfliche und Rumpf. Von J. Lennertz. Mit 11 Abbildungen
im Text. — Die Geschwindigkeitsverteilung in der Grenzschicht
an einer eingetauchten Platte. Von M. Hansen. Mit 24 Abbildungen
im Text. — Der Einflul der Wandrauhigkeit auf die turbulente
Geschwindigkeitsverteilung in Rinnen. Von Walter Fritsch. Mit
25 Abbildungen im Text. 62 Seiten. 1928. RM 6.—
Zur Berechnung freitragender Fliigel. Von K. Friedrichs und
Th. v. Kdarméan. Mit 4 Abbildungen im Text. — Die Wirmeiiber-
tragung einer geheizten Platte an stromende Luft. Von Franz
Elids. Mit 55 Abbildungen im Text. — Neue Wege, die Kkiinstliche
Liuftung von Tunneln im Betriebe wirkungsvoll und wirtschaftlich
zu gestalten. Von Carl Schmitt. Mit 14 Abbildungen im Text und
4 Tafeln. II, 63 Seiten. 1930. RM 6.60
Beschreibung des Aerodynam.ischen Instituts der Technischen Hoch-
schule Aachen und seiner Versuchseinrichtungen. Von A. Gilles. —
Flugtypen beim Uberziehen. Von L. Hopf und S. del Proposto. —
Uber Schwankungsmessungen im_Aachener Windkanal. Von H.
Doetsch und P. von Mathes. — Uber Schwankungsmessungen in
der Grenzschicht. Von P. von Mathes. — Uber Beschleunigungs-
messungen im Fluge. Von F. N. Scheubel. — Zur Berechnung von
Schraubenventilatoren. Von Th. Troller. — Die Wirkung einer Luft-
schraube auf eine Wand. Von C. Wieselsberger. — Die zeitliche und
ortliche Anderung der Hiirte bei der Alterung von Duralumin.
Von F. Bollenrath. — Beitrag zur Schubsteifigkeit und Knickfestig-
keit von gelochten diinnen Platten. Von J. Mathar. Mit 92 Ab-
bildungen im Text. III, 68 Seiten. 1931. RM 12.—
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