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Vorwort. 

In dem vorliegenden zweiten Teile des II. Bandes ist eine Reihe 
der einfacheren statisch unbestimmten, vollwandigen Systeme be­
handelt, wie sie in mannigfaltigen Formen speziell in der Baupraxis 
vorkommen. Als Grundlage dienen die im ersten Teil dargestellten 
allgemeinen Verfahren. 

Die Lösungen der Aufgaben sind hiernach allgemein auf rech­
nerischem Wege durchgeführt. In Anlehnung an die im ersten Teil 
behandelten Eliminationsverfahren ist insbesondere beim beiderseits 
eingespannten Rahmen auch auf jene in der Fachliteratur besonders 
beliebte Lösungsart näher eingegangen, welche teils auf zeichnerischem, 
teils auf rechnerischem Wege die Verwendung tunlichst einfacher 
Elastizitätsgleichungen anstrebt. Die verallgemeinerte rechnerische 
Grundlage läßt eine Anwendung auf andere Systeme ohne weiteres zu. 

Bei der Einfachheit der hier behandelten Systeme ließen sich die 
Endergebnisse der Rechnung meist in geschlossener Form darstellen, 
und zwar nicht nur für äußere Lasten, sondern auch für Temperatur­
änderungen und Widerlagerverschiebungen. Infolgedessen stellt der 
vorliegende Teil zugleich eine Formelsammlung dar; jedoch ist auch 
die Herleitung aller Endergebnisse aus dem Text zu entnehmen. 

Die Darstellung der Resultate in geschlossenen Formeln ist natur­
gemäß an bestimmte Voraussetzungen, wie insbesondere an die 
Symmetrie der Systeme gebunden. In jenen Fällen, wo bei Zahlen­
rechnungen diese Voraussetzungen über die Querschnittsannahmen 
oder die Form der Systemachse nicht genau erfünt sind, können die 
Ergebnisse höchstens noch als Annäherungen gelten, die bei manchen 
Aufgaben für erste Rechnungen gute Dienste leisten. 

Um aber auch für allgemeinste Fälle den Rechnungsgang zu 
erläutern, sind in den angefügten Beispielen, speziell in den Zahlen­
rechnungen, auch beliebig gestaltete Systeme behandelt. 

Die Zahl der hierher gehörigen Aufgaben hätte sich noch beliebig 
erweitern lassen. Die vorliegenden Beispiele dürften indessen genügen, 
um die Verwendung der allgemeinen Grundlagen des ersten Teiles 
zu erläutern und damit den Weg für die Behandlung beliebiger 
Systeme zu zeigen. Auch die im dritten Teil dieses 11. Bandes zu 
besprechenden verwickelteren Aufgaben, wie z. B. die Berechnung der 
Stockwerkrahmen, werden durch die vorliegenden Ausführungen vor­
bereitet und sind durch einfache Fortsetzung der hier besprochenen 
Gedankengänge zu behandeln. 
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Beim Durchrechnen der Zahlenbeispiele sowie beim Lesen der 
Korrektur haben mich die Herren Diplom-Ingenieure J. Mols, 
K. Müller, A. Konertz und St. Link in dankenswerter Weise unter­
stützt. - Zu ganz besonderem Danke bin ich meinem Mitarbeiter, 
Herrn Dipl.-Ing. Mols, verpflichtet, welcher verschiedene Aufgaben 
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I. Abschnitt. 

Vollwandige Systeme mit geradlinigen Achsen. 

§ 1. Allgemeine rechnerische Unterlagen für die Bestimmung 
von Verschiebungen bei der Untersuchung statisch unbe­

stimmter Systeme. 
Die Wahl des Grundsystems und der Überzähligen X ist 

von grundlegender Bedeutung für die Art und den Umfang der 
Rechnung. Es erscheint zweckmäßig, als Überzählige im allgemeinen 
nur Momente zu wählen. Das gegebene statisch unbestimmte System 
wird also dadurch in ein statisch bestimmtes Grundsystem verwandelt, 
daß man durch Anordnung von Gelenken die erforderliche Anzahl 
von Einspannungsmomenten beseitigt. Hierdurch läßt es sich in 
vielen Fällen erreichen, daß das Grundsystem sich ganz oder teil­
weise aus einfachen Bal-
ken zusammensetzt; z. B. ~~----~~----"'di:h~---~~---di:h?':""­

ist dies der Fall beim 
kontinuierlichen Träger, 
wenn man die Stützen-
momente als Überzäh-
lige wählt (s. Fig. 1 a 
und 1 b). Bei Rahmen 
(Fig. 2) und Rahmen­
gebilden tritt im 
Grundsystem außer 
dem einfachen Bal­
ken auch der ein­
seitig eingespannte 
Balken (Fig. 2b) bzw. 

LS 

Fig. 1 a. 

Fig. 1 b. 

, 
'xc 

der Dreigelenkbogen xa Äc 
auf (Fig. 2 cl. 

Die Unbekannten Fig.2a. Fig.2b. Fig. 20. 
X eines "V-fach sta-
tisch unbestimmten Systems werden nach den Ausführungen im 
ersten Teil, § 12, berechnet aus Quotienten von der Form: 

[im.")!] 
Xi., = - [ii."V] . (1) 

Pirlet, Statik. 11. 2. 1 



2 Vollwandige Systeme mit geradlinigen Achsen. 

Hierin bedeuten sowohl der Zähler- wie der Nennerwert Verschie­
bungen des Angriffspunktes i in Richtung von Xi am 'V - fach sta­
tisch unbestimmten Hauptsystem, und zwar der Zähler die Verschie­
bung infolge der gegebenen äußeren Belastung (P) und der Nenner 
diejenige infolge X i = 1. - Die Werte [im.'V] und [ii.'V] werden 
stets rechnerisch als Summenausdrücke ermittelt. Um zu 
ihrer Darstellung zu gelangen, sollen zunächst einige allgemeine Unter" 
lagen hergeleitet werden. 

Anmerkung: Die Herleitung der folgenden allgemeinen Ausdrücke nebst 
ihrer Anwendung auf die hier behandelten :Systeme könnte überflüssig erscheinen. 
Diese an sich einfachen Rechnungen sind indessen hier angegeben worden, 
weil sie für die Praxis des statischen Rechnens ein wertvolles Rüstzeug bilden. 
Die Endformeln gestatten eine schnelle Durchführung der Rechnungen und 
sind nicht nur bei den im folgenden behandelten Aufgaben, sondern auch bei 
der Untersuchung sonstiger, häufig vorkommender Tragwerke zu verwenden. 

Daß derartige Hilfsmittel zur raschen Ermittlung statischer Größen einem 
vielfach empfundenen praktischen Bedürfnis entsprechen, zeigen die in letzter 
Zeit erschienenen Formelsammlungen. (Vgl. z. B. Kleinlogei, Rahmenformeln.) 

Jedenfalls erscheint es angebracht, derartige Rechenergebnisse nur in 
Verbindung mit ihrer Ableitung vorzulegen. Darum sind hier die ohnehin 
nötigen allgemeinen Entwickelungen so weit ausgedehnt, daß eine Reihe von 
Formeln gewonnen wurde, die bei einiger Übung auch für die Erledigung 
vieler sonstiger Aufgaben des statischen Rechnens geeignet erscheinen. 

Die Angaben der dem Verfasser bekannt gewordenen Formelsammlungen 
sind im wesentlichen mitsamt ihrer Herleitung aus den nachstehenden Ent­
wickelungen direkt zu entnehmen oder aber an Hand der hier angegebenen 
Unterlagen ohne weiteres abzuleiten. 

a) Geschlossene Ausdrücke für die Verschiebungen 
[ii.v] und [im. v]. 

Der Nennerwert [ii.'V] der Gleichung (1) wird gefunden nach 
der Gleichung: 

EJ'[" ] -fM2 d J' -f~r Md J' 1) H.'V - 1 i.v 8 J - ~·.Li.v· i 8 J . 

Hierin bedeuten: 
Mi die Momente infolge der Last Xi = 1 am statisch bestimmten 

Grundsystem (Mi-Fläche) und 
Mi . v die Momente infolge der Last X i . v = 1 am 'V-fach statisch 

unbestimmten Hauptsystem (Mi. v-Fläche). Die Ermittelung 
der Mb-Fläche wird im folgenden bei jedem Beispiel er­
läutert. 

Bei den hier zunächst in Betracht kommenden Systemen mit 
geradlinigen· Achsen verlaufen die Mi - und Mi.v-Fläche geradlinig 
über die einzelnen System teile. In diesem Falle ist die Auswertung 
des Integralwertes [i i. y] sehr einfach. Die Unterlagen hierfür finden 

1) DieRe Gleichung vernachlässigt den Einfluß der Normalkräfte N und 
Querkräfte Q, der im allgemeinen von geringem Einfluß auf das Endergebni s 
ist. J' bedeutet ein beliebiges konstantes Trägheitsmoment. Der Faktor EJ' 
kann, da er bei allen Verschiebungen konstant ist und daher auf das End­
ergebnis X keinen Einfluß hat, fortgelassen werden. 



§ 1. Allg. rechnerische Unterlagen für die Bestimmung von Verschiebungen usw. 3 

sich im ersten Teil dieses Bandes, § 7, sollen jedoch der Vollständig­
keit halber noch einmal zusammengestellt werden. 

Beim allgemeinsten Fall verlaufen 
beide Momentenftächen trapezförmig 
über die ,Strecke 8 (s. Fig. 3). Die 
Endordinaten der Mi-Fläche seien M/ 
und M/" diejenigen der Mb-Fläche 
M!." und Mt". Es wird dann, wenn 
, J'. t . S s = s J IS (vgl. I. Tell, . 58 ff): 

, 

~" 
M/~Mz' 

I I 

I<: s ,.,1 

~' ! 
, I 

Mi. v ~ 
L. _________ ---'M/v 

Fig.3. 

[ " ]- S r,,r'(2 M·' +M")+M"(' "+ ') tt.Y - 6" iY1. i j LV i.v i 2 Mi." Mi .v ], 

oder , 
[ii.yJ= ~[M/" (2 M/ + 1l(') + Mtv (2 Mt + Mn]. 

Einige häufiger vorkommende Sonderfälle sind zusammen­
gestellt in folgender Tabelle I. 

Tabelle I. 

Sonderfall Momentenflächen [ii.v] 

Mli IMi 
s' I " a M/=M/'=M, 

JM" 
2·Mi(Mi." + Mi.,,) 

M/. v [ l.V 

-

Mi I---
~.Mi , 

b M/=M;, Mt=-Mi i·M,(Mi." - M?,,) 

41/ v[ JM" ,. , 
- .-

~Ml 
{'Mi(Mi.v + 2Mi~,,) c M/=O, M/'=M; 

}i~'v M/ v [ 

M/ = Mi" = Mi, Mil I~· 
d Mi. v = Mi~v = M;.v 

s'·M;-Mi.v 

Ml.vl IMOI 
1* 



4 Vollwandige Systeme mit geradlinigen Achsen. 

Sonderfall Momentenfl ächen 

e 
M/=O, M/'=M/ ~Mi 

MiVI lM,y 

~M" M/=O, M/'=M/ ~ S' 
i, M" M -3 ·Mi·Mi .• 

Mi,,.=O, i.,'= _·_··,_'I _____ ... ~=======:::''_M._i.'' 1---________ _ 

M/=O, M/'=Mi 

g M:.,,=Mi,v, M?,,=O 

Mit Hilfe dieser Tabelle I läßt sich der Nennerwert nach Ermittelung 
der Mi - und Mi.,,-Fläche angeben 1). 

Der Zählerwert [im.}'] der Gleichung (1) wird gefunden aus 
der Gleichung: 

f T' 
[im.}'] = 1lfo M i .v ds 'J . 

(Auch hier ist, wie in der Gleichung für [ii.}'], der konstante Faktor 
EJ' fortgelassen und der Einfluß der Normal- und Querkräfte ver­
nachlässigt. ) 

Bezüglich der Mo-Fläche (Momentenfläche infolge der äußeren 
Belastung am Grundsystem) unterscheiden wir zwei Fälle: 

Erstens: Die ]l;Io-Fläche erstreckt sich nur über den belasteten 
einfachen Balken. 

Zweitens: Durch die Auflagerdrücke des belasteten einfachen 
Balkens werden noch weitere Systemteile auf Biegung beansprucht, 
so daß sich die Mo- Fläche auch über diese erstreckt. 

LS 

Fig. 4. Mo - Fläche. 

Der erste Fall tritt z. B. 
ein, wenn das Grundsystem aus 
einer Reihe einfacher Balken be-

~ steht (Fig. 4). Die Mo- Fläche 
erstreckt sich nur über den be­
lasteten einfachen Balken AB. 
Das Integral: 

f J' 
M M· ds---o t.V J 

ist also auch nur über diesen Balken AB auszudehnen. 

1) Man kann den Nenner auch aus den Verschiebungen des Grundsystems 
ermitteln, durch fortgesetzte Anwendung der Gleichung (vgl. Erster Teil, § 13): 

[ 'k ] - ['k l ' [hi.v-l] [hk ' 
l .v - l .v- J-[hh.v-If .v-IJ. 



§ 1. Allg. rechnerische Unterlagen für die Bestimmung von Verschiebungen UBW. 5 

Der zweite Fall ist z. B. vorhanden bei dem nach Fig. 5 be· 
lasteten Rechteckrahmen. Hier wird durch die Last P nicht nur der 
rechte Ständer beansprucht, sondern, infolge des durch den oberen 
Riegel vom rechten auf den linken Ständer 
übertragenen Auflagerdruckes, auch dieser 
linke Ständer, der ein unten eingespannter 
Balken ist. Die Mo· Fläche hat ah"o die in 
Fig. 5 angegebene Form. Das Integral 

f J' 
MoMi.vds] 

erstreckt sich in diesem Falle über die bei· 
den Ständer. Fig.5. 

- , ---

Bezüglich der Mi.v·Fläche neh· 
men wir wieder an, daß sie auf 
der Strecke l trapezförmig verläuft 
und die Endordinaten Mi.v undMt:v 
hat (Fig. 6). An einer Stelle x (vom 
rechten Auflager gemessen) ist i""1",,~----l --..1 
dann: Fig.6. Mi.v·Fläche. 

,x+ "( x) M, =M· - ·M· 1--. 
l.V LV l LV l 

p 

MI! 
LV 

Setzt man diesen Wert Jl1i ,v in die Gleichung für [im.1'] ein, so er· 
hält man: 

I 

[im 1'J =fM [M.' .~ + ~[." (1 -- ~)J dx J' . 0 LV l • LV l J 
o 

I I 

, J' f x -L "J' I ( x) d =Mi .vJ Mo1dx I M •. v J Mo 1- 1 x 
o u 

Hier ist 
I 

und 

J'f X 
lj!1 = J 2ffo 1 ax } \ . . . . . . . . . . (4)1) 

lj!2=~ f Mo(l-f)ax ....... . 
o 

Bei Temperaturänderungen ergeben sich die Unbekannten 
aus Quotienten von der Form: 

1) Da die Werte Mo je nach der äußeren Belastung verschieden sind, so 
ändern sich naturgemäß auch die Werte 'P1 und 'P2 mit der äußeren Belastung. 



6 Vollwandige Systeme mit geradlinigen Achsen. 

x. =_[it.,,] 
•• v [ii.l-]" 

Bei ungleichmäßiger Erwärmung finden wir den Zähler­
wert [it.,,] aus der Gleichung (vergl. I. Teil § 7) 

[it.,,]=EJ'f Mi.v.e. ~t dS+Ei'f Ni.v.e.to.ds. 

Darin ist 10 der Wärmeausdehnungskoeffizient des Materials, 
to die Wärmeänderung im Schwerpunkt, L1 t der Wärmeunterschied 
zwischen oberem und unterem Querschnittsrand und h die Höhe des 
Querschnitts. (Wir bestimmen auch hier die E· J' -fachen Verschie-

bungen.) - Ist der Wert ~t auf der ganzen Balkenlänge konstant, 

so wird, wenn wir lediglich das erste Glied vorstehender Gleichung 
berücksichtigen: 

[it.v] =EJ'e ~t J Mi.vds. 

Das Integral J Mi. v d s ist der Inhalt der Momentenfl.äche (M •.• -
Fläche), hat also bei trapezförmiger Gestalt der Momentenfl.äche 
den Wert 

(Mt v + Mt,,) l. 
2 

Es ist damit 

[.] L1 t l ( , + ") EJ' ~t.v =10-';'2 Mi.~ Mi .• ' . 

Bei gleichmäßiger Wärmeänderung um den Wert to erhält 
man mit L1 t = 0 und konstanten Ni .• : 

[it.,,] = EJ' J Ni .v· e· to·ds = e· to ·l· Ni . v · EJ'. 

Allgemein gilt also die Gleichung 

[it.,,]=e~t.; (ML+Mt,,)EJ+e.to·l'.Ni.v·EJ (6) 

Bei Widerlagerverschiebungen lautet die Gleichung für 
den Wert X i • v (vergI. I. Teil § 16): 

_ [iiV.v] . 
X i . v - - [ii·"T' 

darin ist 
{iw,,,]"':"'-~Li.,,[lw.v].EJ' ..... (6) 

L i .v sind die Auflagerreaktionen des v-fach statisch unbestimmten 
Hauptsystems infolge X i .v =l; [lW.,,] sind die (gegebenen oder be­
obachteten) Verschiebungen der Auflagerpunkte in Richtung dieser 
Auflagerreaktionen L i . v • 



§ 1. Allg. rechnerische Unterlagen für die Bestimmung von Verschiebungen usw. 7 

b) Entwickelung des für den Z'ählerwert [im.v] gefundenen 
Ausdrucks bei verschiedenen Belastungsfällen. 

Als äußere Belastungen kommen in der Praxis hauptsächlich 
in Betracht Einzellasten, gleich- oder dreieckförmig verteilte 
lastungen, Momente, sowie Zusammensetzungen aus diesen 
lastungsarten. 

Be­
Be-

a) Für eine Einzellast P im 
Abstande ~ vom rechten Auflager 
(Fig. 7) hat die Momentenfläche 
die Form eines Dreiecks mit der 
größten Ordinate unter der Last 
P. An einer Stelle x sind die 
Ordinaten: 

----'>i-"--- {--~'" 
1~ ____ ~ __ ~ ________ ~~'8 

I 

: 1 

_x'~"-----X'-~ 
~IE~----l-----_': 

Fig.7. 

Für x < ~: ~tlo' = PI (~ - -}) -r' 
" x > ~: Mo" = PI f (1 - y)= PI (1 - ~') ~' . 

Der Integralwert <PI (vergl. S. 5) nimmt also folgende Form an: 
~ I J'J ' X + J'f 11 X <PI = J Mo 1 dx J il-Io 1 d x 

o ~ 

= ~ 1 PI(1-f) (~JdX+ ~ j p~f (1-f)YdX. 
u ~ 

Daraus ergibt sich nach entsprechender Umformung, wenn 

I, I J' . 
= . J 1st: 

Der Integralwert <P2 erhält die folgende Form: 
~ I 

m = J'fjW' (1-~) dx + J'fM 11 (1-~) dx 
.2 J 0 I J 0 I ' 

o ~ 

~ I 

= ~ fPl(1-+) 7 (1-f) dx+ ~ fPI( 1- ~r f dx, 
o ~ 

I W J'f t ( ", J'f I ~') ( !)2 = J PI T 1-1-) ~ dx'+J PI~l-T~- dx'. 
~' 0 

Dies ist dieselbe Form, wie wir sie oben für <PI gefunden haben, 
wenn man x' für x und t für ~ einsetzt. Man erhält also als 
Resultat: 
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Vollwandige Systeme mit geradlinigen Achsen. 

m = Pll' r [1 _ (r)2J1 = PlZ' (1 _ i) . i (2 _ i) . 
n 6l l 6 II l 

eine Einzellast P gefundenen Werte CPl und CP2 schreiben wir: 

Pli' 
Pt = --S ·cI , 

Pli' 
P2=6~·C2· 

1 . . . . . . . (7 a) 

Darin ist: 

...... (7b) 

. . . . . . (8) 

Die Werte Cl und c2 sind in Tabelle II (S. 13) für die ver­

schiedenen Abstandsverhältnisse i von _1_ bis 100 zu-
l 100 100 

sammengestellt. Es sind für beide Werte nur die 50 ersten 
Zahlen angegeben, da für die folgenden Zahlen von 51 bis 100 die 
Werte Cl gleich den entsprechenden Werten c2 der Zahlen von 
49 bis 1 sind. 

Die Auflagerdrücke des einfachen Balkens (Fig. 7) sind für eme 
Einzellast 

1& 
I 

ß) Für eine gleichförmig ver­
teilte Belastung von der Größe p für 
die Längeneinheit (Fig. 8) werden die 
Werte CPl und CP2 wie folgt gefunden. 

Die Last p möge auf der Strecke ~ 
wirken. An . der Stelle x wirkt auf dem 
Streckenelement d x eine Last p . dx als 

Einzellast im Abstande x vom rechten Auflager. Für diese Einzellast 
ist nach den vorigen Ergebnissen: 

I"", -..1 

Fig.8. 

dCPl = (p.dx) l~' Y [1- (yYJ =p!ll y [1- (yYJ dx, 

dCP2 =(p dx) l~' Y (1- y) (2 _y)=P!l' Y (l- y) (2 -y) dx. 

Integriert man diese Ausdrücke über die Strecke ~, so erhält 
man die Werte cP für die auf der Strecke ~ gleichmäßig verteilte 
Last. Nach gehöriger Vereinfachung ergibt sich: 
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........ (9 a) 

Darin ist: 

k1 = (fr [2-(~rJ,} ...... (9b) 

(6)2 ( 6)2 k 2 = 1 2-[. 

Der Zählerwert [i m. yJ hat also die Form: 

[ . j_Pl2l'(M' k+M" 7.) tm.v -24', i.~· 1 i.~'I·'2 .... (10) 
Die Werte k1 und k2 sind für die Abstandsverhältnisse 

von ~- bis 100 in der Tabelle III (S.14) zusammengestellt. 
100 100 . 

Die Auflagerdrücke für gleichförmig verteilte Streckenlast (Fig. 8) 
sind: 

A=pl (f)2 
2 I ' 

r) 1. Für eine dreieckförmig verteilte 
Strecke ~ vom rechten Auflager aus 
wirkt, so daß die größte Ordinate p 
über dem Auflager liegt (Fig. 9), er-

Last, die auf emer 

I C ( ,""I 

l~~ mitteln wir die Werte g; wie folgt. ,44> 
Für eine Stelle x vom rechten 

Auflager aus gemessen ist die Be­

dx 11 a:;p. 
: ~~X~ 
'""t~~----l ~ I 

last ungsordinate: Fig, 9, 

I(~-X)=P (1-~). 
Für eine als Einzellast zu denkende Last 'P (1 - f) d x (auf dem 

Streckenelement dx) ist dann: 

dg;l=P~I' (1-f)y[1-(yrJdX, 
dg;2=P~l' (1- l)Y(1-Y)(2-Y)dX. 
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Durch Integration der Werte über die Strecke ~ erhält man die für 
dreieckförmige Belastung gültigen Werte: 

t; 

CPl = jP!l' {[y-(yrJ -% [~2 - ~:J }dx, 
o 

t; 

f 'Pll' {X (X)2 (X)3 1 [x2 x3 X 4J} CP2= 6 2 T-3 T + T -I 2 y -3 l2 +T3 dx. 
o 

Daraus ergibt sich: 

_Pl2l'(~)2[ (~)2J 
CPl - 360 T 10 - 3 Y , 

pt'l'(~)21 ~ (~)2J m = -- - I 20 - 15 - ---l- 3 -. . 
n 360 l L l I l 

Wir schreiben: 

Darin ist: 

Der Zählerwert [i m. 'V] hat also die Form: 

[ . 1 pl2l' (7IJT' +M") 12 'l-m. v = 360 .LrL i ... ·1"l i ... ·1"2 . • •• ( ) 

Die Werte r 1 und r2 sind in Tabelle IV (S. 15) für die 

Abstandsverhältnisse {= _1_ bis 10~ zusammengestellt. 
l 100 100 

Die Auflagerdrücke betragen: 

pl (~)2 pl ~ ( ~) 
Ao=S T ' Bo=sT 3-T . 

2. Für eine dreieckförmig ver­
teilte Belastung mit der größten 
Ordinate p im Abstande ~ vom rech­
ten Auflager und der Spitze über dem 
Auflager (Fig. 10) erhalten wir die 
Werte cP durch Subtraktion der unter 
y, 1 gefundenen Werte cp von den 
unter ß gefundenen. 

Man erhält: 

I' ( .: 

~{~;B 
A+ ~ 

","I E<-----l >-I 

Fig. 10. 
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pl2l' pl2l' pl2l' 
fJJ1 =24' k1 -360 . r 1 =360 (15 k1 -r1), 

prr prr prr 
fJJ2 =24' k2 - 360 . r2 = 360 (15 k2 -- r~). 

Aus den Gleichungen (9 b) und (11 b) findet man: 

( ~)2r (~)2J (~)2 [ (~)21 (15k1 -r1)= T l20-12 T =4 T 5-3 T J. 

(15 k2 - r2 ) = (fr [40-45 f+ 12 (-}rJ· 
Wir schreiben: 

darin ist: 

tl = 4 (t r [5 - 3 (i Yl 1 
(g)2 [ g (g)2l ~. 

t2 = 1 40 - 45 1 + 12 1 J' J 
. . . (13 b) 

Der Zählerwert [im.v] hat dann die Form: 

'. pl2l', " 
[~m. v] = 360 (Mi,,,· t1 + Mt,., t2) .... (14) 

Die Werte t1 und t2 sind in Tabelle V (S. 16) für die Ab-

d h"l' ~ 1 b' 100 11 stan sver a tnlsse - von - IS - zusammengeste t. 
l 100 100 

Die Auflagerdrücke betragen: Fig, 11. 

pl (~')2 pl ~ (~) P~ ti 
AO=3 T ' B O=6' T 3-2T . 1js: -tT-4 

b) Bei Belastung durch 
ein im Abstande ~ vom rech­
ten Auflager angreifendes 
(linksdrehendes) Moment 
(Fig. 11) erhalten wir für Mo im 
Abstande x vom rechten Auflager 
folgende Werte (Fig. 11 a) : 

:I""<~----l : ": 
1 I I 

: -Mt : 

Fig. 11 a. 

x 
MO=-T· M , 
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Man erhält unter Anwendung der Gleichungen (4): 

J'f~ [(x)21 ,J'fl( x) X 
({Jl= J M - T .JdXTy 1- y T Mdx , 

u ~ 

({J2 =; J M( -f) (1- f) dx + ~ f(1-f)2 Mdx, 
o ~ 

oder, wenn man den Wert x' = l - x und dx' = - dx einsetzt: 

J' fl ( x') x' J'fi;' (X')2 ({J =-- M 1-- -dx'+- M - dx'. 
2 J l l J l 

i;' U 

Nach entsprechender Umformung erhalten wir: 

Ml' [ (t)2: 
({J1 = 6 1 - 3 T J' 

. Ml' [ . (t')2] Ml' I ( t)2] ?'2 = - 6 1 - 3 Y = - 6-- L 1 - 3 1 - T . 
Wir schreiben: 

JlIl' 1 
q;1 = -6- . 81 , l 

.ilTl' J . . . . . . . (15a) 

Darin ist: 

q;2 = _. 6 .. S2· 

SI = 1 - 3 (fr, 1 

s, ~ 1 - 3 ( 1-f)'. J 
Der Zählerwert [i m.1' J hat dann die Form: 

. . . . . . (lob) 

[ . ] Mt' (M' M") tm. v = -6- LI' . 81 - .. ,. . 82 . . (16) 

In Tabelle VI (S. 17) sind die Werte 81 und 82 für die 

verschiedenen Abstandsverhältnisse t von _1_ bis 100 an-
100 100 

gegeben. 
Die Auflagerdrücke betragen: 

M M 
A=T; B=-T' 

Aus den vorstehend ermittelten Werten ({J1 und ({J2 für die 
fünf Hauptbelastungsfälle lassen sich für spezielle Belastungsfälle 
die entsprechenden Formeln leIcht ableiten. In Tabelle VII (S. 18 und 19) 
sind auch für einige häufiger vorkommende Sonderfälle die Ergeb­
nisse für den Zählerwert [im.1'J eingetragen. 
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Tabelle Ir. 
d f "" d" Ab t d h""lt' ~ 1 b" 100 Werte Cl un C2 ur 1e s an sver a nIsse T von 100 1S 100" 

lOol 
l Cl C2 

° 0,000000 0,000000 100 
1 0,009999 0,019701 99 
2 0,019992 0,038808 98 
3 0,029973 0,057327 97 
4 0,039936 0,075264 96 
5 0,049875 0,092625 95 
6 0,059784 0,109416 94 
7 0,069657 0,125643 93 
8 0,079488 0,141312 i 92 
9 0,089271 0,156429 91 

10 0,099000 0,171 000 90 
11 0,108669 0,185031 89 
12 0,118272 0,198528 88 
13 0,127803 0,211497 87 
14 0,1372.56 0,223.944 i 86 
15 0,146625 0,235875 i 85 
16 0,155904 0,247296 84 
17 0,165087 0,258213 83 
18 0,174168 0,268632 82 
19 0,183141 0,278559 81 
20 0,192000 0,288000 80 
21 0,200739 0,296961 79 
22 0,209352 0,305448 78 
23 0,217833 I 0,313467 77 
24 0,226176 0,321024 76 
25 0,234375 0,328125 75 
26 0,242424 0,334776 "74 
27 0,250317 0,340983 73 
28 0,258048 0,346752 72 
29 0,265611 0,352089 71 
30 0,273000 0,357000 70 
31 0,280209 0,361491 69 
32 0,287232 0,365568 68 
33 0,294063 0,369237 67 
34 0,300696 0,372504 66 
35 0,307125 0,375375 65 
36 0,313344 0,377856 64 
37 0,319347 0,379953 63 
38 0,325128 0,381672 62 
39 0,330681 0,383019 61 
40 0,336000 0,384000 60 
41 0,341079 I 0,384621 59 
42 0,345912 0,384888 58 
43 0,350493 0,384807 57 
44 0,354816 

! 
0,384384 56 

45 0,358875 i 0,383625 55 
46 0,362664 0,382536 54 
47 0,366177 0,381123 53 
48 0,369408 0,379392 52 
49 0,372351 0,377349 51 
50 0,375000 0,375000 50 

~ 
C2 Cl 100 I 
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Ta.belle IU. 

Werte Tc für die Abstandsverhältnis8e f von 1 ~O bis ~ ~~ . 

100i.-
l 

Tc, k2 

11 
100 i. 

l 
Tc, k2 

1 0,000200 0,000396 51 0,452548 0,577448 
2 0,000800 0,001568 52 0,467684 0,592284 
3 0,001799 0,003493 53 0,482895 0,606997 
4 0,003197 0,006147 54 0,498169 0,621575 
5 0,004994 0,009506 55 0,513494 0,636006 
6 0,007187 0,013549 56 0,528855 0,650281 
7 0,009776 0,018252 57 0,544240 0,664388 
8 0,012759 0,023593 58 0,559635 0,678317 
9 0,016134 0,029550 59 0,575026 0,692058 

10 0,019900 0,036100 60 0,590400 0,705600 
11 0,024054 0,043222 61 0,605742 0,718934 
12 0,028593 0,050895 62 0,621037 0,732051 
13 0,033514 0,059098 63 0,636270 0,744942 
14- 0,038816 0,067808 64 0,651428 0,7575~6 
15 0,044494 0,077006 65 0,666494 0,770006 
16 0,050545 0,086671 66 0,681453 0,782163 
17 0,056965 0,096783 67 0,696289 0,794059 
18 0,063750 0,107322 68 0,710986 0,805686 
19 0,070897 0,118267 69 0,725529 0,817035 
20 0,078400 0,129600 70 0,739900 0,828100 
21 0,086255 0,141301 71 0,754083 0,838873 
22 0,094457 0,153351 72 0,768061 0,849347 
23 0,103002 0,165730 73 0,781818 0,859514 
24 0,111882 0,178422 74 0,795334 0,869370 
25 0,121094 0,191406 75 0,808594 0,878906 
26 0,130630 0,204666 76 0,821578 0,888118 
27 0,140486 0,218182 77 0,834270 0,896998 
28 0,150653 0,231939 78 0,846649 0,905543 
29 0,161127 0,245917 79 0,858699 0,913745 
30 0,171900 0,260100 80 0,870400 0,921600 
31 0,182965 0,274471 81 0,881733 0,929103 
32 0,194314 0,289014 82 0,892678 0,936250 
33 0,205941 0,303711 83 0,903217 0,943035 
34 0,217837 0,318547 84 0,913329 0,949455 
35 0,229994 0,333506 85 0,922994 0,955506 
36 0,242404 0,348572 86 0,932192 0,961184 
37 0,255058 0,363730 87 0,940902 0,966486 
38 0,267949 0,378963 88 0,949105 0,971407 
39 0,281066 0,394258 89 0,956778 0,975946 
40 0,294400 0,409600 90 0,963900 0,980100 
41 0,307942 0,424974 91 0,970450 0,983866· 
42 0,321683 0,440365 92 0,976407 0,987241 
43 0,335612 0,455760 93 0,981748 0,990224-
44 0,349719 0,471145 94 0,986451 0,992813 
45 0,363994 0,486506 95 0,990494 0,995006 
46 0,378425 0,501831 96 0,993853 0,996800 
47 0,393003 0,517105 97 0,996507 0,998201 
48 0,407716 0,532316 98 0,998432 0,999200 
49 0,422552 0,547452 99 0,999604 0,999800 
50 0,437500 0,562500 100 1,000000 i,OOOOOO 
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10o f 
l 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
50 

Tabelle IV. 

W f " di Ab t d h"lt' ~ 1 b' 100 erte r ur e san Bver a nIsse y von 100 18 100' 

11 
0,001000 0,001985 

I 0,004000 0,007880 
0,008998 0,017597 
0,015992 0,031048 
0,024981 0,048144 
0,035961 0,068799 
0,048928 0,092927 
0,063877 0,120443 
0,080803 0,151262 
0,099700 0,185300 
0,120561 0,222474 
0,143378 0,262702 
0,168143 0,305902 
0,194848 0,351992 
0,223481 0,400894 
0,254034 0,452526 
0,286494 0,506811 
0,320851 I 0,563669 
0,357090 0,623023 
0,395200 0,684800 
0,435166 0,748919 
0,476972 0,815308 
0,520605 0,883890 
0,566047 0,954593 
0,613281 1,027344 
0,662291 1,102069 
0,713057 1,178698 
0,765560 1,257160 
0,819782 1,337383 
0,875700 1,419300 
0,933294 1,502841 
0,992543 1,587937 
1,053422 1,674523 
1,115910 1,762530 
1,179981 1,851894 
1,245612 1,942548 
1,312775 2,034430 
1,381446 2,127474 
1,451597 2,221618 
1,523200 2,316800 
1,596227 2,412958 
1,670649 2,510031 
1,746436 , 2,607959 
1,823557 2,706683 
1,901981 2,806144 
1,981676 2,906284 
2,062610 3,007045 
2,144748 

I 

3,108372 

I 2,228056 3,210209 
2,312500 3,312500 

lOof 
l 

51 
52 
53 
54 
55 
56 
57 
58 
59 
60 
61 
62 
63 
64 
65 
66 
67 
68 
69 
70 
71 
72 
73 
74 
75 
76 
77 
78 
79 
80 
81 
82 
83 
84 
85 
86 
87 
88 
89 
90 
91 
92 
93 
94 
95 
96 
97 
98 
99 

100 

2,398044 
2,484652 
2,572286 
2,660908 
2,750481 
2,840965 
2,932320 
3,0240505 
3,117479 
3,211200 
3,305625 
3,400710 
3,496411 
3,592684 
3,689481 
3,786758 
3,884466 
3,982559 
4,080986 
4,179700 
4,278650 
4,377784 
4,477053 
4,576403 
4,675781 
4,775135 
4,874409 
4,973548 
5,072497 
5,171200 
5,269598 
5,367635 
5,465250 
5,562386 
5,658981 
5,754976 
5,850307 
5,944914 
6,038733 
6,131700. 
6,223751 
6,314821 
6,404844 
6,493753 
6,581481 
6,667960 
6,753122 
6,836896 
6,919212 
7,000000 

3,415191 
3,518228 
3,621559 
3,725132 
3,828894 
3,932795 
4,036785 
4,140815 
4,244836 
4,348800 
4,452660 
4,556370 
4,659884 
4,763156 
4,866144 
4,968802 
5,071 089 
5,172961 
5,274379 
5,375300 
5,475685 
5,575496 
5,674692 

I 
5,773237 
5,871094 
5,968225 
6,064596 
6,160172 
6,254917 
6,348800 
6,441787 
6,533845 
6,624945 
6,715054 
6,804144 
6,892184 
6,979148 
7,065006 
7,149732 
7,233300 
7,315684 
7,396859 
7,476801 
7,555487 
7,632894 
7,709000 

. 7,783783 
7,857224 
7,929303 
8,000000 
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Tabelle V. 

Werte t für die Abstandsverhältnisse {- von 1~0 bis ~~~. 

100 f 
l 

t1 t. 
11 

100f 
l 

t1 t2 

1 0,002000 0,003955 51 4,390176 5,246529 
2 0,007998 0,015642 52 4,530606 5,366034 
3 0,017990 0,034795 53 4,671142 5,483393 
4 0,031969 0,061151 54 4,811633 5,598487 
5 0,049925 0,094450 55 4,951925 5,711200 
6 0,071844 0,134436 fl6 5,091860 5,821420 
7 0,097712 i 0,180853 57 5,231280 5,929035 
8 0,127508 0,233452 58 5,370020 6,033940 
9 0,161213 0,291982 59 5,507917 6,136028 

10 0,198800 0,356200 60 5,644800 6,235200 
11 0,240243 0,425862 61 5,780499 6,331356 
12 0,285512 0,500728 62 5,914840 6,424400 
13 0,334572 0,580562 63 6,047645 6,514240 
14 0,387390 0,665130 64 6,178734 6,600786 
15 0,443925 0,754200 65 6,307925 6,683950 
16 0,504136 0,847544 66 6,435032 6,763648 
17 0,567977 0,944938 67 6,559865 6,839800 
18 0,635403 1,046157 68 6,682235 6,912325 
19 0,706361 1,150984 69 6,801945 6,981150 
20 0,780800 1,259200 70 6,918800 7,046200 
21 0,858662 1,370593 71 7,032598 7,107407 
22 0,939889 1,484951 72 7,143137 7,164703 
23 1,024419 1,602066 73 7,250211 7,218024 
24 1,112187 1,721733 74 7,353611 7,267309 
25 1,203125 1,843750 75 7,453125 7,312500 
26 1,297163 1,967917 76 7,548539 7,353541 
27 1,394227 2,094038 77 7,639635 7,390380 
28 1,494241 2,221919 78 7,726193 7,422967 
29 1,597126 2,351369 79 7,807990 7,451255 
30 1,702800 2,482200 80 7,884800 7,475200 
31 1,811177 2,614228 81 7,956393 7,494762 
32 1,922171 2,747269 82 8,lJ22539 7,509901 
33 2,035689 2,881146 83 8,083001 7,520584 
34 2,151640 3,015680 84, 8,137544 7,526776 
35 2,269925 3,150700 85 8,185925 7,528450 
36 2,390446 3,286034 86 8,227902 7,525578 
37 2,513101 3,421514 87 8,263229 7,518136 
38 2,637784 3,556976 88 8,291656 7,506104 
39 2,764387 3,692258 89 8,312931 7,489464 
40 2,892800 3,827200 90 8,326800 7,468200 
41 3,022909 3,961646 91 8,333005 7,442300 
42 3,154596 4,095444 92 8,331284 7,411756 
43 3,287744 4,228441 93 8,321376 7,376559 
44 3,422228 4,360492 94 8,303012 7,336708 
45 3,557925 4,491450 95 8,275925 7,?92200 
46 3,694705 4,621175 96 8,239841 7,243039 
47 3,83243.8 4,749527 97 8,194486 7,189229 
48 3,970990 4,876370 98 8,139582 7,130778 
49 4,110224 5,001571 99 8,074848 7,067697 
50 4,250000 5,125000 100 8,000000 7,000000 
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Tabelle VI. 
W f " d' Ab t d h"lt' $ r b' 100 erte s ur le s an Bver a msse y von 100 IS 100· 

$ 
100 y 

° 1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
50 

P ir let, Statik, H. 2. 

1,0000 
0.9997 
0,9988 
0,9973 
0,9952 
0,9925 
0,9892 
0,9863 
0,9808 
0,9757 
0,9700 
0,9637 
0,9568 
0,9493 
0,9412 
0,9325 
0,9232 
0,9133 
0,9028 
0,8917 
0,8800 
0,8676 
0,8548 
0,8413 
0,8272 
0,8125 
0,7972 
0,7813 
0,7648 
0,7477 
0,7300 
0,7117 
0,6928 
0,6733 
0,6532 
0,6325 
0,6112 
0,5893 
0,5668 
0,5437 
0,5200 
0,4957 
0,4708 
0,4453 
0,4192 
0,3925 
0,3652 
0,3373 

I 
0,3088 
0,2797 
0,2500 

-2,0000 
- 1,9403 
-1,8812 
-1,8227 
- 1,7648 
-1,7075 
-1,6508 
- 1,5947 
- 1,5392 
-1,4843 
-1,4300 
-1,3763 
-1,3232 
-1,2707 
-1,2188 
-1,1675 
-1,1168 
-1,0667 
-1,0172 
-0,9683 
-0,9200 
-0,8723 
-0,8252 
- 0,7787 
-0,7328 
-0,6875 
-0,6428 
- 0,5987 
-0,5552 
- 0,5123 
- 0,4700 
-0,4283 
-0,3872 
-0,3467 
-0,3068 
- 0,2675 
- 0,2288 
-0,1907 
- 0,1532 
-0,1163 
- 0,0800 
-0,0443 
-0,0092 
+ 0,0253 

0,0592 
0,0925 
0,1252 
0,1573 

I 0,1888 
0,2197 I 

0.2500 I 

100 
99 
98 
97 
96 
95 
94 
93 
92 
91 
90 
89 
88 
87 
86 
85 
84 
83 
82 
81 
80 
79 
78 
77 
76 
75 
74 
73 
72 
71 
70 
69 
68 
67 
66 
65 
64 
63 
62 
61 
60 
59 
58 
57 
56 
55 
54 
53 
52 
51 
50 

10o f 
l 

2 
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20 Vollwandige Systeme mit geradlinigen Achsen. 

c) Größe und Lage des Maximalmomentes bei ruhender gleich. 
mäßiger und dreieckförmiger Belastung. 

Die Größtmomente für ruhende Streckenlasten sowie der Ab­
stand x, den der Angriffspunkt dieses Momentes vom Auflager 
hat, lassen sich bei rechteckigen und dreieckförmigen Belastungen 
in einfacher Weise durch die Querkraft am Auflager, d. h. den Auf­
lagerdruck des einfachen Balkens angeben. 

~a 
ALjS' 

I 
~IE~---------l--------~>~I 

Wir betrachten den allgemei­
nen Fall, daß außer den äuße­
ren Lasten, welche die Auflager­
drücke Ao und Bo hervorrufen, 
noch zwei Momente M a und Mb 
an den Balkenenden angreifen 
(Fig. 12). Es ist dann: 

Fig. 12. 

A=A +Mb-Ma ) o l' 
. . . . . . (17) 

B=Bo+Ma~Mb 

Das Größtmoment tritt bekanntlich da auf, wo die Querkraft 
das Vorzeichen wechselt, also den Wert 0 erreicht. Die Resultierende 
der äußeren Last zwischen diesem Punkt und dem Auflager muß 

also umgekehrt gleich dem 
Auflagerdruck sein. Diese 
·Beziehung kann zur Bestim­
mung des Größtmomentes 
benutzt werden. 

ce) Bei gleichförmig ver­
teilter Last an beliebiger 
Stelle (Fig. 13) trete M max 
auf beim Punkte m im Ab-

Fig. 13. stande x vom Anfang der 
Belastung, also im Abstande 

(x +~) vom Auflager. Es ist also hier: 

M max = B (~+~) +Mb •••••• (18) 

Darin ist, da p. x = Bist: 

Ma r 
LS 
A 

B 
x= ~ . (19) 

P 

Ist ~ = 0 (Fig. 14), so 
wird: 
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ß) Bei dreieckförmig ver­
teilter Belastung (Fig. 15) 
trete Mmax auf an der Stelle m 
im Abstande x von der Spitze 
der Belastung, also im Abstande 
(x + ~)vomAuflager. Es ist dann, 
wenn Pa und a bekannt sind: 

x 
17x=-;;·17a· 

x x~ . Pa 
B=p .-= ... -

x 2 2a 

x=a"1 /~=a Y2B. 
V Pa 17a·a 

Daraus ergibt sich: 

Fig. 15. 

Hier bildet die dreieckförmige Belastung rechts von m, nämlich 

17 x • ~ = B, mit dem Auflagerdruck B das Kräftepaar B· (~ + ~ x) , 

so daß das Gesamtmoment bei m beträgt: 

M max = B (~ + ~ x) + M", . (20) 

worin also 
x=ayB =a-V~B. 

Pa 17a·a 
. . .... (21) 

Links von a kann die 
Lastverteilung beliebig 
sein. 

y) Auch bei tra­
pezförmiger Bela­
stung lassen sich ent­
sprechende Gleichungen 
für x und M max an­
geben. Mit den Be­
zeichnungen der Fig. 16 
findet man: 

B=p a+x_~l."..!. 
T 2 2 

Fig. 16. 

P =p +17"~=P +171.·~=p (1+~); 
x 1 "c 1 a 1 a 

Darin ist 

also ist 

Daraus findet 
. . . . . (22a) 
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Durch Einsetzen der Werte 

also 

ergibt sich aus der vorhergehenden Gleichung 

x=c[-V;~~ + (~~r -~:] ..... (22b) 

Die letzte Form hat den Vorteil , daß der Wert a, der unter 
Umständen sehr groß wird, nicht vorkommt, sondern nur gegebene 
Werte C, PI und P2 vorkommen. 

Nach Ermittelung von x findet man Mmax aus folgender 
Gleichung: 

_ ( + x) +P2 x2 
( + 2 + Mmax-Pl'x t 2c~'-2~ t )jx) Mb' . . (23) 

NB. Aus den Gleichungen (22) lassen sich die Werte der Gleichungen (19) 
und (21) ableiten, indem man einmal P2 = 0 in Gleichung (22 b) oder a = 00 
in Gleichung (22a), und das andere Mal Pi = 0 in Gleichung (22b) oder a = 0 
in Gleichung (22a) setzt. Für Pi = 0 ergibt sich aus Gleichung (22b) ohne 
weiteres der Wert der Gleichung (21). In den anderen Fällen ergeben beide 
Gleichungen die unbestimmten Werte 00·0 bzw. 00 - 00. Schreibt man aber 

1 /2~B + 1 _ 1 /2 B 
V Pia V-CP2+P12_Pl> 

x= ------1----- = c P2 

a 

so ergeben sich, wenn man Zähler und Nenner nach a bzw. P2 differenziert 
und dann a = 00, a= 0 bzw. P2 = 0 einsetzt, die Gleichungen (19) und (21). 

§ 2. Der beiderseits eingespannte gerade Balken. 

Als erstes Beispiel behandeln wir den beiderseits eingespannten 
geraden Balken, der sich wegen der Einfachheit . des Systems für 
die Anwendung der in § 1 gegebenen Rechnungsunterlagen besonders 
eignet. Die Aufgabe ist hier eingehender behandelt, weil sie als 
Grundlage für manche der später zu behandelnden Aufgaben dient. 

a) Allgemeine Gleichungen für die Unbekannten X, für Mo­
mente, Querkräfte und Auflagerreaktionen. 

A~~--------------~ ~ ~8 
1 1 
I< l-~-~-~ 

LS 
,Li 

Fig. 17 a. 

Fig.17b. 

Das System (Fig. 17 a) ist drei­
fach statisch unbestimmt. Wählt 
man als Grundsystem einen ein­
fachen Balken mit einem festen 

und einem beweglichen Auflager 
(Fig.1 7b), also als Unbekannte die 
beiden Einspannungsmomente X a 

und X" und den horizontalen 
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Auflagerdruck Xc' so wird letzterer bei senkrechter Belastung, gleich 
Null. (Bezüglich Xc bei Temperaturänderungen vgl. S.29.) 

Für die Unbekannte X b haben wir die Gleichung: 

X ___ L~·l] 
b - [bb .1J . 

Der Wert [bb. 1 J kann ermittelt werden aus der Gleichung: 

f J' f J' [b~.lJ= Mb~ldsJ= Mb.1Mb·dsJ. 

Die Mb .1-Fläche (Momentenfiäche am einfach statisch unbestimmten 
Hauptsystem infolge der Belastung X b = 1; Zustand X b . 1 = 1) hat 

[a b] 
bei B den Wert 1, bei A den Wert X ab = - [aa]' 

Aus der Jla- und Mb-Fläche 
(Fig. 18a und 18b) ergibt sich, 
unter Anwendung der Tabelle I, 
fund g (§ 1): 

Fig. 18a. 

f J' I' 
[aaJ= Ma2dSy=s, Aal 

I I 

f J' I' 
[ab]= MaMbds J =6' 

~:c~-------l------~~ 
I I 

I' 
[bb]=[aa]=s' 

. [abJ 1 
Also Ist ---=--

[aal 2 
Die Mb. rFläche hat also die in 
Fig. 19 dargestellte Form. Da­
mit ist nach Tabelle I, b in § 1: 

Z' (' 1) Z' [bb.1J=6· 1 2-2" ="4' 
Es ergibt sich also für X b 

die Gleichung: 

I 
I 
I 
I 

4 
Xb=-y- [bm.1]. 

Fig.18b. 

+ 

Fig. 19. 

Der Wert [b m. 1] ist für jede Belastung besonders zu ermitteln 
aus der Gleichung: 

f J' 
[bm.1]= Mb.lModsy. 

In Hinblick auf Fig.19 erhält [bm.1] die Form: 
1 . 

[bm.1J=-"2<J?1 +<J?2· 

Damit findet man: 

xb=_i(_~ m +m) =-~(2m - m). l' ~ r 1 r 2 I' r 2 ,1 
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Wegen der Symmetrie des Systems können wir daraus ohne 
weiteres die Gleichung für X a durch ent3prechend3 Vertauschung 
der Bezeichnungen angeben. Die Unbekannten X a und X b haben 
also die Form: 

Xa=-~(2IPl -1P2) 1 
T 2 

X b = -7(21P2 -IPI) 

. . . . . . (24) 

Zur Auswertung der folgenden Gleichungen (26) ist der Wert 
X a - X b zu ermitteln. Nach den Gleichungen (24) ergibt sich dafür: 

6 
X a -Xb = -ydlPl --1P2) . . . . . . (25) 

Sind die beiden Einspannungsmomente X a und X b gefunden, so 
ergeben sich für die Auflagerdrücke, Querkräfte und Momente folgende 
Gleichungen: 

Auflagerdrücke: 

Querkräfte : 

Momente: 

A=Ao+Aa,Xa+Ab,Xb' 
B=Bo+Ba,Xa+Bb,Xb' 

M = Mo + MaXa + MbXb. 

Darin bedeuten Ao' B o' Qo' Mo die betreffenden Werte, die in folge der 
äußeren Belastung am Grundsystem auftreten. Die durch die Unbe­
kannte X a = 1 am Grundsystem hervorgerufenen Werte sind (Fig. 18 a): 

1 
Aa=-T' 

1 
Ba=T' 

1 
Qa=Aa=-T' 

x 
Ma = y (an der Stelle x); 

die durch X b hervorgerufenen Werte sind (Fig. 18 b) : 
1 

Äb=T' 

1 
B b =--· l 

X 
Mb = 1 -T (an der Stelle x). 
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Damit ergibt sich: 

A=A _ Xa~Xb 
o l' I 

Q = Qo - X a lX", I 
M=Mo+ X a T + X b (l-f)· J 

. . . . (26) 

Anmerkung: Nach den vorstehenden Gleichungen (24) -(26) ist nun der 
Träger für die verschiedenen Belastungsfälle in einfMhster Weise zu berechnen. 
Man hat nur für rp die früher ermittelten Funktionen von c, k, r ... einzuführen. 

Wenn somit auch die Untersuchung einzelner Belastungsfälle an sich 
nichts Neues bietet, so sollen doch für einige häufig vorkommende Fälle die 
näheren Angaben folgen, damit sich der weniger Geübte an die Verwendung 
der bisherigen Unterlagen gewöhnt und man für etwaige sonstige Aufgabe n 
die fertigen Ergebnisse zur Hani hat. 

b) Untersuchung des Träger3 für ruhende Belastungen. 

Die Fälle ruhender Belastung 
hergeleiteten allgemeinen Grund­
lagen ohne weiteres erledigen. 

lassen sich mit Hilfe der in § 1 

a) Einzellast P. 
Greift im Abstand ~ vom rech­

ten Auflager B (Fig. 20 und 20 a) 
eine Einzellast P an, so ist nach 
Gleichung (7 a) in § 1: 

Pl I 

f{J1 = Sl . Cl' 

Pl I 
m o = -l·c". 
T" 6 " 

Damit ergibt sich hier: 
Fig.20a. 

X = - Pl (2 C - C ) = - Pl (f)2 (1 - f) I 
a 3 1 2 l l' 

X =- Pl(2c -c )=_ Pl f(1_ f)2. J 
b 3 2 I l l 

Die Differenz X a - X b ist dann 

.. (27) 

Xa-Xb = -~. ~l.Z' (Cl - C2 ) = -Pl(ci -C2)= - Pl{(1-t)(2t- 1). 
Zur Bestimmung der Auflagerdrücke dienen die Gleichungen (26). 

Es ist: 

A=P/ +P(ci -c2)= p[t + (Cl - C2)] =p(fy (3 -2t),} 28 
B=P[(1-t)-(cl -c2)]=P(1-iJ(1+2t)=P-A. () 
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Das Größtmoment tritt auf unter der Last P. (Die genaueren 
Untersuchungen finden ~ich bei der Besprechung der Einflußlinien 
im folgenden Abschnitt.) Es ist: 

; ( ;) M =Pl- 1--
I) l 1 ' 

also 

; (;) ; (;) (;)2 ( ;)2 M =Pl- 1-- +X -+X 1-- =2Pl - 1-- (29) 
max l l alb 1 1 1 

Die Momentenfläche ist in Fig. 20 a dargestellt. 

IE (_~~ 

J7{~ 
I .... E~---~l ~-~-___ 

Fig. 21. 

Ferner ist: 

ß) Gleichförmig verteilte Be­
lastung. 

Bei gleichförmig. verteilter Be­
lastung auf der Strecke ; vom rech­
ten Auflager aus (Fig. 21) ergibt sich 
nach Tabelle VII aus Gl. (24): 

Ao=P2l (fr 
B =~f (2-1). 

o 2 1 1 

Demnach ergeben sich die Auflagerdrücke nach GI. (26): 

A=4 2 T +(k1 -k2 ) =2' T . 2-T ' P 1 [ (;)2 ] pl (;)3 (;) } 
B=P: [2f(2-f)-(kl-k2)J=~l'{'[2-({r'(2-t)J. (31) 

Das Moment an einer beliebigen Stelle x hat somit den Wert: 

px2 r •• (32a) 
Für x>;: M", =A(l-x)+Xa , } 

"x<;: M",=B,x-TiXb' 

Das Größtmoment ist nach Gleichung (18a), wenn X b für Mb ge­
setzt wird: 
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B2 
M",ax= 2p +Xb • 

r) Dreieckförmige Belastung. 

27 

(32b) 

1. Bei dreieckförmig über die Strecke; verteilter Last mit der 
größten Ordinate bei B (Fig. 22) 
ergibt sich nach ~abelle VII: 

12 

<PI ={60'1' ·rl , 

pi'!. , 
<P~ = 360' Z '1'2' 

i 
:~~~-------l-------~ 

Fig.22. 

. . . . . . (33) 

Ferner wird: 

A _pi. (f)~ 
0- 6 l ' 

B =pl. f (3-f) 
o 6 I l' 

also: 

(34) 

Das Größtmoment tritt auf im Abstand x von der Spitze der 
dreieckförmigen Belastung (s. Fig. 22). Dieser Abstand ist: 

x=V:~=xV~.~· 
Damit ergibt sich als Größtmoment nach GI. (20): 

Mmax=A(l-;+ ~X)+Xa ..... (36) 

2. Hat die auf der Strecke ; 
dreieckförmig verteilte Last 
die größte Ordinate bei; (Fig. 23), 
so erhält man mit Hilfe der Ta­
belle VII: 

,-E------ e --------

A~ fi~8 
I ----x-~ 
~.------~ l >; 

Fig. 23. 
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. . . . . . (36) 

Mit 

B =1Llf (3 - 2 f ). 
o 6 l I 

wird 
pi [ (~)2 i 1 A = - 20- --i- (t - t ) I 
60 t I 1 2 J' l 
pi r ~ ( ~)" l r B=- 10- 3-2- _I, -t)J J 60 ~ l I \ 1 ;)' 

(37) 

Das Größtmoment ergibt sich im Abstande x von der Dreiecks­
spitze: 

Es ist dann: 
VB '213 

x = ~ P; = ~ V P:§' 

Mmax =B'~X+Xb" ...... (38) 

I""i~-(--i ö) Außere Belastung durch 
."-+-"'1' /.1 1 ein Moment M. Es greife ein Mo-

'lBiI-,,:::---"":'-I"....I '.-.;.. '-----BD1~ ment M im Abstande ~ vom rechten 
"ll-o.~~---l-_-----''''""..Jr Auflager an (Fig. 24). Es ergibt 

Fig. 24. sich nach Tabelle VII: 

Es ist also nach GI. (24): 

X =-M(28 +8 )=-Mf(2-3 f ) ) 
a 3 12 l l' 

. (39) 

X = -+- M (2 8 + 8 ) = -llf (1 - f) (1 - 3 f) 
b '3 2 1. l l . 

Damit ist: X a -Xb =-J'/(81 +82)= M[l- 6 f(l-f)J. 
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Es ist ferner: 

damit erhält man: 

A = ~[ (1 + Si + S2) = 6 ~ f (1 - f) , ) 
lfI lfIl;( 1;\ . (40) 

B=-T(1 +Sl +S2)= - 6 TT 1-- T)· 

Ein Moment an beliebiger Stelle x ist: 
Für 

x<l;: Mx=-lfI.y+XaY+Xb(1-Y), 1 

x>, M"'~M(l-f)+X"i+x.(l-T)t . (U) 

E) Treten an dem System ungleichmäßige Temperaturände­
rungen auf, ist z. B. der Temperaturunterschied zwischen dem obe­
ren und unteren Rand des Querschnitts Ll t = to - tu' so ist 
(vgI. S. 6 GI. 5) 

Ll t Z (1 ), Ll t Z' 
[bt.1]=-E-l~· 2 -2+ 1 E·J =-E·J·h · 4' 

Da hier X a gleich X b sein muß, so erhalten wir: 

Llt 
Xa=Xb=X=+EJ'E h .. ..... (42) 

Auflagerdrücke treten nicht auf, da am Grundsystem At = B t = 0 
ist; der Einfluß der Unbekannten X a - X b ist ebenfalls gleich O. 
Die Momente sind über dem ganzen Balken konstant (= X). 

Infolge einer gleichmäßigen Temperaturerhöhung um 10 ergibt 
sich X a = X b = O. In diesem Falle wird jedoch die dritte Unbe­
kannte, der horizontale Auflagerdruck Xc' nicht gleich 0, sondern 

X = _ [cl. 2] 
c [cc.2]· 

Die Werte [cL 2] und [cc.2] ergeben sich aus den Gleichungen: 

[c t. 2] = - f E' to·ds . Nc·• 2 = - E· to·Z·Ne .2 , 

[ ] f 2 ds 1 2 
cc.2 = NC • 2 • EF= EF·Nc.2' 

Man findet also mit NC' 2 = 1: 
Xc=E·to·E·F. . (42a) 

Diese Unbekannte äußert sich als Druckkraft in dem Balken. 

~') Für den Fall, daß Widerlagerverschiebungen eintreten, 
betrachten wir zwei Fälle: 

1. Verschiebungen in Richtung der Auflagerdrücke 
A und B um die Werte [aw.2]=ba und [bw.2]=bb' . 
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2. Verdrehungen im Sinne der Einspannungsmomente 
um die Werte [aw.~J=fta und [bw.2J=ftb • 

Zu 1: Wir schreiben nach GI. (6) S. 6 

[b W . 1 J = - E J' ,XLb.l [l w . 2] = - E J' [ Au ~ a + Bu ~b] . 
Es kommen nur die senkrechten Auflagerdrücke hier in Frage, 

da in Richtung der Einspannungsmomente, die gleichfalls Auflager­
reaktionen sind, keine Verschiebungen (Verdrehungen) angenommen 
sind. Es sind also dafür die Produkte L b . 1 • [lw. 2J = O. 

Ab.1 und B b . 1 , die Auflagerdrücke infolge X b = 1 am einfach 
statisch unbestimmten Hauptsystem, sind: 

Ab 1 = ~ _ [a b] (_ ~) = ~ (1 + [a b]) = ~ . ~ , 
. l raa] 1 l [aaJ 2 l 

1 [ab] 1 3 1 
B b 1 =-----. -=-=--.-. -'. 

. 1 [aaJ 1 2 l 
Es ist also: 

[b W 1J = (- 3. :t:. J + ~. ~. ~ ) E J' = - ~ ~ (~ - ~ ) E J' . 2 la 2 l b 2l ab' 

3 1 , 4 EJ 
X b=+2' T(~a-~b)EJ 'Y= 6 T(~a - ~b)' 

Durch Vertauschung von ~ a und ~b ergibt sich daraus ohne 
weiteres der 'Wert für X a ; man erhält also: 

X a = - 6 !-"- (~a - ~b)') 
_ 6 E-J ...... (43) 

X b - - -r (~b - ~a)' 

Damit ergibt sich: 
EJ 

X a -Xb = -12 7(~a - ~b)' 

Da nun Ao = B o = 0 ist, so wird 
EJ 

A=-B= 12r(Ja-~b)' (44) 

Zu 2: Bei Verdrehung der Widerlager haben wir wieder 
die Gleichung 

[b W . 1] = - E J' ,X Lu [Z w. 2] . 
Da die Verschiebungen in Richtung der senkrechten AuflagndJi'cke 
A und B gleich 0 sind, so wird hier für diese der Amdluc k I b . 1 [1w. 2J 
gleich 0, und es kommen für L b • 1 nur die Eimpam:urgfll'oDlmte 
X a und X b infolge der Belastung Xb.l = 1 (Xb = 1 8m einfach 
statisch unbestimmten Hauptsystem) in Frage, al80 die WErte X ab 

und X b b' Diese sind nun: 
[a b] 1 

X bb = 1, X ab =- (aaJ =-2' 
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Es ist somit: 

( 1 ) EJ' 
[bw.l]=-EJ' -2·ßa+l.ßb =-2-({}a-2ßb)' 

Damit ist: 
EJ' 4 EJ 

X =--(ß -2ß)-=2-(2ß -ß) 
b 2 a b Z' Z b a • 

Durch Vertauschung von ßa und ßb erhält man daraus ohne weiteres 
den Wert für X a • 

Man erhält also: 

Xa=2~·J(2{}a-ßb)' ) 

2 E.J . . . . . . (45) 
X b=-l-(2 (}b-ßa)' 

Die Differenz dieser Werte ist: 
6E·J 

Xa-Xb =-Z-(ßa-ßb)· 

Da nun im Grundsystem Ao = B o = 0 ist, so wird: 
6E·J 

A=-B=-~(ßa-ßb)' (46) 

Es ergibt sich für ein beliebiges Moment im Abstand x vom rechten 
Auflager 

(47) 

Aus den unter Abschnitt b) ermittelten Belastungsfällen lassen 
sich die Formeln für Sonderfälle leicht herleiten. Für einige der­
selben sind die entsprechenden Werte in Tabelle VIII zusammen­
gestellt. 

Tabelle VIII. 

Nr. Belastung 

PI X.= -3(2 Cl - c2 ) 

I
I X.=_~;2 (2kl - k2) 

. p 12 

X b = -12 (2 k2 - kl ) 

-----1------------------1--------------------------

~< 

2 
~ 

PI 
X b = -3 (2c2 -Cl) 

3 ~; 
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Tabelle Vln (Fortsetzung). 

Nr. I Eelastung X a und X/J 

~ 
P l· 

X a = - 180 (2 t, - t2) 

~ fl{~~ P l2 . 
X/J = - 180 (2 t. - t,) 

--_.~~-

5 

M 
f.E-l~ X a=-g(28, +82) 
iM I 

ril Y7' ~ X/J = ~ (2 8. + 8,) 

Temperaturunterschied L1t 
to - tu = LI t X.=X/J=EJ.e·T 6 

Widerlagerverschiebung 

7 J~---------~ Xa=-X/J=- 6!J ((ja-(j/J) 

Widerlagerverdrehung 

8 f0z 
-~~-I-~~~~~~~~-- -- .. 

9 
?A 

10 
Pl 

X a = X/J= - g (c, +c2) 

pP 1l.~~1.n X.=X/J=--
______ ~~~ ____ ~ ___________ ~~~. _1---------___ 1_2 _________ ___ 

X a = - ~~2 [2 (k, - k.') - (k2 - k/)] 

p l' 
X/J= -12 [2 (k2 - k2~ - (k, - k.')] 

12 

-----~--------------------I--------------------------

13 

14 
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Tab elle VIII (Fortsetzung). 

Nr. Belastung X. und X" 

~:.II. 15 ~ X.~·\'~--:6P" 
I---~-- ------~- ----

16 

17 

X a = = i8l~ (2 t1 = t2 + 2 t2' - tt') 

X" = - ~ (2 t 2 - t1 + 2 tt' - t/) *) 

pl2 p'l2 
X a -12- 30 
X pl2 p'l2 

" ==Ti-iQ 
*) t' gilt für i:' =l-~. 

c) Untel'suelmng für bewegliche Belastung. 

a) Einflußlinien. 
Der Einfluß einer Einzellast P= 1 in einem beliebigen Abstande ~ 

vom rechten Auflager auf beliebige statische Größen ist aus den 
Gleichungen (27)-(29) zu entnehmen. Betrachtet man ~ als ver­
änderliche Größe, so stellen die Werte in jenen Gleichungen die 
Ordinaten der Einflußlinien dar. 

1. Einflußlinien der Unbekannten X a und X b • Nach 
GI. (27) ergibt sich mit P = 1 : 

l 
X = - -- (2 C - C ) 

a 3 1 2' 

X b = -~(2 C2 -Cl)' 

Setzt man in diese Gleichungen für Cl und c2 die Werte ein 
vg1. § 1, S. 8), so erhält man: 

Xn=-l(fY (l-f) ,} 
( ~)2~ ....... (48) 

X =-l 1-- -. 
b l l 

Die Xa-Linie ist danach in Fig. 25 aufgetragen. Die Ordinaten 
in den Zehntel punkten ergibt folgende Tabelle: 

x I! I I j I I 
10 T = O. 1 2 I 3 4 5 1 6 I 7 8 9 110 

____ i ___ 1 _______ --'--i-----~-·I·-
- ~.Xa = ° j 0,009 0,03210,063 0,096 0,1251°,14410,147 0,128 0,081 0 

I I I I I I 
Pi r let. Statik. Ir. 2. 3 
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I I 
I I 

Um zu ermitteln, für welche 
Laststellungen die Werte X ihre 
Größtwerte erreichen, setzen wir 

I I 
I I d· D'ff . I . dX Ie I erentla quotIenten = 0 . 
I I 
I l I 

Es ist also: d~ 
~----301 I 
I 3 I 
I~E~-------l--------~~~I dja= __ 2f + 3(fr=o; 

Fig. 25. ~ 2 ~ 
also -=-', bzw. -=0, 

Z;) l 

~ 1 ~ 
, bzw. -I' ="0 1. 

;) 

Die Größtwerte treten auf bei 
~ 2 ~ 1 

bzw. 
l;) l;) 

Damit ergibt sich: 
X max = --I (~)2 . ~ = _ .4 I 

a 3;) 27 • 

X b max = -. 1 (~)2 . ~ = - -~ I . 
3 il 27 

2. Die Einflußlinie eines Momentes Mx im Abstande x vom 
rechten Auflager hat folgende Gleichungen (s. Fig. 26 a u. b). 

Fig. 26a. Fig. 26 b. 

Für ~ < x : J'!;[x = lt (1 - T) + X a . T + Xv (1 -f) 
=l(·f·r[(l- ~.)(2- n-Y(l-f)J. 

Für ~>x: Mx=Z(l-{) ~ +Xaf+Xb (l-·f) 
(49) 

=l( l--fJ ~ (1 +- n --(l-y);l 
Die Ordinate im Punkte x (x = ~; Spitzenordinate ) ist nach 

. (.'1:)2 ( x) 2 GleiChung (29): .M'T max =21 T 1-1 Diese Gleichung, als 

Kurve aufgetragen, ergibt die sogenannte Spitzenkurve, in der 
die Spitzen sämtlicher Momenteneinflußlinien liegen. 

NB. Bezüglich der Momentenlinien mit Belastungsscheiden vgl. die Aus­
führungen in Abschnitt ß. 
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3. Die Einflußlinien der 
Auflagerdrücke A und B sind 
gegeben durch die Gleichungen (28) 
(vgl. Fig. 27): 

/I-Linie 

35 

4. Für die Querkraft in einem beliebigen Punkte 'In ergeben 
sich die Gleichungen: 

Für ~ <x: 

" ~ x: 
Qx= A, } ('" ) 
Qx=-B. . ..... .,1 

Tragen wir also in einer Figur (Fig. 28) die positive A-Linie 
und die negative B-Linie ab und 
verbinden beide durch die vertikale 
Gerade CD im Punkte 'In, so ergibt 
sich A CD B als Q-Linie. 

ß) Maximal- und l'linimaI­
momentenflächen für gleichmäßig 
verteilte Bela~tung. 

Um den größtmöglichen posi­
tiven oder negativen Wert einer 
Größe S für gleichförmige beweg­
liche Belastung q zu ermitteln, sind 
nur die Teile des Systems als belastet anzunehmen, für welche die 
Einfiußlinie positiv bzw. negativ ist. Man muß dazu die Punkte kennen, 
an welchen die Einflußlinie den Wert 0 hat, d. h. vom positiven 
zum negativen Teil übergeht. Diese Dbergangspunkte (O-Punkte) 
nennt man die Belastungsscheiden. 

Für eine Q u e r k r a f t im Punkte x ist die Belastungsscheide 
der Punkt x selbst. 

Für ein Moment Mx, im Abstande x vom rechten Auflager, 
kommt eine Belastungsscheide nur dann in Frage, wenn der Momenten­
punkt in der Nähe der Auflager liegt (Fig. 26b). Wir werden später 
finden, daß es sich um die bei den äußeren Drittel des Balkens 
handelt. Der Abstand a, d. h. die Lage der Belastungsscheide, er­
gibt sich aus der Bedingung, daß das Moment MfI) für eine Last 1 
ün Abstande a vom rechten Auflager gleich 0 wird. Es besteht 
also die Beziehung für a ~ x [vgl. Gleichung (49)]: 

JI =l(.~~)2.1(1_::)(2~ a)~~(l __ a_)l=o . 
. " 1 .\ I 1 1 1 J 

Daraus ergibt sich die Beziehung zwischen T und ; . 

3* 
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oder 
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a 

;r 

:r 
2-3/ 

x 
1-2 

a 
2 ---

I 

a 
3-2 T 

(52a) 

(52 b) 

In diesen Gleichungen kommen für -i nur positive Werte 

zwischen 0 und 1 in Betracht. Indem wir in die Gleichung (52 b) die 

G a -_ 0 b a . t fi d . f" x d' \V renzwerte 1 zw. -( = 1 emse zen, n en wIr ur / le erte 

x 
---

S 
und 

x 
--1 1- . 

x 
Die Belastungsscheide liegt also nur für solche Werte von l-

innerhalb des Trägers, welche zwischen ~ und 1 liegen. - Man be-
a x 

achte, daß die abgeleiteten Werte für den Fall -z < / gelten, also 

nur für den rechten Kurventeil der in Fig. 26 dargestellten Einfluß­
linien. Für den linken Teil lassen sich die entsprechenden Werte 
ableiten. - Wir betrachten im folgenden nur den rechten Teil, da 
sich die Resultate ohne weiteres auf den linken Teil übertragen lassen. 

Für ein Moment M", im Abstande x vom rechten Auflager er-

gibt sich, wenn : < y < 1 ist, die Belastungsscheide in einem Ab­

stande a vom rechten Auflager, der gegeben ist durch die Glei­
chung (52a). Auf der Strecke a sind also die Ordinaten der Einflußlinie 
für Ma; negativ (Fig. 26 b). Belastet man ausschließlich diese Strecke a 
mit einer gleichförmigen Last q, so tritt der größte negative Wert 
~lfx auf. Nach den Gleichungen (30) bis (32 a) (Tab. VIII, 2) ergibt 
sich bei Belastung der Strecke a für das Moment M,,: 

Darin ist 

Hierin sind 
einzusetzen. Es 

Mx1l1in =A.l(l- ;)+Xu ' 

A=~ll2 (~J+ k1 -k2 ] , 

_ pl2 
X a =, -12(2k1 - k2 )· 

a 
die Größen ].;1 und k2 für das Abstandsverhältnis T 
ist also: 

].;1=(-fYl2--(;r, 
k2=(~r(2- ~-r 
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und demnach erhält man nach gehöriger Vereinfachung: 

(3 ~_ 2)4 
q z~ ( a)4 1 q 12 1 

3I"'min=- 12 ·Z· . ----~-= - 12 -( X-·)S' .. (63) 
3-2 Z 2 T-1 

Man findet aus dieser Gleichung: 

x 
.:vIx ",;" = Ü, für 

2 
-- . 

3 

M - _ qZ~ f" x 1 
• X",i,,- 12' ur y= . 

~ach Gleichung (53) sind die beiden Kurven 
tragen. Ihre Ordinaten "vI"'min 
ergeben das größtmögliche ne­
gative Moment für alle Punkte 
in den beiden äußeren Dritteln 
der Balkenlänge. Die größte 
Ordinate liegt in den Endpunk-

ten (~== 1) und hat den Wert 
\ I 

in Fig. 29 aufge-

q /2 Eig.29. Minimal-Momentenfläche. 

12 
Der Größtwert des positiven Momentes Mx",,,,,, tritt gemäß 

Fig. 26 b bei Belastung der Strecke l- a auf. Man kann diesen Wert 
finden, indem man den Wert M"'min' der bei Belastung der Strecke a 
auftritt, von dem bei Vollbelastung für das Moment bei x auf­
tretenden Werte j'r[ I subtrahiert. 

Der Wert '" 

ist in Fig. 30a aufgetragen. ( 
ql2 

AC=BD=-
12 ' 

Parabel CED mit 

d Pf 'lh"h IJ l2 b . 1 ) Z' h d' M er el 0 e _. - el x =--. le t man von leser omenten-
H 2 

fläche die jl{x . -Fläche, d. i. die Kurven CF und DG, ab (Fig. 30a), 
nnn 

so heben 'sich die nicht schraffierten Teile fort; es bleibt als M~ -
max 

Fläche der schraffierte Teil. Dieser ist in Fig. 30 b an die Gerade 
AB angetragen. 

Für die Praxis genügt in den meisten Fällen eine angenäherte 
Konstruktion, indem man in Fig. 29 (M"'min -Fläche) statt der Kurven 
FC und GD die Geraden Fe und GD, und in Fig. 30b (M"'max-Fläche) 
statt der Kurven F' A und G' B die Geraden F' A und G'B zieht. 
Man erhält dadurch sowohl für die negativen wie für die positiven 
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c 

Vollwandige Systeme mit geradlinigen AchseIl. 

Fig.30a. 

o 

E 

Größtmomente in den Strecken 
FA und G B etwas zu große 
Werte. 

y) Maximal- und Minimal­
Querkraftsfläche für gleichför­
mige Belastung. 

~ A 'I . 

Wie schon erwähnt, ist die 
Belastungsscheide für die Quer­
kraft eines Punktes dieser Punkt 
selbst. In einem Punkte im Ab­
stande x vom rechten Auflager 
tritt also die größte Querkraft 
(Jxmax auf bei der Belastung der 
Strecke x. Es ist dann (s. GI. 31): 

F (J' 

Fig. 30b. Maximal-Momentenfläche. 

q I I (X)2 ] Q -A--'-- 2 - +k -k "'max - - 4. I 1 2· 

Setzt man für k1 und k2 die Werte ein, so erhält man: 

_ 11~ (~)3 (2 _::j 
QXlIUlX - 2 I I ) . . (54) 

D Tragen WIr für diese 
Gleichung die Kurve B G 

3:.1 an BA an (Fig. 31), so er-
2 hält man die Maximalquer­

kraftsßäche. 

Fig.31. Maximal- und Minimal­
Querkraftfläche. 

Die kleinste Querkraft 
QXmin' d. h. den Größtwert 
der negativen Querkraft, er­
halten wir durch Belastung 
der Strecke 1- x; wir kön­
nen sie also finden, indem 
wir den Wert Q"'",ax von 

dem für Vollbelastung sich ergebenden Wert 

, ql ( x) Qx =-2- 1-2 l 
subtrahieren. Es wird also: 

, ql( x)( X)3 
QXmin = Qx - Qxmax = - 2 1 + l 1 -y . (55) 

Die Querkraftsßäche für Vollbelastung (Qx') ist gegeben durch 
die Gerade GD (Fig.31). Man erhält also c;lie zwischen dieser Ge­
raden und der Kurve verlaufende Minimalquerkraftßäche. 

In Trägermitte ist: 
q l ( 1)3 ! 1) 3 

Qmax = Qmin = 22 (,2 -"2 ~= 32 ql 

(gegen ~ ql beim frei aufliegenden Balken). 
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§ 3. Der einseitig eingespannte Balken. 
Der einseitig eingespannte Balken (Fig. 32) ist nur einfach 

statisch unbestimmt und unterscheidet 
sich von dem beiderseits eingespann­
ten Balken dadurch, daß die Un­
bekannte X" fortfällt. Zur Ermitte· 
lung der Unbekannten X a dient die 
Momentenfiäche für X a = 1 am Grund­
system (Fig. 33). Der Nennerwert 
ist also hier: 

,...Ja Fig.32. 

(~A ~ 
I I --- ---, 
I I 

Z' 
[aaJ~-=lf' 

I I 

~ 
Fig.33. 

Der Zählerwert [am] ergibt sich gemäß den Ausführungen m 
§ 1 und § 2 nach der Gleichung: 

[am] = CfJ1• 

Damit wird die Unbekannte 
3 

X a c= -ZT' CfJl • • • • • • • • • (56) 

Für die übrigen statischen Größen ergibt sich: 
Xa 

A==Ao ~ -i-' 
X 

B=Bo+-r, 

X 
Q=Qo-l' 

x 
Mx=Mo+XaT · 

In der folgenden Tabelle IX sind die Unbekannten für die ver­
schiedenen Belastungsfälle zusammengestellt. 

Nr. I 

2. 

3. 

Tabelle IX. 

Belastungen Xa 

3 
---P·l 

16 
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r T. 

4. 

5. 

6. 

7. 

9. 

10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 

Vollwandige Systeme mit geradlinigen Achsen. 

Tab elle I X (Fortsetzung). 

Belastungen 

I t t 

:~ 

~~ 

-' 

pI" . 
-120 " 

Xa 

pP 
- 120 'I'~ 

pF 
- 120' t, 

pP 
- 15 

_pI" -~p'l~ 
Il 120 

P 1° , 
- 1~0 (t, + t.) 

(t; für ~' = I - ~) . 

M 
- ~ ·s, 

M 
2 
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S 4. Träger mit elastischer Einspannung. 
In ähnlicher Weise wie die in § 2 und § 3 behandelten Balken 

mit starren Einspannungsstellen sind auch solche mit elastischer Ein­
spannung zu behandeln. Als ein solcher Träger kann der horizontale 
Riegel des in Fig. 34 und 35 dargestellten Trägers angesehen werden. 
Dabei kann der Stützenfuß 
gelenkig gelagert (Fig. 34) 
oder auch fest eingespannt 
sein (Fig. 35). 

(NB. Würde man den 
Balken an beiden Enden ela­
stisch einspannen, d. h. an den 
beiden Seiten Stützen anord­
nen, so würde man auf Rah­
mengebilde kommen, die in 
späteren Paragraphen behan­
delt werden. Auch bezüglich 
des in Fig. 35 dargestellten 
Trägers mit zwei eingespann­

r 
h 

1 
Fig.34. 

ten Enden sei auf die späteren Ausführungen verwiesen.) 

r 
h 
I 

j 
Fig.35. 

Das System Fig. 34 ist zweifach statisch unbestimmt; als 
Unbekannte wählen wir entsprechend der Behand­
lung des beiderseits eingespannten Balkens die 
beiden Einspannungsmomente des wagerechten 
Balkens Z (Fig. 36). Die Größe X b ergibt sich wieder 
nach der Gleichung 

y __ [bm.l1 
~7J- [bb.1J· 

Die ],[b. 1 - Fläche, d. i. die Momentenfläche infolge 
X b = 1 am einfach statisch unbestimmten Haupt-
system, die wir zur Ermittelung der Werte [b m. 1 J 
und [b b .1] benutzen, hat die folgenden Ordinaten: 

Im Punkt b: X blJ = 1, 
[ab] 

" a: Xab=-[aa]" " 

,« ~ 
Fig.36. 

Aus den Momentenflächen Fig. 37 a und Fig. 37 b erhält man, wenn 
J' 

7/=h·' 
J 

d ' ZJ'· un I = J 1st: 

Ab=1 

Fig. H7a. Mn-Fläche. Fig. 37 b. Mb' Fläche. Fig.38. Mb.1-Fläche. 
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h' +1' 
[aa]=-~ , 

I' 
[au]=6"' 

[a b] I' 
- [aEj= 2(h' + I')· 

Damit ergibt sich die Momentfläche für X b . 1 = 1 (Fig. 38). 
Für eine beliebige Belastung des oberen Balkens ist also: 

[ab] 1'?Jl - 2(h' + l')(P~ 
[bm.1)= - taa] ·?Jl + (1'2 = - -- 2(h' + I') ---. 

Der Nennerwert beträgt: 

[bb l]=JM ~f ds.J'.=~(2_[aJ!J)=X.~~'_+_3l~. 
• /J"b.l.J 6 [aa] 12 h'+l' 

Es ist damit: 

Fig.39. 

x _ 6[l'rcl- 2(h' + 1')?J~J 
b- 1'(4h' + 3l') . 

Fig. 40. Mb'.1 - Fläche. 

[a'a'J=f· 

[a'b'] =~. 
[a'b'] 1 

-r~lt!] 2 

Da hier keine Symmetrie 
vorhanden ist, so muß X 
besonders berechnet werden': 
und zwar aus der Gleichung: 

X =_ [am] =[a_~X 
(( [aal [aa] ~ 

oder indem wir die Reihen­
folge der Unbekannten um­
kehren (Fig. 39) und dann das 
Moment X b' (Xa) in gleicher 
Weise ermitteln. Man findet: 

Damit ergibt sich die Momentenfläche für XI:. 1 = 1 (Fig.40) und 
daraus: 

[b' b' 1] = ~ . ~ + ~ = ~ l' + 4 h' 
. 6 2 3 12 

[b' m.1] =?Jl - ~?J2 

X ' - _~~rcl==_CP,!) 
b - 3l' + 4h' . 

Die bei den Einspannungsmomente des wagerechten Balkens haben 
somit die Werte: 
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x" = - ~-(:i+4 fz,2) ) 

T 6 [l' . Cf!l - 2 (h' + l') Cf!2] 
Ab = L' (4h' + 3l') . 

(57) 

Bei Belast~ng des vertikalen Ständers h ergibt sich mit 
Hilfe der Momentenflächen, Fig. 38 und 40: 

, 12 1 
X"=Xb =- 4h'-+-3l,Cf!1 

I (58) 

X b = 4h'~3lTCf!1' J ..... 
Nach den Gleichungen (57) und (58) sind alle Belastungsfälle zu unter­
suchen, indem man für Cf! wie früher die den einzelnen Belastungen 
entsprechenden Werte (mit den Größen c, k, r, t und s) einsetzt. 
Dabei sind in den Gleichungen (58) die Abstände ~ von unten zu 
messen. 

Die übrigen statischen Größen ergeben sich jetzt nach 
denselben Gleichungen wie in § 2 für den beiderseits ein­
gespannten Balken, bzw. wie in § 3 für den einseitig ein­
gespannten Balken. 

S J' I' I h' . d GI . h Anmerkung: etzt man! =cW· , aso w=l7' so wir aus elC ung 

(57) und (5R): 

} 

} 

für Riegellasten . . . (57 a) 

für Ständerlasten . . (58a) 

§ 5. Übungsaufgaben. 
Im folgenden sollen zwei übungsaufgaben durchgeführt werden, deren 

erste die Verwendung der im vorhergehenden § 3 angegebenen geschlossenen 
Formeln erläutern soll, während das zweite den Rechnungsgang für ein be­
liebiges zweifach statisch unbestimmtes System zeigt. 

Aufgabe 1. Ein beiderseits eingespannter Träger von 6 m Spannweite 
soll für folgende Beanspruchungen untersucht werden. 

1. Ruhende Belastung. 
a) Trapezförmige Vollbelastung mit den Endordinaten 0,50 t bzw. 1,50 t 

(s. Fig. 41). 
b) Zwei Einzellasten P = 3 t im Abstande 1,50 m von den Enden. 
c) Ein Einspannungsmoment M = 5 mt im Abstande 2,5 m vom rechten 

Ende. 
2. Bewegliche Belastung: 
a) Zwei wandernde Einzellasten von je 5 t im Abstande von 1,50 m von­

einander. 
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b) gleichmäßige Belastung mit 1,50 tim. 
3. Verschiebungen der Widerlager: 
a) Senkung des rechten Auflagers um 1,5 cm in vertikaler Richtung. 
b) Verdrehung der rechten Einspannstelle um einen Winkel von 15 Bogen­

minuten. 
4. Temperaturänderung des oberen gegen den unteren Trägerrand yon 

±15°C. 

Zu ermitteln sind die Momente und Querkräfte. Bei der Untersuchung 
der Widerlagerverschiebungen und der Temperaturänderungen soll als Stab· 
profil ein I-Eisen N. P. 32 mit einem Trägheitsmoment J", cc_c "-' I:.! 500 cm4 an­
genommen werden. 

11 

Fig.41. 

Lösung: 

1. Ruhende Belastung. 
a) Trapezförmige Belastung mit den 

Endordinaten p = 0,5 tim und P, = 1,5 tim. 
Die Ordinate P, = 1,50 t zerlegen wir in die 
Teile p = 0,5 t und pi = 1,0 t (Fig. 41). Es 
ist nach Tabelle VIII, 17, Seite 33: 

pl2 p'/2 0,5.62 1,0.62 
X = - - .... = - --- -. - ---- = - 2 7 mt 

a 12 30 12 30 " 

pl2 p'l" 05.62 10.62 

Xb=--U~- 20=--'12 - '2Ö--=-3,ilmt. 

Der Auflagerdruck bei A ist: 
pi p'i X,,-Xb 0,5.6 1·6 -2,7+3,3 , 

A=2+T-----z--- c 2 +6 -- S--c 2,4 t, 

B=~l + p~l + X,,["_Xb = 0,~.6+ \6 =-?,76+ 3,3 = 3,6 t. 

Das Größtmoment tritt auf im Abstande x vom Punkte a; dieser ist nach 
Gleichung (22b), Seite 22, mit c=l: 

X= I (V~~ +~*,r- ~) 
= 6 (V\?~~+-(~)2 - ~:-~) 
=3,15 m. 

Damit ist das Größtmoment nach Gleichung (23), Seite 22., mit :; = 0: 
px2 pi x3 

Mmax =··2 --3T + X a 

;-1,5i P P:1,5-: 
II~: -- l b~8 

... ·~--l-6,OO--l 

Fig.42. 

=~ 0,5 ___ il..~~2 + 1·3,W _ 2 7 
2 B· 6 • ' 

=c 1,52 mt. 
b) Zwei Einzellasten von P= 3 t im 

Abstande 1,50 m von den Enden (Fig. 42). Es 
ist nach Tabelle VIII, 10, Seite 32: 

PI 
X a = X b _c.ce - -3 (c, + ce); 

dabei ist für P in der Stellung f = 1f = 0,25 nach Tabelle H, Seite 13: 

C, =0,234375, 
ce = 0,328125. 



Also ist: 
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CI + C" = 0,.562.5 , 
:{·6 

X,,=X,,=- i-!' .0,562:i=-3,:{7.5 mt; 

Ac=B=P=3 t; 

Mma.,.=A.1,5+ Xat~ 
=3·1,.5-3,375=1,125 mt. 

c) Ein Einspannungsmornent .M = 5 mt 
im Abstande 2,5 m vom rechten Ende (Fig. 43). 
Es ist nach Tabelle VIII, 5, Seite 32: 

M 
X a = - 3- (28, +82), 

M 
X b = 3 (282 +8,). 

45 

Darin wird für 
findet also: 

X 2,5 
i = 6,6 = 0,417: 8, = 0,48, 82 = 0,02 (Tab. VI, S. 17). Man 

X a = -~ (2·0,48 - 0,02) = -1,57 mt, 

5 
X,,= 3 (2.0,02 + 0,48) = 0,73 mt; 

Nach GI. (40) wird weiter: 
];1 5 

A = r (1 + 8, + 82) = 6 (1 + 0,48 + 0,02) 

= 1,22 t, 

B = - ~ (1 + 8, + 82) = - 1,22 t. 
Ferner wird 

- Jt!,/Wx = B·x + X" =~ -1,22·2,5 + 0,73 = - 2,31 mt, 
+ ~lI,llax =c A (1- x) + X a = 1,22·3,5 - 1,57 = + 2,69 mt. 

2. Bewegliche Belastung. 
a) Zwei wandernde Einzellasten von 5 t im Abstande von 1,50 m von­

einander. 
Die Einflußlinie für X. ergibt sich nach der Gleichung (48) und den An­

gaben Seite 3:) oder durch folgende Tabellenrechnung: 

100 Y I 2 c, 
I 

I 
c2 

I .. 111 . ... I .... 
i 2 c, - C2 3 ~ - X. - X" 

10 0,198 i 0,171 0,027 I 2 0,054 
20 0,384 0,288 0,096 I 2 0,192 
30 0,546 0,357 0,189 2 0,378 
40 0,672 0,384 0,288 2 0,576 
50 0,750 0,37.1 0,375 2 0,750 
60 0,768 0,336 0,432 21 0,864 70 0,714 i 0,273 0,441 2 0,882 
80 0,576 I 0,192 0,384 2 0,768 
90 0,342 I 0,099 0,243 2 0,486 

Die daraus sich ergebende X. -Linie ist in 
Fig. 44 dargestellt. 

Für die Laststellung Fig. 44, (Lasten in 0,.5 1 
und 0,75 I), ergibt sich: 

X"ma.,. = (1]: +'10')·5 = -7,97 mt. 

0,486 
0,768 
0,882 
0,864 
0,750 
0,576 
0,378 
0,192 
0,054 

I<'ig. 44. 
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Die M,,,- Linie (Einflußlinie für das Moment in Balkenmitte) ergibt sich 
nach der Gleichung 

.Y1 =M _1_ Xa+)~b 
m 0 :! 

aus der nachstehenden Tabellenrechnung. 

X 
10° 1 

10 
:20 
HO 
40 
.'JO 

~-l=600--'" 

11': a ) ~50 b; ß 

'1b 
1CI!I=0,125 

Fig.45. 

"Y[mo 
!X,,+Xb 

i 2 

0,3 -0,27 
O,fi -0,48 
0,9 -0,63 
1,2 -0,72 
1,.5 -0,75 

I 

I 

i 

'1 

0,03 
0,12 
0,27 
0,48 
0,75 

Danach ist die M,1/ -Linie in Fig. 45 auf­
getragen. Sie kann auch nach Gleichung (49), 

x 1 
Seite 34, gefunden werden, wenn man T = 2" 

setzt; man erhält dann für T . ~ ~ die Weichung : 

Bei der in Fig. 45 eingezeichneten Laststellung (Lasten in 0,5 1 und 0,25 l) wird: 
.1I", =.c (tl a + 'Ib)·5 = 4,7 mt. 

Fig.46. 

100.f 
l Mo 

10 0,48 
20 0,96 
30 0,84 
40 0,72 
50 0,60 
60 0,48 
70 0,36 
80 0,24 
90 0,12 

Ferner sei die Einflußlinie für einen Punkt im 

Abstandsverhältnis ~ = 0,2 berechnet. Die Glei­

chung lautet: 

M· x =c Mo +0,2 X a + 0,8 X h • 

/=0,2 

Die Einflußlinie ergibt sich aus der nachstehen-
den Tabellenrechnung und ist in Fig. 46 dargestellt. 

I 
0,2 X a 0,8 X" M 

- 0,0108 -- 0,3888 +0,0804 
- 0,0384 - 0,6144 + 0,3072 
- 0,0756 -- 0,7056 +0,0588 
- 0,1152 - 0,6912 - 0,0864 
- 0,1506 - 0,6000 - 0,1500 
- 0,1728 - 0,4608 - 0,1536 
- 0,1764 - 0,3024 - 0,1188 
- 0,1536 - 0,1536 -0,0672 
- 0,0972 - 0,0432 - 0,0204 

X 
Es können auch die Gleichungen (49) verwandt werden, wobei dann T = 0,2 

zu setzen ist. 
Für die Laststellung a findet man: 

J('·",a.,. =~ 0,3072·;, = 1,536 mt. 
Für die Laststellung b wird: 

.lf,'·m;,,=o(-0,143-0,103) .. ') -1,2:{ mt. 
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b) Gleichmäßige bewegliche Belastung mit 1,5 tim. 
Die Größtwerte der l'nbekannten sowie des Momentes in Balkenmitte 

treten nach Abb.44 und 45 bei Vollbelastung auf. Es ergeben sich also aus 
den Einflußlinien als Größtwerte: 

"tilli ~c ('71 + 'Ie + ... )·0,6 ·1,5 =.= 2,295 mt. 
Als Probe dient: 

1,.5.62 

M max = '-U- = 2,25 mt. 

Die Differenz entsteht dadurch, daß die Einflußlinie in Wirklichkeit eine 
Kurve und kein Polygon ist. 

X"III".I' =- (171 + '1e+· .. ).0,6·1,5 = -4,455 mt. 
Als Probe dient: 

~ pl2 1,5.62 
X" ~= - 12- = --~ = - 4,50 mt. 

Für das Moment M.r ergibt sich nach Fig. 46 und zugehöriger Tabelle: 

Xc = ;(0,0804 + 0,3072) 0,6 + 0,0588· 0:,8J 1,5 = 0,38 mt, 
1I1fl.t' L &J 

~t[xmin = (- 0,15 - 0,24 - 0,27 - 0,24 - 0,15)·0,6 ·1,5 = - 0,945 mt. 
Als Probe dient: 

Belastete Strecke ; = 0,33 l; k1 = 0,206; k2 = 0,304 (vgl. Tabelle III). 

X" _= - 1 ,~~62 (2.0,206 - 0,304) = - 0,486 mt, 

1 5.62 

X h = - -'12-- (2.0,304 - 0,206) = - 1,809 mt, 

M.e = 1/)0 (2 ~ - 1,;0) 1,20 - 0,2·0,486- 0,8·1,89 =0,376 mt. 

B. Verschiebungen der Wi- 1I.,a-----..c:--;.::----------------------tl_ 
derlager. I 1,Sem 

a) Senkung des rechten Auf- : bj 
lagers um 1,5 cm in vertikaler Rich~ ~--- ---l;;z6,OOm-------->l 

tung (Fig. 47). 
Es ist nach GI. (43): 

6E-J 
X,,= - -lJi ((Ja - 11',,); 

Fig. 47. 

6E-J 
X b = - -l2 ((Jb-(Ja)' 

Es ist: 
E= 2200000 kg/cm2 , J = 12500 cm4 , 

(i'J,,- ,),,)== 0 - (-1,5) =+ 1,5 cm, 
(b" - (Ja) = - l,.'i cm, 

• __ 6.2,2.106.12,5.103.1,5 __ 687e t 
X,,-- 62 .10' -, i)m, 

x/,= + 6,875 mt. 
b) Verdrehung der rechtenEinspann~ 

stelle um einen Winkel von {) = 15 Bogen~ 

minuten (Fig. 48). h'~""':--l_o,ood­
Fig.48. Dem Winkel von 15' entspricht ein Bogen~ 

maß von: 

Also ist: 

;'l·15 
180.60=0,00436. 

Ha=O, ,9 ~= _ 4,~6 
b 10'1 . 
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Nach GI. (45) ist: 
2·22 .125.109 .436 

X =~-'- --'~-----'-- = 4 mt 
a 6 . l()" . 10') , 

X __ 2.2,2.12,5.1Q9.8'.!~ __ R t 
[, - 6. 10". 1 03 -~- c m . 

Die Auflagerdrücke und Momente ergeben sich nach den Gleichungen (~6). 
4. Temperaturänderung des oberen gegen den unteren Trägerrand 

von ± 15°C; (LI t=± 15°). 
Es ist nach Gleichung (42): 

Fig.49. 

Fig.52. 

LI t 
X a - X" = E·J·E -h-

_ 2,2.12ji~.1()"·_C; 15) 
8.104 .32 

Fig.50. 

---'- 1,fi1 mt. 

Fig. 51. 

Auf gab e 2. Der in Fig. 49 dargestellte 'Halb­
rahmen (Hallenbinder) soll für Eigengewicht, Schnee­
last und Winddruck untersucht werden. Außerdem 
ist der Einfluß einer am Ständer wirkenden Kran­
last p= 5t am Hebelarm 0,40 m zu untersuchen. -
Schließlich soll die Wirkung von Temperaturände­
rungen und einer Senkung des einen Auflagers be~ 

stimmt werden. 

Lösung. 

Als Unbekannte sind gewählt: Das Einspannungsmoment X a bei A und 
das Eckmoment X b Lei B (Fig. 50). 

Die Unbekannten ergeben sich nach den Gleichungen: 

X [bm.l] 
,,= C - [/ib.!] , 

X _c_ ram] - [1l~Xb. 
a- [aal caaj 

Die M.- und MrFlächen sind in Fig. 51 und 52 dargestellt. Es ist: 

[aal = ~~~ = 2,27. 

[bb] c= 638 + 10321; = 5,69, 

6,8 
[ab] = If~ 1,13, 
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[ab] 1,13 
- [aal = Fab =-2,27=-0,5, 

[bb.l] = [bb] + F ab • [ab] 
= 5,69 - 0,5 ·1,13 = 5,13. 

Im folgenden sind für die einzelnen äußeren Belastungsfälle die Zähler­
werte ermittelt. 

1. Eigengewicht und Schneelast. 
Das .Gewicht der Decke einschließlich Schneelast betrage: 

p = 315 kgjm9 • 

Bei einem Pfettenabstand von 2,55 m ist das Gewicht der auf die Pfetten 
übertragenen Belastung mit Eigengewicht der Pfette: 

p' = 900 kgjm. 
Bei einem Binderabstand von 4 m ist der Auflager­

druck der Pfetten: 

Es wird also: . 
[am]=O, 

P = 3,6 t (Fig. 53). 

Pl2 PI" 
[bm]= 16 (MI + M2) + -6 (c, + C2) (MI + M 2)· 

(Der erste Wert gilt für die mittlere Last P und 
der letztere für die äußeren Lasten P, vgl. Tab. VII, 
6 und 7). 

Für 

Fig.53. 

t = 0,25 wird (Cl + c2) = 0,234375 + 0,328125 = 0,5625, 

also 

ibm] = 3,6.10,262 ·1 + 3,6.10,26~.0 5625·1 = 591· 
16 6' , , 

[bm.l] = [bm] = 59,1. 
Damit wird: 

X 59,1 11 b=-513=- ,5 mt, , 
X a =-0,5·(-1l,5) =-+5,75 mt. 

Unter den Einzellasten wird (vgl. Fig. 53) 
MI = 1,5 P·2,55 +0,75,Xb 

= 13,77 - 8,625 = 5,145 mt, 
M 2 =P.5,10+0,5.Xb 

= 18,36 - 5,75 = 12,61 rot, 
Ma = 13,77 + 0,25,Xb 

= 13,77 - 2,875 = 10,895 mt. 
Winddruck links 100 kg/m2• Auf jeden Binder kommt ein Druck: 

p=4·100=400 kgjm. 
Damit ergibt sich: 

ph8 

[am] = [bm] = 24 (M, + M2 ) 

0,400.6,83 • 1 = 5 24' 
24 ' , 

[bm.l] = [bm] + Fab [am] 

P,irlet, Statik. 1I.2. 

= 5,24 - 0,5·5,24 = 2,62; 

X 2,62 05 b=-5T3=- , 1 mt, , 
4 
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Fig.54. 

Vollwandige Systeme mit geradlinigen Achsen. 

[am] 
X o=- [aal +FabXb 

= - ~';~ + 0,·5·0,51 = 2,06 mt. , 
In Riegelmitte ist also: 

Xb 
M2 =T=-0,255 mt. 

3. Moment im Ständer von ~ 2 mt im 

Abstande f = i~ =0,265 von oben (Fig.54). , 
Für die Absolutglieder findet man mit 

81 = 0,78925 und 82 = - 0,62075: 
Mh - 2·68 

[am] = ...... s = ... ---' ·078925 = -] 79 6 1 ·6' , , 

Mh • -2·68 
[bm] = -. (- 8) = ----- '. (+ 062075) = -'- 1405 6 2 ö' , , 

[bm.1] = -1,(05 + 0,5·1,79 = - 0,51, 
-051 

X b = -·5~f3 = + 0,1 mt, 

-179 
Xa=-~-0,5'0,1=+0,785 mt. , 

Der Horizontalschub ist: 
-2-Xa +Xb • 

H = --6---S--- = - 0,390 t. , 
Die Momente an der Konsole sind: 

Mm1n = H· 5 + X a = - 1,975 + 0,785 = - 1,19 mt, 
Mmax =-1,19 +2 =+ 0,81 mt. 

4. Das linke Widerlager senkt sich um 1 cm ([lw.2] = - 0,01 m). 
Es iEt: 

[bw.1] 
X b = - Tb b. 1] , 

[aw] T 

X a= -laaJ+Fab,Xb' 

Nach Gleichung (6), Seite 6, wird 
[bw.1] =-E-J·Lb,l [lw.2], 

+ F L I (+ 0,2) 1 0,2 
Lu=Lb ab' .==-102U 1 6BO -0,5'1020'680 , , " 

...:.. - 0,1008 -0,5·0,00288=- 0,10224, 
[bw.l] = - EJ (- 0,10224) (- 0,01) = - 0,001 0224 EJ, 

X = _ - 0,0010224 EJ = 0000199 EJ 
b 513 ' , 

X 1,99 EJ' 
~b=W . 

Weiter findet man: 
[aw] =-EJ·La ·[lw.2] = - EJ·O,00288·(- 0,01) 

= 0,0000288 EJ , 
X = (_ 0,0000288 _ ° 5.!,99) EJ 

a 2,27 ' 10' 

= (_Q,!~~_ 0,995) EJ =_1,122 EJ. 
104 10' 10' 
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In diesen Werten sind E in kgjm2 und J in m 4 einzusetzen. Das Resultat er­
gibt sich dann in mkg. 

5. Erhöhung der Temperatur des Außenrandes um 15° C. 

Es wird: 

Darin ist: 

[b t. 1] 
X b = =[bbT' 

[a t] 
X a = - raa] +Fab·Xb. 

E-J.,.;j tJ 
[bt.l]= d Mb.1ds 

=EJ.~~ (~-O,~ 8+1.10,2~) 
d tlOOOO 2 6, 2 

1,275 EJ 
1O"d' 

2,49 EJ 
X b = - To" -Ir' 

EJ 1·15 J EJ 15 6,8 
[at] = d'SOOOO Mads= d·SOOOO· 1·-2-

=6,~75 EJ 
104 ' 

X = (_ 2,81 + 0 5. 2,49) §J.J 
a 104' 104 d 

1,565 EJ 
--104 d' 

Anmerkung: Man kann für die Unbekannten wie in § 4 geschlossene 
Formeln ableiten. Unter Beachtung der MomentenHächen Fig. 51 und 52 wird: 

h' h' - h'+l' 1 'bb 1]=3h'+4l' 
[aa]=S' [ab]=6' [bb,= -;3-' Fab=-Z' l' 12' 

Bei Belastung des Riegels wird, wenn wieder w=~ ist: 

[am]=O, [bm]='Pu [bm.l]=[bm]='Pu 

X a = (3oo~4)l"'P1; ) 
l .....•. (57b) 

12 ( 
X,,=- (3 w +4)Z'·'Pl.J 

Bei Belastung des Ständers: 

:am;='Pv [bmJ='Pv [bm.l]='Pl-~'P2' 
X _6w '1'1-2 (300+2)'1'2 
,,- ~(3w+4)T-' 

X __ ~2'Pl-'Pi1 
b - (3w +4)l' . 

. . . (58 b) 

Diese Gleichungen werden wir im folgenden Bande bei Berechnung der Rahmen 
verwerten. 

4* 
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§ 6. Der kontinuierliche Träger auf 4 Stützen. 
J. Allgemeine Gleichungen für die Stützenmomente 

und beliebige statische Größen. 

Der kontinuierliche Träger auf 4 Stützen mit einem festen und 
drei beweglichen Lagern ist zweifach statisch unbestimmt. Wir 
wählen als Grundsystem drei zusammenhängende Balken auf je zwei 

Fig. 55. Grundsystem. 

Stützen (Fig.55). Als Überzählige sollen die Einspannungsmomente 
X a und X b über den Mittelstützen A und B gelten. 

Für X b haben wir die Gleichung: 

X __ [bm . 11 _____ !b 
b - [b b . 1] - Nb . 

Darin ist f J' 
N b=[bb.1]= Mb . 1 Mbds J' 

f J' 
Zb=[bm.1J= Mb • 1 Mods y . 

J' ist, wie bisher, irgendein (mittlerer) Wert eines Trägheitsmomentes. 
Zur Ermittelung dieser Werte ist- zunächst die M b . 1 - Fläche, 

d. h. die Momentenfläche für X b . 1 = 1 (d. i. X b = 1 am einfach 
statisch unbestimmten Hauptsystem; Lastengruppen X b /, und X ab 

am Grundsystem) ZU bestimmen. 
Die M a - und Mb-Fläche (Fig. 56a u. b) liefern folgende Ver­

schiebungen des Grundsystems : 

.. 

raa] = l: + ~,,-' , 
3 

l ' 
[ab]=t, 

[b b] = lb' + l: . 
3 

Fig.56a . 

Fig.56b. 

.. 
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Fig. 57. 

Fig.58. 

Es ist damit 
X __ [abl__ lb' 

ab- [aaJ- 2 (la' + lb'r 

Diesen Wert bezeichnen wir mit Fa b (Festwert ). Es ist also: 
1 ' F _b 

ab- - 2([a' + ZJ· 
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Der Belastungszustand X b • 1 = 1 ist also gegeben durch die am Grund­
system angreifende Lastengruppe : 

X bb = 1, 
[ab] 

X ab = - [aa] =Fab • 

Damit ergibt sich die in Fig. 57 dargestellte M b . 1 - Fläche. Wir 
finden also aus Fig.56b und 57: 

I ' I ' 
Nb= [bb .1] = t(2 +Fab)+ 3~' 

4 (l' r 1') (I ' + I ') - I ' 2 N alb beb 

b = 12(la' + lb') 

Der Zähler Zb wird nach den Angaben in § 1 (s. GI. 3): 
1. Bei Belastung von Feld la: 

Zb = CfJ2 ·Fab • 

2. Bei Belastung von Feld lb: 

Zb = CfJl·Fab + CfJ2' 

3. Bei Belastung von Feld lc: 

Zb = CfJl· 
Ist X b gefunden, so können wir X a bestimmen aus der Gleichung: 

X -- _ [~~] _ [a b] X 
a - [aa] [aa] b· 

Darin wäre [am] = Jj}IoMads ~ aus der Mo-Fläche und Ma-Fläche 
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mit Hilfe der Formeln in § 1 zu finden. - Wir können hier jedoch 
den Wert für X a auch in gleicher Weise wie für X b in der Form 

X a = - ~a ermitteln, wenn wir die Momentenfläche für X a = 1 am 
a 

einfach statisch unbestimmten System aufsuchen. Diese läßt sich 
aus der M b . 1 - Fläche ohne weiteras angeben, wenn man im Wert 
für Fab statt l: jetzt lc' einsetzt. Der sich hiernach ergebende 
Wert F ba (Fig.58) ist: 

1 ' F - _ ____ b __ _ 

ba - 2 (lb' + lc')· 

Der Nennerwert Na ergibt sich aus Nb durch Vertauschung von 
Za und Zc' Es ist also 

T 4 (Za' + lb') (tb' + l/) _1/,'2 ,\ - -----~----------
~ a - 12 ('b' + lc') 

Der Zähler Z a wird dann: 

1. Bei Belastung von Feld Za: 

Za =CfJ2' 

2. Bei Belastung des Feldes lb: 

Za = CfJl + F ba 'q'.!. 

3. Bei Belastung des Feldes lc: 

Za = Fba · CfJl' 

Wir erhalten also die folgenden 

Gleichungen für die Unbekannte n: 

1. Für Belastung im Feld la: 

1 
Xa=--N 'CfJ2' 

1 Cl 

2. Bei Belastung des Feldes lb: 
1 

X a = - N (CfJ1 + Fba · CfJ2)' 
a 

1 
Xb=-N (CfJ9+ Fab'CfJl)' 

b 

3. Bei Belastung des Feldes Zc: 
1 

X a = - }l.T F b a . CfJl ' 
a 

~ . . . . (59) 
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Darin ist: 

" 

" 

1 
Q=Qo+Xaz , 

a 

1 
Q= Qo -ZlXa-Xb), 

b 

1 
Q=Qo-XbZ ' 

c 

. . . . (63) 
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Sind die Querkräfte an den Auflagern ermittelt, so ergeben sich 
die Auflagerdrücke auch in der Form (vgl. Fig. 59): 

cf TA fo 
Fig.59. 
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~ ~:' - Qa' } •..•... (64) 
B . Qb - Qb" 
D=-Qa.. 

Mit Hilfe der Gleichungen (59) bis (64) läßt sich der konti­
nuierliche Träger in gleicher Weise für die verschiedenen Belastungs­
fäUe untersuchen, wie die in § 2 und § 3 behandelten Träger. Sind 
mehrere Felder belastet, so ist es zu empfehlen, die Belastung jedes· 
Feldes getrennt. zu behandeln und die Resultate nachträglich zu 
addieren. In gleicher Weise ist zu verfahren, wenn mehrere Be­
lastungsarten in Frage kommen. 

Bei einem kontinuierlichen Träger mit drei 
Öffnungen und konstantem Trägheitsmoment wird: 

Fbt1=Fab=-~' 
Na=Nb=~Z. 

Damit ist also: 
1. Für Belastung im Feld Za: 

8 1 
X a =-5·y·Cf!2' 

2 1 
X b = + 5·Y-Cf!'.l· 

2. Für Belastung im Feld Zb: 
2 1 

} . 

1 

gleichen 

. . (60a) 

X a = - 57 (4 Cf!l -Cf!2)' . . . . . (59a) 

2 1 
X b = -5Y (4 Cf!2 - fPl)· 

3. Für Belastung im FeldZc : 

2 1 
X a =5Y ·Cf!l' 

8 1 
X b =-5y·Cf!1· J 

Die übrigen statischen Größen, wie Auflagerdrücke, ~omente 
und Querkräfte ergeben sich ohne weiteres nach den G1 (61) bis (64). 

11. Ermittelung der Unbekannten für ruhende und bewegliche 
Belastung. 

a) Ruhende Belastung, Temperatnrändernngen nnd Widerlager­
verschiebnugen. 

Im folgenden sollen nur einige besonders wichtige Belastungsfälle 
behandelt werden; im übrigen sei auf die Tabelle X, Seite 65, verwiesen. 

a) Einzellasten. 
Sind die einzelnen Felder durch Einzellasten, Pa im Feld La' 

Pb im Feld lb' Pe im Feld 1e belastet (Fig. 60), so finden wir, da hier 
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Fig.60. 

Pl , 
f{J1 =6 l Cl' 

f{J = P ll' C ist: 
2 6 2 

X =_~.~ala.c _!.{.Pb!.E(c -l-F, .c) __ 'c~.Pel!'..F, .c} 
a Sa 6 2 Na 6 1 I ba 2 Na 6 ba 1· 

l' P l l' P I l' P l (65) 
X = --"-·---.E0L·F ·c -.E..~(F ·C +c)--"-·~·c b N; 6 ab 2 Nb 6 ab 1 2 Nb 6 l· 

Hierbei sind die Werte c zu bestimmen 

in den ersten Gliedern (Einflüsse von Pa) für fa, 
a 

" " zweiten " 

" " dritten " 

" 

" 

" Pb) " ~, 
b 

~ 
" Pe) " ~ 

le 
Auflagerdrücke, Momente 

den Gleichungen (61) bis (64). 
und Querkräfte ergeben sich nach 

Sind mehrere Einzellasten in einem Feld vorhanden, so sind deren 
Einflüsse zu addieren. 

Sonderfälle: 
1. Bei einem kontinuierlichen Träger mit je einer Einzellast 

in Feldmitte wird: 
~~ ~b ~c 1 -===-===-=-, 
la lb lc 2 

also 3 f·· II F ld Cl =CIl=S ur a e e er. 

Damit wird nach Gleichung (65) (vgl. auch Tab. VII, 6): 

X = _ La' . Pa la _ !.{. Pb lb (1 + F, ) _l{. !elc . F .} 
a Na 16 Na 16 ba Na 16 b a 

(65a) 
X = _ la'. !:ala.F _ lb'. Pblb (1 +F )_l{. Pelc. 

b Nb 16 ab Nb 16 ab Nb 16 
2. Hat der Träger gleiche Feldweiten und wird das Träg­

heitsmoment als konstant angenommen, so wird: 

X a = - 145 Pa ·l·c2 -l5 .Pb .l(4cl - c2) + 115 .Pe l· Cl.} (65b) 
X b =lgPa ·l·c'.! -l5Pb ·l· (4c2 -Cl ) - 145 Pe·l·cl • 

3. Steht in diesem Falle die Einzellast in Feldmitte, so wird: 

X a=-;o(4Pa+3Pb -Pe), I 
X b=-;o(-Pa+3Pb+4Pe). J 

..... (65c) 
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4. Sind die Einzellasten auch noch unter sich gleich, so wird: 
3 

X a =Xb = - 20PZ. . (65d) 

Die anderen statischen Größen sind wie vorhin zu berechnen. 
ß) Gleichförmig verteilte Vollbelastung1). Bei gleichmäßig 

verteilter Vollbelastung in den einzelnen Feldern mit qa' qb und qc 

~~ C~l~lbL;cO 

Fig. 61. 

(Fig.61) ergibt sich nach Tabelle VII für die Zählerwerte der Un­
bekannten: 

Z ='la la2 .z l _t- Qb lb
2 .Z ' (1+R )+ qc lc2 [I.F 

a 24 a 24 b va 24 c b,,· 

ZQ [2 lO 
Z = qa a".l'.F + qb b-.Z / (1+F )+ qc C"[I. 

b 24 a ab 24 b ab 24 C 

. . . . . . . (67) 

Die Auflagerdrücke sind dann: 

B= Qb - Qb" 
A=Q:-Qa,} 

C=Qc' ........ (68) 

D=-Qd' 
1) Mit Rücksicht auf das häufige Vorkommen dieses Falles bei den Auf­

gaben der Baupraxis sollen hierüber einige nähere Angaben folgen. 
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Die Größtmomente in den einzelnen Öffnungen mögen in den 
Abständen a, b, c von den jeweiligen rechten Auflagern der be­
treffenden Öffnungen angreifen. Diese Abstände sind dann gegeben 
durch folgende Gleichungen (gemäß GI. (19), § 1, worin für B hier 
die Querkräfte Qa' Qb', Qd einzusetzen sind): 

a=- Qa '.) I]a 

v= _ Qb' 
qb' '" 

C=- Qd. J 
I]c 

An diesen Stellen sind dann die Momente 

j}J = Qa ~ + x. 1
1 a 21]a' a 

Q '2 
jlI = .. _b_+X. I 

b 21]b b- r 

J[ = Q/. J 
c 2 qc 

Sonderfälle: 

(69) 

(70) 

1. Für den besonderen Fall eines Trägers mit gleichen 
Spannweiten l und konstantem Trägheitsmoment J' = J 
vereinfachen sich die Gleichungen wie folgt: 

Unbekannte: 

QuerkräHe: 

l 
Qc = 60 (26 qa - 3 qb + qJ, 

l 
Qa = 60 (- 34 qa - 3 qb + qc) , 

Qa' = -/2 (qa -+- 6 qb - I]c) , 

Q ' l ( 6 \ b =12qa- I]b-I],·), 

Qb = 610 (- I]a + 3 qb + 34 qc)' 

Qd = 610 (-I]a + 3 qb - 26 qc) . 

(67a) 
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Auflagerdrücke : 

c= Qc= 6~ (26 qa - 3 qb + qe)' 

A=Q'-Q =_l_(13q -LlllJ -2q) 
a a 20 alb c' I 

B~Q.-Q: I 2~(_2q"+l1q.b+13qJ'1 
D = - Q<l = 60 (qa - 3 qb + 26 qe) . 

Größtmomente: 
Qc

2 1 J'[a=-' 
2 qa 

. . (68a) 

Q'2 
~VJb = _a + X a ' ~ . . . . . . . (70a) 

2 qb J 
M _ Qd2 

~ c-2' qc 
Die Lage des Größtmomentes ergibt Gleichung (69). 

2. Für den Träger mit gleichen Öffnungen und gleicher Be­
lastung in allen Feldern (qa = qb = qc = q) erhält man: 

Unbekannte: 

x =X =_ql2 
a b 10 . . . . . . (66b) 

Querkräfte : Qc= - Qd=!ql, 1 
Qa = - Qb = - ~ q l, ~ . . . . . . (67b) 

Q ' __ Q'_~ I 
a- b-2' J 

C=Qc=h l , } 
A=Q

11
a'-Qa=}8q l, ...... (68b) 

B= lOq l, 
D=~ql. 

Auflagerdrücke: 

Ma =0,08ql2, } . 
.Mb = 0,025 q l2, . . . . . . . . (70b) 
~lfc = 0,08 q l2. . 

Größtmomente: 

Die Lage der Größtmomente ist gegeben durch: 

a=0,6l, I 
b=0,5l, 

c= 0,41. 

. . . (69b) 

r) Dreieckförmige Vo llbelastung der einzelnen Felder mit 
den größten Belastungsordinaten an den Stützen A, B, D (Fig. 62). 
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~' Tc;aj~8~O 
Fig.62. 

Die Zählerwerte ergeben sich wie folgt (vgl. Tab. VII): 
[~[O ZO 

Z = ?-E-r{.[ , -L~b'~~ [ , (7 + 8 F ) + E"-~ l ' . 7 F . 
a 45 a I 360 0 oa 360 c oa 

Zo l" Z" 
Z = ~~.[ '. F + Eo 0" l ' . (8 + 7 F ) I Pe c" ·l ' . 7 . 

b 45 a ab 360 0 ab T 360 c 

Damit ergeben sich für die Unbekannten die Werte: 

X a= - };~a' P~t- - Jra' P;tf6- (7.+ 8Foa) -. Na' P360~' 7 Foa ' (71) 
l' l2 [' ['J Z' l'J ) 

l' zo l' l~ z' Z2 
X =_-,,-.Pa a-.F --J>.E~(8+7F ) -~-.~.7. 

b Nb 45 all X b 360 "u. X b 360 

Sonderfall 1. 
Für einen' Träger mit gleichen Öffnungen ergibt sich: 

[~ 1 
X a= 900 (- 32Pa - 20Pb + 7 Pe)'1 

X =1~_(8p -25p -28p) ) .... (na) 
b 900 abc' 

Sonderfall 2. 
Ist außerdem Pa = Pb = Pe = p, so wird: 

p l2 
Xa=Xb=-W' (71h) 

Anmerkung: Dieser Belastungsfall kommt insbesondere bei einer trapez­
förmigen Belastung zur Anwendung, wo die dreieckförmige Last mit der vorhin 
behandelten rechteckigen zu kombinieren ist. 

Cl) Dreieckförmige Vollbelastung der einzelnen Felder 
mit den größten Belastungsordinaten in den Feldmitten 
(Fig. 63). 

D 

Eig.63. 

Die Zähler werte ergeben sich unter Benutzung der Tabelle VII 
und mit Hilfe der Momentenflächen Fig. 57 und 58 wie folgt: 

Za = 1~2Pa V la' + 1~2Pb Zb 21/ (1 + Faa) + 1~2 Pe Zc21/. Faa · 
Z 5 l "l ' ! 5 l ° , (1 + F ) I ;; l 2 l' b= 19z Pa a" a· Pabl19ZPb o"lo', ab (I92 P e c' c' 
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Demnach lauten die Gleichungen für die Unbekannten: 

Xa=-~·~~~f-~· 5i~!h2(1+Fba)-~~· 5:~~c2.Fba. )1 (72) 

xb=-!j-. 5i;~a2 .Fab-~ ._5-!~~b2 (1+Fab)-§. 5~c;c2. 
b b b 

Sonderfall 1. 
Hat der Träger gleiche Spannweiten und konstantes Träg­

heitsmoment, so ergeben sich die Gleichungen: 
l 2 l 2 l ., l2 

X =_&"'--_~-+-PC~=_(_4p - 3p+-p) 
a 24 32' 96 96 ab. c' 

X Pa la2 Pb lb2 Pc l/ l2 ( , ) 
b=96-32-24=96 -r-Pa -3Ph- 4p c • 

} (720) 

Sonderfall 2. 
Sind dazu die Lasten in den Feldern gleich, so ist: 

_ pl2 
Xa=~Yb=-16. . . (72b) 

E) Außere Momente ~lIe und 11fd als Belastung an den 
Endstützen C und D. 

Greifen an den Balkenenden· äußere Momente an (Fig. 64), her-

,.-....Mc M~ 

r==-la--~>Tf-«---lb ---+--Zc=r 
Fig.64. 

vorgerufen z. B. durch einen Kragarm, so erhält man nach Tabelle VII 
und mit Hilfe der Momentenflächen Fig. 57 und 58 die Zählerwerte 
der Unbekannten in der Form: 

j"'I , ~lfd' Z -:- ___ cl --l ·F . a 6 a 6 c ba' 

Z = - Me l ' . F _ Md . l ' 
b 6 a ab 6 e . 

Die Gleichungen für die Unbekannten lauten dann: 

X a = ~ . ~~c + X . ~d • Fb a' J1 

x=~.Me.F +~.Md. I 
b Nb 6 ab Nb 6 

.... (73) 

Sonderfall l. 
Bei gleichen Feldweiten und konstantem Trägheitsmoment ist: 

X= 4 M 1 M 1 
x:~- :~ M:+ :~ M:' ) ..... (730) 
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Sonderfall 2. 
Ist außerdem Me = Md = M, so ist 

1 
Xa=Xb =[;M .. ....••. (73b) 

C) Temperaturänderungen. 
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Bei gleichmäßiger Temperaturänderung treten keine Spannungen 

Hat der Querschnitt die Höhe h und besteht zwischen dem oberen 
und dem unteren Rand ein Temperaturunterschied At (= t~ - tu) , 
so sind die Unbekannten (vgl. GI. (5), Seite 6): 

X' - Za =~e~E.J[la' +~ (1 +F )+1:. F ] 
a Na Na h 2 2 ba 2 ba' 

X = _ Za = ~ At EJ[la' F + lb' ( + F ) + le'] 1) 
b N N e h 2 ab 2 1 ab 2 . 

b b 

Setzt man die Werte für Fba und Fab ein, so erhält man: 

X =~e.AtEJ2la'+lb~ 1
1 

a Na h 4' 
I + I J' .. ... (74) 

X =~e' At EJ. ~e __ lb 
b Nb h 4' 

Sonderfall 1. 
Bei gleichen Spannweiten und konstantem Trägheitsmoment 

wird daraus mit Na = Nb = ~ l: 
1 At 

Xa=Xb=[;EJ.e-,;:. . ... (74a) 

Qtierkräfte, Auflagerdrücke und Momente ergeben sich nach den 
GI. (67) bis (70); darin sind die Werte Qo, Ao' Bo' 00' D o und Mo 
gleich 0 zu setzen. 

r;) Widerlagerverschiebungen. 

L---~-F:3 
c A 8 [) 

Fig. 65. 

Verschieben sich die Widerlager in Richtung der positiven Auf­
lagerdrücke (nach oben) um die Werte [lw. 2] gleich ~a' ~b' ~e und ~d 
(Fig. 65), so erhält man den Zählerwert der Unbekannten X b nach 
GI. 6, Seite 6 in der Form: 

Zb = - EJ' ~Lb.1 [lw.2]. 
Darin sind L b •1 die Auflagerdrücke des einfach statisch unbestimmten 

1) Wenn to > tu ist, so finden die Verschiebungen im Sinne negativer 
Momente statt, da der Baklen bei größerer Erwärmung des oberen Riegels 
sich nach oben ausbiegt. Die Verschiebungen rit.v] sind also hier negativ. 
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Hauptsystems für die Belastung X b . 1 = 1; dies ist eine Belastung 
. [ab] 

des Grundsystems mIt X bb = 1 und X ab = - [a~] = Fab . Aus dieser 

Belastung ergeben sich die Auflagerdrücke: 

eb 1 = Fa_~ 
. la ' 

A b . 1 == - Fab (f+ f) +l~' 
a b b 

Bb.l=-(~+~) +!aIJ, 
I/) lc lb 

1 
Du -:-Z· 

e 

Damit ergibt sich nach gehöriger Vereinfachung: 

Z = - EJ' [be - b.!! . F + ~a - bb (1 _ F ) _ ~J - bdJ 
b Z a a IJ lb abi c • 

In entsprechender Weise findet man: 

Z ==_EJ,[be-ba_~a-bb(1_F )_~J!_-bdF ] 
a Za lb ba lc ba' 

Damit haben wir die Unbekannten in der Form: 

X =_!.!! 
a Na 

= EJ' [~e-ba _~a-bb(1_F ) _ ~=-~d_. F, J 
Na Za Zb ba lc ba , 

1(76) 
X __ Zb 
b- Nb 

. EJ' [bc_~_~a_. F + ~a --: bb(1_F )_~J - ~J. 
Nb Za ab lb al, Zc 

Sonderfall. 
Bei gleichen Spannweiten und konstantem Trägheitsmoment 

ergibt sich daraus: 
8E.J[ 5 1, ] Xa~=5T (bc- ba) -"4 (ba - bb)+"4(bIJ - bd) 

t (760) 

J 
In dem Zahlenbeispiel § 7 ist die Anwendung der in den vor­

stehenden Ausführungen gewonnenen Formeln erläutert. Für die 
wichtigsten Belastungsfälle sind in Tabelle Xa die Unbekannten X a 

und X b angegeben. 
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§ 6. Der kontinuierliche Träger auf 4 Stützen. 67 

Wie die Gleichungen (65 b), (66a), (67a), (68a) erkennen lassen, 
ergeben sich die Werte bei gleichen Feldweiten und konstan­
tem Trägheitsmoment in besonders einfachen Formen, die zudem 
den Vorzug haben, daß man aus ihnen sofort die Größtmomente 
entnehmen kann. 

In den folgenden Tabellen Xb und Xc sollen für einige be­
sonders häufig vorkommende Belastungsfälle des kontinuierlichen 
Trägers mit gleichen Feldweiten die wichtigsten Momente und Quer­
kräfte angegeben werden. 

Mit Hilfe der zweiten Rubrik der Tabelle X b lassen sich die 
größten positiven und negativen Werte leicht angeben; in Tabelle Xc 
sind diese Maxima und Minima mit der Belastung, bei welcher sie 
auftreten, zusammengestellt. - Die dritte Rubrik der Tabelle Xb 
liefert die Werte für gleiche Belastung aller Felder. 

Tab elle Xb. 
Stützenmomente (Xa), Feldmomente (JJl 1 und l"}I~), Querkräfte (Qc' Qa' Qa'). 

S Belastungen der eipzelnen Öffnungen verschieden. 
(g", gb, gel; (P,,, Pb, Pe) 

c 

-- ----~~---- -------- ------

( - 0,067 ga - 0,050 gb + 0,017 ge) 12 

(0,093 g. - 0,020 gb + 0,007 ge) l2 
(- 0,025 ga + 0,075 gb - 0,025 ge) l2 

Belas~.ungen in 
allen Offnnngen 
gleich. (g); (P). 

- 0,1 gl2 
O,Otl g/2 
0,025 gl2 

-- ---~~- -----------------1-------

(0,433 ga - 0,05 gb + 0,017 ge) 1 
(- 0,567 ga - 0,05 gb + 0,017 ge) 1 

(0,083 ga + 0,5 gb - 0,083 ge) l 

0,4gl 
-0,6gl 

0,5 gl 
-------~---------l-----

l ' 

(- 0,1 Pa - 0,075 Pb + 0,025 Pell 
(0,2 Pa - 0,0375 Pb + 0,0125 Pe) 1 

(- 0,0375 Pa + 0,175 Pb - 0,0375 Pe) l 

0,4 Pa - 0,075 Pb + 0,025 Pe 
- 0,6 Pa - 0,075 Pb + 0,025 Pe 
0,125 Pa + 0,5 Pb - 0,125 Pe 

- 0,15Pl 
0,175 Pl 
0,1 Pl 

0,35P 
-0,65P 
+0,5P 

5* 
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VollwandigeSysteme mit geradlinig en Achsen. 

Tabelle Xb. (Fortsetzung.) 

Belastungen der einzelnen Öffnungen verschieden. 
(!Ja, go, ge); (Pa, Pb, Pe). 

(- 0,178 Pa - 0,133 Pb + 0,044 Pe) l 
(0,274 Pa - 0,044 Pb + 0,015 Pe) l 

(- 0,067 Pa + 0,2 Pb - 0,067 Pe) l 
0,822 Pa - 0,133 Pb + 0,044 Pe 

-1,178 Pa - 0,133 Pb + 0,044 Pe 
0,067 Pa + 1,0 Pb - 0,067 Pe 

Belastungen in 
allen Öffnungen 
gleich. (g); (P). 

- 0,267 PI 
0.245 PI 
0;067 Pl 
0,733 P 

-1,267 P 
1,0 P 

~~ -_·_~~~~~~~~~~~-I-~~~ 

(- 0,25 Pa - 0,1875 Pb + 0,0625 Pe) 1 
(0,375 Pa - 0,09375 Pb + 0,03125 Pe) I 

(- 0,09375 Pa + 0,3125 Pb - 0,09375 Pe) l 
1,25 Pa - 0,1875 Pb +- 0,0625 Pe 

- 1,75 Pa - 0,1875 Pb + 0,0625 Pe 
0.312;; Pa + 1,5 Pb - 0,3125 Pe 

Tabelle Xc. 

Größtwerte bei veränderlicher Belastung: 

- 0,375 Pl 
- 0,3125 Pt 

0,125 Pl 
1,12.') P 

- 1,875 P 
1,5 P 

... 
0 
;: 

positive Größtwerte (Max.) I b) negative Größtwerte (Min.) o! ;:;. 

2S: Cfpnil + 0,017 jlllllllllllllll~lllllllllllllllltlf c. - 0,117 I q [2 

~~----- ----~ ~~ 

__ J __ .. ~ ,,-

jllll\llllllll\lltCf 1111111111111111111 +0,1 A 1!l1!1!1!1!1II1II1II~;:cr c. -OM ql" 
_. -------- ~~---- -

A 11II1I1I1I1I111I'tCf c. +0,075 pnmmrCf JUIllllUl -0,05 qF 
-------- -~-~------ ---- ----- --

jlilllllllllllllll[Cf ,!!!11I1II1I!!tUllll! +0,45 
A 

11I111II1II11II1[Cf c. -0,0.) ql 
------- -

lfllllllllllll\llit 
+0,017 

Jl!11111111111111111~IIIIIIIIIIIIIII~Cf 
-0,617 ql 

A 2S: +0,583 
:c. -0,083 ql 

r t 

+0,025 r r -0,175 PI , 
LS 2S: 2S: c.1 LS. 3: 2S: :c. 

! r r 
, 

I r :c. I + 0,2125 -0,0375 Pl 
LS 2S: 2S: LS 2S: 2S: c. 

.------ -~~- -

I r 1~0,17~ r r - 0,075 PI 
LS. 2!: 2!: c. A 2!: 2!: :c. ---- ----~ 

r r~ 
I r i +0,425 - 0,075 P 

A 2S: 3: c. ts. 2S: 2S: :c. 
------ ----- .. _-

~--~ -



~ fi. Der kontinuierlich e Träger auf 4 Stützen. 

" 

i + 0,025 I r 1- 0,6~1_~ 
h I + 0,625-' <>.~-~25:~-25:,.,-.L."7-A - 0,125 P 

X" 
Pi r +0,044 Pl r P! r -0,311 Pl 

A a z 2> 
A 2S 2S 2> 

. . _ . ------" -, -" ------- .~~ . - -- ,- --

M' P! r P! r +0,289 p~ r -0,044 Pl 1 
A 2S 2S A A 2S 2S A 

- ---- -- -- - .. ------ -- -

2lf2 Pl r +0,2 Pl r Pl r -0,133 Pl 
A 2S 2S 2> c- a 2S 2> 

- --- ... ._~-----~ ~----_. . -
Qc P! r P! r +0,866 pI r 

1- :~~~:--
P 

~ a 2S b. A 2S 2S 2> 
- .,~--~-

Qa P! fPJ r ,+°,044 Pl r P 
1'- - -- .. 1=0,067 -Qa' ~ 2S 2S A 1+1,067 ~ 25: 25: h P 

Xa 2S trI: I + 0,0625 rrr l1t 1- 0,4375 Pl 
~ 2S LS: 25: E L' 

.~rrtrrr~· 'Li I +~,40625 
---- _ .. _-------" 1-'-- ... -

M, ttr i - 0,09375 Pl 
LS: 25: 25: Li I - . -. ._-------~ 

_. 
I 

I 
]{" rrr 1 + 0,3125 rrr rrr - 0,1875 Pl 

LS: 25: 2S AI A 2S 2S A _. 
._-~----- --------- ----- --- -- -- -- - -- .- ~--- --_._---- -

Qc rrr rrr i + 1,3125 rrr - 0,1875 P 
~ = 25: A ~ Z 25: A 

- --- --. -- -- - -- . -~--- ~ 

Qa rrr rrr +0,0625 rrr -1,9375 P 
-----

Q(l' ~ 25: 25: Li . + 1,8125 LS: z Z ~ - 0,3125 P 

Anmerkung: Die Einzellasten in den vorstehenden Gruppep. sind in den 
Mitten bzw. in den Dritteln und in den Viertelpunkten der Öffnungen an­
genommen. 

b. Bewegliche Belastung. 
a) :EinflußIinien. 
1. Die Gleichungen (65) unter a, a) geben die Gleichungen 

für die Einflußlinien der Unbekannten Xi wenn man P= 1 
setzt und ~", ~b und ~c veränderlich annimmt. Die Gleichungen 
für die Einfiußlinien der Unbekannten lauten dann: 
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X= a 

l' l 
~_c_·--'l·l? .e; 

N" (j /", l' 

l' l 
__ a~. -"-. F .C 

J..\ () "b 2' 

X lb' I", I ) 
b = -- li' . 6 . (C~ I Fa b • Cl ' 

b 

lc' le 
- Nb" (j' Cl' 

In Fig. 66 ist die Xa-Linie dargestellt. 

(Feld lJ, 

(Feld lJ 

(Feld l,J, 

(Feld l,J, 

(Feld lJ. 

.. (76) 

Wollen wir die Abstände a, bund c der größten Ordinaten ermitteln, so 
differenzieren wir die Gleichungen für die einzelnen Kurventeile nach x und 
setzen die Differentialquotienten gleich O. Man findet dann: 

a =c I" (1 - vI) , 1 

b :: [- ~::'2{~1~~~ ~-;;.~ll 
1 - Fha J 

c=leVl, 

.. (77) 

2. Die Einflußlinie der Querkraft Qc ergibt sich nach 
den Gleichungen: 

l ~",+Xa=~(t +X) 
1 1 1 ~a a 

Qc= ~ a a 
~~·X 
Za a 

(Feld La) } 

(Feld ll> und lJ 
(78) 

Die Einflußlinie wird aufgetragen (Fig. 67), indem man, entsprechend 

Fig. 67. Querkraftlinien für Feld I". 
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dem Klammerwert in Gleichung (78), bei 0 (;a = Za) den Wert OE=Za 
abträgt. Verbindet man E mit A, so sind durch diese Gerade (Qo­
Linie) die Werte ;a gegeben. Trägt man dann an die Geraden EA 
und ABD die Einflußlinie für X a an, so erhält man die Qc-Linie. 
Da im Feld ta die Xa-Linie negativ ist, so subtrahiert sich diese 
dort von der Qo-Linie E A . In Feld Zb und lc ist die Qc-Linie pro­
portional der Xa-Linie. - Die so gefundene Einflußlinie hat den 

Multiplikator f1, =1 (Fig. 67). 
Za 

Um in gleicher Weise die Qa-Linie für Feld Za nach der Gleichung 

Qu = Qao + ~a_ = (l-la) + ~a = Zl [(Za - ;a) + X a] 
a a a a 

zu finden, trägt man zunächst die mit la multiplizierte Qo-Linie OF 
mit AF= -la auf; da hier sowohl Qo wie X a im Felde Za negativ 
sind, so addieren sich die Einflußlinien (Fig. 67). Es verläuft also 
die Kurve OF parallel der Kurve E A. In den Feldern Zb und Zc 
ist die Qa-Linie identisch mit der Qc-Linie. - Die Querkraft­
linie für einen Punkt m (Qm-Linie) im Feld Z" ist identisch mit 
der Qr-Linie, solange die Last 1 rechts von m steht; sobald sie links 
von m steht, ist die Qm-Linie gleich der Qa-Linie. Zieht man also 
in Fig. 68 die Gerade G H durch m, so ist die Begrenzungskurve der 
schraffierten Fläche die Qm-Linie. 

In gleicher Weise sind die Einflußlinien für die Querkräfte in 
Feld Z" zu finden. 

Im Mittelfeld ergibt sich eine Querkraftlinie nach der 
Gleichung 

Q_Q _ Xa-X" 
- 0 lb' 

Diese Einflußlinie ist in gleicher Weise zu zeichnen wie die 

c o 

F 
Fig. 68. .Querkraftlinien für Feld lb. 
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in den Endfeldern. In Fig.68 sind die Geraden AE und BF die 
mit lb multiplizierten Q;,o- und Qbo-Linien nach den Gleichungen: 

Q~o = ;b, 
b 

Qb 0 == - ( 1 - ;:) . 

Die Kurven () A, AG E bzw. F H B stellen die Einflüsse der 
Differenz X a - X/i dar. 

Für eine beliebige Querkraft Q", im Abstand x b vom rechten 
Auflager B ergibt sich die Einffußlinie wieder durch die Gerade G H 
durch den Punkt m. (In Fig. 68 schraffiert.) 

::3. Die Einflußlinien der Momente ergeben sich wie folgt: 
Für die Momentenlinie eines Punktes im Felrlla im Ab­

stand x a vom rechten Auflager A lautet die Gleichung: 

J[ = Mo + (1 --- f") X a . 

" 

Der Verlauf dieser Einflußlinien ist in Fig. 6!:1a-c dargestellt. 

Die Belastungsscheiden, d. h. die Nullpunkte der Einfiußlinien, findet 
man, indem man obige Gleichungen (79) gleich 0 setzt. Die erste der 
Gleichungen (79a) ergibt dann: 

0= f: .la - ( 1 - ~) J':~~~' t . ( 2 -~;,) • 

• . (80) 
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Fig. 69 a-c. Momentenlinien für Feld Z •• 

Aus dieser Gleichung kann durch Einsetzen des jeweiligen gegebenen 

Wertes von ? die im Feld Za liegende Belastungsscheide der Momentenlinie 

( W ert ~) gefunden worden. Je nach der Größe von Xa erhält man für ~ 
Werte, die größer oder kleiner sind als 1. Die Werte größer als 1 kommen 

nicht in Betracht; der Grenzwert ist f; = 1 . Dafür erhält man die Be­

ziehung: 

Xa 

z:: 
l_~l 

Z" 
(Diese Beziehung findet man aus Gleichung (80), wenn man den Grenzwert 

~ == 1 einsetzt.) Den aus dieser Beziehung sich ergebenden Wert von x. be­

zeichnen wir mit lt und schreiben: 
a 
Za Z: 

~_-~=6Na' 
Z" 

oder 
Z. 
a Za' 

6N. + Zn' ••••••• (81) 

Den durch das Verhältnis Z~ bezeichneten Punkt nennen wir Ta (vgl. Fig. 69a-c). 
" 

Nur für Punkte zwischen Ta und A (~ < -Za) hat die MomentenIinie eine Be-
a a 

la8tungEscheide innerhalb des Feldes Za (Fig. 69c), deren Abstand ~a von A 
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aus Gleichung (80) ermittelt werden kann. Für? = ~ liegt die Belastungs-

. . (~a ) .. Xa ' a . ~a ' scheide m 0 r = 1 ; fur f> I wird Z-;> 1 ; für diese beiden Fälle 

(~ :> Z~) erhäl: man keine B:lastu:gsscheid; der Momentenlinie im Felde Za. 

Anmerkung: Setzt man die zweite der Gleichungen (i9a) gleich Null, 
d. h. nimmt man eine BelastungsBcheide innerhalb der Strecke X a an und dort 
eine Last 1, so erhält man: 

o = ~ (1 - ~)Za - (1 - ~) Z~ ZL ~ (1 - fa) (2 _ ~) . 
Za Za Za 6 Na la I" I" 

Diese Gleichung kann unter folgenden Bedingungen erfüllt sein: 

1) {" =0 
Za ' 

2) 1-~=0; 
In 

3) 1 - .-;~ (1 -~) (2 - ~) = 0 . 6N" Za Z" 
Die beiden ersten Bedingungen kommen hier nicht in Betracht. Di e Be­

t: 

dingung 3 stellt für die hier in Frage kommenden Werte von ~ zwischen 0 und 

(0 < ~ < 1) eine Ungleichung dar. Es ist nämlich gemäß Gleichung (60) 

l~,.Na= 24 Q(~~;~iit(t li}y=6:lb'· = 2 + ~~. (2 - jf (l}b+ 1/) . 
D' W " "ß I 'I Za' . 1 D A d k leser ert Ist Immer gro er a s zwei, a so 6. Na <. "2 . er us ruc 

(1 -l) (2 - f~) ist aber für 0 < f < 1 immer kleiner als zwei, das Pro­

dukt d:eser bei~en Werte ist also st~'ts < (~. 2 =c 1); die obige Gleichung 3 

kann also für die möglichen Werte von ~ nicht erfüllt sein; es tritt also 

keine Belastungssoheide der Momentenlinie zwischen dem betrachteten Punkte 
und dem Auflager A auf. 

Die Momentenlinie für einen Punkt im Feldlc (Fig,70a-c) 
ergibt sich in gleicher Weise wie für Feld la' Es ist entsprechend 
für einen Punkt im Abstand Xc vom Endauflager D: 

M = Mo + X b • Xc , 
lc 

Steht die Last 1 im Feld I" oder I", so ist: 

M X x,. 
= ,,'-j , , , 

c 

, ,(82a) 

Steht eme Last 1 im Feld lc im Abstand ~c vom rechten Auf­
lager, so ist: 

für 

. , (82 b) 
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cTOC::::::::::::: + 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

=41iß~o 
I I I 
I I I 
I I I 
I I I 
I I I. 
I I L.,....- c-----I 

Ir,. 

Fig. 70 a-c. Momentenlinien für Feld lc. 
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Die Belastungsscheide . im Feld lc ergibt sich, wenn man die zweite der 
Gleichungen (82 b) gleich Null setzt, woraus sich ergibt: 

1-~ _ X b 

x;}c = -·~fc. = -iiv~ [1 - ({~) 2J . 

Die Belastungsscheide fällt mit dem Endpunkt D zusammen (~= 0 ) 

für einen Punkt Tc im Abstand c vom Endauflager, der gegeben ist durch die 
Gleichung: 

1-~ 
lc lc' 

-c-=6Nb 

lc •.•••..•... (&3) 

oder 
C 6Nb 

r;:=V + 6Nb ' 

Damit ist der Verlauf der Momentenlinien für die Punkte des Endfeldes gegeben 
(Fig. 70a-c). 

Die Momentenlinie für einen Punkt im Feld lb (Fig. 71a-e) 
im Abstand x b vom Auflagerpunkt B ergibt sich nach der Gleichung: 

M = Mo + X a 11 + Xb· (1 _ ~b) . 
b b 

Darin ist, wenn die Last 1 im Feld la steht: 
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a) TC===: + 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

-iA )1[8 ot 
I ..,.. ~ I 

b) C 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

c) 

d) 

e) 

i xbl i 
I I I 
I I I 
I I I 
I I [ 
I I I 
I I I 

8 o 

8 + 0 
\J.oI'----X~ 

Fig. 71 a-c. Momentenlinien für Feld lb. 

110 =0, 

X =-~!~'C 
a 6N" 2' 

X =_!,,-~a'.p .c =_~t_la~.c .S" .}I~b=P~a,Xa' 
b 6 N,) a b 2 6 Na 2 Nb 

[Wie aus den Gleichungen (ÖO) leicht zu ersehen ist, ist 

Na _ P,)". 
Nb - ]':!b' 

Na 
il'];'ab = l"b a' 

b 

womit sich obiger Wert für X b ergibt. Dies ist übrigens auch 
ohne weiteres zu ersehen, weil bei ausschließlicher Belastung der 
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Seitenöffnungen X b nur von X a beeinflußt werden kann und um­
gekehrt.] 

Man erhält 'also für M, wenn die Last 1 im Feld la steht: 

(84a) 

. \" h . d Xb F b a • d h f d DIeser " ert verse Will et wenn ~- = - - - . . Ist· . . au en 
, lb 1-F ba ' 

durch dieses Abstandsverhältnis gegebenen Pun1>:t des Feldes Ib ist eine Be­
lastung des Feldes la ohne Einfluß (Fig. 71 b). 

Wir bezeichnen diesen Punkt mit T ba , den Abstand dieses Punktes vor_ 
B mit b'; es ist also der Punkt Tb. gegeben durch die Gleichung: 

1 ~:C-F'. j1 
I . . . . . . . . . (8/Ja) 

b 

b' Fba 

lo 1- F;" 

Wird Xb> b'- so wird der Klammerwert in der Gleichung (84a) positiv: 
lb Zb ' 

da X a negativ ist, so wird ~\{ gleichfalls negativ (Fig. 71 c, d, e). F mgekehrt wird für 

~: < ~~ der Einfluß der Belastung des Feldes Za posith- (Fig. 71 a). 

ist. 

Für eine Las t 1 i 111 Fe I d e lc findet man in gleicher Weise: 

r [Xb )l M = X h 1 -"4 (1 - Fa b J . . (84b) 

Dieser Wert verschwindet, wenn 

Xb 1 b 
r;; 1- F ab l. 

Den dadurch bestimmten Punkt nennen wir Tab; auf das Moment dieses 
Punktes Tab hat eine Belastung des Feldes lc keinen Einfluß (Fig. 71 d). Er 
ist gegeben durch die Gleichung: 

oder 

1-~ 
lb 

b-~=-Fab' 

Y; .....•.... (8oh) 

b 1 
Y;--C·':"F.b· 

Wird ~: < -~, so wird der Einfluß einer Belastung des Feldes lc auf das 

Moment negativ (Fig. 71 a, b, cl; wird ~: > fo-, so ist der Einfluß positiv. 

(Fig. 71 e.) 
Es ist zu beachten, daß das Vorzeichen der Momente im Mittelfeld bei 

Belastung der Außenfelder nur von der Lage des betrachteten Punktes im 
Mittelfeld (d. i. von der Größe Xb) abhängt, also von der Laststellung in den 
Außenfeldern unabhängig ist. 

NB. Der Punkt Tab ist der Nullpunkt der X b • 1 -Fläche, also ohne weiteres 
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r b' 
durch den Festwert F ab = - ~~, gegeben (Fig. 57). Wir bezeichnen diesen 

'aa 
Punkt als "Festpunktu. Entspr~chendes gilt fur den Punkt Tba und die Be­
lastung X a . 1 = 1 am I-fach statisch unbestimmten Hauptsystem. 

Steht eine Last 1 im Mittelfeld im Abstande ~b vom Auf­
lagerpunkt B, so wird: 

, (~b) x b I X x b + ( XI,) für ~ ./ x - M = 1 - - -·l I - X 1 - -
b b • Zb Zb b a lb b lb' 

für ~b <xb:_lI= ;b (1- ~b) Zr) +Xa -7b +Xb (1-7b)-

b h b b 

} (8h) 

Die erste dieser Gleichungen wird gleich Null, d. h. die Last I steht in 
der Belastungsscheide, wenn die Beziehung besteht: 

Xb X b 

lb - -Zb-

oder 

X,,-Xb 
--Z-b--

. __ .... (85e) 

Setzt man in diese Gleichungen die Werte X a und X b ein, nach Glei­
chung (65), nämlich: 

so erhält man: 

Aus dieser Gleichung läßt sich für das jeweilige ;: der Abstand ;b der 

Belastungsscheide ermitteln. Der Grenzwert für diesen Abstand ;b ist lb, d. h. 
~b ' 

~ = 1; für diesen Wert findet man aus obiger Gleichung die Beziehung: 
Zb 

Setzt man in diese Gleichung die Werte für F ba , F ab , Na und Nb nach 
Gleichung (60) ein, so findet man: 

b' 
l/ lb 

:&(1/+1,.') =-Fba=--b-" ..... (85a) 
1--

lb 
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Das ist dieselbe Gleichung, die schon vorhin entwickelt wurde; sie führt 

auf den Punkt Tb a; für alle Punkte zwischen Tb a und B (1; < ~J weist die 

Momentenlinie eine Belastungsscheide im Feld lb auf in einem Abstande 

i;> ;; von B (Fig. 7la); für den Punkt Tba selbst (x,,=b') fällt diese mit 

A zusammen (f: = 1) (Fig. 71 b). 

Für die Punkte zwischen Tb. und A (Xb > b') weist die Momentenlinie 
keine Belastungscheide links von diesem Punkt auf. Es kann jedoch unter 
Umständen eine Belastungsscheide rechts von diesem Punkte eintreten, wie die 
folgende Ausführung zeigt. 

Setzt man nämlich die zweite der Gleichungen (84c) (für ~Ib < ::lh.) gleich 
\ 1I b 

Null, so findet man in gleicher Weise die Beziehung: 

bzw. 

1 _Xb 
Ib 

1 - ~- -;ll_ (1 _~b) [1 + _~I' + F ba (2 -~b)l 
I" fi Na I" I" Ib ~ 

Xb = 1 __ ;I((I_~/)) i2-~b+Fab(I+-~~)J-l' 
I" b Nb lb 1_ lb Ib 

Hier wird der Grenzwert für ~b' nämlich l~b = 0, erreicht, wenn die 
b 

Beziehung besteht: 

1- Xb 
Ib .... (85b) 

Dies ist die Gleichung (85 b), wie auf S. 77 gefunden; es ist also Xb = b, 
wodurch der Punkt Tab bestimmt ist. Für alle Punkte zwischen Tab und A 
(Xb >. b) ergibt sich eine Belastungsscheide der Momentenlinie zwischen diesem 
Punkte und B (~b < Xb, Fig. 71 e). Für den Punkt Tab selbst (Xb = b, Fig. 71 d) 
fällt sie mit B zusammen; für die Punkte zwischen Tab und B (Xb> b, 
Fig 71 a, b, c) tritt im Felde lb keine Belastungsscheide rechts von diesem 
Punkte ein. Für die Punkte zwischen Tab und Tba (b'<Xb<b, Fig.71c) 
haben die Momentenlinien überhaupt keine Belastungsscheiden im Feld Ib . 

Damit ist der Verlauf der Einflußlinien der Momente klargestellt. -

ß) Maximal- und Minimahllomenten- uml Querkraftflächen. 

Auf Grund obiger Ausführungen können wir nunmehr die 
Maximal- und Minimalmomenten-, bzw. Querkraftsflächen 
für gleichmäßig verteilte bewegliche Lasten bestimmen. 

Die Punkte zwischen 0 und Ta erhalten die größten positiven 
Momente bei Vollbelastung der Felder la und lc' wie Fig. 69a 
und 69 b erkennen läßt. Die Momentenfläche für diesen Belastungs­
zustand stellt also für die Strecke 0 Ta zugleich die Maximalmomenten­
fläche dar. Gemäß Fig. 70b und c gibt diese Belastung zugleich 
die Größtwerte für die Punkte zwischen Tc und D im Feld lc, 80 
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daß die Momentenfläche auch für diese Punkte die Maximal­
momentenfläche liefert. Die Stützenmomente bei dieser Belastung sind: 

X a = - la' qala~ t}~,clc2'FI)a} Vollbelastung der 

X = _ la' q,.za'!.·~al) + l; qclc2 beiden Endfelder. 
b 24 Nb 

Maximalmomenten­
fläche 

Tragen wir diese Größen in A und B an (s. Fig. 72, AA'=Xa ; 

BE' =Xb) und tragen an die Verbindungslinien A' C und B' D die 
'" qa l,,2 qcl/ Parabeln mit den PfeIlhohen --- bzw. --- an, so begrenzen die 

8 8 
damit gefundenen Kurven zwischen C und E bzw. zwischen Fund D 
mit CD die Maximalmomentenfläche. - Für die Strecke TaA ist nach 
Fig. 690 zur Ermittelung der Größtmomente das Feld lc vollbelastet. 
das Feld la dagegen nur teilweise belastet anzunehmen. Je näher der 
zu untersuchende Querschnitt dem Punkte A rückt, um so geringer 
wird die Belastung des Feldes lu' bis sie für den Punkt A voll­
ständig verschwindet (siehe Fig. 66, Einflußlinie für X a.) Für das 
Stützenmoment X a erhält man also den positiven Größtwert bei 
Belastung des Feldes lc und entsprechend den Größtwert für X b bei 
Vollbelastung des Feldes l". Diese Werte sipd: 
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Tragen wir diese Größen in Fig. 72 In A und B als die 
Strecken AA" und BB" an und verbinden A" mit E und B" mit 
F, so haben wir mit den Linienzügen A" EC und B" FD die Maximal­
momentenftäche der Endfelder. Dabei liefern die Geraden A' E und 
B' F etwas zu große Werte, da die Verbindung, streng genommen, 
durch Kurven erfolgen müßte, die tangential an die Kurven CEA' 
und D F B' in den Punkten E und F anschließen müßten. Die Er­
mittelung des genauen Verlaufes der Kurve ist aber recht umständ­
lich, so daß es sich, wegen der geringen Abweichung von der Ge­
raden nicht lohnt, sie zu ermitteln (vgl. auch § 2, c, ß). 

Für die Punkte zwischen Tab und Tba im Mittelfeld finden 
wir die Momentengrößtwerte bei Voll belastung des Mittelfeldes. Dafür 
finden wir die Stützenmomente: 

Y = AA'" = - !L~blb~. (1 -+- F ) l 
• a 24 Na ,ba' Vollbelastung 

X ~_~ BB'" = _1ß~lb~ (1 + F) des Feldes lb 
b 24N'1 ab , 

Tragen wir an die Gerade A'" B'" die Parabel A'" G HB'" mit 

der Pfeilhöhe qb~lc~ an, so stellt der KurventeiI G H die Maximal­

momentenkurve für die Strecke Tab Tb a dar. - Für Punkte zwischen 
Tab und A ergeben sich die Größtmomente bei Vollbelastung des 
Feldes Zu und einer Teilbelastung des Feldes Zb; letztere wird um 
so geringer, je näher der betrachtete Querschnitt bei A liegt, und 
verschwindet für den Punkt A (wie schon vorher erwähnt). Im 
Punkte A ist also der Größtwert AA". Es ist also wieder (nähe­
rungsweise ) der Punkt G mit A" zu verbinden, und entsprechend 
der Punkt H mit B". Die so gefundene Kurve stellt die Maximal­
momentenftäche dar. Die gesamte Maximalmomentenftäche ist in 
Fig. 72 dargestellt. 

Um die Kleinstwerte (größten negativen Werte) der Momente 
zu finden, sind die Teile des Trägers als belastet anzunehmen, für 
welche die Einfiußlinien negative Ordinaten haben. - Für die Punkte 
des Feldes Za zwischen C und Ta ergeben sich die Kleinstmomente 
bei Vollbelastung des Mittelfeldes; es ist also CA'" bis zur Senk­
rechten durch Ta identisch mit der Minimalmomentenfläche (vgl. 
Fig. 72 und 73). [In gleicher Weise findet man für Feld Zc die 
Gerade D B'" bis zum Punkte F'.J Für die Punkte zwischen '1~ und A 
kommt dazu noch eine Teilbelastung des Feldes Za' die um so größer 
ist, je näher der betrachtete Querschnitt bei A liegt, bis für A selbst 
die Vollbelastung der Felder Za und lb vorhanden ist. Für Punkt B 

Pi r let. Statik. I1.~. 6 
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BB' = _ Z:q.la~Fa_b+~'q"l/ 
24 Nb 

B B" = _l,,' qa1a2 Fa" 
24 Nb 

B B(4) = _ I: qc l,": + 1/ qb lb2 (1 1-!a.b2 
, 24 Nb 

Fig. 73. 

ergibt sich bei Vollbelastung der Felder lb und 1c der Kleinstwert. 
Diese beiden Kleinstwerteder Stützenmomente sind: 

l' 1 2 + l' 1 2 (1 + F ) X = - a qa a b q/, b ba. (Vollbelastg d Felder1 u 1) 
a 24 Na • • a • h 

Z' Z 2 + Z' 1 2 (1 + F ) X - - c qc c b qh h ab (Vollbelastg d Felder 1 u 1) 
b- 24 Nb . . b . c 

Wir tragen A A (4) = X a und B B(4) = X b an; die Punkte E' und 
A(4) bzw. F' und B(4) sind wieder durch Kurven zu verbinden, die 
wir jedoch annäherungsweise durch die Geraden E' A(4) und F' B(4) 

ersetzen (Fig. 73). 
Die Kleinstwerte für die Punkte zwischen Tab und T ba ergeben 

sich bei Vollbelastung der Felder Za und 1c; für "diese Strecke ist 
also die Gerade A' B' (vgl. Fig. 72 und 73), also die Strecke G' H' 
(Fig. 73), identisch mit der Minimalmomentenfläche. Die Punkte G' 
und A(4) bzw. H' und B(4) sind wieder durch entsprechende Kurven 
zu verbinden, die wir durch die Geraden G' A(4) und H' B(4) ersetzen 
(Fig. 73). Damit sind auch die Minimalmomentenflächen bestimmt. 

Maximal- und Minimalq uerkraftflächen für gleich­
mäßig verteilte Lasten. Der Größtwert einer Querkraft für 
einen Punkt im Feld 1a im Abstande x a vom Auflager A ergibt sich 
gemäß der Einflußlinie bei Vollbelastung des Feldes Zc und der 
Strecke x a im Felde Za (vgl. Fig. 67). In diesem Falle ist: 

l' 12 Z' Z2 X = __ c.!l."--!!.....F _ _ '!...!la n_.k 
a 24Na ba 24Na 2' 
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Damit ergibt sich: 

Qxa=i;'a (:yar+ ~"=i;Za (T!!r-l;~q~a'k2- ~~~Z~;-.Fba 
Ir. a a a aa 

Setzen wir: 

so wird: 
QXa='YJ1 +'YJ2+'YJS' 

Das erste Glied dieser Gleichung ('YJ1) ist ein von x a unabhängiger 
konstanter Wert. Dazu sind dann die bei den Werte 'YJ2 und 'YJs zu 
addieren, die Funktionen von xa darstellen. 

Im Feld 'c findet man in ähnlicher Weise bei Belastung des 
Feldes lb und der Strecke Xc in Zc: 

Q = lb~rb""~ (1 -'l- F ) -j_ 2sl c (~.c_)2+ 0:~. k 
Xc 24N.l I ab 21 24N l' 

b c c b 

'YJ1 + 'YJ2 + 'YJs' 
Für einen Punkt im Feld lb im Abstande x b von B findet man 

die größte Querkraft bei Belastung des Feldes Za und der Strecke xb 

(vgl. Fig, 68), und zwar ist dann: 

QXb = q~lb (;b)2 _ ~a (_~~. 
b b 

Infolge der Belastung des Feldes Za ist: 

X a - X b = _Z~' ~l~~ (~ -~). 
a b 

Infolge der Belastung der Strecke xb ist: 

X a - X b = Z/)'~~Zb2 (~:!±~$:a~'!~ _ ~2+~ab' ~1). 
Damit ergibt sich: 

Qx = la' ~'"-.Za 2 (:L _ !.a-,,-) + qblb (Xb )2 
b 24lb Na Nb 2 Zb 

_lb' gb Z/) (k1 +p/ia ,k2 _ k2 + Fab 'k1) 

24 Na Nb 
='YJ1 + 'YJ2- 'YJs' 

Auch hier ist wieder 'YJ1 ein konstanter,von xb unabhängiger 
Wert. - Die nach diesen Gleichungen angetragenen Maximalquer-

6* 
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Zr' ·qc l/ F"a 
- -~24 il;;'C'-
_l/·qa l" ,k 

24 Na 2 

1~'~li~a2 (~~ - ~f ) 
q~h (~!r 

_lJ.:!J.'!!!: (k1 + Fba~2 _ ~2 + Fa" lc1) 

24 Na Nb 

Fig. 74. Maximal-Querkraftfläche. 

I" 

kraftflächen zeigt Fig. 74. - Im Feld Za ist 1]1 und im Feld Zc ist 
1]3 so gering, daß sie in der Zeichnung verschwinden. 

Die Minimalq uer kraftfläche für gleichförmig verteilte Lasten 
kann man nun dadurch finden, daß man die oben gefundene Maximal­
querkraftfläche von der Querkraftfläche für Vollbelastung subtrahiert, 
denn der Kleinstwert der Querkraft eines Punktes ergibt sich natür­
lich bei der Belastung der Balkenteile, die beim Auftreten des Größt­
wertes unbelastet sind. Die Querkraftfläche des Trägera bei Voll­
belastung aller :Felder ist gegeben durch die Gleichungen (67): 

Qc =c Ij~a.+~a, 
a 

Qa == _~~~a + f", 
u 

Qa'= ,~~_ X a -=,X" 
2 lb 

, qblb X a ,,- X b 
Qb = ---cX-- -y , 

b 

Q,,=~ 

Q 1J"l" X" 
d '=0 -- '2-'- - -[' - . 

c 

Hierin sind für X a und X b die nach Gleichung (66) sich er­
gebenden Werte einzusetzen. Die Querkrafblinie verläuft in den 
einzelnen Feldern geradlinig. - Die Subtraktion der beiden Quer­
kraftflächen ist in Fig. 75 dargestellt. 
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D 

1 
'L 

E'ig. 75. Minimal-Querkraftfläche. 

Anhang: Der Balken auf drei Stützen. 
Der kontinuierliche Träger auf drei Stützen ist einfach statisch 

unbestimmt. Zur Ermittelung der 
Zählerwerte dient die Momenten­
fläche für X a = 1 (Fig.76). Der 
Nennerwert beträgt hier: 

l'+l' [a aJ =~ -a o. 3--.-J!. • Fig.76. 

Nach den Ausführl1ngen in § 1 finden wir die Zählerwerte all­
gemein in der Form: 

[am] = Cf!z für Belastung in Feld la.} . . . (86) 
[am] = Cf!l" " "" [b' 

Für die anderen statischen Größcjn haben wir dann die folgenden 
Gleichungen: 

. . . . . . (88) 

C-c + X a • - 0 -Z-, 
b 
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in Feld la: M=Mo+Xa(l-~f'), 1 

, " '.' M~M,-I-X,,~~\, ' I' 
/, 

(89) 

Mit Hilfe der Gleichungen 
drei Stützen in ähnlicher Weise 
vier Stützen. 

(86) bis (89) ist der Träger al,lf 
zu berechnen, wie der Träger auf 

§ 7. Zahlenbeispiel. 
Es sei der in Fig. 77 dargestellte Träger auf vier Stützen mit den Spann­

weiten 1. = 6,00 m, h = 7,50 m, 1c = 4,50 m für folgende Belastungsfälle zu 
untersuchen. 

Fig.77. 

1. Ruhende Belastung: 
a) Ständige gleichmäßig verteilte Belastung (Eigengewicht); im Felde 1. 

sei g. = 400 kgjm, im Felde 1ö sei gö =~ 500 kgjm, im Felde lc sei go = 300 kgjm. 
b) Einzellasten Pa und Pb = 10 t gemäß Fig. 77. 
c) Im Felde lc die dreieckförmig verteilte Last mit der Größtordinate 

500 kg. 
2. Bewegliche Belastung: 
a) Gleichmäßig verteilte bewegliche Nutzlast von 1000 kgjm. 
b) Zwei bewegliche Einzellasten von je 5 t im Abstand von 1,50 m von­

einander. 
3. Eine ungleichmäßige Erwärmung des Trägers von LI t = + 15 0 bei 

einem Trägheitsmoment J. 
4. Senkung der linken und der rechten Endstütze um je 10m, der linken 

Mittelstütze um 20m. 

Lösung: 

Berechnung der Werte F aö , Föa , Na, Nö' 
l/ 7,50 

F öa = - 2 (l/ + 1/) 2(7,50+(50)=- 0,313, 

I+Fba =0,687, 

F lu' 7,50 0278 
aÖ = - 2(1.' + lo') = - 2(6,00+ 7,50) = -, , 

1 + Fab = 0,722. 

4 (la' + 1/) (lb' + lc') - l0'2 
N,,= . . .. Üf(lb' =+ 1c'f--

= ±-C6,Q.D_+ 7,~~Q,~Q+ 4,50) -7,502 = 410 
12 (7,50+4,50) , , 
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4 (la' + lo') (lb' + lc') - 10" 
Nb = 1~ (la' + lb') 

= 4 (6,00 + 7,50) (7,50 + 4,50) - 7,50' = 365 
12 (6,00 + 7,50) , . 

Mit diesen Werten ergebe.n sich für die Unbekannten bei gleichmäßig 
verteilter ständiger Last g nach Tabelle Xa, 4 folgende Werte: 

X =_ 6,0~.0,4.6,OO' _7,50.~,5.7,50'.0687 
a 4,1 24 4,1 24 

+ 4,50.0,3.4,502.0313=_2260 t 
4,1 24' , m , 

X = + 6,00. 0,4.6,002.0278 _ 7,50. 0,5.7,50 •. 0 ~22 
b 3,65 24 ' 3,65 24 ,I 

_ i~. (),3 .4,~ = _ 1775 mt 
3,65 24 ' . 

b) Für die beiden Einzellasten ergibt sich folgendes: 

Die Abstandsverhältnisse f und die Werte c sind zuerst zu errechnen, 

sie betragen (vgl. § 1, Tabelle 11): 
Im Feld la: 

;a=1,50=02.-· 
la 6,00 ,~, C, = 0,234; c2 = 0,328. 

;" = 4,50 = 0 60· 0'384 0336 I" 7,50 "c, =,. ; c. =, . 

Hiermit findet man (Tabelle Xa, 1): 

X =- 6,00.10.6,0~.0234_7,50.10.7,50 .(0384-0313.0336) 
a 4,1 6 ' 4,1 6 ' , , 

=-11,17 mt, 

X.= 6,00.~~~.0 278.0 328 _ 7,50.10.7,5~. (0 336 - 0 278.0 384) 
v 3,65 6 ' , 3,65 6 ' , , 
=-4,380 mt. 

c) Für die dreieckfö-rmige Belastung mit der Größtordinate p=O,5 t 
in der Mitte von Feld lc ist nach Tabelle Xa, 7: 

X a = ~510·1~2·0,5.4,50'.0,313=0,09 mt, , 
X _ 4,50 5 2_ 

"--3,65.192.0,5.4,50 --0,325 mt. 

Infolge der ruhenden Lasten ergeben sich also folgende Werte: 

X a=- 2,26 -11,17 +0,09=-13,34 mt, 
X" = -1,775 - 4,38 - 0,325 = - 6,48 mt. 

Als Querkräfte findet man: 

Qc = 0,4.26,00 + 10·0,25 - ~~0304 = 1,48 V, 

Q = _ 0,4~00 -10.075 _ 13,~= -10 92 t 
a 2 ' 6,00 " 

Qa'= 
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Qb' = - 0,5·7,50 -10.040 _ -13,34+ 6,48 = - 4,96 t, 
2 ' 7~0 

flb = 0,3.~50 -+- 0,5· ~~50 + 6,48 = 2 68 t 
'" 2' 4 4,50 ' , 

Qd = - ~~~,5..Q _ 0,.5·4,50 ...L 6,48 = + 0 20 t 
2 4 I 4,5 ,. 

2. Bewegliche Belastung. 
a) Gleichmäßige, bewegliche Nutzlast p= 1 tim. 
Für die Vollbelastungen der einzelnen Felder findet man: 
Fall 1: Feld Za vollbelastet : 

v 6,00 1·6,00· 2 2 
~"l.a=-TI·~=- , mt, , 
X· 6,00 1.6,002 ( 0278) '0685 
b=-3,65'~' -, =--r-,' mt 

Q" = 1 . 6,00 _ ~ = 2 63 t 
" 2 6,uO ' , 

Q =_1.6,00 -~=-33~ t 
a 2 6,00 ' I , 

Q , Q , - 2,2 - 0,685 + 3-
a = b =--~-'---= 0,70 t, 

0,685 
Qb=Qd=- 4,50 =-0,15 t. 

Fall 2: Feld lb voll belastet : 
7,50 1· 7,50· 

X a = - 4,1' "'24. 0,687 = - 2,95 mt, 

750 1· 750· 
X b =- 3'65·~·0,722=- 3,48 mt, , 

2,95 
Qc= Qa = - 6,00 = -0,49 t, 

Qa' = 1· 7,50 _ - 2,95 + 3,48 = + 3 68 
2 7,50 ' t, 

Q ,=_1.7,50 _ -2,95+3,48=_382 
b 2 7,50 ' t, 

Q Q 3,48 0 
b = d = 4,50 = ,77 t . 

Fall 3: Feld lc vollbelastet : 
4,50 1.4,502 

X a = - TI' ~ (- 0,313) = + 0,29 mt, , 
X 4,50 1·4,50' 0 
b=-3,65·~=-I, 4mt, 

Qc = Qa= ~:~~ = 0,05 t, 

Q , = Q , = _ 0,29 + 1,04 = _ 0 18 
a b 7,50 ' t, 

Q = 1·4,50 _ -1,04=247 
b 2 4,50 ' t, 

Q = _ 1·4,50 _ - 1,04 = _ 2 02 t 
d 2 4,50 ,. 
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Mit Hilfe dieser Werte sollen nun die größten und kleinsten Momente 
und Querkräfte in den einzelnen Feldern unter Berücksichtigung der ruhenden 
Lasten und der ungünstigsten Laststellungen der Nutzlasten ermittelt werden. 
Welches die ungünstigsten Laststellungen sind, ist aus den Einflußlinien der 
entsprechenden Größen zu ersehen. 

Der Belastungsfall 2 liefert für das Feld lb das größte, für die Felder la 
und l. die kleinsten Momente, wie die Einflußlinien Fig. 69, 70 und 71 erkennen 
lassen; man findet für die ruhende Belastung und Fall 2: 

X a = -13,34 - 2,95 = -16,29 mt, 
X b = - 6,48 - 3,48 = - 9,96 mt. 

Unter der Einzellast ergibt sich also 

M2max = (1 +0,;).7,502
• 0,6.0,4+ 10.7,5.0,6.0,4. 

- 0,6·16,29 - 0,4·9,96 = 14,35 mt. 

Weiter findet man im Felde l.: 

C = Q. = 1,48 - 0,49 = 0,99 t, 
0992 

J.lf"nin = -io4 = 1,22 mt. , 
Dieses Moment tritt auf in einem Abstande x von C: 

0,99 ~ 
x= 0,40= 2,415 m. 

Im Feld l. wird: 
D = - Qd = - 0,2 - 0,77 = - 0,97 t. 

Ein positives Moment tritt also bei dieser Belastung im Felde l, 
nicht auf. 

Fall 1 und 2 zusammen liefern die Größtwerte für X., Qa und Q.'. Es 
ist also: 

X amin = - 13,34 - 2,2 - 2,95 = - 18,49 mt, 
Qamin = -10,92 - 3,37 - 0,49 = - 14,78 t, 

Q.' max = 8,79 + 0,38 + 3,68 = + 12,85 t. 

Aus den beiden letzten Werten ergibt sich: 

A max = 14,78 + 12,85 = 27,63 t. 
In gleicher Weise finden wir für Fall 2 und 3 zusammen die Werte X b min , 

Q,/ min, Qb max und Bmax : 

X bmin = - 6,48 - 3,48 - 1,04 = -11,00 mt, 
Q/ mln = - 4,96 - 3,82 - 0,18 = - 8,96 t, 
Qbmax = 2,68 + 0,77 + 2,47 = 5,92 t, 
B max = 8,96 + 5,92 = 14,88 t. 

Bei Belastungsfall 1 und 3 zusammen findet man die Werte Mt m.x, 

M3max (größte Momente der Endfelder), M2min (kleinstes Moment des Mittel­
feides lb), Q.max und Qdmln. Es ergibt sich: 

X a =-13,34-2,20 +0,29=-15,25 mt, 
X b = - 6,48 + 0,685 - 1,04 = - 6,835 mt. 

Unter der Einzellast im Mittelfeld wird jetzt: 
05.7502 

M2min = ~-.0,6.0,4 + 10·7,50·0,6·0,4 

- 0,6·15,25 - 0,4·6,835 = 9,5 mt, 
C= Qcmax = 1,48 + 2,63 + 0,05 = 4,16 t, 

Qdmin = - D = + 0,20 - 0,15 - 2,02 = -1,97 t. 
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Da der Wert:l:=E.= 41,146 =2,98 m kleiner ist als der Abstand der 
q. , 

Einzellast vom Punkte C (4,50 m), so wird: 

4162 

Mtm""=2:1,4 = 6,2 mt. 

Unter der Einzellast wird: 

Mt' = 1,4.:,009 ·0,25·0,75 + 10.6,00·0,25.0,75 - 0,75 ·15,25 = 4,6 mt. 

Im Felde lc ermitteln wir den Angriffspunkt des Größtmomentes aus der 
Gleichung 22 b, § 1. Es wird mit 

D max = - Qdmin = 1,97 t, 
P = 1,3 tjm, p' = 0,5 t: 

x= 4,50 {~ / 2·1,97 + (1,3)2_ 1,3} = 1,35 m. 
2 V 0.5. 4,50 0,5 0,5 

, 2 
Damit wird: 

M. - 1,3:1,~~ , 0,5.1,3~ -136 
3 m ... - 2 --r 450 -, mt. 

3·-'-
2 

Wollte man noch für diesen Träger unter Voraussetzung einer für den 
ganzen Träger gleichen Nutzlast von p = 1000 kgjm die Maxima 1- und 
Minimalmomentenflächen zeichnen, so wären zunächst die bei Fig. 72 u. 73 
angegebenen Werte 

AA', AA", AA"', AAl') 
sowie 

BB', BB", BB"', BB(4) 
zu berechnen. 

Man findet dafür: 

AA' = _ 1000 (6,003 - 4,503 .0,313) = _ 1900 mkg, 
24·4,1 

BB' = _ 1000 (-=_s...?~3.0,2~-±Jc,50'2. = _ 355 mkg 
24·3,65 ' 

AA"= 1000.4,503 .0,313 = 290 k 
24.4,1 m g, 

BB"= 1000.6,003 .0,278 = 685 k 
24.3,65 m g, 

AA"'= _1000.7,503.0687 =- 2950 k 
24.4,1' m g, 

BB'" =_1000.7,503.0722 = - 3480 k 
24.3,65 ' m g, 

AA(') = _ 1000 (6,003 + 7,503.0,687) = _ 5150 mk 
24·4,1 g, 

BB(4) = _ 1000 (4,503 + 7,503 .0,722) = _ 4520 mk 
24·3,65 g. 

Die Abstände der Punkte Ta, Tc, Tao und Tba von den rechten Feld­
enden ergeben sich wie folgt: 
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la2 

a= 6Na +T.= 1,175 m (GI. 81), 

le' 6 Nb ~ (GI 83) c=le+ 6 Nb=3,13m . , 

lb 
b = 1 ~-Fa b = 5,87 m (GI. 8.5 b) , 

b'= -;lb'J.a
b
b=I,78 m (GI. 8.5a). 

Damit läßt sich die Maximal- und Minimalmomentenfiäche aufzeichnen 
(vgl. Fig. 72 und 73, S. 80 und 82). 

Um auch die Maximal- und Minimalquerkraftsflächen ermitteln 
zu können, berechnen wir noch die bei Fig. 74 angegebenen Werte 'I. Es ist: 

Für Feld la: 
__ I .. ~c.PcV.p _1000·4,50;3·0.313 .48 k 

'h- la Na 24 ba- 24.4,1.6,00 g, 

V· pa 6,002 ·1000 
'72 = - 24~.N.··k2 = --24.41-· k;j = - 365 k2 kg, 

a , 

'13= qala (Xa)2= 10~~6,00 (Xa)2= 3000 (Xa)~ kg. 
2 In 2 la la 

Für Feld lb: 
1000.6,003 ( 1 0,278) 

1i,= 24.7,50 4,1 + 3,65 =385 kg, 

= 1000·7,50 (Xb )2= 3750 (~.)2 k 
'72 2 lb lb g, 

_1000.7,.502 (k1 -0,313 k2 _ k2 -0,278 k1 ) 

'13 - 24 4,1 3,65 

= 2340 (k1 - 0,313 k2 _ k, - 0,278 k1 ) kg. 
4,1 3,6.5 

Für Feld le: 

= 1000·4,50 (Xe )2= 2250 (Xc)' k 
'12 2 le le g, 

1000.4,502 

'13 = 24.3,65 . k, = 230 k, kg. 

Die Werte k, und k, sind am der Tabelle ur, § 1 zu entnehmen. 
In Fig. 74, S. 84 ist die Maximalquerkraftsfiäche dargestellt .. 
Um die Minimalq uerkraftsfiächen zu finden, sind noch die Querkrafte 

für Vollbelastung des ganzen Trägers zu ermitteln. Man findet: 

1 1000 
X a = 4,1'24 (- 6,003 - 7,503 .0,687 +4,50·0,313) = - 4850 mkg, 

1 1000 
X b • 3,65' .24 (+ 6,003 .0,278 - 7,503 .0,722 - 4,503) = - 3840 mkg, 

X a '-Xb =-1010 mkg. 

Damit ist nach Gleichung (67): 



92 Vollwandige Systeme mit geradlinigen Achsen, 

Qc = 1000· 6,00 _ 4850 = 2190 k 
:! 6 g, 

Q" = _ 1000;6,00 _ 48650 =_ 3810 kg, 

Q.'= 1000·7,50 I 1010_3885kg 
2 T 7,5 _. , 

Qb' = - _1000~50 + 1010 = _ 3615 kg 
2 7,50 ' 

Qb= 1000·4,5 + 3840 = 3100 kg 
2 4,5 ' 

Q =_ HlOO.4,50+3800=_1400k 
d 2 4,50 g. 

Damit ist die Querkraftsfläche für Vollbelastung gegeben und es kann 
nunmehr durch Subtraktion der Maximalquerkraftsfläche von dieser die Mini­
malquerkraftsfläche gefunden werden (Fig. 75, S, 85). 

2b. Zwei bewegliche EinzeIlasten von je 5t im Abstande 1,50 m 
voneinander. 

Zur Berechnung der durch die beweglichen Lasten erzeugten größten 
Stüt~en- und Feldmomente und Querkräfte an den Auflagern werden ihre Ein­
flußlinien berechnet und gezeichnet. 

Die Gleichungen für die Einflußlinien der Unbekannten X. und X b lauten: 

l2 l2 l2 
X a = - 6kc2 - () ~. (Cl + F ia co) - 6N~Fba Cl 

'-..-" '--.,.-' ------Feld l. Feld lb Feld l, 

X la 2 F lb 2 
( + F ) l/ 

b = - 6 ~ ab'C. - 6-Nb c2 ab'CI - 6-N; Cl 

~- '~ 

Feld la Feld lb Feld lc 

Es wird für die X,,-Linie: 
l • 6002 - 6N. = - S:4,1 = -1,46, 

h2 7,50· 
-6N.=-6.4,1 =-2,28, 

l2 4502 - 6N. = - 6~4,1 = - 0,82. 

Ferner für die Xb-Linie: 
l2 6002 -6Nb =- 6.'3,65 =-1,64, 

l.2 7,50t 

- 6 Nb = - (;. 3,65 ~ - 2,57, 

l2 450' 
- 6 Nb = - 6.'3,65 = - 0,93. 

Die einzelnen Feldweiten sind in je 10 Abschnitte unterteilt. Die den 
verschiedenen Abstandsverhältnissen entsprechenden Werte Cl und C2 sind in 
der folgenden Tabelle enthalten. Die Entfernungen gelten jedesmal vom rechten 
Auflager. 
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1 0,099 I 0,171 -0,031 1-0,053 1 0,046 0,027510,0475 0,143 
2 0,192 0,288 - 0,060 - 0,090 0,102 0,0535 0,0800 0,234 
3 0,273 0,357 - 0,085 I - 0,112 0,161 0,0760 0,0990 0,281 
4 0,336 0,384 - 0,105 ' - 0,120 0,216 0,0935 0,1070 0,290 
5 0,375 0,375 - 0,117 - 0,117 0,258 0,1040 0,1040 0,271 
6 0,384 0,336 - 0,120 - 0,105 0,279 0,1070 0,0935 0,229 
7 0,357 0,273 - 0,112 - 0,085 0,272 0,0990 0,0760 0,174 
8 0,288 0,192 - 0,090 - 0,060 0,228 0,0800 0,0535 0,112 
9 0,171 I 0,099 I - 0,053 I - 0,031 0,140 I 0,0475 0,0275 I 0,051 

10 0,000 0,000 - 0,000 - 0,000 0,000 0,0000 0,0000 0,000 

Mit den Werten dieser Tabelle und den vorher berechneten Konstanten 
sind in den folgenden Tabellen die Ordinaten '7 der X a- und X b - Linie be­
rechnet. In Fig. 78 ist die Xa-Linie aufgetragen. 

Fig. 78. Xa-Linie; 1 cm = f, mt. 

Ordinaten '7 der Xa-Linie, 

Feld I 0,1 1 i 0,2 -, I 0,3 1 1 0,4 1 I 0,5 1 I 0,6 1 , 0,7 1 i 0,8 1 I 0,9 1 1 1,0 1 

,c '1 + 0,031+ 0,051+ 0,07 1+ 0,09/'+ 0,10 1+ 0,1°1+ °'°911+ 0,07 1 ! 0,04 [ + 0,000 
1b • - o,~ol- 0,23[1- 0,371- 0,49 - 0,59 - 0,641- 0,62 - 0,52[-- 0,:;2 ! - 0,000 
1n • - 0,25 - 0,42 - 0,52 - 0,56 - 0,55 - 0,49 1- 0,40 - 0,28 - 0,14 1 - 0,000 

Ordinaten '7 der Xb-Linie. 

Feld I 0,1 1 I 0,2', I 0,3 1 I' 0,4 1 I ~,5 1 1 0,6 1 I 0,7 1 1 0,8 1 1 0,9 1 I 1,0 1 

1. . '1- 0,091- 0,18 1

1

- 0,25[- 0,31 1- 0,35[- 0,36 1,- 0,33[- 0,27 1- 0,16[- 0,00 
1h •• - 0,37[- 0,60 - 0,72 1- 0,75 -0,70 [- 0,59 - 0,45[- 0,29 - 0,13[- 0,00 
1 • •• +0,08+0,13 +0,16,+0,18+0,17 +0,15 +0,12 +0,091+0,05 +0,00 

Mit den so tabulierten Ordinaten der X a- und Xb-Linie lassen sich die 
Einflußlinien der Querkräfte, Feldmomente und Auflagerdrücke leicht berechnen. 

So ergeben sich im Feld 1a die Querkraftlinien aus den Gleichungen: 

1 1 
Q.=T.(~a+Xa) und Qa=T.[-(la-~a)+Xa], 

ferner die. Mo m e nt e n I i ni e für einen Punkt im Abstande x. von A aus der 
Gleichung: 

, (xa) M",.=Mo+ 1- T X a · 
. a 

Im Feld 1b wird dementsprechend 
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Q.'= ~ [gb - (Xa - X,,)j, 

Q/ = -l; [- (lb - gb) - (X" - X b)], 

und für einen Punkt Xb von B 

Mxb = Jl1o+X. [~(1- Fba) +FbaJ . 
Im Feld lc wird endlich: 

1 
Qb=T[gc-X"j, 

c 

und für einen Punkt im Abstande Xc von D: 

Mx. = Mo + X b 1c . 
c 

In diesen Gleichungen ist: 

M. = (1 - _X) f. l wenn X -, " oll ' / ", 

Mo = 7 (1 - +) ·l, wenn X < g. 

Mit diesen Gleichungen sind die in den folgenden Tabellen angegebenen 
Werte der Einflußlinien für die Momente 

1. eines Punktes in Feldmitte von la (MeLinie), 
2. eines Punktes in Feldmitte von lh (M2-Linie), 
3. ferner der Querkraftlinien für das Feld lb (Q2oLinie) und 
4. die Auflagerlinie für den Punkt C (C-Linie), die identisch ist mit der 

Qc-Linie, berechnet. 

Feld 0,1 I 0,2 I 0,3 I 0,4 I 0,51 0,6 I 0,7 I 0,8 I 0,9 i 

lc • '1 + 0'011+ 0'031+ °'04 1+ 0,04 1+ 0,05 1+ 0'05 1+ °'05 1+ °'04 1+ 0'021' lh . • - 0,05 - 0,12 - 0,19 - 0,251- 0,30 \- 0,32 - 0,31 - 0,26 - 0,16 
la • • + 0,18 + 0,39 + 0,64 + 0,92 + 1,23 1+ 0,96 + 0,70 + 0,46 + 0,23 

1,0 

0,00 
0,00 
0,00 

Die Ordinaten der vorstehenden Einflußlinie für das Moment in Feld­
mitte l. sind in Fig. 79 aufgetragen. 

Fig. 79. M1-Linie; 1 cm =5 mt. 
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Feld I 0,1 i 0,2 I 0,3 I 0,4 I 0,5 I 0,6 I 0,7 I 0,8 I 0,9 I 1,0 

lc • '1- 0'031- 0'071:- 0,09 1- 0,11 1- 0,131- °'13 1- 0,12 1- 0,1°1- 0,06 1 0,00 
Ib • • + 0,14 + 0,33 + 0,581+ 0,881+ 1,2311+ 0,89 + 0,591+0,351+ 0,151 0,00 
I" • . - 0,09 - 0,14 - 0,18 - 0,19 - 0,19 - 0,17 - 0,14 - 0,10 - 0,05 0,00 

Die Ordinaten vorstehender Einflußlinie, die für das Moment in Feld­
mitte lb gelten, sind in Fig. 80 aufgetragen. 

Fig. 80. M2-Linie; 1 cm = t mt. 

Fel~ I 0,1 1"0,2 I 0,3 I 0,4 I 0,5 I 0,6 I 0,7 I 0,8 I 0,9 I 1,0 

l, . - 0,121- 0,23 -0,32 -0,40 -0,44 -0451-042 -0,34 -0,20 0,00 

h { + 0,481+ 1,13 + 1,90 +2,74 +3,64 +4;55 +5;42 +6,23 +6,94 +7,50 
-7,02 -6,37 -5,60 -4,76 -3,02 -2,95 - 2,08 -1,27 -0,56 -0,00 

I" . + 0,33 + 0,55 +0,68 +0,74 +0,72 + 0,641+ 0,52 +0,37 +0,19 0,00 

Die Tabelle enthält die lb-fachen Ordinaten der Querkraftlinie für Punkte 
im Felde lb. 

Die zweite Reihe der vorstehenden Tabelle enthält oben die Ordinaten 
der Qa'-Linie, unten die der Q/-Linie. Die Einflußlinie zeigt Fig. 81. 

P-st P~5. 
1,s 

+ 11 
la lb 

7J1 "12 

Fig. 81. Q2-Linien; 1 cm = t t. 
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C-Linie. 

Feld I 0,1 1 0,2 1 0,31 0,4 1 0,5 I 0,6 I 0,7 I- 0,8 I 0,9 I 1,0 

Zc '1 + 0,031+ 0,05 1+ 0,07 1+ 0,09 1+ 0,10 1+ 0,1°1+ 0'091+ 0,07 1+ 0,04 1 + 0,00 
Zu • - 0,101- 0,231- 0,371- 0,49 1- 0,59 - 0,641- 0,62 - 0,521- 0,321 0,00 
la • + 0,35 + 0,78 + 1,28 + 1,84 ,+ 2,45 + 3,11 + 3,80 + 4,52 + 5,26 + 6,00 

Fig. 82. C-Linie; 1 cm = 2\ t. 

Die Tabelle enthält die la-fachen Ordinaten der Auflagerlinie für den 
Punkt C. In den Feldern lc und lu sind diese proportional mit denen der 
Xa-Linie. Die Ordinaten sind in Fig. 82 aufgetragen. 

In gleicher Weise lassen sich auch für Punkte mit anderen Abstands­
verhältnissen die Einflußlinien berechnen. 

Um nun mit Hilfe der gezeichneten Einflußlinien die durch die beiden 
Lasten von je 5 t hervorgerufenen größten Momente, Querkräfte und Auflager­
drüoke zu bestimmen, stellt man die Lasten so, daß die Summe der unter 
ihnen liegenden Ordinaten möglichst groß wird. Diese ungünstigsten Last­
stellungen sind in den Figuren gekennzeichnet. 

Als größtes Stützmoment X a infolge beweglicher Einzellast ergibt sich 
hiernach: 

X a =(1h +'12)P=(-0,59-0,62).5=-6,05 mt. 
Das größte Feldmoment in der Mitte von la (Fig. 7H) wird: 

maxM!!'.= ('71 +1]2) P= (0,58 + 1,23).5 =+ 9,05 mt. 
2 

Ferner wird das größte Feldmoment in der Mitte von Zu (Fig. 80) 

maxM!.lJ.= (1], + 1]2) P= (1,23 + 0,5H).5 = + H,l mt. 
2 

Die größte positive Querkraft in Feld lu ergibt sich nach Fig. 81 zu: 

maxQu = (1 + 0,83)·5 == + 9,15 t. 
Ferner der größte Auflagerdruck C nach Fig. 82 zu: 

Cmax = (1 + 0,6H)· 5 = 8,45 t. 
3. Eine ungleichmäßige Erwärmung mit ,1 t = +15 0 bei einem 

Trägheitsmoment J. 

Mit E = 1~'5 und E = 2.106 tlm2 wird nach Tab. Xa, H: 

X =~._1_. (+~5).2.10tl.J [~,00+7,50 ° ß87 _ 4,iiQ.0 3131 
a 4,1 105 -- h _ 2 2' 2' . I 

= + ~ ·355 mt, 
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X b = _1_._1_. (+ 15). 2.106 .J !, _ 6,OQ.O 278 -l- 7,50 . ° 722 + ~50lJ' 
3,65 10· --'-- h !. 2 ' I 2' 2 

J 
= +h·289 mt. 

J und h Bind in m' bzw. meinzusetzen. 

Querkräfte, Momente und Auflagerdrücke ergeben sich nach den Glei· 
chungen 61 bis 63. 

4. Senkung der linken und der rechten Endstütze um je 1 em, 
der linken Mittelstütze um 2 e111 (Fig. 8:3). 

C /l ß 0 

Es wird: 

Fig. 83. 

()c-(j,,=-I- 1,-2) =-;-1 cm=O,OI 111, 
(ja-(jb=-2 -i- 0=-2em=-0,02111, 
(jb-dd=O-(-I)= lc111=O,Olm. 

Damit wird nach Gleichung (7.5) bzw. Tab. Xa, 10: 

X = ~10~.J. ,O,O} _ - 0,02. 1313 _ O,O~ .(_ 0 31)' 
a 4,1 L6,00 7,.50' 4,;')0"_ 

=2860 J mt. 

X = ~O~. J.-Q,01 . (_ ° 2~8)..L =- 0,02. 1 278 _ O,Olj 
b 3,65 _6,00' ,I 7,50' 4,.50~ 

= - 3350J mt. 

J ist in m4 einzusetzen. 

§ 8. Der beiderseits eingespannte unsymmetrische Rahmen 
mit beliebiger Querschnittsverteilung. 

In den vorangehenden Kapiteln sind einige besonders einfache 
Systeme mit geradlinigen Achsen behandelt worden. Die Ergebnisse 
ließen sich ohne Schwierigkeiten in geschlossenen Ausdrücken dar­
stellen. 

Auch der besonders häufig vorkommende symmetrische Recht­
eckrahmen läßt sich auf Grund der bisher verwandten Unterlagen 
in einfacher Weise behandeln, und für die Ergebnisse können wiederum 
einfache, geschlossene Formeln hergeleitet werden. Diese Aufgabe 
soll uns im nächsten Abschnitt beschäftigen. 

Hier möge zuerst die allgemeine Behandlung des beliebig ge­
formten Rahmens dargelegt werden. Sobald keine Symmetrie des 
Systems mehr vorhanden ist und die Achse eine beliebige Form 
annimmt, wird man die Resultate im allgemeinen nicht mehr in ge­
schlossene Form zu bringen suchen, sondern von vornherein, also 
schon bei den Verschiebungen des Grundsystems, die Zahlenwerte 
einsetzen. 

Wir besprechen im folgenden ohne Rücksicht auf die Form des 
Systems einen Rechnungsgang, der das im ersten Teil dieses Bandes, 

Pi r let, Statik. H. 2. 7 
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§ 16 angegebene Verfahren zur Lösung der Gleichungen erläutern 
und zugleich das Verständnis der Iwnst in der Fachliteratur gebräuch­
lichen Berechnungsmethoden 1) vermitteln soll. 

I. Die Belastungszust.ände X a •O, ~Yb . ., X c •2 =1. - Zusammen­
setzung dieser Lastengruppen zu Einzellast.en. 

Als Grundsystem 

Fig.84. 

die Festwerte 

wählen wir zunächst den einseitig einge­
spannten Balken (Fig.84). Die Über­
zähligen X sind das Einspannungsmoment, 
der Horizontalschub und die Vertikalkraft 
am linken Kämpfer. Wir berechnen zu­
erst die V erschie bungen des Grundsystems 
für die Belastungen X a = 1, X b = 1 und 
Xc = 1 und aus diesen in gewohnter Weise 

[ac] [be.1] 
- [aa]' -[bb-:-i]' 

Die Vnbekannten ergeben sich nach den Gleichungen: 

[a m] 
X'l.o = -- [a~]' 

. [b m. 1] 
Xb.1 = - [bb:1} , 

[cm.2] 
Xc 2 = - ~~--- - . 

. [ce.2] 

Für die erste Unb€kannte X a . O kommen also nur Verschiebungen 
des Grundsystems infolge der Belastung X a . O = 1 in Frage (Fig.85). 

Für die zweite Unbekannte X b . 1 sind die Ver-

~ 
schiebungen des einfach statisch unbestimmten 
Hauptsystems infolge X b •1 = 1 zu bestimmen. 

Xa.o~1 - Diese erhält man auch als Verschiebungen 
Fig. 85. des Grundsystems infolge der in Fig. 86 dar-

gestellten Lastengruppe X b •1 = 1, d. h. infolge 

der beiden Einzellasten X b b = 1 in Richtung von X b und X a b = - r::] 
in Richtung von X a • Die beiden Lasten X b bund X a b kann man zu 
einer gleichwertigen Einzellast zusammensetzen. Läßt man nämlich 

die Horizontalkraft 1 statt am Kämpfer in einem Abstand y = _ [a b ]] 
[aa 

vom Kämpfer angreifen (Fig. 86 a), so ist das System durch diese Einzel-

1) Anmerkung. Vgl. die Abhandlung des Verfassers: "Zur Frage der Ver­
wendung vereinfachter Elastizitätsgleichungen bei der Berechnung mehrfach 
statisch unbestimmter Systeme". Zeitschrift "Der Eisenbau", Jahrg. 1915, Nr.7. 
Verlag von Wilh. Engelmann, Leipzig. - Dort ist auch die allgemeinere Be­
handlung nach den im § 18 des ersten Teils erläuterten Verfahren angegeben 
und durch ein Zahlenbeispiel erläutert. 
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Fig. 86a. 

last X b . 1 = 1 gen au so beansprucht, wie durch die in Fig. 86 angegebene 
La~tengruppe Xb.1 = 1. Denn wenn man in Fig. 86a die Last 1 
am Kämpfer gleich und entgegengesetzt anbringt, wodurch an dem 
LaEtangriff nichts geändert wird, so erkennt man, daß insgesamt eine 

Einzellast 1 am Kämpfer und ein Kräftepaar - [:!j.l am System 

angreifen, gleichwie in Fig. 86. 
Für die dritte Unbekannte X c .2 sind die Verschiebungen des zwei­

fach unbestimmten Systems infolge der Last X c•2 = 1 zu bestimmen. 
Die Last X c . 2 = 1 am zweifachen unbestimmten System kann man 
ersetzen durch die am Grundsystem wirkende Lastengruppe Xc.! = 1, 

Fig.87. 

tg (bc.f] 
tp~-1bb.1] 

R 

Fig.88. 

wie sie in Fig. 87 dargestellt ist. Sie umfaßt die Einzellasten: 

X - l' X _ [b c . 1 J . 
rc-' bC--[bb~' 

X =_ [ac]_ [abJ. X . 
ac [aaJ [aaJ bc' 

Diese Lastengruppe suchen wir gleichfalls durch eine Einzel­
last zu ersetzen. Zu diesem Zweck verschieben wir die beiden Einzel-

lasten X cr und X bc in einen Punkt 0 mit den Koordinaten - [:~~ 

und - [:!1 (Fig. 88). Sodann setzen wir die bei den Lasten X cc =l 

und X bc = - r: ~'. ~ J zu einer Resultierenden zusammen. Ihre Neigung 

ist. durch das Verhältnis von X bb zu X cc gegeben, und zwar ist 
(FIg. 88) 

[b c. 1 ] 
tg r = - [bb:-1j . 

Die Größe der Resultierenden hat den Wert: 

R=VX2 +X2 • ce be 

7* 
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Für unsere Untersuchungen können wir R auch in der Größe 1 
wirken lassen. Denn die Formänderungen sind der Last R pro­
portional, und da es sich hier bei den Unbekannten um Quotienten 
von Formänderungen handelt, so ist der Proportionalitätsfaktor ohne 
Belang. - Die Last 1 in 0 in der vorhin bestimmten Richtung f{J 

ersetzt also die Lastengruppe X c .2 = 1. 
Naturgemäß muß der Angriffspunkt 0 mit dem gegebenen System 

in Verbindung gebracht werden. Dies kann geschehen durch An­
gliederung eines Stabes oder einer Scheibe an den linken Kämpfer 
(vgl. Fig. 86a und 88). Dieser Stab darf aber keinen Beitrag 
zu den Formänderungen liefern, er muß also unelastisch, d. h. 
starr sein. 

Somit wären die drei Belastungszustände X a . 0 = 1, Xb . 1 = 1, 
X c•2 = 1 dargestellt durch je eine Einzellast 1 und zwar X a . 0 durch 
ein Kräftepaar 1 am Kämpfer (oder an dem angegliederten Stab), 
X b •1 durch eine Horizontalkraft 1 in 0 (oder wenigstens iV der durch 
o gehenden Horizontalen), X c . 2 = 1 durch eine in 0 unter dem 
Winkel f{J gegen die Vertikale wirkenden Kraft 1. 

Die Biegungsli!lien für diese Belastungszustände sind die Ein­
fiußlinien der Unbekannten. Bei ruhender Belastung sind die Zähler­
werte der Unbekannten als Summenausdrücke zu berechnen, in denen 
außer den Momenten Mo und Normalkräften No im Grundsystem die 

Fig.89. 

Momente und Normalkräfte infolge 
der in Fig. 89 angegebenen Lasten 1 
vorkommen. 

Sind auf diese Weise die Unbe­
kannten ermittelt, so ergeben sich 
die Werte statischer Größen S, z. B. 
eines beliebigen Momentes, nach 
der Gleichung: 

S = So + Sa' X a.O + Sb.l ,Xb. 1 -t- Sc.2 . X c.2 . 

Die Multiplikatoren S der Unbekannten sind Werte infolge eben 
jener Belastungen 1, wie sie in Fig. 8D angegeben sind. 

Man erkennt, daß durch die Zusammensetzung der Lasten­
gruppen X = 1 zu gleichwertigen Einzellasten an dem Rechnungsgan 
weder etwas geändert noch verbessert ist. Wir haben diese Gedanken­
gänge hier lediglich deshalb besprochen, weil ähnliche Verfahren in 
der Fachliteratur vielfach benutzt werden. 

Diesen Verfahren liegt das Bestreben zugrunde, die Unbekannten 
so zu wählen, daß sie aus je einer Gleichung mit einer Unbekannten, 
d. h. als Quotienten zweier Verschiebungen gefunden werden. Dies 
setzt ein System von drei Gleichungen voraus, in dem die Koeffizient,en 
seitlich der Diagonale gleich 0 sind. Es ist klar, daß dies nicht ohne 
weiteres durch die Wahl beliebiger Unbekannten zu erreichen ist. 
Diese müssen vielmehr bestimmten Bedingungen unterworfen werden, 
und dadurch kommt man letzten Endes zu dem Gedankengang des 
hier zugrunde gelegten allgemeinen Rechnungsverfahrens. Zur Er-
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läuterung dieser Zusammenhänge mögen noch einige Angaben folgen, 
wobei zugleich auf die geometrische Bedeutung jener Bedingungen 
hingewiesen werden soll. 

1. Bei der Lösung nach dem hier allgemein zugrunde gelegten 
Eliminationsverfahren, d. h. bei der Verwendung von Hauptsystemen 
ansteigender statischer Unbestimmtheit kommen verschiedene Werte 
von Verschiebungen überhaupt nicht vor. So treten z. B. in dem vor­
liegenden Falle des dreifach statisch unbestimmten Systems die Werte 
[a b.1], [a c. 2] und [b c. 2] nicht auf, d. h. ma~ kann schreiben 

1.) [ab.1J=O, 
2.) [ac.2]=O, 
3.) [bc.2]=O. 

Gleichung 1. und 2. besagen, daß sowohl (Fig. 89) Xb.1' als auch 
XC • 2 beim Verschiebungszustand infolge Xa .O die Arbeit 0 leisten, oder 
daß der Angriffspunkt 0 von X b . 1 und X C •2 beim Verschiebungszustand 
infolge X a . o sich nicht verschieben darf. Dies bedeutet: 0 ist der Dreh­
pol, um den sich das System beim Verschiebungszustand infolge des 
Momentes X a.o dreht. 

Gleichung 3. besagt, daß X C• 2 beim Verschiebungszustand X b . 1 

die Arbeit 0 leistet, bzw. daß die Verschiebung des Angriffspunktes c 
von XC•2 in Richtung von X C. 2 infolge der Belastung X b . 1 gleich 0 
ist. Die Richtung von X C • 2 muß also senkrecht zu der Verschiebung 
von 0 infolge Xb.1 gewählt werden. 

Wie wir also bisher den PolO sowie die Richtung von Xc 
durch die Festwerte festlegten, EO kann man hierzu auch Ver­
schiebungspläne, d. h. geometrische Hilfsmittel benutzen. Man zeichnet 
nach den Ausführungen im ersten Teil dieses Bandes, § 9 den Ver­
schiebungsplan in folge X a = 1 und wählt als Angriffspunkt; 0 der 
beiden anderen Unbekannten Ab.l und X C• 2 den Pol, um den das 
System sich bei jener Bewegung dreht. Alsdann zeichne man den 
Verschiebungsplan infolge einer in 0 beliebig angreifenden (horizon­
talen) Last Xb.1 = 1 und wähle die Richtung von X C • 2 senkrecht 
zu der aus diesem Verschiebungsplan sich ergebenden Verschiebung 
des Punktes o. 

Bei dieser Wahl der Unbekannten sind die vorhin aufgestellten 
drei Bedingungen erfüllt, d. h. wir erhalten, entsprechend dem Grund­
gedanken des Eliminationsverfahrens, jede der drei Unbekannten 
als Quotienten zweier Verschiebungen. Hierbei handelt es sich frei­
lich um Verschiebungen statisch unbestimmter Hauptsysteme. 

Es unterliegt keinem Zweifel, daß der rechnerische Weg zur 
Ermittelung der Unbekannten, d. h. die Bestimmung der Festwerte 
und die dadurch gegebene Festlegung der geometrischen Bedingungen, 
falls man solche noch verwenden will, den zeichnerischen Methoden 
vorzuziehen ist, und zwar schon wegen der Vermeidung von Un­
genauigkeiten. Denn selbst bei so einfachen Aufgaben wie der vor­
liegenden können Zeichenfehler, die bei Auflösung der Elastizitäts-
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gleichungen begangen werden, von wesentlichem Einflusse auf die 
Endergebnisse sein. 

Wir werden auch bei allen künftigen Aufgaben stets nur den 
rechnerischen Weg wählen. 

2. Der Angriffspunkt und die Richtung der Unbekannten lassen 
sich auch noch in anderer Weise durch geometrische Erwägungen 

bestimmen. Stellen wir die vorhin 
angegebenen drei Verschiebungen, 
welche den Wert 0 haben sollen, 
in bekannter Weise als Summen­
ausdrücke dar, so erhält man, da 
Ma = 1 ist, im Hinblick auf die 

Fig. 90. Bezeichnungen in Fig. 90: 

1. [ab.1J = f Ma Mb.1 ~~= f y ~J-= 0, 

2. [ac.2J= J Ma Mc.2 ~]= Jz tfr==o, 
3. [bc.2J= J Mb.1Mc.2~}=f YZ~j.=o. 

Faßt man die durch E.J dividierten Stabelemente ds als Massenteile 
auf, so erkennt man, daß nach Gleichung 1. und 2. die statischen Mo­
mente und nach Gleichung 3. das Zentrifugalmoment dieser Massen­
teile den Wert 0 haben müssen. Das heißt aber bekanntlich nichts 
anderes, als daß 0 der Schwerpunkt jener Massenteile und die Rich­
tungen von X u und X C• 2 konjugierte Achsen bzw. Hauptachsen in 
bezug auf jenes Massensystem sein müssen. 

Die Bestimmung des Schwerpunktes eines Massensystems sowie 
die rechnerischen und graphischen Verfahren zur Ermittelung der 
Hauptachsen (Mohrseher Kreis) werden als bekannt vorausgesetzt. 

3. Der hier behandelte Fall, wo ein Kräftepaar und zwei Einzel­
kräfte die Unbekannten bilden, ist nur ein Spezialfall des allgemeineren 
Verfahrens, welches im ersten Teil dieses Bandes, § 18, angegeben 

ist. N ach diesem Verfahren findet 
man drei Einzelkräfte (s. Fig. 91), von 
denen die erste (Ya) willkürlich ist, 
während die beiden anderen (Yb und 
YJ durch den gegenüberliegenden Eck­
punkt a des Dreiecks abc gehen. Von 
diesen beiden letztgenannten Unbe­
kannten ist die eine Y b noch der Rich-

Fig.91. tung nach willkürlich. Die Richtung 
von Yc dagegen ist derjenigen von Y b 

in bestimmter Weise zugeordnet. Jede Ecke des Dreiecks (etwa b) 
ist der Pol, um den sich das System bei Belastung durch die der 
Ecke gegenüberliegende Kraft (also Y b) bewegt. - Die analytischen 
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Beziehungen, welche zu diesen geometrischen Eigenschaften führen, 
lauten (vgJ. das allgemeine Verfahren) 

[AB] =0, 
[AC] =0, 
[BC]=O. 

Diese Werte stellen virtuelle Arbeiten infolge der Lastengruppen Y 
dar, die zu Einzellasten zusammengesetzt werden. Je nachdem eine 
oder zwei der Einzellasten dieser Gruppen Y nicht mehr willkürlich, 
sondern bedingt sind, sind die Unbekannten nach Lage und Rich­
tung bestimmt. Nähere Darlegungen sowie ein Zahlen beispiel finden 
sich in der zu Beginn dieses Abschnittes erwähnten Abhandlung in 
der Zeitschrift "Der Eisenbau" 1915. 

Ein Zahlenbeispiel unter An wendung des allgemeinsten Verfahrens 
findet sich auch bei der Lösung der nachstehenden übungsaufgabe 
(s. S. 11:3), wobei allerdings ein anderes Grundsystem (Dreigelenk­
bogen) zugrunde gelegt ist. 

II. Übungsaufgabe. 

Es soll der in Fig. H2 dargestellte Rechteckrahmen für eine 
Horizontallast H = 11 am oberen Ende des linken Ständers unter­
sucht werden. Das System ist unsymmetrisch, insofern für den 
Querschnitt des rechten Ständers ein nur halb so großes Trägheits­
moment angenommen wurde wie für den des linken Ständers bzw. 
des oberen Riegels. 

In dieser übungs- H-1 t 

aufgabe soll die vor- r---!--,c-_ -1 ---,---, 

hin behandelte Rechen- J 

methode erläutert wer­
den. Dabei wird zu­
nächst der eingespannte 
Balken als Grundsystem 
gewählt. Im Anschluß 
daran wird dann das­

I ~1o,OOm 

Fig. 92. Fig. 93. 

selbe Beispiel mit Hilfe eines Dreigelenkrahmens als Grundsystem 
nach der gleichen Methode berechnet. In beiden Fällen werden die 
geometrischen Beziehungen und die Zusammensetzung der Lasten­
gruppen zu gleichwertigen Einzellasten erläutert. - Am Schluß wird 
dann noch das allgemeine Verfahren auf dieses Beispiel angewandt. 

1. Berechnung mit Hilfe des eingespannten Balkens 
als Grundsystem. 

a) Rechnerische Bestimmung der Unbekannten und 
eines Eckmomentes S. 

Wir beginnen in gewohnter Weise mit der Berechnung der 
Koeffizienten der Grundgleichungen, d. h. der Verschiebungen in folge 
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der Belastungszustände X =1 am Grundsystem. Als solches ist 
der am rechten Ende eingespannte Balken gewählt (Fig. 93). 

Die Momentenflächen des Grundsystems infolge der Belastungen 
X = 1 bzw. infolge der äußeren Belastungen sind in Fig. 94 bis H7 

H=1t,..-____ , 

Fig. 94. Mo-Fläche. 
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Fig. 97. Me-Fläche. 
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Fig. 95. Mo-Fläche. 

-9 
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+1 

Fig. 98. Ms-Fläche. 

Fig. 96. Mb-Fläche. 

dargestellt. Um die 
Vorzeichen richtig, 
d. h. übereinstimmemd 
zu wählen, sind die Ver­
biegungen der System­
achse in die Figuren 
eingetragen. Die Mo­
mente sind mit dem 
gleichen Vorzeichen zu 

rechnen, wenn auf der betreffenden Strecke die Verbiegungen im 
gleichen Sinne erfolgen. 

Hiernach erhält man folgende Werte für die Verschie­
bungen des Grundsystems. 

(Je ist ein beliebiger Wert eines Trägheitsmomentes und hier 
gleich dem des linken Ständers und des oberen Riegels gewählt. 
Für den rechten Ständer möge 

.J , 
h·_e=h 

J 

gesetzt werden. Alle Verschiebungen sind mit EJ., multipliziert.) 

[aaJ= f Ma2dS~C=h+l+h'=40, 

[auJ=fM M d8-!C=-(~.7t l'h~E'h)==-250, 
a 7J • J 2 I 2 

[acJ=fM Mds{"-=~l.l +h'.!=250, 
a (' J 2 

[J f 2 Je - h 2 L h' 2' l h2 - 200 b b = M d s- - - - . h - .-. h -,-. -- . 0 
• b J :3 I 3 ' , 

f J l h' 
[b cJ = M M d s_cc = - . h . l - - . h ·l = - 1500 

b e J 2 2 ' 



§ 8. Der beiderseits eingespannte unsymmetrische Rahmen usw. 10;:' 

f Q J lQ"" [ee] = M "ds~ = --·Z" -'- h ·l- = 233333 c J 3 i , , 

"Gm die Richtigkeit obiger Verschiebungen zu prüfen, wenden 
WIr das im ersten Teil, § 20 angegebene Verfahren an. 

Danach ist die Summe der Verschiebungen: 

Die ~~[s- Fläche hat folgende Ordinaten: 
~~ 

Infolge I Xa Xb X~ Summe 

In der linken unteren Ecke. -'-1 1 

" " " oberen " -1 -10 - 9 

" " rechten " -1 -10 -'- 10 1 

" " unteren " -1 -:- 10 +11 

Die Ms-Fläche ist in Fig.98 aufgetragen. Danach ergibt sich: 

f.lIs2 cIs ~c= 2. 12 [1.(2.1 ~ 9)- 9 (-2·9 -+- 1)] +~~ [1(2.1 +11) 

+ 11 (2·11 + 1i] = 1373,33. 

Die Summe der in den Grundgleichungen vorkommenden posi­
tiven Glieder ist: 

+ 40 + 250 + 2000 + 250 + 2333,33 = 4873,33. 

Die Summe der negativen Glieder ist: 

- 250 - 250 -1500 - 1500 = - 3500. 

Die Gesamtsumme ist demnach: 

4873,33 - 3500 = 1373,33. 

Zur Prüfung der Absolutglieder stellen wir auf: 

f J 10 ( ,) MsMods ;=2.°6 .102.11 1 1 =766,67. 

Die algebraische Summe der Absolutglieder in den Grund­
gleichungen ist: 

1000 -+- 100 - 333,33 = 766,67. 

Somit stimmen die errechneten Verschiebungen, und WIr gehen 
jetzt an die Auflösung der Gleichungen. 
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Auflösung der Grundgleichungen und Berechnung 
der Unbekannten. 

Festwerte: 

_ [a b] = ~ 50 = 6 25 
[aa] 40 " 

_[ae]=_~50 =-625 
raa] 40 " 

[be.l] = -1500 + 6,25 ·250 = 62,5, 
[bb .1] = 2000 - 6,25·250 = 437,5, 

_ ~-..!.1 = - ~~~ = - 0.143 . 
[bb.l] 437,5 " 

Wir berechnen zuerst die Unbekannten sowie eine statische 
Größe 8, etwa das Moment in der linken oberen Ecke in der üb­
lichen Weise: 

[ee.l] = 2333,33 - 6,25·250 = 770,833 , 
[ee. 2] = 770,833 - 0,143·62,5 = 761,905 . 

Die Absolutglieder sind: 

[am] = 100, 
[bm.l] = - 333,33,6,25 ·100 = 291,67, 
[em .1] = 1000- 6,25·100 = 375, 
[em. 2] = 375 - 0,143· 291,G7 = 333,33. 

Also wird: 

X 100 . 
0 =---=-25 a. 40 ,. 

291.67 
X b 1=----" -=-0667 

. 437,5 " 

333,33 
X .)=- -----=-0437 

c._ 761,905 ,. 

Aus diesen Unbekannten berechnet sich eine statische Größe S 
nach der Gleichung: 

8=80 +8a X a . 0 =Sb.1 X b.l +8c . 2 X c . 2 . 

8b • 1 und 8c . 2 sind Werte 8 infolge X b =l am 1-fach bzw. 
Xc - 1 am 2-fach unbestimmten Hauptsystem, d. h. es sind die 
Werte 8 infolge der Lastengruppen : 

[a b] 
X bb =l und X ab =-[aa]=6,25, 

b X d X [be.l] 
zw. cc=l un bc=- [bb.l] =-0,143 und 

[ae] [ab] 1-
X ac = --[ ] --[ ] ,X1C = - 6,25 T 6,2D.(-0,143)= -7,143. aa aa ) 
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Es ergibt sich somit (vgl. die Bala3tungazustänie X = 1, speziell 
die Ordinaten der Momentenaächen in der linken oberan Ecke): 

Sa=l, 
Sb.l =Sb+ Sa·X'"b = -10 + 1·6,25 =- 3,75, 
Sc.2 = Sc + Sb· X bc + Sa· X ac -:--- 0- 10· (- 0,143) 

+ 1.(-7,143)= - 5,7142. 

Somit erhält man für das gesuchte Eckmoment : 

S= ° + 1.(- 2,5) + (- 3,75).(- 0,667) 
+ (- 5,7142).(- 0,437) = 2,5 mt. 

Anmerkung. Wir benutzen das Zahlenbeispiel, um nochmals den Unter­
schied zwischen dem hier gewählten Verfahren und der bisher benutzten Methode 
zu erläutern, bei welcher die überzähligen X a, X b , Xc zugleich die Unbe­
kannten sind. 

Der vorhin ermittelte Wert Xc. 2 stellt die Überzählige Xc dar. Aus 
dieser berechnen wir sodann die zweite Überzählige X b nach der Gleichung: 

rbm.l[ [be.l] 
X b = - ·Wb-.l]- 1bb:lT· Xc . 

Dies ergibt: 
X b = - 0,667 - 0,143 (- 0,437) = - 0,605 . 

Mit Hilfe der beiden nunmehr bekannten Größen X b und Xc berechnen 
wir X n nach der Gleichung: 

X ~_[amt_JabLxb_J~·X 
• - [aal [aal raa] C 

= - 2,5 + 6,25 (- 0,605) - 6,25 (- 0,437) 
=-3,55. 

Aus diesen drei Unbekannten X ergibt sich eine statische Größe S nach 
der Gleichung: 

Für das gesuchte Eckmoment finden wir also: 
M = ° + 1.(- 3,55) + (-10) .(- 0,605) + ° = 2,50mt. 

ß) Geometrische Darstellung der Unbekannten Xa~o, 
X c .1 , X •. s als Einzellasten. 

Wir knüpfen nunmehr an den unter I dargestellten Gedanken· 
gang an. 

Wir verlegen den Angriffspunkt der Unbekannten in den Punkt ° 
mit den Koordinaten - f:~] = 6,25 und - f::j -- 6,25 in bezug 

auf das durch das linke Widerlager gelegte Koordinatensystem (Fig. 99) 

Fig.99. Fig.100. Mn-Fläche. Fig.101. Mb.1-Fläche. 
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Fig. 102. Me. ~ -Fläche. 

und verbinden 0 mit diesem Widerlager 
durch eine starre Scheibe. Die Unbekannte 
X a . O ist ein an der Scheibe angreifendes 
Kräftepaar ; die Unbekannten X b . 1 ist die 
in 0 wirkende horizontale Kraft; die Un­
bekannte Xc. 2 greift gleichfalls in 0 an, 
aber nicht vertikal, sondern unter dem Win­
kel f(' gegen die Vertikale geneigt, so daß 

ist. 

[be.1] . 
tg f(' =~ - ~--- . = - 0 14ß . [bb.1] , 

Für die Kräfte X a. 0, X Ii . 1 , Xc. 2 =, 1 erhält man die in 
(Fig. 100 bis 102) dargestellten Momentenflächen. Diese sind natur­
gemäß übereinstimmend mit denjenigen infolge der vorhin ange­
gebenen Lastengruppen, z. B. X ce ' X bc ' X ae für X e . 2 = 1. Man kann 
die Unbekannten aus den nachstehenden Gleichungen ermitteln: 

IM M dS!"-
o a J 

X".u=- -la~] . , 

.YIi.1=-

I M d .J,. 
Mo b.l s'J 

[b b .1J 

I MoMc . 2 dsj'-
Xe 2 = - -_ ... _ ... _ ............... _- . 

. [cc.2] 

Dabei kann man auch für die Nennerwerte die entsprechenden 
Summenausdrücke setzen, z. B.: 

I ') .J I J [ce.2]= "ll;.2dsT=~ Mc·Me.2ds-~i· 

Es sei hierbei daran erinnert, daß in diesem Ausdruck der 
eine Faktor Me (d. h. Momente am Grundsystem) statt Me. 2 gesetzt 
werden kann (vgl. ersten Teil, § [»). 

Wegen der einfachen Form der Mo -Fläche (Fig. 94) erstrecken 
sich die Zählerwerte der Unbekannten nur über den rechten Ständer. 

2. Berechnung mit Hilfe des Dreigelenkbogens 
als Grundsystem. 

Der unter 1. zahlenmäßig untersuchte Rahmen soll nach dem 
vorhin erläuterten Verfahren unter Zugrundelegung des Dreigelenk­
bogens als Grundsystem berechnet werden. 

a) Lösung nach dem einfachsten Verfahren mit X a . O, 

X b . 1 , X e . 2 als Unbekannten. 
a) Rechnerische Bestimmung der Unbekannten und 

des Eckmomentes S. 
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Das System ist das gleiche wie im letzten Zahlenbeispiel (s. Fig.103). 
Das Grundsystem mit den Überzähligen X ist in Fig. 104 dargestellt 

Fig. 103. Fig. 104. Grundsystem. 

Fig.106. Ma-Fläche. Fig.107. Mb-Fläche. 

\ 
\ 

+ I 
I 
I 
I 
I 
I , 

--------

Xa -1 

Fig. 105. Mo -Fläche. 

Fig.l08. Me-Fläche. 

Die Fig. 105 bis 108 zeigen die Momentenflächen infolge der einzelnen 
Belastungen X = 1 und H, die wir zur Berechnung der Verschie bungen 
benutzen. 

Man findet hiernach: 

[aaJ==fM2dS Je =h+ 1 = 80 
. "J il 6 ' 
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Sämtliche Verschiebungen mögen mit dem Faktor 160 multipli­
ziert werden. Alsdann nimmt die Tabelle der Verschiebungen 
des Grundsystems folgende Form an: 

a 
b 
c 

a 

8 
6 

-.'l 

b 

6 
12 

-3 

c 

-5 
-3 

8 

m 

50 
50 

-40 

Für die Fe stwerte finden wir somit folgende Größen: 

[ab]_ . [ae]_ . 
-[aa]--0,75, -[aa]-0,625, 

[be.1] =- 3 - 0,75.(- 5) =0,75, 
[bb.1] = 12 - 0,75·6 = 7,5, 

__ [u_c.I] = _ 0,10. 
[/ib.1] 

Wir erhalten somit folgende Belastungszustände : 

X a .o=1 : X aa =l; 

X ab =c- O,75; 
Xac~~-=0,70; 

Xba=O; 
X b . 1 =1: X bb = 1; 

X bc =-0,10; X •. 2 = 1: 

Hierbei ist: 
[ac] [ab] 

X ac = - [--] - -[-]-. X/ie = 0,70, . aa aa -

~ [bc.!] 
X -- ------ - 010 
~b,,- [bb.1J- ,. 

Wir benötigen ferner folgende Werte: 

-5 
[cc.1]=8- H-(-5) .,= 4,H75, 

[ec.2]=4,875-0,10·0,75 =4,8, 

[bm.1]=50-0,75.50 =12,5, 
-5 

[cm.1]=40- 8 ·50 =-8,75, 

Xca=O, 
Xcb=O, 
X cc = 1. 

[cm.2] = - 8,75 - 0,10·12,5 =-10,0. 

Hiernach ergeben sich folgende Werte der Unbekannten: 

X a o=-~~=- 625 . 8 " 

Xb.1 = - 172~5 = - 1,67, 
, 

X C • 2 = 
10 
-8 =2,083. 
4, 
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Für das gesuchte Eckmoment gilt die Gleichung: 

Hierin ist: 
S = So Sa X a.O + Sb.l Xb.1 + Sc. 2 X c.2 • 

So=10; Sa=-l; Sb=-l; Sc=l, 
Sb.l =-1 (- 0,75) -- 1 =- 0,25; 
Sc.2 =-1.0,70-1.(- 0,10) + 1·1 = 0,40. 

Also ergibt sich: 
S = - 10-1.(- 6,25) - 0,25.(- 1,67) + 0,40·2,083 = - 2,5 mt. 

NB. Das Resultat ist das gleiche wie vorher; das Vorzeichen mußte 
umgekehrt sein, weil die Momente mit umgekehrten Vorzeichen eingeführt 
worden sind. Vgl. die Belastungen des Grundsystems in heiden Fällen. 

ß) Geometrische Darstellung der Unbekannten X a .O , 

X b . 1 , X c . 2 als Einzellasten. 
Die vorhin verwandten Lastengruppen laEsen sich wiederum als 

Einzellasten darstellen, welche das System in gleicher Weise bean­
spruchen. - Die Belastung X a .O = 1 ist ein Moment 1 in a am 
Grundsystem (Fig. 109). Statt dessen kann man eine Einzellast 1 t 
an einer das System erweiternden (starren) Scheibe in Richtung des 
rechten Ständers angreifen lassen (Fig. 110). Die Beanspruchung 
(s. Momentenfläche) des Systems ist die gleiche wie die in Fig. 106 
(bzw. ihr proportional). 

Die Lastengruppe X b • 1 = 1 kann als Einzellast 1 (Moment 1) 
in b an einem Ersatzsystem dar-
gestellt werden (Fig. 111). Man 
verschiebt das früher bei a ge-
legene Gelenk in einen Punkt a', 
wobei die Linie ca' durch die 
Bedingung gegeben ist, daß 
die Momente in bund a sich Xao~1 

verhalten müssen wie 1 zu 1 

[ab] 
- [aaj' Dies ist der Fall, Fig.109. Fig.110. 

wenn die Linie ab m s im Verhältnis - ~::~ geteilt wird, so daß 

as al [ab] . 
~-- = -- = -- (s. Flg. 111). - Läßt man in Richtung dieser Ge-
sb bn [aaJ 
raden c seine Einzellast 
1 t nach Fig. 112 angrei­
fen, so erhält man die 
gleiche Beanspruchung des 
Systems. 

Die Lasten gruppe 

a' 

X c •2 = 1 besteht aus den / 
drei Einzellasten X cc = 1 a 

[b c.1] 
in c, X bc = [/}b.1J in b. 

n 

;; 
/ 

/ 

b 

c 

Fig. 111. 

.------.... / 

Fig. 112. 
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Xac=--f~:JJ-f:~.(---l-H·.B) in a; sie ist ebenfalls unschwer 

durch eine Einzellast 1 zu ersetzen. Zu diesem Zweck muß nun 
auch. das Gelenk b nach einem Punkte b' verschoben werden 
(Fig. 113). Die Lage von b' ist gegeben durch eine Gerade L", 

,------,0 
0' 

\ 
\ 

m 

Fig. 113. 

welche zunächst die Strecke b c in b' 

. V h"l' [bc.1 ]'1 d ß Im er a tnlS - -.. -~ tOl t so a 
[b b.1 J ' 

I . bb' ___ [bc. 1 J .. 
bc bb.1 

Wie der aso,- r ] 1st. 

Durchgangspmlkt b' der Geraden L" 
sich aus dem Verhältnis von XC" zu 
X bc ergab, so findet man die Neigung 
von L" aus der Beziehung zwischen 

X cc zu X ac ' Da X cc zu X lIe den Beitrag Xe,,' (- :~) liefert, so 

muß sein 

Xli" [acl 
X,.,. - [aal' 

Denkt man sich in dem Punkt c ein Moment X cc wirken, so würde 
die hierdurch in b' erzeugte Gelenkreaktion , wenn sie in Richtung 
von L" wirkt, in a (Einspannstelle) ein Moment X lIe erzeugen; die 
Momente X ac und X cc werden sich zueinander verhalten wie die 

Lote ak und ci von a bzw. c auf L", d. h. es w}ire ~a,,= a~, und 
ee Cl 

dieser Wert müßte in unserem }1'alle gleich -_ [[ a Cl] .. sein. Wählt man 
aa 

also die Lage von L" so, daß a ~ (I m _l[a! list, so wird die 
Cl cm aaJ 

Bedingung erfüllt. 
Weiterhin muß aber auch zwischen X"c und X be ein bestimmtes 

Verhältnis bestehen und zwar muß (wie yorhin beim Belastungs-

zustand X b 1 = 1) X"c ~ - ra b 1. sein, Dies ist erfüllt, wenn die 
. X/Jt [aaJ 

Reaktion infolge X b (allein) in die Richtung von L' fällt. (Hierbei 
ist in c ein Gelenk und bei a eine Einspannung zu denken.) 

Die Lage des verschobenen Gelenkes a' muß also auf den Ge­
raden L' und L", d. h. im Schnittpunkte a' liegen. Das Ersatz­
system mit den drei Gelenken a', b', c erfüllt also die Bedingung, 
daß eine Last Xc = 1 die erforderliche (der Lastengruppe X C • 2 == 1 
entsprechende) Beanspruchung des Systems erzeugt (Fig. 114). 

Statt des Momentes 1 in c kann man auch eine Last 1 in 
Richtung von L" an zwei, den Widerlagern angegliederten Scheiben 
angreifen lassen (Fig. 115). 
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c 

Fig. 114. Fig. 115. Fig. 116. 

Aus alle dem folgt, daß man als Unbekannte die drei in Fig. lOH, 
111 und 114 angegebenen Einzellasten einführen und aus je einer 
Gleichung mit einer Unbekannten ermitteln könnte. Die geome­
trischen Eigenschaften der Lösung, d. h. die Lagen der Wirkungs­
linien der Unbekannten, sind durch die Festwerte des Lösung~­
verfahrens gegeben. 

Setzt man die Zahlengrößen der Festwerte unserer Aufgabe ein, 
so findet man die Lage von L' und L" aus den vorhin angebenen 
geometrischen Beziehungen. 

b) Lösung nach dem allgemeinsten Verfahren mit 
Lastengruppen von teilweise willkürlichen Einzellasten 
al s Unbekannten. 

a) Rechnerische Bestimmung der Unbekannten und 
des Eckmomentes S. 

Der Zustand Y = 1 besteht aus drei willkürlichen Lasten. Wir 
wählen: " 

X"a=1; X b ,,=--3; X"a=4. 

Hiernach ergibt sich (vgl. erster Teil, § 18) unter Verwendung 
der vorhin (s. a, a) ermittelten Verschiebungen des Grundsystems: 

[Aa]=H.1+fi (-3)+(-5).4=~-30, 
[A u] = (j . 1 -+- 12 ( -- 3) + (- 3) . 4 = - 42 , 

[A c] = -- [) . 1 + (- 3)· ( - 3) -f--- 8 . 4 = 3 ß . 

Hioraus ergeben sich die Festwerte : 

[Ab] 
-- [Aa] = -1,4 , 

[Ac] 
- [A~] = 1,20. 

Beim Zustand Yb C~= 1 sind zwei Lasten willkürlich. Wir wählen: 

X bb = -- 0,50; X Cb == 4. 
Dann ergibt sich: 

[AB] = [Au] X bb + [Ac] ,Xcb 

= (- 42)(- 0,50)+ 3ö·4 = 1ß5. 

X =_{~~= __ ~5 =550. 
ab [Aa] - 30 ' 

Pirlet. Statik. II.2. 8 
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Nachdem nunmehr die Lasten des Zustandes Y b = 1 bekannt 
sind, ergibt sich: 

[Ba] = raa] 'Xab + [ab]. X bb + [ac] ,XCI! 
= 8· 5,5 + 6.(- 0,50)+(- 5).4 = 21, 

[Bu] = [ab] ,Xab + [bb] ,Xbb + [eb] ,XCb 
= 6· 5,5 + 12.(- 0,50) +(- 3).4 = 15, 

[Be] = [ac]· X ab + [be]. X Vb + [ce] ,Xeb 
,=(- 5) 5,5 +(- 3) (- 0,50) + 8·4 = 6. 

Beim Zustand Ye = 1 ist nur eine Last willkürlich. Wir 
wählen: 

X ee=- 6. 
Dann ergibt sich: 

[B·C.1] [Be.1] X 
Xbe=-[Bb.i]=-[Bb.if ce' 

=_ [AC] _ [A~J.X = _ [Ae].X _ [A~l.x 
X ae lAa] [Aa] be lAa] ce [Aa] be' 

Es ist: 
21 

[Be.1] = 6 -=30.36 = 31,2, 

21 
[Bu.1] =15 --=30'(- 42)=-14,4. 

_[B~!]_ 31,2 -217 
[Bb.1] - -14,4 -, . 

X b e = 2,17· (- fi) = - 13, 

- 36 -47 
X ac == 30 (- 6)-=30·(-13)= 11. 

Nachdem nunmehr die drei Lasten X aC' X be' X ce der Gruppe 
Y e = 1 bekannt sind, findet man: 

[Ga] = 8·11 + 6 (-13)+(- 5)(- 6)= 40, 
[Cb] = 6·11 + 12. (-13) + (- 3)(- 6)= - 72, 
[Ce]=- 5·11 + (- 3)(-13)+8 (- fi)= - 64. 

Ferner wird: 
[AA] = [Aa] ,Xaa + [Ab] ,Xba + [Ac] ,Xea 

= - 30·1 + (- 42)(- 3) + 36·4= 240, 
[BB] = [Ba] ,Xab + [Bb] ,Xbb + [Be]· XCI! 

= 21· 5,5 + 15.(- 0,5)+ 6· 4 = 132, 
[CC]=[Ca]Xac+[CbJXbe + [Ce]Xce 

= 40·11 + (- 72)(-13)+ (- 64) (- 6)= 17fiO. 
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[Am] = [am] X aa + [bm]Xba + rem] 'Xca 
= 50·1 + 50(- 3)+(- 40)·4=- 260, 

[Bm]= [am]. X ab + [bm] X bb + [em] ,Xch 
= 50· 5,5 + 50 (- 0,5) +(- 40). 4 = 90, 

rOm] = [am] ,Xac + [bm] .Xbc + [em]· X cc 
=50·11 + 50(-13)+ (-40)·(- 6) = 140. 

[Am] 260 
Ya=- [AA] = 240 =1,083, 

~ [Bm] 90 
1 b =- [BB] =-132 =-0,683, 

T rOm] 140 
1 c=- [00] =-1760=-0,0795. 

Berechnung des Biegungsmomentes in der linken oberen Ecke. 
80 =10; 8a =1; 8b =1; 8c=-1, 
b a=l·l +1.(- 3)-1·4=-6, 
(Sb = 1 . 11 + 1 . (- 13) - 1 . ( - 6) = 4 . 

8= 10 + (- 6).(1,083) + 1.(- 0,683)+ 4.(-- 0,0795) = 2,5 mt. 
ß) Geometrische Darstellung der Unbekannten Y. 
Die gleichen überlegungen, wie wir sie für den Zustand Xc. 2= 1 

im vorigen vereinfachten Fall anstellten, sind jetzt bei jeder der 
drei Lastengruppen Y = 1 anzuwenden. 

....--',---...,lJ 

a 

Fig.117. Fig. 118. Fig. 119. 

Beim Zustand Y a = 1 (s. Fig. 117) ergeben die drei willkürlichen 
Lasten eine nach Lage und Richtung willkürliche Gerade La' Aus 
dem Verhältnis der gewählten Lasten X aa , X ba , X ca ergeben sich 
die geometriEchen Bedingungen (Durchgangspunkt und Richtung) 
der Lage von La' 

Beim Zustand Y b = 1 (s. Fig. 118) ist die Last 

[AB] [Ab] [Ac] 
X ab=- [Aa]=- [Aa]'Xbb - [Aa],XCb 

bedingt, während X bb und Xcb willkürlich sind. Die Beiträge von 
. . [Ab] [Ac] 

X lib und Xcb zu X ab smd durch dIe Festwerte - rAa] bzw. - [Aa] 

S* 
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gegeben. Die Strecke ab (s. Fig. 118) ist wiederum Im Punkt s 

nach dem Verhältnis - [[ A~]]., die Strecke ac im Punkt t im Ver-
Aa 

h"lt . [ Ac] t '1 D' d h h d G d a nIS - [A~] zu el en. Je urc s von c ausge en e era e 

und die durch t von b ausgehende Gerade liefern in ihrem Schnitt­
punkte 0 den Durchgangspunkt der Geraden L b• Die von dem 
Verhältnis der willkürlichen Lasten X bb und X"b zueinander ab­
hängige Richtung von L IJ ist ebenso wie diese Lasten willkürlich. 

Beim Zustand Yc = 1 ist die Gerade L c nicht nur dem Durch­
gangspunkte nach (Punkt 0), sondern auch der Richtung nach ge­
geben. Die Richtung ist durch das Verhältnis 

X bc _ [~~._1] 
XC" lBb.1J 

festgelegt. Die Strecke bc (s. Fig. 11H) ist wiederum im Verhältnis 
des vorgenannten Festwertes zu teilen. 

In Fig. 120 ist das aus den Angriffsrich­
tungen L der drei Unbekannten Y gebildete 
Dreieck dargestellt. Es ist mit der Darstel­
lung in Fig. 116 zu vergleichen, welche einen 
Sonderfall dieses allgemeinsten Verfahrens dar­
stellt. 

Anmerkung: Ähnliche Wege, die Lasten· 
gruppen Xi. r = 1 durch eine Einzellast an einem 
statisch unbestimmten Ersatzsystem zu erzeugen, 

Fig. 120. lassen sich auch bei beliebig hochgradig statisch un-
bestimmten Systemen einschlagen. Man gelangt aber 

nur dann zu einfachen geometrischen Eigenschaften der Ersatzsysteme , wenn 
die Grundgleichungen (Elastizitätsgleichungen) einfach sind, insbesondere dann, 
wenn eine Reihe von Koeffizienten zu 0 werden. Einen besonders einfachen 
Fall werden wir im folgenden Bande finden, und zwar beim kontinuierlichen 
Träger, wo die Gelenke des Ersatzsystems in den bekannten Fixpunkten liegen. 
Näher auf diese geometrischen Methoden einzugehen, würde nicht den Zielen 
dieses Buches entsprechen, und zwar um so weniger, als besondere Vorteile für 
den Rechnungsgang dadurch nicht gewonnen werden. 

§ 9. Der beiderseits eingespannte symmetrische Rechteck­
rahmen. 

I. Herleitung allgemeiner Gleichungen für die Unbekannten und 
für beliebige statische Größen 1). 

a) Grund system, Bezeichnungen,' Vorzeichen. 
Als Unbekannte wählen wir drei Einspannungsmomente, und 

zwar diejenigen in drei der vier Ecken I, II, III, IV (s. Fig. 121). 

1) Anmerkung: Diese Aufgabe läßt sich auch unter Zugrundelegung 
eines symmetrischen Grundsystems in besonders einfacher Weise behandeln 
(s. § 10). Die in diesem Abschnitt behandelte Lösung liefert aber zugleich die 
allgemeinen Richtlinien für die Behandlung des beliebig gestalteten un­
symmetrischen Rahmens. 
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Das Grundsystem besteht also aus drei in den Ecken gelenkig mit­
einander verbundenen Einzelbalken, von denen einer am Widerlager 
eingespannt bleiben muß. Sind die drei Einspannungsmomente X a , 

X b, Xc gefunden, so handelt es sich nur mehr um die Untersuchung 
einfacher gerader Balken, die durch irgendwelche äußere Lasten und 
an den beiden Enden durch Momente (X) beansprucht sind. So­
mit ist also die Aufgabe auf eine ähnliche Grundlage gestellt, wie 
die bisherigen Untersuchungen eingespannter Balken oder durch­
laufender Träger. 

Wir führen die folgenden Bezeichnungen 
ein. Die Spannweite, d. h. die Länge des 
horizontalen Riegels, sei l, die Höhe, d. h. 
die Länge der vertikalen Ständer, sei 71. Die 
heiden Ständer sollen denselben Querschnitt, 
also das gleiche Trägheitsmoment J h haben; 
das TrägheitEmoment des Riegels sei Jz. Den 

Jz , \Vert h· -- bezeichnen wir mit h. Es ist also 
J" 

, J, 
h =11·­

J h 

J[7 
, ,/, 

-<'--z----o.. 

Fig. 121. 

. . . (90) 

h' 
Für das Verhältnis führen wir die Bezeichnung 0) ein: 

h' 
0)=-

l 
(91) 

Die Normalkräfte (N), die Querkräfte (Q) und die Momente (M) im 
Riegel sollen mit S(o), Q(oJ, M(oJ, die entsprechenden Werte im rechten 
Ständer mit S('J, Q(r}, M(r}, die im linken Ständer mit S(l}, Q(IJ, 

.Z'IJIJ bezeichnet werden. - Die vertikalen Auflagerdrücke seien V(l! 
(links) und V(r} (rechts), die horizontalen H(l) (links) und H(r) (rechts!. 

Bezüglich der V 0 rze ichen sollen folgende Regeln gelten: Die 
Normalkräfte N sind als Zugkräfte positiv, als Druc~kräfte negativ. 
- Die Querkräfte Q(oJ im Riegel sind positiv, wenn die Summe 
der links von dem zu untersuchenden Querschnitt angreifenden senk­
rechten Kraftkomponenten nach ooben bzw. rechts nach unten wirkt. 
In den Ständern seien die Querkräfte Q(IJ bzw. Q(rJ positiv, wenn 
die Summe der unterhalb eines bestimmten Querschnittes wirkenden 
horizontalen Kraftkomponenten nach innen, oberhalb nach außen ge­
richtet ist, negativ dagegen, wenn sie unterhalb des Querschnittes 
nach außen, oberhalb nach innen wirkt. - Die Momente seien 
positiv, wenn sie die Systemteile nach innen verbiegen, negativ, wenn 
sie nach außen biegend wirken. Die unbekannten Eckmomente X 
in Fig. 121 sind also pOl:iitiv eingezeichnet. - Die senkrechten Auf­
lagerdrücke V sind positiv, wenn sie nach oben, negativ, wenn sie 
nach unten gerichtet sind. Der Horizontalschub sei, nach innen ge­
richtet, positiv, nach außen gerichtet, negativ. 
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b) Ermittlung einer Unbekannten (XJ 
Für die Unbekannte Xc gilt die Gleichung: 

X __ rem. 2] 
e- [ee.2J· 

Hierbei ist: 
J' 

[ce. 2J = f M eMc . 2 ds-y, 

J' 
[em. 2J =r= fMoMc .2 ds -y. 

Für die Verschiebungen sind in gewohnter Weise die E J'-fachen 
Werte eingesetzt worden, wobei J' irgendein Trägheitsmoment be­
deutet. - Die Werte 2110 und Me sind Mom3nte am Grundsystem, 
und zwar infolge der gegebenen äußeren Belastung (Mo) bzw. infolge 
der Last Xc = 1 (211J. Die Größen l\fc . 2 sind Momente infolge der 
Belastung X C • 2 = 1, d. h. infolge Xc = 1 am zweifach statisch un­
bestimmten Hauptsystem. Um diese Momente, d. h. um die Me . 2 -

Fläche soll es sich zunächst handaln. 

A"C2: 1 

Fig.122. Fig. 123. 

Der Belastungszustand Xc. 2 

= 1 (s. Fig. 122 und 123) kann 
als Einzellast 1 in Richtung der 
Unbekannten X am zweifach 
statisch unbesti~mten System 
dargestellt werden (s. Fig. 122). 
Statt dessen kann man auch 
am Grundsystem die Lasten­
gruppe X e.2 = 1 wirken lassen, 
d. h. die Lasten X ac ' X be und 
X cc in den Angriffspunkten 

und in Richtung der einzelnen Unbekannten (Fig. 123). Diese Einzel­
lasten der La3tengruppe X C• 2 = 1 haben folgende Werte (vgl. Bd. II 
erster Teil, § 16): 

x _' [b e.1J 
bc -.- [bb~'Xcc' 

X = _ [a e J • X _ [a b JI. X • 
ac [aaJ ce [aaJ bc 

Die in diesen Gleichungen vorkommenden Koeffizienten der 
Lasten X (Festwerte) setzen sich aus Verschiebungen des Grun d­
systems infolge der einzelnen Belastungen X = 1 zusammen. 
Diese Verschiebungen sind daher zunä::Jhst zu bestLnmen. 

In Fig. 124 bis 126 sind die Momentenflächen fü r die Belastunge n 
X a=l (Ma~Fläche), X b =l (Mb-Fläch3) und X e=l (Me-Fläche) dar­
gestallt. Nach der allgemeinen Gleichung: 
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f J' 
[i k] = Mi Mk d s J 

erhält man für die Verschiebnngen des Grundsystems die nachstehenden 
Werte: 

1 

Fig. 124. Ma-Fläche. 

+ 

1 

Fig. 125. Mb-Fläche. Fig. 126. Mc - Fläche. 

[NB. Alle Momentenflächen sind geradlinig begrenzt und er­
strecken sich über geradlinige Systemteile. Daher sind für die Aus­
wertung der Integrale die in der Einleitung (s. S. 3, Tabelle I) an­
gegebenen Formeln zu benutzen.] 

l 
[aa]=3(3w+l), 

l 
[b b] =3(2 w + 1), 

l 
[ab]=-6 (3w-l), 

l 
[bc]=-S'w, 

l 
[ac]=2~'W' 

l 
[cc]=3 02w . 

Anmerkung: Als eine Kontrolle für die vorstehenden Werte kann man 
die Bedingung benutzen, daß die Summe aller Verschiebungen des Grund­
systems gleich 

f J' 
[88]= Ms"ds J =I(1+2w) 

sein muß. Dieser Wert ergibt sich ohne weiteres aus der Ms-Fläche, d. h. der 
Momentenfläche für die Belastung X s = 1, welche sich als eine Lastengruppe 
aus Einzellasten 1 in Richtung sämtlicher überzähligen X darstellt. Die M s-

Fläche besteht aus drei über Ständer und Riegel sich erstreckenden Recht­
ecken von der Ordinate 1. - Man erkennt, daß vorstehender Wert (8 sJ sich 
auch aus den vorhin errechneten Verschiebungen ergibt; ZLl beachten ist dabei, 
daß die in den Elastizitätsgleichungen (Grundgleichungen) seitlich der Diagonale 
stehenden Verschiebungen [a b], [a cl, [b c] zweimal auftreten. -

Aus den Verschiebungen des Grundsystems ergeben sich die 
Festwerte wie folgt: 

[ab] 3w-l 
-raa] =2(3 w +1)' 

[a c] 
- [aaj 

3w 
- 2~(3w~+l)' 
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Hieraus ergibt sich: 

[b b . 1 J = [b bJ _ [ab J. [a b J = __ 1_. 15 (1)2 + 26 w t~, 
[aaJ 12 Clw+1 

[I) c . 1 J = [b c 1- La~1.la b J = _l. w (ß IV - 5) 
. . ~ [ a aJ 1 2 3 (t) _L 1 

Also erhält man für den dritten Festwert : 

rb c. 1 J 
[b c . i J 

w(ßw--5) 

I5w~+26w+3' 

Nunmehr lassen sich die Einzellasten der Lastengruppe X C• 2 = 1 
angeben. Es ist: 

X"c=1, 
X __ oW (3 w - 5) __ 

1",- 15 w 2 +- 26 w + 3' 

X = __ 0_ ß w ... 1 _1- 3 w - 1 ( W (3 w -- 5) ) 
ac 2(3w+1) 2(3w+1) 15w2 +2(0)+;I 

\ 

Xac-Xbc~.%cc 

Fig.127. Mc.2-Fläche. 

(J) (H w + 7) 
15 w2f-=2-i;-~;--+°:3 . 

Damit ist die Me. 2-Fläche gegeben, 
sie ist in Fig. 127 dargestellt. Der 
Wert des Momentes an der Einspann­
stelle des rechten Ständers ergibt sich 
als Einfluß der drei Lasten X ae , XI"" 
X ec in Hinblick auf Fig. 124 bis 126 
wie folgt: 

T !) 0)2 + 14 w + 3 
I·Xa , + l·XI",+ 1'~\'cc=c15 0)2-:::F26-O:;+3' 

Unter Benutzung der MeTFläche läßt sich der Wert Xc leicht 
berechnen. Für den Nennerwert [ce. 2J ergibt sich 

[c c 2J =fM Jfc 2 ds!' = ~~.1. (2 _ 0) (Cl 0) -:- 5) ) + 
e . J 6 15 w 2 + 26 (j) + 3 

h' ( 9w2 + 140)+3 0) (9w+ 7) ) 
'6' 1 2 '15w2 +26w+-3"-15w2 +26w+il 

w (w + 2) (6 (1) + 1) 
[ee 2J=Z·------- ... 

. 15w2 +26w+:3 

Auch der Z ühl erw ert [c m. 21 ist nunmehr für eine beliebige 
äußere Belastung leicht zu bestimmen. Wir besprechen jedoch die 
verschiedenen Belastungsfälle im folgenden Abschnitt II. Zuvor 
soll noch die Ermittlung der übrigen Momente angegeben werden 
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c) Allgemeine Gleichungen für die Eckmomente Jl1; 
bis M1v. 

Unter Verwendung des vorhin zur 
Ermittlung der Unbekannten Xc be­
nutzten Rechnungsganges bestimmen 
wir jetzt die einzelnen Eckmomente M. 
Das eben ermittelte Moment Xc be­
zeichnen wir mit JI] (s. Fig. 128) und 
schreiben statt: 

X = _lcm~~J 
c [cc.2] 

nunmehr die Gleichung: 

BI 
Jl1I =-N-· .... 

] 

(92) 

Entsprechend bezeichnen wir die 
J\Iomentenfläche für den Belastungs­
zustand Xc. 2 = 1, d. h. die j}!c. 2 - Fläche, 
jetzt als die Momentenfläche infolge 
der Belastung lIr. 2 = 1, d. h. als die 
-~Ir. 2-Fläche. Die im folgenden allein in Frage kommenden Ordinaten 
dieser Momentenfläche in den Punkten I, II, III, IV sollen mit 
~lIr I, ~lIrII, JY!IlII, Jlfzv I bezeichnet werden, wobei also der erste 
Index den Ort, der zweite die Crsache, d. h. den Belastungszustand 
J!1.2=1 angibtl). 

Der Nennerwert 1Jl] ist als [c c. 2J bereits vorhin berechnet worden. 
Es gelten also die Gleichungen: 

f r \ 3 I = Jl10 Jl1I . 2 d s .J ' 

91 =fM ~d J' =Zw(w+2)(6w+1) .. 
I ~ l.2 S J 15 w2 + 26 w + 3 . J 

(93) 

Das Einspannungsmoment am Fuß des rechten Ständers könnte 
nun auf dem gleichen Wege als Unbekannte X bestimmt werden. 
Es leuchtet jedoch ein, daß wegen der Symmetrie des Systems in 
bezug auf die senkrechte Mittellinie die Momentenfläche für die 
Belastung Jl1IV . 2 = 1 (Fig. 129) das Spiegelbild der Jl11.2-Fläche 
(Fig. 128) ist. Da auch die Momentenflächen der Fig. 124 bis 126 
in gleicher Form, nur um die Mittellinie gedreht erscheinen, so er­
kennt man, daß für den Nennerwert IJl IV der gleiche Ausdruck gilt 
wie für den Nennerwert 9, r Es ist somit: 

') Anmerkung: \Vir haben hier eine Abweichung von der sonst in diesem 
Buche benutzten Bezeichnungsweise, insofern nämlich die Angriffspunkte der 
zu bestimmenden Größen C~lomente M) nicht mit Buchstaben, sondern mit 
Zahlen, allerdings mit römischen Zahlen, bezeichnet sind. Die Rücksicht auf 
die bei den gewöhnlich benutzten Bezeichnungen aufgestellten Grundsätze ließ 
dies· in dem \-orIiegenden Falle zweckmäßig erscheinen. 
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3IV J1Ir\" = - --. . . . (94) 
~IV 

Hier ist: 

D W W • (95) 
w(w+2)(6w+1) 1 

I)Cll'=l1" '.l,t-26 +' 3 ' 

3IV= f MoMIV.2dS~. 
Fig.I29. MIV.2,Fläche. 

Um auch für die oberen Eck­
momente MII und 111III entsprechende 
Gleichungen zu erhalten, wählen wir 
die Angriffspunkte der Überzähligen X 
jetzt in veränderter Reihenfolge, und 
zwar derart, daß jetzt eins der oberen 
Eckmomente, etwa das rechte (MIrI), 
als Unbekannte Xc auftritt (s. Fig. 130). 
Dieben Wert Xc berechnen wir in 

9 w2 + I4w+3 
MI IV = 15 w" +2'6 w +:3 ' 

w (9 w + 7) 
MIr IV = - 15 w2 + 26 w + 3 

w(3 w- 5) 
MIrI IV = - 15 w2+-2~+3 ' 
MIV IV= 1. 

gleicher Weise wie vorhin. Wir beginnen mit 
der Bestimmung der Verschiebungen des Grund­
systems und finden durch entsprechende Ver­
taubchung: 

l 
[aaJ= 3.2(1): 

1 , 
[ab]=~6'w: 

Fig. 130. [ac] = 
l 
-w: 2 . 

[bb] = 
l . 
-1:2w-11 3 . ..' 

l 
[be] = --6'(3 0) ~ 11, 

[ce] = l ( , - 3w~1) 3 I.' 
Hieraus ergeben sich die Festwerte : 

[ab] 1 
-[aa] 4 

[ac] 3 
~ raa] =-4 

l 
[bb.1] = 24 (15 w + 8), 

[bc.1]=~;4(9W.-4), 
[be.1 J 9 w ~ 4 

~[bb.1] :15w;8' 

(früher [ce]), 

" [b c]) , 

" lac]), 

" [b b]) , 

" [ab]) , 

" [aa]) . 
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Hiernach haben die Einzellasten der Lastengruppe X C • 2 = 1 
folgende Werte: 

X cc =1, 
9w-4 

X ----­
bC-15w+8' 

X =-~~+~. 
ac 15w+8 

Daraus ergibt sich für das Einspannungsmoment am Fuß des 
rechten Ständers beim Belastungszustand X c .2 = 1: 

3w-5 
1 . X a c - 1 . X bc + 1 . X cc = - 15 w + 8 . 

Damit ist die lv[c.2-Fläche gegeben und der Wert Xc leicht zu be­
rechnen. 

Für den Nennerwert [cc.2] findet man: 

[cc.21 = 'i. .1. (1 __ 3 w - 5 ) + i. 1 . (2 -L 9 w - 4_) 
~ 2 15w+8 Ö I 15w+8 

(w+2)(6w+1) 
=l '. 

15w+8 

Den Zählerwert [ cm. 2] berechnen 
wir für die verschiedenen Belastungsfälle 
im folgenden Abschnitt 11. 

Für die vorhin berechnete Größe Xc 
führen wir nunmehr die Bezeichnung 
M III ein; die MIII . 2 -Fläche, d. h. die 
Momentenfläche für die Belastung M lII 

= 1 am 2 fach statisch unbestimmten 
Hauptsystem, ist in Fig. 131 dargestellt. 
Die im folgenden in Frage kommenden 
vier Eckordinaten bezeichnen wir mit 
MI III. JfIIIII , M III III, M IV III· Das 
gesuchte Moment M III ergibt sich aus 
der Gleichung: 

Hierin ist: 

BIII 
MIII = - --. . . (96) 

IJCIII 

z Mon 

Fig.131. MIII. 2-Fläche. 
9,w+ 7 

MI III = - 15 W +-S ; 
9w-4 

MII III = 15 w + 8 ; 

jlfIlI III = 1 ; 
3w-5 

MIV III = - 15 w + 8 . 

IJC _l(w+2)(6w+1) } 
III- 15 w + 8 ' 

f J' . .... (97) 
BIII = l}[o M III . 2 ds J . 

Das symmetrisch gelegene Eckmoment Mn finden wir durch 
entsprechende Vertauschung der Rechnungsgrößen. Die MIl,2-Fläche 
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~ll·' MUll 

Fig. 132. MII.2-Fläche. 
3 w-5 

MI Il = - 15 w + S ; 

MII Il = 1; 
9w-4 

MnI n = 1.5 co + 8 ; 

9w+7 

ist das Spiegelbild der JlIIJu-Fläche (s. 
Fig. 132). Der Nennerwert SJ'cIl ist gleich 
IJ(III' Es ist also: 

Sn } j~III=---
SJ'cIl 

.. (98) 

Hierin ist: 

. (99) 

Bevor wir nun die Berechnung der 
Zählerwerte besprechen, geben wir zunächst 
noch an, Wie sich aus den Eckmomenten 
JIr bis M lV beliebige andere statiEche 
Größen ermitteln lassen. 

d) Allgemeine Gleichungen für 
beliebige statische Größen. 

Sind die vier Eckmomente gefunden, so kann man den Riegel 
sowie jeden der beiden Ständer einzeln als einfache Balken be­
trachten, die durch irgendwelche gegebene äußere Lasten und an 
den Enden durch die Eckmomente beansprucht sind. Eine statische 
Größe 8 setzt sich somit zusammen aus dem Wert 80' d. h. dem 
Einfluß der gegebenen äußeren Belastung beim einfachen Balken 
und dem Beitrag der Eckmomente. Der Wert So ist an dem jeweils 
betrachteten einfachen Balken zu bestimmen. Dieser einfache Balken 
ist also gewissermaßen das Grundsystem eines zweifach unbestimmten 
Systems, bei dem die beiden Endmomente die hier als bereits be­
rechnet angesehenen l'nbekannten darstellen. Das Grundsystem, 
welches zur Berechnung der Eckmomente benutzt worden ist, kommt 
hier nicht in Frage. 

Danach ergibt sich: 
Momente: 
Im Riegel: 

M(O)=M(O)+M ~+M (1-~)' 
o II l TlI l' . . (100) 

(x ist vom rechten Ende des Riegels aus zu messen). 
In den Ständern: 

. . (101) 
bzw. 

(x ist von unten aus zu messen.) 
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Auflagerdrücke : 

V(l) = vg) - M" l lI'!lll, 1 

v(r) = vöT) + MJ[ T~ IlI, I 
H(l)=HJ1) + M I - ~H, I 
H(r)=H~") + MJV ~~M[JI. J 

' h 

X ormalkräfte: 

N(/)=-Y(/) , 

N(r)=_y(r), 

Querkräfte: 

NÖO) _ MI-MJ~ 
h 

Q (0) = Q60) _ M J[ l ]}~IJL, 

Q(l) = QÖ/) + M I - M ll , 

h 

Q (,') = Qt) + M IV -=-M III . 
h 

oder 

. . . . . (102) 

. . . (103) 

. . . . . (104) 

11. Untersuchung verschiedener Belastungsfälle. 

a. Belastung des Riegels. 

Zur Ermittelung der Zählerwerte .8 gelten die vorhin ange­
gebenen Gleichungen von der Form (Moment MI): 

f J' 
.81= Mo M I . 2 ds J' 

Da es sich hier um eine vertikale Belastung des Riegels handelt, 
so treten Momente 11[0 (Grundsystem) nur im Riegel auf. Die Ständer 
erhalten lediglich Normalkräfte, liefern also keinen Beitrag zu dem 
vorstehenden Ausdruck. - Die M I . 2 -Fläche interessiert uns also 
gleichfalls nur insoweit, als sie sich über den Riegel erstreckt. Auf 
dieser Strecke hat sie stets die Form eines Trapezes mit den End­
ordinaten M III und MIllI' die wir kurz mit M' und MI! bez eichnen 
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Fig. 133. 

wollen (s. Fig. 133). Somit erhalten wir 
nach der Entwickelung in der Einleitung 
jeden Wert 3 in der Form: 

3 = M' 9Jl + 1}l" . 9J2' 

Die Werte 9J sind je nach der äußeren Be­
lastung verschieden. 

Es ergeben sich somit für die einzel­
nen Eckmomente unter Beachtung der Fig. 128, 129, 131, 132, 
welche die Momentenflächen infolge der jeweiligen Belastungen 
211 = 1 am zweifach statisch unbestimmten Hauptsystem darstellen, 
die folgenden Gleichungen: 

Momente am Fuß der Ständer: 

M __ ßI __ ~[_ w(3w-5) . 
j- gcj - gcj 15w~+26w+3 Tl 

w (9 w + 7) ] 
- 15 w'~ + 26 w + 3 9J'l. . 

Für gc j wurde der Ausdruck gefunden: 

_lw(w+2)(6w+~ 
gcj- 15w2 +26w+3' 

Wir führen die folgende Abkürzung ein: 

(6w+l)(w+2)=n . ...... (105) 
Dann wird: 

Also: 
M _ 1 (3 w - 5) 9Jl + (9 w + 7)9J~ 

j -, -- -----;--- - -- • 

In gleicher Weise findet man, da gc Ir = gc [ ist, für das ent­
sprechende Moment M IV : 

M =.!.(9w+7)9Jl+(3w-5)1P2 
IV l n . 

Momente am Riegel: 

M 3Il 1 [ + 9 w -4 ] 
Il = - ~ = - 9l 1· 11\ 15 w + 8 . 9J2 . 

II Tl 

Da 

so wird 
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Ebenso findet man für das entsprechende Moment M I1I: 

1 (9 w-4)tt't +(15 w+8)!p\l 
Mm=-T-- n . 

Für die in den früheren Gleichungen (102), (103), (104) auftretenden 
Differenzen M 1 - M II , M/V- M lIl und M lI - M m ergeben sich aus 
vor·stehenden Gleichungen die Werte: 

l1h - Ml[) 3!P1 + !P2 

M IV - Jfm J = T w + 2 ' 

M 6 !P1 -!pg 
l[ - ]lhII = - - . ---,- . 

l 6w--j-1. 

Mit diesen Werten lassen sich nach den früheren Gleichungen 
(100) bis (104) alle statischen Größen angeben (s. die folgende Zu­
sammenstellung). 

Ergebnis. 
Allgemeine Gleichungen der Eckmomente und sonstigen 

statischen Größen bei beliebiger Belastung des Riegels. 
Eckmomente: 

MI 
(3 w -- 5)!P1 + (9 W+~)~2 

n·l 

(15w + 8)!P1 + (9 m - 4) !P2 
n ·l 

(9w -4)!P1 + (15w + 8) . !PI! 
MIII=- , 

n·l 

M IV =(9W+7)!P1~(3W-5)!P2. 

n=(6w + l)(w + 2). 
Beliebige Momente: 

. . . (106) 

. (105) 

a) im Riegel: ~'lf(O) = M~O) + Mn T + MIII ( 1 - T) , 
1 (107) b) in den Ständern: M(l) = jl1II ~ + MI (1-~), 

M(r) = M III ~ + ];hv ( 1 -~) . j 
Auflagerdrücke: 

v(l) = V;(l) + ~. !P1 - !p!} 
. 0 Z2 6 w + l' 

. . . . . (108) 
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Normalkräfte: 
Nil)=- V(l). ) 

X(I')=- Vi T ) , : . . . . . . . . (109) 
N(O)=-H. J 

Querkräfte : 

Q(O) = Q&O) ---'- ~. f{Jl ~ cp'! , 
, Z2 6 w-1 

b. Belastung der Ständer. 

. . . . (110) 

Bei Belastung eines Ständers durch wagerechte Lasten wählen 
wir das Grundsystem so, daß der belastete Ständer einen einfachen 
Balken darstellt (Fig. 134 u. 135). Das in Fig. 134 dargestellte 
Grundsystem ist das gleiche wie bei den bisherigen Cntersuchungen. 
Als Unbekannte sind die Eckmomente j1hz, MZII und MIV anzu­
sehen. - Will man das Mo~nt MI als Unbekannte berechnen, so 
ist im Grundsystem bei I ein Gelenk einzulegen. Da an den Enden 
des belasteten (rechten) Ständers bereits Gelenke liegen, so muß die 
Ecke bei lL wenn das Grundsystem starr sein soll, steif bleiben. 
Man berechnet also }I·fr aus dem in Fig. 135 dargestellten Grund­
system. 

p' 

p 

Fig. 134. Fig. 1:).5. 

lll, 
I 
I 

p' 

I P 
I 
I 
I 
\ 
\ 
\ 

.ll7 

Bei einer wagerechten Belastung des rechten Ständers dieser 
Grundsysteme tritt der in der Einleitung erwähnte zweite Fall ein, 
daß die Mo -Fläche sich nicht nur über den belasteten einfachen 
Balken (Ständer), sondern auch über andere Systemteile erstreckt, 
nämlich hier über den anderen Ständer und den Riegel. Den Teil 
der Mo-Fläche, der sich über den belasteten Ständer erstreckt, be­
zeichnen wir mit Mo' -Fläche, den anderen Teil mit Mo -Fläche. -
Die M[{ -Fläche ist nur beeinflußt durch den oberen Auflagerdruck P' 
des belasteten Ständers und hat die in Fig. 134 und 135 an­
gegebenen Ordinaten. 

Die Werte der unbekannten Eckmomente setzen sich also hier 
.. , 3' " .8" .aus ZWei TeIlen M = - - und M = - - zusammen. Darin ist 3' 

9l 9l 
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aus der 9'Ro'-Fläche unter Anwendung der in der Einleitung ge­
gebenen Gleichungen zu ermitteln. Es ergibt sich allgemein dafür, 
wie bisher, die Gleichung: 

3' = M' Cf!l + M" Cf!~' 
Hier bedeuten J11' und jW" die an den Enden des belasteten 

Ständers oben bzw. unten, d. h in den Punkten 111 und IV, infolge 
der einzelnen Momente "WI = 1 am zweifach statisch unbestimmten 
Hauptsystem auftretenden Momente (vgl. Fig.128, 129, 131, 132). 

Durch Einsetzen der entsprechenden Werte für ]f' und M" 
findet man: 

3I - w (D O! --;- 7) Cf!l -i- (9 w 2 -;- 14 (I) ~ 3) Cf!2 
- 1ö~~ + 26w -+=~3~~ - ..... 

= (90! - 4) 'Cl~ (gw j- 7) tp2 

15w+8 

Durch Division mit den Nennerwerten 9( findet man daraus: 

Mf 
w (9w + 7) Cf! 1 -(9w'.! + 14w + 3)~'.! 

w·n·Z 

Mh = _ (9 w.-4) Cf!l --::-(9w + 7) Cf!2, 

III 

Mfll= _ (150)_+ 8) Cf!l - (3w - 5) Cf!2, 

nZ 

Mfv = w (3w=~11f!1 --(!.5w'.! + 26w + 3) Cf!2. 

wnl 

Auch für die aus den M$'-Flächen sich 
lassen sich geschlossene Formeln anschreiben. 

ergebenden Werte 3" 

31 = fM6' M r .2 ds-; 

=-ip'h -a>_(15w ___ ~)_ 
6 15w~+26w+3 

=_ P'h wZ(3w+1)(w+2) 
2 15w2 +26w+3' 

3" f ~K" lK d J' II = Jr.LO lr.Lll·2· S J 

= ~ p' h = 6 w + 10 + 15_o~±~ 
6 15w + 8 

Pirlet, Statik. II.2. 9 
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P l h3wl(w+2) 
-2 --15-w +8' 

2Ill = f Mü'Mm .2 ds ~ 
h' I -18w-14+9w-4 

=6 P h· 15w+8 

P'k3w(w+2)l 
-2--15w+8 . 

0" fM"M d J' ,(JIV = 0 IV.2 S J 

= '!-.- P'h 18w2 + 28w + 6 -9 w2 ---=_'--~ 
6 15w2 +26w+3 

P l hwl(3w+l)(w+2) 
2 15w2 +26w+3 

Daraus ergibt sich: 

MI 2'1 P'h 3w+l 
SJ1I 2'6w+l' 

" 21z P'k 3w Mll =--=--.---
SJ1ll 2 6 w + 1 ' 

M" 2Ill p' k 3 w 
IIl= SJ1m = 2' 6w + l' 

M" _ 21v _ p' k 3 w + 1 
IV - SJ1IV --26w+l' 

Durch Addition der M' und M" erhält man die im folgenden 
angegebenen Gesamtwerte M. 

Ergebnis. 
Allgemeine Gleichungen der Eckmomente und sonstiger 
statischer Größen bei beliebiger Belastung des rechten 

Ständers. 
Eckmomente: 
MI =w(9w+7)qJl-(9w2+14W+3)qJ2+th3w+l) 

nwl 26W+l'l 
-w(9w-4)qJl+W(9w+7)qJ2 P'h 3w' 

M ll = nwl -26w+l' ~(111) 
M m = -w(15w+8)qJl +w(3w-5)qJ2 + P'k ~-~- J 

nwl 26w+l' 

M IV = w (3w - 5) qJl - (15w2 + 26w + 3)qJ2_ P'k 3w +.2. 
nwl 2 6w+l 
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Hieraus ergibt sich: 
M M _ 3 [W!PI - (w + 1) !P2J + P' h 

I - n - w(w+2)l 2 
M M _3 [w!PI-(w+1)!P2J P'h 

IV- III- w(w+2)l -2' 

6 (!PI + !P2) , 3 W 
Mn-MIII = (6w+1)Z-P h 6w + 1 ' 

Setzen wir diese Werte in die Gleichungen (102) bis (104) ein, 
so findet man: 

Auflagerdrücke: 

V(l)=_~!PI +'E2+ P'h~_ 
l2 6 w + 1 l 6 w + 1 ' 

V(,-) = + ~ !PI + !P2 _ p' h . ~_ 
l2 6w+1 l6w+1' 

HU) _ ~. W!PI - (w + 1)!p2 + P' 
-hl w(w+2) 2' 

· _ (112) 

H(r)_~.W!Pl-(w+1)!P2+ P'_p 
-hl w(w+2) 2 . 

Normalkräfte: 
N(l)=- V(l), N(r)=- v(r) , N(O)=_HU). · . (113) 

Querkräfte: 
Q(O) = V(l) , } 
Q(l) = H(l) am unbelasteten Ständer, 
Q(") = H(r) - Px am belasteten Ständer, 

· . (114) 

wenn Px die äußeren Lasten auf der Strecke x, vom unteren Auf­
lager aus gemessen, bedeuten. 

Anmerkung: Ist der linke Ständer belastet, so ergeben sich durch ent­
sprechende Vertauschungen folgende Werte: 

M _ W (3w- 5) 'PI -(15w2+ 26w +3) 'P2 _ ~'h3(() +.!. 
I - wnl 2 6w+l' 

M _ - (I5w + 8) 'PI +(3w- 5) 'Pa +P'h~_ 
Il - nl 2 6w + 1 ' 

M _ - (9 w - 4) 'PI + (9 w + 7) 'P2 _ P' h ~_ 
III- nl 2 6w + 1 ' 

. (1110) 

MIV w (9w + 7) 'PI - (9w2 + 14w + 3) 'P2 + P' h 3w + 1 
wnl 2 6w+ l' 

V(l) = _ Ver) = ~ 'PI + 'P2 P' h 3 W 

l2 (6w+l) - -l-6w+l' 

H(r) =~. w <PI - (w + 1) 'P2 + P' 
h l w(w + 2) 2 ' 

... (112a) 

R(l)- i) w<PI-(w+I)'P2+P' ~p 
- h 1 w (w + 2) 2 . 

9* 
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N~l) = _ V(l), N(r) = _ V(r), N'ü) = _ H(r). . . • . (113 a) 

QII) = HIl) _ Px (Bezüglich Px vgl. Anm. zu Gi. (114) , }(114a) 

Qlr)=H(r) . 

Durch Addition der Gleichunsen (111) bis (1140) zu den Gleichungen (111 a) 
bis (114a), ergeben sich die Werte für die gleiche Belastung bei der 
Ständer. Man findet: 

M _ M _ ~ ())o({Jl - (2 w + 3) 'P2 } 
I -. IV-I w(w+2) , 

M[J= MlII=-~?~l+? 
. (111 b) 

H(l)=H(r)=_p+p'+ ~ W'Pl-(W+1)-'P~'1 
hl w(w+2) . . (112b) 

v<l) = v(r) = 0. 
N(l) = N(r) = ° ) 
N(ü)='-H - P. ; ............ . 
Q(Ü) = 0, } 
Q(l) = Q'r) = H - Px [vgl. Anm. zu GI. (114)]. ) 

. (113b) 

. (lUb) 

Durch die Gleichungen (111) bis (114), (111a) bis (114a). 
(111 b) bis (1l4b) sind die Werte für alle Belastungsarten 
gegeben, wenn wir nach den Ausführungen in der Ein­
leitung (s. § 1) die entsprechenden Werte für f{!l' f{!! und pi 
einsetzen. 

c. Untersuchung besonderer Belastungsfälle. 

Mit Hilfe der angegebenen Formeln lassen sich jetzt für be­
liebige LaststeUung alle in Frage kommenden Größen in einfacher 
Weise anschreiben. Die Ergebnisse für einige häufiger vorkommende 

p t-I 

Fig. 136. 

Belastungsfälle sind in nachstehender Tabelle an­
gegeben. 

Zur Erläuterung sei der Fall einer Ein­
zellast P an beliebiger Stelle des Riegels 
(Fig.136) kurz besprochen. Es ist nach Glei­
chung 7 a in § 1 (hier ist l' = 1): 

Pl2 
f{!l = 6 Cl' 

Setzen wir diese Werte in die Gleichung (106) ein, so finden wir 
für die Eckmomente: 

M _Pl(3w-5)c1 +(9w+7)c2 

I - 6 n ' 

Mn =~ Pl(15w+8)cI +(9w -4)C2 , 

6 n 
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Pl (9 w - 4) Cl + (15 w + 8) c2 
MIII =--6 ' n 

Pl (9 w + 7) Cl + (3 w - 5) c2 M IV =- . 
6 n 

Hieraus ergeben sich beliebige andere Momente mit Hilfe der 
Gleichung (107). Zur Bestimmung der Auflagerdrücke setzen wir: 

Pl 2 . Pl2 

Tl - T2 = 6 (Cl - c~) ; Tl --L CfJ2 =6 (Cl -+- Cz) 

III Gleichung (108) ein und erhalten: 

V(l) =p(f+ 2 -.c2 ) 
I 6w+l' 

V(1")=p(l_f- Cl-~) 
l 6w+l' 

H = Pl . Cl + C2 • 

2h w+2 

Damit sind auch die Normal- und Querkräfte Gleichung (109) und 
(110) gegeben. 

d. Temperaturänderungen. 

Bei Temperaturänderungen sind die unbekannten Eckmomente 
MI' M lI , M IlI , M IV wieder nach den Gleichungen (92), (94), (96), (98) 
zu bestimmen. Die Zählerwerte 31' 3n' 3m' 3IV sind dann nach 
den Angaben in § 1 zu ermitteln. 

Es soll zunächst eine ungleichmäßige Temperaturänderung an­
genommen werden. Die Unterschiede zwischen den Änderungen am 
Innen- und Außemand seien LI i, die Änderung im Schwerpunkt 
sei t. Die Werte t und LI t seien für jeden Stab verschieden, aber 
auf ganzer Länge des Stabes konstant; für den linken Ständer heißen 
sie ttl) und LI t(l), für den rechten Ständer irr) und .1 t(r) , für den 
Riegel t(O) und LI t(O). 

Der Einfluß der Werte t und LI t soll getrennt ermittelt werden. 
Der für t sich ergebende Wert gibt dann zugleich den Einfluß einer 
gleichmäßigen Erwärmung um t (t(l), t(r) , i(O») an. 

Ist e, der Ausdehnungskoeffizient für Wärme, konstant und be­
deutet dh die Querschnittohche der Ständer, dz diejmige des Riegels, 
so findet man nach Gleichung (5), S. 6 als Einfluß der Werte .1 t(/), 
.1 W), LI t(O): . 

3 = E- J
l 

. e (M TI + M 1J 1 . .1 t(l) . h + M III I + M IV I • .1 t(r) . h 
I 2 ~ 2 ~ 

+ MUT+MllT1 • .1t(O) .l) 
2 d/' 
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.3 = E· J . B (MI JIl + M Jl 1II • ,1 f}/) • h + M III III + M IV III • ,1 t(r) . h 
III Z 2 d" 2 dh 

+ M IJ III + M TlJ III • ,1 t(O) .z) 
2 dz ' 

.3 = E· J. E (MI IV+ Mu IV. ,1t(l) • h+ M IIl W+ M 1VIV. Lli('·).h 
]V I 2 d,,' 2 d" 

+ MIl w+ ~U!If. ,1t(O) 'l). 
2 d z 

Die in diesen Gleichungen vorkommenden Summen werte der 
Momente ergeben sich aus den Momentenflächen (Fig.128, 129, 131, 
132), man findet: . 

12w2 +31w+3 
M II + M II 1= M IlIIV + M 1VIV= lr;-w2+ 26 w ~3' 

2w(6w+1) 
Mn 1+ M m 1= M Il1V+MlII lr= - 15 w2 + 26 (J) + 3' 

(7 w + 3) 
M UIJ + M 1V1 = MIIV+Mu 1"= 15 w2 + 26 w+-3' 

12 w T 13 
M 11I + M uu = MIVII1+MUIlIJ= 15w+8 ' 

11 
M Il1U + MIV/I=MIIII+ MIlIl1 = -15 w + 8' 

Setzt man diese Werte in obige Gleichungen ein und dividiert 
durch die entsprechenden Nenner: 

_ _Zw(w+2)(6w+1)_ w·l·n 
911 -91/TT- 15w2 +26w+3 -15w2 +26w+3' 

(w+2)(6w+1) l·n 
91/[=91Ill=Z 15w+8 =15w+8' 

so erhält man nach gehöriger Vereinfachung: 
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M 1 = - Ee{Jh [(12 w 2 + 31 w + 3) Jt(l) +(7 w + 3) LI t<rl] 
2n dh 

- :: 2 (6 w + 1) LI t co} 
.1~I =_ Ee (Jh [w(12 w+13)Llt(l)-11 wLlWJ] 

11 2n 1d 
l h 

+ J l 4 (6 w + 1) LI t (0) } , 

dl J 

EeU 
M = - _J_.h [-11 w·LI tCZ) + w (12 w -1-13) LI/CI')] 

III 2n)d . I 

l h 

+ ~: ·4 (6 w + 1) LI tCO) } , 

MIT' = - ~: {~~[(7 w + 3) Lltll ) + (12 w 2 + 31 w + 3) LltCr)J 

J ) 
-~. 2 (6 w + 1) LI t(O) Y 

Daraus findet man: 

~ (115a) 

M -M =M -M =_!._l __ Ee {Jh (Llt(l)+Llt Cr») 
T II IV 1Il 2 w + 2 dh 

_ JI'2L1tCOl}. dz . 

M M 6 W .EeJh(Llt(l) - LlWl). 
II - lii = - 6 w + 1 dh 

Da in diesem Falle die Werte So = 0 sind, so erhält man nach 
Gleichung (102): 

yCZ) = _ y(r) =~. 6 w . E e' Jh(LI t(l) _ Llt(r») , 
l 6 w + 1 dh 

H(l) = H(") = H = -]:_. 3 . E e' {!..~ (LI tel) + LI t Crl ) (115 b) 
h 2(w+2) d" 

_ JI • 2 Llt CO)}. 
dz ) 

Den Einfluß der Wärmeänderungen tell, t(r), t(O) in der 
Systemachse finden wir nach der Gleichung (5), § 1. Da die 
Normalkräfte N i . y , d. i. hier N1 ,2, N11.2, N1II. 2 , N1L2 für jede Stab­
länge konstant sind, so findet man: 

21 =E . .Iz.e[(N!/:2 t(I)+Ni'?2 t(r»)h+N~:2 .tCO),lJ, 

2I1 =E·Jz,e[(NJ1.2 t(l)+N~1.2 t(rl)h+N~1.2 .t(O)·lJ, 

2Ill = E- Jz' e [(NY1I.2t(l) + NWI. 2 t<r») h + NCJlI.2· t(Ol ·l], 

2 l v = E· JZ' e [(NiV'.2 t(l) + N~f.2 t<r») h + N~b . t CO) ·l]. 
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Die Werte N1 . 2 , SII.~, N.W.2, N IV . 2 , d. h. die Normalkräfte für 
die Belastungszustände MI. 2 = 1, 111II.2 = 1, MIII.2= 1, NIIr.2 = 1 sind 
aus den vr erten der Eckmomente dieser Belastungszustände nach 
folgenden Gleichungen zu ermitteln: 

die 

N~) 2 = - S Y'! ~ =} 1 6 w (w + 2) 
- N1\·.2 = SC;~.2 = T'15 w 2 + 26 w ---L 3' 

~(o) ~(o) 13(6w+1)(w+1) 
"\1.2="\11".2=--, . 1- 2· 96 '3' 

! ;)W -~ w-. , 

Damit findet man aus obigen Gleichungen nach Division 
Nenner 911 und ,)7/[: 

=-Ecl.J" .... ~.w_ 11(l)-_t(r»)_·[I. 3(w j l) troll, 
Ll 6 w --:- 1 h w (w i 2) J 

r-J h (; w . 1/ ,,', Jz 3 ° ~ M II = - E c . -. -- - -- 'I t !- t l ») - -. '" -- t( ) •. 
Ll (;w--:-1 ' h w+2 J' 

M r J" 6 W 'I) (r») 1 J I 3 (O)l 
1II = - E c L - T' (; 0) _'--ll,tl - t j l~ . ~ +2 t J' 

M . = _ EI:: l' - -1.,,-. _,~w_ it(l)-trl'»)- J I • ~ (w +_. 12 t(O)lJ. 
lf l 60)+1 . h w(w+2) J 

Daraus findet man: 

_ _. _ _ E c J, .3(2 w_: 1 [ (0) 

MI 1111 - J1/T' JIlIl - h w (w + 2) t , 

Ec·J, 12w M -}I ____ I. ' --- (t(I)-t(T»). 
11 "m- l 6w+1 

Damit ergeben sich: 

durch 

(lI6a) 

V(I) =- V(r) = E.c.J..J.t.. __ ~~_ (t(l) - t(r») 1 
[2 6 w + 1 ' ' 

HO) = H(T) = H = Fl.-.c-.!J...,~ {~(f), +1J. t<0) • I 
.. (116b) 

h2 w(w+2) J 

Durch Summierung der Gleichungen (115a) und (116a), 
bzw. (115 b) und (116b) erhält man die Gesamtwerte für un­
gleichmäßige Erwärmung. Die Normal- und Querkräfte ergeben 
sich dann aus den Gleichungen: 
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N(I)=-V(l),l 

N(") = - v(r), ~ 

N(O)=-H, J 
Q(I)=Q(r)=H, } 

Q10)=V(l). 

. . . . . . . (1173) 

. . . (117b) 

e. Widerlagerverschiebungen. 
Bei Verschiebungen der Widerlager sind die Zählerwerte B zu 

ermitteln nach der Gleichung (6), S. 6, man erhält also: 

BI =- EJ1"J.LI.2 [l1O.2J, 
Bn = - E Jz ~LII.2 [l u,.2], 
Bm = - E Jz "jLn I.2 [l 1O.2J, 
BH,=-EJz":5.LIU [lw.2J. 

Darin bedeuten L I .2 , L n .2 , L nI.2 , L IV .2 die Auflagerreaktionen bei 
den Belastungszuständen }rh.2 = 1, Mn. 2 = 1, MnI.2 = 1, M Iv.2 = 1; 
die Werte [lw. 2] sind die Verschiebungen der Auflagerpunkte in 
den Richtungen der jeweiligen Auflagerreaktionen an den zuge­
hörigen statisch unbestimmten Hauptsystemen. 

Wir betrachten getrennt drei Arten von W iderlagerverschie-
bungen, nämlich: 

a) Verschiebungen in Richtung der Kräfte V (senkrecht), 
b) " " " " " H (wagerecht), 
c) Verdrehungen" " "Momente MI und M IV . 
a) Bei Verschiebungen der Widerlager in senkrechter 

Richtung werden nur Beanspruchungen des Systems hervorgerufen, 
wenn die bei den Punkte I und IV sich um verschiedene Werte 
senken; gleichmäßige Senkungen bei der Punkte sind ohne Einfluß. 
Es kommt also nur die relative Senkung eines Punktes, etwa des 

,----
JI i -'zu 7 

I I 

- j 
I tJh 

" tv 
Fig. 137. 

I 

If1 

Punktes I, gegenüber dem anderen Lagerpunkte, 
dem Punkte IV, für die folgenden Entwicke­
lungen in Frage. 

Es verschiebe sich der Punkt I in Richtung 
der Kraft y(l) (nach oben) um das Maß L1 h 
gegenüber dem Punkte IV (Fig. 137). Es ist 
also hier zu setzen: 

[lw.2J=L1h. 
Als einzige Auflagerkraft kommt hier Y(lJ in 
Frage; für die einzelnen Belastungszustände ist 
diese: 
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Setzt man diese Werte in obige Gleichung für 3 ein und divi­
diert zugleich durch den entsprechenden Nenner 1)(, so findet man 
nach gehöriger Vereinfachung: 

_ _ _. _ EJI 6 A 
MI-MIf--Mw--Mn'--Z2- ~+l·LJh .. (118a) 

Daraus findet man mit 

1111 - 1l1I1 = 0 
und EJI 12 

M lI - MIJl= - -[2-'6 w +i d h: 

r(l) = v<r) = E . J l • d h. ~__ ) 
13 6 w + 1 ' } . . • . (118 b) 

H(l) = H(") = 0 . J 
1I -------') 

I lU J 
I I 
\ I 
\ I 
, J 

Damit sind auch die übrigen statischen 
Größen gegeben. 

\ 
\ 
\ 

H(u I I 
---:. / I // ~/ 

~Llx~ 

b) Eine horizontale Verschiebung 
der Widerlager verringert den Abstand 
der Punkte I und IV um eine Strecke d x 
(Fig. 138); es ist dann [lw.2]=dx zu setzen. 
Die Auflagerkraft H(l) beträgt für die ein­
zelnen Belastungszustände : 

Fig. 138. 

(I) ll) 1 3 (6 w + 1) (w + 1) 
HI.2 =HIV.~= h' 15w2+26w+3 ' 

Damit finden wir die Eckmomente: 

Es ist also: 

M -M =EJI. d .3(2w+21 
I II hl x w(w+2)' 

M lI - Mm = O. 

Damit ergeben sich die Auflagerdrücke : 

Y(l) = y(r) = 0, 1 
H (l) = H(r) = E.';;. A .3(2w+1) } 

h~l LJX w(w+2)' J 

_ .. (U9a) 

... (119b) 
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Hiernach lassen sich die übrigen statischen Größen 
angeben. 

ohne weiteres 

c) Wir behandeln noch den Fall, daß Ver -
drehungen der Widerlagerpunkte I und IV Il 

-------

eintreten. Die Werte der Drehungen seien ,1 Cf! I \ 
und LI Cf!FfT (Fig. 139). \ 

Die in Richtung dieser Verschiebungen wir- : 
kenden Auflagerreaktionen der statisch un- , 

I 
bestimmten Hauptsysteme sind die Momente MI I I I 

und MIP I' M ill und M IV Il' M, III und jlfIV IIl' 
M IlV und M IVIV (vgl. Fig.128, 129, 131, 132). 
Wir finden für die Zählerwerte also: 

31 =-EJI(MII ,1 Cf!1+.iY[WI ,1 Cf! IV), 

3n = - E Jz (MI II ,1 Cf!1 + M IV Il ,1 Cf!rv) , 

3m = - E J l (MI IIl ,1 Cf! I + MIVlII ,1 Cf!FfT)' 

3IV = - E J l (MIIv ,1 Cf!I + M IV IV ,1 Cf!IV) . 

llT 

Durch Division mit den entsprechenden Nennern ergibt sich 
nach gehöriger Vereinfachung: 

E J (15w 2+26 W+3),1Cf!I+(9w 2 + 14w +3),1 Cf!IV 
I nwl ' 

(120a) 

Daraus findet man: 

3(w+1) 1 
MI - M ii = M IV - M~IlI = E J I' W (w + 2) . T (,1 Cf! I + ,1 Cf! IV) , 

6 1 
M II - MIlJ=E Jz 6 w +~'T(,1 Cf!I- ,1 Cf!IV)' 

Damit ergeben sich als Auflagerdrücke: 

V(l) = - VCr) = - E . J 6 ~ (,1 m - ,1 m \ ) 
I 6 w + 1 [2 r I r IV!' 

(120b) 
H(l)=HCr) =H=E.J 3 (w + 1).~ (LI +LI \ J 

IW(W + 2) hl Cf!/ Cf! rv!' 

Die übrigen statischen Größen sind dadurch gleichfalls leicht 
anzugeben. 
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Vollwandige Systeme mit geradlinigen Ac hsen. 

Tabelle 
Beiderseits eingespannte symmetrische Rechteckrahmen. 

Tabelle der 

In dieser Tabelle ist: 

Belastungsfall Momente 

r-(~ 
M _ Pl (3ro - 5) Cl + (9ro + 7) c, 
f- 6 n 

.D 'm M n = _ Pl (15ro + 8) Cl +(9ro - 4) c, 
6 n 

M IJI=- ~~ (9ro -4) Cl +(15ro + 8) c, 
6 n 

.z;~ ITT MI r= Pl (9ro + 7) Cl + (3ro - 5) Co 

~ " 6 n 

~~~ 
Pl 1 

M I =Mn =S·ro...1....2 
I 

P1 1 
Mn =MnI=--·--=-2MI 

4 ro +2 

~~ ,,~ 

:~f 1~r-
M 1 = MII=~~·i (I_i) 

(0,21, L 

P1 J; ( J;) Al/I = MnI = - 2 -~. -'- I - -'-
ro-t-~l 1 

.~ ;? H~ 

I MI= pl'. (3(0 - 5) k1 + (9ro + 7) k2 

24 n 

Mn=_pl2. (15(0 + 8) kl + (900 - 4) k. 
24 n 

Mm =- pl2. (900 - 4) kl + (1500 + 8) k2 

24 n 

Mn = pl' . (900 + 7) kl + (300 - 5) k, 
24 n 

n 
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XI. 
Untersuchung besonderer Belastungsfälle. 
Ergebnisse. 

h' h J 00 - - ---'- - ~ . n = (6 00 + 1) (00 + 2). -l-lJA ' 

Vertikale Auflagerkräfte 

V 

vm =p(i+ Cl -C2 \/ 

l 600+11 

Ver) = P ( 1 _ f _ Cl ~ ~ ) 
l 600 , 1, 

P VCI) = V<r)=-
2 

V(I)=V(r)=p 

V(I) = pl [( i)2+!~ -k2l 
2 l 2600+L 

VCr) =pl [i (2 _ i) _.!.~ - k2l 
2 l l 2600+L 

VCI) = Ver) =?J 
2 

I 
I 
I 

i 
I 

Horizontale 
Auflagerkräfte 

H 

Pl Cl +C. 
2h· 00+2 

3 Pl 1 
8/1 00+2 

3Pl_1_f(1_i) 
h 00+2l l 

+ pl2 .kl+~ 
8h 00+2' 

pl2 1 
4h . W-i-2 

Bemerkungen 

Moment unter der 
Einzellast : 

Pl 00+ 1 
M,IIQ"=T w+ll 

Größtmoment in 
Balkenmitte : 
pl2 300 + 2 
21·00+:f 
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Vollwandige Systeme mit geradllnigen Achsen. 

Belastungsfall 

n 

Tabelle XI 

Momente 

M _ pl2 (300- 5) (k1 - kt') + (9 00 + 7) (ke - k2') 

I- 24 n 

M
II

= _pl2 (1500+8) (k1 - k,') +(900-4) (k2 -k;) 
24 n 

MIII = _ pl2. (900-4) (k1 -k/)+(15oo+8)(k2 -k/) 
24 n 

Mlr=pI2. (900 + 7) (k1 - k/)+(3oo - 5)(k2 - kil 
24 n 

M _ pl2 . (3 00 - 5) r1 + (9 00 + 7) r2 
1- 360 n 

MII=- pp. (1500 + 8) r1 + (900 - 4) ·r2 
360 n 

MIII = _ _ pIS. (900 - 4) r 1 + (1500 + 8) r2 

360 ·n 

M _pP.(9oo+7)r1 +(3oo-5).r2 
Ir- 360 n 

MI=pl2.31oo+7 
120 n 

MII=- pZ2 .1100+8 
120 n 

MIII=_pZ2.19oo+12 
120 n 

I Mlr=pP . 2900+3 
120 n 

MI=MIV=~pI2._1-
96 00+2 

MII=MII/=- :8 Pl2 ·oo ~2= -2M1 

M1 =M.7oo+3 
2 n 

M 1100 
M II=--·-2 n 

MII/=- M .1300+4 
2 n 

M 500-1 
MIV=-'--2 n 
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(Fortsetzung). 

Vertikale Auflagerkräfte 

V 

VCI) = pll~(I)2+ ~ r. -r2] 
6 l 10600+1 

vCr)=pl [I (3- I) -~""=-~J 
6 l l 10600+1 

VC!) = P l . 2000 + 3 
20 600+ 1 

VCr) = pl. 40oot~ 
20 600+ 1 

VCI) = VCr) = p l 
4 

M 600 vel) = - ver) = - 0 --

l 600+1 

Horizontale 
Auflagerkräfte 

H 

pl 
811' 00+2 

5 pl2 1 
32 0-';-0 00+2 

Bemerkungen 

Größtmoment: 
2 

JI'lIIax = V{l) 'Sox 
+Mll ; 

darin ist 

yV(l) 02 
x=l -­

pol 
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Tabelle XI 

Belastungsfall Momente 

MI = Ph [0)(9w+ 7) Cl - (9w 2 + 140) + 3) ce 
6 n 

+ 3 (3w+ 1) IJ 
60)+1 h 

M Ph 1w(9w-4)c, -w(9w+7)c2 

n 
II=-Tl n 

I 9w ~J 
11 '60)+lh 

M III=- Ph[w (150)-=:!- 8)c, =-coJ3w -_~) c2 

6 n 
9w ~" 

-60)+lhJ 

MI/"= ~h [w (3w - 5) C, - (~m2 + 26m + 3) c2 

3(3m+ 1) ~-
---------1 

6m+ 1 hJ 

I P 

rT 
Pli 3m + 1 MI = - MIT' = -- -- ----

12 
26m+l 

PIt 3m 
Mn = - MIII = - - -- ---

2 60> + 1 

n PIt m·c, -(2m+3)C2 

13 
MI=Mn=[f . 

m+2 

~ ~ Mn = MIl1=-PIt m 2c, - C2 

1 . ) 3 w+2 

M I =ph2 jm (9m+ 7) k, - (9m2 + 14m + 3) k2 

24 L n 
+ (Ir (30) + 1).6J 

h 6w+l 
M

II
= _ ph2 [0) (90) - 4) k1 - 0) (9m + 7) k2 

24 n 

rl 180) (~rl 
14 +6m+1 Tl ~ 

MlII=- p~ [0) (150) + 8) k1 - 0) (3m - 5) k2 

" f. i 24 n 

-~(~Jl 60)+1 h J 

M _ph2 [m(30)-5)k1 -(150)2+26w+3) k2 
IV- 24 n 

_ 6(30)+1). (IYl 
60) + 1 h" 
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( Fortsetzung). 

Vertikale Auflagerkräfte 

V 

o 

Pirlet. Statik. Ir.:!. 

Horizontale 
Auflagerkräfte 

H 

HII) 

P [ w· Cl - e W + 1) Co 

="2 L--~+2--

-LIl 
, hJ 

HC')=-P+H1I) 

i Hil)=HI,) 

I =-P [(I-i) 
_ mC1 - (w + 1) C2] 

w+2 

HCI) 

= ph l,wk1 - eW+l)k2 

8 w+2 

! +2 (irJ 
HI')=_p·~+HZ1 

Bemerkungen 

10 
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Tabelle XI 

Belastungsfall Momente 

--I MI 
= phz {w(9w+ 7) (k1-k1 ') - (9 002 + 14w+3)(kz- K2J 

24 ~ n 

+ 6 (300 +-1) . f(l)"- (t)zJt 
600+1 . h h) 

15 MIII 

ph2 ( 00(15 00 + 8)(k1 - k/) - w(3w-5)(kz - k/) 
= - .0- < _ ... _ ...... _ .. 

24 ~ n 

_ ~_ [(1)2_ (t)2] ~ 
600+1 h \h) 

16 n 
MI=1!.~I~.18w2+35w+9 

24 n 

M _ ph2 00(1800+25) 
II - - 24 . . ... -n:--

17 

M I = Mn' =ph2 • wk, -(200+3) k2 

12 00+2 

M -M _ _ phz . 00 (2k1 -k.) 
II- III- 12 00+2 

18 n 
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(Fortsetz ung). 

Vertikale Auflagerkräfte 

V 

ph2 w V(l)=- V(r)=-o-_-
l 6w+ 1 

o 

o 

Horizontale 
Auflagerkräfte 

H 
Bemerkungen 

H(l) = P "'{w (k1 -kt') -(w+ 1) (k2 -k.') 
8 w+2 

+2 [(fJ- (~rJ} 
H(r) = - p (~- n + H(1l 

H<lJ=p."'-o2w+3 
8 w+2 

H(r)=-l,h+HW 
_ ph 6co+ 13 
--~8-ow+2 

H(Z) = H(r) 

=-P:~(2-~) 
+phcok1 -(co + l)k2 

I 4 w+2 

H(Q = H(r) 

ph 2w + 5 
=-T o 7-f2 

phi 
Mm""=9!f 

4w2 + 20co+27 
(co + 2)2 

10* 
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Tabelle XI 

Belastungsfall Momente 

M =ph" [00 (900+ 7) r1 - (900" + 1400 + 3) r2 

I 360 n 

..L 30 (1)" . 300 +-.!] 
I h 600+1 

M __ ph":oo(9oo-4)r1 -oo(9oo+7)r. 
II- 360 L n 

19 

( ~)" 300 -
+30 h . 600+ IJ 

MJ/l=- ph2 roo (1500 + 8) r1 - 00 (3w-=- 5) r2 

360 L n 

- 30 (i)" . ~-] 
h 600+1 

Mn=P}l-~ i 00 (300 - 5) r1 - (1500· + 2600 + 3) r. 
360 L n 

_ 30 (1)2 . 300 + -.!] 
h 600+1 

M I = ph'. 27002 +4900 + 12 
120 n 

20 

MII = _ ph' . 00 (2700 + 32) 
120 n 

Mm=ph'. 00(300+28) 
120 n 

Mn =- ph'. 6300' + 151 00 + 28 
120 n 

21 

M =M _ph'. oo·r1 -(2oo+3)r. 
I IV- 180 oo+~ 

MII = MIII = _ ph2 . 00 (2r1 - r.) 
180 00+2 

22 
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(Fortsetzung). 

Vertikale AufIagerkräfte 

V 

ph2 W V(l)=-V(r)=_.-_-
4 (6w+l)l 

o 

o 

Horizontale 
Auflagerkräfte 

H 

H(I) 

_ ph iWY1-(w+1)Y2 
-120L~2·--

+ 10 (frJ 
H(r)=H(I)-P 

H(1)=ph. 3w+4 
40 w+2 

i Hcr)=_ph+HCI) 
: 2 

ph 17w+ 36 
=-40' w+2 

pli 7 w+ 16 
- 20' w+ 2 

Bemerkungen 

M,nax 
2 

= HCI)·S X +MI/I, 

worin 
_ IH(Z)· 2 

x=hV-~ 
ph 
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Vollwandige Systeme mit geradlinigen Achsen. 

Belastungsfall 

Temperaturänderung 

Tabelle XI 

Momente 

MI=Pa. 00(900+7)8, +(9 002 + 1400+3) 8 2 

6 n 
+Pa. 300+1 

2 600+1 

M[[=- P6a .00 (900 - 4) 81 -t 00 (900 +7) 8. 

Pa 300 
-2'600+1 

M/Il=- Pa . 00 (1500 + 8) 81 + 00 (3 v> - 5) 8 2 

6 n 
Pa 3v> 

+2'600 +-1) 

Mrv = Pa . 00 (300 - 5) 81 + (15002 + 2600 + 3) 8. 

6 n 
Pa 300+ 1 

-2'600-+1 
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(Fortsetzung). 

Vertikale Auflagerkräfte 

V 

Horizontale 
Auflagerkräfte 

H 

BCl)= Pa ~1-L 
2hL : 

(J) . 81 + ((J) + 1) 82-. 
···-{J)--Fi--: 
H(I)=B:') 

Bemerkungen 

Bei ver; ergibt sich 
hier eine Abwei­
chung von GI. (112), 
da diese nur für hori­
zontale Lasten auf­
gestellt ist. Hier 
tritt zu dem Wert 
nach GI. (112) noch 
der Wert P hinzu. 
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Vollwandige Systeme mit geradlinigen Achsen. 

Belastungsfall 

r----------, 
I 
\ 
I 
I 
I 
\ 
I 
I 

drt­
~AllE-

I 
I 
I 

I 
I 

IJLlq;>r i --

f 
I 
I 
I 
I , 

, 
I 
I 
I 
I 

L1q;>.zyIJ,;; 

Tabelle XI 

Momente 

MI 
=E.J, (15w2 +26w+3)L1 'PI + (9 w2 +14w+3)L1 'PI V 

nwl 

Mn = _ E. J, (3w - 5) L1 'PI + (9w + 7) L1 'Pl!' 
nl 

MIlI = _ E.J, (9w+ 7) L1'PI~l(3w - 5)L1'PIV 

M IV 
= E.J, (9w2 +14w+3)L1 'PI+(15w2 +26w+3) LI'PTV 

nwl 

§ 1O~ Sonderbehandlung des Rahmens bei Symmetrie. 

I. Erste Berechnungsart. Dreigelenkbogen als Hauptsystem. 

Bei symmetrischen Rahmenformen ist es im allgemeinen zweck­
mäßig, von einem Grundsystem auszugehen, das selbst symmetrisch 
ist. Es lassen sich dann. wesentliche Vereinfachungen erzielen in 
den Gleichungen der Unbekannten. So z. B. ergeben sich bei der 
Verwendung des Grundsystems nach Fig. 140 die Unbekannten X a und 
X b aus zwei Gleichungen mit je zwei Unbekannten und Xc aus einer 
Gleichung mit einer Unbekannten. 

Auch bei dem Grundsystem (Fig. 141) (Dreigelenkbogen ) lassen sich 
solche Vereinfachungen erzielen, wenn wir als Unbekannte gewisse 
Lastengruppen wählen, die die Symmetrie ausnützen. Ein solcher 
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( Fortsetzung). 

Vertikale Auflagerkräfte 

V 

E·JI 12 V(l) = - VI') = ._-- LI h .-~ 
12 6w+l 

V(l)=VI')=O 

Horizontale 
Auflagerkräfte 

H 

HII) = HI,) = 0 

HII)=HI') 

_ E- Jz LI I 3 (2 w + 1) 
- hZI . w(w+~ 

Bemerkungen 

Rechnungsgang, der auch für spätere Aufgaben von Wert ist, soll 
im folgenden erläutert werden. 

Fig. 140. Fig. 141. 

Als erste Unbekannte X a soll das Moment im Punkt a in 
Riegelmitte berechnet werden. Die Momentenfläche infolge X a = 1 
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am Grundsystem ist in Fig. 141 dargestellt. Wegen der Symmetrie 
des Grundsystems und der Belastung ist auch die Momentenfläche 
(Ma - Fläche) symmetrisch. 

Als zweite Unbekannte X b wählen wir eine Gruppe von 
Momenten in den Ständerfußpunkten bund c, und zwar soll bei 
Belastung X a = 1 in b ein nach innen wirkendes (positives) Moment 
von der Größe 1 und in c ein nach außen wirkendes (negatives) 
Moment von der Größe 1 angreifen. Wir bezeichnen diese Einzel-
momente mit 

X bb = + 1 im Punkte b, 
X cb = -1 im Punkte c. 

Die Veranlassung zur Wahl gerade dieser zwei entgegengesetzt gleichen 
Momente gibt folgende Überlegung. Infolge der Last X b b = + 1 
ergibt sich im Punkte a eine bestimmte Winkeländerung [a b J'; 
würde in c der gleiche Wert + 1 wirken, so würde sich infolge der 
symmetrischen Lage der Punkte a, b, c und der Symmetrie des 
Systems die gleiche Winkeländerung [a b]' ergeben, so daß also in­
folge des umgekehrten Wertes X cb = - 1 sich die Verschiebung 
-[ab]' ergibt. Bei der Belastung X bb =+1 und Xcb =-l wird 
also die Winkeländerung im Punkte a zu Null werden. In der Tat er­
kennt man auch aus Fig. 142 (Mb-Fläche) und Fig. 141 (Ma-Fläche), 
daß der Wert [a b] = 0 wird, da die Mb -Fläche beiderseits der Sym­
metrieachse gleiche Werte mit umgekehrten Vorzeichen hat, so daß 

[ab] = f MaMb :~ sich aus zwei gleichen Teilen mit umgekehrten 

Vorzeichen zusammensetzt. 

Fig. 142. Fig. 143. 

Als dritte Unbekannte Xc soll wieder eine Gruppe von Mo­
menten gewählt werden, und zwar zwei gleiche Momente in den 
Punkten bund c, diesmal mit gleichen Vorzeichen. Außerdem soll 
im Punkte a ein Moment fl wirken. Insgesamt soll die Belastung 
Xc = 1 die Werte haben: 

Xac=fl' 
X bc =1, 
X cc =1. 

Der Wert fl soll aus gewissen Bedingungen noch angegeben 
werden. - Man erkennt leicht, daß die Momentenfläche infolge Xc = 1 
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wieaer wie die Ha - Fläche, symmetrisch ist, so daß also, wie vorher 
[ab], nun auch [be] = 0 wird. Der Wert [ac] nimmt nun nach 
Fig. 141 und 143 den Wert an: 

J' J' 
rac]=l- '.u+2~-(2.u+1). 

Jz 6 J s 

Wir wollen nun die Größe .u so wählen, daß auch dieser Wert 
[ac] = 0 wird, d. h.: 

J' 8 J' 
lJ~.u+ 3- J. (2.u + 1) = o. 

Setzt man: 

so findet man 
J[ 

s· -
J s .u=----

1 T J[ 

Darin bedeutet: 

3 --t-'Js­, - J s 

J' =,lz, 

8' 

, Jl 
S =s· J s ' 

s' S J l 
W=~~= -'-. 

1 1 J s 

) 

w 
(121) 

(122) 

Wird also die Lastengruppe Xc = 1 zusammengesetzt au:'! 

X =-~-
ac 2w+3' 

X bc =·I, 

X cc = 1, 

so wird aucr der Wert [ac] = O. Von den Koeffizienten der Grund­
gleichungen bleiben also nur die Werte [aa] in der ersten Gleichung, 
[b b] in der zweiten und [ce] in der dritten Gleichung, so daß sich 
die Unbekannten aus folgenden 3 Gleichungen mit je einer Unbe­
kannten ergeben: 

raa] X a = - [am]; X =_[am] 
a raa] , 

[bb] ,Xb = - [bm]; x·=_[bmj 
b [bb] , 

[cc],Xc = - [cm]; X =_[cm]. 
c [ce] 

Für die Werte raa], [bb], [ce] ergeben sich aus den Fig.141, 142, 
143 die Größen (im folgenden sind die EJz-fachen Verschiebungen 
angegeben, wobei der Faktor E J l fortgelassen ist): 
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2s' 2w+3 
[aa]=l+-=---l, 

3 3 

[In dem besonderen Falle, daß die S t ä n der par all e I sind, wird 

~ = 1 und damit: 
ln 

l 
[bb]=S (6 00+ 1).] 

s' 
[ee] = 1· p.2 + 2 6{(2 p.+ 1)p. + (2 +.u)} 

=1{P.2+ 2: (1+P.+P.2)}. 

Durch Einsetzen des Wertes 
w 

P.=-2w+3 

findet man nach gehöriger Vereinfachung: 

l ] = w(w+ 2)1 
ee 2w+3' 

Die Absolutglieder [am], [bm], rem] können mit Hilfe der 
Fig. 141, 142, 143 ermittelt werden. aus den Gleichungen 

f dsJ, 
[am]= MoMa - y -' 

. f dsJ, 
[bmJ= MoMbJ', 

11. Zweite Berechnungsart; Zweigelenkbogen als Hauptsystem. 

Eine zweite Art der Berechnung des symmetrischen Rahmens 
ergibt die Verwendung eines Zweigelenkbogens als HauptsystemI); 
es sind dann nur 2:wei überzählige Größen zu bestimmen (s. Fig.144), 

1) Diese Berechnung wird hier eingehender erläutert, weil sie bei den ill1 
folgenden Bande behandelten' Stockwerkrahmen mit Vorteil verwandt wehlen 
wird. 
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nämlich die Momente in den Punkten b 
und c, wenn wir voraussetzen, daß die Be­
anspruchung des Zweigelenkbogens für die 
vorkommenden Lasten bekannt ist. Als U n­
bekannte wollen wir wieder Gruppen der 
Momente in bund c wählen, und zwar be­
steht 

Fig. 144. 

Belastung X a = 1 aus X ba = 1 und XCI"< = 1, 

" X b = 1 " X bb = 1 " X cb = - 1. 

Um mit diesen Lastengruppen arbeiten zu können, müssen wir 
die Beanspruchung des Hauptsystems, d. h. des Zweigelenkbogens, 
für beliebige Lastengruppen kennen. Diese sollen zunächst ange­
geben werden. 

a) Berechnung des Zweigelenkbogens (Hauptsystems). 

Das Grundsystem sei wieder der Dreigelenkbogen (Fig. 145); 
die Unbekannte heiße Y a• Sie ergibt sich in der Form: 

[am]' y =-----
a [aa]' . 

Aus der Momentenfläche infolge Ya = 1 am Grundsystem (Fig. 145) 
ergibt sich als Nennerwert: 

[aa]'=2w+3 z. 
3 

Fig. 145. Fig.146. Fig. 147. Ma-Fläche. 

a) Infolge der Lastengruppe X a = 1 als äußere Belastung 
ergibt sich am Grundsystem die in Fig. 146 dargestellte Momenten­
fläche. Aus Fig. 145 und 146 findet man für diese Belastung: 

[am]' = 2.~ = W3l . 

W 
Yaa = - 2 w + 3 . . . . . . . . (123) 

Dies ist derselbe Wert, den wir vorher für fl gefunden haben. -
Wir können damit die Momentenfläche des Zweigelenkbogens 

für die Belastung X a = 1 (Ma-Fläche) aufzeichnen; sie ist in Fig.147 
dargestellt. 
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ß) Infolge der Lastengruppe X b = 1 als äußere Belastung 
ergibt sich am Grundsystem die in Fig. 148 dargestellte Momenten­
fläche. Damit findet man: 

[am]'=O, 
Y ab = 0. . . . . . . . . . (124) 

Die Momentenfläche des Zweigelenkbogens infolge X b = 1 (Mb-

Fläche) behält also die in Fig. 148. dargestellte Form. 
. r) Infolge horizontaler Lasten am rechten Ständer mit 
der Resultierenden H ergibt sich am Grundsystem eine Momenten­
fläche nach Fig. 149. Der nicht schraffierte Teil liefert (wie die 
Momentenfläche Fig. 148) keinen Beitrag zu [am]'. Man findet also: 

[am]' = f{J1 . 

3 
YaH=- (2w+3)lf{Jl' ..... (125) 

Fig. 148. Mb-Fläche. Fig. 149. 

Die Momentenfläche des Zweigelenkbogens für diese Belastung 
(Mo-Fläche für Lasten H) setzt sich also aus den Momenten­
flächen Fig. 149 und 145 zusammen. Erstere zerlegten wir in zwei 
Teile, den schraffierten und den nicht schraffierten Teil. Im ganzen 
besteht also diese Mo-Fläche aus drei Teilen: 

Teil 1: Momentenfläche des als einfacher Balken gedachten be­
lasteten Ständers (in Fig. 149 schraffiert). 

Teil 2: Momentenfläche mit beiderseits gleichen Werten mit un­
gleichen Vorzeichen (in Fig. 149 nicht schraffiert). Die Eck­
momente ergeben sich aus der Querkraft im Gelenk zu 

H . ~ l H ~ l H'k l 
M l =--·-=-·--=-_·_; 

ln 2 2 ln 2 ln 

H'=!!~ k . 

Teil 3: Symmetrische Momentenfläche nach Fig. 145 mit den Eck­
momenten: 
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Anmerkung: Diese Gleichungen für horizontale Lasten gelten auch für 
Momente, welche an den Ständern angreifen. Für ein am obern Ende des 
rechten Ständers angreifendes linksdrehendes Moment M wird z. B. 

wl 
'Pl=-g Jl, 

w 
Y aJ1 =2 w : 3 JJ. 

Teil 1 der Momentenfläche ist ein Dreieck über dem rechten Ständer mit der 
oberen Ordinate 1. 

Teil 2 hat mit H' = 4f- die Eekmomente: 

Teil g hat die Eckmomente : 

JI _ JI l _ B'· h 
- /-2 r:; - 2- . f" 

W 
JI/=;) --Lg.JJ. _ w I 

. . . . . . (127) 

. (128) 

Wir werden diese Resultate im folgenden Bande verwerten. 

<5) Bei vertikalen Lasten des Riegels mit der Resultierenden R 
wählen wir ebenfalls einen Dreigelenkbogen als Grundsystem, jedoch 
soll das Gelenk nicht in Riegelmitte liegen, sondern so, daß die 
beiden Eckmomente bei der äußeren Belastung des Grundsystems 
mit R gleiche Werte mit umgekehrten Vorzeichen haben. Die 
Momentenfläche für Y a = 1 (Fig. 145) wird da­
durch nicht geändert. Die Momentenfläche 
infolge der Lasten R am Grundsystem läßt 
sich dann in zwei Teile zerlegen (wie in 
Fig. 150 skizziert), wobei der eine Teil die Mo­
mentenfläche des als einfacher Balken gedachten 
Riegels ist, während der andere Teil die Form 
der in Fig. 149 nicht schraffierten Fläche hat, 
also auf [a mJ' ohne Einfluß ist. Man findet also: 

[am]'=q\ +qJ2 

3 
Y aR = - (2 w +3)1(<1-\ + rp2)' 

Fig. 150. 

Die Momentenfläche des Zweigelenkbogens (Mo· Fläche für senk­
rechte Lasten R) setzt sich auch hier wieder aus drei Teilen zu~ 
sammen, nämlich: 

Teil 1: Momentenfläche des als einfacher Balken betrachteten Riegels 
(Fig. 150). 

Teil 2: Wie unter y, Momentenfläche wie in Fig. 149 nicht schraffiert. 
Das Eckmoment M z finden wir hier wie folgt: Aus der Be­
dingung, daß die beiden Eckmomente gleich sind, folgt: 

A lll~l_H.h=_(B1_=~_Hh) 
2 2 

Hh=~(A+B) lll-l=R(l,,_-'l. 
2 2 4 
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Dann wird das Eckmoment : 

_Mz=Aln-l_Hh 
2 

R (ln - 1 --'.-~) 
2 I In - I R (ln -I) 
In '-2-- 4 

= R ln - 1 (ln ~ + _( _ ~) 
2 2ln In 2 

M z = ~ 1 (1 - 2 1) (1 - -::) . . . . (129) 

Teil 3: Wie unter r, symmetrische Momentenfläche nach Fig. 145 
mit dem Regelmoment : 

3 
M z = Y aR = - (2w + 3)1 (<Pl + <p~) . ... (130) 

Anmerkung: Man beachte, daß wir zur Ermittelung der Momententläche 
den Angriffspunkt von Y a nicht zu kennen brauchen. -

In Fig. 150 ist die Belastung als indirekte, auf die beiden Ecken über· 
tragene Belastung gezeichnet. Die Eckmomente finden wir dann aus der Quer­
kraft im Gelenk zu 

( 
Zn -Z + ~ ) 

111/= R._2 ___ Ri .~ 
Zn Z 2 

R Z i 1 ( Z ) ~ ( Z )-' =-1- 1-- -- 1-- 1 
2 L2 Zn Z Tn c 

MI = ~ Z (1 - 2 f) (1 - Z:) . 

Das ist der gleiche Wert wie vorher; die Momentenfiäche ist a]60 insgesamt 
gleichwertig der vorher benutzten Momententläche des Grundsystems ; wir können 
sie daher zur Ermittelung der Momentenfiäche des Zweigelenkbogens benutzen, 
da wir den gleichen Wert YaR finden und damit auch den gleichen Beitrag 
Teil 3 zur Mo·Fläche. 

b) Berechnung der Größen X des gegebenen Systems. 
Mit den vorher ermittelten Momentenflächen für X a = 1 (Ma-

Fläche, Fig. 147) und X b = 1 (Mb-Fläche, Fig.148) ermitteln wir 
jetzt die Koeffizienten der X in den Elastizitätsgleichungen 

raa] X a + [ab] X b = - [am], 
[ab] X a + [bb] X b = - [bm] 

und finden: 

[ ]=w(w+2)1 
aa 2w+3 

[bb]={h~Y +2W[1+ :n +(LYJ} ~. I" " (131) 

[ab]=O. 
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Es sind die gleichen Werte, die wir im 1. Abschnitt für [ce] und [bb] 
fanden, da wir die gleichen Momentenflächen haben. -

Da [ab] wieder verschwindet, erhalten wir für die Unbekannten 
die Gleichungen; 

f .I, 1 [am] lvlo~lfadsJ 
Xa ,=- [aa,]=- -raa] , 

r [um] r"VloJlbdS~ Jf 
X =--~=-

h [b u] [u u] . 

. . (132) 

Zur Ermittelung der Zählerwerte dieser Gleichungen können wir für 
Mo die Momente eines statisch bestimmten Grundsystems einsetzen. 

a) Für senkrechte Lasten R können wir die Momentenfläche 
Fig. 150 als Mo-Fläche in Rechnung setzen; denn wie in der An­
merkung unter a, b gezeigt ist, ist sie gleichwertig mit der zur Er· 
mittelung von Ya R benutzten Mo-Fläche. Man findet also unter 
Beachtung der Ma-Fläche Fig. 147 und M,,-Fläche Fig. 148: 

(J) 

[am] =- --- (rf' + IP.». 2(1)+3 I . 
. . • (133 a) 

[bm] =-·2 s'.. M (2 L -+ 1) _ l_.M 1 + L (tp -IP). 
6 I 1,,' ~ I 1" 1" I 2 

[bm]=-~f(I-2n(I--{-)[W(2 {-+1)+ {-]1 
n n n (133 b) 

+ -L (IPI --1P2)' . . . . . . . . . . . . J 
ß) Für wagerechte Lasten H findet man unter Beachtung 

von Fig. 149: 
W 

[am] = -- + 3 1P1 +'IP~' .......... (134a) 2m " 

s' (1 ) 1 1 ( 1 ) [bm]=-2 E;Ml 2-Z-+1 -3-MI-C- l-IPI+1P2 
n n n 

= - ~,l [w (2 -l-+ 1) + :-] - C1-IPI + 1P2) ; 
n n n 

H' h 1 I' (1 ) 1 ] ( 1 ) [bm]=--- 6-1--lw 2 -+1 + - _. IPI+1P2 . (134b) 
1" 1" In In 

Anmerkung 1: Wir geben noch die Absolutglieder für ein Moment M 

am obern Ende des rechten Ständers. 
wird aus vorstehenden Gleichungen: 

w Ml [am] = -~~-.----
2w+3 2 . 

. w l w l 
MIt 'Pt = = g- .lI! und 'P2 = - 6' M 

. (1358) 

[b In] = [(() (-~ - 1) (2 i.. + 1) + (.!..)2l~~ . 
Zn Zn ln J 6 

. . (135b) 

11 Pirlet, Statik. H.2. 
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Anmerkung 2: Wir könnten zur Ermittelung von [am] und [bm] auch 
die unter a, rund lJ ermittelten Mo' Flächen am Zweigelenkbogen verwenden. 
Unter Beachtung der M,,- und MrFlächen (Fig. 147 und 141;) erkennt man: 
Daß der Teil 3 der Mo-Flächen, der die Form der Fig 141 (Ma-Fläche in Ab­
schnitt I) hat, auf [bm] keinen Einfluß hat, leuchtet ohne weiteres ein. Daß 
dieser Teil auch auf [am] ohne Einfluß ist, erkennt man, wenn man beachtet, 
daß die Ma-Fläche die Form der Fig. 143 (Me-Fläche in Abschnitt 1) hat 

(fL = - 2 co + 3 war dort (in Abschnitt 1) so ermittelt, daß [ac] = 0 wurde). 

- Der Teil 2 der Mo-Flächen ist auf [am] wegen der Symmetrie der Ma -

Fliehe ebenfalls ohne Einfluß. - Wir haben also bei Ermittelung von [am] nur 
den Teil 1 (Momentenfläche des als einfacher Balken gedachten Riegels oder 
Ständers) zu beriicksichtigen, der durch die Werte 'P1 und 'P2 ausgedrückt 
wird; bei [bm] kommt außerdem noch der Teil 2 (beiderseits gleiche Eckmo­
mente mit umgekehrten Vorzeichen) in Frage. 

Wir denken uns nun die Belastung mitt.lbar wirkend durch Balken, die 
in den Ecken des ZWAigelenkrahmens aufgelagert sind. Der Zweigelenkrahmen 
(Hauptsystem) wird dann nur beansprucht dur"h Einzellasten in den Ecken 
(Fig. 151). Die Momentenfläche des Zweigl"lenkbogens (Hauptsystems) infolge 
der Einzellasten hat stets die in Fig. 15t dargestellte Form 1) und ist gegeben 
durch das Eckmoment M" Dies Moment M, ist beeinflußt durch die Größen 

Fig. 151. Fig. 152. 

~-----ln'------~ 

Fig. 153. 

H' 

A', B' und H' (Fig. 151) Die Größen A' und B' zerlegen wir je in eine 
Horizontale und eine KomponeIite in Richtung der Ständer (Fig. 153). 
Letztere rufen nur Normalkräfte hervor; erstere ergeben eine Normalkraft von 

H' = (B' - A') ln 2h l nach links. Durch eine Kraft H' am oberen Riegel ergibt 

sich ein Eckmoment: 
B'h l 

M'=-2-Z;:' 

Das Gesamteckmoment ,ist also (vgl. auch unter a, rund lJ): 
Für vertikale Lasten: 

M - _ (A' - B') l (1 _~) _ R Z (1 _ 2 f) (1 _~) 
,- 4 ln - 4 l l" . 

Für horizontale Lasten: 
B' h l 

M ' =-2-Z;:' 

Wir erhalten a'so die Fleichen Werte wie in Gleichung (127) und (129); 
die Belastungen der Fig. 151 liefern also die Teile 1 und 2 der unter a, rund lJ 

1) Anmprkung: Dies erkennt man leicht, wenn man dies Moment in 
Riegelmitte als Unbekannte X" des Zwpigelenkbogens berechnet. Die M;,-Fläche 
infolge einer Last in einem Knotenpunkt hat die in Fig. 152 dargestellte Form; 
der Zähl~rwert der Größe Y". also auch die Unbekannte Ya , wird = O. 
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ermittelten Mo-Flächen, d. h. der Mo-Flächen des Grundsystems, der allein für 
[am] und [bm] in Frage kommen. Wir würden also auch auf diesem Wege zu 
denselben Werten kommen wie in den Gleichungen (133) und (134). 

Aus den Gleichungen (132) bis (134) können die Unbekann­
ten X für beliebige Lasten angegeben werden. Man findet: 

ce) Für vertikale Lasten R: 

X ({Jl + ({J~ 
a=(w+2)l" 

Rl ( ~)( l) W(2f+1)+f 1 
Xb=T 1-27 1- Z,. (fr+2wl1+~+n(+rJ-

C:r +20> [1~ ,;+ (U] ", --;""." rS1 

ß) Für horizontale Lasten H: 

W({Jl -(2w + 3)({J2 

w(w + 2)l 

, , ,(137) 

c) Zur Bestimmung beliebiger statischer GröBen S gilt die 
Gleichung: 

S=So+Sa'Xa+Sb,Xb, 

Darin sind ({Jo' ({Ja und ({Jb die Werte, die 
8ich am Hauptsystem (Zweigelenkbogen) 
ergeben infolge der äußeren Lasten und 
der Lastengruppen X a = 1 und X b = 1. -
Handelt es sich z. B. um die Eckmomente 
MlI und Mm (vgl. Fig. 154), so lauten die 
Gleichungen: 

M II = M lIO -I-c M lla X a + Mm X b, 
Mm=MJ/IO + MmaXa + M/IIbXb' 

Darin sind (vgl. Fig, 147 und 148): 

Fig. 154. 

11* 
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W 

MlJa = MIl1a=- 2w+ 3· 

l 
M llb = - M Illb = I· 

n 

Die Werte M IlO und M mo sind aus der Berechnung des Zwei­
gelenkbogens bekannt, sie sind: 

") Für senkrechte Lasten R: 

M = - Rl (1 _ 2 L) (1 _ .~) _ 3 ({J1 + ~ . 
IlO 4 1 Zn 2 w + 3 1 

M = Rl (1 _ 2 L \ (1 _ i ) __ 3 __ ({J1 + ({J~ • 
IJIO 4 l ) l" 2 w + 3 1 

ß) Für wagerechte Lasten H: 

H'h 1 3 ({J1 
M =--------

IlO 2.l" 2w+31 

H'h l 3 ({J1 
M =-------

wo 2 ln 2 w + 3 l . 

d) Sonderfälle. 
l 

1. Erster Sonderfall: - = 1 (parallele Ständer). 
ln 

In diesem Falle ist: 

[b b] = (6 w:- 1) l • . • . . . . . (138) 

Die Absolutglieder werden: 
") Für vertikale Lasten: 

w 
[am] = - 2 w+ 3 (({J1 + ({J2)' 

[bm] = ({J1 - ({J2· 

ß) Für horizontale Lasten: 
w 

[am] = - 2 w + 3 ({J1 + ({J2' 

H'hl 
[bm] =--6-(3 w + 1) -(({JI +((J\l). 

Die Unbekannten nehmen dann folgende Form an: 
a) Für vertikale Lasten: 

X + ({JI +({J'J. } 
a= (w+2)l' ..... 

X __ 3(({JI-({J'J.) 

b- (6w+1)l· 

. (139) 
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Das Fußmoment am linken Ständer ergibt sich bei vertikalen 
Lasten aus der Gleichung (vgl. Fig, 147 und 148): 

M =X +X =(!p~+!P2)(6w+1)-3(!Pl-!P2)(w+2) 
I a b (6w+1)(w+2)l 

}! _ (3 w - 5) !Pl + (9 w + 7) '!P'.l 
~ 1- (6w+1)(w+2)l ' 

Das Fußmoment des rechten Ständers ist dann: 

M =X -x = (9 w+ 7)!Pl +(3 w- 5)<p'.l 
~ IV a b (6 w + 1)( w + 2) l 

Für die oberen Eckmomente findet man (vgl. Fig, 154): 

a) Für senkrechte Lasten R: 

M M 3 (<Pl + !P2) 
/lO = JllO = - (2 w + 3) l ' 

ß) Für horizontale Lasten H: 

H'h 3 !Pl 
MIJo=-T- (2w+3)l' 

H'h 3<Pl 
MIllO =+-2-- (2 w+ 3)Z' 

Man findEt also als gesamte cbere Eckmomente des Rahmens 
folgende Werte: 

a) Infolge senkrechter Lasten R: 

3 (!Pl + <P2) w + 
MIl=- (2w+3)Z -2w+3,Xa Xb, 

(15 w + 8) <Pi +(9 w - 4)<P2, 
(6w+1)(w+2)l ' 

_ 3 (!Pl + <P2) w 
Mm --(2w+3)Z - 2 W+3 Xa - Xb ' 

(9 w - 4) <PI + (15 w + 8) IP2 
(6w+1)(w+2)Z 
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ß) Infolge horizontaler Lasten H: 
H'k 3 f!Jl W 

M/I=--2-- (2w+ 3)Z- 2 W+3 Xa + Xb ' 

H'k 3 W +-(9 W - 4)f!Jl +(9 W + 7)f!J'J 
=--2-'6w+1 (6w+1)(w+2)1 

H'h 3 f!Jl w 
MIII = 2 (2w+3)l-' 2 w+ 3 X a - X b , 

H'k 3w (15w+8)f!Jl -(3w-5)f!J'J 
26w+1 (6w+1)(w+2)l 

[Vgl. § 9, Gleichungen (106) und (111)]. 

2. Zweiter Sonderfall: Symmetrische Belastung des 
Riegels. 

In diesem Falle liegt die Resultierende in der Symmetrie­
achse. Es werden dann die Werte f!Jl und f!J2 einander gleich, wie 
aus den Ermittelungen im § 1 leicht zu erkennen ist (vgl. auch Ta­
belle VII, Seite ... ). In Gleichung (136) wird in dem Wert für X b 

im ersten Glied der Ausdruck 1-2.[ zu 0, da ;=~ ist; im zwei-
1 2· 

ten Glied wird CfJl - CfJ2 = Ü. Es wird also in diesem Falle: 

Xb=ü. 
Dies erkennt man auch, wenn man bedenkt, daß eine symmetrische 
Belastung in einem symmetrischen System eine symmetrische M o-
Fläche bewirkt, die natürlich keinen Wert [bmJ liefern kann. Die 
Unbekannte X a stellt dann zugleich die unteren Einspannungs­
momente MI und M rv dar. Es ist also: 

M X 2CfJl 
,=Mrv = a=(w+2)1 . . . (141) 

In den Werten für Muo und MlllO verschwinden ebenfalls die 
ersten Glieder, und man erhält: 

M M 3 2CfJl 
110 = UfO = - 2 w + 3 . -Z-· 

M 3 2 CfJl W 2 CfJl 
Mu = III = - 2 w + 3 . -Z- - 2 w + 3 (w + 2)l 

M II = Mlll = - (w ~12)l •...•....•. (142) 

Die Eckmomente sind also dag Doppelte der Fußmomente mit 
umgekehrten Vorzeichen (vgl. auch Tabelle XI). 

3. Dritter Sonderfall: Gleiche Belastung beider Ständer. 
Die für wagerechte Lasten abgeleiteten Werte galten bisher für 

Belastung des rechten Ständera. Ist der linke Ständer in gleicher 
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Weise belastet, so erkennt man aus der Symmetrie, daß wieder 
X b = 0 wird, während X a den doppelten Wert annimmt. Es wird 
also: 

M =M =X =2 W Cf!I-(2w+3)% 
I IV a w(w+2)l . (143) 

In den Gleichungen für M IlO und MlllO verschwinden wieder 
die ersten Glieder, da wir eine Gesamtkraft Hf = 0 erhalten, während 
die letzten Glieder sich verdoppeln. 

Es wird also: 

.. , ... (144) 

4. Vierter Sonderfall: Horizontale Einzellast H am 
Kopfe des Ständers. 

In diesem Falle wird <PI = <P2 = 0 (vgl. § 1), Hf = H. Daraus 
folgt: 

(145a) 

~-Mm~~-~ht(2+t)(')' (' I (')2J(145b) 
- +20) 1+-+ -
Zn Zn Zn 

Während bei den symmetrischen Lasten die Neigung der Ständer 

(ausgedrückt durch ~) ohne Einfluß ist, spielt sie hier eine Rolle. - Bei par-

allelen Ständern, also f = 1, wird (vgl. Tabelle XI): 

MI = _ MIv = Hk. 3 ro + 1 
2 6ro+l' 

Hk 3ro 
MII=-Mm =T'6ro+l' 
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An m e r k u n g 1: Die vorher besprochenen Sonderfälle erinnern in ihren 
Resultaten an das von W. L. Andree veröffentlichte nB. U. Verfahren". Was 
dort durch die Belastungs-Umordnung erreicht wird, nämlich dIe unabhängige 
Berechnung zweier Teilwerte der überzähligen, ergibt sich hier zwanglos durch 
Anwendung der Lastengruppen als Unbekannte. - Solche Lastengruppen 
wurden schon von Müller-Breslau verwandt (vgl. Graph. Statik, 11. Bd .. Nr. 67). 
- Bei späteren Aufgaben, insbesondere bei den Stockwerkrahmen, wird uns 
die Verwendung ähnlicher Lastengruppen von Vorteil sein. 

Anmerkung 2: Man kann auf solche unbekannten Lastengruppen, die 
sich aus je einer Gleichung mit einer Unbekannten ergeben, auch mit Hilfe 
des allgemeinsten Verfahrens kommen (Erster Teil, § 16). Wenn wir dabei bei der 
Wahl der willkürlichen Einzellasten der Lastengruppen Y = 1 auf die Sym­
metrie Rücksicht nehmen, erhalten wir ähnliche Lastengruppen wie vorher. 

Wählen wir nämlich wieder den Dreigelenkbogen (Fig. 141) als Grund­
system, so können wir wie folgt vorgehen: 

Die Einzellasten der Gruppe Y a = 1 sind alle willkürlich. Mit Rücksicht 
auf die Symmetrie sei: 

X aa = U, 

Xba=Xca=ß· 
Daraus sind die Werte [Aa], [Ab], [Ac] zu bestimmen: 

[Aa] = [aa]·ex + ([ab] + [ac]) ß = [aal a + 2 [ab] p, 
[Ab] = [a b]· ex + ([b b] + [be]) ß, 

[Ac] = [ac]· ex + ([be] + [ccJ) p = [ab] ex + (be; + [bb]) ß = :Ab:. 
Denn es ist: 

Es ist also: 
[ab] = [ac], [bbJ = [ce]. 

[Ab] = [Ac]. 
Von der Lastengruppe Yb = 1 sind X bb und X cb willkürlich; wir wählen 

sie wieder symmetrisch: 

Dann wird: 

( [Ab] [Ac]) 2[AbJ 
X ab = -[Aal-[Aa] y=- [Aa]-Y' 

Daraus finden wir: 

[Ba] = (- [aal 2 [~~] + [ab] + [ac]) y, 

[B bJ = ( - [a b:· 2 t~~~ + [b b] + [b eJ) y, 

[Be] = (- [ac]. 2 t~~]+ [be] + [ce]) Y = [Rb] . 

. Es ist also wieder: 
[Bb] = [Be]. 

Daraus folgt weiter: 
. [aB] 

[Bc.l 1=[Bc1-[aAj [Ac], 

[Bb.l] = rBb: _ [aB] .fAb] 
L J ~aAJ L 

=[BCj-f:~1·[AC]=[Be.l]. 
Also: 

[Bb.lj=[Be.l]. 
Von der Gruppe Yc = 1 sei gewählt: 

Xec=d. 
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Dann wird: 
[Be.I: Cl Cl 

X bc =- ~Bb.I]· =- , 

:Ab: 'Ac] 
Xac=-r-A ,(-Cl)- fA ,Cl=O. 

~ a~ L a.; 

Wir haben also folgende Lastengruppen : 
Y" == 1: X aa = Cl: 

Yc=I: Xac=O: Xbc=-Cl: Xcc=Cl. 

Die Werte Cl, ß, y, (j sind beliebige Zahlenwerte. Setzen wir Cl = Y = (j = 1 
und ß=O, so findet man mit [Ab] = [ab] und [Aa]=[aa] folgende Einzel­
lasten der Lastengruppen : 

Y,,=I: ~Y",,=I: Xba=Xca=O, 

V-I' X __ -) [a b[ . 
Lb-· nb- -raa]' X bb =Xcb =l, 

Yc=l: X"C=O; -Xbc =Xcc =l. 

Der Wert +Xab = - 2 [:!l entspricht dem unter I) ermittelten Wert " 

und hat die gleiche Größe wie dieser. Denn infolge 
X b = 1 ergibt sich die in Fig.155 dargestellte Momenten­
fläche (Mb-Fläche). Auf den Wert [ab] = f Mn Mb ds 
(Ma-Fläche siehe Fig. 141) hat der in Fig. 155 nicht 
schraffierte Teil keinen Einfluß, da er für die linke 
Hälfte einen positiven, für die rechte Hälfte einen 
gleichen negativen Beitrag ergibt. Für den übrig­
bleibenden schraffierten Teil findet man: 

[abJ=~= ~ 
. 6 6 

Fig. 155. 

_2[abJ __ ?w!. 3 ____ w __ 
[a a] - ~ 6 (2 w + 3) ! - ~ w + 3 - !'. 

Man erkennt also, daß die vorhin dargelegte Rechnung einen Sonderfall 
des allgemeinsten Verfahrens darstellt. 

§ 11. RechenbeispieJe. 

Im folgenden sollen einige Übungsbeispiele gegeben werden, die 
Gelegenheit geben, die Ausführungen der §§ 8 bis 10 zu verwerten. 

Beispiel I. 
Umstehender Shedrahmen (Fig.156) sei für die angegebenen 

Belastungen zu berechnen. Das Verhältnis der Trägheitsomente bzw. 
der Querschnitte sei 

J 2 = 1,5 J 1 ; J.~ = 0,5 J 1 ; J 4 = 0,80J1 , 

J 1 =0,07 F 1 , 

F 2 = 1,2 F 1 ; F 3 - 0,80 F1 ; }i~ = 0,90 F1 • 

Die Berechnung ist durchzuführen: 
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a) ohne 
b) mit 
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Berücksichtigung} d 
Berücksichtigung er 

,a-tP.-a1/i 
111111111111111111111111111111111 
: gt/m ---f 
I 90 ~ , ~>-r 

~ 
Jq I<) 

J 
---8,50~ 

Fig. 156. 

Normalkräfte. 

c) Es soll die StützIinie für 
verschiedene Belas tungsfälle 
gezeichnet werden. 

Fig.157. 

1. Berechnung unter Verwendung des Dreigelenkbogens 
als Grundsystem. (Vgl. den Rechnungsgang in § 8 und 9.) 

a) Als Unbekannte werden die Eckmomente X a' X b und Xc 
eingeführt (Fig. 157). Diese berechnen sich aus den Gleichungen: 

X=_[cm~ 
c [cc.2]' 

X - [bm.l] [11 c.l] X 
b-- [bb:1J-[bb.lJ' e' 

X __ [am]_[ab]X _[ac].X 
a - raa] raa] b raa] c' 

Infolge X a = 1 am Grundsystem ergibt sich die Ma-Fläche 
Fig. 158. Die auftretenden Auflagerdrücke sind 

1 1 
A=--=--=-ü,1178=-B, 

l 8,5 

HZ=Hr=ü. 

11 B 11 B 

Fig. 158. Ma-Fläche. Fig. 159. 
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Infolge X b = 1 am Grundsystem ergibt sich die M b-Fläche(Fig.159). 
Hierbei ist 

1 
A=+T=+0,1178=--B, 

1 1 
Hz = Hr =-,; = 6,5 =0,1538. 

Infolge Xc = 1 am Grundsystem ergibt sich die Me-Fläche (Fig. 160). 
Hierbei sind die Auflagerdrücke : 

A=B=O, 
1 

Hz=Hr =--,;=- 0,1538. 

Als mittleres Trägheitsmoment werde 
das des Ständers 1 angenommen, d. h. 
J 1 =J'. Dann wird 

J' 
--=1; 
J 1 

J' 
T=0,665; 

2 

J' J' :r= 2; J-= 1,25. 

H 
.,.1 .~ 

tl1 Hr~ t/ f1 

B· 

Fig. 160. Me-Fläche. 3 4 

Die Stablängen vgl. Fig. 167. 
Die Verschiebungen infolge der überzähligen ergeben sich nun 

zu (vgl. § 1): 
785 

[aa] = 6,5·1 + T[l (2.1 + 0,146) + 0,146 (2 ·0,146 + 1)] ·0,665 

+ 3,:4,0,1462 ,2 = 8,676, 

[b b] = + 6~5 + 7,:5. 1,3182 .0,665 + 3,:4 [1,318 (2 ·1,318 + 1) 

+ 1 (2.1 + 1,318)].2 + 6~5 .1,25 = 16,64, 

[c c] = 6~5 + 7,:5,0,4612 ,0,665 + 3,:4. 0,461 2 • 2 +~ä~ .1,25=5,702, 

[] 6,5+7,85 ( + ) ab =-2 6. 1,318 2·0,146 1 ·0,665 

+ 3,:4,0,146 (2.1,318 + 1).2 = -1,195, 

[ ] 6,5 7,85 ( + ) 3,24 
ac =2-6. 0,461 2·0,146 1 ·0,665 --3- ·0,461·0,146· 2 

=2,6906, 
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6,5 7,85 3,24.. 
[be] = --- - ·1,318 ·0,461· 0,665- -- ·0,461 (2 ·1,318+1)· 2 

3 3 6 

--l- ~'~.1 25 = -- 3,678. 
, 6 ' 

Tabelle 
der Verschiebungen infolge der X. 

a 
b 
c 

a 

+8,576 
- 1,195 
+2,5905 

b c 

1,195 , + 16,64 i 
- 3,678 

-+·2,5905 
- 3,678 
+5,702 

Zur Probe vorstehender Werte ermitteln wir (nach § 20 des ersten 
Teiles) die 1l'ls-Fläche (Momentenfläche infolge der Lastengruppe 
X a = 1, XI> = 1 und X c = 1, s. Fig. 160a) und berechnen den Wert. 

+1 

Fig. 160a. 

k=c 
i=c 

J' 
[ssJ= JM; dS J . 

Die Ms-Fläche hat überall den Wert 1; 
denn der linke Ständer ist nur durch 
das Moment X a = 1 beansprucht, 
während der gebrochene Riegel und 
der rechte Ständer nur durch zwei 
Endmomente beansprucht sind. Man 
findet also: 

[88] = 6,50 + 7,85·0,665 + 3,24·2 + 6,50·1,25 = 26,33. 

Dieser Wert muß gleich sein der 
Summe der in vorstehender Tabelle 
angegebenen Werte; man findet dafür: 

.2 [ik ] = 26,35. 
l=a 
k=a 

Die Übereinstimmung der beiden Werte ist reichlich genau. 
Da wir für 5 verschiedene Belastungsarten die Absolutglieder 

[am], [b m . 1] und [ e m . 2] zu berechnen haben, gestaltet sich die 
Rechenarbeit einfacher, wenn wir diese Werte direkt aus der M b • 1 -

bzw. M c.2 - Fläche herleiten, d. h. aus den Momentenflächen infolge 
X b . 1 = 1 am einfach bzw. X c . 2 = 1 am zweifach unbestimmten System. 

Zur Bestimmung der .Llfb.rFläche haben wir die Einzellasten 
des Belastungszustandes X v.1 = 1: 

[a bJ 
Xab=-[aaJ; X bb =l; 

X ab =+0,1395; Xbb=l. 
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Die M b.1 - Fläche ist in Fig. 161 
dargestellt. Das Moment an der 
Einspannstelle wird hier 

M[=Xab ·l +Xbb (-1)= 
+ 0,1395 - 1 = - 0,8605. 

Das Moment im oberen Knick­
punkte wird 

M lll = 0,146· X ab + 1,318· X bb 

=0,146·0,1395 + 1,318·1 = 
+1,338. 

Infolge X c .2 = 1 am zweifach F' 161 M Fl" h 19. . b.l- ac e. 
unbestimmten System treten in 
den Angriffspunkten der überzähligen X die Momente auf: 

173 

X cc =1; X =_[lJ~--!lX' X =_[ab].X _[aeJ.X 
bc [bb.1] ce' ac raa] bc raa] <:c' 

Die hierin vorkommenden E'estwerte ergeben sich für den vor­
liegenden Fall zu 

_ [a b] = _ -1,195 = 0,1395; _ [a e] = _ ~,5905 = _ 0302, 
raa] 8,576 raa] 8,576 ' 

[b e.l] = [b c] - t:!~ .[a c] = - 3,678 + 0,1395 .(+ 2,5905) 

=-3,317, 
[ab] __ 

[bb.l] = [bb] - raa]" [ab] = 16,64 + 0,139;) (-1,19;)) 

= 16,473, 
Damit ergibt sich: 

[be.l] -3,317 
X bc = - [bb.l] ,Xcc = - 16,473-. 1 =0,202, 

[ab] [ac] 
X ac =- raa] X bc - [aa]"Xcc = 0,1395·0,202 - 0,302·1 

=-0,274. 
Das Moment an der Einspannstelle wird: 

M[= l·Xac + (-1) X bc + 1.Xcc =-0,274 - 0,202 + 1 = 0,524. 
Das Moment am oberen Knickpunkt wird 

M IIl = 0,146 ·Xac + 1,318· X bc - 0,461. X cc 

= - 0,04 + 0,266 - 0,461 = - 0,235. 
Mit diesen Werten erhalten wir die in Fig. 162 abgebildete M c•2 -Fläche 

M[= 0,524; M[[= - 0,274; M III = - 0,235; 

M[v=+0,202; M v = 1. 
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Mn 
fo 0. 202 

Daraus ergibt sich 

J J', 
[ce. 2] = Me Mc.2 dS J 

[ce. 2] = 6~51(2'0,524-0,274)+ 

7,:~. 0,461 (2.0,235 + 0,274).0,665 

Mr/~S2'1 
+ 3,24 ( ) -6-.0,461 2·0,235 -0,202 ·2 

Fig.162. Me .2-Fläche. + 6~5 .1(2 .1+0,202).1,25=4,251, 

Wir können den Wert [ec.2] auch ermitteln durch Rechnung; 
wir finden zunächst: 

[ce. 1] = 5,702 -0,302·2,59 = 4,92 

[ce. 2] = 4,92 - 3,317·0,202 = 4,25. 

Wir können auch eine von der vorhergehenden Rechnung unab­
hängige Probe machen. Es sind nämlich am zweifach-sttLtisch un­
bestimmten Hauptsystem (Fig. 162) die Verschiebungen der Punkte a 
und b in Richtung von X a und X b (Winkeländerungen) infolge der 
Belastung Xc. 2 = 1 gleich 0; es wird also: 

f J' 
M a Mc.2 ds J =[ae.2]=O, 

f J' 
McM c. 2 ds J = [ce. 2J. 

Die Summe dieser Werte ergibt: 

r. J' J J' [ce.2]=lMa+Mb+Mc)Mc.2d8 J = M a M c.2 d8 J . 

Die Auswertung dieses Integrals nach Fig.162 und 160a ergibt: 

[ce. 2] = 6,:0 (0,524 _ 0,274) + 7,85 -2°,665 (- 0,274 - 0,235) 

324·2 650·125 
+ -' -2 -(-0,235 + 0,202) +-'-2 -' (0,202 + 1) = 4,25_ 

Damit darf die zur Ermittlung von [ee.2] führende Berechnung, 
also auch die Mu-Fläche Fig. 161 und die Mc,2-Fläche Fig.162-
als richtig angesehen werden. 
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Die von der äußeren Belastung abhängigen Verschiebungen. 
1. Belastung durch H (Fig. 163). Aus der Mo-Fläche Fig. 163 

und den MomentenBächen Fig. 158, 161, 162 findet man nach den 
Formeln Tabelle I: 

[amJ= - 6~5. 6,5.H= - 21,125.H, 

[bm.l J = 6~5 (- 6,5· H)[2. (- 0,8605) + 0,1395J = 11,15· H, 

rem. 2J = 6~5 (- 6,5 .H) (2 ·0,524 - 0,274) = - 5,48 ·H. 

Die Auflagerdrücke des Grundsystems sind: 

A=B=O, 
Hz=H; Hr=O. 

1I1111111ft6iTh~~1Ii1111111i 

Hr 

385g .jo. 

Hr - Hl 
~ -% 

Bt A 

Fig. 163. Fig 

2. Belastung durch 9 tim (Fig. 164). Es wird: 

7262 
[amJ =~.7,85.g (1 + 0,146).0,665 

Bi 
164. 

+ 7':~.3,85·9(2.0,146+1).0,665 

I 3,24 
T -3- ·0,146·3,85· g. 2 = 18,714· g, 

72~ . 
[bm.lJ =-' -·7,85·g (0,1395 + 1,338).0,665 

24 

+ 7,85 + -.3,85· 9 (2 ·1,338 0,1395)·0,665 
6 

+ 3,:4,3,85 9 (2 .1,338 + 1).2 = 41,66, 
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rem. 2] = - 7~246'.l. 7,85· 9 (0,274 + 0,235).0,665 

11 

- 7,:5. 3,85·9(2.0,235 +0,274).0,665 

+ 3,~. 3,85.g [2.(- 0,235) + 0,202].2 

=9,456·g. 

Die Auflagerdrücke des Grundsystems sind: 

7,26 (7 '226 -+-, 1,24) 
7,262 

A= _ g=4,16·g; B=--=3,I·g, 
~o 2·~5 

H/=Hr=O. 

3. Belastung durch P1 und P 2 (Fig.16 5). Das Moment unter P1 ist: 
4,87 1,24 

I~ Ml =-8 -~ ·3,63 PJ +-8-,3,63 P2 = 2,08 P1 
~ ,0 ,5 

+0,53P2 • 

Das Moment unter P2 ist: 
_3,63 ...L 7,26 _ • 

11-[2 - 8,5 ·1,24 P1 I 8,5 ·1,24 P'!. - 0,03 Pl 

-,1,06P2 • 

[ ] 3,925 , 
am =-6-2111(2.0,573-;-1).0,665 

...L ~~25 [211 (2. 0573 -+-0146) , 6 1 ' I' 

8 + .1.lf2 (2.0,146 -+- 0,573)].0,665 

Fig. 165. I 3,24 u 0146 3 AI~7P +1 !!2!!P T-3 -ff.L 2 ·, ·2= ,'tU 1 ,U U 2' 

3,925 
[bm.1] =+6-Ml (2 ·0,7388 +0,1395).0,665 

3925 + ~- [Mt (2.0,7388 + 1,338) + 2112 (2 .1,338 + 0,7388)] ·0,665 

+ 3,:4 M 2 (2.1,338+1).2 

=6,9Pl +6,8P2 • 

[ ] 3,925 ( 3,24 ( . 
cm.2 =--6-M1 2.0,255+0,274).0,665+-6-M'.![2. -0,235) 

3925 
+0,202]. 2 -~-[Ml(2 .0,255+0,235) 

+ M 2 (2.0,235 + 0,255)].0,665 
= -1,707 P l - 0,996 P'.!. 
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Die Auflagerdrücke des Grundsystems sind: 

A = 0,573 Pi + 0,146 P'J' 
B = 0,854 P2 + 0,427 Pi' 

HZ=Hr=O. 

4. Belastung durch Q (Fig. 166). 

[am] = + 5,6·1.0,4·Q= + 2,24. Q, 
5,6 

[bm.1] = -2.0,4 Q.O,8605 = 

-0,96·Q, 

[c Jn • 2] = ~;6 . 0,4· Q (0,5265 -0,16) = 

+O,41·Q. 
Die Auflagerdrücke des Grund­

systems sind: 
A=Q; B=O, 

Hr=HZ=O. 
Fig. 166. 

Berechnung der Überzähligen (Eckmomente). 

1. Belastung durch H. 

M =X =_[cm~=_=-5'~=1290.H 
v c [cc.2] 4,251 ' , 

M =X =_[bm:2] -[~21.x 
IV b [bb.1] [bb.1] c' 

1l,15·H = - ---+ 0,202·1,29· H = - 0,4165· H, 
16,473 ' 

177 

M =X =_[am]_[ab]X _[ac]X =_ -21,125H 
II a raa] raa] b raa] c 8,576 

-0,1395·0,4165H -0,302 ·1,29H = 2,014·H, 
M I = Mo +MaXa +Mb .Xb+Mc ·Xc=-6,5·H +2,014·H 

+ 0,4765 H + 1,29·H =- 2,780.H, 
MJIl= 0,146· 2,014·H - 1,318·0,4165·H - 0,461·1,29·H 

=-0,85·H. 
2. Belastung durch g tim. 

9,456 
Mv=Xc =-4 251· g=+2,23.g, , 

41,660 
MIV = X b = -- --. g + 0,202.2,23. g = - 2,070· g, 

16,473 

18,714 
MII=Xa =--8--· g+ 0,1395 (- 2,07 .g) - 0,302· 2,23·g 

,576 
=-3,1415.g, 

Pirlet. Statik, H.2. 12 
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M]= - 3,1415.g+ 2,070·g + 2,23 .g= 1,159·g, 

ilIIlJ= 3,85· g -0,146·3,1415· g-1,318· 2,070· g-0,461. 2,23· g 

=-0,35·g. 
3. Belastung durch PI und P2 : 

M =X =- -1,707P1 -O,99HP2 =0403P +023~ P 
v c 4,251 ' I ,i) 2 , 

X 6,9Pl+6,8P2+ ( I "P) M]v= b = - -164n- 0,202 0,403P1 T 0,230 2 , 

= - 0,3365 PI -- 0,3655 P2' 

M -X __ =3,467P1 +1,525P2 "( P 
JI= a - 8 "- - 0,1390 0,3365 I 

,016 

+ 0,3655 P 2) - 0,302 (0,403 PI + 0,235 P 2) 
= - 0,574 PI - 0,2998 P 2 , 

M J = - 0,574PI-O,2998P2+0,3365PI+O,3655P2+0,403Pl 

-+-- 0,235 P 2 = + 0,1655 PI + 0,2993 P 2 , 

M lII == 0,53 P 1 + 1,06 P'2 -- 0,146 (0,574 PI + 0,2998 P 2 ) 

- 1,318 (0,3365 P l + 0,3655 P 2 ) - 0,461 (0,40:3 P l 

+ 0,2:35 P 2 ) = - 0,1827 P l -'- 0,428 P2' 

4. Belastung durch Q: 

M =x =_0,4_1_Q==009640 
v c 4,251 ' ",,' 

- 096·Q 
M rv = X b = - 16:47"3-- 0,202 ·0,0964 Q = 0,0388· Q, 

T 2,24Q ." 
Mn ==X a = - 8,576 + 0,1.'390·0,0388 Q + 0,302·0,0964, Q 

= - 0,2266·Q, 

MJll = - 0,146·0,2266· Q + 1,318·0,0388· Q + 0,461· 0,0964· Q 
=0,0624.Q, 

1YIJ = 0,4 Q- 0,2266 Q = 0,0388 Q - 0,0964 Q =0,0382. Q. 

Die Auflagerdrücke des Rahmens sind bei 

1. Belastung durch H: 
A =Ao +Aa X a --!-A b X b +AcXe, 

A = - 0,1178· 2,014·H +0,1178 (- 0,4165 ·H) = --0,286· R, 

B = + 0,11 78·2,014· H - 0,11 78 (- 0,4165· H) = 0,286· H, 

HI=H + 0,1538 (- 0,4165 ·H) - 0,15:38.1,29·H =0,7375·H, 

H r = ° + 0,1538 (-- 0,4165 .H) -0,15381,29·H = - 0,2625· H. 
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2. Belastung durch 9 tim: 
A = 4,16·g- 0,1178.(- 3,142 .g) + 0,1178.(- 2,07 .g)=4,286·g, 
B = 3,1·g + 0,1178 (- 3,142 .g) - 0,1178 (- 2,07 .g) = 2,974.g, 
H!= 0,1538 (- 2,07· g) - 0,1538 ·2,23 .g= -0,661'(J, 
H r =H!=-0,661.g. 

3. Belastung durch P l und P2 : 

A = 0,573 P l + 0,146 P2 + 0,1178 (0,574 P l + 0,2998 P~) 
- 0,1178 (0,3365 Pt + 0,3655 P 2 ) 

= 0,6009 Pt + 0,1382 P2' 
B = 0,427 P l + 0,854 P2 - 0,1178 (0,574 P l + 0,2998 P2 ) 

+ 0,1178 (0,3365 P l + 0,3655 P2 ) 

= 0,3991 P l + 0,8618 P2' 
H! =- 0,1538 (0,3365Pl + 0,3655 P 2 ) - 0,1538 (0,403Pl + 0,235P2 ) 

= - 0,1137 Pt - 0,0922 P 2 , 

H r = - 0,1137 P l - 0,0922 P 2 • 

4. Belastung durch Q: 
A = Q - 0,1178· (- 0,2266 Q) + 0,1178·0,0388 Q = 1,0313· Q, 
B= 0+ 0,1178 (- 0,2266 QJ - 0,1178·0,0388Q=-0,0313· Q, 
H!= 0,1538 ·0,0388 Q + 0,1538·0,0964 ·Q=0,02076·Q, 
H r '-= 0,02076 Q. 

Tabelle der Eckmomente und Auflagerdrücke. 

H 9 

MI -2,78·H \ 
M lJ 2,014·H 
Mm - 0,85· H 
MUT - 0,4165·H 
Mv 1,29·H 

1,159.g 
- 3,142.g 
- 0,350.g 
- 2,0'0.g 

2,23·g 

I 0,1655 Pt + 0,2993 P2 i 0,0382.Q 
- 0,574 Pt - 0,'~988 P2[- 0,2266.Q 
1- 0,1827 Pt + 0,428 P2 0,0624.Q 
1_ 0,3365 Pt - 0,3655 P2 0,0388. Q 

0,403 Pt + 0,235 P2 1- 0,0964· Q 

A - 0,2fl.6·H 4,2Fl6.g 
B 0,28ß.H 2,974.g 
H I I 0,7375·H -0,661.g 
H r - 0,2625·H -0,661.g 

0,601 Pt +O,138P2 I 1,0313.Q 
0,399· P, + 0,862 P2 1

1

- 0,0313· (J 
- 0,11;)7 Pt -0,0922 P2 + 0,02076· Q 
- 0,11;)7 Pt - 0,0922 P2 . - 0,02076· (J 

b) Berechnung der Eckmomente 
und Auflagerdrucke unter Berück· 
sichtigung der Normalkräfte. 

Zunächst bestimmen wir die in­
folge der überzähligen und äußeren 
Kräfte in dem System auftretenden 
N 01 malkräfte. 

Die Stäbe seien mit 1, 2, 3, 4 
(vgl. Fig. 167) bezeichnet; IX sei der 
Winkel des Stabes 2 gegen die Hori-

~ :'-'\--T 
7 85 I ~ 'I' 

~' 2 1 I~<::> 
~ ~ J I ~<o')~ r- --~ ~2 ::-t 

~ ~--~26----"'I 

~- ~ t 1 q J 
- / 

~l=8,50-

Fig. 167. 
12* 
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zontale, zugleich Neigung des Stabes 3 gegen die Vertikale. 
Es ist: 

. 3 
Slna=-- =0,382, 

7,85 

7,~6 
cos a = - - = 0,925. 

7,85 

Es treten die Normalkräfte auf 

1. infolge X a = 1: 

1 1 
Na =-=-=0,118, 

1 I 8,5 

sina 
Na. = -/- = 0,045, 

cosa 
N a3 = - -1- = -- 0,109, 

1 
N a.=--,,-=-0,118, 

2. infolge X b = 1 : 
1 

Nb] = -, = -0,118, 

N __ sin a + cos a _ 
b2 - Z h - 0,097, 

cosa sina 
N b3 =-Z- + -h-=0,168, 

1 
Nb, = I = 0,118. 

3. infolge X c = 1: 

N"l =0, 
cosa 

No. = - -h- = _. 0,142, 

SIlla 
N 03 = --h-=-0,059, 

Nc.=O. 
4. infolge H: 

N H I = N H. = N H. = N H. = 0. 

5. infolge g tIm: 

N g = - 4,16g, 
,1 

N g2 = ° (in der Mitte), 

N gS = - 3,1.0,925·g= - 2,87· y, 

N g4 =-3,1.g. 
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6. infolge PI: 

Np, --0,573PI , , 
Np, =-0,572.PI ·O,382=-0,219PI in der 

2 

linken Hälfe, 

rechten Hälfte, 
Np, = - 0,427 PI' (I,H25 = - 0,395 PI' 

3 

Np, =-0,427.PI • 
~ 

7. infolge P2 : 

Np. = -0,146 P2' , 
Np •• = - 0,146 P2 • 0,382 = - 0,056 P2 , 

Np. =- 0,l:l54 P\I·O,925 = - 0,788P~, 
3 

Np. =- 0,854,P\I' 
• 

8. infolge Q: 

NQ,=-Q, 
N Q. = N Q. = N Q. = 0. 

Wir berechnen nun die Venchit'bungen info'ge der durch die 
Überzähligen und äußeren Lasten hervorglfufenen Normalkräfte. Es 
ist allgemein: 

[ik] = [ikJM+ [ik]N= f Mi Mkds ~ + f NiN ds ~. 
Das erste Glied der rechten Seite ist 1 ereits ulJter 1 a berechnet. 

Das zweite Glied ist jetzt noch zu bele<:hnm, und zwar ist: 

J J' J'f F' 
NiN" dS7f =p' NiN.ds F 

Als mittlerer Querschnitt werde wieder der des Ständers 1 an­
genommen, d. h. F' = F I • 

Damit wird 

F' 
-=1; 
F I 

Das Verhältnis J' 
F1 

F' 
-=0832' F. ' , 

\I 

F' F' 
-= 1,25; F- = 1,11. 
];'3 4 

ist zu 0,07 angegeben. 

Für die Verschiebungen ergibt sich somit: 

[aa]N = 0,07 [0,1182 .6,5.1 + 0,0452 .7,85. 0,R32 + 0,1092 • 3,24·1,25 

+ 0,1182 • 6,5 .1,11] = 0,01775, 

[b b]N = 0,07 [0,1182 .6,5.1 + 0,0972 .7,85.0,832 + ',1682 • 3,24 ·1,25 

+ 0,1182 .6,5 ·1,11] = 0,0258, 
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[ee JN = 0,07 [0 + 0,1422 .7,85.0,832 + 0,0592 .3,21.1,25 + 0J 
=0,01022, 

[a b JN = 0,07 [- 0,1182 .6,5.1 + 0,045·0,097·7,85·0,832 
- 0,109·0,168·3,24·1,25 
-0,1182 .6,5 .1,l1J =- 0,0166, 

[a c JN = 0,07 rO - 0,045·0,142·7,85·0,832 + 0,109·0,059·3,24·1,25 J 
= - 0,00112, 

[be JN = 0,07 [- 0,097·0,142·7,85·0,832 - 0,168·0,059·3,24 ·1,25 J 
=-0,0091. 

Weiter findet man in gleicher Weise: 

1. Belastung durch H: 

[arnJN = [brnJN = [e rnJN = O. 
2. Belastung durch 9 tim: 

[amJN =0,0014· g, 
[brnJN = - 0,0048· g, 
[e m JN = + 0,0034· g. 

3. Belastung durch PI: 

[amJN = 0,00627 PI' 
[brn]N= - 0,0147 PI' 
[ c m]N = 0,00843 PI' 

4. Belastung durch P 2 : 

[am]N = 0,0661 P2' 
[b rn]N = - 0,0830 P 2 , 

[cm]N= 0,0169 P 2 • 

5. Belastung durch Q: 

[arnJN=-0,04:63 Q, 
[bm]N=0,0463 Q, 
[cm]N=O. 

Damit ergeben sich folgende Verschiebungen unter Be­
rücksichtigung der Normalkräfte: 

A. Verschiebungen infolge der Überzähligen X: 

raa] = 8,576 + 0,01775 = 8,593 75, 
[b bJ = 16,64 + 0,0258 = 16,6658, 
[ce] = 5,702 + 0,01022 = 5,712 22, 
[ab] = -1,195 - 0,0166 = -1,2116, 
[a c] = 2,5905 - 0,00112 = 2,58938, 
[b c] = -3,678 - 0,0091 = - 3,6871, 
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_[ab]=_ -1,2124=01412 
raa] 8,59375 ' , 

_(ac] =_ 2,58~38 =-0302. 
raa] 8,59375 ' 

B. Verschiebungen in folge der äußeren Lasten. 
1. Belastung durch H: 

[am] = - 21,125·H + 0= - 21,125·H, 
[bm] = 14,I·H + 0= 14,I·H, 
rem] = -14,I·H +O=-14,I·H. 

2. Belastung durch gtjm: 
[am] = 18,714·g + 0,0014· g = 18,7154· g, 
[b m] = 39,21 . g - 0,0048· g = 39,2052· g, 
[em] = - 12,225·g + 0,0034. g= -12,2216· g. 

3. Belastung durch Pt: 

[am] = 3,467 Pt + 0,00627 'P l = 3,47327 .pp 

[bm] = 6,41 Pt - 0,0147 'Pt = 6,3953 ·pt , 

[em] = - 2,046 Pt + 0,00843 Pt = - 2,03757 Pt. 

4. Belastung durch P 2 : 

[am] = 1,525 P 2 + 0,0661,P2 = 1,5911.P2 , 

[bm] = 6,58P2 - 0,0830,P2 = 6,4970·P2 , 

rem] = -1,906P2 + 0,0169P2 = -1,8891 P 2 • 

5. Belastung durch Q: 

[am] = 2,24·Q-0,0463.Q= + 2,1937 .Q, 
[bm] =-1,27·Q + 0,0463 .Q= -1,2237 .Q, 
[em]=+1,27.Q + 0=+1,27·Q. 
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Berechnung der Verschiebungen des 1- bzw. 2fach unbestimmten 
Systems. Diese sollen hier einmal rechnerisch bestimmt werden. 

[bb.l] = [bb] - f:~~· [ab] = 16,6658 - 0,1412 ·1,2116 = 16,4946, 

[b e.l] = [be] - [[ab]]. [ae] =- 3,6871 +0,1412.2,58938=-3,3215, 
aa . 

. [a e] 
[e e.l] =[ee] - raa] .[ae] = 5,71222 -0,302·2,58938 = 4,93023, 

[ ] [ ] [be.l] [] -3,3215 , ) 
ee.2 = ee.l -lbb.1T be.l =4,93023- 16,4946 ·(-3,3215 

=4,259 

_[be·21=_ -3,3215=+0202. 
[bb.l] 16,4946 ' 
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1. Belastung durch H: 

[bm.1 J = [bmJ - f:!j· [am] = 14,1 H - 0,1412 ·21,125·H 

=11,117·H, 

[a eJ , 
[em.1J = [emJ - [aaJ· [am] = -14,1·H T 0,302·21,125·H 

=-7,72·H, 

[b e. 1 J 
[e m. 2J = [em.1 J - [bb.lj· [bm.1] --'- - 7,72·H 

+ 0,202 ·11,117·H =-5,4726·H. 

2. Belastung durch g tim: 
(bm .1J = 39,205· U+ 0,1412 ·18,715· g = 41,865· g, 

[em.1] = -12,2216·g - 0,302 ·18,715·g = -17,87·g, 
[e m. 2J = -17,87·g +0,202 ·41,865·g = - 9,42.g. 

3. Belastung durch Pl : 

[bm.1J = 6,3953 PI + 0,1412.3,47 PI = 6,8853 PI' 
[em.lJ = - 2,037 PI - 0,302· 3,47 PI =- 3,0876 PI' 
[e m. 2J = - 3,0876PI + 0,202. 6,8853 PI = -1,6976 PI' 

4. Belastung durch P2 : 

(bm.lJ = 6,497 P 2 + 0,1412 ·1,591 P2 = 6,72 P2 , 

[e m. 1 J = - 1,889 P2 - 0,302·1,591 P 2 = - 2,369 P 2 , 

[em. 2J = - 2,369 P 2 + 0,202 ·6,72 P 2 = - 1,014 P 2 • 

5. Belastung durch Q: 

[b m.1 J = - 1,2237 Q + 0,1412·2,1937· Q = - 0,9139· Q, 
(em.1] = 1,27·Q - 0,302·2,1937 .Q= 0,5975.Q, 
(em. 2J = 0,5975·Q - 0,202 ·0,9139· Q=0,4129·Q. 

Mit diesen Verschiebungen ergeben sich nun die Über­
zähligen X für: 

1. Belastung durch H: 

X =_[em.~=_ - 5,4726·n:=1286.H 
c (cc.2J 4,259 ' , 

X =_bm.~_[bc·!lx =_11,117.H+ 202.128 .H 
b bb.1 [bb.1J C 16,4946 0, , 6 

= - 0,4:166· H, 

X =_(amJ_[ab]X _[ac]X =_ -21,125·H 
a (aaJ raa] b raa] C 8,59375 

-0,1412·0,4155·H -0,302.1,286·H = 2,012·H. 
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2. Belastung durch g tim: 
- 9,42.y 

X c=- 4,259 2,21· g, 

41,865· g 
X b=- 16,4946 +0,202·2,21·g=-2,09·g, 

18,735·g 
K = ----- - 01412·209·g- 0302·2 21·g= -3,14· g. 

-" a 8,59375 ' , , '. 

3. Belastung durch Pt: 

=_~ 1,6976 Pt =0 398P 
Xc 4,259 ' l' 

X b = - 6~~~::4t + 0,202 . 0,398 PI = - 0,3395 PI' 

X =- 3,4732P~_01412.03395P -0302·0398P 
a 8,59375 ' , I , , 1 

= -0,569·PI · 

4. Belastung durch P2 : 

X =_ -1,014P2 =0238P 
c 4,259 ' 2' 

X b = - :~~:::26 + 0,202·0,238 P 2 = - 0,361 P2 , 
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X a=- ~'::~:; -0,1H2.0,361P2 -O,302.0,238P2 =-0,308P2 • , 

5. Belastung durch Q: 

=_ 0,4129·Q=_0097. n 
Xc 4,259 ' ',&, 

0,9139· Q 
X b = + 164946 - 0,202·0,097· Q = 0,0358· Q, , 

X a=- 28,1937 .~ +0,1412 .0,0358·Q+O,302.0,097· Q=-0,221· Q. 
,59370 

Wir bestimmen nun noch die Momente in den Eckpunkten I 
und III für die verschiedenen Belastungen. 

Wir haben hierfür die Gleichung 

M = M o+ Ma·Xa + Mb·Xb + Me·Xe. 

Für. das Moment an der Einspannstelle I ist Ma = 1; Mb = - 1; 
J.lfc = 1; für das Moment am oberen Knickpunkt III ist M a = 0,146; 

}[b = 1,318; Mc = - 0,461. 
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1. Belastung durch H: 
M I=- 6,5·H + 2,012·H +0,4155.H +1,286·H =-2,7865·H, 

Jfm = ° + 0,146·2,012· H - 1,318·0,4155· H - 0,461 ·1,286· H 

=-0,847·H. 

2. Belastung durch g tim: 
MI=O - 3,14·g + 2,09.g+ 2,21·g=I,15·g, 

M lll = 3,85·g - 0,146· 3,14·g - 1,318·2,09·g - 0,461· 2,21· g 

=-0,373·g. 

3. Belastung durch PI: 

J.VI1 = ° - 0,569 PI + 0,3395 PI + 0,385 P l = 0,1555 PI' 
J."l1m = 0,53 P l - 0,146·0,569 P l - 1,318·0,3395 PI - 0,461 ·0,385 P l 

= - 0,1775 PI' 

4. Belastung durch P2 : 

M I = ° - 0,308 P2 + 0,361 P2 + 0,238 P2 = 0,291 P 2 , 

.Mm = 1,06P2 -O,146· 0,308P1 -l,318· 0,361P2 -O,461. 0,238P2 

=+0,432P2 • 

5. Belastung durch Q: 

.Ll1I = 0,4Q - 0,221·Q- 0,0358·Q - 0,097 .Q= +0,0462 Q, 
~llIlI= ° - 0,146· 0,221.Q + 1,318·0,0358·Q + 0,461· 0,097· Q 

= + 0,0596 . Q. 

MI 
Mll 

Mni 
M iv 
Mv 

Tabelle 
der Eckmomente für die verschiedenen Belastungen. 

H I 
I 

1- 2,7865·H i 
2,012·H I 

1
-08~7.H ; 
- 0;4155.H i 
+1,286.H I 

9 

1,15.g 
- 3,14·g 
- 0,373.g 
- 2,09·g 

2,21·g 

Q 

0,1555.Pi · 0,291,P2 0,0<!62·Q 
; - 0,569,Pi • - 0,308,P2 - 0,221.Q 
,- 0,1775.Pi !' 0,432,P2 0,0596.Q 
, - 0,3395· Pi - 0,361· P2 ! 0,0358· Q 
, 0,398· Pi 0,238· P2 i - 0,097· Q 

c) Aus den vorher ermittelten Resultaten kann man nun die 
größten Momente und Normalkräfte leicht durch entsprechende .Ad­
dition gewinnen. Die Beanspruchung ist in den meisten Fällen aus 
Biegung und Normalkräften zusammengesetzt. Die Spannungen kann 
map. berechnen aus der Gleichung: 

_N+M_N N·e 
a- p - W - p + W ' 

oder aus der Gleichung: 
M k N.ek 

a=W = P.k· 
k 

Darin ist e der Abstand der resultierenden Kraft N vom Schwer­
punkt, ek der Abstand der resultierenden Kraft N vom Kernrand 
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und k der Abstand dieses Kernrandes 
vom Schwerpunkt (vgl. ersten Teil, § 2, 
Seite 7f.); M k ist das Kernrand­
moment. 

Die in diesen Spannungsgleiohun­
gen vorkommenden Werte N, e, ek 

kann man sehr übersichtlich gewinnen 

Fig. 168. Stützlinien für H. 
Kräftemaßstab : 1 cm = 0,3 H. 

I~\ 
1:\ 
I, \ 
I, \ 

! I \ 
I I \ 
1 \ , \ 

1 \ 
I \ , \ 

1 \ 

I \~ 
I \\\ 
I \\\ 
I \\ \ 
I \\ \ 

I \' \ 827 ~ 
I \ -

I 
I 
I 
I 
I 

Fig. 170. Stützlinie für Pi' 
Kräftemaßstab : 1 cm = 0,3 t. 

!lililillillilillillilillillillilillilillilillilillill!}gt/dT 
i . 

j !'~\ 
:! \ , 

/ \[ 
I , 35·g f 1-0, 

I 
I 

Fig. 169. Stützlinie für g. 
Kräftemaßstab: 1 cm = 0,35 g. 

Fig. 171. Stützlinie für P2 • 

Kräftemaßstab: 1 cm = 0,3 t. 
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Fig. 172. Stützlinie für Q. 
Kräftemaßstab : links 1 cm = 0,1 t. 

rechts 1 cm = 0,3 t . 

aus den Stü tzlinien. Diese sind 
in den Fig. 168 bis 172 für die 
einzelnen Belastungen dargestellt. 
Sie können wie folgt ermittelt 
werden. 

Aus der vertikalen und hori­
zontalen Auflagerreaktion eines 
Auflagers wird die Resultierende R 
bestimmt; das zugehörige Einspan­
nungsmoment dividiert durch R 
ergibt die Exzentrizität e von R; 
die danach eingetragene Kraft R 
wird dann der Reihe nach mit 
den übrigen Lasten durch Kräfte­
und SeiIpolygon zusammengesetzt. 

Man erkennt, daß die Stütz­
linie durch die aus der vorher­
gehenden Rechnung sich ergeben­
den Momentennullpunkte gehen 
muß;. zur Probe sind die Momen­
tenftächen eingezeichnet. 

Aus diesen Stützlinien und 
den zugehörigen Kraftecken sind 
die Werte N und e und, wenn Quer­
schnitt und Kern bekannt sind, 
auch ek zu entnehmen und die 
Spannungen nach obigen Glei­
chungen zu ermitteln. 

2. Berechnung unter Verwendung zweier eingespannter 
Balken als Grundsystem. 

Wir wollen den im' vorhergehenden behandelten Shedrahmen 
auf eine zweite Art berechnen, indem wir ein anderes Grundsystem 
und die in § 8 dieses Bandes erläuterte Rahmenbehandlung anwenden. 

-1 

-1 -1 

Fig. 173. Fig. 174. 
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Die Überzähligen X a , X b , Xe seien die im Scheitel wirkenden 
Momente, Horizontalschübe und Querkräfte (vgl. Fig. 173). Wir be­
ginnen, wi~ immer, zunächst mit der Berechnung der Verschiebungen 
des Grundsystems. 

Die Momentenflächen infolge X a, X b , Xc = 1 am Grundsystem 
sind in den Fig. 174 bis 176 eingezeichnet. Es ergibt sich für die 
von der äußeren Last unabhängigen Verschiebungen: 

+ 7.26 

Fig.175. Fig. 176. 

[a a] = 6,5·1 + 7,85·0,665 + 3,24·2 + 6,5 ·1,25 = 26,325, 

[ J 6,5 ( +) 7,85 3,24 ab =-2 9,5 3 -2--. 3 . 0,665- 2 --.3.2 

+ 6,5( 
2 3 + 9,5) ·1,25 = -108,85, 

[ ] 7,85 3,24 
ae = - 6,5· 7,26 -~ 2- ·7,26 ·0,665 + 2-- ·1,24·2 

+ 6,5 ·1,24 ·1,25 = - 52,03, 

[ ] 6,5 [( ~) ( 7,85 _ b b = (3 9,5 2· 9,5-r 3 + 3 2 ·3+ 9,5)] +-3~·3.3 ·0,66n 

3,24 6,5 _ ( _ 
+-3--. 3 . 3 . 2 +6-[9,0.2.9,5+3)+3(2.3+9,5)].1,20 

=657,6, 

[] 6,5 (+) 7,85 _ 3,24 . 
be =2.7,26 9,5 3 +-3-.7,26.3.0,660-3-.1,24.3.2 

6,5 ( ) -2.1,24 3 + 9,5 ·1,25 =261,9, 

[ ] ., + 7,85 Q + 3,24 " ce =6,5·7,26- 3-.7,26-.0,665 3-.1,24-.2 

+ 6,5.1,242 .1,25 = 451,83. 
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Hiermit erhalten wir nun die Festwerte wie folgt: 

_ J~b] = _ - 1~8,85_ = 413 
[a a] 26,325 " 

_ [ac] =_--:~2'9~=198 
[a a] 26,325 " 

[a b] 
[b c.l] = [b c] -[~-af [ac] = 261,9 - 4,13·52,03 = 46,9, 

[a b] 
[b b.l] = [bb] - -ra aJ [a b] = 657,6 - 4,13 ·108,85 = 208,1, 

[b c. 1] 46,9 
----=------ =-0226 

[b b . 1] 208,1 " 

[a c] , 
[c c. 1] = [c c] - -[ ~af [a c] = 451,8.3 - 1,98 . 52,03 = .348,8 , 

[b c. 1 ] 
[ce. 2] = [cc·l] - [bb1iJ [b c.l] = .348,8 - 0,226·46,9 = 338,2. 

Für die Belastungszustände X a .o, X b•1 , X C ' 2 ergeben sich nun 
die Belastungsgrößen : 

X aa = 1. 

[a b J 
X ali = -[a-a]; X lib = 1. 

X c. 2 =1: 
[ab] [ac]. 

X ac = - -[-- -]-. X lic = -[---]- X cc ' . aa aa 
X cc = 1. 

Nach Einsetzen der Festwerte wird: 
X aa = 1. 

X ab = 4,1.3; XiiI! = 1. 
X ac = - 4,13 ·0,226 + 1,98·1 = - 1,047; X lic = - 0,226; 
X cc = 1. 

Die Ma.o·Fläche ist in Fig. 174 
dargestellt. Um die M".l·Fläche zu er· 
halten, lassen wir den Schub XiiI! = 1 par-

allel zu XI im Abstande - J~~]l = 4,1.3 
I la a 

-l'J vom Scheitel wirken (vgl. Fig. 177). 
~..J.'--;+ Tragen wir nun die Resultierende aus 

Fig. 177. Mu- Fläche. 

der Querkraft X('c = 1 im Abstande 

-- Ja.cl] == 1,98 links vom Schei tel und aus 
la a 

dem Schub X =_ [be.:.g = -- 0,226 
/,e [bb.l] 
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Im Absbande ~-[::~ =4,13 unterhalb 

des Scheitels auf, so erhalten wir die in 
Fig. 178 dargestellte M c . 2-Fläche. 

Wir berechnen nun die Größen X a . O, 

Xb,l, X e•2 direkt mit Hilfe der M a-' 

M b • 1 , Mc . 2 -Flächen; denn es ist: 

J' 
[amJ fMoMadS J 

X a o=~---=--"-, 
. [a aJ [aaJ 

J' 
[um.1J fMoMb.1dS-f 

X b 1=~------=~-------
. [u b. 1 J [bb. 1] ' 

J' 
[em.2J fMo M c.2 dS J 

Xc 9 = -- "------ = ~ ~ -----
." [ee.2] [ee.2] 

ist. 
Für die einzelnen Belastungsarten 

erhalten wir folgende Verschiebungen. 

1. Belastung durch H (Fig. 179). 

[ J 6,5. 
am =---·6,5·H=21,125·H, 

2 Fig.178. Mc.2-Fläche. 

[u m. 1J = ~ _6-,~. 6,5 ·H[2 c+ 5,37) ~ 1,13J =- 67,6 ·H, 
6 

[em. 2J = ~ 6~5. 6,5 ·H(2. 4,06 + 5,535)= ~ 96,3 ·H. 

gtjm 
IIlIllIlIlllflalllllllllllllllllll 

Fig. 179. Fig. 180. 

2. Belastung durch g tm (Fig. 180). 
[amJ=217,1l.g, 

[b m.1J= ~ 276,9·g, 
[em.2J=-1001,1l'g. 

191 
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3. Belastung durch P1 (Fig.181). 

363 At 
. /' 

Fig. 181. 

[am] = 28,35 P 1 , 

[bm.1] = -- 42,4Pj , 

[cm.2]= 135,5.Pj • 

- 7 26 R. 

Fig. 182. 

4. Belastung durch P2 (Fig.1H2). 

Fig. 183. 

[am]=6615P , 2' 

[bm..l]=- 59,7P~, 

[cm.2]= --290P2 . 

5. Belastung durch Q (Fig. 183). 
[am]=-2,24.Q, 

[b m.l] = 5,75·Q, 
[cm. 2] = 10,51·Q. 

Mit diesen Verschiebungen erhalten 
wir nun für 

1. Belastung durch H: 
, 21,12:)·H 

X a 0 = - - = .. 0,804· H, 
. 26,325 

X', .. l = ~._ - 6.7,6.H = 1.0326.H 
208,1 '1' , 

-96,3·H 
Xe'~=~~·338,2- = 0,285·H. 

2. Belastung durch g t,'m: 
21711·g 

X a . O = - 26:325' == -. H,25· g, 

-276,9·g , ,. 
X b • 1 =-- '0- -=--t-I,a.'J·q, 

2 8,1 . 

X ., = -- -1001,1~. g = .c. 2 !16 .g. 
e.. 338,2 .' 
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3. Belastung durch Pt: 

X =_~8,35Pl = -1 076P 
a.O 26,325 ' 1 ' 

- 42,4Pl I 

Xb.l = - -W~ = T 0,204 P l , 

X •. 2 = - - 135,5 Pi = --l- 0.4 P l • 
338,2 I' 

4. Belastung durch P'J: 

X = _ 66,15 P2 = _ 2 51 P 
a.O 26,325 ';)' 

- 597 
X b •1 =- 208j:-·P2 =0,287.P;), 

X =_ -290P2 =--'-086P . 
•. 2 338,2 I' 2 

5. Belastung durch Q: 
- 2 24·Q 

X o=--~'--=--'--0085'Q 
a. 26,325 " , 

--;- 5,75·Q 
X b . 1 = --208,{- = - 0,0276·Q, 

+10,51·Q X 2=- ... -·=-00311·Q. 
c. 338,2 ' 

Für die Berechnung irgendeiner statischen Größe haben wir nun 
die Gleichung: 

8=80 + 8a·Xa.o +8b •1 ,Xb . 1 + 8c.2 • X •. 2 , 

die für die im vorliegenden Falle zu berechnenden Eckmomente 
ergibt: 

M =MO+Ma,Xa.o+Mb.1.Xb.1 + M c.2 ·Xc.2 • 

Die Werte Mo, Momente infolge der äußeren Belastung am 
Grundsystem, entnehmen wir aus den Fig.179 bis 183, die Werte M a , 

M b . 1 und M c . 2 , Momente infolge der Unbekannten am 0·, 1- bzw. 
2-fach unbestimmten Hauptsystem, aus den Fig.174, 177, und 178. 

Es ergibt sich für die verschiedenen Belastungsarten: 
1. Belastung durch H: 

M I = - 6,5 .H+ (-1).(- 0,804}H+ 5,37 ·0,326·H 
+ 4,06 ·0,285·H = - 2,786 ·H, 

MlI=O + 0,804·H -1,13·0,326·H +5,535 ·0,285·H =2,014·H, 
M m = ° + 0,804·H - 4,13 ·0,326·H -1,047 ·0,285·H 

=-0,844·H, 

M,v= ° + 0,804·H -1,13 .0,326.H - 2,96·0,285·H 
=- 0,409·H, 

Mr=O+ 0,804·H + 5,37· 0,326·H - 4,43 ·0,285 ·H=+1,255·H . 
Pirlet,Slatik. IT.2. 13 
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2. Belastung durch gtjm: 

M j = ~26,35 .g+:S,25.g+ 5,37 ·1,33 ·g+4,06· 2,96· g= + 1,12· q, 
M II = ~ 26,35· 9 + 8,25· 9 ~ 1,13 ·1,33· 9 + 5,535·2,96· 9 

= ~ 3,16·g, 
M m = ° + 8,25·g ~ 4,13 ·1,33·g ~ 1,047·2,96· g= ~ 0,37·g, 
M IV = 0+ 8,25·g~ 1,13 ·1,33·g ~ 2,96·2,96 .g= ~ 2,04 .g, 
M v= 0+ 8,25.g+ 5,37 ·1,33·g ~ 4,43· 2,96'g----=-+ 2,26 .g. 

3. Belastung durch Pl : 

M j = ~ 3,63 P l + 1,076,P1 + 5,37 ·0,204 PI + 4,06·0,4 PI 
= + 0,165Pl , 

M II = ~ 3,63 PI + 1,076 PI ~ 1,13·0,204 P l + 5,535·0,4 Pt 
= = 0,571·Pl' 

M IIl = 0+ 1,076 P l ~ 4,13·0,204 P 1 ~ 1,047·0,4 PI = ~ 0,186 P 1 ' 

M jV= ° + 1,076PI ~ 1,13·0,204 P l ~ 2,96·0,4 Pt = ~ 0,338 Pl , 

Mv=O + 1,076 Pt + 5,37 .0,204P1 -- 4,43· 0,4Pl = + 0,399PI . 

4. Belastung durch P2 : 

M j = ~ 7,26P2 + 2,51 P2 + 5,37 ·0,287 P2 +4,06·0,86P2 

=+0,285P2 , 

M U = ~ 7,26 P2 + 2,51 P2 ~ 1,13·0,287 P2 + 5,535·0,86 P2 

=~0,301P2' 

M m = 0+ 2,51 P 2 ~ 4,13·0,28 P 2 ~ 1,047 ·0,86P2 = + 0,426 P 2 , 

M IV= ° + 2,51 P 2 ~ 1,13·0,28 P 2 ~ 2,96·0,86 P 2 = ~ 0,365 P 2 , 

M 17= ° + 2,51 P 2 + 5,37·0,28 P 2 ~ 4,43·0,86 P 2 = + 0,245 P 2 • 

5. Belastung durch Q: 
M j = 0,4·Q ~ 0,085·Q ~ 5,37·0,0276.Q ~ 4,06· 0,0311.Q 

=~0,04·Q, 

Mn = ° ~ 0,085· Q + 1,13·0,0276·Q ~ 5,535·0,0311. Q 
=~0,226·Q, 

Mm=O ~ 0,085·Q + 4,13·0,0276·Q + 1,047· 0,0311.Q 
=~0,062Q, 

M IV= ° ~ 0,085·Q + 1,13 ·0,0276·Q + 2,965· 0,0311·Q 
= + 0,0382·Q, 

M y= ° ~0,085 . Q ~5,37 ·0,0276· Q+4,43 . 0,0311 . Q=~0,0955 . Q. 

Die Größen der Eckmomente sind in folgender Tabelle zu-
sammengesteIlt. 

H gt/m P1 P2 Q 

MI -2,786·H + 1,12·g 0,165,P1 0,285,P2 
I 0,04.Q 

Mu +2,014.H - 3,16·g -0,571,P1 - 0,301,P2 I - 0,226·Q 
MIII -0,844.R - 0,37·g -0,186,P1 0,426,P2 I 0,062·Q 
M jv -0,409·R -2,04·g -0,338,P1 -0,~65,P2 0,038·Q 
Mv + 1,255·R + 2,26·g 0,399,P1 0,245,P2 -0,096·Q 
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BeispiellI. 
Es soll der in Fig. 184 dargestellte Träger mit oberen und 

unteren Einspannungen an den Mittelstützen berechnet 
werden. 

I , 
I 
I 
I , , 
I 
I 
I 
I 
1 
I 

'--~,=6,Om 

hr i 
I IU" I 
i \ 1 

'" E lz=8,Om-~"~I"'E-l,=6,Om---...J 

Fig. 184. 

Das vorliegende System ist symmetrisch. Wir wollen daher hier 
ähnlich vorgehen wie in § 10 beim symmetrischen Rahmen und die 
Rechnung auf folgende zwei Arten durchführen: 

Erstes Verfahren: Wir legen ein statisch bestimmtes Grund­
system zu Grunde; da das System fünffach statisch unbestimmt ist, 
erhalten wir fünf Unbekannte, die aus fünf Gleichungen zu er­
mitteln sind. 

Zweites Verfahren: Wir wählen als Hauptsystem einen beider­
seits eingespannten Rahmen mit zwei anschließenden einfachen Balken. 
Da die Beanspruchungen dieses dreifach statisch unbestimmten Haupt­
systems nach § 9 bekannt sind, haben wir nur noch zwei Unbekannte 
zu berechnen. 

In beiden Fällen sollen durch Ausnutzung der Symmetrie Ver­
einfachungen der Gleichungen erstrebt werden. 

1. Erstes V erfah ren. 
Um das fünffach statisch unbestimmte System in ein statisch 

bestimmtes Grundsystem zu verwandeln, legen wir fünf Gelenke 
ein (vgl. Fig. 185), und zwar je eins an den Füßen der Stützen h, 
an den innern Enden der Außenriegel 11 und in der Mitte des Rie­
gels 12 ; dieses Grundsystem ist ebenfalls symmetrisch. 

13* 
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Die durch die Gelenke entfernten fünf Einspannungsmomente stellen 
die Überzähligen dar. Wir berechnen jedoch als Unbekannte nicht die 
Überzähligen selbst, sondern Gruppen dieser, und zwar wie folgt (Fig. 185): 

X a sei das Moment in der Mitte des Riegels 12 , 

X b sei die Gruppe zweier gleichen und in gleichem Sinne wir­
kenden Momente an den Riegeln 11 , 

Xc sei die Gruppe zweier gleichen und in gleichem Sinne wir­
kenden Momente an den Ständerfüßen. 

X a sei die Gruppe zweier gleichen, aber in ungleichem Sinne 
wirkenden Momente an den Riegeln 11 , 

Xe sei die Gruppe zweier gleichen, aber in ungleichem Sinne 
wirkenden Momente an den Stützenfüßen. 

Die Gleichungen der Unbekannten lauten allgemein: 
raa] 'Xa + [ab] . XI) + [ac] ,Xc + [a dJ ,Xa + [ae] ,Xe = - [am]. 
[ab] ,Xa + [bb]. X,) + [bc] ,Xc + [b d] ,Xa + [b e] ,Xe = - [b mJ. 
[ac] ,Xa + [bcl,Xh + Lce] ,Xc + [cd] . XI! + [ceJ,Xe = - [em]. 
lad] 'Xa + [b d] 'Xb + [cd] ,Xc + [dd]. Xd + [de] ,Xe = - [d mJ. 
[a eJ. X a + [b eJ . X b + [c e] ,Xc + [d e] ,Xa + [e eJ . Xe = - [e m J. 

Wir werden später erkennen, wie sich diese Gleichungen infolge der 
Wahl der oben genannten Unbekannten wesentlich vereinfachen. 

Bezüglich der Vorzeichen sollen folgende Regeln gelten: Mo­
mente sind positiv, wenn sie die Riegel nach oben hohl, bzw. die 
Ständer nach innen hohl verbiegen. Die Normalkräfte sind als Zug­
kräfte positiv, als Druckkräfte negativ. 

Zur Berechnung der Koeffizienten der X bestimmen wir zu­
nächst die Momentenflächen des Grundsystems infolge der Belastungen 
X = 1; sie sind in Fig. 186 bis 190 dargestellt. 

1 -r; 
Fig. 187. Mb-Fläche. 
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--f~ 

1 1 
t.......,.---6---'~7i 7i ~--ö-,....l 

Fig. 188. Me' Fläche. 

-H-+2.1.) 
Z1 lz 

Fig. 189. Md-Fläche. 

+1 +2.1. __ h... __ _ 

-2.1. +2.!... 
lz lz 

Fig. 190. Me-Fläche. 

Damit lassen sich die Koeffizienten der X leicht angeben. Es 
gilt allgemein die Gleichung: 

[ik] = f MiMk~.8J' 
wenn wir der Einfachheit halber wiederum die Normal- und Quer­
kräfte vernachlässigen. 

Wir multiplizieren diesen Wert mit E Jl' und schreiben für 
EJ1 [ik] einfach [ik]. 

[ik]=f MiMk -;. 

Dieser Summenausdruck wird in ge" ohnter Weise an Hand der 
Momentenflächen (Fig. 186 bis 190) ausgewertet. Es handelt sich 
um geradlinig begrenzte Momentenflächen und gerade Strecken 8, so 
daß wir die im § 1 angegebenen Formeln für die Integration ver-

wenden können. Wir schreiben dabei: 8' -; = 8' und finden damit 

folgende Koeffizienten der X: 
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2h' 
[aa]=l2' +-3-=+ 24, 

[b b] = 2 (l/ t h') = + 20 , 

2 h' 
[cc]=T=+16, 

[dd] = 2l1' i l2' =+6,67, 

[ee] = 2}{ + l;' = + 50,67 , 

2 h' 
[ab]=-T=-16, 

h' 
[acl=+3=+8, 
rad] = 0, 
[ae]=O, 

h' 
[bc]=-3=-8, 

[bd] =0, 
[be]=O, 
[cd] = 0, 
[ceJ=O, 

l ' 
[de]=+ ~ =+2,67. 

Die von der äußeren Belastung abhängigen Verschiebungen des 
Grundsystems sollen für folgende verschiedene Fälle berechnet werden 

1. l1 links mit P1 t Im belastet (Fig. 191), 
2. l2 mit P'.I tIm belastet (Fig.193), 
3. 11 rechts mit P1 tim belastet (Fig. 192), 
4. Horizontalschub H am oberen Riegel (Fig. 194). 

Fig.191. Fig. 192. 



§ 11. Rechenbeispiele. 199 

EJ! 
~ 

Bk 
rzlz 

2 2 

Fig. 193. 

Fig. 194. 

Bei Belastung eines der äußeren Riegel 71 erstreckt sich die 
Mo·Fläche nur über diesen belasteten Teil (lJ des Systems. Bei 
Vollbelastung des mittleren Riegels mit P2 tIm erstreckt sich die Mo· 
Fläche in der in Fig. 193 angegebenen Form über den betreffenden 
Riegel und die Ständer. Bei einem Horizontalschub H von rechts 
nach links erstreckt sich die Mo·Fläche über die Ständer und den mitt· 
leren Riegel (Fig. 194). Die Verschiebungen sind also: 

1. ll.:links belastet (Fig. 191): 
[amJ=O, 

[ ] + PI 112 .11' + 
bm = ~-= 9,OP I , 

[em] =0, 

[ ] + PI 11 2 .7/ + 
dm = -~~24 = 9,0 PI' 

[em]=O; 

2. Feld l2 belastet mit P2 tIm (Fig. 193): 
7 2 

[am] = _1?;; .(2 h' + l2') = - 149,3P2' 

7 2 h' 
[bm] = +P2 ;2~=+ 128P2' 

p7 2 ·1{ 
[em]=-~-=- 64p 24 2' 

[d m] = [em] = 0 ; 
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3. Feld 11 rechts belastet mit PI tim (Fig.192): 
[am]=O. 

[bm] =+ Pll~~~'= 9,Op, 

[em]=O, 

[dm]= _Pl1/'.ll' = - 9 Op 
24 ' l' 

[em]=O; 
4. Belastung durch H (Fig. 194): 

[am] = [bm] = [em] = 0, 

H·h·Z' 
[dm] = - -6~ = -- 8,0 H, 

[] Hh (l,/ + ,) em =-2'3 h =-80,OH. 

Berücksichtigt man die vorhergehenden Ergebnisse, wonach eine 
Reihe von Koeffizienten der X zu ° werden, so ergibt sich folgendes 
System der Elastizi tätsgleichungen: 

X a [aal +Xb [ab] + Xc [ac] =- [am 1, 

X a [ab] -t-Xb [bbJ + Xc [be] = - [bmJ, 
X a [ael + X b [be] + Xc [ce] = - [em], 
Xd [dd] +Xe red] = - [dm], 
X d [de] + X. [ee] = - [em]. 

Wir haben also zwei voneinander unabhängige Gleichungssysteme, 
und zwar ein System mit den Unbekannten X a , X b ' Xc und ein System 
mit den Unbekannten X d und Xe' 

Die Auflösung der Gleichungen ist also sehr einfach. Be-

'h d' F 11" [ik.y] zelC net man Ie estwerte a gemem mIt F. k' wo F. k = - ~[' . ~J ' 
1 , u.y 

so ergeben sich bei Anwendung des im 1. Teil, § 13, angegebenen 
Lösungsverfahrens die folgenden Ausdrücke: 

X-- [cm~ 
c- [ee.2] , 

[bm.1] 1 

X b = - -[bb-:-i} + }bc ,Xc ' 

[am] " 
X a=- ~a] + F"I,· .. l: b +.bac·X", 

X __ [em-,~J 
"e- [ee.1] , 

[dm] 
Xr/=- [ddJ+Frlc'Xe , 
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_ [ab]_-l-2 
Fab--[aa]- I 3' 

[ae] 1 
F ac=- raa] =-3' 

[bb. 1] = [bb] + Fab [a b] = + 9,33, 
[be .1] = [be] + Fab [ae] = - 0,267, 
[ee .1] = [ee] +Fac [ae] = + 13,33, 

[b e. 1] 
Fbc = - [bb~ = 0,285, 

[ee. 2J = [ee.l] +Fbc [be.l] = + 12,58, 

[deJ 
F de = -[ddr = - 0,4, 

[ee.lJ=[eeJ+Fde [de] =+49,6. 
Für die einzelnen Belastungen findet man weiter: 

1. Feld 11 links belastet mit P1 tim: 
[bm. 1] = [bm] + Fab [amJ = + 9,0 P1' 
[em.l]=[emJ+Fac[am]=O, 
rem. 2J = [em.l] + Fbc[bm .1] =+ 2,57P1' 

2,57 
X c = -12,5SP1 =-0,204P1' 

X b=- :~~ - 0,285.0,204P1 = -1,02Pl' , 
Xa=-O +i(-1,02)P1 -~(- 0,204)P1 = - 0,612P1' 

[em.lJ = ° - 0,4· 9,OPI = - 3,6Pl' 
-36 

Xe = - 49,~ PI = + 0,072 PI , 

9PI 
X d = - 6 66 - 0,4·0,072 P1 = - 1,38 PI . , 
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Hieraus ergeben sich beliebige statische Größen S nach der 
Gleichung: 

S=So + Sa .Xa + Sb·Xb + Sc· Xc + SdXd + Se Xe . 
Für die Momente an den in Fig.195 angegebenen Stellen nehmen 

die Multiplikatoren 
Ba' Sb··' die aus den 
Fig. 186 bis 190 zu 
entnehmenden ein­
fachen Werte an 
(durchweg ° oder 1). 
Man erhält somit die 
nachstehenden Glei-
chungen: 

VI 
:llI 

Fig. 195. 
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M j =1·Xb + 1·Xd = - 2,4Pl' 
M n = 1.Xa+ 1.Xd + 1·Xe=-1,92Pl' 

M m = 1,Xa -1,Xb + 1.Xe =0,48Pl' 
M lV= 1.Xc + 1·Xe= - 0,134Pl , 

lIf p = 1·Xa = -0,612Pl' 

M Vj = Mo + 0,4 M ll = 3,55Pl' 

2. Feld 12 mit P2 tim belastet: 

[bm. 1J = 128 P2 -~·149,3 P2 = 28,5 P2' 

[em .1J = - 64P2 ---, ~(- 149,3P2 ) = -14,2P2 , 
[em. 2J = - 14,2P2 + 0,285· 28,5P2 =- 6,1P2, 

-61 
Xc = - 12,;8 P2 = + 0,486 P2 ' 

28,5 'P2 + " X, = - -- 0,28;)·0,486 p .. = - 2,91 p., , 
'9,33 --

X =- -149,3 p -!.291p -~.0486p =-:-412jJ 
a 24 2 3 ' 2 3' 2 " 2 ' 

[em.1J=0, [dmJ=O, 

Xd=Xe=O. 
Mit diesen Werten erhält man für die gesuchten Momente: 

M j = 1,Xb -t-1,Xa = - 2,91'P2' 
Mll=MIIO + 1,Xa + 1.Xd + l·Xe=- 3,88'P2' 
Mm=MII1o + 1,Xa + 1,Xe -1·Xb=-0,97 'P2' 

M]V= 1.Xc + 1.X.=+0,486·P2 , 

M v =+ 1.Xa =+4,12·P2' 
M Vj=0,4.M j=-1,16 'P2' 

3. Feld II rechts mit PI tim belastet: 

X a =-0,612'Pl' 1. . 
X b = - 1,02 'Pl' J WIe bei 1., 

X c=- 0,204'Pl' 

X d = - 1,38 'Pl' } wie bei 1., 
X. = - 0,072 'Pl , nur mit umgekehrtem Vorzeichen. 

Mit diesen Werten erhält man: 

M j = 1,Xb + 1,Xd = 0,36 'Pt' 
M Il = 1'Xa + 1,Xd + 1.X.=0,696 'Pl , 

M m = 1,Xa --1,Xb + 1.X.=0,336. Pl' 

M lV = 1·Xc + 1,Xe = - 0,276 'Pl' 
M v= 1.Xa=-0,612·Pl' 
M Vl = 0,4· M j = 0,144Pl ' 
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4. Horizontalkraft H (von rechts nach links): 

Xa=Xb=Xc=O, 
[em.!] =-80,OH+O,4.8,OH=-76,8·H, 

X -- -76,8H --1- 5-.H 
e - 49 6 - I 1,;) , , 

X a=(- -8 -O,4.1,55)H=+O,58.H. 
6,66 

Mit diesen Werten erhält man: 
M 1 = 1.Xa=+O,58·H, 

M lI = l·X.+ 1.Xa +MlIO =-O,87 ·H, 
M m = 1· Xe + M lllO = - 1,45· H, 
]}J/V= l·Xe = + 1,55 ·H, 

Mv=O, 
MV/= O,4·MI =O,23 ·H. 
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Bei Horizontalschub von links nach rechts haben die Momente 
umgekehrtes Vorzeichen. 

Anmerkung: Bei anderer Belastung der Riegel sind die Werte 
[am] usw. nach den Formeln des § 1 zu ermitteln. 

2. Zweites Verfahren. 
Als Grundsystem wählen wir den bereits früher (s. § 9) be­

berechneten dreifach statisch unbestimmten eingespannten Rahmen, 
und als überzählige Größen die Einspannungsmomente der äußeren 

Xa. 
r----'A'---....... 

Fig. 196. 

Riegel. Als Unbekannte bleiben dann aus dem ersten Verfahren die 
Gruppen X b und X a, die wir hier mit X a und X b bezeichnen (Fig. 196). 
Zur Ermittlung der Koeffizienten der X, [a b], [a a], [b b], und der 
Absolutglieder [am] und [bm] ist zunächst die Ma - und Mb-Fläche 
darzustellen. 

Die Ma-Fläche ist die Momentenfläche für die Belastung X a = 1, 
d. h. für je ein Moment + 1 an den oberen Ecken des Rahmens 
(s. Fig. 197). Infolge der Momente X a = 1 entsteht an den äußeren 

1 
Auflagern der Riegel ein Auflagerdruck V = -, wodurch die Ma-

II 
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Fig. 197. 

Fig. 198. 

Fläche über diesen Riegeln als einfache Dreiecksfiäche gegeben ist. 
Um die Ma-Fläche über dem mittleren Riegel und den Ständern zu 
finden, ermittle man die Momente MI bis M [V des eingespannten 
Rechteckrahmens, der mit den Momenten 1 an den oberen Ecken 
des Riegels belastet ist, nach den Formeln Tabelle XI, 10. 

Da n=(6w+l)(w+2) ist, findet man: 

M _M_M7w+3+5w-l __ l __ _ 
IV- [- 2 n - w + 2' 

M =M =_ M llw+13w+4= __ 2_ 
III II 2 n w + 2 

h' 6·4 
Darin ist w-------3 -Z2' - 8·1 - . 

Hiernach läßt sich die Ma-Fläche zeichnen (Fig.197). 

Das Moment - 1 rechts und + 1 links infolge X b = 1 (Fig. 198) 
ergibt am rechten und linken Riegel wiederum je ein Dreieck mit 
der Endordiriate - 1 bzw. + 1. 

Für den mittleren Rahmen findet man nach Tabelle XI, 10: 

M =~5w-1-7w+3= __ ~ __ 
[2 n 6w+l ' 

M =_M13w+4-11w= __ ~_ 
[ 2 11 6w+l ' 
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1 
MJII=+ 6w + 1 ' 

1 
MJP"=+ 6w+1 . 

Hieraus ergeben sich die Koeffizienten der X: 

2 w 
[a a] = "3 II + l2 W + 2 = 8,8 , 

[abJ=O, 

[bbJ=~l' +i~.-~~-=6 53. 
3 1 3 6w+1 ' 
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Die Absolutglieder berechnen wir nach den Gleichungen: 

[am] = f MoMads ;, 

[bmJ= fMoMbdS J. 
Das Hauptsystem ist hier 3 fach statisch unbestimmt. Seine 

Beanspruchung durch X a = 1 bzw. X b = 1 ist durch die Momenten­
flächen (Fig. 197·und 198) gegeben. Die Belastung Pm' welche die 
Momente Mo erzeugt, braucht nicht am 3 fach statisch unbestimmten 
System anzugreifen; man kann sie vielmehr an irgendeinem, und 
zwar innerhalb gew~sser Grenzen beliebigen, statisch bestimmten 
System wirken lassen. Dies ist früher (s. 1. Teil, S. 42) des näheren 
erörtert worden. 

Als statisch bestimmtes Grundsystem wählen wir das in Fig.199 
gezeichnete, wo der obere Träger aus drei Einzelbalken besteht. 

I 

I 
I 

~l,--~~------

: 
: 

--3>foEö---l, ------;.j 

Fig. 199. 

1. Belastung des linken Riegels mitpl t!m (l/=ll' l2'=12): 

[ ] Pl113 
am =-U-=9,O·P1' 

[ ] P2 l23 
bm =-24 =9,O·Pl· 

2. Belastung des mittleren Riegels mit P2 tim: 

[ ] p.43 3 _ 
am =--"-·2.-=20,6·p", 

24 1> " 

[bmJ=O. 
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3. Belastung des linken Riegels mit P1 tim: 

[ J P1l13 
am =~24=9,0·Pl' 

[] P1l13 bm =---=-90p 24 '1· 

4. Horizontalschub von rechts nach links = H (Fig. 200): 

fI 

Fig. 200. 

( 2·1 2) [am]= -~~---I- h'= 0, 
(1)+2 w--r2 

H·h 1 . 
[bm]=--~h'·---=-3 79H. 

2 6w+1 ' 

Damit sind alle Koeffizienten der Elastizitätsgleichungen be­
rechnet und wir haben letztere jetzt nur noch aufzulösen. 

Die Elastizitätsgleichungen lauten, da [ab] = 0 ist: 

X a • raa] = - [am], 
Xb·[bb]=-[bm]. 

Also wird: 

x =_ [am] 
a raa] 

und 
X __ [bm] 

b - [bb] . 

Haben WIr X a und X b ermittelt, so ist jedes beliebige Moment: 

J.ll =J.llo + J.lla • X a + J.llb • X b • 

In diesem Falle ist J.llo naturgemäß das Moment am dreifach 
statisch unbestimmten System. Alle Werte J.ll 0 können wir aus den 
früher angegebenen Formeln des Rechteckrahmens errechnen. 

1. II links belastet mit Pt tim: 
X 9,0 
a=- 8,SPl =-1,02Pl' 

9,0 
Xb=---Pl =-1,3SP1 • 

6,53 
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.An den in Fig.195 angegebenen Stellen sind die Momente: 

M j = 1.Xa+ 1·Xb=- 2,4Pl' 
W 6w 

M ll = W + 2 X a + 6 w + 1 X b = - 1,92 PI' 

lllJll= (-~ ~ 2) X a + (- 6w ~1) X b=0,48Pl' 

1 1 
MiV=-;;;+2,Xa- 6w+1, Xb =-0,134P1 , 

0) 

M v = -+-Xa = - 0,61Pl' 
W 2 

M Pi = 0,4 M j+ Mo = + 3,4 PI' 

2. Belastung des Feldes 12 mit P2 tim: 
25,6 

X a=- 8,8 =-2,91Pl' 

Xb=O, 

M j = 1,Xa + 1.Xb = - 2,91 PI' 

w ,p"l" 2 1 
M II = w+2Xa-6'--;;-+ 2 =-3,88P2' 

( 2) p 2 l,,2 1 
M m = --;;;+2 .Xa-6'~+2 =-0,97P2 , 

M = __ 1_. X _ P2 l22
• __ 1_=+049p 

IV w + 2 a 12 w + 2 ' 2' 

+ P2 l2 2 +M + ~lv= -8 n= 4,12P2 , 

M pj =0,4·Mj =-1,16P2· 

3. Belastung des Feldes 11 rechts mit PI tim: 
9,0 

X a = - 8,8 P1 = -1,02Pl' 

+ 9,0 + 
X b = 6,53 PI = 1,38 PI' 

M]= 1,Xa + 1·Xb=+0,36Pl' 

W 6w 
M lI=-+ Xa+-6-+-Xb=+0,696Pl' w 2 w 1 

M m =-;;; -: 2 X a - (- 6W~1)Xb=+0,335Pl' 
1 1 

MlV=-;;;+2Xa- 6w+1 X b=-0,277Pl' 

207 
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w 
Mv=~+~Xa=-O,61Pl' 

M Vl =O,4M]=O,144Pl· 

4. Horizontalschub H von rechts: 

Xa=O, 

3,79 + Xb=--·H= O,58·H, 
6,53 

M]= 1·Xb = +O,58.H, 

6w H·h 3w 
M =---~·X ---------=-087·H 

// 6w+1 b 2 6w+1 ' , 

1 H·h 3w 
M IlI=- 6w+1 X b --2- 6w+l=-1,45.H, 

M ____ 1 __ . X + H·h 3w+1 =+1,55.H, 
/V- 6 w + 1 b 2 6 w + 1 

Mv=O, 

M Vl = O,4.M]= 0,232· H. 

Für andere Belastungen lassen sich die Werte [am] und [b mJ 
leicht nach den in § 1 und in der Abhandlung über den Rechteck­
rahmen angegebenen Formeln berechnen. Die Unbekannten und Mo­
mente sind also in dJrselben Weise wie im vorhergehenden Falle ohne 
Schwierigkeit anzugeben. 

Um den Einfluß jeder beliebigen Belastung auf die in Frage 
kommenden Momente zu ermitteln, zeichnen wir nunmehr die Ein­
flußlinien. 

1. Einflußlinie für X a • 

Es gilt die Gleichung: 
X __ Iam] 
a- [aa]· 

Die Xa-Linie ist also proportional der Biegungslinie des oberen 
Riegels für die Belastung X a = 1. 

Nach den Ausführungen des § 1 berechnen wir [am] mit P= 1 
nach der Gleichung: 

Anmerkung. In den nachfolgenden Tabellenrechnungen bedeuten Mi 
und ~ die an den Enden des jeweils betrachteten Balkens wirksamen Mo­
mente der Ma-Fläche (Fig. 197) bzw. der Mb-Fläche, und zwar ist diesmal, 
abweichend von den Annahmen in § I, Mi das Moment am rechten Ende 
und M 2 das Moment am linken Ende; um die Formeln des § 1 verwenden 
zu können, !lind dann natürlich die Werte l; von links zu messen. Die 
Werte c, und c. sind aus Tabelle II zu entnehmen. 
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[aa] hat den Wert 8,8. 

( 0,1 6 0,099 
0,2 6 0,192 
0,3 6 0,273 

, J 0,4 6 0,336 

links 0,5 6 0,375 

I 
0,6 6 0,384 
0,7 6 0,357 
0,8 6 0,288 
0,9 6 0,171 

~I 
0,1 10,66 0,162 
0,2 10,66 0,288 

lz 0,0 10,66 0,378 

II 0,4 10,66 0,432 
0,5 10,66 0,450 

Die X a - Linie ist symmetrisch. 
Einflußlinie für X b (vgl. Fig. 198): 

0,1 
0,2 
0,3 
0,4 

l,. 0,5 
links 0,6 

0,7 
0,8 
0,9 

0,1 
0,2 
0,3 
0,4 

12 0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 

j 0,1 
0,2 
0,3 
0,4 

11 0,5 
rechts I 0,6 

1°,7 
lO,8 

0,9 

6,0 
6,0 
6,0 
6,0 
6,0 
6,0 
6,0 
6,0 
6,0 

10,66 
10,66 
10,66 
10,66 
10,66 
10,66 
10,66 
10,66 
10,66 

6,0 
6,0 
6,0 
6,0 
6,0 
6,0 
6,0 
6,0 
6,0 

Pirlet, Statik. II. 2. 

X __ [?tnJ 
~ b - [bb] , 

[bbJ = 6,53. 

0,162 
0,273 
0,338 
0,364 
0,355 
0,318 
0,259 
0,182 
0,094 

. -0,171 
! -0,288 

- 0,357 
-0,384 
- 0,375 
- 0,336 
-0,273 
- 0,192 
-0,099 

cl·Ml 

0,099 
0,192 
0,273 
0,336 
0,375 
0,384 
0,357 
0,288 
0,171 

- 0,094 
- 0,182 
- 0,259 
- 0,318 
-0,355 
-0,364 
-0,338 
- 0,272 
-0,162 

209 

0,594 - 0,0675 
1,153 - 0,131 
1,638 - 0,186 
2,015 - 0,229 
2,250 - 0,255 
2,305 - 0,262 
2,140 - 0,243 
1,730 - 0,197 
1,026 i - 0,117 

1,730 - 0,197 
3,070 -0,348 
4,030 -0,458 
4,610 - 0,525 
4,800 -0,545 

Cl Ml + c2 .M" I XI> 

0,099 - 0,091 
0,192 - 0,177 
0,273 - 0,251 
0,336 -0,308 
0,375 -0,343 
0,384 - 0,3.~3 
0,357 - 0,327 
0,288 -0,266 
0,171 - 0,157 

0,068 - 0,111 
0,091 - 0,148 
0,079 -0,129 
0,046 -0,075 

° ° - 0,046 + 0,075 
- 0,079 + 0,129 
- 0,091 +0,148 
-0,068 + 0,111 
-0,171 + 0,157 
- 0,288 +0,266 
-0,3:)7 +0,327 
-0,384 +0,353 
- 0,375 to,343 
-0,336 . 0,308 
- 0,273 +0,251 
- 0,192 +0,177 
-0,099 I + 0,091 

14 
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Die Einflußlinie für M[ (s. Fig. 201) ergibt sich aus der Glei­
chung: 

Mi = 1· X a + 1· X b • 

Man addiere also für jeden Punkt die Ordinaten der X a- und 
Xb-Linie. 

-=---~ -==---.~---~_ .... _-~ .----=---=-=-= .... _=---===-----------====---=-~=--~ 
Linkes Feld 11 . Rechtes Feld 11 

~ M[ MI jlfI 
T 
0,1 - 0,158 -0,308 +0,040 
0,2 -0,308 -0,496 +0,069 
0,3 -0,437 - 0,587 +0,084 
0.4 -0,537 -0,600 +0,091 
0.5 -0,598 -0,545 +0,088 
0,6 - 0,615 -0,450 +0,079 
0,7 - 0,570 -0,329 +0,065 
0,8 -0,463 -0,200 +0,046 
0,9 - 0,274 -0,086 +0,024 

MI-Linie 

Fig. 201. 

Die Einflußlinie für M lI ergibt sich nach der Gleichung: 

Mn=MlTO+iXa +i~Xb' 
Um die Ordinaten der MII-Linie zu finden, addiere man also die 

Ordinaten der MIlo-Linie zu den mit i multiplizierten Ordinaten der 
Xa-Linie und den mit i~ multiplizierten Ordinaten der Xb-Linie. 

Die M 110- Linie erstreckt sich nur über den mittleren Riegel, und 
zwar ist sie die Einflußlinie für das Moment, das beim einfachen Recht­
eckrahmen mit 11 bezeichnet ist. Die Ordinaten findet man auf die­
selbe Weise, wie die von X a und X b, indem man für den eingespannten 
Rahmen nach § 9, Fig.132 (S.124) die M/I.\l-Fläche des Riegels (hier l2) 

9w-4 
ermittelt (man findet MIIII= 1 und MmlI = 15 w + 8 =0,43: vgl. 

Fig. 202) und dazu die Biegungslinie rechnet nach den Formeln: 
l \1 

MIIO = 621Jl (c1 M 1 + c2 M 2) (Fig.202), 

darin ist: 

lJl=l(W+2)(6W+1)=143 (vgl §9 GI 99) 
15w+8 ,.,.. 

Man kann auch, statt die Einflußlinien zu addieren, die Mo­
mentenflächen addieren, zu denen diese Einflußlinien die Biegungs-



§ 11. Rechenbeispiele. 211 

linien darstellen, und zu der so gewonnenen kombinierten Momenten­
fläche die Biegungslinien zeichnen, Wir addieren also die durch 9l 
dividierte Momentenfläche Fig. 132 mit den Endwerten 1. und 0,43 

(Muo) , die Momentenfläche infolge X = - ~. _1_ = - 0,0682 und 
a 5 [aa] 
18 1 

die Momentenfläche infolge X =--·--=-0145. Die Ge-
b 19 [bb] , 

samtmomentenfläche hat die Werte: 
Linker Riegel ll: 

Links: 0. 
Rechts: - 0,0682 - 0,145 = - 0,2132. 

Mittlerer Riegel 72 : 

1 3 18 
Links: - -- - 0,0682·- - ° 145·- = - 02484 

14,3 5' 19 ' . 

Rechts: - 0,43 _ ° 0682.~ + ° 145. 18 = ° 0665. 
14,3 ' 5 ' 19 ' 

Rechter Riegel ll: 
Links: - 0,0682 + 0,145 = 0,0768. 

Rechts: 0. 
Die Biegungslinie zu dieser Momentenfläche, die sich mit Hilfe der 

Tabelle Ir nach der Formel -~. (Cl M1 + C2 M2) leicht ermitteln läßt, 

ist die Einflußlinie für Mn. - Die Resultate sind in nachstehender 
Tabelle zusammengestellt und in Fig. 202 aufgetragen. 

~ 
Linkes Feld II I Feld 12 I Rechtes Feld II T 

0,1 -0,126 
I -0,383 I +0,079 

0,2 - 0,244 -0,528 +0,133 
0,3 -0,349 -0,753 +0,165 
0,4 - 0,430 -0,802 +0,177 
0,5 -0,480 -0,729 0,173 
0,6 - 0,491 - 0,618 +0,155 
0,7 -0,456 -0,471 +0,126 
0,8 -0,368 -0,305 0,088 
0,9 -0,219 - 0,141 +0,046 

MIl-Linie 

Fig.202. 
14* 
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Die Einflußlinie für M llI ergibt sich aus der Gleichung 

M w = M 1lIO - g X a -119 X b 

oder aus der Gleichung 
MI/I = MII-Mr 

Man findet die in der folgenden Tabelle zusammengestellten 
Werte (s. Fig.203). 

Linkes Feld l, Feld l2 I Rechtes Feld l, 
------

1Hn ] 

0,1 + 0,032 - 0,075 + 0,038 
0,2 + 0,064 - 0,132 -+- 0,064 
0,3 + 0,088 - 0,166 -+- 0,081 
0,4 + 0,107 - 0,198 + 0,087 
0,5 + 0,118 - 0,184 ~ 0,085 
0,6 +0,123 -0,168 0,075 
0,7 - 0,113 - 0,142 0,061 
0,8 + 0,095 - 0,104 --'- 0,043 
0,9 + 0,055 - 0,056 + 0,022 

~ Mm-Linie ~ 

~ 
Fig.203. 

Die Einflußlinie für Mir ergibt sich aus der Gleichung: 

MIV=MIvo+~Xa -1'9, X b' 

Die M wo - Fläche ist hier die Momentenfläche des Momentes MI 
des einfachen Rahmens (vgl. § 9, Fig. 128); sie hat für den oberen 
Riegel die Endwerte: MI = - 0,452 und M2 = - 0,056. Diese sind 
zu dividieren durch 

91 = w (w + 2) (6 w + 1) = 10 55. 
15w2 +26w+3 ' 

Zu dieser Momentenfläche addieren wir die Momentenflächen für 
1 1 1 1 

X =--·-=-00227 und für X =-·-=000805 und 
a 5 [a a]' b 19 [b b] , 

finden folgende Endordinaten : 
Linkes Feld l1: 

Links: 0. 
Rechts: - 0,0227 + 0,00805 = - 0,01465 : 

Mittleres Feld l2: 
. 0,056 3 18 

Lmks: -0- - -·0,0227 + -9 ·0,00805 = 0,0007 . 
1 ,55 5 1 

Rechts: 0,4.52 _ ~.O 0227 _ 18.000805 =0 0213. 
10,55 5' 19' , 

Rechtes Feld 11 : 

Links: - 0,0227 - 0,00805 = - 0,03075 . 
Rechts: 0. 
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Die Biegungslinie zu dieser Momentenfläche ist die M1v-Linie 
(vgl. nachstehende Tabelle und Fig. 204). 

Linkes Feld 11 Feld l2 I Rechtes Feld 11 

~ MIV M lV I M1V -
I I 

0,1 -0,009 I +0,022 
I -0,032 I 

0,2 - 0,017 I +0,044 ! -0,053 
0,3 - 0,024 

I 
+0,062 i -0,068 

0,4 - 0,029 +0,076 1 - 0,070 
0,5 - 0,033 +0,085 -0,069 
0,6 -0,034 tO,087 - 0,062 
0,7 - 0,031 0,081 - 0,050 
0,') -0,025 +0,065 - 0,035 
0,9 - 0,015 +0,039 - 0,018 

MN-Linie 

.c::= :::------. 

Linkes Feld 11 i Feld 12 Rechtes Feld 1, 

~ Mv 
i 

Mv Mv T I 

0,1 - 0,041 I +0,138 

I 

-0,070 
0,2 -0,079 

I 
+0,383 - 0,118 

0,3 - 0,112 +0,588 - 0,146 
0,4 -0,138 tO,890 -0,157 
0,5 - 0,153 1,271 ! - 0,153 
0,6 - 0,157 +0,890 -0,138 
0,7 - 0,146 To,588 

i - 0,112 
0,8 -0,118 0,383 

I 
-0,079 

0,9 - 0,070 0,138 i - 0,041 
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Fig.205. 

Die M rI- Li nie im linken Endfeld kann man berechnen nach 
den Gleichungen: 
M PI =0,4.MI für Belastung im Mittelfelde und Feld II rechts, und 

= 0,4. MI + M pro für Belastung im linken Außenfelde. 

Die M rIO- Linie ist die des einfachen Balkens. Man findet also 
die Ordinaten der Mn-Linie, wenn man im Feld II links die mit 
0,4 multiplizierte MI-Linie zur Mno-Linie adiiert, in den anderen 
Feldern ist die Ordinate der Mn-Linie das 0,4 fache der Ordinate 
der MI-Linie (vgl. nachfolgende Tabelle und Fig. 206). 

Linkes Feld 11 I Feld I. Rechtes Feld 11 
----- --~ ---------------

~ Mn I Mn Mn T 
0,1 r97 

I -0,123 I +0,016 
0,2 0,597 

I 
-0,198 rre8 0,3 0,905 -0,235 I 0,e34 

0,4 1,225 -0,240 I 0,036 

I 

I 

0,5 0,961 -0,218 
t 

0,035 
0,6 tO,714 . - 0,180 I 0,032 
0,7 0,492 I - 0,132 I +0,026 
0,8 +0,~95 

I 
- 0,080 I 0,018 

0,9 +0,130 -0,034 I +0,010 

Anmerkung: Bei der Berechnung der Xa-Linie kann man, wenn die 
Ma-Fläche gegeben ist, die Biegungslinie auch nach dem Mohrschen Satze 
als Momentenßäohe zu der als Belastung gedacnten Ma - Fläche ermitteln. Dies 
kann zeichnerisch gesohehen, indem man die Ma - Fläohe in Lamellen aufteilt. 
Bei der rechnerisohen Ermittelung denke ma.n sich die trapezförmige Ma-Fläohe 
mit den Endordinaten Mi und J4 in zwei Dreiecke mit diesen Endordinaten 
zerl~gt; man findet dann für ein "zweites Moment" an der Stelle ro: 

Mi 1-(1-1-) (1 +1-)+Mt-r (l- y) (2-7) =M1 'Cl +Mg.c~. 
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Fig.206. 

Man kommt also wieder auf die oben durchgeführte Rechnung, die also mit 
der Anwendung des Mohrschen Satzes identisch ist. 

§ 12. Der geschlossene Rechteckrahmen. 

I. Erste Rechnungsart (vgl. § 9). 

Herleitung allgemeiner Gleichungen für die Eckmom ente. 

a) Grundsystem. Bezeichnungen, Vorzeichen. 
Der geschlossene Rechteckrahmen (Fig. 207) mit vier steifen 

Ecken ist ebenso wie der beiderseits eingespannte Rahmen ein drei­
fach statisch unbestimmtes System. Als statische Unbekannte X a, X b 

und Xc sollen wieder drei Eckmomente ermittelt werden, so daß 
also das Grundsystem ein Dreigelenkbogensystem vorstellt (Fig. 208). 

Wir führen wieder folgende Be-
ziehungen ein (vgl. § 9!): Die Ecken 
werden (wie in § 9) numeriert mit 
den römischen Ziffern I, II, IIr, IV 
(Fig. 208). Die Ständer sollen ein 
gleiches Trägheitsmoment J h , des­
gleichen oberer und unterer Riegel 
ein gleiches Trägheitsmoment J l 

haben 1). Den Wert h. Jz bezeichnen 
Jh 

QlO 
Fig.207. Fig.208. 

Grundsystem. 

wir mit h' und den Verhältniswert ~ mit w. - Die Normalkräfte 

im Obergurt nennen wir N(o), im Untergurt N(u), in den Ständern 
N(I) bzw. N(r). - Die Querkräfte der Riegel seien mit Q(o) und Q(lt), 

1) Für ungleiche Querschnitte der Riegel soll die Berechnung noch folgen. 
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die der Ständer mit Q(l) und Q(r) bezeichnet. Die Auflagerdrücke seien 
V(I) und v(r). 

Bezüglich der Vorzeichen sollen folgende Regeln gelten: Mo­
mente sind positiv, wenn sie den Balkenteil nach innen verbiegen, 
negativ, wenn sie nach außen verbiegen. Querkräfte der Riegel 
sollen als positiv gelttln, wenn sie links vom betrachteten Querschnitt 
nach oben, rechts nach unten gerichtet sind; in den Ständern gelten 
sie als positiv, wenn sie oberhalb des betrachteten Querschnittes 
nach außen, unterhalb nach innen wirken. Normalkräfte sind als 
Druckkräfte negativ, als Zugkräfte positiv. 

b) Ermittelung einer Unbekannten Xe. Zur Ermittelung 
der Eckmomente MI bis M iV gehen wir in gleicher Weise vor, wie 
in § 9 bei der Berechnung des beiderseits eingei"Fannten Rahmens. 
Das Moment Mn' in Fig. 208, die Unbekannte Xc' ergibt sich nach 
der Gleichung: 

X =_ [cm.21. 
c [cc.2] , 

darin ist 

f J' 
[cm.2]= MoM e • 2 ds,J' . 

f J' f 2 J' [cc.2]= Me M e•2 ds J = M c . 2 ds J . 

Zur Ermittelung dieser Werte ist zunächst die Me.2 -Fläche zu 
bestimmen, d. h. die Momentenfläche für X C• 2 = 1 (am 2 fach statisch 
unbestimmten Hauptsystem). Diese ermitteln wir, wie in § 9. - Aus 
den in Fig. 209-211 dargestellten Momentenflächen (Ma-Fläche, M b -

Fläche, Me-Fläche) findet man: 

,~ -----_=_ 1 
+ 

-------

_____ !t!=1 

+ + 

Fig. 209. Ma-Fläche. Fig. 210. Mo-Fläche. 

1 
[aa]= 62(3w+2), 

1 1 
[ab]=-6(3w+l), [bb]=6 4 (w+l), 

[ac] = 
1 

[bc]=-6(w+3), 

Fig. 211. Me-Fläche. 
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Daraus ergibt sich: 
[ab] 
[aaJ 

[ ac] 
-[aal 

3w+l 
2 (3w-t--2) , 

3 (w + 1) 
- 2(3-~+2)' 

] l ( ) 3w+l l ( +' [bb.l =(j.4 w+l - 2(3w+2)6 3w 1) 

l (5w+3)(3w+5) 
6 2(3 w+2) 

l 3w+l l 
[be.l]=--6·(w+3)+ 2(3w+2) '6- 3 (w+l) 

l3w2 -10w-9 
-6- 2 (3 w + 2) 

[be.l] -3w2 +10w+9 
- [bb-:1j = (50) + 3)(3 w + 5)' 

217 

Damit ergeben sich für die Momentenfläche Me.2 folgende 
Werte: 

X ee = 1, 

[be.l] -3w2 +10w+9 X = - -- -- - -= --------------- -----
rJe [bb.l] (5w+3)(3w+5)' 

X ___ [a G 1_ La b] X _ _ 9 w 2 + 14 0> + 9 
ae- [aa] [aaJ ae- (5w+3)(3w+5)' 

In der Ecke III ergibt sich dann ein Moment: 

9w2 +10w-3 
X ae - X be + X ee = (5m-t-3)(3~+ 5)' 

(146) 

Nachdem die Momentenfläche für X e .2 = 1 (Me . 2 -Fläche, Fig. 212) 
bestimmt ist, können die Werte [c m. 2] und [c c . 2 J aus den vorher 
angegebenen Gleichungen gefunden werden. Die Werte [cm.2] sind 
je nach der Belastung verschieden. Für den konstanten Wert [cc.21 
findet man (vgl. Tab. I): 

l 
[ce. 2J = -2 {Xee + (Xac + X cc - X bc)} 

h' h' +6-. 1 (2 X cc + XbJ +6. 1 [2 (Xac - X bc + Xcc)+Xac] 

_ 2 (w + l)(w + 3)(3 0> + lJ l 
- (5w+3)(30>+5) . 

Anmerkung: Diesen Wert konnten wir auch ermitteln aus den Ver­
schiebungen des Grundsystems, wie folgt: 
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Damit sind die Grundlagen zur Berechnung der Eckmomente Xc 
gegeben. Im Anschluß daran sollen nun 

Fig. 212. Mc.2-Fläche. 

die übrigen Eckmomente ermittelt werden. 

c) Allgemeine Gleichungen für die 
Eckmomente MI bis M IV ' 

Für die Unbekannte Xc führen wir 
wieder die Bezeichnung M ll ein (vgl. 
Fig.208). Die Gleichung für MlI schreiben 
wir in der Form: 

M -_ 2ll 
ll- \]lI/' 

Die Momentenfläche für Xc. 2 = 1 (Mc,2 -Fläche) ist also als 
Momentenfläche . für MlI. 2 = 1 (Mn 2-Fläche) zu bezeichnen. 

Fig.213. 
Mrr.2= 1 (Mll .2-Fläche). 

-3w2 +10w+9 
MIIl = (5 w + 3) (3 w + 5)' 
MIllI =1, 

9w2 +lOw-3 MllllI = ._-----------
(5 w + 3) (3 w + 5) , 

9 w2 + 14w+9 M IVII = - .-- .. ---_ ... _- .. 
(5 w + 3) (3 w + 5) . 

I r 
+ 

Fig.214. 
MI.2 = 1 (MI .2-Fläche), 
MII =1, 

-3 w2 +10w+9 
MIIl = (5 w+35(3 w+5)(=Mm ) , 

9 w2 + 14 w+9 
M 1lI1 = - (5w + 3) (3w +-5) (= Mwn) , 

9w2 +10w-3 
M1VI = (5 w + 3) (3 ·~+5) (= M llIll). 

Die Eckmomente der M Il.2-Fläche sind MI II' MUll' M Ill1P 

MIVJI (Fig. 213). 
Danach ist also zu schreiben: 

f J' 
21I= Mo MII . 2 ds J' 

Das System ist sowohl für die senkrechte wie für die wage­
rechte Mittelachse symmetrisch. Man kann also die Momentenflächen 
für die Zustände MI. 2 = 1, M III. 2 = 1 aus, der Momentenfläche für 
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MII .2 = 1 finden durch symmetrische Vertauschung. Die Werte dieser 
Momentenflächen lassen sich also ohne weiteres aus den Gleichungen 
(146) anschreiben (s. Fig. 213-216). Aus der Momentenfläche für 
M 1II.2 = 1 läßt sich in gleicher Weise der Momentenfläche für 
M rv. 2 = 1 (Mrv.~-Fläche) durch symmetrische Vertauschung an­
schreiben. 

Für die Eckmomente haben wir nun, unter Berücksichtigung 
des Umstandes, daß die Nennwerte für alle gleich sind, die Glei· 
chungen: 

Darin ist: 

Ml=-~' 
M'I=-~I, 
M -_ 2m 

III- in' 

M =_2IV 
IV in . 

. . . . . . (147) 

in = 2 (w + 1) (3 w + 1) (w + 3) I (148) 
(5w+3)(3w+5) ••. 

Die Werte 2 sind für die verschiedenen Belastungsfälle aus der 
Mo-Fläche mit Hilfe der in § 1 gegebenen Integralwerte zu ermitteln. 
Bei Belastung der Riegel haben wir dann die Gleichungen 

2=qJ1 M1 +qJ2M~, 
worin Ml und M9 die Momente der ent3prechenden Momentenfläche 
an den Enden des belasteten (oberen und unteren) Riegels bedeuten. 
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Der belastete Riegel muß im Grundsystem einen einfachen 
Balken darstellen. 

Wenn ein Ständer belastet ist, w ist auch das Grundsystem so 
zu wählen, daß der belastete Ständer ein einfacher Balken ist (Fig.217 
und 218). Die Momentfläche Mo erstreckt sich bei dieser Belastung 

,-P_:h-t-"'"':::'=_:;':-::':-:';;:-"'_"""-I L r------jL.. 

p 

+ 

Fig. 217. Fig. 218. 

nicht nur über den belasteten Ständer, sondern auch über den andern 
Ständer und, je nach der Wahl des Grundsystems, über den oberen 
oder unteren Riegel. Die Werte MI bis M IV setzen sich also wieder 
aus zwei Teilwerten M' und M" zusammen. Die Zählerwerte der 
Teilmomente M' ergeben sich aus der Mo-Fläche des belasteten 
Ständers wieder in der Form: 

Man erhält also: 

M,=_3: 
I 1Jl' 

M' - 3~1 ll--Iff' 

M~ll= _ 3;1, j 
, 3rv 

M 1V=-9f' 

(149) 

Die Werte M" ergeben sich ebenfalls in der Form: 

3" M"=-. 
lJl 

Darin. sind jedoch die Zähler 3" aus dem Teil der Mo-Fläche zu 
ermitteln, der sich über die nicht belasteten Teile erstreckt. 

Für die Momentenflächen Fig. 217 und 218 ergibt sich: 

31= - p~ h [h' (2 M III+ M TT) + 1 (2 M nT+ M lllT)] , 

211= - p~ h [h' (2 M Ill + Mim) + 1 (2 M/ll+ MIV/l)] ' 
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3YII= - P~lt [h'(2 M um + 2Jf1IlI) + l (2 M UllI+ MIllIlI)] , 

3'Jv= -- ~/ [h' (2 M IIIV+ M IlV) + l (2 M IIlV+ M IlI1V)]' 

Anmerkung: Für :i!NI ist das Grundsystem Fig. 218 in Betracht zu ziehen. 

Durch Einsetzen der entsprechenden 'Verte für die Momente 
nach den Momentenflächen Fig.213 bis 216 findet man, wenn man 
zugleich durch m dividiert und gehörig vereinfacht. 

M" - M" - p' h 1 
~ 1- lII- 4 p', 1 )1...... (150) 
M" - M" _ t Il- IV-- 4 " 

Nunmehr lassen sich die Eckmomente für alle Belastungen an­
geben. 

Cnter Verwendung der Momentenflächen, Fig.213 bis 216 er­
halten wir nach entsprechender Vereinfachung: 

Für senkrechte Belastung des oberen Riegels nach Glei­
chung (147) und (148): 

(3 w2_=-10 w - 9)~~+.~~)~ :~~ w + 9) fP2 
nl 

M =_(5w : 3)J3w+5)Cf'1+~~2+10w-3)fP2 

II nl '~(151) 
__ (9W2+1~W-3)rpl+(5W+3)(.3W. +5)fP~ J 

M lIJ - l ' n 

M _ (9 w2 + 14w + 9) fP1 + (3 w 2 -10w -=-9)fP2 
IV- n l . 

Bei Belastung des unteren Riegels ist darin ~Wl mit J[JJ 

und Mm mit MIr zu vertauschen. 
Für wagerechte Belastung der Ständer findet man aus 

den Gleichungen (149) und (150): 

M =(9w2 +14w+9)(Fl-(9w2 +10w-3)fP2+P'h 
~ I nl 4 ' 

(9w 2 +10w-3)rpl-(9w2 +14w+9)rp2 P'k 
MJl=- nl -4' 

M = __ (5w+3)(3w+5)rpl-(3W'2 -10W-9)rp2+ P 'h 
~ III nl 4 ' 

(152) 

M _(3w2 -10w-9)rpl-(5w+3)(3w+5)rp2 P'k 
JV-- ----:;;l---·-~---- - 4 . 

In den Gleichungen (151) und (152) ist: 

n=2(w+l)(3w+l)(w+3) ..... (153) 
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Nach Ermittelung der Eckmomente M r bis M IY sind beliebige 
andere statische Größen in gleicher Weise zu ermitteln, wie in § 9 
für den eingespannten Rahmen gezeigt wurde. 

Aus Gleichung (152) ergibt sich der Einfluß der verschiedenen 
Belastungsfälle wiederum dadurch, daß für lfJl und lfJ2 die ent­
sprechenden Werte aus Tab. VII eingesetzt werden. 

Die Verwertung der vorstehenden Ergebnisse soll an einem Zahlen­
beispiel in § 13 erläutert werden. 

H. Zweite Rechnungsart (vgl. § 10). 
Eine zweite Rechnungsart schließt an die Ausführungen des 

§ 10 an. Es ist in diesem Falle ein Hauptsystem nach Fig. 219 zu­
grunde gelegt; als Unbekannte sind Gruppen der beiden Einspan­
nungsmomente an den Ständerfüßen zu ermitteln. 

Fig. 219. Ma-Fläche. 

+1 
+1 

+1 

+1 

-1 

Fig.220. MrFläche. 

-1 

Man erkennt, daß die Beiwerte der X wie auch die Absolut­
glieder von den in § 10 angegebenen Resultaten nur dadurch abweichen, 
daß noch der Einfluß des unteren Riegels hinzuzufügen ist. Es tritt 
hier der Sonderfall 1 (S. 164) ein. 

Für den unteren Riegel soll diesmal ein von dem Trägheits­
moment Iz des oberen Riegels abweichender Trägheitsmoment Iz u 

angenommen und der Wert 

l.}i=l' 
Jiu 

bezeichnet werden. - Man findet damit (vgl. Fig. 219 und 220) 

[aa] = w(w+ 2) 1 +1'= w(w+ 2)1+(2w+ 3)1' 
2w+3 2w+3 

[bb]=~w+11+.!.1' (6w+1)1+1' 
3 3 3 

Weiter findet man bei· den verschiedenen Belastungsfällen : 

a) Senkrechte Belastung des oberen Riegels: 
w 

[amJ=- 2w+3 (lfJl +lfJl1)" 

[bm] = f{Jl - lfJ2' 
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x W (971 + 971!) W (971 + 972) 
,,= w(w+2)l+(2w+3)l' \Ra 

X = _ 3 (971 -972) =_ 3 (971 - 972) 
b (6w+l)l+l' \Rb 

b) Senkrechte Lasten des unteren Riegels: 

[am] =971 + 972 , 

[b m] = 971 - 972 . 

X = _ (?_Cl) + 3) lPl + 972) 
a \Ra' 

X __ 3 (97~- 97'J) 
b - lJ'b' 

c) Horizontale Belastung H des rechten Ständers: 
w 

[am] = - 2 w + 3 971 + 97'J' 

H'h 
[b mJ = - -6- (3 w + 1) l- (971 + 97'J)' 

X =?!5El-(~ W±3l972. 
a \Ra 

Xb=-~ (3 w + 1) l·H'h+ 3 (971 +97'J) . 
\Rb 

223 

Die Eckmomente ergeben sich nach Ermittelung der Unbe· 
bekannten aus den Gleichungen: 

MI =Xa+Xb 1 
~lflv=Xa-Xb W 

MII=M/IO -2w+3 Xa + Xb ~ ... (163a) 

M",~Mm·-2W'"t-3X.-X' j 
Darin ist zu setzen (vgl. S.165): 
a) Für senkrechte Belastung des oberen Riegels: 

M =M =_3(971+972) 
110 lIIo (2 w + 3) l . 

b) Für senkrechte Belastung des unteren Riegels: 

M IlO =MllIO=Ü. 

c) Für horizontale Belastung des rechten Ständers: 

M = _ H' h _ 3 971 
110 2 (2 w + 3) ( 

H'h 3971 
M III0 =-2- - (2 w+ 3)( 
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Anmerkung. Nimmt man wieder für oberen und unteren Riegel gleiches 
Trägheitsmoment an, so wird l' = l. Setzt man dies in die Gleichungen für 'JIa 

und 'JIb ein und vereinigt die einzelnen Glieder der vorstehenden Gleichungen 
dcr Eckmomente, so erhält man wieder die Gleichungen (151) und (152). 

§ 13. Zahlenbeispiel zum geschlossenen Rechteckrahmen. 

Aufgabe 1. 

Es ist das in Fig. 221 gezeichnete Brückenportal für den Horizontal­
schub H zu berechnen. - Die beiden Riegel haben gleiche Querschnitte. 

Die Aufgabe soll auf drei Arten gelöst werden, und zwar 
1) unter Verwendung eines statisch be5timmten Grundsystems, 
2)" "der geschlossenen Formeln für die Eck­

momente (§ 12, I), 
3) unter Verwendung eines Zweigelenkrahmens als Haupt­

system (§ 12, II). 

Jh~!rJi 
wandernde Lasf 
P~1t 

H 

"'1=1,5m 
- - -~-

I krOm 
~-.~ ________ ~~~_1 

: 7?~1,5m 
- --i--f 

2,0 I' Om 
M€~~~~'~~--8,OOm-~~~ 

Fig. 221. Fig.222. 

1. Berechnung unter Verwendung eines statisch bestimmten 
Grundsystems. 

Das System ist dreifach statisch unbestimmt. Als überzählige 
Größen wählen wir die Momente am Fuße der Ständer und das 
Moment in der Mitte des oberen Riegels (Fig. 222). Dies letzte Moment 
nennen wir X a • X b sei die Gruppe aus zwei gleichen Fußmomenten 
mit gleichen Vorzeichen, Xc die Gruppe von zwei gleichen Fuß­
momenten mit umgekehrten Vorzeichen. Bezüglich Bezeichnungen und 
Vorzeichen, vgl. § 12. 

+ 

Fig.223. Ma-Fläche. Fig. 224. 11fb - Fläche. 
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+ 

Xc =1 

Fig. 225. Me-Fläche. Fig.226. Mo-Fläche. 

Zur Errechnung der Verschiebungen des Grundsystems benötigen 
WIr die Momentenflächen infolge der Belastungen Xi = 1 und infolge 
der äußeren Belastung am Grundsystem (s. Fig. 223 bis 226). 

Aus diesen Momentenflächen findet man: 
Die von der äußeren Belastung unabhängigen Ver-

schiebungen des Grundsystems. 

[ ] h' I 1 
aa =3.21 

=~~l~+l=l'~~-±~ 
3 3 

[b b] = ~~ . 2 + 1 = l. 2 w + 3 
3 3 

[ce] = 2h' + 4._l_ 
2·3 

1 1+3w 
=2w.Z+2· 3 =l.2-3--

h' 1 
[ab] = "6 .2=w· 3 

[ac] = 0; 

[be] = O. 

Die Elastizitätsgleichungen lauten nun: 

raa] X a + [ab] X b = _. [am] 
[ab] X a + [bb] Xb = - [bm] 

[ce] X c = - [em]. 
Wir können die beiden ersten Gleichungen getrennt von der dritten 
auflösen. 

Man findet: 
[a b] w 

Fab=-[aa] =-(2~+3)' 
P i r let, Statik. H. 2. 15 
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[b b . 1] = [b b] +- Fa b [ab] 
l(2w+-3) w l·w 

= --3--- - -2 w +~3' -'3 

_(w+-1)(w+-~l 
- 2w+-3 . 

[bm.1] 
Xb = - [bb'~iJ' . 

[am] 
X a= - [aaJ+Fab'X b , 

X --[~~] 
C - [ce]' 

Errechnung der Absolutglieder, d. i. der von der äußeren Bela­
stung unabhängigen Verschiebungen des Grundsystems für die Last H. 

Es ist allgemein: 
J' 

[im] = J MiModsJ ' 

Wir benötigen die Mo-Fläche, d. h. die Momentenfläche am 
Grundsystem infolge der äußeren Belastung H, die in Fig. 226 ge­
zeichnet ist. 

[am] = 1· (- ~J\+-!ll) (~!) +- 1 (+- H[h 2 1J1) (~l) 
wl w·l·1J 

=3H'(-1J)=-a ·H 

[bm] = _ w._l"!l'H+- l.~:rL 
6 2 

3-w 
=-6-· l ' 1J .H 

( 1 .l) H 1J . 1 ·1 
[cm]=+-H1J "3 -,~ 6-

-H (h+-~1J).w'l_ H(h-jJ.~~ 
2 2 2 2 

_ H 0-,]- 1J2 . ~l_ 
2 3 

=_l.h. 3w +- 1.H 
6 

[b m . 1] = [b m] +- Fa b • [am] 

=l.H'1J(3 6-~)-~3((;:~'~) 
w+-3 

=l1J 2(2w+3)'H 



§ 13. Zahlen beispiel zum geschlossenen Rechteckrahmen. 227 

[bm.1] 
Xb=- [bb.i] 

l.H'1](w+3)(2w+3) 
2 (2w + 3)(w+ 1)(w+ 3)Z 

=_!l_1_ H 
2 w+1 

[am] 
Xa=-[aa] +Fab,Xb 

w·l·1]·3.H w 1] 1 
=+ 3l(2w + 3)" 2w + 3 '2' (w + l).H 

w 
=1]' 2W+2· H 

X _ [em.2]_ rem] 
c-- [ee.2J-- [ce] 

_Z.h.(3w+ 1).3·H _H.h 
- 6.l.(3w+1).2 -4' 

Jetzt errechnet sich jede beliebige sta­
tische Größe nach der Gleichung: 

S = S,.+ Sa ·Xa+ Sb .Xb+ Sc' Xc· 
Die Eckmomente (Fig. 227) ergeben 
sich zu 

M;= 1.Xb+ 1·Xc+Mo 

=- H~1] (w~l) + n:~ 
I H1] ( 1 ) Hh 

MI =H1]-T w+l +4 

= H1] (2 __ 1_) + Hh 
2 w+1 4 

MPI=Mo+ 1.Xa+ l·~c 

Fig.227. 

H(h+1])+H. ~_+Hh 
2 1](2w+2) 4 

15* 
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h H·'Yj 1 Hk 
MnI=------+-

2 w+1 4 

M;n=Mo+ 1·Xa-1·Xc 

_H.(7~+'Yj)+H'Yj w Hh 
- 2 2w+1-T 

_H'Yj2w+1 +Hh 
-Tw+T T 

h M 1V = 1.Xb-1·Xc 

_ H.'Yj 1 H·h 
---2-w+1-4 

M;v=- H'Yj __ l __ Hh 
2 w+1 4 

Setzen wir nun die in Fig. 221 angegebenen Zahlen für H, It, l und 1} 

h' 
ein und nehmen wir w = - = 3 an, so ist: 

l 
Mj= + 2,813·H mt 

M;=+1,313.H " 
M]I=-1,687.H " 

h 
Mn =-1,687·H " 

M1II =+2,813.H " 

MfIl=+1,313.H" 

M;v=-1,687.H " 

M;-v=-1,687.H " 

2. Berechnung unter Verwendung der geschlossenen Formeln 
für die Eckmomente (§ 12, I). 

denselben Resultaten wie im vorhergehenden kommen wir, wenn 
wir die im § 12, Abschnitt I angegebenen 

r-------y-';:.., E M=H· 71 Formeln für die Eckmomente des ge-
H schlossenen Rechteckrahmens verwenden, 

indem wir an dem Rahmen oben rechts 
eine Horizonalkraft H und an den oberen 
Riegel rechts und dem unteren links 
je ein Moment Hg angreifen lassen (s. 
Fig.228). Aus dem Horizontalschub H 

Zu 

Fig.228. 
ergibt sich für die Eckmomente (GI. (150); 
S. 221): 

" " Hh MI =MlII=4 

M"- M" _ Hit II-· IV--4 -' 
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Für die Belastung der Riegel durch die Momente M = H· rJ sind 
die Gleichungen (151), S. 221, zu verwenden. Diese Gleichungen 
gelten für die Belastung des oberen Riegels. Für die diametral gegen­
überliegende und in gleichem Sinne wirkende Belastung des untern 
Riegels durch das gleiche Moment M = HrJ finden wir offenbar die 
gleichen Eckmomente, wobei jedoch MI mit M III und Mrv mit M II 

vertauscht erscheint. Die Gesamtmomente sind damit: 

M -M _(3w2 -10w-9)CfJl+(9w2 +14w+9)CfJ'.! 
[-1 III- nl 

(9w2 + 10w-3) CfJl + (5w + 3)(3w + 5) CfJ'.! 
nl 

~,f' M CfJl + CfJ2 
~rJ.I=l III=- (w+l)l" 

M
II

= M rv = _ (5w+3)(3w+5)CfJl +(9w2 +10w-3)CfJ'.! 
nl 

I (9 w'.l + 14 w + 9) CfJl + (3 w'.l-10 w -- 9) CfJ2 
I nl ----------

M M CfJl + CfJ2 

II= rv=-(w+1)l" 

Die WeIte CfJl und CfJ'.! sind in § 1 für Belastung eines graden 
Balkens durch ein Moment am rechten Ende zu entnehmen; man findet: 

Ml • 
CfJl =6=2H, 

Ml 
CfJ2=3-=4H. 

Damit wird nun insgesamt: _ 

Mh_Mh = 6,OO.H_ 6H_ 
I- III 4 - 4.8-

= 1,50H -O,1875H 

= 1,3125Hmt. 

M II = M 1V = -1,50H - O,1875H 

=-1,6875Hmt. 

3. Berechnung unter Verwendung des Zweigelenkrahmens als 
Hauptsystem. 

Nach § 12, Abschnitt II erhalten wir, wenn wir wieder die Be­
lastungen nach Fig.228 betrachten: 

Infolge H: 
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Infolge des Momentes M = H· r; am oberen Riegel: 
MI MI 

([11 =6 =2H; ([12=3=4H; 

X = w . --.6H 
a (w+3)(w+1)l 

1 
X b = (3w~+l)T 3H. 

Infolge des Momentes M = H . r; am unteren Riegel: 
MI Ml 

([11=3=4H; ([12=6=2H; 

(2w + 3) 
X a = - (w + 3)(w +1)(6H. 

1 
X b=- (3w + 1)T 3H. 

Insgesamt wird also: 
6H 6 

Xa=-(w+ 1)1 -~H=-O,1875H 

Hh 6 
X b =4 ="4. H =1,5H. 

Damit wird für die untern Eckmomente: 
M I =Xa+Xb =1,3125H. 

MIv=Xa-Xb =-1,6875H. 
Für die oberen Eckmomente M II und MIlZ fin:let m%n: 

Infolge H: 
Hh 

MIIo=-MIIIo=-T 

M =_Hh+Hh=_Hh 
II 2 4 4' 

M _Hh_Hh_+Hh 
III - 2 4 - 4· 

Infolge M am oberen Riegel: . 
3 

MIIo=MIIIo=- (2w +3)(6H 
Infolge M am untern Riegel: 

M IlO = M IITO = o. 
Infolge M oben und unten ist also: 
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Xb=O. 
3 W 

M ll=- (2w + 3)1·6H + (2w+3)(W+1)l6H 

1 
=---~--·6H 

(w+1)l . 

~7J!lII=MJr 
Insgesamt ist also: 

Hb 6H 
MII = - -4-- (w + 1)l=-1,6875Hmt. 

Hk 6H 
M III = -4 - +) + 1,3125 H mt. 

(w 1 l 

Aufgabe 2. 

Es sollen für das gleiche System die Einflußlinie für bewegliche 
Lasten auf dem untern Riegel ermittelt werden. Die Einflußlinie für 
das Eckmoment MI (MI-Linie) hat die Gleichung (vgl. § 12): 

1 l'J 
MI = - sn 6 (MII Cl + M1VI c2 )· 

Sie ist in nachstehender Tabelle berechnet und in Fig. 229 aufgetragen! 
Darin ist: 

M Il =+1; M IVI = + 0,428 

X l2 
MIr Cl MIIr~ 

I 
MI T 691 I MII·Cl+MIIr~ 

0,1 0,7 0,099 0,073 

I 
0,172 0,121 

0,2 0,7 0,192 0,124 0,316 0,222 
0,3 0,7 0,273 0,153 0,426 0,298 
0,4 0,7 0,:336 0,165 I 0,501 0,351 
0,5 0,7 0,375 0,161 0,536 0,376 
0,6 0,7 0,384 0,144 0,528 0,370 
0,7 0,7 0,357 0,117 0,474 0,332 
0,8 0,7 0,288 0,082 0,370 0,260 
0,9 0,7 0,172 0,042 0,213 0,149 

Steht die Last 1 am Ende des rechten Kragarmes, so entsteht 
bei IV ein Moment M = 1 . 2 = 2 mt. Die Ordinate am rechten Ende 
des Kragarmes errechnet sich dann 

. Ml Ml 
mIt gJl =6 und_gJs = 3 nach 

der Gleichung: 

1 M1 
M I =-W'6 (MII +2 M 1VI)· 

Darin ist: 
M II =1; MrvI =O,428 

Also wird Fig.229. 
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M = _ 2·8(1 + 2.0,428) =-0325. 
I 6.15,22 ' 

Am linken Ende ist: 
1 MI 

M I = - iR6 (MIII + 2 MI I) 

=_~_ (2.1 +0,428) =-0425. 
6 15,22 ' 

Die Einflußlinie für M II hat die Gleichung: 
1 12 

M II = - 9l'6 (MIII Cl + M IVII C2)· 

Darin ist 
MI II = 0,048, M IVII = - 0,524. 

Danach ist die Mn-Linie in nachstehender Tabelle berechnet und in 
Fig. 230 aufgetragen. 

X 12 I i 
iHn ~- MIII'e, M 1V1f'C2 I M IIf' Cl + M]V II' C., ~ I -

0,1 0,7 0,005 -0,090 
I 

- 0,085 -0,060 
0,2 0,7 0,009 -0,152 - 0,143 - 0,100 
0,3 0,7 0,013 - 0,187 - 0,174 - 0,122 
(1,4 0,7 0,016 - 0,201 - 0,185 - 0,130 
0,.'> 0,7 0,018 - 0,197 - 0,179 - 0,125 
0,6 0,7 0,018 - 0,176 - 0,158 - 0,111 
0,7 0,7 0,017 - 0,143 - 0,126 -0,088 
0,8 0,7 0,014 - 0,101 -0,1'87 -- 0,061 
0,9 i 0,7 0,008 - 0,052 -0,044 - 0,031 

Die Ordinate am rechten Ende 
~ des Kragarmes errechnet sich wieder 

~ ~ nach der Formel: 

1 Ml( --l-- ' Fig. 230. MII=-iR'if' M 1II I 2.MIrll )· 

M ist das am rechten Riegelende angreifende Moment: M = 1 ·2,0. 
Man findet: 

M __ 2·8. (0,048 -1,048)_+ 
II - 6 15,22 - 0,175. 

Am linken Kragarm ist: 

1 Ml 
M II = -9l"6" (J-IIvII + 2 MI u) 

M =_~" (-0,524+0,096)_+ • 
II 6 15,22 - 0,07<)" 

Die Einflußlinien von M III und M IV sind die Spiegelbilder von Jl'In 
und MI" 
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11. Abschnitt. 
Vollwandige Systeme mit gekrümmten Achsen. 

Der beiderseits eingespannte elastische Bogen. 
(Das Tonnengewölbe.) 

Der an beiden Enden eingespannte Bogen ist ein dreifach statisch 
unbestimmtes System. In der vorliegenden Bearbeitung sollen auch 
für dieses System die für die Berechnung erforderlichen Größen, also 
namentlich die Verschiebungen der Angriffspunkte der Unbekannten 
sowie einzelne statische Größen (M omente) für die wichtigsten Be­
lastungsfäIle durch geschlossene Ausdrücke dargestellt werden. 

Hierzu bedarf es einer Annahme über die Form der Bogenachse 
sowie über die Trägerquerschnitte. Bezüglich der Systemachse ist 
zu bemerken, daß sowohl die Parabel wie der Kreis und schließlich 
auch die Kettenlinie in Frage kommt. Bei flachen Bogen fallen die 
Kurven ungefähr zusammen; eine Untersuchung verschiedener Bogen 
mit größerem Pfeilverhältnis hat gezeigt, daß die Systemachse sich 
entweder dem Kreis oder der Parabel eng anschmiegt oder aber 
zwischen beiden liegt. Stets aber zeigt die Rechnung, daß bei Rech­
nungen mit kreisförmiger und parabolischer Achse die Abweichung 
in den Werten der Unbekannten gering ist. 

Was ferner die Querschnittsannahmen betrifft, so ist es be­
kannt, daß diese für die Ergebnisse der Berechnung statisch unbe­
stimmter Systeme im allgemeinen von untergeordneter Bedeutung sind. 
Ein solcher Fall liegt auch hier vor. Wir werden aber trotzdem be­
strebt sein, der Rechnung Querschnittsannahmen zugrunde zu legen, 
die der Wirklichkeit wenigstens nahe kommen. 

Eine bekannte und vielfach benutzte Regel besagt nun, daß die 
Gewölbestärke d nach dem Kämpfer hin so zunehmen soll, daß ihre 
Vertikalprojektion überall gleich der Scheitelstärke da ist. Es ist 
also dann (vgl. Fig. 231) 

d=_~8_, 
cosrp 

wo rp den Neigungswinkel der Gewölbetangente 
gegen die Horizontale darstellt. Diese An­
nahme trifft freilich nur bei Bogen mit mitt­
lerem Pfeilverhältnis zu; bei flachen Bogen 

ds 

Fig. 231. 

wird der Endquerschnitt stärker, bei hohen dagegen schwächer als 
nach der erwähnten Regel zu erwarten wäre. Da aber, wie schon 
erwähnt, die Querschnittsannahmen von geringem Einfluß auf die 
Endergebnisse sind, so wollen wir in den folgenden Rechnungen 
zunächst das vorher angegebene Gesetz zugrunde legen (§ 14). 

Es liegt jedoch nahe, die Annahmen, soweit die Rücksicht auf 
die Genauigkeit dies statthaft erscheinen läßt, so zu gestalten, daß 
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die Rechnung sich einfach und schnell durchführen läßt. Denn legt 
man die etwa auf Grund einer Vorberechnung gefundene System­
achse; die im allgemeinen keine einfache mathematische Kurve dar­
stellt, der Rechnung zugrunde und berücksichtigt die wirklich vor­
handenen bzw. vorberechneten Querschnitte, so treten bei den dadurch 
notwendig gewordenen vielen Einzelrechnungen andere Fehlerquellen 
auf, die im obigen Falle ausscheiden. Dies betrifft namentlich das 
Abgreifen der für die Rechnung notwendigen Ordinaten der System­
achse aus der Zeichnung sowie die vielen Zwischenrechnungen, Produkt­
bildungen usw., die zur Berechnung der Verschiebungen (Produkt­
summen) notwendig sind. Diese Fehlereinflüsse können aber von 
größerer Bedeutung sein als die vl"reinfachenden Annahmen; denn 
es sind zum großen Teil Fehler, deren Wirkungen sich nach den 
Fehlergesetzen summieren, während die Einflüsse der genannten An­
nahmen über Achse und Querschnitte sich in den Werte~ der Un­
bekannten (Quotienten von Verschiebungen) teilweise gegenseitig 
aufheben 1). 

Wir werden daher später (§ 15) auf ein anderes Gesetz über 
die Veränderlichkeit der Querschnitte aufbauen, das besonders ein­
fache Rechnung und Resultate liefert. 

§ 14. Erste Berechnung des beiderseits eingespannten 
elastischen Bogens. 

(Berechnung unter der Annahme: d =~) . 
cos Cf! 

I. Die Elastizitätsgleichungen und die Berechnung 
der Verschiebungen. 

Zur Berechnung der überzähligen Größen des dreifach statisch 

Fig. 232. 

unbestimmten Systems schneiden wir in 
diesem Falle den Bogen im Scheitel 
durch und wählen das Moment X a , den 
Horizontalschub Xb und die Scherkraft Xc 
als überzählige Größen (Fig. 232). Diese 
müssen die drei folgenden Bedingungen 
erfüllen: 

X a • raa] + Xb· [ab] + Xc· [ac] = - [am], 
Xa • [ba] + Xb • [bb] + Xc· [be] =- [bm] , 
Xa • [ca] +Xb·[cb] +Xc • [ce] = - [cm]. 

Mit der Lösung der Gleichungen beschäftigen wir uns im 
folgenden Abschnitt. Hier sollen zunächst die Koeffizienten der 
Gleichungen, also die Verschiebungen, berechnet werden. 

Wir setzen der Einfachheit halber einen - wohl in den weitaus 
meisten praktischen Fällen vorliegenden - symmetrischen Bogen 

') Näheres hierüber findet sich in meiner Schrift: nFehleruntersuchungen 
bei der Berechnung mehrfach statisch unbestimmter Systeme". Aachen 1909. 
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voraus. Die Belastungszustände X = 1 sollen so gewählt werden, daß 
sie alle drei die' rechte Bogenhälfte im gleichen Sinne verbiegen. 
Die hierbei in diesem Bogenteil entstehenden Momente Ma , Mb' Me 
sollen als positiv eingeführt werden. Die linke Bogenhälfte wird 
infolge X a = 1 und Xv = 1 entsprechend der rechten Hälfte verbogen, 
so daß auch hier Ma und Mb das positive Vorzeichen erhalten. Da­
gegen verbiegt Xe = 1 . die linke Bogenhälfte in entgegengesetztem 
Sinne, so daß Me im linken Teil negativ gesetzt werden muß. -­
Die Normalkräfte mögen als positiv gelten, wenn sie im Querschnitt 
Druckspannungen erzeugen. 

Eine Verschiebung [i kJ berechnet sich nach der Gleichung: 

[ik] = IllfiMk ~~ + I ~Nk :; , 
wenn, wie üblich, der Beitrag der Querkräfte vernachlässigt wird. -
Aus dem vorhin bezüglich der Vorzeichen Gesagten ergibt sich, daß 
die Verschiebungen [acJ und [be] zu 0 werden müssen; denn in der 
Summe der Produkte Ma· Me und Mb· Me bzw. Na· Ne und Nb· Ne 
werden die gleichen Glieder für die rechte Bogenhälfte positiv und 
für die linke negativ; also muß wegen der Symmetrie der Gesamt­
wert zu 0 werden. 

Somit vereinfachen sich die Gleichungen wie folgt: 

X a · raa] + Xb [ab] = - [am], ) 
Xa·[ba]+Xb[bbJ=-[bmJ, ..... (1M) 
Xc· [ce] = - [cm]. 

Die Koeffizienten dieser Glei­
chungen berechnen wir für den Fall 
einer parabolischen Achse. Als 
Veränderliche führen wir den Nei­
gungswinkel C{J der Bogentangente 
gegen die Horizontale ein. Die 
Gleichung der Parabel, bezogen auf 
die Mitte der Kämpferverbindungs­
linie als Anfangspunkt, lautet (vgl. 
Fig.233): 

Darin ist 
x tg C{J 
-=--- also 
l tg C{Jo ' 

!Y-h'chse 
i 

---~3*IE~--l--~' 
~-----L~; --------~~ 

! 
Fig.233. 

. . . . . . (156) 

Y=f(I-~~~) . 
tg2 C{Jo 

(165a) 

Multipliziert man sämtliche VerschiebunO"en mit E· J wo J 
das Trägheitsmoment des ScheitelquerschnittesO bedeutet, so s~rscheint 
in allen Verschiebungen der Wert: 



236 Vollwandige Systeme mit gekrümmten Achsen. 

J J 
d s . -' = d s· --' - == d s . cos3 ip ; 

J J. 
COS3~ 

denn bei rechteckigem Querschnitt ist gemäß obenerwähnter Quer­
schnittsannahme 

J=b d3 =~ (~)3 (d =Scheitelstärke). 
12 12 cos cp , 

Den Wert ds finden wir aus der Gleichung: 
dx 

ds= -. 
cos ip 

Da ~=~~ ist, sOistdx=Z._1_._1-
tg 'Po tg ipo cos2 cp 

ds J s = -"-dcp J ko .... 

und mit tg ip = ko: 

(156) 

NB. Für die E· Js-fachen Verschiebungen. behalten wir die 
übliche Bezeichnung [ikJ für EJ,.[ik] bei. 

die 

1. Die von der äußeren Belastung unabhängigen 
Vers chie bungen. 

Da das Moment infolge X a = 1 an allen 
Normalkraft Na = 0 ist, so erhält man: 

[ a a] =fd s ;[.- = -"-fd cp . 
J ko 

Stellen M = 1 und a 

Dieses Integral ist über beide Bogenhälften, also von - ipo bis 
--+- Cfo zu erstrecken; man erhält: 

1 
raa] = 2 k- . 'Po • . . . . . . (157) 

o 
Hierin ist 'Po (Kämpferwinkel) gegeben durch die Beziehung: 

tg ipo = ko ( = 2/) , 

oder in der Umkehrung: 
'Po = arc tg ko . . (158) 

Infolge X b = 1 ergeben sich die Momente: 

f 1 1 
Mb = 1 . (f - y) = -2 tg2 'P = - -k tg2 f{!. 

ko 2 0 

Damit ergibt sich: 

J J l'J 1f 
[ab]= Ma Mb äs;=2k'J tg'Jf{!df{!. 

o 

(DerWertf NaNbds~- wird zu 0, da Na=O ist.) Dieses Inte-

gral ist wieder über den ganzen Bogen von - f{!o bis + ipo zu er­
strecken. 
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Anmerkung: Die im folgenden vorkommenden Integralwerte ergeben 
sich am einfachsten mit Hilfe der Reduktionsformel (vgl. Hütte I, Erster Ab­
schnitt, Integralformeln!): 

f ' t n-l r. 
tg Hq; dq; = ! -T - J tg .. -2q; dq; 

Ist n eine gerade Zahl, so erhält man als letztes Integral: 

fdq;=q; 

Ist n eine ungerade Zahl, so lautet das letzte Integral: 
f tg q; dq; = -ln cos q; (vgl. Hütte!) = t In (1 + tg 2q;) 

Mit Hilfe vorstehender Integrale findet man für [a b 1 den Wert: 

[ab] =Z2. 7C; (ko-rpo) ..... (159) 
o 

Die Verschiebung [b b] berechnet sich nach der Gleichung: 

Hierin ist 

[bbJ =f~112ds Js_ --l--fN 2 ds ~. 
b J' b F 

1 1 Q 

Mb = 2 . k . tg" rp , 
o 

Nb = 1 . cos rp , 

ds . -!-- = d s. Fs • J. = ~ d p-. cos rp J s = Js ~ ~Jl_ . 
F F Fa ko cos 3 rp Fs F. ko cos 2 rp 

Man findet mit diesen Werten: 

[] Z3 1 f 4 + 1 Ja f b b = - . -------a tg rp d rp - - d rp . 
4 ko ko F. 

Die Auswertung der Integrale für die Grenzen - rpo und + rpo 
ergibt: 

13 1 3 J s 1 
[bb] =6· k03 [ko - 3(ko - rpo)] + 21~. ko ··Po' 

Der Wert -Ja l·st f·· ht k· Q h ·tt ur rec ec 1gen uersc nl : 
F. 

J bd 3 d 2 
---.!!.... = __ s _ :.:== _s_ 

F. 12 bds 12 

Die Scheitelstärke ds ist', falls man die Normalkräfte berück­
sichtigen will, vorerst zu schätzen oder an Hand von Näherungs­
formeln (Tolkmittsche Formeln) zu ermitteln. Vereinigt man in der 
Gleichung für [bb] heide Glieder, so findet man: 

[bb] = ~.~{k 3 - 3 [k - rp (1 + 4 ko~~._)J} (160) 6 k 3 0 0 0 . 12 F o 8 

Vernachlässigt man den Beitrag der Normalkräfte, so wird 
L3 1 

[b b] = 6 k-dko 3 - 3 (ko - rpo)] . . • . (160a) 
o 
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Die Verschiebung [ce] berechnet sich wie folgt: 

[ce] = J Mc'Jds ~8 + f N c2 ds· ~8 • ~ •• 
s 

Hierbei ist: 
Z 

M =x=-tgqJ' 
c ko ' 

Nc = + sinq;. 
Also ist: 

Unter Vernachlässigung der Normalkräfte ist 

[ce] = 2Z3 k13 (ko - q;o) 
o 

(161) 

(161a) 

2. Die von der äußeren Belastung (Temperatur, Wider· 
lagerverschie bungen) abhängigen Verschiebungen. 

Wir untersuchen den Fall ruhender Belastung, und zwar ins· 
besondere den der gleichmäßigen Vollbelastung einer und beider 
Bogenhälften, überschüttung einer und beider Seiten sowie den Fall 
einer beweglichen Belastung, d. h. einer wandernd{ n Einzellast 1 t. 
Für diese Fälle ermitteln wir zunächst die .Absolutglieder der 
Elastizitätsgleichungen, die Verschiebungen [am], [bm], rem]. 

a) Gleichmäßige Belastung einer Bogenhälfte; Belastung 
rechts (Fig. 234). 

~ 
Darin ist . ~lii ~ i ~, x 2 q Z2 tg2 q; 

M o=-q'"2=-T'JC2' Fig.234. o 
Also wird: 

"'0 
q Z3 f [am]=-"2'ko3 tg2 q;dq;, 

o 

qP 1 qP 1 
[am] = -T'p(tgq;o - q;o)= - T'f3(ko-q;o) (162) 

o 0 

Bei Belastung der linken Bogenhälfte ergibt sich der gleiche 
Wert. 

Der Wert [bmJ ergibt sich aus der Gleichung: 
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Es ist 

'U l 1 " 
1.L = - - tg" gJ 

b 2 ko ' 

N . 1 . 
o = q . x . SIll gJ = q . l· JC . SIll gJ . tg gJ , 

o 
Nb = cosgJ. 

Damit ergibt sich: 
~-o qo 

[ bJ q l4 1 f 4 + J s 2 1 f " m = - - . -4 tg gJ d gJ -- • q I . -2 tg" gJ d rp 
4 ko F ko 

o s 0 

Bei Vernachlässigung des Beitrages 
gibt sich: 

der Normalkräfte er-

ql4 1 
[mbJ = - 12· JC4 [k08 - 3 (ko - rpo)J 

o 
. (163a) 

Bei Belastung links ergibt sich der gleiche Wert. 
Das Absolutglied [meJ ist zu ermitteln aus der Gleichung: 

[me]= f Mo·Mcds ~-+ ~ f No Nc ds:1. 
s 

Es ist 

also 

l 
MC=JC·tggJ, 

o 
Nc=- singJ, 

[ ] _ q l4 1 [2 I ( + k 2)J ( + ko 2 Ja ) me - - 4 P ko - n 1 0 1 2 ---.;; F . 
o l s 
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Setzt man darin: 

so ergibt sich: 

[me] = - ql4,~ (k 2 _ 1/1 ), (1 + 2ko2 J. ) (164) 
4 k 4 0 '1"'0 [2 F " 

o • 
Bei Vernachlässigung der Normalkräfte ist: 

q[4 1 ., 
[mc]=-T'jC4(ko"-'!f'o) . , , . (164a) 

o 
Bei Belastung der linken Bogenhälfte ergeben sich die gleichen 

Werte, jedoch mit umgekehrten Vorzeichen. 

b) Gleichmäßig e Vollbelastung des ganzen Bogens, 
Aus den Ergebnissen des Abschnittes a) folgt: 

[maJ=-q'l3'k~(ko-tp) ........ (165) 
o 

q [4 1 [ (k 2 J)' [mbJ=--,- k 3 -3(k -tp) 1+4~.-S J (166) 6 ko 4 0 0 0 [2 F
8 

' 

bzw. bei Vernachlässigung der Normalkräfte: 

ql''- 1 
[mb] = - 6' k4[k03 - 3 (ko- tpo)] 

o 
[me]=O ........ , .. 

(166a) 

(167) 

c) Einfluß der einseitigen Überschüttung des Bogens. (Fig. 235.) 

, , 

Das sPtlzifische Gewicht des Auffül­
lungsmaterials sei Ye • Das Moment Mo 
für einen Punkt im Abstande x von der 
Mitte ist gegeben durch die Belastungs-

f fläche: Sx' Ye = (f - y) ; 'Ye und deren 
""'IE---x--~ 

~Ie----l---~M 
x 

Schwerpunktsabstand "4 von dem be-

oder, 

Fig,235. trachteten Punkte. Setzen wir ,qo = Ye • f, 
so wird: 

x Y • . f x 4 ,qo x 4 

Mo=-Sx.y.'T=-7'12=-1212 

Die Normalkraft ist 
x x f fyf yfx3 

No=sintp Ye(f-Y)d~=sintp, p:-~2d~=sintp ;2-'3' 
o 0 
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-..T r •. 12 1 3 . ,,-, =--. --·tg q;'SIllq; o 6 k02 , 

go·l 1 !l . N = --. - -.tg q;. SIll fP. 
o 3 k03 

Die Verschiebung [am 1 ist nun, da Na = 0: 
'10 f J), ./4 1 f [am] = ~lf. M d~ _8 = -~--- . - tg4mdlp 

o a • J 24 k 4 " 
o 0 

[] r. 14 1 'k 3 • (k ] am =--72-'k4'l 0 -3 O-IPO)' 
o 

go ·l:\ 1 - :3 
[am]=--· -Lk'-3(k -Ip)] 36 ko'> 0 0 0' 

(168) 

Für die Verschiebung [Inn] findet man: 

f J Jf F 
[bm] = ~v[o Mv ds ;' + FS No Nb ds )j~ 

s 

. (169a) 

'10 

r. l~ 1 f" (I ko 2 J s ) 
= -2-4-'k i; tg Ip d Ip 1 T 4 r' F . 

o 0 s 

rem] = _ r .. l'>. -~-=lk 4 _ 2 (k 2 _ ip )1,11 + 4 ~o 2 • !s; 
96 ko ~ 0 0 0 - L . l2 Ps J 

[] ,qo [4 1 [4 . (k 2 )] I ' ko 2 J s 
em = - 48 'k6 ko - 2 . 0 -!Po. Li -j- 4 r' ]" 

o s 

(170) 

Pidet, Statik. Ir. 2. 16 
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Bei Vernachlässigung der Normalkräfte ist: 

[cm] = - g~!4. ~\ (k04 _ 2 (kQ2 -!Po)]. . . . . (170a) 
o 

Bei Belastung der linken Bogenhälfte durch die Überschüttung 
ergeben sich für [ma] und [mb] dieselben Werte, während für [me] 
der absolut gleiche Wert, aber mit umgekehrtem Vorzeichen eintritt. 

d) Bei Überschüttung des ganzen Bogens 
erhalten wir somit für (m a J und [m b J wieder die doppelten Werte. 
während [m e J = 0 wird. 

e) Tem pera tureinflüsse. 
Wir betrachten den Fall, daß Außen- und Innenrand ungleich­

mäßig erwärmt werden, und zwar möge ersterer seine Temperatur 
auf der ganzen Länge um f1 und letzterer um t2 ändern, so daß die 
Differenz der Temperaturänderungen il t = f1 - t2 beträgt. 

Die Temperaturänderung im Schwerpunkte des Querschnitts 
ist dann 

t1 +t2 
tO='-2-' 

Man hat allgemein für eine Verschiebung [it] die Gleichung: 

[it]=-fe.At.M"ds-fe.t ·N.·ds d' 0 1· , 

wo eden Wärmeausdehnungskoeffizienten des Materials bedeutet. 
Bezüglich der Vorzeichen ist zu beachten, daß, wenn die Tem· 

peraturerhöhung t1 des Außenrandes größer ist als f2 des Innen­
randes, die Quer!lchnitte sich umgekehrt verdrehen als infolge der 
positiven Momente, 80 daß die Arbeitsgrößen bei positiven Momenten 
negativ werden. Da ferner bei positivem to (Temperaturerhöhung) 
eine Verlängerung von rls eintritt, also die Formänderung im um­
gekehrten Sinne der positiven Normalkraft (Druckkraft) erfolgt, so 
ist auch die Arbeit der positiven Normalkräfte negativ. 

Man erhält also für die EJs·fachen Werte der Verschiebungen 

folgende Ausdrücke, wenn d = ~ ist: 
cos rp 

+'1'0 + 'I". f ilt E·J 1 J 1 [::lt]=-EJ e··-M ds=---se·At- -Q-dr, 
s d a ds ko cos· rp 

- 'Po - 'Po 

[a tJ = - 2 E:s . e· At·l . . . . . . . . . 
s 

(171) 

[bt] = - EJsf e ~~MbdS - EJsf e·fo·Nb·ds 

+ Cfo + 'fo 

= _ E~.e.ilt.~~f tg2 rp drp-EJ ·e·f .iJ_l_dlf ' 
ds 2lco2 • cos'Jrp S 0 leo cos2 q; 

- 'Po - 'Po 
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Die V.erschiebung [ctJ wird wegen der Symmetrie = O. 
Gleichmäßige Erwärmung des Bogens um to ergibt mit 

LI t = t1 - t2 = 0 für die Absolutglieder die Werte: 
[at] = O. 
[bt] = - 2 EJs ·f·to·l = -- EJs·f.to·L. 
[ct] =0. 

f) Widerlagerverschiebungen. 
Wir betrachten getrennt drei Fälle von Widerlagerverschiebungen: 
1. Eipe Verschiebung des linken Lagerpunktes A in Richtung 

von A (vertikal, nach oben positiv). 
2. Eine Verschiebung des linken Lagerpunktes A in Richtung 

von H (horizontal, nach innen positiv). 
3. Verdrehungen der Einspannstellen in Richtung positiver Ein­

spannungsmomente M". 
Zu 1. Verschiebung [lw.3]=bA in Richtung des Auflager­

drucks A. (Fig. 236.) 

Fig.236. 

Aus Fig. 237 ergeben sich die Verschiebungen ohne weiteres nach 
der Gleichung: [iw]=--EJ .. -;ZLi[lw]=-EJs·Ai·bA . 

[aw]=O, da Aa=O. } 
[bwJ=O, da Ab=O. . .. 
[cw] = - bA ·EJs' denn Ac = 1. 

Zu 2. Verschiebung [lw.3] = bH in Richtung 
(Fig. 238). 

Fig.238. Fig.239. 
16* 

(173) 

von H 
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Aus Fig. 239 ergibt sich: 

[aw]=O, denn Ha=O. ) 
[bWJ=-~H·EJ8' denn H b =+1. 
[cwJ=O, denn Hc=O. 

. (174) 

Zu 3. Verdrehung des linken Widerlagers um den Winkel {}, 
und des rechten um {}r nach Fig. 240. 

Pig. 240. 

Aus Fig. 241 findet man: 

[awJ = - ({}r + {}l) ·EJ, ) 
[bwJ = - rUfr + 1'}1)· EJ, ...... (175) 
[cw] = -l ({}r -(}l)· EJs 

Denn die Kämpfermomente sind infolge X a = 1 beiderseits 
gleich 1, infolge X b = 1 beiderseits gleich f, infolge Xc' ~~ 1 links gleich 
- 1 und rechts gleich + l. 

g) Einzellasten. 

Wir bestimmen noch die Absolutglieder für eine Einzellast 1 t 
an einer beliebigen Stelle im Abstande $ von der Mittelachse. (Fig. 242.) 

Es treten bei dieser Belastung nur 
Momente und Normalkräfte auf 
zwischen der Last 1 und dem 
Kämpfer, also innerhalb der Grenzen 
$ und l. Zwischen diesen Grenzen 
sind also auch die Integrale zu be­
stimmen. Fig.242. 

Wir bestimmen zunächst das 
Moment Mo und die Normalkraft No an einer beliebigen Stelle im 
Abstande x von der Mittelachse; dabei ist also absolut x >~. Der 
Neigungswinkel an der Stelle x sei Cf!x' an der Stelle ~ sei (p. 

Es ist dann: 

Mo = - 1 ( i - -~-) = { (tg Cf! - tg!f! J, 
o 

No = 1· sin !f!x. 

Bei den folgenden Integrationen ist $, also auch tg Cf! zunächst 
als Konstante anzusehen. 

J 1 
Es ist nun mit ds J' = fc' d!f!x 

c 
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f J l2 'To 

[am]= MoMadsi= k
0 2 f(tg g;-tg g;)dg;x 

'P; 
12 P [1 1 l 

= P tg g; (g;o -g;) - k 2 2 ln (1 + tg2 g;o) - 2- ln (1 +tg2 g;) J 
o 0 

Zur Abkürzung bezeichnen wir wieder: 

Damit ist: 

In(l + tg2 g;) ='11'; tgg;=k 
ln (1 +tg2 g;o) = '11'0; tgg;o=ko' 

1 l2 
[am]=2·k 2 [2(g;o-g;)·k-(V'o-V')] . (176) 

o 

Der Wert [b m] ergibt sich wie folgt: 

1 1 Q ~ 
Mb = ~2- k- tg"g; x' :Nb = 1 . cos g;o,' 

o 
1 [3 'To J 1 '10 1 

[bm]=·---,-f(tgg;-tgg; itg2 g; dg; +--""-·-fSing; ·cosg; ·-.-dg; .. 2 k03 x, x x Fs ko x x cos2g;x .e 

r v 

[bm] = -~_. ts [(ko - k)2 + 2 k (g;o -g;) -(ljJo-ljJ) (1 +2 ~-. ~l~~) ] (177) 
o s 

Bei ausschließlicher Berücksichtigung der Momente gilt die 
Gleichung: 

13 1 
[bm] = - -. -k 3 [(ko - k)2 + 2 k (g;o -g;) - ('11'0 - '11')] (177a) 

4 0 

Für die Verschiebung [cm J findet man, da 
1 

Me = 7C- tg g; x' Ne = - 1 . sin g; x ist. 
o 

'PO 'Po 
l3 f 1 J fSin2 g; [mc]=-~-' (tgg;-tgg; )tgg; dg; ___ .--l'. -,.-'fdg; 

k0 3 x x.r ko F s COS"g;x x 

'P r 

13 {f'PO fV'o Q J, k02fro 2 } 

=p tgg; tgg;xdg;x- tg"rpxdrpx-]/'-,}l tg rpxdrpx 
o r r S r 
13 ( [ k 2 J -l} 

[me] = 2 k3 tk(V'o-V')- 2 [(ko-k) - (rpo-rp)] 1 + ~lT' / J (178) 
o 8 

Berücksichtigt man nur die Momente, so ist: 
l3 

[mc]=2p{k(V'o-lp)-2[(ko-k)-(g;o-rp)]} .. , (178a) 
o 

Diese Werte gelten für die Belastung der rechten Bogenhälfte. 
Steht die Last auf dem linken Teil, so erhält man die gleichen 
Werte, und zwar [cm] mit umgekehrtem (negativem) Vorzeichen. 
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Zur Frage der Fehlereinflüsse, insbesondere der Vernach­
lässigung der Normalkräfte. 

Die vorstehenden Ausdrücke lassen erkennen, daß der Beitrag, 
den die ~ormalkräfte zu den Verschiebungen liefern, durch den Wert 

k'.! J 
,,·N=.,,·~·-~ 

l~ Fa 
seinen Ausdruck findet, wo ." die Werte 1, 2, 4 und 8 annehmen 
kann. Dieser Ausdruck ist stets zu 1 zu addieren, und man er­
kennt leicht, daß er im Verhältnis zu 1 sehr klein ist. Liegt z. B. 
ein Bogen von der Spannweite 20 m und einem Pfeil verhältnis 

~ - ~ vor, so wird: 

k_2f_~_~ 
0- l - L - 2' 

Nimmt man eine Scheitelstärke von I! 2 m an, so erhält man 

ko2 .!~ __ 1_ .~ ___ ~ __ 
l2 Fa - 400 48 - 19200' 

so daß im ungünstigsten Falle statt 1 zu setzen ist: 

8 
1 + 19200 = 1,000416. 

Hierbei sind allerdings verschiedene, von Fall zu Fall wech­
selnde Besonderheiten zu berücksichtigen. Erstens ändert sich der 
Einfluß mit dem Pfeilverhältnis. So z. B. würde im vorstehenden 

Beispiel mit f = -~ der Fehler auf den vierfachen Betrag anwachsen. 

Zweitens aber - und dies ist besonders wichtig - ist der 
Wert 1 +." . N verschiedentlich der Faktor eines Gliedes von Aggre­
gaten, und diese sind hier sehr fehlerempfindliche Ausdrücke. 

Drittens kommt es nicht so sehr auf die Verschiebungen, son­
dern auf die Werte X und schließlich auf die aus den X zu be­
rechnenden statischen Größen S an. Man müßte daher an Hand der 
Fehlergesetze den Einfluß der fraglichen Fehlerquelle bis in die End­
ergebnisse verfolgen, um ihre Wirkungen beurteilen zu können. 

Es wurde bereits vorhin auf die Fehlerempfindlichkeit einzelner 
'Werte der Verschiebungen hingewiesen. 

Dieser Punkt verdient ganz besondere Beachtung, und es 
unterliegt keinem Zweifel, daß für die Berechnung der Verschie­
bungen nicht etwa der Rechenschieber, sondern die Logarithmen­
tafeln u. ä. in Frage kommen (vgl. auch das Zahlenbeispiel § 16). 

H. Lösung der Elastizitätsgleichungen. 
Bei der Auflösung der Gleichungen gehen wir vor nach dem 

im ersten Teil, § 13ff erläuterten Eliminationsverfahren. Danach er­
halten wir die Unbekannten aus folgenden Gleichungen: 
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[em.2] 
Xc = - [ec:2]' 

_ [bm.l] [be.l] X 
Xb-- [bb.l] -[bb.l]' e' 

X __ [am]_[ab]X _I~~x 
,,- [aal [aaJ b [aa] c' 

Da [ae1=[be]=O wird, wird [bc.l]=O, [cm.2]=[emJ, 
[ec.2]=[ce], und man erhält 

X =_[em] 
C lce] , 

K =_Ibm2J 
~ b [bb.l]' 

X =_ [~m]_ [ab]. K 
(( [a a] [a a J ~ b' 

Aus diesen Gleichungen ergeben sich dann beliebige statische 
Größen S in der Form: 

S=So+SaXa + Sb X7J+ Se Xc' 

worin So' Sa' Sb' Sc die statischen Größen S im Grundsystem in folge 
der äußeren Lasten und der Zustände X = 1 sind. 

Danach sollen im folgenden einzelne Belastungsfälle untersucht 
werden, wobei zur Erreichung einfacher geschlossener Formeln der 
Einfluß der Normalkräfte vernachlässigt werden soll. 

a) Einfluß einer einseitigen Belastung des Bogens mit 
f1. tim (Fig. 234). 

Die Unbekannten nohmen folgende Werte an: 

X = _ [me] = + _q_.i k02 -1jJo 

C [ce] - 8k o ko - gJo 

X __ [mb __ ~] 
b - [bb.l]· 

Man findet: 

[mb.lJ=[mb]- f:!1·[ma] 

_ q Z4 [3 . )] + l ko - gJoq Z3 (k ) -120 ko -3(ko-gJo k~-'2 k 3 o-gJo 
o 0 'f'0 0 

q l4 1 0 

=- 12 k-ä' -;;; [gJo ko" - 3 (ko - gJ)]. 
o ,0 

[bb.l]= [bbJ - [:!~.[ab] 
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l3 1 l3 (k _ rp )2 
= JC3. [k0 3 - 3 (ko - rpo)] -"2 JC3 ~_L 

o 0 ,0 

1 [3 1 
=6 k2·~- [rpo k02 - 3 (ko - rpo)]· 

o ,0 

Somit ergibt sich: 

X _q_~_ql2. ~ __ qL2.~ 
,,- 2 ko - 4 f - 16 f 

Für X" findet man jetzt: 
~ _ ql2 ko-rpo l ko-rpo q l __ 

X a - -- -- --.,---- - - ~- -----. - -. - - 0 . 
4 ko - rpo 2 ko rpo 2 ko 

Da hiernach das Scheitelmoment gleich 0 wird, können wir für 
den Fall der einseitigen Belastung des Bogens imScheitel ein Gelenk 
annehmen. Wir haben es also für die weitere Rechnung mit nur 
zwei Unbekannten zu tun, dem Horizontalschub X b , den wir uns im 
Scheitelgelenk angreifend zu denken haben, und der Scherkraft Xc' 

Das Moment an beliebiger Stelle x in der rechten (be­
lasteten) Bogenhälfte berechnet sich nach der Gleichung: 

q[2 (X)2 
Mx =- 2· T +(f-y)X,,+x·X(. 

Es ist 

Also wird 

oder 
q l2 X (x ko 2 'lfJo ) 

Mx =-=- 8 . ( 2 r - ko(ko-rpo) . 

Wir suchen zunächst den Abstand xo des Punktes, für den 
1lfx = 0 wird. Nach vorstehender Gleichung findet man: 

Xo 

l 
1 1:02 -tPo 
2 "'0 (k-; -Po) 

(179) 

Setzen wir diesen Wert in die Gleichung für J[x ein, so ergibt sich: 

Mx= __ ~2 ~ (i-- ~o) .... (180) 

Das Kämpfermoment M k , zugleich der größte negative 

Wert M min , nimmt (mit f- = 1) den Wert an: 

Mmin=Mk =- qt (1 __ ~O) (181) 
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D · GI' h (O)"b . M· f·· x 1 X o f" Ie elC ung 18ergl t em aXlmum ur T = -2- T; ur 

diesen Wert von 
x 

tritt also der größte positive Wert Mma:c 

auf mit 

(182) 

Der Verlauf der Momentenlinie in der linken (unbelasteten) 
Bogenhälfte ist der gleiche wie in der rechten, nur die Vorzeichen 
sind umgekehrt. Es wird nämlich für die linke Bogenhälfte: 

Mx = (f - y) Xb-x Xc = !l1~· ( 7) 2 
- }{!~ ~- -k~~:o .~~)-, 

=Q12-'f (7- - ~o). 
Hier ist x mit seinem 

Absolutwert einzusetzen. Da­
nach ergibt sich der in Fig. 243 
dargestellte Verlauf der Mo­
mentenlinie für Belastung links. 

Wir stellen das Ergebnis 
der Rechnung zusammen: 

Bei Belastung der einen 
Bogenhälfte mit Q tIm wird das 
Scheitelmoment 

M.=O. 
Man kann also im Schei­

tel ein Gelenk annehmen. Der 
Horizontalschub Hhat den 
Wert 

t /r t / m 

+ 
I 
I 
I 
I 
! 

- I I I j 
I1m in I X I 'I 

I ~-..9~ ! I 
I I : 2 1 , I 
I l I I ,I t?.---:=V-=-I Vfl - I~ Nmin I1mox 

Fig.243. 

ql2 1 
B=-·--· 

4 f 
(183) 

Die Scherkraft V im Scheitel berechnet sich aus der Gleichung 

ql Xo 
V =f·r.. . . . . . . . . (184) 

Das größte positive (bzw. negative) Moment im Abstande x; 
von der Mitte wird 

Mmax=-i~;' (~or 
Die Kämpfermomente haben den Wert: 

Ql2 ( xo) 
Mk=±T l- T · 

Das positive Vorzeichen gilt für die unbelastete Seite. 
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Anmerkung: In all diesen Gleichungen berechnet sich der charakte­

ristische Wert, nämlich das Abstandsverhältnis-l~ nach der Gleichung (179): 

X o 1 k02 -In (1 -+- k02) 

T 2 ko (ko - arc tg-ico) . 

Für sehr kleine Pfeilhöhen nähert sich diese Größe dem Wert % und 
wird unbestimmt. Bei diesen Systemen wird die Gewölbewirkung unklar oder 
fraglich. 

b) Einfluß einer gleichmäßigen Vollbelastung des 
ganzen Bogens mit q tim. 

Dieser Einfluß ist aus den vorsteh~nden Ergebnissen ohne 
weiteres anzugeben. Das Scheitel moment hleibt 0 und der Hori­
zontalschub verdoppelt sich, da die Belastung links wie rechts den 
gleichen Einfluß hat. Die Scherkraft und die Kämpfermomente da­
gegen werden 0, da die Belastung rechts den gleichen Einfluß, aber 
mit umgekehrten Vorzeichen, hervorruft. 

Man erkennt also, daß die Momentenlinie sowie die Stützlinie 
diejenige eines Dreigelenkbogens ist, dessen Gelenke in der Achse 
liegen, und zwar im Scheitel und an den Kämpfern. Daraus folgt 
dann ohne weiteres, daß die Stützlinie überhaupt mit der paraboli­
schen Achse zusammenfällt, da die Parabel das Seilpolygon der 
gleichmäßigen Belastung ist, so daß hier allgemein Mx = 0 ist. 

Diese Belastung stellt also einen ungünstigen Belastungsfall nicht 
dar, und man begnügt sich daher durchweg mit der Untersuchung 
der einseitigen Belastung. 

Anmerkung: Es sei noch erwähnt, daß auch bei Berücksichtigung der 
Normalkräfte das Scheitelmoment den Wert 0 beibehält; es ändert sich da­
gegen in etwa die Scherkraft V und damit auch das Kämpfermoment und die 
Momente Mx. 

c) In gleicher Weise findet man für einseitige Überschüttung 
die Werte 

1 4 .) ., 
X = + yo:_l . __ . k o - l;<!~:o_ -11'0) 

C - '\ , 

9(} k o k o - po 

X _ (lJm.l) 
b-- fbb.l] " 

[bm lJ=_Eoi~._1_{3k 1l-5[k a-3(k -cp)]} . . 360 ko« 0 0 0 0 

~ _1 __ . J_. ~() __ Jio. Yo':- [k a _ 3 (k _ Ip )] 
-, 2 ko CPo 36ko" 0 0 0' 

[bm.1] = - fLo~. __ ~ {31p k 4_ 5 [k 8_ 3 (k - m )J} 
360 IPokoll 0 0 0 0 1·0 

gol 1 3CPok04_5[ko3_3(ko-IPO)] 
X b = 60 '-k~:l CPOk~2-=-37}co- CPo) 
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Damit finden wir für das Scheitelmoment M s folgenden Wert: 

X = _ [am] _ [abJ. X 
a [aaJ raa] b 

gor 1 k03 - 3 (ko - CfJo) 
= -72 . k

04 . CfJo ---

I 1 ko- CfJo gol 3CPoko4-4 [k03-3 (ko-CfJo)] 
-2'~'-%--' 60.ko3·-~ko'J- 3(ko-=q;-~)--

X c= M = gol2 . __ ~_ . 5 [kt - 3 (1"0 - <po)] - 9 kf (ko - <Pol (18~) 
("f S .).) tI 

360 k ö <poko -.3 (ko - <Po) 
Der Horizontalschub R ist gleich X b : 

X:-b = H= go l.l __ . a<po kt =_~J~~_=?@o_=<po)] 
~ 3') 

60 kij <po k ö - 3 (1.-0 - <Po) 
. (186) 

d) Bei überschüttung des ganzen Bogens ist: 

Xc=O. 

Y __ H_Yol 3<pokt -5 [k~ - 3 (ko-<po)] 
..: b- --·--3----2----------- .... 

30 k o [<poko - 3 (ko - <po)] 
(187) 

Y _ M _go!~. 5[k~ -3 (ko-<po)] -9k~(ko- <Po) 
..... a- s- 2-' 

180 k o [<pokö-3 (ko-<Po)] 
(188) 

Die Kämpfermomente sind dann: 

gol2 ([ab]) 
Mk=- 12 +Xa . o+ f-[aa] X b • 1 

= gor:.. + go 12 • ko 3 - 3 (ko -:- CfJo) 
12 '. 36 CfJoko 4 

+ CfJok02-(ko-P91.gol. 3CfJok04_5[ko8_3(ko-CfJo] 
CfJok03- 3(ko- CfJo) 30 k03 [CfJok02- 3(ko- CfJo)] 

M k =gol2. 3<po (k: +/)(k:
2 
+ 5) -ko (13kf + 15) • . (189) 

90 k o [<poko -3 (ko-<Po)] 
Es soll noch das Moment an einer beliebigen Stelle angegeben 

werden. 
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Dieser Wert hat Maximum und Minimum für k = 0 (Scheitel) und 

p __ --.!... 5 [ko 3_ 3 (ko- fPo) -:-~J'o~o~ 
- 10 fPoko'J-3(ko-fPo) . 

e) Temperatureinflüsse. 
Aus den Gleichungen (171) und (t"72) findet man für ungleich­

mäßige Temperaturänderungen LJt allein: 

[bt.1] =-~-. EJ •. e.['!' .koLJt-~.~o= fPo. (_ 2 EJ •. e . l . LJt) 
.3 da ko 2tpo d. 

= -e.LJt.l'J. EJLtpoko'J~~Jlc_JI_=tprJ. 
d. 3 fPoko 

Da [bb.1J=~.reo...k.t-:-3(ko-cpo) ist, so wird: 
2ko 3 tpoko 

Der Horizontalschub 

EJ" 2ko EJ" k; H=Xb=E·Ato--o-=EoAt-- o---;- . (191) 
d" l d" I 

Das Scheitelmoment M s wird dann: 

M =X = 2e.LJt.l. EJ'.~L _~.I!_o=fPQ.2e.LJt. EJ,,-.'!..o. 
• a d .• 2l·fPo ko 2fPo dB l 

M,,=Xa=E.At!!!.JII ••• 0 • (192) aB 
Der Wert Xc wird gleich o. 

Die Kämpfermomente sind einander gleich, und zwar wird: 

E·J " 
Mk=Xa+foXb=EoAt.--~(1 +kö) . (193) aB 

Ein beliebiges Moment wird: Mx = MB (1 + k 2 ). 

Für gleichmäßige Tempera.turänderung to (Temperatur­
änderungen der Achse) ergibt sich na.ch Gleichung (171) und (172) mit 
At=O: 

[atJ=O 
[bt]=-2.e·to·l·EJ.; [bt.1J=[btJ. 

Xc=O. 
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f) Infolge von Widerlagerverschiebuugen, für die in den 
Gleichungen (173) bis (175) die Verschiebungen angegeben sind, 
findet man 

1. für dA 
-"Y,,=Xb=O 

Ms=H=O 
:I 

Xc=!.'''~ o} -odAoEJs 
2 l ko-po 

Damit werden die Kämpfermomente 

(197) 

(198) 

1 k~ 1 
M k = ± ---.,o------ooAoEJ.. . . 0 • (199) 

2 Z- k o- po 

Das positive Vorzeichen gilt rechts. 

2. Für dH 

Der Horizontalschub wird 

x _ [bwo1] _ [bw] 
b-- [bb.iJ- -1~i] 

6pokt 
H=Xb=3- ., . oHoEJs • (200) 

l [Pokö - 3 (ko- Po») 

Für das Scheitelmoment findet man dann: 

X =_[aw] _[ab] X =_[abJ. y 
a raa] [aaJ b raa] ~ b 

= _l(ko=-lPo) o. 6.ko'J lPo odHoEJ 
koo2IPo Z;{l(Poko2-3(ko-lPo)] s 

~lf = X = - 3ko. . _(~o~_f/J.ol -·(jH o EJ (201) 
s a 12 IPoko'J-3(ko-lPo) SO 

Die Kämpfermomente sind damit 

M _ I • _ I lko • 
~ k-Xalr .. 1:b-XaT2·~1:b 

= -3ko (ko- (Po) + 3IPo ko3 d ° EJ 
l2 [IPoko2-3 (ko-lPo)] H s 
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.lI =3ko. CfJok2'J-(ko-f[!0) bH·EJ 1 
k f:J CfJoko"- 3 (kO-'PO) S 

=_'Poko'J-(ko-f[!o).;vIs 1 
ko-CfJJ 

. . (202) 

3. Für die Verdrehungen {}/ und {}r findet man: 

[bw.l] = - 1'(H,. + f}/) EJ8 i ~_O='!!fl ({) + 1'J)· EJ ko 21PO ,r I 8' 

oder mit 1'= _l_ k : 
:2 0 

[bw.l] = {},. t!!.ll(~O- f[!o -k ) EJ 
2 kO'PO 0 8 

= __ l 'POk02_(ko~_TrJ.({} -L 1'J)EJ 
2 koCfJo ,. 1 I 8 

H = X = 3kO _ ceokO'J_-=-(~- CfJJ..(f} + f}) EJ (203) 
b l2 CfJoko2-3(ko-CfJo) r I ., 

X = _ko _ (f) + ß) EJ __ ~ (ko- CfJ_ol.~~Q. 
u 2lCfJo'''' I ko 2 'Po l~ 

._TJJk02 =-(ko=_f[!0) ({) +f})EJ 
,'Poko2-3(ko-CfJo) ,. I .' 

={}r+{}l[k -3(k _ ). f[!ok02_(ko~3!.Q..) EJ 
2l,PO 0 0 CfJo CfJOk02-3(kO-CPO)J 8 

M = X = ko:l~ S.(~+ k02)J~().:::-.TO) .{},. tßI. EJ (204) 
8 a CfJok02 - 3 (ko- 'Po) 2l 8 

k:l 1 
X = __ 0 -.-(f} -l'J)EJ 

" ko-CPo 2f:J r I s· 
. (205) 

g) Einfluß einer wandernden Einzellast 1 t. - Ordi­
naten Jer Einflußlinien. 

Setzt man die in den Gleichungen (176) bis (178 a) angegebenen 
Werte der Verschiebungen ein, so erhält man die nachstehenden Größen 
der Unbekannten. Diese Werte stellen die Ordinaten der Einßuß­
linien dar. 

[em] _ 1 1 
X"=--[ee] =+4'. ko-=-g;~{2[(CPo-cp)-(ko-k)] 

+ k (1J!0 -1p)} . . . . . . . . . . . . . (206) 

Die Unbekannte X b berechnet sich wie folgt: 
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Der Nenner [bb.l] wurde bereits berechnet: 

1 l3 1 
rbb .1] = --k 3 - [<Pok0 2 - 3 (ko - <Po)J· 

6 0 'Po 
Der Zähler [m b . 1 J bestimmt sich wie folgt: 

1 13 

[mb.1 J = -4le3 [2 k (<Po - <p) + (ko - k)2 - ('Po - I/,)J 
o 

1 1 ko - % 1 [2 [( --)' \J - -2-!Co -;P;'-2- k
0 2 :2 k <Po - q - (~'o - ~'.I , 

[m b . 1 J =~, - -~- -k-[~3 r~tL [2 k (<Po - <p) - (1fJo - Ip)J + (ko - k )2}. 
4 0 l <Po 

Somit ergibt sich für die Unbekannte X b der Wert: 

. ko [2 k (To- T) - (lPO - V')J + (ko - k)2 
3 1 <Po 

X b = H = -2' k~' To-- - - C[)o k~2 ----3(ko - <Po) 

X _ H _! 1.'0 [2k(po-p) --:::(lJ'0-t1')] + po (~·o:: ::-'~)2 (207) 
b - - 2 k o [pOk 02 -3 (1.:0 -po)] . 

Das Scheitelmoment X" ergibt sich zu: 

X =M =_~mJ _IabJ. x . 
a 8 [aaJ [aal b 

Setzt man die gefundenen Werte ein, so findet man nach ent· 
sprechender Vereinfachung: 

X - M - _ _ l ~ ~02~k (Po-:-:p) -=--(lJ'~--=-lJ')J+~(l>:o-:-Po) (ko-k)2 (208) 
a- 8- 4:k02 POk 02 -3(ko-Po) 

In ähnlicher Weise wie vorher lassen sich Formeln für Kämpfer­
momente und beliebige Momente ableiten. Man findet z. B. : 

Mk == - ! {~~~J:g~J~ (<p~=-<Et-=l(1p:o k
0

21jJ)L3 (ZoTo [:::02 -j~o - <Po210:o -=_k)2 

+ ~(<p() - <p) - 2k(ko~) +kt1fJ~~ ?l} . . . . . . . . . . . (209) 
o To 

§ 15. Zweite Berechnung des beiderseits eingespannten 
elastischen Bogens. 

(Vereinfachende Annahmen über die Querschnittsverteilung.) 

In den vorhin entwickelten Formeln ist die Annahme gemacht, 
daß das Trägheitsmoment eines Querschnitts im Abstande x von 
der Mitte 

J=--~ 
cos3 <P 
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sein soll. 
Höhe des 

Vollwandige Systeme mit gekrümmten Achsen. 

Diese Annahme ergab sich aus der Bedingung, 
Querschnitts bei· x ist 

d=~. 
cos qJ 

daß die 

Es wurde schon erwähnt, daß im allgemeinen die Berücksich­
tigung des genauen Wechsels der Querschnitte hier nicht von großem 
Einflusse ist. Wir wollen deshalb im folgenden eine andere An­
nahme über die Querschnitte machen, die einfacher zum Ziele führt. 

Es sei: 

J~ J. 
~ cosqJ' 

Ja J =cosrp. (210) 

~ // 

/~ i~dx~ ~ 
Fig.244. 

Daraus ergibt sich, da 

ist (Fig. 244), 

dx 
ds=-­

cosrp 

J 
ds }=dx. (211) 

1. Wahl des Grundsystems und der Unbekann ten. 
Berechnung der Koeffizienten der Unbekannten X. 

Als Grundsystem wollen wir diesmal den einfachen Balken 
auf zwei Stützen wählen (Fig. 245). Als Unbekannte wählen wir (wie 

in § 10) Lastengruppen, die die Sym-
k---l------""i metrie auszunutzen gestatten. X a ist 

der Horizontalschub, X" und Xc sind 
Momentengruppen an den Auflagern; 
bei X b sind beide Momente gleich 
mit gleichen Vorzeichen, bei Xc sind 
sie gleichgroß, jedoch mit umgekehr­
tem Vorzeichen. Die Momente infolge 
der Belastungen X = 1 sind: 

rnfolge X a = 1 wird an der Stelle x: 

Ma = Y = f [ 1 ~ ( 7 fJ . 
rnfolge X b = 1 wird: 

JiI,,=1. 
rnfolge Xc = 1 wird: 

M =~~~. 
c 1 

Damit ergeben sich folgende Verschiebungen: 
+1 

[aa] = f M/ds~s-= ff{1~(~rJdX' 
-I 
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+1 

=rzf[i- 2 (7Y+ (~rJ d(y), 
-1 

=(ll[2 -~.2+t·2]; 

[aal =~1!2; 

[a v] = f Ma Mb d s ~s , 

-I 

= fl [2 - 2 . ~J; 

[ab]={l.!; 

[b b] = f Mb 2 d s ~s , 

+1 
=J dx=2l; 

-I 

[bb]=21; 
+7 

[e e] = f Mc2 d s ~s = f ( ~ ) 2 d x = } l; 

-I 

[cc]=fl. 

Die Werte [ae] und [be] werden zu 0, da sich bei bei den für die 
linke Systemhälfte (wo Mb positiv wird) der gleiche Wert mit positivem 
Vorzeichen ergibt, wie für die rechte Hälfte mit negativen Vorzeichen. 

Aus diesen Werten findet man weiter: 
5 4 1 

[bb.i] = 2l- 4{' 3lf=3; 

1 
[bb.i]=3· 

H. Berechnung der Unbekannten X und der wichtigeren 
statischen Größen für verschiedene Belastungen. 

Die Gleichungen für die Unbekannten sind: 
X __ [em] ) 
c- [ee] , 

X __ [bm.i] 
b- [bb.i]' (212) 

X =_[am]_[ab].X. 
a raa] raa] b 

Pi r let, Statik. 1I.2. 17 
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Zur Ermittlung der Unbekannten sind noch die Absolutglieder 
[am], [bm] bzw. [bm.l] und [ern] zu berechnen. Mit den Unbekannten X 
können dann beliebige Werte 8 bestimmt werden nach der Gleichung: 

8 = 80 + S a· X a + Sb • X b + Sc Xc • 

Im folgenden sollen verschiedene Belastungsfälle berücksichtigt 
werden. 

tE----l 

Fig.246. 

.. I. l--~ 
i--x2 ----"'j 

-jx1 j ! 

Fig. 24öa. 

x,=~ 

a) Einzellast P im Ab­
stande ~ von der Mitte (Fig. 246). 
Die Momentenfl.äche des Grund· 
systems infolge dieser Last 
(Mo-Fläche, vgl. Fig. 246a) hat 
die größte Ordinate 

M; = f [1 - (frJ P. 

Die Ordinaten links und 
rechts von ~ (Mx1 und Mx., vgl. 
Fig. 246a) haben die Gleichungen 

Mx, = ~ l (1 + ~1) (1 - f) . 
Mx. = ~l (1- ~2) (1 + f). 

Damit wird: 

=f~l (1 + ~1) (1- f) r[l- (~lrJ dsJ 
x, =-l 

",.=l 

+ f~l(l- ~2)(1+f) r[l- (~2rJ dsJ 
x2 = ~ 

Darin ist ~ zunächst als Konstante zu betrachten. Die Aus· 
wertung der Integrale ergibt: 

[am] = P;;2 [1- (fr] [5 - (fr]. 
Der Wert [b m] ergibt: 

[bmJ = J MoMbds ~s , 

+1 
=fMoMbdx. 

-I 
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Dieser Wert ist der gleiche, wie er sich ergeben würde bei 
geraden Balken von der Länge L = 2 l mit konstanntem Quer­
schnitt. Da die Mb-Fläche ein Rechteck mit den Endordinaten 1 
ist, so wird, wenn 1] = l- ~ der Abstand der Kraft vom rechten 
Ende ist: 

PL2 
[bm]=-6-(c1 +c2 ), 

= P~2 1 (1-1)(1+ 1 +2-1), 
= P'24~'~2l ~ (1- l 2l ~-). 

= P:2 (1 - f) (1 + f) ; 
Pl'J [ (~)2J [bm]=-2- 1- l . 

Für [cm] findet man den Wert: 

[cm] =f MoMcdx, 
der aus der gleichen Überlegung wie vorher ergibt: 

PLi! 
[cm]=-6-'(C1 --C2), 

= P ~2 .1 (1 - 1) ( - 1 + 2 1), 
= Pli! '4.~-~ (1-.!...=-~)(-1+2.!...=-~) 

6 2l 2l 2l ' 

=_ Pl'J (l- f ) (1 +f).f. 
6 l l l' 

[cm]=- Pt f[l-(fYJ. 
Weiter findet man: 

Pl'J [ (~)'JJ 5 {li! [ (~)'JJ [ (~)'JJ [bm.l]=-2- 1 -y -4("12 1 -y 5-7: ' 

= ~!2 [1 - (fYJ [24 - 25 + 5 (fYl 
[b m. 1] = - ~!2 [1 - (fYJ [1 - 5 (fYJ. 
Damit ergeben sich jetzt folgende Unbekannte: 

Xc=P~ t [1- ({YJ ........... . (213) 

. 17* 
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Xb=Pi~[I-(fr]rl-5(~rJ ....... (214) 

X a = - 654 ~l [1- (frJ [5 - (fr] 
- ! . ~ ~~ [1 - (fYJ [1 - 5 (frJ, 

5 Pl [ (~)'JJ [(~)2 (~)2J = - 64 f 1 - T 5 - T + 1 - 5 T ; 

Xa = - H = - !; "';l [1 - (f)T . . . . . . . (215) 

Aus diesen Gleichungen lassen sich schnell die wichtigsten 
Momente ableiten. Für die Kämpfermomente findet man z. B.: 

Das positive Vorzeichen gilt links (vgl. Fig. 245). 
Das Scheitel moment wird: 

M.=Ms,o+fXa+Xb' 

=~l[l-f] _f~~~l [1- (frJ 
+ ~~ [1 - (fYJ [1 - 5 (fYJ . 

Nach gehöriger Vereinfachung ergibt dies: 

MS =:2{16 (t-i)-18 [1- (fr] +5 [1-(fJ]} (217) 

Diese Gleichung gilt für Belastung der reJhten Hälfte. Bei 

Belastung links ist im ersten Glied (1 + f) einzusetzen. Es ergibt 

dieselben Werte, da dann ~ negativ ist. 
Unter der Einzellast entsteht das Moment: 

M~ = Mo + MaXa + Mb X b + McXe, 

=p{! [1- (fr] - ~:7 [1- (fr] f[l- (frr 
+ Il6 [1 - (fYJ [1 - 5 (fYJ - f· ~. f [1 - ( t r J} ; 

M;=:2Pl[1-(frJ·[1+5(frJ ....... (218) 

NB. Die Werte der Gleichungen (217) und (218) müssen für t = 0 einander 

gleich sein. In der Tat nehmen dann heide den Wert 332 Pl an. 
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Der senkrechte Auflagerdruck A am linken Auflager wird: 

A=Ao+AcXc' 

= P (1 - f) _ ~ Pl f [1 _ (f)2J 
2 l l4l l' 

= : (1 - f) [2 - f (1 + f) J ' 

Ä= f(l- iY(2+ i) .... (219) 

Am rechten Ende wird: 

Das Moment an einer beliebigen Stelle x 
drückt man am zwekmäßigsten aus durch 
die Auflagerkräfte M k , A und H= X o ' 

Man findet (s. Fig. 247): 

Für Xl<;: 

. . (220) 

Fig. 247. 

Mx! = M kl + Ä (1 + ~l) + Xaf r 1 - (~1 YJ . (221) 

Für x9 >~: 

M"'2=Mkr+B(1+ ~2) + Xaf [1-(~2rJ . (222) 

Nach den Gleichungen (215)-(217), (219)-(222) sollen noch die 
Ordinaten der Einflußlinien für die Zehntelpunkte angegeben 
werden. 

Die Einflußlinie des Horizontalschubes hat die Gleichung 
l 

H=Xa=fl-rFY' 

Darin ist 

Die Einflußlinien der Kämpfermomente ergeben sich in der Form: 
1. Linkes Kämpfermoment: 

MkZ=fl-kZ·l. 
Darin ist: 

2. Rechtes Kämpfermoment: 

M"r = fl-kr ·l. 
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Darin ist: 

Pkr=116 [1- (fr] [1- 5 (fr -4fJ· 
}'ür die Einflußlinie des Scheitelmomentes findet man: 

M 8 =Ps ·l. 
Darin ist: 

P.= :2 { 16 (1-f) -18 [1-(frJ +5 [1- (ir]}· 
Für die Auflagerdrücke findet man 

A=~ (I-fr (2+f), 
B=~(I+fr (2-f)· 

Für ein beliebiges Momen t finden wir nach Gleichung (221 
und (222): 

MX1 = {Pkr+ A (1+ ~1) + PH[1- (~1r] }l. 

MX2 ={Pk!+B (1- ~2)+PH[1-(~2rJ }z. 
Die verschiedenen Werte für P sowie A und B sind in nach-

stehender Tabelle für die Zehntelpunkte zusammengestellt. Die Ein-
flußlinien sind danach in den Fig. 248 bis 251 aufgetragen. 

; 
A B T flu flkl flk r fl. 

0,0 -0,469 0,0625 0,0625 0,0937 0,500 0,500 
0,1 -0,459 0,0835 0,0340 0,0493 0,425 0,575 
0,2 -0,432 0.0960 0,0000 0,0160 0,352 0,648 
0,3 -0,388 0,0995 -0,0369 - 0,0069 0,282 0,718 
0,4 -0,331 0,0946 - 0,0735 -0,0203 0,216 0,784 
0,5 -0,264 0,0720 - 0,1055· -0,0254 0,156 0,844 
0,6 -0,192 0,0640 - 0,1280 -0,0240 0,104 0,896 
0,7 -0,122 0,0430 - 0,1355 -0,0181 0,061 0,939 
0,8 -0,061 0,0225 -0,1205 - 0,0102 0,028 0,972 
0,9 -0,017 0,0065 -0,0790 -0,0031 0,007 0,993 
1,0 ° ° ° ° ° 1,00 

~ ~ ,.. ,.. 
c:s c:s 
I I 

Fig. 248. H-Lmie (Werte ftu). 
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Fig. 249. M,-Linie (Werte Ps). 

m ~ '" ~ '" 
<:::> ~ ~ 

<::> <:s <:i <:i 
i- i- i- i-

:g 
~ 
c::; 

I 

Fig. 250. .M./"Linie (Werte Pk,). 

'" ~ '" '" '" 
..... 

~ ~ ~ ." '<> "" ",. 

~ ~ ~ ;;; ~ ~ 1'? "" "" 
.,., "" ." ." '<> .,., 

'" "" ..., 
'" ",-~ <:s '" <:s '" <:s <:s '" <::s <::s <:s <:s <::s <:> 

Fig.251. A-Linie. 

Anmerkung: Die Gleichung (218) gibt die Ordinate der Momentenein~ 
flußlinie des Punktes ~ für diesen Punkt selbst, d. h. also die Spitzenordinate. 
Trägt man diese Gleichung als Kurve auf, so ist diese der Ort für die Spitzen der 
Momentenlinien. (Spitzen kurve.) 
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Die Maxima und Minima dieser Kurve findet man aus der Gleichung 
dM; 

d(tj=O. 

: ~0 = :2 1 { - 2 . 2 i [1 - ( f n [1 + .5 ( f YJ + 10 f [1 -- ( f rJ } = 0 

- 136 1 [1 - (frJ i { 2 [1 + 5 ( f rJ -5 [1 - ( f n } = 0 . 

Diese Gleichung ist erfüllt für: 

1. (i-)=o. 
2. ({)=±1. 

3. (f)=±vi~. 
Mit diesen Werten wird: 

2 
1. M;=S2l. 

2. 21f; = O. 

3. M;=~l(1_~\)2(1+5.~)=~l 
32 ;) 5 25 

Danach kann die Spitzenkurve leicht aufgetragen werden. 

b. Gleichmäßig verteilte Belastung q. 
Für die Belastung des halben Bogens (Fig. 243) können wir die 

zu suchenden Werte durch Integration aus den vorhergehenden 
Werten finden. An einer Stelle ~ ist auf einem Streckenelement d; 
die Belastung pd;. Setzen wir dies in obige Gleichungen für Pein 
und integrieren von 0 bis l, so finden wir den gesuchten Wert für 
einseitige Belastung rechts. Auf diese Weise sollen die wichtigsten 
Werte angegeben werden. 

Das Scheitelmoment wird: 
I 

M s = f pd; U (1--f) -196 l [l-({-rJ + 3~ I [1- (frJ}, 
o 

=PI2{~(1--~)- 9 (1-~)+ 5(1 __ 1)}. 
2 2 16 3 32 5 

.1tls = 0 ....... . 

Der Horizontalschub X a wird: 
l 

f 15 l r (t )'"l2 X a=- P32 f 1- T _. d~, 
o 

. . (223) 
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Die anderen Unbekannten sind 
I 

f I (~)2' [ (~)2J X b = Pli - T j 1 - Ö T di; = 0 
o 

I 

. . . (225) 

X =fp i I [1 - (1)2l d> =1?!:~ (-~ - ~) 
c 41 lJ' 42 4' 

o 

pl2 
16 . . • . . . . . . . . . . . . . . (226) 

Da die Kämpfermomente sich aus der Gleichung M k = X b + Xc 
ergeben, so wird hier 

I p12 
"J'Ik = I 16 

Die senkrechten Auflagerdrücke sind: 
I 

. . . . . . . (227) 

A = f ~ (1 - ~ r (2 + n db 

o 

=Pl{2 _! --+-~} 4 2 I 4 . 

3 ) 
A=16 P1 , } 

13 ........ (228) 
B=16P1 . 

Das Moment an einer beliebigen Stelle x wird am einfachsten 
gefunden aus dem Moment MB' der Normalkraft X a und der Quer­
kraft Q. = A im Scheitel. 

Für die unbelastete Seite wird: 

= P 12 
::. (3 I 4~) 

16 I T I 
. . . . (229) 
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Auf der belasteten Seite wird: 

(X)2 pX2 
M =-X - f+Q x---

x a l • 2 ' 

=;~T(3-4T)" . , ... , . (230) 

Die Werte der Gleichungen (229) und (230) sind absolut ge­
nommen einander gleich, haben jedoch das umgekehrte Vorzeichen; 
dies erkennt man leicht, wenn man bedenkt, daß in Gleichung (229) 

die Werte T negativ, in Gleichung (230) aber positiv sind. Wir 

schreiben daher am zweckmäßigsten 

Mx=+i;21(3-4~). (231) 
Diese Gleichung ist für heide Seiten gültig, wenn man x mit 

dem absoluten Wert einsetzt. Das negative Vorzeichen gilt dann 
für die unbelastete, d. i. hier die linke Seite. 

Der Größtwert der Gleichung (231) ergibt sich mit: 

x 3 
T=s' 

und zwar wird: 
9 9 M - l2 - L" max=+256 P = + 1024 'P ". 

F" Xo 3 'd M 0 ur T = 4 WIr xo = , 

Anmerkung: Bei Berücksichtigung der genauen Querschnittsverhältnisse 

J s -- _1_ fanden wir, daß der Größtwert für Mx auftritt bei 
J - cos3 <p 

1:1:0 1 ko2 -V'o 
2 T = T ko (ko - <Po) , 

Die zahlenmäßige Auswertung dieses Ausdrucks ergibt l für die verschie­
denen Pfeilverhältnisse Werte, die zwischen 

!.. -~ = 0 391 (r- 1.. = 2.) 2l ' ur 2l20 

und 

schwanken. Im vorliegenden Falle haben wir dafür den konstanten Wert 
1 X o 7 2" T = 0,3 5, Die Werte der Größtmomente schwanken im ersten Falle 

zwischen den Grenzen: 
pl2 pl2 

Mmax = 16,0,612 bzw. 16,0,512. 

Im letzteren Falle ist konstant 
pl2 

M",ax = 16,0,5625, 

Das Beispiel zeigt, daß der Einfluß der Querschnittsverhältnisse gering ist. 
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Bei beiderseitiger Vollbelastung werden wieder sämtliche 
Momente zu 0, da sich gemäß obiger Ausführungen über Mx beider­
seits zwei entgegengesetzte gleiche Momente addieren. 

Der Schub wird: 
1 pl2 1 pL2 

X =---=--~--.-
a f 2 f 8 . 

Das größte Scheitelmoment infolge der Nutzlast pergibt 
sich gemäß der Einflußlinie Fig. 249 bei Belastung des Teiles zwi­
schen den Belastungsscheiden , 
der kleinste Wert bei Belastung 
der beiden Teile außerhalb der 
Belastungsscheiden. Diese bei den 
Werte müssen absolut genommen 
einander gleich sein, jedoch mit 
umgekehrten Vorzeichen, da ihr 
Gesamtwert (Vollbelastung) den 
Wert ° ergeben muß. - Die Be­
lastungsscheide liegt ungefähr bei 
I; Fig. 252. 
7=0,275. 

Für die Belastung einer Strecke I; vom Mittelpunkt aus (Fig. 252) 
findet man für M. aus Gleichung (217): 

~ 

pl2 JT{ ( 1;) [ (1;)2 l I (1;)4J } dl; M. = 32 16 I-I -18 1- I j +5l1- I T' 
o 

M.=~~t {8(2-f)-6 [3-({YJ +[5-(frJ} . (232) 

Setzen wir darin für f den Wert 0,275 ein und multiplizieren 

mit 2, so ergibt sich als Größtwert für M. infolge der Nutzlast p: 

M 8 max = ± 0,0224 p l2 • • . . . • (233) 

In gleicher Weise findet man für den Horizontalschub bei dieser 
Belastung, d. i. die Normalkraft im Scheitel durch Integration der 
Gleichung (205) über diese Strecke. 

0,275 

H=-2· ~~p;2J[ 1- (f) 2rd (f) 
o 

= - 2. 15 Pl2(0 275 _ ~O 2753 --1- ~O 275 5). 
32 f' 3' I 5 ' 

pP 
H=-0,245 f (234) 
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Das Größtmoment am rechten Kämpfer findet man in ähnlicher 
Weise. Die Belastungscheide der Einflußlinie liegt gemäß Fig. 250 

~ bei 1 = 0,2. Für die Belastung von Strecke ~ wird: 

Mk=~~2f[1-2f-2(fr+(fr+(frJ . (235) 

~ Daraus wird mit 1 = 0,2 : 

M k = 0,006255 pl2. 

Dazu kommt für die Belastung der linken Hälfte 
l2 

~6 = 0,0625 pl2, 

und man erhält: 
lJ'Ikmax = + O,068725pl2 ..... (236) 

Für den Horizontalschub findet man in diesem Falle: 

15 p l2 ( 2 3 1 0) pl2 1 
H=-2· 32 ·r · 0,2- 3 .0,2 +5°,2 -4{' 

pl2 
H = - 0,341 7' . . . . . . . . . . . . . . (237) 

Der senkrechte Auflagendruck B beträgt 
02 

B =1!i.f(l - I)2 (2 + {) d f +~ pl 
4 l l l 16 

o 

=Ei(2'0 2 -~.O 22+~.0 24) ---+--~p l 
4 ' 2' 4' I 16 

B=0,2725pl . .... . . . . (238) 

Aus Bund H kann dann die Normalkraft am Kämpfer er­
mittelt werden. 

c. überschüttung. 

Die Überschüttung stellt eine pa­
rabelförmig verteilte Belastung dar 
(Fig. 253). Bezeichnet man die End­
ordinaten dieser Belastung mit go (vgl. 
§ 14, S. 240), so ist ein Zwischenwert: 

g=go (yr 
Fig.253. 
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Setzen wir also in die für eine Einzellast P gefundenen Werte 

P = go (f) 2 d~ und integrieren von 0 bis [, so erhalten wir als 

Resultate für rechtsseitige überschüttung: 

Damit wird: 

I 

Xc = g:lJ f [1- (fr] . (frd~, 
° l2 

X c =go48 

. (239) 

... (240) 

.. (241) 

Mk __ go [2 flrJ 12 _ 12 ( __ 1_ + ~) 
- 105 ± 48 - go 105 - 48 • (242) 

wobei das positive Vorzeichen links, das negative rechts gilt. 
l 

MB =~~f{16 (l-f) -18 [1- (frJ +5 [l-(frJ} (fr d~, 
° 
go 12 

M S =-280 .......... . 

Bei beiderseitiger überschüttung wird: 

go 12 

X a =H=-14f' .. 

g 12 
v -M - 2 0 

A b - k-- 105 

X=O c 

M =_goP 
s 140 

. . . . (243) 

(244) 

(245) 

. (246) 

. (247) 
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An beliebiger Stelle wird: 

__ 0_ 1- _ 9 (J [ (x)(] 
M xo - 12 l' 

M =gor r 1-(~)4J _ gol2 [1- (~)2J _ 2 gol2 
x 12 L 1 14 1 105 ' 

go 12 [(00)4 (00)2 J M",=- 420 35 1 -30 l +3 . . . (248) 

Es kommt häufig vor, daß die Vberschüttung eine Neigung 
erhält; es wäre dann von den vorher angegebenen Resultaten der 
Einfluß einer dreieckförmigen Belastung abzuziehen, die ihre 
Spitze im Scheitel hat. Mit dem Endwert go' wird ein Zwischen-

, x 
wert 9 = go I. Man findet dann in gleicher Weise wie vorher: 

I 

y =_15g'·~ff[1_(f)2J2d~=_~go'r (249) 
• a 32 0 f 1 l 64 f . 

o 

o 

I 

X = go' lff [1- (f)2] f M = go' r . . . . . . (251) 
c 4 1 1 1 60 

o 

I 

f{ 1 ( ~) ~ 9 [ (~)2J ~ 5 [ (~)4J ~} Ms=go'l 2 l- I l.-16 1- I Y+32 1- I I d~, 
o 

go'r 
M S =-192 .................. (252) 

Für beiderseitige Last wird: 

X =_ 5go'l2 .~=-H 
a 32 f ' 

go' 12 

X b=- 48 =Mk , 

Xc=O, . .. 
'l2 

M=-~. 
s 96 

(253) 

(2M) 

(255) 

(266) 
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Anmerkung. Man kann diese Neigung auch von vornherein durch ent· 
sprechende Wahl des Wertes go berücksichtigen und mit den Formeln (239) bis 
(248) rechnen. Dies wÜJ.tde einem Verlauf der oberen Begrenzungslinie nach 
einer Bachen Parabel entsprechen. 

d) Der Einfluß von Temperaturänderungen soll wieder ge­
trennt für eine ungleichmäßige Erwärmung .1 t (to = 0) und eine 
gleichmäßige Erwärmung to (.1 t = 0) angegeben werden. 

Bei ungleichmäßiger Erwärmung wird 

[at] = -EJsf e ~t ds· f [1- (yr]. 
Wir setzen hier 

d= __ d._. 
cos rp 

NB. Diese Annahme stimmt allerdings mit der Annahme J = ~ nicht 
cos 'P 

überein ; danach müßte z. B. bei rechteckigem Querschnitt d =. ds _ ge· V cos 'P 

setzt werden. Wegen der Geringfügigkeit der Temperatureinflüsse kann jedoch 
obige Annahme als ausreichend gelten. 

Man findet: 
+1 

[at] = - EJ8 • E • .1 t· f'l.J[I- (yr J d (y) . 
d. _ 

-1 

[] 4 EJ 
at =-3fl'E . .1t·d~' 

8 

+1 

[bt] =-EJfe.1t. d = - EJ·. E . .1 t· fdx 
• d 8 d. . 

-I 

EJ 
[b t] = - 2 l . E • .1 t . d' 
[ct] = O. • 

[bt.l] = - 2l'E . .1t. EJ. +~. ~ fl.e . .1t. EJ •. 
dB 4f 3 da 

l EJ 
[bt.l] = -- ·e· .1t·_8 

3 d •• 

X b = e . .1 t. E J. ) 
d. 

Xa=O .............. (257) 

Xc=O 

Die Momente betragen über den ganzen Bogen: 

EJ 
M = X b =E ·.1t·-_· 

d. 
(258) 
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Bei gleichmäßigen Temperaturänderungen ergibt sich: 

[at] = - EJ.fe. tO·ds·Na • 

Es ist darin ds = ~~ und Na = - cos 'P (Zugkraft), also: 
cos 'P 

+l 
[at]=EJ.·e.to· fdx. 

-l 

[at]=2Z·e·to·EJ •. 

[bt] = - EJ •. Je· fo ·ds·Sb • 

Da Nb = 0 ist, so wird 

[bt] = o. 
[ct] = - EJ.Je· to· ds· Ne· 

Da N = ~ . sin 'P in der einen Hälfte Druck, in der andern 
C l 

Hälfte Zug ist, so heben sich die Einflüsse beider Hälften auf, und 
es wird [c t] = ° . 

Damit findet man: 
15 1 ) 

X =-. -·e·t ·EJ I 
b 2 f 0 • I 

45 1 
~Y = --. -·e·to· E·J.o (, 

a 4 e ' 
(259) 

Xc=O. J 
Für die Kämpfer- und Scheit cl momente ergibt sich: 

15 1 1 M =x -l-f·X =--·-·e·f ·EJ 
s bl a 4 r 0 • 

15 1 i . . . . 
M k =Xb=T·ye.fo·EJ .. =-2 M. 

(260) 

e) Einfluß von Widerlagerverschiebungen. Es sollen 
wieder drei verschiedene Fälle betrachtet werden, nämlich eine 
Vertikalverschiebung bAdes linken Auflagers, eine Horizontalver­
schiebung bH des linken Auflagers und Verdrehungen {}z und {}r der 
beiden Auflager. 

1. Bei einer Vertikalverschiebung bA des linken Auflagers 
nach oben (Fig. 236) ergibt sich nach der Gleichung [iw] = - 2'LilZwJ 
=Ai·bA : 

[aw]=O, 

[bw]=O, 

1 
[cw] =y-bA ·EJ., 

da Aa=O. 

da Ab=O. 

1 
denn A =--. 

C l 
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Also wird: 

Xa=Xb=O. l 
X =-~. ~.bA·EJ J 

c 2 l2 • 
(261) 

Das Moment an einer beliebigen Stelle x ist mit M = - ~ . c Z . 

2. Bei einer Horizontalverschiebung bH des linken Auf-
lagers (Fig. 237) findet man in gleicher Weise: 

[aw]=-Ha·bH·EJ.=-C:JH·EJs : denn H,,=1. 

[bw]=O, da Hb=O. 

lew] =0, da Hc=O. 

5 
[bw.1]= 4fbH·EJs· 

15 1 1 
X b = - 4fT' ()H·EJ s 

( 
15 I 5 15 ) 45 1. I (262) 

X a= 1617~14(4r1 bH·EJ·=sT(i·(jH·EJs J 

Damit ergeben sich die Momente: 

- 15 1 1 M kl =Mk1.= ... I b = --4' 7l·(jH·EJs 

15 1 } . . . . . (263) 
M = X b + f· X = -. -. bH · EJ J s CI 8 Zf S 

3. Bei Widerlagerverdrehungen 1J1 und {}r in Richtung der posi-
tiven Einspannungsmomente (Fig. 240) ergibt sich: 

[aw] = 0. 

[bw] = - ({}l + 1J,.). EJs ' 

[ew] = - ({}l-{}r) ·EJs · 

[bw.1]=[bw]. 

X = 3 ({}ltHr) ·EJ 1 
b Z • 

X = _1~({}c± 1j.,.). EJ l 
a 4 fl s ( • 

X =~I-t'J,J.EJ J 
c 21 s 

Es ergeben sich damit folgende Momente: 
Pillet, Statik. H.2. 

(264) 

18 
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M kZ = :l (3 {)/ -!- {}r) EJ. 

M kr = :l (&z + 3 {}J EJ. 

Ms=Xb-!-f· X a =- :l (&z-!-iJJEJs 

1 
~ . . . . 

J 

§ 16. Zahlenbeispiel zu § 14 und 15. 

(265) 

Im folgenden soll ein Gewölbe mit den in Fig. 254 angegebenen 
Abmesungen nach den in den vorhergehenden §§ 14 und 15 er-

j .... 
"-,,,,-

I -- - - -

mittelten Formeln berechnet werden. 

_---L ~1.l ~Z2.om--__ 

Zum Vergleich soll dann ein Kreis­
bogen mit denselben Abmessungen 
untersucht werden, unter Auf teilung 
der Bogenachse in Elemente ds, 
die als geradlinig betrachtet werden Fig.2.,)4. 

können. 

1. Verwendung der in § 14 abgeleiteten Formeln. 

a) Für einseitige Belastung des Bogens mit q = 0,5 tim ergibt 
sich nach Gleichung (183) die Horizontalkraft 

q ·l2 0,5 . 11 2 
H = - - --- - = 6 875 t . 

4f 4·2,2 ' 

Das Scheitelmoment M s ist gleich 0. Für ein beliebiges Moment 
ist im Abstande x vom Scheitel nach Gleichung (180): 

M",= q~l~·1- (:f -1-)· 
Für ~o wird Mx = 0; man findet nach Gleichung (179) 

Xo 1 k02 - 1fJo 
l 2 ko (ko -lPo)" 

Es ist: 
2f 

ko =tg<po = (=0,4; ko'!.= 0,16; 1 -i-ko2 = 1,16. 

'Po=ln (1 -!- k0 2 ) -:- 0,148420 (= In 1,16 =ln~t= In 29 - 2ln 5). 
ko'!. -1fJo = 0,011580. 

<Po = are tg ko = 0,380506 (naeh Tabellen oder mit Hilfe der Reihe 

k 3 k" k 7 ) 
are tg ko = ko - -~ -!- 1-- -t -!- . .. , 

ko -<Po= 0,019494, 

ko (ko - <Po) = 0,007 797 6, 

2 ko (ko - <Po) = 0,015 595. 
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Daraus ergibt sich: 

:0 0,~!1~80 = 074253. 
1 0,015595 ' 

Fig. 255. 

, , 

275 

Die Momentenfläche hat also für '-'----22,o ",-+: -----

-~ =:ril = 074253 den Wert ° (s. 
l I ' ~ 11 

~. ~ 11-1 Fig. 256; vgI. auch Fig. 243). 
x 

Für -f = 1 (am Kämpfer) wird r~~· 
q .[2 

M k = -4 (0,742 53 -1) 

0,5.11 2 
- -·0,257 47 = - 3,894 mt. 

4 

Mit ~ = ~ Xo wird der Größtwert 
1 2 l 

Fig.256. 

q [2 (X)2 05.112 
M =--. -.~. =-'---·0742532 =208mt. 

ma,r 16 l 16' , 

b) Bei Belastung beider Bogenhälften mit q = 0,5 tim wird 

M:r:=O, 
H= 13,75t. 

c) Bei einseitiger t'Tberschüttung findet man den Horizon-
talschub nach Gleichung (186). Für die einzelnen Werte ergibt sich: 

5 [kO'l- 3 (ko - IPo)] == 5 [0,064 - 0,058482] = 0,027 589, 
3 IPo' ko 4 = 3 ·0,380506·0,0256 = 0,029 223, 
3 IPok0 4 - 5 [k03 - 3 (ko - IPo)] = 0,001634, 
IPo k02 = 0,060881, 
IPo ko 2 - 3 (ko - IPo) = 0,002 39H . 

" go r 1 1,6 l . DamIt wIrd wenn -- = -- = ... - 1St: 
, ko 2 2 

Y __ __~~!~2. _~. 0,()~1634_ 
• b _. H - 120 0,16 0,002 39B - 6,87 t. 

Für das Scheitelmoment ergibt sich nach Gleichung (185): 

9 k02 (ko - IPo) = 1,44·0,019494 = 0,028071, 

5 [kO'l - 3 (ko - IPo)] - 9lc02 (ko - IPo) = - 0,000482. 

Y _ M __ 1,6·11 3 0,000482_ 
• a- "--720~0,4·0,002399--1,4875mt. 

y 1,6.112 1 0,0256 - 2·0,011580 
. c=---192-'0,16' 0,019494- -=-O,79t. 

18* 
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Das Kämpfermoment der belasteten Seite ist gegeben durch die 
Gleichung: 

M = - fL'Il ~ -~ 1 . X -rl .- f· X - l· K kr 12 I . a b ~ c' 

16·22·11~ 
=- '-'-- -1,4875-+-2,2·6fl7- 1 --11·0 .. 7H, 12 . ; , 1 

=-13,lDmt. 

An der unbelasteten Seite wird: 

M kl =+ 1.Xa + rX,,+ I·X,., 
. - 1,487fl -+ 2,2·6,87 - 11· 0,7~) = 4,D4 mt. 

d) Bei beiderseitiger überschüttung ist damit: 

Xa=M R = - 2·1,4875 =- 2,975mt, 
X b =H= 2 ·6,87 = 13,74 t. 
X c = - 0,79 + 0,7!) =0. 

M kl ~= M,,,, = M" = -13,1!! + 4,H4 = - 8,25 mt . 

Letzterer Wert kann auch aus Gleichung (18H) gewonnen werden. 
Man findet 

M __ :t,6 .1! ~. 3· (),.1~~~06. 1,16· 5,16 _:-:-.0,4 (13. O,lö + Ij), 
k- 180 0,4.0,002iWH 

1,6 ·11:l ö,832 668 8 - 6,832 
= - ---- --. ---- ----,~._-----_. ---

180 0,4·0,002 3H!) 

1,6·11 a. 0,000 668 8 
180·0,4·0,00239!l 

= - 8,25mt. 

e) Als Temperaturänderullg soll eine gleichmäßige Erwärmung 
um to = 150 und eine ungleichmäßige Erwärmung um LI t = 15 0 bei 
to = ° berücksichtigt werden. 

Man findet nach Gleichung (191) bis (196) mit d,,=23cm: 
1. Für LI t = 1;) 0 , 

k 2 15·0,lö 
H=Llt·.---S!-·f,·E·J - - - - 'f,.E-J 

dst' "23·220 " 
= 0,000475 f,. E-J". 

Für Beton ist f, == 0,000014, E=2()0000kg!cm~, 

J = 10~~ 23_3 = "" 1 00000 cm4 . 
.• 1 ~ 

Damit wird 
H =0,000475 ·0,000014·200000·100000 = 133 kg. 

200000 ·100000 
M.=0,000014.15. 23 ----=183000cmkg=1,83mt: 

M k = M s (1 + k02) = 1,83 ·l,lH = 2,12 mt. 
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M = ~ ____ 1,~~ 105 .~15 0,007798 = _ 74500 cmkg 
s 1100 0,002399 

=-0,745mt; 

1],[ = 6.1,4.2.10",15. 0 4 (),060~81=-~O,()~9 ~94 
k 1100 . 0,0023H9 

~~ 158000 cmkg = 1,58 mt. 

f) Als Widerlager verschiebungen sollen berücksichtigt werden: 
1. ÖA=-5cm; 2. ÖH=5cm; 3. O,=10'=0,002l)1 im 

Bogenmaß, {},. = O. 

Es ergibt sich: 

-+ 1 0,064 1 ~ 10' k 
Zu l.M,.= --'-0'" --·5·2·10 =,135500cm g. 

~ -- 2 110 " 0,019494 .~~. 

=::1:: 1,355 mt. 

Dies Moment nimmt linear zur Mitte hin ab und i~~ 
Scheitel = 0. Das positive Vorzeichen gilt links. 

6·0,060881 _. 10, , 
Zu 2. H=------- ·;)·2·10 =-12600kg=-126t 

11003 .0,002399 ' , 

. 0,4 0,058482 
111 = --. -----.5.2.1010 = 806000 cmkg = 8,06 mt 

s 11002 0,002399 ' 

0,041387 
.J.rlk = - 0,019494.8,06 = -17,1 mt. 

Zu 3·0,4 0,041387 ,10-
3. H = 11002 ' 0,002399.0,00291.2 ·10 = 99;) kg. 

Jf = 0,064 - 3· ~,!_~ ._0-,-01949~. 0,00~_!)1 .2.1010 

s 0,002399 2200 

= 42400 cmkg = 0,424 mt, 

_ _ 0,064 1 ,10 

~.\.-- O,019494·2.1100~·0,002 91· 2 ·10 = - 79 kg . 

. Mk,l = - 0,424 + 2,20·0,995 + 11 ·0,079 = 2,63 mt, 

M k r = - 0,424 + 2,20·0,995 - 11· 0,079 = 0,89 mt. 

g) Es sollen noch nach den Gleichungen (206) bis (208) die 
Einflußlinien der Unbekannten Xa und XIJ (d. i. Ms und H) 
und A = Xc gerechnet werden. Dazu sind in gleicher Weise, wie 
vorher die Werte ko' fPo' "1'0' noch für die Zehntelpunkte die Werte 
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k=~.k l 0' 

q; = arctg k, 

tp= In (1 + k 2 ) 

zu berechnen. Diese Berechnungen sind tabellarisch durchgeführt und 
die Resultate in der nachstehenden Tabelle zusammengestellt. Zum 
Vergleich sind dort auch die nach § 15 gefundenen Werte (s.Fig. 248, 
249 und 251) angegeben. 

Einflußlinien. 

n;;'h 1 1~'n",h-1151 noch 1 14 f naoh 1 15 1 noch 1 14 ~M'h 1 1,1 10 ; 

0,998 I ] ,030 - 2,391 - 2,345 I 0,.5 0,5 I o~ 
0,512 I 0,542 - 2,405 - 2,295 0,424 0,425 
0,147 0,176 -2,255 -2,16 0,350 0,352 

- 0,092 - 0,076 -- 2,009 -- 1,94 0,279 0,282 3 
- 0;226 - 0,222 - 1,702 - 1,655 0,213 0.216 4 
- 0,237 - 0,279 - ],346 - 1,32 0,153 0,156 ;) 
- 0,262 - 0,264 - 0,971 , - 0,96 0,101 0,104 6 
-0,192 -0,199 -0,608 -0,61 0,059 0,061 7 
- 0,099 - 0,113 - 0,272 - 0,305 0,027 0,028 8 
- 0,029 - 0,0345 - 0,076 ! - 0,085 0,007 0,007 \I 

° ° ° ° ° ° 10 

Die vorstehenden Rechnungen zeigen, daß man bei Verwertung 
der Formeln nach § 14 die Einzelwerte sehr genau ausrechnen muß; 
dies zeigen besonders die Rechnungen für die Zählerwerte der Glei­
chungen (185) und (190), wo sich die zwei bzw. vier ersten gelten­
den Ziffern bei der Subtraktion aufheben: 

[0,027589-0,028071 in GI. (185) und 6,8326688-6,832 
in Gl. (190)]. 

Die Formeln des § 15 sind weniger empfindlich, so daß man 
im allgemeinen mit dem Rechenschieber auskommt. Außerdem ist 
die Rechnung einfacher und schneller durchzuführen, ohne daß die 
Resultate nennenswerte Abweichungen zeigen, wie die nachfolgende 
Rechnung zeigt. 

2. Verwendung der Formeln nach § 15. 

a) Einseitig gleichförmige Belastung q = 0,5 tim. 
Nach Gleichung (223) ist M s = 0. 
Nach Gleichung (224): 

M _+q.l2 _ 0,5· !12 _..L 378 t - - -I,m. 
k - 16 16-

Nach Gleichung (225) wird die Horizontalkraft: 

I q·l2 +°,5.11 2 "_ H=-X =--+---= ----=--I-6,87ot. 
a '4 f 4·2,2 . 
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Fig.257. Ein beliebiges Moment wird 
nach Gleichung (230): 

M = ~~112 .x (3 _ 4 _x. _) • 

17: 0,5 tim 
F?it2=2m2Vaaz~ 

x 16 t I 

Danach ist die Momentenfläche in 
Fig. 258 aufgetragen. 

Das Größtmoment 

M + 9 ., + -'1'= --·0,5·11-= 2,13 mt " I.' -- 256 -

1 xo ._ 
tritt auf für -2-' -Z· = 0,37:J . 

Fig.258. 

b) Bei Vollbelastung des ganzen Bogens ist überall 

M=O, 
H= 2· 6,87fl = 13,75 t. 

c) Bei einseitiger Überschüttung ergibt sich aus den 
Gleichungen (239) bis (243) mit gO=Ye·f'=1,6.2,2=3,52t: 

1,6.112 

Ji = - X a = +2-8-- = 6,91 t, 

X ___ 3,52.112 

1I - 105 -: 4,05 mt, 

112 

Xc = 3,52· 48- =~ 8,87 mt. 

Mk=X/J+Xc' 
M kl =+4,82 mt, 
Mk,.= -12,92 mt. 

M = _ 3,n2 .11 2 = - 1 52 mt. 
s 280 ' 

d) Bei beiderseitiger Überschüttung wird daraus: 
H=-Xa=13,83t, 

l1fk = X/J =.- 8,11 mt, 
Ms = - 3,04 mt. 

Ein beliebiges Moment ist nach GI. (248): 

M = __ 3.52 .1~ 135 (~)4_ 30 (3?)2+ 3J 
x 420 I z z 

= -1,014 [35 (;y - 30 (-;y + 3J . 

Danach ist in Fig. 260 die Momentenfläche aufgetragen. Da die 
Belastung g' keine Momente bewirkt, so gilt auch diese Momenten­
fläche für die in Fig. 261 dargestellte Belastung ohne q. 



280 Vollwandige Systeme mit gekrümmten Achsen. 

Fig.259. 

Fig.260. 

Fig. 261. 
rr-o,stlm 

.~~mmt!Jit!!jJJJ!!ll!I!!"!!!"!l1~1 !(-r, 1~ötlm ~ ) ~o-f,52t 
I 
I 

Fig. 262. 

e) Es soll noch die Momentenfläche für beiderseitige über­
schüttung und einseitige Belastung mit Ij = 0,5 tim angegeben 
werden. Sie setzt sich zusammen aus den Momentenflächen Fig. 258 
und 260 und hat die in Fig. 262 dargestellte Form. 

Die größten positiven Werte sind: 
Links: M = 2,R1mt, 

Rechts: M = '" 4,70 mt. 

Der größte negative Wert beträgt: 

.M',r = ~ 11,89 mt. 

f) Einfluß von Temperaturänderungen. 

Es sollen folgende Temperaturänderungen in Rechnung gesetzt 
werden: 

1. ,1 t = 15 0, to = 0; 2. ,1 t = 0, to = 15 o. 

Zu 1. Es treten überall gleiche Momente auf von der Größe: 

EJ 2.1010 
M = e·,1 t· -~= 0,000014·15 .---~ .... = 182500 cmkg = 1,825 mt. 

d 23 
8 

45 1 
Zu. 2. H=-Xa=4·2-202·O,000014.15.2.101O=975kg, 

M = ~ 15 . _~ __ . 0 000014 . 15 . -) . 1()10 = - 71 600 cmkg 
8 4 220 ' -

=-0,716mt, 
M k = 2·0,71(; = 1,432 mt. 

g) Einfluß von Widerlagerverschiebungen. 

Es sollen folgende Verschiebungen berücksichtigt werden: 
1. I5A = - 5 cm, 2. bH = 5 C111, 3. {fz = 10' = 0,00291 im 

Bogenmaß. Man findet: 



Zu 1. H=O, 
.J.'H s --'-- 0, 

§ 16. Zahlenbeispiel zu § 14 und 15. 281 

M =+~._l_o· 5·2 .101°=+ 124000 cmkg=+ 1,24 mt. 
k --2 1100" -- -

45 1 
Zu 2. H=X =--.--- .5·2.101o =11600kg=11,6t 

a 8 1100.220 2 

15 1 
..:rls =8 . ÜOO. 220. 5 .:2 .1010 = 77;")000 cmkg= 7,25 mt, 

..1lk = -:2 '.1.118 =-14,5 mt. 

Zu 3. 
15·0,002 Hl, 10 

H=-4.22o.i-ioo·2.10 =~)üOkg, 

3 
M = ----oO.002!J1·:2 .1010 = - 39700 cmkg 

s 4.1100' 
= - 0,3H7 mt, 

_1Wkr = k M',I = 0,7H mt. 

h) Die Einflußlinien der Größen X, Hund M s sind durch die 
Tabellen in § 15 gegeben und dort aufgetragen (Fig.248-251). 

Vergleip-h der Ergebnisse. 
In folgender Tabelle ist eine Übersicht über die verschiedenen 

Resultate für Scheitel- und Kämpfermomente und Horizontalschub 
gegeben. 

Parabel I Belastungsart 
nach § 14 nach § 15 

H 6,875 t 6,875 t '1 M. 0 0 Infolge einlleitiger Nutzlast 
Mkl 3,89 mt 3,78 mt 

J 
q = 0,5 tim rechts 

Mkr 3,89 " 3,78 " 
------- -- -

H 6,87 t 6,91 t 

} Infolg' ,in";"'" üb,,~hütt"ng M 1,49 mt 1,52 mt • 
Mkl 4,95 " 4,82 " 
Mkr - 13,19 " -12,93 " 

----------- ._-- --
B 13,74 t 13,83 t } Infolge beiderseitiger über-NI., - 2,98 mt - 3,04 mt 

Mk - 8,25 " - 8,11 " 
schüttung 

Die geringen Unterschiede zwischen den Resultaten der §§ 14 
und 15 lassen deutlich erkennen, wie gering der Einfluß der genaueren 
Berücksichtigung der Querschnittänderung ist, was auch in den in 
der Tabelle S. 278 für die Einflußlinien zu ersehen ist. 
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Kernpunktmomente. 
Bei einer genaueren Gewölberechnung wird man im allgemeinen 

die Einflußlinien für die Kernpunktmomente bestimmen, da sich aus 
diesen die größten Spannungen ohne weiteres angeben lassen. Diese 
Einflußlinien sind natürlich genau so zu ermitteln, wie vorhin für 
die Momente der Systemachse. Auch sind die gleichen Formeln 
zu verwenden, wenn man die entsprechend veränderten Pfeilhöhen 
einsetzt. 

Anhang zu § 16. 

Kreisl in i engewöl be. 

Zum Vergleich mit diesen beiden . Rechnungen soll nunmehr, 
wie srhon erwähnt, ein Kreisgewölbe mit der gleichen Spannweite 
und dem gleichen Stich untersucht werden, und zwar sollen hierbei 
die Verschiebungen ermittelt werden, indem wir die Systemachse in 
20 Einzelteile ds zerlegen, die wir als gradlinig betrachten. Die 
Momentenflächen für diese Streckenelemente d s sind dann ebenfalls 
als gradlinig zu betrachen. 

Anmerkung. In gleicher Weise wie hier der Kreisbogen behanpelt ist, 
kann natürlich auch jedes beliebig geformte Gewölbe untersucht werden. -
Für das Kreisgewölbe selbst lassen sich auch geschlossene Ausdrücke herleiten. 
Jedoch sind sie in der äußeren Form nicht so einfach wie die des Parabel­
bogens. Da bei den normalen Stichverhältnissen ein wesentlicher Unterschied 
zwischen Kreis und Parabel nicht besteht, so kann man in den meisten Fällen 
mit letzterer rechnen. 

über die Querschnitte soll dieselbe Voraussetzung gelten wie 
beim ersten Beispiel, es ist also, wenn dB die Stärke im Scheitel 
bedeutet: 

d = _!!~ und J _----z"---
cos Cf' • - cos3 Cf' 

Diese WerLe sollen für jedes Streckenelement 
konstant sein. Dann ist (vgl. Fig. 263) 

J s 3 (dXi)3 -=cos Cf'= -
J ds 

Wählen wir das gleiche Grundsystem wie im § 14, so sind die 
Momente in einem Punkte i: 

Infolge 
infolge 

" 

Mi,a= 1; 

Mi,b=Y;; 
X c = 1: ltl.,c=x i , 

Die Werte ds, dx., Xi' Yi kann man zeichnerisch ermitteln; dabei ist 
jedoch große Genauigkeit erforderlich. Will man sie rechnerisch er­
mitteln, so bestimme man den Kreisradius aus der Bedingung: 

((2 r - f) = 12 , 

r + t! 2,22 + 11 2 ,- = ---= ----- = 286m. 
2 ( 2·2,2 ' 
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Der halbe Zentriwinkel CPo des Bogens (s. Fig. 264) ergibt sich aus 

. 1 11 220 '20" slncpo = -= ~- zu CPo = 37 = 
r 28,6 

0,394783 im Bogenmaß. 
Die halbe Bogenlänge ist also 

28,6·0,394783 = 11,29 m; 
damit ist 

ds=1,129 ID. 

Aus der Gleichung Xi = j" sin cp;(vgl.l<'ig. 264) Fig. 264. 
ist Xi zu berechnen, während sich Yi aus der 
Gleichung ergibt: Y; = r(l- cos cp;). Die Werte CPi ergeben sich, 

da zu jedem Streckenelement d s der Winkel d q = (~ = 20 15' 44" 
10 

gehört, zu cp; = i· dcp. - Die 'Werte dXi ergeben sich dann aus der 
Gleichung: 

Die so gefundenenen Resultate sind hier zusamengesstellt: 

I 
i 1 2 3 4 5 6 7: 8 9 1 10 

Xi 11'129: 2,25613,37914,498 i 5'60916'711 i 7,80318,883 : 9,949 1
1 11,00 

y, 0,022. 0,089 i 0,200 0,356 I 0,555 0,798 I 1,085 i 1,415 1,787 I 2,200 
dx, 1,1291 1,127 ! 1,124 1,118: 1,111 1,102: 1,092 '1,080 1,066 1,051 

Die Verschiebungen ergeben sich aus folgenden 
Für ein Strecken element i ist mit 111. = 1: 

1- Ja 

,J' (dX.)3 dX.!l 
[aaJ.=ds·-=ds~' =-'~>" 

, J ds ds" 

Insgesamt ist also für eine Bogenhälfte : 
;=10 

[] 1 ,,\1d :1 
aa = ds2 .L..J Xi' 

;=1 

Gleichungen: 

Für [ab] ergibt sich als Beitrag eines Elementes ds mit den 
Endordinaten M i,a=Mi- 1 ,a=1, ,Mi,/J=Yi' 211i - 1 ,b=Yi-1: 

[ ] _ ( d S ,JB _ 1 1 ( '.) 3 , 
ab i - Yi-l+Y;] 2 ',J-"'idS2 Yi-l"'Yi dx;, 

also wird für eine Bogenhälfte : 
1 ;=10 

[ab] =2d~2' .l)(Yi-l -+- yJ dx;'l. 
;=1 

In gleicher Weise findet man: 

;=10 d ( )3 
[b b] = ;; . ; [Yi-l (2 Yi-1 + yJ -~ Yi (2 Yi + Y;-1)] ~:i 

.=1 
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i=10 

-- 1 L [ 2 I i ~J :l - ~~" X. 1 -,--X. l'X,~X, dx .. 3 d s" ' ,- I ,- '" , 

i=1 

Die rechnerische Durchführung geschieht am besten tabellarisch. 
Da sich Ungenauigkeiten, Abrundungsfehler, leicht addieren, ist zn 
empfehlen, einige Stellen mehr zu rechnen, als man im Resultat zu 
haben wünscht. Man findet folgende Werte: 

[aa]= 20,92, 
[ab]= 14,55, 
[bbJ= 18,75, 
[ecJ=810,5, 

14 5-~ 
[bb.1J= 18,75- 2b,902 =8,G5. 

Die Absolutglieder ermitteln wir 
a) für einseitige gleichmäßig verteilte Last q = 0,5 tim, 
b) für Überschüttung, 
c) für eine Einzellast P = 1 t im Punkte i = 6. 

a) Für einseitige gleichmäßig verteilte Last q = 0,5 tim 
ist in der belasteten Hälfte; 

x.2 

J.rf. =-q.-'--. 
>,0 2 

Damit finden wir 
i=10 d ( ., ') J 

[amJ=-.2) 2s q.Xi;l- qa:~~-; 
'i=l 

i=IO 

1 .2)( ., I a) d 3 =- q .~-~. X," -t-X," x" 4 cl S2 ,-1" , • 
i=1 

1 ;=10 

[b mJ = - q·12 ds2 . 17[Yi-l (2 Xi-1 2 + Xi2) + Yi (2 x/l + X i_ 1)]-dx/. 
;=1 
;=10 

rem] = - q '121--;2 . .2)[Xi-l (2 Xi-12+ X;2) +x i (2x/l +Xi _ 12)J. dx/. 
;=1 

Die tabellarische Durchrechnung ergibt: 
[am] = - 203,8·q, 
[bm] = - 260,7 .q, 
rem] = -1659·q, 

14,55 
[b m.l] = -.(260,7 - 20;92·203,8).q = -118,9 q. 
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Damit ergeben sich folgende Werte für die Unbekannten: 

1659 
Xc = + 810,"5.0,5 = 1,02 t. 

r 118,H . 
H =Xb = 8~65·0,5 = ö,H8 t, 
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203,8 14,55 
M =X =---·0.5---·6,88=4,872-4,780=0,092mt. 

s a 20,92' 20,92 

An einer beliebigen Stelle der belasteten rechten Seite ist: 
~ 

Mo;;==-0,5. X~ +Xa+Yi,Xb+XiXc 

Xi 2 , + I = - -4- -t- 0,092 Yi' 6,88 T Xi' 1,02 

(X.)2 t- -t I = - t - 1,02 Xi - 6,88 Yi T 0,OH2 . 

An der unbelasteten Seite wird: 
Mx',=Xa +- Vi: X b - Xi' Xc=0,092 + 6,88 Yi- 1,02 Xj' 

Danach ist die Momentenfläche in Fig. 266 aufgetragen. 
Die~Nullpunkte ergeben sich in dem Abstandsverhältnis 

x x' 
0=", + 0,745 und 3_= '" - 0,73fi. 
l l 

Die Größtwerte treten auf bei 

~ = +~~ = 0,363 und 

Fig. 265. 

~ 22,Om+-----~ 

Fig. 266. 

und betragen 

a' 4,20 
-= -0,382 
11 

Fig. 267. 
fT-O,5tjm 

rvmmZ2?l2IIWW2?i92n'Wli<21m22i<mÜ 2: 

Fig.268. 

Mrnax = 2,072 mt, M min = - 2,05 mt. 
An den Kämpfern ergeben sich die Momente: 

0,5.11 2 

M kr = - -. 2-+ 1,02·11 + 6,88·2,2 + 0,092 = - 3,804 mt. 

M 1d = 0,OH2 + 6,88·2,2 - 1,02·11 = 4,008 mt. 
b) Sind beide Seiten belastet, 80 wird (Fig. 267, 268): 
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X a = 0,184 mt, 

X" = 13,76 t, 
~Y,.=O. 

c) Für einseitige überschüttung (rechts) findet man: 

M;,o = M i - t • O -- [Qi-t. o' dXi + Gi' ~il· 
Darin ist: 

G Yi-t + Yi d 08 (+ ) d 
'i= 2 . xi'Y= , Yi Yi-1 Xi' 

Qi = Qi-1 + (Ji' 

~ Yi + 2 Yi-1 dr; ,;.= --- --'-. 
, Yi + 1Ii-1 3 

Sind danach die Momente Mo tabellarisch berechnet, so findet 
man die Absolutglieder aus den Gleichungen 

.=10 

[amJ=_ 1 0 \--Y(M'_1 o+M. o)dx.~, 
2 d S" .L.; '. '. I 

i=1 

;=10 

[b mJ = 6~s2 .2)[Yi-1 (2 Mi-l,o + Mi,o) +Yi(2 Mi,o·-f- Mi-t,o)J dX i3 • 

i=l 

1 i=lO 

[emJ = 6 ds2.2: [x i - t (2 M i - I • O + Mi,o) + xi (2 M i•o + M i - t , o)J dx/ . 
• =1 

Man findet: 
[amJ=- 70,25, 
[b mJ = - 107,95, 
[emJ = - 636, 

14,55 _"'~ CO" [b m.1 J = - 107,95 + --0---' lu,2,j = - ;)",00. 
2 ,92 

636 
X = -=0,785 t. 

c 810,5 

. 59,05 . 
~Yb=--=6,83 t. 

8,65 

70,25 14,55 59,05 . 
X =.-.-- ----.--'- = 346 --476 = --13 mt 

a 20,92 20,92 8,65 ' , " 

M kr = - 34,912 -1,3 + 2,2. fi,83 + 11·0,785 =-12,551 mt; 
M kl =-1,3 + 2,2· 6,83 -11·0,785 = 5,091 mt. 

d) Bei beiderseitiger überschüttung wird: 
1W8 =Xa =-·2,6 mt, 
H =X" = 13,66 t, 
'\"c=O, 
)W/c = - 7,46 mt 
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Das Moment an einer beliebigen Stelle i ist: 

M i = Mi,o + X a + YiXb = Mi, 0 - 2,6 + 13,7 'Yi' 
Danarh ist die Momentenfläche (Fig. 270) aufgetragen. 
e) Es soll auch hier der Fall voller Überschüttung mit einseitiger 

Nutzlast besprochen werden. Während jedoch vorher (s. S. 178, 
Fig. 261) die Belastung g' keine Momente ergab, sind diese hier von 
Null verschieden. Wir haben danach hier die folgenden Momenten­
flächen zu addieren: 

1. Einseitige Nutzlast q = 0,5 t (Fig. 266), 
2. Beiderseitige Belastung g' = 0,23·2,2 + 0,40 ·1,6 = 1,146 tim 

(v gl. Fig. 268). 

Fig.269. 

~!k-.J,52t 

Fig. 271. 
~-O,5 tim 

~WII!II!I!II'Mlmffijt®llllg,S ~fll6tllfT 
: g.-J,52 t 
, 

";-' I .. 

Fig.270. 1<'ig. 272. 

3. Beiderseitige Überschüttung (Fig. 270). 
Die Momentenfläche für diesen Belastungsfall ist in Fig. 272 

dargestellt. 

§ 17. Der vollwandige Zweigelenkbogen mit parabelförmiger 
Achse. 

Der Zweigelenkbogen ist ein 
einfach statisch unbestimmtes 
System. Er wird ausgebildet als 
gekrümmter Balken mit zweI 
festen Auflagergelenken, oder 
als Balken mit Zugband, wo­
bei ein Auflager beweglich ist 
(Fig. 273). Fig. 273. 

Als Unbekannte X a soll der Horizontalschub bzw. der Schub in 
Richtung der Verbindungslinie der beiden Auflagergelenke berechnet 
werden. Das Grundsystem ist also ein einfacher Balken. Xa ergibt 
sich aus der Gleichung 

f J' f .I' 
[am] MOM a d8 J + NoNa d8j! 

~Ya=-laa] =--f~2d -J'--,--'f-N-2d ~~ .. (266) 
a 8Ji a 8]<' 
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Die Verschiebungen [a m] und [a a] sind im allgemeinen in der 
Weise zu ermitteln, daß man die Balkenachse in einzelne geradlinige 
Teile zerlegt bzw. bei stetig gekrümmter Achse diese durch Auf­
teilung in annähernd geradlinige Teile in eine gebrochene verwandelt; 
für jeden Teil sind dann die Integralwerte zu ermitteln und die 
Resultate zu addieren. 

Der Einfluß der Normalkräfte kann bei diesen Systemen bei ge-

ringem Pfeilverhältnisi (s. Fig. 273) auf das Endresultat von nennens-

f 

x 
~~-- Xa __ +l-__ ....J... ___ .L-~. 

wertem Einfluß sein, je­
denf alls soll man beim 
Bogen mit Zugband den 
Einfluß der Normalkräfte 
des Zugbandes nicht ver­
nachlässigen, da er nur 
im Nenner vorkommt. 
Die Normalkräfte des 
Balkens sind auf Zähler 
und Nenner von Einfluß, 
so. daß sie sich teilweise 
aufheben. 

In besonderen Fällen, 
wenn die Achse eine ma­
thematische Kurve ist, 

ist es möglich, geschlossene Ausdrücke für X a zu finden. Im 
folgenden sollen solche Ausdrücke für den parabelförmigen 1) Zwei­
gelenkbogen gesucht werden, für den die Rechnung am einfachsten 
ist. Für kleinere Pfeilverhältnisse können die gefundenen Resultate 
auch auf Kreisbogen angewandt werden. 

~--------~IL--~----~ 
i"'" 

Fig.274. 

I. Herleitung geschlossener Ausdrücke für die Unbekannte X a. 

bei beweglicher Einzellast. 
Die Gleichung der Parabel bezogen auf die Gerade AB als Abszissen­

achse und die Mittelsenkrechte als Ordinatenachse (s. Fig. 274) lautet: 

Y=f[l-(~rJ ....... (267) 

Die Verschiebungen [am] und [aa J ergeben sich aus den Glei­
chungen 

1) Auch für den kreisförmigen Zweigelenkbogen läßt sich der Wert für 
die Unbekannte X. ohne Schwierigkeit berechnen. Das Ergebnis ist a.ber für 
die rechnerische Verwendung nicht so geeignet wie die im folgenden abzulei­
tenden Ausdrücke, und es soll daher hier auf die Untersuchung des kreisförmigen 
Bogens verzichtet werden. 
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a) Annahme eines nach den Auflagern abnehmenden 
Querschnitts (J =J. cos q;). 

Es sei J. das Trägheitsmoment im Scheitel. - Man findet: 

ds = dX_ (s. Fig. 274). 
cos q; 

.J 1 .. 
J cos q; 

ds-!s= d:_=dx(1+tg2 q;) • 
.J cos -cF . 

J ' (x)21 
ds-"=d 11 +k 2 .... J' 

J '" L ' 0 l ' 
worin 

Wir bestimmen zunächst die Verschiebungen aus den Momenten 
allein und geben die Einflüsse der Normalkräfte als Zusatzwerte an. 

Das Moment Ma infolge X a = 1 hat überall den Wert y. Es 
ergibt sich: 

-'-I 

f J f' ()Ql" I ( )"l [aa]= y2 d s ]= f'2 l1- y "r'L1+ko21- -Jdx. 
-I 

Die Auswertung dieses Integrales liefert: 

. . . . . (268) 

Es soll noch der Einfluß der Normalkräfte angegeben werden. 
Mit Na = 1· cos cp wird: 

Nehmen wir 
J 

näherungsweise F konstant an, so wird: 

[ _ J 
aa]N, = 2l F ........ (269) 

• 
Hat der Bogen ein Zugband, so kommt dazu noch der Einfluß 

der Normalkraft Z = - 1 im Zugband; es wird: 

Pi rIet, Statik. II.~. 

---I [] f J. l J s aa z= l·dx· - =2 ----
F z F z 

-l 

. . (270) 

19 
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Für eine Einzellast im A bstande ~ von der Mitte (Fig. 27 öl er­
gibt sich als Moment im Abstande x: 

Fig. 275. 

Jlf) = ~. (1 + ~) ( 1 - }) für .T 

1110 = .~ .. (1 .. - i) ( 1 , ;) für x 

~ , 

, . 

Damit ergibt sich: 

$=-l 

Die Auswertung dieser Integrale liefert nach gehöriger Vereinfachung: 

fl2 r ( I: )2l (! (~)2J :- ( 1:)2 . (~)4:1 
[amJ=6oL1 - T Jpl5- T +ko'l3+ß t -2 -z JJ' 

Damit ergibt sich bei Vernachlässigung der Normalkräfte: 

I ( ~)2' (r (~)21 r (1:)2 (~)C) 
1- - J)5!5- - l+k 21 3--,-3 ~ -2 _. J~ y-_2!..._ l_ lL l ... J °L· I l J 

~ a - 64 {7 + ko 2 

oder 

. . (271) 

worin 
35 I (~)21 :- (~)2 1 1 ]{ =-11- - J 15- - 1 

1 32 L l L l J 

K,~ 3~ [1-(m [3+3 (fr-·(m I . . (272) 

Die Werte ]{l und K 2 sind von der Form des Systems unab­

hängige Werte und können für verschiedene Abstandsverhältnisse -( 
l 
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ein für allemal berechnet werden. Sie sind für die Zehntel in folgen­
der TabeHe angegeben: 

t = lo,o! 0,1 j 0,2: 0,3 0,4 : 0,5 I 0,6 0,7! o,~ I 0,91 1,0 

K 1 5,46915,40315,20814,887 ] 4,441 ; 3,896 I 3,248 ! 2,516 . 1,7171 0,871 i ° 
'-K~-- 0,6561 0,656 : 0,65.5 ! 0,648 i 0,630 ; 0,595 10,535 0,434 I 0,323 : O~O-

I ' :! I ! I 

Mit diesen Werten ist die Einflußlinie für X" bei gegebenem 

Werte ko = 2/ schnell aufzutragen. 

Der Einfluß der ~ormalkräfte auf den Wert [am J ergibt sich 
wie folgt: 

Es ist: 

,,- 1 (1 x). f" < " ~'o=-i , -T SlllqJ, ur x r;. 

bzw. No = - 1 (1 -+- _x.) sin qJ. für x::-'> ~. :2 l . 

Da Na = 1· cos qJ ist, so erhält man: 

[amJN = f;~ (1 - Z·) sin (P cos qJ dSi 

-1 

1 

+ -f} (1 -+- ~) sin qJ cos cp ds ~. 

J J J dx J . 
Mit ds _8_ = ds -'!.. .. - = -.- .. - wIrd: 

F J F cos2 qJ F 

+~ 1 

[a m JN = ~ f (1 -1-) tg qJ d x ~ _.~ f ( 1 -+- .~-) tg qJ d x ~. 
-l 

-I-- " l 

= -~. ko ~ {f ~ (1- -~-) cl (1') - f ( 1 -+- T) -l- d ~} 
-l .; 

[am]N={-kO[5-3({rJ~: . . . (273) 

Im Zugband ist die Normalkraft No = 0, so daß sich davon 
kein Einfluß auf [a m J ergibt. 

Bei Berücksichtigung der Normalkräfte wird also die Gleichung 
für X a lauten: 

19* 
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f[21 (~)21{ I (~)2"" [ (~)2 (~).t l} . l! (~)2~ J 
X =_ 60L~=_~~5L5- f J+k02 3+3 f -2 'J-i-6koL5-3L~ :z.:(2741 

a ~ lr (7 -!- k 2) + 2l Js + 2l Js 
105 I 0, 1<:' Fz 

Das dritte Glied des Nenners kommt nur beim Bogen mit Zug­
band in Frage .. 

b) Annahme eines nach den Auflagern zunehmenden 

Querschnitts (J=~). 
cos Cf! 

Die der vorstehenden Ableitung zugrunde gelegte Annahme 
über die Querschnittänderung entspricht einem Bogen, dessen Quer­
schnitt zum Auflager hin abnimmt und im Scheitel ein Maximum hat. 

Wie gering der Einfluß über die Annahme der Querschnitts­
änderung ist, zeigt sich, wenn man den Wert X a. ermittelt für den 
Fall, daß 

1 J=J. --_. 
s cos Cf! 

ist, der Bogenquerschnitt also im Scheitel ein Minimum hat. In 
diesem Falle wird nämlich für eine Einzellast 1 nach Fig. 275: 

[aaJ = f y2dS~ = f y2 dx= Yf [l-(~rJ dx 
-l 

X=:-'; 

[amJ=f~(l 
x=-l 

fl2 [ (~)2J [ (~_)21 [am J = 12 1·- T _ 5 - T J. 
X =_ [am] =_~~ [1_(1)2] [5_(1)2l (275) 

a [aa] 64f _ 1 1 -' 

oder X a =-7~~o . . . . . . . . (276) 

Zum Vergleich dieses Resultates mit Gleichung (271) schreiben wir 
letztere ir. der Form: 
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GI. (271 a) unterscheidet sich von GI. (276) durch den Faktor: 

+ K2 " 7 7 j{- ko• 
d = _______ 1 ____ _ 

7 +k02 

Dieser Quotient weicht nur ganz unwesentlich vom Wert 1 ab. 
Denn der Wert: ( ~)2 (~)4 3 + 3 - -2 --

K., 7 l l 7 --"- = -------- --- - -- -

K 1 5 5-(fY 
2f 

sehwankt zwischen 1,4 und 0,84. Der Wert tg (Po = ko = -r schwankt 

bei den üblichen Pfeil verhältnissen 2~ = ~ bis i~ zwischen 0,667 bis 

0,4. Im äußersten Falle würde also: 

d = 'IJ:--l,~~_~,~6~2 = 1035 
7+°,6672 " 

d. h. dic größte Abweichung des Wertes der GI. (271a) von der 
GI. (275) beträgt etwa 31 / 2 %' 

Mit Rücksicht auf diesen Umstand sollen die folgenden Ent­
wicklungen der Einfachheit wegen auf GI. (275) aufbauen. 

1I. Untersuchung besonderer Belastungsfälle. 

Es sollen nun einige Fälle r:uhender Belastung besprochen 
werden. 

a) Für eine Gruppe von Einzellasten kann der Wert X" 
ohne weiteres gefunden werden, indem man den für eine Einzellast 
p= 1 gefundenen Wert [GI. (271) oder (275)] auf jede Einzellast 
anwendet. Man findet also: 

5 l {r (~)2J [ (~)2J} 2J K11 
X" = - 64' t ); II - T 5 - T = - 7 ko (277) 

r ~ K 1 + k02 2J K2 

X a = -- ----k~l7+-k~if J 
b) Für eine streckenweise Belastung mit gleichförmig ver 

teilter Last p (Fig. 276) 
finden wir X" wie folgt: !T=~~ 

Auf der Strecke dx, 
zwischen ~ und ~' ist die 
Last gleich pdx. Multipli­
zieren wir damit den Wert 
GI. (275) und integrieren 
von ~ bis ~', so erhält 
man: 

Fig. 276. 



294 Vollwandige Systeme mit gekrümmten Achsen. 

r lpp(tr (~')2l2 ~,- (~)2J2) 
Xa=~64(b 15~ -Z J - (1_5~T f (278) 

c) Daraus findet man für Belastung des halben Bogens 
mit ~=O, ~'=l: 

X a == - ~7~ = - ~t-; (da.z ==~ %) (279) 

d) Maximalmomente bei gleichförmiger Belastung einer 
Bogenhälfte. 

In der Regel betrachtet man, insbesondere bei Bogendächern 
die einseitige Belastung mit Schnee und Wind, wobei auch für letz­
teren ein vertikaler Belastungszuschlag gemacht wird, als den un­
günstigsten Fall. Es sollen deshalb für diesen Fall die größten 
Momente und Normalkräfteangegeben werden. 

Bei Belastung der rechten Bogenhälfte (Fig. 277) ist nach 
(GI. 279) 

l I 
~ "2 ~"""""'=~=~"""=,=~=0=®%'";:;""~1 
I I 
I I 
, I 

Fig. 277. 

pP pr 
LY =- ._-_ .. =--. 

a lßt' 4f' 
Der senkrechte Auflagerdruck bei A ist: 

A=pL=pl. 
H 4 

I 

I 
I 
I 
I 
I 

: Xa 

Der Neigungswinkel der Resultierenden R ist also: 

, A pL pP 2 f f' 
tga =Jj=g:16{=Y=Z' 

Die Resultierende geht also durch den Scheitelpunkt des Bogens, 
d. h. es isb dort das Moment = o. 

Für ein Moment in der belasteten Bogenhälfte haben wir die 
Gleichung: 
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dM 
Dieser Wert wird ein Maximum, wenn -- = 0 wird, also: 

dx 

p12(~_~)=o 
4 1 l2 ' 

x 1 

1 2 

Also wird Mma", mit ~ = {- : 
pl'!. 

M max =-16- . . . . . . (280) 

Für die unbelastete Bogenhälfte wird: 

pL pZ2 r (x )2: 
M=S(l+x)-4L1 - T j 

= p~2 (1+ ~) .-[. 
Dort wird also bei i das Größtmoment: 

2 

Die Normalkräfte in diesen Punkten ergeben sich wie folgt: Der 
Neigungswinkel in den Viertelspunkten hat die Tangente: 

tg<p = 2 (f - y) ; 
1 
2 

da hier y=f(l-~) = ! f ist, so wird: 

tg <p = ~ = tg a' . 

Die Tangente ist also parallel der Resultierenden R. Die Größe 

dieser Resultierenden ist als Normalkraft in dem Punkte bei l_ 
2 

wirksam; sie beträgt: 
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N = _ .R = _ "1 /(pT:J)2 --l- pl2 = _ ~~ Vl2 + f21 
max V 4 f I 4 " 4 f 

r"1 r-(" f )" "1 /-( ()~> ~ 
= - ~; V 1 + T "= - Ta V 1 + -( - J 

(282) 

Für die belastete Bogenhälfte ist die Größe der Normalkraft 
. pl 

zu ermitteln aus de:n AuflagerreaktIOnen und der Last -2 auf dem 

letzten Bogenviertel; man erhält den gleichen Wert, da der senk­

rechte Auflagerdruck B und die Last p; eine Resultierende gleich 

dem Auflagerdruck A ergeben: 
3 pl 
"4Pl --2-

pl 
4 

Es ergibt sich also die gleiche Normalkraft WIe 

lasteten Bogenhälfte. 
d) Bei Vollbelastung des ganzen Bogens 

~ = -l, ~' = 1 nach GI. (278): 
pTJ 

~Y =---
a 2 f 

pL2 

8f 

In der unbe-

findet man mit 

(283) 

Dieses Resultat war zu erwarten; wählt man nämlich einen 
Dreigelenkbogen als Grundsystem, so ergeben sich bei parabelförmiger 
Achse keine Momente 1}[0' da das Seilpolygon, d. i. die Momentenfläche, 
ebenfalls bei Vollbelastung eine Parabel durch die Gelenke darstellt, 
also mit der Systemachse zusammenfällt. Es ergibt sich damit 
der Zählerwert [am] = 0 und infolgedessen auch das unbekannte 
Moment X = O. Der Zweigelenkbogen wirkt also bei dieser Belastung 
wie ein Dreigelenkbogen, der Horizontalschub muß also auch der 
gleiche sein wie bei diesem System. 

e) Der Einfluß der Temperaturänderungen auf das Absolut­
glied ergibt sich aus der Gleichung: 

[at]=E·J8·e{f~t Mads+ fNatodS}. 

Darin ist ,.1 t der Temperaturunterschied zwischen oberem und 
unterem Querschnittsrand, h die Höhe des Querschnitts, to die Tem­
peraturänderung in der Stabachse. Sind.1 t und to für den ganzen 
Bogen konstant und setzt man wieder 

ds~=dx, 
so erhält 

(284) 
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§ 18. Übungsaufgabe. 

Der in umstehender Fig. 278 dargestellte Dachbinder sei ein 
Bogen mit polygonaler Achsenführung aus Eisenbeton mit einem Zug­
band aus Eisen. Das System ist statisch einfach unbestimmt und 
nach den zu Beginn des § 17 gemachten Angaben zu berechnen. 

Es sei: 
PI = 20 t in 

P 2 =6,3 t " 
g= 1,2 tjm 

p= 1,4 tim 

den Punkten 3, 

" " 1, 3, 4, 
(Horizontalprojektion), 

( " ). 

Als Überzählige X wählen wir die Kraft in dem Zugband. Das 
Grundsystem ist dann a ein Balken auf zwei Stützen. Die Überzählige 
X a ergibt sich in der Form: 

X =_[am] 
a [aa ] . 

Unter Vernachlässigung des Beitrages der Querkraft haben WIr 
für eine Verschiebung [~kJ die Gleichung: 

[ik] = J MiMk :.SJ + J NiNk ~~. 
Da der Querschnitt des Binders verhältnismäßig groß ist, können 

wir den Einfluß seiner Normalkräfte vernachlässigen, jedoch wollen 
wir die Normalkräfte des Zugbandes berücksichtigen. Da dieses bei 
äußerer Belastung des Grundsystems spannungslos ist, ergibt sich 
für X a die Gleichung: 

fM.11 ds 
o 'la E J-

X = _ _______ b_b __ , 

a f \1 ds +J \1 d~ 
M a E J Na E F 

b b e e 

oder, wenn WIr die rechte Seite mit E b • J b erweitern, 

J MoMads 
X = - --------------- --

a JM 2 ds+JN 2 Eb • J b ds 
a a E e Fe 

Hierin bedeuten E b den Elastizitätsmodul .und J b das konstant 
angenommene Trägheitsmoment des Betonbogens, E e den Elastizitäts­
modul und }~ den Querschnitt des eisernen Zugbandes. 

Es werde angenommen: 
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Um die M -Fläche zu erhalten, berechnen wir die in den 
Punkten 1, 2, 3,a 4 (vgl. Fig. 278) infolge X" = 1 auftretenden Mo­
mente. Wir erhalten 

für die Punkte 1: M a= - 2,198 mt, 

" " 2 : M a=- 3,1 " 
" " " 3: M a=-3,276 ,~ 

" den Punkt 4: M a= - 3,50 " 

~ __ ~ __ +-~~~~1 ________ ~~ 
/ ~3,90-~2,75~3ßD--

Fig. z78. Fig.279. 

Hiermit ergibt sich die Ma-Fläche (Fig. 279). 
Die Normalkraft im Zugband ist Na = + 1 t. Wir erhalten 

also für den Nenner: 

raa] = [aa]M+ [aa]N, 

[] fM ~ d (6,32 ~ I 6,27 [( +. 
aa M= a- 8=2l~3-3,1-i~6- 3,1 2·3,1 3,51 

+ 3,5 (2.3,5 + 3,1)]} = 177,2, 

[a(~lv= f Na2d8~b:-~' =1.23,50. 1
1
0 .4=9,4. 

e e 

Insgesamt: raa] = 186,6. 

Wir berechnen nun die infolge der äußeren Lasten in den 
Punkten 0 bis 4 auftretenden Momente Mo. Der Auflagerdruck A 
berechnet sich zu: 

A = 3,5 ·1,2 + 8,25·2,6 + 20 + 2~. 6,3 = 4,20 + 21,45 

+ 20 + 15,75 = 61,4 t. 

Damit erhalten wir die Momente: 
2,6.3,92 

im Punkte 1: Mo =61.4·3,9-----=219,7 mt, 
l' 2 

1m Punkte 2: 
2,6.5,52 

M Og = 61,4·5,5 - --2--- - 6,3 ·1,6 = 288,5 mt, 

26.8252 

Mo = 61,4·8,25 --'- --'-- 6,3 ·4,35 = 391.2mt, 
3 2 

1m Punkte 3: 



§ 18. übungsaufgabe. 299 

im Punkte 4: M o4 =61,4.11,75-2,6.8,25 (_8,:5 +3,5) 

12.3.502 

---' -{_._-- 6,3· 7,85 -26,3· 3,50 = 408,5 mt. 

Mit diesen Werten erhalten 
wir die in Fig. 280 dargestellte 
Jlo-Fläche. 

Wir erhalten somit für den 
Zählerwert [a m] : 

- h[ J.l[ cl s = - --_. 2 2·219 7 1f. 4,48 
:2 0 a ~'" Fig. 280. 

-- ~:4 [2Hl,7 (2.2,2 + 3,1) + 288,5 (2.3,1 + 2,2)], 

2,76 [ (, +' _ ) I ( ,~ , '] --6- 288,5 2·3,1 , ~,216 j391,2 .2·3,216--t-3,1! . 

- 3,:1 [391,2 (2.3,276 + 3,5) + 408,5 (2 . 3,5 -T- 3,276)], 

=-9720, 
[am] = -19440. 

Demnach wird: 
T I 19440 

.LYa ='-86 =+104,2 t. 1 ,6 

Da X a bekanilt ist, so lassen sich nun die im Bogen auf­
tretenden Momente leicht angeben. Es ist 

im Punkte 1: M l = MOl +Sa,Xa = 219,7 - 2,2 ·104,2 = -9,6 mt, 
im Punkte 2: M 2 = 288,5 - 3,1·104,2 = - 34,5 mt, 
im Punkte 3: M 3 = 391,2 - 3,276·104,2 = +- 50 mt, 
im Punkte 4: M 4 = 408,5 - 3,5 ·104,2 = + 44 mt. 

Die in den Punkten 0, 1, 2 auftretenden Normalkräfte sind 
bei einem Winkel a= 29°30'(cosa=0,87, sina=0,49) 

im Punkte 0: No = A sina - X a · cosa = 61,4·0,49 
+ 104,2 ·0,87 = 120,8 t, 

im Punkte 1 links: Sl = 120,8 - 2,6·3,9· sin CI. = 120,8- 5 
= 115,8 t, 

im Punkte 1 rechts: N/=115,8-6,3.sina=115,8-3,1 
= 112,7 L 

1m Punkte 2 links: N2 =112,7-2,6.1,6sina=112,7 
- 2,05 = 110,65 t, 
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Zwischen den Punkten 2 sind die Normalkräfte annähernd 
gleich X a, also: 

N'J' = Na = N4 = '" 1 04 t. 

Die im Bogen auftretenden Q u e r kr ä f te sind: 
im Punkt.e 0: Qo = -104,2 sinu + 61,4 COsCi = + 2,2 t, 

links vom Punkte 1: Ql = 2,2 -3,9·2,6 'COSCl= - 6,6 t, 
rechts" " 1: Ql'=- 6,6 -6,3 cosu = -12,1 t, 
links vom Punkte 2: Q'J = -12,1-1,6·2,6 'COSCI= -15,7 t, 

rechts " " 2: Q'!' = 26,3 + 6;3 -j- 2,75·2,6 + 3,5·1,2 = 40,8 t, 

links vom Punkte 3: Q3 = 40,8 - 2,75·2,6 = 33,65 t, 
rechts ., " 3: Qa' = 33,65 - 26,3 = 7,35 t, 
links vom Punkte 4: Q4 = 7,35 - 4,2 = 3,15 t. 

Damit kann der Bogen dimensioniert werden. 

III. Abschnitt. 

Aus vollwandigen und facltwerkartigen Teilen 
zusammengesetzte Systeme. 

§ 19. Armierte Balken. 

1. Allgemeine Grundlagen der Berechnung. 

Häufig wird ein biegungsfester Balken dadurch verstärkt, daß 
em besonderer Zug- oder Druckgurt nach Fig. 281 angeschlossen wird. 

I .lf .BI 

Fig.281. 

Diese Armierung kann man 
sich so entstanden denken, 
daß der Reihe nach Knoten-
punkt I mit den Stäben 1 
und 2, der Knotenpunkt II 
mit den Stäben 3 und 4, 

Punkt III mit den Stäben 5 und 6 angeschlossen werden; sodann 
muß der Stab 7 eingefügt werden. Durch diese Armierung kommt 
also eine statisch überzählige Größe in das System. 

War der einfache Balken statil'ch bestimmt, so ist er nunmehr 
einfach statisch unbestimmt. Die Behandlung solcher einfach statisch 
unbestimmter Balken soll im folgenden besprochen werden. 

a) Wahl der Unbekannten X a • - Beanspruchung des 
Grundsystems infolge X a = 1 und der äußeren Lasten. 

Die Normalkraft in dem angegliederten Gurt hat überall die 
gleiche Horizontalkomponente. Dies erkennt· man, wenn man auf 
einen der Knotenpunkte I, H, III die Gleichgewichtsbedingung an-
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wendet, daß die Summe der Horizontalkomponenten gleich 0 sein 
muß. Diese Horizontalkomponente soll als überzählige X a ermittelt 
werden. 

Das Grundsystem .c:,~-"",----""""----,~----rr-.....,r.--...,,..--,:c,.?' 

eines solchen Balkens ~F.x~ 1 2 3 
erhalten wir, indem wir -.x1 ____. X ,,-0::3_ 
den angegliederten Gurt -.x2 ____ a;, Xa 
an einer beliebigen F' 282 
Stelle durchschneiden 

19. . 

(Fig.2H2). Die in dem durchschnittenen Stabe wirkende Normalkraft 

ist dann, wenn ihre Horizontalkomponente X a ist, gleich X . _1_ 
a cos a 

Die Unbekannte X a ergibt sich aus der Gleichung: 

x =~[~~]. 
a raa] 

Darin ist, wenn J das Trägheitsmoment des Balkens l darstellt: 

E J. [am] = f ~MO.Ma ds, 

EJ· [aaJ= f .Ma2 ds+ f },~a2dst· 
.Mo sind die Momente infolge der äußeren Belastung, .Ma und Na 
sind Momente und Normalkräfte infolge X a = 1. 

Die Belastung X a = 1 am Grundsystem ruft keine Auflager­
reaktionen hervor, sie bewirkt jedoch Normalkräfte in den Gurten (Za): 
in den Pfosten (Va) sowie im Balken (LJ und durch die Normal­
kräfte Za und Va Momente Ma im Balken l. Die Normalkräfte sind: 

1 
Zi.a = --:' La = -1; V i . a = Zi.a sin ai - Zi+1.a sin ai+l cos ai 

= tg ai - tg ai+1 • 

Um die an dem Balken wirkenden Mo­
mente J{a zu finden, denken wir uns das 
System an einer Stelle etwa im Felde Ai ge­
schnitten und die dort wirksamen Spannkräfte 
als äußere Kräfte angebracht, wobei die Gurt­
kraft in zwei Komponenten zerlegt wird (Fig. 283). 
Aus den Gleichgewichtsbedingungen ergibt sich: 

M=-Xa·y=-y· 
Die Ma - Fläche ist also identisch mit der System­
fläche. 

Fig.283. 

Die äußere Belastung am Grundsystem bewirkt im all­
gemeinen nur Momente in dem Balken l, da die Belastung meist 
direkt auf diesen wirkt, also keine Normalkräfte No auftreten. Es 
kommt jedoch auch vor, daß die äußeren Lasten durch die 
Pfosten y auf den Balken übertragen werden, wodurch dann in 
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diesen Normalkräfte Vo auftreten, die aber gegenüber den Momenten 
immer vernachlässigt werden können. 

Die .lIo-Fläche (Fig. 285) zerlegen wir uns in zwei Teile, nämlich 
in eine Mo' -Fläche, die nur Teile aufweist, die in den einzelnen 
Feldern geradlinig begrenzt sind, und eine Mo" -Fläche. Der 
letztere Teil stellt dann die Momentenflächen der einzelnen belasteten 
Felder dar, wenn wir diese als einfache Balken auf zwei Stützen 
betrachten. 

Dies erkennt man als richtig, wenn man sich für einen solchen Teil, etwa 
ein Feld J. i , in den Endpunkten hund i Gelenke einlegt und die dort wirken· 
den Momente Mo I und Mo· als äußere Kräfte angebracht denkt. - ,"Vir wür· 
den also das gl~i~he Resuitat erhalten, wenn wir annehmen, daß die Last 
indirekt durch einen Träger von der Spannweite des betreffenden Feldes auf 
den Balken übertragen wird, wobei dann das Integral Mo .1[. ds über beide 
Balken zu erstrecken wäre (Fig. 287). 

k i k 

Fig. 2R4. Fig.285. 

Fig.286. 

Fig. 287. 

b) Ermittelung der Verschiebungen [am] und [aa]. 
Der Nennerwert [aa] ergibt sich jetzt. wie folgt. Der Einfluß 

des }Iomentes M a = y des Balkens l auf den Wert [aa] beträgt bei 
n Feldern: 

i=n 1 
[aa]JI = 2) ~ [Yh2 + Yh?/i + Yi2]. 

i=l 

Der Einfluß der Normalkräfte Z = ~- beträgt: 
a cos a 

i=n ~ J 
[aa]z = 2) Zi' Zi,~ Fz~' 

i=l l 

Darin ist F zider Querschnitt des Gurtes Zi und: 

Z. =_~=_~f. 
'. a cos ai Ai 

. (285a) 



§ 19. Armierte Balken. 303 

Damit wird: 
i=n 3 J i=n()~ 

[aaJz= 2) ~i.~. Fz. = 2) 1~ ·z/; ... (28ob) 
i= 1 L 1. i= 1 l 

darin ist dann: 
, 

Z.=Z·--. , , F Zi 
J 

Für den Teilwert [aa] r der Zugstangen findet man mit 

tg a. = Yi ---=}" : 
, A; 

i=!I;- ( 1 1 ) 1 1 - ~ , 
[aa]y=:f.):Yi " -;;- -Yh-.-lh---;:--J! Yi: 

;=1 c. ')'i I,/; Ai I'k 
. (285c) 

darin ist wenn FYi der Querschnitt von Y-i ist: 
, J 

y. =y.--. , , FYi 

Die Normalkraft La = - 1 liefert den Beitrag: 

[aa]L =.!- .[ = I' . 
F l 

. ... (285d) 

Damit wird also insgesamt: 

[ ] ~{A.i( 2+ +_~) I (Zi)2 , } aa = -6; rf Yh Yh Yi Yi T;'~ Zi I) 

- 1 1 1 1 2 1 (",,85 e) 
+ [Yi(Y T)-YhY--YkT] y/~+l'. 

'"k , k) 

Der Zählerwert [am] setzt sich aus dem Einfluß der ~lIo/­
Fläche und dem Einfluß der Mo" -Fläche zusammen; ersterer beträgt: 

[amJ'=-J; ~ [Mo. 11 (2 Yh + Yi)+ .MO• i (2 Yi + y,.)]. 
i=l 

Der Wert [am]" ist für jedes Feld nach den Angaben im § 1 
anzugeben; man erhält also allgemein: 

~i=n 

[am]" = -::: (rpl' Ylt + rp~ 'Yi)' 
i=l 

Insgesamt also ist: 

;=n{A. 1 
[am]=-ll -6QMo,h(2Y,,+Yi)+Mo.i(2y;-+-y,,)] (286) 

+ y, 'p, + Y, "'+ J 
2. Untersuchung besonderer Systeme. 
Im folgenden sollen einzelne besondere Fälle armierter Balken 

behandelt werden, bei denen obige Gleichungen sich bedeutend ver­
einfachen lassen. 
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t-E-a=f~a=f~ 

~: zhz: 
: : ; , 
iE l ~i 

a) Der dreieckförmig armierte 
Balk en; zwei Felder (n=2) (Fig.288). 

In diesem Falle haben wir zwei 

gleichgroße Felder von der W eite ~ Es 

kommt nur ein Wert Yl = h vor. Es 
wird damit aus Gleichung (285e): Fig.288. 

. . (287) 

Bei Berücksichtigung der Momente allein würde sich ergeben: 

l h2 2 Q 

raa] =-=- ah-. . . (287a) 
3 3 

P=1 Den Wert [am] geben wir im 
folgenden für verschiedene Lasten. 
Allgemein gilt die Gleichung (vgl. 

h Na-Fläche GI. 286 und Fig.289): 

Fig.289. 

[amJ'=-~1l{ ·2 h- ~ Ni 2h 6 0,1 6 0,1 

2 
=-3ah . Mo ,1' 

[a m]" = - h . f(!2 bei Belastung der 
linken Hälfte bzw. 

[am]" = - h· f(!1 bei Belastung der 
rechten Hälfte. 

Man findet damit: 

1. Für eine Einzellast P= 1 im Abstande ~ < ~ vom rechten 
~ 2 

Auflager B: 
Pa ~ 

M =-~'-'-, 
0;1 2 a 

2 Pa ~ Pa2 

[am]=--- a·-· _ .. h--6~h. Cl' 
3. 2 a 

Darin ist Cl für das Verhältnis J.. zu ermitteln: 
a 

Cl = ! [1 - (!YJ· 
Also wird: 

[am] = - Pt h .. ~. [ 3 - ( ~ YJ ' 
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oder durch lausgedrückt: 

Pl2 ~ ~l (~)2J [am]=-1:2 h 'T 3-4 T . 

Diese heiden letzten Gleichungen können als die Gleichungen 
der Einflußlinie für X a aufgefaßt werden, die dann noch durch - [aa] 
zu dividieren ist. Es ist: 

1 Pi2 ~ [ (~)2J 
X a = [aa]'1:2' h· T 3 - 4 T . . (288) 

Anmerkung: Will man für Näherungsrechnungen nur den Einfluß der 
Momente berücksichtigen, so findet man aus (287a) und (288): 

X,,= P ~1 ;-S- (1)2J, 1 
4hal. a_ l 
p l ~ , (~)21 (. . . . . . (289) 

oder X n = 4 11 l lS - 4 T J' J 

oder 

In diesem Falle ergibt sich für das Moment 1I1s in Balkenmitte: 

J[,s= Pa .1_ h. p ~i l'S _ (i)2lJ 2 a 4 h a \a' 

.lfs = -~~~ [1- (~)2J =- ~a ·c" 1
J ... (200) 

111 =_~l 5.11 _ 4 (1)2l 
s 4lL lJ' 

Unter der Einzellast wird: 

Me=~a.! (1--!-) [4--~- (!YJ 
} . • . (291) 

2. Für eine Streckenlast (Fig. 290) in der rechten Hälfte wird: 

M. = pa2 . (i)2 
0,1 4 a' 

2 pa2 (~)2 paS 
[am]=--ah-. - -h·-·k. 

3 4 a 24 1 
, 
I I : : lE--a-__ -a ----! 
I I 
~~-----l-------~~: 

ist, so wird: 
Fig.290. 

(292) 

Anmerkung: Mit (GI. 287a) findet man: 

X = _ 'Pa~. (I)2 [6 _ (f)2l.! = _ pl2 . (I)2 [3 _ 2 (I)2] !. (293) 
a 16 a. a ~ h 8 l l h 

Pirlet, Statik. 11.2. 20 
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3. Für 

't ; ml --=1 
1 

(294,) 

Vollbelastung des ganzen Trägers ergibt sich daraus 

und somit k1 = 1 : 

p13 
[am] = 24 ·h. (295) 

Anmerkung 1: Mit GI. (287a) wird also: 
pl" 1 

X a =-8'/1 .......... (296) 

und weiter: (297) 

Anmerk ung 2: Die GI. (290), (294), (297) sind gleich den Werten der Stütz­
momente eines kontinuierlichen Trägers auf ;J Stützen. Will man also auch 
im Nennerwert (GI. 2t\7) die Einflüsse der Normalkräfte vernachlässigen, so kann 
man den Balken auch nach den Formeln des kontinuierlichen Trägers auf 
3 Stützen dimensionieren. 

In gleicher Weise lassen sich die Werte [am]' und [am]" für 
beliebige Belastungen leicht mit Hilfe der Werte des § 1 angeben. 
Ist die Belastung über beide Hälften verteilt, so ist es im all­

2 3 

1 :8 
I I 
I I 

~~~tE~--b-~~~I~E-a~ 
~------t ~: 

Fig.291. 

[ J,_2a+3bh2 
aaM- '3 ' 

gemeinen am zweckmäßigsten, die 
Belastungen der beiden Hälften 
getrennt zu untersuchen. 

b) Der trapezförmig ar­
mierte Balken (Fig.291). 

Für den Nennerwert finden 
wir in diesem Falle aus den GI. 
(285) : 

[aa]N = 2 ( ~ r . Z: + Zb' + 2 (~r h' + l' • 
Also insgesamt: 

[aa]= 2at 3b h2+2(:a)\a'+Zb'+2crh'+l', (298) 

Den Zählerwert [am] ermitteln wir, wie eingangs erläutert, wie 
folgt: 

1. Einzellasten. 
Für eine Einzellast p! in dem Punkte 1 findet man: 

M. _P!·c 
o,l--l'c, 
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P ·c 
MO• 2 =--1-·(a + c), 

P4 'c ( I +) M O• 3 = -f-' aT b c, 

P ·C 
MO,4 =-1-(2a + b + c). 

M.it diesen Werten ergibt sich aus GI. (286): 

) [] P4 h ( I .) ( , ') P4 11 ( , ) LA,' am 4=----2T a,b 2a-t-bT2c .c=--2- a,b ·c. 

Der gleiche Wert ergibt sich für PI im Punkte 1. 

Eine Einzellast P3 im Punkte Cl ergibt: 

a+c 
j[O,l = P3 ·-·-Z_· c, 

, a+c, 
,Mo, 2 =P3 '-Z-(a , c), 

a+c i, I 
J[0.3 =Pa·-l-·(a--;- b IC)' 

(a+ b + c) 
Jlfo,4 =P3 ' 1 ·c. 

Also wir~: 

P h 1 'P3[am]3=-i-[3(a+b).c+a(2a+3b)]= P3[am]4 

- P~h a(2a+3b). J 
Den gleichen Wert liefert eine Einzellast P2 im Punkte 2. 

307 

(299) 

(300) 

An Hand der beiden GI. (299) und (300) können wir nunmehr den 
. Einfluß einer Einzellast an beliebiger Stelle angeben. Wir folgen dabei 
dem in Abschnitt 1 (s. Fig. 285 bis 287) zugrunde gelegten Gedanken­
gang. Die Last P wird in ihre Teillasten zerlegt, die auf die beiden 
nächstgelegenen Angriffspunkte der Armierung (s. 1, 2, 3, 4 in Fig. 291) 
entfallen. Z. B. wird P im Felde 3 bis 4 auf die Punkte 3 und 4 
verteilt. Der Einfluß dieser Teillasten ist durch die beiden vor­
stehenden GI. (299) und (300) gegeben. Diese liefern den Wert des 
ersten Gliedes in Gl. (286). - Dazu kommt der Einfluß der direkten 
Belastung der Teilstrecke, z. B. der Strecke a = 3 - 4; dieser Bei­
trag ist durch die beiden letzten Glieder Yh' f{!1 + Yi f{!2 in GI. (286) 
gegeben. -

Eine Einzellast P auf der Strecke c im Abstande ~ < c vom 

Punkt B ergibt unter Verwendung von GI. (299) mit P4 = p{: 
c 

Ph 
[am]=-2(a+b).$. .. (301) 

20* 
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Eine Einzellast P in der Strecke a im Abstande ~ vom Punkte 4, 

liefert : 

P3 = p. !; P4 = P ( 1 - !); 
diese beiden Lasten ergeben: 

~ ~ P4 [am]4 + [am]s ·ps =p. [am], -P- [am], + P- [am]4 
a a 

Ph ~ Ph . . ~ 
- 6(2a+ 3b)-;;=-6 [3 (a+ b)· C +(2 a+ 3 b);]. 

Zu dem Einfiuß dieser beiden Lasten (P3 und P4) tritt gemäß GI. (286) 
a2 

noch der Wert P·h·f{Jl =Phi;-cl . 

Es wird also insgesamt: 

[amJ =--- ~h [3 (a + b)c+ (2a+3bH +a2 • Cl]'. (302) 

worin Cl für i zu entnehmen ist. 
a 

Für eine Einzellast P im Teil b im Abstande ~ vom Punkte 3 
wird mit 

p 2 =pt und p3=p( 1-}): 
Pb2 

[am] = P2 [amJ3 + Ps [amJ3 --6-· h· (Cl + C'.l) 

Pb2 

= P[amJ3 - -6- h . (Cl + c2 ), 

[amJ = - P:~ [3 (a + b)c+ a(2a+ 3b) + b2 (Cl + c2)J, (303) 

worin Cl und c2 für i zu entnehmen sind. Die GI. (299) bis (303) 

liefern zugleich die Einfiußlinie der Unbekannten. 

Für beliebige Lasten ermitteln wir in gleicher Weise die 
Werte PI' P',4' Ps' P4 und setzen den Wert [amJ zusammen aus den 
Werten [am]4 und [am J3 der GI. (299) und (300) und den entsprechenden 
Werten f{J1 und f{J2. 

Für gleichmäßige Vollbelastung p wird z. B.: 

P =P =p(a+c). P =p =p(a+b) 
l4 2' ',4 3 2' 

pa3 pbs 
[am]=p(a+c)[amJ4 +p(a+b)[amJs - 2~h-~· 2 ·h, 

24 24 

[am]= - ~: {2 (a+ b)[ (2a+b + c) 3 c+a (2a +3 b) J+ a3 + b3}. (304) 



§ 19. Armierte Balken. 

Wird c = 0, so wird aus den GI. (299) bis (301) 
[am]4 =0, 
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[amJ3 =-P2·~· (:Za + 3 b)a. ... (305) 

Für eine Einzellast in den Strecken a: 

[am]· -~h[(2a+3b)~+(l~.Cl]. (306) 

Für eine Einzellast in Teil b: 

[am] = - P:~ [(2a+ 3 b)a + b~ (Cl + c~)]. (307) 

Für gleichmäßige Vollbelastung p: 

[am] = - ;~{2 a(a+ b)(2 a + 3 b) + a'l+ b:l }. (308) 

Der Nennerwert [aa] ist der gleiche wie vorher (GI. 298): 

[a a] = 2 a t 3 b h ~ + 2 ( ~ ) 2 z: + zu: + 2 ( ~) 2 h' + I' . 
c) Der parabelförmig armierte Balken (Fig. 292) kann in 

gleicher Weise berechnet werden mit Hilfe der GI. (285) und (286). 
Hier sind jedoch die Resultate 
einfacher, wenn wir den Armier­
ungsgurt nicht als eine gebrochene 
Linie, sondern als stetig gekrümmte 
Kurve betrachten, was wir ohne 
nennenswerten Fehler im allge­
meinen t,un können. Die Feld­
weite soll überall gleich l sein. 

~ 1" i-x~.a 
IE: ~ ~: 

Fig.292. 

Die Gleichung der Parabel bezogen auf die Balkenmitte als 
Koordinatennullpunkt ist: 

y = f [ 1 - 4 ( ~ rJ. 
Wir bestimmen zunächst wieder den Nenner [aa]. Mit JIa = Y er­
gibt sich: 

I I 
+~ +~-

[aaJA[= f y 2 dx= fr [1-4 (~)2J2 dx. 

I I 2 
Daraus ergibt sich nach entsprechender Vereinfachung: 

[aa] =~. ri. M 1n ..... (309a) 

Die Nonnalkräfte im Armierullgsgurt infolge X" = 1 sind 

N =_1_. 
a cos cr 
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Nehmen wir an, daß der Querschnitt sich proportional der Kraft 
ändert, so ist, wenn F z den Querschnitt im Scheitel bedeutet: 

1 
F=F .-~; 

z cos 'P 
dx 

damit wird, da ds = -- ist: 
cos 'P 

I I 
+2 2 

[aal =fN 2 ds J = 2f --~-- dx J. 
z a F cos2 f{J F z 

I 0 

·U· 1 . t Q I (. f X)2 . d h h··· U • iuIt --ii = 1 + g"qc = 1 ~ 8· ~. -- WIr nac ge onger yerem-
cos"f{J I 11 

fachung: 

1 J [ (f)2 l [aal =~--- 3 + 16 ~ I z 3Fz . 1.J·· . (309b) 

Der Einfluß der Normalkräfte der Pfosten und des Balkens 
ergibt sich aus den GI. (285c) und (285d): 

1 i=n 

[aa]v=-f27(Yh - 2y;+ Yk)2. Y;', (309c) 
.=1 

[aa]L=l; =1' .......... (309d) 
I 

Also insgesamt: 

[aa]= ~-rl+iFJ r3+16(Ll)21+~J;(Yh-2Yi+Yk)2y/+1'. (30ge) 
1;) 3 z ~ J A. 

;=1 

Der Zählerwert [am] ergibt sich für eine Einzellast P im 
Abstande ~ von Balkenmitte aus der Gleichung: 

"'=~ 

[amJ=Jp~(1-2 ~)(1+2 ;)y",dX 
I 

X=--
2 

! 
"'=2 

+ fp~(1+2 ~)(1-2-t-)YxdX . 
.,=~ 

\V gl. auch die Behandlung des Zweigelenkbogens S. 287 ff.) 
Daraus ergibt sich: 

f12 [ (~)lIJ [ (~)2J fl2y~ ( Y;) [amJ=P- 1-4 ~- 5-4 - =-- 4+-
48 1 1 48 fi f· 

(310) 
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NB. Man kann dieses Ergebnis auch auf einfache Weise her­
leiten, indem man die durch E· J dividierte Momenten Bäche, d. h. 
die J{a - Fläche als (parabolische) BelastungsBäche aufbringt und für 
diese Belastung das Moment an der Stelle l; ausrechnet (Mohrscher 
Satz). 

A11UlA 
Fig. 2\)3. Fig.294. 

Anmerkung: 'Vollte man in ~aaJ nur die Momente berücksichtigen, so 
würde sich ergeben: 

5 PI C ( ~ )2-: ~ _ ( ~ )2; 
Xa=-128'T~1-4 T i ~<>-4\T _I' ... (311) 

Für gleichmäßig verteilte Lastenp finden wir [am], indem 
wir in GI. '(310) P = p. dx setzen und über die belastete Strecke inte­
grieren. Für eine Streckenlast nach Fig. 294 würde sich also ergeben: 

[a m] = J p :l~ [1 - 4 ( ; rJ [5 - 4 (-;JJ cl x. 
o 

Dies ergibt nach entsprechender Vereinfachung: 

pl3 l; [ (l; )2l 2 
[am] = 240 f T 5-4 T J (312) 

Bei Belastung einer Trägerhälfte (~ =,~) wird daraus: 

pl3 
[am] = 30 . f ....... (313) 

und bei Vollbelastung: . 
pl3 

[am] = 15" 

Aus den GI. (312) bis (314) lassen sich 
liebige Streckenlasten leicht zusammensetzen. 

(314) 

die Resultate für be-

Anmerkung: Bei alleiniger Berücksichtigung des Wertes [aa]M würde 
aus den letzten Gleichungen sich ergeben: 

X = __ 1_ ~l2..i Ir. 5 _ 4 (I)2l.2 • • (315) 
• 128 f I c I ~ 

für Streckenbelastung nach Fig. 294, 
pl2 

X -----
a -- 16 f 

bei einseitiger Vollbelastung , 

bei Vollbela.stung. 

pl2 
X·=--8f 

. , . ' . . . . . . . . • • (316) 

. . . . . . . . . . . . . . . (317) 
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d) Der durch Hängegurtung armierte Balken (Hänge­
brücke). Das in Fig. 295 dargestellte System ist nichts anderes als 

c D 

Fig.295. 

ein armierter Balken, ist also ähnlich zu berechnen wie die vorher­
gehenden Systeme, und zwar können wieder die Gleichungen (285) 
und (286) verwandt werden. Die infolge X a = 1 auftretenden Nor­
malkräfte sind hier: 

1 . Z Zi a = - - Im uggurt, 
• COSUi 

Vi .a = tg U k - tg «i' 
La=O. 

Der Balken AB wird also in diesem Falle lediglich durch 
Momente }l>fa beansprucht, die hervorgerufen sind durch die Lasten V"' 
Das Seilpolygon zu diesen Lasten mit einer Schlußlinie zwischen den 
Senkrechten durch A und B würde die Momentenfläche M a dar­
stellen. Es ist ersichtlich, daß diese Momentenfläche in Fig. 295 ohne 
weiteres durch die Hängegurtung und die Linie A' B' gegeben ist. 
Es ist also hier: 

Mi.a=-Yi· 

Der Wert ist negativ, da der Balken sich nach oben verbiegt. 
Es ist weiterhin zu beachten, daß die Normalkräfte sich auch 

über die außerhalb der Punkte A' und B' gelegenen Teile der Gurtung 
sowie über die Stäbe EC, CG, DF, DH erstrecken. Die Einflüsse 
dieser Normalkräfte betrachten wir am zweckmäßigsten gesondert. 

Da. La = 0 wird, so fällt der in Gleichung (285d) gegebene Wert 
für [aaJL fort, wofür ein Wert 

[aa],= ~ Sa'J ; ·J1 
8 

eintritt, der den Einfluß der eben erwähnten Konstruktionsteile 
außerhalb A' und B' darstellt. Es wird also: 

[aa]=]{~-(Yh~+YhYi+y.2)+(~~r·Z/+[YiC. + l )} 
i=l •• k (318) 

-Yh' :. - Yi ;J2 .y;,} + [aa]. 

Die Absolutglieder ergeben sich nach Gleichung (286). 
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ram]=-l{ ~ [MOh (2Yh+Yi)+Moi (2Yi+Yh)] +Yh.tpl+Yi.tp2} (319) 

Bei parabelförmigem Gurt und gleichen Feldweiten A. läßt 
sich in ähnlicher Weise wie unter c folgender einfacherer Ausdruck 
für [a a] finden. 

i=n 

raa] = 1~ f 21 +~ ;J 3 + 16 (fr] + ~ ;§ (Yh- 2Yi+yJ2 y j+ raa]. (320) 

Als Zählerwerte [am] finden wir dann die gleichen Werte wie unter c, 
jedoch mit umgekehrten Vorzeichen, womit dann auch die Un­
bekannten. gegeben sind. 

§ 20. Rahmen mit Eckverstl'ebungen. 

Wir wollen noch einige Systeme besprechen, die teils an die 
vorher behandelten armierten Balken, teils an die rechteckigen Zwei­
gelenk rahmen erinnern. Es sind die in den Fig. 296 und 297 dar­
gestellten Rahmen mit Eckverstrebungen. 

;E" l ':3\ 
:-(L~b~(L~ 

~:.~-----b+2a--------~~1 
:-=-a ..... ~\ .. ~-- b=l--c;o.:;. 1--1'" a ~ 

I I I I 

: ' h)C05tX 
1 ' 

I 
I 

Fig.296. 

Die Unbekannte soll in beiden Fällen die Normalkraft in der 
rechten Eckstrebe sein. Die Momentenflächen für X a = 1 (Ma-Flächen) 
sind in Fig. 296 und 297 dargestellt. Normalkräfte treten nur in 
den Eckstreben (Za) und in den Riegeln auf (La)' und zwar wird: 

Za= 1 beiderseits, 

La=Ha· 

Dieser Wert tritt auf zwischen den beiden Anschlußpunkten der 
Eckstreben, also in Fig. 296 auf der Strecke b, in Fig. 297 auf der 
Strecke b + 2 a. - Andere Normalkräfte treten nicht auf. 

Ermittelt man mit diesen Angaben die Größe [aa], so findet 
man, wenn J l und J h die Trägheitsmomente von Riegel und von 
Stützen bedeuten: 
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[a a] = (~o ~08 a )11 [2 h' (~ r + 2 a + 3 b J + 2 z :; '! 

+ Ib ~,(h;):,~(:2)a2 (vgl. Fig. 296) J' . . (321) 

(2a+b)_L -Q cos2a (vgl. Fig. 297) 
F z h 

Der Zählerwert [a m] ergibt 
in gleicher Weise wie bei 

sich bei senkrechter Belastung der Riegel 
den in § 18, b behandelten armierten 

rr 
tL 

P'ß 
l 

p --

Fig.298. 

Balken. Es gelten also die dort 
angegebenen Gleichungen, wobei 
allerdings statt h der Wert ho' cos c: 
einzusetzen ist. 

Bei horizontaler Belastung des 
rechten Ständers hat dieser die 
Momente eines einfachen Balkens; 
der übrige Teil des Grundsystems 
hat, wie Fig. 298 zeigt, in diesem 
Falle gleichfalls Momente aufzu­
nehmen. 

Diese sind abhängig von der 
Größe des oberen Auflagerdruckes 
P' des belasteten Ständers. Der 
EinHuß dieses Teiles ist: 

p' h [ (h)2 ] [am)'=S·hocosa 2 hU .h'+2a+3b. 

Der EinHuß der Momente des belasteten Ständers ist für jede Be­
lastung besonders nach den früheren Angaben in § 1 zu ermitteln. 
Man kann dabei wieder die Mo-Fläche des Ständers in zwei Teile 
zerlegen (s. F'ig. 298) und den schraffierten Teil durch die Werte Cf! 

ausdrücken. Der Rechnungsgang soll hier nicht weiter durchgeführt 
werden, da er an Hand der Unterlagen sowie der sonstigen Beispiele 
in diesem Bande leicht durchzuführen ist. 
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