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Yorwort.

In dem vorliegenden zweiten Teile des IL. Bandes ist eine Reihe
der einfacheren statisch unbestimmten, vollwandigen Systeme be-
handelt, wie sie in mannigfaltigen Formen speziell in der Baupraxis
vorkommen. Als Grundlage dienen die im ersten Teil dargestellten
allgemeinen Verfahren.

Die Losungen der Aufgaben sind hiernach allgemein auf rech-
nerischem Wege durchgefiihrt. In Anlehnung an die im ersten Teil
behandelten Eliminationsverfahren ist insbesondere beim beiderseits
eingespannten Rahmen auch auf jene in der Fachliteratur besonders
beliebte Losungsart nidher eingegangen, welche teils auf zeichnerischem,
teils auf rechnerischem Wege die Verwendung tunlichst einfacher
Elastizitatsgleichungen anstrebt. Die verallgemeinerte rechnerische
Grundlage 148t eine Anwendung auf andere Systeme ohne weiteres zu.

Bei der Einfachheit der hier behandelten Systeme lieBen sich die
Endergebnisse der Rechnung meist in geschlossener Form darstellen,
und zwar nicht nur fiir &uBere Lasten, sondern auch fiir Temperatur-
dnderungen und Widerlagerverschiebungen. Infolgedessen stellt der
vorliegende Teil zugleich eine Formelsammlung dar; jedoch ist auch
die Herleitung aller Endergebnisse aus dem Text zu entnehmen.

Die Darstellung der Resultate in geschlossenen Formeln ist natur-
gemd an bestimmte Voraussetzungen, wie insbesondere an die
Symmetrie der Systeme gebunden. In jenen Fillen, wo bei Zahlen-
rechnungen diese Voraussetzungen iiber die Querschnittsannahmen
oder die Form der Systemachse nicht genau erfiillt sind, k6nnen die
Ergebnisse hochstens noch als Anndherungen gelten, die bei manchen
Aufgaben fiir erste Rechnungen gute Dienste leisten.

Um aber auch fiir allgemeinste Fille den Rechnungsgang zu
erldutern, sind in den angefiigten Beispielen, speziell in den Zahlen-
rechnungen, auch beliebig gestaltete Systeme behandelt.

Die Zahl der hierher gehorigen Aufgaben hiatte sich noch beliebig
erweitern lassen. Die vorliegenden Beispiele diirften indessen geniigen,
um die Verwendung der allgemeinen Grundlagen des ersten Teiles
zu erliutern und damit den Weg fiir die Behandlung beliebiger
Systeme zu zeigen. Auch die im dritten Teil dieses II. Bandes zu
besprechenden verwickelteren Aufgaben, wie z. B. die Berechnung der
Stockwerkrahmen, werden durch die vorliegenden Ausfiihrungen vor-
bereitet und sind durch einfache Fortsetzung der hier besprochenen
Gedankenginge zu behandeln.
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Beim Durchrechnen der Zahlenbeispiele sowie beim Lesen der
Korrektur haben mich die Herren Diplom-Ingenieure J. Mols,
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I. Abschnitt.

Vollwandige Systeme mit geradlinigen Achsen.

§ 1. Allgemeine rechnerische Unterlagen fir die Bestimmung
von Verschiebungen bei der Untersuchung statisch unbe-
stimmter Systeme.

Die Wahl des Grundsystems und der Uberzihligen X ist
von grundlegender Bedeutung fiir die Art und den Umfang der
Rechnung. Es erscheint zweckmiBig, als Uberzihlige im allgemeinen
nur Momente zu wihlen. Das gegebene statisch unbestimmte System
wird also dadurch in ein statisch bestimmtes Grundsystem verwandelt,
daB man durch Anordnung von Gelenken die erforderliche Anzahl
von Einspannungsmomenten beseitigt. Hierdurch ldft es sich in
vielen Fillen erreichen, dafl das Grundsystem sich ganz oder teil-
weise aus einfachen Bal-
ken zusammensetzt;z.B. & A pay AN ey
ist dies der Fall beim

. Fig. 1a.
kontinuierlichen Tréger,
wenn man die Stiitzen- X &3 X be
momente als Uberzih- \zé \[ Y (\QC_
lige wahlt (s. Fig. 1a Fig. 1b.
und 1b). Bei Rahmen
(Fig. 2) und Rahmen- \
gebilden tritt im v

4] Ae

Grundsystem auBler
dem einfachen Bal-
ken auch der ein-
seitig eingespannte
Balken (Fig. 2b) bzw. |
der Dreigelenkbogen J),
auf (Fig. 2c). - o 7
Die Unbekannten Fig. 2a. Fig. 2b. Fig. 2c.

X eines »-fach sta-

tisch unbestimmten Systems werden nach den Ausfithrungen im
ersten Teil, § 12, berechnet aus Quotienten von der Form:

fiv] -
Pirlet, Statik. IL 2. 1

-Xi.v=

(@)



2 Vollwandige Systeme mit geradlinigen Achsen.

Hierin bedeuten sowohl der Zihler- wie der Nennerwert Verschie-
bungen des Angriffspunktes ¢ in Richtung von X; am »-fach sta-
tisch unbestimmten Hauptsystem, und zwar der Zahler die Verschie-
bung infolge der gegebenen #uBeren Belastung (P) und der Nenner
diejenige infolge X;=—=1. — Die Werte [im.»] und [ii.»] werden
stets rechnerisch als Summenausdriicke ermittelt. Um zu
ihrer Darstellung zu gelangen, sollen zunéchst einige allgemeine Unter-
lagen hergeleitet werden.

Anmerkung: Die Herleitung der folgenden allgemeinen Ausdriicke nebst
ihrer Anwendung auf die hier behandelten Systeme konnte iiberfliissig erscheinen.
Diese an sich einfachen Rechnungen sind indessen hier angegeben worden,
weil sie fiir die Praxis des statischen Rechnens ein wertvolles Riistzeug bilden.
Die Endformeln gestatten eine schnelle Durchfiihrung der Rechnungen und
sind nicht nur bei den im folgenden behandelten Aufgaben, sondern auch bei
der Untersuchung sonstiger, hidufig vorkommender Tragwerke zu verwenden.

DaB} derartige Hilfsmittel zur raschen Ermittlung statischer GréB8en einem
vielfach empfundenen praktischen Bediirfnis entsprechen, zeigen die in letzter
Zeit erschienenen Formelsammlungen. (Vgl. z. B. Kleinlogel, Rahmenformeln.)

Jedenfalls erscheint es angebracht, derartige Rechenergebnisse nur in
Verbindung mit ihrer Ableitung vorzulegen. Darum sind hier die ohnehin
notigen allgemeinen Entwickelungen so weit ausgedehnt, da eine Reihe von
Formeln gewonnen wurde, die bei einiger Ubung auch fiir die Erledigung
vieler sonstiger Aufgaben des statischen Rechnens geeignet erscheinen.

Die Angaben der dem Verfasser bekannt gewordenen Formelsammlungen
sind im wesentlichen mitsamt ihrer Herleitung aus den nachstehenden Ent-
wickelungen direkt zu entnehmen oder aber an Hand der hier angegebenen
Unterlagen ohne weiteres abzuleiten.

a) Geschlossene Ausdriicke fiir die Verschiebungen
[¢¢.v] und [ém.v].

Der Nennerwert [¢¢.»] der Gleichung (1) wird gefunden nach
der Gleichung:

EJ' [ii.v] :fM, ,ds f]lL v M, dsi 1,

Hierin bedeuten:
M, die Momente infolge der Last X;==1 am statisch bestimmten
Grundsystem (M;-Fliche) und
M;., die Momente infolge der Last X;,=—1 am »-fach statisch
unbestimmten Hauptsystem (M; ,-Fliche). Die Ermittelung
der M; ,-Fliche wird im folgenden bei jedem Beispiel er-
lautert.

Bei den hier zunichst in Betracht kommenden Systemen mit
geradlinigen 'Achsen verlaufen die M;- und M; ,-Fliche geradlinig
iiber die einzelnen Systemteile. In diesem Falle ist die Auswertung
des Integralwertes [i¢.»] sehr einfach. Die Unterlagen hierfiir finden

1) Diese Gleichung vernachlissigt den EinfluB der Normalkrifte N und
Querkriifte @, der im allgemeinen von geringem EinfluB auf das Endergebnis
ist. J' bedeutet ein beliebiges konstantes Trigheitsmoment. Der Faktor EJ’
kann, da er bei allen Verschiebungen konstant ist und daher auf das End-
ergebnis X keinen EinfluB hat, fortgelassen werden.



§ 1. Allg. rechnerische Unterlagen fiir die Bestimmung von Verschiebungen usw. 3

sich im ersten Teil dieses Bandes, § 7, sollen jedoch der Vollstéindig-
keit halber noch einmal zusammengestellt werden.

Beim allgemeinsten Fall verlaufen
beide Momentenflichen trapezformig
iber die Strecke s (s. Fig. 3). Die 4
Endordinaten der M;-Fliche seien M,
und M,”, diejenigen der M; ,-Fliche
M., und M/”,. Es wird dann, wenn

= S§ ist (vgl. I. Teil, S. 58 ff):

S

My - Flache

S

R

My, ~Flache

X
X

Fig. 8.

S ]-,
4.y ] =— .M”~d>'——
[ii.v] !Mz sy

’
[i5.v]= % [M] (2 M, M)+ M/ (2 M/, M), . }
oder i @)

’

[i6.v]— G[My (2 M/ +30) 4 My (2 M)+ M)

Einige hdufiger vorkommende Sonderfdlle sind zusammen-
gestellt in folgender Tabelle I.

Tabelle 1.

Sonderfall Momentenflichen [ti-7]

/
a |y =y — 5 MM, -+ MY,)

7
b My =M, M/—=—M, T |5, — M)

o |my=0, My=m, & Mi (M, -2 M)

M’:M”——-M M[[
d Mz’v:M’v:MV

3"Mi'1‘[i.r

1*



4 Vollwandige Systeme mit geradlinigen Achsen.

Sonderfall Momentenflichen Aty

Mi' — 0, M” — M /'M[ J
e -M;‘Mi.v

"o A )
Mi.v‘“M.V—‘Muv

00|

M:

M/ =0, M/"=M, l K

f Mf,,izor Mi’.w:Mi.r §'M1'M‘~"’
M’:OY M":Mi //IML ’

g ‘ %MMZV

M; 'V:M'JH MU‘A':O
v ! ' /VIVN

Mit Hilfe dieser Tabelle I IiBt sich der Nennerwert nach Ermittelung
der M- und M; ,-Fliche angeben?).

Der Zihlerwert [im.v] der Gleichung (1) wird gefunden aus
der Gleichung:

. J

[tm.v] szO M; ,ds 7
(Auch hier ist, wie in der Gleichung fiir [i¢.»], der konstante Faktor
EJ’ fortgelassen und der Einflu der Normal- und Querkrifte ver-
nachléssigt.)

Beziiglich der M-Fliche (Momentenfliche infolge der &ufBeren
Belastung am Grundsystem) unterscheiden wir zwei Fille:

Erstens: Die My-Fliche erstreckt sich nur iiber den belasteten
einfachen Balken.

Zweitens: Durch die Auflagerdriicke des belasteten einfachen
Balkens werden noch weitere Systemteile auf Biegung beansprucht,
so daB sich die M,-Fliche auch iiber diese erstreckt.

Der erste Fall tritt z. B.
P ein, wenn das Grundsystem aus
4 l 8 einer Reihe einfacher Balken be-
4 Zi\j/ﬁ &  steht (Fig. 4). Die M,-Fliche
' erstreckt sich nur iiber den be-
. . lasteten einfachen Balken AB.
Fig. 4. M,-Fliche. Das Integral:

J’
My M; ,ds 7
ist also auch nur iiber diesen Balken A B auszudehnen.

_}) Man kann den Nenner auch aus den Verschiebungen des Grundsystems
ermitteln, durch fortgesetzte Anwendung der Gleichung (vgl. Erster Teil, § 13):

[ik.v] =[ik.y — 1}—%‘;;"’;—‘_‘3.[“.»—1].
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Der.zweite Fall ist z. B. vorhanden bei dem nach Fig. 5 be-
lasteten Rechteckrahmen. Hier wird durch die Last P nicht nur der
rechte Stinder beansprucht, sondern, infolge des durch den oberen
Riegel vom rechten auf den linken Sténder

iibertragenen Auflagerdruckes, auch dieser

linke Sténder, der ein unten eingespannter

Balken ist. Die M -Fliche hat also die in p

Fig. 5 angegebene Form. Das Integral <

f Mo M;. ”ds T M,-Fidiche

erstreckt sich in diesem Falle iiber die bei- e

den Sténder. Fig. 5.
Beziiglich der M; ,- Fliche neh-

men wir wieder an, daB sie auf

der Strecke [ trapezformig verlauft o

v

und die Endordinaten M/, undM//,
hat (Fig. 6). An einer Stelle  (vom
rechten Auflager gemessen) ist ,
dann: Fig. 6. M;.,-Fliche.

=, % o, (1 7).

Setzt man diesen Wert M; , in die Gleichung fiir [im.»] ein, so er-
hilt man:

JI

[im.v] :szo [Mf;- + M7, (1 — ﬂ az’

l 4
J’ J’
=M, fMo§dx+M;’,’v—f fM0<1 —"’;-> dx
0 0

[tmoy|=M;, ¢p2+M,-¢p2, . . . . . . . . .(8)
Hier ist

J’ ax
471:!]*:6J-M07dx

l
J’ a
—jJM°(1_l_>dw e

Bei Temperaturdnderungen ergeben sich die Unbekannten
aus Quotienten von der Form:

O

und

1) Da die Werte M, je nach der duBleren Belastung verschieden sind, so
#ndern sich naturgemif auch die Werte ¢, und ¢, mit der duBeren Belastung.



6 Vollwandige Systeme mit geradlinigen Achsen.

X =— [lt."y] .
[ii.7]
Bei ungleichmédBiger Erwirmung finden wir den Zihler-
wert [it.»] aus der Gleichung (vergl. I Teil § 7)

4t

[it.v]:EJ'fM,,,-s d.s—{—EJ'fV” e-ty-ds.

Darin ist ¢ der Wirmeausdehnungskoeffizient des Materials,
t, die Warmetinderung im Schwerpunkt, 4¢ der Wirmeunterschied
zwischen oberem und unterem Querschnittsrand und » die Hohe des
Querschnitts. (Wir bestimmen auch hier die E-J’-fachen Verschie-

bungen.) — Ist der Wert % auf der ganzen Balkenlinge konstant,

so wird, wenn wir lediglich das erste Glied vorstehender Gleichung
beriicksichtigen:

[it.v]zEJ'e%-fMi.,,ds.

Das Integral f M; ,ds ist der Inhalt der Momentenfliche (M,-_v-
Fliche), hat also bei trapezférmiger Gestalt der Momentenfliche

den Wert
(M., + M2),
3 .
Es ist damit
. At l ” ’
[zt.v]ze— (M“,—}—Ml L) EJ'.

Bei gleichmiaBiger Wirmeéinderung um den Wert {, erhilt
man mit 4¢{=—0 und konstanten N; ,:

[it.v]=EJ' [N; ,-¢-ty-ds=¢-t,-1-N; ,- EJ’.
Allgemein gilt also die Gleichung

At 4

[it.v]—e—= }

& (Ml ML) ET -ty V- Ni BT . (5)

Bei Widerlagerverschiebungen lautet die Gleichung fiir
den Wert X; , (vergl. I. Teil § 16):

X — _ [iw.y]
LTS [’lz 1[] ’
darin ist
[tw.v]=—3L; ,[lw.»]-BJ" . . . . . (6)

L; , sind die Auflagerreaktionen des »-fach statisch unbestimmten
Hauptsystems infolge X; ,==1; [lw.»] sind die (gegebenen oder be-
obachteten) Verschiebungen der Auflagerpunkte in Richtung dieser
Auflagerreaktionen L; , .
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b) Entwickelung des fiir den Ziihlerwert [¢m.v] gefundenen
Ausdrucks bei verschiedenen Belastungstfiillen.

Als duBere Belastungen kommen in der Praxis hauptsichlich
in Betracht Einzellasten, gleich- oder dreieckférmig verteilte Be-
lastungen, Momente, sowie Zusammensetzungen aus diesen Be-
lastungsarten.

«) Fir eine Einzellast P im ‘ ¢ P ¢
Abstande & vom rechten Auflager | o
(Fig. 7) hat die Momentenfliche ‘ ‘
die Form eines Dreiecks mit der | f |
groBten Ordinate unter der Last I~z ———>
P. An einer Stelle z sind die = L =
Ordinaten: o

Fir x<7é&: Mo’=Pl<1—§>

z
Z’

. "”___ é( ~£>_ ( _§l> r
w x>&1 M ——Pll 1 lhpzl )T

Der Integralwert @, (vergl S 5) nimmt also folgende Form an:

fM’xd z+% fMO"l
g oo

Daraus ergibt sich nach entsprechender Umformung, wenn
’

=B £ (2]

Der Integralwert ¢, erhilt die folgende Form:

e A o (R
0
=§fm<1—~f>%<1~%>dx+§f’m<l—%>*:im
szﬁ( — d +WfPl<1-—~)< >d’

Dies ist (heselbe Form, wie wir sie oben fiir ¢, gefunden haben,
wenn man & fiir  und & fir & einsetzt. Man erhdlt also als
Resultat:

l'=l-1TJ— ist:
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=B (] <= ) o)

Die fiir eine Einzellast P gefundenen Werte ¢, und ¢, schreiben wir:

rv
q)l:. 6 -cl’

PLY T (X))
q)‘lz__g-.cﬁ'

Darin ist:

a=if-(). |

. (b
a=gl1-7)(=7) "
, = 1) ]
Der Zihlerwert [im.»] hat also die Form:
. rir ,
[im.v]="— 6 (e M +c,.M"). . ... ..(@®
Die Werte ¢, und ¢, sind in Tabelle II (S. 13) fiir die ver-
. wlgs £ 1 . 100
schiedenen Abstandsverhdltnisse - von 100 bis 100 W

sammengestellt. Es sind fiir beide Werte nur die 50 ersten
Zahlen angegeben, da fiir die folgenden Zahlen von 51 bis 100 die
Werte ¢, gleich den entsprechenden Werten ¢, der Zahlen von
49 bis 1 sind.

Die Auflagerdriicke des einfachen Balkens (Fig. 7) sind fiir eine
Einzellast

4=P-2; B= P<1—i§—)

3 pB) Fiir eine gleichférmig ver-

r ¢ teilte)Bela,stung von der GréBe p fiir

A il !'[ g die Léngeneinheit (Fig. 8) werden die
L L Werte ¢, und ¢, wie folgt gefunden.

e =1 Die Last p mége auf der Strecke &

Fig. 8. wirken. An der Stelle x wirkt auf dem

Streckenelement dx eine Last p-dx als
Einzellast im Abstande 2 vom rechten Auflager. Fiir diese Einzellast
ist nach den vorigen Ergebnissen:

on =985 [ )22 [ (3 o
AR T

Integriert man diese Ausdriicke tber die Strecke &, so erhilt
man die Werte ¢ fiir die auf der Strecke & gleichmiBig verteilte
Last. Nach gehériger Vereinfachung ergibt sich:
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Ep”’ z xY PV (&\? £\2
‘pl:f 6 1 {1_(7 ]dw: 24 <7> [2*<7> ]’
" x i x pl”’(é)“’( §>2
— 1 —— R = — 2—=) .
f l ( ) <2 l ) ="\ l

Wir schrelben.

plU
17 "91 ks |
e . (90)
Y T
Darin ist:
§\? §\
m—(5) 2—()
. (9Db)
- (370
2 l 1)
Der Zihlerwert [im.»] hat also die Form:
2 7
[im.vlzl)—‘gii-‘(ﬂi"v-kl—|—Mi’fv-k_z) ... . (0)
Die Werte k, und k, sind fiir die Abstandsverhédltnisse
von 1 bis 100 in der Tabelle III (S.14) zusammengestellt

100 100
Die Auflagerdriicke fiir gleichférmig verteilte Streckenlast (Flg 8)

sind:
_ﬂ@)? _p_lé( _£>
T 2\1/° B_.‘Zl 2 1/

y) 1. Fiir eine dreieckformig verteilte Last, die auf einer
Strecke & vom rechten Auflager aus

wirkt, so daB die grofite Ordinate p = ¢ ;
iiber dem Auflager liegt (Fig. 9), er- {/n/l}ﬂ

mitteln wir die Werte ¢ wie folgt. Ag— y EB
Fiir eine Stelle  vom rechten | 151(—.1‘—»1

Auflager aus gemessen ist die Be- 1 ¢

lastungsordinate: Fig. 9

feamsli)

Fiir eine als Einzellast zu denkende Last p(l—i;)dx (auf dem

Streckenelement dx) ist dann:

e I

pll’( ac)oc( ac)( w)
d 6 = — !5 —_— _— .
7N 6 1 )7 1 i 2 ] dx
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Durch Integration der Werte iiber die Strecke & erhélt man die fiir
dreieckformige Belastung giilbigen Werte:

LI A
[0 4 (2

Daraus ergibt sich:

=220 ) s3]
=2t (8 oo (3]

Wir schreiben:

2 3

1] =« x m‘j
—5[27“3F+7§ da.

o __pll ”,
17 360 1’
360 . (11a)
pBl
%= 360 "

Darin ist:

ri=(§ o
o=l )

Der Zahlerwert [im.v] hat also die Form:

pUiv .., ”

M, r+M,rs). .. .12
Die Werte r, und 7, sind in Tabelle IV (8.15) fiir die
1 . 100
100 bis 100 zusammengestellt.

Die Auflagerdriicke beétragen:

_ﬁ@f _gé( _é)
Y=%\7)> Bo=%7\377)

2. Fiir eine dreieckfé6rmig ver-

l
} . . . . (1)
J

[im .v]=

Abstandsverhiltnisse é =

teilte Belastung mit der gréfiten e !
Ordinate p im Abstande & vom rech- !
ten Auflager und der Spitze iiber dem F(\:
Auflager (Fig. 10) erbalten wir die /IZP Vi
Werte ¢ durch Subtraktion der unter _ Z -
y, 1 gefundenen Werte ¢ von den Fig. 10.

unter f gefundenen.
Man erhilt:
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il pll  pll
P =50 e T ge0 (P BT,
plBl plPl pl2U
0:4_']‘: s~ Vo= N 9~ Taf.
P2 =751 Fa 360 > 360 10 R T 7)

Aus den Gleichungen (9°) und (11°) findet man:

onmri— () [ = = (3]

(15 k, —r,) = <§>2 [40 —45 ?1'— 12 (léﬂ .

Wir schreiben:

_plr
@1— 360 15 13 )
pBr . . (13a
27360
darin ist:
—4(s) 53 (3]
a=4(3) 5-3(3)), .
B §>2[ g 9<§>2 i C
t2—<l 40 45l—l—]~ 1 }J
Der Zihlerwert [im.»] hat dann die Form:
. lgl’ 4 ”
[im.v]=p360 M, -t - MY, t) . . . . (14)
Die Werte ¢, und ¢, sind in Tabelle V (S. 16) fiir die Ab-
standsverhéltnis§e 7 von 1—(1)0 bis 100 zusammengestellt.
Die Auflagerdriicke betragen: Fig. 11.
\e —
T 1 L Gt [P .
a ! e

0) Bei Belastung durch
ein im Abstande & vom rech-

| !

: I
ten Auflager angreifendes { ¢ :
(linksdrehendes) Moment | -Ml—{l\'
(Fig. 11) erhalten wir fir M, im = ™
Abstande x vom rechten Auflager \lp-ﬂﬁ-z{/ :
folgende Werte (Fig. 11a):

Fir a<¢&: My=—

n x> E M0:<1~7‘”>M.
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Man erhilt unter Anwendung der Gleichungen (4):

3 1
5 ful e fl
tpl—JJ M ] _de—!— Jg 1 7 lMdac,

& 1
g Pl s o2y
0o Pu(=3) B [ e

oder, wenn man den Wert 2'=1—=z und d2’ = — dz einsetzt:
l &
7 fuls ) ()
— 1 =202 g2 x '
©, J,,M lldm'JOMl dx
s

Nach entsprechender Umformung erhalten wir:

_ M 5)27
1= [1 3<z I

oMt J(ENT My <‘§ﬂ
2= "7 |:1—~3<l)_!_ 6 173\ 7)1

Mv
¢ = 6 81,
. . . .(1ba
_ e
Q2= 6 2
Darin ist:
£\
n—1-3(3),
5\ . . . .(18b)
82:1—3(1——z) .
Der Zihlerwert [im.»] hat dann die Form:
[@'m.v]zlgl (M, 81— MY,-83). . . . (16)
In Tabelle VI (8. 17) sind die Werte s, und s, fiir die
verschiedenen Abstandsverhédltnisse ? von T(l'{d bis %g% an-
gegeben.
Die Auflagerdriicke betragen:
M M
A.:T, B=—'—l—.

Aus den vorstehend ermittelten Werten ¢, und ¢, fiir die
finf Hauptbelastungsfille lassen sich fiir spezielle Belastungsfille
die entsprechenden Formeln leicht ableiten. In Tabelle VII (S.18und19)
sind auch fiir einige héufiger vorkommende Sonderfille die Ergeb-
nisse fiir den Zahlerwert [im.»] eingetragen.
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Tabelle II.

I, wrpns 3 1 .. 100
Werte ¢, und ¢, fiir die Abstandsverhiltnisse 7 7" 156 bis 100 -

100% ¢ cs
0 0,000 000 0,000000 100
1 0,009 999 0,019701 99
2 0,019992 0,038808 98
3 0,029 973 0,057327 97
4 0,039 936 0,075264 96
5 0,049 875 0,092 625 95
6 0,059 784 0,109416 94
7 0,069 657 0,125643 93
8 0,079488 0,141312 | 92
9 0,089 271 0,156429 | 91
10 0,099 000 0,171 000 90
11 0,108669 0,185031 89
12 0,118272 0198528 38
18 0,127 803 0211497 | 87
14 0,137256 | 0,223944 | 36
15 0,146 625 0,235875 85
16 0,155 904 0,247296 | 84
17 0,165087 0,258213 | 83
18 0,174168 | 0,268632 | 82
19 0,183141 | 0,278559 | 81
20 0,192000 | 0283000 | 80
21 0,200739 0,296961 | 79
29 0,209 852 0,305 448 78
23 0,217833 | 0,313467 77
24 0,226176 | 0,321024 7
25 0,234 375 0,328125 75
26 0,242424 © 0,334776 74
27 0,250317 | 0,340983 73
28 0,258048 | 0,346752 72
29 0,265611 | 0,352089 71
30 0,273000 | 0,357000 70
31 0,280209 | 0,361491 69
32 0,287232 | 0,365568 68
33 0,294068 | 0,369237 67
34 0,300 696 0,372504 66
35 0,307125 | 0375375 65
36 0,313344 | 0,377856 64
37 0,319347 | 0,379953 63
38 0,325128 0,381 672 62
39 0,330681 | 0,383019 61
40 0,336000 | 0,384000 60
41 0,341079 | 0,384621 | 59
42 0,345912 | 0,384888 58
43 0,350493 | 0,384807 57
44 0,354816 | 0,384 384 56
45 0358875 | 0,383625 55
46 0,362 664 0,382536 54
47 0,366177 | 0,381123 53
48 0,369408 | 0,379392 52
49 0,372851 | 0,377349 51
50 0,375000 ' 0,375000 50
C, ‘ ¢ ‘ 100E
2 ] l
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Tabelle III.
Werte  fiir die Abstandsverhiltnisse - 1 e 100
erte iir die Abstandsverhiltnisse - von 755 bis 155
100 % ky k, Il 100 % k, k,

1 0,000 200 0,000396 51 0,452 548 } 0,577 448

2 0,000800 0,001568 52 0,467684 | 0,592284

3 0,001 799 0,003493 53 0,482895 | 0,606997

4 0,003197 0,006147 54 0,498169 0,621575

5 0,004 994 0,009 506 55 0,518494 | 0,636006

6 0,007 187 0,013549 56 0,528855 0,650281

7 0,009776 0,018252 57 0,544 240 0,664 388

8 0,012759 0,023593 58 0,559635 0,678317

9 0,016134 0,029 550 59 0,575026 | 0,692058
10 0,019900 0,036 100 60 0,590400 | 0,705600
11 0,024 054 0,043 222 61 0,605742 | 0,718934
12 0,028593 0,050895 62 0,621037 | 0,732051
13 0,033514 0,059 098 63 0,636270 0,744 942
14 0,038816 0,067 808 64 0,651 428 | 0,757596
15 0,044494 0,077006 65 0,666494 j 0,770006
16 0,050 545 0,086671 66 0,681453 | 0,782163
17 0,056 965 0,096783 67 0,696 289 0,794 059
18 0,063 750 0,107 322 68 0,710986 | 0,805686
19 0,070897 0,118267 69 0,725529 . 0,817085
20 0,078400 0,129 600 70 0,789900 | 0,828100
21 0,086 255 0,141301 71 0,754 083 0,838873
22 0,094 457 0,153351 72 0,768061 0,849 347
23 0,108002 0,165730 73 0,781818 0,859514
24 0,111882 0,178422 74 0,795 334 0,869370
25 0,121094 0,191406 75 0,808 594 0,878906
26 0,130630 0,204 666 76 0,821 578 0,888118
27 0,140486 0,218182 77 0,834270 0,896 998
28 0,150653 0,231939 78 0,846 649 0,905 543
29 0,161127 0,245917 79 0,858 699 0,913745
30 0,171 900 0,260100 80 0,870400 0,921600
31 0,182965 0,274471 81 0,881733 0,929103
32 0,194314 0,289014 82 0,892678 0,936 250
33 0,205941 0,303711 83 0,903217 0,943 035
34 0,217837 0,318547 84 0,913 329 0,949455
35 0,229 994 0,333506 85 0,922994 0,955506
36 0,242404 0,348572 86 0,932192 | 0,961184
37 0,255058 0,363 730 87 0,940902 0,966 486
38 0,267 949 0,378963 88 0,949 105 0,971 407
39 0,281066 0,394258 89 0,956 778 0,975946
40 0,294 400 0,409 600 90 0,963 900 0,980100
41 0,307 942 0,424974 91 0,970450 0,983 866.
42 0,321 683 0,440365 92 0,976 407 0,987241
43 0,335612 0,455 760 93 0,981 748 0,990224
44 0,349719 0,471145 94 0,986 451 0,992813
45 0,363994 0,486 506 95 0,990494 0,995 006
46 0,378425 0,501831 96 0,993 853 0,996 800
47 0,393003 0,517105 97 0,996 507 0,998201
48 0,407716 0,532316 98 0,998432 0,999 200
49 0,422552 0,547452 99 0,999 604 0,999 800
50 0,437 500 0,562500 I 100 1,000 000 1,000000
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Tabelle IV.

1 .. 100

. 1. s &
Werte r fiir die Abstandsverhaltnisse T von 100 bis 100

100 % 7 ‘ Ty " 100 % r 7s

1 0,001000 0,001985 51 2,398 044 3,415191

2 0,004 000 0,007 880 52 2,484 652 3,518228

3 0,008 998 0,017597 53 2,572286 3,621 559

4 0,015992 0,031048 54 2,660908 3,725132

5 0,024 981 0,048144 55 2,750481 3,828 894

6 0,0385961 | 0,068799 56 2,840965 3,982795

7 0,048928 0,092 927 57 2,982320 4,036 785

8 0,063877 0,120443 58 3,024505 4,140815

9 0,080803 0,151262 59 3,117479 4,244 836
10 0,099700 0,185300 60 3,211200 4,348800
11 0,120561 0,222474 61 3,305625 4452660
12 0,143378 0,262702 62 3,400710 4,556370
13 0,168143 0,305902 63 3,496411 4,659884
14 0,194 848 0,351992 64 3,592684 4,763156
15 0,223481 0,400894 65 3,689481 4,866144
16 0,254034 0,452526 66 3,786758 4,968 802
17 0,286 494 0,506811 67 3,884 466 5,071089
18 0,320851 0,563 669 68 3,982 559 5,172 961
19 0,357 090 0,623023 69 4,080986 5,274 379
20 0,395200 0,684 800 70 4,179700 5,375 300
21 0,435166 0,748919 71 4,278650 5,475685
22 0,476972 0,815308 72 4,377784 5,575496
23 0,520605 0,883890 7 4,477053 5,674 692
24 0,566 047 0,954 593 74 4,576403 5,773 237
25 0,613281 1,027 344 75 4,675781 5,871094
26 0,662291 1,102069 76 4,775135 5,968 225
27 0,713057 1,178698 77 4,874409 6,064 596
28 0,765 560 1,257160 78 4,973548 6,160172
29 0,819782 1,337383 79 5,072497 6,254 917
30 0,875700 1,419300 80 5,171200 6,348800
31 0,933294 1,502841 81 5,269 598 6,441787
32 0,992543 1,587937 82 5,367635 6,533845
33 1,053422 1,674523 83 5,465250 6,624 945
34 1,115910 1,762530 84 5,562 386 6,715054
35 1,179981 1,851894 85 5,658 981 6,804144
36 1,245612 1,942 548 86 5,754976 6,892184
37 1,312775 2,034430 87 5,850807 6,979148
38 1,381446 2,127474 88 5,944914 7,065006
39 1,451 597 2,221618 89 6,038733 7,149732
40 1,523200 2,316800 90 6,131 700 7,233300
41 1,596227 2,412958 91 6,228 751 7,315 684
42 1,670649 2,510031 92 6,314 821 7,396 859
43 1,746 436 2,607959 93 6,404 844 7,476801
44 1,828557 2,706 683 94 6,493753 7,555487
45 1,901 981 2,806 144 95 6,581 481 7,632894
46 1,981676 2,906 284 96 6,667 960 7,709 000
47 2,062610 3,007045 97 6,753122 © 7,783783
48 2,144 748 3,108372 98 6,836 896 7,857224
49 2,228056 3,210209 99 6,919212 7,929303
50 2,312 500 3,312500 100 7,000000 8,000000
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Tabelle V.
Werte ¢ fiir die Abstandsverhaltnisse Ly 100
erte ¢ fiir die Abstandsverhiltnisse - von 1o bis 755
100 % t, } t " 100 % t, t,

1 0,002000 0,003955 51 4,390176 5,246 529

2 0,007998 0,015642 52 4,530606 5,366034

3 0,017990 | 0,034795 53 4,671142 5,483393

4 0,031969 | 0,061151 54 4811633 5,598487

5 0,049925 | 0,094450 59 4,951925 5,711200

6 - 0,071844 | 0,134436 56 5,091860 5,821420

7 0,097712 | 0,180853 57 5,231280 5,929035

8 0,127508 0,233452 58 5,370020 6,033940

9 0,161213 0,291 982 59 5,007917 6,136028
10 0,198800 0,356 200 60 5,644 800 6,235200
11 0,240243 0,425862 61 5,780499 6,331356
12 0,285512 0,500728 62 5,914 840 6,424 400
13 0,334572 0,580562 63 6,047 645 6,514 240
14 0,387390 | 0,665130 64 6,178734 6,600786
15 0,443925 | 0,754200 65 6,307925 6,683950
16 0,504136 | 0,847544 66 6,435032 6,763 648
17 0,567977 | 0,944938 67 6,569865 6,839800
18 0,635403 | 1,046157 68 6,682235 6,912325
19 0,706 361 ‘ 1,150984 69 6,801945 6,981 150
20 0,780800 1,259200 70 6,918800 7,046 200
21 0,858662 1,370593 71 7,032598 7,107 407
22 0,939889 1,484951 72 7,143137 7,164703
23 1,024419 1,602066 73 7,250211 7,218024
24 1,112187 1,721733 74 7,353611 7,267309
25 1,203125 1,843750 75 7,453125 7,312500
26 1,297163 1,967917 76 7,548 539 7,353 541
27 1,394 227 2,094038 77 7,639635 7,390380
28 1,494241 2,221919 78 7,726193 7,422967
29 1,597126 2,351369 79 7,807990 7,451255
30 1,702 800 2,482200 80 7,884 800 7,475200
31 1,811177 2,614228 81 7,956 393 7,494762
32 1,922171 2,747 269 82 8,022539 7,509901
33 2,035689 2,881146 83 8,083001 7,520 584
34 2,151 640 3,015680 84. 8,137544 7,526776
35 2,269925 3,150700 85 8,185925 7,528450
36 2,890446 3,286 034 86 8,227902 7,525578
37 2,513101 3,421514 87 8,263 229 7,518136
38 2,637784 3,556976 88 8,291656 7,506104
39 2,764 387 3,692258 89 8,312931 7,489464
40 2,892800 3,827200 90 8,326 800 7,468200
41 3,022909 3,961646 91 8,333005 7,442300
42 3,154 596 4,095444 92 8,331284 7,411756
43 3,287744 4,228441 93 8,321376 7,376559
44 3,422228 4,360492 94 8,303012 7,336708
45 3,557925 4,491450 95 8,275925 7,292200
46 3,694705 4621175 96 8,239 841 7,243039
47 3,832438 4,749 527 97 8,194486 7,189229
48 3,970990 4,876 370 98 8,139582 7,180778
49 4,110224 5,001571 99 8,074 848 7,067697
50 4,250000 | 5,125000 100 8,000000 | 7,000000
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Tabelle VI. 100
Werte s fiir die Abstandsverhéiltnisse i von oo bis 100"
100 % 8y | s,

0 1,0000 —2,0000 | 100

1 0.9997 — 11,9403 99

2 0,9988 —1,8812 98

3 0,9973 —1,8227 97

4 0,9952 — 11,7648 96

5 0,9925 —1,7075 95

6 0,9892 —1,6508 94

7 0,9863 —1,5947 93

8 0,9808 —1,5392 92

9 0,9757 —1,4843 91
10 0,9700 — 11,4300 90
11 0,9637 —1,3763 89
12 0,9568 —1,3232 88
13 0,9493 —1,2707 87
14 0,9412 —1,2188 86
15 0,9325 —1,1675 85
16 0,9232 —1,1168 84
17 0,9133 — 11,0667 33
18 0,9028 —1,0172 82
19 0,8917 —0,9683 81
20 0,8800 —0,9200 30
21 0,3676 —0,8723 79
22 0,8548 —0,8252 78
23 0,8413 —0,7787 7
24 0,8272 —0,7828 76
25 0,8125 —0,6875 75
26 0,7972 —0,6428 74
27 0,7813 —0,5987 73
28 0,7648 —0,5552 ! 72
29 0,7477 —0,5123 | 71
30 0,7300 —0,4700 | 70
31 0,7117 —0,4283 69
32 0,6928 —0,3872 68
33 0,6733 —0,3467 67
34 0,6532 —0,3068 66
35 0,6325 —0,2675 65
36 0,6112 —0,2288 64
37 0,5893 —0,1907 63
38 0,5668 —0,1532 62
39 0,5437 —0,1163 61
40 0,5200 — 0,0800 60
41 0,4957 —0,0443 59
42 0,4708 —0,0092 58
43 0,4453 +0,0253 57
44 0,4192 0,0592 56
45 0,3925 0,0925 55
46 0,3652 0,1252 54
47 0,3373 0,1573 53
48 0,3088 0,1888 52
49 0,2797 0,2197 51
50 0,2500 0,2500 50

Sy | 8t 100 %

Pirlet, Statik. 1L 2, ' 2
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¢) GroBe und Lage des Maximalmomentes bei ruhender gleich-
miBiger und dreieckformiger Belastung.

Die GroBtmomente fiir ruhende Streckenlasten sowie der Ab-
stand x, den der Angriffspunkt dieses Momentes vom Auflager
hat, lassen sich bei rechteckigen und dreieckformigen Belastungen
in einfacher Weise durch die Querkraft am Auflager, d. h. den Auf-
lagerdruck des einfachen Balkens angeben.

Wir betrachten den allgemei-

My M, nen Fall, daB auBler den &uBe-
;—\ /\B ren Lasten, welche die Auflager-
‘P @ driicke 4, und B, hervorrufen,
b l =] noch zwei Momente M, und M,
Fig. 12. an den Balkenenden angreifen
(Fig. 12). Es ist dann:
M, — M

A=4,-F > ""¢
Ma—Mb - @9

7 .

Das GroBtmoment tritt bekanntlich da auf, wo die Querkraft
das Vorzeichen wechselt, also den Wert 0 erreicht. Die Resultierende
der duBeren Last zwischen diesem Punkt und dem Auflager muf3

also umgekehrt gleich dem

]<—x—>1eg—>‘ Auflagerdruck sein.  Diese

‘Beziehung kann zur Bestim-

mung des Grofftmomentes
benutzt werden.

«) Bei gleichférmig ver-
teilter Last an beliebiger
Stelle (Fig. 13) trete M.,
- auf beim Punkte m im Ab-

Fig. 13. stande x vom Anfang der
Belastung, also im Abstande
(x4 &) vom Auflager. Es ist also hier:

Mppo =B (¢ + )41, . ... .. (8
Darin ist, da p-x =B ist:

B:BO—%_

B
€=
p»

. (19)
- N
7 ) Ist §—0 (Fig. 14), so

wird :

B.

1
Fig. 14, Moo = 5, + M;-(182)
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p) Bei dreieckformig ver-
teilter Belastung (Fig. 15)
trete M,,,, auf an der Stelle m
im Abstande x von der Spitze
der Belastung, also im Abstande
(x -+ &)vom Auflager. Esist dann,
wenn p, und a bekannt sind:

x
Py== a “Pq-

”

N

x x-p Fig. 15.
B:pm._éz,,za,‘}_

Daraus ergibt sich: ‘/ B ‘/
x=a |/ 5 =a

Hier bildet die dreieckformige Belastung rechts von m, ndmlich

B
aa.

px-—g:B, mit dem Auflagerdruck B das Kriftepaar B'<§~}—§x>,
so dall das Gesamtmoment bei m betrigt:

Mmm:B(Hgoc)JrM,,, Y

worin also — ——
_ B __ ‘/? B 9
x—a‘/Pa—a poal (21)

Links von a kann die
Lastverteilung beliebig fe—=¢
sein.

y) Auch bei tra-
pezférmiger Bela-
stung lassen sich ent-
sprechende Gleichungen
fir « und M,  an-
geben. Mit den Be-
zeichnungen der Fig. 16
findet man:

otz poa
B=p — = P12
Py 2
Darin ist x Py x
Po=P; 1 Pa Pl £t + "’la' =P (1 + ;>;
also ist

x\a+tx
ol

st =]

Daraus findet man:

x:a( z%_i_l_l). e e .(223«)
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Durch Einsetzen der Werte

p
a=c-*,

]} a

p1 ( ) po
2 o/ 2

ergibt sich aus der vorhergehenden Gleichung

x:c[‘/ngJr(p;) —1;:]. C ... (22b)

Die letzte Form hat den Vorteil, daB der Wert «, der unter
Umsténden sehr gro wird, nicht vorkommt, sondern nur gegebene
Werte ¢, p, und p, vorkommen.

Nach Ermittelung von z findet man M __  aus folgender
Gleichung:

Mmaac:pl-w<§+g>+ ————— (§+ £)+M,. . . .(@3)

NB. Aus den Gleichungen (22) lassen sich die Werte der Gleichungen (19)
und (21) ableiten, indem man einmal p, =10 in Gleichung (22b) oder ¢ =00
in Gleichung (22a), und das andere Mal p, =0 in Gleichung (22b) oder ¢ =0
in Gleichung (22a) setzt. Fiir p, =0 ergibt sich aus Gleichung (22b) ohne
weiteres der Wert der Gleichung (21). In den anderen Fillen ergeben beide
Gleichungen die unbestimmten Werte 00-0 bzw. 00 — 00. Schreibt man aber

2B 1/2B .
‘/ +1_1 I/*C“Pe—i"lh““l’n

also

pia —
= 1 e )

a

so ergeben sich, wenn man Zahler und Nenner nach a bzw. p, differenziert
und dann @ =00, a=0 bzw. p, =0 einsetzt, die Gleichungen (19) und (21).

§ 2. Der beiderseits eingespannte gerade Balken.

Als erstes Beispiel behandeln wir den beiderseits eingespannten
geraden Balken, der sich wegen der Einfachheit -des Systems fiir
die Anwendung der in § 1 gegebenen Rechnungsunterlagen besonders
eignet. Die Aufgabe ist hier eingehender behandelt, weil sie als
Grundlage fiir manche der spater zu behandelnden Aufgaben dient.

a) Allgemeine Gleichungen fiir die Unbekannten X, fiir Mo-
mente, Querkriifte und Auflagerreaktionen.

y Das System (Fig. 17a) ist drei-
él ? fach statisch unbestimmt. Wiahlt
< i — =1 man als Grundsystem einen ein-

Fig. 17a. fachen Balken mit einem festen

Aa A, und einem beweglichen Auflager

e £ S0 (Fig.17b),also als Unbekannte die
A B beiden Einspannungsmomente X,

Fig. 17b. und X, und den horizontalen
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Auﬂagerdruck X,, so wird letzterer bei senkrechter Belastung, gleich
Null. (Beziiglich X, bei Temperaturinderungen vgl. S.29.)
Fiir die Unbekannte X, haben wir die Gleichung:

x [om . 1]

b [bb.1]”
Der Wert [bb.1] kann ermittelt werden aus der Gleichung:

!

o J’ J
[b.b 1} :f}[bd'ldsfszb'le.dS:f—'

Die M, ;-Flache (Momentenfliche am einfach statisch unbestimmten
Hauptsystem infolge der Belastung X, —1; Zustand Xy.1=1) hat
bei B den Wert 1, bei 4 den Wert Xab:—%al%.
aa

Aus der M - und M,-Fliche i
(Fig. 18a und 18b) ergibt sich, Fig. 18a.
unter Anwendung der Tabelle I, My - Fldche
f und g (§ 1): Kyt +

! 4

[aa] :fMa‘“’ ds%:%, A R.i@ﬁa,
|

[m}—anIM{L—Z % b o

J e ”’ J e’ L Wy-Flicre ,

[bb]:[aa]=§. | * -1
£

Also is __[_aﬁ—]__l g %

[a a] - 2 ) Flg. 18b.

Die M, ;-Fliache hat also die in

Fig. 19 dargestellte Form. Da- Mo o
mit ist nach Tabelle I, bin § 1: 0.7~ e + ket
z’<'w v A
—_ — —_— = — 7 —_ E
[bb.1] - 1{2 3 1 . 2_15/ ﬁ%

Es ergibt sich also fiir X, Fig. 19.
die Gleichung:

4
X, = — 7 [pm.1].

Der Wert [bm.1] ist fiir jede Belastung besonders zu ermitteln
aus der Gleichung:
J’
[bm.lJZ Mb.lMOdS:]T-
In Hinblick auf Fig. 19 erhdlt [bm.1] die Form:
1
[bm1]=—S ¢, +¢,.
Damit findet man:
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Wegen der Symmetrie des Systems koénnen wir daraus ohne
weiteres die Gleichung fiir X, durch entsprechends Vertauschung
der Bezeichnungen angeben. Die Unbekannten X, und X, haben
also die Form:

2
Xaz——?(Z(pl—(pg)
. (24)
2
Xy=—72e—q)

Zur Auswertung der folgenden Gleichungen (26) ist der Wert
X,— X, zu ermitteln. Nach den Gleichungen (24) ergibt sich dafiir:

. - 6
Aa_Absz(??l“(Pg) e e e e (25)

Sind die beiden Einspannungsmomente X, und X, gefunden, so
ergeben sich fiir die Auflagerdriicke, Querkrafte und Momente folgends
Gleichungen:

Auflagerdriicke:

A:A0+Aa'Xa+Ab'Xb ’

‘B:Bo_[f_Ba'Xa_l_Bb'Xb :
Querkrifte:

Q = Qo + QaXa + QbXb ‘
Momente:

M:M0+MaXa+MbXb *
Darin bedeuten 4 , B, Q,, M, die betreffenden Werte, die infolge der

auBeren Belastung am Grundsystem auftreten. Die durch die Unbe-
kannte X, =1 am Grundsystem hervorgerufenen Werte sind (Fig. 18a):

1
==
1
Bo=7
1

l 2
x
Ma:l— (an der Stelle x);

die durch X, hervorgerufenen Werte sind (Fig. 18b):

4,—1
1
Bb:—T,
1
Qb:Ab:7’

M,=1 ——% (an der Stelle x).
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Damit ergibt sich:

A=A0——£'—7~ﬁ,
B—g,+ X%,

... . (26)
e
M:M0+Xax7+xb<1——l”f>.

Anmerkung: Nach den vorstehenden Gleichungen (24) —(26) ist nun der
Triger fiir die verschiedenen Belastungsfille in einfachster Weisz zu berechnen.
Man hat nur fiir ¢ die frither ermittelten Funktionen von ¢, k, » ... einzufiihren.

Wenn somit auch die Untersuchung einzelner Belastungsfille an sich
nichts Neues bietet, so sollen doch fiir einige hiufig vorkommende Fille die
niaheren Angaben folgen, damit sich der weniger Geiibte an die Verwendung
der bisherigen Unterlagen gewohnt und man fiir etwaige sonstige Aufgaben
die fertigen Ergebnisse zur Hand hat.

b) Untersuchung des Triigers fiir ruhende Belastungen.

Die Fille ruhender Belastung lassen sich mit Hilfe der in § 1
hergeleiteten allgemeinen Grund-
lagen ohne weiteres erledigen.

o) Einzellast P. Pr—f—-ﬂ
Greift im Abstand & vom rech- 2 %

>

t

|

|

Fig. 20.

ten Auflager B (Fig. 20 und 20a) i ;
eine Einzellast P an, so ist nach ~

Gleichung (7a) in § 1: | '
P, X, r
(pl e ] FZ . cl . ) ‘>
Pl ‘ /”max
P=5 Uecy- \]

Fig. 20a.
Damit ergibt sich hier:
Xa:—% (2¢; —¢,)=—Pl <§)~ <1—%>,
Xb=—?(2c2—cl)=—Pl-l—<1—7> .
Die Differenz X — X, ist dann
6 .
Xa—Xb=—-l—,-l—;—l-l'(cl——c‘_,) :-—Pl(cl—-cg)z——Pl—f(l——?)@?—l).

Zur Bestimmung der Auflagerdriicke dienen die Gleichungen (26).
Es ist:
5

A=T5 4 Pl —a)= P[5+ — )| =(5) (3-29),

¢ ! £ ¢ =9
B:P[<1—7)—(c1—c2)J=P<1—7) <1+27> =P—A.
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Das Groftmoment tritt auf unter der Last P. (Die genaueren
Unter suchungen finden sich bei der Besprechung der EinfluBlinien
im folgenden Abschnitt.) Es ist:

M,):Pl%(l——él), also

eS8 i) e
Die Momentenfliche ist in Fig. 20a dargestellt.

p) Gleichformig verteilte Be-

n £~ ! lastung.
a_ A Bei gleichférmig verteilter Be-
AA . 5V lastung auf der Strecke & vom rech-
Fig. 21. - ten Auflager aus (Fig. 21) ergibt sich
nach Tabelle VII aus GI. (24):
e,
(/)1: 24'l 'kl’
.,
(p'l = 24 U k‘.! *
Xa:—plg (2, —k,).
. (30)
i
Xb _— Tz" (2 ]f‘, IL1> ]
. pl
X, —X,=—2 (b, —k,)
Ferner ist:
_»l (E)e
4="3\1
_rté ( ___5>
By 21 2 l
Demnach ergeben sich die Auflagerdriicke nach Gl.(26):
pl E\? 1 [&\3 13
=22 () + 6w =5-() - —3)
(31)

4
= oo )] =2 (] (-]

Das Moment an einer beliebigen Stelle x hat somit den Wert:

Fiir > &: M,=A(1l—2x)+ X,
2 . . (32a
y x<E&: Mx=B-x—2% X,. (322)

Das GroBtmoment ist nach Gleichung (18a), wenn X, fiir M, ge-
setzt wird:
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B‘.’.
Myge="%3,F%- - o . (32b)

y) Dreieckfdrmige Belastung.

1. Bei dreieckférmig iiber die Strecke & verteilter Last mit der
groBten Ordinate bei B (Fig. 22)
ergibt sich nach Tabelle VII:

—_— pl.z . ,-
(pl—*— 360 l 7'1,
:Apl‘-' Y
27360
Es ist also nach Gl (24):
. P .
a” 180 (291 T“)’
N L
Xy =185 2"
‘Ya—be:
Ferner wird:
l
A=
B, =2

also:

(34)

5= i0%fo—) |

Das GroStmoment tritt auf im Abstand x von der Spitze der
dreieckférmigen Belastung (s. Fig. 22). Dieser Abstand ist:

VA
Pe TV op&
Damit ergibt sich als Grotmoment nach Gl (20):
2
Mw,:AQ—§+§Q4ag. ... (35)
2. Hat die auf der Strecke &

dreieckférmig verteilte Last .
die groBte Ordinate bei & (Fig. 23), 4 %
e

so erhalt man mit Hilfe der Ta-
belle VII:
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V25

1= 360"

(36)

Mit 4 =P <5>

wird

(37)

L.
S ——

Das GroBtmoment ergibt sich im Abstande z von der Dreiecks-

spitze: _ —
B 2B

x=1§ —:5‘/“.

P p-é

Es ist dann:

Mpax=B-Zx+X,.. . . . . .. (38)
= ¢ - 0) AuBere Belastung durch
; /7'1\4'/ .. ein Moment M. Es greife ein Mo-
%7, {Jf ment M im Abstande & vom rechten
S 4 Auflager an (Fig. 24). Es ergibt
Fig. 24. sich nach Tabelle VII:
M
¥ = E'l/ 51
M
q)e:'_*()-"'l, Sa

Es ist also nach Gl (24):

Xaz—]‘—[(231+sg):—M§(2—3§>,
. (39)
sz—l—;[(280—}—31)=—M(1—§><1—3§).

Damit ist: Xa—-Xb:—M(sl+32)=M[1~—6§<1-—§>].
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Es ist ferner: M

damit erhilt man:

T )

, . £\ (40)
PR
Ein Moment an beliebiger Stelle x ist:
Fiir
2l Mp=—MT+XT+X, (1 ~-lgf> I
(41)

e>E My,— M<1 —;”> +Xa?lf+ X, (1 —9 j

¢) Treten an dem System ungleichmiBige Temperaturinde-
rungen auf, ist z. B. der Temperaturunterschied zwischen dem obe-
ren und unteren Rand des Querschnitts A4f =1{, — ¢, so ist
(vgl. 8.6 Gl 3)

o Atl<1,> , at U
Dta)=—e o\ —g+1) BT =—E-J -5 .
Da hier X, gleich X, sein muB, so erhalten wir:
Xa:szX:—f—EJ-s%.. R € 9]

Auflagerdriicke treten nicht auf, da am Grundsystem 4,=—= B,=0
ist; der EinfluB der Unbekannten X, — X, ist ebenfalls gleich 0.
Die Momente sind iiber dem ganzen Balken konstant (= X).
Infolge einer gleichméfligen Temperaturerh6hung um 1, ergibt
sich X, — X, =0. In diesem Falle wird jedoch die dritte Unbe-
kannte, der horizontale Auflagerdruck X,, nicht gleich O, sondern
X [et.2] ‘
¢ [ce.2]
Die Werte [ct.2] und [cc.2] ergeben sich aus den Gleichungen:
[ct.2]—=— [e-ty-ds - Neo——e-1,-1-N; 2,

ds l
[CC . 2] :fo_g . EF: ﬁ l\T¢2_g .
Man findet also mit N, ,=1:
X,=c¢-t,cE-F. . . . . . (42a)
Diese Unbekannte #duBert sich als Druckkraft in dem Balken.
{) Fiir den Fall, daB Widerlagerverschiebungen eintreten,
betrachten wir zwei Fille:

1. Verschiebungen in Richtung der Auflagerdriicke
4 und B um die Werte [aw.2] =49, und [bw.2]=14,.
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2. Verdrehungen im Sinne der Einspannungsmomente
um die Werte [aw.2]=49, und [bw.2]=24,.

Zu 1: Wir schreiben nach Gl (6) S. 6

[bﬁ . 1] = -——EJ’ZLb‘l [lw 2] :—EJ’ [Ab.l 6“ -—IL- Bb.l 61)] .

Es kommen nur die senkrechten Auflagerdriicke hier in Frage,
da in Richtung der Einspannungsmomente, die gleichfalls Auflager-
reaktionen sind, keine Verschiebungen (Verdrehungen) angenommen
sind. Es sind also dafiir die Produkte L ;-[lw.2]=0.

4y, und B;,, die Auflagerdriicke infolge X, =1 am einfach
statisch unbestimmten Hauptsystem, sind:

ot )t )0

1 [ab] 1 31
Boa=—9 "G 7T 2
Es ist also:
_ . ( 31 3 1 ,_ 31 ,
[bw.l]—<—2—-76a—]—2 7-6b>EJ ——El(é —38,)EJ’,
Xb:+g‘17(6a_(5b)EJ,'%:6‘EF;r(6a_6b)'

Durch Vertauschung von J, und J, ergibt sich daraus ohne
weiteres der Wert fiir X ; man erhilt also:

J
‘Xa:—g’_—g_(éa_éb)ﬁ
(43)
6 E-J
Xb:“"lT(‘sb_éa)-
Damit ergibt sich:
E
Xa-_Xb:—_—lz-lTJ(auhéb)'
Da nun 4,= B,=0 ist, so wird
a=—p=—1"70,—5). .. ... @

Zu 2: Bei Verdrehung der Widerlager haben wir wieder
die Gleichung

[bw.1]=—EJ' 3Ly, [lw.2].

Da die Verschiebungen in Richtung der senkrechten Auflagerdiicke
4 und B gleich O sind, so wird hier fiir diese der Ausdruck I, ;[lw.2]
gleich O, und es kommen fiir L, ; nur die Einspanrurgsmromente
X, und X, infolge der Belastung X ;=1 (X,=1 am einfach
statisch unbestimmten Hauptsystem) in Frage, also die Werte X ,
und X,,. Diese sind nun:

_ _ [a?)- 1
Xy =1, X, = [aa]_A 5"
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Es ist somit:

14
MEJFZ—EJ(—éw,+LﬁJ:E;@n—zmy
Damit ist:
!
sz—’E%(ﬁa_20b)%=2*E;—J(2 0b_0a)'

Durch Vertauschung von ¢, und &, erhélt man daraus ohne weiteres
den Wert fiir X .
Man erhilt also:

2E.J,
Xa:—_likz 0(1— ﬁb)’
(45)
2E-J
Xb:*l¥(2 Py, — 0a) .
Die Differenz dieser Werte ist:
6E-J
Xa—Xb =T(ﬁa“ﬁb)‘
Da nun im Grundsystem 4,— B,=— 0 ist, so wird:
6 E-J
A=—B=—"U0 0, —0). . . . . (48)

Es ergibt sich fiir ein beliebiges Moment im Abstand x vom rechten
Auflager
x

m=&§+&@—ﬂ......un

Aus den unter Abschnitt b) ermittelten Belastungsfillen lassen
sich die Formeln fiir Sonderfille leicht herleiten. Fiir einige der-
selben sind die entsprechenden Werte in Tabelle VIII zusammen-
gestellt.

Tabelle VIII.

Nr. Belastung X, und X,
Pi
Pté_vf_:% X,,:—?(ch—cg)
1 1
: Z Pl
L——Z ” Xb-':——3~(202—01)
N S LAy
¢ a—_l—2‘ 1= 2)

2 4 ﬂW // . 2
* A%, Xb:—%@kz—kl)

- i pl
l‘/% E Xa:_ISO (271—1.2)
3 | 7 i
P 7 2
h— /. X,:—%(Zrz—rl)
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Tabelle VIII (Fortsetzung).

Nr. Relastung X, und X,
-~ Pl
{ f | Xa:“‘m(2t1_t2)
4 r '
= V| f=—t5et—n
M
KM—S-——>|[ X,,:—?@sl—{-sg)
® PR h M
* T % Xb:?(zse"f—si)
Temperaturunterschied At
6 ty—t.—At Xo=Xy=EJ s
Widerlagerverschiebung
—_—— 6EJ
7 1& “~—~_}}/j Xo=—Xp=——S—(0.— 0)
Z o
Widerlagerverdrehung X 2 E J 2E-J o9, 9,
a=— — Vp
8 e I
) % X,,,,_@tr(wb 82)
/
Ph—l—s—s Pl
9 . Z i Xa:Xb.:—§
4 Y
o p ‘
10 ﬁéai 3 X=X =—"5 (e +c)
% /
11 X bl
i | Ke=Fo=—T5
A
re—— £ I8 ,
P Xo=—E5 120 — k) — (s — k)
12 -~ 2
= 2 V. | Xo=— p g [2 (ke — k) — (ky — k)]
v<—£->t <—£—>1 o
i | . 1 _ Pl _
13 2 % \r ? X, =X;=— Q—k — k)
x 2t
ﬂ e 30
14 2 p 2
A X, =
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Tabelle VIII (Fortsetzung).

Nr. Belastun \ X, und X,
£ |
2
Z —>’: , -
15 : X"i:‘\b:—'@—(}plu
v
7 £ Pk .
I X”:_igo(gtl—t2+2t3_t1)
16 ! )
| 12
| Be=—fp e -ttt —6)%
x,_ _pE_pP
I X =T %
Tl 2 | x,——2F 1t
7 S VR
*) ' gilt fiir & =1—¢&.

¢) Untersuchung fiir bewegliche Belastung.

«) EinfluBlinien.

Der EinfluB einer Einzellast P==1 in einem beliebigen Abstande &
vom rechten Auflager auf Dbeliebige statische GroBen ist aus den
Gleichungen (27)—(29) zu entnehmen. Betrachtet man & als ver-
dnderliche Grofle, so stellen die Werte in jenen Gleichungen die
Ordinaten der Einflufilinien dar.

1. EinfluBlinien der Unbekannten X, 6 und X,. Nach
Gl. (27) ergibt sich mit P=1:

l
X, =— 3 (2¢, —e¢,),
L
X,=—t@a—q)

Setzt man in diese Gleichungen fiir ¢, und ¢, die Werte ein
vgl. § 1, S.8), so erhilt man:

)
nei )

Die X _-Linie ist danach in Fig. 25 aufgetragen. Die Ordinaten
in den Zehntelpunkten ergibt folgende Tabelle:

(48)

| 1 {

I
3 4 5 6 7 8 9 }10

|
{ B ‘_

0,032 0,063 | 0,096 | 0,125 | 0,144 | 0,147 | 0,128 0,081 | 0
! ! |

!

x |
107=[0 1

i — -
-—~l~~X,,: 0 10,009
I !

Pirlet, Statik, IL 2. 3

2
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_Um zu ermitteln, fir welche
Laststellungen die Werte X ihre
GrofStwerte erreichen, setzen wir

-

die Differentialquotienten i . =0.
as

Es ist also:
dX
2— =();
qE +3< ) 0
Fig. 25. & 2 5
Iso & —2. I
also ] 3 bzw ; 0,
dX, £ '§>“' &1 &
kel S s .—-38{%) —0- s . S
T —}—4l 3(l 0; also ; 3,bzw. ; 1
Die GroStwerte treten auf bei
&2 &
S %y S
13 P
Damit ergibt sich: -
X __l@)‘._l_ﬁ_él
gmax = 3 3 97"
2\ 1 4
Xy max == - l(§> 3= 57

2. Die EinfluBlinie eines Momentes M, im Abstande x vom
rechten Auflager hat folgende Gleichungen (s. Fig. 26a u. b).

Fir é<o: M=t (1—7) 4 X045, (1-7)
= )-16-9)
Fir E>a: My=1{1- )—?—}—Xﬂ%—kﬁ’b(l——%)

i -0
"l<1 )L 14 =7
Die Ordinate im Punkte x (r=¢; Spitzenordinate) ist nach

. x\? 2 ) .
Gleichung (29): .Mxma,(:?l(j) (l ——%6) . Diese Gleichung, als
Kurve aufgetragen, ergibt die sogenannte Spitzenkurve, in der
die Spitzen simtlicher Momenteneinflulllinien liegen.
NB. Beziiglich der Momentenlinien mit Belastungsscheiden vgl. die Aus-
fithrungen in Abschnitt g.

(49)

/—\/—\
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A-Linie

3. Die EinfluBlinien der
Auflagerdriicke 4 und B sind
gegeben durch die Gleichungen (28)
(vgl. Fig. 27):

!
i) tamer={i= Tl 2)

1. Fir die Querkraft in einem beliebigen Punkte m ergeben
sich die Gleichungen:
Fir &<7x: Q.= 4,
) fi}*.’lﬁ: Qx:——B}

. (50)

wr

. (51)

Tragen wir also in einer Figur (Fig. 28) die positive A-Linie
und die negative B-Linie ab und
verbinden beide durch die vertikale
Gerade (D im Punkte m, so ergibt
sich ACD B als Q-Linie.

#) Maximal- und Minimal-
momentenflichen fiir gleichméiBig
verteilte Belastung.

Um den gréftmoglichen posi-
tiven oder negativen Wert einer
Grofle S fiir gleichférmige beweg-
liche Belastung ¢ zu ermitteln, sind
nur die Teile des Systems als belastet anzunehmen, fiir welche die
EinfluBlinie positiv bzw. negativ ist. Man muB dazu die Punkte kennen,
an welchen die EinfluBlinie den Wert 0 hat, d. h. vom positiven
zum negativen Teil iibergeht. Diese Ubergangspunkte (0-Punkte)
nennt man die Belastungsscheiden.

Fiir eine Querkraft im Punkte x ist die Belastungsscheide
der Punkt x selbst.

Fiir ein Moment M,, im Abstande z vom rechten Auflager,
kommt eine Belastungsscheide nur dann in Frage, wenn der Momenten-
punkt in der Ndhe der Auflager liegt (Fig. 26b). Wir werden spéter
finden, daB es sich um die beiden #&uBeren Drittel des Balkens
handelt. Der Abstand a, d. h. die Lage der Belastungsscheide, er-
gibt sich aus der Bedingung, daB das Moment M, fiir eine Last 1
im Abstande a vom rechten Auflager gleich 0 wird. Es besteht
also ‘die Beziehung fiir a <« [vgl. Gleichung (49)]:

S O T [

Daraus ergibt sich die Beziehung zwischen % und g"

3%
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2——31
a
Rag— C e e . (52a)
l .7:
1~2[
oder .
¢
2
x
Y (01 )
l «
3—2-

{
. . . a .
In diesen Gleichungen kommen fiir ; nur positive Werte

zwischen O und 1 in Betracht. Indem wir in die Gleichung (52b) die
Grenzwerte ?:0 bzw. —f;— ==1 einsetzen, finden wir fiir _alc die Werte

x 2 x
T_° und Tog.
o3

Die Belastungsscheide liegt also nur fiir solche Werte von 9;

innerhalb des Trégers, welche zwischen I und 1 liegen — Man be-

achte, daBl die abgeleiteten Werte fiir den Fall - gelten also

l
nur fiir den rechten Kurventeil der in Fig. 26 dargestel]ben EinfluB-
linien. Fiir den linken Teil lassen sich die entsprechenden Werte
ableiten. — Wir betrachten im folgenden nur den rechten Teil, da
sich die Resultate ohne weiteres auf den linken Teil tibertragen lassen.

Fiir ein Moment Mx im Abstande z vom rechten Auflager er-

gibt sich, wenn — < <1 ist, die Belastungsscheide in einem Ab-

stande a vom rechten Auflager, der gegeben ist durch die Glei-
chung (52a). Auf der Strecke a sind also die Ordinaten der Einflufilinie
fiir M, negatlv (Fig. 26b). Belastet man ausschlieBlich diese Strecke a
mit einer gleichformigen Last ¢, so tritt der grofte negative Wert
M_ auf. Nach den Gleichungen (30) bis (32a) (Tab. VIII, 2) ergibt
sich bei Belastung der Strecke a fiir das Moment M :

M, = A.l< »?>4—Ag.

Darin ist -
4= L2 + ky— J ’
. p -
X, =—15 @k —k).

Hierin sind die GréBen %, und k, fiir das Abstandsverhétltnis(;—
einzusetzen. Hs ist also:
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und demnach erhdlt man nach gehdriger Vereinfachung:

@ 4
> 2 3_——2)
3 o £<a>4 1 ql“( l

e e mm e L (B3)
ZTmin 12 12 b (
1o 9% (23—1>
l l
Man findet aus dieser Gleichung:
.ox 2

My, =0, fir 7: 3 :

y VL

My =—— TR fiir 7= 1.

Nach Gleichung (53) sind gie beiden Kurven in Fig. 29 aufge-
tragen. lhre Ordinaten M, .

ergeben das groBtmogliche ne-

O ~
gative Moment fiir alle Punkte }lK 2
in den beiden &duBeren Dritteln _%Z
der Balkenlinge. Die grofte )L
Ordinate liegt in den Endpunk- G ik
Ve =i
ten (Tx: ) und hat den Wert l =
ng Eig. 29. Minimal-Momentenfliche.
~1z

Der GroBtwert des positiven Momentes M,  tritt gemil

Fig. 26b bei Belastung der Strecke I — ¢ auf. Man kann diesen Wert
finden, indem man den Wert M, ., der bei Belastung der Strecke a

auftritt, von dem bei Vollbelastung fiir das Moment bei z auf-
tretenden Werte 3 subtrahiert.

Der Wert
, ql® . ql? ac( ac)
—_— 1 ==
M, 12 + 2 1 l

ist in Fig. 30a aufgetragen. <AC:BD=-— 312" Parabel CED mit

D)

der Pfeilhohe qéd bei x=21> Zieht man von dieser Momenten-

fliche die M, . -Fliche, d.i. die Kurven CF und D@, ab (Fig. 30a),
so heben sich die nichtschraffierten Teile fort; es bleibt als M, .-

Flache der schraffierte Teil. Dieser ist in Fig. 30b an die Gerade
A B angetragen.

Fir die Praxis geniigt in den meisten Féllen eine angendherte
Konstruktion, indem man in Fig. 29 (M,,, -Fliche)statt der Kurven
FCund GD dieGeraden FC und G D, und in Fig. 30b (M, -Fliche)
statt der Kurven F'4 und ¢'B die Geraden F'A und G'B zieht.
Man erhilt dadurch sowohl fiir die negativen wie fiir die positiven
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Fig. 80 a. GroBtmomente in den Strecken
F4 und GB etwas zu grofle
Werte.

v) Maximal- und Minimal-
Querkraftsfliiche fir gleichfor-
mige Belastung. -

Wie schon erwihnt, ist die
Belastungsscheide fiir die Quer-
kraft eines Punktes dieser Punkt
selbst. In einem Punkte im Ab-
stande 2z vom rechten Auflager
tritt also die grofte Querkraft
Fig. 30b. Maximal-Momentenfliiche. Qz,,,, auf bei der Belastung der

Strecke z. Es ist dann (s. Gl. 31):

Qrpor =4 = ql’2< )Tk J

Setzt man fiir 4, und %, die Werte ein, so erhilt man:

Quyp = %(J (2—?) N 7))

0 Tragen wir fir diese

Gleichung die Kurve BC
_gl an B4 an (Fig. 31), so er-
Z  hilt man die Maximalquer-

— £ kraftsfliche.
i . .
A e g Die kleinste Querkraft
g -/ Q2 ins d. h. den GroBtwert
'max
q1 0. p der negativen Querkraft, er-
77z halten wir durch Belastung

der Strecke ! —z; wir kon-
nen sie also finden, indem
wir den Wert @,  von
dem fiir Vollbelastung sich ergebenden Wert ‘

& == q2l<1”21>

subtrahieren. Es wird also:
, !
Qe = — Qo= — L (14 2) (12 a9)

Die Querkraftsfliche fiir Vollbelastung (Q ) ist gegeben durch
die Gerade CD (Fig. 31). Man erhilt also die zwischen dieser Ge-
raden und der Kurve verlaufende Minimalquerkraftfliche.

In Trégermitte ist:

ql 1 3
Qmamh—Qmm 2 <2> (2 ¥§> ~:ﬁql
(gegen 1ql beim frei aufliegenden Balken).

Fig. 31. Maximal- und Minimal-
c Querkraftfliche.
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§ 3. Der einseitig eingespannte Balken.

Der einseitig eingespannte Balken (Fig. 32) ist nur einfach
statisch unbestimmt und unterscheidet

sich von dem beiderseits eingespann- X Fig. 32. 5
ten Balken dadurch, daB die Un- %ﬂ -y
bekannte X, fortfillt. Zur Ermitte- . ) i

lung der Unbekannten X, dient die ! l
Momentenfliche fiir X, =1 am Grund- :
system (Fig. 33). Der Nennerwert !
ist also hier: II

faa] = © S
=y Fig. 3.
Der Zihlerwert [am] ergibt sich gemiB den Ausfilhrungen in
§1 und § 2 nach der Gleichung: ‘
[am]=g,.
Damit wird die Unbekannte

ey

. 3
Aa*:_“l?“% B (1]
Fur die iibrigen statischen GroBen ergibt sich: '

X

A:Ao_“ia'a
X

B=B0—~}—7“—,
X

Q:QO_ la ?

szMo—{—Xa—xf.

In der folgenden Tabelle IX sind die Unbekannten fiir die ver-
schiedenen Belastungsfille zusammengestellt.

Tabelle IX.

Nr. Belastungen Xa

1. Z ¢ _%l.cx
; - %

3 %‘ﬁp pl‘éj? ~ e ta
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Tabelle IX (Fortsetzung).
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§ 4. Triager mit elastischer Einspannung.

In dhnlicher Weise wie die in § 2 und § 3 behandelten Balken
mit starren Einspannungsstellen sind auch solche mit elastischer Ein-
spannung zu behandeln. Als ein solcher Triger kann der horizontale
Riegel des in Fig. 34 und 35 dargestellten Triagers angesehen werden.
Dabei kann der Stiitzenfull

gelenkig gelagert (Fig. 34) - ‘? __—_%

oder auch fest eingespannt | £ 7

sein (Fig. 35). <~ —— <~
(NB. Wiirde man den

Balken an beiden Enden ela- % h

stisch einspannen, d. h. an den
beiden Seiten Stiitzen anord-
nen, so wiirde man auf Rah-
mengebilde kommen, die in [

spiteren Paragraphen behan- ‘/% ' l%

delt werden. Auch beziiglich T .

des in Fig. 35 dargestellten Fig. 34. Fig. 35.
Trigers mit zwei eingespann-

ten Enden sei auf die spiteren Ausfiihrungen verwiesen.)

Das System Fig. 34 ist zweifach statisch unbestimmt; als
Unbekannte wihlen wir entsprechend der Behand-
lung des beiderseits eingespannten Balkens die )1 g j
beiden Einspannungsmomente des wagerechten \ [ ¥ g
Balkens ! (Fig. 36). Die Gréfe X, ergibt sich wieder a o)
nach der Gleichung

~ [bm.1]

= [bb.1]°
Die M, ;-Fliche, d.i. die Momentenfliche infolge
A, =1 am einfach statisch unbestimmten Haupt-
system, die wir zur Ermittelung der Werte [bm.1] £»,
und [bb.1] benutzen, hat die folgenden Ordinaten: Fig. 36.
Im Punkt b: X,,=1,

ab
» ” a: Xab————%.

Aus den Momentenflichen Fig. 37a und Fig. 37b erhidlt man, wenn

- ist:
J
[ab]
4 “fag\ L
—~——— — Z l{: Z
Ap=7 Ay.1=7

Fig. 87b. Mj-Fliche. Fig. 38. My .1- Fliche.
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laa] = k,:l_ Z,,
[al] = %, ,
[ab] U

Tl TR
Damit ergibt sich die Momentfliche fiir X; ;=1 (Fig. 38).
Fiir eine beliebige Belastung des oberen Balkens ist also:

__[ab] Vg 24U,
[bm'l)———[ ] tpl—i——(i 2(’L’+l’) *
Der Nennerwert betrigt:

J’ l’< [ab]> U 4n 30
[bb.l]—thﬂ’IdeS"] ———E 2—[(17] 1’2 h/ |’l .

x 619, =200+ D).

’ V(41 + 30)
Da hier keine Symmetrie

N vorhanden ist, so muf} X
L -7 besonders berechnet werden,
N und zwar aus der Gleichung:
_ [abd]
Xo= [aa} " [aa) X,
oder indem wir die Reihen-
folge der Unbekannten um-

kehren (Fig. 39) und dann das

Es ist damit:

‘ 7 ) Moment X’ (X,) in gleicher
Fig. 39. Fig. 40. My.1-Fliche. Weise ermitteln. Man findet:
[I
[a'd'] = 3
P
[a’b ] _ E .
o] __ 1
[@/a] 2

Damit ergibt sich die Momentenfliche fiir X, ;=1 (Fig. 40) und
daraus:

[b’b’.l]_—_— —+’i 3l1};4h

[Vm.1]=p, — ¢,

Die beiden Einspannungsmomente des wagerechten Balkens haben
somit die Werte:
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Y __8Ce—g)
Ta 30 - 4¥W #7)
v Sp =2 4-1) )]

=

V(4K -+ 30)

Bei Belastung des vertikalen Stédnders % ergibt sich mit

Hilfe der Momentenflichen, Fig. 38 und 40:
) 12
Xa“Xb"— 4hl+3l/‘p1l
6
Y=gw sy P
Nach den Gleichungen (57) und (58) sind alle Belastungsfiille zu unter-
suchen, indem man fiir ¢ wie frither die den einzelnen Belastungen
entsprechenden Werte (mit den GroBen ¢, k, », t und s) einsetzt.
Dabei sind in den Gleichungen (58) die Abstinde & von unten zu
messen.

Die iibrigen statischen GréB8en ergeben sich jetzt nach
denselben Gleichungen wie in § 2 fiir den beiderseits ein-
gespannten Balken, bzw. wie in § 3 fir den einseitig ein-
gespannten Balken

(58)

/g . .
Anmerkung: Setzt man &' = w-l, also =7, 80 wird aus Gleichung

(57) und (58):

X :_6,(,29’,1“"’?)
“ 4w43)0 " I ~
fiir Riegellasten . . . (37a
x, S =211l ’ e
v (do+ 31 ’
12
X/' _- ey P10
(4(;0 +3)! fiir Stinderlasten . . (58a)
L=GoTyrn

§ 5. Ubungsaufgaben.

Im folgenden sollen zwei Ubungsaufgaben durchgefiihrt werden, deren
erste die Verwendung der im vorhergehenden § 3 angegebenen geschlossenen
Formeln erliutern soll, wihrend das zweite den Rechnungsgang fiir ein be-
liebiges zweifach statisch unbestimmtes System zeigt.

Aufgabe 1. Ein beiderseits eingespannter Triger von 6 m Spannweite
soll fiir folgende Beanspruchungen untersucht werden.

1. Ruhende Belastung.

a) Trapezformige Vollbelastung mit den Endordinaten 0,50 t bzw. 1,50 t
(s. Fig. 41).

b) Zwei Einzellasten P =3t im Abstande 1,50 m von den Enden.

c) Ein Einspannungsmoment M =35 mt im Abstande 2,5 m vom rechten
Ende.

2. Bewegliche Belastung:

a) Zwei wandernde Einzellasten von je 5 t im Abstande von 1,50 m von-
einander.
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b) gleichméBige Belastung mit 1,50 t/m.

3. Verschiebungen der Widerlager:

a) Senkung des rechten Auflagers um 1,5 cm in vertikaler Richtung.

b) Verdrehung der rechten Einspannstelle um einen Winkel von 15 Bogen-
minuten.

4. Temperaturinderung des oberen gegen den unteren Triigerrand von
+15°C.

Zu ermitteln sind die Momente und Querkrifte. Bei der Untersuchung
der Widerlagerverschiebungen und der Temperaturinderungen soll als Stab-
profil ein I-Eisen N.P. 32 mit einem Triagheitsmoment J, = ~ 12500 ¢m* an-
genommen werden.

Losung:

1. Ruhende Belastung.
a) Trapezférmige Belastung mit den

S é‘—v
SR

P

B ////A

4 ,_ Endordinaten p=0,5 t/m und p,==15 t/m.
L=600 Die Ordinate p, = 1,50 t zerlegen wir in die
Fig. 41. Teile p=0,5t und p’'=1,0t (Fig. 41). Es
ist nach Tabelle VIII, 17, Seite 33:
. pl'z_p’l?____(‘)f")ﬁfi2 1,0.6*
Xe=—"p =30 =" "1p T3 ——27mb
___pk pr__ 056 10.62 .
Lo=—T9—=g =" 12 — gg — 3 mt

Der Auflagerdruck bei 4 ist:

APl Bl Xo— X 056, 16 —BTE88
I 6 6
—x, 05 6, —2,7-13,
B_g)_l+pl+wa,w/:02 +,§~ i 6+33=3‘6t.

Das GroBtmoment tritt auf im Abstande x vom Punkte a; dieser ist nach
Gleichung (22b), Seite 22, mit c=1:

e+
=o(VER (D -19)

= 3,15 m.
Damit ist das GroStmoment nach Gleichung (28), Seite 22, mit £=0:
pat p w“
Mmaa: = 2 -}“ X,

0,5-3, 152 1.3,15%
=T togy T

P P = 1,52 mt
r"’ﬁ"l 1‘7,5—’: by Zwei Einzellasten von P=3 t im
pyr Y 2y5  Abstande 1,50 m von den Enden (Fig. 42). Es
l=600 S ist nach Tabelle VIIL, 10, Seite 32:
Fig. 42. X, =X, 4—{:! (e, ¢5);

£

dabei ist fiir P in der Stellung ; 6—5—:0,25 nach Tabelle II, Seite 13:

¢, = 0,234375,
¢, = 0,328125.
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Also ist: ¢ - ¢, = 10,5625,
X, =X, —— 3:_'56-0,5625 — — 3375 m;
As=B=P=381t;
M,,,”.r:A.l,5+fY“2LX_b

==3-1,) — 3,375 = 1,125 mt.
c) Ein Einspannungsmoment M=5 mt

im Abstande 2,5 m vom rechten Ende (Fig. 43). wi ﬁ;;-""”’ »
Es ist nach Tabelle VIII, 5, Seite 32: A . 1
Xo=— M(ZSI—}»S._,), G
3 Fig. 43
M
Xy == 3 (28, +8,).
. . . 25
Darin wird fir = "—0417: 5=048, 5==0,02 (Tab. VL S.17. Man

findet also: 5
Xo==—5 (2:0,48 —0,02) = — 1,57 mt,

5
X, = 3 (2-0,02 4 0,48) == 0,73 mt;

Nach Gl. (40) wird weiter:
A= o o) =114 0484002)
=122t,
B—— Y0 tsfa)——122¢

Ferner wird
— Mype =B-x+ X, = —1,22-25 40,73 == — 2,31 mt,
G+ My =41 —2)+X,=1,22-8,5 — 1,57 =+ 2,69 mt.
2. Bewegliche Belastung.
a) Zwei wandernde Einzellasten von 5t im Abstande von 1,50 m von-
einander.
Die EinfluBlinie fiir X, ergibt sich nach der Gleichung (48) und den An-
gaben Seite 33 oder durch folgende Tabellenrechnung:

x { l
100 7| 2a G 2e,—¢ |3 | —X. | — X
10 0,198 | 0,171 | 0,027 | 2 | 0,054 | 0,486
20 10,384 0288 0,096 | 20,192 0,768
30 |0,546 0357 | 0,189 | 2 0,378 0,882
40 0,872 0,384 0,288 |2 0,576 | 0,864
50 10,750 | 0,375 | 0,375 | 2 | 0,750 | 0,750
60 | 0,768 | 0,336 | 0,432 | 2 | 0,864 | 0,576
70 |0,714 | 0,273 | 0,441 | 2 | 0,882 | 0,378
80 10,576 | 0,192 | 0,384 | 2 0,768 | 0,192
90 10,34210,099 ! 0,243 | 2 10,486 | 0,054
Die daraus sich ergebende X,-Linie ist in ‘, 1=6,00 ‘
Fig. 44 dargestellt. ga 1907 o
Fiir die Laststellung Fig. 44, (Lasten in 0,5 1 A )
und 0,75 1), ergibt sich: 75 7em=0,125

“max = (7711’ + ’]b’) D= — 7;97 mb.

Fig. 44.
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Die M,,-Linie (Einflulinie fir das Moment in Balkenmitte) ergibt sich
nach der Gleichung

X, + X
=, R
aus der nachstehenden Tabellenrechnung.
z X+ X, |
100 1 M, 9 1 n
10 03  —027 0,03
20 0,6 — 0,48 | 0,12
30 0,9 —0,63 @ 0,27
40 1,2  —0,72 . 048
50 L5 1 —0,75 | 0,75
Danach ist die M, -Linie in Fig. 45 auf-
: L=600 — getragen. Sie kann auch nach Gleichung (49),
! 0 i
A 1‘552 %% 5  Seite 34, gefunden werden, wenn man %:E
- Va c
fem=4725 getzt; man erhalt dann fiir % o i die Gleichung :
Fig. 45. o <§ >‘-’
M, — 5\7) -

Bei der in Fig. 45 eingezeichneten Laststellung (Lasten in 0,5 7 und 0,25 ) wird:
"VIHI == (77(1 - J]b) 5 = 4,7 mt.

Ferner sei die EinfluBlinie fiir einen Punkt im

P z50m-]f pLsz—-iP Abstandsverhiltnis :tz = 0,2 berechnet. Die Glei-
4 Y Y
! 12 \ 7 ’ chung lautet:
e \ M, =M +02X,+08X,.
Z=02
l
v Die EinfluBlinie ergibt sich aus der nachstehen-
Fig. 46. den Tabellenrechnung und ist in Fig. 46 dargestellt.
— e
100 %f M, 02 X, | 08 X, M
10 0,48 —0,0108 — 0,3888 - 0,0804
20 0,96 — 0,0384 —0,6144 -+ 0,3072
30 0,84 — 0,0756 - 0,7056 -+ 0,0588
40 0,72 —0,1152 — 0,6912 — 0,0864
50 0,60 —0,1506 — 0,6000 — 0,1500
60 0,48 —0,1728 — 0,4608 —0,1536
70 0,36 — 0,1764 — 0,3024 —0,1188
80 0,24 —0,1536 —0,1536 —0,0672
90 0,12 — 0,0972 — 0,0432 — 0,0204

Es konnen auch die Gleichungen (49) verwandt werden, wobei dann - = 0,2

zu setzen ist.
Fiir die Laststellung e findet man:
M, =03072.5= 1,536 mt.

Cimax
Fiir die Laststellung b wird:
M, . ==(—0,143—0,108)-5 = — 1,23 mt.

min



§ 5. Ubungsaufgaben. 47

b) Gleichmiaflige bewegliche Belastung mit 1,5 t/m.

Die GroBtwerte der Unbekannten sowie des Momentes in Balkenmitte
treten nach Abb. 44 und 45 bei Vollbelastung auf. Es ergeben sich also aus
den EinfluBlinien als GroBtwerte:

My =, +n+...)0,6-1,5 =2,295 mt.

Als Probe dient:

1,5-62

Jlmnx = ’"“24_ = 2,25 mt.

Die Differenz entsteht dadurch, da die EinfluBlinie in Wirklichkeit eine
Kurve und kein Polygon ist.

Xy == O+ 124 ..)-06-15 = — 4,455 mt.
Als Probe dient:
. pk_ 15.-62
X, = w=" 19 = 4,50 mt.
Fiir das Moment M, ergibt sich nach Fig. 46 und zugehoriger Tabelle:
My = 2 8} 1,5=10,38 mt,

My = (—- 0,15 — 0,24 — 0,27 0,24 —0,15)-0,6-1,5 = — 0,945 mt.
Als Probe dient:
Belastete Strecke £=10,331; k&, =0,206; k,=0,304 (vgl. Tabelle III).

X,,:;—l 5 6 (2-0,206 — 0,304) = — 0,486 mt,
l) 62
X,=— _*,#(2 0,304 — 0,206) = — 1,809 mt,,
M, =1,50 <2 Z —-—1220> 1,20 — 0,2-0,486 — 0,8-1,89 = 0,376 mt.

3. Verschiebungen der Wi- 24a §
derlager. "; 3
a) Senkung des rechten Auf- 1‘
lagers um 1,5 cm in vertikaler Rich- [ 1=600m
tung (Fig. 47).

Es ist nach Gl (43): Fig. 47.
6E.-J 6E J
X, =—- B (Bg—Gy); Xy=——"—(0,—d).
Es ist:
E =2200000 kg/cm?, J=12500 cm*,
(80— 85) = 0 — (— 1,5) =+ 1,5 cm,
(0 —6,)=—15 cm,
i 6.2,2-108-12,5-108-1,5 i
X, =— R = — 6,875 mt,
X,— 6,875 mt. 5
b) Verdrehung der rechten Einspann- i »
stelle um einen Winkel von §=15 Bogen- 4% g
minuten (Fig. 48). =400
Dem Winkel von 15" entspricht ein Bogen- Fig. 48.
mafl von:
215
18060 — 0,004 36.
Also ist:
=0, §——"0

108
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Nach GI. (45) ist:
_2.22-12,5-10°-436

Xe=—"6q010r — —tmt
2.22.125-10°.8,72
o 2raer 80 V008 g mt.
X 6-10°.10° mt

Die Auflagerdriicke und Momente ergeben sich nach den Gleichungen (26).
4. Temperaturéinderung des oberen gegen den unteren Trigerrand
von +159C; (4t=+159.
Es ist nach Gleichung (42):
X, =X, —EJ-s /‘ht

L 221251002 15) L

M, - Floche

Xop=1

Fig. 50. Fig. 51.

Aufgabe 2. Der in Fig. 49 dargestellte Halb-
rahmen (Hallenbinder) soll fiir Eigengewicht, Schnee-
last und Winddruck untersucht werden. AufBlerdem
ist der EinfluB einer am Stinder wirkenden Kran-
last P=:5t am Hebelarm 0,40 m zu untersuchen. —
SchlieBlich soll die Wirkung von Temperaturinde-
rungen und einer Senkung des einen Auflagers be-
stimmt werden,

Fig. 52.

Losung.

Als Unbekannte sind gewihlt: Das Einspannungsmoment X, bei 4 und
das Eckmoment X, bei B (Fig. 50).
Die Unbekannten ergeben sich nach den Gleichungen:

bm.1]
Xo=—1p.0
x . fam] _ab]
*" " aa]  aq)

Die M,- und M,-Flichen sind in Fig. 51 und 52 dargestellt. Es ist:
[aa) = %—8 =227,

o) =2 10205 69,

[ab]:(’?—.n,m,
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b

=[bb] + F,p-[abd]
=5,69—0,5-1,18=15,18.
Im folgenden sind fiir die einzelnen &uBeren Belastungsfille die Zihler-
werte ermittelt.
1. Eigengewicht und Schneelast.
Das Gewicht der Decke einschlieBlich Schneelast betrage:
p == 315 kg/m?.
Bei einem Pfettenabstand von 2,55 m ist das Gewicht der auf die Pfetten
iibertragenen Belastung mit Eigengewicht der Pfette:
P’ =900 kg/m.
Bei einem Binderabstand von 4 m ist der Auflager-
druck der Pfetten:

L 2,554
P=36t (Fig. 53).

=

Es wird also: -
[a m} =0 s

=20 o0, 4 M)+ B (0, 4 ) 04, 31y

(Der erste Wert gilt fiir die mittlere Last P und
der letztere fiir die #uBeren Lasten P, vgl Tab. VII,

6 und 7). Fig. 53.
Fiir
f =0,25 wird (¢, - ¢,) = 0,234875 | 0,328 125 — 0,5625,
also
. 2 . 2
pm) = 201028 gy BOI02 0 5hos.1— 59,1
bm.1)= [bm] = 59,1.
Damit wird:
59,1
X =— g =—115 mt,

Xg=—10,5-(—11,5) =+ 5,75 mt.
Unter den Einzellasten wird (vgl. Fig. 53)
M, =1,5P-25540,75-X,
— 18,77 — 8,625 == 5,145 mt,
M, = P-5,100,5-X,
= 18,36 — 5,75 =12,61 mt,
M;=13,7740,25-X,
=13,77 — 2,875 = 10,895 mt.
Winddruck links 100 kg/m® Auf jeden Binder kommt ein Druck:
p=4-100 = 400 kg/m,
Damit ergibt sich:

ph®
fam] = (bm] =B (3, + 1)
.6.88
= 0A400-68 | 54,

24
[bm.1] =[bm] + F,p [am)]
=5,24 —0,5.5,24 =2,62;

Pirlet, Statik. II 2. 4
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X, —— [[“’”]] P X,

5,24
227-}-0 50,51 = 2,06 mt.
In Riegelmitte ist also:

M2=-;;~—:-—0255 mt .
3. Moment im Stander von -2 mt im

Abstande l§ %—2— ==0,265 von oben (Fig. 54).

U2
Fig. 54 Fir die Absolutglieder findet man mit
) 8, =0,78925 und s, = — 0,62075:
[am]:%h 8, == %fi—B -0,78925 = — 1,79,
[bm]:—ﬂ%-(— 8,) = —? 68 ~ (0,620 75) = — 1,405,
[bm.1]=—1,405-1}0,5- 1,79 = —0,51,
—0,51
X, = — 513 =-40,1 mt,
—1 79
X, = — 50T —0,5-0,1 =-} 0,785 mt.
Der Horizontalschub ist:
- 2— Xa + Xb >
=8 = 0,395 ¢

Die Momente an der Konsole sind:
Myin=H-5+ X, = —1,975 + 0,785 = — 1,19 mt,
My =—1,19+2=-0,81 mt.

4. Das linke Widerlager senkt swh um 1 em (fw.2] = — 0,01 m).
Es ist:
_ Pbw.1]
Xo=—Tp1°

X, =—— {‘“"] 4+ Fop-X,.

Nach Gleichung (6), Seite 6, wird
pw.1l=—E-J -Ly.1 [lw.2],
1 0,2 1 02
Lyy= Lb+Fab‘La= - 10,20 (1 -+ 6,—80> U9 10,206_,@
== — 0,1008 — 0,5-0,00288 = — 0,102 24,
(pw.1] = — EJ (— 0,10224) (— 0,01) = — 0,001 0224 EJ,

Xy = — = 00010224 1y 6000199 EJ,
5,13
x, 199 oo

104

Weiter findet man:

[a®] = — EJ-L, [l w.2] = — EJ-0,00288- (— 0,01)

= 0,0000288 EJ ,
. [ 0,0000288 99>
A"‘(‘ 2,27 — 053 104 EJ

[ 0127 0995> 1,122
“< "’1@““ 104 BJ=—~ 10¢ T
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In diesen Werten sind E in kg/m? und J in m?* einzusetzen. Das Resultat er-
gibt sich dann in mkg.
5. Erhohung der Temperatur des AuBenrandes um 15° C.
Es wird:
__ [be1]
X =— 0b.1,°

. [at]
X, = ~ [aa] + Feo- Xs .

[bt.1] = —EL;'—A—"‘—be.l ds

EJ 1-15 /1—05 1-10,20
= o (2 es 4 )
_12T5EJ

108 a4
2,49 BJ

10t & °

EJ 1-15 EJ 15 6,8
7'§om'f A 1

Darin ist:

X, =—

[at]= =74 80000 g
6370

=100 ¥

X,,—< 2,81 249>EJ

04+ ATV

1,565 EJ
104 d

Anmerkung: Man kann fiir die Unbekannten wie in § 4 geschlossene
Formeln ableiten. Unter Beachtung der Momentenflichen Fig. 51 und 52 wird:
h' 14 . KU 1 W -4V

g, [ab]':-g, [bbj:*”’sv“, Fab:-‘*fé, Lbb.]]: 12

[aa]=

. K
Bei Belastung des Riegels wird, wenn wieder 0=y ist:

fam}=0, [bm]=p,, [bm =[bm]=eo,

Xo= 7 P15
(3w—|—4)l . ] (57b)
. 12 I
T T Bo L HT v
Bei Belastung des Stédnders:
aml=g,, bml=g, [bm'l}:¢’1——’;“‘.”2:
x,=Sen—2@e+2e
©@o+4l ... . (58b)
x __ 8Ce—p) i
g Bw 4l °

Diese Gleichungen werden wir im folgenden Bande bei Berechnung der Rahmen

verwerten.
4 *
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§ 6. Der kontinuierliche Triger auf 4 Stiitzen.

1. Allgemeine Gleichungen fiir die Stiitzenmomente
und beliebige statische GréSien.

Der kontinuierliche Triger auf 4 Stiitzen mit einem festen und
drei beweglichen Lagern ist zweifach statisch unbestimmt. Wir
wihlen als Grundsystem drei zusammenhingende Balken auf je zwei

Ko X
N B

" A B 7
. Z I I

Fig. 55. Grundsystem.

Stiitzen (Fig. 55). Als Uberziihlige sollen die Einspannungsmomente
X, und X, iiber den Mittelstiitzen 4 und B gelten.
Fir X, haben wir die Gleichung:
[bm . 1] z,

H="pa) T TN,

Darin ist N, —[bb.1]— | My 1 2,d5 L,
Jl
7
J’ ist, wie bisher, irgendein (mittlerer) Wert eines Trigheitsmomentes.
Zur Ermittelung dieser Werte ist- zunichst die M, - Fliche,
d. h. die Momentenfliche fir X; ,—1 (d.i. X;=1 am einfach
statisch unbestimmten Hauptsystem; Lastengruppen X,, und X
am Grundsystem) zu bestimmen.
Die M,- und M,-Fliche (Fig. 56a u. b) liefern folgende Ver-
schiebungen des Grundsystems:

Z,=[bm.1] :be_lMods

la’ + lbl
[aa) =" 4
L
[ab] = *6' y
l ’ + l ’
bb]="2 <.
) ="}
/}( M ~Fliche
+|7
- K=t ® *
Fig. 56a.
Mb~F/ﬁcﬁ/R
£ x r
Xb=1

Fig. 56b.
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Mormente infolge Xg =17 arm +7
einfach unbestimmien System
+7 S Morrrente infolge Xg =7 armr
einfach uribestirmimiten System

A~ a _
/\’a=7 \T/l

z
Fig. 58.
Es ist damit
Xab:—‘[ab] ‘;Zb;?ﬂ
[aa] 2(l +-14)
Diesen Wert bezeichnen wir mit F,, (Festwert). Es ist also:
¢

F =——7—
.t 20, +4)
Der Belastungszustand X, ;=1 ist also gegeben durch die am Grund-
system angreifende Lastengruppe:
X, =1,
e )
‘ [aa]
Damit ergibt sich die in Fig. 57 dargestellte M, ;-Fliche. Wir
finden also aus Fig. 56b und 57:

M= 1]=" 47,4+,

Ny a1 1) + 1) —1,)
o 12(t +1)) '
Der Zshler Z, wird nach den Angaben in §1 (s. Gl 3):
1. Bei Belastung von Feld [ :
Zb =@q- Fab ‘
2. Bei Belastung von Feld [,:
Zy=@, F o+ s
3. Bei Belastung von Feld [ :

v Zy =, . .
Ist X, gefunden, so kénnen wir X, bestimmen aus der Gleichung:
*= " faa] e

14

Darin wire [am]== M‘,Mads:; aus der M,-Fliche und M, -Fliche
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mit Hilfe der Formeln in §1 zu finden. — Wir konnen hier jedoch
den Wert fiir X, auch in gleicher Weise wie fiir X, in der Form

X,==— =2 ermitteln, wenn wir die Momentenfliche fiir X,==1 am

einfach statisch unbestimmten System aufsuchen. Diese 1aBt sich
aus der M; ,-Fldache ohne weiteres angeben, wenn man im Wert
fir F,, statt I jetzt I einsetzt. Der sich hiernach ergebende
Wert F,  (Fig. 58) ist:

l ’
F, = — -7,
be 2(lb’+lc,)
Der Nennerwert N, ergibt sich aus N, durch Vertauschung von
[, und I,. Es ist also

v A A @ 1)~
T () )

Der Zihler Z, wird dann:

1. Bei Belastung von Feld I :

Za =@ -
2. Bei Belastung des Feldes I;:

Zy, =@+ Fyy -

3. Bei Belastung des Peldes [ :

Za - Fba Py
Wir erhalten also die folgenden

Gleichungen fiir die Unbekannten:
1. Fiir Belastung im Feld [ :

1
Xa—_ﬁ"‘%’
1
Xb:—ﬁ;'Fab'(pT
2. Bei Belastung des Feldes [,:
1
X, =—= F,,- als
a Na((pl_l— ba (p..) o (59)
1
Xb:_Fb(‘Pe‘f”Fab"Pl)'
3. Bei Belastung des Feldes [ :
1
Xa=_~Eina'(pl’
1
X, =
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Darin ist:
F = l”,-d
(R
P
a® 201/ +14))’ (60)
N _47(50’—;—1 )(l -+1 )—I’:’
o 12(1 41 ’
N :4(la'—rlb) b c)—flblg
’ 1200, +1,) '

Sind die Unbekannten X, und X, gefunden, so ergeben sich
folgende Werte fiir die sonstigen statischen Groflen des Systems.
Auflagerdriicke (vgl. Fig. 55):

1 1 1
A:‘“lo“Xa(*‘T"_)‘l_Xb' 7
b L

o1 1,1
BB, X=Xy 47 ).
b b ¢

/ (61)
C:CO-TI_‘Xai_7

1
D= Do+ X, -

Momente (x immer von rechts gemessen):

Feld 1,: an:MO_;_Xa<1_gl”_a)’

a

y L Ma,— M,+ X, +X<1_”%> . (62)

n L ch=Mo+Xch
Querkrafte: ’

Feld 1, Q=@ X,7

” lb: Q:Qo—ll—b(Xa—Xb), e e (63)

1
” lc: Q Q() 1

Sind die Querkrifte an den Auflagern ermittelt, so ergeben sich
die Auflagerdriicke auch in der Form (vgl. Fig. 59):

L Ga fa % & 74
aq T4 G %

Fig. 59.
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C=Qc’

4=Q/—Q. 1 (s
P (64)
=—0Q;.

Mit Hilfe der Gleichungen (59) bis (64) 148t sich der konti-
nuierliche Triger in gleicher Weise fiir die verschiedenen Belastungs-
falle untersuchen, wie die in § 2 und § 3 behandelten Triger. Sind
mehrere Felder belastet, so ist es zu empfehlen, die Belastung jedes
Feldes getrennt zu behandeln und die Resultate nachtriglich zu
addieren. In gleicher Weise ist zu verfahren, wenn mehrere Be-
lastungsarten in Frage kommen.

Bei einem kontinuierlichen Tréger mit drei gleichen
Offnungen und konstantem Trigheitsmoment wird:

F,,—F,——x%
bar T ab e L. . (60a)
N,=N,=32L
Damit ist also:
1. Fiir Belastung im Feld [ :

81
Xa=—'5"7'%>
2

Xo=— %%(4%—%) C .. (893)
Xb—“‘g%(‘l‘l’e*‘ﬂ)'
3. Fiir Belastung im Feld [:
Xa=§%-%,
b,

Die iibrigen statischen Grofien, wie Auflagerdriicke, Momente
und Querkrifte ergeben sich ohne weiteres nach den Gl. (61) bis (64).

II. Ermittelung der Unbekannten fiir rahende und bewegliche
Belastung.
a) Ruhende Belastung, Temperatnrinderungen und Widerlager-
'~ verschiebungen.
Im folgenden sollen nur einige besonders wichtige Belastungsfille
behandelt werden; im iibrigen sei auf die Tabelle X, Seite 65, verwiesen.

) Einzellasten. ' ,
Sind die einzelnen Felder durch Einzellasten, P, im Feld 1
P, im Feld 1,, P, im Feld I, belastet (Fig. 60), so finden wir, da h,ler
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hﬂ—* %r&»%w~

Fig. 60. £
P 1 A d A L
Pl
Py= ry Ve,
Pl
2 1
1’ Pl L) Pl 17 Pl
s __‘a Tala . __ "5 Lv'b(, 1. o) — £ . ¢,
‘Xa Na 6 c‘.’ Na 6 (cl 1 Fba 62) Na 6 Fba cl 65
Y——i P, ,lb’,Pl( ¢) L'_Ilc (65)
“p T ‘Nb. 6 ab " Ca ‘Nb 6 1_I_ 2 6 1°
Hierbei sind die Werte ¢ zu bestimmen
in den ersten Gliedern (Einflisse von P,) fiir %,
2] ” zweiten ” (\ 9 9 Pb) ” é,
A
»n »n dritten » ( ” » Pc) ” léc

Auflagerdriicke, Momente und Querkrifte ergeben ‘sich nach
den Gleichungen (61) bis (64).

Sind mehrere Einzellasten in einem Feld vorhanden, sosind deren
Einfliisse zu addieren.

Sonderfalle:
1. Bei einem kontinuierlichen Triger mit je einer Einzellast
-in Feldmitte wird: .
&, & & 1

Lo L 2
also ¢, =cg=g fir alle Felder.
5) (vgl. auch Tab. VII, 6):

O‘.>

Damit wird nach Glelchung(

1) P, 1 ! Pl
e T e PRI R
lfPl " l'Pl al' Pl (652)
—————-——~-———-- b
= N, 16 et N, (+F‘”’ 16

2. Hat der Trager glelche Feldwelten und wird das Trag-
hejtsmoment als konstant angenommen, so wird:
Xa=_%Pa'l'c‘2_1‘L5'Pb'l(4cl“cﬂ)+%5'Pc'l'cl' (651})
Xy =15 P, l-c— 5Py 1-(dey—¢;) — 35 P,-l-¢
3. Steht in diesem Falle die Einzellast in Feldmitte, so wird:
Xa——-—(4P +3p,—P),
. (65¢)
X, =———(— .
b 40( Pa+3Pb+4'Pc) 3
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4. Sind die Einzellasten auch noch unter sich gleich

3
a=X,=—gPl. ... .. .. (65d)

Die anderen statischen GroBen sind wie vorhin zu berechnen

p) Gleichformig verteilte Vollbelastung?). Bei gleicl.lmélﬁig
verteilter Vollbelastung in den einzelnen Feldern mit ¢,, ¢, und g,

pzzE /////////A””///////////// /////

, 80 wird:

¢ th % + l
Fig. 61.
(Fig. 61) ergibt sich nach Tabelle VII fiir die Zahlerwerte der Un-
bekannten: 2 l
Za:gu'l" lb’(1+Fba)+ Lo L,
P A

b 24 ‘ab—{'— l (1+F )+qcc l-l

Damit ergeben sich folgende Werte der Unbekannten
l ’

__W.ia_li_l_b’. LS _ L e.lk
a Na 24 (1+Fba> Na 24 Fba' (66)
1 gl l' q, 1,2 I/ g1
S A TRt Al PR D a7l
Die Querkrifte erhilt man aus den Gleichungen
Tty | X,
Qc:'_‘“_l_*a
qaa
Q=— —f
Q/:&lb_Xa X
“ 2 L, ©7)
Q’:_q_bib_Xa_}&
b 2 lb ’
Ll X
@="5 l,’
Lk %
U=—" 1,
Die Auflagerdriicke gind dann:
‘A:Qal—-Qa’
B=Qb_Qb,’
c=q, P ()]
D=—4¢Q,.

1y Mit Riicksicht auf das héufige Vorkommen dieses Falles bei den Auf-
gaben der Baupraxis sollen hieriiber einige niahere Angaben folgen.
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Die GréBtmomente in den einzelnen Offnungen mégen in den
Abstinden @, b, ¢ von den jeweiligen rechten Auflagern der be-
treffenden Offnungen angreifen. Diese Abstinde sind dann gegeben
durch folgende Gleichungen (gemaf Gl (19), § 1, worin fiir B hier
die Querkrifte Q,, Q,’, Q, einzusetzen sind):

Q
/.
b:—&.___(ﬁg)
i

Q{i

c=— "1,
q.
An diesen Stellen sind dann die Momente

a4 =—— —

2

M :Q.a,AJ“X

a zqa ' a’
M,—= Q”’g»—}— X 70
LMLy, qu “Xps e e e e e e ( )
YA i
24,
Sonderfalle:
1. Fir den besonderen Fall eines Tridgers mit gleichen

Spannweiten ! und konstantem Tragheitsmoment J =J
vereinfachen sich die Gleichungen wie folgt:

Unbekannte:
Z‘J
Xo=—p49. 130 —a) |
l" .. . . (66a)
Xy =—r5(—2.+3a9+49,)
Querkrifie:

l
Qc:g—o—(26qa——3qb+qc)’

l
Qazm(_‘?ﬂlqa—g(hﬂ{_q()?

p l |
Q=15+ 60—
, (67a)
Q' =13~ 60—1),

. l \
Q=55 (— a3 0,340,

{
deﬁ(_ga+39b_264c)'
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Auflagerdriicke:

l
C=Qc:é6(26qa_3qb+qc)’

l
AzQa’—Qa:%(13qa+1lqb_2qc)’

: (68 2)
B:Qb.—Qb,:% —2¢,+11 qb+13qc)7
l
D=—Q;=~(¢,—3¢,1264q,).
60
GréBtmomente: [ — ‘(gﬁ
e 2g)
M= o x L ... ... (i08)
b qu
M
c 2qc

Die Lage des GroBtmomentes ergibt Gleichung (69).

2. Fiir den Triger mit gleichen Offnungen und gleicher Be-
lastung in allen Feldern (¢4, — g, —=g¢,==g¢) erhilt man:

Unbekannte:
T
X, =X, 10 (66b)
Querkrifte: Q=—Q,=2ql,
= — :—é l,
QW=—% S e
Qu’:'——Qb’:E—
Auflagerdriicke: C=@Q,=2¢l,
N N . . . . . . (68b
B=1y4l, (68h)
D=%ql
Groftmomente: M,==0,08q¢0,
M,=0025q,¢ . . . . . . . . (70b)
M,=0,08¢1 '
Die Lage der Groftmomente ist gegeben durch:
a=061,]
b=0,51, I (1]
c=—041.

7) Dreieckformige Vollbelastung der einzelnen Felder mit
den groBten Belastungsordinaten an den Stiitzen 4, B, D (Fig. 62).
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Fig. 62.

Die Zihlerwerte ergeben sich wie folgt (vgl. Tab. VII)'

_paa r 1 pbﬁ;j ’ pcc /7F
Za 45 Z N 360 lb (7+8Fba) + 360 lc

12
Zy=tel Bl g ) 4 Rl

45 360 360 L
Damit ergeben sich fiir dxe Unbekannten die Werte:
L Pald® L byl L p Ll
X == o  fa’a b LD —c . Hee | .
@ N, 45 N, 360 <7+8 va) N, 360 "By
l?pl"’ I, p, 17 al'pl'2 (1)
X =—=—2a¢.faa p v Lbb (g — e Fee |
v N, 45 "¢ N, 360( TTEW) N, 360 !
Sonderfall 1. i
Fiir einen Triger mit gleichen Offnungen ergibt sich:
1'2
Xuz-sm—0(-32pa——20pb+7pc),l
. (V1a)
szgo*o’(Bpa'—‘25pb—-28pc).
Sonderfall 2.
Ist auBerdem p —yp, =p =yp, so wird:
l‘l
X,—=x=—2"" ... (71b)

20
Anmerkung: Dieser Belastungsfall kommt insbesondere bei einer trapez-
formigen Belastung zur Anwendung, wo die dreieckformige Last mit der vorhin
behandelten rechteckigen zu kombinjeren ist.
d) Dreieckférmige Vollbelastung der einzelnen Felder
mit den gréBten Belastungsordinaten in den Feldmitten
(Fig. 63).

VN

Eig. 63.
Die Zahlerwerte ergeben sich unter Benutzung der Tabelle VII
und mit Hilfe der Momentenflichen Fig. 57 und 58 wie folgt:
Z,= 1550, 1.l + 1330, 1,7 1 (14 Fy ) +1g‘>pcl M Fy,
Zb—is— l Z,Fab’.l_lgqpbldl,(lb—!_ b) I 19°pclc_l
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Demnach lauten die Gleichungen fiir die Unbekannten:

1) 53p,12% I’ 5p !/ op,l}?
X=—-2."%aa b *70 bb e . Tfee, .
@ N, 192 N, 192 (1 +Fra) — N, 192 "t (12)
1/ 5p,1° ' 5p,1 ! 5p,l7?
X, =—-2."%Yaae p b b F, Aee |
b N, 192 e N, 192 (14 Fap) — N, 192

Sonderfall 1.
Hat der Triger gleiche Spannweiten und konstantes Trig-
heitsmoment, so ergeben sich die Gleichungen:

__pa a?‘___pblb2 P, c?'_l“ -
Xo="" 32~ T o5 —gg P30 1)
12 L, 12 P (72a)
A pa a pb &_cj=_ . o
X ="96 — 32 24 %H—pa 3p,—4p,).
Sonderfall 2.
Sind dazu die Lasten in den Feldern gleich, so ist:
12
X,=X,=—2. ... ...

16
¢) AuBere Momente M, und M, als Belastung an den
Endstiittzen C und D.
Greifen an den Balkenenden- dulere Momente an (Fig. 64), her-

R Md'\
T(fla-—Je—— 2y —‘*’ Ze ‘4

Fig. 64.

vorgerufen z. B. durch einen Kragarm, so erhilt man nach Tabelle VII
und mit Hilfe der Momentenflichen Fig. 57 und 58 die Zihlerwerte
der Unbekannten in der Form:

M

.Za:_irl’ 6dlC,.Fbu’
M, M,
G=—g P

Die Gleichungen fiir die Unbekannten lauten dann:
M, M, ]
L=y, 6 T, e B

@ o . (73)
! M M i
b———Nb.—*' ab+— "G—d J

Sonderfall 1.
Bei gleichen Feldweiten und konstantem Trigheitsmoment ist:

1
X, — %Mc—ﬁMd,
. (73a
L . (73a)

Xb:_ig}[c_}— BMd'
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Sonderfall 2.
Ist auBerdem M,— M,=M, so ist

&:&:%M...”,..mm

{) Temperaturdnderungen.

Bei gleichméBiger Temperaturinderung treten keine Spannungen
auf.

Hat der Querschnitt die Hohe % und besteht zwischen dem oberen
und dem unteren Rand ein Temperaturunterschied 4¢(=t,—1,),
so sind die Unbekannten (vgl. GL (5), Seite 6):

. Z, 1 A4t N L, J
Xa‘__i;__w: f_E]I: +§(1+Fba)+—é-'Fba H
Z, 1 4t Ly lc’J 1)
Y=g e PR s Fat Bt E) )
Setzt man die Werte fiir ¥, , und F,, ein, so erhilt man:
x =1 —EJ2Z _H ;]
B L (1)
X_i EJ 21/ —|—l’ J e e
N, h

Sonderfall 1.
Bei gleichen Spannweiten und konstantem Trigheitsmoment
wird daraus mit N, =N, =21:

X,=X,—= Lar. ef’—t Y (259

Querkrifte, Auflagerdriicke und Momente ergeben gich nach den
Gl (87) bis (70); darin sind die Werte Q,, 4,, By, Cy, D, und M,
gleich 0 zu setzen.

n) Widerlagerverschiebungen.

Fig. 65.

Verschieben sich die Widerlager in Richtung der positiven Auf-
lagerdriicke (nach oben) um die Werte [lw.2] gleichd,, ,, 6, und &,
(Fig. 65), so erhdlt man den Zahlerwert der Unbekannten X, nach
Gl. 6, Seite 6 in der Form:

Zy=—FEJ' 3Ly, [lw.2].
Darin sind L, ; die Aufla,gerdrucke des einfach statisch unbestimmten

1) Wenn t, >t, ist, so finden die Verschiebungen im Sinne negativer
Momente statt, da der Baklen bei gréBerer Erwirmung des oberen Riegels
sich nach oben ausbiegt. Die Verschiebungen [if.»] sind also hier negativ.
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Hauptsystems fiir die Belastung X, y=—1; dies ist eine Belastung

des Grundsystems mit X;, =1 und X, = — %% =F,,. Aus dieser
Belastung ergeben sich die Auflagerdriicke
F
Cb a1 “l:ib ’
1 1 1
=y F+ D)+
la lb lb
1 1\ - F
Bpa=—{ 7))+
b ¢ b
1
Dy =+

Damit ergibt sich nach gehoriger Vereinfachung
A A VI
In entsprechender Weis; findet man:
Z,=—RJ' [667%-—6&7‘5"(1—&&)—‘ib-?‘sd Fba].
Damit ha,beré wir die I;nbekannte:n in der Form: c

J— a

EJ Ea ?i — (_S_“—l_ 6” (1 — I(‘ba) - éL_l—ﬁ : FbaJ ’
a a b ¢ (76)

" 4
_EJ [éc:'ég F,,+ é@?é’) 1—F,,) ___éb,_i_(sé} .
b

Sonderfall.
Bei gleichen Spannweiten und konstantem Tragheitsmoment

ergibt sich daraus:

X, =S5, —5) = 20— 8) 416, ))]

:1;‘;‘7[45 4-3(28, — 30,)—0, }
] (76a)
Xb E'EFJ [—%(60_6(1) +Z(6a_ 61)) — (6b - 6d):’
2 EJ

:g ?— {46d+ 3(26‘1—‘361) '—60:| .

In dem Zahlenbeispiel § 7 ist die Anwendung der in den vor-
stehenden Ausfilhrungen gewonnenen Formeln erldutert. Fiir die
wichtigsten Belastungsfille sind in Tabelle Xa die Unbekannten X,
und X, angegeben.
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Wie die Gleichungen (65b), (66a), (67a), (68a) erkennen lassen,
ergeben sich die Werte bei gleichen Feldweiten und konstan-
tem Trigheitsmoment in besonders einfachen Formen, die zudem
den Vorzug haben, daf man aus ihnen sofort die GroStmomente
entnehmen kann.

In den folgenden Tabellen Xb und Xec sollen fiir einige be-
sonders hédufig vorkommende Belastungsfille des kontinuierlichen
Trigers mit gleichen Feldweiten die wichtigsten Momente und Quer-
krafte angegeben werden.

Mit Hilfe der zweiten Rubrik der Tabelle Xb lassen sich die
groflten positiven und negativen Werte leicht angeben; in Tabelle X¢
sind diese Maxima und Minima mit der Belastung, bei welcher sie
auftreten, zusammengestellt. — Die dritte Rubrik der Tabelle Xb
liefert die Werte fiir gleiche Belastung aller Felder.

Tabelle Xb.
Stiitzenmomente (X, ), Feldmomente (3, und M,), Querkrifte (Q,,Q,, Q,)-
S Belastungen der einzelnen Offnungen verschieden. Siisgglglfggiﬁ
(9w> 9 90); (Par Py, Po) gleich. (g); (P).
Ui unmmmul|||||||I|||||lll%“l"lﬂllllﬂllﬂ
"‘ﬂ#l—" 055"‘
L A L— —>i
X, (— 0,067 go — 0,050 g5 + 0,017 g,) I2  _o01g
M, (0,093 g, — 0,020 g, - 0,007 g.) I 0,08 gl
M, (— 0,025 g, -}- 0,075 g, — 0,025 g,) 12 0,025 gI?
Q. (0,433 g, — 0,05g, -+ 0,017 g.) I 0,441
Qa (— 0,567 g, — 0,05 g, - 0,017 g.) I —0,6 gl
Q. (00839, 40,59, —0,0839,)1 0,59l
) A
a L_l_)! bl& 1‘7 o
& 7 x z‘;
L 1 b 1
X, (— 0,1 P, — 0,075 P, 0,025 P,) 1 — 0,15 Pl
M, (0,2 P, — 0,0875 P, - 0,0125 P,) | 0,175 Pl
M, (— 0,0375 P, 4017513,,—0037513)1 0,1 Pl
Q. 04 P, — 0,075 P, 0,025 P, ) 035 P
Qo — 0,6 P, — 0,075 P, - 0,025 P, — 0,65 P
Q. 0,125 P, -+ 0,5 P, — 0,125 P, 10,5 P
fa 2 e
e gd foedogodpore ol gL i
S S A >
z z z

5%
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Tabelle Xb. (Fortsetzung.)
Belast d inzel Off -erschied Belastungen in
S elastungen ( er einze nenP ;un}g}en verscnieaen. allen Oﬁnungen
(Gas Gb> gc), ( a Lo, c) - gleich. (g); ( P
A P
Fé’i’ﬁ”“é&l‘%*% %”%’W \ 4’11*1‘ ’l‘l
& =7
- 7
X, (— 0,178 P, — 0,133 P, 0,044 P,)1 . 0267TPl
M, (0,274 P, — 0,044 P, -+ 0,015 P,) | 0.245 P!
M, (— 0,067 P, + 0,2 P, — 0,067 P,) I 0,067 Pl
Q. 0,822 P, — 0,133 P, - 0,044 P, 0,783 P
Qa — 1,178 P, — 0,133 P, - 0,044 P, — 1,267 P
Qo 0,067 P, +1,0 P, — 0,067 P, 1,0 P
X, (— 0,25 P, —0,1875 P, -+ 0,0625 P,) 1 — 0,375 Pl
M, (0,375 P, — 0,09875 P, -+ 0,03125 P,) ] —0,3125 P!
M, (— 0,09375 P, - 0,3125 P, — 0,09375 P, 0,125 P!
Q. 1,25 P, — 0,1875 P, 10,0625 P, 1,125 P
Q. — 1,75 P, — 0,1875 P, + 0,0625 P, — 1875 P
Q. 0.3125 P, +1,5 P, — 0,3125 P, 15P
Tabelle Xec.
S GroBtwerte bei verdnderlicher Belastung: g
a) positive Groftwerte (Max.) b) negative GroBtwerte (Min.) [=
X, R, | 40,017 BT | — o117 | qi
M, | 7 [ |+ 0.1 < JIIIB_ | — 0,02 ql
M, W" ~ | 40075 | [T [ | —o0,05 |qf
Q +045 | o JIIBT | —005 gl
Qa q'wm 40017 — 0617 jql
Q.| -+ 0,583 S = 3 — 0,083 |ql
X, Vo o0 Fop —0175 |PI
VA Fay a yaN | Ay o o AN o
P
| | o+ omes Y —0,0375 |Pl
& a Eay ‘i Pay pay pay N
| N |
P
M, I i 40,175 l" l” —0075 |PL
] o £ a L RS = Zay 2N o
P
Q. P P~ | o4 V —0075 |P
oy = =2 & = A [
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(=2
e

“l FF 10,025 R
Q,,'V & = = 7N ] o 0,;52;3 - & = == | — 0,125 i
Xo| e fl lpA oo | AP —0311 |Pl
fay ray o [ay
A | ;[ li :l J,; o8y | _ :l IPA oo (B
M| :l l”a _ 7+0,2 :’l v dl l”A —0,138 |m
ol b g I 0,366 N hu;l”l‘—’ww 01338 |P
Q| Pl 1Pl |p o004t | 1311 | P
o] AT A T B
Xf Ly {4—0,0625 114 W | 0w |2
- I R Sl S
a | VP 1P % +0,40625 144 —0,00375 | Pl
oS pay o Ay
M, Frr J +os1es | PLP FEP | —oass | B
= | s
e | P PP sz ke —01875 |P
sTETETRL S e E AL
Q. clele  lplplP © 10,0625 —1,9875 | P
Q. AlHaHla = 418125 |5 arm; —03125 |P

Anmerkung: Die Einzellasten in den vorstehenden Gruppen sind in den
Mitten bzw. in den Dritteln und in den Viertelpunkten der Offnungen an-

genommen.

b. Bewegliche Belastung.

«) EinfluBlinien.

1. Die Gleichungen (65) unter a, «) geben die Gleichungen
fir die EinfluBlinien der Unbekannten X; wenn man P—1

setzt und £, & und &, verdnderlich annimmt.

fir die EinfluBlinien der Unbekannten lauten dann:

-

1

c A,

Fig. 66.

Die Gleichungen



70 Vollwandige Systeme mit geradlinigen Achsen.

_ zl\f . z(_ ey (Feld 1),
. O
A |
.Xa = ﬁ __N‘ . E <cl T Fb(t ' c‘l)’ (Feld lb)’
A
— NL . (_; F,,- o (Feld 7).
l(: , . (76)
——E'E'Elb.c‘l’ (Feld la)’
X = lb, lb 4 |
[ _"_J\T.E'(C-JTFM, '61)’ (Feld Ib)’
b
1/ 1
e e, Feld 7).
N5 o (Feld 1)

In Fig. 66 ist die X -Linie dargestellt.

Wollen wir die Abstinde a, b und ¢ der groften Ordinaten ermitteln, so
differenzieren wir die Gleichungen fiir die einzelnen Kurventeile nach = und
setzen die Differentialquotienten gleich 0. Man findet dann:

azla(l‘_\/!‘k)’
, 1 —F3
b=1, __,,,jlijb",k_i_‘/ o va
1-F,, " V 3(1=Fp.p @
:l _Fba+\/‘§'(l+-an+an2)
y LYsA T Tea 1 200/
_ I_Fbﬂ
c:lp\/{,.

2. Die EinfluBlinie der Querkraft Q¢ ergibt sich nach
den Gleichungen:

fop o=l b x) (FAd 1)
I U (18)
%-Xu (Feld 7, und 1)

a

Die EinfluBlinie wird aufgetragen (Fig. 67),indem man, entsprechend

Fig. 67. Querkraftlinien fiir Feld [,.
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dem Klammerwert in Gleichung (78), bei C (&, =1,) den Wert CE=1,
abtrigt. Verbindet man E mit A4, so sind durch diese Gerade (Q,-
Linie) die Werte &, gegeben. Trigt man dann an die Geraden EA
und ABD die EinfluBlinie fiir X, an, so erhilt man die @ -Linie.
Da im Feld [, die X, -Linie negativ ist, so subtrahiert sich diese
dort von der @,-Linie EA. In Feld I, und [, ist die @ -Linie pro-
portional der X -Linie. — Die so gefundene EinfluBlinie hat den

Multiplikator p— — (Fig. 67).
h=

Um in gleicheraWeise die @,-Linie fiir Feld 7, nach der Gleichung

Qu:Quo+§£=(1_§¢>+%:;'[(la——5a> +Xu]
a a a a

zu finden, trigt man zunéchst die mit [, multiplizierte @,-Linie CF
mit AF=—1_ auf; da hier sowohl @, wie X, im Felde I, negativ
sind, so addieren sich die EinfluBlinien (Fig. 67). Es verlauft also
die Kurve CF parallel der Kurve E4. In den Feldern !, und [,
ist die @,-Linie identisch mit der Q-Linie. — Die Querkraft-
linie fiir einen Punkt m (Q,-Linie) im Feld I, ist identisch mit
der @ -Linie, solange die Last 1 rechts von m steht; sobald sie links
von m steht, ist die @, -Linie gleich der Q,-Linie. Zieht man also
in Fig. 68 die Gerade G H durch m, so ist die Begrenzungskurve der
schraffierten Fliche die @, -Linie.

In gleicher Weise sind die EinfluBlinien fiir die Querkrifte in
Feld I, zu finden.

Im Mittelfeld ergibt sich eine Querkraftlinie nach der
Gleichung

£

F
Fig. 68. Querkraftlinien fiir Feld I,.
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in den Endfeldern. In Fig. 68 sind die Geraden 4E und BF die
mit I, multiplizierten @/,o- und @}o-Linien nach den Gleichungen:

;&
an—l ’

o)
)

Die Kurven (4, AGE bzw. FHB stellen die Einfliisse der
Differenz X — X, dar.

Fiir eine beliebige Querkraft ¢, im Abstand x, vom rechten
Auflager B ergibt sich die EinfluBlinie wieder durch die Gerade G H
durch den Punkt m. (In Fig. 68 schraffiert:)

3. Die Einflufllinien der Momente ergeben sich wie folgt:

Fiir die Momentenlinie eines Punktes im Feld{, im Ab-
stand , vom rechten Auflager A lautet die Gleichung:

M= M,-+ <1 — ”;) X,

Darin ist fiir eine Last 1 im Felde/, im Abstande {, vom Auf-
lager 4:

wpe == 5 (1= (=)
Xa:ﬁ‘ a’a 'C.,:_‘%a"i"' 1_____117 Q__ >4
N( = 6N, I, l, l, ’
x & .
M. — la la
0 x \& .
1——l“ f—-lm wenn & T, .

Damit ist also

[(1_%):;9'1“ 117 < £,
M= a’ “a — (1 . > a’a %a <1 . i{,) (2 > "9
3 x 6N, 1, . 1 (79a)
Sy,
la llL
Fiir eine Last 1 im Felde [, oder [, ist M,==0, also

a

M:(i—?@)-X. Y (£1))

Der Verlauf dieser EinfluBllinien ist in Fig. 69a—c dargestellt.
Die Belastungsscheiden, d. h. die Nullpunkte der Einflullinien, findet

man, indem man obige Gleichungen (79) gleich 0 setzt. Die erste der
Gleichungen (79a) ergibt dann:

x’l lﬂl(( 5 < ; >
0= _<1 >6N'z,, =
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Fig. 69a—c. Momentenlinien fiir Feld [,.

Aus dieser Gleichung kann durch Einsetzen des jeweiligen gegebenen

Wertes von ;ﬁ' die im Feld 1, liegende Belastungsscheide der Momentenlinie

< c
<Wert ?) gefunden worden. Je nach der Griofe von z, erhdlt man fiir ;—"
a a
Werte, die groBer oder kleiner sind als 1. Die Werte gréoBer als 1 kommen

nicht in Betracht; der Grenzwert ist ;—f:l. Dafiir erhilt man die Be-
a
ziehung :

Z(l . l (l’ . xa la’

| % 6N A A
L

(Diese Beziehung findet man aus Gleichung (80), wenn man den Grenzwert
?:1 einsetzt.) Den aus dieser Beziehung sich ergebenden Wert von z, be-

zeichnen wir mit ¢ und schreiben:

la la’ a 1

a 6N, N A 6D
+

Den durch das Verhéltnis lg_ bezeichneten Punkt nennen wir 7', (vgl. Fig. 69a—c).
;i" < l£> hat die Momentenlinie eine Be-

lastungsscheide innerhalb des Feldes I, (Fig. 69¢), deren Abstand &, von A4

Nur fiir Punkte zwischen 7', und 4 <
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aus Gleichung (80) ermittelt werden kann. Fiir f—":lﬁ liegt die Belastungs-
c . « a
scheide in C (?': 1); fir ¢ >lﬁ wird -lgff >-1; fiir diese beiden Fille
(%;;) erhilt man keine Belastungsscheide der Momentenlinie im Felde [,.
Anmerkung: Setzt man die zweite der Gleichungen (79a) gleich Null,
d. h. nimmt man eine Belastungsscheide innerhalb der Strecke z, an und dort
eine Last 1, so erhdlt man:

ot~ () B0 =)

Diese Gleichung kann unter folgenden Bedingungen erfiillt sein:

;a
Vg =%
Ta__g. Ta 1.
9 1—p=0; =1

(-85 -
) 1—gx 1 =17 2—1)=0.
Die beiden ersten Bedingungen kommen hier nicht in Betracht. Die Be-

dingung 3 stellt fiir die hier in Frage kommenden Werte von ig—" zwischen 0 und

(0 <E“< 1) eine Ungleichung dar. Es ist ndmlich gemaB Gleichung (60)

24 (l 'L L) — 8- -1, 74 < I/ >
R 1 e A TR
Dieser Wert ist immer grofer als zwei, also 6. N <— Der Ausdruck

<1 — %) (2—5—”) ist aber fir 0 <-§—“ <1 immer kleiner als zwei, das Pro-

dukt dieser beiden Werte ist also stets < <%-2: 1); die obige Gleichung 3

a

kann also fiir die moglichen Werte von f— nicht erfiillt sein; es tritt also

keine Belastungsscheide der Momentenlinie zwischen dem betrachteten Punkte
und dem Auflager 4 auf.

Die Momentenlinie fiir einen Punkt im Feld!, (Fig.70a—c)
ergibt sich in gleicher Weise wie fiir Feld /,. Es ist entsprechend
fiir einen Punkt im Abstand 2, vom Endauflager D:

M= MO+ b’ l

Steht die Last 1 im Feld !, oder lb, so ist:

M= X,) l
Steht eine Last 1 im Feld I, im Abstand &, vom rechten Auf-
lager, so ist:

. (82a)

far §c>xc:M:<1_ jc)‘%ce.lc_l_ Xb%’
. (82b)

c
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Fig. 710a—c. Momentenlinien fiir Feld I..

Die Belastungsscheide im Feld I, ergibt sich, wenn man die zweite der
Gleichungen (82b) gleich Null setzt, woraus sich ergibt:

1% _X

b b 1 [1 (Ec)"}
5 & 6N U\,
. 1

Die Belastungsscheide fallt mit dem Endpunkt D zusammen (%'=0)

fiir einen Punkt T, im Abstand ¢ vom Endauflager, der gegeben ist durch die
Gleichung:

c
LW
—0 _—6Nb
A B (83)
oder
c . 6Nb
L. I+ 6N,

Damit ist der Verlauf der Momentenlinien fiir die Punkte des Endfeldes gegeben
(Fig. 10a—c).

Die Momentenlinie fiir einen Punkt im Feld I, (Fig. 71a—e)
im Abstand x, vom Auflagerpunkt B ergibt sich nach der Gleichung:

M=M,+Xx, 21 x,. (1 —‘52).
by by
Darin ist, wenn die Last 1 im Feld /, steht:
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Fig. 71a—e. Momentenlinien fiir Feld [,.
M,=0,
l(b l[b’
Yoe="%N
e la lﬂ’ Al l l(l, ‘\'(l Al Al e
Ab — GN: . ‘pab . ('2:—-6&57(; < Cy _ﬁb . fab _ 'bba,' Aa .
[Wie aus den Gleichungen (60) leicht zu ersehen ist, ist
Na - Iﬂb .
Ny Fy
N
also ﬁa ' ﬁ'a b Iﬂb a’
Vb

womit sich obiger Wert fiir X, ergibt. Dies ist iibrigens auch
ohne weiteres zu ersehen, weil bei ausschlieBlicher Belastung der
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Seitenoffnungen X, nur von X, beeinfluBt werden kann und um-

gekehrt.]
Man erhilt also fir M, wenn die Last 1 im Feld [, steht:

x
M:Xa[l—”(l——Fba)-{—Fba]. . . . .(843)
b
Fba .
Dieser Wert verschwindet, wenn Tﬁ 1 —F,, ist; d. h. auf den
A —

durch dieses Abstandsverhiltnis gegebenen Punkt deq Feldes I, ist eine Be-
lastung des Feldes I, ohne EinfluB (Fig. 71b).

Wir bezeichnen diesen Punkt mit T, ,, den Abstand dieses Punktes vor.
B mit b'; es ist also der Punkt 7,, gegeben durch die Gleichung:

v l

77; Fba:

L= (853)
Y Foa
I,  1—Fy,

mm?>?,
da X, negativ ist, so wird M gleichfalls negativ (Fig. 71¢c,d, e). Umgekehrt wird fiir

T < ll)— der EinfluB der Belastung des Feldes I, positiv (Fig. 71a).
» b

so wird der Klammerwert in der Gleichung (34a) positiv;

Fiir eine Last 1 im Felde [ findet man in gleicher Weise:

)
ﬂf:‘iYh[1~—;%(1-1%b[L L ... . (84)

Dieser Wert verschwindet, wenn

m 1 _ b
I, 1—F, L
ist.
Den dadurch bestimmten Punkt nennen wir T,;; auf das Moment dieses
Punktes T,, hat eine Belastung des Feldes [, keinen Einflu (Fig. 71d). Er

ist gegeben durch die Gleichung:

b
-y
_b4:— ab>
L S « . .. .(8h)
oder
b_ 1
I, 1—F.’

Wird T <£, so wird der Einfluf} einer Belastung des Feldes I, auf das
»

Moment negativ (Fig. 7l1a, b, ¢); wird - >

(Fig. Tle.)

Es ist zu beachten, daB das Vorzeichen der Momente im Mittelfeld bei
Belastung der AuBenfelder nur von der Lage des betrachteten Punktes im
Mittelfeld (d. i. von der GrdBe z;) abhéingt, also von der Laststellung in den
AuBenfeldern unabhingig ist.

NB. Der Punkt T,, ist der Nullpunkt der Xj ;-Fliche, also ohne weiteres

l , 80 ist der EinfluB positiv.
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durch den Festwert F,, —— [ad] gegeben (Fig. 57). Wir bezeichnen diesen

‘aa)
Punkt als ,Festpunkt®. Ent'sprJechendes gilt fir den Punkt 7,, und die Be-
lastung X, =1 am 1-fach statisch unbestimmten Hauptsystem.
Steht eine Last1 im Mittelfeld im Abstande & vom Auf-
lagerpunkt B, so wird:

fiir §b>x,:M:<1—§i'>ﬁ~zb+X % x, (1_9@),
’ lb Ib ¢ b lb
3 x x x (84¢)
fiir §b<xb:.u:ﬂ(1——”)l,,+x -—b—LXb< —--"->.
lb Zh ¢ lb l lb

Die erste dieser Gleichungen wird gleich Null, d. h. die Last 1 steht in
der Belastungsscheide, wenn die Beziehung besteht:

z, _&
b _ b
R . &
A
oder e ... .. .(8¢)
X,
o b
Ib _1 El;le_Xb
I, ' Iy

Setzt man in diese Gleichungen die Werte X, und X, ein, nach Glei-
chung (65), ndmlich:

X,,:_%”%’:;(cl+ﬁ’b,,-ee):_?zl\¢;'% (l_%> ! %+F””(2_ l)j :
Ko Bt Fueg = B B ) e 1 )
so erhédlt man: ’ b - - £\

I e et ol

Aus dieser Gleichung laBt sich fiir das jeweilige %> der Abstand £, der
] g I

2
Belastungsscheide ermitteln. Der Grenzwert fiir diesen Abstand &, ist [,, d. h.
?: 1; fiir diesen Wert findet man aus obiger Gleichung die Beziehung:
b
Zp lb’
L _ s; R

=2 1@t R
Setzt man in diese Gleichung die Werte fir ¥,,, F,,, N, und N, nach
Gleichung (60) ein, so findet man:
23 v
lb lb, lb
RIS O
lb lb
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Das ist dieselbe Gleichung, die schon vorhin entwickelt wurde; sie fiihrt

auf den Punkt T},; fur alle Punkte zwischen T, und B <vf~b < li) weist die
® »

Momentenlinie eine Belastungsscheide im Feld I, auf in einem Abstande

?’;\ lib von B (Fig. 71a); fiir den Punkt T,, selbst (x, =1b’) fillt diese mit
» »
A zusammen <§f: 1> (Fig. 71D).

»

Fir die Punkte zwischen T, und A (v, > b’) weist die Momentenlinie
keine Belastungscheide links von diesem Punkt auf. Es kann jedoch unter
Umstdnden eine Belastungsscheide rechts von diesem Punkte eintreten, wie die
folgende Ausfithrung zeigt.

Setzt man némlich die zweite der Gleichungen (84c) (fﬁr Elb < %ﬁ) gleich

b »
Null, so findet man in gleicher Weise die Beziehung:

Ty Xa
S
w5 X
1, Iy 1y
bzw.
o HO-Oh G-
! 3 A VAR A z,,}

"

v g =P R+ )

Hier wird der Grenzwert fiir &,, nimlich —?20, erreicht, wenn die
2
Beziehung besteht:

x l b
1—l_: ﬁ_z%/_(l—i_zFba) 1—'1’)‘ (S5b)
b 6N T e b 5
Zp % b
by ey @ e I

Dies ist die Gleichung (85b), wie auf S. 77 gefunden; es ist also x, =10,
wodurch der Punkt T,, bestimmt ist. Fiir alle Punkte zwischen 7,, und 4
(xp > b) ergibt sich eine Belastungsscheide der Momentenlinie zwischen diesem
Punkte und B (£, <<, Fig. T1e). Fiir den Punkt T,; selbst (x, = b, Fig. 71d)
fallt sie mit B zusammen; fir die Punkte zwischen 7,, und B (x; > b,
Fig 71a,b,c) tritt im Felde I, keine Belastungsscheide rechts von diesem
Punkte ein. Fiir die Punkte zwischen T,, und T3, (0’ <z, < b, Fig. 7lc)
haben die Momentenlinien iiberhaupt keine Belastungsscheiden im Feld 1,.-

Damit ist der Verlauf der Einflulinien der Momente klargestellt. —

) Maximal- und Minimalmomenten- und Querkraftflichen.

Auf Grund obiger Ausfithrungen konnen wir nunmehr die
Maximal- und Minimalmomenten-, bzw. Querkraftsflichen
fir gleichméBig verteilte bewegliche Lasten bestimmen.

Die Punkte zwischen C und T, erhalten die groften positiven
Momente bei Vollbelastung der Felder I, und I, wie Fig. 69a
und 69b erkennen liBt. Die Momentenfliche fiir diesen Belastungs-
zustand stellt also fiir die Strecke CT, zugleich die Maximalmomenten-
fliche dar. Gemidf Fig. 70b und ¢ gibt diese Belastung zugleich
die Grofitwerte fiir die Punkte zwischen T, und D im Feld I, so
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daB die Momentenfliche auch fiir diese Punkte die Maximal-
momentenfliche liefert. Die Stiitzenmomente bei dieser Belastung sind:

X — l da a-—{—[ 1. c-'"th
‘ 24N, Vollbelastung der
X o Vgl F, 41 e} beiden Endfelder.
’ 24 N,
Maximalmormerter-
[ldche

I qale -1/ ol Fy o

la’ Q117la2 Fa b ‘f* lc’ qc l,:",

' R
Ad' = 24 N, BB = 24 N,
le’chc Fba l Qal Fab
"__ . " ‘a” -
44" = 24 N, BE 24 N,
bl (1 4 Fyq) lb Qo ls* (1 -+ Fop)
”’ i S ”’
A4 24 N, ‘ BB 24 N,
Fig. 72.

Tragen wir diese GroBen in 4 und B an (s. Fig. 72, 44'=X;
BB =X,) und tragen an die Verbindungalinien A’'C und B'D die

l 2
Parabeln mit den PfeilhGhen 298—’5 bzw. chﬁ an, so begrenzen die

damit gefundenen Kurven zwischen C und E bzw. zwischen ¥ und D
mit CD die Maximalmomentenflaiche. — Fiir die Strecke T, 4 ist nach
Fig. 69¢ zur Ermittelung der GréBtmomente das Feld [, vollbelastet
das Feld I, dagegen nur teilweise belastet anzunehmen. ‘Je niher der
zu untersuchende Querschnitt dem Punkte 4 riickt, um so geringer
wird die Belastung des Feldes [,, bis sie fiir den Punkt A voll-
stindig verschwindet (siehe Fig. 66, EinfluBlinie fiir X ) Fiir das
Stiitzenmoment X  erhdlt man also den positiven GroBtwert bei
Belastung des Feldes {, und entsprechend den GroBtwert fiir X, bei
Vollbelastung des Feldes !, Diese Werte sird:
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o

= *l-é—fcl\fa -F,, (Vollbelastung des Feldes [ )
l 42l

TS A

Tragen wir diese GroBen in Fig. 72 in 4 und B als die
Strecken 4 4” und BB” an und verbinden 4” mit E und B” mit
F, so haben wir mit den Linienziigen 4” EC und B” FD die Maximal-
momentenfliche der Endfelder. Dabei liefern die Geraden 4’E und
B'F etwas zu grofle Werte, da die Verbindung, streng genommen,
durch Kurven erfolgen miite, die tangential an die Kurven CEA’
und DFB in den Punkten E und F anschlieBen miiiten. Die Er-
mittelung des genauen Verlaufes der Kurve ist aber recht umstind-
lich, so daB es sich, wegen der geringen Abweichung von der Ge-
raden nicht lohnt, sie zu ermitteln (vgl. auch § 2, ¢, f).

Fiir die Punkte zwischen T,, und 7T, im Mittelfeld finden
wir die MomentengroBtwerte bei Vollbelastung des Mittelfeldes. Dafiir
finden wir die Stiitzenmomente:

X, — 44" — —- bq” L(4F,,
Vollbelastung
A l 2 des Feldes !
X,=BB"=—22t (1LF b
b 24 Nb ( + ab)’

Tragen wir an die Gerade 4" B" die Parabel 4”GHB"” mit
der Pfeilhdhe gb—sll; an, so stellt der Kurventeil GH die Maximal-

momentenkurve fiir die Strecke T,;7T;, dar. — Fiir Punkte zwischen
T,, und 4 ergeben sich die Groftmomente bei Vollbelastung des
Feldes I, und einer Teilbelastung des Feldes I,; letztere wird um
so geringer, je naher der betrachtete Querschnltt bei A liegt, und
verschwindet fir den Punkt 4 (wie schon vorher erwdhnt). Im
Punkte 4 ist also der GréBtwert 44”. Es ist also wieder (ndhe-
rungsweise) der Punkt G mit A” zu verbinden, und entsprechend
der Punkt H mit B”. Die so gefundene Kurve stellt die Maximal-
momentenfliche dar. Die gesamte Maximalmomentenfliche ist in
Fig. 72 dargestellt.

Um die Kleinstwerte (groBten negativen Werte) der Momente
zu finden, sind die Teile des Trégers als belastet anzunehmen, fiir
welche die Einflullinien negative Ordinaten haben. — Fiir die Punkte
des Feldes I, zwischen C und T, ergeben sich die Kleinstmomente
bei Vollbelastung des Mittelfeldes; es ist also CA” bis zur Senk-
rechten durch 7T, identisch mit der Minimalmomentenfliche (vgl.
Fig. 72 und 73). [In gleicher Weise findet man fiir Feld I, die
Gerade DB bis zum Punkte F'.] Fiir die Punkte zwischen 7!, und 4
kommt dazu noch eine Teilbelastung des Feldes /,, die um so gréBer
ist, je ndher der betrachtete Querschnitt bei 4 hegt bis fiir A selbst

die Vollbelastung der Felder !, und [, vorhanden ist. Fiir Punkt B
Pirlet, Statik, IL 2, 6
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Minimalmormerterr~
Jldche

Y, I
P :
] |
[ |
. |
T )
A Ta A4 Tab Tsa 5 I D
lalQalaz"I—lc’chnngn ’ l {Inl F ‘I‘ c in 2
r__ — :
44 = 24 N, BB = 24 N,
l,q lng la’Qala F b
"N __cdec’e —oa . ¢ 1a7a “a
A4 = 24 N, V'BB 24 N,
L qul+ U o 6® (1 + Fya) I q.l2+ 1 g ls® (1 4 Fap)
@) — ba) @) — L24
44%= 24 N, Bl? 24 N,
Fig. 73.

ergibt sich bei Vollbelastung der Felder {, und !, der Kleinstwert.
Diese beiden Kleinstwerte der Stiitzenmomente sind:

X, =— Ll + l;f’iv (L4 Fyo) (Vollbelastg. d. Felder!, u.l;)

’ 2 ’ 2 nl
X,=— Ll 1 0, (1 + Foy) (Vollbelastg. d. Felder 7, u. 7))
24N,

Wir tragen AA®=X_ und BB®= X, an; die Punkte E’ und
A% bzw, F' und B@ sind wieder durch Kurven zu verbinden, die
wir jedoch anniherungsweise durch die Geraden E’'A® und F B%®
ersetzen (Fig. 73).

Die Kleinstwerte fiir die Punkte zwischen 7/, und T, ergeben
sich bei Vollbelastung der Felder I, und I; fiir ‘diese Strecke ist
also die Gerade A'B’ (vgl. Fig. 72 und 73), also die Strecke G'H’
(Fig. 73), identisch mit der Minimalmomentenfliche. Die Punkte G’
und 4% bzw. H’ und B? sind wieder durch entsprechende Kurven
zu verbinden, die wir durch die Geraden G’ A% und H’B® ersetzen
(Fig. 78). Damit sind auch die Minimalmomentenflichen bestimmt.

Maximal- und Minimalquerkraftflichen fiir gleich-
mélBig verteilte Lasten. Der Groftwert einer Querkraft fiir
einen Punkt im Feld !, im Abstande x, vom Auflager A ergibt sich
gemiB der Einfluflinie bei Vollbelastung des Feldes I, und der
Strecke z, im Felde I, (vgl. Fig. 67). In diesem Falle ist:

lc,qcl02 l(l qa a
Xo= 24N, Foa— 24N, k‘-"
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Damit ergibt sich:

2 2 "q.1 1'q,1"
Qxa:2ﬁ<§a_>_4_%:2&(&)__%%(,%2_ e oo -F

2 \l, 2 l, 24N, 24N_1, ba
Setzen wir:
RN
n=— 24 N I 'Fba’
la’qala
=T ogN, Fe
! qala xa 2
B="9 \1 )’
so wird:

Qxa:’71"}_’72+’73‘

Das erste Glied dieser Gleichung (,) ist ein von x, unabhingiger
konstanter Wert. Dazu sind dann die beiden Werte #, und 7, zu
addieren, die Funktionen von x, darstellen.

Im Feld I, findet man in &hnlicher Weise bei Belastung des
Feldes I, und der Strecke x, in I :

L q,0,° q,l (x)2 1/q1
v Hefe (Lo Ltedele
Q. 24 N,-1, (4 Fo)+ 2 \1, 24 N, s
= + on A+
Fir einen Punkt im Feld !/, im Abstande x, von B findet man

die groBte Querkraft bei Belastung des Feldes I, und der Strecke x,
(vgl. Fig. 68), und zwar ist dann:

gl (\? X, —X
sz bb< b>___” ;_b_'

2\, L,
Infolge der Belastung des Feldes I, ist:
1'q.1% < 1 F )
— X, —=—afala | " ab}
Xa b 24 \N, N,

Infolge der Belastung der Strecke x, ist:
X —X __ﬁ_l,biq,rglbg (lﬁ‘l‘Fba'ke _ke+Fab‘k1>
¢« T 24 N, N, ‘
Damit ergibt sich:

_ gl

g 1 ﬂh) Bl (xb>‘_,
e, = 241, <Na N, +?Tb

__lb’qlzlb <k1+Fba'k-z _k2+Fab'k1>

24 N, N,
=1y + 1, — 7.
Auch hier ist wieder #, ein konstanter, ‘'von x, unabhingiger
Wert. — Die nach diesen Gleichungen angetragenen Maximalquer-

6*
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la }1 lh 1 l(‘
I q. 1 Fyo | I gal? (1 Fab> | Was b, .
N s Y1, TN, | vam,, (U Fe)
la"ta lu j thq /xh>2 | q. l,. <fl'(->"
e | g i Ky | B) kfb l 9\l
Qala <x,, >L’ | el (kx + ook, _ k4 E’L”,]@) ‘ L gl k
B To N\, 24 N, N, T\

Fig. 74. Maximal-Querkraftfliche.

kraftflichen zeigt Fig. 74. — Im Feld [, ist #, und im Feld I, ist
7, 8o gering, dal sie in der Zeichnung verschwinden.

Die Minimalquerkraftflache fiir gleichférmig verteilte Lasten
kann man nun dadurch finden, dal man die oben gefundene Maximal-
querkraftfliche von der Querkraftfliche fiir Vollbelastung subtrahiert,
denn der Kleinstwert der Querkraft eines Punktes ergibt sich natiir-
lich bei der Belastung der Balkenteile, die beim Auftreten des Gré8t-
wertes unbelastet sind. Die Querkraftfliche des Trégers bei Voll-
belastung aller Felder ist gegeben durch die Gleichungen (67):

J— »quil_ﬂ_ | AX”
Qc— 2 —-f /u ’

BN P
Q——Y 43,
o Bh_ X=X,

a 2 l,
’ {111 lb ‘Xa - Xh
Q) = — Db e T
b 2 l,
9.l __ X,
G= ="
ke X,
Q{l - 2 l *

Hierin sind fiir X, und X, die nach Gleichung (66) sich er-
gebenden Werte einzusetzen. Die Querkraftlinie verlduft in den
einzelnen Feldern geradlinig. — Die Subtraktion der beiden Quer-
kraftflichen ist in Fig. 75 dargestellt.



Anhang: Der Balken auf 3 Stiitzen. 85

Ya Qb’
|
T‘K 5 4 5 0
Q‘c
@z
Qmml V T
v_ v h

Fig. 75. Minimal-Querkraftfliche.

Anhang: Der Balken auf drei Stiitzen.

Der kontinuierliche Trager auf drei Stiitzen ist einfach statisch
unbestimmt. Zur Ermittelung der

Zihlerwerte dient die Momenten-
fliche fir X =1 (Fig.76). Der Xar?
Nennerwert betriagt hier:

[wa] == o= Fig. 76.

Nach den Ausfiihrungen in § 1 finden wir die Zihlerwerte all-

gemein in der Form:
[am] = ¢, fiir Belastung in Feld I , }
[a m] =@, ” ” ” ” lb' )

(86)

Fiir die anderen statischen GroBen haben wir dann die folgenden
Gleichungen:

in Feld I,: Q=Qo+)l{“,

a 87
noon 1, Q:Qo——{—“; &
A— —§ ’f—

B=BO—}——‘§;‘1, .. (88)
C:CO—}—)Z’“;
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in Feld I,: M= M,+ X, (1_%),] |
< b ®9)

b3
lh ’
Mit Hilfe der Gleichungen (86) bis (89) ist der Triger auf

drei Stiitzen in &hnlicher Weise zu berechnen, wie der Tréger auf
vier Stiitzen.

” ” lb: M:M0+Xa

§ 7. Zahlenbeispiel.

Es sei der in Fig. 77 dargestellte Triager auf vier Stiitzen mit den Spann-
weiten 1,= 6,00 m, 1, =7,60 m, l.=4,50 m fiir folgende Belastungsfille zu
untersuchen.

B=10t R=1t

| 00K

W7 0N

5 NI

7]

2y Tl
Fig. 77.

1. Ruhende Belastung:

a) Stindige gleichmiBig verteilte Belastung (Eigengewicht); im Felde I,
sei g, =400 kg/m, im Feldel, sei g, == 500 kg/m, im Felde I, sei g.= 300 kg/m.

b) Einzellasten P, und P,=10t gemaf Fig. 77.

¢) Im Felde I, die dreieckférmig verteilte Last mit der Groftordinate
500 kg.

2. Bewegliche Belastung:

a) GleichméBig verteilte bewegliche Nutzlast von 1000 kg/m.

b) Zwei bewegliche Einzellasten von je 5 t im Abstand von 1,50 m von-

einander.
3. Eine ungleichmdBige Erwérmung des Trigers von Af=—= 4 15° bei

einem Trégheitsmoment J.
4. Senkung der linken und der rechten Endstiitze um je 1 cm, der linken

Mittelstiitze um 2 cm.
Loésung:
Berechnung der Werte F, Fy,, Ni, N,.
A 50

Fba _ 2(lb’+l(-')*_277(’7,:6:|;4,56)7‘ 0,313,

1+ F,,=0,687,
oW TS50
T L) 2(6,00F7,50)

14 F,;=10,722.

N =) G- 1) —L"
.« 120, 1)
4(6,00 - 7,50) (7,50 |- 4,50) — 7,502
= 12 (7,50 - 4,50)

— 0,278,

==4,10,
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40+ G ) — "
T2 0 17)
= 4 (6,00 - 7,50) (7,50 + 4,50) — 7,502
12 (6,00 + 7,50)
Mit diesen Werten ergeben sich fiir die Unbekannten bei gleichmidBig
verteilter stindiger Last g nach Tabelle Xa, 4 folgende Werte:

6,00 0,4-6,00° 7,50 0,5-7,50

Ny=

=3,65.

X, — B0 045 500200 0 681
+4Z510 0324;50 10,313 = — 2,260 mt,
X g g 0278 — 2o 0V 0722
_?:%55 2%:_5__1,775 mt

b) Fiir die beiden Einzellasten ergibt sich folgendes:

Die Abstandsverhiltnisse —% und die Werte ¢ sind zuerst zu errechnen,

sie betragen (vgl. § 1, Tabelle II):

Im Feld I,:
§._ 150 . L . .
l—a—G‘)m—O,ZS, ¢, ==0,234; ¢, =0,328.
Im Feld [;:
£ 450 ceen.
»lb 750 - =0,60; ¢, =0,384; ¢,=0,336.
Hiermit findet man (Tabelle Xa, 1):
6,00 10-6,00 7,50 10- 7
=1 g 0=
= — 11,17 mt,
6,00 10- 600 7,50 10750
Xy = 365m0278 -0,32 365 6 - (0,336 — 0,278-0,384)
= — 4,380 mt.

¢) Fir die dreieckférmige Belastung mit der GroBtordinate p=0,5 t
in der Mitte von Feld I, ist nach Tabelle Xa, 7

450 5 .
X,= 21192 -0,5-4,50%-0,313 = 0,09 mt,

450 5 .
Xb*_%.m.0)5.4’50 ——'0,325 mt,

Infolge der ruhenden Lasten ergeben sich also folgende Werte:
X,=—226—11,17 40,09 = — 13,34 mt,
X, =—1,775— 4,38 — 0,325 = - - 6,48 mt.

Als Querkrifte findet man:

04- 600 13,34
Qo= = 1-10-025 — g =148 b,

04 600 13,34
Qo= —2P 2 —10.075 — i —— 1092t
Q= 210 50.060 ——!33453—648—879t
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= _ 057,50 04013341648 o0
2 7,50
,— 03450 05450 648, o
2 4
03-4,50 05-4,50 | 6,48
— WY D > ) — ! .
Q 2 § a5 o 0200

2. Bewegliche Belastung.
a) GleichmiaBige, bewegliche Nutzlast p=1 t/m.
Fiir die Vollbelastungen der einzelnen Felder findet man:
Fall 1: Feld I, vollbelastet :

6,00 1-6,00°

Xo=—"7 54 — 22 mt,
X,,:—g_gg l—gf—o.(—0278):+0,685 mt
1.6,00 22
Q= 5 oo 203
16,00 22
Qu=——5— — g ——33T¢,
Qa':Q,/:_?ﬁQ%O’G%Z—{—O,S% t,
0,685
Qb*Qdﬁ——zso — 0,15 ¢.
Fall 2: Feld I, vollbelastet :
X, —— 74510 L ; 450 .0,687 — — 2,95 mt,
7,50 1-
X, — 322 ;450 10,722 — — 3,48 mt,
293
Qt‘:Qu 600 049 t
17,50 — 2,95 -1 3,48 ,
Q. = 5 — 75‘; :+3,68t,
1750  —2,95-1-848
Q' = — 5 — 7;{ —38,82t,
3,48
Q= Qu={5—=07T+.
Fall 3: Feld I. vollbelastet:
450 1-4,
X,—— 4101 50% — 10,29 mt,
4,50 1.4,50°
Xy=— gl o —— 1,04 mt,
029
Qc *Qa‘ W—O)Os t,
29 11
Q=@ = 2L t M o018t
1.450 —1,04
b= T T M
1-450 —1,04
de— 2’ ~-—m—:—2,02t.
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Mit Hilfe dieser Werte sollen nun die groB8ten und kleinsten Momente
und Querkrifte in den einzelnen Feldern unter Beriicksichtigung der ruhenden
Lasten und der ungiinstigsten Laststellungen der Nutzlasten ermittelt werden.
Welches die ungiinstigsten Laststellungen sind, ist aus den EinfluSlinien der
entsprechenden GrioBen zu ersehen.

Der Belastungsfall 2 liefert fiir das Feld [, das groBte, fiir die Felder I,
und !, die kleinsten Momente, wie die Einfluflinien Fig. 69,70 und 71 erkennen
lassen; man findet fiir die ruhende Belastung und Fall 2:

X, = —13,34 — 2,95 — — 16,29 mt,
X,=—— 6,48 —3,48—=—— 9,96 mt.
Unter der Einzellast ergibt sich also

. 2
M, oz = w.o,e-m +10-7,5-0,6.0,4

—0,6-16,29 — 0,4-9,96 = 14,35 mt.
Weiter findet man im Felde [,:
: C=@Q,—1,48 —0,49=10,99 t,

0,992
Mlmin = m: 1,22 mb.
Dieses Moment tritt auf in einem Abstande z von C:
0,99 -
20,40_2,415 m.

Im Feld I, wird:
D=—Q;=—02—0797=—10,97 t.
Ein positives Moment tritt also bei dieser Belastung im Felde I,
nicht auf.
Fall 1 und 2 zusammen liefern die GroStwerte fiir X,, @, und Q.. Es
ist also:

Xomin——13,34 —2,2 —295— — 1849 mt,
Qumin = — 10,92 — 3,37 — 0,49 — — 14,78 ¢,
Qu mar = 8,79 0,38} 3,68 = - 12,85 t.

Aus den beiden letzten Werten ergibt sich:
Apar=14,78 + 12,85 = 27,63 t.
In gleicher Weise finden wir fiir Fall 2 und 3 zusammen die Werte X, .4, ,
Qb’min; Qbmax und ana::
X5 min — — 6,48 — 3,48 — 1,04 == — 11,00 mt,
Q5 min = — 4,96 — 3,82 — 0,18 = — 8,96 t,
Qomaz = 2,68+ 0,77 +2,47=15,92 t,
Bpwx= 8,964 592=14,88t.
Bei Belastungsfall 1 und 3 zusammen findet man die Werte M, ..z,
M, mer (groBte Momente der Endfelder), M, ., (kleinstes Moment des Mittel-
feldes 1), Q.mor Und Qumin. Es ergibt sich:
X,=—1334—220 -}0,29=—15,25 mt,

X, =— 6,48-1-0,685 — 1,04 = — 6,835 mt.
Unter der Einzellast im Mittelfeld wird jetzt:
0,5-7,502
M, pin = 3 —-0,6-0,4 -1+ 10-7,50-0,6-0,4

—0,6-15,25 — 0,4-6,835 = 9,5 mt,
C==Q,mer — 1,48 - 2,63 - 0,05=14,16 ¢,
Qumin=—D=-10,20 — 0,15 — 2,02 = — 1,97 ¢.
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Da der Wert:v:—q—4’16=2,98 m kleiner ist als der Abstand der

. 14
Einzellast vom Punkte C (4,50 m), so wird:
4,162
M, or = 14— 6,2 mt.

Unter der Einzellast wird:
. 2
M) = Lg’oo~-0,25.0,75 —+ 10-6,00-0,25-0,75 — 0,75-15,25 — 4,6 mt.
Im Felde I, ermitteln wir den Angriffspunkt des GroStmomentes aus der
Gleichung 22b, § 1. Es wird mit

Dmu.z:—Qdmin: 1;97 t;
p=13t/m, p=0,5¢t:

450y /2 L97 (1,3)2 13

05-=
Damit wird: _
1,31,35° | 0,5-135%
Mamax—‘ 2 "“_f_ 4’50 —1,36 mt.
3- 3

Wollte man noch fiir diesen Triger unter Voraussetzung einer fiir den
ganzen Triger gleichen Nutzlast von p =1000 kg/m die Maximal- und
Minimalmomentenflichen zeichnen, so wiren zundchst die bei Fig. 72 u. 73

angegebenen Werte
AA’, AA", AA’", AA(A)

sowie
BB, B BH, BB"' BB®
zu berechnen.
Man findet dafiir:

1000 (6,008 — 4,503.0,313)

AA — — S Ll — 1900 mkg,
BE — _ 1000(— 6(;3 ??62578 4590 _ _ 355 mke,
gar_ 1000 ;;53?.10,313 — 200 mkg,
BB — l‘%”?’ig — 685 mkg,
AL — %’3":’_’1503 +0,687 = — 2950 mkg,
BB =— ——10202"37, ’65503 -0,722 = — 3480 mkg,
P (6,00; t 47’,1503-0,687) — — 5150 mkg,
B Rw_ _ 1000 (4,5(;1 -'};’2,5508. 0722) _ 4590 mkg.

‘Die Abstinde der Punkte 7., T., T,», und T;, von den rechten Feld-
enden ergeben sich wie folgt:
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L. 1

o= gy gy, = b1 m (G 81),

_ L6N,

= e =3 m (Ol 83),

— lb
b= " =587 m (Gl 85h),
b,: —'lb‘Fab

\—F., = 1,78 m (Gl 85a).

Damit liBt sich die Maximal- und Minimalmomentenfliche aufzeichnen
(vgl. Fig. 72 und 73, S. 80 und 82).

Um auch die Maximal- und Minimalquerkraftsflaichen ermitteln
zu konnen, berechnen wir noch die bei Fig. 74 angegebenen Werte 7

. Es ist:
Fiir Feld L.
1 1, pl? 1000-4,500.313
’71:_7;'1\:;' oa Toa="9r 31600 — ke
L p. , 60001000
7727—24'1\7']62_ ) 24"4"1‘”’5‘2_'—865 k-z kgr
o <x/\ :1700026 ,00 <Ta>_3000( > kg,
Fiir Feld 1,:
~1000-6,00° < 0, 278> g}
m= 95750 \a1 1 365) 500 k&
1000 750< )ﬂ <x_,,>2
m= g () = 8750 () ke,

_1000.7,50° (kl —0318k  k,— 0,278 k1>
Y 41 Y
. —0313k, _ k —0,278 k1>
— 92340 ( i1 565 kg.
Fiir Feld I,:
1000-7,50°
m=

2136545 0122 =75 kg,

- 10002.4,50 <%>_2250< ) ke,

1000- 4,502
= gp565 ki =280k ke.

Die Werte k, und k, sind aus der Tabelle III, § 1 zu entnehmen.
In Fig. 74, 8. 84 ist die Maximalquerkraftsfliche dargestellt..

Um die Minimalquerkraftsflichen zu finden, sind noch die Querkrifte
fiir Vollbelastung des ganzen Trigers zu ermitteln.

Man findet:
1
a= 4—11%29 (— 6,002 — 7,50°.0,687 4 4,50-0,313) = — 4850 mkg,
1 1000
Xy = 365 04 (- 6,00%.0,278 — 7,50%.0,722 — 4,50%) = — 3840 mkg,
X, —X,=—1010 mkg.

Damit ist nach Gleichung (67):
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1000-6,00 4850

Q= ——y— — ——=2190 kg,
1 .
QH:_WEQ,@_ES_@:_%IO ke,
6
, _ 1000-7,50 . 1010
Q= —5—+ 75 — 3885 ke,
b 1000 7,50 | 1010
Q= —+ 750 — — 3615 ke,
1
O ooo 4,5 3840_3100 kg,
1000-4,50 3800
Qu=——p —f—{—450———1400kg

Damit ist die Querkraftsfliche fiir Vollbelastung gegeben und es kann
nunmehr durch Subtraktion der Maximalquerkraftsfliche von dieser die Mini-
malquerkraftsfliche gefunden werden (Fig. 75, S. 85).

2b. Zwei bewegliche Einzellasten von je 5t im Abstande 1,50 m

voneinander.

Zur Berechnung der durch die beweglichen Lasten erzeugten griSten
Stiitzen- und Feldmomente und Querkrifte an den Auflagern werden ihre Ein-
fluBllinien berechnet und gezeichnet.

Die Gleichungen fiir die EinfluBlinien der Unbekannten X, und X, lauten:

1.2 l 2
Xa:_§A7'02 b (CLTFD'IC?) GNFD“CI
b\,a_/ [
Feld [, Feld I, Feld 1,
~ 1.2 1,2 12
Abij—G—’N—bFab'CZ—GANb<CQ+Fab Cl) 6N
e, e’
Feld I, Feld I, Feld 1,
Es wird fiir die X,-Linie:
.2 6,00 X
TEN,T 641 M
2 7,502
TEN.T T 64i N 2,28,
1.2 4,502
TEN, T 641 08
Ferner fiir die X,-Linie:
2 6,00°
T 6N, 6385 1,64,
S 7,50% ;
TN, 6365 0
1.2 4,50°
S A -6-3,65_—0’93'

Die einzelnen Feldweiten sind in je 10 Abschnitte unterteilt.

Die den

verschiedenen Abstandsverhiltnissen entsprechenden Werte ¢, und ¢, sind in
der folgenden Tabelle enthalten. Die Entfernungen gelten jedesmal vom rechten

Auflager.
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10%:' 21 Cy Fyac, Fyocy [Fyq C~3+C1 Fab'cl Fop-cy | Fasey ¢,
110,099 {0,171 | —0,031 | — 0,053 0,046 0,0275 | 0,0475 0,143
2 10,192 | 0,288 | — 0,060 | — 0,090 0,102 0,0535 | 0,0800 0,234
3 10,273 | 0,357 | — 0,085 | —0,112 0,161 0,0760 | 0,0990 0,281
4 10,336 | 0,384 | — 0,105 | —0,120 0,216 0,0935 | 0,1070 0,290
5 1037510375 —0,117 | —0,117 0,258 0,1040 0 1040 0,271
6 0,384 10,336 | — 0,120 | — 0,105 0,279 0,1070 | 0,0985 0,229
7 10,357 0,273 | —0,112 | —0,085 0,272 0,0990 0,0760 0,174
8 | 0,288 0,192 | — 0,090 | — 0,060 0,228 0,0800 | 0,0535 0,112
9 10,171 | 0,099 . — 0,053 | — 0,031 0,140 0,0475 | 0,0275 0,051
10 | 0,000 | 0,000 | — 0,000 | — 0,000 0,000 0,0000 { 0,0000 0,000

Mit den Werten dieser Tabelle und den vorher berechneten Konstanten
sind in den folgenden Tabellen die Ordinaten  der X,- und X,-Linie be-

rechnet. In Fig. 78 ist die X,-Linie aufgetragen.
p=5t  p-st
o]
c A B DT
71 |72
la s < 2 ‘i
Fig. 78. X,-Linie; 1 cm = I mt.
Ordinaten % der X,-Linie.
Feld | 0,17 0210317041 } 05110617 (071(081]097| 101
, l
l. + 0,03|+ 0,05 [4- 0,07 |+ 0,09 i+ 0,10 |+ 0,10 |+ 0,09 |+ 0,07 | | 0,04 | {0,000
Iy —0,10{— 0,28 |— 0,37 |— 0,49 \— 0,59 |— 0,64 |— 0,62 (— 0,52 |- O 52 [ — 0,000
1o —0,25|— 0,42 |— 0,52 |— 0,56 |— 0,55 |— 0,49 |— 0,40 |— 0,28 |— 0,14 ; — 0,000
Ordinaten 5 der X,-Linie.

Feld [ 0,12]027/0317] 041 t 071067/0717]0811091 ‘ 1,07
le - 0,09]—0,18 |- 0,25 |- 0,31}- 0,35 |~ 0,36 (— 0,33 |— 0,27 |— 0,16 1 — 0,00
Uy —0,37— 0,60 (— 0,72 }— 0,75 — 0,70 |— 0,59 |— 0,45 |— 0,29 {— 0,13 | — 0,00
1, + 0,08/+ 0,13 |+ 0,16 (+- 0,18 |+ 0,17 |+ 0,15 |+ 0,12 |+ 0,09 |4- 0,05 | 4 0,00

Mit den so tabulierten Ordinaten der X,- und X,-Linie
EinfluBlinien der Querkrifte, Feldmomente und Auflagerdriicke leicht berechnen.
So ergeben sich im Feldl, die Querkraftlinien aus den Gleichungen:

7 (§,+X) und @, =

ferner die_Momentenll nie fiir einen Punkt im Abstande z, von 4 aus der

Gleichung:

Mza:Mo+<

Im Feld I, wird dementsprechend

1 %a

4r_ (la—

lu

) x.

lassen sich die

&)+ X,
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Qs = [ — (X. — Xu)],

&= = — &) — (X~ Xo),
und fiir einen Punkt x; von B )
M,— M, X, [;‘7”(1 — )+ B
Im Feld I, wird endlich:
(& — Xu],

[——&)— X,
und fiir einen Punkt im Abstande z, von D:

L.

M, =M+ X, 75

In diesen Gleichungen ist:

M0:<1 — ?) -";--l, wenn z > &,

Mo:—f_<l _/%:.)-l, wenn z <7 &,

Mit diesen Gleichungen sind die in den folgenden Tabellen angegebenen
Werte der EinfluBlinien fiir die Momente

1. eines Punktes in Feldmitte von I, (M,-Linie),

2. eines Punktes in Feldmitte von I, (M,-Linie),

3. ferner der Querkraftlinien fiir das Feld [, (¢,-Linie) und

4. die Auflagerlinie fiir den Punkt C (C-Linie), die identisch ist mit der
@-Linie, berechnet.

M,-Linie.

Feld | 0,1 l 0,2 t 0,3 l 0,4 } 0,5 i_(),—b ] 0,7 ; 0,8 i 0,9 } 1,0
|

L. |+ 0,01]+ 0,08 |+ 0,04 |-+ 0,04 [+ 0,05 |+ 0,05 |+ 0,05

10,04 |+0,02] 0,00
Iy . .|—0,05—0,12 |- 0,19 [— 0,25 — 0,30 {— 0,32 |— 0,31 |- 0,26 |— 0,16 | 0,00
lo . .]+0,18/4-039 |- 0,64 ‘+ 0,92 |+ 1,23 |-+ 0,96 |+ 0,70 |-+ 0,46 |+ 0,28 | 0,00

Die Ordinaten der vorstehenden EinfluBlinie fiir das Moment in Feld-
mitte I, sind in Fig. 79 aufgetragen.

p-s5t  p=st
5+

c A b
\7 T

Fig. 79. M,-Linie; 1 cm = 2 mt.
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M,-Linie.
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0,3 ‘1 0,4 ‘ 0,5 0,6

0,7’ 08 | 09 | 1,0

\ |
Feld | 0,1 i 0,2 i
l. ..
b « .|+014+0,33
l. . .1—0,09—0,14

— 0,08~ 0,07~ 0,09 |- 0,11 |- 0,18 |- 0,13 |- 0,12 |- 0,10/~ 0,06 | 0,00

+ 0,58 |+ 0,88 |+ 1,23 [+ 0,89 |+ 0,59 i+ 0,35 |+ 0,15 | 0,00
— 0,18 —-0,19 |—0,19 |- 0,17 |— 0,14 |— 0,10 |- 0,05 | 0,00
Die Ordinaten vorstehender EinfluBlinie, die fiir das Moment in Feld-
mitte I, gelten, sind in Fig. 80 aufgetragen.

p-st p-5t
< 15+

Cm =

%

72

Fig. 80. M,-Linie; 1 cm ==} mt.

Qy-Linie (Q,- und Q,'-Linie).

Feld

0,1 0,2

0,3 0,4 0,5 0,6

071 08| 09| 1,0

le . .

b .

la - .

der @, -Linie, unten die der @, -Linie.

—0,12/— 0,23
+0,484-1,18
—17,02/— 6,37
+ 0,33+ 0,55

—0,32 |— 0,40 |— 0,44 |— 0,45
+1,90 [+ 2,74 [+ 8,64 |+ 4,55
— 5,60 |— 4,76 |— 3,02 |— 2,95
+0,68 |- 0,74 |-+ 0,72 [+ 0,64 [+ 0,52 [+ 0,37 |+ 0,19 | 0,00

—0,42|—0,34|—0,20| 0,00
+ 5,42 [+ 6,23 [4- 6,94 | + 7,50

2,08 |- 1,27 |— 0,56 | — 0,00

Die Tabelle enthilt die l,-fachen Ordinaten der Querkraftlinie fiir Punkte
im Felde [,.
Die zweite Reihe der vorstehenden Tabelle enthélt oben die Ordinaten

Die EinfluBlinie zeigt Fig. 81.

P=5t  Peg,
15
- A e le
771 72
Fig. 81. @,-Linien; 1 cm =1 t.
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C-Linie.

Feld | 01 ’ 0,2 | 0.3 ‘ 0.4 ‘ 0.5 ' 0,6 ‘ 0,1 { 08 I 0,9 [ 1.0

b

I . . |+0,084+0,05 |+ 0,07 [+ 0,09 |+ 0,10 [+ 0,10 |+ 0,09 + 0,07 |+ 0,04 | +0,00
I, - .| —010—0,28 — 0,37 |~ 049 — 059 |— 0,64 |— 0,62~ 0,52 |— 0,32 | 0,00
D0 | 085\+ 078 |+ 128 |+ 184 |1 2,45 |1 811 |+ 8,80 1 452 |+ 5,26 | + 6,00
p-st p-st
1541
c
7

Fig. 82. C.Linie; 1 em =, t.

Die Tabelle enthélt die [, -fachen Ordinaten der Auflagerlinie fiir den
Punkt €. In den Feldern I, und I, sind diese proportional mit denen der
X,-Linie. Die Ordinaten sind in Fig. 82 aufgetragen.

In gleicher Weise lagsen sich auch fiir Punkte mit anderen Abstands-
verhilltnissen die EinfluBlinien berechnen.

Um nun mit Hilfe der gezeichneten EinfluBlinien die darch die beiden
Lasten von je 5 t hervorgerufenen groBten Momente, Querkrifte und Auflager-
driicke zu bestimmen, stellt man die Lasten so, dal die Summe der unter
ihnen liegenden Ordinaten moglichst grof wird. Diese ungiinstigsten Last-
stellungen sind in den Figuren gekennzeichnet.

Als groBtes Stiitzmoment X, infolge beweglicher Einzellast ergibt sich
hiernach:

X, =y, -} ) P=(— 0,59 — 0,62)-5 = — 6,05 mt.

Das grofte Feldmoment in der Mitte von I, (Fig. 79) wird:

maw Mia== (1, 1) P=— (0,58 - 1,23)-5 = - 9,05 mt.
2

Ferner wird das groBte Feldmoment in der Mitte von I, (Fig. 80)

mazMio= (1, ng) P— (1,23 4-0,59)-5 = 4 9,1 mt.
2

Die groBte positive Querkraft in Feld I, ergibt sich nach Fig. 81 zu:
max@p == (1 -+ 0,83).5=-19,15 t.
Ferner der groBte Auflagerdruck C nach Fig. 82 zu:
C ooz = (14 0,69)-5=8,45 t.
3. Eine ungleichmiBige Erwirmung mit 4¢==1-15° bei einem
Trigheitsmoment J.

Mit s:l und E=2-10%¢/m? wird nach Tab. Xa, 9:

10° /
_ 1.1 ( ‘15> o [6,00 7,50 450

Xa-Z,T"iT)E' j’h’ -2.108.J ’§—+T§“07687—‘g‘ 0,3]371
— 4 L35 m,

~—h



§ 8. Der beiderseits eingespannte unsymmetrische Rahmen usw. 97

1 1.( )2 BJF__soo0278 7 4501
Xb—%'l—of’ + 10 s
J

J und % sind in m* bzw. m einzusetzen.
Querkrifte, Momente und Auflagerdriicke ergeben sich nach den Glei-

chungen 61 bis 63.
4, Senkung der linken und der rechten Endstiitze um je 1 cm,
der linken Mittelstiitze um 2 cm (Fig. 83).

C A b 0
d; i 17) 4ko Iy|-7
Or=|-1 =-2 ‘ |-
(a Za a . Zb (s Zc d
Fig. 83.
Es wird:
0,—0,=—1—(—2)=-L-1em=0,01m,
0, —0y=—=—2T0=—2em=—0,02m,

0y —0y=0—(—1=-L1em=0,01m.
Damit wird nach Gleichung (75) bzw. Tab. Xa, 10:

_ 2108 7001 —0,02 0,01
No= 0T oo — 7m0 LA 45 (— 03D
= 2860 J mt.
2.10° _ 0,01 o —0,02 . 0,01
Xo="565 "7 1500 (T OTO g5, LEE—)
= — 3350 J mt.

J ist in m?* einzusetzen.

§ 8. Der beiderseits eingespannte unsymmetrische Rahmen
mit beliebiger Querschnittsverteilung.

In den vorangehenden Kapiteln sind einige besonders einfache
Systeme mit geradlinigen Achsen behandelt worden. Die Ergebnisse
lieBen sich ohne Schwierigkeiten in geschlossenen Ausdriicken dar-
stellen.

Auch der besonders hidufic vorkommende symmetrische Recht-
eckrahmen 148t sich auf Grund der bisher verwandten Unterlagen
in einfacher Weise behandeln, und fiir die Ergebnisse kénnen wiederum
einfache, geschlossene Formeln hergeleitet werden. Diese Aufgabe
soll uns im néchsten Abschnitt beschéftigen.

Hier moge zuerst die allgemeine Behandlung des beliebig ge-
formten Rahmens dargelegt werden. Sobald keine Symmetrie des
Systems mehr vorhanden ist und die Achse eine beliebige Form
annimmt, wird man die Resultate im allgemeinen nicht mehr in ge-
schlossene Form zu bringen suchen, sondern von vornherein, also
schon bei den Verschiebungen des Grundsystems, die Zahlenwerte
einsetzen.

Wir besprechen im folgenden ohne Riicksicht auf die Form des
Systems einen Rechuungsgang, der das im ersten Teil dieses Bandes,

Pirlet, Statik. IL 2 7
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§ 16 angegebene Verfahren zur Losung der Gleichungen erldutern
und zugleich das Verstindnis der sonst in der Fachliteratur gebriuch-
lichen Berechnungsmethoden?) vermitteln soll.

1. Die Belastungszustinde X, ,, X;.;, X, 2=1. — Zusammen-
setzung dieser Lastengruppen zu Einzellasten.

Als Grundsystem wihlen wir zunichst den einseitig einge-
spannten Balken (Fig. 84). Die Uber-
zdhligen X sind das Einspannungsmoment,
der Horizontalschub und die Vertikalkraft
am linken Kémpfer. Wir berechnen zu-
erst die Verschiebungen des Grundsystems

Fig. 84. fir die Belastungen X,=—1, X,=1 und
X,=1 und aus diesen in gewohnter Weise
die Festwerte — [ab] — »[ﬁ?] _[iqi] .
[aa]’ [aa]’ (bb.1]
Die Unbekannten ergeben sich nach den Gleichungen:
X, o — - Lam]
* [aa]’
- [bm.1]
Xp1=—""——"=,
- [bb.1]
[em.2]
X, p— — M2
. [cc.2]

Fiir die erste Unbekannte X, o kommen also nur Verschiebungen
des Grundsystems infolge der Belastung X, =1 in Frage (Fig. 85).
Fir die zweite Unbekannte X; ; sind die Ver-

schiebungen des einfach statisch unbestimmten
Hauptsystems infolge X}, ; =1 zu bestimmen.
Ko gt N Diese erhdlt man auch als Verschiebungen

Fig. 85. des Grundsystems infolge der in Fig. 86 dar-
gestellten Lastengruppe X;.; —1, d. h. infolge

[ab]

der beiden Einzellasten X, ==1 in Richtung von X, und X, = — (]

aa
in Richtung von X . Die beiden Lasten X,, und X,, kann man zu
einer gleichwertigen Einzellast zusammensetzen. L&t man ndmlich

die Horizontalkraft 1 statt am Kémpfer in einem Abstand y = — %aAb}
aa

vom Kampfer angreifen (Fig. 86a), so ist das System durch diese Einzel-

1) Anmerkung. Vgl. die Abhandlung des Verfassers: ,Zur Frage der Ver-
wendung vereinfachter Elastizititsgleichungen bei der Berechnung mehrfach
statisch unbestimmter Systeme“. Zeitschrift ,Der Eisenbau“, Jahrg. 1915, Nr. 7.
Verlag von Wilh. Engelmann, Leipzig. — Dort ist auch die allgemeinere Be-
handlung nach den im § 18 des ersten Teils erliuterten Verfahren angegeben
und durch ein Zahlenbeispiel erlautert.



§ 8. Der beiderseits eingespannte unsymmetrische Rahmen usw. 99

Fig. 86a.

last X3 ;==1 genau so beansprucht, wie durch die in Fig. 86 angegebene
Lastengruppe Xp3.y=1. Denn wenn man in Fig. 86a die Last 1
am Kiampfer gleich und entgegengesetzt anbringt, wodurch an dem
Lastangriff nichts gedindert wird, so erkennt man, dafl insgesamt eine

Einzellast 1 am Kémpfer und ein Kriftepaa ——%%-1 am System
angreifen, gleichwie in Fig. 86.

Fiir die dritte Unbekannte X, o sind die Verschiebungen des zwei-
fach unbestimmten Systems infolge der Last X, =1 zu bestimmen.
Die Last X, =1 am zweifachen unbestimmten System kann man
ersetzen durch die am Grundsystem wirkende Lastengruppe X, =1,

ac"jadlf " jaa/
ey
bbby
TXCC_1
Fig. 87, Fig. 88.
wie sie in Fig. 87 dargestellt ist. Sie umfafBlt die Einzellasten:
[bc.l] [a cJ [a,b]
X =1; X 77 X :——-—__.:.._.X .
e be [bb.1] “ee [aa] [aa] 7°

Diese Lastengruppe suchen wir gleichfalls durch eine Einzel-
last zu ersetzen. Zu diesem Zweck verschieben wir die beiden Einzel-

lasten X, und X,, in einen Punkt 0 mit den Koordinaten—M

[aa)

b
und — %} (Fig. 88). Sodann setzen wir die beiden Lasten X, =1
be.1
und X, = — %T]j] zu einer Resultierenden zusammen. Thre Neigung

ist durch das Verhiltnis von X,, zu X , gegeben, und zwar ist
(Fig. 88)
tgw———-—w'—j-
Die GréBe der Resultierenden hat den Wert:
T*
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Fiir unsere Untersuchungen koénnen wir B auch in der GrofBle 1
wirken lassen. Denn die Forménderungen sind der Last E pro-
portional, und da es sich hier bei den Unbekannten um Quotienten
von Forménderungen handelt, so ist der Proportionalitdtsfaktor ohne
Belang. — Die Last 1 in O in der Vorhin bestimmten Richtung ¢
ersetzt also die Lastengruppe X, s

Naturgemafl muf der Angrlffspunkt: 0 mit dem gegebenen System
in Verbindung gebracht werden. Dies kann geschehen durch An-
gliederung eines Stabes oder einer Scheibe an den linken Kéimpfer
(vgl. Fig. 86a und 88). Dieser Stab darf aber keinen Beitrag
zu den Forménderungen liefern, er wmull also unelastisch, d. h.
starr sein.

Somit wiren die drei Belastungszustinde X, o=1, X, =1,
X,.2=1 dargestellt durch je eine Einzellast 1 und zwar X, , durch
ein Kriftepaar 1 am Kampfer (oder an dem angegliederten Stab),
Xp.1 durch eine Horizontalkraft 1 in O (oder wenigstens in der durch
0 gehenden Horizontalen), X, ==1 durch eine in 0 unter dem
Winkel ¢ gegen die Vertikale wirkenden Kraft 1.

Die Biegungslinien fiir diese Belastungszustinde sind die Ein-
fluBlinien der Unbekannten. Bei ruhender Belastung sind die Zihler-
werte der Unbekannten als Summenausdriicke zu berechnen, in denen
auBler den Momenten 3, und Normalkriften N, im Grundsystem die
Momente und Normalkrifte infolge
der in Fig. 89 angegebenen Lasten 1
vorkommen.

Sind auf diese Weise die Unbe-
kannten ermittelt, so ergeben sich
die Werte statischer Groflen S, z. B.
Fig. 89. eines beliebigen Momentes, nach

der Gleichung:

S=8,48, Xa.o+8p.1-Xp.1+ Se.o-Xe.2.

Die Multiplikatoren S der Unbekannten sind Werte infolge eben
jener Belagtungen 1, wie sie in Fig. 89 angegeben sind.

Man erkennt, daf durch die Zusammensetzung der Lasten-
gruppen X=1 zu gleichwertigen Einzellasten an dem Rechnungsgan
weder etwas gedndert noch verbessert ist. Wir haben diese Gedanken-
ginge hier lediglich deshalb besprochen, weil dhnliche Verfahren in
der Fachliteratur vielfach benutzt werden.

Diesen Verfahren liegt das Bestreben zugrunde, die Unbekannten
so zu wahlen, dal sie aus je einer Gleichung mit einer Unbekannten,
d. h. als Quotienten zweier Verschiebungen gefunden werden. Dies
setzt ein System von drei Gleichungen voraus, in dem die Koeffizienten
seitlich der Diagonale gleich O sind. Es ist klar, daf dies nicht ohne
weiteres durch die Wahl beliebiger Unbekannten zu erreichen ist.
Diese miissen vielmehr bestimmten Bedingungen unterworfen werden,
und dadurch kommt man letzten Endes zu dem Gedankengang des
hier zugrunde gelegten allgemeinen Rechnungsverfahrens. Zur Er-
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lauterung dieser Zusammenhénge mdogen noch einige Angaben folgen,
wobei zugleich auf die geometrische Bedeutung jener Bedingungen
hingewiesen werden soll.

1. Bei der Losung nach dem hier allgemein zugrunde gelegten
Eliminationsverfahren, d. h. bei der Verwendung von Hauptsystemen
ansteigender statischer Unbestimmtheit kommen verschiedene Werte
von Verschiebungen iiberhaupt nicht vor. So treten z.B.in dem vor-
liegenden Falle des dreifach statisch unbestimmten Systems die Werte
[ab.1], [ac.2] und [bc.2] nicht auf, d. h. man kann schreiben

1.) [ab.1]=0,
2.) [ac.2]=0,
3.) [be.2]=0.

Gleichung 1. und 2. besagen, daB sowohl (Fig. 89) X; ;, als auch
X, .2 beim Verschiebungszustand infolge X, o die Arbeit O leisten, oder
dafl der Angriffspunkt 0 von X; ; und X, 2 beim Verschiebungszustand
infolge X, ¢ sich nicht verschieben darf. Dies bedeutet: 0 ist der Dreh-
pol, um den sich das System beim Verschiebungszustand infolge des
Momentes X, o dreht.

Gleichung 3. besagt, daB X, » beim Verschiebungszustand X, ,
die Arbeit O leistet, bzw. daBl die Verschiebung des Angriffspunktes ¢
von X, . in Richtung von X, . infolge der Belastung X; i gleich 0
ist. Die Richtung von X, . mull also senkrecht zu der Verschiebung
von O infolge X3 ; gewihlt werden.

Wie wir also bisher den Pol 0 sowie die Richtung von X,
durch die Festwerte festlegten, so kann man hierzu auch Ver-
schiebungspléne, d. h. geometrische Hilfsmittel benutzen. Man zeichnet
nach den Ausfithrungen im ersten Teil dieses Bandes, § 9 den Ver-
schiebungsplan infolge X =1 und wahlt als Angriffspunkt O der
beiden anderen Unbekannten X; ; und X, , den Pol, um den das
System sich bei jener Bewegung dreht. Alsdann zeichne man den
Verschiebungsplan infolge einer in O beliebig angreifenden (horizon-
talen) Last X, ;=1 und wiahle die Richtung von X, . senkrecht
zu der aus diesem Verschiebungsplan sich ergebenden Verschiebung
des Punktes 0.

Bei dieser Wahl der Unbekannten sind die vorhin aufgestellten
drei Bedingungen erfiillt, d. h. wir erhalten, entsprechend dem Grund-
gedanken des Eliminationsverfahrens, jede der drei Unbekannten
als Quotienten zweier Verschiebungen. Hierbei handelt es sich frei-
lich um Verschiebungen statisch unbestimmter Hauptsysteme.

Es unterliegt keinem Zweifel, dafl der rechnerische Weg zur
Ermittelung der Unbekannten, d. h. die Bestimmung der Festwerte
und die dadurch gegebene Festlegung der geometrischen Bedingungen,
falls man solche noch verwenden will, den zeichnerischen Methoden
vorzuziehen ist, und zwar schon wegen der Vermeidung von Un-
genauigkeiten. Denn selbst bei so einfachen Aufgaben wie der vor-
liegenden konnen Zeichenfehler, die bei Auflosung der Elastizitéts-
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gleichungen begangen werden, von wesentlichem Einflusse auf die
Endergebnisse sein.

Wir werden auch bei allen kiinftigen Aufgaben stets nur den
rechnerischen Weg wihlen.

2. Der Angriffspunkt und die Richtung der Unbekannten lassen
sich auch noch in anderer Weise durch geometrische Erwiigungen
bestimmen. Stellen wir die vorhin
angegebenen drei Verschiebungen,
welche den Wert O haben sollen,
in bekannter Weise als Summen-
ausdriicke dar, so erhilt man, da
M,=1 ist, im Hinblick auf die
Bezeichnungen in Fig. 90:

Fig. 90.
ds ds
1. [ab.l]:fMaMb'l:ETI: yE:T:O7
ds ds
2. [a‘c'z] :fMaMc.2 ET]— ZET]_ZIO,

‘ ds ds
i 2] == e S 0.
3. [be.2] be.lML.zEJ fyzEJ 0

FaBt man die durch E.J dividierten Stabelemente d s als Massenteile
auf, so erkennt man, daB nach Gleichung 1. und 2. die statischen Mo-
mente und nach Gleichung 3. das Zentrifugalmoment dieser Massen-
teile den Wert O haben miissen. Das heilt aber bekanntlich nichts
anderes, als dafl O der Schwerpunkt jener Massenteile und die Rich-
tungen von X;; und X, s konjugierte Achsen bzw. Hauptachsen in
bezug auf jenes Massensystem sein miissen.

Die Bestimmung des Schwerpunktes eines Massensystems sowie
die rechnerischen und graphischen Verfahren zur Ermittelung der
Hauptachsen (Mohrscher Kreis) werden als bekannt vorausgesetzt.

3. Der hier behandelte Fall, wo ein Kréftepaar und zwei Einzel-
krifte die Unbekannten bilden, ist nur ein Spezialfall des allgemeineren
Verfahrens, welches im ersten Teil dieses Bandes, § 18, angegeben
ist. Nach diesem Verfahren findet
man drei Einzelkrifte (s. Fig. 91), von
denen die erste (Y,) willkiirlich ist,
wihrend die beiden anderen (Y, und
Y,)durch den gegeniiberliegenden Eck-
punkt o des Dreiecks abc gehen. Von
diesen beiden letztgenannten Unbe-
kannten ist die eine Y, noch der Rich-

Fig. 91. tung nach willkiirlich. Die Richtung

von Y, dagegen ist derjenigen von Y,

in bestimmter Weise zugeordnet. Jede Ecke des Dreiecks (etwa b)
ist der Pol, um den sich das System bei Belastung durch die der
Ecke gegeniiberliegende Kraft (also Y,) bewegt. — Die analytischen
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Beziehungen, welche zu diesen geometrischen Eigenschaften fiihren,
lauten (vgl. das allgemeine Verfahren)

[AB]::O7
[AC]:07
[BC]—0.

Diese Werte stellen virtuelle Arbeiten infolge der Lastengruppen Y
dar, die zu Einzellasten zusammengesetzt werden. Je nachdem eine
oder zwei der Einzellasten dieser Gruppen Y nicht mehr willkiirlich,
sondern bedingt sind, sind die Unbekannten nach Lage und Rich-
tung bestimmt. Nahere Darlegungen sowie ein Zahlenbeispiel finden
sich in der zu Beginn dieses Abschnittes erwdhnten Abhandlung in
der Zeitschrift ,Der Eisenbau“ 1915,

Ein Zahlenbeispiel unter Anwendung des allgemeinsten Verfahrens
findet sich auch bei der Losung der nachstehenden Ubungsaufgabe
(s. 8. 113), wobei allerdings ein anderes Grundsystem (Dreigelenk-
bogen) zugrunde gelegt ist.

II. Ubungsaufgabe.

Es soll der in Fig. 92 dargestellte Rechteckrahmen fiir eine
Horizontallast H=1‘ am oberen Ende des linken Stdnders unter-
sucht werden. Das System ist unsymmetrisch, insofern fiir den
Querschnitt des rechten Sténders ein nur halb so groBles Trigheits-
moment angenommen wurde wie fiir den des linken Stidnders bzw.
des oberen Riegels.

In dieser Ubungs- ,_,.
aufgabe soll die vor-
hin behandelte Rechen-
methode erldutert wer-
den. Dabei wird zu-
néchst der eingespannte
Balken als Grundsystem ” 7
gewdahlt. Im AnschluBl Fig. 92. Fig. 93.
daran wird dann das-
selbe Beispiel mit Hilfe eines Dreigelenkrahmens als Grundsystem
nach der gleichen Methode berechnet. In beiden Féllen werden die
geometrischen Beziehungen und die Zusammensetzung der Lasten-
gruppen zu gleichwertigen Einzellasten erldutert. — Am Schlufl wird
dann noch das allgemeine Verfahren auf dieses Beispiel angewandt.

Ao
X

1. Berechnung mit Hilfe des eingespannten Balkens
als Grundsystem.

«) Rechnerische Bestimmung der Unbekannten und
eines Eckmomentes 8.

Wir beginnen in gewohnter Weise mit der Berechnung der
Koeffizienten der Grundgleichungen, d. h. der Verschiebungen infolge
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der Belastungszustinde X=1 am Grundsystem. Als solches ist
der am rechten Ende eingespannte Balken gewihlt (Fig. 93).

Die Momentenflichen des Grundsystems infolge der Belastungen
X =1 bzw. infolge der dulleren Belastungen sind in Fig. 94 bis 97

H=7t Y+ T oo o=
.' I
| |
i |
|+ !
| :
A 270 ;(j;;
Fig. 94. M,-Fliche. Fig. 95. M,-Fliche. Fig. 96. M,-Fliche.
4 /i - t7 . dargestellt. Um die
-9 - Vorzeichen richtig,
d. h. ibereinstimmend
zu wihlen, sind die Ver-
biegungen der System-
7 L achse in die Figuren
b= 7 ” eingetragen. Die Mo-
Fig. 97. M, -Fliche. Fig. 98. M, Fliche. mente sind mit dem

gleichen Vorzeichen zu
rechnen, wenn auf der betreffenden Strecke die Verbiegungen im
gleichen Sinne erfolgen.
Hiernach erhialt man folgende Werte fiir die Verschie-
bungen des Grundsystems.
(J, ist ein beliebiger Wert eines Tréigheitsmomentes und hier
gleich dem des linken Stinders und des oberen Riegels gewiihlt.
Fiir den rechten Stinder moge

J
bt =1

gesetzt werden. Alle Verschiebungen sind mit EJ, multipliziert.)

[aa) :jMazdstg—:IL+l+7A': 40,

J
[ab] ::fMaMbd s = (71 -1 h+w h> — — 250,
J /
[ac]=| M M ds —J":l '4—7&-1:250,
h »
— L e
[bb] = fM,] dsJ L Ll

J, l Koo
[bc]szchds—j-w—w 5 hel— 2~h-l———1500,
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J. 1
[ec] :fMﬁ’dsJ: g BN =—2333,33,

¢ J
—fl[Md Jo__ ¥ h=100
[am]=] My M, SJ*“—?W— s
J, LW
[bm] = | MyM,ds~*—— - -h-h=——3383,33,
J ]
J ’
[cm]zj‘MoMﬂds JC :—_%.h.l:: 1000 .

Um die Richtigkeit obiger Verschiebungen zu priifen, wenden
wir das im ersten Teil, § 20 angegebene Verfahren an.
Danach ist die Summe der Verschiebungen:

’

[s5] szs"’ ds Ti_ .

Die M_-Fliche hat folgende Ordinaten:

Infolge X, X, - X Summe
In der linken unteren Ecke . . . . -1 ‘ —_ — +- 1
n » oberen ” « . e —1 | — 10 —_— — 9
» » rechten » » c e e . -1 ‘ —10 +10 + 1
» o» » unteren » . . . . -1 — -+ 10 +11

Die M_-Fliche ist in TFig. 98 aufgetragen. Danach ergibt sich:

fM;-’ds_‘§222-1—69[1.(2-1 —9)—9(—2-9 L]+ 21214 11)
+11(2-11+1)]=1373,33.

Die Summe der in den Grundgleichungen vorkommenden posi-

tiven Glieder ist:
140 - 250 - 2000 - 250 +- 2333,33 — 4873,33.
Die Summe der negativen Glieder ist:
— 250 — 250 — 1500 — 1500 = — 3500.
Die Gesamtsumme ist demnach:
4873,33 — 3500=1373,33.
Zur Priifung der Absolutglieder stellen wir auf:

J
fMSMOds F= 2'%9' 10(2-11 - 1) == 766,67.

Die algebraische Summe der Absolutglieder in den Grund-
gleichungen ist:
1000 — 100 — 333,33 = 766,67.
Somit stimmen die errechneten Verschiebungen, und wir gehen
jetzt an die Auflésung der Gleichungen.
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Auflésung der Grundgleichungen und Berechnung
der Unbekannten.

Festwerte:
[ad] 250 B
S Sah P - 3 ¥
[aa] 40 =0
_[ac] 250 ,
— 2 625,
 [aa] 40 6,25
[be.1]= — 1500 - 6,25-250 — 62,5 ,
[bb.1] = 2000 — 6,25-250 = 437,5,,
[be.1] 62,5 ‘
U P 0143,
Bo.1]  4sep 013

Wir berechnen zuerst die Unbekannten sowie eine statische
GroBe S, etwa das Moment in der linken oberen Ecke in der iib-

lichen Weise:
[cc.1]=12333,33 — 6,25-250 = 770,833,

[cc.2]=1770,833 — 0,143 -62,5 = 761,905 .
Die Absolutglieder sind:
[am]==100,
[bm.1]— — 333,33 — 6,25 - 100 — 291,67,
[em.1]==1000—6,25-100 =375,
[em.2] =375 — 0,143.-291,67 — 333.33..

Also wird:
Xaloz—lfogh_z,s,
Xy —— 2:31;;7- — 0,667,
ORI L N

Aus diesen Unbekannten berechnet sich eine statische GroBe S
nach der Gleichung:
S:S0+SaXa.0:Sb.1Xb.1+Sc.2Xc.2-
Sy.1 und S;.» sind Werte § infolge X, =1 am 1-fach bzw.
X,—1 am 2-fach unbestimmten Hauptsystem d. h. es sind die
Werte S infolge der Lastengruppen:

X,,=—1 und Xb_—[ibv]zﬁ,%),
a [aa]'
.1
bzw. X, =1 und Xb(,~—$;ﬁ-=——o,143 und
_—M——M-Xbc — 6,25 +6,25-(— 0,143) = — 7,143

ac [aa] [aa]
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Es ergibt sich somit (vgl. die Balastungszustinde X =1, speziell
die Ordinaten der Momentenflichen in der linken oberen Ecke):

S,=1,
Sp1=8,+8,-X,,——10+41.625=—=—3,75,
S,.s—18,+8,-X,,+8,-X,,— 0 — 10-(—0,143)

—+1-(—17,143)= — 5,7142.
Somit erhédlt man fiir das gesuchte Eckmoment:
S=0-+1-(—2,5) -} (— 3,75)-(— 0,667)
—+ (—5,7142).(— 0,437) = 2,5 mt.

Anmerkung. Wir benutzen das Zahlenbeispiel, um nochmals' den Unter-
schied zwischen dem hier gewdhlten Verfahren und der bisher benutzten Methode
zu erliutern, bei welcher die Uberzihligen X,, X,, X, zugleich die Unbe-
kannten sind.

Der vorhin ermittelte Wert X..2 stellt die Uberziihlige X, dar. Aus
dieser berechnen wir sodann die zweite Uberzihlige X, nach der Gleichung:

[om . 1[  [be.1]
Xy = (bb.1] [0b.1) Xe.

Dies ergibt:

X, = —0,667— 0,143 (— 0,437) = — 0,605 .

Mit Hilfe der beiden nunmehr bekannten Gréflen X, und X, berechnen
wir X, nach der Gleichung:

 [am] [ad] fac]

=" aa) T e T aa
w=—2,5 16,25 (— 0,605) — 6,25 (— 0,437)
=—355.

Aus diesen drei Unbekannten X ergibt sich eine statische GroBe S nach

der Gleichung:
S =8, -+ SuXo+ Sy Xp 1 8o+ X,
Fiir das gesuchte Eckmoment finden wir also:
M—=0-1-(— 3,55) - (— 10)-(— 0,605) -~ 0 = 2,50 m ¢ .

p) Geometrische Darstellung der Unbekannten X, ,,
X,1, X, als Einzellasten.

Wir kniipfen nunmehr an den unter I dargestellten Gedanken-
gang an.

Wir verlegen den Angriffspunkt der Unbekannten in den Punkt O

mit den Koordinaten — [a_b] =6,25 und — [a,tc] = -—6,25 in bezug
[aa] [aa]

auf das durch das linke Widerlager gelegte Koordinatensystem (Fig. 99)

L)
/be- a3 4 .

7 ,
Fig. 100. M,-Fliche. Fig. 101. My 1-Flache.
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und verbinden 0 mit diesem Widerlager
durch eine starre Scheibe. Die Unbekannte
X..0 ist ein an der Scheibe angreifendes
Kriftepaar; die Unbekannten X,  ist die
in 0 wirkende horizontale Kraft; die Un-
bekannte X, , greift gleichfalls in 0 an,
aber nicht vertikal, sondern unter dem Win-
kel ¢ gegen die Vertikale geneigt, so dal

1
b Ejgd — — 0,143

Fig. 102. M. o-Fliche.

ist. :
Fir die Krifte X,,, X,1, X, =1 erhilt man die in
(Fig. 100 bis 102) dargestellten Momentenflichen. Diese sind natur-
gemial iibereinstimmend mit denjenigen infolge der vorhin ange-
gebenen Lastengruppen, z. B. X, X, , X, fiir X, ,=1. Man kann
die Unbekannten aus den nachstehenden Gleichungen ermitteln:

J,
fMOMu ds -

Heo=—" [aa]
fMOM,,,Ids§L
fMoMC,zds -‘;:

[ce.2]
Dabei kann man auch fiir die Nennerwerte die entsprechenden
Summenausdriicke setzen, z. B.:

N & J
[cc.2] :*J‘Mf_gds~ifl~ rfMM ds .

Es sei hierbei daran erinnert, daB in diesem Ausdruck der
eine Faktor M, (d. h. Momente am Grundsystem) statt M, , gesetzt

werden kann (vgl. ersten Teil, § 5).
Wegen der einfachen Form der M -Fliche (Fig. 94) erstrecken
sich die Zahlerwerte der Unbekannten nur iiber den rechten Stander.

2. Berechnung mit Hilfe des Dreigelenkbogens
als Grundsystem.

Der unter 1. zahlenmifBig untersuchte Rahmen soll nach dem
vorhin erlduterten Verfahren unter Zugrundelegung des Dreigelenk-
bogens als Grundsystem berechnet werden.

a) Lésung nach dem einfachsten Verfahren mit X, ,,
Xy 1, X, o als Unbekannten.

®«) Rechnerische Bestimmung der Unbekannten und
des Eckmomentes .
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Das System ist das gleiche wie im letzten Zahlenbeispiel (s. Fig. 103).
Das Grundsystem mit den Uberzihligen X ist in Fig. 104 dargestellt

i
\
|
]
|
!
|
|

1
o ﬁXa=1
Fig. 103. Fig. 104. Grundsystem.  Fig. 105. M,-Fliche.
H |t + N Xp=7
(O o
| ) I
| | i
] | |
| | |
| " 'l
! \
Fig. 106. M,- Flache. Fig. 107. M,-Fliche. Fig. 108. M,-Fliche.

Die Fig. 105 bis 108 zeigen die Momentenflichen infolge der einzelnen
Belastungen X =1 und H, die wir zur Berechnung der Verschiebungen
benutzen.

Man findet hiernach:

[aa) :fMagds i;—‘ =h-+ —i— :%—0,
[ab] :fMaMbds S _’2‘ 4 ;: %0,
[ac]:fMaMCds%-——g,_é—_—__ég,
[bb]_fM,ﬁds . :% %’ﬁ+z:l§£,’
[bc]_beMcds o _7; :;JF%,‘:"B(,O’
d=farad =i E
[am]~fM0Mads%~—_—;L h—{-; h:ég—o,
[bm) — fM M,ds ‘5 gh+é h_jE%&

J,
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Simtliche Verschiebungen mdégen mit dem Faktor -5 multipli-
ziert werden. Alsdann nimmt die Tabelle der Verschiebungen
des Grundsystems folgende Form an:

a i b l c m
a 8 6 -5 50
b 6 12 —3 50
c -5 -3 8 —40
Fir die Festwerte finden wir somit folgende Grofen:
~[a‘b]=—0,75; —M—c]—~0625
[aa] [aa]
[be.1]=—38—0,75-(—5)=0,75,
[bb.1]—=12—10,75-6 — 17,5,
[be.1]
— 2 ==—0,10.
[0b.1]
Wir erhalten somit folgende Belastungszustinde:
Xoo=1: X  =1; X,,=—0; X,,=0,
Xb.1:15 Xab':i—-(),’?{); Xbbzl; chZO,

Xeo=1: X_,==0,70; X,,——0,10; X, 6 =1.
Hierbei ist:

[ac] _ [ad] 5 __
Ko™ " ad] ™ [aa] Koo 00>

be.1]
X, =—e o,
, be [bb.1] ’
Wir benétigen ferner folgende Werte:
—5
[cc.l]:8—? (—5) ==4,875,
[cc.2] — 4,875 — 0,10-0,75 —4,8,
[bm.1] =50 — 0,75 - 50 —125,
—5
[em.1] =40 — ~8'»-50 = — 8,75,
[em.2] = — 8,75 — 0,10-12,5 =—10,0.
Hiernach ergeben sich folgende Werte der Unbekannten:
50
Xa.o=-T:~6,25,
12,5
Xpg=—--2-=-—186
b.1 7 5 ’ 77
1
Xo,= 12 __9083.

4,8
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Fur das gesuchte Eckmoment gilt die Gleichung:
S= SO —T‘—' Sa Xa.O + Sb.l Xb.l ‘T'_ Sc. 2Xc.2 .

Hierin ist:
§y=—10; S,=—1; §=—1; § =1,
Sy 1=—1(—0,75) —1=—0,25;
Spg=—1-0,710—1-(—0,10)1-1==0,40.
Also ergibt sich:
§=-—10—1-(—6,25)—0,25-(— 1,67) -} 0,402,083 = — 2,5 m¢.

NB. Das Resultat ist das gleiche wie vorher; das Vorzeichen mufte
umgekehrt sein, weil die Momente mit umgekehrten Vorzeichen eingefiihrt
worden sind. Vgl. die Belastungen des Grundsystems in beiden Fillen.

f) Geometrische Darstellung der Unbekannten X, ,,
X, .1, X..» als Einzellasten.

Die vorhin verwandten Lastengruppen lassen sich wiederum als
Einzellasten darstellen, welche das System in gleicher Weise bean-
spruchen. — Die Belastung X, =1 ist ein Moment 1 in a am
Grundsystem (Fig. 109). Statt dessen kann man eine Einzellast 1t
an einer das System erweiternden (starren) Scheibe in Richtung des
rechten Stinders angreifen lassen (Fig. 110). Die Beanspruchung
(s. Momentenfliche) des Systems ist die gleiche wie die in Fig. 106
(bzw. ihr proportional).

Die Lastengruppe X; ;=1 kann als Einzellast 1 (Moment 1)
in b an einem Ersatzsystem dar-
gestellt werden (Fig. 111). Man
verschiebt das frither bei a ge-
legene Gelenk in einen Punkt a/,
wobei die Linie ca’ durch die
Bedingung gegeben ist, dal}
die Momente in b und a sich
verhalten miissen wie 1 zu

ab] . .
'—%ad]—. Dies ist der Fall, Fig. 109. Fig. 110.
b o
wenn die Linie ab in s im Verhiltnis —————[a ] geteilt wird, so daB

[aa]
g:%:% (s. Fig. 111). — LaBt man in Richtung dieser Ge-
raden c¢s eine Einzellast
1t nach Fig. 112 angrei-
fen, so erhilt man die
gleiche Beanspruchung des
Systems.
Die  Lastengruppe
X, »=1 Dbesteht aus den
drei Einzellasten X —1
[be.1] .
o] ™ Fig. 111. Fig. 112.

in ¢ be ==
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x —_ loc] [ab] <W [be.1]
L [aa) [aaq] [bb.1]
durch eine Einzellast 1 zu ersetzen. Zu diesem Zweck mufl nun
auch. das Gelenk b nach einem Punkte [’ verschoben werden
(Fig. 113). Die Lage von b’ ist gegeben durch eine Gerade L”,
welche zuniichst die Strecke b¢ in ¥

) in g; sie ist ebenfalls unschwer

.1
2 im Verhiltnis — 261 teilt, so daf
1%’ bb.1]
by’ be.1] . .
also Ve [[I)ZJ% ist. Wie der
Durchgangspunkt o’ der Geraden L”
P B . N, 7 sich aus dem Verhiltnis von X, zu
Fig. 113. X, ergab, so findet man die Neigung

von L” aus der Beziehung zwischen

X, zu X, .. Da X, zu X , den Beitrag X“<_—Zfz> liefert, so

ce

mul} sein
X - [ac]

we

X,  |ad]’

e

Denkt man sich in dem Punkt ¢ ein Moment X, wirken, so wiirde
die hierdurch in ¥ erzeugte Gelenkreaktion, wenn sie in Richtung
von L” wirkt, in ¢ (Einspannstelle) ein Moment X , erzeugen; die
Momente X , und X, werden sich zueinander verhalten wie die
X k
Lote a% und ¢i von a bzw. ¢ auf L”, d. h. es wiire X"’f == q—,—, und
ci
[ac]

[aa]
. k . . .
also die Lage von L” so, daf} a' ::;ﬂﬁz_[ﬁc]_‘ ist, so wird die
¢t cm [aa]

dieser Wert miifite in unserem Falle gleich — sein. Wihlt man

Bedingung erfiillt.
Weiterhin muf3 aber auch zwischen X' und X, ein bestimmtes
Verhiltnis bestehen und zwar mufl (wie vorhin beim Belastungs-

zustand X, =1) —X“@ ;—[@] sein. Dies ist erfiillt, wenn die
Xbr; [an
Reaktion infolge X, (allein) in die Richtung von L’ fillt. (Hierbei

ist in ¢ ein Gelenk und bei a eine Einspannung zu denken.)

Die Lage des verschobenen Gelenkes a' mufl also auf den Ge-
raden L' und L”, d. h. im Schnittpunkte ' liegen. Das Ersatz-
system mit den drei Gelenken o/, ¥, ¢ erfiillt also die Bedingung,
daBl eine Last X —1 die erforderliche (der Lastengruppe X. ,=1
entsprechende) Beanspruchung des Systems erzeugt (Fig. 114).

Statt des Momentes 1 in ¢ kann man auch eine Last 1 in
Richtung von L” an zwei, den Widerlagern angegliederten Scheiben
angreifen lassen (Fig. 115).
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Fig. 114. Fig. 115. Fig. 116.

Aus alledem folgt, dafl man als Unbekannte die drei in Fig. 109,
111 und 114 angegebenen Einzellasten einfithren und aus je einer
Gleichung mit einer Unbekannten ermitteln konnte. Die geome-
trischen Eigenschaften der Losung, d.h. die Lagen der Wirkungs-
linien der Unbekannten, sind durch die Festwerte des L&sungs-
verfahrens gegeben.

Setzt man die Zahlengroen der Festwerte unserer Aufgabe ein,
so findet man die Lage von L' und L” aus den vorhin angebenen
geometrischen Beziehungen.

b) Lbosung nach dem allgemeinsten Verfahren mit
Lastengruppen von teilweise willkiirlichen Einzellasten
als Unbekannten.

«) Rechnerische Bestimmung der Unbekannten wund
des Eckmomentes S.

Der Zustand Y, =1 besteht aus drei willkiirlichen Lasten. Wir
withlen:

X

Hiernach ergibt sich (vgl. erster Teil, § 18) unter Verwendung
der vorhin (s. a, ¢) ermittelten Verschiebungen des Grundsystems:

[da]==8-1-+6 (—38)4(—5)-4==—30,
[4D)=6-1-4+12(—3)}(—3)-4=—42,
[

uazl; Xbu:V_3; Xz:a=4'

Ac]==—5-1-(—3)-(—3)-}-8-4=36.
Hieraus ergeben sich die Festwerte:
L,
[4d]
e 9,
[4a]
Beim Zustand Y, =1 sind zwei Lasten willkiirlich. Wir wéhlen:
X,,——050; X, ==4.

Dann ergibt sich:
[A4B] =[4V] X, - [4c]-X,,
:(—42)(—0,50)+36-4=165.
[4B] 165
=t " —550.
ab [4da] — 30 5
Pirlet, Statik. IL 2. 8
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Nachdem nunmehr die Lasten des Zustandes Y,==1 bekannt
sind, ergibt sich:
[Ba]=[aa]-X,, -+ [ab] - X, + [ac]- X,
=8-5,5+6-(—0,50)4-(—5)-4 =21,
[Bb] = [ab]- ab+[bb] Xbb [cb]-X,,
—6-5,512.(—0,50) - (—3)-4 — 15,
[Be]=[ac]- X, +[bc]- X, £ [cc]- X,
= (—5)5,0 4 (—3)(— 0,50) - 8-4=6.
Beim Zustand Y,=—1 ist nur eine Last willkiirlich. Wir
wihlen:

X, =—6
Dann ergibt sich:
__[BC1]__ [Be1]
Xbc [ b ] [Bbl] ch’
[AC] [4b] [4c] [4b]
—_—e— ‘.X T - X
‘Xac LA(J] lAa] be [Aa} ce [A ] be
Es ist
21
[Bb. 1]‘15~:?—1ﬁ6 (—42)=—144.
[Be.1] 81,2
1) 144 2,17.
X,,—217-(—6)=—— 13,
— 36 — 47

Nachdem nunmehr die drei Lasten X, , X
Y,=1 bekannt sind, findet man:

[Ca]=8-11 -+ 6 (— 13) 4 (— 5)(— )

[Cb]=6-11 412 (—13) -} (— 3)(—6) ._—72

[Ce]=—5-11 4 (— 3)(— 18) -} 8(— 6) 64 .
Ferner wird:
[44]=[4a]-X,,+ [4}] - X,,+ [4d]- X

= —30-1-(—42)(— 3)+} 36-4 =240,
[BB]=[Ba]-X,,+ [BV]-X,, +[Bc]- X,

=21-55-+15.(—0,5) -} 6-4 =132,

[CC]=[Ca] X,,+[Cb] X, -+ [Cc] X
= 40- 11+(~72)(—13)+(——64)(——6):1760.

»er X, der Gruppe
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[Am] = [am] X, + [bm]X, , -+ [cm]- X

==50-1- 50 (— 8) 4 (— 40)-4 =— 260,
[Bm]=[am]- X, 4~ [bm] X - [em]- X,

==50-5,5 4 50 (— 0,5) | (— 40)4——90,
[Cm]=[am]-X,,+[bm]- X, ,+-[em]- X

=50-11 -} 50 (— 13) -+ (— 40)- (—6)=140.

 [Am] 260
a—-—[ﬂ]———m—— 1,083,
- [Bm] 90 _
Yo=— [BB] 132 0,683,
__[em] _ 140
Y,=— [CC] 1760 — —0,0795.
Berechnung des Biegungsmomentes in der linken oberen Ecke.
=10; S,=1; §=1; S, =—1,
g,=1-1+1(—38)—1-4=—6,

©,=1-11-4+1-(—13) —1-(—6)—=4.
§=10 - (— 6)-(1,083) 4 1-(— 0,683) - 4-(-— 0,0795) = 2,5 mt.
f) Geometrische Darstellung der Unbekannten Y.
Die gleichen Uberlegungen, wie wir sie fiir den Zustand X, ,—1
im vorigen vereinfachten Fall anstellten, sind jetzt bei jeder der

drei Lastengruppen Y=—1 anzuwenden.
a

14
S
L
> a c
I
A
\\I
W
Fig. 117. Fig. 118. Fig. 119.

Beim Zustand Y, = 1 (s. Fig.117) ergeben die drei willkiirlichen
Lasten eine nach Lage und Richtung willkiirliche Gerade L,. Aus
dem Verhiltnis der gewihlten Lasten X, , X, , X, ergeben sich
die geometricchen Bedingungen (Durchgangspunkt und Richtung)
der Lage von L.

Beim Zustand Y, =1 (s. Fig. 118) ist die Last

___[AB]___ [4] . _ [4]
Ko = " da) = [4d] [da] ¥
bedingt, wihrend X,, und X, willkiirlich smd Die Beitrige von
X,, und X, zu X , sind durch die Festwerte —[ b] bzw Ac]

[4a] " [44q]

8*
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gegeben. Die Strecke ab (s. Fig. 118) ist wiederum im Punkt s

nach dem Verhéltnis -—Ejg, die Strecke a¢ im Punkt # im Ver-
héltnis —EI:% zu teilen. Die durch s von ¢ ausgehende Gerade

und die durch ¢ von b ausgehende Gerade liefern in ihrem Schnitt-
punkte 0 den Durchgangspunkt der Geraden L,. Die von dem
Verhiltnis der willkiirlichen Lasten X,, und X , zueinander ab-
hingige Richtung von L, ist ebenso wie diese Lasten willkiirlich.

Beim Zustand Y,=1 ist die Gerade L, nicht nur dem Durch-
gangspunkte nach (Punkt 0), sondern auch der Richtung nach ge-
geben. Die Richtung ist durch das Verhiltnis

X [Be.1]

be
X,  |Bb.1]
festgelegt. Die Strecke be (s. Fig. 119) ist wiederum im Verhéltnis
des vorgenannten Festwertes zu teilen.
In Fig. 120 ist das aus den Angriffsrich-
tungen I der drei Unbekannten Y gebildete
Dreieck dargestellt. Es ist mit der Darstel-
lung in Fig. 116 zu vergleichen, welche einen
Sonderfall dieses allgemeinsten Verfahrens dar-
stellt.

Anmerkung: Ahnliche Wege, die Lasten-

gruppen X; ,==1 durch eine Einzellast an einem

. statisch unbestimmten Ersatzsystem zu erzeugen,

Fig. 120. lassen sich auch bei beliebig hochgradig statisch un-

bestimmten Systemen einschlagen. Man gelangt aber

nur dann zu einfachen geometrischen Eigenschaften der Ersatzsysteme, wenn

die Grundgleichungen (Elastizitdtsgleichungen) einfach sind, insbesondere dann,

wenn eine Reihe von Koeffizienten zu 0 werden. Einen besonders einfachen

Fall werden wir im folgenden Bande finden, und zwar beim kontinuierlichen

Triger, wo die Gelenke des Ersatzsystems in den bekannten Fixpunkten liegen.

Niaher auf diese geometrischen Methoden einzugehen, wiirde nicht den Zielen

dieses Buches entsprechen, und zwar um so weniger, als besondere Vorteile fiir
den Rechnungsgang dadurch nicht gewonnen werden.

§ 9. Der beiderseits eingespannte symmetrische Rechteck-
rahmen.

I. Herleitung allgemeiner Gleichungen fiir die Unbekannten und
fiir beliebige statische GroBen?t).

a) Grundsystem, Bezeichnungen, Vorzeichen.

Als Unbekannte wahlen wir drei Einspannungsmomente, und
zwar diejenigen in drei der vier Ecken I, II, III, IV (s. Fig. 121).

) Anmerkung: Diese Aufgabe 148t sich auch unter Zugrandelegung
eines symmetrischen Grundsystems in besonders einfacher Weise behandeln
(s. § 10). Die in diesem Abschnitt behandelte Losung liefert aber zugleich die
allgemeinen Richtlinien fiir die Behandlung des beliebig gestalteten un-
symmetrischen Rahmens.
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Das Grundsystem besteht also aus drei in den Ecken gelenkig mit-
einander verbundenen Einzelbalken, von denen einer am Widerlager
eingespannt bleiben muf. Sind die drei Einspannungsmomente X,
X,, X, gefunden, so handelt es sich nur mehr um die Untersuchung
einfacher gerader Balken, die durch irgendwelche duBlere Lasten und
an den beiden Enden durch Momente (X) beansprucht sind. So-
mit ist also die Aufgabe auf eine &hnliche Grundlage gestellt, wie
die bisherigen Untersuchungen eingespannter Balken oder durch-
laufender Triger.

Wir fithren die folgenden Bezeichnungen 7\ T
ein. Die Spannweite, d. h. die Linge des 7]
horizontalen Riegels, sei I, die Hohe, d. h. |
die Linge der vertikalen Sténder, sei &. Die
beiden Stinder sollen denselben Querschnitt, 7%
also das gleiche Tragheitsmoment .J, haben;
das Trigheitsmoment des Riegels sei J;. Den

J . . . .
Wert h--% bezeichnen wir mit #’. Es ist also <

=Tt (90)
h

/
Fiir das Verhaltnis % filhren wir die Bezeichnung o ein:

’

R SR UP PP ()

Die Normalkrifte (N), die Querkréfte () und die Momente (M) im
Riegel sollen mit N70), Qo) M(%)  die entsprechenden Werte im rechten
Stinder mit N(J, @, M/, die im linken Stinder mit N(¥, Q¥
M@ bezeichnet werden. — Die vertikalen Auflagerdriicke seien V(¥
(links) und V(" (rechts), die horizontalen H(¥ (links) und H(" (rechts).

Beziiglich der Vorzeichen sollen folgende Regeln gelten: Die
Normalkriifte N sind als Zugkrafte positiv, als Druckkrifte negativ.
— Die Querkrifte @© im Riegel sind positiv, wenn die Summe
der links von dem zu untersuchenden Querschnitt angreifenden senk-
rechten Kraftkomponenten nach-oben bzw. rechts nach unten wirkt.
In den Standern seien die Querkrifte Q) bzw. @/ positiv, wenn
die Summe der unterhalb eines bestimmten Querschnittes wirkenden
horizontalen Kraftkomponenten nach innen, oberhalb nach auBen ge-
richtet ist, negativ dagegen, wenn sie unterhalb des Querschnittes
nach auflen, oberhalb nach innen wirkt. — Die Momente seien
positiv, wenn sie die Systemteile nach innen verbiegen, negativ, wenn
sie nach auBlen biegend wirken. Die unbekannten Eckmomente X
in Fig. 121 sind also positiv eingezeichnet. — Die senkrechten Auf-
lagerdriicke V sind positiv, wenn sie nach oben, negativ, wenn sie
nach unten gerichtet sind. Der Horizontalschub sei, nach innen ge-
richtet, positiv, nach auflen gerichtet, negativ.
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b) Ermittlung einer Unbekannten (X)).
Fir die Unbekannte X, gilt die Gleichung:

[em. 2]
[ce.2]”

X,=—

Hierbei ist:
JI
7
J"
[cm.zj;fMoMmds—.
J
Fiir die Verschiebungen sind in gewohnter Weise die E J’'-fachen
Werte eingesetzt worden, wobei J’ irgendein Trigheitsmoment be-
deutet. — Die Werte M, und M, sind Momzante am Grundsystem,
und zwar infolge der gegebenen aulleren Belastung (M,) bzw. infolge
der Last X =1 (M,). Die GroBen M, . sind Momente infolge der
Belastung X, =1, d. h. infolge X,—=1 am zweifach statisch un-
bestimmten Hauptsystem. Um diese Momente, d. h. um die M, »-
Flache soll es sich zunichst handaln.

[ec.2]= chMc_g ds

Der Belastungszustand X, ,

A / =1 (s. Fig. 122 und 123) kann
: N als Einzellast 1 in Richtung der
Yoc Hac

Unbekannten X, am zweifach

statisch unbestimmten System

dargestellt werden (s. Fig. 122).

Statt dessen kann man auch

am Grundsystem die Lasten-

<7 7 Jec w7 gruppe X, o=1 wirken lassen,

Fig. 122. Fig. 123. d. h. die Lasten X, X,, und

X,, in den Angmﬁ’spunkten

und in Richtung der einzelnen Unbekannten (Fig. 123). Diese Einzel-

lasten der Lastengruppe X, s = 1 haben folgende Werte (vgl. Bd. II
erster Teil, § 16):

X, —1,
. [be.1]
Xbc P [bb 1:, X
=___[ac]- __[ab]
Xac [aa] ecc [aa] Xbc'

Die in diesen Gleichungen vorkommenden Koeffizienten der
Lasten X (Festwerte) setzen sich aus Verschiebungen des Grund-
systems infolge der einzelnen Belastungen X=—1 zusammen.
Diese Verschiebungen sind daher zunichst zu bestinmen.

In Fig. 124 bis 126 sind die Momentenflichen fiir die Belastungen
X,=1 (M -Flache), X, —=1 (M,-Flich2) und X, =1 (M,-Fliche) dar-
gestallt. Nach der allgememen Gleichung:
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. J’
[ k] :fMiMkd37
erhélt man fiir die Verschiebungen des Grundsystems die nachstehenden
Werte:

—— e —

A 7 ol
Fig. 124. M,-Fliche. Fig. 125. M,-Fliche. Fig. 126. M,- Fliche.

[NB. Alle Momentenflichen sind geradlinig begrenzt und er-
strecken sich iiber geradlinige Systemteile. Daher sind fiir die Aus-
wertung der Integrale die in der Einleitung (s. S. 3, Tabelle I) an-
gegebenen Formeln zu benutzen.]

a] =1 Bot1), [ph]=4@ot1),
[ab]:——é(3w-«1), [bc]=~é-w,
[ac]=;2l~w, [cc]=3£-2w.

Anmerkung: Als eine Kontrolle fiir die vorstehenden Werte kann man
die Bedingung benutzen, daB die Summe aller Verschiebungen des Grund-
systems gleich

s 5] :fM;z ds§=l(1 +2 w)

sein mufl. Dieser Wert ergibt sich ohne weiteres aus der M-Fliche, d. h. der
Momentenfliche fiir die Belastung X;=1, welche sich als eine Lastengruppe
aus Einzellasten 1 in Richtung sdmtlicher Uberzihligen X darstelit. Die M-
Fliche besteht aus drei iiber Stinder und Riegel sich erstreckenden Recht-
ecken von der Ordinate 1. — Man erkennt, daB vorstehender Wert [ss) sich
auch aus den vorhin errechneten Verschiebungen ergibt; zu beachten ist dabei,
daB die in den Elastizititsgleichungen (Grundgleichungen) seitlich der Diagonale
stehenden Verschiebungen [a d], [ac], [bc] zweimal auftreten. —

Aus den Verschiebungen des Grundsystems ergeben sich die
Festwerte wie folgt:

ab]_ 8w—1
fea]  2@w L 1)
lac] 3w

aa] " 2BoF 1)
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Hieraus ergibt sich:

[bb.1]=[bb]— ab] | 150°+260+ 3

-[ab]:l—2 3w-+4+1 o

l[ac] | I w(3w—5)
be 1]=be]—+—=-lab]l=--- " .
[be-1]=[vd] [aa] [a0] 12 3w--1
Also erhdlt man fiir den dritten Festwert:
be.1] w(3w—5)
[bc 1] T 15 w4 26 w-+3
Nunmehr lassen sich die Einzellasten der Lastengruppe X, , =1
angeben. Es ist:

X, =1,
¥ — (3 w —5)
el 15w 26w -3
X o 3w Jr; o—1 < w (3 w— o)gﬂ)
aeT 2 3w Jf ]) 2Bw-+1) 15w+ 26w+ 3
Xy Ane - o w-+7)
}/ T 15 0? -~ 26 w - ]L

Damit ist die M, ,-Fliche gegeben.
sie ist in Fig. 127 dargestellt. Der
Wert des Momentes an der Einspann-
stelle des rechten Sténders ergibt sich

\ als EinfluB der drei Lasten X, X, ,

7'—._) « . . e . /‘

! X,, in Hinblick auf Fig. 124 bis 126
HacKpethee  wie folgt:

Fig. 127. M. 2-¥liche.

9 w? —1—140) -+ 3
1-X 1-X 1-X
a:+ Iu+ ce 1560—{—2660—}—'5

Unter Benutzung der 3, ,-Fliche liBt sich der Wert X, leicht
berechnen. Fiir den Nennerwert [cc. 2] ergibt sich

J' W ( o (3 ® —b) )
2 M, M, »d -1-12—-
[ec2] f “208 g 15w 2603 T

W ( 90’1403 w(90+417) )
219, /
6 15m? +26w+3 15w* -1—26(1)—{— 3

.. ((u—} 2)(6w )

T 1hw' 26043
Auch der Zihlerwert [¢m.2] ist nunmehr fiir eine beliebige
dullere Belastung leicht zu bestimmen. Wir besprechen jedoch die
verschiedenen Belastungsfille im folgenden Abschnitt II.  Zuvor
soll noch die Ermittlung der iibrigen Momente angegeben werden

[cc.2]=
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¢) Allgemeine Gleichungen fiir die Eckmomente M,
bis MIV'

Unter Verwendung des vorhin zur "y,
Ermittlung der Unbekannten X, be-
nutzten Rechnungsganges bestimmen
wir jetzt die einzelnen Eckmomente M.
Das eben ermittelte Moment X be-
zeichnen wir mit 3/, (s. Fig. 128) und
schreiben statt:

MHI

5 B
x,— _lom.2] Yex ()77 -
¢ [cc.2] Wi
nunmehr die Gleichung: Fig. 128. My.2- Fliche.
3 My =1
M=-—5' . . . ... (99 : _ ©Bwo—>5)
! N, MiT == 5 e 9013
Entsprechend bezeichnen wir die » o o@w-t7)
Momentenfliche fiir den Belastungs- 1= 7 1542 T 96w+ 3’
zustand X, s =1, d. h. die M, 5-Fliche, v 90+ 14w-3
My =

jetzt als die Momentenfliche infolge
der Belastung M;.=1, d. h. als die
M; ,-Flache. Die im folgenden allein in Frage kommenden Ordinaten
dieser Momentenfliche in den Punkten I, II, III, IV sollen mit
Mpr, Mirr, Mirr, Mppp bezeichnet werden, wobei also der erste
Index den Ort, der zweite die Ursache, d.h. den Belastungszustand
M; ;=1 angibt?)

Der Nennerwert %, ist als ¢ c. 2] bereits vorhin berechnet worden.
Es gelten also die Gleichungen:

Sl:f}IOMI-zclS:]f’ ‘
)

w(w—+2)(6w-+1
150° 26w +3

Das Einspannungsmoment am Fufl des rechten Stdnders konnte
nun auf dem gleichen Wege als Unbekannte X bestimmt werden.
Es leuchtet jedoch ein, dall wegen der Symmetrie des Systems in
bezug auf die senkrechte Mittellinie die Momentenfliche fiir die
Belastung M;y..=1 (Fig. 129) das Spiegelbild der M; o-Fliche
(Fig. 128) ist. Da auch die Momentenflichen der Fig. 124 bis 126
in gleicher Form, nur um die Mittellinie gedreht erscheinen, so er-
kennt man, daf fiir den Nennerwert 9; der gleiche Ausdruck gilt
wie fiir den Nennerwert %, Es ist somit:

150 F26w+3"

) (93)
Sﬁjsz[.f dS(;:l

1) Anmerkung: Wir haben hier eine Abweichung von der sonst in diesem
Buche benutzten Bezeichnungsweise, insofern ndmlich die Angriffspunkte der
zu bestimmenden GréBen (Momente M) nicht mit Buchstaben, sondern mit
Zahlen, allerdings mit rémischen Zahlen, bezeichnet sind. Die Riicksicht auf
die bei den gewGhnlich benutzten Bezeichnungen aufgestellten Grundsitze lieB
dies in dem vorliegenden Falle zweckmiBig erscheinen.
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JWM/V J[II': —_— —8—11, « s e (94)
Nrv
Hier ist:
» lw(w+2)(6w+1)
IV ="~ 3 | op .. | o °
15w+ 26w -3
, - (95)
;MMV 311/: MOMIV.2d37-

Fig. 129. Mjy .2-Fliche.

Um auch fir die oberen Eck-
momente M;; und My entsprechende

Miry — 9014 w+3 Gleichungen zu erhalten, wahlen wir
150+ 26043 " die Angriffspunkte der Uberzéhligen X

M1y — — _@@®@e+7  jetzt in verinderter Reihenfolge, und
15wt 26w—+3"  gzwar derart, daB jetzt eins der oberen

Mty —— % Bw—5) Eckmomente, etwa das rechte (M),
150?426 @ +-3"  als Unbekannte X, auftritt (s. Fig. 130).

My v =1. Diesen Wert X, berechnen wir in

gleicher Weise wie vorhin. Wir beginnen mit
der Bestimmung der Verschiebungen des Grund-
systems und finden durch entsprechende Ver-
tauschung:

[aa) = é-?m (frither [cc]),
[ab]:—Aé—'w:‘ ( » [be])s
[ac]= éw, ( »  lac]),
pll= fe—1, (s D),
bi=—t@o—1, ( » [a0]),
o= f@w-1, (v [aa]).
Hieraus ergeben sich die Festwerte:
[ad] 1
—fa 1"
[ac) 3
fed] 4
[bb-1]= (150 +8),
l .
[bed]=—;(00—4),

[be.1] 9w —4

[bb.l]_ 15w-+8"
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Hiernach haben die Einzellasten der Lastengruppe X, ,=—1
folgende Werte:

X, =1,
9w —14
B e
be 1508’
o Y+ 7
@ 15w--8

Daraus ergibt sich fir das Einspannungsmoment am Ful} des
rechten Sténders beim Belastungszustand X, o—1:
Sw—>
15w -8
Damit ist die 3, »-Fliche gegeben und der Wert X, leicht zu be-
rechnen.
Fiir den Nennerwert [cc.2] findet man:

% Sw—5\ , I 9w —4
[e.2]=5-1- <1“m?§>ﬂ?' 1'(”13;1@)

1"Yac_1.Xbc+1'ch:

@260t
o 15w 8 ’
Den Zihlerwert [cm.2] berechnen
wir fiir die verschiedenen Belastungsfille / \, Mo n
im folgenden Abschnitt II. - s
Fiir die vorhin berechnete GroBe X, \ 3 /
filhren wir nunmehr die Bezeichnung Yz

My ein; die Mj; o-Fliache, d. h. die
Momentenfliche fiir die Belastung M
=1 am 2fach statisch unbestimmten
Hauptsystem, ist in Fig. 131 dargestellt.
Die im folgenden in Frage kommenden 1 7m 7 My

vier Eckordinaten bezeichnen wir mit
Mror, Mo, Morgr, Mivpr.  Das

Fig. 131. Mjyz.2-Fliche.

gesuchte Moment Mj;; ergibt sich aus Mrir =— %‘% ;
der Gleichung: 9 4
Myrir = ﬁg ;
8111 ) ’
Myr— — %;I— ... (96) Murrmr=1;
3w—25
Hierin ist: Myy 111 = — Twts
(0+2)(6w-+1)
Rir=1 )
15w -4 8

, P ¢4

J
Brr=| Mo Mur.2 d87 .

Das symmetrisch gelegene Eckmoment My finden wir durch
entsprechende Vertauschung der Rechnungsgroflen. Die Mj; ,-Fliche
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ist das Spiegelbild der Mj;; »-Fliche (s.
\ Fig. 132). Der Nennerwert 9;; ist gleich
Mar=? |y Mg Rair. Es ist also:
17
WM, =7
72 / MH=—8—“—} . . (98)
N1z
Hierin ist:
__(0+2)(6w-1)
%II'—“‘ l ’
15w+ 8
- - - (99)
Y Yo 3 fw[u as?
= .M _ I o S —
Fig. 132. Mi1.2-Flache. e oL g
Mig —— 3o—5 Bevor wir nun die Berechnung der
150+48° = . ..
Zihlerwerte besprechen, geben wir zunichst
Mirir =1; noch an, wije sich aus den Eckmomenten
M = Yw—4 . M; bis Mpy beliebige andere statische
15048 GroBen ermitteln lassen.
M 9047 . . .
I =5, g d) Allgemeine Gleichungen fiir

beliebige statische Grofien.

Sind die vier Eckmomente gefunden, so kann man den Riegel
sowie jeden der beiden Sténder einzeln als einfache Balken be-
trachten, die durch irgendwelche gegebene dullere Lasten und an
den Enden durch die Eckmomente beansprucht sind. Eine statische
GroBe S setzt sich somit zusammen aus dem Wert S,, d. h. dem
Einflul der gegebenen &dulleren Belastung beim einfachen Balken
und dem Beitrag der Eckmomente. Der Wert §, ist an dem jeweils
betrachteten einfachen Balken zu bestimmen. Dieser einfache Balken
ist also gewissermafien das Grundsystem eines zweifach unbestimmten
Systems, bei dem die beiden Endmomente die hier als bereits be-
rechnet angesehenen Unbekannten darstellen. Das Grundsystem,
welches zur Berechnung der Eckmomente benutzt worden ist, kommt
hier nicht in Frage.

Danach ergibt sich:

Momente:
Im Riegel:
x x
M(O): (()0)—‘—M”7+ J[III (1—7), « . (100)
(x ist vom rechten Ende des Riegels aus zu messen).
In den Stdndern:
o 0 x x
M = M, —{—MH%—{—MI<1‘5> ,
. . (101)

G 7, Z X
bzw. M7 — M - M5+ M,y <1 — }—) .

(2

(x ist von unten aus zu messen.)
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Auflagerdriicke:
yo — g0 Mu— My
l
M, —M
(" __ yin /el i/
V=7, —'—Yl ,
u % . (102)
O __ g® M
H=Hy + h ’
s M . —M
) __ gy I bt/ 74
H"=H," + 7 .
Normalkrafte:
AT(") —_ V(r) ,
NO =My e U 103)
NO h
.L\Vé(\) %11 _riMan
h
Querkrifte:
Q(0>: (0>_-MH:AJHJQ
0 l
Q" = MI_h—M'L, Co. .. (109)
; M, —M
M__on_ | T P
Q _QU + L .

II. Untersuchung verschiedener Belastungsfille.
a. Belastung des Riegels.

Zur Ermittelung der Ziahlerwerte 3 gelten die vorhin ange-
gebenen Gleichungen von der Form (Momenb M,):

——f.MoM_[ st*

Da es sich hier um eine vertikale Bolastung des Riegels handelt,
so treten Momente M, (Grundsystem) nur im Riegel auf. Die Stinder
erhalten lediglich Normalkrifte, liefern also keinen Beitrag zu dem
vorstehenden Ausdruck. — Die M y-Fliche interessiert uns also
gleichfalls nur insoweit, als sie sich iiber den Riegel erstreckt. Auf
dieser Strecke hat sie stets die Form einos Trapezes mit den End-
ordinaten M, , und M, , die wir kurz mit M’ und M” bezeichnen
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wollen (s. Fig. 133). Somit erhalten wir
. nach der Entwickelung in der Einleitung
M M jeden Wert 8 in der Form:

< 2 =M o+ H"- ¢,
Die Werte ¢ sind je nach der dufleren Be-
lastung verschieden.

Es ergeben sich somit fiir die einzel-
nen Eckmomente unter Beachtung der Fig. 128, 129, 131, 132,
welche die Momentenflichen infolge der jeweiligen Belastungen
M =1 am zweifach statisch unbestimmten Hauptsystem darstellen.
die folgenden Gleichungen:

Momente am FuB} der Stiander:

1 w(3w—>
M':ﬁgj:_iﬁ; [‘“15aﬂ(+26wz}~3'¢1
w(9w-7) ]
_15w‘2+26w+3%J‘
Fir %, wurde der Ausdruck gefunden:
% :lw(w—}—2)(6m—}——1)'
g 15 w? 426 w -+ 3
Wir fithren die folgende Abkiirzung ein:

bo++1)(w42)=n. . . . . . . (105)

Fig. 133.

Dann wird:
RNy=1 g
Also:
u_1Bo—5¢+0o+Tge

In gleicher Weise findet man, da %,,=—%, ist, fir das ent-
sprechende Moment M :

y 100+ +Bo—"5¢

v 1

n
Momente am Riegel:
___&r___i[ o—4 }
M, = = . . .
2 %, %l T exs ™
Da
% :l(“_“’j:%’jrﬁl:l.“”_«
u 15w 8 15048’
so wird

(15(0—]’——8)991—_?—(960—4)(]72
- .

1
M -7

I =
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Ebenso findet man fiir das entsprechende Moment M .
100—i)p,+150+8)0,

l n )

Fiir die in den friiheren Gleichungen (102), (103), (104) auftretenden

Differenzen M,— M,,, M,,— M, und M, — M, ergeben sich aus
vorstehenden Gleichungen die Werte:
My —Mnu — j%_ P11 Pa + @,

Myy — Murf a)—f—2’
6 & —
l

M,,=—

My — My = —

6w —{— 1

Mit diesen Werten lassen sich nach den fritheren Gleichungen
(100) bis (104) alle statischen GréBien angeben (s. die folgende Zu-
sammenstellung).

Ergebnis.

Allgemeine Gleichungen der Eckmomente und sonstigen
statischen GroBen bei beliebiger Belastung des Riegels.

Eckmomente: ‘
by _(Bo—3g, 00+ 7).
n-l ’
(150 + 8) g, + (90 —4) g,
MII = -l )
(90 —4) g, (150 +8)-g, - (106)
M =—— . >
n-l
(o4 T e+ Bo—5)g,
My — nl .

n—=(6w-1)(w-2). . . ... . .(105)

Beliebige Momente:

a) im Riegel: MO = MO+ MU% -+ Mir <1 — 9—;—) ,
b) in den Stindern: M® = My, %+ My ( 1— %) , (107)
" __ x _z
M ——MIII 7 —!—]V[IV<1 h>

Auflagerdriicke:
W_y0 | 0 PP
V= E s
6 i
vy 8 P P ... . (108
T, 601’ (195)
H(Z):H(r)=H:3'(p1+¢g
i w42
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Normalkrafte:
NO—= T, ]
No— _ym b (109)
NO = _—H.
Querkriafte:
6 @, — 1
O _ o0 8 P
Q= - 2 6m-—-—1’ l
‘3 , ( . . . (110)
W Q) = o — = P2 T P2
@ ¢ " hl o-+2 J

b. Belastung der Stander.

Bei Belastung eines Stinders durch wagerechte Lasten wihlen
wir das Grundsystem so, daf der belastete Stinder einen einfachen
Balken darstellt (Fig. 134 u. 135). Das in Fig. 134 dargestellte
Grundsystem ist das gleiche wie bei den bisherigen Untersuchungen.
Als Unbekannte sind die Eckmomente M;;, M;;; und Mpy anzu-
sehen. — Will man das Monwent M; als Unbekannte berechnen, so
ist im Grundsystem bei I ein Gelenk einzulegen. Da an den Enden
des belasteten (rechten) Stinders bereits Gelenke liegen, so mufl die
Ecke bei II, wenn das Grundsystem starr sein soll, steif bleiben.
Man berechnet also M; aus dem in Fig. 135 dargestellten Grund-
system.

)
g

Fig. 134. Fig. 135.

-N

\

|

1

i

[}
[}
/
77

Bei einer wagerechten Belastung des rechten Stdnders dieser
Grundsysteme tritt der in der Einleitung erwihnte zweite Fall ein,
daf die M,-Fliche sich nicht nur #iber den belasteten einfachen
Balken (Stander), sondern auch iiber andere Systemteile erstreckt,
ndmlich hier iiber den anderen Sténder und den Riegel. Den Teil
der M,-Fliache, der sich iiber den belasteten Stéander erstreckt, be-
zeichnen wir mit M, -Fliche, den anderen Teil mit M{-Fliche. —
Die Mg -Flache ist nur beeinflufit durch den oberen Auflagerdruck P’
des belasteten Stinders und hat die in Fig. 134 und 135 an-
gegebenen Ordinaten.

Die Werte der unbekannten Eckmomente setzen sich also hier

8’ 8”

aus zwel Teilen M’ — — Y und M"= — gy Zusammen. Darin ist 3’
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aus der 9M,-Fliche unter Anwendung der in der Einleitung ge-
gebenen Gleichungen zu ermitteln. Es ergibt sich allgemein dafiir,
wie bisher, die Gleichung:

,8’=Mlq71 +Mﬂ¢2.

Hier bedeuten M’ und M” die an den Enden des belasteten
Stinders oben bzw. unten, d. h in den Punkten ITT und IV, infolge
der einzelnen Momente M =—1 am zweifach statisch unbestimmten
Hauptsystem auftretenden Momente (vgl. Fig. 128, 129, 131, 132).

Durch Einsetzen der entsprechenden Werte fiir M’ und M”
findet man:

— 7(17)(9>w—f7) P, (90— 140 —3)¢p,

8,1 - PO RIS [« >
15w* + 26w+ 3
Ry :(960—-—4)(}“1—(9(0—*—7)(%
15w+ 8 '
Gy — 120 T8 —Bo—5)p,
15w+ 8 ’
S,IV:—w(3w——5)(}?1—}—(15602—{—260)—}—3)972

15w+ 26w 3
Durch Division mit den Nennerwerten 9% findet man daraus:

@O0 e — (90 L 110 +-3)p,
I = — -
w-n-l

_(o—4)p,—0Bo+T) g,

M[’I = s
nl
My — (15w+8)¢1—(3w_‘5)‘p2
I =— - =,
nl
, __0@Bo—5)p, — (150" 126w+ 3) @,
Miy = ) wnl )

Auch fir die aus den M{-Flichen sich ergebenden Werte 3"
lassen sich geschlossene Formeln anschreiben.

’” ” J’
81 :J‘MO M[.gds 7

__tpy, —elbe—=3) ¥, 90°+360+3
6 15w* 26w -+ 3 6 150 -+ 26w 43

__Ph (Bot1)(0+2)
T 9 @ 15w 426w 3~

J
8 = | M{Mi.5-ds 7

_¥ oy — 60+ 10415048
G 1w -8
Pirlet, Statik. IL 2. 9
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_Th3ol(o+2)
2 15w-|8

’

’ 144 J
Y = fMo Myp.2ds -

:liP,h.—IBw——14—|—9w—4
15w+ 8
P'h3w(w+2)l
2 16w-18 °

B1v ——I.Mo My, adslff

18w+ 28w+ 6—9w* — 7w
15w+ 26w + 3

P'hwl(Sw—{— 1) (w + 2)

2 150w*+26w43

Daraus ergibt sich:

:—P’h

wo o oL
Mi=—g = 6w 1"
W Ei_ Pl o
Mir = Nrr 2 66()‘!»—1’
M __8’[’11 Ph 3w
o= %111_ 2 6a)—|—1
MI,;’ IV P’h3w—'—1
9'3117 2 6a)—|—1

Durch Addition der M’ und M” erhilt man die im folgenden

angegebenen Gesamtwerte M.

Ergebnis.

Allgemeine Gleichungen der Eckmomente und sonstiger
statischer GroBen bei beliebiger Belastung des rechten

Stianders.
Eckmomente:
% w@w-+7p, —(9w —}—14(0—}—3)(}72_{_1"7&30)*1
I nwl 2 6w+i
o _ —oo—4)p,+to@o+TNe, Ph 3w
mw— nowl 2 6w—{—71’
_ —o(150+8)p + (8w )‘772 P'h 3w
M= nwl + 2 6w 6w—11°

oBwo—5)¢, —(150* 26w 13)p, Ph3ow-+1

nwl 2 6w—-1"

(111)
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Hieraus ergibt sich:
3 [w¢1—(w—+—1)¢2]_l_P'h

My — My = w (@ - 2)1 2
_3[w¢71——(w+1)¢2] P'h
My — M= w (w4 2)1 G

MII _-MIII:%:‘%W— P’h%ﬁl .
Setzen wir diese Werte in die Gleichungen (102) bis (104) ein,
so findet man:
Auflagerdriicke:
V(l):_g(pl—{-—tpe Pr 3w

126w+7+76w+1’
§§D1_‘_9’72_‘P’h 3w

(r) — -
V=t E6wt1 1 6wl

. . (112
H(I)zé.w‘pl_(w+1)¢g_l_£“ (112)
hl o(0+2) g
8 wp—(0+1)gy | P
(r) — . 1 a P
Normalkrafte:
NO=—V0, NO=—V®, NO=—HO, _ , (113)
Querkrifte:

QO=T0,
QW = H® am unbelasteten Stinder, . . (119
Q" = H") —P_am belasteten Sténder,

wenn P_ die dufleren Lasten auf der Strecke x, vom unteren Auf-
lager aus gemessen, bedeuten.

Anmerkung: Ist der linke Stinder belastet, so ergeben sich durch ent-
sprechende Vertauschungen folgende Werte:

y _2Bo—=5e—(50' 4 Bot e, Phwdl
1= wnl 2 w1’
_— (150489, 4-Bo—5) ¢, , Ph_ 3w
My = nl T3 w1’ 1
s —O0—Hp F o+ e PR 30 - (11a)
1= oy 2 6oJ1
0@o+Ne,— 90+ 4o+3)p,  Phlo1
My = wnl +2_6w—}—1'
vo__yo_8 ete _ Ph 30
P (6o+F1) I 6ol 1’
y 3 wo,—(w+1)g P
r__°2 99 2 L
e e +5 .. . (1128)

H(l): 3 w(pl—(w—f—l)(pz_,___"_l_)‘

IR

9*
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NV—_y0, NO—_y" NO—_HgD. . ... (1133)
Q" —= HY — P, (Beziiglich P, vgl. Anm. zu Gl. (114), (11432)
Q(r) H(")

Durch Addition der Gleichungzen (111) bis (114) zu den Gleichungen (111a)
bis (114a), ergeben sich die Werte fiir die gleiche Belastung beider
Stinder. Man findet:

M, g, o= Rot)p

l o (w4 2) ’

...... 111D
My = My = — 32‘2*;;”’. a
, 6«» —(+1)g
o __ _ 0 Y, ) P2
HO=H"=—P+ P+ 5 =002 U o
vO=y"—0.
NO =N =0,
NO_ g P} ................ (113b)
0):0, l
QY —=@" — H— P, 'vgl. Aum. zu Gl. awy).j - - (114b)

Durch die Gleichungen (111) bis (114), (111a) bis (114 a).
(111Db) bis (114b) sind die Werte fiir alle Belastungsarten
gogoben, wenn wir nach den Ausfiihrungen in der Ein-
leitung (s. § 1) die entsprechenden Werte fiir ¢,. ¢, und P’
einsetzon.

c. Untersuchung besonderer Belastungsfille.

Mit Hilfe der angegebenen Formeln lassen sich jetzt fiir be-
liebige Laststellung alle in Frage kommenden GrdBen in einfacher
Weise anschreiben. Die Ergebnisse fiir einige hiufiger vorkommende

Belastungsfille sind in nachstehender Tabelle an-
P\Le {—>  gegeben.
| Zur Erléuterung sei der Fall einer Ein-
zellast P an beliebiger Stelle des Riegels
(Fig. 136) kurz besprochen. Es ist nach Glei-
chung 7a in § 1 (hier ist I'=1):

P2
Pr== g G
J”/ e P2
Fig. 136. Py = Y Cy

Setzen wir diese Werte in die Gleichung (106) ein, so finden wir
fiir die Eckmomente:

u, :I—;l(3w—5 cl+(9w—}—- )eq

. Pl(15a)—]~8)cl—{—(9w—4)c‘,
MII:_TE n -
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Pl9w—4)c,+ (15w + 8)c,
Mur=—"¢ "
PlOw-+T7)e, +Bw—>5)c,
MIV _=—

6 n
Hieraus ergeben sich beliebige andere Momente mit Hilfe der
Gleichung (107).. Zur Bestimmung der Auflagerdriicke setzen wir:
P2 : P2 \
¢1—¢2:?(Cl_02'); (P1+q)2:'_€;“(01+62)
in Gleichung (108) ein und erhalten:
£ | ag—¢ >
0 — 2. e S
4 o <l T 6w—+1/’
& ¢ —uc )
") — 1%
4 P< I 6w-+1/’
Pl ¢, ¢,

T on a)—}—?

Damit sind auch die Normal- und Querkrifte Gleichung (109) und
(110) gegeben.

d. Temperaturdnderungen.

Bei Temperaturdnderungen sind die unbekannten Eckmomente
M, M, M, M, wider nach den Gleichungen (92), (94), (96), (98)
zu bestimmen. Die Zdhlerwerte 3,, 3,, 8,,, 3, sind dann nach
den Angaben in § 1 zu ermitteln.

Es soll zun#chst eine ungleichméBige Temperaturanderung an-
genommen werden. Die Unterschiede zwischen den Anderungen am
Innen- und AuBemand seien A4¢, die Anderung im Schwerpunkt
sei t. Die Werte ¢ und A¢ seien fiir jeden Stab verschieden, aber
auf ganzer Linge des Stabes konstant; fiir den linken Stinder heifien
sie ¥ und A(®, fiir den rechten Stinder " und A{", fiir den
Riegel {© und 4:©,

Der EinfluB der Werte ¢ und A¢ soll getrennt ermittelt werden.
Der fiir ¢ sich ergebende Wert gibt dann zugleich den EinfluB einer
gleichméBigen Erwirmung um ¢ (19, (" ¢©) an.

Ist ¢, der Ausdehnungskoeffizient fiir Wirme, konstant und be-
deutet d, die Querschnittshche der Sténder, d, diejenige des Riegels,
so findet man nach Gleichung (5), S. 6 als EinfluB der Werte A1,
47, A410: )

3, :E‘ZIZ_‘S(MI]_;—MHI ﬂ h+ ]III+‘MIVI Adt(’) 3
R

M, +M,,, . 449 )
+ 5 FRUE
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MIII+ 'MIIII At(l) 'MIIIII_i—‘MIVII At(r)
— B.J el “un T gt £/ ) B Wil | 8 G )
8 =E-J, 8< 2 PR 2 d,
_}_%IIIIFJ_MIIIII'AI((O}.Z),
2 4,
'MI]II+MII 171 At{l) | 'MIIIIII_i_MIVI[I At()/
SIII—E'Jl"f("“z—‘“'T,,'hT > 4
M -+ M A4
+ 1111 1224 111. l> ,
2 4,
M, +M A0 M. M At
-8 :E.J_'S(__IIV 11117___'h_%_7nur i vy, .
¥4 1 2 dh 2 dh
%ﬂ‘ﬂMmH{,At(o),l
+ 2 d )
14

Die in diesen Gleichungen vorkommenden Summenwerte der

Momente ergeben sich aus den Momentenflichen (Fig. 128, 129, 131,
132), man findet:

1204 31w -3
MII+MIII:MIIIIV+MII’II’: 15w2+26w~i— 3°

2w(6w-+1)
M111+M1111:M111;'+M1111r:_15602_{_260)_‘_3’
(10 +3)
MIII]+MIVI:'MIIV+MIIII’:15602_!__2660_‘_3’
12 w-+13
M+ Myy=Mpy o+ My = 150)—{—8—'

4(6w—+1)
M1111+M11111: 11111+M111111: —m’

11
M11111+M1VII= 1111+M11111=_~15w_+_”§‘

Setzt man diese Werte in obige Gleichungen ein und dividiert
durch die entsprechenden Nenner:

R — 0 _lw(w+2)(6w—}—1)_ w-ln
T 15026 w13 160 26w -3’
—_— _l(w+2)(6w+1)_ I-n
e T 150+8  1bw-}+8°
go erhdlt man nach gehtriger Vereinfachung:
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M,—— 52{ R[(12 0® 4 31 o - 8) 460 |- (T > - 3) 4 £7]

_12(6w+1)At<°>},

“hw (12 0 - 13) 41O — 11 o A4®)]
+2awotaaml,
Pl—11o-4t® (12 @ -+ 13) 4¢0]
+J.4(6w+1)dt(0)},

) — %‘j{%[(m - 3) At - (12 ® - 31w + 3) AtD)]
h

1 z(6w+1)4t«»}.

Daraus findet man:

3 L,
MI—MII:MIV—MIII Y ﬂEE { ( t(l)—l—At(r)
_.i.gAt(O) .
d, ’
6w J, .
‘MII.—MIII:_G’(;__}—_T'E'SE:(Atm_At(7))’
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) (115a)

Da in diesem Falle die Werte S,= 0 sind, so erhélt man nach

Gleichung (102):
1 6w i

VO —— i — . Fo T B (At(l) Atw),
(
HO— g — He — 3(_3752) ij (At0 A4t | (1151)
J;
7, 0)
dlZAt

Den EinfluBl der Wirmednderungen ¢, t™, ¢t in der
Systemachse finden wir nach der Gleichung (5), §1. Da die
Normalkrafte N,'_,,, d. i. hier NI.g, NI[.‘_), NIII_Q, Niy.o fiar jede Stab-

linge konstant sind, so findet man:

3, =E-J¢ [(N(l) U V(r) ('))7L+N9)?2 .77,
B — B-Jyo[(¥iks (0 Nika 9| ¥k 191,
Bur=E-J,-& [(Nir.ot® 4 Nir o) b Ngr o -£@-1],
,8IV:E-JZ-£[(ND ot(l)—LNIVot’))IL+NIV_2-t(o)-l].
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Die Werte .NI_2, I\VII;_), N{ILQ, va,g, d. h. die Normalkrifte fir
die Belastungszustinde My, =1, Mo =1, Myz.s=1, M;y.» =1 sind
aus den Werten der Eckmomente dieser Belastungszustinde nach
folgenden Gleichungen zu ermitteln:

NPy =— N =11 6o(o+2)
—NPo= NPo=f 1 150" 260 3"
o yo 1 1 3(6w—+1)(w+-1)
~Y I.2 VY IV.2 h low'—‘—?wa3

Nity ——=Nit: =] 1 60+2)
— Npo= N.—={ 1 1508
1 3(6w-—1)
i0) T(U) g——_——
Nire= Nupr>» 1w 8

Damit findet man aus obigen Gleichungen nach Division durch
die Nenner %, und %, :

fJ 6 w L J 3lw—+1)
M — _Feldn. %9 ) 7L, T o
! 1 6w—1" 0=t L w(w—;’—Z)t ’
rJ 6 w S, 3 i
M —_F¢g  h._ = (D — g (1)
a U 6w—1" T w2
- 6 7 5 - (116a)
Moo g T Bo (0 — )t 2o
o ‘T 6w-—1" )+ h w—[—2t J’
J 6w J, 3(w+1)
M,  —=—FE¢ (_ S SR {15 g ) SN S sl Ay () I
w T w1t ) w(wL3)
Daraus findet man:
Bed, 3(20+1) ,
M—M, =M, — M, ——""I. ),
7 7 Ir 17 h w (U) + 2)
EeJ, 120
My — M,;=~— { " 6w—1 (t0 — ).
Damit ergeben sich:
V(l):—-—V("):E'S'J 120) t(’) ]
B Sod L (116D)
H(l)——_—H(r)=H—E ey 3,7(970;;71) | ‘
B oo+ 2) )

Durch Summierung der Gleichungen (115a) und (116a),
bzw. (115b) und (116b) erhdlt man die Gesamtwerte fiir un-
gleichmidfige Erwdrmung. Die Normal- und Querkrifte ergeben
sich dann aus den Gleichungen:
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NO—= VO ]
No—=—yo, L . ... . (1173)
NO—=__H,

QV=(Q"=H,

Q‘O):V“}. } A T (117b)

e. Widerlagerverschiebungen.

Bei Verschiebungen der Widerlager sind die Zihlerwerte 3 zu
ermitteln nach der Gleichung (6), S. 6, man erhilt also:

3, =—EJ,SL;, [lw.2],
By =—EJ,SLi, [lw.2],
Bu=—EJ,SLyr[lw.2],
81V:—EJ12LIV.2[ZM-2]-

Darin bedeuten L; 2, Ljss, Lir.e, Lrp.e die Auflagerreaktionen bei
den Belastungszustinden My o=—1, My; o=1, Mygo=1, My o==1;
die Werte [{w.2] sind die Verschiebungen der Auflagerpunkte in
den Richtungen der jeweiligen Auflagerreaktionen an den zuge-
hérigen statisch unbestimmten Hauptsystemen.

Wir betrachten getrennt drei Arten von Widerlagerverschie-
bungen, namlich:

a) Verschiebungen in Richtung der Krifte ¥V (senkrecht),

b) ” ” . » »  H (wagerecht),

¢) Verdrehungen » » Momente M, und M,,.

a) Bei Verschiebungen der Widerlager in senkrechter
Richtung werden nur Beanspruchungen des Systems hervorgerufen,
wenn die beiden Punkte I und IV sich um verschiedene Werte
senken; gleichméfBige Senkungen beider Punkte sind ohne Einflu8.
Es kommt also nur die relative Senkung eines Punktes, etwa des
Punktes I, gegeniiber dem anderen Lagerpunkte,
dem Punkte IV, fiir die folgenden Entwicke-
lungen in Frage.

Es verschiebe sich der Punkt I in Richtung
der Kraft V@ (nach oben) um das MaB 4/
gegeniiber dem Punkte IV (Fig. 137). Es ist
also hier zu setzen:

[lw.2]=4d5.

Als einzige Auflagerkraft kommt hier ¥V in
Frage; fiir die einzelnen Belastungszustinde ist

Fig. 137. o
yO,——yo o MMy, 1 be(w-2)

' : ! I 150 F26w-+3°
VO y o My — My, 1 B(0-2)

! I 15w0-+8"
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Setzt man diese Werte in obige Gleichung fiir 3 ein und divi-
diert zugleich durch den entsprechenden Nenner %, so findet man
nach gehériger Vereinfachung:

EJ, 6
]‘[ -—J‘/[ = —MIII WIIV: — ’l_z’* BVQ;T? A h. (1183)
Daraus findet man mit
M, —M, =0
und EJ 12
M, —M,,,=— E l‘6 w_|_/fAh:
E-J 12
VO =V =""LeAh "
B a1 l . (118h)

Damit sind auch die iibrigen statischen
Groflen gegeben.

b) Eine horizontale Verschiebung
der Widerlager verringert den Abstand
der Punkte I und IV um eine Strecke Az
(Fig. 138); es ist dann [lw.2]= A2 zu setzen.
Die Auflagerkraft H® betragt fiir die ein-
zelnen Belastungszustinde:

1 36w—+1)(w-1)

0] )
=Hiy.o=—- ’
Hrs . B 15w+ 26w-3
1 3(6w-41)
1)) 12 Sl Bt
HII_EWHIII._ L 1560—'!"8

Damit finden wir die Eckmomente:
E.-J A 3(w-+1)

A ITE = N
My, —— T g 3

h-1 a)—i:§

Es ist also:

E-J, 3(2w-1)
Y Az "o(wF2)°
M, —M,;;=0.

Damit ergeben sich die Auflagerdriicke:
VO — Y — 0,

]
! o E-J, 3(2w+1) . . . (119)
HO=H" =5 4% w9y i
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Hiernach lassen sich die iibrigen statischen GréBen ohne weiteres
angeben.

¢) Wir behandeln noch den Fall, da8 Ver -
drehungen der Widerlagerpunkte I und IV
eintreten. Die Werte der Drehungen seien 4'¢,
und 4 ¢, (Fig. 139).

Die in Richtung dieser Verschiebungen wir-
kenden Auflagerreaktionen der statisch un-
bestimmten Hauptsysteme sind die Momente 3, ,

und MIVI’ MIII und MIVII’ MIIII und MIVIII’
M,,, und M,,, (vgl. Fig. 128, 129, 131, 132).

Wir finden fiir die Zahlerwerte also:

3, =— B, (M, dp,+M,,, Ado,),
811__'EJ( IIIA(pI_!_ IVIIA(pIV)7
Buu=—EJ, (M), Ao+ My, 49,,),
Bp=—~8J, (M, Ao, + M, .4 (pr)'

Durch Division mit den entsprechenden Nennern ergibt sich
nach gehoriger Vereinfachung:

M — EJ, (153w4-26 w4 3)dp,+(90? —|—14w-|—3)A<p”,
z nwl
o l ”’ (120a)
M __EJ(9W+7)AQ71 ( w-—5>A(pIV
nur nl ’
M,— EJ (9(1)2——}—1460-{—-3)/1(pl—}—(15w2—{—26w—{—-3)d<p”,
w nwl

Daraus findet man:

3(w-1) 1
M, —M,=M,—M, =EJ, Z}( ) 5 ( ‘P1+A‘;"IV)»

Mo CESIN
6 1
M, — MuI:EJl WT(A ¢, —4 (,‘0,,,) )
Damit ergeben sich als Auflagerdriicke:
V(l):_V(T):—E-JZG—%_T;—?(A(})I-A(pJV)’
5 (w ) (120Db)
HY'—=H®"W=H-—=E.J, ( T2 hl(A ¢, 4o ). ]

Die iibrigen statischen GroBen sind dadurch gleichfalls leicht
anzugeben.
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Tabelle
Beiderseits eingespannte symmetrische Rechteckrahmen.
Tabelle der
In dieser Tabelle ist:
=
5 Belastungsfall Momente
i
o MIZI%(Sw—@cl—:(Qw—{—DcZ
f‘t ; Pl(150 48 9w —4
z b/ M, —_TPlIbe 8 a+@o—49a
1 6 n
PlQw—4)c,+ (15w +8) ¢,
M111:_ ‘g n
Pl(9 Ne Sw—5)c,
i g Y PR S LT PR TS
i
2 )
Pl 1
My=Mir="g" o
Pl 1
MH:MIH:_“Z'Z)‘_T_—z:_zMI
7 2

7

y PP Bo— Dk + oL Dk
179 n

M :_.p_“‘.(1560~|—8)kl—{—(9w—4)k2
u 24 n

o~

y __PE Qo—Hk 4 15048k
T — o4 n
yPB B0+ + Bo—5)k
=04 n
My PP 1
My =Mry="5 2

r 2
Mir= M= —% PR
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XL
Untersuchung besonderer Belastungsfille.
Ergebnisse.

w:%:%%; n=6w-+1)(o-+2).

. " Horizontale
Vertikale Auflagerkrifte Auflagerkrifte Bemerkungen
Vv H
Vo — P (é I S o E
o 1 " 6wt-1/ l_Dg_'clﬁ—c.d,
£ ¢, — co\ 2h w2
(r) = USRSt S
v P < ! 6w—+1/
|
Moment unter der
P 3Pl 1 Einzellast:
O =Yy —=— bl
Vo=vr=g 8h ot |, _Ploil
max — 4 » + z
i
|
Pl 1 ¢ &
D =V" = - T 2{1==
v 4 P 3 ho+21 (\1 l
pl (§>2 1k —k,
Vo =221(2) 22 |
2 1\l 26w 11 +ng k1+70_2
V(r)—ﬂ[é(g_,f_ 1k —k | 8h w42
2 L1 l 26w -1
|
|
’ GroBtmoment in
1 2 1 Balkenmitte:
B =" —Pp ! pe 1 S
7 2 | 4h w2 Pl 3042

2t w2
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Tabelle XI
&
= Belastungsfall Momente
3
My — PrEBo—5 (h—k)+ Q01 7)(kh—k)
T 24 n
s PE(150+8) (h — k) + Go—1) (s —h)
6 I —= 24 n
VBT Oo—4) (k—k)+(150+8) (ks —k)
177 24 oy
M];f:P—l?.(9w+7)(kl_klr)_*_(sw_s)(k?_kz’)
24 n
M__T’p Bo—5)nrn+@wfTrn
360 n
M, __p_l2_(15604—8)1'1—-]—(9co—4)-7'2
. " 360
u __ PP eo—4r+ (15048
e 360 n
s 2B Q0T+ (Bo—5)-r,
V360 n
QE 31(0—{—7
. _oP lots
8 o Mu=—135""n
My PP 9012
=120 n
, / _pP o-t3
Miv=190 n
n
5 1
. MI-M1V~§§P1 w32
1
— . =
My=My= 48Pl R 2 M;
M MM Tet3
‘3 2 n
M lle
10 Mu=—%
M 13 4
My = Bott
” M M 50—1
ry =+
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(Fortsetzung).
. . Horizontale
Vertikale Auflagerkrifte Auflagerkrifte Bemerkungen
v H
|
(G-
=" (=) — (=
4 2 L\1 l |
+ 1k — k) — (kg — kz’):]
2 6w-1 Pl (ky—k )+ (ke —ky)
pl [ £ 5') 8h 0|2
) — Lt _ 2 -2
142 5 2 7 ]
_<£> +<§’> }7("’1-7‘1’)_(’52:’&’):'
l l 2 6 w1
\
. |
ol him
6 L\1 106w-+1 ; PR 1ty
pl[&( E) 1 rl—rg] ‘ 1207 w2
N ==L |2 {3 —2) = —— = i
4 6 L1 3 l 10 6 w41 "
i
|
| )
i Groftmoment:
o _pl 20043 | YR I
20 bw41 f % ;-1-—2 —+ My
Vo —= ;;l Do +17 ] + darin ist
0 6w-} i \/V(’) >
=
pl 5 pl® 1 pl? 403
M=V == FRuSY s £ - 1 =
vo=v 4 32 b wt2 Myax 48 w-}-2
M 6o 3 M 1
W= VO ="". — e
4 VO =T §ot1 5% @
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Tabelle XI

Lfd.Nr.

Belastungsfall

Momente

11

7

Phio®w+T e — Qw2140 +8) ¢,
M =" | N .
3Bw+1) &
+ 6w+TI]
M,,z_%_h[“’(9"’—4)01;w(9w+4)c2
9w &
+mﬁ]
M]]IZ—?[wa‘éw—*_S)flh_,,w (Bw—5)c,
o £
T 6ot1kl
PhioBw—5)¢ — (1502 126w 3)c,
M=% | .
860+ &
T 6wt1 h

12

Ph3w-—+1
==y =532

Ph 3w
Mi=—Mm=—5g, i

13

i

. __Ph we, —Q2w-+38)c,
My==Miyy="g —— 5
~ Ph 2¢—c,
MII—MIII_‘“'WS (] w_‘_g

14

y, PR e@o+ Dk —(@0*+ 140 +3)k
L ety

E\2 (8w 1)-6
+(3) stJ‘}
2':w(9w—4)k1——w(9w+7)k2

n

18w [&\2

+6—hw—{—_1<x>]

Moy — ph? [m(l5m—f—8)k1—-o:o(3(0—5)7:2
ur=—"g7 "

18w [&)\2
T w1 (i)]
Mw:z;f [w (8w —5)k, — (150% 1260w -13) £,

n
~Seerr )]
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(Fortsetzung).

A

x

5

Vertikale Auflagerkrifte
14

Horizontale
Auflagerkrifte
H

Bemerkungen

VO — — Vo — Ph <§> 3o

H®
Plog,— (o1,
B Lt e

.
+ %)

H? = —P4 HO

3w Ph

e P = o LT
4 4 6w—+1 1

H» — H®»

-3

_9001—(w+1)02}
w2

Pirlet, Statik. IL 2,

HO
_ phfwk,—(wo4Dk,
M?L w2 —
. 3 2]
+2 (ﬁ) |

10
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Tabelle XI

Belastungsfall Momente

Lfd.Nr.

M;
PR (0007 (k) — (00 140+3) (h— k'

24 [ n
e =G

My
7__;_@&,(9(0_4) (b, — k) — o9 -T) (ks — k')

24 ) N n
+6i,8i1 G =G
ph? f(o(15w—1—8)(k —k)— w0 Bw—>5)k,— k')
T 24 [ n

18w £\ g\
“fo1 Kh) <Z> L}
M;y
phe { (3 0—5) (by—ky)—(15 026 co-}- 3) (ky— k)
T 24 ) n

—eg= [ (5

M, — ph? 18w2+3aw+9
T n
ph? (18w -+ 25)
M;=— SR s it
16 24 P
M,y DB @ (B0 23)
1l — 24 n
) ' My —— PR 30 Bot 15
=TT,

15

. _ pl? ok, —(Co+3)Ek
My=My =" —(5F2

e w2k —Ek
My — My — — 2. 2 OB =)

17

B
3

ph® w3

M=M= —"5
18 12 wt2

MMM

7
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(Fortsetzung).
. .. | Horizontale
Vertikale Auflagerkrifte Auflagerkréifte Bemerkungen
14 ‘ H
|
|
|
|
|
|
|
|
| phi{wl,—k")—(w41) (k,—k,")
(OIS Sl Rk 2
oyt 0 La k) T { o2

Fa—k—s[E-CE) +2 [~

¢ HN— — p (6 — &)} H®

|
|
|
i
Ho_Ph 20+3
. 8 w2 o
V”):_V(r):%‘G_(U—I H® = — ph -+ HO M,,m:——2 + M,y
ot __ph bof13 P
o 8 o+ 2
HO — H®
.__£’£5< 5)
0 == RE T
_i_?lmkl—:(w—l-l)]fz
4 w2
Ho— 70 P
0 _ ph 2045 96
T2 w2 4o’ 4 20027
| (w-2)?

10*
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Tabelle XI
5
= Belastungsfall Momente
S
M — ph?(w(Qw—{—-Drl—(9m2+l4w+3)r,
360 L
2 3m—{—1:'
+o0(g) Ga
__ pk Fw(9w—4)r1—w(9w—f—7)r2
My=— 360L n
2 3w
" +30(3) Tt
. pky Yr,— o (Bw—>5)r,
Mo =—3555 | n
E>2 3w
~30(3) gu 1)
ph“‘w(3co—5)7'1—(15(03—}--26(0—{—3)7‘2
Mir=366 L n
. £>Z 3(0—}—1}
30 <h 6w 1
a, DI 210490 412
17120 n
M, P @ @10+ 32)
20 h120 +'n
_ Pk o (8w 1-28)
M=t~
_ Pk 63074151028
Mir=—Tg5 n
M,— M, ph o-r,—(Q2o+43)r,
o1 B V=180 w2
_ _ PR w@r,—1)
i %% M=M= —155" ot
2 M= M;y-= Pk 3048
09 ) 60 o2
Z 2 [3
2 _ ¥ 2e
, My =M= 60 a2
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(Fortsetzung).

Horizontale

Vertikale Auflagerkrifte Auflagerkrifte Bemerkungen
H

|
14 |
|
|

H®
Vo= — Y __ph Lw ry—(@41)7,
1200 w2

+10(5)

i
; HO—HWH _P
|

__ph? w ENTT
=60 o1l [t r—s0(5)"

:1 Mmax

\ 2
& ph 3wo+44 | _pgo.2
ro=t5. - H® -z 2+ Mu,
ph worin
H(’):—v ~?+H(l) HTQ

xr=

__ph 170436 ph
T ey 8w 4
| Vot

ph? o
[(J S, 74 C/ [ A
v v 4 (bot1)1

h
e _(w+1)rg}

i (o)
; w—+2

\

|

|

i

f
0 . _ph To+16
N 20 wr2
{
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Tabelle XI
E' —
g Belastungsfall Momente
=
o Pa 09w+ 7)8,+ 9w+ 1404 3) s,
=" - -
Pa 8w +1
+T'6w+1
Pa 0Bw—4)s,+owBwtT)s,
Mu=—"%"
__Pa 3w
03 2 w1
o, Pa o(l50-+8)s + o Bw—2>5)s,
I]I—"_'T'
n
Pa 3w
% 6w +1)
Pa o@Bw—>5)s | (150 + 26w 3)s,
Miy==%- " —
__Pa 30+1
2 6w-1
My—— Es Th (1967 4 81w 3) 4t
dh |
+(7m+3)At(nJ—§’2(ew+1)Atm}
l
Jr 6w . 3(w-+1) #o
Fe [T'6w+1(t(" t”)‘_ R w(od2) ”'
Mm——gf{';"[ (12w-|-13)Atw_11wAt<rJ
+ 4B +1)At(°>}
J 3
— Ee¢ {l O — ) + t"”}
24 Temperaturdnderung Lbw +1 otz
My —— 22 ‘-’i [—llw-dtm—{—w(mw—{—13)At('JJ
1T 2‘"
+5 4(6w—{—l)At<"’}
_ Ee[ i +1(t‘"—t"’)—|-— (0)1
M1;=——{ [(Tw -+ 8y AW (1200%-}-31w - 3) A E")]
_‘1-2(6w+1)At«»}
d;
_ I 6o N/ 3("’+i)
E‘[—T's“m“‘”—t“’ » o@1?) )
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(Fortsetzung)
| Horizontale |
Vertikale Auﬂagerkrafte i Auflagerkrifte Bemerkungen
14 ‘1 H
Bei V) ergibt sich
Par hier eine Abwei-
Vi — Pa o rg — (s —s -ﬂ HO = ~’—1 14 chung von GL. (112),
T 6w—,1—1t (51— 8! L | da diese nur fiir hori-
Pa o o8 + (?’j‘ 1)s, | |zontale Lasten auf-
Vo=P—"g o b B (s s, 42 4 | gestellt ist. Hier
T HO— H® tritt zu dem Wert
nach GI. (112) noch
der Wert P hinzu.
Vo —— V(r>~% FE%E Ja (At® — A40)
Eed, 120
i et 7 YO T}
+ 12 6w--1 (t )
® () 1 3 I ) )
Ho»—=H :_ﬁ'mé)'E‘E ——(At —+ 4tm)

J, E-. J,
— .9 (0)
L2l B

2&)—}—1)

612
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Tabelle XI
2
5 Belastungsfall Momente
[l
M;=My=—My=—My
25 _ EJ, 6
=" fofidt
. EdJdi,, 341
96 M= Miy= bl l'w(w—f—Z)
E.J, 3
MUZMHI:"""hTI l;{—?
M;
5y (1502 4-260+-8) 4@, 4 (90® 4 140+4-3) A,y
T nwl
27
€L _—
My — — E-J, Qo+ N Adge; ,nl(3w 5 Adery
M;y
—E.J, Yo*+14043)Ap+ (15w +2601+3) Agrp
nol

§ 10. Sonderbehandlung des Rahmens bei Symmetrie.

I. Erste Berechnungsart. Dreigelenkbogen als Hauptsystem.

Bei symmetrischen Rahmenformen ist es im allgemeinen zweck-
miBig, von einem Grundsystem auszugehen, das selbst symmetrisch
ist. Es lassen sich dann wesentliche Vereinfachungen erzielen in
den Gleichungen. der Unbekannten. So z. B. ergeben sich bei der
Verwendung des Grundsystems nach Fig. 140 die Unbekannten X, und
X, aus zwei Gleichungen mit je zwei Unbekannten und X aus einer
Gleichung mit einer Unbekannten.

Auch bei dem Grundsystem (Fig. 141) (Dreigelenkbogen) lassen sich
solche Vereinfachungen erzielen, wenn wir als Unbekannte gewisse
Lastengruppen wihlen, die die Symmetrie ausniitzen. Ein solcher
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(Fortsetzung).
. .. Horizontale
Vertikale Auflagerkrafte Auflagerkrifte Bemerkungen
v H
V= —V"= Elz'ﬁ 4h 651121'_‘1 HO=H"n =0
HO—H®
VO =V =0 _EJ, 3@e+1)
TR o (w4 2)
HO — H®n
yo = — v 3@+
‘1 der+ dew)
Rechnungsgang, der auch fiir spitere Aufgaben von Wert ist, soll

im folgenden erldutert werden.

Fig. 140.

71 + Aa 7,
Lo
+ T-xar-— \+
A \ 3
(A \ \
\| 7

/
Far
il

Fig. 141.

Als erste Unbekannte X, soll das Moment im Punkt a in
Die Momentenfliche infolge X =1

Riegelmitte berechnet werden.
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am Grundsystem ist in Fig. 141 dargestells. Wegen der Symmetrie
des Grundsystems und der Belastung ist auch die Momentenfliche
(M, -Flache) symmetrisch.

Als zweite Unbekannte X, wihlen wir eine Gruppe von
Momenten in den StinderfuBpunkten b und ¢, und zwar soll bei
Belastung X, =1 in b ein nach innen wirkendes (positives) Moment
von der Gr6Be 1 und in ¢ ein nach auBen wirkendes (negatives)
Moment von der GréBe 1 angreifen. Wir bezeichnen diese Einzel-
momente mit

X,,=-+1 im Punkte b,
X,=—1 im Punkte c.

Die Veranlassung zur Wahl gerade dieser zwei entgegengesetzt gleichen
Momente gibt folgende Uberlegung. Infolge der Last X,,— -1
ergibt sich im Punkte « eine bestimmte Winkelinderung [ab];
wiirde in ¢ der gleiche Wert - 1 wirken, so wiirde sich infolge der
symmetrischen Lage der Punkte a, b, ¢ und der Symmetrie des
Systems die gleiche Winkelénderung [ab] ergeben, so daB also in-
folge des umgekehrten Wertes X ,=—1 sich die Verschiebung
— [ab]’ ergibt. Bei der Belastung X;,—=-}1 und X, —=—1 wird
also die Winkeldnderung im Punkte a zu Null werden. In der Tat er-
kennt man auch aus Fig. 142 (M,-Fliche) und Fig. 141 (M -Fliche),
daB der Wert [ab] =0 wird, da die M,-Fliche beiderseits der Sym-
metrieachse gleiche Werte mit umgekehrten Vorzeichen hat, so daB

[ab] szaMbEd% sich aus zwei gleichen Teilen mit umgekehrten

Vorzeichen zusammensetzt.

4

Fig. 142. Fig. 143.

Als dritte Unbekannte X, soll wieder eine Gruppe von Mo-
menten gewidhlt werden, und zwar zwei gleiche Momente in den
Punkten b und ¢, diesmal mit gleichen Vorzeichen. AuBerdem soll
im Punkte a ein Moment u wirken. Insgesamt soll die Belastung
X,=—1 die Werte haben:

Xac:lu”
Xbc=1’
X, —1.

Der Wert u soll aus gewissen Bedingungen noch angegeben
werden. — Man erkennt leicht, daff die Momentenfliche infolge X =1
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wieder wie die M- Fliche, symmetrisch ist, so daB also, wie vorher
[ab], nun auch [b¢]=0 wird. Der Wert [ac] nimmt nun nach
Fig. 141 und 143 den Wert an:
J’ sJ’
=l— u+2-"= 1).
[ac]=15 pt2gs@ut1)
Wir wollen nun die GroB8e u so wihlen, daB auch dieser Wert
[ac]=0 wird, d. h.:
J’ sJ’
I -u =% (2u+1)=o0.
Futz 5 Get1)=0

Setzt man:

J’z']h
g0 findet man
Jq
ST, s w
s
Jyp— —_——— = (121)
3 9
SZ—f—Qle— 425 2w+ 3
Darin bedeutet:
§=s S
=, l
... (122
S, S Jl [ ( )
Q) — — — .

A A

Wird also die Lastengruppe X =1 zusammengesetzt aus

Xac=_2w+3’
X, =1,
X, =1,

so wird aucl der Wert [ac]=0. Von den Koeffizienten der Grund-
gleichungen bleiben also nur die Werte [aa] in der ersten Gleichung,
[bb] in der zweiten und [cc¢] in der dritten Gleichung, so daB sich
die Unbekannteu aus folgenden 3 Gleichungen mit je einer Unbe-
kannten ergeben:

[ea] X, = —[am]; X“:_B%]’

, +___ [bm]
o) X, = —[bm]; X, ~—
o] X, — —[em); X, ——L"]

¢ [ec]

Fiir die Werte [aa], [bb], [cc] ergeben sich aus den Fig. 141, 142,
143 die GroBen (im folgenden sind die FJ,-fachen Verschiebungen
angegeben, wobei der Faktor E.J, fortgelassen ist):
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2s 2 3
ea) =14 252043,

o= ZE @ e+ ) )

Ufrlve l AL
== 20w (1 +— - .
o)+ ()
[In dem besonderen Falle, dal die Stinder parallel sind, wird
b =1 und damit:

ln
] =4 (6w 1)]

[ee) =1+ 25 {2 1) - (2 4 1)}

2w
=i 2 0t |
Durch Einsetzen des Wertes
w
N P

findet man nach gehoriger Vereinfachung:
o (w -} 2)
=_—— ]
Lec] 2w+ 3

Die Absolutglieder [am], [bm], [¢m] koénuen mit Hilfe der
Fig. 141, 142, 143 ermittelt werden. aus den Gleichungen

dsJ;
[am] :J\Mﬂ Ma _(T_ H

[bm] :fMo Mbd_;ﬂ ’

dsJ,
[cm]:fMoMc—f.

II. Zweite Berechnungsart; Zweigelenkbogen als Hauptsystem.

Eine zweite Art der Berechnung des symmetrischen Rahmens
ergibt die Verwendung eines Zweigelenkbogens als Hauptsystem?);
es sind dann nur zwei iiberzéhlige GroBen zu bestimmen (s. Fig. 144),

) Diese Berechnung wird hier eingehender erldutert, weil sie bei den im
folgenden Bande behandelten: Stockwerkrahmen mit Vorteil verwandt werden
wird. . .
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nimlich die Momente in den Punkten
und ¢, wenn wir voraussetzen, daB die Be-
anspruchung des Zweigelenkbogens fiir die
vorkommenden Lasten bekannt ist. Als Un-

bekannte wollen wir wieder Gruppen der 2 c
Momente in b und ¢ wihlen, und zwar be- Fig. 144.
steht

Belastung X =1 aus X, , =1 und X =1,
” X,=1 » X, =1 » X,=——1.
Um mit diesen Lastengruppen arbeiten zu kénnen, miissen wir
die Beanspruchung des Hauptsystems, d.h. des Zweigelenkbogens,

fiir beliebige Lastengruppen kennen. Diese sollen zundchst ange-
geben werden.

a) Berechnung des Zweigelenkbogens (Hauptsystems).

Das Grundsystem sei wieder der Dreigelenkbogen (Fig. 145);
die Unbekannte heifle Y,. Sie ergibt sich in der Form:

__ [am
Y, = laa)
Aus der Momentenfliche infolge ¥, =1 am Grundsystem (Fig. 145)
ergibt sich als Nennerwert:

[aa]'zg—w——}:—?zl.

+1 = Xea=7

Fig. 145. Fig. 146. Fig. 147. M,-Fliche.

«) Infolge der Lastengruppe X ,==1 als &uBlere Belastung
ergibt sich am Grundsystem die in Fig. 146 dargestelite Momenten-
fliche. Aus Fig. 145 und 146 findet man fiir diese Belastung:

s wl
r—9.2. %2
[am] 5 3

)
Y= T30 13

Dies ist derselbe Wert, den wir vorher fiir u gefunden haben. —
Wir konnen damit die Momentenfliche des Zweigelenkbogens

fiir die Belastung X, =1 (M,-Fliche) aufzeichnen; sie ist in Fig. 147
dargestellt.

. (123)
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p) Infolge der Lastengruppe X,=1 als duBere Belastung
ergibt sich am Grundsystem die in Fig. 148 dargestellte Momenten-
fliche. Damit findet man:

[am] =0,
Y,=0. . . . . . . ...@12

Die Momentenfliche des Zweigelenkbogens infolge X, =1 (M,-
Fliche) behilt also die in Fig. 148 dargestellte Form.

y) Infolge horizontaler Lasten am rechten Stiénder mit
der Resultierenden H ergibt sich am Grundsystem eine Momenten-
fliche nach Fig. 149. Der nicht schraffierte Teil liefert (wie die
Momentenfliche Fig. 148) keinen Beitrag zu [am]. Man findet also:

[am] = @, -
Yug=— 3 (125)
SN PP A '
+ZL i
—ML
/
‘ Xps=1 X =7
! L
Fig. 148. M,-Fliche. Fig. 149.

Die Momentenfliche des Zweigelenkbogens fiir diese Belastung
(M ,-Flache fiir Lasten H) setzt sich also aus den Momenten-
flichen Fig. 149 und 145 zusammen. Erstere zerlegten wir in zwei
Teile, den schraffierten und den nicht schraffierten Teil. Im ganzen
besteht also diese M -Fliche aus drei Teilen:

Teil 1: Momentenfliche des als einfacher Balken gedachten be-
lasteten Stinders (in Fig. 149 schraffiert).

Teil 2: Momentenfliche mit beiderseits gleichen Werten mit un-
gleichen Vorzeichen (in Fig. 149 nicht schraffiert). Die Eck-
momente ergeben sich aus der Querkraft im Gelenk zu

H&l_H:l Hhl

M=% 121
H¢
H ==->.
h
Teil 3: Symmetrische Momentenfliche nach Fig. 145 mit den Eck-
momenten:
3
M=t =—fgo g - - - - - (20)
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Anmerkung: Diese Gleichungen fiir horizontale Lasten gelten auch fir
Momente, welche an den Stindern angreifen. Fiir ein am obern Ende des
rechten Stinders angreifendes linksdrehendes Moment M wird z. B.

wl

¢1:_?JI:

w
an=5, 3

Teil 1 der Momentenfliche ist ein Dreieck iiber dem rechten Stinder mit der
oberen Ordinate 1.

y

Teil 2 hat mit H':%[ die Eckmomente:

WL_HE L 2)

Y=, =2 'y,

Teil 3 hat die Eckmomente:
a1, ©__a. ... ... . (128)

2w -+3

Wir werden diese Resultate im folgenden Bande verwerten.

0) Bei vertikalen Lasten des Riegels mit der Resultierenden R
wahlen wir ebenfalls einen Dreigelenkbogen als Grundsystem, jedoch
soll das Gelenk nicht in Riegelmitte liegen, sondern so, daB die
beiden Eckmomente bei der &dulleren Belastung des Grundsystems
mit R gleiche Werte mit umgekehrten Vorzeichen haben. Die
Momentenfliche fiir ¥ —1 (Fig. 145) wird da-
durch nicht geindert. Die Momentenfliche ALE
infolge der Lasten R am Grundsystem laBt
sich dann in zwei Teile zerlegen (wie in
Fig. 150 skizziert), wobei der eine Teil die Mo-
mentenfliche des als einfacher Balken gedachten
Riegels ist, wihrend der andere Teil die Form
der in Fig. 149 nicht schraffierten Flidche hat,

also auf [am]’ ohne EinfluB ist. Man findet also: Fig. 150.
[am] = 2 + 2
3
YaR ==

—m(%—}“%)-

Die Momentenfliche des Zweigelenkbogens (M -Fliche fiir senk-
rechte Lasten R) setzt sich auch hier wieder aus drei Teilen zu-
sammen, nimlich:

Teil 1: Momentenfliche des als einfacher Balken betrachteten Riegels
(Fig. 150).

Teil 2: Wie unter y, Momentenfliche wie in Fig. 149 nicht schraffiert.
Das Eckmoment M, finden wir hier wie folgt: Aus der Be-
dingung, dal die beiden Eckmomente gleich sind, folgt:

l,—1 I —1

A ——H-kz——(B—’—’T—Hk>

Ml g ln_l_R(ln—l)
Hh= (4B =00,
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Dann wird das Eckmoment:

1, —1

—M,=A"——Hh
ln_l !
“R( 2 TE)’ln—l_R(l"—l)
o A 2 4
I, — 1, —1
— b

\ £
2, 712
lﬁ

)

n

Teil 3: Wie unter p, symmetrische Momentenfliche nach Fig. 145
mit dem Regelmoment:

. (129)

Ml:Yath(_z"a%_—?W(qﬁ‘{“pa)' .. . (180)

Anmerkung: Man beachte, daBl wir zur Ermittelung der Momentenfliche
den Angriffspunkt von Y, nicht zu kennen brauchen. —

In Fig. 150 ist die Belastung als indirekte, auf die beiden Ecken iiber-
tragene Belastung gezeichnet. Die Eckmomente finden wir dann aus der Quer-
kraft im Gelenk zu

I, —1

hrlve )
_ 2 _pél
M’—(R’ I E7)y

_ElH(l_L)_
ERE A

R 1)

Das ist der gleiche Wert wie vorher; die Momentenfliche ist also insgesamt
gleichwertig der vorher benutzten Momententliche des Grundsystems; wir kénnen
sie daher zur Ermittelung der Momentenfliche des Zweigelenkbogens benutzen,
da wir den gleichen Wert Y,g finden und damit auch den gleichen Beitrag
Teil 3 zur M, -Flache.

b) Berechnung der GriBen X des gegebenen Systems.

Mit den vorher ermittelten Momentenflichen fir X, —1 (M-
Fliche, Fig. 147) und X,=1 (M,-Fliche, Fig. 148) ermitteln wir
jetzt die Koeffizienten der X in den Elastizitétsgleichungen

[aa] X, 4 [ab] X, = — [am],

[ab] X, -+ [(bb] X, — — [bm]
und finden:

.. (181)
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Es sind die gleichen Werte, die wir im 1. Abschnitt fiir [cc] und [bd]
fanden, da wir die gleichen Momentenflichen haben. —
Da [ab] wieder verschwindet, erhalten wir fiir die Unbekannten

die Gleichungen;

fﬂfoMads'§
x . fom] ___J70T T
a [aa] [aa] ) - (13%)
My M,ds "=
X:_U'm]:__f____J
’ [b0] 0]

Zur Ermittelung der Zihlerwerte dieser Gleichungen konnen wir fir
M, die Momente eines statisch bestimmten Grundsystems einsetzen.
a) Fiir senkrechte Lasten R konnen wir die Momentenfliche
Fig. 150 als Mo-Fléche in Rechnung setzen; denn wie in der An-
merkung unter a, 0 gezeigt ist, ist sie gleichwertig mit der zur Er-
mittelung von Y, p benutzten M ,-Fliche. Man findet also unter
Beachtung der M -Fliche Fig. 147 und M,-Fliche Fig. 148:
oo L .. .. ... (133a)

o ;
[am] = — 23 () + @,

’

[bm]:~——2%M,<‘271l;—{—1> l ‘AII ll“”l[_llj(‘}%#‘p‘z)'
BN Du Y R
I " " "¢ (133b)

-+ N (¢, — @) - e e e e e I

p) Fiir wagerechte Lasten H findet man unter Beachtung
von Fig. 149:

[am] = 2()+3 O & ¥:9)
=2l ) ot (L)
o) o)

om0 ofo ) L] ). e

Anmerkung 1: Wir geben noch die Absolutglieder fiir ein Moment M

am obern Ende des rechten Stinders. Mit ¢, — — ol M und @, =— il M
wird aus vorstehenden Gleichungen: 3
. ® M1
[am] = — Todkg 2 oot (135a)
L l l l )2 Ml
[bin] = [(o <E—1> (2 [;—}—l>+(z } AR (135b)

Pirlet, Statik. IIL 2. 11
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Anmerkung 2: Wir kinnten zur Ermittelung von [am] und [bm] auch
die unter a, y und 8 ermittelten M, - Flichen am Zweigelenkbogen verwenden.
Unter Beachtung der M,- und M,-Flichen (Fig. 147 und 148) erkennt man:
DaB der Teil 3 der M- Flichen, der die Form der Fig 141 (M,-Fiiche in Ab-
schnitt 1) hat, auf [bm] keinen EinfluB hat, leuchtet ohne weiteres ein. DaB
dieser Teil auch auf [@m] ohne EinfluB ist, erkennt man, wenn man beachtet,
daB die M,-Fliche die Form der Fig. 143 (M,-Fliche in Abschnitt 1) hat

=— 2—(;%_—3 war dort (in Abschnitt 1) so ermittelt, daB [ac]==0 wurde).
— Der Teil 2 der M,-Flichen ist anf [am] wegen der Symmetrie der M,-
Fliche ebenfalls ohne Einfluf. — Wir haben also bei Ermittelung von [am] nur
den Teil 1 (Momentenfliche des als einfacher Balken gedachten Riegels oder
Stidnders) zu beriicksichtigen, der durch die Werte ¢, und ¢, ausgedriickt
wird; bei [bm] kommt auBerdem noch der Teil 2 (beiderseits gleiche Eckmo-
mente mit umgekehrten Vorzeichen) in Frage.

Wir denken uns nun die Belastung mitt¢lbar wirkend durch Balken, die
in den Ecken des Zweigelenkrahmens aunfgelagert sind. Der Zweigelenkrahmen
(Hauptsystem) wird dann nur beansprucht durch Einzellasten in den Ecken
(Fig. 151). Die Momentenfliche des Zweigelenkbogens (Hauptsystems) infolge
der Einzellasten bhat stets die in Fig. 152 dargestellte Form?) und ist gegeben
durch das Eckmoment M,;. Dies Moment M; ist beeinflut durch die GroBen

Fig. 151. Fig. 152. Fig. 153.

A’, B’ und H' (Fig. 151) Die GréBen 4’ und B’ zerlegen wir je in eine
Horizontale und eine Komponente in Richtung der Stander (Fig. 153).
Letztere rufen nur Normalkriifte hervor; erstere ergeben eine Normalkraft von

H — (B'— 4 I 27‘ ! nach links. Durch eine Kraft H' am oberen Riegel ergibt
sich ein Eckmoment: H’
Rl
M == '-2— ‘l: .

Das Gesamteckmoment ist also (vgl. auch unter a, y und d):
Fiir vertikale Lasten:

P ([ )

Fiir horizontale Lasten:
Hh 1l
2
Wir erhalten a'so die gleichen Werte wie in Gleichung (127) und (129);
die Belastungen der Fig. 151 liefern also die Teile 1 und 2 der unter @, y und &

M1:

1) Anmerkung: Dies erkennt man leicht, wenn man dies_ Momeqt in
Riegelmitte als Unbekannte X, des Zweigelenkbogens berechnet. Die M,-Fliche
infolge einer Last in einem Knotenpunkt hat die in Fig. 152 dargestellte Form;
der Zahlcrwert der GroBe Y,, also auch die Unbekannte Y,, wird =0.
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ermittelten M -Flichen, d. h. der M -Flichen des Grundsystems, der allein fiir
{am] und [bm] in Frage kommen. Wir wiirden also auch auf diesem Wege zu
denselben Werten kommen wie in den Gleichungen (133) und (134).

Aus den Gleichungen (132) bis (134) konnen die Unbekann-
ten X fiir belicbige Lasten angegeben werden. Man findet:
) Fiir vertikale Lasten R:

X 91T
¢ (w42) (l ) .
PR 7 U N L A A
VAN ¥ 2 N R A
CETeeb e T,
2 A 91— Py
(el i+
p) Fiir horizontale Lasten H:
x, =20 (2i$3)¢2
o Hh li[( +1)+ll} n
2T 2 l NN
(—l:) + 2w _lrl— I +<ln) | | s
3 ’Z;‘P1+‘pz
@) +eoltr ()]

¢) Zur Bestimmung beliebiger statischer GriBen S gllt die

Gleichung:
S:So+sa'xa+8b'xb-

Darin sind ¢,, ¢, und @, die Werte, die I My

sich am Hauptsystem (Zweigelenkbogen) ¥

ergeben infolge der &ulleren Lasten und

der Lastengruppen X —1 und X, —1. — H

Handelt es sich z. B. um die Eckmomente ¢

M, und M, (vgl Fig. 154), so lauten die ° .

Gl]éichungenl:” Fig. 154.
My=M,,+ M, X,+ M, X,
Mp=M,;0+ MmaXa + My, X,

Darin sind (vgl. Fig. 147 und 148):
11*
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M,

Ila

=M= "3513"

l

b7 i I
l‘”

M

b=

—M

Die Werte M,,, und M,,, sind aus der Berechnung des Zwei-
gelenkbogens bekannt, sie sind:

«) Fir senkrechte Lasten R:

RI E)( _,l;)_ 3 @19,
Moo= 4(1 27 ,) 2043 1

M =Rfl<1_2£)(1*i) 3 ?’1—‘“%.

O I 1) 20+3 1
B) Fiir wagerechte Lasten H:
H'nl 3 @
Muo=—"5"7, "20t3 1
M Hrl 3 ¢

d) Sonderfille.
1. Erster Sonderfall: ZL:l (parallele Stinder)

In diesem Falle ist:

[b3]) = (6w+ ot DL . ass)

Die Absolutglieder werden:
&) Fiir vertikale Lasten:

(P1 4+ ®2)s

[a‘m] + 3
[bm]=¢, —@,.
B) Fiir horizontale Lasten:

[42]
[am]—'—‘—m%-i—%’

m=—E 50 4 1)— (5, + ).

Die Unbekannten nehmen dann folgende Form an:
&) Fiir vertikale Lasten:

. (P1+‘p2
R .. .. (139)
Xb=_3(¢1—%) o

6w+ 1)1
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B) Fiir horizontale Lasten:
op,—Cw-+3)p,

o2t - .. (140)
=t e e i

Das FuBmoment am linken Stinder ergibt sich bei vertikalen
Lasten aus der Gleichung (vgl. Fig. 147 und 148):

. _(¢1+(p2)(6w—{—1)——3(901—(;72)(60—}—2)
My =X+ X, = (6 w—+1)(w-2)1
o :(&_ 5)<p1—{—(9w—|—7)~g02
T et et

Das FuBmoment des rechten Stinders ist dann:

7 S . :(33)—}—7)%—}—(3&)——5)%
S e N (P = S )T TR

Fiir die oberen Eckmomente findet man (vgl. Fig. 154):

X, =

o) Fiir senkrechte Lasten R:

» = __ 3 to)
110 nio (2 w + 3)l N
p) Fir horizontale Lasten H:
Hb 3¢,
Mpo=—"3 T Co3)
H'h 3¢,

Man findet also als gesamte chere Eckmomente des Rahmens
folgende Werte:
«) Infolge senkrechter Lasten R:

3 (@11 @) ol
M=~ (2w+3)l_2w+3'Xa+Xb’
(o484 w—1)g,
(6w~ 1) (w4 2)1 ’
__ 3t o) @
M == wT3)  Fafs e %

__Bo—9p, L (h0t8)p,
6o 1)+ 2)1
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p) Infolge horizontaler Lasten H:
H'h 3¢, )

MHZ_T-(2w-|—3)z_2w—|—3X“+X”’
__Hi 30 | —(o—4eg,+0B0+Te,
—_T'fsw—H+ (6w +1)(w+2)1 ’

H'h 3¢, )
M, = T_(zw+3)z_2w+3x"—x”’

Hh 30 (150+8)g,—(Bo—5)gp,
2 6w+1 (6 w—1)(w—+2)1
[Vgl. § 9, Gleichungen (106) und (111)].
2. Zweiter Sonderfall: Symmetrische Beclastung des
Riegels.
In diesem Falle liegt die Resultierende in der Symmetrie-
achse. Es werden dann die Werte ¢, und ¢, einander gleich, wie

aus den Ermittelungen im §1 leicht zu erkennen ist (vgl. auch Ta-
belle VII, Seite...). In Gleichung (136) wird in dem Wert fiir X,

im ersten Glied der Ausdruck 1 -—-2—;‘3 zu 0, da §=2i ist; im zwei-

ten Glied wird ¢, —@,=0. Es wird also in diesem Falle:

X, =0.
Dies erkennt man auch, wenn man bedenkt, da eine symmetrische
Belastung in einem symmetrischen System eine symmetrische M-
Fliche bewirkt, die natiirlich keinen Wert [bm] liefern kann. Die

Unbekannte X, stellt dann zugleich die unteren Einspannungs-
momente M, und M,, dar. Es ist also:

2¢
M,:MIVz:Xa:(?__I_l_z)l_ . . . . . (141)
In den Werten fiir M,, und M,,, verschwinden ebenfalls die
ersten Glieder, und man erhalt:

3 2¢
M, = 1110:——5—5__":5' ll
—M —__ 3 29 o 29
M=Um=—513 1  30f3@i2)i
49
MH:MHI:_(CD——*—IW @ ¢+ o e s e o o e+ e .(142)

Die Eckmomente sind also das Doppelte der FuBmomente mit
umgekehrten Vorzeichen (vgl. auch Tabelle XI).
3. Dritter Sonderfall: Gleiche Belastung beider Stander.

Die fiir wagerechte Lasten abgeleiteten Werte galten bisher fiir
Belastung des rechten Stinders. Ist der linke Stinder in gleicher
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Weise belastet, so erkennt.man aus der Symmetrie, dafl wieder

X,=0 wird, wihrend X, den doppelten Wert annimmt. Es wird
also:

0@, —(204-3)g,
M=M,=X =2 1w(w—{—2)l ) . . . (143)
In den Gleichungen fiir M,,, und M, . verschwinden wieder

die ersten Glieder, da wir eine Gesamtkraft H = O erhalten, wihrend
die letzten Glieder sich verdoppeln.

Es wird also:

6 ¢
M= 1110=—m71.
Moy . b o o9, —(20-+3)p,
u 111 2w—+31 2w -3 w(w -+ 2)1
20, — @
My=My=—2 0 ()

4. Vierter Sonderfall:
Kopfe des Stinders.

In diesem Falle wird ¢, =@, =0 (vgl. § 1), H'=H. Daraus

Horizontale Einzellast H am

folgt:
a:O
! ! a
w71+
M,——M,—X,—"" i (145a)
(e
A ot
Hh 1
Muo Mmo— 71 .
l ! !
Hhi 1 Hh 1 “’(21+1>+l_j
My == W == T 75 s U (VT
w4+ ()
Hhl l w
M, :_MIII:_—Z_T(2+Z_> e i e (145b)
e W e i ()]

Wihrend bei den

<ausgedriickt durch %) ohne Einfluf ist, spielt sie hier eine Rolle. — Bei par-

allelen Stiandern, also ll: 1, wird (vgl. Tabelle XI):

symmetrischen Lasten die Neigung der Stinder

M, M Hh 3w-+1

1= ) 'GZ—H'
HrL 3

M,,:_M,,,:T.G_w_“i_l_
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Anmerkung 1: Die vorher besprochenen Sonderfille erinnern in ihren
Resultaten an das von W. L. Andrée veréfientlichte ,B. U. Verfahren“. Was
dort durch die Belastungs-Umordnung erreicht wird, nidmlich die unabhingige
Berechnung zweier Teilwerte der Uberzihligen, ergibt sich hier zwanglos durch
Anwendung der Lastengruppen als Unbekannte. — Solche Lastengruppen
wurden schon von Miiller- Breslau verwandt (vgl. Graph. Statik, II. Bd., Nr. 67).
— Bei spiteren Aufgaben, insbesondere bei den Stockwerkrahmen, wird uns
die Verwendung ahnlicher Lastengruppen von Vorteil sein.

Anmerkung 2: Man kann auf solche unbekannten Lastengruppen, die
sich aus je einer Gleichung mit einer Unbekannten ergeben, auch mit Hilfe
des allgemeinsten Verfahrens kommen (Erster Teil, § 16). Wenn wir dabei bei der
Wahl der willkiirlichen Einzellasten der Lastengruppen Y=—1 auf die Sym-
metrie Riicksicht nehmen, erhalten wir dhnliche Lastengruppen wie vorher.

Wihlen wir ndmlich wieder den Dreigelenkbogen (F'ig. 141) als Grund-
system, so kénnen wir wie folgt vorgehen:

Die Einzellasten der Gruppe Y,— 1 sind alle willkiirlich. Mit Riicksicht
auf die Symmetrie sei:

Xoa=«,
Xpo=X.o= ﬂ .
Daraus sind die Werte [Aa], [4b], |Ac] zu bestimmen:
(da] =[aa] -« ([ab]+-[ac]) f =[aa]a + 2 [ad] B,
[Ab] = [ab]-«—+([bb] 4 [bc]) B,

[Ac]=[ac]-a+([bc] 4 [cc]) = [ab] «+ (e, + [bD]) f="4D.

Denn es ist:
[ab] =[ac], [bb] = [cc].

[Ab] =[4c].

Von der Lastengruppe Y, =1 sind X,, und X, willkiirlich; wir wéhlen
sie wieder symmetrisch:

Es ist also:

Xoo=Xcp=17.
Dann wird: (A1) A0 o 4b)
(4 |
X“:(‘[‘Aa}“ﬁﬁ) =" da T
Daraus finden wir:
(Ba)— (= feal 2 (42 + ab] + Lacl) 7,
(BY = (—lat- 2140 + BU+ b)) 7,

Bl (—(ac)- 2140 + [be] +led]) y — [B).

Es ist also wieder:

[

) [Bb]=[Bc].
Daraus folgt weiter:
, [a B}
= ] — =
[Be.1]=[B¢] ad] [Aec],
R
— IBp — [a B N
[Bb.1]=[Bb; ad [Ab]
. aB
= [B¢j _—%aA]] -[Ae] =[Be.1].
Also:
{Bb.1}={Be.1].

Von der Gruppe Y.=1 sei gewihlt:
Xee=26.
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Dann wird: Be.ll
i c.l] —
Xoo= 'Bb.1) 9 %,
Ab Ad o
X““‘[Aa](—a)_[Aa}"—O'

Wir haben also folgende Lastengruppen:
Y.=1: Xpo=a; Xoo=Xea=28,

i . Ab
Yb:1:lab:——2bﬁy; Xbb:chZVJ
Yc:I:Xac:O§ Xyo=—20; X..=9.

Die Werte «, 8, 7, 6 sind beliebige Zahlenwerte. Setzen wir a=y=46=1
und =20, so findet man mit [4b] = [ad] und [Aa]= [aa] folgende Einzel-
lasten der Lastengruppen:

YaZI:Xaazl; Xbu=XL'u=0;

)7;,:1:X”},:-—2[—aﬂ; Xbb:chzl:
laa]
Y0:1:Xac:0; — Xy =X..=1.
Der Wert + X, =—2 {—Z% entspricht dem unter I) ermittelten Wert w

und hat die gleiche GréBe wie dieser. Denn infolge
X,==1 ergibt sichdie in Fig. 155 dargestellte Momenten-
fliche (M,-Fliche). Auf den Wert [ab] ={ M, M, ds
(M,-Fliche siehe Fig. 141) hat der in Fig. 155 nicht
schraffierte Teil keinen EinfluB, da er fur die linke
Hilfte einen positiven, fiir die rechte Hilfte einen
gleichen negativen Beitrag ergibt. Fir den iibrig-
bleibenden schraffierten Teil findet man:

s wl

lwl=%=%

C @' 2_wl 3 e
lea) . 76 Qo+  2e0t3

Man erkennt also, da die vorhin dargelegte Rechnung einen Sonderfall
des allgemeinsten Verfahrens darstellt.

§ 11. Rechenbeispiele.

Im folgenden sollen einige Ubungsbeispiele gegeben werden, die
Gelegenheit geben, die Ausfiithrungen der §§ 8 bis 10 zu verwerten.
Beispiel 1.

Umstehender Shedrahmen (Fig. 156) sei fiir die angegebenen
Belastungen zu berechnen. Das Verhiltnis der Trigheitsomente bzw.
der Querschnitte sei

Jy=15J,; J,=05J,; J,=080J,,
J,=007F, "
F,=12F,; F,—080F,; F,=090F,.

Die Berechnung ist durchzufithren:
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a) ohne Beriioksichtigung} der Normalkrifte.

b) mit Beriicksichtigung
c) Es soll die Stiitzlinie fiir

Z I D a-)l/g verschjedene Belastungsfille
! : gezeichnet werden.

]

>

3
I
!
|

——>o<—j,0—>1

6,50

|
[

Fig. 156. Fig. 157.

1. Berechnung unter Verwendung des Dreigelenkbogens
als Grundsystem. (Vgl. den Rechnungsgang in § 8 und 9.)

a) Als Unbekannte werden die Eckmomente X,, X, und X,
eingefithrt (Fig. 157). Diese berechnen sich aus den Gleichungen:

[em.2]
H T Leea]
 [bm.a] [be.1]
=1 " [pb.1]
__lam]_[ad] o [ac]
o= [aa] [aa]™® [aa] ~ ¢

Infolge X ==1 am Grundsystem ergibt sich die M -Fliche
Fig. 158. Die auftretenden Auflagerdriicke sind
1 1

A=— "=~ =— (01178 = — B,
! 85 0,
H=.H :O. +A
1 r % 4348
+0,146 t
3
N
+7 +7
N7 Xp=7
H,
<t La
A I 8

Fig. 158. M,-Fliche. Fig. 159.
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Infolge X, =1 am Grundsystem ergibt sich die M,-Fliche(Fig.159).
Hierbei ist

A=+ll~_—+o,1178=__3,
1 1

= ey —— 1 8-

H—H = = =0153

Infolge X, =1 am Grundsystem ergibt sich die M -Fliche (Fig.160).
Hierbei sind die Auflagerdriicke:

A=B=0, -0,467

1
H=—H,——— =—0,1538.
Als mittleres Trigheitsmoment werde
das des Stinders 1 angenommen, d. h.
J,=J'. Dann wird

J’ J’
— == 1, —=0,6 ;
7 1; T, ,665;
+717% Hy K+7
! J’ r

—J—:——2; —=1,25. A BT‘
Js J

Fig. 160. M,Fliche.

Die Stablingen vgl. Fig. 167.
Die Verschiebungen infolge der Uberzihligen ergeben sich nun
zu (vgl. § 1):

[aa]=6,5.1+7’%[1(2-1+0,146)+o146( .0,146 - 1)]-0,665

3,24
+ 222.0,1462.2— 8,576,

7,85 3, 24
[b b]_+ -|-— 1,318%.0,665 - —-—[1,318(2-1,318 - 1)

+1(214 1,318)]-2—1—6—’3?-1,25:16,64,

[e ]— . 85 3 24 6435- 1,25=5,702,
i 85 (20,146 -+ 1)-0,665
3’54 (2-1,318 - 1)-2 — — 1,195,

[ac] =6’25 L 85 1)-0, 324 0,461.0,146.-2
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7 3, 24
[bc]=~%5— 7:0 1,318-0,461-0,665 — = 0,461 (2-1,3184-1).
6,
—Q——6~-1,2 5=—3,678.
Tabelle
der Verschiebungen infolge der X.
a ; b i ¢

a 18576 | — 1,195 | -1-2,5905

b ~ 1,195 | 1664 | —3,678

¢ 425905 | — 3,678 | 5702

Zur Probe vorstehender Werte ermitteln wir (nach § 20 des ersten
Teiles) die M -Fliche (Momentenfliche infolge der Lastengruppe
X, =1, X,=1 und X =1, s. Fig. 160a) und berechnen den Wert.

J/

[ss]:fM;’ as .

Die M -Fliche hat iiberall den Wert 1;
denn der linke Stinder ist nur durch
das Moment X, =1 beansprucht,
wihrend der gebrochene Riegel und
der rechte Stinder nur durch zwei
Endmomente beansprucht sind. Man
findet also:

[ss] =6,50 - 7,85-0,665 -} 3,24 -2
-+ 6,560-1,25 = 26,33.
Dieser Wert mull gleich sein der

Summe der in vorstehender Tabelle
angegebenen Werte; man findet dafiir:

Fig. 160a.

2[ k] — 26,35,
kia

.
oo

Die Ubereinstimmung der beiden Werte ist reichlich genau.

Da wir fiir 5 verschiedene Belastungsarten die Absolutglieder
[am], [bm.1] und [¢m.2] zu berechnen haben, gestaltet sich die
Rechenarbeit einfacher, wenn wir diese Werte direkt aus der M, ;-
bzw. M, -Fliche herleiten, d. h. aus den Momentenflichen infolge
X;.1=1am einfach bzw. X, , = 1 am zweifach unbestimmten System.,

Zur Bestimmung der M, ,-Fliche haben wir die Einzellasten
des Belastungszustandes X, ;=—=1:

N (1 PO
X,,= o] X1
— 4-0,1395; X,,=—1.
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Die M, ,-Fliche ist in Fig. 161

dargestellt. Das Moment an der 38’M z
Einspannstelle wird hier

M1=Xab'1+Xbb(—1):_‘: My =

+0,1395—1—’: ——0,8600 +0l1395 +7

Das Moment im oberen XKnick-
punkte wird

M, —0,146.X,,-1-1318.X,,
—0,146-0,1395 --1,318.1 = .
+-1,338. 7

7 -08605

Infolge Xc.2:1 am Zweifa:(?h Flg 161. Mj i-Fliche.
unbestimmten System treten in
den Angriffspunkten der Uberzihligen X die Momente auf:

[be.1] [ab] [ac]
=1; X, =—t—=X,; X, =———7X,, ——2X.
ch ’ be [bbl] ce ac [aa] be [aa] ve
Die hierin vorkommenden Festwerte ergeben sich fiir den vor-
liegenden Fall zu

[ab] _ —L195_oja0c fac_ 25905
" [aa] T 8,576 = 0,139; [aa] 8,57?__0’302’
[be.1]=[be] — %{% -[a¢] = — 3,678 4-0,1395 - (- 2,5905)
= 3,317,
[bb.l]:[bb]—%%-[ab]=16,64—|—O,1395(—1,195)
=16,473,
Damit ergibt sich:
e _ —3317
be™ T bp.1] e 16,47?’1’_0’202’
b
XM_—_—-[Z—a%X,,c—[Z—g-Xw=o,1395-0,202—0,302-1

= —0,274.
Das Moment an der Einspannstelle wird:
M=1-X,,+(—1)X,, +1-X,,——0,274 — 0,202 + 1 = 0,524,
Das Moment am oberen Knickpunkt wird
M,,—0,146-X,,}1,318.X, —0,461-X,,

= — 0,04 + 0,266 — 0,461 = — 0,235.
Mit diesen Werten erhalten wir die in Fig. 162 abgebildete M,.,-Fiiche
M,=0,524; M,=——0,274; M, ——0,235;

M,—-+0202; M,—1.
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Mm--0235 Daraus ergibt sich

J’,
My p [ce.2] szcMc.gdST
- v
9274 *0 202 6,5
[cc.2]= 5 1(2-0,524—0,274)+
7,85
2o 0,461(2- 0,235 - 0,274)- 0,665
ch:7
3,24
- — (2-0,235 —0,202)- 2
My=+0524 *7
. - 6,5
Fig. 162. M., 2-Fliche. 4 = -1--0,202) 1,25 —4,251,

Wir kénnen den Wert [cc.2] auch ermitteln durch Rechnung;
wir finden zunéchst:
fcc.1] =5,702 — 0,302 2,59 = 4,92
[cc.2]=4,92 — 3,317.0,202 = 4,25.
Wir kénnen auch eine von der vorhergehenden Rechnung unab-
hiingige Probe machen. Es sind nimlich am zweifach-statisch un-
bestimmten Hauptsystem (Fig. 162) die Verschiebungen der Punkte a

und b in Richtung von X, und X, (Winkelinderungen) infolge der
Belastung X, =1 gleich 0; es wird also:

JI
I‘MaMc-Edsj: [ac.2] =0,

i4

Mbﬂfc‘gds:;—z[bc. 2]=0,

4

ch.Mc,gdS §= [ce.2].

Die Summe dieser Werte ergibt:
4
[cc.2]=f(Ma—+—Mb—}—Mc) 2ds———fM M, dsj

Die Auswertung dieses Integrals nach Fig. 162 und 160a ergibt:

5 6
[cc.2] = 6—2—0(0,524 —0,274) -+ 3229—6—_5 (— 0,274 — 0,235)

,24 - 6,50 - 125
+3 2( 0,235 - 0,202) -+ =

Damit darf die zur Ermittlung von [cec. 2] fithrende Berechnung,
also auch die M, ,-Fliche Fig. 161 und die M, ;-Fliche Fig. 162
als richtig angesehen werden.

-— (0,202 -} 1) =4,25.
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Die von der &uBeren Belastung abhéngigen Verschiebungen.

1. Belastung durch H (Fig. 163). Aus der M -Fliche Fig. 163
und den Momentenflichen Fig. 158, 161, 162 findet man nach den
Formeln Tabelle I:

6,5

[am] = —=2=-6,5- H— — 21,125 H,
6,5
[bm.1]= = (— 6,5- H)[2-(— 0,8605) - 0,1895] —11,15 - H,
6,5 .
[em.2]= 6 (—6,5-H)(2-0,524 — 0,274) = — 5,48- H.
Die Auflagerdriicke des Grundsystems sind:

A==

*3"’59
= T
#, A H Hr
-6[5/./ 7 <—L e %/ 7% -~ I 72;7
A B A 8
Fig. 163. Fig 164.

2. Belastung durch gt/m (Fig. 164). Es wird:

7,262
[am] = 24

-7,85-g (1 - 0,146)- 0,665

+ Lgé-&ss -9(2-0,146 +1)-0,665

| 3,24

.0,146-3,85-9-2=—18,714 - g,

7,262

fobm.1]= o1

.7,85-9(0,1395 4 1,338)-0,665

-+ 7’5;5 -8,85-9(2-1,338 -}-0,1395).0,665

228 5,85 9(2-1,338 - 1)-2 = 41,66,
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7, 26
[em.2]= 5)-0,665
7,85 , : -
— 60-3,85-9(2-0,2357-0,2(4)-0,665
»2
4—3—6—4 3,85-9 [2-(— 0,235) 4 0,202]-2
=9,456 .¢.
Die Auflagerdriicke des Grundsystems sind:
,2
7,26 (7 i ) 7,267
— g =4,16.9; B=""=238,1.9,
4 8,5 g g 285 ol
H—H, =0.
3. Belastung durch P, und P, (Fig.165). Das Moment unter P, ist:
4,87 . 1,24

le l@ M1~ET 363P—,~—8,~5—-3,63P,3=2,08P1

! N Mz -+ 0,53 p,.
Das Moment unter P, ist
3,63 7,26

M,=""".1; , 1,
2= g5 ATy
1,06 P,.
3 925
[am]—=""""M (2-0,573--1)-0,665
. 3,925 )
Y i L 222 1 y,(2.0,573--0,146)
1 Mo A 6
4 g - M, (20,146 - 0,573)]- 0,665
Fig. 165. | 3,24
T = 22
392
[bm.1]= 2 M, (2-0,7388 -+ 0,1395). 0,665
3, 925 ,
(2 -0,7388 +-1,338) - M, (21,338 - 0,7388)]- 0,665
324
== Mo (21,388 4-1)2
—69P,+68P,
3,925 3,24 1
[cm.2]:——~Ml(2 0,255--0,274)- 0,665 +7—M[ -(—0,235)
392
+0,202]-2 — 222 [ (2.0,255-1-0,235)

+ M, (2- 023540205)] 0,665
— — 1,707 P, — 0,996 P,.
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Die Auflagerdriicke des Grundsystems sind:
4=0,573 P, 4 0,146 P,,
B=0,854 P, | 0,427 P,,
H,=H,=0.
4. Belastung durch @ (Fig. 166).

[am]=-+5,6-1-04-Q=-12,24.Q,

5 6
[bm.1]=
@

—0, 96 -Q,

5,6 6
[em.2]="2-0,4-Q(0,5265 —0,16) =

-+ 0,41 -Q. P p
Die Auflagerdriicke des Grund- - < ALY
systems sind: *4 P g
A; Q; HB :00’ Fig. 166.
=Y.

Berechnung der Uberzihligen (Eckmomente).
1. Belastung durch H.

MV:XCZ_%LZ%Z_ 42%41?—1290 H,
M, =X,=— [[1}1;7:.'11]] _%; H
:-%6127?—]—0,202&,29-}1 —=—04165- H,

—0,1395-0,4165 H—0,302-1,29 H = 2,014- H,
M=M,+M X +M, X,+M-X,——65-H12014-H
10,4765 H 1,29 - H=—2,780- H,
M,,—0,146.2,014. H—1,318-0,4165-H — 0,461-1,29 . H
=—0,85.- H.
2. Belastung durch ¢ t/m

9,456
r =X = g 1T TR

41
——i¢ Zgg g--0,202.2,23.g— —2,070.g,

18,714
M"=Xa:_§§,776 .g-0,1395 (— 2,07-9) — 0,302-2,23 ¢
——3,1415.¢,

Pirlet, Statik. II, 2. 12

M,

=X
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M,— —3,1415.9 +2,070.9g -+ 2,23 . g = 1,159 . ¢,
M,,—3,85-g—0,146-3,1415-9—1,318-2,070- g— 0,461 2,23 . 5
=—035-g.

3. Belastung durch P, und P,:
— 1,707 P,— 0,996 P, »
0T R, 0996 P, o 408 0235 P,,

My=X,=-— 4,251
9P, +68P
M, =X, =— 6. 116';7:_; ~2+4 0,202 (0,403P, + 0,235P,)

— —0,3365 P, —0,3655 P,,

3,467 P, 11,525 P,
M,—X, —— 5’5'76’” 2 20,1395 (0,3365 P,

- 0,3655 P,) — 0,302 (0,403 P, -+ 0,235 P,)
= —0,574 P, —0,2998 P,,
M, = — 0,574 P,—0,2998 P,-}-0,3365 P,-}- 0,3655 P, 0,403 P,
-+ 0,235 P, = - 0,1655 P, - 0,2993 P,,
M,,— 0,53 P, ---1,06 P, — 0,146 (0,574 P, - 0,2998 P,)
— 1,318(0,3365 P, +- 0,3655 P,) — 0,461 (0,403 P,
-+ 0,235 P,) = — 0,1827 P, - 0,428 P,.
4. Belastung durch @:
0419 0.0964 0.

My =Xo=—"4o51 —
— 0,96-Q
M,V——Xb——— 164ﬁ“—0,2020,0964Q- 0,0388Q,
2,24
M,=X =— 8’5742 -+ 0,1395-0,0888 Q -+ 0,302.0,0964 Q
= —0,2266- Q,
M,,=——0,146.0,2266-Q - 1,318.0,0388-@ - 0,461 -0,0964 - Q
=0,0624.Q,

M,=0,4Q—0,2266Q — 0,0388 ¢ — 0,0964 @ =—0,0382. Q.

Die Auflagerdriicke des Rahmens sind bei

1. Belastung durch H:
A4 =4, +Aa X, + 4, X, +A0Xc’
A=—0,1178-2,014- H--0,1178 (-— 0,4165-H)=-—0,286- H,
B=-}0,1178.2,014- H — 0,1178 (— 0,4165- H) = 0,286 - H,
H,=—H + 0,1538 (—~ 0,4165-H) — 0,1538-1,29-H = 0,7375- H,
H,— 00,1538 (— 0,4165-H) —0,1538 1,29 . H = — 0,2625 . I .
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2. Belastung durch g t/m:
A=14,16-g— 0,1178-(— 3,142 .4) -} 0,1178.(— 2,07-9) — 4,286 - ¢,
B =—3,1.g-}+ 01178 (— 3,142.9) — 0,1178 (— 2,07.9) — 2,974 ¢,
H,— 0,1538 (— 2,07-9) — 0,1538-2,23 . g — — 0,661 - g,
H,—=H,=—0,661-g.
3. Belastung durch P, und P,:
A=0,73 P, + 0,146 P, 0,1178 (0,574 P, -+ 0,2998 P,)
— 0,1178 (0,3365 P, - 0,3655 P,)
=0,6009 P, 0,1382 P,,
B=0,427P, - 0,854 P, — 0,1178 (0,574 P, -+ 0,2998 P,)
- 0,1178(0,3365 P, + 0,3655 P,)
=0,3991 P, 40,8618 P,,
H,=—0,1538(0,3365 P, -} 0,3655 P,) — 0,1538 (0,403 P, -}- 0,235 P,)
= —0,1137 P, — 0,0922 P,,
H, = - 0,1137 P, — 0,0922 P,.
4. Belastung durch @:
A=Q—0,1178.(— 0,2266 Q) - 0,1178-0,0388 Q — 1,0313- Q,
B=0 -+ 0,1178 (— 0,2266 Q) — 0,1178-0,0388¢Q —— 0,0313- Q,
H,=0,1538-0,0388 @ - 0,1538-0,0964 -Q — 0,02076 - Q,
H,-=0,02076 Q.
Tabelle der Eckmomente und Auflagerdriicke.

H | g | P, und P, Q

M, |—278-H 1,159.g | 0,1655 P,-0,2993 P,|  0,0382.Q
My | 2014.-H | —3142.g |—0,574 P, —0,2988 F, | — 0,2266-Q
My |-085-H | —0,350.g |—0,1827 P, 0,428 P, 0,0624-¢)
My |—0,4165- H| —2,070-g |—0,3365 P, —0,3655 P, 0,0388-¢)

y | 1,29-H 2,23-g 0,403 P, 40,235 P, | — 0,0964-¢)
A |—o0,286.-H 4,286.g | 0,601 P, 0,138 P, 1,0313-Q
B 0,286 - H 2,974.g | 0,399-P, 0862 P, | —0,0813.¢
H, 0,7375-H| —0,661.g |— 0,1137 P, —0,0922 P, | ++0,02076-Q
H, |-0,2625-H, —0,661-g |— 0,1137 P, — 0,0922 P, | — 0,02076-¢

30>

b) Berechnung der Eckmomente
und Auflagerdriicke unter Beriick-
sichtigung der Normalkrifte.

Zuniachst bestimmen wir die in-
folge der Uberzihligen und #uBeren
Krifte in dem System auftretenden
Normalkrifte.

Die Stdbe seien mit 1, 2, 3, 4
(vgl. Fig. 167) bezeichnet; « sei der
Winkel des Stabes 2 gegen die Hori-

l
6 50—>t<
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zontale, zugleich Neigung des Stabes 3 gegen die Vertikale.
Es ist:

3
ing— —— —0,382,
sin ¢ 7.85 0,3
7,26
se=— —— ==0,925.
COs « 7,85 5
Es treten die Normalkrifte auf
1. infolge X ==1:
1 1
NGIZT———S"—E)—O,].lS,
N, =22 — 0,045,
N%——CO;“=-— 0,109,
1
N, =— =—0,118,
2. infolge X, =1:
1
Nb]:—72—0,118,
N, = B¢ C8%__ 4097,
l h
N%:cosa_i_sinazo’u;s,
l h
1
Nb‘=7=0,118.
3. infolge X =1:
N.,=0,
N,——2%___ 0,142,
h
N,——"2% _ _ 0,059,
h
N,=0
4. infolge H:

5. infolge ¢ t/m:

Ng1=—-4,169,

N, =0 (in der Mitte),

N, =—31-0,925.g——2,87.g,
N, =—3,1-9g.

94
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6. infolge P,:
Npll =—0,573 P,,
Np =-—0,572-P,-0,382 — — 0,219P, in der

1g
linken Hilfe,

Np, = (— 0,572 P, + 1,,-0,382=0,163 P, in der
rechten Hilfte,

NP13 = — 0,427 P, - 0,425 = — 0,395 P,,
Np, =—0427-P,.

7. infolge P,:
Np, = —0,146 P,
Np, —— 0,146 P,-0,382 = — 0,056 P,
Np, =— 0,854 P,-0,925 = - 0,788 P,,
Np, =— 0,854 P,.

8. infolge @Q:

‘ Nog,=—@,

Ng,= Nq,=No,=0.

~ Wir berechnen nun die Verschiebungen info'ge der durch die
Uberzéhligen und &uBleren Lasten hervorgerufenen Normalkrifte. Es
ist allgemein:

[ik]z[ik]u—i—[ik]N-——fMiMkds°5 —[—J-NiN ds

Das erste Glied der rechten Seite ist L ereits unter 1a berechnet.
Das zweite Glied ist jetzt noch zu Lerechnen, und zwar ist:

JI
F’

J’ J’ F’
fNi.deST:F,fNiNI\,dS‘*ﬁ .

Als mittlerer Querschnitt werde wieder der des Stdnders 1 an-
genommen, d. h. F'=F,.
Damit wird
F F b i F
—=1; —=0,832; —=—1,25; -=1,11.
F, F, F, F,
Jl
Das Verhiltnis i3 ist zu 0,07 angegeben.
1

Fiir die Verschiebungen ergibt sich somit:
[aa]y =0,07[0,118%-6,5-1 4 0,045.7,85.0,832 | 0,1092. 3,24.1,25
-+ 0,118%.6,5-1,11] = 0,01775,
[bb]y=0,07[0,118%-6,5.1 -} 0,097%.7,85-0,832 | +,168%. 3,24-.1,25
+0,1182.6,5-1,11] = 0,0258,
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[cc]ly =0,07[0 4 0,1422.7,85-0,832 +- 0,059 3,24-1,25 - 0]
=10,01022,

[ab]ly =0,07 [— 0,1182.6,5-1 - 0,045 - 0,097 - 7,85 - 0,832
—0,109-0,168-3,24-1,25

—0,1182-6,5-1,11] = —0,0166,

[a c]N =0,07[0 — 0,045-0,142-7,85-0,832 |- 0,109-0,059-3,24 - 1,25]
——0,00112,

[be]y = 0,07 [—0,097.0,142-7,85-0,832 — 0,168+0,059-3,24 - 1,25]
— —0,0091.

Weiter findet man in gleicher Weise:

1. Belastung durch H:

[am]y =[bm]y=[cm]y =0.

2. Belastung durch ¢ t/m:

[am]y =10,0014-¢,
[bm]y =—10,0048 - ¢,
[em]y =-+0,0034-¢g.

3. Belastung durch P,:

[am]y =0,00627 P,,
[om]y=—0,0147 P,,
[em]y=0,00843 P,.

4. Belastung durch P,:
[am]y=0,0661 P,,
[bm]y=—0,0830 P,,
[em]y=10,0169 P,.

5. Belastung durch @:
[am]y=—0,0463 Q,
[bm]y=10,0463 Q,
[em]y=0.

Damit ergeben sich folgende Verschiebungen unter Be-
riicksichtigung der Normalkrafte:

A. Verschiebungen infolge der Uberzihligen X:
[aa] = 8,576 4 0,01775=8,593 75,
[bb]=16,64 | 0,0258 — 16,6658,

[cc] = 5,702 + 0,01022 = 5,712 22,
fab]=—1,195—0,0166 = — 1,2116,
[ac]=12,5905 — 0,00112 = 2,589 38,
(b ¢]=—3,678 — 0,0091 = — 38,6871,
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b

[ab]__ _ —L2124
" [aa]  8,69375 —0,1412,
lac] 258938
Tlaa] T T 8p0375 0302

B. Verschiebungen infolge der duBeren Lasten.
1. Belastung durch H:

[am] = — 21,125 . H + 0= — 21,125 . H,
[bm]=14,1-H+ 0=14,1-H,
[em]=—=—14,1-H +0=—141-H.

2. Belastung durch gt/m:
[am]=18,714 g - 0,0014 - g — 18,7154 -¢,
[bm]==389,21-g — 0,0048 - g == 39,2052 .4,
[em] = — 12,225 -9 + 0,0034.g = — 12,2216 - g.

3. Belastung durch P,:
[am] = 3,467 P, -+ 0,00627- P, = 3,47327-P,,
[bm] = 6,41 P, — 0,0147- P, — 6,3953 - P,
[cm] — — 2,046 P, + 0,00843 P, — — 2,03757 P,.
4. Belastung durch P,:
[am] = 1,525 P, + 0,0661- P, = 1,5911 - P,,
[bm] = 6,68 P, — 0,0830- P, = 6,4970 - P,,
[cm] = —1,906 P, -} 0,0169 P, — — 1,8891 P, .
5. Belastung durch @:
[am] = 2,24-Q — 0,0463-Q = -} 2,1937-Q,
[bm]=—1,27-Q 4 0,0463-Q = — 1,2237-Q,
[em]=——+1,27-Q + 0=-+41,27-Q.

Berechnung der Verschiebungen des 1- bzw. 2fach unbestimmten
Systems. Diese sollen hier einmal rechnerisch bestimmt werden.

bb.1] — [65] — 2% (a3 — 16,6658 — 0,1412-1,2116 — 16,4946,
[aa]

[bc.1]=[bc]—%%-[ac]’:—3,6871 +-0,1412.2,589 38——3,3215,

[cc.1]=[cec] — M-[ac] =—5,71222 — 0,302 - 2,589 38 = 4,93023,

aa)
. [be.1] . —3,3215
[cc.2]==[cc.1] 6b.1]" [bc.1]=4,93023 — 16,4946 -(— 3,3215)
=4,259
[be.1]  —3,3215

— 10,202

[6b.1] 16,4946
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1. Belastung durch H:

[(bm.1]=[bm] — M{am] —14,1 H—0,1412.21,125-H

[aa]
—11,117-H,
[cm.l]:[cm]——-{Z—:%-[am]:—14,1-H—{—0,302-21,125-H
——1,72H,
[be.1] o
[em.2]=[cm. 1]——r~?‘—'~] [bm.1]=—17,72-H

4-0,202-11,117-H—=—154726-H.
2. Belastung durch g t/m:
[bm.1]—=39,205-g -} 0,1412-18,715. g — 41,865 - g,
[em.1]=—12,2216.g — 0,302-18,715-g = — 17,87 -¢,
[cm.2]=—17,87-940,202-41,865.g — — 9,42.¢.
3. Belastung durch P;:
[bm.1]=6,3953 P, -+ 0,1412-3,47 P, — 6,8853 P,
[em.1]= — 2,037 P, — 0,302- 3,47 P, — — 3,0876 P,,
[cm.2]— — 3,0876 P, }-0,202-6,8853 P, = — 1,6976 P,
4. Belastung durch P,:
[bm.1]=6,497 P, -|-0,1412.1,591 P,— 6,72 P,,

[em.1]=— 1,889 P, —0,302-1,5691 P, = — 2,369 P,,
[em.2] = —2,369 P, 0,202-6,72 P, = — 1,014 P,.

5. Belastung durch @:
[bm.1]=—1,2237Q 4 0,1412-2,1937-Q = —0,9139-Q,

[em.1]=1,27-Q —0,302-2,1937-Q —0,5975-Q,
[cm.2]=0,5975-Q — 0,202-0,9139-Q =0,4129-Q,

Mit diesen Verschiebungen ergeben sich nun die Uber-
ziahligen X fiir:

1. Belastung durch H:

_ [em.2] —54726-H
X =— [cc.2] 4,259 —1,286-H,
_ bm.1 [be.1] _11,117-H
X=—%1— [6b.1] "¢ 16,4946 1-0,202-1,286-
= —0,4166- H,
x ~ [am] [aB] [ac]X _ —21,125-H
7 [aa] [aa]”? [ad] 8,59375

—0,1412-0,4155-H — 0,302 1,286 - H = 2,012. H.
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2. Belastung durch g t/m:
—9,42.¢g

==z O
65-
Xb=——41—16’—84§4—62+0,2022,2192—2,09g,
18,785-¢
22029 p14192. g — 2.221.9g——3,14-¢.
X, 550575 — O1412:2,09:9— 0,30 g J4.g
3. Belastung durch P,:
—1,6976 P,
XC_—~—4,259 =0,398 P,,
6,8853 P,
—_ 2 4 . P = —
X, 16,4946 0,202-0,398 P, 0,3395 P,,
Y — 34182 1412.0,3395 P, — 0,302-0,398 P,
¢ 8,69375
= —0,569- P,.
4. Belastung durch P,:
— 1,014 P,
X, =— a5 — 0,238 P,,
§ 6,72 P, .
Xy =y e T 2020238 P,——0361F,
1,591 P, .
X = — . — :0,238 P, — — :
X, sgoge — 01412:0,361P,—0,302.0,238 P, 0,308 P,
5. Belastung durch Q:
0,4129-Q
=T Taasg 00900
0,9139-Q

X, =+ g 1006 — 202:0.097-Q=0,0358¢,

2,1937-
8,59—?;7{?-{—0,1412-0,0358 -Q-4-0,302-0,097-Q— —0,221- Q.

Wir bestimmen nun noch die Momente in den Eckpunkten I
und III fiir die verschiedenen Belastungen.

Wir haben hierfiir die Gleichung

M=M,+ M, X,+M,- X, M. X,.

Fiirvdas Moment an der Einspannstelle I ist M, =1, M,=—=—1;
M,=1; fiir das Moment am oberen Knickpunkt III ist M, — 0,146;
M,=1,318; M = — 0,461.

X,——
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1. Belastung durch H:

M,——65-H--2012. H-- 04155 H 1,286 H— —2,7865 - H,
M, =0-0,146-2,012- H —1,318.0,4155- H — 0,461-1,286- H
— 0847 H.

2. Belastung durch g t/m:
M,—0—314.942,09.g+221.9—=115-g,
M,,—385.9g—0,146-3,14.g — 1,318-2,09-9 — 0,461-2,21.¢
=—0,373-¢g.
3. Belastung durch P,:
M,=0—0,569 P, - 0,3395 P, + 0,385 P, = 0,1565 P,
M, =053P, —0,146-0,569 P, —1,318.0,3395 P, — 0,461-0,385 P,
=—0,1775 P,.
4. Belastung durch P,:
M,—0—0,308P,+0,361P,+ 0,238 P,=0,291 P,,
M,,=—1,06P,—0,146-0,308 P, —1,318-0,361 P,—0,461-0,238 P,
=40,432 P,.
5. Belastung durch §:
M,=0,4Q—0,221-Q — 0,0358-@ — 0,097-Q = -+ 0,0462 Q,

M,,=—0—0,146-0,221-Q - 1,318.0,0358-Q + 0,461-0,097-Q
=10,0596- Q.
Tabelle
der Eckmomente fiir die verschiedenen Belastungen.
| # | L T
M, —27865.H| 1,159  01555.P, 0291.F, | 0,0462.-9
M 2,012.H | —3,l4.g '—0569.-P,  — 0,308-P I — 0 221-Q
My |—0847T-H — 0,373-g —O01775-B,|  0432-F, |  0,0596°Q
My —0,4155-H| —2,09.g —0,3395. P | —0,361-P, | 0,0358-Q
M, |-L1928-H | 2219 | 0398.P,  0238.P,  —0,097-Q

¢) Aus den vorher ermittelten Resultaten kann man nun die
groBten Momente und Normalkrifte leicht durch entsprechende .Ad-
dition gewinnen. Die Beanspruchung ist in den meisten Fillen aus
Biegung und Normalkriften zusammengesetzt. Die Spannungen kann
man berechnen aus der Gleichung:

N N N-e
~FET—F W
oder aus der Gleichung:
Mk N-e,
=W =k

Darin ist ¢ der Abstand der resultierenden Kraft N vom Schwer-
punkt, e, der Abstand der resultierenden Kraft ¥ vom Kernrand
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und % der Abstand dieses Kernrandes
vom Schwerpunkt (vgl. ersten Teil, § 2,
Seite 7f); M, ist das Kernrand-
moment.

Die in diesen Spannungsgleichun-
gen vorkommenden Werte N, e, e,
kann man sehr iibersichtlich gewinnen

L0855

Fig. 168. Stiitzlinien fiir H.
KraftemaBstab: 1 cm=10,3 H.

=0, 3365

.= 0985

Fig. 170. Stiitzlinie fir P, .
KriftemafBstab: 1 em=0,3 ¢.

187
D

vy

P

Fig. 169. Stiitzlinie fiir ¢ .

KréftemaBstab: 1 cm =035 ¢ .

Fig. 171. Stiitzlinie fir P, .
KraftemaBstab: 1 cm =03 ¢.
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+0,0388

+0,1546 §

Fig. 172, Stiitzlinie fiir .
KriftemaBstab: links 1 em = 0,1
rechts 1 cm = 0,3

g

t.
t.
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aus den Stiitzlinien. Diese sind
in den Fig. 168 bis 172 fiir die
einzelnen Belastungen dargestellt.
Sie konnen wie folgt ermittelt
werden.

Aus der vertikalen und hori-
zontalen Auflagerreaktion eines
Auflagers wird die Resultierende R
bestimmt; das zugehorige Einspan-
nungsmoment dividiert durch R
ergibt die Exzentrizitit e¢ von R;
die danach eingetragene Kraft R
wird dann der Reihe nach mit
den iibrigen Lasten durch Krifte-
und Seilpolygon zusammengesetzt.

Man erkennt, daBl die Stiitz-
linie durch die aus der vorher-
gehenden Rechnung sich ergeben-
den Momentennullpunkte gehen
muB;. zur Probe sind die Momen-
tenflichen eingezeichnet.

Aus diesen Stiitzlinien und
den zugehorigen Kraftecken sind
die Werte N und ¢ und, wenn Quer-
schnitt und Kern bekannt sind,
auch e, zu entnehmen und die
Spannungen nach obigen Glei-
chungen zu ermitteln.

2. Berechnung unter Verwendung zweier eingespannter
Balken als Grundsystem.
Wir wollen den im vorhergehenden behandelten Shedrahmen
auf eine zweite Art berechnen, indem wir ein anderes Grundsystem
und die in § 8 dieses Bandes erliuterte Rahmenbehandlung anwenden.

Fig. 173.

Fig. 174.
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Die Uberzéhligen X,, X,, X, seien die im Scheitel wirkenden
Momente, Horizontalschiibe und Querkrafte (vgl. Fig. 173). Wir be-
ginnen, wie immer, zundchst mit der Berechnung der Verschiebungen
des Grundsystems.

Die Momentenflichen infolge X, X;, X,=1 am Grundsystem
sind in den Fig. 174 bis 176 eingezeichnet. Es ergibt sich fiir die
von der #uBleren Last unabhingigen Verschiebungen:

s

Xp=1
/ \ -
-3
D
13 13 +726 . - 124
, + 726 g-124

Fig. 175. Fig. 176.

[aa]=6,5-1- 17,85-0,665 - 3,242 -+ 6,5-1,25 — 26,325,

6,5 7,85 3,
[ab]=—2-(9,6 + 3)—————7-3-0,665———274--3-2
2 2 2
6,5
-+ - (8+9,5)-1,25 = — 108,85,
7,85 ,24
[ac]=—6,5-7,26 — —5 1,260,665 + 3—2-7 1,242

+6,6-1,24-1,25 = — 52,03,

6,5 ,
[0 =295 (2-9,5-+3)+ 3(2-3+9,5)] _{_1332.3_3.0,665
3,24 6,5
+g8-3-24---[95-(2-95+38)4-3(2:349,5)]-1,25
—657,6,
6,5 , ,
[be]=—-7.26(9,5 1 3)+-7-—§é—-7,26-3-0,665 — 5—;5 1,24.3-2
6,5

— ? -1,24 (3 +9,5)-1,25 =1261,9,

785
e

-+ 6,6-1,247.1,25 = 451,83 .

4

3,2 R
[cc]=86,5-7,26% | 7,26%.0,665 +-37---1,24~-2
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Hiermit erhalten wir nun die Festwerte wie folgt:

o [ﬂ b] = 108,85 o
flaa] __26,’325"_4’13’
_ lae) _~ —52,08
[aa] — 26325 — 98
[be.1]=[bc] — %ﬁ% [ac]—261,9 — 4,13-52,03 — 46,9,
[bb.1]=[vb] — %%% [ab] = 657,6 — 4,13-108,85 — 208,1,
[be.1] 469
[bb.1] 2081 = — 0,22,
[cc.1]=]cc] — %ZZ% -[ac] == 451,83 — 1,98 52,03 — 348,8,
[cc.2]=[cc-1]— %2—{11]] [be.1]=348,8 — 0,226-46,9 = 338,2.

Fur die Belastungszustinde X,., X3.1, X,.o ergeben sich nun
die Belastungsgréfien:

Xa_o“——l: .Xua:l.
v]
Xy 1=1: X :—”[af, : —1.
b.1 ab [aa]’ Xbb 1
b] [ac] [be.1]
X, o=1: x, — [0V x _locly - e
c.2 ac [aa‘] Xbc [aa] ch’ be [[)bl]\
X, =1.
Nach Einsetzen der Festwerte wird:
X, .,=1.
X, =413; X,,=1.
X,,—— 4,13-0,226 -+ 1,981 = — 1,047; X,, — — 0,226;
X =1.

Die M, ,-Fliche ist in Fig. 174
dargestellt. Um die M, ; -Flache zu er-
halten, lassen wir denSchub X, , =1 par-

allel zu X, im Abstande — {“/bj- —4,13
aa

vom Scheitel wirken (vgl. Fig. 177).
Tragen wir nun die Resultierende aus
der Querkraft X ==1 im Abstande

[ac]

_-=1,98 links vom Scheitel und aus

[aa]
[be.1]
—_ s == (0,226
dem Schub X, (b1 0,226,

z 7z
Fig. 177. My .1-Fliche.
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im Abstande — [ibl = 4,13 unterhalb
aa

des Scheitels auf, so erhalten wir die in
Fig. 178 dargestellte M, o-Fléche.

Wir berechnen nun die GréBen X, ¢,
Xy.1s X,o direkt mit Hilfe der M-,
My, M, ;-Flichen; denn es ist:

JI
X ———[am]_;_J‘MOMadST]—
U R
J’
M
T bva1] A
Jl
Xoo= [—c—m—z_] MEOMczds:_f
" [00.2]_ foe.2]

Fiir die einzelnen Belastungsarten
erhalten wir folgende Verschiebungen.

}
1. Belastung durch H (Fig. 179). '
\

6,5
[am] ::—;;—~6,5~H: 21,125-H, \
Fig. 178. M_..2-Flache.

6,5 ‘
[bm.1)=—=2.6,5- H[2 (4 5,37) — 1,18] = — 67,6 - H,
6,5
[cm.2] = — 463-- 6,5- H (24,06 | 5,535) = — 96,3 - H.
H
—
7. . 4 7.
Fig. 179. Fig. 180.

2. Belastung durch g tm (Fig. 180).
[am]=217,11.¢,
[bm.1]= — 276,99,
[em.2]=—1001,11-g.
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3. Belastung durch P, (Fig. 181).
[am]=128,35P,,
[bm.1]—-—-424P,,
[cm.2]= - 135,5-P,.

-—
Qh

-3,63

136315

2

Fig. 181.

4. Belastung durch P, (Fig. 182).
[am]==66,156P,,

[bm.1]=— 59,7P,,
[em.2]=-—290P,.
5. Belastung durch @ (Fig. 183).

[am]=—2,24.Q,
[bm.1]==5,75-Q,
[em.2]=10,51-Q.

Mit diesen Verschiebungen erhalten
wir nun far

1. Belastung durch H:

21,126 - H
- &bl — - 0,804-H,
Xao 26,325 8
. 7 —67,6-H
Fig. 183. X o= DR 10,326 H,
g Xiim = oo =+ 0326 H
—96,3-H
X o= 22" ""=10,285.H.
¢ 338,2 0285
2. Belastung durch gt'm:
2 11-
Xu.O:_' 17” g::“‘ 8,25-9,
26,325
. —276,9-g . ;
Xy = — = 1,334,
b.1 208,1 = q
—1001,11 -
Xo o= — 0 9

3389 = -1-2,96.g.
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3. Belastung durch P;:
Xoo= —%= — 1,076 P,,
Xp1=—— _—2402;111)1 —--0,204 P, ,
Xc_g————%?;;ﬂz%—OAPl.
4. Belastung durch P,:
Xy 1= — “2—(;%7—-33 = 0,287 P,,
Xos—— _3231?21)‘3 —-1086P,.
5. Belastung durch @:
Xoome— @ — 2 0,085-0,
Xp1—— +§(’)78‘i’1'Q =—10,0276-Q,
Xeo=— t;g%£= —0,0311-Q.

Fiir die Berechnung irgendeiner statischen Gr58e haben wir nun
die Gleichung:

S:SO_l_Sa'Xa.0’+—Sb.1'Xb.1+Sc.2'Xc.2’
die fiir die im vorliegenden Falle zu berechnenden Eckmomente
ergibt:
M=M0+Ma'Xa.0+Mb.1'Xb.1 + M2 X, 2.

Die Werte M,, Momente infolge der #uBleren Belastung am
Grundsystem, entnehmen wir aus den Fig. 179 bis 183, die Werte M,
M, 1 und M, ,, Momente infolge der Unbekannten am O-, 1- bzw.
2-fach unbestimmten Hauptsystem, aus den Fig. 174, 177, und 178.

Es ergibt sich fiir die verschiedenen Belastungsarten:

1. Belastung durch H:

M,—=—65-H+(—1)-(—0,804)- H+} 5,37-0,326- H
+4,06-0,285- H—— 2,786 - H,

M, —0-0,804-H—1,13-0,326- H-}5,535-0,285- H =2,014- H,

M,,=—0-40,804-H—4,13-0,326- H—1,047-0,285 - H
=—0,844.H,

M, =0-0804-H—1,13-0,326.-H — 2,960,285 - H
=—0,409-H,

M,—0-+40,804-H +5,37-0,326-H — 4,43-0,285- H=1,255-H .
Pirlet, Statik. II 2. 13
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2. Belastung durch gt/m:

M,— —26,35-g-1-8,25.g- 5,371,339+ 4,06-2,96 - g— + 1,124,

M, ——2635-g-1825-9g—1,13-1,33-94- 5,535-2,96 -9
=—3,16-9,

M, —0-825-g—4,13.1,33-g— 1,047-2,96.g — — 0,37-g,

M, —0-}825.g—1,13.1,33.g— 2,96-2,96 .g— — 2,04,

M,—0-]825-9+537-1,33.9 — 4,43-2,96- g — | 2,26 -¢.
3. Belastung durch P;:

M,— — 3,63 P, 1,076 - P, }- 5,37-0,204 P, - 4,06 0,4 P,
— 40,165 P,,
M,——3,63P,+1,076 P, — 1,130,204 P, - 5,535-0,4 P,
— —0,571-P,, '
M, —0-}-1,076 P, — 4,13.0,204 P, —1,047-0,4 P, — — 0,186 P, ,
M,,— 041,076 P, —1,13-0,204 P, —2,96.0,4 P,— — 0,338 P,,

M, =0+ 1,076 P, }5,37-0,204 P, —4,43-04P, = -} 0,399 P,.
4. Belastung durch P,:

M,— — 1,26 P, -} 2,51 P, - 5,37-0,287 P, - 4,06 -0,86 P,
—-10,285P,,
M, ——126P,-}251P,—1,13-0,287 P, 5,535-0,86 P,
——0,301 P,,
M,,—0-251P,—4,13.0,28 P, —1,047-0,86 P, — - 0,426 P,,
M,,— 02,51 P, —1,13.0,28 P, —2,96-0,86 P, — — 0,365 P, ,

M,=0-251P,537-0,28 P, —4,43-0,86 P, — -} 0,245 P, .
5. Belastung durch Q:
M,—0,4-Q— 0,085-Q — 5,37-0,0276-Q — 4,06-0,0311-Q
=—20,04-9,
M,=0—0,085-Q-+1,13-0,0276-Q — 5,535-0,0311.Q
=—0,226-Q,
M,,—0—0,085-Q-4,13-0,0276-Q + 1,047-0,0311-Q
——0,062Q,
M,,—0—0,085-Q + 1,13-0,0276-Q - 2,965-0,0311-Q
=-}-0,0382.Q,
M,—0—0,085-Q—5,37-0,0276 - @ }-4,43 .0,0311 - Q——0,0955 - Q.
Die GroBlen der Eckmomente sind in folgender Tabelle zu-
sammengestellt.

H | gtm P, P, Q
M, |-—2m6.H | +1,129 0,165-P, | 0285.P, | 004-Q
M, | +2014.H | —816.g | —0571.P, | —0301.P, | —0926-Q
My | —0844.H | —0879  —0186.P, | 0426.P, | 0062-Q
My | —0409.H l —204g | —0338.P, | —0365.-P. | 0038-Q
My |-+19255-H | +22.g | 0899-P, | 0245-P, | —0,096-Q
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Beispiel II.
Es soll der in Fig. 184 dargestelite Tréager mit oberen und
unteren Einspannungen an den Mittelstiitzen berechnet
werden.

A
& s
i L=t h=60m |
\ h 44 d |
! |
| [N
Z Z 2 i
! | }
1, =60m—> 1,=80m L=60m~->
Fig. 184.

Das vorliegende System ist symmetrisch. Wir wollen daher hier
dhnlich vorgehen wie in § 10 beim symmetrischen Rahmen und die
Rechnung auf folgende zwei Arten durchfiihren:

Erstes Verfahren: Wir legen ein statisch bestimmtes Grund-
system zu Grunde; da das System fiinffach statisch unbestimmt ist,
erhalten wir fiinf Unbekannte, die aus fiinf Gleichungen zu er-
mitteln sind.

Zweites Verfahren: Wir wihlen als Hauptsystem einen beider-
seits eingespannten Rahmen mit zwei anschlieBenden einfachen Balken.
Da die Beanspruchungen dieses dreifach statisch unbestimmten Haupt-
systems nach § 9 bekannt sind, haben wir nur noch zwei Unbekannte
zu berechnen.

In beiden Fillen sollen durch Ausnutzung der Symmetrie Ver-
einfachungen der Gleichungen erstrebt werden.

1. Erstes Verfahren.

Um das fiinffach statisch unbestimmte System in ein statisch
bestimmtes Grundsystem zu verwandeln, legen wir fiinf Gelenke
ein (vgl. Fig. 185), und zwar je eins an den FiiBen der Stiitzen &,
an den innern Enden der AuBlenriegel I, und in der Mitte des Rie-
gels I,; dieses Grundsystem ist ebenfalls symmetrisch.

Xa
PR B

2,

13*
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Die durch die Gelenke entfernten fiinf Einspannungsmomente stellen
die Uberzahligen dar. Wir berechnen jedoch als Unbekannte nicht die
Uberzihligen selbst,sondern Gruppen dieser, und zwar wie folgt (Fig. 185):
sei das Moment in der Mitte des Riegels /,.

, sei die Gruppe zweier gleichen und in gleichem Sinne wir-
kenden Momente an den Riegeln [,.

sei die Gruppe zweier gleichen und in gleichem Sinne wir-
kenden Momente an den SténderfiiBen.

g sei die Gruppe zweier gleichen, aber in ungleichem Sinne
wirkenden Momente an den Riegeln /.

sei die Gruppe zweier gleichen, aber in ungleichem Sinne
wirkenden Momente an den Stiitzenfiien.

Die Gleichungen der Unbekannten lauten allgemein:

[0a]-X, +[ab]- X, +-[ac]-X, I [ad]-X, - [ae]- X, — —[am]

[ab].Xa__{—[bb]'Xb_i—_[bc]Xc+[bd]'Xd+[b e]' e:——[b m:l'
[ac]-X, 4-[be] - X, 4 (cc| - X, f-[cd]-X, + [ce]- X, — —[cm].
(0d)- X, +[bd]- X, +[cd]- X, - [dd]- X, [de]- X, = — [dm].
(ae]-X,+[be] X, [ce] - X, +[de] - X, | [ee] - X, = —[em].

Wir werden spéter erkennen, wie sich diese Gleichungen infolge der
Wahl der oben genannten Unbekannten wesentlich vereinfachen.

Beziiglich der Vorzeichen sollen folgende Regeln gelten: Mo-
mente sind positiv, wenn sie die Riegel nach oben hohl, bzw. die
Sténder nach innen hohl verbiegen. Die Normalkrifte sind als Zug-
kriafte positiv, als Druckkrifte negativ.

Zur Berechnung der Koeffizienten der X bestimmen wir zu-
nichst die Momentenflichen des Grundsystems infolge der Belastungen
X =1; sie gind in Fig. 186 bis 190 dargestellt.

7 + / \+ 7 ;
R gy e

\|
\ +
\
1
1
i
i
13

7
2
Fig. 186. M,-Fliche.

(o

Fig. 187. M,-Flache.



§ 11. Rechenbeispiele. 197

7 4
7 V3 V3 7

Fig. 188. M Fliche.

~f1471 (2,22
/l,+252 +/17 *27)
Fig. 189. M,-Fliche.

7
+1 \L*’Z_E_\

2 I~ #
! )
. :
I |
| [}
+7/“ . /.,\-7

2L 7

27 27

Fig. 190. M,-Fldche.

Damit lassen sich die Koeffizienten der X leicht angeben. Es
gilt allgemein die Gleichung:
ds

wenn wir der Einfachheit halber wiederum die Normal- und Quer-
krifte vernachlassigen.

Wir multiplizieren diesen Wert mit E.J,, und schreiben fiir

EJ,[ik] einfach [ik].

. J,

[Hc]:fM‘Mle.
Dieser Summenausdruck wird in gewohnter Weise an Hand der
Momentenflichen (Fig. 186 bis 190) ausgewertet. Es handelt sich
um geradlinig begrenzte Momentenflichen und gerade Strecken s, so
daB wir die im § 1 angegebenen Formeln fiir die Integration ver-

wenden koénnen. Wir schreiben dabei: s--J-l=s' und finden damit
folgende Koeffizienten der X:
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2K

foa) =1+ 2 — s,
=20 g0,

2w
[ee]= 3 =16,

a1’ !
[dd]z—l—;LZL:Jrs,m,

l’
[ee}:?h’+§:—{~5o,67,

fat)=— 22X — 15,
e =42 — 1,
[ad]=0,

[ae] =0,
[bc]:—%:—S,
[bd] =0,

[be]=0,

[ed]=0,

[ce]=0,

7
[de]=+%=—}—2,67.
Die von der duBleren Belastung abhiingigen Verschiebungen des
Grundsystems sollen fiir folgende verschiedene Fille berechnet werden
1. I, links mit p, t/m belastet (Fig. 191),
2. 1, mit p, t/m belastet (Fig. 193),
3. I, rechts mit p, t/m belastet (Fig. 192),
4. Horizontalschub H am oberen Riegel (Fig. 194).

Fig. 191. Fig. 192.
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|
&

SIS

¥y
%
(SRS

Fig. 194.

Bei Belastung eines der &uBeren Riegel I, erstreckt sich die
M,-Fliche nur iiber diesen belasteten Teil (I,) des Systems. Bei
Vollbelastung des mittleren Riegels mit p, t/m erstreckt sich die M-
Fliche in der in Fig. 193 angegebenen Form iiber den betreffenden
Riegel und die Stédnder. Bei einem Horizontalschub H von rechts
nach links erstreckt sich die M,-Flache iiber die Stdnder und den mitt-
leren Riegel (Fig. 194). Die Verschiebungen sind also:

1. I, .links belastet (Fig. 191):

[am]=0,

p bl

[bm]—+ 24— +97Op1’

[em]=0,
AR

[dm] =+ o1 + 9,0,

[em]=0;

2. Feld 1, belastet mit p, t/m (Fig. 193):
‘)l"ﬁg

[am] = — %i--(z K1) =—1493p,,
Dy AN

[bm] = -+ —ﬁ—: -+ 128p,,
Pl W

[em]=— 324 = — 64p,,
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3. Feld I, rechts belastet mit p, t/m (Fig. 192):

[am]=0,

[om] =4+ B g0y,
[em]=0,

[dm]=— %;1—, =—9,0p,,
[em]=0;

4. Belastung durch H (Fig. 194):
[am] = [bm]=[em]=0,

am—— TP o

[em] = -+ h’) =—280,0 H.

Beriicksichtigt man die vorhergehenden Ergebnisse, wonach eine
Reihe von Koeffizienten der X zu 0 werden, so ergibt sich folgendes
System der Elastizitdtsgleichungen:

X, [aa] +- X, [a¥] 4 X, [ac] = — [am,
2, [a0] -3, [0] -, oe] —— o)
X, [ac]4- X, [be] + X, [ec] = — [em],
aldd]+ X, [ed] = — [dm],
X, [d6] 4 X, [ee] = — [em].

Wir haben also zwei voneinander unabhéngige Gleichungssysteme,
und zwar ein System mit den Unbekannten X, X;, X, und ein System
mit den Unbekannten X, und X,.

Die Auflosung der Gleichungen ist also sehr einfach. Be-

[¢k.v]

zeichnet man die Festwerte allgemein mit F,, , wo Fik:—-f[,-_—v]—,
it

Hk(

so ergeben sich bei Anwendung des im I. Teil, § 13, angegebenen
Lésungsverfahrens die folgenden Ausdriicke:

x,— =4, X,

€
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[ab] | 2
T =" aa 5
_ [ac) _ 1
Foo= [aa] 3’
[bb.1]=[bb] -+ F,, [ab] =1 9,33,
[be.1]=[bc]+ F,, [ac]=— 0,267,
[ec. 1) —=[ce] + . [ac] — + 13,33,
_ [be1]
Fyo—— 1] — 028,
[ecc.2)=¢cc.1]+ Fy, [be.1] = 12,58,
7 _______[éql-—_—_._()zl
de [de yE g

[ee.1]=[ee] + F,, [de] =} 49,6.
Fiir die einzelnen Belastungen findet man weiter:
1. Feld [, links belastet mit p, t/m:
[bm.1]=[bm] + F,, [am] =+ 9,0p,,
[em.1]=[em]+ F, [am]=0,
[em.2]=[cm.1]+ F, [bm.1]=- 2,57p,,
2,57

c:—m§p12—0,204])1,
9p .
= 9,313 — 0,285-0,204 p, = — 1,02 p, ,
X,=—0+2(—1,02)p, —1(—0,204)p,=—0,612p,,
[em.1]=—0—0,4-9,0p, ——3,6p,,
— 3,6
X, =— 196 p,=-F+0,072p,,
9p
Xdz—E’B—é-——O,4~O,O72p1=—1,38p1.

Hieraus ergeben sich beliebige statische GroSen S nach der

Gleichung:
S:SO+Su'Xa+Sb'Xb+Sc"Xc_i—SdXd_‘_SeXe‘

Fiir die Momente an den in Fig. 195 angegebenen Stellen nehmen

die Multiplikatoren 05 Lo
8,, S, ... die aus den ! 0L Iir !-<V—17,5Lzai:

4

Fig. 186 bis 190 zu & T

entnehmenden ein- ”

fachen Werte an

(durchweg 0 oder 1).

Man erhilt somit die

nachstehenden Glei- % %
chungen: Fig. 195.

E:
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M,—1.-X,+1-X,— —2,4p,,
M,—=1.X,+1-X,+1-X,— —1,92p,,
M,—1.X,—1-X,+1-X,—048p,,
M, —1-X,41-X,——0,134p,,
M,—1.X,— —0612p,,

M, — M, 04M,—355p,.

2. Feld I, mit p, t/m belastet:
[bm.1]=128p,—2-149,3p,=28,5p,,

[em.1]=—64p, —-3(—149,3p,)——14,2p, ,
[em.2]=—14,2p,+} 0,285-28,5 p, = — 6,1 p,,
— 6,1
) — — 10,486,
¢ 12,58 p2 +O’ 6p~
28,5-p, .
X, = —2"Pat 0985.0,486p, — — 2,91p,,
) 9,33 2 2
—149,3 2 1 ‘
X = %%, 2.9 — C.0486p, = 4,12p,,
a 91 P 3 91 p, 3 0,486 p, : Pa
[em.1]=0, [dm]=0,
X,—X,=0.
Mit diesen Werten erhdlt man fiir die gesuchten Momente:
M,—1-X,--1.X,—=—291-p,,
M, =Mpo+1-X,4+1-X,41-X,=—388p,,
My =Myp+1-X,+1-X,—1-X,—=—097-p,,

M, —1-X,-1-X,—1-0,486-p,,
M,—+1.X,—}4,12-p,,

M, —04-M,——1,16p,.
3. Feld 1, rechts mit p, t/m belastet:
X,——0,612-p,,
X,=—1,02.p,, j wie bei 1.,
X,=—0,204-p,,
X;=—138-p,, } wie bei 1.,
X,=—0,072.p,, J nur mit umgekehrtem Vorzeichen.

Mit diesen Werten erhilt man:
M,=1-X,4+1-X,=0,36-p,,
M,=1.X,+1-X,4+1-X,—=0,696-p,,
M,=1X —1-X,4+1.X,=0,336-p,,
M,,—1-X,41-X,——0,276-p,,
M,—1.X,——0612-p,,

M, —0,4-M,—0,144p,.
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4. Horizontalkraft H (von rechts nach links):
X,—X,—=X,=0,

[em.1]————-—80,0H—|—0,4-8,0H———-—76,8-H,
76,8 H
—_ — 1 .5 s
X, = 196 =--1,60-H
(——8—04-155> =-1-0,b8-H
a 6,66 o b

Mit diesen Werten erhilt man:
M,=1-X,—-40,58-H,

M,~1-X,4+1-X,+ M, =—087-H,
My=1-X,+M,, ——1,45-H,
M,,—1-X,—-1,55-H,

M,—o0,

M,—=04-M,—=0,23-H.
Bei Horizontalschub von links nach rechts haben die Momente
umgekehrtes Vorzeichen.

Anmerkung: Bei anderer Belastung der Riegel sind die Werte
[am] usw. nach den Formeln des § 1 zu ermitteln.

2. Zweites Verfahren.

Als Grundsystem wihlen wir den bereits frilher (s. § 9) be-
berechneten dreifach statisch unbestimmten eingespannten Rahmen,
und als iiberzéhlige GroBen die Einspannungsmomente der duBeren

Xa

o o S
S RA—

O

2

7

Fig. 196.

Riegel. Als Unbekannte bleiben dann aus dem ersten Verfahren die
Gruppen X, und X, die wir hier mit X, und X, bezeichnen (Fig. 196).
Zur Ermittlung der Koeffizienten der X, [ab], [aa], [bb], und der
Absolutglieder [am] und [bm] ist zundchst die M, - und M,-Fliche
darzustellen.

Die M -Fliche ist die Momentenfliche fiir die Belastung X =1,
d. h. fiir je ein Moment 41 an den oberen Ecken des Rahmens
(s. Fig. 197). Infolge der Momente X, =1 entsteht an den #uBeren

Auflagern der Riegel ein Auflagerdruck V:li, wodurch die M -

1
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o _
'/*;hfiu*z +7
%/ 2 __
./._7 Wl
2

7 1
¥2°5
A 7

Fig. 197.

_bw_ _18

TewiT

ol

A

"'lN

S

9

Fig. 198.

Flache iiber diesen Riegeln als einfache Dreiecksfliche gegeben ist.
Um die M -Flache iiber dem mittleren Riegel und den Sténdern zu
finden, ermittle man die Momente M, bis M,, des eingespannten
Rechteckrahmens, der mit den Momenten 1 an den oberen Ecken
des Riegels belastet ist, nach den Formeln Tabelle XI, 10.

Da n=(6w -+ 1) (w - 2) ist, findet man:

Mio-+3+5m—1 1
MIV:MI:A_ - s
2 n w -} 2
Milo+13w-+4 2
M,=M,=—— A S
2 n w2
. » 6-4
Darin ist w:i;7=ﬁ=3'

Hiernach 1iB8t sich die M -Fliche zeichnen (Fig. 197).
Das Moment — 1 rechts und — 1 links infolge X, — 1 (Fig. 198)

ergibt am rechten und linken Riegel wiederum je ein Dreieck mit
der Endordinate — 1 bzw. -} 1.

Fiir den mittleren Rahmen findet man nach Tabelle XI, 10:

g Mio—1—7043 1
1™ 2 n o 6w-+1"
M,:~£2‘{“13w+;t~11w= 1

w1
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Mm=+~6;l_’j’
M",=—1—ml_‘_—1.
Hieraus ergeben sich die Koeffizienten der X:
[aa]~ L,+1, %—5—8,8,
[ab]=0
[bb]———l +J —%—653

Die Absolutglieder berechnen wir nach den Gleichungen:

[am]:fMoMads~§,
J,
[bm] =fMOM,) ds 7"
Das Hauptsystem ist hier 3fach statisch unbestimmt. Seine
Beanspruchung durch X, =1 bzw. X, ==1 ist durch die Momenten-
flichen (Fig. 197 und 198) gegeben. Die Belastung P,, welche die
Momente M, erzeugt, braucht nicht am 3 fach statisch unbestimmten
System anzugreifen; man kann sie vielmehr an irgendeinem, und
zwar innerhalb gewisser Grenzen beliebigen, statisch bestimmten
System wirken lassen. Dies ist frither (s. 1. Teil, S. 42) des niheren
erdrtert worden.
Als statisch bestimmtes Grundsystem wihlen wir das in Fig. 199
gezeichnete, wo der obere Tridger aus drei Einzelbalken besteht.

it 7 [ZZ 71,45*
1 8 !
l :
? Ly Z, Z, i
7;//, 7
Fig. 199.
1. Belastung des llnken Riegels mit p, t/m (I,/=1,. l,'’=1,):
3
[am] =21 =9,0-p,,
3
[bm] = 24
2. Belastung des mittleren Riegels mit p, t/m:
NASENE:
[am] = p24 -2. ——206 Do s

[bm]=0.
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3. Belastung des linken Riegels mit p, t/m:
13
[am) =212 —9,0.p,,
1.3
[bm}:—gé—i—=~9,0p1.

4. Horizontalschub von rechts nach links = H (Fig. 200):

H
5

NEe——

2,

+HR7
Fig. 200.
1 2
fam) =(-22 2 Jw—o,
o+2 w2
H-h 1 :
bm]=—— B == 379 H.
[bm] 5 Vo1

Damit sind alle Koeffizienten der Elastizitétsgleichungen be-
rechnet und wir haben letztere jetzt nur noch aufzul6sen.

Die Elastizitétsgleichungen lauten, da [ab]==0 ist:

X, -[aa]=—[am],
X,-[bb] = —[bm].
Also wird:
w __ [am]

a

~ [ad]
[bm]

"= )
Haben wir X, und X, ermittelt, so ist jedes beliebige Moment:
M=M,+M, X,+ M, -X,.

In diesem Falle ist M, naturgemiB das Moment am dreifach
statisch unbestimmten System. Alle Werte M, konnen wir aus den
frither angegebenen Formeln des Rechteckrahmens errechnen.

1. I, links belastet mit p, t/m:

und

. 9,0

Xa=—8—:§p1=—1,02p1,
0

X, = 9

2 1,38p,.
6,531 el
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An den in Fig. 195 angegebenen Stellen sind die Momente:

M,=1X4+1.X,=—24p,,
w 6w
M"_w+2X“+6w+1Xb:_l’%"l’
M —< 2 >X —}—< ——1 )X—048
T (l)+2 a _660—*:"? I ) Py
M, — 1 X 1 X, =—0,134
w427 6w-1 b T D9t P
w
Mrf:w+§Xa:_O’61p1’

M, =04M,+My—-34p,.
2. Belastung des Feldes I, mit p, t/m:

25,6
X, =— 8’;; =—291p,,
X, =0,
M,=1-X,4+1-X,——291p,,
w Pols? 1
— X 2% ——3,88p,,
T w-4+27¢ 6 o-+2 b
2 P, 1,2 1
M =<—-—————>- iz, - = o s
ot w+2) %776 Twe 0972,

1 Do ls” 1
_— X— 272 — 4
= efa e T 1p opa T 0

P, 1’
.MV=—|——-282—+M”=—[—4,12p2,

M,=04-M,——1,16p,.
3. Belastung des Feldes I, rechts mit p, t/m:
9,0
Xa=—@p1=—1,02p1,
9,0

o= gsgtr— T 138n,

M,=1-X,+1-X,—-+0.36p,,

w 6w
ol —_ Iy
M, p 2Xa+6w 1 X, =-+0,696 p,
—2 1
M =X — —_> = 0,38 y
m= 2Xa < 601 X, 0,335 p,
1 1

M

= oe e T ga 1T O Ry
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M _+ ZX :_061]717
M,,—0,4M,—0,144p, .

4. Horizontalschub H von rechts:

X,—0,
3,79
== : == ,5 cAL,
X, =53 40,58 H
M,—1-X,— -} 0,58-H,
6w H-h 3w
Mi=F0otr1 ™ s byt 28T
1 HhL 3o
M= "foFi ™ 2 Gati 5
1 H-h 3w-1
—_ — . P .
My 6w 1 Oa 2 6w-1 - 1.55-H,
M,=—0,

M, —04-M,—0,232-H.

Fiir andere Belastungen lassen sich die Werte [am] und [dm]
leicht nach den in § 1 und in der Abhandlung iiber den Rechteck-
rahmen angegebenen Formeln berechnen. Die Unbekannten und Mo-
mente sind also in dzrselben Weise wie im vorhergehenden Falle ohne
Schwierigkeit anzugeben.

Um den EinfluB jeder beliebigen Belastung auf die in Frage

kommenden Momente zu ermitteln, zeichnen wir nunmehr die Ein-
fluBlinien.

1. EinfluBlinie fiir X,.
Es gilt die Gleichung:

Die X -Linie ist also proportional der Biegungslinie des oberen
Riegels fiir die Belastung X ==1.

Nach den Ausfithrungen des § 1 berechnen wir [am] mit P=1
nach der Gleichung:

[am]=~l;(M1-cl—]—Mg~c2).

Anmerkung. In den nachfolgenden Tabellenrechnungen bedeuten M,
und M, die an den Enden des jeweils betrachteten Balkens wirksamen Mo-
mente der M,-Fliche (Fig. 197) bzw. der M;-Flache, und zwar ist diesmal,
abweichend von den Annahmen in § 1, M, das Moment am rechten Ende
und M, das Moment am linken Ende, um die Formeln des § 1 verwenden
zu konnen, sind dann natiirlich die Werte & von links zu messen. Die
Werte ¢; und ¢, sind aus Tabelle IT zu entnehmen.
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[¢a] bat den Wert 8,8.

< r M, e, M, A M ‘ X
7 s 14y~ C 2@(01 1+02M2>i a
(| o1 6 0,099 0,594 ] —0,0675
0.2 6 L0192 1,153 | —0131
0.3 6 0,273 1,638 L 0,186
. 0.4 6 0,336 2.015 L —0,229
s 1| 08 6 0,375 2,250 | —0255
0,6 6 0384 2'305 L0262
0,7 6 0357 2,140 0,243
0.8 6 0,288 1,730 | 0,197
| o9 6 0,171 1,026 L — 0,117
0,1 10,66 0,162 1,730 . —0,197
0.2 10,66 0288 3.070 | 0348
l, 0.3 10,66 0.378 4,030 | —0.458
l 0,4 10,66 0,432 4610 | — 0525
0.5 10,66 0,450 4,800 | — 0,545

Die X -Linie ist symmetrisch.
EinfluBlinie fir X, (vgl. Fig. 198):

[bm]
X, = —
P )
[bb]=6,53
1 | |
5 i ¢+ M, l‘ e My 101M1+02M2 X,
0,1 6,0 - 0,099 | 0,099 | — 0,091
0,2 6,0 — 0,192 | 0,192 — 0,177
0,3 6,0 — 0,278 | 0,273 — 0,251
0,4 6,0 — 0,336 | 0,336 — 0,508
L o Jos 6,0 — 0,375 0,375 — 0,343
links | 0,6 6,0 — 0,384 0,384 — 0,353
0,7 6,0 — 0,357 0,357 — 0,327
0,8 6,0 — 0,288 0,288 — 0,266
0,9 60 | 0,171 0,171 — 0,157
0,1 10,66 0,162 | — 0,094 | 0,068 — 0,111
0,2 10,66 0,278 | —0,182 0,091 — 0,148
0,3 10,66 0,338 — 0,259 0,079 — 0,129
0,4 10,66 0,364 | —0,318 0,046 — 0,075
I, 105 10,66 0,355 — 0,355 0 0

0,6 10,66 0,318 — 0,364 — 0,046 10,075
0,7 10,66 | 0,259 —0,338 — 0,079 10,129
0,8 10,66 0,182 l — 0,272 — 0,091 10,148
0,9 10,66 0,094 | —0,162 — 0,068 40,111
0,1 60 | —0I171 | — —0,171 = 10,157
0,2 60 | —0,288 — — 0,288 -1.0,266
0,3 6,0 — 0,357 ' — — 0,357 10,327
0,4 6,0 — 0,384 — —0,384 10,353
L Jos 6,0 — 0,375 — — 0,375 -+ 0,348
Techts | 0.6 6,0 — 0,336 — — 0,336 -} 0,308
0,7 60 | —0,273 | - — 0,278 0,251
0,8 60  —0,192 — —0,192 40,177
0,9 60 ; —0,099 | — — 0,099 + 0,091

Pirlet, Statik. II. 2. 14
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Die EinfluBlinie fiir M, (s. Fig. 201) ergibt sich aus der Glei-

chung: M,—1.X,+1-X,.
Man addiere also fiir jeden Punkt die Ordinaten der X, - und
X,- Linie.

Linkes Feld I, |  Feld I, Rechtes Feld I,
fl* M, | M; M
! .

0,1 —0,158 | —0808 | 0,040
0,2 —0,308 ! — 0,496 P 10,069
0.3 —0437 |  —0587 | 0084
0.4 —0537 | —0600 | 0091
0.5 —0598 | —0545 | 10088
0,6 —0615 | —0450 | 0,079
0,7 —0570 | —0329 | --0,065
0.8 —0463 | —0,200 -L.0,046
0.9 —0274 | —008 | 0024

Mp=Linie

Fig. 201.

Die EinfluBlinie fiir M,, ergibt sich nach der Gleichung:
M,=M,,+EX,+5X,-

Um die Ordinaten der M, -Linie zu finden, addiere man also die
Ordinaten der M,,,-Linie zu den mit £ multiplizierten Ordinaten der
X,-Linie und den mit 15 multiplizierten Ordinaten der X,-Linie.

Die M, ,-Linie erstreckt sich nur iiber den mittleren Riegel, und
zwar ist sie die EinfluBlinie fiir das Moment, das beim einfachen Recht-
eckrahmen mit IT bezeichnet ist. Die Ordinaten findet man auf die-
selbe Weise, wie die von X und X, indem man fiir den eingespannten
Rahmen nach § 9, Fig. 132 (S.124) die M, ,-Fliche des Riegels (hier /,)

. Y —4
ermittelt (man findet M,,,=—1 und M, , — m——— 0,43: vgl.
Fig. 202) und dazu die Biegungslinie rechnet nach den Formeln:

1,° .
M= g‘zﬁ (e, M, +c, M) (Fig. 202),
darin ist:

o L@ —;261(_6{_ “ Y145 vel g9, GL99).

Man kann auch, statt die EinfluBlinien zu addieren, die Mo-
mentenflichen addieren, zu denen diese EinfluBlinien die Biegungs-
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linien darstellen, und zu der so gewonnenen kombinierten Momenten-
fliche die Biegungslinien zeichnen, Wir addieren also die durch %
dividierte Momentenfliche Fig. 132 mit den Endwerten 1 und 0,43

. . . 3 1
(M,,,), die Momentenfliche infolge X = — . W — — 0,0682 und
18 1 .
die Momentenfliche infolge X, — — 19 [05] =—0,145. Die Ge-
samtmomentenfliche hat die Werte:
Linker Riegel 1 :
Links: 0.
Rechts: — 0,0682 — 0,145 —= — 0,2132.
Mittlerer Riegel [,:
. 3 18
Llnks. — ?4"-5 — 0,0682 -5—' —_ 0,14:5 E——- — 0,2484 .
0,43 3 18
. — —_ 2.— TTa— VY, .
Rechts 143 0,068 5 -+ 0,145 19 0,0665

Rechter Riegel ,:
Links: — 0,0682 - 0,145=—0,0768.
Rechts: 0.
Die Biegungslinie zu dieser Momentenfliche, die sich mit Hilfe der

2
Tabelle II nach der Formel —%-(01M1+02 M,) leicht ermitteln laBt,

ist die EinfluBlinie fiir M. — Die Resultate sind in nachstehender
Tabelle zusammengestellt und in Fig. 202 aufgetragen.

% Linkes Feld [, Feld 1, Rechtes Feld 1,
0,1 — 0,126 — 0,383 -+ 0,079
0.2 — 0244 — 0,528 10,183
0.3 — 0,349 — 0753 10165
0.4 — 0,430 — 0,802 40177
0,5 — 0,480 — 0,729 10173
0.6 — 0,491 — 0818 10155
0,7 — 0,456 — 0,471 10126
0,8 — 0,368 — 0,305 0,088
0,9 — 0,219 — 0,141 - 0,046

My=Linie /\

Fig. 202.
14*
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Die EinfluBlinie fiir M,,
M, =M
oder aus der Gleichung

ergibt sich aus der Gleichung
1o ‘Xa—%Xb
M,,=M,—M,.
Man findet die in der folgenden Tabelle zusammengestellten
Werte (s. Fig. 203).

Linkes Feld I, Feld, | Rechtes Feld [,
<
£ |
T MIII { M]II 1”111
0,1 10,082 — 0,075 1- 0,088
0,2 10,064 —0132 | 0,064
0,3 4008 | —0166 | 0,081
0,4 10,107 — 0,198 ! -+ 0,087
0,5 10,118 —0,184 | 10,085
0,6 40,123 —0168 | 40,075
0,7 - 0,113 —0,142 | 0,061
0,8 0,095 —0,104 | 10,043
0,9 40,055 —0,056 | 0022
ML irie
Fig. 203.

Die EinfluBlinie fiir M, ergibt sich aus der Gleichung:
M,=M,,+5X,—%5%,.

Die M, -Fliache ist hier die Momentenfliche des Momentes M,
des einfachen Rahmens (vgl. § 9, Fig. 128); sie hat fiir den oberen
Riegel die Endwerte: M, — — 0,452 und M, — — 0,056. Diese sind
zu dividieren durch

SJ}_w(co 2)(660—-{—1)___1055
150+ 26w + 3
Zu dieser Momentenfliche addieren wir die Momentenflichen fiir
1 1 1 1
—_— . =-—10,022 fir X, = ——.——=0,00805
. 5 Tad] 0,0227 und fir X, 15 [bb 0,00 und
finden folgende Endordinaten:
Linkes Feld [;:
Links: 0.
Rechts: — 0,0227 4~ 0,00805 =— — 0,01465:

Mittleres Feld ,:

0,056 3 18
inkg: —— — —-0,022 —.0,00805 — 0,0007 .
Links 1055 5 0,0 7+ 0,0 00
0,452 -3 18
bl —2-.00 —
Rechts: 1055 —3 -0,0227 19 0805 —0,0213.
Rechtes Feld I,:
Links: — 0,0227 — 0,00805 = —0,03075 .

Rechts: 0.
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Die Biegungslinie zu dieser Momentenfliche ist die M, -Linie
(vgl. nachstehende Tabelle und Fig. 204).

Linkes Feld [, Feld I, 1 Rechtes Feld I,
‘ My My My
0,1 — 0,009 ] 14-0,022 — 0,032
0.2 —0017 | 0044 — 0,053
0.3 — 0024 L0062 — 0,068
0.4 —0029 | 10076 — 0,070
0,5 —0,088 |  —+-0,08 — 0,069
0.6 — 0034 | 0087 — 0,062
0.7 —0031 | 0081 | —0050
0.8 —0025 | -0085 | —0035
0.9 —0015 | 40039 — 0,018
ML irtie
Fig. 204,
M ,-Linie:

Nimmt man die Endmomente M, und M, des mittleren Riegels

als gegeben an, so kann man schreiben'
M,/
MV: II + I _i__ M

Hier ist M, die Momentenhme des als einfacher Balken auf zwei
Stiitzen zu betrachtenden mittleren Riegels. Die M,/ -Linie ist das
Spiegelbild der M, -Linie. Addiert man also die Ordinaten der M,
Llnle des einfachen Balkens zu den halben Ordinaten der M, - und
M /- Linie, so erhélt man die M ,-Linie fiir das Mittelfeld. Tm AuBen-
feld sind die Ordinaten —£ der Ordlnaten der X -Linie, denn es gelten
fir M, und M, bei Belastung der Endfelder die Glelchungen

'MII——_S‘Xa—i_}gXb’ M , 3X Xb'
Da nun bei Belastung der Endfelder .M o == O ist, so wird
M,=3%X,.

Die Ordinaten der M, L1n1e s1nd in nachfolgender Tabelle zu-
sammengestellt (vgl. Fig. 205).

Linkes Feld 1, , Feld 1, Rechtes Feld 1,

.% MV MV MV

0,1 — 0,041 40,138 — 0,070
0,2 — 0,079 —+ 0,383 —0,118
0,3 —0,112 --0,588 — 0,146
0.4 —0,138 -+ 0,890 — 0,157
0,5 —0,153 +12m — 0,153
0,6 — 0,157 -+ 0,890 —0,138
0,7 — 0,146 0,588 —0,112
0,8 —0,118 -+ 0,383 — 0,079
0,9 — 0,070 40,138 — 0,041
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My=L inie

N

Die M ,-Linie im linken Endfeld kann man berechnen nach
den Gleichungen:

M, =0,4-M, fiir Belastung im Mittelfelde und Feld I, rechts, und
=0,4-M,+4 M, fir Belastung im linken AuBenfelde.

Die M, -Linie ist die des einfachen Balkens. Man findet also
die Ordinaten der M ,,-Linie, wenn man im Feld I, links die mit
0,4 multiplizierte M ,-Linie zur M, -Linie addiert, in den anderen
Feldern ist die Ordinate der M ,-Linie das 0,4 fache der Ordinate
der M,-Linie (vgl. nachfolgende Tabelle und Fig. 206).

Fig. 205.

Linkes Feld [, Feld I, Rechtes Feld I,

< My My My,

0,1 -4-0,297 — 0,123 --0,016
0,2 10,597 — 0,198 -1 0,028
0,3 —1-0,905 — 0,235 —4- 0,034
0,4 —+ 1,225 — 0,240 -+ 0,036
0,5 -+ 0,961 — 0,218 -1~ 0,085
0,6 10,714 -— 0,180 -1-0,032
0,7 —-0,492 — 0,132 -1-0,026
0,8 40,295 — 0,080 -1 0,018
0,9 -+ 0,130 — 0,034 ; 0,010

Anmerkung: Bei der Berechnung der X,-Linie kann man, wenn die
M,-Fliche gegeben ist, die Biegungslinie auch nach dem Mohrschen Satze
als Momentenfliche zu der als Belastung gedacnten M,-Fliche ermitteln. Dies
kann zeichnerisch geschehen, indem man die M,-Fliche in Lamellen aufteilt.
Bei der rechnerischen Ermittelung denke man sich die trapezformige M, - Fliche
mit den Endordinaten M, und M, in zwei Dreiecke mit diesen Endordinaten
zerlegt; man findet dann fiir ein ,zweites Moment“ an der Stelle x:

FETCHE [ RS T [
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M VI_L inie

N

Fig. 206.

Man kommt also wieder auf die oben durchgefiihrte Rechnung, die also mit
der Anwendung des Mohrschen Satzes identisch ist.

§ 12. Der geschlossene Rechteckrahmen.
I. Erste Rechnungsart (vgl. §9).

Herleitung allgemeiner Gleichungen fiir die Eckmom ente.

a) Grundsystem. Bezeichnungen, Vorzeichen.

Der geschlossene Rechteckrahmen (Fig. 207) mit vier steifen
Ecken ist ebenso wie der beiderseits eingespannte Rahmen ein drei-
fach statisch unbestimmtes System. Als statische Unbekannte X, X,
und X, sollen wieder drei Eckmomente ermittelt werden, so daB
also das Grundsystem ein Dreigelenkbogensystem vorstellt (Fig. 208).

Wir fithren wieder folgende Be-
ziehungen ein (vgl. § 91): Die Ecken z z
werden (wie in § 9) numeriert mit %
den romischen Ziffern I, IT, III, IV

(Fig. 208). Die Sténder sollen ein n
gleiches Trigheitsmoment J;, des- l
gleichen oberer und unterer Riegel ,}x[, X? .
ein gleiches Triagheitsmoment oJ; ) C
J Fig. 207. Fig. 208.
haben?). Den Wert h‘.Tl bezeichnen Grundsystem.
Rk ’
wir mit A’ und den Verhiltniswert }% mit w. — Die Normalkrifte

im Obergurt nennen wir N®©), im Untergurt N®, in den Stéindern
N® bzw. N. — Die Querkrifte der Riegel seien mit @Q© und @@,

1) Fiir ungleiche Querschnitte der Riegel soll die Berechnung noch folgen .
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die der Stinder mit Q® und @® bezeichnet. Die Auflagerdriicke seien
V® und V),

Beziiglich der Vorzeichen sollen folgende Regeln gelten: Mo-
mente sind positiv, wenn sie den Balkenteil nach innen verbiegen,
negativ, wenn sie nach auBen verbiegen. Querkrafte der Riegel
sollen als positiv gelten, wenn sie links vom betrachteten Querschnitt
nach oben, rechts nach unten gerichtet sind; in den Stindern gelten
sie als positiv, wenn sie oberhalb des betrachteten Querschnittes
nach auBen, unterhalb nach innen wirken. Normalkr#fte sind als
Druckkrifte negativ, als Zugkréfte positiv.

b) Ermittelung einer Unbekannten X, Zur Ermittelung
der Eckmomente M, bis M,, gehen wir in gleicher Weise vor, wie
in § 9 bei der Berechnung des beiderseits eingespannten Rahmens.
Das Moment 3, in Fig. 208, die Unbekannte X, ergibt sich nach
der Gleichung:

—

[em.2
X =— :
¢ [cc.2]’
darin ist
[em.2] :fMOMC-edSéT]f’

[ec. 2]=J‘M Mc‘,ds————ch 2ds—

Zur Ermittelung dieser Werte ist zunéchst die M, ,-Fliche zu
bestimmen, d. h. die Momentenfliche fiir X, ,=1 (am 2fach statisch
unbestimmten Hauptsystem). Diese ermitteln er wie in § 9. — Aus
den in Fig. 209—211 dargestellten Momentenflichen (M-Fliache, M,-
Fliache, M,-Fliche) findet man:

S ——— ——

P A Al
PR g 7 77 N —==
Fig. 209. M ,-Fliche. Fig. 210. M,-Fliiche, Fig. 211. M -Fliche.

[aa]= -2—2(360—}—2),

[ab] = — = (Bo+1), [bb]=4(wt1),

[acl= +3(+1), [bc]=—E( 0F3), [c]—¢2(20+3).
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Daraus ergibt sich:

aa 23w+ 2)
[bb.1]:é.4(w+1)—v2-'?3—“;£~127é(3w+1)

1ot nBots)
6 23w+ 2) ’

[bc.l]:—é»-(w—|~3)+%-é—3(w—|—l)

L3w—10w—?
T 6 2Bwt2) °
_[be1] —30*4-10w+9

b1 Gw-+3)8wt5)
Damit ergeben sich fiir die Momentenfliche M, , folgende
Werte :
'ch =1 4
x —_[bel]  —30" 10049
berm [bb.1] bow-+3)B3w45)’
ub] 9 +14w+49
X —— L‘LC] [a X = —.
= " aa] " [aa) T T Bot3)BwLls) | (146
In der Ecke III ergibt sich dann ein Moment:
90?4+ 10w —3
X, .
— Xt T bot3)(Bw-F5)
Nachdem die Momentenfléche fiir X,.» =1 (M,.o-Fliche, Fig. 212)
bestimmt ist, konnen die Werte [¢m.2] und [cc.2] aus den vorher
angegebenen Gleichungen gefunden werden. Die Werte [¢m.2] sind

je nach der Belastung verschieden. Fiir den konstanten Wert [cc.2]
findet man (vgl. Tab. I):

fee.2]= o (X, + (X, + X, — K,

SRLPYCE SIS SERLSYLYs SRS SEE SES 9

2(0+1) (0 +3)Bo+1),
Bot+3)Bots)

Anmerkung: Diesen Wert konnten wir auch ermitteln aus den Ver-
schiebungen des Grundsystems, wie folgt:
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[cc.1]=%2(2m+3)_f?’(“3fl) 3w = ”5“’+3)(3“’+5)

2Bw--2)6 2Bw--2)
" 2__l(5w—|—3)(3w—{—5) (—-3(»"—{—10(»—{—9)2 1
el ==Y Eatry ~ Got3)Bats) 62Bwt2)
2D+ Bat),
Go+9 Got5

Damit sind die Grundlagen zur Berechnung der Eckmomente X,
gegeben. Im AnschluB daran sollen nun

p \+\Xac—x o die iibrigen Eckmomente ermittelt werden.
| fgk\xc_;:f ———— ¥ " c) Allgemeine Gleichungen fiir die
! Eckmomente M, bis M,,.
! ! Fir die Unbekannte X, fiihren wir
,' /%: wieder die Bezeichnung M, ein (vgl.
] Jfac Fig. 208). Die Gleichung fiir M,, schreiben
Xpe T wir in der Form:
Fig. 212. M..2-Flache. 3
M,=— el
S'RII

Die Momentenfliche fiir X, ,==1 (M, -Fliche) ist also als
Momentenfliche fiir M;; o =1 (M .-Fliche) zu bezeichnen.

My \""\M
\‘ +\§'7’7ﬂ‘z:7 _____ .*HF
\‘ E
| 5
5 -
= =LA
Yz
Fig. 213. Fig, 214.
Mirr.2=1(M;; o-Fliche). My.2 =1(M, 2-Fliche),
M —3602—}—10(0—{—9 M[[ -—1
M T Bot3)Bwts)’ —3w+10w—{—9
My, = ( MIU)
Muyn =1, Got+3)BwLb
_ 9%90*+100—3 90’ L1 ot9
MIIIII— 65‘;}_*35(’3701*5‘) ) MIIII (5 © + -3) (3 @ _I_ 5 ( MIVII) >
90+ 1l4w0}9 _ 901003
M= G0l Bats 1 GoTs@ets T
Die Eckmomente der My s-Fliche sind M,,, M, ..., M, .

M, (Fig. 213).
Danach ist also zu schreiben:

’

J
8”: MQMII.2 de.

Das System ist sowohl fiir die senkrechte wie fiir die wage-
rechte Mittelachse symmetrisch. Man kann also die Momentenflichen
fiir die Zustéinde M;9=—=1, My .=1 aus der Momentenfliche fiir
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Mj;.o=1 finden durch symmetrische Vertauschung. Die Werte dieser
Momentenflichen lassen sich also ohne weiteres aus den Gleichungen
(146) anschreiben (s. Fig. 213-—216). Aus der Momentenfliche fiir

Mres=—1 lifit sich in gleicher Weise der Momentenfliche fiir

M3 =1 (Myyo-Fliche) durch symmetrische Vertauschung an-

schreiben.
Mo + Mom . A eli/idg
Wb -—__A_fm—.fﬂ |7M II
| )
! 1
II_ : " h :|
! || N Wizl N
Sese g
/‘ﬁwz + M,y/y /7117 \ MIV!V
Fig. 215. Fig. 216.
Mirz.9 =1 (M. 2-Flache), Mirv.2=1(Mp.2-Fliche.
90°+14ewf9 __ 901 100—3
M T Bwt3Bwts) EMyn), Mgy = Fot3Bw T 5)( My,
90+ 100 —3 , 9wt l40+9)
My = “Gol3Bwls) =M, My =— Goi3) B w5 =M,
Murm =1, % —3(02—]—100)—}—9( Moy
o  —30'10w}9 -3, oy = Got3BeL5 Vi) -
v = E S T B e o5 &M My —1.

Fir die Eckmomente haben wir nun, unter Beriicksichtigung
des Umstandes, dafl die Nennwerte fiir alle gleich sind, die Glei-
chungen:

w——3.
M, = 3‘117
%R (147)
M —_ B
piss % ’
M,——3r.
Darin ist:
2 2@+ DB+ (@43), 115)

Got3)Bots &

Die Werte 3 sind fir die verschiedenen Belastungsfille aus der
M -Fliche mit Hilfe der in § 1 gegebenen Integralwerte zu ermitteln.
Bei Belastung der Riegel haben wir dann die Gleichungen

B=o M+, M,
worin M, und M, die Momente der entsprechenden Momentenfliche
an den Enden des belasteten (oberen und unteren) Riegels bedeuten.
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Der belastete Riegel muB im Grundsystem einen einfachen
Balken darstellen.

Wenn ein Stinder belastet ist, so ist auch das Grundsystem so
zu wihlen, daB der belastete Stéinder ein einfacher Balken ist (Fig. 217
und 218). Die Momentfliche M, erstreckt sich bei dieser Belastung

_th ‘i *EI-
. P / L
L~

Fig. 217. Fig. 218.

nicht nur iiber den belasteten Stinder, sondern auch iiber den andern
Stinder und, je nach der Wahl des Grundsystems, iiber den oberen
oder unteren Riegel. Die Werte M, bis M,, setzen sich also wieder
aus zwei Teilwerten M’ und M” zusammen. Die Zihlerwerte der
Teilmomente M’ ergeben sich aus der M, -Fliche des belasteten
Stianders wieder in der Form:

3’:‘P1M1 +W2M2
Man erhalt also:

8 I4
M =— %’-,
My —— 32
" (149)
' .8’III
MIII - 4924" s
’
Myy—— %’; :
Die Werte M” ergeben sich ebenfalls in der Form:
M — § -,
N

Darin. sind jedoch die Zahler 3” aus dem Teil der M,-Fliche zu
ermitteln, der sich iiber die nicht belasteten Teile erstreckt.
Fiir die Momentenflichen Fig. 217 und 218 ergibt sich:

” Ph , l M
81'—“‘——?[}‘ (2M111+M11) l<2M111 1111)]’
" Ph_, 4

Y= — " [V (2 My M)+ 1 (2 M+ M)



§ 12. Der geschlossene Rechteckrahmen. 221

P
81[1—— T a [h’ (2 M11111_T‘ ‘MI 111) + 1(2 M11111+ 'MIIIIII)] *
" Phorem, —+u 12 M
81V= - ‘g’ [ (2 T IIV) —}— ( 111V+ 'MIIIIV)] .
Anmerkung: Fir 87, ist das Grundsystem Fig. 218 in Betracht zu ziehen.

Durch Einsetzen der entsprechenden Werte fiir die Momente
nach den Momentenflichen Fig. 213 bis 216 findet man, wenn man
zugleich durch % dividiert und gehérig vereinfacht.

Ph 1
M= M= T I
S ¢ 11
P (
M= My =—— " j
4
Nunmehr lassen sich die Eckmomente fiir alle Belastungen an-

geben.
Unter Verwendung der Momentenflichen, Fig. 213 bis 216 er-

halten wir nach entsprechender Vereinfachung:
Fiir senkrechte Belastung des oberen Riegels nach Glei-
chung (147) und (148):

U — B —10w—9)p, 4 (90° L14 w4 9) @,

e nl ’

M. — (5w—§—3)(3§0)j—5)¢1—7’—(9w"'—}—1Q_q;~3)<p2

" nt U1

(90 1100 —3) ¢, + (Bo+3)Bo+5)p,

M, =— nl >

04140 +9)p, +(Bw?—10w —9) e
M= )

Bei Belastung des unteren Riegels ist darin M, mit M,
und M, mit M,, zu vertauschen.

Fir wagerechte Belastung der Stdnder findet man aus
den Gleichungen (149) und (150):

90’ +14w+9) ¢, — (90’ 410w —3)p, | Ph
M, = : eyt
- nl
¥ :_(9w'3+10w—3)qsl—(9w?+14w—{—9) ¢, P'h
a nl 4’ (152)
2 (bw-+3)(Bw—+5)ep, (3(0'»1060 Nep, , P'h
Fau nl Ty
o _ (30’100 —9)p,—(B5w-+3)Bw+5)p, Ph
w nl 4’

In den Gleichungen (151) und (152) ist:
n=2(w-+1)Bw-+1)(w+3) . . . . .(153)
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Nach Ermittelung der Eckmomente M,.bis M, sind beheblge
andere statische GroBen in gleicher Weise zu ermitteln, wie in § 9
fir den eingespannten Rahmen gezeigt wurde.

Aus Gleichung (152) ergibt sich der EinfluB der verschiedenen
Belastungsfille wiederum dadurch, daf fir ¢, und ¢, die ent-
sprechenden Werte aus Tab. VII eingesetzt werden.

Die Verwertung der vorstehenden Ergebnisse soll an einem Zahlen-
beispiel in § 13 erldutert werden.

II. Zweite Rechnungsart (vgl. § 10).
Eine zweite Rechnungsart schlieBt an die Ausfiilhrungen des
§ 10 an. Es ist in diesem Falle ein Hauptsystem nach Fig. 219 zu-
grunde gelegt; als Unbekannte sind Gruppen der beiden Einspan-
nungsmomente an den StdnderfiiBen zu ermitteln.

@
TZw+3 Za) 3
(\,:_, ,ﬁ}) * +;7\

/7 \

Xg= -
P sy il I~ “+ ,——L -
L 4 LA
+7 ] +7 +7 ]
1|7 ih a
Fig. 219. M,-Fliche. Fig. 220. M,-Fliche.

Man erkennt, dall die Beiwerte der X wie auch die Absolut-
glieder von den in § 10 angegebenen Resultaten nur dadurch abweichen,
daB8 noch der EinfluB des unteren Riegels hinzuzufiigen ist. Es tritt
hier der Sonderfall 1 (S.164) ein.

Fiir den unteren Riegel soll diesmal ein von dem Trigheits-
moment J, des oberen Riegels abweichender Trigheitsmoment J,,
angenommen und der Wert

J,

Rt Jpu—
! J,

lu

bezeichnet werden. — Man findet damit (vgl Fig. 219 und 220)
w (w+-2) s w(@+2)i4-(20+3)l
[sa]=%4 o3 TU= 2w 3 ‘
’
[bb] :ﬁ%ﬂl+%l'=@_{"_;)l_4—_l .

Weiter findet man bei den verschiedenen Belastungsfillen:

a) Senkrechte Belastung des oberen Riegels:
®
[“m]:*%ﬁ(¢1+¢2)'
[om] =@, —@,.
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X — w(‘p1+‘p‘z) w(<p1+(p2)

“w(lw+2)l+QRwf3)l N,

X — 3( 1_¢2) =___3((P1—<P2)
Bw--1)i+1" O

b) Senkrechte Lasten des unteren Riegels:
[am]=<p1—|—(p2.
[om] =, — @,

¥ (2 -3 3)( _)
a 9’2“
_ 3 —o
Xb —_ 15)} 2)
b
¢) Horizontale Belastung H des rechten Sténders:
)
[“m]—:*ga)‘_rg%'{—%-
4
h
(bm]= Bo+1)l—(ps+ @)
x,_ 27 Qo+t
S'Ra
X :%(3w+1)l'H,h+3(‘P1+‘Pz) .

2,
Die Eckmomente ergeben sich nach Ermittelung der Unbe-
bekannten aus den Gleichungen:

'MI =Xa+Xb
1V=Xa_‘Xb
w
'MII:‘M]Io _mﬁxa_i"xb c e (1533)
w
MIII=MIIIO—E_E a—Xb

Darin ist zu setzen (vgl. S.165):
a) Fir senkrechte Belastung des oberen Riegels:

M,y =M, ?2(21__!—{__ ;’;2)

b) Fiir senkrechte Belastung des unteren Riegels:
M,,=M,,=0.

¢) Fiir horizontale Belast:1}:1g des 3rechten Standers:
Vo= T L
u H'h 3¢,

= T Gt 8
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Anmerkung. Nimmt man wieder fiir oberen und unteren Riegel gleiches
Trigheitsmoment an, so wird I’ =1. Setzt man dies in die Gleichungen fiir %,
und RN; ein und vereinigt die einzelnen Glieder der vorstehenden Gleichungen
der Eckmomente, so erhilt man wieder die Gleichungen (151) und (152).

§ 13. Zahlenbeispiel zum geschlossenen Rechteckrahmen.
Aufgabe 1.

Es ist dasin Fig. 221 gezeichnete Briickenportal fiir den Horizontal-
schub H zu berechnen. — Die beiden Riegel haben gleiche Querschnitte.
Die Aufgabe soll auf drei Arten gelést werden, und zwar
1) unter Verwendung eines statisch bestimmten Grundsystems,
2) » der geschlossenen Formeln fiir die Eck-

momente (§12, I),
3) unter Verwendung eines Zweigelenkrahmens als Haupt-
system (§ 12, II).

[ 0
7 =15m
S TA Xz J
|
7 k=
h=7d bom
lwand;;rnde Last
P=
! ¥ Xp
r T . s
i L 7=15m {
| o F——
' 2,0 800m am c
7
Fig. 221. Fig. 222.

1. Berechnung unter Verwendung eines statisch bestimmten
Grundsystems.

Das System ist dreifach statisch unbestimmt. Als iberzihlige
GroBen wihlen wir die Momente am Fufle der Stinder und das
Moment in der Mitte des oberen Riegels (Fig. 222). Dies letzte Moment
nennen wir X,. X, sei die Gruppe aus zwei gleichen Fulmomenten
mit gleichen Vorzeichen, X die Gruppe von zwei gleichen Fuf3-
momenten mit umgekehrten Vorzeichen. Beziiglich Bezeichnungen und
Vorzeichen, vgl. §12.

1IN NEE
X
+ a +
+ Xy=? +
-+ ~4~
117+ NE
Fig. 223. M,-Flache. Fig. 224. M,- Flache.
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_Hlh+7) ‘_H_
7+ 2 x___‘ i
\1 —Xr////z;‘z)

\ 2

. - |
i

PR 7N -HN AT
+7 [ﬁi— N ‘i
XG:f 4 007

Fig. 225. M,-Fliche. Fig. 226. M,-Fliche,

Zur Errechnung der Verschiebungen des Grundsystems bendtigen
wir die Momentenflichen infolge der Belastungen X;=1 und infolge
der duBeren Belastung am Grundsystem (s. Fig. 223 bis 226).

Aus diesen Momentenflichen findet man:

Die von der &ulBleren Belastung unabhiingigen Ver-
schiebungen des Grundsystems.

’

[aa}=—’§—-2—,‘-l

9~Z—2+l—l 2w+3

b I3 2—{—l-——l2w+3

l

[cc]=2¥ —{~4 3

—20-1}2. l_z 21+3“’

h’ l
[abl== - 2=w 5
[ac]=0;
[be]=0.
Die Elastizitdtsgleichungen lauten nun:
[4a] X, +-[ab] X, — — [am]
[ab] X, +- [bD] X, == — [bm]
[cc] X, = — [cm].
Wir kénnen die beiden ersten Gleichungen getrennt von der dritten
auflosen.
Man findet:
Foy=— La“b“]

—_— @
lea] ~ (20 +3)
Pirlet, Statik. IL 2. 15
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[b5.1]= [00] -+ 7, [a1]
_ w438 o lw
T3 2043 3
_(0+1)(04-3),
T 2w+3 7

Errechnung der Absolutglieder, d.i. der von der duleren Bela-
stung unabhéingigen Verschiebungen des Grundsystems fiir die Last H.
Es ist allgemein:

J
[im]= [ M,,d
Wir benotigen die M-Fliche, d. b. die Momentenfliche am

Grundsystem infolge der &ufleren Belastung H, die in Fig. 226 ge-
zeichnet ist.

{am]=1.< H[h2—|—77]>< >+1(+H_[E2__’7l)<3l)

wl w-l-
= H(— ,7)____,,,3,?7,.1{
- l 7 1 H
o) = — -
3—ow
=—% doy-H

fom) =411y (1) 01!

_H(L%,zz).ﬂj_ff(h—_@.w-l
2 2 2 2

HhA-7) 1
2 3

[om. 1] = [bm] - F,, - [am]

= v (5 7) =gt
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[bm.1]
R
__ LHp(@+43)@o+3)
22w+ 38)(w-+1)(w-+ 3)1
n 1
:—?w—{—l

___[am] )
Xa_ [aa] +Fab Xb

w-l-n3-H w n

1
=+3l(2w—|—3)'2a)+3' R CES I

:’7'2wcf|-2'H

[cm.2]  [em]
[cc.2] [cc]
_Lh(Bw+1)-3-H H-h

T 6-l1-(Bw-F1).2 T 4

Jetzt errechnet sich jede beliebige sta-
tische Grofe nmach der Gleichung: 2 Bz

X,=—

S= Sa+ Sa'Xa+ Sb'Xb—I—Sc‘Xc'
Die Eckmomente (Fig. 227) ergeben

sich zu
M}—=1.X,41.-X,+ M, "y

227

1_ _Eﬁ(l_) Hh
Mi=Hn——5 11 T3

il )

2 " wt1
'M;.I=‘M0+1'Xa+1".Xc
__H@(+n) o Hh
= s THGo eyt T
ap—Fn(_ 1y A
w—+1 4
H. 1 Hh
My 71( )___
II I 2 w1 2
Mip—M,+4+1.-X,—1-X,

15*
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H7n 1 Hh

H-(h+7n , Hy o Hh
= +_ R —
2 2 w1 4
Hn2w—+1  Hh
=% oti T4

Miy—1-X,—1-X,

Ml — Hy 1 Hh
2 w1 4
Setzen wir nun die in Fig. 221, angegebenen Zahlen fiir H, k, ! und g
ein und nehmen wir w=7=3 an, so ist:
- M}—-42813.-H mt
M}=-41313-H »
Mhy——1687-H »
Mly——1687-H ,
Mig—-+2813-H »
M}y =-41313-H »
Mip=—1,687-H »
M}y ——1,687-H ,,

2. Berechnung unter Verwendung der

geschlossenen Formeln

fiir die Eckmomente (§ 12, I).

Zu denselben Resultaten wie im wvorhergeh

enden kommen wir, wenn

wir die im § 12, Abschnitt I angegebenen
y—~M=#-7 Formeln fiir die Eckmomente des ge-

indem wir an

Riegel rechts

H schlossenen Rechteckrahmens verwenden,

dem Rahmen oben rechts

eine Horizonalkraft H und an den oberen

und dem unteren links

je ein Moment Hy angreifen lassen (s.
Fig. 228). Aus dem Horizontalschub H

~H-7 4 ergibt sich fiir die Eckmomente (GI. (150);
Fig. 228. S. 221):
Hh
M =M ="
IIr 4
My =y =—21

4
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Fiir die Belastung der Riegel durch die Momente M= H- 7 sind
die Gleichungen (151), S. 221, za verwenden. Diese Gleichungen
gelten fiir die Belastung des oberen Riegels. Fiir die diametral gegen-
iiberliegende und in gleichem Sinne wirkende Belastung des untern
Riegels durch das gleiche Moment M == H7 finden wir offenbar die
gleichen Eckmomente, wobei jedoch M, mit M,,, und M,, mit M,
vertauscht erscheint. Die Gesamtmomente sind damit:

Bw?—10w—9)p,+ (9w’ + 1400+ 9) @,
M=M= —

nl
(90 +100—3)p,+ (5w +3) (3w +5) ¢,
nl
P+
MI=MIII:_“@1T‘_-W2Z'
Y (BoE3)Bo+5) g+ (90100 —3) g,
=My = v
00+ 140+9) g+ (B0’ —100—9)g,
a nl
+
MIIZMIV= — B P2

(w4 1)1

Die Werte ¢, und ¢, sind in §1 fiir Belastung eines graden
Balkens durch ein Moment am rechten Ende zu entnehmen; man findet:

Ml s
n="5 =28
Ml
(sz —3‘: 4H.
Damit wird nun insgesamt:
h 6,00 6 H
-MI:‘M?II= TH_R:
=1,50H —0,18756 H
=1,3125 H mt.
M, =M,——150H—0,1875H
= — 1,6875 H mt.

3. Berechnung unter Verwendung des Zweigelenkrahmens als
Hauptsystem.
Nach § 12, Abschnitt IT erhalten wir, wenn wir wieder die Be-
lastungen nach Fig. 228 betrachten:
Infolge H:
X,=0
_H-h

X, 1
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Infolge des Momentes M ==H .5 am oberen Riegel:

¢p1=%l=2H; ¢2=?:4H;
EECESICER e
X,,:ﬁﬁ-zaﬂ.

Infolge des Momentes M — H:» am unteren Riegel:
q91=£;—l=4H; %:M%l:m‘l;
A o
sz—@;l_ﬁﬁv?)ﬂ.

Insgesamt wird also:
Xa:—-(—w—jf{—lﬁ=~£§ﬂz—o,187aﬂ
Xb:%‘:%H=1;5H.

Damit wird fiir die untern Eckmomente:
M, =—=X,+X,=1,3125 H.
M,,—X,—X,——1,6875H.
Fiir die oberen Eckmoments M,, und M,,, finet man:
Infolge H:

Hhpn
Mno:_Muzo:—?'
Hr  HbR HhR
Mp=—F+t7 ="
Hr Hb Hh
-Mn]:?_f :+T
Infolge M am oberen Riegel:
3
MIIO=MIIIO=—(zT+3_)l'6H
Infolge M am untern Riegel:
‘M110='M1110=0‘
Infolge M oben und unten ist also:
3
M,,=M,,,=— m76H
x 1

Tt
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X,=0.
My —— g S
"= Gw GoTa@r"E
1
CES l)l
. Myy=M,.
Insgesamt ist also:
Hb 6H
M, =" =1, .
Ir 4 (- 1)1 68’?5Hmt
Hh 6H
MIII: T —m+ 173125 Hmfl.
Aufgabe 2.

Es sollen fiir das gleiche System die EinfluBlinie fiir bewegliche
Lasten auf dem untern Riegel ermittelt werden. Die EinfluBlinie fiir
das Eckmoment M, (M,-Linie) hat die Gleichung (vgl. § 12):

12
M, =— %6 (Myre, My, Ca)-

Sie ist in nachstehender Tabelle berechnet und in Fig. 229 aufgetragen !

Darin ist:
M, —-+1; M,,,— 10428

x 2 ’

T % i M11'01 Mo M11‘01+M111'02 M;
0,1 0,7 0,099 0,073 0,172 0,121
0,2 0,7 0,192 0,124 0,316 0,222
0,3 0,7 0,273 0,153 0,426 0,298
0,4 0,7 0,336 0,165 0,501 0,351
0,5 0,7 0,375 | 0,161 | 0,536 0,376
0,6 0,7 0,384 | 0,144 ! 0,528 0,370
0,7 0,7 0,357 i 0,117 0,474 0,332
0,8 0,7 0,288 ; 0,082 0,370 0,260
0,9 0,7 0 172 ! 0 042 ; 0, 213 0,149

Steht die Last 1 am Ende des rechten Kragarmes, so entsteht
bei IV ein Moment M =1.2=2mt. Die Ordinate am rechten Ende
des Kragarmes errechnet sich dann

mit ¢, :%l und @, — ?l nach

der Gleichung:

Darin ist:
M,,=1;, M,,,—0,428
Also wird Fig. 229.
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2-8(14-2-0428)

_— = —0,325.
u, 6.15,22 0,325
Am linken Ende ist:
1M
MI: - ﬁ e (MIII‘+‘ 2 MII)
2.8 (21 0,428)
_—_——— = 4 3 .
6 15,22 0,425
Die EinfluBlinie fiir M,, hat die Gleichung:
172
M= — gz'g(MIU ¢y Mpprg co)-
Darin ist
M,,,=0,048, M, =—0,524.

Danach ist die M,,-Linie in nachstehender Tabelle berechnet und in
Fig. 230 aufgetragen.

e |

| |
il | 6N I My [ Mpnc, | M111'01 + Mn'u'c-g ‘ My

| | |

! |

0,1 ] 0,7 0005 | —0090 | — 0,085 — 0,060
02 | 07 L0009 | —0152 | — 0,143 — 0100
0.3 0.7 0013 | —0187 — 0174 — 0,122
0.4 ‘ 0.7 L0016 —0201 | — 0185 — 0,130
05 | 07 0018 | —0197 | — 0179 — 0125
06 | 07 | 0018 | —0176 — 0158 — 0111
0.7 | 07 0,017 — 0143 — 0,126 — 0,088
08 07 0,014 ' —0101 — 0087 —- 0,061
09 | 07 0,008 | —0052 — 0,044 . — 0,031

Die Ordinate am rechten Ende
des Kragarmes errechnet sich wieder
nach der Formel:

1 M
LMoy oM
56 (M M .

11 I V]Il"
M ist das am rechten Riegelende angreifende Moment: M — 1 -2,0.
Man findet:

Fig. 230. 7 -

_2-8 (0,048 — 1,048)

M p——— _— = .
17 6 15,22 10175
Am linken Kragarm ist:
1 M
M]]:_%'?'(MIVII+2MIII)
2.8 (— 0,524 - 0,096)
M, —=—2°. 2 — ;
1 6 1502 +0,075.

Die EinfluBlinien von M,;, und M, sind die Spiegelbilder von M,
und M,.
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II. Abschnitt.
Vollwandige Systeme mit gekriimmten Achsen.
Der beiderseits eingespannte elastische Bogen.

(Das Tonnengewdélbe.)

Der an beiden Enden eingespannte Bogen ist ein dreifach statisch
unbestimmtes System. In der vorliegenden Bearbeitung sollen auch
fir dieses System die fiir die Berechnung erforderlichen GréBen, also
namentlich die Verschiebungen der Angriffspunkte der Unbekannten
sowie einzelne statischo GriBen (Momente) fiir die wichtigsten Be-
lastungsfille durch geschlossene Ausdriicke dargestellt werden.

Hierzu bedarf es einer Annahme iiber die Form der Bogenachse
sowie iiber die Tragerquerschnitte. Beziiglich der Systemachse ist
zu bemerken, dafl sowohl die Parabel wie der Kreis und schlieBlich
auch die Kettenlinie in Frage kommt. Bei flachen Bogen fallen die
Kurven ungefahr zusammen; eine Untersuchung verschiedener Bogen
mit gréBerem Pfeilverhiltnis hat gezeigt, daB die Systemachse sich
entweder dem Kreis oder der Parabel eng anschmiegt oder aber
zwischen beiden liegt. Stets aber zeigt die Rechnung, daB bei Rech-
nungen mit kreisférmiger und parabolischer Achse die Abweichung
in den Werten der Unbekannten gering ist.

Was ferner die Querschnittsannahmen betrifft, so ist es be-
kannt, daB diese fiir die Ergebnisse der Berechnung statisch unbe-
stimmter Systeme im allgemeinen von untergeordneter Bedeutung sind.
Ein solcher Fall liegt auch hier vor. Wir werden aber trotzdem be-
strebt sein, der Rechnung Querschnittsannahmen zugrunde zu legen,
die der Wirklichkeit wenigstens nahe kommen.

Eine bekannte und vielfach benutzte Regel besagt nun, daB die
Gewdlbestdrke d nach dem Kaémpfer hin so zunehmen soll, da8 ihre
Vertikalprojektion iiberall gleich der Scheitelstirke d, ist. Es ist
also dann (vgl. Fig. 231)

d, s

cosg’

wo @ den Neigungswinkel der Gewdlbetangente " %
gegen die Horizontale darstellt. Diese An- ‘
nahme trifft freilich nur bei Bogen mit mitt- Fig. 231.
lerem Pfeilverhiltnis zu; bei flachen Bogen
wird der Endquerschnitt stérker, bei hohen dagegen schwicher als
nach der erwidhnten Regel zu erwarten wire. Da aber, wie schon
erwidhnt, die Querschnittsannahmen von geringem EinfluB auf die
Endergebnisse sind, so wollen wir in den folgenden Rechnungen
zundchst das vorher angegebene Gesetz zugrunde legen (§ 14).

Es liegt jedoch nahe, die Annahmen, soweit die Riicksicht auf
die Genauigkeit dies statthaft erscheinen liBt, so zu gestalten, dafB
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die Rechnung sich einfach und schnell durchfijhren lit. Denn legt
man die etwa auf Grund einer Vorberechnung gefundene System-
achsep die im allgemeinen keine einfache mathematische Kurve dar-
stellt, der Rechnung zugrunde und beriicksichtigt die wirklich vor-
handenen bzw. vorberechneten Querschnitte, so treten bei den dadurch
notwendig gewordenen vielen Einzelrechnungen andere Fehlerquellen
auf, die im obigen Falle ausscheiden. Dies betrifft namentlich das
Abgreifen der fiir die Rechnung notwendigen Ordinaten der System-
achse aus der Zeichnung sowie die vielen Zwischenrechnungen, Produkt-
bildungen usw., die zur Berechnung der Verschiebungen (Produkt-
summen) notwendig sind. Diese Fehlereinfliisse konnen aber von
groBerer Bedeutung sein als die vereinfachenden Annahmen; denn
es sind zum groBen Teil Fehler, deren Wirkungen sich nach den
Fehlergesetzen summieren, wihrend die Einfliisse der genannten An-
nahmen {iber Achse und Querschnitte sich in den Werten der Un-
bekannten (Quotienten von Verschiebungen) teilweise gegenseitig
aufheben?).

Wir werden daher spiter (§ 15) auf ein anderes Gesetz iiber
die Verinderlichkeit der Querschnitte aufbauen, das besonders ein-
fache Rechnung und Resultate liefert.

§ 14. Erste Berechnung des beiderseits eingespannten
elastischen Bogens.

(Berechnung unter der Annahme: d—= 4, )
cos @

I. Die Elastizitiitsgleichungen und die Berechnung
der Verschiebungen.

Zur Berechnung der iiberzdhligen GréBen des dreifach statisch
unbestimmten Systems schneiden wir in

Xa, diesem Falle den Bogen im Scheitel
) Xp durch und wiéhlen das Moment X, den
Horizontalschub X, und die Scherkraft X
M X - als iiberzihlige GroBen (Fig. 232). Diese
Fig. 232. miissen die drei folgenden Bedingungen

erfiillen:

X,-[aa] + X,-[ab] 4~ X, -[ac] = —[am],
Xa' [ba] + 'Xb ) [bb] + Xc' [bC] = [bm] ’
Xa' [ca] —I— Xb' [Cb] +Xc [CC] = [cm] :
Mit der Losung der Gleichungen beschiftigen wir uns im
folgenden Abschnitt. Hier sollen zunichst die Koeffizienten der
Gleichungen, also die Verschiebungen, berechnet werden.

Wir setzen der Einfachheit halber einen — wohl in den weitaus
meisten praktischen Fillen vorliegenden — symmetrischen Bogen

1) Naheres hieriiber findet sich in meiner Schrift: ,,Fehleruntersuchungen
bei der Berechnung mehrfach statisch unbestimmter Systeme“. Aachen 1909.
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voraus. Die Belastungszustinde X =1 sollen so gewidhlt werden, daf
gie alle drei die rechte Bogenhilfte im gleichen Sinne verbiegen.
Die hierbei in diesem Bogenteil entstehenden Momente M , M,, M,
sollen als positiv eingefiihrt werden. Die linke Bogenhalfte *wird
infolge X,-1 und X;_, entsprechend der rechten Hilfte verbogen,
so daB auch hier M, und M, das positive Vorzeichen erhalten. Da-
gegen verbiegt X._, die linke Bogenhilfte in entgegengesetztem
Sinne, so daf M, im linken Teil negativ gesetzt werden mull. —
Die Normalkrifte mogen als positiv gelten, wenn sie im Querschnitt
Druckspannungen erzeugen.

Eine Verschiebung [i%] berechnet sich nach der Gleichung:

LM
[i%] fﬂ EJ fNN"EF

wenn, wie iiblich, der Beitrag der Querkrifte vernachlissigt wird. —
Aus dem vorhin beziiglich der Vorzeichen Gesagten ergibt sich, daB
die Verschiebungen [a¢] und [bc] zu O werden miissen; denn in der
Summe der Produkte M -M, und M, -M, bzw. N,-N, und N,-N,
werden die gleichen Glieder fiir die rechte Bogenhalfte positiv und
fiir die linke negativ; also muBl wegen der Symmetrie der Gesamt-
wert zu 0 werden.

Somit vereinfachen sich die Gleichungen wie folgt:

]+ X, [ot) ——fon),
X, [ba] + X, [bb]=—[bm], o . . . . . (154)
X [ec)=—[em].

Die Koeffizienten dieser Glei-
chungen berechnen wir fiir den Fall
einer parabolischen Achse. Als
Verinderliche fiihren wir den Nei-
gungswinkel ¢ der Bogentangente
gegen die Horizontale ein. Die
Gleichung der Parabel, bezogen auf

A-Achse

die Mitte der Kdmpferverbindungs- = L
linie als Anfangspunkt, lautet (vgl. Fig. 233.
Fig. 233):
z\2
Darin ist —x—:Lgﬂ, also
2
g’ g >
y=f< ~=3—]- . ... .. (1bba
tg® @, ( )

Multipliziert man sémtliche Verschiebungen mit K - J,, wo J,
das Trigheitsmoment des Sche1telquerschmttes bedeutet, so erschemt
in allen Verschiebungen der Wert:
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Js_ J.-s e 3 .
ds- i ‘ds-—Js ==ds-cos® ¢;
cos®

denn bei rechteckigem Querschnitt ist gemiB obenerwihnter Quer-
schnittsannahme

3 3
J :bit _2 < 4, ) (d,== Scheitelstirke).
12 12 \cosg ¢
Den Wert ds finden wir aus der Gleichung:
ds= do_ .
cos
Da i—gﬂist soistdac—l-—l— und mit tg ¢ =Fk,:
1 tge, T tgg, cos®g B¢ ="
J, l
5§ e de (156)

NB. Fir die E-J-fachen Verschiebungen. behalten wir die
tibliche Bezeichnung [¢k] fiir EJ,-[ik] bei.

1. Die von der duBeren Belastung unabhéingigen
Verschiebungen.

Da das Moment infolge X ,—1 an allen Stellen M, —1 und
die Normalkraft N, =0 ist, so erhdlt man:

J, 1
—las e =" |ag.
[a] fSJ kof ¢

Dieses Integral ist iiber beide Bogenhilften, also von — @, bis
- ¢, zu erstrecken; man erhilt:

l
[aa] =2 —-@, . . . . . . . (169)
ko
Hierin ist ¢, (Kdmpferwinkel) gegeben durch die Beziehung:

2f
wro=h(=7).

oder in der Umkehrung:

@o=arctgk, . . . . . . . . (1568)
Infolge X,==1 ergeben sich die Momente:
_ N Y SR
M,=1-(f y)—k02 =57 0
Damit ergibt sich:
[ab]~fMM 152 B (2 0a
= J M Mpts =7 % g pap.
<Der WerthaNb ds i;f— wird zu 0, da N,=0 ist.> Dieses Inte-

gral ist wieder iiber den ganzen Bogen von — ¢, bis -} ¢, zu er-
strecken.
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Anmerkung: Die im folgenden vorkommenden Integralwerte ergeben

sich am einfachsten mit Hilfe der Reduktionsformel (vgl. Hiitte I, Erster Ab-
schnitt, Integralformelnt):

* tgn—1
ftg "pdp="-_" —ftg "Ppde

Ist n eine gerade Zahl, so erhdlt man als letztes Integral:

[ap=0¢
Ist » eine ungerade Zahl, so lautet das letzte Integral:
ftg @ dp = —In cos ¢ (vgl. Hiitte!) = § In (1 - tg %p)
Mit Hilfe vorstehender Integrale findet man fiir [a0] den Wert:
s 1
[ab)] =B~ (ho— @) - - . . . (159)
0

Die Verschiebung [bb] berechnet sich nach der Gleichung:

2 Js T 9 J.g
R A L

Hierin ist
l
ﬂ/[b 2 k t'g (pi
N,=1.cosp,
J F J l @ J, 1l de
ds- -2 =—=dg- 2. S —__ 7T . LRSS B
F “F F, kycose (st , kg cos®@
Man findet mit diesen Werten:
3
1 8
[bb]'—z k.«} tg d(p‘l_ Fs

Die Auswertung der Integrale fiir die Grenzen — @, und @,
ergibt:

. 1
P,k P

s

0= o Ui — 3y — )

Der Wert I ist fiir rechteckigen Querschnitt:

F8
J,  bd}  d4?

8

F o ibd 12

Die Scheitelstirke d, ist, falls man die Normalkrafte beriick-
sichtigen will, vorerst zu schitzen oder an Hand von N&herungs-
formeln (Tolkmittsche Formeln) zu ermitteln. - Vereinigt man in der
Gleichung fiir [bb] beide Glieder, so findet man:

B s [ < k2 J, )]
b0 =" ka!k 3Lk — o144 5 } (160)
Vernachlissigt man den Beitrag der Normalkrifte, so wird

[bb]_§k3[k3 8(ky—wg)] . . . . (1608)
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Die Verschiebung [cc] berechneb sich wie folgt'

J,
= 2ds.— .=
[ee] = f "—f N F,
Hierbei ist:
l
== :—t
M—w—=-t89;
N,= +sing.
Also ist:
%o
[ee] =1 ksftg ¢d<p~l— k—ftg pap;
—%o —O‘Fo
[cc1w2l3k3( et 5 L) ey
Unter Vernachldssigung der Normalkréifte ist
[ce] —2l3k3(k0—qﬁo) . . . . .. (161a)

2. Die von der &duBeren Belastung (Temperatur, Wider-
lagerverschiebungen) abhingigen Verschiebungen.

Wir untersuchen den Fall rubhender Belastung, und zwar ins-
besondere den der gleichmifligen Vollbelastung eciner und beider
Bogenhilften, Uberschiittung einer und beider Seiten sowie den Fall
einer beweglichen Belastung, d. h. einer wandernden Einzellast 1 t.
Fir diese Fille ermitteln wir zundchst die Absolutglieder der
Elastizitétsgleichungen, die Verschiebungen [am], [bm], [cm].

a) GleichméfBige Belastung einer Bogenhé&lfte; Belastung
rechts (Fig. 234).

A J,
m [am]:fMaMOds?.
m Darin ist
| 2 2 to?
4 4 .z _ﬂ.tg V4
Fig. 234. Moo=ty ="" %7
Also wird:
Po
g b
[am]=———-—ft lpde,
2 ieg? g pap
0
ql® 1 qi® 1
[am] = —"5- s b8P — o) = — 5 s (ko o) (162)

Bei Belastung der linken Bogenhilfte ergibt sich der gleiche
Wert.

Der Wert [bm] ergibt sich aus der Gleichung:
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J J
[bm] :fMo Myds 78 + 'st Vo IV, ds%
Es ist

g 1
Mo=—73 k2 g,

11
My = — - tg?
5 5 8

1
=gq-z-sing=gq-l-—-sinp-tgp,

kO
N, =cosg.
Damit ergibt sich:
o1 (
q
[me]=—"4 % tg <quo+F gl k2 tg®pdy
gli* 1 [ky? J,

., 4
:_Z‘E‘iligo b_(ko—‘Po)J"!*f’ﬁ(ko_‘po)'

o] —— 45 1 [k — 3.k — o) (1 4587 )| 1)

Bei Vernachldssigung des Beitrages der Normalkrifte er-
gibt sich:
ql 1
[mb] = — 12 k4[ —38(ky—@y)] - . . . . . (163a)

Bei Belastung links ergibt sich der gleiche Wert.
Das Absolutglied [mc] ist zu ermitteln aus der Gleichung:

[mc]=fM0-Mcds—{;—{—‘—IT,iJNOchs%.
Es ist °
!
Mcza'tg(p’
. N,— —sing,
also
Bl I
N LA (e PRI
[me]=—75 kthg pdp —q skogftg pdy
. 0 0
ql

Fo
__ a1 £o" Jo\ (4,3
= 5 ko( —+—2 )ftg pde.

0

AR 2 k2,
e = — 4 b’ — In (&7 (1427 ).
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Setzt man darin:

In (1 +- &%) = vy,
so ergibt sich:

N U < ko”:&)
[me] = e (ky? — 1) FF) (164)
Bei Vernachlassigung der Normalkrifte ist:
4
[mc]=—q—l~%(koe—wo) . . . . (164a)
4 k,

Bei Belastung der linken Bogenhilifte ergeben sich die gleichen
Werte, jedoch mit umgekehrten Vorzeichen.

b) GleichmidBige Vollbelastung des ganzen Bogens.
Aus den Ergebnissen des Abschnittes a) folgt:

[ma]z_g.z?uk%(ko_qp) O 1.1

il =& b =3 =) (14537 |, ase)

bzw. bei Vernachlassigung der Normalkrifte:
qlt 1
[mb] = — o -k? (k> — 3 (ky— o] - - - . . . (166a)

[me]=0 . . . . . . . ... ... (167

¢) EinfluBdereinseitigen Uberschiittung des Bogens. (Fig. 235.)

Das spezifische Gewicht des Auffiil-
f_~1/=f/l—172 lungsmaterials sei y,. Das Moment M,

fir einen Punkt im Abstande x von der
\t\ Mitte ist gegeben durch die Belastungs-
i . flache: S -y, =(f— y)ir— 7, und deren

1

i

] .

I > . 3

D Schwerpunktsabstand ; von dem be-

Fig. 235 trachteten Punkte. Setzen wir go=v,-f,
go wird:
S AU /51 S /Y.
My=—=Frer=—""7 137~ P12
l .
oder, da x=7c—-tg<p ist:
0
Y 7L - _ %P1
Mo 24 k? 12 &t &%

Die Normalkraft ist

N, —smgvfye(,——y)df—sm(p[ £ d&—sm(p Al

R
2 3’
0
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S LA TP
Ny= 5 kog tg®p-sin @,
g9,-0 1 . .

N, = %‘- k403~tg*<p~sm @.

Die Verschiebung [am] ist nun, da N, =0:

Yo
J A |
[am] ::IMO M, ds—* e ftg‘*(pd(p,

J 24 kF
0
y, It 1 ) ) .
[am] = — 79 pt (ko> — 3 (kg — py)]-
0
g0~l3 )
[am]=—="2—- - [k2—38(kg— )] . . . . . (168)
36 kO L 0 ( 0 0):]
Fiir die Verschiebung [bm] findet man:
JS JS’ T FS’
[bm] :fJIO M, ds 7 -+ F'Sfl\o N, ds b
__qy_e'ﬁ'_l_“t S d —L—Js 21 ’/Ot o d
- 48 kO;) g paq — E ;é‘ kOSJ‘ g pap,
0 0
J— ye l.:' 1 ( b} 4 3 . F 02 t]S_1
[bm]—=—250" b 3 ky” — 5 (k" — 3 (kg — o)) | 1 4-8 Q*F*J }
w___gilfij ko — 3___ - .- 4 ]ﬁ‘iifﬂ}
[bm]= 360 gt l3 o> —5 [k —3(ky— )] ~1 -8 FF (169)
oder bei Vernachldssigung der Normalkrifte:
gl 1 5 ;
[bm]=— ?;O@ k,* {8ky" —5[ky* —3 (kg — )]} . (1693)
Das Absolutglied [cm] berechnet sich wie folgt:
J T F
[em] :fMO M, ds 3‘1 -+ ﬁ,s-fNO N, ds 7
« q . G0
I U Y BT 7L Y
= 51 koﬁftg pdo F 6 7003 tg*pdy
0 (1]
- Yo >
A 5 < L gk I, >
7L 1470 Y,
24 ko"f gwdp\l 4757
0
. cl3 1 n { 1 kOZ Js—l
fem] = “96 E’, (ko' —2 (ko> — )] 114 il F
g A 1 ! i ? Js*j
[om] = — %0 o oyt — 2 (kg — o)) 144 Jf (170)
Pirlet, Statik. IL 2, 16 ’
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Bei Vernachlissigung der Normalkréfte ist:
o1 ‘ .
fem]=—2" S [kt —2ki—y)]. . . . . (170a)
0

Bei Belastung der linken Bogenhilfte durch die Uberschiittung
ergeben sich fiir [ma] und [mb] dieselben Werte, wiahrend fiir [mc]
der absolut gleiche Wert, aber mit umgekehrtem Vorzeichen eintritt.

d) Bei Uberschiittung des ganzen Bogens

erhalten wir somit fiir [ma)] und [mb] wieder die doppelten Werte.
wihrend [mc¢] =0 wird.

e) Temperatureinfliisse.

Wir betrachten den Fall, da AuBen- und Innenrand ungleich-
miBig erwdrmt werden, und zwar moége ersterer seine Temperatur
auf der ganzen Linge um #, und letzterer um ¢, dndern, so daB die
Differenz der Temperaturdnderungen 4¢—t, — ¢, betragt.

Die Temperaturinderung im Schwerpunkte des Querschnitts
ist dann

Man hat allgemein fiir eine Verschiebung [¢¢] die Gleichung:

At
[it]:—IS-F-Mi-ds—fe-to-Ni-¢is,

wo ¢ den Warmeausdehnungskoeffizienten des Materials bedeutet.

Beziiglich der Vorzeichen ist zu beachten, daB3, wenn die Tem-
peraturerhhung ¢, des AuBenrandes groBler ist als f, des Innen-
randes, die Querschnitte sich umgekehrt verdrehen als infolge der
positiven Momente, so dafl die ArbeitsgrofBen bei positiven Momenten
negativ werden. Da ferner bei positivem ¢, (Temperaturerh6hung)
eine Verlingerung von ds eintritt, also die Forminderung im um-
gekehrten Sinne der positiven Normalkraft (Druckkraft) erfolgt, so
ist auch die Arbeit der positiven Normalkréifte negativ.

Man erhélt also fiir die EJ -fachen Werte der Verschiebungen

folgende Ausdriicke, wenn d:~€l8— ist:
Ccos @
+ o + o
At E.-J, l 1
[flt]——_EJst'FMadS:*——"—;i:‘E'At‘k; c—o‘é:_,‘;d(p,
T Po — %o
Mﬂz—d%%wﬂﬂ..... . an
At
[bt]=— EJ, e?Mbds——EJs e-ty-N,-ds
+ o -+ %o
EJ 1 2| tg?p l 1
= s e At-— _ et e | ———de.
d, e- 4t 2 kozfcosﬁ¢ dp—EJ, e ky.) cos’p 7

— P — Po
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1E-J, )
'*“———*3“?' "S'At‘l"ko—2'EJS'8‘to'l~
1. J, 72
p)=— B el ke 44-6d8) . . . . .. . (A7)

s

Die Verschiebung [ct] wird wegen der Symmetrie ==0.
GleichmifBlige Erwarmung des Bogens um ¢, ergibt mit
At=1t —1t,=0 fir die Absolutglieder die Werte:
[at]==0.
[(bt]=—2EJ,-¢-ty-l=— EJ -&-1,-L.
[ct] =0.

f) Widerlagerverschiebungen.

Wir betrachten getrennt drei Félle von Widerlagerverschiebungen:

1. Eine Verschiebung des linken Lagerpunktes 4 in Richtung
von A4 (vertikal, nach oben positiv).

2. Eine Verschiebung des linken Lagerpunktes 4 in Richtung
von H (horizontal, nach innen positiv).

3. Verdrehungen der Einspannstellen in Richtung positiver Ein-
spannungsmomente M, .

Zu 1. Verschiebung [lw.3] =40, in Richtung des Auflager-
drucks 4. (Fig. 236.)

Fig. 236. ' Fig 237,

Aus Fig. 237 ergeben sich die Verschiebungen ohne weiteres nach
der Gleichung: [iw]—=—EJ -SL,[lw]=—EJ -4,-04.

[aw]=0, da 4,=0.
[bw]=0, da 4,=0. } (173)
[cw]=—04-EJ, denn 4,=1.

Zu 2. Verschiebung [lw.3] = dy in Richtung von H
(Fig. 238).

- Jy e
L

-
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Aus Fig. 239 ergibt sich:
[aw] =0, denn H, =—0.
[bw]=—0dg-EJ,, denn H,=-41. : . . . (174)
[cw]=0, denn H,=0.
Zu 3. Verdrehung des linken Widerlagers um den Winkel #,
und des rechten um ¢, nach Fig. 240.

Fig. 240.

Aus Fig. 241 findet man:
[aw]= — (8, +8)-EJ,
[bw] _ f(ﬁr + ﬂl) ' EJ? }
[C w] = l(ﬁr - /ﬁ‘l) ’ E‘Ts
Denn die Kimpfermomente sind infolge X ==1 beiderseits
gleich 1, infolge X, = 1 beiderseits gleich f, infolge X =1 links gleich
— ! und rechts gleich 1.

(175)

g) Einzellasten.

Wir bestimmen noch die Absolutglieder fiir eine Einzellast 1 ¢

an einer beliebigen Stelle im Abstande £ von der Mittelachse. (Fig. 242.)

Es treten bei dieser Belastung nur

Momente wund Normalkrifte auf

zwischen der Last 1 und dem

Kampfer, also innerhalb der Grenzen

& und I. Zwischen diesen Grenzen

sind also auch die Integrale zu be-

Fig. 9249. stimmen,

Wir bestimmen zunédchst das

Moment M, und die Normalkraft N, an einer beliebigen Stelle im

Abstande x von der Mittelachse; dabei ist also absolut x >>&. Der
Neigungswinkel an der Stelle z sei ¢, an der Stelle & sei ¢.

Es ist dann:

z &\ 1
M,= —l(—i-—7> k&, (tgy — tgo.),
Ny=1-sing,.

Bei den folgenden Integrationen ist &, also auch tg¢ zundchst
als Konstante anzusehen.
l

J
Es ist nun mit ds :]*?= k—calqogc
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J lg To
[am]=J‘11[0Mads—‘?:—2 (tgp —tgo )dep,
J ok,
PE
I 2l 1 T
—_ o [ t 2 . 2 i
i 89P0 —9) k02[2 In(14-tg®@y) — 5 In (141" ¢)
Zur Abkiirzung bezeichnen wir wieder:
In(1-+tg°p)=vy; tgp=*k
In(1-Ftg2p,) =y, tgp,=k,.
Damit ist:
1
lam] =5 k [2 (Po— @) k—(wo—vw)] . (176)

Der Wert [bm] ergibt sich wie folgt:

11
M"_?k tg®p,, N,=1-cosq,,
b Lz %(t tgp tgip d +J lqosn 0s d
S — i c — .
[bm]=, kof 89— P P A, e - | Sing,cos g S g,
P

‘l

[oml—— s (=0 28— ) — () (125 ) | arm)

Bei ausschlieflicher Beriicksichtigung der Momente gilt die
Gleichung:

A R .
[oml=—7%"%s [(ky —E)* + 2 & (po — @) — (wo — w)] (1772)
Fir die Verschiebung [c¢m] findet man, da
l
M, =—tgp, N, —=—1-sing, ist
k, ;
Po

in2
J_s sin® @ o
2 x
F ) cos’p,
P

3 l
(me] =+ J(tgw—tg%)tg%dw,
Tk, k,
¥

¢ t jzot d ft d J, k"efw d
k*‘ gy |tgp,ap, — | g dp, — TR g Py %}
@
el = s {k<%—w>~z[<ko—k> o—)) [ 141
()
Berucksichtlgt man nur die Momente, so ist:
[me]= 2k k(o — y)—Q[(ko——k)—(qvo-—(p)]} .. . (178a)

Diese Werte gelten fiir die Belastung der rechten Begenhilfte.
Steht die Last auf dem linken Teil, so erhdlt man die gleichen
Werte, und zwar [cm] mit umgekehrtem (negativem) Vorzeichen.
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Zur Frage der Fehlereinfliisse, insbesondere der Vernach-
lissigung der Normalkrifte.

Die vorstehenden Ausdriicke lassen erkennen, dali der Beitrag,
den die Normalkréfte zu den Verschiebungen liefern, durch den Wert
k2 J,

s

* F,
seinen Ausdruck findet, wo » die Werte 1, 2, 4 und 8 annehmen
kann. Dieser Ausdruck ist stets zu 1 zu addieren, und man er-
kennt leicht, daf er im Verhiltnis zu 1 sehr klein ist. Liegt z. B.
ein Bogen von der Spannweite 20 m und einem Pfeilverhéltnis

f

~— ==_ vor, so wird:

v- N=w».

L 8
poo 2f _4f_ 1
0 L 2
Nimmt man eine Scheitelstirke von '/, m an, so erhilt man
ky? T, 1 1 1

TF,T 400 48 19200

so daB im ungiinstigsten Falle statt 1 zu setzen ist:

.8
Hierbei sind allerdings verschiedene, von Fall zu Fall wech-
selnde Besonderheiten zu beriicksichtigen. Erstens dndert sich der
EinfluB mit dem Pfeilverhiltnis. So z. B. wiirde im vorstehenden

1
Beispiel mit ]_Jf = der Fehler auf den vierfachen Betrag anwachsen.

Zweitens aber — und dies ist besonders wichtig — ist der
Wert 1 --»-N verschiedentlich der Faktor eines Gliedes von Aggre-
gaten, und diese sind hier sehr fehlerempfindliche Ausdriicke.

Drittens kommt es nicht so sehr auf die Verschiebungen, son-
dern auf die Werte X und schlieBlich auf die aus den X zu be-
rechnenden statischen GréBen § an. Man miiite daher an Hand der
Fehlergesetze den Einflul der fraglichen Fehlerquelle bis in die End-
ergebnisse verfolgen, um ihre Wirkungen beurteilen zu konnen.

Es wurde bereits vorhin auf die Fehlerempfindlichkeit einzelner
Werte der Verschiebungen hingewiesen.

Dieser Punkt verdient ganz besondere Beachtung, und es
unterliegt keinem Zweifel, daf fiir die Berechnung der Verschie-
bungen nicht etwa der Rechenschieber, sondern die Logarithmen-
tafeln u. & in Frage kommen (vgl. auch das Zahlenbeispiel § 16).

II. Liosung der Elastizitéitsgleichungen.
Bei der Auflosung der Gleichungen gehen wir vor nach dem
im ersten Teil, § 13ff erliuterten Eliminationsverfahren. Danach er-
halten wir die Unbekannten aus folgenden Gleichungen :
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[em.2]
¢ [ec.2]’
[bm.1]  [be.1]
N =" oa] (o)

_.lam]_[ad] ,  [ac]
Xo= (aa] [aa]™? [aa]Xc'

Da [ac]=[bc]=0 wird, wird [bc.1]==0, [em.2]=[cm],
[cc.2]=cc], und man erhilt

- [em]
LT e
. [bm.1]
Y=
o Lo o]

= [aa] " [ad]

Aus diesen Gleichungen ergeben sich dann beliebige statische
GroBen S in der Form:

S=S0+SaXa+ SbXb+ScXc’
worin 8, S,, S, S, die statischen GroBen S im Grundsystem infolge
der &ulBleren Lasten und der Zustinde X =1 sind.
Danach sollen im folgenden einzelne Belastungsfille untersucht

werden, wobei zur Erreichung einfacher geschlossener Formeln der
EinfluB der Normalkrifte vernachlissigt werden soll.

a) EinfluB einer einseitigen Belastung des Bogens mit
q t/m (Fig. 234).
Die Unbekannten nehmen folgende Werte an:

x—_[md__ | alk®—w

‘ [cc] 8ky ky — @,
mb.1]
*=""Tp.1]

Man findet:
[mb.1]=[mb] — ;:%]‘ [ma)
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i ] 1 B (ky— @)
:k_os'[kos — 3 (ky— )] — Ek__os_o___o_

Po
18 1
=_—— e —— 2 — 3 (k,— .
6 k2 @, [0 Ko (ko — o))
Somit ergibt sich:
. gl q® 1 gL®*1
Xy—= == =t
2k, 4 f 16 f
Fir X, findet man jetzt:
Lt k—e L kh—ey g 1

X a ) y —
4 k3o, 2k, Po 2k,

Da hiernach das Scheitelmoment gleich 0 wird, konnen wir fiir
den Fall der einseitigen Belastung des Bogens im Scheitel ein Gelenk
annehmen. Wir haben es also fiir die weitere Rechnung mit nur
zwei Unbekannten zu tun, dem Horizontalschub X,, den wir uns im
Scheitelgelenk angreifend zu denken haben, und der Scherkraft X .

Das Moment an beliebiger Stelle z in der rechten (be-
lasteten) Bogenhélfte berechnet sich nach der Gleichung:

? [x\? . .
M= () X, X
Es ist
ql‘l <x>~
—y) X =1
(f y) b 4 l
Also wird
qv? <x> = &k — vy,
M o= A T — ——,
z 4 { r 8 I ky(ky— @)
oder
o /‘]lzi x <2 x #_ﬂkn? Yo >
@ 8 l l k‘o (ko - (po)

Wir suchen zunédchst den Abstand x, des Punktes, fiir den
M_=0 wird. Nach vorstehender Gleichung findet man:

X1k —y
t 2 Ky (Fy — o)
Setzen wir diesen Wert in die Gleichung fiir M ein, so ergibt sich:
__ﬁﬁg_ﬂ

Mo~ 4 1\1 14

Das Kimpfermoment M,, zugleich der griBte negative

(179)
(180)

Wert M

min?

nimmt (mit 3;-:1) den Wert an:

2
Mm,-nszz—g-l~( —ﬂ> ... (181
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Die Gleichung (180) ergibt ein Maximum fiir f:é %o fiir
diesen Wert von 7 tritt also der grofte positive Wert M, .
auf mit

)
M = 16 \7 Coe e oL (182)

Der Verlauf der Momentenlinie in der linken (unbelasteten)
Bogenhilfte ist der gleiche wie in der rechten, nur die Vorzeichen
sind umgekehrt. Es wird ndmlich fir die linke Bogenhilfte:

Mr:(f_y)Xb—zXc:_—_
_q =z (f ﬁ)
T4 1\ 1/

Hier ist x mit seinem
Absolutwert einzusetzen. Da-
nach ergibt sich der in Fig. 243
dargestelite Verlauf der Mo-
mentenlinie fiir Belastung links.

Wir stellen das Ergebnis
der Rechnung zusammen:

Bei Belastung der einen
Bogenhilfte mit ¢ t/m wird das
Scheitelmoment

M,=0.

Man kann also im Schei-

tel ein Gelenk annehmen. Der M,,,;,,l/ Mrax | ———

Horizontalschub H hat den Fig. 243.
Wert
_ar 1
H—4f""""'(183)
Die Scherkraft V im Scheitel berechnet sich aus der Gleichung
_9t %
V——-4 l"""""(184)

Das gr6Bte positive (bzw. negative) Moment im Abstande gfo

1 <£>
Mmaz - 16 l :

Die Kémpfermomente haben den Wert:
=7
M=+=-—[1—-2).
=t 4 l
Das positive Vorzeichen gilt fiir die unbelastete Seite.

von der Mitte wird



250 Vollwandige Systeme mit gekriimmten Achsen.

Anmerkung: In all diesen Gleichungen berechnet sich der charakte-

ristische Wert, niamlich das Abstandsverhiltnis’ fa;i nach der Gleichung (179):

1k —In(1-4-k?
I 2 ky(ky— arctgh,)
Fiir sehr kleine Pfeilnohen ndhert sich diese GroBe dem Wert $ und

wird unbestimmt. Bei diesen Systemen wird die Gewdlbewirkung unklar oder
fraglich.

b) EinfluB einer gleichmiBigen Vollbelastung des
ganzen Bogens mit ¢ t/m

Dieser Einflul ist aus den vorstehenden Ergebnissen ohne
weiteres anzugeben. Das Scheitelmoment hleibt 0 und der Hori-
zontalschub verdoppelt sich, da die Belastung links wie rechts den
gleichen Einflufl hat. Die Scherkraft und die Kémpfermomente da-
gegen werden 0, da die Belastung rechts den gleichen Einflu}, aber
mit umgekehrten Vorzeichen, hervorruft.

Man erkennt also, daB die Momentenlinie sowie die Stiitzlinie
diejenige eines Dreigelenkbogens ist, dessen Gelenke in der Achse
liegen, und zwar im Scheitel und an den Kampfern. Daraus folgt
dann ohne weiteres, daB die Stiitzlinie iiberhaupt mit der paraboli-
schen Achse zusammenfillt, da die Parabel das Seilpolygon der
gleichmaBigen Belastung ist, so dafl hier allgemein M, =0 ist.

Diese Belastung stellt also einen ungiinstigen Belastungsfall nicht
dar, und man begniigt sich daher durchweg mit der Untersuchung
der einseitigen Belastung.

Anmerkung: Es sei noch erwdhnt, daB auch bei Beriicksichtigung der
Normalkrifte das Scheitelmoment den Wert 0 beibehdlt; es dndert sich da-
gegen in etwa die Scherkraft ¥V und damit auch das Kdémpfermoment und die
Momente M,,.

c) In gleicher Weise findet man fiir einseitige Uberschiittung
die Werte

gol 1 IC()—Z(,-()—-’!/J())

Xe=
T 96 I"o ky— g
___(bm. 1)
Xo=— [0b.1] °
[bm 1]——g‘£-—£--{3k P— 5k — 3 (k,— )]}
=360 B Vo T 2T R0 P
1 1 ky—o,
g o I [k 8k — o),
[bm 1]:-202-——1—-{3(}0 ko' — 5 [ky*— 3 (kg— @o) |}
. 360 ‘f’ok05 0%o 0 o Po
gyl L 3ok 5[k 3k ]
=

60 k,? Poky® — 3 (ky— @)
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Damit finden wir fiir das Scheitelmoment M  folgenden Wert:

X,—— [am] [ab]
[aa] [aa}
zgolg.i.ﬂ:‘ﬁo}
72kt Po
1 1 ky—e@, gl 31f0k f—a[ky*—3(k 0o— Pol] ]

T2 ky Po .60"" 3 ‘7’0"’ — 3(’“ ‘—‘Po)

2 3 . L .
X,,zMs:g"l ._15.5["70 _‘3("0» $0)] — 9 ki (Ko — @) (185)
360 Ky @oleg — 3 (ko — o)
Der Horizontalschub H ist gleich X:
/.‘ I 3 —— —_
x,— g—t. 1 3¢ — 51k — 3 (ko —gu)] (186)
60 k() ¢0k6—3(k0—-(p0)
d) Bei Uberschiittung des ganzen Bogens ist:
X, =0.
Xb: qol 3([)0ko —5 [’i’o —3 (Ivo -—q)o)] (187)
30 74 [(poko — 3 (o — o)l
X,— M, — gol* 5 [ko — 3 (Foo — o)1 — 9 Kes (Koo — po) . (188)

180 Ie; [(po’vo — 3 (ko —q0)]

Die Kimpfermomente sind dann:

k:_gTOZE X,. 0+( EabDXb.l
__ 9% l“ o> — 3 (ko — @)

12 786 okt
+ P, ky? (Ic——(po) gol B@okyt—bky*— 3(k, —@,)]

Poky _3(k H‘Po) 30 k [‘pok ”‘5(1‘7 _‘Po)]
gl 3o (ks + 1) (ks -+ 5) — ko (13 K5 - 15)
90 i [po kg — 3 (Ko — )]

Es soll noch das Moment an einer beliebigen Stelle angegeben
werden.

M=

(189)

= M, Xt f(%)g X,

TRV S YIS
Poko — 3 (Ko — o)

180 Z;
k25[k§’—-3(k0—(ﬁ0)] IR (Ko — oo))

— Ry
(poko—-g;(lw —*(Po) i

(190)
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Dieser Wert hat Maximum und Minimum fiir k=0 (Scheitel) und
e L Bk’ —3(ko— o) —3poko’
10 Poko” — 3 (kg — o)
e) Temperatureinfliisse.

Aus den Gleichungen (171) und (172) findet man fiir ungleich-
miBige Temperaturdnderungen A4¢ allein

1 EJ, I ky—o ( EJ )
. [ l‘ —_——— . - 0 _ S.e-l-
[bt.1] 5 eI kAt PPy 2 7 e-l-At
:_S.At.lz.ys.%ﬁ — 3k ‘7’0)
d, 3(p0k
3 ~’~:
Da [bb.l]:-fl—w(’l—oofkr0 —3 (kg — o) ist, so wird:
2k, 3@y k,
Der Horizontalschub
o BT, 2k EJ, ki
H———Xb‘f'._‘t ds t At ds. '/}_’ . (191)
Das Scheitelmoment M, wird dann:
k
M =X :2s~At-l-£J"’--—°l ~i-k" Po.9e. g1. 2 £J, k .
s @ d, 2l-9, ky 2¢, ; l
EJ,
M,— X,—¢- At~——~ (192)

Der Wert X, wird gleich 0.
Die Kampfermomente sind einander gleich, und zwar wird
E-
Mk—X +f Xb——-f At- ——*J—(l—i—]wo)

(193)
Ein beliebiges Moment wird: M, = M_ (1 —+ &%)

Fir gleichméfige Temperaturinderung ¢, (Temperatur-
dnderungen der Achse) ergibt sich nach Gleichung (1 71) und (172) mit
At=0:

[at]=0
[bt]=—2-¢-t,-1- EJ,; [bt-1]=bt].
.2
H:Xb:.&ﬁ‘tq;EJ‘. . Poko . (194)
lr @okeo — 3 (keo— o)
M—xX —_ L. 50— X,
s a k 2")0
M— X,—— 50 EJe  Fllr—g0) (195)
l $oko — 3 (ko— ¢0)
X,—0.



§ 14. Erste Berechnung des beiderseits eingespannten elastischen Bogens. 253

Damit werden die Kémpfermomente

I ky—o l
Mk:Xa+f"Xb:< A ’_Q_i"é"ko)X
Po

0
Mk:Gfoto-EJs.’:O[q)OfS_(qu wo)] L. (196)
14 @oley — 3 (Feo— ¢po)

f) Infolge von Widerlagerverschiebungen, fiir die in den
Gleichungen (173) bis (175) die Verschiebungen angegeben sind

findet man
1. fir 6_4
X,=X,=0
M,—H=—0 197)
3
LI SR S 0¥ ) (198)
21 ko—lpo

Damit werden die Kampfermomente

51
YD . S0 Y T ¥
2 1* ko——'(po

Das positive Vorzeichen gilt rechts.

2. Fur 6H
Der Horizontalschub wird
__fwa]  [bw]
K== (bd.1] [bb.1]
Bgoki du-EJ,. (200)

H=X,——
A [(Po Ivo — 3 (ky— (Po)]

Fiir das Scheitelmoment findet man dann:

__[ow) _[a2] p  [a]
Xa [aa] [an (Ml] Y
:___l(ko_ ‘Po) 6k py 0,
b2y Plrke—3k—pg) 0T
ke (e—20) 5 gy . (201

M— X, —— 2
: S ‘Po *—3(k, "’“Po)

Die Kampfermomente sind damit
Ik,
M*—‘a_T—f‘Y'—"a+2 ‘Yb

— 3k, (k —‘Po)“[“3‘l’o o 5 ‘EJ,
l[‘Po —"3(15 "“‘Po)
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3k, @k, — (kg—

Po)
J/[k: 2 6H E J
l Po k —3 (k - ‘Po) | (202)
_(pOkO _(ko_‘po)JI J
ko— o, ’
3. Fiir die Verdrehungen &, und ¢, findet man:

!k,

[bW1]: - f(79r+ﬁl) EJsv;_ A02_T]‘_z}9 (ﬁr_!r ﬂl)'EJs’
‘0

&,
oder mit f:éko:

& + 9 ( )
bw.1 —1 — EJ
[ ] kotpo 0 s
o }7 Poky” — (kg —
2 ko(po

, Bky Poky’ — (ko— ®y)
H—X — 0 (1]
b I ‘Pok “‘3(]0 - o)(

L (kg— o) 3k,

I

P9, 1 o) BT,

-9)ET.  (203)

X,— (19 9) BEJ — b Tg R
ggff 3 3(’%,7_%))(0 + P B,
S S,
M —x,—" ;{),‘:’(_:glzkl(k %)%- )%, ;’;ﬁ’ EJ, (204)
X O — BT, @0B)
g) EinfluB einer wandernden Einzellast 1t — Ordi-

naten der EinfluBlinien.

Setzt man die in den Gleichungen (176) bis (178a) angegebenen
Werte der Verschiebungen ein, so erhiilt man die nachstehenden GroSen

der Unbekannten. Diese Werte stellen die Ordinaten der Einfluf3-
linien dar.

x——t el —e— —b)]
+Eye—w)} . . - . . . . .. ... (206
Die Unbekannte X, berechnet sich wie folgt:
[bm.1]

X, =—

[ab]
[bb.1]  [bb. 1]<[ b~ [aay ™ “])
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Der Nenner [bb.1] wurde bereits berechnet:
181 o
[60.1] =6k oy [P0 ko — 3 (ko — @,)] -

Der Zihler [mb.1] bestimmt sich wie folgt:

1P , .

[rt )= — g5 [2R (@0 — @) (g — £)* — (o — v)]
11 ky— 1P .
Bl oS [2k ey — @) — (e —w)],

Po 0
1 3

4k s{(l; [2h(py — @) — (yo— V';’]+(k0~k;)2}'
Somit ergibt sich fiir die Unbekannte X, der Wert:
3 1 B0 12 & (py— ) — Oy — )] - by —
XLZHZ”'“"‘PO(’) T _al —oy
2 k&, goko® — 3 (kg — @)
8 Fo[2F (po—¢) — (Wo— W) |+ go (Fo—K)*

[mb.1]=

Xp=H=;— 207
b 2 k [(Po ko" _— 3 (’lo —_— q)o)] ( )
Das Scheitelmoment X ergibt sich zu:
B O I (T
S T R P

Setzt man die gefundenen Werte ein, so findet man nach ent-
sprechender Vereinfachung:

11 K [2K (o— @) — (Wo—) ] -3 (Ko—epo) (Fo—
4 ko @okee® — 3 (Ko — o)

In dhnlicher Weise wie vorher lassen sich Formeln fiir Kimpfer-
momente und beliebige Momente ableiten. Man findet z. B.:

X M, — — %) (208)

v — _L{‘*_‘Eoﬁgi[_ﬂ?gi})),,ﬂ 3 (Wo — W) — 3o [Po ko’ — (ko — )] (k) — k)
o 4 Po 0_3(7‘7 — @)
+?(%—(P>*2k<0’09_—(;:>+’0<%:@} e @09)

§ 15. Zweite Berechnung des beiderseits eingespannten
elastischen Bogens.

(Vereinfachende Annahmen iiber die Querschnittsverteilung.)

In den vorhin entwickelten Formeln ist die Annahme gemacht,
daB das Trigheitsmoment eines Querschnitts im Abstande x von
der Mitte

]

cos? @
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sein soll. Diese Annahme ergab sich aus der Bedingung, daf die
Hohe des Querschnitts bei- x ist

d

N S

cos @’

Es wurde schon erwdhnt, daB im allgemeinen die Beriicksich-
tigung des genauen Wechsels der Querschnitte hier nicht von groem
Einflusse ist. Wir wollen deshalb im folgenden eine andere An-
nahme iiber die Querschnitte machen, die einfacher zum Ziele fiihrt.

Es sei:
J. J.
T___ e Ys
T= cosgp’ F=CosE. L L (210)
e el Daraus ergibt sich, da
/’, -:r..i ds— dx
v cos @
¢ st (Fig. 244),
Fig. 244. st (Fig. 244) J
dsf:dx. ... (1))

I. Wahl des Grundsystems und der Unbekannten.
Berechnung der Koeffizienten der Unbekannten X.

Als Grundsystem wollen wir diesmal den einfachen Balken
auf zwei Stiitzen wihlen (Fig. 245). Als Unbekannte wihlen wir (wie
in § 10) Lastengruppen, die die Sym-
metrie auszunutzen gestatten. X ist
der Horizontalschub, X, und X, sind
Momentengruppen an den Auflagern;
bei X, sind beide Momente gleich
mit gleichen Vorzeichen, bei X sind
sie gleichgroB, jedoch mit umgekehr-
tem Vorzeichen. Die Momente infolge
der Belastungen X=—1 sind:

Infolge X, =1 wird an der Stelle x:

——i]

Infolge X, =1 wird:
‘B[b =1.
Infolge X —1 wird:

X
M=
¢ ]

Damit ergeben sich folgende Verschiebungen:

[aa] sza"’ds —j"# ijf;[l — <%>2J dz,
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1

=ref =2+ ()46

—1

— iz —32+32;

[aa]l=1S1r2;

[ab _fM M, ds:/} ,
[~
=fl[2—2-1

[ed]=51-1;
[bb] szb“ds ,
-
[bb] =21 .
o= fura [ [2far=3e
[ce] = 1. -

Die Werte [ac] und [bc] werden zu 0, da sich bei beiden fiir die
linke Systemhilfte (wo M, positiv wird) der gleiche Wert mit positivem
Vorzeichen ergibt, wie fiir die rechte Hélfte mit negativen Vorzeichen.

Aus diesen Werten findet man weiter:

5 1

A]=21— - f—=—

[bb.1] =21 4f3lf 5
!

[bb.1]=—

II. Berechnung der Unbekannten X und der wichtigeren
statischen GroBen fiir verschiedene Belastungen.

Die Gleichungen fiir die Unbekannten sind:

Xb=—[—bfr] I 1 B
__[am] _ [ab]
=" ] e B

Pirlet, Statik. IL 2. 17
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Zur Ermittlung der Unbekannten sind noch die Absolutglieder
[am], [bm] bzw. [bm.1] und [cm] zu berechnen. Mit den Unbekannten X
konnen dann beliebige Werte S bestimmt werden nach der Gleichung:

=SO+Sa'Xa+Sb'Xb+Sc' X,.
Im folgenden sollen verschiedene Belastungsfille beriicksichtigt
werden.

] a) Einzellast P im Ab-
Fig. 246. stande £ von der Mitte (Fig. 246).
Die Momentenfliche des Grund-
systems infolge dieser Last
(M,-Flache, vgl. Fig. 246a) hat

die grofte Ordinate

2
=L (V]
2 l
Die Ordinaten links und

rechts von & (M,, und M, , vgl.
Fig. 246a) haben die Gleichungen

= 27—
(=55

Damit wird:

Z2,=1

R 0909 - G

Darin ist £ zunichst als Konstante zu betrachten. Die Aus-
wertung der Integrale ergibt:

B 2 O
Der Wert [bm] ergibt:
[bm] =fM0Mbds

+1
=M M, dx.
=1

Iy
J >



§ 15. Zweite Berechnung des beiderseits eingespannten elastischen Bogens. 259

Dieser Wert ist der gleiche, wie er sich ergeben wiirde bei
geraden Balken von der Linge L=—=2! mit konstanntem Quer-
schnitt. Da die M,-Fliche ein Rechteck mit dem Endordinaten 1
ist, so wird, wenn y=1—¢& der Abstand der Kraft vom rechten
Ende ist:

PL?
[om] = —— (e, + )

= Do )

_ Papr z—s( l—f)
2 21 )’

—5(-H0+3):
== ()]

Fiir [em] findet man den Wert:
[em]= [ M,M dx,
der aus der gleichen Uberlegung wie vorher ergibt:

PL?
6 (6, —¢a)»

[em] =

S (),

Weiter findet man:

1= 1 (] 42 [ (o 3]
S L G
=22 i ()] = ()]

Damit ergeben sich jetzt folgende Unbekannte:

X,— i§[1 (%ﬂ e @13

- 17*
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X,,=P—1%[1—(§>2] Y Y 7))
x=—gir =[]
— @ =50
i H A NI OREEUGNE
L:-H=_£%ﬁ—€ﬂf..“..@m

Aus diesen Gleichungen lassen sich schnell die wichtigsten
Momente ableiten. Fiir die Kiémpfermomente findet man z. B.:

s B2 a5 (4] e

Das positive Vorzeichen gilt links (vgl. Fig. 245).
Das Scheitelmoment wird:

M,=M,,+X,+X,,
O G

+55 = (@ == (]

Nach gehoriger Vereinfachung ergibt dies:

o) [ 51 (3] e

Diese Gleichung gilt fiir Belastung der re:zhten Hilfte. Bei
Belastung links ist im ersten Glied (14—%) einzusetzen. Es ergibt

dieselben Werte, da dann £ negativ ist.
Unter der Einzellast entsteht das Moment:

M5=M0+MaXa—|:MbXb—{—McXc,
~r (b= (] 2= (1T
()= L)

w o[ (T s (] L e

NB. Die Werte der Gleichungen (217) und (218) miissen fiir % =0 einander

gleich sein. In der Tat nehmen dann beide den Wert % Pl an.
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Der senkrechte Auflagerdruck 4 am linken Auflager wird:
A=AO+A0 ¢?

T ame )
A )
—PL—5F(+3) ... e

Am rechten Ende wird:

~2 (ot
A

Das Moment an einer beliebigen Stelle x
driickt man am zwekméaBigsten aus durch
die Auflagerkrifte M,, 4 und H=X,.
Man findet (s. Fig. 247):

Fiir z, <&:

M= Mt A1+ 4 X, [1—<%)2] . (@21
Fir x, > ¢&:

Mxe——Mkr—{—B<1+ )+X.,f [1—-<—) } . (222)

Nach den Gleichungen (215)—(217), (219)—(222) sollen noch die
Ordinaten der EinfluBlinien fiir die Zehntelpunkte angegeben
werden.

Die EinfluBlinie des Horizontalschubes hat die Gleichung

l

H:Xa:‘ug'?.

o2l (4T

Die Einfluflinien der Kéimpfermomente ergeben sich in der Form:
1. Linkes Kdampfermoment:

My = 8-

=i (ool 42

2. Rechtes Kéampfermoment:
M

Darin ist

Darin ist:

I;r:Au’kr'l'
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=g = (5) = =471

Fiir die EinfluBlinie des Scheitelmomentes findet man:
Mszlu's'l'

Darin ist:

Darin ist:

Y P e Pl

Fiir die Auflagerdriicke findet man

)
s+ 8]

Fiir ein beliebiges Moment finden wir nach Gleichung (221

und (222):
= 4147 a3

{5 (=5 o= 5]

Die verschiedenen Werte fiir u sowie 4 und B sind in nach -
stehender Tabelle fiir die Zehntelpunkte zusammengestellt. Die Ein -
fluBlinien sind danach in den Fig. 248 bis 251 aufgetragen.

% Mg Bk Bk r Ms 4 B

0,0 — 0,469 0,0625 ! 0,0625 .0,0937 0,500 0,500
0,1 — 0,459 0,0835 0,0340 0,0493 0,425 0,575
0,2 — 0,432 0.0960 0,0000 0,0160 0,352 0,648
0,3 — 0,388 0,0995 — 0,0369 — 0,0069 0,282 0,718
0,4 — 0,331 0,0946 - —0,0735 | — 0,0203 0,216 0,784
0,5 — 0,264 0,0720 — 0,1055-| —0,0254 0,156 0,844
0,6 — 0,192 0,0640 —0,1280 | —0,0240 0,104 0,896
0,7 — 0,122 0,0430 — 0,1355 — 0,0181 0,061 0,939
0,8 — 0,061 0,0225 —0,1205 — 0,0102 0,028 0,972
0,9 — 0,017 0,0065 —0,0790 | —0,0031 0,007 0,993
1,0 0 0 0 0 0 1,00

Fig. 248. H-Linie (Werte pug).
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(=) N

R R S T T~ Y &“Q"‘n
¥ S

S 8§ 2 3 8RR S ¥X S
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<

Fig. 249. M,-Linie (Werte u,).

SR 0l w9

I b

N Q] Wl ol o)

S N v N Y

S o S 9 o § Y

I ] i ] 1 1 [}

Fig. 250. Mjy;-Linie (Werte ug;).

S o Y 9 9 X o P v
S| ¥ S S & N YR
NI RS EENESES

Fig. 251. A-Linie.

Anmerkung: Die Gleichung (218) gibt die Ordinate der Momentenein-
fluBlinie des Punktes & fiir diesen Punkt selbst, d. h. also die Spitzenordinate.

Trigt man diese Gleichung als Kurve auf, so ist diese der Ort fiir die Spitzen der
Momentenlinien. (Spitzenkurve.)
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Die Maxima und Minima dieser Kurve findet man aus der Gleichung

aM: _,

(8
et B (s ] e -5 o
I L ) R
iese Gielzl%u;g: 1(s}t. erfilllt fiir:

0 ()1,

o (==l

Mit diesen Werten wird:

2
1. M&:g—z-l.
2, Me=0.

3 1\2 1 3
3 ms=gt(1—5) (1455) =g

Danach kann die Spitzenkurve leicht aufgetragen werden.

b. Gleichmé&Big verteilte Belastung g¢.
Fiir die Belastung des halben Bogens (Fig. 243) kénnen wir die

zu suchenden Werte durch Integration aus den vorhergehenden
Werten finden. An einer Stelle £ ist auf einem Streckenelement d;

die Belastung pd;. Setzen wir dies in obige Gleichungen fiir P ein

und integrieren von O bis I, so finden wir den gesuchten Wert fiir
einseitige Belastung rechts. Auf diese Weise sollen die wichtigsten

Werte angegeben werden.
Das Scheitelmoment wird:

e L A O P T
ZW{% =gl (1—51)}

M,—=0 . . . . . . . ... ...
Der Horizontalschub X, wird:
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S L7 L PO T

«= T 32f l=35+3)

o 1 pr 1 pl?
Xa__ —_?.T_—?.ﬁ— e e e e e . (224)

Die anderen Unbekannten sind

szfp[1—<—§i>2] [1_5@)7@:0 ... (%)

_pk
16

... (226)

Da die Kampfermomente sich aus der Gleichung M, = X, + X,
ergeben, so wird hier

2
w—+PE e

3 )

1t 998

T L. (228)
=162

Das Moment an einer beliebigen Stelle x wird am einfachsten
gefunden aus dem Moment M, der Normalkraft X, und der Quer-
kraft @ = A im Scheitel.

Fiir die unbelastete Seite wird:

M, ——X, (’%YH- Q-

- pF(ﬁ)“’ 3 p%
=-+5\7) T’y

2
:%§(3+43§> e
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Auf der belasteten Seite wird:

o

s (2.
(s 4§).........(230)

Die Werte der Gleichungen (229) und (230) sind absolut ge-
nommen einander gleich, haben jedoch das umgekehrte Vorzeichen;
dies erkennt man leicht, wenn man bedenkt, da8 in Gleichung (229)

die Werte i”i negativ, in Gleichung (230) aber positiv sind. Wir

schreiben daher am zweckmé&Bigsten

_ql? ac< . ag) o
M.=F 1613 4l"""'(~31)
Diese Gleichung ist fiir beide Seiten giiltig, wenn man x mit
dem absoluten Wert einsetzt. Das negative Vorzeichen gilt dann
fiir die unbelastete, d.i. hier die linke Seite.
Der GroBtwert der Gleichung (231) ergibt sich mit:

x 3
7%
und zwar wird:
P 9 — 9 2
M e =F 552" = F 1592 PL*

Fii1'§9=3 wird M =
l 4 x

Anmerkung: Bei Beriicksichtigung der genauen Querschnittsverhiltnisse
I ::——1— fanden wir, daB der GroBtwert fir M, auftritt bei
J coste
1o 1 ki—yp
21 4 ko (ko — o)
Die zahlenmiBige Auswertung dieses Ausdrucks ergibt’ fiir die verschie-
denen Pfeilverhiltnisse Werte, die zwischen

L2 _ o391 (fiir f_ l)

21 20 20
12, ( f_l)
und 57—0,3575 fir 91=4)"

schwanken. Im vorliegenden Falle haben wir dafiir den konstanten Wert

%?_0375 Die Werte der GroBtmomente schwanken im ersten Falle
zwischen den Grenzen:
_rr e
Mmu-—ﬁ~0,612 bzw. 16 0,512,

Im letzteren Falle ist konstant
_Plﬂ_
M,or — 16 0,5625 .

Das Beispiel zeigt, daB der Einflu8 der Querschnittsverhéltnisse gering ist.
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Bei beiderseitiger Vollbelastung werden wieder simtliche
Momente zu 0, da sich gemiB obiger Ausfiihrungen iiber M _beider-
seits zwei entgegengesetzte gleiche Momente addieren.

Der Schub wird:

2 2
x —_1pf_ 1pL®
e f 2 f 8

Das gro8te Scheitelmoment infolge der Nutzlast p ergibt
sich gemidl der EinfluBlinie Fig. 249 bei Belastung des Teiles zwi-
schen den Belastungsscheiden,
der kleinste Wert bei Belastung v
der beiden Teile auBerhalb der pe—&—>1
Belastungsscheiden. Diese beiden 7
Werte miissen absolut genommen
einander gleich sein, jedoch mit
umgekehrten Vorzeichen, da ihr
Gesamtwert (Vollbelastung) den
Wert O ergeben mufl. — Die Be-

lastungsscheide liegt ungeféhr bei .
£ Fig. 252.

% —0,275.
7= 0,275

Fir die Belé,stung einer Strecke £ vom Mittelpunkt aus (Fig. 252)
findet man fiir M, aus Gleichung (217):

g

=22 [ o= o[ s (1)
(sl o o= (1 (T} e

M =

Setzen wir darin fiir £ den Wert 0,275 ein und multiplizieren

l
mit 2, so ergibt sich als GroStwert fiir M infolge der Nutzlast p:
Ms max —/— i 0,02241)5’ e o e o o (233)

In gleicher Weise findet man fiir den Horizontalschub bei dieser
Belastung, d.i. die Normalkraft im Scheitel durch Integration der
Gleichung (205) iiber diese Strecke.

0,275

ol [ <§)2]2 (5)
A==t )1t 14
0
15pl2( 2 s 1 )
T “—_ s —_—— — 9V, 55 .
235 : 0,275 — 2 0,275° -+ 0,27
pl?
H=—0245"" . . . . ... .....(23

f
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Das GroBtmoment am rechten Kémpfer findet man in &hnlicher
Weise. Die Belastungscheide der EinfluBlinie liegt gemif Fig. 250

bei %:O 2. Fiir die Belastung von Strecke & wird:

o [

et
E
*7

=0,2:
M, —=0,006255 pl*.

Daraus wird m

Dazu kommt fiir die Belastung der linken Hailfte

l‘..’
p6 — 0,0625 pi2,

und man erhalt:

My max= £ 0,068725 p2> . . . . . (236)
Fir den Horizontalschub findet man in diesem Falle:
15 pl2 < 2 1 > pl* 1
— 2. — 20281 - 02%) - —.
H 32f 0,2 30,2—{—50 17
pl?
H=——0,341 P . (237)

Der senkrechte Auflagendruck B betrigt
2

[

pl<9 3, 4> 3

2— 020402

£ 2°0, 0, + 10,2¢) 4 p !
B=0,2725p1................(238)

Aus B und H kann dann die Normalkraft am Kéampfer er-
mittelt werden.

c. Uberschiittung.

Die Uberschiittung stellt eine pa-
rabelférmig verteilte Belastung dar
(Fig. 253). Bezeichnet man die End-
ordinaten dieser Belastung mit g, (vgl
§ 14, S. 240), so ist ein Zwischenwert:

2\2
9=9 7/
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Setzen wir also in die fiir eine Einzellast P gefundenen Werte

2
P=y, (%) df und integrieren von O bis I, so erhalten wir als

Resultate fiir rechtsseitige Uberschiittung:

. 2 272
et FOT )T

g x %l ___ 0 9
HeX,——Qo—=—T0 ... ... .. .29
1
—o =) =)@
X=16) 1 7\7 1511ld§’
0
l2
X, =—0505 . (240)
1
__ %! é[ _ éﬂ _<§)2
S e (l 7) 4%
1}
Xo—Gogg « + o e (24D)
Damit wird:
R L L 2<ﬁi _1_) 9
M —=—105 F 4 — % 105 * 48 - (42)

wobei das positive Vorzeichen links, das negative rechts gilt.

[ L1 I O T

M, ——%b 243
STETTGE0 e e e . (243)
Bei beiderseitiger Uberschiittung wird:

g %"

X,=H= 7y IR . (244)

M, ——2D" :

X,=M, —=—2 05 e (245)

X, =0 . ... .. .. ....(246

Mss—M Y X 7))
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An beliebiger Stelle wird:

ol
Moo= 1—\7) )

B = ()= b= ()-8
M= '—\1 14 [P\ 105°

M, —— Z‘éf) [35( ) —30(%)2+3} .. (248)

Es kommt hiufig vor, daB die Uberschiittung eine Neigung
erhilt; es wire dann von den vorher angegebenen Resultaten der
EinfluBl einer dreieckférmigen Belastung abzuziehen, die ihre
Spitze im Scheitel hat. Mit dem Endwert g,” wird ein Zwischen-

wert g=g, ? Man findet dann in gleicher Weise wie vorher:

1
16, (¢ sT 5 g,
Xa*"ﬁ”ﬂ'?f?[“(i) d=—gi 7 - (19
0

n= = [ o{ff =7 oo

L] P L
f )| Sae=0T L @)
Also findet man hier:
.qo’l"B goll2
Mkszchz—ggi‘ 60 oot . (251a)
1
- il
Ms—-"°lf{2<1 7T elt\d et —\T l}dé’
0
__ %P
.= 192(252)
Fiir beiderseitige Last wird:
__ 5%k 1
X, = 35 F H, . ... (%3
x,——%l (254)
b 48 k2
X,=0,. ... .. ...... (2b)
'
M=% . (26)
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Anmerkung. Man kann diese Neigung auch von vornherein durch ent-
sprechende Wahl des Wertes g, beriicksichtigen und mit den Formeln (2389) bis
(248) rechnen, Dies wiirde einem Verlauf der oberen Begrenzungslinie nach
einer flachen Parabel entsprechen.

d) Der Einflul von Temperaturinderungen soll wieder ge-
trennt fiir eine ungleichmiBige Erwirmung 4t (f,=0) und eine
gleichmiBige Erwiarmung {,(4t¢=0) angegeben werden.

Bei ungleichmédfiger Erwidrmung wird

[at] = —EJsfe %’zds- f [1— (-lx—” .

Wir setzen hier

J— ds
~ cosq’
NB. Diese Annahme stimmt allerdings mit der Annahme J — Js nicht
cos @
iiberein; danach miite z. B. bei rechteckigem Querschnitt d — 3 ds - ge-
cO8 @

setzt werden. Wegen der Geringfiigigkeit der Temperatureinfliisse kann jedoch
obige Annahme als ausreichend gelten.

Man findet:
+1
EJ z\? z
[at]=—— ; e.g.Af.f.l.f[1_<7) Jd<7>.
y -1
4 EJ,
[at]—_§fl'8'dt'—d:'
+1
4
[bt]:—EJ,fs—t-d:———E—J‘-e-dt-fdx.

d ¢ d,

-1
[bt]=—2l-s-At-E[’lJ’.
[et]=0. ’

EJ, 5 4 EJ
bt.1l=—21l-c-At- —2 1~ . Zfl.e. At . -5
[bt.1] e-At d8+4f3ﬂ£At i

l EJ
bt.l]=——-¢-At- 8
[ ] 3¢ at i
sze-dt-E"iJ“?
X,—0 R P 1313
X =0
Die Momente betragen iiber den ganzen Bogen:

.M:X,,ze-l]t-EdJs

s

(258)
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Bei gleichmédBigen Temperaturinderungen ergibt sich:
[at]= —EJ fe-t,-ds-N,.

Es ist darin ds:jx— und N, = —cos ¢ (Zugkraft), also:
cos @

+1
[at)l=EJ, -&-t,- [dx.
=1

[at]=21-¢-t,- EJ_.

[bt]= — EJ - [e-t,-ds-N,.
Da N, =0 ist, so wird

[bf] =0.

[ct]=— EJ fe-t,-ds-N,.

1
Da Nc=7-sin(p in der einen Hilfte Druck, in der andern

Hilfte Zug ist, so heben sich die Einflisse beider Hilften auf, und
es wird [ct]=0.

Damit findet man:

15 1
Xb::—?'? & fO.EJs ]l
45 1 . (259)
X — ", . E.J
Ya 4 ]o‘_’ € fO E s I
X=-0. J
Fiir die Kémpfer- und Scheitelmomente ergibt sich:
15 1
ZW‘?:Xb_E_f‘Xaz—TO.?.e.tO'EJs]
15 1 ... . (260)
9
Mk:‘Xb:?-F'a‘fO,‘EJs':—zﬂIS

e) EinfluB von Widerlagerverschiebungen. Es sollen
wieder drei verschiedene Fille betrachtet werden, nimlich eine
Vertikalverschiebung é, des linken Auflagers, eine Horizontalver-
schiebung dp des linken Auflagers und Verdrehungen ¢, und 9, der
beiden Auflager.

1. Bei einer Vertikalverschiebung 4, des linken Auflagers

nach oben (Fig. 236) ergibt sich nach der Gleichung [iw] = — X Li[lw]
= Ai . 6.&. :

[aw] =0, da 4,=0.

[bw] =0, da 4,=0.

[cw]z—;—.éA-EJs, denn AU:_%_
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Also wird:
X, =X,=0. l
31 N {29
c:—gz—eﬁA-EJsl
Das Moment an einer beliebigen Stelle x ist mit Mc=—§:
‘3 1 x

2. Bei einer Horizontalverschiebung 0z des linken Auf-
lagers (Fig. 237) findet man in gleicher Weise:

law]=—H, - 0g-EJ ,——9og-EJ;: denn H —=1.
[bw]=0, da H,=0.
Lcw]:O da H,=0.

Xb: 140 ;l (>H EJ ]I
15 5 15 45 1 “262)
2
az(fészf Tar 4fl>6H Blo= g iy on B, |

‘Damit ergeben sich die Momente:

. 10 1
M, =M, =X =—— 7 fl -0g - EJs

(263)

15 1
5 f(SH EJ,

3. Bei Widerlagerverdrehungen ¢, und ¢}, in Richtung der posi-
tiven Einspannungsmomente (Fig. 240) ergibt sich:

M, —=X,+f X,—

e s, e e s’

[aw]=0.

[bw]=—(,+9,)-E

[cw]= —(19-——19)E’J

[bw.1]=

sz?’@l__‘— ﬂL)EJS
__ 15(%,+9)

X, =— By e -EJ (264)
_3(0—9,)
=gy B

Es ergeben sich damit folgende Momente:
Pirlet, Statik. 1L 2. 18
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Mkl:23_l<3ﬂl+#r)EJs
My, = (9,439, EJ, .. (265)
ﬂlssz+f."Ya:—f—l(ﬁl+19r)EJs

§ 16. Zahlenbeispiel zu § 14 und 15.

Im folgenden soll ein Gewélbe mit den in Fig. 254 angegebenen
Abmesungen nach den in den vorhergehenden §§ 14 und 15 er-
mittelten Formeln berechnet werden.

n Zum Vergleich soll dann ein Kreis-
R bogen mit denselben Abmessungen
i=--~~—-"¢ untersucht werden, unter Aufteilung
T der Bogenachse in Elemente ds,
Fig. 254. die als geradlinig betrachtet werden
konnen.

1. Verwendung der in § 14 abgeleiteten Formeln.

a) Fir einseitige Belastung des Bogens mit ¢=0,5t/m ergibt
sich nach Gleichung (183) die Horizontalkraft
g-1* 0,55-112
=1 2 6875,
4f  4.22 81
Das Scheitelmoment M, ist gleich 0. Fiir ein beliebiges Moment
ist im Abstande z vom Scheitel nach Gleichung (180):

H

Fiir xTO wird M_=0; man findet nach Gleichung (179)

%1 k=
l 2 ko(ko'—(l)o)
Es ist:
2f

k0=tg<p0=——l =0,4; kJ?=016; 1-}k*=1,16.

yo=In(1-+%k?)=0,148420(=1In1,16 =In32=1In 29 —21n 5).
k? — o= 0.011580.
@, == arc tg k, = 0,380506 (nach Tabellen oder mit Hilfe der Reihe
arc tg k,==F% ke ]t—;—bi—F)
0 0 3 5 7 ’
ko — o = 0,019494,
ky (ko — @o) = 0,0077976,
2 &, (kg — o) = 0,015595 .
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Daraus ergibt sich: Fig. 255.
0,011580 g-0s
o __ - At
To O 0,74253. L !
17 0,015595 ? /r——\é
Die Momentenfliche hat also fir L ' 2,0m ,

,7:,71920,74253 den Wert 0 (s.

Tig. 256; vgl. auch Fig. 243).

4
z z, |
|
1
+

+ 3,649

fem=5mt ‘

Fiir 9%: (am Kampfer) wird =
e Fig. 256.
M~ (014253 —1)
= 075—4'11H 0,25747 = — 3,894 mt.
1 4
Mit %___?_xl_o wird der GréBtwert
ql® <x0> 0,5-11* R
—_ ) =T 74253*=2,08 mt .
Monar =16\ 6 * "
b) Bei Belastung beider Bogenh#lften mit ¢=0,56t/m wird
M_ =0,
H—13,75%.

c) Bei einseitiger Uberschiittung findet man den Horizon-
talschub nach Gleichung (186). Fiir die einzelnen Werte ergibt sich:
5 [ky* — 3 (kg — @o)] = 5 (0,064 — 0,058482] = 0,027 589,
3 @y k' =13-0,380506-0,0256 == 0,029 223,
's% t— 5 [k,® — 3 (k, — @,)] = 0,001 634,
@ok «0060881
<p0k0 — 3 (kg — @,) = 0,002399 .

I 161,
Damit wird, wenn Jo V0 200 it
R, 2 2

1,6-11* 1 0,001634

Ny = H =0 0,16 0,002399 — 87 %

Fiir das Scheitelmoment ergibt sich nach Gleichung (185):
9 ky? (ko — @,) = 1,44 -0,019494 = 0,028071,

5 [ky* — B3 (ky— @o)] — 9 ko2 (kg — @,) = — 0,000482.
1,6-11% 0,000482
X,=M —— - 2% .
o« s 720-0,4 0,002399 1,4875 mt
1,6-11° 10,0256 — 2.0,011580
Lo=—"192 016 0otodes oWt

18*
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Das Kémpfermoment der belasteten Seite ist gegeben durch die
Gleichung:

-fl12
M, —=—"05 t1X X —X,

1,6-2,2-112
=— 0, — L4875 1 2.2.687-1-11.0.79,
= — 13,19 mt.
An der unbelasteten Seite wird:
'Mklz;-}—]“Xa—}_f.'Xb_*_Z"‘XLW
= —1,4875-}-2,2.6,87 —11.0,79 = 4,94 m¢ .

d) Bei beiderseitiger Uberschiittung ist damit:

X,—M, ——2-14875 = — 2,975 mt,
X,— H—2.6,87—13,74 t.
X, ——0,79-40,79=0.

M, — M, — M,——13,19 + 4,94 — — 8,25 mt.

Letzterer Wert kann auch aus Gleichung (189) gewonnen werden.

Man findet
1,6-11° 3.0,380506-1,16-5,16 — 0,4 (130,16 - 15),

k 180 0,4-0,002 3499
_ 1,6-11* 6,8326688 — 6,832
o 180 0,4-0,002 399

_ _.1,6-11°-0,0006685
180-0,4-0,002 399 °
= — 8,25 mt.

e) AlsTemperaturidnderung soll eine gleichmiBige Erwirmung
um t,=15° und eine ungleichmiBige Erwirmung um At==15° bei
t, =0 beriicksichtigt werden.

Man findet nach Gleichung (191) bis (196) mit d = 23 cm:

1. Fir 4t=15°,

k,? 15-0,16
HeAt- =0 e BT = 0 e B
I A ST R

=0,000475¢-E-J .
Fiir Beton ist &==0,000014, E=200000kg/cm?,
_100-23°
5T 1y
Damit wird
H=0,000475-0,000014 - 200000 - 100000 = 133 kg.
M,=0,000014-15- 2009002{;00909 = 183000 cmkg = 1,83 mt;
M, =M (1-1k?)=1,83-1,16—=2,12 mt.

J =~ 100000 cm*.
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2. Fir t,=15° wird
1 10 1
__12:0,000014-15-2-10% 0,060881_ .0\

11002 "0,002399
6:1,4-2-10°-15 0,007798
— - 4500 emk
M~ 1100 0002399 (+500cmkg
= — 0,745 mt;
y 6142 10°-15 0,060881 — 0,019494
T T 100 ’ 0,002399

== 158000 cmkg = 1,58 mt.

f) Als Widerlagerverschiebungen sollen beriicksichtigt werden:
1. a=—>5bcm; 2. dg==bcm; 3. #,=10"=0,00291 im
Bogenmaf, ¢, = 0.
Es ergibt sich:
1 0,064 1
-5-2.10'% =+ 135500 cmk
211007 0,019494 > 2107 — 135500 cmke

Zu 1. M, =+~

=-1,355 mt.

Dies Moment nimmt linear zur Mitte hin ab und ist im
Scheitel = 0. Das positive Vorzeichen gilt links.

6.0,060881
9 He— 5.2.1010— 126 —— 12,6t
Zu H 11008, 0002399 2-10 600 kg 6t,
04 0,058482
2.101° — 806000 cmkg = 8,06 mt,
*= 1100° 0,002399 °° 06000 cmkg = 8,06 m
0,041387
M, — — 8,06 — — 6.
M, 0015494 B0 17,1 m
3.0,4 0,041387
Zu 3. 2 100 — ¢ i
u 3. H= 1100% 0,002399 -0,00291-2. 995 kg
0,064 — 31,1 1 1
i 6-0,019494 000291 , .,
s 0,002 399 2200
= 42400 cmkg = 0,424 mt,
0,064 1
‘Y: - —_— — —— 0 2 12' 10:— .
¢ 0019494 2.1100% »00291-2-10 kg
M, ,— —0,424 + 2,20.0,995 - 11.0,079 — 2,63 mt,
M, . —— 0424 2,20-0,995 — 11-0,079 — 0,89 mt.

g) Es sollen noch nach den Gleichungen (206) bis (208) die
EinfluBlinien der Unbekannten X, und X, (d. i M, und H)
und 4 =X, gerechnet werden. Dazu sind in gleicher Weise, wie
vorher die Werte k,, ¢,, vy,, noch fiir die Zehntelpunkte die Werte
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z
k:-z"ko,
@ =arctgk,
w=In(1-4k?)

zu berechnen. Diese Berechnungen sind tabellarisch durchgefiihrt und
die Resultate in der nachstehenden Tabelle zusammengestellt. Zum
Vergleich sind dort auch die nach § 15 gefundenen Werte (s.Fig. 248.
249 und 251) angegeben.

EinfluBilinien.

M, H A 0

nach § 14 | nach § 15 | nach § 14 | nach § 15 | nach § 14 [ nach § 15 1
0,998 | 1,080 2391 —2,345 0,5 05 0
0,512 | 0,542 —2,405  —2,295 0,424 0,425 1
0,147 . 0,176 —2255 , —2,16 0,350 . 0,352 2
—0,092 | —0,076 -2,009  --1,94 0,279 0,282 3
—0,226 | —0,222 —1,702 = —1,655 0,213 0,216 4
—0,227 | —0,279 — 1,346 | —132 0,153 0,156 5
—0,262 | —0,264 —0,971 | —0,96 0,101 0,104 6
—0,192 | —0,199 —0,608 | —0,61 0,059 0,061 7
—0,099 | —0,113 —0,272 | —0,305 0,027 | 0,028 8
—0,029 | --0,0345 | —0,076 | —0,085 0,007 | 0,007 9
0 J 0 0 | 0 0 0 10

Die vorstehenden Rechnungen zeigen, dal man bei Verwertung
der Formeln nach § 14 die Einzelwerte sehr genau ausrechnen muf;
dies zeigen besonders die Rechnungen fiir die Zdhlerwerte der Glei-
chungen (185) und (190), wo sich die zwei bzw. vier ersten gelten-
den Ziffern bei der Subtra,ktlon aufheben:

[0,027589 — 0,028071 in GI. (185) und 6,8326688 — 6,832

in Gl (190)].

Die Formeln des § 15 sind weniger empfindlich, so da8 man
im allgemeinen mit dem Rechenschieber auskommt. AuBerdem ist
die Rechnung einfacher und schneller durchzufiihren, ohne daf die

Resultate nennenswerte Abweichungen zeigen, wie die nachfolgende
Rechnung zeigt.

2. Verwendung der Formeln nach § 15.
a) Einseitig gleichférmige Belastung ¢=—=0,5t/m
Nach Gleichung (223) ist M, =
Nach Gleichung (224):

q-1*  0,5-11*%

P 1378 mt.
M, —+7g 16 -
Nach Gleichung (225) wird die Horizontalkraft:
< 1-
el x L8 L OST gns

Caf 4-2,2
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Ein beliebiges Moment wird Fig. 257.
nach Gleichung (230): g=054m
(zzezcsicorercizasssess ]
0,5-112 2 ( x> ! i

Danach ist die Momentenfliche in
Fig. 258 aufgetragen.
Das GroBtmoment

A

+378
1
P:

9 ' ES ®
M, =505 11 == 213 mt D/ s NS L
Fig. 258.
tritt auf fiir A;~.€9:0,375. )
b) Bei Vollbelastung des ganzen Bogens ist iiberall

M=0,
H=-2.6,875=13,75t.
¢) Bei einseitiger Uberschiittung ergibt sich aus den
Gleichungen (239) bis (243) mit g,—=y,-f=1,6-2,2=38,52t:
1,6-112

—— X 691,
3,52.112
X, e ——4,05mt,
X =352 __gg7mt
‘ 48
Mk—)(th{:’
M, ,— -+ 4,82 mt,
M, = —12,92 mt.
3,52-11°
MS:— 280 = 1,52 mt.

d) Bei beiderseitiger Uberschiittung wird daraus:
H=—X,6 =1383t,
M, = X, = — 8,11 mt,
M,= — 3,04 mt.

Ein beliebiges Moment ist nach Gl. (248):

3.52-11‘5(‘ <x>4 (x)“’ J
Mo=—"4g |P\q) —30\7) 3

4 2
— 1,014 [35 (’li) —30 (j) 1+ 3] .
Danach ist in Fig. 260 die Momentenfliche aufgetragen. Da die

Belastung ¢ keine Momente bewirkt, so gilt auch diese Momenten-
fliche fiir die in Fig. 261 dargestellte Belastung ohne ¢.
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AISIIL IIIIII/II/IIII//I
I OO

M g'=7,m6¢m
Gp=1,52¢

- 17,893

Fig. 260. .3 W tem=smt w

Fig. 262.

) Es soll noch die Momentenfiiche fiir beiderseitige Uber-
schiittung und einseitige Belastung mit ¢ = 0,5 t/m angegeben
werden. Sie setzt sich zusammen aus den Momentenflichen Fig. 258

und 260 und hat die in Fig. 262 dargestellte Form.
Die groBten positiven Werte sind:
Links: M = 2,81 mt,
Rechts: M = ~ 4,70 mt.

Der grofite negative Wert betrigt:
M, —=-—11,89 mt.

kr

f) EinfluB von Temperaturinderungen.
Es sollen folgende Temperaturanderungen in Rechnung gesetzt
werden:
1. 4t=15°% {,==0; 2. At=0, = 15°.

Zu 1. Es treten iiberall gleiche Momente auf von der Grofle:
10

o =182 500 cmkg = 1,825 mt.

.u

M=c¢-At- %{—0000014 15 .-

s
45 1
. H=—X,— 100 1010 = ,
Zu 2. H X, = 550" 0:000014.15-2-10 = 975 kg

! — 71600 cmkg

15 w0
M =—"T"330 -0,000014-15.2. 10V =
= — 0,716 mt,

M, —2.0,716 — 1,432 mt.

g) EinfluB von Widerlagerverschiebungen.
Es sollen folgende Verschiebungen beriicksichtigt werden:
1. d4=—5cm, 2. dy=>5cm, 3. $=10=0,00291 im

Bogenma. Man findet:
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Zu 1. H=0,
.L.l =O
3 1
= —.5-2.10""=+412400 kg —= 4 mt.
M, = ’7,2 "I100° 1 + 0 cmkg —=-+1,24 m
2 4 L +2.10% == 11600k 6t
Zu 2. H:X“—ESMMOO-QQO: 101-=116 g=11,
15 1
7 — 10 __ 77
M = % "1100. )20 10 775000 cmkg — 7,25 mt,
1[,{2 .LM = — 14,5 mt.
15-0,00291
: _ ) 10 __
Zn 3. He=— 00 021010 =900 kg,
3
= 0029 )10 — — 397 k
M, ~ 4.1100 «0, 1-2-1C 39700 cmkg
= — 0,397 mt,
9
My=571 100 2 10 0.00291 = 238000 cmtg = 2,38 mt,

M, —=iM,=079 mt.
h) Die EinfluBlinien der GroBen X, H und M, sind durch die
Tabellen in § 15 gegeben und dort aufgetragen (Flg 248—251).

Vergleich der Ergebnisse.
In folgender Tabelle ist eine Ubersicht iiber die verschiedenen
Resultate fiir Scheitel- und Kampfermomente und Horizontalschub
gegeben.

Parabel
Belast t
nach §14 . nach § 15 elastungsar

H 6875t 6,875
M, 0 0 Infolge einkeitiger Nutzlast
M 3,89 mt 3,78 mt J ¢ = 0,5 t/m rechts
My — 3,89 » — 878,

H 6,87t 691t 1 -
B‘K : - ‘11’,%% Ift - zlljgg Tt Infolge einseitiger Uberschiittung
My —13.19 » —12,93 » J

A | 1374t 1883t |) e oo
M, —208mt  — 3.04mt Infolge bel(}iﬁl;steltlger Uber-
M, — 825 » — 811 » sehuttung

Die geringen Unterschiede zwischen den Resultaten der §§ 14
und 15 lassen deutlich erkennen, wie gering der Einflufl der genaueren
Beriicksichtigung der Querschnittinderung ist, was auch in den in
der Tabelle S. 278 fiir die EinfluBlinien zu ersehen ist.
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Kernpunktmomente.

Bei einer genaueren Gewdlberechnung wird man im allgemeinen
die Einflulinien fiir die Kernpunktmomente bestimmen, da sich aus
diesen die groBten Spannungen ohne weiteres angeben lassen. Diese
EinfluBlinien sind natiirlich genau so zu ermitteln, wie vorhin fiir
die Momente der Systemachse. Auch sind die gleichen Formeln
zu verwenden, wenn man die entsprechend verianderten Pfeilh6hen
einsetzt.

Anhang zu § 16.

Kreisliniengewdlbe.

Zum Vergleich mit diesen beiden Rechnungen soll nunmehr,
wie schon erwihnt, ein Kreisgewolbe mit der gleichen Spannweite
und dem gleichen Stich untersucht werden, und zwar sollen hierbei
die Verschiebungen ermittelt werden, indem wir die Systemachse in
20 Einzelteile ds zerlegen, die wir als gradlinig betrachten. Die
Momentenflichen fiir diese Streckenelemente ds sind dann ebenfalls
als gradlinig zu betrachen.

Anmerkung. In gleicher Weise wie hier der Kreisbogen behandelt ist,
kann natiirlich auch jedes beliebig geformte Gewolbe untersucht werden. —
Fiir das Kreisgewilbe selbst lassen sich auch geschlossene Ausdriicke herleiten.
Jedoch sind sie in der #uBeren Form nicht so einfach wie die des Parabel-
bogens. Da bei den normalen Stichverhiltnissen ein wesentlicher Unterschied
zwischen Kreis und Parabel nicht besteht, so kann man in den meisten Fillen
mit letzterer rechnen.

Uber die Querschnitte soll dieselbe Voraussetzung gelten wie
beim ersten Beispiel, es ist also, wenn d  die Stirke im Scheitel
bedeutet:

J

=-—f ynd J=-—"F_.
coS ¢ cos®
Diese Werle sollen fiir jedes Streckenelement
konstant gein. Dann ist (vgl. Fig. 263)
J, 3 ¥(dx,.>3
F=cosfp=(-—] .
Wiahlen wir das gleiche Grundsystem wie im § 14, so sind die
Momente in einem Punkte i:
Infolge X, =1: M, ,=1;
infolge X,=1: M, ,=y;
” Xc=1: JI‘.’L,:.'E‘..
Die Werte ds, dx;, x;, y, kann man zeichnerisch ermitteln; dabei ist
jedoch grofle Genauigkeit erforderlich. Will man sie rechnerisch er-
mitteln, so bestimme man den Kreisradius aus der Bedingung:

Flar— =1,

2 2 _| 2
r:fgj” _ 221 —28,6m.
2f 2.22
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Der halbe Zentriwinkel ¢, des Bogens (s. Fig. 264) ergibt sich aus

11
sin(po=£ @, = 22°37 20" =

r 286
0,394783 im BogenmaB.
Die halbe Bogenlénge ist also
28,6-0,394 783 = 11,29 m;
damit ist

ds=1,129 m.
Aus der Gleichung , = r: sin ¢,(vgl. Fig. 264) Fig. 264.
ist x; zu berechnen, wahrend sich y, aus der
Gleichung ergibt: y, = r (1 — cos ¢,). Die Werte ¢, ergeben sich,

da zu jedem Streckenelement ds der Winkel d¢ = % = 2015’ 44"

gehort, zu ¢, =1{-dep. — Die Werte dx; ergeben sich dann aus der
Gleichung:
de,—x,—x,_,.

Die so gefundenenen Resultate sind hier zusamengesstellt:

i |1t e s e s e 7 &9 10
- 1,12972,256\3,379 4,498 | 5,600 | 6,711 | 7,803 | 8,883 | 9,949 | 11,00
ye | 0,022 0,089 | 0,200 | 0,356 | 0,555 | 0,798 | 1,085 | 1.415 | 1,787 | 2,200
de; | 1,129 | 1,127 | 1,124 | 1,118 1 1,111 | 1,102 ; 1,092 | 1,080 | 1,066 | 1,051

Die Verschiebungen ergeben sich aus folgenden Gleichungen:
Fiir ein Streckenelement ¢ ist mit M, =—1:

J’ dx\3 dax?
et e
[aa]; s S\ ds F
Insgesamt ist also fiir eine Bogenhilfte:
i=10

‘~17 7 3
[aa]—«dseédwi .

Fir [ab] ergibt sich als Beitrag eines Elementes ds mit den
Endordinaten M; =M, , =1, M, =y, M,_, ,=y,,:

ds J, 11 ‘
lab);= s+l 9 j =5 ds Yioy —y) Az
also wird fiir eine Bogenhilfte:
=10
[ab]_2d8‘.’ g(ylkl i yt)‘ixt

In gleicher Weise findet man:

1=10
ds | ; ! az,)"
o= % e v ) w2 v ()

i=1
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L=
[bb] = 3 ds? Z Wid® + Y v 97 da
i-1
i=10 3
)= X G i Gy )R] (&)
= o
=34 Z (7,4 1 22— 27| da®.

i=1

Die rechnerische Durchfiihrung geschieht am besten tabellarisch

Da sich Ungenauigkeiten, Abrundungsfehler, leicht addieren, ist zu

empfehlen, einige Stellen mehr zu rechnen, als man im Resultat zu
haben wiinscht. Man findet folgende Werte:

[aa]= 20,92,

[ab]= 14,55,

[bb]= 18,75,

[cc]=810,5,

14,55*

bb.1]= 18,75 — 00 —§65.
[b5.1] 7 2092 o

Die Absolutglieder ermitteln wir
a) fiir einseitige gleichm&Big verteilte Last ¢=0,5 t/m,

b) fiir Uberschiittung,
¢) fiir eine Einzellast P=1t im Punkte : — 6.

a) Fir einseitige gleichmidBig verteilte Last g=0,5t/m
ist in der belasteten Hilfte;

2

*}Ii,ozvq‘.?;'
Damit ﬁndeon wir
i=1 . 2
[am]=—- 2 il; (Q 'x'i;_ + Q%> ’gi
-
1 1=10 )
= 0 Sl e
1 i=10
[bm]=—gq- 12ds® - [vioy @2 + 27 +y, (227 + 2, )]-de.
1 zz'==11o ,
[em]=—¢q- 12ds® Z[xiﬂ Cr_*+27) 2 (2x 4, %)]-da .
i=1

Die tabellarische Durchrechnung ergibt:
fam]= —203,8-¢,
[bm] = — 260,7-q,
[em]= — 16594,

14,55
[bm.1]=—(260,7 — %,92-203,8)4 =-—118,9¢.
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Damit ergeben sich folgende Werte fiir die Unbekannten:

1659
(= -0, =1,02¢.
XY= 5105 L0
1189
HeX, — " — 6,88 t,
H=X,= 8.65 0.5
203,8 14,55
=X = < 6,88 = 2 — 4,780 =0,092 mt.
M, —=X,—= 20,92 0,6 — 3092 " 4,87 0=0,092m
An einer beheblgen Stelle der belasteten rechten Seite ist:
M(I?i:> +X +yz 'b “T" x'i ‘Xc

= 4 + 0,092 4y, 6,88 -+ ;- 1,02

— <%> 1,02 2, -} 6,88y, -+ 0,092.
An der unbelasteten Seite wird:
M) =X,+y;: X,— - X,=0,092 6,88y, — 1,022,
Danach ist die Momentenfliche in Fig. 266 aufgetragen.
Die, Nullpunkte ergeben sich in dem Abstandsverbaltnis

’

%9 —~ 10,745 und %‘L: ~ — 0,736 .
Die Grofitwerte treten auf bei
a 40 a’ 4,20
=0 20,363 und  e=— o = — 0,382
! 1 0368 und o 11 0
Fig. 265. Fig. 267.
g =05t/m g=05tm

)
e sz, L L PO PP L L a e P e
i : !
'

i =
S 1 4

. 3
v AN
! . \

+ 4008
#0092
+ 0,114

1
- 3894

Fig. 266
Fig. 268.
und betragen
M, .. =2,072 mt, M, = — 2,05 mt.
An den Kémpfern ergeben sich die Momente:
0 5 11‘
M, = — 3,804 mt.

M, = 0,0J2 + 6,88-2,2 —1,02-11 — 4,008 mt.
b) Sind beide Seiten belastet, so wird (Fig. 267, 268):
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X,—0,184 mt,
X,=—13,76 t,
X, =0.

c) Fiir einseitige Uberschiittung (rechts) findet man:
M o=M; 10— Q1,0 d2;+ G;-&].

Darin ist:
, Y- Y;
G = 1;_ cda; y =08y, +y,_,)dx
Qi - Qiﬂ ‘{_ Gy,
e Yt 2y, dx
f= Tim1 T
Yit+¥i1 3

Sind danach die Momente M, tabellarisch berechnet, so findet
man die Absolutglieder aus den Gleichungen
i=10

[am]= 2d 2 M, o+ M, )az?,

i=10

[bm]= 6ds Z[%’ﬂ @M o+ M o) +y:2M, + ]”1'—1,0)] dz?.
i=1

1=10
1

[cm]—6d5~2/[ i1 @My o+ M )+, 2M; o+ M,y o]dx’.

Man findet:
[am]=— 170,25,

[bm] = — 107,95,

[cm] = — 636,
=

14,55
[bm.1 2

— 107,95 + 5200+ 70,25 == — 58,05,

63
1836 0785 t.

¢~ 810,5
59,05
=" . 683t.
BT 8,65
70,25 14,55 59,05

X =—2— . 20— 346—4,76=-—1,3mt
“77 20,92 20,92 8,65 ’ ’

M, ——34912—13 226,83 + 11.0,785 — — 12,551 mt;
M, ——1,3}2,2.6,83 —11-0,785 — 5,091 mt.
d) Bei beiderseitiger Uberschiittung wird:

M =X,=——2,6mt,
H=X,=1366t,
X,=0,

M, = — 7,46 mt
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Das Moment an einer beliebigen Stelle ¢ ist:
M=M; o+ X, +y, X, = M; o — 2,6 +13,7-y,.

Danach ist die Momentenfliche (Fig. 270) aufgetragen.

e) Es soll auch hier der Fall voller Uberschiittung mit einseitiger
Nutzlast besprochen werden. Wihrend jedoch vorher (s.S.178,
Fig. 261) die Belastung ¢’ keine Momente ergab, sind diese hier von
Null verschieden. Wir haben danach hier die folgenden Momenten-
flichen zu addieren:

1. Einseitige Nutzlast ¢==0,56 t (Fig. 266),
2. Beiderseitige Belastung ¢'=0,23-2,2 4 0,40-1,6 = 1,146 t/m

(vgl. Fig. 268).

Fig. 271,

g=05tm

:ﬁﬁiﬁﬁﬁiﬁiﬁiﬁjiﬁm’m'ﬁl'iﬁ. 7= 1wstin

)

Fig. 269.

Gy=352¢ TR T

e

i
|
'
I
|
|
'
t
f
‘
1

: W@W : kwmw/]g

Fig. 270. Fig. 272.

— 46
-3197

3. Beiderseitige Uberschiittung (Fig. 270).
Die Momentenfliche fiir diesen Belastungsfall ist in Fig. 272
dargestellt.

§ 17. Der vollwandige Zweigell]enkbogen mit parabelformiger
Achse.

Der - Zweigelenkbogen ist ein
einfach statisch unbestimmtes
System. Er wird ausgebildet als
gekrimmter Balken mit zwei
festen Auflagergelenken, oder
als Balken mit Zugband, wo- L @
bei ein Auflager beweglich ist .

(Fig. 273). Fig. 273.
Als Unbekannte X, soll der Horizontalschub bzw. der Schub in
Richtung der Verbindungslinie der beiden Auflagergelenke berechnet

werden. Das Grundsystem ist also ein einfacher Balken. X, ergibt
sich aus der Gleichung

7
L3

J J’
[am] fMoMads'] +fNoNadSF
){ == ==

Tl T [apar o+ [wpard
MadsJ—r NadsF

. . (266)
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Die Verschiebungen [am] und [aa] sind im allgemeinen in der
Weise zu ermitteln, daB man die Balkenachse in einzelne geradlinige
Teile zerlegt bzw. bei stetig gekriimmter Achse diese durch Auf-
teilung in annihernd geradlinige Teile in eine gebrochene verwandelt;
fir jeden Teil sind dann die Integralwerte zu ermitteln und die
Resultate zu addieren.

Der Einflu der Normalkréfte kann bei diesen Systemen bei ge-

ringem Pfeilverhéltnisé (s. Fig. 273) auf das Endresultat von nennens-

wertem EinfluB sein, je-
denfalls soll man beim
Bogen mit Zugband den
EinfluB der Normalkrifte
des Zugbandes nicht ver-

&7 nachléssigen, da er nur
im Nenner vorkommt.
‘ Die Normalkrifte des
S y Balkens sind auf Zahler
A t«x—> «, und Nenner von EinfluB,
| B8 so.daB sie sich teilweise
v L 7z aufheben.
}(___24=1,.__>4' In besonderen Fillen,
Fig. 274. wenn die Achse eine ma-

thematische Kurve ist,
ist es moglich, geschlossene Ausdriicke fiir X zu finden. Im
folgenden sollen solche Ausdriicke fiir den parabelférmigen?) Zwei-
gelenkbogen gesucht werden, fiir den die Rechnung am einfachsten
ist. Fiir kleinere Pfeilverhdltnisse konnen die gefundenen Resultate
auch auf Kreisbogen angewandt werden.

I. Herleitung geschlossener Ausdriicke fiir die Unbekannte X,
bei beweglicher Einzellast.

Die Gleichung der Parabel bezogen auf die Gerade 4 B als Abszissen-

achse und die Mittelsenkrechte als Ordinatenachse (s. Fig. 274) lautet:

y= [1 —<§>J .. (267

Die Verschiebungen [am] und [aa]| ergeben sich aus den Glei-
chungen

J
EJ, [am] =J-M0Mads ng +fN0Nads§f

J J,
2 s _| T2 =
- EJ [aa] —“fMa ds ¥ }—fl\a dsF .

1) Auch fiir den kreisformigen Zweigelenkbogen 1Bt sich der Wert fiir
die Unbekannte X, ohne Schwierigkeit berechnen. Das Ergebnis ist aber fiir
die rechnerische Verwendung nicht so geeignet wie die im folgenden abzulei-
tenden Ausdriicke, und es soll daher hier auf die Untersuchung des kreisférmigen
Bogens verzichtet werden.
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a) Annahme eines nach den Auflagern abnehmenden
Querschnitts (J=J, cos @).

Es sei J, das Tragheitsmoment im Scheitel. — Man findet:
ds= dx (s. Fig. 274).
cos @
J,o1
J  cosq’
J dx
L — 1 ! 2 A
ds J COS“’([) dx( - tg (P>
s i 2 (% 2
aste—a 1457 () ],
worin

2f .
ky=tg Fo== 7" (vgl. § 14).

Wir bestimmen zunéchst die Verschiebungen aus den Momenten
allein und geben die Einfliisse der Normalkréifte als Zusatzwerte an.

Das Moment M infolge X =1 hat iiberall den Wert y. Es
ergibt sich:

-1
- J ol <z>‘“g'z [ <w>"1
o 2 s 21 = . e b
[aa]—fydsj—ff 1_1 7) | L1+k° ; sz.
—1
Die Auswertung dieses Integrales liefert:

16
[aa] = o= P (1K) - . . . . . (268)

Es soll noch der Einflul der Normalkréifte angegeben werden.
Mit N, ==1-cos ¢ wird:

2, Iy vaq Je T J
[aalx zflVa“ds—F::fA\'a'ds 7 :fdxf.

. -
Nehmen wir néherungsweise 5o konstant an, so wird:

J

[aaly, = 2lﬁ-,s I 1))
Hat der Bogen ein Zugband, so kommt dazu noch der Einfluf3
der Normalkraft Z= —1 im Zugband; es wird:
1
J, J
ralzg—=|1.de- =212 . . . . .
[aals f Loy =2y (270)

—!

Pirlet, Statik, IL 2. 19
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Fiir eine Einzellast im Abstande & von der Mitte (Fig. 275) er-
gibt sich als Moment im Abstande x:

SRR (O P 4 e

s3] o) e

z=3

Die Auswertung dieser Integrale liefert nach gehoriger Vereinfachung:

o= 5 (Y Yo (8 b0 () )

Damit ergibt sich bei Vernachlissigung der Normalkrifte:

[T ()]

X =———_—
@ 64 f 71 kp?
oder
K, K, -k
X —=— Um0 (271
, T R (1) =D
worin

)
g =] ()

Die Werte K, und K, sind von der Form des Systems unab-

. (272

hingige Werte und konnen fiir verschiedene Abstandsverhiltnisse —éli
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ein fiir allemal berechnet werden. Sie sind fiir die Zehntel in folgen-
der Tabelle angegeben:

- 1 R o ‘ i T
%.: 00 01 02 03 04 05 06 07| 08 ' 09 i 1,0
K, |5469 5,403|5,208[4,887§4,441*3,896j3,248§2,516 1,717]0,871 0
K, [0,656]0,656 0,655 0,648 0,680 0,595 0,535 0,434]0,323  0,172] 0

Mit diesen Werten ist die EinfluBlinie fiir X bei gegebenem
2
Werte koz—l—[ schnell aufzutragen.

Der Einflul der Normalkrifte auf den Wert [am] ergibt sich

wie folgt:
Es ist:
1
NO:—<1——-x~> sing, fir @< &,
2 l
1 )\ . ..
bzw. Ny=— | <1+ l7> sin ¢, fir « > §&.

Da N :=1-.cos¢q ist, so erhilt man:
r1 J
[am]x :fg <1 — ?—) sin ¢ cos ¢ ds }3—
—1
l

1

N AP I,
; f2< +l>s1n¢pcosqodsF.

Mit ds%42d3§~%:é%-% wird :
+é 4
[am]NI%f(l—%>tg(pdx%———% <1»}—%>tg¢pdm%
B +5 é ’
~ {3503
=1 :
[am]y = k, [5—3<j)j o L..en

Im Zugband ist die Normalkraft N,==0, so daB8 sich davon
kein EinfluB auf [am] ergibt.
Bei Beriicksichtigung der Normalkrifte wird also die Gleichung

fir X lauten:
19*



X =

a
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R R el LAV
igﬂﬁa+%w+m#4ﬁpé

e z

Das dritte Glied des Nenners kommt nur beim Bogen mit Zug-
band in Frage. .

b) Annahme eines nach den Auflagern zunehmenden
Querschnitts (J: 7, >

cos @

Die der vorstehenden Ableitung zugrunde gelegte Annahme
iiber die Querschnittinderung entspricht einem Bogen, dessen Quer-
schnitt zum Auflager hin abnimmt und im Scheitel ein Maximum hat.

Wie gering der EinfluB iiber die Annahme der Querschnitts-
anderung ist, zeigt sich, wenn man den Wert X ermittelt fiir den
Fall, daB

1
cos ¢
ist, der Bogenquerschnitt also im Scheitel ein Minimum hat. In
diesem Falle wird ndmlich fiir eine Einzellast 1 nach Fig. 275:

[aa] ———fy"dsl]f ———fy"’dx zj‘lf F1 —(\%)2] dz
. _l -
16 .

J=J

s

laa]= 15 lf?
et =y (- o= )T
BH OIS A

T
oder =1 e (276)

Zum Vergleich dieses Resultates mit Gleichung (271) schreiben wir
letztere ir. der Form:

IR
R Al s SN
0 0
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Gl (271a) unterscheidet sich von Gl (276) durch den Faktor:

K,
7—|—7kﬁko~
dom—— 1o,

7k,

Dieser Quotient weicht nur ganz unwesentlich vom Wert 1 ab.

Denn der Wert:
£\2 £\
k)

. 2
schwankt zwischen 1,4 und 0,84. Der Wert tg ¢, =k, = 2f schwankt

l
bei den iiblichen Pfeilverhiltnissen 2fl T bls 10 zwischen 0,667 bis
0,4. Im auBersten Falle wiirde also:
_ T+ 1,4-0,667 )
T o6 035

d. h. dic groBte Abweichung des Wertes der Gl (271a) von der
Gl (275) betrigt etwa 3'/,°/,.

Mit Riicksicht auf diesen Umstand sollen die folgenden Ent-
wicklungen der Kinfachheit wegen auf Gl. (275) aufbauen.

II. Untersuchung besonderer Belastungsfiille.

Es sollen nun einige Fille ruhender Belastung besprochen
werden.

a) Fir eine Gruppe von Einzellasten kann der Wert X
ohne weiteres gefunden werden, indem man den fiir eine Einzellast
P=1 gefundenen Wert [Gl. (271) oder (275)] auf jede Einzellast
anwendet. Man findet also:

w3 (=3

Yo Vﬂl—{—k Z,K
a ( -J[—k ) J

b) Fiir eine streckenweise Belastung mit gleichférmig ver
teilter Last p (Fig. 276) ¢
finden wir X wie folgt: 2

Auf der Strecke dz,
zwischen & und & ist die
Last gleich pda. Multipli-
zieren wir damit den Wert
Gl (275) und integrieren .
von & bis &, so erhilt |
man: %

@77

Fig. 276.
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o
e I 2

1 pl [T <£f2 0 (SYﬂ‘

X =— 2735 15 (2] | > lp |2 278

=i 11 l] K z“ (78)
¢) Daraus findet man fiir Belastung des halben Bogens

mit §=0, & —1:

v»_ﬁﬁ_@%‘_g
Xo=— =16/ dal—=") ... (279

d) Maximalmomente bei gleichférmiger Belastung einer
Bogenhilfte.

In der Regel betrachtet man, insbesondere bei Bogendéichern
die einseitige Belastung mit Schnee und Wind, wobei auch fiir letz-
teren ein vertikaler Belastungszuschlag gemacht wird, als den un-
giinstigsten Fall. Es sollen deshalb fiir diesen Fall die gréften
Momente und Normalkrifte -angegeben werden.

Bei Belastung der rechten Bogenhilfte (Fig. 277) ist nach
(Gl 279)

%777 A

{ ———
S L L
X 161 4f
Der senkrechte Auflagerdruck bei 4 ist:
4oLl
8 4

Der Neigungswinkel der Resultierenden R ist also:

A4  pL pL* 2f f
= =t T e
= =% 16 L 1

Die Resultierende geht also durch den Scheitelpunki des Bogens,
d. h. es isé dort das Moment = 0.

Fir ein Moment in der belasteten Bogenhilfte haben wir die
Gleichung:
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. . . . dM .
Dieser Wert wird ein Maximum, wenn TZO wird, also:
x

2r1 2
()=

4 \1 P
x 1
7 2
. ., Z 1
Also wird M, mit 7:7)4:
pl*  pL?
M SR S
M,.. T o1 (280)
Fir die unbelastete Bogenhilfte wird:
pL pl [ <x>j
M==—(42)— (1 —(Z) |
=g U+a)—"1—7) |
_pl“’< f.) L
T4 1+l 1’
Dort wird also bei é das Groftmoment:
N L 2 0
M= 16— 61 . (281)

Die Normalkrifte in diesen Punkten ergeben sich wie folgt: Der
Neigungswinkel in den Viertelspunkten hat die Tangente:

_2(f—v).
s

2

tg

da hier y=f<1 ——i—) :—2 f ist, so wird:

tgga:lL:tg o .
Die Tangente ist also parallel der Resultierenden R. Die GroBe
dieser Resultierenden ist als Normalkraft in dem Punkte bei —é

wirksam; sie betrigt:
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Npoy=—R=—) (il;>+ “:—%;Vﬂ?] o
Ve (s ()

Fiir die belastete Bogenhilfte ist die GroBe der Normalkraft

l
zu ermitteln aus den Auflagerreaktionen und der Last pg auf dem
letzten Bogenviertel; man erhilt den gleichen Wert, da der senk-

rechte Auflagerdruck B und die Last p_zl eine Resultierende gleich

dem Auflagerdruck A4 ergeben:
pl _ »l
PR T
Es ergibt sich also die gleiche Normalkraft wie in der unbe-
lasteten Bogenhilfte.
d) Bei Vollbelastung des ganzen Bogens findet man mit
f=—1, =1 nach Gl (278):

__pBr_ pL?
Xy=— =T . (@83

Dieses Resultat war zu erwarten; wihlt man namlich einen
Dreigelenkbogen als Grundsystem, so ergeben sich bei parabelférmiger
Achse keine Momente M, da das Seilpolygon, d. i. die Momentenflidche,
ebenfalls bei Vollbelastung eine Parabel durch die Gelenke darstellt,
also mit der Systemachse zusammenfillt. Es ergibt sich damit
der Zihlerwert [am]=0 und infolgedessen auch das unbekannte
Moment X = 0. Der Zweigelenkbogen wirkt also bei dieser Belastung
wie ein Dreigelenkbogen, der Horizontalschub mufl also auch der
gleiche sein wie bei diesem System.

e) Der EinfluB der Temperaturdnderungen auf das Absolut-
glied ergibt sich aus der Gleichung:

At
[at] = E-Js-.s{f7 M,ds +fNatods}.

Darin ist 4¢ der Temperaturunterschied zwischen oberem und
unterem Querschnittsrand, & die Hohe des Querschnitts, ¢, die Tem-
peraturdnderung in der Stabachse. Sind 4f und {, fiir den ganzen
Bogen konstant und setzt man wieder

ds'LJ":dx,

so erhilt man

[at]=E-J,- {A tff ( %2) da - t"fdx}

( )
[af] =E-J,- idt 2fl to-J}

(284)

o~
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§ 18. Ubungsaufgabe.

Der in umstehender Fig. 278 dargestellte Dachbinder sei ein
Bogen mit polygonaler Achsenfiihrung aus Eisenbeton mit einem Zug-
band aus Eisen. Das System ist statisch einfach unbestimmt und
nach den zu Beginn des § 17 gemachten Angaben zu berechnen.

Es sei: »
P, =20t in den Punkten 3,
P-‘.’.:G’g L ” ) 1, 3, 4,
g=1,2 t/m (Horizontalprojektion),
p=14 t’ﬁ'm ( ” )

Als Uberzihlige X, wihlen wir die Kraft in dem Zugband. Das
Grundsystem ist dann ein Balken auf zwei Stiitzen. Die Uberzihlige
X, ergibt sich in der Form:

X — [am]
© lad”
Unter Vernachlissigung des Beitrages der Querkraft haben wir
fiir eine Verschiebung [¢k] die Gleichung:

Lik _fMMkE J+fN2\’”EF
Da der Querschnitt des Binders verhéltnisméBig groB ist, kénnen
wir den EinfluB seiner Normalkrafte vernachlédssigen, jedoch wollen
wir die Normalkrifte des Zugbandes beriicksichtigen. Da dieses bei
duBerer Belastung des Grundsystems spannungslos ist, ergibt sich

fiir X, die Gleichung:
d
fMo M,
X Eb']b

T, ds f ds ’
2 A 2
fM“ 7,7, 7)Y 5

oder, wenn wir die rechte Seite mit E,-J, erweitern,

fMMds

fM ds+fNa E, F

Hierin bedeuten E, den Elastizititsmodul und J, das konstant
angenommene Tragheltsmoment des Betonbogens, E, den Elastizitats-
modul und F, den Querschnitt des eisernen Zugbandes

Es werde angenommen:

X =

a
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Um die M, -Fliche zu erhalten, berechnen wir die in den
Punkten 1, 2, 3, 4 (vgl. Fig. 278) infolge X, —1 auftretenden Mo-
mente. Wir erhalten

fiir die Punkte 1: M =— — 2,198 mt,
” ” ” 2: Ma _ 3,1 ”
” ” ” 3: Ma=—3,276 ”
» den Punkt 4: M = —3,50 »

r—350>=350->

Vo Tz
&\W\(\\(\((((\(\\/\(\\\\\\\\m A\ﬁ\ﬁk\(((\\((\\{\‘\'\(///

2 160 . £,
~ 3.90—‘—'——“2 75 ——73501 350*275»4& -390~ 2 -3, 90— 2,75 3,50

Fig. 278. Fig. 279.

Hiermit ergibt sich die M -Fliche (Fig. 279).

Die Normalkraft im Zugband ist N,==—4-1t. Wir erhalten
also fir den Nenner:

[aa] =[aa]y+-[aaly,

(632 - 627

[aa , ,1(2-3,1 4 3,5)
35(2-3,5 3,1)]} —177,2,
E,-J 1

[aa] —fN ds —-—1'—_1-23,501—0.4:9,4.

Insgesamt: [aa] =186,6.

Wir berechnen nun die infolge der &#uBeren Lasten in den
Punkten O bis 4 auftretenden Momente M,. Der Auflagerdruck 4
berechnet sich zu:

A4—385-1,2 4 8,25-2,6 - 20 } 21.6,3 — 4,20 - 21,45
+ 2041575 =61,4 t.

Damit erhalten wir die Momente:

2,6-3,92

im Punkte 1: M, —61,4-3,9— ,;,,_ =219,7 mt,
2,6-5,5°

im Punkte 2: M, = —

2,6-8,25%
im Punkte 3: M, __614 825-—-———2

—6,3-4,35 — 391,2 mt,
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8,25
im Punkte 4: M, =61,4-11,75— 2,6-8,25 (~2-°- + 3,5)

Mit diesen Werten erhalten
wir die in Fig. 280 dargestellte
M -Flache.

Wir erhalten somit fiir den
Zahlerwert [am]:

4,48

1 o i
_)~f]”0 J]a d§g=——-— 2,2.219,7, ’%4904&2,75*3,504 >
2 3 Fig. 280.
1,84 o .
— T [210,7(2-2,2 4 8,1) - 2885 (23,1 + 2.2)],
2,76 o an ) s N
20 1988,5 (23,1 - 3,276) - 391,2 (2. 3,276 - 3,1].
3,61 ca L . -
- T[391,2 (2-3,276 - 3,5) |- 408,5 (2- 3,5 - 3,276)],
=— 9720,
[am]=—19440.

Demnach wird:

19440
X, = =-1104,2 ¢t.
a + 186,6 1 O ’

Da X, bekannt ist, so lassen sich nun die im Bogen auf-
tretenden Momente leicht angeben. Es ist

im Punkte 1: M, =M, + S, X,==219,7—2,2-104,2 = —9,6 mt,
im Punkte 2: M,— 288,56 —3,1-104,2= — 34,5 mt,
im Punkte 3: M,=—391,2 —3,276-104,2 = - 50 mt,
im Punkte 4: M,=—408,5— 3,5-104,2 = - 44 mt.
Die in den Punkten 0, 1, 2 auftretenden Normalkrafte sind
bei einem Winkel «=—29°30"(cose=— 0,87, sine= 0,49)
im Punkte O: N,=Asine— X -cosa=61,4-0,49
+104,2-0,87 =120,8 t,
im Punkte 1 links: N,=120,8—2,6-3,9-sin¢=120,8—5
—115,8 t,
im Punkte 1 rechts: N,’=—115,8 — 6,3-sin¢=115,8 — 3,1
. =112,7t,
im Punkte 2 links: N,=—112,7—2,6-1,6sine=112,7
— 2,056 =110,65 t,
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Zwischen den Punkten 2 sind die Normalkrifte anndhernd

gleich X , also:
N,/ =N,=N,=~ 104 t.

Die im Bogen auftretenden Querkrifte sind:

im Punkte 0: Q,= — 104,2sine -} 61,4 cosec =— 2,2 ¢,
links vom Punkte 1: @, =2,2 —3,9-2,6-cos¢= —6,6 t,
rechts » ” 1: Q'=—6,6 —6,3cosa=—12,1t,
links vom Punkte 2: @,— —12,1 —1,6-2,6-cos¢c=—=—15,7t,
6,3 . .
rechts » no 20 Q=263 2 1-275-2,63,5-1,2 =40,8t,

links vom Punkte 3: @,=—40,8 —2,75.2,6—=233,651,

rechts » " 3: Q,’=33,60—263="1,35t,

links vom Punkte 4: @,=17,35—42=3,15¢.
Damit kann der Bogen dimensioniert werden.

III. Abschnitt.

Aus vollwandigen und fachwerkartigen Teilen
zusammengesetzte Systeme.

§ 19. Armierte Balken.

1. Allgemeine Grundlagen der Berechnung.

Hiufig wird ein biegungsfester Balken dadurch verstirkt, daf
ein besonderer Zug- oder Druckgurt nach Fig. 281 angeschlossen wird.
Diese Armierung kann man

z " sz sich so entstanden denken,
3 daB der Reihe nach Knoten-
z 3 o punkt I mit den Stdben. 1
Fig. 281, und 2, der Knotenpunkt II

mit den Stiben 3 und 4,
Punkt ITII mit den Stiben 5 und 6 angeschlossen werden; sodann
muB der Stab 7 eingefiigt werden. Durch diese Armierung kommt
also eine statisch iiberzihlige GroBe in das System.
War der einfache Balken statisch bestimmt, so ist er nunmehr
einfach statisch unbestimmt. Die Behandlung solcher einfach statisch
unbestimmter Balken soll im folgenden besprochen werden.

a) Wahl der Unbekannten X,-— Beanspruchung des
Grundsystems infolge X, —1 und der &uBeren Lasten.

Die Normalkraft in dem angegliederten Gurt hat iiberall die
gleiche Horizontalkomponente. Dies erkennt -man, wenn man auf
einen der Knotenpunkte I, II, ITI die Gleichgewichtsbedingung an-
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wendet, daB die Summe der Horizontalkomponenten gleich 0 sein
muB. Diese Horizontalkomponente soll als Uberzéhlige X ermittelt
werden.

Das Grundsystem
eines solchen Balkens
erhalten wir, indem wir
den angegliederten Gurt
an einer beliebigen
Stelle  durchschneiden
(Fig. 282). Die in dem durchschnittenen Stabe wirkende Normalkraft

1

OSfl

ist dann, wenn ihre Horizontalkomponente X ist, gleich X -

Die Unbekannte X ergibt sich aus der Gleichung:

a aa}
Darin ist, wenn J das Tréigheitsmoment des Balkens [ darstellt:

EJ-[am] = [ M, 3}, ds,
EJ-[aa)= f]l[ ds—}—fl\“'ds*.

M, sind die Momente infolge der #uBeren Belastung, M, und N,
smd Momente und Normalkrifte infolge X =1.

Die Belastung X,=1 am Grundsystem ruft keine Auflagel-
reaktionen hervor, sie bewirkt jedoch Normalkrifte in den Gurten (Z):
in den Pfosten (V,) sowie im Balken (L,) und durch die Normal-
krifte Z, und V, Momente 3/, im Balken [. Die Normalkréfte sind:

1 . .
lia= gt Ta= =1 Via—Ziasina:—Ziprasin aia

=tga, —tga,,.

Um die an dem Balken wirkenden Mo-
mente M, zu finden, denken wir uns das
System an einer Stelle etwa im Felde i, ge-
schnitten und die dort wirksamen Spannkrifte
als #uBere Krifte angebracht, wobei die Gurt- &%
kraft in zwei Komponenten zerlegt wird (Fig. 283).
Aus den Gleichgewichtsbedingungen erglbt sich:

M=—X, y=—y.
Die M_-Flache ist also 1dent1sch mit der System- Fig. 283.
fliche.

Die duBere Belastung am Grundsystem bewirkt im all-
gemeinen nur Momente in dem Balken I, da die Belastung meist
direkt auf diesen wirkt, also keine Normalkrifte N, auftreten. Es
kommt jedoch auch vor, daB die &dufleren Lasten durch die
Pfosten y auf den Balken tibertragen werden, wodurch dann in

La=-7
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diesen Normalkrifte V, auftreten, die aber gegeniiber den Momenten
immer vernachlidssigt werden konnen.

Die M,-Fliche (Fig. 285) zerlegen wir uns in zwei Teile, ndmlich
in eine M, -Fliche, die nur Teile aufweist, die in den einzelnen
Feldern geradhnlg begrenzt sind, und eine M,”-Fliche. Der
letztere Teil stellt dann die Momentenflichen der einzelnen belasteten
Felder dar, wenn wir diese als einfache Balken auf zwei Stiitzen
betrachten.

Dies erkennt man als richtig, wenn man sich fiir einen solchen Teil, etwa
ein Feld Z;, in den Endpunkten h und i Gelenke einlegt und die dort wirken-
den Momente M, ;, und M, ; als duBere Krifte angebracht denkt. — Wir wiir-
den also das glelche Resultat erhalten, wenn wir annehmen, da8 die Last
indirekt durch einen Triger von der Spannwelte des betrefienden Feldes auf
den Balken iibertragen wird, wobei dann das Integral M, M, ds iiber beide
Balken zu erstrecken wire (Fig. 287).

P[

&

M, -|Flackhe ;

Fig. 287.

b) Ermittelung der Verschiebungen [am] und [aa].

Der Nennerwert [aa] ergibt sich jetzt. wie folgt. Der EinfluBl
des Momentes M, =y des Balkens [ auf den Wert [aa] betragt bei
n Feldern:

i=n

Ao, -
[a a]n :2 gt >+ vn s 7 R (285a)
i=1

1 "
Der EinfluB der Normalkrifte Z“Zas_a betragt:

i=n . J
[aa], =2’ 2 Zia 7o
i=1 v

Darin ist F;; der Querschnitt des Gurtes z; und:
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Damit wird:

i:”Zis J i=n 2, 2 ,
[aa], =3 “-ﬁ:gl(f) ... (285D)
i=1 4 ¢ i= v

darin ist dann:

b,
2, == Z, .
3 (] FZ,L
Fiir den Teilwert [aa], der Zugstangen findet man mit
Y: — Yn.
faal, ol (1 ‘ 1> 1 17, . @850)
aa e — Y — Y |
% yz ,, i /’k Jh /‘i m/k /"I;J 7/1
darin ist wenn Fy, der Querschnitt von y, ist:
1 .I: s,
Y; Y; Fy,
Die Normalkraft L — — 1 liefert den Beitrag:
J
[w],;:f.z:z'. S ... (2834)
1
Damit wird also insgesamt:

[aa] ::S’n{% (yh'z + v+ yf) A (;) 2 ]
- 1 Y ey I (285 ¢)
+U/’< - ;> yh,Ti“?/”—J y,-}+z.

Der Ziahlerwert [am] setzt sich aus dem EinfluB der 1 -
Flache und dem Einflufl der 3,”-Fliche zusammen; ersterer betrigt:

[am] = —2 M, (2 yh+yi)+J[0,i<2 ¥+ ).

Der Wert [am]” ist fiir jedes Feld nach den Angaben im § 1
anzugeben; man erhilt also allgemein:

[am]" = }(% Y Pac Y-

1=
Insgesamt also ist:

=n .
[am] Z*Z {EL [MO,h(?‘ yh+'yi)_i_]”0,i<2?<i+yh)] ] (286)
+yh¢1+yi%}- j

2. Untersuchung besonderer Systeme.

Im folgenden sollen einzelne besondere Fille armierter Balken
behandelt werden, bei denen obige Gleichungen sich bedeutend ver-
einfachen lassen.

i=1
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a) Der dreieckférmig armierte
Balken; zwei Felder (n==2) (Fig. 288).
In diesem Falle haben wir zwei

1
gleichgrole Felder von der Welteg. Es

kommt nur ein Wert y, =% vor. Es
wird damit aus Gleichung (285e):

l 2 2
[aa] = §-1ﬁ+4<§) 716 @) WA,

mr, 22 J BT J
[aa]——’?j—él—l‘e—’i**—lf}l‘é‘ﬁ;“}—lﬁ. .. (287)
Bei Beriicksichtigung der Momente allein wiirde sich ergeben:
1 2
[aa] = ; —_al®. . ... . . (27)
P=1 Den Wert [am] geben wir im
f—= folgenden fiir verschiedene Lasten.
: Allgemein gilt die Gleichung (vgl.
A W —Froche Ol 286 und Fig. 289):
a
, a a )
l [(lm}:*’éMo,l'zh'—g 0,12h
2
_ — ? ah- MO, 1
M,—Fldche . ) .
[am]"=—1-@, bei Belastung der
) linken Hélfte bzw.
Fig. 289. [am]” = —h-¢, bei Belastung der

rechten Hilfte.
Man findet damit:

1. Fiir eine Einzellast P=1 im Abstande §<Ti vom rechten

Auflager B:

=

Pa
AT
£,
a

?

‘gim

Pa?
h—=%

Pa
a-?- h-c,.

W o

[am] = —

Darin ist ¢, fiir das Verhiltnis é zu ermitteln:
a

=2l (9]

Also wird:
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oder durch ! ausgedriickt:
_opr &, < £ )2
fam]=— g b5 [3—(3) -

Diese beiden letzten Gleichungen konnen als die Gleichungen
der EinfluBlinie fiir X, aufgefalt werden, die dann noch durch — [aa]
zu dividieren ist. Es ist:

Xa:[;%]-%g»-hé[s_4<_f~ﬂ. ... (288)

Anmerkung: Will man fiir Néherungsrechnungen nur den EinfluB der
Momente beriicksichtigen, so findet man aus (287a) und (288):

4 hat i } 89)
~P l SI E g7 [ ° 0 -
oder =gy 310
In diesem Falle ergibt sich fiir das Moment M, in Balkenmitte:
w _ Pa & . Paél (E)ﬂ
=" 2 " Tr. PG )
~ Pat ( (é‘)‘ﬂ _ Pa
M——ro—G) =7 con
s PEE [y (8] [~
R T A 1/ 1"

Unter der Einzellast wird:

e E 1 8 d (2]

R LT =)

2. Fir eine Streckenlast (Fig. 290) in der rechten Hilfte wird:

pa2 E 2
0. =27 (5)

... (291)

SR

Y=[-5;]1;-Z (5) [3_2@_)2}. )

Anmerkung: Mit (Gl. 287a) findet man:

__M.(é)* _(é)“ .l__P_l“’.(i)z
X, = 16 \a {6 a } R 8 \1/ U
Pirlet, Statik., IL 2. . 20
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Das Moment in der Mitte wird: .
— X, —_ P (EY [ _~<§f
PR

a2
M,=—»”T6- e e (294)

3. Fir Vollbelastung des ganzen Trigers ergibt sich daraus

mit v—éli:l und somit &, =1:

3
[am}:%—-h. C e e . (295)
Anmerkung 1: Mit Gl (287a) wird also:
Xa:_?isl—“.% e (296)
2
und weiter: M:—!g—l ....... R P1:))]

Anmerkung 2: Die G1.(290), (294), (297) sind gleich den Werten der Stiitz-
momente eines kontinuierlichen Trigers auf 3 Stitzen. Will man also auch
im Nennerwert (Gl. 287) die Einfliisse der Normalkréfte vernachlissigen, so kann
man den Balken auch nach den Formeln des kontinuierlichen Tragers auf
8 Stiitzen dimensionieren.

In gleicher Weise lassen sich die Werte [am] und [am]” fir

beliebige Belastungen leicht mit Hilfe der Werte des § 1 angeben.
Ist die Belastung iiber beide Hilften verteilt, so ist es im all-
gemeinen am zweckmiBigsten, die
Belastungen der beiden Halften
getrennt zu untersuchen.

b) Der trapezférmig ar-
mierte Balken (Fig. 291).

Fir den Nennerwert finden
wir in diesem Falle aus den Gl
(285):

[aa]NZQ(Z) 2, -|—z,,+2( )h’—!—l’

Also insgesamt:
[ua]—2a+3bh +2( )2 Sz +2(h) W A-T. (298)

Den Zahlerwert [am] ermitteln wir, wie eingangs erldutert, wie
folgt:

1. Einzellasten.

Fiir eine Einzellast P, in dem Punkte 4 findet man:
P,.c
L SLIP

M0,1: 1
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Mo,e:”l’)ilf'(“‘?‘c)’

A1[0,3~fél—'~ (@av-a),

M, 4—%; (2a-+b-c)
Mit diesen Werten ergibt sich aus Gl (286):
P4-[am]4:f—%%h(aj‘—b)@a%b—{—‘%)-c:ﬁ%(a—}b)-c. (299)

Der gleiche Wert ergibt sich fiir P, im Punkte 1.

1
Eine Einzellast P, im Punkte 3 ergibt:
310’1:1)3_9_1_‘:9,67

My, o :P3‘g:lic(“‘7’“c>>

a-1c ‘
My, =P, —1—(a—+b-+c),

l
| !
1110’4:P3-@~_£$E—0)-c.
Also wird:
- P, [am]3=—£‘i[3(a—|—b)-c+a(2a+3b)]: P, [am], ]

6
* (300)
——%a(Za—{—?»b). J

Den gleichen Wert liefert eine Einzellast P, im Punkte 2.

An Hand der beiden Gl (299) und (300) konnen wir nunmehr den
EinfluB einer Einzellast an beliebiger Stelle angeben. Wir folgen dabei
dem in Abschnitt 1 (s. Fig. 285 bis 287) zugrunde gelegten Gedanken-
gang. Die Last P wird in ihre Teillasten zerlegt, die auf die beiden
nichstgelegenen Angriffspunkte der Armierung (s. 1, 2, 3, 4 in Fig. 291)
entfallen. Z.B. wird P im Felde 3 bis 4 auf die Punkte 3 und 4
verteilt. Der Einflul dieser Teillasten ist durch die beiden vor-
stehenden Gl (299) und (300) gegeben. Diese liefern den Wert des
ersten Gliedes in Gl. (286). — Dazu kommt der Einfluf der direkten
Belastung der Teilstrecke, z. B. der Strecke ¢ —3 — 4; dieser Bei-
trag ist durch die beiden letzten Glieder y, @, -}y, @, in Gl (286)
gegeben. —

Eine Einzellast P auf der Strecke ¢ im Abstande &< c¢ vom

Punkt B ergibt unter Verwendung von GL (299) mit P4=P-—§~:
Ph :
[am]:——z—(a+b)~¢. .o« . . (301)

20*



308 Aus vollwandigen und fachwerkartigen Teilen zusammengesetzte Systeme.

Eine Einzellast P in der Strecke ¢ im Abstande & vom Punkte 4
liefert :

P3=P--i—; P4=P<1——i—>;

diese beiden Lasten ergeben:
& 3
P, [am], +- [am]y- Py = P-[am], “P; [am], + P; [am],
N A CICE T IPENCPRIED
Zu dem EinfluB dieser beiden La,sten (P; und P,) tritt gemiB Gl. (286)
noch der Wert P-#- cpl—Ph
Es wird also insgesamt:
Ph p ‘
[am}~——~~?[3 (a+b)c+(2a+3b)é+a*-¢,], . (30R)
worin ¢, fiir —f? zu entnehmen ist.
Fiir eine Einzellast P im Teil b im Abstande & vom Punkte 3
wird mit

£ .
PQ:-P»E und P3::P<1——-%>:
[am] = P, [am], + P, [am], — —P—~ he ey +c)

Py
:P[am]3——g—h'<cl+ce):

[om] = — T [3 (6 + D)+ a (20 38) 41 (o, - )] (303)

worin ¢, und ¢, fir % zu entnehmen sind. Die Gl (299) bis (303)

liefern zugleich die EinfluBllinie der Unbekannten.

Fiir beliebige Lasten ermitteln wir in gleicher Weise die
Werte P,, P,, P,, P, und setzen den Wert [am] zusammen aus den

Werten [am] , und [am]3 der Gl.(299) und (300) und den entsprechenden
Werten ¢, und ¢,.

Fiir gleichmidfBige Vollbelastung p wird z. B.:
P1=P4 p(a C) .P2=P :]7‘(a—+—b)’

3

fam) =p (a— o) fam], +p (o 1) [am), — 2255 — P2 5.,

24

[am]= ———{2(a—f—b)[(‘)a+b+c)3c—l—a(2a+3b)]+a3+b3} (304)
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Wird ¢=0, so wird aus den Gl (299) bis (301)

[am], =0,
" h
[amJS =—2FP,- ‘6(
Fiir eine Einzellast in den Strecken a:
Pr

[am]:—~6—[(2a+3b)§+rl?-c1].
Fiir eine Einzellast in Teil b:
Ph N
[om) = — £ [(2a8b)a 412 (¢, +

Fiir gleichméBige Vollbelastung P!

[am] = {2a(a—,—b)()a—-%b)—{—a -

2a-+3b)a.

)]

309

(305)

(306)

(30%)

(308)

Der Nennerwert [aa] ist der gleiche wie vorher (Gl 298):

2a—|—3b

[aa) =——F— 042 (—)z +21,+ < >

c) Der pa,rabelfornng armierte Balken (Fig. 292) kann in
gleicher Weise berechnet werden mit Hilfe der Gl. (285) und (286).

Hier sind jedoch die Resultate
einfacher, wenn wir den Armier-
ungsgurt nicht als eine gebrochene

|
Linie, sondern als stetig gekriimmte ‘. 4
Kurve betrachten, was wir ohne X '
nennenswerten Fehler im allge- ! Lk—x_) -
meinen tun konnen. Die Feld- Fig. 292.

weite soll iiberall gleich 1 sein.

Die Gleichung der Parabel bezogen auf die Balkenmitte als

Koordinatennullpunkt ist:

A Cl

Wir bestimmen zunichst wieder den Nenner [aa]. Mit M, =y er-

gibt sich:

l
ty

O

n

Daraus ergibt sich nach entsprechender Veroinfachung:

8 .
[aa]M_—_fﬁ)— Fil.

(3092)

Die Normalkrifte im Armierungsgurt infolge X —1 sind

1
¢ cosq
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Nehmen wir an, daB der Querschnitt sich proportional der Kraft
andert, so ist, wenn F, den Querschnitt im Scheitel bedeutet:

F:qui;
CO8 /p

damit wird, da ds=— T ist:
cos ¢
1
2

J 1 J
— | N2dsd —o| - ax ..
[aa], fNa ds— fcos‘“’(pdsz
i 0

Y

o] ~

Mit cic;sl 2 14-tg?g=1-+ (8 . § . -E;—>- wird nach gehoriger Verein-

fachung:
) [aa],— ”[3+16(f)7 ... (309D)

Der EinfluB der Normalkrifte der Pfosten und des Balkens
ergibt sich aus den GL (285¢) und (285d):
1 i=n .
[ea)y=— Dl — 29+ v 0/. . - (309¢)

i=1
[aa] —1L —7 (309d)
aa), = Tl
Also insgesamt:

fwal =5 g (316 (5)° 7+—-—2<y,.—2y,+yk> vl 41 (309)

Der Zahlerwert [am] ergibt sich fiir eine Einzellast P im
Abstande & von Balkenmitte aus der Gleichung:

S AT [
frtfured) e use

(Vgl. auch die Behandlung des Zweigelenkbogens S. 2871f.)
Daraus ergibt sich:

m =12 () | [o—+ (S ]-GF(+%) - @0
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NB. Man kann dieses Ergebnis auch auf einfache Weise her-
leiten, indem man die durch E-.J dividierte Momentenfliche, d. h.
die M, -Flache als (parabolische) Belastungsfliche aufbringt und fiir
diese Belastung das Moment an der Stelle £ ausrechnet (Mohrscher
Satz).

k——g—AP

Fig. 293. Flg. 294.

Anmerkung: Wollte man in [ae] nur die Momente beriicksichtigen, so
wiirde sich ergeben:
5 Pl°

S It

Fiir gleichm&afBig verteilte Lasten p finden wir [am], indem
wir in Gl (310) P=p-dx setzen und iiber die belastete Strecke inte-
grieren. Fir eine Streckenlast nach Fig. 294 wiirde sich also ergeben:

e (5 o o

Dies ergibt nach entsprechender Vereinfachung:

Y Ly P <§_>2V
[am]——240 l[b 415 | IR (312)
Bei Belastung einer Tragerhalfte (él :%) wird daraus:
L
| [am]~30 f . ... ... (313
und bei Vollbelastung:.
3
[am]:%f. L. (618

Aus den Gl. (312) bis (314) lassen sich die Resultate fiir be-
liebige Streckenlasten leicht zusammensetzen.

Anmerkung: Bei alleiniger Beriicksichtigung des Wertes [aa],, wiirde
aus den letzten Gleichungen sich ergeben:

__lprtr <E >m
X,,_-— 8 F 1 5_5—4 ) (315)
fiir Streckenbelastung nach Fig. 294,
L
X,= W6F "0 (316)
bei einseitiger Vollbelastung,
—_7rt
X,= SF e (317)

bei Vollbelastung.
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d) Der durch Héngegurtung armierte Balken (Hinge-
briicke). Das in Fig. 295 dargestellte System ist nichts anderes als

Fig. 295.

ein armierter Balken, ist also dhnlich zu berechnen wie die vorher-
gohenden Systeme, und zwar kénnen wieder die Gleichungen (285)
und (286) verwandt werden. Die infolge X =1 auftretenden Nor-
malkrifte sind hier:
1

Z"““cosai im Zuggurt,

Vie=1tge«, —tge,,

L =0.

Der Balken 4B wird also in diesem Falle lediglich durch
Momente M, beansprucht, die hervorgerufen sind durch die Lasten V.
Das Seilpolygon zu diesen Lasten mit einer SchluBlinie zwischen den
Senkrechten durch 4 und B wirde die Momentenfliche M, dar-
stellen. Es ist ersichtlich, daB diese Momentenfliche in Fig. 295 ohne
weiteres durch die Hingegurtung und die Linie A’B’ gegeben ist.
Es ist also hjer:

M.a = —Y;-

Der Wert ist negativ, da der Balken sich nach oben verbiegt.

Es ist weiterhin zu beachten, daB3 die Normalkrifte sich auch
iber die auBerhalb der Punkte 4’ und B’ gelegenen Teile der Gurtung
sowie iiber die Stibe EC, CG, DF, DH erstrecken. Die Einfliisse
dieser Normalkrifte betrachten wir am zweckmiBigsten gesondert.

Da L, =0 wird, so fillt der in Gleichung (285d) gegebene Wert
fiir [aa]; fort, wofiir ein Wert

1
[aa)y=T3 S ’F'Jz

eintritt, der den EinfluB der eben erwihnten Konstruktionsteile
auBerhalb A" und B’ darstellt. Es wird also:

[ad) =Z"{%‘“(yh“’ + vy 493+ (E_YZHF [y" (;_ 471;)

1 17,
—?/h’i:_y:”fk] ‘yi}+[a“]s

Die Absolutglieder ergeben sich nach Gleichung (286).
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i=n 1
A .
[am]=— 2/ {—g- (20 20+ 9) + Mos Qi) + 1 P+ 590 (B19)
i=1
Bei parabelférmigem Gurt und gleichen Feldweiten 1 1Bt
sich in dhnlicher Weise wie unter ¢ folgender einfacherer Ausdruck
fir [aa] finden.

[aa] :1% f"l+é%— [% +16 <§~H +%2(yh—2yi+yk)2y£+ [aa], (320)

Als Zahlerwerte [am] finden wir dann die gleichen Werte wie unter ¢,
jedoch mit umgekehrten Vorzeichen, womit dann auch die Un-
bekannten gegeben sind.

§ 20. Rahmen mit Eckverstrebungen.

Wir wollen noch einige Systeme besprechen, die teils an die
vorher behandelten armierten Balken, teils an die rechteckigen Zwei-
gelenkrahmen erinnern. Es sind die in den Fig. 296 und 297 dar-
gestellten Rahmen mit Eckverstrebungen.

L L l
! - b+ 2a >
(@t bt &=L e @ >
| ' i ! .
i + }Lolcasa: E hocose  — E
1 | I L
o o L) N J o & B
1/ /\:{7 }7'0 }7,0 /ra"
. Fhoh
‘;7' “ coso\ T h‘}f" cosoc G oos %castx
RoK l
by, Py
_J_JL L—l-n
=L cos o Ha Hg=~ —’,‘—‘Zﬂ-co.saf Ha
Fig. 296. Fig. 297.

Die Unbekannte soll in beiden Fillen die Normalkraft in der
rechten Eckstrebe sein. Die Momentenflichen fiir X =1 (M - Flichen)
sind in Fig. 296 und 297 dargestellt. Normalkriafte treten nur in
den Eckstreben (Z ) und in den Riegeln auf (L,), und zwar wird:

Z,= 1 beiderseits,
L,=—H,.

Dieser Wert tritt auf zwischen den beiden AnschluBpunkten der
Eckstreben, also in Fig. 296 auf der Strecke b, in Fig. 297 auf der
Strecke b+ 2a. — Andere Normalkréfte treten nicht auf.

Ermittelt man mit diesen Angaben die GréBe [aa], so findet
man, wenn J, und J, die Trigheitsmomente von Riegel und von
Stiitzen bedeuten:
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(hocosa)ﬂ[ ,(h \2 1 J,
aa) =022 aw (22 420+ 35|+ 225
[aa] 3 ) T2a3b| 22 7.
J

ho\? 5
Bt 2 2 i o621
b Fl<h) cos®ec (vgl. Fig. 296) (321)

(2a+b) S <k9>~ cos®e (vgl. Fig. 297)
Iy \h

Der Zahlerwert [am] ergibt sich bei senkrechter Belastung der Riegel
in gleicher Weise wie bei den in § 18,b behandelten armierten
Balken. Es gelten also die dort
angegebenen Gleichungen, wobei
allerdings statt » der Wert h,-cos«
einzusetzen ist.

Bei horizontaler Belastung des
rechten Stinders hat dieser die
Momente eines einfachen Balkens;
der iibrige ‘Teil des Grundsystems
hat, wie Fig. 298 zeigt, in diesem
Falle gleichfalls Momente aufzu-
nehmen.

Diese sind abhingig von der
GroBe des oberen Auflagerdruckes
P’ des Dbelasteten Standers. Der
Einflu dieses Teiles ist:

’

[am]':P h-%cosa[? <%>2-h’—{——2a—|—3b}.

6

Der EinfluB der Momente des belasteten Stdnders ist fiir jede Be-
lastung besonders nach den fritheren Angaben in § 1 zu ermitteln.
Man kann dabei wieder die M,-Fliche des Sténders in zwei Teile
zerlegen (s. Fig. 298) und den schraffierten Teil durch die Werte ¢
ausdriicken. Der Rechnungsgang soll hier nicht weiter durchgefiihrt
werden, da er an Hand der Unterlagen sowie der sonstigen Beispiele
in diesem Bande leicht durchzufiihren ist.
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dungen sowie 238 Beispielen und 145 vollstindig gelosten Aufgaben.
Unverinderter Neudruck. Erscheint Ende 1922.

Band 2—4 in Vorbereitung. -Der zweite und dritte Band behandeln die
gesamte Mechanik starrer und nichtstarrer Korper.

Der vierte Band bringt die Erweiterung der Festigkeitslehre und
Dynamik fiir Tiefbau-, Maschinen- und Elektroingenieure,

Die Grundzahlen (GZ.) entsprechen den ungefihren Vorkriegspreisen und ergeben mit dem jeweiligen
Entwertungsfaktor (Umrechnungsschlissel) vervielfacht den Verkaufspreis. Uber den zur Zeit geltenden
Umrechnungsschliissel geben alle Buchhandlungen sowie der Verlag bereitwilligst Auskunft.
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Lehrbuch der technischen Mechanik. von Prof. M. Griibler
in Dresden.
Erster Band: Bewegungslehre. Zweite, verbesserte Auflage. Mit

144 Textfiguren. 1921. GZ. 5
Zweiter Band: Statik der starren Korper und graphische Statik.
Zweite Auflage. Mit etwa 222 Textfiguren. In Vorbereitung.
Dritter Band: Dynamik starrer Korper. Mit 77 Textfiguren. 1921.
GZ. 5

Technische Schwingungslehre. Ein Handbuch fiir Ingenieure,
Physiker und Mathematiker bei der Untersuchung der in der Technik an-
gewendeten periodischen Vorginge. Von Dipl.-Ing. Dr. Wilhelm Hort,
Berlin. Zweite, vollig umgearbeitete Auflage. Mit 428 Textfiguren. 1922.

Gebunden GZ. 20

Ingenieur-Mathematik. Lebrbuch der hoheren Mathematik fiir die

technischen Berufe. Von Dr.-ing. Dr. phil. Heinz Egerer, Diplom-Ingenieur,

vormals Professor fiir Ingenieur-Mechanik und Materialprifung an der

Technischen Hochschule Drontheim.

Erster Band: Niedere Algebra und Analysis. — Lineare Gebilde der
Ebene und des Raumes in analytischer und vektorieller Bebandlung. —
Kegelschnitte, Mit 320 Textfiguren und 575 vollstindig gelésten Bei-
spielen und Aufgaben. Berichtigter Neudruck. 1921. Gebunden GZ. 12

Zweiter Band: Differential- und Integralrechnung. — Reihen und
Gleichungen. — Kurvendiskussion. — Elemente der Differential-
gleichungen. — Elemente der Theorie der Fliichen und Raumkurven.
— Maxima und Minima. Mit 477 Textabbildungen und iiber 1000 voll-
stindig gelosten Beispielen und Aufgaben, 1922. Gebunden GZ. 17

Dritter Band: Gewdhnliche Differentialgleichungen, Flichen, Ranm-
kurven, partielle Differentialgleichungen, Wahrscheinlichkeits- und
Ausgleichsrechnung, Fouriersche Reihen. In Vorbereitung.

Die linearen Differenzengleichungen und ihre An-

wendung in der Theorie der Baukonstruktionen.
Von Privatdozent Dr. Paul Funk, Privatdozent an der Deutschen Univer-
sitit und an der Technischen Hochschule in Prag. Mit 24 Textab-
bildungen. 1920. GZ. 2.5

Die Berechnung statisch unbestimmter Tragwerke

nach der Methode des Viermomentensatzes. von Ing.
Fr. Bleich, Wien. Mit 108 Textfiguren. 1918. GZ. 12

Theorie und Berechnung der statisch unbestimmten

Tragwerke. Elementares Lebrbuch. Von H. Buchholz. Mit 303 Text-
abbildungen. 1921. GZ. 11; gebunden GZ. 12.8

Berechnung von Rahmenkonstruktionen und statisch
unbestimmten Systemen des Eisen- und Eisenbeton-

baues. von Ingenieur P. Ernst Glaser. Mit 112 Textabbildungen.
1919. k GZ. 3.6

Die Grundzahlen (GZ.) entsprechen den ungefdhren Vorkriegspreisen und ergeben mit dem jeweiligen
Entwertungsfa’ tor ( Umrechnungsschidissel) vervielfacht den V erkaufspreis. Uber den zur Zeit geltenden
Umrechnungsschliissel geben alle Buchhandlungen sowse der Verlag bereitwilligst Auskunft.
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