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Kapitel 1.

Thermodynamik
der Erzeugung des elektrischen Stromes.

Von
W. JAEGER, Charlottenburg.
Mit 17 Abbildungen.

1. Einteilung. In thermodynamischer Hinsicht sind fiir die Erzeugung
des elektrischen Stromes zwei Gruppen zu unterscheiden: 1. Die Stromerzeugung
bei gleichmiBig temperierten Systemen (Hydroketten), bei denen die chemischen
Umsetzungen die Stromlieferung bewirken. 2. Die Stromerzeugung bei ungleich-
miBig temperierten Systemen (Thermoketten), bei denen der Strom allein durch
die Temperaturunterschiede erzeugt wird.

I. Stromerzeugung bei gleichmaBig temperierten
Systemen.

a) Hydroketten, Allgemeines.

2. Hydroketten, Ubersicht. Die Hydroketten, bei denen sich alle Teile
des Systems auf derselben Temperatur befinden und die infolge chemischer
Umsetzungen Strom liefern, sind aus Metallen und Elektrolyten (fliissigen oder
geschmolzenen Elektrolyten) aufgebaute galvanische Elemente, zu denen auch
die Konzentrationsketten gehoren. Bei Stromdurchgang erfahren diese Elemente
eine chemische Umsetzung, der eine gewisse Warmetoénung entspricht (Bildungs-
und Losungswirmen). Aus dieser Warmetonung und derjenigen Wirmemenge,
die man dem Element (positiv oder negativ gerechnet) zufiilhren muf}, um es
auf konstanter Temperatur zu erhalten, 148t sich die Spannung der Elemente
(EMK) berechnen. Bei den Konzentrationselementen 148t sich die EMK auch
aus der Dampfspannung der Losungen ermitteln. Bei den Hydroketten wird
also chemische bzw. thermische Energie in elektrische Energie verwandelt und
umgekehrt.

Man unterscheidet Primidr- und Sekundirelemente, andererseits
reversible und irreversible Elemente. Zu den Primirelementen gehdren
z. B. das Bunsen- und Leclanché-Element, zu den Sekundirelementen der Blei-
akkumulator. Die beiden ersteren sind nicht reversibel. Der Akkumulator
(Ziff. 29) dagegen ist reversibel, ebenso die ,,Normalelemente* (Ziff. 36).

3. Primir- und Sekundidrelemente. Unter Primérelementen versteht
man solche Elemente, die wie die beiden oben angegebenen Strom liefern, ohne
dal3 man sie zu diesem Zweck aufladen muf3, wihrend die Sekundirelemente
erst einer Aufladung bediirfen und immer wieder von neuem aufgeladen werden
koénnen. Diese Unterscheidung ist aber mehr duBerlich an der Hand gewisser

Handbuch der Physik. XI. 1



2 Kap. 1. W. JAeGeR: Thermodynamik der Erzeungung des elektrischen Stromes. Ziff. 4, 5.

Typen gebildet und 1aBt sich nicht streng durchfiihren, wie aus dem folgenden
niher hervorgehen wird.

4. Reversible Elemente. Als reversible Elemente bezeichnet man
solche Systeme, bei denen alle darin vertretenen ,,Phasen’ (s. unten) beim
Stromdurchgang in beiden Richtungen ungeindert bleiben; eine Anderung tritt
erst ein, wenn eine der Phasen véllig verschwunden ist. Bei den irreversiblen
Elementen dagegen werden beim Stromdurchgang eine oder mehrere Phasen
geindert. Man versteht dabei unter ,,Phasen’ (im physikalisch-chemischen
Sinne) die festen, fliissigen oder dampfférmigen Zustdnde einheitlicher Sub-
stanzen oder homogener Mischungen derselben.

Als Beispiel eines reversiblen Elements sei das Zink-Kupfer-Element
(DanieLLsches bzw. FLEMINGsches Element) kurz betrachtet; hieraus werden
sich dann die weiteren Folgerungen ergeben und die obigen Ausfithrungen in
ihrer Bedeutung klarer erkannt werden. Das DaNIELLsche Element ist in folgen-
der Weise zusammengesetzt (s. Abb. 1):

[Zn]— (ZnSO4) — (CuSO,) —[Cu], (1
d. h. die negative Elektrode wird aus Zink gebildet, das
sich in einer Losung von Zinksulfat befindet (die festen
Koérper sind durch eine eckige Klammer, die fliissigen
durch eine runde angedeutet), die positive Elektrode
besteht aus Kupfer in einer Losung von Kupfersulfat.
Die beiden Salzlésungen stehen in Berithrung, so daB
der Strom von der einen zu der anderen hindurchtreten
kann. Die Trennung der Lésungen erfolgt z. B. durch
eine Tonzelle oder eine durchldssige Membran.

Die chemische Umsetzung in dem Element bei
Stromdurchgang geht dann vor sich nach der Formel:

(Zn] + (CuSO,) Z[Cu] + (ZnSO,) (2)

und zwar im Sinne des oberen Pfeiles bei Stromentnahme, im Sinne des unteren
Pfeiles bei umgekehrter Stromrichtung (Aufladung).

Die Bestandteile des Elements werden also bei Stromdurchgang in der
einen oder anderen Richtung ihrer chemischen Natur nach nicht gedndert (die
Phasen bleiben ungeindert), und es werden keine neuen chemischen Produkte
gebildet. Das Element ist also — wenigstens theoretisch — reversibel und
kénnte sowohl als Primir- wie als Sekundirelement benutzt werden. Wenn sich
dagegen urspriinglich das Zink in Schwefelsdure statt in Zinksulfat befinden
wiirde, wie es tatsichlich bei diesen Elementen hiufig der Fall ist, so wird bei
Stromentnahme durch Auflésen von Zink ein neues chemisches Produkt, das
Zinksulfat, gebildet; eine der Phasen dndert also ihre Zusammensetzung, so dal
das Element nicht reversibel ist.

5. Chemische Umsetzung in reversiblen Elementen. Bei dem nach
dem obigen Schema zusammengesetzten DANIELLschen Element wird also bei
Stromentnahme dem Farapayschen Gesetz entsprechend eine bestimmte Menge
Zink gelost und eine dquivalente Menge Kupfer niedergeschlagen. Der Bildung
von Zinksulfat aus Zink und Schwefelsiure entspricht eine bestimmte chemische
Energie (positive Bildungswirme), der Ausscheidung von Kupfer aus Kupfer-
sulfat eine negative Bildungswiarme, so dal} also die Differenz dieser beiden
Bildungswirmen, wie spiter noch niher erliutert wird, bei diesem Vorgang
eine wesentliche Rolle spielt. Die Menge des Siureradikals SO, wird beim Strom-
durchgang nicht geindert, da die gebildeten und zersetzten chemischen Ver-
bindungen 4quivalent sind. Aber das neugebildete Zinksulfat muf} sich in der

Cu

(O T

TTTTITI]

3
g

Pordse Scherdewarnd

Abb. 1. Zink-Kupfer-
element, Schema.



Ziff. 6, 7. Hydroketten. 3

Zinksulfatlésung auflosen, so daBl auch die hierbei auftretende Lésungswirme
zu beriicksichtigen ist; ebenso die negative Lésungswirme, wenn aus der Lésung
des Kupfersulfats durch Zersetzung desselben eine dquivalente Menge des Salzes
aus der Lésung ausscheidet. i

Indessen ist hinsichtlich der Reversibilitit des Elements noch ein weiterer
Punkt zu beriicksichtigen. Wenn das Element bei Stromdurchgang in der einen
oder anderen Richtung wirklich véllig ungeidndert bleiben soll, so daB seine EMK
stets die gleiche bleibt, so miissen auch die Konzentrationen der beiden Salz-
l6sungen unverdndert bleiben. Dies ist aber offenbar nur dann der Fall, wenn
die Losungen bei der betreffenden Temperatur gesittigt sind und wenn auferdem
ein UberschuB von festem Salz, und zwar in der Hydratform (ZnSO, + 7 H,0,
CuSO, -+ 5 H,0) vorhanden ist, damit die zersetzten und aus der Lésung aus-
geschiedenen Bestandteile wieder durch Aufl6sen festen Salzes ersetzt werden.
In diesem Fall bleiben die Elektrolyte bei jeder Stromrichtung in ihrer Konzen-
tration ungeindert, wihrend bei Abwesenheit fester Salze und in verdiinnter
Lésungen Konzentrationsinderungen und damit eine Anderung der EMK statt-
finden muB.

6. Bedingungen fiir reversible Elemente. Ein reversibles Element muf also
gesittigte Elektrolyte mit UberschuB von festem Salz besitzen; jeder Temperatur
entspricht dabei im allgemeinen eine andere Konzentration der Losungen, andere
Bildungs- und Ldésungswirmen und eine andere EMK (s. Ziff. 7ff).

In Wirklichkeit ist indessen das DANiELLsche Element auch bei Erfiillung
aller angegebenen Forderungen kein brauchbares reversibles Element von kon-
stanter EMK, da es nicht moglich ist, die beiden Lésungen aneinander grenzen
zu lassen, ohne daB} sie sich allmidhlich vermischen. Auch bei der Form des
Elements, bei dem die beiden Losungen iibereinander geschichtet sind, findet
durch Diffusion eine allmihliche Vermischung der Elektrolyte statt, wodurch
die Zusammensetzung des Elements gedndert wird. Nahezu vollkommene Re-
prisentanten reversibler Elemente sind dagegen die spiter noch naher erlduterten
Normalelemente (Clark- und Weston-Element), bei denen der eine Elektrolyt,
das Merkurosulfat, nur in sehr geringem MaBe 16slich ist.

b) Thermodynamische Theorie der Hydroelemente,.

7. Hewmuortzsche Theorie der Hydroelemente. Die grundlegende ther-
modynamische Theorie fiir Hydroelemente ist von HELMHOLTZ!) aufgestellt
worden. Zur Ableitung der Gleichung fiir die Beziehung zwischen den chemischen
Reaktionswiarmen und der Spannung des Elements 148t man dasselbe einen Kreis-
prozel durchlaufen. Man entnimmt ihm zunichst bei der absoluten Temperatur 7,
bei der es die Spannung E besitzen soll, eine bestimmte Elektrizitditsmenge
C = f i-dt, wobei ¢ die Stromstirke, ¢ die Zeit bedeutet, bringt es sodann auf
eine andere Temperatur 7 +4 d7T, welcher dann die Spannung E + dE ent-
spricht. Bei dieser Temperatur wird ihm die vorher entnommene Elektrizitits-
menge durch einen umgekehrt verlaufenden Strom wieder zugefiihrt; zuletzt
wird es auf die Temperatur T zuriickgebracht, so daB3 damit der Anfangszustand
wieder erreicht ist.

Bei der ersten Operation — Temperatur I — ist die elektrische Arbeit
gleich E C, wenn dagegen dieselbe Elektrizititsmenge bei der Temperatur T + 4T
wieder zugefithrt wird, ist die Arbeit gleich —(E + 4E) C.

1 H. v. HELMHOLTZ,‘_Berl. Ber. vom 2. Febr. 1882 u. Wiss, Abhandl. Bd. 2, S. 958,
Leipzig: J. A. Barth 1883.

1%



4 Kap.1. W. JAEGER: Thermodynamik der Erzeugung des elektrischen Stromes.. Ziff. 8.

Die bei dem Stromdurchgang im Widerstand 7 des Stromkreises entwickelte
JouLEsche Warme 7 [ 124t soll bei dem Kreisprozefl vernachlissigt werden, da
man bei diesen theoretischen Betrachtungen den Strom beliebig klein wihlen
kann, so daB die JouLEsche Wirme gegen die Reaktionswirmen verschwindet.

Bei dem Stromdurchgang findet in dem Element, wie bereits erliutert worden
ist, eine chemische Umsetzung statt, der eine bestimmte Wirmeténung U ent-
spricht; diese setzt sich aus Bildungswirmen und Losungswirmen zusammen,
wie spiter noch niher gezeigt werden wird (Ziff. 10ff.).

Diese Wirmetonung U stellt die gesamte Energie des Systems dar und sei
in denselben Einheiten ausgedriickt wie die elektrische Energie, z. B. in Joule.
Von dieser Energie ist aber nur ein Teil frei verwandelbar, welcher der ,,freien
Energie” entspricht; ein anderer Teil stellt die ,,gebundene Energie“ dar, die
nach dem zweiten Hauptsatz nur zum Teil in Arbeit verwandelbar ist. Die
letztere Energie ist diejenige Warmemenge, die man dem Element zufithren oder
ihm entziehen muB}, um es auf konstanter Temperatur zu erhalten. Die freie
Energie bei der Temperatur T ist die elektrische Energie EC; nennt man die
gebundene Energie ¢, so gilt also bei der Temperatur T':

g=U—EC. (3)

Diese Wiarmemenge ¢ ist nur dann gleich Null, wenn die Gesamtenergie
gleich der elektrischen Arbeit ist, was aber im allgemeinen nicht der Fall ist.
Bei dem Kreisproze3 wird nun die Wiarmemenge ¢ einem Kdorper von der

Temperatur T entnommen; von dieser Warmemenge wird bei der Uberfithrung
auf einen Korper von der Temperatur T -+ dT nach dem zweiten Hauptsatz

der Thermodynamik nur der Betrag daT in duBere elektrische Arbeit ver-

wandelt, die ihrerseits gleich CE — C(E 4 dE) = — C dE ist. Man erhilt also:

ar
Aus den beiden Gleichungen (3) und (4) ergibt sich die von HELMHOLTZ
aufgestellte Formel: IE i (E
U=CE—-T—|=—-CT2—1{=].
l TdT} cr ar (T) ®)
Hierin stellt d—Eden Temperaturkoeffizienten des Elements dar. Nur wenn

ar
dieser Null ist, wird U = CE; die letztere Beziehung wird als die ,,Thomson-
sche Regel” bezeichnet, die aber nur fir den angegebenen Spezialfall gilt.

Fiir die Spannung E des Elements kommt nur die Konzentration der Elektro-
lyte in Betracht, die mit den Elektroden in Beriihrung sind (z. B. Konzentration
der Zinksulfatlésung in Berithrung mit Zink), da der Dampfdruck und damit
auch die thermodynamische Arbeit beim Verdampfen des Wassers nur von der
Konzentration abhingt; vgl. spiter ,,Konzentrationsketten (Ziff. 19ff.) oder
auch, weil fiir die Potentialdifferenz zwischen Elektrode und Elektrolyt nur die
Konzentration des letzteren maBigebend ist, s. ,,Osmotischer Druck® (Ziff. 30).

8. Valenzladung F. Wird die Elektrizititsmenge C in Coulomb (= 1 Am-
_peresekunde) ausgedriickt, so bedeutet U/C diejenige Warmeténung des Elements,
welche der Entnahme von 1 Coulomb entspricht, wobei, wie erwihnt, die Wirme-
tonung U in elektrischen Einheiten (Joule oder Wattsekunden) ausgedriickt ist.

Da nach der gesetzlichen Festlegung die Elektrizitdtsmenge von 1 international.
Coulomb dadurch definiert ist, dafl durch sie 1,118 mg Silber ausgeschieden werden,
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und da das Atomgewicht des (einwertigen) Silbers nach den neuesten internationalen
Festsetzungen gleich 107,88 ist, so werden durch 1 Coulomb ausgeschieden (oder

. 0,001118
bildet): ————
gebildet): = 07,68
eines Grammiquivalents sind somit 96494 oder abgerundet 96500 int. Coulomb
erforderlich; diese als ,,Valenzladung® bezeichnete GréB8e wird F genannt:

Valenzladung F = 96500 int. Coulomb/Grammaiquivalent. (6)

Bezeichnet man mit » die Wertigkeit (Valenz) eines Molekiils, so wird
1 Gramm-Molekiil (oder 1 Mol) gebildet oder zersetzt beim Durchgang einer
Elektrizititsmenge von nF Coulomb durch den Elektrolyten.

Setzt man also in der Gleichung (3) C = »nF, so bedeutet in der Formel:

Un ( dE) .

F = .E TdT int. Volt (7)
die Energie U, die der Umsetzung eines Gramm-Molekiils entsprechende ge-
samte Wirmetdnung, die in int. Joule auszudriicken ist, wenn E in int. Volt
erhalten werden soll.

Bei einwertigen Substanzen, z. B. bei Silber und Quecksilber, ist # = 1
zu setzen, bei zweiwertigen, z. B. bei Zink und Kupfer, wie auch bei Zinksulfat

E
usw., ist # = 2. In der obigen Gleichung entspricht E der freien, T ab der ge-

bundenen Energie. aT

Wird die Warmeténung nicht in Joule, sondern in Kalorien (15°-Gramm-
kalorien, abgekiirzt = cal) angegeben, so ist noch die Beziehung (Wirmeiqui-
valent der elektrischen Arbeit):

1 cal = 4,184, int. Joule oder 1 int. Joule = 0,2390 cal

zu beriicksichtigen. Nennt man Q,, die in Kalorien ausgedriickte Warmeténung
fiir 1 Mol, so folgt dann:

Om dE .
R =E — T —= int. Volt.
n- 23062 a7 ot Volt (®)
Bei zweiwertigen Substanzen, die in der Regel in Frage kommen, wird der
Nenner von Q gleich 46125.
Man kann also die EMK eines Elementes bei einer bestimmten Temperatur T
nach der angegebenen Formel berechnen, wenn man seinen Temperaturkoeffizien-

= 1,03635 - 10-% Grammiquivalente. Zur Ausscheidung

ten - iT und die gesamte Wirmet6nung bei der betreffenden Temperatur kennt.

9. Sekundire Wirme der Elemente. Das Glied T Zi; wird auch als die

sekundire oder latente Wiarme des Elements bezeichnet und stellt die beim
Stromdurchgang von 1 Coulomb vom Element abgegebene oder aufgenommene
Wirme dar, die nétig ist, um das Element wihrend des Stromdurchgangs auf
konstanter Temperatur zu erhalten. Wihrend die hier vernachlissigte JouLEsche
Wirme stets positiv ist, kann die sekunddre Wirme je nach dem Vorzeichen
des Temperaturkoeffizienten positiv oder negativ sein. Wenn dE/dT > 0 ist,
so muB dem Element bei der Entladung Wirme zugefiihrt werden, um es auf
konstanter Temperatur zu halten, d. h. es arbeitet unter Wirmeabsorption und
muB sich daher beim Entladen abkiihlen, wenn ihm keine Warme zugefithrt wird;

dE
fiir ﬁ‘<0 ist es umgekehrt. Die sekundire Wirme kann durch Messung

ermittelt werden.
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Messung der sekundidren Warme. Die GréBe TZ—I; kann gemessen

werden, indem man die Wirmemengen ¢; und Q, bestimmt, die beim Durch-
gang eines Stromes durch das Element in der einen und entgegengesetzten Rich-
tung erzeugt werden. Bedeutet » den inneren Widerstand des Elements, J den
konstanten Strom, der ¢ Sekunden lang hindurchgeht, so ist:
E
beim Entladen: Q; = J¢ (r] —T d—),
aT
dE
beim Laden: Q, = ]t(r] + TET)'

Fir die sekundire Wirme erhidlt man somit:

dE _Qy— 0,

ar= Ji - ©)

Wird E in Volt, J in Ampere gemessen, so muB Q, und @, in Joule ausgedriickt
sein. Sind die Wiarmen kalorimetrisch in Kalorien gemessen, so kommt die Be-
ziehung Ziff. 8 in Betracht.

10. Berechnung der chemischen Gesamtenergie eines Elements. Wie
bereits erwihnt, setzt sich die chemische Gesamtenergie eines Elements U,
bzw. Q,,, aus der nach Gleichung (7) bzw. (8) die EMK desselben zu berechnen
ist, zusammen aus den Bildungs- und Losungswarmen, die beim Stromdurchgang
auftreten. Diese Wirmen sind auf das Mol zu beziehen.

11. Bildungswédrmen. Die Bildungswirmen miissen fiir diejenigen Anfangs-
und Endprodukte berechnet werden, welche bei den im Element stattfindenden
chemischen Umsetzungen auftreten. Mitunter sind dies ziemlich komplizierte
Vorginge, fiir welche die Bildungswirmen nicht direkt gemessen sind; sie miissen
dann aus verschiedenen anderen bekannten Bildungswidrmen berechnet werden.

Bei dem bereits besprochenen DanieLLschen Element ist aber der Vorgang der
chemischen Umsetzung sehr einfach. Nach der Formel (2) (Ziff. 4) wird beiStroment-
nahme das Kupfer in dem Anhydrit des Kupfersulfats durch Zink ersetzt. Man hat
also hier die Differenz der Bildungswarmen fiir das Anhydrit des Zinksulfats (ZnSO,)
und des Kupfersulfats (CuSO,) in Ansatz zu bringen, um die chemische Energie
dieser Umsetzung zu erhalten. Dabei ist das Ausgangsprodukt metallisches Zink
und Kupfersulfatanhydrit, das Endprodukt metallisches Kupfer und Zinksulfat-
anhydrit. In der Literatur findet man z. B. bei J. THOMSEN?) die Bildungswirme
des Zinksulfats ZnSO, aus festem Zink Zn, gasférmigem Sauerstoff O und gas-
férmiger schwefliger Sdaure SO, nach der Formel [Zn] + (O) + (SO,) = [ZnSO,]
zu 158990 cal pro Mol. angegeben und eine entsprechende Zahl fir die
Bildungswirme des Kupfersulfats nach der Formel {Cu] 4 (O) + (SO,) = [CuSO,]
zu 111490 cal. Die Differenz beider Zahlen — 47 500 cal — ist die hier in Betracht
kommende Bildungswirme pro Mol., da in beiden Fillen von festen Metallen
und den gleichen gasférmigen Stoffen ausgegangen war. Wenn direkt vergleich-
bare Bildungswirmen fiir die beiden sich umsetzenden Verbindungen nicht be-
kannt sind, mufl die Differenz der Bildungswirmen auf Umwegen berechnet
werden, falls zu diesem Zweck ausreichende Daten vorhanden sind.

12. Bildungswirme bei Amalgamelektroden. Komplizierter liegen z. B.
die Verhiltnisse bei dem WEsTONschen Normalelement, bei dem der negative

1) J. TnomseN, Thermochemische Untersuchungen, 4 Bde., Leipzig: J. A. Barth 1832
bis 1886; s. auch Phys.-Chem. Tabellen von LLANDOLT-BORNSTEIN. Berlin: Julius Springer.
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Pol nicht von einem festen Metall, sondern von einem im allgemeinen zwei-
phasigen Amalgam des Kadmiums gebildet wird (der positive Pol besteht aus
Quecksilber).

Das Kadmiumamalgam besteht aus einer festen und einer fliissigen Phase,
die in einem bestimmten von der Temperatur abhingigen Mengenverhiltnis aus
Kadmium und Quecksilber zusammengesetzt sind. Wenn bei Stromdurchgang
dem Amalgam festes Kadmium entnommen wird, so darf sich die Zusammen-
setzung der einzelnen Phasen nicht dndern, wohl aber dndert sich ihr Mengen-
verhiltnis. Das durch die Trennung des Kadmiums von dem festen Amalgam
frei werdende Quecksilber mul sich noch mit soviel Teilen des festen Amalgams
verbinden, daf3 die Konzentration des (verdiinnteren) fliissigen Amalgams er-
reicht wird. Dessen Menge wird also durch das Freiwerden des Kadmiums ver-
mehrt, die des festen Amalgams dagegen verringert.

Hat das feste Amalgam die Zusammensetzung: 1 Cd + m Hg, das fliissige
1 Cd 4 » Hg, wobei # > m ist, so erfolgt die erwihnte Umsetzung nach der
Formell):

n m 1

d. h. das feste Amalgam wird um - " Mol verringert, das fliissige um _m
n—m n—m

Mol vermehrt, wenn 1 Mol Kadmium entnommen wird. Man mul} also die
Bildungswirmen des festen und des fliissigen Amalgams sowie die Zusammen-
setzung der Amalgame kennen, um daraus die der Umsetzung entsprechende
chemische Energie berechnen zu kénnen.

Das durch die Stromentnahme frei gewordene Kadmium setzt sich nun noch
‘weiter um, in analoger Weise wie das Zink beim DaNitLLschen Element.

Das WEsTONsche Normalelement ist zusammengesetzt nach dem Schema:

Cd-Amalgam (zweiphasig)—CdSO,—Hg,S0,—Hg, (11)

d. h. die Elektrolyte sind Kadmiumsulfat und Merkurosulfat, der positive Pol
besteht aus Quecksilber. DemgemiB geht die Umsetzung vor sich nach der

Formel:
Cd + Hg,S0, 2 CdSO, + 2 Hg. (12)

Es scheidet sich also bei Stromentnahme am positiven Pol Quecksilber aus,
und aus Merkurosulfat entsteht unter Auflésung von Kadmium Kadmiumsulfat,
so daB die chemische Zusammensetzung des Elements ungeindert bleibt, d. h.
es ist reversibel. Die Wirmeténung fiir die Umsetzung gemifB3 Gleichung (12)
muB noch zu der obenerwihnten fiir das Amalgam addiert werden, um die ganze
Bildungswirme fiir das Element bei der Stromentnahme zu erhalten.

Niheres iiber das WEsTONsche Normalelement s. ds. Handb. XVI, vgl. auch
Zift. 36.

13. Losungswirmen (vgl. auch ds. Handb. X, Kap. 8). Um die gesamte che-
mische Energie eines Elementes bei Stromdurchgang zu erhalten, mufl man in vielen
Fillen auBer den vorstehend besprochenen Bildungswirmen noch die Lésungs-
wirmen der gebildeten und ausgeschiedenen Verbindungen beriicksichtigen. Hier-
bei sind nun verschiedene Fille zu unterscheiden: Die Elektrolyte sind verdiinnt
oder konzentriert, sie enthalten noch Salze in fester Form (sog. ,,Bodenkérper®)
oder sind frei davon, die Bodenkdrper bestehen aus Hydraten oder aus Anhy-
driten. Diese Fille sollen zum Teil an der Hand des DaNieLLschen Elements

1) Vgl. H. v. STEINWEHR, ZS. f. phys. Chem. Bd. 94, S. 11. 1920.
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ndher betrachtet werden; zuvor aber miissen die Beziehungen der hierbei in
Betracht kommenden verschiedenen Arten von Loésungswirmen zueinander
erliutert werden.

14. Theoretische (differentiale) und Integrallésungswirme. Hydra-
tationswirme. Die Beziehungen der verschiedenen Ldsungswirmen zueinander
und in Hinblick auf die beim Hydroelement auftretenden Vorginge sind in korrek-
ter und erschopfender Weise von v. STEINWEHR!) entwickelt worden; er hat
dabei auch einige bei fritheren Autoren vorhandene Unrichtigkeiten richtiggestellt.

Diese Beziehungen kénnen auf rein formalem Wege, aber auch direkt mittels
der Anschauung abgeleitet werden.

Die bei der Auflésung von a Mol eines Anhydrits in & Mol Wasser auftretende
Wirmeténung werde mit Q bezeichnet. Wird:

PR (13)

gesetzt und wird mit L die Lsungswirme bezeichnet, die entsteht, wenn 1 Mol
des Anhydrits in m Mol Wasser geldst werden, so ist:

QO=al, (14)
Die’ Wirmeténung L wird als ,Integrallédsungswirme’ bezeichnet.
d . .
Ferner ist [ = _dg die,,Differentiallésungswirme’ oder die,theoretische
o

Loésungswiarme®, d. h. diejenige Wirmet6nung, die auftritt, wenn 1 Mol des
Anhydrits in einer als unendlich groB anzusehenden Losungsmenge von der
. - a .
angegebenen Zusammensetzung aufgelost wird. Andererseits ist w = % die.
»differentiale Verdiinnungswirme”, die entsteht beim Zusatz von 1 Mol
Wasser zu einer unendlich grofen Menge der Losung. Die Integrallssungswirmen
sind der Beobachtung direkt zuginglich, die differentialen Wirmeténungen aber
nur mit einem gewissen Grade der Anniherung; sie koénnen jedoch aus den
Integralwirmet6énungen berechnet werden.

. aQ .
Bei der Bildung der Differentialquotienten ‘2—3 und ——dg ist zu beachten,dall L
eine Funktion von m ist, und da8 d_m —_" und d_m = 1 zu setzen ist.
da a - db a

Man erhidlt dann auf formalem Wege die erwdhnten Beziehungen zwischen
den verschiedenen Warmeténungen /, w und L.

Bei einem Hydrat, das auf 1 Mol des Anhydrits ¢ Mol Kristallwasser enthilt,
kommt noch die ,,Hydratationswirme’ H in Betracht, die bei der Verbindung
des Anhydrits mit seinem Kristallwasser auftritt.

Wenn fiir ein Salz, das ein Hydrat bildet (z. B. das Hydrat des Zinksulfats,
ZnSO4 + 7 H,O) in der Losung desselben 1 Mol des Anhydrits (ZnSO,) mit
m Mol Wasser verbunden ist, so kann man auch sagen, daB} in dieser Lsung
1 Mol des Hydrats mit m — ¢ Mol (beim Zinksulfat also mit m — 7 Mol) Wasser
verbunden ist. Die Losungswirmen fiir das Hydrat und das Anhydrit sind aber
verschieden, da bei der Auflésung des Hydrats die Hydratationswirme nicht mehr
auftritt. Werden die Lésungswirmen des Hydrats mit dem Index H, diejenigen
des Anhydrits mit dem Index A versehen, so gilt also fiir die Integrallésungswirme
die Gleichung Ly 4+ H = L.

1) H. v. STEINWEHR, 'ZS. f. phys. Chem. Bd. 94, S. 6. 1920.
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Die verschiedenen bei den Losungswirmen in Betracht kommenden GréBen
werden nach dem Vorstehenden in folgender Weise definiert:
L, ,Integrallésungswdrme’ von 1 Mol Anhydrit in m Mol Wasser.
Ly ,Integrallésungswédrme’ von 1 Mol Hydrat in m — ¢ Mol Wasser.
ls ,Differentiallosungswarme* von 1 Mol Anhydrit in einer unendlichen
Losungsmenge, die auf je 1 Mol Anhydrit m Mol Wasser enthilt.
ly  ,,Differentiallésungswiarme‘ von 1 Mol Hydrat in derselben unendlichen
Losungsmenge.
w ,,Differentialverdiinnungswiarme bei Zufiigung von 1 Mol Wasser zu
derselben unendlichen Loésungsmenge.
H , Hydratationswiarme' bei der Vereinigung von 1 Mol Anhydrit mit
¢ Mol Wasser.
15. Zusammenhang zwischen den verschiedenen Losungswirmen.
Zevischen diesen GréBen bestehen nun folgende Beziehungen, die man ohne
weiteres einsehen kann und die unten noch niher besprochen werden:

)LH+H=LA,

B ly+muw =1L,

?) g+ (m—c)w=Ly,

)lH+H~lA+cw (15)
dLH _dLy

&) w= dm  dm ’

Gleichung « ist bereits oben erlautert. Gleichung g sagt aus, daB man die
Integrallosungswirme des Anhydrits erhilt, wenn man in einer unendlichen
Losungsmenge, die im Verhiltnis 1 : m zusammengesetzt ist, erst 1 Mol Anhydrit
I6st und dann m Mol Wasser zufiigt. Bei dieser Operation erhidlt man die linke
Seite der Gleichung. Man kann aber auch so verfahren, daB man das eine Mol
Anhydrit zunichst auBlerhalb der Lésung mit m Mol Wasser vereinigt, wobei man
die Integrallésungswirme L, die auf der rechten Seite steht, erhdlt. Bei dieser
Operation entsteht eine Losung von 1 Mol Anhydrit auf m Mol Wasser, die also
dieselbe Konzentration wie die unendlich gro3e Lésungsmenge besitzt. Man kann
dann die beiden Losungen vereinigen, ohne daf} eine weitere Warmetdnung erfolgt.

Ganz analog kann Gleichung y, die fiir das Hydrat gilt, aufgefaBt und er-
klirt werden. Gleichung 0 entsteht durch Vereinigung der Gleichungen «, 8
und y; sie ist ebenfalls ohne weiteres einzusehen. Fiir die differentiale Ver-
dinnungswirme w nach Gleichung ¢, die bei der Zufiigung von 1 Mol Wasser
erfolgt, ist es gleichgiiltig, ob man sich die Lésung so zusammengesetzt denkt
daB3 auf 1 Mol Anhydrit m Mol Wasser kommen, oder aber auf 1 Mol Hydrat
(m — ¢) Mol Wasser; deshalb ist diese Verdiinnungswarme sowohl gleich %’,
wie gleich %. Auch aus Gleichung o folgt diese Beziehung, da H konstant

ist und daher bei der Differentiation verschwindet.

Durch diese Betrachtungen wird das innere Verstindnis der Gleichungen o
bis &, die man auch auf dem oben angegebenen formalen Wege ableiten kann,
wesentlich geférdert.

16. Rolle der Lésungswiarmen beim Hydroelement. Die oben fiir die
Losungswirmen angegebenen Gleichungen sind nun auf die Vorgdnge im Element
anzuwenden, wobel die frither (Ziff. 13) angegebenen Fille zu unterscheiden
sind. Dabei ist noch zu beachten, daB beim Stromdurchgang durch das Element
stets zunidchst das Anhydrit (z. B. ZnSO,) gebildet oder zerlegt wird.
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Fall 1. Elektrolyt verdiinnt. Das durch den Strom gebildete Anhydrit
16st sich in dem Elektrolyten auf oder wird aus thm ausgeschieden. Wenn die
Lésungsmenge gegeniiber dem entstandenen Anhydrit grof3 genug ist, kommt fiir
diesen Vorgang die Differentialldsungswirme I, in Betracht. Ein derartiges
Element ist aber nicht konstant, da bei lingerem Stromdurchgang der Elek-
trolyt konzentrierter oder verdiinnter wird.

Fall 2. Konzentrierter Elektrolyt ohne Bodenkérper. Es gilt
genau dasselbe wie im Fall 1, da auch eine konzentrierte Losung bei Abwesenheit
eines festen Salzes noch mehr Anhydrit aufnehmen kann, wobei Ubersittigung
eintritt. Man hat also auch hier die Lésungswirme /4 in Rechnung zu setzen.

Fall 3. Konzentriérter Elektrolyt in Gegenwart eines festen
Anhydrits als Bodenkorper. Als Anhydrit ist natiirlich nur ein Boden-
korper bestindig, der, wie z. B. Merkurosuifat (Hg,SO,), kein Hydrat bildet.
Das durch den Strom neugebildete Anhydrit lagert sich dem bereits vorhandenep
Anhydrit an; wiirde es sich auflésen, so miilte infolge der Gegenwart des festen
Anhydrits wieder so viel Salz auskristallisieren, bis die urspriingliche Konzen-
tration wiederhergestellt ist. Ebenso wird bei der umgekehrten Stromrichtung
kein Anhydrit aus der Lésung ausgeschieden. Daher ist in diesem Fall die Lésungs-
wirme Null.

Fall 4. Konzentrierter Elektrolyt in Gegenwart eines festen
Hydrats als Bodenkérper. Ein Beispiel hierfiir ist festes Zinksulfathydrat
(ZnSO, + 7 H,0) in einer gesittigten Losung von Zinksulfat; die Konzentration
der Lésung ist eine Funktion der Temperatur. Das durch den Strom gebildete
Anhydrit (ZnSO,) muB sich in Hydrat verwandeln und daher der Losung Wasser
entziehen, so dafl infolgedessen noch weiteres Hydrat auskristallisieren muB. Die
Verhiltnisse sind dhnlich wie bei dem Kadmiumamalgam (Ziff. 12). Die in diesem
Fall auftretenden Erscheinungen sind zuerst von E. CoHEN?) klargestellt worden.

Die Loésung enthalte m Mol Wasser auf 1 Mol Anhydrit und das Hydrat sei
aus 1 Mol Anhydrit und ¢ Mol Wasser zusammengesetzt. Tritt nun 1 Mol festes
Anhydrit zu dem Bodenkoérper hinzu, so mufl dieses der Losung ¢ Mol Wasser

entziehen, das Zinksulfat also 7 Mol. In dieser Wassermenge waren aber p—

Mol Hydrat geldst, die ebenfalls auskristallisieren miissen; denn 1 Mol Hydrat
sind in der Losung mit (m — c) Mol Wasser verbunden (Ziff. 14). Aus der Lsung
2

. . mc
verschwinden demnach im ganzen ¢ = —— Mol. Wasser.
m—c m—c

c

Zu dem Bodenkorper treten daher 1 - e ;nmtE Mol Hydrat neu
hinzu gemiB folgender Gleichung, in welcher das Anhydrit mit 4 bezeichnet ist:

wm
- (4, ¢ H,0),

¢
—_— A ==
(4] + —— (4, m H,0)

z. B.: (16)

7 m
[ZnSO,] + — (ZnS0O,, 7 H,0) = p— [(ZnS0O,, 7H,0].
Betrachtet man die hierbei auftretende, mit ¢ bezeichnete Wirmeténung,
so entspricht der Entnahme von ¢ Mol H,O aus der unendlichen L&sungsmenge

eine Warmetoénung von — cw; die Hydratbildung aus dem durch den Strom aus-
geschiedenen Mol Anhydrit und ¢ Mol Wasser entwickelt die Hydratationswiarme

1 E. ComeN, ZS. f. phys. Chem. Bd. 34, S. 62 u. 612. 1900.
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+H, der Auskristallisation von 770—2 Mol Hydrat aus der Losung kommt die

" . c
Wirmeténung —
m

clH zu. Demnach ist die gesamte Wirmet6nung in

diesem Fall:

Man kann sich die Umsetzung auch auf verschiedene andere Weisen vollzogen
denken und die dafiir geltenden Gleichungen in analoger Weise leicht hinschreiben;;
darauf soll aber hier nicht weiter eingegangen werden. Durch Einfithrung der
Integrallésungswiarmen L, und Ly mittels der Gleichungen (15) (Ziff. 15) kann
man z. B. noch folgende Formeln fiir g ableiten:

[
=H— " Ly=""_"H_
7 m —cC " m —C m — C

L,. (18)

17. Bestimmung der Differentiallosungswiarme aus der elektrischen
Energie. Schaltet man zwei gleichartige Hydroelemente mit konzentriertem
Elektrolyten gegeneinander, von denen das eine keinen Bodenkoérper enthilt,
wihrend bei dem anderen ein Hydrat als Bodenkérper vorhanden ist, so heben
sich die Bildungswirmen beim Stromdurchgang auf, da sie in beiden Elementen
entgegengesetzt gleich sind. Es bleibt also nur die Differenz der Losungswirmen
als chemische Gesamtenergie iibrig. Wenn dem Element, das den Bodenkérper
enthilt, Strom entnommen wird, so ist die oben (Ziff. 16) angegebene Wirme-
ténung ¢ dafiir einzusetzen; fiir das andere Element ohne Bodenkérper ist
die Wirmet6énung gleich —17, (Fall 2, Ziff. 16). Unter Beriicksichtigung der
Gleichung (15) (Ziff. 15) erhilt man fiir die Differenz der beiden Wirmet6nungen

p” clH (die Angabe von CoHEN, daf} diese Warmetonung gleich /g sei, ist
unrichtig). Hinsichtlich der elektrischen Energie ist zu beachten, dal die Span-
nungen beider Elemente gleich sind, da es fiir diese nur auf die Konzentration
des mit den Elektroden in Berithrung stehenden Elektrolyts ankommt (Ziff. 7);
die Konzentration ist aber fiir beide Elemente die gleiche. Bezeichnet man die
EMK fiir das Element, welches festes Hydrat enthilt, mit Ey, die des anderen
mit E,, so ist also Ey — Ey = 0 und aus der HELMHOLTZschen Gleichung (7)
aE d
(Ziff. 8) folgt fiir die elektrische Energie n FT {# — %} Wird die Warme-
ténung in int. Joule, die EMK in int. Volt ausgedriickt, so kann also /y berechnet
werden nach der Formel:

m

(19)

ly=mn FT{dEH dEO},

dr 4T

m —C

d. h. die Differentiallésungswarme kann aus der Differenz der Temperatur-
dEy dE, dE dm

koeffizienten ermittelt werden. Da ferner TT = ar Tam ar ist, kann
E

statt des Klammerausdrucks auch gesetzt werden: fi~ . ‘ﬁ’f'
dm dT

Daf} diese Beziehung z. B. fiir das WEsTONsche Normalelement gilt (Boden-
korper Kadmiumsulfat CdSO,, 8/3 H,O), ist von v. STEINWEHR (l. ¢.) nach-
gewiesen worden.
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Auch der Temperaturkoeffizient der differentialen Lésungswiarme 148t sich
aus den Temperaturkoeffizienten der EMK berechnen, worauf hier nur hin-
gewiesen sei.

18. Berechnung der Differentiallosungswdrme aus der Dampfspannung.
Die Beziehung der Losungswirme zur Dampfspannung der Salzlésung kann, wie
HEermuortz!) gezeigt hat, aus der freien Energie der Salzldsung, die sich in ein-
facher Weise aus der Dampfspannung ergibt, berechnet werden.

Die freie Energie § der Salzlésung ist der Teil ihrer Energie, der frei ver-
wandelbar, also reversibel ist, im Gegensatz zu der Gesamtenergie U der Losung.
Nach einem allgemeinen von HELMHOLTZ aufgestellten Satz?) besteht zwischen U
und § die Gleichung:

N L &(8)
U=% T&T* T a7\ (20)

Die GréBe U — $ ist die ,,gebundene Energie‘, die nach dem zweiten Haupt-
satz der Thermodynamik nur zum Teil in Arbeit {iibergefithrt werden
kann.

Besteht nun die Losung aus a Mol Anhydrit und & Mol Wasser, so stellt
i 14 die Differentiallésungswirme des Anhydrits und (;—(;
tiale Verdiinnungswirme dar. Kennt man daher die freie Energie §, so lassen
sich daraus die Losungswiarmen berechnen.

Setzt man nun:

0
: v =w die differen-

b

wobei ¢ die Konzentration der Loésung, ausgedriickt in Molverhiltnissen,

darstellt, und bezeichnet man mit f,, die freie Energie von einem Mol der Lésung,
so ist:

=@+ fn=a( +m)fn. (22)
0 .,
Es bedeutet nun weiter 78% die Arbeit, die nétig ist zur reversiblen Uber-

fithrung von 1 Mol Wasser aus reinem Wasser (m = oo) bei konstanter Tempera-
tur T zu der Losung. Die Lésung besitzt bei dieser Temperatur einen Dampt-
druck p,,, wihrend das reine Wasser bei der gleichen Temperatur den Druck P
bei dem Sittigungsvolum ¥V haben soll.

Die Arbeit, welche der Anderung % entspricht, 1iBt sich in folgender

Weise berechnen. Zunichst wird das Wasser unter dem konstanten Druck P bei
der Temperatur T verdampft, bis es das Volumen V erreicht hat; dies erfordert
die Arbeit — PV, wenn das Volumen des fliissigen Wassers vernachlissigt wird.
Sodann wird der Dampf bei T° von dem Druck P des reinen Wassers auf den
kleineren Dampfdruck p,, der Losung gebracht, wobei er zuletzt das Volumen v,

. Um
einnimmt; die entsprechende Arbeit ist gleich — [ pdv. Zuletzt wird der Dampf
14

iiber die Salzlésung gebracht und unter dem konstanten Druck p, bei gleich-
bleibender Temperatur kondensiert, bis das ganze Wasser von der Salzlfsung

1) H. v. HELMHOLTZ, Wiss. Abhandl. Bd. 2, S. 971.
2) H. v. HELmHOLTZ, Wiss. Abhandl. Bd. 2, S. 987.
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aufgenommen ist; hierzu ist die Arbeit $,v, erforderlich. Demnach erhilt
man:

Q_,‘ QS

m Tm /?
?:—/pdv:—PV—/pdv—i—vam:/vdp; (23)
m=oo 14 P

J

der letzte Ausdruck wird aus dem vorhergehenden durch partielle Integration
erhalten; man kann dafiir auch schreiben:

. dp

Da die ganze Operation auch im umgekehrten Sinn verlaufen kann, ist der
Vorgang reversibel.

Darf man fiir den Wasserdampf bei der geringen in Betracht kommenden
Temperatur angendhert die Giltigkeit des MARIOTTEschen Gesetzes annehmen
(pv = RT), so wird:

¥ _ b
: « . 0F 0F .
Andererseits erhilt man fir o und ap 2Us Gleichung (22) folgende
. dm m dm 1.
Ausdriicke, da% == und b= a ist:

03 0 0
D () f @ [+ ) ) S = () (8 ) ], (25)

om
a3 =95, L+ m) ] = o L1+ m) ] (20)
Ferner ist
g o2 . 02%7_ ap
r?a-'ﬁn—_mﬁmz[“—{_m)fm]—_m(‘)b-am_+mvdm, 27)
a%— m dp
ﬁ_‘/ mv‘mdm (28)

(7]
o 1
CT% ist die Arbeit, die erforderlich ist, um m Mol Wasser aus der Ldsung
ca

zu einem Mol Anhydrit hiniiberzudestillieren. Die hier aufgestellten Beziehungen
werden auch spidter noch gebraucht (vgl. Ziff. 27).

Fiir die Verdiinnungswirme w = £ erhilt man nun unter Beriicksichtigung
der Gleichungen (20) und (26):
, 0 p

Dabei muBl w in denselben Einheiten wie R ausgedriickt sein.
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c) Abhingigkeit der EMK der Hydroketten von der
Konzentration der Losungen. Konzentrationsketten.

19. Konzentrationsketten erster und zweiter Gattung. Man unter-
scheidet zwei Arten von Konzentrationsketten, die als solche erster und zweiter
Gattung bezeichnet werden.

Die Konzentrationsketten erster Gattung sind nach dem Schema

[(Zn] — (ZnSO, 4 mH,0) — (ZnSO, + m,H,0) — [Zn] (30)

zusammengesetzt (vgl. Abb.2); die beiden Elektrolyte, welche verschiedene
Konzentration besitzen (#; bzw. m, Mol Wasser auf 1 Mol Anhydrit), sind durch
einen Heber oder eine porése Wand (Tonzelle) getrennt. Der Strom, der beim
SchlieBen des Elements von selbst entsteht, muB in einer solchen Richtung
flieBen, daB die verdiinntere Lésung dadurch konzentrierter wird, daB also in
diesem Teil des Elements durch den Strom Anhydrit gebildet wird, Die Elektrode
der konzentrierteren Seite muf3 daher den positiven Pol bilden, so daB im Innern
des Elements der Strom von dem verdiinnteren zu dem konzentrierteren Elektro-
lyt flieBt.

Die Konzentrationsketten zweiter Gattung (Abb. 3) werden gebildet
aus zwel gleichartigen Elementen, von denen bei dem einen der Elektrolyt

Zn

TITTTTD

(T

I T

Q\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\‘
\
&\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\‘

| >
2nS0y H Custy Zn S0y Y
) 777777,
: ggf‘;%”;fn Verdiinnt Konzentr.
Abb. 2. Konzentrations- Abb. 3. Konzentrationskette zweiter
kette erster Gattung. Gattung.

konzentrierter ist als bei dem anderen; z. B. aus zwei DaniELLschen Elementen
mit verschieden konzentrierten Zinksulfatlésungen. Aus der obigen Uberlegung
folgt, daf das Element mit verdiinnterem Elektrolyt, wenn derselbe der negativen
Elektrode zugeordnet ist, eine gréBere EMK besitzt als das Element mit kon-
zentrierterer Losung. Betrifft dagegen der Konzentrationsunterschied die positive
Elektrode (z. B. zwei DaNIELLsche Elemente, bei denen die mit dem Kupfer
in Beriihrung stehende Kupfersulfatlosung verschiedene Konzentration besitzt),
so ist der Sinn umgekehrt. Stets muB} der Strom auch hier so verlaufen, da durch
ithn die verdiinntere Losung konzentrierter wird und auf dieser Seite das Anhydrit
gebildet, also Metall aufgeldst wird.

Der Unterschied beider Gattungen von Konzentrationselementen besteht
darin, daB bei denjenigen erster Gattung noch die Uberfithrung der Ionen eine
Rolle spielt und dadurch auch die Konzentration der Lésungen beeinfluBt wird,
wiahrend bei den Elementen zweiter Gattung keine Uberfithrung von Ionen
stattfindet.

20. Konzentrationsketten erster Gattung. Bei diesen Elementen findet
also eine Uberfithrung der Ionen statt. Das Kation (Metall bzw. Wasserstoff)
wandert mit dem positiven Strom zu der Kathode, welche nach auBen hin den
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positiven Pol des Elements bildet (s. Abb. 2), das Anion (Sdureradikal) wandert
in entgegengesetzter Richtung zu der Anode. Kommt dem Kation die Ionen-

geschwindigkeit # zu, dem Anion die Geschwindigkeit v, und setzt man n’ = wiv’

1—n' = , so wandert mit #F Coulomb (also bei dem zweiwertigen Zink-

v
u-+v
sulfat mit 2F Coulomb) eine Menge von #’ Mol des Kations (Zink) zur Kathode
und von (1 — #’) Mol des Anions (SO,) zur Anode. Durch den letzteren Vorgang
werden an der Kathode, d. h. auf der Seite der konzentrierteren Lésung, durch
Zerlegung des Anhydrits (ZnSO,) (1 — #’) Mol Kation frei, die sich mit den von
der anderen Seite zugewanderten #” Mol zu einem Mol verbinden und als Metall
(Zn) an der Kathode niederschlagen. Auf der Seite der verdiinnteren L&sung
sind (1 — #’) Mol Anion zugewandert und »#’ Mol des Anions durch Abwanderung
des Kations frei geworden. Diese beiden Teile vereinigen sich zu einem Mol
Anion (S0,), das an der Anode 1 Mol Metall auflést und mit diesem 1 Mol Anhydrit
bildet. Gleichzeitig ist bei diesem Vorgang aus der konzentrierteren Ldsung
(1 —#') Mol Anhydrit verschwunden und in der verdiinnteren Lésung hinzu-
gekommen, wihrend aus der ersteren Lésung 1 Mol Kation niedergeschlagen,
in der anderen 1 Mol aufgelést worden ist, wie es auch ohne Uberfithrung der
Ionen beim Durchgang von #nF Coulomb der Fall sein wiirde.

21. Berechnung der EMK aus der Losungswidrme. Da sich die Bildungs-
wirmen des Salzes an beiden Elektroden aufheben, weil an der einen Elektrode
ein Mol Salz gebildet, an der anderen zersetzt wird, so ist die Gesamtenergie beim
Stromdurchgang von #F Coulomb gleich der Differenz der Lésungswarmen von
(1 — »’) Mol Anhydrit in der verdiinnteren und der konzentrierteren Losung.
Diese differentialen Lésungswirmen seien pro Mol mit /, und /; bezeichnet
(s. Ziff. 14 u. 15). Andererseits ist die elektrische Energie gleich # FE, wenn E
die EMK der Konzentrationskette bezeichnet. Nach Gleichung (7) (Ziff. 8)
ist dann also:

(0 —n) (l, — k) = nF (E — dE/T), (31)

wenn die Lésungswdrmen int. Joule angegeben sind; falls sie in Kalorien aus-
gedriickt sind, hat man die linke Seite noch mit 4,1842 zu multiplizieren (Glei-
chung (8), Ziff. 8).

22. Berechnung der EMK aus der Dampfspannungskurve. Die durch
den Strom an den Elektroden bewirkten Konzentrationsinderungen der Losung
koénnen dadurch riickgingig gemacht werden, dal man an der einen Elektrode
eine entsprechende Menge Wasser fortnimmt und an der anderen Seite eine etwas
groBere Wassermenge zufiithrt. Die hierzu nétige Wassermenge 148t sich durch
Verdampfung aus der Lésung gewinnen, und aus der ganzen zu diesem Prozel3
notigen Arbeit liBt sich, wie HELMHOLTZ) gezeigt hat, die EMK der Kette
berechnen.

Wenn an irgendeiner Stelle der Lésung 1 Mol Salz mit m Mol Wasser ver-
bunden ist, so mufl man fir (1 —#’) Mol durch den Strom fortgefiihrtes Salz
m (1 —#') Mol Wasser fortbringen, damit der urspriingliche Zustand wieder-
hergestellt wird. Im folgenden ist zur Abkiirzung gesetzt:

B=m(1—n). (32)
Ist nun v (vektoriell, d. h. nach Groe und Richtung) die elektrische Stré-

mungsgeschwindigkeit pro Flicheneinheit (Stromdichte), d{ das Flichenelement
(mit nach aufen gerichteter Normale), so wird an den Elektroden fiir das Flichen-

1) H.v. HELMmHOLTZ, Wiss. Abhandl. Bd. 1, S. 840; Wied. Ann. Bd. 3, S.201. 1876.
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element in der Sekunde eine Wasserzufithrung erfordert von —B v df, wihrend
die Wasserzunahme pro Sekunde im Volumelement dr nach hydrostatischen
Gesetzen gleich — div (Bp) dr ist. Fiir die Stromdichte gilt dabei divp = 0.
Da nun nach dem Gaussschen?) Satz:

[div (Bbv)dr = § Bodf (33)

ist, so reicht die Wasserzunahme im ganzen Volum gerade aus, um bei der Ver-
dampfung das fiir die Elektrodenflichen nétige Wasser zu liefern, das dann dort
wieder (positiv oder negativ gerechnet) niedergeschlagen wird.

Nennt man w die Verdampfungsarbeit fiir das Mol Wasser, so erhdlt man
also fiir die ganze sekundliche Arbeit W, die nétig ist, um das Wasser aus der
Losung zu verdampfen und an den Elektroden niederzuschlagen (unter Be-
achtung des Umstandes, daBl 1 Mol #F Coulomb entspricht):

W:[ —/wdiv(Bb)dz +9§andf} = (34)

Da nun wdiv(Bp) =div(wBp) — By Vw ist, so folgt unter Aﬁwendung
des Gaussschen Satzes ( / div (wBv)dr = P wBp df) tiir die Gesamtarbeit:

wF-W=[ByVw-dx. (35)

Fiihrt man nun ein:
Bdw=4d®, (36)
so ist BoVw)=p(F®)=div(pP), da divb=0 ist. Man erhdlt somit:
nF - W=[div (v §) dr = § Pv df. (37)

Das Oberflichenintegral ist nur an den Elektroden von Null verschieden, weil
an den anderen Teilen der Oberfliche b = 0 ist. Uber eine Elektrode erstreckt,
ist odf=J, wenn J die Stromstirke bezeichnet, die fiir beide Elektroden
und jeden Gesamtquerschnitt des Elektrolyts gleich gro8 ist. An den Elektroden-
flichen ist @, das nur eine Funktion von m und # ist, ebenso wie diese Werte
selbst eine konstante GroB8e, die mit @, und @, fiir die Anode und Kathode be-
zeichnet sei. Man erhilt also W= n]_F (D, — D), wihrend die elektrische
Leistung gleich E J ist, wenn E die EMK der Kette bezeichnet.
Mithin folgt unter Beriicksichtigung von Gleichung (32) und (36):

v v

nF -E =@, — (Pk:/‘(1—n’)m--dw=‘/i1-—n’)m%dm. (38)
3 )2

Um die Verdampfungsarbeit w zu erhalten, 1a3t man 1 Mol Wasser aus der
Losung unter dem konstanten Dampfdruck P der Lésung isotherm verdampfen,
bis das Sittigungsvolum V erreicht ist und 148t sich dann den von der Lésung
abgetrennten Dampf isotherm bis zu einem Volumen V,, dem der Druck P,

1) Der Gausssche Satz sagt aus, daB fiir irgendeinen Vektor ¥ die Beziehung gilt:
[div¥l.de = gSQI-df,

d. h. daB das iiber einen Raum mit dem Raumelement dz erstreckte Integral linker Hand
gleich dem iber die geschlossene Oberfliche erstreckten Integral rechter Hand ist, wobei
die Normale des Flichenelements df der Oberflicke nach auBlen gerichtet ist.
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zukommt, ausdehnen. Dann ist w = — PV — / ? dv und nach partieller Integra-
tion, da P, und V', nicht von s abhidngen: dze = vdp. Man erhilt somit:

1 dp

E = nF/(1—n)mvdmdm, (39)
&

wobei v und p auf das Mol Wasserdampf bezogen sind und / vdp in int. Joule aus-
zudriicken ist, wenn E in int. Volt erhalten werden soll.

Kann man bei den niedrigen in Betracht kommenden Temperaturen fiir
den Wasserdampf das MariorTEsche Gesetz anwenden (pv = RT), so folgt:

- RT(, ., dp RT .
E_;Z*T/“-—n)m-? nF/M—n)m dlogp int.Volt. (40)
k

P2
Hierin ist die Gaskonstante R auf das Mol bezogen gleich 8,309 int. Joule/Grad;
8, 5w

; 6350?) — 8,61 - 107 int. Volt/Grad.

Wenn man also die Abhingigkeit des Dampfdrucks von der Konzentration
des Elektrolyts und die Uberfithrungszahlen zwischen den in Betracht kommenden
Grenzen kennt, kann man daraus die EMK der Konzentrationskette berechnen.

23. Vereinfachung fiir sehr verdiinnte Lésungen. Bedeutet p, den
Dampfdruck iiber reinem Wasser und p den Druck iiber einer Salzlésung von der

R
3 st gleich

- . 1
Konzentration ¢ = —, so kann man nach dem von vaN 't HOFF aufgestellten
m

Gesetz!) fiir sehr verdiinnte Lésungen setzen:

bo—t _  _ 1 :
P c=_. (41)
Fir eine kleine Konzentrationsinderung dc, der eine Dampfdrucksinderung dp
entspricht, erhilt man dann:

d_j) am

ﬁ:-dCZW' (42)

Fithrt man dies in Gleichung (40) ein, so folgt:

nE = (1 — ) T-0,861-10-% log 2% = (1 — #') T 0,861-10-4 "> "% (43)
my, My

wenn m, und my so wenig voneinander verschieden sind, daB log(1 + x) = x
gesetzt werden kann. Durch Einfithrung der Konzentration ¢ = 1/m erhilt
man daraus die Gleichungen in Abhingigkeit von ¢. Betrigt z. B. der Konzen-
trationsunterschied stark verdiinnter Losungen bei 20° 1%, so ist die EMK
der Konzentrationskette fiir # = 2 (z. B. Zinksulfat) gleich (1 — #') - 1,2, zehn-
tausendstel Volt.

24. Konzentrationselement von Necpaver. Die von NEGBAUER?) an-
gegebene Konzentrationskette ist aus Abb. 4 ersichtlich. Um die Vermischung
des verschieden konzentrierten Elektrolyts zu vermeiden, ist ein Glashahn an-

1) vax’t Horr, ZS. {. phys. Chem. Bd. 1, S.481. 1887.
2) W. NEGBAUER, Wied. Ann. Bd. 44, S. 767. 1891.

Handbuch der Physik. XTI 2
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gebracht, der nur bei der Messung gedffnet wird; auerdem sind noch Zwischen-
gefidBe vorhanden. Das von ihm als Normal fiir kleine Spannungen untersuchte
Element war nach dem Schema zusammengesetzt:

(He] — [HeCl] — (HCL + m H,0) — (HCI + m,H,0) — [HgCl] — (Hg). (44)

'y Besser wiirde vielleicht ein Element sein, bei dem die Kalomelelektrode
[Hg — HgCl] durch eine Merkurosulfatelektrode [Hg — Hg,SO,] und die Salz-
sdurelésung durch Schwefelsiure verschiedener Konzentration ersetzt wire.
Auch ein Element mit Kadmiumamalgam (12proz.) als Elektrode und einer
Kadmiumsulfatlsung verschiedener Konzentration wiirde wohl gut brauchbar
sein (vgl. das WESTONsche Normalelement, Ziff. 36).

25. Konzentrationsketten zweiter Gattung. Fiir die aus zwei gegenein-
ander geschalteten gleichartigen Elementen bestehenden Konzentrationsketten
(Abb. 3, Ziff. 19) bestehen #hnliche Betrachtungen, wie fiir diejenigen erster
Gattung; nur fillt die Ioneniiberfithrung durch den Strom fort, da die verschieden
konzentrierten Ldsungen nicht in Berithrung miteinander stehen. Durch eine
Elektrizititsmenge von # F Cou-
lomb wird in der verdinnteren
Loésung ein Mol Anhydrit gebildet,

T in der Kkonzentrierteren fortge-
Hel HCl v wer el schafft, so daB hierdurch allein
die Konzentrationsdnderung durch

den Strom bedingt ist.

26. Berechnung der EMK aus
den Losungswiarmen. Da die
Bildungswirmen des Salzes sich
+/! an beiden Elektroden aufheben,
Abb. 4. Konzentrationselement von NEGBAUER. ist die Differenz der L&sungs-

wirmen allein zur Berechnung
der EMK heranzuziehen. Man erhdlt in analoger Weise wie bei dem Element
erster Gattung, wenn 7, und /; die differentialen Lésungswidrmen und E,, E;
die entsprechenden EMK beider Elemente darstellen:

OE, aE,,}

Verdiinnte Losung Konzentrierfelosung

= Po!

-s7 o7 (45)
Das Element mit verdiinnterem Elektrolyt hat die gréBere EMK (E, > E3).

27. Berechnung der EMK aus der Dampfspannung. Die durch den
Strom bewirkte Konzentrationsinderung des Elektrolyts kann wieder durch
Verdampfung bzw. Niederschlagen von Wasser riickgingig gemacht werden.
HerMHOLTZ benutzt zur Berechnung der EMK die freie Energie § der Salz-
losung (Ziff. 18).

Bedeutet wieder f,, die freie, d. h. reversibel verwandelbare Energie fir
1 Mol einer Losung, die auf je 1 Mol Anhydrit # Mol Wasser enthilt, so ist die
freie Energie § der aus a Mol Salz und & = am Mol Wasser bestehenden Lésung:

%:(a+b)fm:a(1+m)frn~ (40)
Wird nun 1 Mol Anhydrit in einer unendlichen Lésungsmenge aufgeldst,
g—; diese Arbeit
Jda
muf} gleich der elektrischen Energie sein, welche gleich # FE ist, wenn E die
Spannung bedeutet, bei welcher der Durchgang von #IF Coulomb erfolgt.

l,,——l,can{E,,—E,, :

so ist die Anderung der freien Energie bei diesem Vorgang gleich
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. . . 02 dp
Nach Gleichung (27) Ziff. 18 ist aber Taim = +mo am'
Man erhilt also:
OE dp
" om =™ dm 47
und durch Integration:
' 4
nF{E, —E} =/mv£dm. (48)

mk

Falls das MaR1OoTTEsche Gesetz fiir den Wasserdampf angewendet werden kann,
ergibt sich:
Py
nF{E, — E,}=RT[m-dlogp. (49)

Pr

Das Element mit verdiinnterer Losung hat die hthere EMK. Die Ausdriicke
unterscheiden sich nur durch das Fehlen des Faktors 1 — #’ von denjenigen fiir
die Konzentrationsketten erster Gattung [Gleichung (40), Ziff. 22]. Fiir die
gleichen Konzentrationsverhiltnisse ist die EMK der Elemente zweiter Gattung
groBer als bei den Elementen erster Gattung, da der Faktor 1 — #” stets kleiner
als eins ist, z. B. etwa 0,6 fiir Zinksulfat.

Fiir sehr verdiinnte Losungen gelten analoge Betrachtungen wie bei den
Elementen erster Gattung.

d) Polarisation der Hydroelemente,

28. Polarisation. Bei allen Hydroelementen, auch bei den Normalelemen-
ten, tritt bei Stromdurchgang eine Polarisation derselben auf, d. h. es entsteht
eine elektromotorische Gegenkraft, welche die Spannung des Elements, die es
im offenen Zustand hat, herabsetzt. Diese Polarisation ist um so gréBer, je
stirker der Strom ist und je linger er dauert. Sie wird im allgemeinen erzeugt
durch Konzentrationsinderungen, die der Elektrolyt an der Grenzfliche der
Elektrode durch den Strom erfahrt, mitunter aber auch durch Wasserzersetzung.
Der Konzentrationsinderung wirkt die Diffusion der Loésung entgegen, so daB
sich meist nach einiger Zeit ein Gleichgewichtszustand herstellt. Beim Aufhéren
des Stromes wirkt die Diffusion allein und stellt allmihlich wieder den urspriing-
lichen Konzentrationszustand der Elektrolyte her; das Element hat dann wieder
die dem offenen Zustand entsprechende Spannung, es hat sich wieder ,,erholt”.

Daraus folgt, daBl man Normalelemente nur mit sehr geringem, kurz dauern-
dem Strom belasten darf, wenn die Messung mit denselben nicht gefdlscht werden
soll. Ist aber einmal, z. B. bei der Einregulierung des Kompensationsapparates
mittels eines Normalelements, ein stirkerer Strom durch dasselbe gegangen, so
mufl man mit der definitiven Einstellung eine Weile warten, bis sich das Element
wieder erholt hat. Am besten arbeitet man mit zwei Elementen, von denen das
eine zur ungefihren Einregulierung benutzt wird, widhrend das andere fiir die
definitive Messung dient, bei der dann fast kein Strom durch das Element mehr
hindurchgeht.

Die Polarisation kann recht erhebliche Werte annehmen. Die Hohe desselben
hingt von sehr verschiedenen Umstinden ab; aufler von der Stromstirke und
von der Dauer der Einschaltung auch noch von der GréBe der Elektroden, der
Diffusionsgeschwindigkeit der Lésung und, falls festes Salz vorhanden ist, von

2%
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der GréBe der Oberfliche desselben und von der Losungsgeschwindigkeit. Bei
Gegenwart von festem Salz ist die Polarisation geringer, als wenn kein Salz vor-
handen ist, da bei einer Verdiinnung der Losung aufler der Diffusion auch die
Auflésung des Salzes der Verdiinnung entgegenwirkt. Es stellt sich dann ver-
hiltnismiBig rasch ein Gleichgewichtszustand her?).

e) Theorie des Bleiakkumulators.

29. Bleiakkumulator. Der Bleiakkumulator ist der Hauptreprisentant
der sog. ,,Sekundirelemente. In ihm wird elektrische Energie in Form poten-
tieller chemischer Energie aufgespeichert; dieser Zustand kann durch Aufladen
des Akkumulators immer von neuem wieder hergestellt werden.

Im geladenen Zustand besteht die positive Elektrode des Akkumulators
aus Bleisuperoxyd (PbO,), die negative aus metallischem Blei (Bleischwamm),
der Elektrolyt ist verdiinnte Schwefelsdure. Auf Grund der Sulfattheorie von
GLADSTONE und TrIBE hat DoOLEZALEK?) die thermodynamischen Beziehungen
beim Bleiakkumulator eingehend untersucht und dargestellt, worauf hier hin-
gewiesen sei.

Bei' der Entladung spielen sich folgende Vorginge ab: am negativen Pol
bildet sich aus Blei und Schwefelsiure Bleisulfat nach der Formel:

Pb + H,S0, = PbSO, + 2 H, (50)

am positiven Pol wird das Bleisuperoxyd in Bleisulfat verwandelt nach der

Formel:
PbO, + H,50, = PbSO, + H,0 + O, (51)

wobei sich der an der negativen Elektrode freiwerdende Wasserstoff mit dem
Sauerstoff an der positiven Elektrode zu Wasser vereinigt.

Die Vorginge bei der Ladung und Entladung an beiden Polen lassen sich in
folgendes Schema zusammenfassen (oberer Pfeil Entladung, unterer Ladung):

PbO, + Pb + 2 H,S0, 2 2 PbSO, + 2 H,0. (52)

Bei der Entladung entsteht also Bleisulfat und Wasser; es verschwinden
2 Mol Schwefelsiure und 2 Mol Wasser werden gebildet, so dal3 die Sdure des
Akkumulators durch diese beiden Vorginge verdiinnt wird. Bei der Ladung
tritt der umgekehrte Vorgang auf, das Bleisulfat verschwindet und die Siure
wird konzentrierter.

Der Akkumulator ist also vollkommen reversibel, doch idndert sich bei
Stromdurchgang die Konzentration des Elektrolyts und dementsprechend die
Spannung des Akkumulators; sie sinkt bei der Entladung und steigt bei der
Ladung.

Die der chemischen Umsetzung nach Gleichung (52) entsprechende Reaktions-
wirme ist (auf das Mol bezogen) von STREINTZ zu 86800 cal, von TSCHELTZOW
zu 88800 cal fiir eine sehr verdiinnte Schwefelsiure (1 Mol Schwefelsiure auf
400 Mol Wasser) bestimmt worden. Fiir eine Sduredichte von 1,15 (1 Mol Schwefel-
sdure auf 21 Mol Wasser), die gewShnlich bei den Akkumulatoren benutzt wird,
sind noch 1600 cal in Abzug zu bringen. Der zugehérige Temperaturkoeffizient

1) Betreffs der Polarisation bei Elementen, die festes Salz im Uhberschu3 enthalten,
vgl. W. JAEGER, Ann. d. Phys. Bd. 14, S. 726. 1904.

2) F. DoLezaLEK, Die Theorie des Bleiakkumulators. Halle a. d. S.: W. Knapp 1901;
ferner ZS. f. Elektrochem. Bd. 4, S. 349. 1898 u. Wied. Ann. Bd. 65, S. 894. 1898.
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des Akkumulators ist bei 20° (T = 290°) 4 4,10~% Volt/Grad. Dann ergibt
sich aus der HELMHOLTzschen Gleichung (8), Ziff. 8, die Spannung des Akkumu-
lators zu 1,96 bzw. 2,01 Volt (Division von ¢ mit 2 - 2300) ; die gemessene Spannung
liegt zwischen 1,99 und 2,01 Volt, so daB also eine gute Ubereinstimmung zwischen
Rechnung und Beobachtung vorhanden ist.

Die Abhingigkeit der EMK des Akkumulators von der Sdurekonzentration
kann man in der Weise ermitteln, daB3 man zwei Akkumulatoren, die verschieden
konzentrierte Schwefelsiure enthalten, gegeneinander schaltet, so daB3 sie eine
Konzentrationskette zweiter Gattung (Ziff. 19 u. 25) bilden. Beim SchlieBen der
Kette entsteht dann ein Strom, der beim Durchgang von 2 - F = 2 - 96500 Cou-
lomb aus dem stirkeren Akkumulator ein Mol Schwefelsiure entfernt, im
schwicheren 1 Mol zufithrt, wihrend gleichzeitig umgekehrt aus dem schwicheren
1 Mol Wasser verschwindet, im stirkeren 1 Mol Wasser hinzukommt. Die
Bildungswirmen heben sich in beiden Akkumulatoren auf, und fiir die Berechnung
der EMK kommen nur die Differenzen der differentialen Loésungswirmen und
Verdiinnungswirmen in Betracht.

Beide Reaktionswirmen kann man mittels einer von J. THOMSEN!) an-
gegebenen empirischen Formel berechnen. Die Wirme Q, welche durch die Ver-
mischung von a Mol H,SO, mit » Mol H,O entsteht, ist nach THOMSEN:

ab
= 1.
0 b 117984 17860ca (53)
Die differentiale Losungswarme fiir 1 Mol Schwefelsiure ist somit [ = 2—%,
und die differentiale Verdiinnungswirme fiir 1 Mol Wasser: w = o0 Wird die

db’
konzentrierte Siure mit dem Index %, die verdiinntere mit dem Index v bezeichnet,
so wird also die Gesamtwirmeténung U, die in Gleichung (7), Ziff. 8, einzusetzen ist:

U:lk—lv—wk+u’v.

Andererseits kann die EMK der Konzentrationskette auch aus der Dampf-
spannungskurve der Schwefelsiure fiir die Schwefelsiure nach Gleichung (49),
Ziff. 27, berechnet werden; dazu kommt noch die Destillationsarbeit von 1 Mol

Wasser von dem schwicheren zu dem stirkeren Akkumulator, die gleich
RTloga’— ist. Man erhilt daher:
i)k Pv

2F-E=RT /m-dlogp +10g% .

2

(54}

Fir die Dampfspannungskurve der Schwefelsiure liegen Messungen von
DIeTERICI?) vor.

DoirezarEx hat nach beiden Methoden (Reaktionswirme und Dampf-
spannung) die Abhingigkeit der EMK des Akkumulators bel 0° zwischen den
Siuredichten 1,035 und 1,553 (m = 100 bis 3) berechnet und in guter Uber-
einstimmung mit den von ihm beobachteten Differenzen der EMK gefunden.

Der Akkumulator wird in ds. Handb. XVI eingehend behandelt, auch in
Hinsicht auf seine sonstigen Eigenschaften und seine praktische Verwendung,
worauf hier hingewiesen sei.

1) J. ThomseN, Thermochem. Untersuchungen Bd. III, S. 54.
?) F. Dieterici, Wied. Ann. Bd. 50, S. 61. 1893.
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f) Osmotische Theorie der Hydroelemente,

30. Osmotische Theorie. Die im vorstehenden behandelten thermo-
dynamischen Theorien der Hydroelemente sind frei von jeder besonderen Hypo-
these und liefern daher die Beziehungen zwischen den thermischen, chemischen
und elektrischen Energien in vollig einwandfreier Weise; dafiir gestatten sie aber
auch keinen tieferen Einblick in das Zustandekommen der bei diesen Vorgingen
auftretenden elektrischen Spannungen. Dagegen ist ein solcher Einblick moglich
mittels der von NERNST!) aufgestellten ,,Osmotischen Theorie” der galvanischen
Elemente, auf die deshalb hier noch kurz eingegangen werden soll. Doch sei
gleich voraus bemerkt, daB3 die Theorie streng nur fiir sehr verdiinnte Lésungen
Giiltigkeit besitzt.

Nach NERrNST wird den Metallen eine ,,Lésungstension’ zugeschrieben,
d. h. eine Expansionskraft, welche die positiv geladenen Ionen des Metalls in
die Losung hineintreibt, bis die dadurch bewirkte elektrostatische Ladung der
Losungstension das Gleichgewicht hilt. Das Metall muB sich also, wenn Ionen
aus demselben austreten, gegen die Losung negativ laden. An der Oberfliche des
Metalls entsteht so eine elektrische Doppelschicht, welche die Ladung festhalt.

Der Losungstension wirkt der osmotische Druck der Lésung entgegen und
es werden so lange Ionen in die L&sung getrieben, bis sich die Lésungstension mit
dem osmotischen Druck im Gleichgewicht befindet. Dabei sind in der Losung
nur die Ionen des betreffenden Metalls selbst wirksam, andere Ionen beeinflussen
den Vorgang nicht.

Wenn die in dem Losungsmittel vorhandenen Ionen vollstindig dissoziiert
sind, d. h. bei sehr grofer Verdiinnung der Losung, kann man nach der osmo-
tischen Theorie das AvocaDrosche Gesetz in Anwendung bringen, d. h. das Gesetz
ideeller Gase. Es gilt dann fiir die Ionen das Gesetz pv = R7T', wenn man unter p
den sog. ,,osmotischen Druck®, unter v ihr Volumen, d. h. das Reziproke der
Konzentration ¢ =1/m der Losung versteht; der osmotische Druck ist als pro-
portional der Konzentration der Ldsung:

p=cRT. (55)

Fiir eine Konzentrationskette aus zwei verschieden konzentrierten Lésungen
eines Salzes und aus zwei Elektroden, die von dem Kation des Salzes gebildet
werden, folgt also, daB3 der positive Strom innerhalb der Losung von dem ver-
diinnteren zu dem konzentrierteren Elektrolyt ibergeht (vgl. Ziff. 19 u. 20) ; ebenso
folgt fiir eine Konzentrationskette zweiter Gattung (Ziff. 19 u. 25), daB die positiven
Tonen des Zinks in dem verdiinnteren Elektrolyt mit groBerer Kraft in die L.osung
getrieben werden als in dem konzentrierteren.

Sind nun, wie bei dem DanNierLLschen Element, zwel verschiedene Metalle
mit den entsprechenden Elektrolyten vorhanden, so treiben die Ionen, welche
eine groflere Losungstension besitzen (hier die Zinkionen), die anderen Ionen,
also die Kupferionen aus der Losung in das Kupfer hinein, vorausgesetzt daf
der osmotische Druck der Kupfersulfatlésung gro3 genug ist. Es entsteht wieder
eine elektrostatische Ladung; das Zink lddt sich negativ, das Kupfer positiv.
Verbindet man die beiden Elektroden durch einen Leitungsdraht, so kénnen die
Elektrizititen abflieBen; es treten dann fortwdhrend neue positiv geladene
Ionen aus dem Zink aus und der positive Strom flieBt in der Lésung vom Zink
zum Kupfer.

Die Spannung, welche an der Beriithrungsstelle des Metalls und der Losung
eines seiner Salze entsteht, kann nach der NERNsTschen Theorie in folgender Weise

1) Siehe W. NERNsT, Theoretische Chemie. Stuttgart: F. Enke.
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berechnet werden. Beim Durchgang einer Elektrizititsmenge von #nF = # - 96500
Coulomb (# = Wertigkeit des Metalls) wird 1 Mol des Metalls aufgelost; wenn E
die gesuchte Spannung bedeutet, so ist die entsprechende elektrische Arbeit gleich
n FE Joule. Da der Vorgang der Auflosung des Metalls reversibel ist, so muf} die
elektrische Arbeit gleich der osmotischen sein. Bei der Auflésung wird aber 1 Mol
des Metalls von dem Lésungsdruck P auf den osmotischen Druck p der Lésung
gebracht. Fiir diese Arbeit sind die Gesetze ideeller Gase in Anwendung zu

p
bringen, so daB die entsprechende Arbeit gleich RT log — zu setzen ist. Man
erhilt somit fiir die Spannung an der Elektrode:
RT P RT C
worin R in Joule/Grad (8,31) auszudriicken ist. Da die Drucke P und p nach
Gleichung (55) den Konzentrationen proportional sind, kann, wie es in der letzten

C ..
Gleichung geschehen ist, fiir 1—3 das Verhiltnis = gesetzt werden; dabei ist C

diejenige Tonenkonzentration, welche der Lésungstension das Gleichgewicht halt
und die man daher der Losungstension gleichsetzen kann. Wenn man die Werte
fir R und F einsetzt, ergibt sich daher:

E = 0,861 -10‘4210g—C-V01t. (57)
n c

g) Primirelemente, Normalelemente, Normalelektroden,

Die Primir-, Sekundir- und Normalelemente werden hinsichtlich ihrer
elektrischen Eigenschaften und ihrer Anwendung in ds. Handb. X VI eingehend
behandelt. An dieser Stelle soll im Zusammenhang mit den vorstehenden theore-
tischen Betrachtungen nur eine kurze orientierende Ubersicht gegeben werden.

31. Primérelemente. Die ersten Elemente, welche hergestellt wurden
(VoLtasche Siule), bestanden aus Platten von Zink und Kupfer, zwischen denen
sich eine angesiuerte Tuchscheibe befand; eine Anzahl solcher Elemente waren
zu einer Sdule ubereinander geschichtet. Nach demselben Prinzip waren die
WoLrLasTonEschen Elemente gebaut; die Elektroden befanden sich hier in einem
Behilter, der angesduertes Wasser (Schwefelsdure) oder Kochsalzlésung enthielt.
Aber diese Elemente polarisierten sich sehr rasch bei Stromentnahme und die
Spannung derselben sank schnell auf einen kleinen Wert. Durch die Wasser-
zersetzung belegte sich die Kupferplatte mit gasférmigem Wasserstoff, welcher
die Polarisation bewirkte; aullerdem &dnderte sich der Elektrolyt durch Bildung
von Zinksulfat bzw. Zinkchlorid. Um die Wasserstoffentwicklung am positiven
Pol zu verhindern, wurden deshalb in der weiteren Entwicklung sog. ,De-
polarisatoren’ angewandt, von denen die positive Platte umgeben war und
die den gebildeten Wasserstoff durch Sauerstoffabgabe zu Wasser oxydierten.
Zu diesen Depolarisatoren gehoren z. B. der Braunstein beim Leclanché-Element,
die Salpetersiure beim Bunsen- und Grove-Element, die Chromsiure beim sog.
Tauchelement usw. Ebenso tritt auch beim DaNIELLschen Element keine Wasser-
stoffentwicklung ein, sondern aus der das Kupfer umgebenden Lésung von
Kupfersulfat wird Kupfer ausgeschieden. In derselben Weise wirkt das Merkuro-
sulfat (Hg,SO,) als Depolarisator bei dem CLarkschen und WEsToNschen Normal-
element, bei denen der positive Pol aus Quecksilber gebildet wird. Nach diesen
Gesichtspunkten haben sich eine Anzahl von Elemententypen herausgebildet,
die auch heuté noch Anwendung finden, wo keine Akkumulatorén zur Ver-
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fiigung stehen, aber auch als Trockenelemente (z. B. fiir Taschenlampen, Anoden-
batterien), als Elemente fiir Klingelleitungen usw,

32. Zink-Kupferelemente. Von dem nach dem Schema: Zn — ZnSO, —
CuSO4 — Cu zusammengesetzten Elemententypus gibt es mehrere Abarten, die
sich durch die Anordnung und die duBere Form unterscheiden: das DANIELLsche,
FLEMINGsche, MEIDINGERsche Element usw. Besonders die Art, wie die beiden
Elektrolyte getrennt sind, ist bei diesen Elementen verschieden. Die Elemente
sind vornehmlich fiir schwache, lang andauernde Stréme (Ruhestrom) geeignet,
da sie sich nur in geringem Mafe polarisieren.

Beim DaNierischen Element (Abb. 5) sind die beiden Elektrolyte durch
eine Tonzelle getrennt (7T); im Innern derselben befindet sich ein amalgamierter
Zinkstab in verdiinnter Schwefelsiure (DANIELL) oder in einer Losung von
Zinksulfat (FLEMING), im duBeren Gefil steht ein Zylinder aus Kupferblech,
der von Kupfersulfatlésung umgeben ist. Bei dem MEeIDINGERschen Element
(sog. Ballonelement, das besonders in der Telegraphentechnik viel im Gebrauch
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Abb. 5. Danierrsches Element. Abb. 6. MEIDINGERsches Element.

war), sind die Elektrolyte {ibereinandergeschichtet (Abb. 6); unten befindet
sich die Kupifersulfatlésung mit dem Kupferzylinder, dariiber eine Lésung von
Zinksulfat (bzw. Bittersalz), in welche ein Ring aus amalgamiertem Zink ein-
taucht. Es findet allmahlich eine langsame Diffusion beider Elektrolyte statt.
Damit die Kupfersulfatlosung stets konzentriert bleibt und das ausgeschiedene
Kupfer ersetzt wird, steht die Kupfersulfatlésung mit einem unten offenen Glas-
ballon in Verbindung, der mit Kristallen von Kupfersulfathydrat und mit Lésung
desselben angefiillt wird. Es existieren noch mancherlei Abinderungen dieser
Elemente, auf die aber hier nicht weiter eingegangen werden soll.

33. Braunsteinelemente. Bei diesen Elementen wird der megative Pol aus
Zink gebildet, das sich in einer Salmiaklésung befindet. Als positiver Pol dient
Kohle (Graphitkohle, gepreBter Graphit), die von Braunstein als Depolarisator
umgeben ist. Hierher gehdrt vor allem das Leclanché-Element, das fiir schwache,
kurz andauernde Strome (Klingelleitungen) Verwendung findet. Bei lingerem
Stromdurchgang polarisiert es sich rasch, erholt sich dann aber wieder bei Strom-
losigkeit. Auch die jetzt vielfach benutzten Trockenelemente sind meist nach
diesem Typus zusammengesetzt; bei diesen Elementen ist der Elektrolyt nicht
fliissig, sondern in irgendeiner Weise gebunden. Der Braunstein befindet sich
meist in einem Beutel und umgibt die Kohle.

34. Salpetersdureelemente. Der Depolarisator besteht bei diesen Elementen
aus konzentrierter Salpetersiure, die sich in einer Tonzelle (wie bei Abb. 5)
befindet; in diese Siure taucht als positiver Pol beim BunsiENnschen Element
ein Stab aus Kohle. Beim GRovEschen Element dient Platin als positiver Pol.
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Das den negativen Pol bildende amalgamierte Zink steht meist in Schwefelsdure,
die sich in dem #4uBeren GefiB3 befindet. Diesen Elementen kénnen lang an-
dauernde, starke Stréme entnommen werden, da sie sich wenig polarisieren und
einen kleinen inneren Widerstand besitzen.

35. Chromsiureelemente; Tauchelemente. Bei diesem Elemententypus
befinden sich beide Elektroden (Zink und Kohle) in demselben Elektrolyten,
einer Losung von Chromsiure, die gleichzeitig auch als Depolarisator dient.
Damit das Zink nicht aufgelést wird, wenn dem Element kein Strom entnommen
wird, sind diese Elemente meist so eingerichtet, daf3 die an einem gemeinsamen
Triger befestigten Elektroden (durch eine Isolation J getrennt) erst in den
Elektrolyt eingetaucht werden, wenn das Element gebraucht werden soll. Sehr
lang dauernde Stréme vertragen diese Elemente nicht, kénnen dagegen kraftige
Stréome liefern, da ihr innerer Widerstand klein ist.

Guedksilber -jL/. - Zink
¥

(T

Faste Kristalle
aus | von Zink-
Merfurod sulfat
sulfat
Abb. 7. Chromsaure-Tauchelement. Abb. 8. Crarksches Normalelement.

36. Normalelemente!). Das erste wirklich brauchbare Normalelement,
welches hoheren Anforderungen an Konstanz und Reproduzierbarkeit geniigte,
war das CLArKsche Zink-Quecksilberelement, das nach dem Schema:

Zn — ZnSO, — Hg,S0, — Hg (58)
zusammengesetzt ist (Abb. 8). Das Zink befindet sich in einer gesittigten Lésung von
Zinksulfat, die noch feste Kristalle von Zinksulfathydrat (ZnSO,, 7 H,) enthilt.
Das als positiver Pol dienende Quecksilber ist bedeckt mit einer sog. ,,Paste’’,
die im wesentlichen aus Merkurosulfat (Hg,SO,) besteht, das als Depolarisator
dient. Dieses Salz ist nur in sehr geringem MaBe 16slich, so daf3 sich die Losung des
Depolarisators nur sehr allmihlich durch Diffusion mit der Zinksulfatlésung ver-
mischt. Das dadurch an den Zinkpol gelangende Merkurosulfat setzt sich mit
dem Zink in der Weise um, daB unter Ausscheidung von Quecksilber Zinksulfat
gebildet wird. An dem Zinkpol sammelt sich daher kein Merkurosulfat an.
An Stelle von amalgamiertem Zink kann fiir den negativen Pol auch Zinkamalgam
verwendet werden.

Die Spannung des Elements betrigt 1,4324 int. Volt bei 15°, bei anderen
Temperaturen ergibt sie sich aus der Formel:

E, = 1,4323% — 0,00119(¢ — 15°) — 0,000007 (¢ — 15°) int. Volt. (59)

Abb. 8 zeigt das Clark-Element in der von FEussNER (Physikalisch-Tech-
nische Reichsanstalt) angegebenen Form, in der es meist in den Handel kommt.

1) Vgl. auch W. JAEGER, Die Normalelemente und ihre Anwendung in der elektrischen
MeBtechnik. Halle a S.: W. Knapp 1901.
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Der positive Pol wird aus einem amalgamierten Platinblech gebildet, das die
gleiche Spannung gegen den Elektrolyten wie Quecksilber besitzt. Diese Elek-
trode wird von einer Paste aus Merkurosulfat umgeben, mit der sie sich zusammen
in einer Tonzelle befindet. Der amalgamierte Zinkstab (negativer Pol) ist nur
an seinem unteren Ende nicht isoliert und befindet sich in einer Schicht von
Kristallen aus Zinksulfat, so dafl er stets von gesittigter Lsung umgeben ist.
In die Zinksulfatlésung ragt (hier nicht gezeichnet) das Gefaf3 eines Thermometers,
das auBlerhalb des Elements die Teilung trigt.

Ein Ubelstand bei diesem Normalelement ist sein groBer Temperatur-
koeffizient (fast 1%/, pro Grad) und die Langsamkeit, mit der sich die der
Temperatur entsprechende Konzentration des Elektrolyts einstellt ; bei schnelleren
Temperaturanderungen bleibt daher die Spannung hinter der Temperatur zu-
riick. Deshalb wird das CrarRksche Element jetzt fast gar nicht mehr benutzt;
an seine Stelle ist das WEsTONsche Normalelement getreten, dessen Temperatur-
koeffizient nur den 22. Teil betrigt.

Bei dem Westonschen Normalelement (Abb. 10) ist das Zink durch
Kadmium und die Zinksulfatlosung durch eine Losung von Kadmiumsulfat er-
setzt; im {brigen hat es die gleiche Zusammen-
setzung wie das CrLarRksche Element. Das Weston-
Element ist also aufgebaut nach dem Schema:

Cd — €dSO, — Hg,S0, — Hg . (60)

Der negative Pol besteht aber nicht aus metal-
lischem Kadmium, sondern aus einem Kadmiumamal-
gam von bestimmter Zusammensetzung; nach den
internationalen Festsetzungen soll das Amalgam 12
bis 13 Gewichtsprozente metallisches Kadmium ent-
halten. Der Grund fiir diese Festsetzung ist folgender:
Abb. 9. Spannungskurve Innerhalb eines gewissen Bereiches der prozentischen

des Kadmiumamalgams. ~ Zusammensetzung, der fiir jede Temperatur ver-
schieden ist, besteht das Amalgam aus zwei Phasen,

einer festen und einer fliissigen, die eine verschiedene Zusammensetzung besitzen
(vgl. Ziff. 12). Die Spannung des negativen Pols gegen den Elektrolyt hdngt nur
von der fliissigen Phase ab und ist innerhalb des Bereiches, in dem eine fliissige
Phase vorhanden ist, fiir eine gegebene Temperatur konstant. Auflerhalb des
betreffenden Bereichs aber existiert entweder nur eine feste oder eine fliissige
Phase, und die Spannung der Elektrode gegen den Elektrolyt hingt dann von
dem Mengenverhiltnis des Kadmiums zum Quecksilber ab, wihrend innerhalb
des Bereichs das Mengenverhiltnis ohne Anderung der Spannung variiert werden
kann (s. Abb. 9). Deshalb ist eine solche Zusammensetzung des Amalgams
gewihlt worden, dal das Mengenverhiltnis nicht zu nahe an den Grenzen des
konstanten Bereiches liegt. Dadurch ist die Spannung des negativen Pols fiir
jede in Betracht kommende Temperatur definiert. Aus dem angegebenen Grund
kann man auch nicht in Analogie mit dem Clark-Element amalgamiertes Kadmium
benutzen, da dann die Zusammensetzung des sich bildenden Amalgams nicht
definiert wire. Die bei dem zweiphasigen Kadmiumamalgam auftretenden
Umsetzungen, welche durch den Stromdurchgang bedingt werden, sind bereits
auch in Hinsicht der dabei auftretenden Warmetoénung in Ziff. 12 niher erértert.

Die international als Normal der Spannung angenommenen WESTONschen
Elemente enthalten neben der Kadmiumsulfatlésung noch Kristalle des festen
Hydrats, welches die Zusammensetzung CdSO, + 8/, H,0 besitzt. Uber dem
positiven Quecksilberpol befindet sich eine breiartige Paste, die dus festem

EMK

Konzeniration
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Merkurosulfat, Kadmiumsulfatlésung und festen Kristallen des Hydrats zusam-
mengerithrt wird.

Die Elemente haben meist die sog. H-Form (s. Abb. 10), bei der die beiden
Pole auf die einzelnen Schenkel verteilt sind. Das ganze Gefil} ist mit einer
gesittigten Losung von Kadmiumsulfat angefiillt und wird am besten am oberen
Ende zugeschmolzen. Die Zufithrung zu den Elektroden erfolgt durch ein-
geschmolzene Platindrihte.

Fiir die Spannung des Weston-Elements ist seit dem 1. Januar 1911 inter-
national der Wert 1,0183 int. Volt bei 20°
angenommen worden. Fiir die Abhingig-
keit des Elements von der Temperatur
wurde eine Gleichung dritten Grades be-
schlossen (in London 1908), die aber eben-
sogut durch die in der Physikalisch-Tech-
nischen Reichsanstalt ermittelte bequemere
Gleichung zweiten Grades ersetzt werden

. . . Kristalle —
kann. Danach ist die Spannung E; bei der vor Jex | Pasteaus
° Kadmium- g vy Merkuro-
Temperatur £° gegeben durch: sulfat ) sutfat
Kadmium- QPuecksilber
+

E,=1,0183% — 0,000038(t — 20°) } (61) Amalgam
_ S (f — 20°\2;
0,000000065 (¢ 20°)* int. Volt. Abb. 10. Weston-Normalelement,

Doch muB noch darauf hingewiesen H-Form.
werden, dafl im Handel auch WESTON-
sche Elemente vertrieben werden, bei denen keine gesittigte Kadmiumsulfat-
16sung verwendet wird, sondern eine Losung, die etwa bei 4° gesittigt, bei
Zimmertemperatur aber verdiinnt ist. Diese Elemente haben zwar einen ver-
schwindend kleinen Temperaturkoeffizienten, so daB ihre Spannung bei allen
in Betracht kommenden Temperaturen konstant gleich 1,0187 int. Volt gesetzt
werden kann; doch sind sie nicht streng reversibel und daher
auch mit der Zeit etwas verinderlich. Sie konnen deshalb als
eigentliche Normalelemente nicht angesehen werden.

Die Elemente mit gesittigter Losung dagegen besitzen eine
sehr groBe Konstanz und haben sich auf das beste wihrend | g
eines Zeitraums von jetzt 30 Jahren bewihrt!). Niheres iiber
die Normalelemente s. ds. Handb. XVI.

37. Normalelektroden. Die Normalelektroden dienen dazu,
um die Potentialdifferenz anderer mit ihnen kombinierter Elek- Wuecks/ser
troden zu bestimmen. Die vorstehend beschriebenen Normal- Ay 44, Kalo-
elemente koénnen als die Vereinigung zweier Normalelektroden mel-Normal-
angesehen werden, da sie reversibel sind und diese Eigen- elektrode.
schaft auch von den Normalelektroden gefordert werden muf.

Am meisten wird in der physikalischen Chemie die Kalomelelektrode
benutzt, welche eine Elektrode von Quecksilber besitzt, iiber welche sich eine
Lage von Kalomel (Quecksilberchloriir, Hg,Cl,) befindet. Als Elektrolyt dient
eine normale Lsung von Kaliumchlorid (KCl) oder Salzsiure (HCI). Die dulere
Form der Vorrichtung zeigt die Abb. 11. Die Zuleitung zu dem auf dem Boden
des zylindrischen GefiBes befindlichen Quecksilber erfolgt durch einen in den
Boden eingeschmolzenen Platindraht oder von oben durch einen Platindraht, der
in eine besondere Glasréhre eingeschmolzen ist. Die seitliche Réhre, welche einen

) Halomel

1) Vgl. die verschiedenen Verdffentlichungen der Physikalisch-Technischen Reichs-
anstalt iiber die Normalelemente.
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Hahn besitzt, ist mit dem Elektrolyt gefiillt und wird vor dem Offnen des Hahnes
in den Elektrolyt getaucht, der die andere, zu messende Elektrode umgibt.

Die Kalomelelektrode kann mit sehr vielen Metallen kombiniert werden,
die sich in der neutralen Lésung eines ihrer Salze befindet. Bei neutralen Lsungen
sind die Geschwindigkeiten der beiden Ionen nicht sehr verschieden, so dafl an
der Grenzfliche der beiden Elektrolyte (Kaliumchlorid und neutraler Elektrolyt)
keine erheblichen, die Messung fdlschenden elektromotorischen Krifte auftreten,
was bei sauren oder alkalischen Lésungen der Fall sein wiirde. Diese storenden
Grenzpotentiale kann man {iibrigens zum gréBten Teil dadurch beseitigen, dal3
man zwischen die beiden Elektrolyte eine konzentrierte Losung von Kalium-
chlorid, Kalium- oder Ammoniumnitrat einschaltet. Bei diesen Salzen ist die
Geschwindigkeit des Anions und des Kations nahe gleich groB3, so daB keine
Ladungen an der Grenzschicht auftreten.

Als Normalelektroden kénnen auch die einzelnen Teile eines Normalelements
dienen, die gleichfalls reversibel sind, z. B. Quecksilber mit Merkurosulfat und
einer Losung von Zinksulfat usw.

Auch eine Wasserstoffelektrode wird mitunter benutzt, d. h. eine Platin-
elektrode, die durch Elektrolyse mit Wasserstoff iberlagert wird, mit einer ver-
diinnten Schwefelsdure als Elektrolyt.

Die Potentialdifferenz zwischen Normalelektrode und der zu messenden
Elektrode wird z. B. mit dem Kompensationsapparat oder auch mit dem Elektro-
meter gemessen.

II. Stromerzeugung bei ungleichmaBig
temperierten Systemen.

38. Ubersicht. Bei den ungleichmiBig temperierten Systemen wird die
Stromerzeugung im wesentlichen durch die Temperaturunterschiede der ver-
schiedenen Teile des Systems bewirkt; man hat es also hier mit einer Art Wirme-
maschine zu tun. Die Arbeit wird durch Ubergang von Warme héherer Tempera-
tur zu solcher tieferer Temperatur geliefert. Man bezeichnet solche Systeme als
,» Thermoelemente‘; die Theorie derselben kann noch nicht als abgeschlossen gelten.

Thermoelemente im weiteren Sinne kénnen sowohl aus Metallen inVerbindung
mit Elektrolyten gebildet werden als auch aus festen Metallen. Ferner gehoren
hierzu die Erscheinung der Pyroelektrizitit bei Kristallen.

a) Elektrolytische Thermoelemente.

39. Elektrolytische Thermoelemente. Wenn man zwei gleiche Metalle
als Elektroden hat (z. B. Zink), die durch einen Elektrolyten (z. B. Lésung von
Zinksulfat) verbunden sind (s. Abb. 12), so ist die
. Spannung eines solchen Elements Null, wenn sich
Zink 7% alle Teile desselben auf der gleichen Temperatur
befinden. Werden dagegen die Elektroden auf ver-
schiedene Temperatur gebracht, so entsteht eine
EMK zwischen den Elektroden, die eine Funktion
der Temperaturen ist. Das als Beispiel angegebene
Element, welches nach dem Schema:

ZnS0)
o Zn — ZnSO, — Zn
Warm Kait zusammengesetzt ist, entspricht der einen Hilfte
Abb. 12. Elektrolytisches des CLarRkschen Normalelements (s. Ziff. 36). Die

Thermoelement. EMK des Thermoelements pro Grad ist nichts
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anderes als der Temperaturkoeffizient des Zinkpols des Clark-Elements. Der ge-
samte Temperaturkoeffizient des Clark-Elements setzt sich aus der Differenz der
Temperaturkoeffizienten der einzelnen Pole zusammen, d. h. aus der Differenz
der Thermokrifte beider Pole.

‘Auch ein Element, das nach dem Schema:

Hg — Hg,S0, — H,S0, — Hg,S0, — Hg

gebildet ist, bei dem sich also iiber dem Quecksilber eine Schicht Merkurosulfat
befindet und bei dem Schwefelsiure als Elektrolyt dient, stellt ein Thermo-
element dar, das bei Temperaturunterschieden eine EMK aufweist.

Eine thermodynamische Theorie ist fiir diese elektrolytischen Thermo-
elemente noch nicht aufgestellt worden.

b) Thermoelemente aus festen Metallen.

40. Thermokraft, Peltier-Effekt und Thomson-Effekt. In einem Leiter-
kreis, der aus zwei verschiedenen Metallen bzw. Metallegierungen I und II
(Abb. 13) zusammengesetzt ist, sind die drei als Thermokraft, Peltier-Effekt
und Thomson-Effekt bezeichneten Erscheinungen eng miteinander verkniipft.

Befinden sich die beiden Verbindungsstellen A4 und B der Leiter auf zwei
verschiedenen Temperaturen 7, und T,, so entsteht eine als Thermokraft
bezeichnete EMK, welche in dem Leiterkreis einen
durch den Widerstand desselben bedingten Strom
hervorruft.

Ferner wird in den homogenen, aber ungleich tem- G
perierten Leiterteilen J und I7 in jedem Volumelement

Kalt I Warm

N &N

Z

eine positive oder negative Wirmemenge erzeugt, die un- 7
abhingig von der JouLEschen (stets positiven) Wiarme  Abb. 13. Thermoelement,
ist und als Thomson-Effekt bezeichnet wird. Schema.

FlieBt andererseits ein Strom durch den zusammen-
gesetzten Leiter, so werden an den Verbindungsstellen (Lé&tstellen), die sich
dabei auf gleicher oder verschiedener Temperatur befinden konnen, ebenfalls
eine positive oder negative Wiarmemenge entwickelt, die man als den Peltier-
Effekt bezeichnet und welche die Verbindungsstellen erwarmt oder abkiihlt.

Das Vorhandensein der Thermokraft wurde bereits 1821 durch SEEBECK!)
entdeckt und 1825 von OHM bei seinen Untersuchungen als konstante Strom-
quelle benutzt; zur Messung der Wirmestrahlung wurden die Thermoelemente
1830 von NOBILI und von MELLONI angewandt. Bald darauf entdeckte auch
PELTIER?) den nach ihm benannten Effekt (1834). Den Zusammenhang des-
selben mit der Thermokraft erkannte HELMHOLTZ auf Grund des Satzes von der
Erhaltung der Energie. Aber eine Theorie, die mit den Beobachtungen sich in
Ubereinstimmung befand, wurde erst von Sir WirLiam TaomsoN (Lord KELVIN)
aufgestellt’). Wenn die Beobachtungen nicht in Widerspruch mit dem Satze
iiber die Entropie stehen sollten, so muBte nach seinen Uberlegungen auBer dem
Peltier-Effekt noch ein reversibler Wirmevorgang in den homogenen Leiterteilen
auftreten; diese als Thomson-Effekt bezeichnete Erscheinung ist dann auch
experimentell bestitigt worden. Durch die THoMsoNsche Theorie sind die Be-
ziehungen zwischen Thermokraft, Peltier- und Thomson-Effekt in einfache
Formeln gebracht worden.

1) A. SEEBECK, Gilb. Ann. Bd. 73, S. 115, 430. 1823; Pogg. Ann. Bd. 6, S. 133, 253. 1826.
2) J.C. PeLTIER, Ann. chim. phys. (II) Bd. 56, S. 371. 1834.
3) W. TuoMmsoN, Repr. of Papers I.
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41. Thermodynamische Theorie der Thermokraft. In seiner im Jahre
1856 aufgestellten thermodynamischen Theorie der Thermokraft vernachlissigt
W. THoMsoN die dabei auftretenden irreversiblen Vorginge, nimlich den durch
JouLEsche Wirme und den durch die Wirmeleitung der Metalle bedingten
Temperaturausgleich. Die JouLeEsche Wirme kann, wie bei den Elementen,
beliebig klein gemacht werden, so daf3 man sie nicht zu beriicksichtigen braucht;
dagegen gilt dies nicht fiir die Warmeleitung, und es erscheint fraglich, ob man
berechtigt ist, diesen irreversiblen Vorgang gleichfalls zu vernachlissigen. Es
ist spiter auch von anderer Seite versucht worden, die Warmeleitung in Riick-
sicht zu ziehen (Ziff. 43).

Fiir den Peltier-Effekt, d. h. fir diejenige Wirmemenge, welche an der
Beriihrungsstelle zweier verschiedener Metalle beim Stromdurchgang entsteht
oder verschwindet, wird angenommen, da8} sie der Stromstirke () und der Zeit-
dauer (), also der durch die Verbindungsstelle hindurchgegangenen Elektrizitits-
menge, proportional ist. Den Proportionalitdtsfaktor /I nennt man den Peltier-
Koeffizienten, so dal als die Peltier-Warme @, auszudriicken ist durch:

Q,=1Iit. (62)

Wird die Wiarme in Kalorien gemessen, so ist der Koeffizient auszudriicken
in cal/Coulomb, oder wenn sie in Joule ermittelt wird, hat II die Dimension
Joule/Coulomb bzw. Volt.

Mit-der Stromrichtung dndert auch die Warmewirkung ihr Zeichen und kann
dadurch von der JourLeschen Wirme getrennt werden. Der Peltier-Koeffizient
soll das positive Zeichen haben, wenn man diejenige Stromrichtung wihlt, welche
in einem Thermoelement aus den betreffenden Metallen an der kilteren Ver-
bindungsstelle vorhanden ist.

Der Thomson-Effekt andererseits oder die Warmewirkung eines Stromes,
der einen ungleich temperierten Leiter durchflieBt, wird in der Zeiteinheit als
proportional dem Strom und dem Temperaturgradienten an der betrachteten
Stelle des Leiters angenommen. Zwischen zwei Querschnitten des Leiters, die
um die Strecke dx voneinander entfernt sind, ist daher fiir die Thomson-
Wirme Qr zu setzen, wenn mit 7 die Temperatur bezeichnet wird:

ar .
dQT:G‘d—xT'Z‘t'dx. (63)

Hierin ist o der Koeffizient des Thomson-Effekts, der also in cal/Cou-
lomb - Grad bzw. Joule/Coulomb - Grad = Volt/Grad auszudriicken ist, je nach-
dem die Wirme in Kalorien oder Joule gemessen wird.

Zwischen zwei Leiterquerschnitten an den Stellen x; und x, des Leiters,
denen die Temperaturen T; und T, zukommen, ist somit die Wirmewirkung:

z T,

Op = uﬁ ’gdxﬂtﬁd:r. (64)
7 7,

Die Warme hingt also nur von den Endtemperaturen T, und T, des be-
treffenden Leiterstiicks ab, aber nicht mehr von dem Verlauf des Temperatur-
gefilles zwischen den Enden.

Auch beim Thomson-Effekt dndert sich der Sinn der Warmewirkung mit
der Stromrichtung, so dal man diesen Effekt gleichfalls von der JouLEschen
Wirme trennen kann. Das Zeichen des Koeffizienten ¢ soll positiv sein, wenn ein
von hoherer zu tieferer Temperatur flieender Strom eine Erwdrmung erzeugt.
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Als Thermokraft endlich wird die fiir 1° Temperaturinderung zwischen
den beiden Lotstellen erzeugte EMK bezeichnet. Ist also dE die bei einem
Temperaturunterschied von 47 entstehende EMK, so hat man als Thermokraft ¢
pro Grad:

dE

e=_x. (65)

Diese Thermokraft ist auch eine Funktion der Temperatur.

Die Festsetzungen iiber den Richtungssinn der Thermokraft sind in der
Literatur nicht einheitlich. Hier soll angenommen werden, dafl von zwei Metallen 1
und I das Metall I dann eine positive Thermokraft gegen II besitzt, wenn an
der kalten Verbindungsstelle beider Metalle der Strom von I und I7 fliet (siehe
Abb. 13). .

Die Thermokraft ist in Volt/Grad auszudriicken.

Auf Grund der vorstehenden Definitionen und Festsetzungen gestaltet sich
die theoretische Uberlegung in folgender Weise. Da die JourEsche Wirme
sowie der EinfluB der Warmeleitung auller Betracht bleiben soll, so muB die Ener-
gie E it eines Thermoelements, dem von auflen keine Wirme zugefiihrt wird,
nach dem ersten Hauptsatz sich in die Peltier- und Thomson-Wirme umsetzen.
Dann erhidlt man unter Beriicksichtigung der Zeichenfestsetzung, wenn alle
Energien durch ¢¢ dividiert werden und wenn T, > T, ist:

T, T,
E=1I,—1I, +fa,,dr — [0ydT Volt (66)
7 T
und hieraus durch Differentiation nach T:
e = Zi; + 0 — Op VOlt/GI’ad (67)

Weitere Beziehungen zwischen den verschiedenen GréBen liefert die An-
wendung des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik, nach welchem in diesem

Fall @ = 0 zu setzen ist, da es sich nur um reversible Vorginge handeln soll.

Man muB sich an allen Stellen des Thermoelements — an den Verbindungsstellen
der Metalle fiir den Peltier-Effekt, an den iibrigen Stellen fiir den Thomson-
Effekt — Wirmebehilter von der Temperatur der betreffenden Stelle denken,
welche die beim Stromdurchgang entzogene Warme ersetzen und die erzeugte
Wirme aufnehmen, so da an allen Stellen des Stromkreises die Temperaturen
ungeindert bleiben. Die durch den Stromkreis gehende Elektrizititsmenge ¢ 4¢
kann stets so klein gewahlt werden, daB keine endliche Anderung der Temperatur
auftritt. Der Elektrizititsmenge ¢ d¢ sind alle auftretenden Warmewirkungen
proportional. Befinden sich die Lotstellen auf den Temperaturen T, und T,
wobei wieder T, > T ist, so erhidlt man bei Weglassung des gemeinsamen Fak-

e Q .. .
tors ¢ dt fir den AusdruckZT die Gleichung

T,

1
[ ’1;1

T,
a, m, 17
n“ﬁ+ﬁ%”—
T,
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oder, wenn die Temperaturen T, und T, nur unendlich wenig voneinander ver-
schieden sind (T, = T, +dT; I, =11, + dIl):

II O — O
d(T)+ T aT = 0. (69)
Diese Gleichung, welche eine Beziehung zwischen dem Peltier- und Thomson-
Effekt liefert, kann mit der aus dem ersten Hauptsatz abgeleiteten Gleichung (67)
kombiniert werden.
Setzt man den Wert von o;; — o7 aus Gleichung (67) in Gleichung (69) ein,
so erhdlt man nach einer einfachen Rechnung:

und durch Einfithrung dieses Wertes in Gleichung (69) ferner

ﬁ_ol"au
aT T

(71)

42. Zusammenstellung der Gleichungen. Im folgenden seien die in Be-
tracht kommenden, im vorstehenden abgeleiteten Beziehungen zwischen den drei
Effekten nochmals zusammengestellt:

&) e= Z—IT] + o7 — op, Beziehung zwischen allen drei GréBen,

) e:IT{, " ), Thermokraft und Peltier-Effekt,
de Oy — Oy1

) =T ’ ,»  Thermokraft u. Thomson-Effekt,
d H Oy — Oy .

0) aT <T> =" v ,»  Peltier-Effekt u.Thomson-Effekt,

adE
T (Volt/Grad), /I der

Peltier-Koeffizient (Volt), ¢ der Thomson-Koeffizient (Volt/Grad), E die ge-
samte Thermokraft und 7 die Temperatur.

Wiirde kein Thomson-Effekt vorhanden sein (¢ = 0), so folgt aus der dritten
der Gleichungen ¢ = ¢ = konst. und E =¢T, was aber mit der Erfahrung
nicht in Ubereinstimmung ist, da fiir die Thermokraft im allgemeinen eine
quadratische, jedenfalls aber keine lineare Gleichung gilt. Daher war es nétig,
noch den Thomson-Effekt in die Theorie einzufiihren. '

Nimmt man an, dal ¢ = ¢7, d. h. proportional der absoluten Temperatur
ist, so folgt fiir ¢ eine lineare, fiir E eine quadratische Gleichung, wie es der Er-
fahrung entspricht; aus der zweiten Gleichung folgt dann auch fiir /7 eine qua-
dratische Gleichung. ’

Die oben zusammengestellten vier Gleichungen sind nicht unabhéngig von-
einander; wenn zwei derselben gegeben sind, folgen daraus die beiden anderen.

43. Andere Theorien der Thermokraft. Die THomsoNsche thermo-
dynamische Theorie ist zum Teil weiter ausgebaut worden, zum Teil sind auch
auf anderen Grundlagen neue Theorien aufgestellt worden, die niher in das Wesen
der Erscheinung einzudringen suchen. Auf diese Theorien soll hier nur ganz kurz
eingegangen werden.

Ein Mangel der THomsoNschen Theorie ist, wie bereits erwidhnt, die Ver-
nachldssigung des irreversiblen Vorgangs der Wirmeleitung. Durch die Warme-

Hierin ist also e die Thermokraft pro Grad =
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leitung findet eine Ubertragung der Wirme von héherer zu tieferer Temperatur
statt. Dieser Vorgang ist von BoLTzMANN?) beriicksichtigt worden, so daB hier-
durch die thermodynamische Theorie vervollstindigt und abgeschlossen wurde.
An Stelle von Gleichungen treten infolge der Warmeleitung aber Ungleichungen
auf, die durch die Beobachtung nicht allgemein gepriift werden kénnen.

Weiterhin machten BuppE?2) und F. KOHLRAUSCH?) bestimmte Annahmen
iiber den Sitz der thermoelektrischen Kraft, die sowohl an den Verbindungs-
stellen der Metalle wie in den einzelnen ungleich temperierten Metallen oder
auch an beiden Stellen liegen kann. KOHLRAUSCH nimmt an, daB mit dem
Wirmestrom, der im Thermoelement von der wiarmeren zur kilteren Verbindungs-
stelle flieBt, in bestimmtem, von der Natur des Leiters abhingigem MaBe ein
elektrischer Strom verbunden ist. Der Sitz der EMK ist nach seiner Annahme
im Innern der einzelnen Leiter.

Auch fiir den Peltier-Effekt wird die Annahme gemacht, dal durch den
elektrischen Strom die Wirme bewegt wird, wobei Proportionalitit zwischen den
Leitfahigkeiten fiir Warme und Elektrizitdt vorausgesetzt wird, die bekanntlich
auch nach dem WIEDEMANN-FRANzschen Gesetz in weitgehendem Mafe vorhan-
den ist. KOHLRAUSCH nimmt an, da} die wirmebewegende Kraft des elektrischen
Stroms von der Stirke 1 proportional ist der elektromotorischen Kraft des
Wirmestroms von der Stirke 1. Seine Annahmen fithren zu denselben Glei-
chungen wie die THoMSONsche Theorie. Eine Folgerung der KoHLRAUSCHschen
Theorie besteht darin, dal in einem homogenen, aber verschieden temperierten
Leiter eine elektrische Ladung auftreten miifite, welche solange bestehen bleibt,
als die Temperaturen verschieden sind. Eine experimentelle Bestidtigung dieser
Erscheinung wiirde die Richtigkeit der gemachten Annahmen wahrscheinlich
machen.

44. Elektronentheorie. Auch die Elektronentheorie ist zur Erklirung
der thermoelektrischen Erscheinungen herangezogen wordent). H. A. LORENTZ
nimmt fiir die elektrischen Vorginge in Metallen nur eine Art frei beweglicher
Teilchen an, welche identisch sind mit den Elektronen der Kathodenstrahlen.
In den verschiedenen Metallen des Thermokreises haben diese Elektronen ver-
schiedene Konzentration sowie eine verschiedene mittlere Geschwindigkeit der
Warmebewegung, so daB infolgedessen Diffusionsstréme auftreten, die eine
Bewegung elektrischer Ladungen darstellen. Im stationdren Zustand entsteht
bei der Summation iiber den geschlossenen Kreis die Thermokraft; der Peltier-
und Thomson-Effekt entsteht durch den Energiestrom, welchen die Elektronen
in Form von kinetischer Energie mit sich fithren. Die Betrachtungen, auf die
hier nicht niher eingegangen werden kann, ergeben folgendes Resultat. Be-
zeichnen #; und #;; die Zahl der Elektronen in den beiden Metallen I und I bei
einer bestimmten Temperatur pro Kubikzentimeter, so gilt fiir die Thermokraft e
die Gleichung:

e = — log—, (72)

worin R die Gaskonstante (8,31 Joule/Grad) und F die Valenzladung (96 500 Cou-
lomb) bedeuten, wenn e in Volt/Grad ausgedriickt wird. - Eine Berechnung der

1) L. BortzMANN, Wiener Ber. (2) Bd. 96, S. 1258. 1887; Ges. Abhandl. Bd. 3, S. 321.

?) E. BUuDDE, Pogg. Ann. Bd. 153, S.343. 1874; Wied. Ann. Bd. 21, S.277. 1884;
Bd. 25, S. 564. 1885; Bd. 30, S. 664. 1837.

3) F. KoHLRAUSCH, Pogg. Ann. Bd. 156, S. 601. 1875; Wied. Ann. Bd. 23, S. 477. 1884.

4) Vgl. hieriber E. RIECKE, Wied. Ann. Bd. 66, S. 381, 545. 1898; P. DRUDE, Ann.
d. Phys. Bd. 1, S.584. 1900; H. A. LoreNtz, Arch. Néerland. (2) Bd. 10, S. 336. 1905;
J. J. THomsoN, Korpuskulartheorie der Materie, Braunschweig 1908.
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Thermokraft nach obiger Gleichung ist nicht ausfithrbar, da die hierzu not-
wendigen Elektronenkonzentrationen nicht bekannt sind. Fiir die Beziehungen
des Peltier- und Thomson-Effektes fithrt die Theorie zu denselben Gleichungen
wie die Theorie von Lord KELvVIN.

Auch die von J. J. THoMsON aufgestellte Elektronentheorie fithrt zu der
oben angegebenen, aus der LorENTzschen Theorie folgenden Gleichung fiir die
Thermokraft. THOMSON geht nur von Gleichgewichtsbetrachtungen aus und
beriicksichtigt keine kinetischen Vorginge; er sieht die Elektronen im Metall
als ein ideelles Gas an mit einem bestimmten Druck, der dem eines wirklichen
Gases von gleicher Konzentration entspricht. Um die einem Mol entsprechende
Elektronenmenge aus dem einen Metall in das andere iiberzufithren, mufl wegen
des verschiedenen Druckes eine Arbeit geleistet werden, die wie bei der Betrach-
tung der Konzentrationsketten (Ziff. 22 u. 27) der elektrischen Arbeit gleich-
gesetzt wird, welche durch die Potentialdifferenz an der Kontaktstelle der Metalle
bewirkt wird. Daraus ergibt sich dann in einfacher Weise die Gleichung fiir die
Thermokraft, worauf aber hier nicht niher eingegangen werden soll.

45. Elektronendampfdruck-Theorie. Zu erwihnen ist noch die sog. ,,Elek-
tronendampfdruck-Theorie”, die gleichzeitig von KRUGER und von BAE-
DEKER aufgestellt wurde!) und deren Grundlage die Elektronenemission erhitzter
Leiter bildet. Diein der Zeiteinheit pro Kubikzentimeter ausgestrahlte Elektronen-
menge ist nur abhingig von der Temperatur und dem Material des erhitzten Leiters,
und zwar befolgt die ‘Abhdngigkeit von der Temperatur dasselbe Gesetz wie der
Dampfdruck, so daBl man in dieser Hinsicht von einem richtigen Verdampfungs-
vorgang der Elektrizitit reden kann?). Die Geschwindigkeitsverteilung der
emittierten Elektronen befolgt das MAXWELLsche Gesetz; die mittlere kinetische
Energie der Elektronen ist derjenigen der Molekiile eines idealen Gases von
gleicher Temperatur gleichzusetzen. Dementsprechend wird jedem Leiter ein
bestimmter, von der Temperatur abhingiger Elektronendampfdruck zugeschrie-
ben, der etwa in einem Hohlraum im Innern des Leiters dauernd vorhanden ist.
Der in dem Hohlraum befindlichen Elektronenmenge werden die Eigenschaften
eines einatomigen idealen Gases zugeschrieben, d. h. auch eine bestimmte Dichte
und Wiarmekapazitit. Die GréBe des anzunehmenden Dampfdruckes 148t sich
nach BAEDEKER aus den Beobachtungen iiber die im Sittigungsstrom enthaltene
Elektrizititsmenge berechnen.

Die Theorie, auf welche hier nicht niher eingegangen werden soll, liefert
fiir die Thermokraft ¢ pro Grad eine ganz analoge Gleichung wie die von LORENTZ
und J. J. Tuomson (Ziff. 44) abgeleitete, nur daB in diesem Fall statt der Elek-
tronenzahlen die Dampfdrucke der Elektronen eingehen. Werden diese Dampf-
drucke fiir die beiden Metalle mit p; und p;; bezeichnet, so folgt:

e= = log-—. (73)

Eine direkte Berechnung der Thermokraft nach dieser Formel ist auch hier
nicht ausfithrbar, da die Dampfdrucke selbst nicht bekannt sind; doch lassen
sich aus den allgemeinen thermodynamischen Gesetzen {iber den Dampfdruck,
die hier Anwendung finden konnen, eine Anzahl von Folgerungen ziehen. So
ergibt sich z. B. in Ubereinstimmung mit der Erfahrung aus der Gleichheit des
Dampfdruckes von fester und fliissiger Phase eines Korpers, da ein Metall

1) F. KrRUGER, Phys. ZS. Bd. 11, S. 800. 1910; Bd. 12, S. 360. 1911; K. BAEDEKER,
ebenda Bd. 11, S. 809. 1910; Ann. d. Phys. Bd. 35, S. 75. 1911.
2) Vgl. H. A. Wirson, Phil. Trans. Bd. 202, S.243. 1903.
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beim Schmelzpunkt seine Thermokraft gegen ein anderes Metall nicht unstetig
indern kann. Wegen weiterer Folgerungen muf auf die Originalarbeiten verwiesen
werden?).

c) Pyroelektrizitit.

46. Pyroelektrizitdit. Zu den thermoelektrischen Erscheinungen gehort
auch die Pyroelektrizitit, welche bei Kristallen auftritt, die verschiedenwertige
Hauptachsen besitzen (hemimorphe Kristalle: Turmalin Quarz, u. a.). Wenn
diese Kristalle die Temperatur der Umgebung besitzen, zeigen sie keine elektrische
Ladung, bei einer Erwdrmung oder Abkiihlung derselben treten aber an zwei
entgegengesetzt liegenden Polen elektrische Ladungen verschiedenen Vorzeichens
auf. Die Erscheinung der Pyroelektrizitit ist insofern reversibel, als beim An-
legen einer elektrischen Spannung an die Pole des Kristalls umgekehrt eine Er-
wirmung auftritt. Jedenfalls ein grofer Teil dieser Erscheinung ist aber auf
Rechnung der durch die Temperaturinderung auftretenden Deformationen des
Kristalls und den damit in Zusammenhang stehenden Druckidnderungen zu
setzen, mit anderen Worten: es handelt sich im wesentlichen nicht um eine
Elektrizititserzeugung durch Wirme, sondern um eine piezoelektrische Er-
scheinung, weshalb man die hier in Frage kommende Erscheinung auch als
falsche Pyroelektrizitit bezeichnet hat. Doch ist ein Teil der Erscheinung, wie
es scheint, auch auf Rechnung der Temperaturinderung selbst zu setzen. Eine
Theorie der Pyroelektrizitat ist von RIECKE aufgestellt worden, auf die hier ver-
wiesen sei?). RIECKE nimmt an, daB die Molekiile aller Kristalle elektrisch
polarisiert sind, in Analogie der magnetischen Polarisation beim Magnetismus,
aber nur bei einer asymmetrischen Deformation der Kristalle tritt eine freie Ladung
auf. Auch bei Kristallen mit zentrischer Symmetrie ist Pyroelektrizitidt beobachtet
worden, aber diese ist wohl nur auf Rechnung ungleichmiBiger Erwdrmung der
Kristalle zu setzen.

d) Experimentelle Untersuchungen iiber die Thermokraft,
den Peltier- und Thomson-Effekt,
47. Messung der Thermokraft. Die Thermokraft ist leicht experimentell

zu ermitteln, und zwar am besten durch Kompensation der entstehenden EMK
mittels eines Kompensators und Vergleichung mit der Spannung eines Normal-

elementes (WEsTONsches Element, s. Ziff. 36). _ I

Wenn man statt dessen den Strom mil3t, der B Kupferlestong
durch das Thermoelement flieBt, mu man ﬂ( o
auBerdem die Widerstinde des Stromkreises Vi ot Gal efe,
kennen, was bei der Kompensation nicht nétig Abb. 14. Thermoelement zur

ist. Um das Thermoelement fiir diesen Zweck Messung.

brauchbar zu machen, muf3 die eine Létstelle

(z. B. B in Abb. 14) unterbrochen werden; an jedes der frei werdenden Enden
wird eine Kupferleitung gel6tet, die zu dem Kompensationsapparat bzw. dem
Galvanometer fithrt. Werden die beiden Enden B auf gleicher Temperatur gehalten,
so fillt die Thermokraft der beiden Létstellen heraus, da sie entgegengesetzt
gleich ist, und man erhilt die gleiche Thermokraft, als wenn die Lotstelle direkt
geschlossen wire. Indem man nun die Verbindungsstellen 4 und B auf ver-

1) Vgl. auch den Artikel von BAEDEKER in GrRaETz, Handb. d. Elektr. u. d. Magn.
Bd. I, S.699 ff. Leipzig: J. A. Barth.

2) E. RIECKE, Ann. d. Phys. Bd. 28, S. 43. 1886; vgl. auch den Artikel in GRAETzZ,
Handb. d. Elektr. u. d. Magn. Bd. I, S. 342ff.

3*
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schiedene bekannte Temperaturen bringt und die zugehorige EMK mifit, kann
man die Temperaturkurve der Thermokraft daraus ermitteln. Im allgemeinen
sind dazu wegen der quadratischen Form der Temperaturkurve mindestens drei
Temperaturdifferenzen der beiden Létstellen zu messen. Die Thermokraft
der verschiedenen Metalle wird gegen ein bestimmtes Metall, z. B. gegen Kupfer,
als Vergleichsmaterial gemessen und angegeben. Daraus kann man dann die
Thermokrifte auch anderer Metallkombinationen durch Differenzbildung be-
rechnen.

Bei der Messung der Thermokraft miissen stérende fremde Thermokrifte ver-
mieden werden, die z. B. da entstehen kénnen, wo die Kupferzuleitungen mit den
Messingteilen der Apparatur in Verbindung stehen oder sonst an andere Metalle
angrenzen, selbst an Kupfer anderer Herkunft, anderen Hartegrades usw. Da diese
Stellen meist paarweise vorhanden sind, miissen sie méglichst nahe zusammenge-
legt und woméglich durch gemeinsame Einpackung mit Watte od. dgl. dagegen ge-
schiitzt werden, daB sie eine ungleiche Temperatur annehmen. Alle Stromschliissel,
Stromwender usw. kénnen eine solche Fehlerquelle bilden. Ferner muB} darauf
geachtet werden, daB nicht durch die Wirmeleitung der Metalle des Thermo-
elements oder der Zuleitungen die Temperaturen der Lotstellen beeinfluit werden,
wodurch sie von der an den Verbindungsstellen beobachteten Temperatur ab-
weichen koénnen. Ebenso bringt die Verwendung inhomogener Metalle Fehler
mit sich, da sie sich verhalten, wie wenn sie aus verschiedenen Metallen zu-
sammengesetzt wiren. Wenn sich solche inhomogene Drihte iiberall auf gleicher
Temperatur befinden, zeigen sie keine Thermokraft. Ganz homogenes Material
ist schwer zu erhalten, und wenn es urspriinglich homogen ist, kann es beim Ge-
brauch durch Biegen oder Dehnen desselben oder bei hoher Temperatur auch
durch andere Umstinde inhomogen werden und so die Messung fdlschen. Aus-
glithen des Metalls beseitigt hiufig, aber nicht immer die Inhomogenititen.
Ein ungefihres Urteil {iber die Homogenitit eines Metalldrahtes gewinnt man
dadurch, daB man ihn langsam durch eine Flamme zieht und die Spannung an
den Enden des Drahtes beobachtet; bei einem homogenen Material mul3 die
Spannung dabei Null bleiben.

Fiir die Darstellung der Thermokraft als Funktion der Temperatur sind
verschiedene empirische Formeln aufgestellt worden?), die fiir ein gewisses Tem-
peraturintervall anwendbar sind, z. B.:

a) E = at 4 bt? (AVENARIUS),
f) E=a+b (—tz— + 273) — ¢ logy, (% + 273) (STANSFIELD) (74)
y) E = at® (HOLMAN),

in denen a, b, ¢ Konstanten und ¢ die Temperatur der einen Létstelle in Celsius-
graden bedeutet, wihrend die andere Lotstelle sich auf 0° befindet. Aber auch
andere Formeln finden Anwendung. Die Thermokraft ¢ pro Grad findet man
daraus durch Differentiation nach ¢. In den meisten Fillen gentigt fiir kleinere
Temperaturintervalle die erste Formel.

Die groSte Thermokraft pro Grad (Mikrovolt fiir 1° C) besitzt ein Thermo-
element aus Wismut und Antimon, das deshalb auch vielfach Anwendung ge-
funden hat; Antimon ist das positivste, Wismut das negativste Metall (vgl. auch
Ziff. 51, 52).

1) M. Avenar1ius, Pogg. Ann. Bd. 119, S. 406. 1863; A. STANSFIELD, Phil. Mag. Bd. 46,
S. 59. 1898; S. W. HoLMmaN, ebenda Bd. 41, S. 465. 1896.



Ziff, 48. Peltiereffekt und Thomsoneffekt. 37

48. Messung des Peltier-Effekts. Da der Peltier-Effekt der durch das
Thermoelement hindurchgegangenen Elektrizitdtsmenge proportional ist (Ziff. 41),
muBl auBler der erzeugten bzw. weggenommenen Wirmemenge die Stromstiarke
und die Zeit der Stromdauer gemessen werden. Die Peltier-Warmen selbst werden
kalorimetrisch bestimmt, und zwar in der Weise, daB} sich jede Létstelle in einem
besonderen Kalorimeter befindet (s. Abb. 15), die urspriinglich gleiche Tem-
peratur besitzen. Die in beiden Kalorimetern erzeugte JourLEsche Wirme kann
gleich grofl gemacht werden, wenn die in das Kalorimeter eintauchenden Teile
des Thermoelements gleichen Widerstand haben; kleine Differenzen desselben
koénnen leicht in Rechnung gezogen werden. In dem einen Kalorimeter addiert
sich die Peltier-Wirme zu der JourLEschen Wirme, in dem anderen subtrahiert
sie sich. Die Eichung der Kalorimeter erfolgt am einfachsten elektrisch mittels
bekannter JouLEscher Wirme.

Die Temperaturdifferenz der beiden Kalorimeter, die zweckmaBig aus zwei
gleichen DEwaRrschen GefidBlen bestehen, werden mit einem Thermoelement (T')
gemessen, dessen Lotstellen sich in den beiden Kalorimetern befinden, und zwar
durch Kompensation oder Galvanometer-
ausschlag. Man kann auch die in den T
Kalorimetern entstehende Temperatur-
differenz kompensieren durch eine zusitz-
liche JouLEsche Wirme in dem einen der-
selben?) (Stromspule, die auch von dem
Strom des Thermoelements durchflossen
werden kann); dann dienen die zur
Temperaturmessung bestimmten Thermo-
elemente nur dazu, Temperaturgleich-
heit zu konstatieren bzw. eine kleine
noch vorhandene Temperaturdifferenz zu
bestimmen. In diesem Fall kann mit einem Galvanometer gearbeitet werden,
auch brauchen dann die Kalorimeter nicht geeicht zu werden.

Man erkennt, daB3 eine Hauptfehlerquelle der MeBmethode darin liegt, daf3
durch das zu untersuchende Thermoelement eine Wirmeableitung erfolgt; man
muf} diesen Fehler moéglichst klein und in beiden Kalorimetern gleich grof3 zu
machen suchen.

Auch mit stationirem Zustand unter Beriicksichtigung der Wirmeleitung
sind Messungen von BECK?) angestellt worden. Die zu untersuchenden Metalle
wurden stumpf aneinandergesetzt und durch eine Wirmeisolation geschiitzt,
wihrend die freien Enden der Metalle durch einen Wasserstrom auf konstanter
Temperatur gehalten wurden. Nach Herstellung des stationdren Zustandes
wurde die Temperatur der Létstelle gegen die Enden durch ein Thermoelement
gemessen. Die Beriicksichtigung der Wirmeleitung und der JourLEschen Wirme
bereitet indessen Schwierigkeiten, weshalb die erstbeschriebene Methode wohl
vorzuziehen ist.

Die bemerkenswertesten Eigenschaften der Peltier-Wérme, die auch mit der

Abb. 15. Messung des Peltier-Effekts.

THoMsoNschen Theorie in Einklang stehen (e = gZiff. 42), sind die folgenden:

Die Peltier-Wirme ist Null, wenn die Thermokraft ein Maximum oder Minimum
hat, d. h. e = 0 ist; die Peltier-Wirmen verschiedener Metallkombinationen ver-
halten sich wie ihre Thermokrifte pro Grad, das Verhiltnis des Peltier-Koeffizien-

1) Vgl. M. C. BAKKER, Phys. Rev. Bd. 31, S. 321. 1910; Bd. 34, S. 224. 1912; A. E. Cas-

weLL, ebenda Bd. 33, S. 379. 1911.
?) E. Beck, Vierteljschr. d. naturf. Ges. Ziirich Bd. 55, S. 103, 470. 1910.
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ten IT zur Thermokraft e pro Grad ist der absoluten Temperatur proportional.
Beim Schmelzen eines Metalls dndert sich der Peltier-Koeffizient, wie die Thermo-
kraft stetig. Im iibrigen ist die Peltier-Warme stark von der Temperatur abhingig.

Beispielsweise seien einige Zahlen firr den Peltier-Koeffizient /I von Metall-
kombinationen bei Zimmertemperatur angefithrt, und zwar in Tausendstel
Kalorien/Coulomb: Antimon-Wismut 10,7 (MULDER), Kupfer-Wismut 3,8 (Cas-
wEeLL), Kupfer-Konstantan 2,4, Eisen-Konstantan 3,2 (BECK), Eisen-Nickel 2,3
(BECK), Eisen-Quecksilber 1,2 (OOSTERHUIS).

49. Messung des Thomson-Effekts. Die Messung des Thomson-Effekts
bereitet noch erheblich gréflere Schwierigkeiten als diejenige der Peltier-Wirme.
Der Thomson-Effekt kann von der JouLEschen Wirme getrennt werden, wenn
zwel Leiterabschnitte desselben Metalls, die gleichen Querschnitt, gleichen
Temperaturgradient und gleiche Temperatur besitzen, von demselben Strom
im umgekehrten Sinne durchflossen werden. Man verwendet zu diesem Zweck
eine MeBanordnung!) gemi Abb. 16, bei der zwei Temperaturbider von den
Temperaturen ¢, und ¢, vorhanden sind. Die Temperaturdifferenz, welche dann
an den symmetrischen Stellen des Leiters entsteht, wird durch angelegte Lot-
stellen eines Thermoelements gemessen, wobei auch noch der Temperaturgradient

besonders thermoelektrisch bestimmt
- werden kann. AuBlerdem mull noch
die Stromstdrke und die Zeit ge-

— t_z messen werden. Die in einem be-
8 L stimmten Leiterstiick entwickelte

Wirme mul in Vergleich gesetzt

Abb. 16. Messung des Thomson-Effekts. werden mlt einer unter mOgllChSt den-

selben Bedingungen erzeugten JOULE-
schen Wirme. Aus der Thomson-Wirme wird dann der Thomson-Koeffizient o
nach der in Ziff. 41 angegebenen Gleichung berechnet.

Die Messung kann auch als Nullmethode ausgebildet werden, wenn durch
Stromverzweigung in dem einen Leiterschenkel der Strom so geschwicht wird,
daB die durch die Thomson-Wirme entstehende Temperaturdifferenz an den
beiden Leiterstellen durch die Verschiedenheit der JourLEschen Wirme gerade
ausgeglichen wird (BERG 1910, NETTLETON 1912). Auch eine stationire Methode
ist von HALL (1906) benutzt worden, worauf hier nur hingewiesen sei. Die
Abhingigkeit des Thomson-Effektes von der Temperatur ist neuerdings von
BoreL1Us?) bestimmt worden.

Die von den verschiedenen Forschern erhaltenen Zahlen gehen sehr erheb-
lich auseinander, so dal man von einer ausreichenden Bestdtigung der Theorie
hier noch nicht reden kann. Bei der Schwierigkeit der Messungen und der Klein-
heit des Effekts ist das auch nicht weiter verwunderlich.

Zur Orientierung iiber die GroBenordnung des Effekts seien hier einige Zahlen
fir den Thomson-Koeffizient ¢ angefiihrt, und zwar in Millionstel Kalorien/Cou-
lomb - Grad bei 0°: Quecksilber —0,4 (CErRMaK), Kupfer +0,4. (BErG), Platin
—2,2, Eisen —1,0 (BERrG), Konstantan — 5,5 (LECHER). Bei einem Leiter aus
Konstantan, das den groBten der hier angefithrten Effekte besitzt, erhdlt man
also beim Durchgang von einer Amperesekunde, wenn die Enden des Leiterstiicks
einen Temperaturunterschied von einem Grad C besitzen, eine Thermowédrme von
nur 5,5 - 10~% Kalorien, also eine im Verhdltnis zur JouLEschen Wirme im all-
gemeinen sehr kleine Grofle.

1) Vgl. P. P.LE Roux, Ann. chim. phys. Bd. 10, S. 201. 1867.

2) G. Borerius, Ann. d. Phys. Bd. 63, S. 845 1920; G. BorerLius u. F. GUMESON,
Ann. d. Phys. Bd. 65, S. 520. 1921.
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e) Wichtige Thermoelemente und ihre Anwendung.

50. Ubersicht. Die Thermoelemente spielen eine wichtige Rolle bei physi-
kalischen und technischen Messungen verschiedener Art. Auflerdem werden
sie auch zur Erzeugung von Strémen (GUrcHERsche Thermosiule) verwandt.
Hier sollen nur die Haupteigenschaften der zur Messung benutzten Elemente
kurz besprochen werden. Niheres {iber ihre Anwendung und die Messungen selbst
s. in ds. Handb. XVI). '

Es kommen im wesentlichen zwei Arten von Thermoelementen fiir die
Temperaturmessung in Betracht: fiir hohe Temperaturen (iiber 500°) die aus
Platin und einer Legierung von Platin und Rhodium bestehenden Elemente,
die eine sehr wichtige Rolle spielen; fiir tiefere Temperaturen (auch fiir ganz
tiefe unter Umstanden) die Elemente Kupfer-Konstantan oder Eisen-Konstantan,
die auch als Indikatoren fiir elektrische Wellen Verwendung finden. Auch fir
Strahlungsmessungen und zur Messung von Wechselstrom werden die Thermo-
elemente benutzt.

51. Thermoelemente Kupfer-Konstantan und Eisen-Konstantan. Die
Kombination Kupfer-Konstantan besitzt bei Zimmertemperatur ungefihr eine
Thermokraft von 40 Mikrovolt pro Grad, die Kombination
Eisen-Konstantan eine solche von etwa 50 Mikrovolt/Grad, doch
ist das Eisen aus den frither angegebenen Griinden (Inhomo-
genitit) nicht so empfehlenswert. Die Thermokraft dieser Kom-
binationen strebt bei hoherer Temperatur einem Maximum zu,
so daf} sie dann unempfindlicher werden.

Am zuverlissigsten lassen sich kleine Temperaturdifferenzen
mit diesen Elementen messen, wobei ein Hauptvorteil darin be-
steht, daB die Thermoelemente wegen ihrer geringen Platzbean-
spruchung eine Temperaturmessung in sehr kleinen Raumen zu-
lassen. Doch muB stets darauf geachtet werden, daB das ganze Ay 47, Ther-
Element sich auf einer der Lotstellentemperaturen bzw. einer mosaule zur
Zwischentemperatur befindet, weil sonst stérende Thermokrifte  Strahlungs-
durch die immer vorhandene Inhomogenitit der Drihte entstehen. messung.
Es wire z. B. unrichtig, wenn sich die Lotstellen auf 99 und 100°
befinden, den iibrigen Teil des Elementes auf Zimmertemperatur zu belassen.
Ferner darf keine merkliche Wiarmeableitung durch die Drihte des Elementes
stattfinden, da sonst die Lotstellen nicht die zu messende Temperatur haben
wiirden. Durch Hintereinanderschaltung einer gréBeren Anzahl von Elementen,
bei denen immer die alternierenden Lotstellen sich auf derselben Temperatur
befinden, kann die Empfindlichkeit erheblich gesteigert werden.

Dieses letztere Verfahren hat besonders auch flir Strahlungsmessungen An-
wendung gefunden und ist bereits von NoBILI und MELLANI zu diesem Zweck
benutzt worden (1830); spiter wurden diese Thermosidulen von RUBENS?2) wesent-
lich verbessert, der Elemente aus Eisen-Konstantan benutzte. Bei 20 Elementen
koénnen damit noch Temperaturdifferenzen von ein millionstel Grad gemessen
werden. Abb. 17 stellt eine solche Thermosidule dar, bei der auf die der
Strahlung ausgesetzten Lotstellen geschwirzte Silberplattchen aufgeldtet sind.
Die nicht bestrahlten Létstellen liegen abwechselnd links und rechts von diesen
Plattchen.

1) Vgl. auch F. HENNING, Die Grundlagen, Methoden und Ergebnisse der Temperatur-
messung, S. 110 if., Braunschweig: Fr. Vieweg & Sohn 1915 u. W. JAEGER, Elektrische
MeBtechnik, 2. Aufl., S. 485 ff. Leipzig: J. A. Barth 1922.

2) H. Rugens, ZS. f. Instrkde. Bd. 18, S. 65. 1898.
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Hiufig werden die angegebenen Elemente auch in der Weise benutzt, daB3
sich die eine Lotstelle beispielsweise auf einer Temperatur von 0° befindet, die
andere aber eine erheblich héhere Temperatur besitzt. Doch ist in diesem Falle
die Messung infolge der erwahnten Inhomogenititsstréme viel weniger zuver-
lissig; bei Anforderung groBerer Genauigkeit muB man dann Platinthermo-
meter verwenden. Fiir tiefe Temperaturen unter 0° findet das Thermoelement
selten Anwendung, da seine Empfindlichkeit bei tieferen Temperaturen stark
abnimmt.

Eine wichtige Rolle spielen die angegebenen Kombinationen noch in Ver-
bindung mit einem Hitzdraht (Thermokreuz); sie kénnen dann zur Messung
von Gleich- und Wechselstrom dienen; auch das DuppiLLsche Mikroradiometer?)
beruht auf diesem Prinzip.

Als Indikator fiir elektrische Wellen sowie auch fiir Strahlungsmessung in
der Spektroskopie wird das Thermoelement in ein hohes Vakuum eingeschlossen,
in dem die bestrahlte eine Lotstelle liegt ; die anderen Verbindungsstellen befinden
sich auBerhalb der Strahlen auf Zimmertemperatur. Die beiden Metalle des
Elements bestehen aus duBerst feinen Haardrihten, so daf3. keine nennenswerte
Wirmeableitung durch dieselben erfolgt.

52. Thermoelemente aus Platinmetallen fiir hohe Temperaturen. Fiir
hohe Temperaturen (bis etwa 1600°) dient das zuerst von LE CHATELIER?) be-
nutzte Element aus Platin in Verbindung mit einer Legierung von Platinrhodium
(10% Rhodium), das iiber 1000° ein unentbehrliches Hilfsmittel der Temperatur-
messung bildet, da es, abgesehen von dem Strahlungspyrometer, in diesem Tem-
peraturbereich das einzige fiir genaue Messungen brauchbare sekundire Thermo-
meter darstellt. Bei Anwendung ausreichender VorsichtsmaBregeln hat es eine
relative Genauigkeit von etwa 1/, bis 1°. Die Thermokraft pro Grad betrigt
etwa 10 Mikrovolt. Die eine Lotstelle des Elements wird in der Regel auf 0°
gehalten. Fiir die Thermokraft zwischen 250 und 1100° stellten HoLBORN und
Day3) folgende Formel auf:

E = —310 + 8,048¢ + 0,00173¢2 Mikrovolt. (75)

Oberhalb 1100° gilt diese Formel nicht mehr, da dann die Thermokraft weniger
rasch ansteigt. Fiir das gleiche Element im Intervall 1100 bis 1600° wurde
spdter von HOLBORN und VALENTINER?) folgende Formel aufgestellt:

Lﬂ — 1590 Mikrovolt , (76)

K = 30600 log [1,3 + (1000

wihrend von DAY und CLEMENT?) eine Formel dritten Grades fiir nahe das gleiche
Intervall angegeben wurde.

Fiir die Messungen bei hohen Temperaturen miissen diese Thermoelemente
meist eine ziemlich erhebliche Linge besitzen, so daB sich beim Gebrauch der-
selben infolge der ungleichmiBigen Temperatur leicht mit der Zeit Unhomogeni-
titen der Drihte einstellen, welche die Richtigkeit der Messung beeintrachtigen.
Gegen die Flammengase miissen die Elemente durch EinschlieBen der Schenkel
in Porzelllanrohre oder solche aus MARQUARDTscher Masse bzw. auch Quarz-
rohre geschiitzt werden. Auch durch die Zerstiubung der Metalle, die in hoher

1) W. DuppeLL, Phil. Mag. Bd. 8, S.91. 1904; Flectrician Bd. 56, S. 559. 1906;
Bd. 61, S. 94. 1908.

2) H. Ae CHATELIER, Journ. de phys. Bd. 6, S. 23. 1887.

3) L. HoLBORN u. A. Day, Ann. d. Phys. Bd. 2, S. 505. 1900.

4) L. HOLBORN u. S. VALENTINER, Ann. d. Phys. Bd. 22, S. 1. 1907.

5) A.Day u. J. K. CLEMENT, Sill. Journ. Bd. 26, S. 405. 1908.
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Temperatur eintritt, werden die Elemente allmihlich geindert. Niher kann auf
diese Fehlerquellen hier nicht eingegangen werden.

Es sei nur noch erwihnt, dal zum Zwecke der Eichung die EMK der Elemente
bei bestimmten Fixpunkten, d.h. bei den Schmelz- und Siedepunkten reiner,
gut definierter Stoffe gemessen wird. Solche Fixpunkte sind z. B. in den Wirme-
tabellen angegeben, die von der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt heraus-
gegeben sind!). Bei der Eichung werden die Elemente durch ein unten geschlosse-
nes Porzellanrohr geschiitzt, das in die geschmolzenen Stoffe eingetaucht wird.
Mitunter kann auch mit Vorteil, z. B. beim Fixpunkt der Schmelztemperatur
des Goldes, die sog. ,,Drahtmethode’ angewendet werden, bei der man mit wenig
Material auskommt. Es wird ein etwa 5 mm langer Golddraht zwischen die
Enden der heiBen Lotstelle eingeschmolzen und die Thermokraft in dem Augen-
blick gemessen, in welchem der Draht durchschmilzt.

1) L. HoLBorN, K. ScHEEL, F. HENNING, Wirmetabellen der Phys.-Techn. Reichs-
anstalt, Braunschweig: Fr. Vieweg & Sohn 1919.



Kapitel 2.

Wairmeleitung.
Von
Max Jakos, Charlottenburg.

Mit 35 Abbildungen.

I. Die grundlegenden Begriffe, Gleichungen
und Verfahren.

1. Die verschiedenen Arten des Wairmeaustausches. Wirme ist eine
Energieform, die nach der Theorie in einer Bewegung der Molekiile besteht,
praktisch aber am sinnfilligsten durch die Temperatur der Korper in Erscheinung
tritt. Aus einer Zunahme der Temperatur kann man ohne weiteres auf einen
Wirmezuwachs schlieBen. Dieser kann von inneren Vorgingen herriihren, z. B.
von der Umwandlung chemischer oder elektrischer Energie in Warme, oder es
kann von auflen Energie durch Strahlung oder Leitung zugefithrt werden.

Die Strahlung mag als Schwingung eines Mediums (des Athers) oder als
ein Schleudern von Energieteilchen aufzufassen sein, jedenfalls ist sie von der
als Wirme bezeichneten Energieform verschieden, auch wenn es sich um ,, Warme-
strahlung’‘ handelt, d. i. die durch die Temperatur eines Korpers bedingte Aus-
strahlung; die Strahlung wird vielmehr erst bei oder nach der Absorption durch
den bestrahlten Koérper in Wiarme umgewandelt. Diese Art der Wirmeiiber-
tragung wird in Bd. XIX dieses Handbuches behandelt werden.

Wihrend hiernach fiir die Warmeaufnahme durch Strahlung eine Art Fern-
wirkung und ein Wechsel der Energieform charakteristisch ist, versteht man
unter Warmeleitung den unmittelbaren Ubergang von Wirmeenergie zwischen
sich berithrenden festen, fliissigen oder gasférmigen Korpern verschiedener
Temperatur. Theoretisch stellt man sich diesen Ubergang als eine Wanderung
von Bewegungsenergie der Molekiile des wirmeren in die des kilteren Korpers
vor; handgreiflich dullert er sich in einer von der Beriihrungsstelle ausgehenden
Abkithlung des warmeren und einer entsprechenden Erwirmung des kilteren
Korpers. Die Wirmeleitung in einem einheitlichen Kérper, dessen Temperatur
ortlich verschieden ist, ist in der oben gegebenen Definition mit enthalten. Man
kann sich ndmlich einen solchen Kérper aus beliebig vielen einzelnen Stiicken
zusammengesetzt denken, wobei immer die héher temperierten von ihrer Warme
an die unmittelbar angrenzenden kilteren abgeben.

Uber den eigentlichen Mechanismus der Wirmeiibertragung ist man sich
noch keineswegs klar; es kann wohl sein, daB3 letzten Endes eine innere Strahlung
zwischen den Molekiilen dabei eine Rolle spielt; auch 148t sich z. B. die Strahlung
zwischen einzelnen Schichten einer fiir Strahlung durchldssigen Fliissigkeit oder
in den Poren nicht ganz einheitlicher fester K&érper nur sehr schwer oder gar nicht
von der Wirmeleitung trennen. Man schlieft daher im allgemeinen solche innere
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Strahlungsvorginge in den Begriff der Wirmeleitung mit ein. Das bedingt,
daB man von der Betrachtung der Art des Wirmeiiberganges zwischen sehr
kleinen Teilchen eines Korpers absieht und gré8ere Teile davon wie véllig homo-
gene Korper auffaBt. Dies ist moglich, weil bei sehr feiner Unterteilung der durch-
strahlten Riume (Poren) die Strahlungsenergie proportional dem Temperatur-
gefille angenommen werden kann, also dem gleichen Gesetze gehorcht, das wir
allgemein der Wirmeleitung zugrunde legen werden.

Anders verhilt es sich bei der Betrachtung des Warmeiiberganges von einem
Kérper zu einem anderen durch gréBere Gasschichten. Hier ist eine grundsitz-
liche Trennung der Wirmeiibertragung durch Strahlung (nach der Differenz
der vierten Potenzen der Temperaturen im Strahlungsaustausch stehender
Winde) und durch Wirmeleitung erforderlich. Dabei wirkt aber ferner ein zweiter
EinfluB stérend auf die rein ,,molekulare’ Wirmeleitung ein, die ,,molare*
Wirmeiibertragung. Da sich ndmlich die Dichte von Gasen und Fliissigkeiten
im allgemeinen mit zunehmender Temperatur verringert, so steigen bei Er-
wirmung einer Fliissigkeit von unten her die erwirmten Teilchen nach oben,
wihrend die kithleren herabsinken, und es tritt eine molare mit einem Wirme-
transport verbundene Bewegung ein, die man Wirmekonvektion nennt.
In den bewegten Flissigkeitsmassen findet aber auBerdem ein molekularer
Wirmeaustausch zwischen den verschieden warmen Teilchen statt, und ins-
besondere ist iiberall da, wo die Flissigkeit oder das Gas in Berithrung mit
festen Korpern kommt, der Wirmeaustausch rein molekular. Die Wérmekon-
vektion ist daher untrennbar mit der Warmeleitung verbunden.

Wir werden zunichst nur solche Probleme der Wirmeleitung behandeln,
bei denen die Konvektionserscheinungen keine oder eine untergeordnete Rolle
spielen, erst bei der Lehre vom Warmeiibergang im Abschnitt VII werden wir
uns mit der Konvektion eingehender zu beschiftigen haben.

2. Das Grundgesetz der stationdren Wirmestromung und die Warme-
leitzahl. Hilt man einen geraden Stab von der Linge !, der aus einem einheit-
lichen Stoff bestehen und iiberall die gleiche Querschnittsfliche f haben mége,
an seinem einen Ende dauernd auf der Temperatur ,, an dem anderen Ende
auf der niedrigeren Temperatur #,, wihrend die iibrige Oberfliche gegen Warme-
abgabe oder -aufnahme vollkommen isoliert sein soll, so geht erfahrungsgemif3
Wirme von dem heiBeren nach dem kilteren Ende iiber. Nach lingerer Zeit
(genau genommen erst nach unendlich langer Zeit) stellt sich ein Zustand ein,
bei dem in jedem Zeitintervall ¢ die gleiche Warmemenge () durch den Stab
stromt und auch die Temperatur sich an keiner Stelle mehr dndert. Man spricht
daher von einem ,,Dauerzustand“ oder ,stationiren Zustand‘. Die
Wirmemenge ) kann man aus der folgenden, von I. B. B1ot schon vor FOURIER
aufgestellten und in der Folge durch zahllose Versuche bestitigten Gleichung
berechnen: . 9. — 9

Q:,{.f.lfz.t_ (1)

Die GroBe 4 ist je nach dem Stoff des Stabes verschieden und offenbar ein Maf3
dafiir, wie gut er die Warme leitet. Man nennt sie die Warmeleitfahigkeit,
das Wirmeleitvermégen oder die Wirmeleitzahl des betreffenden
Materials. Wir werden im folgenden die letztere, in der Technik eingefiihrte
Bezeichnung wegen ihrer Kiirze bevorzugen!). Nach Gleichung (1) ist die
Dimension von 1

1) Man moége sich an dem Grundwort ,,Zahl’* nicht stoBen. Die , Warmeleitzahl™ ist

natirlich keine ,,reine Zahl", sondern eine physikalische GréBe von der durch Gleichung (1a)
bestimmten Dimension.
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in physikalischem Ma83:

[A] =[cal-cm~!-s-1-Grad-1], (1a)
in wirmetechnischem MaB:

[A] = [kecal. -m-1-h-1-Grad-1], (1b)
in elektrotechnischem MaB3:

A =[W-cm~!-Grad-1]. (1c)

Die drei genannten MaBe werden in der Literatur nebeneinander gebraucht.
Wir geben Zahlenwerte stets in physikalischem Ma8 an. Auf das wirmetechnische
MaB kommt man durch Multiplikation des in physikalischem Maf} ausgedriickten
Zahlenwertes von 4 mit 360, auf das elektrotechnische MaB3 durch Multiplikation
mit 4,184.

Das Wirmeleitvermdgen eines Stoffes ist im allgemeinen nicht unabhingig
von seiner Temperatur, sondern steigt oder fillt, wie wir sehen werden, mit zu-
nehmender Temperatur. In der Nihe des Eispunktes, zuweilen auch in anderen
Gebieten, 148t sich ihr EinfluB angendhert darstellen durch die Gleichung

=Xt +p-9), (2
wenn 4 und 4, die Wiarmeleitzahlen bei den Temperaturen ¢ und 0° C bedeuten.
f# nennt man den Temperaturkoeffizienten der Wirmeleitzahl.

Gleichung (1) 148t sich fiir den
Fall stationdrer Warmestromung in
einem beliebig geformten Koérper ver-
allgemeinern. Ein aus einem solchen
Korper herausgeschnittenes Stiick
von dem sehr kleinen Querschnitt 4 f
sei in Abb. 1 dargestellt. Die

Abb. 1. Warmestromrohre. . Wirme strome dabel lﬁngs der

: krummen x-Achse, die senkrecht

auf der sich mit x dndernden Fliche df stehe. In dem differentiellen Raum-

element, das sich von x bis x 4+ dx erstreckt, strémt dann in der Zeit ¢ nach
Gleichung (1) axial die Wirmemenge

dQ:—l-d/-%-t. (1d)

Das Minuszeichen setzen wir ein, weil auf der Strecke x bis ¥ 4+ dx die Tem-
peratur von ¢ auf (¢ —d+}) abnimmt, die dabei hindurchstrémende Warmemenge
aber als eine positive GréBe erscheinen soll. Gleichung (1d) ist die fiir die ganze
Lehre von der Wirmeleitung grundlegende Definitionsgleichung.
Durch Integration iiber die Fliche f laBt sich daraus die Warmemenge Q ge-

. . . ) ad
winnen. Den Differentialquotienten — ir nennt man den ,,Temperatur-

gradienten’ oder das ,,Temperaturgefille, die krummen Flichen f , Niveau-
flachen®, die in der Richtung der Warmestrémung gezeichneten Kanten ,,Wirme-
stromlinien’, das ganze Gebilde eine ,,Warmestromrohre“. 4 kann sowohl lings
der x-Achse als im Querschnitt f ortlich variabel sein.

Es mag gleich an dieser Stelle bemerkt werden, daB es keinen Sinn hat,
bei einem stationdren Zustand von einer Stromungsgeschwindigkeit der Wirme
zu sprechen. Es tritt zwar eine gewisse Wiarmemenge dQ in der Zeiteinheit bei
x = 0 in den betrachteten Korper ein, bei x = ] wieder aus; aber Gleichung (1d)
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gibt nicht den geringsten Anhalt dafiir, mit welcher Geschwindigkeit diese Energie
die Wirmestromrohre durchlduft.

3. Die Grundgleichung der verdnderlichen Wirmestromung und die
Temperaturleitzahl. Aus einem Kérper, der homogen und isotrop sei, also aus
einheitlichem Stoff bestehen und die Wiarme nach allen Richtungen gleich gut
leiten soll, sei das in Abb. 2 dargestellte, riumlich beliebig orientierte, unendlich
kleine rechtwinklige Parallelepipedon herausgeschnitten ; wir legen in die Richtung
seiner Kanten die Achsen eines Koordinatensystems und wollen nun eine in be-
liebiger Richtung durch diesen Kérper hindurchdringende verinderliche Warme-
stromung betrachten. Denkt man sich diese nach 3 Komponenten zerlegt,
so ist nach Gleichung (1d) die im Zeitelement 4¢ in der x-Richtung in den Koérper
einstrémende Wirmemenge:

09
ag; = «(dy - dz)- - -dt

und die ausstromende Wirmemenge:
, 0 o) 09 029
ngz—l-(dy-dz)-d—x(ﬁ—}—a;dx)-dt— —A(dy-dz)- (a +ogd )-dt.

Analoge Gleichungen gelten fiir die in den Richtungen y und z ein- und ausstrémen-
den Wirmemengen 4Q7, 4Q; und 4Q7”, dQ3’; man erhilt sie durch zyklische
Vertauschung von x, y und z.

Die Summe dQ; =dQ; + Q7 + d Q7 be- Y/
deutet die gesamte in der Zeit df in das Pa- |§’ . o
rallelepipedon eintretende Wirmemenge, die Mg | //

Summe dQ, = dQ} + dQ7 + dQy’ die gesamte .. .4, L/

ausihm au_stretende Warmemgnge Indem Kérper- 72— redzyedy,z
element wird ferner in der Zeit d¢, wihrend deren i

die Temperatur um ein Differential zunimmt, eine .

Wirmemenge dQ, aufgespeichert. Ist g die Dichte Ty EdnyE Rihing

des Materials, ¢ seine spezifische Wirme, so ist Abb. 2. Parallelepipedon.

09
dQy=o-c-(dx-dy-dz)- a't .dt.

Endlich soll in dem unendlich kleinen Parallelepipedon die Wirmemenge
AQ, =gq-(dx-dy-dz)-dt
erzeugt werden. Nach dem Gesetz von der Erhaltung der Energie erhilt man nun

401440y = dQy + dQ,

und hieraus durch Einsetzen der oben abgeleiteten Ausdriicke

09 4 (029 9 o
i os lEt oy +322)+_ 3)

oder unter Einfithrung des LaprLaCEschen Operators 4 und des Buchstaben a
Ao I
fiir oc in abgekiirzter Schreibweise
a9
at

Dies ist die allgemeine Differentialgleichung der Warmeleltung
Sie setzt die zeitliche Anderung der Temperatur an irgendeiner Stelle eines

=a-Aﬁ+—%. (3a)
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Kérpers in Beziehung zu der ortlichen Anderung beim Fortschreiten um eine
beliebige Strecke ds =} dx% 4 dy? + dz2. Es handelt sich also um eine
partielle Differentialgleichung, zu deren Losung noch Randbedingungen gegeben
sein miissen. Bestehen in der Nahe der betrachteten Stelle keine Wiarmequellen,
ist also ¢ = 0, so fallt das zweite Glied rechts weg, und es ergibt sich die be-
sonders hdufige Form der Differentialgleichung

o9
a—t=a~A19. (3b)
A
Die GroBle a = 7nennt man die Temperaturleitfdhigkeit oder Tem-

@
peraturleitzahl des Stoffes, aus dem der betrachtete Korper besteht. Wir
werden uns der letztgenannten, kiirzeren Bezeichnungsweise bedienen!). Die
Temperaturleitzahl spielt bei nicht stationirer Wirmestrémung dieselbe Rolle
wie die Wirmeleitzahl 1 bei der stationiren. Wie nidmlich 1 bei gegebenem
Temperaturgefélle — gnach Gleichung (1d) die durch einen Kérper hindurch-
geleitete Wirme zu berechnen gestattet, so gibt @ in Verbindung mit dem Lap-
Laceschen Operator 4, dem MaB fiir die Kriimmungsverhiltnisse der 6rtlichen
Temperaturfunktion, die dadurch bedingte zeitliche Anderung der Temperatur
an der betreffenden Stelle und damit die Warmeaufnahme oder -abgabe, die
Wirmestauung. Die Bezeichnung ,, Wirmestauzahl“ wire daher wohl treffender?)
als die Bezeichnung ,, Temperaturleitzahl”, die aber gleichwohl, weil langst in
der Literatur eingefiihrt, beibehalten werden soll.
Die Dimension der Temperaturleitzahl @ ist nach Gleichung (3a)

in physikalischem und elektrotechnischem MaB
[4] = [em®-s-1], (3¢)

[a] = [m?-h~1]. (3d)

Vom physikalischen kommt man auf das wirmetechnische MaB3 durch Multipli-
kation mit 0,36.

In Gleichung (3) oder (3b) ist auch der in der vorigen Ziffer behandelte Fall
der stationdren Wirmestrémung mitenthalten. In diesem Fall ist nimlich

0
a—? =0, und die Gleichung (3b) reduziert sich auf die LapLAcEsche Differential-

in wiarmetechnischem MafB

gleichung A S

T o T =0 Ge)

Betrachten wir den Fall des geraden Stabes, bei dem die Wirme in der
. - . ., 0%

x-Richtung stromen, jede Lingsfliche vollkommen isoliert sein soll, so ist 512— =0
2 y

0
und Tzlz =0, und die Integration der Gleichung (3€) ergibt
d=Ax+B. (31)

1} Beim Literaturstudium ist zu beachten, daB die Temperaturleitzahl vielfach mit g2
bezeichnet wird.

%) In der englischen und amerikanischen Literatur findet man die Bezeichnung ,,dif-
fusivity** oder ,,diffusibility’‘, was man mit ,,Streuzahl’‘ tibersetzen koénnte. Das ist sozu-
sagen das Negativum zu dem Begritf ,,Stauzahl“ und wohl so entstanden, daB man von

negativen Werten von g,)—t—oder 4% in Gleichung (3 b) ausgegangen ist.
d
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Das Temperaturgefille ist also linear, wie wir schon aus der Definitionsgleichung
(1d) wissen.

4. Die Grundgleichung des Warmeaustausches zwischen festen Koérpern
und Fliissigkeiten oder Gasen und die Warmeiibergangszahl. Wihrend die
Probleme der Warmeleitung in festen Koérpern keine grundsitzlichen Schwierig-
keiten bieten, wenn auch z. B. die Verschiedenheit von 4 nach verschiedenen
Richtungen bei anisotropen Kérpern, wie Kristallen, die Aufgaben kompliziert,
st6Bt man bei der exakten Behandlung des Wiarmeaustausches zwischen festen
und fliissigen oder gasférmigen Ko&rpern selbst bei den einfachsten Formen der
Wandflachen, wie Ebenen oder Zylindern, auf fast uniiberwindliche Hindernisse,
die man aber in der Physik lange Zeit iiberhaupt nicht gesehen oder unterschitzt
hat. Daf} dies moglich war, rithrt davon her, da man frithzeitig eine fir den
praktischen Gebrauch sehr geeignete und bis heute nicht tibertroffene Definitions-
gleichung eingefiihrt hat, die die bestehenden Schwierigkeiten verschleiert, nim-
lich das sog. NEwTONsche Abkithlungsgesetz

Q=o-f (9 —9,) ¢t. 4

Darin bedeutet Q die von der Fliche f einer Wand an die gasférmige oder fliissige
Umgebung in der Zeit ¢ iibergehende Wirme, ¢, die Wandtemperatur, &, die
Temperatur der Umgebung.

« nannte man die duBere Wirmeleitfdhigkeit. Diese Bezeichnung
ist aber verfehlt, weil & nicht die Dimension einer Warmeleitfahigkeit hat. Wir
werden daher nur die in der Technik {ibliche Bezeichnung ,,Warmeiibergangs-
zahl” gebrauchen. Aus Gleichung (4) folgt fiir die Dimension von «

im physikalischen Maf

[¢] =[cal-cm~2%-s-!-Grad -1], (4a)
im wirmetechnischen Maf3

[«] = [kcal-m~-2-h~-1-Grad '], (4b),
im elektrotechnischen MaQ3

(6] =[W-cm~%-Grad-!]. (4¢)

Aus dem physikalischen kommt man ins wirmetechnische Mallsystem durch
Multiplikation mit 36 000, ins elektrotechnische durch Multiplikation mit 418,4.

Gleichung (4) ist die Grundgleichung fiir die Berechnung des
Wirmeaustausches zwischen festen Ko6rpern und Flissig-
keiten oder Gasen geworden und geblieben, obwohl man sich heute
dariiber klar ist, daB « weder, wie man zuerst annahm, eine Konstante ist,
noch iiberhaupt eine einfache physikalische GréBe, sondern eine komplizierte
Funktion vieler Variablen. Schon in der Definition selbst liegt eine begriff-
liche Schwierigkeit. Die Temperatur der Fliissigkeit oder des Gases &dndert
ndmlich mit der Entfernung von der Wand ihren Wert. Welchen Wert sollte
man nun als ¥, in Gleichung (4) einsetzen? Im Fall einer ebenen Wand
und darangrenzender, ruhender oder parallel zur Wand bewegter Fliissigkeit
kann man aus dieser Schwierigkeit herauskommen, weil in einiger Entfernung
von der Wand die Temperatur als iiberall gleich angesehen werden darf. Diesen
Grenzwert hat man dann als ¥, zugrunde gelegt. Bei einer durch ein Rohr strémen-
den Fliissigkeit, die Warme von der Rohrwand aufnimmt, variiert dagegen die
Temperatur iiber den ganzen Radius. Hier gibt es also keinen ausgezeichneten
Wert; es ist vielmehr vollkommen willkiirlich, welche Temperatur man als ¥,
in die Gleichung (4) einfithren will. Auch nachdem man sich fiir den Mittelwert
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der Temperatur entschieden hatte, war noch nicht vollkommene Klarheit ge-
schaffen. Denn man konnte entweder diejenige mittlere Temperatur meinen,
welche man durch oértliche Integration der Temperatur iiber den Querschnitt
ohne Beriicksichtigung der herrschenden Strémung erhilt, oder die mittlere
Temperatur der stromenden Flissigkeitsmasse. Beide Mittelwerte sind wesent-
lich voneinander verschieden!), und es ist noch nicht einheitlich festgesetzt,
welche man zugrunde zu legen hat. Diese Unsicherheit ist nur der Ausdruck
der bereits erwihnten Tatsache, dal die Wirmeiibergangszahl & keine einfache
physikalische GroBe, sondern eine verwickelte Funktion ist, mit der wir uns in
der Lehre vom Warmeiibergang (Abschnitt VII) noch eingehend zu beschiftigen
haben werden. An dieser Stelle kann zur Erklirung einstweilen nur angedeutet
werden, dall der Wirmeiibergang eben kein neues Phidnomen ist, das als solches
auch einer neuen Definitionsgleichung bediirfte, sondern eine Kombination von
Wirmeleitung und Fliissigkeitsstromung, die an sich durch die Definitions-
gleichungen (1) und (3) und durch die Gleichungen der Hydrodynamik voll-
stindig beherrscht wird, aber zu sehr komplizierten Ansitzen fiihrt.

5. Warmedurchgang und Wirmewiderstand. Wenn die gleiche Wirme-
menge nacheinander durch feste Kérper und durch Fliissigkeiten oder Gase ge-
leitet wird, aber nur der gesamte dabei auftretende Temperaturabfall bekannt
oder direkter Messung zuganglich ist — ein praktisch sehr hiufig vorkommender
Fall —, so pflegt man diesen Gesamtkomplex von reiner Warmeleitung und
Konvektion unter dem Begriff , Warmedurchgang‘ zusammenzufassen. Ganz
analog wie beim , Wiarmeiibergang“ von Gleichung (4) geht man hier von der

Formel
Q:k‘f'(ﬁl_ﬁz)”f (5)

aus, durch die eine Wiarmedurchgangszahl £ definiert ist, die ebenso wie die
Wirmeiibergangszahl « keine einfache physikalische GroBe, sondern eine Funktion
der ganzen Anordnung ist. Ihre Dimension ist gleich der von «x.

Die reziproken Werte von & und %2 nennt man wohl auch Wirmewider-

standszahlen. Auch % hat die Dimension einer Widerstandszahl, wenn [ eine

Lingsstrecke in einem Korper von der Wirmeleitzahl 1 bedeutet. Wir werden
sehen (Ziff. 47), daBB man bei verschiedenen Kérpern gleichen Querschnittes, die
nacheinander von der gleichen Wirmemenge durchstrémt werden, die Warme-
widerstandszahlen so wie hintereinandergeschaltete elektrische Widerstinde
algebraisch addieren kann, um zu einer Gesamtwiderstandszahl zu gelangen,
deren reziproker Wert dann die gesuchte Warmedurchgangszahl % ist.

Eine fast vollkommene Analogie zum elektrischen Widerstand gewinnt man,

l 1 . .
wenn man fiir -—, — und A den Begriff ,,Wirmewiderstand* oder ,,ther-

[ 4 [ f-k

mischer Widerstand‘“ einfiihrt, was fiir praktische Rechnungen sehr bequem ist.
!
Die Gréflen fT, f+a und f-k& kann man — ebenfalls der Bezeichnungsweise

der Elektrotechnik entsprechend — als ,,Wirmeleitwerte* bezeichnen?).

6. Allgemeiner Uberblick und Systematik der MeBverfahren. Die
Molekulartheorie der Wirmeleitung bleibt dem Kapitel ,,Kinetische Theorie®
vorbehalten und wird in der Folge nur so weit herangezogen, als es zum Ver-
stindnis der Erfahrungstatsachen unbedingt erforderlich ist. Im vorliegenden

1) S. hieritber H. GROBER, Die Grundgesetze der Warmeleitung und des Warmeiiber-
gangs, S. 175 u. 187, Berlin: Julius Springer 1921.
2) Siehe hieriiber M. Jakos, ZS. f. d. ges. Kilte-Ind. Bd. 33, S. 21. 1926.
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Kapitel werden nur die Folgerungen behandelt, die nach den Grundgleichungen
(1d), (3a) und (4) aus den Erscheinungen hervorgehen. Aber auch beziiglich der
mathematischen Darstellung dieser Folgerungen, die, insbesondere was die
Gleichung (3a) betrifft, im wesentlichen auf FOURIER zuriickgeht und die Ver-
anlassung zur Entdeckung der FouriErschen Reihen bot, werden wir uns grof3e
Beschrinkung auferlegen. Wir werden diesen Folgerungen nur so weit nachgehen,
als es der physikalische Zweck erfordert. Eine vorziigliche Darstellung vom
mathematischen Standpunkt ist in der Encyklopddie der mathematischen Wissen-
schaften von HoBsoN und DiESSELHORST!) gegeben worden. Wir werden uns
daher im wesentlichen nur zu beschéftigen haben mit der Wirmeleitzahl, der
Wirmeiibergangszahl, ihrer Bestimmung und den daraus folgenden Gesetz-
miBigkeiten und Anwendungen.

In den zunichst folgenden Abschnitten II bis VI wird die rein molekulare
Wirmeiibertragung behandelt werden, also die Wiarmeleitung im engeren Sinn,
und dann in den Abschnitten VII und VIII die gemischte molekulare und molare
Wirmeleitung, also der Warmeiibergang unter dem EinfluB der Konvektion
und der Warmedurchgang. Man kann dies auch so ausdriicken, dafl zunichst
von den einheitlichen (festen, fliissigen, gasformigen) Korpern fiir sich allein die
Rede sein wird und dann von Kombinationen von festen mit fliissigen und gas-
férmigen Koérpern, also von Fliissigkeiten und Gasen unter dem EinfluB sie be-
grenzender Winde.

Bei der reinen Wiarmeleitung besprechen wir zuerst die Metalle und
Legierungen (Abschnitt ITI), dann die Kristalle (Abschnitt III), die schlecht
leitenden festen Korper (Abschnitt IV), endlich die Fliissigkeiten (Abschnitt V)
und die Gase (Abschnitt VI), und zwar jeweils zuerst die MeBverfahren, dann
die Versuchsergebnisse und Zahlenwerte und schlieBlich die daraus folgenden
GesetzmiBigkeiten und Anwendungen. Es trifft sich giinstig, daB diese Gesetz-
maBigkeiten fiir die verschiedenen Arten von Stoffen bzw. von Aggregatzustin-
den sehr verschieden sind, so daB hier nur wenig Uberdeckungen in der Eror-
terung vorkommen. Dagegen mufl man bei den Versuchsmethoden zuweilen
auf frither oder spiter Behandeltes verweisen, da es Verfahren gibt, die sowohl
fiir feste Korper wie fiir Fliissigkeiten und Gase angewendet werden kénnen.

Ein allgemeines Ordnungsprinzip, das bei allen Stoffarten und Aggregat-
zustinden wiederkehrt, ist das nach der Art der Warmestrémung. Je nachdem
die Messung nach oder vor Eintritt des Dauerzustandes ausgefiihrt wird, unter-
scheidet man Verfahren fir stationire oder verinderliche Wirmestrémung.
Die ersten sind mathematisch einfacher, erfordern aber eine lange Versuchs-
dauer, da der Dauerzustand (besonders bei grolen Versuchskérpern) nur langsam
erreicht wird. Dabei ist es aber méglich, alle Randbedingungen genau einzu-
stellen und zu kontrollieren. Es scheint daher, da3 diese Verfahren bisher die
besten Ergebnisse gebracht haben.

Die Methoden fiir variablen Zustand, bei denen sowohl einmalige, plotz-
liche als periodische, allmihliche Temperaturinderungen zugrunde gelegt werden,
erfordern die Integration der Differentialgleichung (3) oder (3b). Sie fiihren zu
schwierigen Entwicklungen und haben daher mathematisch veranlagte Physiker
vielfach angezogen. Um die Lésung der Gleichungen zu ermdglichen, sind oft
vereinfachende Annahmen erforderlich, deren Zuldssigkeit nicht ganz sicher ist.
Diese Verfahren fithren zu Werten der Temperaturleitzahl . Um daraus 4 zu
gewinnen, miissen ¢ und ¢ noch besonders bestimmt werden.

1) E. W. HoBsoN u. H. DiIEsSsELHORST, Warmeleitung. Encyklop. d. math. Wiss. Bd. 4,
Teil 1, Abschn. 4, S. 161—231.

Handbuch der Physik. XI. 4
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Ebenfalls bei allen Stoffen und sowohl bei stationirer als bei verdnderlicher
Strémung kann man die Wirmeleitzahl 4 relativ zu der anderer Substanzen
oder absolut messen. Die Relativverfahren bedingen entweder ein ortliches
Hintereinanderschalten des zu untersuchenden Materials und des Vergleichs-
stoffes in einen und denselben Wirmestrom oder zeitlich aufeinanderfolgende
Messungen mit gleicher Wirmeenergie oder mit gleichen Temperaturrand-
bedingungen. Eine besondere Kategorie von Relativmessungen beruht auf dem
Sichtbarmachen und Ausmessen von Isotlermen der Wéarmestrémung.

Absolutmessungen im Dauerzustand erfordern in der Regel die Be-
stimmung von Wirmemengen. Hierfiir kommt die kalorimetrische oder die
elektrische Energiemessung in Frage. Erstere ist besonders bei hohen Tem-
peraturen beliebt, letztere wird neuerdings bei stationiren MeBverfahren fast
ausschlieBlich verwendet. Die elektrische Heizenergie wird im allgemeinen
auBerhalb des Versuchskorpers erzeugt, und die Warme wird dann durch den
Koérper hindurchgeleitet?). Bei elektrischen Leitern jedoch kann die Heizung
auch von innen durch die JourEsche Wirme erfolgen, die durch elektrischen
Strom in dem Versuchskérper wie von regelmiflig verteilten Warmequellen ent-
wickelt wird?). Es 148t sich dann das Verhiltnis der elektrischen zur thermischen
Leitfahigkeit bestimmen.

Eine wichtige Rolle spielt die Form der Versuchskérper, die méglichst
einfach sein soll, damit die Rechnungen nicht allzu schwierig werden. Man hat
daher im allgemeinen sowohl bei verinderlicher als auch bei stationdrer Strémung,
bei Relativ- und Absolutverfahren die Kugel-, Wiirfel-, Zylinder- und Platten-
form den Messungen zugrunde gelegt, wobei die Wirme in ausgezeichneten
Richtungen (bei Kugeln z. B. radial) stromt.

Endlich werden wir einige besondere Verfahren kennenlernen, die auf der
Analogie zwischen den Wirmestromlinien und den magnetischen oder elek-
trischen Kraftlinien beruhen.

Fiir die Behandlung der Warmeleitung mit Konvektion, also des Warme-
iiberganges (Abschnitt VII), haben sich in der neueren Zeit Ahnlichkeits-
betrachtungen als besonders fruchtbar erwiesen. Sie werden uns bei unseren
Ausfithrungen leiten. Die Anwendung des Ahnlichkeitsprinzips bringt es mit sich,
daB hier im Gegensatz zur Behandlung der reinen Wirmeleitung eine prinzipielle
Unterscheidung und Anordnung nach dem Aggregatzustand nicht am Platz
wire. Dagegen hat jetzt die Form der Wiande, an die die Flissigkeiten oder
Gase angrenzen, entscheidende Bedeutung. Ein wichtiges Unterscheidungs-
und Einteilungsmerkmal ist ferner die Art der Konvektion, wobei man die
natiirliche (nur durch Dichteunterschiede bedingte) von der kiinstlichen
Konvektion unterscheidet, bei der die Versuchsfliissigkeit eine erzwungene
Bewegung ausfuhrt. Fiir die Bestimmung des Warmeiiberganges bei kompliziert
geformten Winden endlich scheint ein neueres Modellverfahren, beruhend
auf der Analogie zwischen Wirmeleitung und Diffusion, von Bedeutung zu
werden.

Im Anschluf} an die Fragen des Warmeiibergangs wird (Abschnitt VIII) auf die
Kombination von Warmeleitung und Warmeiibergang eingegangen werden, fiir
die wir den in der Technik eingefilhrten Namen Warmedurchgang kennen-
gelernt haben.

1) Dieses Verfahren scheint auf A. SCHLEIERMACHER (Wied. Ann. Bd. 34, S. 623. 1888)
zuriickzugehen, der damit die Wirmeleitzahl von Gasen bestimmte (s. S. 127). Zu Warme-
leitungsmessungen an festen Korpern hat sich wobhl zuerst Ca. H. Legs (Phil. Trans. Bd. 191,
S. 399. 1898) dieser Art der elektrischen Heizung bedient.

2) Beziiglich der ersten Anwendung dieser Methode s. S. 64, FuBnote 2.
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II. Wiarmeleitung durch Metalle und Legierungen.

a) Versuchsverfahren fiir stationdre Wiarmestrémung,

7. Vergleich von Wirmeleitzahlen durch Sichtbarmachen und Aus-
messen von Isothermen der Warmestromung. FEine Reihe von Versuchsver-
fahren, die zum Teil schon seit iiber einem Jahrhundert bekannt sind, beruht
darauf, Versuchskérper geeigneter Form mit Wachs oder einem dhnlichen Stoff
in diinner Schicht zu iberziehen und aus der Grenzlinie des Abschmelzens bei
stationidrer Warmestromung auf das Warmeleitvermégen der Versuchskérper zu
schlieBen.

Schon INGENHOUsS!) hat von diesem Verfahren Gebrauch gemacht bei
einem Versuch, der sich besonders zur Demonstration der Verschiedenheit des
Wirmeleitvermoégens fester Korper eignet, aber auch zu einer groben Vergleichs-
messung der Warmeleitzahl verschiedener Metalle dienen kann: In der Seiten-
wand eines Blechkasten$ stecken gleich dicke Stibchen aus verschiedenen Me-
tallen, die simtlich mit Wachs od. dgl. iiberzogen sind. Fiillt man nun das Gefd3
mit heiBem Wasser oder Ol, so schmilzt der Wachsiiberzug von der Blechwand
an um so weiter ab, je besser das Metall des betreffenden Stibchens die Wirme
leitet, und zwar verhalten sich (wie zuerst von B1oT und DESPRETZ erkannt wurde)
bei uberall gleicher Temperatur der Blechwand des Kastens, nach der in Ziff. 8
abgeleiteten Gleichung (7d) die Warmeleitzahlen 4;, 4, usw. der einzelnen Metalle
wie die Quadrate der Strecken x,;, x, usw., auf denen das Wachs bei den ver-
schiedenen Stabchen abgeschmolzen ist. Die der Schmelztemperatur des Wachses
zugehorige und durch die Schmelzgrenze sichtbar gemachte Isotherme geht hier
in den Abstidnden x;, %, usw. durch die Querschnitte der Stibe annihernd senk-
recht zu deren Achsen.

Ein ebenfalls auf dem Sichtbarmachen und Ausmessen von Isothermen be-
ruhendes Verfahren, das hauptsichlich fir anisotrope, nicht metallische Leiter,
niamlich fiir Kristalle, bestimmt war, spiter aber auch bei Metallen Verwendung
fand, hat SENARMONT?) angegeben. Dabei wurden die zu untersuchenden diinnen
Platten mit einer Schicht aus Wachs tiberzogen und in der Mitte mit einem etwa
2 mm weiten Loch versehen, durch das ein Rohr aus Silber fithrte. Das Rohr
wurde unterhalb der Platte erhitzt, wihrend gleichzeitig ein Luftstrom hindurch-
gesaugt wurde. Statt des Rohres hat SENARMONT spiter einen Silberdraht durch
die Platte hindurchgezogen und an einem Ende erhitzt. Nach dem Erkalten der
Platte ist die Grenze, bis zu der das Wachs geschmolzen ist, gut sichtbar. Die
Grenzlinie ist offenbar eine Isotherme und hat bei homogenen Platten Kreisform,
bei Kristallen dagegen, wie im Abschnitt III niher dargelegt wird, Ellipsenform.
Bei Metallen hat man die Methode z. B. angewandt, um den Einflu3 der Magneti-
sierung von Eisen, Nickel oder Wismut oder der Belichtung von Selen auf die
Wirmeleitfihigkeit zu studieren. VergroBert sich ndmlich in einer Richtung die
Wirmeleitfihigkeit, so muf3 in dieser Richtung das Schmelzen weiter fortschreiten
und die Schmelzisotherme in eine Ellipse iibergehen wie bei Kristallplatten.

RONTGEN3) hat das Verfahren von SENARMONT folgendermafBien abgedndert:
Die Platten werden nicht durchbohrt, sondern durch einen in der Mitte auf-
gesetzten, zugespitzten Kupferstab erwdrmt. An Stelle der Wachsschicht wird

1) 1. IngeNHOUSS, Journ. de phys. Bd. 34, S. 68 u. 380. 1789.

%) H. pE SENaARMONT, Pogg. Ann. Bd. 73, S. 191. 1848; Bd. 74, S. 190. 1848; Bd. 75,
S. 50 u. 482. 1848; Bd. 76, S. 119. 1849; Bd. 80, S. 175. 1850; C. R. Bd. 25, S. 459 u. 707.
1847; Bd. 26, S. 501. 1848; Ann. chim. phys. Bd. 21, S. 457. 1847; Bd. 22, S. 179. 1848;
Bd. 23, S.257. 1848.

3) W. C. RONTGEN, Pogg. Ann. Bd. 151, S. 603. 1874; ZS. {. Krist. Bd. 3, S. 17. 1879.

4%
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durch Anhauchen eine Schicht von Wassertropfchen erzeugt. Die nach dem Ver-
dunsten der Hauchschicht hervortretende Isotherme fixiert man durch Auf-
streuen und dann folgendes Abklopfen von Lykopodium. ScHMALTZ!) hat nach
diesem Verfahren den EinfluB der Magnetisierung auf die Warmeleitfihigkeit
von Nickel untersucht, aber den Kupferstab durch ein eingeschraubtes Messing-
rohr ersetzt, durch das Wasserdampf strémte, und die Platte dadurch mit einem
Wasserhauch iiberzogen, daf8 er sie auf 0° abkiihite und dann in feuchte Luft
brachte.

BEerLaTI und Lussana?) haben bei ihren Versuchen mit belichtetem und un-
belichtetem Selen nach dem Vorgang von A. M. MAYER?) die Isothermen durch
Uberzug der Platten mit dem Doppelsalz (HgJ,- Cu]J,) erzeugt, das bei 70°
(nach anderer Angabe bei ca. 88 °) seine Farbe von Karminrot in Dunkelschokolade-
braun #ndert. Jodsilber- Jodquecksilber (2 AgJ + 2 Hg]J,), das bis 45° hellgelb
ist und dann orange-
farben wird, kann eben-
fallsverwendet werden.

Die dritte wichtige
Isothermenmethodeist
von VOIGT zunichst
fiir Kristalle (s. Ziff. 21)
und dann auch fiir iso-
trope Koérpert) ange-
geben und zuerst von
ScHULZE?) zum Ver-
gleich der Wirmeleit-
zahlen verschiedener
Metalle und Legierun-
genangewandt worden.
Sie besteht im Sicht-
barmachen und Aus-

Abb. 3. Brechung von Wiarmestromlinien. messen einer Isotherme

an der Berithrungs-

fliche zweier verschiedener zusammengekitteter Versuchskorper und beruht auf
der Anwendung der Grundgleichung (1) auf einen solchen Doppelkorper.

Abb. 3 stelle die Oberfliche zweier isotroper lings BB zusammengekitteter
Platten I und II dar, deren Wairmeleitzahlen 4; und 4, seien. Diese Platten
mogen von einem in jeder Platte homogenen Wirmestrom durchsetzt werden,
der in der Abbildung durch die in gleichem Abstand gezeichneten, parallelen
Wirmestromlinien W, und W, angedeutet sei. Offenbar werden diese Linien
in der Berithrungsfliche B B gebrochen und gehen im Medium II in einer anderen
Richtung, aber aus Symmetriegriinden wieder parallel zueinander weiter. Senkrecht
zu W, und W, laufen die Isothermen J, und J,. Ihr Winkel gegen die Normale NN
sei im Medium I durch ¢,, im Medium II durch ¢, bezeichnet. Durch die Parallelo-
gramme mit den Seiten f,, [, und f,, /, strémt die gleiche Warmemenge, und zwar
fiir ein Stiick der Platte von der senkrecht zur Zeichenebene gemessenen Dicke 1
nach Gleichung (1)

? 4
11'7’1'2 =;~2'f2'zz,
1) G. Scumartz, Ann. d. Phys. (4) Bd. 16, S. 308 u. 792. 1905.

) M. BELLATI u. S. Lussana, Atti Ist. Veneto (6) Bd. 5, S. 1117. 1886/87.
) A. M. MavgRr, Phil. Mag. (4) Bd. 44, S. 257. 1872.
) W
). F.

LR

. Voigt, Wied. Ann. Bd. 64, S. 95. 1898.
A. Scrurze, Ann. d. Phys. Bd. 9, S. 560. 1902.

o
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wobei ¢ die Temperaturdifferenz zweier benachbarter Isothermen bedeutet.
Setzt man in diese Gleichung f; = b -sin ¢y, !, = b-cos ¢; und f, = b - sin g,,
ly = b+ cos @, ein, so erhilt man
A tgpe
A tgg ©
Auf diese Beziehung hat VoiGT sein Verfahren gegriindet. Aus den zu ver-
gleichenden Stoffen werden zwei kongruente Platten in Form rechtwinkliger
Dreiecke geschnitten und lings der Diagonale so zusammengekittet, dal eine
rechtwinklige Platte entsteht. Die Oberfliche bestreicht man mit Elaidinsdure
(mit einem Zusatz von Wachs und Terpentin). Dann legt man eine Seite der
Platte an einen erwirmten Kupferklotz an. Die der Schmelztemperatur von 44
bis 45° entsprechende Isotherme ist dann sehr deutlich zu sehen; nachdem ihre
b
Ao
8. Vergleich von Wirmeleitzahlen durch Temperaturmessungen. An
den Versuch von INGENHOUSS (Ziff. 7) schlieBt sich eines der bemerkenswertesten
Verfahren zum Vergleich der Warmeleitzahl verschiedener Metalle an, das bereits
von Br1ot1!) vorgeschlagen und dann zuerst von DESPRETZ2) angewandt worden
ist. Abb. 4 stelle einen Stab von iiberall gleichem Querschnitt dar, der durch

Winkel ¢, und ¢, ausgemessen sind, wird -— aus Gleichung (6) berechnet.

ein Heizbad H oder sonstwie an der Stelle 5 &

x = 0, die in einiger Entfernung von dem :” —
Heizbad liegen kann, dauernd auf gleicher | 7 | 1 ¢ —> .:'"* sz
Temperatur gehalten werde. Der Stab x=0 x lx*d“r
ruhe in Luft von niedrigerer Tempera- 25

tur. Dann stromt dauernd Wirme von A ) ) L

der Stelle x — 0 durch den Stab und bb. 4. Warmestromung in einem Stab.
geht von dessen Oberfliche an die Luft.

Im Stabquerschnitt wird offenbar die Temperatur von der Achse aus abnehmen;
aber der Stab sei so diinn oder leite verhiltnismaBig so gut, daB die Temperatur
iiberall im Querschnitt als gleich angenommen werden diirfe. Es sei nun

¥, die Temperatur des Stabes an der Stelle x = 0,

¥ die Temperatur des Stabes an der Stelle x,

9, die AuBlentemperatur,

# der Umfang einer Schnittfliche senkrecht zur Stabachse,

{ der Flicheninhalt dieser Schnittfliche,

o die Warmeiibergangszahl zwischen Stab und Luft,

A die Wirmeleitzahl des Stabmaterials.
Dann strémt im Dauerzustand an dem durch die Abstinde x und x -+ dx be-
grenzten Element in der Zeit ¢
ax

ad  d2d
,, R Q2+Q3=—l-f-(-d—x—{—ﬁ-dx)-t—[—owu-dx-(z?—ﬂa)-t aus.

Da nun im Dauerzustand @, = Q, + @, sein muB, so erhdlt man hieraus die
zuerst von BIOT abgeleitete Differentialgleichung
azd
l']"d‘xzza'u'(’ﬁ—’ﬁ'a). (7)
1) J. B. Bior, Traité de phys. Bd. 4, S. 669. Paris 1816.

2) C. M. DESPRETz, Ann. chim. phys. Bd. 19, S. 97. 1822; Bd. 36, S. 422. 1827 (dazu
ein Bericht von FoURIER, cbenda Bd. 19, S.99. 1822); Pogg. Ann. Bd. 12, S.281. 1828.

-t ein und

die Wirmemenge Q, = —41-f:
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Wir nehmen nun zunichst an, « sei eine Konstante. Dann 148t sich Gleichung (7)
einfach integrieren; ihre allgemeine Losung lautet

ﬁ—ﬂ—Aerl“—}—Bel". (73)
Da an der Stelle x = 0 die Temperatur 4 = 9, herrschen muB, so folgt aus (7a)
A+B=9,—19,.

Fiir einen unendlich langen Stab muB ferner bei x = oo die Temperatur & =,
sein, was nur moglich ist, wenn B = 0. Dann ist also 4 = #, — &,, und Glei-
chung (7a) geht iiber in

ooy

9 — Dy= (9 — B e-= T (7b)

Hat man nun zwei sonst gleiche, sehr lange Stibe von verschiedenen Stoffen,
deren Wiarmeleitzahlen 4, und 4, und deren Wirmeiibergangszahlen &, und «,
seien, und mifft man die Abstande %, und %,, fir die &, = 4§, ist, so erhilt man
aus (7b) die Gleichung

/a, 3 l/a;-u

T = =t

(B — e
und hieraus

Aoy %2

12 -0y - x22' (70)
Die Wirmeiibergangszahlen &, und &, kann man dadurch annihernd gleich
machen, daB man die Oberflichen der Stibe beide vergoldet und dann poliert?).
Dann geht (7c) iiber in

}‘1 xlz d

12 - x22' (7 )
Von dieser Gleichung haben wir bereits bei der Besprechung des Versuches von
INGENHOUSS Gebrauch gemacht (s. Ziff. 7).

Eine genauere Messung wird dadurch erreicht, daBl man bei verschiedenen
Stiaben gleichen Querschnittes nicht wie bei der Isothermenmethode die Stellen
%y, %5.. .. sucht, wo gleiche Temperatur herrscht, sondern in einem und demselben
beliebigen Abstand x von der Stelle x = 0 die Temperaturen miflt, indem man
z. B. in feine Bohrungen senkrecht zur Stabachse die Lotstellen von Thermo-
elementen einfithrt?).

Ergeben sich dabei fiir die Metalle von der Wirmeleitzahl 4; und 1, im
Abstande x die Temperaturen J, und &,, so folgt aus Gleichung (7b) .

By — Py = (9 — D) - €

1) Dadurch wird die Strahlungszahl, die hier in x mitenthalten ist, bei beiden Stiben
gering und gleich gemacht.

?) Um die Temperatur richtig zu messen, ist dabei die Bohrung sehr eng zu halten,
die Lotstelle tief, moglichst bis in die Stabachse einzubringen und dafiir zu sorgen, daB die
herausgefithrten Drahtenden moglichst wenig Warme, vor allem keine merkliche Wirme
von der Lotstelle abfiithren, die sonst abgekiihlt wird. ‘Die Drahte der Thermoelemente
miissen daher sehr diinn sein, und es empfiehlt sich, sie zunachst um den Stab herumzu-
schlingen, ehe man sie radial abfithrt. Natiirlich mu8 metallische Berithrung der Thermo-
elemente mit dem Stab aufler an der Lotstelle vermieden werden. Manche sonst guteMessungen
der Wirmeleitzahl haben zu falschen Ergebnissen gefiithrt, weil auf diese Punkte nicht
geniigend geachtet wurde und die Beobachter sich etwa damit begniigt haben, die Thermo-
elemente genau zu eichen und vielleicht noch auf Homogenitit der Drahte zu priifen.
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und

ot U
By — B, = (g — D) "V

und hieraus

lgﬁz _ 19a 2
Ayt &y By — Oy
dooy |\ B9, (7€)
88y — B
oder, wenn man wieder &, = &, macht,
gl Pa\®
A Py — s
i - Ig Qi_ e 70
By — By

Es fragt sich nun, wie lang ein Metallstab sein muBl, damit man die fiir
einen unendlich langen Stab aufgestellten Gleichungen (7b), (7e) und (7f) ohne
allzu groBen Fehler anwenden kann. Einen 4o 2z
Anhalt dafiir gibt die folgende Betrach- ~ — ;
tung: In Abb. 5 sei die Warmeabgabe des Il“, l IR SRR +

Stabes an die Luft schematisch dargestellt.

Sie ist natiirlich am groBSten bei x = 0,

weil hier die Differenz zwischen der

Temperatur des Stabes und der Luft am Abb. 5. Warmeabgabe eines Stabes
groBten ist, und wird mit zunehmendem % nach auflen.

immer kleiner. Nun werde die gesamte

auf die Zeiteinheit bezogene Wirmeabgabe zwischen x = 0 und x = x mit g5,
die von % = x bis ¥ = oo mit ¢ bezeichnet. Aus Gleichung (4) folgt dann

0
q5 =/(x-(z9——f0,,)-u'dx
und :

q3°=[zx-(0—19a)-u-dx
z

und durch Einsetzen von ¢ aus Gleichung (7b), wobei noch =V% d eingefiihrt
werden soll, f
z
9. — 9)-
e =/oc c(WPy— ) e udx = (B p” o (1 —e ™) )
i
und
’ (D — D)
q?z]oc-(ﬁo—'ﬁa)-e‘”l‘-u-dx:uﬁo—m—“)—u-e‘"”‘. (8a)

z

Wir wollen uns nun mit einer solchen Linge x des Stabes begniigen, daB ¢z nur
noch 1%/, von ¢% ausmacht. Es sei also ¢3° = 0,01 - ¢§ oder nach Gleichung (8)
und (8a)

e =0,01(1 — e ™),
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woraus man
_1g0,00901 _ 4,72 (8b)
m-lge m
erhalt.
Wir betrachten nun einen zylindrischen Stab von 2 » = 1,2 cm Durchmesser
und wollen 9;= 50 und ¥, =20° C annehmen; bei natiirlicher Konvektion sei
dabei die Wéirmeiibergangszahl & = 0,00017 cal-cm~2-s~1-Grad~2 Dann ist

azm _0,02382
=) =)

AT

Fiir Silber (A =1,0cal-cm~1s~!- Grad-!) wird somit m = 0,0238, fiir Nickel
(A = 0,14) m = 0,0637. Ein unendlich langer Silberstab von 1,2 cm Durchmesser

wiirde daher auf der Strecke x = ()A{TZ_S — 198 cm, ein Nickelstab auf der Strecke
= 04(')27 = 74cm etwa 99% der gesamten ihm im Querschnitt x = 0 zu-

gefilhrten Wirme abgeben und nur noch 19, jenseits der Strecke x bis ins Un-
endliche. Die Temperatur © an der Stelle x des Stabes wire dabei nach Glei-
chung (7b) und (8b) ¥ = 20 4 30 - ¢~*"2 = 20,27 unabhingig von der Art des
Materials.

Wiirde man nun den Silberstab bei x = 198 cm, den Nickelstab beix = 74 cm
durchschneiden und das bis ins Unendliche reichende Ende entfernen, so miite,
da nunmehr 1%, der zugefithrten Warme nicht mehr am Stabende abgefiihrt,
von der Schnittfliche aber, wie man leicht rechnen kann, kaum 1/, 000 der Wirme
an die Luft abgegeben wiirde, der ganze Stab sich stirker erwdrmen. Bei Stiben
von einigermaBen handlicher Lange bedingt somit die endliche Linge zweifellos
Fehler der Warmeleitzahl von mehreren Prozenten, wenn man von Gleichung (7b)
ausgeht.

Um nun Gleichung (7a) zugrunde legen zu kénnen, hat man den Kunstgriff
angewandt, die Temperatur an drei, je um die Linge / voneinander entfernten
Querschnitten zu messen. Wenn die Temperatur an der Stelle ¥ mit ¥, an der
Stelle x 4/ mit ¥; und an der Stelle x 4 2/ mit ¥, bezeichnet wird, so fiihrt
Gleichung (7a) zu:

(99 — D) + (9 — Do) = Ao~ 4 Boema 4 A+ oomles3) 4 B gmierh
und
Hh— Oy =A-e -mEt) 4 B.egmE+h
Durch Division folgt hieraus
(B — Pa) + (9 — Fa)

9 9 =e~ml+eml
1 Ve

oder, wenn man
(Po — Do) + (P2 — D4)
P — Oy

=2M,

setzt,
2m = ™  gm!
und hieraus

el =n-Yn2 —1.
Eine physikalische Bedeutung hat jedoch nur die Gleichung

e 78



Ziff. 8. Vergleichsverfahren fur kiirzere Stabe. 57

oder ml=1In (n + Yn? —1 ), (7h)

weil stets em! > 1, daher e-™! <1 sein muB und somit aus der Summe
e-ml 4 gml — 24 die Bedingung e™! > » folgt. P
Fiir einen zweiten Stab, dessen Wirmeleitzahl i’ sei, gilt mit m’ =1/ i}'f; i;

(% — 96) + (¥ — 9%)
9 —
m' U =In(n 4+ Yn? —1). (71)
Aus der Division von (7h) durch (7i) folgt dann
m-1 _In(n +Yn* —1) _Ig(n +ym —1)

m' U In(n + Yn't—1) B 1g(n' + yn2—1)
Durch Einsetzen von m = I/ %% und m' = V_;‘,_' . 1_’;_ erhilt man schlieBlich

die (7h) analoge Gleichung

und 2%’ =

i ﬁ[lg(n’ + Vm)r 7

7= @l 9 1)
oder, wenn man wieder & = &' setzen darf,
. {1g(nf + vn'z—_ar_
T lgn 4w —1)

Da # und %' nach Definition einzig von den gemessenen Temperaturen #,, 4,

(7k)

P, Py, 95, 9, und ¥ abhingen, so gewinnt man somit ohne weiteres 7 aus den

gemessenen Temperaturen. Wie man erkennt, besteht der erwihnte Kunstgriff
darin, daB man die 4 Konstanten A4, B, A’, B’, durch die Messung von 4 Tem-
peraturdifferenzen 9, — &y, ¥ — ¥,
9, — 97 und ¥ — ¥ eliminiert.

Dies kann man, worauf schon | #, | Hy
DiesSELHORST!) hingewiesen hat, !
auch dadurch erreichen, daB man = x=t xz=2t
die beiden Enden eines Stabes Abb. 6. Stab mit zwei Heizbadern.
auf die gleiche Temperatur o,
bringt, also etwa zwei ganz gleich temperierte Bider H, und H, verwendet?)
(s. Abb. 6). Zu Gleichung (7a) treten dann die Grenzbedingungen x = x,, ¢ = ¥,
und x =21, ¢ = 9, = ¥,, und es wird

9y — 9, =A+B
ﬁo—0a=A'€_2lm+B'62lm

# # e

Hieraus folgt

eZlm _ ,1
4= ('90 - 00) : e2lm _ p-2lm

1 — 3—2lm
B = (190 - 0") ’ e2lm . p-2lm

1) H. DiesseLHORST, Wiarmeleitung, Encyklop. d. math. Wiss. Bd. 5, Teil 1, Abschn. 4,
S. 216. )

2) Praktischer ist es, die beiden Bader derartig zu heizen, daB 9, = &, wird, wobei
wieder ¥, — ¥ = %, — #; = [ ist und » und x, in einem gewissen Abstand von den Heiz-
badern H, und H, liegen kénnen (wie ¥ = 0 in Abb. 4).
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und durch Einsetzen in (7a)

9 — Do = (9 — D)

(e2lm _ 1)6—zm + (1 _ e—zlm)ezm
e2lm — e—2lm *

Fiir x =/ erhdlt man aus (71) nach einigen Umformungen

2¢em (9, — 9,)
191—"19,1:—@%—“‘. (7m)
Daraus 148t sich nun wieder nach Gleichung (7k) % gewinnen, wobei jetzt
Q90 - ﬁa
T =0,

Das Verfahren nach Abb. 6 hat den Vorzug, dafl bei gleicher Stablinge die
Temperatur wesentlich weniger sinkt, da3 man also mit mehr Recht 4 konstant
setzen kann, wiahrend sonst moéglicherweise die Abhingigkeit der Wirmeleitzahl
von der Temperatur eine Rolle spielt. Noch wichtiger aber ist, dal dabei auch
& bei verschiedenen Materialien weniger verschieden ist, und damit kommen
wir zu einem Punkt, auf den man bisher wenig geachtet hat, der aber die Er-
gebnisse des DESPRETZschen MeBverfahrens um mehrere Prozente filschen kann.

Man darf ndmlich, auch wenn man die Oberflichen der Vergleichsstibe ganz
gleich macht, dennoch nicht & = &’ setzen, weil, wie im Abschnitt VII dargelegt
wird, « von der Temperatur ¢ und der Temperaturdifferenz (# — 4,), insbeson-
dere von letzterer wesentlich abhingt. Die beiden Vergleichsstibe haben aber
bei gleicher Badtemperatur oder bei gleicher Temperatur ¢, verschiedene mittlere
Temperatur. Ist nun z. B. fiir zwei Stibe von 1,2 cm Durchmesser 2/ = 30 c¢m,
Py = 50°, ¥, = 20°, 1 = 0,92, I’ = 0,30, so wird, wie man berechnen kann!),
infolge der verschiedenen mittleren Temperatur bei Heizung des Stabes von
einem Ende aus die Wiarmeiibergangszahl & um etwa 79, bei Heizung des
Stabes von beiden Enden aus dagegen nur um etwa 39, groBer als a«’. Man

muf} daher —% nach Gleichung (7j) statt nach Gleichung (7k) berechnen.

Da ferner die Temperaturdifferenz (¢ — 4,) und damit &« auch lings des
Stabes variabel ist, so ist auch die bei der Integration von Gleichung (7) gemachte
Annahme, daB fiir einen Stab & konstant sei, nicht streng giiltig, und alle aus
Gleichung (7a) folgenden Formeln sind nicht ganz korrekt. JakoB und ERk?)
haben bei einer genauen Analyse des DEsPRETzschen Verfahrens angegeben, wie
man durch Differenzenrechnung auch dieser Schwierigkeit Herr werden kann.

Unsere Besprechung der DEsprRETzschen Methode zeigt, wie verwickelt
selbst Relativmessungen von 4 bei gewéhnlicher Temperatur werden, wenn man
sich mit einer Genauigkeit von einigen Prozenten nicht begniigen will. Zwar
hat schon KIRCHHOFF?) die Schwierigkeit der DEesprETzschen Methode im
wesentlichen erkannt. Die meisten Beobachter, die nach dieser Methode gemessen
haben, haben aber die obigen Gesichtspunkte nicht beriicksichtigt. Daher
kénnen die Messungen von WIEDEMANN und FraNz und anderen, so aufschluB3-
reich sie auch fiir das allgemeine Verhalten der Metalle gewesen sind, keinen
Anspruch auf grole Genauigkeit erheben.

Besonders ungiinstig scheint, wie BRIDGMAN®) nachweist, durch die Ver-
anderlichkeit von a« das Ergebnis von Messungen beeintrichtigt worden zu sein,

1) M. Jakos u. S. Erk, ZS. f. Phys. Bd. 35, S. 670. 1926.

2) G. KIrcHHOFF, Vorlesungen iiber die Theorie der Warme (hrsg. von M. PLaNcK) S. 35.
Leipzig: B. G. Teubner 1894.

3) P. W. BRIDGMAN, Proc. Amer. Acad. Bd. 57, S. 75. 1922.
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die LussaNal) nach der DEspPrRETzschen Methode an Metalistiben unter Druck
(bis zu 3000 at) ausgefithrt hat. Die Stibe waren dabei in dem Druckraum von
einer Flissigkeit umgeben, deren Warmeleitzahl sich, wie BRipGMAN durch Ver-
suche gezeigt hat, zehnmal stirker mit dem Druck 4ndert als die der zu unter-
suchenden Metalle, und LussaNa hat diese Anderung, die naturgemiB unmittel-
bar auf & einwirkt, nicht geniigend beriicksichtigt. Er ist daher zu offenbar
unrichtigen Werten des Druckkoeffizienten der Warmeleitzahl von Metallen
und Legierungen gelangt.

Ein anderes, in der Auswertung einfacheres Vergleichsverfahren ist von
BerGET?) angewandt worden. Er hat auf eine Eisfliche einen Metallzylinder
gesetzt, iiber diesem eine Schicht Quecksilber in einem zylindrischen Rohr vom
gleichen Durchmesser angeordnet, deren obere Fliche durch heiles Wasser oder
Dampf erwirmt und das axiale Temperaturgefille in dem zylindrischen Ver-
suchskérper und in dem dariiber befindlichen Quecksilberzylinder verglichen.
Die Hintereinanderschaltung von Zylindern aus verschiedenen Stoffen in dem
gleichen Warmestrom war nicht mehr neu, sondern hat bereits frither CHRISTIAN-
SEN3) zum Vergleich der Warmeleitzahlen von nicht metallischen festen Kérpern,
Fliissigkeiten und Luft gedient (s. Ziff. 23). Damit aber das Quecksilber und
der Versuchskérper wirklich vom gleichem Warmestrom axial durchsetzt werden,
hat BERGET hier (oder vielmehr bei den in Ziff. 9 zu behandelnden Messungen)
wohl zum erstenmal die sog. Schutzringmethode angewandt, die darin besteht,
daB} die Versuchszylinder von Zylinderringen umschlossen werden, die das gleiche
axiale Temperaturgefille haben. Jedem Punkt der dufleren Wand des inneren
Zylinders steht dann in gleicher Hohe eine Stelle der inneren Wand des dufleren
Zylinders gegeniiber, die die gleiche Temperatur hat. Daher wird radial Warme
weder aus- noch einstrémen. Die Schutzringmethode ist in der Folge vielfach
angewandt worden und ist auch heute noch eines der wertvollsten Hilfsverfahren
bei der Bestimmung von Wirmeleitzahlen. Wir werden verschiedene Modifi-
kationen dieser Methode kennenlernen.

9. Bestimmung von Wairmeleitzahlen durch kalorimetrische Energie-
messung. BERGET?) hat bei der soeben behandelten Vergleichsmethode seine
Metallzylinder deshalb gerade mit Quecksilberzylindern hintereinander ge-
schaltet, weil er den Absolutwert der Wirmeleitzahl von Quecksilber mit einem
Eiskalorimeter bestimmt hatte. Zu diesem Zwecke fiillte er einen 20 cm hohen
Hohlzylinder von 1,3 cm lichter Weite mit Quecksilber und legte darum als
Schutzring einen ebenfalls mit Quecksilber gefiillten Zylinderring von 6 cm
duBeren Durchmesser, der auBlen durch Watte isoliert war. Durch stromenden
Dampf wurden nun die oberen Flichen des Quecksilberzylinders und des Queck-
silberzylinderringes auf eine konstante hohere Temperatur gebracht, wihrend
die eiserne Grundplatte der Anordnung auf 0° gehalten wurde. Wie bei Fliissig-
keiten allgemein iiblich (Ziff. 33), erfolgte auch hier die Heizung von oben. Die
oberen erwiarmten Schichten sind gleichzeitig die spezifisch leichtesten und haben
daher keine Veranlassung, herabzusinken, so daB also Konvektion vermieden
wird. Wiirde man von unten heizen, so wiirde das erwidrmte und spezifisch
leichtere Quecksilber nach oben steigen und kaltes nach unten sinken. Zur
Messung der den inneren Zylinder in der Richtung von oben nach unten durch-
stromenden Wirmemenge war die innere, mit Quecksilber gefiillte Réhre durch
die Grundplatte hindurch in den oberen mit Eis gefiillten Teil eines BUNSEN-

1) S. Lussana, Cim. (6) Bd. 15, S. 130. 1918.

%) A. BERGET, Journ. de phys. (2) Bd. 9, S. 135. 1890.
3) C. CHRISTIANSEN, Wied. Ann. Bd. 14, S. 23. 1881.
4) A. BERGET, Journ. de phys. Bd. 7, S.2. 1888.
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schen Eiskalorimeters (ds. Handb. X, Kap. 6) gefithrt. Entspricht der im Eis-

kalorimeter geschmolzenen Eismenge die Zufuhr einer Wiarmemenge Q in der

Zeit ¢, so gilt Gleichung (1) (Ziff. 2), wobei f die Querschnittsfliche des Queck-

silberzylinders, 9, — ¢, das axiale Temperaturgefille in diesem Zylinder auf

einer Strecke ! bedeutet. Aus Gleichung (1) erhilt man dann ohne weiteres 4
nach der Gleichung

0 !
: - —'—_—l—1—-'._g,l—_
l—;t 7o —d, (1e)

c Das kalorimetrische Verfahren ist ferner in
etwas verbesserter Form von WEBER!) ange-
wandt worden.

Zu Messungen fiir Temperaturen bis iiber
400° C ist eine von J. W. DONALDSON?} ange-
_ : gebene Versuchseinrichtung (Abb. 7) geeignet.
- = Die in dem elektrischen Heizkdrper b erzeugte
Wirme wird dem 40 cm langen und 2 cm dicken
Versuchsstab @ von unten zugefithrt und am
oberen Ende durch ein Wasserkalorimeter ¢ ent-
| zogen, in dem die Temperaturzunahme des
&l e Wassers durch die Thermometer # und o ge-

i b messen wird. Das gleiche axiale Temperatur-
gefille wie in ¢ wird in dem Schutzring g mit
Hilfe des ebenfalls von Wasser durchstrémten
LR Kiihlers 4 und des Thermometers $ eingestellt.
[l N r d, ¢ und } sind drei Thermoelemente, deren
—==a= Lotstellen zweckmaiBigerweise in 4 eingelassen
werden; m ist ein Isoliermantel.

%1k } Im allgemeinen hat man die Wirmeleitzahl
Y A4 von Metallen nur selten kalorimetrisch bestimmt,
— mit Vorliebe aber die von feuerfesten Stoffen.
I Wir werden daher im Abschnitt IV (Ziff. 24)
: ! b . noch ausfiithrlicher auf das kalorimetrische MeB-
8 0k verfahren zu sprechen kommen.
g | 10. Bestimmung von Wairmeleitzahlen
- — durch elektrische Messung der in einem beson-

{

deren Heizkoérper erzeugten Wirmeleistung.
} Das Gegenstiick zu der kalorimetrischen Energie-
messung ist die elektrische. Wahrend man bei
der kalorimetrischen Methode die Wiarmeenergie
Abb. 7. Anordnung zur Messung nach dem Austritt aus dem Versuchskorper
der Warmeleitzahl von Metallen pestimmt, wird bei dem elektrischen Verfahren
nach DoNaLDsON. . . . . .
die Energie entweder vor Eintritt in den
Versuchskorper gemessen, nimlich dann, wenn
man die Energie in einem besonderen elektrischen Heizkérper erzeugt und
dann dem Versuchskérper zufithrt, oder beim Durchgang durch den Probe-
kérper, ndmlich dann, wenn die Warmeenergie in dem Versuchskérper selbst
erzeugt wird.

1) R. WEBER, Ann. d. Phys. (4) Bd. 11, S. 1047. 1903.
2) Siehe M. Jakos, ZS. f. Metallkde. Bd. 18, S, 55. 1926.
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Das Verfahren der Heizung mit besonderem elektrischen Heizkdrper?) wird
zur Bestimmung von nicht elektrisch leitenden Kérpern vorzugsweise angewandt;
Metalle sind hiernach seltener untersucht worden, weil es im allgemeinen be-
quemer ist, elektrische Energie im Inneren der Metalle selbst in Wirmeenergie
umzusetzen (Ziff. 11) als sie in einem besonderen Heizkérper zu erzeugen und
dann unter Uberwindung betrichtlicher Ubergangswiderstinde dem Metall-
korper zuzufiihren.

JaxoB?) hat indes einen urspriinglich zur Bestimmung der Wirmeleitzahl
von Fliissigkeiten (s. Ziff. 34) erdachten Versuchsapparat mit besonderem Heiz-
korper auch fiir Messung an Metallen verwenden konnen (s. Abb. 8). Die in
einem elektrischen Heizkorper H, erzeugte Wirme stromt dabei axial durch den
Versuchszylinder L und geht von
diesem durch den Eisenklotz E,
der auf einem Rost R, in dem
Gefdll G, sitzt, an Kithlwasser
iiber. Das Wasser, das durch
Kithlung mit Eis oder durch
Heizung mit dem elektrischen
Heizkorper H, in dem Gefil G,
auf beliebige Temperaturen zwi-
schen anndhernd 0 und 100° ge-
bracht werden kann, strémt von
O,in die Saugleitung einer kleinen
Pumpe, durch deren Druckleitung
iiber 0, nach G, und von da durch
0, wieder nach G,. R ist eine Me-
tallhaube, die als ein erster Schutz
gegen Strahlungsverluste des
Heizkérpers H, dient. Mit einem
Thermoelement bei B, kann die
Temperatur von R dauernd kon-
trolliert werden. Einen zweiten
Schutz gegen Waiarmeverluste
bildet ein glasernes Vakuum- Abb.8. Anordnung zur Messung der Wirmeleitzah!
mantelgefdl J mit versilberten von Metallen nach Jakos.
Winden?), das iiber R und L
gestillpt wird. Die Versuchsergebnisse werden wieder nach Gleichung (1) aus-
gewertet. Hierzu wird die Temperaturdifferenz (¢, — ¥,) mit Thermoelementen
bestimmt, deren Lotstellen in den Bohrungen B, und B, sitzen, die WirmeenergieQ
durch Messung der dem Heizkérper zugefithrten elektrischen Energie und Abzug
der Warmeverluste. Die letzteren kénnen, wie in der Originalabhandlung aus-
fuhrlich auseinandergesetzt wird, durch besondere Messungen und Rechnungen
bestimmt werden. Sie betrugen bei 150 mm langen und 117 mm dicken Versuchs-

Gy

0, =

1) Die zur Charakterisierung der beiden Verfahren vielfach gebrauchten Bezeichnungen
,,elektrische AuBenheizung'* und ,,elektrische Innenheizung* oder ,,innere elektrische Hei-
zung' vermeiden wir, da man bei dieser Bezeichnungsweise die Heizung einer Kugel durch
einen im Innern angebrachten Heizkérper (s. Ziff. 25) konsequenterweise ,,elektrische Auen-
heizung’‘ nennen miiBte.

%) M. Jakos, ZS. d. Ver. d. Ing. Bd. 66, S. 688. 1922 u. Wiss. Abh. d. Phys.-Techn.
Reichsanst. Bd. 6, S. 137. 1923.

3) Der Schutz gegen Ausstrahlung von Warme wird bei solchen GefaBen durch den
Metalliiberzug der Wande erzielt; Energieverluste durch Warmeleitung werden durch ein
gutes Vakuum im Hohlraum zwischen den Wianden vermieden [Ziff. 39, Gleichung (49)].



Pz\

62 Kap. 2. M. JakoB: Wirmeleitung. Ziff. 10.

zylindern aus Aluminium bei 75° etwa 1/,%, fiir 30 proz. Nickelstahl bei 25°
etwa 29, bei 70° etwa 5% von Q. Die Temperaturdifferenz (J, — &,) wurde
stets grofer als 4° gewihlt; dazu war eine Heizenergie von 112 W bei Aluminium
und von 19 W bei Nickelstahl erforderlich.

Bei hohen Temperaturen haben einige japanische Forscher kleine Metall-
zylinder ebenfalls axial von einem elektrischen HeizkOrper aus geheizt und ihre
Wirmeleitzahl im stationdren Zustand durch Messung der Heizleistung und des
axialen Temperaturabfalles bestimmt; sie haben
, aber Wirmeverluste entweder ganz vernachlissigt
A-E ' oder nur {iberschliagig geschidtzt, so dal die von
ihnen gefundenen Wirmeleitzahlen ihrem Absolut-
sy - wert  nach  ziemlich  unsicher sind;  immerhin
konnten sie damit in einem von anderer Seite kaum
b 75 noch daraufhin durchforschten Temperaturgebiet
K zuerst wertvolle Aufschliisse iiber die Warmeleit-
Abb.9. Schema des Zwei-  iahigkeit der Metalle gewinnen:

plattenverfahrens. HonNpa und SiMipu!) haben das langst be-

kannte, aber vor ihnen wohl nur bei nicht metal-
lischen festen Korpern benutzte ,,Zweiplattenverfahren® (s. Ziff. 25) angewandt.
Von dem zu untersuchenden Stoff sind zwei ganz gleiche Platten P; und
P, erforderlich (s. Abb. 9). Die Warme (), die in einem zwischen P; und P,
angeordneten Heizkorper H erzeugt wird, stromt je zur Halfte durch die beiden
Platten. Um vollige Symmetrie zu sichern, kann man z. B. zwei Kiihlplatten
K auf gleicher Temperatur halten. Man mifit ferner das Temperaturgefille quer
zu den Platten und erhilt dann 4 aus Gleichung (1e) (s. S. 60), wobei nur statt Q
der Wert Q/2 einzusetzen ist [s. Gleichung (31), S. 105]. Bei
Anwendung von nur einer Platte wiirde die nicht an der
Versuchsplatte anliegende Fliche des Heizkérpers an die
Umgebung viel Wirme aussenden, deren Wert ermittelt
werden miiite?). Der Hauptteil der von Honpa und
SiMIDU verwendeten Anordnung ist in Abb. 10 im Schnitt
dargestellt. Die Versuchskérper waren 1 cm dicke, 8 cm
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NN lange Zylinder mit Verdickung in der Mitte und mit etwas
:\\\\\\\ konischen Enden, die in der Mitte geteilt waren und in

\: = einer Bohrung von 1,6 cm Linge und 0,6 cm Weite einen
\ Vi zylindrischen Heizkérper trugen. Die Bohrungen fiir die
&.\\\&\ T}flermoelemente warerli nur jg 1 cm voneinandger entfernt.
Abb. 10. Anordnung  pyje Versuchskérper waren von einem Kupfergehiuse um-
zur Messung der . ..
Wirmeleitzahi von geben, und das ganze in Abb.10 dargestellte Stiick war
Metallen nach Hon- fiir Messungen bei hoher Temperatur in ein abgedichtetes
pA und SIMIDU. Porzellanrohr eingesetzt, das zur Vermeidung von Oxy-
dationen eine Wasserstoffatmosphire enthielt und selbst
wieder in einen zylindrischen elektrischen Réhrenofen geschoben wurde. Die
zu messende Temperaturdifferenz wurde auf etwa 30° abgestimmt, wozu eine
Heizleistung von etwa 15 W erforderlich war. Die radialen Wirmeverluste
wurden nur ganz roh beriicksichtigt, so daBl die Absolutwerte auf 109, unsicher

sein diirften.
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1) K6T1aRO Honba u. Takto Simipu, Sc. Reports Téhoku Univ. (1) Bd. 6, S. 219. 1917.

2) Bei dem Verfahren von Jakos (s. S. 61) ist diese Verlustwarme durch die Metall-
haube und das Vakuummantelgefd duBerst verringert worden, bei den spater behandelten
Verfahren von MILNER und CHATTOCK (s. Ziff. 34) und von JakoB (s. Ziff. 25, S. 106)
durch besondere Heizkorper.
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ScHOFIELDY) hat das Verfahren dadurch verbessert, daB er gréBere Ver-
suchskoérper und eine Schutzringheizung verwendete. Seine Versuchsstibe waren
doppelt so dick und nahezu viermal so lang, die H6hlung fiir den Heizkérper
finfmal so lang wie die von HonDA und Simipu. Den Wéirmeschutz bildete
ein etwa 7 cm weites Metallrohr, das in der Mitte eine elektrische Heizwirkung
trug, durch die ihm das gleiche axiale Temperaturgefille aufgezwungen wurde
wie den Versuchsstiben. Die Messungen, die an Stiben aus reinen Metallen
vorgenommen wurden, erstreckten sich von 100° C teilweise bis iiber 700° C;
ihre Ergebnisse werden wir in Ziff. 17 behandeln.

Bei Konnos?2) Methode war aus einem kleinen Probe-
zylinder und drei Stahlzylindern eine Art Siule gebildet.

Der Hauptteil seiner Anordnung ist in Abb. 11 im Schnitt
wiedergegeben: A, B, D sind kurze zylindrische Stiicke

aus einem sehr kohlenstoffarmen Stahl, und C ist die zu
untersuchende Probe. In der Héhlung F ist eine Heiz- %
wicklung aus Chromnickeldraht untergebracht. Jeder
Metallkérper hat zwei um 1 cm voneinander abstehende
radiale Bohrungen zur Aufnahme von Thermoelementen. 47
P,, P,, P, sind Porzellanrohre, E ist ein Eisenrohr zum 0
Temperaturausgleich. Alle Hohlriume sind mit Ka-
olinpulver ausgefiillt. Die beschriebene Anordnung
wird in den mittleren Teil eines vertikalen elektrischen
Ofens eingebaut.

Bezeichnet man die in F erzeugte Wirmemenge
mit (, die axial durch 4, B, C, D stromenden Wirme-
mengen mit Q,, Oy, Q., Qg und den Temperaturabfall
zwischen je- zwei Bohrungen der vier Koérper mit

Abb. 11. Anordnung
zur Messung der War-

19(1 —_ 19,’,, #b — ’192, ?90 —_— 192 und ’l(}d — ’l();l, so ist (bel meleitzahl von Me-
Vernachlidssigung des radialen Wirmeverlustes) tallen nach Konno.
Q =0u+0,
. ’I9b - ’l();,
O=C = 0=
g — 9

Cr=0 G, o) T @ — 0
Man kann ferner annehmen
0 _ QD+ 0Qa_ Q (9 — )+ (a—97)
’ 2 2 (0, —95) + (9 — )
und erhilt hieraus, da
Qe=4-f (9. — ),
_t 0 (G —t) + (Pa— )
2 fW0e—) (9a — 9 + (9 — )’
wobei f die Querschnittsfliche des Versuchskorpers, 4 die gesuchte Wirmeleitzahl

bedeutet. Durch Herausnehmen des Versuchskérpers C und Zusammenschieben
von B und D bis zur Berithrung wurden die in der Ableitung von Gleichung (9)

©)

1} F. H. ScHOFIELD, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 107, S.206. 1925.
%) SeiBer KonnNo, Sc. Reports Téhoku Univ. (1) Bd. 8, S. 169. 1919 u. Phil. Mag. (6)
Bd. 40, S. 542. 1920.
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nur teilweise beriicksichtigten radialen Verluste in C zu héchstens 109, fest-
gestellt; der kleine Abstand der Bohrungen fiir die Thermoelemente von nur
1 cm bedingt ebenfalls Fehler von mehreren Prozenten. Mit diesem primitiven,
aber ausbaufihigen Verfahren hat KoNnno immerhin bemerkenswerte Ergebnisse
iiber die Wirmeleitfahigkeit von Metallen im festen und fliissigen Zustand?)
gewonnen, auf die wir noch zuriickkommen werden (s. Ziff. 17).

Bei hohen Drucken hat BriDGMAN sorgfiltige Versuche an Stidben von nur
1 cm Linge und 3 mm Dicke ausgefithrt, die von einem an einem Stabende
angebrachten Heizkorper erwdrmt wurden und deren axiales Temperaturgefille
mit zwei sehr feinen nur 2 mm voneinander entfernten Thermoelementen ge-
messen wurde. Die Stibe waren in einen mit Petroldther gefiillten Raum gebracht,
in dem Flissigkeitsdrucke bis zu 12000 at erzeugt werden konnten. Die Warme-
verluste durch die Flissigkeit wurden aus deren Wirmeleitzahl berechnet,
die ebenfalls in Abhingigkeit vom Druck gemessen wurde. Konvektionseinfliisse
spielten keine Rolle, wie gezeigt werden konnte. Auch nach der auf S. 101 be-
schriebenen Hohlzylindermethode (mit Versuchskérpern von etwa 63 mm Linge
und 16 mm Durchmesser) hat BRIDGMAN Messungen ausgefithrt. Auf die Er-
gebnisse seiner Untersuchungen kommen wir bei Ziff. 17 und 18 zu sprechen.

11. Bestimmung von Wirmeleitzahlen durch elektrische Messungen an
dem als elektrischer Heizkorper dienenden Versuchsstab. Ein besonders
elegantes Verfahren zur Bestimmung der Wirmeleitzahl von Metallen beruht
auf ihrer Eigenschaft, die Elektrizitit gut zu leiten in Verbindung mit dem Gesetz
von der Erhaltung der Energie. Man kann nimlich einen Versuchsstab, dessen
Wirmeleitzahl zu bestimmen ist, selbst als elektrischen Heizkdrper benutzen,
indem man axial elektrischen Strom hindurchleitet. Die Erwirmung, die er dabei
durch Umsatz der elektrischen Energie in Wirmeenergie (,, JouLEsche Wirme*)
erfahrt, bewirkt eine durch geeignete Versuchsanordnung einfach zu gestaltende
Wirmestrémung, und es ist dann méglich, aus elektrischen und Temperatur-
messungen das Verhiltnis des thermischen zum elektrischen Leitvermogen zu
ermitteln.

Fiir einen homogenen Leiter und stationire Stréomung hat KoHLRAUSCH?)
dieses Verhiltnis sehr allgemein dargestellt:

Ein Punkt %, ¥, z eines beliebig geformten Korpers habe das elektrische
Potential £ und die Temperatur &; die spezifische elektrische Leitfidhigkeit des
Korpers sei », seine Warmeleitzahl 4; beide kénnen von der Temperatur abhéngig
sein. Im stationiren Zustand gilt dann die Differentialgleichung

o=z + () + ()] +4

1) Wie es erreicht wurde, daf3 die Saule beim Schmelzen des Zylinders C ihre Gestalt
behielt, dariiber gibt die Originalabhandlung keinen AufschluB. Es scheinen horizontale
Zwischenstiitzen verwendet worden zu sein. Die Rohre fiir die Messung der Temperatur-
differenz 9, — &, sind, wie in Abb. 11 angedeutet, weiter herausgeftihrt und auBen festgelegt.

2) F. KonLrauscH, ZS. f. Instrkde. Bd. 18, S. 139. 1898 u. Ann. d. Phys. (4) Bd. 1,
S. 132. 1900. Vor KoHLRAUscH hatte schon E. VERDET (Théorie mécanique de la chaleur,
S. 200. 1872) eine Gleichung aufgestellt fiir das axiale Temperaturgefille in einem von elek-
trischem Strom durchflossenen Metallstab, dessen elektrische und thermische Leitfahigkeit
und Wirmeiibergangszahl fir die Mantelfliche gegeben sind. A. Herwic (Pogg. Ann.
Bd. 151, S. 177. 1874) hat dann zuerst eine dhnliche Beziehung zu Messungen an Queck-
silber benutzt, jedoch unter einigen nicht einwandfreien physikalischen Annahmen. (Siehe
hieriiber H. F. WEBER, Wied. Ann. Bd. 10, S.472 u. Bd. 11, S. 345. 1880.) Die ersten
brauchbaren Messungen aber auf Grund der Gleichung von VERDET hat dann P. STRANEO
[Atti dei Lincei, Rendic. (5) Bd. 7 (1. Sem.), S. 197 u. 310. 1898] an Eisen- und Kupfer-
stiben ausgefiihrt.

ey o9 | o
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Denn mit dx - dy - dz multipliziert stellt das erste Glied die im Raumelement
in der Zeiteinheit erzeugte Stromwirme vor, der zweite Term die diesem Element
durch Leitung zugefithrte Warme. Hierzu tritt noch die aus der Stetigkeit des
elektrischen Zustandes fiir das Potential sich ergebende Bedingung, die sich, wie
a. a. O. gezeigt wird, darstellen 148t in der Form

0— (&2E 02E azE) (Ol‘) JE 09 0E 09 aE)
éx2 ' 0y | oz ox Ox +c9y dy ' 0z 0z)’

worin & den Temperaturkoeffizienten der elektrischen Leitfihigkeit bedeute.
Fiir den Fall, da3 Flichen konstanten Potentials auch Isothermenflichen

sind, folgt hieraus
% @9 (B oc) (dﬂ)z
o=5+ gt (-5 (10

wenn der Temperaturkoeffizient der Wirmeleitfahigkeit mit § bezeichnet wird.
Nun ist

A
alz
d(z;):x.ﬂ;l-oc__i@ oc)

A o)

Gleichung (10) geht hiermit iiber in

P
0o=% B0 = %(@)2 (10a)
T2 " dE? T 749 \dE

Der Temperaturzustand hingt also nicht von x» und 1 einzeln ab, sondern nur von
dem Verhiltnis dieser beiden Leitvermégen. Die Lésung der Differentialgleichung
(10a) lautet

/&dﬁ:-iEz—}—A-E—{—B, (10b)
® 2

wobei A und B die Integrationskonstanten sind.

Hieraus hat nun KoOHLRAUSCH ein einfaches Versuchsverfahren entwickelt,
das nach ihm benannt wird und zuerst von JAEGER und DIESSELHORST!) zu sehr
sorgfiltigen Bestimmungen der Wirmeleitzahl von Metallen benutzt worden ist.
MiBt man nidmlich an drei Stellen eines Stabes, der der Einfachheit halber kreis-
zylindrisch sein soll, die zusammengehéorigen Temperaturen und Potentiale ¢;, E;,
sowie ¥y, E, und ¥, E; und setzt man diese Werte in (10b) ein, so erhilt man
drei Gleichungen, aus denen man dann 4 und B eliminieren kann, und es bleibt
iibrig die Gleichung

A1 (E1r — Ey) (Es — Eg) (E; — E))
= 29 1(Ey — Eg) + 05 (Eg — Ey) + U5 (Ey — Ey)
Man wihlt nun den zweiten MeBpunkt genau in der Mitte zwischen dem ersten

und dem dritten und macht beim Versuch die beiden duBeren Temperaturen 9,
E, +E

(10c¢)

und ¥; moglichst genau gleich. Dann ist E, = 3 und zwar wegen der

Symmetrie der Temperaturverteilung auch dann, wenn das elektrische Leit-
vermogen von der Temperatur abhingig ist.

1) W. JAEGER u. H. DIESSELHORST, Wiss. Abh. d. Phys.-Techn. Reichsanst. Bd. 3, S. 273.
Handbuch der Physik. XI. 5
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(02 _ 01) + (02 - "93)

Setzt man nun noch zur Abkiirzung E; — E; = E und

= 0, so geht Gleichung (10c) iiber in 2
A _1E® d
4 x 8 6 (109)
Hierin bedeutet ;> Wenn eine Temperaturabhingigkeit besteht, einen Mittelwert
fir das Temperaturintervall von 1—91—-;—193 bis 4, .

Die Wirmeabgabe nach auBlen 148t sich, wie JAEGER und DIESSELHORST?)
nachweisen, durch Hinzufiigen eines Korrekturgliedes — ¢+ N zu © beriick-
sichtigen. Es wird also endlich

A1 E2

x "8 O—¢ N (10¢)
.. 6 o 12 .
Dabei ist N =734, — 3, + B und ¢ =~ —, wenn ¥, die AuBentemperatur, 21/
Ar den Abstand der bei-
den #AuBersten MeB-
stellen, 27 den Durch-
¢ k& A t messer des Versuchs-
stabes und &« seine
Wirmeiibergangs-

zahl bedeutet. Macht
man die AuBentem-
peratur J,=%,—6/6,
so wird die beob-
achtete Temperatur-
differenz O gerade
so grofl, als wenn
gar keine Wairme

o J nach auflen abge-
e geben wiirde. Diese
Bedingung ist leicht
nahe zu verwirk-
lichen.

JAEGER und DIESSELHORST haben bei ihren Messungen zylindrische Stdbe
von 1 bis 2 cm Durchmesser und 27 cm Linge verwendet, die in Abstinden von
9 cm mit feinen Bohrungen fiir die Temperatur- und Potentialmessungen ver-
sehen waren und durch starke elektrische Stréme (bis etwa 350 A) erwdrmt
wurden, wihrend die Stabenden durch Bider auf konstanter Temperatur ge-
halten wurden. Diese wurde so abgeglichen, daB in den beiden duferen Bohrungen
nahezu die gleiche Temperatur (9 ~ @) herrschte, wodurch an der Stelle des
mittleren Bohrloches ein Temperaturmaximum entstand. © wurde durchschnitt-
lich zu 3 bis 4° gewihlt. Zur genauen Definition der AuSentemperatur wurde der
Versuchsstab von einem Kupfermantel umgeben, der von Kiithlwasser oder Wasser-
dampf durchstrémt und dessen Temperatur gemessen wurde; der Zwischenraum
zwischen Stab und Mantel war mit Watte ausgefiillt. Die Versuche erstreckten sich
auf 17 Metalle und Legierungen und auf die Mitteltemperaturen 18 und 100° C.

Die Versuchsanordnung ist in Abb. 12 wiedergegeben. Darin bedeuten: B die
Bider aus Kupferblech mit den Riithrwerken 7, Einfiillstutzen ¢, Thermometer-

1) W. JAEGER u. H. DiEssELHORsT, Wiss. Abh. d. Phys.-Techn. Reichsanst. Bd. 3,
S.290. Abb. 3.

i
Abb. 12. Anordnung zur Messung von — nach JAEGER und
DIESSELHORST.
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stutzen v, Uberlaufrohren #, AbfluBhihnen a und Kupferscheiben s, an denen
die Klemmbacken % zur Aufnahme der Versuchsstibe, der Stromzufiihrungs-
schienen x und der Isolationsmintel angeschraubt sind.

SiMipU?) hat den Schutzmantel von konstanter Temperatur, den JAEGER
und DIESSELHORST verwendet haben, durch einen solchen ersetzt, bei dem die
Temperatur axial nach den Enden zu ebenso abnimmt wie die Temperatur des
Versuchsstabes. Seine Anordnung ist in einer schematischen Schnittzeichnung
in Abb. 13 wiedergegeben. Darin bedeutet S den Versuchsstab, 4, und a, je einen
in die Enden von S eingelteten Kupferdraht, B; und B, je ein dariibergeschobenes
Wasserbad, M ein Messingrohr mit gleichmaBig verteilter Heizwicklung H und
zwei Badern an den Enden Bg und B,. Der Versuchsstab muf3 dabei natiirlich
durch die ringférmig angeordneten Biader B, und B, hindurchgefiihrt werden.
V ist ein Vakuummantelrohr. Das Ganze wird in einen Holzkasten eingebaut.

SiMIDU reguliert nun die Temperatur der Biader B; und B, sowie durch den
Heizstrom H die Temperatur in der Mitte des Messingschutzrohres so ein, da3
an den drei TemperaturmeBstellen des Versuchsstabes kein radiales Temperatur-
gefdlle besteht. An diesen Stellen I, II und III miBt er die Temperaturen mit
Thermoelementen an der AuBenfliche von S und der Innenfliche von M. Nach
dieser Methode hat er Stibe von nur 5 mm Durchmesser und 20 cm Linge aus
Kohlenstoffstahl verschiedener Zusammensetzung und Vorbehandlung bei 30°

mittlerer Temperatur und 10° " v w
 co—— —
s B i I8 s

oder weniger Temperaturdiffe- 8 L5 &
renz zwischen I und II unter- %L [ 7 I %
2

sucht. Dabei war der Haupt- * T To—7
strom nur 10 bis 20 A, der 2
Strom in H meistens geringer Abb. 13. Anordnung zur Messung von "

als 1 A. Auch auf seine Versuchs- nach SimMiDv.

ergebnisse werden wir zuriick-
kommen. Das gleiche Verfahren hat MAsuMoT0?) bei Aluminium, Magnesium und
vielen Aluminiumlegierungen benutzt. Seine Stibe waren sogar nur 3 mm dick.
Besonders wichtig ist es bei tiefen Temperaturen, mit diinnen Stiben
arbeiten zu kénnen, da dann auch die Kailtebider klein gehalten werden
kénnen. Um dabei die Schwierigkeit der Temperaturmessung in der Stab-
mitte zu umgehen, hat DIESSELHORST3) vorgeschlagen, die Stibe selbst als
Widerstandsthermometer zu verwenden und die KoHLRAUSCHsche Methode nach
folgendem Prinzip zu modifizieren: Es sollen bei zwei verschiedenen Belastungs-
stromstirken die Widerstinde R und R’ und die Spannungen E und E’ zwischen

zwei auf der konstanten Temperatur ¢, gehaltenen Punkten eines Versuchs-

.. dR
stibchens gemessen werden und auBerdem der Temperaturkoeffizient 1.

R dd
bei der Temperatur ¢,. Dann gilt, wenn Wirmeableitung nur durch die Strom-
zufiihrungsstellen stattfindet, in erster Annidherung nach MEISSNERY):

R
A dd E? —E2
—_—— 2 - =
R ('t r—r) (10%)
R

1) Taxfo SiMipu, Sc. Reports Téhoku Univ. (1) Bd. 6, S. 111. 1917.
) H. Masumoto, Sc. Reports Téhoku Univ. Bd. 13, S. 229. 1925.

) H. DiesseLHORsT, ZS. f. Instrkde. Bd. 22, S. 115. 1902.

4) W.MEerssNER, Ann. d. Phys. (4) Bd. 47, S. 1001. 1915.

)

5*
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A dR . .
falls " und %(75 innerhalb des der Widerstandserh6hung durch den héheren
Strom entsprechenden Temperaturbereichs als konstant angesehen werden kénnen.
Ist diese Voraussetzung nicht hinreichend erfiillt, wie es bei gréBeren Werten von

R’ — R und besonders bei tiefen Temperaturen der Fall ist, so kann man, wie
.4 . .
MEISSNER zeigt, — und R in Form von Tavrorschen Reihen darstellen. Man
%

erhilt dann statt (10f) nach einem Naherungsverfahren

dR . ’
i(fﬁr Fy + 0,449) = ad oy 0.440) . (E'Z +ﬂ> (10g)
x o T 12R (fird, + 0,8 49") R—R | '8
R
wobei
E™
49 =

8_@ (10h)

>

A . . .
und - in (10h) nach Gleichung (10f) einzusetzen ist.
Die geschilderte Methode ist besonders fiir reine Metalle bei sehr tiefen

. - dR . . . .
Temperaturen geeignet, weil hier 1% 79 numerisch grof} ist, so daf3 die elektrische

Messung nicht besonders genau zu sein braucht. MEISSNER hat so Stidbchen aus
verschiedenen Metallen von nur 7 cm Linge und 1 bis 3 mm Dicke bis herab zu
— 25%° auf ihre Wirmeleitfihigkeit untersucht.

Eine Anwendung der Methode von KoHLRAUSCH auf sehr hohe Temperaturen
stammt von LANGMUIR!). Dieser Forscher hat eine Differentialgleichung auf-
gestellt, bei der die radiale Ausstrahlung, die z. B. bei glithenden Drihten eine
wesentliche Rolle spielt, mit beriicksichtigt ist. Durch numerische Integration

dieser Gleichung fiir jeden einzelnen Fall hat LaANGMUIR dann 3 gewonnen.

Eine ebenfalls fiir hohe Temperaturen geeignete Modifikation des KoHL-
rAaUscHschen Verfahrens hat MENDENHALL vorgeschlagen und ANGELL?) zu
Messungen an Aluminium und Nickel benutzt. Wihrend nach KOHLRAUSCH
die in den Versuchsstiben erzeugte Wirme im wesentlichen axial abgeleitet,
radiale Wiarmeabgabe aber durch Isolation verhindert wird, wird die Wirme bei
MENDENHALL und ANGELL radial nach aullen gefiihrt.

Es sei e der Spannungsabfall pro Lingeneinheit des Versuchsstabes, den
wir uns diesmal als Hohlzylinder vom inneren Durchmesser 7, und AuBlendurch-
messer 7, denken wollen, und ¢ die Stromdichte im Querschnitt. Die Grund-
gleichung der Wirmeleitung (1d) (s. S. 44) erscheint hier in der Form

(1’2—73)7tl'e'i=—l-21’n'l'-d—19,

dr

wie man leicht einsieht. Dabei bedeutet ¢ die Temperatur im radialen Abstand 7
von der Achse, der Ausdruck links die in einem Hohlzylinder vom Radius #

1) J. LanGMUIR, Phys. Rev. Bd. 7, S.151. 1916.
2) M. F. AngELL, Phys. Rev. Bd. 33, S. 421. 1911.
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auf einer beliebigen Linge ! erzeugte Wirme. Die Integration dieser Gleichung
zwischen den Grenzen 7; und 7, fithrt zu der Beziehung

: 2 2
1 e-1 ¥ — 73
2

R
9, — 7 5 73 ln%), (11)

der Grundlage der Methode. Der Strom wird dem Hohlzylinder an beiden Enden
zugefilhrt und ebenso wie der axiale elektrische Spannungsabfall in iiblicher
Weise gemessen. Die Innentemperatur kann leicht mit einem bis in die Stab-
mitte eingefithrten Thermoelement ermittelt werden; die AuBentemperatur des
Zylinders mit einem Thermoelement zu messen, macht dagegen schon deshalb
groBe Schwierigkeiten, weil die Energieemission der aullen angebrachten Lot-
stelle von der der iibrigen Oberfliche im allgemeinen verschieden ist, wodurch
je nach den Emissionsverhiltnissen ein Warmestau mit lokaler Temperatur-
erh6hung an der MeBstelle oder das Gegenteil eintritt. Es diirfte sich daher, wenn
die Temperatur hoch genug ist, eine Messung der Oberflichentemperatur mit
einem optischen Pyrometer empfehlen. Auch das axiale Temperaturgefille
nach den Enden des Stabes zu kann das Resultat beeintrichtigen und muB
daher sorgfiltig beriicksichtigt werden.

b) Versuchsverfahren fiir zeitlich verdnderte Warmestrémung.

12. Grundsitzliche Bemerkungen iiber die verinderliche Wirmestro-
mung in gut leitenden Stiben. Seitdem ANGSTRGM!) an Metallstiben durch
abwechselnde Erwirmung und Abkiithlung des einen Endes, NEUMaNN2) durch
Abkiithlung von an einer Stelle erwdrmten Stdben, Ringen, Kugeln und Wiirfeln
zuerst Temperaturleitzahlen und hieraus Wirmeleitzahlen bei zeitlich verdnder-
licher Warmestrémung zu bestimmen versucht haben, sind unzihlige Variationen
dieser Verfahren erdacht und angewandt worden. Sie haben Mathematikern und
Physikern Gelegenheit zur Aufstellung und Losung bemerkenswerter Gleichungen
gegeben und, da die Versuche im Gegensatz zu den Verfahren fiir stationire
Strémung nur wenig Zeit erfordern, zu einer Fiille von Zahlenwerten gefiihrt.
Die Schwierigkeit, die den Gleichungen zugrunde liegenden Randbedingungen
genau einzuhalten, sind aber so groB und die Moglichkeit, sekundire Einfliisse,
wie die dulere Wirmeabgabe, den Temperaturkoeffizienten der Wirmeleitzahl,
der Dichte und der spezifischen Warme des Versuchsstoffs in Rechnung zu
setzen, ist so beschrinkt, dall nur wenig von dem ganzen Zahlenmaterial wirk-
lichen Wert besitzt.

Soweit es sich um-die Bestimmung der Wirmeleitzahl von Metallen handelt,
hat man sich auch bei den Verfahren fiir variable Warmestromung auf die Ver-
wendung von Stdben beschriankt. Dabei sind nicht nur die mathematischen
Schwierigkeiten geringer, weil in der Regel nur eine lineare Wirmestrémung
in der Richtung der Stabachse zu berechnen ist, wihrend die Strémung senkrecht
dazu vernachlissigt oder als Korrekturgré3e behandelt werden kann, sondern es
sind auch die physikalischen Bedingungen giinstig, weil sich bei der axialen Stré-
mung in einem diinnen Stabe groBere und damit der Messung leichter zugingliche
Temperaturunterschiede einstellen als z. B. bei der radialen Strémung in einer
Kugelschale. Bei schlechten Leitern kann es dagegen unter Umstinden von
Vorteil sein, mit Kugeln oder Wiirfeln zu arbeiten, da hier die Temperatur-
unterschiede leicht geniigend grof3 gemacht werden koénnen, bei diinnen Stidben

1) J. A. AncstrOM, Pogg. Ann. Bd. 114, S. 513. 1861; Bd. 118, S. 423. 1863 u. Bd. 123,
S. 628. 1864.
%) F. NEUMANN, Ann. de chim. et de phys. (3) Bd. 66, S. 183. 1862.
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aber die axiale Wiarmestrémung im Verhiltnis zu den Wirmeverlusten zu ge-
ring sein kann und daher auch der Temperaturverlauf senkrecht zur Stabachse
eine wesentliche Rolle spielt.

Fir Stibe geht man im allgemeinen aus von der Gleichung

a9 029
Q.C.fa_tzf.lw*a-u(ﬁ'—ﬁa), (12)

die, wie man leicht erkennt, eine Kombination von Gleichung (3b) (S. 46) und
Gleichung (7) (S.53) darstellt. Sie erhilt durch Einfithrung einer HilfsgroSe

& u
b = ;z' . 7 (123)
die einfache Form
09 029
6_15:“8_952_1)(0—0“)' (12b)

Diese Gleichung gibt an, wie sich die Temperatur eines Stabes bei gegebener
ortlicher Temperaturverteilung zeitlich dndert, wenn die Temperatur iiber den
Querschnitt vollig konstant ist (sehr diinner oder sehr gut leitender Stab) und «

die Wirmeiibergangszahl an der Stelle x des Stabes ist. Man erkennt, dal,
92
je groBera- FP ist, um so eher dasGlied 4- () — 4,) vernachlissigt werden kann.

Bei gegebener GroBe von 4 und b ist hierfiir also scharfe Kriimmung der 9, x-
Kurven (Isochronen) und damit verbundene schnelle Temperaturinderung an
der Stelle x die Vorbedingung. Bei stark variablen Vorgingen spielt hiernach
der Wirmeverlust senkrecht zur Stabachse eine geringe Rolle.

Bei aperiodischen Temperaturinderungen wird man daher zweckmiBig
an solchen Stellen x die Temperaturen messen, wo die ¢, x-Kurve stark gekriitmmt
ist und zu solchen Zeiten, wo die Temperatur sich schnell dndert. Bei periodischen
Temperaturschwankungen ist wegen des Wechsels starker und schwacher Kriim-
mung der ¥, x-Kurve an einem und demselben Punkte der EinfluB des Gliedes
b (9 —9,) der Gleichung (12b) schwer abzuschétzen, selbst wenn man von den
durch den Temperaturwechsel bedingten Schwankungen des Wertes von « (siehe
Ziff. 42) absieht.

Wir werden in den folgenden Ziffern zunichst einige Verfahren mit aperi-
odisch und dann solche mit periodisch veranderlicher Warmestrémung kennen-
lernen.

13. Bestimmung von Wairmeleitzahlen aus der Kombination von
Messungen bei stationdrer und verdnderlicher Wiarmestréomung. Den Uber-
gang von der stationdren zur verinderlichen Wiarmestromung kann das von
ForBEs!) stammende Verfahren bilden, bei dem die beiden Strémungsarten
kombiniert sind:

An einem Stab von der Linge /, der an dem einen mit ¥ = 0 bezeichneten
Ende durch ein Bad auf der konstanten Temperatur ¢, gehalten werde und in Luft
von der Temperatur 1}, horizontal gelagert sei, soll durch eine Anzahl Thermo-
elemente im Dauerzustand die in Abb. 14 links oben wiedergegebene Temperatur-
kurve aufgenommen sein. An der Stelle x = x erhilt man durch Anlegen einer

1) J. D. Forses, Trans. Roy. Soc. Edinbg. Bd. 23, S. 133. 1864 u. Bd. 24, S. 73. 1867.
Bei der Darstellung folgen wir E. HEyN, O. BAUER u. E. WETZEL, Mitt. a. d. Material-
prifungsamt Berlin-Lichterfelde-West 1914, Heft 2 u. 3.
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. . 09 . . .
Tangente an die Kurve einen Wert ——, den wir mit @ bezeichnen wollen.

ox
Den gleichen Stab bringe man dann vom Bad getrennt in seiner ganzen Linge
auf die Temperatur ¥, oder eine hohere Temperatur und lasse ihn hierauf bei
gleicher AuBlentemperatur ¢, ebenfalls in horizontaler Lage sich abkiihlen, wobei
man die Temperatur als Funktion der Zeit messe und auftrage (Abb. 14 rechts
oben). Fiir jede beliebige Temperatur ¢ kann man dann durch Anlegen einer

Tangente an die ¢ 9-Kurve ¥ gewinnen und zu dem der Temperatur & zu-

gehorigen «x in ein drittes Diagramm (Abb. 14 links unten) eintragen.
Ein Stabelement von der Linge dx gibt nun bei der Temperatur  wihrend

der Abkiihlung, wie man leicht einsieht, die Wirmemenge dQ = o -c¢- f- %i? dx

in der Zeiteinheit ab, wobel wieder f den Querschnitt des Stabes, o seine Dichte,
¢ seine spezifische Wiarme bedeutet. Zwischen x = x und ¥ = / wird dann die
r =1

09
Wirmemenge QL. = — g-c-f- f ?} -dx an die Luft abgegeben, die der in

rz=2
Abb. 14 schraffierten und mit F
bezeichneten Fliche proportional
ist. FORBES nimmt nun an, daf3 das
gleiche Stabelement von der Linge
dx auch bei dem erst beschriebenen
Versuch im stationiren Zustand bei
der Temperatur ¢ die gleiche Warme-
menge 4Q an die Luft abgibt. Im
stationidren Zustand strémt aber an
der Stelle x von links axial die

s

)

Zeiteinheit in den rechten Teil des Abb. 14. Temperaturkurven fiir einen Stab.
Stabes ein. Diese Wirmemenge

wird offenbar zwischen ¥ — x und x = [/ véllig an die Luft abgegeben, ist also
gleich Q%, wobei die Wiarmeabgabe an der freien Stirnfliche vernachlassigt werden
moge, was nach unseren fritheren Betrachtungen (s.S.56) bei einer gewissen
Linge des Stabes zuldssig ist. Man erhilt hiernach

z=1

o9 09
“l'f%)xzf‘@'c‘f/a—t“

oder )
__z.f.qs:_@.c.f.F
und hieraus ;

_@ecF
A= (13)

Da die Zahlenwerte F und @ nach den obigen Darlegungen aus Abb. 14 be-
rechnet sind, erhilt man also aus Gleichung (13) die Wéarmeleitzahl 2 und kann
ihren Wert durch Wiederholung der beschriebenen Konstruktion fiir andere
Punkte des Stabes zwischen x = 0 und ¥ = x kontrollieren. Immerhin ist es
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zweifelhaft, ob die oben erwihnte von FORBES gemachte Voraussetzung giiltig
ist. Ein Stab mit axialem Temperaturgefille gibt ndmlich offenbar zu anderen
Konvektionsstromungen Veranlassung wie ein gleicher Stab von konstanter
Temperatur und wird daher wohl auch durch ein Oberflichenelement von der
Temperatur des zweiten Stabes nicht die gleiche Warme abgeben wie ein gleich
grofles Element dieses zweiten Stabes.

Die ForBEssche Methode, die die Grundelemente der Verfahren fiir stationire
und variable Warmestrémung enthilt, 148t gleichzeitig das Wesen dieser Grund-
elemente klar erkennen. Im stationiren Zustand kann man durch Temperatur-
messungen allein nur Relativwerte der Wiarmeleitzahl bestimmen (s. die Ver-
fahren von INGENHOUSS und DESPRETzZ). Um Absolutwerte zu gewinnen, treten
hierzu Energiemessungen, sei es kalorimetrische oder elektrische (s. z. B. die
Verfahren von BERGET, KOHLRAUSCH, JAKOB). Die Energiemessung kann aber
ersetzt werden durch eine Abkiihlungs- (oder Erwirmungs-) Messung. Hierbei
wird nimlich durch die Bestimmung der spezifischen Wirme und Dichte und somit
der Wiarmekapazitit des Stoffes in besonderen Nebenversuchen eine Energie-
messung ausgefithrt. Allen Absolutverfahren im variablen Strémungszustand
ist diese Art der Energiemessung eigen.

14. Bestimmung von Temperaturleitzahlen bei aperiodisch verinder-
licher Wirmestromung. Die ersten Verfahren fiir aperiodisch verinderliche
Wirmestrémung hat wohl NEUMANN?) angegeben. Er erwirmt seine Stibe an
dem einen Ende und 148t sie sich dann abkiihlen. Aus Messungen des zeitlichen
Verlaufes der Temperaturen ¢, und ¢; an den beiden Enden x = 0 und x = [
des Stabes kann man dann durch Addition und Subtraktion dieser Temperaturen
und daran anschlieBende umstandliche Ndherungsrechnungen 2 und & ermitteln?).
NEUMANN hat sein Verfahren auch auf Ringe ausgedehnt, die man als gekriimmte
in sich geschlossene Stibe auffassen kann. Man erwidrmt eine Stelle des Ringes
und miBt den Temperaturverlauf bei der Abkithlung an zwei anderen Stellen.

Wihrend bei NEuMANNS Verfahren zu Beginn der Abkithlung bereits ein
axiales Temperaturgefille besteht, haben KircHHOFF und HANSEMANN3) in
einem Wiirfel von 14 cm Kantenlinge, der zunichst iiberall gleiche Temperatur
hatte, dadurch eine aperiodische Wirmestrémung hervorgerufen, daf3 sie seine
eine Fliche durch Bespritzen mit Wasser plétzlich auf eine andere Temperatur
brachten und auf dieser Temperatur zu halten versuchten. Sie maBlen dann die
Temperatur im Innern des Wiirfels an drei Stellen in der Mittelsenkrechten der
bespritzten Fliche und berechneten daraus a. Dadurch, daB diese Fliche
gro3 war (14X 14 cm?), sollte eine Annidherung an den Idealfall eines unendlich
dicken Stabes gewonnen werden, dessen eine Endfliche plétzlich auf eine be-
stimmte Temperatur gebracht wiirde. In diesem Fall wire in der Tat keine Ver-
anlassung zu einer seitlichen Wirmestrémung vorhanden. Bei den von KIRCH-
HOFF und HANSEMANN gewidhlten Abmessungen geniigt es daher, wie sie nach-
weisen konnten, die seitliche Wirmeabgabe durch das erste Glied einer Reihen-
entwicklung darzustellen und zu beriicksichtigen.

Das Verfahren ist dann auf Veranlassung von WARBURG durch SCHULZEY),
GRUNEISEN®) und GIEBE®) sowohl rechnerisch wesentlich vereinfacht als auch

1) F. NEUMANN, Ann. de chim. et de phys. (3) Bd. 66, 1862.
%) Naheres s. G. KIRCHHOFF, Vorlesungen (Warme) S. 35ff. oder E. W. HoBsoN u.
H. DiesseLHORST, Encyklop. d. math. Wiss. Bd. 4, Teil 1, S. 219ff.
3) G. KircHHOFF u. G. HANSEMANN, Wied. Ann. Bd. 9, S. 1. 1880 u. Bd. 13, S. 406. 1881.
4) F. A. Scuurze, Wied. Ann. Bd. 66, S. 207. 1898.
5) E. GRUNEISEN, Ann. d. Phys. (4) Bd. 3, S. 43. 1900.
} E. GieBg, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 5, S. 60. 1903.

)
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experimentell modifiziert worden. Vernachlissigt man zunichst die seitliche
Wirmeabgabe des Stabes, so tritt an die Stelle von Gleichung (12b) die einfachere
Gleichung

oY . o9

TR T (12¢)

mit den Randbedingungen
x=0 U=1,
x=o00 ¥=0
t=0 §=0.

Dabei ist ¥ von der urspriinglichen Temperatur des Stabes als Nullpunkt ge-
zahlt.
Die Losung der Differentialgleichung (12c¢) kann man schreiben in der

Form

9y —

o '=<15( xﬁ> (12d)
¥ 2Yat

wobei die Funktion @ das Gausssche Fehlerintegral bedeutet, das durch die
Gleichung

B(E) = 2-[6—?-,15 (14)
Vo
0

definiert und dessen Wert fiir verschiedene & der Tabelle 1 zu entnehmen ist.

Tabelle 1. Gausssches Fehlerintegral @(&).

E B E ® () s | e S $ b
0,05 | 0056 | 045 | 0476 | 085 | 0771 | 1,25 | 0923 [ 1,65 | 0,98
0,10 | 0,113 0,50 0,521 0,90 | 0,797 1,30 0,934 1,70 0,984
0,15 | 0,168 0,55 0,563 0,95 0,821 1,35 0,944 1,75 0,987
0,20 1 0,223 0,60 0,604 1,00 [ 0,843 1,40 0,952 1,80 0,990
0,25 | 0,276 0,65 0,642 1,05 ‘ 0,862 1,45 0,960 1,85 0,991
0,30 | 0,329 0,70 0,678 1,10 0,880 1,50 0,966 1,90 0,993
035 | 0379 | 075 | o711 [ 115 ‘ 0,896 | 1,55 0972 | 1,95 | 0,994
0,40 | 0,419 0,80 0,742 1,20 0,910 1,60 0,976 2,00 0,995

Da man 9, kennt und durch eine Messung an der Stelle x zur Zeit f einen Wert 4
bestimmen kann, so erhdlt man nun aus Gleichung (12d) das zu ¢ und ¢, zu-
gehorige Fehlerintegral @, aus der Tabelle 1 den dazu gehérigen Wert & und
endlich die Temperaturleitzahl «, indem man das Argument der Gleichung (12d)

x
—== & setzt.
2)at

Statt nur eine einzige Temperatur zu messen, empfiehlt es sich, nach GRUN-
EISENS Vorgang fiir ein bestimmtes x die Temperatur ¢ als Funktion der Zeit
aufzunehmen und aufzuzeichnen. Wenn man dann fiir verschiedene angenommene
Werte von a nach Gleichung (12d) , &-Kurven berechnet, so ist dasjenige a
das richtige, dessen berechnete Kurve mit der beobachteten am besten iiber-
einstimmt. GRUNEISEN hat die Temperatur ¢, am Stabende ¥ = 0 zur Zeit { = 0
ebenfalls durch plétzliche Wasserbespiilung herzustellen gesucht, dabei aber fiir
keinen Wert a véllige Ubereinstimmung der berechneten und der gemessenen
Kurve und ferner fiir verschiedene Werte x verschiedene a gefunden. Das riihrt
zum Teil daher, daB die Fliche x = 0 nicht die Wassertemperatur annimmt,



74 Kap. 2. Max JakoB: Wirmeleitung. Ziff. 14,

weil sich an der bespritzten Fliche eine fast ruhende Grenzschicht ausbildet,
in der ein betrichtlicher Temperaturabfall stattfindet. Dieser Temperatur-
abfall aber ist, wie schon GRUNEISEN ganz richtig erkannt hat, von der variablen
Differenz der Temperaturen des Spritzwassers und des Stabendes abhingig.
GRUNEISEN hat nun ein rechnerisches Verfahren angegeben, durch das man sich
von dieser Fehlerquelle freimachen kann. Man kann nimlich so rechnen, als ob
der Stab von seinem Ende aus gegen das Spritzwasser zu um ein Stiick x, ver-
lingert wire und in der neuen Endfliche x = —x, die Temperatur des Wassers
annihme. An die Stelle von Gleichung (12d) tritt dann

Py — O x4+ %
=¢¢ —1. 12e
o 2}/at ) ze)
Nennt man
Va
=&
%3 + %,
und B
a
V = ng
%o 1 %y

so folgt ohne weiteres
x . — .
Xy =2 82— %161
81— &

und

-l/ X2 *1
a = . : .
81 82 8178

MiBt man nun zur Zeit ¢ wieder mindestens zwei zusammengehoérige Wertepaare
%y, ¥, und x,, ¥, so erhdlt man zwei Werte des Fehlerintegrals

Yo =B

1

®, =

und
Py — Dy
Py

B, =

mit diesen Werten dann aus der Tabelle 1
_ %1t %
2}at
und
Xy + %,
£ e = -
2Vat
und hieraus @ und %, .
Man kann natiirlich auch wieder ¢, und 9, als Funktionen der Zeit aufnehmen
und dann a durch Probieren finden, wie oben dargelegt.
Bisher haben wir die seitliche Wirmeabgabe des Stabes vernachlissigt.
Nun kann man aber aus Gleichung (12d) durch Multiplikation mit ¢-* ohne
weiteres eine Losung der Differentialgleichung (12b) gewinnen, nimlich

X+ x
ﬂ:e-“-ﬂo-@(zﬁ")- (12f)

Die GroBe b hat GRUNEISEN aus Abkiihlungsversuchen besonders bestimmt.
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Bei Stiben mit vernickelter Oberfliche von 11/, cm Durchmesser soll der Einflu8
der seitlichen Wiarmeabgabe verschwinden.

Die Schwierigkeit, dem Endquerschnitt eine bestimmte Temperatur, z. B.
durch Bespritzen mit Wasser, zu erteilen, hat GRUNEISEN nicht nur rechnerisch,
sondern auch durch eine Verinderung des Versuchsverfahrens zu vermeiden
gesucht, indem er nimlich den Endquerschnitt von einem bestimmten Zeitpunkt
an mit einem durch elektrischen konstanten Strom zu unverdnderlichem Glithen
gebrachten Platinblech bestrahlte, ein Verfahren, das dann GIEBE weiter aus-
gebildet hat.

Zu Gleichung (12c) gehéren hier die Grenzbedingungen

t=20 P =0

x=0 —}.(21926,
dx

und

da, wie man leicht zeigen kann, die Wiarmeaufspeicherung an der Stelle x = 0

von niedrigerer GréBenordnung ist als die Warmeableitung oder einfacher statt

der zweiten Bedingung

09

=

wenn 4 bei der Temperaturzunahme der Oberfliche konstant angenommen wird.
Mit diesen verinderten Randbedingungen erhilt man?) statt Gleichung (12d)

x=0 c,

z
2Vat

2x -2 at -
— |27, 4at 2 4at _
P =c }[7}_ /e +2V” e x]. (12g)

0

Zur Berechnung von @ geht man dann wieder in der von GRUNEISEN angegebenen
Weise vor.

GRUNEISEN hat eine Anzahl von Metallen bei 18° C, GIEBE hat Wismut bei
18, —79 und —186° untersucht. Da sein Stab in einem guten Vakuum gelagert,
1,8 cm dick und poliert war, war der Einflufl der seitlichen Warmeabgabe gering
und zu vernachlidssigen. Aber auch hier war der Idealfall der Theorie in der
Praxis nicht vollig zu verwirklichen und mufBite statt x ein Wert (¥ 4+ %,) in
Gleichung (12g) eingesetzt werden. Ein Grund dafiir mag in dem Warmewider-
stand der der Bestrahlung ausgesetzten beruBten Schicht zu suchen sein. Wie
dem aber auch sei, die Schwierigkeit li3t sich beim Bestrahlen wie beim Be-
spritzen der Endfliche offenbar praktisch dadurch beheben, dal3 ein neues Be-
stimmungsstiick — eben die HilfsgroBe x, — in die Gleichungen eingefiihrt und
in ihrem Zahlenwert dem Verlauf der beobachteten Kurven angepaf3t wird.

Ein praktisches graphisches Verfahren zur Bestimmung der Temperatur-
leitzahl @ nach diesen Methoden hat DIESSELHORST?) angegeben.

Endlich soll noch ein #lteres interessantes Verfahren besprochen werden,
das von der Voraussetzung konstanter Warmeiibergangszahl « unabhingig ist,
nimlich die Methode von LorENz (Kopenhagen)?). Sie beruht auf folgender Er-

1) Die Ableitung der Gleichung s. z. B. bei E. WarBURG, Uber Warmeleitung und
andere ausgleichende Vorginge, S. 66. Berlin: Julius Springer 1924. Dieses Buch enthilt
auch sonst viel systematische Berechnungen iiber stationire und variable Warmestromung.

2) H. DiesseLHORsT, Wiss. Abh. d. Phys.-Techn. Reichsanst. Bd. 4, S.187. 190§
u. Encyklop. d. math. Wiss. Bd. 5, Teil 1, Abschn. 4, S. 226.

3) L. Lorenz, Wied. Ann. Bd. 13, S. 422. 1881.
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wigung: Wenn man bei gleichbleibender Umgebungstemperatur einen Stab
an einem Ende zunichst erwdrmt und dann sich abkiihlen 148t, so wird jede
Temperatur ¥, , die der Stab im Mittel in einem bestimmten Zeitpunkt ¢ wihrend
des Heraufheizens annimmt, zu einem anderen Zeitpunkt ¢’ wihrend des Ab-
kithlens wiederkehren. Wenn man nun annehmen darf, daB die Warmeabgabe
eines Stabes bei unverinderter Umgebungstemperatur nur von seiner mittleren
Temperatur abhingt, so wird der Stab von der Linge ! sowohl zur Zeit ¢ wie
zur Zeit ¢’ in der Zeiteinheit die gleiche Wdrmemenge abgeben, die wir als
Funktion der mittleren Temperatur mit F (9,,) bezeichnen wollen. Zur Zeit ¢
stromt durch den Querschnitt x = 0 in der Zeiteinheit axial die Warmemenge
A-f-0d; ein, durch den Querschnitt x =/ die Wiarmemenge 4-f- 4§, aus, wo
0, und §; die in diesen Querschnitten zur Zeit ¢ herrschenden axialen Tem-
peraturgefille bedeuten, im Zeitpunkt ¢’ entsprechend eine Wirmemenge
A+f-0f einund 4-f-07 aus. Endlich wird der Stab zur Zeit ¢’ in der Zeit-

. 0 . . .
einheit eine Wiarmemenge /-f-9-¢ ( ’") ,aufspeichern, zur Zeit ¢’ die Warme-

09, AL . (00
menge [-f-o-c- o e Diese Warmemenge wird negativ, weil _87):"<0 .
Die Wirmebilanzen des Stabes fiir die Zeitpunkte ¢ und ¢’ lauten demnach

a ’ / aﬁm

iefe (O — &) :z./.g.c( P >t1+F(l9m)
und . .

/s (% 19m
Lf@ =) =1fee(, )Z”+F<ﬁm>.

Man eliminiert hieraus durch Subtraktion F (&,,) und erhilt

(%), ().
A 0t Jv 1\ Ot )r (15)
o-c (06— 0) —(6F—o)

Das Versuchsverfahren besteht nun darin, daBB man durch Thermoelemente,
die in gleichmiBigen Abstinden (bei LORENZ von 2 cm) in den Stab eingelassen
sind, den ortlichen und zeitlichen Temperaturverlauf aufnimmt. Zeichnet man
dann fiir verschiedene Zeitpunkte 9 als Funktion von x auf, so erhdlt man die
Werte d aus der Neigung dieser Kurven an den Stellen x = 0 und x = /. Durch
Planimetrieren dieser Isochronen von x =0 bis ¥ =/ ermittelt man ferner fiir jeden
Zeitpunkt ¢ einen Wert ¥,,. Man trigt dann zweckmafBig 4, als Funktion von ¢

0
auf und gewinnt fiir die Zeitpunkte ¢ und ¢’ aus der Neigung der Kurve j;m

Damit hat man alle Bestimmungsstiicke zur Auswertung von Gleichung (15).
0
Ausgleichsverfahren aus den beobachteten Temperaturen gewinnen.

Wie anfangs erwdhnt, soll diese Methode unabhédngig von « sein; immerhin
mubB man beachten, daf3 die Temperaturverteilung lings des Stabes beim Tem-
peraturanstieg und bei der Abkithlung verschieden, daf also die Voraussetzung
gleichen mittleren Wertes von « fiir # und ¢’ nicht streng erfiillt ist.

15. Bestimmung von Temperaturleitzahlen bei periodisch verdnderlicher
Wairmestromung. Bei ANcsTROMS MeBverfahren fiir periodisch veridnder-
liche Wirmestromung wird ein langer Stab an einem Ende x = 0 periodisch
(Periodendauer = 7) erwdrmt und abgekiihlt und der Temperaturverlauf an

durch ein rechnerisches

Man kann natiirlich ebensowohl die Werte 6 und
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zwei Stellen ¥ und x + [ als Funktion der Zeit gemessen. Wahlt man die Um-
gebungstemperatur als Nullpunkt der Temperaturmessung, so folgt aus Glei-
chung (12b)

a0 o2

W:a-rxz—bﬁ, (12h)
worin wieder, wie auf S. 70,
6 u
=ec 7 (12a)
bedeutet. Die Losung von Gleichung (12h) 148t sich in folgender Form schreiben:
"<& _ 2nt ) .
Y= - A, e~ %% . cos | —— —
Z; . ( = —Buxt ), (12i)
wobei «, und f, durch die Gleichungen
nem
T (12)
o g O
o —fu =~ (12k)

definiert sind und die Konstanten A4, und y, aus dem zeitlichen Verlauf der
Temperatur hervorgehen. Diesen fiir die Stellen x und x 4 ! gemessenen Ver-
lauf kann man darstellen durch die cos-Reihen

n=o0oo
_ 2nnt
ﬁz—Zan-cos( . + bn)
n=0
und
N7 2nat
Vo1 = a, - cos( + b;) .
Aus ihnen und aus Gleichung (12i) erhilt man
f_l_", — gonl
a,
und
by — by =f- 1.

Hat man hieraus fiir irgendein # (am besten fiir das 1. Glied der Reihe) &, und g,
ermittelt, so erhilt man aus (12j) und (12k) unmittelbar ¢ und b und damit 4
und «.

Die Methode von ANGSTROM ist verschiedentlich kritisiert!) und modifiziert?)
worden. Auch sie setzt drtliche und zeitliche Konstanz von « voraus.

Wihrend diese Methode rechnerisch unbequem ist, hat KING3) eine sehr
einfache Gleichung fiir @ aus Gleichung (12b) (s. S. 70) entwickelt und darauf
ein neues Versuchsverfahren aufgebaut. Er geht aus von den Grenzbedingungen

Dpeg =0, + Uy coswt
'ﬁa;:oo: 0,

1) W. Dumas, Pogg. Ann. Bd. 129, S. 272 u. 393. 1866; P. G. Tart, Proc. Edinburgh
Bd. 8, S. 55. 1875. :

?) H. WEBER, Pogg. Ann. Bd. 146, S. 257. 1872.

3) R.W. King, Phys. Rev. (2) Bd. 6, S. 437. 1915.
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b
1’121/;

1.Vb+Vb2+E
a 2

setzt zur Vereinfachung

Pa =
_1.Vﬁ@
=% 2

und erhilt hiermit als Losung der Differentialgleichung (12b)
D=0 e P4 Jye?T-cos(w-t—q-x+e), (121)
wobei wieder b durch Gleichung (12a) (s. S. 70) definiert ist. Die Gleichung fiir &

. . . . . 2n
ist hiernach eine Funktion von 4, g, ¢, von der Periode — der aufgezwungenen
)

Temperaturinderung und von «. Letzteren Wert eliminiert KiNG folgender-
maBen: Nennt man v die Geschwindigkeit der Fortpflanzung der Warmewelle
im Stab, t ihre Periode und L die Wellenlinge, so erhilt man, wie leicht einzu-
sehen

L

p=r=2Z (12m)

T 79 )

und hieraus durch Einsetzen des oben definierten Wertes von ¢

w?1212 4an2q v2 472a

16n2a 72 12 4a 7292

(12n)

Nimmt man nun an, dall bei zwei verschiedenen Periodizititen z; und 4 nicht
nur &, sondern auch & und somit b dasselbe sei, so folgt aus (12n)

12 4na V3

4n2a
4a ¥ 4a Bl

und hieraus

T2 2
Tyt Ty Ut U v
a= 121 2V 1—% . (120)

>
4n 213 — 12 v}

Abb. 15 zeigt das Schema der Versuchs-
anordnung von KiNG. Von einer Gleichstrom-
quelle £ aus wird iiber einen groBen Vor-
schaltwiderstand eine elektrische Heizspule H
geheizt. Ein parallel zu ihr liegender Re-
gulierwiderstand  wird von einer Kurven-
scheibe K aus derartig beeinfluBlt, dafl die
Wirmewirkung des durch H flieBenden Stroms
die Randbedingung ¢,_o=%; + ¥, cosw?
sicherstellt. Wie dies im einzelnen erreicht
wird, muB der Originalarbeit entnommen
werden. Die hierzu erforderliche Form der

Abb. 15. Anordnung zur Messun . - ..
der Teriperaturleitzagl von Metaueﬁ Kurvenscheibe und die GréBe der Stufen

nach KING. von 7 konnen einfach berechnet werden.
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Die Kurvenscheibe wird von einem Elektromotor mit starker Ubersetzung ins Lang-
same gedreht; durch Verinderung der Ubersetzung und der Drehzahl des Motors
kann die Schwingungsdauer T der Wiarmewelle variiert werden. Der Versuchsstab S,
2,5 mm dick und 25 bis 50 cm lang (wobei allerdings das weitaus groBte Stiick
spiralisch aufgewickelt war, wie rechts in Abb. 16 angedeutet), ist links in die
Heizspule H eingefithrt. In Abstidnden von einigen Zentimetern sind die Thermo-
elemente & und ¥’ angebracht, die durch die Batterien B und B’ mittels der
Widerstinde W und W’ und der Galvanometer G und G’ bei ihrem Mittelwert
kompensiert werden. Man hat also nur aus Beobachtungen des Durchgangs
der Galvanometer durch den Nullpunkt od. dgl. den Winkel (g - %) festzustellen,
um den die Temperaturwelle an der Stelle des Thermoelementes ' der Welle
bei ¥ nacheilt, und zwar fiir zwei verschiedene Schwingungsdauern z; und 7,
der erzwungenen Schwingung, und daraus nach Gleichung (12m) v; und v, zu
berechnen. KinG hat zunichst Kupfer und Zinn bei 35 und 60°C untersucht und
dabei 7; & 130 sec., 7, o 290 sec. gewihlt. Voraussetzung des Verfahrens ist wieder
Konstanz von &. Da bei KinGs Versuchen die Temperatur des Thermoelements
¥ um 20 bis 30° variiert wurde, ist die Erfiillung dieser Voraussetzung fraglich.

Hierher gehért auch ein Verfahren zur Bestimmung der Wirmeleitzahlen
bei Glithtemperaturen, das v. LAUE und GORDON?!) vorgeschlagen haben und bei
dem, wie bei den in Ziff. 11 besprochenen Methoden fiir stationire Warme-
strémung, der Versuchskdrper wieder gleichzeitig als elektrischer Heizkorper
dient. Es beruht auf den Temperaturschwankungen, die der Glithfaden bei der
Erhitzung mit Wechselstrom erfihrt, und zwar soll in einem von sinusférmigem
Wechselstrom durchflossenen Draht die Phasendifferenz zwischen der Temperatur
und der Wiarmeentwicklung oder die relative Temperaturschwankung an der
Oberfliche gemessen werden. Die Verfasser entwickeln die Theorie dieses Ver-
fahrens fir den Fall, daB die elektrische und thermische Leitfihigkeit in den
verwendeten Temperaturgrenzen, die daher nicht weit sein diirfen, konstant
bleibt, und da3 die von der Flicheneinheit der Oberfliche ausgestrahlte Warme
eine lineare Funktion der Temperatur ist, was noch geringere Temperatur-
schwankungen (von nur wenigen Graden) voraussetzt und nur deshalb itberhaupt
moglich ist, weil die ausgestrahlte Energie zwar der 5. Potenz von T proportional
ist, die physiologische Wirkung dieser Strahlung auf das Auge bei Glithtempera-
turen aber der 11. bis 12. Potenz.

c) Zahlenwerte, Gesetzmaifigkeiten und Anwendungen.

16. Wirmeleitzahlen von Metallen und Legierungen. Eine ziemlich
vollstindige von M. JAKOB bearbeitete Zusammenstellung der gemessenen Werte
der Wiarmeleitfiahigkeit findet sich in den Physikalisch-Chemischen Tabellen von
LaNDOLT und BORNSTEIN. Hieraus und aus einer weiter oben bereits erwahnten
Veroffentlichung?) wird im folgenden eine kleine Auswahl von Werten (zum
Teil unter Mittelbildung) in cal-cm-1-s-1-Grad~-1 mitgeteilt, die entweder
ihrer GroBe nach besonders charakteristisch sind oder verschiedenartige Ein-
fliisse, wie die der Temperaturvariation, deutlich erkennen lassen. Diese Ein-
fliisse werden dann in Ziff. 17 im einzelnen behandelt.

Die Wirmeleitzahl von Metallen und Legierungen liegt hiernach bei 0°C
zwischen 1,0 (Silber) und 0,003 (Antimon-Cadmium-Legierung). Bei —250°
sind Werte bis 4,0, bei einem Kupferkristall sogar bis 29 beobachtet worden.

1) M. voN LAUE u. W. Gorpox, Berl. Ber. 1922, S. 112.
2) M. jakos, ZS. f. Metallkde. Bd. 18, S. 55. 1926.
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Tabelle 2. Warmeleitzahlen von Metallen und Legierungen.

Substanz Tem[:e(r}a.tur cal - cvxgil_r}n.esle_ltlz.aélllrad 1
Aluminium e e e e e e e e e 0 0,48
Antimon, elektrolytisch dargestellt, gegossen, sehr rein 0 0,05
Antimon-Cadmium-Legierung (66,7 Sb 4+ 33,3 Cd) 0 0,003
—180 0,095
Blei . 0 0,085
200 0,08
Cadmium . . . . . . . . 0 0,23
Constantan (60 Cu + 40 Nij) . . 0 0,05
Eisen (FluBeisen) mit 0,1% C . 0 0,12
' . mit 1% C . 0 0,09
—250 4,0
—180 1,1
Kupfer, rein . . . . . . . . . . ..o 0L 0 0,93
200 0,9
700 0,85
Kupfer, mit Spuren Arsen verunreinigt . . . . . . . 0 0,34
—252 29
Kupferkristall . . . . . . . . . . .. .. ... —200 2,0
0 1,0
Manganin (54 Cu+ 4Ni4+ 12Mn) . . . . . . . .. 0 0,05
0 0,23
Messing . . . . . . . . . L e e 200 0,26
600 0,28
Neusilber _ 168 8:??
[¢] 0,14
Nickel, 99prozentig. . . . . . . . . . . . . . .. 400 0,13
700 0,145
Nickelstahl mit 309% Ni. . . . . . . . . . . ... 0 0,03
—250 0,9
Platin . . . . . . . . .. 00000000 —180 0,18
(¢] 0,17
—269 0,35
Quecksilber, fest . . . . . . . . . .. 000 —190 0,115
— 44 0,066
— 37 0,022
flidssig . . . . . . . . . oo 0 0,025
150 0,039
—160 1,0
Silber . . . . . . . L L s 0 1,0
100 1,0
. [¢] 0,38
Wolfram . . . . . . . . . . . .. ... 1200 0,23
2200 0,38
. 0 0,265
Zink { 300 0.235
Zinn . ..o s s s s e e e e e e e e e 0 0,155

Die Unterschiede der Temperaturleitzahlen sind dhnlich groB wie die der
Wirmeleitzahlen. Es kann daher hier von der Aufstellung einer besonderen
Tabelle fiir Temperaturleitzahlen abgesehen werden, zumal sie so einfach aus der

Definitionsgleichung a = i berechnen sind.

17. Chemische, mechanische und thermische Einfliisse auf die Wirme-
leitfdhigkeit der Metalle. Den stirksten EinfluB auf die Warmeleitfahigkeit
von Metallen haben Verunreinigungen. So hat man beobachtet, dal 0,29, Ver-
unreinigung die Warmeleitzahl von Gold um 429, und Spuren von -Arsen die
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Wirmeleitzahl von Kupfer sogar auf ein Drittel ihres Wertes herabdriicken
(s. Tab. 2).

Legierungen leiten daher im allgemeinen die Wirme viel schlechter als die
reinen Metalle, aus denen sie zusammengesetzt sind. So hat die Legierung von
60 Cu 4 40 Ni, die man Constantan nennt, bei 0° C die Wiarmeleitzahl 0,05,
Kupfer dagegen 0,93 und Nickel 0,14, die Antimon-Cadmium-Legierung mit
66,7 Sb + 33,3 Cd die Wirmeleitzahl 0,003 gegen 4 = 0,05 fiir Antimon und
4 =0,23 fir Cadmium.

Hierher gehort auch der EinfluB des Kohlenstoffgehaltes auf Eisen. Wihrend
fiir schwedisches Eisen von ganz geringem Kohlenstoffgehalt 4 = 0,13 betrigt,
hat Kohlenstoffstahl mit 0,6 bis 1,09, C die Wirmeleitzahl 4 = 0,10, Stahl mit
1,3 bis 1,5%, C die Wirmeleitzahl 1=0,09. Die verschiedenen anderen Zusitze
zum Eisen beeinflussen ebenfalls seine Warmeleitzahl. Simipul) hat versucht,
diese Einfliisse und dazu die der Vorbehandlung und Bearbeitung auf Grund
seiner Versuche in Formeln zu fassen, und findet

fiir geschmiedetes Eisen:

A = 0,1335 — 0,0194 C — 0,0323 Mn — 0,0646 Si, (16)
fiir im Vakuum bei 900° C eine Stunde lang geglithtes Eisen:

A =0,1217 — 0,0194 C — 0,0199 Mn — 0,0398 Si, (16a)
fir von 900° C herab in Ol abgeschrecktes Eisen:

A = 0,1284 — 0,0308 C — 0,0310 Mn — 0,0620 Si. (16D)

Dabei bedeutet C, Mn und Si den Gehalt des betreffenden Elementes in Pro-
zenten.

Einen merkwiirdigen EinfluBl der thermischen Vorbehandlung hat HonDA?2)
bei selbst hergestelltem Nickelstahl beobachtet, der einmal bei 900° C gegliiht,
ein andermal auf —190° gekiihlt war. Bei etwa 309, Nickelgehalt soll im letzteren
Fall 1 bei 30° eine Zunahme um etwa 1259%, erfahren. JAk0B®) hat diese Er-
scheinung bei Kruppschem Nickelstahl von #dhnlicher Zusammensetzung nicht
bestdtigt gefunden, sondern nur eine Zunahme von héchstens 39, festgestellt,

Eine groBe Anzahl von Aluminiumlegierungen von 99,3 bis 76,2% Alu-
miniumgehalt hat Masumoro4) untersucht. Dabei zeigte sich u. a., daBB schon
kleine Zusitze von Mangan oder Chrom die Wirmeleitzahl tief herabdriicken.
Durch Glithen wurde die Warmeleitfahigkeit simtlicher Legierungen, mit Aus-
nahme der stark zinkhaltigen, sehr vergroBert. Auch die Wirkung des Mangan-
gehaltes wurde dadurch riickgangig gemacht, dagegen nicht die des Chrom-
gehaltes. Die bisher bei Aluminiumstiben gleicher Reinheit von verschiedenen
guten Experimentatoren gefundenen Unterschiede in 4 diirften groBenteils davon
herrithren, da3 die Probestiicke teils gegliiht, teils nicht geglitht waren. Durch
Abschrecken wird das Wirmeleitvermogen der Legierungen wieder etwa auf
den Wert vor dem Glithen gebracht. Gezogene Stibe leiten viel besser als ge-
gossene. Beziiglich weiterer Einzelheiten muB auf die zitierten Verdffent-
lichungen?) verwiesen werden.

AuBerer Druck hat naturgemiB erst dann einen EinfluB auf die Warmeleit-
zahl von Metallen, wenn dabei wesentliche Formidnderungen auftreten.

1) Takto Simipu, Sc. Reports Téhoku Univ. Bd. 6, S. 111. 1917.

2) K6TAaRO HonDA, Sc. Reports Téhoku Univ. Bd. 7, S. 59. 1918.

3) M. Jakos, ZS. d. Ver. d. Ing. Bd. 66, S. 686. 1922.

4) H. M. MasumoTto, Sc. Reports Toéhoku Univ. Bd. 13, S.229. 1925. Siehe auch
M. JaxkoB, ZS. f. Metallkde. Bd. 18, S. 55. 1926.
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BripeMAN?) hat bei seinen auf S. 58 bereits erwihnten sorgfiltigen Messungen
an 11 verschiedenen Metallen bis zum Druck von 12000 kg/cm? teils lineare
Zunahme, teils lineare Abnahme der Wirmeleitzahl gefunden. Seine Versuchs-
ergebnisse sind in der Tabelle 3 (Ziff. 18, S. 85) zusammengestellt.

Die Temperatur scheint die Warmeleitzahl reiner Metalle oberhalb 0° nur
wenig zu beeinflussen. Zwischen 0 und 100° ist 4 entweder voéllig konstant,
oder es sinkt ein wenig. Bei héheren Temperaturen ist zwar zuweilen eine Zu-
nahme von 4 mit der Temperatur beobachtet worden, jedoch mégen diese Zu-
nahmen teils auf Versuchsfehler, teils auf Verunreinigung der Metalle zuriick-
zufithren sein. Jedenfalls haben die Versuche von KonNo0?) an Blei, Wismut,
Zink und Zinn bis zum Schmelzpunkt und die besonderes Vertrauen er-
weckenden Messungen von SCHOFIELD®) an 99,7 proz. Kupfer bis 700°, an
99,9 proz. Magnesium bis 400° und an 99,8 proz. Zink bis 300° durchweg
einen negativen Temperaturkoeffizienten der Wirmeleitzahl ergeben. Auch die
Wirmeleitzahl von Nickel sinkt nach den Messungen von SCHOFIELD und von
Hoxpa und Simipu4) wenigstens bis zum Umwandlungspunkt bei 350° C. Nur
bei Aluminium muBl man zunichst iiber den Temperatureinflu im Zweifel
sein, da SCHOFIELD bei 99,7 proz. Aluminium zwischen 100 und 400° C
eine Zunahme von 4 um 39, gefunden hat, die MeBergebnisse von KONNOZ)
aber, wonach 4 bis zum Schmelzpunkt um etwa 359, abnehmen soll, und von
ANGELL?®), wonach es um iiber 1009, zunehmen wiirde, sehr fragwiirdig erscheinen.

Unterhalb 0° wichst 4 bei simtlichen reinen Metallen immer stirker, so von
0° bis —252° bei Blei um 30 bis 409, bei Cadmium um 100 bis 3009, bei Gold,
Kupfer, Platin, Zink um 300 bis 450%,. Eine ganz auBerordentliche Zunahme hat
ScroTT®) bei einem Kupferkristall beobachtet, namlich bis zum 31fachen Betrag
zwischen 0° und —252°. Metallkristalle bei sehr tiefen Temperaturen scheinen
hiernach weitaus die besten Leiter der Warme zu sein. (Weiteres s. S. 96.)

Auch die Wirmeleitzahl von Legierungen nimmt mit tiefsinkender Tem-
peratur betrichtlich zu, ebenso aber oberhalb 0° C. Dies ist bis 100° C lingst
festgestellt, neuerdings aber an einer Anzahl von Bronzen durch DoNALDSON7?)
und von eutektischen Legierungen durch ByrRoN Brown38) bis zu 400° C.

In Umwandlungspunkten pflegt die 4, #-Kurve einen Knick zu haben oder
doch ihre Richtung zu 4ndern, ebenso nach dem Schmelzen. So nimmt mit
wachsender Temperatur die Warmeleitzahl des festen Quecksilbers ab, die des
fliissigen sehr betrichtlich zu (s. Tab. 2), und auch bei Nickel dndert der Tem-
peraturkoeffizient von 4 beim Umwandlungspunkt sein Vorzeichen im selben
Sinn. Auch bei fliissiger dquimolekularer Kalium-Natrium-Legierung ist Zu-
nahme mit der Temperatur beobachtet worden. Bei Aluminium, Blei, Zink und
Zinn hat man?) mit zunehmender Temperatur Abnahme, im Schmelzpunkt einen
Sprung von A gefunden, oberhalb der Schmelztemperatur aber keine weitere
Anderung der Warmeleitzahl. Im Schmelzpunkt springt die Warmeleitzahl bei
Quecksilber auf ein Drittel ihres Wertes, bei Aluminium, Blei, Zink, Zinn etwa
auf die Hilfte. Dagegen ist bei Antimon nur eine ganz geringe Anderung, bei
Wismut ein Anstieg auf iiber das Doppelte beobachtet worden.

1) P. W. BRIDGMAN, Proc. Amer. Acad. Bd. 57, S. 75. 1922.

2) Seiser Konno, Phil. Mag. 40, S. 542. 1920.

3) F. H. ScHOFIELD, Proc. Roy. Soc. London Bd. 107, S. 206. 1925. Siehe auch M. Jakos,
ZS. . Metallkde. Bd. 18, S. 55. 1926.

%) KOTARG HoNDA u. Takto Simipu, Sc. Reports Téhoku Univ. Bd. 6, S. 219. 1917.

5 M. F. Angerr, Phys. Rev. Bd. 33, S. 421. 1911.

% R.ScHOIT (A. EUuckeN), Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 18, S. 27. 1916.

7} J. W. DoNaLDsON, Metal Ind, (London) Bd. 27, S. 216. 1925.

8) W. ByroN Brown, Phys. Rev. (2) Bd. 22, S. 171. 1923.
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18. Beziehungen zwischen der thermischen und der elektrischen Leit-
fahigkeit der Metalle und Legierungen. Unter den GesetzmiBigkeiten fiir
die Wirmeleitfahigkeit der Metalle spielt die weitaus gréBte Rolle das Verhiltnis
der Wirmeleitfihigkeit 4 und der elektrischen Leitfihigkeit », das man schon
frithzeitig fiir einen Schliissel zur Theorie des metallischen Zustandes gehalten
hat. Auf Grund ihrer bereits frither (s. S. 58) erwihnten Beobachtungen haben

zundchst WIEDEMANN und FRANZ das Gesetz aufgestellt, daB iunabhé‘mgig
X

von der Art des Metalles sei. Dieses Gesetz ist bei 0° C fiir die meisten Metalle
auf 4-109, richtig; es gilt ferner annihernd fiir die meisten Legierungen und nach
Messungen von HoNDA und SiMiDU bei Kohlenstoffstihlen ganz verschiedenen
Kohlenstoffgehaltes selbst bis 900°. Es hat sich auch bei starken Modifikationen
des Gefiiges bewidhrt; so hat KoHLrRAUSCH fiir das Verhiltnis des elektrischen
Leitvermogens eines glasharten und eines weichen Stahles 0,56, fiir das Verhilt-
nis der zugehérigen Wirmeleitzahlen 0,60 gefunden, und selbst bei Quecksilber

und der fliissigen dquimolekularen Kalium-Natrium-Legierung ist 4 noch von
der gleichen GréBenordnung wie bei festen reinen Metallen. x

Strenge Giiltigkeit dieses Gesetzes wiirde offenbar einen ganz engen Zu-
sammenhang zwischen elektrischer und thermischer Leitfihigkeit bedeuten, der
fast auf eine Identitdt des Ubertragungsmechanismus fiir Elektrizitit und Wirme
schlieBen lassen miiBte.

Nun hat man aber bald gefunden, daB Verunreinigungen stirker auf die
elektrische Leitfihigkeit wirken als auf die thermische, ferner daB die letztere
zwischen 0 und 100° viel weniger von der Temperatur abhingt als die erstere.
Damit ist aber zugleich statuiert, daB das Gesetz von WIEDEMANN und Franz
nicht streng giiltig sein kann. 2

LoRrenz!) hat daher ein anderes Gesetz aufgestellt, wonach T eine von

der Temperatur unabhingige GroBe sein soll, die man wohl auch LorENZsche

mit L bezeichnen

8
Zahl genannt hat. Wir wollen in der Folge den Wert :‘0;

und durch Indizes die Temperatur in Grad Celsius, auf die er sich beziehen soll

1084,
(alsoz. B. L, = -
theoretisch auf Grund folgender Erwigung vorausgesagt: Nimmt man an, daB
die elektrischen Spannungsverluste in einem Draht nur durch elektrische Doppel-
schichten entstehen, die im Innern des Metalles an Diskontinuitétsflichen auf-
treten, dann mufl der gesamte Spannungsunterschied, wenn der Spannungs-
abfall an jeder Grenzfliche der absoluten Temperatur proportional ist wie
bei thermoelektrischen Vorgingen, ebenfalls proportional T sein; x muB daher
umgekehrt proportional der absoluten Temperatur sein. Wenn nun die Wérme-
leitfahigkeit nur auf lokalen elektrischen Stromen beruht, so gelangt man zum
LoreNzschen Gesetz.

In einer kritischen Arbeit iiber die thermische und elektrische Leitfihigkeit
der Metalle hat MEISSNER?) eine gro8e Anzahl von Werten der LORENZschen Zahl
zusammengestellt, von denen wir im folgenden einige wiedergeben wollen. Dabei ist
Ain W.cm~?!. Grad-!, » in Ohm~1-cm~-! angegeben, so daB L in Volt2?.Grad~2
erscheint. Bezieht man L stets auf die gleiche Temperatur, z.B. auf 0°C, und ver-
gleicht verschiedene Stoffe, so hat man offenbar nur einen anderen Ausdruck

fiir die Temperatur 0°C). LoRENZ hat sein Gesetz zunichst

1) L. LoreNz, Pogg. Ann. Bd. 147, S. 429. 1872 u. Wied. Ann. Bd. 13, S. 422. 1882.
2) W. MEISSNER, Jahrb. d. Radioakt. Bd. 17, S.229. 1921.

6*
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fiir das Gesetz von WIEDEMANN-FRANZ; erst beim Vergleich fiir verschiedene
Temperaturen prifft man das LoRENzsche Gesetz. Bei reinen Metallen liegt nun
8
der Wert L, = 1;07@ im allgemeinen zwischen 2,2 und 2,5, bei Nickel hat man
0+o
2,1, bei Wolfram, Quecksilber, Wismut, Antimon Werte von 2,9 bis 4,4 beob-
achtet. Auch Legierungen weichen im allgemeinen nicht von diesem Werte ab.
Nickelstiahle verschiedener Zusammensetzung haben Lgy = 2,0 bis 3,0 ergeben,
Aluminiumlegierungen Lz, = 2,2 bis 2,6, Wismut-Antimon-Legierungen L, = 3,7
bis 5,1 und die flissige dquimolekulare Kalium-Natrium-Legierung L, = 2,8.
Die kleinsten Werte von L verhalten sich daher zu den gréBten wie 1 : 2,5,
wihrend 4 im Verhiltnis 1:80 schwankt. Nur bei Antimon-Cadmium-Legierun-
gen hat man auch fiir L sehr viel gréBere Werte gefunden; so wurde bei einer
Legierung von 48,3 Cd und 51,7 Sb durch EuCKEN und GEHLHOFF!) L = 243
gemessen. Diese Legierung leitet ndmlich die Elektrizitit 1300mal schlechter
als Antimon, die Wirme aber nur 12mal schlechter.

K&6NIGSBERGER hat die Abweichungen vom WIEDEMANN-FRANzschen Ge-
setz darauf zuriickgefithrt, daB man auch bei Metallen auBer der eigentlichen
metallischen Wirmeleitfahigkeit, die anndhernd proportional der elektrischen
Leitfahigkeit sein soll, noch eine nichtmetallische Warmeleitfahigkeit (Isolator-
leitfihigkeit) beachten miisse, die auch bei elektrisch nicht leitenden Stoffen
vorhanden wire. Ihr EinfluBl wire um so gréBer, je weniger die Stoffe elektrisch
leiten. Bei sehr schlechten elektrischen Leitern ist in der Tat L, sehr groB, z. B.
bei Graphit L, = 410, bei Silicium L, = 17000, bei Eisenoxyd 19000.

Das grundsitzlich verschiedene Verhalten des ,,metallischen und des
,,nichtmetallischen, von EUuckeEN und NEUMANN?) , Kristalleitfahigkeit ge-
nannten Anteils von 1 gegeniiber einer Unterteilung des Kristallaggregates
ermdglicht vielleicht eine Trennung dieser Anteile. Die Erfahrung lehrt namlich,
daB die Kristalleitfahigkeit eines einheitlichen Kristalls wesentlich groBer ist
als die eines feinkristallinischen Aggregates, was man durch kleine Temperatur-
spriinge an der Grenzfliche der Kristallite zu erkldren versucht hat, dal dagegen
die metallische Wirmeleitfihigkeit ebenso wie die spezifische elektrische Leit-
fihigkeit von der GroSe der einzelnen Kristalle des Versuchskérpers wenig ab-
hingt.
Hiernach miilite bei komprimierten Metallpulvern )% kleiner sein als bei

kompakten Metallen. GEHLHOFF und NEUMEIERS®) Versuche mit gepreBtem
. . i .
Wismutpulver ergaben jedoch gréBere Werte von o was EuckeN und NEu-

MANN darauf zuriickfithren, daB adsorbierte Gashidute den Wirmeiibergang von
Korn zu Korn begiinstigt, die elektrische Leitung aber. teilweise unterbrochen
haben mogen. Die letztgenannten Forscher fanden durch Messungen an kom-
pak ten Antimon- und Wismutkérpern von feiner und grober kristallinischer Struk-
tur die Theorie bestitigt. Fir die auf unendlich feine Struktur extrapolierte
metallische Wirmeleitfahigkeit von Wismut und Antimon lige nach ihren Ver-
suchen L, zwischen 2,2 und 2,3, also nahe den Werten fiir besser leitende reine
Metalle.

Oberhalb 0° C steigt L im allgemeinen etwas an; doch hat man selbst bis
T = 1200° bei Eisen und Stahl nur 179%,, bei Wolfram bis 2200° nur 219, Zu-
nahme beobachtet. Bei Nickel scheint L bis zu 400° C um etwa 339%, zu- und dann

1) A. EuckeN u. G. GEHLHOFF, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 14, S. 169. 1912.
2) A. EuckeEN u. O. NEUMANN, ZS. f. phys. Chem. Bd. 111, S. 431. 1924.
3) G. GEHLHOFF u. F. NEUMEIER, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 15, S. 876. 1913.
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wieder abzunehmen. Die Abweichung vom LoreENzschen Gesetz ist also bei
hoheren Temperaturen nicht betrichtlich.

Unterhalb 0° aber nimmt L fast bei allen Metallen sehr stark ab, fiir reine
Metalle bei —252° auf etwa 40 bis 609, des Wertes L,. Bei einer Kupferprobe
ist sogar ein Sinken auf L = 0,16 L, beobachtet wordenl). Nur bei den schlecht
leitenden Metallen Wismut und Antimon hat man bei —190° eine Zunahme auf
L = 2,90 L, bzw. 1,62 L, beobachtet und eine dhnliche Zunahme bei Quecksilber.

Im Gebiete der sog. Supraleitfihigkeit, d. i. die Eigenschaft der Metalle,
in der Nihe des absoluten Nullpunktes der Temperatur ihren elektrischen Wider-
stand zu verlieren, sinkt jedoch L auch fiir Quecksilber, und zwar praktisch auf
den Wert Null. KaAMERLINGH ONNES und HoirsT haben ndmlich zwischen — 268°
und —269° einen Sprung von L auf den 107ten Teil gefunden?). Die Supraleit-
fahigkeit wire somit auf die elektrische Leitfahigkeit beschrankt und die LORENZ-
sche Zahl wirde den Wert
Null erreichen.

An die Stelle des LORENZ-
schen Gesetzes tritt also ein

Tabelle 3.

Druckkoeffizient der Warmeleitzahl 4
und der Lorenzschen Zahl L,,.

. : : Druck- Druck-
drittes, bisher mathematisch Metall Koeffizient von 2 | koeffizient von Ly,
noch nicht formuliertes Ge-

setz, wonach L eine Funktion Blei. . . . . . 40,4173 + 0,56
der Temperatur ist. Zion . ... +0,4122 10,53
Nach den Messungen von Cadmium . . . +0,4122 — 0,517
3 ) R Zink . . . .. —0,503 —0,525
BriDGMAN?) bei 30°C und  Eigen . . . . . —0,575 — 0,526
Drucken bis 12000 at.ist L Platin. . . . . —0,516 —0,535
auch vom Druck nicht unab- Silber . . . . . —0,537 —0,70
hangig. In Tabelle 3 sind fiir ~Kupfer ... 0575 — 993
d; ih h Antimon . . . —0,,21 — 0,410
1e 11 von 1hm untersuc t‘en Wismut . . . . —0,,31 —0,,10
Metalle und den Druckbereich  Nickel. . . . . —0,,12 —0,,13

von 0 bis 12000 kg-cm~2 die
Mittelwerte des Druckkoeffizienten von 4 und L,,, bezogen auf 1 kg-cm~2
Druckinderung, zusammengestellt.

Wihrend Lussana bei seinen auf S. 59 erwihnten und angezweifelten Ver-

2.
suchen im allgemeinen keine Anderung von = 1m Druckbereich von 0 bis 3000 at

gefunden hatte, nimmt also nach BRIDGMAN Ly, (auBer bei Blei und Zinn) mit
steigendem Druck ab, und zwar bis etwa 169, (von 0 bis 12000 at) bei Nickel.
BriDeMAN kommt daher zu dem Schlu3, daB auBer durch die Elektronen auch
ein betrichtlicher Teil der Warme durch die Atome geleitet werden miisse. Er
schitzt den letzteren Anteil auf 509%, des ersteren.

Endlich seien noch einige Effekte erwihnt, die die elektrische Leitfdhigkeit
der Metalle zum Teil d4ndern und von denen man annahm, daB3 sie auch die
thermische Leitfdhigkeit dndern miiBten. Einen EinfluB der Magnetisierung
auf 2 von Eisen und Stahl hat man nicht mit Sicherheit feststellen kénnen.
Nur bei Wismut, bei dem x» im magnetischen Feld sehr stark abnimmt, hat
man auch eine Abnahme von 4, wenn auch nur um 2 bis 39, in einem magne-
tischen Feld von 9000 CGS-Einheiten gefunden. Ebenso hat SCHMALTz4) er-
mittelt, daB Nickel in einem magnetischen Feld von 1200 CGS seine Wirme-
leitzahl um 5%, 4ndert.

1) Siehe W. MEISSNER, Jahrb. d. Radioakt. Bd. 17, Tab. III, S. 241. 1921.
2) Siehe W. MEISSNER, ebendort Tab. VIII, S. 244.

3) P. W. BRIDGMAN, Proc. Amer. Acad. Bd. 57, S. 75. 1922.

4) G. ScemarTz, Ann. d. Phys. (4) Bd. 16, S. 398 u. 792. 1905.
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Die Wirmeleitfahigkeit von kristallisiertem Selen soll durch Belichtung
zunehmen, wie zuerst BELLATI und LussaNA?l) beobachtet haben. Nach SiEG?)
soll jedoch durch Belichtung, bei der » um 3009, steigt, 4 um weniger als 5%,
zunehmen, nach NANNER) bei 12° um 25%,, bei hoherer Temperatur weniger und
schon bei 25° gar nicht mehr.

Welcher Art nun der Mechanismus der Wirmeleitung ist, dariiber ist man
sich nach dem Versagen der Gesetze von WIEDEMANN und FRANZ und von LORENZ
keineswegs klar. Gegen die Annahme von KONIGSBERGER und EUCKEN hat
MEISSNER gewisse Bedenken geduBert. Er hilt es fiir moglich, daB die nicht-
metallische und die metallische Leitfihigkeit nicht wesensverschieden sind, und
begriindet diese Vermutung (a. a. O.). Zum Beispiel scheint ihm das Ausbleiben
der thermischen Supraleitfihigkeit schwer mit dem Gedanken vereinbar, daf3 die
metallische Wirmeleitung unmittelbar mit der Elektrizititsleitung verkniipft
sei, und 1aBt ihn der Vorstellung zuneigen, daB auch die metallische Wirme-
leitung doch etwas Ahnliches wie die Isolatorleitfihigkeit sei. Die Verbindung
der Wirmeleitungstheorie mit der Elektronentheorie, die unbedingt vorhanden
sein muB, denkt sich MEISSNER im Sinn der Theorie der nicht freien Elektronen,
auf Vorstellungen von J. J. THomsoN, HABER, DEBYE und BoreLius fuBend,
etwa so, daB bei der Wiarmebewegung der Atome die Valenzelektronen eines
Atoms in den Kraftbereich des nichsten gelangen und unter dem EinfluB eines
duBeren Feldes ein Energiestrom in bevorzugter Richtung eintritt. Die zwischen
den Atomen iibergehenden Valenzelektronen miiBten dann einen EinfluB auf
die Dimpfung der elastischen Wellen ausiiben, die nach den erwihnten Vor-
stellungen mit der Wirmeleitung eng zusammenhingt.

19. Praktische Bedeutung der Wirmeleitfihigkeit der Metalle. Von
der guten Warmeleitfihigkeit der Metalle macht man seit jeher auf allen moglichen
Gebieten Gebrauch, namlich immer da, wo man Wirme mit moglichst geringem
Temperaturgefille iibertragen will, sei es nun bei den Kochgeriten des Haus-
haltes oder den Dampfkesseln der Industrie, sei es bei Kiihlern von Kalteanlagen
und Automobilen oder bei den Registern unserer Zentralheizungen.

Die Abfithrung von Wirme durch Metalle dient andererseits hiufig zum
Schutz fiir Gegenstinde, die man vor allzu starker Erwirmung bewahren will.
Es sei an die Metallnetze erinnert, mit denen man die Warme von Gasbrennern
aufnimmt und verteilt, um etwa GlasgefiBe vor der unmittelbaren Einwirkung der
heiBen Bunsenflamme zu schiitzen, und an die auf dem gleichen Prinzip beruhende
Davysche Sicherheitslampe fiir Bergwerke, bei der das die Flamme umschlieBende
Drahtnetz die Entziindung explosibler Gase durch die Flamme der Lampe ver-
hiitet. .
Wihrend man sich frither wenig um die Art des Metalles gekiimmert hat,
das jeweils zur Wirmeableitung diente, haben die scharfen Anforderungen
beziiglich der Wirmeableitung durch die Kolben der Verbrennungsmaschinen z. B.
dazu gefiihrt, daB man gute Leiter, wie Aluminiumlegierungen, die gleichzeitig
den Vorzug geringen Gewichtes haben, als Baustoff fiir diese Kolben zu wihlen
begann. Fiir viele Zwecke der Warmeiibertragung, z. B. fiir Létkolben, fiir Rohr-
schlangen, hat man freilich schon seit jeher Kupfer bevorzugt.

Andererseits will man oft gerade im Gegenteil die Wirmeiibertragung
moglichst vermeiden und ist doch aus bestimmten Griinden zur Verwendung von
Metallen gezwungen. Dann muBl man das schlechtest leitende Metall, das sonst
fiir den betreffenden Zweck geeignet ist, heraussuchen. So hat man fiir Tem-

1) M. BELLATI u. S. LussaNa, Atti Ist. Veneto (6) Bd. 5, S. 1117. 1886/87.
3) L. P. SieG, Phys. Rev. (2) Bd. 6, S.213. 1915.
3) Branca NanNe1, Cim. (6) Bd. 20, S. 185. 1920.
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peraturmessungen mit Thermoelementen vielfach die Kupfer-Konstantan-
Elemente durch Eisen-Konstantan-Element ersetzt, um die Warmeableitung von
derLotstelle, die betrachtliche MeBfehler verursachen kann, zu verringern (s.S. 54,
FuBnote 2). In der Technik muB man fast stets Glasthermometer mit Metall-
rohren zum Schutz gegen Beschidigungen umschlieBen. Bei Messungen in heien
Gasen und iiberhitzten Dampfen bildet die axiale Wiarmeableitung in den Wanden
dieser Schutzrohre ebenfalls eine betrichtliche Fehlerquelle. Man wird sie natur-
gemiB so diinn wie mdglich wahlen, aber unter Umstinden auch aus einem die
Wirme schlecht leitenden Metall wie Nickel oder Neusilber. Jakos!) hat vor-
geschlagen, die Rohre in wichtigen Fillen aus gut und schlecht leitenden Metallen
zusammenzusetzen, um an der Stelle, wo die Wirme gemessen werden soll, die
Wirmeiibertragung zu verbessern, beim Herausfithren des MeBrohres (z. B. aus
einem Metallbehilter) aber die Wiarmeabfuhr zu verhindern.

Auch fir gewisse Zwecke der Tiefkédlteindustrie sind die Warme schlecht
leitende Metalle von besonderer Wichtigkeit, z. B. zur Herstellung von Vakuum-
mantelgefiBen fiir Aufbewahrung und Befdrderung verfliissigter Gase. Der
Hauptkilteverlust erfolgt dabei in der Innenwand axial durch den Hals der
Flasche. Mindestens dieser Hals muB daher aus einer schlecht leitenden Legierung
wie Neusilber hergestellt werden. Fiir manche Zwecke wird man auch den die
Wirme besonders schlecht leitenden hochprozentigen Nickelstahl verwenden
kénnen.

Ein praktisch besonders wichtiges Problem der Wirmeleitung in Metallen
betrifft das Eindringen der Warme in die Wand einer Maschine bei wechselnder
Temperatur; fast genau das gleiche Problem, nimlich die tagliche und jdhrliche
Temperaturschwankung in der duflersten Erdrinde, spielt auch in der Geophysik
eine Rolle (s. Ziff. 30). Wir werden auf die Berechnung des variablen Temperatur-
feldes in Winden im Abschnitt VIII (Ziff. 48) noch kurz zuriickkommen, wollen
aber hier einige wichtige Ergebnisse dieser Berechnung vorwegnehmen. Vom
technischen Standpunkt sind zwei Fragen von Wichtigkeit: 1. Wie beeinflussen
die Temperaturschwingungen den Durchgang der Warme durch die Wand der
Maschine? 2. Welche Materialspannungen treten infolge der Temperaturunter-
schiede auf? Die Berechnung der Temperaturschwankungen, die sich in das
Innere einer Zylinderwand fortpflanzen, mittels FouriErRschen Reihen zeigt,
daB die Wellen mit zunehmender Phasenverschiebung und schnell abnehmender
Amplitude vom Zylinderinnern in die Maschinenwinde eindringen. Aber selbst
die in der Wand auftretenden Temperaturschwankungen von der Gré8enordnung
von 10° geniigen unter Umstdnden, um sehr groBe Beanspruchungen durch
Temperaturunterschiede hervorzurufen. EICHELBERG?) hat gezeigt, daB die
Kurve des zeitlichen Verlaufes der Temperatur an der Innenseite der Zylinder-
wand zugleich die Kurve der periodischen Spannungen in der inneren Oberflichen-
Ep .

multi-

schicht darstellt, wenn man nur die Temperaturkoordinate mit

pliziert, wobei E den Elastizitdtsmodul, » die Querkontraktion und g den linearen
Ausdehnungskoeffizienten des Baustoffes der Warme bedeutet. Bei einem Zwei-
taktdieselmotor, der 100 Uml4ufe in der Minute macht und dessen Gastemperatur
bei jedem Umlauf bei einem Hochstdruck von 8,5 at absolut um etwa 1500°
wechselt, schwankt nach EICHELBERG die Temperatur der gasberithrten Oberfliche
bis zu 4+14° und —8° gegeniiber dem Mittelwert, und dabei tritt ein periodischer
Spannungswechsel zwischen 150 kg/cm? Zug und 250 kg/cm? Druck ein, und zwar

1) M. Jakos, ZS. d. Ver. d. Ing. Bd. 66, S. 688. 1922.
2) G. EICHELBERG, Forschungsarbeiten, herausgeg. vom Ver. d. Ing. Heft 263. 1923.
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fir GuBeisen. Bei StahlguB verdoppeln sich die Zahlen, die im tbrigen noch

umgekehrt proportional dem Ausdruck }JA-y-c¢ sind. Fir jeden Grad der
Temperaturschwankung betrigt die zusitzliche Beanspruchung

E p
1—v V i- y-C

Wenn man bedenkt, daB3 die innere Zylinderwand schon an sich durch den Ein-
fluB von Druck und Temperatur stark beansprucht wird, so koénnen solche
wechselnde zusitzliche Spannungen fiir den Bestand einer Maschine verhingnis-
voll werden. Bei plotzlichen Belastungsinderungen, z. B. beim Anfahren, ent-
stehen voriibergehend sowohl auf der Gas- wie auf der Wasserseite der Wand
Druckspannungen, in ihren Mittelschichten Zugspannungen infolge der starken
ortlichen Kriimmungen der Temperaturkurven. Dabei konnen, wie ebenfalls
von EICHELBERG dargelegt wird, die Temperaturdifferenzen und Spannungen das
Mehrfache der obenangegebenen Betrige ausmachen. Auch fiir die Wirme-
spannungen infolge des stationdren, durch die Warmeleitung bedingten Tem-
peraturabfalls in den Maschinenwinden hat EICHELBERG a. a. O. Berechnungs-
methoden mitgeteilt. Da es sich hier nicht um einfache Kérper, die man als
Platten oder Zylinder behandeln kann, sondern um achsensymmetrische An-
ordnungen von kompliziertem Profil handelt, wird auch die mathematische
Darstellung sehr verwickelt und erlaubt meistens nur graphische Ldsungen!).

Zum Schluf soll noch die besonders eigentiimliche Wirmeabfuhr in ma-
gnetisierten Eisenteilen elektrischer Maschinen erwdhnt werden. Zur Vermeidung
der von der Ummagnetisierung herriihrenden Wirbelstrome verwendet man das
Eisen nur in diinnen Schichten, meistens in Form von sogenannten Blechpaketen.
Dabei unterbricht man aber nicht nur die elektrische Leitung durch Papier, Oxyd-
oder Luftschichten quer zu den Fldchen, sondern auch die Wiarmeabfuhr. Diese
ist dann in Richtung der Blechfliche um ein Vielfaches gréBer als senkrecht
dazu?). Man hat hier also, vom Standpunkt der Wirmeleitung, einen anisotropen
Leiter vor sich, dhnlich wie im Falle der Kristalle, zu denen wir jetzt iibergehen.

III. Wirmeleitung durch Kristalle.

20. Grundgleichungen der Wirmeleitung in anisotropen Kérpern.
Wihrend bei isotropen Kérpern die Wirme in jedem Punkt senkrecht zu der
isothermen Fliche strémt, die durch diesen Punkt verliduft, ist dies bei aniso-
tropen Koérpern wie Kristallen nicht der Fall. Es tritt vielmehr eine viel kom-
pliziertere Art der Warmestrémung ein, so wie auch die Ausbreitung des Lichtes
in Kristallen ihren einfachen Charakter verliert.

Die Grundgleichungen der Warmestromung in Kristallen sind zunichst
nach molekulartheoretischen Erwdgungen von DUHAMEL3) aufgestellt und von
Lam£?) verallgemeinert worden. STOKES®) hat dann die Grundlagen der Theorie
ohne Hypothese iiber den Mechanismus der molekularen Wirmeiibertragung
aus der plausiblen Vorstellung entwickelt, daBl der Warmestrom in einem Punkt
nur von der ortlichen Veridnderlichkeit der Temperatur in seiner nichsten Um-

1) S. auch das graphische Verfahren von I. GEIGER, ZS. d. Ver. d. Ing. Bd. 67, S. 905.
1923.

2) L. Ort, Forschungsarbeiten, herausgeg. vom Ver. d. Ing. Heft 35 u. 36, S. 53. 1906;
ZS. d. Ver. d. Ing. Bd. 51, S. 1145. 1907.

3) J. M. C. DuHAMEL, Journ. de l’école polyt. Bd. 21, S. 356. 1832.

1) G. LAME, Legons sur la théorie au de la chaleur, Paris 1861.

%) G. G. STokEs, Coll. Papers Bd. 3, S. 203.
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gebung abhinge. Die einfachste Anniherung ist dabei die, da8 die Komponenten
des Wiarmestroms lineare Funktionen der Komponenten des Temperaturgefilles
sind. Sie fithrt zu dem Gleichungssystem

o9 o9 o9

Q= —1116_x —llzTy —113 . 0z
a9 09 09

Qy= “Zzlaﬁx —2225§ —Ag3 oz (17)
09 09 09

Q.= —lalafx “lszafy — gy - Oz

worin Q,, Q,, Q, die Komponenten des Warmestroms?), die 9 Werte A Material-
konstanten bedeuten, die man in nicht zu weiten Temperaturgrenzen — unter
Vernachlidssigung ihres Temperaturkoeffizienten — als konstant annehmen darf.
Es 148t sich nun zeigen?), da diese 9 Werte nicht unabhingig voneinander sind,
sondern daB3 man mit 6 Stoffkonstanten auskommt, wenn man die Koordinaten
in 3 bestimmte fiir jeden Kristall existierende Richtungen legt, die dadurch
ausgezeichnet sind, daf} in ihnen und nur in ihnen die Wirmeleitzahlen relative
Maxima oder Minima haben, wenn man von den sogleich zu besprechenden
,, Jotatorischen Effekten’ absehen darf. Man kann dann die Wirmestrémung
durch das folgende einfachere Gleichungssystem darstellen:

3 09 09 0
Q,=— la_x—w36—y+w2_(7—z

¢ 09 a9
Qy::——-]@—a—;—wla—z'—f—waw . (173)

09 09 69
Q. = ‘Asﬁz “wzﬂ"f— wlb‘;

Geradeso wie bei einem isotropen Koérper erhilt man nun durch Betrachtung
der Wirmebilanz in einem unendlich kleinen Volumen die Differentialgleichung

09 0Q, 9Q, 09,
TG T T e T ey T ax 18)
oder durch Einsetzen der Werte fiir Q aus (17a)

09 629 929 629
e T I T

(184a)

) y) y) y) . .
wobei @, = -, 4, =~ und a; = — bedeutet. Die GroBen w,, , und w,

kommen in der Gleichung (18a) nicht mehr vor. Uber ihre GroBe kann man
daher aus Temperaturmessungen allein keinen AufschluB gewinnen; man mul
dazu noch die Richtung des Wirmeflusses kennen. Man nennt die GréBen w
,,rotatorische Wirmeleitzahlen*. Sie miissen mit Riicksicht auf die Symmetrie der
einzelnen Kristalltypen in gewissen Fillen gleich Null sein. Es ist iibrigens bisher
iiberhaupt noch niemals gelungen, rotatorische Warmeleiteffekte bei Kristallen

1) Die Komponenten Q bedeuten demnach hier die Wiarmemengen, die in der Zeit-
einheit die Flicheneinheit in den Koordinatenrichtungen durchstrémen.
2) Siehe E. W. HoBsoN u. H. DIESSELHORST, Encyklop. d. math. Wiss. Bd. 4 (1), S. 178ff.
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nachzuweisen, so da die Vermutung naheliegt, daB solche Effekte in Wirklich-
keit {iberhaupt nicht existieren; indes muB man, worauf VoicT!) nachdriicklich
hinweist, mit der Moglichkeit rechnen, bei dem einen oder anderen Kristall
eines Tages doch rotatorische Wirkungen zu finden. Wegen der Methoden, nach
denen man die GréBen w experimentell zu bestimmen versucht hat, sei ebenfalls
auf VoIGT verwiesen. Wir werden im folgenden von der Beriicksichtigung dieser
GroBen absehen. Dann nimmt das Gleichungssystem (17a) die folgende ein-
fache Form an:

a9

Qz = ——11(9‘2:
a9

O ==l 1 (17b)
a9

Q.= _}'36—2

4, 4, und 4, sind die Wirmeleitzahlen in den bereits erwahnten ausgezeichneten
Richtungen. In einer beliebigen Richtung »# wird die Warmestrémung

y 0d
__________ an_lna—n. (170)

Y/ £/ Py Kennt man die Haupt-
wirmeleitzahlen 1,, 45, 45
i O und ihre Richtungen im

Kristall, so ist fiir jeden
Punkt, in dem die Tempe-

oo

raturgefille X = — —

g ax R
Abb. 16. Bestimmung von Richtung und GroBe des a9 7 o9
Wirmestromes in einem Kristall. Y= v und Z = oz

gegeben sind, die Rich-
tung und GroéBe des Wirmestromes folgendermaBen bestimmt:
Man legt durch den Koordinatenpunkt X, Y, Z das mit dem Ellipsoid

x4 Ay + 322 =1 (19)

konzentrische und konaxiale Ellipsoid. Die Wirmestrémung verliuft dann
senkrecht zu der das Ellipsoids in X, Y, Z berithrenden Tangentialebene und ist
gleich dem reziproken Wert des Abstandes des Ellipsoidmittelpunktes von dieser
Ebene.

Den Beweis fiir diese beiden Sitze wollen wir der Einfachheit halber nur
fiir den Fall eines Rotationsellipsoids (also z. B. fiir den Fall 4, = 4;) erbringen.
Man kann in diesem Fall statt des Ellipsoides einen Meridianschnitt z = 0 be-
trachten, wodurch das rdumliche Problem auf ein ebenes zuriickgefithrt wird,
ohne daf3 die Allgemeinheit der Betrachtung dadurch leidet.

In Abb. 16 sei ein solcher Meridianschnitt dargestellt. Die innere der beiden

P
! und b= ——  die durch den Punkt X — — —a—f,

—
1 2

Ellipsen habe die Achsen a =

1) W. Voicr, Lehrb. d. Kristallphysik, S. 403. Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner 1910.
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Y =— Z—f gelegte Ellipse habe die Achsen %2-a und %-b. Hiermit und nach

Gleichung (17b) gilt

X
Qz = }‘1 X = 2’
Y
Q” = 12 Y = ﬁ .
Es folgt nun weiter geometrisch
Oy Y
und
2
Q=V0:+0i = (21)

wobei A das Stiick bedeutet, das die im Punkt X, Y senkrecht zur Ellipse ge-
zogene Gerade N auf der Abszissenachse abschneidet, und M den Abstand des
Mittelpunktes der Ellipse von der Tangente durch X, Y. Endlich kann man
beweisen, daB die in Gleichung (17c) genannte Wirmeleitzahl 4, mit der
Richtung # wie das reziproke Quadrat des Radiusvektors des durch Gleichung (19)
gekennzeichneten Ellipsoids variiert. Fiir die Achsenrichtungen folgt dies ohne
weiteres aus der Definitionsgleichung (19), wonach

1 1 1

# R =

A=

Das Ellipsoid nach Gleichung (19) darf nicht verwechselt werden mit dem Iso-
thermenellipsoid

=1, (22)

dessen Achsen }/}: , VA5 und ]/Z sind. DaB dieses Ellipsoid in der Tat fiir den Fall
einer punktférmigen Wirmequelle eine Isothermenfliche bedeutet, 148t sich
folgendermaBen einfach zeigen. Durch Einfithrung neuer Koordinaten «/, v/, 7.
wobei

a a a
x’:x.V-—- Y=y — 2 =z-/=

b )
ay as as

und a eine Konstante sei, geht Gleichung (18a) iiber in

8% (3% 8% | 829
(et et o) 8b)
Dies ist nichts anderes als die Differentialgleichung der Wirmestrémung iso-
troper Korper, die fiir eine punktférmige Wirmequelle, wie man ohne weitere
Rechnung aus Symmetriegriinden einsieht, zu kugelférmigen Isothermen fithren
muB. Bei Riicktransformation aus dem System x’, y’, 2’ in das Koordinaten-

system x, y, z verwandeln sich diese Kugeln in Ellipsoide. Eine Kugel (im
System ', ', 2') vom Radius }Ja - ¢ - y geht iiber in das durch Gleichung (22)

dargestellte Ellipsoid mit den Achsen Ja-c y -V%l =Vi, V4 und Vi,.
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Dieses Ellipsoid ist somit wirklich eine Isothermenfliche, und es ist klar, daB alle
ihm #dhnlichen; konaxialen Ellipsoide ebenfalls Isothermenflichen sind.

21. Versuchsverfahren fiir Kristalle. Eine der wichtigsten experimentellen
Aufgaben fiir Kristalle besteht in der Bestimmung der Hauptwirmeleitzahlen 4,
4s und 4;. Da es praktisch nicht méglich ist, in einem Kristall durch eine punkt-
férmige Wirmequelle isothermische Ellipsoide zu erzeugen und aus deren Achsen
die Hauptwirmeleitzahlen zu bestimmen, so hat man allgemein zu Vergleichs-
methoden fiir zweidimensionale Warmestréomung gegriffen. So sind die in Ziff. 7
behandelten Isothermenverfahren von SENARMONT!) und von VOIGT?) urspriing-
lich zu Vergleichsmessungen an Kristallen erdacht und auch meistens fiir diesen
Zweck benutzt worden. Das Verfahren von SENARMONT, in seiner Anwendung
auf Kristalle, beruht darauf, daB in einer diinnen, in einem Punkte erhitzten

o Kristallplatte die Isothermen Ellipsenform haben.
X Az Sind « und b die Halbachsen einer solchen Iso-

j thermenellipse, so gilt fiir die Wirmeleitzahlen

i 8 4, und 1, in diesen Richtungen die Beziehung

| o _

|

=5 (23)

x A

Der Beweis?) fiir diese Gleichung setzt voraus,
. c daBl die Platte sehr gro8 (theoretisch unendlich
| \1 grol3), die Warmeiibergangszahl « iiberall gleich
N 7 sei. Um die Ungenauigkeiten, die mit dem
l} / Durchbohren der Kristalle verbunden sind, zu
5 vermeiden, hat JANNETTAZY) sich damit begniigt,
\%)4 einen erwirmten Draht auf die Platte aufzusetzen.
d
/

Bei der Methode von VoicT schneidet man,

r wenn es sich um Kristalle des rhombischen, trigo-
/ nalen, tetragonalen oder hexagonalen Systems

Isotherme

c 0 handelt, aus dem zu untersuchenden Kristall eine
diinne, rechtwinklige Platte 4 BC D parallel zu
i \ einer der thermischen Symmetrieebenen heraus,
¥ A, so daB die Kanten dieser Platte einen zunichst
Abb. 17. Isothermenverfahren &l bekannt vorausgesetzten Winkel ¢ gegen die
mit Kristallzwillingsplatte nach ~ Richtungen der Hauptleitzahlen 4, und 4, bilden
VoiGT. (Abb.17 oben). Es wird nun die Platte A BCD
langs Ox zerschnitten und die in der Zeichnung
untere Hilfte um die Achse M N um 180° gedreht, so daB sie in die in Abb. 17 unten
dargestellte Lage kommt, in der sie dann an die obere Hilfte angekittet wird. Er-
wirmt man jetzt die Kante AC gleichmiBig, z. B. durch Anlegen an einen heiflen
Kupferklotz, so entsteht in der Platte ein Warmestrom, der in der Néhe der
Ox-Achse aus Symmetriegriinden parallel zu dieser laufen muB. Die ihm ent-
sprechende Isotherme mufB daher in der Schnittlinie einen Knick zeigen, und
es wird, wie VOIGT beweist,

Yl 1
l—1=ctg<p~tg ((p—}—Ea)). (24)
2

1) H. pE SENARMONT, C. R. Bd. 21, S. 457. 1857; Bd. 22, S. 179. 1848; Bd. 23, S. 257.
1848; Bd. 28, S.279. 1850.

%) W. Voigt, Wied. Ann. Bd. 60, S. 350. 1897.

3) Siehe G. KIRCHHOFF, Vorlesungen iiber die Theorie der Wirme, S. 48ff.

1) E. JANNETTAZ, Ann, chim. phys. (4) Bd. 29, S. 5. 1873.
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Hierin ist @ positiv zu rechnen, wenn bei einem Wirmestrom im Sinn der posi-
tiven x-Achse die Isotherme ihre Spitze voranschiebt. w > 0 setzt 4, > 1,
voraus.

Bei der obengemachten Annahme, daB die Richtungen der Hauptleit-
fahigkeiten und die GroBe des Winkels @ bekannt sind, hat man noch die Freiheit,
iiber den Winkel ¢ so zu verfiigen, daB der Knickwinkel w der Isothermen mog-
lichst groB wird. Man kann zeigen, daf} bei kleinen Winkeln w der gunstlgste
Wert fiir ¢ bei 45° liegt.

Bei Kristallen des momoklinen Systems ist die Lage der Achse von 4, und 4,
nicht bekannt, die VoicTsche Methode in der obigen einfachsten Form also nicht
anwendbar. Man hat vielmehr den Winkel ¢ in Gleichung (24) als unbekannt
einzufithren und bedarf zweier verschieden in der x,y-Ebene orientierter
Zwillingsplatten, um i—l- aus @ zu bestimmen?).

2

AuBer dem Verhiltnis der Wirmeleitzahlen in den Hauptrichtungen sind
auch die Wirmeleitzahlen selbst in diesen Richtungen von einigen Forschern
gemessen worden.

Tucuscumin?) hat die von WEBER fiir Flissigkeiten ausgebildete Methode
(s. Ziff. 35) auf Kristalle (Quarz, Steinsalz, Kalkspat) iibertragen. An Stelle einer
Fliissigkeitslamelle wurde dabei eine diinne Kristallplatte zwischen zwei Kupfer-
platten gebracht und innige Berithrung nach CHRISTIANSENS Vorgang (Ziff. 23)
durch dazwischengeschmiertes Glyzerin erzielt. Diese Plattenanordnung wurde
zunichst auf konstante Temperatur gebracht und dann von unten mit kilterem
Wasser bespritzt, wihrend gleichzeitig eine mit Wasser von derselben Temperatur
gefiillte hohle Kupferglocke dariibergestiilpt wurde. Wéhrend der Abkiihlung
wurde der zeitliche Temperaturverlauf in der oberen Kristallfliche mit einem
Thermoelement gemessen. Um den betrichtlichen Einflufl der Glyzerinschichten
zu eliminieren, wurden die Versuche bei Quarz und Kalkspat ohne die untere
Kupferplatte wiederholt, wobei dann die untere Kristallfliche unmittelbar mit
Wasser bespritzt wurde. Durch Kombination beider Versuche konnte der Ein-
fluB einer Glyzerinschicht annihernd bestimmt werden.

LEeEs®) benutzte die Methode des geteilten Stabes nach LopGE?), die darin
besteht, das Temperaturgefille in einem am einen Ende geheizten, senkrecht
zur Achse in zwei Teile zerschnittenen Stabe vor und nach dem Einlegen einer
diinnen Schicht des Versuchsmaterials zu messen. Der Warmeiibergang zwischen
der Versuchsplatte und dem Stab sollte dabei durch Amalgamierung der Schnitt-
flichen des Stabes verbessert werden.

EuckENS) hat zunichst Messungen nach einer vereinfachten Zweiplatten-
methode (s. Ziff. 10, Abb. 9) fiir Versuchskorper von 3 bis 5 cm Kantenlinge
ausgefiithrt. Die Versuchskérper waren dabei von einer Luft-, Kohlensiure- oder
Wasserstoffatmosphire umgeben und wurden in Temperaturbadern auf ver-
schiedene Temperaturen zwischen —190 und 4-100° gebracht. Der Temperatur-
abfall zwischen der Heizplatte bzw. Kiithlplatte und den Versuchspldttchen war
bei gleicher Heizleistung je nach dem zur Fiillung verwendeten Gas verschieden,
somit auch der gesamte zwischen Heiz- und Kiihlkérper gemessene Temperatur-
unterschied. Aus Messungen mit verschiedenen Fiillgasen konnte man die

1) Naheres hieritber s. W. VoicT, Lehrb. d. Kristallphysik, S. 392-—397.
2) A. TucuscumMmID, Diss. Zirich 1883 u. Beibl. Bd. 8, S. 490. 1884.
3) Cu. H. LEEs, Proc. Roy. Soc. London Bd. 50, S. 421. 1892 u. Phil. Trans. Bd. 183 A,
S. 481 1892.
) O. J.Lopce, Phil. Mag. (5) Bd. 5, S.110. 1878.
5) A. EuckeN, Ann. d. Phys. (4) Bd. 34, S. 185. 1911.
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Dicke der Gasschicht, die ja gleich blieb, ermitteln und ihren EinfluB auf das
Versuchsergebnis eliminieren. EUCKEN hat mit seiner Apparatur, mit der man
keine groBe absolute Mefgenauigkeit erreichen kann, viele Kristalle, kristal-
linische und amorphe Substanzen untersucht und wertvolle physikalische Be-
ziehungen aufgedeckt, auf die wir noch zuriickkommen werden (s. Ziff. 22).

Auch die Wirmeleitfahigkeit ganz kleiner Versuchsobjekte wurde von
EuckEN nach einer allerdings noch primitiveren Methode?) bis herab zur Tempera-
tur —252° (Bad von fliissigem Wasserstoff) annihernd bestimmt. Die Versuchs-
korper aus Bergkristall und Sylvin hatten dabei die in Abb. 18 wiedergegebene
garnrollendhnliche Form, und es wurde angenommen, dall die im Heizk6érper 4
erzeugte und bei B abgefithrte Warme im zylindrischen Teil des Versuchskérpers
im wesentlichen axial stréme. Die Heizleistung wurde in iiblicher Weise elektrisch
gemessen, das Temperaturgefille durch Thermoelemente in den Bohrungen ,
und . Wihrend an den zuletzt beschriebenen Versuchskérpern immerhin noch
annihernd richtige Vergleichswerte gewonnen werden konnten, gelang es bei
Messungen an einem nur 0,13 cm dicken Diamantplittchen, von der Form einer
abgestumpften Pyramide, deren Grundflichen 0,5 und 0,2 qcm
betrugen, gerade noch die GréBenordnung der Wirmeleitzahl
zu ermitteln. Der Temperaturabfall an den Anlageflichen
machte dabei ndmlich, trotzdem die anliegenden Flichen des
Heiz- und Kiihlkérpers amalgamiert waren und die ganze
Anordnung mit einer Schraubzwinge zusammengepret wurde,
bei —253° so viel aus, daB der gefundene Wert (wie EUCKEN
aus einem Vergleichsversuch mit einem gleich groBen Quarz-
plittchen schlieft) etwa viermal zu klein ist. Aber selbst die
Kenntnis der GréB8enordnung der Wiarmeleitzahl fiir Diamanten
Abb. 18. Anord-  ist, wie wir sechen werden, theoretisch von Wert.

3};“ 8 zs;gs:&&% 22. Zahlenwerte und GesetzmiBigkeiten. Die Ver-

zahl von Kristal- gleichsversuche nach den Methoden von SENARMONT und

lennachEuckeN.  anderen haben die mathematische Theorie der Wirmeleit-
fahigkeit in Kristallen durchaus bestitigt.

Bei Kristallen des reguliren Systems haben die Wirmeleitzahlen in ver-
schiedenen Richtungen niemals einen Unterschied gezeigt. Diese Kristalle mit
drei gleichen aufeinander senkrecht stehenden Achsen unterscheiden sich also
thermisch ebensowenig wie optisch von amorphen Substanzen.

Bei den Kristallen des hexagonalen und quadratischen Systems ist die
Isothermenfliche ein Rotationsellipsoid, wobei die Rotationsachse mit der
optischen Achse des Kristalls identisch ist. Das Ellipsoid kann linglich oder
abgeplattet sein wie das des auBerordentlichen optischen Strahles; im ersteren
Fall nennt man den Kristall thermisch positiv, im zweiten Fall thermisch negativ.
Oft sind das optische und das thermische Ellipsoid beide abgeplattet oder beide
langlich. Es kommt aber auch das Gegenteil vor. Kalkspat und Beryll z. B.
haben lingliche thermische und abgeplattete optische Ellipsoide, und der Korund
hat ein kurzes thermisches und ein lingliches optisches Ellipsoid.

Bei den zweiachsigen Kristallen des rhombischen und monoklinen Systems
hat die Hauptleitfahigkeitsellipse drei verschieden groBe Achsen. In denjenigen
zweiachsigen Kristallen, in welchen die drei Hauptschwingungsrichtungen fiir
alle Farben des Lichtes zusammenfallen, liegen auch die drei Hauptachsen des
Isothermenellipsoids in diesen Richtungen und entsprechen auch in der GréBen-

1) A. EuckeN, Verh.d. D. Phys. Ges. Bd. 13, S. 829. 1911 u. Phys. ZS. Bd. 12, S. 1005.
1911.
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folge den ausgezeichneten Lichtgeschwindigkeiten. Aus Wirmeleitungsmessungen
an einer parallel zu einem optischen Hauptschnitt herausgeschnittenen Platte nach
einem der Isothermenverfahren kann man also die beiden Hauptschwingungs-
richtungen ermitteln, die der betreffenden Ebene parallel laufen. Nach dieser
Untersuchungsmethode kann man unter Umstinden, wenn wegen der Undurch-
sichtigkeit der Substanz eine optische Untersuchung unméglich ist, die Klasse
eines Kristalls thermisch bestimmen.

Nach JANNETTAZ' Beobachtungen besteht ferner eine Beziehung zwischen
der Spaltbarkeit der Kristalle und der Orientierung der Hauptrichtungen ihrer
Wairmeleitfihigkeit. Die Richtung, in der sich der Kristall am leichtesten spalten
1aB3t, ist namlich oft auch die der groBten Wiarmeleitfihigkeit. So ist die Isother-
menfliche solcher optisch einachsigen Kristalle, die senkrecht zur Achse voll-
kommen spaltbar sind, oft ein sehr plattgedriicktes Rotationsellipsoid. Dies
ist auch sehr plausibel; man kann sich ndmlich leicht vorstellen, da3 die Warme
quer zu den Spaltflichen
groBe Wirmeiibergangswider-
stinde findet.

Im einzelnen entnehmen

Tabelle 4.

Warmeleitzahl einiger Kristalle in verschie-
denen Hauptrichtungen.

wir den Physikalisch-Chemi-  Name des Kristalls | Eristallsystem | % | 4=4
schen Tabellen von LANDOLT . -

d BORNSTEIN die in den Steinsalz . regular 0,015 0,015
un Kalkspat tetragonal 0,010 0,009
nebenstehenden Tabellen zu- Quarz . trigonal 0,03 0,017
sammengestellten charakteri-
stischen Werte fiir die Haupt- Tabelle 5.

Verhaltnis der Hauptwirmeleitzahlen einiger

wirmeleitzahlen 4;, 4, und 44
optisch einachsiger Kristalle.

und ihre Verhiltnisse?).

In diesen Tabellen bezieht L1
sich bei OptiSCh einachsigen Name des Kristalls Kristallsystem b
Kristallen der Index 3 auf
die Richtung der Hauptachse, Anatas . tetragonal 1 1.8
1 auf die Basis, bei geraden gig‘fpat : " *i g‘g
Prismen des rhombischen Sy-  Antimon trigonal 25
stems 3 auf die Richtung der Korund " i 0,85
Vertikalachse, 1 auf die kurze, %‘;::ut ” \ (1),28
2 al}f dle.lan_ge Diagonale der Beryll bexagonal | 0.8
Basis, bei Prismen des mono-  smaragd . [ 0,8
klinen Systems 2 auf die Rich-  Tellur " | 0,7
tung der zur Symmetrieebene

Tabelle 6.

senkrechten Achse (horizon-
tale Achse der geneigten Ba-
sis), 1 bzw. 3 auf diejenige

Verhiltnis der Hauptwiarmeleitzahlen einiger

Kristalle

ohne Isotropieachse.

Achse der in der Symmetrie- . 4 1

ebene liegenden Isothermen- Name des Kristalls Kiristallsystem Z . 1—‘

ellipse, welche der geneigten 5 -

Diagonale der Basis bzw. der geldsglaté rthoklas) | monoklin 8’6 8'2
ikalen Ach ichsten  aenyarit | e

vertikalen Achse am néchsten  apnydrit . . rhombisch 0.9 0,9

kommt. Glimmer " 562 | 6,1%)

1) Eine besonders ausfiihrliche Zusammenstellung von Versuchswerten und Literatur-
stellen findet sich in der Monographie von K. Scuurz ,,Die Warmeleitung in Mineralien,
Gesteinen und den kiinstlich hergestellten Stoffen von entsprechender Zusammensetzung'
in Fortschr. d. Min., Krist. u. Petrograph. Bd. 9, S.221—411. 1924.

2) Mittel fiir verschiedene Glimmersorten.
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Eucken?) hat auf Grund seiner Versuche, wie bereits erwihnt, eine Reihe
von GesetzmiBigkeiten fiir Kristalle aufgedeckt:

Das Kristallsystem selbst scheint keinen Einflul auf die Warmeleitfihigkeit
auszuiiben. Es leitet namlich z. B. FluBspat etwa 18mal besser als das ebenfalls
reguldr kristallisierende Kaliumchromalaun, wihrend der hexagonale Quarz im
Mittel die gleiche Wirmeleitzahl hat wie FluBspat.

Bedeutend dagegen ist der EinfluBl der Atomzahl auf 4, wie aus der Tabelle 7
hervorgeht, die zeigt, daB3 1 im allgemeinen um so gréBer ist, je kleiner die Anzahl
der Atome im Molekiil.

Tabelle 7. Warmeleitzahl verschiedener Kristalle bei 0°C nach EUCKEN.

Kristalt) | Nacl KCL CaF, Si0, 1 Si0, 1 €aCo, 1. | NaClO, lC,,(H,O)“

2 0,0167 0,0167 0,0247 0,0326 0,0173 0,0103 , 0,00267 ‘ 0,00139

Die starke Einwirkung der Temperatur auf die Warmeleitzahl von Kristallen
haben wir schon bei einem metallischen Kristall, dem Kupferkristall, erwihnt.
Sie wurde neuerdings auch durch Versuche von GRUNEISEN und GOENS?) an
dem ScroTTschen Kupferkristall und an Zink- und Cadmiumkristallen bestitigt.
Bei den zwei letztgenannten Kristallarten wurde die Warmeleitzahl 4 in beiden
kristallographischen Hauptrichtungen gemessen. Sie nahm mit sinkender Tem-
peratur in beiden Richtungen bedeutend zu. Wahrend aber bei hoherer Tem-
peratur 4, > 1, ist, scheint sich dieses Verhdltnis bei tiefen Temperaturen
umzukehren. Die LoReENzsche Zahl L sinkt in beiden Hauptrichtungen mit
abnehmender Temperatur (s. S. 85), in der Richtung der Symmetrieachse aber
wesentlich weniger als senkrecht dazu.

Auch bei nichtmetallischen Kristallen nimmt 1 mit abnehmender Temperatur
stark zu, und zwar annihernd umgekehrt proportional der absoluten Tem-
peratur 7. Wie genau dieses von EUCKEN auf Grund seiner Messungen aufgestellte

. . A .
Gesetz gilt, ersieht man aus Abb. 19. Hierin ist 22 als Funktion von T auf-

i
getragen, wobei 4, die Wirmeleitzahl fiir 0° C bedeutet. Man erkennt, daB die
Versuchspunkte von dem EuUCkENschen Gesetz

W T

T= 53_ (25)
oder
273 4y
A= T (25a)

bei T = 83 bis 4+109%, bei T = 195 um 459, bei T = 373 um etwa +10%,
abweichen. Diese Abweichungen konnen sehr wohl in den Grenzen der méglichen
Versuchsfehler liegen. Es ist aber auch denkbar, da das Euckensche Gesetz
bei hoheren Temperaturen nicht mehr gilt. Bei der Temperatur des fliissigen
Wasserstoffs, bei der EUCKEN Bergkristall und Sylvin untersucht hat, liegen
die Versuchspunkte (s. Abb. 19) ebenfalls so befriedigend, als man bei der an-
gewandten primitiven Versuchsmethode erwarten darf; aber auch hier bedarf
das Gesetz noch weiterer experimenteller Nachpriifung.

1) A. EuckeN, Phys. ZS. Bd. 12, S. 1005. 1911.

?) Die Zeichen | bzw. | bedeuten parallel oder senkrecht zur optischen Achse.

3) Bericht iiber die Tatigkeit der Phys.-Techn. Reichsanst. i. J. 1925, ZS. f. Instrkde.
1926.
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Theoretisch ist die Untersuchung der Wirmeleitfihigkeit bei sehr tiefer
Temperatur deshalb von besonderem Interesse, weil nach dem Verlauf der Werte
der spezifischen Wirme nahe dem absoluten Nullpunkt in einem festen Kérper
die weitaus meisten Atome keine Wirmebewegung mehr ausfithren. Dann sollte
man aber zunichst erwarten, daBl auch keine Warmeiibertragung mehr moglich
wire. EUCKENs Versuche an-Bergkristall und Sylvin haben aber gerade im
Gegenteil gezeigt, daB die Wirmeiibertragung um so besser ist, je geringer die
Intensitit der Molekularbewegung. Auch der Diamant, dessen spezifische Warme
bei der Temperatur des fliissigen Wasserstoffes nach NErNsTs?) Messungen ver-
schwindend klein ist, dessen Atome also bei dieser Temperatur fast simtlich als
ruhend angenommen werden miissen, hat nach EUCKENS Beobachtungen eine
endliche Wirmeleitzahl, die EUCKEN auf etwa 0,5 bis 0,6 bei —253° schitzt.
Man beachte, daB dies etwa die Hilfte der Wirmeleitzahl des bestleitenden

75
Aofy T
A=3%
7,0
GalH,0)
a mJJ'\J 10,1
NallO; X ooy S0
Na (1, HCT
0,5 /
S0y L
Ao/p, HCl~ L5101
7(7,Caky, (2l L
Ko
0 0S50, L
‘ —7 100 200 00 400

Abb. 19. EinfluB der Temperatur auf das Warmeleitverm&gen von Kristallen.

Metalls, nimlich des Silbers, bei 0° Cwire. EUCKEN schlieBt hieraus, daB3 die Inten-
sitit der Bewegung der Molekiile im festen Korper mit der Warmeiibertragung
nicht im Zusammenhang stehe?).

Als letzte von EUCKEN ermittelte GesetzmiBigkeit ist zu erwdhnen, dal3 die
Wirmeleitzahl bei 0° C um so gréfer ist, je hoher der Schmelzpunkt liegt, und daB3
Kristalle, die aus zwei- und dreiatomigen Molekiilen bestehen, beim Schmelz-
punkt angenihert die glei-
che Wirmeleitzahl haben.
Dies geht aus der Tabelle 8

Tabelle 8.

Wirmeleitzahl verschiedener Kristalle in Ab-
hangigkeit vom Schmelzpunkt nach Eucken.

hervor, in der T, die
Schmelztemperatur in ab- Kristallart T, R i
soluter Zahlung, 1, die War- NaCl ) .

: 5 . a 1051 0,0167 0,00434
mdﬁ‘éﬁam bei 0 C’bl' dllle KCl . 11083 0,0167 0,00420
nach Gleichung (25) berech-  caF, 1603 0,0247 0,00420
nete Wairmeleitzahl beim  Sio, 1700 0,0249 0,00448
Schmelzpunkt bedeutet. H,0 273 0,005 0,005

1) W. NernsT, ZS. f. Elektrochem. Bd. 17, S. 735. 1911.

2) Siehe auch DEBYE, Vortrige iiber die kinetische Theorie der Materie, Leipzig 1914,

S. 43 1f.

Handbuch der Physik. XI.
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Bei bekanntem Schmelzpunkt kann man hiernach fiir zwei- oder dreiatomige
Kristalle mit Benutzung von Gleichung (25) 1 fiir beliebige Temperatur mit
einiger Anniherung ermitteln und, da nach LiNDEMANN!) der Schmelzpunkt
durch molekulare Eigenfrequenz, Atomvolumen und Molekulargewicht bedingt
ist (s. ds. Handb. X, Kap. 1), so gewinnt man einen empirischen Zusammenhang
zwischen diesen Groéfen und der Wirmeleitzahl.

IV. Wiarmeleitung durch schlecht leitende
feste Korper.

a) Versuchsverfahren fiir stationdre Wéarmestromung.

23. Vergleichsverfahren. Die meisten bei Metallen und Kristallen an-
gewandten Versuchsverfahren sind auch fiir schlecht leitende Kérper brauchbar.
So hat schon SENARMONT mit seiner Isothermenmethode versucht, den EinfluB
innerer Spannungen auf das Wirmeleitvermdgen von Glas und Porzellan zu be-
stimmen, indem er die Versuchskérper wahrend der Erzeugung der Isothermen
in einen Schraubstock einspannte, und BaDIOR?) hat diese Versuche an Glas,
Schiefer und Gummi fortgesetzt. JANNETTAZ®) hat Isothermenellipsen von
kristallinischen Substanzen und allerlei Gesteinen, Gesteingemischen sowie
plastischen Massen (wie Ton) bei Driicken bis 8000 at aufgenommen; SCHMALTZ?)
endlich hat nach der Voicrschen Methode die Warmeleitzahl von Knochen und
von Glas verglichen.

Das Verfahren des Vergleiches des Temperaturabfalles in hintereinander
geschalteten Zylindern stammt, wie S. 59 erwdhnt, von CHRISTIANSEN®). Dieser
hat zwischen drei horizontal iibereinandergelagerten Kupferplatten von je 13 cm
Durchmesser die zu vergleichenden Stoffe in diinner Schicht gebracht und die
Temperatur mit Thermometern gemessen, die in die Kupferplatten senkrecht
zur Achse eingelassen waren. Aus dem Verhiltnis des Temperaturabfalles
zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Kupferplatten kann man unter Anwendung
von Gleichung (1) das Verhiltnis der Wirmeleitzahlen der beiden zu vergleichen-
den Stoffe ermitteln. Der Einflul der Warmeabgabe der Plattenrdnder ist dabei
besonders zu berticksichtigen. CHRISTIANSEN verglich mit diesem Verfahren
z. B. die Wirmeleitzahl einer 2,8 mm dicken Spiegelglasscheibe mit der einer
Luftschicht von 0,2 mm Dicke. Um den Wirmeiibergang zwischen der Glas-
scheibe und den beiden angrenzenden Kupferscheiben zu verbessern, brachte
er diinne Schichten Wasser oder Glyzerin zwischen die Beriihrungsflichen. Aus
Messungen mit und ohne solche Fliissigkeitsschichten konnte er dann den Wirme-
iibergangswiderstand einigermaflen berechnen und eliminieren,

24. Bestimmung von Wairmeleitzahlen durch kalorimetrische Energie-
messung. Wie bereits frither erwdhnt (s. Ziff. 9), hat man das kalorimetrische
Verfahren besonders zur Bestimmung der Wirmeleitzahl feuerfester Baustoffe
bei hohen Temperaturen angewandt. Die einfachste Form des von PECLET
stammenden Verfahrens geht auf WoLOGDINE®) zuriick, der plattenférmige Ver-
suchskdrper von unten mit Gas heizte und ihrer oberen Fliche die Wirme durch

1) F. A. LiNnDEMANN, Phys. ZS. Bd. 11, S. 610. 1910.

2) A. Bapior, Diss. Marburg 1908; Ann. d. Phys. (4) Bd. 31, S. 737. 1910.

3) E. JanneTTAZ, C. R. Bd. 78, S. 1202. 1874; Bd. 81, S. 1254. 1875; Bd. 95, S. 996.
1882; Bd. 97, S. 1441. 1883; Bull. Soc. géol. de France (3) Bd. 3, S. 499. 1874/75; Bd. 9,
S. 196. 1880/81; Bd. 12, S.211. 1883/84.

4) G. ScuMaLrtz, Pfliigers Arch. f. d. ges. Physiol. Bd. 208, S. 424. 1925.

5) C. CHRISTIANSEN, Wied. Ann. Bd. 14, S. 23. 1881.

6) S. WoLoGDINE, Rev. de Métallurg. 1909, S. 767.
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ein aufgesetztes Wasserkalorimeter entzog. Aus der Menge des zu- und ab-
strémenden Kiihlwassers und seiner Temperaturzunahme erhilt man dann die
aus den Versuchsplatten austretende Warmemenge Q; ferner ist der Temperatur-
abfall (#; — ¥,) in den Versuchsplatten zu messen. 4 gewinnt man dann wieder
nach Gleichung (1). Die bedeutenden Wiarmeverluste durch den Rand der Platten
zu berticksichtigen, hat WOLOGDINE iibersehen.

In dieser und einigen anderen Beziehungen hat GOERENS!) das Verfahren
verbessert. Er hat ndmlich vor allem die Methode des Schutzrings (s. S. 59)
dabei angewandt, indem er die Heizfliche, die Versuchsplatte und die Kiihl-
fliche viel groBer machte als die zur Wirmemessung benutzte Grundfliche
des Kalorimeters. Zur Heizung benutzte er statt Gas eine elektrische Heiz-
platte. Als Versuchskérper dienten aus je vier Steinen vom Normalformat der
Bauziegel zusammengesetzte quadratische Platten von 50 c¢cm Kantenlinge,
wihrend die zur Messung der Wirmemenge dienende mittlere Kammer des
Kalorimeters eine quadratische Grundfliche von nur 100 qcm hatte. Eine ring-
férmige Kiihlkammer, die ebenfalls auf der Versuchsplatte aufsaBl und besonderen
Kiihlwasserzu- und -abflul hatte, vervollstindigte die Anordnung, durch die
nahe der Achse der Anordnung ein homogener, die Kiihlfliche der inneren
Kalorimeterkammer senkrecht treffender Wirmestrom erzielt werden sollte, ob
mit vollem Erfolg, steht dahin. Der axiale Temperaturabfall in der Versuchs-
platte wurde mit 7 Thermoelementen gemessen, die in senkrecht zu der Achse
orientierte Bohrungen in der Platte eingelassen wurden. So erhielt GOERENS
im Gegensatz zu WOLOGDINE, der nur die Wirmeleitzahl bei der mittleren Tem-
peratur zwischen der Heiz- und Kiihltemperatur messen konnte, bei einem ein-
zigen Versuch zugleich die Temperaturabhingigkeit der Wirmeleitzahl. Dieses
ist ein Vorzug der GOERENSschen Apparatur auch gegeniiber der ebenfalls mit
Schutzring versehenen Anordnung von Doucarl, HopsmanN und CoBB?). Ein
Verfahren fiir gleichzeitige kalorimetrische und elektrische Energiemessung
werden wir in Ziff. 25 (S. 107) besprechen.

25. Bestimmung von Wairmeleitzahlen durch elektrische Messung der
in einem besonderen Heizkorper erzeugten Wirmeleistung. Das Verfahren
der elektrischen Messung der in einem besonderen Heizkérper erzeugten Wirme-
leistung, das man bei Metallen nur hier und da angewandt hat (s. Ziff. 10), dient
vorzugsweise zur Messung der Wirmeleitzahl von Isolier- und Baustoffen aller
Art. Die Versuchskorper kénnen dabei Hohlkugel-, Hohlwiirfel-, Hohlzylinder-
oder Plattenform haben.

Als nahezu ideales MeBverfahren muB das der elektrischen Innenheizung
einer Hohlkugel bezeichnet werden, das NusseLT3) auf Anregung von Osc.
KNOBLAUCH ausgearbeitet hat. Denn es ist erstens das einzige Verfahren, bei
dem die ganze erzeugte Wiarme durch den Versuchskorper in der gewiinschten
Richtung (radial) hindurchgeht und nicht teilweise auf Nebenwegen als Verlust-
wirme entweicht; zweitens ist das Gesetz des radialen Wirmedurchgangs durch
eine Kugel besonders einfach, und drittens ist es hier, wie bei dem Verfahren von
GOERENS (s. Ziff. 24) méglich, die Wirmeleitzahlen fiir verschiedene Tem-

1) P. GoereNns, Bericht d. Ver. deutsch. Fabriken feuerfester Produkte Bd. 34, S. 92.
1914; P. GoErRENS u. J. W. GiLLes, Ferrum Bd. 12, S.1. 1914 u. Stahl u. Eisen Bd. 12,
S. 500. 1914.

2) DouGgaLL, HopsMaN u. CoBB, The Iron and Coal Trades Rev. 1915, S. 889; s. auch
Stahl u. Eisen Bd. 36, S. 754. 1916.

3) W. NusskeLT, ZS. d. Ver. d. Ing. Bd. 52, S.906. 1908; Forschungsarbeiten, heraus-
gegeben vom Ver. d. Ing. Heft 63 u. 64. 1909. Schon frither hat Cu. H. LEEs (Phil. Trans.
Bd. 191, S. 399. 1898) dieses Verfahren als theoretisch vorziiglich erkannt, jedoch wegen
seiner praktischen Schwierigkeiten davon abgesehen, es anzuwenden.

7*
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peraturen aus einem Versuch zu gewinnen. NUSSELT verwendet zwei kon-
zentrische Blechhohlkugeln von 60 oder 70 und 15 cm Durchmesser, zwischen
die der Versuchsstoff gebracht wird. Im Innern der kleinen Kugel ist ein elek-
trischer Heizkorper angeordnet, in verschiedenen Abstdnden 74, 7, usw. vom Kugel-
mittelpunkt je ein Thermoelement. Nach Gleichung (1d) erhdlt man nun, wenn
man fiir df die Fliche einer Kugel vom Radius 7 und fiir dx das Differential dr
einsetzt,

Qz_z.(4y2n).%9.t

und hieraus durch Integration in den Grenzen r, 7, (bzw. 4;, 9,)

_ Q@ n=n 1 _1
C4m orprry 9y —Y,

(26)

MeBtechnisch ist dabei insbesondere zu beachten, daf3 die Thermoelementdrihte
nicht sofort radial aus der Kugel herausgefiihrt werden diirfen, sondern zunichst
ein Stiick weit auf einer Isotherme (also einer Kugelfliche) verlaufen miissen,
damit TemperaturmeBfehler vermieden werden. Bei lockerem Versuchsstoff,
wie Kornern, Pulvern, Fasern, besteht die Gefahr, da3 die Fiillung zwischen den
beiden Kugeln durch ihre -Schwere herabsackt und Hohlrdume entstehen; es
ist daher nach der Fillung jede Erschiitterung der Versuchsanordnung zu ver-
meiden und nach Beendigung der Messung an der Fiillungséffnung an der héchsten
Stelle der duBeren Kugel zu kontrollieren, ob die Versuchsmasse herabgesunken ist.
Bei der Untersuchung mancher Stoffe, z. B. von Steinen, ist es zweckmaBiger,
die duBere Oberfliche durch einen Wiirfel zu bilden, dessen AuBlenfliche kiinst-
lich, etwa durch ein Wasserbad, auf gleicher Temperatur gehalten wird. Die
Berechnung von 4 wird in diesem Fall aulerordentlich viel komplizierter; ins-
besondere wird es schwierig, die Temperaturabhingigkeit der Warmeleitzahl zu
beriicksichtigen. Soweit man 1 als unabhingig von der Temperatur annehmen
darf, gilt, wie NUSSELT a. a. O. nachgewiesen hat, unter Annahme eines Ko-
ordinatensystems mit dem Nullpunkt im Mittelpunkt des Wiirfels

___ @ 1
47 (9 — Vo) [Ya2 4 2 + 22
Y~ 2pu+1 2y +1
+ZZAM, jonx- cos-Z—lny cos Y w2
e (27)
=00 ¥ =00 27+1
+22Ayycos nx-(&oiony-cos Y 72
—}—ZJZA,, , COS X - COS 21)2_;_1ny-@oionz}.
" v

Dabei bedeutet 2/ die Kantenlinge, 9, die iiberall gleiche Oberflichentemperatur
2u+ 1)2 (2v+1)2
21 2l ]
Die Oberfliche des konzentrisch zu dem Wiirfel gelagerten Heizkérpers miifite,
genau genommen, die Form einer Isothermenfliche haben. NUSSELT weist aber
nach, daB man z. B. bei einem Wiirfel von 2/ = 60 cm als Heizkoérper eine Kugel
von 15 cm Durchmesser (wie bei dem oben beschriebenen Verfahren mit zwei

des Wiirfels, ¥} die Temperatur an der Stelle %,v,zundo? = (
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konzentrischen Hohlkugeln) verwenden kann und dabei das Versuchsergebnis
noch nicht um 19, beeintrichtigt. Auch den noch ungleich komplizierteren Fall
der Verdnderlichkeit von 4 mit der Temperatur behandelt NUSSELT (a. o. O.).
Er hat aber aullerdem spiter durch ein besonders geistreiches Verfahren die
ganze verwickelte Rechnung umgangen (s. Ziff. 27).

Nach dem vorstehend beschriebenen Hohlkugelverfahren hat NUSSELT
hauptsichlich an kornigen und faserigen Materialien Messungen zwischen 15
und 560° C ausgefiihrt.

GROBER') hat dann die Versuche mit einem kleineren Kugelsystem bis
herab zu —172° ausgedehnt, vawn Rinsum?®) hinauf bis zu 1000° C. Bei der
hohen Temperatur diente als Heizkérper eine Porzellankugel von 23 cm Durch-
messer mit spiraliger Platinwicklung und einem 2,5 cm starken Uberzug aus
gebrannter Magnesia. Die Versuchshohlkugeln von 60 cm AuBendurchmesser
waren je aus 8 Stiicken der zu untersuchenden feuerfesten Masse zusammengesetzt
und in einer 45 cm dicken Isolierschicht von Kieselgur gelagert. Infolgedessen
hatte das ganze System eine groBe Wirmekapazitit, und ein einigermalen sta-
tiondrer Zustand war erst nach 14tigiger Heizdauer zu erreichen. Eine weitere
Schwiche des Verfahrens, vom praktischen Standpunkt gesehen, besteht darin,
daB groBe und komplizierte Versuchskérper eigens geformt und gebrannt werden
miissen.

Hohlzylindrische Formen sind einfacher und erméglichen Messungen
unter fast ebenso giinstigen Bedingungen als hohlkugelférmige. Die Wirme
stromt dabei von einem konzentrisch zu dem Versuchskérper gelagerten Heiz-
zylinder radial nach auBen. Setzt man in Gleichung (1d) fir df die Fliche eines
Zylinders vom Radius 7 und der Linge / und fiir dx das Differential dr ein,
so erhdlt man

ad
Q=—2-@ral-—t

und hieraus durch Integration in den Grenzen 7, 7, (bzw. 9, ¥,)

In T2
1 - Q n 1 1 (28)

2 L Y —O
Diese Gleichung setzt voraus, dafl die vom Heizkérper ausgehende Wirme sich
vollig gleichmaBig auf die ganze Linge verteilt, was man durch eine gleich-
miBige Heizwicklung erreichen kann, und daB in axialer Richtung keine Wirme
entweicht, eine Voraussetzung, die offenbar nicht voéllig erfallt werden kann.
Versuche mit kurzen Zylindern, wie die von N1ven3), der die Hohlzylinder-
methode wohl zuerst auf feste Kérper angewandt hat, oder von CLEMENT und
Ecv4%) miissen daher bei Vernachlissigung der axialen Wairmestrémung zu
betrachtlichen Fehlern fiihren. Diese Fehler kann man ausscheiden, indem man
die Rohrenden stidrker beheizt als die Versuchsstrecke /; man kann dadurch er-
zielen, dal an den Enden der Strecke / keine axiale Warmestromung besteht ;
offenbar kommt dies auf eine der Schutzringheizung (s. S. 59) ganz analoge

1) H. GROBER, ZS. d. Ver. d. Ing. Bd. 54, S. 1319. 1910; ZS. {. d. ges. Kilte-Ind. 1909,
S. 81; Forschungsarbeiten, herausgeg. vom Ver. d. Ing. Heft 104, S. 49. 1911.
%) W. vaN Rinsum, ZS. d. Ver. d. Ing. Bd. 62, S. 601, 639. 1918; Forschungsarbeiten
Heft 228. 1920.
)C NiveN, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 76, S. 34. 1905.
) J. K. CLEMENT u. W. L. Ecy, Phys. Rev. Bd. 28, S. 71. 1909; s. auch Stahl u. Eisen
1910, S. 1895.
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MaBnahme hinaus. Unter Umstinden geniigt es aber auch schon, das Versuchs-
rohr lang zu wihlen im Vergleich zu einer mittleren Strecke !/, die allein zur
Bestimmung von 4 benutzt wird. Eine genaue Berechnung des dabei noch
moglichen Fehlers und ein einfaches Korrekturverfahren ist van Rinsum!)
zu verdanken, der an Isoliermassen in holhzylindrischer Form Messungen
zwischen 10 und 350° C ausgefiihrt hat.

Bei einem unendlich langen Versuchszylinder wiirde sich an der Oberfliche
des den Hohlzylinder gerade ausfiillenden Heizkérpers iberall eine Temperatur
¥; einstellen, die dann gleichzeitig die Temperatur der Innenfliche des Versuchs-
korpers wire. Es ist, wie erwdhnt, von vornherein zu erwarten, daB die in der
Mitte des Rohres von endlicher Linge auftretende Temperatur &; , nicht viel
von ; verschieden ist, wenn die Linge grof ist gegeniiber dem Durchmesser.
Einen Abfall der Temperatur gegen das Rohrende hin und damit auch einen
Temperaturunterschied &; — ¥; ,, bewirkt jedoch die axiale Wirmeableitung
in der Wand des hohlzylindrischen Versuchskdrpers und in dem Heizkoérper.
Van RiNsum hat beide Einfliisse getrennt untersucht. Er setzt zunichst eine
ideale Heizvorrichtung ohne axialen Warmeverlust voraus. Abb. 20 stelle in
diesem Fall den hohlzylindrischen Versuchskérper V' dar; die Temperatur seiner
Mantelfliche sei iiberall gleich 9,, die seiner Innenfliche &;. Irgendein Punkt
in der Versuchsmasse habe die Zylinderkoor-
dinaten 2z und 7. Bei vollkommen isolierten
Rohrenden wire dann nach Gleichung (28)

- 9 e .
19—19,,+2n11nr , (28a)

Abb. 20. Hohlzylindrischer Versuchs- Wwobei ¢ die an jeder Stelle z gleiche Heizung
korper. pro Zeit- und Langeneinheit und 4 die Warme-
leitzahl der zu untersuchenden Isoliermasse
bedeutet. Nimmt man die Isolierung der Rohrenden weg, soweit sie die Isolier-
masse schiitzt, 148t aber den Heizkérper am Rohrende weiter isoliert, dann
dndert sich die Temperatur der Isoliermasse um den Betrag 0, 4 d¢.;, wo-
bei 4, definiert ist durch die Gleichung
K, Gin(u, - 2)
24 Gin(, -9 ol )

8, =

Hierin bedeutet Sin die hyperbolische Sinusfunktion, J, die BEssELsche Zylinder-

funktion Oter Ordnung, u, den Quotienten ;f, wobei x, die unendlich vielen
a

Wourzeln der Gleichung [, (¥) = 0 sind, die man aus Funktionentafeln entnehmen

kann, und ) Ta
Ap= 5|7 f{r) Jolps-7) dr
el URAC
. 0
mit ,
f(r):znilln—;E fiir >
und . ,
f(r):_mlnz fiir r<<7;.

Im allgemeinen geniigt es, mit dem ersten Glied der Reibe (29) zu rechnen.

1) W. van RinsuMm, Forschungsarb. Ver. d. Ing. Heft 228. 1920.
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Fiir ein 3 m langes Rohr von 6 cm Durchmesser, das mit einer 6 cm starken
Schicht von der Wirmeleitzahl 1 = 0,000222 isoliert ist, senkt sich hiernach
bei einer dufleren Temperatur des Hohlzylinders von 50° C und einer solchen
Heizung, daB bei Verhinderung der Wirmeabgabe durch die Stirnfliche & =
300° C wire, in der Mitte der Stirnfliche die Temperatur um 263 °, im Abstand
von 26cm von der Stirnfliche nur noch um 1/,°, in der Mitte (z = 150 cm)
des 3 m langen Rohres sogar nur noch um 1,83 - 101°°. Unter Vorausetzung
einer ideal wirkenden Heizvorrichtung sind daher die Temperaturunterschiede
in dem an den Enden ungeschiitzten gegeniiber dem an den Enden isolierten
Versuchskérper bereits in geringer Entfernung von den Enden vernachldssigbar
klein. Es wiirde demnach geniigen, den mittleren Teil des Rohres fiir die Messung
zu benutzen und die axiale Wirmestréomung zu vernachldssigen. Dies ist jedoch
nicht zuldssig wegen der axialen Warmeableitung durch die Metallmasse des
Heizkorpers. Die Heizwicklung 148t sich ndmlich praktisch kaum anders als auf
ein Metallrohr wickeln und, um eine gleichmiBige Temperatur an der Innen-
fliche des hohlzylindrischen Versuchskérpers zu erzielen, muB man nach
Zwischenlage einer elektrischen Isolierschicht ein zweites Metallrohr {iber die
Wicklung ziehen. Sonst wiirden, wie man leicht einsieht, auch bei gleichmaBig
iber die ganze Linge verteilter Heizwicklung schon kleine Verschiedenheiten
in der radialen Isolierung (z. B. diinne Luftschichten) zu betrichtlichen Ver-
schiedenheiten der Temperatur in der Zy-
linderfliche » = #; AnlaB geben. In Abb. 21
ist der Einfachheit halber nur ein einziges
Metallrohr M eingezeichnet, das selbst als
elektrischer Heizkérper dienen mége und den
Querschnitt 7, und die Wirmeleitzahl 4; habe.
Es bedeutet ferner V wieder den hohlzylin-
drischen Versuchskorper. Die duBere Tempe-  Abb. 21. Hohlzylindrischer Versuchs-
ratur der Isolierschicht sei ¥,; sie kann auf kérper mit Heizrohr.
die ganze Linge des Rohres als praktisch
konstant angenommen werden, wihrend die an der Innenflache von V herr-

l
schende Temperatur ; zwischen ¥ = 0 und » = > abnimmt. Die Lingskoor-

dinate sei hier im Gegensatz zu Abb. 20 mit x bezeichnet und werde von der
Rohrmitte als Nullpunkt aus gemessen. Das Heizrohr sei an den Rohrenden
jetzt nicht mehr vollkommen isoliert. Fiir den differentiellen Zylinder von der
Linge dx ist dann die eintretende Warme

dd,
dx ’

q.dx__fl.ll.

die austretende Wirme

27 av, '@ )
lnra-x-<«9,-+9a)-dx—f1-zl-(ﬁ+ 20: ax).
£

Da im Dauerzustand beide Wirmemengen gleich sind und durch die Mittel-
ebene x = 0 keine Wirme axial abstromt, so erhilt man nach einigen Um-
formungen durch Integration der Differentialgleichung die Beziehung

b ﬂim N - b
9 = ._icc_ﬂ.@m(x}/c) - (30)
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wobei
’27! '}"ﬁc+q
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7
b= — v o
fl'll
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C:‘r*
(1 _a>
h ll(nn

bedeutet. VAN RINSUM hat hiernach ; als Funktion von x berechnet und mit
dem Temperaturverlauf verglichen, der sich ergab, wenn man durch besondere
Heizkorper den Rohrenden beliebige Temperaturen aufzwang. Die berechnete
und gemessene Temperatur war dabei in guter Ubereinstimmung. Die GroBen-
ordnung des Einflusses der axialen Warmeabfuhr durch den Heizkorper ergibt sich
aus folgendem, den Versuchen vaN RINsUMS entnommenem Beispiel:

Es war 1 =300cm, »; =2,99cm, #,=9cm, f;-4 =1,47cal-cm-s-!-
Grad-!, ¢ =0,326 cal-cm~!-s-1, 99, = 43,8°, und ferner im Abstand ¥ =135cm
von der Mitte §; = 201°, in der Mitte selbst aber ¥;, = 293,5°. Ohne den
axialen Wirmeverlust wire die Temperatur in der Mitte um 3,3 ° hoher gewesen.
Dies beeinflufit das Resultat um fast 11/,%,. Es ergab sich ndmlich ohne Korrek-
tur fiir den axialen Warmeverlust 4 = 0,000230, mit der erforderlichen Korrek-
tur aber 1 = 0,000227. Von dieser GroBenordnung war die Berichtigung bei
den Versuchen vaN RinsuMs im Bereich von 100 bis 400° C ganz allgemein.

Als dritte Form der Versuchskérper behandeln wir die Plattenform. Sie
ist deshalb besonders wichtig, weil die meisten Stoffe entweder in dieser Form
in den Handel kommen oder doch leicht in Plattenform gebracht werden kénnen.
Das iibliche Versuchsverfahren besteht nun darin, die Wirme in einem ebenfalls
plattenférmigen Heéizkorper zu erzeugen und dann moglichst genau senkrecht
zu den flachen Flichen durch die Versuchsplatte hindurchzutreiben. Je nachdem
zwei gleiche Versuchsplatten den Heizkérper umschlieBen oder nur eine Platte
verwendet wird, spricht man von einem ,Zweiplattenverfahren oder
einem , Einplattenverfahren®.

Das erstere (s. Abb. 9, S. 62) wurde vielleicht zuerst von LEES?) bei Ver-
suchen verwendet, durch die der EinfluB des Druckes auf die Wirmeleitzahl
fester Stoffe ermittelt werden sollte. Dabei wurde das Plattensystem unter
Messung des Druckes zusammengepref3t. Unabhidngig von LEES hat GROBER?)
das Verfahren angewandt und an dessen Versuche anschlieBend POENSGEN3),
der es durch eine Schutzringheizung verbessert hat. Ein Apparat nach PoENs-
GEN ist in Abb. 22 dargestellt4). Darin sind P, und P, zwei méglichst genaue
gleiche Platten aus dem Versuchsstoff, H, eine quadratische und H, eine diesen
ringférmig umgebende elektrische Heizplatte, K, und K, zwei vom Wasser durch-
stromte Kiihlplatten, an. deren Stelle bei hoheren Temperaturen elekrisch
geheizte Platten treten, D vier Distanzbolzen, F vier Fiihrungsstifte, K ein

1) H. Lees, Mem. and Proc. Manchester Soc. Bd. 43 (3), Nr. 8. 1898/99.
2) H. GROBER, ZS. d. Ver. d. Ing. Bd. 54, S. 1319. 1910 u. Forschungsarbeiten, heraus-
geg- vom Ver. d. Ing. Heft 104, S. 49. 1911.
%) R. PoENsGEN, Forschungsarbeiten, herausgeg. vom Ver. d. Ing. Heft 130, S. 25.
1912; ZS. d. Ver. d. Ing. Bd. 56, S. 1653. 1912.
4) Nach Osc. KNoBLAUCH, E. RaiscH u. H. REIHER, Gesundheits-Ing. Bd. 43, S. 607.
1920 u. ZS. f. d. ges. Kilte-Ind. Bd. 28, S. 63. 1921.
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Blechkasten, der mit Korkschrot oder einer anderen schlecht leitenden kérnigen
Masse gefiillt ist.

Durch Thermoelemente, die an den die Versuchsplatten berithrenden Flachen
der Heiz- und Kiihlkérper befestigt sind, wird der Temperaturabfall &, — ¥,
quer zu den Platten gemessen. Die Temperaturen von H, und H, werden durch
getrennte Regelung des elektrischen Stromes in diesen beiden Heizkérpern ein-
ander gleich gemacht. Dann ist zu seitlichen Wirmestrémungen keine Ver-
anlassung mehr vorhanden; die in H, erzeugte Wirme geht quer durch die
Platten P, und P,, und man erhilt die Warmeleitzahl aus der Gleichung

A= 0k
2f (9 — 0y -t
die sich von Gleichung (1) nur durch den Faktor 2 im Nenner unterscheidet.
Dieser rithrt davon her, daB die in H, erzeugte Wiarmemenge @ je zur Halfte
durch P; und P, strémt (s. Abb. 9, S. 62).
Dies Verfahren wird hauptsichlich zur
Untersuchung von Isolier- und Baustoffen auf

Wﬁrmeleitfﬁhigkeit angeyvandt, die man fir '“.\\\\\\\\ \‘-“

die Berechnung von Heiz- und Kiihlanlagen TSRS
und fiir viele argldere praktische Zwecke ken1g1en "\\\\\\\\\\\\\\\\.“
muB, sei es nun, daB man geeignete Mate- .
rialien fiir die Mauern und Winde heraus-
suchen oder die erforderlichen Wandstarken
bestimmen will, sei es, da3 man bei bestehenden
Baulichkeiten die zur Einhaltung bestimmter
Temperaturen notwendige Leistung von Heiz-
kérpern, Kithlmaschinen u. dgl. feststellen will.
Durch die GréBe der Versuchskérper (Fliche
47x47 cm?, Dicke bis 12 cm) werden von
vornherein Qualitdtsunterschiede einigermaBen
ausgeglichen, die bei kleinen Probestiicken ein
falsches Bild geben kénnten. Einen MeBfehler
bedingt das Temperaturgefdlle in den unver-
meidlichen Luftschichten zwischen Heiz- und a
Kiihlkérpern einerseits und den Versuchs- ¥
platten andererseits. Diese Fehlerquelle wird  Abb. 22. Anordnung zur Messung
dadurch verringert, dafl man dicke Versuchs- der Warmeleitzahl fester schlechter
platten verwendet, die Luftschichten mit Warmeleiter nach POENSGEN.
festen Stoffen ausfiillt und die Platten zu-
sammenpref3t. H, und H, diirfen sich unter keinen Umstinden beriihren, da
sonst bei der geringsten Temperaturdifferenz ein seitlicher Wirmeaustausch
zwischen ihnen erfolgt; ihr- Abstand mufl aber so gering gewihlt werden, daf3
die Warmestrémung zwischen H, und K, (bzw. K,) homogen bleibt und sich
nicht merklich seitlich ausbaucht, was wiederum einen MeBfehler bedeuten wiirde?).
Fiir Stoffe, bei denen die Herstellung so groBer Platten, wie sie bei dem
soeben beschriebenen Verfahren erforderlich sind, ausgeschlossen ist, hat Jakos?)
das bereits bei Metallen (Ziff. 10) beschriebene Einplattenverfahren an-
gewandt. Sein Apparat erfordert runde Versuchsplatten von 12 cm Durchmesser
und etwa 5 bis 15 mm Dicke. Die Platte wird zwischen 2 Kupferplatten gebracht,
in die enge aber tiefe Locher fiir Thermoelemente radial gebohrt sind. Auf die

1) S. hieriiber M. Jakos, ZS. d. Ver. d. Ing. Bd. 63, S. 69 u. 118. 1919 (Abb. 1 bis 5).
2y M. Jakos, ZS. d. Ver. d. Ing. Bd. 66, S. 688. 1922.

(31)
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obere Kupferplatte wird ein elektrischer Heizkérper aufgesetzt, von dem die
Wirme senkrecht nach unten durch das Plattensystem in einen Metallzylinder
von gleichem Durchmesser und von da in strémendes kaltes oder geheiztes Wasser
(oder fiir Messungen bei tiefen Temperaturen an verdampfende fliissige Luft)
geleitet wird. Wegen der geringen Dicke der Versuchsplatten ist es hier von
groBter Wichtigkeit, Luftschichten zwischen den Kupferplatten und der Versuchs-
platte ginzlich zu vermeiden, indem man durch diinne Schichten von Glyzerin,
Ol oder Paraffin eine Verbindung ohne Luftschichten zwischen den Platten her-
stellt. Um die Wirmeverluste V' nach oben und seitwirts duBerst zu verringern,
und der Messung und Berechnung zuginglich zu machen, wird wie bei dem ent-
sprechenden auf S. 61 beschriebenen Verfahren fiir Metalle ein glisernes Vakuum-
mantelgefil mit versilberten Winden iiber das ganze System gestiilpt. Die
Wirmeleitzahl erhilt man dann aus der Formel

Q7)1
pE AT 62)

Die Verluste I, dieeinige
Prozente der Heizwirme
@ ausmachen konnen,
miissen besonders be-
stimmt werden. Etwas
Wirme strémt ndmlich
axial durch die Zulei-
tungsdrihte und Ther-
moelemente, durch die
Luft in dem engen
Zwischenraum zwischen
den Platten und dem
Vakuummantelgefa3,
durch desseninnere Glas-
wand und radial in
Form von Strahlung
quer zu den Winden

Abb. 23. Anordnung zur Messung der Warmeleitzahl fester d,(?shMant%lgefa%ZS' Be-
schlechter Wirmeleiter nach Jaxos. ziiglich er essung
und Berechnung dieser

kleinen Verlustbetrige sei auf die Originalabhandlung verwiesen.

Bei einem zweiten von ihm ausgearbeiteten Einplattenverfahren (s. Abb. 23)
hat Jakos!) das Vakuummantelgefil durch zwei elektrische Heizkorper er-
setzt, deren einer (R) den Hauptheizkérper H in geringem Abstand ringférmig
umschlieBt, wihrend der zweite (D) als Heizdeckel ebenfalls mit geringem Abstand
iiber dem Heizkorper liegt. Die Temperaturen der drei Heizkérper werden durch
getrenntes Regulieren der elektrischen Heizstrome genau gleich gemacht; dann
geht fast die ganze in H erzeugte Wirme vertikal nach abwirts durch die Ver-
suchsplatte ¥ von 10 cm Durchmesser an den von Wasser durchstromten Kiihl-
korper K iiber, ein Rotgullgefill mit 5 Rippen zum Umlenken der Kiihlfliissig-
keit. Zwischen R und K liegen schlecht leitende Ringe von gleicher Gesamthohe
wie V. Die Heizkorper bestehen aus Konstantanbandwicklungen, die mit Asbest
isoliert sind, in dickwandigen Kupfergehdusen. Durch 16 Thermoelemente,

1) Jakos, Bericht iiber die Tatigkeit der Phys.-Techn. Reichsanst. im Jahre 1923;
ZS. {. Instrkde. Bd. 44, S. 108. 1924.
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von denen 10 in Abb. 23 angedeutet sind, wird der Temperaturabfall zwischen H
und X, die Temperatur des duBeren Randes von H und des inneren Randes von R
in verschiedenen Héhen und die Temperatur von D und K gemessen. Es kénnen
dann die Wirmeverluste bestimmt werden, wenn die Temperaturen von H, R
und D nicht ganz gleich sein sollten. Der Apparat ruht auf einer dicken Isolier-
platte und ist véllig in feinkornige Isoliermasse eingebettet, die auch den Raum
zwischen H und D erfiillt. Zwischen H, ¥V und K werden diinne Schichten von
Paraffin oder sehr zihem Bitumen fiir hohere Temperaturen gebracht, um
Luftzwischenrdume wieder v6llig auszuschlieBen. Der Temperaturabfall in diesen
Schichten wird aus ihrer Dicke und Wairmeleitzahl berechnet, die Dicke durch
Wigung der aufgebrachten Schichten bestimmt. Nach dieser Methode kann 2
auch bei diinnen Versuchsplatten und Temperaturen bis tiber 100° auf etwa 19,
genau gemessen werden. JAKOB hat damit hauptsichlich die Wirmeleitzahlen
keramischer Massen bestimmt.

Die kalorimetrische und die elektrische Energiemessung vereinigt finden
wir bei einem Verfahren von GrIFFITHS und KAYE?'). Diese Forscher haben
diinne Platten ohne Schutzringheizung untersucht, indem sie gleichzeitig die den
Platten zugefithrte Wirme elektrisch und die abgefithrte Warme aus der Tem-
peraturzunahme des Kiithlwassers maBlen. Die mittlere Temperatur der Platten
wurde stets gleich der Temperatur der Umgebung gehalten; der radiale Warme-
verlust blieb daher gering und der Unterschied des nach den beiden MeBverfahren
bestimmten Wairmestroms meistens unterhalb 19,. Nach diesem Verfahren
wurden hauptsichlich etwas nachgiebige Stoffe wie Holz untersucht. Durch
Zusammenpressen des Plattensystems mit einem Druck von einigen Atmosphiren
soll dabei ein vollkommener Kontakt der Platten erzielt worden sein.

26. Die Warmeleitung in elektrischen Spulen. Wihrend die in Ziff. 7
bis 10 behandelten Verfahren zur Messung der Wirmeleitzahl von Metallen mit
gewissen Modifikationen simtlich auch fiir schlechte Wirmeleiter anwendbar
sind, wie aus Ziff. 23 bis 25 hervorgeht, kommen die in Ziff. 11 besprochenen
Methoden, bei denen der Versuchskérper selbst als elektrischer Heizkérper dient,
bei schlechten Wirmeleitern im allgemeinen nicht in Betracht. Es gibt aber
eine Gruppe zusammengesetzter schlechter Wirmeleiter, die man ebenfalls
unmittelbar als elektrische Heizkorper benutzen kann, nidmlich die elektrischen
Spulen. Eine elektrische Spule ist, mechanisch betrachtet, ein ziemlich gleich-
miBiges Gemisch von Metall- und Isolierstoff; legt man einen Axialschnitt durch
eine aus Draht gewickelte Spule, so stellt sich der Querschnitt dar als eine Reihe
von Kreisflichen (Schnitte durch die Metalldrihte), die in gleichmiBigen Ab-
stinden in Isoliermasse eingebettet sind. Als Ganzes ist die Spule als ein die
Wirme schlecht leitender Koérper aufzufassen. Schickt man durch die Draht-
wicklung elektrischen Strom, so verhilt sich die Spule — von den kleinen 6rt-
lichen Verschiedenheiten der elektrischen Leitfihigkeit des elektrischen Drahtes
infolge der sich einstellenden o&rtlichen Temperaturunterschiede abgesehen —
wie ein Koérper mit gleichmiflig in seinem Innern verteilten Wirmequellen.
Dies ist aber gerade der in Ziff. 11 behandelte Fall. Man kann nun einerseits
dhnlich wie in Ziff. 11 die mittlere Wirmeleitzahl einer’ Spule messen, anderer-
seits — und dies ist praktisch fast noch wichtiger — 148t sich bei gegebener
Wirmeleitzahl die Temperaturverteilung und die fiir die Haltbarkeit der Spule
entscheidende Hochsttemperatur in ihrem Innern bestimmen.

Der einfachste Fall ist der einer sehr langen kreiszylindrischen elektrischen
Spule, die durch ihren eigenen Strom geheizt wird. Wenn man die in der Raum-

!) E. GrirFiTHS u. G. W. C. Kayg, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 104, S. 71. 1923.
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einheit der Spule in Wiarme umgewandelte elektrische Leistung mit (¢ -7) be-
zeichnet, so gilt offenbar véllig genau die Gleichung (11) von MENDENHALL und
ANGELL. Bringt man an der AuBenfliche » = 7, und an der Innenfliche » = 7,
der Spule Thermoelemente an, deren Temperaturangaben &, und ¢, sein mégen,
so kann man damit nach Gleichung (11) die mittlere Warmeleitzahl 4 der Spule
bestimmen. Kennt man dagegen 4 von vornherein, so kann man die Héchst-
temperatur #, im Innern der Spule aus #; und 4 berechnen.

So einfach liegen die Dinge nun bei den in der praktischen Elektrotechnik
vorkommenden Fillen im allgemeinen nicht. Dabei wird nidmlich vielfach Wirme
nicht nur nach auBen, sondern auch nach innen abgegeben, wenn z. B. die Spulen
mit ihren Innenflichen auf einem Kern von lamelliertem Eisen aufliegen; unter
Umstianden kann dieser Kern heiBer sein als die Spule und daher Wirme an sie
abgeben. Ferner sind die Spulen im allgemeinen nicht sehr lang; es ist daher
nicht zuldssig, den axialen Wirmestrom zu vernachlissigen, und es ist die
Kiithlung an den Enden der Spulen (z. B. durch strémende Luft oder durch Ol)
zu beriicksichtigen. Endlich ist die axiale Wirmeleitzahl einer Spule oft wesent-
lich verschieden von der radialen, z. B. wenn der metallische Leiter nicht Draht-
form, sondern einen rechteckigen Querschnitt hat, wozu dann meistens kommt,
daB die Isolierung in axialer und radialer Richtung verschieden stark ist. Das
Problem der Erwirmung von Spulen mit rechteckigem Querschnitt ist sehr
allgemein von HUMBURG!) behandelt worden, ndmlich unter Voraussetzung ver-
schiedener mittlerer Wirmeleitfahigkeit der Spule in zwei aufeinander senk-
rechten Richtungen und verschiedener Wirmeiibergangszahl an den vier Auflen-
flichen der vierkantigen Spule. Unabhingig davon hat JAxoB?2) den darin
enthaltenen einfacheren Fall iiberall gleicher Warmeleitfihigkeit und Oberflichen-
temperatur einer rechteckigen Spule untersucht. Die Temperaturerhhung einer
beliebigen Stelle der Spule gegeniiber der Oberflichentemperatur 148t sich nach
dieser Arbeit darstellen durch die Gleichung

9
0= ty= L0, 63)
wobei ¢ die in der Zeit- und Raumeinheit erzeugte Stromwirme ist, @ eine nur
von den Koordinaten und Seitenlingen des Querschnittes abhingige sehr kom-
plizierte Funktion, die in JakoBs Abhandlung in Form einer unendlichen Reihe,
in einer Zahlentafel und graphisch dargestellt ist.

Ein anschauliches Bild von der Temperaturverteilung {iber den recht-
-eckigen Lingsschnitt einer zylindrischen Spule geben die der Arbeit von JAkoOB
entnommenen Abb. 24 und 25, in denen die Temperaturerh6hung & — ¥, be-
liebiger Punkte der Spule gegeniiber der als iiberall gleich angenommenen Ober-
flichentemperatur 1, fiir zwei verschiedene Verhiltnisse der Seiten 2a und 2b
des rechteckigen Querschnittes maBstdblich iiber der Querschnittsfliche auf-
getragen ist. Die Grundfliche jeder Abbildung gibt ein Viertel des Spulen-
querschnittes wieder. Am Rand (vordere und rechte Kante der Grundfliche
jeder Abbildung) ist ¢ — ¥, = 0. Dann steigt die Temperatur gegen das Innere
zu, zuerst schnell, dann immer langsamer an. Bei einer unendlich langen Spule
qg-a®
24 7
Bei dem Verhiltnis b/a = 5 ist, wie man erkennt, in der Mitte der Spule dieser

(2b = o0) wiirde ¢ — ¥, einen Hochstbetrag erreichen, namlich den Wert

1) K. HuMBURG, Elektrot. u. Maschinenb. Bd. 27, S. 677 u. 696. 1909.
2) M. Jakos, Arch. f. Elektrot. Bd. 8, S. 117. 1919. HUMBURGS Arbeit war mir seiner-
zeit entgangen; ich benutze die Gelegenheit, auf sie besonders hinzuweisen. M. JakoB.
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Wert praktisch bereits erreicht; bei einer quadratischen Spule (b/a = 1) betrigt
die Temperaturzunahme in der Mitte der Spule nur 599, dieses H6chstwertes.
Von besonderer praktischer Bedeutung ist das Verhiltnis
P — Ty
c = m s (34)
wobei 9, wieder die Oberflichentemperatur, ,, die mittlere Temperatur, ¢, die
hochste Temperatur der erwidrmten Spule bedeutet. Es lift sich nidmlich die

Abb. 24. Temperaturenfliche Abb. 25. Temperaturenflache
fur bja = 5. fir bfa = 1.

Oberflichentemperatur ¢, einer Spule ohne weiteres messen und ¢, aus der
Zunahme ihres elektrischen Widerstandes leicht berechnen. Kennt man dann
noch ¢, so kann man aus Gleichung (34) die Hochsttemperatur <, berechnen.
Das von JAkoB ermittelte Verhiltnis ¢ einer Spule ist in Abhingigkeit vom
Seitenverhiltnis a/b des rechteckigen Querschnittes in Abb. 26 wiedergegeben.
Hiernach liegt ¢ fiir prak- gy

tische Fille zwischen 0,475
und 0,6‘.. Am ungiinstig- 065 [ —
sten beziiglichder Warme- L
abgabe verhilt sich na- T ‘
tirlich die quadratische gss
Spule. Dabei hat ¢ den \ yd
Mindestwert 0,475 und ¢, 9% NP
einen Hochstwert.
045
27. Messungen auf 6‘1
Grund der Ana{ogle zwi- o — I
schen der Wéirmestro- —> by (oder ass)
mung und dem magne- Abb. 26. Verhaltnis des Mittelwertes zum Hochstwert der
tischen oder elektrischen Temperaturerhbhung einer rechteckigen Spule.

Feld. Wie man einen ma-
gnetischen Strom durch Niveauflichen und magnetische Kraftlinien charakteri-
sieren und gliedern kann, so 148t sich auch ein stationirer Warmestrom durch
Isothermenflichen und Wirmestromlinien abstufen und zerteilen. Algebraisch
und geometrisch besteht eine vollkommene Analogie zwischen einem magne-
tischen Feld und einer Wirmestrémung.

Von dieser Analogie hat JakoB') schon im Jahre 1914 gelegentlich Gebrauch
gemacht, um Wirmestromlinien statt durch Rechnung experimentell zu be-

1) M. Jakos, ZS. f. d. ges. Kalte-Ind. Bd. 29, S. 83. 1922.



110

A

Abb. 27. Warmestromlinien am Rand eines
Zweiplattenapparates ohne Schutzring.

e

Abb. 28. Magnetische Kraftlinien als Ab-
bild von Wairmestromlinien.

gemessen war, konnte der Randverlust

Kap. 2. Max Jaxos: Wirmeleitung.

Ziff. 27.

stimmen. Es handelte sich dabei um
die Wirmeverluste in einem Zwei-
plattenapparat ohne Schutzring, der
rings durch Korkschrot gegen Wirme-
abgabe geschiitzt war. Der Rand des
Apparatesist in Abb. 27im Querschnitt
schematisch, aber maBstiblich darge-
stellt. Dabei sind die geschnittenen
Metallflichen schraffiert gezeichnet.
Zwischen A, und %, und zwischen %, und
ky; muB man sich die Versuchsplatten
gelagert denken, %, und %, bedeuten die
beiden Flichen der Heizplatte, 2, und
ky die der Kiihlplatten. Das Rechteck,
in das Niveau- und Kraftlinien einge-
zeichnet sind, entspricht dem Schnitt
durch den mit Korkschrot von bekann-
ter Wiarmeleitzahl erfiillten Rand des
Apparates; er war durch einen Blech-
mantel von der Temperatur der Kiihl-
platten begrenzt.

Es wurde nun %, A, durch eine mit
einer Wicklung versehenen Eisenplatte
(also einen Elektromagneten), %, %, so-
wie der Rand durch ein Blechpaket er-
setzt, das rechts an die Platte 4, 4, mog-
lichst dicht angeschlossen war (abgebro-
chen gezeichnet), so daB ein magne-
tischer Schluf bestand. Die Eisenplatte
sowohl als das Blechpaket erstreckte
sich senkrecht zur Zeichenebene ziem-
lich weit in die Tiefe. In den rechtecki-
gen Querschnitt des Randes wurden
dann mit Eisenfeilicht bestreute Papiere
eingelegt, und hierauf wurden in éiblicher
Weise nach Erregung des Elektroma-
gneten Kraftlinienbilder aufgenommen,
deren einesin Abb. 28 wiedergegeben ist.
In Abb. 27 sind die Kraftlinien (einer
anderen Aufnahme) nachgezeichnet und-
Niveaulinien eingetragen. Die Kraft-
linien geben ein Bild der Warmestrom-
linien, die Niveaulinien ein Bild der Iso-
thermen in der Randisolierung des be-
treffenden Zweiplattenapparates. Da
die Warmeleitzahl 4 der Randfiillung
bekannt und die Temperatur im Rand-
querschnitt an verschiedenen Stellen
berechnet werden. Es moge bemerkt

werden, daB vaN Dusen?!) die gleiche Aufgabe rechnerisch behandelt und ge-

1) M. S. vaN DusgeN, Journ. Amer. Soc.

s. hieriiber auch M. Jakos, ZS. f. d. ges. Kilte-Ind. Bd. 29, S. 83.

of Refrigerating Engin. Bd. 7, S. 202. 1920;
1922.
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16st hat und dabei natiirlich zu ebensolchen Isothermen und Strémungslinien
gekommen ist.

Auch die elektrischen Kraftlinien kénnen als ein genaues Abbild der Warme-
stromlinien betrachtet werden. Darauf hat NusseELT!) ein besonders elegantes
Verfahren gegriindet, durch das er die verwickelte Rechnung umgeht, deren Er-
gebnis wir bei dem Hohlwiirfelverfahren mitgeteilt haben [Gleichung (27), S.100].
Fiir ein homogenes Medium gilt ndmlich, wie NUSSELT zeigt, bei einem beliebigen
Hohlkérper, dessen Innenfliche iiberall auf der gleichen Temperatur ¢, und dessen
AuBenfliche auf der Temperatur ¢}, gehalten wird, die Gleichung

Q=12400; —9,)-1- D, (35)
wobei @ eine nur von den Dimensionen des Hohlkérpers abhingige Funktion ist,

717

die im Fall der Kugel die einfache Form @ = hat, bei komplizierten

W=7
Kérpern aber iiberhaupt nicht berechenbar ist. NUsSELT bringt nun auf Grund
der Analogie zwischen Wirmestromlinien und elektrischen Kraftlinien diese
Funktion auf die Form

D=4-52-C,, (35a)

wobei C, die elektrische Kapazitit eines elektrischen Kondensators ist, dessen
Belege genau die gleichen Oberflichen haben wie der Hohlkérper und bei dem
an Stelle des auf Wiarmeleitfahigkeit zu untersuchenden Stoffes Luft (genau ge-
nommen Vakuum) zwischen den Belegen sein muf, NUSSELT hat nun aus platten-
férmigem Versuchsstoff einen Hohlkdrper zusammengebaut, der von einem
rechteckigen inneren Heizkérper von 380380 x 60 mm® Rauminhalt geheizt
und von einem zu ihm konzentrischen rechteckigen Kithlmantel von 500 X 500 x
180 mm?® Hohlrauminhalt umschlossen wurde. Daran wurden Q, ¥, und ¥, ge-
messen, und dann wurde an einem Luftkondensator von genau den gleichen Ab-
messungen, bestehend aus zwei konzentrischen Hohlkisten miteinander zu-
gewandten Stanniolbelegen die Kapazitit (in elektrostatischem MaB, da & die
Dimension einer Linge hat) elektrisch gemessen und so aus Gleichung (35) und
(35a) ohne weiteres 4 gewonnen.

28. WiarmefluBmessung. Die Verfahren zur Bestimmung der Warmeleitzahl
eines Stoffes aus der durch den Versuchskérper stromenden Wirmemenge und
dem sich dabei einstellenden Temperaturunterschied sind natiirlich umkehrbar
und erlauben ebensowohl die Bestimmung des Wirmestromes aus der Wirmeleit-
zahl. Hierauf hat ScumipT?) die Konstruktion eines einfachen WirmefluB-
messers gegriindet. Dieser besteht aus einem diinnen Gummistreifen, der mit
Thermoelementen so bewickelt ist, daB alle positiven Lotstellen in der Mittel-
linie der einen Breitseite, alle negativen Létstellen in der Mittellinie der anderen
Breitseite liegen. Durch Hintereinanderschalten aller Thermoelemente erhilt man
eine Thermosdule, die den Temperaturunterschied (#; — 9J,) der beiden Seiten
des Gummistreifens an einem Zeigergalvanometer abzulesen gestattet. Um nun
z. B. den Warmeverlust eines isolierten Rohres zu bestimmen, schlingt man den
Gummistreifen um dieses herum und erhilt, bei bekannter Wirmeleitzahl des
Gummis, aus der Temperaturdifferenz (#; — ,) ohne weiteres nach Gleichung
(1) die in der Zeiteinheit aus der Flicheneinheit des Rohres austretende Warme-

menge f—?—t. Der Warmedurchgangswiderstand des Gummistreifens muB natiir-

lich klein sein gegeniiber dem der Rohrisolierung, da er sonst die zu messende

1) W. NusseLt,%ZS. f. d. ges. Kilte-Ind. 1915, Heft 1 u. 2.
2) E. ScamipT, Arch. f. Wirmewirtsch. S. 9. 1924,
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Isolierung merklich verstirkt und somit den WarmefluBB an der Mefistelle ver-
ringert. Dieser EinfluB3 kann iibrigens, wenn er nicht zu grof$} ist, rechnerisch
leicht korrigiert werden. Um eine Stérung der homogenen Warmestrémung durch
den Gummistreifen an seinen Rindern zu verhiiten, kann man seitlich an diesen
eng anschlieBende, gleich dicke Gummistreifen ohne Thermoelemente um das zu
untersuchende Rohr herumschlingen, so dafl eine Art Schutzringwirkung zustande
kommt. Der Apparat ist wegen seiner geringen Kapazitit sehr empfindlich gegen
momentane Anderungen der Wirmeabgabe nach auBen. Ein leichter Windzug,
das Auflegen einer Hand auf den Gummistreifen ruft sofort einen Ausschlag am
Galvanometer hervor. Auf diese Eigenart des WarmefluBmessers muf3 bei den
Messungen geachtet werden. Durch Aufbringen einer Dampfungsschicht lassen
sich die Schwankungen des Instrumentes verringern. Dabei darf aber wieder der
isolierende EinfluB der Dimpfungsschicht nicht iibersehen werden.

Statt die Wiarmeleitzahl des Gummis zu bestimmen, kann man die Streifen
des WirmefluBmessers unmittelbar mit dem dazugehérigen Zeigerinstrument
eichen, indem man eine elektrisch erzeugte und gemessene Warmemenge durch
den Streifen hindurchtreten i3t und den dazugehérigen Ausschlag des Galvano-
meters beobachtet. Dabei umgeht man auch die sonst erforderliche Messung
des Abstandes der wirmeren von den kilteren Lotstellen der Thermosiule.
Dies ist um so erwiinschter, als bei der praktischen Ausfiihrung des Warmeflu3-
messers die Thermoelementendrihte voéllig in das Gummi eingebettet werden,
wodurch sie einerseits geschiitzt sind, andererseits die gute Auflage des Streifens
auf der zu untersuchenden Flache nicht behindern.

b) Versuchsverfahren fiir zeitlich verdnderliche
Wirmestrémung.

29. Bestimmung von Temperaturleitzahlen. Die wichtigsten Verfahren
zur Messung von Temperaturleitzahlen bei nicht stationirer Warmestrémung
sind im Abschnitt ITb bei den Metallen (Ziff. 14 u. 15) behandelt. Diese Verfahren
sind auch auf schlecht leitende Stoffe iibertragen worden. So haben HEYN,
Baver und WETzEL!) ein Verfahren ausgebildet, das sich an die Methoden
von GRUNEISEN und GIEBE (Ziff. 14) anschlieft, jedoch von den Bedingungen
plétzlichen Temperaturwechsels oder konstanter Warmezufuhr an dem beheizten
Stabende frei ist.

HEeVYN und seine Mitarbeiter haben Winde von 50 cm Dicke, die aus 50 Steinen
(vom Normalformat der Ziegelsteine) zusammengebaut waren, an der einen
Fliche durch einen aus KohlengrieB bestehenden elektrischen Heizkérper er-
wirmt und ihre zeitliche Temperaturzunahme in der Mitte der beheizten Ober-
fliche und in einer Tiefe von 1,5 oder einigen Zentimetern durch eingelassene
Thermoelemente gemessen und daraus die Temperaturleitzahl @ folgendermafen
bestimmt: :

Ist @ unabhingig von der Temperatur, so 148t sich der Temperaturverlauf
darstellen durch die Gleichung

22N\
tp(t— a,u2>e wdp, (36)

1) E. HEYN unter Mitwirkung von O.BAUER u. E. WErzeL, Mitt. a. d. Material-
prifungsamt Berlin-Lichterfelde West Bd. 32, -S. 89. 1914.
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wobei u eine beliebige Verdnderliche bedeutet und die Funktion ¢ definiert ist
durch den in der beheizten Stirnfliche x = 0 beobachteten Temperaturverlauf

By = @(0).- (36a)
Man zeichnet nun die beobachteten Werte J, als Ordinaten zu den Ab-

2

szissen ¢ auf, berechnet ¢ — ia wobei ¥ den Abstand bedeutet, in dem die

—,
M
Temperatur ¥ gemessen ist, a zunichst versuchsweise eingesetzt und x von sehr

kleinen bis zu sehr groen Werten variiert wird. Dann entnimmt man der Kurve
2

9y = @(t) die zu den Abszissen ¢ — Z;—C—Z gehorigen Ordinaten, multipliziert diese
u

Werte mit ¢-** und gewinnt endlich durch Planimetrieren gemaB Gleichung (36)
die Temperaturen ¢. Diese Berechnung fithrt man fiir verschiedene angenommene
Werte von a aus; der Wert, fiir den die berechnete und die gemessene Kurve

& = ()

am genauesten iibereinstimmen, ist die gesuchte Temperaturleitzahl des Materials.

Ist a von der Temperatur abhingig oder ist die Voraussetzung rein linearer
Wirmestrémung, auf der Gleichung (36) beruht, nicht erfiillt, so fallen die be-
rechnete und die gemessene #-Kurve fiir keinen Wert a vollig zusammen, sondern
sie schneiden sich. Fiir diesen Fall hat HEYN (a. a. O.) ein Korrekturverfahren
angegeben und angewandt, dessen mathematische Grundlage aber, wie Jakos?)
nachgewiesen hat, verfehlt ist. Auch daB} die Voraussetzung rein axialer Warme-
stromung bei HEYNS Versuchen erfiillt sei, hat JakoB (a. a. O.) trotz der GréBe
der von der Wirme durchstrémten Fliche angezweifelt. Nach Gleichung (3)
kénnte ndmlich die Warmestrémung nur dann als linear betrachtet werden, wenn

029 ) . N . 029 v . .
By und o klein wire gegeniiber PR Dafiir ist bei den soeben besprochenen

Versuchen nicht Sorge getragen worden, und es diirfte auch itberhaupt schwer

29
zu erreichen sein, da die Bereiche der #-Kurven, in denen 2 selbst klein ist,

ox

kaum ausgeschaltet werden kénnen. Trotz dieser Bedenken sind HEyNs Messungen
nicht ohne Bedeutung, da er mit verschiedenen feuerfesten Steinen die Tem-
peraturleitzahl bis 1200° C bestimmt hat und man bei so hoher Temperatur
grole Fehler in Kauf zu nehmen gewohnt ist.

Auch die nun zu behandelnden Versuche diirften von dem soeben be-
sprochenen Fehler nicht frei sein. Es sind dies Messungen nach einer von HONDA
und SaTO?) zuerst angegebenen Methode, durch die TADOKORO?) die Temperatur-
leitzahl von mehr als 100 Gesteinsarten und feuerfesten Materialien zum Teil bei
Temperaturen bis 1000° C bestimmt hat. Das Verfahren #hnelt dem von KineG
fiir Metalle angegebenen (s. Ziff. 15). Auch hier wird der Strom einer elektrischen
Heizplatte durch einen Kurbelmechanismus reguliert, und zwar so, dall die

. . . 2@t . .
Temperatur dieser Heizplatte nach der Form ¥, sin i variiert, wobei ¥, die
T

Hoéchsttemperatur, 7 die Dauer einer Regulierperiode bedeutet. Wihrend aber
KING a nach Gleichung (120) (s. S. 78) aus den verschiedenen Fortpflanzungs-
geschwindigkeiten der Temperaturwelle bei wechselnden Periodizititen gewinnt,
geht TADOKORO von der Verschiedenheit der Temperaturwellen gleicher Periodizi-

1) M. Jakos, ZS. d. Ver. d. Ing. Bd. 63, S. 69, 118 u. 1042. 1919.
?) K. HoNpA u. S. SaT6, Phys.-Math. Soc. Tokio (2) Bd. 8, S. 424. 1915/16.
3) Yosuiaki TADOKORO, Sc. Reports Téhoku Univ. Bd. 10, S. 339. 1921.
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tit in verschiedener Tiefe aus. Aus der Gleichung fiir den ortlichen und zeit-
lichen Temperaturverlauf einer an die Heizplatte ohne Warmewiderstand an-
grenzenden Versuchsplatte .

19:190-64}/‘;1’-sin(2—nt—x]/£> (37)

T at

erhilt man nun ohne weiteres die Beziehung

_ 7 (%, — %p)* 7z (%, — %a)?
= —T(PT)T . X (38)
zln 3,

T (P~ @a)*
Dabei bedeuten 9; und ¥, die Amplituden, ¢; und ¢, die Phasenverschiebungen
der Temperaturwelle in den Abstinden x; und x, von der beheizten Oberfliche
der Platte.

TaDOXORO hat einige Zentimeter dicke Versuchskérper verwendet, die bei
hohen Temperaturen in einen Roéhrenofen eingebaut waren. Inwieweit Warme-
stréme senkrecht zur x-Richtung seine Ergebnisse beeinfluften, ist noch schwerer
zu beurteilen als bei den Versuchen von HEYN und seinen Mitarbeitern.

Die Schwierigkeit der Einschitzung sekundirer Einfliisse mul} iiberhaupt
als einer der wesentlichsten Nachteile der meisten Methoden fiir nicht stationdre
Wirmestromung bezeichnet werden. Fast alle Messungen nach diesen Verfahren
(auch die weiter unten zu behandelnden fiir Fliissigkeiten) sind daher spiter von
der einen oder anderen Seite angezweifelt worden, am hiufigsten deshalb, weil
man der mathematischen Losbarkeit der Gleichungen zuliebe einfache und in
Wirklichkeit nicht erfiillte physikalische Voraussetzungen gemacht hat, zuweilen
auch wegen Fehlern in den komplizierten mathematischen Entwicklungen. Bei
der Anwendung dieser Verfahren und der Beurteilung ihrer Ergebnisse ist daher
besondere Vorsicht geboten.

30. Zeitliche Temperaturinderungen in der Erdrinde. Wie die Um-
kehrung der Verfahren zur Bestimmung der Warmeleitzahl fiir stationdre Warme-
stromung zur Wirmeflumessung fithrt (Ziff. 28), so kann man statt aus Tem-
peraturwellen die Temperaturleitzahl umgekehrt mit Hilfe der letzteren den
Verlauf von Temperaturwellen erforschen. Der praktisch wichtigste Fall, der
die Temperaturwellen in Maschinen betrifft, ist in Ziff. 19 bereits kurz besprochen
worden und wird in Ziff. 48 weiter behandelt werden. Schon viel frither hat man
dies Problem in der Geologie in Angriff genommen, um das Eindringen der tég-
lichen und jihrlichen Temperaturschwankungen der Atmosphire in die Erd-
rinde zahlenmiBig zu beherrschen. Nimmt man der Einfachheit halber an, dafl
die Temperatur der Erdoberfliche tiglich und jahrlich nach einem Sinusgesetz
wechselt, so ist fiir die Berechnung die Gleichung (36) mafigebend. Einige hiernach
ermittelte Zahlenwerte entnehmen wir dem auf S. 75 bereits erwdhnten Buch
von WARBURGY). Hiernach ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der jahrlichen

Temperaturwelle L_ = ]/% = i% der Geschwindigkeit der tédglichen Welle.
T 365
Dagegen ist die Tiefe, in der die Amplitude der Wellen auf—: = 5% reduziert

ist, proportional Jz, also fiir die Jahreswellen 19mal so groB als fiir die Tages-
wellen; jene dringen also natiirlich viel tiefer ein. Ebenso ist die Wellenlinge L
der gedimpften in die Erde eindringenden Temperaturschwankung 19mal so
grof3 fiir die Jahres- als fiir die Tageswellen; sie betrigt etwa 21 m bzw. 1,1 m,

1) E. WARBURG, Wirmeleitung S. 52ff. Berlin: Julius Springer 1924.
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2
wenn man F. NEumManns Wert fir Granit a = 0,0945 ’I%g zugrunde legt.

L . . .
In der Tiefe x = > (also von etwa 10 m) sind die Jahreszeiten vertauscht, aber
. 1
die Amplitude ist hier auf e~ 7 = 23 geschwicht.

Aus der Temperaturleitzahl und dem Temperaturgradienten an der Erd-
oberfliche kann man ferner nach einer von THoMsoN (Lord KELVIN) stammenden
Berechnung die Groenordnung der Zeit seit dem Erstarren der Erdoberfliche
berechnen!). Man geht, indem man die Erdoberfliche als eben annimmt, von
der Gleichung (12¢) (s. S. 73) mit den Grenzbedingungen

x=0, V=0,
x =00, =1,
und t=0, h =10,

aus, wobei die Temperatur der Erdoberfliche mit 0, die.des Erdinnern mit 9, be-
zeichnet und angenommen wird, dall im Augenblick des Erstarrens der Erdober-
fliche im Innern tiberall die Schmelztemperatur der Gesteine geherrscht habe.
Die Losung der Differentialgleichung lautet jetzt analog Gleichung (12d) auf

S.73 ¢
2 e
9 = »90i/e-~ d&, (12p)
V=,
0
wobel wieder & = A/L zu setzen ist. Daraus folgt als Temperaturgradient in
der Tiefe x 2fat
3 T
90 _ B i

und an der Oberfliche x = 0

(-
ax 0*— Vant )

WARBURG nimmt als einen mittleren Beobachtungswert
¢ -
~—]=131-10"?Grad - cm !

( Ep )0 3 rad - cm

und ferner wieder a fiir Granit nach NEUMANN an und erhilt so
mit 9, = 1300° C ¢ = 16,3 Millionen Jahre,
» ¥y =2000°C =139 » ,, als Zeitdauer

seit dem Erstarren der Erdrinde. Diese Zeiten sind wahrscheinlich zu klein,
weil infolge der Wiarmeerzeugung durch radioaktive Stoffe in der Erde der
Temperaturgradient an der Oberfliche langsamer auf den jetzigen Wert gesunken
ist. Bei einer Berechnung mit Beriicksichtigung der radioaktiven Umwandlungen
in der Erde wiren in erster Anniherung gleichmiBige Warmequellen einzusetzen.

Eine dhnliche geologische Aufgabe, auf die hier nur gerade hingewiesen
werden soll, betrifft die Eisbildung in Gewissern und ihre Umkehrung, das Ab-
schmelzen. Da Eis spezifisch leichter ist als Wasser, so gefrieren Gewisser im
allgemeinen von der Oberfliche her zu. Dabei wird die Warme von dem Wasser
unmittelbar unter der Eisschicht, wo es die Temperatur 0° hat, durch die Eis-

) E. WarBURG, Wiarmeleitung S. 60ff. Berlin: Julius Springer 1924.
g
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schicht an die Atmosphére fortgeleitet. Der Ableitung einer Warmemenge gleich
der Schmelzwirme des Eises entspricht die Neubildung von je einer Gewichts-
einheit Eis an der unteren Fliche der Eisschicht. Hiernach kann man entweder
durch Beobachtung der Temperatur der duBeren Oberfliche des Eises und
der Zunahme seiner Dicke die Temperaturleitzahl des Eises ermitteln!) oder
umgekehrt die Eisbildung bei bekannten Temperaturverhiltnissen voraus-
berechnen.

c) Zahlenwerte, GesetzméBigkeiten und Anwendungen.

31. Wirmeleitzahlen schlecht leitender, fester Kérper. Die in der
Tabelle 9 zusammengestellten Warmeleitzahlen sind wieder groBtenteils aus den
Physikalisch-Chemischen Tabellen von LANDOLT und BORNSTEIN ausgewihlt?);
die Werte sind teilweise zu Mitteln zusammengezogen und abgerundet.

Tabelle 9. Warmeleitzahlen schlecht leitender fester Korper.

: Temperatur | Wirmeleitzahl
Substanz N |calecm=1.5-1.Grad -1
Asbest, gezupft, p =0,4%) . . . . . 0 ‘ 0,00027
— 0 ! 0,000 36
e =06 ) { 600 | 0,00057
_ fI —200 | 0,00037
e =07 1 0  0,00056
Eis . 0 | 0,005
—190 ! 0,0008 bis 0,0012
Glas (Jenaer) : { 0 | 0,0012 bis 0,0028
Granit. . . . . . . .. ... .. 0 | 0008
Gummi (Hartgummi) . . . . . . . 0 0,0004
Holzer, langs zur Faser . . . . . . 20 0,0008
quer zur Faser . . . . . . 20 0,0004
. 0 0,00014
Kieselgur, lose . { 350 0.00022
. . _ 0 0,00018
Kieselgurstein, gebrannt, ¢ = 0,2 . { 450 0.00035
_ 0 0,00033
e =075 { 135 0,000 50
Korkplatten ¢ =0,16. . . . . . . 0 0,00011
0=032. . .. ... 0 0,000 14
| 0 0,00009
Korkschrot 1 200 0.00015
Marmor . . . . . . . . o« . .o 0 0,006
Porzellan . . . . . . . . . . .. 100 0,002 5
—190 0,0016
Quarzglas . 0 0,003 3
100 0,004 6
. [¢] 0,001 5
Schamottestein . . { 300 0.0025
Seide —200 0,00006
’ 0 0,00012
j 0 0,00009
Wolle . \| 100 0,00014
Ziegelstein, trocken . . . . . . . . 20 0,001
feucht . . . . . . . . 20 0,002

1) J. SteFaN, Wied. Ann. Bd. 42, S. 269. 1891.

2) Weitere Zusammenstellungen s. M. JakoB, Die Warmeiibertragung durch keramische
Stoffe (Abschnitt aus F. SiNGER, Die Keramik im Dienste von Industrie und Volkswirtschaft,
S. 435. Braunschweig: Friedr. Vieweg & Sohn 1923); E. ScamipT, Mitt. a. d. Forschungs-
heim f. Wirmeschutz Heft 5, S. 7. Minchen 1924; K. Scuurz (auf S. 95, FufBinote 1
bereits zitiert).

3) o bedeutet hier das Gewicht der Volumeneinheit (,,scheinbares spezifisches Gewicht').
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32. Mechanische und thermische Einfliisse auf das Warmeleitvermogen
schlechtleitender, fester Koérper. Wihrend auch nichtmetallische Kristalle die
Wirme noch recht gut leiten, z. B. Quarz von 0° C parallel zur Achse mit
4 = 0,0325 besser als manche Legierungen und die schlechtest leitenden Metalle,
ist nach Tabelle 9 die Wirmeleitzahl von Stoffen mit kristallinischem Gefiige
bereits wesentlich geringer (z. B. 4 = 0,008 fiir Granit, 4 = 0,006 fiir Marmor)
und bei amorphen Substanzen, wie Quarzglas und Glas, noch weit kleiner (0,003
bis 0,0008).

Die Wirmeleitzahl amorpher Korper liegt stets unter der von Kristallen
gleicher chemischer Zusammensetzung. So leitet Quarzglas nach EUCKENS?)
Beobachtungen bei 0°C etwa 7'/;mal, bei —190° etwa 55mal schlechter als
Quarzkristall. EUCKEN nimmt an, da3 der Unterschied mit zunehmender Tem-
peratur immer geringer wird und nahe dem Schmelzpunkt vielleicht tiberhaupt
verschwindet.

Unter 0° nimmt die Wirmeleitzahl amorpher Substanzen mit der Tem-
peratur stark ab, und zwar z. B. bei Gldsern nach EUCKEN nahezu ebenso wie die
spezifische Warme.

Aus dem grundverschiedenen Verhalten kristallinischer und amorpher Sub-
stanzen beziiglich ihrer Wirmeleitfihigkeit kann man daher unter Umstinden
auf die Art des Gefiiges schlieBen. So hat z. B. JAkoB?) darauf aufmerksam ge-
macht, daB die auffallend groBen Abweichungen der von verschiedenen Beob-
achtern ermittelten Wirmeleitzahlen von sogenannten Magnesitsteinen vielleicht
auf das verschiedene Gefilge der untersuchten Steine zuriickzufithren sind. Die
bei Steinen von nicht sehr verschiedenem Gehalt an MgO (86 bis 929,) und fast
gleicher Dichte gemessenen Warmeleitzahlen sind in der Tabelle 10 zusammen-
gestellt.

Tabelle 10. Wiarmeleitzahl von Magnesitsteinen.

Beobachter A bei 20° C } 2 bei 1000° C
Hev~N, BAUER und WETZEL . . 0,0011 0,0016
GOERENS . . . « « « « « « . . 0,012 0,008
Doucgarr, HopsmaN und CoBB . 0,022 0,009

JakoB vermutet nun, daB die Steine von HEYN, BAUER und WETZEL (kleine,
Warmeleitzahl, Zunahme von 4 mit der Temperatur) im wesentlichen amorphe,
die der anderen Beobachter (grole Wirmeleitzahl, Abnahme mit wachsender
Temperatur) hauptsichlich kristallinische Bestandteile enthalten haben. Man
beachte, daBl die Werte von 4 fiir 20° bis um das Zwanzigfache voneinander
abweichen, was man trotz der bereits frither geiduBerten Bedenken gegen die
einzelnen Versuchsverfahren durch Versuchsfehler wohl kaum erkliren kann.

Die kleinsten Werte der Wirmeleitzahl weist die Tabelle 9 fiir lose, an-
organische und organische Substanzen auf, Werte, die z. B. fiir Korkschrot und
Wolle bis auf 0,00009 bei 0° herabgehen. Dies ist aber nicht etwa die wahre
Wirmeleitzahl der Wollfasern selbst. Man mifit hier vielmehr nur einen Mittel-
wert aus den Wirmeleitzahlen der Fasern und ihrer Luftzwischenriume. Da
nun Luft ein besonders schlechter Wirmeleiter ist, werden die Wirmeleitzahlen
loser Materialien im allgemeinen viel kleiner als die ihrer festen Bestandteile.
So erkliart sich auch die Abnahme der Wairmeleitzahl mit dem scheinbaren
spezifischen Gewicht o, wonach z. B. bei 0° gezupfter Asbest vom Raumgewicht
o = 0,4 die Wirmeleitzahl 1 = 0,00027, solcher mit ¢ = 0,7 die Wiarmeleitzahl

1) A. EuckeN, Ann. d. Phys. (4) Bd. 34, S. 185. 1911.
2) M. Jakos, ZS. d. Ver. d. Ing. Bd. 67, S. 126. 1923.
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A = 0,00056 hat. So erklirt sich aber auch wohl zum Teil die bedeutende Ab-
nahme von 4 mit der Temperatur, die GROBER!) an loser Seide, Asbest u. dgl.
beobachtet hat (s. Tab. 9); wir werden ndmlich sehen (Ziff. 39), daB die Wirme-
leitzahl der Luft mit der Temperatur sehr betrichtlich abnimmt.

Wo man in der Technik gute Wirmeableitung braucht, z. B. um die Aus-
fiitterung von technischen Ofen vor zu schnellem Abbrand zu bewahren, wird
man auf moglichst dichte Baustoffe von groBer Wirmeleitzahl Wert legen.
Einen weitaus hiufigeren Gebrauch aber macht man von der wichtigen Eigen-
schaft pordser, kérniger und faseriger Stoffe, die Wiarme schlecht zu leiten.
Man benutzt porése Steine, gezupften Asbest, Kieselgur, Korkstein u. dgl. als
Wirmeschutzmittel im Bauwesen und in der Warme- und Kalteindustrie. Die
entgegengesetzte Wirkung wie die Luft der Poren bt dabei die Feuchtigkeit
aus. Wasser ist ein verhiltnismiBig guter Warmeleiter. Dringt es in ein pordses
Wairmeschutzmittel ein, so erhéht es die Wirmeleitzahl und verschlechtert die
Schutzwirkung. In diesem Zusammenhang sei auf die letzten Zeilen der Tabelle 9
hingewiesen, wonach feuchte Ziegelsteine die Wiarme etwa doppelt so gut leiten
wie trockene.

V. Wiarmeleitung durch Fliissigkeiten.

33. Relativmessungen bei stationdrer Warmestromung. Von der Warme-
iibertragung durch molare Flissigkeitsbewegung, also durch Konvektion, wird
bei einzelnen Verfahren zur Messung der Warmeleitzahl von Fliissigkeiten Ge-
brauch gemacht (s. Ziff. 34, S.122). Im Gegensatz dazu ist es die wichtigste
Voraussetzung aller anderen Verfahren, dafl Fliissigkeitsstromungen entweder
vollig vermieden werden oder nur so auBerordentlich gering sind, dafl sie die
Wairmeiibertragung durch die Flussigkeit nicht beeinflussen.

Um dies zu erreichen, fithrt man entweder die Wirme vertikal von oben
nach unten durch Fliissigkeitsschichten, so daB die Dichte der Fliissigkeit in der
gleichen Richtung zunimmt, jedeVeranlassung zu einer Konvektion also wegfillt?),
oder man fiillt die zu untersuchende Flussigkeit in enge Roéhrchen oder Zylinder-
ringe, so daB nach den Gesetzen der Zihigkeit und Wandreibung die Konvektion
sehr gering bleibt.

So hat schon DesPrRETZ3) Fliissigkeiten in zylindrischen GefdBBen Wirme von
oben zugefiihrt und dann seine Stabmethode (s. Ziff. 8), iibrigens ohne viel
Erfolg, angewandt. Wir haben ferner bereits die ebenfalls mit dieser Heizrichtung
arbeitende kalorimetrische MeBmethode von BERGET (s. Ziff. 9) fiir Quecksilber
kennengelernt.

Einen wesentlichen Fortschritt bedeutete es, als man von den hohen Fliissig-
keitszylindern (,,Sdulen”) zu diinnen Schichten (,,Lamellen) {iberging, schon
deshalb, weil Fliissigkeitssiulen kaum konvektionsfrei gehalten werden konnen,
wie WACHSMUTHS?) Versuche gezeigt haben. Die Fliissigkeitslamellen haben ferner
den Vorzug, daB man sie ohne feste Begrenzung ihres ' Randes zwischen runde,
ebene Platten bringen kann, und daB sie dabei durch die Kapillaritdt am Aus-
flieBen gehindert werden, worauf wohl zuerst GUTHRIE®) aufmerksam gemacht hat.

1) H. GROBER, ZS. d. Ver. d. Ing. Bd. 54, S.1319. 1910; u. Forschungsarbeiten, heraus-
gegeben vom Ver. d. Ing. 1911, Heft 104, S. 49.

2) Nur bei Wasser zwischen 0 und 4° muf(te man wegen der bekannten Dichte-
anomalie die Warme von unten nach oben stréomen lassen.

3) B. DespreTZ, Pogg. Ann. Bd. 46, S. 340. 1839; C. R. Bd. 7, S. 933. 1838; Ann. chim.
phys. Bd. 61, S.206. 1839.

4) R. WacasmuTH, Wied. Ann. Bd. 48, S. 158. 1893.

5) F. GUTHRIE, Phil. Trans. Bd. 159, S. 637. 1869.
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Mit solchen Fliissigkeitslamellen hat u. a. CHRISTIANSEN, dessen Verfahren
ebenfalls bereits behandelt worden ist (s. Ziff. 8), Vergleichsmessungen durch-
gefithrt, spater HENNEBERG!), JAGER?) und endlich LEES?), dessen Ergebnisse
jedoch, wie Jakos?) ausfiihrlich begriindet hat, insbesondere durch unzulissige
Annahmen {liber den Warmeiibergang ungiinstig beeinflufit sind.

Am meisten Vertrauen von den letztgenannten Messungen scheinen noch
die von JAGER zu verdienen, der eine groB3e Anzahl von Salzldsungen untersucht
hat. Zwischen die oberste und mittlere Kupferplatte brachte er die zu unter-
suchende Fliissigkeitsschicht, zwischen die mittlere und untere Kupferplatte
kittete er eine als Vergleichsschicht dienende Glasplatte. Auf diese Weise ver-
glich er (unter Benutzung der Glasplatte als eine Art Zwischennormale) den
Temperaturabfall in einer Wasserschicht mit dem in anderen Fliissigkeiten.
Da er nur Salzlésungen untersuchte, deren Wiarmeleitzahl nicht viel verschieden
von der des Wassers ist, fielen fast alle Korrekturen (fiir Warmeverlust am Rand
usw.) heraus, und er konnte sogar wagen, statt einen wirksamen Dauerzustand
abzuwarten, seine Messungen schon vorzunehmen, sobald das ganze Platten-
system, das von oben erwirmt und von unten gekiihlt wurde, in gleichmifBigem
Temperaturabstieg begriffen war; bei seinen Beobachtungen sank die Tem-
peratur der drei Kupferplatten noch um etwa 1° pro Minute. Man sieht leicht
ein, daB die dabei herrschende Dauerstréomung darin besteht, daB jede héhere
Platte oder Schicht an die néchst tiefere in der Zeiteinheit nicht nur die ihr von

a

oben zuflieBende, sondern auch noch die Warmemenge —G - ¢ - d—f abgibt, wobei G
as

d—Tt die auf die Zeiteinheit bezogene
Temperatursenkung bedeutet. Durch die Glasplatte stromte also bei JAGERS
Versuchsbedingungen wesentlich mehr Warme als durch die Fliissigkeitsschicht,
und das MeBergebnis wére sehr ungenau, wenn JAGER etwa die Wirmeleitzahl
der Glasplatte absolut bestimmt und daraus die Warmeleitzahlen der Fliissig-
keiten berechnet hitte. Da er sich aber auf einen Vergleich der Wirmeleitzahlen

: . d
der Fliissigkeiten beschrinkt hat, so kommt nur der Unterschied von G cdi?

fur die verschiedenen Fliissigkeitssorten im Verhiltnis zur gesamten durch das
System strémenden Warme als Fehler in Betracht. Da die Fliissigkeitsschicht
einen Durchmesser von 120 mm und eine Dicke von 1!/, mm hatte und der
Temperaturabfall in ihr bei 32° mittlerer Temperatur etwa 10° war, lag die

ihr Gewicht, ¢ ihre spezifische Wiarme und —

Gesamtwirmeleistung zwischen 7 und 41 cal-s-!, —G-¢: zwischen 0,28

dt
und 0,49 cal - s-!. Dadurch, daB der Dauerzustand nicht abgewartet wurde,
kam also ein Fehler von der GréBenordnung L_g_ow = 1Y%, in die Versuchs-
ergebnisse. Hierzu kommt nun noch der auf verschiedener Verdampfung der
Flussigkeiten am Rand der Lamelle beruhende Fehler (s. S. 121). Immerhin wird
man JAGERS Versuchsergebnisse als auf einige Prozent richtig ansehen diirfen.

Als zweite Form, in der Fliissigkeiten auf ihr Warmeleitvermégen untersucht
werden konnen, nannten wir eingangs neben den horizontalen Schichten die
vertikalen Rohrchen und Zylinderringe. Bei diesen sind, wie erwihnt, Kon-
vektionen nicht ginzlich zu vermeiden und nur durch Beschrankung der lichten

1) H. HENNEBERG, Wied. Ann. Bd. 36, S. 146. 1882.
?) G. JAGER, Wiener Ber. Bd. 99 (IIa), S.245. 1890.
%) Cu.LEEs, Phil. Trans. (A) Bd. 191, S. 399. 1898.
4) M. Jakos, Ann. d. Phys. (4) Bd. 63, S. 537. 1920.
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Weiten gering zu halten. Das Verfahren, bei dem der Versuchsstoff in Hohl-
zylinderform gebracht wird, haben wir im Prinzip bei festen Kérpern bereits
kennengelernt (s. Ziff. 25, S. 101). Es ist fiir Gase zuerst von SCHLEIERMACHER
(s.S.50u.127) verwendet undin einer von EUCKEN?) stammenden verbesserten Form
von GOLDsCHMIDT?) auf die Messung organischer Fluissigkeiten {ibertragen worden.
Dabei wurde die Versuchsfliissigkeit in eine 10 cm lange und 2 mm weite Silber-
kapillare gebracht, die oben und unten offen und in Verbindung mit einem Bad
aus der gleichen Fliissigkeit war. Durch die vertikal stehende Kapillare wurde
moglichst genau axial ein diinner Platindraht gespannt, der als elektrischer
Heizkorper diente. Indem man nun das Verhiltnis der elektrischen Heizenergie
zu der dem Temperaturunterschied zwischen Heizdraht und Silberkapillare
proportionalen Zunahme des elektrischen Widerstandes des Heizdrahtes fiir
verschiedenen Fliissigkeiten nach einer Briickenmethode maB, erhielt man
relative Werte ihrer Warmeleitfihigkeit. Durch Einsetzen der Kapillare in
einen 2,4 cm dicken Messingkérper gelang es, die AuBentemperatur ¢, genau zu
definieren und gut konstant zu halten. Die Warmeableitung der an den diinnen
Platindraht angeschlossenen Zuleitungsdrihte wurde dadurch eliminiert, daf
diesem Draht bei der Widerstandsmessung ein kiirzerer, sonst aber genau gleicher
Draht entgegengeschaltet wurde, der in einer nur 1 cm langen, ebenfalls in den
Messingklotz eingelassenen Kapillare genau ebenso angeordnet war wie der MeB-
draht in der lingeren Kapillare.

Auch GoOLDSCHMIDT machte seine Messungen, wihrend die Temperatur
des Heizdrahtes sich noch ziemlich schnell d4nderte, ehe also stationire Wirme-
strdmung eingetreten war. Dies diirfte, da hier die Verhiltnisse ungiinstiger liegen
als bei dem oben (s. S. 119) besprochenen Verfahren JAGERS, die Ergebnisse sehr
beeintrichtigt haben. Aber auch bei ganz langsamem Ansteigen der Temperatur
der ganzen Anordnung, das erst aufhéren kann, wenn die auf die Zeiteinheit
bezogene Wirmeabgabe des ganzen Systems nach auBen gleich der Heizleistung
ist, wird ein Teil der Heizenergie noch zur Temperaturerh6hung der Anordnung ver-
wendet. Da deren Warmekapazitit betrachtlich ist, so kann auch bei ganz kleinem
Temperaturanstieg der dazu erforderliche Wiarmeaufwand noch verhiltnismaBig
grof} sein und das Ergebnis beeinflussen. Darauf ist bei Anwendung des Verfahrens
von SCHLEIERMACHER mehr zu achten, als dies bisher geschehen zu sein scheint.

34. Absolutmessungen bei stationdrer Wiarmestromung. Auch Absolut-
messungen sind sowohl an horizontalen Fliissigkeitslamellen als auch an vertikalen
Fliissigkeitsringen ausgefithrt worden. Hier ist zunidchst die Bestimmung der
Wirmeleitzahl des Wassers bei 20° durch MiLNER und CHATTOCK?®) zu erwihnen,
die auf folgender Uberlegung beruht: LaBt man durch eine Wasserschicht von
der Fliche f, deren Dicke variiert werden kann und einmal /', ein andermal "
betragen moge, von oben nach unten in der Zeiteinheit die gleiche Wirmemenge Q
im Dauerzustand strémen, so gilt nach Gleichung (1)

0=t o)1=t -1,
wenn die untere Temperatur ¢, der Wasserschicht in beiden Fillen gleichgehalten
wird, die obere Temperatur ¢{ bzw. 97 betragt, und hieraus folgt

—Q l’_—lll
l—T.W' (39)

1) A. EuckeN, Ann. d. Phys. (4) Bd. 341, S. 185. 1911 (s. dort-S. 190).
2) R. GoLpscuMIDT, Phys. ZS. Bd. 12, S. 417.-1911.
3) S. R. MiLNER u. A. P. CHATTOCK, Phil. Mag. (5) Bd. 48, S. 46. 1899.
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Auf dieser Gleichung fulend, verwendeten MILNER und CHATTOCK zwei vollig
gleiche Apparate, bei denen die ganz flachen, gleichgebauten und von gleichem
Strom durchflossenen Platindrahtheizkérper durch eine Briickenschaltung gleich-
zeitig als Differenzthermometer zur Messung von (¢ — 97) dienten. Jeder
Heizkorper ruhte auf einer diinnen Glasscheibe, die die Fliissigkeit von oben
begrenzte, wihrend ein durch Kiithlwasser auf der Temperatur &, gehaltener
Metallboden die untere Grenze bildete. Die Dicke der Schicht wurde durch
Bewegung der einen sie begrenzenden Fliache mittels einer Mikrometerschraube
beliebig eingestellt. Durch diese Differenzmethode, bei der beide Apparate
gleichzeitig in Betrieb waren, wurde erreicht, daB zeitliche UngleichméBigkeiten
im elektrischen Strom und Kiihlwasser sich gegenseitig aufhoben. Ferner konnte
man ohne Riicksichtnahme auf den Absolutwert von I’ und " durch Regulieren
an der Mikrometerschraube einen Ausgangspunkt fiir die Messung einstellen,
bei dem die MeBbriicke stromlos, also # — #7 = 0 war, und dann /" — I an
der Schraube ablesen. Das Verfahren ist durch viele Feinheiten und Korrekturen
ausgezeichnet; so waren die Heizkérper in eine mittlere Heizfliche (von 4 cm
Durchmesser) und duBere Schutzringe (von 11,5 cm Durchmesser) zerlegt; die
Wirmeabgabe von den Heizkoérpern nach oben wurde durch besondere Heiz-
korper verhindert, die ebenfalls auf die Temperaturen ] und 97 geheizt wurden.

In einem gréfleren Temperaturbereich (7 bis 73°) hat JakoB!) die Wirme-
leitzahl von Wasser nach dem von ihm auch bei Metallen (Ziff. 10) und Isolier-
stoffen (Ziff. 25) verwendeten Verfahren bestimmt. Dabei wurde statt der
Versuchsplatte eine Wasserschicht zwischen die Kupferplatten gebracht, die
durch drei Glassdulchen in unverdnderlichem Abstand gehalten wurden. Wegen
ihres kapillaren Randwiderstandes flie3t, wie bereits frither erwahnt (s. S.118),
die Wasserlamelle nicht aus. Jedoch verdampft wihrend der Versuchsdauer aus
dem Rand der Schicht eine kleine Wassermenge, die man aus dem Zuriickweichen
der Lamelle vom Rand der Kupferplatten bestimmen kann; die zur Verdampfung
erforderliche Wiarmemenge ist als Wéarmeverlust zu beriicksichtigen. Das zur
Verringerung der Wiarmeabgabe nach auflen iiber das ganze System gestiilpte
glaserne Vakuummantelgefaf3, das die Platten mit geringem Abstand umschlie(3t,
verringert auch die Korrektur fiir die Wasserverdampfung. Die Luft zwischen
den inneren Metallkérpern des Apparates und dem MantelgefdBl ist nimlich
schnell mit Wasserdampf gesittigt, und dann verdampft nur noch so viel, wie
durch den schmalen Ring zwischen diesen Kérpern und dem Mantel nach unten
(also ohne Konvektion) diffundieren kann. Bezliglich der Ermittlung der iibrigen
kleinen Wirmeverluste sei auf die zweitgenannte Originalabhandlung verwiesen,
beziiglich der MeBergebnisse auf Ziff. 36.

In einen vertikalen engen Ringspalt brachte Bripgman?) die Versuchs-
fliissigkeiten bei einer Untersuchung iiber die Abhdngigkeit der Wirmeleitzahl
vom Druck. Der Spalt wurde dabei gebildet durch einen Hohlzylinder von
10,3 mm lichter Weite und einen konaxial in diesen hineingeschobenen Metall-
zylinder von 9,5 mm Durchmesser und oben und unten durch nur 0,05 mm dicke
Bleche in Ringform abgeschlossen. Der innere Zylinder wurde durch einen axial
durchgefithrten Draht elektrisch geheizt, die Temperaturdifferenz zwischen dem
inneren Zylinder und dem Hohlzylinder wurde durch Thermoelemente in feinen
Bohrungen gemessen. Fiir die Warmeverluste wurden Korrekturen angebracht.
Um die Fliissigkeiten unter Driicke bis 12000 at zu setzen, war ein Ausgleichs-
reservoir mit ganz diinnen Winden angebracht, auf die der Druck von auflen
wirkte und die sich bei Druckzunahme an einen inneren Kern anlegten, wobei

1) M. Jakos, Berl. Ber. 1920, S. 406 u. Ann. d. Phys. (4) Bd. 63, S. 537. 1920.
2) P. W. BRIDGMAN, Proc. Amer. Acad. Bd. 59, S. 141. 1923.
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so viel Fliissigkeit in den Versuchsspalt gepreS8t wurde, daB der AuBen- und
der Innendruck gleich wurden. Auch die Ergebnisse dieser Versuche werden in
Ziff. 36 erortert werden.

In einer von den iiblichen Verfahren véllig abweichenden Weise hat GRAETZ!)
die Wirmeleitzahl von Fliissigkeiten zu bestimmen versucht, indem er wohl als
erster die Beziehungen zwischen Fliissigkeits- und Wéarmestrémung seinen Mes-
sungen zugrunde legte. Er liefl Flissigkeiten unter konstantem Druck durch
Kapillarrohre aus Messing oder Platin strémen, deren AuBenwand durch strémen-
des Wasser und Abbiirsten auf der konstanten Temperatur ¥, gehalten wurde.
Nach Eintritt des stationdren Zustandes wurden die Temperaturen ; des in
die Kapillare eintretenden und ¥, des austretenden Wassers und das Volumen V
der in jeder Zeiteinheit ausflieBenden Fliissigkeitsmenge gemessen und daraus
die Temperaturleitzahl a ermittelt nach der fiir den Fall laminarer Strémung,
also im Giiltigkeitsbereich des PoisseuiLLEschen Gesetzes (s. ds. Handb. VII) ab-

geleiteten Formel
2V I ( &y — 190)
- In .

JRE XY 6‘192—190

Hierin bedeutet / die Linge der Kapillare, 4 und ¢ je eine Konstante, deren
mathematisch sehr verwickelte Berechnung in den Originalabhandlungen durch-
gefithrt ist. Bemerkenswert ist zunichst, daf3 wir es hier mit einer Methode fir
stationdre Warmestromung zu tun haben, die gleichwohl nicht unmittelbar zu
Wirmeleitzahlen, sondern zu Temperaturleitzahlen fithrt. Wir erkennen, daB
die Temperaturleitzahl nicht nur fiir den Fall variabler Warmestrémung, sondern
auch fiir die Kombination von stationirer Fliissigkeits- und Warmestrémung
die maBgebende Grofle ist.

Gleichung (40) ist, wie erwdhnt, an die Giiltigkeit des PoO1SSEUILLEschen
Gesetzes gekniipft und auf ein sehr enges Temperaturbereich beschrinkt, da
man weder zu enge Rohren noch zu geringen Druck anwenden darf. Aus diesem
und manchen anderen Griinden?) scheint es schwierig, nach dieser Methode zu
genauen Ergebnissen zu gelangen. Die Beziehungen, die bei turbulenter Stré-
mung nach der Lehre vom Wirmeiibergang (Abschnitt VII) zwischen der Warme-
leitzahl 2 der strémenden Fliissigkeit, ihren anderen physikalischen Eigenschaften,
der Temperaturdifferenz zwischen Flissigkeit und Wand und den Dimensionen
der letzteren bestehen, hat RICE3) zur Bestimmung von 4 zu benutzen versucht.
Doch scheint auch dieses Verfahren noch nicht zu sicheren Ergebnissen gefiithrt
zu haben. Es mag aber wohl kiinftig noch Bedeutung gewinnen.

35. Versuchsverfahren fiir variable Warmestromung. Von den Verfahren
mit verdnderlicher Wéarmestrémung seien zunichst die Messungen von LUND-
ouisT?) nach der Methode von ANGSTROM (s. S. 69 u. 76) nur gerade erwihnt.

WINKELMANN?®) iibertrug eine von STEFAN fiir Gase zuerst ausgebildete
Methode (s. Ziff. 38) auf Fliissigkeiten, indem er die Versuchsfliissigkeit in den
2 bis 5 mm weiten Zwischenraum zweier konzentrischer Messingzylinder fiillte
und den inneren Zylinder als Luftthermometer benutzte. Nachdem der Apparat
plotzlich in eine Mischung von Wasser und Eis getaucht war, wurde die Ab-
kithlung durch das Luftthermometer verfolgt. Die duBere Oberfliche wurde
durch ein Rithrwerk bestidndig abgebiirstet ; damit sollte (bis auf die etwas wirmere

(40)

a —=

1) L. GrRaeETz, Wied. Ann. Bd. 18, S. 79. 1883; Bd. 25, S. 337. 1885.

2) S. hieritber z. B. R. WacusmuTtH, Wied. Ann. Bd. 48, S. 158. 1893.
3) CH. W. RicE, Journ. Amer. Inst. Electr. Eng. Bd.42, S.1288. 1923.
4) Lunpguist, Uppsala Univ. Arsskr. 1869, S. 1.

%) A. WINKELMANN, Pogg. Ann. Bd. 153, S. 481. 1874.
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Basisfliche des Apparates) eine unverdnderliche Oberflichentemperatur von 0°
L ) .
gesichert werden. Aus der ,,Abkiithlungsgeschwindigkeit v = 1? . ln% des inneren
2
Zylinders, dessen Temperatur in der Zeit ¢ von &, auf &, sinken mége, berechnete
WINKELMANN die Warmeleitzahl der Fliissigkeit nach der Gleichung

A=v(d-p-c+ B), (41)

in der 4 und B lediglich von der Form und den Abmessungen des Apparates
und der Masse des inneren Zylinders abhingige Gréen bedeuten.

Dabei ergaben sich aber, wie WEBER!) nachgewiesen hat, viel zu grofe
Werte, da in dem Zylinderring betrichtliche Warmemengen durch Konvektion
iibertragen werden. In der Tat hat WINKELMANN bei der gleichen Flissigkeit
eine um so kleinere Wirmeleitzahl erhalten, je enger er den Ringspalt nahm,
und der EinfluB der Spaltweite war am stirksten bei Schwefelkohlenstoff, der
leichtfliissigsten der untersuchten Fliissigkeiten, am geringsten bei der zihesten
Substanz, dem Glyzerin.

Um von solchen Konvektionseinfliissen frei zu sein, hat WEBER?) bei eigenen
Versuchen die Lamellenmethode mit Wirmestréomung von oben nach unten
benutzt. Er fillte die Flissigkeit zwischen zwei kreisférmige, horizontale, durch
Glasstiickchen voneinander getrennte Kupferplatten, brachte in einem bestimmten
Augenblick die untere Kupferplatte auf eine horizontale, plangeschliffene Eis-
fliche oder mit einem kithlenden Wasserstrom in Berithrung und iiberdeckte
gleichzeitig das Plattensystem mit einer Kupferhaube von der Temperatur des
Kiihlmittels. Aus der zeitlichen Temperaturabnahme und verschiedenen Kon-
stanten der Anordnung lie3 sich dann die Warmeleitzahl der Fliissigkeit berechnen,
wenn noch die Wiarmeabgabe der Platten nach aullen durch besonderen Versuch
bestimmt war. LORBERG®) hat WEBERS Berechnungsmethode angezweifelt und
derart abgedndert, daB sich z. B. der Wert fiir Wasser von 4° um 109, erhoht.
JakoB?) andererseits hat darauf aufmerksam gemacht, daf3 bei Beriicksichtigung
des von WEBER und von LORBERG vernachlissigten Einflusses der Verdampfung
der Fliissigkeiten am Rand der Lamelle die Wirmeleitzahlen nach LoORBERG
sich zu klein ergeben.

36. Zahlenwerte und GesetzmiBigkeiten. Beim Ubergang vom festen
zum flissigen Zustand nimmt auch die Wirmeleitzahl der nicht metallischen
Korper im allgemeinen sprungweise ab, wenn auch nicht so stark wie die der
Metalle. Nur die Umwandlung von Eis in Wasser ist mit einer dhnlich bedeuten-
den Abnahme von 1 (von etwa 0,004 auf 0,0013) verkniipft, wie wir sie bei Me-
tallen (s. Ziff. 17, S. 82) kennengelernt haben. Geringere Anderungen sind beim
Schmelzen von Thymol?) (Schmelzpunkt 13°) beobachtet worden (von 0,00036
auf 0,00031). Bei Na,HPO, 4 12 H,O sowie Paratoluidin und Naphtylamin
konnte LEES®) beim Schmelzen keine Anderung der Wirmeleitzahl feststellen.
Dagegen nimmt nach den Beobachtungen BripGMANS?) 1 von Toluol beim Ge-
frieren durch Drucksteigerung (bei 30° C und 9900 kg - cm~2) um etwa 25 bis
309, zu.

Bei 20° C liegen die Warmeleitzahlen der bei dieser Temperatur fliissigen
Korper (mit Ausnahme des metallischen Quecksilbers) etwa zwischen 0,0002

1) H. F. WEBER, Wied. Ann. Bd. 10, S. 472. 1880.

2) H. F. WEBER, Wied. Ann. Bd. 10, S. 103, 304 u. 472. 1880; u. Berl. Ber. 1885, S. 809.
H. LorBERG, Wied. Ann. Bd. 14, S. 291 u. 426. 1881.

M. Jakos, Ann. d. Phys. (4) Bd. 63, S. 537. 540. 1920.

C. Barus, Phil. Mag. (5) Bd. 33, S. 431. 1892.

CH. H. Legs, Phil. Trans. Bd. 191, S. 428. 1898.

P. W. BripgMmAaN, Proc. Amer. Acad. Bd. 59, S. 141. 1923.
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und 0,00140, und zwar im allgemeinen um so niedriger, je groBer das Molekular-
gewicht ist.

Am besten von allen bisher gemessenen, nicht metallischen Fliissigkeiten
leitet das Wasser die Warme. Seine Wirmeleitzahl ist nach JakoBs Messungen?)
zwischen 0 und 80° auf etwa 19, genau bekannt und darstellbar durch die

leich
Gleichung 1 = 0,001325 (1 - 0,00298, ) (42)
oder durch Tabelle 11.

Tabelle 14. Wiarmeleitzahl von Wasser.

Temperatur (° C) 0 10 20 30 40 50 60 70 ’ 80
Mcal.cm—1.s- 1. 3 ‘ [
«Grad -1 0,001320,00136|0,00140|0,00144|0,00148 0,00152‘0,00156{0,00160{ 0,00164

Damit stimmen die von MILNER und CHATTOCK bei 20° und die von BRIDGMAN
bei 30° gemessenen Werte gut iiberein.

Wisserige Losungen haben etwas kleinere Wirmeleitzahlen bis herab zu
etwa 0,001 (fir 20°), deren Temperaturkoeffizient ebenfalls positiv zu sein
scheint.

Die Wiarmeleitzahlen organischer Fliissigkeiten fiir 20° liegen im allgemeinen
unter 0,0007. Nach GOLDSCHMIDT sollen organische Stoffe von langgestrecktem,
kettenférmigen Molekiilbau die Wirme besser leiten als isomere, von mehr
symmetrischem Aufbau. Fiir Glyzerin wird 4 = 0,0007 angegeben, fiir Athyl-
alkohol 0,00044 und fiir Ole verschiedener Art 0,0004 bis 0,0003. Die kleinste
Wairmeleitzahl ist von H. F. WEBER bei Amyljodid (C;H,;J) beobachtet worden,
das bei 12° 4 = 0,000203 haben soll; jedoch sind die Werte von WEBER im
allgemeinen wohl zu klein.

Der Temperaturkoeffizient organischer Flissigkeiten scheint nach den
Messungen von LEES, GOLDSCHMIDT, BRIDGMAN und DAvis?) im allgemeinen
negativ und von der GréBenordnung von 0,001 zu sein. Uber den gréBten Tem-
peraturbereich erstrecken sich GoLpscuMIDTS Messungen an Pentan, nidmlich
von —185 bis zu 414°, wobei eine Abnahme von 4 von 0,0004 auf 0,0003 beob-
achtet wurde.

Von GesetzmifBigkeiten, die gesichert zu sein scheinen, erwihnen wir zu-
nichst ein von JAGER3) stammendes Gesetz fiir Salzlésungen. Seine Messungen
an Losungen verschiedener Konzentration von KHO, KCl, NaCl, BaCl,, SrCl,,
CaCl,, MgCly, ZnCl,, KNO;, NaNOg, Sr(NOs),, Pb(NO,),, K,SO,, Na,SO,,
MgSO,, CuSOy, ZnSO,, HCI und H,S0, gibt er wieder durch die Gleichung

A=lA,(1—C-p), (43)

wobei 4 die Wirmeleitzahl der Lésung, 4,, die des Wassers bei 32°, $ der Prozent-
satz der Losung und C eine von der Natur des Salzes abhingige Konstante ist,
die am grofiten (C = 488 -10-%) fir MgCl,, am kleinsten (C = 144 - 10-9) fiir
MgSO, ist. Fiir Kalium- und Natriumsulfat konnte C nicht genau ermittelt wer-
den; fiir Salzsiure scheint Gleichung (43) nicht zu stimmen.

Fir Losungsgemische gilt, ebenfalls nach JAGER, dal} ein im Wasser geldstes
Salzgemenge die Warmeleitzahl des Wassers um einen Betrag erniedrigt, der
gleich ist der Summe der Verminderungen, die jedes einzelne Salz fiir sich be-
wirkt.

M. Jakos, Ann. d. Phys. (4) Bd. 63, S. 537. 1920.
A. H. Davis, Phil. Mag. (6) Bd. 47, S. 972. 1924.
G. JAGER, Wien. Ber. Bd. 99 (IIa), S. 245. 1890.
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Bei Mischungen zweier Fliissigkeiten, z. B. von Athylalkohol mit Wasser,
hat HENNEBERGl) einen ganz allmihlichen Ubergang von der Wirmeleitzahl
der einen zu der der anderen Fliissigkeit beobachtet. LEES?) hat gezeigt, daf} die
einfache Mischungsregel zur Bestimmung der Warmeleitzahl 4 einer Mischung
aus dem Prozentgehalt p, und p, der Bestandteile von der Warmeleitzahl 1,
und 4, nicht ausreicht, daB aber fiir einige Mischungen (Wasser und Essigsiure,
Wasser und Alkohol, Wasser und Glyzerin) die Gleichung

ln — pl A"? + pi@
pr+ P

zum Ziel fithrte, wobei # fiir jedes Fliissigkeitspaar durch Versuche zu bestimmen
ist.

Unter den allgemeinen an Fliissigkeiten beobachteten GesetzmiBigkeiten
fallt auf, daB die Flussigkeiten zwar um das Mehrfache verschiedene Wirme-
leitzahlen haben, dal} aber ihre Temperaturleitzahl nur in engen Grenzen (etwa
um + 259%,) schwankt. 1 ist hier also in erster Anndherung dem Produkte ¢ - ¢
proportional, genauer nach H. F. WEBER?) darstellbar durch die Gleichung

1=Q-c-<%)}.1<, (45)

wenn K eine Konstante, m das Molekulargewicht der Fliissigkeit bedeutet und
(m/o)} dem mittleren Abstand zwischen den Molekiilzentren proportional ist.
Dabei nimmt WEBER an, daf} gleich viele Molekiile des dampfférmigen Zustandes
zu einem Flissigkeitsmolekill vereinigt werden. Nur bei 4 Fliissigkeiten (Sul-
fiden) schienen nach seinen Messungen halb soviel Molekiile zu einem Fliissig-
keitsmolekiil zusammenzutreten wie bei den anderen Fliissigkeiten. WEBERS
Versuche gaben in der Tat bei den meisten Fliissigkeiten fir K einen und den-
selben Wert, wobei allerdings auch um 109, kleinere und um 209, gréiere Werte
vorkamen. Spitere Berechnungen und Messungen haben wesentlich gréBere
Unterschiede erwiesen.
Nach einer anderen von JAGER?) stammenden Theorie wire

(44)

i1 ot
A T

72 9 i (46)
worin 5 die Zihigkeit der Flissigkeit, v und v, die Geschwindigkeit eines Molekiils
bei der Temperatur # bzw. 0° C bedeutete. Da die rechte Seite dieser Gleichung
der Zunahme der kinetischen Energie einer Masseneinheit bei Erwdrmung um 1°
gleich ist und daher offenbar kleiner sein muf als die spezifische Warme ¢, so
gilt

A
R < C. (463)
7

Gleichung (46a) scheint durch die Erfahrung bestitigt zu sein, wie aus Tabelle 12

hervorgeht.

Neuerdings wird besonderer Wert auf die Beobachtung gelegt, daf3 bei Ver-
inderung der Zihigkeit einer Fliissigkeit sich ihre Wairmeleitzahl nur wenig
indert. So hat WacHsMUTH®) die Zahigkeit von Wasser durch Gelatinezusatz

1

) H. HENNEBERG, Wied. Ann. Bd. 36, S. 146. 1889.
) Cu. H. Lees, Phil. Mag. (5) Bd. 49, S.281. 1900.
)
)

o

H. F. WEBER, Berl. Ber. 1885, S. 809.
G. ]AGER Wiener Ber. Bd. 102 (IIa), S. 483. 1893.
R. WacusmuTtH, Wied. Ann. Bd. 48, S. 158. 1893.
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sehr vergroBert, wihrend 4 fast unveridndert blieb. Damit stimmt iiberein, dal
nach den Messungen von BRIDGMAN stark zunehmender Druck einen um das
Mehrfache groBeren EinfluB auf die Zihigkeit hat als auf die Wirmeleitfihigkeit.
BripGmaN fand ndmlich in dem Druckbereich von 0 bis 12000 kg - cm~2 nur
eine Zunahme von 4 um héchstens 148%, bei 30° C und 1749, bei 75°C. Die
geringste Zunahme beobachtete er bei Wasser, nimlich 469, zwischen 0 und
11000 kg - cm~2 bei 30°, 519, zwischen 0 und 12000 kg - cm~2 bei 75°. Der
Temperaturkoeffizient von 4, der bei den untersuchten organischen Fliissigkeiten
bei gewdhnlichem Druck negativ war, wechselt im allgemeinen in der Nihe von
3000 Atmosphiren das Vorzeichen und ist von da an positiv, und zwar bei
12000 kg - cm~2 wieder von der GréBenordnung 0,001.

Tabelle 12.
Wirmeleitzahl, Zahigkeit und spezifische Warme von Fliussigkeiten bei 20°C.
Flissigkeit I A 7 L ¢
. ’
Wasser . . . . . . 0,0014 | 0,010 0,14 1,000
Alkohol . . . . . 0,0004 i 0,012 0,033 0,59
Chloroform . . . . 0,0003 | 0,006 0,05 j 0,23

Nach den Versuchen von WACHSMUTH und von BRIDGMAN scheint also die
Wirmeleitzahl von Fliissigkeiten (im Gegensatz zu dem Verhalten der Gase)
der Zihigkeit nicht proportional zu sein. Vielmehr soll nach BRIDGMAN auf
Grund von Vorstellungen iiber den Energieaustausch zwischen den Molekiilen
die folgende Beziehung fiir die Elektrizitit nicht leitende Fliissigkeiten gelten:

2-R-v
Dabei ist R die Gaskonstante, v die Schallgeschwindigkeit in der Fliissigkeit und
0 = (m/p)} der mittlere Abstand der Molekiilzentren (bei im Mittel kubischer
Anordnung) fiir das Molekulargewicht » und die Dichte ¢ der Fliissigkeit. Von
den Wairmeleitzahlen fiir 30° und Atmosphirendruck, die BRIDGMAN aus seinen
Messungen und nach seiner Formel (47) erhielt, sind einige in der Tabelle 13 zu-

sammengestelltl).
N _ Tabelle 13. Wie man sieht, wird
Warmeleitzahl von Fliissigkeiten nach BRiDGMAN. durch Gleichung (47) auch
Flissigkeit . (gemessen) ‘ /nach GI. (47) berechnet] die hohe Wirmeleitzahl
Athylalkohol . . . 0,0043 0,0052 de;s Wassers annahe_rnd
Ather . . . . .. 0,0033 0,0029 wiedergegeben. Diese
Wasser . . . . . . 0,0144 0,0151 scheint daher nicht auf

irgendwelchen  moleku-
laren Eigentiimlichkeiten (zwei oder mehr Arten von Molekiilen) zu beruhen,
sondern einzig auf der geringen Kompressibilitit des Wassers und auf der
Tatsache, dafl die Molekiilzentren nédher beieinander liegen als bei den iibrigen
Flissigkeiten. Aus Gleichung (47) ergibt sich ferner dasselbe Vorzeichen des
Temperaturkoeffizienten wie aus den Beobachtungen.

Der von BRIDGMAN berechnete Druckeinflul stimmt ebenfalls dem Vor-
zeichen nach mit dem durch Messung gewonnenen iiberein, ist aber dem Werte
nach doppelt so gro. BRIDGMAN selbst hilt darum seine Theorie fiir noch sehr
verbesserungsbediirftig.

1) Dabei hat der Verfasser als gemessenen Wert fiir Wasser bei 30° nach Tabelle 11
A = 0,00144 eingesetzt und die iibrigen BrRiDGMaNschen Werte auf dieser Basis umgerechnet.
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VI. Wiarmeleitung durch Gase.

37. Sonderheiten der MeBverfahren fiir Gase. Die im vorigen Kapitel
behandelten Versuche an Flissigkeiten sind deshalb so schwierig, weil die zu
bestimmenden Wirmeleitzahlen klein sind und somit die Wirmeverluste nach
auBlen leicht die GréBenordnung der zur Messung benutzten Wirmestrome er-
reichen, und dann, weil die Fluiditdt!) und das Wirmeausdehnungsvermégen
Konvektionsstréme begiinstigen. In noch héherem Mafle treten diese Schwierig-
keiten bei Gasen auf, wenn man Messungen bei Atmosphirendruck anstellt.

Gliicklicherweise 14t sich aber bei Gasen die Wirkung der Konvektion aus-
schalten, indem man die Wirmeleitzahl bei erniedrigtem Drucke miflit. Dies ist
zuldssig, weil die Wirmeleitzahl der Gase — wie STEFAN?) zuerst nachgewiesen
hat — in weiten Grenzen unabhingig vom Druck ist (Ziff. 39, S. 130). Die Kon-
vektion aber nimmt mit sinkendem Druck schnell ab. Man darf jedoch mit dem
Druck auch nicht zu tief herabgehen, weil sonst der bei geringem Druck ein-
tretende Temperatursprung an den Winden eine zu geringe Wirmeleitung vor-
tduschen wiirde (s. Ziff. 46).

AuBer dem Konvektionseinflu 148t sich noch ein wesentlicher Teil der
Wirmeverluste eliminieren, nimlich die Strahlungswirme. Diese ist hier in der
Tat als Wiarmeverlust aufzufassen, da man ja nur die durch reine Leitung weiter-
gefithrte Wirme messen will. Ihr Einflufl ist unvergleichlich viel gréler als bei
Fliissigkeiten, weil die Gase fiir Strahlen auBerordentlich viel durchldssiger sind
und weil der durch Wirmeleitung bewirkte Wirmestrom, wie bereits bemerkt,
so gering ist. Man kann nun in der Regel den Strahlungseinflul dadurch aus-
scheiden, da man den Wirmestrom auBler unter dem (zur Vermeidung der Kon-
vektion) verringerten Druck noch bei hohem Vakuum miflt, wobei Warme nur
durch Strahlung iibertragen wird. Die Subtraktion der beiden Warmestréme er-
gibt dann die reine Wirmeleitung.

Von diesen Sonderheiten abgesehen, gleichen die meisten MeBverfahren fiir
Gase denen fiir Fliissigkeiten.

38. MeBverfahren fiir stationdre und variable Warmestrémung. Eines der
meist verwendeten Verfahren fir stationire Wirmestromung ist das bereits
auf S. 50 erwidhnte von SCHLEIERMACHER?), bei dem ein in einer Kapillare kon-
axial gespannter feiner Draht dem verdiinnten Gas Wiarme zufiihrt. Der Heiz-
draht dient gleichzeitig als Widerstandsthermometer, die Strahlungswirme wird
nach dem in Ziff. 37 besprochenen Verfahren eliminiert. SCHLEIERMACHER selbst
hat mit horizontal gelagerten, Glaskapillaren gearbeitet.

Eucken?) hat das Verfahren von SCHLEIERMACHER durch verschiedene zum
Teil bereits auf S. 120 erwidhnte MaSinahmen verbessert. Seine Metallkapillaren
mit ihrer viel groBeren Temperaturleitzahl beschleunigen den Temperaturaus-
gleich und ermdglichen es, die Temperaturdifferenz zwischen Heizdraht und
Kapillare genau zu fixieren; durch die vertikale Lagerung der Kapillare wird
ein Durchhingen des Heizdrahtes vermieden und die Konvektionswirkung ver-
ringert?), durch die kurze Hilfskapillare wird der EinfluB der Enden der
Kapillaren ausgeschaltet. Die von EUCKEN begonnene Untersuchung hat spiter
MosER®) auf viele organische Gase und Dampfe und bis zur Temperatur 212,5°C

1) So nennt man den reziproken Wert der Zahigkeit oder Viskositit.

2) J. SteFaN, Wiener Ber. Bd. 65 (II), S. 45. 1872.
3) A. SCHLEIERMACHER, Wied. Ann. Bd. 34, S. 623. 1838 u. Bd. 36, S. 346. 1889.
)
)

3

A. EuckeN, Phys. ZS. Bd. 12, S. 1101. 1911.

5) Siehe hieriiber S. WEBER, Ann. d. Phys. (4) Bd. 54, S. 325. 1917.

) E. MOSER, Uber die Warmeleitfahigkeit von Gasen und Dampfen bei hoheren Tem-
peraturen. Diss. Berlin 1913.
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ausgedehnt. Beide Forscher haben sich auf Relativmessungen beschrankt; ob
dabei der Dauerzustand der Strémung mit geniigender Anniherung erreicht war
(s. S.120), steht dahin. Auch S. WEBER?) hat bei seinen Messungen an Gasen
und Gasgemischen die Methode von SCHLEIERMACHER (jedoch mit vertikal ge-
stellten 11/, bis 2!/, cm weiten Glasrohren) verwandt und durch zahlreiche
Korrekturen weiter verbessert. U. a. hat er den EinfluB des beim Druck von
einigen Zentimetern Quecksilbersdule bereits merklichen Temperatursprunges zu
eliminieren versucht.

Eine weitere Verbesserung wollen GREGORY und ARCHER?) durch gleich-
zeitige Messung mit verschieden weiten Rohren folgendermaflen erzielen: Die
lichte Weite der Rohre sei 2 7, bzw. 2 75, die Dicke der in ihren Achsen gespannten
Heizdrihte 2 7,, die zugehérigen Temperaturen seien ¥,, 93 und ¢,. Man bringt
nun beide Rohre in das gleiche Kiihlbad, so dal ¥, = J; wird, und reguliert
die Heizstréme so ein, da3 auch der Heizdraht des engen und der des weiten
Rohres die gleiche Temperatur ¢, haben. Dann ist nach Gleichung (28)

0= 2 =0yt =S 14217, sy
74 9 C 7
In-=° In-=
" n

Q=1 gm0yt =14 2omD), s
n’? In’2 ¢ "
"1 "

worin Q, und Q, die von den Drihten abgegebenen und g, und gy die durch Kon-
vektion iibertragenen Wirmemengen bedeuten und C =2al- (3 — &) - ¢
gesetzt ist. Geht man nun mit dem Druck in beiden Versuchsrohren allmahlich
herab, so wird bei einem bestimmten Druck ¢, vernachlassigbar klein gegen Q,
und bei einem anderen Druck g¢; klein gegeniiber Q3. Die Heizwirmen stehen
dann nach Gleichung (28b) und (28¢) in dem festen Verhiltnis

In "3

o_"n
7

Os In -2

61

Durch dieses Verhiltnis soll also der Punkt fixiert werden, in dem einerseits
der KonvektionseinfluB verschwindet, andererseits aber 4 noch vom Druck un-
abhingig ist, wihrend es bei noch tieferen Drucken abnimmt (s. S. 130). Es mag
iibrigens darauf aufmerksam gemacht werden, da8 nicht nur, wenn ¢, = g3 = 0,
sondern auch bei

7
In-2
_ N
7
s’
"1

das obenangefithrte Verhiltnis der Heizwdrmen besteht, was man beachten
muB3, um Irrtiimer zu vermeiden.

Die genannten Autoren haben 5 und 12 mm weite Rohre in horizontaler
Anordnung benutzt; jedem Rohr war ein gleich weites kurzes Rohr nach EUCKENS

1) S. WEBER, Ann. d. Phys. Bd. 54, S. 325, 437 u. 481. 1917.
2) H. GrRecory u. C. T. ArRCHER, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 110, S. 91. 1926.
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Vorgang gegengeschaltet. Das ganze System von vier Roéhren ist in einer einzigen
Briickenschaltung zusammengefa3t. Ob mit dem Verfahren, das eine Genauig-
keit von 3%/,, haben soll, aber gegeniiber den Messungen von S. WEBER um
mehrere Prozente abweichende Werte fiir Luft und Wasserstoff ergeben hat,
wirklich eine Verbesserung der bisher erreichten MeBgenauigkeit erzielt ist,
steht dahin.

MeBverfahren fiir nicht stationire Warmestrémung haben STEFAN!) sowie
KunpT und WARBURG angewandt.

STEFAN brachte das Gas in den Zwischenraum zweier konaxial angeordneter
Zylinder, deren duBerer in Wasser von 0° getaucht war, wihrend der innere als
Gasthermometer diente. Die Wirmekapazitit des inneren Zylinders sei K;
dann dndert sich sein Wirmeinhalt bei der in dem Zeitelement d¢ erfolgenden
Temperaturinderung 49 um —K - d%. Da dieser Betrag gleich der Warmemenge
sein muf, die in der gleichen Zeit durch die Gasschicht von der Dicke / und der
Fliche f zwischen den beiden Zylindern strémt, so erhilt man

Afed
!

—K-dd = dt,

hieraus (abgesehen von Konvektion und Strahlung) durch Integration

A

E

ﬂ:ﬁo'ehK. ) (48)

-~

wobei ¥, die Anfangstemperatur ist, und hieraus i. STEFAN hat jedoch den
Einfluf3 der Warmestrahlung iibersehen und daher fiir A durchweg zu groB3e Werte
erhalten.

WINKELMANN2Z), der ebenfalls mit dem STEFANschen Apparat arbeitete, hat
den StrahlungseinfluBl nach der in Ziff. 37 dargelegten Differenzmethode elimi-
niert. Schon kurz zuvor hatten auch KuNDT und WARBURG?) diese Strahlungs-
korrektur bei ihren Versuchen angewandt. Sie haben aber auBerdem auf die Ver-
wendung eines engen Gasraumes, durch den STEFAN die Konvektion vermeiden
wollte, verzichtet und statt konzentrischer Zylinder zwei konzentrische Hohl-
kugeln aus Glas verwendet, deren innere als Thermometer ausgebildet war. Den
Konvektionseinflul haben sie dabei durch Verringerung des Druckes aus-
geschaltet (s. Ziff. 37). Im {iibrigen gleicht auch ihre Methode der von STEFAN.
Spiter hat WARBURG bei den Messungen des Temperatursprungs (s. Ziff. 46) auf
die von STEFAN zuerst angewandte Form zweier konzentrischer Zylinder zuriick-
gegriffen.

39. Zahlenwerte und GesetzmaiBligkeiten. Von allen Stoffen leiten die
Gase die Wiarme am schlechtesten, und zwar haben im allgemeinen die spezifisch
schwereren Gase die kleinere Warmeleitzahl. Dies ging schon aus den Beob-
achtungen von DULONG und PETIT hervor, wonach ein erhitzter Kérper in Wasser-
stoff schneller erkaltet als in atmosphérischer Luft. Ein in dieser durch elektrischen
Strom zu leichtem Glithen gebrachter Platindraht bleibt daher bei gleicher
Stromstirke in einer Wasserstoffatmosphire dunkel.

Einige Zahlenwerte sind in der Tabelle 14 zusammengestellt.

Hiernach leitet z. B. bei 0°C Wasserstoff die Wirme etwa 2500mal schlechter,
Luft etwa 18000mal schlechter, Benzol sogar etwa 48000mal schlechter als das

1) J. SteFaN, Wied. Ann. Bd. 42, S. 269. 1891.
2) A. WINKELMANN, Pogg. Ann. Bd. 157, S. 497; Bd. 159, S. 177. 1876.
3 A. KunpT u. E. WarRBURG, Pogg. Ann. Bd. 156, S. 177. 1875.

Handbuch der Physik. XI. 9
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bestleitende Metall, Silber (1 = 1,0). Bei tiefer Temperatur und sehr geringem
Druck nimmt die Wirmeleitfihigkeit noch weiter ab.

Das in Ziff. 37 bereits erwdhnte wichtige Gesetz, daB die Wirmeleitzahl
eines Gases unabhingig vom Druck sei, gilt ndmlich nur in gewissen Grenzen und
insbesondere jedenfalls nicht mehr bei ZuBerst geringem Druck. Es beruht, wie
in Bd. IX (Kap. 6) dieses Handbuches naher erdrtert wird, auf der Anschauung,
dafl der Wirmeaustausch in Gasen nichts anderes als ein Diffusionsvorgang ist,
indem durch jede gedachte Isothermenfliche Molekiile von der heiBeren zur
kilteren Seite wandern und dabei in einen Energieaustausch mit den von ihnen
angestoflenen Molekiilen treten. Nun nimmt die Anzahl der wandernden Molekiile
bei abnehmendem Druck proportional mit diesem ab, gleichzeitig aber auch ihre

mittlere Wegldnge im glei-
Tabelle 14. Warmeleitzahl von Gasen. chen Verhiltnis zu, woraus
Unabhéngigkeit der War-

Gas Temperatur P .
°c caleem-1.s-1:Grad-1  metibertragung vom Druck
— o 0.000021 folgt. Diese einfache Uber-
""" 100 0.000041 legung setzt aber eine sehr
200 0,000065 grof3e Anzahl von Gasmole-
Helium . . . . . . —250 0,00005 killen in der Volumenein-
- 198 8'888;2 heit voraus; sie versagt da-
Luft . . . . ... —1901) 0,000018 her beistarker Verdinnung.
0 0,000057 In diesem Fall gilt nach
1001 0,000072 der Gastheorie, wie Smo-
Methan . . . . . . *188 ) 8;8888?3 LUCHOWSKI2) gezeigt hat,
Wasserstoff . . . . —250 0,00003 das Gesetz
—190 0,00013 =C.
0 0,00041 A=C-p. (49)
100 0,00050 Sobpy und BERRY3)

haben diese Beziehung
durch sorgfiltige Versuche nach der Methode von SCHLEIERMACHER an 12 Gasen
gepriift, und bei den meisten unterhalb 0,03 bis 0,07 mm Qu.-S., bei Helium
unterhalb 0,09, bei Wasserstoff unterhalb 0,48 mm Qu.-S. bestitigt gefunden.
Bemerkenswert ist dabei noch, daB der Proportionalititsfaktor C der Glei-
chung (49) in keiner Beziehung zur Wirmeleitzahl des betreffenden Gases bei
gewohnlichem Druck steht.

Bei Drucken von etwa 0,05 bis 1 oder 2 mm Qu.-S. nimmt die Wairmeleit-
zahl immer langsamer zu. Oberhalb 1 bis 2 mm (bei Wasserstoff und Helium
etwa oberhalb 20 mm) kann man 2 als unabhingig vom Druck annehmen.

Es mége noch erwidhnt werden, daf die Abnahme der Wirmeleitzahl mit dem
Druck nach Gleichung (49) es ermdglicht, aus der Abkiihlungsgeschwindigkeit
eines Thermometers, das wie bei der auf S. 129 erwihnten Anordnung von KunDT
und WARBURG von Gas umgeben ist, auf die Verdiinnung zu schlieen. Auch
darauf haben wohl zuerst KuNpT und WARBURG hingewiesen.

Sieht man von dem Verhalten der Gase bei geringem Druck ab, so 146t sich
die Wirmeleitzahl, wie ebenfalls in Bd. IX (Kap. 6) dieses Handbuches abgeleitet
wird, darstellen durch die Gleichung

A=K-c, 7. (50)
Sie statuiert die zwischen der Gasreibung und der Wirmeleitfihigkeit bestehende
1) Bei dieser Temperatur ist die Substanz nur bei geringem Druck noch gasférmig.

2) M. SmorucHowskK1, Wiener Ber. Bd, 107 (I1a), S. 304. 1898; Ann. d. Phys. Bd. 35,

S. 983. 1913.
3) F. Soppy u. A. J. BERRY, Proc. Roy. Soc. London Bd. 83, S.254. 1910.
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Proportionalitdt. Fiir die erstere hat man eine gut begriindete Beziehung zur
Temperatur in der Formel (51) von SUTHERLAND!):

YT

Cs
1+T

n = (51)

Hieraus hat NUsSELT?) nach SUTHERLANDS Vorgang fiir Luft die in der Tabelle 15
mitgeteilten Werte berechnet. Auf dem gleichen Weg ist vorher schon LANG-
MUIR3) zu den folgenden Gleichungen fiir die Wirmeleitzahl der Luft [Gleichung
(52)], des Wasserstoffs [Gleichung (52a)] und des Quecksilberdampfes [Gleichung
(52b)] gekommen:

R R (52
1+
A= 28-10“5-VT-&(7127T7. (52a)
14+ 25
— 1
— . -6, 9YT. .
A=24-10"%-yT 960 (52b)
14+ 2

Diese Gleichungen sollen besonders gut bei hoch iiber dem kritischen Punkt
liegenden Temperaturen gelten. Die Formel fir Luft ergibt infolge anderer
Wahl der Konstanten Wirmeleitzahlen, die von den Werten der Tabelle 15
etwas abweichen.

Tabelle 15.
Warmeleitzahl der Luft, von NusseLT aus der Gasreibung berechnet.
T (°K) 100|200 | 300|400 | 500 | 600 | 700 | 800 | 900 |1000|1200|1400 1600\1800 2000|2200
4108 21,7/43,061,1) 77,2/ 92,2/ 106|119 | 132 | 145 | 157 | 180 | 204 227’ 250 | 272 | 295

Wohl die meisten von den zahlreichen Messungen der Warmeleitzahl hatten
die Priifung der Gleichung (50) und insbesondere die Bestimmung der Konstanten
K zum Ziel, fiir die Crausius den Wert 1,25, MAXWELL 2,5 errechnet hatte,
wihrend nach einer Theorie von O. E. MEYER K = 1,6 sein sollte.

Um die Ermittlung dieses Wertes hat sich besonders EUCKEN?) verdient
gemacht, sowoh! durch eigene Versuche und die seiner Mitarbeiter als auch durch
theoretische Uberlegungen. Auf Grund der vorliegenden Messungen gelangt er
fiir ein-, zwei- und dreiatomige Gase zu den Werten der Tabelle 16.

Diese Tabelle zeigt zunichst, daB K im allgemeinen gut mit den Werten
iibereinstimmt, die man nach der von EUCKEN ausgebauten Theorie erwarten
kann. Nach dieser Theorie soll nimlich K ein Mischwert aus dem Anteil fiir
Translationsenergie (2,5), fiir Rotationsenergie (1,0) und fiir Schwingungs-
energie (1,0 bis 1,5) sein und demnach zwischen 2,5 und 1,0 liegen, und zwar
soll im allgemeinen fiir einatomige Gase K = 2,50, fiir zweiatomige 1,90, fir
dreiatomige K = 1,6 sein. (Niheres hieriiber bei EUCKEN a.a. O. und in ds.
Handb. IX Kap. 6.) In der Tat haben Gase, die so verschieden voneinander

1) W. SutHERLAND, Phil. Mag. (5) Bd. 36, S. 507. 1893.

) W. NusseLT, Gesundheits-Ing. Bd. 38, S. 447 u. 490. 1915.

3) J. LaNGMUIR, Phys. Rev. Bd. 34, S. 401. 1912.

4) A. Eucken, Phys. ZS. Bd. 12, S. 1101. 1911 u. Bd. 14, S. 324. 1913,

9*

1)
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sind wie Wasserstoff und Stickstoff, nach Tabelle 16 den gleichen von der
Theorie geforderten Wert von K. Beinahe noch auffallender ist dies bei Helium
und Argon, deren Wirmeleitzahlen sich wie 8,6:1 verhalten.

Mit dem Steigen der Atomzahl nimmt K weiter ab. So gibt EUCKEN K =1,192
fiir Athylazetat von 100°Can. Ubrigens scheint auch Wasserdampf eine besonders
kleine Konstante zu haben (K ~ 1,25).

. Mit abnehmender Temperatur sinkt die Warmeleitzahl, wie aus Tabelle 14
hervorgeht, betrichtlich, z. B. bei Helium zwischen 0 und — 250° auf fast 1/,
bei Wasserstoff auf 1/;, seines Wertes. Die Konstante K dagegen 4ndert sich
nur wenig. Sie nimmt zwischen 0 und — 250° bei Helium um etwa 159, ab,
bei Wasserstoff um 209, zu und nihert sich demnach hier dem Wert 2,5 fiir ein-
atomige Substanzen?),

Tabelle 16. Uber den genauen
Aus Messungen ermittelte Werte von K = > firo°C. Wert des Temperatur-
. 7t koeffizienten  der War-
Chemische Tormel | . 107 ‘ 7107 ‘1 o | K meleitzahl besteht noch
UngewiBheit. Bei Tem-
He 3360 1876 0,746 . 2,40 peraturen iiber 0° kann
Ar 390 2102 | 00745 | 249 man fiir Gase mit einem
H, 3970 850 2,38 1,965 zwischen 0,002 und

N, 566 1676 0,177 1,905 0,004, unter 0° mit

0, 570 1922 0,155 1,913 N ischen 0.00

O 542,5 1672 0.177 1,835 einem ZzZwisc en 0, 3
NO 555 1794 | 0,655 | 1,870 ~ und 0,004 liegenden

cl, 182,9 1237 0,082 1,803 positiven Temperatur-
co, 337.0 1380 0.1500 1,628 kqf:fflllenten_ rechnen.
Nzo 351,5 1362 0,1575 1,640 Dampfe scheinen ober-

halb 0° einen gréBeren
Temperaturkoeffizienten zu haben, Kohlensiure z. B. = 0,005, Benzol
sogar f# = 0,01.
Endlich ist noch die fiir Gase geltende Mlschungsregel zu erwihnen, die
nach Frl. WassiLjewa?) lautet:
b1 Do ds
1= " _
br+ 4D, +1’2+B'751,
wobei p; und p, die Partialdrucke der zu mischenden Gase, 4 und B zwei nur
von der Art der Gase, nicht vom Mischungsverhiltnis abhingige Konstanten
bedeuten, fiir die von WassiLJEwA und von S. WEBER theoretische Formeln
entwickelt worden sind. Bei der gewohnlichen Mischungsregel miiite A = B = 1
sein. Versuche an 11 Mischungen von Sauerstoff und Wasserstoff haben auf
A =1,379 und B = 3,064 gefiihrt.

(53)

VII. Wiarmeleitung zwischen festen Korpern
und Fliussigkeiten oder Gasen (Wirmeiibergang).

40. Wesensgleichheit von Wirmeiibergang und Warmeleitung. Der
Wirmeiibergang zwischen zwei festen, sich innig berithrenden Kérpern geht
ohne Temperatursprung vor sich. Wenn man trotzdem zuweilen einen Tem-

1) Siehe hieritber auch S. WEBER (Ann. d. Phys. [4] Bd. 54, S. 437. 1917), der Glei-
chung (50) aus dem Ahnlichkeitsprinzip abgeleitet und dann insbesondere zur Berechnung
des Temperatureinflusses benutzt hat.

2) WassiLJEwa, Phys. ZS. Bd. 5, S. 737. 1904.
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peratursprung zu beobachten vermeint, so liegt das daran, daB die Beriihrung
nicht vollkommen ist und die Wiarme die Gasschichten zwischen den Beriihrungs-
flichen nur unter einem Temperaturgefille durchstrémen kann, das bei der
auferordentlich geringen Warmeleitfidhigkeit der Gase betrachtlich sein kann.

In schnell strémenden Fliissigkeiten und Gasen gleicht sich die Stromungs-
geschwindigkeit und die Temperatur durch molare, wirbelnde Bewegung aus,
und man beobachtet daher keine oder nur geringe Geschwindigkeits- und Tem-
peraturunterschiede, wenn man senkrecht zur Stromung fortschreitet. Wiirde
dies bis zur Wand so weitergehen, so miiBte hier ein Sprung in der Geschwindig-
keit auf den Wert Null erfolgen und ebenso ein Sprung von der Temperatur der
Fliissigkeit auf die der Wand. Bei genaueren Beobachtungen hat man aber bei
Flissigkeiten und nicht verdiinnten Gasen keine Unstetigkeit an der Wand
finden koénnen. Vielmehr geht, wie PRANDTL wohl zuerst nachgewiesen hat,
in einer sehr diinnen Grenzschicht zwischen der Hauptmasse der strémenden
Substanz und der Wand die Geschwindigkeit sehr steil, aber stetig von dem Wert
der Kernstromung bis auf Null herab und ebenso 4ndert die Temperatur in dieser
Schicht sehr stark, aber stetig ihren Wert. Nur bei sehr verdiinnten Gasen tritt
ein Gleiten und ein Temperatursprung an der Wand auf (s. Ziff. 46).

Der Wirmeiibergang zwischen festen Korpern und Fliissigkeiten wird somit
(abgesehen von der Strahlung) nicht durch irgendwelche Fernwirkungen be-
sonderer Art bedingt oder modifiziert, sondern durch die einfachen Gesetze der
Wirmeleitung vollkommen beschrieben.

41. Der Wirmeiibergang an ebenen Wainden. Dennoch hat man sich
bei der Ermittlung des Wirmeiibergangs in der Physik wie in der Technik zu-
nichst wenig um den Zusammenhang zwischen « und 4 gekiimmert, sondern
rein empirisch nach Gleichung (4) die Warmeiibergangszahl bestimmt.

So haben vor allem DuronG und PetIT!) die Abkithlung einer Thermo-
meterkugel in einer konzentrisch zu ihr angeordneten Hohlkugel unter mannig-
facher Variation der Versuchsbedingungen untersucht und dabei die Beziehung

x=Fk-pm- (0 — 9" (54)

gefunden, wobei p den Druck des Gases in der Hohlkugel, ¥; die Temperatur
der Thermometerkugel, ¥, die des Gases und %, # und » Konstanten bedeuten.
Nach den Versuchen von DuLoNG und PETIT war # = 0,233 unabhingig von der
Art des Gases, wihrend m zwischen 0,315 (fiir Wasserstoff) und 0,517 (fiir Kohlen-
siure) lag und % fiir Wasserstoff iiber 3!/,mal so grof3 war wie fiir Kohlenséure.

Zu derselben Gleichungsform kam LorRENZ?) bei der Berechnung des Warme-
iibergangs an ebenen vertikalen Winden, bei denen wohl zum erstenmal mit
praktischem Erfolg die Wirmeiibergangszahl « auf die Warmeleitzahl 4 zurtick-
gefihrt wurde.

Zwar scheint OBERBECK®) das Verdienst zu gebiihren, zuerst den Warme-
iibergang durch die Vereinigung der STOKEsschen Stromungsgleichungen mit
der Differentialgleichung der Warmeleitung dargestellt zu haben. Er ist jedoch
damit nicht viel weitergekommen. LORENZ aber hat daran ankniipfend fiir den
Sonderfall der vertikalen Wand die Gleichungen integrieren kénnen und so die
folgende Beziehung gewonnen

tie .8 4
&= Nl/ :ng‘/;r Yo - Vi — 9, . (55)

1) DuronNG u. PETIT, Ann. de chim. phys. Bd. 7, S. 113, 225. 1817.
2) L. LoreNz, Wied. Ann. Bd. 13, S. 582. 1881.
3) A. OBERBECK, Wied. Ann. Bd. 7, S.271. 1879.
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Dabei ist N eine Konstante, / die Hohe der vertikalen Platte, T die absolute
Temperatur in sehr grofer Entfernung von der Platte, o, ¢, 5, 4 die Dichte,
spezifische Wirme, Zihigkeit und Wirmeleitzahl des Gases. Die Ahnlichkeit
der Gleichungen (54) und (55) liegt auf der Hand. Nur hat LorENz statt # =0,233
den Wert 0,25, statt des verdnderlichen Wertes # den konstanten Wert 0,5
gefunden und die GréBe %, und darin besteht der Hauptfortschritt, als Funktion
von 4 und anderen physikalischen Konstanten des Gases und von einer fiir die
Wirme abgebende Fliche charakteristischen Linge dargestellt.

4

Der Faktor ]/191 — 1, der Gleichung (55) ist auch durch neuere Versuche
bestdtigt worden. Von diesen seien hier erwdhnt die von HENCKY?!), der die
Wirmeabgabe eines quadratischen ebenen Heizkérpers von 60 cm Kantenldnge,
von dem nur eine Fliche an Luft grenzte, alles iibrige gut isoliert war, bei Tem-
peraturdifferenzen bis 80° im Dauerzustand gemessen hat, und die von Lu-
BOowsKY?) fiir nicht stationire Wirmestrémung. Dieser brachte quadratische
Eisen- und Kupferplatten von 15 cm Kantenlinge und 3 mm Dicke ins Feld
einer Spule, die durch Wechselstrom von 500 Perioden pro Sekunde gespeist
wurde. Durch die in ihnen induzierten elektrischen Wirbelstréme wurden die
Platten um etwa 50° erwdarmt und dann nach Entfernen der Spule in ruhender
Luft der Abkiihlung iiberlassen. Es lieB sich dann aus der Oberfliche und der
Wirmekapazitit der Platte und der Temperaturdifferenz zwischen ihr und
der Luft leicht « als Funktion der Temperaturdifferenz berechnen.

Die Messungen von HENCKY fithren nach Abzug der Strahlungswirme in
Ubereinstimmung mit fritheren MeBergebnissen von NUsseL13) auf die Beziehung

4
S T (56)
wobei ¥, die Temperatur der Wand, 3, die der Luft ist und

fiir horyzontale Wande ¢ = 2’g}in wirmetechnischem Maf3
,, vertikale " c =22
bedeutet.

Die Wirmeabgabe einer ebenen Fliche an kiinstlich bewegte Luft haben
NusseLT und JURGES?) gemessen, indem sie an der oberen Fliche einer horizon-
talen von unten elektrisch geheizten Kupferplatte parallel zur Fliche einen Luft-
strahl vorbeibliesen, dessen Geschwindigkeit iiberall in seinem Querschnitt
moglichst gleich war. Die Kupferplatte deckte einen scheibenférmigen, mit Wasser
gefiillten Heizkoérper ab, dessen Wasserinhalt kriftig gerithrt wurde. Die Wérme-
abgabe nach unten und seitwirts wurde durch gute Isolierung méglichst klein
gemacht und durch besondere Versuche ermittelt. Nach Abzug der ebenfalls
besonders gemessenen, von der Kupferplatte nach oben gestrahlten Warme
erhielten die Beobachter die Beziehung

& = 6,14 w"%0 L 4,60 .¢- 08¢, (57)

worin die mittlere Strémungsgeschwindigkeit @ in m - s~! ausgedriickt ist und &
sich in wirmetechnischem MafB ergibt. Die obige Formel ist unter folgenden
Versuchsbedingungen ermittelt worden: Kupferoberfliche mit unbearbeiteter
Walzhaut; Wandtemperatur = 50° C; Temperatur der strémenden Luft 20°;

!) K. HEncKy, ZS. f. d. ges. Kailte-Ind. 1915, S. 79 und ,,Die Warmeverluste durch
ebene Winde', Miinchen u. Berlin: R. Oldenbourg 1921. S. 54.

?) K. LuBowsky, Elektrot. ZS. Bd. 42, S. 79. 1921.

3) W. NusseLT, Forschungsarbeiten, herausgeg. vom Ver. d. Ing. Heft 63 u. 64, S. 82.
1909.

4) W. NusseLT u. W. Jtrges, Gesundheits-Ing. Bd. 45, Nr. 52. 1922.



Ziff. 42. Warmeiibergang an kreiszylindrischen Korpern. 135

Luftdruck = 752 mm Qu.-S.; relative Luftfeuchtigkeit = 559, ; Luftgeschwindig-
keit =0 bis 25 m-s-1
Gleichung (57), deren zweites Glied vom Auftrieb der Luft herrithrt, 1Bt
sich ersetzen
fir w=5 durch a=150+34w (57a)

fiir w > 5 durch & = 6,14 w3, (57Db)

Je nach der Art der Stromung, nach der Temperatur, der Temperatur-
differenz u. dgl. schwanken die Werte von « betrdchtlich. Mittelwerte fiir ver-
schiedene Fille des Wiarmeiibergangs zwischen ebenen Winden einerseits und
Luft, Wasser oder Wasserdampf andererseits sind in der Tabelle 17 zusammen-
gestellt.

Tabelle 17. Wiarmeiubergangszahl fiir ebene Wande.

Die Wand berithrendes Medium Wérmeiibergangszahl «
ruhende Luft 3 bis 8
bewegte Luft 5 ,, 100
nicht siedendes, ruhendes Wasser 400 ,, 2000
gerithrtes Wasser 2000 ,, 4000
siedendes Wasser 4000 ,, 6000
kondensierender Wasserdampf gegen 10 000

42. Der Wirmeilibergang an kreiszylindrischen Koérpern. Wie auf S. 133
erwiahnt, hat bereits OBERBECK den Wirmeiibergang dargestellt durch Kom-
bination der Bewegungs- und der Wirmeleitungsgleichungen. Die Integration
dieser Gleichungen ist aber bisher nur in ganz besonders einfachen Fillen, z. B.
fiir die senkrechte Wand, gelungen. Es ist das grofle Verdienst von NUSSELT, das
Gleichungssystem durch geschickte und konsequente Anwendung des Ahnlich-
keitsprinzips in sehr allgemeiner Form praktisch nutzbar gemacht zu haben, was
z. B. BoussiNEsQl) nicht gelungen ist, weil er in der Anwendung des Ahnlichkeits-
prinzipes nicht sein eigentliches Ziel sah, sondern auch auf Integration der Differen-
tialgleichungen bedacht, zu Vereinfachungen des Problemes schritt. NUSSELT?)
hat vor allem den Fall eines in einer Fliissigkeit oder einem Gas ruhenden Kérpers
behandelt. Wir schlieBen uns hier seinen Ausfithrungen eng an. Es sei

o die Dichte,
0 der Ausdehnungskoeffizient,
¢ die spezifische Wirme,
4 die Warmeleitzahl, der Flissigkeit ndchst einem
T die Temperatur, N
p Oberflichenelement df des
p der statische Druck, . X
N : . festen Korpers, von dem eine
u die in der x-Richtung gemessene Geschwin- N . .
L ormale in der Richtung #
digkeitskomponente, auseehe
v die in der y-Richtung gemessene Geschwin- gehe,
digkeitskomponente,
w die in der z-Richtung gemessene Geschwin-
digkeitskomponente,
$p = 0 der Druck, der Fliissigkeit in groBer Ent-
T, die Temperatur, fernung von der Oberfliche,

6 =T — T, die ,,Ubertemperatur®,
t die Zeit und

1) BoussiNesQ, C. R. Bd. 132, S. 1382. 1901.
?) W. NusseLT, Gesundheits-Ing. Bd. 38, S. 477 u. 490. 1915.
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g die Erdbeschleunigung,
! eine fiir den festen Korper charakteristische Strecke, z. B. der Radius bei
einer Kugel, der Durchmesser oder die Linge bei einem Zylinder.

Dann lassen sich unter einigen vereinfachenden Annahmen die folgenden
Gleichungen aufstellen:

1. die Gleichung der Wiarmeleitung in unmittelbarer Nihe der Oberfliche
des festen Korpers:

d0——2.°T.

2. die Gleichung fiir den Auftrieb Z in der Flissigkeit (in Richtung der
2-Achse):

(58)

Z::g.g.é.@ (59)
. die Bewegungsgleichungen der Fliissigkeit:

3
ou ou du Ou P 0%u  0?u  O%u )
9(@“‘&7“?&“’"‘) ax+’7( +6y+022

0z 0x2

0<ov dv dv f‘)v) % <c')2 0%y 021))

o T ax+” T, 3y ax2+“+6§ (60)

ow Jw 0p ( 02w 62w>
Q(Tt_*_ + 0 + 32) 6z+ 0x? 022 +o-g9-0

4. die Kontinuitdtsgleichung fiir die Flu551gke1t, die besagt, dall im Dauer-
zustand der Stréomung keine Stau auftreten kann:

du  Ov  Jdw 0 61
E + 5} -+ 3—z = ( )
5. die Differentialgleichung der Wirmebilanz, die besagt, daf3 die in einem
Raumelement aufgestaute Wirme gleich der Summe der durch die Bewegung
und durch die Wirmeleitung in das Raumelement eingefithrte Wirme ist:
06 00 00 09) (626) 026 829>
Q'C(&—t_i—u?;—!_v&_y—!_w'&—z =Nty t oz

Diese fiinf Gleichungen geniigen zur Bestimmung der fiinf GréBen O, «, v, w und p
fiir jeden Punkt x, v, z, wenn man noch als Grenzbedingungen einfiihrt, daf} diese
GroBen samtlich in bedeutender Entfernung vom Kérper gleich Null, und daB
an der Oberfliche # = v = w = 0 und @ = 6, sein muB.

NusserLT macht nun fiir zwei verschiedene Strémungen die Annahme, dal3
die festen Korper und die Strémungen einander geometrisch dhnlich und auch
die Zeiten, Geschwindigkeiten, Drucke, Zadhigkeiten, spezifischen Wirmen usw.
in bestimmten Verhiltnissen stehen sollen und kommt so schlieBSlich fiir den Fall
dhnlicher Warmeabgabe zu den drei Bedingungsgleichungen

3.g*-g-8-0,

(62)

- =B (63)
y)
e =D (65)
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wobei ¢ die in der Zeiteinheit abgegebene Wirme bedeuten soll. Wenn man
nun z. B. die GréBen [, o, g, 4, O, 5, 2 und ¢ so dndert, daBl immer B und C je
denselben konstanten Wert ergeben, so bleibt, wie NUSSELT zeigt, auch D kon-
stant und die abgegebene Wirme wird

g:4-1-0,-D. (65a)

Kennt man also aus einer Versuchsreihe Zahlenwerte fiir die dimensionslosen
KenngréBen B, C und D, so kann man die Wiarmeabgabe ¢ an geometrisch dhn-
lichen Korpern fiir ein beliebiges Medium bei beliebigen Temperaturen und
Driicken berechnen. Es ist damit auf dem Gebiet des Warmeiibergangs ein ebenso
groBer Erfolg erreicht wie durch die Einfiihrung des Ahnlichkeitsprinzips in
der Strémungslehre durch REYNOLDS, wo in ganz analoger Weise die Integration
der Stromungsgleichungen umgangen werden mufte.

Weitergehend kann man nun B und C beliebig wihlen und fiir jedes Werte-
paar B, C den zugehérigen Wert D berechnen. Aus der Funktion

D = & (B, C) (66)
folgt dann ohne weiteres fiir die Warmeabgabe eines Koérpers

3.02.0.0-
g=A-1- @w.qs(L, l@ﬁgz‘s_gﬂ)
€9 n

Dies ist der allgemeinste Ausdruck, den man fiir die Wiarmeabgabe eines in eine
Fliissigkeit getauchten Korpers unter den von NUSSELT gemachten Voraus-
setzungen aufstellen kann.

Vergleicht man diese Formel mit der durch Einsetzen von ¢ und 6, ohne
weiteres aus Gleichung (4) folgenden Beziehung

g=0-/-0,, (4d)

so erhdlt man, da f proportional /2 ist

y) @(1 13'92°g°i"@9>

(66a)

X = —

l
Man erkennt aus dieser Formel, daB die Warmeiibergangszahl in der Tat, wie schon
in Ziff. 4 (S. 47) behauptet wurde, eine auBerordentlich komplizierte Funktion
von vielen Verdnderlichen ist.

Bei der Ableitung der Gleichungen (66a) und (67) war ¢ konstant gesetzt
worden. Dies ist fiur Fliissigkeiten zulédssig, fiir Gase dagegen nur fiir kleine Werte

con’ n?

(67)

. 1 .
von 6),,, wobei dann § = T gesetzt werden kann. Somit erhilt man fiir Gase
0

bei kleiner Ubertemperatur

3.2, @
xot qﬁ(l-, p-7 OW) (67a)
! o g1,
in welcher Gleichung noch ¢, statt ¢ und das spezifische Gewicht y = g - g ein-
gesetzt worden ist.
Mit Benutzung einiger Beziehungen zwischen 4, ¢,, 9, ¢, und der Atomzahl
aus der kinetischen Gastheorie gewinnt NUSSELT endlich fiir zweiatomige Gase

(und kleine Temperaturdifferenzen) die Gleichung

L (Bt
“—7"p(g.,72.T0 ’ (68)
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oder mit Einfithrung der dimensionslosen KenngréBe

-l

= ¢(B). (63a)

Man braucht also nur die Abhingigkeit des Wirmeiibergangs von einem ein-
zigen der fiinf Faktoren zu wissen, aus denen B gebildet ist und kennt dann aus
der Gleichung (68a) sofort auch ihre

Tabelle 18. Abhingigkeit von den vier dbrigen.
Zusammeng:it;%rlge_wige der Funk-  pje Gleichungen (67a) und (68) gelten
= #(B) auch fiir grofere Temperaturdifferenz,

B lgB ‘ lg4 4 wenn man statt 4, y, c, usw. Mittel-
10-5 —s ‘ —0,350 0,447 werte Ams Ym> Cpn fUr das 'Iemperatur-
10-14 —4 | —0,330 0,468 intervall @, = T, — T, einfithrt, und
10-3 -3 | —0290 | 0,512 gehen dann iiber in
10-2 -2 . —0,233 0,585 9
10-1 —1 | —o0145| 0716 gy ( m Byn:Ou 67b

1 0 ' —0,043 | 0,905 *=7 e o g T (67b)
10 1 +0,08 1,203 pm Mm & Mm L
102 2 +0,23 1,698 und
103 3 +0,42 2,630 1 B.y2.0
10t 4 40,64 4,36 & = ——”f-gv< 7;" —=]. (68b)
108 5 +0,90 7,95 D"\ T
108 6 1,16 | 14,46 .
107 7 11,42 26,30 Genauer, aber unbequemer als Glei-

chung (65a) ist die folgende von
NusseLT fiir beliebige Temperaturdifferenzen abgeleitete Beziehung:

Ao (B2 '
5 = (;3—’3 r ﬂ). (68)
Cp 7 T,

NUSSELT hat die Giiltigkeit der Gleichung (68) an dem Beispiel des in ruhender
Luft horizontal aufgehingten Kreiszylinders nach Versuchen gepriift, die ver-
schiedene Autoren an Drihten und Rohren angestellt haben. Der Durchmesser /
variierte dabei von 0,04 bis 89 mm, die Wandtemperatur von etwa 40 bis 1870°C,
der Druck von 150 bis 1500 mm Qu.-S. Die Berechnung ergab Werte fur B
zwischen 1,7 -10~*% und 5,2 - 105, d. i. ein Intervall von 11 Dezimalen, und es

160 ,‘ zeigte sich, daB in diesem ungeheuer

140 1 “ groBen Bereich in der Tat, wie es die

’ [ / NusseLtsche Theorie verlangt, 4

20 ’ durch den Wert B vollig bestimmt

100 ist, wie verschieden auch die gemil

080 Gleichung (68) in B enthaltenen 6

’ L ) EinzelgroBen sind. Die zu verschie-

g¢0 T : denen B gehorigen Werte von 4 und

040 ihre Logarithmen sind in der Ta-

94 420 belle 18 zusammengefaBt und in
} e Abb. 20 graphisch dargestellt.

600 P Im Bereich von B = 10*bis 107 gilt

-020 — fiirdieKurvederAbb.29dieGleichung

| — 0,26 68
W 32 1 01 2 3 4 5 6 7 A4 =0398-B%,  (68¢c)
—> (g8 so daB Z
Abb. 29. Die Funktion 4 = ¢(B) in logarith- X = 919_8_'” - B%¥%  (68d)

mischen Koordinaten. l
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wird; fiir B << 10-° scheint sich A4 einem konstanten Wert zu nihern; mithin
wird hier
kA,

7

X =

(68e)

Mit Hilfe von Gleichung (68) und Abb. 29 1it sich nun die Abhingigkeit
der Warmeiibergangszahl « von den in B steckenden EinzelgroBen ohne weiteres
berechnen. So erhilt man z. B. fiir den Luftdruck von 760 mm Qu.-S., die Luft-
temperatur 15°C und eine Oberflichentemperatur von 25°C die in der Tabelle 19
zusammengestellten Werte « in Abhdngigkeit vom Rohrdurchmesser.

Man erkennt, dafl die Warmeiibergangszahl mit abnehmendem Durchmesser
sehr stark zunimmt. Es wire also falsch, « als unabhingig vom Durchmesser
anzunehmen, wie dies z. B. LEES

(s. S.119) getan hat. Tabelle 19.

Den EinfluBl des Druckes auf die Warmeiibergangszahl in Abhangig-
Wirmetibergangszahl o zeigt die Ta- keit vom Rohrdurchmesser.
belle 20. Dabei ist ein Stab von 275 cm Robhrdurchmesser Warmeiibergangszahl «
Durchmesser bei den gleichen Tempe- (m] [kcal - m~2.h~1.Grad~1]
raturen wie im vorigen Beispiel zu- o1 3,45
grunde gelegt. 0.01 6.28

Ebenso liBt sich der Einflull der 0,001 20,5
Temperatur und der Temperaturdiffe- 0,0001 138,5
renz zwischen Stab und Luft oder der 0,00002 963
EinfluB der Verwendung eines anderen
Gases wie %uft berechpen. Tabelle 20.

. BeSChrank,t man die Untersuchung Der Warmeiibergang in Abhangigkeit
nicht auf zweiatomige Gase, so muB vom Luftdruck.
man auf Gleichung (66a) zuriickgreifen. p—
Diese 4Bt sich vereinfachen, indem Luftdruck [ cal - melbergangsanl & .
man entweder das Zihigkeitsglied oder
das Beschleunigungsglied rechts ver- 0,0001 0,418
nachldssigt. Im ersteren Fall kommt (1)’01 2’2‘38
man auf die Form 5 10 15,55
100 51,4
A = Qf’(ﬁ) . (66Db)

Ein Sonderfall dieser Gleichung ist von BoussINESQ!) abgeleitet worden, nim-
lich die Formel L
1E (66¢)
= = c
A=c V ce

Die zweitgenannte Vernachldssigung fithrt auf

A=¢@) (664)

Ein Sonderfall dieser Gleichung ist die von L. LoreNz stammende Formel (55),
wie man leicht erkennt, wenn man 6 =1/T setzt. Von Gleichung (66d) aus-
gehend, gelangt NUSSELT fiir beliebige Gase und Fliissigkeiten auf die Form

&K = ]L"i@(ls'gfn‘%,,.'g- 6m° F)w> ’
2,04 - Im

] (66e)

1) BoussINEsSQ, Journ. de phys. (4) Bd. 1, S. 65, 71. 1902.
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wobei @ aus der Tabelle 18 oder der Abb. 29 zu entnehmen ist. Bei der Ableitung
dieser Formel ist 2,04 als Wert C fiir Luft eingesetzt worden. Man erkennt die
auBerordentliche Ahnlichkeit der Gleichung (66¢) mit der von LORENzZ (55) und
wird sich dabei sowohl der Bedeutung der alten Arbeit von LORENZ wie des
Fortschrittes vom Speziellen ins Allgemeingiiltige durch die Untersuchungen
NusseLTs besonders bewuft.

Die wichtigsten von NUSSELT in seiner Abhandlung aus dem Jahre 1915
{s. S. 135, Fullnote 2) verdffentlichten Ergebnisse hat merkwiirdigerweise spiter
auch Davis in drei Abhandlungen?!) abgeleitet, wohl ohne von den Arbeiten
von NUSSELT etwas zu wissen. Auch SEELIGER ist die Untersuchung NUSSELTS,
der mit Ausnahme einer auf S. 141 erwihnten Einzelheit die Prioritit vor den
englischen Arbeiten gebiihrt, entgangen. Er erwihnt in einem umfassenden
Bericht iiber die Abkithlung heifler Korper in Gasen und Fliissigkeiten?) nur
die Arbeiten von Davis. Dieser kniipft unmittelbar an die auf S. 135 bereits
genannte Arbeit von BoussiNEsQ an und gelangt — ebenfalls mit Ahnlichkeits-
betrachtungen — zu Gleichungen, die den Gleichungen (66e), (67), (68), (68d)
und (68e) fast vollig entsprechen.

In der zweiten der oben genannten Veréffentlichungen hat Davis — eben-
falls ganz wie NUSSELT — aus den Versuchen verschiedener Experimentatoren
(zum Teil derselben wie bei NusseLT) mit Luft, Sauerstoff und Wasserstoff eine
der Abb. 29 entsprechende graphische Darstellung versucht und dabei eine
Kurve gefunden, die bis lg 4 = 2,06, also in B um noch eine Dezimale weiter
reicht wie NUsSELTS Kurve, sich bei gleich gewihlten Mal3stiben nach vorlaufigen,
vom Verfasser dieses Kapitels angestellten Berechnungen mit der Kurve von
NusseLT vollkommen zur Deckung bringen 1463t, jedoch in horizontaler Richtung
etwas dagegen verschoben ist. Es muf} einer genaueren Analyse vorbehalten
werden, festzustellen, woher diese zunichst unaufgeklirte Diskrepanz riihrt.

In seiner dritten Arbeit endlich ging Davis von der fir Gase und Fliissig-
keiten giltigen Gleichung (68e) aus. Diese Gleichung priifte er durch eigene
Versuche mit fiinf verschiedenen organischen Flissigkeiten, deren Zihigkeit
zwischen 0,0062 (Toluol) und 9,3 (Glyzerin) lag. Die berechneten Punkte, deren
héchster etwa bei lg A = 0,25 liegt, fallen vollkommen in die von Davis fiir
Gase gewonnene Kurve, so daB damit die Universalitit des NUSseLTschen
Gesetzes weiter bestitigt wird.

Auch fiir die Abkithlung eines festen Koérpers in einer Fliissigkeit durch
ein mit der Geschwindigkeit w, in einer bestimmten Richtung strémendes Medium
hat NUSSELT bereits in seiner Arbeit aus dem Jahr 1915 eine Beziehung auf-
gestellt, ndmlich

A=¥(B,C,D,E), (70)

worin E = eine wie 4, B, C und D dimensionslose Kenngrée, nimlich

lwyp
?

die sog. REYNoLDsche Zahl, bedeutet. Fiir zweiatomige Gase vereinfacht sich
diese Formel zu »
2 1w, -
o =" T(——wo Qm). (70a)
l N

Die Funktion ¥ konnte spiter aus Versuchen von HUGHES bestimmt werden?),
der von Wasserdampf durchstrémte Kupferrohre von 4 bis 50 mm Durchmesser

1) A. H. Davis, Phil. Mag. (6) Bd. 40, S. 692. 1920; Bd. 43, S. 329; Bd. 44, S. 920. 1922.
?) R. SEELIGER, Phys. ZS. Bd. 26, S. 282. 1925.
3) W. Nussert, Gesundheits-Ing. Bd. 45, S. 97. 1922.



Ziff. 42. Wiarmeibergang an kreiszylindrischen Korpern. 141

durch einen senkrecht zu ihrer Achse auftreffenden Luftstrom in einem hélzernen
Windkanal gekiihlt hat (,, Kreuzstrom‘‘). Hieraus erhilt NusseLT die Gleichung

e - 0. \0,716

& :=0@670%ﬂ<1273-+{73949ﬂ> . (70b)
l Wi

Fir Luft von 760 mm Qu.-S. und 20° C und eine Oberflichentemperatur des

Rohres von 100° kommt man so z. B. fir wy=1m-s 2 und ! = 0,2 m auf

& = 7kcal-m~2-h-1-Grad-!, fiir w, =100 und / = 0,005 auf & = 500.

Schon vor NUSSELT hat Davis!) die Versuche von HUGHES in einheitlicher
Form dargestellt, indem er das Produkt wd als Abszisse, die Wiarmeabgabe eines
Zylinderstiickes von der Liange 1 in der Zeiteinheit als Ordinate auftrug. Auch
er fand dabei natiirlich einen einheitlichen Linienzug, in den sich auch die von
KiNG?) an Drihten von 0,03 bis 0,15 mm Durchmesser bei Temperaturdifferenzen
6),, = 200 bis 1200° gewonnenen Versuchspunkte vollkommen einfiigten. Er
hat seine Untersuchung spiter theoretisch erweitert3), ohne dabei aber iiber den
von NUSSELT bereits 1915 erreichten Stand hinauszukommen.

Bei den Versuchen von HuGHES, auf denen Nusserts Gleichung (70b)
beruhte, wurde durch Verwendung kupferner Rohre wohl {iberall gleiche
Oberflichentemperatur erzielt. Dagegen hat H. REIHER?) an einem von Wasser
mit einer Geschwindigkeit von 0,07 m - s~1 durchstromten Eisenrohr von 28 mm
Durchmesser und 2 mm Wandstédrke, gegen das Luft von 180° C mit der Ge-
schwindigkeit w, = 5 m - s-! geblasen wurde, an der Vorderseite 66°, an der
Riickseite dagegen nur 32° beobachtet. Das rithrt offenbar daher, dal an der
Vorderseite zwischen der schnell strémenden Luft und dem Rohr nur eine diinne
Grenzschicht besteht, die dem Wirmetibergang einen verhiltnismiBig geringen
Widerstand darbietet, wihrend auf der Riickseite des Rohres ein Wirbelfeld
verhindert, dal3 der heile Luftstrom das Rohr berithrt. Eine spiter behandelte
Beobachtung THoMAs iiber die Wirmeabgabe von Heizgasen an hintereinander
liegenden Rohrreihen steht damit nicht in Widerspruch [s. Ziff. 44, S. 145]%).

Wihrend NusseLT und Davis ihre Berechnungen nach Aufstellung der
Grundgleichungen einzig auf das Ahnlichkeitsprinzip stiitzten, hat LANGMUIR®)
bei seinen Ableitungen von Formeln fiir den Warmeiibergang eine Grenzschichten-
theorie beniitzt, zu der er unabhdngig von PRANDTL (s. S. 133 u. 143, Fulinote 7) ge-
kommen zu sein scheint. Er ging dabei aus von der Beobachtung, daB in der nichsten
Umgebung glithender Drihte, z. B. von Glihlampendrihten, die Konvektion
merkwiirdigerweise ganz gering zu sein scheint. Das kommt daher, da nach der
Gleichung (51) von SUTHERLAND (s. S. 131) bei hoher Temperatur die Zihigkeit
ungefihr mit der Wurzel der absoluten Temperatur zunimmt. Dies fithrte LANG-
MUIR zu der Anschauung, dal der Draht von einer Schicht ruhenden Gases um-
geben sei, durch den die Warme nur durch Strahlung und reine Leitung hindurch-
dringe. Die Schicht erwies sich als unabhingig von der Temperatur des Drahtes,
wihrend sie mit der Temperatur des Gases zu wachsen schien. Die Dicke der
Schicht lieBl sich darstellen durch die Beziehung

— (7 +s)In[(r +5)/r] =B, (71)

1) A. H. Davis, Phil. Mag. (6) Bd. 40, S. 692. 1920.

?) KiNG, Phil. Trans. Bd. 114, S. 1056. 1912.

3) A. H. Davis, Phil. Mag. (6) Bd. 44, S. 940. 1922.

4) Osc. KnoBLaUCH, Mitt. d. Hauptvereines deutsch. Ing. in d. tschechoslov. Republ.
Bd. 14 (4), S. 78. 1925. .

%) Weiteres iiber den ,, Kreuzstrom* siehe Ziffer 44 und H. ReinER, Forschungsarbeiten,
herausgeg. vom Ver. d. Ing. 1925, Heft 269 u. ZS. d. Ver. d. Ing. Bd. 70, S. 47, 19206.

) I. LaNGMUIR, Phys. Rev. Bd. 34, S. 401. 1912.
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wenn 2 7 den Durchmesser des Drahtes, s die Dicke der Grenzschicht und B eine
jedem Gas eigene Konstante bedeutet, die sich unabhidngig von der Temperatur
herausstellte. Die Warmeabgabe W (in Watt - cm~!-s-1) eines Drahtes durch
Konvektion ergab sich als Produkt eines Formfaktors f, der nur von » und B
abhingt, und einer Funktion ¢ der Warmeleitzahl des Gases. Es ist also

W=i-o, (72)
wobei f gegeben ist durch die Beziehung
! _gff 2r (72a)
= ¢ T B
und ¢ durch die Gleichung T,
¢ = 4,19/1 aT (72b)
T

(mit 42 in cal-cm~1-s-1- Grad-1).

Rice!) hat LABGMUIRS Theorie weiter ausgebildet. Auf Grund von Ahnlich-
keitsbetrachtungen gelangt er dabei zu einem allgemeinen Ausdruck fiir B, der —
wie die Formeln von NusseLT — die GréBen I, 7, 9, ©, ¢, enthilt, und aus dem
man dann die Dicke der Grenzschicht nach Gleichung (71) berechnen kann.
Bezijglich der vielen Formeln fiir die Warmeabgabe von Zylindern, Kugeln,
ebenen Flichen, Rohren, die Rice daraus ableitet, mufl auf die Originalarbeit
verwiesen werden. Man scheint iibrigens auf diese Weise noch keineswegs zu
einer so geschlossenen Darstellung des Wirmeiibergangs gelangt zu sein wie
auf dem von NUSSELT und von Davis eingeschlagenen Weg.

43. Der Wirmeiibergang beim Stromen von Gasen und Fliissigkeiten
durch Rohre. Fiir die Technik besonders wichtig ist der Wirmeaustausch in
einem von Fliissigkeit oder Gas durchstrémten Rohr. Auch hierbei hat das
Eingreifen von NusseLT den Ubergang von ziemlich roher Empirie zu ziel-
bewuBter Forschung bedeutet. NusseLT?) hat Luft bei verschiedenen Drucken
(bis 16 at), Kohlensdure und Leuchtgas durch ein auf 100° erwarmtes Messing-
rohr stromen lassen und die Temperaturzunahme des Gases mit Thermoelementen,
die Gasmenge mit einer Gasuhr bestimmt. Das Ergebnis dieser und spiterer
Untersuchungen hat er schlieflich zusammengefaf3t®) in der Formel

Om-d d)“"’“ (Mﬁ)‘”%

=003 622 - (7 . (73)

Dabei bedeute «, die mittlere Warmeiibergangszahl fiir die ganze Rohrlinge;
im iibrigen bezieht sich der Index m auf die Mittelwerte zwischen Wandtemperatur
und Gastemperatur. Die in Klammern stehenden Quotienten sind wieder
dimensionslose KenngréBen. Da ein Rohr von endlicher Linge nicht durch eine
LangengroBe allein geometrisch definiert ist, tritt hier das Verhaltnis des Durch-
messer 4 zur Rohrlinge [ in die Gleichung ein, und es ist besonders bemerkenswert,
daB & somit eine Funktion auch der Rohrlinge ist); dadurch wird besonders
scharf zum Ausdruck gebracht, wie weit « entfernt davon ist, eine einfach physi-
kalische GroBe zu bedeuten. Gleichung (73) soll in den Grenzen %"

' m
= 1000 (fiir 1 at) bzw. 7000 (fiir 16 at) und 110000 gelten. GRGBERS) hat heille

1) CH. W. Ricg, Journ. Amer. Inst. Electr. Eng. Bd. 42, S. 1288. 1923.

2) W. NusseLt, ZS. d. Ver. d. Ing. Bd. 61, S.1750. 1909 u. Forschungsarbeiten,
herausgeg. vom Ver. d. Ing. 1910, Heft 85.

3) W. NusseLT, ZS. d. Ver. d. Ing. Bd. 61, S. 685. 1917 u. Gesundheits-Ing. Bd. 41,
S.13. 1918.

4) W. NusseLrt, ZS. d. Ver. d. Ing. Bd. 54, S. 1154. 1910.

5% H. GROBER, Forschungsarbeiten, herausgeg. vom Ver, d, Ing. 1912, Heft 130, S. 1.
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Luft mit verschiedenen Geschwindigkeiten bis 15 m - s~ durch kiihlere Stahl-
rohre von 62 mm innerem Durchmesser getrieben und nicht nur das axiale,
sondern auch das radiale Temperaturgefille gemessen. Die Temperaturverteilung
iiber den Querschnitt zeigte dabei, wie zu erwarten war, eine bemerkenswerte
Ahnlichkeit mit der Geschwindigkeitsverteilung. Wie NUSSELT stellte auch
GROBER ein zunichst starkes, dann aber schnell abnehmendes Sinken der Warme-
ilbergangszahl lings des Rohres in der Stromungsrichtung fest. Seine MeB-
ergebnisse hat GROBER in einer empirischen Formel fir & zusammengefaf3t.
Messungen ganz dhnlicher Art sind von POENSGEN?) an iiberhitztem Wasserdampf
in Rohren von 96 und 39 mm lichter Weite bei verschiedenen Drucken und Tem-
peraturen ausgefithrt worden. Endlich sind Versuche mit Wasser als strémendem
Medium von STANTON?2), SOENNECKEN?), sowie von STENDER?) zu erwihnen und
eine Diskussion der Ergebnisse dieser Messungen durch NUSSELT?).

GROBER®) hat die obengenannten Untersuchungen an Gasen und Ddmpfen
sowie solche von Jossg, von JorRDAN und von RIETSCHEL zusammengefat und
hiernach die Konstanten der von NUSSELT stammenden Gleichung (73) etwas
abgeindert. Die Gleichung

a-d A\ (dew.y, - c, \O7°
e 7)) (732)
‘m m

soll die vorliegenden Versuchswerte der verschiedenen Beobachter am besten
wiedergeben. Nach dieser Gleichung verhalten sich unter sonst gleichen Be-
dingungen die Wirmeiibergangszahlen eines 10 cm und eines 10 m langen Rohres
wie 1,3:1, die eines 5 mm und eines 1000 mm weiten Rohres wie 2,3:1. Eine
Zunahme der Stromungsgeschwindigkeit von 4 auf 8 m - s~! erhéht « im Ver-
hiltnis 1:1,7, also fast proportional.

Wegen weiterer Einzelheiten sei auf das oben erwidhnte Buch von GROBER
verwiesen. Grundlegendes iiber die Beziehung zwischen Wirmeiibergang und
Strémungswiderstand findet man ferner in einer Abhandlung von PRANDTLY),
in der die Verwandtschaft von Wirmeleitung und -konvektion mit Impulsleitung
(Reibung) und -konvektion wohl zum erstenmal ganz klargelegt worden ist.

44. Ermittlung des Wirmeiiberganges an Rohren aus Diffusionsmessun-
gen. Nach der Auffassung der kinetischen Gastheorie sind Warmeleitung und
Diffusion von Gasen nahe verwandte, ja fast identische Vorginge. Dies hat
THOMAS) zu einem besonders eigenartigen Modellverfahren angeregt, bei dem
aus Diffusionsmessungen der Wirmeiibergang bestimmt wird. Er geht aus von
der Gleichung fiir den Wiarmeiibergang:

o 09 09 09 029 02 029
Q'%( ): (W—FW—Fa—zz) (62a)

= 0,035 <

ar Ty TGy T,

und der Gleichung fir die Diffusion:
9 op 9p 31) B (@275 32 azp>
(”6?+w5'a€+wqﬁ+wca€ =x 3—§2+0—172+6‘§2— . (74

1) R. PoENSGEN, Forschungsarbeiten, herausgeg. vom Ver. d. Ing. 1917, Heft 191 u. 192.

2) T. E. StanToN, Phil. Trans. Bd. 190, S. 67. 1397.

3) A. SOENNECKEN, Forschungsarbeiten, herausgeg. vom Ver. d. Ing. 1911, Heft 108
u. 109, S. 33.

4) W.STENDER, Der Warmeiibergang an stromendes Wasser in vertikalen Rohren.
Berlin 1924.

5 W. NusseLT, Festschr. zur Jahrhundertfeier der Techn. Hochschule Karlsruhe, 1925.

6) H. GROBER, Die Grundgesetze der Warmeleitung und des Warmeiiberganges. Berlin:
Julius Springer 1921.

%) L. PranDTL, Phys. ZS. Bd. 11, S. 1072. 1910.

8 H. THoMa, Hochleistungskessel, Berlin: Julius Springer 1921. S. 38.
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Darin bedeuten «, y, z die Raumkoordinaten, ¢ die Zeitvariable, w,, w,, w, die
Geschwindigkeitskomponenten und ¢ die Temperatur eines Punktes in einem
wirmeiibertragenden Gas von der spezifischen Warme ¢, der Dichte ¢ und der
Wirmeleitzahl 4 und &, 5, { die Raumkoordinaten, 7 die Zeitvariable, w;, w,, @:
die Geschwindigkeitskomponenten, p den Partialdruck und x die Diffusions-
konstante eines diffundierenden Gases. Es lift sich nun leicht zeigen, dal3 der
Wirmeiibergang an einem bestimmten Kérper und der Diffusionsvorgang an
einem ihm dhnlichen Modell einander dhnlich sind, wenn die REYNoLDsche Zahl

R = wd fiir beide Korper denselben Wert hat und die Diffusionskonstante x
v

Y} Lo
der Temperaturleitzahl v gleich ist.

Handelt es sich nun z. 1])3. um die Bestimmung der Wirme, die von Heiz-
gasen einem Heizkérper, z. B. einem Rohrenbiindel, wie sie in Dampfkesseln
iiblich sind, zugefithrt wird, so darf man annehmen, daf} die zustrémenden Heiz-
gase gleichmiBig die Temperatur ¢, haben. Dementsprechend wird man in das
Modell z. B. Luft mit
einem ihr gleichmiBig
beigemengten Diffu-
v sionsgas eintreten las-

sen, dessen Partialdruck
in der Luft iiberall p,

Z

7

O
&
B

Z sei. An den Oberflichen
des Heizkorpers herrsche
durchweg die Tempera-
tur ¥,. Die Temperatur
. fallt also in einer diinnen
@ 6} @‘ ‘6} Grenzschicht von ¥, auf
e 283 L2 el el X 7 U,. Einer derartigen
Abb. 30. Schnitt durch ein  Abb. 31. Schnitt durch ein Grenzbedingung  wird
Rohrbiindelmodell mit ver- Rohrbiindelmodell mitunver- beim Diffusionsversuch
setzt angeordneten Rohren. setzt angeordneten Rohren. dadurch am besten

Rechnung getragen, da3
man die Oberfliche der Modelle mit einer Substanz trinkt, die auf das Diffusions-
gas so heftig wirkt, dafl esan der Oberfliche nahezu vollstindig aus der Luft entfernt
wird und somit den Partialdruck p, = 0 hat. In einiger Entfernung hinter dem
Heizkorper habe das Heizgas iiberall die Temperatur d,; an der entsprechenden
Stelle hinter dem Modell habe das Diffusionsgas den Partialdruck p;. Rechnet
man nun die Temperaturen von der Oberflichentemperatur ¢, des Heizkdrpers
als Nullpunkt, wozu man ¥ = & — ¥, einfiihrt, so gilt nach dem Ahnlichkeits-

prinzip
— ¥ — I
b » bs _ 119; 8 (75)

¢
D O
S5l

4 4

W — I3
D

Heizkérper berechnen kann, so ist also die Aufgabe auf eine Diffusionsmessung

Da man aus ohne weiteres die mittlere Wirmeiibergangszahl an dem

zuriickgefithrt, wenn man » = 0 0 gewdhlt hat.
" p
TaoMA ist nun folgendermaBen vorgegangen: Er hat Modelle aus Filtrier-
papier hergestellt, von denen zwei in Abb. 30 und 31 im Schnitt abgebildet sind.

Nachdem diese mit einer genau abgewogenen Menge konzentrierter Phosphor-
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sdure getrankt waren, wurde eine abgemessene Menge Luft quer zu den Papier-
rohren durch den Versuchsapparat gesaugt. Als Diffusionsgas wurde Ammoniak
benutzt, indem mit einer
abgewogenen Menge
wisseriger Ammoniak-
l6sung ein schleierarti-
ges Gewebe getrinkt
wurde, durch das die
Luft streichen multe.
Im Verlauf eines etwa 1/,
Stunde dauernden Ver-
suches verdunstete dann
der im Schleier enthal-
tene Ammoniak lang-
sam und strich mit der
Luft durch das Modell.
Die vom Modell aufge-
nommene Ammoniak-
menge wurde dadurch
bestimmt, dafl man
durch Titrieren mit ver-
diinnter Ammoniak-
16sung unter Benutzung
von Methylorange als
Indikator den Sdurerest
in den Papierréhrchen
nach dem Versuch fest-
stellte. Aus der neutra-
lisierten Sduremenge er-
h‘fﬂt man unmittelbar Abb. 32. Bild der Dampfstrémung durch ein Rohrbiindel mit
die aufgenommene Am- versetzt angeordneten Rohren.
moniakmenge,und deren by —
Verhiltnis zur gesamten eingefithrten Ammoniakdosis ist gerade gleich “* 5 2,

br— b5 A !

y) .
Ist x><—c, so mulBl =2 noch mit

multipliziert werden.
. 1 . Q ) CP : x
Nach dieser Methode ermittelte THOMA z. B. fiir gegeneinander versetzte Rohre

Abb. 30 00
(AbD. 30) cx:43,5-(10%1)07[1(ca1-m“2h“1-Grad”]

und fiir geradlinig angeordnete- Rohrreihen (Abb. 31)
7008

(100 d)%+~

Dabei bedeutet 4 den Rohrdurchmesser in Metern und w die Dampfgeschwindig-
keit in m - s=1, Durch das Versetzen der Rohre wird hiernach der Warmeiibergang
um nahezu 209, verbessert. THOMA konnte ferner u. a. zeigen, daB bei einem
Rohrbiindel mit versetzten Rohren die erste Rohrreihe sehr wenig Wirme auf-
nimmt, die zweite am meisten, die folgenden dann immer weniger. Dieses der
fritheren Anschauung stirkster Warmeaufnahme.in der ersten Rohrreihe wider-
sprechende Ergebnis erklirt er daraus, dafl die Geschwindigkeit der Heizgase an
der Vorderseite sehr klein ist, da} aber bei der zweiten Rohrreihe der aufprallende
Strahl des Heizgases fast die ganze Rohrvorderfliche mit voller Geschwindigkeit
bespiilt, was z. B. aus der Modellphotographie Abb. 32 hervorgeht, die dem

& =1306,5-

Handbuch der Physik. XI. 10



146 Kap. 2. Max Jakos: Wirmeleitung. Ziff. 45.

Buch von THOMA entnommen ist und bei der die weilen Salmiakdimpfe ein Bild
von der Stromung der Grenzschicht an den Rohren geben. An derartigen Photo-
graphien hat THOMA auch fiir andere Fille den Warmeiibergang qualitativ studiert.

45. Praktische Anwendung der Lehre vom Wairmeiibergang auf einigen
Sondergebieten. Die Lehre vom Wairmeiibergang findet auf vielen Gebieten
praktische Anwendung. Hier sollen nur einige Beispiele aus der Thermo-
metrie, der technischen Gasanalyse, der Anemometrie und der Elektro-
technik kurz erértert werden: Der EinfluB der Wirmestrahlung auf die
Temperaturmessung ist bekannt und wird an anderer Stelle behandelt. Von
sehr groBer, vielfach nicht erkannter Bedeutung ist aber auch der Wirme-
iibergang ohne Strahlung in der praktischen Thermometrie. Steckt man
ein Thermometer in eine Fliissigkeit, so wird man zwar im allgemeinen,
besonders wenn die Fliissigkeit stark bewegt ist, annehmen diirfen, dal das
Thermometer ihre Temperatur annimmt und auch nicht so viel Wirme ab-
fihrt, daB3 die Fliissigkeit dadurch merklich kilter wird. Anders verhilt es sich
aber bei der Temperaturmessung in Gasen. Hier wird, besonders bei ruhenden
Gasen, in der Regel eine betrichtliche Temperaturdifferenz zwischen dem Gas
und dem Thermometerkérper bestehen und ferner oft die Gefahr vorliegen, daf3
das Gas infolge von Wirmeabfuhr durch das Thermometer nach auBlen abgekiihlt
wird. Beide Umstédnde fithren dazu, dafl das Thermometer nicht die Temperatur
anzeigt, die das Gas vor dem Einbringen des Thermometers gehabt hat und die
man messen will, sondern eine tiefere Temperatur. Ganz entsprechend zeigt das
Thermometer zu hoch, wenn ein gegeniiber der AuBBentemperatur kilteres Gas
gemessen werden soll.

Um diese MeBfehler zu vermeiden, wird man das Thermometer moglichst tief
in das zu messende Gas eintauchen, dieses womdéglich in starke Bewegung ver-
setzen und drittens die aus dem Gasraum herausfithrenden Teile des Thermometers
aus schlecht leitendem Material und mit dem geringsten zulissigen Querschnitt
ausfithren. Die erste MaBnahme wirkt dadurch, daB das Thermometer von
der MeBstelle aus wenigstens zunichst isothermisch gefiithrt wird, ein Temperatur-
gefille in der Richtung nach auflen also hier nicht auftritt und so dem MeBorgan
(Thermometerkugel, Thermoelementlétstelle usw.) keine Wirme entzogen wird
und damit auch keine Stérung der Gastemperatur nahe der MeBstelle erfolgt.
Die zweite MaBnahme verbessert den Wirmeiibergang an der MeBstelle und ver-
ringert daher die Temperaturdifferenz zwischen Gas und MeBorgan. Notfalls
hat man sogar zu dem Hilfsmittel gegriffen, das Thermometer axial in ein enges
Ansatzrohr zu bringen, durch das man einen Teil von dem zu messenden Gas
mit groBer Geschwindigkeit ausstromen 1aft!). In einfacherer Weise kann man
den Wirmeiibergang verbessern, indem man die mit dem Gas in Beriihrung
kommende Oberfliche vergréBert. Zu diesem Zweck empfiehlt ScHMIDT?), die
das Thermometer umschlieBenden Metallrohre mit Rippen zu versehen, dhnlich
wie das bei Heizkdrpern von Sammelheizungen iblich ist. Die drittgenannte
MaBnahme verringert die von der Temperaturdifferenz zwischen innen und
auBen bedingte Warmeabgabe. Unter Umstinden wird man daher Metallrohre,
in denen die Thermometer sitzen, aus schlecht leitenden Metallen, wie Nickel-
stahl (s. Ziff. 19, S. 87) ausfiihren.

Besondere Schwierigkeiten macht die genaue Messung der Temperatur einer
freien Oberfliche in einem Luftraum von anderer Temperatur. Wenn man von

1) Osc. KNoBLaUCH u. K. HENCKY, Anleitung zu genauen technischen Temperatur-
messungen. Miinchen u. Berlin: R. Oldenbourg 1919 (Fig. 62).
?) E. ScuMmipT, Erganzungsheft ,, Technische Mechanik’ der ZS. d. Ver. d. Ing. Bd. 69.

1925.
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MeBgeriten nach dem Strahlungsprinzip absieht, so muB im allgemeinen das
MeBorgan auf die zu messende Fliache aufgebracht werden. Dabei staut es einmal
durch seinen eigenen Wirmedurchgangswiderstand die Wirme, die vor dem
Aufbringen des Instrumentes von der Oberfliche an die Luft tiberging. Anderer-
seits wird im allgemeinen die wiarmeabgebende Flache vergroBert und daher
die Wirmeabgabe vermehrt. Ferner kann die verinderte Form und Beschaffen-
heit der Oberfliche den Wiarmeiibergang beeinflussen. Endlich werden die von
der Oberfliche weg gerichteten Teile des Mefigerites (die Kapillare und der Queck-
silberfaden eines Thermometers, die Zufithrungsdrihte von Thermoelementen)
Wirme ableiten. Durch all diese Umstdnde konnen bei der Messung der Tem-
peratur einer Oberfliche unter Umstdnden Fehler von vielen Graden hervor-
gerufen werden!). Mit einem Quecksilberthermometer Oberflichentemperaturen
richtig zu messen, ist daher fast unméglich. Es mufl nidmlich verlangt werden,
dafl das MeBorgan die Oberfliche
vollkommen beriithrt, damit kein
wesentliches Temperaturgefille zwi-
schen Wand und Instrument ein-
treten kann; das MeBorgan muf
moglichst diinn sein, damit die
GroBe der wirmeabgebenden Ober-
fliche nur wenig verindert wird,
und selbst gut leiten, damit es
keinen Wirmestau hervorruft ; end-
lich sollte die Oberfliche des MeB-
gerites der urspriinglichen Ober-
fliche moglichst dhnlich sein, da-
mit die Wirmeiibergangszahl nur
wenig verdndert wird. All dies wird
z. B. erreicht durch ein von K.
HEeNcky angegebenes Oberflichen-
thermoelement (Abb. 33 u. 34), be-
stehend aus einer diinnen Kupfer-
.SCheibe mit einer spiraligen Nut N, Abb. 33 und 34. Oberflichenthermoelement
in deren Mitte sich die Létstelle nach K. HENcKY.
eines Thermoelementes befindet,
wihrend die Thermoelementendrihte in der Nut, in die sie eingekittet sind,
ein Stiick weit isotherm gefithrt werden, ehe sie die Oberfliche verlassen. Das
Kupferblech lafBt sich gut an die zu untersuchende Oberfliche anschmiegen
und gleicht die Temperaturunterschiede aus. Die Thermoelementendrihte
nichst der Lotstelle liegen in einem konstanten Temperaturfeld, so daB keine
Wirme von der Lotstelle durch die Drihte abgefithrt wird, wodurch sich die
Temperatur der Lotstelle erniedrigen wiirde. Die Oberfliche des Kupferplitt-
chens kann durch einen Anstrich u. dgl. der Oberfliche des Kérpers gleich-
gemacht werden. Das Plittchen wird durch ein zugespitztes Ebonitstibchen E
mit Gummischniiren G an die Oberfliche, deren Temperatur bestimmt werden
soll, angedriickt. Die Warmeabgabe dieser Oberfliche wird dann kaum gestért
und praktisch ebenso grofl sein wie vor dem Aufsetzen des MeBgerites.
Komplizierter ist das ,,abstimmbare’* Oberflichenthermoelement vaN RiN-
sums?). Es besteht aus einem auf die Oberfliche aufzulegenden Metallplittchen

- CR

Hupferscherbe
Q6 bis Tmm skark,

1) S. hieriber W. NusseLt, Forschungsarbeiten, herausgeg. vom Ver. d. Ing. 1909,
Heft 63 u. 64, S. 26.
%) W. vaN RinsuM, Forschungsarb. Ver. d. Ing. Heft 228. 1920.

10*
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und einem damit metallisch verbundenen und dazu senkrecht stehenden Blech
mit einem beweglichen Blechschieber mit Skaleneinteilung, durch den die Ober-
fliche des MeBgerites verdndert werden kann. Man kann bei bekannter Ober-
flachentemperatur durch Verstellen des Schiebers erreichen, dafl das in der Mitte
des Plittchens angebrachte Thermoelement zu hohe oder zu niedrige Temperatur
anzeigt, und das Instrument daher empirisch auf richtige Temperaturangabe
einstellen ).

In der technischen Gasanalyse macht man insbesondere bei Rauchgas-
priifungen nach dem Vorgang von KoOEPSEL?) Gebrauch von der verschieden
groBen Kiihlwirkung verschiedener Gase, die z. B. aus Gleichung (70b) ohne
weiteres hervorgeht?). Man saugt dabei das zu untersuchende Gasgemisch in
einem Rohrchen an einem elektrisch geheizten Draht vorbei, kiihlt diesen da-
durch je nach der Art des Gemisches verschieden stark und zieht aus der mit
der Abkithlung verbundenen Anderung des elektrischen Widerstandes des
Drahtes Schliisse {iber die Zusammensetzung des Gasgemisches. Bei der prak-
tischen Ausbildung des Apparates wird gewdhnlich eine Kombination von zwei
Roéhrchen verwendet, in dem einen das zu analysierende Gemisch, in dem
anderen meistens Luft stromt oder ruht. Bei langsamem Strémen des Gases
wird ndmlich, wie ebenfalls aus Gleichung (70b) hervorgeht, die Wirmeabgabe
durch die Geschwindigkeit viel weniger beeinflufit als durch die reine Wirme-
leitfahigkeit. Da nun z. B. Kohlensiure die Wiarme um etwa 409, schlechter
leitet als die iibrigen wesentlichen Bestandteile von Feuerungsabgasen (Stick-
stoff, Sauerstoff, Kohlenoxyd), so kann man ihren Kohlensiuregehalt unter
Anwendung einer Briickenmethode mit ruhender Luft als Vergleichsgas leicht
bestimmen?).

KoEpPsEL?) hat wohl auch als erster vorgeschlagen. die Widerstandsabnahme
eines Heizdrahtes infolge der abkiihlenden Wirkung vorbeistrémenden Gases
zur Messung der Gasgeschwindigkeit zu benutzen. Unabhingig davon
scheint bald nachher KENNELLY?) auf den gleichen Gedanken gekommen zu
sein. Die ersten Messungen dariiber haben BorpINI®) und MoORRIS?) ausgefiithrt
und beschrieben. Ein iiber den Querschnitt der Strémung integrierendes Anemo-
meter hat GERDIEN®) angegeben. Eine sehr ausfithrliche, vom theoretischen wie
vom praktischen Standpunkt gleich bemerkenswerte Darstellung des ganzen
Gegenstandes hat King®) verodffentlicht. Keiner dieser Forscher scheint von
den Arbeiten seiner Vorginger etwas gewuBt zu haben, mit Ausnahme von
KinG, der auch die einschligige Literatur ausfithrlich behandelt, dem jedoch
gerade die Arbeit von KOEPSEL, der die Prioritdt vor allen gebiihrt, entgangen
zu sein scheint. Bei dem von King ausgebildeten Hitzdrahtanemometer wird
ein einziger feiner Draht in die zu untersuchende Strémung gebracht. Das

1) Weiteres iiber die Messung von Oberflichentemperaturen s. in dem obenerwihnten
Buch von KnoBrLaucH u. HENCKyY. Die Oberflichentemperaturmessung in der Elektro-
technik ist behandelt bei M. Jakos, Arch. {. Elektrot. Bd. 8, S. 126. 1919.

?) A. KoEepser, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 10, S. $14. 1908.

3) Gleichung (70b) bezieht sich zwar auf eine Gasstromung senkrecht zum Draht,
wahrend man bei dem genannten Verfahren das Gas parallel zum Gas stromen 1a8t. Fir
die Erklarung des Prinzips der Methode ist dies jedoch ohne Belang.

4) Siehe z. B. M. MOELLER, ZS. d. Ver. d. Ing. Bd. 65, S. 1314. 1921.

5 KENNELLY, Trans. Amer. Inst. El. Eng. Bd. 28, S. 363. 1909.

6) U. Borpini, Cim. (6) Bd. 3, S.241. 1912 (April).

7) I. T. Morr1s, Engineer vom 27. Sept. 1912.

8) H. GERDIEN, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 15, S. 961. 1913; s. auch H. GERDIEN u.
R. HoLM, Wiss. Veroffentl. a. d. Siemens-Konz. Bd. 1, S. 107. 1920.

% L.V. King, Phil. Trans. (A) Bd. 214, S. 373. 1914 u. Proc. Roy. Soc. London
Bd. 90, S.563. 1914.
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Instrument ist daher besonders geeignet zur Untersuchung der Geschwindig-
keitsverteilung in turbulenten Strémen und an Stellen hoher Temperatur-
gradienten, wie sie besonders nahe an Winden und Strémungshindernissen
bestehen. Der Vorzug des einzelnen feinen Drahtes besteht darin, daBl das
MeBorgan keine nennenswerte Storung der Strémung hervorruft.

Die verschieden gute Kiihlwirkung der Gase wird aber nicht nur meB-
technisch benutzt. In der Elektrotechnik werden fiir mancherlei Zwecke
Eisenwiderstinde verwendet, bei denen groBe Wirmeabgabe und somit hohe
Strombelastbarkeit dadurch erzielt wird, daB8 die Drihte in einer Wasserstoff-
atmosphire in Glaskolben gelagert sind. In ganz dhnlichem Vorgehen hat man
neuerdings grofe, schnellaufende elektrische Maschinen in ein Gehiuse gesetzt,
durch das nicht Luft, wie bisher iiblich, sondern Wasserstoff gepumpt wird, der
dann die in der Maschine aufgenommene Wirme in einem Réhrenkiihler an
Wasser abgibt; der abgekiihlte Wasserstoff tritt dann wieder in die Maschine
und beginnt seinen Kreislauf aufs neue. Durch Anwendung von Wasserstoff
erreicht man nicht nur, daB der Reibungsverlust viel geringer und der Korona-
effekt (ds. Handb. XVII) in den Hochspannungswicklungen der Maschine
weniger schddlich wird, sondern vor allem auch, daB sich die Maschine bei
gleicher Leistung weniger erwdrmt, einmal wegen der guten Wirmeleitung des
die Zwischenrdume in den Wicklungen ausfiillenden Wasserstoffs und dann
wegen der im Vergleich zur Luftkithlung besseren Wirmeabgabe der Oberflichen
der Maschine, iiber die das Gas mit groBer Geschwindigkeit hinweggeblasen
wird. Man kann daher fiir gleiche Leistung bei einer bestimmten zuldssigen
Erwirmung die Maschine kleiner dimensionieren und kommt auch im Vergleich
mit Luftkiihlung im geschlossenen Kreislauf zu kleineren Kiihlern. Versuche
im GroBen mit diesem Kiihlverfahren, das erstmals im Jahre 1916 von Max
SCHULER angegeben worden zu sein scheint?), sind von KNnowLTON, RICE und
FREIBURGHOUSE!) verdffentlicht worden.

46. Der Temperatursprung an derWand bei verdiinnten Gasen. In der diesen
Abschnitt einleitenden Ziff. 40 haben wir betont, daf3 die Wirme von einer Wand
an ein Gas im allgemeinen ohne Temperatursprung iibergehe. Bei der Strémung
eines Gases lings einer Wand muf3 man sich die der Wand néchstliegenden Teil-
chen in Ruhe und von da in einer Grenzschicht schnelle Zunahme der Geschwindig-
keit vorstellen. Nur bei starker Verdiinnung des Gases tritt, wie KunDT und WAR-
BURG entdeckt haben, ein Gleiten des Gases an der Wand ein. Vom Standpunkt
der kinetischen Gastheorie muBl ein diesem Phinomen vollkommen analoges
beim Wirmeiibergang bestehen, ndmlich ein Temperatursprung an der Wand,
wie KuNpT und WARBURG vorausgesagt haben?).

Bezeichnet man beim Strémen eines Gases lings einer Wand mit v die Ge-
schwindigkeit des Gases, mit v’ die der Wand, mit # eine von der Grenzfliche
ins Innere des Gases gezogene Normale, so gilt die Beziehung

dv

Z.d7=v—zr, (76)
‘wobei { eine Gleitzahl®) bedeutet. Die analoge Gleichung fiir den Fall des Wirme-
iibergangs lautet a0

§~W=19—19', (77)

1) E. KNowLToN, CH. W. RIcE u. E. H. FREIBURGHOUSE, Journ. Amer. Inst. Electr.
Eng. Bd. 44, S. 724. 1925; vgl. auch R. Ponr, Arch. {. Elektrot. Bd. 12, S. 361. 1923.

2) A. Kunpt u. E. WARBURG, Pogg. Ann. Bd. 156, S.177. 1875.

3) Mit geringer Abinderung der von HELMHOLTZ eingefithrten Bezeichnung ,,Gleitungs-
koeffizient'*.
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wenn ¢ die Temperatur des Gases, ¥ die der Wand und somit (¢ — ') der
Temperatursprung ist. Im allgemeinen ist die Temperatursprungzahl & = 0.
Bei verdiinnten Gasen hat aber SMorLucHOWsKI in der Tat den von KUNDT und
WARBURG vorausgesagten Temperatursprung nach deren Methode!) zur Be-
stimmung der Warmeleitzahl von Gasen (s. Ziff. 38) und durch eine stationire
MeBmethode?), bei der der Temperaturabfall in den zwei Zwischenriumen von
drei ineinandergesteckten Metallzylindern gemessen wurde, experimentell nach-
weisen konnen. Hiernach ist & der mittleren freien Weglinge der Gasmolekiile
proportional, kann also bei verdiinnten Gasen betrichtliche Werte annehmen.

Fir Luft fandb SmorLucHOWSKI & = 0,0000171 -7%0 [cm],

fir Wasserstoff & = 0,000129 - -7% [cm],

wobei p den Druck in mm Qu.-S. bedeutet. Auffallend ist dabei der groBe Wert
von & fiir Wasserstoff. Wihrend nimlich KunDT und WARBURG fanden, dal3 {
fiir Wasserstoff und Luft anndhernd dasselbe Vielfache der mittleren Weglinge
betrigt, ist & fiir Luft 1,70, fir Wasserstoff aber 6,06 mal so grof3 als die mittlere
Weglinge. Spiter hat WARBURG3) das Versuchsverfahren verbessert, indem er
statt Glasgefillen zwei mit 1 mm Abstand ineinandergesteckte Messinggefdl3e
von Reagensglasform verwandte, deren inneres Wasser und einen Riihrer ent-
hielt, wihrend das duBere in schmelzendes Eis gebracht wurde; durch das geringe
Wirmeleitvermogen des Glases bedingte Fehler wurden dadurch vermieden. Mit
diesem Apparat erhielt GEHRCKE?) statt der obenerwdhnten Faktoren 1,70 und
6,96 die Werte 1,83 und 5,70, also immerhin qualitativ eine Bestitigung der
Beobachtungen SMOLUCHOWSKIS.

Beziiglich der von SmorucHOwSKI (a. a. O.) gegebenen gastheoretischen
Deutung des Temperatursprungphidnomens muf auf Bd. IX dieses Handbuches
verwiesen werden. Dagegen soll hier noch eine, ebenfalls von SMOLUCHOWSKI®)
angeregte praktische Anwendung des Temperatursprungs besprochen werden.

Nach der Definitionsgleichung (77) wiirde ein Temperaturabfall von der
GroBe des Temperatursprunges (¥ — ') auch erfolgen, wenn die Wand um eine
Strecke & in der Richtung —# weiter herausgeriickt wire; & aber ist propor-
tional und der GréBenordnung nach gleich der mittleren Weglinge. Wir be-
trachten nun die Wiarmestrémung zwischen zwei parallelen, um eine Strecke I
voneinander entfernten Winden in einem Gas, dessen Wirmeleitzahl 1 sei.
In diesem Falle ist

1@y — Dy

0= 1T =0, (1)

Schiebt man nun eine sehr gut leitende Platte von der Dicke 4 in den Zwischen-
raum, so wird die von der Warme zu durchlaufende Gasstrecke um 4 verkleinert,
durch die Temperaturspriinge an den beiden Flichen der eingeschobenen Platte
aber um 2 & vergrofert. Statt [ ist also in Gleichung (1) I — d + 2§ einzusetzen.
Bei zunehmender Verdiinnung des Gases wird 2 § immer gré8er und schlieBlich
groBer als d. Von da an nimmt die Warmeleitung der Gasschicht um so mehr ab,
je mehr Zwischenwidnde man einschiebt. In verdiinnter Luft kénnte also durch

1) M. SmorucHowsKI, Wied. Ann. Bd. 64, S. 101. 1898.
2) M. SmoLucHOowsKI, Wiener Ber. Bd. 108 (IIa), S. 5. 1899.
3) E. WarBURG, Ann. d. Phys. (4) Bd. 2, S. 102. 1900.
4) E. GEHRCKE, Ann. d. Phys. (4) Bd. 2, S. 107. 1900.
5 M. SmorLucHowsKI, Bull. de I’Acad. de Cracovie 1910, S. 129 u. 1911, S. 548, sowie
Referat vom II. Internat. Kaltekongre Wien 1910.
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Einlegen vieler paralleler Metallwinde die Warmeleitung verringert werden.
SmorLucHowsKI hat vorgeschlagen, Riume mit verdiinntem Gas mit feinen
Pulvern auszufiillen, um auf diese Weise viele Ubergangs- und Temperatur-
sprungstellen zu schaffen. Auf diese Weise fand er z. B. fiir Zinkstaub von
0,0062 mm Kornstirke bei einem Luftdruck von 25 mm Qu.-S. bereits einen
groBeren Wirmeleitwiderstand als bei konvektionsfreier Luft. Es scheint nicht
ausgeschlossen, daB das SmorucHowskKIsche Isolierverfahren noch praktische
Bedeutung gewinnt. '

VIII. Wiarmeleitung in einer Folge von festen,
flissigen und gasférmigen Korpern (Wéirme-
durchgang).

47. Bestimmung der Wirmedurchgangszahl aus den Wirmeleitzahlen
und Wérmeiibergangszahlen der Anordnung. Apb. 35 stelle drei parallele
Winde Fo3, Fy4, Fg, aus verschiedenen Stoffen dar, die an bewegte Fliissig-
keiten oder Gase G;, G,, Gg angrenzen und von einer linearen Wirmestrémung
durchsetzt werden sollen, und zwar stréme durch ein Flichenstiick f in der
Zeit ¢ die Warmemenge Q. Die Dicke der Fos For

F&?
Winde sei mit ly;, 5, lg;, die Temperatur 7 w
ihrer Oberflichen mit ¥,, ¥, ¥, ¥, 9, Gy Go R 16
die einheitlich gedachte Temperatur der % \\\\ 0
Flissigkeiten oder Gase mit ¢,, ¥,, ¥, be- -{%t% / 1912»195\\ o
zeichnet. Agg, s, Ag; seien die Wirmeleit- ’ 7 7 \{% ¢
zahlen der Winde, &5, &4y, &4, g die %
Wiarmeiibergangszahlen an den verschie- 4
denen Ubergangsflichen. Dann gelten nach B g 157~
Qlexchung (1) und (4) die folgenden Be- sy, 35. Warmedurchgang durch
ziehungen: eine zusammengesetzte Wand.
Q=0 —9)f-¢,
A
Q:fi(ﬁz—ﬁs)f't,
23
Q=050 — )/,
Q=045 —95) /¢,
Ase g
Q= ‘15‘6(")5 — ) [t
56

Agr
Q=7 W= Df-t,

7
Q = qg (V7 — D) f 2.

Aus diesen 7 Gleichungen lassen sich die Temperaturen &,, ¥, ¢,, ¥;, ¥ und 9,

eliminieren, und man erhilt so, wenn man noch fiir m nach der
1~ Vg)/*
Definitionsgleichung (5) die Warmedurchgangszahl % einfithrt:
k= 1
1_+ Loy +L+L+L5ﬁ_+,lﬁﬁ7_+,,1

X1 Ao Gy Kg5 As Aeq Qg
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oder, wenn man nun durch das Zeichen 2 eine beliebige Anzahl aufeinander-
folgender Wirmeleitungen und Wirmeiiberginge kennzeichnet

P (78)

1 I
2at2T
Die Berechnung wird besonders bequem, wenn man die reziproken Werte von %,

x und % einfithrt, die mit K, 4 und A bezeichnet und wie in Ziff. 5 Wirme-

widerstinde genannt werden mogen. Gleichung (78) geht dann fiber in
K=3A4234. (78a)

Man kann also den gesamten Wirmedurchgangswiderstand einer Anordnung
durch Summieren der einzelnen Wirmeleit- und Wirmeiibergangswiderstande
in vollkommener Analogie zur Berechnung hintereinander geschalteteter elek-
trischer Widerstinde berechnen und ist in der Lage, wenn man die Wirmeleit-
zahlen und Warmeiibergangszahlen einer komplizierten Anordnung, z. B. der
Winde eines Hauses, nach den Lehren der vorigen Kapitel kennt, daraus ihren
gesamten Warmewiderstand zu berechnen.

Praktisch besonders wichtig und hiufig ist der Fall nicht ebener, sondern
kreiszylindrischer, konaxial angeordneter Wénde, die radial von Wirme durch-
stromt werden. Dieser Fall liegt z. B. bei einem Rohr vor, das von einer heiBlen
Fliissigkeit durchstromt wird, auflen mit einem Warmeschutzmittel {iberzogen
ist und Wirme an die umgebende Luft abgibt. Auch fiir diesen Fall 148t sich
unter Benutzung von Gleichung (28) eine der Gleichung (78) entsprechende
einfache Gleichung leicht ableiten.

48. Der Wirmedurchgang bei verdnderlicher Warmestromung. Ganz
besonders verwickelt ist das Problem des Warmedurchganges bei nicht stationérer
Strémung, das in der Technik sehr hiufig auftritt. Es scheint in der Regel ein
verzweifeltes Beginnen, eine derartige Aufgabe rechnerisch iiberhaupt 16sen zu
wollen. Nun lassen sich aber die in der Praxis eine Rolle spielenden Kérper viel-
fach niherungsweise durch einfache geometrische Kérper ersetzen, fiir die unter
gewissen vereinfachenden Annahmen die Losung der Aufgabe méglich ist. In
Erkenntnis dieser Sachlage hat GROBER!) die Erwidrmung und Abkiihlung
einiger einfacher geometrischer Korper berechnet und seine Ergebnisse in eine
Form gebracht, in der sie allgemein leicht verwendbar sind.

Die von ihm geloste Aufgabe lautet: Eine Kugel (bzw. ein sehr langer
Zylinder oder eine sehr groBe Platte) von einheitlicher Anfangstemperatur #,
wird plétzlich in eine Umgebung von anderer Temperatur gebracht, die stets als 0
bezeichnet wird, von der aus also die Temperatur gezihlt werden soll: 1. wie
verliduft die Oberflichentemperatur ¢, des Korpers mit der Zeit ¢; 2. wie die
Temperatur 4,, seines Mittelpunktes; 3. welche Wiarme Q wird bis zur Zeit ¢
abgegeben?

Die Losung der Differentialgleichungen fithrt unter der vereinfachenden
Annahme konstanter Wirmeleitzahl, Temperaturleitzahl und Wirmeiibergangs-
zahl zu f{folgenden Ausdriicken?): (Bedeutung der Bezeichnungen s. weiter
unten):

1) H. GROBER, ZS. d. Ver. d. Ing. Bd. 69, S. 705. 1925.

2) Ableitung s. z. B. H. GROBER, Die Grundgesetze der Warmeleitung und des Warme-
iiberganges, S.44, 51 u. 54. Berlin: Julius Springer 1921.
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1. fir die Kugel vom Radius 7:

9y = ﬂ“Sz'ziinfs;:: 22%,: S Si’v‘:k = ;9,,(15(,(‘1—:, %r) (79a)

Oy = 05215;—“1%3“1 = ﬂa@,,l(‘:—;, > r) (80a)

0= rmcpa, Slo S et (L § ) o
2. fiir den unendlich langen Zylinder vom Radius 7:

By = '922%#% g e Jouz) = 9,9, (ﬁr; %r) (79b)

k=oc 2 at
. o T () ( o )
=rn-lec-y-¥, 4o—e 52— \—e 7 =0, , ¥ 81b)
v 70 2 i + i) =0 17)

3. fiir die unendlich groBe einseitig vollig isolierte Platte von der Dicke 7:

at

sin 0 -
9 — r
Do =9 Z 0O + sindy cos 6,, cos (79a)

0 *5k2a—t
0 -9 —1 Sln L B pr!
" l“% 2 O + sind, e (80¢)
k=00 . at
sin? Jy, ~0
Q_f'ylc'/'ﬁ“k_gi2'6i+6ksin6kcosék(1_e ) (81¢)

Darin bedeuten:
v, die unendlich vielen Wurzeln der Gleichung » cosy =(1 — & - 7/4) sin»,
1 die unendlich vielen Wurzeln der Gleichung u J; (u) = & - /A J,(«), wobei
Jo und J, die BessELschen Funktionen nullter und erster Ordnung sind,
d, die unendlich vielen Wurzeln der Gleichung dsind = (« - 7/4) cosd,
! die Linge eines aus dem unendlich langen Zylinder und
{ die Fliche eines aus der unendlich groBen Platte herausgeschnittenen
Stiickes, das die Wirme @ abgibt.

Da %, wu; und & nur von «-#/A abhingt, sind, wie man sieht, die Summen
Funktionen von nur zwei dimensionslosen GréBen « .#/2 und at/r*. GROBER
bezeichnet diese Funktionen mit @, @,, und ¥ und erhilt statt der Gleichungen
(79a) bis (81c) nur die drei Gleichungen

lo at

190 =’l9a¢0<—l"7', 7) (79)
o at

ﬁm = l()a qjm (7 ) 7) (80)
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Er hat diese Funktionen fiir die drei genannten geometrischen Kérperformen
ausrechnen lassen und die Verhiltnisse 9,/3,, ¢#,/9, und Q/Q, in Zahlentafeln
und Diagrammen dargestellt!). Die Berechnung von #,, #,, und Q fir alle mog-
lichen Verhiltnisse ist damit auf eine einfache Division reduziert.

Aus dem Fall der einseitig isolierten Platte folgt unmittelbar der der beider-
seits freien Platte durch die Uberlegung, daB3 im zweiten Fall in gleichem Abstand
von den freien Flichen aus Symmetriegriinden keine Wiarme nach der einen oder
anderen Fliche strémt. Man kann die beiderseits freie Platte also durch Zer-
schneiden durch eine mittlere Ebene als zwei einseitig vollig isolierte Platten
von halber Dicke darstellen.

Temperaturschwankungen in Metallwinden hat in besonders sorgfiltiger Weise
NAGEL?) mittels feiner Thermoelemente und eines Saitengalvanometers an einer
Gleichstromdampfmaschine gemessen und EICHELBERG®) am Beispiel eines Zwei-
takt-Dieselmotors rechnerisch behandelt. Die von dem letztgenannten Forscher
betrachteten Winde grenzen einerseits an Kiithlwasser und haben dort unver-
anderliche Temperatur, andererseits an das Gas des Motors, dessen Temperatur
aus dem Indikatordiagramm als eine periodische Funktion der Zeit gegeben ist
und nach FOURIER in eine unendliche Reihe zerlegt werden kann. EICHELBERG
beschrinkt sich nicht auf den von GROBER behandelten Fall konstanter Warme-
iibergangszahl, sondern beriicksichtigt auch die zeitlichen Anderungen dieser
GroBe, die auf Grund einer Gleichung von LaTzko und einiger Versuche von
EicHELBERG wihrend eines Umlaufs der Maschine zwischen etwa 100 und 1500
schwanken soll. Beziiglich der Einzelheiten muf auf die Originalarbeit verwiesen
werden. Aus dem Ergebnis soll nur folgendes erwihnt werden: Trotzdem die
Gastemperaturen in den weiten Grenzen von ungefihr 1500° schwanken, beein-
flussen die Temperaturschwingungen in der Wand den stationdren Temperatur-
verlauf nur bis zu einer Tiefe von etwa 5 mm. Gleichwohl schwankt die Warme-
abgabe des Gases an die Wand wihrend eines Umlaufs zwischen - 1,1 108
und —0,02-10%kcal -m~-2-h-1. Die negativen Betrige treten wihrend der
Kompressionsperiode ein und bedeuten ein Riickstrémen von Wirme aus der
Wand (bis zu einer Wandtiefe von kaum 1 mm) an das Gas.

Ein anderer Fall von besonderer praktischer Bedeutung ist der des Anheizens
von Riumen, Dampfkesseln u. dgl. Auch dabei spielt die reine Warmeleitung
durch die Widnde und der Warmeiibergang gleichzeitig eine Rolle. Die ein-
schligigen Aufgaben kénnen mit Benutzung von Differenzengleichungen sehr ein-
fach nach einem von SCHMIDT%) angegebenen graphischen Verfahren geldst werden.

49. Zwei Eigentiimlichkeiten der Wirmeleitung und ihr EinfluB auf
Forschung und Erkenntnis. Aus den Ausfithrungen der vorstehenden Abschnitte
wird man gewi3 den Eindruck gewonnen haben, dal} eine auBerordentlich um-
fangreiche Arbeit auf die Erforschung der Warmeleitung verwandt worden ist,
und man wird vielleicht den Wirkungsgrad dieser Forschung, wenigstens was die
in den Abschnitten IT bis VI hauptsichlich behandelte Ermittlung der wichtigsten
Grundeinheit, der Wirmeleitzahl der Stoffe, anlangt, als nicht sehr befriedigend
ansehen. Entspricht nun die Bedeutung des Wéarmeleitungsproblems der auf-
gewandten Arbeit, und woher kommt das ungiinstige Verhiltnis zwischen Arbeit
und Erfolg?

1) Siehe H. GROBER, ZS. d. Ver. d. Ing. Bd. 69, S. 705. 1925.

2) A.NAGEL, ZS. d. Ver. d. Ing. Bd. 57, S.1074. 1913; s. auch M. Jakos, Arch. {.
Wiarmewirtsch. u. Dampfkesselwes. Bd. 7, S. 90. 1926.

3) G. EICHELBERG, Forschungsarbeiten, herausgeg. vom Ver. d. Ing. Heft 263, S. 17
bis 22. 1923.

4) E. ScaMIDT, Festschr. zum 70. Geburtstag Aua. FoppLs, S. 179, Julins Springer 1924,
u. Gesundheits-Ing. Bd. 47, S. 585. 1924.
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Die Bedeutung der Warmeleitung firr die physikalische und technische
Forschung kann kaum iiberschidtzt werden, weil die Temperatur, ihre Unter-
schiede und Schwankungen und der dadurch bedingte Wirmeaustausch in der
Natur und im Gewerbe bei fast jedem ProzeB eine Rolle spielen. Diese universelle
Bedeutung der Warmeleitung, wie die im Vergleich mit anderen Gebieten der
Naturwissenschaften geringen Erfolge der MeBtechnik werden durch zwei Eigen-
timlichkeiten der Warmeleitung bedingt, nimlich durch das Fehlen natiirlicher,
praktisch vollkommener Isolatoren und durch die Langsamkeit des Warme-
austausches. Es liegt nahe, die Leitung der Elektrizitit zum Vergleich heran-
zuziehen: Den elektrischen Strom kann man in genau vorgeschriebenen Bahnen
lenken, weil man sehr vollkommene elektrische Leiter und noch vollkommenere
Isolatoren besitzt, und die iiberaus groBe Geschwindigkeit der Fortleitung der
Elektrizitdt 1aBt viele elektrische Vorginge auch schnell iiberblicken.

Fir die Wiarmeiibertragung fehlen aber vollkommene Isolatoren (das die
Wirmeleitung unterdriickende Vakuum ist andererseits ein vollkommenes Medium
fiir die Warmetibertragung durch Strahlung). Daher breitet sich die Wirme
tiberall durch die Materie fort, und alle Warmemessungen begegnen der grofen
Schwierigkeit, dal man die zu messende Energie nicht in bestimmten Bahnen
halten kann und daher komplizierte Wiarmeverlustberechnungen nétig hat. Die
langsame Ausbreitung der Wiarme durch Leitung andererseits bringt es mit
sich, dafl man bei Versuchen entweder sehr lange auf stationire Zustinde warten
oder mit den schwierigen Gleichungen des nicht stationidren Zustandes arbeiten
muB. Man vergleiche die Messung des elektrischen Widerstandes eines Metall-
drahtes, die etwa auf 19, genau erfolgen soll, und die der Wirmeleitfihigkeit!
Im ersten Fall: Einschalten des Drahtes in eine Leitung und Momentanmessung
von Strom und Spannung. Die Messung der Wirmeleitfihigkeit eines Stabes
auf 19, aber ist eine Aufgabe, die hochstens in vorziiglich eingerichteten Instituten
mit groffem Aufwand von Zeit und wissenschaftlichen Apparaten gelegentlich
gelungen sein mag. Auch die Mefigerite leiden unter diesen Médngeln. Man ver-
gleiche ein Amperemeter mit dem in Ziff. 28 beschriebenen WirmefluBmesser!

Da reine Fliissigkeiten und Gase nicht wie fiir Elektrizitit, so auch fir die
Wirme Isolatoren sind, tritt zu der einfachen Wirmeleitung in der Regel der
Wirmeiibergang zwischen festen Koérpern und mehr oder minder bewegten
Fliissigkeiten oder Gasen, ungewollt oder in beabsichtigter, kiinstlicher Kom-
bination. Hierbei hdufen sich die Schwierigkeiten durch die Verquickung der
komplizierten Vorgidnge der Flussigkeits- und Gasstréomung mit den Gesetzen
der Wiarmeleitung. Immerhin hat man gerade auf diesem in den Abschnitten VII
und VIII behandelten Gebiet neuerdings groBe Fortschritte erzielt.

Die beiden erwihnten Eigentiimlichkeiten und der Miflstand, dafl nur
wenige moderne Physiker auf dem Gebiet der Wiarmeleitung arbeiten, sind schuld
daran, dal} eine so einfache Materialkonstante wie die Wirmeleitzahl fiir viele
Stoffe noch recht ungenau bekannt ist, und da8 daher wichtige experimentelle
Grundlagen nicht nur fiir die Erforschung des Mechanismus der molekularen
Wirmeiibertragung, sondern fiir unsere ganze Kenntnis vom Aufbau und den
inneren Kraften der Materie noch fehlen.



Kapitel 3.

Thermodynamik der Atmosphére.

Von
A. WEGENER, Graz.
Mit 4 Abbildungen.

a) Die vertikale Druckabnahme.

1. Die barometrische Hohenformel. Erhebt man sich in der Atmosphire
um die kleine Héhe d% (gemessen in m), so nimmt der Luftdruck p (gemessen
im m-kg-sec-System) um das Gewicht der Luftsiule von der Hohe d/4 ab:

ap=—g-o-dh,
wo g die Schwere, also unter 45 ° Breite und im Meeresniveau gleich 9,806 m/sec?,
und p die Dichte der Luft oder die Masse (in Kilogramm) eines Kubikmeters
Luft ist. Vergleichen wir diese fiir den Druck p und die absolute Temperatur T

giiltige Dichte ¢ mit derjenigen g, bei Normaldruck (p,) und 273° absolut, so
muf} sein:

e_2?.23
Qo po T~
was eingesetzt die Differentialgleichung der vertikalen Druckabnahme ergibt:
ap Qo 273
}—z—g-%-TwZ}z. (1)
Der Ausdruck:
Po, 1 _
% 273

ist die fiir das betreffende Gas oder Gasgemisch charakteristische ,,Gaskonstante®.
Um ihren Zahlenwert fiir trockene atmospharische Luft gew6hnlicher Zusammen-
setzung zu erhalten, hat man fiir p, den Normaldruck in m-kg-sec-Einheiten
einzusetzen, d. h. 10333 kg - g4s = 101325 kgm~1.sec~2, und fir g, den Wert
1,293 kg/m®. Damit erhdlt man
R =287 m?-sec™2-grad-1.
An Stelle dieser Gaskonstante R wird jedoch in der Meteorologie oft eine

andere Konstante

b1 _py

Q £

benutzt, die also mit R in der Beziehung steht:

gH=273R.
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Dieser Konstanten H 14Bt sich eine physikalische Bedeutung beilegen. Da nim-
lich der Ausdruck
g0 H =1,

der gesamte Normalluftdruck, also das Gesamtgewicht einer Luftsiule vom
Einheitsquerschnitt bis zur Grenze der Atmosphire, darstellt, go, aber das Ge-
wicht der untersten Hoheneinheit dieser Luftsiule ist, so wire offenbar H die
Hohe der Atmosphire, wenn die Luftdichte in allen Hoéhen die gleiche wire,
wie es bei einem inkompressiblen Medium der Fall sein miite. Man nennt des-
halb H die ,,Hohe der homogenen Atmosphire’. ZahlenmiBig erhdlt man
fiir trockene Luft gewéhnlicher Zusammensetzung:

H = 7991 m?).

Je nachdem wir die Konstante R oder H verwenden, schreibt sich unsere
Differentialgleichung (1):

ap g 17
}f) RT (12)
oder
at — lgﬁ
T ah . (‘lb)

Wir werden im folgenden von beiden Formeln Gebrauch machen. Zur
Berechnung der vertikalen Druckabnahme in der Atmosphére benutzt man ge-
wohnlich die Form (1b) mit der Konstante H. Im Falle die Temperatur T in
bezug auf die Hohe konstant ist, 1iBt sich die Integration ausfiihren, und wir
erhalten:

1 273

lognatp = konst. — T h

Diese Gleichung muB auch fiir 4 = 0 gelten, wo p = p, ist. Setzen wir diese
Werte ein, so zeigt sich, daB die Integrationskonstante gleich lognatp, ist. Wir
konnen daher schreiben:

Po 1 273
1 oy 22,
og nat(p) i T h
Multiplizieren wir beide Seiten der Gleichung noch mit dem Modul der BRIGG-
schen Logarithmen 0,43429, so bekommen wir links statt des natiirlichen den

BricGschen Logarithmus und rechts statt H die sog. ,,Barometerkonstante”

h%dul’ die fiir Luft gleich 18400 m ist. Fihren wir noch Celsiusgrade und den
Ausdehnungskoeffizienten aller Gase « :—2;—3 ein, so erhalten wir die baro-
metrische Hoéhenformel in ihrer einfachsten Gestalt:
bq h
log{(=*|=-—————, 2
°g<¢>> 18400(1 + at) @)

wobei 4 in Metern ausgedriickt ist.

Die Voraussetzung fiir die Integration war, wie erwdhnt, dall die Tem-
peratur in dem ganzen Héhenintervall 4 konstant ist. Dies ist nun in Wirklich-
keit nicht der Fall, in der Regel nimmt vielmehr die Temperatur mit der Hohe

1y Bei Beriicksichtigung der vertikalen Abnahme der Gravitation 8001 m, bei weiterer
Beriicksichtigung auch der inneren Gravitation der Atmosphire 8000 m (EMDEN).



158 Kap. 3. A. WEGENER: Thermodynamik der Atmosphére. Ziff. 2.

ab. Man benutzt deshalb fiir ¢ das arithmetische Mittel der Temperaturen der
unteren und oberen Station. Weicht der Temperaturverlauf zwischen den beiden
Stationen stark vom linearen ab, oder ist der Hohenunterschied sehr groB3, so
teilt man das ganze Intervall in mehrere Teilabschnitte, die einzeln berechnet
werden. Eine analytische Beriicksichtigung der vertikalen Temperaturver-
teilung fithrt zu ziemlich komplizierten Ausdriicken und hat dabei wenig Wert,
weil die vertikale Temperaturinderung je nach der Wetterlage starken Ande-
rungen unterworfen ist und sich nicht streng in eine Formel bringen 148t.

Weiter gilt unsere Formel (2) nur fiir trockene Luft, und auflerdem ist die
Verinderlichkeit der Schwere mit der geographischen Breite und mit der See-
héhe vernachldssigt. Beriicksichtigt man diese Einfliisse, so kommt man auf
die komplizierteren Formeln der praktischen barometrischen Hohenmessung,
von denen wir nur diejenige von JORDAN anfiihren:

%) (1 + 0,00265 cos2¢) (1 + 27_}‘) ,

worin & das Verhaltnis des Wasserdampfdrucks zum Luftdruck als Mittel

Al = 18400 log<;b°\ + ) (1 + 0,377

fiir die betrachtete Luftsiule, ferner ¢ und % die geographische Breite und See-
héhe, beides als Mittelwerte beider Stationen, und » den Erdradius bedeutet.

2. Barometrische Hohentafeln. Die im vorangehenden entwickelte
statische Grundgleichung der Atmosphire hat strenge Giiltigkeit nur in ruhender
Luft. Bei bewegter Luft kénnen Abweichungen davon (vertikale Gradienten)
auftreten von #dhnlicher GroBenordnung wie die bekannten horizontalen Luft-
druckgradienten. Wegen der geringen Héhe der in Frage kommenden Schichten
erreichen diese Abweichungen jedoch mit seltenen Ausnahmen niemals solche
GroBe, daB sie durch Messung feststellbar wiren. Infolgedessen spielt die Druck-
verteilung in der Vertikalen in der Meteorologie nicht die Rolle eines Beobachtungs-
elementes, sondern 14Bt sich, wenn nur die Temperaturverteilung bekannt ist,
stets mit geniigender Genauigkeit aus der statischen Grundgleichung berechnen.
Dafiir gewinnt man die Moglichkeit, auf die direkte Messung der H6he zu ver-
zichten und statt dessen den Druck zu beobachten, der dann mit Hilfe der Tem-
peratur die Hohe exakt zu berechnen gestattet (barometrische Hohenmessung).
So dient der Druck bei allen aérologischen Beobachtungen ausschlieBlich zur
Hoéhenbestimmung, und selbst zu geoditischen Zwecken wird diese Methode
vielfach verwendet, wenn sie auch an Genauigkeit hinter der trigonometrischen
Hoéhenmessung zuriicksteht.

In der Praxis benutzt man dazu jedoch nicht die oben angegebene Formel,
sondern die nach derselben entworfenen Hohentafeln. Diejenigen von JORDAN?),
die bis 8000 m Hohe reichen, gelten fiir mitteleuropédische Verhiltnisse. Sie
geben die Seehohe einfach als Funktion des Luftdruckes. Man entnimmt der
Tafel die Hohen beider Luftdruckstationen und benutzt ihre Differenz, um
von der bekannten auf die unbekannte Hohe zu schlieBen.

Fiir Uberschlagsrechnungen kann man die Tabelle 1 benutzen.

Die zwischen die Hohenzahlen gedruckten kleinen Ziffern dienen zum
Interpolieren und geben (in der Vertikalreihe) die Héhenidnderung pro Milli-
meter Luftdruckinderung und (in der Horizontalreihe) diejenige Héhendnderung,
die einer Anderung der Mitteltemperatur um 1° entspricht.

Fiir wesentlich andere Breiten, andere klimatische Verhiltnisse sowie fiir
sehr groBe Hoéhen werden die JorpDaNschen Tafeln merklich fehlerhaft. In

1) 'W. JorDAN, Barometrische Hohentafeln fiir Tiefland und fiir groBe Hohen. Han-
nover 1896.
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solchen Fillen sind die Hdéhentafeln Tabelle 1.
von ANGOT?!) vorzuziehen, die zundchst Berechnung der Seehéhe aus dem
fiir trockene Luft, 0° C und 45 ° Breite Barometerstand.
gelten, aber alle Korrektionen in Neben- P Temperatur
tafeln enthalten. nmm ) +20° o° — 20°
Fiirdie Stratosphirengrenze (11 km 750 114 o4 106 o4 98
Hohe; siehe Ziff. 4) ergibt sich, wenn 700 ’;:190 ve 161'508 a4 18629
im Meeresniveau 755 mm angenom- 128 " e T e
men wird und die Mitteltemperatur 650 | 1349 48 1252 47 1158
+9 —55 o o 3 e
— = —23° ist, ein Luftdruck 600 21%0 74 1183’%2 7.0 112’591
von 168 mm. Rechnet man von hier 330 2,76,951 101 2155839 7 ?;39,5
aus mit der konstanten Temperatur 500 312124 13,1 312592 12,6 31 15 %1
—55° weiter, so wird der Luftdruck in 450 | 4553 164 4105 157 3384
15 km Hohe 90 mm, in 20 km Héhe 20,3 18,9 17,4
41mm. Der niedrigste bisherin der Atmo- 400 15539 200 5138 192 4753
sphire registrierte Druck betrug 10 mm 350 | 6692 243 6207 232 5743
und wurde in 29 km Hohe erreicht. 26,6 24,7 22,8
3. Zusammensetzung und Druck 300 83?,252 0 72‘;,4;1 28 62%4
in den hoheren Schichten. Die bis- 250 | 9596 348 8900 333 8234
herigen Erdrterungen gelten unter der 500 |i1551 417 10087 410 9886

Annahme, dafl das Mischungsverhiltnis
des atmosphérischen Gasgemisches sich mit der Hohe nicht dndert (abgesehen
vom Wasserdampf), was bis zu den bisher mit Ballons erreichten groBten Hohen
von 30 km auch mit geniigender Niherung zutrifft. Fiir sehr groBe Héhen muB
sich diese Zusammensetzung aber, wenn Diffusionsgleichgewicht herrscht, stark
dndern, da nach dem DArTONschen Gesetz jede Gasart sich so verhilt, als ob
die anderen Gase gar nicht vorhanden wiren. Infolgedessen nimmt der Partial-
druck jedes Gases bei Diffusionsgleichgewicht nach seinem eigenen Gesetz mit
der Hohe ab, wobel in der barometrischen Hoéhenformel die charakteristische
Konstante H (oder R) des betreffenden Einzelgases einzusetzen ist. Der Wert
dieser Konstante H ist um so groBer, je leichter das Gas ist. Sie betrigt fiir

Tabelle 2.
Die Konstante H (Hohe der homogenen Atmosphire) fiir verschiedene Gase.
‘Wasserstoff | Helium | Wasserdampf | Neon | Stickstoff | Sauerstoff Argon | Kohlensaure
114 980 58 420 12830 11 600 8861 7229 5801 5226 m

Fiir die spezifisch schweren Edelgase Krypton, Xenon usw. ist sie noch kleiner.
Zunichst ist nun zu beriicksichtigen, daB beim Wasserdampf das DALTON-
sche Diffusionsgleichgewicht auch nicht entfernt erfiillt ist, so daB wir den Wasser-
dampf bei den folgenden Betrachtungen ganz aus dem Spiel lassen miissen.
In der folgenden Tabelle ist ein Vergleich gegeben zwischen den wirklichen
Dampfdrucken, wie sie SURING aus Drachenaufstiegen abgeleitet hat, und den-
jenigen, die sich bei Diffusionsgleichgewicht aus dem am Boden herrschenden
Partialdruck berechnen lassen. Letzterer ist dabei gleich 1 gesetzt:

Tabelle 3. Partialdruck des Wasserdampfes in Abhingigkeit von der Héhe.

Hoéhe. . . . . ... . .] o0 1 2 3 4 5 6 7 8 km
wirkl. Dampfdruck . . . 1 0,68 | 0,41 | 0,26 | 0,17 | 0,11 | 0,054 | 0,028 |0,013
berechnet ,, Ce 1 0,93 | 0,86 0,79 | 0,73 | 0,67 | 0,62 0,57 0,51

!) Von A. DE QUERVAIN neu herausgegeben in Beitrage z. Phys. d. freien Atmosphire
Bd. 1, S. 68.
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Die berechneten Werte kénnen eben aus dem Grunde nicht existieren, weil
die Luft in der Hohe wegen ihrer tiefen Temperatur nicht soviel Wasserdampt
enthalten kann und diesen in Form von Niederschlag immer wieder ausscheidet.

Wir werden daher den Wasserdampf bei den folgenden Berechnungen nicht
berticksichtigen.

Die Druckabnahme mit der Hohe ist um so langsamer, je leichter das Gas
ist. Daher muf} in sehr groBlen Héhen der Partialdruck der Hauptbestandteile
Stickstoff und Sauerstoff an dem zwar von Anfang an kleinen, aber nur langsam
sinkenden Partialdruck der leichten Gase Helium und Wasserstoff vorbeisinken,
so daB schlieBlich diese in der Zusammensetzung vorherrschend werden. Die
Rechnung ergibt, daf} dies etwa in 70 bis 80 km Hohe eintritt. Dagegen treten
Argon, Kohlensdure und die schweren Edelgase mit zunehmender Hohe immer
mehr zuriick, so daf} sie iberhaupt vernachlissigt werden koénnen.

Da der Gesamtluftdruck in jeder Hohe gleich der Summe der Partialdrucke
ist, so sind diese Verhiltnisse auch fiir den Gesamtluftdruck in groBen Héhen
von ausschlaggebender Bedeutung.

Da die Rechnung von den Partialdrucken der Einzelgase am Erdboden aus-
gehen muf, setzt sie eine genaue Kenntnis der Zusammensetzung der Luft am
Erdboden voraus. Nach HANN-SURING?) kann diese folgendermafien angenommen
werden (in Volumprozenten):

Tabelle 4. Zusammensetzung der Luft an der Erdoberflache.

W;izsff;r- Helium Wdzifﬁ)rf' Neon ‘Stickstoﬁ Sauerstoff | Argon ‘ Kohlensiaure
Vol.-% 0,001 |0,0004 (O bis 4) | 0,0012 78,08 ‘ 20,95 0,94 \ 0,03 %
Partialdruck 0,008 |0,00114 0,0114 | 593,41 | 159,22 7,144 | 0,228 mm

Leider sind aber die Mengen gerade der wichtigen leichten Gase Helium
und Wasserstoff nur sehr ungenau bekannt. GAUTIER fand 0,02 Vol.-%, Wasser-
stoff in der Luft, was RAYLEIGH auf 0,00339%, verbessert. CLAUDE fand seinen
Anteil aber sogar kleiner als 0,0001%,, und ebenso gibt neuerdings KroGH?)
an, daBl der Gesamtgehalt an brennbaren Gasen (wobei auch Kohlenwasserstoffe
in Betracht kommen) sicher unter 0,00059%, und wahrscheinlich unter 0,0002%
bleibt. Ebenso ist der Heliumgehalt der Luft erst sehr unsicher bestimmt. Die
gleichfalls groBe Unsicherheit der Menge der Edelgase spielt dagegen, wie er-
wihnt, in diesem Zusammenhange keirie Rolle. A. WEGENER?®) hat ferner die
Hypothese aufgestellt, dal auler den genannten Gasen auch ein noch leichteres
Gas ,,Geokoronium‘‘ an der Zusammensetzung der obersten Schichten beteiligt
ist, welches hier eine ahnliche Rolle spielen wiirde wie das ,,Coronium® in der
Sonnenatmosphire. Obwohl im System der Elemente nach den heutigen Vor-
stellungen kein Platz fiir ein solches Element bleibt, zeigt doch die Sonnen-
korona, dafl dort eine Stofferfiillung irgendwelcher Art besteht, die sich wie
ein solches leichteres Gas verhilt: man nimmt an, daB es sich dabei um Atom-
reste handelt (,,Elektronengas®). Eine analoge duBerste Schicht kénnte auch in
der Erdatmosphire vorhanden sein.

Bei der Berechnung der Zusammensetzung der obersten Schichten wird
meist vorausgesetzt, dafl innerhalb der Troposphire die Zusammensetzung
wegen der vertikalen Durchmischung konstant ist und das Diffusionsgleichgewicht
erst vom Beginn der Stratosphire ab besteht. Die Temperatur oberhalb der
Stratosphédrengrenze wird meist konstant zu etwa —55° angenommen.

1) HANN-SURING, Lehrb. d. Meteorologie, 4. Aufl.
?) A. KrogH, Kgl. Danske Vidensk. Selsk., Math.-fys. Medd. Bd. 1, S. 12. 1919.
%) A. WEGENER, Phys. ZS. Bd. 12, S. 170 u. 214. 1911.
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Die Rechnung liefert nach A. WEGENER folgende Werte in Volumprozenten
fir die Zusammensetzung der verschiedenen Schichten. Die ausschlaggebende
Annahme iiber die Zusammensetzung am Boden ist in der ersten Zeile der Tabelle
enthalten:

Tabelle 5. Zusammensetzung der Atmosphare in verschiedenen Héhen.

Hohe Geokoronium Wasserstoff Helium Stickstoff Sauerstoff Argon
in km in % in 9% in 9% in % 1 in % in 9%
0 0,0008 | 00033 ' 0.0005 781 | 20,9 0,94
20 0 | 0 i 0 85 i 15 0
40 0 . 1 0 88 \ 10 (0]
60 4 : 12 1 77 ‘ 6 0
80 19 ‘ 55 4 21 | 1 0
100 29 : 67 , 4 1 ‘ 0 0
120 32 65 3 0 0 0
140 36 . 62 ‘ 2 0 ‘ 0 0

Ohne das hypothetische Geokoronium ist die Rechnung von HANN und
HumpuREYS durchgefiihrt worden. Letzterer findet z. B. (s. Tabelle 6).

Man erhilt also unter dieser
Annahme fiir den Wasserstoff
niherungsweise die Summe der
in der vorigen Tabelle fiir Geo-

Tabelle 6.

Zusammensetzung der Atmosphire in ver-
schiedenen Hohen nach HANN und HUMPHREYS.

. Hohe Wasserstoff * Stickstoff | Sauerstoff | Argon
koronium und Wasserstoff an- in km in 9 mo | in% | in%
gegebenen Zahlen. ‘

Der Gesamtluftdruck in 20 0,0 . 81,2 18,1 0,6
di hohen Schicht Bi 40 0,7 86,5 12,6 0,2
iesen hohen Schichten muf3 in 100 06.4 3.0 0.0 0,0

entscheidender Weise durch die
Anwesenheit der leichten Gase beeinflult werden. Die folgende Tabelle gibt die
ungefihren Werte fiir verschiedene Annahmen, namlich 1. daB die Zusammen-
setzung ungedndert bleibt, 2. daB Wasserstoff und Helium vorwiegend werden
und 3. daB Wasserstoff, Helium und Geokoronium vorhanden sind.

Tabelle 7. Luftdruck in sehr groBen Hoéhen in mm Hg.

Hoéhe o I 20 40 ‘ 60 80 ‘ 100 | 120 JMokm

1,9 | 0,087 0,0042!0,0001 - -
0,101 0,01751‘0,0091 0,0072 | 0,0058

Keine leichten Gase . . .| 760 4

Wasserstoff und Helium .| 760 | 4

Wasserstoff, Helium und ‘
Geokoronium . . . . .| 760 41,7

1,92 | 0,106 | 0,0192 | 0,0128 | 0,0106 | 0,0090

Ohne das Uberhandnehmen der leichten Gase ergibt sich also der Luftdruck
in 100 km Hohe zu nur 19, desjenigen Wertes, der bei Vorherrschen derselben
gemil dem Diffusionsgesetz resultiert.

Die Frage, ob diese nach dem DALTONschen Gesetz berechnete Sphire der
leichten Gase in Wirklichkeit existiert, wird gegenwirtig noch verschieden be-
antwortet. Einige der fiir sie ins Feld gefithrten Griinde lassen auch andere Deu-
tungen zu, wie die dulere Hérbarkeitszone bei der Schallausbreitung, das Polar-
lichtspektrum u. a. Auch wird geltend gemacht, daB3 die Wasserstoffmolekiile
von der Erdanziehung nur unvollkommen gefesselt werden und sich daher
allmihlich im Weltraum verlieren mii3ten. Indessen ist zu beachten, daB3 dieser
Verlust durch die dissoziierende Wirkung der Sonnenstrahlung auf den Wasser-
dampf und vielleicht noch andere Ursachen fortwahrend ersetzt werden kann,
so dafBl dieser Einwand nicht zwingend ist.

Handbuch der Physik. XI. 11
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Jedenfalls deutet eine Anzahl von Beobachtungstatsachen auf die Realitit
dieser Zone der leichten Gase hin. Z. B. zeigen die Luftproben, die man aus dem
oberen Teil der Troposphire und dem unteren Teil der Stratosphire herab-
gebracht hat, bei ihrer Untersuchung stets eine Anreicherung an leichten Gasen.
So ergab sich z. B. nach TETENS!) der Gehalt an den 3 Gasen Helium, Neon
und Wasserstoff am Boden zu 26,2 cmm pro Liter, in Luft aus 8000 m Héhe aber
zu 37,7. Zu dhnlichen Ergebnissen kam Wi1GaND2) bei Luftproben aus 9000 m
Héhe. Und KonscHEGG?) fand bei der spektroskopischen Untersuchung, daB
die in der Bodenluft nicht nachweisbaren Wasserstofflinien in H&hen bis zu
7800 m deutlich im Rot sichtbar wurden. Hiernach muf} also angenommen werden,
daB bereits in der Troposphire trotz ihrer vertikalen Durchmischung eine An-
reicherung der leichten Gase mit der H6he vorhanden ist.

Weiter spricht fiir die Realitit der Zone leichter Gase auch die Erscheinung
der Diammerungsbogen, die auf der diffusen Reflexion des Sonnenlichtes nach
Sonnenuntergang beruhen. Aus dem Zeitpunkt des Herabsinkens eines solchen
Dammerungsbogens unter den Horizont 148t sich berechnen, welche Héhen-
schichten der Atmosphire das Licht zuriickgeworfen haben. Die Beobachtungen
zeigen nun, daB nach dem ,leuchtenden Ddmmerungsbogen, der der durch-
strahlten Troposphire entspricht, zunichst der , Hauptdimmerungsbogen‘
herabsinkt, der bei 17° Sonnendepression verschwindet und daher den Schichten
bis 70 km Hohe entspricht. Dann aber tritt keineswegs véllige Dunkelheit ein,
sondern es folgt der ,,blaue Dammerungsbogen®, der bereits so lichtschwach ist,
daf die helleren Fixsterne hindurchscheinen, und weiterhin sogar ein ,,letzter*
Diammerungsbogen, welcher beweist, daBl noch bis {iber 600 km Hohe hinauf die
Atmosphire schwach lichtreflektierend wirkt. Es ist also in den Diammerungs-
erscheinungen eine Schichtgrenze bei etwa 70 km Hdohe angedeutet, d. h. in der-
selben Hohe, in welcher sich nach der Rechnung ziemlich rasch der Umschlag
in der Zusammensetzung vollzieht.

Endlich deutet auch die groBe Héohe der Polarlichter und Meteore, ebenso
wie die des erwihnten letzten Dimmerungsbogens, auf die Realitit der Zone
leichter Gase hin. Die Polarlichtdraperien pflegen ihren Unterrand bei etwa 100 km
Hoé6he zu haben. Ohne leichte Gase kommt man hier auf Drucke, welche eine
totale Absorption der das Polarlicht erzeugenden Korpuskularstrahlung kaum
zulassen. Und andererseits hat STORMER photogrammetrisch nachgewiesen, da3
die oberen Teile der sichtbaren Polarlichtstrahlen gelegentlich bis 700 km Héhe
hinaufreichen. Ohne die leichten Gase wire in diesen Hohen aber iiberhaupt
keine wirksame Stofferfiillung mehr denkbar, so daBl auch keine Leuchterscheinung
auftreten kénnte. Ahnlich verhilt es sich mit den Meteoren, deren Leuchtbeginn
bei gréBeren Erscheinungen in 200 bis 300 km Hohe, gelegentlich sogar 600 bis
1000 km Hohe liegt. Und auch die diffuse Reflexion des Sonnenlichtes kénnte
ohne leichte Gase nicht bis 600 km Hohe hinaufreichen.

b) Die vertikale Temperaturinderung.

4. Beobachtungstatsachen. Wie schon der ewige Schnee des Hoch-
gebirges zeigt, nimmt die Lufttemperatur mit zunehmender Héhe ab. Die Ab-
nahme betrigt in den Gebirgen Javas 0,6° pro 100 m Erhebung, auf Ceylon 0,62,
Siidindien 0,60, Abessinien 0,58, Kamerun 0,59, Hochland von Kolumbien 0,51,
von Ekuador 0,54, Westalpen 0,58, Erzgebirge 0,59, Harz 0,58, bei Kristiania

1) O. TeteNs, Ergebn. Aeron. Obs. Lindenberg i. J. 1910, S. 219, 227.
2) A. Wicanp, Phys. ZS. Bd. 17, S. 396. 1916.
%) A. KONSCHEGG, Meteorol. Z5. 1912, S. 480.
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0,55 usw. In hohen Breiten scheint die Abnahme ein wenig geringer zu sein als
in den Tropen. Deutlicher aber ist ein anderer Einflul: In Gebieten allgemeiner
langsamer Bodenerhebung werden die Ziffern wesentlich kleiner (etwa 0,4) als
bei einzelnen steilen Bergen.

Zu diesen durch Bergstationen gewonnenen Erfahrungen sind in den letzten
30 Jahren die aérologischen Beobachtungen hinzugekommen, die mit Drachen
und Ballons gewonnen werden. Drachen und Fesselballons erreichen meist nur
Hoéhen unter 4000 m, sind aber gelegentlich schon bis iiber 9000 m gegliickt.
Freie Registrierballons aus Gummi haben als gré3te Hohe fast 30000 m erreicht.
1902 wurde mit Hilfe dieser Methode gleichzeitig von TEISSERENC DE BORT
in Frankreich und von AssMANN in Deutschland die Entdeckung gemacht, daf3
die Temperaturabnahme, die man sich frither bis zur Grenze der Atmosphire
reichend dachte, iiber Mitteleuropa in etwa 11000 m Héhe aufhért, wodurch die
Atmosphire in eine untere ,, Troposphire” und eine obere ,,Stratosphire’ zer-
fallt.

Diese wichtige Schichtgrenze ist bisher in allen Breiten, in denen Beob-
achtungen angestellt wurden, wiedergefunden worden, doch liegt sie nicht iiberall
in derselben Hohe. Die folgende Tabelle gibt die bisher bestimmten Héhen
sowie die an der Schichtgrenze herrschenden Temperaturen:

Tabelle 8.
Hoéhe und Temperatur der Schichtgrenze an verschiedenen Stellen der Erde.
Ort | Batavia Subtropen ; Kanada Norditalien | Mitteleuropa Lﬂ:‘:lilx; d
Geogr. Breite . . . . . 7°S 30° N 43° N 45° N 50° N 68° N
Hohe der Schichtgrenze . 17 14 11,7 11,1 10,5 10,4 km
Temperatur . . . . . . —85 —63 —61 —59 —56 —57°

Auch iiber Spitzbergen (bis 77° N) wurde die Stratosphirengrenze zwischen
10 und 11 km Hohe gefunden. Sie scheint also die schnelle Senkung, die vom
Aquator bis 45° Nordbreite zu beobachten ist, nach dem Nordpol nicht weiter
fortzusetzen. In hoéheren siidlichen Breiten dagegen diirfte sie vermutlich
tiefer, bis auf etwa 8 km, herabgehen.

Auch am gleichen Ort variiert die Hohe der Stratosphirengrenze, in Mittel-
europa durchschnittlich zwischen 9,4 km im Mérz und 11,3 im August. Vor einer
heranriickenden Zyklone hebt sie sich um 2 km {iber Normal, um auf der Riick-
seite auf 3 bis 4 km unter Normal zu sinken.

Sowohl fiir die ortlichen wie die zeitlichen Hoéhenschwankungen dieser
Schichtgrenze gilt die Regel, daB einer Hohenzunahme von 1000 m etwa eine
Temperaturabnahme an der Grenzfliche von 5 bis 8° entspricht.

Fir die Temperaturen der verschiedenen Hoéhen liefern die aérologischen
Beobachtungen bisher folgende Mittelwerte (nach HANN-SURING):

Tabelle 9. Temperatur in verschiedener Hohe iiber dem Erdboden.

Bodea| 1 | 2 | 4 ’ 6 8 10 ' 12 14 ’ 16 km
Batavia 6°S 26,4 | 20,6 15,0' 41— 7,1|—19,3|—34,1|—50,9|—67,7| —79,2° C
Atlantik ca. 30° N 22,3 | 14,6 11,61 0,9|—11,11—-24,6|—39,8—55,5|—63,1| —64,0

Nord-Amerika 40° N 11,5 } 8,0, 40|- 7,0|/—20,0{—33,5|—44,5|—53,0]—55,0|{ —55,0
Mitteleuropa 521/,° N [ (9.4) | 4,6| 0,1|—10,7|—23,7|—38,0|—49,6 |—54,2 |—54,4 | —54,1
Pavlovsk 59%/,° N 1,81-1,8/—6,4—17,8 —30,3/—43,3|—50,4|—51,0
Kiruna 67,8° N —0,8 |—0,7|—4,6—14,0|—26,6{—40,8|—51,2|—53,8|—53,0| —52,0

11*




164

Kap. 3. A. WeEGeENER: Thermodynamik der Atmosphare.

Ziff. 4.

Die zugehérigen vertikalen Temperaturgradienten (pro 100 m Erhebung)

'sind folgende:

Tabelle 10. Temperaturgradient in verschiedener Héhe iiber dem Erdboden.

0—2 2—4 ‘ 4—6 1 6—8 | 8—10 ‘ 10—12 | 12—14 | 14—16 km
Batavia 6°S . . . 0,57 | 055 | 0356 | 066 | 074 084 0,84 0,56
Atlantik ca. 30°N . . | 0.54 | 0,54 | 0,60 | 0,68 | 0,71 0,78 0,38 | —0,02
Nord-Amerika 40°N . | 0,38 | 0,55 | 0,65 | 0,68 | 0,55 , 042 | 0110 0,00
Mitteleuropa 521/,° N . 0,47 0,54 0,65 | 0,72 0,58 ! 0,23 0,01 —0,02
Pavlovsk 59%/,° N 0,41 0,57 | 0,63 0,65 0,36 0,03
Kiruna 67,8° N . 0,29 | 0,47 | 0,63 | 0,71 0,52 | 013 |—0,04 | —0,05

Der Ubergang zur Stratosphire ist in diesen Zahlen ziemlich verwischt,
wegen seiner zeitlichen Hohenschwankung. Im Einzelfall ist er meist sehr scharf.

In den untersten zwei Kilometern ist das Gefille stark abhédngig von der
Tageszeit, da die tigliche Temperaturschwankung rasch mit der Héhe abnimmt.
AuBerdem geben die Drachenaufstiege hier groflere Werte als die freien Registrier-
ballons, aus denen die vorstehenden Zahlen abgeleitet sind, anscheinend weil mit
der Windstirke auch die vertikale Durchmischung und damit das Temperatur-
gefille in den bodennahen Schichten wichst (CASTENS). Es mogen daher fiir die
untersten Schichten noch die aus den Drachenaufstiegen abgeleiteten Temperatur-
gradienten angegeben werden:

Tabelle 11. Temperaturgradient in geringen Hoéhen nach Drachenaufstiegen.
00,5 0510 | 1,0-15 | 15-2 ‘ 2-2,5 ’ 2,5-3 km
\
s 10a . 0,84 0,54 0,52 0,58 !
Batavia { Mittag 1,00 0,72 0,52 0,49 0,78 |
Samoa . . . 1,01 0,85 0,59 0,35 - -
Mt. Weather, vorm. . — 0,48 0,44 0,46 0,52 0,58
Lindenberg, 8—10a 0,48 0,48 0,49 0,43 0,49 0,51
Hamburg, vorm. 0,68 0,54 0,51 0,49 0,50 ! 0,50
NE-Grénland 763/,° . . 0,00 0,36 0,32 0,37 0,36 —
Deutsche Antart. Exp. —0,20 0,04 0,06 0,72 - -
Britische »» » —0,10 0,30 0,50 0,56 0,56 —

Der groBe Unterschied zwischen den Tropen und den Polargebieten geht
aus diesen Zahlen deutlich hervor. Der relativ hohe Wert der untersten Stufe
in Hamburg diirfte auf den Wind zuriickzufithren sein.

Die jahrliche Schwankung der Lufttemperatur nimmt oberhalb 2 km wieder
zu bis zu einem Maximum bei etwa 7 km und ist auch in der Stratosphire noch
betrichtlich, wenngleich nicht so grof§ wie am Boden. Aus den Monatsmitteln
abgeleitet, betrigt sie:

Tabelle 12. Die jahrliche Schwankung der Lufttemperatur.
Boden | 1 2 | 4 | 6 } 8 1 ’ 12| 14 km
Batavia 16 | 34 | 28| 20| 50| 73| 89| 87| 87°
Miinchen . — 15,2 | 12,6 | 14,7 | 14,6 | 15,6 | 14,4 9,0 {11,7°
Lindenberg . . . 18,7 14,6 11,4 12,7 14,4 13,4 11,8 11,0 [13,1°
Deutsche Antarkt. Exp 21,7 | 14,8 | 11,0 — — — — — —

Die tigliche Temperaturschwankung nimmt rasch mit der Hoéhe ab und
betrigt in Europa in 2000 m Hohe nur noch wenige Zehntelgrade.

Bergstationen erweisen sich meist als etwas kilter als die Luft in gleicher
Hohe in der freien Atmosphire, z. B. die Zugspitze um 7 a um 13/,° kilter als die
Luft in gleicher Héhe iiber Miinchen (IIckER); der Unterschied verschwindet
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allerdings zur wirmsten Tageszeit. Ebenso erweist sich der Sintis im Mittel
um 1° kilter als die Luft in gleicher Hohe iiber dem Bodensee (DE QUERVAIN).
Andererseits ergeben aber die bisherigen Vergleichungen zwischen barometrischer
und trigonometrischer Bestimmung der Berghéhen zwar eine erhebliche jahrliche
und tégliche Periode, aber im Mittel keinen Anhalt dafiir, dal die Bergspitzen
zu kalt sind, so daB die Frage bisher noch nicht als geklart gelten kann. Man
nimmt bisher an, daB die Erscheinung verursacht wird durch das erzwungene
Aufsteigen der Luft an den Berghidngen,

5. Das konvektive Gleichgewicht. Die vertikale Temperaturabnahme
crklart sich daraus, daB sich die Luft bei adiabatischem Aufsteigen infolge der
Druckabnahme abkiihlt.

Gehen wir vom ersten Hauptsatz der mechanischen Wirmetheorie

JdQ =Jc,dT + pdv
aus, welcher besagt, daB das Arbeitsiquivalent einer dem Koérper zugefiithrten
Wirmemenge dQ sich gliedert erstens in das Arbeitsdquivalent seiner Temperatur-
erhohung und zweitens die Ausdehnungsarbeit, und nehmen wir hierzu die Gas-
gleichung
pv=RT,
welche differentiiert lautet

pdv+vdp =RdT oder pdv-l—%dp:RdT,

so schreibt sich der erste Hauptsatz, spezialisiert fiir Gase:

JaQ = (va+R>dT—RT‘flf

oder da allgemein J¢, — J¢, = R;

a9

ar ap
7 = TR

In diese Gleichung haben wir nun die Bedingung fiir Adiabasie
dQ =0

einzufithren. Damit erhalten wir die Differentialgleichung der Temperatur-
inderung der Luft bei adiabatischer Druckdnderung:
aT R dp ap
o= - =k 4)
r = Je p "t (

Der Ausdruck ]—R;— = k ist konstant. Es ist ndmlich die Gaskonstante des
atmospharischen pGasgemisches R =287 m?.sec~2-grad -1 (s. Ziff. 1); das
mechanische Wiarmeidquivalent J ist gleich 427 m - g,;, also im m-kg-sec-System
gleich 4187 m?/sec?, und die spezifische Warme bei konstantem Druck ¢, ist fir
trockene Luft gleich 0,2375. Damit wird & = 0,2884.
Fiir Uberschlagszwecke kann man T = 273° und p = 760 mm setzen. Da-
mit wird
dT = 0,103 dp, (42)

wobei dp in mm Quecksilber ausgedriickt ist, d. h., eine adiabatische Druck-
inderung um 10 mm bewirkt eine Temperaturinderung um rund 1°. Dieser Um-
stand trigt dazu bei, das Innere der Zyklonen abzukiihlen und bewirkt auch die
schlauchformige Kondensation in Wind- und Wasserhosen.
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Die unmittelbare Integration unserer Differentialgleichung (4) von T,
P, bis T, p, ergibt die Poissonsche Gleichung:

T 4 T ( P )" .
= = — oder o ==
lognat T, klognat b T, b (5)
Diese Poissonsche Gleichung, welche die Temperatur als Funktion des
Druckes darstellt, findet in der Meteorologie relativ selten Verwendung. Man
zieht hier meist die Abhingigkeit von der Hohe vor, die wesentlich einfacher,
nimlich linear ist. Hierzu brauchen wir unsere Differentialgleichung (4) nur zu

schreiben
ar R T

ap ~ Jop P

und sie zu kombinieren mit der Differentialgleichung der vertikalen Druck-
abnahme, die wir in der Form (1a) benutzen:
b __ &P
ah R T~
Multiplizieren wir diese Gleichungen miteinander, so fallen rechts alle Variablen
fort, und wir erhalten die lineare Temperaturabnahme mit der Héhe:
ar g

— = = — 0,0098
77 Je 0,0098,

d. h. mit hinreichender Ndherung eine Temperaturabnahme um 0,01 ° pro Meter
Erhebung oder um 1.° pro 100 m.

Herrscht in der Atmosphire dieses Gefille als Zustand, so befindet sie sich
nach W. THoMSsONS Bezeichnung im konvektiven Gleichgewicht. Dies Gleich-
gewicht ist ein indifferentes, denn eine Luftmasse, die ihre Hdéhe #ndert,
findet iiberall dieselbe Temperatur vor, mit der sie ankommt, gewinnt also weder
Auftrieb noch Abtrieb. Herrscht raschere Abnahme der Temperatur mit der
Hohe, so ist das Gleichgewicht labil, da eine Luftmasse, wenn gehoben, Auftrieb
gewinnt und beschleunigt weiter steigen muB. Bei schwicherem Gefille und
noch mehr bei Isothermie oder gar Temperaturumkehr (Inversion) ist dagegen
das Gleichgewicht stabil; eine Luftmasse, die gehoben wird, wird kilter und
also schwerer als die Umgebung und muf3 daher wieder zuriicksinken, eine herab-
gedriickte mulBl wieder zur alten Hohe emporsteigen.

Bezeichnet man als ,,potentielle Temperatur’ diejenige Temperatur, die
die Luft annehmen wiirde, wenn sie adiabatisch auf Normaldruck gebracht wiirde,
so lassen sich die Gleichgewichtsbedingungen sehr einfach ausdriicken: bei
konvektivem Gleichgewicht ist die potentielle Temperatur in allen Héhen die
gleiche. Nimmt sie mit der Héhe zu, so ist die Schichtung stabil, nimmt sie ab,
labil.

, Bei einem bestimmten Betrage der Temperaturabnahme muf die Luftdichte
in allen Héhen gleich grofl werden. Um diese Temperaturabnahme zu berechnen,
differentiieren wir die Gasgleichung

C=RT
und erhalten

B 1<g¢ pd?)::VEL(dp dT).
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Soll dp = 0 sein, so folgt offenbar
dp _ar
p T
cine Gleichung, die sich nur durch das Fehlen des Faktors % von der adiabatischen
Gleichung (4) unterscheidet. Wir kénnen nun wieder wie im vorangehenden auf

die Héhenskala iibergehen, indem wir die Differentialgleichung der Héhenformel
in derselben Form (1a)

dp 8§ dh
b "R T
hinzunehmen, wodurch wir erhalten:
ar_ & 0,034
T T RT T

d. h. wir erhalten Konstanz der Luftdichte bei einer vertikalen Temperatur-
abnahme um 0,034 ° pro Meter oder um 3,4° pro 100 m. Wird dieser Wert {iber-
schritten, so sind die oberen Luftschichten auch in der Ruhelage bereits schwerer
als die unteren.

Fiir eine reine Wasserstoffatmosphire wiirde das konvektive Gleichgewicht
bereits bei einer Temperaturabnahme um 0,068° pro 100 m Erhebung erreicht
sein, und Konstanz der Dichte bei 0,24° pro 100 m.

Die Differentialgleichung der barometrischen Héhenformel gilt fiir den
Zustand in der Vertikalen, diejenige der adiabatischen Héhengleichung aber
fiir eine Zustandsidnderung oder einen Proze3. Die vorgenommene Kombination
beider kann also nur dann ein streng richtiges Ergebnis liefern, wenn das Ergebnis
der Zustandsinderung mit der Zustandsverteilung in der Vertikalen stets in
Ubereinstimmung bleibt. Wenn daher der Zustand stark vom konvektiven
Gleichgewicht abweicht oder wenn die aufsteigende Luftmasse, wie bei wul-
kanischen Rauchsiulen, eine wesentlich andere Temperatur als die Umgebung
hat, so wird die Temperaturdnderung der adiabatisch aufsteigenden Luft etwas
gedndert.

6. Die Kondensationsadiabate. Findet beim Aufsteigen Kondensation
statt, so wird die Temperaturabnahme durch die freiwerdende Kondensations-
wirme verlangsamt.

Die Kondensationswiarme (oder Verdampfungswirme) des Wassers ist nach
CLaus1US

r = 607 — 0,708 ¢,

wo ¢ die Temperatur in Celsiusgraden ist, d. h. bei 0° werden bei Kondensation
von 1 g Wasser 607 gcal frei. Findet die Kondensation in Eisform statt, so kommt
hierzu noch diejenige Wiarmemenge, die beim Gefrieren des Wassers frei wird
(Schmelzwarme). Diese betrdgt 80 gcal.

Um den Einflul dieser freiwerdenden Wirme auf die Temperaturabnahme
aufsteigender Wolkenluft zu ermitteln, bezeichnen wir mit ¢ die in 1 kg gesittigter
Luft enthaltene Wasserdampfmenge in Gramm, und mit d¢q die beim Aufsteigen
um dh durch Kondensation ausgeschiedene Menge. Die dabei freiwerdende
Wirmemenge ist dann rdgq.

Wenn wir nun in den fiir Gase spezialisierten ersten Hauptsatz

RT

dQ:cpdT—ﬁ

ap
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statt dQ = 0 zu setzen, die Beziehung

dQ = —rdyg
einfiithren, so erhalten wir:

RT
—rdg=rc,dl — —

dp.

57t
Da -

5¢ ¢

‘I='8‘;)—0:623?

gesetzt werden kann, wo e/p das Verhdltnis des Wasserdampfdrucks zum Luft-
druck ist, folgt

log nat ¢ = log nat 0,623 - lognate — log nat p

und durch Differentiation:

dqg _ de dp
g e P

Setzen wir diesen Wert von dg in unsere Gleichung ein, so folgt
de dp 4 RT dp
—rg—+rg—=cpdl — —— ..
q P q p P ] p
Nehmen wir hierzu noch die differentielle Héhenformel in der Form (1a):

ap g
P~ rT

so erhalten wir:

_7(](/17@_7qu dh =c,dTl + & an

RT J
oder
rq de __ (& &
(edT—}—cp)dT—— <]—{—7qRT)dh,
also
g g rq
;_*___._
ir——J4 BT 4
¢ -i—yqE
P e dT

Auf der rechten Seite ist alles bekannt. Fiir g, J, R, 7, ¢ sind die Zahlenwerte be-
reits angegeben, und es kann niherungsweise gesetzt werden

1 de 4025

e dT (235 + )2’
ob ¢ die Temperatur in Celsiusgraden ist. Damit gibt unsere Gleichung die Tem-
paraturabnahme in gesittigt aufsteigender Luft.

Der Wert dT ist fiir 44 = 100 m in der folgenden, von HANN herrithrenden
Tabelle als Funktion der jeweiligen Werte von Druck und Temperatur tabuliert:
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Tabelle 13.
Temperaturabnahme pro 100 m fir mit Wasserdampf gesattigte Luft.
Temperatur

Druck (Hohe)

—10\ -5 1 o I +5 + 10 +15 + 20 + 25 + 30
760 200 | 076 . 069 " 063 | 060 | 054 | 049 | 045 | 041 | 038
700 (680) 074 | 0,68 062 | 059 | 0,53 | 048 | 044 | 040 = 037
600 (1910) 0,71 | 065 | 058 | 0,55 | 049 | 044 & 040 ' 037 | -
500 (3360) 0,68 | 062 ' 0,55 | 0,52 | 046 | 041 | 038 — | —
400 (5150) 0,63 | 0,57 | 0,50 | 047 | 042 | 0,38 -
300 (7430) | 0,57 | 051 0 044 | 042 | — - - = -

) ‘ :

200 (10670 049 | 043 038 | -— - - - 3
Fiir negative Temperaturen ist hierbei angenommen, daf} die Ausscheidung
in Eisform geschieht.
Um andererseits die sukzessiven Temperaturinderungen zu verfolgen,
welche eine vom Erdboden bis in groBe Héhen adiabatisch aufsteigende konden-
sierende Luftmasse auf ihrem Wege erfihrt, dient die folgende, von NEUHOFF

berechnete Tabelle:

Tabelle 14.

Temperatur adiabatisch aufsteigender, mit Wasserdampf gesattigter Luft
nach NEUHOFF.

Temperatur am Boden
Hohe km - - . L . R .

30 20 ‘ 10 0 —10 —20 ‘ —30
0 0,37 0,44 0,54 0,62 0,75 0,86 0,91
1 0,37 0,46 0,56 0,68 0,82 0,90 —
2 0,38 0,49 0,58 0,75 0,87 0,95 --
3 0,40 0,51 0,65 0,82 0,89 — i -
4 0,42 0,57 0,73 0,88 — — —
5 0,45 0,59 0,80 — — - ‘ —
6 0,45 0,63 0,84 — — — i —
7 0,48 0,72 - - — — \ —

HEerTzY) und nach ihm auch NEUHOFF?), KREITMEYER®) und I'JELDSTAD?)
haben graphische Tafeln entworfen, welche die Temperaturabnahme geséttigt
aufsteigender Luft bequem zu verfolgen gestatten.

Da die Luft im Beginn des Aufsteigens zunichst ungesittigt ist, mul die
Temperaturabnahme bis zur Wolkengrenze nach der Trockenadiabate berechnet
werden. Fiir die Héhe H des Kondensationsbeginns (in Metern) haben FERREL
und HENNIG die folgende bequeme Niaherungsformel abgeleitet:

H=122(t — 1),

wobei ¢ die Temperatur in Celsiusgraden und 7 die Temperatur des Taupunktes,
beides bezogen auf die Luft am Erdboden, ist. Natiirlich kann diese Formel
nur dann die Wolkenbasis richtig ergeben, wenn die Wolke aus Luft besteht,
die unmittelbar vom Erdboden aufgestiegen ist, was nicht einmal bei allen
Cumuluswolken zutrifft.

1) H. HErTZ, Meteorol. ZS. Bd. 1, S. 421 u. 474. 1884; reproduziert in HanN, Lehrb.
d. Meteorologie, 4. Aufl.

?) O. NEUHOFF, Abh. d. Preu. Met. Inst. Berlin I, Nr. 6, Berlin 1900; reproduziert
in A. WEGENER, Thermodynamik der Atmosphire, Leipzig 1911.

3) E. KREITMEYER, Meteorol. ZS. 1924, S. 380 (in kleinerem Format, mit neuen phys.
Konstanten).

4 J. E. FyeLpstaD, Geofys. Publ. Bd. 3, Nr. 13. Oslo 1925 (in sehr grofem MaBstab,
mit aquidistanter Millibarskala, daher gckrimmten Trockenadiabaten).
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Eine wichtige Anwendung dieser Theorie ist die Erklirung der Wirme des
Fohnwindes (HAaNN). Wenn der Wind iber ein Gebirge weht, steigt die Luft
unter Kondensation an der Luvseite auf, wobei die Abkiihlung nur langsam,
namlich nach der Kondensationsadiabate, stattfindet. Beim Absteigen auf der
Leeseite dagegen geschieht die Erwdrmung nach der Trockenadiabate, also um
1° pro 100 m, so daf} bei Erreichung der Ausgangshshe die Temperatur weit hoher
gestiegen ist als sie anfangs war. Wie die obigen Zahlen zeigen, kann die Luft
auf diese Weise pro 1000 m Héhenschwankung etwa 5° gewinnen, d. h. bei
Uberschreitung eines 3000 m hohen Gebirgskammes etwa 15°. Spitere Unter-
suchungen HANNS iiber den Foéhn haben allerdings zu der Anschauung gefiihrt,
daB3 wenigstens in vielen Fillen von dem Aufsteigen auf der Luvseite ganz ab-
gesehen werden kann und nur eine adiabatische Herabfithrung der Luft aus der
Kammhdéhe, wo auch ohne Stérung die potentielle Temperatur bereits wesentlich
héher ist, stattfindet.

Der Zustand der Troposphire weicht von dem Idealbilde des konvektiven
Gleichgewichts, wie die frither gegebenen Zahlen zeigen, ziemlich stark ab. Auch
die Annahme v. BEzoLps, daB eine Ubereinstimmung zwischen Theorie und
Beobachtung zu erzielen sei, wenn man annimmt, daf} alle aufsteigende Luft-
bewegung nach der Kondensationsadiabate vor sich geht, hat sich nicht als halt-
bar erwiesen, indem die wirkliche Temperaturabnahme noch schwicher ist als
die der Kondensationsadiabate. Es ist deshalb am wahrscheinlichsten, daB3 die
Temperaturabnahme in der Troposphire als stationirer Zustand durch das
Gegenspiel zweier Vorginge erhalten bleibt, nimlich einerseits der mechanischen
Turbulenz, welche die Vertikalbewegungen durch Aufzehren der horizontalen
Bewegungen unterhilt und trotz stabiler Schichtung fortwihrend bestrebt ist,
das konvektive Gleichgewicht herzustellen, und andererseits der Strahlungs-
vorgénge, welche unausgesetzt am Temperaturausgleich der Schichten arbeiten.

7. Das Strahlungsgleichgewicht. Wegen der Kleinheit des aus dem Erd-
innern kommenden Wirmestromes ist die Temperatur der Erdoberfliche und
der Atmosphire vollig unabhingig von dem geologischen Abkithlungsprozel des
Erdkérpers und lediglich durch die Sonnenstrahlung bedingt.

Die Wiarmemenge, welche die Erde von der Sonne pro Quadratzentimeter und
Minute zugestrahlt erhilt, betridgt etwa 2 gcal. Ein Teil davon wird aber ungenutzt
vermége der Albedo der Erde reflektiert, die von ABBoT und FowLE im Mittel
auf 0,37 geschdtzt wird. Es bleiben also im Mittel nur 63%, d. i. 1,26 gcal, iibrig.
Diese Einstrahlung kommt aber nur jeweils einem Querschnitt, also einem Viertel
der Oberfliche der Erde, zu. Dem steht gegeniiber eine von der ganzen Erdober-
fliche fortwahrend ausgehende Ausstrahlung in den Weltraum. Da die Tem-
peratur der Erde als konstant betrachtet werden kann, miissen die Gesamt-
betrige von Ein- und Ausstrahlung gleich grof} sein, d. h. die Ausstrahlung pro
Quadratzentimeter muB ein Viertel des nutzbaren Restes der Solarkonstante
ausmachen, d. h. 0,32 gcal pro Minute entsprechen. Macht man die Annahme,
daB die Erde wie ein schwarzer Kérper strahlt, so kann man das STEFANsche
Strahlungsgesetz anwenden und die Temperatur des strahlenden Korpers be-
rechnen. Man findet so die ,effektive Temperatur“ der Erde zu — 19° C, ein
Wert, der zu zeigen scheint, daB infolge der Vertikalbewegungen die untersten
Schichten der Troposphire héher, die oberen tiefer temperiert sind als es dem
Strahlungsgleichgewicht entspricht.

Will man indessen die Temperaturen der verschiedenen Atmosphiren-
schichten berechnen, die dem Strahlungsgleichgewicht entsprechen, so kompliziert
sich das Problem. Die Beobachtungen legen die Annahme nahe, daB8 der Zustand
der Troposphire infolge der Turbulenz dem konvektiven Gleichgewicht ndher
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liegt als dem Strahlungsgleichgewicht, dal dagegen in der Stratosphire, wo die
Turbulenz offenbar ganz zuriicktritt, der Zustand dem Strahlungsgleichgewicht
jedenfalls naheliegt. Aber die bisherigen Versuche, diejenige vertikale Tem-
peraturverteilung zu berechnen, die dem Strahlungsgleichgewicht entsprechen
wiirde, haben, um das Problem lésbar zu machen, verschiedenartige verein-
fachende Voraussetzungen eingefithrt, und kommen infolgedessen zu ziemlich
verschiedenen Ergebnissen. Daher ist es gegenwirtig nicht méglich, fiir den
Idealzustand des Strahlungsgleichgewichtes eine so einfache und exakte Theorie
zu geben wie fiir den anderen Idealzustand des konvektiven Gleichgewichts.

Am einfachsten sind die Rechnungen von Gorp!) und HuMPHREYS?), die
auf folgenden Gedankengang hinauslaufen: Die Troposphire sendet die Energie E,
aus, und zwar 1/, E; nach oben zur Stratosphire und 1/, E; nach unten zur Erde.
Letztere Energie wird umgesetzt und verschwindet fiir unsere Betrachtung.
Die Stratosphire andererseits sendet dic Energie E, aus, und zwar !/, E, nach
oben und den Weltraum, und !/, E, nach unten zur Troposphire. Die Strahlungs-
einnahme der Stratosphire kann hiernach — wenn alle anderen Strahlungs-
quellen vernachlissigt werden — héchstens gleich 1/, E| sein; sie wire es namlich
dann, wenn sie wic ein schwarzer Korper diese ganze Strahlung absorbiert.
Unter diesen Voraussetzungen hat man, da die Einnahme gleich der Ausgabe sein

mul};
1/2 El = Ez:

wo also £ und E, die Gesamtausstrahlung der Troposphire und der Stratosphire

darstellt. Dann kann man nach dem STEFAN-BoLTzMANNschen Gesetz
Y E,
TS E, T

setzen, woraus sich

44— [y
I, = T2]/2= e T,

100

ergibt. Setzt man hierin T, = 218° (— 55°C), der Temperatur der Stratosphirc
entsprechend, so wird die effektive Temperatur der Troposphire 259° absolut
oder —14°C. Die Annahme, daf} die Stratosphire die gesamte ihr zukommende
Strahlung wie ein schwarzer Korper vollstdndig absorbiert, wird damit begriindet,
daB es sich nur um die dunkle Strahlung handelt, die in der Tat sehr stark von
der Luft absorbiert wird. Andererseits ist aber die véllige Vernachlissigung der
direkten Sonnenstrahlung jedenfalls unbefriedigend.

EmDEN3) hat eine andere Strahlungstheorie entwickelt, bei welcher eine
kurzwellige Sonnenstrahlung und eine langwellige Riickstrahlung der Atmosphire
in Rechnung gesetzt und angenommen wird, daB3 die Absorption und Emission
jeder Schicht proportional dem Gehalt an Wasserdampf ist, und zwar klein fiir
die kurzwellige, groB fiir die langwellige Strahlung. Fiir vélliges Fehlen des
Wasserdampfes ist die Absorption fiir beide Strahlungsarten von gleicher, sehr
geringer Grofe angenommen. Unter diesen Annahmen berechnet EMDEN folgende
Temperaturen des Strahlungsgleichgewichts:

Tabelle 15. Temperatur der Atmosphédre nach EMDEN,

1
7 [ 8 1 9
-=55}]—56' —57

10 ]‘ 11 km
—571—=357°¢C

Hoéhe . . . .
Temperatur .

0]
+15.8

1
—6

2
—23

3
—32

4| s |6
—44 ~50}—54

1) E. GoLp, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 82, S. 43. 1909.
2) W. J. HuMPHREYS, Astrophys. Journ. Bd. 29, S. 14. 1909.
3) R. EMDEN, Sitz.-Ber. K. Bay. Akad. d. Wiss. 1913, S. 55.
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HERGESELL!) hat indessen darauf aufmerksam gemacht, daB EMDENS
Ergebnis nur dann gilt, wenn auch bei diesem idealen Strahlungsgleichgewicht
die nach den Beobachtungen wirklich vorhandenen Wasserdampfmengen zu-
gegen sind. Dies kénnen sie aber aus dem Grunde nicht, weil die berechneten
Temperaturen, abgesehen vom Boden und der Stratosphire, sehr viel tiefer
sind als die wirklichen. Der in 6 km Hohe wirklich vorhandene Dampfdruck,
den EMDEN benutzt, wiirde bei der von ihm berechneten Temperatur einer
relativen Feuchtigkeit von 60009, entsprechen. Infolgedessen muB jede An-
niherung an den thermischen Zustand des Strahlungsgleichgewichts mit Aus-
scheidung von Wasserdampf verbunden sein. Hierdurch wird aber wieder die
Gleichgewichtstemperatur erniedrigt. Wenn man so die Wasserdampfmenge
nicht wie EMDEN als unabhingig von der Temperatur, sondern als Funktion der-
selben einfiihrt, so erhdlt man, wie HERGESELL zeigt, bei Strahlungsgleichgewicht
cine fast isotherme Atmosphire, in welcher vom Boden bis in die Stratosphire
hinein eine nahezu gleichférmige Temperatur von etwa — 54° C herrscht.

Wiederum andere Voraussetzungen machte MiLaNkoviTcH?). Zunichst
unterzog er die astronomische Seite des Strahlungsproblems, nimlich die Be-
rechnung der zugestrahlten Wirmemenge nach Breite, Jahreszeit und Tages-
zeit, einer ausfiihrlichen Bearbeitung. Diese Aufgabe 148t sich exakt mit jeder
wiinschenswerten Genauigkeit 16sen. Dann aber versuchte er auch die Tem-
peraturen des Strahlungsgleichgewichts fiir die verschiedenen Atmosphiren-
schichten zu berechnen, wobei er vereinfachende Annahmen macht: Er setzt
trockene Luft voraus und nimmt an, daf die kurzwellige Sonnenstrahlung gar
nicht, sondern nur die langwellige Erdstrahlung absorbiert wird. Sein Ergebnis ist:

Tabelle 16. Temperatur der Atmosphéare nach MILANKOWITCH.

Hohe
Temp.

10,6
—40

21 0 31,7km

—65°C

0
10,5

1,8]2,7

[ 123’143‘170
—5|—10

—45 —50| —55|—

56| 6,779
—20|—25|—30

—15 —-35

Aus dem Vergleich dieser verschiedenen Versuche, das Strahlungsgleich-
gewicht der Atmosphire zu berechnen, geht hervor, da die zur Durchfithrung
notigen Vereinfachungen des Problems von den wirklichen Verhiltnissen zu weit
abfiihren, so daB3 die Ergebnisse einstweilen noch geringen Wert besitzen. Den-
noch darf man wohl davon ausgehen, daB der nahezu isotherme Zustand der
Stratosphiare dem Idealzustand des Strahlungsgleichgewichts wenigstens nahe-
kommt.

8. Die Inversionen. Inversionen stellen ausgedehnte, nahezu horizontale
Grenzflichen zwischen zwei Luftschichten verschiedener Temperatur, Feuchtig-
keit und;Bewegung dar. Die untere Schicht ist dabei (an der Grenzfliche) stets
die kiltere und meist die relativ feuchtere. Der ideale Fall einer vollig sprung-
haften Anderung dieser 3 Elemente ist nur selten bis zur Genauigkeitsgrenze
der MeBmethoden erfilllt. Meist findet sich eine Ubergangsschicht, innerhalb
welcher die Temperatur mit der H6he zunimmt, also eine Umkehrung ihres
normalen Ganges (Inversion) zeigt.

W. PEPPLER3) berechnet folgende relative Hiufigkeiten (in Prozenten) der
Inversionen in den einzelnen Hohenschichten auf Grund einer Statistik der
6802 Lindenberger Drachenaufstiege der Jahre 1910 bis 1916 (in 4000 m Héhe
noch 1092, in 5500 m Hohe noch 120 Aufstiege):

3} H. HERGESELL, Arb. d. Pr. Aeron. Obs. Lindenberg Bd. 13, S. 1. 1919.

%) M. MiLankovitcH, Théorie mathématique des phénoménes thermiques produites
par la radiation solaire, Paris 1920.

%) W. PEPPLER, Beitr. z. Phys. d. frcien Atmosph. Bd. 11, Heft 3, S. 79. 1924.
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Tabelle 17. Haufigkeit der Temperaturinversionen nach PEPPLER.
Seehséhe inkm 0,12 0,3 9,5 ¢,7 0,9 1,1 1,3 1,5 1,7 1,9 2,1 2,3 2,5 2,7 29 31
Hauf. d. 1. 9, 349 11,8 7,2 8,1 8,2 82 II,5 7,6 88 9,4 94 10,6 64 85 82
Seehshe in km 3,1 3,3 3,5 3,7 3,9 41 43 45 47 49 51 53 55km
Hauf. d. 1. % 66 64 40 42 49 24 38 14 1,6 08 00 1,7%

Diese Zahlen zeigen, daB die Inversionen im allgemeinen immer seltener
werden, je héher man hinaufkommt, und daB sie bestimmte Etagen bevorzugen,
welche offenbar mit den Wolkenetagen in der Weise zusammenhangen, daf3 im
allgemeinen die Inversion unmittelbar auf der Wolkenoberflache liegt.

Uber den mittleren Betrag und die Méchtigkeit der Inversionen gibt folgende
Tabelle PEPPLERS Auskunft:

Tabelle 18. Mittlerer Betrag und Machtigkeit der Inversionen.

Seehdhe . . . . . . . . . . 0,12 0,9 1,5 2,5 >2,5 km
Mittl. Betrag der Inv. . . . 1,9 1,0 0,7 0,5°
Mittl. Machtigk. der Inv. . . 217 205 186 154 m

Die Inversionen werden also mit zunehmender Hohe nicht nur seltener,
sondern auch unbedeutender, sowohl hinsichtlich des Betrages als der
Michtigkeit. :

Fiir Friedrichshafen am Bodensee ist nach PEPPLER!) der Betrag der In-
versionen gréBer (z. B. im Intervall 0,6 bis 0,8 km 3,6°), die Bevorzugung be-
stimmter Etagen ist aber weniger ausgeprigt als in Lindenberg.

Nach K6PPEN und WENDT?) tritt nur etwa die Hilfte der Inversionen iiber
einer Wolkendecke auf. Am hiufigsten ist ein unsymmetrischer Verlauf der
Zustandskurve in der Weise, daB3 unterhalb der Inversion ein ungestorter, starker
Temperaturgradient vorhanden ist, widhrend nach oben die Inversion in Iso-
thermie und sodann zunichst in schwaches Temperaturgefille {ibergeht, so dal3
das Temperaturgefille erst mehrere hundert Meter oberhalb der Inversion wieder
seinen normalen Wert erreicht.

‘Durch gleichzeitige aérologische Beobachtungen an verschiedenen Stellen
14Bt sich zeigen, dal diese Diskontinuititen sich oft viele hundert Kilometer
weit horizontal oder nahezu horizontal erstrecken, daf3 sie aber niemals das ganze
Areal von Europa bedecken. Die Arbeiten norwegischer Meteorologen (J. BJER-
KNES u. a.) haben gezeigt, daBl sie innerhalb der Zyklonen und Antizyklonen
eine bestimmte Anordnung besitzen. Wo die unterste Schicht auskeilt und also
die Diskontinuititsfliche den Erdboden schneidet, treten die charakteristischen
Temperaturdiskontinuititen der Béenlinie und der Kurslinie auf. Lédngs den
Fliachen gleiten die Luftmassen iibereinander fort; je nach der Richtung der
Vertikalkomponente unterscheidet man dabei Aufgleitflichen und Abgleit-
flachen.

Da die Luft oberhalb der Diskontinuititsfliche leichter ist als unterhalb,
kann ein richtig ausbalancierter Freiballon leichter als die untere und schwerer
als die obere Schicht sein; ér verharrt dann ohne Hohendnderung an der Grenz-
fliche. Auch aufstrebende Wolkenluft kann leichter als die untere und schwerer
als die obere Schicht sein; sie breitet sich dann an der Schichtgrenze horizontal
aus, und der Cumulus bekommt einen flachen, tischartigen Aufsatz.

Die Rauchsiulen heftiger Vulkanausbriiche steigen bei geringer Luftbewegung
meist bis zur Stratosphirengrenze auf, um sich hier horizontal auszubreiten und
so die charakteristische pinienférmige Gestalt anzunehmen.

1) W. PEPPLER, Beitr. z. Phys. d. freien Atmosph. Bd. 12, Heft 2, S. 101. 1925.
?) KoppeN u. WENDT, Arch. d. D. Seewarte 1911, Nr. 5.
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Wie HELMHOLTZ zuerst gezeigt hat, kénnen sich an diesen Gleitflichen
Luftwogen bilden. Die mathematische Behandlung, die von WIEN weitergefiihrt
wurde, st6Bt deshalb auf Schwierigkeiten, weil die Ergebnisse stark abhingen
von der zugrunde gelegten Wellenform, und iiber diese aus der Natur sehr wenig
bekannt ist. WIEN konnte aber zeigen, daf3 alle von ihm benutzten Wellenformen
in eine Sinuslinie iibergehen, wenn die Wellenhéhe im Verhiltnis zur Lange klein
wird. Fiir diese Vereinfachung, die als Naherung immerhin brauchbar ist, 1483t
sich aus den Formeln von HELMHOLTZ und WIEN eine einfache, fiir die Praxis
brauchbare Gleichung fiir die Abhingigkeit der Wellenlinge vom Temperatur-
und Windsprung ableiten, wobei man nur noch die Voraussetzung machen muB,
daB die Fortbewegung der Welle gerade die Mitte zwischen der der unteren und
der der oberen Schicht hilt, was bei Luftwogen gleichfalls mit hinreichender
Niherung zutreffen wird. Die Wellenlinge wird dann:

0?2 T, + T,l,
-2
g T,—T, "~
wo g = 9,806 m/sec? die Schwere, w der Windsprung und T, die obere, T, die
untere (absolute) Temperatur ist.

i

.. T T ‘ .
Ersetzen wir hierin noch % gendhert durch 273°, so wird
273w w? w?
A= ¢ AT_87’5AT'

Hieraus ergeben sich z. B. folgende Zahlenwerte fiir die Lange der Luftwogen
(in Metern):
Tabelle 19. Hierdurch erklirt

Wellenlange 4 (in m) der Luftwogen an Gleitflichen sich die Erscheinung
in Abhangigkeit vom Windsprung » und dem Tem- der Wogenwolken,

peratursprung 47. indem die Wellen-

AT berge infolge der He-

o 05 1.0 T 7’2,0771 " 40 ] 80 bung kondensieren

| und als langgestreck-

‘1)'5 m/sec . gg | 3? li 22 13 te  Wolkenstreifen
2 200 | 350 175 88 | 44 sichtbar werden. Bei
4 2800 1400 ‘ 700, 350 | 175 Drachenregistrierun-
8 11000 5500 2750 ;. 1380 | 690 gen zeigen sich Luft-

wogen durch Kkleine
periodische Temperaturschwankungen, die allerdings
nur beim Abstieg mit seiner gleichmaBigen Héhen-
dnderung deutlich werden.

Ist die Inversion nicht sprunghaft, so benutzt man
zum Vergleich mit der Theorie statt des wirklichen In-
versionsbetrages einen vergroBerten, den man erhilt,
wenn man das Temperaturgefille der oberen und auch
der unteren Schicht ungeindert bis zur Mitte der Inver-
sion fortgesetzt denkt, so daB dort eine sprunghafte In-
version entsteht.

Als Windsprung ist die geometrische oder vekto-

I rielle Differenz des oberen und unteren Windes zu be-

Abb. 1. Streichrichtung . . g
und Zugrichtung der ~ Dutzen. Ist z.B. in Abb. 1 ab ein fiir allemal der untere
Luftwogen. Wind, und zunichst a ¢ der obere (Zunahme und Rechts-
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drehung), so ist b ¢ die vektorielle Differenz, deren Lange in Rechnung zu setzen ist.
Die Wogen werden dann senkrecht zu bc¢ aufgeworfen. Ist ad der obere Wind (Ab-
nahme und Rechtsdrehung), soist bd die vektorielle Differenz, und die Wogen werden
senkrecht zu bd aufgeworfen. Ist ae der obere Wind (Zunahme und Linksdrehung),
so werden die Wogen senkrecht zur vektoriellen Differenz be aufgeworfen, und
bei Abnahme und Linksdrehung (af oberer Wind) senkrecht zu 4f. Die Streich-
richtung der Wogen kann daher den ganzen Vollkreis durchlaufen, wihrend
oberer und unterer Wind nur wenig voneinander verschieden sind.

Vergleiche zwischen Beobachtung und Theorie sind auler von A. WEGENER
namentlich von F. FREY?) ausgefiihrt worden. Zusammengestellt ergeben sie
folgende Ubersicht (1 berechnete, Ap beobachtete Wellenlinge):

Tabelle 20.

Beobachtete (13 und berechnete (1z) Wellenlange der Luft wogen
(w Windsprung, 4T Temperatursprung).

w AT ir iz ‘ w AT ir ‘ in
3,0 m/sec 3,8° 200 m 175 m 7,0 m/sec 6,3° 690 m ‘I 720 m
4,5 5,2 350 360 5,0 2,4 900 940
2,5 1,3 420 360 3,0 0,8 900 | 990
5,2 5,1 460 570 4,0 1,25 1150 | 1037
5,5 4.8 550 550 8,5 , 6,0 1070 1100
6,0 5,4 590 660 10,4 . 4,0 2500 | 1920
9,5 13,4 600 700 5,0 1,0 2300 © 2060

In Anbetracht der Schwierigkeit und Unsicherheit in der Bestimmung der
BeobachtungsgréBen ist die Ubereinstimmung mit der ja nur gendherten Theorie
durchaus befriedigend.

Wihrend des internationalen Wolkenjahres (1896 bis 1897) wurden in Pots-
dam 74 Wellenlingen gemessen, die zwischen 50 und 2040 m schwankten. Am
hiufigsten waren Wellenlingen von etwa 450 m. GroBe Wellenlingen wurden
vorzugsweise in groflen Hohen gefunden:

Hohe 0 2 8 12 km
mittl. Wellenldnge 218 456 1016 m.

Wellen von mehr als 2000 m Linge scheinen also sehr selten zu sein.

Verwandt mit den freien Luftwogen, welche die Wogenwolken erzeugen,
sind die erzwungenen oder Hinderniswogen, welche die sog. Féhnwolken liefern.
Sind die freien Wogen vergleichbar mit den Windwellen des Meeres, so sind diese
Hinderniswogen vergleichbar mit der welligen Oberfliche eines tiber unebenen
Grund strémenden Baches. In allen Gebirgen sind derartige Wolken bekannt,
aber nirgends sind sie so hiufig wie in Nordostgrénland, wo sie den ganzen,
vom Inlandeise frei gelassenen Kiistenstreifen mit groBer RegelmiBigkeit be-
gleiten, aber weder weiter drauBBen auf dem Meere noch im Innern auf dem In-
landeise vorkommen.

Bisweilen kommt es vor, dal3 die Wolkenbasis, die sonst stets verwaschen ist,
scharfe, rundliche Formen annimmt, die ganz denjenigen an der Oberfliche eines
Wolkenmeeres, nur mit Vertauschung von oben und unten, gleichen. Man nennt
diese Wolkenform Stratus mammatus (auch weniger treffend Cumulus mammatus).
In diesem Falle fillt die Wolkenbasis mit einer Inversion zusammen?), und die
dariiber liegende Schicht kondensiert in ihrer ganzen Michtigkeit. Man findet
diese Wolkenform nicht selten auf der Vorderseite einer Zyklone, wo oft zahl-

1) F. FrREY, Meteorol. ZS. 1919, S. 25.
%) Nachweis der Tnversion durch Drachen s. SCHNEIDER, Meteorol. ZS. 1920, S. 137.



176 Kap. 3. A. WEGENER: Thermodynamik der Atmosphire. Ziff, 8.

reiche Inversionen iibereinander liegen, aber auch in den Ausliufern des Cumulo-
Nimbus, wo die Wolkenluft sich an einer Schichtgrenze horizontal ausbreitet
und daher oben und unten von einer Inversion begrenzt wird. In seltenen Fillen
konnen so auch an der Basis von Schichtwolken Luftwogen entstehen, die bei
geeigneter Beleuchtung als parallele Schattenstreifen sichtbar werden.
HermnoLtz hat als erster darauf hingewiesen, daf3 eine Schichtgrenze mit
Windsprung infolge der Erdrotation eine etwas schrige Lage zum Horizont als
Gleichgewichtslage haben muBl. MARGULES!) hat die Berechnung durchgefiihrt,
die auf folgende Formel fiir den Neigungswinkel « der Schichtgrenze fiihrt:

2osing v Ty — v,T,

tga = ,
g T,—T,

wo sich der Index 1 auf die untere, 2 auf die obere Schicht bezieht, und v die
Geschwindigkeit, T die absolute Temperatur, w die Winkelgeschwindigkeit der
Erde, ¢ die geographische Breite und g die Schwere bedeutet.

Wird die untere, kiltere Schicht als ruhend angenommen, so hebt sich die
Schichtgrenze in der Gleichgewichtslage bei dariiber wehendem

Ostwind Nordwind Westwind Siiddwind
nach S E N W

Ist z. B. v;=0, vy=10m/sec, T, =273°, T, =283° ¢ = 45°, so folgt
o = 0° 9" 45”. Die Grenzfliche hebt sich also um 2,86 m pro Kilometer. Die
Neigung wird um so gréBer, je verschiedener die Ge-
schwindigkeiten und je dhnlicher die Temperaturen sind.

Hieran kniipft die Polarfronttheorie der Zyklonen
von J. und V. BJERKNES an. Die im allgemeinen von
Ost nach West stromende kalte Polarluft grenzt mit
einer solchen schrigen Schichtgrenze gegen die von
West nach Ost stromende wirmere Luft aus niederen
Breiten. Die Schichtgrenze hebt sich gegen den Pol
Abb. 2. Entstehung einer ~ und schneidet die Erdoberfliche in der ,,Polarfront™.
Schrumptungsinversion. ~ Die Zyklonen werden dann als groBe Wellen an die-

ser Schichtgrenze aufgefaB8t, die sich in ihrem Bau
Wirbeln ndhern, oft auch in solche iibergehen, und die urspriinglich geradlinige
Polarfront wird in der Weise deformiert, daB die charakteristische Béenlinie und
Kurslinie der Zyklonen daraus resultiert. Uber die Richtigkeit dieser Auffassung
der Zykloren als Gravitationswogen an der genannten Grenzfliche sind in-
dessen die Ansichten noch geteilt.

Die Inversionen bilden auch die Ursache der Luftspiegelung nach oben
(Fata Morgana) sowie der Deformationen und Teilungen der Sonnen- und Mond-
scheibe beim Auf- oder Untergang?). .

Uber die Entstehung der Inversionen weil man noch wenig. Am besten
bekannt ist die antizyklonale Bodeninversion, die offenbar durch vertikale
Schrumpfung und seitliche Ausbreitung der Luftmassen erzeugt wird. Dieser
Vorgang, der von MARGULES, A. WEGENER und W. SCHMIDT untersucht worden
ist, 148t sich genihert sehr einfach an der Hand der Abb. 2 erliutern. Sinkt
die Luftsiule aa bb zusammen, so daB3 sie sich in die breitere und kiirzere Siule
a'a’ b'b’ verwandelt, so fuhren die untersten Luftschichten nur horizontale Be-
wegungen aus, ihre Temperatur bleibt daher ungedndert. Die Luftmassen an
der oberen Grenze der Sdule miissen sich aber um den Betrag ab — a4’d’ senken

1) M. MArGULES, HaNN-Band der Meteorol. ZS. 1906, S. 243.
3 A. WEGENER, Ann. d. Phys. (4) Bd. 57, S.203. 1918.
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und dabei adiabatisch erwdrmen. War das urspriingliche Gefélle in I das adiaba-
tische, so muf3 das neue in II auch adiabatisch sein. War es dagegen kleiner als
adiabatisch, so kann Inversion eintreten, wenn
b

<1 7y N
wo 7 das Temperaturgefille pro 100 m, und %, und A4, die Héhen der Luftsiulen I
und II bedeuten. Ubrigens bleibt das Gefille, wenn es in I linear war, in II nicht
linear. Da im Hochdruckgebiet ein solches Herabsinken und seitliches Ausbreiten
der Luftmassen in groem Umfange stattfindet, ist zweifellos hierin die Haupt-
ursache der charakteristischen antizyklonalen Inversion, die dem Boden aufliegt,
zu suchen. Bestitigt wird dies durch die geringe relative Feuchtigkeit, die durch
die adiabatische Erwdrmung verursacht ist. Die Verhiltnisse werden allerdings
oft dadurch kompliziert, da8 das Absinken der Luft nicht adiabatisch, sondern
unter Warmeverlust durch Ausstrahlung erfolgt.

Auch bei anderen Inversionen scheint nach SVERDRUP eine Schrumpfung
der oberen Schicht eine Rolle zu spielen, was die manchmal auffallend geringe
Feuchtigkeit oberhalb des Temperatursprunges nahelegt. Im iibrigen kénnen
Inversionen nach A. WEGENER durch Ubereinanderschieben von bisher horizon-
tal angeordneten Temperaturunterschieden entstehen oder nach K&ppPEN durch
fortgesetztes Schrumpfen einer Schicht mit schwachem Temperaturgefille infolge
der iiber und unter ihr herrschenden und iiber die Grenze hinausschieBenden
Vertikalbewegungen. Man kann auch folgende Uberlegung anstellen: Herrscht
in der Atmosphire eine vertikale Temperaturabnahme, die kleiner als die des
konvektiven Gleichgewichts ist, und wird nun in einem bestimmten Hohen-
intervall die Turbulenz und damit das Gefille vergroBert, so mufl an der oberen
wie an der unteren Grenze dieser Schicht eine Inversion entstehen.

Trotz dieser verschiedenen Erklirungen koénnen unsere Vorstellungen iiber
die Entstehung der Inversionen noch nicht als gefestigt gelten.

c) Die Kondensationsprozesse.

9. Ursache der Kondensation. Der ilteren von HurToN herrithrenden
Erklirung der Wolkenbildung durch Mischung verschieden temperierter Luft-
massen ist durch die Untersuchungen von HANN, PERNTER und BEzoLD der
Boden entzogen worden. Allerdings mul} stets Kondensation eintreten, wenn
zweil gesittigte Luftmassen verschiedener Temperatur gemischt werden. Aber
schon der Umstand, daBl man selbst bei sehr groBen Temperaturunterschieden
nur sehr geringe Mengen kondensierten Wassers erhilt, zeigt die Unbrauchbarkeit
dieses Prinzips fiir die Erklirung der Niederschlige. Dazu kommt, dal3 Luft-
massen verschiedener Temperatur in unmittelbarer Nachbarschaft nur bei
Diskontinuitdtsflichen (Inversionen) vorkommen, wo fast stets die wirmere
Schicht ungesittigt, oft sehr trocken ist. Solche Bedingungen, bei denen durch
Mischung auch nur Wolkenbildung eintreten kann, diirften daher so selten sein,
daf} sie ganz auBler Betracht bleiben kénnen. Viel hiufiger diirfte der Fall vor-
kommen, daB Wolkenluft bei Mischung mit nichtkondensierender Luft klar wird,
worauf z. B. die Auflésung der Kumuluswolken nach Erlahmen ihres Auftriebes
beruht.

Die wirkliche Ursache der Wolken- und Niederschlagsbildung ist fast aus-
schlieBlich die adiabatische Abkithlung der Luft beim Aufsteigen. Nur bei dem
Nebel, der unmittelbar auf dem Boden liegt, mul die Ursache komplizierter
sein. Nebel entsteht da, wo warme Luft tiber kalten Boden streicht; ithre Tem-

Handbuch der Physik. XI. 12
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peratur sinkt dabei, und dies fithrt zur Kondensation. Das Sinken der Tem-
peratur scheint dabei z. T. durch unmittelbare Berithrung mit der kalten Unter-
lage und Weitergeben der Abkiithlung durch die Turbulenz erzeugt zu werden,
teilweise aber auch durch Strahlung.

Das zur Wolkenbildung fiihrende Aufsteigen der Luft geschieht in der Weise,
daB michtige Schichten groBer horizontaler Ausdehnung auf schrigen Gleit-
flachen (Inversionen) langsam hinaufgleiten oder auch durch Kiirzung der horizon-
talen Dimensionen in die Héhe wachsen (Streckung). Auf diese Weise entstehen
die Schichtwolken (Stratus, Altostratus, Zirrostratus) in den Zyklonen. Aus
dem Niederschlag 148t sich berechnen, daB diese Vertikalbewegungen von der
GroBenordnung 10 cm/sec sind. Andererseits geschieht aber das Aufsteigen auch
in kleineren, isolierten Luftmengen, welche infolge ihres Auftriebes oder der
Turbulenzenergie die dariiber liegenden Schichten durchbrechen. Auf diese
Weise entstehen die Haufenwolken (Kumulus, Kumulonimbus), in denen die Ver-
tikalbewegung etwa zwischen 1 und 10 m/sec liegt. Man kann bei ihnen zwischen
Turbulenzkumulus und Auftriebskumulus (dynamischer Kumulus) unterscheiden.

Die Wolkenformen gliedern sich aber nicht nur in Schicht- und Haufen-
wolken, sondern auBerdem auch nach den Héhen (Etagen) in untere (Stratus,
Kumulus), mittlere (Altostratus, Altokumulus) und hohe (Zirrus, Zirrostratus,
Zirrokumulus). Die 3 Zirrusarten sind Eiswolken, wihrend noch Altostratus
und Altokumulus meist aus unterkiihlten Wassertrépichen bestehen, zwischen
denen nur vereinzelte eisférmige Kondensationsprodukte umhertreiben. Die
Zirrusgruppe unterscheidet sich dem Aussehen nach von den niedrigeren Wolken
durch das Vorherrschen von Fallstreifen; diese bestehen aus Niederschlag
(in Eisform), der aus der Wolke heraussinkt, sich aber schlieBlich in tieferen,
nicht gesittigten Schichten wieder auflost, ohne die Erde zu erreichen. Das
Fortbestehen und Anwachsen solcher Fallstreifen auch nach Verschwinden der
erzeugenden Wolke erklirt sich nach A. WEGENER durch Ubersittigung (in bezug
auf Eis) derjenigen Schichten, in die sie hineingesunken sind.

Die genannten Wolkenformen sind nur die Hauptformen. Natiirlich gibt
es Ubergangsformen wie Stratokumulus und Kumulostratus; Gewitterwolken
(Kumulonimbus) lassen sich nicht in eine der 3 Hohengruppen einreihen, weil
sie zwar die gleiche Basis wie die gewohnlichen Haufenwolken haben (etwa
1500 m), dabei aber jedenfalls iiber 4000 m hoch hinaufreichen, ja bisweilen bis
zur Grenze der Stratosphire hinaufstoflen koénnen (Hageltiirme).

10. Die Kerne der Kondensation. Wie W. THOMSON!) nachgewiesen hat,
ist der Gleichgewichtsdruck des Wasserdampfes iiber einer gekriimmten Wasser-
oberfliche gréBer als der normale, der fiir eine ebene Wasseroberfliche gilt. Ver-
moge der Oberflichenspannung besitzt ndmlich jeder Tropfen eine potentielle
Energie, die proportional seiner Oberfliche, also gleich 4 7 724 ist, wo » der
Tropfenradius und « die Kapillarkonstante ist. Je kleiner der Tropfen ist, desto
kleiner ist auch diese potentielle Energie. Zur Verkleinerung des Tropfens
braucht daher nicht die ganze zur Verdampfung notige Arbeit geleistet zu werden,
sondern ein Teil derselben wird durch die Verminderung der potentiellen Energie
bestritten. Die tatsichlich zu leistende Arbeit wird also um so geringer, je stirker
der Tropfen gekriimmt ist, d. h. je kleiner er ist. Ein sehr kleiner Tropfen ver-
langt daher, um im Gleichgewicht zwischen Verdampfung und Kondensation zu
sein, einen gewissen DruckiiberschuB, fiir den sich nach THOMsONS Rechnung
die Formel ergibt

2v,a
dp—= 22t
(vd - 'Uw) r
) W. Tuomson, Phil. Mag. (4) Bd. 42, S. 448. 1871 u. Proc. Edinburgh 1869/70.
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wo a die Kapillarkonstante, # der Tropfenradius, ferner v,, das spezifische Volumen
des Wassers (= 1) und v; das des Wasserdampfes ist. Da letzteres gro gegen v,
ist, koénnen wir auch schreiben

2a
= — 2
AP vy gjcem? ,

wenn wir den Index von v, jetzt fortlassen. Oder in mm Quecksilber:

10 a
13,6 Ap =1,47

Die Kapillarkonstante @ ist bei —10° 7,84 -10-2, bei 410° 7,54-10-2.
Fiir das spezifische Volumen v des Wasserdampfes gilt:
T10?
0,2885 ¢

Ae =

ver

V= ccm,

wo T die absolute Temperatur und e der Druck des (iibersittigten) Wasserdampfes
(in mm Hg) ist, d. h. e = E + de. Hiermit findet man folgende Zahlenwerte
fir 0° C:

Rel. Feuchtigkeit 100,00012 101 105 120 400%/,
Rad. d. Gleichgew.-Tropf. 1073 1,1-107% 2,5.40-¢% 72.10"7 1,6.10"7 cm.

Hiernach miite also zum ersten Beginn der Kondensation eine aufler-
ordentlich groBe Ubersittigung notig sein. Indessen ist zu beachten, daB dies
Gesetz nur ein statistisches ist. Es kann offenbar an vereinzelten Stellen durch
zufilligen gleichzeitigen Zusammenstof3 einer geniigend groBen Zahl von Wasser-
dampfmolekiilen ,,durch Zufall zur Bildung eines so groBen Tropfens kommen,
daB er bei dem vorhandenen Dampfdruck weiterbestehen kann. Allein der Radius
eines Wasserdampfmolekiils betrdgt nur 2 - 10-8cm; um also bei einer relativen
Feuchtigkeit von 1209, einen Gleichgewichtstropfen zu erzeugen, miillten nicht
weniger als 50000 Molekiile gleichzeitig zusammenstoBen.

Man kann sich aber leicht experimentell davon {iiberzeugen, daB es nicht
solche zufilligen ZusammenstéBe sind, welche die Wolkentrépfchen bilden. Be-
kanntlich kann man experimentell Wolkenbildung erzielen, indem man in eine
groBe Glasflasche ein wenig Wasser hineintut, so daf die Luft darin gesittigt
ist, und dann die Luft plétzlich um einen, wenn auch kleinen Betrag expandiert.
Diese mit der natiirlichen Wolkenbildung vollig identische Nebelbildung bleibt
aber, wie COULIER, MASCART und AITKEN zuerst gezeigt haben, aus, wenn man
Luft benutzt, die durch einen Wattebausch filtriert ist, oder die lingere Zeit
vollig ruhig gestanden hat, so daB3 alle Verunreinigungen sich niedergeschlagen
haben. In solcher gereinigter Luft kann man, wie WILSON?!) gezeigt hat, die Ex-
pansion bis auf das 1,252fache treiben, was einer relativen Feuchtigkeit von
4209, entspricht, ehe Kondensation eintritt. Die dann entstehenden Trépfchen
erweisen sich als negativ elektrisch geladen; treibt man die Expansion noch weiter
bis zum 1,375fachen des Anfangsvolumens, so tritt erneut eine starke Konden-
sation ein, und die jetzt entstandenen Tropfchen erweisen sich als positiv elektrisch
geladen. Bei so hoher Ubersittigung tritt eben eine Kondensation an den stets
vorhandenen Ionen, zuerst den negativen, dann auch den positiven, ein, die
hier als Kondensationskerne dienen.

J. J. THoMsoN hat diesen Vorgang auch rechnerisch verfolgt. Man glaubte
eine Zeitlang, daBl diese Art der Kondensation, bei denen die Tropfen elektrisch

1y C. T. R. WiLson, Phil. Trans. Bd. 189, S. 265. 1897.
12%
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geladen sind, bei den Gewitterwolken stattfindet und die Ursache der Gewitter-
elektrizitit ist (WILSON-GERDIENsche Theorie). Indessen iiberwiegen gegen-
wirtig die Zweifel, die man an dem Vorkommen so hoher Ubersittigungen selbst
in den Gewitterwolken hat.

Da nun die gew6hnliche Wolkenbildung sofort eintritt, sobald der Sattigungs-
punkt iiberschritten wird, gerade wie in dem Expansionsversuch mit ungereinigter
Luft, so miissen also in beiden Fillen irgendwelche Kondensationskerne vorhanden
sein, durch welche die Schwierigkeit der ersten Bildung der Trépfchen umgangen
wird.

AITKEN hat 1888 ein Instrument konstruiert, das die Anzahl der im Kubik-
zentimeter Luft enthaltenen Kondensationskerne zu ermitteln gestattet. Man
expandiert dazu eine kleine Menge Luft und erzeugt auf diese Weise in ihr Nebel;
dieser schldgt sich nieder auf eine gefelderte Glasplatte, die den Boden des Ge-
fales bildet, und man zdhlt mit einem Mikroskop die Anzahl der Tropfen pro
Feld. Anfangs wurde dies Instrument Staubzihler genannt, weil man annahm,
daB die Kondensationskerne Staub wiren. Indessen hat WiGAND?) gezeigt, da3
sich durch Aufwirbeln von eigentlichem Staub die Kernzahl der Luft nicht
erhoht, so daB3 die trockenen, festen Bestandteile des Staubes nicht als Kerne
in Frage kommen. Vielmehr scheint es sich um Tropfchen hygroskopischer
Fliissigkeiten zu handeln. Hierauf deutet namentlich die folgende Beobachtungs-
reihe, nach welcher fiir einen bestimmten Grad von Verschleierung der Fern-
sicht eine um so geringere Kernzahl nétig ist, je feuchter die Luft ist.

Kernzahl pro ccm

Psychrometr. Differenz bei konstanter Sichtweite
1,1 bis 2,2°C 1,25« 10%
2,2, 39 1,71 < 10%

3,9 , 5.5 2,26 - 104

Wenn, wie wahrscheinlich, die Kondensationskerne es sind, die die Triibung
der Luft verursachen, so notigen diese Zahlen zu dem SchluB3, dal diese Kerne
um so groBer sind, je feuchter die Luft ist.

Im iibrigen sind viele mit dem Kernzdhler gemachte Beobachtungen in
ihrer Deutung noch unsicher. Wicanp fand folgende Abnahme der Kernzahl
mit der Héhe:

Tabelle 21. Zahl der Kondensationskerne in der Atmosphire.

Hohe 0,1 1 2 3 4 5 6,5 km
Kernzahl 45000 6000 700 200 100 50 20

und stellte auch fest, daB} innerhalb einer Zone mit Temperaturumkehr im unteren
Teil eine Anreicherung, im -oberen ein Defizit an Kernen herrscht, was nach
A. WEGENER durch Herabsinken infolge des Mangels an Turbulenz innerhalb der
Inversionsschicht erklirt werden kénnte. Barus fand im Januar 3 bis 5mal
so viel Kerne wie im Juli (am Boden). Zu einem iiberraschenden Ergebnis kam
Braak: er fand bei einer relativen Feuchtigkeit von 76%, 83000 Kerne, bei
409, aber nur 2000, obwohl in letzterem Falle ein blauer Dunst herrschte, im
ersteren aber die Luft sehr durchsichtig war. Wenn, wie es hiernach scheint,
das Instrument bei groBer Trockenheit den groften Teil der Kerne nicht mit-
zihlt, so werden hierdurch allerdings die meisten bisher damit gewonnenen Er-
gebnisse zweifelhaft und die Deutung der Beobachtungen sehr erschwert.

Die Frage, woraus die Kondensationskerne bestehen, 148t sich gegenwirtig
noch nicht mit volliger Sicherheit beantworten. In der Seeluft lassen sich nach

1) A. WicaNnD, Meteorol. ZS. 1913, S. 10.
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LUpELING Salzkdérnchen nachweisen und KOHLER hat neuerdings im Schmelz-
wasser von Raubhreif stets Kalziumchlorid gefunden, welches, wie er meint.
aus dem Seewasser stammen muB. Dagegen 140t sich geltend machen, daB,
wenn dies die Kondensationskerne der Wolken wiren, sich Unterschiede der
Wolkenbildung auf See und auf Land zeigen sollten, woriiber nichts bekannt
ist. Nach LENARD und RAMSAUER erzeugt die Sonnenstrahlung aus Sauerstoff,
Stickstoff und Wasserdampf Spuren hygroskopischer Gase; auch Verbrennungs-
prozesse liefern solche. So schrieb KiEssLING der schwefligen Siure die Rolle
von Kondensationskernen zu, BARKOwW und PRINGAL nitrosen Gasen wie Sal-
petersiure und namentlich Ammoniak. Letzteres Gas 146t sich in der Tat stets
nachweisen. Nach Messungen im Park von Montsouris finden sich sehr konstant
2,0 mg Ammoniak in 100 cbm Luft, und auf den Pic du Midi (2880 m) 1,35 mg.
BIEBER zog auch Wasserstoffsuperoxyd in Betracht. Es ist natiirlich nicht un-
moglich, daB eine ganze Reihe solcher hygroskopischer Gase in Frage kommt,

die in wdasseriger Losung in Form sehr
kleiner Dunsttrépfchen die Kerne fiir die
Kondensation abgeben.

Fir die Kondensation in Eisform
miissen aber andere Kerne, wahrscheinlich
in fester Form, angenommen werden. Am
wirksamsten werden kleine Kristalle von
gleicher Art wie die Eiskristalle, also z. B.
Quarzkdrnchen, sein. Direkte Beobach-
tungen iiber die Natur dieser Kerne gibt
es noch nicht. Doch zeigen Beobachtungen
bei sehr tiefen Lufttemperaturen, daf3 solche
Kerne fiir eisférmige Kondensation bis-
weilen vollig fehlen kénnen, wahrend die-
jenigen fiir Kondensation in flissiger Form
offenbar stets in groBer Menge zur Ver-
tiigung stehen.

11. System der Kondensationspro-
dukte. Wie das RoozeBoomsche Phasen-
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Abb. 3. Getreues Phasendiagramm

des Wassers.

diagramm fiir das Wasser (Abb. 3) zeigt, konnen die 3 Phasen Dampf, Eis und
Wasser nur bei einem ganz bestimmten Wert der Temperatur und des Dampf-
drucks miteinander im Gleichgewicht sein, ndmlich im Tripelpunkt T des Dia-

gramms, der die Koordinaten hat:

e = 4,58 mm Hg
t = + 0,0075°C.

Bei hoheren Drucken kann die fliissige Phase nur entweder mit der Dampfphase
oder mit der Eisphase im Gleichgewicht sein. Diese Gleichgewichtszustinde
werden durch die Verdampfungskurve TW und die Schmelzkurve 77’ gekenn-
zeichnet. Letztere ist so wenig gegen die Druckachse geneigt, daB sie in unserer
Abbildung parallel zu ihr erscheint. Um eine Erniedrigung des Schmelzpunktes
um 1 ° zu erzielen, mufl man namlich den Druck um 132,8 Atmosphiren vermehren,
oder mit anderen Worten: Die Schmelztemperatur sinkt um 0,00753 ° pro Atmo-

sphire Druckzunahme.

Eine weit grofere Rolle als die Schmelzkurve spielt fiir atmosphirische
Vorginge die Verdampfungskurve TW, die bei Atmosphirendruck (760 mm)
4100° erreicht. Wie ohne weiteres ersichtlich, ergibt sie die Siedetemperatur
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des Wassers, wenn man den Druck als Luftdruck statt als Dampfdruck be-
-trachtet. Sie endigt schlieBlich im kritischen Punkt (374° C, 218 Atm. Druck),
so daf3 oberhalb dieses Punktes die Felder der gasférmigen und der fliissigen Phase
in Verbindung stehen. Die folgende Tabelle gibt die der Kurve entsprechenden
Dampfdrucke (Drucke des gesittigten Wasserdampfes in mm) nach ScHEEL
und HEUSE:

Tabelle 22. Sattigungsdruck (mm Hg) des Wasserdampf{es.

Temp. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0° 4,58 4,93 5,29 5,68 6,10 6,54 7,01 7,51 8,04 8,61
10° 9,21 9,84 10,52 11,23 11,99 12,79 13,63 14,53 15,48 16,48
20° 17,54 18,65 19,83 21,07 22,38 23,76 25,21 26,74 28,35 30,04
30° 31,82 33,70 35,66 37,73 39,90 42,18 44,56 47,07 49,69 52,44

Im Bereich der negativen Temperaturen gabelt sich die Kurve, und wir
erhalten 2 Aste, die zu benutzen sind, je nachdem der Dampfphase Eis oder unter-
kiihltes Wasser gegeniibersteht.

Die maximalen Dampfdrucke iiber Eis sind folgende (nach NERNST):

Tabelle 23. Sattigungsdruck £ in mm Hg des Eisdampfes.

Temp. 0 -5 —-10 —15 —20 —25 —30 —35 —40 —45 —50
E tber Eis 4,58 301 1,95 1,24 0,77 047 0,28 0,17 0,093 0,052 0,029
Temp. —55 —60 —68 —73 —113 —173 —253°

E iber Eis 0,015 0,0075 0,0026 0,0012 581077 7,5-107% 14,6108 mm,

Und andererseits ist der maximale Dampfdruck iiber unterkiihltem Wasser
(nach THIESEN):

Tabelle 24. Sattigungsdruck £ in mm Hg von unterkiithltem Wasser.

Temp. 0 —5—10 —15 —20 —25 —30 —35 —40 —45 —50 —55 —60°
E uber Wasser 4,58 3,16 2,14 1,43 0,96 0,61 0,39 0,24 0,14 0,084 0,048 0,027 0,015 mm

Die Bedeutung dieser Verhiltnisse kann man sich klarmachen, wenn man
bedenkt, daB auch in Mitteleuropa positive Temperaturen im Winter oft iiber-
haupt nicht in der Atmosphire vorkommen und selbst im Juli auf die untersten
drei Hohenkilometer beschrankt sind. Die Mitteltemperatur der Troposphire,
d. h. desjenigen Teiles der Atmosphire, in welchem Wolkenbildungen auftreten,
betrigt sowohl iiber Europa wie iiber dem Aquator etwa —22°. Infolgedessen
miissen die Unterschiede der maximalen Dampfdrucke iiber Eis und tiber unter-
kithltem Wasser eine sehr allgemeine Rolle bei den atmosphirischen Konden-
sationsvorgingen spielen.

Nebel aus unterkiihlten Wassertrépfchen ist durch den in ihnen erzeugten
weillen Regenbogen (Nebelbogen) von A. WEGENER bei Kocus Grénlanddurch-
querung bis —34,5° festgestellt worden. Es ist aber fraglich, ob es iiberhaupt
eine bestimmte Grenze der Unterkiihlung der Trépfchen in der Atmosphire gibt.
Bei negativen Temperaturen bestehen die Wolken meist in der Hauptsache aus
unterkiihlten Tropfchen, doch untermischt mit vereinzelten eisférmigen Kon-
densationsprodukten. Da die Wolkenluft dann in bezug auf diese letzteren stark
iibersittigt ist, so werden diese Schneesterne oder Graupeln rasch anwachsen
und herausfallen, so daB eine solche Wolke trotz ihrer gemischten Zusammen-
setzung nur eisférmigen Niederschlag liefert.
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Da man unter relativer Feuchtigkeit auch bei negativen Temperaturen stets
diejenige in bezug auf Wasser versteht!), so muB, wenn gerade Sattigung in bezug
auf Eis herrscht, und also die eisférmige Kondensation beginnt, die relative
Feuchtigkeit kleiner als 100% sein. Aus den obigen Zahlen erhélt man folgende
relative Feuchtigkeiten’ fiir Sittigung in bezug auf Eis:

Tabelle 25. Relative Feuchtigkeit bei gesattigtem Eisdampf.

Temp. —5 —10 —15 —20 —25 —30 —35 —40 —45 —50 —55 —60°
Rel. Feucht. 96 91 87 82 78 74 71 67 64 61 58 55%

Bei Polarexpeditionen hat man in der Tat gefunden, daB lebhafte Reifbildung
einsetzt, sobald diese Feuchtigkeiten iiberschritten werden.

Die Art der eisférmigen Kondensationsprodukte ist im wesentlichen davon
abhingig, wie stark diese Sittigungswerte iiberschritten werden: sind diese Werte
nur eben erreicht, so entstehen Vollkristalle, die Halos erzeugen; bei maBiger
Uberschreitung werden daraus Schneesterne, bei starker Uberschreitung Grau-
peln. Liegt die Temperatur noch nahe an 0°, so kann auch die Uberschreitung
der Sittigung in bezug auf Eis nicht groB werden, da bei 1009, relativer Feuchtig-
keit die massenhafte Kondensation in Trépfchenform beginnt und ein weiteres
Anwachsen verhindert. Deshalb kénnen bei diesen Temperaturen Graupeln
nur dann entstehen, wenn die Luft schnell aufsteigt und die Kondensation
stiirmisch ist. Bei sehr tiefen Temperaturen aber kommt es so leicht zu starken
Ubersittigungen in bezug auf Eis, da die Graupeln hier auch bei sehr schwachem
Niederschlag hiufig sind. Fiir den Hagel entstehen besonders extreme Bedingun-
gen durch seine aus den hohen Schichten mitgebrachte tiefe Eigentemperatur.

In vielen Fillen ist es moglich, aus optischen Erscheinungen auf die Phase
der Kondensationsprodukte zu schlieBen. So entstehen Halos nur in Eiskristallen.
Aber freilich geben nicht alle Eiswolken Halos, sondern nur solche, die aus
Vollkristallen zusammengesetzt sind. Ebenso kann der Regenbogen und Nebel-
bogen nur in Tropfen entstehen. Unklarheit herrscht noch iiber die Deutung
der Beugungserscheinungen (Krinze, Glorien, Irisieren). Man nahm bisher an,
daB diese sowohl in Eis- wie in Wasserwolken erscheinen kénnten, wenn nur die
Teilchen alle von gleicher GroBe sind. Neuerdings hat aber SiMpsoN Griinde
fiir die Auffassung angefiihrt, daB diese Erscheinungen nur in Wasserwolken
entstehen.

12. Wolken- und Regentropfen. Solange die hygroskopischen Krifte der
Kondensationskerne noch wirksam sind, d. h. die Tropfchen geniigend klein sind,
sind diese mit dem Dampfdruck der Umgebung in stabilem Gleichgewicht:
werden sie verkleinert, so miissen sie wegen groBerer Konzentration und Ver-
stirkung der Hygroskopie wieder wachsen; werden sie vergroBert, so miissen
sie wegen Abnahme der Hygroskopie wieder kleiner werden. In diesem Stadium
sind die Tropfchen im allgemeinen kleiner oder nur hochstens von gleicher GrofBe
wie die Wellenlinge des Lichtes (5 x10~3 cm) und konnen infolgedessen hdchstens
die Erscheinungen tritber Medien zeigen (Dunst), aber noch nicht als Wolke
sichtbar werden. Sobald aber infolge Erreichung des Sittigungsdruckes die
Tropfchen so groB geworden sind, daB die hygroskopischen Eigenschaften der
Kerne wegen zu starker Verdiinnung unwirksam werden, kann das Gleich-
gewicht nur noch ein labiles sein. Denn werden sie jetzt vergroBert, so wird die
Luft in bezug auf ihre schwichere Oberflichenkriimmung {ibersittigt, und sie
werden von selbst weiter wachsen, bis sie durch Zunahme ihrer Fallgeschwindig-

1) Auch das Haarhygrometer gibt bei negativen Temperaturen die relative Feuchtig-
keit bezogen auf unterkiihltes Wasser an.
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keit in weniger feuchte Schichten herabgesunken sind oder als Regen den Erd-
boden erreicht haben.

Nach den fritheren Ausfithrungen entspricht einer relativen Feuchtigkeit
von 1019, ein Radius des Gleichgewichtstropfens von 1,1 -10-%cm. Dies ent-
spricht ungefihr der Grenze der Sichtbarkeit, d. h. bei Entstehung der Wolken-
triibung miissen die Tropfchen etwa diese GréBe besitzen. Selbst wenn also die
hygroskopischen Krifte hier schon ganz unwirksam sein sollten, so sieht man
doch, daB eine groBere Ubersittigung vor der Wolkenbildung nicht eintritt.

Man kann die TropfengréBe, wenigstens des Regens, auf bequeme Weise
messen, indem man sie auf Filtrierpapier fallen 148t und die Durchmesser der
Spuren mift. Um diese besser sichtbar zu machen, bestreut man das Papier
mit Eosin, wodurch sie gefiarbt werden. Das Papier muf} empirisch mit gewogenen
Tropfen geeicht werden. Der grofite von WIESNER gemessene Regentropfen
hatte den Radius 0,36 cm.

Wo man die Grenze zwischen Wolkenelement und Regentropfen anzusetzen
hat, 14Bt sich auf diese Weise allerdings schwer bestimmen. Die naturgemiBe
Definition dieser Grenze ist wohl die, nach der die Fallgeschwindigkeit gerade
so groB ist, dal die Tropfen von der in der Wolke herrschenden Turbulenz nicht
mehr in der Schwebe gehalten werden kénnen. Hiernach muB} diese Grenze von
dem Turbulenzgrad in der Wolke abhingen. Dem entspricht der Unterschied
zwischen kleintropfigem Regen (aus turbulenzarmen Wolken) und groBtropfigem
(aus sehr turbulenten Wolken). Will man schon eine bestimmte GréBe als Regen-
tropfengrenze bezeichnen, so kann man den Tropfenradius 0,007 cm dazu be-
nutzen. Solche Tropfen fallen (in turbulenzfreier Luft) mit 1/, m/sec.

Die Fallgeschwindigkeit der Tropfen wurde von LENARD durch die Ge-
schwindigkeit eines vertikal aufsteigenden Luftstroms, der die Tropfen gerade
schwebend erhielt, gemessen. Eine andere Methode rithrt von W. ScHMIDT
her: er lieB die Regentropfen selbst durch einen Ausschnitt einer horizontalen,
rotierenden Scheibe auf eine darunter befindliche mitrotierende Scheibe fallen
und mafB} so den Winkel, um den die untere Scheibe in dem Zeitintervall gedreht
war, den der Tropfen zum Durchfallen des Abstandes brauchte.

Man kann die Fallgeschwindigkeit aber auch theoretisch aus der STokESschen
Formel fiir den Luftwiderstand einer fallenden Kugel berechnen und findet dann

v = 1,26-1087% cm/sec,

wo 7 der Tropfenradius in Zentimetern ist. Diese Formel gilt allerdings nur
zwischen den Grenzen
4-107%cm <7 <<10"%cm.

Die untere Grenze ist so gut wie identisch mit der Sichtbarkeitsgrenze, so daf3
fir die von LamMB, REINGANUM u. a. fiir noch kleinere Tropfen aufgestellten
Formeln in der Meteorologie kaum Verwendung besteht.

Die obere Grenze reicht aber nicht aus. W. ScHMIDT hat deshalb eine em-
pirische Formel aufgestellt, welche fiir groe Tropfen hinreichend mit den Beob-
achtungen stimmt und fiir kleinere in diejenige von STOKES iibergeht. Sie lautet

v=- 100 cm/sec
0,787 | 503 '

7? ¥
Die Formeln gelten stets fiir normalen Luftdruck. Fiir grofere Hohen

(kleineren Druck) vergroBert sich die Geschwindigkeit im Verhaltnis V@
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Die empirisch gemessenen Geschwindigkeiten sind in der folgenden Tabelle
mit den aus ScHMIDTS Formel sich ergebenden zusammengestellt:
LENARDS Mess;unggn zeigen, daB die Tabelle 26.
Fallgeschwindigkeit bei einem Tropfen- e
. . . Fallgeschwindigkeit v von Regen-
radius von 0,225 cm ein Maximum von tropfeninAbhéingigkeit vomRadiusz.

805 cm/sec erreicht. Bei dieser Grofle - ® Deobachict emfeee —
beginnen die Tropfen sich zu defor- B - (Stokes-

. . . . . (cm) Lenard ! W. Schmidt | Schmidt) cm/sec
mieren, wodurch die Geschwindigkeit
wieder etwas abnimmt, bis sie — vom 4.10°3 ‘ 0,002
Radius 0,25 cm an — zerstiuben. Die 0,0005 0,3
Geschwindigkeit von 8 m/sec ist also 0,001 1.1

. o - 0,005 ; 26
die grofte, mit welcher Regen fallen 0.01 ‘ 73
kann. Da in Gewitterwolken, nament- 0,02 180 181
lich den Hageltiirmen, die aufsteigende 0,03 | 270 265
Luftbewegung diese Grenze nicht selten 904 L340 333
.. 5 . . 0,05 440 393 390
iiberschreitet, so wird der Regen in 0.10 590 577 599
diesen Fillen am Herausfallen gehin- 0,15 690 | 692 750
dert, so daB3 nur die Hagelkorner herab- 0,175 737 1 740 814
kommen, denen keine derartige Wachs- 8;?% ggg } 929
tumsgrenze gesetzt ist. Da ein Zer- 0:31§ 780 ‘ _

stduben von Tropfen mit einer Tren-
nung der Elektrizititen verbunden ist, grindet SiMpsoN hierauf seine Theorie
der Gewitterelektrizitit.

DEFANT stellte fest, dal in jedem Regen bestimmte GroBen der Regen-
tropfen Haufigkeitsmaxima zeigen, und zwar verhalten sich die Gewichte (oder
Volumina) der hiufigsten Tropfen jeweils wie 1:2:4:8. Dies wurde von KGHLER
bestdtigt. W. ScHMIDT erklart dies daraus, da3 gerade immer gleich groBe Tropfen
zusammenflieBen. { Wenn namlich 2 Kugeln in gleicher Richtung sich durch ein
widerstehendes Medium fortbewegen, so erfahren sie, hintereinander geordnet,
eine hydrodynamische AbstoBung, nebeneinander aber eine Anziehung. Damit
letztere zur Vereinigung fiihrt, ist es nétig, daB sie lingere Zeit hindurch wirksam
bleibt, was nur bei gleicher Fallgeschwindigkeit, also gleicher GréBe, der Fall
sein kann.

Messungen von CONRAD und WAGNER haben einen Gehalt der Wolken an
fliissigem Wasser von 0,4 bis 4 g pro Kubikmeter Wolkenluft gegeben. Der
Gehalt an fliissigem Wasser war stets kleiner als der an gasférmigem. In Ge-
witterwolken diirften indessen wesentlich héhere Werte vorkommen.

Fiir 1 bis 2 g Wasser pro Kubikmeter Luft und einen Tropfenradius von
10~3 cm wiirde folgen, dafl 200 bis 500 Tropfen im Kubikzentimeter Wolkenluft
vorhanden sind. Die Kernzdhlungen ergeben, wie schon erwihnt, fiir die oberen
Luftschichten dhnliche Werte, am Boden allerdings meist mehrere 1000 Kerne.

In besonderen Fillen konnen die Regentropfen noch in unterkiihltem Zu-
stand den Boden erreichen. Erstarrend bilden sie dann das Glatteis, das durch
sein Gewicht die Bdume niederbrechen und groBen Schaden anrichten kann
(Eisstiirme). Die meteorologischen Bedingungen hierfiir sind positive Tem-
peraturen in der Wolkenregion und negative in den unteren Schichten, also
Inversion.

Ist die Abkithlung, die die Tropfen bei solcher Temperaturverteilung in
den unteren Schichten erleiden, noch gréBer, so erstarren sie schon in der Luft
zu Eiskugeln, und es regnet Eiskérner, die wegen ihrer Kleinheit ganz unschidlich
sind. Gewdhnlich ist der am Boden ankommende Regen um 1 bis 3 ° kilter als
die Luft.
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13. Schnee, Graupel, Hagel. Schnee besteht entweder aus Vollkristallen,
Skelettformen (Schneesternen) oder Sphirokristallen (Graupeln), je nach dem
Grade der Ubersittigung, die wihrend der Bildung herrscht. Die Kristallform
ist das Gseitige Prisma. Die Vollkristalle, die allein imstande sind, Halos zu
erzeugen, sind auffallend oft in Form von 6seitigen Plittchen entwickelt, so
daB die Hauptachse gewohnlich kleiner als !/;, der Nebenachsen ist.

Uber die Ursache dieser Plittchen- und Lamellenbildung hat VoLMER Unter-
suchungen angestellt!). Danach ist die spezifische Oberflichenenergie auf den
verschiedenen Kristallflichen verschieden grof. Solche mit kleiner Energie
wachsen langsamer und sind daher ausgedehnt. Dies ist bei den Basisflichen des
Eisprismas der Fall. Die relative Wachstumsgeschwindigkeit 148t sich theoretisch
abschitzen. Beim Eise ist sie fiir die Seitenflichen 100 bis 600mal gréBer als
fir die Basisflichen, und zwar wichst dies Verhiltnis schnell mit sinkender
Temperatur, so daBl Plittchen vorzugsweise bei tiefen Temperaturen entstehen
milssen.

Fir die Entstehung der Skelettformen und Sphirokristalle hat bereits
O. LeumaNN?) die Erklirung gegeben. Die Ursache ist der Ubersattigungshof,
der sich um den wachsenden Kristall herum bildet. Da nidmlich Kristalle nur bei
Ubersittigung wachsen, und andererseits an der Oberfliche des Kristalls nur
gerade Sidttigung herrschen kann, muB der Kristall von einem Hof umgeben
sein, in welchem die Ubersittigung nach auBen zunimmt. Die Schnelligkeit
des Niederschlags neuer Molekiile und daher des Wachstums ist dann abhéngig
vom Gefille der Ubersittigung. Dieses wird an den Ecken und Hervorragungen
des Kristalls groBer sein als {iber der Mitte groBerer Flichen, und daher werden
die Ecken im Wachstum vorauseilen. Hierdurch werden aber die Bedingungen
fiir ein weiteres Vorauseilen der Ecken immer giinstiger, und das ganze Wachs-
tum des Kristalls schldgt in Skelettbildung um, wobei der Kristall nur noch in
Richtung seiner Achsen weiterwdchst. So entstehen aus den Plittchen die
Schneesterne. Verschwindet die Ubersittigung, so tritt Erginzung ein, indem
die Strahlenspitzen verdampfen, wihrend die dazwischenliegenden Seitenflichen
noch weiter wachsen, bis wieder ein Vollkristall hergestellt ist. Durch mehrfachen
Wechsel des Ubersittigungsgrades kénnen so die komplizierteren Formen der
Schneesterne entstehen, indem jedem Anwachsen der Ubersittigung ein Vorstof3
des Skeletts, jedem Nachlassen eine Erginzung entspricht.

GroBere Schneeflocken (Tauschnee) bestehen aus mehreren Schneesternen,
die durch die Oberflichenspannung kleiner, sie verbindender Wassertrépfchen
aneinander haften. Sie konnen GréBen bis zu 12 cm Durchmesser erreichen.
Ihre Fallgeschwindigkeit betrdagt 1,1 bis 1,8 m/sec.

Wenn die Ubersittigung eine gewisse Grenze iiberschreitet, so tritt Bildung
von Sphirokristallen (Reifgraupeln) ein, welche kugelige Gebilde von zentral-
fasriger Struktur darstellen. Durch Anlagerung unterkiihlter Wassertrépfchen,
welche erstarrend die Fasern zusammenkitten, entstehen hieraus die kompakteren
Formen der Frostgraupeln.

Die groBeren Frostgraupeln (Durchmesser 5 bis 10 mm) haben indessen
in der Regel keine Kugelform mehr, sondern stellen Kugelsektoren oder Kegel
mit gekriimmter Basis dar. Der Offnungswinkel betrigt etwa 70 bis 80°. Diese
Form ist verursacht durch eine gleichbleibende Orientierung wihrend des Herab-
fallens, und zwar in der Weise, da83 die Spitze immer nach oben weist. Es wichst
dann nur die Basis des Kegels weiter. Diese Formen bilden den Ubergang zum

1) M. VOLMER, ZS. {f. phys. Chem. 1922.
2) O. LEnMaNN, Molekularphysik, Bd. I, S. 326. Leipzig 1888/89.
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Hagel, von dem sie z. B. an der deutschen Nordseekiiste auch nicht unterschieden
werden.

Auch die groBeren echten Hagelkorner haben bisweilen eine kegelférmige
Gestalt, doch ist der Offnungswinkel dann kleiner. Auch diese Formen entstehen
offenbar bei konstanter Orientierung. Die hiufigste Form der Hagelkérner ist
aber mehr oder weniger kugelig, bisweilen mit himbeerartigen Ausbuchtungen,
dhnlich den Manganknollen in Tiefseeablagerungen oder anderen mineralischen
Sphirokristallen. Bei diesen Formen darf man annehmen, da8 sie ihre Orientierung
beim Herabfallen fortwihrend andern. Einen Ubergang bilden scheibenartige
Stiicke mit ringférmigem Randwulst. Besonders erwdhnenswert sind noch die
seltenen, aber doch schon von zahlreichen Autoren, wie ABICH, PROHASKA,
PERON, ADAMSON, HOCHSTETTER, BARTHELEMY, DELCROS, NEUCHEL, SECCHI,
beschriebenen regelmiBigen Kristalle, die meist aus der Oberfliche sehr groer
Hagelkorner herausgewachsen erscheinen; bisweilen besteht auch das ganze
Hagelkorn aus einem groBen derartigen Kristall.

Meist erkennt man an den Hagelkérnern konzentrische Schalen aus ab-
wechselnd hellem, blasenreichem, und dunklem, blasenfreiem Eise. Das Zentrum
ist stets hell, der anfinglichen Reifgraupel entsprechend. Bei flachen Stiicken
148t sich aus der Anordnung der Blasen oft der zugrunde liegende Schneestern
erkennen. Die meist dicke duBerste Schicht des Hagelkorns besteht fast immer
aus durchsichtigem Eis. Sie entsteht offenbar ganz durch Anlagerung unter-
kiithlter Wassertropfen. Infolge der freiwerdenden Schmelzwirme konnen solche
Tropfchen ndmlich nicht sofort vollstindig erstarren, sondern es bleibt eine
‘Wasserhaut iibrig, welcher erst durch die Kilte aus dem Innern oder durch die
Luft noch weiter Wirme entzogen werden muB}, damit auch sie erstarrt. Lagern
sich inzwischen neue Tropfen an, so bleibt wihrend dieses Prozesses das Korn
benetzt, so daB keine Luftblasen einfrieren kénnen. Die durchsichtigen Schichten
entstehen also in denjenigen Hohen, in welchen viel fliissiges Wasser vorhanden
ist, die undurchsichtigen in solchen mit geringerem Wassergehalt, wo die direkte
Kondensation in Eisform mehr in den Vordergrund tritt.

In Mitteleuropa ist der Durchmesser der Hagelkorner selten groBer als
1,5 bis 2 cm, doch berichtet PRoHASKA von einem Hagelkorn von 1 kg Gewicht
aus Steiermark, HEIDKE von einem solchen von 2 kg aus Schleswig-Holstein
In China wurde ein solches von 4!/, kg beobachtet?).

Die Temperatur der Hagelkérner ist mehrmals unmittelbar nach dem Fall
zu —5 bis —15° gemessen worden, bei hoher sommerlicher Lufttemperatur
Diese tiefen Temperaturen, die durch die nachtrigliche Messung natiirlich nicht
mehr vollig erfaBt werden, beweisen, daB der Hagel aus der oberen Hilfte der
Troposphire stammt; dies wird bestitigt durch den turmartigen Aufbau der
Hagelwolken, die bisweilen bis zur Grenze der Stratosphire reichen. Die von
ihnen ausgehenden Blitze schlagen deshalb vorwiegend nicht zur Erde herab.
sondern horizontal in die wolkenfreien Schichten der Atmosphire, die den Hagel-
turm umgeben. Am Boden hort man dann nur ein ununterbrochenes Donner-
rollen ohne starke Schlige.

Die Entstehung so auffallend groBer Eismassen als Kondensationsprodukte
einer Gewitterwolke bietet bei Beriicksichtigung aller Umstdnde nichts Ritsel-
haftes mehr. In der Hagelwolke wird im allgemeinen ein aufsteigender Luft-
strom herrschen, dessen Geschwindigkeit 8 m/sec iiberschreitet, so dal die Regen-
tropfen nicht durch ihn hindurchfallen kénnen. Damit stimmt, daBl beim Fall
von groBen Hagelkdrnern meist kein Regen mit herabkommt. Es werden also

1) Meteorol. ZS. 1914, S. 445.
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dabei groBe Mengen von Wasser in die obere Hilfte der Troposphire hinauf-
gerissen, wo sie sich an die eisférmigen Kondensationsprodukte anlagern und
gefrierend zu deren Wachstum beitragen. Aber auch diese Hagelkérner kénnen
aus gleichem Grunde zunichst nicht herabfallen. Fiir ihre Fallgeschwindigkeit
gilt nimlich die Formel (bei Normaldruck):

v = 12467 (v in m/sec, 7 in cm).

wo 7 der Radius des Hagelkorns ist. Dieser Radius muB3 also bereits auf 0,4 cm
gewachsen sein, um eine Fallgeschwindigkeit von 8 m/sec zu liefern. Solange
das Korn kleiner ist, wird es ebenfalls wie das Wasser vom aufsteigenden Strom
in die Hohe getragen. Erst bei Uberschreitung dieser GroBe beginnt die Abwirts-
bewegung, dauernd verzégert durch die Gegenwirkung der aufsteigenden Luft,
und wihrend dieser Abwirtsbewegung findet fortwihrend Anlagerung von
Wassertropfchen statt, die auf ihm gefrieren. Eine Uberschlagsrechnung zeigt,
daBl dabei sehr groBe Koérner entstehen kénnen:
Das Korn habe anfangs den Radius 7; und ende nach Durchfallen der Héhe %
mit dem Radius 7,. Der von ihm beschriebene Raum ist dann ein Kegelstumpf
(Abb. 4). Wir berechnen den Zuwachs 47 =7, —7;, den
""""" A das Korn erfihrt, wenn es alles in dem Kegelstumpf ent-
A haltene fliissige Wasser an sich reiBt. Denken wir uns den
T Stumpf bis zur Spitze verlingert, so ist das Volumen des

ganzen Kegels TH 73; das des Hagelkorns am SchluB ist

4—7:73. Das Verhiltnis beider Volumina ist also 4H—r, also%
2

der Kotangente des halben Offnungswinkels. Dieselbe Bezie-
hung gilt auch fiir den kleineren Kegel von der Héhe H — % und
das Korn vom Radius 7,; also muB3 die Beziehung auch fiir
die Differenz beider Kegel, d. h. den durchfallenen Raum,
einerseits und die Differenz beider Korner, d. h. die Zuwachs-

Abb. 4. Wachstum
eines fallenden

Hagelkorns. kugelschale des Hagelkorns andererseits gelten, d. h.
Viwe _ 1
VEis 4[] Ve )

Enthilt nun jedes Kubikmeter Luft w Gramm fliissiges Wasser, so ist die
gesamte im durchfallenen Raum suspendierte Wassermenge, wenn ¥V in ccm

gemessen wird, gleich
w

VLuft ¢ 1_06 .

Andererseits ist der Zuwachs des Korns, gleichfalls ausgedriickt in Wasser,

leich
& VEis * &

wo ¢ = 0,7 der Wasserwert oder das spezifische Gewicht des Hagelkorns ist.
Nach unserer Annahme muB also sein
w
Vit - 108 Veise €.
Fithren wir dies in unsere erste Gleichung ein, so wird
wh
r=-—,
4e108



Ziff. 13. Schnee, Graupel, Hagel. 189

wobei 4 im gleichen MaB wie 7, also in Zentimetern, auszudriicken ist. Oder wenn
wir 7 in Zentimetern, # aber in Kilometern ausdriicken:
»h
dr= 2.2
10 4e¢
Fiir die zahlenméBige Rechnung setzen wir nun % = 10, d. h. wir nehmen an,
daB innerhalb der Gewitterwolke 10 g Wasser im Kubikmeter Luft enthalten sind.
Damit wird (¢ = 0,7)
_h
S 2.8

Wir nehmen ferner an, daB die durchfallene Hoéhe in Wirklichkeit nur
71/, km betrigt, daB aber wegen der aufsteigenden Luftbewegung die durch-
fallene Luftsiule die doppelte Linge, 15 km, hat. Damit ergibt sich

Ar = 5,4cm.

War also der Anfangsradius 0,4 cm, so wird der Endradius 5,8 cm, oder der Durch-
messer des Hagelkorns 11,6 cm.

DaB die von uns angenommene Verdoppelung der durchfallenen Hohe
infolge des Aufsteigens der Luft nicht zu hoch gegriffen ist, 1Bt sich iiberschlags-
miBig an Hand der Fallgeschwindigkeit zeigen. Fiir die AnfangsgroBe wird diese

8430
2

Ar

8 m/sec, fiir die EndgroBe 30 m/sec. Im Mittel wird man also gendhert

= 19 m/sec annehmen diirfen. Dies gilt fiir ruhende Luft. Um die Verdoppelung
der Fallhohe zu erreichen, muB3 dann der aufsteigende Luftstrom eine Geschwindig-
keit von 9!/, m/sec haben, was fiir Gewitterwolken durchaus plausibel erscheint.

Unberiicksichtigt geblieben ist in dieser Rechnung noch die direkte Kon-
densation des Wasserdampfes in Eisform, die wegen des Temperaturunter-
schiedes zwischen Hagelkorn und umgebender Luft besonders lebhaft sein mu8.

Hiernach ist die Bildung auch der gro8ten beobachteten Hagelkorner leicht
verstdndlich.



Kapitel 4.

Hygrometrie.

Von
M. RosITzscH, Lindenberg.

Zweck der hygrometrischen MeBmethoden ist es, die Wasserdampfbeimen-
gungen eines Gases nach Mall und Zahl festzulegen.

1. Physikalische Grundlagen der Hygrometrie. Das DArLTONsche Gesetz
sagt aus, daB der Partialdruck jeder Komponente eines Gasgemisches unabhingig
ist von der Anwesenheit der iibrigen Komponenten. Die Methoden der Hygro-
metrie brauchen also lediglich auf das Verhalten des Wasserdampfes Riicksicht
zu nehmen; sie gelten — mit Ausnahme des Psychrometers — ebenso fiir den
gaserfiillten Raum wie fiir eine reine Wasserdampfatmosphire.

Der Partialdruck des Wasserdampfes im Falle der Sattigung (Sattigungs-
druck) e, ist nur eine Funktion der Temperatur. Als solche ist er durch zahlreiche
Forscher experimentell bestimmt worden.

Altere Tafeln der Spannkraft des gesittigten Wasserdampfes (fiir Eisdampf
und Dampf von fliissigem Wasser) stammen von JUHLIN und REGNAULT. Die
ausfithrlichsten Tafeln dieser Art, auf Grund der Messungsresultate durch
mathematische Formeln extrapoliert, hat NiLs EKHOLM!) angegeben; sie reichen
von —65 bis +105°. Die modernsten Tafeln, auf Grund der Messungen von
F. HENNING2), M. TrieseN®), K. ScHEEL und W. HEUSE?) %) aufgebaut, findet
man in den Wirmetabellen der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt®) sowie
in dem groBen Tabellenwerk von LANDOLT-BORNSTEIN?). Auf Grund dieser
Tabellen ist auch die neueste Aspirations-Psychrometertafel des PreuBischen
Meteorologischen Instituts®) berechnet.

Fiir theoretische Untersuchungen hat man versucht, die Abhingigkeit
von e, und der Temperatur durch mathematische Formeln auszudriicken.

1) Nis ExnorM, Tabellen der Spannkraft des gesittigten Wasserdampfes von —65°
bis +105° und des gesittigten Eisdampfes von —65 bis 0°. Ark. f. Mat., Astron. och Fys.
Bd. 4, Nr. 15. Diese Tabelle ist nach einheitlichen Formeln auf Grund der damals besten
Bestimmungen berechnet und gestattet Betrachtungen in einem weitgehenden Temperatur-
intervall.

Grundlegende Arbeiten:

2) F. HEnninGg, Uber den Sattigungsdruck des Wasserdampfes. Ann. d. Phys. (4)
Bd. 22, S. 609ff. 1907.

3) M. THieseN, Die Dampfspannung iiber Eis. Ann. d. Phys. (4) Bd. 29, S. 1057 f. 1909.

4) K. ScHEEL u. HEUSE, Bestimmung des Sittigungsdruckes von Wasserdampf unter 0°.
Ann. d. Phys. (4) Bd. 29, S. 723ff. 1909.

5) K. ScHEEL u. HEUSE, Bestimmung des Sattigungsdruckes von Wasserdampf zwischen
0° und +50°. Ann. d. Phys. (4) Bd. 31, S. 715ff. 1910.

8) HoLBORN, SCHEEL, HENNING, Wirmetabellen. Braunschweig: Vieweg 1919.

7) LANDOLT-BORNSTEIN, Physikalische Tabellen.

8) Aspirations-Psychrometertafeln des PreuB. Met. Instituts. Braunschweig:
Vieweg. 1914.
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Diese Formeln gelten aber nur fiir relativ beschrinkte Temperaturintervalle.
Fiir theoretisch-meteorologische Zwecke benutzt man allgemein die dltere Formel
von MAGNUS, welche die gedachte Funktion mit einer fiir diese Zwecke geniigenden
Genauigkeit darstellt:
7,4475¢
en = 4,525-102467+¢ mm Hg.

Der Wasserdampf ist nicht gesittigt, wenn bei gegebener Temperatur der
herrschende Dampfdruck e kleiner ist als e, .

Experimentell festlegen 148t sich ferner mit Hilfe der Absorptionsmethode
(s. d.) das jeweilige Gewicht des Wasserdampfes pro Volumeinheit. Wihlt man
als Volumeinheit das Kubikmeter und als Gewichtseinheit das Gramm, so be-
zeichnet man das Messungsresultat als ,,absolute Feuchtigkeit® p.

Die Beziehung zwischen der absoluten Feuchtigkeit und dem Dampfdruck
ist durch die Formel

e

1+ ot

p = 1,06

gegeben, wo ¢ die Temperatur in Celsiusgraden, « der thermische Ausdehnungs-
koeffizient der Gase ist.

2. Rechengroien. Fiir eine gegebene Temperatur nennt man das Ver-

hiltnis :— = ﬁ = R das ,,Sittigungsverhiltnis oder die ,relative F euchtigkeit*.
m m

Man pflegt dieses Verhiltnis in Prozenten auszudriicken, gibt also den
100-fachen Betrag dieses Bruches an. Dabei ist man iibereingekommen, die Gréfe
en — auch bei Temperaturen unter 0° — stets auf Wasserdampf zu beziehen.
Nur in speziellen Fillen, z. B. in vielen meteorologischen Fragen, bezieht man e,
auf den Sittigungsdruck iiber Eis und spricht dann von dem Sittigungsverhiltnis
oder der relativen Feuchtigkeit in bezug auf Eis.

Vergleicht man p mit dem Gewicht p (in Gramm) eines Kubikmeters trok-
kener Luft — bei der gegebenen Temperatur —, so nennt man das Verhiltnis

g=L
das Mischungsverhiltnis. )
Das Mischungsverhiltnis ist also die Masse des der Masseneinheit trockener
Luft beigemischten Wasserdampfes ausgedriickt in Bruchteilen dieser Einheit.
Ist P der gemessene Luftdruck (Barometerstand in mm Hg), so wird ¢

gegeben durch die Beziehung:
e

Vergleicht man bei gegebener Temperatur p mit dem Gewicht ¢’ eines
Kubikmeters feuchter Luft, so nennt man das Verhiltnis

p

r =

/

die spezifische Feuchtigkeit. ¢

Sie ist also die Dampfmenge in der Masseneinheit feuchter Luft, ausgedriickt
in Bruchteilen dieser Einheit.
Ist P der herrschende Luftdruck (Barometerstand), so ist  gegeben durch

die Formel:
r=0623 -~ -
’ P—05377¢ "
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Mischungsverhiltnis und spezifische Feuchtigkeit unterscheiden sich nur
durch einen kleinen Betrag voneinander. Bei Uberschlagsrechnungen kann man
diesen Unterschied vernachldssigen und setzt ¢ =7 = % % .

Beide Rechengréfien spielen in der Aerologie eine wichtige Rolle. Sie bleiben
in Konvektionsstromen (vertikaler Luftaustausch) konstant, solange ein Feuchtig-
keitsausfall oder Zuwachs nicht erfolgt.

¢ . ..
Die Differenz e, — e = 1+ af (pm — P) wird als Sittigungsdefizit (Dunst-

hunger) bezeichnet. 1,06

Weitere Angaben iiber diese Rechengréfen findet man bei v. BEzoLD?)
sowie in HANN-SURINGS?) Lehrbuch der Meteorologie und in der Einleitung zur
Aspirations-Psychrometertafel des PreuBlischen Meteorologischen Instituts.

Hygrometrische Mefmethoden?).

Die in den Dampfdrucktafeln niedergelegte GroBe von e, als Funktion der
Temperatur gibt allen Feuchtigkeitsmessungen und Berechnungen die Grundlage.

3. Die Taupunktsbestimmung. Ist die herrschende Dampfspannung e,
so laBt sich stets eine Temperatur & bestimmen, fiir die e = [¢,]s ist. Diese
Temperatur ¢ heiBt der Taupunkt; dieser liegt bei ungesittigtem Wasserdampf
stets unterhalb der ,,Lufttemperatur’ {; bei gesittigtem Wasserdampf ist & = ¢,
bei iibersittigtem Dampf versagt die Methode der Taupunktsbestimmung in
ihrer bisher ausgebildeten Form.

Methodik: Man kiihlt einen Korper — indem man eine leichtfliichtige
Fliissigkeit (Schwefelither) verdampfen 143t — unter die Lufttemperatur ab
und beobachtet seine Temperatur in dem Augenblicke, in dem der Wasserdampf
auf der hochglanzpolierten Oberfliche des Kérpers kondensiert bzw. bei darauf
erfolgender Wiedererwdrmung des Koérpers wiederum verdampft. Das Mittel
der beobachteten Temperaturwerte ist gleich dem Taupunkte (Taupunkts-
hygrometer nach DANIELL und REGNAULT).

Die Hauptschwierigkeit bei der Verwendung der Taupunktsmethode liegt
darin, daB der Moment der Bildung bzw. des Schwindens der Kondensationen
nur schwer exakt beobachtet werden kann. Dies wird praktisch zur Unméglich-
keit, wenn die Oberflichenbeschaffenheit des Kondensationskérpers nicht ein-
wandfrei ist.

Hierauf nimmt das modernste Gerit dieser Art, das Kondensationshygro-
meter nach NippoLDT%), Riicksicht. Man benutzt hier als Kondensationskérper
reinstes Quecksilber, an dessen Oberfliche die Kondensationen sich niederschlagen.
Bei der Beobachtung selbst gilt es, durch geeignete Kautelen den EinfluB der
Korperwirme des Beobachters usw. auszuschalten (Spiegel und Fernrohr).

Die zum Ablesen der Taupunktstemperatur dienenden Thermometer tragen
oft neben der Temperaturskala noch eine dieser zugeordnete Dampfdruckskala,
an der man den herrschenden Dampfdruck — mit der dieser Methode tiberhaupt
innewohnenden Genauigkeit — direkt abzulesen vermag.

1) v, Bezorp, Uber die Verarbeitung der bei Ballonfahrten gewonnenen Feuchtigkeits-
angaben. ZS. f. Luftschiff. u. Phys. d. Atmosph. Bd. 13, S. 1—9. 1894; Ges. Abhandl. XI,
S. 2651f. Braunschweig: Vieweg. 1906.

2) HaNN-SURING, Lehrb. d. Meteorologie 4. Aufl.,, S. 233ff. Leipzig: Tauchnitz. Im

Erscheinen.
3) KouLrauscH, Lehrb. d. Prakt. Physik. Leipzig: Teubner; M. RosiTzscH, Die Be-

obachtungsmethoden des modernen Meteorologen, S. 54ff. Berlin: Borntriger. 1925.
4) W. A. NreroLpt, Ein peues Kondensationshygrometer. Meteorol. ZS. Bd. 11,

S. 157ff. 1894.
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Neben der Taupunktstemperatur benétigt man zur weiteren Berechnung
der Feuchtigkeitsverhiltnisse noch eine Angabe iiber die zur Zeit der Beobach-
tung herrschende Lufttemperatur. Man bestimmt diese vorteilhaft mit einem ven-
tilierten Thermometer.

Die Vorteile der Taupunktsbestimmung gegeniiber den tibrigen MeBmethoden
der Hygrometrie zeigen sich vornehmlich bei Temperaturen unter 0°. SPRUNG?)
hat darauf hingewiesen, daBl der Taupunkt bei tiefen Temperaturen selbst bei
geringen Anderungen des Feuchtigkeitsgehaltes der Luft noch eine recht erhebliche
Verlagerung erfihrt, eine Tatsache, die die Verwendung des Kondensations-
hygrometers bei diesen Wiarmegraden vorteilhaft gestaltet. Man hat bei Mes-
sungen dieser Art aber darauf zu achten, ob Kondensation oder Sublimation des
Wasserdampfes am Instrument stattfindet. Im ersten Falle hat man [¢,]s den
Tafeln der Spannung des Wasserdampfes, im zweiten Falle denen des Eisdampfes
zu entnehmen.

4. Feuchtigkeitsbestimmung mit Hilfe der Absorptionsmethode. Man
saugt ein meBbares Volumen des Gases, dessen Feuchtigkeitsbeimengungen man
bestimmen will, durch ein mit Chlorkalzium oder konzentrierte Schwefelsdure
beschicktes Absorptionsgefd. Die Gewichtszunahme dieses Gefdfles, in Gramm,
reduziert auf das Gasvolumen eines Kubikmeters, ergibt dann die absolute
Feuchtigkeit .

Diese Methode ist fiir die meteorologische Praxis zu umsténdlich; sie findet
dagegen ihre hiufigste Anwendung im Laboratorium des Physikers.

In der Meteorologie fithren die iibrigen MeBmethoden fiir die absolute

Feuchtigkeit speziell eine Rechnung unter Benutzung der Formel p = 1,06 -
schneller zum Ziele. ' 1+t
5. Das Psychrometer. Das befeuchtete Thermometer, als Mittel zur
Feuchtigkeitsbestimmung, wurde bereits von HUTTON und LESLIE angegeben.
Genauere Formeln fiir die Feuchtigkeitsberechnung aus dem Stande des feuchten
Thermometers brachte zuerst AucusT?) (1825) und APJOHN (1834).

Seitdem ist das Psychrometer das in der Praxis am hiufigsten benutzte
Gerit fiir hygrometrische Zwecke, zumal AssMANN durch Schaffung des ven-
tilierten Psychrometers die Fehler der Methode, die ihr frither anhafteten,
auszumerzen verstand.

Ist ¢ die Temperatur des trockenen Thermometers, die des befeuchteten #/,
so gilt die Beziehung: P

e=¢e, —alt—1)—=.
0
e, ist hier die Spannung des gesittigten Wasserdampfes bei der Temperatur #,
P ist der zur Zeit der Beobachtung herrschende Barometerstand, P, ein Normal-
stand des Barometers.

Fiir P = P, = 755 mm Hg besitzt die Konstante a den Wert 0,5 (SPRUNG-
sche Psychrometerformel).

Ableitung der Formel: Es sei m das Luftquantum, das an das feuchte Thermo-
meter seine Wiarme im Vorbeistreichen abgibt, dessen Temperatur von ¢ auf #
sinkt, wihrend sein Dampfgehalt von'e auf ¢’ steigt. Ist o die Dichte des Wasser-
dampfes (0,623), P der Barometerstand, so besitzt m urspriinglich die Dampf-

1) A. SPRUNG, Einige Gedanken zum Riistzeug eines Meteorologischen Observatoriums.
A. Atmospharische Feuchtigkeit. ,,Das Wetter, Novemberheft 1902.

%) E. F. Aucust, Uber Verdunstungskilte und deren Anwendung in der Hygrometrie.
Pogg. Ann. Bd. 5, S. 691f. 1825; GRossMANN, Beitrag zur Geschichte und Theorie des Psychro-
meters. Meteorol. ZS. 1889, S. 1211{f.; 1892, S. 421f1f. .

Handbuch der Physik. XI. 13
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’

menge —;—om , spiter die Dampfmenge t%am. Der Zuwachs an Wasserdampf

. Y . .
ist (e, — m, die Wiarmemenge, die dem feuchten Thermometer durch Ver-

e) ﬁ
dampfung des Wassers entzogen wird, hat die GréBe (e, — e€) -;)—mL, wenn L

die latente Dampfwidrme ist (rund 600 Kalorien). Ist die Temperatur des feuch-
ten Thermometers konstant geworden, so muBl diese Warmemenge der Luft-
masse m entzogen werden, die sich dabei um ¢ — ¢ Grade abkiihlt, also die
Wirmemenge (¢ — #') sm verliert, wenn s die spezifische Wiarme der Luft (0,24)
ist. Es wird also:

(O — &)=L= (t—t)s  oder  e=eép—— (t—¢t)P.

| a

Fir P = 755 mm Hg wird %%‘0,5.

Diese Ableitung (vgl. u. a. die Einleitungen zu den Psychrometertafeln!) sowie
HANN-SURING, Lehrbuch der Meteorologie) gilt nur unter der Bedingung, daB
das am feuchten Thermometer verdampfte Wasser durch einen Ventilationsstrom
sofort fortgeschafft wird (ventiliertes Psychrometer). Ist dies nicht der Fall,
bleibt das Gerit also sich selbst iiberlassen und findet eine langsame Abwanderung
des Wasserdampfes von der Hiille des befeuchteten Thermometers aus in den
umgebenden Raum statt (Diffusion), so wird der Wert der GroB8e 4 naturgemil
wachsen (unventiliertes Psychrometer). Im allgemeinen sind die Versuchs-
bedingungen nur im erstgenannten Falle eindeutig (Ventilationsstrom gréBer
als 2 m/sec), so daB in der Praxis nur noch das ventilierte Psychrometer fiir
Messungszwecke Anwendung findet?). Das AssMaNNsche Aspirationspsychrometer
hat auBerdem noch den Vorteil, daB es auch die Strahlungseinfliisse der Umgebung
ausschaltet, durch die die Messungen leicht gefilscht zu werden pflegen.

Die psychrometrische Methode ist eine Minimummethode, da es — bei
konstantem ¢ — gilt, den Minimalwert von # innerhalb der Expositionszeit
festzulegen. Es wird sich — bei der Trigheit der iiblichen Quecksilberthermo-
meter — nicht lohnen, die psychrometrische Differenz ¢ — ¢’ genauer als auf
0,1° festzulegen. Dies entspricht auch der Ablesegenauigkeit der iiblichen
Gerite. Da eine fehlerhafte Bestimmung von ¢ von geringerem EinfluB auf das
Messungsresultat ist, wie eine solche der psychrometrischen Differenz, so kann
es sich in Einzelfillen lohnen, ¢ thermometrisch, ¢ — ¢' dagegen thermoelektrisch
zu bestimmen.

Im Hinblick auf die iibliche MeBgenauigkeit ist es von Interesse, den pro-
zentualen Fehler von e zu berechnen, den man bei einer Bestimmung von ¢ — ¢
bekommt, die um 0,1° fehlerhaft ist.

1) JELINEK, Anleitung zur Ausfilhrung meteorologischer Beobachtungen, Bd. II,
»Sammlung von Hilfstafeln* S.2ff. Leipzig: Engelmann 1910; JELINEKS Psychrometer-
tafeln, erweitert von HaNN, herausgeg. von J. M. PERNTER. Leipzig: Engelmann 1911;
Aspirations-Psychrometertafeln des PreuB. Met. Instituts. Braunschweig: Vieweg 1914.

2) Bei groBeren Ventilationsgeschwindigkeiten, z. B. im Flugzeugwind, verliert die
SpruNGsche Formel ihre Giiltigkeit. Die Wasserdampfmolekeln werden dann offenbar
nicht nur durch reine Verdampfungsvorginge, sondern auch durch mechanische Einfliisse
von der Oberfliche des feuchten Thermometers entfernt; die psychrometrische Differenz
ist also unter gleichen Feuchtigkeitsverhaltnissen bei starker Ventilation gréBer als bei
schwacher Luftbewegung. Experimentelle Untersuchungen iiber die Gro8e dieses Einflusses
fehlen z. Z. noch. (Anm, bei der Korrektur.)
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Man erhilt so folgende Werte:
Tabelle 1.
EinfluB eines Fehlers von 0,1° in der Psychrometerdifferenz auf die
Bestimmung der absoluten Feuchtigkeit e.

t | 40° [ 30° [ 20° | 10° | 0° | —10° | —20° [ —30° [ —40° | —50° | —60°
Fehler % | 0,6 0,7 09| 1,2 1,8 | 3.1 6.1 13,6 | 35 120 | 380

Man sieht aus dieser Zusammenstellung, daB die Genauigkeit einer psychro-
metrischen Feuchtigkeitsbestimmung um so geringer wird, je tiefer die Temperatur
bei der Messung ist. In praxi versagt das Psychrometer bei Temperaturen, die
—10° wesentlich unterschreiten, als exaktes MeBgerdt schon véllig. Die Vorteile,
die die Methode der Taupunktsbestimmung unter den genannten Bedingungen
bietet, sind bereits oben hervorgehoben worden.

- NiLs ExnoLM?) hat wohl als erster darauf hingewiesen, dall die psychro-
metrische Differenz infolge der Hygroskopizitit des Stoffes, mit dem man das
feuchte Thermometer zu iiberziehen pflegt, kleine Fehlerbetrige zeigen kann,
die im Sinne einer Verringerung dieser Differenz wirken. Je nach der Art der
Hiille sind diese Fehlerbetrige verschieden. Sie kénnen nach ExHOLM mehrere
Zehntelgrad erreichen.

Solange das feuchte Thermometer mit Wasser bedeckt ist, bestimmt man e},
aus den Tafeln gesittigten Wasserdampfes.

Ist dagegen die Hiille des feuchten Thermometers mit Eis bedeckt, so sind
die Werte von ¢, den Tafeln gesittigten Eisdampfes zu entnehmen.

Abweichungen von der zuletzt genannten Regel finden nur in folgendem
Falle statt. Ist das Thermometer mit Eis bedeckt, so herrscht Sattigung in bezug
auf Eis, wenn die psychrometrische Differenz gleich Null, also ¢ = #' ist. Ist nun
die Luft mit Wasserdampf gesittigt, so ist sie in bezug auf Eis iibersittigt. Es
werden sich dann auf der Eisdecke des Thermometers Sublimationsprodukte des
Wasserdampfes niederschlagen. Durch diesen Vorgang erhéht sich die Temperatur
des feuchten Thermometers. Wir erhalten dann eine ,,negative psychrometrische
Differenz, da die Temperatur ¢ oberhalb von ¢ liegt.

In diesem Falle entstehen fiir die Anwendung der SprRUNGschen Formel
formale Schwierigkeiten.

Der Maximalbetrag, den die negative psychrometrische Differenz bei einer
gegebenen Temperatur anzunehmen vermag, ist bedingt durch die GréBe der
Dampfdruckdifferenz, die bei dieser Temperatur der Sdttigung in bezug auf Wasser
bzw. Eis entspricht.

Aus den Dampfdrucktabellen folgt, daB diese Dampfdruckdifferenz bei 0°
gleich Null ist; sie nimmt bei abnehmenden Temperaturen zunichst zu, erreicht
etwa bei —14° einen Maximalwert, um bei weiterer Temperaturerniedrigung
wieder abzunehmen.

Mit Hilfe der Psychrometerformel lassen sich unter Zugrundelegung der
Dampfdruckunterschiede zwischen Wasser und Eis die Werte der maximalen
negativen Psychrometerdifferenzen & direkt berechnen. Man findet so:

Tabelle 2.

Maximalwerte der negativen Psychrometerdifferenz 0 und Ubersattigung 4
des Eisdampfes.

¢ 0° —2° —5° —11° —14° —18° —28° —39°
P) 0° 0,1° 0,2° 0,3° 0,32° 0,3° 0,2° 0,1°
1% 0 2,0 5,1 11,2 14,4 18,8 30,8 44,7

1) Nis ExknorM, Das Psychrometer unter dem Gefrierpunkte. Meteorol. ZS. 1894,
S. 90, 388, 466; NiLs EKHOLM, 5ber das Psychrometer. Ark. f. Mat., Astron. och Fys. Bd. 4,
Nr. 15.

13%
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Einer Sittigung in bezug auf Wasser entspricht bei den angegebenen Tem-
peraturen eine Ubersittigung von 19, in bezug auf Eis.

Diese Ubersittigung ist die Triebkraft fiir die Sublimationsvorginge an
der eisbedeckten Thermometerkugel, die ihrerseits die Temperatur des feuchten
Thermometers um die Differenzen ¢ erhohen.

Berechnet man andererseits die relativen Feuchtigkeiten R, bei denen
Sittigung in bezug auf Eis eintritt, so findet man folgende Tabelle:

Tabelle 3.
Relative Feuchtigkeit R in bezug auf Wasser bei gesattigtem Eisdampf.
t 0 [‘ —2° | —s5° | —11° | —14° | —18° | —28° | —39°
RY% 100 | 98,1 | 953 90,0 | 87,5 84,2 76,6 68,8
100 — R 0 | 1,9 | 47 10,0 | 12,5 15,8 23,4 31,2

Die angegebenen d-Werte der ersten Tabelle entsprechen den bei den gleichen
Temperaturen zu findenden Differenzen in relativer Feuchtigkeit 100 — R der
zweiten Tabelle.

Dementsprechend ergeben sich fiir negative Psychrometerdifferenzen
folgende Regeln zur Berechnung des Dampfdruckes:

Der Wert ¢, der SPrRuUNGschen Formel ist den Tafeln gesittigten Wasser-
dampfes, nicht denen gesittigten Eisdampfes zu entnehmen.

Die Temperatur ¢ ist um den fiir die jeweilige Temperatur giiltigen Wert
zu verringern, bevor man die Formel anwendet, z. B.:

Tabelle 4.

Berechnung des Dampfdrucks e und der relativen Feuchtigkeit bei negativer
Psychrometerdifferenz.

t ¢ i s | gig‘t’g‘;, el 05(-t) | e R=10’)1’1L30% R’=100W'52%
—180 —17,7] 03 | —18,0 1,130 0,00 l1,130] 100 118,8
—18,0| —17.8| 0,3 | —18,1 [1,120 {Wasser | 0,05 1,070 94,4 112,5
—18,0| —17,91 0,3 | —18,2 1,111} 0,10 | 1,011 | 88,9 106,2
—18,0 | —18,0 1 0,952 0,00 | 0,952 83,5 100,0
—18,0 | —18,1 0,943}Eis 0,05 10,8931 78,2 93,8
—18,0 | —18,2 | 10,934 0,10 10,834 | 73,0 87,7

Dieses Beispiel ist nach dem Gesagten verstindlich. Es enthilt in den beiden
letzten Kolumnen die Werte der relativen Feuchtigkeit R in bezug auf Wasser
und R’ in bezug auf Eis. Obwohl man z. B. in der meteorologischen Praxis nur
die R-Werte anzugeben pflegt, ist es fiir viele Untersuchungen von Interesse,
auch die R’-Werte zu berechnen, die u. a. den Betrag der Ubersittigung der
Luft, der bei negativen Psychrometerdifferenzen in bezug auf Eis herrscht, zu
entnehmen gestatten.

6. Das Haarhygrometer. Das alteste brauchbare Gerit zur Feuchtigkeits-
bestimmung, das sich — trotz der Ablehnung von vielen Seiten — in die moderne
Meftechnik heriibergerettet hat, ist das Haarhygrometer. Die Literatur iiber
dieses Gerdt ist nahezu uniibersehbar; die wichtigsten Arbeiten finden sich
hierunter angefiihrt?).

1) H. B. pE SauUssURE, Versuch iiber die Hygrometrie, 1783. Ostwalds Kalssiker Nr. 115
u. 119; F. MURHARD, Geschichte der Hygrometrie. Gottingen 1799; Kimrz, Lehrb. d.
Meteorologie; E. E. Scumip, Lehrb. d. Meteorologie, S. 601—617; E. KLEINSCHMIDT, Die
Feuchtigkeitsmessungen bei Registrieraufstiegen. Beitr. z. Phys. d. freien Atmosph. Bd. 2,
S. 99ff.; A. F. WEBER, Nachweis iiber die Zuverlassigkeit der Haarhygrometerangaben von
relativen Feuchtigkeiten iiber 1009%,. Diss. Marburg 1912.
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Das entfettete — erfahrungsgemil am besten blonde — Menschenhaar
besitzt die Eigentiimlichkeit, Lingeninderungen zu erfahren, die in recht ein-
facher gesetzmiBiger Abhingigkeit von der relativen Feuchtigkeit stehen.
Bei anderen organischen Korpern, die ebenfalls Feuchtigkeitsindikatoren sind,
ist diese Abhingigkeit wesentlich komplizierter.

Das Haar gibt das Sittigungsverhiltnis in bezug auf Wasser an. Seine
hygrometrische Eigenschaft ist darauf zurtickzufiihren, da3 zwischen dem Wasser-
gehalt im Haarinneren und dem Wasserdampf der Umgebung des Haares Dif-
fusionsgleichgewicht herrscht.

Die Lingeninderung des Haares in ihrer Abhingigkeit von der relativen
Feuchtigkeit ist am eingehendsten von Gav-Lussac untersucht worden. Er fand
empirisch fiir das Verhalten des Haares folgende Beziehungen (s. Tabelle 5).

Die Angaben Gay-Lussacs hat neuer-
dings E. KLEINSCHMIDT bestdtigt ge- )

Langenanderung des Haares in

funden. . h ”
Abhangigkeit von der relativen
Soll das Haar dem Gavy-Lussacschen 818 Feuchtigkeit.

Tabelle 5.

Gesetze folgen, so sind einige Bedingungen
zu erfiillen: R Léngenanderung )
. in Pr9z. der Differenz
1. Die Belastung des einzelnen Haares % Gesamtanderung
soll etwa 0,5 g nicht iiberschreiten. 100 0.0
’ 4,6
2. Das zu MeBzwecken benutzte Haar 90 4,6 49
soll auch nicht voriibergehend Streckungen 80 9,5 53
und Deformationen nennenswerten Be- 70 14,8 6.0
. . 60 20,8
trages erfahren haben. Ein so deformiertes 50 27.8 7,0
Haar braucht nach Aufhdren der Span- 40 36,3 13’;
nung bzw. Deformation lingere Zeit — 30 47,2 14.0
oft Monate —, um sich zu regenerieren. 20 61,2 17,9
: . . 10 79.1
Der Regenerationsvorgang findet in feuch- 0 100.0 20,9

ter Luft (R > 859,) schneller statt als in
trockener. Bei groBer Trockenheit kann er ebenso wie nach sehr starker Be-
anspruchung iiberhaupt vollig ausbleiben.

3. Das Haar muBl gut entfettet sein; doch darf seine Struktur durch die
Anwendung der chemischen Entfettungsmittel und Reagenzien (Kalilauge,
Schwefeldther) auch oberflichlich nicht leiden.

4. Die Haare miissen im MeBgerat so eingebaut sein, daB} sie einander nicht
beriihren. Die meisten kauflichen Hygrometer sind mit einem Haarbiindel
beschickt, das oft zopfférmig verflochten oder tordiert ist. Solche Gerite sind
nicht nur sehr trige, weil der Feuchtigkeitsaustausch zwischen dem Einzelhaar
und der Umgebung durch die Anwesenheit der {ibrigen Haare stark verzogert
wird; viele Haare des Biindels kommen auch fiir die Bewegung des Indikators
gar nicht in Betracht, sie werden nutzlos mitgeschleppt, weil ihre Lingeninderung
auf die Bewegung des Zeigers ohne Einfluf3 ist.

In ein Haarhygrometer, das direkter Ablesung dient, wie das bekannte
KorpeEsche Hygrometer, baut man vorteilhaft nur ein Haar ein.

Soll das Gerit schreiben (Hygrograph), so ist die zur Bewegung des Re-
gistrierzeigers notwendige Kraft bei Verwendung eines Haares oft nicht vor-
handen. Man spannt dann eine Reihe von Haaren unter gleichem Zug harfen-
ahnlich parallel in das Gerit ein.

Das Haar zeigt die relative Feuchtigkeit in bezug auf Wasser unabhingig
von der GroBe des wirklich vorhandenen Dampfdruckes an. Insofern existiert
also eine Temperaturabhingigkeit in seinen Angaben nicht. Dal es hierbei auch
auf Ubersittigung reagiert, ist von WEBER nachgewiesen.
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Ein trockenes Haar erfihrt bei einer Temperaturinderung von 1° nach
KLEINSCHMIDT eine Lingenidnderung von 34 - 10~ ¢ seiner Gesamtlinge. Ist das
Haar in ein Gestell von Messing eingebaut, so ist sein Ausdehnungskoeffizient
relativ zu diesen 15 -10-6.

DieseLingenausdehnung geht mitindie Feuchtigkeitsangabendes Hygrometers
ein, und zwar wirkt sie bei Temperaturerh6hungim Sinne zunehmender Feuchtigkeit.

Angaben tiber die thermische Lingenausdehnung feuchter Haare existieren
nicht. Unter der Annahme, daB3 sich feuchte Haare in dieser Hinsicht wie trockene
verhalten, ist man in der Lage, iiberschliglich fiir die verschiedenen relativen
Feuchtigkeiten den EinfluB einer Temperaturinderung auf die Feuchtigkeits-
angaben des Haarhygrometers zu berechnen. Man findet folgende Tabelle:

Man sieht aus dieser Uberschlags-
rechnung, dal die Angaben des Haar-
hygrometers durch Temperatureinfliisse
bei hohen Feuchtigkeitsgraden in be-

Tabelle 6.

EinfluB der Temperatur auf die
Angaben des Haarhygrometers.

EinfluB einer

Fe%ill?ctiigfeit Temperaturanderung | 1% fir deutend groferem Mafe beeinfluBt werden
von 1° € als bei geringen Feuchtigkeiten. Wurde

% % i °C z. B. das Haarhygrometer bei 20° auf

0 0,06 17 1009, justiert, so kann seine Einstellung

20 0,09 11 bei —10° und Sittigung in bezug auf

‘ég 8-;‘; 7 Wasser bereits um 10%, differieren; es

80 0.27 Z wiirde in diesem Falle nur 909, anzeigen.

100 0,30 3 Man eicht das Haarhygrometer im

allgemeinen durch Vergleichsablesungen
mit einem Psychrometer, und zwar in einem abgeschlossenen, gleichmaBig tem-
perierten Raume.

Ist das Haar ordnungsgemilB behandelt worden — hat es sich nach dem
Einziehen in das Hygrometer in feuchter Luft geniigend regeneriert —, so folgt
es im allgemeinen dem Gay-Lussacschen Gesetz. Es geniigt also, fiir seine
Eichung 3—4 Vergleichsablesungen durchzufiihren, die in ein geniigend groBes
Feuchtigkeitsintervall fallen.

Gewisse Schwierigkeiten bietet in jedem Falle die Festlegung des Sattigungs-
punktes. Bei starkem Nebel herrscht oft Ubersittigung, bei tritbem, regnerischem
Wetter wird hdufig der Sattigungspunkt nicht erreicht.

Man pflegt das Gerdt zum Zwecke der Eichung dann unter den Rezipienten
einer Luftpumpe zu stellen, unter dem man auBerdem ein Gefifl mit nahezu
siedendem Wasser setzt. Evakuiert man, so beginnt das Wasser bald zu sieden;
es bildet sich ein dichter Nebel aus, in dem zu Beginn des Versuches erfahrungs-
gemil etwa 969, rel. Feuchtigkeit herrscht. Da die Wandung des Rezipienten
stets etwas geringere Temperatur besitzt wie das Gasgemisch unter ihm, so kann
Sattigung in diesem Gasgemisch erst eintreten, wenn diese Temperaturdifferenzen
sich ausgeglichen haben. Das ist meist erst nach mehreren Stunden der Fall,
und so zeigt das Hygrometer erst nach Verlauf einer geraumen Zeit 100%, an.
Kann man die Wandung des Rezipienten erwdrmen, so gelangt man naturgemif3
schneller zum Ziele.

Das Haarhygrometer arbeitet bei Temperaturen iiber Null Grad mit sehr
geringer Trigheit. Auch unter dem Gefrierpunkt ist es das empfindlichste
Variationsinstrument, das wir besitzen, solange sich an der Haaroberfliche eine
Eisschicht nicht gebildet hat. Ist dieses eingetreien — und man beobachtet
dies in vielen Fillen, in denen die Luft in bezug auf Eis mit Wasserdampf iiber-
sittigt ist —, so wird das Gerit sehr ,,trige”. Die Eisschicht verhindert den Aus-
tausch des Wasserdampfes zwischen dem Haarinneren und der Umgebung;
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die Trigheit schwindet in dem Momente, in dem die Eisschicht auf dem Haar
verdampft ist. Solange die Eisschicht vorhanden ist, vermag das Haar nur
Sittigung in bezug auf Eis anzugeben. 4

Durch den Eistiberzug wird auch rein mechanisch die Dehnungsméglichkeit
des Haares verringert, seine Empfindlichkeit fiir Feuchtigkeitsinderungen herab-
gesetzt.

Nach alledem ist das Haarhygrometer ein recht diffiziles Instrument,
dessen Angaben man mit der nétigen Kritik begegnen mufl. Will man mit ihm
messen, so muf3 man mit ihm leben.

Auf Vernachlissigung kritischer Betrachtung sind recht viele der zahlreichen
Angriffe zuriickzufithren, die selbst kompetente Autoren gegen das Haar als
Feuchtigkeitsindikator angefiihrt haben.

Das Haar bietet z. Z. das einzige Mittel, Feuchtigkeitsinderungen in ihrer
zeitlichen Folge selbsttitig aufzuzeichnen. Die Angaben des sich selbst iiber-
lassenen Haarhygrographen sind naturgemil der gleichen Kritik zu unterwerfen
wie die Ablesungen am Hygrometer. Sie sind aber oft nur richtig zu interpre-
tieren, wenn gleichzeitige Temperaturangaben vorhanden sind.

7. Hilfsmittel zur Berechnung von Feuchtigkeitsangaben. Die wichtigsten
Unterlagen fiir alle hygrometrischen Messungen und Berechnungen bieten die
Dampfdrucktafeln?).

Bei Verwendung der Taupunktsmethode kann man ihnen sofort den Dampf-
druck [e,]s beim Taupunkte ¢ entnehmen. Will man den Wert des Sattigungs-
verhidltnisses oder den der relativen Feuchtigkeit haben, so ist es auch noch
notwendig, fiir die Temperatur der Luft ¢ in die Dampfdrucktafeln einzugehen.

[em]ﬂ

Die Berechnung des Verhiltnisses ist mit Hilfe des Rechenschiebers zwar

mlt
leicht moglich, doch immerhin — hauptsichlich bei gehduften Rechnungen —
etwas unbequem.

Um diese mechanischen Rechnungen zu umgehen, hat man Tabellen ent-
worfen, die als Eingidnge die Werte ¢ und ¥ bzw. ¢ und [e,,]s besitzen und denen
man das Sittigungsverhiltnis oder auch die relative Feuchtigkeit ohne weitere
Rechnung entnehmen kann. Ordnet man diese Tabellen nach den Argumenten ¢
und R, so kénnen diese zur Bestimmung des Dampfdruckes aus den Angaben des
Haarhygrometers dienen.

Man findet derartige Tabellen in den Sammlungen meteorologischer Hilfs-
tafeln sowie in den gréBeren Psychrometertafeln.

Die umfangreichsten Tabellenwerke zur Feuchtigkeitsbestimmung sind die
Psychrometertafeln. Sie tragen als Einginge zumeist die Werte ¢ und # und ge-
statten, direkt den Dampfdruck und die relative Feuchtigkeit zu entnehmen.
Dabei ist ihr Umfang so gewihlt, daB die Einginge die Zehntelgrade zu beriick-
sichtigen gestatten, eine Genauigkeit, wie sie bei meteorologischen Beobachtungen
gegeben ist. Weniger ausfiihrliche Tafeln dieser Art zeigen meist die Einginge ¢
und ¢ —¢'.

In neuerer Zeit ist man dazu iibergegangen, die Tafeln zur Feuchtigkeits-
berechnung in einer graphischen Form zu geben. Die ersten Versuche dieser
Art findet man in den graphischen Psychrometertafeln von ASELMANN, die im
Verlag der Seewarte vor etwa 20 Jahren erschienen, jetzt aber veraltet sind.
Die auf die Logarithmenpapiere von Schleicher & Schiill aufgedruckten gra-
phischen Tafeln von STUVE, die erst vor kurzem bei der genannten Firma er-
schienen, fuBen leider auch nicht auf den modernsten Dampfdruckwerten.

1) Siehe die Literaturangaben auf S. 190 u. 194.
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Anstatt der zweidimensionalen graphischen Tafel verwendet man in der
Praxis hier und da auch Feuchtigkeits-Rechenschieber?), die trotz ihrer
kompendiésen Form alle Rechnungen, die in der Praxis vorkommen, mit einer
geniigenden Genauigkeit auszufithren gestatten. Rechenschieber dieser Art
werden aber fabrikmiBig noch nicht hergestellt.

Wie die Dampfdrucktabellen so besitzen die Psychrometertafeln und die
ibrigen Tafeln, die auf den Dampfdruckwerten basieren, keinen dauernden Wert.
Jede Neubestimmung der Dampfdruckfunktion, soweit sie auf exakteren Methoden
beruht, hat eine Anderung der genannten Tafelwerte und eine Neuberechnung
derselben notwendigerweise zur Folge.

Will man vom Dampfdruck zur absoluten Feuchtigkeit tibergehen oder

]

umgekehrt, so dient eine Tabelle des Faktors 1 , Zur Vereinfachung der Rech-

nung. Solche Tabellen findet man mehr oder weniger ausfiihrlich berechnet in
den Sammlungen von Hilfstafeln, die den Beobachtungsanweisungen der meteoro-
logischen Zentralstationen sowie den grofleren Psychrometertafeln beigefiigt sind.
Auch Korrektionstabellen, die die Angaben der (fiir einen Normaldruck be-
rechneten) Psychrometertafeln auf andere Luftdruckwerte zu beziehen gestatten,
sind hier zu finden.

1) M. RosirzscH, Ein Feuchteschieber. Meteorol. ZS. 1924, S. 318; W. KUHL, Rechen-
schieber zur Berechnung der Luftfeuchtigkeit. Meteorol. ZS. 1924, S. 319.



Kapitel 5.

Thermodynamik der Gestirne.

Von

E. FREUNDLICH- Neubabelsberg.

a) Problemstellung.

Es mag kiihn klingen, von einer Thermodynamik der Gestirne zu sprechen.
Die Thermodynamik behandelt die Zustandsgesetze der Materie unter verschie-
denen Druck- und Temperaturverhiltnissen; eine Thermodynamik der Gestirne
ist daher nur denkbar, wenn man Aussagen iber die beiden ZustandsgréBen:
Druck und Temperatur, machen kann, auch wenn nur Strahlung von dem Ge-
stirne auf die Erde gelangt. Dies ist nun in der Tat fiir die Atmosphéren der
Gestirne, aus denen das Licht zu uns gelangt, durch die Quantentheorie und die
aus ihr erwachsene Boursche Theorie mdéglich geworden. Die BoHrsche Theorie
ordnet jeder Spektrallinie, die von leuchtenden Dampfen emittiert bzw. absor-
biert wird, einen bestimmten Atomzustand des betreffenden Elementes zu.
Die Anwesenheit einer Spektrallinie im Spektrum eines Sternes gibt darum
je nach ihrer Intensitit Zeugnis von der Anwesenheit und Konzentration von
Atomen in dem dieser Linie zugeordneten Anregungszustande ab. Diese Atom-
zustdnde unterscheiden sich voneinander durch verschiedene Ionisierungsgrade
der Atome oder auch nur durch verschiedene Grade der Bindung der Elektronen
im Atomverbande.

In den Sternatmosphiren haben wir es mit einem Gemisch nicht allein
verschiedener Elemente, sondern auch innerhalb jedes Elementes mit einem
Gemisch von Atomen in verschiedenen Anregungsstufen und Ionisationszustinden
zu tun, wobei dieses Gemisch zugleich von freien Elektronen, die den Ionisierungs-
prozessen aller Elemente entspringen, stark durchsetzt ist. Das thermodynamische
Problem, das sich hier erhebt, ist die Frage nach dem Gleichgewichtszustand
zwischen neutralen Atomen in verschiedenen Anregungsstufen, ionisierten
Atomen, ebenfalls in verschiedenen Anregungsstufen, und freien Elektronen.
J. EGGERrT!) hat auf den Vorgang der Ionisierung eines Atoms die chemische
Reaktionsgleichung angewandt, hat ihn also wie einen chemischen Reaktions-
prozel zwischen Atom und Elektron behandelt. SanHA?) hat sodann durch die
Verkniipfung dieser Gleichung mit der von BoHR entwickelten Theorie der
monochromatischen Strahlung der Atome eine Theorie entwickelt, um
durch eine Spektralanalyse der Gestirne zu einer Thermodynamik ihrer
Atmosphéren zu gelangen.

Die beiden Zustandsgréen, von denen die Zustinde der Atome in den Stern-
atmosphiren bedingt sind, sind Temperatur und Druck. Beide sind innerhalb

1) J. EgGErt, Phys. ZS. Bd. 20, S. 570. 1919.
%) M. N. Sama, ZS. f. Phys. Bd. 6, S. 40. 1921.
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des Bereiches einer solchen Atmosphire, aus welcher Licht zu uns gelangt, stark
veridnderlich. Deshalb kann die Voraussetzung des Bestehens von thermodyna-
mischem Gleichgewicht in den Sternatmosphiren nur angenihert richtig sein
Dieser Umstand wirkt sich zwar im wesentlichen nur im Werte der Konstanten
aus, welche in der Reaktionsgleichung auftritt, legt aber die Grenzen der Giiltig-
keit aller bisher aus der SaAHAschen Theorie gewonnenen quantitativen Resultate
fest. Alle Ergebnisse beziehen sich nur auf mittlere Drucke und mittlere
Temperaturen; auBerdem liefert die Theorie, wie wir im folgenden sehen werden,
nicht die gesuchten Werte von Druck und Temperatur einzeln bestimmt, sondern
nur die miteinander bei einem bestimmten lonisationszustande vertriglichen
Wertepaare.

Es ist darum zur Entwirrung der Erscheinungen sehr wichtig gewesen,
daB die Astrophysik aus dem Studium des kontinuierlichen Spektrums
eines Sternes unabhingige Bestimmungsmethoden fiir die an der Oberfliche
herrschenden Temperaturen sowie iiber die Gesamtausstrahlung hat entwickeln
kénnen. FaBt man einen Stern als schwarzen Strahler auf, so kann mit Hilfe
des PLaNcKkschen Strahlungsgesetzes oder des WieNschen Verschiebungsgesetzes
aus der Energieverteilung bzw. aus der Lage des Intensititsmaximums im
kontinuierlichen Spektrum die effektive Temperatur des Sternes abgeleitet
werden; dies ist die Temperatur des schwarzen Strahlers, der in der Zeiteinheit
die gleiche Energiemenge pro Oberflichenelement ausstrahlen wiirde wie der
Stern. Man erhilt also aus dem kontinuierlichen Spektrum Einblicke in die
Temperaturverhiltnisse an der Oberfliche eines Sternes und kann diese benutzen,
um aus den Formeln der SaHAschen Theorie getrennte Bestimmungen von Druck
und Temperatur abzuleiten.

Von noch groBerer Bedeutung ist das Studium der kontinuierlichen Spektren
fiir die Thermodynamik des Sterninneren geworden. Da alle Energie, die von
einem Stern aus seiner Oberfliche ausgestrahlt wird, in seinem Inneren erzeugt
worden sein muB, so liefert das Studium der kontinuierlichen Strahlung auch Ein-
blicke in das Problem der Energiequellen, aus denen die Strahlung eines Sternes
bestritten wird. Wie wir im Abschnitt ¢, Ziff. 16ff. sehen werden, steht die Frage
nach diesen Energiequellen im Mittelpunkt der Betrachtungen iiber die thermo-
dynamischen Zustinde im Sterninneren. Die Messung der Gesamtausstrahlung
eines Sternes und die Verkniipfung der dafiir abgeleiteten Werte mit den ander-
weitig abgeleiteten Werten fiir die Massen und Oberflichen der Sterne liefert
zur Zeit noch den einzigen -Ankniipfungspunkt einer Thermodynamik des Stern-
inneren an die Erfahrung. Die Thermodynamik der Sternatmosphiren, der
die reichhaltigen Einzelheiten der Spektrallinien in den Sternspektren zur Priifung
der Theorie zur Verfiigung steht, ist in dieser Hinsicht sehr wesentlich im Vorteil
gegeniiber jeder Thermodynamik des Sterninneren.

Es wird in den folgenden Kapiteln eine Darstellung der SaHAschen Theorie
der Sternatmosphiren mit ihrer Erweiterung durch die Arbeiten von FOWLER
und MILNE u. a. gegeben werden, sodann eine Darstellung der bisherigen Unter-
suchungen iiber den Aufbau des Sterninneren, insbesondere der EDDINGTONschen
Theorie, die wihrend der letzten 10 Jahre im Vordergrund des Interesses ge-
standen hat. Um diese beiden Theorien gruppieren sich alle thermodynamischen
Untersuchungen an kosmischen Gebilden, denen bis zu einem gewissen Grade
eine bleibende Geltung gesichert erscheint. SchlieBlich werden im letzten Abschnitt
einige Betrachtungen iber die Thermodynamik des ganzen Kosmos den Ab-
schluB bilden. Hier liegen noch keine groferen Ansitze vor; vielmehr miiht
man sich noch um eine klare Fassung der Problemstellung und ihrer Inangrifi-
nahme.
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b) Thermodynamik der Sternatmosphére.

1. Kurzer AbriB des vorhandenen Tatsachenmaterials. Die fiir eine
Theorie der Sternatmosphiren zur Verfiigung stehenden Erfahrungstatsachen
sollen den theoretischen Entwicklungen vorausgesandt werden.

Die iiberwiegende Zahl der Sternspektren lift sich in eine stetige Reihe
einordnen, charakterisiert durch eine stetige Verinderung in der Lage des In
tensititsmaximums im kontinuierlichen Spektrum vom roten Ende des Spek-
trums zum violetten. Wie leicht ersichtlich, lduft mit dieser Verdnderung der
Spektren eine Anderung in der Firbung des Sternlichtes parallel. Als schwarze
Strahler aufgefaBt, lassen sich also die Sterne in eine reine Temperaturskala ein-
ordnen, beginnend mit den kithlsten, roten Sternen einer Oberflichentemperatur
von etwa 3000°, und endend mit den heiesten, weilen Sternen mit einer Ober-
flichentemperatur von etwa 25 000°. Die verschiedenen Stufen in dieser Skala
werden in der heute fast allgemein angenommenen Havard-Klassifizierung
mit den Buchstaben M, K, G, F, A, B bezeichnet, und innerhalb jeder Stufe werden
durch angefiigte Zahlen von 0 bis 9 feinere Unterschiede gekennzeichnet. Diese
feineren Unterscheidungsmerkmale beziehen sich auf das Auftreten und Ver-
schwinden typischer Spektrallinien-Serien oder einzelner Linien; doch war
der innere Grund fiir diese Verinderungen im Aussehen der Spektren bis vor
kurzem nicht verstanden worden. Die Sanasche Theorie erst hat uns gelehrt,
daB auch dieser Wechsel im Aussehen der Spektrallinien im wesentlichen eine
Folge der stetig zunehmenden Oberflichentemperatur in der Serie der Spektral-
typen von M nach B hin darstellt. Die hervorstechendsten Merkmale der ver-
schiedenen Spektralklassen sind:

B-Sterne, Sterne sehr hoher Temperatur, typischer Vertreter y-Orionis,
starkes Hervortreten der Helium-Bogenlinien neben der Balmerserie des Wasser-
stoffs und einigen Linien hoch ionisierter Elemente. Oberflichentemperatur
20 000 bis 30 000°.

A-Sterne, die Temperatur ist auf etwa 10 000° gesunken; typischer Ver-
treter Sirius. Die Helium-Funkenlinien nicht mehr entwickelt, dagegen die Balmer-
serie und die Funkenlinie Mg+ 4481 in groBter Intensitat, die Resonanzlinien H
und K des ionisierten Kalziums Ca* noch schwach.

F-Sterne, Oberflichentemperatur etwa 8000°; typischer Vertreter a-Cari-
nae, zunehmende Intensitit der verschiedenen Serien der Spektren der Metalle,
Abnahme der Balmerserie. Die Linien H und K kriftiger entwickelt.

G-Sterne, typischer Vertreter die Sonne, Oberflichentemperatur etwa
6000°; stark entwickeltes Spektrum der Metallinien. Die Linien H und K sehr
stark, die Resonanzlinie g des neutralen Kalziums -vorhanden.

K-Sterne, Oberflichentemperatur 3000 bis 4000°, typischer Vertreter
«-Bootis, die stirksten Linien im Spektrum die Linien des Ca*: die Linien H und
K und die Resonanzlinie des Kalziums g. Molekiil-, Bandenspektren schon
kriftig entwickelt.

M-Sterne, die Temperatur ist weiter bis unter 3000° gesunken, das
violette Ende des Spektrums nur schwach entwickelt, typischer Vetreter;
o-Orionis; die Linien g, H und K sehr intensiv, desgleichen verschiedene
Banden.

Neben diesen 6 Hauptklassen mit ihren Untergruppen hat man noch einige
weitere Typen fixieren miissen, z. B. Sterne, in deren Spektren neben Absorptions-
linien noch Emissionslinien auftreten. Sie koénnen hier iibergangen werden,
da sich alle Ergebnisse der SaHaschen Theorie auf reine Absorptionsspektren
beziehen.
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Es erhebt sich nun die Aufgabe, die eben skizzierten Erscheinungen in den
verschiedenen Sternspektren, insbesondere den Wechsel in dem Auftreten der
verschiedenen Spektrallinien, zu deuten. DaB nicht eine stetige Verinderung
in der chemischen Zusammensetzung der Sternatmosphiren fiir diese Erschei-
nungen verantwortlich gemacht werden kann, dafiir sprechen einfache Erwigun-
gen, zum Beispiel der Umstand der Einordnungsmoglichkeit fast aller Spektren
in eine Temperaturskala. Vielmehr miissen die Verschiedenheiten in den Stern-
spektren ihre Ursache in der Verschiedenheit der Anregungsverhiltnisse der
Atome unter den verschiedenen Temperaturen in den Sternatmosphiren haben.
Da aber neben der Temperatur auch der Druck als ZustandsgroBe bei allen
thermodynamischen Vorgidngen der Materie eine wesentliche Rolle spielt, so
miite ein eigenartiger Zufall obwalten, sollite diese zweite ZustandsgroBe in
der Ausgestaltung der Sternspektren iiberhaupt nicht in Erscheinung treten.

In der Tat hat eine sorgfiltige Analyse der Sternspektren gelehrt, dafB
die Klassifizierung der Sternspektren nach einer reinen Temperaturskala nicht
eindeutig ist. Bei den Sternen niedriger Oberflichentemperatur ist eine Spaltung
der Sterne nach zwei Gruppen deutlich ausgeprigt ; es gibt bei gleicher Temperatur
Sterne groBer und solche kleiner Absoluthelligkeit, die Vertreter der einen Gruppe,
der Riesensterne, sind aulerordentlich ausgedehnte Gaskugeln geringer mittlerer
Dichte, der anderen Gruppe, der Zwergsterne, Gaskugeln, die schon stark ver-
dichtet sind, so daB3, wie bei der Sonne, die mittlere Dichte die des Wassers iiber-
trifft. Bei gleicher allgemeiner Ausbildung der Spektren offenbaren doch die
Spektren der Riesensterne bei genauerer Analyse eine intensivere Entwickiung
der Funkenspektren, also der von ionisierten Elementen herrithrenden Linien.
In dieser Spaltung der Sterne nach Riesen und Zwergen offenbart sich die Wir-
kung der zweiten ZustandsgroBe, des Druckes.

2. Die Grundgleichung der Sauaschen Theorie. Die Theorie von SAHA
gibt eine im wesentlichen vollstindige Erklirung fiir die Erscheinungen in den
Sternspektren, indem sie das Auftreten und Verschwinden der verschiedenen
Spektrallinien auf den Wechsel in den thermodynamischen Verhiltnissen inner-
halb der Sternatmosphéren zuriickfiithrt. Sie setzt thermodynamisches Gleich-
gewicht in den Sternatmosphéren voraus — eine Voraussetzung, die nicht streng
erfiillt ist — und behandelt das Gleichgewicht zwischen Atom, ionisiertem Atom
und Elektron nach der chemischen Reaktionsgleichung. In den Strahlungs-
vorgangen der Atmosphiren der Sterne kennzeichnet sich die Konzentration
der neutralen Atome irgendeines Elementes in der Intensitit der Bogenlinien
seines Spektrums, der ionisierten Atome in der Intensitit der Funkenlinien des-
selben Elementes. In der urspriinglichen Fassung beschrinkt sich die Sanasche
Theorie auf die Alternative Funkenlinien oder Bogenlinien und benutzt als
quantitatives Merkmal das Auftreten bzw. Verschwinden der Linien.

Den Ausgangspunkt der Theorie bildet die Reaktionsgleichung

Pty - —U  Dw.C
:1 =5 p T . .
ekt =loe papr.. Tt TR % t2v-C

Hier bedeutet U die Reaktionswirme in dem chemischen ProzeB:
vy A+vg-B-oo =vy M—+vy-N+ .- zwischenv, A-Atom, vz B-Atom usw.

Ferner bedeuten p3¥, p¥... die Partialdrucke der an der Reaktion betei-

ligten Stoffe, C,, die spezifische Warme bei konstantem Druck, C die chemische
Konstante nach NERNST eines jeden der Stoffe.
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Die Gleichung wird auf die Reaktion — wir wéhlen den Fall der Ionisierung
des Kalziums —:Ca % Ca* + e — U, also auf die Abspaltung eines Elektrons
von einem neutralen Kalziumatom Ca angewandt. Die Auswertung der Gleichung
fir diese spezielle Reaktion geschieht unter der Voraussetzung, daB die spezi-
fische Warme bei konstantem Druck fiir Ca gleich der fiir Ca* sei, so daB sich die
Summe

Sy Cp = (Cplca® + (Cple— (Cpla

auf das eine Glied (C,), reduziert, fiir das der Wert § R gewahlt wird, indem
man das Elektron als einatomiges Gas betrachtet. Die chemische Konstante
fir die Elektronen wird nach der SAKUR-TETRODEschen Gleichung mit dem

Atomgewicht = fur ein Elektron berechnet; es resultiert mit der Atmosphire
als Druckeinheit >'»C = —6,5. Bezeichnet man ferner mit P den Gesamt-
druck, mit x den Tonisierungsgrad, d.h. den Bruchteil der Ca-Atome, die ioni-
siert sind, so gewinnt man die Gleichung:

%2 U
log 5 P=—Z571.7

die SAHA zum Ausgangspunkt fiir seine Diskussion der Erscheinungen gewahlt
hat. Eine Ableitung dieser Grundgleichung der Sanaschen Theorie soll erst in
einem spateren Abschnitt (Ziff. 5) nach einer rein statistischen Methode ohne die
speziellen Begriffsbildungen der Thermodynamik gegeben werden.

Diese Gleichung verkniipft den Ionisierungsgrad x eines Elementes mit den
Temperatur- und Druckwerten, unter welchen die Atome stehen. Sie liefert
zu einem vorgegebenen Werte fiir x ein System miteinander vertraglicher Werte-
paare von Druck und Temperatur.

3. Vergleich der Sauaschen Theorie mit der Erfahrung. SaHA hat, soweit
Ionisierungspotentiale sicher bestimmt waren, fiiralleElementedenIonisierungsgrad,
der bestimmten Wertepaaren fiir Druck und Temperatur zugeordnet ist, berechnet
und den Vergleich mit der Erfahrung in der Weise vorgenommen, da83 das Auftreten
und Verschwinden der Funken- bzw. Bogenlinie als Kriterium fiir den Ionisations-
grad betrachtet wurde. Doch leidet dieses Verfahren an groBen Unsicherheiten, da
das Kriterium des Auftretens oder Verschwindens einer Absorptionslinie fiir jedes
Element wesentlich von dem atomaren Absorptionskoeffizienten fiir die betrachte-
ten Linien bedingt ist, fiir solche Absorptionskoeffizienten aber nur sehr wenige
sichere zahlenmiBige Bestimmungen vorliegen. AuBerdem beeinfluBt die Reich-
haltigkeit des Vorkommens des betreffenden Elementes die Erscheinungen
sehr stark. Darum war SAHA nur eine mehr qualitative Priifung seiner Theorie
moglich; diese bestitigte aber fast in allen Einzelheiten die Folgerungen seiner
Theorie. DaB z. B. in den heiBlesten Sternen, den O-Sternen, im wesentlichen
nur die Linien des ionisierten Heliums auftreten, hat in dem hohen Ionisierungs-
potential des Heliums seinen Grund; bei den meisten anderen Elementen wird
unter den obwaltenden Temperaturdruckverhiltnissen die Ionisierung so weit
fortgeschritten sein, daB sie keine Spektrallinien in dem visuellen Gebiet zwischen
Violett und Rot mehr emittieren. Aus den zwei nachfolgenden Tabellen, die der
Sanaschen Arbeit (Phil. Mag. Bd. 40, S. 480, 487) entnommen sind, ersieht man, dal3
z. B. bei der fiir die B-Sterne viel zu niedrig angesetzten Temperatur von 13 000°
und bei einem Druck von10-4 Atm., wie man ihn, wie wir spiter sehen werden,
ansetzen muB, Kalzium mit dem Ionisierungspotential von 6,1 Volt = 1,4 - 10° cal.
vollstindig ionisiert sein wird, dagegen Helium mit dem Ionisierungspotential
von 20,5 Volt = 4,8 - 105 cal. etwa zu 58%. Eine weitere groBe Unsicherheit
die der SaHaschen Theorie, was ihre Priifung an der Erfahrung anbetrifft, an-

4+ 2,5logT — 6,5,
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haftete, war die Unkenntnis iiber die in den Sternatmosphiren herrschenden
Drucke. SaHA vermutete noch Betrige von etwa 1 Atm., wihrend Werte von an-
gendhert 10 -5 Atm. dierichtigen sein werden. DaB trotz dieser offenbar fehlerhaften
Annahmen sein Vergleich mit der Erfahrung nicht auf offensichtlicheWiderspriiche
stieB, liegt in dem Umstande begriindet, daB er einen Ionisationszustand als
vollstindig betrachtet, wenn nur 1 bis 0,19, von Atomen sich im neutralen Zu-
stande befinden. Die Erweiterung der Theorie durch FOWLER und MILNE hat aber
gelehrt, daBl noch bei Relativkonzentrationen eines Atomzustandes von 10-8
bis 10-1° die ihm entsprechenden Linien sichtbar sind. Die atomaren Absorp-
tionskoeffizienten der Elemente fiir monochromatische Strahlung haben nimlich
Betrige von 10*9, so dafl das Auftreten und Verschwinden der Linien ein wesent-
lich empfindlicheres Kriterium auf die Gegenwart des neutralen oder ionisierten
Atoms darstellt.

Tabelle 1. Tabelle 2.
Ionisation in 9% von Kalzium. Ionisation in 9% von Helium.
Druck 1 Atm. \ 10— 2 Atm. | 10— 4 Atm. Druck 1 Atm. 10— 2 Atm. | 10— 4 Atm.
Temperatur Temperatur

2000°K — — 1,4-10-83 6000°K| 5-10°%| 5-10-%| §5-10~%
3000° — — 1 7 000° 1+10"%| 1-10°%} 1-10"%
4000° — 2,8 26 8000° [1,2-107"%11,2+10"2|1,2-107?
5000° 2 20 90 9000° 7-107%{ 7+.10°%| 7-1071
6 000° 8 64 99 10 000° 3-107%| 3-10"t 3

7 000° 23 o1 — 11 000° 1-1071 1 11
8000° 46 98,5 —_ 12 000° 3-1071 3 28
9000° 70 — — 13000° 7+107?! 7 58
10000 ° 85 - — 14 000° 1,5 15 83

11 .000° 93 - - 15000° 3 28 94
12 000° 96,5 — - 16 000° 6 47 —
13000° 98,5 — —

14 000 ° — — —

In groBen Ziigen erkldart aber die Sanasche Theorie in ihrer ersten Fassung
den Wechsel der Erscheinungen in den Spektren der verschiedenen Spektral-
klassen durchaus befriedigend.

Thre Anwendungsmdglichkeit hat eine sehr bedeutende Erweiterung erfah-
ren, nachdem FowrLErR und DarwiN fiir die Grundgleichung der Samaschen
Theorie eine allgemein statistische Ableitung gegeben haben, die frei von den
prinzipiellen Mingeln der ersten Ansitze ist und einen viel weitergehenden
AnschluB an unsere Kenntnisse iiber die Seriengesetze der Spektren ermdglicht.
Die Mingel, die der SaHAschen Theorie in ihrer ersten Fassung anhaften, sind
folgende:

4. Prinzipielle Midngel der Sanaschen Ansitze. 1. Sie beriicksichtigt nicht,
daB man es in jeder Sternatmosphire mit einem Gemisch vieler Elemente zu
tun hat, die in sehr verschieden hohem Grade ionisiert sein werden. Bei jedem
Ionisierungsproze werden, unabhingig von der Natur des Elementes, Elektronen
als Abspaltungsprodukte frei. Dieser durch die Gegenwart verschiedener Atom-
arten bedingte UberschuB an Elektronen beeinfluBt das Ionisationsgleichgewicht
in einer Weise, die wir hier erst qualitativ charakterisieren wollen und spiter
dann formelmiBig fassen. Ist der durchschnittliche Ionisationsgrad der Elemente
im Gemisch im Vergleich zur betrachteten Atomart héher, so ist die Wieder-
vereinigungswahrscheinlichkeit fiir die ionisierten Atome gréBer, als sie sein
wiirde, wenn, bei unverindert gedachter Temperatur und Druck, nur Atome der
gleichen Art vorhanden wiren. Es werden folglich weniger Atome ionisiert sein
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und der Ionisationsgrad des betrachteten Elementes wird erniedrigt erscheinen.
Der EinfluB des Elektroneniiberschusses wird in umgekehrter Weise wirken,
wenn der durchschnittliche Jonisationsgrad der fremden Atome im Gemisch
niedriger ist; das Ionisationspotential des betrachteten Elementes erscheint
dann herabgesetzt.

2. In der von SanaA herangezogenen, aus der Thermodynamik iibernommenen,
Grundgleichung wird nur das Gleichgewicht zwischen neutralen und ionisierten
Atomen in Betracht gezogen und demgemiB auch nur das Auftreten der Funken-
linien gegeniiber den Bogenlinien als Kriterium bei dem Vergleich mit der Er-
fahrung verwandt, Die Tatsache, daB jedes Atom, bevor es ionisiert wird, also
ein Elektron verliert, in verschiedene Anregungsstufen gebracht werden kann,
tritt in der urspriinglichen Fassung der SaHAschen Theorie nicht in Erscheinung.
Zwar trigt die Grundgleichung implicite diesem Umstande in dem Gliede, das
die spezifischen Wirmen der Reaktionsteilnehmer enthilt, Rechnung; doch
ist keine Moglichkeit gegeben, seine Einwirkung auf die optischen Erscheinungen,
also die Ausbildung der Spektren, in die Diskussion einzubeziehen. Die ver-
schiedenen Anregungsstufen der Atome geben bekanntlich Anla8 zur Emission
verschiedener Nebenserien in ihren Spektren. Die Einbeziehung der Neben-
serien in die Betrachtungen bedeutet, wie wir sehen werden, nicht nur eine Er-
weiterung der SaHaschen Theorie, sondern wegen des prinzipiell anderen Ver-
haltens der Nebenserien gegeniiber der Hauptserie, die den Normalzustand des
Atoms zur Grundbahn hat, einen entscheidenden Fortschritt in der astrophysi-
kalischen Verwendungsmoglichkeit der Theorie.

Die unter 1. und 2. angefithrten Midngel der SaHAschen Theorie sind, der
erste von RusseLL?) und der zweite von DARWIN, FOWLER und MILNE, behoben
worden,

5. Der EinfluBl fremder Atome auf den Ionisationszustand. Bezeichnet p’
den Partialdruck der ionisierten Atome irgendeines Elementes, $ den Partial-
druck der neutralen Atome und p”’ den Partialdruck aller freien Elektronen
im Gasgemisch, so nimmt die GréBe K auf der linken Seite der Reaktionsgleichung
den Wert an:

k=07

»

Sind a,, a4, a5. .. a; die Relativkonzentrationen der vorhandenen Atomarten
und %, %, ...%; die Verhiltniszahlen an ionisierten Atomen der verschiedenen
Arten, so sind insgesamt > a; (1 4 %;) Atome plus freien Elektronen im Ge-

n
misch vorhanden. Der Partialdruck irgendeines dieser Elemente ist:

a; - x;
f— e p
P a1+ %)
fiir die ionisierten und
a; (1 — %)

izzai(i-i‘xi)

fiir die neutralen Atome, wobei P den Gesamtdruck im Gasgemisch bezeichnet.
Fiir die freien Elektronen gilt andererseits

”__ Z’aixi _ Ej
4 C 2a(l+ %) P_1-|-E P

1) H. N. RusseLL, Astrophys. Journ. Bd. 55, S. 119. 1922.

2 P
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Die Grofle x = Za’—’ bedeutet den mittleren Ionisationsgrad des Gemisches,

i
Setzt man mit diesen neuen Ausdriicken die Reaktionsgleichung an, so erhilt
man fiir irgendeines der Elemente:

Xi x
1——xi 1-{—;

Ki = . P

und wenn man statt des Gesamtdruckes P den Partialdruck der Elektronen als
unabhingige Veridnderliche einfithrt, so nimmt die Grundgleichung die von
RuUsSELL gegebene allgemeinere Form an, wobei wir die Indizes wieder fortlassen:

U

—W+2,5'10gT—6,5.

x
logK—log1 _x-Pe—

In dieser Fassung ist die Gegenwart verschiedener Atomarten verschiede-
nen Ionisationsgrades im Gasgemisch der Sternatmosphiren in Riicksicht gezogen.

6. Allgemeine Ableitung der Grundgleichung der Samaschen Theorie.
Die Behebung der zweiten der oben angefithrten prinzipiellen Schwichen
der SaHaschen Theorie in ihrer urspriinglichen Fassung bringt die allgemeine
Ableitung ihrer Grundgleichung nach der rein statistischen Methode, wie sie
DarwiN und FOowLER gegeben haben. Diese Ableitung soll hier nur soweit
wiedergegeben werden, als es zum Verstdndnis der vorliegenden Fragen not-
wendig ist. Sie stellt ein Teilresultat in einer viel allgemeineren Untersuchung
dar, deren Ziel eine einheitliche Behandlung der verschiedenen Aufgaben der
Thermodynamik ist unter ausschlieBlicher Verwendung von Begriffsbildungen,
wie sie konsequent aus unseren heutigen Anschauungen iiber die atomare
Struktur der Materie, der quantenhaften Struktur der Strahlungsenergie und
der Voraussetzung der Geltung rein statistischer Gesetze in ihrer Wechsel-
wirkung flieBen. Die Begriffsbildungen der klassischen Thermodynamik, ins-
besondere z. B. der Begriff der thermodynamischen Wahrscheinlichkeit und der
Entropie, sind der Gegenstand vieler prinzipieller Auseinandersetzungen ge-
wesen; und wenn auch nunmehr volle Klarheit tiber die Strenge der gewon-
nenen Resultate bestehen mag, so bedeutet es doch eine wesentliche Erleichterung
fiir alle Disziplinen, die, wie heute die Astrophysik, gezwungen sind, mit Begriffen
und Formeln der Thermodynamik zu arbeiten, wenn sie nicht gezwungen sind,
gleichzeitig den Ballast mancher Hypothesen oder prinzipiellen Schwierigkeiten
mit zu iibernehmen, deren Tragweite und Geltungsbereich sie nicht ohne weiteres
abzuschitzen vermogen. Ich verweise nur auf die im vorangehenden erwihnte
zahlenmiBige Auswertung der verschiedenen Faktoren in der Reaktionsgleichung,
wo die Annahme gemacht wurde, dafl die spezifische Wirme bei konstantem
Druck des ionisierten Atoms gleichgesetzt werden diirfe der entsprechenden GroBe
fur das neutrale Atom, oder die Annahme, daB sich die chemische Konstante
fiir die Elektronen nach der gleichen Formel berechnen lasse, die Sakur-Tetrode-
Stern fiir Atome gegeben haben.

Die Entwicklungen von DARWIN-FOWLER griinden sich auf die Annahme,
daB die wahrgenommenen Verteilungsgesetze von quantenhaft verteilter Energie
auf Systeme von Atomen, Resonatoren usw. gewonnen werden kénnen, indem
man unter allen moéglichen Zustinden den durchschnittlichen, mittleren, nicht
den wahrscheinlichsten Zustand ausrechnet. Die Aufgabe reduziert sich damit
auf reine Mittelwertsbildungen. Dafl diese Methode zu den gleichen Vertei-
lungsgesetzen fithrt wie die in der Thermodynamik angewandte Methode, hat
seinen tieferen Grund darin, daBl die wahrscheinlichen Verteilungen an' Zahl
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die unwahrscheinlichen Fille so aullerordentlich iibertreffen, daB3 bei der Mittel-
wertsbildung die Mitberiicksichtigung der seltenen Fille auf den gesuchten
Mittelwert nur unmerklich von EinfluB} ist.

Das Wesentliche der Methode von DARWIN und FOWLER sei erst an einem
einfachen Falle dargelegt.

Es mogen zwei Klassen von Resonatoren vorliegen, und zwar M Resonatoren
der Klasse A, die nur ganze Vielfache eines Energiequantums ¢ aufzunehmen
vermégen, und N Resonatoren der Klasse B, die nur ganze Vielfache eines
Energiequantums # aufzunehmen imstande sind. Ein Zustand des Systems
ist durch eine Zahlfolge a,, ay, @, ... a, ... by, by..bs ... definiert, in der a, die
Anzah! der A-Resonatoren zihlt, die in diesem Zustande des Systems # Energie-
quanten ¢, und b, die Anzahl der B-Resonatoren, die s Energiequanten » auf-
genommen haben. Es gibt eine endliche Anzahl von Mdglichkeiten, die vor-
handene Energie iiber das System von Resonatoren so zu verteilen, dafl von-
einander ununterscheidbare Zustinde mit der gleichen Zahlfolge der a,, b,
resultieren. Bei vorgegebenem Wertesystem der a, und b, ist diese Anzahl még-
licher Komplexionen gleich

M! N!
aglay!...at .. bylhl . bt

wobei die 4, und b, die Bedingungsgleichungen erfiillen miissen:

e, =M, 2%, =N, Drreeca,+ s n-by=E
und E die Gesamtenergie des Systems mit. Die Gesamtzahl aller solcher Kom-
plexionen ist durch den Ausdruck gegeben:

M! N!
szaomlx...a,!...'bolbl!...bsg...’

in der die Summation {iber alle mit obigen Bedingungsgleichungen vertraglichen
Zahlfolgen a,, b, zu erstrecken ist. Bezeichnet andererseits E, die durchschnitt-
lich auf die A-Resonatoren entfallende Energie, so gilt:

_— rr-e-a) - M N!
C.EA_Zjaola1

Uooal. . bglby.. byl..."

a!

In entsprechender Weise lassen sich Mittelwerte fiir die GréBen a, usw.
bilden. Die Aufgabe erhebt sich, solche Mittelwerte auszurechnen, aus denen
sich die Eigentiimlichkeiten der verschiedenen Zustinde des Systems ableiten
lassen.

DArwIN und FowLER bewerkstelligen diese Auswertungen, indem sie das
Caucnysche Fundamentaltheorem aus der Theorie der analytischen Funktionen
einer komplexen Verdnderlichen heranziehen. Dabei tritt die Bedeutung der Zu-
standssumme, der besonders von PLaNCK?) in die Betrachtungen eingefiihrten
Funktion, die das thermodynamische Verhalten eines solchen Systems von Re-
sonatoren, Atomen usw. regelt, deutlich in Erscheinung.

Bildet man fiir den hier betrachteten Spezialfall das Produkt

(1 +zs+z2£+ )M_ (1 +z7]+221]+ ,,_)N
und entwickelt nach dem Multinominaltheorem, so resultiert die soeben ab-
geleitete GroBe C als Koeffizient des allgemeinen Gliedes 2Z in dieser Entwick-
lung, wo E= D'r-¢-a, + D>'s-nb, die Gesamtenergie bezeichnet. In ent-

1) M. PLaNCcK, Warmestrahlung, S. 127. Leipzig 1923.
Handbuch der Physik. XI. 14



210 Kap. 5. E. FrREuNDLICH: Thermodynamik der Gestirne. Ziff. 7.

sprechender Weise gewinnt man den Wert von C - E 4 als den Wert des Koeffizien-
ten von 2% in der Entwicklung der Reihe:

d & & 7 2
z-EO +2 42 ) (TN
Die Klammerausdriicke lassen sich in die geschlossene Form bringen:

(1 LAy .”)M____O ___zs)—M

und ebenso:
(142" +2" + N (1—21)"7,

Zieht man zur Auswertung der Koeffizienten der Entwicklungen, also der
GréBen C und C - E,, das CaucHysche Theorem heran, so gewinnt man die

Gleichungen:
-
und ’
C-Eg =ﬁ - }g—iM' z%log@ —2) (1 =2)"M". (1 —2")7 %],

4

Die Integrationen sind um eine geschlossene Kontur um den Nullpunkt,
z. B. lings eines Kreises um den Nullpunkt als Mittelpunkt und mit einem
Radius kleiner als 1 zu erstrecken. IThre Auswertung fithren DARWIN und FowLER
nach der Methode der komplexen Integration iiber Sattelpunkte aus.

Die Variable z in den beiden Verteilungsfunktionen (1 — 2°) ¥ und (1 —2N)F
steht mit der sonst in der Thermodynamik auftretenden Verinderlichen T der
Temperatur in engster Beziehung.

Man ersieht aus den obigen Integraldarstellungen fiir C und C - E,, daB
die Integranden fiir z = 0 und z = 1 unendlich werden. Es l4t sich aber zeigen,
daf3 auf der reellen Achse die z-Werte ein und nur ein Minimum zwischen den
beiden Unendlichkeitsstellen aufweisen. Der diesem Minimum entsprechende
Wert z = ¢ ist durch die Gleichung definiert:

_ M-.e N-.y
9 —1 9T

Legt man nun um den Nullpunkt als Mittelpunkt einen Kreis mit dem Radius
z =1 als Integrationsweg, so zeigt sich, daB} der Integrand lings dieser Kontur
in dem Punkte z = 9 ein starkes Maximum hat, so daf die Integration fiir groe
Zahlwerte von M, N, E auf die nichste Umgebung des Punktes z = & auf der
reellen Achse beschrinkt werden darf. Dieser spezielle Wert z = 4 hingt mit
der Temperatur durch die Gleichung zusammen:
1
P = e—m ,

7. Ausdehnung der Theorie auf den allgemeinen Fall. Die fiir einen
speziellen Fall hier skizzierte Berechnung der GréBen C usw. 1iBt sich ohne
weiteres auf den allgemeinen Fall ausdehnen.

Das betrachtete System von Atomen enthalte M Atome der Klasse 4,
die nur Energie in den Stufen ¢, ¢; ¢; . . und N Atome der Klasse B, die nur En-
ergie in den Stufen #)4 9, %, . . . aufnehmen kénnen, und die verschiedenen Zustinde
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seien iiberdies mit Gewichtsfaktoren g, ;... ¢y, ¢, . . behaftet. Dann ist die
Anzahl C aller Komplexionen gegeben durch den Ausdruck:
M!N!

BUNTAOREL AL N AL

ap! a;!.
und die Zahlwerte a, bzw. b, sind an die Bedingungsgleichungen gekniipft:
Z"arzM, Zsbs=N: Zrar'€r+zsbs'ns:E~

Die Verteilungsfunktionen fiir beide Atomsysteme werden durch die Funk-
tionen definiert:

f(z):ﬁo.z€u+p1.zf14'_... und g(z):qo.z’lo+q1.g71:+....
Die Anwendung des Caucuyschen Theorems liefert:

d
€= il r
= d d
CBa= g [malea, U] @y
:
_ 9
r= Mo pres
“= i)

Die Integration wird lings eines Kreises um den Nullpunkt mit dem Radius
z = ¥ ausgefiihrt, wobei fiir ¢ sich die Gleichung ergibt:

a d

Nach diesem allgemeinen Rechenschema sind die verschiedensten Resultate
der Thermodynamik von DARWIN und FOWLER erneut abgeleitet worden. Es
kann aber hier nicht auf Einzelheiten eingegangen werden.

Bei der spiteren Ableitung der Reaktionsgleichung wird der Ausdruck
fir die Verteilungsfunktion eines Systems frei beweglicher Atome benétigt
werden, deren Energie in ihrer Translationsenergie beruht; diese Funktion
lautet

in ihr bezeichnet m die Masse eines Atoms, V das von dem System eingenommene
Volumen und % die PLancksche Wirkungsgrée. Besitzen solche Atome mehrere
voneinander voéllig unabhingige Freiheitsgrade, z. B. der Translations- und
Rotationsbewegung, so wird die Verteilungsfunktion fiir jede dieser Bewegungs-
moglichkeiten getrennt berechnet; ihr Produkt stellt dann die Verteilungsfunktion
des Systems dar.

8. Anwendung der Theorie auf die Reaktionsgleichung X, 5 2X. Das
betrachtete System bestehe aus N-Molekiilen X, und M-Atomen X, die nach der
Reaktionsgleichung

X, 22X
ineinander iibergehen.

Bezeichnet b (z) die Verteilungsfunktion fiir die innere Energie der Molekiile,
die in einem Bandenspektrum dieser Molekiile in Erscheinung tritt, 4, (z) die

14%
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Verteilungsfunktion der kinetischen Enexgie der Atome X, 4, (z) die entsprechende
Funktion fiir die Molekiile X,, so haben 4, (z) und %, (2) die in der letzten Glei-
chung gegebene Gestalt. Bezeichnet F die zur Verteilung iiber das System
verfiighare Energiemenge, so ist der Integralausdruck

1 dz

¢ = 5 | 51 U @ [y (D@
14

in diesem Falle jedoch nicht mehr gleich der Gesamtzahl der Komplexionen.
Denn es sind die Zahlen M und N nicht mehr streng vorgegebene Zahlen, sondern
abhingig von dem Grade der Dissoziation der Molekiile X, in Atome X nach dem
Schema X, 2 2 X. Andererseits gibt es bei vorgegebenen Zahlwerten M und N
noch eine grofle Zahl voneinander ununterscheidbaren Zustinden des Systems,
je nachdem welche von den insgesamt M 4+ 2N = ¥ Atomen als Atome und
als Molekiile im System auftreten. Die Anzahl der méglichen Komplexionen
vermehrt sich um den Faktor?}):
X!
MINto¥"

Die neu auftretende Grofle o bedeutet einen Symmetriekoeffizienten der Molekiile
und gibt an, wieviel Transformationen in sich jedes Molekiil zuld3t. In dem hier
behandelten Falle ist 6 = 2 zu setzen. Es resultiert als Gesamtzahl C der Kom-
plexionen Xle

M!IN!.o¥"

Fithrt man fiir ¢ den obigen Integralausdruck ein und zerlegt die Gesamt-
energie F in zwei Komponenten F = E + N -y, wo y die Dissoziationswirme
der Molekiile bedeutet, also die Energie in Erg, die erforderlich ist, um ein ruhen-
des Molekiil in zwei ruhende Atome zu spalten — x ist demgemil eine Konstante
grofer als Null —, so erhilt man:

1 x1pr
C= ;{,/zfﬁ [hl (Z)PZ}V N'(x 2N)' s
be

ALY
o - 2[hy(2)]?
gesetzt worden ist. In dhnlicher Weise resultiert fiir die GroBe C - N, die den
durchschnittlichen Dissoziationsgrad miGt:

4 [dz . NI
L. —_ X,
CN= il m@F 28 5o

C =

wobei

Die Auswertung dieser komplexen Integrale, die hier nicht im einzelnen
wiedergegeben werden kann, liefert als Resultat eine Formel, die das Disso-
ziationsgleichgewicht des Systems als Funktion der ,,Temperatur ¢ zu be-
rechnen gestattet: -

N . hy(9)b()
(M2 6.9t [hy (9]

9. Ubergang zu der Grundgleichung der Sanaschen Theorie.r Der Uber-
gang von dieser Gleichung zu derjenigen, der die Ionisation eines Atoms als
Reaktion zugrunde liegt, ist nun sofort zu bewerkstelligen. Es werde der Fall

1y EHRENFEST u. TRKAL, Proc. Scienc. Amst. 1920.
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der Ionisation eines Wasserstoffatoms H & H* 4 e betrachtet. Die Masse
des Kernes darf mit geniigender Anniherung gleich der des Atoms angesetzt
werden. Die Elektronen werden als einatomiges Gas des Atomgewichtes m be-
handelt; % (9) sei die Verteilungsfunktion fiir die kinetische Energie der freien
Elektronen. Die Verteilungsfunktion b () des Wasserstoffatoms ist nach der
BorRschen Theorie durch den Ausdruck gegeben:

b =2Zn(n +1)- 9=, enzx-<1—i).

n?

Die Gleichung des Dissoziationsgleichgewichtes nimmt in diesem Falle die
Gestalt an:

N b ()

ME 9 k(D)

Die Symmetriegréfie ¢ ist in dem hier betrachteten Falle gleich 1. Um zu der
iblichen Fassung der Sanaschen Gleichung iiberzugehen, hat man
:LZ__n.m)Tf.L/‘ ﬁ:e—R_lT
3 b

nfy)

einzusetzen. Bringt man die GréBe V, das Volumen, auf die linke Seite der
Gleichung und fiihrt erstens die mittleren Dichten pro Volumeinheit fiir Elektronen
und Atome durch die Beziehungen ein:
M N
7 b V2 - V ’
sodann die Partialdrucke p; und p, mit Hilfe der Zustandsgleichung fiir ideale
Gase, deren Geltung vorausgesetzt wird; p; = »; £ - T, und schlieBlich noch den
Tonisationsgrad #, definiert durch

x-P _(t—x)-P
hr= 11x’ b=

so resultiert als endgiiltige Gleichung:

h(9)

V1:

142z

3 2.
2rm)’ .k

h3

=—% 4. —

P,—k-T_}_z SlnT—}—ln{ } InB(T),

wo B (T) die Zustandssumme bedeutet, die aus b (#) durch Einfithrung der
Temperatur T hervorgeht.

Beriicksichtigt man endlich noch den Einflufl der Gegenwart fremder Atome
und Elektronen in einem Gasgemisch, so nimmt die Grundgleichung der Sana-
schen Theorie die endgiiltige Form an:

3 3
K = 2am)? k?
In “'Pe_k-T+2 5 lnT—i—ln{ I —InB(T).

1 —x

10. Diskussion der allgemeinen Gleichung. Der einzige Unterschied der
neugewonnenen Gleichung gegeniiber der urspriinglich von SaAHA benutzten
beruht in dem Auftreten der Zustandssumme B (7). Sie wirkt sich in einer
scheinbaren Erschwerung der Ionisation' eines Elementes aus, da jedes Atom
der groBen Zahl hoherer Anregungsstufen entsprechend, in die es gebracht
werden kann, innere Energie aufzunehmen imstande ist. Das explizite Auf-



214 Kap. 5. E. FREUNDLICH: Thermodynamik der Gestirne. Ziff. 11.

treten der Zustandssumme B (T) in der Grundgleichung der Samaschen Theorie
ermoglicht es erst, Einzelheiten in der Kenntnis der Seriengesetze der Elemente
fiir die Thermodynamik der Gestirne nutzbar zu machen. In aller Strenge hat
iibrigens neben der Verteilungsfunktion B (7) des neutralen Atoms auch die
Verteilungsfunktion des ionisierten Atoms B'(T) in gleicher Weise neben B (T)
aufzutreten 1).

Im allgemeinen wird die urspriingliche Fassung der Grundgleichung aus
der allgemeinen als Grenzfall hervorgehen, wenn man in dem letzten Gliede
mit der Zustandssumme B (7)) nur das erste Glied in der Entwicklung von B (T)
beriicksichtigt. Doch gilt dies nur dann, wenn das erste Glied in dieser Ent-
wicklung den Wert 1 hat. In dem Falle des Wasserstoffs, den wir der Betrachtung
oben zugrunde legten, ist dies schon nicht der Fall, da wir es beim Wasserstoff-
atom nach der Bonrschen Theorie mit einem entarteten System von zwei Frei-
heitsgraden zu tun haben, die nicht voneinander unabhingig sind. Die Gewichte
der verschiedenen Energiestufen &, haben nach BoHR die Werte n(n—+1),
so daB in der Zustandssumme

1
B =g+ g 5) 4 ..
das erste Glied ¢; ='2 ist. Hier offenbart sich eine prinzipielle Abweichung der
statistisch gewonnenen Gleichung von der aus thermodynamischen Uberlegungen
gewonnenen, da der Thermodynamik die Begriffsbildung der Gewichte verschie-
dener Zustinde fremd ist.

Eine prinzipielle Schwierigkeit der allgemeinen Gleichung beruht in dem Um-
stande, da8 die unendliche Zustandssumme im allgemeinen nicht konvergieren
wird. Beim BoHrschen Modell des Wasserstoffatoms erfiillen mit wachsendem #»
der Energiestufen des Atoms die Bahnen des Elektrons in der Grenze unendlich
groBe Volumina, da der Radius einer Bahn

n2 . h2
= 472-m-e?
mit wachsendem # iber alle endlichen Grenzen wichst. Wie PLANCK?) gezeigt
hat, bedarf es einer Volumbedingung, um dieser Schwierigkeit Herr zu werden;
R. BECKER?®) und UrEY?) haben in anderer Weise versucht, die sich erhebende
Schwierigkeit aus dem Wege zu raumen; es sei auf das hierauf beziigliche Kapitel
in ds. Handb. XXII verwiesen.

11. Anwendung der allgemeinen Gleichung der Sauaschen Theorie auf die
Astrophysik. Bei der Anwendung der allgemeinen Gleichung der SaHAschen
Theorie auf die Spektren der Sterne offenbart sich ein systematisch verschiedenes
Verhalten der Prinzipalserie eines neutralen Atoms gegeniiber den Nebenserien
und den Serien im Funkenspektrum, wenn Druck und Temperatur in weitem
Bereiche variiert werden. Mit der Prinzipalserie ist hier die Serie gemeint, die
von der Grundbahn des unangeregten Atoms ansetzt und die Resonanzlinie
enthdlt. Alle Betrachtungen beziehen sich auf Spektra mit Absorptionslinien.

Fillt Licht einer kontinuierlichen Lichtquelle, also bei einem Stern Licht der
Photosphire, durch eine Schicht unangeregter Atome niederer Temperatur,
so wird die Prinzipalserie absorbiert werden. Wird die Temperatur gesteigert
und dadurch ein gewisser Prozentsatz von Atomen in den nichstméglichen
Anregungszustand versetzt, so wird die Gasschicht in der Lage sein, auch die

1) E. A. MiLNE, Phil. Mag. Bd. 50, S. 547. 1925.
%) M. PLANCK, Ann. d. Phys. Bd. 75, S. 673. 1924.
3) R. BECKER, ZS. f. Phys 18, 325. 1923.

1) Urey, Astrophys. Journ. Bd. 59, S. 1. 1924.
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Nebenserie zu absorbieren, die an dieser zweiten Anregungsstufe ansetzt. Mit
steigender Temperatur wiirden also die Anzahl der zur Absorption der Prinzipal-
serie befihigten neutralen Atome stindig zugunsten der Nebenserien abnehmen.
Die anfanglich stark entwickelte Resonanzlinie wird also stetig mit wachsender
Temperatur und evtl. gleichzeitig sinkendem Druck an Intensitdt nachlassen;
die anfinglich nichtentwickelten Nebenserien dagegen werden immer intensiver
auftreten. Diese Verinderung im Spektrum mit wachsender Temperatur wird
so lange anhalten, bis das Funkenspektrum angeregt wird, d. h. Ionisation der
Atome einsetzt. Wenn sich auch innerhalb der noch neutralen Atome die An-
regungsverhéltnisse immer mehr zugunsten der Nebenserien verschoben haben
werden, so wird doch schlieBlich die Ionisation so stark werden, daB3 die Zahl
der neutralen Atome {iberhaupt verschwindend klein werden kann. Das heifit
die Prinzipalserie des Bogenspektrums, die von Anfang an an Intensitit mit
wachsender Temperatur einbiiite, wird schlieBlich ganz verschwinden; die
Nebenserien des neutralen Atoms, die anfangs nicht angeregt waren, dann stirker
wurden, werden im Laufe der Veridnderungen ebenfalls wieder an Intensitit
verlieren und schlieBlich ebenfalls verschwinden, sobald das Gas vollstindig
ionisiert sein wird. Die Intensit4t der Nebenserien eines Spektrums werden darum,
wenn man die Reihe der Spektraltypen von den roten Sternen bis zu den heilesten
Sternen durchschreitet, ein Maximum durchlaufen. Die Festlegung der Lage
solcher Maxima liefert nicht nur eine Temperatur-Druckbestimmung fiir die
Atmosphiren der Sterne, die wesentlich genauer ist als die Fixierung des Auf-
tretens und Verschwindens der Linien, des von SAHA benutzten Kriteriums,
sondern ist auch zugleich frei von mehreren systematischen Schwichen der
Sanaschen Methode. Denn die Frage, wann eine Linie gerade sichtbar sein wird,
hingt einmal von dem Zahlwert des atomaren Absorptionskoeffizienten der
Atome fiir diese Linie ab und kann von Element zu Element und innerhalb
jedes Elementes von Serie zu Serie verschieden sein. Bestimmungen solcher
Absorptionskoeffizienten liegen bisher nur in sehr beschrinktem Umfange vor.
Sodann hidngt das Auftreten einer Linie von der Konzentration der Atome in
dem fiir diese Linie erforderlichen Anregungszustand ab. Bei einem sehr reich-
lich vorhandenen Element im Gasgemisch einer Sternatmosphire, z. B. Kalzium,
wird diese erforderliche Mindestzahl viel frither erreicht werden als bei einem
nur selten vorkommenden Element. Es ist aber sehr mifBlich, zahlenmiBige
Annahmen iiber das Mischungsverhiltnis der verschiedenen Elemente in die
Rechnungen einfithren zu miissen.

Dafl SaHA trotzdem zu nicht allzusehr von den neueren Untersuchungen
abweichenden Resultaten gelangt ist, verdankt er einer Kette giinstiger Um-
stinde. Die von ihm angenommenen Mindestanzahlen zur Absorption befahigter
Atome sind anscheinend viel zu hoch angenommen, wie wir spiter sehen werden,
aber auch gleichzeitig die von ihm vorausgesetzten Drucke in den Sternatmo-
sphiren. Vermutlich sind die Drucke etwa 10* mal niedriger, als sie SAHA angesetzt
hat — aber die Mindestzahlen sind nicht, wie SAHA vermutete, von der Gréfen-
ordnung 10-2 bis 10-® —, d. h. unter 100 bis 1000 Atomen muB mindestens
eines zur Absorption befihigt sein, damit die Linie gerade sichtbar wird —, sondern
von der GréBenordnung 10-8. Die Fehler in den urspriinglichen Annahmen Sanas
kompensieren sich anndhernd.

Von diesen Unsicherheiten wird man frei, wenn man nach der allgemeinen
Theorie die Lage des Intensititsmaximums einer Serie oder Linie innerhalb der
Reihe der Spektraltypen aufsucht. Man ist dann nur an die Voraussetzungen
gebunden, einerseits, daBl die Intensitit einer Linie proportional der Anzahl
der zur Absorption dieser Linie befihigten Atome ist, andererseits, daB in der
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Reihe der Spektraltypen das Mischungsverhiltnis der Elemente sich nicht
dndert. Diese zweite Hypothese ist zivar bisher durch keine besondere Erkennt-
nis belegt, aber sehr allgemein und nicht unwahrscheinlich.

12. Ableitung des Maximums einer Nebenserie nach Fowrer und MiLxel).
Setzt man die Zustandssumme fiir die Atome eines Elementes in der Gestalt an:

_nci i
B(T) =g, + gae BT + g;e BT + -

wo x, das Ionisationspotential, y, — y, das erste Resonanzpotential usw.
bedeutet, so ist der Bruchteil f, von neutralen Atomen, die sich auf der sten An-
regungsstufe befinden:

K Xr
kT

f=0
’ BT
Der Bruchteil #, von Atomen andererseits, die sowohl neutral als auch in der

rte® Anregungsstufe sich befinden, ist, wenn der Ionisationsgrad gleich x gesetzt
wird:

no=f (1 — x)
und da nach der Grundgleichung der Theorie
l—x= 2d) 5 _n
B(T)+a-T*¢ ¥
ist, wo s s
am? k-0
=P
gesetzt ist, so erhilt man P
ge T

n, = .
r 5 2

B(T) +a-T?¢ **

Diese GroBe #, ist es, die nach den vorangehenden allgemeinen Betrachtungen
in der Folge der Sternspektren durch ein Maximum hindurchgehen muB. Man hat
den Ausdruck von #, nach Temperatur und Druck als den Verinderlichen zu
differenzieren und den Differentialquotienten gleich Null zu setzen. Uber die
Anderungen des mittleren Druckes innerhalb der Sternatmosphiren verschie-
dener Spektraltypen sind wir noch im unklaren; es liegen Anzeichen dafiir vor,
daB sich die Drucke nur wenig dndern, dagegen ist aus den Untersuchungen der
kontinuierlichen Spektren bekannt, daB3 die Temperatur von den M-Sternen zu den
B-Sternen von 3000° bis etwa 25000 ° ansteigt. Man darf darum in erster Niherung
die Differentiation auf die eine Veranderliche T beschrinken. Setzt man den aus

der Differentiation folgenden Ausdruck von Z;’

gléich Null und 16st nach dem

Druck P, auf, so erhilt man den bei der Maximaltemperatur ,, T .., d. h. der
Temperatur der Sternatmosphire, in der die Linie ihr Intensititsmaximum
erreicht, herrschenden Partialdruck der Elektronen, der von dem Gesamtgas-
druck P nicht wesentlich abweichen wird. Die Durchrechnung liefert:

b 020 T i
e B(T) 11— 2 s

1) R. A. FowLER u. E. A, MiLNE, Month. Not. Bd. 83, S. 403 u. Bd. 84, S. 99,
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der zugehorige Ionisationsgrad des betrachteten Elementes resultiert zu

X1 Xr )
X1 % k « Trnax
Man erkennt den prinzipiellen Unterschied im Verhalten einer Nebenserie y, zur
Prinzipalserie y,. Fiir y, =y, folgt das Maximum fiir x =0, d. h. die Prin-
zipalserie lduft nicht durch ein Maximum hindurch, sondern sinkt stetig von
einem Maximum im Anfangspunkt x =0 ab.

13. Anwendung der gewonnenen Relation auf die Erfahrung. Eine be-
sonders interessante Moglichkeit, die Brauchbarkeit der im vorangehenden
Abschnitt entwickelten Methode an der Erfahrung zu priifen, bildet das Ver-
halten der Balmerserie des Wasserstoffs und der Linie 4 4481 des ionisierten
Magnesiums. Beide erreichen ihr Intensititsmaximum bei demselben Spektral-
typ, némlich bei den A-Sternen. Die Temperatur dieser Sterne ist zu 10 000°
bestimmt worden.

Mit den Zahlwerten:

N N\ NY N

H:] 6563 <-2—2 — ?> , ? = 109678, n= 13,54V01t , .§= 27420, X = 3,385,

B(T)=2, o=1 berechnen FowLER und MI1LNE?) P,=1,31.10"¢ at fiir
Tmax = 10000° und fiir

M} 14481, 1s =121267, 71 = 15,00 Volt, 2d=149777,
224a=0615, B(T)=1, o=1 (alle Werte beziechen sich auf das ioni-
sierte Atom)

P,=082-10"* fir Ty, =10000°,
P,=1,30-10"% fiir Tyay = 10220°.

Man erhilt also aus zwei verschiedenen Elementen durch Fixierung der
Intensititsmaxima ihrer Linien miteinander gut iibereinstimmende Werte fiir
den mittleren Druck in den Sternatmosphiren. FowiLeR und MiLNE haben
alles zugingliche Beobachtungsmaterial nach diesem Gesichtspunkte durch-
diskutiert. Es ist aber hier nicht der Platz, auf alle Einzelheiten ihrer Resul-
tate einzugehen. Wesentlich sind folgende Ergebnisse.

Die mittleren Drucke, die aus den verschiedenen Einzelfillen resultieren,
sind durchweg betrichtlich niedriger als sie bisher fiir die Sternatmosphiren
angesetzt worden sind. Wahrend man z. B. gefiirchtet hatte, es kénne die von
der Relativititstheorie geforderte Verschiebung der Spektrallinien im Sonnen-
spektrum durch den eventuell mehrere Atmosphiren betragenden Druck in der
umkehrenden Schicht vorgetduscht werden, liefern diese auf der Samaschen
Theorie basierenden Rechnungen durchweg Werte fiir den mittleren Druck
innerhalb einer Sternatmosphire von der Ordnung 10-% — 10-% Atm. Es offen-
baren sich ferner so geringe Schwankungen in den Werten von P, fiir die ver-
schiedenen Elemente, dafl die Arbeitshypothese nahegelegt wird, fiir P, einen
konstanten Wert fiir alle Spektraltypen vorauszusetzen — FOWLER und MILNE?)
setzen P,=1-31-10"*, ein Wert, der sich sehr sicher bestimmt aus der Balmer-
serie und der Magnesiumfunkenlinie 14481 fiir die A-Sterne ergeben hatte.

Berechnet man dann nach allen vorhandenen Daten die T,,.,, so erhilt
man eine neue Temperaturskala der Sterne, die man mit der aus den kontinuier-
lichen Spektren abgeleiteten Skalen vergleichen kann. Wihrend fiir den Tempe-

1) N bedeutet die RypBERG-Konstante.
% R. H. FowLEr u. E. A, MiLNE: Zitiert auf S. 216.
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raturbereich zwischen 3000° und 10 000°, der die Spektralklassen M bis 4 um-
faBt, die verschiedenen Bestimmungen im wesentlichen iibereinstimmen, liefert
die von ROSENBERG!) spektralphotometrisch gewonnene Skala fiir die B-Sterne
wesentlich hohere Temperaturen bis zu 30 000°. Diese hohen Werte finden
durch die Rechnungen nach der Sanaschen Theorie eine Bestatigung. Insbeson-
dere deuten der Verlauf der Pickeringserie des ionisierten Heliums und der
HJ-Linie 14686, die im Verlauf der Spektraltypen ihr Intensititsmaximum
noch nicht erreichen, darauf hin, dafl die Temperaturen in der Spektralfolge
Werte bis zu 30 000° und mehr erreichen.

Man kann ferner unter der Annahme P, = const die GroBe #,, die den
Bruchteil der Atome milt, welche sowohl neutral als auch in der #** Anregungs-
stufe befindlich sind, als Funktion der Temperatur darstellen:

L

g,e k-T

By = ——— )
. o
B(T)+a-Tie *7

und log#, als Ordinate.zu der Temperatur T  als Abszisse auftragen. Man er-
hilt Kurven, die vor dem Maximum steil ansteigen und hinter dem Maximum
flacher abfallen; die Betrachtung der Kurven liefert in zweifacher Hinsicht
bemerkenswerte Einsichten.

Erstens zeigt sich, daB3 die erforderliche Konzentration von absorptions-
fahigen Atomen, damit die betreffende Linie gerade sichtbar wird, auBler-
ordentlich viel niedriger ist, als man vermutet hatte. Die Bogenlinie des
Heliums Hel 4471 tritt z. B. erst bei den Sternen vom A4-Typ, die eine
Oberflichentemperatur von etwa 10 000° haben, in Erscheinung. Der diesem
Wert fiir T entsprechende Wert von #, ist 101, d.h. schon wenn unter 10'® Helium-
atomen nur eines befihigt ist, die Linie 1 4471 zu absorbieren, wird sie in einer
Sternatmosphire sichtbar. Ihr Intensititsmaximum erreicht dieselbe Linie
bei der Spektralklasse B, und einem Werte von #, =10"7. Analoge Werte
ergeben sich auch fiir andere Elemente; so ist die Konzentration der Magnesium-
atome im Intensititsmaximum der Funkenlinie 1 4481, das gleichzeitig mit
dem Intensititsmaximum der Balmerserie erreicht wird, »#, = 10~%7 und fiir die
Balmerserie 1079, Diese niedrigen Werte fiir #, erkliren sich zum Teil aus den
riesigen Schichtdicken, aus denen Licht der Sternatmosphiren zu uns gelangt,
zum Teil aus den hohen Werten der atomaren Absorptionskoeffizienten, die
nach den bisherigen Bestimmungen — z. B. Woop am Quecksilber — Werte
von der Ordnung 10° haben. Gegeniiber solchen Werten der Absorptionskoeffi-
zienten erscheinen die mittleren Drucke von 10~ bis 107%at. in den Stern-
atmosphiren, zu denen die erweiterte Sanasche Theorie fithrt, keineswegs als
besonders niedrig.

Neben diesen wichtigen Aufschliissen deckt aber zweitens die Diskussion
des Verlaufes von #, noch eine prinzipielle Abweichung zwischen der oben ent-
wickelten Theorie und der Erfahrung auf. Die Bogenlinie des Helium He 1 4471,
die bei den A-Sternen fiir einen Wert von #, = 1071° in Erscheinung tritt, ihr
Intensitdtsmaximum bei den Sternen von By-Typ und einem Werte #, = 107
erreicht, sollte den Verlauf der theoretischen Kurve entsprechend hinter dem
Maximum noch so lange sichtbar bleiben, als bis #, wieder auf den Wert 10-1°
abgesunken ist. Man diirfte in Wahrheit kaum mehr auf ein Verschwinden der
Linie im weiteren Verlauf der Spektralverinderungen der heiBesten Sterne

1) ROSENBERG, Abh. d Kais. Leop. Car. Akad. 1914.
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rechnen. In Wahrheit verschwindet aber diese Linie am Ende der Reihe der
B-Sterne. Hier offenbart sich eine sehr wesentliche Abweichung der Theorie
von der Erfahrung, die auch bei anderen Linien in Erscheinung tritt und bisher
keine Erklirung gefunden hat.

Die Sanasche Theorie gibt aber sonst in so iiberaus befriedigender Weise
tir die auBerordentliche und bis dahin ganz unverstandene Mannigfaltigkeit
der Erscheinungen in den Sternspektren der verschiedenen Spektraltypen eine
volle Erklirung, daB3 an der prinzipiellen Richtigkeit des Weges zur Deutung
der Erscheinungen nicht gezweifelt werden kann. Erst ein sorgfiltiger Ausbau
der Theorie wird die noch bestehenden Schwierigkeiten beheben kénnen. In-
sonderheit kann dariiber kein Zweifel bestehen, daf3 die eine Voraussetzung,
die gemacht worden ist, die Annahme des Bestehens thermodynamischen Gleich-
gewichts in den Sternatmosphiren, nicht erfiillt ist. Auf diese Annahme kann
aber erst verzichtet werden, wenn konkretere Ansidtze iiber den Aufbau der
Sternatmosphiren und den Verlauf von Druck und Temperatur in den Schichten,
aus denen das Sternlicht stammt, in die Theorie eingefithrt werden. Es liegen
aber bisher in dieser Richtung nur die ersten Versuche zur Erweiterung der
Theorie vor, mehr oder minder abschlieBende Resultate sind noch nicht
gezeitigt worden.

14. Ausbau der Sauaschen Theorie. A. PANNEKOEK!) nimmt an, daB die
Sternatmosphiren im Strahlungsgleichgewicht sich befinden — auf das Wesen
des Strahlungsgleichgewichts wird im folgenden Abschnitt, der von dem Auf-
bau des Sterninneren handelt, ausfiihrlich eingegangen werden. Es ist dadurch
charakterisiert, da} aller Energietransport im Stern ausschlielllich durch Strah-
lung geschieht. Wihrend im Inneren des Sternes Strahlungsgleichgewicht
vermutlich weitgehend erreicht sein wird, ist gerade in der Nihe der Oberfliche,
also in der Sternatmosphire, mit einer merklichen Abweichung von diesem
Zustande zu rechnen. Infolgedessen haftet der Hypothese von PANNEKOEK
noch einige Unsicherheit an. Die Voraussetzung des Strahlungsgleichgewichtes
liefert nun gewissermaflen eine Zustandskurve fiir die Sternatmosphire, d. h.
eine Beziehung zwischen Druck und Temperatur, wenn die effektive Temperatur,
die Oberflichengravitation und der Absorptionskoeffizient 2 vorgegeben werden.
Die Verkniipfung dieser Zustandskurve mit den Ionisationskurven der SaHAschen
Theorie, die den Verlauf des Ionisationsgrades eines Elementes mit Druck und
Temperatur wiedergeben, eréffnet dann Mdglichkeiten zu einem detaillierteren
Studium iiber den Ursprung der verschiedenen Linien im Sternspektrum in den
verschiedenen Schichttiefen und {iber viele daran ankniipfende Fragen die Inten-
sitdtsverhdltnisse der Spektrallinien in den Sternspektren betreffend. Ein syste-
matischer Ausbau der Sanaschen Theorie in dieser Richtung wird aber dann erst
zu konkreteren Ergebnissen gelangen konnen, wenn geniigend Beobachtungs-
material an genau gemessenen Linienintensititen in den Spektren vorliegt.
Ein besonderes Interesse kommt jedem Versuch dieser Art, die SAHAsche Theorie
zu vertiefen, deswegen zu, weil zwangsldufig mit einer Annahme iiber den Aufbau
der Sternatmosphire und einer Anwendung der SaHaschen Theorie auf dieselbe
der EinfluB3 der Sternmasse auf die Gestaltung des Sternspektrums in Erscheinung
tritt. Die Bedeutung der Sternmassen zum Verstindnis der verschiedenen
astrophysikalischen Erscheinungen tritt auch bei anderen Erscheinungen immer
deutlicher hervor.

Da eine jede Schicht einer Sternatmosphére im mechanischen Gleichgewicht
von den unter ihr liegenden Schichten getragen werden muB, so gilt stets, wenn

1) PANNEKOEK, Bull. astr. inst. Ned. Bd. 1, Nr. 19.
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$ den Gasdruck, g die Gravitationsbeschleunigung, ¢ die Dichte bezeichnet, die
Beziehung
ap

iy = 8re

Da die Gravitationsbeschleunigung g durch die Masse des Sternes bestimmt
wird, so hat die Masse des Sternes einen unmittelbaren EinfluB auf den Verlauf
des Dichtegradienten innerhalb der Sternatmosphire und mittelbar auf die
Entwicklung des Linienspektrums des Sternes. PANNEKOEK hat aus diesen Er-
wigungen wichtige Folgerungen fiir die Theorie der spektroskopischen Parallaxen
der Sterne gezogen.

In einer anderen Richtung ist MILNEY) iiber die Ansitze der SaHAschen
Theorie hinausgegangen. Die niedrigen Drucke in den Sternatmosphiren legen
die Vermutung nahe, daBl in den duBersten Schichten der Gasdruck so herab-
gesetzt sein wird, dal er auf den Aufbau der Atmosphire ohne Einfluf} ist. Es
wird sich in solchen duBersten Schichten, auf der Sonne in der duBersten Chromo-
sphire, ein Gleichgewichtszustand einstellen, bei welchem sich ausschlieBlich
Gravitation und Strahlungsdruck das Gleichgewicht halten. In diesen Schichten
werden sich nur solche Elemente aufhalten koénnen, die infolge Besonderheiten
ihrer Atomstruktur befdhigt sind, dem nach auBen gerichteten Energiestrom
des Strahlungsfeldes geniigend viel Impuls durch Absorption von Lichtquanten
zu entnehmen, um die entgegengesetzt gerichtete Beschleunigung durch das
Gravitationsfeld des Sternes zu kompensieren. MILNE hat unter starker Ideali-
sierung der Atomverhiltnisse filr das Kalzium, das in den duBersten Schichten
der - Sonnenchromosphére und der Sternatmosphiren eine ausgezeichnete Rolle
spielt, das Wesen eines solchen Gleichgewichtszustandes niher untersucht.
Es ist zu hoffen, daB man auf Grund solcher Uberlegungen zu einem tieferen Ver-
stindnis der in der Sonnenkorona wahrgenommenen Erscheinungen vordringen
wird.

15. SchluBbemerkungen. Neben den angefithrten Fortfithrungen der SAHA-
schen Theorie harren aber noch mancherlei Einzelfragen der Beantwortung.
Ihre Behandlung hingt von dem Fortschritt unserer Kenntnisse iiber die Serien-
gesetze der verschiedenen Elemente ab und dem Fortschritt unserer Kenntnisse
iitber den Aufbau der Sternatmosphiren. Die bisherigen Ergebnisse der SAHA-
schen Theorie sind bisher nur in groBen Ziigen der Erfahrung angepalit. Da
ihr Gehalt an hypothetischen Voraussetzungen und die Grenzen ihrer Leistungs-
fahigkeit klar zu tiberblicken sind, so lassen ihre bisherigen Erfolge in der Deutung
der Erscheinungen keinen Zweifel dariiber, da wir mit ihr {iber eine neue und
fruchtbare Forschungsmethode von bleibendem Wert zum Studium der thermo-
dynamischen Verhiltnisse in der Sternatmosphire verfiigen.

Zum SchluBl sei noch erwdhnt, daBl die im vorangehenden entwickelten
Formeln der Sanaschen Theorie sich auf die Fille doppelter und mehrfacher
Ionisation der Atome ohne weiteres ausdehnen lassen, ohne daB3 sich dabei
wesentlich neue Gesichtspunkte ergiben.

Bei der im folgenden Abschnitt behandelten Thermodynamik des Stern-
inneren liegen die Verhiltnisse wesentlich ungiinstiger; hier sind wir noch nicht
zu so weit gesicherten Ansitzen gelangt, dafl von einer mehr oder minder end-
gilltigen Theorie gesprochen werden konnte. Wihrend die SaHasche Theorie
der Sternatmosphidren in den reichhaltigen Einzelheiten der Erscheinungen
in den Sternspektren iiber eine weitverzweigte Moglichkeit des Anschlusses
an die Erfahrung verfiigt, ist die Moglichkeit eines solchen Anschlusses an die

1) E. A. MiLNE, Month. Not. Bd. 84, S. 354; Bd. 85, S. 111. Proc. Phys. Soc. Bd. 36, S. 94.
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Erfahrung fiir die Thermodynamik des Sterninneren bisher in nur sehr geringem
Umfange gegeben. Darum liegen, wenn auch im Anschlufl an die EDDINGTONsche
Theorie, die auf diesem Gebiete im Mittelpunkt des Interesses seit Jahren steht,
eine ausgedehnte Literatur iiber die Theorie des Sterninneren entstanden ist,
bisher doch kaum Ansitze und Resultate von gesicherter Geltung vor, wie es
von der SaHaschen Theorie wohl behauptet werden kann.

¢) Thermodynamik des Sterninneren.

16. Einleitung. Die Frage nach den Gesetzen des inneren Aufbaues der Stern-
materie ist eigentlich die Frage nach der Zustandsgleichung der Materie unter
den Verhiltnissen, die wir fiir das Innere der Sterne annehmen miissen. Dal}
die Sternmaterie tiberhaupt als gasférmig angesehen werden darf, wo doch z. B.
die mittlere Dichte der Sonne groBer als die des Wassers ist, ist lange bezweifelt
worden. Nachdem aber mit ziemlicher GewiBheit festgestellt werden konnte,
daB die mittlere Dichte vieler Riesensterne, d. h. der Sterne groBer absoluter
Helligkeit vom Spektraltypus M, K, G, auBerordentlich gering ist, vielfach
anscheinend so niedrig, wie wir es nur mit Hilfe kraftiger Luftpumpen im Labo-
ratorium zu erzeugen vermoégen, erscheint die Voraussetzung des gasférmigen
Zustandes der Sternmaterie wenigstens fiir solche Sterne durchaus gerecht-
fertigt. Eine andere Frage ist es allerdings, ob solche verdiinnte Sternmaterie
den bekannten Zustandsgleichungen fiir Gase geniigt. Denn die Temperaturen
im Sterninneren miissen so auBerordentlich hoch sein, daB das Strahlungsfeld, in
welchem sich die Materie befindet, nicht mehr vernachlissigt werden darf und
man mit einer Entartung der Zustandsgleichungen unter solchen Bedingungen
rechnen muQ.

In dieser direkten Weise, also durch eine Untersuchung der Entartung der
gewohnlichen Zustandsgleichungen bei sehr hohen Temperaturen von 10° bis
107° und Drucken von 10® bis 10° Atmosphéren, hat sich aber das Problem
nicht in Angriff nehmen lassen. Man hat den Weg der Naherung beschreiten
miissen, hat also die Geltung der Gasgesetze vorerst vorausgesetzt und Annahmen
fiir die weiteren, noch unbestimmten Wirkungen gemacht, denen die Materie in
den Sternen unterliegt. Es sind dies in erster Linie drei Annahmen:

1. eine solche iiber den Energieausgleich innerhalb der Materie,

2. eine solche uiber die Quelle der Energie der Strahlung,

3. eine solche tiber das mechanische Gleichgewicht der Krifte, denen die
Materie unterliegt.

Die neue Epoche, die seit etwa 10 Jahren in der Behandlung dieses ganzen
Komplexes von Problemen durch die Arbeiten von EDDINGTON angebrochen ist,
ist durch neue und bestimmte Ansétze in jeder dieser drei Annahmen charakteri-
siert. Bis dahin — in den Untersuchungen von RITTER, LANE, EMDEN?) u. a. —
hatten die eingefithrten Hypothesen nicht ausgereicht, um unter der ganzen
Mannigfaltigkeit von L&sungsmoglichkeiten eine bestimmte eindeutig auszu-
wihlen. Nimmt man an, dal — ad 1 — die aus der Sonne ausgestrahlte Strah-
lungsenergie durch Wérmeleitung aus dem Inneren der Sonne an die Oberfliche
gelangt, so erhebt sich die Schwierigkeit, dafi* der erforderliche Temperatur-
gradient im Inneren der Sonne zu anscheinend absurd hohen Temperaturwerten
fithrt — pro Kilometer etwa 1012° Temperaturgradient?) —. Es schien fiir den Ener-
gietransport nur der Weg der Konvektionsstrémungen der Materie verfiighar zu

1) R. EmMpEN, Phys. ZS. Bd. 23, S.490; ZS. {f. Phys. Bd. 23, S. 176; Gaskugeln. Leipzig:
Teubner 1907.
2) R. EMDEN, Gaskugeln, S. 387.
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sein. Dies fiihrte dazu, die Sonne — iiberhaupt einen Stern — als eine polytrope
Gaskugel in adiabatischem Gleichgewicht anzunehmen; doch bleibt dann noch
eine oo?*fache Mannigfaltigkeit von Aufbaumdglichkeiten derselben Gasart.
Das Problem bleibt unbestimmt.

Was die Frage der Energiequellen (ad 2) anbetrifft, so lagen greifbare Ansitze
zu ihrer Beantwortung zwar vor, insbesondere in der von HELMHOLTZ behandelten
Kontraktionstheorie. Doch reicht das Schwerefeld der Sternmaterie nicht zur
Bestreitung der auflerordentlich groBen Strahlungsenergie aus; so wiirde das
»Riesenstadium® eines Sternes nicht linger als etwa 100000 Jahre dauern
kénnen, wenn nur die Kontraktionsenergie als Strahlungsquelle zur Verfiigung
stinde (EppiNgTON, M. M. Bd. 77, S. 611). Ein solcher Zeitraum erscheint fiir
die Entwicklungsphase eines Sternes viel zu klein.

Fiir das Gleichgewicht der Krifte im Inneren der Sterne nahm man schlieB-
lich — ad 3 — Gleichgewicht zwischen Gasdruck und Schwere an, d. h. an jeder
Stelle hatte der Gasdruck das Gewicht der dariiberliegenden Massen zu tragen.

17. Hypothesen der Epbincronschen Theorie. Die neuen Ansitze EDDING-
TONs, die zu einer gewaltigen Forderung des Problems gefithrt haben, sind
folgende:

1. Der Energieaustausch im Sterninneren geschieht durch Strahlung, d. h.
die Materie befindet sich im Strahlungsgleichgewicht, einem stationiren Zustand,
bei welchem also kein Teilchen seine Temperatur infolge der es durchsetzenden
Strahlung 4ndert. SCHWARzSCHILD hat als erster die Bedingungen des Strah-
lungsgleichgewichtes entwickelt.

2. Die Energiequellen im Sterninneren sind radioaktiver Natur; jedes
Gramm Sternmaterie entwickelt in der Zeiteinheit eine bestimmte Energie-
menge ¢ in Form von Strahlung.

3. Neben dem Gasdruck spielt im Gleichgewicht der Krifte der Strahlungs-
druck eine ausschlaggebende Rolle. Da die Strahlung im Inneren des Sternes
als schwarze Strahlung vorausgesetzt wird, ist der Strahlungsdruck der vierten
Potenz der Temperatur proportional. Die Temperatur tritt also neben Druck
und Dichte in die Bedingung des dynamischen Gleichgewichts ein. Zur Bestim-
mung der drei Unbekannten: Druck p, Temperatur T und Dichte g als Funktion
des Abstandes x vom Sternmittelpunkt stehen aber drei Gleichungen zur Ver-
fiilgung: die Zustandsgleichung des Gases, die Bedingung mechanischen Gleich-
gewichtes und die Gleichung des Strahlungsgleichgewichtes. Als Parameter er-
scheinen in der neuen Theorie neben dem Atomgewichte x4 des Gases, aus dem
der Stern besteht, noch als weitere Materialgr6Ben der Absorptionskoeffizient %
der Sternmaterie und die GréBe ¢, das ist die pro Gramm und Sekunde von der
Sternmaterie entwickelte Energie. Die befriedigende Bestimmung dieser Para-
meter stellt die grote und noch nicht geldste Schwierigkeit in der neuen Theorie
dar. Von den drei Gleichungen enthilt die erste, die Voraussetzung der Giiltig-
keit der idealen Gasgesetze, die tiefstliegende und wohl unsicherste Hypothese
der EppiNnGgToNschen Theorie, die beiden iibrigen erscheinen wesentlich sicherer
fundiert. .

Eine Priifung der EpDINGTONschen Theorie an der Erfahrung ist, wie wir
spiter sehen werden, leider nur in sehr geringem Umfange méglich; ihre Bedeu-
tung liegt bisher mehr in der prinzipiellen Natur ihrer Ansitze.

18. Strahlungsgleichgewicht. Bevor wir auf die EppiNGTONsche Theorie
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