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Yorwort.

Die vorliegende Abhandlung befallt sich mit der statischen
Untersuchung mehrfach gestiitzter Rahmen- und Bogenkonstruktionen:
ihr Ziel ist die einheitliche analytische Ableitung der allgemeinen
Elastizitatsgleichungen dieser Tragerarten, auf Grund einer Erweiterung
des Dreimomentensatzes des einfachen durchlaufenden Balkens.

Das Wesentliche in der Behandlung der Aufgabe ist die Einfithrung
von Gruppen statisch unbestimmter Gréflen, welche nach einem kon-
stanten Gesetze als Funktionen der Stiitzenwiderstéinde gebildet werden,
und die Gewinnung der Elastizitdtsgleichungen durch unmittelbare
Anwendung des Castiglianoschen Satzes der kleinsten Forménderungs-
arbeit, unter Beriicksichtigung der durch Temperatureinfliisse und Nach-
giebigkeit der Stiitzung hervorgerufenen Nebenspannungen.

Der erste Teil der Arbeit ist den in der Praxis am héaufigsten vor-
kommenden Rahmensystemen gewidmet, wihrend im zweiten Teil ver-
schiedene Formen von durchlaufenden Bogentrigern mit elastischer
Stiitzung einer eingehenden Priifung unterzogen werden.

Diesen Untersuchungen schliefen sich zwei neuere Versffentlichungen
an: ein Beitrag zur Theorie der Vierendeeltrdger (Armierter Beton 1910,
Heft 5, 6, 7 u.11), sowie eine Abhandlung iiber ein- und zweireihige
Zellensysteme (Zeitschrift fiir Architektur und Ingenieurwesen, 1911,
Heft 1 u. 4).

Der Verfasser iibergibt diese Studien dem Wohlwollen der engeren
Fachgenossen und hofft, daf} seine Arbeit dazu beitragen wird, die ge-
naue Erforschung des wichtigen Gebictes der Rahmen- und Bogen-
konstruktionen im Sinne der modernen Statik zu fordern.

Berlin, im Oktober 1911.
H. Mareus.



II.

IIL

II.

III.

1V,

Inhaltsverzeichnis.

Erster Teil.

Durchlaufende Rahmentriiger. Seite
. Abschnitt: Rahmentriger mit wagerechtem Riegel und gleich hohen lot-
rechten Sténdern, welche am unteren Ende drehbar befestigt sind . . 1
§ 1. Entwicklung der Grundgleichungen . . . . .. . . . ... 1
§2 Beispiel . .. ... ... 00 00 o e, 17
§ 3. Ableitung der Grundglelchungen fir wagerechte Krafte . . . 23
Abschnitt: Rahmentriger mit wagerechtem Riegel und gleich hohen lot-
rechten Sténdern, welche am unteren Ende eingespannt sind . . . . 28
§ 1. Entwicklung der Grundgleichungen . . . . . . . . . . .. 28
§2. Beispiel . . ... ... 0. .. 4]
§ 3. Die Grundgleichungen fiir wagerechte Krifte . . . . . . . 45
Abschnitt: Der durchlaufende Doppelrahmen . . . . . . . . . . . 52
§ 1. Entwicklung der Grundgleichungen . . . . . . . . . . .. 52
§ 2. Beispiel . . ... ... 0L e 73

Zweiter Teil.

Durchlaufende Bogentriiger.

. Abschnitt: Bogentriiger mit elastisch dreh-, senk- und verschiebbaren

Stitzpunkten . . . . .. L 0oL 78
§ 1. Entwicklung der Grundgleichungen . . . . . . . . . . .. 78
§ 2. Beispiel 1 . . . . . . . Lo e e e e e 95
Abschnitt: Bogentriger mit unverschiebbaren, aber elastisch drehbaren
Stitzpunkten . . . . ... L L L L0000 oo e e e 100
§ 1. Entwicklung der Grundgleichungen . . . . . . . . . . .. 100
§ 2. Beispiel 2 . . . . . . . Lo e 101
Abschnitt: Bogentriger mit frei drehbaren, aber elastisch verschiebbaren
Stiitzpunkten . . . . . . .. L L oL oo 104
§ 1. Entwicklung der Grundgleichungen . . . . . . . . . . .. 104
§2 Beispiel 3 . . .. .00 s e 106
Abschnitt: Bogentriger mit unverriickbaren, aber frei drehbaren Stiitz-
punkten . . . . .. . ..o 0. e e e e e e e e 109
§ 1. Entwicklung der Grundgleichungen . . . . . . . . . . .. 109
§ 2 Beispiele lund 2 . . . . ... L0000 o 110
. Abschnitt: Bogentriiger mit festen Gelenken an den Endwiderlagern und
wagerechten Gleitlagern in den Mittelstiitzpunkten . . . . . . . . . 113
§ 1. Entwicklung der Grundgleichungen . . . . .. . . . . .. 113
119

§ 2 Beispiel 4 . . . . . L L Lo e e e e e



Erster Teil.
Durchlaufende Rahmentriger,

I. Abschnitt.

Rahmentriiger mit wagerechtem Riegel und gleich
hohen lotrechten Stindern, welche am unteren Ende
drehbar befestigt sind.

§ 1. Entwicklung der Grundgleichungen.
Das in Abb. 1 dargestellte Rahmensystem besteht aus einem
geraden vollwandigen Riegel, welcher mit den Stéindern starr ver-

bunden ist.
Der Widerstand der gelenkartigen Stiitzung ist durch 2 Kraft-
grolen, den lotrechten Stiitzendruck C und den wagerechten Schub H

definiert. Wir bezeichnen mit
h die Stianderhohe,

l, die wagerechte Spannweite des rt*" Feldes,
I, das mittlere Triigheitsmoment des rte® Riegels,

I: 3] ” ’y I rten Sténders,
F, den mittleren Querschnittsinhalt des r**® Riegels,
F: T} ') ) . s rte“ Stﬁ.nders.

Die folgenden Entwicklungen setzen nur lotrechte Belastung des
Riegels voraus: es wird spéter gezeigt, in welcher Weise sich die Wirkung
wagerechter Lasten beriicksichtigen 1a8t.

Als Hauptsystem fithren wir fiir jedes Feld R einen Stabzugii’ k k’
(Abb. 2) in der Form eines einfachen Rahmens mit einem festen und
einem beweglichen Lager ein, weisen ihm die Belastung P, an und
bezeichnen die entsprechenden Auflagerdriicke und Biegungsmomente
mit A, B, und M,,.

Denken wir uns zunédchst die Stiitzenwiderstinde H, beseitigt,
so hédtten wir (Abb. 3) einen einfachen durchlaufenden Balken mit
freibeweglichen Stiitzpunkten: zwischen den Stiitzenmomenten M,” und
I

Marecus, Rahmen- und Bogentriger.



I. Abschnitt. Rahmentrager mit wagerechtem Riegel usw.
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§ 1. Entwicklung der Grundgleichungen. 3

den lotrechten Stiitzenreaktionen C, dieses Balkens bestehen bekannt-
lich, wenn
Cor = Ar+1+ B.Y)

gesetzt wird, die Fundamentalgleichungen:

M/
Cozcoo"“ 11
1
(41 M,
€y = Gy M, (111122) 4 2
M, M, M,
Ao Cg=002+—1—1—ﬁ(12+13)—|— 13
2 2 13 3
M’ M M’
C =C, + r—1 T (A +1 )+ r+1
' or lr lr']r+1 f T+l ]r+1
oder auch:

{ M, =C,1,— 2Pe,

L M, = Cy(l, + ) + C,1, — SPe,

l M, = Co(ly 4 Lyt on 1) b Cy (g by ove 1)+
+C (i + L+ F)+ . +C 1 —ZPe.
Unter X Pe, ist hierbei das statische Moment der links vom Punkte r
befindlichen Lasten P in bezug auf denselben verstanden.
In dhnlicher Weise bilden wir zwischen den KraftgroBen H, ein

Gleichungssystem in der Form:

Hy = a,

H, =a—aq
B.. H,=a,—a,

Hr =01 %
oder

a, = H,
B®. . .. a, = Hy + H,

ap=H,+H, +H+...+H_,.

Sind n Felder vorhanden, so treten je (n 4 1) KraftgroBen C
und H auf: das Rahmensystem ist aber, infolge der suBeren Gleich-
gewichtsbedingungen, nur (2 n— 1)-fach statisch unbestimmt.

Die Bedingung, dal die Summe der duBeren wagerechten Krifte
= 0 sein soll, liefert:

H=0 dh a +H =0

1) Vgl. Miiller-Breslau: ,,Die graphische Statik der Baukonstruktionen,
Bd. II, Abt. 2, S. 44,
1*



4 I. Abschnitt. Rahmentriger mit wagerechtem Riegel usw.

Die Bedingung, dall das statische Moment der duBleren Krifte

in bezug auf den unteren n*® Stiitzpunkt = 0 wird, ist durch die
Gleichung
M, =0
oder, wenn ein Kragarm noch vorhanden ist (Abb. 4),
Mn/ = ‘yn P en
Abb. 4.

erfiillt. Bezieht man dagegen das statische Moment in bezug auf den
unteren Stiitzpunkt 0, so mull analog
My =0 bzw. My = —XP,e,
werden.
Die dritte Bedingung, dafl die Summe der dulleren lotrechten
Krifte 2 (P — C) = 0 sein soll, wird durch das Gleichungssystem A
an sich befriedigt.

Ar
v !
“%'"C r-7 r
i »
le—z —r——0--x > '?
N
- re X
/A0 O, a—':--q—’—J(——:{-
A
Crg &

Abb. 5.

Durch Elastizititsgleichungen sind also nur (n—1) Werte M
und n Werte « zu ermitteln. Wahlen wir diese durch die Gleichungs-
systeme A? und B? einheitlich definierten Werte als statisch unbe-



§ 1. Entwicklung der Grundgleichungen. 5

stimmte Grofen, so lauten die Gleichungen der Biegungsmomente M
und der Axialkrifte N:

a) fiir den Stinder R (Abb. 5)
Mi=—H_.y=(a,—a, )y

1. ..., M’ M’ M
N e Q= —C. r—1 T A +1 ) — r+1.
f ' or Jr lr'lr—l—l ! Tt ]r+1
b) fiir den Riegel R (Abb. 5)
M, =M, + M MMy h
2 My=Mo,+M_, + I X
N = —ua«

Momente, welche den Tréger nach unten verbiegen, und Axial-
kréfte, welche den Trager auf Zug beanspruchen, sind hierbei mit dem
positiven Vorzeichen versehen. Bezeichnen wir mit

E den Elastizitatsmodul des Materials,
¢ den Ausdehnungskoeffizient desselben,
t, den Betrag der Temperaturinderung in der Nullinie des Quer-
schnittes,
At den Temperaturunterschied zwischen den inneren und #uBeren
Querschnittsrandern,
d die mittlere Querschnittshohe,
A; die Arbeit der inneren Spannkrifte,
o die dem wirklichen Belastungszustande entsprechende virtuelle
Arbeit der Auflagerkrifte,
so gilt bekanntlich !) die Gleichung:
2 J ?
A = jg—E(ils—+5.—;\—;%+(etoNds+(s%Mds.

Stellen wir nun die Bedingung, daf in jedem partiellen Belastungs-
zustande die Arbeit der duBleren Auflagerkréfte gleich der Arbeit der
inneren Spannkréfte sein soll, so erhalten wir die 2 folgenden Elasti-
zitatsgleichungssysteme:

ey 04 U 04,

oM, oM, da,  0a

o oA, oA 04,

n.... oM, T oM, ). . .. %a,  dny
o %A o %4

oM, oM, da, oa,

1) Vgl. Miiller-Breslau: Neuere Methoden der Festigkeitslehre, § 14.



6 I. Abschnitt. Rahmentriger mit wagerechtem Riegel usw.

Das erstere enthilt (n — 1), das zweite n Gleichungen; insgesamt
haben wir ebenso viele voneinander unabhingige Gleichungen, als
Werte M’ und o vorkommen.

Wir gehen jetzt zur Integration der typischen Elastizititsglei-
chungen iiber.

. . U 04,
1. Entwicklung der Gleichung )

oM’
Die Verschiebung des r, Stiitzpunktes moge sich nach Abb. 6
aus einer lotrechten, nach unten positiv gemessenen Verschiebung 3,
und einer wagerechten, nach links positiv ge-

————— messenen Verschiebung v, zusammensetzen. Wir

o nehmen an, dall diese Verschiebungen sich
B A in der Form

| >

I O = 0y, +C.. 4,

I 7 = 79 + Hpo
t___-4l-- - darstellen lassen; hierbei bedeuten 3y, und 7,
& b die gegebenen, beobachteten oder geschitzten
S *5’ : Verschiebungen, wahrend §,” und %,” das Elasti-

e 7> zititsmall der Stiitzung definieren, d. h. die

Abb. 6. Strecke, um welche sich der Stitzpunkt lotrecht

bzw. wagrecht unter der Einwirkung der lot-
rechten bzw. wagerechten Lasteinheit bewegt.
Es ist allgemein:

A= —2(C, ¢, + H,.7)
Somit
. aC, P oH, .y
oM,/ “eMy Tt TaMy T

Abb. 7.

Im partiellen Belastungszustande M,” = + 1 entstehen nur die 3 lot-
rechten Widersténde C, _;, C; und C,,; (Abb. 7). Man erhdlt daher:



§ 1. Entwicklung der Grundgleichungen. 7

oH,
N . —
“aM!/ nl‘ 0
e T N S T oot B e T S L g
oMy 1T T T T I
o [M;_2_M, Uy +1) M]
]r l1r—1 r—1 ]r—l‘]r ]r
aC (I +1 ) 1 +1
- aMr"“\rzar r] ]r+1 - ; ]r+1['}0r+C0r~’)‘r’
T r°r+1 r'r4+1 l
M (. +1 ) M ]
, T—1 . , T r+1 T+1
+dr{ 1r Mr ]r‘lr+1 * lr+1][
_aCr+1.o\ S O T S T TR
8Mt' Tl }r—l-l ]r+1
_ e [ MY . Geeatleyd) +M;-+2
1 1 r+1 ] .1 |
r+ r+1 r+1"r+2 r+2
Insgesamt
oA _ ___{6'\01'-—1_'01 (1r+1r+1) + "\Or-}-ljl
BM‘_' 1r or ]r'lr+1 1r+1
Cor—1-%r—1 Y L+ Coryq-df4q
- ] ~Por ' 1] T
T r'r4+1 r+1
of N
e S UL Y TR & o SV
]r—l']r Mt_2 ]r+1']r+2 Mr+2
) M;—l N} (lt—1+lr) 8, (]t+lr+1)
T K 9r—1 1 + 9 1
T r—1 T+1
Moy, O+Ly)  digy
e % ] + 5 Ueypq+lryo)
r+1 T r42

o1 L+ 11\ 94y
,_MTI [ v _+_ ,)/( r +
lx-z ' lr ' lr +1 1?_}_ 1
Es ist nun andererseits:
2A M M N 39
i N oN 4t oM

_ﬁaMr’ ——5‘——‘E T . haMI,' dS + 5‘?? —-——«aMr' -ds + S‘e t:o ———-—aMr’ dS +5‘E —d'— MaMr' dS
Zu dieser Gleichung liefern nun diejenigen 5 Stibe Beitrige, welche

im Belastungszustande M,” = + 1 (Abb. 7) in Spannung gesetzt werden.
Der Ausdruck fiir diese Beitrige lautet, wenn wir die Temperatur-

dnderungen t, und% auf den Riegel beziehen, fiir die Sténder eine



8 I. Abschnitt. Rahmentriger mit wagercchtem Riogel usw.

gleichmiBige Temperaturinderung t’ annchmen, und zur Abkiirzung

I
’ c
=l
T
I
h’=h e
IT  setzen,
a) fiir den Stinder r —1:
A i 61 h
6EI, - ¢ (c_ . *sEt’h),
T, | Fi_,
b) fiir den Sténder r:
94, 1 +1 C
6EL: —GIc.er—r—+1)<—L—aEt’>,
Mr lr'lr+1 FrV

¢) fur den Stander r 4 1:
0A. 61 C .h
6EI,. —L — —° (XXl .E¢h
oM,/ L\ FY

r+1
d) fiir den Riegel r:

EI — 1w : b . A
6 o 6MT r_1+2Mr —3a, +]~2—+35E )
r
e) fiir den Riegel r 4 1:
04,

= 1!

6EIc aM/ r+1

R Jt
+1
<2Mr' D A A +3sEIr+1.T>
r+1
Unter I, ist hierbei ein beliebiges Trégheitsmoment verstanden.
11'
Der Wert L, = g'MOr x dx stellt das statische Moment der einfachen

¢/

0
Momentenfliche des r**® Riegels in bezug auf den Punkt (r — 1) dar,
ey

wahrend R, ; = \My,,; (L, ; — x) dx das statische Moment der

0
einfachen Momentenfliche des (r + 1) t® Riegels in bezug auf den
Punkt (r -+ 1) bedeutet.

Durch Zusammenfassung aller Ausdriicke geht die Gleichung
0 94,
6EI - _E)_‘VI_ = 6E Ifafw?

uber in:
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(M _o-aq+ Mgy bt Mo, + My by + M;+2‘ar+1|_ -K

12). , \ .
l _3h(ar'lr +ar+1lr+1) j
wobei:
L N4 h
B
r
. 6EIcwr_
L ]r‘lr+1
A Ay
brzlr'_ L (]r_1+]r)——l—(lr+lr+1)
T
6 = 3(lr’ + 1;+1)_(a‘r—1 +ta,+ br + br+1)
L R dt
T T+1 ,
_6<12 .]rl+ 2 __.1;+1>—33ET(Irlr '{"Ir+11;+1)
r r+1
K = O 1. 4+1 0,
T —GEIC< Olr 1 ——‘}Or' i 1r+1 + 1Or-}—l)
T T r+l r+1

—Corg -+ Copar e+ L) —Corpr-tryr - Lgo

Denkt man sich alle FuBgelenke, bis auf eins, durch wagerecht
bewegliche Lager ersetzt, nimmt also alle Werte & = 0 an, so stimmt
die soeben abgeleitete Gleichung mit der bekannten Fiinfmomenten-
gleichung des einfachen durchlaufenden Balkens auf elastisch senkbaren
Stiitzen iibereinl). Fiir die Endfelder gelten die Gleichungen:

M, ¢, 4 Myb, + Mya, — 3h (e, 1, + @, 1,) = K,
M, b, + M, ¢, + My b, 4 M, a; — 3h (a, L'+ al;) = K.

Zu beachten ist nur, daB fiir den im Gliede K; vorkommenden
6E Ic(x)()

11 die Strecke 1, beliebig gewihlt werden darf.
ol

Ausdruck a, =

A,

1

o
2. Entwicklung der Gleichung B~ By "

Der partielle Belastungszustand «, = -+ 1 ist in Abb. 8 dargestellt.
Die Stiitzenwiderstinde sind nur durch die KraftgroBen Hr— und H,
vertreten. Daher ergibt sich:

ou oH oH

v T _ v r ,
da, - Oa, T T o (ror + He - 7)-
T T

1) Vgl. Miiller- Breslau: ,,Statik der Baukonstruktionen®, Bd. IL Abt. 2
S. 63 u. folg.



10 I. Abschnitt. Rahmentriger mit wagerechtem Riegel usw.

Hierzu liefern

H_ _, den Beitrag: — 1[5y, + %y (%, — a,_4)]

Hr ) ” + I[T/OI‘ + 771" (flr+ 1— ”'l‘)]'
Insgesamt:
69[ a— ’ ’ ’ ’
2. Tor Tor—1 R TR A RN U )ty

T

Jll

A

Ir-7 {
il
|
e
!

=7 __1',_

Abb. 8.
Der Ausdruck
04, M M N N N * Jt oM
1 )
Ba, gm da ‘d5+('ET o, ds+§°t° Bat, ‘dSJ“\‘ T om0

T

v e

setzt sich aus den Beitrigen der 3 in Spannung gesetzten Stibe des
rten Feldes (Abb. 8) zusammen, und zwar erhilt man

a) fir den Riegel r:

6EI o4, hl'G%r 3 (M M) —6ah(1 Ir
" da, ="k 1 +3M_, + M) —6a + th: +

t dt
|

b) fiir den Stander r— 1:

0A,
6EI," — 20 h (g — )

ﬁat

c) fiir den Stander r:
0A,
6EIc~—5Q: + 2112hr’(ar—r/.r+l).

Hierbei ist:

1) Dieser Ausdruck stellt den Inhalt der M,-Flache des rten Riegels dar.



§ 1.  Entwicklung der Grundgleichungen. 11

Fassen wir alle Werte zusammen, so geht die Gleichung

6ET,- :,Z = 6E1c%i_i
iiber in:
Wa) .. 3(M_, + M)+ 71117("r—1-“r_1+ y ) —
al'
- W(ur—ﬁr u, 4+ 6h?1) = ¢,
wobei

I
’ ’ T
=1 (Hfﬁ;)
u, = 2h3h/ +6ET .7/

. Ot - Tor — M0or—1 R _t_ 4t
Hr*_ﬁl —GEIr[ h]r +;(h+t—d>]‘

T

Die Gleichungen des ersten bzw. des letzten Feldes lauten:

(uy +uy + 60?17 + ’/~2‘—hl’111_7: A
1

3}

S — g7
1

bzw.

M Oy —1 “y 6hl”) = #
SM,_,+ hl’ Uy hl’ (u, g +uyt L) = Oy

Die Gleichung IT a kann, wenn die Werte M’.= 0 gesetzt werden,
als die Dreimomentengleichung eines durchlaufenden Balkens angesehen
werden, der nur wagerecht gestiitzt wire, und dessen Stiitzenmomente
= o, h sein wiirden.

Die Gleichungen Ta und II a haben alle Eigenschaften der be-
kannten Clapeyronschen Gleichungen; sie enthalten nur eine beschrankte
Anzahl aufeinanderfolgender statisch unbestimmter GroBen, welche
sich nach einem ganz konstanten Gesetze gruppieren, so dal} aus diesen
Grundgleichungen unmittelbar alle Elastizititsgleichungen abgeleitet
werden kénnen, wie groB auch die Anzahl der Felder, der Stutzpunkte,
der statisch unbestimmten Groflen sein mag.

Wir haben nun alle zur Losung der Aufgabe erforderlichen Glei-
chungen ; es bleibt uns nur noch zu zeigen, daB es moglich ist, die Werte
der Gruppe M’ durch die Werte der Gruppe o auszudriicken, um zu
einem homogenen « = Elastizititsgleichungssystem zu gelangen.

Die Grundgleichung Ta wird wie folgt zerlegt:



12 1. Abschnitt. Rahmentrager mit wagerechtem Riegel usw.
a (M o+ M ) +a (Mg, + M)

(b —a, ) (Mp_y + M)+ (b g —a, ) (M + M, )
l +Mr/(cr+ar—1+ar+1_br_br+1)

un. . .

=K, + 3h(a1 + ar+1‘1{r+1)'
Ersetzt man die Klammerausdriicke der linken Seite durch die
a-Werte der Grundgleichung IT a und setzt zur Abkiirzung

_ . ’ r _ ’,
br_ar—l - fr’ br'_a’r - fr’ cr‘*fr_fr+1 = ¢

1 . a,r_l =1 _1_.&1_:1{
3h o .i_, r—1’ 3h e .1l o T2’
ot L T
3 L7 ¢ r’ 3h cr'.l;_+1 r+1°

1t h 3=k o= 0_4 Sp1t ki1 —Kis =Py

St =T Ly = G Sr_}—rr_sr—l—l—klr-i—l:qr’

so liefert Gleichung III:

' T : ’
V) MY = = (O g e+ O o+ O B s e B Ry g)

SHCAETRL PP NP AL IR S
. . "o
T Op [ur—-2‘ oy — Uy (rr - lr——l) + 6 h? 1r—l : 1r—1] -
n
— (60 0o ks — g (S — R g) T e K]
r

Il
+ “r':ur—l (ir—l - rr) +u, (Sr+1 - I'r) —6h ]r” Tr +3h. ¢ /J

T

i
1 r+1
+ i [ur (r, — Sr+1) Uy (kr+2_ sr-}-l) —6h 41 St 3h. % :|

Fiihren wir diese Funktion in die Grundgleichung IT?, so erhalten
wir ein Hauptgleichungssystem in der Form:

- _ .
V) ... G = —a_g.u_g.i_,
. 210 . .
+ G2 (ur——S B -} +6h l1r~—2 ) U_g- Or—l)
r '
2 i _ _ =1
+ p—1|Ur—2-Or—1 +6h I1'-1 (lr—l + I'r—l) U 3.4 3h. ¢! 1]
T—

’ 21 7 lr“ c'r—1+cr’
+(/..r ur—l'qr+ur'qr+6hlr (sr+rr)+2h.], —3h]l' —E—c—,

r

r '
P T+1
+ ooy ur+1pr+1+ 6 h21vrr+1(sr+1 +kr+1)——ur.qr —3h. o }

+ o (U o Ko + 602 o ko — 0y Pryy)

S IR NP S
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wobel
I O Nt AU NP I
- ic; 1 + o’ (Pr—o-r—o 2T Yryo-frq2- r+2)
— T

. , 1 .
_h{(jr_l.l'r“1 (g +r_y)+6. L <rr 8ty ) SECATRRD N S sr+1)],
T

Handelt es sich um ein Rahmensystem mit gleich groBen Feldern,
gleich beschaffenen Stindern und Riegeln, so vereinfachen sich die
Grundgleichungen sehr wesentlich. Statt der Gleichung T2 ergibt sich:

by ... a(M’r+2+M;+2)+(1—4a)(M'_*1+MT'+1)+MT'(4+6a) =
= Z 4+ 3h(u, + o)

wobei
6EI v
a = ——]J—*—
6 a1t EI .
Zr = ——l;(Lr+Rr+1)——6 SEI—d———G—F*(I)Or_lfQJOr—}— "01‘«}—1)'—
—a(Copq —2Cy + Coryy)-
Statt 11*:

N , M ] I o,
1) ..Mr_1+ r+\(ur_]+r/.r+1)—2al_v+11 I+W = 5
wobei

. u
V= BhL
Statt V:
Va) - Z3("r—3 + ar-}-S) + % (arVQ + "r+2) + % (“r'1+ al‘—}-l) + % Oy = Sr’
wobel

Yy =av

zg=v-—6av+2ah<1+#}§T>

7, =3h+15av+2v—2h(1—4a) (1+ th
% =6h—6v—20av—2h(4+ 6a) <1+ hfF)

S, = Yy[a (6,_o+ B o)+ (1—42) (B, + 6, 1) + (4 +62) 8] —(Z,_, + Z)

Die Gleichungen V und V? sind nur aus theoretischem Interesse
in der streng genauen Fassung aufgestellt worden. Fiir die praktische
Verwendung werden sie nur in den seltensten Fillen in Betracht kommen,
da es meistens auBerordentlich schwer ist, die Elastizititsmasse 3’ und
7’ der Stiitzung mit hinreichender Genauigkeit zu ermitteln.
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14 I. Abschnitt. Rahmentriiger mit wagerechtem Riegel usw.

Den Bediirfnissen der Praxis kann man jedenfalls geniigend ent-
sprechen, wenn man die Untersuchung ohne Riicksicht auf die Werte 8’
und v’ durchfiihrt. Macht man auch von der fast immer zulissigen
Annahme Gebrauch, dafl der Anteil der Axialkrifte an der Form-
anderungsarbeit vernachléssigt werden darf, so konnen die Elastizitats-
gleichungen bedeutend vereinfacht werden.

Die Gleichungen I* und II®* gehen iiber in:

CML_ L2y R )M =K+ 3h(e ) a0 )

~ 2h , ,
3(M_; + M)+ l,(Ot,_1 r_1+°€r+1hr)——v.ar(h{_~_1+hr+31_r)

Aus I¢ ergibt sich:

M/ — Ke+3h(od/ oy By ) — M+ M) — 1 (M + M)
! 1I+1r+1 :

Ersetzen wir die Klammerausdriicke (M;_; + M,"), (M," + M)
durch die in Gleichung II® angegebene a-Verbindung, und schreiben
wir zur Abkiirzung

1/ 1/

———— = Ay, e = p, 1A+ p = p,
L +14, T L+ r ror T
oh _ 2h’ :
% = yr’ —err—-— — yr” 3‘(%_}_,”1") _

so erhalten wir statt Gleichung IV:

, Kr 1 N h N
v ... Mr = ]_rl_}_l;_*_l_?(gt'/‘r+0r+1'pr+1)+§7ar—1'yr' 4

+ % e 1 P T % AB—) Gy (3'“"':+1)]
und statt Gleichung V:
We = 0 oo q-A g+ % 1P
[+ o4 (A__q- ”;’-—1 + o) ocr+1(pr+1. »'r'+1+vr'./¢r)]

l+ar(""r"’;"+'lr—1"‘;‘—-l g1 19 J
ViI)

Py A
1 yr-—l 1;———1 1/ Hr+1 l1-&-1 1 l

h Py T .
+ 6= 3K =5 e
lr lr

Die Gleichungen der Endfelder lauten:
l Wy o= o [ (1 +4) +pave— 9] + Ao + 0 (14 4)] + %5 py 0y

14, . ;A 3K, )
l = 'Hlﬁl(]+‘1)+02’l“ S RE e

PRI

=60

c
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’ Wi = o (An" v pe) + % (2v” - Apy" 4+ pavy — 9)
YIIb) . . + g (e v+ pyvs”) + Xy py vy

_ 1 . P2 , A g K K 1.
= hlgl.ll. 12, +02112+93 3-12, 11/+12, + lzl‘f‘ls’ ]

Fiir den Sonderfall eines Rahmensystems mit gleich groBen Feldern
und gleich beschaffenen Stiitzen und Riegeln ergibt sich ohne weiteres,

wenn
h I
2 TTV— =y
gesetzt wird, statt Gleichung VI:
, 1 Koo h
Vi .. M/ = ’2—'—1—"6—(9r+9r+1)+€ vty g+t y o) +(B—)(ap +ap )
statt Gleichung VII:
IXa) .. a4, (9456v)— a3+ v)—ayy =
1 ,K
= ~H(3T1—~3H1—(')2)
IXP) .. — (o + ) (34+20) 4+ 6 (I +v)—ayv =
1[3 i
= I[T(K1+K2)_(91+402+03)]
IX)... “"'(ar—-2 +ar+2)_(3+2v)(ar—l+ar+l)+6"r(1+"):
= hi[li(lir-——l+Kr)'—((~)r——l+4(’)t+(')r+1)]

Die homogene 5 gliedrige «-Gleichung, in der Form VII bzw. IX,
kann als die typische Elastizitatsgleichung des durchlaufenden Rahmen-
trigers mit FuBgelenken angesehen werden; infolge ihrer so einfachen
und klaren Gliederung ist sie fiir die unmittelbare praktische An-
wendung besonders geeignet.

Weniger zweckmiflig ist in dieser Hinsicht eine zweite, vielfach
in der Praxis bevorzugte Elastizitiitsgleichung, deren Ableitung noch
kurz gezeigt werden soll.

Setzt man

M —he = X
M/ —he =Y
T r+1 " % “X‘E*}TE‘ 4

so lauten die Gleichungen der Biegungsmomente:
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Rahmentréger mit wagerechtem Riegel usw.

o . (Xr - Yr — 1) X
2a, fiir den rten Riegel M, = M, +Y _, L
1a, fir den rten Stander MY = (Y, — X)) }5; :

Schlieft man jegliche Verschiebung der Stiitzpunkte und jegliche
Temperaturdnderung aus, vernachlissigt man ferner die Formanderungs-

arbeit der Axialkrafte und setzt alleinige lotrechte Belastung voraus,
so lassen sich die Elastizititsgleichungen in die Form

M aMrd M oM
BT ax, $=0

ﬂa—Yr ds = 0
bringen. Nach erfolgter Integration ergibt sich:

L
’ T ’ ’
X) 2 (Y= X) = 6 (Y, 2Ky

T

-6 Rl;,: T L @Y X L)

Hieraus erhélt man
XD...Y, =X .n ., Xrg‘l .mr+1—3—52r‘—+—1—mr+1,
wobei o

/ '
m, = -hr—‘—_l—i:T, n, = T—hi_:l'l—rl’ mr+nr: 1.
Die Gleichungen X liefern auch:
X1 . Ve W2 AV L)+ Xy = — 6(? S+ I:;:: 1;+1).
r r

Driickt man nach Gleichung XI die Y-Werte durch die X-Werte
aus, so geht Gleichung XII iiber in:

, 3
Xmn .. X,_;.1’. n, +2%X, [1r (nr + 2 mr) L nm] + X,

, .
‘1r+1‘nr+1 = (Pn
wobei

L R R
’ +1
— 6 ;.]r +31—2r.1r'.mr—6~2i—.1;+1 .
lr T r+1

Die erste Elastizitatsgleichung lautet:

3 ,
XIIa) . 2X, [11' (nl +5 m1> + 1 ng] +X,.1,/.n

L
2:-6_1

L+
9 1
i

R
+ 3—1—21—.11’m1—6—22'12' n,

1 2
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Aus der Gegeniiberstellung der beiden Gleichungen

L
2y Xy = — 6l — 1 (Y, +2X,)
n

n Rn.

= Xn—l'nn_' 9

Yn_1 m, — 3
n

ergibt sich als letzte Elastizitatsgleichung:

- 3 6L, n
XHIB) . X, . 1o+ 2Xn[1n1 (nn -}-Zmn) + hn'] = — gl B,
n n
Sind n Felder vorhanden, so kénnen n X-Gleichungen in der Form
XIIT aﬁfgestellt werden, deren Auflésung alle X-Werte liefert; aus den
letzteren werden schlieBlich die Y- und H-Werte errechnet. So ein-
fach auch das X-Gleichungssystem sein mag, so scheint uns doch das
o-Gleichungssystem den Vorzug zu verdienen, nicht nur weil seine
Ableitung weniger an einschrinkende Voraussetzungen gebunden ist,
sondern hauptsichlich weil es bei symmetrisch ausgebildeten Trégern
eine weit zweckméfligere Ausnutzung der Symmetrie ermoglicht.

§ 2. Beispiel.
Der in Abb. 9 dargestellte Rahmentréger hat folgende Abmessungen:
L=1,=90m; 1L, =1,=120m; h=60m.

7 #
g 3
S
"
.54 TR T
—— g - 72,0 — - 20 - ,_ 7
Abb. 9.
Es seien:
3 I 3
I = I‘:ZIC;Iz:Ia:IC; Ig= I = 20 ; I;’ = I‘z’z I§= ZIC.
Mithin:
V=L =1"=1"= 120m; hy/ = h,/ = 120 m; h;’ = h,’ = hy’ = 80m.

, , 1
Al:)‘2=/‘3=/)2=;’)3=P4=_2“

y = g o= pgo=py o= 2.

w

Marcus, Rahmen- und Bogentriiger,
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4 4 4
’ ’ ’ ’
=y =25 == oy vy == oy =y =
3 3 ' 3
1 1
’7 ’7 . LA [Eg—
w= v =—§,u2 = Y, _+3'

Entsprechend den Gleichungen VII lautet das a-Gleichungssystem:

—u1'§+a2-173+a3-%— =W,
2y 1—65—az‘~4g'+fta'%+a,-—‘—é—:Wi
‘|"’lz'%+’lg 6"‘"%3:“7‘

Die Auflosung liefert:
25 (W, + W,) 4- 17(W, + W)

hoF = 167

354 (W, — W,) + 54 (W, — W,
e 3028

19 (W, + W,) + 53 (W, + W,)
by = 167

66 (W1 _ Wn) + 318 (Wz — Wa)
Ay — oty = — .

3028

Auf Grund dieser Formeln werden die verschiedenen Belastungs-
moglichkeiten getrennt untersucht.

J-‘;—i- ; S %y%
2z ..l

Abb. 10.

1. EinfluB einer gleichmiBigen totalen Belastung g t/m.

Die Biegungsmomente im Hauptsystem (Abb. 10) folgen der
Gleichung:

M, = %-x(l—x).
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Man erhilt daher

Unter der Annahme, daf der Siulenquerschnitt grofl genug ist,
6ETI. .o

um die Koeffizienten a, = Tl als verschwindend klein ansehen
r-ir+l
zu diirfen, ergibt sich:
K, = —6(%1—'11' + f{: . 12/) = —675g = K,
2 2
K, = -6<h12' + R, -13') = —864¢g
122 132
6, = — 6L — —405g =6,
%
8, — —6% - —720g = 6,
2
Es ist nun
s L .,'ZI_BKL_‘ _
W= |6 1+ 2+ 6l T — | = —2,065g =W,
1 A K K
W, = — 1 2 , B 1 2 _ W
. h&a, WS o G 8yl 3 ( T T T ﬂ 1311 g = W,
Mithin
a, +a, = 0,884 g a,—a, =0
a, 4+ a; = 1,302 ¢ ay—az =0
a, =a, = 0442 ¢ a, = a, = 0,651 g.
Nach Gleichung VI erhilt man ferner:
) K 1
SR RS
h
+ ?[“1 AB—u) 4 ap (3 =)+ agmv/]= —698g = M,
,_ K 1
M, = hlﬁl,’ -3 (6,4, + 65 0) +

h
+ ?[’h Aova + thypavy’ F 2y (B3 — ) + g pa (3 — )] = — 8,65¢.
o%
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Bezeichnet man nach Abb. 11 mit M, bzw. Ik, die links bzw.
rechts vom Knotenpunktr wirkenden Momente, und mitJR™ die Momente

in der Riegelmitte des rt*® Feldes, so werden:

My = —a;h = — 2,652 M, =M, —a,h = — 10,886 g
M, =M/ —ah=—9632g M, =, =M, —ah = — 12556¢.
2
93?1m — gLer = 3,083g
8 2
2
m" = g%Jr ml;rM“ —6219g

12} _ 2
A

-
Abb. 11. Abb. 12.

9. EinfluB einer im ersten Felde wandernden Last P.

Die Gleichung der Momentenfliche des Hauptsystems ist nach
Abb. 12

fir x<a, M, = -Tx

N A )
Daher:
1,
Pab
3‘1=5‘Modx: 9 e =8 =F=0

L xdx Pab
: _SMojlz— = W(ll+a‘); Li=Ly=L, =0

(II#X)dX Pab(l1+b); R2=R’3=R4:0’

Lz 6l

L , 1 a . _
Kl = —GT;"II =—4Pab(—3—+ﬁ>, Kg——-K,— 0
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6, — —6111—2—@; 8, =6, = 6, = 0.

\vl=%[01(1+zl)~ 1,'35112']:“ e <24—%a)

W, = %[0‘1;-%_ 1135117] - 3;T-Pazb; W, = W, = 0.
@ +a, = %5)0—2(450——42@; @y —ay = %&’—25(1062_68@
ay + oy = %(342_723,); oy — 2y — 541)‘—3?;(];)28—(198-~64a).

Die Ordinaten der «-Linien werden nach diesen Gleichungen
errechnet. Die Zahlenwerte sind in der folgenden Tabelle zusammen-
gestellt.

a b ay + ay ’ oy — ay, + ag g — Ay
1,0 8,0 + 0,0605 P + 0,0489 P + 0,0400 P | + 0,00656 P
2,0 7,0 + 0,0945 , + 0,0795 ,, + 0,05125,, | + 0,00615 ,,
4,5 4,5 + 0,0975 ,, + 0,0935 ,, -+ 0,00673,, | — 0,01115 ,,
7,0 2,0 + 0,04 + 0,0502 ,, — 0,042 ,, | —0,0214 ,,
8,0 1,0 + 0,01685,, + 0,0254 ,, — 0,0346 ,, | —0,01535 ,,

a b 2 a, 2a, 2 u, 2 u,

1,0 8,0 40,1094 P | +0,0116 P | 4 0,04656P | 4 0,03344 P
2,0 7,0 + 0,174 ,, | +0,015 ,, + 0,0574 ,, | -+ 0,0451 ,,
4,5 4,5 +0,191 , | 40,006 , ;| —0.004¢ , | + 0,01786 ,,
7,0 2,0 40,0902 ,, | —0,0102 ,, | —0,0634 ,, | — 0,0206 ,,
8,0 1,0 + 0,04225 ,, | —0,00855,, | — 0,0206 ,, | — 0,01925 ,,

Aus den «-Linien konnen die tibrigen EinfluBlinien abgeleitet
werden. Es ist beispielsweise:
K,

) 1 ho ,
M, = L'+ 1, _381'11“‘_3‘[641‘41(3—"1)+’Iz‘/’2(3_'/z)+aa'/’z'yz]:

Pab 1
= =g T3Cu+5a+4a)

M,=M'—hag =M'"—6aq,
My =M, —ha, =M, —6aq,

3. EinfluB einer gleichmiBigen Temperaturinderung t,.

Es sei e ET t; = u gesetzt.
Unter denselben Voraussetzungen wie vorhin, ergibt sich:
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K, =K, =K, =0.

e L 3 - el u :
bh=— b == gu= P b= = b= O =6
A . A 117
W, =W, =+ l91(1+A1)+Hz 1, 12,]=*mu
1 , R 207
Wom W= [0t £ b 1| = = g

a, = oy = 0,089 u

ay = az = 0,183 u.
1 . .
M = — ’3‘('91 ALt "’2,‘72) +

h R .
+ ?{al A3 =)+ ap, (3—) + a3 02 w]=+09u= M,

1 s -
M, = — & (022 + Hyp5) +
3
h , ,
+ ?[“1 Ive s pavy e Ay (3 — vg) Fagpa (83— )] = +1,17u

M, =M, —ah = 039%u
M, = M,” — a,h = — 0,168 u
M, = M, — a,h = + 0,072u = M,

4. EinfluB einer ungleichmiiBigen Erwirmung des Riegels.

. A4t
Es seic E Ic—d— = m gesetzt.
Es werden:
K,=K,=~3m(l, +1)=—63m
K, = —3m(l, +1) = —72m
0, =H, =— 6m—i!f = —45m; #, =60, =—6m —ii = —6m
9 C
135 27
le\V4:—23—2m,‘V2: ‘VJf—mm

day = ag = 0,003m; @y = 03 = 0,0555 m

M, — — 0,655m; M, = — 0,674m

1

1

M, = —0,973m; <M, = — 0,988 m; M, = M, = — 1,007 m.

5. Bemerkung.

Es sei hier kurz darauf hingewiesen, daB, bei Rahmenkonstruktionen
die Temperaturinderungen nicht unbedeutende Zusatzspannungen her-
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vorrufen; ihr Einflu} ist bei kurzen und kriaftig ausgebildeten Stindern
ganz besonders bemerkbar, und wichst mit zunehmender Felder-
anzahl. Die groften Beanspruchungen konzentrieren sich in den
Knotenpunkten, und zwar bei den Sdulenképfen im Falle einer gleich-
maBigen, bei den Riegelenden im Falle einer ungleichméafigen Tem-
peraturinderung. Eine sorgfiltige Beriicksichtigung des” Temperatur-
einflusses ist fiir eine genaue Querschnittsbemessung unerldBliche Be-
dingung.

§ 3. Ableitung der Grundgleichungen
fiir wagerechte Kriifte.

Als wagerechte Belastung kommen fiir Rahmenkonstruktionen
hauptsichlich Wind- und Bremskrifte in Betracht.

=7
b/ r
—
iz
e
/i F
—_—
377

Abb. 1.

Die Zerlegung des Trigergebildes und die Verteilung der Kréfte
auf die einzelnen Hauptsysteme sind in Abb. 13 dargestellt. Die wage-
rechte Belastung des rte® Stinders wird dem linken Stéinder des (r - 1)t
Hauptsystems zugewiesen.

Mit C,, bzw. Hy, werden diejenigen Werte bezeichnet, welche
die Widerstande C, bzw. H, annehmen wiirden, wenn die Felder R
und (R + 1) einfache, unabhingige Rahmen wiren.

Die Beziehungen zwischen den statisch unbestimmten GroBen M’
und den Werten C werden wie im Abschnitt 1, § 1 durch die Grund-

gleichung
M M/’ M
' 4 1 T , r+1
AL ¢, =C,+ _’l__l___l_(]r 41y l

T r 1+l r+1
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definiert, wihrend fiir « und H die Gleichungen
H, = a,—Hy

H, = (4 — o)) ~Hp
H, = (g — a12) — Hog
B
H = (“I-H %) Hor
Hn—l (an - an—l) —H on—1
Hn = Oy
gelten.
Die Biegungsmomente und Achsialkréfte geniigen den Gleichungen:
M =M. +M +LI‘,;1XI;__1.X_ h
L r—1 1. % Lfiir den rten Riegel,
Ne=Ng—a
bzw.

M: = MZr -y (“r+1 — )
§ (+ 1) M, M}, ¢ fiir den rten Stinder.
1\;, = Cor + Mrl - -

1r ) ]r +1 ]r 1r~}—1

Hierbei beziehen sich M()r’ M(‘)’r, N()r auf den Belastungszustand
des jeweiligen Hauptsystems.
Die Grundgleichungen
Bl 24, 23 24,

- bzw. -
ar, T oM " ey, = da

T

liefern nach Durchfiihrung der Integration, wie in § 1:
XIV) ct M;—2. A + M;—l : br + Mr’ Cr + M;"i—l b1r+1 +
+ M;+2 T B 3h (ar lr/ + Dry1 ]1"+1) = K,

1 .
3(M_; + M)+ niy e Gy Uy) —h“li’— (_y + v +6h217) =

6h,_, 6h

" T
XV) - =0r—~69(r'ﬁ‘——}*{21r—,'@r_1+w.@r+
r
6ET, , '
+ h1’ Hop ' — Hopy*7py)

Die hinzugekommenen Glieder bedeuten:
1I'
RN, = (N or 4%

e
0
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den Inhalt der N -Fliche des r*® Riegels,
hl‘
€, = (Mzr "ydy
0

das statische Moment der M -Fliche des rt® Stinders in bezug auf

den rtt Stiitzpunkt.
Im iibrigen sind die Elastizititsgleichungen mit den frither abge-

leiteten vollstindig identisch.

IRNEEE

Abb. 14.

Im Sonderfall einer in der Riegelachse angreifenden wagerechten
Kraft W (Abb. 14), kann mit Vorteil folgender Weg eingeschlagen
werden.

Setzt man:

N Ml’
Cp = 1,
. Ml' (11 + 12) le
B N
.My L +1) My
B R T A
o My M Uyt | My
m 1 m 1 -1 1
m m m+l m+1
C = MI’X—Z M (lﬂ—l + ln) Mn'
e 1~1 " 1n 1'1n 1
Cu _ Mﬂ—l —"Mn'
1n
Hy=m
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= Oy Oy

H, = g1 = Oy
so gelten wieder die allgemeinen Elastizititsgleichungen I* und II#;
in denselben sind fiir «, ,; und M’ die aus den #duBeren Gleichgewichts-

bedingungen
Oy — W =0

Mn'—an+1-h=0

hervorgehenden Werte einzufithren, wihrend im i{ibrigen sidmtliche

Belastungsglieder K, und @, verschwinden.
Der Gang der Bechnung moge an einem einfachen Beispiel er-

lautert werden.

W o 7 2 7 #
T
e
| N L
{ I — {— i —
/
Abb. 15.

Beispiel. Der in Abb. 15 skizzierte Rahmen hat 4 gleiche Felder,
mit gleich beschaffenen Riegeln und Sténdern. Vernachlassigen wir
den Einflul} der Achsialkrifte auf die Formanderungsarbeit, so lauten

die Elastizitdtsgleichungen:
AM,/ + M, = 3h(a + a)

M, +4M, + M, =3h(a + a,)

M, +4M, + M/ = 3h (a; + @)

3 M/

3
—2(11(1+T>—a2

3
< ' )““’11“*‘26(2(14‘ J>'—’/~3
3
( /- M )z—a +2!4,(1+—>~a,
hy y
3
+ >:’*(/3+2f/4(1+_}‘>_”~5;
wobei
h I
y = 2T- 1 (Vgl. GL Ieu. IIc, S. 14).
v

Die Gleichgewichtsbedingungen liefern:
as = W; M/ =Wh.
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Durch Zusammenfassung aller dieser Gleichungen entsteht fol-
gendes Gleichungssystem:

+a(9+5Y) —am@B+ ) —ay=20

I

— 0, B3+2v)+6a(l+v)—a;3+2y)—ayv=20
—ayv—a,(3+2v) +6a, (I +) —a,(3+2y) =Wy
— gy — a3 (3 + )+ o (9 +5v) = W(6 +3>)
(Vgl. Gleichung IX, S.15).
Hieraus:
A+ Ay = O+ a3 =+ W
v+ (9+84)(2+ )

h—a=3W s T T s 0+ 85
: (ty — o)
oy = W (24 ) + ———— (9 + 52).
Fir v = 6 ergibt sich beispielsweise:
ay— oy = — 0,632 W; o, —a, = — 0,216 W.

4y = 0,184 W, H, = 0,184 W
a, = 0,392 W, H, = 0,208 W
uy = 0,608 W, H, = 0.216 W
uy = 0,816 W, H, = 0,208 W
a; = 1,0 W, Hg = 0.18¢ W
Aus den 3 ersten M’-Elastizititsgleichungen erhilt man nun:
M, = + 0,307 Wh, M, = +0,5Wh, M/ = 0,693 Wh, M/ = 1,0 Wh.

Somit betragen die Stiitzenmomente:

My = —M, = —0,18¢ Wh
M, =—M, = +0123Wh
My = —M, = — 0,085 Wh

M, = —m, = + 0,108 Wh

und die lotrechten Stiitzendriicke:

Cy= —C, = +W~%-0,307
¢ - — ¢ ——w-Rloue

1
Cz:io
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II. Abschnitt.

Rahmentriger mit wagerechtem Riegel und gleich
hohen lotrechten Stindern, welche am unteren Ende
eingespannt sind.

§ 1. Entwicklung der Grundgleichungen.

Das in Abb. 16 dargestellte Rahmensystem besteht aus einem
geraden vollwandigen Riegel, welcher mit den Stindern starr ver-
bunden ist.

&r

Abb. 16.

Der durch die Einspannung hervorgerufene Widerstand ist durch
3 KraftgroBlen, den lotrechten Stiitzendruck C,, den wagerechten
Schub H, und das Einspannungsmoment

). S; definiert.
i l ,1, l - Die folgenden Entwickelungen setzen
7 nur lotrechte Belastung des Riegels vor-
aus: die Wirkung wagerechter Lasten
wird in § 3 nidher untersucht.

Als Hauptsystem fiihren wir, wie im
vorigen Abschnitt, fiir jedes Feld R einen
Stabzug i1’k k’ (Abb. 17) in der Form
eines einfachen Rahmens mit einem
festen und einem beweglichen Lager
ein, und bezeichnen die entsprechenden

Abb. 17. Auflagerdriicke und Riegungsmomente
mit A, B, und M,.

Aus den Stiitzenwiderstanden bilden wir 3 Gruppen von

Funktionen.

I

A
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1. Gruppe A mit n Gliedern.
M, = C,1,— SPe,

My =C(Lh+L)+ClL—ZPe

M) = Co(ll +12 +1::) +Ol(12 +13) +0213"'“SP63

M/ = Colh Ll e+ D)+ C L+, +1) 4+ ) —SPe,
Unter X' P e, ist hierbei das statische Moment der links vom Punkter

befindlichen Lasten P in bezug auf denselben verstanden.

2. Gruppe B mit n Gliedern.
a, = H,
a, = H, + H,
a; = Hy + H, + H,

a,=H,+H +H+....+ H

r—1-

3. Gruppe C mit n Gliedern.
B =S,
fe= S+ 8
Ba=S+8+8,

-~

Br=Se+S 48+ +8,_,.

Den n Feldern entsprechen insgesamt 3 n Funktionen. Zwischen

den Werten M’, «, $ und den Stiitzenwiderstinden bestehen auch
die folgenden Beziehungen:

Ml
Co = Coo‘f"]-l
1
‘ I +1 M,
G = Gy, M, (111 >+ 12
1 12 2
’ 1 ’
G = Gt 3wy (BEE) 4 B
1, L1, 1,
A. ¢ C ;n——l , 1 +]m+1 Mm-l—l
L T e 1
m m " m-}1 m+1
1 M;l——2 l-—1+] Ml'
Cn——l C”u—l + 1 M:l—l ? ln 11
n—1 n—1°'"n n
[ M.
§ n—1
Cy = Con + 1 -
n

wobei Com = Ap 41+ By,
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H, oy
H =a—a
B. H = a,—a
Hm = Oy 4 Gm
So = /91
Sl = /92 - 191
C, S, = /93 —_ /92

sm = /ngr—l - /gm‘

Zieht man noch die Gleichgewichtsbedingungen
a, +H, = 0.

M — (8, +8,) = 0.

in Betracht, so erkennt man, daB die 3 n Funktionen zur Ermitte-

lung aller Stiitzenwiderstinde gentigen.
Wir wihlen diese Funktionen als statisch unbestimmte Grofien

des 3 n-fach statisch unbestimmten Rahmentriigers.

A

|
pe— —--L‘—-— Z,,-.z' —iel -?;

; .

o

e I Ay | oty ._‘/Y_h'
r-7 s e
Cr-z

Abb. 18.

Die Gleichungen der Biegungsmomente M und der Achsialkrifte N
lauten:
a) fiir den rt® Stinder (Abb. 18).
My = —8,—Hy =G+ ty)
..., M, 'M'<]r+1r+1>+M;+l'

N‘;:_(‘t:_(‘Or_ lr T
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b) fiir den r*® Riegel (Abb. 18).
M — M

T—1
9 M = M0r+MT'_1+————]—r—-.x—arh-—ﬂl..
N, = —a.

Zur Berechnung der 3 Gruppen M, «,, B, stehen uns 3 Gleichungs-
systeme in der Form

... o %A
6Mr’ aMr'

2A,

m ... % _ %
A, da,

2A.

1111 SR S,
a/jr a/jr

zur Verfiigung.

Hierbei bedeuten wie frither: U die Arbeit der Auflagerwider-
stinde und A; diejenige der inneren Spannkrifte 1).

Die 3 Elastizititsgleichungen fiihren, nach Vollziehung der Inte-
grationen wie im ersten Abschnitt, zu folgenden Grundgleichungen.

I2) ... Partieller Belastungszustand M = +1. (Abb. 19)
| Mgy My by My My By Mg 2y ) _x

| —3hlg ) oy ) =38 L+ Fpy ) J "
II2) . .. Belastungszustand o, = + 1. (Abb. 20.)

, 1 o I
‘ SM!_, + M) +h-—lr, (O g Wy y oy W) — ]“r, [(ur__1 +u,+6h 1r,(1 +y ;3, >]]
— 0[‘

/ ! h/ 3
N hr—1 . r Pro, , ,
\+3\,;r~1,.rl/ +/jr+1.~—],>A3],(hra_l+hr +21) l
r T T

I

M=) .. Belastungszustand ;. = + 1. (Abb. 21.)
’ , 3 h ] , al‘ ) 3 h 7 ’ ’
3(M_; + M)+ oty by oy h/)— _],—(hr_l +h +21))
T T
=0
6v 6v 63
- r—1 / ’
\+,sr_1-————], thpr s e T L)
r T r

Die Buchstaben 1’, h’, a,, b,, ¢, u,, K;, @, haben hierbei dieselbe
Bedeutung wie in Abschnitt I, § 12).
Das Belastungsglied O, folgt der Gleichung:
_ 3y Pop — Por—1 ~ Jt

T T

1) Vergl. S. 5.
?) Vergl. 8.8, 9, 11.
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und es ist
v, = hr'+ E Ic't"r'

Hierbei stellen p,, und p,’ den Winkel dar, um welchen sich die
Tangente an der elastischen Linie des r" Stiinders an der Einspannungs-

il |”j“1'§?i”||llr||.-| i
-7 r s
Jk _'ir — ey~ ’
"5_ F zr*’-‘:ru Z"
. Lr "lres

Abb. 19,

-

Abb, 20.

5

r-7{ P

[

I

_)r
Abb. 21.

stelle dreht, und zwar gibt p,, die beobachtete oder geschitzte Ver-
drehung, wéhrend p,’ das Verdrehungsmafl der Stiitzung bedeutet,
d. h. die Drehung unter der Einwirkung eines Einspannungsmomentes
S, = 1 tm. Posive Werte p,, und p,’ entsprechen einer Drehung in
Richtung des Uhrzeigers. Mit Hilfe der Werte 8, 8°, 1o, 1", po und p’
ist die Bewegung jedes Stiitzpunktes eindeutig bestimmt (Abb. 22).
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Die Gleichungen 12, IT* und ITI* sind erweiterte Clapeyronsche
Gleichungen: ihre Auflosung liefert die Werte aller statisch unbe-
stimmten Grofien.

Im allgemeinen dirfte es wohl kaum nétig
sein, die Elastizititsgleichungen in dieser streng
genauen Fassung zu verwenden: da es prak-
tisch nur selten moglich ist, die 3 Werte §’, n’
und p’ mit hinreichender Genauigeit zu be-
stimmen, so wird man ohne weiteres auf ihre
Beriicksichtigung verzichten diirfen, ohne daf$
die Rechnung an Zuverlassigkeit einbuft.

Die 3 Grundgleichungen nehmen dann
folgende einfache Form an:

Py oMMy ()M, =
= K, + 3L/ (ho, +B)) +
+3 11’-+1 (h %G1t pr-}-l)' Abb. 22,

2h
SM_y + M) + g5 (0p_yohy 3+ oy hy)—
r

2hj|,, , , I
LU I %y W +hy +30 1+ h*F, =0..
T

3 h h —3Bf h! h’-+21;
+_]7(§r—1' r—1+Br+1' )= 1 (3 +hy+ )

3h
SMp_y + M) + (g thp g+ BY)—
r

me) . . —ar-?'l—},‘(h' +hy+21)) = 0,.
T

r—1

6 ’ , 661‘ h' h ’ 1 ’
+ ?(Br—l'hr——l + ﬁr+1'hr)—]_r'“( r— T+ 1)
Aus TII* und ITI® erhilt man auch:
3 [h;——l(pr-—l _Br) - hr’ (Br - ﬁr-i-l)] +h [h;_1 <°"r-1 ““r)_hr,(ar - o(r-i—l)]_*_

I
+ 6ar.h'lr" F%— = lr’ (Or_ 01-)
r

I
vy...... h/(3S,+hH)—h!_ (38, , +hH_,) =1'(0,—@,) — 6o 1" —h—;——
r

Letztere Beziehung ist ganz besonders von Bedeutung. Beachtet
man, dafB3

Marcus, Rahmen- und Bogentriger, 3
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I
lr’(or_gr)_(iar'lr" hFr‘ =

r

et Tor— Mor—1 Por — Por—1 I
= +6EIr|:T+ hll- - 1 :,lrl_6°(r'1;" h;.‘
T

T

nur dann = 0 wird, wenn die Arbeit der Achsialkrifte, der Einflul
von Widerlagerbewegungen und Temperaturinderungen aufler Acht
gelassen werden, so erkennt man, dafi die Bedingung

38, +hH =0,

welche die Unverschiebbarkeit der oberen Knotenpunkte zum Aus-
druck bringt, nur unter einschrankenden Voraussetzungen erfiillt wird.
Wir ziehen es daher vor, diese Gleichung, welche die Grundlage der
meisten bisherigen Rahmenuntersuchungen bildet, nicht zu benutzen
und den genaueren Weg weiter zu verfolgen.

Setzt man:

Mr’—Br = X,
Mr,_ﬁr+1 = Yr
S = Br-&-l_ﬁr =X -Y,,

so konnen, nach einigen Umformungen, aus den 3 Gleichungen 1P, TIP,
IIIP die drei folgenden Gleichungen abgeleitet werden:

Ie) ... 6h/ (X,—Y)+3hh (o —o)+6EI.p, =

= Kr'—lr’(Yr_1 +2Xr)+ 3hl o,
11¢) = —K/ A+, @Y, +X ) —3hl o,y
O 1, b, h/
IIIC).. (Yr—1+Xr)lr 2‘3—11.-—? (otr_l' r_1+ocr+1- l)+
1 1 hl hl
_l"h'a-r 211- +T3‘( 1‘—1+ l‘)’
wobei
L At 6EI,
K/ = —Glr—:-lr——3sEIc-T-lr— N (39 r—1— %o1) —
— (Cor—y 2" L —Copray 1r+1)
R 1 4t 6EIC o N
K;’—i—l = —6 12r+ ‘1;+1—3SEIC'T'Ir+1+ 1 (oor"—”0r+1)+
r41 r+1

+(Coprarl, —Coryyraryy Lyl
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O = —0,+20, = ~6T—

A Tor — Tor—1 (2 4t Por — Por—1
som () e (e ()

1 1’ 2Il‘
r =h It wE )

Diese Gleichungen besagen, daff die Summe der Winkeldnderungen
an jedem Knotenpunkt = 0 sein muf}, und daB die unteren Stitzpunkte
{(r—1) und rsich gegenseitig in wagerechter Richtungum Al = v;,_;— %,
verriicken.

Aus I°¢ und TI¢ ergibt sich auch, wenn zur Abkirzung

K, =+ &/ +K,)

geschrieben wird, die Clapeyronsche Gleichung:
Y oL +2X 1+ Yr-];_H) + X4 1;-}—1 = K.+ 3h(a 1’ + o1 i)
oder auch:
V) .o (Y, + X)X+ Yr1;+1 + (Y + X,y 1;+1 =
= K +3h(e1/ + ey g

Ersetzen wir die Klammerausdriicke der linken.Seite durch die
a-Verbindung der Gl. ITI¢, so finden wir:

1 h
VD . X L+ Y Ly = K — 5 (0 Y+ 0 ) + 5y hy ot hiy)
. .

h
togrop L =60 —h )+ oo O — 61 —hi ).

Analog 1t sich aus der transformierten GIl. II¢

6h/X, —Y (6h' + l;_H) = —K;’_H—GE I por+

+1 (Y + X ) +3b e - hy—3hoy o (i + b)),

die Beziehung:
Or41

VI) .. 6h/X,— Y, (6h/+1' )= __K" —

T+1 r+1_6EIc'/'0r+

Trp F
8 . ., h h
togrhh o — e 01 — 61 F 8RS —h ) — Ry oy,

ableiten. Eliminiert man X, und Y, aus VI und VII, so erhilt man:

;! 1 roa? ’ 1 ’ "
[Kr' A _3(01-/ LA+ Oy Ly 6B =L (KL 6EL vp,))
h

VII{a) X -J = p
T l‘*‘?[dr——l'h;~l'/‘r +O(r(sr'Ar _'_Shr'];#—l)+

+oc;ﬂ(s;ﬂ-6hr’—8hr’-];+l)+ocr+2-h;+1~6ht’]

*
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’ 1 ’ 1 ’ "
’Ig'ﬁhr WF(Qr"lr 'Ghr,+0r+1'lr+1'2r’)+]r’ (Kr+1 +6EL -p,.)

h
l+-3—[ar—1.h£—1'6hr’ +°Lr(sr'6hr,—8hr"lrl)

oy et A +8h L) oyt hi g 4]

Vi) Y, -4 —

wobei :
4y =6h (L' + L )+ -1,
49 . .. A= 6hr' + L' lr" = 6hr' + l;__H;

s, =30BL —21")—h 45 s, =301, —2k, )~k

=

Letztere Gleichungen beweisen, dafl es moglich ist, die Gruppen
X und Y als Funktionen der a-Gruppe auszudriicken. Durch Einfiihrung
dieser Funktionen in die Gl. III®
O 1 h ,
Y +X = —r—g"?(“r—l'h;—l‘*‘“rﬂhr +

_+_

v~ ®

h " ’
'Tr:"“r(‘”r +hy+h),

ergibt sich schliefllich die typische homogene «-Gleichung:

— O _p-by 5.6 4

(s I Al 1
R (B +»T>
1l \« ‘lr——~1 ’Jr———l Jr ]r
1”7 k. +h’ i PR
+ar|:6_l_r_l_+ T 11' T _(sr,‘dr1+sr. 3>—
T T —1 T
IX).. 7, = Dy R
. 8( r—1° 1—1 r "r4l }
‘Jr—l Jr
o v b 1
. .h'l6 T+1 _8 T+1 + T—1 _}___’__\)
o£1‘-*-1 T ( ‘Jr Jx‘ _.];”1 lrl

— OBy 4

wobei
’ 3 1

3 h—l A l——1 ’” ll+1 ’”
’ ——I:Kr_l.ﬁj_l.{-K, r 4= 1(Kr +6EIc.por_1)——r2r~(Kr+l+6EIcp0r)
7, = =

h R

’

r— r—1 T

T 1 , , h;——l L1 A;—l 1 Ar" , , -
Y @r~1‘lr-—1‘6:ﬁ+@r ‘lr Y R +—A:_ +@r+1.1r+1.6—Jr—

Diese funfgliedrige, rekursive Elastizitdtsgleichung hat fiir den
durchlaufenden Rahmen die gleiche Bedeutung wie die Fiinfmomenten-
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gleichung fiir den einfachen durchlaufenden Balken: ihre Aufstellung
bringt eine sehr wesentliche Vereinfachung der Untersuchung, da sie
gewissermaBen gestattet, den Grad der statischen Unbestimmtheit um
das dreifache zu reduzieren. Sobald dieses verhdltnisméflig so einfache
a-Gleichungssystem geldst ist, bietet die Ermittelung der X- und Y-Werte
auf Grund der Gl. VIII keine Schwierigkeiten, und die Untersuchung
kann als abgeschlossen betrachtet werden.
Um die ersten Gleichungen zu erhalten, setze man:

0, X 0, Y, B, = A _ i I
Ay = 0 = =M= ﬂ’d - Ao _6hor+11r'
Der Reihe nach ergibt smh:
o/ h /61" +h/+b h hy
Y0+X1*—§—+d1":—3‘<—*‘—11,~—*——)—d2"3—'T,—
1 ’ ’ 'il)l 1’ "
VIIIc)..Y(,:—--?’«@l.,-Au%-J (K" + 6 EI py) +
b (o A g WYL
+3 ocl(sl 0 + 8h, J0)+-3—.o¢2.hl S
g 1 O,.1.6h' + 6 L4 1
] T +5(K +6EIc/’m)‘
Viid) .Y, = !
l 34, [oty (8,.6h —8h/ 1))+ otz (8" . 4 +8h,/. 1)) + 3. hy' . 4] J
oy ’ 1 122
'Kl A 34(0 A4 460,01 . 6h, )—LK +8EI,pe) ‘
Viile) . X, = !
l [051 (s 4" + 8hy/. 1) + (Sz’-Ghl'“‘Shll-lz’)+0(a-h2'-6h1,]|
llll ho’ + hll , A‘OI 21” ’ 1 ’ , l ’
oo B (a5 ) s (e e )
1, Ay 1
IXs) .. 2, =) — o . h'(62 _ Lo 4 -
Yok “2*“(4 84*40*15)
. 0%
—a,.h .6 ‘Jll
3 }“lu 10 ”
"‘B‘ KI.T _1 (K, +6EI oo 3 +6EIC/’01)
- 1 7 ’ ’ h
‘_F[@ 11<, +1,+ J>+0 1.6 Al]
1 ‘// 1
—«,.h,(6 L =
by (65 —s g A+ )
L” | h % b BN WS K
+ag.[6 12, +151+’hi_~—<821'%+52' /j >_8<h1_111 n h;J : )]
IXb) .. Z, = 1 2 1 2
B P N
e (05 —8 5+ 5+ )
— .- hy' - 6 b,

dy
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Ganz analog gestalten sich die letzten Gleichungen, wenn man

Ay 1;1 41 1
Ing1 = 0, Yu =0, Xn - Sn’ N - 4 = ﬁhn/ ¥ ]n,

n n

einfiihrt.
Bei Rahmen mit gleichen Feldern gleicher Beschaffenheit 148t sich

das o-Gleichungssystem auBerordentlich vereinfachen.
Wird der im allgemeinen sehr geringe EinfluB der Achsialkrifte
auf die Forménderungsarbeit des Riegels vernachlissigt und

1/ =1'=1 s=8¢=31—W, ¥Y=2a"=6W+1] 4=1012h+1),

gesetzt, so gehen die Gleichungen VIII und IX iiber in:

K 1 o,
T 64m— 1 (Kl +6ET o) — —5—(6 + ) — 20,

Xa) ... (12 + ») = h
) =0, [0y (64 1) + o (3% + 250 — 6) +

4 Oy (102 —6) +6 00

1 "

Kr , 0;-}-1
6 —1—+—h—,(Kr+1 +6EICPOI‘)_2(9I ——-——%3

(6 + u)

Xb)...(12+pmY =
oo T e ey + o (10— 6) +
"

+oy B+ 25— 6) + oo 6+ o)

— (g + 0y 0)
XD .. (g o) 2T +p) b = Z =
‘o220 4 3)

""2 ’ rr Al
Kr~1 + Kr) + [Kr + Kr —6E Ic (/’nr _/’or_l)]

3
hh’ 21h

— ot or (44 4) + 6]

Dementsprechend lauten die ersten Gleichungen:

K,”+6EI p h
Xe). .. Y, (6+p) = ﬁ,é,gl,‘,ﬂra_l__h(__c_"i g | (7+3,~.)+oc2]
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I % [5+7u~%#('¢7;‘+%ﬂ l -
XIa)Hl“““L“”"@JF%)] I_Z1=

— Oy

K, n?
o1n A6+ 37

- %[0;{3 +-4 (1 + ﬂ;—)} + @2']

(1 4 =) (K" + 6EI;poo) — (K" + 6 EI po4)]

Die Gleichungen X und XI eignen sich ganz besonders fiir die
praktische Verwendung: die Koeffizienten der o-Werte lassen sich
sehr rasch rechnerisch ermitteln, und die Auflésung der Elastizitdts-
gleichungen 148t sich sehr einfach durchfiihren.

Will man nur den Einflub der lotrechten Belastung verfolgen,
und glaubt man die Wirkung der Temperatur und etwaiger Nachgiebig-
keit der Stiitzung vernachlissigen zu diirfen, so kann man auf Grund
der auf S. 34 abgeleiteten Beziehung:

38, + hH, = 0.

zu einer anderen Losung des Problems gelangen.

Setzt man:
X,—ha, = M,
Yr——ho(l._*_1 = M,
) 2
M-y =X — Y, + hifa ) —o) =S + hH, = _g_"'hHr’
so gehen die Gleichungen I¢ und II° iiber in:
3 Le 1oy
19) .. hy(68, +3hH) = kb H, = 5 h/ (M, —0) = —6 I/ —1/ (W 20y
T
R
+6 L4
nay . . . _ B

+ L M, + M,

Hieraus erhdlt man:

R’r+1
XID) .My = =12 M By — 2k My
r+1
wobei
y 1/ b,
r T T3nl_, + 417 T B+ 4L

Ersetzt man in der aus den GI. I%und 11¢ hervorgehenden Clapeyron-
schen Gleichung:
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Mo 1+ 21+ D M, T 6 L R ==
r—1l +2( rr+2Dr r+1)+ 41+l T T ]_2'1' + 2 'lr+1
T r+1

die IN-Werte durch die entsprechenden M-Funktionen der Gl. XII und
beachtet, dal 4 k. + 3r, = 1 ist, so findet man:

XID) . M, -1/ 3n + 2M [/ 8 (e, + k) + 31,1, )]+
+M 8y Ly =T,

wobei
L R R
_ T ’ T 1+1 '
Ur——6*17'1r+12-]—2‘]r"kr—-6 > ‘lt+1‘3rr+1-
T T lr+1

Die erste Gleichung lautet:
XII®) . 2M, [31/ (r, + k) + 3L 1,)] + M,-3r,1 =

R
:ue-I]izl--ngr 121—2‘-11’-k1—-6R—22-12’-3r2.
1 1 12

Um die letste Gleichung zu erhalten, muBl 9, , aus den beiden
Gleichungen:

3 ' ’ Ln 1v l/
?';Mn'hn:6 12 ‘xl_n<9ﬁn—1+2Mn)’
n

R’n
ng = 12 bk 3 M — 2k, M,
n

m

eliminiert werden, wodurch sich ergibt:

’ ’ 3 ’
XIP) - My - 3r, 1)+ 2, [ 3, + k) + by =

L R, .,
— Tl 12 Rk,
111 IIl

Aus den n-Gleichungen der Form XIIT werden die n-Werte M
ermittelt, sodann die IN-Werte nach Gl. XII bestimmt und zum Schluf3
die Werte

3
2h

M, — M)

H

T

(M, —9%,)

l\'J|N [

errechnet.

Der einzige Nachteil des M-Gleichungssystems besteht darin, daf es,
selbst bei symmetrisch ausgestalteten Trigern, keine symmetrische
Bildung aufweist; daher diirfte im allgemeinen das «-Gleichungssystem
den Vorzug verdienen.
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§ 2. Beispiel.
Der in Abb. 23 skizzierte Rahmentréiger hat wie im ersten Bei-
spiel die folgenden Abmessungen:
L=1,=9m; L, =1L =12m; h=6m

I I—3I-IwI~I-I"—IV—I°-I"—I"*3I
1=4-Zc’?—3“c’0_4~7’ 2_3—7 c’
2 7 J

.— Gy —— 72,0 — : 72,0 - ; £

Abb. 23.
Mithin sind:
Y =1’ =1’ =1/ =12m; b/ =h, = 12m; h/ = h,’ = h; = 8m.

Wird der Einflul der Achsialkrafte nicht beriicksichtigt, so ergibt sich
nach GL IV:

/‘\0'/ — 14/ — 84m; A‘ll — )\3// — A‘lll — )\3’ — 60m; 12/ j— 12” —_ 60 m.
8, =8/ =24m; s/ =8, =8 =8, =8, =8, = 28m.
1 ! l ’ 1 1 l ’ 1
—d, =4, = g Mo b AT s -
4y, = 4, = 4, = 1296 m?; 2 1 7, yp ™

Entsprechend den Gleichungen IX, IX? und IXP lautet das «a-Gleichungs-
system:

2120, — 5T oty — 14 oty = —17

— 360, + 960, —400; — 8oy, = 272,
— 8o, —40¢, + 960, — 360, = 277,

— o, — 5703 + 2120, = Z,

Die Auflosung liefert, wenn

189 189
(Zl + Z4) = Sp T(Zl —'Zg) =T, 27 (Zz + Z,) = -\:2; 27 (Za _Zs) = Tz

4
gesetzt werden:
565 4715, 2125, 4443,
Gt = gy v et % = ey
136 T, + 43T, 212T, + 28T,
% — 0y = P Olg— Ol = ——pr——

27 628 ’ 27 628
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Auf Grund diescr Gleichungen, werden die verschiedenen Belastungs
moglichkeiten getrennt untersucht.

1. EinfluB einer gleichmiBigen totalen Belastung g t/m.
S ol Fiar das Hauptsystem (Abb. 24) ist
f\“! g

: | E)JE():?X(I——X).

Daher
1 1

d L N S VI !
§ =\M, X:gﬁs = 0o X X=g"24,

b I — b f=

N't-.
1\__ ‘T‘_
h;m
~
)
Iw
(=3
<

14
Abb. 24. :( —g
Y R Q‘M,,xdx 851
0
R
K,:—6<% 11’+1—:~12’>:—6/5g:K1
1 2
K2=—6(1£§—.12'+%-13’)=—864g
2 3
R, , .
K/ =—65;1'= —243g =K,/ =K/ =K
R, . , .
K, = —6- "1’ = —432g = K,/ =Ky = K,
2
Oy=—68 - oM _w55-0y
1
2
Oy — —63L _ _g2 5.0
I, 2

Nach den Gleichungen IX? und IX® ergibt sich:

Zy=Z,= 4+ 1,73g; Z, =2, = 1,165g.
Mithin .
S =163g S, = 63g, T, =T, = 0.

o+ og = 1,655g; o, + a3 = 2,35g.
o = oy = 07775 g; o, = o, = 1,175 g.

Ferner erhilt man:

nach Gl. VIIIe, Y, = + 1,655 g
EH) 2 VIIId, Yl = -_ 3,89 g
’ ”» ‘IIIIe Xl = —_ 4,7 g

» » VIa, VIIIb, X, =Y, = —543 g.
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Somit:
Sy = —Y,=—1555¢g
S, =X, —Y,=—08lg
S, =X, —Y, = O
My =Y, —a,h=—311g Wy =Y, —o,h = —10,94¢
M, =Y, —o,h=—9365¢g M, =9, =X, —a,h=—1248¢
WP = g J;;' + ; M geetsg M = g 12?2 + %+M = +6,29g.

2. EinfluB einer im ersten Felde wandernden Last P.
Im Hauptsystem des ersten Feldes (Abb. 24) ist

fir x <a, M, = Pb
"
xS My = T, )
1
Daher
o = 2 » B2 =T = Fa =0
L Pab
ﬁ: 61,2 (11+a)5L2:L3:L4:0
1 1
R Pab
1121 = 612 (11+b)1R’2:R’3:R4:0
1
L, , 1 a N _
Kl——— 6]12 ll ~—4Pab<§+~277—>,K2—-K3-_0
24 R ’ 2 & ’ ” ’
K,”=—6 1121 A :——4:Pa.b<§—2—7>,K2'—K3 K/ 0
, Pab , , ,
o, z_s?_::__%*, 0, =0, =0,=0.
. Pab 13
Nach Gl IXa Z1 = 21——(1—@&), Z4——0
2
b = — ——— 2 = 0.
” 2 IX Zz 799 Pa b, ZB 0.
Somit:
Pab 13 2
ST, = 9 =2 4), N =T, = ———~ Pa
2 =T p <9 %7 a), p = T, 27Pa,b
Pab Pab
o oy = 87&—48(126——12'&); % + oty = g e (99 —21 a)

_Pab (.. 88\ Pab [, 55
%% = ey 0T g 2 R % T o738 77 2"
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Rahmentrager mit wagerechtem Riegel usw.

Nach diesen Gleichungen werden die Zahlenwerte der Ordinaten
der a-Linien errechnet und in der folgenden Tabelle zusammengestellt.

a b a; + a, a; — a, a, + a; Ay — a,
1,0 8,0 + 0,1045 P + 0,0829 P + 0,0714 P + 0,0016 P
8 7,0 + 0,162 ,, + 0,1252 ,, + 0,0915 ,, + 0,0009 ,,
4,5 4,5 + 0,167 ,, + 0,1598 ,, + 0,0104 ,, — 0,00085 ,,
7,0 2,0 + 0,0875 ,, +0,0856 ,, | — 0,077 ,, | —0,00255,,
8,0 1,0 + 0,0275 ., + 0,0433 ,, — 0,063 ,, — 0,00325 ,,
a b 2a, 2 a, 2a, 2a,
1,0 8,0 + 01874 P | 40,0713 P | 40,0698 P | +0,0216 P
8 7,0 + 0,2872 ,, + 0,0924 ,, | + 0,0906 ,, + 0,0368 ,,
4,5 4,5 + 0,3258 ,, + 0,00955,, | + 0,01125 ,, + 0,0072 ,,
7,0 2,0 +0,1531 ,, | —0,07955,, | — 0,07345 ,, + 0,0181 ,,
8,0 1,0 + 0,0708 ,, | — 0,06625,, | — 0,05975,, | — 0,0158 ,,

Aus den o-Linien werden die iibrigen EinfluBlinien abgeleitot.
Es ist beispielsweise nach Gl. VIIT®

L 8055 . . 2.0}
X, = 296 |~ 9 Pab 4 2208 (2a,) + 576 (20;) + 384 (Zoca)J
M, = X;—~o,h =X, —3Q2u)

3. EinfluB einer gleichmiiBigen Temperaturinderung t,.

Es sei 2e EI t) = u gesetzt.
Der Reihe nach ergibt sich:

K =K =K' =K’ =K’ =K’ =0
r__ u I, . 3 - /. l_ _I_I_L__ = ’
@1 ———6—h— —Ic—_—zu_Q,@2 = -6 = u—@a.
433 13
Li=l= g wih="1%=gGu
X = étl:ij3u;fzz26u;Tl—T2=0
Somit

o+ oy = 0,385u; o, + oy = 0,768 u
oy = 0,1925u; oty = o = 0,384 u.

o =
Nach Gl VIIIe Y, = +0676u
»  VIIId Y, = +215 u
. Ve X, = +1,512 u
» VI, VIIIb X, = Y, = +238 u.
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My = Yo—o,h = —0,479u, M, = Y, —ah = —0,154u
M =X —o;h = +037u, M, = X,—o,h = +0,076u.

4. EinfluB einer ungleichméBigen Erwirmung des Riegels.

Fir ¢ E Ic.% = m erhdlt man:
K, =K,=—-3m({, +1) = —63m; K, = —3m(L,+1) = —72m.
K,/ = —3ml], = —2Tm; K, = K/ = —3ml, = —36m.
0 =0 — —6m. Y — _45m; O’ — 0’ — —6m3L — —6m.
1 1 Ic 2 3 Ic
67 1
Z, = 7, 359 m; Z, Zy = +1—8‘m,
S o= —~2§1m,,}?2 =3m; T, =T, =0
Somit:
o + oy = 0,1852m; o, + o3 = 0,196 m.
o, — o, = 0,0926 m; o, — x; = 0,098 m.
Nach Gl. VIIIe, Y, = 40,1852 m
»” 23 VIIIdy Y1 = —0,391 m
» o VIIIe, X, = —0402 m
» s VIIIa, VIIIb, X, =Y, = — 0,42 m.
Mo = Yy— a, h = — 0,3704 m; My =Y, —a,h=—0979m
M, =X,—a,h=—09576m; M, =X, —ah=-—1008m.

Diese wenigen Zahlen geniigen, um die frither aufgestellte Behaup-
tung, daf bei Rahmenkonstruktionen die Temperaturspannungen nicht
unterschiitzt werden diirfen, abermals zu bekraftigen.

§ 3. Die Grundgleichungen fiir wagerechte Kriifte.

Die Zerlegung des Trigergebildes und die Verteilung der duBleren
Krifte auf die einzelnen Hauptsysteme werden wie in Abschnitt 1, § 3
(Abb. 25) durchgefithrt und die Bedeutung der Bezeichnungen C,,, Hy,
weiter beibehalten?).

Die Beziehungen zwischen den Stiitzenwiderstinden und den statisch
unbestimmten GroBen finden in den Gleichungen:

1) Vel. S. 23 und 24.
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12
4. ... C, = Cy, + -1 _ M lr+1r—+-l +M;+1
T r lr T ]r'lr+1 lr+1
HO = - Hoo + o
H, = —Hy +a,—oy
B. .. .. ‘I{Z‘ :.-H‘TZ_*_“::"'O(Q
H, ,= —Hoy 1ty —op_,
Hn = —an
C. .... S, = B — 5
r=7 l >
——
—_—
S,
r-7 7 r r+7

2 Hor

G e
Ve/
-z

Abb. 25.

ihren typischen Ausdruck, wihrend die Gleichungen der Biegungs-
momente und der Achsialkriafte lauten:
M’ —M
i r e —
My = My +M + 1 x—ah @r fiir den rten Riegel

T

N, =N, —a

T
bzw.

MIY = M:Jlr_y(ar-H — o) — (Br+1 - Br)
M.__ L+1..) M!_ fiir den rten Stéinder.
N;’:--—C . +M,(r r+1/  Trl

°r lr ! lr : lH—l lr-H

Hierbei beziehen sich M, My, Ny, auf das jeweilige Hauptsystem.
Die Grundgleichungen
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oA BAi _a_?i _ BAi N oA,
aMl" aMI" ’ aal' aar ’ apr aBl’

fithren nach Durchfithrung der Integration zu folgenden Gleichungen:

XIV) . Mé.—z ] + Ml"——l . br + Mrl *Cr + M;'+1 : bH—l +

+ M;+2 S B 3 ]rl (b %+ Br) —3 1;'4—1 (h “r 1 + @rJrl) = Kr'
1
XV) .. 3 (Mx,‘—l -+ Mr’) + Tl—r,— (O(r___l Y + O(.r+1 ur) —

O(r - Ir h;‘A—I
— L [ur__1+ur+.6h]r (1+——th +3B,_, ~1r—,—+

T
h’ 3@

T T ' ’ ’

+3Br+1 171 (hr—1+hr+21r)
r T

I 6EL )
= Qr_ﬁg‘nr'h—F+T(Hor'77r —Ho ) —
r T

6 ¢ .
- Tlr'_ (@r—l — ®!‘)'
X / , 3h ’ ’
VI) L3Oy M) oy oy )
Iy

3ha, , 6v,_, 6v
_ _lr,_(h;_1 +h/+21)+ B8, + By l,r
r

[N
R Ggr
1’

T

(Vt—l + Ve + ]r,) =
-0 6 v b’ "
= M7 W(%r—l' r-l——%r “h/).

Die neuen Belastungsglieder bedeuten:

11'

RN, = ‘.Nordx den Inhalt der N, - Flache des rten Riegels,
0
h

Ty = JMZr dy ., . » MY - Fliche des rten Standers,

h
G, = J'Mgr-ydy das statische Moment der letzteren in bezug auf den
0 rten Stiitzpunkt.

Man erkennt, daB die Grundgleichungen sich ohne weiteres auch
bei wagerechter Belastung verwenden lassen.

Im Sonderfall einer in der Riegelachse angreifenden wagerechten
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Kraft W (Abb. 26) empfiehlt es sich als Hauptsystem, einen im letzten
Stiitzpunkt eingespannten Freitriger zu wihlen. Man setze dann:

] | i l |
) 7 2 ki 3
Abb. 26.
M/
C, = I,
(1, + 1) M’
14
C, = —M, N I,
. M/ , (o +15) MY/

R R T

. Mo (I + 1) . My

Cm = m ] ] I

m m “m+1 m+1

o oM Gtl) My

=1 ln—1 n—t In 1 ln ln

M;I—l Mn,
C, = i
n

Ho = 0 S() = Bx
H = o —o S, :Ba_ﬁl
H, = o3 — o, S, = @3—‘@2
Hn = Up41 T %y Sn = Bn+1-pn

und beachte, daB mit Riicksicht auf die Gleichgewichtsbedingungen

g = W

M — Bn—H = Wh
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sein miissen. Die Grundgleichungen behalten ihre Giiltigkeit, es ver-
schwinden die Belastungsglieder tiberall, wihrend in den letzten Glei-
chungen fiir die Werte «,,; und (M, — 3,,,), welche als statisch un-
bestimmte Grofen erscheinen, die zuletzt gefundenen Gleichwerte ein-
zufithren sind.

Der Gang einer solchen Untersuchung wird jetzt an einem Bei-
spiel gezeigt.

Beispiel. Der in Abb. 27 dargestellte Rahmen hat 4 gleiche
Felder mit gleich beschaffenen Riegeln und Sténdern.

W p J

!
.

— — ——_—

Abb. 27.

Der Einfachheit halber sei der Einflul der Achsialkrifte auf die
Forménderungsarbeit vernachlissigt. Die Bedingungsgleichungen
lauten:

—6hY,4+3hhea, =1(2Y,4+X,) —3a,hl
= —1(Yo+2X,) + 3a,hl
= +1(2Y,+ X,)—3ahl

6h' (X, —Y,) +3hh (o — ) { ;

= —1(Y,+2X,) + 3ahl
)
)

6h(X,—Y 3hh' (¢ — o,
(X, 2) + (s — ot2) = +1(2Y, + X;) —3a,hl

= —1(Y, +2X,) + 3o;h1
= +1(2Y,+ X,)~—3a,hl
= —1(Y,+2X,)+ 3a,hl

60" (X;—Y,) + 3hh (ot — )

6h'S, + 3hh' (oa; — oty

1 h h 2
YQ+X1=—§~/T'O(2 +0(1‘§“<6+7;)
1 h h 2
Y1+X2=—§'T(C¥.l+da)+dz 3<6+/—>
1 h 2
Y2+X3=—§""“(az+a¢)+a3 ’T“< '/7)
1 2
Ya'f‘Xa:_? —(O(3+OC,)+0(4 +—
wobei y = h' (vgl. Gl. Ie, IXc u. IIIec).

Hierzu liefern die Gleichgewichtsbedingungen:
@ = W, S, = X, — Wh.

Marcus, Rahmen- und Bogentriger.
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Obige Gleichungen gehen nach den bekannten Umformungen

iiber in:
7 " P
R e e R SRR
— 20+ 1)+ oy (4 +6)—20(nx+ 1) —a, =0
— oty — 20, (v + 1)+ g (4 +6) — 20, (n + 1) = W
—az—a3[1+ﬂ<2+§>}+a4[5+7.u—z,a<l+"i)] = W[3+‘f—‘(6+5z)]
62/ 3 ]
. 6h .
wobei # = —gpr - (vgl Gl XIs, XI).

Durch Auflésung ergibt sich:
oo to, = to =W

ey (61 +8) + 1 (2 + %)

o —a, = —W .
c, (648 —nl2+ —6—> (2n+ 1)

oy —oy = — W+

wobei ¢, = 5+ Tnm—uzp <1 + %>

Co = 34 (6452

Fir p = erhdlt man beispielsweise:
e, = 6,9115; ¢, = 4,193
o — oy = — 0,628 W; oy — o, = — 0,205 W,
Mithin

o, = 0,186 W; o, = 0,3975 W; o, = 0,6025 W; «, = 0,814 W; o; = 1,000 W
H, = 0,186 W; H, = 0,2115 W; H, = 0,205 W; H, = 0,2115 W; H, = 0,186 W
Ferner nach den Gl X¢, X2 u. XP:
Y, — 0,009 Wh, Y, —=0355Wh, Y,=0553Wh, Y,=0748Wh
X, = 0,247Wh, X,=0448Wh, X, =0645Wh, X, = 0,902 W h

S, = — 0,099Wh, S, = — 0,108Wh, S, = — 0,106Wh, S, = — 0,103Wh, S, = — 0,099 Wh
B, = —0099Wh, B,=—-0207Wh, B,=—0312Wh, {3, — —0415Wh.
M,/ — +0,148Wh, M, = +0,241 Wh, M, = +0,333Wh, M/ = -+0487Wh

Wh Wh

Co=—0Ci =+ 0148 C, = —C; = — 0,058 C, = +0,0.
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Dic endgiltigen Knotenpunktsmomente betragen:
My = Yy —oyh = — 0,086 Wh
M, =X,—ah= 40061 Wh
M =Y, —a,h =—00425Wh
M, =X, —oa,h = + 0,0605 Wh
M, = Yy, —a,h = — 0,0405Wh
M, = X,—a,h = + 0,025 Wh
M, = Y,—oa,h = — 0,066 Wh
M, = X,—o,h = + 0,088 Wh

I

I

Bemerkung: Die Zahlenwerte dieses Beispiels sind mit dem Rechen-
schieber ermittelt worden: daher die geringen Ungenauigkeiten in der
3. Dezimale.

4*



III. Abschnitt.
Der durchlaufende Doppelrahmen.

§ 1. Entwicklung der Grundgleichungen.

Unter einem durchlaufenden Doppelrahmen sei ein Trigergebilde
verstanden, welches aus zwei wagerechten, vollwandigen Riegeln und
mehreren, mit ihnen starr verbundenen lotrechten Sténdern besteht.
(Abb. 28.)

P S B S O S I

a
—

LS}C & C

( S,z.( ‘5,('
T #, e A :-}’T 7 7 : 7 K‘:“;;. ’ ? ”!!- 7'?" 1
S "SR [\

o~

Abb. 28.

Um die Untersuchung méglichst allgemein zu gestalten, wird eine
Einspannung der Stinder an ihrem unteren Ende vorausgesetzt: im
cinfacheren Falle einer gelenkartigen Stiitzung, bietet die Umformung
der Elastizitiitsgleichungen keine Schwierigkeiten.

Wir bezeichnen mit
I, die Spannweite des r'*" Feldes,

h die Hohe des Unterrahmens,

f die Hohe des Oberrahmens,

I das mittlere Trigheitsmoment des rt® Oberriegels,
I} das mittlere Trigheitsmoment des rt®" Unterriegels,
"V das mittlere Triigheitsmoment des rt®™® Oberstinders
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I}V das mittlere Trigheitsmoment des rt® Unterstinders,

F? den mittleren Querschnittsinhalt des rten Oberriegels,

F, den mittleren Querschnittsinhalt des rten Unterriegels,

F?v den mittleren Querschnittsinhalt des rte® Oberstéinders,

F;" den mittleren Querschnittsinhalt des rte® Unterstinders,

I, ein beliebiges, als Vergleichsmall dienendes Tragheitsmoment.

Der Einspannungswiderstand wird, wie im vorigen Abschnitt,
durch den lotrechten Stitzendruck C,, den wagerechten Schub H, und
das Moment S, dargestellt (Abb. 28).

Unmittelbar vor den Anschluflstellen der beiden Rahmen fithren
wir einen wagerechten Schnitt durch (Abb. 29) und ersetzen die auf-
tretenden Spannkréfte durch 3 an jedem Knotenpunkt angreifende
Kraftgrofien D,, G,, T..

Durch diese Zerlegung erhalten wir zwei durchlaufende Rahmen-
triger mit eingespannten Sténdern.

Sowohl die virtuellen Stitzenwiderstinde D, G,, T, des Ober-
rahmens als die wirklichen Widerstinde C,, H;, S, des Unterrahmens
miissen mit den zugehoérigen Belastungen in Gleichgewicht sein: es miissen
daher 6 Gleichgewichtsbedingungen erfilllt werden. Sind n Doppel-
felder, (n 4 1) Stdnder vorhanden, so ist das ganze Gebilde 6 n-fach
statisch unbestimmt.

Fiar jedes Doppelfeld werden 2 Hauptsysteme (Abb. 30) in
der Form eines einfachen Rahmens mit einem festen und einem be-
weglichen Lager gebildet. Das erstere hat die Belastung des rter
Oberriegels, das zweite die Belastung des rt*® Unterriegels zu tragen:
die entsprechenden Auflagerreaktionen und Biegungsmomente werden

mit A%, BY, M. bzw. AY, B', M), bezeichnet. Es werden dann
T T oT T T Or
A?—i—l + B;) = Dor

A;I—H + Blrl = Cor
gesetzt.

Aus den 6 n Werten C, D, H, G, S, T werden 6 Gruppen von
Funktionen gebildet.

1. Gruppe. A mit n Gliedern:
Ao . M/ =(C,— Dy 1, — SPUe,
M, =(C,— D) (I, +1,) + (C, —D,) 1, — YP%e,
My =(Co—Dy)(, + L41)+ (C,—D,) (l, + 1) + (C; — D,) 1, — YP"¢€s
M =Co—Dg) L+ 1+ + 1)+ (C,—D) L+ 1+ + 1)+
+ (Cm—1 —Dm—l) Im_‘yPuem



Der durchlaufende Doppelrahmen.

II1. Abschnitt.

6T qqaV )
oy “<8y |V T %9 n 2
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a
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Unter X Pve,, ist das statische Moment der links vom Punkte m
befindlichen lotrechten Lasten P“ des Unterriegels in bezug auf
diesen Punkt verstanden.

2. Gruppe B mit n Gliedern:
B, ......... o, =H,
Ay = Ho + H1

O(m:Ho+H1+H2+""+Hm_1

3. Gruppe C mit n Gliedern:
G B, =8,
B: =8, +8,
By =S+ 8, +8:

B =S+ S+ 8t 4+ 8,

4. Gruppe D mit n Gliedern:
D.. M =Dyl — XP%e,
Py =Dy (l; +1;) —XP%,+ D, 1,
M, =Dy, + L+ L)+ D, (I, +1) + D1, — YP%,
My =Dy + L+ +1)+D L+ la+--L)+Dy s+ 41
+eo+ Dy L —YPO

Unter X P°e,, ist das statische Moment der links vom Punkte m
befindlichen lotrechten Lasten P° des Oberriegels in bezug auf diesen
Punkt verstanden.

5. Gruppe E mit n Gliedern:
E. ......... o) =G,
oy =Gy + G,
ay = Gy + Gy + Uy

o(’m:(}nJrG,+G.l+-~+(}m_1
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6. Gruppe F mit n Gliedern:

B' :T0+T1+T2+"'+Tm_1

Aus diesen 6 Gleichungssystemen werden die folgenden Beziehungen
abgeleitet: -
M,
11

A3, ... Co—D, = Cpy +

Al &l ’ I +1 M’
¢,—D, = C,—M, —(‘11]—22)+ 12

2

) M/ 1, + 1 M,
Cz'—Dz = Coz +——l: ——Mz' _( __lj_l—g 3) + 1:
M, Uy gy | Mg
Cp—Dy = ('om+—1—“"Mm 1.1 + 1
m m° m+1 m+1
M (1 +1) M
\ ‘ n—2 , n—1 n n
(’n—l_Dn—l = (Jon—-1+ ] _Mn—l 1 .1 + 1
n—1 n—1 "n n
M — M’
- ‘ n—1 n
Ca—Dy = Cop + 1
Ba, ........ H, =
H =0—o
Hm_mm+1 %m
Cr, oL So =B,
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’
Da'o ........ Do = Doo + ?i‘
1
S0+ 5
D, =Dy—M, %—Fﬂ]’?
172 ]
4 ’
D‘z — D02 4 Wlél _ mg’ (121'*'1 la) 4 93123
2 2 13 3
D =D + tm—1 wm Uyl Dy
m om ]m m lm . 1m+1 lm+1
Em;l—2 (]n—l + In) Sm;l
Dn—l Don—l + 1 Sﬁn_l i 1 1
n—1 1 n n
! __9:’2[
n—1 n
Dn = Don 1
n
Ea, .. ....... G, = o,

Zieht man auch die Gleichgewichtsbedingungen
o +H, =0, o + Gy =0
M;l_—— (ﬁn +Sn)=0, sml'l—(B;’] +Tn) =0

in Betracht, so erkennt man, daf3 mit Hilfe der 6 n Funktionen M’, I,
«, o, B, B’ simtliche virtuelle und wirkliche Stiitzenwiderstéinde er-
mittelt werden konnen.

Diese Funktionen werden als statisch unbestimmte GroBlen des

Doppelrahmens gewahlt.
Die Gleichungen der Biegungsmomente M und der Achsialkrifte

N lauten:
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a) fiir den m'" Oberriegel (Abb. 31).
m M

ME, = Moy o+ My e x— (g o+ B)

.. .. m

Abb. 31.
b) fiir den mt® Unterriegel (Abb. 32).
M M
M;:, =M+ M+ = *l.x—h S (Bm— B;n)

om

U
*\m'am_am

by
My - ;(' m-7

e T et L gy~ Z ——]

/f’m( Non-r ﬂ,,,.,C Qﬂm

e e e T

5&; -7 J C’r{.

2

Abb. 32.

ey by —

c¢) fiir den mten Oberstander (Abb. 31).

ngv = @;n o Blm«{—l +y (a';n - a;1)+1)
(lm + 1m+1) S‘Rl’n+1
T -1 T

m m’

Do« o .

- RS ,
h?nv = Dom - 1 + S)'Rm

m+1 m+1
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d) fir den mter Unterstinder (Abb. 32).

MY =Bm — Bmts + ¥ (0, — oam+1)

1
No' = = Com + Do) — 77— Mpp_y + My, )
m

1 +1 1
m+1 m+1

1 -1

: Mgy + 00
m

Zur Berechnung der 6 Gruppen M/, I, «, o', B, p’ stehen
uns 6 Gleichungssysteme in der Form

oY - QA
R N
2% 94,
m g
9) 0A.
1111 A"
Iv) R
Ty, oMy,
9 U P4 O S
R, T B, PR
VI) Y aAi Abb. 33.
By 9Py,

zur Verfugung.

Hierbei bedeuten wie frither % die Arbeit der Stiitzenwidersténde
und A, die Arbeit der inneren Spannkrifte!).

Um den Wert A zu ermitteln, nehmen wir an, dafl die Bewegung
des m™" unteren Stiitzpunktes durch eine lotrechte Verschiebung &,
eine wagerechte Verschiebung =, und eine Drehung p, (Abb. 33)
dargestellt werden kann, derartig daf3:

Pm = Pom T Sm *fm
gesetzt “werden kann; die 3 Werte 8, »” und p’ stellen hierbei das
ElastizitdtsmaB der Stiitzung?) dar. Es ist daher

A = — 2(Cpy Iy + Hyy 7y + 87 yy)-

1) Vgl S. 5.
?) Vgl 8. 6 u. 32
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Der Einflu der Temperatur setzt sich aus einer gleichmiBigen
Temperaturinderung t, fiir das gesamte Triigergebilde, aus einer un-
gleichmiBigen Temperaturinderung A4t° des Oberriegels und aus einer
ungleichméBigen Temperaturinderung A t* des Unterriegels zu-
sammen.

Die stellvertretenden Lingen des Systems werden mit

I
koo, —c—, I = L
m — m m m
Ig) I:l
1
flo=f-—~. h =h -2
m ’
" I;)nv I:lnv
I° L
ko= k(14 m), 1:'{1=1£n<1+ "‘)
m m ( i fz'an he leix
bezeichnet.
Nach Durchfithrung der Integration ergibt sich der Reihe nach
a) aus Gl I:
Ay My ot My o) +ag g (Mo + M)
+ bm ) M;n—l + (bm - l'm) S'D,E;n—-l +
A Py =g DMy + by My =K,

t Cn 'M;n + [cm_ 2(11'11 + l;n+ 1)}9R;n -

—3 }1'11 (h % + Bm_g;n)_3];n+1(h7'm+1 + Bm+173m+ 1

wobel
y o h
. =
m
n EFYY
. _ SELo,
m Iy lm+1
(1 _1+l ) (lm+]m+1)
bm = lr’n —ap = 1 e & 1
m m
Cm T 3 (lrln + ];n+ 1) — (a'm—-l + a‘m-{—l) - (bm + bm+1)
LY RY ., dt,
“6< ;n Sl T+ ]2m+ ']§n+1)”35EIc‘< d Oy + L) —
1m m-+1
%o m—1 (U + 1) Fom+1
Km = _6EIC[—1H—_"0m -1 T
m m m+1l m-+1
—lap_1 11 (Com—g + Do) — ay, (b + ]m+ 1 (Com+ Do) +
+ant1 e (Compr + Dome )
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Iy

LY — Efmgmx-dx

Im41
R! [

1 —
+1 -!)M(l)Im%l .dx(]m+1 —X).

b) aus Gl IL:

’ ! 1
3(My 1+ M) + hY (%1 Op—1 T %y 1° uy,) —
m

61

“m 6h2 1"
~ o, Cwer e m)
3 . , = O
+ I—;H_(pm—l ‘bt Bm+1 ~hp) +—
B, , 6o, Iy
— 3 <h’—1+h;"+2];“)+6@"‘+’——h-F“
m m
wobei:
u, = 2hth) +6EIL -7,
O — g m _gpp|tomomor st (4
m 1, m 1L, h T\ d

lm
T = My, -ax
0

¢) aus Gl III:

3h
3 (Mg + My )+~ oy P+ Egr " P)
m

ocm3h )
—-T(h _yFhy 2L
6 Bm ’
+ L (ﬁ}m—l'vm—l“’"Bmw"l'vm)—6 I (Vyxn—1+vm+]m)
T . m
+ 68,
wobei:
V= hy +EIL
]rln u Lom — Pom—1 . Jtt :
0, = —6--—6EI} 1 +e( =)
m m
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d) aus GL IV:

Der durchlaufende Doppelrahmen.

' . ' At / Lot , .
Mm—-2 L + émm—2 Am—1 + Emm—«»z am-r‘rl + Mm {2 a‘m+1

+ (b —

+ (bm+1 - l;n+l) M

UM, R b M b

’
m+1

m}1’

MWy, +

+ [cm —2 (l;n + ];n—,‘fl)] M;n + c;n ' Sm;n -
— 3k (Bﬁx +frog) —3ky 4y (B;n";—l + fop 1)
wobei :
w o+ b (F;v - Fum‘)
"m T m T T L @pov. puv
B R
6E IC cay
m T T
m ‘m+l
(Im—l + ]m) , (lm + lm+1)
bl = ki, —ay 1 Ay ]
m m
e = 3 (k’m + k;n-‘;—l) - (a;n—l + al’]l-}—l) A (b;n + bI’ll+1)'
L RO 3¢0
’ +1 ’ -
_‘6<];11 'km+ 2 'km-}—l ——3;EIo ] (]m+1m+1)‘“
m m+1
0 ] + ] f}\
—-6EIC 70 m—1 '"';()m m m+1 + Om-+1
1 1 -1 1
m m m+1l m+1
— 1 Com—1"3m—1 T Pom—1 " 3m—1) —
~ (1) (Com  an+ Do 20) T 1o (Compr e T Domy1"®
In Im+1
( 0
L(x)n = (MngdX; R’I)n+1 - ( 0m+1 (lm—H —x)dx.
0 0
e) aus Gl V:
oy 2t . ) )
3 (Em, —1 + Smm) - k' (am—l ' fm——l + o(m-+—1 ' fm) -
m
2f ’ ! ' "
& %m (fna + iy +6kp)
m
3 = Qm’
+ Kk’ (B;n—~1'f1’n~—l + B;n+1 ' f’m) -
m
3P |
—_— - '__“"f’ +2k/)_6a.
km (rn 1 m m m f. Fl,ln

;11 +2)]
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wobei:
%?n 0 et Jto
Q= -6—1m——6E1m -+l
lm
%?n = g\Mgm-dx.
o
f) aus GL VI:

C 3L (M __1+M;n)——3k'm(9]2;n_1+§)’_)}fm)_‘
_3f(0(;n__1'f;n~—1+a;n+1f;n)+61;n(ﬁ,m—f3m—~ho(m)

l 3o Ty + 2K — |
— 6 By fy + B ) 6B (g I K

= Q.

wobei:

k! I 10 e
Qm:6<§}?n'1—:——%;;'ﬁ1—>+6EIclm[< 5 )~< -

Die Losung dieser 6 Gleichungssysteme bietet in der allgemeinen,
theoretisch streng genauen Fassung, nicht unerhebliche Schwierigkeiten.
Um den Rechnungsgang den Bediirfnissen der Praxis entsprechend, zu
erleichtern, empfiehlt es sich, auf Grund gleicher Erwigungen wie bei
den fritheren Untersuchungen, den EinfluB der Achsialkrifte auf die
Forminderungsarbeit zu vernachlassigen und die Voraussetzung zu-
zulassen, daB die Ausdriicke §p,, 4, und py, aus der Rechnung aus-
geschaltet werden diirfen.

Die Grundgleichungen lauten dann:

o M B 2MG (B A ) My Ty

H....K

™ =31 (hoy, + B — B — 31y o + By — Bga):
[ 3 (M, _y + My, 4+ 280 +
m...0, = + 2.%[Mm—1'h;n“1 + O pq Py — o (b By 31
+ Tf; By bipy + B b — By (W + iy + 211
3O,y + My, +26,) F
m...o, = + 3%[%_1'%_1 + o g hpy =g (b A+ hy 2 1)]

6 /
2 By by + B B — By (0 g+ 1))
m
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V) ... Z, =M ok + 2y ey kL) +
+ My g Ky — 3Ky (Fagy + Br) — 3k (e gy + B )

SO+ M —2B —2fa )+

2f
V... = + 9 K (o1 * fq + g - f — o (B +E01 +

+ —k;[ﬁm—l Ay + By B — B (g + )]

[ (M:_, + M, + 2B, —2B, —2hay) —
T

— 6By Ty + By fm — B By + )1 —
— 3t oy fh g oy T~y (B + )]

Aus IT und IIT erhilt man:
L (O — 0,) = 3[4 Br1 — Bm) —hy (@m—@mﬂ)] +
+h [hm—l m—1 o(m) - h;n (O(m —Ont1 )]
oder auch:

VID. .. I, (0, —6y) = 3y, Sy —hy -8y ) +hhy -Hy—hy, ,-Hy 4)

Analog liefern die Gleichungen II, V und VI:
2h [h;n (O(m+1 O(m) m—l (o — %1 N+ Lo k.0
+ f[fm m+1 Oﬁ;n) f;'n—l (a;n — a;n_l )] + B m m m m
\ + 300y Br — Bm) — By B — B+ I l _q,
+ 30y Bgs — Br) — fy B — Byl

‘ h [hl %m+1 am) - h;n—l (am — Xp— N+ f[f;n (l;n-i-l - O"rn) f;n—l ( am—l N+
U308 Brpr — Bn) — et (B — Bl = 200 Ty — (ki 2+ Oy o1y + Q)

oder auch:
Vi) . .20 -1 — (K, - 2 +0m-1;n+Qm):h(h H, —hy -H )+
(G —f G ) 3 Ty —f y  Tg)

Die Gleichungen VII und VIII haben fiir die Praxis besondere Be-
deutung: wird nimlich nur lotrechte Belastung angenommen und der
Temperatureinfluf auBler acht gelassen, so verschwinden die linken
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Glieder dieser Gleichungen, und man gelangt zu den einfachen Be-
ziehungen:

VII2) . 38, +hH =0
VI®) . hh -Hy 4+ 3T, +1G) = 0

Es wird hierdurch der Nachweis erbracht, dafl in jedem Stinder
die Knotenpunkte keine Verschiebungen erfahren, und daf sich die
Tangente an der elastischen Linie des Stdnders, sowohl oberhalb als
unterhalb des unteren Riegels, um den gleichen Winkel dreht.

Die weiteren Entwicklungen werden nun auf Grund dieser Be-
ziehungen durchgefithrt, um den fiir die Praxis in erster Linie maf-
gebenden Einflufl der lotrechten Belastung moglichst einfach verfolgen
zu konnen.

Aus VIII® folgt zunichst:

1 1 hy,
Tm+—3—'f‘Gm = —?'h"?lln— Hm
oder:
1 , 1 hin
B T3 fom = —g R om

Unter der durchaus zutreffenden und zuléssigen Annahme, daB fiir
alle Sténder das Verhaltnis der Querschnitte des Ober- und Unterstinders

das gleiche ist, dafi also die Bedingung If],m—l = %m— = ¢, wobei ¢
m-—1 m
eine konstante GroBe bedeutet, erfillt wird, gilt also die Beziehung:
.1 . 1
IX). .. Bo+5gfo = —gchoay,

Die Gleichungen I, IT und ITI gehen, nach einigen Umformungen,
wenn man, wie im Abschnitt IT, die neuen Funktionen

X, = My —B_

Ym = MI’“ - Bm—i—l
einfithrt, iber in:
I3) .. 6h; (X, — Y,) + 3hhl (o, — o
u

= _6?2‘1;n_1;n(ym_1+2xm)—31;n (@ —hay)

m

)

m

u
m-+1 ' '
7 g Tl @Y + X)) +

m-+1

II2) . . = +6

35 By — Pomy)

Marcus, Rahmen- und Bogentrager. 5
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, m 1 h
) o (Y g+ X +28) = ”21—m—?'”y_(am_1 hp g+
m m
hl 1 h ’ ’ '
+ oty m)+—3_ : ]—r'am(hm—l + by +6-15)
m

Aus III* und IX ergibt sich auch:

T 1 ,
—2%m T 3 hloy g thy g+

, 2
X) ... Y, +-Xph = +“m+l'h;n)+§'f'l;n'°‘;n+
h
\ + 5 O [hiy g By + 215 (o + 3))
Andererseits liefern die Gleichungen I2, TI* und IX:

(Ym-—l + Xm) ];n + Xm ]lln + Ym ]r’n—I—I + (Ym + Xm+1)]1’n+1 =

L RY.,
! m ! ’ ' ! ’
= —6(12 L+ 2 Y +f(lm'“m+]m+1'am+l)+
m-+1

+h (3 + c) (l;n Oy + l;n+1 : O(m+1)

Ersetzen wir die Klammerausdriicke der linken Seite dieser Glei-

chung durch die in Gl. X angegebene (« — «’) Verbindung, so erhalten
wir:

Lll Ru+1
m m+l
XD ... X I +Y,"] m+1=_6<12 Tt )
m m+1
%u u
(1 T+ 1m+1 Tt + hip g0t
m m+1
h ’ f ! ’ ’ 1
+ 3 by Omgs g O T T g ) F

h .

oy g [ Be) —hy l+om - [lm+1(3+c)_hm+l]
Aus den Gl IT* und IX geht folgende Gleichung hervor:

Xy o 6hy — Y 6hy + 1 10) = gy (Y + Xy) +

Rll

+1

+ 31, —hay, )+ 65—

it By TR T

T

Wird in dieser Gleichung (Y, + X, +) durch die entsprechende (o — o)
Verbindung der Gl. X ersetzt, so ergibt sich andererseits:
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RY
’ ' ’ m ,
XI) .. Xy 6hy — Yy (Bhi + 1) = 6 — 1
m-+1
u+1 t
m ’ 1
—2- R . T am+1+ .hhy —
m+1
h , h

— 5 1 D B 0) + 8hy — b ] — by o

Es sei nun zur Abkiirzung:
6h; + 1 = 4;; 6hy +lm+1 =
5. ... 1'“1(3—*—0)——— m—1 = s ( +c)___h;n: S{n
6hy (I + 1)+ Lyl = Ay

gesetzt. Aus den Gleichungen XI und XII werden die Funktionen
X, und Y,, eliminiert. Man erhilt:

u RU
m 1, . m+1 | I '
XIII2) . Xm-sz—ﬁ 12 -lm-Am—G 2 m+1 Ghm
m-+1
%11 N %Il:l-l-l
+2—— l’ -AL+2 i lm+1 Ghm
m m+1
f ’
+ E) (am m + d‘*m+1 m+1 ‘6 hm)
h 1 i r ’
+ 3 (g Pin1"Am + Epyo hm+1 +6hy)
h /I h lf
+ 3 Oy (8 Am + 8hy m+1)
h

+ 5 %y (Sugr*6hy —8hy -1y iy)

+

Lll Ru
XIY) . Y, -4 = —6—2 .1 -6hy, —6-—F.p .
lm 1m+1
S mt1
2l Bhy, 2T
m m+1
f N
+ g (g Ly by o Ty o)
h T
+ ~33_(°(m—1 hp 4-6hy + O(m—l—2'hm+l " Am)
h : 1 ’ ’
+ g oy (5 6y — 8y 1)
h
3

“Onyq (Smpr Am 80y 1)
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Letztere Gleichungen beweisen, dafl es moglich ist, die Werte
X und Y als Funktionen der Werte « und «” auszudriicken. Ersetzen
wir nun in der Gleichung (X) Y, _, und X durch die entsprechenden,
auf Grund der Gleichungen XIIT zu ermittelnden Werte o und o', so
gelangen wir zur folgenden Hauptelastizitdtsgleichung:

hl
m—1 ,
X1v) . . U, = —_am—2'6ﬁ'hm—2
—a (6 Sm—1 8 I;n—l ];n }‘;r'l + Am ) b
m—1 An l;n cdp m—1
f hy
— o -6 I
m—1 L Jm—l m—1
hl + hy A' 1 }\H
o, |6+2c 42t m #(' R —’“—)
m[ 1m Am—] m "‘m
8 (h}n—l T hy, - l{n+1):|
- g T
m—1 m

. f , An—1 Am
+O(m‘rl:2*1m<Jm_l +Z

m m m—1
N .
”‘“m+l'f'6:g'lm+1
g m
m--2 Am m+1
wobei
’ u "
U = 3[ 6 5—1.11 6hm"1 _63’2 1r.’i
= Hi m—1 2 m
" h ?n—l I L= m
6 Rg‘ N /1;“'"1 6 Rg‘ +1 ’ 6 hI’n
- 12 m - 12 m+1 A
m m—1 m +1 m
u hl %u ).: _ 1 A*u
—{—2-&“—'—1'],&1_1-6_]—'&_—14-2]—‘“-11'“ Jm 1 +_'“+_1£)
]m——l m—1 m m—1 lm m
u h!
m
+o2mtl g ———]
[N m+1 4,

Diese Gleichung unterscheidet sich von der Haupt-a-Gleichung
des im vorigen Abschnitt behandelten durchlaufenden Rahmens mit
eingespannten Stindern!) nur durch das Hinzutreten der 3 o’-Werte,

1y Vel. S. 36, GI. IX.
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ganz analog sind auch die Beziehungen zwischen den X, Y-Werten
einerseits und den «-Werten andererseits!); iiberhaupt ist die Ver-
wandtschaft der beiden Systeme, des einfachen Rahmens und des Doppel-
rahmens, in der Gleichartigkeit der Behandlung ohne weiteres zu er-
kennen.

Um die ersten Gleichungen zu erhalten, miissen in den allgemeinen
Gleichungsformen dieSonderwerte Xo = oy = oy’ = Ly = Ry = Fy = 0,

’ ’ 1
200 = 211_‘:)-, = Ty 717 eingefithrt werden. Der Reihe nach er-

gibt sich:
F o, A B,
XHEe) . Yy = 271, -70._5?..11 -
h , A 10'> h it A
LV PR T ) N QUR.  ISURAP VIS NP IR Y RS
t3 1(’ R B R R T e S
u u
—62] 1A —6 22 .1/ -6h/ +2§i1'1"+
1 12
B .,
XIIY) . 4, X, = +2 1, -6h, +

f h
+ 3 (o L' 4" + a1 -6h)) + 3 [t - (s, 47 +
4+ 8h," L") + oty (8y"+ 6 hy” — 8h' 1) + &5+ hy' - 61,7

Lu u %u
—6—-1 6hl’—61—21-11’-21’+21—1-11’-6h1’+
11 1 1
B
Xile) . 4,Y, = +21—2 LA +
f ’ ’ 7 7’ ? ’ h ’
+?(°€1 <17+ 6h + o - 1 ')~1)+§‘[0€1(51'6h1 -
—8hy' L)+ ata (s’ 4"+ 8h/ 1) + otz hy' - 4]
' 3 Llll , /;// R,u ) '{o’ R,‘21 hx’
XIV"“) Ui~~h—[-—6—12—‘11' Al 6—1?"11'-1—'61—3‘12'6 Al +
Bh AW 1A B h,’
2__. ! 0 e ke S 2 ’ —
+ W\ g+t T2 8
h +h /‘\/ A” h/ 1 l
6+ 2 Y AL ! . Ny 1o ,
[ [+ c+ 1 <31 AO+31 A,) 8( ; + h, A;

P8 A A
= a2 (5 )] -
1

(68 —8L" A s by ) ,
[—%“( P nE ) BELLE S SRl

1) Vgl S. 35 und 36, GI. VII[? und VIIIb,
8
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6s, —81,’ L - 4" + d f h,’
XIvVpy) . U, = —oa, b/ L L z 2 ) e Lo
) - UL o hy < I, R ) ) w6
- h1/+h2' , /:1/ /12” , 11’ he'..
+a2[6+2c+—12, —(sz —J1+82-J2>—8<h1-_11+

f :I :!/
'I'Oﬁz"r[z’_]z’(i,—l-f‘lj )J—
1 2

__aah2,(6sa’—813’ P ARVAR h,’

£ h
— . '- —_— ’..__- U
1, L4 ) % hy' -6~ —ou’s 4m - 176

Ganz analog sind die letzten Gleichungen gebildet: ihre Sonder-
werte sind

/‘VI 17 N
R _ N u . ,, m _ n+l1 1
an+l - o{n-}-l - Yn - Rn+1 - %;1[+1 =0, N - q ~ 6h’ T .
n n n

n

Es bleibt uns jetzt nur, den Beweis zu erbringen, dafl es moglich ist,
ein zweites o, o'-Gleichungssystem zu bilden.
Die Gleichung V lautete:
K O, + My, — 2B —2fa) =
0

Y L ' v :
—2 'TL m T (fm—l + ) (B =
m

m

, 2 , , ) 2 ,
- [fm—l <Bm—1 - 3 £ am—l) + fm (ﬁm 1t ?f TS 1>]

o)t
-
E
S
S———

Fithren wir in die Gleichung IV

Wy (i + K 12) =

LO RO i

m , m , , ! ’

—6 IT'kn1+ 2 k41 +km(ﬁm+ frop) +
m m+1

+ g1 B 1 ) —
- [k’m (9R1,n—1 + SJR,m —2 ﬁ1'11 —2f- 0L,m) + k;n-}-l (m’m + 2 ;n+1 -
—2 B;n+1 — 2oy
statt der durch die eckige Klammer abgesonderten Glieder die ent-

sprechenden, durch die letzte Gleichung V definierten «’, #’-Verbin-
dungen ein, so erhalten wir:
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S'm;n (k;n + k;n+1) =

0 I{'OJ_l %0 +1,
1 ’ , m '
—6 1— ki + 12“‘ kg +2<] iy kinyi )+
m m+1 m m+1

’ ’ ’ 1 ’
+ fm—1<@m—1+?. O 1)+fm+1 (Bm+2+§_'f'am+2)+

’ ’ 4 1 ' ’ ’
+ (ky — 1y —1)(Bm + 5t “m> + kyy1—Fni) <Bm+1 +5t °‘m+1>
1 r ’ ! r ’ 1 ’ !
Tyl g fg Fogy @k —f ) oy Ky —fg) +
+ %o fnpal
Beachten wir nun, daff nach Gl. IX

’ 1 ' 1
Bm+~3~-f~am=——§--ch-am

ist, und setzen wir zur Abkiirzung

so ecrgibt sich auch:
XVoo oo, Gy 4+ k) =
LO RO %O
m ,, m+1 ’ m+1 K
—6(72*"'km+—12— m+1)+2< +- +1)+
m m+1 T m+1
f ’ ’ 7 ’
+ ) (ko + kg )

1 .
— 5 ch [fm—l Pm—y t+ ki —fy) P + (km+1

— 1) 9y + f g Prnal
und statt obiger Gleichung V:
XVL ..k (R, + W) =
o

, 1 ’ r ' ’
—lin‘ kp, + ?c}l[fm——l 1~ Pm (B 1+ 2k5) + 0 01441
m

2 ! ’
+ R £rap, ky
Ersetzen wir jetzt in letzterer Formel die Werte I’ durch die zu-

gehorigen, aus Gl. XV zu bestimmenden o', ¢-Funktionen, so ge-
langen wir zu einem zweiten Hauptgleichungssystem:
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XVIL . . V=@, o-f ox +
’ ’ ’ f ! ’
Ol — o) + £ ()] — ch I

ki (2 — 7 — ) fo g (L4 ) + 1 (1 + 2 ]+
f ’ !
+ E.am.kmmhzm—p_m)
’ 7 ’ f ’ 1
+<Pm+1 (2 (km+1 - fm+1) + 0 (I + 7)1 — oh %mi1’ km«{-l *Pm

T Pmte” f;rx+1 ™
wobei:
L ki

% = — = s+ x =1
m kxln—l + km m klm + kxln+1 m m+1

3 - Lo , Ry, , Lo , R?n+1
Vm = J[_GZn)(lz 'km——-l + l—2_'km —»6/}m 1T'km+ 2 ' km—i—l

m m+1

m—1 B S
+ 2 ] 'k;n—l'zm+21_'k£n(1+zm+/"m)+2 1 'k;n+1"”‘m
m—1 m +1

Um die ersten Elastizitdtsgleichungen zu finden, mufl man die
Sonderwerte oy = ¢, = oy = My = %, = 0 beachten. Es ergibt
sich dann:

’ ’ f ’ ’

- cpl[kl (2—py) + fé) (1+p) +1/] +E'°(1 k(2 —pm) +
XVIIs) .V, = ;
+ @, (k' — 1)) + £,]— oh o/ ke A+ @yt ey =

3 [ L., B &, 3
:E—hl~6,111<]%~-k1 +I§-—-k2' +2-T-k1 (l—l—/f,l)—}—2T2--k2 s

Ganz analog sind auch die letzten Gleichungen mit den Sonder-
werten

b1 =01 = @y = My = =0

Auf Grund der Hauptelastizitdtsgleichungen XIV und XVII la6t
sich die ganze Untersuchung wie folgt durchfithren. Man betrachte zu-
néchst die o'-Werte als gegebene Groflen und lose die Elastizitéits-
gleichungen XIV und XVII auf. Man erhilt die «-Werte als Funktionen
der Belastung P und der Werte «’, und zwar in der Form:

einerseits

o =F (Pa/, 00,005 - - o)
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und andererseits
Uy =@ T % . % cog, = F(Poays o o oo e o)

Durch Gleichsetzen der beiden Ausdriicke fiir «, bildet man ein
Gleichungssystem, welches nur die o’-Gruppe enthélt, und aus welchem
alle Werte o’ ermittelt werden konnen: hierdurch ist die Aufgabe
gelost.

Bevor wir in einem Beispiel die Anwendung dieses Verfahrens vor-
fithren, mochten wir bemerken, daf trotz der langen Entwicklungen,
welche zur Ableitung der Elastizititsgleichungssysteme erforderlich
waren, die Endergebnisse in Anbetracht der hohen statischen Unbe-
stimmtheit als verhaltnismdfiig sehr einfach bezeichnet werden diirfen.
Die Gleichungssysteme XIV und XVII haben dieselbe Gliederung wie
die «-Gleichungssysteme der vorhin behandelten Rahmensysteme und
weisen auch alle Vorziige der Clapeyronschen Gleichungen auf. Sowohl
die Koeffizienten der statisch unbestimmten Groflen als die Belastungs-
glieder lassen sich sehr rasch ermitteln, und die Aufl6sung der Glei-
chungen ist sehr leicht durchzufithren. Diese Vorteile diirfen vielleicht
die ZweckmaBigkeit der mithsamen und langwierigen Ableitung der
Elastizitatsgleichungen geniigend erweisen.

§ 2. Beispiel.
Der in Abb. 34 dargestellte Doppelrahmen hat 4 gleiche Felder

mit gleich beschaffenen Stéandern und Riegeln. Gesucht sind die durch
eine gleichmifige Belastung g t/m erzeugten Biegungsmomente.

g
L T TR T

4

000000 000 B ),

. r ., r ., r , 7

Abb. 34.

Es seien allgemein
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Dic Bedingunsgleichungen lauten, wenn man beachtet, da in-
folge der Symmetrie

’
o =0y % = ot @ = Py

o = 0Ly, O = &ty P, = @4

werden miissen,
a) nach Gleichungssystem XIV:

B 2h’ WA Ll [6(8 +)—8Y 1
Um0+ 20+ v (G ) e (G )| e [

i , YAV , £ 6N
+Jn]+°“ T[2'1<_1 +J>] w' e Uy

_3 Lo,y R xR ew S (AL A‘l'~’>

*F[_ﬁﬁl Al e el s s R W O AL G
%}2 , 6
+2==-1 1

[6s—81 2" 4+d, 6N oW (A z.;’)
'—Oﬁlh[ + l'dz + + oy 6+2C+ G 8 Jl_\— Je

4
_ewr (L 1\_(68—=8T f_'.l'iji]
UQ: 8h1<~'1 +J2 < ‘-12 h h '
f 6n  ,f A

[l [l . I A e T AZ’
—o g g +°‘Eh[2 l(Jlﬂa

)“2" R‘Zl ’ Ri": ’
. — = . —- —6—-1.
12 4, I J, 12

v,

B\ & 8h
“n T,
g, I

J_
2 2 ,
+2-E 1’( + 5 ! Aj)+ %3 1 Gh}

b) nach Gleichungssystem XVII:

’ f ’ ’ f ’
[Vl:—({Jl[k'(2—,u.)—}—f’(2+p_)]—*—cp2 (f’+lu-k’)+oc1-E-k(Z—‘u)——o&z-—c—h-kﬂ
3 Lo, R b B ]
2| e, L. 2K _’ 2—~k
l ch[ 6,1(12 kK + P K| +2 K(I4+p)+
’Cpl[/ —f’)+f’1+2/1)]—cp2[k' (2—x—p) + 2+ 2+ p)—p(k —1)—£ (14 )]
\Y
f
T l%Eoc B h v K (2—2p—%)
3 Ltl) ’ Rg ’ LO ! RO ’ %1 ’
:c_h[—‘e)((‘l?——'k +-1—2'k -——6/] k + 12 k +2——
+2%2 k(1 + 2+ u)—§—2~%i k'-‘u}

In diesen Gleichungen setzen wir:
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¥ BN AT =Tl s— =3I +o—N =51
____1 _ _ Vv ’ Y 2. lo’__AO,*_I V__]__
p=r=gn A= de = VRN AT = B81 n =20 = g T T
1-1
L= 19 =LU— LY =R} =RY =R} =R} —=RY =R} = g5
18
B =By =B - - = =gy
Nach einer kurzen Ausrechnung ergibt sich:
524 o, — 2020, = 39 g1 — 120 at,” + 42 oty
— 3o, + 400, = 6o, — 6a
—219,+ 8¢,= 3gl— 9 + 3’
11, — 14¢, = 3o, — 3a,.
Die Auflosung dieses Gleichungssystems liefert:
1. ..., 14092, = 1560g1—3588c,” + 468 oy
2 .. ..140024, — 1326g]1— 9360, — 1716 &’
3. ... 206:91 =—42gl+ 102q — 180
4 .. .. 2069, = —33gl+ 6o/ + 300
Da
3.
oy = @ + 3" 0y
3.
Ay = ?2 + ‘é‘ (e 3
so gehen die Gleichungen 3 und 4 tber in:
8a....206q = —42gl+411a’ — 18a)
4a. .. .2060, = —33gl+ 360, + 3390
Aus 1 und 32 bzw. aus 2 und 4? erhilt man:
o, = 0,1108g1— 0,255 ;" + 0,0325 oy’ = — 0,204 g 1+ 1,995 a,” — 0,0875 ot’
o, = 0,0941 g 1— 0,0655 o’ — 0,12180’ = — 0,1604 g 1 + 0,1748, + 1,6452 1,

Durch Auflosung dieser Gleichungen findet man:

o = +0,146gl; o = +0124g); oy = +0,077gl & = +0,0691 gl
g g

Mithin:

Hy =0, = +0077gl; H = e — o, = —0,0079g1; H, o — oy = 0.
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B/ = —é‘h (ocl' +§.al> — —0,03299g 1%
8/ — "‘é'h (a; +%.a2> — —0,02833¢g I2.

Ferner ergibt sich:
a) nach den Gl. XIII:

Y, = X, = +001275g1
Y, = X, = —0,0219 ,,
Y, = X, = — 002315 ,,
Y, = X, = —00191 ,,
b) nach Gl. XV:
M = My = —0,05825 g 12
M, = —0,0455 ,,
S, — ~é-hHo = —0,0128g1
1
S, = _§'hHl = 4+ 0,0013 ,,

" T B iS4 x|
sy ik
N N Ef {'E
Z \ m x ) xem N xem
F iz o " & ﬂ’_‘_f"_'_ﬁr

Vi
b2/ g
FET
—

Abb. 35.

In den Hauptquerschnitten (vgl. Abb. 35) entstehen folgende
Biegungsmomente:

Querschnitt I M= —8, = + 0,0128 gl*
» I »w = — (Sg + oy h) = —0,02575 ,,
. ur o, = +8/ = —0,03299 ,,
s IV =B — (8 +aoh) = —0,05875 ,,



Querschnitt V

, VI

. VIiI

. VIII
- IX

. X

. XI

o XII

. XIIT
- X1V
. XV

. XVI
» XVII
" XVIII
" XIX
' XX

. XX1

I

§ 2. Beispiel.

— B, —B) + (o’ — o))

=B, —B,) + f () — )]

— @, + a6
—8,

—(8; + H,; h)
X, +(‘31’—a1h
Y, +B, —ah
B, —B/

My — oy f— B
M — o B
—8,

— Sy + Hyh)
X, + B, —oh
Y, +B, —ah
B, —8,

My — o £ —B
M, —oy - £—PB

’

1

4
2

’

2

’
3

— 0,04
= —-0,0125
+ 0,0027
— 0,09339
— 0,08603
+ 0,00466
= +0,00633
—0,00826
= —0,09192
= 0

= 0

= —0,08198
= —0,08198
= 0

= 0

= —0,07917
= —0,07917

It

i

I

I

i

gl

ER]

3

77

Diese Zahlen zeigen, dafi beim Doppelrahmen eine gleichmiBigere
Verteilung der Spannungen als bei dem einfachen eingespannten Rahmen
erzielt werden kann.
dal der Zusammenhang zweier einfacher Rahmensysteme eine be-
sonders starke Entlastung der unteren Stinder und der mittleren Quer-
schnitte des gemeinsamen Riegels bewirkt: die Hauptspannungen
konzentrieren sich an den AnschluBstellen der beiden Systeme. Beim
Oberrahmen wird durch diesen Zusammenhang der EinfluB der elasti-
schen Nachgiebigkeit der Stiitzung zum Teil bedeutend aufgehoben.

Andere Untersuchungen haben noch erwiesen,



Zweiter Teil.
Durchlaufende Bogentriger.

I. Abschnitt.

Bogentriger mit elastisch dreh-, senk- und
verschiebbaren Stiitzpunkten.

§ 1. Entwicklung der Grundgleichungen.

Der in Abb. 36 dargestellte Stabzug besteht aus mehreren bogen-
formigen Trigern, welche an den Kémpfern starr miteinander ver-
bunden sind und eine gemeinsame duflere Stiutzung aufweisen.

Abb. 36.

Der Widerstand der Stiitzung ist durch die drei Kraftgrolen, den
lotrechten Stiitzendruck C,, den wagerechten Schub H,, und das Ein-
spannungsmoment S, definiert.

Als Hauptsystem fithren wir fir jedes Feld einen Stabzug ik i’
(Abb. 37) in der Form einer statisch bestimmten Bogentrigers mit
einem festen und einem wagerecht beweglichen Lager ein und be-
zeichnen die Spannweite und die Pfeilhohe mit 1, und f,, die Auflager-
driicke mit A, und B, die Axialkrifte und Biegungsmomente mit
Nom und Mg,

Die folgenden Entwicklungen setzen nur lotrechte Belastung
voraus: ihre Ergebnisse lassen sich aber, bei sinngeméBer Anwendung
der Grundgleichungen, auch auf wagerechte Krafte erweitern.
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Wie in den vorigen Abschnitten, bilden wir aus den Stitzenwider-
standen die 3 bekannten Gruppen von Funktionen:

R

Abb. 37.

1. Gruppe A mit n Gliedern.
M, = Cl,—3Pe,
= G+ 1)+ Cl—Pe,
My = Co(+L+L)+C(L+1)+Cl,—IPe,
M, =Ch+L+h+.. . +1))+CL+L+. +1)+
FC M+ Lty +e .+ Cy L —SPe

=
|

Unter X P e, ist hierbei das statische Moment der links vom Punkte m
befindlichen Lasten P in bezug auf denselben verstanden.

2. Gruppe B mit n Gliedern.

oy = Ho+H, +H, + ...+ H .

3. Gruppe C mit n Gliedern.
B, =5,
B, =S +8,
B, = So+8, +8,

pm = SO+SI+S.3+SS+-~'+SIH—1'
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Den n Feldern entsprechen insgesamt 3 n Funktionen. Zwischen
den Werten M’, «, B und den Stiitzenwiderstinden bestehen, wenn
Com = Ap 41+ By gesetzt wird, die bekannten Beziehungen:

Ml
Co = Coo+ 11
1
¢ = Cpp—wy ol | M
L1, L
M/ , (bt+L) MY
02 - 002+ 12 _M2 12'13 +_l;—
A, ... C = C + '—1_M§n(1m+1m+1)+M;m+1
m Om lm 1m'lm-l—l 1m-H
C I + M;l-—2 o Mn 1 (ln——l + ]n) M;l
n—1 on—1 ln—-—l ln—-l ln ln
Mr ___Mr
n—1 n
Cn - COn ln
Hy, = o
H = o —o
B. Hz = 0z — Az
H, %pt1 — %m
Sy = ﬁl
5, pz - Bl
C. —
S, = B —B,

Die Gleichgewichtsbedingung, dal die Summe der dulleren wage-
rechten Krafte = 0 sein soll, ist in der Gleichung

o, + H, =0

ausgesprochen. Die Gleichgewichtsbedingung, dafl die Summe der
duBeren lotrechten Krifte = 0 sein soll, ist durch das Gleichungs-
system A an sich erfillt. SchlieBlich ergibt sich aus der Gleichgewichts-
bedingung, daB das statische Moment aller duBeren Krifte in bezug
auf den letzten Stitzpunkt = 0 sein sein soll,

M —B, —8, =0
oder

Sn = M,n - Bﬂ'
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Hierbei ist vorausgesetzt, dafl alle Stiitzpunkte in einer Wage-
rechten liegen.

Man erkennt, da8 die Gleichungssysteme A, B, und Cin Verbindung
mit den #uBeren Gleichgewichtsbedingungen zur Ermittlung der
3 (n 4+ 1) Stitzenwiderstinde gentigen.

Setzen wir

M;n—Bm = X,

MI’n - Bm+1 =Y

m

S, = Em+1—@m = )(m_Ym’

s0 erhalten wir auch

Y, ,—X, Y,—X

m m+1

Cn = Com T

1m ]m +1

Abb. 38.

Die Gleichungen der Biegungsmomente M und der Axialkrifte N
lauten, mit den aus der Abb. 38 crsichtlichen Bezeichnungen:

X —Y, 4
1.... .. ‘Mm=M0m+Ym—1+—m—]—m——_am'y
m
(Y — X
2...... le: NOm—am-cos¢+~J“—}——B—sin¢.
m

Dic 3 Gruppen von Funktionen X Y und «, welche die eindeutige
Teststellung aller duBeren und inneren Krifte ermoglichen, werden als

statisch unbestimmte GroBen gewihlt und auf Grund dreier Gleichungs-
systeme in der Form:

2A.
n.... X i

0X, X,

Marcus, Rahmen- und Bogentriiger. 6
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0A,
R
m m

QA,

my ... %
8o(m 3<xm

ermittelt; hierbei bedeuten wie friither!) A die Arbeit der duBeren und
A; die Arbeit der inneren Krifte.

Um den Wert U zu errechnen, nehmen wir an, dafl die Bewegung
des m™0 Stiitzpunktes aus einer Senkung 5, einer wagerechten,
nach links gerichteten Verschiebung v, und einer in der Richtung

des Uhrzeigers crfolgenden Drehung o besteht
/  (Abb. 39). Es ist dann

A = —2(Cp+ 0 + Hyy * 7y + Sy -

Die Verschiebungskomponenten werden selbst
in einen, von der Belastung unabhéngigen Wert
dym bzw. g, bzw. py, und einen, den Auf-
lagerwiderstinden unmittelbar proportionalen Wert
3y bzw. vy und vy bzw. op und p, zerlegt,
und zwar derartig, dafBl die Bedingungen

me = O‘Om+cm'évm’
Tm = %om T Hu 7m + Sp 7o

Pm = Pom T Hp rm + Sn

—— Py —>

Abb, 39,

erfilllt werden: die Koeffizienten stellen im Sinne der fritheren Er-
liuterungen das ElastizititsmaB der Stiitzung dar.
Um die in der Gleichung

Mz ds .. ds 4t
A 2(2EI +SN2EF+§etoNds+S~*a— Mds

e

enthaltenen Integrationen vollziehen zu konnen, miissen wir einiges
iiber die Gleichung der Bogenachse und der Querschnittsverdnderlichkeit
vorausschicken.

Da die kommenden Entwicklungen das Ziel verfolgen, die Bezie-
hungen zwischen denstatisch unbestimmten GroBen in typischen, rekursiv
gestalteten Elastizititsgleichungen zum Ausdruck zu bringen, so miissen
wir voraussetzen, daB in allen Offnungen die Trigermittellinien verwandte
Kurven sind. Wir werden nun annehmen, daf} alle Bogen sich nach
einer einfachen Parabel wolben: die Wahl dieser Grundform ist be-
sonders zweckmiBig, nicht nur weil sie die leichteste rechnerische

Vgl. 8. 5.
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Durchfithrung der Untersuchung ermoglicht, sondern auch weil sie
zu Formeln fithrt, welche mit geniigender Genauigkeit fiir andere ver-
wandte Formen, wie z. B. flachgekriimmte Kreisbogen, ihre Giiltigkeit
behalten.

Die Gleichung der Bogenachse der mb® Offnung moge also
lauten:

3.....y = m-x(lm——x).

Das Querschnittsverdnderlichkeitsgesetz wird durch die Gleichung:
1

m X2

- [ (2—>]

© —_— —_
4.....m-—pm1 5

m

definiert; hierbei bedeuten I, ein beliebiges zum Vergleich dienendes
Triigheitsmoment und I, das Trigheitsmoment an der Stelle x. Um
die Werte u, und b, niher zu bestimmen, miissen das Trégheits-
moment I, des Scheitelquerschnittes sowie das Triigheitsmoment
cos @y . I, des Kémpferquerschnittes bekannt sein. Es ist dann fir

b 1 L i I
x =0, baw. x =l cos - L - cos ¢y - I = 1= 412
m
und fir
.- In I, _ I, .
27 cose- I I,, '™
Mithin
2
b2 = _IEL 1
m 4 Ism
- cos g - I

Statt Gl. 4 kann auch geschrieben werden:

I 2

c X
= cm—*_km.x—l "k

m

4a, .

cosgp- I

wobel

c:__Ic—k:4I01_ sm R
m cosg, - L7 m I cos ¢ - I Ln

m sm
Sehr hiufig wird die lotrechte Querschnittshohe der Bedingung

L

m = ¢, geniigend entsprechen, es ist dann allgemein I, =

O*
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I,.cos¢ = I;.cos ¢ = I, und daher auch:
I I
¢ = —°.

R T A

I, stellt den durchschnittlichen Wert der Trégheitsmomente des
mten Feldes dar.

Wir gehen nun zur Entwicklung der 3 Hauptelastizitidtsgleichungen
iber.
04,
0X

Der partielle Belastungszustand X, = 4 I ist in Abb. 40 dar-
gestellt. Es entstehen 3 Stitzenwiderstinde:

1 1
Cpqy = +~E;,c = 8 = +1

3
1. Entwicklung der Gleichung 8)?

m 1

7 .

|
it

--{M"

i
|
|

e = — <0 O —p
oX,, I m 1 m T m
1, o T ¢ " G ) —
T ("Om—l_"Om)‘]—( om—1" “m—1 — Yom’ ‘m) — Pfom
m m
’)r_ o _.1+')V
b | e ey x—
5. . . aXm = m—1 " 'm m
(;V
lm-}—l Xm+1)—
_pm(Xm_Ym)_p;I’l (‘xm-{-l‘am)

Andererseits liefert der Ausdruck
1

A (M oM At M (N oN 5 oN
—— —— ——d ety —=—<—ds,
X, CJETox, ¢t ) Ta owx, BT )EFex, © T )X,

0 0 0 0
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wenn der an sich ganz unwesentliche Beitrag der Axialkréfte vernach-
oM X

lassigt wird, und wenn beachtet wird, daf3 = — ist:
X, Im
lm lm
24 _Y_M*" dx 1 st (xdx
8X, 1, JEI = cose 1, ~ d Jcose
0
Setzen wir:

1 B
’m 1—% b2 = um’
m

(M L L
. X = N
) 0m I cos g m
0
lm
e xdx . . ﬁ, .
und nehmen wir fiir einen Mittelwert , 80 erhaltenwir:
cos ¢ 2cos o
2 A,
6EIc X =6 T~+Ym—1 ]m um+X1n(n1um+sm) 2am'fm']
m m
At ]m
+ 3B g
Da
2A, a9
i o
6El 55 = 0ELgx—

so gelangen wir durch Zusammenfassung der Gleichungen 5 und 6
zur ersten Hauptgleichung:

6EL, o, (Xm —Y)+ 6E Ic Pm (‘merl — o) +
+ o Yo — Xy y)—

Ia. . .
a _1-1m~1+a .1 1
'_ = ] = Yy —Xp) + 2y (Ym*Xm—H)
'm
=K;n_Ym——l']m'um—_Xm(]m'um_“Sm)+2am'fm']m'um

wobei
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6EL. 0,
a = —,
n L lna
L t 1
K, = —6-" __3.g1.2%._m™ _6gT —
m 1, ¢ d  cosgp ¢ fom

Abb. 41.

Man kann sich leicht tiberzeugen, daf3, wenn eine Last P im Ab-
stande z bzw. z’ vom linken bzw. vom rechten Stiitzpunkt angreift
(Abb. 41), die Biegungsmomente M, der Gleichung

MOm = %?—-x, fir x <z
m
bzw.
M Pz ] fi ,
om = t(m—X), iir (L, —x) <<z

geniigen, und daB aus dieser Gleichung, in Verbindung mit der Gl. 4a,
die Beziehung
L _ Pz-7

... 6 =
Ly 1012

{ 10c, -1 (1, +2) +
12
-{——bTm[21:‘n+ 724 + 7.7 (2lil+4zlm 4 z“)]}
m
abgeleitet werden kann.

Bei einer totalen, gleichmiBigen Belastung g ergibt sich analog:

g
Myn = T-x(l

—

L 3
m oy B,
8. P 6—1;— = g 4 um.
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. . U 9 A
2. Entwicklung der Gleichung Y " oY

Der partielle Belastungszustand Y, = - 1 ist in Abb. 42 dar-
gestellt. Auf Grund é&hnlicher Ausfiihrungen wie vorhin wird die

folgende Hauptgleichung gewonnen:

Abb. 42.

6EIc~/z;n(Xm-—Ym)+6EIc-p;;l(ozm+1~ocm)+

a_ -l 4+ a .1

IIa. \+&m (Y, —X,) — m’ ‘m , m+1
m-+1

m-+2 (Ym——Xm—{-l) +

Fag 1 Yy —Xnto)

= =Ko+ Yo v+ 8 + X T Y —
20yt Iy U
wobel
R " 1
e mtl _goprp. At . Wt L emy, 4
” lm+1 ¢ d cos Pm+1 ¢”om
Ky, =
v 6ET,
\ T = [Pm + Com” %m) — Gome1 + Comar” Fmi)db
m

I
I

R = \M ¢
1 0 1
m+ 5 m-+ I, cosg
0

(41— %) dx.

Fiir eine Einzellast P, mit den Abstinden z und z’, (Abb. 41), ist:

Rm+ Pz-z
9. ... 6 LI J10c o1 . +7) +
1 41 10'11211 L m--1 ‘m--1 lm+1

/" ’ 7
+ Rl R+ 2+ @R, +4l,,-2 +Z2)]}

9
v

m--1
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Fir eine gleichmaflige Belastung g:

R B
m+1 m-+1
0. . . 6 =g

. o). | dA;
3. Entwicklung der Gleichung . = 92

m

Der partielle Belastungszustand o, = I ist in Abb. 43 dargestellt.
Die Auflagerwiderstdnde sind H,_;, = I, H, = — L

>

Abb. 43,

Daher ergibt sich:

o

bam

—_— — —_— — ! —
- Tm—1 + Tm = Tm—1 ((xm o(m—l) +

11.

+ I (O(m—H— o(m) ~lom—1 T Tom

— I X1 — Yy 1) + 7 Xy —Yg)

Andererseits liefert der Ausdruck

24, M M At oM N N & oN
! - e
o, jﬁwm'd”}T'a—a,;'d”f—ET'“ﬁ st b,
wenn man die sehr gut brauchbare Annahme
2a,. . Np = —op
oM ON
zuliBt und beachtet, daff —— = —v, = — 1 werden,
8am v 81!11
lm 111’1 11)'] ‘m
04, M dx At dx dx dx
22— \EL Y - y T oy )
am EI, cos ¢ d )7 eose . Fcos¢e ) cose
0 0 0

Fir die 3 letzten Integrale empfiehlt es sich, die Néahe-

rungswerte

ds,
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lIl]

g’ ydx

cos ¢
L

( dx
Jcos g

0

cos ¢,

89

einzufithren: es sind dann cos g, und F, aus den Mittelwerten dos

mten Feldes zu wiahlen.
Setzen wir noch

so erhalten wir:

A,

4
2
+ oy [fm Ll 105 <14 -

U A;
Da EIca—x;,— = EICE}j’

1=,

m

m

+E I0(7/1;1~—1 + 7/1,11):'

I
M o ydx =& ,
(‘ Om Ixcosg, m

=1

fm : m ]m

m (Ym—~1 + Xm) -

cos ¢ ° cos e,

2
A D S
2 b‘fn K -coson

m 143 1"
Yy + X)) 3’ T U g (Yo — X)) — 7y (Y — X))

f —E I, (am—l *m—1 T X1’ Tm) +

4 1 l‘fn
2
+ « [f .]nl.‘,llnl_~(14__2_._2_)+

m

so gelangen wir durch Zusammen-

fassung der Gleichungen 11 und 12 zur letzten Hauptgleichung:

.|_
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wobei

1 2 At
@m =—€,—EI, (om—Tom—1) —<EL - cosn; (tO +'§' 4 'fm>
m

Es ist schlieflich leicht nachzuweisen, daB fiir eine Einzellast P,
mit den Abstinden z und z’, (Abb. 41), die Beziehung

Pz.z'-f
13.. . @m=T2m—{5cm(l,2n+z-z b;n[]m—i—z z(12+2z z)]‘
m m
gilt, und analog fiir ‘eine totale, gleichmiBige Belastung g:
£ 13 ; B
m m m
PSSR iy P 1)

m

Die Gleichungen I?, IT* und ITI? sind je n-mal aufzustellen, um
alle Elastizitdtsbedingungen auszudriicken, welche das Trégergebilde
charakterisieren: ihre Auflosung liefert alle Werte X, Y und o.

Es dirfte vielleicht von Interesse sein, auf einige Beziehungen
hinzuweisen, welche sich aus den Hauptgleichungen ableiten lassen,
sobald man die Koeffizienten a,, n, und g, aus der Rechnung aus-
schaltet. Diese Vernachldssigung beeintrachtigt, bei den iiblichen
Stutzungsarten der Bogentréger, die Ergebnisse der Untersuchung so
wenig, dal sie wohl angesichts der bedeutenden Vereinfachungen,
welche sie zu erzielen gestattet, als durchaus zuldssig angesehen werden
darf. Die Gleichungen I2, II® und III* gehen iiber in:

) ... 6EL o (X, —Y,) =K, —Y, o oloeu, —X (Lug +s)+
+ 20 f -1 -u

m "m ‘m m

ey .. 6EL -pp (X, —Y,) = —Kj o+ Y Uy 800 +
+ X1 I Om1 — 2% g1 Ty I " Ymga
0, 3EI
(Vg + X Iy iy = B (o Ty + O ) +
m m

4 1 31,1,
Fom [fm m“m—ﬁ( *)*m+

3EI,
+ i (I—1 T )
m

Aus IP und IIP ergibt sich auch, wenn

m T Bt = Ky
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gesetzt wird:
Yopog Ity + X O+ 8p) + Vo (gt vy g + Sman) T Xt It U =

1

= Ky + 2oy, o o Ly ey + 2“mﬁ-l'fm-i—l' m+1" %m +1

oder in anderer Form:
v) .. Xm-sm +Ym-sm+1 = Km +2ocm-fm~lm-um —f~2ocm_|_1-fm_‘_1 -]m_H-um_'_1
=l vy (Y + X)) v (Y + .Yl
In letzterer Gleichung ersetzen wir die Klammerausdriicke durch

die entsprechenden o-Verbindungen, welche die rechte Seite der
Gleichung IITP bilden, und erhalten:

% 2]
m m+1
V) Xy + Yy s = Km—3(f—mﬂ+ m+1 -
m—1 “m+1
o, 4y .
m—1 fm m+ 2 fm+1
T _++T T
+am<e$n e m+f“‘>
m m+1
T 4T T
2 m m+1 m
+°‘m+1(em+1 : + ),
m+1 m
wobei
Ty = 3EIG-771’n
2 2 “m 1 I?n 3 Ic
er = 2fm']m-um 1—§.._—_ 14.—~2..T — 5 _
Un b, foou F o ocose

Andererseits liefert die Gleichung IIP
6EL -ppy Xy —Yo)— Y, - Smy1 = —Knpi—

f Lnpr Umgr T lngg Uy (Y + Xpi )

=20y m+1°

wenn man den Klammerausdruck der rechten Seite durch eine ent-
sprechende, aus Gl. ITIP zu bestimmende a-Verbindung ersetzt:

VD) .. 6ET -pp X~ Y, (sy; +6EL -pp) = —KI )+
0 . + T
m+1 2 m m+1
+3_—_am+1 ®m+1 £ )
m+1 m+1

%m " Tm + O(m+2 "Tm+1

fm+1
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Aus den Gleichungen V und VI ergibt sich, wenn zur Abkiirzung

gesetzt wird:

)
s K" 1 +1
Vie) . Xy = Ky A — m+1'sm+1_3<fm"‘m+ fm A

—1 ., T " A "
Ty gt I? 'Am+°‘m[frn m+r?n'lm]+
m+1

Tm " 4m 9 , “m+1
+ %mt1 ( £ + i1 m + oy f ' }'m

m m+1

o
R " m m+1 .,
VIb) L L Y = Km-/.m+Km+1-sm~3<Tm—-zm +_§;'_'/‘m>

bl

“m—1 ™m Am 92
toy gt i '}‘m+“m(—f—~+rm'}‘m)+

m m+1

3
Alll

m " *m 2 , . .
F; t Tyt Ax’n) + Upp 2 Tt F;
m

-
T

+ Ut
m+ 041

Diese Gleichungen zeigen uns, daB es moglich ist, die Werte X und
Y,, als Funktionen der Werte o auszudriicken. Es ist nun leicht, ein
homogenes «-Gleichungssystem zu finden.

Ersetzen wir in der Gleichung IIIP

3@m 1

Y. 4+X = — (g1 Tme1 T %mt1 Tm)
m—1 m fm']m'um fm‘]m'um m—1 ‘m m+ m

- 2 T +T
4 iy 1 ]m) 31, ,m—l_m_]
+0Cm [_'h'/}‘m<14——?.__ + f «u Fm'cossom + fm.]m.um

35 u, bfn, m Um*

Y, _; und X, durch die zugehorigen, in den Gleichungen VII an-
gegebenen ~«-Verbindungen, so gelangen wir zur folgenden Haupt-

gleichung:
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2

Tm—2 " “m—1 Tm+1'1m
VI . . Z_ = —o  .-R2 Mol
m m—2 fm——l"lm——l +2 fm+1'Am
A T A T
2 m—1 m—1 2 m m
— 0y, 1 (Th 1 + /| —« r —
m 1<m 1 Jm—l fm'vm> m+1(m+1 Am fm'vm

+ o &, .f_m 14__i. lfn o+ 31,
m |35 " /m u, 2 p2 fouy - Fp-coseop

m
2 2
®m “m—1 m—1 Tm m *m
T —\1 A Swey g | B
m Ym m—1 “m—1 Vm m+1"“m
wobei :
1 Am— 1 an
=2t T
Vm m—1 m " Ym ‘jm
Z 1 ’ i 31 1 ’ " KH A
m = 4 (Km—lllm—l'*_Km"(m—l) + 7 (K A + m+1" m)
m—1 m
-3 <0m—1 . Am——l + @m + 0m+1 . )‘m
fm—l ‘jm—l fm : vm fm+1 Am

Die fiinfgliedrige «-Gleichung kann als die typische Elastizitéts-
gleichung des durchlaufenden Bogentrigers mit elastischer Stiitzung
angesehen werden; die Gruppierung der Unbekannten ist dieselbe wie
bei den a-Gleichungen der durchlaufenden Rahmentriger. Diese neue
Gleichung weist also auch alle Vorziige der einfachen Clapeyronschen
Gleichungen auf.

Die erste und die letzte Gieichung des Gleichungssystems verdienen
besondere Beachtung.

Setzt man
Ko = Apyyq = 0, K, = 00 = K;{+1 = @11+1 =0,
S AW 1 A !
da 4, Ao + 8, 4, iyt s,
so ergibt sich:
S P U AN S R SR Ol
VI[") . Yo = Kl 1 3 i, 1 + o r Js + o f, dq
/: ’" 0 ’” . i " , bl 12
VIIY)y . X =K’'.- > g _B.0 g .onl R 2D
n n J]l fn Jﬂ n—1 fﬂ JXI n n Jll

und somit auch:
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A/ 1 . o 0,
ViI») . Z, = K, - 22—+ —(K/- 4" + K- 4) — 1 LI S R
) 1 1 2 4, (K- 4" + K7 4) —3 £V, + i 4,

12 31
= o, 4 . 14_i._1 + c
3B u 2 bf f,eu, - F,-cos o,

1 ’ " ' 1 144
Vi) . Z, = T (K- dy oy + K2 )+ K
— n
_3 ( n—1 . }‘nwl + On ) _
i dpa v

2 2
PN ; B 31, e
— ) 14 — = . — _—
+°‘n[35 u "n( 5 52 T Tu F,eosg, | 1p-u
2 s
— <_r£ n “n—1 " #n—1 )]
Vn fn~—1 ) Jn—l

In der zweiten bzw. in der vorletzten Gleichung bleiben bis auf
o und o, alle a-Werte mit ihrem Koeffizienten bestehen.

Das Gleichungssystem VIII 1a8t sich auBerordentlich vereinfachen,
wenn in allen Offnungen die gleiche Spannweite, die gleiche Pfeilhohe
und die gleichen Querschnittsverhiltnisse vorhanden sind.

Wihlt man als Gesetz der Querschnittsveranderlichkeit die Be-
31,

dingung 4P: Tcos ¢ = I, und vernachlissigt das Glied T

80 ge-

langt man zu den folgenden Gleichungen:

— 12 ' " A 3.4+31 1
I1X2) . . Z/ = K, <1+ l+1>+K1 (A + D +K, 1—3T[01< T+ ;.+1>+02H

_— {%-f-l[?l-}-2(7—%;)]+%[61+/1(5+T2_—*_1—1>]}~

2 L, T , Al A
— Ol [-S—‘f'l‘A+—f“(31+/~+—2—+—1—)]——d3'7'?
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1X) .. Zy = Ay + Ko )+ (2 + D) (K +Ky)—

_3%[0m_1+0m(4+ —i—l) +0m+1] =

2 2 31+ 21
— __T.T(o(m_2+ocm+2)——[—5—'f‘]'l+?<—f—)](dm_1+dm+1)+

4
+am[3~f-1(3/1+1)+6%(/z+1)]

A
[y
34 31431 1 *
*T[Qn_l + 0, ('"TﬁJr m)] -
bt 2 R . il
“‘2“‘“?—“““1[3.“'1+T(31+A+1+1>]+

+an{%-f1[21+z(7-1—i7>]+%[)‘(5+7_%> +61]}

Die Gleichungen VIIT und IX werden die Grundlage aller unserer
weiteren Untersuchungen iiber mehrfach gestiitzte Bogentriager bilden;
wir werden zeigen, wie durch Einfithrung bestimmter Sonderwerte der
Elastizititsmasse p’ und %’ die jeder in der Praxis vorkommenden
Stiitzungsart eigenen Elastizititsbedingungen in einfachster Weise zum
Ausdruck gebracht werden konnen.

Bevor wir in den niichsten Abschnitten an diese Aufgabe heran-
treten, wollen wir an einem Beispiel die Anwendung der Haupt-
gleichungen erldutern.

§ 2. Beispiel 1.

Der in Abb. 44 skizzierte Triiger besteht aus vier Offnungen gleicher
Beschaffenheit. In den Mittelfeldern wird er durch zwei symmetrische,
gleich grofie, am Bogenscheitel angreifende Krafte P beansprucht. Ge-
sucht sind die Horizontalschiibe und die Stiitzenmomente, und zwar
unter der Annahme unverriickbarer Endwiderlager.

Setzen wir 1, = 0, so gehen die Gleichungen IX® {iber in:

a ! — [l - 7 — 1 G L l
X),..Zl_all5 f1[2l+1<1 1+;‘)]+ f[l<2+,{+l)+3ll

2 T | Al A
—ocg[ 5 -fli-%—T(3l+)-+ m"—ag'f'—f—‘
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Z, = - o [%-f1,1+3%(1+2)] +a2[%-f1(31+1)+sif(1+1)]
2 T 1
—O(,s[—5"f11+—f(3l+2}.)]—‘a4'~' f

Abb. 44.

Mit Riicksicht aufdie Symmetrie miissena, = a,, o, = o3 K’ = K;”,

K,” = K,’ werden. Beachtet man, da K,” = K,” = K,/ = K,”

= @, = 0, = 0 sind, so lauten die Elastizitétsgleichungen

, 2
1o.... 2/ =2=K, 1—37-02

- ll——-fl[21+/1(7—Ai_l)]%—TT[A(Q_{_?%)_Fgl)}

7

T

5
2 ... il
— o [T-fl,{—l— : (31+2;.+ )-+1>]

2 31
2, . ... z;=z:,':K;(2;1+1)+K2"().+1)—3Tz-/z(5+7)

= —oc,[%'fll+%(3l+42)] +a2[i-f1(51 + 21 +—;«(41 +31)l

5

Abb, 45.

Fir das Hauptsystem ist nach Abb. 45:

1 P
fiir x<17 M0=-;L-x, fiirl—x<—2— Mo=‘2—(1—x)-
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Unter Zugrundelegung des Querschnittsveriinderlichkeitsgesetzes 4°:
Icos ¢ = I, ergibt sich:

1

L, = Moxdx=%Pl3=R2=L3=R,
0
1 1
S,=\M ydx = 41 M, -x(l—x)dx = +A—5--Pl'-'f =8
9 = 0 Y 2 A 0 48 8
0 0
mithin?1)
3 0, o 5
r "o r o no__ Y 2 _.._1_= ___:L:___‘_ 2
K,/ =K, =K/ =K, = SPI, 3f 3f IGPI.

Fithren wir diese Werte in die Gleichungen 1 und 2 ein, und setzen
wir zur Abkiirzung

o1 7
4 (q P U +3|=0
1 A+ "\ i+ ‘ 1
2 A
e o) e8] =0
A A
—l‘+7(4'1—+3) = 0,
fvrs(id o)
so evhalten wir:
2 A
5. . oo 5 PL I ey
Boo = goopm, WO = 0, 0,— 0,0,
A A
4. mo BRI B S i I &
cr BT By Ty ey WO RS 0, 0y — 0z 04

Aus Gleichung VIT ergibt sich ferner:

Pl
5. .. X, =Y, =—Tg ¥ WO v = (1 — 1) + y (e — 1)

1) Die lotrechten Verschiebungen der Stiitzpunkte sind hierbei aus-

geschaltet.
7

Marcus, Rahmen- und Bogentriger.
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Die 3 Formeln 3, 4 und 5 gestatten uns, fir alle moglichen Werte
von A und vy die zugehérigen Werte a,, «, und X, zu errechnen.
Beispielsweise fir y = 0 und

A A i A
T=% T=% T-=% =
ist
n= 00; = 005656 = 0058; = 00580; —
n= 155 = 1425; = 04135 = 14111;
v = —05; = —0,425 ; = —0,4135; = —0,4111.
Fir v = 10, und
p A A A
T=% T=2 T=9% g=
ist
= 072; = 0456; = 0343; = 0,288;
= 0774; = 0558 = 0465; = 04ls;
v o= 4+0746; = + 1,462; = + 1,155; = -+ 1,882,

Wiederholt man die Berechnung fiir Zwischenwerte von A und v,
so wird man erkennen, daf fiir v = 0, d. h. fiir unverriickbare Wider-
lager, die Wirkung der Belastung sich fast ausschliefilich in den be-
lasteten Feldern selbst konzentriert: der Schub «, bzw. «, ist schr

A
gering. Die Werte «, und X, nehmen mit wachsendem -1 pur unwesent-

lich ab, da selbst bei geringem Verdrehungswiderstande die Wirkung
der Endfelder geniigt, um eine teilweise Einspannung der Mittelfelder

N .
zu ersetzen. Bei gleichbleibendemT nimmt «, um so rascher ab, je

grofler y wird, und dementsprechend bedingt jede Abnahme von o, eine
Zunahme von «.

A
Bei gleichbleibendem y sind o, und «, um so kleiner, je groBer T

gewahlt wird.

Im allgemeinen entspricht jeder Abnahme der Schiibe eine Zu-

A . L
nahmederStiitzenmomente, seies daBl y, oder T oder beide zugleich sich

vergroflern.
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Der EinfluB der Nachgiebigkeit der Stutzung ist besonders bei

kleinen Werten y und > sehr bemerkbar: die Schwankungen in den

1

zugehorigen Werten « und X sind ganz erheblich.

Dieser Nachweis der Empfindlichkeit des ganzen Systems bestitigt
die bekannte Erfahrung, dall bei Bogentrigern eine einwandsfreie
Stutzungsart die Grundbedingung einer richtigen Konstruktion sein mu8.

T*



II. Abschnitt.

Bogentriger mit unverschiebbaren, aber elastisch
drehbaren Stiitzpunkten.

§ 1. Entwicklung der Grundgleichungen.

Die Stiitzungsart ist in der Weise gedacht, da die Kiimpferpunkte
keine Verriickung erfahren, wihrend die Einspannung der Triger im
Stiitzkoérper nicht starr genug ist, um jegliche Verdrehung zu verhindern.

Um die charakteristischen Gleichungen zu finden, brauchen wir
nur in den Gleichungen VII, VIIT und IX des vorigen Abschnittes
den Sonderwert n' = 0, also auch v = 0 einzufiihren.

Der Reihe nach ergibt sich:

a) statt GL VII:

Gm @m+1
XI?) ~Xm'AmZKm"lﬁﬁ—K'xk+1'Sm+1“”3<f—"‘§1+ i “Am| Tt

m m-+1

2 N
+am'em'/‘;n+“m+l ®m+1 Am

f

0, o,
" +1 .,
X1v) ..Ym-Am=Km-lm+Km+1-sm—3(-;-zm+ fo |

2 2
+‘xm'em'lm+am+1'em+l -

o

XIe) .. Y,d, = K;'-su»3f—1‘-/10'+al-e§-z;
1 ’ ’” 011 ” 2. 5
XIY .o X4y = K2 — 3R a4
n
b) statt Gl. VIIIL:
A —1 2 )‘m
XID - Zy = —op g € g O Cmyrt g T
m—1 m
2
YRR ( 1 1m>
+ — e 14— =. —] +
%[35 o, ‘™ 2 b12n
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¢) statt Gl IX:
, 2 . 4 1
XI) . . Zy, = — = flilog g + o) + 5 1143+ 5oy

/

1 .
Xilla) . Z/ = %—-ﬂ-al[A(’:*j—ﬁ—)Jr21}-a2-%-t11.

Die Hauptgleichungen o in der Form XII und XIII sind von einer
iiberraschenden Einfachheit: ihre Gliederung ist dieselbe wie diejenige
der bekannten Dreimomentengleichung des gewdhnlichen durchlaufenden
Balkens, und ihre Auflosung 1aBt sich auBerordentlich leicht durch-

fithren.

§ 2. Beispiel 2.

Der in Abb. 46 skizzierte Triger hat zwei Offnungen gleicher Bo-
schaffenheit; am Scheitel des linken Feldes greift eine Kraft P an.
Gesucht sind Horizontalschiibe und Biegungsmomente.

Abb. 46.

Nach Gl. XTITI lauten die Elastizitétsbedingungen:

2 o 1 2 ’
... .. 3-flocl[,.v_/:M)+21]—3-f1/10(2=z1
2 2 1
9 e ; e 2 — = 7).
2., ... 3 flio, + o 5 fl[l(7 i+l)+21] Z,
Da

K, = K,” = 0, = 0,
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so werden
T P , A 31+ 31 1
m = K1) pR -3 6, (B )
, ;o A
4- e s Zz = Kl 'A-—-3T’@l.
Im belasteten Feld ist
. 1 P
furx<? M, :?x,
. 1 P
fiir x>? M, =7(l—x).
Daher
1 1
L, =5M0xdx = —T?)S—PF‘ = \M,(l—x)dx = R,
0 0

1

4f 5
S, =§Moydx = TSMO-X(I——X)dx = EPPi

0 0
L 3
K/ = =67 = —gPl=K"
30, 5 .,
5 T T

Fithren wir diese Werte in die Gleichungen 3 und 4 bzw. 1 und 2
ein, so erhalten wir:

5 1
5.....0(1=‘§"Pf—xp
o fafr——2 ) 421 31+/1(9 1 )]
. “H“Hl)* ” g
wobei 2, = 1 2
e[ ) 2]
5 .1
6.....m2=—ﬁ-PT-zz,
314 afo——2 +1[21+1(7_—] )]
_ —APT (_/H-l A41)
wobei x, =

12 A7 ———l )—|—21]2
"'[ < Y
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Fir die Hauptstiitzenmomente ergeben sich auf Grund der Gl. XI

die Werte:

7.....Y, = 11)61 vos, Wwobei v = 7%_—?(7.1~])
8.....X1=—1I16Lup ’1:%(z‘+”2'ﬁ“—1>
9.....Y1=—fél~>]’ ul’:2—l)‘:1~(zl+zg-ljl~—1)
10....X2:—}i)6—1y2 v, = A-IH'“'

. . L
Diese Formeln gestatten uns, fiir alle moglichen Werte — die zu-

1

gehorigen Schitbe und Momente zu errechnen.

Beispielsweise findet man fir

2

1

%

Durch Ermittelung

= 0 bzw. T =
=15 ,, = 1,292
= 0,0 ,, = 0,0417
= 05 ,, = 0,0
=05 ,, = 0,1667
= 0,0 ,, = 0,1667
= 0,0 ,, = 0,0.

von Zwischenwerten kann man sich leicht

iiberzeugen, daB jegliche Anderung des Verdrehungswiderstandes A
eine nicht unerhebliche Anderung der Stiitzenmomente zur Folge hat,
wahrend die Schiibe « selbst von diesem Widerstand weit weniger ab-

héngig sind.



ITI. Abschnitt.

Bogentriger mit frei drehbaren, aber elastisch
verschiebbaren Stiitzpunkten.

§ 1. Entwicklung der Grundgleichungen.

Die Stiitzungsart ist in der Weise gedacht, daB die Bogen in den
Kampfern starr miteinander verbunden sind, wihrend sie sich um den
Stiitzpunkt frei drehen konnen (Abb. 47). Da kein Verdrehungswider-
stand geleistet werden kann, so werden zugleich alle Werte S und 8 = 0.

Abb, 47.

Um die freie Drehbarkeit zu kennzeichnen, mufl dem Koeffizienten
A der Sonderwert A = oo zugewiesen werden.
Es werden daher

i i 7 i 7
“m “m 1 “m “m “m 1
—_— == Y = 5 = = —— = -
)‘m /‘m Jm Jm "’m ‘sm + Sm +1
Sm _ m /‘m . sm +1 0
“'m A m Jm Jm

Man erkennt ohne weiteres, dal X, = Y, sein muB.
Der Reihe nach ergibt sich:

a) statt Gl. VII:

O 0 T
o +1 —1
};IV)..(snl+sm+1)Xm:Km_3(fm+_f_1£__ PP A
m m+1 m
9 Tm 9 “m Tm+1
ot )+« 2t ) g
m( " fm-i-l) mt ( mtt fm ) me fm+1
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b) statt Gl. VIII

K K
- m—1 m
XV) .o 2y = o —
m—1 m m m+1
_3 [ 0m——1 + Qm + Qm+1 ]
fna Sy + Sp) I Vm fm+1 (S + sm+1)
2
L« . Tm—2 _ ( Tm—1 + m—1 .
m—2 fn1 (8 + 8) m—t fn Vm S 1 Sy
2
m Tm+1 ) Tm+1
—a + —a :
m+1( fm *Vm Sm + Sm—{—l m+2 fm+1 (sm + Sm+1)

- 2
4 £ ( B2 ) 31,
+o == —p (14d——= ——] + +
m|:35 u, ‘™ 2 b12n fo Uy o cos e
2
© _ ( Tm—1 + Tm + ‘m >]
L fn1 By + 8y) Vm fm«}—l (Sm + Sm1)

1 1 1 1
- = +ty ot
Vm Sm—1 + Sm m " Um Sm + Sm+1

Um die ersten und die letzten Gleichungen zu finden, miissen in
den allgemeinen Gleichungsformen die Sonderwerte

s

eingefiihrt werden.

Bei Tragern mit gleichen Feldern gleicher Beschaffenheit, welche
der Bedingung I cos ¢ = I, genau genug entsprechen, geht die letzte
Gleichung XV iiber in:

£ 3 14 £1 2 f21
XVI) . %) = K- ———(36,+0,) = “l(‘”? z )‘“2(”3' : )“’3
. , f 3
XVD) .. Z, = 7(Km_l+Km)_?(@m_1+40m+ Oni1)

1 f21
— (g + ) — 2 (g + 90 (1 - o) +

I

2 f21]
+60(n](1+~5—' T).

Hiufig werden die Endwiderlager so stark ausgebildet, dal 7, = 0
gesetzt werden darf. Dann lauten die 2 ersten Elastizititsgleichungen:
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i4 1 2 1
“1(2 +?'f2?) T (1 tyt ?)—“3

XVb) . Z/

T

§ 2. Beispiel 3.

Der in Abb. 48 dargestellte Bogentriger hat 3 Offnungen mit
gleicher Spannweite 1 und gleicher Pfeilhohe f.

Die Endwiderlager seien unverriickbar, die Mittelpfeiler dagegen
elastisch beweglich. Es sind also 7y = 73 = 0, 7, = T, = T.

Abb. 48,

Die Gleichungen XVIP und XVI liefern, wenn zur Abkirzung

2 1 .
— -f2— =y gesetzt wird:
5 T
7 f 3
1. . @+T) =@+ —oay = 24 = —K,— =30, +0,)
f
2. ... B )b T+ —nB+y) = & = — (K +Ky)—
3
— =0, +40,+0,)
, { 3 .
8. ... —ou—o(I+)+a2+Tv) = Z = —_—~K2—7(02+303).
Die Auflésung dieser Gleichungen liefert:
1
— ’ ’ zl 3
4 ... e RN Z (1+7%)+(Z +2Z/) 3+ )]
_ 2o, (1+ %) Z) +Zy
A R gy 1+ 7
. _ 4 -7
6. ... oG—0 = 317,

Ist ein Feld gleichmiBig mit p belastet, so werden

P  n _ pI PR
M, = Pxi-x., L=R=74- 8=q3 pl3f.
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Denken wir uns zunichst das linke Endfeld ausschlieBlich belastet, so
erhalten wir:

K/ = K" = —4-pl K/ = K" = K/ = K = 0;
o, =_%-pm, 6, — 0, — 0
und somit
, 7 plk , 1 pl
Z, :-S-pf /% :"g'pf vy, Z = 0;
- e 1 _pbr Pl Ty
o = g e gy Mt ® = gy W = gt

Ist das Mittelfeld allein belastet, so ergibt sich analog:

K/ =K’ =K =K’'=0 K =K’ =—p
@, =60, =0; 0,=—-L.ppg
1 3 ’ 2 15 H
r r __i p12 ’ __i p12
Z =12Z) = 3 e Z, = ylr
B _ _pk v
8. oy oy = 0; o = 8t 775

Die Gleichungen der Stiitzenmomente lauten:

1 3 2 2 T T
9. ... X, =Y, = ﬂ[K1~T(01+02)+a1-3-f1+m2<g-f1_T>+a3-T]
1 3 T 2 T 2
10. ... X, =Y, = ET[Kz_T(QH'@3)+“1'T+“2<F'H—T> oy

Es sei beispielsweise 1 = 6,0 m; £ = 04 m; p = I t/m.

Auf Grund der Formeln 7, 8, 9 und 10 erhalten wir:
a) bei ausschlieflicher Belastung des linken Endfeldes,

fir =20 bzw., v = 4 bzw. 7 = oc
o, = 11,25 ¢; = 6,655 t; =  5625¢.

o = 0,0 t; = 513 t; = 5625t

®, = 00 ¢; = 4,595 t; = 5,625 t.
X, = 00 tm; = —0,402tm; = —0,6 tm.

X, = 00 tm; = -+ 2,043tm; = +24 tm.

fl

e
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b) bei ausschlieBlicher Belastung des Mittelfeldes,

fir =0 bzw. 7 = 10 bzw. 1t =
o = oy = 0,0 t; = 0,0 t; = 0,0t;
o, = 11,25 t; = 0,986 t; = 0,0 t;

X, =X, = 00 tm; = —1,643tm; = — 1,8 tm.

Diese Zahlen zeigen uns den bedeutenden Einflu der Stiitzen-
nachgiebigkeit auf die Spannungsverteilung. Solange t zwischen 0 und 10
schwankt, vollzieht sich die Spannungsénderung auflerordentlich rasch;
sobald aber die Nachgiebigkeit groB genug ist, um den mittleren Stitz-
punkten fast dieselbe Verschiebung zu gestatten, als ob sie frei wiren,
so wirken nur die Endfelder als Triger des Widerstandes, und der Hori-
zontalschub verteilt sich gleichmiBig auf das ganze System. Daf
eine einwandfreie Bestimmung von 1 eine Grundbedingung ist fiir eine
richtige Beurteilung des Spannungszustandes, braucht nicht weiter

hervorgehoben zu werden.



IV. Abschnitt.
Bogentriger mit unverriickbaren, aber frei
drehbaren Stiitzpunkten.
§ 1. Entwicklung der Grundgleichungen.

Die Stutzungsart ist dieselbe wie im vorigen Abschnitt. Es ist nur

itberall 4 = 0 und somit auch © = 0. KEs ergibt sich demnach statt
Gleichung XTIV:

XVID) . X, = Y, =

1 Qm Qm +1 ) 9 2
= K, —3 + -3 + oty e + o e
Sm + Sl I: m < fm im 41 m m m+1 "m+1

statt Gleichung XV:

e’ 4 f 12
Xvi) 7z, = —og, 4 ml % L m (14 i m)

Sm_1 t Sm 35 uy 2 b!2n
2 2 \ . e2
. 3 Ic “m—1 em %m+1 m -+
+f cu_+F_-cose. \s + s +s + s T s + 8
m m m Ym m—1 m m m +1 m “m 41

Bei den ersten und letzten Gleichungen des Systems mufl auf die
Sonderwerte og == oy 41 = @y = 6, ., = 0 geachtet werden.

Es diirfte vielleicht von Interesse sein, noch den Nachweis zu er-
bringen, dafl es moglich ist, fiir diese Bogentrager einen Dreimomentensatz

abzuleiten, dessen Gliederung genau dieselbe ist wie diejenige der be-
kannten Clapeyronschen Gleichungen.

Das Stiitzenmoment X, = Y,, moge allgemein mit M bezeichnet
werden.

Da siimtliche Werte %" = 0 sind, so geht Gl. ITI® iiber in:

o
M,y + ML uy =3 -+

fr

. ) .
4 1 [t 31,
+ oo, ] f -u '—(14—_.__>+_*______
m m[ m “m 35 2 b?n fm 'Fm cos ¢,

Hieraus ergibt sich:
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w

XIX) Uy = 3 M, + M’“)T — T:l
m m

lm
wobei
1

m
L S S (VRS .-
f?n'Fm - cos g 105 “m 2 2

m

Fithren wir in die Clapeyronsche Gleichung
My clpru, +M 4wy —}-1m_|_1-um_‘_1 +o8y Fsp o)+

+ Mm+1'1m+1'um+1 = Km + 2(ocn’l -fm-]m-um -+
o g1 gl g )

statt der Werte o die zugehorigen, aus Gl XIX zu bestimmenden M-

Werte ein, so erhalten wir:

XX) - My i+ My Gy F g + 8 S ) Mgy g = K

)

2]
m m-+1
+2(—f cup cep + I ‘um+1"“m+1>

m m 41

wobei
. 1 2
=10, 1—?-um~wm .

Handelt es sich um Triger mit gleichen Feldern gleicher Be-
schaffenheit, welche auch der Bedingung I cos ¢ = I, genau genug

entsprechen, und wird das Gliedm = 0 gesetzt, so gelangt
man zur folgenden Gleichung:

K 0,+0
XXL .« My —6M, + My, = —4—-+15 (—’—’LT‘HL)

Die Dreimomentengleichungen XX und XXI sind so einfach,
daB es sich wohl eriibrigt, ihre groBen Vorzige weiter zu erwéhnen.

§ 2. Beispiele 1 und 2.

Wir behandeln zunichst den auf S. 95 im Beispiel 1 untersuchten
Trager (Abb. 44).

Es waren:
K/ =K"=K/=K,”=0,=0, =0,
, 3 N o, 5
K, =K, =K/ =K' = — £ PI% 35 =3¢ =— P
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Mithin
3
K1=K3:’——8—P12, K‘z:—ZPlz‘

Infolge der Symmetrie sind

o = Oy % = 0, M = M

Abb. 44,

Nach Gl. XXI lauten die Elastizitdtsbedingungen:

K, 15 Pl
—OM M= —4g - 0, = —
_ K, 15 B Pl
2M1—6M2——~4—1+ﬁ(02+03)_—2—1?.
Die Auflosung liefert:
4 PI P1 7 Pl
M=t M=35 17~ 16 (04D

Abb. 46.

Mit Hilfe der Gl. XIX finden wir nun:

8 M, 5 Pl
S fo, = =5 oder o = 39§ 0,0589
8 M,+M O, 5 Pl
. Mt M -2 .= 1
5 f o, 3 SN oder ¢, ) f 1,41
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Hierdurch ist die Richtigkeit der auf S. 98 fir y =0, )\T = oo

errechneten Werte erwiesen.
Fiir den im Beispiel 2 auf S. 101 behandelten Triager waren (Abb.46):

K1’=K1”=~%P12, K, = K,” — 0; 3%=_%P12, 0,=o0.
Nach Gl. XXTI ergibt sich:
o — g K P
Mithin
M, = % (0,1667).

Entsprechend Gl. XIX werden
15(M1 0,) 15 —I;—1(1,292)

“=gE\3 1) "3
15 M, 15 Pl
e = 55— (0,0417).

Der Leser kann sich leicht {iberzeugen, daf diese Werte mit den

auf S. 103 fiir Ll = oo errechneten vollstiindig identisch sind.



V. Abschnitt.

Bogentriger mit festen Gelenken an den End-
widerlagern und wagerechten Gleitlagern in den
Mittelstiitzpunkten.

§ 1. Entwicklung der Grundgleichungen.

Die Stiuitzungsart ist in Abb. 49 dargestellt: sie ist durch die Sonder-
werte A = 00, 1) = 9, = 0, 0 =9 =’ = ... = 9,
= o0 charakterisiert.

In allen Stiitzpunkten ist, von den Endwiderlagern abgesehen,
H =H, = H; = ... = H_, = 0, es ist daher

Die zuletzt abgeleiteten Gleichungen XIX und XX liefern:

n + u 0
XXI1L. . oc=2wm[M’“_13_——NL‘“.T“L m ]
1

m flzn ‘ ]m

XXOL . M, -l u M (- u -+ ]m—l-l T Sm+1)

+ Mm+1 . ]m+1 N Ky 42olfy 1,y g fm+l ’ 1m+1 )

Denken wir uns den Schub « beseitigt, so hiitten wir einen einfachen
durchlaufenden Triger mit frei dreh- und verschiebbaren Stiitzpunkten
(Abb. 50), welcher unter der Einwirkung der Lasten P die Stiitzen-
momente My, aufzunehmen hiitte. Bringen wir auf denselben Triger
die Belastung « = —1, (Abb. 51), so wiirden Stiitzenmomente M,
entstehen. Es ist einleuchtend, daB die wirklichen Stittzenmomente M,
der Gleichung

M, = M, —oad;,

m

folgen. Achtet man auf diese Beziehung, so liefert Gl. X XI1:

36
. , ,
Z1 [(‘ m—1 +Mm)_ T .1 !.nu ]
XX1a, . ¢ = m 3mf m
zn[(wz'_ + M) + —— ]
1 m ! m ulﬂ‘(”lu

Marcus, Rahmen- und Bogentriger. 8
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™
S
= :
. =
=] Tl
= =
=
S
\‘. i
E\\
3 ~

Zur Bestimmung der Werte My, muB8 das Gleichungssystem
M;n—l'lrn‘um + M;n (lm'um+ 1m-%-l'um-}-l + sm + sm+1) +
My U = K

aufgelost werden, wihrend die Werte M, aus dem Gleichungssystem

51.

Abb,
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m—1 ']m'um + g‘m;n (]m'um+lm+l “Uppy T8y F Sm—}-l) +

/ 1 3 3
M1 I U < W B+ A Ty U )
fm . .
WO q, = 8—3— ist, errechnet werden koénnen.

-

AuBerordentlich einfach gestaltet sich die Untersuchung, wenn die
Triger gleiche Felder haben, welche der Bedingung I cos ¢ = I, genau
genug entsprechen.

Die zugehorigen Gleichungen lauten:

Km
XXHma. .o My, g +4Mp ML :T+4af

2 1 on
XXIDP 35— 7% On
e v o . A =

Unter n ist hierbei wie immer die Felderanzahl zu verstehen. Wir

werden nun zeigen, daB es moglich ist, fiir 21' M,, einen geschlossenen
Ausdruck zu finden,

Wir unterscheiden 2 Fille, je nachdem n eine gerade oder eine
ungerade Zahl ist.

Fall A: n =2 m.
Das Elastizitatsgleichungssystem XXIII? liefert:

Lo AM, +M, =% .
K,

& M, +4M, M, = 5t fdaf
K

m My, +4M, M= "+ daf

n—2

K
n—2 M_, +4M,_, +Mn——1=—1—+4‘°cf

n

K
n—1 M_,+4M,_, =_"1:L+4af

8*
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Setzen wir einerseits
Z Z = Mm
T =My My M,
Z:,I:ii = Mm——z + My + M, + Mm+1 + Mm+2
ISP My b My My b My b R M M

und andererseits

18, =K,
m+1
lSm_l = Km—l + Ky + Km+1
m+2
1S, ,= Km—2 + Km—l + Kp + Km at Km +2

19 = K+ Kyt Ko+ + K+ + K 5 +K, g,

so laBt sich durch progressive Addition der Elastizititsgleichungen
folgendes Gleichungssystem ableiten:

m m-+1 __qm .

XIV. .. ... 3E™ 43 = S 4t
SO o4a e = 8P G dat( 420 0)
ULy gmEE o M g gt (14 2-9)

IO g sy sE D = S daf 2R
2t st §ETT et 4 2(m— 1))

Wir ermitteln nun die Koeffizienten:

xn =4—1, o :zxi
1
nwe=t—2, o =lei+n—0
# %y
1 1
#y = 4 — ’ [ = —[2:24 1) —a]
%a X3
f=d—— g = LRE—D+1-q

k—1 k
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beachten, daB ausnahmsweise fiir die mittlere Ordnungsziffer m

1
zm=5— s

“m—1

16sen das Gleichungssystem XXIV auf und erhalten:

XXV) . X0l = Ry dut-qy,

wobei
2m—1 2 m—2 2m—3
R ST S5 S5
= : ——= o — —eee
“m “m”* *m—1 “m " *m—1"*m—2

m
+ Sm

N M R O R

Da M, = 0, so ist auch

v2m -1 _ wn
A = XM,

Mithin ergibt sich aus Gl. XXTIP

3
R—aTo ne,
XXVI) o = 1
T iln—50,)
Fall B: n = 2m + 1.
Setzen wir
+1
‘Srlrrll - Mm + Mm+1
‘12—_—'_12 = Mm—1 -+ Mm + Mm+1 + My, +2
3 i
TS = My o My My, My My o+ My g
ST = M My M e M M e M

IS$+1 = Km + Km+1
a2
Ibfﬁil = K, + Ky + Km+1 + Km+2
+3 _
ISpTs = Ky o+ Ky 3 + Ky + Ky + Ko+ Kigs
1800 = K+ K+ Ky + K + K+ K

so koénnen wir, in dhnlicher Weise wie vorhin, aus den Elastizitats-
gleichungen XXIII* das folgende Gleichungssystem ableiten:
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XXVID ......... SIE2 4 g IIHL _ gl L pigyf
St arptt oy osmA - gmA2  9.gaf
Tail+ 4 IR ¢ IRt — sptE 4 3-8t
NP 44X = 7% (m— 1)8af

3% 455 =87 4 m-8af

Wir bilden 2 Gruppen von Koeffizienten:

, 1
n =4, o=
1
’ 1 1
= 4“7’ 7 = P 2—a)
1 2
1 1
% = 4— ;2Ts o) = P B—a)
) 1 , 1 .
2 = 4 — "‘i(_l y o = _;i?(k_”k——l)

1
o o= 5-——
“m—1

Die Auflosung des Gleichungssystems XXVII liefert:

Sil—l =R’ + 8af:om

wobei
n—1 n—32 n—3 m -1
, Sl S2 SS Sm
R" = ] - Tt Y © - Ty 7
Zm Zm e Zm * *me1 " *m—s9 2yt Ayt A3 e Zp
Da
M, =0
ist, so ist
yn—1 _ sn
sl soy
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Hat man mit Hilfe der Formeln XXVI bzw. XXVIII den Wert «
errechnet, so kann man das Gleichungssystem XXIII auflosen und
simtliche Stiitzenmomente bestimmen.

§ 2. Beispiel 4.

Aufgabe 1. Der in Abb. 52 skizzierte Bogentriger
hat n gleich beschaffene Felder. Gesucht ist der Schub «,
wenn das linke Endfeld allein mit p t/m gleichmi8ig be-
lastet ist. Die Bedingung I cos ¢ = I sei erfiillt.

Im belasteten Felde ist

_ _ pl _ pfl
Li=R =50 G="33
Im iibrigen sind
K=K, =...=K, =0, 0,=0,=....=60_ =0
Daher ergibt sich
K 12 i
—1 p —2 n—3 =
s Bt il A -0 =
,N pfl pfle -
O =—8 = — T oy = 15
R=_PI p_ _ P
4xm an

* = gf n—2>5 l)‘m b
m
und nach Formel XXVIII firn = 2m + 1
5 1
11— =
v pl 2 2)

8f " n—10-4,

Es sei beispielsweise n = 13, m = 6.
Die Zahlenwerte der Koeffizienten x’ und ¢’ sind:

e 15 % 20 a0 209
L e s T - R T L 180 — 780

o1 _ 1, 38 186, 89 , 780 ( 850\ 3821
£ T 1 T e 200" % T 780) 3691

’

g =

5 7807 Tg = 3601
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Aus Gl. 2 erhilt man
5 780

11— ==

_ pl® . 2 3691 pl2

R T N T
3691

Wiederholt man diese Berechnung fiir verschiedene Werte von n,
so gewinnt man folgende Zahlen:

firn = 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10, 11; 12; 13.

8f
BF- a = 1,0; 0,5; 0,5; 0,4067; 0,36; 0,318; 0,2865; 0,26; 0,238; 0,22; 0,204; 0,19; 0,179.

Aufgabe 2.. Gesucht fir denselben Triger der Horizontalschub
infolge einer gleichm&Bigen Erwdrmung.

Es werden
K1=K2=K3="'=Kn=05
0,=0,=0,= ... =0, =—cEIt]
R=R =0, X0 = —-ncEI t1.

Nach Formel XXVTI ist

_ _1£ eE Ic ty n
*= 8 f n—5-a,
Nach Formel XXVIII ist
_ 1 cELt  n
*= 78 £ n—10-a,

Diese Gleichungen liefern
firn = 1; 3; 6; 10; 13;

8f2. ¢

— . . . 471 i
B:EL ¢ 1,0; 3,0; 4,05; 4,71; 4,86

Aufgabe 3. Gesucht fiir denselben Trager der Horizontalschub
infolge einer ungleichméfigen Erwirmung.

Es ist allgemein

K 4t
T - —6eEL- d cos ¢

2 4t
o = — g ileEL g

Die Gleichung XXTII kann in der Form



§ 2. Beispiel 4.
3 dt
Mm—1+4Mm+Mm+l=4f<a—E.SEIG'm)

geschrieben werden. Setzt man

3 4t
-2-—'EEI

*— ¢ fdoosp ¥
und nimmt zunéchst n = 2 m an, so erigbt sich nach G1. XXV

3 , 4t
E%m lM — 4am.f-o( = 40‘m‘f'0(—“6SEIc- dcos¢ " om

Fithren wir diesen Wert in die Gl. XXIIP ein

8 _ 2 s2m—1 I s
15 nfo = 3 -1 M——f-l— ../10
und beachten, daf}
2w 2. ,..gr. At
] 70 =+ 3 " sEL deose ’
so erhalten wir:
5 <EI, 4t n—6ag,
=TT "deosg n—boy
Ganz analog wird fir n = 2m -+ 1 die Formel

5 €EI, 4t n—12q,

® =g 'dcos;p'n—lOan’ﬂ

abgeleitet.
Die letzten Gleichungen liefern

firn = 4; 5; 6; 10; 13;
4 f-a dcose

5 eEI, 4t

= 0,506; 0,443; 0,398; 0,272; 0,218.
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Die Ergebnisse der Aufgaben 1, 2 und 3 kennzeichnen die Eigenart
der Bogentriger mit beweglichen Mittellagern; sie zeigen uns, dafl
diese Tréger sich teilweise als Bogen, teilweise als Balken verhalten.

Die entlastende Wirkung des Horizontalschubes ist um so be-
deutender, je mehr sich die Lasten den festen Endwiderlagern niéhern:
mit wachsender Felderanzahl nimmt der Horizontalschub ab, wihrend
er bei totaler Belastung des ganzen Tragergebildes den fir einen unab-

hingigen Zweigelenkbogen geltenden Grenzwert erreicht.



122 Bogentriger it festen Gelenken an den Endwiderlagern usw.

Die Wirkung der Temperatur ist in jeder Hinsicht ungiinstig; bei
gleichmiBiger Temperaturéinderung wird der Schub um so gréBer, je
mehr Felder vorhanden sind: sein Grenzwert ist der Horizontalschub
des eingespannten Bogens. Ist die Temperaturinderung ungleich-
milig, so nimmt der Horizontalschub mit wachsender Felderanzahl
sehr rasch ab, und der Spannungszustand wird derselbe wie beim durch-
laufenden Balken.

Jedenfalls ibt die Temperatur einen so bedeutenden EinfluB} aus,
daB sie unbedingt bei der Querschnittsbemessung eine genaue Be-
achtung beanspruchen darf.
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