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DEM ANDENKEN 

ERNESTO CESAROS 

L GEWIDMET 
, ____ _ 
Vorwort zur ersten und zweiten Auflage. 

Ich anerkenne kein anderes Interesse der Menachheit 
als das Interesse der Wahrheit 

(Salomon Maimon) 

In der Sammlung ,,Aus Natur und Geisteswelt" habe ich eine 
"Einführung in die Infinitesimalrechnung" erscheinen lassen, mit 
der das vorliegende Buch viele Berührungspunkte hat. Nur wird 
hier vieles gründlicher und ausführlicher behandelt, so vor allem 
die Theorie der Irrationalzahlen. 

Bei der Definition der Irrationalzahlen habe ich mich an Dede
kind angeschlossen. Die Rechnungsarten sind dann aber in einer 
Weise eingeführt, die wieder an Cantor erinnert. Ich bin zu dieser 
Darstellung durch die Arbeiten Baires angeregt worden. 

Der Begriff "Grenzwert" läßt sich, wie ich schon in meiner 
kleinen Schrift gezeigt habe, sehr einfach beschreiben, wenn man 
sich des Ausdrucks "fast alle" bedient. Haben die Glieder einer 
unendlichen Menge mit einer endlichen Anzahl von Ausnahmen eine 
gewisse Eigenschaft, so sage ich, daß fast alle Glieder der Menge 
diese Eigenschaft besitzen. Die Formel lim xn = X bedeutet dann, 
daß in jeder Umgebung von x fast alle xn liegen. 

Der Kenner wird auch an andern Stellen des Buches neue 
Formulierungen und Vereinfachungen bemerken, die hoffentlich das 
Studium der Infinitesimalrechnung erleichtern. 

Ich habe mich bemüht, überall möglichst streng zu sein. Nur 
bei der geometrischen Interpretation der Zahlen mitteist der Zahlen
linie fürchtete ich den Leser abzuschrecken, wenn ich auf eine Er
örterung der zugrunde liegenden Axiome eingegangen wäre. Durch 

a* 



IV Vorwort 

die Arbeiten Hölders sind die einschlägigen Fragen mit abschließen
der Gründlichkeit erledigt. 

Herv01·geho ben sei noch, daß ich mich aus Rücksicht auf den 
Umfang des Buches auf das reelle Gebiet beschränkt habe. 

Bei der 2. Auflage wurde das ganze Werk einer gründlichen 
Durchmusterung unterzogen. Größere .Änderungen sind nicht er
folgt, da keine der durchweg anerkennenden Beurteilungen dazu 
Veranlassung bot. 

Möge sich das aus langjähriger Lehrerfahrung erwachsene Werk 
weiterhin der Gunst unserer studierenden Jugend erfreuen! 

Bonn, im September 1908. 
Prag, im Februar 1919. 

G. Kowalewski. 

Vorwort zur vierten Auflage. 
Das Buch ist einer erneuten Durchsicht unterzogen und durch 

einen Anhang über Fredholmsche Determinanten und Integralglei
chungen vermehrt worden. 

Dresden-Weißer Hirsch, im Oktober 1927. 

Gerhard Kowalewski. 
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Einleitung. 

Die Probleme, die zur Erfindung der Infinitesimalrechnung den 
Anstoß gaben, waren das Tangentenproblem, das Problem der 
.Maxima undMinimaund das der Berechnung von Linien, Flächen 
und Körpern. 

Schon die alten griechischen Geometer haben sich in speziellen 
Fällen mit diesen P~·oblemen beschäftigt. Vor allen ist Arehirnedes 
(287 -212) zu nennen, der zur Berechnung von Flächen und Körpern, 
sowie zur Bestimmung von Schwerpunkten eine Art lntegralr~ch
nung benutzte. Berühmt .ist seine Quadratur eines Parabelsegments, 
ebenso seine Kreis- und Kugelberechnung. 

Aber erst nach Begründung der analytischen Geometrie durch 
Vieta (1540-1603) und Descartes (1596-1650) konnten die 
genannten Probleme in voller Allgemeinheit behandelt werden. 

Sie fanden ihre Erledigung in Newtons F'luxionsrechnung und 
Lei bnizens Differential- und Integralrechnung. Beide Rechnungs
arten unterscheiden sich nur in den Bezeichnungen. Die von Leibniz 
(1646-1716) eingeführte Symbolik ist aber so zweckmäßig, daß 
sie die Newtons gänzlich verdrängt hat. 

Newton (1642-1727) hielt seine Fluxionsrechnung sehr lange 
"&urück, weil er wahrscheinlich einen exakten Aufbau dieser Disziplin 
vermißte. In seinem berühmten Werk "Philosophiae naturalis prin
cipia mathematica" (1686-1687) leitet er alles nach den strengen 
Methoden der Griechen ab und macht von det· Fluxionsrechnung 
überhaupt keinen Gebrauch. 

Leibniz veröffentlichte schon 1684 in den "Acta. eruditorum" 
eine kurze Note über seine Differentialrechnung, und unbekümmert 
um die mangelhaften Grundlagen der neuen Rechnungsw·t machten 
er und seine Schüler (vor allem die Bernouillis) den ausgiebigsten 
Gebrauch von ihr. 

Kowalewaki,·Ditferential- und Integralrechnung. 4 • .\uft. 1 



2 Geschiehtliebes 

Das war für den Fortschritt der Wissenschaft ein Segen. Das 
große Gebiet, das durch die Infinitesimalmethode erschlossen war, 
mußte zunächst nach den verschiedensten Richtungen durchforscht 
werden. Erst dann konnte (in der zweiten Hälfte des 19. Jahr
hunderts) eine kritische Periode kommen, wo man dem neuen Kalkül 
eine solide Grundlage zu geben versuchte. 

Es stellte sich heraus, daß vor allem eine exakte Fassung des 
Zahlbegriffs nötig war. Dedekind, Weierstraß und G. Cantor 
zeigten Wege zu einer strengen Einführung der Irrationalzahlen. 
Und jetzt ist man imstande, die Infinitesimalrechnung in völlig ein
wandsfreier Weise aufzubauen. Auch ihre Anwendung auf die Geo
metrie ist eiuer kritischen Prüfung unterzogen worden, und die dies
bezüglichen Probleme können als erledigt gelten. 

Wir werden im folgenden die Grundzüge der Differential- und 
Integralrechnung in st1·enger Weise entwickeln und demgemäß mit 
Betrachtungen über irrationale Zahlen beginnen. 



Kapitell. 

Einführung der Irrationalzahlen. 
§ 1. Bationale Zahlen. Die ganzen Zahlen 0, 1, - 1, 2, 

- 2, ... sawie die positiven und die negativen Brüche nennt man 
rationale Zahlen oder Rationalzahlen.1) Sie reichen aus, umjede 
Gleichung von der Form ax + b = 0 

aufzulösen, wo a und b ganze Zahlen sind und a von Null verschie
den ist. 

Beschränkte man aber den Zahlbegriff auf die rationalen Zahlen, 
so wäre z. B. schon die Gi~ichung 

x2 -2=0 
nicht mehr lösbar. 

Um dies zu beweisen, bemerke man, daß jede gerade ganze 
Zahl ein gerades Quadrat liefert, jede ungerade ganze Zahl da
gegen ein ung·e.rades Quadrat. Sind nun m und n zwei teilerfremde 
ganze Zahlen, so würde aus 

(:Y'= 2 oder m2 = 2n2 

folgen, daß m gerade ist, also 

m =2m' (m' eine ganze Zahl). 
Dann hätte man aber 

4m'1 = 2n1, d. h. 2m'll,... n2, 

und n müßte ebenfalls gerade sein, also 

n = 2n' (n' eine ganze Zahl). 

m und n wären also nicht teilerfremd, gegen die Voraussetzung. 

1) Wir nehmen an, daß der Leser mit diesen Zahlen zu rechnen weiß, 
wie es auf der Schule gelehrt wird. 

1* 



4 Schnitte im Gebiet der Rationalzahlen 

Es gibt keine Rationalzahl, deren Quadrat gleich 2 ist. 
Um solche Vorkommnisse wie die Unauflösbarkeit der Glei

chung x2 - 2 = 0 auszuschalten, hat man eine Erweiterung des 
Zahlbegriffs vorgenommen, die wir jetzt darlegen wollen. 

§ 2. Schnitte im Gebiet der Bationalzahlen. Unter 
einem Schnitt im Gebiete der Rationalzahlen verstehen wir mit 
Dedekind 1) eine Einteilung dieser Zahlen in eine untere und eine 
obere Klasse derart, daß jede Zahl der unteren Klasse kleiner ist 
als jede Zahl der oberen Klasse. 

Wir erhalten z. B. einen Schnit't, wenn wh von einer beliebigen 
Rationalzahl a ausgehen und in die eine Klasse alle Rationälzahlen 
werfen, die k 1 einer o der gleich a sind, in die andre Klasse alle 
Rationalzahlen, die größer als a sind. 

Ebenso erhalten wir einen Schnitt, wenn wir in die eine Klasse 
alle Rationalzahlen werfen, die kleiner als a sind, in die andre 
Klasse alle Rationalzahlen, die größer oder gleich a sind. 

Diese beiden Schnitte -haben das Eigentümliche, daß im ersten 
Fall in der unteren Klasse eine größte, im zweiten Fall in der 
oberen Klasse eine kleinste Zahl vorhanden ist (nämlich a). 

Liegt ein Schnitt vor, der in der unteren Klasse eine größte 
Zahl a aufweist, so muß jede Rationalzahl, die größer als a ist, der 
oberen Klasse angehören, weil keine Zahl der unteren Klasse größer 
als a ist. Ander~rseits ist jede Zahl der oberen Klasse größer als 
jede Zahl der unteren Klasse, alsC\ auch größer als a. Die obere 
Klasse besteht somit aus allen Rationalzahlen, die größer als a sind,. 
die untere folglich aus allen Rationalzahlen, die kleiner oder gleich 
a sind. Ähnlich ist es, wenn in der oberen Klasse eine kleinste 
Zahl a existiert. Die untere Klasse des Schnittes besteht dann aus 
allen Rationalzahlen, die kleiner als a sind, die obere aus allen, die 
größer oder gleich c' sind. 

Es gibt noch eine dritte Art von Schnitten, bei denen weder 
in der unteren Klasse eine größte noch m der oberen 
Klasse eine kleinste Zahl vorhanden ist. 

1) "Stetigkeit und irrationale Zahlen", Bra.unachweig, 1872. 



Irrationale Zahlen 

Werfen wir z.B. in die obere Klasse alle po.sitiven Rational
zahlen, deren Quadrat größer als 2 ist, und in die untere Klasse alle 
übrigen Rationalzahlen, so ist, wie man sich leicht überzeugt, ein 
Schnitt hergestellt.,.... Bei diesem Schnitt gibt es aber weder in der 
unteren Klasse eine größte noch in de1· oberen Klasse eine kleinste Zahl. 

Ist nämlichreine positive Rationalzahl, die (wie 1) der unte
ren Klasse angehört, so hat man, weil weder r2 > 2 noch r 2 = 2 
sein kann (vgL § 1), r 1< 2. Nun wähle man die positive Rational-

zahl h ·so, daß h < 1 und h < :,;: 

ist. Dann wird (r + h)' = r 2 + 2rh + h1 < r 2 + (2r + l)h < 2. 

In der unteren Klasse gibt es also keine größte Zahl. 
Ist .r eine Zahl der oberen Klasse, also r > 0 und r 2 > 2, so 

läßt sich die positive Rationalzahl h -so wählen, daß 
r:- 2 

h<-2r· 
Dann. wird r- h positiv und 

(1· - h)2 "'"' r2 - 2rh + h2 > r2 - 2rh J92. 

In der o bereu Klasse gibt es also keine kleinste Zahl. 

§ 3. Irrationale Zahlen. Wir haben drei verschiedene Arten 
von Schnitten kennen gelernt, die durch folgende Aussagen charak
terisiert sind: 

1. In: der unteren Klasse gibt es eine größte Zahl a. 
2. In der oberen Klasse gibt es eine kleinste Zahl a. 
3. Es gibt weder in der unteren Klasse eine größte noch in 

der oberen Klasse eine kleinste Zahl. 
Im Falle 1 und 2 wollen wir nun sagen, daß durch den Schnitt. 

die Rationalzahl a, im Falle 3 aber, daß durch ihn eine Irrational
zahl bestimmt oder definiert wird. 

Darin liegt die Erweiterung des Zahlbegriffs, die oben ange
kündigt wurde. 

§ 4. Vergleichung einer Irrationa.lz&hl und einer 
Bationalzahl. Wenn ~ eine Irrationalzahl' und r eine Rational
zahl ist, so sind zwei Fälle möglich. Entweder gehört r zur unte:ren 



6 Vergleichung rationaler und irrationaler Zahlen 

Klasse des Schnittes, durch den ~ definiert wird, oder r gehört zur 
oberen Klasse dieses Schnittes. 

Im ersten Falle wollen wir sagen, daß r kleiner als (!, oder, 
daß (! größer als r ist, und schreiben 

r < ~ oder (! > r. 
Im z_weiten Falle wollen wir sagen, daß r größer als fb oder, 

daß (! kleine.r als r ist, und schreiben 

r > (! oder (! < r. 
Eine Irrationalzahl ist dieser Festsetzung zufolge größer 

als jede Rationalzahl der unteren Klasse und kleiner als 
jede Rationalzahl der oberen Klasse. 

Wenn also a eine Zahl der unteren und b eine Zab 1 der oberen 
Klasse eines Schnittes ist, durch den die Zahl x bestimmt wird, so 
hat man, x mag rational oder irrational sein, jedenfalls 

l~ <X< b, 
d. h. keine Zahl der unteren Klasse ist größer und keine 
Zahl der oberen Klasse kleiner als die durch den Schnitt 
bestimmte Zahl. 

§ 5. Ungleichungen zwischen zwei Bationalzahlen und 
einer Irrationalzahl. Sind r, s rational und(! irrational, so folgt aus 

r < (! < s immer r < s. 
Denn r < Q bedeutet, daß r zur unteren, Q < s, daß s zur oberen 
Klasse des Schnittes gehört, durch den (! definiert wird. Jede Zahl 
der unteren Klasse ist aber kleiner als jede Zahl der oberen Klasse. 

Ebenso leicht erkennt man, daß aus 

(! < r < s immer (! < s 
und aus r < s < (! immer 1' < (! folgt 

§ 6. Vergleichung zweie:r Irratlonalzahlen. Q und rJ seien 
zwei verschiedene lrrationalzahlen. Damit meinen wir, daß 
die Schnitte, dur.ch die die Irrationalzahlen (! und 11 definiert werden, 
verschieden sind.1) Dann muß es also eine Rationalzahl1· geben, 

l) Sind (I und a durch dens~lben Schnitt definiert, so schreiben wir 
(I= a und nennen !! und a gleich. 



Vergleichung irrationaler Zahlen 7 

die bei dem einen Schnitt der oberen, bei dem andern Schnitt der 
unteren Klasse angehört, die mithin (naeh § 4) größer ist als die 
eine, sagen wir (J, und kleiner als die andre der beiden Irrational
zahlen, so daß man hat 

Wir wollen in solchem Falle(! die kleinere und t1 die größere 
der beiden Zahlen (J, 11 nennen und schreiben 

(! < 15 oder 11 > Q. 

Zur Rechtfertigung dieser Definition bedarf es noch der Bemer
kung, daß keine Rationalzahl s existieren kann, die den Ungleichungen 

<1<s<Q 

geniigt. Aus r < t1 < s würde aber nach § 5 folgen r < s, aus s < (! < r 
dagegen s < r, also ein Widerspruch. 

§ 7. 'Ungleichungen zwischen einer Bationalzahl und 
zwei Irra1donalzahlen. Sind (!, <1 irrational und r rational, so folgt 
nach der Definition in § 6 aus 

fl < r < 11 immer fl < 11. 

Man bemerke ferner, daß aus 

r < (! < 11 Immer r < 11 
und aus fl < 11 < r immer p < ,. 

folgt. Denn wegen Q < <1 gibt es eine Rationaltabi s derart, daß 
(J < s < f1. ist. Wir haben also im ersten Falle 

t·<p<s<tJ, 
im zweiten Falle CJ<s<l1<r. 

Hieraus ergibt sich aber im ersten Falle r < s < 6 und r < 11, im 
zweiten Falle (J < s <rund Q < r, immer unter Benutzung von§ 5. 

§ 8. 'Ungleichungen zwischen drei Irra1donalz&hlen. 
Sind Q, fJ, ~ irrational, so folgt aus 

man 

Q<tJ<r: immer CJ<r:. 
Man wähle die Rationalzahl r so, daß (! < r < 11 ist. Dann hat 

f!<1'<11<r:. 
Nach§ 7 ist also (J < r < r: und nach § 6 (J < r:. 



8 Eigenschaften der reellen Zahlen 

§ 9. Die reellen Zahlen. Rationalzahlen und Irrationalzahlen 
I?ennt man reelle Zahlen oder kurz Zablen. Wir wollen hier einige 
Eigenschaften dieser Zahlen zusammenstellen. 

1. Sind a und ß zwei ve1·schiedene Zahlen, so ist 

entweder a < ß oder a > ß~ 
und wenn drei Zahlen cx, ß, y zueinander in der Beziehung 

cx<ß<r 
stehen, so folgt daraus immer 1) 

a<r 
Auf Grund dieser Eigenschaften sagt man, daß die reellen Zahlen 

eine geordnete Menge bilden. 
n Zahlen a11 a2, ••• , an kann man stets so anorduen, daß keine 

Zahl größer (kleiner) als die folgende ist. Man nennt sie alsdann 
aufsteigend (absteigend) geordnet. 

2. Wenn a < y, so läßt sich ß (sogar rational) derart wählen, 
daß (X < ß < r ist. 

Auf Grund dieser Eigenschaft nennt man die Menge der reellen 
Zahlen d rc h t. 

Wir sagen von ß, daß es zwischen a und y lie_gt (zwischen w 

und r enthalten oder eingeschlossen oder eine Zahl zwischen a und 
y ist). 

Daß es wirklieb zwischen a und y eine nationalzahl ß gibt, 
folgt, wenn a und y beide irrational sind, aus der Definition in § 6. 
Wenn a rational und y irrational (a irrational und y rational) ist, 
folgt es daraus, daß unter den Rationalzahlen, die kleine:r (größer) 
als eine Irrationalzahl sind, keine die größte (kleinste) ist. Sind end-

lich a und y beide rational, so genügt es z. B. ß = ~ (a + y) zu 
setzen. 

Durch wiederholte Anwendung der Bemerkung 2 erkennt man, 
daß es n Rationalzahlen r11 r 2 , ••• , rn gibt, die den Ungleichungen 

a < rl < ra < ... < rn < y 

genügen; dabei ist n eine beliebige positive ganze Zahl. 

1) Sind a, ß, y samtlieh rational, so ist das selbstverständlich. Andern
falls ergibt es sich aus den vorigen Paragraphen. 



Eigenschaften der reellen Zahlen 9 

3. Eine reelle Zahl a läßt sich stets zwischen zwei Rational
zahlen r und s einschÜeßen, die eine vorgeschriebene Differenz d 
haben (d rational und positiv). 

Wenn a rational ist, so genllgt es 
1 1 

r=a--d s=a+-d 
2 ' 2 

zu setzen. Wenn a irrational ist, so sei r0 eine Rationalzahl der 
unteren, s0 eine Rationalzahl der oberen Klasse des zugehörigen 
Schnittes. Dann lassen sich die ganzen Zahlen p und q so wählen, daß 

pd < r0 und qd > s0 

wird. In der arithmetischen Reihe 
pd, (p + l}d, ... , qd 

ist nun das Anfangsglied kleiner, das Endglied größer als a. Ist das 
erste Glied in dieser Reihe, das a übertrifft, nd, so setze man 

r=(n-l)d und s=nd 
4. Wir sind von den rationalen Zahlen dadurch zu neuen Zahlen 

gelangt, daß wir Schnitte vornahmen. Versucht man dasselbe bei 
den reellen Zahlen, so ergibt sich keine Erweiterung des Zahlbegriffs. 
Es ,gilt nämlich folgender Satz: 

Hat man einen Schnitt im Gebiet der reellen Zahlen 1), 

so gibt es entweder in der unteren Klasse eine größte oder 
in der oberen Klasse eine kleinste Zahl. 

Jeder Schnitt S im Gebiet der reellen Zahlen enthält, wenn man 
nur auf die Rationalzahlen. achtet, einen Schnitt ~ im Gebiet der 
Rationalzahlen. Ist a die durch ~ definierte Zahl und ß > a ({J < a ), 
so läßt sich die Rationalzahl t' so wählen, daß man hat 

fJ>r>a ({J<r<a). 
Da r alsdann der oberen (unteren) Klasse von ~. also auch von S 
angehört, so gehört fJ zur oberen (unteren) Klasse von S. a ist also 
entweder die größte Zahl der unteren oder die kleinste Zahl der 
oberen Klasse von S, je nachdem es sich in der unteren oder oberen 
Klasse von S .befindet. 

1) D. h. eine Einteilung dieser Zahlen in zwei Klassen derart, daß jede 
Zahl der einen Klasse kleiner als jede Zahl der andern ist. 



10 Intervalle. Zahlenfolgen 

Auf Grund der obigen Eigenschaft nennt man die Menge der 
reellen Zahlen stetig. 

§ 10. Intervalle. Ist a < b 1 so bezeichnet man den Inbegriff 
aller Zahlen x 1 die den Bedingungen 

a<x<b. 
genügen, als das Intervall (a, b) oder (b, a). 

a und b heißen die Grenzen des Intervalls, und zwar a die 
untere und b die obere Grenze. Die Grenzen gehören nach der 
obigen Definition nicht mit zu dem lnterva.ll. Wollen wir a oder b 
oder a und b mit zu dem Intervall rechnen, so schreiben wir (a, b) 
bzw. (a, b) bzw. (a, b). 

Von den Zahlen, aus denen das Intervall besteht, sagen wir, daß 
sie dem Intervall angehören, in ihm liegen, in ihm enthalten 
sind, in das Intervall fallen. 

(a, b) heißt eine Umgebung von x, wenn x in (a, b) enthalten 
ist, wenn also x zwischen a und b liegt. 

Kapitel II. 

Grenzwerte. 
§ 11. Zahlenfolgen. Denkt man sich in der natürlichen Zahlen

reihe 1, 2, 3 ... jedes Glied n durch eine reelle Zahl u,. ersetzt, so 
entsteht eine Zahlenfolge oder kurz eine Folg(l. 

Sind alle Glieder einer Folge Rationalzahlen, so nennen wir die 
'Folge rational. 

Es gibt rationale Folgen, in denen alle Rationalzahlen vorkom
men. Jede positive Rationalzahl läßt sich, und zwar nur auf eine 
Weise, in der Form p/q schreiben, wo p und q positive ganze Zahlen 
und teilerfremd sind. p+ q wollen wir die Höhe der betrachteten 
Rationalzahl nennen. Die Rationalzahlen von der Höhe n ergeben 
sich, wenn man in der Reihe 

2 n-1 
n-11 n-2' -1-



Zahlenfolgen. Häufungswette 11 

diejenigen Brüche streicht, die sich kürzen lassen. Von der Höhe 2 
ist nur die 1, von der Höhe 3 sind 1/2 und 2, von der Höhe 4 sind 
1/3 und 3 usw. Denkt man sich nacheinander die Zahlen von der 
Höhe 2, 3, 4, ... aufgeschrieben 1), so hat man eine Zahlenfolge r11 

r2 , r8 , ••• , in der jede positive Rationalzahl einmal und nur einmal 
auftritt. Die Folge O, r11 - r11 r2,- r1, • • • enthält dann offenbar alle 
Rationalzahlen und jede -nur eiumaP) 

Wenn die Folge u1', u1', u.', ... aus u11 u1 , u., .. . durch Strei
chung gewisser u,. entsteht, so soll u/, u,_', u8', ••• eine Teilfolge von 
U1 , Ua, u8 , • • • heißen. 

§ 12. Bluflmgawerte einer l&hleDfolge. Man nennt u 
einen Häufungswert der Folge u11 u,, u8 , ••• , wenn in jeder Um
gebung von u unendlich viele 8) Glieder der Folge liegen. Es ge
nügt offenbar, rational begrenzte Umgehungen zu betrachten. 

Wenn man in einer Folge eine endliche Anzahl von Gliedern 
hinzufügt, so ist jeder Häufungswert der neuen Folge auch ein Häu
fungswert der alten Folge. 

Ist u/, tt,', u8', ••• eine Teilfolge von u11 u., u8 , ••• , so ist jeder 
Hänfungswert von u/, u1', u8', ••• auch ein Häufungswert von u11 u,, 
Us, •.• 

Eine Folge, die aus u11 u" u., ... durch Umordnung der Glieder 
entsteht, hat dieselben Häufungswerte wie u11 u1, u81 • •• 

Die in § 11 konstruierte Folge aller Rationalzahlen hat die 
Eigenschaft, daß für sie j e d e Zahl ein Häufungswert ist. In jedem 
Intervall (a, b) gibt es nämlich (vgl. § 9, Bemerkung 2) unendlich 
viele Rationalzahlen, d. b. unendlich viele Glieder unserer .Jj,olge. 

§ 13. Beachrlnkte Zahlenfolgen. Satz von WeleratraB. 
Eine Zahlenfolge heißt beschränkt, wenn es eirt Int~rvall (a, b) gibt, 

1) Die Zahlen von der Höhe n denken wir uns so geordnet, daB die 
Zähler zunehmen. 

2) Daß die Rationalzahlen sich in Form einer Folge schreiben lassen 
oder, wie man sagt, eine abzählbare Menge bilden, hat Georg Cantor 
bemerkt. 

S) D. h. nicht blo.B eine endliche Anzahl. 
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das alle Glieder der Folge enthält. Man darf offenbar a und b als 
rational voraussetzen, und, wenn man will, l~ = - b annehmen. 

Liegt eine beschränkte Folge vor, so gibt es immer Rational
zahlen, die von unendlich vielen Gliedern der Folge übertroffen wer
den, und auch solche Rationalzahleu, die diese Eigenschaft nicht 
haben. Alle Rationalzahlen der ersten Art wollen ·wir in die untere, 
alle Rationalzahlen der zweiten Art in die obere Klasse werfen. Dann 
ist jede Zahl der unteren Klasse kleiner als jede Zahl der oberen 
Klasse. Es ist also ein Schnitt hergestellt. 

u sei die Zahl, die durch diesen Schnitt bestimmt wird. Ist dann 

r < u < s' < s (t·, s, s' rational), 
so gehört r zur unteren, s' zur oberen Klasse. r wird also von un
endlich vielen Gliedern der Folge übertroffen, s' dagegen nicht. 
Daraus geht hervor, daß in (r, s) unendlich viele Glieder der Ji'olge 
liegen. 

Jede rational begrenzte Umgebung von u enthält hiernach un
endlich viele Glieder unserer Folge. Also ist u ein Häufungswert. 

Damit haben wir den Weierstraßschen Satz bewiesen, daß 
jede beschränkte Zahlenfolge wenigstens einen Häufungs
wert besitzt. 

De~ hier gefundene Häufungswert u hat aber noch eine beson
dere Eigenschaft. Ist U' > u, so kann w kein Häufungswert unserer 
Folge sein. Um das zu erkennen, wähle man die Rationalzahlen ,. 

unds~d~ u<r<w<s 
ist. Wäre w ein Häufungswert, so miißten in (r, s) unendlich viele 
Glieder der Folge liegen. Diese würden alle größer als t· sein, während 
doch r zur oberen Klasse des vorhin konstruierten Schnittes gehört. 
u ist also der größte oder, wie man auch sagt, der oberste Häu
fungswert de1· l!,olge. 

Wirft man alle Rationalzahlen, die größer sind als unendlich 
viele Glieder einer beschränkten Folge, in die.obere Klasse, alle an
dern Rationalzahlen in die untere Klasse1), 110 gelangt man zu dem 
kleinsten oder untersten Häufungswert. 

1) In beiden Klassen gibt es wirklich Zahlen. 
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§ 14. Beschrinkte Zahlenfolgen mit einem einzigen 
Hiuf'llngswert. Auf Grund des Weierstraßschen Satzes hat eine 
beschränkte Zahlenfolge u11 u1 , u8 , ... wenigstens einen Häufungs
wert. 

Wir wollen jetzt den ausgezeichneten Fall betrachten, daß nur 
e in Häufungswert vorhanden ist. Nennen wir diesen einzigen Hiiu
fungswert u, so müssen in jeder Umgebung (r, s) von u unendlich 
viele Glieder der Folge liegen. Es gilt aber noch mehr. Außerhalb 
(r, s) kann es nur eine endliche Anzahl von Gliedern unserer Folge 
geben. Bliebe nämlich nach Unterdrückung aller Glieder u,., die in 
(r, s) ent4alten sind, noch eine ganze Folge u1', u1', u8', .. •• von 
Gliedern übrig, so hätte diese nach dem Weierstraßschen Satze einen 
Häufungswert v, der sicher von u verschieden ist, weil kein u,.' in 
(r, s) liegt. Nach § 12 müßte aber v auch für u1 , u1 , u8 , ••• ein 
Häufungswet·t sein. Diese Folge hätte also zwei Häufungswerte, 
gegen die Voraussetzung. 

Wenn es in einer Folge nur eine endliche Anzahl von 
Gliedern gibt, die ei.ne gewisse Eigenschaft nicht haben, so 
wollen wir sagen, daß fast alle Glieder der ~'olge jene Eigen
schaft besitzen. 

"Fast alle'' soll also immer heißen: "alle mit emer endlichen 
Anzahl von Ausnahmen". 

Nach Einführung dieser Redeweise können wir unser obiges 
Res.ultat so ausdrücken: 

Hat eine beschränkte Zahlenfolge nur einen Häufungs
wert, so liegen in jeder Umgebung desselben fast alle Glie
der der Folge. 

Steht eine Folge u11 u2 , u8, ••. zu einer Zahl u in der Beziehung, 
daß in jeder Umgebung 1) von u fast alle Glieder der Folge liegen, 
so nennt man die Folge konvergent und u ihren Grenz wert. Man 
sagt auch, daß die Folge, oder, daß u,. nach u konvergiert (dem 
Grenzwert u zustrebt, den Grenzwert u hat) und schreibt 

limu,.= u. 

1) Auch hier kann man sich auf rational begrenzte Umgehungen be
schri!.nken. 
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"lim" ist der Anfang des lateinischen Wortes l im es (Grenze). Ge
lesen wird diese Formel so: 

Iimes u,. gleich u. 
Was wir oben fanden, läßt sich jetzt auch so formulieren: 
Jede beschränkte Folge mit einem einzigen Häufungs

wert ist konvergent, und dieser Häufungswert ist ihr 
Grenzwert. 

Zum Schluß wollen wir noch zeigen, daß umgekehrt jede kon
vergente Folge beschränkt und ihr Grenzwert der einzige 
Häufungswert ist. 

lim u,. = u besagt, daß in jeder Umgebung von u fast alle u,. 
liegen. Ist also a < u < b, so gibt es nur eine endliche Anzahl von 
Gliedern u,., die nicht zwischen a und b fallen. Wir wollen sie die 
Ausnahmeglieder nennen. Wählen wir nun ein Intervall (a, ß) 
so, daß die Ausnahmeglieder und auch a und b darin enthalten sind, 
so liegen alle Glieder der Folge in (a, ß). Die Folge ist also be
schränkt. u ist offenbar ein Häufungswert yon ihr. Wenn v von 
u. verschieden ist, so können wir um u und v Umgehungen konstru
ieren, die keine Zahl gemein haben. Es genügt in der Tat, je nach
dem u > v oder u < v ist, drei Rationalzahlen r, s, t so zu wählen, 
daß r > u > s > v > t bzw. r < u < s < v < t ist. In (r; s) liegen 
dann, weil lim u,. = u ist, fast alle u,.. Also enthält (s, t) nur eine 
endliche Anzahl solcher Glieder, und daher kann v kein Häufungs
wert unserer Folge sein. u ist demnach ihr einziger Häufungswert. 

Nunmehr wissen wir, daß konvergente Folgen und be
schränkte Folgen mit einem einzigen Häufungswert ein und 
dasselbe sind. 

§ 15. Bemerkungen iiber konvergente l'olgen. 1. Wenn 
eine Folge naeh u konvergiert und man fügt eine endliche Anzahl 
beliebiger Glieder 'hinzu, so entsteht eine neue Folge, die ebenfalls 
nach tt konvergiert. 

2. Jede Teilfolge einer nach u konvergierenden Folge hat eben
falls den Grenzwert u. 

3. Jede Folge, die aus einer nach u konvergierenden Folge durch 
Umorduung der Glieder entsteht, hat ebenfalls den Grenzwert u. 
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4. Ist limu ~u 
·' 

und lim ü,. = u, 
so hat auch die Folge 

dereo (2n- 1)-tes Glied U 11 und deren (2n)-tes Glied Ü11 lautet, den 
Grenzwert u. 

5. Wenn lim u,. = u, lim v" = v und u < v 

ist, so sind fast alle u,. kleiner als die entsprechenden v,.. 
Wir können nämlich wegen u < v die Rationalzahlen r, s, t so 

wählen, daß 

ist. Da fast alle u,. in (r, s) und fast alle v" in (s, t) liegen, so sind 
fast alle u,. kleiner als die entsprechenden v,.. 

6. Hat man lim u,.'- u und lim u,." = u 

und beständig u,.' S u,. < u,.", 

so ist auch lim u,. = u. 

In jeder Umgebung von u liegen nämlich fast alle u,.' und fast 
alle u;', folglich auch fast alle u,.. 

§ 16. Monotone l'olgen. Eine Folge u11 u1 , u3 , • • • heißt 
aufsteigend, wenn /' < < 

ul,;;;;, ull = "s = ... , 

d. h. kein Glied größer als das folgende, und absteigend, wenn 

u1 ~ u2 > u3 > ... , 
d. h. kein Glied kleiner als das folgende ist. 

Beide Arten von Folgen bezeichnet man als monotone Folgen. 
Ist u1 , u11 u8 , ••• aufsteigend und beschränkt, so gibt es nach 

dem Weieutraßschen Satze einen Häufungswert u. Dieses u wird 
von keinem Glied der Folge übertroffen. Wäre nämlich u~ > u, so 
enthielte, wenn r < u ist, (r, u~) nur eine endliche Anzahl von Glie
dem U 111 und u könnte kein Häufun~swert sein. Hätte unsere Folge 
zwei Häufungswerte u und v (> u), so gäbe es, wenn s > v ist, in 
(u, s) kein U111 während doch v ein Häufungswert sein soll. 

Eine beschränkte aufsteigende lt'olge ist also immer 
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konvergent und ihr Grenzwert wird von keinem Gliedfl der 
Folge übertroffen. 

Ebenso ]eicht überzeugt man sich, daß eine beschränkte ab
steigende Folge immer konvergent ist und ihr Grenzwert 
kein Glied der Folge übertrifft 

Eine monotone Folge ist also dann und nur dann kon
vergent, wenn sie beschränkt ist. 

§ 17. Häufangswerte als Grenzwerte. Wenn u ein Häu
fungswert von u11 u2, u3 , .•• ist, so gibt es in u11 u2 , u8 , •.• eine 
Teilfolge u/, u2', tt3', ••• , die nach u konvergiert. 

daß 
Nach § 9 (Bemerkung 3) läßt sich die Rationalzahl r11 so wählen, 

1 
r,.<n<r,.+-; 

ist; dabei .soll n irgendeine positive. ganze Zahl sein. 

Wir wollen das Intervall (r n, t·., + :) kurz mit U,. bezeichnen. 

In U,. liegen dann, weil u ein Häufungswert ist, unendlich viele u,.. 
Jetzt sei 

u/ das erste Glied der Folge, das in U1 liegt; 
u/ das erste auf u/ folgende Glied, das in ~ liegt; 
?t;/ das erste auf u2' folgende Glied, das in U8 liegt, usw. 

Offenbar ist u/, u2', u3', ••• eine Teilfolge von u11 u2 , Us, . .. Wir 
wollen beweisen, daß lim u '= u ist . .. 

Es sei r < tt < 8 (r, 8 rational), 

und man wähle die Rationalzahlen r', s' so, daß 

1·<r'<n<s'<s 
ist. Wenn dann 

n > -,-1- und zugleich n > - 1-,, r-r s-s 

sö liegt U,. in (r, s ). Wäre nämlich r,. S: r, so würde folgen 

während 

folgen: 

r,. + ~ < r + (r'- r), d. h. r11 + ! < r' < u, 

doch r,. + ~ > u ist. Wäre ferner.r,. + ~ ~ s, so würde 

r,. + (s- s') > s, d. h. r,. > 9' > u, 
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während doch r,. < u ist. Wir sehen also, daß 
1 

r < r,. < t',. + n < s 

17 

ist, d. h. daß U,. in (r, s) liegt, sobald nur n größer als 1 : (r'- r) 
und zugleich größer als 1 : (s - s') ist. 

In jeder rational begrenzten Umgebung von u liegen demnach 
fast alle U,., mithin auch fast alle u,.'. Das bedeutet aber, daß 
lim u,.' = u ist. 

In § 11 haben wir eine rationale Zahlenfolge kennen gelernt, in 
der je.de Rationalzahl vorkommt. In § 12 bemerkten wir, daß fllr 
diese Fol.ge jede Zahl ein Häufungswert ist. Auf Grund des obigen 
Satzes gibt es daher zu jeder Zahl ein.e rationale Zahlenfolge, 
deren Grenz wert sie ist. Das läßt sich auch leicht direkt beweisen. 

Kapitel Ill. 

Die rationalen Rechnungsoperationen. 
§ 18. Summe zweier Zahlen. Nach § 17 gibt es zu jeder 

reellen Zahl eine rationale Zahlenfolge, deren Grenzwert sie ist. 
x und y seien zwei reelle Zahlen, und man habe 

lim x,. = x und lim y,. = y (x,., y,. rational). 

Wir wollen die Folge 

X 1 + Y11 x, + y,, X8 + y8 , . • • betrachten 

Da jede konvergente Folge beschränkt ist, so läßt sich die posi
tive Rationalzahl c so wählen, daß alle x,. und alle y,. in (- c, c) ent
haiten sind. Dann' liegen aber alle x,. + y,. in (- 2c, 2c)1 so 4&8 die 
Folge X1 + y11 x, + y9 , • •. beschränkt ist, also nach dem W eier
straßschen Satz wenigstens einen Häufungswert hat. 

Hätte sie zwei Häufuugswerte u und V(> u), so gäbe es nach 
§ 17 eine Teilfolge 

x1' + Yt'• -x,' + y,', ... mit dem Grenzwert u 
und eine Teilfolge 

x/' + y1", xt + y1", ... mit dem Grenzwert v. 
K o wll.l e w • k i, Differential- und Integralre<:hnung. 4. Auf!. 2 
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Wegen u < t1 lassen sieh die Rationalzahlen r, r', s, s' so wählen 

daß man hat ,. < u < r' < 8 < t1 < s. 
Da fast alle 

und fast alle 

x.' + 11.' iu (r, r') 

x,." + 11,." in ( s, s') 

liegen, so werden die Differenzen 

(x." + 11 ... ") - (x.' + y ... ') 
oder die Summen ( " ')+(" ') XIII - x. 11.. - 11. 

fast alle größer sein a1s s - r'. 
Andererseits .lassen sich, wenn die positive Rationalzahl d vor· 

gelegt wird, die Rationalzahlen a und b so wählen, daß man hat 

a < x < a + d und b < y < b + .d. 

Fast alle x.' und x,." sind dann in ( a, a + d) enthalten, ebenso 
fast alle 11 ... ' und y,/' in (b, b + d), folglich fast alle x,."- x.' und 
11""- y,.' in (- d, d), also fast alle 

in (- 2d, 2d). 
(x."- x:) + (11,."- 11,.') 

Setzen wir d = ~ (s - r'), so entsteht ein Widerspruch. 

Wir wissen jetzt, daß die Folge x1 + 11u x, + y,, . ... konver· 
gent ist (vgl. § 14). Ihren Grenzwert wollen wir mit x + y ba. 
zeichnen und ihn die Summe von x und y nennen. 

Damit diese Definition einen Sinn hat, muß noch folgendes ge· 
zeigt werden. 

Wenn lim x,.""" x und lim fi ..... y (x,., y,. ·rational) ist, so hat 
man immer ( ) lim x,. + fi.) = lim (X,.+ y,.. 

Nach § 15 (Bemerkung 4) konvergiert 

x11 x11 x2 , x2 , ••• nach x 
und 11v y11 y1 , y11 ••• nach 11· 

Also ist die Folge 

:Cl+ Yu xl + Yu Xs + y,, x, + y,, ... 
konvergent. Nach § 15 (Bemerkung 2) streben alle Teilfolgen eine 
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konvergenten Folge demselben Grenzwert zu. Mithin haben auch 
x" + 11,. und x,. + y,. denselben Grenzwert. 

Wenn x und 11 beide rational sind, sq kann man alle x" gleich 
x und alle y,. gleich 11 setzen. Dann werden alle x. + y", mithin auch 
lim (x" + y,.), gleich x + y. Unsere Definition führt also im Falle 
rationaler x, y zu keinem Widerspruch. 

§ 19. Produktzweier Zahlen. Wie in § 18 sei lim x,.= :e 
und lim 11,.- y (x,., y,. rational). Dann ist die Folge 

X11l11 Xs1/u Xa11,, · • · 

beschränkt, weil alle ihre Glieder dem Intervall (- c1, c2) angehören.1) 

Diese Folge hat also wenigstens einen Häufungswert. 
Hätte sie zwei verschiedene Häufungswerte u und v (> u),. so 

gäbe es nach § 17 eine Teilfolge 

x/ y/, x2' y1', •.• mit dem Grenzwert u. 
und eine Teilfolge 

xt" yt, x1" y1", ... m.it dem Grenzwert v. 

Wählen wir die Rationalzahlen r, r', s, s' wie in § 18 derart, daß 

,. < u < r' < s < v < s' 
ist, so liegen fast alle x,.' '!1,.' in (r, r'), fast alle x,." y ,." in ($, s'). Die 
Differenzen x,.'' y"" - x,.' Y;.' 

werden also fast alle größer als s- r'· sein. 
d sei eine beliebige positive Rationalzahl, und man wähle die 

Rationalzahlen a und b so, daß 

a < x < a + d und b < 11 < b + d 

ist. Fast alle x,.', x,." sind dann in (a, a t d) und fast alle Yu', y,." 
in (b, b + d) enthalten, folglich fast alle x,."- x,.' und y,."- y,.' in 
(- d, d). 

Beachtet man, daß 

"" ,, ('' ')" (" ')' x,. y,. - x" y,. == x,. - x.. y" + 11,. - 11,. x" 

1) c hat dieselbe Bedeutung wie in § 18. 
2'" 
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ist, so ergibt sich, daß fast alle x.,."y,."- x"' y,.' in dem Intervall 
(- 2cd, 2cd) liegen. Andererseits sollen sie fast alle größer als 
s - r' sein. Setzen wir d = s-r' 

2c 1 

so entsteht ein Widerspruch. 
Den Grenzwert· der Folge x1y11 x2 y2 , ••• wollen wir mit xy be

zeichnen und ihn das Produkt von x und y nennen. Dieser Grenz
wert ist unabhängig davon, welche rationalen nach x bzw. y kon
vergierenden .F'olgen benutzt werden.1) 

Wenn x und y beide rational sind, so darf man alle x,. gleich x 
und alle y,. gleich y setzen. Dann werden alle x,.y,., inithin auch 
lim xny,., gleich xy. Unsere Definition führt also im Falle rationaler 
x, y zu keinem Widerspruch. 

Das Produkt (- 1 )x wollen wir mit· - x bezeichnen, die Summe 
x + (- y) mit x - y. Im Falle rationaler x, y entsteht kein Wider
spruch, weil dann tatsächlich 

(- l)x =- x und x + (- l)y = x- y ist. 

§ 20. Beziproker Wert einer von l!llull verschiedenen 
Zahl. Es sei x > O(x < 0) und 

lim x,. = x (x,. rational). 

Man . wähle die Rationalzahlen k und k' so, daß 

k' > X > k > 0 (k' <X < k < 0) 

ist. Fast alle x,. liegen dann in dem Intervall (k, k'). Die übrigen x,. 
wollen wir streichen, und es bleibe danach die Folge ~1 , ~~~ ~8 ,: .. 
iibrig. 

Offenbar sind alle Glieder der Folge 
1 1 1 
~~ ~~ ~s, ... 

in dem Intervall (~' :.) 
enthalten. Diese Folge ist alsobeschränkt und hat daher wenigstens 

1) Beweis wie in § 18. 
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einen Häufungswert. Hätte sie zwei Häuftmgswerte u und v(>u), 
so gäbe es eine Teilfolge 

·~~,, ~~, ~-, o •• mit dem Grenzwert ·u 

und eine 11eilfqlge 

_;, ___;,, _;,, • 0 • mit dem Grenzwert 11. 
~~ lit Xa 

Werden die Rationalzahlen r, r', s, s' so gewählt, daß 

r<~<r'<s<v<s' 

ist, so liegen fast alle 1/~~ in (r, r'), fast alle 1/~:' in (s, s'). Fast 
alle Differenzen 1 1 

Ii~- X~ 

werden also größer als s - r' sein. 
Nun sei d eine beliebige positive Rationalzahl, und man wähle 

die Rationalzahl a so, daß a < x < a + d 

ist. Fast. alle ~,; und ~ .. " sind dann in ( a, a + d) enthalten, also fast 
alle ~ .. ' - ~ .. " in (- d, il). Bedenkt man, daß 

1 1 x~-r; 
l; - rn == ~~~~ 

ist, .und daß alle Produkte, ~ .. • ~ .. " größer als k2 sind, so ergibt sich, 
daß fast alle 1/.,;n"- lf~n' in das Intervall 

I d d) 
(- k', p 

fallen. Andererseits sollen sie aber fast alle größer als s - r' sein. 
Setzen wir d = k2(s- r'), 

so entsteht ein Widerspruch. 

1 Die Folge 1 1 

1it 1 x,' ~s''" 

ist also konvergent. Ihren Grenzwert wollen wir mit ljx bezeich
nen und den reziproken Wert von x nennen. Es ist also 

1 l' 1 -=Im-
:e Xn 

oder _!_ = lim _!_ 
.21 a:,. I 
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weil in jeder Umgebung von 1/x nicht nur fast alle Uf,., sondern 
auch fast alle 1/x,. liegen.1) 

ljx ist unabhängig davon, welche rationale nach x konvergie· 
rende Folge benutzt wird.') 

Wenn x rational ist, so dürfen wir alle x,. gleicll x setzen. Dann 
werden alle 1/x,., folglich auch der Grenzwert von ljs,., gleich lfx. 
Es ergibt sich also im Falle eines rationalen x kein Widerspruch. 

Das Produkt von y und 1/x (x ungleich Null) wollen wir 
mit yfx oder y: x bezeichnen und es den Quotienten von y durch 
x nennen. Sind x und y beide rational, so entsteht kein Widerspruch. 

§ 21. Bationale Operationen. Als Grundoperationen 
wollen wir die folgenden vier Operationen bezeichnen: 

1. fibergang von x zu x (Identität). 
2. fibergang vonxzu 1/x(Inversion). Diese Operation lii.ßt 

sieb nur anwenden, wenn x von Null verschieden ist. 
3. Übergang von x, y zu x + y (Addition). 
4. Übergang von x, y zu xy (Multiplikation). 
Unter einer rationalen Operation verstehen wir die Aufein

anderfolge einer endliche.n Anzahl von Grundoperationen. 
Man bat, um es genauer zu beschreiben, n Zahlen 

x11 x1, .. • , x,.. 
Indem man auf eine bzw. zwei von ihnen die Grundoperation <11 

anwendet, gewinnt man die Zahl x,.+ 1 • Aus x11 x1 , ••• , x,.+1 leitet 
man mittels der Grundoperation ®1 die Zahl x,.+t ab usf., bis man 
schließlich die p Gruniloperationen 

<Mu ®1, · · .,. ®.P 
ausgeführt hat und zu x,.+.P gelangt ist. Von XH.P wird dann ge
sagt, daß es aus x17 x1 , ••• , x,. durch eine rationale Operation 
gewonnen oder ra.tional abgeleitet ist. 

Um auszudrücken, daß eine Zahl x ans den Zahlen 

a-, b, ... , h 

1) Die Folge & , ft, ls , . . . entstand nll.mlich &111 a:1 , a:1 , a:9 , • • • durch 
Streichung einer endlieben Anzahl von Gliedem. 

2) Beweis wie in § 18. 
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rational abgeleitet ist, schreiben wir 

X- m(a, b, .. . , k). 

Sind a, b, ... , k sämtlich rational, so ist offenbar auch x rational. 
a, b, ... , h seien jetzt beliebige reelle Zahlen, aber so beschaf-

fen, daß sich darauf die rationale Operation m anwenden läßt. Diese 
Möglichkeit muß ausdrücklich gefordert werden, weil die zweite 
Grundoperation nicht immer anwendbar ist. Ferner sei 

lim a,.- a, lim b,.- b, .. . , lim k,.- k (a,., b,., .. . , k,. rational). 

Dann hat man m(a, b, ... , k) -lim 9l(a,., b,., .. . , k,.). 
Wenn m eine Grundoperation ist, so ist die Formel offenbar 

richtig. 

Wir wollen annehmen, sie sei für solche rationalen Operationen 
m, die durch die Aufeinanderfolge von p - 1 Grundoperationen ent. 
stehen, bereits bewiesen. Gelingt es uns dann zu zeigen, daß sie auch 
gilt, wenn m durch p aufeinanderfolgende Grundoperationen gebildet 
wird, so ist sie aUgemein bewiesen. 

<Mt sei die erste dieser p Grundoperationen und 

k =<Mt (a, b, ... , k). 

Dann ist St(a, b, .. . , h)- m(a, b, .. . , k, k), 

WO m die Aufeinanderfolge von p- 1 Grundoperationen bedeutet. 

Da nun k = lim<Mt(a,., b,., ..• , h,.) =limk,. 1) 

und mca, b, .. . , k, k) = lim mca,., b,., ... , k,., k,.) 
ist, BQ folgt 

ffi(a, b, .. . , h)-= lim ffi(a,., b,., .. . , lt,., k,.) -lim m(a,., b,., .. . , k,.). 

§ 22. Bechn1111pregeln :ftlr ratioD&le Operationen. Für 
rationale Ope:rationen mit rationalen Zahlen gelten, wie der Leser 
weiß, gewisse Rechnungsregeln. Wir nennen die folgende1;1: 2) 

(1) (x+y)+s=x+(g+s), x+y ... y+x, {2) 

1) k,...., GJ1 (a,., b,., .. . , h,.) ist rational. 
2) e, y, e aind beliebige Rationalzahlen. 
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(3) X+ 0 =- X 1 (xy)e = x(ye), (4) 

(6) xy = yx, Ox=O, (6) 

(7) 1x = x, (x + y)s = xz + ys, (8) 

(9) X- X= 0, ~ =1(x~O) (10) 

Alle diese Rechnung$regeln haben eine gemeinsame Form. Die linke 
sowohl als die rechte Seite entsteht durch Anwendung einer ratio
nalen Operation, d. h. einer endlichen Anzahl sukzessiver Grundope
rationen (§ 21), auf die Zahlen 

o, 1, -- 1, x, y, s. 

J.ede der obigen Gleichungen läßt sich also schreiben 

9!(0, 1, -- 1, x, y, s) .... 9!1 (0, 1, - 1, x, y, z), 

wobei ffi und 9!1 rationale Operationen bedeuten. 
Nun seien x, 11, s beliebige reelle Zahlen, aber von solcher Be

schaffenheit, dnß sich auf 0, 1, - 1, x, y, s die Operationen 9l und 
9!1 anwenden lassen. Ferner sei 

lim x,.-= x, !im 'Yn = y, lim s,. = s (x,., y,., z,. rationRl). 

Dann hat man nach § 21 

9!(0, 1,- 1, x, y, s) == lim 9!(0, 1, - 1, x,., y,., z,.) 

und ml (0, l, - 1, x, y, z) == lim ml (0, 1, - 1, xn, y,., s,.). 

Da unsere Regeln für rationale x, y, s gelten, sp ist 

mco; 1, -1, x,., y,., s,.) = ml (0, 1, - 1, x,., y,., s,.). 

Folglich sind auch die Grenzwerte einander gleich. Die obigen 
Rechnungsregeln gelten also überhaupt, wenn x, y, s reelle 
Zahlen sind. 

§ 23. Ungleichungen. Wenn x, y, z rational sind, so folgt aus 

x > y immer :c + z > x+ z, 
ferner aus 

x > y und z > 0 immer xz > '!J.Z. 

Wir wollen beweisen, daß diese beiden Sätze auch dann 
noch gelten, wenn x, y, s beliebige reelle Zahlen sind. 
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Es sei limx"-x, limy,.=y, lim.e .. =-=.e (x,., y,., .e" rational). 
FUr fast alle Werte des Index n ist dann (nach § 15, Bemerkung 5) 

folglich 

Wäre nun 

(x,.> y,. und z .. > 0) 

x,. + z" > y,. + .z" 

x+e<y+z 

(x .. z,. > y"s"). 

(xs < ye), 

so müßten fast alle x" + z" kleiner als die entsprechenden y" + e,. 
(fast alle x,.z" kleiner als die entsprechenden y"e,.) sein. Es kann 

aber auch nicht x + 1 = y + 1 (xz = yz) 

sein, weil daraus nach § 22 x = y folgen würde. 

Mithin ist a; + z > y + z (xz > yz). 

§ 24. Folgerungen, 1. Aus x > y und x' > y' folgt 1) 

x + x' > y + y'. 

Man hat nämlich x + x' > ·y + x' > y + y'. 

Sind y, y' positiv .oder null, so folgt aus 

x > y und x' > y' immer 1) xx' > yy'. 

Man hat nämlich im Falle y > 0 

xx' > 1JX' > yy'. 

Im Falle y = 0 ist aber xx' > yx' = yy'. 

2. Aus x > y folgt - x < - y. Zum Beweis setze man in 

x+z>y+z 
für z den Wert - x - y. 

Wenn x > 0, so ist also - x < O, und wenn x < 0, so ist 
- x > 0. Von den beiden Zahlen 

X und -X 

ist daher, sobald sie nicht beide gleich Null sind, d.ie eine positiv, 

1) Aus x~y und x'~y' folgt x+x'~y+y'. 

2) Aus x 2_ y und x' > y' folgt, wenn y, y' positiv oder null sind 
xx'~yy'. 
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d. h. größer als Null, die andere negativ, d. h kleiner als Null. Die 
positive bezeichnet man mit jxj und nennt sie den absoluten Be
trag oder kurz den Betrag von x. Man sagt auch, x sei absolut 
genommen gleich jxj. Im Fall x = 0 setzt man jxj = 0. 

Offenbar ist lxl = 1- xj; 
denn man hat nach § 22 

- (- x) = (-1)(-1)x .... x. 

Ferner gilt die Formel lxyl == lxiiYI, 
weil Jxl ==-EX, IYI = ly, 
folglich !xllYI .... u'xy = E'~xy, 
und jxJIYI nicht negativ.1) 

(E, E' == ± 1) 

(l' == ± 1) 

Wenn z von Null verschieden ist, so hat man (vgl. § 22, 
Formel 10) 1 

X-= 1, 
X 

also I x lj ! J = 1 , 

mithin J ! J = 1!1 • 

Um die Formel jx + yj S: jxj + IYI 
zu beweisen, bedenke man, daß 

-Jxl S: ±X S: ixl und -IYI S: ± 11 S: IYI 
ist, also -lzl -jyj S ± (x + y) ~ lxl + Jyj. 

Da x - y + y .... x, so hat man 

lxl < lx- vl + jyj, also !x- Yl2: lxl-lvl 
und auch jx -yj2: jyj - jxj. 

Schließlich machen wir noch die Bemerkung, daß die Aus-

sagen !xl < a und - a < x < a 

völlig gleichbedeutend sind. Denn aus 

jxj < a folgt -lxl >- a, 

1) Aus I~ I ~ 0, I !112: 0 folgt nämlich I x II !II ~ 0 (vgl. den zweiten 
Satz in § 28). -



so daß 
ist. Aus 

Andere Fassung der Limesbeziehung 

- a < jxj < a und - a < -jxj < a 

- a < x < a folgt - a < - x < a. 
Ebenso sind die Aussagen 

jy- xj < E und x- E < y < x + E 
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völlig gleichbedeutend. Denn jy- x\ < E bedeutet so viel wie 

-E<y-X<E, 

und diese Ungleichungen sind gleichbedeutend mit 

x-s<y<x+s. 

§ 26. Andere l'a&B'IIDg der LlmeBbesleh'IIDg. Wenn 

limu ..... u 
ist, so bedeutet dies nach § 14, daß in jeder Umgebung von u fast 
alle u,. liegen. 

Verstehen wir unter E eine positive Zahl, so ist (u- E, u + E) 
eine Umgebung von u. Aus E > 0 und - E < 0 folgt nämlich nach 
§ jß U - E < U < U + E. 

Durch passende Wahl von E kann man, wenn ( a, ß) irgendeine 
Umgebung von u ist (a < u < ß), erreißhen, daß (u- s, u + E) in 
( a, fJ) liegt. Man braucht nur zu bewirken, daß 

E < tt - a und E < ß - u wird. 
Hiernach. ist klar, daß wir die Limesbeziehung auch so beschrei

ben können: 
limu ..... u bedeutet, daß die Ungleichung 

ju.- u.l < E, 

von fast allen u. erfüllt wird, wie'aueh die positive Zahl s 
gewählt sein mag. 

§ 26. AD.wand'IIDgen. 1. Aus limu,. = u, limv11 = v 
folgt lim (u,. + v,.) = u + v. 

In der Tat erfüllen fast alle u.,, v. die Ungleichungen 

Iu- u,.l < ; , lv- v.J < ; , (E > 0) 

folglich fast alle u,. + v,. die Ungleichung 
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!(u + v)- (u,. + v,.) I< E, 

weil j(u + v)- (u,. + v,.)l < Iu- u,.j + jv- v,J 

2. Aus limu,.== u, limv,.= v folgt lim(u,.v.,) = uv. 

Fast alle u,., v,. erfüllen die Ungleichungen 

Ju-u,.l<e', lv-v,.j<E' 

Da uv -u,. v,. =(u- u,.)v+ (v- v,.)u +('u,.- u)(v- v,.) 

ist, so genügen fast alle u,. v,. der Ungleichung 

Iuv- u,.v" I< E' (!ttl +I vj) + E' 2• 

(e'> 0) 

Wird eine positive Zahl E vorgelegt, so kann man E' so wählen, 
daß 

E'<l und E'<•+lui+lvl 

ist. Dann erfüllen fast alle u".v,. die Ungleichung 

jruv-1t,.v,.I<E. 

3. Aus lim u.,.=u und 'U ~ 0 folgt lim~ = ~ · 

" 
~~ast alle u,. erfüllen die Ungleichung 

Ju-u,.I<E'. 

Ist E1 < tJ~tj, 
(E'>O) 

so sind diese u,. dem Betrage nach alle größer als tiuJ, weil 

I u- u,.J >I uJ-1 u,.J 

Nun hat man ~ -: = u~ u u-. 
" " 1 . 

Fast alle- genügen also der Ungleichung 
u,. 

I_!_- 2_1 < 2E' • 
u u,. u 11 

Wird die positive Zahl E vorgelegt, so können wir 
, u 1 

E =2E 

setzen. Dann erfüllen fast alle 1/u,. die Ungleichung 



Sll.tze über Grenzwerte 29 

4. u, v, ... x seien Zahlen, auf die sich die rationale Ope
ration m anwenden läßt. Daun folgt aus 

limu,.-u, limv,.-v, ... , limx"-x 

immer lim mcu .. ,v,., ... ,x,.)-Bl(u, v, .. . , x). 

Wenn m eine Grundoperation ist (vgl. § 21), so ist die }~ormel offen
bar richtig. 

Nehmen wir an, sie sei .für solche rationalen Operationen, die 
durch p - 1 aufeinanderfolgende ~rundoperationen entstehen, bereits 
bewiesen, und m sei gleichbedeutend mit der Aufeinanderfolge von 
p Grundoperationen. Ist @1 die erste ·von diesen Grundoperationen 

und y= @1 (u, v, ... ; x);· 

so hat man m(u, v, .. "! x) .... m(u, v, .. • , x, y), 

wo 91 die Aufeinanderfolge von p - 1 Grundoperationen bedeutet. 

Da nun y = lim ®1 (u,., v", . .. , x,.) = lim y .. 

und m (u, v, .. . , x, y) = lim m(u,., v,., . .. , x,., y,.) 
ist, so folgt 

m (u, v, .. . , x) == lim 9f(u,., v", .. . , x?', y,.) = lim m (u .. , v,., .. . , x,.). 

5. Wenn lim x,. = x ist, so .hat man 

lim (x-x .. )= 0 und lim (xn-x)- 0, 
also auch lim lx-x .. l = 0. 
Nun ist nach § 23, Nr. 2 

lxl-lx,.l < jx-x,.l und tx,.!-lx! < jx-x .. J, 
so daß -1~-x.i<lx,.!-lxi<ix-x,.l,· 

mithin lim (ix .. !-lxl) = 0 

wird, also lim [x,.j -lim (fxl + ix,.!-lxl) -lxl. 

Nur im Falle x = 0 folgt umgekehrt aus 

lim ix,.l = lxi immer lim x ..... x. 

§ 27. DasGauohyacheKonvergenzkriterium. Eine Folge 
U11 U1, u,, .. . ·ist dann und nur dann konvergent, wenn es zu 
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jedem positiven e ein u. gibt, das sich von fast allen u,. um 
weniger als e untersche-idet.1) 

Die angegebene Bedingung ist notwendig. Wenn nämlich 

lim u,.=u 

ist, so geniigen fast alle u,,. der Ungleichung 

Jtt-u,.J<;. 

Ist u. eins von diesen u,., also 

lu-u,.l<;, 

so erfüllen fast alle u" die Ungleichung 

u,.-u. < e, 
weil u,.-u.= (u,.-u) +{u-u~). 

Die Bedingung ist aber auch hinreichend. Ist sie nämlich erfdllt, 
so gibt es ein· Glied ttl' 7 von welchem sich fast alle u" um weniger 
als t e unterscheiden. 

Die Folge u11 Uu u81 ••• ist daher beschränkt und hat also sicher 
einen ßäufungswert u. Zwischen u- t e und u + t e fallen unendlich 
viele u,.. Es gibt also ein ua, das den Ungleichungen 

jul'-u"l<te, !u-ual<te 
genügt. Da für fast alle u", 

ju"-u,.l<te 
ist, so erfüllen fast alle u,. die Ungleichung 

denn man hat 
l·u-u,.i<e; 

u-u,.- (u -ua) +(uo.-u(l) + (u(1-u,.). 

1) Zwei Zahlen a: und g unterscheiden sich um weniger als e, wellll 
~x- y I < I ist. Diese Ausdrucksweise hätten wir· auch. in § 26 benutzen 
köunen. 
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Kapitel IV. 

Funkttonen einer Veränderlichen. 
§ 28. Verlnderliche. Wenn irgendeine Menge ID1 von lauter 

verschiedenen Zahlen vorliegt, so dürfen wir festsetzen, daß der Buch
stabe x jede dieser Zahlen bedeuten kann. Einen solchen Buchstaben 
nennt man eine Veränderliche oder Variable, jede Zahl von ID1 
einen Wert und IDl selbst den Bereich der Veränderlichen. 

Besteht ID1 aus einer einzigen Zahl, so sagt man, x sei eine 
Konstante. 

§ 29. 1'1Ulktlonen. Wenn jedem Wert der Veränderlichen x 
ein bestimmter Wert derVeränderlichen y eBtspricht, so nennt man 
y eine .l!'unktion von x und schreibt 1) 

y-f(x). 
x heißt die unabhängige, y die abhängige Veränderliche. Den 
Bereich von :x; nennt man den Definitionsbereich von f(:x:). 

Wenn jedem Wert der Veränderlichen x eine Zahl zugeordnet 
ist, so ist in dem Bereich von x eine Funktion definiert; denn die 
zugeordneten Zahlen kann man als die Werte einer Veränderlichen y 
betrachten. 

§ 30. Betaplele. Die einfachste Funktion von x ist eine K o n
stante. Diese Funktion entsteht, wenn man jedem Wert von x eine 
und dieselbe Zahl zuordnet. 

xm (m eine positive ganze Zahl) soll, wie im Falle eines ratio
nalen x, das Produkt von m Faktoren x bedetrten. Offenbar ist x"' 
eine Funktion von x. Als Bereich von x können wir hier den Inbe
griff aller reellen Zahlen betrachten. Auch 

1/= OoXm + alxm-l + ... + am-tX+ am, 

wo a0 , a11 •• • , am gegebene Zahlen sind, ist eine Funktion von x. 
Man nennt sie eine ganze rationale Funktion m-ten Grades, 

1) Gelesen wird diese Formel: "y gleich f von a:". Statt{kann man auch 
andere Buchstaben benutzen. 
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vorausgesetzt, daß au nicht gleich Null ist. Eine von Null ver
schiedene Konstante wollen wir als eine ganze rationale Funktimr 
0-ten Grades bezeichnen. 

Eine ganze rationale Funktion m-ten Grades hat höch
stens m Wurzeln, d. h. es gibt höchstensm Wertevon x, für welche 
sie gleich Null ist. 

Man hat, wenn x1 eine Wurzel ist, 

y = ao(x"' -xt"') + at (x"'-1-xt""-1) + ... + am-l (x- xl) 

oder y=(x-x1)(a0'xm-·1+a/x"'-'+ · · · +a;,._ 1), 

wobei a0' = a0 , a1 = a0 x1 +a11 a2' = a0x11 + a1x1 + a2 , • • ·, 

a~-t=aoxtm-l+alxlm-2+ ... +am-1 

Aus der obigen Fo.rmel kann man schließen, daß unsere Be
hauptung für die ganzen r.ationalen Funktionen m-ten Grades gilt, 
wenn sie für die vom (m-1)-ten Grade richtig ist. Für die vom 
0- ten Grade ist sie aber richtig. Folglich gilt sie allgemein. 

also 

Der Quotient von zwei ganzen rationalen Funktionen 

aox"' + alxm-l + ... + am und box"+ blxn-l + ... + b,., 
aoa:"' + al wn-l + ... + a"' 
b0 :.c11 +b1 x"-'+ · · · + b,. 1 

ist· auch eine Funktion von x. Nur muß man diejenigen Werte von 
x ausschließen, die Wurzelll des Nenners sind. Man nennt einen 
solchen Quotienten eine ration!J.le Funktion .. 

Eine rationale Funktion, deren Nenner den Grad Null hat, ist 
eine ganze rationale Funktion. 

§ 31. Stetigkeit. x0 sei ein Wert der Vel·änderlicheJl x, und 
es sei möglich eine l!'olge x11 x1 , x3 , ••• von x-Werten so zu ·wählen 
daß x,. < x0 , aber lim x,. = x0 wird. Wenn· dann für l':_~~ solche Folge 

lim f(x,.) = f(xo) 

ist, so nennt man f(x) an der Stelle x0 stetig. Andernfalls heißt 
f(x) a.n der Stelle x0 unstetig. 

Eine Folge x11 x,, x3 , .. •• von der obigen Beschaffenheit existiert 
dann un"d nur dann, wenn in jeder Umgebung· von x0 ein von x0 

verschiedener x-Wert vorhanden ist. Daß diese Bedingung not-
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wendig ist, folgt aus der Bedeutung der Formel lim x,. -=:t0 (x,. ~ x0). 

Die Bedingung ist aber auch hinreichend. Gibt es z. B. in jedem der 
Intervalle ( 1 1)" 

~ -- ~ --
0 n' o+ n ' 

n= 11 2, 3, .. . , einen von x0 verschiedenen x-Wert x,., so hat man 
lim x,. = x0 , weil x,. zwischen zwei nach x0 konvergierenden Zahlen 
liegt. 

Wenn es keine Folge von x-W erlen gibt, so daß lim x,. = x0 und 
X11 ~ x0 ist, so nennt man x0 einen isolierten x-Wer.t. Es läßt sich 
dann um x0 eine Umgebung konstruieren, in der x0 der einzige x
Wert ist. 

Von Stetigkeit oder Unstetigkeit an der Stelle x0 kann man nur 
reden, wenn x0 nicht isoliert ist. 

Aus § 26, Nr. 4 kann man entnehmen, daß eine rationale 
Funktion an jeder Stelle des Definitionsbereichs stetig ist. 

§ 32. Anwendung rationaler Operationen auf stetige 
Punktionen. f(x.), g (x), .. . , u(x) sei eine endliche Anzahl von 
Funktionen mit gemeinsamem Definitionsbereich. x0 sei ein Wert 
aus diesem Bereich und f(x), g(x), ... , u(x) seien für x=x0 stetig. 

Wenn sich die rationale Operation m auf die Zahlen 

f(x0), g(x0), ••• , u (x0) 

anwenden läßt, so ist m ({( ) ) 
l1l X 1 ,fJ(X)1 • •• 1 U (X) 

ffir X=X0 stetig. Ist nämlich lim X11 =X01 so hat man nach §26, Nr.4 

lim m({(x,.), g(X,.)1 .. . , U(X,.))- m({(x0)1 g(x0)1 .. . , U(Xo)). 

Bemerkung. Es läßt sich um x0 eine Umgebung konstruieren, 
SO daß m auf f(x)1 g(x)1 ... 1 u(:x;) anwendbar ist, sobald X jener 
Umgebung angehört. Gäbe es nämlich in jedem der Intervalle 

( Xo - _!_ X + _!_) n 1 o n ' 

tl= 1, 2, 3 .. . , ein ft"' so daß m auf f(rt"), g(rt,.), ... , u(rt,.) nicht 
anwendbar wäre, so hätte man lim rt,. = x0 , also nach § 26, Nr. 4 

lim m ({(rt,.), g(ft11) 1 •• • 1 U(ft,.)).,.. m(/(x0)1 g(X0 )1 •.• 1 U(Xo)). 
Kowalewaki, Dift'erential- und Integralrechnung. 4. Auf!. 3 
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Dann mfißten aber fast alle 
'iR(f(x,.), g(x,.), .. . , u(x.)) 

einen Sinn haben. 

§ 88. Bme Bigenschaft der stetigen Panktionen. Wir 
beweisen zunächst folgenden HUfssatz: 

Wenn f(a) > 0, f(b) < 0 und f(x) in (a, b) stetig1) ist, iJo 
gibt es zwischen a und b ein c derart, daß f(c) =- 0 ist. 

Angenommen, es gäbe kein solches c. Dann hat man entweder 

f (a t b) < 0 oder f e t b) > 0 

Im ersten Falle setze man 

a. - a und b1 ..., a I b, 

im zweiten Falle a+b a1 =-2- und b1 =b, 

ao daß also 
Auf (a11 b1) läßt sich genau dieselbe Betrachtung anwenden. Je nach 

dem r("' tbx) < 0 oder r(al tbl) > o, 

hat das Intervall (a11 a1 tb1) oder (~tb1 , b1) 

die Eigenschaft, daß an seiner unteren Grenze a11 die Funktion positiv, 
an seiner oberen Grenze b1 dagegen negativ ist. 

Dieses Halbierungsverfahren kann man in infinitum fortsetzen. 
Es ergibt sich dabei eine- Folge von Intervatl.en 

(a11 b1), (a,, b,), (a81 b8), ••• 

mit der Eigenschaft f(a,.)> 0, f(b,.)< 0. 

Da a11 a1 , a., ... und b11 h., b81 •.• offenbar beschränkte monotone 
Folgen sind, so existieren nach § 16 

und wegen 

lim a,. und lim b,., 
b-a 

b,.-a,.-~ 

1) Wir verlangen, auafiihrlich geaagt, folgendes: Wenna< x,. < b und 
lim ~~:,. = 11: iat, so 1oll immer lim f(IB,.) '""'{(111) sein. = = 



ist 
also 

Positive m-te Wurzel 

lim (b,.- an) = lim b,. -lim a,. = 0, 

lim a,. = lim bn. 
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Bezeichnen wir diesen gemeinsamen Grenzwert mit c, so ist auf Grund 
der Stetigkeit 

f(c) == lim f(a,.) und f(c) =- lim f(b,.). 
Wegen f(a,.) > 0 muß f(c) > 0 und wegen f(b,.) < 0 muß f(c) < 0 
sein. Es folgt also f(c) = 0. 

Jetzt ist es leicht, folgenden allgemeinen Satz zu beweisen: 
F(x) sei in (a, b) stetig. Ferner sei 

F(a) = A und F(b) == B. (A < B) 

Ist dann C eine beliebige Zahl zwischen A und B, so gibt 
es zwischen a und b ein c, so daß 

F(c) = C. 

Man bilde f(x) == F(x)- C. 
A-B 

Diese Funktion erfüllt die Bedingungen des obigen Hilfssatzes. Da
her gibt es zwischen a und b ein c, so daß f(c) = 0 ist. Das be
deutet F(c) = C. 

§ 34. Anwendung. m sei eine positive ganze Zahl. Dann 
ist, wie wir wissen, xm überall stetig. Wir wollen zeigen, daß die 
Gleichung xm=a (a>O) 

eine positive Wurzel hat.1) 

F(x)- xm ist für x = 0 kleiner als a, nämlich 
Wählt man eine ganze Zahl k größer als a, so wird 

Man hat also 
F(k) > k > a. 

F(O) < a und F(k) > a. 

gleich Null. 

Zwischen 0 und k gibt es daher nach § 33 ein c, so daß 

F(c) =- cm- a ist. 2) 

Zwei verschiedene positive Zahlen mit der m-ten Potenz a 
kann es nicht geben. Aus Cl > c > 0 folgt nämlich Cl m > cm. 

1) Ffir a = 0 ist x = 0 die einzige Wurzel. 
2) Jetzt sehen wir, daß die in § 1 betrachtete Gleichung x 1 =>;' 2 lösbar ist. 

3* 
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Die positive Zahl c, deren m- te Potenz gleich a ist, nennt man die 
positive m-te Wurzel aus a und schreibt 

1 

c = Va oder c = am. 

Wenn a -== 1 , so ist ya = 1 . Wenn a > 1 , so hat man 

F(1) = 1 < a. Mithin liegt 'ya zwischen 1 und k, ist also größer 

als 1. Wenn a :< 1, so hat man F(1) = 1 > a. Mitbin liegt ya 
zwischen 0 und 1. 

§ 35. a"' für rationales oo(a > 0). Wenn x eine positive 
Rationalzahl, also n 

x--m 

ist, wobei die positiven ganzen Zahlen m, n teilerfremd sein sollen, 
so setzen wir a"' _ ('}Ia)". 

Wenn x eine negative Rationalzahl ist, so setzen wir 
1 a.:,..._, 

a-"' 

Feruer soll a0 = 1 sem. 

Jetzt bat a"' für jedes rationale x eine Bedeutung. Der Leser 
beweise die Formeln 

a"'+!l = a"'aY und (a"')Y = a"'Y, 

ferner die Formel (ab)"'= a"'b"'. 

Dabei ist a > 0, b > 0 und x, y sind rational. 
Die letzte Formel braucht z. B. nur für x = 1/n bewiesen zu 

werden (n -· 2, 3, ... ). Es ist aber 

(a~Y'-a, (b~t-b, 
1 1 1 

also d. h. a11 b11 = (ab f · 
In ähnlicher Weise überzeugt man sich von der Richtigkeit der 

übrigen Formeln. 
Aus der dritten Formel folgt im Falle b = 1/a 

1 
b"'=-· ax 
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Ist b < 1, so hat man a > 1. Wir können uns deshalb bei der wei
teren Behandlung auf den Fall a > 1 beschränken. Im Falle a = 1 
hat man beständig a"' = 1. 

§ 36. Eine Hilfsformel. h sei von Null verschieden und 
1 + h > 0. Dann gilt für n = 2, 3, 4, ... die Ungleichung 

(1+h)n>1+nh. 

Wir benutzen zum Beweise die vollständige Induktion. Zu
nächst überzeugen wir uns, daß die Ungleichung im Falle n = 2 
richtig ist. In der Tat hat man 

(1 + h)S = 1 + 2h + h2 > 1 + 2h. 

Sodann beweisen wir, daß die Ungleichung für den Fall n + 1 gilt, 
wenn sie für den Fall n richtig ist. Multiplizieren wir 

(1 + h)n > 1 + nh 

auf beiden Seiten mit 1 + h, so kommt 

Nun ist aber 
(1 + h)n+l > (1 + nh) (1 + h). 

(1 + nh) (1 + h) = 1 + (n + 1) h + nh2 > 1 + (n + 1)h, 
also (1 + h)n+l > 1 + (n + l)h. 

§ 37. Grenzwert von a"' tiir nach Null konvergierendes 
rationales x. Wir nehmen an, daß a. > 1 ist, mithin ya > 1. 
Setzen wir dann ya = 1 + hn, 

so ist a. = (1 + hn)n > 1 + nhn, 

also 0 < hn < a-l und lim hn = 0, d. h. lim Ya = 1. 
n 

Da auch 1 : ya den Grenzwert 1 hat, so konvergieren 
1 1 

a" und a-;z 
beide nach 1. 

Nun sei lim xn = 0 (xn rational) 

und e eine beliebige positive Zahl. Dann läßt sich v als positive 
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1 1 

ganze Zahl so wählen, daß a-;, a- v beide in ( 1 - c, 1 + E) liegen. 

Fast alle X 11 sind aber in (- ~ , :) enthalten, mithin fast alle a'"n 

in 1) ( 1 1) a-•, a• , also auch in (1- E, 1 + c). 

Das bedeutet aber, daß lim a~,. = 1 ist. 

§ 38 a"' ftt.r beliebiges reelles x. Wir betrachten eine kon
vergente rationale Zahlenfolge x11 x2 , x8 , • . .. Ihre Glieder lassen 
sich zwischen zwei rationale Zahlen k und l (> k) einschließen. Die 
Glieder der Folge a•=., a"'•, a"'•, ... 
liegen also 1) alle zwischen ak und a1, d. h. die Folge ist beschränkt 
und hat daher wenigstens einen Häufungswert. Hätte sie zwei Häu
fungswerte u und v (> u ), so gäbe es eine Teilfolge 

a111, aY•, aY•, ... mit dem Grenzwert u 
und eine Teilfolge 

a••, a••, a•·, .. · mit dem Grenzwert v. 
Wegen u < v lassen sich die Rationalzahlen r, r' s, s' so wählen, 

~ß r<u<~<s<v<i 
ist. Da fast alle a"" in (r, r') 
und fast alle a•,. in ( s, s) 
liegen, so sind die Differenzen 

a•n- a11n 

fast alle größer als s - r'. Bedenkt man aber, daß 
a'n- alln = aYn (ar,.-y,. -1) < a1 (a•n-Jin -1) 

und 

ist, so ergibt sich 

lim (s,.- y") = 0 
lim (a•n- aYn) = 0, 

während doch fast alle a•n - av" größer als s - r' sind. 
Wir wissen jetzt, daß ax•, a''-., a"•, ... eine konvergente Folge 

ist. Den Grenzwert dieser Folge setzen wir gleich a'", wobei x = lim x,.. 

1) Wir benutzen hier, daß a" < aY ist, sobald x < y In der Tat bat 
man y =X + z (s > 0) und a" = a'"a' > a"', weil a• > 1 ist, was unmittelbar 
aus der Definition und aus § 3;1 (Schluß) hervorgeht. 
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Er ist unabhängig davon, welche nach x konvergierende rationale 
Folge man benutzt. Ist nämlich 

lim x" = lim x,. = x, (x,., x" rational) 

so konvergiert auch x11 x11 x1, x2 , ••• nach x. Mithin ist 

konvergent. Alle Teilfolgen einer konvergenten Folge haben aber 
denselben Grenzwert. Man hat also insbesondere 

lim a"'n =- lim aiin. 

Ist x rational, so ergibt sich kein Widerspruch. Wir dürfen 
dann nämlich alle x,. gleich x annehmen. 

Nunmehr ist a"' für alle reellen x definiert. Man nennt a" eine 
Exponentialfunktion. 

Es ist leicht, die Formeln 

a"'+!l = a"'aY, (a")t! = a"'Y, (ab)"= a"'b"' 

(a>O, b>O), 

die in § 35 nur für rationale x, y aufgestellt wurden, für beliebige 
reelle x, y zu beweisen. 

Ebenso leicht überzeugt man sich, daß a• > 1 ist ( a > 1), so
bald e > 0. Wählt man näm lieh eine Rationalzahl r zwischen 0 
und z, so ist ar > 1. Wenn nun lim ,,. = z ist (e" rational), so wer
den fast alle z,. größer als r sein, folglich fast alle a•n größer als ar, 
also lim a•n sicher nicht kleiner als ar, d. h. größer als 1. 

Wenn x < y, so ist a"' < at1. Denn man hat 

y = x + z und z > O, 

also a• > 1, mithin at1 = a"'a• > a"'. 

a"' nimmt demnach bei wachsendem x beständig zu. 

§ 39. Stetigkeit von a"'; Wir wollen zeigen, daß aus 

lim xn = x immer folgt lim a"11 =-= a"'. 

Die Rationalzahl r,. läßt sich so wählen, daß 

- < < +1 r,. 'x" r,. n 
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ist. Da x"- r,. und (r,. + ~) - x" 

beide zwischen 0 und 1/n liegen, ist 

lim r,. = x und lim (r" + ~) = x . 
1 

Andererseits hat man ar,. < az,. < ar,.+ 1i. 

az,. ist also zwischen zwei Zahlen eingeschlossen, die nach a"' kon
vergieren. Folglich konvergiert a"'n ebenfalls nach ai!C. 

§ 40. Logarithmen zur Basis a. Die Exponentialfunktion 
a"' (a> 1) hat lauter positive Werte. Denn es ist a0.== 1, az> 1 (für 
x > 0), und für x < 0 ist ax ebenfalls positiv, weil a"' = 1/a-"'. 

Hat man ein beliebiges positives y, so läßt sich die positive 
ganze Zahl n so wählen, daß 

a-" < y< a" 
wird. Da nämlich 

a">l+n(a-1) und a-"<t+n~a-l) 
ist, so braucht man nur dafür zu sorgen, daß die Ungleichungen 

1 
1 +n(a-1) <y< 1 +n(a-1) 

gelten. Diese sind aber gleichbedeutend mit 

> 1 - Y und n > 'L- 1 · n (a-l)y a-1 

Nach § 33 gibt es also zwischen - n und n eine Zahl x, so 
daß a"' = y ist, und da az mit wachsendem x beständig zunimmt, 
existiert nur ein solches x. Dieses x nennt man den Logarithmus 
von y zur Basis a und schreibt 

x = Logy. 

Logy ist .nur fürpositive y definiert. 
Aus der Definition ergibt sich unmittelbar, daß Log y mit 

wachsendem y beständig zunimmt. Ebenso ]eicht findet man 
die Formeln 

Log (xy) = Log x + Log y und Log (x") = y Log x. 
In der ersten sind x und y beide positiv, in der zweiten braucht 

nur x p·ositiv zu sein. 
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§ 41. Stetigkeit von Log x. Es sei 

lim x,.= x, 
und x sowie alle x,. seien positiv. Dann lassen sich zwei positive 
Zahlen k und l (> k) wählen 1), so daß alle x,. in (k, l) liegen. Die 
Folge Log x11 Log x9 , Log x3 1 • • • 

ist also beschränkt, da alle ihre Glieder zwischen Log k und Log l 
enthalten sind. Ist y ein Häufungswert der Folge und 

Log x1', Log x2', Log x8', ••• 

eine Teilfolge mit dem Grenzwert y, so wird 
lim x".· = lim aLog "'n' oder x = aY. 

Es kann daher nur einen Häufungswert geben, und er ist gleich 
Log x. Man hat also lim Log x,. = Log x. 

§ 42. Natürliche Logarithmen. Setzt man in der HUfs-
formel aus § 36 h = _ .!.__ 

n2' 

so ergibt sich nach einer leichten Umformung 

( 1 )" -1 ( 1 )" 1+n-1 < 1+--;-. 

Die Folge 

ist hiernach aufsteigend. 
Setzt man in der erwähnten Hilfeformel 

h=-1-
n2 -1' 

so erhält man zunächst 

oder, da 

ist, 

( 1 )" n 
l + n' -1 > 1 + n 2 -1 

n n 
n 1 -1 > n' 

( 1 . " 1 
1 + n 2 - 1) > 1 + n 

1) Man wähle zunächst k' und l' so, daß 0 < k' < x < Z' ist. Nur eine 
endliche Anzahl von x,. liegt dann nicht in (k', l'). Diese x,. und k', l' 
müssen in (k,. Z) enthalten sein. 



42 Folgen mit dem Grenzwert e 

und schließlich (1 + _1_)" > (t + __!__)" +1. 
n-1 n 

Die Folge ( 1 + ~ r. ( 1 + + r. ( 1 + ~ )'\ ... 
ist also absteigend. 

Diese Folge ist aber beschränkt. Sie hat daher emen Grenz
wert, der mit e bezeichnet wird, so daß also 

Weil nun 

und 

ist, so hat man auch 

. ( 1 )" + 1 e = hm 1 + n 

lim ( 1 + ~) =- 1 

e=lim (1 + ~r 

ist. 

Die Bezeichnung e rührt von Euler her. 
Wir haben e sowohl als Grenzwert einer absteigenden als auch 

einer aufsteigendenFolge dargestellt. Nach§ 16 ist also für n-2,3,4, ... 

( 41 )" ( 1 )" + 1 1+-;- <e<l+-n . 
Diese Zahl e hat man zur Basis eines Logarithmensystems ge

macht und nennt die Logarithmen zur Basis e natürliche Loga'" 
rithmen Zur Bezeichnung des natürlichen Logarithmus von x be
nutzen wir das Symbollog x. 

§ 43. Andere l'olgen mit dem Grenzwert e. Wenn fast 
alle Glieder der Folge a1 , as, a8 , ••• größer als g sind, wie man 
auch die Zahl g wählen mag, so wollen wir sagen, daß a,. positiv 
unendlich wird. 

Wir wollen annehmen, daß sämtliche a,. größer als 1 sind1 ) 

v,. sei die größte ganze Zahl, die kleiner oder gleich a,. ist. 
Dann hat man 0 < a,.- v,.<1, 

1) Da a,. positiv unendlich wird, so sind fast alle a11 größer als 1. Die 
übrigen denken wir uns gestrichen. 
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so daß auch v,. positiv unendlich wird. Nun ist aber 

1 + - 1-< 1 + _!_< 1 +__!_, 
11,. + 1 a,. - 11,. 

also 1) (1 + _1_)a" < (1 + ~)""< (1 + ..!_)a" 
11,. + 1 a,. 1111 

und daher (1 + _1_)"" < (1 + ..!_)a" < (1 + ..!._)•" + 1 
1171 + 1 a.. ,.,. 

Da nun (1+m~1r und (1+!r+l· 
(m = 1, 2, 3, ... ) 

43 

beide den Grenzwert e haben, läßt sich g so wählen, daß diese Zahlen 
für m > g in (e- E1 e + E) liegen (E > 0). Fast alle v,. sind aber 
größer als g. Also sind auch die Zahlen 

( 1 ).,. 
1 + 11,. + 1 ' 

fast alle m (e- E, e + E) enthalten. Dasselbe gilt daher von den 
Zahlen 

so daß lim (1 + a1,.)"'' = e ist. 

b1, b,, b8 , ••• sei eine ~'olge von der Beschaffenheit, daß - b,. 
positiv unendlich wird. Man sagt dann, daß b,. negativ unend
lich wird. 

Wir wollen annehmen, daß sämtliche b,. kleiner als - 1 sind.s) 
Setzen wir dann b,. = - 1 - a,., so sind alle an positiv, und es- wird 

( l + _!_)b" = (~)-an -1 = (1 + ,!_)an (l + .!.) . 
b11 an+ 1 a,. a,. 

Da 1/an nach Null konvergiert, so ergibt sich 

lim (1 + b1 t·= e. 
n 

1) Wenn z>O, so ist a'>b' (a>b>O). In derTatwird a:b=c>1 
und a' = b' c• > b'. 

2) Nur eine endliche Anzahl von b,. braucht man zu diesem Zweck zu 
streichen 
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Zusammenfassend können wir also sagen, daß 

Iim (t + :r=e 
ist, wenn I w I unendlich 1) wird. 

Die Aussagen "jml wird unendlich'' und 

lim .!. - Ot' 
11 CD 

sind völlig gleichbedeutend. Wir können daher unser Resultat 
auch so aussprechen: 

Wenn h nach Null konvergiert, aber immer ungleich 
Null bleibt, so wird 1 

lim { (1 + h) T } = e. 

§ 44. Grenzwert von (a" -1): h. Wir setzen a > 1 voraus. 
h R 0) soll nach Null konvergieren. Dann ist, wie wir wissen, lim a" 
gleich 1, aber a" von 1 verschieden, also 

a" - 1 + k (k ~ 0) und lim k = 0. 
Da h log a = log (1 + k) 1 

so hat man a"- 1 kloga loga 
--",-- = log(1+k) = .!_ 

log {(1 + k k} 

1 

Nach§ 43 ist aber tim {(1 + k)k} == e, 
1 

also nach § 41 lim log { (1 + k) "k} =log e- 1, 
. a"-1 folglich hm -h-, - == log a. 

Diese Formel gilt auch für a = 1, weil dann beide Seiten gleich 
Null werden. 

Im Falle 0 < a < 1 setze man a - lfb. Dann wird 

li oft - 1 1" 1 - 1Jk l" 1 bh - 1 
m-",-= lm-w=- lmb,.-h-, 

also a"-1 lim -",-=-log b =log a. 

1) Es genügt in diesem Falle ,,unendlich" statt "positiv unendlich" zu 
sagen. 
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Kapitel V. 

Geometrische Interpretation der Zahlen 
nnd Funktionen. 

45 

§45. Versinnlichung der reellen Zahlen durch die Punkte 
einer Geraden. 1) Wir benutzen zur Versinnlichung der reellen 
Zahlen eine Gerade, die wir 
die Zahlenlinie nennen. Auf 
ihr werden zwei verschie

SA B o EJ D 
Fis. 1. 

dene Punkte 0 und E gewählt. 0 heißt der Nullpunkt oder An
fangspunkt und E der ~Jinheitspunkt. 

Wird eine positive Rationalzahl r vorgelegt, so ordnen wir 
ihr einen Punkt R der Zahlenlinie zu, der mit E auf derselben 
Seite von 0 liegt, und zwar so, daß OR sich zu OE verhält wie r 
zu 1. Wenn also 1· =- m/n ist (m, n positive ganze Zahlen), so tragen 
wir den n-ten Teil von OE von 0 aus m-mal nach der Seite hin ab, 
auf welcher E liegt. 

Den Punkt R nennen wir den Bildpunkt von r oder kurz den 
Punkt r. Eist der Bildpunkt der Zahl 1. Daher haben wir Eden 
Einheitspunkt genannt. 

Istseine nega~ive Rationalzahl, also s =- m/n (m, n positive 
ganze Zahlen), so tragen wir denn-tenTeil von OE von() aus m-mal 
nach der Seite hin ab, auf welcher E nicht liegt. Dadurch gewinnen 
wir einen PunktS, der der Bildpunkt von s oder kurz der Punkts 
heißen möge. 

Betrachten wir schließlich noch 0 als den Bildpunkt der Zahl 
Null, so hat jede Rationalzahl ihren Bildpunkt. Wir nennen diese 
Bildpunkte die rationalen Punkte. 

In Fig. 1 liegt E rechts von 0. Sind r und r' zwei verschie
dene Rationalzahlen und R bzw. R' ihre Bild punkte, so liegt R' rechts 
oder links von R, je nachdem r' > r oder r' < r ist. 

Außer den rationalen Punkten gibt es auf der Zahlenlinie noch 
andre, die man als irrationale bezeichnet. Konstruiert man z. B. ein 

1) Von einer Erörterung der hier zugrunde liegenden geometrischen 
Axiome sehen wir ab. 
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Quadrat mit der Seite OE und macht OJ gleich der Diagonale dieses 
Quadrats, so kann J kein rationaler Punkt sein. Wäre er nämlich 
der Bildpunkt der Rationalzahl r, so müßte nach dem Satze des 
Pythagoras r' = 2 sein, was, wie wir wissen, unmöglich ist. 

Ein irrationaler Punkt J führt zu einer Einteilung aller ra
tionalen Punkte in zwei Klassen. Zu der ersten oder unteren Klasse 
rechnen wir alle rationalen Punkte, die links von J liegen, zu der 
zweiten oder oberen Klasse alle rationalen Punkte, die rechts von J 
liegen. Jeder Punkt der unteren Klasse liegt dann links von jedem 
Punkt der oberen Klasse. Ersetzen wir jeden rationalen Punkt durch 
die Rationalzahl, deren Bildpunkt er ist, so erhalten wir einen 
Schnitt (vg!. § 2). a sei die Zahl, die durch ibn bestimmt wird. 
Sie ist irrational; denn zwischen jedem rationalen Punkt und dem 
Punkt J gibt es noch andre rationale Punkte, so daß in der unteren 
Klasse kein Punkt am weitesten rechts und in der oberen Klasse 
keiner am weitesten links liegt. Wir wollen nun J als den Bild
punkt der Irrationalzahl a betrachten und ihn kurz den Punkt a 
nennen. 

Jeder Punkt der Zahlenlinie ist also der Bildpunkt 
einer reellen Zahl. Man nennt diese Zahl die Abszisse des 
Punktes (in bezug auf den Nullpunkt 0 und den Einheitspunkt E). 
Sind P1 und P9 zwei verschiedene Punkt~, so sind auch ihre 
Abszissen x1 und x2 verschieden und zwar liegt P2 rechts od~:~r 

links von P1 , je nachdem x1 > x1 oder x2 < x1 ist. 1) 

Gibt es nun zu jeder Irrationalzahl einen Punkt, dessen Ab
szisse sie ist? Es liegt im Wesen unserer Raumanschauung, daß wir 
diese Frage nur durch ein Axiom erledigen können. 

Gehörte zu der Irrationalzahl a kein Bildpunkt, so zerfielen die 
sämtlichen Punkte der Zahlenlinie in zwei Klassen: 

1. Punkte, deren Abszisse kleiner als a ist. 

2. Punkte, deren Abszisse größer als a ist. 
Jeder Punkt der unteren Klasse befände sich links von jedem 

1) Für den Fall, daß P1 und Pt irrationale Punkte sind,· folgt dies 
daraus, daß zwischen P1 und Pt rationale Punkte liegen (vgl. § 6). 
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Punkt der oberen Klasse, und in der unteren Klasse läge kein Punkt 
am weitesten links, weil es zwischen zwei Zahlen immer noch 
andere gibt. 

Wir. stellen es nun als Axiom auf, daß etwas Derartiges nicht 
vorkommt (Stetigkeitsaxiom). Dann hat jede Irrationalzahl 
ihren Bildpunkt auf der Zahlenlinie. 

Zwischen den reellen Zahlen und den Punkten der Zahlenlinie 
findet, wie ~an sagt, ein eineindeutiges Entsprechen statt. 
Jede Zahl hat einen bestimmten Bildpunkt auf der Zahlenlinie und 
jeder Punkt der Zahlenlinie ist der Bildpunkt einer bestimmten Zahl. 

§ 46. Streckenmessung. Zwei Punkte A und B der Zahlen
linie bestimmen in dieser Reihenfolge eine Strecke. A heißt der 
Anfangspunkt, B der Endpunkt der Strecke. Je nachdem B 
rechts oder links von A liegt, tragen wir von 0 aus nach rechts oder 
links OD gleich AB ab. Die Abszisse von D nennen wir die Maß
zahl der Strecke AB und bezeichnen sie mit AB. 

Hiernach ist die Abszisse eines Punktes P nichts anderes als 0 P 
Wenn a die Abszisse von A und b die Abszisse von B, 

so ist die M.aßzahl der Strecke AB gleich b- a. 
Sind a und b rational, so bedarf der Satz keines Beweises. Sind 

sie irrational, so lassen sich die Rationalzahlen a,. und b,. so wählen, 
1 1 

daß a,. < a < a,. + n' b,. < b < b,. + n 
ist ( vgl. § 9). P,., Q,. seien die Bildpunkte vcn a,. bzw. b,. und P,.', 
Q ' die von a + _!_ bzw. b + _.!__ · " ,. n • n 

Dann liegt AB sicher zwischen P,.Q,.' und P,.'Q"., also zwischen 

b - a + _.!__ und b - a - ~ . 
" n n n "' n 

Da diese beiden Zahlen nach b - a konvergieren, so ist 

AB=b- a. 

Sind A, B, C drei beliebige Punkte der Zahlenlinie (a, b, e ihre 
Abszissen), so hat man immer 

AB+ BC + CA = 0, 
weil (b- a) + (e- b) + (a- c) = 0 ist. 
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Fallen Bund C zusammen, so wird BC 0, und die Formel 
lautet 

Vier Punkte A, B, C, D der Zahlenlinie (mit den Abszissen 
a, b, c, d) erfiillen die von E uler angegebene Relation 

AB· OD +AC· DB+AD · BC=O. 
In der Tat ist 

(b- a) (d- c) + (c- a) (b- d) +(d-a) (c- b) = 0. 

Bemerkung. Wählt man die Punkte 0' und E' so, daß 

O'E' = 1 

ist, so hat AB in bezug auf 0' und E' dieselbe Maßzahl wie in 
bezugauf 0 und E. 

§ 4 7. Versinnlichung der Zahlenpaare durch die Punkte 
einer Ebene. Zwei reelle Zahlen x11 x2 bilden in dieser Reihen
folge ein Zahlenpaar. x1 heißt die erste, x2 zweite Zahl des 
Paares. 

Wir ziehen in einer Ebene durch einen Punkt 0, den wir den 
Anfangspunkt nennen, zwei verschiedene Geraden (Koordinaten
achsen). Auf jeder von ihnen wählen wir einen von 0 verschie
denen Punkt E1 bzw. E 2 •1) 

E 
.2 

0 

Auf der Geraden 0 E 1 benutzen wir 0 als Nullpunkt, E1 als 

E, 

Einheitspunkt, ebenso auf OE2 0 als Null
punkt, E2 als Einheitspunkt. 

Ist nun P1 der Bildpunkt von x1 auf 
der Geraden OE1 und P2 der Bildpunkt von 
x2 auf der Geraden 0 E,, so ziehen wir durch 
P 1. und P2 Parallelen zu 0 E2 bz. 0 E1 und 
erhalten dadurch den Punkt P. Ihn nennen 

Fig. 2. wir den Bildpunkt des Zahlenpaares x11 x2 

oder kurz den Punkt (x1 , x2). 

1) Man nimmt gewöhnlich OE1 und OE~ gleich lang an. Anstatt E 1 und 
E 2 in die Figur hineinzuzeichnen, macht man durch Pfeile kenntlich, auf 
welcher Seite die Einheitspunkte liegen. 
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Auf diese Weise ist zwischen den Zahlenpaaren und den Punkten 
der Ebene ein eineindeutiges Entsprechen hergestellt. Jedes 
Zahlenpaar hat einen bestimmten Bildpunkt in der Ebene, und 
jeder Punkt der Ebene ist der Bildpunkt eines bestimmten Zahlen
paares. 

x11 x2 nennt man die Koordinaten des Punktes P. 
Man pflegt auf parallelen Geraden die Einheits

strecken 1) so zu wählen, daß sie durch eine Parallelver
schiebung zur Deckung gebracht werden können. 

Hiernach ist .x1 = OP1 = P1 P 

und 

§ 48. Bildkurve einer Punktion. Um eine geometrische 
Darstellung einer Funktion y = f(x) zu erhalten, bedient man sich 
der in § 47 dargelegten Versinnlichung der Zahlenpaare durch die 
Punkte einer Ebene. 

Jedem Wert der unabhängigen Veränderlichen entspricht ein 
Zahlenpaar x, f(x), 

das in der Ebene seinen Bildpunkt hat. Den Inbegriff der so er
haltenen Bildpunkte nennt man die Bildkurve der Funktion f(x) 
und y = f(x) die Gleichung dieser Kurve. 

Durch die Bildkurve ist die Funktion p 
vollkommen bestimmt. Denn aus der Bild· 
kurve kann man ablesen, welcher Funk
tionswert jedem Wert der unabhängigen V er
änderlichen x entspricht. 

Wenn f(x) eine Konstante ist, so ist die 
Bildkurve eine Parallele zur x-Achse. 1) _ 

Die Bildkurve einer ganzen rationalen Funktion ersten Grades 

y = a0 x + a1 

ist eine Gerade, die aber nicht zur x-Achse parallel ist. 

1) Eine Einheitsstrecke ist eine Strecke mit der Maßzahl 1. 
2) OE1 nennen wir hier die a:-Achse, OE, die y-Achae. 

Kowalewaki, Differential- uud Integralrechnung. 4. Auf!. 



50 Zahlentripel und Punkte des Raumes 

Die Bildkurve einer ganzen rationalen Funktion zweiten Grades 
ist eine Parabel 

Die Bildkurve von 

ist, wenn wir die Koordinatenachsen senkrecht zueinander annehmen, 
ein Halbkreis vom Radius a. 

§ 49. Versbmllohung der Zahlentripel durch die Punkte 
des Baumes. Drei reelle Zahlen x11 x", x8 bilden in dieser Reihen
folge ein Zablentripel. x1 heißt die erste, x1 die zweite, x8 die 
dritte Zahl des Tripels. 

Durch einen Punkt 0 des Raumes, den wir den Anfangs
punkt nennen, ziehen wir drei Geraden, die nicht in einer Ebene 
liegen. Sie heißen die Koordinatenachsen und die drei Ebenen 
die sie paarweise bestimmen,. die Koordinatenebenen. Auf jeder 

Koordinatenachse wählen wir einen von 
0 verschiedenen Punkt (E1 bzw. E., 
bzw. E8 ). 

~!i....--+----4P' Auf 0 E,. (n =- 1, 2, 3) benutzen 
3 

Flg. '· 

wir 0 als Nullpunkt, E,. als Einheits-
punkt. 

Ist nun P,. der Bildpunkt von x., 
auf OE11 , so legen wir durch Pu P1 , P8 

Parallelebenen zu den Koordinatenebe
nen und erhalten dadurch den Punkt P. 

Ihn nennen wir den Bildpunkt des Tripels x11 x21 x3 oder kurz 
den Punkt (x11 x,, x8). 

Auf diese Weise ist zwischen den Zahlentripein und den Punkten 
des Haumes ein eineindeutiges Entsprechen hergestellt. Jedes 
Zahlentripel hat einen bestimmten Bildpunkt im Raume und jeder 
Punkt des Raumes ist der Bildpunkt eines bestimmten Zahlentripela. 

x0 x2 , x8 nennt man die Koordinaten von P. 
x,, x8 sind die Koordinaten von P/ in der Ebene OE1 E8, ebenso 

x8 , x1 die Koordinaten von P1' in der Ebene OE8 E 1 und x11 x! die 
Koordinaten von P8' in der Ebene 0 E1 E,. 
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§50. Punktionen von zwei Veränderlichen. IDl sei irgend
eine Menge von lauter verschiedenen Zahlenpaaren oder, geometrisch 
gesprochen, eine Menge von lauter verschiedenen Punkten einer 
Ebene. 

Ist jedem Punkt von rot eine Zahl zugeordnet, so sagt man, daß 
in IDl eine Funktion definiet·t ist. 

Die zugeordneten Zahlen wollen wir als die Werte einer V er
änderlichen z betrilchten. Ferner wollen wir festsetzen, daß das 
Buchstabenpaar x, y jedes Zahlenpaar in IDl bedeuten kann. Ein 
solches Buchstabenpaar möge ein Variablenpaar heißen, jedes 
Zahlenpaar in IDl ein Wertsystem und IDl der Bereich des 
V ariablenpaares. 

Es entspricht dann jedem Wertsystem von x, y ein vV ert von z. 
Man nenntzeine Funktion von x, y und schreibt 1) 

z = f(x, y). 
IDl heißt der Definitionsbereich dieser Funktion. 

Um eine geometrische Darstellung von f'(x, y) zu gewinnen, be
dient man sich der in § 49 dargelegten V ersinnlicbung der Zahlen
tripel durch die Punkte des Raumes. Jedem Wertsystem von ~' y 
entspricht ein Zahlentripel 

x,y,f'(x,y), 
das seinen Bildpunkt im Raume hat. Den Inbegriff der so erhaltenen 
Bildpunkte nennt man die Bildfläche der Funktion f(:~·, y) und 
~=f(x,y) die Gleichung dieser ~,läche, 

z-= ax + by + c (a, b, c Konstanten) 
ist z. B. die Gleichung einer Ebene. 

§51. Stetigkeit. (x0 ) y0) sei eine Stelle im Bereich IDl, und 
es sei möglich, in ID'l die Punkte 

(xt, Yt), (x~, y,), (xa, Ya), · · · 
so zu wiihlen, dnß (x,., Yn) von (x0 , y0) verschieden und 

lim xn = Xo und lim y,. = Yo 

1) Gelesen wird diese Formel: "z gleich f von x, y ". Statt f kann 
man auch andre Buehsta.ben benutzen. 

4* 
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ist.1 ) Wenn dann immer 

lim f(x., Y.) -= f(xo, Yo) 

ist, so nennt man f'(x, y) an der Stelle (x0 , y0) stetig. Andernfalls 
heißt f(x, y) an der Stelle (x0, y0) unstetig. 

Eine Folge (x11 y1), (x2 , y1), (x8 , y8), ••. von der obigen Be
schaffenheit existiert dann und nur dann> wenninjederUmgebung 11) 

von (x0 , y0) ein von (x0 , y0) verschiedener Punkt der Menge IDl vor
handen ist. 3) 

Gibt es ih IDl keine Punktfolge, die nach (x0 , y0) konvergiert, 
so nennt man (x0 , y0) einen i'lolierten Punkt von IDl. In einem 
solchen Punkte von Stetigkeit zu reden, hat keinen Sinn. 

§52. Punktionen von n Verlnderlichen.') IDl sei irgend 
eine Menge von lauter verschiedenen Zahlentripein oder, geometrisch 
gesprochen, eine Menge von lauter verschiedenen Punkten im Raume.5) 

Ist jedem Punkt von IDl eine Zahl zugeordnet, so sagt man, daß 
in ID~ eine Funktion definiert ist. 

Die zugeordneten Zahlen wollen wir als die Werte einer V er
änderlichen u betrachten. Ferner wollen wir festsetzen, daß das 
Buchstabentripel x, y, s jedes Zahlentripel in IDl bedeuten kann. Ein 
solches Buchstabentripel möge ein Variablentripel heißen, jedes 

1) Wenn lim .x. - x0 und lim '!/• = '!/o ist, so sagt man, daß der Punkt 
(X11 , y.) oder die Punktfolge (x1 , y1), (X1 , y1), (x8 , y8), .•• nach (.x0 , y0) 

konvergiert. 
2) (a, a') sei eine UJ;Ilgebung von .x0 und (b, b') eine Umgebung von 'Jio 

(vgl. § 10). Dann bilden diejenigen Punkte, deren Koordinaten den Bedingungen 
a<z<a' und b<y<b' genügen, eine Umgebung von (.x0 , y0). Nur 
in diesem Sinne werden wir das Wort gebrauchen. Eine solr.he Umgebung 
wird gebildet von den inneren Punkten eines Parallelogramms, dessen Seiten 
zu den Koordiuatenaohsen parallel sind und das (.x0 , y0) in seinem InDem 
enthll.lt. 

8) Beweis ll.hnlich wie in § 81. 
4) Der Einfachheit halber besprechen wir nur den Fall n .... 8. 
6) Im Falle n > 3 ist eiue solche geometrische Darstellung nicht mög

lich. Trotzdem bedient man sich der geometrischen Ausdrucksweise und 
spricht von Punkten in einem ta-dimensionalen Raum. 
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Zahlentripel in an ein Wertsystem und an der Bereich des 
V ariablentripels. 

Es entspricht dann jedem Wertsystem von x, y, s ein Wert von u. 
Man nennt u eine Funktion von x, y, s und schreibt 1) 

u- f(x, y, e). 
an heißt der Definitionsbereich dieser Funktion. 

(xo, 'Yo, So) sei eine Stelle im Bereich m' und sie sei nicht 
isoliert, d. h. es sei möglich, in IDl die Punkte 

{ x11 y11 s1 ), ( x21 y1 , s1), ( x,, y8, s8), .•• 

so zu wählen, daß (x., y,., s,.) von (x0 , y0 , s0) verschieden und 

lim x,. ..... x0 , lim y,. =- y0 , lim s,. = s0 

ist.1) Wenn dann immer 

lim f(x,., y,., s.) - f(xo, '!Jo, so) 
ist, so nennt man f(:e, y, s) an der Stelle (x0 , y0 , s0) stetig. An
dernfalls heißt f(:e, y, s) an der Stelle (x0 , y0 , s0) unstetig. 

Eine Folge (:e11 y11 s1), (x" y., s2), (x8 , y8, s3), ••• von der obigen 
Beschaffenheit existiert dann und nur dann, wenn in jeder U mge
bung8) von (:e0 , y0 , s0) ein von (x0 , y0 , s0) verschiedener Punkt der 
Menge IDl vorhanden ist. 

§53. Bationale Punktionen von n Verinderlichen. 
a, b, ... sei eine endliche Anzahl von Konstanten und x11 x2, ••• , x. 
sei ein Variablensystem. Der Bereich von x11 x2, ••• , x,. sei so 
beschaffen, daß ro ( b . ) '"' a, , ... , x11 x1 , ... , x,. 
einen Sinn hat, wobei 9l eine rationale Operation bedeuten soll. 

Jedem Wertsystem von x11 x1 , ... , xn ist auf diese Weise eine 
Zahl zugeordnet. 

'Y = 9l (a, b, .. . ; X11 4J 1 •• • , X,.) 

1} Gelesen wird diese Formel: "u. gleich f von a:, y, z". 
2} Wenn lim a:,. = :c0 , lim y,. = Yo, lim z" = Z0 ist, so sagt man, daß der 

Punkt (:c,., y,., s,.) oder die Punktfolge (a:1 , y1, Z1 ), (a:,, y,, .z1}, (a:1 , y8, z8}, ••• 

nach :c0 , 1/o.• •0 ) konvergiert. 
8} (a, a') sei eine Umgebung von a:0 , (b, b') eine von Yo, (c, c) eine von 

e0 • Dann bilden die Punkte, deren Koordinaten den Bedingungen a < :c < rl, 
b<y<b' und c<•<c genügen, eine Umgebung von (a:0 , y0 , 1 0). 



Differenzenquotient 

ist also eine Funktion von x11 x1 , ••• , x,.. Man nennt diese Art 
von Funktionen rationale Funktionen. 

Mit Hilfe von § 26, Nr. 4 erkennt man sofort, daß eine ratio
nale Funktion an jeder Stelle ihres Definitionsbereiches 
stetig ist. 

Kapitel VI. 

Differentiation von Funktionen einer 
Veränderlichen. 

§54. DU!'erenzenquotient. Sind x und x + h zwei ver
schiedene Werte aus dem Definitionsbereich von y = f(x), so nennt 
man f(x + h) - f(x) 

h 

einen Differenzenquotienten. Der Nenner ist die Differenz der 
beiden Werte x + h und x, der Zähler die Differenz der zugehörigen 
Funktionswerte. Man pflegt den Zähler mit Llf(x) oder Lly, den 
Nenner mit.dx zu bezeichnen, so daß der Differenzenquotient .df(x) .d x 
oder .dyj..dx lautet . ..d soll an das Wort Differenz erinnern. 

Der Differenzenquotient hat eine einfache gometrische Bedeu
tung. P und Q seien die Punkte der Bildkurve, die zu x und x + h 
gehören. Dann ist (vgl. Fig. 5) 

Lly = RQ. 
Llx PR 

Diesen Quotienten nennt man aber die Richtungskonstante der 
Geraden P Q. Ist sie gleich a, so lautet die Gleichung der Geraden 

y = ax + b. 
Der Differenzenquotient ist also gleich der Richtungs

konstanten einer Se kante 1) der Bild kurve. 

§55. Ableitung und Differential. Wenn jede Folge von 
Differenzenquotienten 

f(m + ~)- f(x) f(x + h,)- flm) f(m + h1)- f(x) 
h1 1~w h8 • • ·, 

1) Als Sekante einer Kurve bezeichnen wir die Verbinrlungsgerade zweier 
Kurvenpunkte. 



Ableitung und Differential öö 

die die Eigenschaft lim h,.= 0 
hat, konvergent ist, so sagen wir, daß f(x) an der Stelle x eine 
Ableitung besitzt.1) Wir verstehen unter der Ableitung den ge
meinsamen Grenzwert aller jener Folgen. 

Daß ein solcher existiert, läßt sich leicht zeigen. Ist 

1. f(:r; + k,.) - f(:r;) 
1m h .A. 

n 
(lim h11 =0) 

1. f(x + h,.) - f(:r;) B 
1m = , 

hll 
so ist auch die Folge 

und (lim k. =-0) 

f(:r; + k1) - f(:r;) f(:r; + "') - f(:r;) f(:r; + Ia,) - f(:r;) f(:r; + 11,) - f(a:) 
~ hl 1 h. h, , ... 

konvergent. Alle Teilfolgen haben daher denselben Grenzwert, ins
besondere ist also .A = B. 

Wir bezeichnen die Ableitung von f(x) an der Stelle x mit 
f(x). Diese Bezeichnung rührt von Lagrange her. 

Das Produkt aus f(x) und einem Zuwachs h nennt man das 
Differential von f(x) an der Stelle x und bezeichnet es nach 
Leibniz mit df(x), so daß 

df(x) - r (x)h 
ist. Man pflegt bei allen Funktionen dasselbe h zu benutzen, so daß 
insbesondere dz = h 

wird.2) Infolgedessen dürfen wir schreiben 

df(x) = f'(x)d:z:, 

und daraus folgt f' (x) = d~~). 

Die Ableitung ist also ein Quotient aus zwei Differentialen. Des
halb nennt man sie auch Differentialquotient. 

Die Berechnung der Ableitung oder des Differentials heißt 
Differentiation. 

1) An einer isolierten Stelle des Definitionsbereichs von einer Ableitung 
zu reden, hat keinen Sinn. 

2) Die .Ableitung von f(:r;) = a; ist gleich 1, weil alle Differenzenquotien
ten gleich 1 sind. 
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§56. Geometrische Interpretation der Ableitung und 
des Difterentiala. Wie wir wissen, ist 

f(:e + h) - f(:e) 
h 

die Richtungskonstante einer Sekante PQ der Bildkurve vou f(x). 
Der Folge 

~+~-~ ~+~-~ ~+~-M (limh"=O) 
~ , ~ , hs -, . •. 

entspricht eine I!'olge von Sekauten, die alle durch P hindurchgehen 

0 
Flg. 5. 

und deren Richtungskonstanten den 
Grenzwert f (x) haben.1) Ziehen wir 
durch P eine Gerade PT, deren Rich
tungskonstante gleich( (x) ist, so wollen 
wir sie die Grenzlage von PQ nennen. 

Man pflegt nun die Tangente 
unserer Kurve im Punkte P gerade al~ 
die Grenzlage von P Q bei nach Null 
konvergierendem h zu definieren. 

Demnach ist die Ableitung gleich der Richtungskon
stante der Tangente der Bildkurve. 

In Fig. 5 ist RT = f' (x)h = df(x). 

Dagegen ist RQ == f(x + h)- f(x) = Ll{(x). 

§ 57. Difrerentia.tion von f(x) + g(x). Wenn u = f(x) 
und v = g(x) an der Stelle x Ableitungen besitzen, so hat auch 
F(x) """f'(x) + g(x) an dieser Stelle eine Ableitung, und zwar ist 

d(u + v) = d~t + dv 

In der Tat folgt aus 

l . f(:e + h)~ f(x) _ f'( ) 
Im h - X (lim h- 0) 

und l . gf:e+h)-g(:e) g'( ) 
IID h = X (lim h = 0) 

1) Wir nehmen an, daß f' (:e) existiert. 
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nach§ 26 
1. F(a: + h) - F(.x) 1. f(x + h) - f'(.x) + 1. g(.x + h) - g(x) 
Im h = 1m h Im h 

= ((x) + g'(x). 

§ 58. D1:1ferentiat1on von f(x) g(x). Wenn u = f(x) 
und v .... g~x) an der St.elle x Ableitungen besitzen, so hat auch 
F(x) = f(x)g(x) an dieser Stelle eine Ableitung, und zwar ist 

d(uv)- v du+ udv. 
Man hat nämlich 

F(x + h)- F(.x) ( ) f(x + h)- f(a:) + f( ) g(x + h)- g(llt) 
h =gx h x h 

+ f(.x+h)-f(x). g(x+h)-g(a:). h 
h h ' 

mithin für lim h = 0 

lim F(m + h~- F(a:) == g(x)f (x) + f(x)g'(x). 

l'olgerungen. Wenn g(x) eine Konstante c ist, so wird 

g'(x) == O, und man hat d(cu) = cdu. 

Da 

so wird 
U- V== U + (- 1) V 1 

cl(u- v) =du+(- 1) dv ==du- dv. 

§ 59. Differentiation von 1 :t(x). Wenn u = f(x) an der 
Stelle x ungleich Null ist und eine Ableitung besitzt, so hat auch 
F(x) = 1: f(x) an dieser Stelle eine Ableitung, und zwar ist 

d (_!_) =- dtt. 
u u' 

Aus lim f'(x + h~,- f(.x} = ((x) (lim h = 0) 

folgt 1) lim f(x + k) = f(x) + lim ('(x + h~- f(x) · k) = f(x). 

Da f(x) < 0 ist, so sind auch fast alle f(x + h) ungleich Null, 
und wir dürfen durch sie dividieren. 

1) Man sieht, daß die Stetigkeit eine notwendige Bedingung 
für die Existenz der Ableitung ist. 
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Nun hat man 

F(~+la)-F(~) = _!_ {-1- _ 2._} 
h Ia f(~ + h) f(~) 

... - f(~ + hi- f(~) : f(:e)f(:e + h)' 

folglich Ii ~·c~ + A) - F<~> r <~> 
m A =- (/(:»))'. 

l'olg81'11Dg. Wenn u = f(x) und v = g(x) an der Stelle x Ab
leitungen besitzen und f(x) an der Stelle x ungleich Null ist, so hat 
auch F(x) = g(x) : f(x) an dieser Stelle eine Ableitung und zwar ist 

d {~) = udv-vdu. 
u u 1 

" 1 ;-=V·u' Man hat nämlich 

also rl (.!.) = __!_ dv + vd (.!.) = udv- vdu. 
v u u u1 

§ 60. DUferentlatlon einer Summe und elnea Prod11ktes 
von p Punktionen. Durch wiederholte Anwendung der Dift'e
rentiationsregeln in "§57 und § 58 findet man folgendes: 

Wenn die Funktionen 

u1 = f. (x); u2 = (1 (x), ... , u,. = (11(x) 

an der Stelle x Ableitungen besitzen, so bat auch die Summe 

u1 + ull + · ·· + u11 

an dieser Stelle eine Ableitung, und zwar ist 

d(u1 + u,+ ·· · + u11)-= du1 + du1 + ····du,.. 

Ebenso bat das Produkt u1u1 • .. uP 

an der Stelle x eine Ableitung, und zwar ist 

d(u1u, ... u11) = (u1u, ... u11\du1 + (u1u2 ••• u11) 1 du1 + · · · 
+ (u1 u1 ••• u11)11du11 • 

Dabei soll (u1u 2 ... u")k das Produkt bedeuten, das !J.US ~~ u,, ... , u1 

naeh Streichung von uk entsteht, so daß z. B. 
("' u, ... u11)1 = u, ... Up ist. 
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§ 61. DIJferentiatlon der ratloll&len 1'1Ulktionen. Wir 
haben in § 60 gesehen, wie ein Produkt von p Faktoren differenziert 
wird. Man multipliziert das Differential jedes Faktors mit allen 
fibrigen Faktoreu und addiert diese Produkte. 

Sind alle p Faktoren gleich der Funktion u, so findet man die 
Formel d(u") = puP-ldu. 

Im Falle u = x lautet diese Formel 

d(x") = pxf'- 1dx. 

Wir sind jetzt imstande, eine ganze rationale Funktion 

G(x) = a0 x"' + a1 x"'- 1 + · · · + a"._ 1x + a". 

zu differenzieren. Dabei brauchen wir nur an § 60 und an die erste 
FoJgerung in § 58 zu denken. 

Es ergibt sich 
dG(:r)-= (ma0x"'-1+ (n' -l)fltx"'- 1+ .. ·+ a"._ 1)dx. 

Die Ableitung einer ganzen rationalen Funktion m-ten 
Grades ist also eine ganze rationale Funktion (m- 1)-ten 
Grades. 

Betrachten wirjetzt dierationale Funktion G(x): H(:r), wobei 

H(x)- b0 x" + b1x"- 1 + · · · + b,._ 1x + b,. 

ist, so haben wir nach § 59 

d{ G(:r): H(x)} = H(z)rlG(~k;)~(z)dH(a:) . (H(x)~O) 

Die Ableitung einer rationalen Funktion ist also wieder 
eine rationale Funktion. 

a~Je+"-afle a"-1 
§ 62. DUferentiation von a071, Da k = -h-afle ist, 

so wird (vgl. § 44) 
. afle+"- a;e . a"- 1 

hm h = a"'hm-~~,- = a"'loga, (limh=O) 

d. h. d(a"') = a."'loga · dx, und insbesondere d(e") = e"dx. 

§ 68. DIJferentiatlon von log x. Wenn :r > 0 und lim h = 0 
ist, so sind auch fast alle x + h größer als Null. 
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Da log (1 + ~) I 1 I log(x+~)-logx ,_! ~ x =!log (1 +1i)'i 

ist, wenn wir 1i -= .!!__ setzen, so hat man 
X 

d. h. 

ll·m log (x + h) -log x 1 1 1 
h = :i og e = :i, 

dx 
dlogx""' -· 

X 

Wenn nämlich lim k = 0 ist, so ist auch lim k .... 0, und 
1 

(1 + 1i)ii- e 
hat dann den Grenzwert e. Wegen der Stetigkeit von log x folgt 
aber aus lim e = e lim loge ==loge- 1. 

Ist Log x der Logarithmus von x zur Basis a (> 0), d. h. 

x = aLogx, so folgt log x =Log x ·log a, 
1 also Logx = -1 - ·logx. oga 

-1 
1 = M nennt man den Modul der Logarithmen zur Basis a. oga 

Mit M muß man die natürlichen Logarithmen multiplizieren, um 
die Logarithmen zur Basis a zu erhalten. 

Durch Differentiation ergibt sich d Log x - M :x . 
§ 64. Dif!'erentiation zusammengesetzter Punktionen. 

Die Funktion f(x) sei so beschaffen, daß alle ihre Werte dem Defi
nitionsbereich von F(x) angehören. 

Dann stellt F(f(x)) in dem Definitionsbereich von f(x) eine 
Funktion von x dar. Man nennt E'(f(x)) eine zusammengesetzte 
Funktion. 

Wenn f(x) an der Stelle x und F(u) an der Stelle u=f(x) 
stetig ist, so ist F(f(x)) an der Stelle x stetig. 

Aus lim x,. = x folgt nämlich immer 

lim f(x,.) = f'(x) und lim F(f(x,.)) = F(f(x)). 
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Wenn f(x) an der Stelle x und P'(u) an der Stelle u- f(x) 
eine Ableitung hat, so hat F(((:e)) an der Stelle x eine Ab
leitung, und zwar ist 

dF(f(x)) = F'(f(x))df(x). Setzen wir f(x + h") -f(x) = k", 
so haben wir die Folge 

F(u + ~)- F(u) F(u + k1)- F(u) F(u + k8)- F(u) 
h1 h1 h8 

zu betrachten, wobei limh,. = 0, also auch lim k,. = 0 ist.1) 

Gibt es in ~~ k11 k81 • •• nur eine endliche Anzahl von Null 
verschiedener Glieder, so ändern die zugehörigen Quotienten 

Q ..,. F(u+k,.)-F(u) 
.. h" 

nichts an dem Grenzwert von Q,.. Gibt es unendlich viele von Null 
verschiedene k,., so bilden sie eine Teilfolge k11 k1 , k3 , ••• , und man 

hat Q 
11 

= F(u + ~.) - F(u) = P(u + k,.) - F(u) . f(m + h~)- {(a:) 
1 

h,. k,. h,. 

also lim Q,. = F(u)f"(x). 

Gibt es in k11 k,, k8 , ••• nur eine endliebe Anzahl verschwin
dender Glieder, so ändern die zugehörigen Q .. nichts an dem Grenz
von Q,.. Gibt es unendlich viele verschwindende k,., so bilden sie 
eine Teilfolge k11 k2 , ks, ... und man hat 

Q = F(u+k.,)-Flu) = O 
....l!. h" . 

• f(a: + h") - f(a:) 
Nun 1st aber h = 0, also auch 

.-.!!. 

( '( ) 1' f(m + h,.)- f(:x) 0 d d h 1' Q F' ) '( ) x = 1m h,. .... un a er 1m--!!= (u f x . 

Wir können aus dem Obigen schließen, daß immer 

lim Q" = F'(u)f(x) ist, d. h. dF(f(x)) = F'({(x))df(x). 
Das Differential von F(u) lautet also 

F(u)du, 

1) Weil f (a:) existiert, ist f(a:) an der Stelle a: stetig. 
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ob nun u oder irgendeine andere Veränderliche die unab
hängige ist. Hierin liegt einer der Vorzüge der Leibnizschen 
Differentiale. 

§ 65. Beispiele. 1. y == et <:r>. 

dy = ef<:r>df(x) = ef<:rlf'(x)dx. 

2. y = X·u, X> 0. 
Man schreibe y = e-•dogz. Dann ist nach Nr. 1 

p.dx dy = e•dog:rd(p. log x) = x~'- -- also dy = f'X·u- 1 dx. 
X 

3. y = logf(x), f(x) > 0. 

d = df(x) == r (x) d 
!/ ((x) ((X) X . 

4. y = log(x + Vl + x•). 
dx =- d(x + y'!-F7) .... dx + dy'i-F7 . 

x + Vl + x' x + y'l + x1 

Nach Nr. 2 ist aber 
.-!.. 1 _.!_ xdx 

dV 1 + x1 = d ( 1 + x!) 2 = - ( 1 + x1) 1 d( 1 + x') = . 
2 y't + x• 

Man findet schließlich dy - y'l d~ x' 

§ 66. Theorem von Bolle. f(x) sei weder bei a noch bei 
b unstetig 1) und habe zwischen a und b überall eine Ab
leitung; außerdem sei f(a) = f(b). Dann gibt es zwischen a. 
und b eine Stelle c derart, daß { (c) = 0 ist. 

Zunächst bemerken wir, daß f(x) auch zwischen a und b über
all stetig ist. Das folgt aus der Existenz der Ableitung. f(x) i~t also 
in <a, b) stetig. 

Wir wollen b- a = k und k1 - }k 

setzen und die Funktion 

rp(x) = f(x + k1)- f(x) 

1) Wir verlangen, gena.u gesagt, folgendes: Wenn a < xn < b und 
lim a:" = a oder lim a:" = b ist, so aoll immer lim f(x,.) = f(a) bzw lim f(x") 
f=(b) sein. 
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betrachten. Sie ist in (a, a + 2k1) stetig und hat die Eigenschaft 

rp(a) + rp(a + k1) + rp(a + 2~) = 0. 

Es bestehen nun folgende Möglichkeiten: 

1. rp(a), rp(a + 7.0, rp(a + 2~) sind nicht alle gleich Null, 
2. rp(a), rp(a + k1), rp(a + 2k1 ) sind alle gleich Null. 

Im ersten Falle gibt es, weil die Summe von rp(a), rp(a + k1), 

rp ( a + 2 k1) gleich Null ist, unter diesen drei Zahlen sicher eine 
positive und eine negative. Dann existiert aber nach§ 33 zwischen a 
und a + 2 k1 eine Stelle a1 , so daß 

rp(a1) = f(a1 + k1) - f(a1) = 0 ist. 

Im zweiten Falle gibt es auch ein solches a.11 nämlich a1 -=- a + k1• 

Ans f(a + k) = f(a) haben wir also gefolgert 

f(a1 + k1) = f(a1) (k1 = ~k, a < a1 < a + 2k1) · 

Ebenso läßt sich aber aus der letzten Gleichung folgern 

f(a! + k.) = f(a.) (~c, = ! ~. ~ < a, < al + u.) 
und hieraus 

f(a", + ka) = f(as) (ks = ~ k2, a2 < as < a'J + 2ks) 
usw. in infinitum. 

Offenbar ist a1, a2, a8 .•. eine aufsteigende 

und a1 + k11 a2 + k2 , «a + k8 , ••• eine ab steigende 

Folge. Heide sind beschränkt und daher konvergent. Sie streben femer 

wegen lim (a .. + k,.) -lim a11 = limk,. =-=lim b 3,. a = 0 

beide demselben Grenzwert c zu, und man hat 

a,. <c<a,.+ k,.. 
Da f' ( c) existiert, so ist 

lim f(a,J- f(c) = f'(c) und lim f(a,. + k~)- f(c) = ((c). 
a,.- c a,. + k" - c 

Die Zähler der beiden Differenzenquotienten sind gleich. Von 
den Nennern ist der eirie positiv, der andt>re negativ. Von den beiden 
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Quotienten ist also, wenn sie nicht null sind, der eine positiv, der 
andere negativ. 

Hat aber eine Folge einen positiven (negativen) Grenzwert, so 
sind fast alle Glieder der Folge positiv (negativ). Es muß daher 

f'(c) = 0 sein. 

§ 67. Der mttelwertsatz. f(x) sei weder bei a noch bei 
b unstetig 1) und habe zwischen a und b überall eine Ablei
tung. Dann gibt es zwischen a undbeineStelle c derart, daß 

f(b)-f(a) .... f'(c) . t 
b- a lS . 

Betrachten wir die Funktion 

fP(X) = f(x) + AX, 

so läßt sich die ·Konstante A so bestimmen, daß 

f{!(a) == fP(b) wird. In der Tat ist f(a) + 2a = f(b) + 2b 

gleichbedeutend mit l = - f(b)- f(a) · 
b-a 

Nachdem 2 in dieser Weise bestimmt ist, können wir auf fP(x) 
das Theorem von Rolle anwenden. fP(X) erfüllt nämlich alle dort 
aufgeführten Bedingungen: fP(x) ist weder bei a noch bei b unstetig 
(weil dies von f"(x) und AX gilt); fP(x) hat ferner zwischen a und b 
überall eine Ableitung, nämlich f'(x) + 2, und es ist endlich fP(a) 
= fP(b). Das Theorem von Rolle lehrt nun, daß es zwischen a und 
b eine Stelle c gibt derart, daß fP' ( c) = 0 ist, also 

f"(c) + 2 = 0, d. h. ((b~=~(a) = f"(c). 

Folgerung. Hat die Funktion f(x) in einem Intervall 
überall die Ableitung Null, so ist sie daselbst eine Kon
stante. Sind nämlich a und b irgend zwei Werte aus dem genann
ten Intervall, so hat man nach dem Mittelwertsatz 

{(b)- f(a) = (b- a)f'(c) = 0, 

weil f'(c)- 0. Es ist also immer 

f(a) == f(b). 

1) Vgl. die Fußnote in § 66. 



Geometrische Interpretation des Mittelwertsatzes 65 

§ 68. Geometrische Interpretation des Mittelwertsabes. 
Zeichnen wir die Bildkurve von f(x), so ist f'(c) die Richtungskon
stante der Tangente im Punkte (c, f(c)). 
Dagegen ist f(b) _ f(a) 

b-a 

die Richtungskonstante der Sekante, die die 
beiden Kurvenpunkte (a-, {(a)) und (b, f(b)) 
verbindet. Der Mittelwertsatz besagt, daß 
Tangente und Sekante unter den dort an- --;;0+--a..J...._c.L__--=bL-_~ 

gegebenen Bedingungen parallel sind. ~. &. 

Wenn die Funktion f(x) durch folgende Festsetzungen definiert ist 

f(x) = 0 für a < x < b, f(b) = 1, 

so hat sie zwischen a und b überall die Ableitung_ Null. Dagegen ist 
f(b)- f(a) 1 

b-a =b-a" 

Daß hier der Mittelwertsatz nicht gilt, be
ruht auf der Unstetigkeit an der Stelle b. 

Fig. 7 zeigt uns eine Funktion, die auch 
nicht den Mittelwertsatz erfüllt, und zwar 

deshalb, weil an der Stelle ~ (a + b) die B 

Ableitung nicht existiert. 

§ 69. Andere Schreibweise des Mittelwertsatzea. Setzt 
man a = x und b == x + h, oder b = x und a = x + h, 

so läßt sich c, da es zwischen x und x + h liegt, in der Form 

c=x+.&h (O<{t<l) 

schreiben. Die Formel des Mittelwertsatzes lautet dann 1) 

f(x +h~- f(a:) = f'(x + 4th). (0 < {}- < 1) 
-----

1) Man könnte sie auch so schreiben: 

LJf(a:) = { df(x)} ~~~+"4 . 

Die rechte Seite bedeutet, daß nach Bildung von ilf(x) das x durch x + &lt 
ersetzt werden soll. 

Kowalewski, Di1ferential- und Integralrechnung. 4. Aull. 



66 Der verallgemeinerte Mittel wertsatz 

Die Formel gilt, sobald f(x) bei x und bei x + h stetig ist und 
zwischen x und x + h überall eine Ableitung hat. Sie lehrt, daß der 
Differenzenquotient f(x +h> _ f(x) 

h 

zn den Werten gehört, die die Ableitung f(x) zwischen x 
und x + h annimmt. 

§ 70. Der verallgemeinerte lllittelwertsatz. g(x) sei 
ebenso wie f(x) weder bei a noch bei b unstetig und habe wie f(x) 
zwischen a und b überall eine Ableitung. Es sei aber nirgends 
g'(x) = 0. 

Wir können dann A. so wählen, daß die Funktion 

tp(x) = f(x) + A.g(x) 
der Bedingung tp(a) = f!J(b) 
genügt. Diese Bedingung ist nämlich erfüllt, wenn wir 

A. =- f(b)- f(a) setzen.1) 
g(b)- g(a) 

DurchAnwendung des Theorems von Rolle auf tp(x) erhalten wir: 
f(b)- f(a) f'(c) 
g(b)-g(a) = g'(c) (a < c < b). 

Setzen wir 

a = x, b = x + h oder b = x 1 a = x + h, 

so lautet diese Formel 

oder auch 

f(x + h)- f(x) f'(x + 3-h) 
g(x + h)- g(x) = g'(x+ -3-h) 

df(x) -{df'(x)}· (O<%<l) 
.dg(x) - dg(x) H~4 

§ 71. Höhere Ableitungen und Djjf'erentiale. Hat ((x) 
an der Stelle x eine Ableitung, so nennt man sie die zweite Ablei
tung von f(x) und bezeichnet sie mit f"(x). Hat f"(x) an der Stelle 

1) Wir dürlen duxch g(b)- g(a) dividieren, weil g(b)- g(a) ;z_ 0 ist. 
Dies folgt aus dem Mittelwertsatz, nach welchem 

g(b)- g(a) = (b- a) g'(c) ;z_ 0 

ist. weil g'(x) in (a, b) nirgends null sein soll. 
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x eine Ableitung, so nennt man sie die dritte Ableitung von f(x) und 
bezeichnet sie mit f'"(x) usw. Es ist also 

df(x) = ((x) dx, 
df'(x) = ('(x) dx, 

df"(x) = ("(x) dx, 

Man sieht, daß die m-te Ableitung der n-ten Ableitung von f(x) 
die (m + n)-te Ableitung von f(x) ist. 

Nach dem Vorgange von Leibniz betrachtet man das Differen
tial dx der unabhängigen Veränderlichen x als eine Konstante. 
Stellt man sich auf diesen Standpunkt, so wird das Differential von 

df(x) ddf(x) = df'(x) · dx-= f"(x) (dx)2 

und das Diffe1·ential hiervon 

dddf(x) = df"(x) · (dx)2 = f"'(x) (dx)8 usw. 

Man schreibt statt ddf(x), dddf(x), .. . 

d 1f(x), d 3f(x), ... 1) 

und nennt diese Ausdrücke das zweite, dritte, ... Differential 
von f(x). 

Das n-te Difrerential hängt also mit der n-ten Ableitung durch 
die Formel zusammen dnf(x) = f<n>(x) dx"'. 

Statt (dx)" schreibt man kurz dxn. Es kann dadurch kein Miß
verständnis entstehen, weil das Differential von xn immer mit d(xn) 
bezeichnet wird. 

Die n-te Ableitung ist auf Grund der obigen Formel gleich dem 
n-ten Differential, dividiert durch die n-te Potenz von dx: 

f (n)(x) = d"((x). 
, dx" 

Im Falle n = 1 bleibt diese Beziehung erhalten, wenn man statt 
x eine andre unabhängige Veränderliche einführt. Im Falle n > 1 
ist das, wie wir sehen werden, nicht de1· Fall. 

1) Man liest diese Symbole: d zwei ((x), d drei f(x), 
5* 



68 Höhere Differentiale zusammengesetzter Funktionen 

§ 72. Höhere Difrerentiale einer zuammengesetzten 
Jlunktion. Alle Werte von u = f(x) mögen dem Definitionsbereich 
von :F(u) angehören, so daß y = F(f(x)) in dem ganzen Definitions
bereich von f(x) einen Sinn hat. 

f(x) habe an der Stelle x und F(u) an der Stelle u = f(x) alle 
Ableitungen, die in den folgenden Formeln vorkommen. 

Zunächst ist nach § 64 

dy = F'(u)du. 
Daraus ergibt sich (nach der Regel für die Differentiation eines 

Produkts) · d2y = dF'(u) ·du+ F'(u)d'u 
oder, da nach§ 64 dF'(u) = F"(u)du 
ist, d'y == F"(u) du2 + F'(u) diu. 

Weiter findet man 
d3 y = F"'(u)du8 + 3F"(u)du d2u + F'(u)d3u usw.1) 

Nur die erste von diesen Formeln, nämlich dy = F'(u)du, 
sieht so aus, als wenn u die una bhärigige Veränderliche 
wäre. Es gibt aber einen speziellen Fall, wo sie alle dieses Aussehen 
haben. 

Ist nämlich 
u = lx + p, (l, 1-" Konstanten und }. < 0), 

so wird du = ldx, d~u = 0, d8u = o, ... , 
so da.B man allgemein 

cl" d"y = F<"l(u) du" und F<">(u) = dt~ hat. 

Im allgemeinen ist aber für n > 1 keineswegs F<11>(u) 
gleich d"y dividiert durch du". 

§ 73. Beispiele n sei eine positive ganze Zahl und 
x" 

y= n!· 

n-1 n-2 , X ,, X 
Dann ist y = (n _ 1)!, y = ~(n--2)-!, . . . ' 

X 
Y(n- I) = _ y(n) = 1. 

11' 

1) Statt du, d1 u, d8u, ... sind ihre Werte f' (x)clx, f" (x) clx 1, ('" (x)dx8, ••• 

einzusetzen. 
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Alle höheren Ableitungen sind null. 
Bei jeder ganzen rationalen Funktion n-ten Grades ist die n-te 

Ableitung eine Konstante und alle folgenden Ableitungen sind null 
Die Funktion er hat die Eigentümlichkeit, daß alle ihre Ablei

tungen gleich er sind. Die n.-te Ableitung von a"' lautet a"'(log a)". 
Wenn y = log x ist (x > 0), so hat man 

' 1 1 ·y =-=x-
• X ' 

y" = (-l)x- 2, 

y'" = (- 1)(- 2)x- 3, 

. . . . . . . ., 
allgemein y<"l = (- 1)(- 2) ... (- n + l)x-" = (- 1)" - 1(n- 1)! x-" 

Das n-te Differential von 
log ( .tx + p,) ( .i, p, Konstanten, l < 0) 

lautet ( vgl. § 72) 

d" log (lx + p,) = (- t)n- 1(n- 1)! ().x + p,)-"(ldx)". 

§ 74. Der T&J'lorache Lehrsatz. F(x) sei eine ganze ratio
nale Funktion ( n - 1 )-ten Grades, also 

F(x) = c0 x"- 1 + c1x"- 2 + · · · + c,._ 1 • 

Dann läßt sich F( x + h) in der Form schreiben 
h ' fr,! . h"- 1 

F(x+h) = F0 (x) +T!F1 (x) + 2!F2 (x) + · · · + (n-l)IF,._1 (x), 

wobei F 0 (x), F 1 (x), l<~(x), . . ganze rationale Funktionen sind, die 
wir jetzt bestimmen wollen, 

Betrachten wir h als Veränderliche und x als Konstante, so er
gibt sich durch Differentiation 

h hn-ll 
F'(x+h) = F1(x) +1TF2(X) + · · · + (n- 211 1',._ 1 (x), 

hn-3 
F"'(x + h) = F2 (x) + · · · + (u __ S)!F"_ 1 (x), 

. . ' 
F<n- 1l(x+hl = F,._ 1 (x). 

Setzt man überall h = 0, so findet man 

F'(x)=F0 (x), F'(:c)=F1 (x), F''(x)=F2(x), ... , F<n-lJ(x)=F,._1(x). 
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Es gilt also die Formel 
h Jt2 h"'- 1 

F(x + h) = ft'(x) +TI F' (x) + 2 ! F"(x) + · .. + (n _ 1)! p!n-lJ(x) 

oder, wenn wir x = x1 und x + h = x2 setzen: 

F( ) = F( ) + X 2 - x 1_ F'(· ) + (x2 - x 1)2 F"( ) xll xl 1! x1 2! x1 + ... 
( )n-1 + x, -xt F<n-1J(x) 

(n-1)! 1· 

Dieses Resultat wollen wir jetzt verallgemeinern. 
f(x) sei in dem Intervall (x1 , x'J) n-mal differenzierbar. Dann 

hat die Funktion 
«p(x) = f(x2)- f(x)- x1

11 xf'(x)- (x, ~ x)' f'(x)- ... 

( )n-1 
- x, -x (i:n-1>(x) 

(n-1)! 

da.selbst überall eine Ableitung, und zwar findet man 
( )n-1 

«p'(x) =- ~_!!!__f<">(x) 
(n -1)! · 

Wenden wir auf «p(x) und auf die Funktion 

'1/J(x) =- (x1 - x)~' (p eine positive ganze Zahl) 
den verallgemeinerten Mittelwertsatz an,t) so ergibt sich 

cp(x,)- cp(x1 ) = cp' (~) (~ zwischen x und x) 
1/J(X,)- 1{J(X1) 1/"' (~) 1 ll 

oder 

Da ~ zwischen x1 und x1 liegt, können wir 

~ =- X1 + .ß-(x9 - x,) 
setzen, wobei 0 < .a- < 1 ist. Dann wird 

m(~) = (x, -xS'(t-&)"-P f<">(x + &(x - :c )). 
T 1 (n _ l)!p 1 I 1 

Es gilt also, wenn wir für x1 wieder x und für x9 wieder x + h' 
schreiben, die Formel 

1) Die Bedingungen des Satzes sind a.lle erfüllt. 
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f(x + h) = f(x) + :~ f'(x) + :~f"(x) + · · · + (nh~-:)!r- 1 (x) + R,., 

h"(l {tot_, 
und man hat R,. = (n_=-1)lp f<">(x + .fth). (0<.rt<1) 

Die obige Formel enthält den Taylorsch en Lehrsatz und 
heißt die Taylorsche Formel. Wir haben sie unter der Voraus
setzung bewiesen, daß f(x) in dem Intervall <x, x + h) n- mal diffe
renzierbar ist. 

Setzt man in Rn p = 1 oder p = n, so ergibt sich 

R = h"(1- 3't-t (<"'>( -8-Z) b R - h"f<">( _ ... h) 
" (n _ 1)! X + ~ zw. ,. - n! x + 11 • 

Der erste Ansdruck heißt die Cauchysche, der zweite die La
grangesche Restform. 

Die Taylorsche Formel läßt sich noch kürzer schreiben, wenn 
man f(x) == y setzt und benutzt, daß 

dy = ((x)h, d2y = f"(x)h2, • , ., d"y = f<">(x)h", 
ferner Lly = f(x + h)- f(x) 
ist. Dann lautet sie nämlich: 

dx d 1 y a:•-ly 
Lly = 1! + ~+ ... + (n-1)! + R,., 

und man hat 
(1- fT.)n-p 

R,. = (n -1)!p (dny),x+ :th" (0 < -8- < 1) 

Das Symbol 

bedeutet, daß nach Bildung von d"y für x der Wert x + -8-h einzu
setzen ist. 

Kapitel VII. 

Unendliche Reihen. 
§ 75. Konvergente und divergente Reihen. u11 u2 , u3 , .•• 

sei eine Zahlenfolge und 

s,. = u1 + u2 + · · · + u11 

die Summe ihrer n ersten Glieder. 



72 Sätze über konvergente Reihen 

Es kann sein, daß die Folge s11 s11 s3 , ••. konvergent ist, daß 
also s. einem Grenzwert zustrebt. Dieses Faktum drückt man durch 
die Formel aus: s = u1 + u1 + u3 + · · ·, 
die also nichts weiter ist als eine andre Schreibweise der Beziehung 

lim ( u1 + u9 + · · · + u,.) = s. 
Man sagt, daß die unendliche Reihe u1 + u2 + u3 + · · · konver
gent ist (oder konvergiert) und die Summe s hat. 

Wenn die Folge s11 s11 s8 , ..• nicht konvergiert, wenn also 
lim s. nicht existiert, so sagt man, daß die unendliche Reihe 
u1 + U2 f US +···divergent ist (oder divergiert). 

s.,. heißt die n-te Partialsumme der unendlichen Reihe u1 + u1 

+Us +···. 
§ 76. Blnfaohste Sl.tze über konvergente Beihen. Aus 

der Definition in § 75 ergeben sich unmittelbar folgende Sätze: 
1. Wenn u1 + "t + u1 + · · · konvergent ist, so ist auch ·u,, + u~ + 1 

+ u,.+l + · · · konvergent und umgekehrt. v bedeutet irgend eine der 
Zahlen 2, 3, ... 1) 

2. Wenn u1 + Us + Us + · · · konvergent ist, so ist auch 

(u1 + · · · + u.) + (u,.,+ 1 + · · · + u,..) + · · · 
konvergent, und beide Reihen haben dieselbe Summe. 

Die Partialsummen der zweiten Reihe bilden nämlich eine Teil
folge von s11 s11 s8 , .•• 

3. Wenn s = u1 + Us. + u8 + · · 0 , 

so ist as = au1 + a'u1 + au3 + · · 0 

4. Wenn u1 + u1 + u8 + · · · konvergent ist, so ist 

Aus 

folgt nämlich 

limu,.= 0. 

lim s. = s und lim s.-~ = s 
lim (s.- s,._1) = lim u. = 0° 

Die Bedingung lim u,. - 0 ist übrigens ftir die Konvergenz der 
Reihe u" +u1 +u8 + · 0 ·zwar notwendig, aber nicht hinreichend. 
Das zeigt das Beispiel 
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1 1 1+-+-+··· V2 vs ' 

WO 
1 1 1 -

s =1+-+···+-=> n·-=Yn • y'2 Jln yn 
ist, also lim s,. nicht existiert 1), während doch 

5. Es sei 
limu,. = lim ~ = 0 ist. 

s - u1 + ull + "s + · · ·, t = v1 + V1 + v3 + · · · 
Dann ist s + t = tt1 + V1 + U2 + v9 + U8 + V8 + · · · 

In der Tat lautet die (2n)-te Partialsumme der letzten Reihe 
s,. + t"., die (2n-1)"te s,. + t"- v,.. Beide konvergierenabernach s+t. 

Ebenso ist 
s - t = u1 - v1 + ~ - v2 + u8 - v3 + · · · 

Nach Nr. 3 hat man nämlich 

- t = - v1 - vll - v8 - · • · 

§ 77. Beispiele. l. Die geometrische Reihe 

a + aq + aq3 + ··· 
ist für I q I > 1 nicht konvergent, weil die Bedingung lim u,. = 0 
nicht erfüllt ist. Man hat nämlich 

I u" I - I a I I q r- 1 ~ I a I· 
Es bleibt nur noch der Fall I q I < 1 zu untersuchen. Nun ist 

s,.= a + aq + aq3+ ... + aq"-1, 

s,.q= aq + aq1+ · ·· + aq"- 1+ aq", 
also s,.(l- q) = a(l- q"), 

d. h. a(l- q") a aq" s = =-----· 
" 1-q 1-q 1-q 

Da lim q" = 0 istll), so hat man 

1) Die Folge 81 , s1 , s8 , ••• ist nicht beschränkt. 
2) Im Falle q = 0 ist das selbstverstll.ndlich. Im Falle I q I> 0 setze man 

1 : I q I = 1 + h. Dann ist wegen I q I< 1 die Zahlh positiv. Somit wird (nach§ 86) 

I q I"= 1: (1 + h)" < 1: (1 + nh). 
Daraus folgt aber lim qn = 0. 
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od(>r 

Alternierende Reihen. Reihen mit positiven Gliedern 

lim s = ~-~-
n 1-q 

a 2 
--= a + aq + aq + · ·· 1-q 

Die geometrische Reihe 

a + aq + aq2 + .. · (a<O) 

ist also dann und nur dann konvergent, wenn I q I < 1 ist. 
2. Eine Reihe, deren Glieder abwechselnd positiv und negativ 

sind, heißt eine alternierende Reihe. Eine solche Reihehat die Form 

al - a2 + as - ct4 + ... ' 
wo die a. alle positiv sind. 

Schon Lei'bniz hat über die altemierenden Reihen folgendes 
wichtige Theorem aufgestellt: 

Wenn a11 absteigend nachNull konvergiert, ist dieReihe 
a1 - a9 + a3 - ···konvergent. 

s, 
Jo'ig. 8. 

Sucht man auf der Zahlenlinie 
die Punkte s11 s2 , s3 , .•• auf, so er
gibt sich, daß sie so liegen, wie 

Fig. 8 es andeutet. 
s11 s3 , s,;, ... ist eine absteigende, s2 , s4 , s6 , .•• eine aufsteigende 

Folge. Beide sind offenbar beschränkt und daher konvergent. Über
dies ist 

also 

§ 78. Reihen mit positiven Gliedern.1) Wenn alle Glieder 
einer unendlichen Reihe positiv sind, so bilden die Partialsummen 
eine aufsteigende Folge. 

Sobald man sich überzeugt hat, daß S11 beständig kleiner 
bleibt als eine feste Zahl g, ist die Konvergenz der Reihe 
gesichert. Denn die Folge s11 s2 , s3 , •.. ist dann konvergent (§ 16). 

Hat man zwei Reihen 

u1 + u1 + u8 + · · · und v1 + v2 + v3 + · · ·, 
1) Die §§ 78, 80 und 82 bleiben gültig, wenn man nur fordert, daß die 

Glieder der Reihen nicht negativ sind. 



Erstes Konvergenzkriterium 75 

mit lauter positiven Gliedern, und ist 

H,. <V,., (n = 1, 2, 3, ... ) 

so folgt aus der Konvergenz der zweitenReihediederersten. 
Wenn also die erste Reihe divergent ist, so gilt dasselbe von 

der zweiten Reihe. 

§ 79. Kriterium u"+tftt". Eine unendliche Reihe 

t'1 + u2 + u8 + · · · 
mit lauter positiven Gliedern ist konvergent, wenn es eine 
Zahl q gibt, die kleiner als 1 ist und fast alle Glieder der 
Folge 

ii bertrifft. 
Wenn die Glieder dieser Folge fast alle größer oder 

gleich 1 sind, so ist die Reihe divergent, und es ist nicht 
einmallim u,. = 0. 

Im ersten Falle bestehen mit einer endlichen Anzahl von Aus
nahmen die Ungleichungen 

also 

u,.t! < q. (n 1 2 " ) u,. = ' '<J, •.. 

Ist v - 1 der größte unter den Ausnahmeindizes, so haben wir 

u~+ 1 < qu~, 
u"+! < qu,.+ 11 

' 
u"+,. < qu"+n-11 

u"+,. < q"u". 

Aus der Konvergenz der Reihe u,. + qu" + q1u,. + . · . folgt auf 
Grund der Bemerkung in § 78 die Konvergenz der Reihe u,. + u,.+ 1 

+ u"H + · · · und hieraus die der Reihe u1 + u2 + u8 + · · · 
Im zweiten Falle ist mit einer endlichen Anzahl von Ausnahmen 

u,.+ > 1. 
u.,. - (n= 1, 2, 3, ... ) 

Ist v - 1 der größte unter den Ausnahmeindizes, so haben wir 

u"+ 1 > u", u"+ 2 ~ u"+ 1 , •.. , 
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folglich u"+ 1 > u,., u"+» > u,., ... , 
so daß nicht einmal lim u,. = 0 ist. 

Hat u,.+ 1/u,. einen Grenzwert l, so ist die Reihe iru Falle l < 1 
konvergent, im Falle l > 1 divergent. Wählt man nämlich im 
ersten Falle eine Zahl q zwischen l und 1, so sind fast alle u-+ 1/u,. 
kleiner als q. Im zweiten Falle sind fast alle u"+ 1/u,. größer als 1. 

§ 80. Kriterium VU:. Eine unendliche Reihe 

ut + u2 + Us + ... 
mit lauter positiven Gliedern ist konvergent, wenn es eine 
Zahl q gibt, die kleine1· als 1 ist und fast alle Glieder der 
Folge 

übertrifft. 
Wenn unendlich viele Gliede1· dieser .Folge größer oder 

gleich 1 sind, so ist die Reihe divergent, und es ist nicht 
einmallim u,. = 0. 

Im ersten Falle hat mtm mit einer endlichen Anzahl von 
Ausnahmen Vu: < q, also u" < q". (n = 1, 2, 3, ... ) 

Ist v - 1 der größte unter den Ausnahmeindizes, so wil'd 

u" < q'·, u,·+t < q•·+t, u,.+2 < q'·+B, ... 

Aus der Konvergenz von q" + q>·+l + q>'+ 2 + · · · folgt die de1· 
Reihe u,. + u"+ 1 + u,.+ 1 + · · · und der Reihe U1 + u2 + u8 + · · · 

Im zweiten Falle haben unendlich viele u,. die Eigenschaft 

Y~. ;;::: 1 , also U 11 > 1, 
so daß nicht einmal lim u,. = 0 ist. 

Hat yu,. einen Grenzwert.l, so ist die Reihe im Falle l < 1 
konvergent, im Falle l > 1 divergent. Wählt man nämlich im 
ersten Falle eine Zahl q zwischen l und 1, so sind fast alle 'Vun 
kleiner als q. Im zweiten Falle sind fast alle "i!U: größer als 1. 

§ 81. Verhäl'tnia der beiden Kriterien zueinander. Neh
men wir an, daß fast alle u" + 1 /tt,. kleiner als q sind ( 0 < q < 1 ). 
Dann hat man bei geeigneter Wahl von v 
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uv+l uv+2 u,. --< q, -- < q, ... ' -- < q, 
Uv Uv+1 Un-1 

mithin 
1 1 • 

- - 1--
u .. < u.q"-•, also u;: < u: q " (n>v) 

Da lim (u,~ q1 -~) = q 
1 • 

...;.. 1--
ist, so werden, wenn q < q < 1 ist, fast alle u," q " kleiner als q 
sein, also auch fast alle Yü: kleiner als ij. 

Wenn sich also mittels des Kriteriums u"_+ 1/u11 die Konvergenz 
konstatieren läßt, leistet das Kriterium Yu,. genau dasselbe. 

Es gibt aber Reihen, deren Konv~rgenz sich mittels des Krite
riums fü: konstatieren läßt, dagegen nicht mittels des Kriteriums 
u,.+ 1ju,.. a und b seien zwei positive Zahlen und a < b. Wir wählen 
c so, daß a < c < b ist und setzen cjb == q. Dann ist q < 1. Bilden 
wir nun die Reihe a + bq + aq» + bqa + ... , 
so ist 

Daraus ergibt sich: 

Dagegen ist 

und 

limK= q. 

~.. = bq = _:__ > 1 
1'2n-1 a a 

Ut,.+l =~< 1. 
uh b 

Das Kriterium u,.+ 1/u,. läßt hier also nicht die Konvergenz der Reihe 
erkennen. 

§ 82. Vmordnung der Güeder. u1 + ull + u11 + · · · sei eine 
konvergente Reihe mit lauter positiven Gliedern. v1 + v1 + v3 + · · · 
sei eine Reihe, die aus der ersten durch eine gewisse Umordnung 
der Glieder entstanden ist 1). 

Die erste Reihe habe die Summe s. Wir wollen beweisen, daß 
die zweite Reihe konvergent ist und ebenfalls die Summe s hat. 

Zu jeder Partialsumme tln von v1 + v2 + v8 + · · · gibt es eine 
größere s,.• in u1 + u2 + u3 + · · ·. Man braucht nur zu sorgen, daß in 

1) D. b. jede Zahl soll gleich oft in beiden Reihen als Glied vorkommen. 
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S,.• die Glieder v1 , vll, ... , v,. vorkommen und außerdem noch andere. 
Dann ist sicher s"• > o,., folglich auch s > 6". Die Reihe v1 + vll 
+ v8 + · · · ist also konvergent, weil alle ihre Partialsummen kleiner 
als s sind, und aus 8 > 6 ,. folgt 8 2>: 6 , 

wenn wir mit 11 die Summe dieser Reihe bezeichnen. 
Da jetzt die beiden Reihen ihre Rollen vertauschen dürfen, so ist 

auch 6 2>: s, folglich s = 6. 

Wir haben also den folgenden Satz gewonnen: 
Wenn man in einer konvergenten Reihe mit positiven 

G l.iedern die G Iieder beliebig um ordnet, so bleibt sie kon
vergent und behält dieselbe Summe. 

§ 83. Absolut konvergente Belhen. Man überzeugt sich 
leicht, daß die Konvergenz der Reihe 

lutl+lu,l+lusl+"· 
die Konvergenz der Reibe 

ut+Ut+ua+"· 
nach sich zieht. In der Tat ist 

0 < !u,.l2+u," <I u,. I Iu 1-u 
und 0 < " 2 " < I u,. I· 

Also sind die Reiben ( ='~'nl+u,.) v,. 2 

und w1 + w2 + w8 + · · ·, ( = ju,.j-u,.) 
w,. 2 

konvergent, folglich auch (vgl. § 76) 

und 

vt - wl + v2 - w2 + Vs- Wa + ... 
(v1 - w1) + (v11 - w2) + (v8 - w8) + ··· 

d. h. u1 + tt9 + u3 + · · · . 
Man nennt u1 + u2 + u,1 + · · · absolut konvergent, wenn 

I U1 I + I u! I + I u3 I + · · · konvergent ist. 

§ 84. 'Umordnung der Glieder in §i.ner absolut konver
genten Beihe. Eine absolut konvergente Reihe kann man, wie wir 
eben sahen, immer als Differenz zweier konvergenter Reihen mit 
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nicht negativen Gliedern darstellen. Eine Umordnung der Glieder 
von u1 + u2 + u8 + · · · läßt sich jetzt dadurch erreichen, daß man die 
entsprechende Umordnung in den Reihen v1 + v1 + v8 + · · · lind 
w1 + w1 + w8 + · · · vornimmt. Dabei behalten diese Reihen ihre 
Konvergenz und ihre Summen. Dasselbe gilt mithin von der Reihe 
u1 + u2 + u8 + · · ·, und wir haben damit folgenden Satz bewiesen: 

Wenn man in einer absolut konvergenten Reihe die 
Glieder beliebig umordnet, so bleibt sie konvergent und 
behält dieselbe Summe. 

§ 85. Produkt aus zwei absolut konvergenten Belhen. 
Nehmen wir zunächst zwei konvergente Reihen mit nicht nega
tiven Gliedern: 

a1 + a9 + a8 + · · · und b1 + b, + b8 + · · ·. 
Die n-te Partialsumme der ersten heiße A,., die der zweiten B11 • Die 
Summe der ersten Reihe sei A, die der zweiten B. 

Betrachten wir die Reihe 

a1 b1 + a1 b2 + a2 b1 + a1 b3 + ~ b1 + a8 b1 + · · · . 
Ihre Glieder sind alle Produkte, die sich aus einem Glied der ersten 
mi.d einem Glied der zweiten Reihe bilden lassen. Diese Produkte 
sind in derWeise geordnet, daß die Summe der Indizes der Faktoren 
zuerst 2, dann 3, dann 4 ist usw. Die Produkte mit der Indizes
summe n + 1, also 

a1 b,., a,b._v ... , a,._1 b2 , a,.b1 

stehen in der Reihe so wie hier, d. h. so daß der Index von a zu
nimmt. 

Nehmen wir irgendeine Partialsumme 811 von ~ b1 + ~ b2 

+ a2 b1 + · · ·, so läßt sieb tL so wählen, daß 

8,. < A1,B_,. 
ist. Wenn !L groß genug ist, kommen nämlich in dem ausgerechneten 
Produkt A1, B1, alle Glieder von 8,. vor und außerdem noch andere 
nicht negative Glieder. 

Da nun .A.,.. < A und B# < B, so folgt 8,. <AB. 
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Die Partialsummen der Reihe a1 b1 + a1 b1 + asb1 + · · · sind also alle 
kleiner oder gleich AB. Daraus ist zu schließen, daß diese Reihe 
konvergent ist und daß ihre Summe S der Ungleichung 

S <AB genügt. 

Nehmen wir andererseits das Produkt A,.B,., so läßt sich v so 
wählen, daß A,.B" < S~ 
ist. Man braucht nur zu sorgen, daß in S~ alle Glieder des ausge
rechneten Produktes A.,.B,. vorkommen. 

Da nun S, s S, so folgt 
A,.B,.sS, 

mithin auch AB < S. 
Wir haben somit 

Jetzt seien 

A.B = S. 

u1 + u2 + Ua + · · · und v1 + v1 + v8 + · · · 
zwei absolut konvergente Reihen mit den Summensund t. 

Wir wissen, daß jede solche Reihe sich als Differenz von zwei 
konvergenten Reihen mit nicht negativen Gliedern darstellen läßt. 

u1 + u1 + u8 + · · · sei die Differenz der Reihen 

~ + a, + as + . . . und bl + bs + bs + ... 
mit den Summen A. und B,. also u,. = a,.- b,., s .... A. - B. 

v1 + v1 + v5 + · · · sei die Differenz der Reihen 

C1 + c1 + Ca + · · · und d1 + d1 + d3 + · · · 
mit den Summen a und D, also V,. ..... c,.- d,., t = a- D. 

Nach dem Obigen hat man 

A.O= a1c1 + a1c1 + a1c1 + ... , 
AD= a1 d1 + a1 d1 + a,d1 + · · ·, 
BO = b1 c1 + b1 c2 + b1 C1 + · · ·, 
BD= b1d1 + b1 d1 + b,d1 + · · ·, 

folglich (vgl. § 76) 
st = A 0- AD - BO + BD 

= 'Nt v1 + u1 v1 + u8 v1 + 0 
• 

0 
, 
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weil ac1 - a1t4- b1c1 + b1 d1 == (a1 - b,)(c1 - d1) = U 1V1 

ist usw. 
Die Reihe u1 v1 + u1 v2 + v2 u1 + · · · ist nicht nur konvergent, 

sondern auch absolut konvergent. Das allgemeine Glied in der 
konvergenten Reihe, die man für 

110+ AD + BO+BD 

erhält, d. h. 

ist nämlich sicher nicht kleiner als der Betrag von u1vi, weil 

1 u, 1 s a; + b,, I vk I < ck + ak. 
Man darf daher in der Reihe u1 v1 + Ut 1.11 + u2v1 + · · · die Glie

der beliebig umordnen, ohne daß sie aufhört zu konvergieren und 
die Summe st zu haben. 

Wir haben also folgenden Satz: 

u1 + u1 + Us + · · · und v1 + v1 + v3 + · · · 
seien absolut konvergent. s sei die Summe der ersten, t di$ 
Summe der zweiten Reihe. Bildet man eine Reihe, deren 
Glieder die Produkte u1vk (i, k = 1, 2, 3, ... ) sind,t) so ist 
diese Reihe absolut konvergent und hat die Summe st.1) 

§ 86. Beispiel. Wir wissen, daß die Reihe 

1+q+q1+··· 
unter der Bedingung I q 1 < 1 absolut konvergent ist und die Summe 
1 : (1 - q) hat, so daß 

(1 ~ qr== (1 + q + q• + .. ·) (1 + q + ql + .. ·). 

1) Jedes dieser Produkte soll einmal und nur einmal in der Reihe vor
kommen, und außerdem soll die Reihe kein Glied enthalten. 

2) Wll' wollen hier folgende Bemerkung hinzufügen: Wenn w1 + w1 

+ w8 + · · · absolut konvergent ist, so gilt dasselbe von der Reihe (w1 + ... 
+ w,.,) + (w,., + 1 + · · • + w,.J + · · ·, die aus der ersten durch Zusammenfa1sen 
benachbarter Glieder entsteht. Wir dürfen also auch in der Reihe für st 
benachbarlje Glieder zusammenfassen, ohne daß sie aufhört absolut konver
gent zu sein. 

Kowalewski, DiiTerential- und Integ.Jalrehcnung. 4. Auft. 6 
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Die Glieder U;Vk lauten hier 

Es ist also 

11 q 1 q2 1 qS 1 

q, q2 1 qS 1 

ql' q3' 

... ' 

(' 1 )' 3 2 3 - = 1 + 2q + q + 4q + .... 1-q Cl q I< 1) 

Multipliziert man diese absolut konvergente Reihe noch einmal 
mit 1 + q + q2 + . · . , so ergibt sich eine Reihe für 1 : (1 - q)8 usw. 

§ 87. Potenzreihen. Die geometrische Reihe gehört zu einer 
wichtigen Klasse von Reihen, den sogenannten Potenzreihen. 

Eine solche Reib~ hat folgende Gestalt: 

a0 + a1 x + a2xll + a3 x 3 + .... 
Die Zahlen a0 , a11 a2 , ••• heißen die Koeffizienten der Potenzreihe. 
Bei der geometrischen Reihe sind sie alle gleich. 

Wenn eine Potenzreihe vorliegt ( d. h. ihre Koeffizienten bekannt 
sind), so kann man fragen: 

Für welche Werte von x ist die Reihe konvergent? 
Diese Werte bilden den Konvergenzbereich der Reihe. 

§ 88. Theorem von Cauchy-Hadamard. Um den Kon
vergenzbereich der Potenzreihe a0 + a1 x + a.J x2 + · · · zu bestimmen, 
bilden wir die Folge ·} l 

I al I , I a2 I , I aa I· , . . .. 
Es gibt dann zwei Möglichkeiten: 

1. Die Folge ist beschränkt. 
2. Die Folge ist nicht beschränkt. 
Im zweiten Falle ist die Potenzreihe nur für x = 0 kon

vergent. Wäre sie nämlich für x = x0 (~ 0) konvergent, so müßte 

jedenfalis lim (a,.x0") = 0 

sein. Nun wird aber jede Zahl von unendlich vielen Gliedern 
unserer Folge übertroffen 1). Unendlich viele a,. erfüllen daher die 

1) Andernfalls wäre die Folge beschränkt. 
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1 

Ungleichung 
- 1 

J a,.l" > lreo\' 

also auch die Ungleichung I a,.x0" I > 1, 

was mit lim (a,.x0") = 0 unvereinbar ist. 
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Im ersten Falle seih der oberste Häufungswert derFolge 
(vgl. § 13). 

Wenn h = 0, so besitzt die Folge nur den einen Häufungswert 
Null, so daß man hat (vgl. § 14) 

1 

lim I a·,.l" = 0 . 

Unsere Reihe ist dann für jeden Wert von x absolut konver
gent, und man nennt sie beständig konvergent. Wenn nämlich 
x irgend eine Zahl ist, so hat man 

lim VI anx"l = I X llhn VI an I = 0. 

Nach dem Kriterium in § 80 ist also die Reihs I a1 x I + I a1x1 I 
+ 1 asx3 I + · · · konvergent, folglich auch 

I ao I + I al X I +I a2X2 I+ .... 
Wenn h > 0, so ist die Potenzreihe konvergent, und zwar 

absolut konvergent, sobald I x I<~, divergent, sobald I x I>~ · 
Wenn I x I < ! ist, so können wir ein positives E so wählen, daß 

lxl<h~~h· 
Nun sind fast alle I a I" kleiner als h + c.1) Also ist für fast alle 
Werte des Index n 

1 

I ,.,. . I h + E 'th' I .. ,. I ( h + E )" Ia,. IX <h+2E' ml In an.l < h+h. 

Daraus ersieht man aber, daß die Reihe 

a0 + ~x + a2x2 + · · · fiir I x I< ~
absolut konvergent ist. 

1) Sonst w~re h nicht der oberste Hi1ufungswert. 
6* 
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1 
Wenn I x I > 11, also I~ I <h 

1 

ist, so bedenke man, daß es unendlich viele I a,. P' gibt, die größer als 

I ~ J sind. Für unendlich viele Werte des Index n wird daher 

Ja,.x"l > 1. 

Es ist also nicht einmallim (a,.x") = 0. 
In dem Obigen ist folgendes Theorem enthalten: 
Wenn der oberste Häufungswert h der Folge 

I al I I I a, lt' I aa 11' ... 
existiert und größer als Null ist, so ist die Potenzreihe 

1 
für lxl <h a-bsolut konvergent, 

für I x I> : divergent. 

Wenn h existiert, aber gleich Null ist, so konvergiert die 
Reihe für jeden Wert von x, und zwar absolut. 

Existiert h nicht, so konvergiert die Reihe nur für x=O· 
Man sagt, daß die Reihe im ersten Falle den Konvergenz-

radius ! und das Konvergenzintervall (- ! 1 !), im zweiten 

Falle den Konvergenzradius oo 1) und das Konvergenzintervall (- oo, 
oo), im dritten Falle den Konvergenzradius Null hat. 

§ 89. Beispiele. 1. Die Reihe 
X X~' X 3 

1 +1!+2!+3!+··· 
ist beständig konvergent. Es ist nämlich für x < 0 

u,.+l x als 1' J u,.+lJ 0 -=-+, o tm-ju,.j = . ·u". n 1 

Die Reihe ist also nach dem Kriterium U.11 +1 /U,. absolut konvergent. 

2. Die Reihe 1 + l!x + 2!x9 + 3!x8 + ... 

1) oo bedeutet "Unendlich". 
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ist für jeden von Null verschiedenen Wert von x divergent. Man hat 
:nämlich 

Fast alle Quotienten 

sind also größer als 1, und es ist nicht einmal die Bedingung 
lim (n! x") =- 0 

erfüllt, die für die Konvergenz notwendig wäre. 
3. Die Reihe 1 + x + x2 + . · . 

hat den Konvergenzradius 1. 1) 

§ 90. DU!"erentiation der Potensrelhen. Eine Potenzreihe, 
deren Konvergenzradius nicht null ist, stellt in ihrem Konvergenz
interval!l1) eine Funktion dar. Denn jedem x-Wert in diesem In
tervall entspricht ein bestimmter Wert der Summe unserer Reihe. 

Wir wollen nun annehmen, daß die Potenzreihe a0 + a1 x + a2 x 2+ · · 
einen von Null verschiedenen Konvergenzradius hat, und zeigen, daß 
die Funktion f(x) = a0 + a1 x + a2xt + ... , 
in dem Konvergenzintervall überall eine Ableitung besitzt. 

Wären fast alle Koeffizienten der Potenzreihe gleich Null, wäre 
also f(x) eine ganze rationale Funktion, so hätte man 

f'(x) = a1 + 2a2 x + 3a8 x1 + · · ·. 
Wir werden beweisen, daß diese Formel immer gilt. 
Zunächst zeigen wir folgendes: 
Die Potenzreihe 

a1 + 2a2x + 3aax2 + ... 
hat denselben Konvergenzradius wie 

a0 + a1 x + a2 x2 + · · · . 3) 

1) Die Reihen in Nr. 1 und 2 haben die Konvergenzradien oo bzw. 0. 
2) Die Grenzen rechnen wir nicht zu dem Intervall. 
3) Man kann diesen Satz auch so beweisen. a1 + 2 a1 x + 3 a8 a:1 + · · . 

hat denselben Konvergenzradius wie a1 x + 2a1 x 1+ 3a8 x 3+ .... Die Cauchy-

Hadamardsche Folge lautet hier: I ~ I I 2\ I ag ri- I 3t I a8 r'' . . . . Jeder Häu-
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Ist x ein beliebiger Wert aus dem KonvergenzintervalP) von 
a0 + a1 x + a2 x2 + · · ·, so läßt sich x0 in diesem Intervall so wählen, 
daß I X I < ! x0 I ist. Da 

lim (a,.x011) = 0 

ist, so bilden die Zahlen anx0" eine beschränkte Folge, also auch die 
Zahlen a,.x0"- 1• Es läßt sich daher G so wählen, daß alle a"x0n-t 

in dem Intervall(- G, G) liegen. Nun hat man aber 

na x"- 1 = a x n- 1 · n -( x)n -1 

n n 0 Xo ' 

folglich I na,.xn-11 < G. nqn-t. 

Da q < 1, so ist die Reihe 1 + 2q + 3q1 + · · ·, mithin auch die 

Reihe 1 a1 1 + l2a2 x I + J3a8 x9 I + · · ·, 
konvergent. 

Ist x ein beliebiger Wert aus dem Konvergenzintervall 1) von 
a1 + 2~x + 3a8 x1 + · · ·, so konvergiert 

I at i + 12 as x I + I 3 aa X2 [ + · · · , 
also auch I at X I + [2 all x2 1 + r 3 a3 x3 1 + ... 
und I ao I + i at X / + I a2 .-x2 ! + · · · · 

Auch die Reihe 

2 · la2 + 3 · 2a8x + 4 · 3a4 x2 + · · ·, 
die aus a1 + 2a2 x + 3a3x2 + · · · 
in derselben Weise entsteht, wie diese aus a0 + a1 x + a2x2 + · · 
(nämlich durch gliedweise ausgeführte Differentiation), hat denselben 
Konvergenzradius wie a0 + a1x + a2x2 + · · ·. 

Das Gleiche gilt von der Reihe 

3 · 2 · 1 a8 + 4 · 3 · 2a4 x + 5 · 4 · 3a5x2 + · · · usw. 

fangswert dieser Folge ist aber ein Häufungswert der Folge I al i' I ai r!. I as ,t' ... 
und umgekehrt. Man beweist dies leicht mittels der Bemerkung, daß jeder 
Häufungswert der Grenzwert einer Teilfolge ist, wenn man gleichzeitig be-

t 
achtet, daß lim n ,.- = 1 ist. 

1) Wir nehmen an, daß der Konvergenzradius nicht null ist. Die Gren
zen des Konvergenzintervalls werden nicht mitgerechnet. 
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x und x0 seien wie oben zwei Werte aus dem Konvergenzinter
vall von a0 + a1x + a2 x 11 + · · · und es sei lxl < lx0 j. Unter h 
wollen wh· eine nach Null konvergierende Zahl versteheli., die aber 
selbst ungleich Null ist, und annehmen, daß I x + h I< x0 ist. Dann 

hat man f(x+ h)- f(x) _ (x+ h) -a: + (x + h)'- x2 

k -- at h -- all h 

(x + h)3 - x" 
+as h -+···· 

Subtrahiert man hiervon 

rp(x) = a1 + 2a9x + Ba8x2 + · · ·, 
so kommt f(x+ h)- f(x) ( ). {(x+ h)•-x' 2 } 

h -cp X =a2 h - X 

+ {(x+h)s-xa 3 II} + 
CJs h- --X···. 

Nach dem Mittelwertsatz ist. nun 
(x + h)'' - x" 1: ,. _ 1 

h- = ns,. ' 

wobei ;., zwischen x und x + h liegt. 
Es wird hiernach 

(x+ h)" x" 
h - - nxn-1 = n(;,:•-t- x"-1) 

Auf Grund des Mittelwertsatzes ist aber ferner 

;;•-1- xn-1 = (;"- x)(n- 1) x"."-' 

wobei x,. zwischen x und ;,., also sicher zwischen x und x + h liegt. 
Alles in allem ist also 

(x+h)" x" 
h- -nx"- 1 -n(n-l)(l-x)x .. "- 2 , 

mithin I (x+hi:-x" -nx"- 1 1 <n(n-1)\x0 1"- 2h, 

weil I x,. I < I x0 I und ~ - x I < h. 

Jetzt können wir schreiben 1): 

1) Wenn S = U1 + U 1 + U3 + · · · und U 1 + U 1 + tla + · · · absolut kon
vergent ist, so hat man, wie leicht zu beweisen ist, lsl ~~ u1 I + I Ua I +I u8 I + · · ·. 
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I ((a: + ~- ((a:) - cp(x) I <I k I { 2 · 1J a 1 I + 3 · 2J a8 x0 J + · .. }. 

D fi lgt I. { f(:e + h)- f(a:) ( ) } 0 arauso 1m h -cpx = 

oder lim. f(a:+h~-f(x) = cp(x), und f'(x) = cp(x). 

Eine Potenzreihe a0 + a1x + flsX'l. + · · ·, 
deren Konvergenzradius nicht null ist, h-at also in ihrem 
Konvergenzintervall überall die Ableitung 

a1 + 2a9x + 3aax11 + · · · . 

.Man erhält sie, indem man die Reihe a0 + a1x + awx' + · · · 
gliedweise differenziert. 

Kapitel VIII. 

Einige Anwendungen der Potenzrelhen. 
§ 91. Po1ienm-elhe fllr ez. Die Funktion e" hat, wie wir 

wissen, die Ableitung e". 
Die beständig konvergente Potenzreihe 

a: a:• a:• 
1 +TI+ 21 + s1 + ... 

stellt eine Funktion cp(x) dar, die ebenfalls gleich ihrer Ableitung 
ist, wie man mit Hilfe von § 90 findet. 

Wir haben also (e")' = tf' und .cp'(x) = cp(x). 

Daraus folgt, da e'" ungleich Null ist, 

(cp (a:))' e" cp, (a:) - e" cp (:e) = 0 
e" = e•z . 

cp(x): tf hat also überall die Ableitung Null. Dann ist aber 1) 

cp(a:) ) 7 = c. ( c eine Konstante 

1) Vgl. § 67, Folgerung. 
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Da tp(O) = 1 und e0 = 1 

ist, so ist c = 1 und tp(x) = e"', 

d. h. 
x x• x 5 

e"'= 1 +-+-+-+··. 1! 2! 3! . 

Setzt man x = 1, so kommt 
1 1 1 e=1+-+-+-+ .. · 1! 2! 3! . 

Diese Formel eignet sich vorzüglich zur angenäherten Berechnung 

der Zahl e. Man hat nämlich 
1 1 1 
n! + (n + 1)! + (n + 2)! + ... 

Da aber 
1 

1 +n+1+ 

- _!_ (1 + _1_ + 1 + ) 
- n! n + 1 (n + 1) (n + 2) · · · · 

1 1 ( 1 )2 
(t~ + 1) (n + 2) + · · · < l + n + 1 + n + 1 + · · · 

1 
=1+-n 

ist, so kann man schreiben 

1 1 1 • 1( .(t) 
n! + (n+1)! + (tt+ijl-;- ... = n! 1 + n 

und weiß, daß .ft zwischen 0 und 1 liegt. 
Schließlich hat man also 

1 1 1 1 ( .(t) 
e = 1 + 1T + 2T + ... + (n-1)! + n! 1 + n . 

Setzt man & ~ 0 und & = 1, so erhält man zwei Zahlen, zwischen 

denen e liegt. Jede dieser beiden Zahlen differiert von e um weniger 
als 1: n!n. 

§ 92. Die Punktionen Kosinus und Sinus. Die beiden 
Reihen 

und 

sind beständig konvergent. Ihre Summen bezeichnen wir mit 

cos x, (d. h. Kosinus x) bzw. sin x. (d. h. Sinus x) 
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Diese beiden Funktionen sind für alle Werte von x definiert. 
Offenbar ist 

cos (- x) = cos x und sin (- x) = -- sin x .1) 

Nach§ 90 ist 
1 x x" x 6 

(cos x) = - - +- - - + · · · 1! 3! 5! 

und 

d. h. ( cos x) I = - sin x und ( sin x) I = cos x . 

§ 93. Die Additionstheoreme von cos x und sin x. Unter 
a wollen wir eine beliebige Konstante verstehen und die folgende 
Funktion betrachten: 

{ cos (a + x) - cos a cos x + sin a sin x) 2 

+ { sin (a + x)- sin a cos x- cos a sin x} 2 = cp(x). 

Man findet cp 1 (x) = 0. 

cp ( x) ist also eine Konstante. Da außerdem cos 0 = 1, sin 0 = 0, 
also cp(O) = 0 wird, so ist cp(x) durchweg gleich 0. Daraus folgt aber 

cos ( a + x) = cos a cos x - sin a sin x , 

sin (a + x) == sin a cos x + cos a sin x. 

Diese Formeln nennt man die Additionstheoreme der Funk
tionen cos x und sin x. 

Aus der ersten Formel folgt, wenn wir a = - x setzen 

cos2 x + sin2 x = 1 . 

§ 94. Kleinste positive Wurzel der Gleichung cos x ==- 0. 
Die Funktion cos x ist für x = 0 positiv, nämlich gleich 1. Fiir 
x = 2 ist sie aber negativ. Man hat in der Tat 

22 ( 22 ) 26 ( 22 ) cos 2 = 1 -- 1 -- -- 1 -- - ... 
2! 3·4 6! 7·8 ' 

1) Eine Funktion f(x), die der Bedingung f'(- x) = f(x) genügt, nennt 
man gerade. Genügt sie der Bedingung f(- x) ~- f(x), so nennt man sie 
ungerade. cos x ist also eine gerade, sin x eine ungerade Funktion. 
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und alle Klammern sind positiv, so daß 

COS 2 < 1 - 2 2 
( 1 - -~) = - __!__ 2! 3; 4 3 

also negativ ist. 
Nach § 33 gibt es also zwischen 0 und 2 eine Stelle ;, so daß 

cos; = 0 ist. 

Zwei solche Stellen kann es nicbt geben, weil aus 

COS; = 0 und COS ;t = 0 (0 < ;, ;l < 2) 

folgen würde, daß zwischen ; und ; 11 also zwischen 0 und 2 eine 
Nullstelle von ( cos x) ', d. h. von sin x liegt (§ 66). Man hat aber 

sin x = _::... ( 1 - ~~) + x• ( 1 - · x 2 
) + · · · 

. 1! 2·3 5! 6·7 

und für 0 < x < 2 sind alle Klammern positiv, also ist auch sin x 
positiv. 

Es gibt demnach in dem Intervall (0, 2) nur eine Nullstelle 
von cos x. Sie ist zugleich die kleinste positive Wurzel der Gleichung 
COS X= 0. 

Wir wollen das Doppelte dieser Wurzel mit 1t bezeich

nen, die Wurzel selbst also mit ; · Dann ist 

cos ; = 0 und 0 < ; < 2. 

sin ; ist positiv und wegen cos2 x + sin2 x = 1 muß sinll ; = 1 

D . n 1 sein. araus folgt sm 2 = . 

Die Additionstheoreme liefern 

ferner 

und 

cos ( x + ;) =- sin x, 

. ( :r:) Slll X + 2 = COS X 1 

COS (X + 1t) = - sin (X + ; ) = - COS X, 

sin (x + n) = cos (x + ;) =- sinx, 

COS (x + 2:rt) =- COS (X + :rt) = COS X, 
sin (x + 2:rt) =- sin (x + n) = sin x. 
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Auf Grund dieser letzten Formeln sagt man, daß cos x und sin x 
periodische Funktionen sind und die Periode 2% haben. 

§ 95. Berechnung der Lol'arithmen. Es sei I x I < 1. Die 
Funktion f(x) =log (1 + x) 

hat die Ableitung f"(x) =-1-· 
1+x 

Nun ist aber - 1 -= 1 - x + x1 - x8 + ... 
1+x ' 

mithin f ( x) = 1 - x d- x2 - x8 + .... 
Die Potenzreihe rechts ist die Ableitung von 

x x 2 x 8 

«p (x) = T- 2 + 8 - .. · · 

Wir haben also f(x)- «p'(x) = 0, 
folglich (nach § 67, Folgerung) 

f(x)- «p(x) = c. 
Da f(O) = «p(O) = 0 

ist, so ist auch c gleich Null und 
x xt x 8 

log(l + x)= 1 - 2 + 3 - .. ·. 

Ersetzen wir x durch - x, so kommt 
x x 1 x 3 

log(l- x)=- 1 - 2 - 3 - .... 

Subtrahiert man die beiden Reihen, 80 ergibt sich fü1· 
t+x log(l +x) -log(l-x)=log t-x 

die Formel 1 +X (X 11:8 X6 ) log--=2 -+-+-+· .. · 1-x 1 · 3 5 

(jxj < 1) 

(ixl < 1) 

Ist n eine der Zahlen 1, 2, 3, ... , 80 darf man in dieser Formel 
offenbar 1 

X =2n + 1 

setzen. Dann wird 1
1 + x = n + 1 , und man erhält -x n 
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Für n = 1 liefert diese Formel 

2 ( 1 1 ) log2-- 1 +-+-+··· · 3 s. 9 5. 91 

Setzt man 8-- 1 - ... 2 ( 1 1 ) ~- s +3.9+ + (h-1)9"- 1 ' 

so wird log 2 = s" + E11 , und man findet, daß 

oder 

ist, also 

2 ( 1 1 ) E,.< 3(2v+1)9" 1 +9+ 91 + .. · 

. .&,. 
E =--------: 
" 12(2v+1)9"-1 

.&,. 
log2=s +------:: 

" 12(h+1)9"- 1 

93 

(0 < 4l'"< 1) 

Es ist hiernach leicht, log 2 mit vorgeschriebener Genauigkeit zu 
berechnen. 

Setzen wir jetzt, in unserer Formel für log ( n + 1) - log n, n = 4, 
so ergibt sich 

log5 = 2log2 +: (1 + 8 .181 + 5 .1811+··} 
Hieraus läßt sich logo mit vorgeschriebener Genauigkeit berechnen. 

Wir können also auch 

log2 + log5 = log10 
beliebig genau berechnen, ebenso 

1 M-Iog 10' 

den Modul 1) der Logarithmen zur Basis 10. 
Multiplizieren wir die Formel für log(n + 1) -logn mit M, 

so gewinnen wir 

Log(n + 1) -Logn= 2M{ 2n~ 1 + 8(2n1+ 1)a + 6(2ta~l)a + ... } 

Diese Formel kann man zur Berechnung einer Logarithmentafel 
benutzen. 

Wünscht man die Logarithmen der ganzen Zahlen von 1 bis lOS, 

1) Man findet M = 0,48429448 ..•. 
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so genügt es, die Logarithmen der fünfstelligen Zahlen zu he
rechnen; denn es ist z. B. 

13000 
Log 13-= Log~=- 3 +Log 13000. 

In der obigen Formel ist also n 2: 1~. Setzt man nun 

Log(n+1)-Logn= 2:! 1 +~ .. , 
so wird (weil 2M< 1) 

1 { 1 1 } 
J,. < 3(2n + 1) 1 1 + {2n + 1)1 + ·{2n + 1)' + · · · 

oder, da 
(2n + 1)1 

2n(2n+2) 
1 1 1 

1 + {2n + 1)1 + {2n + 1)4 + ... = 1 - 1 

(2n + 1)' 

ist, 
1 1 1 

h,. < 12n(n + 1) (2n + 1) < 24n1 < 1018 ' 

~. ist also kleiner als eine Einheit in der 13-ten Dezimale. 
2M 

Es ist also z. B. Log(lO'+ 1) = 4 + 2 . 10,+ 1 

bis auf weniger als eine Einheit in der 13. Dezimale. 

§ 96. Der binomische Lehrsatz. Wir schicken folgende Be
merkung voraus: 

Wenn zwei Potenzreihen in dem Intervall(-(!, f!) kon
vergieren (f! > 0) und dieselbe Summe haben, so sind sie 
überhaupt identisch. 

Ist nämlich für I x I < ~ 
a0 + a1x + a2 x2 + · · · = b0 + b1x + b2 xs + · · ·, 

so ist nach § 90 auch 

a1 + 2a1 x + 3a3x2 + · · · = b1 + 2bsx + 3b3 x2 + · · ·, 
2 -la9 + 3 · 2a8x+4·3a4xll + · · · = 2·1bs + 3 · 2b3x + 4· 3b4af + · · · 

usf. Setzt man überall ::c = O, so ergibt sich 

a .. = b,.· (n=0,1,2, ... ) 
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Wir wollen jetzt eine Potenzreihe suchen, die für la:l < 1 1) 

gleich (1 + xy• ist. Für x = 0 muß sie gleich 1 sein. Ihr Anfangs
glied ist also gleich 1, und die Potenzreihe lautet 1 + c1 x + c2 x11 + · ... 
Wir verlangen, daß für I x I < 1 

1 + c1a: + c,x11 + · · · = (1 + xt sein !!Oll. 
Durch Differentiation ergibt sich 11) 

C1 + 2c2 x + 3c8x1 + · · · = p(l + x}••- 1. 
Multipliziert man beiderseits mit 1 + x, so kommt 

(1 + x)(c1 + 2c11 x + 3c8x2+ · · ·) = p(1 + x)JU 
= p(1 + c1x + c;.x1 + · · ·) oder 

c1 + (2c1 + c1)x + (3c8 + 2c,)x2 + · · · = p + pc1a: + p.c,a:1 + .... 
Auf Hrund der Bemerkung am Anfang dieses Paragraphen folgt 

hieraus c1 = p,, 2c2 + c1 = p,c1 , 3c, + 2c, = p,c1 , .• • , 

d. h. II !J(f' -1) p(p.- 1}(p.- 2) 
Cl =l, Ci! 1· 2 ' Cs = 1 · 2 • 8 ' ... 

pflegt man 

p,(p.-1) ... (p. -k + 1) 
1·2 .. . k 

(~) oder (tt\ 

zu schreiben (gelesen p, über k). 
Unsere Potenzreihe lautet also 

1 + (~)x + (~)xll+ .... 

(k = 1, 2, 3, ... )_ 

Wenn p, einen der Werte 0, 1, 2, .. , hat, so konvergiert diese 
Reihe für jeden Wert von x, weil von einer bestimmten Stelle ab 
alle Glieder verschwinden. 

Hat p keinen der gegebenen Werte, so sind für x <: 0 alle Glieder 
von Null verschieden, und man hat 

u"+I p.-n+ l 
u ·n x, .,.. 

mithin lim _u,. +1 = - x und lim I u,. + 1 1 = I x I· 
Un Un 

.1) Bei der Annahme 1x1 < 1 ist 1 + x positiv. 
2) Man denke an die Di:lferentiationsregel in § 90. 
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Ftir /x/ < 1 ist unsere Reihe also absolut konvergent, was 
auch I' sein mag. 

Bezeichnen wir ihre Summe mit rp (x), so ist nach dem Obigen 

(1 + x) rp' (x) = p.rp(x). 

Daraus folgt, weil (1 + x)P. ungleich Null ist, 

l cp(x) )=-(1+x)~'cp'(x)-p.(l+x'f- 1 cp(x)=O 
\ (1 + x)'" (1 + x)1~' ' 

also p(x) = c(1 + x)~'. (c eine Konstante) 

Da q; (0) = 1 ist, so hat man c = 1 und 

(1 +x)~'= 1 +(~)x+(~)x2 + ... (jxl < 1) 

Dies ist die N ewtonsche Binomialformel. Die Reihe auf der 
rechten Seite nennt man die Binomialreihe, ihre Koeffizienten ~lie 

Binomialkoeffizienten. 
Wir bemerken noch, daß für ein positives ganzzahliges p, die 

Bedingung I x I < 1 fortfällt. Ist p. von 0, 1, 21 ••• verschieden und 
1xJ > 1, so divergiert die Binomialreihe, weil (vgl. § 79) nicht ein
mal lim u,. ". 0 ist. 

§ 97. Die Taylorsche Belhe. In§ 74 haben wir die Taylor
sche F01'JDel bewiesen. Wenn die betrachtete FUnktion in (x, x + h) 
alle Ableitungen hat, so können wirdem nin der TaylorschenFormel 
jeden der Werte 11 2, 8, ... beilegen. 

Es kann nun sein, daß lim B., = 0 ist. Dann wird 

{ " h"-1 
lim f(x)+nf(x)+ · · · + (n- 1)/Cn-t>(x)} 

=lim{f(x + h)-R,.}=t(x + h) 

oder, was dasselbe bedeutet, 

{(x + h) = f(x) + : 1 ((x) + :; f"(x) + · · ·. 
Diese unendliche Reihe nennt man die Taylorsche Reihe. 
Wenn für n = 1, 2, 8, ... und für alle Werte von -& zwischen 

0 und 1 /f<">(x + .f)oh)/ <A 
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ist (A eine Konstante), so kann man sicher sein, daß R,. nach Null 
konvergiert. In der Tat ist 

also 

hn. 
R,. = n!f<"l(x + 4}-h), 

IR"I<Ihi~ A. n. 

Wir wissen aber (vgl. § 89), daß die Reihe 

1 +11+ !hji + .. 
1! 2! 

konvergiert. ··Daraus folg.~ 

lhl" lim- = 0 mithin auch lim R" = 0. 
fl! ' 

§ 98. Beispiele. LAlleAbleitungen von f'(x) = e"' sind gleich~, 
und man hat daher f<">(x + .f}h.) = e'"+.'th. (0<4}< 1) 

e«+..?A liegt aber zwischen e'" und e"'+". Die am Schluß von § 97 an
gegebene Bedingung ist hier also erfüllt!), und es ergibt sich 

. h h 2 

e"'+"=e'"+- e"' + -e"'+ · · · 1! . 2! . 

Insbesondere ist (wenn wir x durch 0 und h durch x ersetzen) 
:~: x• 

e"'= 1 +1!+2!+. · ·, 
ein Resultat, das wir früher.auf anderem Wege erhalten haben ( vgl. §91 ). 

2. Wegen der Relation 

cos2x + sin2x = 1 

erfüllen cosx und sinx die Ungleichungen 

I cos x I < 1, ! sin x I < 1 . 

Da (cosx)' =- sinx, (cosx)" =- cosx, 

(cosx)'"= sinx, (cosx)1v = cos.x,... und 

(sinx)' = cosx, (sinx)" = -sinx, (sinx)"'- -cosx, (sinx)1V = sinx, .. . , 

so erfüllen auch eos x und sin x die Bedingung am Schluß von § 97. 

1) Man braucht nur A gleich der größeren der beiuen Zahlen e'" und 
e"'+h zu setzen. 

Kowalewaki, Differential- und lntegra.lrechnung. 4.. Autl. 7 
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Man hat demnach 
h . ",. ",. . 11,4 

cos (x + h) = cosx-- smx --cosx+- smx +-cosx- · · · 1! 2! S! 4! 
und 

. ( h) . + h Ia' • 11,9 .",. • sm x+ = smx 11 cosx- 21 smx- 81 cosx+ 41 smx + · · ·· 

Wenn wir x durch 0 und h durch x ersetzen, so erhalten wir 
nichts N eues, weil wir in§ 92 Kosinus und Sinus durch die Gleichungen 

und 

:c• a;4 
COSX= 1--+-- • • • 2! 4! 

, :C a;B a;l 
smx----+-- · · · definiert haben. 1! 3! ö! 

Die obigen Fol'Dleln fdr cos(x + h) und sin(x + h) lassen sich 
auch so schreiben: 

cos(x + h) -(1- :; + ~:- · · ·) cosx 

- (!!._- h' + h'- · · ·) sin x 
1! SI öl 

und sin (x + Ii)-{1- :; + ~;- .. -) sinx 

( h h' h6 ) + 1!- 3!+6!-· .. cosx 

oder cos (x + h) =- cosx cos h- sinx sink, 
sin(x + h) = sinx cosh + cosx sink. 

Hiermit haben wir einen neuen Beweis für die Additionstheoreme 
cos x und sin x gewonnen ( vgl. § 93). 

3. y = log(1 + x) hat für x > -1 alle Ableitungen, und zwar ist 
y<">=(- 1)"- 1 (n- 1)1 (1 + x)-". 

Für x = 0 wird 
y = 0 und y(n) = (- 1)"-1 (n- 1)1. 

Nach der 1'aylorschen Formel ist also 
:c a:' a:"-1 

log(l + x) = 1 - 2 + · · · + (- 1)"-\_ 1 + R,. 

und man hat 



Beispiele . 

Im Falle lxl < 1 setze man p = 1 und schreibe 

(-1t-1 (1-.;Jo)n-1,. 
R,. = 1 + .ftx 1 + .ftx X • 

Da -D-x zwischen - .fJ- und .fJ- liegt, so liegt 
1-.ft . 1-41' 1-& 

1 + 41' X ZWiSChen l + 3- und l _ 41' = 11 

also zwischen 0 und 1. Wegen 0 < .fJ- < 1 ist ferner 

Also hat man 

folglich 

und 

1 + -D-x> 1-lxl. 
lxl" 

IR..I<1-1x1, 
limR,.= 0 

ein uns schon bekanntes Resultat. 
Im Falle x = 1 setze man p = n. Dann wird 

Rn-{_ l}"- 1 .!.. · --1- also IR I<_!_ 
\ n (1 + &)" ' " n ' 

und limR,.= 0, 

so daß man hat log 2 .... 1 - t + t- .. · . 
Im Falle x ;= - 1 lautet unsere Reihe 

-1-t-t-···. 
Sie ist divergent. Denn die Summe der 2"- 1 Glieder 

1 1 1 
- 2n-11- 2"-1+1' .. ·,- 2"-1 

ist kleiner als -211-1, _!_=-~· 
2" 2 
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(lxl < 1) 

Summiert man die q ersten Gliedergruppen dieser Art ( n = 1,. 
2, ... ), so erhält man eine Partialsumme der Reihe, die kleiner als 
- t q ist. Die Folge der Partialsummen ist also nicht beschränkt. 

Im Falle lxl > 1 ist die Reihe divergent, sodaß die Formel 
X ;ct Xs 

log(l + x) ----+--· · · 1 2 3 

nur für - 1 < x < 1 gilt. 
7* 
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4. 11 = (1 + x)~' hat für x >- 1 alle Ableitungen, und zwar ist 

y(n) = p, (IL - 1) ... (p, - n + 1) ( 1 + X)~'-". 
Für x = 0 wird 

11 = 1, y<"> = 1L (IL - 1 ) ... (p - n + 1 ). 

Die Taylorsche Formelliefert 

( 1 + X)~' = 1 + ( ~ ) X + ( ~ ) X1 + · · · f (n ~ 1) X"- 1 + ll,., 

und man hat Rn=; (:)(1 +-B'x)~'-"(1--6')"-"x". (0<-B'< 1) 

Im Falle I x I < 1 setze man p = 1 und schreibe 

, (1-.&)n-1 (IL) R,.=x(1 t-B'XJ·(<-1 1+-D-x . . n n xn-1. 

Der dritte Faktor 

liegt, wie wir wissen, zwischen 0 und 1 ; der zweite zwischen 1 und 
(1 + x)~'- 1• Ist also K die größte unter den Zahlen 1 und (1 +x)~'-I, 
so wird 

Nun konvergiert für lxl < 1 die Reihe (vgl. § 96) 

1+(nx+(:)x2 + .. ·, 

folglich auch die Reihe 

und es ist daher 

mithin 

(~) +2(~)x + 3 (:)x'+ · · ·, 

lim n ( ~) x"- 1 = 0, 

limR,. = 0, 

sodaß wir haben (1 + x)~' = 1 + ( n X+ ( ~) X1 + · ... 
Dieses Resultat ist uns schon bekannt. 

(lxl < 1) 

Wir wollen bei der weiteren Untersuchung annehmen, daß IL 
keinen der Werte O, 1, 2, 3, .. , hat, damit die Reihe nicht abbricht. 

Dann ist für I x I > 1 unsere Reihe divergent. Es bleiben ~lso 
nur die Fälle x = 1 und x = - 1 übrig. 
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Im Falle x = 1 setzen wir p = n, so daß 

R,.= (:) (1 +~)~'-" (0<~<1) 

wird. Der zweite Faktor ist für genügend großes n kleiner als 1. 
Der erste Faktor läßt sich ao schreiben 

( "') = ( _ l)" (- 11-)(-p, + 1) · · • (-p, + n- 1) . 
n 1· 2 · · · n 

Es handelt sich hier um einen Ausdruck von der Form. 1) 

p = a(a+l)···(a+n-1) 
" b(b+1)···(b+n-1)' 

und zwar ist im vorliegenden Falle 

a = - I-' und b = 1. 

Über P .. gilt nun folgender Satz. 

Wenn a > b, so ist lim ~ = 0. 
n 

Die positive ganze Zahl k sei größer als I b I· Dann ist b + k, 
mithin auch a + k, positiv. Setzen wir a-b= d und nehmen 
n > k an, so wird 

a+k d d 
b + k = 1 + b + k > 1 + 2k' 

a+k+1 · d d 
b + k + 1 = 1 + b + k + 1 > 1 + 2k + 1' 
a~n-1 d. d 
b+n-1 = 1 + b+n-1 > 1 +k+n-1' 

Daraus folgt 

-~~: > 1 + d (21k + 2 k ~ 1 + ... + k + ! -1) . 

Die Reihe 1 1 1 
2k+2k+1 +2k+2+··· 

ist aber divergent. Ist g irgend eine positive Zahl, so sind fast alle 

1) Kein Faktor im Zä.hler und im Nenner ist null. 
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Partialsummen dieser Reihe größer als g. Fast alle P,. erfüllen da
her die Ungleichung 

P,. 1 d d . pk 1 
Pk > + g o er P,. < 1 + gd < E 

wenn wir g>~(+-1) 
machen. Das bedeutet aber 

lim ~k = 0, folglich 1) lim ~ = 0. 
,. n 

Als Folgerung ergibt sich aus obigem Satze, daß im l!~alle a < b 
lim P,. = 0 ist. 

Im Falle a = b sind alle P,. gleich 1, also auch lim P,. = 1. 
W ')DU wir unsern Satz auf 

(- !') (- I'+ 1) . · · (- I'+ n -1) 

1· 2 · · · n 

anwenden, so können wir schließen, daß diese Zahl für - I' < 1, 
d. h. I'>- 1 den Grenzwert Null hat. Für I'>- 1 ist also 
lim R,. = 0 und daher 

21' = 1 + (~) + (~) + ... 
Für I' = - 1 wird 

( ") = (-1)(- 2) · · · (- n) = ( _ 1)", 
n 1· 2 · · ··n 

so daß die Bedingung lim u,. = 0 nicht erfüllt ist. 
Für I' < - 1, d. h. - I' > 1 hat der reziproke Wert von 

c- ") <-" + 1) ... c- "+ n-1) C< o) 
1· 2. · · n 

den Grenzwert Null. Die Bedingung lim u,. = 0 ist also wieder 
nicht erfüllt. 

Die obige Formel für 2.u gilt also nur für I' > - 1. 
Im Falle x =- 1 lautet die Binomialreihe 

1 - (i) + (~) - (~) + .... 
1) Pk ist von Null verschieden. 
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Ihre Partialsummen lassen sich leicht berechnen, und man findet 

81=1, Sz=-{"-;1), Ss=(~'-;1), s,=-("-;-1), ···. 
Allgemein ist 

8 = (- 1)"_ 1 (y-t) = (1- I') (2- !-') · · · (n- l- ~t). 
" n -1 1 · 2 · · · (n- 1) 

Für p, > 0 ist lim s" = 0, also 

c1 - 1 r =- 1 - (~) + (~) - .... 
Für p, < 0 hat s" keinen Grenzwert, weil dann lim (1/s") = 0 ist. 
Wir können unsere obigen Resultate in folgendem Satz zusammen

fassen: 
Wenn p, keinen der Werte 0, 1, 2, 3, ... hat, so gilt die 

Binomialformel 

(1 + x)'' = 1 + (~)x + (~)xs+ ... 
im Falle I xJ > 1 überhaupt nicht, 

im Falle I x J < 1 für jeden Wert von p,. 

im Falle x = 1 nur für p, >- 1, 

im Falle x =-1 nur für p, > 0. 

Kapitel IX. 

Maxirna und :Minima. 
§ 99. De:llnition. Man sagt, f(x) habe an der Stelle x0 ein 

Maximum (Minimum) 1), wenn sich um x0 ein Intervall (x0 - 6, 
x0 + tf) konstruieren läßt, so daß der Funktionswert f(x0) in diesem 
Intervall der größte (kleinste) ist und nur an der Stelle x0 angenom
men wird. 

Wir wollen außerdem noch fordern, daß das ganze Intervall 
(x0 - tf, x0 + tf) dem Definitionsbereich von f(x) angehört.2) 

1) oder f(:x0) sei ein Maximum (Minimum). 
2) Wenn ein solches Intervall existiert, pflegt man zu sagen, daß ~0 ein 

innerer Punkt des Definitionsbereichs ist. 
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Für Maxima und Minima hat man auch den gemeinsamen Namen 
Extrema (Mehrzahl von Extremum). 

Wenn f(x0) ein E-xtren1um ist und die Ableitung f'(x0) 

existiert, so muß f'(x0) = 0 sein. 
Ist ! h I < ~ 1 so haben die Differenzen 

f(x0 + h) - f(x0) und f(x0 - h)- f(x0) 

beide dasselbe Zeichen, also die Differenzenquotienten 
f(x0 + h)- f(x0 ) d f(x0 - h)- f(x0 ) 

h UD -h 

entgegengesetzte Zeichen. Nennen wir tt den positiven, v den nega
tiven von ihnen, so ist bei nach Null könvergierendem k 

lim u = f'(x0) und lim v = f'(x0). 

Aus der ersten Gleichung ist zu schließen, daß f'(x0 ) ~ 0, aus 
der zweiten, daß f' ( x0) < 0 sein muß. Folglich ist 

f'(x0) = 0. 

Geometrisch bedeutet dies, daß die Tangente der Bildkurve von 
f(x) an einer Stelle, wo ein Extremum eintritt, parallel zur x-Achse 
ist, vorausgesetzt, daß die Tangente existiert. 

Man überzeugt sich sofort, daß die Bedingung f'(x0) = 0 für das 
Vorhandensein eines Extremums nicht hinreichend ist. Z. B. bat die 
Funktion x8 an der Stelle x = 0 kein Extrem um 1 und doch ist die 
Ableitung 3x2 daselbst gleich Null. 

§ 100. Das Vorzeichen der Ableitung. x0 sei ein innerer 
Punkt des Definitionsbereichs von f(x). Ferner habe man f'(x0) > 0. 
Dann läßt sich um x0 ein Intervall (x0 - ~ 1 x0 + ~) so konstruieren, 
daß in (x0 - 8, x0) f(x) klein er, in (x0 , x0 + J) dagegen f(x) größer 
als f(x0) ist. 

Wir sagen kurz, daß f(x) links 1) von x0 kleiner, rechts 
von x0 größer als f(x0) ist. 

Existierte kein solches Intervall, so würde auch ( x0 - -~ 1 

1) Wir stellen uns so vor die lt'igur, daß ein Punkt auf der x-Achse um 
so weiter nach rechts liegt, je größer seine Abszisse ist. 
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x0 + ~) nicht die gewünschte Eigenschaft haben. Es gäbe also in 

(x0 - ~, x0 + ~) eine von x0 verschiedene Stelle x,., so daß entweder 
1 

X0 - n < x,. < X0 und f(x,.) ~ f(x0) 

1 
oder · X0 < X11 < X0 + n und {(X") < f(xo) 

ist. In beiden Fällen wäre also 
f(x,.) - ((x0) < 0 . 

Daraus würde aber folgen 
,r,. -Xo -

l. f(x.)- ((:x0 ) f4(: ) < O 1m = ·x0 _, 
X;. -:X0 -

was der Annahme ( (x0) > 0 widerspricht. 
Wenn f'(x0)< 0 ist, so istf(x) links von x0 größer, r.echts 

von x0 kleiner als f(x0). 

§ 101. Kriterium :ftir :Kaldma und Enima. 1. f(x) habe 
in einer gewissen Umgebung von x0 überall eine Ableitung f'(x). 
Außerdem existiere f." (x0), und endlich sei 

{'(x0) = O, f"(x0) <_ 0. 

Dann ist f'(x0) ein Minimum oder ein Maximum, je nach
dem f"('x0) > 0 ode.r f'(x0) < 0 ist. 

Im Falle f'(x~) > 0 ist f'(x) 

links von x0 kleiner als f'(x0), d. h. negativ, 
rechts von .x0 größer als f'({J.)0), d. h. }>Ositiv. 

Mit Hilfe de$ Mittelwertsatzes 

f(x0 + h) = f(x0) + ltf'(x0 + -&h) 
(0 <.()-< 1) 

erkennt man, daß f(x) sowohl links als auch rechts von x0 größer 
als f(x0), daß also f(x0) ein Minimum ist. 

Im Falle f'(x0) < 0 ergibt sich genau ebenso, daß f(x0) ein 
Maximum ist.1~ · 

1) Die beiden FäÜe gehen ineinander über, wenn man ((x) durch - f(:x) 
ersetzt. Ma.n braucht also nur den einen zu behandeln. 
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2. f(x) habe in einer gewissen Umgebung von x0 die beiden 
Ableitungen f(x) und f'(x). Außerdem existiere f"(x0), und end-

lich sei r(xo) .... o, f'(xo) = o, f"'(xo) < 0 

Dann ist f(:r0) kein Extrem um. 
Im Falle f"'(x0) > 0 hat f'(x0) nach No. 1 an der Stelle x0 ein 

Minimum. f (x) ist also sowohl links als auch rechts von x0 positiv. 
Mit Hilfe des Mittelwertsatzes ergibt sich dann, daß f(x) links von 
x0 kleiner und rechts von x0 größer als f(x0) ist. 

Im Falle f'"(x0)<0 ist{(x) links von x0 größer und rechts 
von x0 kleiner als f(x0). 

3. f(x) habe in einer gewissen Umgebung von x0 die drei Ab
leitungen f'(x), f"(x), f"'(x). Außerdem existiere f 1V(x0), und end-

lich sei f(xo) = 0, f"(xo) = o, f"(xo) = 0, rvcxo) < 0. 

Dann ist f(x0) ein Minimum oder ein Maximum, je nachdem 
{ 1v(x0) > 0 oder pv(x0) < 0 ist. 

Im Falle f 1V(x0) > 0 ist nach No. 2 f(x) links von x0 kleiner 
und rechts von x0 größer als f'(x0), d. h. links von x0 negativ und 
rechts von x0 positiv. Mit Hilfe des Mittelwertsatzes ergibt sich 
dann wie in No. 1, daß f(x0) ein Minimum ist. 

Im Falle f 1V(x0) < 0 ist f(x0) ein Maximum. 
Diese Kette von Sätzen läßt sich beliebig fortsetzen. Allgemein 

gilt folgendes Theorem, von dessen Richtigkeit man sich durch den 
Schluß von n auf n + 1 überzeugen kann. 

f(x) habe in einer gewissen Umgebung von x0 die Ab-

leitungen f'(x), f"(x), ... , f<n- 1>(x). (n > 1). 

Außerdem existiere f<n>(x0), und endlich sei 

f(x0) ... O, f"(x0) = O, ... , f<"- 1>(x0) .... O, f<">(x0) < 0. 

Bei geradem n ist dann f(x0) ein Minimum oder ein Maxi
mum, je nachdem f<">tx0) > 0 oder f<">(x0) < 0 ist. 

Bei ungeradem n ist f(x0) kein E:xtremum. Vielmehr ist 
f(x) links von x0 kleiner und rechts von x0 größer als f(x0) 

oder links von x0 größer und rechts von x0 kleiner als f(x0), 

je nachdem f<">(x0) > 0 oder f<"l(x0) < 0. 
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Es gibt Funktionen, bei denen dieses Theorem versagt. Ein 
Beispiel hierfdr ist die folgende Funktion 

1 

f(O) = O, f(x) = e -;. 

Für x ~ 0 wird, wenn wir - lfx1 mit u bezeichnen, 

r(x) = u'i!', 

('(x) = (u'2 + u") e", 

f'"(x) = (u'8 + 3u'u" + u"')d", 

d h t , 2 " 2 . s ," 2 . s . 4 
un man a u = 'il' u =- :i'' u = ~' 

1 

Jedenfalls wird also f<">(x) = G,. (!) eZi, 

(x~ 0). 

(x~O) 

wobei G,. eine ganze rationale Funktion bedeutet. Die Formel gilt 
auch für n .... 0, wenn wir f<0>(x) = f(x) setzen. 

Es bleiben noch f'(O), {"(0), .. zu berechnen. 
Aus der Reihenentwicklung 

:I: :I:~ 
e"= 1 + 1! + 21 + ... 

ersieht man, daß fiir x > 0 die Ungleichungen 

gelten. 

e"> zm 
ml (m = 1, 2, 3, ... ) 

Angenommen, wir hätten schon bewiesen, daß f<">(O) = 0 ist. 
Dann läßt sich zeigen, daß f" + t) ( 0) = 0 ist. Da nämlich 

f<"+tl(O) == lim t< .. >(h)-;f'<">(o)' 

so ist nur nachzuweisen, daß 

lim { ! G. (!) : e({/} = 0 

(lim k = 0) 

ist. Der fragliche Ausdruck setzt sich aber aus einer endlichen An
zahl von Gliedern der Form 

(.!.)". HY h .e (1'-1,2,3, ... ) 
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zusammen. Wählen wir die ganze Zahl m so, daß 2m> p, ist, so 
wird der Betrag des obigen Gliedes kleiner als die nach Null kon-
vergierende Zahl m Ii k 12m_ .u. 

Es ergibt sich also (<"+ 1>(0) = 0. 
Da nun (<0>(0)={{0)=0 ist, so verschwinden auchf(O), f'(O), .... 
f(x) hat offenbar an der Stelle x = 0 ein Minimum. Dies läßt 

sich aber nicht mit Hilfe des obigen TheoremS" feststellen, weil für 
x = 0 alle Ableitungen verschwinden. 

Unsere ]j'ur.tktion ist zugleich ein Beispiel dafür, daß die Tay
lorsche Reihe 

f(O) + 1~((0), + ~; f'(O) + · ·. 
konvergieren kann, ohne daß ihre Summe gleich f(x) ist. 

§ 102. Anwendung der Taylorschen Pormel zum Be
welsdes Kriteriums. Hat f(x) in einer gewissen Umgebung von 
x0 die Ableitungen 

f(x), f"(x), ... , f<"- 1l(a.:), (n > 1) 

so gilt für I k I < h die Taylorsche Formell) 
h . h"~2 .,. 2 

f(xo + k) = f(xo) + !f f(xo) + · · · + (n- 'J.)! t< - >(xo) 

+ (:~-~) 1 (<"- 1l(x0 +-ttk). 

(O<fr<l) 

N~hmen wir fe111er an, daß f<">(x0) existiert, und daß 

((xo) = 0, f"(xo) = o, ... , r<n-ll(xo) = 0, f<">(xo) <: 0 

ist, so wird im Falle f<">(x0) > 0 die Ableitung (<"- 1>(x) links von 
Xo kleiner,. rechts von Xo größer als r<n-l)(xo) = 0 sein. Es wird also 1) 

für k < 0 f'<n-ll(x0 + .ttk) < O, 

für h > 0 f<"- 1l(x0 + frk) > 0 sein. 

1) Die positive Z!!>hl ~ ist so gewählt, da.ß x0 - J und X0 + 6 jn der 
erwii.hnten Umgebung von a:0 liegen. Dann sind die Bedingungen der Ta.y
lorschen ForpJ.el erfüllt. 

2) jl&! mu.ß kleiner sein als eine gewisse positive Zahl 6 (~ 1). 
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Die Taylorsche Formel lautet hier aber 
hn-l 

f(xo + h) = f(xo) + (n:._ 1)/(rt-ll(xo + &h). 

Im Falle eines geraden n ist daher 

f\ir h < 0 f(x0 + h) > f(x0), 
f'ür h > 0 f(x0 + h).> {(x0), 

d. h. f(x0) ein Minimum. 
Im Falle eines ungeraden n ist dagegen 

für h < 0 f(x0 + h) < f(x0), 

für h > 0 f(x0 + h) > f(x0), 

d. h. f(x0) kein Extrem um. 
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Wenn f<n>(x0) < 0 ist, so hat man im Falle eines geraden n 
an der Stelle x8 ein Maximum, im Falle eines ungeraden n kein 
Extrem um. 

§ 103. Monotone Punktionen. Wenn eine Funktion in 
dem Intervall (a, b) überall eine positive Ableitung hat, so 
nimmt sie in (a, b) bei wachsendem x zu. 

Ist nämlich 1) a < x1 < x2 < b, 
so hat man nach dem Mittelwertsatz 

also 
f(x2) - f(xt) = (xl!- xl) r m, 

f(xll) > f(xt)· 

Ist die Ableitung in (a, b) überall negativ·, dann nimmt die 
Funktion bei wachsendem x beständig ab. 

Es tut der Gültigkeit unseres Satzes keinen Abbruch, wenn die 
Ableitung an einer endlichen Anzahl von Stellen null ist. 

Eine bei wachsendem x zunehmende (abnehmende) Funktion 
wollen wir aufsteigend (absteigend) nennen. Beide Arten von 
Funktionen heißen monoton. 

Wenn f(x) in (x0 - E, x0) aufsteigend (absteigend) und in 
(x0 , x0 + c) absteigend (aufsteigend) ist, so ist f(x0) ein Maximum 

1) Ist f'(x) bei a stetig, so darf x1 = a gesetzt werden, ebenso x2 = b, 
wenn f(x) bei b stetig ist. 
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(Minimum). In der Praxis werden gewöhnlich auf diesem Wege 
Maxima oder Minima festgestellt. 

§ 104. Beispiel. a11 a!l, ... , an seien gegebene Zahlen. Man 
soll x so wählen, daß 

~p(x) =- (a1 - x)9 + (a2 - x)2 + · · · + (a,.- xY' 

möglichst klein ausfällt. 
Man hat im vorliegenden Falle 

~p' (x) ist also 

und tp(x) ist 

'() 2 (a1 +a2 +···+a" q.>X=- n n -x). 
negativ für a; < a 1 + a2 + · · · + a,. , 

n 

Positiv für x > a1 + a2 + · · · + a" 
n ' 

für x < a1 + a1 + · · · + a,. absteigend = n ' 

a+a+···+a . für x 2 1 2 "' aufsteigend 
- n 

An der Stelle 

hat also die Funktion cp(x) ein Minimum und zugleich ihren kleinsten 
Wert. 

§ 105. Größter und kleinster Wert einer stetigen 
1'1lllktlon. Ist die Funktion f"(x) in (a, b) stetig, so gibt es 
unter ihren Werten einen größten und einen kleinsten. 

Ein in (a, b) enthaltenes Intervall (a, ß) wollen wir einen aus
gezeichneten Teil von (a, b) nennen, wenn es in (a, b) keinen 
Funktions wert gibt, der alle Funktionswerte in (a, ß) 
übertrifft. 

Wenn man (a, b> mitte1st des Wertes 
a+b 

C=-2-

in (a, c) und (c, b) zerlegt, so ist wenigstens ems dieser beiden 
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Teilintervalle ein ausgezeichneter Teil von (a, b). Sonst ließen sich 
nämlich in (a, b) x1 und xi so wählen, daß 

in (a, c) f(x) < f(x1), 

in (c, b) f(x) < f(x,) 

ist. Einer der beiden Werte f(x1), f(x2) wäre dann größer als alle 
Funktionswerte in (a, b), was offenbar ein Widerspruch ist. 

Es gibt also in (a, b) sicher eine ausgezeichnete Hälfte (a11 b1). 

Ebenso gibt es aber in (au b1) eine ausgezeichnete Hälfte (a2 , b1), 

in (a., b1) eine ausgezeichnete Hälfte (a3 , b3) usw. 
Ist ~ der gemeinsame Grenzwert von a .. und b,., so läßt sich 

zeigen, daß {(g) von keinem Funktionswert in (a, b) über
troffen wird. 

Ist nämlich x0 eine beliebige Stelle in (a, b), so gibt es 

in (a11 b1) eine Stelle x11 so daß f(x1);;;:::: f(x0), 

in ( a., b2) eine Stelle x11 so daß f ( x1) ;;;:::: f (x1), 

in (a3 , b3) eine Stelle x8 , so daß f(x8);;;:::: f(x2) ist, usw. 

Da lim x,. = ~ ist, so hat man wegen der Stetigkeit 

lim f(x,.) = f(g) 

Nun ist aber f(x0), f(x1), f(x2), ••• eine aufsteigende Folge, also 

lim f(x,.) ;;;:::: f(x0), d. h. f(~) ;;;:::: f(x0). 

Wendet man dieselbe Betrachtung auf - f(x) an, so gela.ngt 
man zu einem Funktionswert ((~), der in (a, b) der kleinste ist. 

Liegt die oben mit ~ bezeichnete Stelle zwischen a und b (ist 
also ~ von a und b verschieden), so muß, falls f' (';) existiert, r (g) = 0 
sem. Denn von den Differenzenquotienten 

rcs +hl- rm 
h 

f(s-h)-tm 
-h 

ist der eine, u, größer gleich Null, der andre, v, kleiner gleich Null. 
Da bei nach Null konvergierendem h 

lim U = ('(g) und lim V=-((;) 

ist, so kann f' (;) weder positiv noch negativ sein. 
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Wenn die mit [ bezeichnete Stelle zwischen a und b liegt und 
f' (f) existiert, so muß f' (~) = 0 sein. 

§ 106. AD.wendUDgen. 1. Der in § 105 bewiesene, von 
Weierstraß herrührende Satz kann zum Beweise des Theorems 
von Rolle (§ 66) benutzt werden. Nach der dort gemachten Vor
aussetzung muß wenig tens eine der in § 105 mit s bzw. ~ bezeich
neten Stellen zwischen a und b Jiegen, wenn die Funktion nicht 
durchweg gleich f(a) sein soll. 

2. f(x) habe in (a, b) überall eine Ableitung, und es sei 
f'(a) ~ f'(b). Ist dann 0 irgend eine Zahl zwischen f'(a) 
und f'tb), so gibt es zwischen a undbeineStelle c, so daß 
f'(c)- 0 ist. 

Die Funktion cp (~) = f(x) - Ox 
ist in (a, b) stetig, denn sie hat in (a, b) iiberall eine Ableitung, 

nämlich cp' (x) = r (x)- 0. 

Diese Ableitung ist für x = a negativ, für x =- b positiv oder 
umgekehrt, weil f' ( a) - 0 und f' (b) - C 

entgegengesetzte Zeichen haben. 
Ist nun z. B. cp'(a) > 0 und rp'(b) < O, so ist cp(x) rechts von 

a größer als cp(a) und links von b größer als cp(b) (§ 100). Weder 
cp(a) noch cp(b) ist also der größte Wert von cp(x) in (a, b). Nach 
§ 105 gibt es also z wisch e n a und b eine Stelle c, wo der größte 
Wert eintritt, und es ist dann 

cp'(c) = f'(c)- C = 0. 

Im Falle cp' (a) <0 und cp' (b) >0 tritt der kleinste Wertvoncp(x) 
an einer Stelle c zwischen a und b ein, und es ist wieder f'(c) .... 0. 

3. Wenn f(x) in (a, b) stetig ist und für jedes x zwischen 
a und b die Eigenschaft 

li 1'(.-c+ h) + f(x- h)- 2 f(x) = 0 
m h' (lim k = 0) 

besitzt, so hat man bei passender Wahl der Konstanten 
A., ft in dem ganzen Intervall (a~b) 

f(x) = lx + ft· 
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c sei ein beliebiger Wert zwischen a und b. Dann gibt es eine 
ganze rationale Funktion zweiten Grades, nämlich 

Q(x) = (x-b)(x-c) f(a) + (x-c){x-a.)f(b) + (x-a.)(x-b) f(c) 
(a.- b)ta.- c) (b- c) tb- a.) (c- a.) (c- b) ' 

die für x = a, x = 1J, x = c die Werte f(a), f(b), f(c) annimmt. 

tp (x) = Q (x) - f(x) 

ist also an diesen Stellen gleich Null. 
tp(x) ist wie f(x) in (a, b) stetig. Nach § 105 gibt es also 

zwischen a und b eine Stelle e, WO der größte, und eine Stelle t wo 
der kleinste Funktionswert eintritt. 1) 

Man hat nun, für a < x < b und lim h = 0, 

1. tp (x + h) + 'P (x- h) - 21J1 (x) 1. Q (x + h + Q (x- h) - 2 Q (x) 
llll ~~~ = 1m IJI 

und 

2f(a.) + 2{(b) + 2({c) = K 
~-~~-~ ~-~~-~ ~-~~-~ . 

Es ist also auch 

r !p <e + II> + !p ce- ">- 2 !p ce> K 
Im k• = 

lim 'P~ + h) +'PI~~- h)- !IIJI(j) = K. 

Da aber tp(g + h) ~ tp(e), 

und tp (~ + h) > tp ("i), 

tp c~ - h) < tp ce) 
tp(~- h) > tp(~) 

ist, so handelt es sich das eine Mal um den Grenzwert einer nicht 
positiven, das andre Mal um den Grenzwert einer nicht negativen 
Zahl. K kBJln also weder positiv noch negativ sein. Es muß viel
mehr K = 0 sein, d. h. 

b-c ( c-a 
f(c) = b- a f a) + b- a f(b). 

c war ein beliebiger Wert zwischen a und b. Unsere Gleichung 

1) Wenn einer der Werte a, 1 in § 106 gleich a. odt1r b iat, so können 
wir ihn auch gleich c aetzen. Wir dürfen daher annehmen, daß e, e beide 
r.~wiachen a. und b liegen. 

K o w a I o w s k i, Dift'tlrenttal- und lntcgra.lrechnung. 4. Autl. 8 
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bleibt abel' auch richtig, wenn wir c durch a oder b ersetzen. Es 
ist also in dem ganzen Intervall ( a, b) 

b-:x :x-a 
f(x)=b-af(a) + b-af(b). 

Dieser Satz rührt von H. A. Schwarz her. 

Kapitel X. 

DJJI'erentiation von Funktionen mehrerer 
Veränderlicher. 

§ 107. Partielle Ableitungen. f(x, y) sei in dem Bereich 

a<x<b; c<yS.d 
definiert 1), den wir mit (a, b; c, d) bezeichnen wollen. 11) 

Genügt die Konstante y0 den Bedingungen c < y0 < d, so ist 
f(x, Yo) 

in (a, b) eine Funktion rp (x) von x. 
Ebenso ist f(x0 , y) 

in (c, d) eine Funktion 1/J (y) von y, wenn die Konstante x0 den Be
dingungen a < x0 < b genügt. 

Existiert nun rp' (x0), so nennt man es 
die Ableitung von f(x, y) nach x an der Stelle (x0 , y0). 

E:x:istie-t 1/J' (y0), so nennt man es 
die Ableitung von f(x, y) nach y an der Stelle (x0 , y0). 

Beide heißen die partiellen Ableitungen von f(x, y) an 
der Stelle (x0 , y0). Die Berechnung einer solchen Ableitung heißt 
partielle Differentiation. 

Man hat für rp'(x0) die Bezeichnung 

r: (Xrp Yo)' 
für f/1' (y0) die Bezeichnung f ~ (x0 , y0). 

1) Der Einfachheit wegen beschränken wir uns auf Funktionen von 
zwei V erinderlichen. 

2) (a, b; c, d) bedeutet geometrisch ein Parallelogramm, dessen Seiten 
parallel zu den Achsen sind. 
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Existieren (; (x, y) und r; (x, y) 
in (a, b; c, d) so kann es sein, daß sie sich an der Stelle (x0 , y0) 

wieder nach x und y differenzieren lassen. Die Ableitungen von 
r; (x, y) nach X und '!I an der Stelle (.x,, '!/o) bezeichnet man mit 

(;~ (x0 , y0) bzw. (;; (x0 , y0), 

die Ableitungen von r;(x, y) nach X und 'Y an der Stelle (x,, Yo) mit 

{;; (:r,, '!/o) bzw. r;; (Xod/o) • 
Diese vier Zahlen nennt man die partiellen Ableitungen 

zweiter Ordnung 1) von f(x, y) an der Stelle (x0 , y0). 

In ähnlicher Weise werden die partiellen Ableitungen von 
dritter und höherer Ordnung definiert und bezeichnet. 

Es gibt, wie man sieht, 2" partielle Ableitungen n-ter Ord
nung. Für gewöhnlich reduziert sich aber ihre Zahl auf n + 1. 
Z. B. gibt es, wie wir sehen werden, ttir ge~öhnlich nur drei partielle 
Ableitungen zweiter Ordnung. 

§ 108. f/.e'11 und 1;.. Wenn in (a, b; c, t1) die partiellen 
Ableitungen erster und zweiter Ordnung von f(x, y) exi
stieren, so ist an jeder Stelle (x0 , y0), wo r;;, r;; stetig sind, 
(" f" ",,- ,",. 

Um dies zu beweisen, betrachten wir den Ausdruck 

f(x0 + k, Yo + k) - f(x0 + h, y0). 

- f(x0 , '!/o + k) + f(.x,, '!Ju) • 

Der Punkt (x0 + h, y0 + k) soll wie (x01 y0) in (a, b; c, d) liegen. 
k und k sind von Null verschieden. 

Setzen wir ft (x)-= f(x, y0 + k)- f(x, y0) 

und {1 (y) - f(x0 + h, y) - f(x0 , y), 
so wird der obige Ausdruck gleich 

ft (x0 + h)- ft (x0) und auch gleich (1 (y0 + k)- (, (y0). 

Nach dem Mittelwertsatz ist nun 

und 
ft (x0 + h)- ft (x0) = hf; (x0 + 8-1 h) 
f. (Yo + k) - fs (y,) = k f;(y, + 8-sk) • 

1) oder kurz die zweiten Ableitungen. 

(0 < 8-1 < 1) 

(0<&. < 1) 

s• 
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Man. hat, ausführlich geschrieben, 

f{ (xo + .ftt h) = {; (xo + .fttlt, Yo + k) - {; (xo -t< . .ftt h, Yo) 

und fi (Yo + .&,k) = {; (xo + h, Yo + -D'tk)- t; (xo, Yo + .&,k) · 

Hier läßt sich wieder der Mittelwertsatz anwenden. Dabei er-

gibt sich {{ (x0 + 4)-1h) = k{;;(x0 + {}o1 lt, y0 + "i-1k) (O<i-1 < 1) 

und {; (y0 + ß'1 k) = hr;;(x0 + i 2h, Yo + .ft2k). (0<~2 <1). 
Wir sehen also, daß 

r;;(xo + .ftth, Yo + itk) = f;~(xo + i-sh, Yo + .ft2k) 
ist. Lassen wir h und k nach Null konvergieren, so konvergieren 
die beiden Seiten der Gleichung nach 

r;;(x0 ,y0) bzw. {J;(x0,y0), 

weil wir vorausgesetzt haben, daß r;; und r;; an der Stelle (x0 , y0) 

stetig sind. 
Es ist also {;; (x0 , Y0) = (J; (x0 , Yo) · 

§ 109. Dif!'erentiale. Wenn f(x, y) in (a, b; c, d) die Ab
leitungen {;, t; hat und (x, y) ein Punkt in (a, b; c, d) ist, so 
nennt man den Ausdruck 

r;(x, y)h + r;(x, y)k 
das Differential von (f(x, y) an der Stelle (x, y) und bezeichnet 
es mit df(x, y). 

Man benutzt bei allen Funktionen dieselben Inkremente h, k. 
Wendet man die Formel 

df(x, y) = r; (x, y) h + r; (x, y) I; 
auf die beiden Funktionen 

f(x, y) = x und f(:c, y) = y 

an, so ergibt sich dx = h bzw. dy = k. 

Wir können also h und k als die Differentiale von x und y be
trachten und schreiben 

df(x, y) == r;ax + r;ay. 
Das Differential von df(:e, y) bezeichnet man mit 

d"f(x, y), 
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das Differential hiervon mit 
d8 f(x, y) usw. 

Bei Bildung dieser höheren Differentiale von f(x, y) hat 
man k und k oder dx und dy als Konstanten anzusehen. 

Man findet 1) 

d'f(x, y) = r;~dx2 + r;;axdy + r;;axdy + r;;ay9 

oder, wenn t~; = r;; ist, 

d1 {(x, y) = r;~dx2 + 2 r:;axdy + r;;ay•. 

In ähnlicher Weise berechnet man 

d3 ((X 1 '!J) 1 d4f(:r I '!J) USW 

§ 110. Differentiation zusammengesetzter Punktionen. 
F(u, v) sei eine Funktion von tt, v in dem Bereich (u, ß; y, 6), 
f(x, y) und g(x y) seien Funktionen von x, y in dem Bereich 
(a,b; c, d). Außerdem seien f(x, y), g(x, y) so beschaffen, daß immer 

a < f(:r,y) < {J und r < ,q(x,y) < ~. 
Setzen wir u = f(x,y), v = g(:r,y) und s = F(u,v), 

so ist s durch Vermittlung von u und v eine Funktion von x, y in 
dem Bereich (a, b; c, d), und wir können schreiben 

s = F(f(x,y), g(x,y)). 

Wenn f(x,y) und g(:r,y) an der Stelle (x,y) stetig sind 
und F(u,v) an der Stelle u = f(x,y), v = g(x,y) stetig ist, so 
ist F(f(x,y), g(x,y)) an der Stelle (x,y) stetig. 2) 

Wir wollen jetzt dns Differential ds berechnen. Vorausgesetzt 
wird dabei, daß in (a, b; c, d) 

und in (a, {J; y, d) 

f ' J"' ' ' 
'%) I !II u.~, Uu 
F~, F; 

existieren. Von F~, F; fordern wir überdies, daß sie in (a, {J; y, ~) 
stetig sind. 

1) Aus der Definition von df(x, y) folgt unmittelbar, daß d (f + g) = 
df + dg und d(cf) = cdf (c konstant) ist. 

2) Beweis wie in § 64. 
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Es kommt darauf an, die Ableitungen von s nach x und nach y 
zu finden. 

Setzen wir1) f(x + h, y)- f"(x,y) =du, 

g(x + h, y)- g(x,y) = dv, 

so lautet der Differenzenquotient von s nach x 
.:1;: F(u + .:1u, v + .:1v)- F(u,v) 
--,;= h 

Der Zähler ist die Summe von 

F(u+du,v+Liv)- F(u,v+Av) 
und F(u,v + dv)- F(u,v). 

Diese beiden Differenzen lassen sich aber nach dem Mittelwert-
sa.tz so schreiben F~(u + 4)-du, v + Llv)du 

F;(u, v + idv)dv. bzw. 

Man hat also 

.:1,:' = F~(u+4)-du,v+dv).:1hu + F~(u,v+.f}dv)~" · 
Lassen wir h nach Null konvergieren, so wird 

li .:lu ' 1" .:1v ' m h = Ux 1 1mh = v",, 

mithin lim du= O, lim dv""" 0, 

und wegen der Stetigkeit von F~, F~ 

lim F~ (u + 4)-du, v + dv) = F~(u, v), 
limF~(u, v + idv) = F;(u,v). 

Es ergibt sich somit s~ = F~u~ + F;-v~ 
und in derselben Weise z~ == F~u~ + F;v~, 
so daß 

oder 

ds = s~dx + s~dy 
= F~(uxdx+u~dy) + F;(v~dx+v~dy), 

de = z~du + z~dv wird. 

1) (x + h, y) ist wie (x, y) ein Punkt in (a, b; c, d). 
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Genau ebenso würde dz aussehen, wenn u und v die un
abhängigen Veränderlichen wären. 

Wenn auch die zweiten Ableitungen von u und v in (a,b; c,tl) 
existieren und die zweiten Ableitungen von F(u, v) in (a, (:1; r, 6) 
stetig sind, so hat man 1) 

d 1z = dz~du + dz~dv 
+ s~d 1u + z~d 1v, 

also diz = z:,.du' + 2s:edudv + s;~dv2 + z~d2u + s~d1v. 
In ähnlicher Weise berechnen sich d 3s, a·'s, ... 
Die Formeln für d 2z, d 8z, .. sehen anders aus, als wenn u, v 

die unabhängigen Veränderlichen sind. 
Haben aber u und v die Form 

lx + p,y + v, (l, p,, v Konstanten) 

so sehen die Formeln ebenso a11s wie im Falle u = x, v- y. Denn 
es wird offenbar 

d 2u = d-3u =- ... = 0 und d 2v = d 8v = ... = 0. 

§ 111. lllittelwertsatz. f(x,y) habe in (a,a+h;b,b+k) 
stetige erste Ableitungen. Dann ist 

f(a + h, b + k)- f(a, b) 

= h(;(a + 8-h, b + 8-k) + kf; (a + 8-h, b + 8-k) 
und 0 < 8- < 1. 

Zum Beweis betrachte man die Funktion 

Nach § 110 ist 
rp(t) = f(a + th, b + tk). 

q/(t) = r;ca + th, b + tk)h + fv(a + th, b + tk)k, 
und der Mittelwertsatz aus § 67 liefert 

q~(l)- q>(O) = g>'(iJ'). 
Das ist aber die obige Formel. 

(0 < 8- < 1) 

Bemerkung. Wenn f(x,y) in (a,b; c,d) stetige erste Ablei-

1) Wir benutzen hier, daß flir ein Produkt von zwei Funktionen u(x, y), 
v(x, y) die Formel gilt d(uv) = t'du + udv. Dies ergibt sich aus der all
gemeinen Formel für dz. wenn man F(u,v) = uv setzt. 
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tungen hat, so ist f(x, y) in dem genannten Bereich ebenfalls stetig. 
Sind nämlich (x,y) und (x+h, y+k) zweiPunkte des Bereiches, so ist 

f(x+h, y+k) = f(x,y) + hf;(x,y) + kf;(x,y). 

(x=x+&h, y=y+&k, 0<&<1) 

Hieraus folgt, wenn h und k nach Null konvergieren, 

lim f(x+ h, y+ k) =- f(x,y). 

Man kann dies auch mit Hilfe des Mittelwertsatzes aus § 67 
beweisen. f(x + h, y + lc) - f(x,y) 

ist nämlich die Summe von 

f(x +h, y + k)- f(x, y+k) 

und f(x, y+k)- f(x,y), 

also gleich 

§ 112. Taylorachel'ormel. z=f(x,y) habe in (x,x+h; 
y,y+k) stetige Ableitungen bis zur n-ten Ordnung. Dann 
gilt die Formel 

de d 1 e d"- 1e 
L1 e = TI + 2t + · · ' + (n- 11) + R,. · 

Dabeiist Az=f(x+h,y+k)-f(x,'!/), dx=h, dy=k 

und R - (l-.ß')"-P(d"z) (0<& 1) 
"- (n-l)!p z+~l•,v+,'tk" < 

p bedeutet einepositive ganze Zahl, die man beliebig gewählt hat. 
Zum Beweise setzen wir 1) 

q; (t) = f(x + th, y + tk). 

Hier sind U = X + th, V = y + tk 

von solcher Form, daß 
d2u = asu = ... = 0 und d2v = d8v = ... = 0 ist. 

Man hat also(§ 110) dPq;(t) = dpt'(u,v). (v=l,2, ... ,n) 

1) x, y, h, k werden jetzt als Konstanten betrachtet. 



Definition der Maxima. und Minima. 121 

Setzt man dt = 1, so wird 

du=h, dv=k. 

Für d• cp (t) können wir dann auch schreiben q;<•'l (t). 
Um nun unsere Formel für Llz zu gewinnen, braucht man nur 

zu benutzen, daß nach § 7 4 

ist und 

cp (1) - cp (0) = cp' (o) + cp" (o) + ... + cp<n-1J(o) + R 
1! 2! (n-1J! " 

(1 -· fr)"- p 
R,. = ( 1)' IP<"l(8-). n- ·P 

Kapitel XI. 

Maxima und Minima. 
§ 113. Defl».ltion. (x0 , y0) sei ein innerer Punkt des Defini

tionsbereichs von f(x, y). 1) 

Man sagt, f(x,y) habe an der Stelle (x0 ,y0) ein Maximum 
(Minimum) 11) 1 wenn sich um (x0 , y0) eine Umgebung (x0 - 61 x0 + E; 

y0 - E1 y0 + E) konstruieren läßt, so daß der Funktionswert l(x0 , y0) 

darin der größte (kleinste) ist und nur an der Stelle (x0 , y0) an
genommen wird. 

Wenn f.'(x0 , y0) ein Extremu m (d. h. ein Maximum oder Mini
mum) ist und f~(x0 , y0 ) 1 t;(x0 , y0) existieren, so muß 

t;(xo, Yo)- 0 und r;(xo, Yo) = 0 Selll. 

In der Tat ·hat die Funktion 

IP(x) = f(x, Yo) 
an der Stelle x0 und die Funktion 

1jJ(y) = f(x0 , !I) 
an der Stelle y0 ein Extremum. Nach § 99 ist also 

q/(xo) = f~'(xo, Yo) = 0 und 1jJ'(yo) """f~'(xOI Yo) = 0. 

1) D. h. alle Punkte einer gewissen Umgebung von (x0 , y0 ) sollen jenem 
Bereieh angehören. 2) oder {(x0 , y0 ) sei ein Maximum (Minimum). 
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§ 114. Anwendung der 'l'aylorschen Pormel. f(x, y) habe 
in einer gewissen Umgebung von (x0 , y0) stetige erste und zweite 
Ableitungen. Ferner sei 

f,.'(xo, Yo) = 0, f,'(xo, Yo) = 0. 

Liegt nun (x0 + h, y0 + k) in der genannten Umgebung von 
(x0 , y0), so hat man nach der Taylorschen Formel 

(d'f) f(xo + h, Yo + k) = f(xo, Yo) + 2T z.+~h, v.+~k (0<.{}-< 1). 

Setzen wir x0 + .fth = x, y0 + .ftk = y, 
so wird, ausführlich geschrieben 

f(xo + h, Yo + k) = f(xo, Yo) 

+ 2\ {f:~{x, y)h2 + 2f;~(x, y)hk + r;~(x, y)lcll). 

Will man entscheiden, ob f(x0 , y0 ) ein Extremum ist, so kommt 
es auf das V erhalten von 

r:~(x, y)h1 + 2{;~(x, y)hk + r;~(x, y)k2 an. 

Einen solchen Ausdruck nennt man eine quadratische Form 
in h, k. 

§ 115. Binäre quadratische Pormen. Wir wollen eine 
quadratische Form in h, k betrachten: 

cp(h, k) = a0 h2 + 2a1hk + a2ki. 

Es gibt quadratische Formen, die nur verschwinden, wenn 

h = 0 und k = 0 

ist. Wir wollen sie definite Formen nennen. Eine definite Form 
ist z. B. 

Wenn cp(h, k) definit sein soll, muß a0 <0sein. Im Falle a0=0 
hat man nämlich rp(h, k) = 2a1 hk + a2 ks 

und rp(h, k) verschwindet, wenn man k gleich Null setzt und h einen 
beliebigen Wert erteilt. 
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Wenn also a0< 0 ist, so dürfen wir schreiben: 

tp(h, k) = .!.(a01W1+ 2a0 a1hk + a0 a,k!) 
ao 

tp(h, k) =- _!___ { (a0 h + a1 k)' + (a0 a2 - a12)k'}. 
a. 

Im Falle a0a1 - ~ ll < 0 verschwindet tp(h, k), wenn 

a0h + a1 k = kVa11 - a0a, 

h= -a1 +Va1 1-a0 a1 k 
ao 

gesetzt wird nnd k irgendeinen Wert hat. tp(h, k) ist also nicht 
definit. 

Im Falle a0 a1 - a11 > 0 
verschwindet tp(h, k) nur für h""" 0, k = 0, ist also definit. Wir be
merken zugleich, daß 

a0 qy(h, k) (h, k + 0, 0) 1) 

immer positiv ist. 
Es gilt also folgender Satz: 

Die quadratische Form a0 h1 + 2a1hk + a,k1 

ist dann und nur dann definit, wenn 

a0a2 -a1'>0 
ist.') Eine definite Form hat für h,k+O, 0 dasselbe Zeichen 
wie ihre äußersten Koeffizienten (d. h. a0 und a,). 

§ 116. Kriterium f'iir llla.zima und lllinima. Wir machen 
über f(x, y) dieselben Voraussetzungen wie in § 114. 

Stellt sich heraus, daß in einer gewissen Umgebung von x0, y0 

r:~r;~ - <r:~) 2 > o 
ist, so können wir schließen, daß an der Stelle (x0 , y0) ein Extremnm 
eintritt. d'f hat nämlich das Zeichen von {;~ und dieses ist in der 

1) h, k + O, 0 soll heißen, daß h, k nicht beide gleich Null sind. 
2) Wenn a0 a1 - a1 1 > 0, so sind a0 und a1 beide von Null verschieden. 
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genannten Umgebung konstant, weil {;~ dort nirgends verschwindet. 
Wäre t:~ an der Stelle (x, y) po~itiv und an der Stelle (x + h, y + k) 
negativ, so müßte es an einer Stelle (x + fih, y + fik), 0 < fi < 1, 
den Wert Null annehmen, denn die Funktion 

1/J(t) = r::t:(x + th, y + tk) 

ist in (0, 1) stetig und für t = 0 positiv, fiir t = 1 negativ. (Vgl. 
§ 33.) 

Es genügt aber in unserem Falle, wenn 

(:~(xo, Yo)f;~(xo, Yo)- ({;~(xo, Yol)2 > 0 

ist. Denn die zweiten Ableitungen sind stetig, und es gilt über stetige 
Funktionen folgender Satz: 

Wenn F(x, y) an der Stelle (x0 , y0) stetig ist und man hat 

F(xo, Yo) > 0' 

so läßt sich um (x0 , y0) eine Umgebung konstruieren, in 
welcher nur positive Funktionswerte vorkommen. Gäbe es 
in jedem Bereich 

(x-.!... x+-.!..." t Y+l) 
0 n ' 0 n ' 110 - n , 0 n (n=1,2,3, ... ) 

eine Stelle (x,., y"), so daß 

F(x11 , y,.) < 0 

ist, so hätte man lim X11 = x0 und lim y,. = y0 , also wegen der Stetig
keit 

Da kein F(x,., y,.) positiv ist, so könnte auch F(x0 , y0) nicht positiv 
sein. Das widerspricht aber der Voraussetzung F(x0 , y0) > 0. 

Wir können demnach folgendes Theorem aufstellen: 
f(x, y) habe in einer gewissen Umgebung von (x0 , y0) 

stetige erste und zweite Ableitungen. Ferner sei 

f:.,'(xo, Yo) = 0, f~'(xo, Yo) = 0 

und {;~(xo, Yo)f;~(xo, Yo)- (f;~(xo, Yol)2 > 0. 

Dann ist f(x0 , y0) ein Minimum oder ein Maximum, je 

nachdem f~~(xo, Yo) > 0 oder {;~(xo, Yo) < 0. 
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§ 117. Größter und kleinsterWert einer stetigen Punk
tion. f(x, y) sei in (a, b; c, d) stetig. 

Wir wollen x, y als rechtwinklige Koordinaten betrachten. Dann 
ist (a, b; c, d) ein Rechteck, dessen Seiten parallel zu den Achsen sind. 

Ein in (a, b; c, d) enthaltenes Rechteck 

(a, ß; r, h) (a < a < ß < b, c < r < h < d) 

möge ein ausgezeichneter Teil von (a, b; c, d) heißen, wenn es 
in (a, b; c, d) keinen Funktionswert gibt, der alle Funktionswerte in 
(a, ß; r. h) übertrifft. 

Teilt man das Rechteck (a, b; c, d) in die vier Teilrechtecke 

(a, a~ b; c, ct~, 

(a ~_j-b, c+d d) 
' 2 ' 2 ' ' 

(t~__t b 7 b; c1 c t 0' 
(a+b b· c+d a) 

2 7 ' 2 7 ' 

so ist wenigstens eins von ihnen ein ausgezeichneter Teil von(a7 b; c, d). 
Sonst gäbe es nämlich einen Funktionswert f(x. 1 y~) in (a, b; c, d) 
der alle Funktionswerte in dem v-ten Teilrechteck übertrifft. Der 
größte unter den Werten 

f(x •. , Y.) (v = 1, 27 37 4) 

würde dann alle Funktionswerte in (a, b; c1 d) übertreffen, also auc 
sich selbst, was ein Widerspruch ist. 

In (a, b; c, d) gibt es al:-Jo, wie wir kurz sagen wollen, ein aus
gezeichnetes Viertel (a17 b1 ; c11 d1), in (a10 b1 ; c11 d1) wieder ein aus
gezeichnetes Viertel (a1 , b1 ; c11 d1) usw. 

Bezeichnen wir mit g den gemeinsamen Grenzwert von a,. und 
b,., mit 1J den gemeinsamen Grenzwert von c,. und d,., so wird {(g, 1J) 
von keinem Funktionswert in (a, b; c, d) übertroffen. Das ergibt 
sich in folgender Weise. 

(x0 , y0) sei eine beliebige Stelle in (a, b; c, d). Dann gibt es in 
(a11 b1 ; t;, d1)) einen Funktionswert flx11 y1), so daß 
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f(xu 11t) 2: f(xo, Yo), 
in (a., b1 ; c., d1) einen Funktionswert f(x11 y1), so daß 

f(x., Yt) 2: f(x11 11J), usw 
Da lim x.- ~, lim y,.-"' 
ist, so hat man wegen der Stetigkeit 

lim f(x,., Y.) = ((~. TJ), 
also f(~, TJ) 2: f(x0 , y0). 

Wendet man die obige Betrachtung auf die Funktion - f(x,y) 
an, so erkennt man, daß es in (a, b; c, d) einen Funktionswert ((g, ij) 
gibt, der keinen andem Funktionswert übertrifft. 

Wenn (~, TJ) ein innerer Punkt von (a, b; c, d) ist, und 
r: (~, TJ), ("'(~. TJ) existieren, so muß 

fs'(~, TJ) = 0 und f"'(~, TJ) == 0 sein. 
f(~, TJ) ist nämlich der größte Wert von 

cp(x) = f(x, TJ) in (a, b) 
und von t/J(y) = ((~, y) in (c, d). 

Nach § 105 ist daher 

cp'(~) = r:c~. TJ) == 0 und 1/J'(TJ) .... (,.'(~, TJ)-= 0. 

Kapitel XII. 

Umkehrung von Funktionen und 
Fnnktionssystemen. 

§ 118. Umkehrung einer stetigen 1'11Dktlonf(:x:). y-=f(x) 
sei in dem Intervall (a, b) stetig. 

Wir wollen versuchen diese ]j.,unktion umzukekren, d. h. x als 
Funktion von y zu betrachten. 

Soll dies möglich sein, so darf die Funktion keinen Wert 
mehr als einmal annehmen. Sonst würden nämlich zu einem 
Wert von y mehrere Werte von x gehören, was unserem Funktions
begriff widerspricht, wonach jedem Wert der unabhängigen V eränder
lichen nur ein Wert der abhängigen entsprechen soll. 
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Wenn also c und c1 zwei verschiedene Werte aus (a, b) sind, 

so muß immer f(c) ?i:..f(c1) sein. 
Wir wollen jetzt drei Werte x11 x1 , x3 aus ( a, b) herausgreifen, 

die in der Beziehung xt<xs<xs 

stehen, so daß x2 zwischen x1 und x8 liegt. Es läßt sich zeigen, daß 
dann auch f(x1) zwischen f(x1) und f(x8 ) enthalten ist. Wäre nämlich 
f(x2 ) eine Zahl außerhalb des Intervalles (f(x1), f(x3)), so gäbe es 
eine Zahl 0, die sowohl zwischen f(x2) und f(x1) als auch zwischen 
f(x9) und f(x3) liegt. Da f(x) stetig ist, so gäbe es nach§ 33 zwischen 
x1 und x2 eine Stelle c und zwischen x2 und x3 eine Stelle c11 so daß 

f(c) = 0 und f(c1) = 0 

ist. Das widerspricht aber der l!"'orderung f(c) <_ fEc1). 

f(x) muß also in (a, b) monoton sein, d. h. bei wachsendem x 
stets zunehmen oder stets abnehmen. 

Andererseits ist leicht zu erkennen, daß eine in (a, b) monotone 
und stetige Funktion sich umkehren läßt. 

Setzen wir nämlich 

f(a) = A, f(b) - B, 

so gehört zu jedem Wert y in (A, B) ein und nur ein Wert x in 
( a, b) derart, daß y = f( x) ist. 

Es gibt also in dem Intervall (A, B) e'ine und nur eine 
Funktion 

X= rp(y), 
so daß in (A, B) 

a < rp(y) < b und y = f(rp(y)) ist. 

rp(y) heißt die Umkehrung von f(x) oder die zu f(x) inverse 
Funktion. 

rp(y) ist in (A, B) monoton und stetig. Daß rp(y) monoton ist, 
liegt auf der Hand. Um die Stetigkeit zu beweisen, müssen wir 
zeigen, daß aus 1) lim Yn = y 
immer folgt lim rp(y11) = rp(y). 

1) y, y1 , y1 .•. gehören alle dem Jnterll&ll (.A, B) a.n. 
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rp('!/i), rp(y1), rp(y8), ••• ist eine beschränkte Zahlenfolge. Bebt man 
aus ihr eine konvergente Teilfolge 

heraus 1) und setzt 

so ist 

rp(fit), rp(y,), rp(!Js), 

also wegen der Stetigkeit von f(x) 

y = f (lim x,.). 

Daraus folgt lim x,. = rp(y). 

rp(y) ist also der einzige Häutungswert von rp('fJt), rp(y1), rp{y11), ••• , 

so daß lim rp(y") = q;(y) ist. 
Offenbar ist f"(x) die Umkehrung von rp(y). Man sagt da

her auch, {.und rp seien zueinander invers. 

§ 119. Umkehrune von ooa x und alD. :Je. Wir wollen jetzt 
die in § 92 definierten .l!'unktionen Kosinus und Sinus umkehren. 

Wir bezeichneten die kleinste positive Wurzel der Gleichung 
cos x = 0 mit n/2. Aus § 94 ist zu entnehmen, daß sinx in dem 

Intervall (o, ;) positiv ist. Da nun 

(cos x)' =- sin x, 

so nimmt die .l!'unktiou cos x in (o, ;) von 1 bis 0 ab.1) 

Aus (sin x)' = cos x ersieht man, daß die Funktion sin x m 

(o, ;) von 0 bis 1 zunimmt. Wegen sin x =- sin (- x) nimmt 

sie in(-; ,o) von - 1 bis 0 zu. 

Die lformel cos ( x + ; ) = - sin x 

1) Jeder Häufungswert der Folge rp(1J.), rp<J/1), rp<J/1), ••• ist der Grenz
wert einer solchen Teilfolge. 

2) Wir lassen den Zusatz "bei wachsendem a:" der Kürze halber fort. 
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läßt erkennen, daß cos x in(;, n) von 0 bis -1 abnimmt. 

cos x ist also in (0, n) und sin x in (- ; , ;) monoton und 

stetig. Beide Funktionen lasßen sich also umkehren. 
Die Umkehrung von y = cos x in (0, n) nennt man 

arc cos y (d. h. arcus cosinus y), 

die Umkehrung von y = sin x in(- ; , ;) 

arc sin y, (d. h. arcus sinus y). 

Beide Funktionen sind in dem Intervall (-1, 1) monoton und stetig. 
Neben Kosinus und Sinus betrachtet man den Quotienten 

sin a: 
cosx 

und nennt ihn tg x ( d. h, Tangens x ). tg x ist nur an solchen Stellen 
bedeutungslos, wo cos x = 0 ist. 

Die Ableitung von tg x findet man nach der Regel für die Diffe
rentiation eines Quotienten: 

(t x)' = cos x (sin x)'--: sinx (cos x)' = _1_. 
g cos 2 x cos1 x 

In dem Intervall (- ; , ; ) ist tg x monoton und stetig. Die 

Umkehrung von tg x nennt man 

arc tg x (d. h. arcus tangens x). 

Ebenso läßt sich c~sx = cotx (d. h. Cotangens x) 
BlDX 

in dem Intervall (0, n) umkehren. cot x hat nämlich die Ableitung 

(cot x)' = sin x (cos x)'.- cos x (sin x)' = _ -.-1-. 
Slll1 X Slll 1 X 

Die Umkehrung von cot x nennt man 

arc cot x (d. h. arcus cotangens x). 

§ 120. Die Ableitungen inverser Punktionen. f(x) sei in 
(a, b) monoton und stetig und habe an der Stelle x0 eine von 
Null verschiedene Ableitung f(x0). 

Kowalewski, Differential- und Integralrechnung. l. Aufi. 9 
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rp(y) sei die Umkehrung von f(x) und y0 = f(x0), also X 0 = rp(J/0). 

Liegt Yo + k(k < 0) in (A, Bl), so liegt 

x0 + h = rp(y0 + k) 

in (a, b), und man hat zugleich y0 + k = f(x0 + h) und h < 0. 
Nun wird 

cp (Y0 + k)- cp(y0 ) h 
k f(te0 + h)- f(te0 ) 

1 

{(X0 + h)- {(X0) 
h 

Konvergiert k nach Null, so konvergiert auch h nach Null (wegen 
der Stetigkeit von rp('l/), die in§ 118 bewiesen worden ist). Es wird also 

d. h. 

Nachdem einmal bewiesen ist, daß rp'(y) existiert, wenn f'(x) 
existiert und ungleich Null ist, kann man zur Berechnung von rp' (y) 
auch die Regel für die Differentiation zusammengesetzter Funktionen 
benutzen. Danach ist das Differential von y = f(x) 

dy = f'(x)dx, 

ob nun x oder y als unabhängige Veränderliche betrachtet wird. 
Nehmen wir y als unabhängige Veränderliche, so liefert uns diese 
Formel 1 = f'(x)rp'(y). 

Diese Beziehung hat eine ganz einfache geometrische Bedeutung, 
Denken wir uns die Bildkurve von f(x) gezeichnet, so wird sie zur 
Bildkurve von rp (y), wenn man die Rollen der Koordinatenachsen 
vertauscht. 

f' (x) und rp' (y) sind die Richtungskonstanten einer und derselben 
Kurventangente, das eine Mal in bezug auf die Achsen Ox, Oy, das 
andere Mal in bezug auf die Achsen Oy, Ox. Es liegt auf der Hand, 
daß f"(x)rp'(y) =- 1 sein muß. 

1) A = f(a), B = f(b). 
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§ 121. Differentiation von aro siD a:, aro ooa x, arotg x, 
aro oot x. 1. Wir wissen, daß die Umkehrung von 

y .... a.rc cos x 

lautet: x = cos y. 

Demnach ist dx =- sin ydy, 

also fiir 0 < y < n, d. h. - 1 < x < 1, 

d:.r: d:.r: 
dy"""- siny-=- y1 41:' 

2. Ebenso findet man als Differential von 

y == are sin x 

für-l<x<l d tb 
'J= 'JI't-41:• 

(-l~x~l) 

(O~y~n) 

3. Das Differential von y = arc tg x ergibt sich daraus, daß 

x__:tgy 

die Umkehrung von arctg x ist. Man hat nämlich 

dx = ~ = coa•y+ sin•y d = (1 + t...S )d 
coe 1 y cos1 y Y ts Y y, 

also dy-~-
1 +:.r:l 

4. Als Differential von y = arc cot x kommt nach einer alm
liehen Rechnung heraus 

d:r: 
dy= -t+:.r:•' 

§ 122. Bereohllung der Zahl :r. Wir sind jetzt imstande, ein 
bequemes Verfahren zur Berechnung der Zahl n anzugehen. 

Die Funktion 

hat die Ableitung 

Für jxj < 1 ist 

f(x) = arctg x 

1 
f(x) = 1 + a:t' 

f(x) = 1- x1 + .'lf- ... 
9* 
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Diese Potenzreihe ist die Ableitung von 

Es ist also 

folglich 

a: a:' x& 
F(x)= T-8 + 6 -· .. 

F'(x)- ((x), 

F(x)- f(x) = c. 

Die Konstante c muß aber, weil 

F(O) = f(O) =- 0 

ist, gleich Null sein. Mithin hat man 

x 8 x• 
arctg x .... x - 8 + 6 - · · ·. 

Für I x I > 1 ist die Reihe rechts divergent. 

(lxl < 1) 

Für x - 1 und x - - 1 läßt sich zeigen, daß die obige Formel 
gültig bleibt. Setzen wir 

1 1 s-1--+--···1) 3 0 

und ist 0 < x < 1, so wird 

1 - x 1 - x 8 1 - x 6 
s- arctgx ==-1----8- + - 0--· .·. 

eine alternierende Reihe von dem in § 77 betrachteten Typus. 
In der Tat ist nach dem in § 70 bewiesenen verallgemeinerten Mittel
wertsatz 

weil 

Hieraus folgt aber 

x<~<l. 

1 - xtn + 1 1 - a:"'- 1 

2n+ 1 < 2n-1 

Bei einer alternierenden Reihe dieser Art sind, wie wir wissen, 
die Partialsummen mit ungeradem Index größer, die mit geradem 
Index kleiner als die Summe der Reihe. Mithin ist 

1- x 3 
1 - x - - 8- < s - arctg x < 1 - z. 

1) Diese Reihe ist nach § 77 konvergent. 
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Lassen wir nun x nach 1 konvergieren (wobei aber Immer 

0 < x < 1 bleibt), so ergibt sich 

lim (s,..... arctg x) .... 0, 

also lim arctg x = arctg 1 = s. 

Da arctg (- x) gleich - artg x ist, so hat man arctg (- 1)-- s. 

arctg 1 können wir angeben. Es ist nämlich allgemein 

cos2 x- sin9 x == cos 2 x, 

also cos2 ~- sin2~ = 0 
4 4 ' 

und, da cosx und sin x in (o, ;) positiv sind, 

tg: = 1, 

so daß arctg 1 = : ist. 

Wir haben somit die Formel 
n 1 1 1 
4= 1 -cg +--g- -7+ ... , 

die eins der ersten mathematischen Ergebnisse Leibnizens war und 

die Leibnizsche Formel heißt. Sie ist aber, wie schon Newton be

tonte, für die· numerische Berechnung von n sehr ungeeignet. 
Bessere Formeln gewinnt man, wenn man sich auf das Additions

theorem der Tangensfunktion stützt. Aus den Additionstheoremen 
für sin x und cos x 

sin (x1 + x2) = sin x1 cos x2 + cos x1 sin x2 , 

cos (x1 + x2) = cos x1 cos x2 - sin x1 sin x2 

folgt durch Division 

tg (x1 + x2) 
tgx1 +tgx1 

1- tgx1 tgx1 

Dies ist das Additionstheorem von tg x. 

Wir wollen nun versuchen, zwei Brüche von der Form ..!.. 
n 

.(n = 2, 3, ... ) so zil bestimmen, daß 

n 1 1 
- = arctg- + arctg- wird. 
4 n1 n, 
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Setzen wir 
1 1 

arctg- = x1 , arctg- = x2 , 
nt n, 

n 
so wird 4 = x1 + x2 , also tg(x1 + x2) = 1 

...!...+_!_ 
oder nt nt ... ~ + n, = 1 

1 __ 1_ ~n1 -1 · 

~n~ 

Wir müssen also bewirken, daß 

n1 +n2 =n1n2 -1 wird,d.h. (n1 -1)(n2 -1)=2. 
1 und 2 sind aber die einzigen Teiler von 2, und da n1 und n9 

vertauscht werden dürfen, können wir setzen 

oder 

Es ist somit 

n1 = 2, n2 = 3. 
n 1 1 
4 = arctg 2 + arctg 3 

!:. = (!_ - _1 + _1 - .. ·) + (__!_ - _1 + _1 - .. ·) 
4 2 2~.3 2°·5 3 3 3 ·3 3 6 ·5 ' 

eine Formel, die sich schon besser für die Berechnung von :;r eignet. 
Man kann noch andere Formeln aufstellen, wenn man folgenden 

Satz benutzt. 
Ist m eine positive ganze Zahl, so lassen sich immer 

zwei positive ganze Zahlen m1 und m1 derart angeben, daß 
1 1 1 arctg- = arctg- + arctg- wird. m m1 m. 

Man braucht nämlich nur zu erreichen, daß 

1 m1 +m. oder (m1 - m)(m2 - m) = m2 + 1 
m m1 m1 -1 

wird. Zu diesem Zweck zerlegt man m2 + 1 in zwei positive ganz-
zahlige Faktoren, m2 + 1 = k1 k1 , 

und setzt 

Ist m = 2, so wird 

m2 + 1 = 5 = 1 · 5, also m1 = 2 + 1 = 3, m2 = 2 + 5 = 7, 
so daß man hat arctg ~ -= arctg ft- + arctg t, 
mithin n 1 1 - = 2 arctg- + arctg- · 4 3 7 



Berechnung von n 135 

Ist m = 3, so wird 

m2 + 1 = 10 = 2 · 5, also m1 = 3 + 2 = 5, m2 = 3 + 5 = 8 

und arctg t ~ arctg t + arctg i, 

mithin 
n 1 1 1 - = 2 arctg- + arctg- + 2 arctg- · 
4 6 7 8 

Offenbar kann man in dieser Weise beliebig weit gehen. 
Ein besonders zweckmäßiges Verfahren, mit dessen Hilfe man 

n bis auf 707 Dezimalen berechnet hat, ist folgendes. 

Man setzt arctg t =- rp , so daß tg rp = 1/5 ist. 

Dann wird tg 2rp = 1~ und tg 4rp = 1 + 1 ~ 9 , 

wie man mittels des Additionstheorems leicht findet. 

Rechnet man nun tg ( 4rp- ~) aus, so erhält man 1) 

( ") tg4!p-1 1 . tg 4rp- -;s:· = tg 4 !Jl + 1 = 239 · Hiernach hat man 

n 1 n 1 1 
4rp - 4 = arctg 239 , 4 = 4 arctg 5 - arctg 239 , 

n (1 1 1 ) ( 1 1 1 ) d. h. 4 = 4 5-5"· 3 +56 • 5- ... - 239- 239 8 • 3 + 2396 -5- .... 

Es gibt ein paar französische Verse, mit deren Hilfe man sich 
die ersten 31 Ziffern von n merken kann. Sie lauten: 

Que j'aime a faire apprendre un nombre utile aux sages! 
Immortel Archimede, artiste ingenieur, 
Qui de ton jugement peut priser la valeur! 
Pour moi ton problerne eut de pareils avantages. 

Ersetzt man jedes Wort durch die Zahl seiner Buchstaben, so 
erhält man die ersten 31 Ziffern von n. Hinter die erste ist das 
Komma zu setzen. Auf diese Weise ergibt sich 

n = 3,141592653589793238462643383279 .. ·. 

§ 123. 'Umkehrung eines Systems von zwei stetigen 
Punktionen u(x_,y), t'(x_,y). Die Funktionen u(x,y) und 

1) tgx ist eine ungerade Funktion· 
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v(a:,y) mögen in einer gewissen Umgebung U des Punktes 
(x0,y0) stetige erste Ableitungen besitzen. Wir wollen 

u",'(x,y) = tt1(x,·y), u,11'(x,y) = u2(x,J1), 
v",'(x,y) = v1(x,y), v;(x,g) =- v1(x,y) setzen. 

DieseAbleitungen sollen außerdem der Bedingung 

ftt(x0,y0)v,(x0,y0)- tt2 (x0 ,y0)v1 (x0,y0) ~ 0 genügen. 

Zunächst zeigen wir, daß unter den angegebenen Voraussetzungen 
folgender Satz gilt: 

Satz 1. Um (x0,y0) läßt sich ein Quadrat 1) 

(Q) (x0 - E, x0 + E; Yo - E, Yo + e) 
konstruieren derart, daß immer 

u1 (x,y)v2(x, y)- u2(x, y)v1 (x, y) ~ 0 

ist, wie man auch die Punkte (x,y) und (x,y) in jenem Qua
drat wählen mag. 

Dies folgt sofort aus der Stetigkeit von u11 u1, v11 v1 . Ange
nommen, es gäbe kein solches Quadrat Q. Dann würde auch das der 
Ann~hme E = 1jn entsprechende Quadrat Q,. die gewünschte Eigen
schaft nicht haben 1). 

Es müßte also in Q,. zwei Punkte (x,.,y,.) und (x.,.,y,.) geben 

derart, daß ( ) c- -) ( ) c- - ) 0 u1 x",y" v11 x",y" - tt, x",y" v1 x",y" = 

ist. Wegen der Stetigkeit wird aber . 

lim { u1 (x.,,y")v2(x", y")- u,(x",y")v1 (x,., y")} 
= «1 (xo' Yo)v,(xo,Yo) - u,(xodlo)vl (xo, Yo) · 

Es müßte alsQ 

«t(xo,!lo)v.(xo,Yo)- u.(xo,!lo)vt(xo,Yo) = 0 

sein, gegen die Voraussetzung. 

Wir wollen jetzt ~ = u(x, y), ~ = v(x, y) 

1) Wir betrachten m, y als rechtwinklige KoordiJlaten in einer Ebene E. 
2) n ist eine der Zahlen 1, 2, 8, ... , aber so groß, daß Q" ganz in 

U liegt. 
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setzen und ~ 1 ~ als rechtwinklige Koordinaten in einer Ebene ~ 
betrachten. 

Diese beiden Gleichungen stellen eine Ab b i 1 dun g dar. Jedem 
Punkt (x,y), der in U liegt, entspricht der Punkt(~,~) in der Ebene 
(i, dessen Koordinate"u gleich u(x1 y) bzw. v (x, y) sind. Dieser Punkt 
heißt der Bildpunkt von (x,y). 

Satz 2. Verschiedenen Punkten des Quadrats Q ent
sprechen stets verschiedene Bildpunkte. 

Haben zwei Punkte (x11 y1) und (x1 + h1 y1 + k) des Quadrats Q 
denselben Bildpunkt1 so ist 

u(x1 + h, y1 + k) = u(x11 y1) 1 

v(x1 + h, Y1 + k) = v(x11 tft) 1 

also nach dem in § 111 bewiesenen Mittelwertsatz 

hu1 (x1y) + ku2 (x1 y) = 0, 
hvl(x,y) + kv2 (x,y) = 0. 

Dabei hat man x = x1 + .fth, y = y1 + .ftk 1 

x = x1 + ih, y = y1 + :tik. 
Aus den beiden Gleichungen für h, k folgt aber 

h{ tt1 (x,y)v2(x, Y)- t~(x, y)v1 (x,y)) = 0, 
k { u1 (x,y)v2(x, y)- u2 (x, y)v1 (x, y)) = 0. 

(0<.ft<1) 
(0 < i < 1) 

Da die Punkte (x1 y) und (x1 y) in Q liegen 1), so ist nach Satz 1 

u1 (x1 y)v2 (x,y)- t~2 (x,y)v1 (x,y) < 0· 
Also folgt h = 0 , k = 0 . 

Die Punkte (x11 y1) und (x1 + h, y1 + k) haben also mir dann den
selben Bildpunkt, wenn sie zusammenfallen. 

Wii.· wollen nunmehr mit ~ den Inbegriff der Bildpunkte (!, ~) 
bezeichnen, die den Punkten von Q entsprechen. Ferner möge Q den 
Inbegriff der Randpunkte von Q und m den Inbegriff ihrer Bild
punkte bedeuten. (~0 , ~0) sei der Bildpunkt von (x0 , y0). 

1) (x, y) liegt auf der Verbindungsstrecke der Punkte (x1 , '!h) und 
(x1 + h, y1 + k), ebenso (x, y). 
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Bilden wir die Funktion 

{u(x,y)- ~0 )2+ {v(x,y)- t)0}2, 

so ist sie in Q stetig, also auch in Q. Sie hat in Q einen kleinsten 
Wertl) m111 der nicht null ist. Wäre nämlich m = 0, so gäbe es 
auf dem Rande von Q einen Punkt, der denselben Bildpunkt hat wie 
(x0 , y0). Das ist aber nach Satz 2 ausgeschlossen. 

m ist offenbar die Länge des kürzesten Weges von (~0 , t)0) nach 
~. Beschreiben wir um (!0 , tJ0) einen Kreis mit dem Radius m, so 
liegt innerhalb dieses Kreises kein Punkt von @. 

(t', t)') sei nun ein Punkt in ~' der von (!0 , t)0) höchstens um 
mj2 entfernt ist. Dann liegt (!', t)') ebenso nahe oder näher an (!0 , t)0) 

als an irgend einem Punkte von @. Wenn also (x, iJ) ein beliebiger 
Punkt von Q ist, so wird folgende Beziehung bestehen: 

{u(x,y)- tJ 2 + {v(x,y)- t)')' 

> { u(xo,'!Jo)- ~'} 2 + { v(xOIYo)- t)')2. 

Sie lehrt uns, daß die Funktion 

ro(x,y) = {u(x,y)- n 2 + {v(x,y)- t)')2 

auf dem Rande von Q nicht kleiner wird, als sie im Mittelpunkt von 
Q ist. Betrachten wir daher den kleinsten Wert, den ro in Q er
reicht 2), so können wir sicher sein, daß er an einer Stelle ( x', y') im 
Innern von Q angenommen wird. 

An dieser Stelle (x', y) müssen aber nach § 117 ro"' und roY' ver
schwinden. Es muß also sein 

{ u(x', y') - n ul (x', y') + { v(x', y') - t)') vl (x', y') = 0' 

{u(x',y')- ~')u2 (x',y') + {v(x',y')- t)'}v9(x',y') = 0. 

Hieraus folgt aber 

{u(x',y')- n {nl(x',y')v2(x',y')- u2(x',y')v1(x',y')} = o, 
{ v(x', y') - t)'} { u1 (x', y')v2 (x', y')- u2(x', y')v1 (x', y')} = 0. 

1) Auf jeder Seite des Quadrats haben wir es mit einer stetigen Funk
tion einer Veränderlichen zu tun und können den Satz aus § 106 anwenden. 

2) Einen solchen gibt es nach § 117. 
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Da nach Satz 1 
u&c',y')v,lx',y')- u1(x',y')v1(x',y') < 0 

ist, so ergibt sich u(x', y')- f =- 0, 
v(x', y') - t)' = 0, 

d. h. (t, t)') ist der Bildpunkt von (x', y'), gehört also zu ~-
Setzen wir 6 = m: 2y'2 und konstruieren um (l0 , t)0) das Quadrat 

(lo - 6' ~o + d' i lJo - d'' lJo + d') ' 
so ist jeder Punkt (!, t)), der diesem Quadrat angehört, ein Punkt 
von ~. 

Damit haben wir folgenden Satz bewiesen: 
Satz 3. Um (l0 , 1}0), den Bildpunkt von (x0 ,y0), läßt sich 

ein Quadrat (Xo- d', !o + d'; lJo- 6, lJo + d') (0) 
derart konstruieren, daß jeder Punkt von 0 der Bildpunkt 
eines und (nach Satz 2) nur eines Punktes von Q ist. 

Es lassen sich hiernach, und zwar nur auf eine Weise, zwei 
Funktionen u(~, t)), u(~, t)) 
so wählen, daß die Abbildung 

(~) {x = u(~, t)), 
y = U(~, t)) 

jedem Punkt (~, t)) von 0 gerade denjenigen Punkt (x, y) von Q zu
ordnet, dem (l, 1J) bei det Abbildung 

{ ~ = u(x,y), 
(A) t) = v(x, y) entspricht. 

Man nennt ~ die zu A inverse Abbildung und u, tJ das zu u, '/J 

inverse Funktionensystem oder auch die Umkehrung des 
Funktionensystems u, v. 

Satz 4. Die Funktionen u, tJ sind in 0 stetig. 
Wir müssen folgendes beweisen: 
Ist (~11 t)1), (~1 , t)9), ••• eine Punktfolge in 0, die nach(~, t)) kon

vergiert, so hat man immer 

lim u(x,., t),.) = u(~, t)), 
oder 

lim u (x .. , t),.) = u (~, t)) 
limx,.=x, 

limy,.= y, 
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wenn wir mit (x,., Yn) und (x, y) die Bildpunkte von(~,.,~ .. ) und(~,~) 
bei ~ bezeichnen. 

Wäre nicht lim x,. = x 1), so gäbe es in x11 x2 , x3 , ... eine Teil
folge x/, x9', x8', •• • , die einen von x verschiedenen Grenzwert x 
hat. fi sei ein Häufungswert von y1', y2', y8', .•• 1). Dann gibt es 
in y/, y.;,y8', .•• eine Teilfolge fj11 y1 , fj3 , ••. mit der Eigenschaft 
limy"= y. 

Aus lim x,. = X, lim y,. = fi 
folgt aber wegen der Stetigkeit vou u, v 

lim !'" == ~ , lim ij,. = ij . 

Da nun (~11 ij1), (~2 ,ij2), (!'8 ,ij2), ... eine Teilfolge v:on (~11 ~1 ), 
(~ll• ~,), (~8 , ~8), ... ist, so hat man 

!=~, ij=~. 

Den beiden verschiedenen Punkten (x, y) und (x,y) entspräche 
also derselbe Bildpunkt. Das ist nach Satz 2 ausgeschlossen. 

§ 124. Differentiation der Umkehrungsfunktionen. (~, ~) 

und (~ + ~' ~ + f) seien irgend zwei Punkte von 0 und (x,y) bzw. 
(x + h, y + k) die entsprechenden Punkte von Q. 

Dann wird ~ = u(x + h, y + k)- u(x,y), 
f = v(x + h, y + k)- v(x, y) 

oder nach § 111 ~ = u1 (~, n)h + u2 (~, n)k, 
t = v1 (~, ?j)h + vl!(~, 'ij)k. 

Dabei ist ~ =X + .f}h 1 f1 = y + 8-k, 

~=a;+~h, ~=y+~k. 

Die Punkte (~, r;) und (~, ?j) liegen auf der Verbindungsstrecke 
von (x, y) und (x + h, y + k), also sicher in Q. 

Setzen wir D = tt1 (~, r;)v2 (~, ?j)- u2 (~, r;)v1 (~, 'ij), 

so ist nach Satz 1 D < 0 . 

1) Genau ebenso erledigt sich die Annahme, daß nicht y,. = y wlire. 
2) Entsprechende Teilfolgen sind durch entsprechende Bezeichnung 

kenntlich gemacht. 
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Aus den obigen Gleichungen für ~' f folgt nun 

1 - -h= D{v1 (l,TJ)~-u1(g,1J)f}, 

1 -
k =- D {- v1 (g,ij)~ + u1 (g,TJ)f}. 

Setzen wir f =- 0 und ~ ~ 0, so erhalten wir 

h 1 -- k 1 --
"ij"= nvz(~,TJ), "ij"=- Dv1(;,1J). 

Lassen wir, wäh1·end f .... 0 bleibt, ~ nach Null konvergieren, so 
wird nach Satz 4 in § 123 

lim g .... lim ~ .... x, 
limh ... 0 und limk =- O, also 1. 1. -

Im 1J = Im 1J = 11, 
und wegen der Stetigkeit von ~, u1 , v11 111 ergibt sich 

li h ·v1 (x,y) 
m - .... ---;--~;--7-'-"-"-'--;--....,..---;-----: 

~ "t (x, y)v1 (x, y)- u1 (x, y)v1 (x, y)' 

1• k - V1 (z, y) 1m- = ---,-,.--,...-~~7---:---;---:
~ u1 (x, y)v1 (x, y)- u1 (x, y)v1 (x, y) 

Damit ist die Existenz der Ableitungen 

ul' und u,' bewiesen. 

Ganz ebenso zeigt man, daß Uq' und u11' existieren. Man setzt 

~-= 0 und f ~ 0 

und findet 1. h -~-----,-----,-------,"~' ~<x..:...:, y~)-;-----,-Im-== 
f U 1 (x, y) v1 (x, y)- u1 (x, y) v1 (x, y)' 

1. k u1 (x, y) lm - = ---,,---~-;----:-'c...:...!"'-"----:-
f u1 (x, y) v1 (x, y)- u1 (x, y) v1 (x, y) 

Da Ut 1 u1, v11 v1 in Q stetig sind und 

Ut (x, 11) v2 (x, 11)- u, (x, 11) v1 (x, 11) 

in Q von Null verschieden ist, so sind die rechten Seiten unserer 
Formeln für U~:', u11', u.', u11' in: Q stetig. x, 11 sind aber nach Satz 4 
in § 123 stetige Funktionen von t, ~ in 0. Daraus folgt, daß u,', 
u11', u,·, u11' in 0 stetig sind (§ 110). 
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Hat man sich einmal von der Existenz der Ableitungen u.', u~', 
tl~;', tlu' überzeugt, so kann man, um sie oder die Differentiale du, dtl 
zu berechnen, die Regel für die Differentiation der zusammenge
setzten Funktionen anwenden. 

Aus ~=u(x,y), ~=v(x,y) 

folgt nach dieser Regel 
d~ = u.,' dx + u,/ dy, 

d~=v;dx+v11'dy, 

ob nun x, y oder ~. ~ die unabhängigen Veränderlichen sind, und 
man erhält durch Auflösen nach dx, dy 

d _ v1/dt-uv' dt) 
X- I , I ,, 

Ux Vy -Uy V., 

Haben u und v in Q stetige Ableitungen bis zur n-ten Ordnung 
(n > 1), so gilt dasselbe von u und t1 in :0. Zur Berechnung der 
höheren Ableitungen oder der höheren Differentiale von u, tJ kann 
man wieder die Regel für die Differentiation der zusammengesetzten 
Funktionen anwenden. 

Man findet z. B. 
d2 'd2 'd2 "d 2 +2 "d d "d ll ~ = U., X+ Uy y + Uxx X Uxy X y + Uyy y 1 

d2 'd2 'd2 + "d 2 2 ''d d + "d Q t) = Vx X+ V11 y Vxz X + V,.- 11 X y Vv 11 y· 

oder, wenn ~. ~ die unabhängigen Veränderlichen sein sollen, 

0 'd2 , d2 "d ll 2 , 'd d "d 2 
= u"' x+u11 y+u., .. x + u., 11 x y+u1111 y, 

0 , l2 'd· "d 2 2 "d d "d • = Vx r. X+ V11 ·y +V.,., X + V., 11 X y + Vyy y·. 

Hieraus kann man d2x und d2y berechnen. 

§ 125. Implizite Punktionen. P(x,y) habe in einer gewissen 
Umgebung von (x0, y0) stetige erste Ableitungen 

F.,'(x, y) = F 1 (x, y), 
F 11'(x, y) = F 2(x, y). 

Es sei außerdem F(x0 , y0) = 0, aber F 2 (x0 , y0) < 0. 
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Betrachten wir die Abbildung 

(..4) { ~-X ~: ;.(x, y), 
so sind alle in § 123 gestellten Bedingungen erfüllt. Es ist hier 

u(x, y) = x und v(x, y) == F(x, y) 

und u1 (x, y) v1 (x, y) - v1 (x, y) v1 (x, y) = F1 (x, y). 

Bezeichnen wir auch jetzt mit (~0 , t)0) den Bildpunkt von (x0 , y) 
so haben wir n 0 ~o = Xo, ':IO = · 

Nach § 123 lassen sich um (x0 , y0 ) und {~0 , t)0) zwei Quadrate 

(Q) (x0 -E1 x0 +E; y0 - E, y0 +E) 

und (0.) (~o- J, ~o + J; ~o- J, tJo + 8) 

derart konstruieren, daß jeder Punkt (~, ~) von 0. der Bildpunkt 
eines und nur eines Punktes (x, y) von Q ist.1) 

Die Abbildung~' welche jedem Punkt von 0. gerade denjenigen 
Punkt von Q zuordnet, dessen Bildpunkt er bei A ist, also die zu A 
inverse Abbildung, hat hier offenbar folgende Form 

(~) { X=~~ 
'!I= m~, ~). 

Daß ~ zu A invers ist, drückt sich durch die Gleichung 

~ = F(~, g: (~, ~)) 
aus, die in dem ganzen Quadrat 0. gilt. 

Setzen wir nun t)-= 0, so kommt 

0 = F(~, g:(~, 0)). 

Wenn eine Funktion cp (~) in dem Intervall (~0 - J, ~0 + J) die 

Gleichung 0 == J/(r, cp~)) 

erfüllt und dabsi wie ~ (~, 0) der Bedingung 

Yo - 6 < cp (~) < Yo + E 

genügt, so ist in dem ganzen Intervall (~0 - 6, ~0 + h) 

cp (1i) = ij (1i, 0). 

1) Da hier t = x, so ist sicher E .~ 6. 
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Da nämlich die in Q liegenden Punkte 

x-== ~' y = cp(~) und x == ~' y = ~(~, 0) 
bei A beide den Bildpunkt (~, 0) haben, müssen sie zusammenfallen. 

Geometrisch bedeutet dieses Resultat folgendes: 
Konstruiert man um (x0 , y0) das Rechteck 

(xo- ~, Xo + ~; Yo- E, Yo + s), 
so liegt darin auf jeder Parallelen x =~zur y-Achse ein 
und nur ein Punkt, der der Gleichung 

F(x, y) = 0 

genügt, und zwar der Punkt 

X=~, y=~(~,O). 

So lange man nur auf die Punkte in 

(x0 -o,:r0 +o;y0 -E; Yo+E) 

achtet, ist also die Gleichung F(x, y) = 0 völlig äquivalent!) 
mit der Gleichungy=~(x,O). 

Aus § 124 ist zu entnehmen, daß 

~z' (x, 0) 
in dem ganzen Intervall (xo- 0' Xo + o) existiert und stetig ist. 

Zur Berechnung dieser Ableitung bedient man sich, nachdem 
ihre Existenz bewiesen ist, der Regel fiir die Differentiation der zu
sammengesetzten Funktionen. Aus 

F(x, y) = 0 (y = ~(x, 0)) 
erhält man Fz'clx + F,/ dy == O, 

d y 1!"':.' 
dx=- F 11'' 

also 

Hat F(x, y) in Q stetige zweite Ableitungen, so erhält 
wenn x die unabhängige Veränderliche sein soll, 

F.,~dx2 + 2Fx~dxdy + F11'~dy2 + F11' d'jy = 0., 
asy . 

woraus sich d---. ergibt. 
·X 

man 

1) D. h. beide Gleichungen werden durch dieselben Punkte jenes Recht
ecks erfüllt. 
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Hat F(x, y) in Q stetige Ableitungen bis zur n-ten Ordnung, 
so gilt dasselbe von ~(~, 0). 

Ein spezieller J!'all einer impliziten Funktion ist die in § 118 
betrachtete Umkehrung einer Funktion f(x), und zwar hat man in 
diesem Falle F(x, y) = y- f(x). 

§ 126. Der allgemeine 'Umkehrungssatz. Die Überlegungen 
des § 123 lassen sich in genau entsprechender Form b!!i einem 
System von n Funktionen von n Veränderlichen durchführen. Wir 
wollen uns damit begnügen, das Resultat anzugeben. Dabei bedienen 
wir uns des Begriffs Determinante. Der Leser findet hierüber das 
Erforderliche im Anhang. 

tt1 (x11 x9 , •• • , x"), u,(x11 x1 , •.. , x"), ... , u,.(x11 x,, .. . , x,.) 

mögen in einer gewissen Umgebung U des Wertsystems 1) 

a1, a2 , •• • , a,. 

stetige erste Ableitungen 

(u1)~, = tt11 , (u1 )~. = u12 , •• • , (u1)~ ...... ulft, 

( u,)~, = u111 ( u2)~. = Uu, ... , ( ull)~ .. =- ua,., 

(u,.)~, = uftl, (u,.):.._ =uni, ... , (u,.)~ .. =- u",. 

besitzen. Ferner sei die Determinante') 

u,.1 u,., ... u,.,. 
an der Stelle (a11 a,, .. . , a") ungleich Null. 

Durch die Gleichungen 

(.A) 1 
~1 = u1 (x1, x,, ... , x,.), 

~~ = u2 (x11 x,, .. . , x.), 
. . . . . . . . 
;!;., .... u,. (x11 x,, .. . , x,.) 

1) D. h. für a1 - h < x1 < a1 + h, ... , an- h < a.~,. < a11 + h (II > 0). 
2) Diese Determinante nennt man die Funktiona·ldeterminante von 

Kowalewski, DifferenUal- uud lnlegralreohnung. 4. Aufl. 10 
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wird jedem Wertsystem :t17 Zs 1 •• • , x., in U ein Wertsystem ~17 !'u 
... , !',. zugeordnet. Wir wollen !'1, !'u ... , !',. das Bild von x11 x11 

... , x,. (bei der Abbildung .A) nennen. a,., a11 ••• , a,. sei das Bild 
von~' aa, ... a •. 

Es läßt sich nun um 

ein Bereich 

(Q) a,. - E < x" < a" + E (v == 1, 2, ... , n; E > 0) 

und um a11 a,, ... , a,. 
ein Bereich 

(0) a,.- «J ~ !',.~ a"+ rJ (v-1, 2, ... , n; «J > 0) 

konstruieren derart, daß jedes Wertsystem !'u ~~~ ... , !',. aus 
0 das Bild eines und nur eines Wertsystems a;17 x2, ... , x,. 
aus Q ist. 

Es lassen eich hiernach, und zwar nur auf eine Weise, 
n Funktionen 

1lt (~1' ~~~ · · ., !' .. ), u, (~1• !'t1 · · ., ~ .. ), · · ., U,. (~u ~~~ · · ·~ !',.) 

so wählen, daß di·e Abbildung 

I :Cl = 1lt (!'t I ~~I ' • • 1 !' .. ), 

~~ ~ u~ (~u ~~' .' · .·, ~,.)~ 
:t,. = u,. (lu lu · · ·' l,.) 

(~) 

jedem Wertsystem J;11 l 1 , ••• , l,. aus 0 gerade dasjenige 
Wertsystem x11 x1 , ••• x,. aus Q zuordnet, dessen Bild &"1 , l 1 , 

••• , &",. bei .A ist. 
Man nenrit ~die zu .A inverse Abbildung und u11 u,, ... , u,. 

das zu u11 ~' ••• , u,. inverse Funktionensystem oder auch die Um
kehrung des Funktionensystems u11 u21 ••• , u,.. 

Die Umkehrungsfnnktionen sind in 0 nicht nur selbst 
stetig, sondern sie haben in 0 auch stetige erste Ablei
tungen. 
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Die Differentiale von U11 u2 , .•• , u,. ergeben sich durch Auf
lösung der Gleichungen 1) 

d!1 = u11 (x11 x1 , .•• , x,,) dx1 + · · · + utn (x1 , x9 , ••• , x,.) dxlt 

d!,. = u,.1 (x11 x21 •.. , x,.) dx1 + · · · + U.11,. (x11 x2 , .• • , x,.) dxn 

nach dx11 dx21 ••• , dx,.. 
Haben u11 u9 , •• • 1 un in 0 stetige Ableitungen bis zur 

n-ten Ordnung, so gilt dasselbe von U11 u1, ..• , u,. in 0. 

§ 127. Implizite Funktionen von mehreren Verinder
lichen und implizite !'unktionensysteme. Wir beschränken 
uns darauf zwei spezielle Fälle zu behandeln, um das Wesen der 
Sache deutlicher hervortreten zu lassen. 

1. F(x, y, z) habe in einer gewisl!len Umgebung des 
Punktes (x0 , y0 , z0) stetige erste Ableitungen. Außerdem 
sei F(x0 , y0 , z0) = 0, aber F: (x0 , y0 , z0) <o. 

Betrachten wir die Abbildung 

(A) 1
! = x, 
~ =y, 
3 = F(x, y, z), 

so sind alle Bedingungen des Umkehrungssatzes erfüllt. Man hat 
nämlich F( ) U1 = X 1 U2 = '!J 1 U8 = X, '!J 1 Z 1 

und die Funktionaldeterminante von u11 u2, u8 lautet 

1 0 0 

0 1 0 = F:. 
F~ F~ F; 

Der Bildpunkt von (x0 , y0 , z0) wird hier 

!o = Xo, ~o = Yo' bo = 0. 
Nach dem Umkehrungssatz läßt sich um (x0 , y0 , e0) ein Bereich 

(Q) x0-c<x<x0+E, y0-E<y<y0 + E1 
z0 - E ~ Z < z0 + E 

1) Wir denken uns Q so gewählt, daß die Funktionaldeterminante in 
Q nirgends Null ist. So war es auch in § 123. 

10* 
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und um (r0 , IJo, &) ein Bereich 

(0) -~o -6< t <to+ 6, 9o-6~ 9~9o +6, 
ac,-{f<a.::;;:ao+6 

konstruieren, so daß jeder Punkt (~, 9, ~) in 0 der Bildpunkt eines 
und nur eines Punktes (z, y, ~) in Q ist.1) Die Abbildung, welche 
jedem Punkt von 0 gerade denjenigen Punkt von Q zuordnet, dessen 
Bildpunkt er bei A ist, also die zu A inverse Abbildung, hat hier 
oBenbar folgende Form 

I;-:: 
I=~(~, t), ~). 

Daß 1: zu A invers ist, drückt sich in der Gleichung aus 

~ - F (~, t), ~ (~, t), ~)), 
die in dem ganzen Bereich 0 gilt. 

Es ist also insbesondere 

0- F(t, t), g: (t, t), 0)), 
und zwar in dem ganzen Quadrat (~0 - 6 7 to + 6; 90 - 6 7 t)0 + 6). 

Wenn eine Funktion rp (t, t)) in diesem Quadrat die Gleichung 

0 .... F(t, t), rp (~, 9)) 
erfüllt und dabei wie g: (t7 9 7 0) der Bedingung 

'o- E < fJ (t, 9) $; •o + E 

genügt, so ist rp (t, t)) ==- iJ (t, 9, O). 

Da nämlich die in Q liegenden Punkte 

z .... ,, 1J=-9, .f=fJ(t, 9) 
u.nd x-x, y= 9, e = g:(t, t), 0) 

beide den Bildpunkt (t, 9, 0) haben, müssen sie zusammenfallen. 
Geometrisch bedeutet unser Ergebnis folgendes: 
Wenn man um (x07 y07 e0) das Parallelepipedon 

X0 - 6 <X< X0 + 61 1Jo- 6 < 1J < Yo + 6, 
s0 -E<e<e0 + E 

1) Oft'enbar iat s ~ 6. 
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konstruiert, so liegt darin auf jeder Parallelen 

x-J;, y- ~ 

zur e-Achse ein und nur ein Punkt, der der Gleichung 
F(x, y, s) -= 0 

genügt, und zwar der Punkt 

X ..... ,, '!1- ~~ II- ~(t, ~~ 0). 
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Solange man nur auf die Punkte des Parallelepipedons 
achtet, ist die Gleichung F(x, y, s)- 0 völlig lquivalent 
mit der Gleichungs ... ~(x, y, 0). 

ty(x, y, 0) hat in (x0 -6, x0 +6; y0 -6, y0 +6) stetige erste 
Ableitungen, die man nach der Regel für die Ditl'erentjation der zu
sammengesetzten Funktionen berechnet. 

Hat F in Q stetige Ableitun~n bis zur n-ten OrdnWig, so gilt 
dasselbe von ~(x, y, 0) in (x0 -6,~0 +6; '!10 -6, y0 +6). 

2. F'(x, y, •) und G(x, y, s) mögen in einer gewissen Um
gebung (x0 , y0,s0) stetige erste Ableitungen besitzen, außer
dem sei F(x0 , y0, s0) = 0, G(x0 , y0, 10) = 0 und 

F;(x0 , y0 , s0) G~(x0 , y0 , 10)- F;(x0 , y0 , s0) G~(x0, y0 , s0) ~ 0. 
Die Abbildung 

(A) J :: ~(x, y, s), 

l ~ =- G (x, y, s), 
erfüllt alle Bedingungen des ·umkehrungssatzes. Man hat nämlich 

U1 - x, Us .... F(x, y, 1), u8 = G(x, y, 1) 

und die Funktionaldeterminante von u1, u1 , U.. lautet 

1 0 0 

Der Bildpunkt von (x0, y0, s0) wird hier 

lio"""Xo, ~o==O, ~-0. 
Wir klSnnen nun wieder die mit Q und 0 bezeichneten Bereiche 
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um (x01 y0 , s0) bzw. (!'0 , ~0 , 30) konstruieren, und jeder Punkt von 0 
ist dann der Bildpunkt eines und nur eines Punktes von Q. 1) 

Die zu A inverse Transformation hat offenbar die Form 

y = ij(~, ~. 3), 

z = ® Cr, ~, 3) . 

Daß sie zu ~ invers ist, drückt sich in den Gleichungen aus 

t} = F(!', ij (!', t}, 3),@ (!', ~~ ~)), 

3 = G(~, ij(~, ~' 3), ® (~, t}, ~)), 

die in dem ganzen Bereich 0 gelten 
Man hat also insbesondere 

0 = F (~, ij (~, 0, 0), ® (~, O, 0)), 
0 = G(~, ij(~, 0, 0), @(~, 0, 0)), 

und zwar in dem ganzen Intervall (~0 - ~, ~0 + ~). 
Wenn ein Funktionenpaar 9' (~), 1/J (~) 

in dem Intervall (~0 - ~, ~0 + ~) die Gleichungen 

0 = F(~, fP(~), 1/.1(~)), 

0 = G (~, •p(~), 1/.1(~)) 

erfüllt und dabei wie ij (~, 0, 0), @ (~, 0, 0) den Bedingungen 

Yo- E < 9' (~) < Yo + E, 

S0 - E ~ 1/J (~) < S0 + E 1 

genügt, so ist 9' (~) = ij (~, 0, 0), ~ (~) =@ (~, 0, 0). 

Da nämlich die in Q liegenden Punkte 

x = r, y = 9'(~), s -1/.1(~) 

und x=~, y=ij(~,O,O), s=®(~,O,O) 

beide den Bildpunkt (~, 0, 0) haben, müssen sie zusammenfallen. 
Geometrisch bedeutet unser Resultat folgendes: 

1) Auch hier wird s ~ J. 



Implizite Funktionensysteme 

Wenn man um (x0 , y0 , z0) das Parallelepipedon 

Xo- 8 < X < Xo + 0, 

'Yo- E::;;, 'Y::;;, 'Yo + E, Z0 - E < Z < S0 + E 
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konstruiert, so liegt darin auf jeder Parallelebene x =! 
zur (y,s)-Ebene ein und nur ein Punkt, der den Gleichungen 

F(x, y, z) .... O, G(x, y, z) """0 

genügt, und zwar der Punkt 

x = !, y = g:(e, o, O), z = ®(!, o, O). 

Solange man nur auf die Punkte des Parallelepipedons 
achtet, ist das Gleichungssystem 

F(x, y, s) = 0, G(x, y, z) = 0 

völlig äquivalent mit dem Gleichungssystem 

y = g:(x, O, 0), z = @(x, 0, 0). 

g:(x, 0, 0) und @(x, 0, 0) haben in <x0 - o, X 0 + d') eine stetige 
erste Ableitung. Man berechnet diese Ableitungen nach der Regel 
für die Differentiation der zusammengesetzten Funktionen. 

Aus F(x, y, s) = 0, G(x, y, z) = 0 

folgt F: dx + F~dy + F; dz = O, 

a:dx+ G~dy + a;as= o. 
Diese Gleichungen lassen sich, solange (x, y, s) in Q liegt, nach dy, 
dz auflösen. 

Haben F und G in Q stetige Ableitungen bis zur n-ten Ord
nung, so haben '!I und z in (xo - 0' Xo + o) stetige Ableitungen bis 
zur n-ten Ordnung. 

Kapitel XIII. 

Unbestimmte Integrale. 
§ 128. Definitionen. Wenn F(x) in (a, b) die Ableitung f(x), 

also das Differential f(x) dx hat, so nennt man F(x) eine primi
tive Funktion (Sta.mmfunktion) oder ein Integral von f(x) 
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in (a, b).1) Man schreibt, um diese Beziehung auszudrUcken, 

F(x)-jf(x) dx 

(F(x) gleich Integral f(x) dx). 
Diese Formel ist also gleichbedeutend mit 

dF(x)- f(x)dx. 

Ist F0 (x) ein Integral von f(x) in (a, b) und F(x) ebenfalls 
ein solches Integral, so hat man 

dF0 (x) - f(x) d:r, dF(x)- f(x) dx, 

und d{F(x)- F0 {x)}- 0. 

F(x)- F0 (x) ist also nach§ 67 (Folgerung) in (a, b) eine Kon-
stante 0, d. h. es ist F(x) = F0 (x) + 0. 

Umgekehrt ist F0 (x) + O, was auch die Konstante 0 sein mag, 
immer ein Integral von f(x), weil 

d { F0 (x) + 0} = dF0 (x) == f(x) dx. 

F 0 (x) + 0 nennt man, weil darin die unbestimmte Konstante 0 
auftritt, das unbestimmte Integral von f(x). 

. Jedes Integral von ((x) läßt sich aus dem unbestimmten Inte
gral durch Spezialisierung der Integrationskonstanten 0 erhalten. 

Eine Funktion f(x) integrieren heißt ihr unbestimmtes Inte
gral finden. 

§ 129. B:ziate~ dea Integrala ei.Der atettrenl'1uLktlon. 
f(x) sei in (a, b) stetig. 

Wenn (a, {J) ein beliebiges in (a, b) enthaltenes Intervall ist, 

so wollen wir mit M(a, fJ) den größten, 

mit m(a, fJ) den kleinsten 

in ( a, {J) vorkommenden Funktionswer~ bezeichnen. 

Das Produkt ((J - a) M ( a, (J) wollen wir B ( a, (J) nennen. 

1) Wenn :l'(~) in (a, b) die AbleitDJJg f(~) hat, 10 sagen wir, daß F(~) 
in (a, b) ein Integral von f(~) iat. 
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Ist a < r < {J, so hat man 

R(a, {J) ~ R(a, r) + R(r, fJ). 
Denn es ist offenbar 

M(a, {J) ~ M(a, r) und M(a, {J) ~ M(r, {J), 

also auch (r- a)M(a, {J) ~ B(a, r), 
({J- r)M(a, {J) ~ R(r, fJ), 

woraus sich durch Addition die behauptete Ungleichung ergibt. 
Wir wollen jetzt (a, b) in die Teilintervalle 

(a, x1), (x11 x1), ••• , (xp-u b) 

zerlegen (a < x1 < x1 < · · · < xp-t < b) und diese Zerlegung mit B 
bezeichnen. Die Summe 

R(a, x1) + R(x1 , x1 ) + · · · + R(xp-u b) 
b 

nennen Wlr S(ß), 
a 

um ihre Abhängigkeit von a, b und .8 auszudrücken. 
Fig. 9 läßt (für den Fall p = 3) die geometrische Bedeutung 
b 

von S(.8) erkennen, wenn man rechtwink· 
" lige Koordinaten zugrundelegt. 

Die Zerlegung .8 gehe dadurch aus .8 
hervor, ·daß man eins der Teilintervalle, 
etwa ( a, {J), in zwei Teile 

(a, r> und <r, {J) (a < r < ß) zerlegt. 
b - 0 

Um 8(,8) zu erhalten, muß man in 
a 

b 

a .x,z2 b 
Fig. 9. 

dem Ansdruck S(ß) das Glied R(a, {J) durch R(a, r) + R(r, {J) 
a 

ersetzen. Wir dürfen daher sicher sein, daß 
b b -

S(ß) > S(ß) ist. 
" " b 

S(.ß) vergrößert sich also nicht, wenn man eins der Teilinter-
" 

valle von 8 in zwei Teile zerlegt. Wendet man diese Bemerkung 
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b 

mehrmals an, so erkennt man, daß 8(.8) sich nicht vergrößert, 
a 

wenn man von ß durch Weiterteilung (d. h. durch Hinzufügen 
neuer Teilpunkte zu den alten) zu einer neuen Zerlegung über
geht. 

Die Folge .811 .82 , ß 8 , ••• werden wir eine ß-Kette nennen, 
wenn jedes .8,.+1 aus Ön durch Weiterteilung entsteht. 

Ist .81 , .82 , ß 3 , • • • eine .8-Kette, so hat man 
h b b 

S(Bt):::? 8(.82) 2 SC8s) 2 · · ·, 
a a a 

b b b 

so daß S(ßt), S(ßs), SCßs), ... 
a a a 

eine absteigende Folge ist. Diese Folge ist beschränkt, weil für 
jedes ß die Ungleichungen gelten: 

b 

(b-'- a) m(a, b) < 8(.8) s (b- a) M(a, b). 
a 

Aus § 16 können wir also entnehmen, daß 
b 

lim S C.Sn) existiert. 
a 

Wir wollen jetzt die beiden Summenausdrücke 
b b 

S (.8) und S (.8') 
a a 

miteinander vergleichen. 
B habe p und ß' habe p' Teilintervalle. o sei die Maximallänge 

der Teilintervalle von ß 1) und d' die Maximallänge der Teilintervalle 
von ß'. 

Die Teilintervalle von ß zerfallen in bezug auf ß' in zwet 
Klassen: 

1. solche, die in einem der Teilintervalle von ß' liegen; 

1) Keins der fraglieben Teilintervalle soll also größer als ~ und wenig
stens eins gleich B sein. Als Länge oder Größe eines Intervalls bezeichnen 
wir die Differenz ß - a, wenn a seine untere und ß seine obere Grenze ist. 
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2. solche, die wenigstens einen der Teilpunkte von .8' in ihrem 
lnnern enthalten. 

Offenbar kann es höchstens p' - 1 Teilintervalle zweiter Klasse 
geben. 

b 

Die Glieder R(a, ß) in 8 (ß) nennen wir Glieder erster oder 
a 

zweiter Klasse, je nachdem (a, ß) ein Teilintervall erster oder zweiter 
Klasse ist. 

In jedem Glied R(a, ß), daß zur zweiten Klasse gehört, wollen 
wir M(a, ß) durch m(a, ß) ersetzen. Dann sind diese Glieder zu
sammen mit den Gliedern erster Klasse nicht größer als 

b 

8(.8'). 
a 

Die Verkleinerung, die wir vorgenommen haben, ist aber nicht 
größer als (p'- 1) 8 { M(a, b)- m(a, b)}. 

Setzen wir also M(a, b)- m(a, b) = O'(a, b), so können wir 
schreiben: b b 

8(.8) < 8(.8') + (p'- 1) 811(a, b). 
a a 

Aus demselben Grunde ist aber 
b b 

8(.8'):::;;: 8(.8) + (p- 1) ö' «1(a, b). 
a a 

Jetzt sei ß11 .81 , ß3 , .•• eine .8-Kette mit der Eigenschaft 
lim 8n = 0.1) Eine solche Kette wollen wir eine ausgezeichnete 
.8-Kette nennen. 

Ferner sei .8/, .82', ß8', ••• eine Folge von Zerlegungen mit der 
Eigenschaft lim on' = 0.1) Eine solche Folge wollen wollen wir eine 
ausgezeichnete 8-.B'olge nennen. 

b b 

Wir wissen, daß lim 8<.8n) = S 
a a 

b b b 

existiert; denn 8(.81), 8(8,), 8(8s), · · · 
a a a 

ist eine beschränkte absteigende Folge. 

1) 411 (~:J ist die Maximallänge der Teilintervalle von .Sn (8~). 
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Wir wissen ferner, daß die Folge 
b b b 

8 (81 '), 8 (82'), 8 (8,'), . . . 
·a a a 

beschränkt ist. Gelingt es uns zu zeigen, daß sie nur einen Häufgngs
wert hat, so folgt, daß sie konvergent ist. Nun sei 8' ein solcher 
Häufungswert. Dann läßt sieh in unserer Folge eine Teilfolge 

b - b - b -

8 C81), 8 C&), 8 C8a), · . · 
a a a 

b -
so wählen, daß lim 8C8m) -= 8' ist. .. 

b b -

Wir wollen nun auf 8(8.) und 8C8m) 
.. .. 

die oben erhaltenen Ungleichungen anwenden. Dann ergibt sieh 
b b -

8(8,.) - (Pm- 1) 6.a(a, b) < 8(8m), 
a a 

b - - b 

8(8~)- CP.- 1)6ma(a, b) ~ 8(8 .. ). 
.. .. 

611(8"') und p 11 (Pm) sind die Maximallänge und die Anzahl der 
Teilintervalle bei 8,. C.Öm): 

Halten wir m fest und lassen n die Folge 1, 2, 3, ... durch
laufen, so liefert die erste Ungleichung 

Halten wir n fest und lassen m die Folge 1, 2, 3, . . . durch
laufen, so liefert die zweite Ungleichung 

b 

8'~ 8(8.) . .. 
Lassen wir in diesen neuen Ungleichungen m und n die Folge 

1, 2, 3, ... durchlaufen, so erhalten wir 

~ < 8' und 8' ~ S-.. .. 
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0 

Es ist daher S'-s. 
a 

Damit ist bewiesen, daß die beschränkte Folge 
b 6 0 

S C.ßt'), S <Bs'), S <Bs'), · · · 
a a 4 

b 

nur den einen Häufungswert S hat. Wir dürfen also schreiben 
4 

b b 

lim S(,ß,.') - S · 
4 a 

und folgenden Satz aussprechen: 
b 

Ist f(x) in (a, b) stetig, so konvergiert S(ß) immer nach 
" b 

demselben GrenzwertS, wenn,ß irgend eine ausgezeichnete 
a 

.8-Folge durchläuft. 
b 

Wir wissen, daß 8(.8) stets größer oder gleich (b-a)m(a, b) 
4 

und kleiner oder gleich (b- a) M(a, b) ist. Daraus folgt 
b 

(b- a)m(a, b) s S < (b- a)M(a, b). 
a 

Da nun die Funktion (b- a)f(x) 

in (a, b) stetig ist und an einer Stelle den Wert (b- a)m(a, b), 
an einer andern den Wert (b- a) M(a, b) annimmt, so gibt es nach 
§ 33 in (a, b) eine Stelle e, so daß 

b 

S=(b-a)f(e) ist. 

Wenn a < c < b ist, so hat man 
0 c 6 

S=S+S-
a 4 <> 

Um dies zu beweisen, braucht man nur eine ausgezeichnete 
.8-Kette 81, .81, .81, .•. zu betrachten, wo ß1 die Zerlegung von 

. b 

(a, b) in (a, c) und (c, b) ist. S(.S,,) spaltet sich dann in zwei ße . .. 
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c b 

standteile, von denen einer nach S, der andere nach S konvergiert. 
a c 

Machen wir die Festsetzung, daß 

a 

sein soll und s = 0, 
a 

so gilt, wie man auch x11 x2 , x8 in (a, b) wählen mag, immer die 
Formel 
(*) 

X2 Za Z1 s + s + s = 0. 
x 1 ~ 2"a 

Ebenso ist immer, wie man auch x und x + h in (a, b) wählen 
mag, x+h 

(**) S = hf(x +4th). 
X 

Jetzt wollen wir die Funktion 
X 

F(x) = 8 
a 

betrachten und zeigen, daß sie in (a, b) überall die Ableitung 
f(x) hat. 

Nach Formel (*) ist, wenn x und x + h (h ~ 0) in (a, b) liegen, 
x+h x x+l• 

F(x + h)- F(x) = S- S = S, 
a "a z 

also nach (**) F(x + h)- F(x) = hf(x +4th) 

und daher wegen der Stetigkeit von f(x) 

r F(x+ h)- F(x) f( ) 
lm h = x, 

d. h. F'(x) = f(x). 

(lim h= 0) 

(a<x<b) 

Wendet man die obigen Betrachtungen auf die Funktion- f(x) 
an, so ist - m(a, ß) der größte Funktionswert in (a, ß). An die 
Stelle von R(a, ß) tritt also der Ausdruck 

- r(a, ß) =- (ß- a)m(a, ß) 
b 

und an die Stelle von S(ß) 
a 
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b 

der Ausdruck - s(.B) =- { r(a, x1) + 1·(x11 x2) + ·· · + r(x11 _ 11 b)} . .. 
Lassen wir 8 ei:qe ausgezeichnete 8-Kette durchlaufen, so konver-

b b 

giert - s(.ß) absteigend nach einem Grenzwert, den wir mit - s be-
a a 

zeichnen. 
"' a 

Die Funktion tP(x) =- s (s=O) 
a a 

"' hat dann die Ableitung - f(x) und s die Ableitung f(x). 
a 

"' "' S und s haben also dieselbe Ableitung. Weil sie außerdem für 
11 a 

x - a beide null sind, ist in (a, b) durchweg 

"' "' b b 
s = S, und insbesondere s =- S· 
a a a a 

b h 

Da nun - s(.ß) absteigend nach - S konvergiert, so konver-
.. a 

b b b 

giert s(8) aufsteigend nach S, während S(ß) demselben Grenz-
.. a a 

wert absteigend zustrebt. 
Es ist also für jede Zerlegung 8 

b b b 

s(8) < S s S(ß); 
a a a 

denn mit jeder Zerlegung kann man eme 
ausgezeichnete .8 Kette beginnen. 

Fig. 160 zeigt die geometrische Bedeu- 0 -:=t--.L.-~-L..---...J ... '--~ er. x, xll> u 

tung von s(.ß). Durch Fig. 9 wurde die Ftg.1o. 
a 

b 

geometrische Bedeutung von S(B) angedeutet. 
a 

§ 130. Verwertung von Differentta.ttonaresultaten. 
1. Die Pote11zreihe 

habe einen von Null verschiedenen Konvergenzradius. Setzt man 

f(x) = ao + alx + alx2 + .. ·, 
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so wird in (- (1, (}) 

f "'-m' a m8 
f(x)dx = a + a0 x +-2- + -T- + .... 

Nach § 90 hat nämlich die Reihe 
a m1 a x 9 

a0x+-T-+-T-+··· 

denselben Konvergenzradius (} wie a0 + a1 x + a1x1 + · · · und in 
(- (}, f1) die Ableitung a0 + a1 x + a1x1 + · · ·. 

Wenn alle Koeffizienten, die auf a. folgen, gleich Null sind, so 
haben wir eine ganze rationale Funktion und es wird 

f a m1 a m"+ 1 
(a0 +a1x+···+a.x•)dx=0+a0x+T+···+ ~+t · 

Das Integral einer ganzen rationalen Funktion n-ten Grades ist also 
eine ganze rationale Funktion (n + 1 }ten Grades. 

2. Wenn x > 0 1), so hat man für jedes n, das von - 1 ver-
schieden ist, m" + 1 

dn+ 1 = x•dx. (vgl. § 65) 

f mn+l 
Es ist also für x > 0 x"dx- 0 + n+t 

Z. B ist !~~= 0+ 2lfx. 
Im Falle n = - 1 wird unser Integral J d: · Wir wissen 

aber, daß dlog x..., d: 
ist. Daraus folgt für x > 0: 

also 

j dmm = 0 + log x. 

dx 
Für x<O hat man d log(- x) = ~, 

Ja:·= 0 +log(- x). 

1) Bei ganzzahligen Werten von n brd.ucht man diese Einschrll.nkung 
nicht zu machen. Nur muß man für n = - 2, - 8, . . . den Wert x = 0 
ausschließen. 
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3. Da für a > 0 a"" 
d 1- =a"dx oga 

ist, so hat man f a>: 
azdx = 0+ -·· 

• log a 

Insbesondere ist J e>:dx = 0 + er. 
4. Aus d(- cosx) = sin xdx, dsin x = cos xdx 

ergibt sich 1) 

j'sin xdx = C- cos x, Jcos xdx = 0 + sin x. 

dx dx Aus d tg x = - 1-, d(- cotx) = -.-,-cosx smx 

folgt ~~ = 0 + tg x j .dx =- 0- cot x. 
0 COS 1 X 1 Slll 1 X 
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Im ersten (zweiten) Falle ist x auf ein·Intervall zu beschränken, in 
welchem cos x (sinx) nicht null wird. 

5. Iu dem Intervall (- 1, 1) ist 

d( ) dx d . dx 
- arccos x = .~· arcs1n x = .~ 

r 1- x1 yl- x' 

Also hat man Jv dx = 0- arccos x 
1- x' 

oder auch J dx O . 
~= + arcsmx. 

dx , da: 
Aus d arctg x = 1 + x' und d(- arccotx) = 1 + x• 

schließen wir, daß J 1 ~ x' = 0 + arc tg x 

oder auch J. d 
1 : x' == C - arc cot x ist. 

arc cos x + arc sin x und arc tg x + arc cot x sind Konstanten. 
Man findet leicht, daß beid.e gleich n/2 sind. Man braucht nur zu 
bedenken, daß 

tg !!__ = cot~ = 1 und 
4 4 

1t • 1t 1 
COB - = Sln - = -

4 4 y2 ist. 

1) Das hätte man auch aus den Reihen !ür coa x, sin x unter Anwen
dung von Nr. 1 finden können. 

Kowalewoki, Differential- und Integralrechnuog. 4. Auft. 11 
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6. In § 65 fanden wir 

dlog(x + Yl + x1) ==-~· 
1 + :z:' 

Es ist somit J.~ = c + log (x + Yl "+ w). 
r t + a:• 

7. Wir betrachten ein Intervall, in welchem f(x) überall positiv 
ist und eine Ableitung besitzt. Dann ist in diesem Intervall (nach 
§ 65) f' (a:) d:.t: 

d log f(x) == f<~> , 

also j"rj~a:~:.c)- C + logf(x). 

Man hat z. B., wenn sin x in dem Intervall positiv ist, 

f eotx dx -jcos.a: da:=- C + logsinx, 
BlD-1: 

ebenso, wenn cos z in dem Intervall positi.v ist, 

f tg X dx .... J•in a: d:.t: - 0"- log COS X. 
COB:.t: 

§ 131. Bilfamlttel zur Vereillfaohung von Integralen. 
1. Wenn c eine Konstante ist, so hat man 

Jcf(x)dx = cjr(x)dx. (c < 0) 

Beweis: 1) d(cF(x)) = cdF(x). 

2. j{f(x) + g(x)}dx =Jr(x)dx +fu(x) dx. 

Beweis:1) d{F(x) + G(x)} == dF(x) + dG(x). 

3. Wenn ((x), g'(x) und fg(x)((x)dz existieren, so hat 

f(x)g(x) -fu<x)f'(z)dx 

die Ableitung f(x)g'(x) + f'(x)g(x)- g(x) f'(x) = f(x)g'(x). 

1) Wir setzen voraus, daß J f(a:) d~ und J g(a:) da: existieren und be
zeichnen sie mit F(a:) bzw. G(z) 
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Es ist also jr(x)g'(x) dx = f(x)g(x) -j9(x) f'(x) dx 

oder kürzer ft'Cx) dg(x) =- f(x)g(x)-j9(x) df(x). 
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Das ist die Regel der partiellen Integration. Sie führt das 
Integral 

.{f(x)g'(x) dx 

auf das (unter Umständen einfachere) Integral 

.{u(x)f'(x) dx zurück. 

4. F(u) habe in (a, ß) die Ableitung F'(u) = tp(u) und f(x) 
in (a, b) die Ableitung f'(x). Außerdem mögen alle Werte von 
f(x) in (a, ß) liegen. Nach § 64 ist dann 

dF(f(x)) = tp(f(x)) ((x) dx, 

also F(f(x)) = jtp(f(x))((x)dx. 

Andererseits ist aber F(u) ./~(~t) a~~, 
also vermöge u- f(x) 

jffJ(u) du.-jrp(f<x))f'(x)dx. 

Diese Formel zeigt, wie man ein Integral transformiert, d. h. 
wie man eine neue Veränderliche in das Integral einführt. Man er
setzt u durch f(x) und du durch r (x) dx.1) 

Kann man jrp(u) du berechnen und setzt man in dem Resultat 

u = f(x), so ergibt sich r 
rp(f(x)) r (x) dx . . 

§ 132. Beispiele. 1. r ~X zu berechnen. X sei auf ein InJ smx 
tervall beschränkt, in welchem sinx positiv ist. 

Man hat r a:r; jsin X d:r; f sin X dx 
,}sinx= sin'x = 1-cos'x· 

1) Benutzte man nicht j'f'(x) dx, sondern J f(x) zur Bezeichnung eines 
Integrals, so würde die Transformationsregel nicht so einfach lauten. Es 
war ein genialer Gedanke von Leibniz, sich für jf(x) dx zu entscheiden. 

11* 
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Nun ist aber 1 = 1 ( 1 + 1 ) 
1- cos 1 .x 2 1 -. cos .x 1 + coa.x ' 

also } • d.x 1 J sin .x d.x . 1 }' sin .x d.x 
sin .x = 2 1 - cos .x + 2 1 + cos .x 

1 1 
= 0 + 2 Iog(1- cosx)- -2 Iog (1+ cos x) 

oder wegen 1 - cos x - 2 sin2 ; , 1 + cos x = 2 cosll ~ 

schließlich (dx x J sin.x ... 0 + logtg2· 

Da 

X 
2tg2 

sinx= ---
1 +tgZ; 

ist, so haben sin a: und tg : dasselbe Zeichen. tg ~ ist also positiv, 

weil wir sin x als positiv voraussetzen. 

umf dx zu berechnen, setze man X=- .~2 + f.(,. Dann wird 
cosx 

r dx- -f du = 0 + lo t ~ J cos x - sin u g g 2 ' 

also )"30_ = 0 + log tg (~ + ~) · 
cos .X 2 4 

2. Durch partielle Integration findet man 

.fe-"'xdx =- r"'x +Je-"'dx) 

,(e-"'x2dx-- e-"'x2 + 2Je-"'xdx, 

Hieraus folgt 

Je-"'x" dx =- e-"'{x" + nxn-l + n(n -l)xn- 2 + .. · n!) + 0 
oder, wenn wir xn = f'(x) setzen, 

fe-"'f(x) dx =- e-"' { f(x) + r (x) + ... + r<n>(x) l + c. 
Diese Formel gilt auch, wenn f(x) eine beliebige ganze rationale 

Funktion n-ten Grades ist. 
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U I 1 ! 1 /l""=äi1 + : dx 3. m das ntegra V r::i=ä: (-l<x<l) 
zu berechnen, setzen wir 

arc cosx- u. 
Dann ist 

1- X 1 - COB U (1- COB u) 1 
X = cos•• --- = dx =- sinudu . •• , 1 + 11:- 1 + COB !6 sin1 U I 

Da 0 < ·u < :;r (nach der Definition von arc cos), also sin u > 0, 
so hat man , J'i="i = l - COB tt . 

oder 

V~ sin" 

Man erhält schließlich 

JV! +: dx-j(cosu-1)du = 0+ sinu-u 

}"V! :; : ax =- o + Vt - x'- arc cos x. 

4. Um 
r f(:x;) tlx 

J (~~:- a)'" 

zu finden; wo f(x) eine ganze rationale Funktion und m eine 
positive ganze Zahl ist, setze man 

x-a=-u. 
Dann wird 

f'(x) = f'(a + u) = f(a) + 1~ f'(a) + :; f"(a) + · · · 
und j" f(:x;) tl:x; .... f(a)ftl" + f'(a) r clu + f"" (a) r ~ + .. ·. 

(:x;- a)m um 11 J um-1 21 J um-'1 
Die Integrale rechts lassen sich alle angeben. 

§ 133. Integration der rationalen Punktionen. g(x) sei 
eine ganze rationale Funktion, die sich als Produkt von lauter ver
schiedenen Faktoren vom Typus 

x-c ( c eine Konstante) 
darstellen läßt, so daß 

g(x) = (x- t;) (x - c1) .•. (x - c11) 

ist und c1 ~ ci (i ~ k). 
Schon Lei bni z hat (im Jahre 1702) eine Methode zur lnte-
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grationvon f(re) 
g (x) 

angegeben, wobei f(x) eine beliebige ganze rationale Funktion ist. 
Man geht von der Bemerkung aus, daß aus 

l = x- a, m = x - b, n = x- c, .. 

folgt m-l=a-b 

und hieraus durch Division mit lm 

oder 

wobei u, ß Konstanten sind. 
Multipliziert man auf beiden Seiten mit 1/n, so kommt 

_1 __ ~ _L 
lmn- ln + mn' 

also auf Grund der schon gefundenen Zerlegungsformel (die man 
auf ljln und ljmn anzuwenden hat) 

1 «' {J' y' 
lmn = T + m + n' 

wobei a', ß', y' Konstanten sind, usw. 
Man sieht auf diese Weise, daß eine Zerlegung von folgender 

Form existiert: 
1 a, + "• «n 

g(:x;) .. X- C1 X- c, + . • . + X- c,. 1 

wobei die al, a,, . . . , an Konstanten sind. 
Diese Konstanten lassen sich auf folgende Weise bestimmen. 

Man hat, wenn man alles auf den Nenner g(x) bringt, 

~ + ... + .. ~ = G(x) 
X - Clt X - c,. g (x) 1 

und G(x) ist ein Ausdruck von der Form 

Aox"-l+Alxn-2+ ... +An-2x+An-1" 

Setzt man A0 = O, A1 = O, ... , An_ 2 = O, A,._1 =-1, 

so ha.t man ein System von n linearen Gleichungen für die n unbe· 
kannten Konstanten a11 a,, ... , a,.. 
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Man kann aber zur Bestimmung der ct auch so verfahren. Es 

ist z. B. :~: ~ ( « « ) 
g(z) -~:tt + (x- c1) :~:-\ + · · · + :~: "c,, 

oder 1 ( ) ( «, + u,. ) 
(:~:- C,) ••. (z - c,.) ""' ctl + X -Cl :~:- c, + . . . ~ - c,. • 

Läßt man x nach c1 konvergieren, so ergibt sich 

also 

1 
ctl = . 

(~- c1) (c1 - c1) •.• (c1 - c,.) 

Auf Grond der Zerlegungsformel fttr 1 : g(x) wird 

((:~:) -= ~«4(~) 
g(z) :=tz-c. 7 

f "f(z)dz .... ~afr<z)dz. 
g(z) ,.~' • z-c,. 

Man hat also nur Integrale vom Typus 

f f(z)dz 
11:-C 

zu berechnen. Diese Berechnung haben wir aber in § 132, Nr. 4 
kennen gelernt. 

Leibniz hat auch den Fall erledigt, wo der Nenner der rationa
len Funktion die Form 

g(x) = (x- c1)."• (x- c,)k• · · · (x- c,.).",. 

(cr<c,, wenn r<s) 

hat und k1 , lr1 , ••• , k,. beliebige positive Zahlen sind. (n > 1) 

Setzen wir ·z,- x- ci, (i = 1, 2, ... , tl) 

so können wir schreiben 1 1 1 
g(z) = ~ g(z) •. 

Nun ist aber - 1- -= "' + "• ( ct1, "t Konstanten) 
~~. l, l,' 

al 1 "' + «t so g(z) = l1 ü(tr) l1 g(x) • 

Der erste Nenner rechts lautet 
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J adesmal ist also ein Exponent um 1 vermindert. Solange noch 
zwei verschiedene Linearfaktoren da sind 7 läßt sieh das V erfahren 
weiter anwenden. Man kommt auf diese Weise zu einer Zerlegung 
von 1 :g(~) in Brüche von der Gestalt 

110 daß 

1 
(a:- c)"'' 

f f(a:)tla; 
g(a:) 

eine Summe von Integralen der Form 

r t<a:>tla: 
r J (a:-c)". 

wird. Diese Integrale wi11sen wir aber zu berechnen (vgl. § 132). 
Leibniz hat schließlieh auch den Fall erörtert, wo der Nenner 

nicht in lauter Linearfaktoren zerlegbar ist. In diesem Falle läßt 
sieh, wie in der Algebra gelehrt wird, g(~) in quadratische und in 
Linearfaktoren zerlegen, d. h. in Faktoren vom Typus 1) 

~~ + a~ + b (a, b Konstanten) 
und solehe vom Typus ~- c. (c eine Konstante) 
Leibniz kennt diesen Satz noch nicht. Es gelingt ihm daher z. B. 
nicht r tla; 

J iz:•+a• 

zu berechnen, und er glaubt, daß diese Funktion sieh nicht durch 
die bekannten ausdrUcken läßt. Er versucht sogar zu beweisen, daß 
z' + a' sieh nicht in zwei quadratische Faktoren zerlegen läßt. 

Bezeichnen wir mit L(~) das Produkt der linearen und mit 
Q(x) das der quadratischen Faktoren von g(~), so ist 1/L(~) eine 
Summe von Gliedern der Form 

1 
(a:-c)"'' 

1) Wll.re a'-4.b~O, ao ließe sich a:t+ aa:+ bin zwei Faktoren vom 
Typus a;- c zerlegen. Wir müssen also annehmen, daß 4b- a' > 0 ist. 

Dann hat a;1 + aa; + b, weil es. gleich ( a; + : )' + b- ~· ist, nur positive 

Werte. 
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also unsere rationale Funktion eine Summe von Gliedern der Form 

R(x) ... Q(z)~~x)_ c)m · 

Nun hat man aber1) 

Q(x)-= Q(c) + (x- c) Q1 (x) oder Q(c) = Q(x)- (x- c) Q1 (x), 

wobei Q1 (x) eine ganze rationale Funktion bedeutet. 
Da Q(c) > 0 ist, so können wir schreiben 

R(x) = f_(x) Q(x)- (x- c) Q1 (x) 
Q(c) Q(x) (x - c)m ' 

so daß R(x) - f(x) - h (x) 1- ist.1). 
- Q(c) (x- c)m Q(x)(x-c)m 

Das Integral 

wissen wir zu berechnen, und auf 

R (x)- ft(a:) 
1 - Q(x) (x-; c)rn 1 

können wir dasselbe Reduktionsverfahren anwenden usf., bis wir 
schließlich, abgesehen von bekannten Integralen, nur noch ein Inte-

gral von der Form JF(x) dx 

Q(x) 
zu berechnen haben.8) 

Wenn q11 q2 zwei verschiedene Faktoren von Q(x) sind, also 

ql = xl + al x + bl ' 

q1 = x1 + a1 x + b,, 
so gibt es für 1/q1 q2 eine Zerlegungsformel, die hier ähnliche Dienste 
leistet, wie früher die Zerlegungsformel für l/lrn. · 

also 

Im Falle a1 = a., hat man 

qs - ql = b2 - bu 

_!_ - _!_ = bl - bl 
qt q, ql q, 

1) Dies kann man, wenn man will, aus der Ta.ylorschen Formel ent
nehmen. 

2} (1 (a:) = f(x) Q1 (a:): Q(c). 
3) F(x) ist eine ganze rationale Funktion. 
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oder - 1- == {j, + {j. 
q, q. q, q., 

wobei {J1 ..,. - {J1 - 1 : (b1 - b1) ist. 
Im Falle a1 ~ a1 ist 

a:(q,- q,) 2 + b.- b, 
-="----==X --X a,-a1 a1 -a1 

ein quadratischer Ausdruck wie q1 und q1. Wir schreiben 

a:(q. - q,) = x2 + aa x + bs = qs . 
a,-~ 

Nun ist (a1 - a1)q1 + (aa- a1)q2 + (~- aa)fls 
eine Konstante c, weil die Glieder mit x1 und x sich fortheben. Diese 
Konstante ist von Null verschieden. Setzen wir nämlich für q3 

seinen Ausdruck ein, so erhalten wir 

(all- a8 + x)q1 + (a3- ~- x)q1 = c. 
Wäre c = 0, so müßte für x = a8 - a1 

(a-3 - a1 - x)q2 = 0 
sein oder, da der erste Faktor sich auf a2 - a1 ~ 0 reduziert, g1 - 0, 
was nicht möglich ist ( vgl. die Fußnote auf S. 168). 

Wir haben nun 
a1 - a8 +a: + a. -a1 -a: __ c_ 

q, q, q, q, 

oder - 1- - "' a: + {j1 + "•a: + {j., 
q, q, ql q. 

wenn wir - a1 = a1 = 1/c und {11 - (a.- a1)/c, {J1 =- (a,- aa)/c 
setzen. 

Die Zerlegungsformel für den Fall a1 - a1 hat dieselbe Form 
wie die obige. Nur ist a1 = a2 = 0. 

Mit Hilfe unserer Zerlegungsformel können wir nun JF~a:l~a:, 
solange noch zwei verschiedene quadratische Faktoren in Q(x) 
stecken, in zwei andere Integrale zerlegen, bei denen der Nenner 
je einen quadratischen Faktor weniger enthält. Wir kommen da
durch schließlich auf Integrale vom Typus 

r G(a:> da: 
J (a:' + aa: + b)m • 
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Dabei ist G(x) eine ganze rationale Funktion, m eine positive ganze 
Zahl und 4b- a'> 0. 

Setzen wir 

so geht J• G(x)dx 
(x' + ax+ b)m 

über. 

Dieses neue Integral zerfällt in eine Anzahl von Summanden, 
von denen die einen den Typus 

f u'''du 
(u'+ h')m' 

(u2•+1du 
die andern den Typus J (u' + h'Y" 

haben (v = 0, 1, 2, ... ), abgesehen von einem konstanten Faktor. 
Das zweite Integral verwandelt sich, wenn wir die neue V er

änderliche u2 = t einführen, in 

1 r t· dt 
2J tt+ h'r' 

ein Integral, das wir zu berechnen wissen. 
Was das erste Integral anbetrifft, so beachte man, daß 

uSP = (u2+ h'- h2Y= (a1 + h1)''- (;) (u2 + h2Y- 1 h2 + .. · ± h1 ~. 
Hiernach wird das Integral von uh : (u2 + h2)m, abgesehen von 

einem ganzen rationalen Bestandteil, eine lineare Korn bination aus 

fu' ~ h' ' Jeu'~\')'' · · ·' J(u' !~~r 
Nun ist aber für p > 1 

( u ) 1 2(p-1)u1 

(u~ + h')P 1 = (u' + h')P 1 - (u' + h')P 
-2p+s 2(p-1)h' 

= (u'+h')P 1 + (u' + h")P ' 

also (u'+~')P 1=-(2p-3)J(u':~',)P 1 +2(p-l)h'f(u'!uh')P 

r du 2p- 3 r du 1 tt 

oder J (u' + h')P = 2(p- 1)h' J -(u'+ h')P-1 + 2(p-1)h' (u'+ h')P 1 · 
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Das Integral f(u• ~h•l 
reduziert sich hiernach auf 

(p> 1) 

f<u•::.,-1 ' 
so daß schließlich nur das Integral 

fu.a;_h. 
übrig bleibt. Dieses Integral ist aber gleich 

1 u 
0 +harctglä· 

Bemerkung. Bei unseren Integrationen kommen wir voll
kommen aus mit den rationalen Funktionen, der Funktion Loga
rithmus und der Funktion Arcustangens. Diese Funktionen genügen 
also, um alle rationalen Funktionen zu integrieren. 

§ 134. Das Integral f8l (xr,, Xr,, ... , xrk) dx. Durch ffi 
deuten wir eine rationale Operation an. r 11 r2 , ••• rk sollen rationale 
Zahlen sein.1) 

Es sei, wenn wir alle r auf denselben Nenner bringen, 

Setzen wir jetzt 

so wird unser Integral 

j»t(t"•, t"•, ... , t"k) nt"- 1dt, 

n9l(tn•, t"•, .. . , t"k)t"- 1 ist aber eine rationale F!mktion. 

§ 135. Das Integraljll(x, Yaox2+2a1x+~)dx.2) Setzt 
man 

Y = Va0 x1 + 2a1x + a11 

so stellt diese Gleichung die eine Hälfte einer Kurve zweit~r Ord-

1) Wir wollen a: und nachher t auf positive Werte beachrll.nken. 
2) Wir befinden uns in einem Intervall, wo a0 a:1 + 2~a: + a. nir

gends negativ ist. a:0 iat ein spezieller Wert aus diesem Intervall und 

Yo = lfao Xo 1 + 2 al :X:o + ae • 
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nung dar (x0 , y0) sei ein spezieller Punkt davon. Dann schneidet 
jede Gerade durch (x0 , y0), also jede Gerade 

Y- Yo- (x- x0)t 
die Kurve in einem Punkt. Setzen wir in 

'!l = a0 x2 + 2a1 x + a1 

y = y0 + t (x - x0) ein, so ergibt sich (für x < x0) 

2y0t + (x- x0) t1 = a0 (x + x0) + 2a1 , 

also 

und 

Die Koordinaten eines Kurvenpunktes lassen sich hier als ratio
nale Funktionen r(t), s(t) eines Parameterst darstellen. Eine solche 
Kurve heißt eine rationale. Die Kurven zweiter Ordnung sind 
also rationale Kurven. 

Hierauf beruht es, daß wir 

jm(x, Jla0 xi + 2a1 x + a,)dx 

in ein Integral einer rationalen Funktion transformieren können. 
Man erhält nämlich, wenn man die neue Veränderliche t einführt, 

Jm (r(f), s(t)) r' (t) dt 
und ffi (r(t), s(t)) r' (t) 
ist eine rationale Funktion. 

Bemerkungen. Wenn a1 > 0 ist, können wir x0 = 0, y0 = Y a1 

setzen. Danu wird 

2tVa;- 2a,. ao va;- 2a,t + t'Jiä; 
X = a - t1 ' 'Y = a - t 1 - • 

0 0 

d = 2 a0 Vä;- 2a1 t + t'~. 
X (ao- t')' 

Wenn a1 < O, so ist a0 x2 + 2a1x + a2 

für x = 0 negativ und in dem Intervall, worin wir integrieren, posi
tiv. Es gibt also einen Wert x0 , so daß 

y0 2 = a0 x0 2 + 2a1 x0 + a2 = 0 ist. 
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Wir haben in diesem Falle 
2 (a0 :r0 + CJx) 2 (a0 x 0 + a1 ) t d _ 4(a0 :r0 + a1 )tdt 

X = Xo- ao- tt 1 Y = - ao- tt ' X - - (ao- t')t . 

Wäre a0 x11 + a1 = O, so hätte man 

a0 x2 + 2a1 x + a1 = a0 (x- x0) 2 

und Ya0 (x- x0) 2 = ± (x- x0) Yä;;, 

so daß al(x, Ya0 x2 + 2a1x + a1) eine rationale Funktion ist. 
Wenn die Kurve nicht ganz im Endlichen liegt, so kann man 

(x0 , y0) ins Unendliche rücken lassen. Die Geraden 

Y - Yo = (x- x0) t 
werden dann parallel zu einer der beiden Geraden 1) 

y = xYa0 und y =- x"Vä;;. 

Wir setzen daher z. B. 

also 

x, y werden wieder rationale Funktionen von t. 

§ 136. Integration binomischer Differentiale. a, b seien 
Konstanten und m, p, q rationale Zahlen. Dann nennt man 

xP(a + bxm)qdx 

ein binomisches Differential. Mit der Integration solcher Diffe
rentiale hat sich schon Newton beschäftigt. 

Wir setzen J = jxt>(a + bxm)qda.:. 

Führen wir die neue Veränderliche 

a + bxm = t 

ein, so wird 
1 {t (t -· a)p!l-l 

J=- ~ -- dt. 
m b. b 

1) Im Falle a0 < 0 liegt die Kurve ganz im Endlichen. Ilire Gleichung 

läßt sich schreiben - a0 (x + a1)_
2 + y' = a1 _ llx!. 

ao «o 
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Ist 
tn 

eine ganze Zahl, so setzt sich 
p+l_l 

fle b a) m 

rational aus t und f:l zusammen. Wir haben also ein Integral von 
dem in § 134 besprochenen Typus vor uns. Die Integration wird 
dadurch bewerkstelligt, daß man, wenn n der Nenner von q ist, 

t-u" 

setzt. Dann wird J -Juqn ("7' b a)P!1-1 nu"-tdu, 

also das Integral einer rationalen Funktion. 
J läßt sich auch so schreiben: 

J =.{xP+mq (b + ax-m)9dx-JxP• (b + axm•)9•dx, 

wobei 

ist. Die Integration gelingt, wie wir wissen, wenn 

P1 + 1 = _P + mq + 1 = _ (P+ 1 + q) 
m1 111 m 

oder P+1+ ---;;- q 
eine ganze Zahl ist. 

J läßt sich also in ein Integral einer rationalen Funktion trans
formieren, wenn eine der beiden Zahlen 

P+l P+ 1+q ganzist. 
m ' m 

Durch die Transformation x = ek geht J über in 

k .{s<P+l)k-t(a + bz"lk)2dz = k Jsp' (a + bzm')2dz. 

Bringt man l) und m auf denselben Nenner und setzt ihn gleich 
k, so sind p' und m' ganze Zahlen. 

Wenn nun auch q eine ganze Zahl wäre, so hätte man ein In
tegral einer rationalen Funktion. 
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J läßt sich also auch dann in ein Integral einer rationalen Funk
tion transformieren, wenn q eine ganze Zahl ist. 

Am einfachsten lassen sich unsere Resultate aussprechen, wenn 
wir das Integral J vorher auf die Form 

J= jtP(a.+bt)9df 

bringen. 1) Dann gilt folgendes: J läßt sich in ein Integral einer ra
tionalen Funktion verwandeln, wenn eine der drei Zahlen 

p,q,p+q 
ganz ist. Zu diesem Resultat gelangte auch Newton. 

§ 137. Das Integraljlß (cosx, sinx) dx. Ein solches In
tegral läßt sich immer in ein Integral einer rationalen Funktion 
transformieren. Man hat nach den Additionstheoremen für sm x 
und cosx 

cos x = cos2 ~ - sin2 ~ sin x = 2 ein x cos ~ 
2 2 ' 2 2 

oder 
cos' ~- sin' ~ 2 sin!?... cos .::_ 

2 2 . 2 2 
COS X = , Sln X = , 

Ja;+ .,x ,x .,x cos 2 sm 2 cos 2 + sm 2 

weil cos2 : + sin2 : = 1 ist. 

Wenn nun cos: ~ 0, so können wir im Zähler und im Nenner 

durch cos11 ; dividieren und erhalten dann 
1- t' . 2t 

cosx = 1 + ti' smx = 1 +tt' 

wobei 

Beschränken wir x auf das Intervall(- n, n), so ist 
X 2dt 
2 = arctgt, also dx = t+ti' 

und unser Integral wird 

f (1- t' 2t ) 2dt 
m 1 +t'' 1 + t' 1 + t2 • 

1) Um das zu erreichen, wendet mau die Transformation :xr = t a.n. 
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Nun ist aber 

eine rationale Funktion von t, weil 91 eine rationale Operation be
deutet. Wir haben also ein Integral einer rationalen Funktion. 

Nach dieser Methode läßt sich z. B. 

j·~x 
SlnX 

sehr leicht berechnen. Es wird nämlich 

J s:xx = J ~ t = 0 + logt also J a:nxx - 0 + log tg : · 

Wenn 91 ( u, v) die Eigenschaft 

91(-u, -v)=9't(u, v) 

ha.t, so können wn· 91 ( cos x, sin x) rational durch t =-= tg x aus
drücken. 

, ~X . ~X 
In der Tat 1st cos x = · , sm x = -;=:===== 

y'coa 1 x + sin 1 x y'cos 1 x + sin 1 x 

also, wenn cos x < 0, 
+1 . +t cosx =-=--- smx = - · 

Y1+t'' J!1+ti 
9l ( cos x, sin x) setzt sich also rational aus t und Vl + t1 zu

sammen. Es wird ein Bruch von der Form 

ffi .... .A (t) + B (t) V~ 
Al(t) +Bl(t) Vl + t! 

sein, wo A, A11 B, B1 ganze rationale Funktionen bedeuten. 
Multipliziert man Zähler und Nenner mit 

A1 (t) - B1 (t) yr+t2, 
so kommt R(t) -t-S(t)V1 + t2, 

wobei R(t) und S(t) rationale Funktionen von t sind. 

Nun soll 91(- cosx,- sinx) = 9l(cosx, sinx) 

sein. - cos x, - sin x entstehen aber dadurch aus cos x, sin x, daß 

man yr+t2 durch - Vl + t1 ersetzt. Es ist also 
Kowalewski, Differential- und Integralrechnung. 4. Aufi, 12 
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R(t) + S(t)Jil + t' ==R(t) -S(t)Jil + t1, 

d. h. S(t) = 0 und Sl(cosx, sinx) =R(t). 

Beschränken wir x auf das Intervall (- ; , ; ) , so ist 

dt 
x = arctg t, dx = 1 + t' · 

JR(t)dt Unser Integral lautet also 1 + tt · 
Die Eigenschaft 9!(- cosx, -sinx) = m(cosx, sinx) 

läßt, wenn man die Formeln 

cos (x + n) = - cos x, sin (.x + n) = - sin x: 
beachtet, sich auch so auffassen, daß 

m (cos x, sinx) 
eine Funktion von x mit der Periode n ist. 

Hat man z. B. das Integral 

!a cos 1 x ~ b sin 1 x 1 

so geht es vermöge tg x = t über in 

f dt 
a + bt1 ' 

§ 138. Das Integral Jcosm x sin" x d x. Wir nehmen an, 
daß m und n ganze Zahlen sind. Das Integral ist also ein Spezial
fall des allgemeinen iri § 137 betrachteten Integrals und läßt sich 
in ei11. Integral einer rationalen Funktion transformieren. Es läßt 
sich auch als Integral eines binomischen Differentials schreiben. 
Setzen wir z. B. sin2 x = t also cos2 x = 1 - t 

' ' 
so wird unser Integral 

Jn-1 m-1 

~ t-2- (1 - t)_'_dt. 

Die drei Zahlen p, q, p + q, auf die es nach § 136 ankommt, sind 
hier n-1 m-1 m+n-2 

·-2-, -2-, 2 
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Eine von ihnen ist sicher ganz, so daß wir auch auf diesem 
Wege die Zurückführbarkeit unseres Integrals auf ein Integral einer 
rationalen Funktion erkennen. 

Wir wollen jetzt Reduktionsformeln entwickeln, die es erlauben 
die absoluten Beträge von m und n möglichst herabzudrücken. 

Auf J ~os"'- 1 x · sin" x cos xdx m, n J \ 
läßt sich die partielle i.ntegration anwenden. Sie liefert, voraus
gesetzt, daß n + 1 ~ 0 1st, 

cosm- 1 X sin"+ 1 :i; m -1 
Jm," = n + 1 + n + 1 Jm-B, nH· 

Ebenso erhält man aus 

J -j~os"'x sinx · sin11 - 1 xdx m,n 

durch partielle Integration, vorausgesetzt, daß m + 1 < 0 ist, 

cosm+l x sin"- 1 x n -1 
J =- +-J m,,. m+l m+l m+J,n-2· 

Nun ist aber 

Jm-s, n+J = Jcosrn-tx sin"+'xdx = j~os"'- 2 x sin"x(l- cos2 x)dx 

und 

JmH, n-:t =Jcosm+2x sin"- 2 xdx = Jcosmx sin"- 2 x(l- sin2x) dx 

= Jm, n-~- Jm, n· 

Also lassen sich unsere obigen Formeln auch so schreiben, 

(vorausgesetzt, daß m + n·~ 0 ist,) 

cos'" -l x sin" + 1 x m - 1 
,J = +--J m," m + n m + n m-s," 

und J cos"'+ 1 x sin"- 1 x n -1 
=- +--J "'•" m+n m+n m,n-2· 

Ersetzt man in der ersten Formel m durch m + 2 und löst 
nach Jm, 11 auf, so kommt 

J . = _ cosm+ 1x sin"+ 1x m + n + 2 J 
m,n m+t + m+l m+2,n" (m + 1 ~0). 

12* 
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Ähnlich erhält man aus der zweiten Formel 

cos"'+ 1 x sin"+ 1 x m + n + 2 J 
J".,"'"'" n + 1 + n + 1 m, "+2' (n + 1 < 0). 

Mit Hilfe dieser Reduktionsformeln kommt man schließlich auf 
die neun I~tegrale 

Jo, oi J,., ti J-1, -ti Jo, ti Jo, --1i J,., oi Jt, -ti J-1, o·; J_l, 1· 
Man hat aber 

J0 , 0 == jax = 0 + x, J0 , 1 =}~inxdx- C- cosx, 

J1 , 0 - Jcosxdx = 0 + sinx. 

Ferner ist J COBX • 
J1 1 = -.-dx = 0 +log smx, 
,-. SlUX rsinx 

J 1 1 = -- d:t = 0- log cos x, 
- • • COS X 

Jo, -t = f s~nxx = 0 +log tg:' 

J_t, o = J c:sx x = 0 + log tg (; + :) · 
Alle diese Integrale haben wir schon früher berechnet. 

Die beiden noch fehlenden Integrale J1 , 1 , J_ 1 , _ 1 lassen sich 
auch ohne weiteres finden. Man hat nämlich 

J 1 , 1 = Jcosx sinxdx = tf;in(2x) d(2x) = 0- t cos2x 

und J_t, -t = !cos::inx =.!s~n<~;~) = C + logtgx. 

§ 139. Das Integral 

j • dx 

A cos x + 8 sin x · 

Anstatt dieses Integral nach der allgemeinen Methode in § 137 zu 
behandeln, kann man auch so verfahren. 

Hilfssatz. Wenn A und B nicht beide Null sind, läßt 
eich eine Zahl x0 so wählen, daß 

A . B . d 
-r=::==~ =- Slll X .... COS X Wlr . 
YA'+B' 0 ' YA'+B' 0 
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Da B:VA'+B2 dem Intervall (-1, 1), dem Definitionsinter
vall von arc cos x, angehört, so ist 

B 
arc cos - ~ 

YA'+B' 
eine Zahl in (0, n). Daher ist sin ~ > 0 und sin (- ~):;;; 0. Je nach
dem A >- 0 oder A < 0 ist, setzen wir1) 

x0 = ; oder x0 = - ~. 

Dann gelten sicher die behaupteten Formeln. 
Nach dem obigen Hilfssatz können wir unser Integral so 

schreiben 

f dx 1 f dx 
A cosx + B sinx = y'A•+B' cosx sinx0 + ainx COIII:o 

Also wird 

1 fd(x + x0) 

= y ..4.' +B• sin (x + x0 ) • 

f dx .,. O + 1 lo t x + x0 • 

A cos x + B sin x y A • + B' g g 2 

Das Integral JA sin x + d; cos x + G 
nimmt mittels nnseores Hilfssatzes die Form an 

1 . r -:--d_x__,--,....-
y At + BiJ cos (x - x 0 ) + c • 

Setzen wir x- x0 = 2u, so haben wir das Integral 

zu betrachten. Da 

cos 2u = cos'u - sin'u und 1 = cos'u + sin'u 

ist, so wird f du r du 

cos2u-/-c = J (c+ 1) cos1 u + (c-1) sin1 u · 

Wie man dieses Integral berechnet, wissen wir aber aus § 137. 

1) x0 gehört dem Intervall (- n, n) an. Die eine der beiden Grenzen 
kann man ausschließen und z. B. fordern, daß - n < x0 < n sein soll. 
Dann ist x0 eindeutig beatimmt. 
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f dx Das Inte!lml . . 
0 a0 COS1 X+ 2~ COB X BlD X + 11t Bin! X 

ist gleich 

§ 140. Die Integrale 

B=ao-a. 
2 ' 

J e-m cosbxdx, J e-a1 sinbxdx. (a < 0, b < 0) 

Durch partielle Integration ergibt sich im ersten Falle 

f e"'"' sinbx af . 
e"'"' cosbxdx = b - b eu smbxdx, 

f e"'"' cos bx aj" im zweiten e"'"' sin bxdx = - b + b e"'"' cos bxdx. 

Man hat also, wenn 

Je""" cos bxax = F, fe""' sin bxdx = G 

gesetzt wird, aF- bG = e"'·~ cosbx, 

bF + aG = e"':r sinbx. 

Hieraus folgt F= (a coabx + b ainbx)ea:r 
a1 + b' ' 

G = (- b cos bx + a sin bx) eu. 
a1 + b1 

§ 141. Das Integral 

J<arc sinx)"'dx. 
Man setze arc sinx = u. 

Dann wird J<arc sinx)"'dx =.{u'" cosudu. 

Durch partielle Integration ergibt sich 

(m = 1, 2, 3, ... ) 

Jum cos udu =um sin·u- mjum-lsin udu, 



Jum-l sinudu =- um-l cosu + (m- l)jum-! cosudu 

usw., bis man auf Jcos udu oder .{sin udu kommt. 

§ 142. Die Integrale 

J x- arc sinxdx, Jxm arc tgxdx. (m = 1, 2, 3, ... ) 

Durch partielle Integration findet man 

xm arc sm xd x = - --- · f . x"'+ 1 arc sin x 1 fxm+ldx 
- m + 1 m + 1 }11 - x' 

f xm+ldx 
--===wissen wir aber zu integrieren (nach § 135). 
}11 x' 

Ebenso findet man im zweiten Falle durch partielle Integration 

j • m _ xm+l arc tgx _ _ 1_.jxm+ldx. 
x arctgxdx- m+ 1 m+ 1 1 +x' 

JJ;m+ldx 
1 + x' können wir aber berechnen. 

Kapitel XIV. 

Bestimmte Integrale. 
§ 143. De1lnition. f(x) sei wie in § 129 m dem Intervall 

<a, b) stetig. 
Wir verstehen unter .ß eine Zerlegung von <a, b) in p Teil

intervalle (a, x1), (x11 x,), ... , (x11 _ 1 , b) 

(a<x1 <x2 < ... < x1>_ 1 <b) 

und bezeichnen allgemein mit m («, {J) und M(a, {J) den kleinsten 
bzw. größten Wert von f(x) in (a, {J). Ferner bilden wir die Aus
drücke 

b 

s(.ß) = (x1 - a) m (a, x1) + (x2 - x1)m(X11 Xs) 
a 

b 
+ · · · + (b- x11 _ 1)m(x11 _ 11 b) 

und S (.ß) = (x1 - a) M (a, x1) + (x,- x1)M(xu x,) 
a 
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In § 129 wurde gezeigt, daß sie einem gemeinsamen Grenzwert 
zustrehen, wenn ,ß eine ausgezeichnete ,ß-Folge durchläuft. 

Diesen Grenzwert bezeichnet man mit 
b 

jf(x)dx ("Integral a bis b f(x)daf~ 
a 

und nennt ihn ein bestimmtes Integral. (a, b) heißt das Inte
grationsintervalL 

b b 

Da s(.8) aufsteigend und 8 (.8) absteigend nach dem Integral 
a a 

konvergim·t, wenn wir ,ß eine ausgezeichnete ,ß Kette durchlaufen 
lassen, so ist beständig • 

b b b 

~(,ß) <.{f(x)dx< § (8). 
" 

~1 sei ein beliebiger Wert aus (a, x1), ~~ein beliebiger Wert aus 
(x11 x1), ... , ~Pein beliebiger Wert aus (xP_ 11 b), und man setze 

b 

\S(ß) = (x1 - a)f(~1 ) + (x,- X 1)((;1) + · · · + (b- xP_ 1 )f'(~p). 
" 

b b b 

Dann ist s(ß) < \S(,ß) S 8(.8). 
{I a a 

Läßt man also .8 eine ausgezeichnete .8-Folge durchlaufen, so wird 
b b 

lim\S(ß) jr(x)dx. 
a a 

§ 144. Direkte Berechnung bestimmter Integrale. 1. Wir 
wollen von der obigen Definition ausgehend 

" .Je:ax (b > 0) 
0 

berechnen. Wir teilen zu diesem Zwecke (0, b) in p gleiche Teile 

10 !!__) /.!!... ~\ · ·· j(P-l)~ b\. 
\'P'\P'P/' '\ P '/ 

( 
b Sb (p-l)b) 

Dann ist ~ (.8) = _! ,.o + eP + c'P + ... + e P-
o p 
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und 
b. ( b 16 pb) b b 

8(8) =!. ev + e-;-+ · · · + eP = s(B)e"P. 
0 P a 

Die geometrische Reihe • 
~ lb (p-1)6 

tP + e11 + e 11 + · .. + e 11 

hat aber die Summe b 

e"-1 

Nun ist, wenn wir p die Folge 1, 2, 3, ... durchlaufen lassen, 
b b 

lime11 -1 und eP-1 
lim-b-=loge -1, 

p 
,, 

also j'ea:dx- e6 -l. 
0 

2. Es sei O<a <b und jd: 
a 

zur Berechnung vorgelegt. Wir setzen 

"- vb " a 
und wählen x1 , x1, .. , x11 _ 1 in folgender Weise: 

xt = a"P' x2 = xt "p: •.. ' xp-t = xp-1 "P' 

d. h. x1 = a"11 , x1 = a"/' ... , x11 _ 1 = axl- 1 

Da.nn wird x1 - a .... a("11 - 1), 

x1 - x1 = x1("11 - 1), 

b- x11 _ 1 = x11 _ 1 (x11 - 1), 

also b (a X X ) 1 s(.ß) = (" - 1) - +-1 + · · · +...L-=-1 =p(" -1)-, 
a P X1 x, b P x 

fl 
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und S(ß) = (xp- 1) (: + ~ + · · · + :P-1) =-=p(xp-1), 
" p-1 

b 

mithin p(xp-1) :P ~ jd: ~p(xP- 1) . 
.. 

Da nun lim "~' = 1 und 

limp(xp-1) = limp ev~ -1 )=log : 
b 

ist, so haben wir f d:e --z= Iogb -loga. 

§ 146. Verallgemeinerung des Integralbegriffs. Wir 
haben das bestimmte Integral nur für den Fall definiert, daß f(x) in 
dem Integrationsintervall (a, b) stetig ist. 

Diese Voraussetzung wollen wir jetzt fallen lassen. 
8 sei eine Zerlegung des Intervalls (a, b) in die Teilintervalle 

(a, x1), (x11 x2), ... , (xp-u b). 

(a < x1 < · · · < xp-t < b). 
g1 sei ein beliebiger Wert aus (a, x1), g2 ein beliebiger Wert aus 
(x11 x2'>, .. . , ~Pein beliebiger Wert aus (xp_ 1 , b). 

Wir wollen die Summe 

(xl- a)f(~l) + c~- x1) f(gs) + ... + (b- a;p-l)f(gp) 
b 

wie in § 14ä mit S(8) .. 
bezeichnen und einenS-Ausdruck nennen. Liegt eineS-Folge vor, 
d. h. eine Folge von S-Ausdrücken, und ist die zugehörige 8-Folge 
eine ausgezeichnete (vgl. § 129), so soll auch dieS-Folge aus
gezeichnet heißen. 

Wir nennen f(x) in (a, b) integrierbar, wenn jede aus
gezeichnete S-Folge konvergent ist. 

Satz 1. Wenn f(x) in (a, b) integrierbar ist, so haben 
alle ausgezeichneten S-Folgen denselben Grenzwert. 

Sind nämlich 

S 11 151 , S 8,... und 1511 152, S3 , ••• 
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ansgezeichnete S- Folgen, so ist auch 
S 1 , S 11 S 1, ?S,, \5111 @38 , ••• 

eine solche. Diese Folge ist also konvergent. Alle Teilfolgen einer 
konvergenten Folge haben aber denselben Grenzwert. Insbesondere 
ist daher lim S;. ... lim S"' . 

Man bezeichnet den gemeinsamen Grenzwert der ansgezeichneten 
b 

S-Folgen mit jf(x)dx ("lnteg~·al a bis b f(x)dx") 

und nennt ihn ein bestimmtes Integral. 
b 

Satz 2. Wenn jr(x)dx 

existiert 1), so läßt sich jedem positiven E ein positives h 
entgegenstellen derart, daß jeder Ausdruck 

b 

S(ß), 
a b 

bei dem alle Teilintervalle kleiner als h sind, von jr(x)dx 
a 

um weniger als E abweicht. 
Bildete E0 (> 0) eine Ausnahme von dem Satze, ließe sich ihm 

also kein h von der angegebenen Beschaffenheit entgegenstellen, so 
würde auch h = 1/n (n = 1, 2, 3, ... ) nicht ausreichen. Es gäbe also 
einen Ausdruck 1> 

S,.=\5(8"'), 
a 

b 

der von jr(x)dx mindestens um E0 abweicht, während die Teilinter-
a 

valle von Bn alle kleiner als l;n sind. \511 @31 , S 8 , ••• wäre dann eine 
b 

ausgezeichneteS-Folge, die nicht den Grenzwertjf(x)dx hat. 
a 

Folgerung. Wenn f(x) in (a, b) integrierbar ist, so gibt es 
eine Zahl.A. derart, daß in dem ganzen Intervall (a, b) 

lf(x) I< .A. ist. 

1) Diea soll heißen, daß f(:e) in (a, b) integrierba.r ist. 
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Eine Funktion, deren Betrag in einem Intervall immer kleiner 
als eine Konstante ist, nennen wir in diesem lntel'Vall beschränkt. 

Eine in (a, b) integrierbare Funktion ist also in (a, b) 
beschränkt. 

Nach dem obigen Satze hat man nämlich 
b b b 

.fr(x)dx- E < S(8) <ft(x).dx + E, 
a ~ a 

(E > 0) 

sobald alle' Teilintervalle von 8 kleiner als eine gewisse Zahl6 sind. 
Besitzt eine Zerlegung .8 diese Eigenschaft, so bleiben jene Ungleich
ungen bestehen, wenn man g• in (x,._., x,.) beliebig variieren läßt 1) 

und die iibrigen g festhält. Es gibt also r.wei Zahlen, zwischen denen 

(x,. -x,._1)((g,.), 

folglich auch zwei Zahlen, zwischen denen ((g,.) beständig liegt, wenn 
g. irgend ein Wer.t aus (x,._ 11 x,.) ist. f(x) ist also in jedem Teil
intervall (x,._ 11 z,.) beschränkt (v =-= 1,2,3, . .. ,p), mithin auch in (a., b). 

§ 146. Obere und untere Grenze einer beschrinkten 
Zahlenmenge. IDl sei eine Menge von Zahlen, die alle zwischen A 
und B liegen. Die sämtlichen Rationalzahlen zerfallen dann in zwei 
Klassen, solche, die größer als alle Zahlen von IDl sind, und solche, 
die diese Eigenschaft nicht haben. Jede Rationalzahl, die größer als B 
(kleiner als A) ist, gehört zur ersten (zweiten) Klasse. Offenbar ist 
die hier gemachte Einteilung aller Rationalzahlen einSchnitt.' M sei 
die durch ihn definierte Zahl. Man iiberzeugt sich leicht, daß M von 
keiner Zahl der 1YJ enge iibertroffen wird, während jede 
kleinere ZahlM- E (E>O) diese Eigenschaft nicht mehr hat. 

Setzen wir E = 1/n, so gibt es in IDl eine Zahl X11 , die den Un-

gleichungen M _..!.. < x ~ M 
n n-

geniigt. Offenbar ist dann lim X11 .... M. 
Es gibt also eine Folge, die nur aus Zahlen von IDl besteht und M 
als Grenzwert hat. N atiirlich brauchen die X11 nicht alle verschieden 

zu sein.2) 

l) Wir setzen a=x0 , b = x. 
2) Besteht z. ß. IDl nur aus ßer Zahl .x, so sind alle .x,. gleich .x. 
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Ebenso leicht ergibt sich die Existenz einer Zahl ft von der Be
schaffenheit, daß keine Zahl von rol kleiner als ft ist, während es 
immer eine Zahl in ID1 gibt, die kleiner ist als ft + E ( E > 0). 

Es gibt eine Folge, die nur aus Zahlen von ID1 besteht und den 
Grenzwert ft hat. 

Man nennt ft die untere und M die obere Grenze von ID1. 
Ist ID11 eine Teilmenge von ID1 und fi't die untere, M1 die obere Grenze 
von ID11 , so hat man ft < ftt ~ M1 ~ M. 

" 
§ 147. Monotone Polgen mit dem Grenzwert Jt(~)dx. 

b a 

Wennjf(x)dx existiert, so istf(x) in (a, b) beschränkt (vgl. § 145). 
a 

Die Werte von f(x) in (a, b) bilden also eine beschränkte Zahlen
menge. Die untere Grenze dieser Zahlenmenge wollen wir mit ft (a, b), 
die obere Grenze mit M(a, b) bezeichnen. Wenn (a, ß) ein Teilinter
vall von (a, b) ist, so hat man 

tt(a, b) < tt(a, ß) ~ M(a, ß) ~ M (a, b). 
Wir wollen jetzt eine Zerlegung .8 von (a, b) betrachten und 

die beiden Ausdrücke 
b 

8 (.8) = (;r1 - a)M(a, x1) + (x9 - x1)M(x11 x1) + · · · 
" 

b 
+ (b-xP_ 1)M(xp-u b) 

und s(.8) = (x1 - a)tt(a, x1) + (x~- x1)tt(x1 , x1) + · · · 
(" 

b b 

bilden. Offenbar sind s(ß) und 8(.8) die untere und die obere Grenze 
" " der Summen 

b 

S (.8) = (x1 - a )f(~t) + (xs- xt)f(~s) + · . · + (b - xp-t)f(~P) 1 

" (a<;1<x11 x1 <;, < x21 .. . , xp-l <~P <b) 
die zu der Zerlegung .8 gehören. Unter diesen Summen gibt es daher 
sowohl eine Folge 

b 

6 11 159 , 1581 ••. mit dem Grenzwert 8(.8) 
a 
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als auch eine Folge 
b 

fu l2 , fs, ... mit dem Grenzwert s (B) . 
Q. 

Nach Satz 2 ist nun 
b b 

jjf(x)dx- @5,. j <E,I jr(x)dx-f,. / < E, 
a a 

sobald alle Teilintervalle von B kleiner als ~ sind. Daraus folgt 
b b b b 

\.{f(x)dx- ~ (.8) I :5: E, I J f(x) dx-! (B) j ~ E. 
a a 

Lassen wirB eine ausgezeichnete B-Folge B1 , ß2 , B8 , ••• durchlaufen, 
b b 

so werden fast alle s (B,.), S (Bn) zwischen 
a a 

b b 

jr(x)dx- E und jr(x)dx + E 

a a 

liegen. Das bedeutet aber, da E eine beliebige positive Zahl ist, 
b b, b b 

lim s(B,.) ~ jf(x)dx, lim S(ß..) = jf(x)dx. 
a a a a 

Ist Bu B9, B8 , ••• eine ausgezeichnete B-Kette, so ist die Folge 
,, b b 

s(B1), s(B2), s(B8), ••. aufsteigend 
a a a 

b b b 

und die Folge 8(B1), 8(.82), 8(B3), ••• absteigend. 
a a a 

Da man von jeder Zerlegung ausgehend eine ausgezeichnete 
B-Kette bilden kann, so ist immer 

b b, b 

s(.8) :5: { f(x)dx :5: 8(.8). 
a • a a. 

Insbesondere hat man 
b 

(b- a)p,(a, b) ~jf(x)dx S (b- a)M(a, b). 
a 
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§ 148. Oberes und unteres Integral einer beschrAnkten 
Punktion. Wenn f(x) in (a, b) beschränkt ist, haben die beiden 

b b 

Ausdrücke s(ß) und 8(.8) einen Sinn. Läßt man nun .8 eine ausge-
a a · 

b 

zeichnete .8-Kette durchlaufen, so durchläuft s (.8) eine aufsteigende, 
a 

b 

8 (.8) eine absteigende Folge. Beide Folgen sind beschränkt, da alle 
a 

ihre Glieder größer gleich (b-a)p(a,b) und kleiner gleich (b-a) 
M(a, b) sind. Der Grenzwert der ersten Folge wird mit 

h 

Jt(x)dx 
a 

bezeichnet. Man nennt ihn das untere Integral von f'(x) in (a, b). 
Der Grenzwert der zweiten Folge heißt das obere Integral von f(x) 
in (a, b) und wird mit b 

jf(x)dx 
a 

bezeichnet. Offenbar ist immer 
b b 

jf(x) dx<jf(x)dx. 
a a 

Man kann beweisen, daß dieselben Grenzwerte herauskommen, 
wenn man .8 eine beliebige ausgezeichnete ß-Folge durchlaufen läßt. 
Dieser Nachweis wird ganz ähnlich wie in § 129 geführt. Nur ist 
für m immer p und M immer M zu setzen. 

Sind das obere und das untere einander gleich, so sind sie beide 
gleich b 

jf'(x)dx. 
a 

b 

Man sieht, daß .{rCx)dx dann und nurdann existiert, wenn 
a 

f(x) in (a, b) beschränkt und 
b b 

jr(x)dx = JrCx)dx ist. 
a a 
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§ 149. •lttlere Schwankung einer beaohrinkten Punk
tion. Die Differenz M(a, b)-p.(a, b), 

also die Differenz zwischen der oberen und untaren Grenze nennt man 
die Schwankung von f(x) in (a, b). Wir wollen sie mit tl(a, b) 
bezeichnen. Man überzeugt sich leicht, daß t1 (a, b) dieobere Grenze 
der Werte lf(x)- f(x) I ist (a~ x ~ b, a ~ x ~ b). 

Nehmen wir eine Zerlegung .S vor und bilden 

.8) (x1 -a)a(a,x1)+(x1 -X1 )a(x11 x1)+···+(b-a: 1)a(x 1 b) tl( """ II- 1- 7 7 
b-a 

so ist diese Zahl nicht kleiner als die kleinste und nicht größer als 
die größte unter den Zahlen 

c1(a, x1), t1(x11 x1), .•• t~(xp-u b). 
Sie ist, wie man sagt, e i n Mitte 1 wert dieser Zahlen und heißt die 
mittlere Schwankung der .lfunktionf(x)in den Teilintervallenvonß. 

Läßt man nun ß eine ausgezeichnete ß-Folge durchlaufen, so 
strebt tS(ß) einem Grenzwert fl zu, und zwar ist 

b b 

t1= b' ~ a {jf(x)dx- ]t(x)dx } . 
a (~ 

Man bezeichnet t1 als dje mittlere Schwankung von f(x) in (a, b). 

§ 160. Integrabllltitakriterium. Wir können jetzt folgendes 
Integrabilitätskriterium aussprechen: 

b 

jf(x)dx existiert dann und nur dann, wenn f(x) in (a, b) be-
~~ 

schränkt ist und die mittlere Schwankung Null hat. 
Um zu erkennen, ob eine beschränkte Funktion f(x) in (a, b) 

die mittlere SchwankungNullhatodernicht, braucht man nur irgend 
eine ausgezeichnete ß-Folge ßu ,ß1, ,ß8, .•• zu nehmen und zu prüfen, ob 

lim tS(,ß.) .... 0 ist. 

Man kann das Kriterium auch so formulieren: 
b 

,{f(x)dx existiert dann und nur dann, wennf(x) in (a, b) be-
~~ 
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schränkt ist und sich jedem positiven E eine Zerlegung .8 
des Intervalls (a, b) entgegenstellen läßt, für welche <1(.8) 
kleiner als E wird. 

Man erkennt mitHilfedieses-Kriteriums, daß aus der Existenz 
von b 

jr(x)dx 
a 

die von }r(x)dx .. 
folgt (a ~ o: < fJ < fJ). 

Ebenso sieht man, daß aus der Existenz von 
... Cis b 

ft(x)dx,.[f(x)dx, ... jr(x)dx 
a ... 

(a < a1 < · · · < a11 _ 1 < b) 
b 

die Existenz von jr(x)dx folgt. 
a 

Aus der Definition des bestimmten Integrals in § 146 ergibt 
b a, Cis b sich, daß 

Jr<x)dx- jr(x)dx+ ft(x)dx+· · · + jf(x)dx. 
" a a, "p-1 

Wir wollen festsetzen, daß .. 
}f(x)dx (a < b) 
b 

b 

immer gleich - j{(x)dx 
a .. 

sein soll und j{(x)dx 
a 

immer gleich Null. Dann gilt folgendes: 
Wenn c1 , c11 .. cP irgend welche Zahlen sind und die Integrale 

c~+l 

.fr(x)dx (v = 1, 2, ... , p- 1) 
c. 

Kowalewaki, Ditrerenüal- und Integralrechnung. 4. Aull. 13 
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existieren, so existiert auch /r(x)dx, 
c, 

und man hat 

§ 151. Monotone Punktionen. Wenn f(x) in (a, b) mo-
6 

noton ist, so existiert jf(x)dx. 
a 

Zunächst sieht man sofort, daß f(x) beschränkt ist. Um sich zu 
überzeugen, daß die mittlere Schwankung Null ist, zerlege man (a., b) 
in die p gleichen Teilintervalle (x,._ 11 x~ ), wobei 

Dann wird 1) 

X'' =a+v(b-a). ) (v =0, 1, . .. ,p 
p 

6(xy-1J xy) = ± ff(xy)- f(x._l)} 

und 6(.8)- ± b; ~{f(x1) -f(x0) +f(xs)- f(xl) + · · · 

+ f(x")- f(x"_l)}""" ± b Pa {f(b)- f(a)}. 

Lassen wir p die Folge 1, 2, 3, ... durchlaufen, so durchläuft ß 
eine ausgezeichnete ß-Folge, und es wird offenbar 

lim 6(.8) = 0. 

Wir nennen f(x) in (a, b) abteilungsweise monoton, wenn 
( a, b) sich in eine endliche Anzahl von Teilintervallen 

(a, a1), (a11 a1), ••. , (a11 _ 11 b) 

(a<a1 < · · · <ap-l <b) 

zerlegen läßt, sodaß f(x) in jedem Teilintervall monoton ist. 

al a:a b 

Da alsdann jr(x)dx, ,{r(x)dx, . .. , jr(x)dx 
a a, 

1) Je nachdem f(x) aufst-eigend oder absteigend ist, haben wir + oder -
zu schreiben. 
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existieren, so existiert auch 
b 

j{(x)dx. 
a 

6 6 

§ 152. Die Integrale jif(x) + g(x)} dx,_{t(x)g(x)dx und ,. ,. 
6 dx 

JJ'(x) • 1. Wenn ,. 
b b 

jf(x)dx und jg(x)dx 
a a 

existieren, so existieren auch die Integrale 
b b 

j{ f(x)+ g(x) }dx und jf(x)g(x)dx. 
a a 

Da f(x) und g(x) beide in (a, b) beschränkt sind, so sind auch 

f(x) + g(x) und f(x)g(x) 

beschränkt. Aus lf(x) I< A und Jg(x) I< .A. 
folgt nämlich 

lf(x) + g(x)l < 2A und lf(x)g(x) I <.t.f.!. 

Wir setzen 
(a<x<b) 

cp(x) = f(x) + g(x) und t/J(x)- f(x)g(x). 

Dann ist jcp(x)-cp(x)j<Jf(x)-f(x)J+Iu(x)-g(x)l 

und lt/J(x)- 1/J(x) I= if(x) {g(x)- g(x)} + g(x) {f(x)- f(x)} I 

<A{If(x)-f(x)l +lu(x)-g(x)j}. 

Bezeichnen wir also mit 6ü 611 6 1 6' die Schwankungen von f(x), 
g(x), cp(x), 1/J(x) in einem Teilintervall von (a, b), so ist 

6 < 6 1 + 62 , a' < A ( 61 + 61). 

Hieraus ergibt sich leicht, daß die mittlere Schwankung von cp(x) 
und 1/J(a::) in (a, b) null ist, wenn diejenige von f"(x) und g(x) es ist. 

13* 
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b b I> 

DaßausderExistenzvon}fdx undJgdxdiejenigevonJif+g)dx 
a a a 

folgt, kann man auch direkt aus der Definition in § 145 entnehmen. 
Man findet dann gleichzeitig, daß 

b b b 

Jif+g)dx= Jrax + Jgdx 
" " " 

ist. Ebenso kann man aus jener Definition schließen, daß 
b 

Jcfdx-c]fdx 
" " b 

ist (c eine Konstante), wenn }fdx existiert. 

" b 

2. Wenn (f(x)da; existiert und die untere Grenze ven 
·-" b 

lf(x)l in (a, b) positiv ist, so existiert auch J~:). 
" Hat man in (a, b) lf(x)l > B > 0, 

so folgt ,,~)1 < ~. 
Ferner ist 1

1 1 I 1 I _ , f(ii)- f(~) < B, f(x) - f(x) j· 
Bezeichnen wir also mit 6 und (l die Schwankung von f(x) 

bzw. 1 :((~) in einem Teilintervall von (a, b), so haben wir 
a 

11' :;;, BI . 

Hieraus ergibt sich, daß die mittlere Schwankung von 1 :f(x) in 
(a, b) null ist, wenn die von f (~) es ist. 

b 

§ 153. Das Integral }it(x)ldx. Wenn f(~) in (a, b) be-
" schränkt ist, so ist es auch I f(x) J. Ferner hat man 

ilf(x) 1-1 f(x) Ii ~I f(x)- f(x) I, 
also 
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wenn t1 die Schwankung von f(x) und tl die von !f(x) I in einem 
Teilintervall von (a, b) bedeutet. Man sieht hieraus, daß die mittlere 
Schwankung von lf(x) I in (a, b) null ist, wenn die von f(x) ver-
schwindet. b b 

Existiert also jf(x)dx, so existiert auch ./lt(x) d x. 
a a 

Das Umgekehrte gilt nicht. Denkt man sich, daß f(x) für alle 
rationalen x gleich 1, für alle irrationalen x gleich - 1 ist, so ist 
{(x) n i eh t integrierbar. Das untere Integral wird nämlich gleich 
- (b- a ), das obere gleich b- a. Dagegen ist I f( x) I beständig 
gleich 1, also integrierbar. 

b 

Wenn }f(x)dx existiert, so ist immer 
a b b 

j jf(x) dx I < j/f'(x)/ dx. 
" a; 

Um dies zu erkennen, bedenke man, daß der Betrag von 

(x1 - a)((;1) + (x,- X1){(;,) + · · · + (b- x,-1){(;p) 
kleiner oder gleich 

(xt- a) /((~~)I t (x2- xt) lf(~s)l + · · · + (b- xrt)if(~p) i 
ist (a<x1 < · · · < xP_ 1 < b). 

§ 154. Punktionen von beschränkter Variation. Wir 
nehmen eine Zerlegung .8 des Intervalls (a, b) in die Teilintervalle 

(a, x1), (x11 x,), · · ·, (xp_ 11 b) ( a < x1 < · · · < xp-t < b) 
vor und setzen 

I f(xl)- f(a)! + lf'(xll)- f(xJ! + · · · + lf(b) - f(xp_ 1) I = V(B). 
Bilden diese Zahlen V(.8) eine beschränkte Menge, gibt es also 
eine Zahl A, die stets größer als V (8) ist, wie man auch die Zer
legung ß wählen mag, so sagen wir, .daß f(x) in (a, b) von be
schränkter Variation ist. 

Ist die Funktion f(x) in (a, b) von beschränkter Va
riation, so ist sie beschränkt. Aus 

lf(a)- f(x) I + lf(x)- f(b)l < .A. 
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folgt nämlich, da 

und 

ist, 

lf(a)- f(x) I> lf(x) 1-lf(a) I 
if(x)- f(b) I~ lf(x) 1-lf(b) I 

2lf(x)[ < A + if(a) I+ if(b) 1-

Ist f(x) in <a, b) von beschränkter Variation, so ist die 
mittlere Schwankung von f(x) in <a, b) null 

Um dies zu beweisen, zerlegen wir <a, b) in gleiche Teile und 
setzen 

x,. = a + .!'_ (b- a). 
p (v=0,1, ... 1 p) 

Es kommt darauf an, zu zeigen, daß 
1 

11P = P { 11(x0,x1) + 11(x11 x2) + · · · + 11(xr 1 , xP)} 

nach Null konvergiert, wenn p die Folge 1, 2, 3, ... durchläuft. 
Nun ist aber 

a(x0, x1) + 6"(x11 x,) + · · · + 11(xp_1,x11) 

die obere Grenze von 

lfC~~)- rn~) I + llC~,)- rc~,) I+·· · + ltCl,) - f(~p) I· 
(x,._ 1 < ~. < [, < x,.). 

Diese Summe ist aber nicht größer als 

lfCl1)- rc~~) I + lfCit)- f(~) I+ Ire;,) - rci,) I 
+. '. + lf(~p)- f(~,)l, 

also sicher kleiner als A. Folglieh ist 

11 (x0, x1) + 11 (x11 x2) + · · · + 0' (xp_ 1, xp) < A 
und A 

6"p s p' 
also lim 1111 = 0. 

b 

Man kann aus dem Obigen schließen, da.ß Jr(x)dx immer .. 
existiert, wenn f(x) in <a, b) von beschränkter Varia-
tion ist. 

Dies läßt sich auch auf eine andere Weise erkennen. Es gilt 
nämlich der Satz: 
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Wenn die Funktion f(x) in (a, b) von beschränkter 
Variation ist, so läßt sie sieh als Summe. von zwei in 
(a, b) monotonen Funktionen darstellen. 

Nehmen wir eine beliebige Zerlegung B von (a, b) vor und 
sind x11 x,, .. . , x,_1 die Teilpunkte (a < x1 < ... < x,_1 < b), so ist 

~(.8) =- ~(a, x1) + ~(x11 x2) + · · · + a(x~_ 1 , b) < A. 
b 

Die obere Grenze der Zahlen _2'(.8) wollen wir mit~ bezeichnen. 
" Wenn a < c < b ist, so ist 

c b b 

~+~-~· 
c " c a 

~ ist nämlich die obere Grenze von 

" ~1 (.81) = ~ca, 111) + ~(yp y,) + ... + ~(Y".-u c) 

(a < Y1 < .. · < Ym-1 < c) 
b 

und ~ die obere Grenze von 
c 

..,X (.ß,)- ~ (c, 11) + ~ {•1 , s,) + .. · + ~ (s,._ 11 b). 

(c < 11 < · · · < z,._1 < b). 

Nun ist aber A (.81) + ..,X (Bs) 
ein Ausdruck ~(.ß). Umgekehrt ist ~(.8) entweder selbst eine 
Summe A (.ß1) + ..,X (Bs) oder wird dazu durch Einflihrung des 
neuen Teilpunktes c, so daß dann 

~CB) ~AC&) + ~ C.B.) 
ist. Die Menge der Zahlen ~ (.ß) und die der Zahlen ~ (.ß1) +..,X (.ß1) 

stehen also in folgender Beziehung. Greift man aus irgend einer 
von ihnen eine Zahl heraus, so übertrifit sie nie alle Zahlen der 
andern Menge. Daraus folgt aber, daß die oberen Grenzen beider 
Mengen gleich sind. 

Setzt man nun 1) 
s J) 

fP(X)- t(2'+f(x)) und f/J(x) .... t(~- f(x)), 
a " 

" 1) ~ aoll gleich Null aein. 

" 
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so sind dieae beiden Funktionen in (a, b) aufsteigend. Man hat 
nämlich, wenn a < x < x + h <bist, 

"'+" 
~;c_ if(x + h)- f(x) , 

z 
.:+Ii 

so daß 9'(x + h)- 9'(x) =-! ~ + Hf(x + lt)- f(x)} ~ 0 und 

z+li 

f/J(x + h)- f/J(x)- !~- Hf(x + h)- f(z)} :C. 0. 
"' 

Da. f(x) ""'«p(x)- f/J(x) 

ist, so haben wir f(x) als Differenz der beiden in (a, b) auf
steigenden Funktionen1) «p(:z:) und f/J(z) oder als Differenz' der 
beiden in (a, b) absteigenden Funktionen') - f/J(x) und- 9'(z) 
oder als Summe der beiden monotonen Funktionen «p(z) und- ?P(x) 
dargestellt. 

b 

Daß jf(x)dx existiert, folgt jetzt aus § 161 und § 162. 
Cl 

b 

§ 166. 8tetigel'1mktlonen. Daß .fr(x)dx existiert, wenn 
Cl 

f(x) in (a, b) stetig ist, wissen wir bereits aus§ 129. Wir können 
es aber auch mit Hilfe unseres Integrabilitätskriteriums in § 160 
beweisen. 

Daß f(x) beschränkt ist, wissen wir aus § 105. Außerdem 
brauchen wir nur noch den Satz von der gleichmäßigen Stetig
keit, der so lautet: 

Wenn f(x) in (a, b) stetig ist, so läßt sieh jedem posi
tiven E eine Zerlegung von (a, b) in eine endliche Anzahl 
von Teilintervallen entgegenstellen derart, daß in jedem 
Teilintervall die Schwankung von f(x) kleiner als Eist. 

Jedem positiven E läßt sich also eine Zerlegung .8 entgegen· 
stellen, so daß 

<t(a, z1), <t(x11 z1), ••• , <t(xp-u b) 

1) Zu jeder Funktion dürfen wir dieselbe Konstante 0 addieren. Wir 
können 0 so wllhlen, daß die Funktionen in (a, b) positiv Bind. 
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alle kleiner als E sind. Dann ist aber auch 6'(.8) < E und die in 
§ 150 angegebene Integrierbarkeitsbedingung ist erf"üllt. 

Um den Satz von der gleichmäßigen Stetigkeit zu beweisen, 
verfahren wir indirekt. Wäre der Satz nicht richtig, so würde ein 
positives E 1 etwa E01 eine Ausnahme bilden. 

Wir zerlegen nun (a, b) in p gleiche Teile. Dann muß wenig
stens in einem Teilintervall die Schwankung größer oder gleich t 0 

sein. Ist f(xp) der größte, f(xp) der kleinste Funktionswert in diesem 
Teilintervall, so hat man also 

f(xp)- (fxp)2 E0 und lxP- xP[ < b; a. 

Nun sei y11 y2 , y3 , .•• eine konvergente Teilfolge von x1 , x1 , x8 , ••• 

und Yll y,, Ys, ... die entsprechende Teilfolge in xl, x,, Xg, .... 
Setzt man lim 'Yn = y, so wird auch lim y,. =- y, weil I y1 - fl1 I, 
jyi- y1 j, IYs- Ysl, ... eine Teilfolge der nach Null konvergieren
den Folge lx1 -x1 ,·ix2 -x1 1, lx3 -.f3 j, ... ist. 

Aus lim y,.- y und lim y,. = y 
folgt aber wegen der Stetigkeit 

lim f(y,.) = f(y) und lim f(y") = f(y), 

also lim { f(y,.) - f(y,.) } = 0, 

während doch immer f(y,.)- f(y,.) 2 E0 ist. 

b 
§ 156. Bestimmtes und unbestimmtes Integral. Wenn 

jf(x)dx existiert und in dem ganzen Intervall (a, b) .. 
F' (x) === f(x) ist, so gilt die Formel 

b 

j((x)dx- F(b)- F(a) . .. 
Zerlegen wir (a, b) in 

(a, x1), (x1 , x9), .•. , (xP_ 1, b), 

(a < x1 < ... < xp-t < b), 

so ist nach § 67 F(x1)- F(a)-= (x1 - a)f(~1), 
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c 

F(b)- F(xP_ 1) =- (b- xP_ 1 )((~p)· (xp-t < ~P < b) 
Hieraus ergibt sich ö 

F(b)- F(a) = ei(3), 
a 

wenn wir wie in § 143 
b 

(xt- a)f(~1) + (x9 - x1)((~1) + · · · + (b- xp_ 1)f(~P) =- el(.8) 
setzen. 

a 

Lassen wir nun ß eine ausgezeichnete ß-Folge durchlaufen, so ist 

b ~ 
F(b) - F(a) =- lim <ei (.8) = j f(x)dx. 

a a 

Für die Differenz F(b)- F(a) benutzt man die Bezeichnung 

(F(x))~. 

Kennt man also in (a, b) das unbestimmte Integral 
b 

von f(x), so kann man das bestimmte Integraljf(x)dx be-
a 

rechnen, falls es existiert. 6 

Die beiden in § 144 behandelten Beispielef ezdx 
0 

lassen sieh auf diesem Wege viel einfacher erledigen. 

"' 

j~d 
und -f 

§ 157. Die l'ullktio:a jf(x) dx. Die Funktion f(x) sei m 
c 

(a, b) integrierbar und c eine Zahl aus (a, b). Wir wollen die 
Funktion "' 

F(x)- }f(x)dx betrachten. 
0 

1. Flx) ist in (a, b) stetig. Wenn lim x,.- x ist, so bat man 
z 11 X z,. 

F(x,.) ""'jf(x)dx- ft(x)dx + jf(x)dx, 
0 • z x,. 
F(x .. ) - F(x) + jt(x)dx. also 

"' 
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c 

Bezeichnet K die obere Grenze von lf(x) I in (a, b), so ist 1) 

..... 
I {r(x)dx I < I x-x,.l K, ., ., 

also lim J tCx)dx =- 0, d. h. lim F(x,.) - F(x). 

2. F(x) ist in (a, b) von beschränkter Variation. Man 

hat nämlich für a < a1 < · · · < a,_1 < b 
I F(a)- F(a1) I + I F(a1)- F(a1) I + · · · + \F(a,_ 1)- F(b) I 

a. a, b 

= )jf(x)dx) + l.frCx)dxj + · · · + lft(x)dxj < (b- a)K. 
a a, "P-t 

Die Zerlegung von F(x) in zwei monotone Summanden läßt 
sich hier sehr einfach ausführen. Man setzt 

tp(x) = lf(~)l2+ f(~) , f/J(x) _ lf(z) 1; f(z) . 

Dann e:ristieren die beiden Integrale 
b h 

,{'PCx)dx, jtfJ(x)ax, 
a a 

b 

weil jr(x)dx existiert (vgl. § 162 und § 163). Da in dem ganzen 
a 

Intervall ( a, b) 

ist, so sind 
tp(x) ~ 0 und f/J(z) ~ 0 

~ 

f.l)(x) - jtp(:z:)dx und 
c 

beide aufsteig~d. Man hat nämlich (für a S z < z + h ~ b) 
z+A 

ft(z + h) - ft(z)- {'P(:t)dx Ei;; 0, 
z 

b b b 

1) .Man hat j jf(z) d~ I S J I f(z) I tb (§ 153) ud J 1 ((~) 1 d~ 
~ (b- a)K. 

II G G 
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c 

.r+l• 
YJ'(x + h)- 'IJf(x) == J1P(x)dx 2: 0. 1) 

X 

Nun ist aber 

also 
f(x) ~ rp(x) -1/J(x), 

F(x) = 4>(x)- 'IJf(x). 

Wenn in dem ganzen Intervall (a, b) f(x) > 0 (oder f(x) < 0) ist 
so wird ql'(x) = 0 (bzw. 4>(x) = 0). 

3. Wenn f(x) an der Stelle x stetig ist, so hat man 

daselbst F'(x) = f(x). 

Wenn lim x,. = x ist (x .. ~ x), wird 

lim p. (x, x .. ) = f(x) und lim M (x, x,.) = f(x). 

Wäre z. B. nicht lim p, (x, x,.)..., f(x), so gäbe es eine Teil
folge l'(x, x1), l'(x, x1), p.(x, x8), .•• , die nach einem von f(x) ver
schiedenen Grenzwert G konvergiert. In (x, x,.) existiert nun eine 
Stelle x,.', so daß 

p.(x, x .. ) s f(:i~') < p.(x, x,.) + ! 
ist. Hiernach wird lim f(x,.') = G, während doch lim f(x,;) .... f(x) 
sein muß. 

Bedenkt man, daß 

"'" 
p.(x, x,.) < :tn ~:ejf(x)dx sM(x, x,.) 

"' ist, so findet man 
.~,. 

1. F<:e .. >- F(:e) 1· 1 }rc )d t·c ) tm . = llli -- X X === X • 
len- X len- X 

"' 
Wenn f(x) in (a, b) stetig ist, so hat F(x) in (a, b) überall die 
Ableitung f(x). Ist ~(x) irgend ein Integral von f(x) in (a, b), 
d. h. ~· (x) .... f(x), so hat man 

b 

1) Wenn ((:e):;;::: 0 ist, so ist jf(:e)dx:;;::: 0 (a < b). Das folgt aus der 
Definition in § 146. 
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,. 

jf(x)dx =- 4J(x) + C 
c 

und C- - «!»( c), da die linke Seite für x == c Null ist. Also wird 
,. 

jf(x)dx- («P(x)):, 
c 

wie uns schon aus § 166 bekannt ist. 
b 

§ 158. Integrier'bare unatetige 1'11Dk1;1onen. jf(x)dx 
4 

existiert, wenn f(x) in (a, b) beschränkt ist und nur eine 
endliche Anzahl von Unstetigkeitsstellen hat. 

(a, b) zerfällt in eine endliche Anzahl von Teilintervallen (a, {J), 
so daß f(x) im Innern von (a, {J) stetig ist. Es genügt für uns zu 

zeigen, daß Jr(x)dx existiert (vgl. § 160). 
a 

Wir wählen zu diesem Zweck a', fJ' so, daß 

a < a' < fJ' < fJ 

und (o/- a) tl (a, {J) + ({J- {J') t1 (a, {J) < !_ 
(J-a 2 

ist (1 > 0). Ferner zerlegen wir (a', fJ') so, daß in jedem Teil
intervall die Schwankung von f(x) kleiner als sf2 ist.1) Dann haben 
wir eine Zerlegang .S von (a, {J) vor uns, für welche 

~c.s) < 6 

ist. Nach dem Kriterium in § 160 existiert also./r(x)dx . .. 
Wir können schreiben 

}rcx)dx = /rcx)dx + ./r<x)dx. 
a a y 

Wenn nun lim a,. = a(a < a .. < r) und lim fJ .. = fJ(r< {J,. < {J) ist, 
so wird nach § 157 

1) Das ist nach § 166 möglich, weil f(x) in (a', {J') stetig ist. 
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Jr(x)dx = lim jr(x)dx 
a an 

und 
[l fl• 

jf(x)dx = lim jf(x)dx, 
y y 

also ]rcx)dx = lim }rcx)ax 
a an 

und 
b {Jn 

jr(x)dx = lim~jf(x)dx. 
a .... 

Das Integral der unstetigen Funktion f(x) ist auf diese Weise 
als Grenzwert einer Summe von Integralen einer stetigen Funktion 
dargestellt. 

§ 159. Die partielle Intepoa1don. f(x) und g(x) seien 
in <a, b) stetig. Wir wollen 

"' "' 
F(x) """ A + jf(x)dx, G(x)- B + j9Cx)dx 

a a 

setzen (A, B Konstanten). 
F(x) und G(x) sind dann (nach § 157) ebenfalls in <a, b) 

stetig, also auch die Produkte 

{(x)G(x) und g(x)F,x). 

Nun hat man (F(x)G(x))' = f(x)G(x) + g(x)F(x), 

also nach § 156 
b b 

(F(x)G(x))!- jf(x) G(x)dx + ju(x)F(x)dx 
a a 

b b 

oder JF(x)g(x)dx =- (F(x)G(x))!- jG(x)f(x)dx. 
a a 

Dies ist die Formel der partiellen Integration. 
Sie gilt auch, wenn man nur fordert, daß f(x) und g(x) in 

<a, b) integrierbar sind. 
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Ist nämlich a < x1 < · · · < xP_ 1 < b und setzt man a =- x0 , 

b = xP, so hat man 
p 

(F(x)G(x))!= ~{F(x.)G(x~)- F(x"_1) G(x,._1)} 

•=1 

~., :r" 

oder (F(x)G(x))! = ~G(x.)jf(x)dx + ~F(x"_ 1)jg(x)dx . 
"'•-1 .. "_1 

fl,. sei die Schwankung von f(x) und es,. die von g(x) in 
(x,._1 , x~>· Dann istl) 

"'• 
jf(x)dx = (x" -x,._ 1){f(x .. ) +&.es"}, 
"'"-1 

""• 
ju(x)dx- (x,.- x,._ 1) {g(x._ 1) + i-,.(1,.} 
"'•-1 

und .&,., .&" gehören dem Intervall (- 1, 1) an. 
Wir wollen den größten Wert von I F(x) I mit M, den größten 

Wert von I G(x) I mit M bezeichnen. Dann ergibt sich 

(F(x) G(x))!== ~G(x,.)f(x.)(x"- x"_ 1) 

+ ~F(x,._ 1)g(x,._ 1)(x,.- x,._ 1) + (J 
und I(> < M~cs,.(x-x"_ 1) + M~6.(x.- x"_ 1). 

Durchlaufen wir jetzt eine ausgezeichnete .8-Folge, so wird 
b 

lim~G(x,.)f(x")(x. -xT_ 1) = jf(~)G(x)dx, 
a 

b 

lim~F(x,. __ 1)g(x,._ 1)(a;"- x-,._ 1) -.{u(x)F(x)dx 
a 

b 

1) J rp(:c)a:c und rp(c) (b- a) sind, wenn a < c ~ b ist, beide größer oder 
a 

gleich (b - a) I" und kleiner oder gleich (b - a) M. Sie differieren also 
höchstens um (b - a) tS. Mit I', M, t1 bezeichnen wir die untere Grenze, die 
obere Grenze und die Schwankung von cp(x) in (a, b). 
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und lim Q = 0, 

und wir gewinnen dieselbe Formel wie im Falle stetiger f(x), g(x). 
§ 160. Anwendungen. 1. f(x) sei in(a, b)n-mal differen

zierbar, und f<"l(x) in (a, b) integrierhar. 
Dann findet man durch die partielle Integration 

b 

- 1 -- fr>(x)(b- x)"- 1dx 
(n -1)!.} 1 

a 
& 

f (n-l)(a)(b a)"- 1 1 J• -- - + --- f<n-lJ(x)(b- x)u-2dx 
(n-1)1 (n-2) 1 

a 
b 

_1_ fr<n-tJ(x) (b- x)"-•dx 
(n- 2)!J J 

a 
b 

-- r<n-'J)(a}(b- a)"-1 + _1_ fr<u-iJ(x)(b- x)"-sdx 
(n- 2)! (n- 8)!.} J 1 

a 

b b 

1\jf'(x)(b- x)dx =- r (a) ~~- a) + fr(x)dx. 
a a 

b 

Endlich ist jf(x)dx- f(b)- f(a). 
Cl 

Addiert man alle diese Gleichungen, so ergibt sich 

f(b) ... f(a) + b 1! a f'(a) + (b-;la)' f"(a) + ... + (~~)~~~[<"-IJ (a) + R,. 

und f"ür R,. hat man b 

R,. = (n ~ 1)!jfl!'l (x) (b- x}"- 1dx. 
Cl 

Die erhaltene Formel ist nichts anderes als die Tay1orsche 
Formel (vgl. § 74), und wir haben gleichzeitig eine neue Form fiir 
den Rest erhalten. 

2. Um das Integral n 
9 

J," """Jsinmxdx (m .... 1, 2, 3, ... ) 
0 



Anwendungen 209 

zu berechnen, kann man sich der partiellen Integration bedienen. 
Man findet für m > 1 

n n 
1 n I 

Jsinmxdx .... - (sin"'- 1x eosx): + (m- 1)jsin•"- 2x cos•xax 
0 0 

n 
oder, da (sin'"- 1x cosx)l .... 0 

0 
n n 
I I 

ist, j~inmxdx- (m- 1)Jsin•"-'x cos1xdx. 
0 0 

Benutzt man, daß cos 1x- 1- sin1x ist, so ergibt sieh 

oder 

n n 
• J 

mJsinmxdx =- (m- 1)jsinn•- 1xdx 
0 0 

J. .... •n-1J. . 
m tn m-1 

Im Falle m - 2 > 1 hat man 
m-8 

J•-1 .... m- 2 Jm-U 
und so geht es fort. 

Als letzte Gleichung kommt im Falle eines geraden m 
1 1 n 

J, =2J0 ~22 1 

so daß r =- (2n- l) (2n- 8) · · · 1 !!_ ( 1 2 3 ) · 
"h 2n (2n- 2) ... 2 2 n- ' ' '·.. tst. 

Im lt'alle eines ungeraden m kommt als letzte Gleichung 

I 

J8 - : J,.- ! Jsinxdx- ! , 
0 

so daß J. 2n (2 n - 2) ... 2 
h+l """(2n + 1) (2n- 1) ... 3 (n == 1, 2, 3, ... ) ist. 

§ 161. Transformation eines bestimmten Integrals. 
In (a., fJ) sei rp(u) monoton und rp'(u) integrierbar. Wir setzen 
w(a.)- a, rp(fJ)- b und nehmen an, daß 

Kowalewski, Differential- und Inte!p&lrehcnung. 4. Auf!. 1' 
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• 
ft(z)dx 
" 

e-xistiert. Hat man « < «t < · · · < «11 _ 1 < fJ, (« - ", fJ - «,.) 

und x ...... rp(«,.)' (v- O, 1, .. . ,p) 

so ist nach § 67 z,.- 11:,._ 1 - («.,- «.,_1)rp'(fJ"), («,._1 < {J" < «.,) 

und e,. .... rp(fJ.,) 

liegt sicher in (~~:"_ 11 x.,). 
~~~sei die Maximallänge der Teilintervalle («"_11 «,.) und K die 

obere Grenze von I rp' (u) I in («, {J). Dann sind die Intervalle 
(x,._11 x,.) alle kleiner als K~,. Einer ausgezeichneten .8-Folge des 
Intervalls («, {J) entspricht also eine ausgezeichnete .8-Folge des 
Intervalls (a, b). Auf Grund dieser Bemerkung überzeugt man sieh 
leicht, daß f(rp(u))rp'(u) in («1 {J) integrierbar ist. 

Durchlaufen wir nämlich eine ausgezeichnete 8-Folge des Inter
valls («, {J), so wird 

• 
lim~f(t,.) (x,.- z"_ 1) = ft(x)dx 

" 

Der Grenzwert bleibt derselbe, wenn man jedes {J., durch ein 
beliebiges ~ .. aus ( «,. _11 «")ersetzt. Schreibt man nämlich f,. - rp (/f,.), 
so ist 

~{(rp({J.,))rp'({J")(tt"- «r-1)- ~{(rp(~))rp'(Ä)(«.,- «,._1) 

== ~[((; .. )- f(f,.)](x.- x"_1) + ~(((,) [rp'(fJ.)- rp'(fJ:)](«.-«"_t)· 

Die baiden letzten Summen konvergieren aber nach Null wegen 
der voransgesetzten Integrierbarkeit von f(x) und rp' (u). Hierbei. 
ist zu berücksichtigen, daß f(x) wegen seiner lntegrierbarkeit be
schränkt sein muß. Man sieht also, daß f(rp(u))rp'(u) integrierbar 
ist und daß folgende Gleichung gilt: 

jf(x)dx == ft(rp(u))rp'(u)du. (a-rp(«),b=rp(/J)) 
" a 
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Ist tp(u) in (a, ß) abteilungsweise monoton und tp'(u) in 
(a, ß) integrierbar, so gilt die obige Formel auch noch. Nur muß 
man fordern, daß f(x) in (A, B) integrierbar ist, wobei A den 
kleinsten und B den größten Wert von tp(u) in (a, ß) bedeutet. 
Man beweist die Formel, indem man (a, ß) in Monotonieinter
valle1) von tp(u) zerlegt und auf jedes dieser Intervalle das schon 
erhaltene Resultat anwendet. 

§ 162. Die belden Klttelwertaitse. 1. f(x) und fP(x) 
seien in (a, b) integrierbar und fP(X) nie negativ. Bezeichnen 
wir mit p, die untere, mit M die obere Grenze vonf(x) in (a, b), so ist 

b b b 

p, jfP(x)dx ~jf(x)fP(x)dx < M JfP(x)dx 
a a a 

b b 

oder jt(x)fP(x)dx = mj~(x)dx, 
a a 

wobei m eine Zahl aus dem Intel"Valle (p,, M) ist. 
Diese Formel nennt man den ersten Mittelwertsatz. Wir 

wissen, daß 
b 

jr(x)fP(x) dx == lim ~f(~ .. )fP(~.)(x,.- x,._l) 
a 

b 

und jfP(x)dx -lim~fP(t)(x,.- x,._1) 
a 

ist, wenn man eine ausgezeichnete ß-Folge durchläuft. Wegen 
fP(X) 2: 0 hat man aber 

I'~ fP(~,.) (x,.- x,._1) ~ ~{(~.) fP(~.) (x.- x,._l) 

< M~fP(~ .. )(x,.- x,._l). 

Daraus folgt der obige Mittelwertsatz. 
Da man bei der Wahl der ~ die Grenzen a und b vermei

den kann, so darf man unter ft und M auch die untere bzw. 

1) d. h. Intervalle, iri denen IJ'(u) monoton ist. 
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obere Grenze von f(x) in (a, b) verstehen. Wenn f(x) in (a, b) 

stetig ist, so können wir m = f(~) (a <; < b) 

setzen und haben dann 
b 6 

jr(x) cp(x) d:x == f(e)jcp(x) dx. 
II II 

Ist auch cp(x) in (e+7 b) stetig und hat man im Innern von 
(a, b) immer cp(x) > 0, so können wir auf 

z z 

F(x)- jf(x) cp(x) dx und G(x) -jcp(x) dx 
II II 

den Satz aus § 70 anwenden. Danach ist dann 

6 6 

oder ft(x) cp(x)dx- ((;)jcp(x) dx, 
II " 

und diesmal wissen wir, da..8 a < e < b ist. 

Anwendung. In § 160 fanden wir für den Rest in der Tay
lorschen Formel die Gleichung 

6 

B --1 - fr<•>(x)(b- x)"- 1 dx. 
• (n-l)!J I 

II 

Ist f<•l(x) in (a, b) stetig, so liefert der erste Mittelwertsatz 
b L 

Jr<•>(x) (b - x)•- 1 dx - f<•>(e)jcb - :x:)•-• d:x:. 
II II 

Nun hat man aber 

fcb- x)•-•ax"""- (b ":e)• + o, 
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also (a<~<b) 

Das ist die Lagrangesche Restform. 
Die Cauchysche Restform ergibt sich, wenn man schreibt 

b b 

.{r<n>(x) (b- x)"- 1 dx = f<"l('g) (b - 'g)"-fdx 
" a 

- f<"l(~) (b- ';)"- 1 (b- a). (a < 'g < b) 

Man findet dann, da 'g == a + .fto(b- a) (0 < .fto < 1) 
gesetzt werden darf, 

R = (b-a)"'(t-~)"-1 f<"l(a + .fto(b- a)). 
" (n-1)1 

2. f(x) sei in (a, b) integrierbar, 1/J(x) in (a, b) abstei
gend. Endlich sei 

1/J(a)- 1, 1/J(b) = 0. 
Ist dann Xo < x1 < ... < x"_t < xP 

und bedeutet P-k die untere Grenze, Mk die obere Grenze und t1'k die 
Schwankung von f(x) in (xk-ll x,.), so hat man (nach § 147) 

b 

~P-~:(x,.- x.~:_ 1) s .fr(x) dx < ~M,.(xk- xk_ 1). 
a 

Ebenso ist aber, wenn ;,. dem Intervall (xk_ 1, x,.) angehört 

~p,,.(x~:- xk-1) S ~{(~,.) (x~:- X~:-t) S ~Mk(x,.- x,._t)· 
b 

Da.s Integral .{f(x)dx wird also durch 
a 

mit einem Fehler dargestellt, der höchstens gleich 
p 

D = ~ t14(x"- X~;_ 1 ) ist. 
k=l 

Der Fehler, mit welchem 

(q """ 1 ' 2' . . . , p) 
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"'q 

das Integral jr(x)dx 

darstellt, ist höchstens gleich 
q 

.. 

~t1k(xk- xk-t), 
k=l 

also nicht größer als D.1) 

Bevor wir weiter gehen, müssen wir den sogenannten Abelsehen 
Hilfssatz beweisen. Er lautet: 

Hat man 

und sind u11 u2, ••• , u,. irgend welche Zahlen, so ist immer 

E1u1 + E2 tt2 + · · · + EPUP= c1 IDl(uv u1 + u,, · · ·, u1 + u, + .. · + up). 

Mit IDl(u11 u1 + u2 , • · ·, u1 + u, + · · · + uP) bezeichnen wir eine 
Zahl, die nicht kleiner ist als die kleinste und nicht größer ist als 
die größte det· Zahlen u11 u1 + u1 , • • ·, u1 + u, + · · · + u11 • 

Setzen wir s1 = u11 s, = u1 + t't, · · ·, s11 = u1 + u, + · · · + u_", 
so wird 

E1U 1 + E1U 2 + · · · + E11 U11 = E1S1 + c1(s1 - 81) + · · · + E11 (s"- s11 _ 1) 

= (c1 - E1)s1 + (E1 - E1)s2 + · · · + (E11 _ 1 - E11)s11 _ 1 + E11S11• 

Ist s die kleinste und S die größte der Zahlen s1 , s,, ... , s11 , so 
hat man, da nach Voraussetzung 

E1 - Es~ 0, E1 - E;~ 0, • · •1 E11 _ 1 - E11 ~ 01 .e-11 ~ 0 ist, 

(E1 - e1)s::;;: (s1 - s1)s1 < (e1 - e1)S, 
(e1 - e3)s < (e1 - e8)s1 < (E1 - e8)S, 

(e11 _ 1 - E11)s < (e11 _ 1 - E11)s"_ 1 < (e11 _ 1 - E11)S, 

E11s ::;;: e"s11 < e11 S. 

Daraus folgt aber durch Addition 

E1S < (E1 - E1)s1 + (E11 - E8)s9 + · · · + (Ep-l- 1)811 _ 1 + E11S11 ::;;: E18, 

womit der Abelsche Hilfssatz bAwiesen ist. 
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Diesen Hilfssatz können wir nun auf 
p 

2'f(~~o)1/l(~ .. )(x.- X1_t) 
i=1 

anwenden. Setzen wir 

E1 =- 1/1(~1) und U~: = f(~~:)(x~:- x1_t), 

215 

so sind die Bedingungen des Hilfssatzes erfüllt. Er liefert, wenn 
man ~1 = a nimmt (so daß E1 = 'f/J(a) =- 1 wird), 

p 

2'f(~l) '1/J(~,.) (x,.- x,._1) 
l:=l 

1 p 

= rol(~f(~1)(x,.- x,._ 1), · • ·, 2'f(~k)(x,.- x,._ 1)). 
i=1 k=1 

Wir wissen aus § 1571 daß die Funktion 
!II 

jr(x)dx .. 
in (a, b) stetig ist. Ihr größter Wert in (a, b) sei 

}r(x)dx, .. 
ihr kleinster ]r(x) dx. 

Da nun für q == 1, 2, .•. 1 p 

ll:q ~ "'q 

j((x) dx- D ~ LJ f(i,.) (xk- x.t_ 1) ~.{r(x) dx + D 
.. l=l .. 

ist, so wird auch 
- l 

}t(x)dx- D ~~f(~~o)(x~:- x1 _ 1) ~jf(x)dx + D 
.. k=1 .. 

sein. Dann folgt aber 

]r(x) dx- D ~ ~f(iJ1/I(~.)(x,.- x1 _ 1) ~(x)dx -' 
.. l=l .. 
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Durchlaufen wir eine ausgezeichnete Folge von Zerlegungen, so 
wird p b 

lim ~{(;")1/J(;")(x1 - x"_ 1) = jr(x)'tfJ(x)dx 
ll=l a 

und 

, 
lim D -lim ~ t1k(xk- x1 _ 1)- 0. 

k=l 

Also hat man }r(x) dx ~Jhx) f/J(x) dx ~Jf(x)dx. 
a a a 

"' 
Da j{(x) dx in (a, b) stetig ist, so gibt es in diesem Intervall 

a 

eine Stelle ~ derart, daß 
b ~ 

.(f(x) 1/J(x) dx-Jr(x) dx ist. 

Dieses Resutat läßt sich leicht verallgemeinern. 
x(x) sei in (a, b) monoton (aber nicht konstant). Setzen 

wir dann x(x)- x(b) 
1/J (x) """ x(a)- x(bf' 

so ist 1/J(x) in (a, b) absteigend, und man hat außerdem 

f/J(a) = 1, 1/J(b)- 0. 

Es sind also, wenn f(x) in (a, b) integrierbar ist, alle Bedingungen 

unserer obigen Betrachtungen erfüllt, und man hat 

b E 
rf(x) %(11:)- x(b) dx = rf(x) dx. J j x(a)-x(b) J I 

a a 

Hieraus ergibt sich aber 
b ~ b 

(r(x) x(x) dx = x (a)ft(x) dx + x(b) (t(x) dx. 

(a~;~b) 

Diese Formel nennt man den zweiten Mittelwertsatz. 
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Wenn eine Funktion F(x) in (a, b) integrierbar ist und 
eine zweite Funktion G(x) in (a, b) mit Ausnahme einer 
einzigen Stelle durchweg mit F(x) übereinstimmt, so ist 
G(x) ebenfalls in (a, b) integrierbar, und zwar ist 

b b 

.{G(x) dx .... jF(x) dx. 
a II 

Hat man sich von der Richtigkeit dieser Bemerkung überzeugt~), 
so ergibt sich sofort, daß man an einer endlichen Anzahl von 

b 

Stellen den FunktionswertF(x) modifizieren darf, ohne daß jF(x)dx 
a 

zu existieren aufhört und ohne daß es seinen Wert ändert. 
Wir wollen jetzt in der Formel des zweiten Mittelwertsatzes 

x(a) durch .A. und x(b) durch B 

ersetzen, dabei aber .A. und B so wählen, daß die modifizierte Funk
b 

tion x(x).in (a, b) noch monoton ist. Dann bleibt jr(x)x(x)dx 
.. 

ungeändert. Es ändert sich höchstens ~' und wir haben 
b e b 

ft(:r)x(x)dx =- .A.[r(x)d:r + B[r(x)dx. 

(a::;: ~ ::;: b) 

Ist x(x) in <._a, b) absteigend und nie negativ, so können 
wir B == 0 setzen und erhalten dann 

b ~ 

ft(x) x(x) dx = A Jrcx) dx. 
a a 

(a::;: ~::;: b: .A. ~ x(a)) 

Ist x(x) in (a, b) aufsteigend und nie negativ, so können 
wir .A =- 0 setzen und erhalten dann 

b b 

fr(x) x(x)dx = B [r(x) dx. 

(a < ~::;: b, B 2 x(b)) 

1) Sie ergibt sich direkt aus der Definition des bestimmten Integrals 
in 1 14o. 
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0 ., 

§ 163. Das Integral 
h 

J,. - --- diXJ. !• slnn:ll 
• {X) 

n soll eine positive ganze Zahl sein und h > 0. 

Das Symbol ainxnx ist füt· x = 0 bedeutungslos. Wir wollen 
festsetzen, da.8 es für x -= 0 die Zahl n bedeuten soll. Dann ist 

sinxnx durchweg stetig, da man für X~ 0 
sin nx n 8x1 n5 x 4 

-x- = n - ---sr- + 6!- ... 

hat, und die Potenzreihe rechts durchweg stetig ist. 
Setzen wir n.x .... u, so wird (nach § 161) 

"" J == jsinu du 
n U ' 

0 

also 

Wir wollen n > v voraussetzen und auf das letzte Integral den 

zweiten Mittelwertsatz anwenden. __!_ ist in (vh, nh) positiv und abu 
steigend. Mithin dürfen wir in der Formel des zweiten Mittelwert
satzes 1 A =- und B =- 0 t1h 

setzen. Dann erhalten wir 

;:inu 1 r . 
• r-u-dx = "hj sm udu. 
vh vh 

~ 

Nun ist aber j;in udu ==- (cos u)~,.- cosvh- coss, 
rk 

also 
2 

iJ,.-J..I < "h' 
da. cos vh und cos; ihrem Betrage nach kleiner oder gleich 1 sind. 
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a a 

Ist E eine positive Zahl, so können wir den Index v so wählen, 
daß 2jvh < E wird. Dann haben für n > v 

\J,.-J"i<E. 
Nach § 27 läßt sich hieraus schließen, daß lim J", existiert. 

§ 164. Die Integrale 
h 6 

A,. - j/(~) cos n~ tl~ und B,. - }t<~> sin tl~ d~. 

f(x) sei in (a, b) in tegrierbar. Wir werden zeigen, daß dann 

lim .A,. =- 0 und lim B,. =- 0 ist. 

(a, b) läßt sich so in Teilintervalle 

(x,._ 11 x,.) (v .... 1, 2, ... , p) 

zerlegen, daß D = ~6 .. (x.,- x.,_ 1) < ; 
wird (E>O). Dabei bedeutet6" die Schwankungvon f(x) in(x,._1 ,x.,). 

Nun ist aber 

"'• 
A,.=- ~~f(x) costt.xdx 

z."-.1 

Zr x." 

""'~f(x.,_ 1)j~osnxdx + ~j{f(x)- f(x"_ 1)Jcosnxdx 
z.--1 z 11-t 

"'• 
und B,. =- ~.{f(x) sin nx dx 

z" z., 

=- ~f(x"_ 1)jsinnxdx + ~j·{f(x)- f(x,._ 1)}sinnxdx . 
.Zr-1 Mr-1 

Daraus läßt sich folgern 

\A,.i ~! ~lf(x.,_l) I+ D 

und ebenso 

Wählt man k so, daß : ~\ f(x"_ 1) I< ; 



G t hoin""'d renzwer von j-- x 
0 "' 

220 

ist, so hat man für n ~ k 
IA,.I<e und jB,./<e. 

Das bedeutet aber, daß lim A,. = lim B,.""' 0 ist. 

§ 165. Berechnung von 

Da nach§ 164 

A 

1. /slnnx d 1m ---;:v- x. 

lo' 

l. jsinnx d O un -- X= 
X 

" k 

ist, wenn h, k' beide größer als Null sind, so ist lim j'sinxnx dx ganz 

unabhängig davon, welchen positiven Wert h hat. 0 

Wir können uns also darauf beschränken 

Für 0 < x S: ! n ist 

l..;r 

l . fsinnxd 1m --· x 
X 

0 

zu betrachten. 

1 1 sinx- x 
x - ein x = x sin x 

,xa :x;6 1 xs 

stetig. Da 
sin x- x - ST + 6T - · .. 8i- 61 + · · · 
x sin x ... x• = - X xs 

x'- sr+ ... 1- sr+ ... 
bei nach Null konvergierendem x den Grenzwert 0 hat, so wird 

..:__-~ auch für x = 0 stetig sein, wenn wir für x = 0 dem he-
x BlnX 

deutungslosen Symbol den Wert Null beilegen. 

also 

Nach § 164 ist dann 
..!:;r 

lim I.(_!_ - -.-1-) sin nx dx =- 0 J I x smx ' 
0 

l..;r l..;r 

1. finnx d 1. Jsinnx d lffi -.- X= 1m -- X. 
Bin X X 

0 0 
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Um den Grenzwert zu finden, genügt es, eine Teilfolge zu be
trachten. Wir wollen die Teilfolge betrachten, die den ungeraden 
Indizes entspricht. 

Wir gehen von der Bemerkung aus, daß 

cos (p - 1) cp - 2 cos p cp + cos (p + 1) cp - 2 ( cos cp - 1) cos p cp 
ist. Setzen wir u11 = cos (p- 1) cp- cospcp, 

so lautet diese Formel 

uP+ 1 - u11 - 2 (1- cos cp) cospcp. 

Wir schreiben nun folgende Kette von Gleichungen auf: 

u1 = 1- cos cp, 

u,- u1 - 2 (1 - cos cp) cos cp, 

u8 - u, = 2 ( 1 - cos cp) cos 2 cp, 

up+l- uP = 2 (1- cos cp) cospcp. 

Daraus ergibt sich 

! u11+1 -= (! + coscp + cos2cp + · · · + cospcp) (1- coscp), 

also im Falle cos cp < 1 

1._ + COS cp + COS 2cp + • • · + COS pcp.,.. COBp!p- COB {p + 1)9' 
2 · · 2{1-COBIJ') 

Da cos (p + 1) cp - cos ( (p + ! ) cp + ! cp) ; 

cospcp 

ist, so wird eospcp - cos (p + 1) cp - 2 sin (P + ! } cp sin : , 

1 - eos m == 2 sin • !f_ 
T 21 

also 
1 sin(p+!}cp 
2 + COB cp + COB 2 cp + • · · + COB p cp - _ _;_ _ __:__ 

2 . 1 sm 2 cp 
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0 "' 

Beschränken wir fP auf das Intervall (0, 31:), so ist sin frp nur iür 
fP == 0 gleich Null. Schreiben wir dem Symbol 

sin (P+ i)cp 
2sin!rp 

für fP- 0 den Wert p + t zu, so gilt die Formel auch für fP = 0. 
l..n 

In dem Integral fin t2~ + l)x dx 
BlnX 

0 
dürfen wir also schreiben 

sin(2p+t)x (1 ) sinx = 2 2 + cos2x + cos4x +. · · + cos2px . 

Daraus folgt aber 
ln ~" ln 

fin (~fn -;t' l)x dx = j~x + ~ 2 J.os 2 vx dx 
0 0 P=l 0 

oder, da 2 j;s2vzdz- ! (sin2vz)t• -0 is~ 
0 

l,. 

; in (2p + l)x d = !!_ 
sinx X 2' 

0 

Jetzt können wir schließen: 
h 

1. jsinnx d n 1m -X- X=2· (k >0) 
0 

h 

Noch eine Bemerkung über das Integral Jsin;x dx wollen wir 
hier anfdgen. o 

Wenn lt < : ist, so hat man 
h n/n n 

O <Jsinnx dx ~Jsinnx dx -;·sinudu.t) 
fJ: - X U 

u 0 0 

l)u=nx. 
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Ist h > !!.. , so schreibe man n 

0 "' 

" tf/ll " 

jsinxnx dx _ fsi~nx dx + jsinxnx dx 

0 0 "'"' 
n •4 

_ J~i:u du+ js~u dul) 
o n 

223 

und wende auf das zweite Integral rechts den zweiten Mittelwertsatz 

an. Danach ist (wenn A- :, B = 0 gesetzt wird) 

nlt ~ 

f ain u du ... _!._ rsin udu =- - _!._ (1 + cos ~). 
u nJ 1 n 

tr n 

Hieraus folgt , wegen J cos ~ I s 1 

Setzen wir 

Rio 

\Jsi:u du! S =. 
n 

" f ainud + 2 G 
---;- " -- ' 0 

4 

so ist beständig lfsinxnx dx I< G. 
0 

Für 0 < h' < h hat man wegen 

1mmer 

A 4 A' Jsin nx d fsin nx d J•in nx d -- x- -- x- -- x 
X X X 

k 0 u 
4 

lfsinxnx dx I S 2G. 
h' 

'§ 166. Das Diriobletaohe Interral. f(x) sei in (0, h) mo
noton und an der Stelle x = 0 stetig. 

1) u-nx. 
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Wir zerlegen das Integral 
A 

i>,. -.jr(x) sintl:n:A: dx, 

welches man das Dirichlatsche Integral nennt, in folgender Weise 
A' h 

i>.=f~J· (O<h' <h) 

Auf den ersten Bestandteil wenden wir den zweiten Mittelwertsatz 
an, wonach 

A' A" A' 

ff(x) sinna: dx _ f(O) (ainnx dx + f(h') fainna: dx 
Jl z . J'' X ~· fl: 
0 0 A" 

ist (0 ~ h" ~ 16'). Dann wird 
A' A A' 

i>,.- { f(h')- f(O) }/ainznz dx ~~f(x) ain :x dx + f(O)/sinxu dx 

und i>,. - ; f(O) = ~. + ~. + ~ .. , 
A' 

wobei •.""' { f(h') - f(O)} f•in:enx dx 1 

A' 

A 

~. -.Jr(rc) aintl:na: dx, 

" A' 

(it,. ..... f(O) (/sinznm dx _ ; ) . 

Da ,.,. I~ 2G lf(h')- f(O) I 
ist und bei nach Null konvergierendem h' 

lim f(h') = f(O) 

wird, 80 läßt sieh h' 80 wählen, daß man hat 

2G lf(h')- f(O) I< ; . (E > 0) 
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Dann ist für alle Werte des Index n 

12! .. 1 < ; . 
Hat man h' in der angegebenen Weise festgelegt, so wird nach§ 164 
und § 165 (wenn n die Folge 1, 2, 3, ... durchläuft) 

lim ~ .. - 0 und lim ~ .. =- 0. 

Für fast alle Werte des Index n ist somit 

I~ .. I < : , I ~ .. I < ; 

und \1),. - ; f(O) I ~ I ~ .. I + I ~ .. i + I~ .. I < E 

Das bedeutet aber 

" . r sin na; n ) 
hm J f(x) -~a;- dx = 2 (\0 . (h > 0) 

0 

Wenn f(x) in (0, h) monoton, aber nicht bei x = 0 stetig ist 
so wird die Formel anders. 

Es sei z. B. f(x) in (0, h) aufsteigend und 

Dann ist die Folge 

absteigend und beschränkt, so daß 

lim f(h11 ) 

existiert. Wir wollen diesen Grenzwert mit (0 bezeichnen. 
lst h'11 h'2 , h'8 , .•• irgend eine Folge mit lauter positiven Glie

dern und mit dem Grenzwert Null, so gibt es zu jedem h11' ein km, 

so daß km< h;, also f(hm) < f(h,.') ist. Daraus folgt aber fo~f(h,.'). 
Wird ein positives E vorgelegt, so können wir f(h~) so wählen, daß 
f(h,.) < {0 + E ist. Da nun fast alle h,.' zwischen 0 und h. liegen, so 
erfüllen fast alle f(h,.') die Ungleichungen 

foS. f(h,.') < fo + E. 

Das bedeutet aber 

Ersetzen wir nun ((0) durch (0 , so wird f(x) an der Stelle x = 0 
stetig und bleibt in (0, h) aufsteigend; das Integral 

Kowalewski, Differential- und Integralrechnung. 4.. Auf!. 16 
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behält seinen Wert. 
Wir haben also 

und dabei ist 

h 

jf(x) sin:r:nx dx 

0 

fo == lim f(x) 
für nach Null konvergierendes positives x. 

(h>O) 

Wenn f(x) in (0, h) von beschränkter Variation ist, so 
lassen sich, wie wir wissen, zwei in (0, h) aufsteigende Funktionen 
qJ(x), 1/J(x) so wählen, daß in dem ganzen Intervall (0, h) 

f(x) =- f~J(x) -1/J(x) 
ist. Nach dem Obigen hat man nun ,, . f sinnx n: hm. f~J(X)-x-dx = 2 qJ0 , 

0 

" 
1. f·t·( ) sin n.v d n .t. 
1m 'I' X -X- X = 2 '1'0, 

0 
h 

folglich I . rf' ) sin nx d n ( ) # J' 
liD J j (X -X- X== 2 f~Jo- 1/Jo = 2 IO · 

0 

Dabei ist {0 der Grenzwert von f(x) für nach Null konvergieren
des positives x. 

Wir sagen, f(x) sei rechts von x .... 0 von beschränkter 
Variation, wenn sich eine positive Zahl J so wählen läßt, daß f(x) 
in (0, d) von beschränkt.er Variation ist. 

Bedienen wir uns dieser Redeweise, so können wir folgenden 
Satz aussprechen. 

Wenn f(x) in (0, h) integrierbar und rechts von x = 0 
von beschränkter Variation ist, so hat man 

h 

1. rf( ) sinnx d n I' 
liDJI X -X- X=21o· (h > 0) 

0 
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In der Tat hat man 
Ia rl " 

Jt(x) si:na: clx == J +.{ 
0 0 0 

Der Grenzwert des ersten Bestandteils ist ; {0 , der des zweiten aber 

nach § 164 gleich 0. 

§ 167. P. du Bola-Be;vmonda Satz i.tber das Dlrlohlet
ache Integral. In § 159 haben wir die Formel bewiesen 

b b 

(FCx) G(x))~ Jrcx}G(x} dx +fucx}F(x) clx. 
II II 

f(x) und g(x) wurden in (f!-, b) integrierbar vorausgesetzt, und es war 

"' "' 
F(x) ==- A +Jr(x) clx, G(i) = B +.fuCx) dx. 

II II 

Diese Formel wollen wir jetzt auf das lntegral ,., 
frcx) sin;x clx (0 < h' < h) 
0 

anwenden, wobt>i wir vorläufig von f(x) fordern, daß es in (0, h) in
tegrierbar ist. 

Zuvor bemerken wir, daß für x S 0 

( Bin nx)' nx cos na:- sin nx 1 s + 
-x- = x' =- s n X ••• 

ist. An der Stelle x = 0 setzen wir sinxnx gleich n. Die Ableitung 

an dieser Stelle wird also 

l. 1 (sin nx ) 1. ( 1 3 ) O Im$ -x--n ==Im - 6 nx+· .. = . 

(lim x = 0) 

Schreiben wir dem Symbol 

nxcoanx- sinnx 
a;2 

15* 
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für x == 0 den Wert 0 zu, so haben wir eine durchweg stetige Funk

tion vor uns, die gleich der .Ableitung von sin;x ist, so daß 

"' 
sin nx +Jnx cos nx- sin nx d --=n x. x xr 

0 

Wir können also in der Formel der partiellen Integration a = 0, 
b = h' und 

X 

F(x) -jf(x)dx, g(x) = nxcosn:1-sinnx, 
0 

setzen. Dann liefert sie 
h' ,, ' 

G(x) = ~!_n r~x 
X 

jf(x) '!}:nxnx dx = F(h') sinh~h' 
0 

Jnx cosn:1- sinnx F(x) dx. 
0 

X 

Wenn wir dem .Ausdruck : Jrc x) dx 
0 

für x =- 0 irgendeinen Wert beilegen, 1!10 ist die Funktion 

"' 
~(x) = ! jrCx) dx 

0 

in <O, h) beschränkt.1) Sie ist ferner, abgesehen von der Stelle x==O, 
in <O, h) stetig . .Also ist ~(x) in <O, h) integrierbar. (§ 158.) 

Die rechte Seite unserer obigen Formel läßt sich mit Hilfe von 
~(x) so schreiben: 

h' lt' 

ij(h') sin nh' -f ij(x)n cos nx dx +.! ij(x) ainxnx dx. 

Nun ist aber 

.Also wird 

0 0 

"' 
sin nh' Jn cos nxdx. 

0 

1) Man bedenke, daß f(:r:) in (0, h) beschränkt ist. 
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Wir wollen jetzt annehmen, daß~(x) in (O,h) von beschränk
ter Variation ist. Dann lassen sich in (0, h) zwei aufsteigende 
Funktionen f/J(x), W(x) so wählen, daß in dem ganzen Interva11 (0, h) 

~(x) - w(x)- W(x) 

ist. Der zweite Mittelwertsatz liefert, da f/J(h') - w(x) und W(h') 
- W(x) absteigend und nie negativ sind, ,., 

j{ f/J(h')- f/J(x)} n cos nxdx = { f/J(h') - W0 } sinn;, 
0 ,., 
,{{ W(h') - W(x)} n cos nx dx = { W(h') - W0 } sinn~, 
0 

so daß man hat: 
h' 

j{ ~(h')- ~(x)} n cos nxdx- { 4>(h')- f/10 ) sin-n; 
0 

-( W(h') - W0 } sinn~. 
Der Betrag der rechten Seiten ist kleiner oder gleich 

W (h') - Wo I + I W(h') - Wo I· 
Unter W0 , W0 verstehen wir aber die Grenz,verte von f/J(x) bzw 

W(x) für nach Null konvergierendes positives x. Es ist daher für 

limh'= 0 lim {I wCh')- W0 1 +I W(h') --- qJ"oll = 0, 

und wir können h' so wählen, daß 

I w(h') - Wo I + I 'llf(h') - qro I < ; 
wird. Dann haben wir für alle Werte des Index n 

!t' I 

!}'{ ~(h')- ~(x) }n cosnxdx II < : · 
I 0 

Schreiben wir jetzt 
h h 

Jrcx) sinxnx dx- 'f ~0 = { f ~(x) si:nx dx - ; ~0} 
0 0 

h' h 

+ j mClt') - ~(x) l n cos nx dx + jrcxJ _sinxnx ax, 
0 lt' 
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so haben, wenn n die Folge 1, 2, 3, ... durchläuft, das erste und das 
letzte Glied der rechten Seite den Grenzwert Nun. Für fast alle 
Werte des Index n werden sie also ihrem Betrage nach kleiner als 

~ sein und der Betrag von 

" rf(x) sin nx dx - n Cl:: J J . x 2 Uo 
0 

kleiner .als E. Das bedeutet aber 
k 

l . rf()sinnxd #q: 
1m J J X -X- X = 2 Uo • 

0 

Wir können daher folgenden Satz aussprechen: 
Wenn f(x) in (0, h) integrierbar und 

., 

~(x)= :Jr(x)dx 
0 

rechts von x=O von beschränkter Variation ist, so gilt die 
Formel h 

1. rf( ) ain nx d n Cl:: 
1mJ1 x -x- x=2uo· (h> 0) 

0 

Dabei ist ~0 der Grenzwert von ~(x) für nach Null kon
vergierendes positives x. 

Dieser Satz von P. du Bois-Reymond enthält den in § 166 
bewiesenen als Spezialfall Man kann nämlich zeigen, daß ~(x) 
rechts von x = 0 von beschränkter Variation ist, sobald f(x) diese 
Eigenschaft hat. 

§ 168. Andere Passung des du Bois-Beymondsehen 
Satzes. Wenn f(x) in (0, h) integrierbar ist, so findet man für 
h ~ x > 0 mitte1st der partiellen Integration 

u h h- h u 

(: Jr(u)du) =~{f~) du-J (J..Jr(u)du) du, 
0 ., ., ., 0 

" 
d. h. ~(h)- ~(x) jtf(u)- ~(u) l ~u 
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k 

oder ~(x) = ~(h) + j1 ~(u) - f(u)} ~u · 

Wenn ~(x) in (01 h) von beschränkter Variation ist, so gibt es 
eine Zahl A deratt, daß 

I ~(0)- mx1) I+ I ~(xt)- ~(xll) I+ ... +) ~(Xp-1)- ~(h) I< A 
(0 < x1 < · · · < Xp-1 < h) 

ist, wie man auch (0, h) in Teilintervalle zerlegen mag. Es ist also auch 
I ~Cx1)- ~(x2) I + · · · + I ~(xp-t)- ~(xp) I < A. (xp = h) 
Setzt man zur Abkürzung 

iJ(u)- f(u) = @l(u) 

" 
und bezeichnet mit 6" die Schwankung von @l(u) in (x"_ 11 x"), so wird 

"'•· 
~(x._ 1)- ~(xy) j®(u)du = (x"- x"_ 1)(@1(~") + .ß'"c1"). 

Dabei ist ~ .. ein beliebigerWert aus (x"_ 1 , x") und .ß'" ein Wert 
aus<- 1, 1). 

Wir können aus der letzten Gleichung schließen 

i ~(x"_1)- ~(x,}l;;::: (x.,- x,._1){J.®(~.) I - c1,.}, 
(v-2,3, . .. p) 

p p 

also ~(x"- x"_1) 1 @I(~.) I - ~(x,.- x"_1)c1" < A. 
>'=I 1'=2 

Halten wir x1 fest und unterwerfen (x11 h) einer ausgezeichneten 
.8-Folge, so wird 

p 

lim~(x"- x,._ 1)c1,.= 0, 
•=ll 

... 

lim j(x"- x"_ 1) I @I(~ .. ) I =fi @l(u) I du, 
>'=ll "'• 

und es ergibt sich, daß für 0 < x < h 
... 

}i @l(u) I du< A ist. 

"' 
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h 

Die Funktion X(x) -fi<r>(u)idu 

ist also in (0, h) beschränkt. 
Wenn diese Bedingung erfüllt ist, so läßt sich umgekehrt zeigen, 

daß g:(x) in (0, h) von beschränkter Variation ist. 
Die beiden Funktionen 

h 

<P(x) = g;(h) + f I @J(u) 12+ @J(u) du 

"' 

und 

sind dann nämlich in (0, h) beschränkt und absteigend. Sind sie be
ständig kleiner als B und setzen wir fest, daß 

4'(0) = ifi(O) == B 

sein soll, so sind sie in (0, h) absteigend. Ihre Differenz wird aber, 
wenn man g:(O) = 0 festsetzt, gleich g:(x), so daß g:(x) in (0, h) 
von beschränkter Variation ist.1) 

Wir können also dem du Bois-Reymondschen Satze fo]gende 
Fassung geben: 

Wenn f(x) in (0, h), h>O, integrierbar und die Funktion 
h u 

X(x) -J[ f~u) - ~ijf(u)dtt I du 
"' 0 

in (0, h) beschränkt ist, so hat man 
h .. r sinnx n ct 

hmJ f(x)-x- dx = 2 uo· 
0 

"' 
Dabei ist g:0 der Grenzwert von !}•f(x)dx bei nach 

0 

1) Bei jeder anderen Festsetzung über iY(O) bleibt diese Eigenschaft 
bestehen. 
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Null konvergierendem p osi ti vem x. Dieser Grenzwert ist unter 
den hier gemachten Voraussetzungen stets vorhanden. 

Wenn f(x) für x=O stetig ist, so ist 50 =((0). (Vgl.§ 157.) 
Anwendung. f(x) sei in (0, h), h > 0, integrierbar und habe 

an der Stelle x = 0 eine Ableitung. 
Wir können bei gegebenem E (> 0) die positive Zahl o so 

wählen, daß in (0, o) 
I f(x)-: f(O) - f' (0) I < E 

ist. Wäre nämlich in ( 0, ! ) , n == 1, 2, 3, ... , immer ein x,. zu fin-

den, für welches I f(x,.)x-:{(0)- r (0) I~ E, 

so könnte nicht l . f(x,.)- f(O) f'(O) . 1m = sem. 
Xn 

Die Funktion f(u) - f(O) ist also in (0, o), folglich auch in (0, h) 
u 

beschränkt. Dasselbe gilt v~n @(u) und von X(x). Man hat nämlich 
u. 

- @ ( u) = f(u)- LC!!l - .!:._jt(u)- f(O) udu 
u u 1 u ' 

0 

und nach dem ersten Mittelwertsatz wird 
u u 

f f\u)- f(O) udu- m}udu = m u 1 

u 2 ' 
0 0 . 

wobei m nicht kleiner ist als die untere und nicht größer als die 

obere Grenze von f(u)- f(O) · 
u 

Nach dem obigen Theorem ist also 

" 
lim jf(x) sinxnx dx = ; f(O). 

0 

Dasselbe Resultat ergibt sich, wenn f(x) in (0, h) integrierbar 
und bei passender Wahl derpositiven Zahl k 

f(x)- f(O) 
~--

in (0, h) beschränkt ist. 
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Bemerkung. Da 
h 

Reihen von Funktionen 

lim rf(x) (_!.. - __ _!__) sin nxdx = 0 J J x smx 
0 . 

(0 <h <n) 

ist, wenn wir f(x) in (0, h) integrierbar annehmen, so ist 
h h 

r jsin nx f'( ) d 1' fsin nx f( ) d 1m -X- X X = 1m sinx X X 1 

0 0 

vprausgesetzt, daß dieser Grenzwert existiert. 

Kapitel XV. 

Integration unendlicher Reihen. 
§ 169. Belhen von Punktionen. u1(x), u2 (x), u3 (x), ... sei 

eine Folge von Funktionen, die alle in (a, b) definiert sind. Außer
dem sei die unendliche Reihe 

u1 (x) + ~(x) + u8(x) + · · · 
für jeden Wert x aus (a, b) konvergent. Wir sagen dann, daß diese 
Reihe in dem Intervall (a, b) konvergiert. Ihre Summe wollen 
wir mit U( x) bezeichnen, so daß 

U(x) = u1(x) + u1 (x) + u8 (x) + · · · 
ist ( a .:::;: x < b ). 

Die Potenzreihen sind eine spezielle Art Reihen von Funktionen. 

§ 170. Gliedwelse zu integrieren ist nicht immer erlaubt. 
Die älteren Analytiker folgerten aus 

U(x) = u1(x) + u2(x) + u3 (x) + · · · 
ohne Bedenken · 

b b b b 

ju(x)dx = Ju1 (x)dx + ju2(x)dx +Ju3(x)dx + · ·: 
a a a a 

Sie verfuhren also bei der Integration einer unendlichen Reihe 
von Funktionen ebenso wie bei der Integration einer Summe 
von p Funktionen. 
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Wir können durch ein Beispiel zeigen 1 daß dieses V erfahren 
manchmal zu falschen Resultaten führt. 

Setzen wir u .. (x) = nxe-""''- (n- l)xe-<n- 1l"'', 

so ist in der Reihe u1(x) + u2 (x) + u3 (x) + · · · die n-te Partial
summe sn(x) gleich nxe-""''. Für x = 0 ist sie null. Für x S 0 
wird ihr Betrag gleich 1) 

nlxl ~--2-
e""'' < nix•- nlxiS1 

2 
so daß lim s .. (x) = 0. 

Man hat also für jeden Wert von x 

0 = u1(x) + u1(x) + ft3 (x) + · · · 
Durch skrupelloses Integrieren würde man finden 

1 1 1 

0 j~u1 (x)dx + Ju2 (x)dx + Ju.3 (x)dx + .. · 

Nun ist aber 

mithin 

0 0 0 

1 

Ju,.(x)dx = He-<"- 1>- e-"). 
0 

Die n-te Partialsumme der Reihe 
1 1 1 

Ju1(x)dx + Ju,(x)dx +.{u8(x)dx + .. · 
0 0 0 

lautet hiernach 

und hat den Grenzwert 1 : 2. 
Wir sind also zu der absurden Gleichung 0 ==- t gelangt. 

§ 171. Gleiohmißlge Konvergenz. Die Reihe 

u1 (x) + u2(x) + u3(x) + · · · 
· nx2 n'x4 n'x' 1) Man bedenke, daß e""'- = 1 + ~ +-+.··,also e""">- ist 

1 1·2 2 . 
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sei in (a, b) konvergent. Setzen wir 

R,.(x) = u,.(x) + un+ 1 (x) + · · ·, 
so ist bei festgehaltenem x (a < x ~ b) 

lim R,.(x) = 0, 

weil U(x)- s,._ 1 (x) = R,.(x) und lim sn_ 1(x) = U(x) ist. 

Es kann nun sein, daß die Eigenschaft lim Rn ( x) =- 0 auch dann 
noch gilt, wenn wir das x nicht mehr festhalten, sondern es mit 
wachsendem Index seine Lage in (a, b) ändern lassen. In diesem 
Falle wollen wir sagen, daß die Reihe in (a, b) gleichmäßig kon
vergiert. 

Wir können diese Definition so formulieren: 
Die Reihe u1 (x) + u2 (x) + u3 (x) +···heißt in (a, b) 1) gleich

mäßig konvergent, wenn sie in (a, b) 9) konvergiert und da
bei immer lim Rn(xn) = 0 ist, wie man auch die Folge x11 x2 , 

x3 , ••• in (a, b) wählen mag. 
Bei dem in § 170 betrachteten Beispiel ist 

Rn(x) =- (n- 1)xe-(n- 1)'"' 

Setzen wir x,. = 1 : yn=l, n > 1, so wird 

R,.(x,.) =-Yn- le- 1, 

und es ist keineswegs lim R,. (x") = 0. Die Reihe ist also in dem In
tervall (0, 1), über welches wir integriert haben, nicht gleichmäßig 
konvergent. 

Eine in (a, b) konvergierende Reihe 

u1(x) + u2(x) + u3 (x) + · · · 
ist in (a, b) dann und nur dann gleichmäßig konvergent, wenn 
fast alle Glieder der Folge 

I Rt (x) I, I R2(x) I, I Rs(x) I, · · · 
in dem ganzen Intervall (a, b) kleiner als ~ sind, wie auch die 
positive Zahl ~ gewählt sein mag. 

1) (oder in irgend einem andern Bereich ~). 
2) (bzw. in ~). 
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Daß die Bedingung hinreichend ist, liegt auf der Hand. Wenn 
sie näm lieh erfüllt ist, sind in jeder Folge 

I R,. (xl) I, I B.(xs) I, I Bs(xs) I, ... 
fast alle Glieder kleiner als E1 d. h. es ist lim R,. ( x,.) = 0, für jede 
aus (a, b) herausgegriffene Folge x11 x11 x8, •.. 

Wenn die Bedingung nicht erfüllt ist, wenn es also ein Aus
nahme-Epsilon, etwa e0 , gibt, so werden unendlich viele Glieder der 
Folge nicht mehr in dem ganzen Intervall (a, b) kleiner als Eo sein. 
Es ist also möglich x11 Xj, x8, ••• so in (a, b) zu wählen, daß un
endlich viele Glieder der Folge I .R,.(x1) I, I ~(x1) I, I Bs(x8) I, ... 
größer oder gleich Eo sind. Dann ist aber u1 (x1)+u,(x,)+u8 (x8)+·· 
in (a, b) nicht gleichmäßig konvergent. 

§ 172. Sl.tze ilber glelchmUlg konvergente Belhen. 
1. Konvergiert sowohl u1 (x)+u,(x)+u8(x)+ ... als auch 

v1(x) + v,(x) + v8 (x) + · · · in (a, b) gleichmäßig, so gilt das
selbe von der Reihe 

Setzen wir 

und 

u1 (a.:) + v1 (x) + u1(x) + v1(x) + · · ·. 

B,.(x) = u,.(x) + un+ 1(x) + · · · 
B,.(x)- v,.(x) + v,.+ 1(x) + · · ·, 

so sind bei der neuen Reihe die ungeraden Reste P1 (x), P8 (x), ... 

B1(x) + B1 (x), llz(x) + B1(x), .... 

und die geraden P1(x), P,(x), ... 

Bz(x) + B 1 (x), Bs(x) + R1 (.t:), ... 

Ist x11 x1, x8 , •.• irgendeine Folge aus (a, b), so hat man 

limB,.(x"._1) =-lim.R,.(x1 ,._1)- 0 

und lim B,.+1 (x.,.) = lim B,.(x.,.) = 0. 
Es ist also 

lim P111 _ 1 (Xt.- 1) -lim B,.(x"._1) + lim B,.(x.,._ 1) = 0 

und limP".(xh) = limR,.+1 (x111) + limB,.(Xt,.) = 0, 

mithin auch lim P,.(x,.) = 0. 
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2. Konvergiert u1 (x) + tt2(x) + u3 (x) + · · · in (a, b) gleich
mäßig und ist 'P(x) in (a, b) beschränkt, so konvergiert auch 

ui(x)'P(x) + u1(x)'P(x) + u.(x)«p(x) + · · · 
in (a, b) gleichmäßig. 

Setzt man P,.(x) = u,.(x)'P(x) + ufl+ 1(x)'P(x) + · · · und R,.(x) 
- u .. (x) + u,.+ 1 (x) + · · ·, so wird 

P,.(x) = R,.(x)~p(x). 
Ist M die obere Grenze von I 'P(x) I in (a, b), so hat man 

I P,.(x) I< MI R,.(x) I· 
Aus lim R,.(x,.) = 0 folgt also lim P.,(x,.) = 0. 

3. Konvergiert u1(x)+u1(x)+u8 (x) + ... in (a,b) gleich
mäßig und ist jedes u,.(x) in (a, b) integrierbar, so ist auch 
die Summe der Reihe in (a, b) integrierbar 

Wir wählen 11 so, daß in dem ganzen Intervall (a,b)IR~(x)l <e. 
Dann ist U(x) = ~1 (x) + ... + u~_ 1 (x) + R~(x) 
eine Summe von 11 Funktionen, die in (a, b) beschränkt sind. U(x) 
ist also ebenfalls in (a, b) beschränkt. 

Um die Integrierbarkeit von U(x) zu erkennen, bedenke man, 
daß die mittlere Schwankung einer Summe von 11 l!'unktionen nie 
größer ist als die Summe der mittleren Schwankungen der Sum
manden.1) 

Die mittlere Schwankung von U(x) in (a, b) ist also nicht. 
größer als die mittlere .Schwankung von R~(x), weil jedes u,.(x) als 
integrierbare Funktion die mittlere Schwankung Null hat. Da nun 
R~(x) beständig zwischen - E und E liegt, so ist seine mittlere 
Schwankung nicht größer als 2 E. Die mittlere Schwankung von U(x) 
in (a, b) ist also kleiner als 2e, d. h. sie ist null, denn E war eine 
beliebig gewählte positive Zahl. 

Wir wollen nicht un('rwähnt lassen, daß bei dem obigen Beweis 
weniger verlangt wird als die gleichmäßige Konvergenz. Es wird nur 
verlangt, daß sich jedem positiven E ein Rest R,.(x) entgegenstellen 

1} Dies folgt daraus, daß die Schwankung einer Summe nie größer als 
die Summe der Schwankungen der Summanden ist 
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läßt, der in dem ganzen Intervall (a, b) seinem Betrage nach kleiner 
als E ist. Diese Eigenschaft hat die in § 170 betrachtete ungleich
mäßig konvergente Reihe, weil bei ihr R, (x) gleich Null ist. 

Man stellt manchmal eine Definition der gleichmäßigen Konver
genz auf, die nur fordert, daß es zu jedem positiven E einen Rest 
gibt, dessen Betrag in dem ganzen Intervall (a, b) kleiner als E ist. 
Danach würde die in § 170 betrachtete Reihe gleichmäßig konvergent 
sein, weil sie die Summe Null hat. 

Man beweist dann auch den Satz, den wir in Nr. 4 bringen. Bei 
jener Definition der gleichmäßigen Konvergenz ist dieser Satz aber 
direkt falsch (vgl. § 170). 

4. Wenn u1 (x) + u2(x) + u3 (x) + · · · in (a, b) gleichmäßig 
konvergiert und jedes u,.(x) in (a, b) integrierbar ist, so 
hat man 

b b b 

j(u1 (x) + u1 (x) + · · ·)dx =j"u1 (x)dx +J~2(x)dx + · · · · 
a a a 

Man findet also das Integral einer solchen Reihe, indem man 
gliedweise integriert. 

Aus Nr. 3 wissen wir, daß U(x)=u1 (x)+u2 (x) + ... in (a, b) 
integrierbar ist. Ebenso ist R,.(x) in (a, b) integrierbar. Wird ein 
positives E vorgelegt, so sind fast alle R,.(x) in dem ganzen Intervall 
( a, b) ihrem Betrage nach kleiner als E. Für fast alle Werte des 
Index n ist also b 

I JR,.(x)dx I< E(b- a), 
a 

b n-1 b 

d. h. [j·u(x)dx- ~Ju~(x)dx I< E(b- a). 
a ~=1a 

Das bedeutet aber 
n-1 b b 

lim ~ Ju~(x)dx = J U(x)dx 
~= 1 a a 

b h b 

oder jU(x)dx = Ju1(x)dx + Ju,(x)dx + ft8 (x)dx + · · ·. 
a a a a 
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Die gleichmäßige Konvergenz ist eine hinreichende Bedin
gung dafür1 daß man gliedweise integrieren darf1 aber keineswegs 
eine notwendige Bedingung. 

Das sehen wir bei der Reihe 

(1- x) + x(1- x) + x'(1- x) + · · ·1 

die in (01 1) konvergent1 aber nicht gleichmäßig konvergent ist. 
Daß die Reihe nicht gleichmäßig konvergent ist1 erkennt man daraus1 

daß für 0:::;:: x < 1 R,.(x) = x"-l 

ist. Setzt man x,. = 1- ..!._ 1 so wird 
n 

R,.(x,.) = (1- !)"-\ 
also lim R,.(x,.) = ..!.. 1 e 

während bei gleichmäßiger Konvergenz lim R,.(x,.) = 0 sein müßte. 
Trotzdem ist bei unserer Reihe die gliedweise Integration er

laubt. Die Summe U(x) der Reihe ist 

fnr 0 < x < 1 gleich 1, für x = 1 gleich 0. 

Es wird also 1 

ju(x)dx = 1. 
0 

Andererseits ist 
1 1 1 

/x•-1(1- x)dx fx"- 1dx-fx"dx =!- n~ 1 · 
Die gliedweise integrierte Reihe lautet also 

(t- t) + (t- !) + (i- t) + .... 
Ihre n-te Partialsumme ist 1 - n ~ 1 und hat den Grenzwert 1. Die 

1 

Summe der Reihe ist also wirklich gleich JUdx. 
0 

5. Konvergiert u1(x) + u1(x) + u8(x).+ ··:in (a, b) gleich
mäßig und ist jedes u,.(x) an der Stelle x0 in (a, b) stetig, so 
ist auch U(x) = u1(x) + u,(x) + · · · an der Stelle x0 stetig. 
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Wir müssen zeigen, daß aus lim x,. = x0 (alle x,. Zahlen aus 
(a, b)) immer folgt lim U(x,.) = U(x0). 

Wir wählen v so, daß in dem ganzen Intervall (a, b) I B.,(x) I 
<!Eist. Setzen wir u1(x) + ··· +u.,_ 1 (x)=s~_ 1 (x), so ist s,._ 1 (x) 
als Summe von v -1 stetigen Funktionen an der Stelle x0 stetig. 
Fast alle s.,_ 1 (.x,.) werden sich also von s.,_ 1 (x0) um weniger als tE 
unterscheiden. Da 

U(x,.)- U(x0) = s.,_ 1(x,.)- s"_1(x0) + B.,(x,.)- R.,(x0) 

ist, so wird für fast alle Werte des Index n 

I U(x,.) - Utx0) I < E 

sein. Das bedeutet aber lim U(x,.) = U(x0). 

Konvergiertu1 (x)+u1 (x)+u.(x)+··· in (a,b) gleichmäßig 
undistjedesu,.(x)in(a,b)stetig, so istauch U(x)=u1(x)+u 1(x)+·· 
in (a, b) stetig. · 

In einem speziellen Fall läßt sich dieser Satz umkehren. Es gilt 
nämlich folgendes: 

6. Eine in (a, b) konvergente Reihe von stetigen nir
gendsnegativeil Funktionen hat dann undnur dann eine ste
tige Summe, wenn sie gleichmäßig konvergiert. 

Wir brauchen nur die Notwendigkeit der hier angegebenen Be
dingung zu beweisen. 

Ist U(x) stetig, so sind wegen der Stetigkeit der u,.(x) auch alle 
R,.(x) stetig. Jedes R,.(x) bat einen größten Wert R,.(e,.), und es ist 

offenbar 14 (e,) ~ .R,(e.) ~ Ba(;s) ~ ... , 

weil R,.(;,.) ~ R,.(;,.+ 1) ~ R,.+ 1(;,.+ 1). Außerdem ist R,.(en) ~ 0. 
Was wir zu zeigen haben ist lim R,.(;,.) .... 0. 
In eu ;1 , ; 8 , ••• gibt es eine konvergente 'feilfolge. Fassen wir 

in u1(x) +: u1 (x) + u.(x) + · · · in geeigneter Weise benachbarte 
Glieder zusammen, so können wir den Fall herbeiführen, daß ;, , g1 , 

; 8 , ••• selbst konvergent ist. Es sei lim t =- g. Dann hat man wegen 

der Stetigkeit von U(x) limR,.(;,.) = Rr(;). 

Dafürn>v 

ist, so folgt 
R,.(;,.) ~ R,.(l,.) 

Iim R.(e,.) = R.(e) ~ lim R,. (t). 
Kowalewaki, Differential- und. Integralrechnung. 4. Ault. 16 
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Dies gilt für v = 1, 2, 3, ... Da aber R.(;), wenn v die Folge 1, 2, 
3, ... durchläuft, nach Null konvergiert, so ist auch lim R,.(e,.) = 0. 

7. Wenn es möglich ist, die Konstanten A 1 , A1 , A3 , ••• 

so zu wählen, daß A1 + A. + A8 + · · · konvergent ist und 
daß in dem ganzen Intervall (a, b) die Ungleichungen 

u1 (x) I .:::;: A11 I u1(x) I < A 9 , I u8 (x) I .:::;: A3 , ••• 

gelten, so ist die Reihe 
lut(x)l + lu,(x)l + ltta(x)l + · · · 

in (a,b) gleichmäßig konvergent. 
Daß die Reihe konvergent ist, liegt auf der Hand. Um die 

Gleichmäßigkeit der Konvergenz einzusehen, bemerke man, daß 

lu.(x) I + iu,.+1 (x} I + · · ·.:::;: A,. + A,.+l + · · · 
ist. Daraus folgt, wie man auch die Folge x11 x1 , z., ... in (a,b) 
wählen mag, lim{lu,.(x,.)l + lu,.+ 1(x,.)l + ···} = 0. 

Wenn lu1(x)l + lu1 (x)l +···in (a,b) gleichmäßig konvergiert, 
so gilt dasselbe von u1 lx) + u1(x) + · · ·. Denn man hat 

lu,.(x) + u,.+ 1(x) + ···1.:::;: lu.(x)l + ju,.+1 (x)l + ···. 
Anwendung. a0 + a1 x + a.x• + · · · sei eine Potenzreihe, deren 

Konvergenzradius ~ nicht null ist. Liegt das Intervall (a,b) in 
(- ~~~), so ist laol + la1xl + la.x'j +···in (a,b) gleichmäßig 
konvergent. Wir können nämlich in (-()1 ()) einlntervall(-r,r) 
so wählen, daß ( a, b) in (- r, r) liegt. Dann ist in dem ganzen 
Intervall (a,b) !a,.x"j.:::;: Ia. Ir". 
Da I a., I + I a1 1 r + I a1 I r1 + · · · konvergent ist, so konvergiert 
ja0 j + la1xl + ja1x11 + ·· · in (a,b) gleichmäßig, mithin auch 
a0 + ~x + a1 x1 + · · ·. 

Setzt man also im Innern des Konvergenzintervalls 

f(x)- a0 + a1x + ~x1 + ··., 
:r: 
~ a-~1 a ~~ 

so ist t/f(x)dx=a0x+-T-+ -\-+···. 

Die Reihe a1 + 2a1x + 3a8 x1 + · · · 
bat denselben Konvergenzradius wie a0 + a1 x + a.x' + · · ·. 
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Setzen wir im lnnern des Konvergenzintervalls 

cp(x) = a1 + 2a2x + 3a3 x2 + · · ·, 
"' 

so ist j~(x)dx = a1 x + a2 xi + a3 x8 + · · · = f(x)- a0 • 

0 
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Da cp(x) im Innern des Konvergenzintervalls stetig ist, so folgt 
hieraus f'(x) = cp(x), d. h. 

f'(x) = a1 + 2a1x + 3agx1 + .... 
Dieses Resultat ist uns schon bekannt. 

8. a1 + a2 + a8 + .. · sei eine konvergente Reihe und f(x) 
sei eine Funktion, die für x > 0 absteigend ist, aber nie 
negativ wird. Dann ist 

atf(x) + a2{(2x) + asf(3x) + · · · 
für x ~ 0 gleichmäßig konvergent. 

Da nach Voraussetzung 

f(x) 2 f(2x) > f(3x) > · · · 
und f(px) ;;:;:; 0 ist, so können wir auf 

a~+tf(Cv + 1)x) + · · · + a~+Pf((v + p)x) 

den A helsehen Hilfssatz anwenden und schließen, daß bei unserer 
Reihe 1) 

s,,+P- s,.= f((v + 1)x)IDl(a,,+11 a,.+l+ a•+ll' ... , a,,+l+ a,.+ll+ ... + a,.+P) 
ist, d. h. 

sv+p- s,, = f((v + l)x)IDl(6,.+1- 6", 0',.+1- 6,,, ... ' 6,,+p- 6,.). 

Bei passender Wahl von v unterscheiden ·sich 0',,, 11,.+1, 6v+ 2 , ••• 

von 6 um weniger als E/2, also voneinander uni weniger als E. 

Es wird dann für p = 1, 2, 3, · · · 

~S•+P- s,.J < f(O)E. 

In der Folge s11 s2 , s3 , • • • gibt es also ein Glied s,., von dem sich 
fast alle Glieder um weniger als E{(O) unterscheiden. Bedenkt man, 

1) Die n-te Partialsumme in atf'(x) + atf(2x) + · · · bezeichnen wir mit 
s,., die n-te Partialsumme in a1 + a1 + · · · mit 11" Endlich setzen wir 
a1 + a1 + · · · == 11 • 

16* 
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daß c eine beliebig gewählte positive Zahl ist, so erkennt man, daß 
das Cauchysche Kriterium(§ 27) erfüllt ist, und daß limsn existiert. 
Damit ist die Konvergenz von ad(x) + a2 f(2x) + · · · bewiesen. 

Aus der obigen Ungleichung folgt aber, wenn man p die Folge 
1, 2, 3, · · · durchlaufen läßt, 

I R~+t (x)l < f(O)E. 

In der ganzen Betrachtung darf v durch jede größere Zahl er
setzt werden. Es ist also auch 

\Rv+ 2(x)j < f(O)c 

usw. Fast alle Reste haben demnach die Eigenschaft für x ~ 0 ihrem 
Betrage nach kleiner oder gleich f(O)c zu sein. Dies bedeutet aber, 
daß ad(x) + ad(2x) + · · · für x :C. 0 gleichmäßig konvergiert. 

F(x) sei für x~O monoton und außerdem beschränkt, d.h. 
es lasse sich A so wählen, daß alle Funktionswerte dem Iui>e-rvall 
(F(O), A) angehören. Dann ist offenbar 

) F(x)- A 
f(x = F(O)- A 

für x ~ 0 abnehmend und nie negativ. ad(x) + ad(2x) + · · · 
ist also für x > 0 gleichmäßig konvergent. Diese Eigenschaft bleibt 
bestehen, wenn wir die Reihe mit der Konstanten F(O)- A multi
plizieren und dann A(a1 + a, + · · ·) zu ihr addieren. Also ist auch 

die Reihe a1 F(x) i- a,F(2x) + a3 F(3x) + · · · 
für x>O gleichmäßig konvergent. 

Beispiele. 1. Die Funktion 
• 2 

cp(X) = (Sl:X) 
hat, wenn wir «p(O) = 1 festsetzen, überall eine Ableitung und «p1 (x) 
ist durchweg stetig. 

Für x ~ 0 ist nämlich 
'() 2 sinx xcosx-sinx 

'P X = x · x 1 • 

Filr x = 0 lautet der Differenzenquotient 
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(~f-1 
X 

so daß q/ (0) = 0 wird. 

Daß q/(x) für x ~ 0 stetig ist, sieht man dem Ausdruck von 

q/(x) an. Die Stetigkeit an der·Stelle x = 0 folgt daraus, daß si:a: 

bei nach Null konvergierendem x den Grenzwert 1, (xcosx- sinx): x2 

dagegen den Grenzwert Null hat. Es ist nämlich 

xcosx-sinx = _ .!:_,.. + ... 
x' Sw . 

X 

Nun hat man cp(x) = cp(O) +Jcp'(x)dx und 
0 

;v X X 

fcp' (x)dx = tJ'{ Jcp'(x)J + q;'(x)} dx- tj{ Jcp'(x) I -q;'(x)} dx. 
0 0 u 

Jedes der beiden Integrale rechts ist für x:;:::::O aufsteigend und 
nie negativ. Sie sind außerdem nicht größer als 

"' 
flq;'(x)Jdx. 
0 

Gelingt es zu zeigen, daß diese Funktion beschränkt ist, so 
sind auch jene beiden Integrale beschränkt. 

S h 'bt '( ) 2sinxcosx 2sin1 x 
c re1 man q> x = x! - ~, 

so erkennt man, daß für x > 1 

Jcp'(x)J < ;, + :a < :~ 
"' "' 

ist. Daraus"folgt jicp'(x)Jdx<4j~;=4(1-~)<4 (x>1) 
1 1 

"' 1 

und .flq;'(x)!dx< 4 +jiq;'(x)Jdx. 
0 0 

(x > 0) 

q;(x) ist somit die Summe von zwei Funktionen, nämlich 
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X 

F(x) = q;(O) + tJ'{ lq;'(x)l + q;'(x) }dx 
0 

X 

und G(x) =- ~j{I'P'(x)- 'P'(x)} dx, 
0 

die für x ~ 0 monoton und beschränkt sind. 
Da nun 

sowohl a1 F(x) + a.1 F(2x) + · · · als auch a1G(x) + a1G(2x) + · · · 
für x > 0 gleichmäßig konvergiert, so gilt dasselbe von 

a1 { F(x) + G\x)] + a2 ( F(2x) + G(2x)} + .. ·. 
Wir haben hiermit folgenden Satz bewiesen, der uns später voll 

Nutzen sein wird. 
Wenn a1 + a2 + a3 + · · · konvergent ist, so konvergiert 

die Reihe (sinx)'+ (sin2x)2+ (sin3x)'+ at -x} a2 2-x"" aa ··a;; ... 

für alle Werte von x gleichmäßig 1). 
• 2 

Da el::x) an der Stelle X = 0 stetig ist, wenn wir für X = 0 

den Funktionswert gleich 1 setzen, so können wir aus der gleich
mäßigen Konvergenz der Reihe schließen, daß für nach Null kon
vergierendes x 

lim { alci:xr+ a,(~~::-~r+ asei;!xr+ ... } == al +a,+ as+ ... wird. 

2. Wenn a1 + a~ + a8 + · · · konvergent ist, s.o konvergiert 

a1 t + a, t2 + a3 t8 + ... 
in (0, 1) gleichmäßig. 

Es genügt zu zeigen, daß die Reihe für 0 < t < 1 gleichmäßig 
konvergent ist; denn für t == 0 sind alle Reste gleich Null. 

Setzen wir unter der Annahme 0 < t ~ 1 

t = e-·\ also 
1 

x =log
t ' 

so ist x > 0. 

• I 

1) ct:x) ist eine gerade Funktion. Daher ist die Reihe sowohl für 

x > 0 als auch für x < 0 gleichmäßig konvergent. 
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Unsere Reihe lautet jetzt 
a1e-'" + a1e-s.. + a8e- 8'" + ... , 

d. h. atf(x) + a1 f(2x) + a8 f(3:r:) + · · ·, wobei f(x)- e-'" ist. Diese 

Funktion ist aber für x > 0 absteigend und nie negativ. 
Daher ist die Reihe a1e-'"+a1e-t:r+··· für x>O gleichmäßig 

konvergent und die Reihe a1 t + a1 t1 +···für 0 < t < 1, also auch 
in dem Intervall (0, 1). 

Wenn eine Potenzreihe 

a0 + a1 x + a,x1 + · · · 
für X=- x0 konvergiert (x0< 0), so konvergiert sie in (0,x0) 

gleichmäßig (Satz von Abel). 
Man setze x = tr0 • Dann lautet die Potenzreihe 

a0 + a1x0 t + a1 x01 t1 + · · ·. 
Aus der Konvergenz von a0 + a1 x0 + a1x0 1 + · · · folgt nach dem 
Obigen die gleichmäßige Konvergenz von a0 + a1 x0 t + a., r 01 t• + · · · 
für 0 < t s 1 , d. h. die gleichmäßige Konvergenz von a0 + a1 x + 
+ a2x1 + · · · in (0, x0). 

Die Reihe 
:c x' a;s ---+--··· 1 2 3 

konvergiert für x == 1. Sie konvergiert also in (0, 1) gleichmäßig. 
Nun hat man für lxl < 1 

x x' x 3 

log(1 + x) = 1 - 2 + 8 - · · ·. 

Läßt man x nach 1 konvergieren, so hat die linke Seite den Grenzwert 

log 2, die rechte ( vgl. N r. 5) den Grenzwert 1 - ~ + ~ - · · · . Es 
ist also 1 1 

log 2 = 1 - 2 + 8- - · · · . 

§ 173. Trigonometrische Beihen. Unter einer trigonometri
schen 1) Reihe versteht man eine Reihe 'Von der Form 

~a0 + (a1 cosx + b1 sinx) + (a,cos2x + b1 sin2x) + · ... 

1) cos:c, sinx, tgx, cota: nepnt man trigonometrieehe Funktionen. 
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Wir wollen annehmen, daß die Reihe für alle Werte von x kon
vergiert, und ihre Summe mit V(x) bezeichnen. 

Schon Euler hat erkannt, in welchem Zusammenhang die 
Koeffizienten a, b mit der Funktion U(x) stehen. Er folgert 
aus 1 

U(x) = 2a0 + (a1 cosx + b1 sinx) + ... 
n n n 

.{U(x)dx = na0 + ~(an}~osnxdx + b"Jsinnxdx). 
-n -n -~ 

n n 

f (sinnx)" f. (cosnx)" Da cosnxdx = -n- _=;: 0 und smnxdx =- --n- _; 0 
-n -n 

ist, so liefert die obige Gleichung 
n 

a0 = ~J U(x)dx. 
-n 

Um aP und bP (p = 1, 2, 3, ... ) zu bestimmen, multipliziert er 
die Reihe mit cospx bzw. sinpx und integriert wieder von - n bis 
n. Dadurch ergibt sich 

n n 

J'v(x) cospxdx = ta0Jcospxdx + 
-lf -Jl 

n n 

+ ~(a .. Jcosnxcospxdx + b11Jsinnxcospxdx) 
-n -n 

n n 

und Ju(x)sinpxdx = ta0.[sinpxdx + 
- n -n 

n n 

+~(a .. Jcosnxsinpxdx + b,.Jsinnxsinpxdx) · 
-n -n 

Nun hat man 

2cosnxcospx = cos(n + p)x + cos(n- p)x, 
2sinnxsinpx = cos(n- p)x- cos(n + p)x, 
2cosnxsinpx = sin(n + p)x- sin(n- p)x, 

2sinnx cospx = sin (n + p)x + sin (n- p)x. 
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Daraus folgt im Falle n ~ p 
tr 

2f d (sin(n + p)x)tr + (sin(n- p)x)tr O cosnxcospx x = - -~-~- = 
n+p -tr n-p -tt I 

-rt 
1t 

2f . . d (sin(n- p)x)n (sin(n + p)x)rt O smnxsmpx X= _ - n+p = 1 
n p -rt -n 

-1f 

1t 

21 . d (cos(n+p)x)rt+ (cos(n-p)x)n O cosnxsmpx x =- +P n-p = 1 n -tr -tr 
-1f 

rt 

2f . d (cos(n+p)x)rt (cos(n-p)x)n O smnxcospx x-- + - = -
n p -n n-p -n -rt 

Im Falle n = p findet man 
rt 

j • (sin 2px)n 2 cospxcospxdx= -2-~ +2:n:=2:n: 1 
p -rt -rt 

rt j . . 2 rt 
2 sinpxsinpxdx = 2:n:- (sm2 px) = 2n, 

p -tr 
-rt 

rt 

f . (cos2px)n 2 cospxsmpxdx =-~ -n 0. 
-1f 

Hiernach sind in der ersten Reihe alle Glieder null bis auf :n:aP 
in der zweiten Reihe alle bis auf nbP 1 und man hat also 

rt rt 

aP= ~ {'u(x) cospx dx 1 bP= .!Ju(x) sinpxdx. 
n~ n 

-1f -rt 

Setzt man in der Formel für aP statt p Null ein, so erhält man 
die Formel für a0 • Diese einfache Beziehung besteht nur, weil wir 

den ersten Koeffizienten der Reihe mit ~ a0 bezeichnet haben. 

Gegen dasEulereche Verfahren ist einzuwenden, daß es skrupel
los von der gliedweisen Integration Gebrauch macht. Wenn die be-
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trachtete Reihe in <- 1t1 1r.) gleichmäßig konvergent ist, so ist 
das Verfahren vollkommen korrekt. Dieser Fall tritt z. B. ein, wenn 
die Reihe !a1 1 + ib1 1 + la2 1 + lbsl + · · · 
konvergent ist. Dann hat man nämlich für jedes x 

la,.cosnx + b,.sinnxj < Ia,. I+ Ibn I 
und kann auf Grund von Nr. 7 in § 172 auf die gleichmäßige Kon
vergenz schließen. 

§ 174. Pourierache Beihen. Wir nehmen an, daß f(x) in 
<- n, n) integrierbar ist. Die Zahlen 

" 
ltP = ~jf(x) cospx dx (p = o, 1' 2, .. ·) 

-1t 

1t 

und bP = ~jf(x) sinpx dx (p = 1, 2, 3, .. ·) 
-tr 

nennen wir die Fouriersehen Konstanten von f'(x) und die tri
gonometrische Reihe 

~ a0 + (a1 cosx + b1 sinx) + (a2 cos2x + b2 sin2x) + · · ·, 
deren Koeffizienten die Fouriersehen Konstanten von f(x) sind, die 
Fouriersehe Reihe von f(x). 

Das Ergebnis des § 173 läßt sich dann so ausdrücken: Wenn 
eine trigonometrische Reihe in <- n,n) gleichmäßig kon
vergiert, so ist sie die Fouriersehe Reihe ihrer Summe. 

§ 175. Die Partialsummen der Pourierschen Beihe. Setzt 
man für aP und bP ihre Integralausdrücke 

" " 
aP = ~jf(u) cospu du, bP- ~jf(u) sinpudu 

-n -n 
ein, so wird 

1t 

aP c.ospx + bP sinpx = ~jf(u) (cospu cospx + sinpu sinpx) du 
-n 
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11 

= ~jf(u)cosp(u- x)du, 
-11 

und die Fouriersehe Reihe lautet 
11 11 11 

2
1Jf(u)du +~jf(u) co!.l(u-x) du +~jf(u) cos2 ( u -x) du+···. 

-11 -11 -11 

Wir wissen, daß die Integrale sich nicht ändern, wenn wir f(x) 
an der Stelle x = n: den Wert f(- n:) beilegen. Nachdem dies ge
schehen ist, können wir durch die Forderung, daß immer 

f(x + 2n:) == f(x) 

sein soll, die Definition von f(x) auf alle Werte von x ausdehnen. 
Geometrisch kommt dies darauf hinaus, daß wir die Bildkurve 
y = f(x), - :r: ~ x < n:, fortgesetzt nach links und nach rechts par
allel zur x-Achse um 2n verschieben. 

f(x) ist also jetzt für alle Werte von 1c definiert und hat die 
Periode 2n. Da wir f(x) in <- n:, n) integrierbar annahmen, ist das 
neue f(x) in jedem Intervall integrierba.r. 

Bemerkung. Wenn eine Funktion rp(u) in jedem Intervall in
tegrierbar ist und die Periode 2n besitzt, so ist 

n n 

Jtp(a + u)du Jtp(u)du, 
-n -n 

wie man auch die Zahl a wählen mag. Mau hat nämlich, wenn 
a + u = v gesetzt wird, 

n a+n a+n 

j~(a + t.,)du = j"rp(v)d'v =-j~rp(u)du. 
-11 a-n a-n 

Das letzte Integral ist aber gleich 
-n n a+ft 

Jrp(u)du + Jrp(u)du + Jtp(u)du. 
a-n -11 n 

Es kommt also darauf an zu zeigen, daß 
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a-tt a+tt 

Jrp(u)du ~ J'rp(u)du 
-tt 7t 

ist. Das gelingt aber sofort mitteist der Transformation v = u + 2:n: 
Auf Grund obiger Bemerkung können wir nun die Fouriersehe 

Reihe so schreiben: 
7t 7t 

2~frcx + tt)du +-: .{rcx + u) cos udtt 
-tt -tt 

7t 

+ !jf(x + u) COS 2udu + · · · 
-tt 

Die p-te Partialsumme lautet 
7t 

sp(x) = !}•{ ~ + cosu + cos 2u + · · · + cos (p- 1)u} f(x + u)du. 
-tt 

Nach § 165 ist aber 1) 

_!_ + COS U + COS 2u + · · · + COS (p- 1)U = COS (p- 1)U- COB pu. 
2 . 2 (1 - CQS U) 

Also wird 
7t 

. ) _ _!__ r,( ) COS (p - l)u - COS pu d 
8P\X -2nJ1 x+u 1-cosu u. (p = 1, 2, 3, ... ) 

-tt 

Wir wollen hier gleich bemerken, daß aus 
7t 

1 }( )1-cosu s (x) = - f x + u -1 ~-- du, 
1 2n -cosu 

-tt 

7t 

. ( ) = _!__ r,( + ) COS U- COB 2t6 d 
S2 X 2 n J J X u 1 - cos u u' 

-tt 

. . ' 

1) Für u = 0 müssen wir die rechte Seite gleich p - ~ setzen. 
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n 

s (x) = __!___ rf(x + u) cos (p- 1) u- coapu du 
P 2 nJ 1 1 - coa u 

-n 
n 

folgt S1(x) + s,(X) + · · · + Sp(X) = ._1_ rf(X + !-t)1- CO!pU du. 
p 2npJI 1-cosu 

-n 

§ 176, Fouriersehe Beihe einer Funktion von beschränk
ter Variation. Die Formel für sp(x) läßt sich nach § 165 auch 
so schreiben: 1 f sin(p- -)u 

sp(x) = 2
1nJ f(x + u) . u 2 du. 
-n sm 2 

Benutzt man die Zerlegung 
n 0 n 

f-J"+f 
-n -n 0 

1 
und führt in dem ersten Integral v = - 2 u, m dem zweiten v = 

+ u als neue Veränderliche ein, so ergibt sich: 
1 
»" 

( ) = ~ff(x - 2t') + f(x + 2v) sin (2p - 1)v d 
8P X n 2 sin v V· 

0 

Das ist ein Integral, wie wir es in § 166 betrachtet haben. 
Aus den damals erhaltenen Resultaten können wir folgendes 

entnehmen. 
Wenn die in <- n, n) integrierbare Funktion f(u) so

wohl links als auch rechts von der Stelle u = x von be
schränkter Variation ist 1), so existiert lim sp(x), d. h. die 
Fouriersehe Reihe ist an der Stelle x konvergent. Ihre 

Summe ist gleich f(:x; _ O) + f(x + O) 

2 

1) Dann sind nämlich f(:x:- 2v), f(x + 2v) rechts von v = 0 von be

schrä.nkter Variation, also auch ! { f (x - 2 v) + f (x + 2 v)}. Im Falle x = 

± n denke man an ((u + 2n) = f(u). 
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wenn wir die Grenzwerte von f(x- h) und f(x + h) für nach Null 
konvergierendes positives h mit f(x- 0) bzw. f(x + 0) bezeichnen. 

Wenn f(x) in(- 7t, 1t) von beschränkter Variation ist, 
so konvergiert die Fouriersehe Reihe 1) für jeden Wert von 

x und hat die Summe-~ (f(x- 0) + f(x + 0)}. 

Wir wollen an dieser Stelle eine Bemerkung über Funktionen 
von beschränkter Variation einfiigen. 

Wenn f(x) rechts von a und links von b (a < b) und 
rechts und links von jeder Stelle x zwischen a und b von 
beschränkter Variation ist,2) so ist f(x) in (a, b) von be
schränkter Variation . .. 

Wäre f(x) in (a, b) nicht von beschränkter Variation, so wi1rde 

dasselbe in mindestens einem der beiden Intervalle (a, a; b), (a t b' b) 
gelten, etwa in (a11 b1), ebenso in einer Hälfte (a2 , b2) von (a11 b1) 

usw. Ist x0 der gemeinsame Grenzwert von an und bn, so würde 
f(x) entweder rechts oder links von x0 nicht von beschränkter Va
riation sein. 

§ 177. Satz von Lipschits. Das Resultat in § 176 rührt im 
wesentlichen von Dirichlet her (1829). Lipschitz hat (wenn aueh 
nicht jn dieser Allgemeinheit) fotgenden Satz aufgestellt, der sich 
mit Hilfe von § 168 beweisen läßt. 

Wenn es eine positive Zahl k gibt derart, daß die bei
den Funktionen 

( ) f (x + !') - A .,, (v) = f (x - v) - B 
q>V= vk , "' vk (v > 0) 

bei passender Wahl der Konstanten A und B beschränkt 
~ind, so konvergiert die Fouriersehe Reihe an der Stelle x 

und hat die Summe ! (A + B). (Vgl. Fußnote 1 Seite 255.) 

1) Die Fouriersehen Konstanten existieren, weil {(x) nach § 154 in 
(- "• ") integrierbar ist. 

2) Wenn man feststellen soll, ob f(:e) rechts oder links von der Stelle 
x0 von beschri!.nkter Variation ist, so darf man vorher f(x0 ) durch irgend 
einen andem Wert ersetzen. 
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Offenbar ist A = f(x + 0), B = f(x - 0). 

Die Fouriersehe Reihe konvergiert z. B. an jeder Stelle 
x, wo die Ableitung f'(x) existiert (vgl. § 168) und ihre 
Summe ist dann gleich f(x).1) 

§ 178. Bindeutigkeitasatz. Wenn zwei trigonometrische 
Reihen überall konvergieren und dieselbe Summe haben, 
so sind sie identisch. 

Oder anders ausgedrückt: 
Wenn für jeden Wert von x 

~ a0 + (a1 cosx + b1 sinx) + (a1 cos2x + b1 sin2x) + · · · =- 0 

ist, so sind alle a,. und alle b,. gleich Null. 
x0 sei eine beliebige Zahl. Da man wegen der Konvergenz 

lim ( a,. cos nx0 + b. sin nx0) = 0 
hat, ist die Folge 

! a0 , a1 cos x0 + b1 sin x0 , a1 cos 2x0 + b1 sin 2x0 , .•• , 

deren Glieder wir der Reihe nach mit A0 , A1 , A1 , ••• bezeichnen 
wollen, sicher beschränkt. Es gibt also eine Zahl A, so daß für 
n = 0, 1, 2, .. ·I A,. I < A ist. 

Nun ergibt sich aus 

0 .... {-a0 + {~ cos(x0 + x) + b1 sin (x0 + x)} 

+ { a, cos 2(x0 + x) + b1 sin 2(x0 + x)} + · · · 
und 0 - ! a0 + { a1 cos (x0 - x) + b1 sin (x0 - x)} 

+ { a, cos 2(x0 - x) + b1 sin 2(x0 - t~)} + · · · 
durch Addition 0 =- .A0 + A1 cos x + .A1 cos 2 x + · · · . 
Diese Gleichttng gilt für jeden Wert von x. Wir wissen aber jetzt, 
daß alle Koeffizienten A,. ihrem Betrage nach kleiner als A sind. 

1) Vorausgeaetst wird natlirlich, daß f(:r.) in (- n, n) integrierbar iat. 
Im Falle a: = ± n denke man an f(u + 2n) - ((u). 
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Die Reihe _ AoX1 + A 1 cosx + A 1 cos2x + A 8 cos3x + ... 
2 11 21 82 

ist in jedem Intervall gleichmäßig konvergent (vgl. § 172), weil 

I..A,.cosnxl <~ 
n 1 n 1 

ist und 

konvergiert.1) Ihre Summe rp(x) ist also durchweg stetig, weil die 
Glieder stetig sind. 

Da nun cos n(x + 2h) + cos n(x- 2h) - 2 cos nx 

= 2(cos2nh -1)cosnx =- 4sin1 nhcosnx 

ist, so findet man für h < 0 

_rp(x+2h)+cp(x-2h)-2cp(x)=A +" (sinh) 1 

(2h)' 0 ""11 COS X h 

(sin 2h)' + A1 cos2x ~ + · · ·. 

Da A 1 cos x +All cos 2x + · · · konvergent ist, so können wir hier 
den Satz aus § 172, Nr. 8, auwenden und schließen, daß für nach 
Null konvergierendes h 

1. cp(x + 2h) + cp(x- 2h)- 2cp(x) 
- un (2h)' 

= A0 + A 1 cos X + A 2 cos 2 x + · · · = 0 ist. 

Auf Grund des Schwarzsehen Theorems in§ 106 können wir 
hieraus folgern, daß 

IJl(X) = "X+ ß 
ist (", ß Konstanten). 

1) Da die Reihe 1 ~ 2 + / 3 + · · · , d. h. ( 1 - ~) + ( ~ - ; ) + · · · , 

konvergiert und ~ < --1-)- ist, so konvergiert auch -2\ + 3\ + · · ·, also 
n tn-1 n 

auch ~ + -~ + ~ + · . · 11 21 31 . 
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Wir haben also 
A0 1 + + fJ = A1 cos X + A1 cos 2 x + A8 cos 3 X + ... 
2 x ax 1' 2' st . 

Ersetzen wir x durch - x, so bleibt die rechte Seite ungeändert. 
Es muß also a = 0 sein. 

Für x = 0 und x =- 2n hat die rechte Seite denselben Wert. 
Es muß daher A0 = 0 sein, so daß die Gleichung 

O = _ fJ + A 1 cos x + A 1 cos 2x + ~48 cos 3x + ... 
1 t 2' 3! 

gilt. Da die trigonometrische Reihe hier gleichmäßig konvergent 
ist, gelten für die Koeffizienten die Eulerachen Formeln. Die Koeffi
zienten müssen also, weil die Summe der Reihe gleich Null ist, alle 
null sein. 

Damit haben wir gezeigt, daß 

a0 = 0 und a,. cos 'nx0 + b,. sin nx0 = 0 

ist (für n """ 1, 2, 3, ... ). x0 sollte aber eine beliebige Zahl seJU. 
Es ist also für jeden Wert von x 

a,. cos nx + b,. sinn x = 0 . 

Durch Differentiation ergibt sich hieraus 

Man hat folglich 
- a,.sinnx + b,.cosnx = 0. 

a,. = (a,. cos nx + b,. sin nx) cos nx 

- (- a,. sin nx + b,. cos nx) sin nx = 0, 

b,. = (a,. cos nx + b,. sin nx) sin nx 

+ (- a,. sin nx + b,. cos nx) cos nx = 0. 

§ 179. Beispiele. 1. f(x) sei in<- 7t, :1t) folgendermaßen de-
finiert: t----l -----... '-

1 : I I l 
{(- :1t) = f(O) = {(:1t) = 0, 

f(x) =- c (für -:7t < x <0), 
f(x) = + c (für 0 < x < n). 

I I ! : 
-tzJr • + + • -t't () 1,t -t.n: 

~ I I I 
1------l ~ 
I I I 

Mitteist der Forderung f(x + 2n) = f(x) Fig.u. 

dehnen wir die Definition auf alle Werte von x aus. Die Bildkurve 
von f(x) ist in Fig. 11 angedeutet. 

Kowalewski, Differential- nnd Integ•alrehcnong. 4. Anft. 17 
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Nach § 176 konvergiert im vorliegenden Falle die Fourier
sehe Reihe und ihre Summe ist überall f(x). 

Wir wollen die Fouriersehen Konstanten berechnen. 
Es ergibt sich 

0 "' 

xaP = - cjcos px dx + cjcos pxdx = 0 1 

-tr 0 

0 "' 

xbP = - cjsin px dx + c~{sin px ifx 
-tr 0 

"' 
= 2c._(sinpxdx =- 2c (cos/x( 

0 

Für gerades p wird bP = 01 für ungerades p dagegen xbP = ~c, also 

b =~· 
fl pn 

Die Fouriersehe Reihe lautet also, wenn man c = : annimmt, 

sinx + sin ax + sin 6_~ + ... 
1 a o · 

Sie konvergiert für jeden Wert von x und stellt die in Fig. 11 

veranschaulichte Funktion dar (für den Fall c = : ) · 

Für x = ; finden wir die Leibnizsche Reihe 

~=1-_!_+_!__.,. 
4 a 6 

wieder (vgl. § 122). 
2. f(x) habe die in Fig. 12 angedeutete Bildkurve. Es sei also 

Fig. 12. 

f(- x)- f(O) = f(x) = 0 
und in (- x, x) sei 

f(x) = cx. 

Ferner sei f(x + 2x) = f(x). 
Auch in diesem Falle ist nach 

§ 176 die Fouriersehe Reihe überall 
konvergent und ihre Summe gleich f(x). 
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Was die Fouriersehen Konstanten anbetrifft, so ist 
n 

:caP =- cJx eospxdx, 
-n 

o n 

tr 

:cb, ==- cJx sinpxdx 
-n 

:caP ~ cjx eos pxdx + cJx eos pxdx =- 0. 
-n o 

0 n n 

oder :cbP = cjx sin pxdx + c.{x sin pxdx = 2cJx sin pxdx. 
-n 0 0 

Nun hat man aber 
n n 

259 

J• . (:X: COB p:x)"' 1 f 7r COB pn x smpxdx =- P 0 + -p- cospxdx = ---P-· 
0 0 

2c 2c 2c 
Es wird also bt = 1' b, =- - 2' bs - s ' · · · 
und die Fouriersehe Reihe lautet für c = -} 

sin :x _ sin 2:x + sin S.z _ ••• 
1 2 3 . 

Sie konvergiert für jeden Wert von x und stellt die in Fig. 12 ver
anschaulichte Funktion dar (für den Fall c = -} ). In (- :c, :c) ist also 

:x: sin :x sin 2 :x sin S:x 
-2 =-1----i-+--s---···. 

3. Wir wollen zum Schluß die Fouriersehe Reihe von cos kx 
suchen. Wir setzen also 

f(x) .... cos kx (- :c < x <n) 

und fordern außerdem, daß f(x + 2n) = f(x) sein soll. Aus § 176 f. 
können wir entnehmen, daß die Fouriersehe Reihe überall konver
giert und die Summe f(x) hat. 

Wir wollen den trivialen Fall, daß k eine ganze Zahl ist, aus
schließen. Dann wird 

0 n n 

:caP-Jcos kx cospxdx + .{cos kx cospxdx- 2jcoskx cospxdx, 
-n o o 

0 "' 

n b, = Jcos kx sin pxdx + Jcos kx sin pxd x = 0. 
-11 0 

17* 
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Ferner ist 2 cos ka: cos pa: - cos (p - k)a: + cos (p + k)a:, 

also 1f a == (sin (p- k)m}n + (sin (p + k)m)n 
P p-k o P+k o 

-= { ~ ~ k) - ~ 1 k)} sin k1r cos p1r, 

oder 
2k sinkn 

";a,- k•-p• COSp%. (p - o, 1, 2, ... ) 

Für - " S: a; S "; gilt somit die Formel 

k sink,.; { 1 2k COB m + 2k COB 2z } 
COS :&=-.- k- k1 -11 k1 -21 -. •• • 

Setzen wir a; .... ";, so kommt, da sin k" < 0 ist, 

1 2k 2k 
" cot "" = T + k' - 1 • + k• - 2~ + .... 

§ 180. 'l'heorem von P6jer. f(a:) sei für jeden Wert von a: 
stetig und habe die Periode 2";. 

Wir wollen uns nicht mit der Konvergenz der Fouriersehen 
Reihe beschäftigen, sondern vielmehr das arithmetische Mittel 
aus ihren p ersten Partialsummen bilden. 

Wie wir in § 175 fanden, wird dieses Mittel gleich 
n 

( ) 1 .f -1 - cos pu m., x =-=-2 - f(x + u) 1 du, 
r np -coau 

-tt 

oder gleich 
1 Blnp 2 n (. u)• 

••• jr<z+ u) ... ; .••· 

n o n 

Wir nehmen die Zerlegung j'-J + J 
-n -n o 

vor und f11hren in dem ersten Integral rechts die neue Veränderliche 
- ; """ v, in dem zweiten die neue Veränderliche ; = v ein. Dann wird 

!-n 

m.,(x) """ ..!...j• { f(x - 2v) + f(x + 2v)) (8~ P") 1dv. np . BlD t1 " 
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Wenn f(x) = 1 ist, werden alle Partialsummen der Fourier
sehen Reihe gleich 1, also auch m11(x)""" 1. Man hat also 

!tr 
1 = ..!.j(si~P")~dv 

pn sm v ' 
0 

und die Differenz mp(x)- f(x) läßt sich in folgender Weise schreiben: 

tzr 
mp(x)- f(x) =- :pj{f(x- 2v) + f(x + 2v)- 2f(x)) e!~::rdv. 

0 

Jetzt können wir, wenn eine positive Zahl e vorgelegt wird, 6 
so wählen 1), daß der größte Wert von 

I f(x- 2v) + f(x + 2v)- 2f(x) [ 

(0 <V< 6) 

kleiner als E ist. Dann wird der Betrag des Integrals 
ö 

_2._j{f(x- 2v) + f(x + 2v) - 2f(x)) (si~p") 2dv 
np amv 

0 

• Ii sinpv 1 e sinpv 2 11 ö J" klemer als -j(-.-) dv < - (-.-) dv = -2 , np amv np smv 
0 0 

und zwar für p = 1, 2, 3, .... 
Bezeichnet man mit M den größten Wert, den I f(x) I überhaupt 

annimmt1), so ist der Betrag des Integrals 

Jtr 

1 ein v 2 
- {f(x- 2v) + f(x + 2v)- 2f(x)} (~) dv np amv 

0 

kleiner als 

1) ~ sei kleiner als 1 n. 
2) Einen solchen gibt es wegen der Stetigkeit und Periodizität. 
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Wenn also 

ist, wird der Betrag des letzten Integrals kleiner als ; und der Be

trag von m"(x)- f(x) kleiner als e, was auch x sein mag. 
Das bedeutet lim.m11 (x) = f(x). 

Wir haben aber noch mehr bewiesen. Wir wissen nicht nur, daß 
für jedes x 

f(x) = m1 (x) + {~tts(x)- m1 (x)} + {m8 (x) -~tts(x)} + · · ·, 1) 

sondern wir wissen auch noch, daß diese Reihe für alle x gleich
mäßig konvergiert. 

Dies ist das Theorem von Fejer. 
Die Glieder obiger Reihe sind endliche trigonometrische Aus

drücke, d. h. Ausdrücke von der Form 

-!-a0 + a1 cos x + b1 sin x + a1 cos 2x 

+ b, sin 2x + · · · + a" cospx + bp sinpx. 
Eine stetige Funktion mit der Periode 2n läßt sich 

also durch eine gleichmäßig konvergente Reihe· endlicher 
trigonometrischer Ausdrücke darstelle11. 

§ 181. Anwendung. f(x) sei in dem Intervall (a, b) stetig, 
a < b. Wir nehmen eine Zahl c, die größer als b ist und bilden in 
(b, c) eine lineare Funktion, die für x = b den Wert f(b) und für 
x = c den We1·t f(a) hat. Diese Funktion stellt zusammen mit f(x) 
eine stetige Funktion F(x) in (a, c) dar, und diese Funktion hat die 

Eigenschaft F(a) = F(c). 

Setzen wir 

so verwandelt sich F(x) in eine stetige Funktion flJ(u) in (-1t1 1t), 
die die Eigenschaft fl'J( _ n) = fl'J(n) 

besitzt. Diese Funktion können wir mitteist der Forderung fl'J(u+2n) 
= fb( u) zu einer Funktion erweitern, die für alle u definiert ist. Da 

1) Die p-te Partialsumme dieser Reihe lautet :n 11 (:~:). 



Anwendung 263 

sie stetig ist und die Periode 2n hat, so gilt für .sie der Satz am 
Schluß von § 180. Es gibt eine gleichmäßig konvergente Reihe 
endlicher trigonometrischer Ausdrücke 

T1(tt) + T2 (tt) + T3 (u) + · · ·, 
deren Summe ciJ(u) ist. 

cos pu und sin pu (p = 1, 2, 3, ... ) lassen sich in beständig 
konvergente Potenzreihen entwickeln. Dasselbe gilt von einem end
lichen trigonometrischen Ausdruck, also auch von 

i:p(u) = T1 (u) + T2 (u) + · · · + Tp(u). 

In dem Intervall (- n, n) ist diese Potenzreihe für i:p(u) gleich
mäßig konvergent (§ 172). Wenn Ep eine positive Zahl ist, so 
werden fast alle Reste in (- n, n) ihrem Betrage nach kleiner als 
Ep sein. Ziehen wir einen solchen Rest von i:p(u) ab, so bleibt eine 
ganze rationale Funktion &p(u) übrig, die in dem ganzen Intervall 
(- n, n) der Ungleichung 

I i:p(u) - ®p(u) I< Ep genügt. 

Richten wir es so ein, daß lim Ep = 0 ist, setzen wir also z. R 

Ep = ( ~ y, so stellt 

®1 (u) + { ®9(u)- ®1 (u)} + { ®8(u)- ®2 (u)} + · · · 
eine Reihe mit der Summe lim i:p(u) = ciJ(u) dar. 

Die Glieder dieser Reihe sind ganze rationale Funktionen, und 
die Reihe ist in (- n, n) gleichmäßig konvergent. Denn fast alle 
Reste, d. h. fast alle Differenzen ciJ(u)- &p(u) unterscheiden sich 
von den entsprechenden Differenzen ciJ(u)- i:p(u) um weniger als 

~ , und zwar in dem ganzen Intervall (- n, n). Da nun fast alle 

cfJ(u)- i:p(u) in (-n, n) ihrem Betrage nach kleiner als ; sind, 

so sind fast alle ciJ(u)- ®p(u) in (-n, n) ihrem Betrage nach 
kleiner als E. 

Ersetzt man ·u durch 

2n(x- at c): (c- a), 



264 Uneigentliche Integrale mit endlichem Integrationsintervall 

so werden ®1(u), ®s(u)- @1 (u), @8(u)- @8 (u), ... ganze ratio
nale Funktionen G1(x), G9(x), G8(x), .... Die Reihe 

G1(x) + G1 (x) + G8 (x) + · · · 
konvergiert in (a, c) .gleichmäßig und bat die Summe F(x). In 
(a, b) ist ihre Summe also f(x). 

Wir haben damit den folgenden von Weierstraß herrührenden 
Satz bewiesen: 

Wenn f(x) in (a, b) stetig ist, so gibt es eine Reihe von 
ganzen rationalen Funktionen, die in (a, b) gleichmäßig 
konvergent ist und die Summe f(x) hat. 

Kapitel XVI. 

Uneigentllche Integrale. 
§ 182. Vnelgen1iliohe Integrale mit endlichem Intep-a

tlonalntervall. f(x) sei in (a, b) nicht integrierbar, wohl aber in 
jedem Intervall (a, ß), a < ß < b. 

Die Nichtintegrierbarkeit von f(x) in (a, b) kann in diesem 
Falle nur daran liegen, daß f(x) in (a, b) nicht beschränkt ist. Wäre 
nämlich f(x) in <a, b) beschränkt, so könnten wir zunächst ß so 
nahe an b wählen, daß 

(b- ß)t~(a, b) < ~ , also auch (b- ß)t~(ß,.b) < ~ 
ist. Darauf könnten wir, weil f(x) in (a, ß) integrierbar ist, (a, ß) 
so in Teilintervalle (a, x1), (x11 x1), ••. , (xp_ 1 , ß) zerlegen, daß 

(x1 - a) tl~a, x1) + (x1 - x1)t1(x11 x2) + · · · + (ß- xP_1)t1(xp-" ß) < ~ 
wird. Man sieht jedenfalls, daß die in § 150 angegebene lntegrierbar· 
keitsbedingung erfüllt wäre. 

Es kann sein, daß Jr(x)dx (a < ß< b) 
a 

immer einem Grenzwert zustrebt, wenn fJ nach b konver
giert. Dieser Grenzwert ist dann unabhängig von der Art, wie man 
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ß nach b konvergieren läßt. Hat man nämlich 

limß,.=b und lim(j,.=b, 

so konvergiert auch ß1 , fJ11 ßu {1., ... nach b, so daß die Folge 

]t(x)dx, ./f(x)dx, j~(x)dx, ft(x)dx, ... 
a a a ~ 

konvergent ist. Ihre Teilfolgen haben alle denselben Grenzwert. Ins-
besondere ist also {J; ~ .. 

limjf(x)dx =-limjf(x)dx. .. .. 
Wenn der Grenzwert lim./r(x)dx .. 

existiert, so bezeichnet man ihn mit 
b 

.{f(x)dx .. 

(a<ß <b, lim ß =- b) 

und nennt ihn ein uneigentliches Integral. 
Wenn f(x) in (a, b) integrierbar ist, so hat man (vgl. § 157) 

ebenfalls b /. 

Jr(x)dx = limJ f(x)dx. 
a a 

Wir wollen noch kurz den Fa.ll 1) besprechen, daß f(x) in jedem 
Intervall (a1 b), a < a < b, dagegen nicht in (a, b) integrierbar ist. · 
Auch hier liegt die Nichtintegrierbarkeit in (a, b) daran, daß f(x) 
in (a, b) nicht besch1·änkt ist. 

b 

Wenn der Grenzwert limj{(x)dx (a<a<b, lima .... a) 
a 

existiert, so bezeichnet man ihn mit 

·" jf(x)dx 
a 

und nennt ihn ein uneigentliches Integral. 

1) Durch die Transformation x =- u läßt sich dieser Fall auf den 
a.odern llurllckführen. 
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Auch in dem folgenden allgemeineren Falle bedient man sich 
6 

des Symbolsjf(x)dx: 
u 

(a, b) läßt" sich in eine endliche Anzahl von Teilintervallen 
(a, ß) zerlegen, so daß f(x) entweder in («, ß) oder in jedem Inter
vall (a', ß), « < a' < {j, oder in jedem Intervall(«, ß'), « < fJ' < ß, 
integrierbar ist. b b 

Man setzt jf(x)dx = ~Jr(x)dx, 
a 

falls die eigentlichen oderuneigentlichen Integrale 

/r(x)dx existieren . .. 
§ 183. Beispiel. p, sei eine positive Zahl, aber nicht gleich 1. 

Dann ist 1 
f(x) = (b -x)l' 

in jedem Intervall (a, ß) (a < ß < b) 

integrierbar. Dagegen ist f(x) in (a, b) 1) nicht integrierbar, weil 
f(x) in (a, b) nicht beschränkt ist. 

Man hat nun 
(I 

j • (<b- x)1 -~'){J (b- a)1-"- (b- {1)1-1' 
f(x)dx=- 1-1' a= 1-1' --· 

a 

Wenn p, < 1 ist, so hat man 
(l_ 

lim rf(x)dx = (b- a)t-,.. Ji 1-1' 

Ist dagegen p, > 1, so existiert der Grenzwert nicht. 
Im Falle p, = 1 findet man 

(lim ß == b) 

fr(x)dx =- (log(b- x))! = log(b- a) -log(b- ß). 
a 

Auch hier existiert lim /r(x)dx nicht, 
a 

1) f(b) denke man sich irgendwie festgesetzt. 
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Das uneigentliche Integral 
b 

f<b~xxf (a < b, p, > 0) 
a 

exiatiert also dann und nur dann, wenn p, < 1 ist. 
Für tt .::;: 0 handelt es sich um ein eigentliches Integral. 
Ebenso existiert das uneigentliche Integral 

b r dx 
J (x-a)~' 
a 

dann und nur dann, wenn fL < 1 ist. 

(a < b) 

§ 184. Pille, in denen das uneigentliche Integral exi
stiert. Wir nehmen an, daß f(x) in jedem Intervall (a, ß), aber 
nicht in (a, b) integrierbar ist. Dann ist auch I f'(x) J in (a, ß) in
tegrierbar. Es kann nun sein, daß 

b 

jir(x)j dx 
a 

existiert. Ist dies der Fall, so existiert auch 
b 

jf(x)dx. 
a 

Man hat nämlich für a < x < b 
:C :1: X 

jt(x)dx =.J·I f(x) 12-tJ(~! dx-jl f(x) 12- f(x) dx. 
a a a 

Die beiden Integrale rechts sind aufsteigende Funktionen, aber b e
b 

schränkt, weil keine von ihnen größer als ji f(x) I dx ist. Es 
a 

existieren also die Grenzwerte 

lim J: f(x) 12+ f(x) dx und lim JlJ(x) 12 ((x) dx, 
a 
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folglich auch der Grenzwert 
b (1 

limjf(x)dx, d. h.jf(x)dx. 
<I <I 

Satz 1. f(x) sei in jedem Intervall (a, (J), a < (J < b, 
aber nicht in (a, b) integrierbar. Gibt es dann zwischen 0 
und 1 eine Zahl p. derart, daß 

tp(x) .... (b- xff(x) 
in (a, b) beschränkt ist, so existiert das uneigentliche Inte-
gral b 

jr(x)dx. 
<I 

Bezeichnet man mit K die obere Grenze von I tp(x) I in (a, b), so hat 

man für a ~ x < b I f' x) I ~ _K_. 
\: - (b-a:'f' 

Da nnn 
<I 

existiert, so existiert auch 1) 

b b 

/lf(x) I dx, folglich auch jr(x)dx. 

" 
Satz 2. f(x) sei in jedem Intervall (a, (J), a < (J < b, aber 

uieht in (a,b) integrierbar. Gibt es dann eine Zahl p. größer 
oder gleich 1, derart, daß 

~p(x) = (b- x)"'f(x) 
in (a,b) eine positive untere Grenze 1) hat, so existiert 
das uneigentliche Integral 

b 

jr(x)dx nicht. 
a 

"' 
1) Denn Ji f(x) / ax ist aufsteigend und beschränkt (a~a: <b). 

a 

2) oder eine negative obere Grenze. Ersetzt man f(x) durch - f(x), so 
geht der eine Fall in den andern über. 
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Ist k die untere Grenze von rp (x), so hat man für a < x < b 
k 

f(x) > (b-a:)". 

b 

Würde nun jr(x)dx 
a 

b 

existieren, so müßte auch f da: 
(b- a:'f 

a 

existieren. Das ist aber wegen I' ~ 1 nicht der Fall. 
Ähnliche Sätze wie die obigen gelten, wenn f(x) in jedem Inter

vall (a, b), aber nicht in (a, b) integrierbar ist. 

§ 185. Zusammenhang mit dem unbestimmten Integral. 
f(x) sei in jedem Intervall (a,ß), a<ß<b, integrierbar 
und es gebe in (a, b) eine Funktion F(x), die für a<x< b 
die Ableitung f(x) hat und an der Stelle b stetig ist. 

Nach § 156 ist dann 
ß 

jr(x)dx ... F(ß)- F(a). 
a 

Da nun für lim ß = b limF(ß) =- F(b) 
ist, weil F(x) an der Stelle b stetig sein soll, so hat man 

~ b 

limj{(x)dx ==- F(b)-F(a), d. h. jf(x)dx = (F(x))~. 
a a 

Es gilt hier also dieselbe Formel für eigentliche und uneigent
liche Integrale. 

Ähnlich beweist man folgendes: f(x) und g(x) seien in jedem 
Intervall (a, ß), a < ß < b, integrierbar. Ferner sei 

:1: :1: 

F(x) = A. + jr(x)dx, G(x) =- B +Ju(x)dx. 
a rt 

b b 

Dann ist (F(x) G(x))! =-jr(x) G(x)dx + .{u(x)F(x)dx, 
a a 

vorausgesetzt, daß die beiden Integrale rechts existieren. Unter 
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F(b)G(b) hat man hierbei den Grenzwert von F(x)G(x) für limx = b 
zu verstehen. A, B sind beliebige Konstanten. 

1 

Beispiel. ~~ · Hier ist F(x) = 2y'X. Diese Funktion hat 
0 

für 0 < x die Ableitung ;x und ist an der Stelle x == 0 stetig. Man 

1 

hat also J~ = (2yx)! =2. 
0 

§ 186. Bulerachea Integral erster Gattung. Das Integral 
1 

B(p, q) ./~- 1 (1 - x)2- 1 dx 
0 

hat immer einen Sinn, wenn 

p >0 und q> 0 
ist. Man nennt es ein Eulersehes Integral erster Gattung. 

Wenn 11 2 1, q 2 1 ist, haben wir ein eigentliches Integral vor 
uns. Andernfalls ist B(p, q) ein uneigentliches Integral, das aber nach 
§ 184 existiert. Es ist der Grenzwert des eigentlichen Integrals 

1-e' 

JxP- 1(1- x)2- 1 dx, 

wenn man E und E' beide nach Null konvergieren läßt. Man hat also 
1-a' 

B(p, q) == IimJ xP- 1(1- x)9- 1dx . 
• 

(E > 0, l> 0, lim E=0, lim E' = 0) 
Die Transformation x = 1 - y liefert aber 

1-~ 1-• 

~r rd'- 1(1- x)2- 1 dx =.{ y2- 1(1- y)P- 1 dy, . ~ 

so daß B(p, q) = B(q, p). 

B(p, q) bleibt also bei Vertauschung von p und q ungeändert oder 
ist, wie man sagt, in p, q symmetrisch. 
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Man findet im Falle q > 1 durch partielle Integration ( vgl. 
§ 185): 

1 1 J xP- 1(1- x)2- 1dx = ( a:"(1 -.; x)2- 1
): + q ~ 1 J xP(1 - x)2- 2dx 

0 0 

1 1 

=IJ- P 1j x~~- 1 (1-x)q- 1 dx-q P 1jxP- 1(1-x)2- 1 dx, 
0 0 

d. h. q-1 B( ) B(p, q) = P + q _ 1 p, q - 1 . 

Diese Formel kann man benutzen, um q solange zu verkleinern, 
bis es kleiner oder gleich 1 ist~ Da B(p, q) = B(q, p), so gilt für 
p > 1 die Gleichung 

B(p, q) -= P ~-; ~ 1 B(p - 1, q). 

Man kann also auch p solange verkleinern, bis es kleiner oder 
gleich 1 ist. 

Wenn q eine ganze Zahl ist, so wird 

B( ) = q- 1 . q- 2 ... - 1- B( 1) 
p, q p + q- 1 p + q- 2 p + 1 p' 0 

1 

Da aber B(p 1) =JxP- 1dx = (xP)1 
= _!.__ ist, so hat man 

' p 0 p 
0 

) q-1 q-2 1 1 
B(p, q = P + q -! . P + q _ 2 ••. P + i . P. 

Ist auch p eine ganze Zahl, so kann man schreiben: 

B( ) = (p-t)!(q-1)1. 
p, q (p + q- 1)1 

Diese Formel gilt auch, wenn p oder q oder beide gleich 1 sind, vor~ 
ausgesetzt, daß man unter 0! die 1 versteht. 

§ 187. lJ'neigentliche Integrale mit unendlichem Inte
grationsintervall.1) f(x) sei in jedem Intervall (a, x), x > a, 

1) Diese uneigentlichen Integrale lassen sich in die früher betrachteten 
iiberführen und umgekehrt. Es sei a > b und man mache die Transformation 
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integrierbar. Wenn dann 

"' 
ft(:x:)d:x: 
a 

bei unendlich zunehmendem :x: immer einem Grenzwert zu
strebt, so bezeichnet man ihn mit 

• 
jf(x)dx 
a 

und nennt ihn ein uneigentliches Integral. 
Die Aussage ,,:x: nimmt unendlich zu'' oder "x wird positiv 

unendlich'' bedeutet (vgl. § 43): ,,:x: durchläuft eine Folge x11 x1 , 

x3 , ••• , die so beschaffen ist, daß jede Zahl von fast allen 
Gliedern der Folge übertroffen wird/' 

Wir müssen zu der obigen Definition noch folgende Bemerkung 
machen. Der Grenzwert des Integrals ist immer derselbe, 
auf welche Weise auch :x: unendlich zunehmen mag. Durch
läuft das unendlich zunehmende :x: das eine Mal die Folge :&11 x1, 

x., ... , das andere Mal die Folge x11 x., x3 , •.• , so nimmt es auch 
unendlich zu beim Durchlaufen der Folge Xu xll :x:., x., a:,, Xs,, .... 
Die Folge 

"'• 
• (f(x)dx, 
a 

.;;, 

(f(:x:)d:x:, •. 
a 

:t's "is 

ft(x)dx, Jt(x)dx, ... 
a a 

ist also konvergent. Da alle ihre Teilfolgen denselben Grenzwert 
haben, ist 

lim ]t(x) ilx - lim /rcx) dx·. 
a a 

u ..... :x; 1 b. Dann geht jr(x)a:x; in j rp(u) du liber, wobei 

rp(u) .... f(b+ !)~,, fh•l:(a-b) 

ist. !f(:x;) a:x; existiert dann und nur dann, wenn I rp(u) ilu existiert. 
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Ganz ähnlich definiert man 
a 

/t(x)dx. 
-oo 

Wenn f(x) in jedem Intervall (x, a), x < a, integrierbar ist und 
a 

/f(z) ilx 
~ 

bei unendlich zunehmenden - x immer einem Grenzwert zustrebt, 

" 
so bezeichnet man ihn mit J f( x) d x. 

-oo 

Existieren die beiden uneigentliohen Integrale 
a oo 

/t(x)dx und jt(x)dx, 
-oo " 

so .bezeichnet man ihre Summe mit 
00 

jf(x)dx. 
-oo 

Dieses Integral ist der Grenzwert von 
x 

jr(x)dx 
.t: 

bei unendlich zunehmenden x und unendlich zunehmendem - x. 

§ 188. Beiapiele. p. sei eine von 1 verschiedene Zahl. Wir 
wollen untersuchen, wann .. 

j'; (a> 0) 

" e:s:istieri. 
z 

Es ist hier }' tl:.c =- (:,cl-")"'- :.cl-1' - at-,. · 
:,cl' 1-p. a 1-p. 1-p. 

a 

Im Falle p. < 1, nimmt x1-l' gleichzeitig mit x unendlich zu, das 
Integral hat also keinen Grenzwert. 

Kowalewaki, Dift'erential- und Integralrechnung.'· Aull. 18 
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00 

Fälle, in denen ff(x)da; existiert 
a 

Im Falle p, > 1 dagegen hat es den Grenzwert a 1 - I' : (p, - 1 ). 
Ist p, = 1, so wird ., 

J ~x = log x- log a, 
a 

und das Integral hat bei unendlich zunehmenden x keinen Grenzwert. 
Das uneigentliche Integral .. 

f dx 
:rl' (a > 0) 

a 

existiert dann und nur dann, wenn p, > 1 ist. .. 
§ 189. Pille, in denendasuneigentlichelntegral Jt(x)ax 

a 

existiert. 1. f(x) sei in jedem Intervall (a, x), x > a, integrierbar-
VVenn dann .. 

• {if(x)! dx 
a .. 

existiert, so existiert auch jf(x)dx. 
a 

Es existieren unter der gemachten Voraussetzung die Integrale .. .. J /f(x)j:f(x) dx und J lf(x)l ;t(x) dx; 

denn die Funktionen ., 
f /f(x)/ + f(x) dx 

2 ' 
a 

X J lf(x)l; f(x) dx 

a 

sind aufsteigend und beschränkt (beide nämlich kleiner als oder .. 
gleich .{if(x) dx). 

a 

Folglich existiert auch 
00 X X .! f(x)dx -lim J lf(x)l:f(x) dx -lim J lf(x)l;t<xtdx. 

a a a 
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a 

Hat man für x 2 a beständig 

lf(x)l:::;; fP(x), .. "" 
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so folgt aus der Existenz von J fP(x) dx die von Jif(x)J dx. Denn 
a a 

"' 
Jif(x)f dx ist aufsteigend und beschränkt (nämlich kleiner als oder 
a .. 
gleich J qJ(x)dx). 

" 
Satz 1. f(x) sei in jedem Intervall (a, x), x>a>O, inte

grierbar. Gibt es dann eine Zahl p., größer als 1, derart, daß 

37' f(x) 

für x 2 a beschränkt ist, so existiert 

Hat man für x 2 a 

so ist 

Da nun 

existiert, so existiert auch 

.. 
jr(x)dx. 
a 

ix-"f(x)i < A, 
A 

if(x)J < :xl' · 

.. 
j ·dx 

x~' 
a 

.. .. 
fit(x)jdx und jf(x)dx. 
a a 

Satz 2. f(x) sei in jed.em Intervall (a, x), x>a>O, inte
grierbar. Gibt es dann eine Zahl p., kleiner als oder gleich 
1, derart, daß die untere Grenze von x~' f(x) positiv 1) ist, so 
existiert 

"" 
j'r(x)dx nicht. 
a 

1) oder die obere Grenze negativ. 
18* 
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a 

Hat man nämlich für x 2 a 

xPf(x) 2. A > 0, 
A so folgt daraus ap ~ f(x) . 

.. 
Aus der Existenz von jf(x)dx 

.. 
würde also die von J:: 
folgen. Dieses Integral existiert aber nicht, weil p. ~ 1 ist. 

2. cp(x) seifür x 2 a monoton und konvergiere bei un
endlich zunehmendem x nach Null. f(x) sei in jedem Inter
vall (a, x), x > a, integrierbar. Endlich sei die Funktion· 

~ 

jr(x)dx 
a 

beschränkt. Unter diesen Voraussetzungen existiert 

"' 
.{f(x) cp(x) dx. 
a 

x nehme unendlich zu, indem es die Folge x11 x2, x8 , .•• durch
läuft. Wir haben zu zeigen, daß die Folge 

z, 

ft(x)cp(x)dx, 
"'• 

jf(x) q;(x)dx, 
"'• 

/f(x)cp(x)dx, ... 
a a a 

konvergent ist. 
z 

Es sei für x 2 a /Jt(x)dx/ < A. 
a 

Weillim cp(x,.)- 0 ist, können wir v so wählen, daß 

icp(x,.)j < 21A 

wird. Fast alle x,. sind nun größer als x,.. Ist aber x,. > x,., so 
können wir auf 
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a 

x,. Wv Zn 

,{f(x) rp(x) dx- jr(x) rp(x) dx .... jf(x) rp(x)dx 
a a z,.. 

den zweiten Mittelwertsatz anwenden. Da rp(x) monoton nach Null 
konvergiert, so bleibt es in (x,., x,.) monoton, wenn wir rp(x,.) durch 
Null ersetzen. Der zweite Mittelwertsatz liefert alsdann 

/t(x)dx ist als Differenz von !t(x)dx und ]t(x)dx seinem 
xv a c 

Betrage nach kleiner als 2A, so daß für fast alle Werte des Index n 
Zn x". 

I jf(x) rp(x) dx -jf(x) rp(x) dx I< E 
a a 

ist. Nach dem Cauchyschen Kriterium (§ 27) existiert also 
x,. 

lim jf(x)rp(x) dx. 
a .. 

Beispiel. jsin x dx existiert.l) Man hat hier nämlich rp(x) =- _!_ 
X X 

0 

und f(x) == sin x. Ferner ist 
X X 

jf(x) dx == Jsin xdx =- cos a- cos x 
a a 

seinem Betrage nach kleiner gleich 2. Es sind also alle Bedingungen 
des obigen Satzes erfüllt. 

DerWert des Integrals ist leicht zu berechnen. Wie wir wissen, ist 

" 
1. fsinnxd n 
liD -X- X= 2 , (h> 0) 

0 

.. 
1) Es genügt die Existenz von ~s~xdrx (a>O) zu beweisen. 

a 
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wenn n die Folge 1, 2, 3, ... durchläuft. Setzen wir nx = u, so wird 

Man hat also 

d. h. 

h nh J sinnx d jsinud --X= - U. 
X U 

0 0 

nh 

1. ;·sinud " lffi -- U=-
u l! ' 

0 

00 

Jainxdx=~· 
X 2 

0 

Ist a > 0 und setzt man x == ay, so wird 
:t: ay 

J• sinxd ;· sin cxy d -X= -- y. 
X y 

0 0 

00 

Hieraus folgt für a > 0 J ein cxx dx == ~. 
X ll 

0 

Es wird also für a < 0 
"" f ein ax d " -x- a=-2. 

0 

Für cc = 0 hat man 

00 

j"sin;x dx = O. 

0 

(x>O) 

§ 190. Zusammenhang mit dem unbestimmten Integral. 
F(x) habe für x 2. a die Ableitung f'(x), und f(x) sei in jedem Inter
vall (a, x), x > a, integrierbar. Dann ist für x 2. a 

II: 

jt(x)dx = F(x)- F(a) 
a 

00 

und J't(x) dx existiert dann und nur dann, wenn F(x) bei unend-
a 

lieh zunehmendem x einem Grenzwert F( oo) zustrebt Ist dieser 
Grenzwert F( oo) vorhanden, so hat man 
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.. 

j't(x)dx =F(oo) -F(a) = (F(x));. 

" .. 
Z. B. ist Je-"'dx =- (e-"'); = 1. 

0 

f(x) und g(x) seien in jedem Intervall (a, x) integrierbar und 
es se1 ;t; ., 

F(x) = .A + jf(x)dx, G(x) = B + Jg(x) dx. 
a a 

Dann hat man, vorausgesetzt, daß die Integrale 
ao ao 

ft(x)G(x)dx, Jg(x)F(x)dx 
a a 

und die Grenzwerte F'( oo) und G( oo) existieren, 
ao ao 

(F(x)G(x));-ft(x) G(x)dx + Jg(x)F(x)dx. 
a a 

§ 191. Bulersches Integral zweiter Gattung . .Als Euler
sches Integral zweiter Gattung bezeichnet man das Integral 

00 

r(p) = Je-"x"- 1 dx. 
0 

Man nennt r(p) auch die Gammafunktion. 
Dieses Integral existiert, sobald die beiden Integrale 

1 .. 

Je-.v :tP -l dx und j'e-xx"- 1 dx existieren. 
0 1 

Das zweite Integral existiert immer, was auch p sein mag. Denn 
man hat x x! 

e"' == 1 + 1! + 2 ! + .. ·, 
x< 

also für x > 0 e"' > k! (k= 1, 2, 3, ... ) 

Wählt man k größer als p, so wird 

(~=k-p+1) 
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~ ~ 

Wegen fL > 1 existiert J ~ , folglich auch .I e-z xP -l dx. 
1 I 

1 

[e-zxP- 1 dx existiert nach Satz 1 und 2 in§ 184 dann und 

nur dann, wenn p > 0 ist. 
Das Integral für r(p) existiert also ebenfalls dann und nur dann, 

wenn p > 0 ist. 
Durch partielle Integration findet man im Falle p > 1 ( vgl. 

§ 185 und 190) 
~ ~ 

Je-"'xt'- 1dx =- (e-"'xP- 1); + (p- 1)Je-zxJ>-idx, 
0 0 . 

d. h. r(p) .... (P -1)r(p -1). CP> 1) 

Ist p eine positive ganze Zahl, so liefert diese Formel 
r(p) = (p --1)(P- 2) ... 1. r(1) .. .. 

oder, da r(1) == Je-zdx =- (e-z) = 1 ist, 
0 0 

T(p)- (p- 1)1 
Die Formel gilt auch für p = 1, wenn 01 = l gesetzt wird. 

§ 192. Die Bulerschen Integrale als Grenzwerte von 
Produkten.1) In § 186 hatten wir die Formel 

q-1 (p ) ( 0 ) B(p,q)=p+q- 1 B ,q-1. p> ,q>1 

Ersetzen wir q durch q + 1, q + 2, ... , q + k -1, so ergeben sich 
die Formeln 

B(p, q) =p~q B(p, q + 1), 

B(p, q + 1) .... P ~~t 1 B(p, q + 2), 

1) Vgl. Genocchi-Peanos Differential- und Integralrechnung (deutsch 
von Bohlmann) und Godefroys Monographie über die Ga.mmafunktion. 



Eulerache Integrale als Grenzwerte von Produkten 281 

und hieraus folgt für p > 0, q > 0 und k == 1, 2, 3, ... 

B(p q) = (p+q)(p+q+1)···<P+tz+k-1) B(p q + k). 
' q(q+1J···(q+k-1) ' 

Wir wollen jetzt B(p, q + k) zwischen zwei Grenzen einschließen. 
m sei eine ganze Zahl und so beschaffen, daß m :;;; q < m + 1 ist. 

In (0, 1) gelten dann die Ungleichungen 

(1 _ x)m+k-1 ~ (1 _ x)9+k-t > (1- x)m+1:1 

so daß B(p, m + k) ~ B(p, q + k) > B(p, m + k + 1) 

m+k (p ) =p+m+kB ,m+k, 
mithin B(p, q + k) = A.B(p, m + k), 

und 

Da m + k eine ganze Zahl ist, so hat man nach § 186 

B( + k) m + k- 1 m + k- 2 1 1 
p,m =p+m+k-t."p+m+k-2'''.i+1"p' 

Es wird also 1) 

B( ) = 1 · 2 · · · (k- 1) Cp + q) (p + q + 1) ... (p + q + k- 1), 
p, q p(p + 1) ... (p + k -1) q(q + 1) ... (q + k -1) 

k(k+1)···(m+k-1)1 
(p+k)(p+k+ 1) · · · (.P+m+k -1) 

Lassen wir k unendlich zunehmen, so wird 

lim l = 1, weil lim 11 ~! ~ k = 1. 
Ebenso wird 

1. k(k + 1) .. · (m + k- 1) 1 1m = 
(.P+k)(p+k+ 1)···(.P+m+k-1) · 

M'th' . t B( ) 1' (k-1)l(p+tz)(p+tz+1)···Cp+q+k-1) 
1 1D 1S p,q =1m p(p+t) .. ·(P+k-1)q(q+t) .. ·(q+k-t)" 

B ht t d .8 1 pq t<(p + q + t~) 
eac e man, a - (p + •) (q + ") == (p + ") (q + ") 

1) Im Falle m = 0 steht als zweiter Faktor 1 allein. 
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ist (v = 1, 2, 3, ... ), so läßt sich der obigen Formel folgende Gestalt 
geben B(p, q) = 

p:; q lim { ( 1- <P + 1frq + 1)) ... ( 1 - <P + k - ~~q + k- 1))} . 
Hierfür pflegt man zu schreiben 

B(p, q) =p p~ q (1 - (p + lrrq + 1)) (1 - (p + 2rrq+ 2)) · · · 
und nennt die rechte Seite ein konvergentes unendliches 
Produkt. 

Wir wollen jetzt ein unendliches Produkt für T(p) herleiten. 

Man setze in 

x = ku(k > 0). 
a a' 

Dann kommt .fe-xxP- 1dx = kPje-ku,uJ'- 1dtt. (E=kE', a=ka') 
• • 

Läßt man zuerst E' nach Null konvergieren und dann a' unendlich 
zunehmen, so erhält man: 

\" 
r(p) = kPje- 111uP- 1du. (p>O) 

0 

1 

Offenbar ist nun r(p) > kP fe-""·ur- 1 d·u. 
0 

In (0, 1) hat man aber 
u u 2 1 

e""= 1 + iT + 21 + · · · < 1 + u. + 'lt2 + · · · = l-u' 

also e-u > 1 - u und e-lcu > (1 - u)k. 
1 

Folglich ist r(p) > kP j~- 1(1- u)~=du = kP B(p, k + 1). 
0 

Da für u > 0 
">1+ 1 -u< 1 A:u< 1 1) e u, aso e t+u' e- (t+u)k' 

1) Das folgende Integral existiert, wenn k > p ist. uP-t : (1 + u'Y' ist 
nämlich kleiner als uP-1: uk = 1 : t,t-P+ 1, (u > 0). 
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so wird f~-ldu 
r(p) < liJ' (1 + u)t . 

0 .. 
Man führe in JW'-ldu 

(1 +ui 

t': (1 + u) = s als neue Veränderliche ein, setze also u- s: (1- s). 
Dabei erhält man 

Ju-;:""_-.,-lrJ_u<7" -J;-1(1- s)"-P-lds. (c .... __!_'_ a = -"~). 
(1-t-u)t 1-e'' 1-a 

• •• 
Läßt man zuerst E' nach Null.und dann a' nach 1 konvergieren, so 
ergibt sich r(p) < kP B(p, k- p). 
Ersetzt man hier k durch k + p + 1, so hat man für T(p) die 
beiden Ungleichungen 

kPB(p, k+ 1) < T(p) < (k + p + l)PB(p, k + 1). 
Es ist also r(p) = ).kt' B(p, k + 1) 

und 1 < ).<(1 +pt1r 

Wir wollen jetzt k auf ganzzahlige Werte beschränken. Da 
nach § 186 k k _ 1 1 1 

B(p' k + 1) = p + k • p + k- 1 ... p + 1 . p' 
r( ) l.n 1·2· ••k·1 

so hat man P =tv p(p+ 1) .. ·(p-t-k) · 

Läßt man jetzt k unbegrenzt zunehmen, so wird lim A =- 1, also 

r(p) r k~'· k! C O) 
= tm p(p + 1) ... (p + k) • p > 

Da k = 1 ·22··~: ~·~ 1 ... ( 1 + ! ) ( 1 + ! ) ... ( 1 + k 1 r)' 
mithin kP -= ( 1 + ! Y ( 1 + ! )" .. · ( 1 + k 1 S' 
ist, so hat man ( 1 )P( 1 )~' ( 1 )P 

kPkl 1 1-t-T 1+-2- . '. 1+k=! 
p(p-t-l)···(p-t-k)= p(1+f) {t+~)(1+;)···(t+k~t) 
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und, weil lim ( 1 + i ) = 1 , 

( 1 + ~ r ... ( 1 + k 
1 1r ) . (p>O) 

t+2.. t+-L ' 
2 k-1 

oder, wie man zu schreiben pflegt, 

1 (t+!Y (t+~Y (t+!Y 
r(p) - - . . ---'--------'--

P t+g_ 1+2._ 1+2._ 
1 2 8 

Da r(p) nicht null ist, folgt aus unserer ersten Limesrelation 

flir r(p) _1_ = lim {__!_p(p + 1) .•. (p + k)}. 
r(p) kP 1 . 2 ... k 

Wir wollen nun 
1 1 1 

(Jk= 1 + 2 + ... + k 

1 p(p + 1) ... (p + k) 
kP 1·2 .. ·k 

setzen und schreiben 

Es läßt sich zeigen, daß ff'k : k bei unendlich zunehmendem k einem 
Grenzwert zustrebt. Der Logarithmus dieses Quotienten ist näm-
lich gleich 1 1 

t1~c-1ogk = 1 +2 + · · · + k-logk. 

Nun hat man aber für x > 0 
"' j ·a 

logx = :, 

1 

s s k 

log k-Ja: +Ja; + · · · + J d: 
1 I k-1 

also 

J k 

und daher t1k -logk -=-1 + ( ~ -Ja~~)+···+(~ -Jd~:e) · 
1 k-1 
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Die eingeklammerten Differenzen sind alle negativ, da 
1'+1 

285 

! da: 1 

7>"+1' (11=1,2,3, ... ) 
.. 

ak- log k nimmt also mit wachsendem k ab, weil immer mehr nega
tive Bestandteile hinzutreten. 

Andererseits ist aber 

.. +1 

positiv, weil ! da:<__!_· 
a: " 

(t~-1, 2, 3, ... ) 
.. 

aJ: -log k strebt also einem Grenzwert zu. Man bezeichnet ihn mit 
0 und nennt ihn die Eulersche Konstante. e'k: k hat den Grenz
wert e0 . 

Für 1 : T(p) gilt demnach die Formel: 

r:,, ~ pe'• ( (1+ n,-f) hl+ ~)·-t ll ( 1+ ~)< -f ) ... 
Sie rührt von Weierstraß her. 

§ 193. Einiges ilber unendliche Produkte. u11 u1 , u3 , • • 

sei eine Zahlenfolge, und man bilde das Produkt 

p,.= (1 + u1) (1 + u2) • • • (1 + u,.). 

Wenn lim p,. existiert und gleich p ist, so schreibt man 

p - (1 + u1) (1 + u1)(1 + t;) .. · 
und sagt, daß das unendliche Produkt (1 +u1) (1 +~) (1 +u,) ... 
konvergent ist und den Wert p hat. 

Wir wollen zuerst ein unendliches Produkt (1 + a1) (1 + a.) 
( 1 + a8) • · • betrachten, in welchem keine der Zahlen a11 a1 , a8 , • • • 

negativ ist. In diesem Falle hat man 

Pt~Ps~Ps~···, 
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und es fragt sich nur, ob die Folge Pv p2, p3 , .•• beschränkt ist 
oder nicht. Rechnet man P .. aus, so findet man 

1 + ( a1 + a1 + · · · + a,.) + · · · + a1 a2 • • • a .. 
und es ist also 

Daraus können wir ersehen, daß die Konvergenz des unendlichen 
Produktes (1 + a1) (1 + a,) (1 + as) · · · die der unendlichen Reihe 
a1 + as + a3 + · · · nach sich zieht. Das umgekehrte gilt aber auch. 
Man hat nämlich 

1 + a1 < ff", 1 + all < &•, . . . , 1 + a,. < {f'-11, 

mithin p,. < &• + a, + ... +an • 

Ist also a1 + a1 + a3 + · · · = A, so wird 

Pn < eA sem. 
Wir haben somit folgenden Satz: 
Das unendliche Produkt 

(1 + a1) (1 + a1) (1 + a3) · • • (an:;;:: 0) 
konvergiert dann und nur dann, wenn die Reihe 

a1 + a2 + a3 + · · · konvergent ist. 
Entsteht das unendliche Produkt (1 + b1) (1 + b2) (1 + b3) •.. 

aus (1 + a1) (1 + a2) (1 + a8) · · • durch Umordnung der Faktoren, 
so ist es ebenfalls konvergent, und beide haben denselben Wert. Zu 
jedem Partialprodukt 

Pm = (1 + bl) (1 + b,) • • · (1 + b",) 
gibt es ein Partialprodukt 

p,. = (1 + a1) (1 + a1) • • · (1 + a") 
derart, daß ji". < p,. ist. Man braucht nur zu sorgen, daß in Pn 
alle Faktoren von p". vorkommen. Es ist demnach Pm S,p. Also 
existiert lim Pm= p und man hat p < p. Vertauscht man die Rol
len der beiden unendlichen Produkte, so findet man p < p. Es ist 
alsop=p. 

Wir wollen jetzt ein unendliches Produkt (1 + u1 ) (1 + u2) 

(1 + u8) • • • betrachten und annehmen, daß die Reihe 

uli+IUsi+luai+··· 
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konvergiert. Da lim I u" I= 0 ist, so werden fast alle I u,. I kleiner 
als 1/2 sein. Wir wollen v so wählen, daß Ju .. l, ltt,.+ 1 1, Ju,.+ 2 :, •.. 

alle kleiner als 1/2 sind und das unendliche Produkt 

(1 + 11,,.) (1 + u,,+ 1) (1 + tt,.+ll) • • • 

ins Auge fassen. Jeden Faktor 1 + u." dieses Produktes können wir 
so schreiben : 1 +a,. 

1 + b,.' 
wobei 

ist. Wir brauchen nämlich nur 

im Falle u,. 2 0 

im Falle 11·" < 0 
Nun wird 

a,. = u,., b,. = 0, 

a,. = 0, b., =- 1 ~"u,. zu setzen.1) 

(1 + u,.) (1 + tt,.+ 1) · · · (1 + u.,.) .... g t :::~~~ t :~::?:: :g t::~ · 
Sowohl der Zähler als auch der Nenner strebt einem Grenzwert 
(größer oder gleich 1) zu. 2) Folglich hat auch 

(1 + tt,.) (1 + u,.+1) • · · (1 + u,.) 
einen Grenzwert 8), und dasselbe gilt von 

(1 + tJ,1) (1 + u2 ) • • • (1 + u,.). 

Das unendliche Produkt (1 + u1 ) (1 + u2) (1 + u8) · • • ist also kon
vergent. 

Da der Wert von (1 + u,.) (1 + u,.+ 1) (1 + u,+l) ... von Null 
verschieden ist, so ist (1 + u1) (1 + u2) (1 + u.8) • · • nur dann gleich 
Null, wenn einer der Faktoren 1 + 1111 1 + n2 , ••• , 1 + u,._ 1 gleich 
Null ist. 

Entsteht das unendliche Produkt (1 + v1) (1 + v2) (1 + v8) ••• 

aus (1 + tt1) (1 + tt2) (1 + u.9) •.. durch Umordnung der Faktoren, 

1) Da 11 + u,. I~ 1 -I u,, i > t ist, hat man auch im zweiten Falle 
wirklich i b,. I _::::: 2 ! u,. I· 

2) Man bedenke, daß die Reihen a,. + a,. +1 + · . · und b,. + b,, + 1 + .. 
wegen 0 < a,.:.::;: 2 I u,. i, 0 < b,. <:;: 21 u,. 1 konvergent sind. 

3) Er ist der Quotient von (1 + a,.) (1 + a,.+ 1) . · · durch (1 + b,) 
(1 + b, +1) .•. 
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so ist es konvergent und beide haben denselben Wert. Man gelangt 
nämlich zu (1 + t11) (1 + v1) (1 + 111) ••• , indem man zuerst in 
(1 + • .. ) (1 + *,.+1) (1 + u,.+1) eine passende Umordnung der Fak
toren vornimmt und dann noch in dem ganzen Produkt eine end
liche Anzahl von :Faktoren vertauscht. Die erste Operation kommt 
darauf hinaus in (1 + a,.) (1 + a,.+ 1) (1 + a,.+t) ... eine gewisse 
Umordnung der Faktoren vorzunehmen und in {1 + b,.) (1 + b,.+ 1) 

(1 + b,.+t) ... die entsprechende Umordnung. Dabei bleiben aber 
diese Produlte konvergent und behalten ihre Werte. Dasaelbe gilt 
folglieh yon (1 + u,.) (1 + u,.+1) (1 + u,.+l) . . . Dd durch Ver
tauschung einer uneDdliehen Anzahl von Faktoren nicht& an der 
Konvergenz und am Wert eines unendlichen Produktes geändert 
wird, liegt auf der Hand. 

Wir falBen unsere Ergebnisse in folgendem Satz zusammen: 
Wenn I u1 1 +I u:i I+ I Us I+ · · · eine konvergente Reihe ist, 

so konvergiert auch das unendliche Produkt 

(1 + u1) (1 + u1) (1 + u8) ... 

Ea itt nur dann gleich Null, wenn einer seiner Fak
toren verschwindet. Bei Umordnung der Faktoren bleibt 
du unendliche Produkt konvergent und behält seinen Wert. 

Man überzeugt sich leicht, daß das fllr B(p, q) gefundene un
endliche P1·odukt konvergiert, solange p und q keinen der Werte 0, 
- 1, - 2, ... hat. 

Du unendliche Produkt (S. 286) ff1r 1: r(p) konnrgiert fflr 
jeden Wert von p. Naeh dem Tayloraehen Satz ist nämlich 

Hiernach wird 

{1+:)e-f-(1+~)(1-~+! ::e-"t~), 
(0<&~:<1) 
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Da offenbar Iu I<!!_ 1+-e!PI +--eiPI I ( 1 ) 1 p8 

k_ k1 2 2 k8 I 

so ist \ u1 \+I ·u2 1 +I u8 I+ · · · konvergent.1) 

§ 194. Zusammenhang zwischen den Eulerachen Inte
gralen erster und zweiter Gattung. Nach § 192 ist für un
endlich zunehmendes k: 

. kPk! 
r(p) = hm p (p + l) ... (p + k) 1 (p > Ü) 

. k9k! 
r(q) = hm q(q+1)···<q+k) I (q>O) 

kP+9k! 
r(p + q) == lim(p+q)(P+ q+l) .... (p+q+k). 

Hieraus ergibt sich 

r(1J)r(q) = lim k! (p + q) (p + q + 1) ... (p + q + k) . 
r(p + q) p(p + 1) .. : (p + k) q(q + 1) .. : (q + k) 

Nach § 192 ist dieser Grenzwert aber gleich B(p, q). 
Jedes Eulerache Integral erster Gattung läßt sich also in fol

gender Weise durch die Gammafunktion ausdrücken: 

B(p q) = r(p)r(q) . 
' r<p+q) 

Für p- q =-=}·wird r(p + q)- r(l)-= 1, 
1 

und man erhält r( ~) r( ~) = ,{x -+ (1- xf+ dx. 
0 

Dieses Integral läßt sich aber berechnen, wie man a.us § 136 
entnehmen kann. Am einfachsten berechnet man das Integral in 
folgender Weise: 

Man führt die neue Veränderliche 

u .=- arc sin yx 

ein. Dann wird 

"'• 

1) Man bedenke, daß die Reihen 1
1
1 + 2\ + · · · und 1

1
8 + 2~ + · · · 

konvergent sind. 
K o w ale w • k i, DiJierential- und Integralrechnung. 4. Aufi. 19 
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Db .. tO< " d ., ., a e1 IB u 0 < u 1 < 2 un x0 - Bin u 0 , x 1 = sm u 1• 

Läßt man u0 nach 0 und u1 nach 'JC/2 konvergieren, so wird 

so daß 

limx0 = O, limx1 = 1, 
1 

Jx- t (1 - xf+ dx - 1C 

0 

Da T(l) > 0 ist, so folgt T(t) = y;t, 

d. h. 

Macht man in 

"' f dx , 1-
e-x yx = r 1C. 

0 

" f _,. dx 
e ,;"x • 

die Transformation x = u', so ergibt sich 
a a' 

j . d j' e-"' ~ = 2 e-u'du. 
E y E 1 

ist. 

Läßt man zuerst E' nach Null konvergieren und dann a' unendlich 
zunehmen, so, kommt 

"' .. 
Je-"' d: = 2 {e-u'clu. 
o Yx "o 

"' 
Hiernach ist Je-"'dtt = ~ y,t. 

0 

Dieses Integral, das in der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine Holle 
spielt, nennt man das Poissonsche Integral. 

§ 195. Integralkriterium fii.r die Konvergenz unend
licher Reihen. f(x) sei für x ~ a absteigend und positiv. 
Wir betrachten die unendliche Reihe 

f(a) + f(a + 1) + f(a + 2) + · · · 
Da in dem Intervall (a + p -1, a + p), p = 1, 2, 3, ... , 

f(a + p -1) ~ {(x) ~ f(a + p) 
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a+p 

ist, so hat man f(a+p-1)>jf(x)dx'2_f(a+p). 
a+p-1 

Daraus folgt, wenn wir 

f( a) + f( a + 1) + · .. + f( a + p - 1) - 8P 

a+p 

setzen, 8" '2. {f(x) dx 
a 

und 
a+p-l 

8P <{(a) +Jr(x)dx. 

Wenn die Reihe konvergent ist, also lim sP = 8 existiert, so folgt 
aus der ersten Ungleichung, daß die aufsteigende Funktion 

~ 

JrCx)dx 
a 

beschränkt ist. Man kann nämlich, wenn x irgendeine Zahl ('2. a) ist, 
die ganze Zahl p so wählen, daß a + p > x ist. Dann hat man 

~ a+p J f(x)dx < J f(x)dx < 8 (weils11<s) 
a a 

Wenn die Reibe konvergent ist, existiert also das Integ1·al 
00 J f(x)dx. 

a 

Die Umkehrung gilt auch. Wenn dieses Integral existiert, so hat man 
a+p-1 oo 

8p .:5: f(a) + .. r f(x)dx < f(a) + .rf(x) dx. 
a a 

Die aufsteigende 'Folge 811 s1 , s3 , ••• ist also beschränkt, und es 
existiert lim sP. 

Es gilt demnach folgender Satz von Ca uchy: 
f(x) sei für x '2. a absteigend und positiv. Dann kon

vergiert oder divergiert die Reihe 

f(a) + f(a + 1) + f(a + 2) + · · ·, 
19* 
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je nachdem das Integral .. 
Jr(x)dx 
Cl 

existiert oder nicht. 

Beispiele. 1. Die Reihe 
1 1 1 
li'+ s'' + a.u +··· (!l ~ 0) 

hat die Form f(l) + ((2) + ((3) + .. ·, 
wenn man 

1 f(x) .... -
::t:" 

setzt. f(x) ist für x ~ 1 absteigend und positiv, erfüllt also die oben 
angegebenen Bedingungen. 

Die betrachtete Reihe konvergiert oder divergiert nach dem 
Ca.uchyschen Satze, je nachdem 

existiert oder nicht. Dieses Integral existiert aber, wie wir wissen, 
dann und nur dann, wenn ll > 1 ist. 

.!_ + _!_ + _!_ + · · · konvergiert also, wenn p, > 1 ist, und diver-
t·" 2" g,~<-

giert, wenn ~ ~ 1 ist. 
2. Die Reihe 

hat die Form 

wenn 

1 + 1 + 1 +· .. 
2 (log II)~' 8 (log 8)"' 4 (log 4 )!' 

((2) + ((3) + ((4) + .. ·, 
1 

f(x) ,_ x(logx)" (!'~ 0) 

gesetzt wird. f(x) ist filr x :2 2 absteigend und positiv. Wir können 
also auch hier den Cauchyscben Satz anwenden, und es kommt 
darauf an, ob das Integral .. f dx 

x(logxt 
» 
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existiert oder nicht. Führt man die neue Veränderliche s - log x ein, 
so wird 

j~o::x'/' -~·~~ · 
I log 

Läßt man x unendlich zunehmen, so nimmt auch s unendlich zu. 
~ -
}~~-- existiert also dann und nur dann, wennfde existiert, 

x(logx)" e'' 
I lo1 

d. h. dann und nur dann, wenn p. > 1 ist. 
Die betrachtete Reihe konvergiert also, wenn I' > 1 ist, und 

divergiert, wenn I'.::;: 1 ist. 
3. Wenn es sich um die Reihe 

1 + - 1 + . . . (I' > 0) 
3 log 3 (log log 3}!' 4 log 4 (log log 4)'u 

handelt, so ist f(x) = 1 . x log x (log log x)" 
Diese Funktion ist für x ~ 3 absteigend und positiv. Führt man die 
neue Veränderliche z = log :v ein, so wird 

z • 

f~ log x (~~log :x)_l' - fz (1:: z)'' . 
a log 3 

Daraus ist zu entnehmen, daß .. f dx 

• x log x (log log x)" 
8 

dann und nur dann existiert, wenn I' > 1 ist. 
Die betrachtete Reihe konvergiert also, wenn I'> 1 ist, und 

divergiert, wenn I' S 1 ist. 
Diese Reihe von Beispielen läßt sieb offenbar ins Unbegrenzte 

fortsetzen. 
Nach dem Obigen sind die Reihen 

1 1 1 2+-a+,+· .. , 
1 1 1 

2 log 2 + 3 log 8 + 4. log4. + · · · 1 
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1 1 1 
2log 2 log log 2 + 3 log 3 log log 3 + 4 log 4 log log 4 + · · · ' 

alle divergent. 
Wir wollen die Summe der p ersten Glieder in der ersten Reihe 

mit A11 , in der zweiten mit B11 , in der dritten mit CP, ... bezeichnen. 
Dann stellt sich heraus, daß 

1: Bp 0 l' Cp 0 Im ::r == , Im -B = , ... 
p p 

ist. Man sagt deshalb, daß die zweite Reihe schwächer divergent ist 
als die erste, die dritte schwächer als die zweite usw. 

Liegen zwei divergente Reihen 

{( a) + {( a + 1) + {( a + 2) + · · · 
und g(a) + g (a+ 1) + g(a + 2) + · · · 
vor, wobei f(x) und g(x) die Bedingungen des Cauchyschen Satzes 
erfüllen, und ist s11 die p-te Partialsumme der ersten, 811 die p-te Par
tialsumma der zweiten Reihe, so hat man 

also 

a+p-l a+p 

s11 < f(a) + Jr(x)dx < f(a) + jr(x)dx, 
a a 

a+p 

811 ~ .{uCx)dx, 
a 

a+p 
jf(x)d:c 

Bp< __ f(a) + "---
ip= a+p a+p 

jg(x)rlx jg(x)dx 
a a 

s B C 
Ist _11 einer der Quotienten .. /, BP, .. • 1) so konvergiert f(x):g(x) 

Bp I' p 

bei unendlich zunehmendem x absteigend nach Null. 
Daß in solchem Falle 8 

lim _P = 0 
sP 

ist, ergibt sich auf folgende Weise: 

1) Man denke sich in den beiden verglichenen Reihen die Tc ersten 
Glieder beseitigt, so daß alle Glieder positiv sind. 
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Es sei a < a' < a + p. Dann hat man nach dem ersten Mittel-
wertaatz •.+ ", ,. + p 

.{f(x)tlx = ~~:~ Jg(x)tlx. (a'<i<a+p) 
" ... 

Hiernach ist 

... 

und 
f(a) + J ((~») d~~: 

8p " f(a') 
i < II+P + g(a') · 

p jg(~~:)d~~: 

" 
Wählt man a' so, daß 

so wird .filr fast alle Werte des Index p 

~ 

f(a) + J f(~~:)d~~: 
sein, weil lim " -0 ist. a+p 

jg(~~:)dll: .. 
Es gibt übrigens zu jeder divergenten Reihe mit posi

tiven Gliedern eine ebensolche Reihe, die schwächer dinr
gent ist. 

Ist u1 + u, + u8 ···eine divergente Reihe mit positiven Gliedern 
und s, die p-te Partialsumme, AO ist 

~ +(Ys1 - Ys1 ) + (Ys;- Vs;) + · · · 
ebenfalls eine divergente Reihe mit positiven Gliedern. Aber sie ist 
schwächer divergent als die erste Reihe, weil 

lim fsp = lim 1 =- 0 ist. 
Bp }'Bp 

Bei zwei konvergenten Reihen mit positiven Gliedern 

u1 + u1 + u8 + · · · und v1 + v1 + v1 + · · · 
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sagt man, daß die zweite schwächer konvergent ist als die erste, 

wenn lim !~' = 0 ist. 
rp 

Dabei soll 

rp= uP+ up+l + · · · und rp= vP+ vp+l + · · · sem. 

Zu jeder konvergenten Reihe mit positiven Gliedern 
gibt es eine ebensolche Reihe, die schwächer konvergent ist. 

Ist u1 + u1 + u8 + · · · eine konvergente Reihe mit positiven 
Gliedern und rP = uP + up+l + · · · ihr p-ter Rest, so ist offenbar 

(VI;- Yr9 ) + (Vr2 - Yr8 ) + · · · 
eine konvergente Reihe mit positiven Gliedern. Aber sie ist schwächer 
konvergent als die erste Reihe, weil ihr p-ter Rest gleich YrP und 

lim ~ = lim Yr = 0 ist. vr; p 

Kapitel XVII. 

Geometrische Anwendungen der bestimmten 
Integrale. 

§ 196. Berechnung von Plicheninhalten. f(x) sei in (a, b) 
integrierbar und nirgends negativ. Die Kurve y = f(x), a.:::;:: x < b, 
liegt dann ganz auf einer Seite der x-Achse.1) 

Wir wollen von den Endpunkten der Bildkurve Lote auf die 
x-Achse fi.i.llen und das Flächenstück $ll betrachten, das von diesen 
beiden Loten, .der x-Achse und der Bildkurve begrenzt wird.ll) 

Nehmen wir irgendeine Zerlegung ß der Basis des Flächen
stückes, d. h. des Intervalls ( a, b ), vor und errichten in den Teil
punkten Lote auf der x-Achse, so zerlegt sich das Flächenstück ~ 
in eine Anzahl gleichartiger Flächenstiicke. 

1) ~. 11 seien rechtwinklige Koordinaten. 
2) Dieses Flächenstück besteht aus den Punkten 

~-a+.&(b-a), y·=if.f(~). 
wobei 0~ i, .& ~ 1 ist. 
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(a, (J) sei eins der Teilintervalle von (a, b) und !L(a, (J) sei die 
untere, M(a, (J) die obere Grenze von f(x) 
in (a, (J). Der über (a, (J) stehende Teil 
von W ist dann offenbar kleiner oder gleich 
dem Rechteck 

((J- a)M(a, ß) 

und größer oder gleich dem Rechteck 

((J- a)fL(a, (J). 
Das Flächenstück ~ ist folglich kleiner 

0 a. 

oder gleic4 S(B) = ~((J- a)M(a, ß) 
und größer oder gleich 

s(B) = ~(ß- a)tL(a, ß), 

fJb 
Fig.U 

wobei sich die Summation über alle Teilintervalle von .8 erstreckt. 
Lassen wir nun .8 eine ausgezeichnete .8-Folge durchlaufen, so 

konvergieren s(B) und S(ß) beide nach 
b b 

.(f(x)dx. Folglich ist auch ~l = jf(x)dx. 
a a 

Gegen die obige Überlegung ist einzuwenden, das von dem 
Flächeninhalt ~ gesprochen wird, ohne daß dieser vorher definiert ist. 

Will man diesen Einwand vermeiden, so muß man den Flächen
inhalt als den gemeinsamen Grenzwert von s(ß) und 8(.8) definieren, 
für den Fall, daß .8 eine ausgezeichnete Folge von Zerlegungen 
durchläuft. 

§ 197. Beiapiele.1) 1. Die Bildkurve 
von xt 

y = 2P (O~x~x0) 

ist ein Parabelbogen. Der Inhalt~ des 
in der Figur schraffierten Flächenstücks ist 

1) O"berall sind x, y rechtwinklige Koordinaten. 

Flg. 14. 
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Der Parabelbogen teilt also das Rechteck, das durch den Punkt 
(x0 , y0) und die Achsen bestimmt wird, im Verhältnis 1: 2. 

2. Die Bildkurve von y="JJa'-x' (-a<x.Sa) 
ist ein Halbkreis. Der Inhalt des in der Figur schraffierten Flächen

stücks ist "'• J Y~a~1 --x~1dx 
0 

oder, wenn x = au gesetzt wird, 

Nun ergibt sich aber durch partielle Integration 

j'vt-u1 du=u"JJ1-u'+ J~ 

= uVt-u'-jvt-u'du+ j~, 

also 2jy1- u1 du ... uy'l- u1 + arcsinu + 0. 
Mithin ist 

"• 
2jyi - u' du ""' u0 ')11 - u0 1 + ar~ sin u0 =-= Xo ~o + arc sin Xo 

a a 
0 

und der gesuchte Flächeninhalt gleich 
a; ~ a~ a; 
--.U! + - arc sin i · 

2 2 a 

Der Inhalt des Halbkreises ist also t na1, der Inhalt des ganzen 
Kreises na1 • Die Zahl n gibt demnach den Inhalt eines Kreises vom 
Radius 1 an. 

3. Die Bildkurve von 
y = ! Ya'- x1 (-a<xsa) 

ist eine halbe Ellipse. Der Inhalt des in 
der Figur schraffierten Flächenstückes ist 

"'• 
bf,~ll- xy ab . x - ra·-x dx=~+-arcsm__!_· 
a 2 2 a 

0 
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x' 1l Die ganze durch - + - == 1 a' b1 

dargestellte Ellipse hat also den Inhalt trab. 
· 4. Die Bildkurve von 

y -~Yx~- a2 
a 

299 

(x>a) 

ist ein Hyperbelbogen. Wir wollen das in der Figur schraffierte 
Flächenstück berechnen. Dieses ist gleich 

"'• 
~·J V~x~1 --a-1dx . 

.. 
Mit Hilfe der partiellen Integration findet man 

! Yx1 - a1dx = xy'x1 - a•-J x'dx 
~ 

LL 
0 S 9o 

Fig. n. 

=xy'x•-a•-Jy'x1 -a1dx-a"~j• dx . 
Vx1-a1 

Es ist also 2jVx1 - a1dx = xy'x•- a1 - a1 J dx · yx•-a• 
Um f }I dx zu finden, ffihre man J 1 x•-a• 

x +Vx1 -a1 = u 
als neue Veränderliche ein. Dann wird 

also 

und 

dx + xdx 
vx•- a• 

udx d = u, yx• a• 

dx =du 
fa:1 a• u 

J~ = O+log(x+Yxl- a2). x1 -a1 

Unser Flächenstück hat also den Inhalt 

· X0 y0 ab l x0 + y'x0 1-a1 

-2--2 og a · 

5. Ellipsensektor und Hyper belsektor. Das Dreieck 0 Q0 P0 

ist in Nr. 3 und Nr. 4 gleich tx0y0 • Daraus folgt, daß der Ellipsen-
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sektor OS P 0 gleich 

Berechnung von Bogenlängen 

ab . X 0 - arc s1n --
2 a 

und der Hyperbelsektor OSP0 gleich 

ab l z0 +J.Ix0 1 -a"~ 
2 og a ist. 

§ 198. Berechnung von Bogenlängen. Wir wollen definieren, 
was unter der Länge des Kurvenbogens y _ f(x) (a~x<b) 

zu verstehen ist. 
Wir zerlegen <a, b) in die Teilintervalle 

<a, x1), <x11 x1>, ... , <xp-ll b) 

(a<x1 <···<xP_ 1 <b) 
und nennen diese Zerlegung ß. Die Kurven
punkte, deren Abszissen 

a :s:, z 2 b 
Fig.ts. a, x11 x!P ••. , xP_ 11 b 

sind, mögen A, X1 , X1 , .•. , XP_ 11 B 

heißen. Die Länge der gebrochenen Linie A X1 X2 ••• X 11 _ 1 B be
zeichnen wir mit l(.8). 

Es kann sein, daß l(.8) immer einem Grenzwert zustrebt, 
wenn ß eine ausgezeichnete ß-Folge durchläuft. Ist das 
der Fall, so kommt jedesmal derselbe Grenzwert heraus. 1) 

Ihn bezeichnet man als die Länge des betrachteten Kurven
bogens und nennt den Kurvenbogen rektifizierbar. 2) 

Jede Zerlegung ß kann man zum Anfangsglied einer ß-Kette 
machen. Durchläuft aber ß eine ß-Kette, so durchläuft 1(.8) eine 
aufsteigende Folge. Es ist also, wenn wir die Länge unseres Kurven
bogens mit l bezeichnen, immer 

l(ß) < l. 
Hieraus können wir schließen, daß f(x) in <a, b) von be

schränkter Variation sein muß, wenn Z existieren soll. 

1) Wenn 8lt .81 , 8a, ... eine ausgezeichnete 8- Folge ist und ebenao 
S1 , 8,, Ba , ... , ao ist auch 8 1 , S1 , 8 1 , .8., ... eine ausgezeichnete 8-Folge. 

2) Man sagt auch, f(x) sei in ( a, b) rektifiziexbar. 
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In der Tat ist 1) 

I' 

l(B) =-~ Y(x.- x.-1)~ + (Y.- Y.-1)2 · 
.. =1 

1' 

so hat man ~ !f(x~)- f(x._ 1) < l. 
•=1 

Dies bedeutet aber, daß f(x) in (a, b) von beschränkter Varia
tion ist. 

Es muß nun, wenn l existieren soll, noch eine andere Bedingung 
erflillt sein. x0 sei eine Stelle zwischen a und b. 8 sei eine Zerlegung 
von (a, b), bei der x0 nicht als Teilpunkt figuriert, und (a, ß) sei das 
Teilintervall, in welchem x0 liegt . .FUgen wir x0 als Teilpunkt hinzu, 
so entsteht die Zerlegung ß. Nun ist offenbar 

Z(ß) -Z(ß) = V(x0 - a)i + {f(x0)- f"(a)} 1 

+ V(xo- ß)'+ { f(xo)- f"(ß)} 1 - V(ß- a)2 + {f(ß)- f(a)} 9• 

Lassen wir 8 eine ausgezeichnete 8-Folge durchlaufen, so wird 

lim {l(ß) -l(ß)} -l-l- 0, 
Andererseits ist 9) 

lim { l (B) -l(B)} ~ I f(x0) - f(x0 - 0)! + I f"(x0) - f(xo + 0) i 

Es muß demnach 
- I f(x0 + 0) - f(x0 - 0) I 

lf(xo + 0)- f(xo- 0) I = I f(xo + 0) - f(xo) I + I f(x,) - f(xo- 0) I 
sein. Aus I A- BI .... I A - 0 I + I 0- BI 

folgt aber, daß 0 in dem Intervall (A, B) enthalten ist. Läge näm
lich 0 außerhalb (A, B), so wäre eine der beiden Zahlen I A - CI 
und I 0- BI größer als I A-BI. 

1) Wir setzen a .... x0 , b = x11 und f(x11) = y". 
2) f(x0 + 0) und f(x0 - 0) existieren, weil f(x) sich in ( a, b) als Summe 

von zwei monotonen Funktionen darstellen läßt. 
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f(x) hat also die Eigenschaft, daß f(x0) immer dem Intervall 
<f(x0 - 0), f(x0 + 0)) angehört (a < X 0 < b). Die Differenzen 

f(x0 - 0) ~ f(x0), f(xo+ 0)- {(x0) 

haben also nie dasselbe Zeichen. 
Wenn f(x) in (a, b) von beschränkter Variation ist und 

außerdem die soeben angegebene Eigenschaft. hat, ist der 
Kurvenbogen 11 = f(x), a.::::;: x.::::;: b, rektifizierbar. 

Da f(x) in (a, b) von beschränkter Variation ist, gibt es eine 
Zahl K, so daß 2'1 f(ß)- f(a) I< K 

ist, wie man auch (a, b) in Teilintervalle (u, ß) zerlegen mag. Nun 
hat man aber 

Y(ß- a)l'+ {f(ß)- f(a)JS < ß- a + lf(ß)- f(a) I· 
Es ist also immer l(.B) < b - a + K. 

l sei die obere Grenze der aus den sämtlichen l (.8) besteheuden 
Zablenmenge. Dann gibt es eine Zerlegung .8, so daß 

Z(ß) > l-; 
ist (E > 0). Jetzt wollen wir beweisen, daß 

liml(.ß,.) = l 

ist, wenn .ß11 .ßt, .ß8 , ••• irgendeine ausgezeichnete .8-Folge bedeutet. 
Ist .811 .ß1 , .ß8 , ••• eine ausgezeichnete .8-Folge, so haben .fast 

alle .8,. die Eigenschaft, in jedem Teilintervall höchstens einen Teil
punkt von ß zu enthalten. Die übrigen .8,. lassen wir beiseite. 

Mit .3,. wollen wir die Zerlegung bezeichnen 1 die aus .8 .. durcl). 
Hinzufügung der Teilpunkte von .Ö entsteht. Dann ist 

l(fl,.) ~ l(Ö) > l- i und l(B.) 2 l(.B,.). 

Ist x ein Teilpunkt von .8, der in dem Teilintervall (a,., ß,.) 
von 8.. liegt, so wird 

z (BJ - z C.S..) 
== 2' { Y(x- «,.)1 + [f(x)- f(a.)]1 + Y~(x----={J__".,,.)•=--+-[=-f(-x),------f...,....,({J..."..,,.)o-=]1 

- Y(a,.- /l,.)1 + [f(a,.)- f(fl,.)]1 }, 
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wobei sich die Summation über alle derartigen Teilpunkte x er
streckt. Diese Summe konvergiert aber nach Null, weil 

~{lf'(x)- f(x-0)\ + if(x)- f(x+O)I- f(.r-0) -f(x+O)I) 
gleich Null ist. 

~,ür fast alle .8,. wird daher 

l(B",.) - l(ß .. ) < i 
sein. Hieraus und aus l (Bn) > l - ; 

folgt aber l (.8,.) > l - E. 

Da außerdem l (.8,.) < l 
ist, so liegen fast alle l (.8") in (l- E1 l), d. h. es ist 

lim l(ß,.) =- l. 
Wenn f'(x) in (a, b) stetig und von beschränkter Variation ist, 

so sind die Bedingungen des obigen Satzes erfiillt. Es ist nämlich 
wegen der Stetigkeit 

f(x0 - 0) = f(x0 + 0) = f(x0). (a < x0 < b) 
§ 199. Bi~renachaf'ten der Bo~renlänl'e. Wenn die Punktion 

f(x) in (a, b) rektifizierbar ist, so ist sie es auch in jedem Teilinter
vall (rx, ß) von (a, b). Denn die beiden für die Rektifizierbarkeit 
charakteristischen Bedingungen sind in (a, ß) erfiillt, wenn sie in 
( a, b) erfüllt sind. 

Wir wollen die Länge des Bogens 

Y = f(x) (rx~x~ß) 

mit l ( o:, ß) bezeichnen. l ( a, ß) ist offenbar größer oder gleich ß- a. 
Fii1· a < c < b hat man 

l(a,b) = l(a,c) + l(c,b). 

Man erkennt dies, wenn man eine ausgezeichnete .8-Kette von ( a, b) 
betrachtet, die mit der Zerlegung von (a, b) in (a, c) und (c, b) 
beginnt. 

Aus der obigen Eigenschaft ergibt sich, daß die Funktion l(a,x) 
in (a, b) aufsteigend ist 1): 

l(a,x) < l(a, x+h). (asx< x + h<b) 

1) Wir setzen fest: l(a, a) = o. 
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Wenn ((x) in (a, b) stetig ist, so ist auch l(a,x) in (a, b) 
stetig. Es genügt die Stetigkeit von l(a, x) oder l(x, b) = l(a, b) 
-l(a, x) für x = a und x = b nachzuweisen. Ist nämlich a < c < b, 
so hat man in (c, b) 

l(a, x) = l.(a, c) + l(c, x). 

Weiß man, daß l(a, x), a::;:;;. x < c, und l(c, x), c < .r < b, an der 
Stelle c stetig sind, so ist damit die Stetigkeit von l ( a, x) an der 
Stelle c gesichert. 

Um die Stetigkeit von l(x, b) an der Stelle b zu beweisen, ver
fahren wir so: 

x0 sei ein Wert zwischen a und b, und .8 bedeute eine Zer
legung von (x0 , b) in Teilintervalle, die wir 

(x0 , x1), <xv x1), .•• (x11 _ 1 , b) 

nennen wollen (x0 <x1 <· .. <x11 _ 1 <b). Der Ausdruck 

p 

~ V(x,.-x"_t)1 + {f(x")'- f(x,._l) }1 
.>=1 

b 

werde mit l (.8) 
"'• 

(b- x,) 

bezeichnet. Lassen wir ß eine ausgezeichnete ß-Folge des Intervalls 
(x0 , b) durchlaufen, so wird 

b 

lim l(ß) ==l(x0 , b). 
"'• 

Wir haben nun f(x) in (a, b) stetig vorausgesetzt. Da 

ist, so wird also 
lim x11 _ 1 .... b 

lim Y(x11-x11 _ 1) 1+ {f(x,) -f(x,_1)} 1 

= lim V(b--x,_-1)' + {f(b)- f(x,_ 1)} 1 = 0, 
p-1 

mithin lim ~ }"(x,.-x,._1)1+ {f(x.)- f(x .. _1)} 1- l(x0 , b) . 
.... t 

Bei passender Wahl von x11 x'!, ... ,x,_1 (x0 < X1 < · · · < xP_1 < b) 
wird also 
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p-1 

~y(x.- x,_1)' + {f(x,)- f(x,_ 1)} 1 > l(x0, b)- E 

•·=l > l(b-01 b)- E 

sein (E>O). 
Aus demselben Grunde wird aber bei passender Wahl von 

x,, x11 +11 • •• , x,_u (x,_1 < x" < · · · < x9 _ 1 < b) 
t-1 

~y'(x"-x"_1)1 + {f(x")- f(x"_ 1)} 1 > l(xj,-u b)- E 

" .. " > Z(b-0, b)- E 
sein usw. 

Wäre l(b- O, b) > 01 so könnten wir Z(b- O, b) =- 2E setzen. 
Dann wilrde die unendliche Reihe 

divergieren, weil die Reihe E + E + E + · · · divergent ist. Aber aueh 
die Reihe 

~Jf(x")- f(x"_1). (t1 =- 1, 2, 3, ... ) 
wäre divergent. Man hat nämlich 

y(x"- x"_1)1 + (f(x") - f(x"_ 1)} 1 ~ x.- x,.-1 + lf(x,.)- f(x,_J)I, 
so daß die Konvergenz von ~Jf(x")- f(x._1)l die von 

~y(x,.- x,_ 1) 1 + {f(x.)- f'(x,_1)} 1 

nach sich zieht. 1) 

Daß aber ~lf(x .. )- f(x,._ 1)1 divergiert, widerspricht der Vor
aussetzung, daß f(x) in (a, b) von beschränkter Variation ist. Die 
n-te Partialsumme der Reihe ist nämlich kleiner gleich 

" 
~ lf(x,)- f(x,._l)f + lf<a)- f(x0)J + !f(x,.)- f(b)j 
, .... 1 (a<x0 < · .. <x,.<b). 

Diese Summen sind aber alle kleiner als eine feste Zahl K. 
Es muß demnach l (b- O, b) - 0 sein. l (x, b) ist also fnr x- b 

stetig. Dasselbe gilt von l ( a, x ). 
Ganz ebenso zeigt man, daß l(a,x) an der Stelle a stetig ist. 

Im Falle eines in (a, b) stetigen f(x) ist also l(a,x) in (tt, b) 

1) ~(:r"- a:._,) ist etne konvergente Reihe mit positiven Gliedern. 
Kowalewaki, Dilrerenüal- und Integralrechnung. 4.. Aufl. 20 
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aufsteigend und stetig. l(a,x) nimmt jeden Wert l, der den Un-

gleichungen 0 < ). < l ( a, b) 

genügt, in (a, b) ein:rnal und nur einmal an. 

§ 200. Die BogeDlinge ausgeclrilokt durch ein bestimm
tes Integral. f(x) habe in (a, b) eine Ableitung f'(x), und f'(x) 
sei in (a, b) integrierbar. Daß unter diesen Voraussetzungen l (a, b) 
existiert, kann man daraus schließen, daß f'(x) wegen der Existenz 
von f'(x) in (a, b) stetig und wegen 

"' 
f(x) = f(a) + ft'(x) dx 

a 

in (a, b) von beschränkter Variation ist (vgl. § 157). 
Man kann aber die Existenz von l ( a, b) auch direkt beweisen. 

Wenn a = x0 , b- XP und 

a<x1 <···<x,_ 1 <b 
ist, so läßt sich der Ausdruck 

p 

l (8) = ~ y'(xp- x._ 1)1 + { f(x,.)- f(x,._t) )I 
•=1 

unter Benutzung des Mittelwertsatzes in § 67 in folgender Weise 
schreiben: P 

l(ß)- ~(x,.-x,._ 1)Yl + [{'(~.)]1 • (.z,._ 1 <~.<x,.) 
•=1 

Da f(x) in (a, b) integrierbar sein sollte, so ist (nach § 152) 
auch fJ(x) = 1 + [f'(x)]l 

in (a, b) integrierbar. Nun hat man 

VfJ(X) < fTJ(X). 

YfP(x) ist also in (a,b) beschränkt, weil dies von cp(x) gilt. 

Ferner ist y' cp(x) - y cp (x') = cp(x)- cp(x') 
Vcp (x) + ycp (x')' 

also I Ycp(x)- y'cp(x') I< ~lcp(x)- cp(x')!, 

weil cp(x) 2 1, fJ(x') > 1. Bezeichnet man mit a(a,{J) die Schwan-
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kung von rp(z) und mit i(a, {J) die Schwankung von frp(x) in 

(a, fJ), so ist ( ) _", 1 ( ) 
(j a, fJ ~ -2 «1 a, fJ • 

Die mittlere Schwankung von y tp (z) in (a, b) illt daher ebenso 
gleich Null wie die von rp (x). 

yrp(z) ist also in (a, b) integrierbal'. 
Läßt man daher ß eine ausgezeichnete ß-Folg& durchlaufen, sd 

konvergiert p 

Z (.8) = ~ (x~- x,._1) v' rp (~,.) 
t'=l 

nach einem Grenzwert Z, und zwar ist 
6 

l = J r'r-1-+____,(f,.--':-o-(x....,.,)]=-=-1 dx. 
a 

Diese .h"'ormel läßt sich, wenn man f'(x) .... y, also f(x)dx = dy 
setzt, noch einfacher so schreiben 

Die Funktion 

b 

z =fvax' + ay•. 
" 

"' .f Vr:-1-+--==(f-=' -;-( x):-:::-:]1 dx 
a 

hat, wenn f' ( z) stetig ist 1), das Differential 
Vl + [f(x)]1 dx = yr-=-•ax-=-1-+___,d,......,.y•. 

Man nennt es das Bogendifferential der Kurve y = f(x). 

§ 201. Bogeulbgen, dle durch ein unelBentliohea In· 
fiegral dargestellt werden. f(x) sei iu (a, b) stetig und von be
schränkter Variation und habe zwischen a und b llberall eine Ab
leitung. ff'(x)]1 sei in jedem Intervall (a', b'), a < a' < b' < b, aber 
nicht in (a, b) integrierbar. 

Dann ist nach § 200 
1/ 

z (a', b') = .f -v=-1 ""7"+ ..... rr=' (.........,x )=J• ax. 
a' 

1) DanD ist :&ucb ~(((x)l1 stetig. 
20* 
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Läßt man a' nach a und b' nach b konvergi~ren, so konvergiert 
~(a, b') nach Z(a, b). Es exietiert also das uneigentliche Integral 

b 

J Vl + [f'(x)]1 dx 
4 

und hat den Wert Z(a, b). 

§ 202. Belapleie. 1. Die Länge l (0, x0) des Parabelbogens 
:.~:• 

y=-2p 

ist durch folgende Formel bestimmt 

... ""' 

l(O, x0) .... J Vdx1 + dy1 = j""}ll+1;ax. 
0 0 

Die partielle Integration liefert 

! 1;--· 1~ j, :.~::a:.~: 
y 1 + a:. dx- :x; y 1 + ;. - YP , 

p p 1+~ 
p• 

-:x:M-.IMd~+ f.b, 
80 daß man hat J r 1 + pi 

2JMdx=-xM+ /- .ila: a:•' 

J Y1+-setzt man X..., pl, SO wird p' 

liy'da; - p rj! ill • = p log (• + )11 + ··). 
+ a:• J 11 +• 

1 p• 

Schließlich ergibt sich 

l (0 X ) == Xp y a;-o-:-1 """'+-p--.i + 1!_ log Xy + y X~ I+ pl • 
, 0 2p 2 p 

2. Die Länge rp0 des Kreisbogens 

y- Vl x' 
wird dm·ch ein uneigentliches Integral ausgedrückt, dessen Existenz 
man nach § 201 voraussehen kann, und zwar ist: 
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1 j • dx 

cpo = "j/1 x'. 

"'• 
Man hat nämlich für - 1 < x < 1 

d xdx und 
y =-- V1 x' 

d 2 d 9 dx' x+ y==---· 
1- x' 

Da arc cos x in (-1, 1) stetig ist und für - 1 < x < 1 die 
Ableitung - 1 : yr- x2 hat, so ist. 

1 

cp0 =- (arc cos x), 
Xo 

d. h. cp0 = arc cos x0 , also x0 - cos rp0 . 

Für x0 =- 1 wird arc cos x0 = n, so daß n die Bogenlänge 
eines Haikreises vom Radius 1 be-
deutet. Man hat also 

0 .S: fPo < n. 

Da sin x in (0, n) positiv ist, 1!10 können 
wir aus x0 = cos rp0 schließen 

Yo = Yl- x01 =- sin cp0 • 

Hiermit ist ,der Zusammenhang auf
Fig. 19. 

gedeckt, in dem die beiden ~'unktionen Kosinus und Sinus zu dem 
Einheitskreise (d. h. dem Kreise vom Radius 1) stehen. 

Dieser Zusammenhang bildet in der Elementarmathematik den 
Ausgangspunkt. 

In Fig. 19 soll OA == 1 sein. Dann hat man OQ0 = cos rp0 , 

Q0 P~ .... sin cp0 • rp0 ist die Länge des Bogens A P0 . 

Die Länge des Kreisbogens 

y = lfa'- x' 
.. 

ist gleich 
. , dx 

aj~ 
1 

oder gleich a . f du 

V1-u' 
(x = au) 

Uo 
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1 

Setzt man J J;l d_: u' - cpo, 
... 

so wird der betrachtete Kreisbogen gleich acp0 • 

cp0 ist der entsprechende Bogen auf dem Einheitskreis. Man er
hält ihn, indem man die Endpunkte des betrachteten Kreisbogens 
mit dem Mittelpunkt verbindet. 

Der Winkel, den zwei Geraden, die sich in 0 schneiden, mit
einander bilden, wird in der höheren Analysis durch den Bogen ge
messen, den sie auf dem Einheitskreis mit dem Mittelpunkt 0 be
stimmen. Ein rechter Winkel ist hiernach gleich ; , ein gestreckter 
gleich n. 

Die Länge eines Kreisbogens mit dem Radius a ist 
nach dem Obigen gleich a multipliziert mit dem zugehöri
gen Zentriwinkel. 

3. Die Länge des Ellipsenbogens 

ist gleich 
"'• 

b y ll ll y=- a -x a 

jya';~:=!~x' dx. 
0 

Wir wollen a > b > 0 annehmen und 

yat a'bs .... k 1) 

setzen Dann ist 0 < k < 1, und das obige Integral lautet 
Xo .t."o 

J ,;ack!Xid .JV<a'-xl)(a1 -k'x')d 
V a1 - x' X = a'- x' X· 

0 0 

Dieses Integral hat die Form 

~~(x, YP(x))dx, 
a 

und P(x) ist eine ganze rationale Funktion 4. Grades. 9l bedeutet 

1) k ist die numerische Exzentrizität der Ellipse. 



Ellipsenbogen 311 

eine rationale Operation. Man nennt solche Integrale elliptische. 
Sie haben zu einer ausgedehnten Theorie Veranlassung gegeben. 

Das fflr den Ellipsenbogen gefundene Integral wollen wir jetzt 
dadurch vereinfachen, daß wir die neue V er
änderliche • :e 

arc sm a- t:p 

einfdhren. Dabei verwandelt es sich in 

a jy1 - k1 sin1 tp dtp. 
0 

Man bezeichnet das hier auftretende 
:l'ta. so. 

Integral mit E(k, tp0). tp0 heißt die Amplitude und k der Modul 
des Integrals. 

Um E(k, rp0) zu berechnen, kann man so verfahren.1) Nach 
der Binomialformel hat man') 

ro-----=-:--.: Y1 - k1 sin1 tp = 
1 1kl'2 1k''' 1·Sk8'6 
-~ sm rp-2.4 s1n rp- 2 . 4 • 6 sm tp- .... 

Die Reihe rechts konvergiert flir alle Werte von tp gleichmäßig 
(vgl. § 172, Nr. 7). Denn ihre Glieder sind ihrem Betrage nach 
kleiner als die entsprechenden Glieder der konvergenten Reihe 

1+k1 +k'+···. 
Man hat also nach § 172, Nr. 4 

E(k, rp0)-j~'P- ! k1j;in1 rpdrp- 2 \ k' J.m'rpdrp- .. · 
0 0 0 

Insbesondere ist (vgl. § 160) 

E(k ~)- ~ { 1- (.!.k)•- .!_ (~ k•)• _ .!_ (1· s · 6 k')• _ .. ·}· 
' I 2 2 3 1·4 6 1·4·6 

Für E (k, ; ) pflegt man gewöhnlieh E (k) zu schreiben. aE (k) 

ist dann der Viertelumfang unserer Ellipse. 

1) Bei aehr kleinem k ist dieses Verfahren betonden zweckmUig. 
2) Man bedenke, daß k1 ain1 fJJ ~ k1 < 1 iat. 
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4. Wir wollen den geometrischen Ort eines Punktes P be
trachten, der von zwei festen Punkten Fund F' Entfernungen mit 
konstantem Produkt hat. 

Als x-Achse benutzen wir die Verbindungslinie der beiden 
festen Punkte, als Anfangspunkt den Mittelpunkt von FF' und die 

y-Achse nehmen wir senkrecht zur x-Achse. 
Dann lautet die Bedingung, die wir dem 

P Punkte P auferlegen, so: 

Fig. !1. 

{(x-c)1 + y'} {(x+c)1 + y1 ) = a' 
oder (x' + y1 + c')'- 4c'x' =- a'. 

Im Falle a =- c erhalten wir die so
genannte L e m n i skate (Fig. 22). Ihre Glei

chung lautet 

(x2 + y')'l- 2c2 (x2 -y2) = 0. 
Die Gleichung nimmt eine ein

fachere Form an, wenn man sich der 
Polarkoordinaten bedient. Flg. 12. 

Die Polarkoordinaten sind uns 
schon einmal begegnet. Wir wissen aus § 139, daß sich im Falle 
x1 + y1 > 0 die Zahl rp (und zwar nur auf eine Weise) so wählen 
läßt, daß 

X = COB rp 1 _y --= = sin rp (- X < rp < X) 
}!XI + y' ~+ y' -

ist. Diese Zahl rp und die Zahl r = y' x2 + y' sind die Polarkoordi
naten des Punktes (x, y). Für den Anfangspunkt ist r = 0 und rp 
unbestimmt. 

ristdie Entfernung vom Anfangspunkt und wird der Radius
vektor genannt. rp ist der Winkel, deu der Radiusvektor mit der 
positiven x-Achse bildet 1) 

Über die Messung dieses Winkels müssen wir noch einiges sagen. 
Man kann die positive x-Achse um den Anfangspunkt in zwei 

verschiedenen Richtungen drehen. Die eine zeichnen wir als die 

1) Sta.tt ,,positive Hälfte der x-Achse" sagen wir auch kurz "positive 
x- Achse". Sie wird von den Punkten positiver Abszisse gebildet. 
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positive aus. In der Figur ist sie durch einen Pfeil markiert. Um 
eine Drehung zu messen, beachten wir, welchen Kreisbogen der Ein
heitspunktE der x-Achse beschreibt. Die Länge dieses Krei8bogens 
versehen wir mit dem Zeichen+, wenn die Drehung 
im positiven, mit dem Zeichen -, wenn sie im 
negativen Sinne stattfindet. 

Wenn die positive x-Achse nach einer Dreh-
ung um ffJ durch den von 0 verschiedenen Punkt P 
hindurchgeht, so sagen wir, daß OP mit der 0 

positiven x-Achse den Winkel ffJ bildet. 

E 
Fig. ts. 

Man wählt die positive Drehungsrichtung gewöhnlich so, daß 
die positive y-Achse mit der positiven x-Achse den Win

kel -~ bildet. 

Führt man nun in die Lemniskatengleichung Polarkoordinaten 

ein, setzt man also x =,. cos ffJ, y =,. sin ffJ, 

so ergibt sich r4 - 2 r' c2 ( cos2 <p - sin' ffJ) = 0 

oder 1) r2 - 2 c1 cos 2 rp = 0 oder r = a y cos 2 <p. ( a =- c J12) 

Wenn <p von 0 bis : zunimmt, nehmen r und x = r cos ffJ von 

a bis 0 ab. Dabei wird der Bogen AP0 0 beschrieben. 
Wir wollen die Länge s des Lemniskatenbogens AP0 berechnen. 

r0 , rp0 seien die Polarkoordinaten und x0 , y0 die cartesischen Koor
dinaten von P0 • Dann ist 

a 

s = ~{ -v·~a-x'~+_d_y~'. 

Wenn man nun die neue Veränderliche <p einführt, so wird 

dx = d(r cos<p) .... - r sinrpdrp + cos<pdr, 

dy = d(r sin<p) = r cos<pd<p + sin<pdr, 

mithin 

1) Wir können den Faktor rt streichen, da auch die neue Gleichung 

den Wert r = 0 liefert, nämlich iür rp = : . 
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oder, da Y d a sin 2cp r = acos 2cp un dr = - dcp 
y'cos 2 cp 

also 

•a • 
dx'+ d '==~ Y c,ps2cp 1 

Vdx'+dy'=- adcp .1) 
y'cos 2 cp 

Das Integral lautet jetzt 

s = a ;· acp = a ;· acp . 
J Vcos 2cp J ltt- 2 sin1 cp 
0 0 

Da cp0 S : ist, so wird 

sin cp < ;'i , also y2 sin cp s 1 

sem. Wir können daher 1/J = arc ein (V2 sin cp) 

setzen. Dann ist d 1/J === y'2 C08 cp d cp 

Vl- 2 sin1 cp 
-----

und sin cp - ; 2 sin 1/J, cos cp =V 1 - ! sin1 tJ!, 

ist, 

also ( sin t/.10 = V2 sin cp0) 

Man pflegt 

mit 

zu bezeichnen.1) Danach ist 

s = ~F(~, t/Jo). 
Zur Berechnung von F(k, t/.10) gibt es eine sehr schöne Methode 

von Gauß, die in folgendem besteht. 

1) Da dx>O, ist dcp<O. 
2) F(k', 1/Jo) ist ein elliptisches Integral. Man erkennt dies sofort, wenn 

man sin 1fJ = u als neue Verll.nderliche einführt. 
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Es sei das Integral 

Jf• d1f1 (a>b>O) J lfa' cos' 1/J + b' sin1 1f1 
0 

zu berechnen 1), wobei 0 < lf'o < ; ist. 
Man führe eine neue Veränderliche rp ein, die mit -q, durch die 

Relation . 2a sin cp ') sm -q, = . verbunden ist. a + b +(a-b) sm1 cp 
Dann hat man 

so daß 

a + b- (a-b) sin1 cp 
cos 1P d 1P = a • { a + b + (a _ b) sin 1 1J!} 1 2 cos rp d rp, 

• 1, _ V(a + W- (a-b)' sin 1 cp 
COS 'I' - + b + ( b) . I C08 (/J' a a- smcp 

1Fs s bl · 1 a+b-(a-b)ain'IJ! 
y a COS 'lf' + Sln f/J = a · + b + ( b) · t ' a a- sm cp 

~~==d=·~~ dlp 
'JI'(IIcos1 1f1 + b1 sin 1 1f1 1 /(a + b)S (a- b)J . 1 V -2- - -2- stn IJ! 

dcp 

-v e t b)'eos1 cp +ab sin'cp 

1) Um F(k, 1f10 ) zu haben, muß man a == 1, b == Vl k 1 setzen. 

2) Wenn cp von 0 bis ; zunimmt, nimmt auch 1p von 0 bis ; zu. 
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Wenn ct > ß > 0 ist, so hat man immer 

tX > fit ß > y,Xß > ß . 

Aus dieser Bemerkung können wir entnehmen, daß für n=-1,2,3, ... 

a,._ 1 > a,. > b,. > b,._ 1 • (a0 - a, b0 - b) 
Die Folgen a, au as, . . . und b, b1 , b1 , • . . sind daher monoton und 
beschränkt. Es existiert also lim a,. und lim b,.. Da 

ist, so hat man 

lim a,. = ~ (lim a"_ 1 + lim b,._ 1) = ~ (lim a,. + lim bn) 1 

lim a" = lim b,.. 

d. h. 

Gauß nennt diesen gemeinsamen Grenzwert von a,. und b,. das 
arithmetisch-geometrische Mittel der beiden Zahlen a und b. 
Er bezeichnet es mit p,(a, b). Man hat für n- O, 1, 2, ... 

b~ < p,(a, b) < a,.. 
Nehmen wir an, daß man das obige Transformatiosverfahren 

bis zu dem Integral 
(" dco 

J Jla! COB'1 co + b! sin' ID 
0 

fortgesetzt hat. Da offenbar 1) 

"'· ist, so ist auch coo </ d1{J < IDo. 
a,. y'a2 cos'1fJ+b'sin'1P b,. 

Man überzeugt sich leicht, daß 

t/Jo ~ f/>o > Xo > · · · 
ist. Die positiven Zahlen t/10 , cp0 , z0 , ••. bilden also eine absteigende 
Folge. l sei der Grenzwert dieser Folge. Dann haben die Folgen 

1) Man bedenke, daß b~ < a! cos 1 ID + b sin' ID < a!. 



Bogenllingen von RaumkurYen 317 

beide den Grenzwert .t: p.(a, b). 

Es ist also 

Im Falle 1/10 = ; sind tp0 , Xo 1 ••• alle gleich ; , mitbin ist auch 

.t - ; , und man bat 
tr 

I 

r d"" " J Va* coa''l/1 + b1 ain1 1/1 =- 2~t(a, b) ' 
0 

§ 203. BogenliDren von Baumkurven. f(t), g(t), l•(t) 
seien in («, {J) differenzierbar. Die Ableitungen f(t), !l(t), h'(t) 
seien in (a,{J) integrierbar, und rf'(t)]1 + [9'(t)]1 + [h'(t)l1 habe m 
( a, fJ) eine positive untere Grenze. 

Setzen wir x _ f(t), y- g(t), 1 .... h(t) 

und betrachten wir x, y, 1 als rechtwinklige eartesische Koordinaten, 
so. entspricht jedem Wert t aus («, {J) ein Punkt im Raume. Den 
Inbegriff dieser Punkte nennen wir eine Raumkurve. 

Wenn a < t1 < · · · < t.P-t < fJ ist und wir verbinden den Punkt 

X= ((t.,_ 1), y- g(t,._ 1) 1 I== h(t,._1) 

mit X= ((t.,), 1J == g(t.,), I= h(t,.) 

(v = 1, 2, .. . ,p; t0 - a, tP- {J) 

get·adlinig, so entsteht e i n d e r K u r v e e i n b e s c h r i e b e n e r 
Linienzug. 

Die Länge dieses Linienzuges nennen wir l(ß), indem wir mit .B 
die dabei benutzte Zerlegung des Intervalls (a, {J) bezeichnen. 

Wir werden zeigen, daß l(ß) einem Grenzwert l zustrebt, wenn ß 
irgend eine ausgezeichnete ß-Folge durchläuft. Diesen Grenzwert 
nennen wir die Bogenlänge der Kurve. 1) 

1) Man kann hier eine ll.bnliche Unteraurbung durcbfilhren wie die in 
§ 198. Das dberla.asen wir dem Leser. 
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Für l(ß) ergibt sich der Ausdruck 
p 

l(ß) = ~ y {f(t,.)- f(t~-1) P+ {g(t~)- g(t,,_1) }1+{ h(t~) -Jt(t,._]) j2 

~=1 

oder unter Anwendung des Mittelwertsatzes 

z CB) = ~ Ct .. - t,. -1) Yr.:-:if:-:-::' C "-,. )-=J,=-+-=[,.--,u';-:-Cß"....,,.)=l2_+__,1'=""'h'-=-cr--,-•. )-=-Js. 

(t~-1 < a,., ß,,, r .. < t.) 
Wir wollen jetzt mit 'b d' a~'- ", c., 1e unteren, 
mit A.,, B,., 0" die oberen Grenzen 

von (f(t)]1, [g'(t)]1, [h'(t)]1 

in dem Intervall (t"_ 11 t,.) bezeichnen. Dann ist 

~(t"-t,._ 1 ) Ya" + b" + c,. ~ l(ß) :S~(t"- t .. _1)YA .. + B,. + 0". 

Da YA"+B.,+ 0.,- Ya" + b .. + c" 
-~-~+~-~+~-~:S,~-~+~-~+~-~ 

ya,.+b.+c"+VA"fB"+C"- K 

ist, wenn wir mit K 1 die positive untere Grenze von f' + g' 1 + h'' 
in (a, ß) bezeichnen, so kann die Differenz von 

~<t.- t"_ 1)YA"+B"+ o,., ~(t"- t"_ 1)Ya"+b,.+ c,. 
nicht größer sein als 

~ ~(t"- t,._ 1)(A,- a,.) + ~ ~(t" -t,._ 1) (B,.- b,.) + 

+ ~~(t,.- t,._ 1)(0,.- c,.). 

Jeder der drei Bestandteile dieses Ausdrucks konvergiert aber nach 
Null, wenn .8 eine ausgezeichnete .8· Folge durchläuft. 

-r, sei ein beliebiger Wert aus (t"_ 11 t"). Dann ist 

;E(t"- t"_,)Ya,. + b" + c,. 
< ~ ( f,. -:-- f,. - 1) y=-[f~' (,--'f "=) ]1=-+--=-[g7-c' ( 'f---c,.)o=Jll:--+----,[=_h'~( T--,,)-.,::]1 

< ~(t"- t,._ 1) Y A. + B,. + 0". 
Aus diesen Ungleichungen können wir die Integrierbarkeit von 
V(ll + g'' + h' 2 folgen1. Ist nämlich m,. die untere, IDl" die obere 
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Grenze und ~ •. die Schwankung diese1· Funktion in (t,._ 1 , t."), so hat 
man 

,2'(t,.-t,._1)Ya .. +b,.+c"s,2'(t,.- t"_ 1)m,. 

<,2'(t"-t"_t)IDl,.s~t"-t"_t)YA"+B"+O", 
also 

~(t.- t"_1)ß" S ~ ~(t,.- t"_ 1) (A."- a") + ~ _2'(t"- t"_ 1) (B,.- b,.) 

+ ~~(t"-t"_ 1)(C,.- c") 

und lim ,2'(t"- t"_ 1)ß"- O, 
wenn 8 eine ausgezeichnete 8-Folge durchliuft. 

Jetzt sind wir sicher, daß 

lim ~(t,.- t,._ 1)Ya"+ b"+ c" -lim~(t,.- t,._ 1)YA"+B,. + 0,. 

= fvrrct)]•+ ID'Ct>J• + [h'(t)J•dt 
a 

ist, folglich auch A_ 
Z = lim l (8) .... J Yr--.f (::-;-' ( e=) ]:::-1 +__,[g,......,'~(t)=]•-+-;::[h,....,' (c-==t) ]' d t. 

a 
Bedenkt man, daß 

dx == r (t) dt, dy .... g' (t) dt, ds """ li' (t) dt 
ist, so kann man auch schreiben 

z-Jydr+ dyi+ ds1 • 
a 

Sind (, g', h' in (a, {J) stetig, so hat der Bogen 
t 

}Ya--::-x--=•=-+---=dy..."1_+_d.."..s""'2 

a 

das Differential 

Man nennt diesen Ausdruck daher das BogendifferentiaL 

§ 204. Belaplel. Durch die Gleichungen 

x ""' a cos t, 11 = a sin t, s == bt 
wird eine gewöhnliche SchI' a u b enl in i e dargestellt. 
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Hier ist dx-- a sintdt, dy =- a costdt, de = ~dt, 

also das Bogendifferential gleich 
'~-----==-= ya• + b2 dt 

und die Länge eines Bogens 
'• 

J~'"""a'...,+,.....,b"""' d t - ( ~ - t0) yai + b'. 
'• 

Kapitel XVIII. 

Doppelintegrale und Knrvenln~grale. 
§ 205. DeflDition dea Doppellntegrala ln einem ape:dellen 

Pall. In dem Rechteck 1) 

a::;;. x < b, 

sei eine Funktion f(x, y) definiert. 
intervalle <..m,._ 11 x,.) 
und (c, d) in die Teilintervalle 

c ::;;.11::;;. d 
Wir zerlegen (a, b) in die Teil-

(p. = l, 2, ... , Pi te0 - a, xi> = 1J) 

(1/"_ 11 y"). (v- 1, 2, ... , q; y0 = c, y9 = d) 
Dadurch entsteht eine Zerlegung 8 des Rechtecks (a, b; c, d) in die 
pq Teilrechtecke 

(X1,-11 x,.; Y-.-11 '!/") (x,._t < X1,, Yv-1 < Y.). 
f,.,. sei irgend ein Wert, den f(x, y) in (x1,_p .1:,.; Yv-t, Y.) annimmt. 

Wir wollen den Ausdruck 

~(x,.- ~ .. -1) (y"- Y.-1) f",,. ... @) (8) betrachten. 
Es kann sein, daß et· immer einem Grenzwert zustrebt, wenn 8 

eine ausgezeichneteß-Folge 1) durchläuft. Dann sagen wir, daß f(x,y) 
in (a, b; c, d) integrierbar ist und nennen den Grenzwert 8) von 

1) a:,y betrachtt!u wir als rechtwinklige Koordinaten. 
2) ,81 , ,81 , .S. , . . . heißt eine ausgezeichnete .8-Folge, wenn lin1 6,. = 0 

ist. 611 ist dabei die Maximallänge der Diagonalen oder kurz die Maximal
<liagonale der Teilrechtecke von .8,.. 

S) Wenn .811 .S,, .81 , ••• und 811 &. & .... ausgezeichnete .8-F'olgen 
sind, so ist auch .81 , ] 1 , 81 , ] 1 , . • . eine solche. Daraua folgt, daß der oben 
genannte Grenzwert stets derselbe ist. 
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,:S(xl'-. x1,_1)(y?- y,._ 1)f/l? das In t e g r a 1 von f(x, y), erstreckt 
über das Rechteck (a, b; c, d). Man bezeichnet dieses Integral mit 

.[frcx, y)axay, 
wobei noch hinzugefügt werden muß, daß (a, b; c, d) das lntegra
tionsg.ebiet ist. 

§ 206. Monotone Polgen mit dem Grenzwert 

Jfr<x, y)dxdy. 
Wenn das über (a, b; c, d) erstreckte Integral J von f(x, y) existiert, 
so gilt folgender Satz. 

Jedem positiven E läßt sich ein positives 6 entgegen
stellen, so daß 

ist, sobald 

I J- :Sex .. ,- xl,-1) (Y~- Y~-1) /~,?I < E 

Y(x~'- x~'-1? + (Y~- Y~-1)1 < 6, 
(/L = 1, ~~ ... 1 pj V= 11 2, ... 1 q) 

sobald also die Diagonalen aller Teilrechtecke kleiner als ~ sind. 
Bildete E = E0 eine Ausnahme von dem Satze, so gäbe es, wenn 

wir I} = 1/n ( n = 1, 2, 3, ... ) setzen, einen AusdnlCk @) (.8,.), der von 
J wenigstens um Eo abweicht, während die Diagonalen aller Teilrecht
ecke kleiner als 1/n sind. .311 &, .3s, .. wäre also eine ausgezeich
nete .3 Folge, und doch hätte man nicht 

lim @>(.8") = J. 
Wir können jetzt schließen, daß f(x, y) in (a, b; c, d) be

schränkt ist. Da unter der Bedingung (x~'- x.«- 1) 2+ (y~- y?_ 1) 1< d'1 

(x1- Xo)(Yt- Yo) I ful < IJI + ~'(x1,- X14 _t) (y~- Y~-~) 1( .. ~ I+ E 
ist 1), so folgt, wenn wir alle f;,~ außer {11 festhalten, daß fu zwischen 
zwei festen Zahlen liegt, daß also f(x, y) in (x0,x1 ; y0,y1) beschränkt 
ist. Ebenso ergibt sich, daß f(x, y) in jedem andern Rechteck 
(x1,_ 11 xl'; y._ 1 , Y.) beschränkt ist. 

1) Der Strich an dem .E-Zeichen bedeutet, daß ein Glied der Summe 
fehlt. Hier ist es das Glied (x1 - x0 ) (Jit - y0 ) I {11 I· 

K o w a.l e w Bk i, Differential- und 'Intogru.lrcchnung. 4. Aufl. 21 
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m,... sei die untere, ml ..... die obere Grenze von f(x,y) in (x~<-1' x1,; 

'!J,._ 11 Y~>· Dann ist 

ZCx,,- x,,_ 1)(y,.- y._ 1)m .... die untere, 

ZCx,,- x1,_t)(y,.- Y.-t)rol,..,. die obere 

Grenze der Ausdrücke @1(.8) bei festgehaltenem B· Da nun unter 
der Bedingung (xl'- x1,_ 1) 2 + (y,.- y,_ 1) 1 < d'2 

I J- @) (.8) I < E 

ist, so werden die Ausdrücke 

s(B)- ZCx."- x!'_t)(Y.- !1.-t)m,..., 

8(3) = Z(x1,- x,._t) (y"- Y~-t)rol,.,. 
von J höchstens um E abweichen. 

Nun sei B11 Bill B8, •.• eine ausgezeichnete B-Folge. Dann er
Iüllen fast alle it die Bedingung (x~<- x,. _1)11 + (y.- Y"- 1)! < d' 2• 

Daher werden fast alle s (.8,.), 8 (ß,.) von J höchstens um E differieren. 
Das bedeutet aber 

lim s(ß,.) = J, lim 8(ßn) = J. 

Ist ß11 .8,, .33 , •.. eine ausgezeichnete .8-Kette, entsteht also jedes 
.3~~+ 1 aus .3,. durch Hinzufügen neuer Teilungslinien, so ist 

s(ß1), s(B,), s(.38), ••• eine aufsteigende, 

8(B1), 8(.8,), 8(.83),.,. eine absteigende 

Folge mit dem Grenzwert J. Man kann mit jedem B eine ausgezeich
nete ß-Kette beginnen. Daher .ist 

s(ß) <[(f(x, y)dxdy < 8(8). 
Insbesondere li.at man 

(b- a) (d- c)m <}]fCx, y) dx dy < (b- a) (d- c)rol. 

Dabei bedeutet m die untere, IDl die obere Grenze von f(x, y) in 
(a, b; c, d). 

§ 207. Oberes und unterH Integral einer besohräultten 
Punktion. Wenn f(x, y) in (a, b; c, d) beschränkt ist, so haben 
die Ausdrücke s(B) und 8(.8) einen Sinn. 
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Durchläuft .8 eine ausgezeichnete .8-Kette, so konvergiert s(ß) 
aufsteigend nach einem Grenzwerts und 8(.8) absteigend nach einem 
Grenzwert 8 (2 s ). Man schreibt 

s = JJrcx, y)dxdy 

und 8 = J jf(x, y) dx dy (erstreckt über (a, b; c, d)) 

und nennt s das untere und 8 das obere Integral von f(x, y) in 
(a, b; c, d). 

Man kann beweisen, daß s(.ß) und 8(.8) auch dann nach s bzw. 
8 konvergieren, wenn B irgend eine ausgezeichnete 3-Folge durch
läuft. 

Hat man zwei Zerlegungen B und .8 von (a, b; c, d), so zer-
fallen die Teilrechtecke von B in zwei Klassen: 

1. solche, die in einem Teilrechteck von ,Ö enthalten sind, 
2. solche, die diese Eigenschaft nicht haben. 
Die Glieder (x,.- x,._ 1)(y.- y._ 1)IDl,.. von 8(.8) nennen wir 

Glieder erster oder zweiter Klasse, je nachdem das Teilrechteck 
(x,._ 11 x,.; Yv-u Yv) zur ersten oder zweiten Klasse gehört. 

Die Teilrechtecke zweiter Klasse geben eine Summe, die kleiner als 
{ (p - 1 )( d - c) + (q - 1) (b - a) } (} = k (} 

ist.1) In jedem Glied zweiter Klasse in 8(.8) wollen wir IDl,.. durch 
m1,. ersetzen. Dann wird das so modifizierte 8(.8) kleiner als 8Cß) 
sein. Die vorgenommene Verkleinerung ist aber nicht größer als 
kh(IDl- m). 

Wir haben also 8(.8) < 8(ß) + kh(IDl- m). 
Aus demselben Grunde ist aber 

8([3) < 8(.8) + kd(IDl- m), 
wobei k = (p- 1) (d- c) + (q- 1) (b- a) sein soll. 

Jetzt wollen wir unter ,31, ßll, ßs, ... eine ausgezeichnete 
.8-Folge und unter .8u Ba, B3 , ••• eine ausgezeichnete B-Kette 
verstehen. 

1) p, q haben für] dieselbe Bedeutung wie p, q für 8. 4 ist die Maxi
maldiagonale der Teilrechtecke von 8. J hat dieselbe Bedeutung für 8. 

21. 
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Die Folge 8(.81), 8(.S1), 8(Ba), ... ist beschränkt, weil immer 
(b- a)(d- c)m < 8(!3n) < (b- a)(d- c)rol. 

8(81'), 8(.81'), 8(.8,'), ... sei eine konvergente Teilfolge von ihr mit 
dem Grenzwert 8'. Dann ist also 

lim 8(.8,.) = 8 und lim 8(.S:,.) = 8'. 
Wenden wir auf 8(8,.) und 8(.8~) die oben für 8Cß) und 8(.8) 

aufgestellten Ungleichungen an, so erhalten wir 

8(.8;,.) < 8(8.) + k,.h~(rol- m), 

8(8,.) ~ 8(.8~.)+ k~<J .. (rol- m). 

Halten wir n fest und lassen m die Jl~olge 1, 2, 3, . . . durch
laufen, so liefert die erste Ungleichung 

8' ~ 8(,8,.). 
Halten wir dagegen m. fest und lassen n die Folge 1, 2, 3, ." .. 

durchlaufen, so liefert die zweite Ungleichung 

8 ~ 8(.8~). 
Lassen wir in diesen neuen Ungleichungen m und n beide die 

Folge 1, 2, 3, ... durchlaufen, so ergibt sich 

8' ~ 8 und 8 < 8', d. h. 8' = 8. 
Damit ist bewiesen, daß die beschränkte Folge 8(Öt), 8(81), 

8(ßa), ... nur einen Hä.ufungswert, nämlich 8, hat. Das bedeutet 

aber lim 8 (.8,.) = S. 
Wendet man die obigen Betrachtungen auf die b'unktion- f(x) 

an, so ist für 8 zu setzen - s und fü1· 8(ß,.) zu setzen - s (ß,.). 
Die obige Gleichung liefert dann 

lim s(ß,.) = s. 

§ 208. Integrabllititskriterium. f(x, y) ist in (a, b; c, c1) 
dann und nur dann integrierbar, wenn f(x, y) in (a, b; c, c1) be
schränkt und das obere gleich dem unteren Integral ist. Die zweite 
Bedingung läßt sich noch etwas anders ausdrücken. Man bezeichnet 
IDl- m als die Schwankung von f(x, y) in (a, b; c, c1) und ent-
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sprechend IDl1.~- ni,...= er,..~ als die Schwankung von f(x,y) in (x~'_ 1 

x,.; Yv-H(~~)). EH.B)-s(ß) = ~(txll-:rP.-l)('!l"-11"-t)a,.. 
cto ~-~@-~ ~-~~-~ 

heißt die mittlere Schwankung von f(x, y) in den Teilrechtecken 
von ß. Läßt man ß eine ausgezeichnete ß-Folge durchlaufen, so 
konvergiert «7(ß) nach dem Grenzwert 

S-s 
(b- a) (d-c) 

Dieser Grenzwert heißt die mittlere Schwankung von f(x, y) in 
(a, b; c, d). 

Die Funktion f(x, y) ist also in (a, b; c, d) integrierbar, 
wenn sie beschränkt ist und die mittlere Schwankung 
Null hat. 

Die mittlere Schwankung ist null, wenn sich jedem positiven E 

eine Zerlegung ß entgegenstellen läßt, so daß 

«7(.8) < E ist. 
Der Fehler, mit welchem 

S(ß) =~(x,.- x,._ 1)(y"- y"_t)flk'' 
das über (a,b; c,d) erstreckte Integral von f(x,y) darstellt, ist höch-
stens gleich (b- a) (d- c) ct(ß). 

§ 209. Die Integrale 

j](t+ g)dxtly, J jtgdxd'y, JJ~ dxdy, Jfitl d:~tdy. 
Wenn f und g in (a, b; c, d) integrierbar sind, so gilt dasselbe 

von f + g, fg, I fl und I g j. 
Wenn f in (a, b; c, d) intew:ierbar ist und j f I eine positive un

tere Grenze hat, 80 ist auch 1: f in (a, b; c, d) integrierbar.1) 

§ 210. Zerlegungaformel. Wenn {(x, y) in dem Rechteck 9l 
integrierbar ist und man zerlegt m dm·ch Parallelen zu den Achsen 
in p Teilrechtecke ro ro ro 

1n11 "'s, ... , "'P, 
80 ist f(:e, y) in jedem dieser Teilrechtecke integrierbar. 

1) Beweis ähnlich wie in § 152 f. Man muß benutzen, daß u = IDl- m 
die obere Grenze von ((x, y)- f(x, y) ist, wenn (x, y), (x, y) Punkte in 
(a, b; c, d) sind. 
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R, 

Zerlegungsformel. Beispiele integrierbarer Funktionen 

Umgekehrt folgt, wenn die Funktion f(x, y). in jedem der Teil
rechtecke integrierbar ist, daß sie auch in ~ 
integrierbar ist. Das ergibt sich alles sofort aus 
dem Kriterium in § 208. 

Fig. 24. 

Betrachtet man eine ß-Kette, deren erstes 
Glied die Zerlegung von ~ in ~1 , ~2 , •.. 1 ~P 

ist, so erkennt man, daß 

JJraxdy ·((fdxdy +J./(dxdy + · · · -rffraxdy 
IR fl{,•; IR, IRp 

ist. Dabei bedeutet lfraxdy 
IR 

das über~ erstreckte Integral von f(x, y). Die Integrale l'echts haben 
eine ähnliche Bedeutung. 

Die obige Zerlegungsformel gilt auch dann 
noch, wenn ~ auf irgend eine andre Art in 
Rechtecke zerlegt ist, deren Seiten parallel zu 

L--L----~ den Achsen sind (vgl. Fig. 25). Durch Verlänge
Fig. 25. 

rung dieser Seiten erhält man niimlich sofort 
eine Zerlegung, wie wir sie oben betrachteten. 

§ 211. Beispiele integrierbarer Punktionen. 1. cp(x) 
- f( x, y0) sei, wenn y0 irgendein fester Wert aus ( c, fl) ist, in 
(a, b) absteigend (a < b, c < d). Ebenso sei t/J(y) = f(x0 , y), wenn 
x0 irgend ein fester Wert aus~~ b) ist, in (c, d) absteigend. Wir 
wollen zeigen, daß dann f( x, y) in ( a, b; c, d) integrierbar ist. 

Die erste Bedingung für die Integrierbarkeit ist erfüllt. f(x, y) 
ist in (a, b; c, d) beschränkt. Der größte Wert ist f(a, c), der klein
ste f(b, d). 

Nehmen wir eine Zerlegung ß des Rechtecks (a, b; c, fl) in ps 
gleiche Teilrechtecke vor, so ist die mittlere Schwankung d(ß) in 
diesen Teilrechtecken gleich 

;, ~ {f(x,u-11 Y,-1) -f(xu,Y.)) · 

Es heben sich hier alle Glieder fort, in denen beide Indizes größer 
als Null und kleiner als p sind. Es bleiben nur die 2p- 1 Glieder 
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f(xo, Yo), f(xo, Y1), · · ·, f(xo, Yp-1), 
f(XvYo), · · ., ((Xp-l,Yo) 

und die 2p- 1 Glieder 

- f(xp, Y1), · · ·, - f(xp, Yp-1), - f(xp, 'jp), 
-f(xl,YP), .. . , -f(xp-l,yp) 
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übrig. Die erste Gruppe von Gliedern hat eine Summe, die kleiner 

gleich (2p- l)f(a, c) 

ist, während die Summe der zweiten Gruppe kleiner gleich 

- (2p- 1) f(b, d) 
ist. Man hat also 

11(8) < 2 pp--; 1 lf(a, c)- f(b, a)}' 

also lim 11(.8) = 0. 

2. Wenn die Funktion f(x, y) in (a, b; c, d) stetig ist, so ist sie 
in (a, b; c, tf> integrierbar. 

Aus § 117 wissen wir, daß f( x, y) beschränkt ist. Es kommt 
also nur darauf an, zu zeigen, daß die mittlere Schwankung gleich 
Null ist. 

Diese Frage wird durch den Satz von der gleichmäßigen 
S tetigk ei t erledigt: 

Wenn f(x, y) in dem Rechteck ffi stetig ist, so läßt sich 
jedem positiven E eine Zerlegung von ffi in eine endliche 
Anzahl von Teilrechtecken entgegenstellen derart, daß in 
jedem Teilrechteck die Schwankung von f(x, y) kleiner 
als E ist. 

Angenommen, E0 (> 0) machte eine Ausnahme. Zerlegt man ffi 
durch Parallelen zu den Achsen in p 2 gleiche Teilrechtecke, so müßte 
in einem dieser Teilrechtecke die Schwankung größer gleich Eo sein. 
Ist f(x11 , yp) der größte, f(xP', yp') der kleinste Funktionswert in dem 
betreffenden Teilrechteck, so hätte man 

f(xP, Yp) - f(xP', yP') > E0. 

ii\, x9 , x3 , ••• sei eine konverf~ente Teilfolge von x11 x,, x8 , ••• und 
y1 , y1 , y3 , •.• die entsprechende Teilfolge von y11 y2 , y:J, . . . . Ist 
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t)11 ~1 , lJa, ... eine konvergente Teilfolge von y11 flu fj8 , .•• , so ist 
auch tu ~u ~8 , ••. , die entsprechende Teilfolge von x11 xt, x8 , • •• , 

konvergent. Es sei nun 

lim ~P = ~ und lim ~P = ~ . 

Dann ist offenbar auch 1) 

lim ~P~ = ~ und lim ~P, = ~ ; 

denn man hat I x;- x" J < b ~ a, I Yp1
- yP I < d ~ c 

d h I I I < b - a J h ftl- hp I < d p c . un um so me r ~11 - ~P = -P-, "'1.- '"' 

.A.us lim ~" = ~' lim ~P""" I:J folgt aber wegen der Stetigkeit von 

f(x, y) lim ((~11 , ~11) = f(t, IJ) 

und aus lim ~,~ = ~' lim ~P' = I:J folgt ebenso 

lim f(~p1, ~P ') = f(~, ~) · 

Demnach ist lim {/(!"11 , 1)11) - f(~P~' t)p')) = 0, 

während andererseits f(~P' I:Jp) - f(~p', 1)11') > E0 sein soll. 

Nachdem der Satz von der gleichmäßigen Stetigkeit bewiesen 
ist, weiß man, daß es immer eine Zerlegung ß gibt, für welche 

«J(ß) < E 

ist (E > 0). So lautete aber gerade die zweite Bedingung fii.r die 
lntegrierbarkeit. 

3. Wenn die Funktion f(x, y) in (a, b; c, d) beschränkt und mit 
Ausnahme von k Stellen überall stetig ist, so ist sie in <a, b; c, d) 
integrierbar. 

Man zerlege (a, b; c, d) zuerst in p 9 gleiche Teilrechtecke. Höch
stens 4 k Teilrechtecke werden dann einen Unstetigkeitspunkt ent
halten. Wir wollen ihren Inbegriff mit U bezeichnen. Durch Hin
zufügen neuer Teilungslinien kann man erreichen, daß in jedem Teil-

1) Der Teilfolge ~1 , ~~, ~8 , .•• von x1 , x,, x8 , .•• sollen in x1', x1 ', 

x1', ••• 11I1d y/, y1 ', y8 ', ••• die Teilfolgen ~1 ·, l!', r_8', •.. und 1:}1 ', liJt', 1:};, ... 
entsprechen. 



Bestimmtes und unbestimmtes Integral 329 

rechteck außerhalb U die Schwankung kleiner als + wird. Für die 

neue Zerlegung wird dann 

4 k (b- a) ~d- c) (IDl - m) + Hb - a) (d- c) E 
p -

affi)< ~-~~-~ 
wobei m die untere und IDl die obere Grenze von f(x, y) in (a, b; c, a) 
bedeutet. Hat man p von vomeherein so gewählt, daß 

~(IDl- m) < _!__ p2 2 

ist, so wird 6 (.8) < E sein. 

Es können auch unendlich viele Unstetigkeitsstellen da sein, 
wenn nur f(i, y) beschränkt ist und sich B immer so wählen läßt, 
daß die Summe der Teilrechtecke, die eine Unstetigkeitsstelle ent
halten, kleiner als rJ wird. i'J bedeutet dabei eine beliebig vorgelegte 
positive ZahP) 

§ 212. Bestimmtes und unbestimmtes Integral. f(x, y) 
sei in (a, b; c, fi) integrierbar. F(x, y) habe in (a, b; c, fi) überall 
die Ableitungen F; und F.::Y . Endlich sei 

F~'y = f(x, y). 
Eine solche .Funktion wollen wir ein Integral von f(x. y) in (a, b; c, d) 
nennen. Wenn F(x, y) ein Integral ist, so ist auch 

F(x, y) + rp(x) + t/J(y) ein solches.2) 

Wir wollen (a, b; c, fi) durch Parallelen zu•den Achsen in die 
Teilrechtecke (x1,_ 11 x.."; Y.- 1 , y,,) zerlegen. Dann läßt sich 

F(xfl.-1 1 Y•-t)- F(x..", '!lv-t)- F(x1,,-1, y") + F(x.u, y") 
in der Form schreiben 

c:P~x,u)- c:P(xl,-1). 
Dabei ist ID(x) = F(x, Y.) - 1?(x, Y.- 1) gesetzt. 

Nach dem Mittelwertsatz in § 67 ist nun 

lP(xl')- tD(xl<_1) = (x.."- x,u-1) c:P'(a:·,u"), 

1) Eine ähnliche Bemerkung hätten wir in § 168 machen können 
2) tp (x) müssen wir in ( a, b) differenzierbar annehmen. 
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(x"_t < x1,_, < x,.,) d. h. 

4J(xp)- ((J(xp-1) = (xp- x,LL-1)\ff;(xl"' y.)- ff~(:r1.,, Y~-t) j 

Nach demselben Satz ist ferner 

F;(x,.., y,.)- ff~(x1H, Yv-t) = y,- Yv-t)F.;'v(Xu,, y", .• ), 

(Yr-1 < Y~-'' < y.) 
so daß schließlich 

F(x1,-t, 1/v-1)- F(x1,, Y•-t)- F(x,.,_t, y,) + F(x1" y.) 

= (x1,- X1,-t) (y.- Yr-t)ff~'v(x,.,, y,..) 

= (x,.,- x1,-t) (y,- Y•·-t) f(x,..,., '!Jp•.) wird. 

Summiert man über alle Teilrechtecke, so ergibt sich 

.2'{ F(x1.-1, '!Jv-1)- F(xp, Y•-t)- F(x1,-t, y.) + F(x,.,, y")} 

= .2'(x,u- x,.-t) (y,- Y··-t) f(x,.,., Y,uv), 

oder, wenn man die erste Summe ausrechnet, 

F(a, c)- F(b, c)- F(a, d) + F(b, d) 

== .2'(x1,- X1, -t) (y"- Yv-1) f(xl"'' y".) · 
Nun durchlaufe man eine ausgezeichnete .8-Folge. Dann konvergiert 
die rechte Seite der Gleichung nach 

und man hat 

ffrcx, y) dxdy, 
m 

.ftrcx, y)dxdy = CF<x, y))~:~. 
ll1 

wobei (F(x, y))~;~ = F~a, c)- F(b, c)- F('a, d) + F(b, d) 

sein soll. 

§ 213. Zurilck:ftihrung eines DoppeliD.tegrals auf zwei 
eiDfache Integrationen. Wir wollen uns zunächst auf den Fall 

beschränken, daß f( x, y) in ( a, b; c, d) stetig ist. 

b 

Die Funktion q>(y) -frcx, y)dx 
a 

ist dann in ( c, d) stetig. Hat man nämlich 

lim y,.= y, 
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b 

cp(y)- cp(y,.) -j{f(x, y)- f(x, y,.)} dx 
a 

= (b- a) {f(x,., y)- f(x,., y,.)}. 

(a < x,. < b) 
Man zerlege das Rechteck (a, b; c, d) durch Parallelen zu den 

Achsen so in Teilrechtecke, daß in jedem Teilrechteck die Schwan
kung kleiner als i-E ist (E > 0). Dann werden die beiden Punkte 

(x", y) und (x,., Yn) 
in benachbarten Teilrechtecken liegen, sobald n ~ v ist. Für n ~ v 
wird also lf(x,., y)- f(x .. , y,.) I< E 

sem. Das bedeutet aber 

lim {f(x,., y) - f(X111 y,.)} = 0.1 ) 

Mithin ist auch lim cp (JI,.) = cp (y) . 
d 

Das Integral .(cp(y)dy 

ist, wie wir jetzt zeigen werden, gleich dem über (a, b; c, il) erstreck
ten Integral von f(x, y). 

Es sei c < y1 < · · · Yq-l < d und c = y0 , d = y9• Dann ist (vgl. 
~ 150 und § 162) 

d q y,, q 

j~(y)dy = :2 jcp(y)dy = :2 (y~- y,._l)cp(y~), 
c v=1!1v-l v=1 

wobei y,._ 1 < y" < Y •. 

1) Xt, X1 , :1:8 , •.. und X1 , x1 , X8 , ... seien zwei beliebige Folgen aus 
(a, b), '!ho 'Y1• Yao ... und y1 , y1 , Ys• ... zwei beliebige Folgen aus (c,d) 
von solcher Beschaffenheit, daß 

lim (x,.- x,.) = o, lim (y,.- !i,.) = o 

ist. Dann liegen für n '- v die Punkte (x y ) und (x y- ) in aneinander-
~ n' n n' n 

stoßenden 1'eilrechtecken. Es ist also für n ~ v 

I f(xn, Y .. ) - ftx,., !i,.) I < E • 

Das bedeutet aber lim { f(x,., y")- f(x,., !i,.)} = o. 
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Setzen wir für rp(y) seinen Wert ein, so lautet diese Gleichung so: 
d b 

jrp(y)dy = ~ (Yr - !/r-t).{r(x, fi,.)dx 
c a 

• 
J~(y~- Y~-1)f(x, "Y~)dx. 
a 

Jetzt sei a < x1 < · · · < xP_ 1 < b und a = x0, b = xP. Dann 
können wir schreiben 

d ']J "'.u q 

frp(y)dy = ~ j-. ~(y.- Yv-v)f(x, y")dx 
c ,UJ = 1 x.!J.- 1 Jt = 1 

p ~ 

= ~(Xp- X,u-d~(y~- Yv-1)f(x~, y.), 
,u=1 •=1 

wobei X,u-1 < x,.. < x,... 
Es hat sich also ergeben 

d 

jrp(y)dy = ~(x,..- x,.. -d (y,.- Y~- 1)f(x,.., :Y~). 
c 

Die Summation erstreckt sich über alle Teilrechtecke 

(x,.. .. t, x,u; Y•-1, y.). 

Wir haben hier eine Zerlegung ß von (a, b) und eine Zerlegung 
.ß von (c, rl) benutzt. Lassen wir beide gleichzeitig ausgezeichnete 
ß-Folgen durchlaufen, so finden wir: 

d 

j~(y)dy ./}f(x, y)dxdy 
c 9! 

oder, ausführlich geschrieben , 
d b 

jjr(x, y)dxdy j'(Jrcx, y)dx) dy. 
9! c a 

Aus demselben Grunde ist aber 
b d 

.[/t(x, y)dxdy .f(j{(x, y)dy) dx. 
9! o. e 
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Es besteht also, wenn f(x, y) in (a, b; c, cl) stetig ist, die 
Gleichung tl 1> b 11 

f(frcx, y)dx) dy -f(Jrcx, y)dy) dx.1) 
c .. .. c 

Man kann diese Formel in folgender Weise in Worte fassen: 
h 

Bei der Integration von tp(y) =Jr(x, y)dx darf man unter .. 
dem Integralzeichen integrieren. 

Wenn A(x) in (a, b) und O(y) in (c, cl) stetig ist, so ist 
f(x, y) = A(x) O(y) 

in (a, b; c. d> stetig. Hier wird 
b • 

fP(Y) ft(x, y) dx = O(y)jA(x)dx .. .. 
d b d 

und jtp(y)dy =(JA(x)dx) (jc(y)dy). 
.. c 

Man hat also 
b d 

jjA(x)O(y)d'l:dy- (.{A(x)dx) (jo(y)dy). 
!R .. c 

Wenn a = c und b = d und O(x) = A(x) 

ist, so geht die obige Formel in folgende über: 
b 

J{A(x)A(y)dxdy =(JA(x)dxf. 
m a 

m ist hier das Quadrat (a, b; a, b). 

§ 214. Difrerentiation unter dem Integralzelchen. f(x,y) 
und (11'(x, y) seien in (a, b; c, d) stetig. 

b 

Dann hat fP(Y) -fr(x, y)dx 
" 

1) "Die Formel gilt auch für c = d, weil da.nn beide Seiten gleich Null sind. 
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b 

in (c, tf) die Ableitung q/(y) ji~':(x, y)dx. 
a 

Man darf also bei der Differentiation von rp(y) unter dem 
Integralzeichen differenzieren. 

Um dies zu beweisen, bedenke man, daß 

" f(x, y) = {(x, c) +ftv'Cx, y)dy 
c 

b b g 

ist, also rp(y) {rcx, c)dx +J(Jr,/(x, y)dy)dx. 
.. c 

Nach § 213 ist aber das letzte Integral gleich 
!I b 

J(jr,'(x, y)dx)dy. 

b 

Da jr;(x, y)dx in (c, tf) eine stetige Funktion von y ist, (vgl. § 213), 
a 

11 b b 

so hat J(jr,'(x, y)dx)dy die Ableitungfr11'(x, y)dx. 
c a a 

DieReibe Ableitung hat aber auch rp(y). 
Man kann den Satz auch so beweisen : 

y und y + k seien zwei verschiedene Werte aus (c, ii). Dann ist 
b 

'P(Y + k)- 'P(Y) -ff(x, y + k) -l(x, y) dx 
k k 

a 

b 

= Jr;(x, x + .fik)dx, (O<.ft< 1) 
a 

also 
b b 

'P(y + k~- 'P(Y) - jt,/(x, y)dx =._{ lfv'(x, y + ftk)- f,/(x, y)} dx 
a a 

= lf,'(x, 11 + .fik)- f,'(x, 11)} { b- a ). (a < x < b) 



Differentiation unter dem Integralzeichen bei uneigentlichen Integralen 335 

Hieraus folgt wegen der gleichmäßigen Stetigkeit 1) 

b 

q>' (y) = lim rp(y + k~- rp(y) = Jrv'(x, y)dx. (lim k ==- 0) 
a 

Auch unter folgenden Bedingungen ist die Differentiation unter 
dem Integralzeichen erlaubt: 

f(x, y0) und f!l'(x, y0) sind in (a, b) integrierbar, wie man 
auch Yo in (c, d) wählen mag. {;~(x, y) ist in (a, b; c, d) be
schränkt. 

Unter diesen Voraussetzungen hat man nämlich 
• b 

j'{t;(x, y + .ftk)- r;(x, y) }dx ==J&kf~~(x, y + ik)dx. 
a a 

(O<i<&) 
Ist nun in (a, b; c, d) I r;~(x, y) I< K, 

b 

so wird I j{r;(x, y + &k)- r;(x, y) }dx I< (b- a)kK, 
a 

b 

d. h. I rp(y + k~- rp(y) -Jt;(x, y)dx I< (b- a)kK . .. 
Für lim k = 0 konvergiert die rechte Seite nach Null, folglich auch 
die linke. 

§ 215. DIJ!'erentlatlon und Integration unter dem Inte
gralBelchen bel unelgentllohen Integralen; 1. f(x, y) und 
f~(x, y) seien für x ~ ao, c < y S d 

stetig. Wir wollen ferner annehmen, daß die Integrale .. .. 
q>(y) fr<x, y)dx und f/l(y) ==Jr;(x, y)dx 

~ ~ 

existieren, wie auch y in (c, d) gewählt sein mag. 
Es sei a0 < a,. < a2 < · · · und a,. werde mit zunehmendem ,. 

unendlich. Dann ist 

1) Vgl. die Fußnote auf S. 831. 
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.... .. 
limjf"'(x, y)dx =ft"'(x, y)dx. 

... ... 
Wir können also schreiben 

- ~ ~ 
1/J(y) =Jr"'(x, y)dx +fr,'(x, y)dx + · · · -~jr;(x, y)dx. ... ... ...-1 

Wenn diese unendliche Reihe für c ;$;; y S:: d gleichmäßig konver
giert, so dürfen wir· gliedweise integrieren. Dabei ergibt sich 

jt/J(y)dy = ~J(J;,'(x, y)dx)dy. 
c a,_l 

Nun ist aber nach § 213 
'II ... ... 'II 

.f(Jrr'(x, y)dx) dy J(Jt,'(x, y)dy) dx 
c "•-1 ... 

ftf(x, y) - f(x, c)} dx, 
a,._l .. 

" also j~(y)dy = rp(y)- cp(c), 

... 
weil cp(y) = ~jf(x, y)clx 

Da die einzelnen Glieder der Reihe für t/J (y) in ( c, ii) stetig sind 
(vgl § 213), so ist auch t/J('!I) in (c, ii) stetig (vgl. § 172, Nr. 5). Man 

hat daher cp'(y) = l/J(y), 
00 

d. h. die Ableitung von jr(x, y)dx 
«o 

ist unter den von uns gemachten Voraussetzungen gleich 
,., 

ftr'(x, y)dx . ... 
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Daß man bei der Differentiation unter dem Integralzeichen vor
sichtig sein muß, zeigt das Beispiel 

00 

f sinxy 
qJ(y) = -x-dx. 

Wir wissen (§ 189), daß 
für y = 0 
für y > 0 

für y < 0 

0 

'P(Y) = 0' 

'P(Y) = -~' 
'P(Y) =- ; 

ist. Demnach muß. für y > 0 und y < 0 q/ (y) = 0 sein. 
Durch skrupelloses Differenzieren unter dem Integralzeichen 

findet man "' 
qJ' (y) Jcos xydx. 

0 

Das Integral auf der rechten Seite ist aber völlig sinnlos. Denn man 

hat für y < 0 '" J d ( ein xy)"' sin xy cosxy X=-- =--· 
y 0 y 

0 

sin xy strebt aber bei unendlich zunehmendem x keine~wegs immer 
einem Grenzwert zu. 

Wir wollen jetzt ein Beispiel behandeln, wo die Differentiation 
unter dem Integralzeichen erlaubt ist. 

Von den beiden Integralen 
"" "" 

'P(Y) Je-xys~xdx und 
0 

1/J(Jj) Je-x!' sin xdx 
0 

existiert das erste für ?I > 0, das zweite für y > 0.1) 

Setzt man av = vn (v = 0, 1, 2, ... ), so konvergiert die Reihe 
a• 

'1/.!(y) =~Je-xu sin xdx (v = 1, 2, .. ) 
a,._~ 1 

für y ~ c > 0 gleichmäßig. 

1) e-xy: x konvergiert bei unendlich zunehmenden x absteigend nach 
Null, wenn y > 0 ist. e-xv konvergiert nur für y > 0 absteigend nach Null. 
Vgl. im übrigen § 189. 

Ko w alewo ki, Differential- untl lntegJalrohcnung. 4. Aufl. 22 
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Die Reihe ist alternierend und die Beträge der Glieder bilden 
eine absteigende Folge, weil 

a"+l lLv a, 

Je-~y sinxdx =.{e-<x+n)y sin(x +n) dx =-j~-<x+n)y sinxdx ist. 
a-v a"_1 a,,_ 1 

Der v- te Rest ist also seinem Betrage nach kleiner als 
a". ~ .. 

IJe-~v sinxdx I= e-ca•-1 JJsinxdx I< 2e-cap-t, 
a'V-1 a,_,_l 

d. h. man hat für y > c I R"(y) I< 2e-<•-l)cn. 

Ist also y11 '!Iu y.", •.. eine beliebige Folge, deren Glieder größer 
gleich c sind, so wird lim Rp(y.) = 0, 

weil lime-(P-l)cn = 0 

ist. Damit haben wir die gleichmäßige Konvergenz der Reihe 1/J(y) 
bewiesen. 

Da c eine beliebige positive Zahl ist, so haben wir für y .> 0 

q>'(y) =- 1/J(y). 

1/J(y) können wir aber berechnen. Es ist nämlich 

f . e-xy sina: 1J• 
e-xy smxdx =- +- e-~y cosxdx 

y y ' 

J" e-xy COBII: 1f 
e-zv cosxdx =- Y Y e-~v sinxdx, 

f -~~~ . d e-~, (coli x + y sin a:) 
mithin e smx x-- 1 +Y' 

und (vgl. § 190) 
~ ~ 

f -~v . ;~ (e-~ 11 (cosx+ysina:)) 1 
e SlDXc.tX=- 1 + 1 =r-+ 1 • • 'Y 'Y 

Q 0 

Wir haben somit für y > 0 

q>'(Jj)-=- 1 ~ y'' 
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a> 

Nun ist q;(y) = ~J e-"' 11 si:x dx (y 2: 0) 
a,._1 

ebenfalls eine alternierende Reihe, bei der die absoluten Beträge der 
Glieder eine absteigende Folge bilden. Der v-te Rest der Reihe ist 
also seinem Betrage nach kleiner als 

(1• > 1) 

Die Reihe ist demnach für y 2:: 0 gleichmäßig konvergent. 
Da die einzelnen Glieder für y ~ 0 stetig sind ( vgl. § 213), so folgt, 
daß q; (y) für y > 0 stetig ist. 

q;(y) + arctg y ist also für y > 0 stetig und hat für y > 0 die 
Ableitung Null. Daraus folgt (vgl. § 67) 

q; (y) + arctg y = c. ( c eine Konstante) 

Läßt man y unendlich zunehmen, so· konvergiert arctg y nach 
n/2 und q;(y), wie man sich leicht überzeugt, nach Null. Es ist daher 

; = c und q;(y) = ; - arctg y . 

.. 
Für y = 0 finden wir jsl:x dx = ; , 

0 

ein uns schon bekanntes Resultat. 

2. f(x, y) sei für x:;:;;;; a0 , c < y < d stetig und es existiere 

"" 
q;(y) -.{f(x, y) dx, 

welchen Wert aus (c, d) auch y haben mag. 

Wenn a0 < a1 < a2 < · · · ist und a" mit zunehmendem n un-
endlich wird, so haben wir ap 

q;(y)=~Ji·cx,y)dx. (v=l,2,3, ... ) 
a,,_l 

22 + 
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Es kann nun sein, daß diese Reihe immer 1) in (c, fl) gleich
mäßig konvergiert. 2) In diesem Falle ist (vgl. § 172) 

d d a,, 

.{g;(y)dy = ~j(jf(x, y) dx) dy 
c c av -1 

d av d 

oder j~(y)dy =~f(frcx, Jt)dy)ax. 
a 1,_ 1 c 

00 d 

Hierin liegt, daß J(Jrcx, y) ay) dx 
a0 c 

d .. d 

existiert, und daß jg;(y)dy J(j((x, y) dy)dx ist. 

Man darf hier also unter dem Integralzeichen integrieren. 
3. f(x, y) sei für > > x = a0 , y = c0 

stetig und nirgends negativ. Ferner sei 
00 

{rcx, y) dx in jedem Intervall (c0 , c) 

00 

und .f'rcx, y) ay in jedem Intervall (aa, a) 

gleichmäßig konvergent. 8) Endlich sei das über (ail, a; c0, c) er
streckte Integral von f(x, y) stets kleiner als eine feste Zahl K. 

Wir wollen mit J die obere Grenze von 

Jjt(x, y) dx dy 
<a., a; C0 , c) 

1) d. h. für j e d e Folge a0 , a., a2 , . . • von der angegebenen Be-
schaffenheit. .. 

2) Man pflegt dann zu sagen, daß jf(x, y)dx in (c, d) gleichmäßig 
konvergent b~ a. 

8) Vgl. Fußnote 2. Nach § 172, Nr. 6 könnten wir auch sagen, daß - .. 
jf(te, y) dx für y ~ c0 und Jr<x, y) dy fiir x ~ a0 stetig ist. 
a. ~ 
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bezeichnen und a1 , c1 so wählen, daß 

J 1 - jJt(x, y)dxdy >J-E (a1 :>a0 , c,.>eo) 
(ao,a1 ; c0 ,cj} 

ist (E > 0). 
l!,ür a > a11 c > c1 wird dann 

.. 0 

.J,. 5:,[(frcx, y) ay) ax < J. 
.... Oo 

Hieraus ersieht man, daß 
.. c 

f(frcx, y)ay)ax 
llo .. 

existiert und einen Wert hat, de1· in (~, J) liegt. Dieses Integral 
ist aber nach Nr. 2 gleich 

r. .. 

. f(Jrcx, y) ax) dy, 
0 .. 

so daß Jl s"f(frcx, y) ax) ay :::; J .. ... 
ist. Je~t können wir schließen, daß .... 

j~(j((x, y)ax)dy 

existiert, und daß der Wert dieses Integrals in (J1 , J) enthalten ist. 
Ebenso ergibt sich, daß .... 

j'(.[t(x, y)ay)ax 

existiert und einen Wert bat, der in (~, J) liegt. Da J- J1 < E 

und E eine beliebig gewählte positive Zahl war, so folgt, daß 
00 00 00 00 

f(.{t(x, y)ay)ax J'(Jrcx, y)ax)dy ist. 

§ 216. Verallgem.elD.erung des Satzes lD. § ma. Wir 
wollen jetzt von f(x, y) nur die Integrierbarkeit in (a, b; c, tf> 



342 Verallgemeinerung des Satzes in § 213 

verlangen. Dann ist f(x, y) beschränkt, und es existieren daher 
nach § 148 die Integrale 

b ~ 

rp(:IJ) jrcx, y)dx, (])(y) =.ffcx, y) dx. (c < y < d) 
a a 

rp(y) ist das untere, (])(y) das obere Integral von f(x, y) bei fest
gehaltenem y. Teilen wir (a, b; c, d) durch Parallelen zu den Achsen 
in die pq Teilrechtecke 

(x~<_ 17 x~<; y"_ 17 y,,) (p. = 1, 2, .. . ,p; v ""'1, 2, ... , q) 
und bezeichnen mit m.u•· die untere, mit IDl1,~ die obere Grenze von 
f(x, y) in (xl<_ 11 x1,; y,,_ 11 y"), so ist für y,._ 1 ~ y,. < y,, 

p p 

2 (x,.- xl<_l) ml'" ~ rp (y,.) < 'IJ(yj < 2 (xl<- x,,_l) m .... , 
,u=1 1•=1 

also ( vgl. § 206) 

s(ß) <~(y,.- Y.-t)rp(y") <~(y"- y,,_1) fP(y") ~ S(ßl. 
Nun durchlaufe ß eine ausgezeichnete ß-Folge. Dann ist 

lims(ß) = limS(ß) = fft(x, y)dxdy. 
<a, b; c, d) 

Demselben Grenzwert streben daher auch die Summen 

~(y"- y,,_ 1) rp(y") und ~(y"- '!/,._ 1) (])(y") 
zu. Dies bedeutet aber, daß die Integrale 

d d 

jrp(y)dy und J(])(y)dy 
c c 

existieren und beide gleich 

Jfrcx, y)dxdy sind. 
(a,b;o,d) 

Ist die Funktion ro (y) so beschaffen, daß in ( c, d) beständig 

die Ungleichungen rp(y) < w(y) < (])(y) 
d 

gelten, so existiert jro(y) dy 
c 

und ist ebenfalls gleich dem betrachteten DoppelintegraL 
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St.att von q;(y) und w(y) kann man auch von 

d d 

t/1 (x) - jt(x, y) dy und 'IJf(x) = Jrcx, y) dy 
c 

ausgehen. 
Ist in (a, b) beständig 

1/J (x) < w(x) < 'IJf(x), 
d b 

so hat man j'w(y)dy = jw(x)dx. 
(1, 

§ 217. Doppelintegrale, erstreckt über Jrormalbereiohe. 
q;(x) und tf!(x) seien in (a, b) stetig, und es sei für a < x < b immer 

q;(x) < tf!(x). 
Der durch die beiden Geraden 

x = a und x = b 
und durch die Kurven 

y .... q;(x) und y = tf!(x) 
begrenzte Bereich ~~ möge ein Normalhereich (in bezug auf die 
x-Achse) heißen. 1) f ( x 1 y) sei eine in ~ definierte Funktion. " 

Wir wollen unter c den kleinsten Wert von q;(x) und unter d 
den größten Wert von tf!(x) in (a, b) verstehen und das Rechteck 
(a, b; c, d) betrachten. ~ ist in (a, b; 
c, d) enthalten. In jedem Punkt von 
(a, b; c, d), der nicht zu ~ gehört, 
wollen wir festsetzen, daß f(x, y) = 0 
sein soll. Dann ist f(x, y) in dem 
ganzen Rechteck (a, b; c, if> definiert. 

Wenn das Integral 

J.[rcx, y) ax ay 
(a, b; c, d) 

Fig. 28. 

1) Dieser Bereich besteht aus allen Punkten(:~:, y), die den Bedingungen 
a--;;; x--;;; b, 97(x) ~ y ~ 1/I(X) genügen. Ein Normalbereich in bezug auf die 
y-Achse wird durch die Ungleichungen a ~ y ~ b, 97(y) ~ x ~ 1/I(Y) dar
gestellt. 
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existiert, so nennen wir es das über ~ erstreckte Integral von 
f(z, y) und bezeichnen es mit 

ffrcx, y) dxdy. 
!8 

Dieses Integral il.ndert sich nicht, wenn man c duroh eine kleinere 
oder d durch eine größere Zahl ersetzt. 

§ 218. f(x, y) iD lJ atetlg. Wir wollen jetzt annehmen, daß 

{(z, y) in ~ stetig ist, und zeigen, daß dann j]f(z, y)dzdy 
existiert. 18 

Die Funktion f(z, y) ist, wenn wir. ihr außerhalb ~den Wert 
Null beilegen, in (a, b; c, tf) beschränkt. 1) Ihre Unstetigkeitsstellen 
liegen alle auf y = 'P(z) und y = 1/J(x). 

Wir wollen (a, b) in p Teilintervalle (x,._17 z,.) zerlegen der
art, daß in jedem Teilintervall die Schwankung von fP(X) und 1/J(x) 
kleiner als E ist (1 > 0). Ist dann m ... (m-,.) der kleinste und M,.(M1,) 

det größte Wert von 'P(z) bzw. 1/J(z) in (x,.,_ 1 , z,..), so wollen wir 
zur Teilung von (c, d) die Werte 

m,., m,., M,., M,. (p, = 1, 2, ... , p) 

benutzen. Es entsteht auf diese Weise eine Zerlegung von (a, b; c, d) 
in Teilrechtecke, und man sieht sofort, daß die Summe der Teil
rechtecke, die Pun'kte von y .... 'P(x) oder y = 1/l(x) enthalten, kleiner 
als 2 E(b- a) ist. Diese Summe läßt sich durch pa~sende Wahl von 
1 so klein machen als man will. Nach § 211 ist also f(x, y) in 

(a, b; c, d) integrierbar, und es existiert somit }jf(x, y)dzdy. 
!8 

Dasselbe Resultat ergibt sich, wenn f(x, y) in~ beschränkt ist 
und auf y = 'P(x) oder y = 1/J(z) Unstetigkeiten hat, sonst aber in 
~ nirgends unstetig ist. 

Wenn g(z, y) in i8 beschränkt und höchstens auf den Kurven 

1) Wenn man festsetzt, daß F(x, y) in 18 gleich f(x, y) sein soll und 
daß ferner für a $x ~ b und 11> 1/l(x) stets F(x, y) = f(x, ..P<xl), für 
a ~ x ~ b und y < IJI(x) stets F(x, y) = f(x, IJI(Xl) sein soll, so ist F(x, y) 
in (a; ~; c, d) stetig. Der größte (kleinste) Wert von F(x, y) ist aber zu
gleich der,größte (kleinste) Wert von f(x, y). 



.f.fdxdy 
!8 

345 

y = q;(x) und y = f/J(x) nicht null ist, so liegt ein solcher Fall vor, 
und offenbar ist das über <a, b; c, d) erstreckte Integral von g(x, y) 
gleich Null, weil man bei der Auswahl der Uu. in 

~(x,,- x,u-1) (y"- y,._l)u,,. 

immer die Kurven y = cp(x) und y = 1/J(x) vermeiden kann. 

Wenn }Jf'(x, y) dxdy existiert, so hat man 
tB 

jj(f + g)dxdy = J.[fdxdy + JJgdxdy =,[{fdxdy. 
tB tB tB tB 

Das Integral J[f(x, y)dxdy 
tB 

behält also seinen Wert, wenn man auf y = cp(x) oder y = f/J(x) die 
Werte von f(x, y) modifiziert, aber so, daß f(x, y) in ~ beschränkt 
bleibt. 

§ 219. Das Integral J)"dx dy. 
tB 

Wir nehmen wie in § 217 eine Zerlegung .3 von (a, b) in p 
Teilintervalle vor und bezeichnen mit m1Jm") den kleinsten und mit 
M,JM,u) den größten Wert von q; (bzw. f/J) in dem Teilintenall 
(x"_ 11 x.u>· Diese Werte m", m", M", M 1, (fL = 1, 2, .. . ,p) benutzen 
wir zur Zerlegung von (c, d). Dann haben wir eine Zerlegung von 
(a, b; c, d) in Teilrechtecke (x,u-ll x.u; y._ 1 , y,) vor uns, und bei 
passender Wahl der f.u /) wit·d · 

p 

~ (x,u- x11 _ 1)(y,.- y._ 1) f". = ~ (x,,- x,._ 1) (M1,- m11 ) 

,u=l 
p p 

= ~ (x1,- x.u_1) (M1,- c)-L (x1,- x,,._ 1)(m,"- c). 
,u=l ,«=1 

Lassen wir .3 eine ausgezeichnete .ß-Folge durchlaufen, so er-
gibt sich b b 

J[dxdy -~J(f/J(x)- c)dx -j(cp(x)- c) dx. 
tB a « 

1) f(x, y) ist in l8 gleich 1, außerhalb l8 gleich Null. 
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Das erste Integral rechts ist der Inhalt des durch y = 1/J(x), y = c 
und die beiden Geraden x = a, x = b begrenzten Bereichs; ebenso 
ist das zweite Integral der Inhalt des durch y = cp(x), y = c und 
x = a, x = b begrenzten Bereichs. Die Differenz ist der Inhalt 
von~. 

§ 220. Zerlegungsformel. Wir beschränken uns auf den 
Fall, daß f'(x, y) in ~ stetig ist. Außerhalb ~ setzen wir f'(x, y) 
gleich Null. 

Durch eine stetige Kurve y = ro(x), die so beschaffen ist, daß 
für a < x < b die Ungleichungen 

cp(x) < ro(x) < w(x) 
gelten, zerlegen wir ~ in zwei Normalbereiche ~1 1.md ~~· 

f'1 (x, y) sei gleich f(x, y) für alle Punkte von 181, die nicht auf 
y = ro(x) liegen. Sonst sei {1 (x, y) überall gleich Null. t;(x, y) sei 
gleich f(x, y) für alle Punkte von ~~ und sonst überall gleich Null. 
Dann ist in dem ganzen Rechteck <a, b; c, d) 

f'\x, y) = { 1 (x, y) + l~(x, y). 
f(x, y), {1 (x, y), {2(x, y) sind in <a, b; c, lf> integrierbar (vgl. 

§ 218). Man hat also 

JJrcx, y)dxdy = j)t1(x, y)dxdy + Jfr.cx, y)dxdy, 
wobei alle Integrale über <a, b; c, d) erstreckt sind, oder 

f./rcx, y)dxdy-Jfrcx, y)dxdy + j](cx, y)dxdy. 1) ;K I )81 ;t. 
Durch die Gerade x = c (a < c < b) wird 18 ebenfalls in zwei 

Normalbereiche zerlegt. Wir wollen sie ~1 , ~~ nennen. Offenbar ist 

Jfrcx, y) axdy-JJrcx, y) axcly + J]rcx, y) dxdy. 
18 flt, 18, 

Wendet man auf einen der Teilbereiche ~11 582 bzw. 5811 >82 eine 
der beiden obigen Zerlegungsarten an, so entsteht eine Zerlegung 
von ~ in drei N ormalbereiche. Wendet man auf einen dieser drei 
Teilbereiche wieder eine der beiden Zerlegungsarten an, so entsteht 

1) Man beachte die Bemerkung am Schluß von § 218. 
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eine Zerlegung von~ in vier Normalbereiche usf. Ist man auf diese 
Weise zu einer Zerlegung von~ in p Normalbereiche ~~~ ~ll• ••• , ~P 
gelangt, so gilt die folgende Zerlegungsformel: 

flrcx, y)dxdy = flrcx, y)dxdy + ... + f{rcx, y)dxdy. 
~ ~ ~ I 

§ 221. Kittelwertsatz. f(x, y) sei in ~ integrierbar. m sei 
die untere, IDl die obere Grenze von f(x, y) in ~. Dann hat man 

J]'mdxdy ~JJ'f(x, y)dxdy <iJ'IDldxdy. 

Bezeichnet B den Inhalt von ~, so wird hiernach 

iJ'f(x, y) dxdy = B~ .. 

~ bedeutet einen Wert aus (m, IDl). 
Man beweist ebenso leicht die allgemeinere Formel 

Jfrcx, y) rp (x, y) dxdy = ~ffrp (x, y) dxdy. 
~ ~ 

rp (x, y) ist in ~ integrierbar und nirgends negativ. 
Wenn f(x, y) in ~ stetig ist, so gehören m und IDl zu den 

Werten, die f(x, y) in ~ annimmt. Denn die in § 218 (Fußnote 2) 
konstruierte Funktion F(x, y) hat in (a, b; c, d) einen größten 
und einen kleinsten Wert ( vgl. § 117). 

Jeder Wert ~ zwischen m und IDl wird ebenfalls von f(x, y) 
in ~ angenommen. Er gehört nämlich, wenn 

F(x, y) =- m,. F(x + h, y + k) = IDl 
ist, zu den Werten der stetigen Funktion F(x + ht, y + kt) in dem 
Intervall 0 ~ t < 1. 

Wir können also, falls f(x, y) in ~ stetig ist, die Formel des 
Mittelwertsatzes so schreiben 

Jft(x, y) rp (x, y) dxdy = f(';, 'YJ)Jfrp (x, y) dxdy. 

(~, 'YJ) ist ein Punkt von ~-
§ ·222. Ausgezeichnete Polgen von Zerlegungen des 

Bereichs f'. .8 sei eine Zerlegung von ~ in eine endliche Anzahl 
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von Normalbereichen (vgl. § 220). Ist 

a<x::;._p, (>(x)<y<6(x) 
einer dieser Teilbereiche, r der kleinste Wert von (>(x) und d' der 
größte Wert von 11(x) in (a, ß), so soll die Diagonale des Recht
ecks (a, ß; r, d') kurz die Diagonale des betrachteten Teilbereiches 
heißen. b sei die Maximallänge der Diagonalen bei den Teilbereichen 
von ß oder kurz die Maximaldiagonale von ß. 

Eine Folge ßu ß 2 , ß 3 , ••• von Zerlegungen wie ß wollen wir 
eine ausgezei"chnete ß-Folge des Bereichs ~ nennen, wenn sie 
die Eigenschaft lim b,. = 0 hat. Dabei bedeutet b11 die Maximal
diagonale von ß,.. Ein Beispiel einer ausgezeichneten ß- Folge 
werden wir in § 223 kennen lernen. 

f(x, y) sei in ~ stetig und 6,. sei die Maximalschwankung 
von f(x, y) in den Teilbereichen von ß,., so daß in keinem dieser 
Bereiche eine größere Schwankuug als 6,. und in wenigstens einem 
die Schwankung CJ,. stattfindet. Ist dann ßu ß 2 , ß 3 , ••• eme aus
gezeichnete ß-Folge, so hat man 

lim 11n = 0. 

Dies folgt unmittelbar daraus, daß die in § 218 (Fußnote 2) kon
struierte Funktion F ( x, y) in ( a, b; c, d) stetig ist und daher die 
Eigenschaft der gleichmäßigen Stetigkeit hat (vgl. § 211, Nr. 2 und 
die Fußnote aufS. 331\. 

Sind ~11 ~21 ••• , ~p 

die Teilbereiche bei der Zerlegung .ß, &o hat man nach § 220 

ffrcx, y)dxdy = ~fjrcx, y)dxdy. 
18 18 ,. 

Nach§ 221 ist aber jj((x, !l)d:cdy = BJ •. 
18 

Dabei bedeutet B~ den Inhalt von~. und f~ ist ein Wert, den f(x, y) 
in ~~ annimmt. 

Wir haben also ,{{tC x, y) dx d y = ~ BJ •. 
18 

Nun sei(.. irgendein Wert von f(x, y) in ~~· Dann wird 
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I ~BJP-jfrcx, y)dxdy\ <~B •. jr .. - r..l < B~ 1) 
j!J 

und, wenn .8 die ausgezeichnete .8-Folge .811 ,&, .88 , •.• durchläuft, 

lim ~BJJ' = {jt(x, u)dxdy . 
• \8 • 

Es gilt also folgender Satz: 
f(x, y) sei in dem Normalbereich ~stetig. Man nehme 

eine Zerlegung .8 des Bereichs ~ in p Normalbereiche 
~11 ~2 , .•• ~P vor. B" sei der Inhalt von ~p und (,. irgend 
ein Wert von f(x, y) in ~ •. (v = 1, 2, ... , p). Läßt man .8 eine 
ausgezeichnete .8-Folge durchlaufen, so konvergiert 

p 

<S (.8) = JE B, (,. nach Jfrcx, y)dxdy. 
j!J F=l 

§ 223. Zurückftihrung des Doppelintegrals auf zwei 
einfache Integrationen. Die Kurven 

y = q;,,(x) = q;(x) +~ { f/J(x)- tp(x)} 
p 

und die Geraden x = x" = a + ; (b - a) 

(v = 1, 2, ... , p -I) 

zerlegen ~ in p1 Normalbereiche, und .811 .81 , .83 , ••. ist offenbar 
eine ausgezeichnete .8-Folge. 

Ist f(x, y) in ~ stetig, so ist 
t/'(:t) 

F(x) = jr(x, y)dy 
.. (:t) 

in (a, b) stetig. Man hat nämlich 1) 

P .""(:a:) If( 
F(x) = 2jr (x, y)dy = { t/J(x) - q;(x)} ~ Y"). 

"=1 .""_t(:t) 

1) 11 ist die Maximah~ehwankung in den Teilbereichen von 8 und B 
der Inhalt von 18. 

2) Wir setzen cp (a:) = cp0 (a:), 1/J (a:) = cp (a:). 
'P 
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Dabei ist P~- 1 (x) < Y~ < P~(x). 
Der erste der beiden Faktoren, in die wir F(x) zerlegt haben, ist in 
(a, b) stetig. Es handelt sich also nur darum, die Stetigkeit des 

andern Faktors G (x) = :Ef(x, y~) zu beweisen. 
p 

Wenn I im x = .-r ist, so werden fast alle x der Ungleichung 

lx-xl<b-a 
p 

genügen. Die Punkte (x, y,.) und (x, fl.) liegen dann entweder in 
demselben oder in benachbarten Teilbereichen von Bp· Ist also t1" die 
Maximalschwankung von f(x, y) in diesen Teilbereichen, so hat man 

lf(x, y,.)- f(x, J],.) I< 2dP, 

also auch 

Da lim t1P = 0 ist, so folgt lim G(x) = G(x). 

Die Teilbereiche von .8.~~, die zwischen den beiden Geraden 
x = x,_._ 1 und x = x1, liegen 1), haben alle den Inhalt 

. XI' 1! 1/J(!;)-fll(l) B1,=-p {t/l(x)-p(x))dx= "P "(x,..-x,.._ 1), 

wobei x,u-t < ~1, < :r1,. 

J' 

Den Ausdruck ~(x,..- x,.._ 1) F(~1.) 
I'= 1 

p 

können wir, da F('&-1,) = 1/>(~ .. ); fJl U,.) ~f('&-1,, ~ .... ) 
•=1 

{ IP .. -t ('&.,,J < LJ,..,. < IP~("&.,..)) 

ist, so schreiben 

Lassen wir p die Folge 1, 2, 3, ... durchlaufen, so konvergiert diese 
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Summe nach Jjr(x, y)dxdy. 
lB 

p b 

Andererseits ist lim ~(x,..- x,..__ 1)F(~1.) = jF(x)dx. 
1'=1 a 

Es gilt .also die Formel 
b 1/J(:JJ) 

ffrcx, y)dxdy = j.(Jrcx, y) dy) dx. 
tl a q>(cc) 

Man kann diese Formel auch so beweisen : 
Dnrch die Geraden x = x .. zerlege man fß in p Teile ~u fß1, ... , fß" . 

.Mitm,..(m~') werde derkleinst~, mit M,.(M#) der größteWertvon cp(x) 
bzw. t/J(x) in (x,.._v x,) bezeichnet. Wir führen noch ein Symbol m~ 
ein, das folgende Bedeutung hat. 

Wenn M,. < m ... ist, so setzen wir m~ = m,... Wenn M,.. > m,.. 
ist, so setzen wir m.~. = M,... Dann ist immer 

0 < M,..-m~<M1.- m,,: 
Mit ü,.. wollen wir das Rechteck 

<x,._11 x,..; M1,, m~) 

bezeichnen. t1 sei die Maximalschwankung von cp(x) und t/J(x) in den 
Teilintervallen (x,.._ 11 x,.) und IDl der größte Wert von \f(x,y) \in fß. 

Man hat alsdann 

IJJi"cx, y)dxdy -.{{f(x, y)dxdy I< 2t1IDl(x,.- x,._ 1 ), 

t~,.. o,. 

also I fj((x,y)dxdy- ~J.{f(:.c, y)dxdy I< 2 t1(b - a)IDl. 
t~ o," 

Andererseits ist 
.p(,t;) m',. 

ifrcx, y)dy -jr(x,y)dy I< 2t1ID'l, 
'P(:IJ) 111' 

(x,.._ 1 <x<x,,J mithin 

j](]~x,y)dy)dx -](jfcx, y)dy)dxj<2t1(x,..- x .. _1)1lR 
X/A- 1 'I' (z) "',.-1 Jll" 
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Nach § 213 darf man aber schreiben 

x,. '"~ 

J(.{rcx, y)ay) ax = .{(rcx, g)dxdy. 
x,u-1 x,.. o,< 

Mithin ist 
b 1/J(:c) 

IJ( (f(x,y)dy)dx-~JJt(x, y)dxdyi·< 211(b- a)9Jl 
a ~~ ~ . 

und I~Ffr<x, y)dxdy-jc/r(~, y)dy)dx I< 40'(b-a)IDl. 
18 .. ~(o:) 

Da man 0' beliebig klein machen kann, folgt, daß die linke Seite 
Null ist. 

Noch einfacher gelangt man zu diesem Resultat, wenn man 
sich auf § 216 stützt und annimmt, daß f(x, y) außerhalb von ~ 
überall gleich Null ist. 

§ 224. Doppellntegrale lD beUeblgen ~eachri.Dkten Be
reichen. ~ sei ein beliebiger beschränkter Bereich, d. h. ein Be
reich, der sich in ein Rechteck (a, b; c, d) einschließen läßt. In ~ 
sei eine FUllktion f(x, y) definiert. Wir dehnen die Definition von f 
auf (a, b; c, d) aus, indem wir festsetzen, daß fanjeder Stelle, die 
nicht zn ~ gehört, gleich Null sein soll. Wenn dann das Integral 

~ffrcx, y)dxdy 
\"• b; c, d} 

existiert, so nennen wir es das über ~ erstreckte Integral von f und 

bezeichnen es mit jjr(x, y)dxdy . 

• 
Wir wollen uns auf den Fall beschränken, daß ~ in eine end-

liche Anzahl von Normalbereichen 1) zerlegbar ist (vgl. Jfig. 28 auf 
Seite 364). Ferner soll f(x, y) in ~ stetig sein. Bezeichnen wir die 
Normalbereiche mit m1 , m1 , ••. , ~". so ist f(x, y) in jedem~ .. stetig. 

1) Wir lassen beide A1ten von Normalbereichen zu, solche in bezug 
auf die a:-Aehse und solche in bezug auf die y-Achse. Bei der Zerlegung 
von 'I dürfen beide Arten von Normalbereichen zusammen auftreten. 
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Es existieren also die Integrale 

Jfrcx, y)dxdy. (v=1,2 ... ,p) 
l8p 

Jetzt sei f,.(x, y) eine Funktion, die in 58p gleich f(x, y) ist und sonst 
überall verschwindet. Dann ist in (a, b; c, d) 

f(x, y) = { 1 (x, y) + · · · + {p(x, y) 

außer an den Rändern der einzelnen m,.. Durch geeignetes Abändern 
jedes {,(x) auf dem Rande von m.(x) können wir erreichen, daß die 
obige Gleichung überall in (a, b; c, d) gilt. Beachtet man, daß die 

Integrale .{Jr,.(x, y)dxdy 
!!lp 

dabei ungeändert bleiben, so ergibt sich 
1' p 

,[Jrcx, y)dxdy = ~Jji~(x,y)dxdy= 2.{{t'(.x,y)dxdy. 
\)( V= 1 )81, V=l j8 1, 

Zerlegt man ~ in eine endliche Anzahl von Bereichen m-11 

~2 , ••• , ~,, deren jeder in eine endliche Anzahl von Normalbereichen 
zerlegbar ist, so hat man 

r 

Jfrcx,y)dxdy = ~jjt'(x, y)dxdy. 
I)( p=l ~ 

Auf jedes m-" läßt sich nämlich die soeben bewiesene Formel an-
wenden. ' 

f(x,y), rp(x, y) seien in ~stetig und rp(x, y) nirgends negativ. 
Dann ist ( vgl. § 221), wenn wir ~ wieder in die p N armalbereiche 
~\ zerlegen, 

n~{j~dxdy <J{i'rpdxdy < JI./Jrpdxdy, 
lll, !8, )8,, 

(v = 1, 2, ... ,p) 

m soll den kleinsten und M den größten Wert von f(x, y) in ~ be
deuten. Hieraus folgt 

mJj~dxdy <j}i'rptlxdy < M jJrpdxdy, 
I)( • • 

Kowalewski, Differential- und Integralreohnnng. 4. Auf!. 23 
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und wir können 

setzen (m S K < M). Ist m,. der kleinste und M,. der größte Wert 
von f(x,y) in ~ .. , so liegt K sicher in einem der Intervalle 

(m11 M1) 1 (m11 M1) 1 ••. 1 (m"1 M"). 

Nach § 221 gibt es also in~ einen Punkt (~ 1 71), so daß K = ((; 1 71) 
ist. Dann wird aber 

fff(xl 1J) fP(X, 1J)dxdy = ((; 1 YJ)JjfP(X 1 g)dxdy. 
• • 

Setzen wir fP(X 1 y) = 11 so haben wir die Formel 

Jfr<x, y)dxdy == f(~, 11)A. 
tl 

A 1 d. h. 

ist der Inhalt von ~. 
8 bedeute eine Zerlegung von ~ in Teilbereiche ~1 1 ~2 1 ••• , ~r1 

deren jeder in eine endliche Anzahl von N ornuilbereichen zerlegbar 
ist. Jedes W<' schließen wir in ein möglichst kleines Rechteck 
(a<', b<'; cf!, d11) ein und nennen die Diagonale dieses Rechtecks die 
Diagonale von ~f Die größte Diagonale, die bei den Bereichen 
~1 , ~., ••• , ~r vorkommt, nennen wir die Maximaldiagonale der 
Zerlegung 8· Eine Folge ß 11 ß 11 ß 3 , • • • von Z.erlegungen wie .8 
nennen wir eine ausgezeichnete ß-Folge, wenn lim b,. .... 0 ist. 
Dabei bedeutet b,. die Maximaldiagonale von Bn· 

(xf!, yf!) sei ein beliebiger Punkt von ~(1. Dann unterscheidet 
sich die Summe r 

<5(8) == ~ f(x<', Ye)A 11 (A(I = Jfaxdy) 
(1=1 .(1 

von .!Jf(x, y)dxdy =-~Jf!(x1 y)dxdy =~f(se1 'le)A(I 
f! 

um weniger als t1.A 1 wenn t1 die größte unter den Zahlen I f( Se' f/(1) 
- f(xe•Ye) I bedeutet. Läßt man 8 eine ausgezeichnete ß-Folge durch
laufen, so wird lim t1 ... 0. Um das einzusehen, denke man sich~ in 
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Normalbereiche ~~~ ~~' ... , ~P zerlegt ~ (> 0) wähle man so, daß 
zwei Punkte, die in nicht aneinanderstoßenden Teilbereichen liegen, 
um mehr als ~ voneinander entfernt sind.1) Ist nun 

lim (x,.- x,.) = lim (y,. - y,.) == 0' 

so wird für n 2 v 
Y(x,.- x,.)' + (y,. - y,.)2 < ~ 

sein. Die Punkte (x,., y,.) und (x,., y,.) liegen dann in demselben oder 
in benachbarten Normalbereichen. Hat man (was nach § 223 mög
lich ist) die .Zerlegung von ~ so eingerichtet, daß die Schwankung 

von f(x, y) in jedem Teilbereich kleiner als : ist, so wird für n 2 v 

I f(x,., y,.)- f(x,., Yn) I < E 

sein. Das bedeutet aber 

lim {f(x,., y,.) - f(x,., y")} = 0. 

Es ist also j{r(x, y)dxdy = lim~f(x(l, Yq)A(l 
w 

für den Fall, daß .8 eine ausgezeichnete Folge von Zerlegungen 
durchläuft. 

§ 225. Kurvenintegrale. cp (t), 1/J(t), x(t) seien in (a, b) 
stetig und so be~haffen, daß 

{ cp(t) - cp(l)} 1 + { 1/J(t) -1/J(t)} 2 + { x(t)- x(l)} s > o 
ist, so lange t, l zwei verschiedene Werte aus (a 1 b) sind. 

Durch 
(l) X= cp(t), '!/ = 1/J(t), I= 1.,(t) 
wird dann, wie man sagt, eine ein fache stetige Kurve dargestellt. 
Der Punkt A, der dem Wert t = a entspricht, heißt ihr Anfangs
punkt, der Punkt B, der dem Wert t=-b entspricht, ihr Endpunkt. 

1) Die Existenz eines solchen (J ergibt sich leicht. Man beachte, daß 
zwei Kurven :x; = f(t), y = g(t), a < t:::;: b und :x; = F(u), y = G (u), c < u::=;: cl, 
wenn (, g, F, G stetig sind, einen kützesten Abstand haben. Dieser ist der 
kleinste Wer~ von 

co (t, u) = { f(t) - F(u)) 2 + { g(t)- G(u)} 1 

in ( a, b; c, d). Haben die Kurven keinen gemeinsamen Punkt, so ist der 
kürzeste Abstand größer als Null. 

23* 



356 Kurvenintegrale 

Unter den Punkten von f ist durch die Variable t eine be
stimmte Ordnung hergestellt. Entspricht der Punkt P 1 dem Wert 
t = t11 der Punkt P1 dem Wert t = tll (> t1), so wollen wir sagen, 
daß P1 auf P1 folgt und schreiben 

Pt <P,. 
Mit (P11 P1) bezeichnen wir die Kurve 

x = rp(t), y = 1/J(t), s = x(t). 
Wählen wir auf f die Punkte PH P2 , . •• , P,._1 so, daß 

A < P 1 < ... -< P,._ 1 -< B 
ist, so zerlegt sich t in n Teile von derselben Beschaffenheit wie f, 

nämlich in (A, P1), (P11 P1), • · ·, (P,._11 B) . 
. Eine solche Zerlegung wollen wir mit ß bezeichnen. Als Maximai
s ebne von ß bezeichnen wir die längste unter den Sehnen AP11 

P1 P.,, .. . , P,._ 1 B.1) 

Unter einer ausgezeichneten ß-Folge von f verstehen wir eine 
Folge ß 1, 8,, Ba, ... von Zerlegungen mit der Eigenschaft lim l11 = 0 
Dabei bedeutet l11 die Maximalsehne von Bp· 

Auf t seien zwei Funktionen definiert, d. h. jedem Punkt P 
von f sei eine Zahl f( P) und eine Zahl g ( P) zugeordnet. Wir nehmen 
die Zerlegung .8 vor und bezeichnen mit Q. einen beliebigen Punkt 
von (P,._1 , P.,) .1) 

Es kann nun sein, daß 
n 

IS(ß) = ~f(Qv)fg{ P,.) - g(P,._t)} 
•=1 

stets einem Grenzwert zustrebt, wenn .8 eine ausgezeichnete 8-
~~olge durchläuft. Diesen Grenzwert bezeichnet man mit 

jfdg 
r 

und nennt ihn ein KurvenintegraL 
"Orientieren" wir die Kurve f anders, d. h. kehren wir die Ord-

1) Diese Sehnen sind mit der zugrunde gelegten Längeneinheit zu messen. 
2) .A nennen wir P0 und B nennen wir P" . 
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nung, die unter ihren Punkten herrscht, um, so multipliziert sich 
das Integral mit - 1 , d. h. es ist 

frau = -j(ag. 
(.AR) (B.d) 

Mit (BA) bezeichnen wir die umgekehrt orientierte Kurve f. 
Existieren die Kurvenintegrale 

ft~ dgl, ... ' ft"d.Q", 
so schreibt man für ihre Summe 

.{iftdgl + ... + f"dg") 
f 

und nennt auch diesen Ausdruck ein Kurvenintegral. 
Das Kurvenintegral ist eine Verallgemeinerung des einfachen 

bestimmten Integrals. 

§ 226. Zerlegungsformel. Wenn 

fl'dg 
t 

existiert, so existiert auch frau, 
{.AP) 

wobei P irgend ein Punkt von f ist.1) 

Wir beweisen zunächst folgendes: 
Jedem positiven 6läßt sich einpositives E entgegenstellen derart, daß 

lfrau- ecß) /< 6 
r 

ist, sobald die Maximalsehne von .8 kleiner !lls 6 ist. 
Machte nämlich s = E0(> 0) eine Ausnahme, so gäbe es, wenn 

d = .1/n gesetzt wird ( n = 1, 2, 3, ... ) , eine Zerlegung .8,. und ein 
6 (.8,.) derart, daß 

!frag- ec.s,.) 12 fo 
r 

ist, obwohl die Maximalsehne von .8 .. kleiner als 1in ist. 

1) Wenn P mit A zuea.mmenflUlt, setzen wir das Integral gleich Null. 
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,811 ,82 , ,88 , ••• ist offenbar eine ausgezeichnete ß-Folge. Man 
hat aber nicht · r;::.(o ) j' hm ~;;~ .u,. =, rag. 

f 

Nehmen wir nun auf (PB) eine Zerlegung .8' vor, deren 
Maximalsehne kleiner als o ist, und betrachten wir auf (A P) zwei 
Zerlegungen B und], die auch diese Eigenschaft haben, so ist 

I frag- €5 (ß')- scm I< E, 
f 

I [rau- €5(8')- ®(8)1 < E, 

mithin I S(ß) - S(S) I < 2 E. 

Mit Hilfe des Cauchyschen Kriteriums ergibt sich hieraus, daß 
lim @5 (.[) existiert, wenn 811 82 , ß3 , ••• eine ausgezeichnete ß-Folge 
auf (AP) ist. 

Es existiert also das über (AP) erstreckte Integral von rag, 
folglich auch das über (PB) erstreckte, und man hat offenbar 

frag j{ag +frag. 
f (.d P} (PB) 

Allgemein gilt die Formel 

frau frag +frag+ ... +frag. 
f (AP,) (P, P,) (Pn-1• B) 

(A-< P1 -<·· · ·-< P,._ 1 -< B) 
Unter einer Kette von einfachen Kur~en wollen wirpeinfache 

Kurven f11 ~' •.• , f,. 
verstehen, die so beschaffen sind, daß der Endpunkt von f., (v = 1, 
2, ... , p - 1) der Anfangspunkt von f., + 1 ist. Mit { werde die aus 
'f11 f2 , • • • , fP in dieser Reihenfolge zusammengesetzte Kurve be
zeichnet. 

Wenn dieintegrale (rag, /tag, ... , frag 
t,'' fp 

existieren, so setzen wir ihre Summe gleich 

j{ag 
1 

und nennen sie das über { erstreckte Integral von (ag. 
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Ist f11 f1 , ••• , l,;; eine andere Zerlegung von ( in eine Kette von 
einfachen Kurven, so liefern beide Zerlegungen zusammen eine dritte 
Zerlegung von ( in die einfachen Kurven f1', ~', •.. , f;,.. Sie entsteht 
aus jeder der beiden ersten dadurch, daß die Kurven !,. bezw. l, wei
ter zerlegt werden. Wendet man die oben erhaltene Zerlegungsformel 
an, so erkennt man, daß 

~[rau= ~(rau= ~tau ist. 

§ 227. Beziehung zwischen jidg und j•gdf. 
Wir wollen annehmen, daß das erste Integral existiert, und zeigen, 

daß dann auch das zweite existiert. 
Wir müssen zu diesem Zweck den Ausdruck 

II 

@3(ß) =- 2 g( Q,.) lf(P~)- f(P._ 1)} 

•=1 
betrachten. Offenbar ist 

" 
@3(ß) =- 2 {g(Q.)[f(P,.)- f(Q,.)] + g(Q,.)[{(Qr)- {(P.-t)]}. 

11=1 

Nun kann man aber schreiben 

g(Q.)[f(PJ- f(Q.)] 

und 
= g(P.) f(P.)- g(Q.)f(Q.)- f(P") [g(P,.)- g(Q.)] 

g(Q.) [f(Q.)- f(P._t)] 
=- g(Q.)f(Q.)- g(P._t)f(P"_1)- f(P.-1) [g(Q.)- g(P._ 1)], 

so daß sich ergibt 

" 
@3(8) .... 2 {g(P.)f(P.)- g(P"_1){(P,.-_1)} 

•=1 
n 

- 2 {f(P._1)[g(Q.)- g(P.-1)] + {(P,.) (g(P,.)- g( Q.)]} 
•=1 

Die erste Summe rechts ist ·gleich 

(fg)~- {(B)g(B)- f(A)g(A). 
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Die zweite Summe rechts ist ein Ansdruck wie @i(ß) in § 225. 
Lassen wir .8 eine ausgezeichnete .8-Folge durchlaufen, so ergibt sich 

Iim @i(8) = (fg)~- frag. 
I 

Wir haben also folgenden Satz: 

Wenn eins von den beiden Integralen 

frag, .fgaf' 
f t 

existiert, so existiert auch das andre, und es giltdie Formel 

frag+ juar= (fg)~. 
t t 

§ 228. EiD l'a.ll, in welchem jtdg existiert. 
r 

f sei auf f stetig und g sei auf t absteigend, d. h. es Sf:li immer 

g(P1) > g(P1), wenn Pl < P3 ist . 

. Wir wollen zeigen, daß unter diesen Bedingungen frag exi-
stiert. Zunächst beweisen wir folgendes: r 

Wenn ß1 , ß,, ß3 , .•. eine ausgezeichnete ß-Fo1ge ist und 
a,. die Maximalschwankung von f\x, y) auf den Teilbögen 
von .8" bedeutet, so hat man lim a,. = 0. 

Ist 11 ein Häufungswert der beschränkten Folge 111 , 111 , 6'3 , ... , 

so läßt sich in .811 ßl" ß3, ... die Teilfolge Bu ,8,, .ßs, ... so aus
wählen, daß lim 61, = 11 ist. 

(A,., B,.) sei der Teilbogen von ,3,., auf welchem f die Schwan
kung 611 hat. .A,. gehöre zu t = a.,. und Bn zu t = b,.. Wir wählen 
in a1 , a1 , a3 , ••• eine konvergente Teilfolge a/, a2', a8', .•• und in b/, 
b9', b3', ••• eine konvergente Teilfolge bt", bt, bs",. . .. Es sei 

lim a,." = a", lim b,." = b", 

und A .. ", B 11'', A", B" seien die Punkte, die zu t = a""' t = b11 " 1 t = a", 
t = b" gehören. Wegen der Stetigkeit von rp(t), 1/J(t), x(t) ist dann 

lim A-"Jln''2 = A" B-111 • 
" 
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Da aber lim A,." B,."2 = 0, 

weil 311 3 9 , 83 , .•• eine ausgezeichnete 3-Folge sein soll, so folgt 

A" B'' 2 = O, d .. h. a" = b".1) 

Wenn man mit tJ,." die Schwankung von f(x, y) auf <A,.", Bll") 
bezeichnet, so ist lim t111" = t1. Nun sei f(SJI.,.") der kleinste und{(~,.') 
der größte Wert von f auf <A,.", B,,"), also 

{(~II") - f(SJI.,.") = rJ,.", 

Gehört SJI.,." zu t = a,." und !8,." zu t = b,.", so hat man 

,; < " < b " d " < b " < b " a,. = an = " un a,. = .. = " ' 
also 

Daraus folgt aber rJ = lim { f'(~,.'') - f(SJI.,.")} = 0. 
Die beschränkte Folge r111 rJ2 , a3 , •.• hat also nur den Häufungswert 
Null. Es ist daher lim rJ,. = 0. 

Jetzt sind wir imstande, die Existenz von jfdg zu beweisen. 
r 

Da lim tJ,. = 0 ist, läßt sich v so wählen, daß tJ,. für n:;;:::: v kleiner 
als E ist. Aus 3. und 3,. (n > v) zusammen ergibt sich eine Zer
legung ß,. von f. Man bestätigt leicht, daß 

1®(3.)- ®(.ß,.) I< tJ.{g(A)- g(B)J< c{g(A)- g(B)} 
und I ®(3,.) ·- ®(3,.) I< tS,.{g(A) -· g(B)} < E lg(A)- g(B)} 
ist, also 

I ®(3.)- 5(.8,.) I< 2E {g(A)- g(B) ). 
Mit Hilfe des Cauchyschen Kriteriums erkennt man hieraus, daß 
lim ®(3,.) existiert.!!) 

Wenn g auf f von beschränkter Variation und f(x) auf f stetig 

ist, so existiert jfdg ebenfalls. g läßt sich nämlich als Differenz 
r 

von zwei absteigenden Funktionen darstellen. 

1) Man bedenke, daß feine einfache Kurve ist. 
2) Daß immer derselbe Grenzwert herauskommt, beruht darauf, daß 

.81 , .8~, .81 , Bt, ... eine ausgezeichnete .8-Folge ist, sobald ß1 , ß1 , ßs, ... 
und '.81 1 ]', , Ba 1 • • • solche sind. 
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Anwendung. F(x) sei in (a, b) monoton und G(x) in (a, b) ., 
integriet·ba.r. Dann istj'G(x)dx in (a, b) stetig. Nach dem Obigen 

a 
existiert also das Integral 

b "' 

J(jG(x)dx) dF(x), 
a " 

mithin (nach § 227) auch das Integral 

b "' 

jF(x)djG(x)dx, 
a a 

und man hat 
b "' b "' b 

jF(x)djG(x)dx +J(jG(x)dx) dF(x) = F(b)jG(x)dx. 
a a a a a 

Nun unterscheiden sich, wenn xv _ 1 ~ x" < x" ist, 

"'• 
~F(x")jG(x)dx und ~F(x.) G(x") (x,.- x"_ 1) 

z.,-t 

höchstens um M~(x"-' x, _1) tJ", 

wobei tJ" die Schwankung von G(x) in (x"_ 11 x") und M die größte 
der Zahlen I F(a) I, I F(b) I bedeutet. Es ist daher 

b "' b 

jF(x)d (jG(x)dx) .{F(x) G(x) dx.1) 

a a a 

"' 
Beachtet man, daß F(x) monoton undjG(x) dx stetig ist, so 

erkennt man leicht, daß 
b "' ~ 

J(jG(x)dx)dF(x) = {F(b)- F(a)}jG(x)dx 
a a a 

ist ( a < ; ~ b ). Schließlich erhält man also 

1) Diese Formel gilt überhaupt immer, wenn F und G in (a, b) inte
grierbar sind. Ist G(x) = H'(x), so lautet sie 

b b 

jF(x)dH(x) = j.F(x)H'(x)dx. 
a a 
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b E b 

jF(x) G(x)dx = F(a)jG(x)dx + F(b)jG(x)dx, 
a a ~ 

die Formel des zweiten Mittelwertsatzes (vgl. § 162). 

§ 229. Greensehe Pormel. f(x, y) und f,/(x, y) seien. in dem 
Normalbereich m stetig. 

Nach § 223 hat man 
b 1/J(z) 

JJt,'(x, y)dxdy-J(Jr,/(x, y)dy) dx. 
e a .w 

Da nun (nach § 156) 
"'(;e) 

Jt~'(x, y) dy = f(x, 1/J(x))- f(x, fP(x)) 
9(:r) 

ist, so wird 
b b 

jft,'(x, y)dy Jt·cx, 1/J(x))dx-Jrcx, fP(x))dx. 
~ a a 

Bezeichnen wir die vier Begrenzungskurven von m mit fü f,, fs, 
f, ( vgl. Fig. 27), so ist 

Jrcx, y)dx =- o, jf(x, y)dx == o, 
r. r. 

b 

ftCx, y)dx = jr(x, cp(x))dx, 
rl a 

b 

.(rcx, y)dx =-frcx, ~<x))dx. 
~ a 

Wir können also schreiben 

.[ft,/Cx, y)dxdy =-[r(x, y)dx, 

wobei Jfdx das über den ganzen Rand von m erstreckte Integral 

von fdx bedeutet. Dabei ist der Rand so orientiert, wie es 
die Figur zeigt. Wenn man den Rand in der Richtung der Pfeile 
durchläuft, so umfährt man m in derselben Weise, wie man den 
Einheitskreis bei positiver Drehung (vgl. S. 313) des Radius umfährt. 
Diesen Umfahrungssinn wollen wir den positiven nennen. Wählt 
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man die positiven Achsenrichtungen so, daß die positive Drehung 
der Drehung des Uhrzeigers entgegengesetzt ist, so hat man bei der 

+--.... positiven Umfahrung von ~ das Innere zur 0 Linken. ·Wir nehmen an, daß der Beobachter 
~ immer auf einer und derselben Seite der Ko-

t ordinatenebene bleibt. 
' Man kann die obige Formel noch ver-
~ allgemeinern. Ist ~ ein Bereich, der sich in p 

o ~ Normalbereiche in Bezug auf die x-Achse ( vgl. 
Flg. 27· § 217) zerlegen läßt, so gilt für jeden dieser 

Normalbereiche jene Formel. Durch Addition ergibt sich 1) 

Jjf11'(.x, y)dxdy = -Jt"(x, y)dx. 
~ ~ 

Das Integral rechts ist über den ganzen Rand erstreckt, der so orien
tiert ist, daß man das Innere von ~ zur Linken hat, wenn man ihn 

0 
Fig. il8 

ergibt sich 

durchläuft. Der Leser möge an Fig. 28 selbst 
den Beweis führen. 

Wir wollen jetzt annehmen, daß ~auch 
in Normalbereiche in Bezug auf die y-Achse 
zerlegbar ist. Sind g(x, y) und g"'(x, y) m 
~r stetig, so hat man 2) 

.({g/(x, y)dxdy =jg(x, y)dy. 
'II ~ 

Durch Subtraktion der beiden Formeln 

j(fdx + gdy) =./J(g,/- f,')dxdy. 
~ ~ 

Das ist die Greensehe Formel. 
)8 sei ein Normalbereich in Bezug auf die x-Achse und ~ ein 

Normalbereich in Bezug auf die y-Achse. Die Formel 

J:(r"'dxdy = -.f'rax 
~ ~ 

t) Es wird angenommen, daß f' und {y in ~ stetig sind. 
2) Die Achsen haben ihre Rollen vertauscht. Dabei hat sich der positive 

Drehungssinn umgekehrt. Daher fehlt rechts das Zeichen -



Inhalt von !X als Kurveninteg~·al. Das Integral ffdg 365 

liefert für f= y JJaxdy =-Jydx == Jxdy. (§ 227) 

' 18 t8 
Die Formel f{t . .'dxdy == jfdy 

it ij 

liefert für f= x JJaxdy -Jxdy. 
ii il 

Ein Normalbereich ~hat also stets den Inhalt 

Jxay, 
tl 

ob es nun ein Normalbereich in Bezug auf die x Achse od('r in Bezug 
auf die y- Achse ist. DaR Integral ist in positivem Sinne längs des 
Randes zu nehmen. 

Hieraus ergibt sich der folgende allgemeinere Satz: 
Wenn ~ ein Bereich ist, der sich in eine endliche An

zahl von Normalbereichen 1) zerlegen läßt, so ist sein In-
halt gleich 1" d 

Jx y, 
~ 

wobei man das Integral in positivem Sinne längs des Ran
des von ~zu nehmen hat. 

Stat~(xdy können wirauchschreiben -.{ydxodertflxdy- ydx). 
VI 9( 9( 

§ 230. Das Integral jt(CKJ,JJ) dg (~, y). 
f'(x, y) und g(x, y) mögen in dem Rechteck (a, b; c1 d) stetige erste 

Ableitungen f1(x, y) = f.,'(x, y), {,(x, y) = f.,'(x, y), 

g1 (x,y) =g,,,'(x,y), g!(x,y) =u,;(x,y) 

haben. f(x, y), g(x, y) sind dann ebenfalls in (a, b; c, d) stetig 
(vgl. § 111). 

~ sei ein in (a, b; c, d) enthaltener Normalbereich, und zwar 
ein Normalbereich in Bezug auf die x-Achse, so daß er durch Un
gleichungen von der Form 

1) Beide Arten von Normalbereichen (sowohl solche in Bezug auf die 
x-Achse als auch solche in Bezug auf die y-Achse) sind hier zvlässig. 
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ct < a < x < ß < b, 
c < tp(x) < y < 1/J(x) < d definiert ist.1) 

Wir wollen annehmen, daß ~ rektifizierbar ist, d. h. daß der 
Rand von ~ eine Länge hat. Dazu müssen rp(x), 1/J(x) in (a, fJ) 
von beschränkter Variation sein. 

Bezeichnen wir mit l(x0) die Summe der beiden Bögen 

y =- rp(x) und y = 1/J(x), 

(a < x < x0) 

so ist l(x) in (a, ß) stetig (vgl. § 199) und l(a) = 0. 
Da eine stetige Funktion beim Übergange von einem Wert zum 

andern alle Zwischenwerte annimmt, so könne~ wir zwischen a = a0 

und fJ = aP die W e1·te a11 a2, ... aP _ 1 in der Weise wählen, daß 

l(a,) = ; l(fJ) 

Durch die Geraden x = a,. 

ist (v=O, 1, 2, . .. p). 

(v=1,2, ... ,p-1) 

wird ~ in p Normalbereiche zerlegt. 

0 
Fig. 29. 

Benutzen wir außer jenen Geraden noch 
die Kurven 

y = tp,.(x) = tp(x) + ; (1/J(x)- tp(x) l 
(v=1,2, ... ,p-1) 

als Teilungslinien, so erhalten wir eine Zer
legung von ~ in p 2 N ormalbereiche. (Fig. 29 
zeigt dies fü1· den Fall p = 4.) 

Ein solcher Teilbereich wird durch die Ungleichungen 
(~,u•·) a1,_ 1 < x < a1,, tp,_ 1 (x) < y < tp,(x) 

(p , v = 1 , . . . , p) dargestellt. 2) 

l,. sei die Länge 8) von y = tp,, (x) (a < x:::::;: ß) 
und l0 = l, lP = Z. 

1) rp (x), 1/l(X) sind in ( a, ~) stetig, und man hat für a < :r < ~ immer 
rp (x) < 1/J (x). 

2) Wir setzen rp(x) = rp0 (x), "/'(X)= rpp(x). 
8) l,, existiert, weil rp.(x) in (a, p) stetig und von beachriinkter Va

riation ist. 
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Man bestätigt leicht, daß l. < l + l 
ist. Sind nämlich s, s, s,. drei entsprechende Sehneu 1) der Kurven 

y = rp(x), y = 'f/J(x), y = rp.(x), 

so hat man s. < s + s. 
Der Rand von ll\. enthält zwei Stücke, die parallel zur y-Achse 

sind. Sie sind zusammen kleiner gleich 

2 d- c. 
p 

Jedes der beiden andem Stücke des Randes ist nach dem Obigen 
kleiner als - l + l 2 l(al'_ 11 «1,) + l(a"_ 11 a") = -P-·) 
Der ganze Rand von miiV ist also kleiner als 

2 r - } x 6p = p \l + l + d- c = p. 
Unter den von uns gemachten Voraussetzungen existieren die 

Integrale ,{fdg und ,{fdg. 

l8 IB,u • 

Wir können uns hier auf den Satz in § 228 stützen. fistlängs 
des Integrationsweges stetig und g ist auf ihm von beschränkter V a
riation. Aus 

g(x', y')- g(x, y) = (x'- x) g1 (x, y) + (y'- y) g2 (x, y) 
(vgl. § 111) folgt nämlich 

lg(x',y')- g(x, y) I< 2 MJI(x'- x)2 + (y'- y)S, 
wenn wir mit M den größten Wert von I g1 I und I g2 J in (a, b; c, d) 
bezeichnen. Wenden wir diese Ungleichung auf beliebig viele auf
einanderfolgende Punkte des Integrationsweges an und bedenken, 
daß dieser im vorliegenden Fall eine Länge hat, so ergibt sich, daß g 
auf ihm von beschränkter Variation ist. 

Man hat offenbar jfdg = ~Jfdg. 
18 !81"' 

1) Die Anfangspunkte dieser Sehnen haben dieselbe Abszisse, ebenso 
die End punkte. 

2) l(a,.._11 a,..) bedeutet den Teil des Bogens y = rp(a:), der zwischen 
x = o:,._1 und x =er,. liegt. Eine ähnliche Bedeutung hat l (o:/1_1 , «,.). 
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Statt f(x, y), ,q(x, y), ... werden wir im folgenden kurz{('!;>), 
g(p), ... schreiben, indem wir unter p den Punkt (x, y) verstehen. 

Wir wollen auf zwei Punkte '!;> und Po von fl\;~ die Formel in 
§ 111 anwenden. Danach ist 

{('!;>)- f(Po) = (x- Xo)f~(l)) + (y -yo)f,(l)). 
l) liegt auf der Verbindungsstrecke von '1;>0 und 'J;>. 

Weil {11 { 1 , g1 ,g2 in (a, b; c, il) stetig sind, können wir auf Grund 
der gleichmäßigen Stetigkeit (vgl. § 211) p so groß wählen, daß 

ft (p')- ft (p"), fs(V') - f'l(p"), 
,qt(V') -gl(p"), 9sÜ0 -g,(p") 

ihrem Betrage nach kleiner als E sind, sobald p' und p" Punkte von 
(a, b; c, cl) sind, deren Entfernung kleiner als der oben angegebene 
Wert 6, ist. 

Da nun der Abstand von p und Po kleiner als der Umfang von 
IB.uw• mithin kleiner als 6, ist, so ist auch l) von '1;>0 um weniger als 
8P entfernt, und man kann schließen, daß I {1 (l)) - {1 (P0) I, I (2 (P) 
- fs(P0) I kleiner als E sind. 

Beachtet man noch die Ungleichungen 

I X - Xo I < IJ1,', I Y - Yo I < d~, 
so ergibt sich ((V)= (('1;>0 ) + (x- X0)(1 ('1;>0) + (y -y0)f2(Po) + (J, 

Man hat also 1) I Q I< 2 E6p· 

(*) jfd,q = ft (p0) fxdg + /~(P0) (:ydg +.{(Jdg. 
8.UI' ~w ~·v !BIH 

Nun bedenke man, daß j~ d g 
181,. 

der Grenzwert einer Summe von der Form 
N 

@) = ~(l(qn-t) {g(q,.)- g(q11 _t) l ist.2) 

'tt=l 

1) .fag ist gleich Null. 
IBI, V 

2) q0 , q1 , .•• , qN sind aufeinanderfolgende Punkte des Randes von ~ ... 
und qN fällt mit q. zusammen. 
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x,., Yn seien die Koordinaten von q,.. Dann hat man 

g(qn)- g(q"_t) = (x,.- x,._t)gJq,.) + (y,.- Yn-t) 92 (qn), 

also I g(q,.)-g(q,._l) I <11f{Jxn-xn-tl +I Y,.-Y"-tll·1) 
Hiernach ist 

I@) I <2ME~11 ~{Jxu-Xn-l I+ I Yn-Yn-1\), 

mithin j (~d,qj < 4Ms~/· 
~1' 
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Kehren wir zu der mit (*) bezeichneten Formel zurück, so ist 

(vgl. § 227) Jxdg =- ,{gdx 
)ß,UI' I!J,Ul' 

und 

Nun gilt aber die Gleichung 

g(p) = g(Vo) + (x- Xo)gl(Vo) + (y- Yo).r~s(Vo) + Q, 
wobei I (j I < 2sd~ 
ist. Es wird also, wenn man berücksichtigt, daß die Integrale 

~(lx, )ß~ay, IB:(~ax, ~ay 

verschwinden, Jgd:r = g2 (p0)jj!dx + j •ijda: 
itl,u ,. IB., ,. 181, v 

und jydy = !lt(V0)j'xdy + J'Qdy. 
)8fl V !8,11 I' ll!fl V 

Die Integrale j~Qdx, .f(jdy sind ihrem Betrage nach kleiner 

als 2E~/· 
Es hat sich also ergeben 

Jt'dg =- ft(Vo)92('Po)jydx- f2(Vo)9t(Vo)jxdy + 'lp.v · 

)8/' I' !!jfl I' ~~~I' 

1) .JI wählen wir mit RückRiebt auf das Folgende gleich so, daß m 
( a,b; c,d) (1 (x, Y)l (2 (:r, y), g1 (x, y), g1 (x, y) ihrem Betrage nach kleiner als 
M sind. 

Kowalewski, Differential- und Integralrechnung. 4. Auf!. 24 
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oder, da jydx=-Jxdy 
Wj,u" 18,u ,. 

ist, jf dg = { ft (Vo)gs (Vo) - fs Ü>o)gt (Vo)} Jxdy + ~,. .. 
~. ~. 

Für ~~·· gilt die Gleichung 

~,H= J~ag- ft(Vo)j~dx- rsCVo)j~dy. 
!B,u• 181'• 18,.,. 

Es ist demnach I ~,,., I < 8 MEh171• 

Wir wisaen JlUD, daß (;. 
ff..~dy ,.. 

den Inhalt B,." von ~,. .. darstellt. Bei passender Wahl des Punktes 
Vo wird aber (vgl. § 221) 

JJu; (x, y)gs (x, y) - fs (x, y)g1 (x, y)} dx dy 

80 daß ti,.,. = fft (Vo)gs(Po)- fs(Po)gt (Vo)) B1.", 

(**) frag= J j(:~) dxdy + ~,.. 
18,." 18,.,. 

ist. Dabei haben wir für die Funktionaldeterminante 
ft (x, y)g1(x, y)- (1(x, y)g1 (x, y) 

das Symbol (~~) geschrieben. 

Addiert man alle Formeln (**), so kommt 

Jrau = jj(~~)dxdy + Z(},.", 
18 18 

und man hat I IQ,..I < 8MEp1 d172 

oder, da hp= Kjp war (vgl. S. 367), 

I .:EQ,., I< 8MK1e. 
e ist aber eine beliebig gewählte positive Zahl. Es folgt also 

frag= {J(:~) dxdy. 
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==~============~ 

Wenn !8 ein rektifizierbarer Normalbereich in bezug auf die 
y-Achse ist, so gilt dieselbe Formel. 

~ liege in (a, b; c, d) und sei in eine endliche Anzahl rekti
:fizierbarer Normalbereiche 1) !8 zerleg bar. Dann ist 

frag =~frag =~J J(!~) axay J j(~~) dxdy, 
w ~ ~ ~ 

d. h. frag jj(~~) axay. 
~ . 

Man führt diese Formel gewöhnlich auf die Greensehe Formel 

zurück. In jcFdx + Gdy) = JjcG"''- FY')axdy 
il ~ 

wird für Fund G rg:x:' bzw. rur/ 
gesetzt. Dann ist G' +-' '+f:" 

z = '"" g!l g"'"' 
F' I'' I f " 'II = ,,g:z: + g.,.y, 

also GI F' +"' I f.' I :r - !I = l:r gy- 11 gz · 
Andererseits wird 

Fdx + Gdy = f(g"'' dx + g11' dy) = fdg. 

Wie man sieht, kommen bei diesem Beweis die Ableitungen 

g;~ und g;~ 

vor, während unser Beweis nichts über die zweiten Ableitungen vor
aussetzt. 

§ 231. Transformation des Doppelintegrals. Wir machen 
über r und g zunächst dieselben Voraussetzungen wie in § 230. 
Diese Funktionen sollen also in (a, b; c, a) stetige erste Ablei
tungen ru ri, g11 g2 besitzen. Ferner nehmen wir aber an, daß die 
Funktionaldeterminante (fg) . . 

xy = ftg2- f2g1 

in (a, b; c, d) nirgends null ist. Endlich fordern wir noch, daß die 

Gleichungen r( ) r( ) ( ) ( ) x, y = x, fj ' g x, y = g x, fj 

I) Beide Arten von Normalbereichen sind hier zugelassen. 
24* 
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nur dann beide erfüllt sind, wenn die Punkte (x, y) und (x, y) zu
sammenfallen. 

Diese letzte .Forderung gewinnt. eine anschauliche Bedeutung, 
wenn man die Abbildung 

u = f(x, y), v = g(x, y) 
betrachtet.l) Sie kommt dann darauf hinaus, daß verschiedene 
Punkte von (a, b; c, d) stets verschiedene Bildpunkte haben 
sollen. 

Den Inbegriff aller Bildpunkte, die sich bei Anwendung unserer 
Abbildung auf das Rechteck (a, b; c, ri) ergeben, wollen wir mit ffi 
bezeichnen. Jedem Punkt (u, v) von ffi entspricht dann ein ganz be
stimmter Punkt (x, y) in (a, b; c, d). Es sind auf diese Weise in ffi 
zwei Funktionen F(u, v), G(u, v) 

definiert, und die Abbildung 
x = F(u, v), y = G(u, v) 

ordnet jedem Punkt von ffi den Punkt von (a, b; c, ri) zu, dessen 
Bildpunkt er bei der ersten Abbildung ist. Beide Abbildungen nennen 
wir (wie in § 123) zueinander invers. 

Aus § 124 ist zu entnehmen, daß F und G im lnnern von ffi 
stetige erste Ableitungen haben. Inneres von ffi nennen wir hier den 
Inbegriff aller Punkte, die inneren Punkten von (a, b; c, ri) ent
sprechen. Nach § 123 läßt sich jeder innere Punkt (u, v) von ffi mit 
einem Quadrat (u- E, u + Ej v- E, v + E) umgeben, das aus lauter 
Punkten von ffi besteht. 

18 sei ein Normalbereich im Innern von ffi'). Wir wenden auf 
18 die in § 223 benutzte Zerlegung BP an. Die entstehenden Teil
bereiche nennen wir 1811 182, ... mp•· 

~, ~11 ••• , ~P. seien die Bereiche in ( a, b; c, d), denen 18, 
1811 •.• mP. vermöge der Abbildung entsprechen. 

Der Inhalt von 18~ wird durch das Integral 

{udv 
~,. 

1) u, v sind Punktkoordinaten in der Bildebene. 
2) Man denke sich etwa einen Normalbereich in Bezug auf die u-Achse. 
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dargestellt. Dieses Integral ist der Grenzwert einer Summe von der 
Form r 

~u~(vl! -v~_ 1 ). 
Q=l 

wobei (u0, v0 ), (u0 v1), (u1, v1), (u2, v2), (u2, v2), •.. , \Ur, Vr), (1A'r' V".) 

aufeinanderfolgende Punkte des Randes von 1B. sind und (u~, vl:.) 
auch mit (ul'_ 11 v(l_ 1) oder (u(l, vll) zusammenfallen kann. (ur> vr) 
ist derselbe Punkt wie (u0, v0). Die entsprechenden Punkte 

(xo, Yo), (xu !/1), (xl, Y1), (xil, Y2), (xa, Y2), · · ., (xr, Yr), (xr, Yr) 
auf dem Rande von ~1 folgen in einer bestimmten Richtung aufein· 
ander.1) 

8 sei die größte der Zahlen 
~------------------~-

JI(x(l- xq-1)2 + (y~- YQ-1)2' 

~ die größte der Zahlen 
~------~--~------~ 

V(u<'- u('_ 1) 2 + (v<'- v11 _ 1) 2 • 

Wegen der Stetigkeit von ( und g zieht lim 8 = 0 

1im~ = 0 

nach sich (vgl. S. 331 Fußnote). Aus 

~ü(l(vQ- v{'_ 1) -= 2f(x<', y,) (g(x(l, Yq)- g(xl'_ 11 y(l_ 1)} 

folgt also für lim h = 0 J~dv = ±Jfdg. 
)8,, m,, 

Da die Funktionaldeterminante in <a, b; c, d) nirgends null ist, 

1) Wenn (u, v) den Rand von lß. in positivem Sinne durchläuft, so be
wegt sich der entsprechende Punkt (x, y) auf dem Rande von ~. immer 
derselben Richtung folgend. 

2) Wir nehmen hier an, daß sich auf ~(, ~~, ... , ~P die Formel in 
§ 230 anwenden läßt. Das ist der Fall, wenn diese Bereiche in rektifizier
bare Normall:ereiche zerlegbar sind. V gl. hierüber § 232. 
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so hat sie beständig dasselbe Zeichen. Mithin wird 

.Judv-JJ I(~;) I dxdy. 
!Bv '111,. 

Jetzt sei <l>(u, v) eine in~ stetige Funktion. Aus der Stetigkeit 
von f(x, y), g(x, y) folgt dann, daß 

4> (f (x, y), g (x, y)) in l!! stetig ist. 
Wenden wir auf das Integral 

Jftb((, u) 1 (~;) 1 dxdy 
9l,. 

den Mittelwertsatz an, so ergibt sich 

JJtb((,g) I(~~) I dxdy = <I>(f<xv, y.), g(x~, Y~))JJI (~!)I dxdy. 
VIv '111,. 

(x., y.) ist ein Punkt in ~ •. Sein Bildpunkt (u., v,.) liegt also in ~ •. 
pt 

Die Summe !E(ßP) = 2tb(u,, v,).[udv 
1'=1 ij. 

ist nach dem Obigen gleich 
I'' 

~[[wer, u) 1 (~!) 1 dxdy = .[ftb((, u) 1 (~;) 1 dxdy. 

Lassen wir p die Folge 1, 2, 3, ... durchlaufen, so wird ( vgl. § 322) 

lim!E(.811) = Jj«>(u, v)dudv. 
)lJ 

Es gilt also die Gleichung 

Jl«>(u, v)dudv = q 4>((,g) I(~;)/ dxdy. 

§ 232. Beispiele. 1. Lineare Transformation. Wenn die 
Gleichungen zwischen den x, y und den u, v die Form haben 

u = ax + ßy + r, 

so spricht man von einer linearen Abbildung oder Transformation. 
Die Funktionaldeterminante ist hier aßJ. - ß a1 • Die Trans

formationsformel für das Doppelintegral lautet also 
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v(fw(u, v)dudv 

=I a{Jl- {Ja1 l.{fw(ax + {Jy + r, alx + fltY + 1'1)dxfly. 
~ 
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2. Polarkoordin aten. Die Polarkoordinaten r, cp hängen 
mit den rechtwinkligen cartesischen Koo:r:dinaten durch die Formeln 

zusammen fC = r cos cp, y = r sin cp. 

Als Funktionaldeterminante von x, y nach r, cp findet man 

I cos cp - r sin cp 1--r. 
sin rp r cos cp 

Die Transformationsformel für Doppelintegrale lautet also 

JJ tP(x, y) dxdy = J[w(r cos cp, r sin cp)rdrd rp. 
lll VI 

Kapitel XIX. 

Geometrisehe .Anwendungen der Doppellntegrale. 
§ 233. Volumiu.a. y- f(x, y) sei in dem Bereich ~~ den 

wir in Normalbereiche zerlegbar annehmen, stetig und nirgends 
negativ.1) 

Wir zerlegen ~ in Teilbereiche ~11 ~~~ ••• , ~ .. von demselben 
Charakter wie ~ und bezeichnen diese Zerlegung mit ß. 

m. sei der klein-te, M,. der größte Wert von f in W.,. Das 
körperliche Gebiet, das durch di~ Fläche z == f(x, y), die (x, y)
Ebene und die auf dem Rande von m (~ •. ) errichteten Lote begrenzt 
wird, wollen wir K(K,.) nennen. 

K,. liegt in dem Zylinder mit der Basis m:. und der Höhe M,., 
und .der Zylinder mit der Basis ~ ... und der Höhe m,. liegt in K". 

Dies führt dazu, den gemeinsamen Gre11zwert von 

" " s (ß) = ~m.A,., 8 (ß) = ~ M.A.-
··=1 ··=1 

1) a:, y, z sind Koordinaten in bezug auf ein rechtwinkliges Achaensystem. 



376 Beispiel 

(Av der Inhalt von ~v), für den Fall, daß 8 eine ausgezeichnete 
8 -Folge durchläuft, das Volumen von K zu nennen. Bezeichnen 
wir es auch mit K, so ist also 

K =.{fr<x, y)dxdy. 
~ 

§ 234. Beispiel. Setzen wir 

f ;,_ Y 1 - x9 - y1 

und definieren ~ durch die Bedingung 

x 2 + y2 s 1, 

so ist jjr(x, y)dxdy 
~ 

das Volumen der Halbkugel vom Radius 1. 
Nach § 223 wird 

Vt-x' 
JJraxay = f(j'rcx, y)dy) dx. 
Ul -l -Vt-x• 

~{ ist nämlich ein Kreis, der sich durch die Ungleichungen 

- 1 ~ x ~ 1, - V 1 - x2 < y s y 1 - x1 

definieren läßt. 

ist der Inhalt eines Halbkreises vom Radius J/1 - x2 , also gleich 

! ~(1 - 1t2). 

Der Inhalt der Halbkugel ergibt sich somit gleich 
1 } ji 1 ( a;8) I 2 -~ (1-x')dx=--~ x-- =-~ 2 2 !I -1 3 . 

-1 

§ 235. Berechnung von Oberflächen. z = f(x, y) habe 
in ~stetige erste Ableitungen 

zx = (,/!x, y), z, = f,,'(x, y). 
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Die Ebene ~- e = s",'(~- x) + s11'(~- y) 
heißt die Tangentialebene der Fläche im Punkte (x, y, .e).1) 

Legt man durch (x, y, s) eine Ebene senkrecht zur (x, y)-Ebene, 
so entsteht auf der Fläche eine Schnittkurve und auf der Tangential
ebene eine Schnittgerade und man sieht leicht, daß die Schnitt
gerade die Tangente der Schnittkurve im Punkte (x, y, s) ist. 

Mit der Tangentialebene steht im engen Zusammenhang das 
Differential von f(x, y). 

Llf(x, y) = f(x + Llx, y + Lfy)- f(x, y) 

geht nämlich in df(x, y) = (",' Llx + (11' Ay 

über, wenn man die Fläche s = f(x, y) durch ihre Tangentialebene 
im Punkte (.x, y, s) ersetzt.2) 

Die auf dem Rande von 5U:(5U:,.) errichteten Lote grenzen auf 
der Fläche s = f( x, y) ein Gebiet ® ( ®,) ab. 

(x., y") sei ein beliebiger Punkt von 2!" und (x", y", e") der ent
sprechende Flächenpunkt. Wir konstruieren die Tangentialebene in 
(x", y,., e,.). Auf ihr bestimmen die Randlote von 5U:" ein Gebiet ll,.. 

A" sei der Inhalt von ~.. Lassen wir .8 eine ausgezeichnete 
.8-Folge durchlaufen, so konvergiert, wie wir sAhen werden, 

nach einem Grenzwert. Diesen Grenzwert nennt man den In
halt von®. 

Um Ä" zu berechnen, bemerken wir, daß die Projektion von 
~.auf die (x, y)-Ebene 5U:. ist. Wenn die Tangentialebene zur (x, y)
Ebene parallel ist, so wird .Ä" -= A". Wenn die beiden Ebenen 
nicht parallel sind, so machen wir ihre Schnittlinie zur ~-Achse und 
wählen senkrecht zu dieser in der Tangentialebene die Achse()~, in 
der (x, y)-Ebene die Achse 0~1• Dann hat ein PuDkt (~, ~) der 

1) Es wird angenommen e = f(x, y). t• t}, 3 sind die laufenden Ko
ordinaten. 

2) Vgl. den analogen Zusammenhang von 4f(x) und df(x), den wir in 
§ 66 besprachen. 
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Tangentialebene als Projektion in der (x, y)- Ebene einen Punkt 
(~1, ~1 ), dessen Koordinaten sich aus folgenden Gleichungen berechnen: 

t1=~j ~l=~COSrp~. 

cp~ ist dabei der Winkel, den die beiden Ebenen miteinander bilden. 
Nun hat man (vgl. § 229) 

A~ = -f~a~, 

also A~ = A~ cos rp~. 
Für cos cp. findet man den Wert 

1 
cos cp - --;:::=:=~~==:==~:::;::::::== • l/1 +f:x:' 1 (x~,y.) + fy' 1 (x. ,y;.) · 

Demnach ist .Ä,.- A. y'1 + {,.,'i(x,., Y~) + f11'
2(x,., y"). 

Aus der Stetigkeit von {,.,', g,.,' folgt die Stetigkeit von 

cp(x, y)-= y1 + t; 2 + r .. '~. 
Wir wissen aber, daß 

dem Grenzwert J fcp ( x, Y} dx d Y 
V! 

zustrebt, wenn .B eine ausge~eichnete ß·Folge durchläuft. 
Der Inhalt von & ist somit gleich 

JJ'Yl + p1 + q'dx dy, 

wobei wir mit Euler f ,.,(x, y) = p, {'11 (x, y) = q gesetzt haben. 

Wir wollen in das obige Integral neue Veränderliche u, v ein
führen, und zwar sei 1) 

x = x(u, v), y = y(u, v). 

: wird dann auch eine Funktion von (u, v). Wir setzen also 

z-= z(u, v). 

1) Die in § 231 angegebenen Bedingungen nehmen wir als erfüllt an. 
Vor allem muß x~y;- y~x; von Null verschieden sein. Diesmal sind x, y 
die alten und u, 'V die neuen Veränderlichen. Damals waren die Bezeich
nungen gerade die umgekehrten. 
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Zur Berechnung von p und q haben wir die Gleichung 

ds = pdx + qdy. 
Sie spaltet sich in 

Daraus ergibt sich 

1 ( I I I ')I+ ( I I I ')! + taf. I I ')I a so l + p' + q• == Yu.Z•- z,.y. z"x" - x,.z. ~ u.Yo- Yu.X• 
(x~y;- y~x;) 1 

Setzt man E = x,.'t + y,.'2 + s,.'2, 

F = x,.' x.' + y,.' y; + s,; s.', 
G = x,'2 + Y.'s + s;', 

so wird der Zähler des letzten Bruches gerade gleich 

EG-F2• 

M h t I y'l 1 9 V EG- F 1 
an a a so + p + q = 1 , , , , 1. 

,x,.y,-y"x" 
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Nach der Regel für die Transformation eines Doppelintegrals (vgl. 
§ 232, Schluß) ist nun 

y'l + p9 + q'-dx dy 

durch "y'l + p1 + q1 I(:~) Jaudv .... y'EG- F 1dudv 

zu ersetzen, und es ergibt sich somit für den Inhalt von® der Ausdruck 

J{yEG- F'ldudv. 
11 

U ist der Bereich in der (u, v)-Ebene, der dem Bereich VI entspricht. 
Wir wollen jetzt annehmen, daß drei Gleichungen 

(*) x = x(u, v), y = y(u, v), 1 = e(u, v) 

gegeben sind, und daß x, y, s in dem Rechteck (a, b; c, 4) stetige 

Ableitungen x.,', y.,', s.,', 
x.', y,', s.' 

besitzen. Ferner soll in (a, b; c, d) überall 

EG-F9 >0 
sein. Endlich sollen verschiedenen Punkten ( u, v) in ( a, b; c, d) 
stets verschiedene Punkte (x, y, e) entsprechen. 
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Wir setzen 

Berechnung von Oberflächen 

I y,.'(u, v) y"'(u, v) I 
X(p, q) = '(- -)· '(- -) ' Z,. U, V !4• u, V 

I zu'(u, v) z"' (u, v) I 
Y(p, q) - x; (ü, v) x.' (ü, v) ' 

I 
x,.'(u, v) x"'(u,v) I 

Z(p, q)"""' y;(rt, v) y.'(u,v).' 

und verstehen unter p den Punkt mit den Koordinaten tt, v, unter q 
den Punkt mit den Koordinaten ü, v. 

(a', b'; c', d') sei ein Rechteck im lnnern von (a, b; c, d). 
Durch Parallelen zu den Achsen läßt sich (a', b'; c', a) so in 

Teilrechtecke zerlegen, daß in jedem Teilrechteck eine der drei 
Funktionen X(p, q), Y(p,,q), Z(p, q) 

ein konstantes .Zeichen bewahrt,_ wie man auch p, q innerhalb de 
Teilrechtecks herumrücken läßt. 

Angenommen, das sei nicht möglich. Ist dann .81 , ß,, ß8, •.• 

eine ausgezeichnete .8-Folge, so gäbe es bei .8,. ein Teilrechteck, in 
welchem jede der drei Funktionen verschwindet, d. h. es gäbe darin 
sechs Punkte 

so daß X(p,., q,.) -= Y(p,.', q,.') = Z(V .. '', q .. ") = 0 
ist. :P11 :Ps, Pa, ... sei eine konvergente Teilfolge von 4>11 4>11 138 , ... 

und lJ ihr Grenzpunkt. Dann ist auch 

lim q,. = lim p,.' = lim q,.' = lim p,." = lim ~ .. " = lJ. 
Wegen der Stetigkeit der Ableitungen xu', x.', Yu', y"' Iu', s; würde 

folgen: X(p, p) = Y(p, p) = Z(p, p)- 0, 

also EG-F'=O, 
gegen die Voraussetzung. 

(a!, b'; c, d') läßt sich also in der gewünschten Weise zerlegen. 
Ist nun z. B. < a, ß; r, ll) ein Teilrechteck, in welchem Z tV, q) ein 
konstantes Zeichen hat, so entsprechen zwei verschiedenen Punkten 
(u, v), (ü, v) in(«, ß; r, ll) vermöge der Gleichungen(*) zwei Punkte 
(x, y, s), (x, y, z) mit verschiedenen Projektionen auf die (x, y)-Ebene. 
(V gl. § 123.) 
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Wenn wir also von der durch (*) dargestellten Fläche das Stück 
betrachten, das dem Teilrechteck (ce, ß; r, d') entspricht, so ist es 
von dem zu Anfang betrachteten Typus z = f'(x, y). ~ sei die Pro
jektion dieses Flächenstücks auf die (x, y)-Ebene. Aus§ 123 können 
wir ferner entnehmen, daß u, v als Funktionen von x, y in dem Be
reich ~ stetige Ableitungen haben.1) Dasselbe gilt daher von 

f(x, y) = s(u, v), 

weil s,.', s0 ' stetige Funktionen von u, v sind. 
Das betrachtete Stück der .Fläche (*) hat also den Inhalt 

JJYEG- F2dudv~ 
(a, (i; y, o> 

Entsprechendes gilt für die anderen Teilrechtecke. Jedesmal 
wird das zugehörige Stück unserer Fläche von den Parallelen zu 
einer Achse höchstens in einem Punkt getroffen. 

Der Inhalt des dem Rechteck (a', b'; c', d') entsprechenden 
Flächenstücks ist also gleich 

.[l YJ;G- F' du dv. 

Wenn ~ ein in ( a', b'; c', d') enthaltener Normalbereich ist, so 
gilt für den Inhalt des entsprechenden Flächenstücks die Formel 

.fJ VEG- F'dudv. 
18 

iB sei durch die Ungleicqungen 

a' ~ u ~ b', cp(u) ~ v ~ f/l(u) 

dargestellt. Wir zerlegen (a', b) in Teilintervalle <u,._ 11 u,.'> und be
zeichnen mit m,.(m,.) den kleinsten, mit M,.(M~) den größten Wert 

1) Das Rechteck (rt, {J; r. d') behltlt die Eigenschaft z (~. q) ~ o, wenn 
wir es durch (rt- E, {J + a; r- e, d' + a) ersetzen und das positive E hin
reichend klein wählen. u und v haben also auch am Rande von m stetige 
Ableitungen nach x, y. Jetzt sieht der Leser, weohalb wir statt (a, b; c, d) 
das Rechteck (a', b'; c', d') benutzt haben. 



382 Berechnung von Oberflll.cben 

von cp(u) bzw . ..p(u) in (u._ 11 u"). Wir führen, wie in § 223, noch 
ein Symbol m/ ein, das folgende Bedeutung haben soll. 

Wenn M" < m, ist, setzen wir m,.' = m •. Wenn dagegen M,. > m,. 
ist, setzen wir m.'- M". Dann ist immer 

0 < 11,.- m; < M"- m". 
Das Rechteck 

heiße q., das Rechteck (u,._ 11 u,.; m,.,Jl,.) 

0.". Das dem Bereich ~ entsprechende Flächenstück S hat offenbar 
einen Inhalt, der größer gleich 

~fjYEG- F 1 dt6dv 
q,, 

und kleiner gleich ~ J J Y E G - F 1 du d v 
o,. 

ist. In demselben Intervall liegt das Integral 

.(fYEG- F 1 dudv. 
18 

t1 sei die Maxims.J.schwankung von rp(u) und ..p(u) in den Teil
intervallen (u"_1 , t,"). Die Inhalte q", Q" von q,, 0." erfüllen dann 
folgende Ungleichung: 

0 < Q"- g" < 2t1(u"-u"_ 1). 

Ist IDl der größte Wert von YEG- F1 in (a', b'; c', d'), so hat 
man also 

ffyEG- F 1 dudv- jjyEG- F 1 dudv < 2t~W- a') rol. 
o,. q" 

S und J J Y E G - F 1 du d v differieren also auch um weniger als 
!8 

2 t1 (b'- a') rol. Da t1 beliebig klein gemacht werden kann, so gilt die 
Formel 
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Sie behält ihre Gültigkeit, wenn 58 im Innern von (a, b; c, fi) liegt 
und in eine endliche Anzahl von Normalbereichen zerlegbar ist. 

§ 236. Kugelober1llche. Wir charakterisieren die Punkte der 
Kugelfläche durch ihre geographische Länge und Breite (.A.. und {J). 
Dann ist, wenn wir den Radius gleich 1 setzen, 

x = cos fJ cos .t, y - cos fJ sin l, s = sin fJ 1 

und für {J, l gelten die Ungleichungen 

_.!_~(J~.!. O~.t~2n. 
2- - 2' 

Man erhält hier für die Ableitungen 
' . , 

x~, '!Jth SfJ1 

:el, yi., s}. 

die Werte - sin {J cosl, - sin {J sin l, cos {J, 

- cos fJ sin l, cos {J cos .t, 0. 

Daraus folgt: ' ' '' IR ' '/J{JIJ.- Z(i'/J1.-- COS 11 COS 11.1 

' , , ' '{J . ' SpXJ.- X[iSJ.-- C08 Sln 11. 1 

,, ,, {J"{J 
X(I'/JJ. - '!J(JXJ. =- - COS Sln 1 

mithin EG - F"""' cos1 {J. 

Das dem Bereich ~ in der ({J, l)-Ebene entsprechende Stück 
der Kugelfläche hat also den Inhalt 

f{ YE G - F' d(J dl .... fJcos {J d(J dA..l) 
'IJ. ".,) 

Ist SB ein Normalbereich, der durch die Ungleichungen 

Ao;:;;;; .t ~ Ät, qi(J.) ~ {J ~ 1/J(l) 

dargestellt wird, so hat man ( vgl. § 223) 
1. 

ffcos fJ a{J fl).- ~ sin 1/J(J.)- sin qi(l)} dJ... 
'iJ tl 

----
1) ~ liege innerhalb (- ; , ; ; 0, 2n) und sei in eine endliche An

sahl von Normalbereichen zerlegbar. 
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Wird ~ durch die Ungleichungen 

ßo S. ß < ßt, cp(ß) S.). 5:. tJ!(ß) 
dargestellt, so wird 

ljl 

JJcosßdßd). = j{tl'(ß)- cp(ß)}cosßdß. 
f8 (fo 

Ist im ersten Falle cp().) = ß0 , tJI().) '""'ß1 

oder im zweiten cp (ß) -= ).0 , tP (ß) = l1 , 

so wird das Integral gleich 

(sinß1 - sinß0) (l1-).0). 

Daraus geht hervor, daß der Inhalt der ganzen Kugelfläche gleich 
4:c ist. 



Erster Anhang. 

Einiges aus der Determinantentheorte. 
Die Determinanten wurden durch Leibniz eingeführt, um 

Systeme von linearen Gleichungen in bequemer Weise aufzulösen. 
Um die n-reihige Determinante zu definieren, müssen wir 

zuerst einiges über Permutationen sagen. 
Es gibt, wie dem Leser bekannt ist, 

1 · 2 ... n = nl (n Fakultät) 
Permutationen der Zahlen 1, 2, ... , n. 

Die Permutation l, 2, ... , n 
ist dadurch ausgezeichnet, daß in ihr von zwei Zahlen immer die 
kleinere links von der größeren steht. In jeder anderen Permutation 

~' ~' ... , k,. 
kommt es vor, daß eine größere Zahl vor einer kleineren steht. Ein 
solches Vorkommnis nennt man einen Fehlstand (oder eine Inver
sion oder ein derangement) 1). 

Um nachzuzählen, wie viele Fehletinde in der Permutation k11 

k11 ••• , k,. vorhanden sind, kann man so verfahren. 
Man sieht nach, wie viele kleinere Zahlen auf~ folgen, dann, 

wie viele kleinere Zahlen auf k, folgen, usw. 
Um z. B. die Anzahl der Fehlstände in d&r Permutation 

7631264 
zu erhalten, beachte man, daß 

auf 7 sechs kleinere Zahlen folgen, 
auf 5 vier kleinere Zahlen, 

1) Wir nehmen an, daJS n > 1 ist. 
Kowalewaki, Dift'erential- und Integralrechnuog. '· Auft. 25 
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auf 3 zwei kleinere Zahlen, 
auf 6 eine kleinere Zahl. 

Es gibt also bei dieser Permutation 

6 + 4 + 2 +1 =- 13 Fehl stände. 

Wir wollen jetzt zwei Permutationen betrachten, die auseinander 
durch Vertauschung zweier benachbarter Glieder entstehen, wie z. B. 

7531264 und 7513264. 

Die beiden zu vertauschenden Glieder seien r und s (> r). Dann 
lautet die eine Permutation 

... rs .. . , die andere ... sr ... 
In der zweiten hat man außer den Fehlständen der ersten noch 

einen neuen, der von r, s herrührt. 
Durch Vertauschung von zwei benachbarten Gliedern 

wird die Anzahl derFehlstände in einer Permutation um 1 
vermehrt oder vermindert. 

Es liege nun eine Permutation vor, in der auf r zuerst p, andre 
Glieder folgen, hinter denen dann s steht, also eine Permutation von 
dieser Gestalt: . . . r z1 s1 • • • s,. s . . . 
Vertauscht man (p, + 1)-mal das Glied r mit seinem rechten Nachbar, 
so gelangt man über ... s1rs1 .•• z,.s .. . , 

... s1e1r ... s,.s .. . , 

... z111S8 ••• rs .. . 
zu ... s1s1 •. . sp,sr .. .. 

Vertauscht man jetzt das Glied s p,-ma.I mit semem linken 
Nachbar, so gelangt man zu 

. . . sz1 z, . . . 1,.,. . . .. 
Man sieht hieraus, daß 2 p, + 1 Vertauschungen benachparter 

Glieder ausreichen, um ,. und s ihre Plätze wechseln zu lassen. 
Dabei vermehrt oder vermindert sich die Zahl der Fehl

stände um einen ungeraden Betrag, weil sie (2p, + 1)-mal aus 
einer geraden eine ungerade oder aus einer ungeraden eine gerade wird. 
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Man teilt die Permutationen in zwei Klassen ein, je nachdem 
sie eine gerade oder eine ungerade Anzahl von Fehlständen aufweisen, 
und spricht von geraden und ungeraden Permutationen. 

Eine Permutation wechselt ihre Klasse, wenn man in 
ihr zwei Glieder vertauscht. 

Es gibt ebensoviele gerade wie ungerade Permutatio
nen. Um sich davon zu überzeugen, denke man sich alle n! Permu
tationen der n Zahlen 1, 2, .. . , n in irgendeiner Reihenfolge aufge
schrieben. Es mögen p gerade und q ungerade darunter sein. Ver
tauscht man nun in allen Permutationen die Zahlen 1 und 2, so hat 
man wieder alle n! Permutationen, nur in einer andern Reihenfolge. 
Aus den p geraden sind aber p ungerade, aus den q ungeraden q ge
rade Permutationen geworden. Daraus ersieht man, daß p- q ist. 

Definition der n·reJhigen Determinante. 

Wir betrachten n2 Zahlen, die in quadratischer Anordnung vor
liegen und durch Doppelindizes 1) bezeichnet sind: 

O·a au .•. aln 

(1) 

a"1 a", · · · a11,.. 
Der erste Index des Elements ar, gibt die Zeile an, in der es 

steht, der zweite die Spalte. 
Wir wollen jetzt n Elemente herausgreifen, die in lauter ver

schiedenen Zeilen und in lauter verschiedenen Spalten stehen, und 
ihr Produkt bilden. Dieses Produkt hat folgendes Aussehen: 

alrl a2r, •.• a"rll 

und r11 r,, ... , r" ist eine Permutation von 1, 2, ... , n. Es gibt 
offenbar n! Produkte dieser Art. Wir können sie in zwei Klassen 
einteilen. Zur ersten Klasse rechnen wir die Produkte, bei denen 
?'11 r2 , ••• , r" eine gerade Permutation ist, zur zweiten die Produkte, 
bei denen r11 r2 , ••• , r,. eine ungerade Permutation ist. 

1) Die Bezeichnung durch Doppelindizes rührt von Leibniz her. 

26* 
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Subtrahiert man von der Summe aller .Produkte erster 
Klasse die Summe aller Produkte zweiter Klasse, so ent
steht ein Ausdruck, den man die Determinante des Schemas 
(1) nennt und mit 

(2) bezeichnet. 

a,.tanll ... a,." 

Im Fallen- 2 gibt es nur zwei Produkte a1r1 atr,, nämlich 

a11 an und a11a11 • 

Das erste gehört zur ersten, das zweite zur zweiten Klasse, weil 1, 2 
eine gerade und 2, 1 eine ungerade Permutation ist. 

Man hat also 

I au a12 1 = au au - au a,l 
Cltt au 

oder mit anderen Bezeichnungen 

1:!/-aa-bc. 
Im Falle n ... 3 gibt es 31- 6 Produkte a1r1 a2r.'lsr,, nämlich 

folgende: 

Die drei ersten gehören zur ersten, die drei letzten zur zweiten Klasse, 

weil 1, 2, 3; 2, 3, 1; 3, 1, 2 

gerade und 1, 3, 2; 2, 1, 3; 3, 2, 1 

ungerade Permutationen sind. 
Man hat also 
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Verhalten der Determinante bei gewissen 
Vertauschungen der Elemente. 

389 

Das Produkt a1 ,.,a,,.. · · · a11 ,.11 bleibt ungeändert, wenn man seine 
n Faktoren irgendwie vertauscht. Man kann jede beliebige Reihen
folge dieser Faktoren dadurch erreichen, daß man in a1 ,., a1 ,., • · · a11 ,." 

eine gewisse Anzahl von Malen nur zwei Faktoren vertauscht. 
Geht durch p solche Vertauschungen 

a1 ,.a2 " ···a,.,. in a, 1 a, 2 ···a,,. 
1 t n 1 t " 

über, so sind r11 r2 , •.• , r,. und s11 s,, ... , s,. gerade oder ungerade 
Permutationen, je nachdem p gerade oder ungerade ist. Wir wissen 
nämlich, daß eine Permutation ihre Klasse wechselt, wenn man in 
ihr zwei Glieder vertauscht. 1, 2, ... , n und r1 , t·1 , •.. , 1· .. gehen aber 
durch p solche Vertauschungen in s11 s1 1 ••• 1 S11 bzw. 1, 2, ... , n über 

Man teile nun die nl Produkte 

a,, 1 a,, 1 · • • a,,... (s11 s1, •.• , s,. eine Permutation von 1, 2, ... , n) 

in zwei Klassen. Zur ersten Klasse rechne man diejenigen Produkte, 
bei denen s11 s1 , ••• , s .. eine gerade, zur zweiten Klasse diejenigen, 
bei denen s11 s1 , ••• , s,. eine ungerade Permutation ist. 

Die Determinante (2) wird dann gleich der Summe der Pro
dukte erster Klasse, vermind~rt um die Summe der Produkte zweiter 
Klasse. 

Die beiden Determinanten 

A= 

au aa ... aln 

alli an · · · a2n 

bu bn ... bln 

und B = b,l b,» ... b~n 

mögen in solcher Beziehung zueinander stehen, daß filr r- 1, 2, ... , n 
und s """ 1, 2, ... , n b ,., = a,,. 
ist. Die r· te Zeile der einen Determinante stimmt überein mit der 
r-ten Spalte der andern. 
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Nun ist A = ~sgn (s1 s2 • • • s,.) a, 1 a,. ·. · a, , 
1 s~ nn 

wobei man sgn (s1 s2 • • • s,.) gleich + 1 oder - 1 zu setzen hat, je 
nachdem die Permutation s1, s9 , • • •1 s,. gerade oder ungerade ist. 

Andererseits ist aber 

B = ~..,sgn (s1 sll · · · s,.) b1 , bh · · · bn, . 
1 • n 

Da nach V orraussetzung 

b11 - a, 1 , b111 = a, ., ... , b,., = a, ,., 
1 1 s t"' n n 

so ergibt sich A=B. 

Satz l. Eine Determinante bleibt ungeändert, wenn 
man sie so umschreibt, daß die r-te Zeile die r-te Spalte 
wird (r = 1, 2, ... , n). 

Wir machen jetzt die Voraussetzung, daß B aus A durch V er
tausrhung der r-ten und s-ten Zeile entsteht. Man bezeichne die neue 
Permutation, die aus s11 s2, • • ·, s,. durch Vertauschung vonrund s 
entsteht, mit 6 11 u2 , ••. , 11,.. Dann ist 

sgn ( 111 11ll • • • o,.) = - sgn ( s1 s1 • • • s,.) 
und wir können schreiben 

A = -~sgn (0'1 62 · • • 6,.)a, 1 a, 2 • · · a, ,.. 
I 0 Ii 

Nach Voraussetzung ist aber 

a, 1 a, I ..• a, " .... hu 1 bu I ••. bu ,., 
1 2 n 1 • n 

also A =-~sgn (111 IJ2 • • • 11,.) b1111 b11, 2 · · · bu,.n ==- B. 

Satz 2. Eine Determinante multipliziert sich mit- 1, 
wenn man in ihr zwei Zeilen vertauscht. 

Wenn in der Determinante A die r-te Zeile mit der s-ten Zeile 
übereinstimmt, wenn also 

ist (r ~ s), so geht A bei Vertauschung der den mit der s-ten Zeile 
in - A über. Andererseits bleibt aber bei dieser Vertauschung A 
ungeändert. Es ist daher 

A = - A, d. h. A = 0 
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Satz 3. Eine Determinante mit zwei übereinstimmen
den Zeilen ist gleich Null. 

Beachtet man Satz 1, so erkennt man, daß die Sätze 2 und 3 
auch für die Spalten gelten. 

Satz 2 läßt sich in folgender Weise verallgemeinern: 

Satz 2'. Wenn r11 r1 , •.. , r,. eine beliebige Permutation 
von 1, 2, ... , n ist, so hat man 

ar,l ar,l ... ar, .. 

ar.l a.r. 2 • • • ar, .. 

au au · · · aln 
auau ... as.. 

= sgn (r1r1 • • · r,.) 

Die Determinante links entstehe aus der rechts durch p Vertauschungen 
zweier Zeilen. Dann ist nach Satz 2 

I au au ... al,. 

= (-1)~' I au au ... a.,. 

I~ .. ~~~~~:··· a,.~ 
Andererseits aber ist sgn(r1r2 ... r,.)- (-1)~', 

weil man beim Übergange von 1, 2, ... , n zu r11 r2 , ••• , r,. p-mal 
die Klasse wechselt. 

Die Determinante als Funktion der Elemente einer Zeile. 

Jedes Glied der Determinante A hat die Form a.1 r, a2 r. · · · a,.r,.· 
Es enthält aus jeder Zeile ein und nur ein Element. 

Satz 4. Die Determinante ist eine lineare homogene 
Funktion der Elemente einer Zeile. 

Es ist also z. B. 

A = art Art + ar2Ar2 + ... + ar,.A,.,., 

wobei Ar1 , Ar2 , ••• , Arn von den Elementen der r-ten Zeile gänz
lich unabhängig sind. 

Man nennt~. das algebraische Komplement von ar,· Um 
Aro zu finden, wollen wir zuvor in .A. die r-te Zeile mit der (t'-1 )-ten, 
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der (r- 2)-ten, ... , schließlich mit der ersten vertauschen und sie 
dadurch an die erste Stelle bringen. Dadurch erhalten wir eine Deter
minante, die gleich ( -1Y-1.A. ist. In dieser wollen wir die s-te Spalte 
mit der (s -1)-ten, der (s- 2)-ten, ... , schließlich mit der ersten ver
tauschen. Dieneue Determinante hatdannden Wert (-ly-l+•- 1A 
oder (- 1 Y + • A. 
Ausführlich geschrieben lautet sie 

... a,.,,_t 

· · · at,,-t 

ar-1,1 ar-1,1 .. ar-1,1-1 ar-1,•+1 ... ar-1,n 

ar+1 •• ar+1,l ... a,.+t,.-1 ar+l •• +l ... ar+1 ... I 

\ a", a,.1 · • • a,.,,_ 1 ~ .... ~ 1 • : ·: a~,. . 
Ist Ar, das algebraische Komplement von a,., in dieser Deter-

minante, so wird A = (- t)r+• .l r• r•• 

Es handelt sich also jetzt nur darum, in einer Determinante 

b11 b11 • • • b1 " 

B-= b21 bu · · · b2 " 

b,.! b .. , ... b,... 
das algebraische Komplement B11 von b11 zu finden. Die Glieder von 
B, die das Element b11 enthalten, haben die Form 

sgn(1r1 • • · r")b11 b2r. · · · b,.r,.o 

r., ... , r,. ist eine Permutation von 2, ... 1 n. 
Setzen wir für einen Augenblick 

er,- br+l,•+ll (r, s = 1, 2, ... , n -1) 
so wird bub2ra . .. b,.r" = buct,r,-1 ... c,._t,r,.-1 

und r2 - 1, . o ., r,. - 1 ist eine Permutation von 1, 2, o o ., n - 1. 
Offenbar gibt es in 1, r2 , ••• , r,. ebensoviele Inversionen wie tn 
r1 - 1, ... , r,.- 1, so daß 

sgn (1r1 · • · r,.)""" sgn (r2 -1, ... , r., -1) ist. 
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Hieraus ergibt sich 

B11 = ..]"sgn (rll- 1, ... , r,.- l)c1,r,-1 · · · c,._1,r,.-1 
Cu Cu • • · c11 11-1 I 

· · · cll, .. -t 

I 
I c,._1,t c,.-1,1 · · · c .. -t,n-1 

b11 'b28 · • • bh 

oder B bu bas · • · ba,. 
u= Demnach ist 

... a 
1,1-1 

a,.1 · · · a,.,,_ 1 a,.,,+l · · · a .. ,. 
Für die Bildung von AN gilt also folgende Regel: 

Um das algebraische Komplement von ar, in der n-reihi
gen Determinante A zu finden, streiche man in A die r-te 
Zeile und die s-te Spalte, d. h. die Zeile und Spalte, in der 
an steht. Die übrigbleibende (n -1)-reihige Determinante 
ist, wenn man noch den Faktor (-lY+• hinzufügt, gleich 
dem gesuchten algebraischen Komplement. 

Satz ö. Multipliziert man in einer Determinante jedes 
Element einer Zeile mit dem algebraischen Komplement 
des entsprechenden Elements einer andern Zeile, so ist die 
Summe dieser Produkte gleich Null. 

Ersetzt man nämlich in A die Elemente der r-ten Zeile, d. h. 
ar 1 , ar 2 , •• • , ar,. bezüglich durch a,11 a, 2, ••• , a". so verwandelt sich 

artAr1 + arzArs + · · · + ar.Ar" 
m a11 Ar1 + alllAr1 + · · · + a,,.Ar,.· 
Da die neue Determinante zwei übereinstimmende Zeilen hat, so ist 

a. 1Ar1 + a111 Ars +. · · + a,,.Ar .. - 0. (s<r) 



394 Multiplikationssatz 

Satz 6. Sind die Elemente einer Zeile Binome, so läßt 
sich die Determinante als Summe von zwei Determinanten 
darstellen. Die erste ergibt sich, wenn man nur die ersten, 
die zweite, wenn man nur die zweiten Bestandteile jener 
Binome stehen läßt. 

Stehen in der r-ten Zeile die Binome 

X1 + 'Yv X2 + 'Yi., · · ., x,. + y,., 
so ist die Determinante gleich 

(xl + 'Yt)Art + (xs + 'Y2)Arl + · · · + (x" + Y,.)Arnl 
d. h. gleich 

(xtArt + x»Ar2 + · ·· + xnAr,.) + (ytArt + YsAr2 + · · · + y,.Arn)· 

Satz 7. Wenn man alle Elemente einer Zeile mit dem 
Faktor .t versiebt, so multipliziert sich die Determinante 
mit dem Faktor .t. 

Ersetzt man nämlich ari, ar11 ••• , ar,. durch J..ar 1 , .tar2 , ••• , .tarn 
so verwandelt sich 

artArt + ar,Arll + · · · + ar,.Arn 

lD 

Satz 8. Addiert man zu den Elementen einer Zeile die 
mit). multiplizierten entsprechenden Elemente einer an
dern Zeile, so bleibt die Determinante ungeändert. 

Die neue Determinante läßt sieb nämlich nach Satz 6 und 7 in 
der Form A + lB schreiben, und B ist eine Determinante mit zwei 
identischen Zeilen, also gleich Null. 

Die Sätze 4 bis 8 gelten auf Grund von Satz 1 auch für die 
Spalten. 

Der Multiplikationssatz. 

Wir bilden aus der r- ten Zeile der Determinante 

a11 aa . . . a1 ,. I 

A-= 
a21 all, ... a~n 
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und aus der s-ten Zeile der Determinante 

bu bn ... bln 

B = h21 bu · · · b~n 

b,.lb,., ... bnR 

den Ausdruck er,= ar1 b11 + ar1b11 + · · · + ar,.b,,. 
und betrachten die Determinante 

Cu C11 • · • ct,. 

Cu C12 • • • Csn 

clll c,.s ... cnll 
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Sie zerlegt sieh bei wiederholter Anwendung von Satz 6 in 
Summanden von folgender Form 

al rl bl r•' at.rl b, rl, .•• , alrl b,.r. 
a,r. bl r•' a2r. bzr.' ... , a,r. b,.r. 

Ein soleher Summand ist aber nach Satz 7 gleich 

blr1 b!r1 • • ' bnr1 

blr bllr · · · bnr 
alrl a,r2 ... a,.r,. t ~ • • ~ 

blr bllr · · · b,.r .. .. " 
Der zweite Faktor verschwindet, 'venn r 11 r 1 , • • ·, r 11 nicht alle 

verschieden sind. Andernfalls ist nach Satz 2' 

blr1 b2r1 • • • b,.r1 bu bll · • · bul 
bl b2 ... b blll b, .. ... b,.l r. r. nr. - sgn (rl ,. •... t•,.) • 

blr bsr .. • b,.r bhbh •. • b •• " ,. " 
Man hat demnach 

= sgn (r1r1 · • • r,.)B. 

0 = B2'sgn (r1r1 • • · r,.)a1r a1" • • • a"r -AB, 1 0 II 

d. h. die Determinante 0 ist das Produkt von A und B. 
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Systeme linearer Gleichungen. 
Wir betrachten ein System von n linearen Gleichungen mit n 

Unbekannten. Ein solches System hat folgende Form: 

(3) 

a11 x1 + a12 x2 + · · · + a1 ,. x,. = b11 

a21 x1 + a22 x, + · · · + ah x,. = b2 , 

a,.1 x1 +a,.2 x2 +· · · + a,.,.x,.= bn. 

'an aa . .. al" 

Die Determinante 

a,.1 anS·· · a,.,. 
nennt man die Determinante des Systems (3). Wir wollen annehmen, 
daß sie von Null verschieden ist. 

Ar. sei das algebraische Komplement von ar,· Multipliziert man 
die Gleichungen (3) der Reihe nach mit 

Alrl Alrl · • 'I Anr 
und addiert sie dann alle, so erhält man nach Satz 4 und 5 

Axr- b1 A 1r+ b2 A 1r+ · · · + b,.A,.r, 

d. h. (r=1,2,···,n) 

Umgekehrt überzeugt man sich leicht, daß dieseWerte das System 
(3) befriedigen. Es wird nämlich 

~akrXr=~-~akrAtr+' · · + 1 ~akrAnr=bk. 
r 

Ein System von n linearen Gleichungen mit n Unbe
kannten hat also, wenn die Determinante von Null ver
schieden ist, eine und nur eine Lösung. 

Um sie zu finden, ersetze man in der Determinante A die r-te 
Spalte durch b1 

b, 

b,. 



Systeme linearer Gleichungen 397 

Nennt man die so entstehende Determinante Br, so ist die ge-
suchte Lösung B B B 

1 t n xt = A' x, = .A' .. ·, x,. = 7. 

Im Falle b1 ~ b9 = · · · = b,. = 0 haben wir ein System von n 
linearen homogenen Gleichungen mit n Unbekannten. 

Ist die Determinante eines solchen Systems von Null verschieden, 
so müssen alle Unbekannten gleich Null sein. 

Hat ein System von n linearen homogenen Gleichungen mit n 
Unbekannten eine verschwindende Determinante, so gibt es, wie wir 
jetzt zeigen wollen, außer der trivialen Lösung x1 = 0, x1 -= 0, . · ·, 
x,. = 0 noch andre. 

Streicht man in der DeterminanteA. n -h Zeilen und n-h Spalten, 
so entsteht eine h-reihige Determinante, die man einen Minor oder 
eine Unterdeterminante von A. nennt. 

Gibt es unter den Minoren von A. einen r-reihigen, der von Null 
verschieden ist, aber keinen mehr als r-reihigen, dem diese Eigenschaft 
zukommt, so sagt man, flaß A vom Range r ist. 

Es liege nun das System 

a11 x1 + a19 x9 + · · · + a111 x" - 0, 

(4) as1 x1 +a22 x1 + · · · + a9"x,.- O, 

vor, und die Determinante A. sei gleich NuU. Dann wird ihr Rang r 
kleiner als n sein. Ist er gleich Null, d. h. sind alle Koeffizienten 
gleich Null, so werden unsere Gleichungen von jedem W ertsystern 
x1, x9 , ••• , x,. befriedigt. 

Im Falle 0 < r < n können wir die Gleichungen so umordnen 
und die Unbekannten so umnumerieren, daß gerade 

von Null verschieden ist. 

lau aa ... atr 

au a22 • • • a2r 

~~rl ~rJ ·. · .. ar~ 
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In der Determinante 

la11 a12 • • • a1,. aa 
a21 au ... a,,. a2k 

a,.1 a,., · · · a,.r a,.k 
u1 u2 .•. ur uk 

se1en die algebraischen Komplemente von u11 u9 ,. • •• , 1~,., uk 

U11 U2 , •• • , U,., Uk. 
Setzen wir x1 = ul, X~= u,, .. ·,X,.= U,., Xk= uk 

und alle übrigenx gleich Null, so haben wir eine Lösung des Systems ( 4). 

Denn es wird + + + a,.1 x1 a,.2 Xa · · · ahn x" 

= a,.1 U1 + a,.'j U2 + · · · + a,., U,. + au Uk 

all ata · · · 0tr aa 

a.21 a22 · · · 02r au 

a,.l ar2 ... a,.r a,.k 
a,.l a,.2 ... a,.r ahk 

und diese Determinante ist im Falle h < r gleich Null, weil sie zwei 
übereinstimmende Zeilen hat, im Falle h > r, weil der Rang von A 
gleich r ist, also alle mehr als r- reibigen Minoren von A verschwinden. 

/a11 a19 • • • a1,. 

Uk= ~~21 ~n .• ·: a2.r ;e:o 
a,.1 a,., · · · a,.,., 

Da 

ist, so haben wir eine Lösung gewonnen, die nicht aus lauter Nullen 
besteht. 1) 

Da k die Werte r + 1, · · ·, n annehmen kann, sind durch das 
obige Verfahren n - r Lösungen gefunden. Wir wollen sie jetzt in 
folgender Weise bezeichnen: 

(5) 

x<1l x<1l · · · x<1l 1, O, · · ·, 0 1' jl) ,,., 

x~9l, x~2l, ···;x<;>, 0,1,···,0 

x<n-r) x<n-r) ... x< .. -r) 0 0 ... 1 
1 'll' ,,. ,,, ,. 

1) Multiplizieren wir alle x mit tjUk, so whd xk gleich 1. 
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Aus diesen n- r Lösungen läßt sich jede Lösung des Systems 

(4) linear zusammensetzen. Ist nämlich x11 x9 , •• • , x,. eine Lösung 

von ( 4) 1 so ergibt sich eine Lösung desselben Systems, wenn man 

die Lösungen (5) mit irgend welchen Faktoren multipliziert und zu 

x11 x2 , ••• , x,. addiert. Multiplizieren wir die Lösungen (5) der Reihe 
nach mit 

und addieren sie dann zu x11 x2 , •• • , x,., so kommt eine Lösung von 
folgender Form heraus 

x/, x,', .. . , x/, 0, 0, ... , 0. 

Aus a11 x/ + a19 x2' +'·, · + a1rx/ = 0, 

a21 x/ + a22 x2' + · · · + a2, x/ = 0, 

ar1 x/ + ar2 x2' + ... + arr x/- 0 

folgt aber, weil die Determinante nicht verschwindet, 

x11 •• • , x,. setzt sich also linear aus den Lösungen (5) zusammen. 

Umgekehrt ist jede lineare Kombination der Lösungen (5) wieder 
eine Lösung. 

Funktionaldeterminanten. 
Die Funktionen 
tt1 (x1 , x,, · · ·, x,.), u2 r x11 x11 • • ·, x,.), · · ·, u,. (x11 x2 , •• ·, x,.) 

mögen an der Stelle (x11 x2 , •• • , x") die Ableitungen 

(ur)' 
"'• 

besitzen (r, s -1, 2, . .. , n) oder in J aco bis Schreibweise 
OUr 
o:J:,. 

oul (h~~ ••• .?"~ I 
oxl oxi cx,. 
ou, ou, ou, 

Die Determinante ox1 ox, ... o~,. 

l .ou~ o~,.. · .. ~u~ oxl ox, OXn 
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heißt die Funktialdeterminante oder die Jacobische Determi
nante der Funktionen u11 u91 ••• , u,.. Man hat für sie die Bezeichnungen 

( u1 u, · · · u") d (tt11 u~, u"). 
x1 x, ···X,. ' d(xuxp · · ·,x") 

Die zweite Bezeichnung hat ihren Grund in den zahlreichen 
Analogien, die zwischen einem Differentialquotienten und einer Funk
tionaldeterminante bestehen. Eine von diesen Analogien ist folgende 
'(vgl. § 64): 

Die Funktionen 
p 1 ( u11 u,, . .. , u"), p 2 ( u1 , u,, ... tt"), · · ·, Pn (u11 u3 , ••• , u,.) 

mögen in einer gewissen Umgebung von (u11 u2, ••• , u,.) stetige erste 
.A.bleitungen o cpr 

~ haben (r, s = 1, 2, ... , n). 
vu, 

Pt• p 2 , ••. , p,. sind durch V ermittelung der Funktionen n1, u2, ••• , u,. 
(die wir uns in einer gewissen Umgebung von (x11 x2, ••• , x,.) definiert 
denken) selbst Funktionen von x11 x2 , •.• , x,., und es gelten an der 
Stelle (x11 x2 , ••• , x") folgende Relationen: 

ocpr = ocpr ou1 + ocp,. ou, + ... + ocpr ou,.. 
ox, out ox, ou, ox, ou,. ox, 

(r, s= 1, 2, · · ·, n) 

Mit Hilfe des Multiplikationssatzes der Determinanten ergibt 
sich hieraus 

( cpt cp. s • · · cp,.) == (cpt cp, · · · cp,.) (ut ~~~ · · · u") 
x1 x1 • • • x,. u1 u1 · • · u,. x1 x1 · · · x,. 

oder in der andern Schreibweise 

d ( cpl' cp" ...• cp,.) 
d(x1 , x1 , · • ·, xn) 

d(cp1 , cp1, · • ·, cp") d(u1 , u1, • · ·, u,.) 
d(u1 ,u1 ,···,u,.f d(x1 ,x1 ,···,xn) 

Ist Pt, p 2 , ••• , p,. die Umkehrung des Funktionssystems u11 u,, 
... , u,., so wird 

d(cpp cp,, ••• , cp,.) 
d(x1 , x1 , · • ., x,.) 

10 ... 0 

0 1 ... 0 
=1 

00 .. ·1 
und man hat also 

d(x11 x1 , ... ,x,.) = 1 : d(upu1 , ... ,u,.). 
d(u1 , u1 , • • ·, u,.) d(x11 x1 , • • ·, x,.) 



Zweiter Anhang. 

Über Fredholmsche Determinanten und Integral
gleichungen. 

Fredholmsche Determinanten. 

Bei vielen Fragen kommt man auf eine Determinante von der Form 

' .. ·, aln 

D(x) = au 

a,.1 , a712 , · · ·, a,.,. + x 
die sogenannte Säkulardeterminante. Auf Grund des Satzes 6 
(S. 394) zerlegt sich diese Determinante in eine Summe von 2" Deter
minanten, weil man ihre Elemente als Binome (arr + x, ar, + 0) auf
fassen kann. Man erhält einen dieser 2" Summanden, indem man in 
jeder Zeile alle ersten oder alle zweiten Bestandteile der Binome 
streicht. Streicht man überall die zweiten Bestandteile, so bleibt die 
Determinante A = D(O) übrig. Streicht man durchweg die ersten 
Bestandteile, so entsteht eine Determinante, die in der Hauptdiagonale 
lauter x und sonst nur Nullen aufweist, also den Wert x" hat. 
Werden in den Zeilen r 11 r 2, ..• , rP die zweiten, in den übrigen 
Zeilen aber die ersten Bestandteile, also die a, beibehalten, so ent
steht eine Determinante von folgendem Aussehen. In den Zeilen 
r 11 rll, ... , rP sind die Hauptelemente ( d. h. die in der Hauptdiago
nale befindlichen) gleich x, alle andern aber gleich Null. Entwickelt 
man nach diesen Zeilen (vgl. Satz 4), so ergibt sich 

xPAr1 r, ... rv· 

Der zweite Faktor ist diejenige Unterdeterminante (derjenige Mi
nor) von A., die (der) nach Streichung der Zeilen und Spalten mit 

Kowalewski, Differential- und Integralrechnung. 4. Auf! 26 



402 Fredholmsche Deterlllinanten 

den Indizes r11 r9, .. . , rP stehen bleibt, ein sogenannter (n- p)· 
reihiger Hauptminor von .A. Für D(x) gilt also folgende Ent-

wicklung: D(x) = x" + s1xn-1 + s,xn-» + ... + S,., 

wobei B~: die Summe aller k-reihigen Hauptminoren von A be
deutet und Sn ""' A ist. Insbesondere gilt die Gleichung 

Ou + 1, au ' .. ·, aln 

(*) a11 , au + 1, ·· ·, ain = 1 + 81 + 82 + ... + s ... 
a111 , a..s, , · · ·, a .. .t+ 1 

Die linksstehende Determinante ist, so kann man sagen, gleich der 
Summe aller Hauptminoren der Determinante A. Dabei muß man 
die 1 als den einzigen nullreihigen Hauptminor rechnen. 

Es ist das Verdienst des jüngst verstorbenen schwedischen 
Mathematikers lvar Fredholm, die Gleichung (*) ins kontinuier
lich Unendliche übertragen zu haben. Man gelangt dadurch zu 
einem analytischen Gebilde, das sich als äußerst wertvolles Instru
ment erwiesen und den Namen Fredholmsche Determinante er
halten hat. Ein anderer nordischer Mathematiker, Helge von Koch, 
hat die Gleichung(*) ins abzählbar Unendliche übers.etzt, ein ebenso 
wichtiger Schritt, aber doch vielleicht nicht von so großer Bedeu
tung, wie die Idee Fredholms. 

Um die Fredholmsche Übertragung bequem durchführen zu 
können, ist noch eine kleine Umgestaltung der Gleichung (*) nötig, 
und zwar eine besondere Schreibung der S. Es ist zunächst 

arlrl .•• arl r~: 

slt = ~ . . . (rl < r, < ... < rk) 
arkrl .•• arkrk 

Man kann aber die Indizes r von den einschränkenden Ungleichun
gen ganz befreien und jeden dieser Indizes unabhängig von den 
a.ndern die ganze Reihe 1, 2, ... , n durchlaufen lassen. Dabei kommt 
dann jeder der Summanden von Bk gerade k!-mal vor, und sonst 
treten nur noch verschwindende Bestandteile hinzu (bei Koinzidenzen 
der r, vgl. Satz 3). Wir können also schreiben 
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ar r ... ar rk 1 l l l 

8"= ~kT .. . 
ar~:r, ... ari:rk 

wobei nun jeder der Indizes r die Werte 1, 2, ... , n annimmt, so 
daß rein formal eine n"-gliedrige Summe vorliegt. 

Gleichung(*) nimmt bei dieser Schreibweise folgende Gestalt an: 

au + 1, au ' .. ·, al,. 

(**) a11 , au + 1, · · ·, a~~n 

a,.~" , a..s , · · ·, a,.,. + 1 

= 1 + __!_ ~ a +__!_~I ar,r, ar,r·l + ... 
1 ! .::.. r, r, 2 ! ~ a a 

r 2 r, r 2 r2 

Das letzte Glied der Entwicklung würde lauten 

ar,.r, ar,.r • ... ar,.r,. ' 
Es sei nochmals bemerkt, daß die Indizes r, jeder für sich, die 
Reihe 1, 2, ... , n durchlaufen. 

Nun wollen wir die Fredholmsche Übertragung durchführen. 
f(x, y) sei eine reelle stetige Funktion, die in dem Gebiete 0 < x, 
y < 1 definiert ist. Faßt man x, y als rechtwinklige Koordinaten 
auf, so ist dieses Gebiet ein Quadrat von der Seitenlänge 1, ein
gelagert in den Winkelraum des ersten Quadranten. Dieses Qua
drat werde durch die Geraden 

1 n-1 
X = -n 1 • • • 1 X = -n-

1 n-1 
Y=r;,···,y=-n-und 

in n2 kleinere Quadrate zerlegt. Das durch x = r - 1 , x = !:_ und 
n n 

y = 8
-: 

1 , y = ~ begrenzte Teilquadrat wollen wir Qn nennen. End-

l.h. d M"ttl k Q 1 2r-1 2s-1 lC se1 ~r' ~. er 1 e pun t von rsl a so ~r = ~' ~. = -2n' 
26* 
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und man setze ar, = ~ f(~r' ~.). Dann wird die Determinante (**) 

sich folgendermaßen schreiben lassen: 

D =- 1 + _!_ ~ .!.t(~ n ) + _!_ ~ _1_ I f("lr,, ~r), f("lr,, ~r) I + ... 
.. 1'~ n r,7'1r, 2'~n· f( h) f( ) · · "lr, I ':Ir, I ~r, l ~r2 

f("lr1 7 ~r), f("lr1 1 ~r.), · • ·' f(~r1 7 ~rn) 
+ ~! ~ ~ii f(~r2 1 ~r)1 f(~r•' ~r)1 · • •' f(~r,l. ~rn) 

f(~rn1 ~r,), f("lrn' ~r.)1 · • · 7 f("lr,., ~rn) 
Was wird nun aus D,., wenn n über alle Grenzen zunimmt? Das 
ist die Frage, die Fredholm sich vorgelegt hat. Es ist leicht, die 
Grenzwerte der einzelnen Glieder obiger Entwicklung anzugeben. 
Offenbar wird nämlich bei unendlich zunehmendem n 

1 

lim ~ ~ f(~r,, ~r) = jt(xll x1)dx17 

0 

1 1 

lim ~_!_I f("lr,, ~r), f("lr,, ~r.) I =ff I f(xll X1),((x1· x,) l d d 
n 1 f("lr,• ~r), f(~r,• ~r) 0 0 f(x" X1), f(x,, X2) x1 x,, 

Die Schwierigkeit liegt darin, daß mit wachsendem n immer mehr 
Glieder hinzutreten. Man kann zunächst nur die Vermutung aus
sprechen, daß 

.. 1 1 f(x11 x1 ), ... , f(x1, x,) 
lim D = 1 + "'.!. J· . ·J · · · · . . . . dx ... dx n ~ p! 1 p 

p=1 o o f(xp,x1), ••. ,f(xp,x,) 

sein wird, weiß aber weder, ob die rechts stehende unendliche 
Reihe konvergiert, noch, ob ihre Summe wirklieb der Grenzwert von 
D,. ist. Beides ist, wie wir in aller Strenge nachweisen werden, tat
sächlich der Fall, und die hier gewonnene unendliche Reihe ist die 
zur Funktion f gehörige Fredholmscbe Determinante. Der 
zu erbringende Beweis beruht auf einem von Hadamard herrühren
len Determinantensatz, der so lautet: Das Quadrat einer Deter-
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minante ist nie größer als das Normenprodukt ihrer Zeilen. 
Als Norm einer Determinantenzeile wird die Quadratsumme der 
darin auftretenden Elemente bezeichnet. Um den Gedankengang 
nicht zu unterbrechen, werden wir den Beweis dieses wichtigen 
Hilissatzes hier beiseite lassen. 

Mittels des Hadamardschen Satzes läßt sich die Konvergenz 
der l!'redholmschen Reihe sofort feststellen. Wenn wir unter M 
den Maximalbetrag von f(x, y) in dem Quadrat 0 < x, y ~ 1 ver
stehen, so ist in der Determinante 

f(x17 x1), ••. , f(x11 x11) ! 

f(x'P, x1), ••. , (l,x'P, x11) 

die Fredholm durch das Symbol t(x11 ••. ' x11 ) zu bezeichnen pflegt, 
x11 ••• ,x11 

die Norm jeder Zeile kleine1· oder gleich pM2, also das Quadrat 
der Determinante nach dem Hadamardschen Satz höchstens gleich 
(pM1)P und der Betrag von 

1 {! j 1 (X11 .•. , x11) ! . . . f dx1 •.• dx11 
PL x1, ... ,xP 

0 0 

höchstens gleich 

Die Glieder der Fredholmschen Reihe sind demnach absolut ge
nommen nicht größer als die entsprechenden Glieder der Reihe 

Sie ist, wie man zu sagen pflegt, eine Majorante der Fredholm
schen Reihe. Hat man sich von der Konvergenz der Majorante 
überzeugt, so ist die absolute Konvergenz der l!'redholmschen Reihe 
bewiesen. Bei der Majorante ist aber 

u,.+l = (V'n)" M = ~V(l + _1_)n-t. 
U11 n(y'n t)"- 1 y'n n -1 
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Da nun 

so folgt lim u,.+l = 0. 
u,. 

Damit ist die Konvergenz der Majorante bewiesen (vgl. Seite 75 
und 76), mithin auch die absolute Konvergenz der Fredholmschen 
Reihe. Es fehlt noch der Nachweis, daß lim D,. gleich der Summe 
dieser Reihe ist. Wir wollen s. die Summe der v ersten Glieder 
in der Fredholmschen Reihe nennen und r,. den Rest, also die 
Summe aller übrigen Glieder. s. und P. seien dasselbe bei der 
Majorante und o. und ll. bei der endlichen Reihe D,.. Das 
(p + 1)-te Glied der Reihe D,. lautet 

f(~l! ~1), ... ' f( ~1' ~p) 
1 

p! 
f(~pl ~1)1 · ' · ,{(~pl '9p) 

und sem absoluter Betrag ist nach dem Hadamardschen Satze 
nicht größer als 

p! 

Die Glieder der endlichen Reihe D., sind also, genau so wie die 
der Fredholmschen Reihe, ihrem Betrage nach kleiner als die ent
sprechenden Glieder der Majorante. Es ist somit 

Ir, ! < R., I Q.\ < R •. 
Es handelt sich für uns um die Differenz zwischen der Fredholm
schen Determinante D = s. + r. und der endlichenReihe D,. = o. + (>., 

also um D- D,. = (s.- o.) + r. - q •. 

Da r. und Q. ihrem Betrage nach kleiner als R. sind und R. < E 

bleibt, sobald v eine genügende Größe hat, so wird dann 

I D- D,.\ <I s,.- 11. I+ 2E 
sein. Jetzt kann man unter Festhaltung von v das n wachsen 
lassen. Da hierbei s.- 11. dem Grenzwert Null zustrebt, so wird, 
sobald n genügend groß geworden ist, J s.- o,, \ < E bleiben und 

daher ID-D,.i<3E. 
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Dies gilt für jedes positive E. Mithin können wu sagen, daß bei 
unendlich zunehmendem n 

lim D,. = D 

ist. Das aber war zu beweisen. 

l'redholmsche Minoren. 

Außer der Fredholmschen Determinante 

sind noch andere, ähnlich gebaute Reihen von _Wichtigkeit, die als 
Fredholmsche Minoren bezeichnet werden. Um auf natürliche 
Weise zu ihnen zu gelangen, gehen wir wieder von der Determi
nante (*) aus und stellen zunächst für ihre Minoren eine zweck
mäßige Formel auf, an der sich die Übertragung ins kontinuierlich 
Unendliche bequem durchführen läßt. Es handle sich z. B. um 
das algebraische Komplement von ar• (r ;z s). Bezeichnen wir die 
Zahlen, die in der Reihe 1, 2, ... , n nach Streichung von r und s 
übrig bleiben, mit k11 •• • , k11_ 1 , so läßt sich die Determinante (*) 
folgendermaßen schreiben: 

arr + 1, ara ' ark, ' ... ' arkn-· 
a,r , a., + 1, a,k, , ... , a,k•-• 

ak,r ' ak,a ' ak,k, + 1, .. '' ak,kn-· 

' ... , a._ L + 1 
"11-"""n-2 

und das algebraische Komplement von ar, lautet 

' a,ki ' ... ' a,k,._, 

A,..-- ' ak,k, + 1, ... ' ak, kn-· 

' ... ' 
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Hierfür ergibt sich durch ganz ähnliche fiberlegungen, wie bei der 
Determinante (*) selbst, folgende Entwicklung: 

I a,r a,,., a,,., I 
(t) -Ar, - au + 1\ ~I :u ~"' I + ~ ~ a,.,r a,.,,., a,.,,.,l + · · · 

,.,r "•"• I a a a I 
a't.r "•"1 XsXs 

Die Summationsindizes " durchlaufen, unabhängig voneinander, die 
Reihe 1, 2, ... , n. 

Um nun den fibergang ins kontinuierlich Unendliche durch
zuführen, operieren wir wieder mit der Funktion f(x, y). Aus dem 
quadratischen Bereich 0 < x, y < 1 werde ein Punkt x = ;, y = fJ 
herausgegriffen, der in dem Teilquadrat Qr, liege. Es sei also 

r-1::::;:;<..!:... s-1< :=::;:!__. 
n - -n' n _"l_n 

Sollten ; und 11 beide in dasselbe n-tel von (0, 1) fallen, so wollen 

wir, damit r < s wird, unter ( 8 n 1 , :) nicht das Intervall ver

stehen, in welchem 11 liegt, sondern eins der benachbarten Teil
intervalle. Wieder sei ~r' ~. der Mittelpunkt von Qr,, und man 

setze, wie früher, al!" = ~ {(~11 , ~a)· Es ist dann leicht, eine Ver

mutung über den Grenzwert des mit n multiplizierten Minors (t) 
aufzustellen, für den Fall eines unendlich zunehmenden n. Man 

hat nämlich ferner 
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weiter 

I 
a,r a"'• a,". I f(~,, ~r), f(~,, ~"), f(~.f ~".) 

lim n ,1: a,..r a"•"• ax•"•l = lim ~ ~ f(~"•' ~r), ((~"•' ~"), f(~"•' ~ .. .) 
1 a,..r a". ... a...... f(~"•' ~r), f(~"•' ~ .. ), f("&,.,, ~ ... ) 

I f( 'Y}, ;), f( 'Y}, ~ .. ,), f( 'Y}, ~ .. .) 

= lim ~ ~~ tC"& ... , ;), f("&"., tJ".), t("&",, tJ,..) 
I rc~ .... n f("& .... ~"), f(~"·' ~ .. .) 

1 1 f( 'YJ, ~), f( 'YJ1 x1), f( 'YJ, x,) JJ f(xl,;),f(x11 X1).f(x11 x2) dx1dx2 
o o f(x1 , ;), f(x9 , x1), f(x1 , x2) 

usf. Bei jeder dieser Limesrelationen handelt es sich um ein gleich
mäßiges Konvergieren nach dem Grenzwert, d. h. es gibt jedesmal 
eine von ;, 'YJ unabhängige Zahl. N, so daß für n > N die Abwei
chung vom Grenzwert kleiner als E ist. 

Es liegt nach dem Obigen die Vermutung nahe, daß 
1 

(tt) lim(-nA.r,)=f('YJ,;)+l1'J'/f(1J,;), f('YJ,X1) ldxl 
• 0 f(xll ~), f(xu r1) 

1 1 f( 'YJ, ;), f( 'YJ, x1), f( 'YJ, x1) 

+ 2
1
1 jj f(x1, ;), f(x11 x1), f(x11 x2) dx1 dx1 + · · · 
0 0 f(x21 ;), f(x2, aü f(xs, Xs) 

sein wird. Man kann mittels des Hadamardschen Satzes leicht die 
absolute und (für alle ;, 'YJ) gleichmäßige Konvergenz dieser Reihe 
nachweisen und sich von der Richtigkeit der Limesrelation über
zeugen. Doch soll dies hier nicht ausführlich dargelegt werden, 
weil die Überlegungen ganz ähnlich sind, wie bei der Fredholm
schen Determinante D. Die aus - nA.r• durch Grenzübergang ge
wonnene Reihe wird als ein Minor von D bezeichnet und dafür 

das Symbol - D (!) gebraucht. Will man die Zugehörigkeit zur 

Funktion f hervorheben, so hängt man an das D den Index f an, 
schreibt also D, und nA!). 
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Auflösung linearer Integralgleichungen. 
Die Fredholmschen Determinanten und Minoren sind von Wich

tigkeit bei der .Auflösung gewisser Integralgleichungen, und zwar 
der linearen Integralgleichungen 2 . .Art (nach Hilberts Termino
logie). Eine solche Gleichung hat folgende Gestalt: 

1 

(I) rp(x) +.[ f(x, y) rp(y) dy ~ 1/J(x). 
0 

1/J(x) ist, ebenso wie f(x, y), gegeben, rp(x) wird gesucht. Um auf 
einfache Weise: zu erkennen, daß hier gerade die Fredholmschen 
Determinanten und Minoren die gebotenen Hilfsmittel sind, kann 
man wie folgt verfahren. Die obige Gleichung soll im ganzen Inter
vall (0, 1) gelten. Sie wird also insbesondere in den Mitten der 
n-tel dieses Intervalles ihre Gültigkeit haben. Es werden also, 
wenn wir die früher eingeführten Bezeichnungen festhalten, fol
gende n Gleichungen stattfinden: 

1 

rp(~r) + f f("frt Y) rp(y) dy = iJJ("fr). (r= 1, ... , n) 
0 

Je größer n ist, desto genauer werden auch folgende Gleichungen 

bestehen rp(~r) + L7 : f("fr, ~.) rp(~.) = iJJ("fr) 

oder, wenn man, wie früher, ar• = __!__ f("fr, ~.) setzt, 
n 

fJJ("fr) + ~ ars q;(~.) = 1/J("fr). 

Das ist ein lineares Gleichungssystem mit der Determinante D,.. 
Löst man es nach den Regeln der Determinantentheorie auf, so 

ergibt sich rp(~,)Dn = L;A.r,1/J("fr) + A,,t/J(~.). 
r 

Der .Akzent beim Summenzeichen soll andeuten, daß r = s ausge
schlossen ist. Denken wir uns wieder ein bestimmtes 7], das in 

dem Intervall e n 1 , -~) liegt, so wird (bei wachsendem n) ~. nach 
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11 konvergieren, ferner D n (ebenso auch, wie leicht zu zeigen, A, .) 
nach D1 , endlich 

"""' I """' f 1 ~ArstP(~r) = ~ n(nAr,) t/J(~r) 
r 

1 

nach J Dt (~) t/J(;) a;, 
0 

so daß also nach Ausführung des Grenzüberganges 
1 

q;('l'l) = t/J('I'l) + J Di1 n~(~) 1/J(;)a~ 
0 

sem wird oder in andern Bezeichnungen 
1 

(I*) tJ!(x) + J Dj 1 D1 (~) t/J(y) dy = q;(x). 
0 

Damit ist die Auflösung der Integralgleichung (I) geleistet. Vor
ausgesetzt wird hierbei D 1 =F 0. 

Die strenge Begründung des obigen Grenzüberganges bereitet 
keinerlei ernste Schwierigkeit. Wir müssen hier aber der Kürze 
halber auf ihre Darlegung verzichten. 
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liegt 242. Satz von Abel über das 
Verhalten an den Grenzen des Kon· 
vergenzintervalls 246. 

Produkt zweier Zahlen 19. 
Produkte, unendliche 28öf. Umord

nung der Faktoren. Verschwinden 
eines unendlichen Pr. 288. Unendl 
Pr. für B(p, q) 282, fiir r(p) 284. 

Quadratische Formen, binäre 122. Kri
terium fdr definite .l''ormen 123. 

Quotient zweier Zahlen 22. 

Rationale Operationen. Sie setzen sich 
aus vier Grundoperationen zusammen 
22. Rechnungsregeln für rat. Op. 23. 

Rationalzahlen 3. Keine itationalzahl 
hat das Quadrat 2, Schnitte im Ge
biet der Rationalzahlen 4. 

ReelleZahlen8f. Bilden eine geordnete, 
dichte Menge 8, die stetig ist 10. 
Summe zweier Zahlen 17 , Produkt 
19, Differenz 20, reziprokerWert einer 
von Null verschiedenen Zahl 20. 

VersinnHebung der reellen Z. durch 
die Punkte einer Geraden 45f. 

Reiben, konvergente und divergente 71. 
GeometrischeR. 73, alternierende 74. 
R. mit positiven Gliedern 74. Absolut 
konvergente R. 78; in ihnen darf 
man die Glieder umordnen 78. Pro
dukt aus zwei absolut konv. R. 79f. 

Reihen von Funktionen 234. Glied
weise zu integrieren nicht immer 
erlaubt 234. Gleichmäßige Konver
genz 235. Gleichm. konv. R. inte
grierbarer Funktionen hat eine inte
grierbare Summe 238; gliedweise 
Integration ist erlaubt 239. Gleichm. 
konv. R. stetiger Funktionen hateine 
stetige Summe 240 Eine R. von 
stetigen nicht negativen Funktionen 
hat nur bei gleichmäßiger Konver
genz eine stetige Summe 241. Potenz
reihe konv. gleichm. in jedem Inter
vall, das im Innern des Konvergenz
intervalls liegt 242. Gleichm. Konv. 
bei Reihen von der Form a" f(x) 
+ a,{(2x) + ... 248. Trigonometri
sche R. 247 f. Fouriersehe R. 250f. 

Rektifi.zierbarkeit 300f. 
Reziproker Wert einer von Null ver

schiedenen Zahl 20 f. 
Rollescher Satz 62. Anderer Beweis 112. 

Schwankung einer beschränkten Funk
tion in einem Intervall, mittlere 
Schwankung in den Teilintervallen 
einer Zerlegung, mittlereSchwankung 
in einem Intervall 192. Dasselbe bei 
Funktionen von zwei Verll.nderlichen 
326. 

Schwarzscher Satz über lineare Funk
tionen 112 f. 

Sinus, definiert durch eine Potenzreihe 
89. Additionstheoreme für Sinus und 
Kosinus 90, 98. Periodizität 91. 

Stetigkeit bei Funktionen von einer 
Veränderlichen 32. Anwendung ratio
naler Operationen auf stetige F. 33f. 
Eine in < a, b) stetige F. hat einen 
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kleinsten und einen größten Wert I Ungleichungen 24. 
110f.; Anwendungen davon 112f., I Umkehrung (inverse Punktion) eines 
Satz von Schwarz 112f. Stet. F. I stetigen f(x) 126. Stetigkeit der 
nimmt jeden Zwischenwert an 34, j inversen F. 127; ihre Ableitung 129. 
läßt sich durch eine gleichmäßig' Umk. von cos x, sin x 128, von tg .x, 
konvergente Reihe von Polynomen I cot x 129. Umkehrung des Funk
darstellen 264. Gleichmäßige Stetig- I tionensystems f(x,y), g(x,y) unter 
keit 200. Stetigkeit bei Funktionen 1 gewissen Bedingungen 135f.; Stetig
von zwei Veränderlichen 51. Eine: keit der Umkehrungsfunktionen 139; 
in < a, b; c, d) stetige F. hat einen ihre Ableitungen 140 f. Allgemeiner 
kleinsten und einen größten Wert U mkehrungssatz 145 f. 
125f. Stetigkeit bei Funktionen von Uneigentliche Integrale. Siehe Integrale. 
n Veränderlichen 58. Gleichmäßige Unendliche Produkte. Siehe Produkte. 
Stetigkeit 327. i Unendliche Reihen. Siehe Reihen. 

Stetigkeitsaxiom bei der Zahlenlinie 4 7. ' 
Streckenmessung 47f. Relation zwi- Veränderliche 31. 

sehen den durch drei Punkte be- Volumen eines Körpers, ausgedrückt 
stimmten Strecken. Eulereche Formel durch ein Doppelintegral 375f. 
für die durch vier Punkte best. 
Str. 48. 

Summe zwei er Zahlen 1 7. 

Taylorscher Lehrsatz 69. Verschiedene i 

Winkel zwischen zwei Geraden 310, 313. 
Wurzel, positive m-te, einer positiven 

Zahl 35. 

Restformen 71. Beweis mit Hilfe der Zahlen. Siehe Rationalzahlen, Irra
partiellen Integration 208f., 213f.: tionalzahlen, reelle Zahlen. 
Taylorscher Lehrs. für Funktionen ; Zahlenebene 48. 
von zwei Veränderlichen 120 f. I Zahlenfolgen 10 f. Folgen, in denen 

Taylorsche Reihe 96f. ~nwendung: jede Rationalzahl vorkommt 11. Be
auf e"' 97; auf cosx, smx98, auf, schränkte Zahlenfolgen; Satz von 
log (1 + x) 99, auf (1 + x)f.l 100. • Weierstraß 11. Beschr. Zahlenf. mit 
Beispiel einer Funktion, die nicht I einem einzigen Häufungswert (= kon
durch ihre Taylorsche Reihe dar- I vergente Folgen) 13f. Monotone 
gestellt wird 108. Folgen 15. Konvergenzkriterium von 

Transformation des einfachen bestimm- ' Cauchy 29. 
ten Integrals 209, des Doppelinte- Zahlenlinie 45. Rationale und irratio-
grals 371. nale Punkte auf ihr 46. Stetigkeits-

Trigonometrische Reihen 24 7; Eulers axiom 4 7. 
Methode zur Bestimmung der Koeffi- Zusammengesetzte Funktionen 60, 117. 
zienten aus der Summe 248. Ein- Aus stetigen zus. F. sind stetig 60, 
deutigkeitssatz 255f. 117. Differentiation zus. F. 61, 68, 118. 
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Einleitung in die Infinitesimalrechnung. Von Prof. E. Cesaro, Neapel. 
Mit zahlr. Übungsbeispielen. Nach einem Manuskript des Verf. deutsch 
herausg. von Dr. G. Kowalewski, Prof. a. d. Univ. Bonn, 2., gekürzte Aufl. 
Mit 26 Fig. [IV u. 488 S.] gr. 8. 1922. Geb . . :lUt 2o.-

Bei der zweiten Auflage des umfangreichen Elementarbuches beschränkten sich 
Herausgeber und Verlag auf die Wiedergabe derjenigen Teile, die für eine Einführung 
in die höhere Analysis besonders wichtig erscheinen, wie Determinanten, lineare und 
quadratische Formen, irrationale Zahlen, Grenzwerte, unendliche Reihen und Produkte, 
Theorie der Funktionen, komplexe Zahlen und algebraische Gleichungen. 

Differential- und Integralrechnung. Von Dr. L. Bieberbach, Prof. a. d. 
Univ. Berlin. (Teubn. techn. Leitf. Bd. 4 u. 5) 
I. Differentialrechnung. 3., verm. u. verb. Aufl. Mit 34 Fig. [VI u. I42 S.J 

8. 1927. Geb . . :lUt 4-40 
li. Integralrechnung. 2., verb, und verm. Auf!. Mit 25 Fig. [IV u. I 52 S.J 

8. 1923. Kart. .:1l.J{ 4·-
Das Werk wendet sich auch in seiner sorgfältig durchgearbeiteten Neuauflaie vor· 

nehmlich an die Studierenden unserer Universitäten und technischen Hochschulen und 
will ihnen in wissenschaftlich einwandfreier, doch möglichst faßlicher Form das Grundlegende 
über Grenzwerte, Reihen, Differential- und Integralrechnung darbieten. Die beiden Bände 
werden die Anschaffung umfangreicherer Lehrbücher fUr den gedachten Zweck erübrigen 
und daher die Bestrebungen nach vertiefter mathematischer Bildung der Ingenieure wie 
auch die Ausbildung der höheren Lehrer fördern. 

Vorlesungen über Differential- und Integralrechnung. Von Hofrat 
Prof. Dr. E. Czuber. gr. 8. I. Bd. 5· Auf!. Mit 128 Fig. [XII u. 569 S.] 
1922. Geh. :!Ut I5.40, geb. Jl'.Jt 18.-. li. Bel. 6. Aufl. Mit 119 Fig. [XI u. 
590 S.J 1924. Geh. Jl'J{ I5.40, geb. Jl'.Jt 18.-

"Die Darstellung ist ungemein klar und einfach, die Anordnung des Stoffes muster
haft, die Anwendungen, besonders aus dem Gebiete der Geometrie, vortrefflich ausgewählt." 

(Archiv d. Math. u. Phys.) 

Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung und ihrer An
wendungen. Von Geh. Hofrat Dr. R. Fricke, Prof. a. d. Techn. Hoch
schule in Braunschweig. 2. u. 3. Aufl. gr. 8. I92I. Geh. je Jl'J{ 1o.6o, geh. 
je Jl'.Jt 13.-

1. Band: Differentialrechnung. Mit I 29 in den Text gedr. Fig., 1 Sammlung 
von 253 Aufg. u. 1 Formeltab. [XII u. 388 S] 

li. Band: Integralrechnung. Mit 100 in den Text gedr. Fig., I Sammlung 
von 242 Aufg. u. I Formeltab. [IV u. 406 S] 
"Dieses Lehrbuch ist ein ausgezeichnetes Werk eines erfahrenen akademischen Lehrers. 

Es kann allen, die ihre mathematischen Kenntnisse auf eine sichere Grundlage stellen 
wollen, insbesondere den Studierenden auf den technischen Hochschulen wie auf den 
Universitäten aufs wärmste empfohlen werden." (Zeitschr. d, Vereins deutscher Ingen.) 

Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung. Ursprünglich Über· 
setzung des Lehrbuches von]. A. Serret, seit der 3· Aufl. gänzlich neu
bearb. von Geh. Reg.-Rat Dr. G. Sche!Jers, Prof. a. d. Techn. Hochschule 
in Berlin. 

I. Band: Differentialrechnung. 8. Aufl. Mit 70 Fig. im Text. [XVI u. 
670 S.J gr 8. 1924. Geb. Jl'j{ 22.-

II.Band: Integralrechnung. 6. u. 7. Aufl. Mit 108 Fig. im Text. [XII 
u. 612 S.] gr. 8. 1921. Geh. Jl'Jt 17.60, geb. Jl'.Jt 20.-

111. Band: Differentialgleichungen und Variationsrechnungen. 6. Aufl. 
Mit 64 Fig. im Text. [XII u. 732 S.J gr. 8. 1924. Geb Jl'.Jt 24.-
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Höhere Mathematik für Mathematiker, Physiker und Ingenieure. 
Von Dr. R. Rothe, Prof. a. d. Techn. Hochsch. in Berlin. (Teubn. techn. 
Leitf. Bd. 2I-23) 

I. Band: Differentialrechnung und Grundformeln der Integralrechnung 
nebst Anwendungen. 2. Aufi. Mit I 55 Fig. im Text. [VII u. I86 S.J 8. 
I927. Kart . .Jl.Jt 5·-

II. Band: Integralrechnung, Unendliche Reihen, Vektorrechnung nebst 
Anwendungen. [In Vorb. I928] 

III. Band: Raumkurven und Flächen, Linienintegrale und mehrfache 
Integrale, gewöhnliche und partielle Differentialgleichungen nebst 
Anwendungen. [In Vorb. 1928] 

Angewandte Infinitesimalrechnung. Von Prof. Dr . .r: F. P. Bisacre, 
Ascania Helensburgh. Deutsch von Dr. E. Trejftz, Prof. a. d. Techn. Hoch
schule in Dresden, und Dr. phil. E. König, Elberfeld. [U. d. Pr. I928] 

Das Buch gibt eine Einführung in die Infinitesimalrechnung etwa in dem Umfange, 
der dem Unterricht im ersten Semester an unseren Technischen Hochschulen entspricht 
(Koordinaten, Funktionen, Grenzwerte, Differentiation, Integration einfacher Funktionen 
einfachste Differentialgleichungen). Es wendet sich in erster Linie an solche Studierende~ 
der Naturwissenschaften und Technik, "die sich die Fähigkeit erwerben wollen, die Infini
tesimalrechnung praktisch zu handhaben." Dementsprechend enthält es in besonders aus· 
fUhrlieber Darstellung eine reiche Auswahl von Anwendungen aus der Mechanik, der 
Elektrizitätslehre, der physikalischen Chemie und der Thermodynamik. 

Sammlung von Aufgaben zur Anwendung der Differential- und 
Integralrechnung. Von Geh. Hofrat Dr. F. Dinge!dq, Prof. a. d. 
Techn. Hochschule in Darmstadt. (Teubners Lehrbücher der mathem. 
Wissensch. Bd. XXXII, I u. 2) 
I. Teil: Aufgaben zur Anwendung der Differentialrechnung. 2. Auf!. 

Mit 99 Fig. [Vu. 202 S.] gr. 8. I92I. Geh . .JlJ{ 6.-, geb . .JlJt 8.-
11. Teil: Aufgaben zur Anwendung der Integralrechnung. 3· Auf!. Mit 

g6 Fig. [IV u. 387 S.] gr. 8. I923. Geh . .Jl.Jt I 3.-, geb . .Jl.Jt I 5 .-

Praktische Analysis. Von Dr. H. v. Sanden, Prof. a. d. Techn. Hochschule 
in Hannover. 2., verb.Aufi. Mit 32 Abb. im Text. [XVIII u. I95 S.J 8. I923. 
(Handb. d. ang. Math. I.) Kart . .Jl.Jt 5.6o 

Mathematisches Praktikum. Von Dr. H. v. Sanden, Prof. a. d. Techn. 
Hochschule in Hannover. (Teubn. techn. Leitf. Bd. 27) 
I. Band. Mit I7 Fig. im Text sowie 20 Zahlentaf. als Anhang. [V u. I22 S.J 

8. I 927. Geb . .Jl.Jt 6.8o 
oz. Band. [In Vorb. I928] 

Für viele Berufe bedarf das Studium der systematischen l\1athematik anerkanntermaßen 
einer Ergänzung in praktischer Richtung. Diesem Bedürfnis kommt das "Mathematische 
Praktikum" entgegen, das in der Form einer Aufgabensammlung die Anwendbarkeit der 
mathematischen Begriffe auf Probleme der Praxis zeigt und eine gewisse Gewandtheit 
im numerischen Rechnen ausbilden will. 

Der vorliegende erste Band setzt nur die Grundbegriffe der Differential- und Integral
rechnung voraus und behandelt den Rechenschieber, den Lehrsatz von Taylor, die Auf· 
lösung algebraischer und transzendenter Gleichungen, die Ausgleichsrechnung, die nume
rische Integration und DifferentiatiiJn sowie die Zerlegung und Zusammensetzung perio· 
diseher Funktionen. Die wichtigsten mathematischen Grundlagen sind jeweils kurz 
zusammengestellt und die Aufgaben selbst unter sorgfältiger Genauigkeitsdiskussion bis 
zur letzten Zahl durchgerechnet. Ein zweiter. Band ist in Vorbereitung und soll in gleicher 
Weise die gewöhnlichen Differentialgleichungen behandeln. 
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Pascals Repertorium der höheren Mathematik. z., völlig umgearb. 
Aufl. der deutschen Ausgabe. Unter Mitwirkung zahlreicher Mathematiker 
herausg. von Dr. E. Sa!kowski, Prof. a. d. Techn. Hochschule in Berlin, 
u. Dr. H. E. Timera'ing, Prof. a. d. Techn. Hochschule in Braunschweig. 
I. Band: Analysis. Herausg. von E. Salkowski. 

I. Teilband: Algebra, Differential- und Integralrechnung. [XV u. 527 S.] 
gr. 8. 1910. Geb . .1/.J( 18.-

2. Teilband: Differentialgleichungen, Funktionentheorie. Mit 26 Fig. 
im Text. [XII u. S. 529-1023.] gr. 8. 1927. Geb . • 'lU{ I8.-

3· Teilband: Reelle Funktionen, N euere Entwicklungen, Zahlentheorie. 
[Erscheint Frühjahr 1928] 

II. Band: Geometrie. Herausg. von H. E. Timerding. 
I. Teilband: Grundlagen und ebene Geometrie, Mit 54 Fig. [XVIII 

u. 534 S.J gr. 8. 1910. Geb. /!Ut I8.-
z. Teilband: Raumgeometrie. Mn I 2 Fig. im Text. [XII u. 628 S.] 

gr. 8. 1922. Geh . .!lUC 17.-, geb . .1/JI 2o.-
l\llit dem in Kürze erscheiue1.1.den 3· Teilbande Ues ersten Bandes, der die reellen 

Funktionen, die neuereu Entwicklungen sowie die Zahlentheorie behandelt, kommt die Bear
beitung Jer zweiten Auflage des ,,Pascal" zum Abschluß. Unter Wahrung seiner bekannten 
Vorzüge ist bei dieser .. Anpassung an die Gegenwart durch die, Form wie Inhalt betreffen
den, durchgreifenden Anderungen ein neues Werk entstanden, das nicht eine große Menge 
von :b;inzelheiten lose aneinanderreiht, sondern auf eine zusammenhängende und in sich ge
schlossene Darstellung des Gesa!)ltgebietes \Vert legt. Das 'Verk soll nach der Absicht 
der Herausgeber ~jicht bluß eine Ubersicht über den weiten Bereich der Algebra, Analysis 
und Geometrie im einzelnen, sondern auch eine Darlegung ihrer allgemeinen Prinzipien und 
Niethoden geben und von dem heutigen Stand der Forschungen Rechenschaft ablegen; 
es soll so nicht nur eine sichere Führung und eine zuverlässige Orientierung während 
des mathematischen Studienganges bieten, es soll anch der selbständigen wissenschaft
lichen Arbeit eine brauchbare Hilfe gewähren. 

Zur Geschichte der Logik. Grundlagen und Aufbau der Wissenschaft im 
Urteil der mathematischen Denker. Von Dr. F'. Enriques, Prof. a. d. Univ. 
Rom. Deutsch v. Dr. L. Bieberbach, Prof. a. d. Univ. Berlin. rv u. 240S.] 8. 
1927. (Wissenschaft und Hypothese Bd. XXVI.) Geb . .1/.K II.-

Die Übersetzung dieses Werkes, das in einem Gang durch die Geschichte der mathe
matischen Ideen zeigt, wie die Entwicklung der Mathematik im Laufe der Jahrhunderte 
ein entsprechendes Fortschreiten und eine Wandlung der Logik zur Folge gehabt hat, 
wird willkommen seir1, da die deutsche Literatur darüber nichts aufzuweisen hat; deun 
wir haben keine Forscher gleicher Richtung, und Enriques beherrscht sowohl den philolo
gischen Apparat als auch das philosophische und mathematische Denken so wie wohl 
überhaupt kein anderer. Das Buch wird nicht nur dem Fachmann Neues bieten, sondern auch 
jedem verständlich und anregend sein, der Fühlung mit dem wissenschaftlichen Denken hat. 

Das Wissenschaftsideal der Mathematiker. Von Prof. P. Boutroux. 
Autorisierte deutsche Ausgabe mit erläuternden Anmerkungen von Dr. 
H. Po!laczek-Gdringer, Berlin. [IV u. 253 S.] 8. 1927. (Wissenschaft und 
Hypothese Bd. XXVIII.) &.Jt Geb. r I.--

Boutroux stellt sich in seinem Buch, das in deutscher Übersetzung von H. Polla czek 
herausgegeben wird, die Aufgabe, durch eine philosophisch-kritisch gerichtete Durchfor
schung der Geschichte der Mathematik zu untersuchen, welche Gedanken sich die Mathe
matiker über ihre Wissenschaft machen, welche Richtung sie verfolgen und welche die 
leitenden Prinzipien ihrer Tätigkeit sind. Die Darstellung ist allgemeinverständlich. Das 
Werk beginnt mit der Herausarbeitung der leitenden Ideen der hellenischen Mathematiker, 
geht dann zur zweiten Epoche in der Geschicbte der Mathematik zu Ende des I 7· Jahrhunderts 
über und endet mit der Betrachtung der modernsten mathematischen Richtungen, die den 
Verfasser am meisten fesseln. Ganz besonders interessieren ihn die mehr philosophisch 
orientierten Gebiete der Mathematik, wie Axiomatik, Logistik, Intuitionismus, da sie am 
deutlichsten das wissenschaftliche Ideal des Mathematikers von heute widerspiegeln. 
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Sammlung 
mathematisdt=physikalischer Lehrbücher 

Herausgegeben von Prof. Dr. E. Trefftz 
Zahlenrechnen. Von Dr. L. Schrutka, Prof. iu Wien. [X u.146S.] Kart . . 'li.Jt .40 (Bd. XX.) 
Einführung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung. Von J. L. Co olidge, Prof. an der Harward 

University Cambridge U. S. A. Deutsch von Dr. Fr. M. Urban, Brünn. [IX u. 212 S] 
Geb . .1/.Jt 10.- . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • . . (Bd. XXIV.) 

Integralgleichungen. Von Dr. G. Wiarda, Prof. an der Techn. Hochsch. Dresden. [In Vorb.] 
Die Ueterminanten. Von Geh. HotratlJr. b. N ~tlo, we1L Prof. a. d. Umv. G•el.len. 2., verb. Aull. 

von Dr. L. Bieberbach, Prof. a. d. Univ. Berlin. lVI u. 123 S.] Kart • .1/.Jt 4.40 (Bd. tX.) 
Theorie der elltptischen Funktionen. Von weil. Ucn. Hotrat Prof. or. M. Krause, unter Mit

wirkung von Dr. E. Na e t s 1: h, Prof. an der Technischen Hochschule Dresden. Mtl 25 Fig. 
(VII u. 186 S.l Kart. .?l.Jt 5.40 . • • . . . . • • . . . . . . . . . . . . • . • (Bd. Xllt.) 

Die Theorie der Sesselsehen Funktionen. Von Dr. P. S chafheitl in, Prof. am Sophien-Real-
gymnasium zu Berlin. Mit 1 FigurentafeL IV u. 129 S.J Kart . .1/.Jt 4.- . . . . . (Bd.JV.) 

Das Lebesguesche Integral. Eine Einführung in die neuere Theorie der reellen Funktionen. 
Von Dr. E. Kamke, Professor an der Universität Tübingen. Mit 9 l'iguren im Text. 
IV u. 151 S.] Kart . .1/.Jt 7.- . • . . . . . . .......•....... (Bd. XXlll.) 

Konforme Abbildung. hnl Dr. L. Lew e n t, weil. Oberlehrer in Berlin. Hrsg. von weil. Geh. 
Bergrat Prof. Dr. E. Jahnke. Mit Beitrag vofl Dr. W. Blaschke, Prof. an der Univ. 
Hamourg. Mit 40 Abb. [VI u. 118 S.] Kar! • .1/..lt 3.80 • . . . . . . . . • . . . (Bd. XIV.) 

Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. Von IJch.Bergrat Dr.E.Jahnke, w~il.Prol.an der 
Technischen Hochschule zu Berlin und F. Emde, Prof. an der Technischen Hochschule 
zu StuttgarL Mit 53 Textfig. [Xll u. 176 S.] Kart. .1/..lt 8.- . . • . . . . . . . . (Bd. V.) 

Graphische Methoden. Von Geh. Rfg.-Rat Dr. <.:. r.:uuge, weil. Prof. an der Univ. Göttingen. 
3. Aufl. Mit zah1r. Fig. im Text. [In Vorb. 19281 ......•.•..•... (Bd. XVIII.) 

Theorie der KraltepUine. Von Dr. H. E. Timerd I ng, Prof. an der Techn. Hoch:chu1e Braun
schweig. Mh 46 Figuren. (VI u. 99 S.) Kart • .1/..lt 3.- ..•...•...... (Bd. VII.) 

Die Vektoranalysis und Ihre Anwendung in der theoretischen Physik. Von Dr. W. v. Igna
to w s ky, Prof. a. d. Univ. Leningrad. I. Die Vektoranalysi~. 3., umgeänd. Au!l. Mit 27 Textfig. 
[VIII u. 110 S.] II. Anwendung der Vektoranalysis in der theoret. Physik. 3., neubearb. 
Aufl. Mit 14 Textfig. [IV u. 120 S.] Kart. je .1/..lt 5.60. . . . . . . . . . • . (Bd. VI, I u. 2.) 

Die ebene Vektorrechnung und Ihre Anwendungen in der Wechselstromtechnlk. Von Dr.-lng. 
H. KaI k a in Ladowitz bei Dux. Teil I: Grundlagen. Mit 62 Fig. im Text. [VIII u. 
132 S.] Kart. .1/..lt 7.-. Teil II: Besondere Anwendung in der Wechselstromtechnik. 
[In Vorb. 1928] .....••...............•..... (Bd. XXII 1 u. 2.) 

Einführung in die Theorie des Magnetismus. Von Dr. R. Gans, Prof. an der Universität 
Königsberg. Mit 40 Figuren. lVI u. 110 S.) Kart. .1/..lt 3.20 . . • . . . . . • . .. (Bd 1.) 

Eintünrung in die Maxwellsehe Theorie der Elektrizilat und des Magnetismus. Von Dr. 
Cl.Schaefer, Prof. an der Universität Breslau. Mit Bildnis J.C.Ma.xwells und 33Abb. 
2. Aufl. (VI u. 174 S.l Kart • .1/..lt 5.60 . . . . . . . . ............ (Bd. lll.) 

Grundzüge der mathematisch- pnyslkalischen Akustik. Von Dr. A. KaUl h n e, Profe~sor an 
der Technischen Hochschule Danzig. 2 Teile. I. Teil: [Vll u. 144 S.] Kart • .1/..lt 4.-. 
II. Tejl: Mit 57 Fig. im Text. [X n. 225 S.] Kart. .1/..lt 6.75 •....... (Bd. XI, 1 u. 2.) 

Einlllhrung in die kinetische Theorie der Gase. Von Dr. A. Byk, Prof. a. d. Univ. und der Techn. 
Hochschute Berlin. I. Teil: Die idealen Gase. Mit 14 Fig. [V u. 102 S.) Kart • .1/..lt 3.-. 

Dispersion und Absorption des Lichts in ruhenden Isotropen Körpern. Theorie und ihre Folge
rungen. Von Dr. D. A. Goldhammer, Professor an der Universität Kasan. Mit 28 Fig. 
(VI u. 144 S.] Kart • .7?.Jt 4.40. . . . . . . . . . . . . . . . . ..... IBd. XVI.) 

Die Theorie der We~hsel~tröme. Von Geh. Reg.-Ral Dr. E. Orli eh, Prof. a. d. Techn. Hochschule 
Berlin-Charlottenburg. Mit 37 Fig. [IV u. 94 S.( Kar!. .1/..lt 3.- • . • . . . . . . (Bd. XII.) 

Elektromagnetische Ausgleichsvorgange in Freileitungen und Kabeln. Von Dr. Dr.-Ing. h. c. K. 
W. Wagner, Prof. a. d. Techn. Hochschule Berlin·Charlottenburg. Mit 23 Fig. (IV u. 109 S.] 
Kart • .1/..lt 3.20 . . . . . . . • • . . . . . . . . . . . . • . . . . . . . . (Bd. II.) 

Die mathematischen Instrumente. Von Reg.-Rat Professor Dr. A. Galle in Potsdam. Mit 
86 Abbildungen. lVI u. 187 S.l Kart. .1/..lt 5.60 . . . . .••...•. (Bd. XV.) 

Mathematische Theorie der astronomischen Finsternisse. Von Professor Dr. P. Schwahn, 
weil. Ilirektor der Gesellschaft u. Sternwarte "Urania" in Berlin. Mit 20 Fig. [VI u. 128 S.J 
Kart . .71..1( 3.80 . . . . . . . . . . . . . . • . . • . . . . . . . . . . . . . IBd. VIII.) 

Element• der technischen Hydromechanik. Von Dr. Dr.-lng. R. v. Mi s es, Prof. a. d. Universität 
Berlin. I. Teil. Mit 72 Fig. im Text. [Vlll u. 212 S.) Kart . .1/..lt 6.- [II. In Vorb. 
1928] .............•.....••.......... (Bd. XVII, 1 u. 2.) 

Graphische Hydraulik. Von Zivilingenieur Dr. A. Sc h okli tsch, Prof. a. d. deutschen techn. 
Hochschule in Brünn. Mit 45 Fig. i. T. u. auf 2 Tafeln. [IV u. 72 S.] Kart. ..lt.1l2.60 (Bd. XXI.) 
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