Grundziige der Differential-
und Integralrechnung

Dr. Gerhard Kowalewski

2 Springer




GRUNDZUGE DER DIFFERENTIAL-
UND INTEGRALRECHNUNG

VON

Dr. GERHARD KOWALEWSKI

0. 0. PROFESSOR DER MATHEMATIK AN DER
TECHNISCHEN HOCHSCHULE ZU DRESDEN

VIERTE, VERBESSERTE AUFLAGE

VERMEHRT DURCH EINEN ANHANG UBER FREDHOLMSCHE
DETERMINANTEN UND INTEGRALGLEICHUNGEN

MIT 31 FIGUREN IM TEXT

mi
~J]

1928
Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH



ISBN 978-3-663-15373-3 ISBN 978-3-663-15944-5 (eBook)
DOI 10.1007/978-3-663-15944-5
Softcover reprint of the hardcover 4th edition 1928



DEM ANDENKEN

ERNESTO CESAROS

GEWIDMET

Yorwort zur ersten und zweiten Auflage.

Ich anerkenne kein anderes Interesse der Menschheit
als das Interesse der Wahrheit
(Salomon Maimon)

In der Sammlung ,Aus Natur und Geisteswelt“ habe ich eine
nBinfithrung in die Infinitesimalrechnung® erscheinen lassen, mit
der das vorliegende Buch viele Berihrungspunkte hat. Nur wird
hier vieles griindlicher und ausfiihrlicher behandelt, so vor allem
die Theorie der Irrationalzahlen.

Bei der Definition der Irrationalzahlen habe ich mich an Dede-
kind angeschlossen. Die Rechnungsarten sind dann aber in einer
Weise eingefiihrt, die wieder an Cantor erinnert. Ich bin zu dieser
Darstellung durch die Arbeiten Baires angeregt worden.

Der Begriff , Grenzwert” 148t sich, wie ich schon in meiner
kleinen Schrift gezeigt habe, sehr einfach beschreiben, wenn man
sich des Ausdrucks ,fast alle® bedient. Haben die Glieder einer
unendlichen Menge mit einer endlichen Anzahl von Ausnahmen eine
gewisse Bigenschaft, so sage ich, daB fast alle Glieder der Menge
diese Eigenschaft besitzen. Die Formel lim z, = x bedeutet dann,
daB in jeder Umgebung von z fast alle z, liegen.

Der Kenner wird auch an andern Stellen des Buches neue
Formulierungen und Vereinfachungen bemerken, die hoffentlich das
Studium der Infinitesimalrechnung erleichtern.

Ich habe mich bemiiht, tiberall mdoglichst streng zu sein. Nur
bei der geometrischen Interpretation der Zahlen mittelst der Zahlen-
linie fiirchtete ich den Leser abzuschrecken, wenn ich auf eine Er-

orterung der zugrunde liegenden Axiome eingegangen wire. Durch
a’*



v Vorwort

die Arbeiten H5lders sind die einschligigen Fragen mit abschlieBen-
der Griindlichkeit erledigt.

Hervorgehoben sei noch, daff ich mich aus Riicksicht auf den
Umfang des Buches auf das reelle Gebiet beschrinkt habe.

Bei der 2. Auflage wurde das ganze Werk einer griindlichen
Durchmusterung unterzogen. GréBere Anderungen sind nicht er-
folgt, da keine der durchweg anerkennenden Beurteilungen dazu
Veranlassung bot.

Moge sich das aus langjahriger Lehrerfahrung erwachsene Werk
weiterhin der Gunst unserer studierenden Jugend erfreuen!

Bonn, im September 1908.

Prag, im Februar 1919. G. Kowalewski.

Yorwort zur vierten Auflage.

Das Buch ist einer erneuten Durchsicht unterzogen und durch
einen Anhang iiber Fredholmsche Determinanten und Integralglei-
chungen vermehrt worden,

Dresden-WeiBer Hirsch, im Oktober 1927.

Gerhard Kowalewski.
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Einleitung.

Die Probleme, die zur Erfindung der Infinitesimalrechnung den
AustoB gaben, waren das Tangentenproblem, das Problem der
Maxima und Minima und das der Berechnung von Linien, Fléchen
und Korpern.

Schon die alten griechischen Geometer haben sich in speziellen
Fillen mit diesen Problemen beschiftigt. Vor allen ist Archimedes
(287—212) zu nennen, der zur Berechnung von Flichen und Kérpern,
sowie zur Bestimmung von Schwerpunkten eine Art Integralrech-
nung benutzte. Beriihmt ist seine Quadratur eines Parabelsegments,
ebenso seine Kreis- und Kugelberechnung.

Aber erst nach Begriindung der analytischen Geometrie durch
Vieta (1540—1603) und Descartes (1596—1650) konnten die
genannten Probleme in voller Allgemeinheit behandelt werden.

Sie fanden ihre Erledigung in Newtons Fluxionsrechnung und
Leibnizens Differential- und Integralrechnung. Beide Rechnungs-
arten unterscheiden sich nur in den Bezeichnungen. Die von Leibniz
(1646—1716) eingefiihrte Symbolik ist aber so zweckmifBig, daf
sie die Newtons ginzlich verdringt hat.

Newton (1642—1727) hielt seine Fluxionsrechnung sehr lange
suriick, weil er wahrscheinlich einen exakten Aufbau dieser Disziplin
vermiBite. In seinem beriihmten Werk ,Philosophiae naturalis prin-
cipia mathematica® (1686—1687T) leitet er alles nach den strengen
Methoden der Griechen ab und macht von der Fluxionsrechnung
iiberhaupt keinen Gebrauch.

Leibniz verdffentlichte schon 1684 in den ,Acta eruditorum®
eine kurze Note tiber seine Differentialrechnung, und unbekiimmert
um die mangelhaften Grundlagen der neuen Rechnungsart machten
er und seine Schiiler (vor allem die Bernouillis) den ausgiebigsten

Gebrauch von ihr.
Kowaléwski, Differential- und Integralrechnung. 4. Autl. 1



2 Geschichtliches

Das war fiir den Fortschritt der Wissenschaft ein Segen. Das
groBe Gebiet, das durch die Infinitesimalmethode erschlossen war,
muBte zuniichst nach den verschiedensten Richtungen durchforscht
werden. Erst dann konnte (in der zweiten Hilfte des 19. Jahr-
hunderts) eine kritische Periode kommen, wo man dem neuen Kalkiil
eine solide Grundlage zu geben versuchte.

Es stellte sich heraus, daB vor allem eine exakte Fassung des
Zahlbegriffs notig war. Dedekind, WeierstraB und G. Cantor
zeigten Wege zu einer strengen Einfihrung der Irrationalzahlen.
Und jetzt ist man imstande, die Infinitesimalrechnung in vollig ein-
wandsfreier Weise aufzubauen. Auch ihre Anwendung auf die Geo-
metrie ist einer kritischen Priifung unterzogen worden, und die dies-
beziiglichen Probleme konnen als erledigt gelten.

Wir werden im folgenden die Grundziige der Differential- und
Integralrechnung in strenger Weise entwickeln und demgemiB mit
Betrachtungen iiber irrationale Zahlen beginnen.



Kapitel L

Einfiihrung der Irrationalzahlen.

§ 1. Rationale Zahlen. Die ganzen Zahlen 0, 1, — 1, 2,
— 2, ... sowie die positiven und die negativen Briiche nennt man
rationale Zahlen oder Rationalzahlen!) Sie reichen aus, um jede
Gleichung von der Form . +5=0

aufzulésen, wo a und b ganze Zahlen sind und a von Null verschie-
den ist.

Beschriinkte man aber den Zahlbegriff auf die rationalen Zahlen,
so wiire z. B. schon die Gleichung

®?—2=0
nicht mehr 15sbar.

Um dies zu beweisen, bemerke man, daB jede gerade ganze
Zahl ein gerades Quadrat liefert, jede ungerade ganze Zahl da-
gegen ein ungerades Quadrat. Sind nun m und n zwei teilerfremde
ganze Zahlen, so wiirde aus

m

(7)2——= 2 oder m?=2q?

folgen, daB m gerade ist, also
m=2m" (m’ eine ganze Zahl).
Dann hitte man aber
dm'?=2n% d h 2m'%=n?
und # miiBte ebenfalls gerade sein, also
n=2n" (n eine ganze Zahl).
m und n wiren also nicht teilerfremd, gegen die Voraussetzung.

1) Wir nehmen an, da der Leser mit diesen Zahlen zu rechnen weil,
wie es auf der Schule gelehrt wird.

1*



4 Schnitte im Gebiet der Rationalzahlen

Es gibt keine Rationalzahl, deren Quadrat gleich 2 ist.

Um solche Vorkommnisse wie die Unauflosbarkeit der Glei-
chung 2® — 2 = 0 auszuschalten, hat man eine Erweiterung des
Zahlbegriffs vorgenommen, die wir jetzi darlegen wollen.

8§ 2. Schnitte im Gebiet der Rationalzahlen. Unter
einem Schnitt im Gebiete der Rationalzahlen verstehen wir mit
Dedekind') eine Einteilung dieser Zahlen in eine untere und eine
obere Klasse derart, dafl jede Zahl der unteren Klasse kleiner ist
als jede Zahl der oberen Klasse.

Wir erhalten z. B. einen Schnitt, wenn wir von einer beliebigen
Rationalzahl @ ausgehen und in die eine Klasse alle Rationalzahlen
werfen, die kleiner oder gleich a sind, in die andre Klasse alle
Rationalzahlen, die gréfler als a sind.

Ebenso erhalten wir einen Schnitt, wenn wir in die eine Klasse
alle Rationalzahlen werfen, die kleiner als a sind, in die andre
Klasse alle Rationalzahlen, die gr68er oder gleich a sind.

Diese beiden Schnitte haben das Eigentiimliche, daB im ersten
Fall in der unteren Klasse eine gr&8te, im zweiten Fall in der
oberen Klasse eine kleinste Zahl vorhanden ist (némlich a).

Liegt ein Schnitt vor, der in der unteren Klasse eine griBte
Zahl ¢ aufweist, so mufl jede Rationalzahl, die groBer als « ist, der
oberen Klasse angehdren, weil keine Zahl der unteren Klasse groBer
als a ist. Andererseits ist jede Zahl der oberen Klasse groBer als
jede Zahl der unteren Klasse, also auch groBer als a. Die obere
Klasse besteht somit aus allen Rationalzahlen, die grofier als a sind,
die untere folglich aus allen Rationalzahlen, die kleiner oder gleich
a sind. Ahnlich ist es, wenn in der oberen Klasse eine kleinste
Zahl a existiert. Die untere Klasse des Schnittes besteht dann aus
allen Rationalzahlen, die kleiner als @ sind, die obere aus allen, die
grofer oder gleich ¢ sind.

Es gibt noch eine dritte Art von Schnitten, bei denen weder
in der unteren Klasse eine gréBte noch in der oberen
Klasse eine kleinste Zahl vorhanden ist.

1) ,,Stetigkeit und irrationale Zablen“, Braunschweig, 1872.



Irrationale Zahlen 15)

Werfen wir z. B. in die obere Klasse alle positiven Rational-
zahlen, deren Quadrat groBer als 2 ist, und in die untere Klasse alle
iibrigen Rationalzahlen, so ist, wie man sich leicht iiberzeugt, ein
Schnitt hergestellt.” Bei diesem Schnitt gibt es aber weder in der
unteren Klasse eine groBite noch in der oberen Klasse eine kleinste Zahl.

Ist ndmlich # eine positive Rationalzahl, die (wie 1) der unte-
ren Klasse angehort, so hat man, weil weder > > 2 noch »?=2
sein kann (vgl. § 1), #*< 2. Nun wihle man die positive Rational-
zahl } 80, daB h<l und h<22r;+r;
ist. Dann wird (r + ) =94+ 2rh + B <P+ 2r + Dh < 2.

In der unteren Klasse gibt es also keine groBte Zahl

Ist » eine Zahl der oberen Klasse, also » > 0 und »* > 2, so

148t sich die positive Rationalzahl & so wihlen, dafl

r:—2
h< 5
Dann. wird » — & positiv und
(r— R =1 — 2rh 4+ k2> r*— 2rh £)2.
In der oberen Klasse gibt es also keine kleinste Zahl

§ 3. Irrationale Zahlen. Wir haben drei verschiedene Arten
von Schnitten kennen gelernt, die durch folgende Aussagen charak-
terisiert sind:

1. In der unteren Klasse gibt es eine groBte Zahl a.

2. In der oberen Klasse gibt es eine kleinste Zahl a.

3. Es gibt weder in der unteren Klasse eine gréfite noch in
der oberen Klasse eine kleinste Zahl.

Im Falle 1 und 2 wollen wir nun sagen, daB durch den Schnitt
die Rationalzahl a, im Falle 3 aber, daB durch ihn eine Irrational-
zahl bestimmt oder definiert wird.

Darin liegt die Erweiterung des Zahlbegriffs, die oben ange-
kiindigt wurde.

§ 4 Vergleichung einer Irrationalzahl und einer
Rationalzahl. Wenn ¢ eine Irrationalzahl und r eine Rational-
zahl ist, so sind zwei Fille moglich. Entweder gehort » zur unteren



6 Vergleichung rationaler und irrationsler Zahlen

Klasse des Schnittes, darch den ¢ definiert wird, oder » gehért zur
oberen Klasse dieses Schnittes.

Im ersten Falle wollen wir sagen, daB r kleiner als o, oder,
daB ¢ groBer als r ist, und schreiben

r<eo oder o>r.

Im zweiten Falle wollen wir sagen, daB r» griBer als g, oder,
daB ¢ kleiner als # ist, und schreiben

r>gp oder ¢ <.

Eine Irrationalzahl ist dieser Festsetzung zufolge groBer
als jede Rationalzahl der unteren Klasse und kleiner als
jede Rationalzahl der oberen Klasse.

Wenn also a eine Zahl der unteren und b eine Zahl der oberen
Klasse eines Schnittes ist, durch den die Zahl z bestimmt wird, so
hat man, # mag rational oder irrational sein, jedenfalls

alr<b,
d.h. keine Zahl der unteren Klasse ist groBer und keine
Zahl der oberen Klasse kleiner als die durch den Schnitt
bestimmte Zahl

§ 5. Ungleichungen zwischen zwei Rationalzahlen und
einer Irrationalzahl. Sind 7, s rational und g irrational, so folgt aus
r<eg<s immer r<s.

Denn r < ¢ bedeutet, daB r zur unteren, ¢ <s, daB s zur oberen
Klasse des Schnittes gehort, durch den g definiert wird. Jede Zahl
der unteren Klasse ist aber kleiner als jede Zahl der oberen Klasse.

Ebenso leicht erkennt man, daB aus

o<<r<s immer @<

und aus r<s<eg immer r<g folgt.

§ 6. Vergleichung zweier Irrationalzahlen. ¢ und o seien
zwei verschiedene Irrationalzahlen. Damit meinen wir, daB

die Schnitte, durch die die Irrationalzahlen ¢ und 6 definiert werden,
verschieden sind.!) Dann muB es also eine Rationalzahl » geben,

1) Sind ¢ und ¢ durch denselben Schnitt definiert, so schreiben wir
¢ = ¢ und nennen ¢ und ¢ gleich.



Vergleichung irrationaler Zahlen T

die bei dem einen Schnitt der oberen, bei dem andern Schnitt der
unteren Klasse angehort, die mithin (naeh § 4) groBer ist als die
eine, sagen wir g, und kleiner als die andre der beiden Irrational-
zahlen, so daB man hat e<r<o.

Wir wollen in solchem Falle ¢ die kleinere und ¢ die groBere
der beiden Zahlen g, ¢ nennen und schreiben
0<6 oder ¢>o.

Zur Rechtfertigung dieser Definition bedarf es noch der Bemer-
kung, daB keine Rationalzahl s existieren kann, die den Ungleichungen
e<s<p
geniigt. Aus r < <s wiirde aber nach § 5 folgenr <s,aus s<o<r

dagegen s < r, also ein Widerspruch.

§ 7. Ungleichungen zwischen einer Rationalzahl und
zwel Irrationalzahlen. Sind g, o irrational und 7 rational, so folgt
nach der Definition in § 6 aus

o<r<e6 immer g<a@.
Man bemerke ferner, daB aus
r<g<o immer r<o
und aus e<o<r immer p<r
folgt. Denn wegen ¢ < o6 gibt es eine Rationalzahl s derart, daB
o <s< oist. Wir haben also im ersten Falle
r<o<s<o,
im zweiten Falle p<s<a<r.
Hieraus ergibt sich aber im ersten Falle r <s < ¢ und r < g, im
zweiten Falle ¢ < s < und ¢ < 7, immer unter Benutzung von § 5.
§ 8. TUngleichungen zwischen drei Irrationalzahlen.
Sind o, @, 7 irrational, so folgt aus
0<o<7 immer g<r7.
Man wihle die Rationalzahl r so, daB ¢ < r < ¢ ist. Dann hat
man p<r<o<r.
Nach § 7 ist also ¢ <7 <7 und nach § 6 ¢ <.



8 Eigenschaften der reellen Zahlen

§ 9. Die reellen Zahlen. Rationalzahlen und Irrationalzahlen
nennt man reelle Zahlen oder kurz Zahlen. Wir wollen hier einige
Eigenschaften dieser Zahlen zusammenstellen.

1. Sind « und 8 zwei verschiedene Zahlen, so ist

entweder o« < f oder «> 8,
und wenn drei Zahlen «, 8, y zueinander in der Bezichung
a <<y
stehen, so folgt daraus immer!?)
o<y

Auf Grund dieser Eigenschaften sagt man, daB die reellen Zahlen
eine geordnete Menge bilden.

n Zahlen «, a4, ..., ¢, kann man stets so anordnen, daB keine
Zahl groBer (kleiner) als die folgende ist. Man nennt sie alsdann
aufsteigend (absteigend) geordnet.

2. Wenn « < y, so liBt sich g (sogar rational) derart wihlen,
daB o < B < p ist.

Auf Grund dieser Eigenschaft nennt man die Menge der reellen
Zahlen dicht.

Wir sagen von §, daB} es zwischen « und p liegt (zwischen o
und p enthalteu oder eingeschlossen oder einé Zahl zwischen « und
p 18t).

DaB es wirklich zwischen « und p eine Rationalzahl g gibt,
folgt, wenn « und y beide irrational sind, aus der Definition in § 6.
Wenn « rational und y irrational (« irrational und y rational) ist,
folgt es daraus, daB unter den Rationalzahlen, die kleiner (groBer)
als eine Irrationalzahl sind, keine die griBte (kleinste) ist. Sind end-
lich « und y beide rational, so geniigt es z. B. § = —;— (¢ 4+ p) zu
setzen.

Durch wiederholte Anwendung der Bemerkung 2 erkennt man,
daB es n Rationalzahlen r,, 7y, ..., r, gibt, die den Ungleichungen
0L Ly L1, <y

gentigen; dabei ist n eine beliebige positive ganze Zahl.

1) Sind «, f#, y samtlich rational, so ist das selbstverstiindlich. Andern-
falls ergibt es sich aus den vorigen Paragraphen.



Eigenschaften der reellen Zahlen 9

3. Eine reelle Zahl « ldBt sich stets zwischen zwei Rational-
zahlen » und s einschlieBen, die eine vorgeschriebene Differenz d
haben (d rational und positiv).

Wenn « rational ist, so geniigt es

1 1
r=a—-—2—d, s=¢x+-2—d

zu setzen. Wenn « irrational ist, so sei 7, eine Rationalzahl der
unteren, s, eine Rationalzahl der oberen Klasse des zugehérigen
Schnittes. Dann lassen sich die ganzen Zahlen p und g so wihlen, daB

pd<r, und gd>s,
wird. In der arithmetischen Reihe
rd, (p+1)d,. .., qd
ist nun das Anfangsglied kleiner, das Endglied groBer als «. Ist das
erste Glied in dieser Reihe, das « iibertrifft, nd, so setze man
r=m—1)d und s=nd
4. Wir sind von den rationalen Zahlen dadurch zu neuen Zahlen
gelangt, daB wir Schnitte vornahmen. Versucht man dasselbe bei
den reellen Zahlen, so ergibt sich kein e Erweiterung des Zahlbegriffs.
Es gilt nimlich folgender Satz:
Hat man einen Schnitt im Gebiet der reellen Zahlen?),
80 gibt es entweder in der unteren Klasse eine griBte oder
in der oberen Klasse eine kleinste Zahl
Jeder Schnitt § im Gebiet der reellen Zahlen enthilt, wenn man
nur auf die Rationalzahlen. achtet, einen Schnitt & im Gebiet der
Rationalzahlen. Ist « die durch & definierte Zahl und >« (8 < ),
so laBt sich die Rationalzahl » so wihlen, daB man hat

B>r>a B<r<a).
Da r alsdann der oberen (unteren) Klasse von &, also auch von S
angehdrt, so gehdrt f zur oberen (unteren) Klasse von S. e« ist also
entweder die groBte Zahl der unteren oder die kleinste Zahl der
oberen Klasse von S, je nachdem es sich in der unteren oder oberen
Klasse von S .befindet.

1) D. h. eine Einteilung dieser Zahlen in zwei Klassen derart, daB jede
Zahl der einen Klasse kleiner als jede Zahl der andern ist.



10 [ntervalle. Zahlenfolgen

Auf Grund der obigen Eigenschaft nennt man die Menge der
reellen Zahlen stetig.

§ 10. Intervalle. Ist a <b, so bezeichnet man den Inbegriff
aller Zahlen z, die den Bedingungen

alx<b
geniigen, als das Intervall (a, b) oder (b, a).

a und b heifen die Grenzen des Intervalls, und zwar a die
untere und b die obere Grenze. Die Grenzen gehtren nach der
obigen Definition nicht mit zu dem Intervall. Wollen wir a oder b
oder a und b mit zu dem Intervall rechnen, so schreiben wir <a,b)
bzw. (a, b> bzw. (a, b).

Von den Zahlen, aus denen das Intervall besteht, sagen wir, da8
sie dem Intervall angeh6ren, in ihm liegen, in ihm enthalten
sind, in das Intervall fallen.

(a, b) heiBt eine Umgebung von 2, wenn z in (a, b) enthalten
ist, wenn also  zwischen a und b liegt.

Kapitel IL

Grenzwerte.

§ 11. Zahlenfolgen. Denkt man sich in der natiirlichen Zahlen-
reihe 1,2,3 ... jedes Glied » durch eine reelle Zahl u, ersetzt, so
entsteht eine Zahlenfolge oder kurz eine Folge.

Sind alle Glieder einer Folge Rationalzahlen, so nennen wir die
TFolge rational.

Es gibt rationale Folgen, in denen alle Rationalzahlen vorkom-
men. Jede positive Bationalzahl 1aBt sich, und zwar nur auf eine
Weise, in der Form p/q schreiben, wo p und ¢ positive ganze Zahlen
und teilerfremd sind. p+ ¢ wollen wir die Héhe der betrachteten
Rationalzahl nennen. Die Rationalzahlen von der Hohe n ergeben
sich, wenn man in der Reihe

1 2 . n—1
n—1 n—2’ Y1




Zahlenfolgen. Hiiufungswerte 11

diejenigen Briiche streicht, die sich kiirzen lassen. Von der Héhe 2
ist nur die 1, von der Hohe 3 sind 1/2 und 2, von der Hohe 4 sind
1/3 und 3 usw. Denkt man sich nacheinander die Zahlen von der
Héhe 2, 3, 4, ... aufgeschrieben'), so hat man eine Zahlenfolge r,,
¥4, 73, . .., in der jede positive Rationalzahl einmal und nur einmal
auftritt. Die Folge 0, r,, — r,, 75, — 7,, - - - enthilt dann offenbar alle
Rationalzahlen und jede-nur einmal.?)

Wenn die Folge u,’, ug, ug', ... aus u,, u,, 4, ... durch Strei-
chung gewisser u, entsteht, so soll u,’, u,’, uy, ... eine Teilfolge von
W, , ty, Ug, . . . heiben.

§ 12. Haufungswerte einer Zahlenfolge. Man nennt u
einen Haufungswert der Folge u,, uy, g, ..., wenn in jeder Um-
gebung von w unendlich viele®) Glieder der Folge liegen. Es ge-
niigt offenbar, rational begrenzte Umgebungen zu betrachten.

Wenn man in einer Folge eine endliche Anzahl von Gliedern
hinzufiigt, so ist jeder Haufungswert der neuen Folge auch ein Hiu-
fungswert der alten Folge.

Ist ', uy’, uy', . . . eine Teilfolge von u,, uy, u, .. ., so ist jeder
Hiaufungswert von u,, ug, ug', . . . auch ein Hiufungswert von u,, u,,
Ugy o ..
Eine Folge, die aus u,, u,, %, . . . durch Umordnung der Glieder
entsteht, hat dieselben Haufungswerte wie u,, ug, ug, . . .

Die in § 11 koustruierte Folge aller Rationalzahlen hat die
Eigenschaft, daB fiir sie jede Zahl ein Hiufungswert ist. In jedem
Intervall (a, b) gibt es nimlich (vgl. § 9, Bemerkung 2) unendlich
viele Rationalzahlen, d. h. unendlich viele Glieder unserer Folge.

§ 13. Beschriinkte Zahlenfolgen. Satz von Weierstras.
Eine Zahlenfolge heiBt beschriinkt, wenn es ein Intervall (a, b) gibt,

1) Die Zahien von der Hohe n denken wir uns so geordnet, daB die
Zihler zunehmen,
2) DaB die Rationalzahlen sich in Form einer Folge schreiben lassen

oder, wie man sagt, eine abzihlbare Menge bilden, hat Georg Cantor
bemerkt.

3) D. h. nicht bloB eine endliche Anzahl.
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das alle Glieder der Folge enthilt. Man darf offenbar a und b als
rational voraussetzen, und, wenn man will, « = — b annehmen.

Liegt eine beschrinkte Folge vor, so gibt es immer Rational-
zahlen, die von unendlich vielen Gliedern der Folge tibertroffen wer-
den, und auch solche Rationalzahlen, die diese Eigenschaft nicht
haben. Alle Rationalzahlen der ersten Art wollen wir in die untere,
alle Rationalzahlen der zweiten Art in die obere Klasse werfen. Dann
ist jede Zahl der unteren Klasse kleiner als jede Zahl der oberen
Klasse. Es ist also ein Schnitt hergestellt.

 sei die Zahl, die durch diesen Schnitt bestimmt wird. Ist dann

r<u<s<s (r s, s rational),

so gehort » zur unteren, s’ zur oberen Klasse. » wird also von un-
endlich vielen Gliedern der Folge iibertroffen, s’ dagegen nicht.
Daraus geht hervor, daB in (r, s) unendlich viele Glieder der Folge
liegen.

Jede rational begrenzte Umgebung von w enthilt hiernach un-
endlich viele Glieder unserer Folge. Also ist » ein Haufungswert.

Damit haben wir den WeierstraBschen Satz bewiesen, daB
jede beschrinkte Zahlenfolge wenigstens einen Hiufungs-
wert besitzt.

Der hier gefundene Hiufungswert » hat aber noch eine beson-
dere Eigenschaft. Ist w > u, so kann w kein Héufungswert unserer
Folge sein. Um das zu erkennen, wihle man die Rationalzahlen »

undsso,daB urws

ist. Wire w ein Hiufungswert, so miiBten in (r, s) unendlich viele
Glieder der Folge liegen. Diese wiirden alle groBer als r sein, wihrend
doch » zur oberen Klasse des vorhin konstruierten Schnittes gehort.
u ist also der groBte oder, wie man auch sagt, der oberste Hiu-
fungswert der Folge.

Wirft man alle Rationalzahlen, die grofer sind als unendlich
viele (lieder einer beschrinkten Folge, in die.obere Klasse, alle an-
dern Rationalzahlen in die untere Klasse!), so gelangt man zu dem
kleinsten oder untersten Hiufungswert.

1) In beiden Klassen gibt es wirklich Zahlen.
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§ 14. Beschrinkte Zahlenfolgen mit einem einzigen
Haufungswert. Auf Grund des WeierstraBschen Satzes hat eine
beschrinkte Zahlenfolge u,, uy, ug, . . . wenigstens einen Haufungs-

wert.
Wir wollen jetzt den ausgezeichneten Fall betrachten, daB nur

ein Haufungswert vorhanden ist. Nennen wir diesen einzigen Hiu-
fungswert u, so miissen in jeder Umgebung (r, s) von u unendlich
viele Glieder der Folge liegen. Es gilt aber noch mehr. AuBerhalb
(7, s) kann es nur eine endliche Anzahl von Gliedern unserer Folge
geben. Bliebe niimlich nach Unterdriickung aller Glieder u,, die in
(r, s) enthalten sind, noch eine ganze Folge u,, u,, u,.... von
Gliedern tiibrig, so hitte diese nach dem WeierstraBschen Satze einen
Héufungswert », der sicher von u verschieden ist, weil kein % in
(r, 5) liegt. Nach § 12 miiite aber v auch fiir u,, uy, ug, ... ein
Hiufungswert sein. Diese Folge hiitte also zwei Haufungswerte,
gegen die Voraussetzung.

Wenn es in einer Folge nur eine endliche Anzahl von
Gliedern gibt, die eine gewisse Eigenschaft nicht haben, so
wollen wir sagen, daB fast alle Glieder der Folge jene Eigen-
schaft besitzen.

»Fast alle“ soll also immer heiBien: ,alle mit emner endlichen
Anzahl von Ausnahmen®,

Nach Einfilhrung dieser Redeweise kinnen wir unser obiges
Resnltat so ausdriicken:

Hat eine beschrinkte Zahlenfolge nur einen Hiufungs-
wert, so liegen in jeder Umgebung desselben fast alle Glie-
der der Folge.

Steht eine Folge u,, u,, uy, ... zu einer Zahl u in der Beziehung,
daB in jeder Umgebung®) von « fast alle Glieder der Folge liegen,
so nennt man die Folge konvergent und w ihren Grenzwert. Man
sagt auch, daB die Folge, oder, daB u, nach u konvergiert (dem
Grenzwert u zustrebt, den Grenzwert » hat) und schreibt

lim u, = u.

1) Auch hier kann man sich auf rational begrenzte Umgebungen be-
schriinken.
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»im* ist der Anfang des lateinischen Wortes limes (Grenze). Ge-
lesen wird diese Formel so:
limes u, gleich u.

Was wir oben fanden, 148t sich jefzt auch so formulieren:

Jede beschrinkte Folge mit einem einzigen Hiufungs-
wert ist konvergent, und dieser Hiufungswert ist ihr
Grenzwert. :

Zum SchluB wollen wir noch zeigen, da8 umgekehrt jede kon-
vergente Folge beschrinkt und ihr Grenzwert der einzige
Héufungswert ist.

limu, = u besagt, daB in jeder Umgebung von « fast alle u,
liegen. Ist also @ < u < b, so gibt es nur eine endliche Anzahl von
Gliedern u,, die nicht zwischen a und b fallen. Wir wollen sie die
Ausnahmeglieder nennen. Wihlen wir nun ein Intervall («, §)
s0, daf die Ausnahmeglieder und auch a nnd 4 darin enthalten sind,
so liegen alle Glieder der Folge in (&, ). Die Folge ist also be-
schrinkt. u ist offenbar ein Hiufungswert von ihr. Wenn v von
w. verschieden ist, so konnen wir um # und v Umgebungen konstru-
ieren, die keine Zahl gemein haben. Es geniigt in der Tat, je nach-
dem u > v oder 4 < v ist, drei Rationalzahlen 7, s, ¢ so zu wiihlen,
daBr>u>s>v>thaw. r<u<s<v <t ist. In (» s) liegen
dann, weil lim u_ = u ist, fast alle w,. Also enthilt (s, #) nur eine
endliche Anzahl solcher Glieder, und daher kann v kein Hiufungs-
wert unserer Folge sein. u ist demnach ihr einziger Hiufungswert.

Nunmehr wissen wir, da8 konvergente Folgen und be-
schrinkte Folgen mit einem einzigen Hiufungswert ein und
dasselbe sind.

§ 15. Bemerkungen iiber konvergente Folgen. 1. Wenn
eine Folge nach u konvergiert und man fiigt eine endliche Anzahl
beliebiger Glieder hinzu, so entsteht eine neue Folge, die ebenfalls
nach u konvergiert.

2. Jede Teilfolge einer nach u konvergierenden Folge hat eben-
falls den Grenzwert w.

3. Jede Folge, die aus einer nach « konvergierenden Folge durch
Umordnung der Glieder entsteht, hat ebenfalls den Grenzwert .
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4 Ist limu =u und lima,=u,
so hat auch die Folge
Uy, Uy, Ug, Ug, Us, Uy ...,
deren (2n — 1)-tes Glied w, und deren (2n)-tes Glied #%, lautet, den
Grenzwert u.
5. Wenn limu,=u, limy,=v und u<vw

ist, so sind fast alle u, kleiner als die entsprechenden v,.
Wir konnen nimlich wegen u < v die Rationalzahlen 7, s, ¢ so

wiihlen, daf r<u<ls<o <t

ist. Da fast alle », in (r, s) und fast alle v, in (s, ¢) legen, so sind
fast alle , kleiner als die entsprechenden v,.

6. Hat man limu, =« und limu ~ = u
und bestindig u' Lu, <u,”

== "n)

so ist auch lim u, = w.

In jeder Umgebung von u liegen némlich fast alle . und fast
alle u,”, folglich auch fast alle u_.

§ 16. Monotone Folgen. Eine Folge u,, u,, u,, ... heiBt
aufsteigend, wenn w<ug<us <. ..,

d. h. kein Glied groBer als das folgende, und absteigend, wenn
Uy S Uy U 2>,

d. h. kein Glied kleiner als das folgende ist.

Beide Arten von Folgen bezeichnet man als monotone Folgen.

Ist u,, us, uy, ... aufsteigend und beschrinkt, so gibt es nach
dem WeierstraBschen Satze einen Haufungswert «. Dieses » wird
von keinem Glied der Folge iibertroffen. Wire nimlich u, > u, so
enthielte, wenn r < u ist, (7, »,) nur eine endliche Anzahl von Glie-
dern u,, und u konnte kein Hdufungswert sein. Hitte unsere Folge
zwei Hiufungswerte « und v (> u), so giibe es, wenn s > v ist, in
(%, 5) kein u,, wihrend doch v ein Hiufungswert sein soll.

Eine beschrinkte aufsteigende Folge ist also immer
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konvergent und ihr Grenzwert wird von keinem Gliede der
Folge tibertroffen.

Ebenso leicht {iberzeugt man sich, daB eine beschrinkte ab-
steigende Folge immer konvergent ist und ihr Grenzwert
kein Glied der Folge iibertrifft

Eine monotone Folge ist also dann und nur dann kon-
vergent, wenn sie beschrinkt ist.

§ 17. Haufungswerte als Grenzwerte. Wenn u ein Hiu-
fungswert von u,, ty, u,, . .. ist, so gibt esinu,, u,, ug, . .. eine
Teilfolge u,’, uy, u,, ..., die nach » konvergiert.

Nach § 9 (Bemerkung 3) liBt sich die Rationalzahl », so wihlen,

ra<u <, -
ist; dabei soll n irgendeine positive ganze Zahl sein.
Wir wollen das Intervall (-r”, r, + %) kurz mit U, bezeichnen.

In U, liegen dann, weil % ein Hiaufungswert ist, unendlich viele u,,.

Jetzt sei
u,” das erste Glied der Folge, das in U, liegt;
u,” das erste auf u,” folgende Glied, das in U, liegt;
u,” das erste auf u,” folgende Glied, das in U, liegt, usw.
Offenbar ist ', w,’, uy’, . . . eine Teilfolge von u,, u,, u,, . .. Wir
wollen beweisen, daB limw/ = ist.

Es sei r<u<s (r,s8 rational),
und man wihle die Rationalzahlen +, s" so, daB
rlr<uls<s

daB

ist. Wenn dann
1 . 1
n > — und zugleich %> —j,

so liegt U, in (7, s). Wire nimlich », < 7, so wiirde folgen
r,+ % <r+(@—r), dh r+ % <r<u,
withrend doch r, + % > u ist. Wire ferner.r, -+ % > s, so wiirde

folgen: ro+(—s)>s, dh r,>8>u,
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withrend doch r, < u ist. Wir sehen also, daB
r<r,<r+ —:; <s

ist, d. h. daB U in (7, s) liegt, sobald nur » griBer als 1: (r' — 7)
und zugleich grioBer als 1: (s — ") ist.

In jeder rational begrenzten Umgebung von u liegen demnach
fast alle U,, mithin auch fast alle u,’. Das bedeutet aber, daB
Lm u, = u ist.

In § 11 haben wir eine rationale Zahlenfolge kennen gelernt, in
der jede Rationalzahl vorkommt. In § 12 bemerkten wir, daB far
diese Folge jede Zahl ein Hiufungswert ist. Auf Grund des obigen
Satzes gibt es daher zu jeder Zahl eine rationale Zahlenfolge,
deren Grenzwert sie ist. Das liBt sich auch leicht direkt beweisen.

Kapitel IIL

Die rationalen Rechnungsoperationen.

§ 18. Bumme zweler Zahlen. Nach § 17 gibt es zu jeder
reellen Zahl eine rationale Zahlenfolge, deren Grenzwert sie ist.
z und y seien zwei reelle Zahlen, und man habe
limz,=2 und limy,=y (z,, y, rational).
Wir wollen die Folge
4+ Y, T3+Y;, %3+ Y, ... betrachten
Da jede konvergente Folge beschriinkt ist, so 1&Bt sich die posi-
tive Rationalzahl ¢ so wihlen, daB alle , und alle y, in (— ¢, ¢) ent-
halten sind. Dann liegen aber alle z, + y, in (— 2¢, 2¢), so daB die
Folge z, + y,, #3+ 5, ... beschrinks ist, also nach dem Weier-
straBschen Satz wenigstens einen Hiufungswert hat.
_ Hitte sie zwei Héufungswerte u und v(> u), so gibe es nach
§ 17 eine Teilfolge
'+ 9, 2 +y5,... mit dem Grenzwert u
und eine Teilfolge
z"+y", "+ ", ... mit dem Grenzwert v.

Kowalewski, Differential- und Integralrechnung. 4. Aufl. 2
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Wegen u < v lassen sich die Rationalzahlen 7, ', s, s" so wilhlen

daB man hat r<u<r<s<v<s,
Da fast alle z,' +y, in(r,7r)
und fast alle z,”+y,” in (s, §)

liegen, so werden die Differenzen
(=" +9.)— @ +9)
oder die Summen  (z,"—2)) + (v, — ¥.)

fast alle griBer sein als s — »'.
Andererseits lassen sich, wenn die positive Rationalzahl d vor-
gelegt wird, die Rationalzahlen a und b so wiihlen, daB man hat
e<z<a+d und b<y<b4+d
Fast alle #,” und «.” sind dann in (@, @ + d) enthalten, ebenso
fast alle y,” und y,” in (b, b + d), folglich fast alle z,” — z,’ und
y”—y, in (— d,d), also fast alle

_ (@ —2)+ " —9.)
in (— 2d, 24d).

Setzen wir d = -;— (s —7°), so entsteht ein Widerspruch.

Wir wissen jetzt, daB die Folge z, 4+ y,, 3+ y;, . ... konver-
gent ist (vgl. § 14). Ihren Grenzwert wollen wir mit z + y be-
zeichnen und ihn die Summe von z und y nennen.

Damit diese Definition einen Sinn hat, muB noch folgendes ge-
zeigt werden.

Wenn lim Z, =z und lim §, =y (Z,, ¥, rational) ist, so hat
man fmmer —yin (7, + ) = lim (2, + 3,

Nach § 15 (Bemerkung 4) konvergiert

2, &y, %y, Tg,... nach z
und Y1, ¥1s Ys» Yy - - - nach y.
Also ist die Folge
it Y, T+ Yy Gt Y Tzt Yy,
konvergent. Nach § 15 (Bemerkung 2) streben alle Teilfolgen eine
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konvergenten Folge demselben Grenzwert zu. Mithin haben auch
z,+ y, und Z, + %, denselben Grenzwert.

Wenn z und y beide rational sind, so kann man alle z, gleich
z und alle y, gleich y setzen. Dann werden alle x, + y,, mithin auch
lim (z, + v,), gleich # 4+ y. Unsere Definition fiihrt also im Falle
rationaler z, y zu keinem Widerspruch.

§ 19. Produkt zweier Zahlen. Wie in § 18 sei lim 2z, =z
und lim y, =y (x,, y, rational). Dann ist die Folge
Z1Y1 T2Ysr TsYy - - -

beschriinkt, weil alle ihre Glieder dem Intervall (— ¢?, ¢?) angehdren.?)
Diese Folge hat also wenigstens einen Haufungswert.

Hitte sie zwei verschiedene Haufungswerte v und v (> u), so
gibe es nach § 17 eine Teilfolge

2y, %,'yy, ... mit dem Grenzwert
und eine Teilfolge
2" y,", x"yy", . . . mit dem Grenzwert v.
‘Wiihlen wir die Rationalzahlen #, 7', s, s’ wie in § 18 derart, daB
ru<r<s<o<s
ist, so liegen fast alle z,'y,’ in (r, '), fast alle 2,”y,” in (s, ¢"). Die

Differenzen v o '
Ty Y — XY,

werden also fast alle griBer als s — 7" sein.
d sei eine beliebige positive Rationalzahl, und man wihle die
Rationalzahlen a und ¥ so, daB

a<z<a+d und db<y<b+d

ist. Fast alle ', x," sind dann in (a, @ + @) und fast alle y,, y,”
in (b, b + d) enthalten, folglich fast alle z," — z," und y," — 9, in
(— d, d).

Beachtet man, daB

xu"yn” - z”'y"' = (w"” - xn,)y'u” + (yn" - yn’) xﬂ'

1) ¢ hat dieselbe Bedeutung wie in § 18.
2*
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ist, so ergibt sich, daB fast alle 2,”y,” — 2y, in dem Intervall
(— 2c¢d, 2¢d) liegen. Andererseits sollen sie fast alle groBer als
s — 7’ sein. Setzen wir §s—1
=5

so entsteht ein Widerspruch.

Den Grenzwert der Folge z,¥,, Z,4;, - - . wollen wir mit xy be-
zeichnen und ihn das Produkt von z und y nennen. Dieser Grenz-
wert ist unabhingig davon, welche rationalen nach z bzw. y kon-
vergierenden Folgen benutzt werden.!)

Wenn z und y beide rational sind, so darf man alle z, gleich
und alle y, gleich y setzen. Dann werden alle 2,y,, mithin auch
lim 2 y,, gleich zy. Unsere Definition fiihrt also im Falle rationaler
2, y zu keinem Widerspruch.

Das Produkt (— 1)« wollen wir mit' — z bezeichnen, die Summe
z + (—y) mit 2 —y. Im Falle rationaler #, y entsteht kein Wider-
spruch, weil dann tatséichlich

(—Dx=—2z und 24+ (—1)y=z—y ist
§ 20. Reziproker Wert einer von Null verschiedenen
Zahl. Es sei £ > 0(x < 0) und
lim x, =2 (x, rational).
Man wihle die Rationalzahlen k und %" so, da8
F>2>k>0 F<2<k<O0)

ist. Fast alle , liegen dann in dem Intervall (%, k). Die tibrigen z,
wollen wir streichen, und es bleibe danach die Folge 1, &5, s, . - .
fibrig.

Offenbar sind alle Glieder der Folge

11
o oL

in dem Intervall (i —1—)

k’ K

enthalten. Diese Folge ist also beschrankt und hat daher wenigstens

1) Beweis wie in § 18.
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einen Haufungswert. Hitte sie zwei Hiufungswerte w und v(>u),
so gibe es eine Teilfolge

1 11

W on ow
und eine Teilfolge

1 1 1 .
—%, —s, —=, .. mit dem Grenzwert v.
31 s is

. mit dem Grenzwert u

Werden die Rationalzahlen 7, ', s, s’ so gewihlt, daB
r<u<r<s<v<y¢

ist, so liegen fast alle 1/g, in (r, »'), fast alle 1/r,” in (s, s). Fast
alle Differenzen 1 1

’

P
werden also groBer als § — ¢’ sein.
Nun sei d eine beliebige positive Rationalzahl, und man wihle
die Rationalzahl a so, daB s<r<at+d

ist. Fast alle ¢, und r,” sind dann in (@, a + d) enthalten, also fast
alle r,’— t,” in (— d, d). Bedenkt man, daB

EAR A
ist, und daB alle Produkte g,’r,” groBer als k? sind, so ergibt sich,
daB fast alle 1/g,”— 1/g, in das Intervall

/ d d

(- 5)
fallen. Andererseits sollen sie aber fast alle groBer als s — #’ sein.
Setzen wir d=I(s — 1),

so entsteht ein Widerspruch.
. 1 1 1
Die Fol. =y Ty e
e Folge A
ist also konvergent. Thren Grenzwert wollen wir mit 1/ bezeich-
nen und den reziproken Wert von x nennen. Es ist also
1 1

4.1 1 .
?—hma oder E—=hm£,
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weil in jeder Umgebung von 1/x nicht nur fast alle 1/z,, sondern
auch fast alle 1/z, liegen.?)

1/x ist unabhingig davon, welche rationale nach z konvergie-
rende Folge benutzt wird.?)

Wenn 2 rational ist, so diirfen wir alle z, gleich « setzen. Dann
werden alle 1/x,, folglich auch der Grenzwert von 1/x_, gleich 1/z.
Es ergibt sich also im Falle eines rationalen z kein Widerspruch.

Das Produkt von y und 1/z (z ungleich Null) wollen wir
mit y/x oder y : x bezeichnen und es den Quotienten von y durch
x nennen. Sind z und y beide rational, so entsteht kein Widersprach.

§ 21. Rationale Operationen. Als Grundoperationen
wollen wir die folgenden vier Operationen bezeichnen:

1. Ubergang von z zu z (Identitat).

2. Ubergang vonzzu 1/z (Inversion). Diese Operation 1Bt
sich nur anwenden, wenn z von Null verschieden ist.

3. Ubergang von z, y zu  + y (Addition).

4. Ubergang von z, y zu zy (Multiplikation).

Unter einer rationalen Operation verstehen wir die Aufein-
anderfolge einer endlichen Anzahl von Grundoperationen.

Man bat, um es genauer zu beschreiben, » Zahlen

Tyy Loy - vy &y
Indem man auf eine bzw. zwei von ihnen die Grundoperation @&,
anwendet, gewinnt man die Zahl z, ,. Aus 2, 7,,..., 2,,, leitet
man mittels der Grundoperation @, die Zahl z, _; ab usf, bis man

schlieBlich die p Grundoperationen

G, &,....6,
ausgefithrt hat und zu z, ., gelangt ist. Von z,,  wird dann ge-
sagt, daB es aus z,, x,, ..., z, durch eine rationale Operation
gewonnen oder rational abgeleitet ist.

Um auszudriicken, daB eine Zahl 2 aus den Zahlen
a,b... ,h
1) Die Folge g,, %;, Ig,... entstand nimlich aus z,, =,, 2,,... durch

Streichung einer endlichen Anzahl von Gliedern.
2) Beweis wie in § 18,
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rational abgeleitet ist, schreiben wir
z=NR(a,D,...,h).
Sind a, b, . . ., h simtlich rational, so ist offenbar anch x rational.
a, b, ..., h seien jetzt beliebige reelle Zahlen, aber so beschaf-
fen, daB sich darauf die rationale Operation R anwenden 148t. Diese
Moglichkeit muB ausdriicklich gefordert werden, weil die zweite
Grundoperation nicht immer anwendbar ist. Ferner sei

lima,=a, limd,=2b,...,limh,=h (a,b,,..., k, rational).

Dann hat nian R(a, b,..., k) =1limR(a,,b,..., h,).

Wenn R eine Grundoperation ist, so ist die Formel offenbar
richtig.

Wir wollen annehmen, sie sei fiir solche rationalen Operationen
R, die durch die Aufeinanderfolge von p — 1 Grundoperationen ent-
stehen, bereits bewiesen. Gelingt es uns dann zu zeigen, daB sie auch
gilt, wenn R durch p aufeinanderfolgende Grandoperationen gebildet

wird, so ist sie allgemein bewiesen.
@, sei die erste dieser p Grundoperationen und

k=@,(ab,...,h).

Dann ist R(a, b,...,h) =R, b,..., h k),

wo R die Aufeinanderfolge von p — 1 Grundoperationen bedeutet.
Da nun k=1lm@(a,bd,,..., ¢,)=1limk, )

und R(a,b,...,h k) =1limR(a,,b,, ..., k,k)

ist, so folgt

R(a, b,..., h)=lim R(a,,b,,..., b, k,) = lin R(a,, b,,..., ).

§ 22. Rechnungsregeln fiir rationale Operationen. Fiir
rationale Operationen mit rationalen Zahlen gelten, wie der Leser
weib, gewisse Rechnungsregeln. Wir nennen die folgenden:?)

1 @E+y+e=2+y+2), z+y=y+z, (2

1) k,=6,(a,, b,,..., h,) ist rational.
2) @, y. # sind beliebige Rationalzahlen.
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(3) z+0=1z, (zy)z = 2(y2), (4)
6) zY =yz, 0z =0, (6)
) lz =z, (Zz+y)e =zz+ye, (8)
9) z—z=0, 2 —-1=20) (10)

Alle diese Rechnungsregeln haben eine gemeinsame Form. Die linke
sowohl als die rechte Seite entsteht durch Anwendung einer ratio-
nalen Operation, d. h. einer endlichen Anzahl sukzessiver Grundope-
rationen (§ 21), auf die Zahlen
‘ 0,1, —1,zy, 2.

Jede der obigen Gleichungen 1iBt sich also schreiben

RO, 1, —1,2,9 =001 —1,azy, 2,
wobei R und R, rationale Operationen bedeuten.

Nun seien z, y, # beliebige reelle Zahlen, aber von solcher Be-
schaffenheit, daB sich auf 0, 1, — 1, z, y, # die Operationen R und
R, anwenden lassen. Ferner sei

limz, =z, limy, =y, lime, =2 (z,, ¥,, 2, rational).
Dann hat man nach § 21
9%(0, 1, -1, 2y, ) = limm(oy 1, —1, Lus Yur zn)
und  R,(0,1, — 1,2, 9, 2) =1mR, O, 1, — 1,2, y,, 2,)-
Da unsere Regeln fiir rationale z, y, # gelten, so ist
m(o) 17 - 17 x’n) yn’ zﬂ) = ml(o) 17 - 1’ xﬂ, ynl zn)‘

Folglich sind auch die Grenzwerte einander gleich. Die obigen
Rechnungsregeln gelten also iiberhaupt, wenn 7, y, 2 reelle
Zahlen sind.

§ 23. Ungleichungen. Wenn z, y, 2 rational sind, so folgt aus

z>yimmer x + 2> 2+ 2,
ferner aus

2>y und 2 > 0 immer z2 > y2.

Wir wollen beweisen, daB diese beiden Sitze auch dann
noch gelten, wenn z, y, # beliebige reelle Zahlen sind.
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Es sei limg, = z, limy, =y, limg, = ¢ (2,, y,, 2, rational).
Fiir fast alle Werte des Index » ist dann (nach § 15, Bemerkung 5)
2>,  (®>y, und 2,>0)
folglich z,+2,>9,+ 2, (Zp2y > Yn®,)-
Wiire nun rte<y+e (xe < yeo),

so miiBten fast alle z, 4 #, kleiner als die entsprechenden y, 4 2,
(fast alle 2,2, kleiner als die entsprechenden y,2,) sein. Es kann

aber auch nicht o=yt o (z2 = ye)
sein, weil daraus nach § 22 z = y folgen wiirde.

Mithin ist z+2>y+ 2 (2> y2).

§ 24. Folgerungen, 1. Aus x> y und 2" >y folgt?)
2+ >y+y.
Man hat nimlich T SY+ T Sy+y.
Sind y, ¢’ positiv oder null, so folgt aus
z>y und 2 >y immer?) za’' > yy'.
Man hat niimlich im Falle y > 0
zz' >y’ > yy'

Im Falle y = 0 ist aber - > ya = yy.

2. Aus 2>y folgt — 2 < —y. Zum Beweis setze man in

T+ 2>y+2
fiir # den Wert — 2 — .
Wenn 2 >0, so ist also — 2 <0, und wenn 2 <0, so ist
— 2> 0. Von den beiden Zahlen
z und —x

ist daher, sobald sie nicht beide gleich Null sind, die eine positiv,
1) Aus 2 >y und o' >y folgt .+ 2" >y +y.

2) Aus 2>y und 2’ >y folgt, wenn y, 4 positiv oder null sind
zz' >yy.



26 Absoluter Betrag

d. h. gr5Ber als Null, die andere negativ, d. h kleiner als Null. Die
positive bezeichnet man mit |z| und nennt sie den absoluten Be-
trag oder kurz den Betrag von z. Man sagt auch, z sei absolut
genommen gleich |z|. Im Fall z = O setzt man |z| = 0.

Offenbar ist

denn man hat nach § 22
—(—2) = (= D(= Dz ==z
Ferner gilt die Formel |zy| = |z||y|,
weil |z| = ez, |y| = &'y, (6 & =41)
folglich |z|ly| = e'2y = e"zy, ("=+1)

|#| = [— z];

und |z||y| nicht negativ.!)
Wenn z von Null verschieden ist, so hat man (vgl. § 22,

Formel 10) L1
p. )

also lxII%!= 1,

mithin |%| - T:TI

Um die Formel |z +y| < || + |y
zu beweisen, bedenke man, daB
—lelS+r<ie]l wd — |y < £y <yl
ist, also —lzl -yl £ @+y) <2 + [yt
Da z — y + y = 2, 8o hat man
|z <lz—yl+yl, also |o—g] 22| y|
und auch lz—y| =yl — ||
SchlieBlich machen wir noch die Bemerkung, daB die Aus-
sagen lz|<a wd —a<z<a

v5llig gleichbedeutend sind. Denn aus
lz| <a folgt —|z|>—a,

1) Aus [x| >0, |y|>0 folgt nkmlich |#||y| >0 (vgl. den zweiten
Satz in § 28). -
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so daB —a<|z|<a und —a<—|z|<a
ist. Aus —a<z<a folgt —a<—z<a.
Ebenso sind die Aussagen
ly—z|<ée und z—ce<y<z+4¢

vollig gleichbedeutend. Denn |y — x| < & bedeutet so viel wie
—&e<y—x s,

und diese Ungleichungen sind gleichbedeutend mit
r—e<<y<z+e.

§ 25. Andere Fassung der Limesbeziehung. Wenn
limu, = u
ist, so bedeutet dies nach § 14, daB in jeder Umgebung von « fast
alle u, liegen.

Verstehen wir unter ¢ eine positive Zahl, so ist (v — ¢, u + &)
eine Umgebung von u. Aus ¢ >0 und — ¢ < 0 folgt nimlich nach
§23 U—e<u<lu+ e,

Durch passende Wahl von ¢ kann man, wenn (e, 8) irgendeine
Umgebung von u ist (¢« < u < @), erreichen, daB (u — &, w + ¢) in
(e, B) liegt. Man braucht nur zu bewirken, daB

e<u—ea uwnd ¢<B—u wird

Hiernach ist klar, daB wir die Limesbeziehung auch so beschrei-
ben kionnen:

limu, —u bedeutet, daB die Ungleichung

lu“’" unl <g,
von fast allem u, erfiilllt wird, wie'auch die positive Zahl ¢
gewihlt sein mag.

§ 26. Anwendungen. 1. Aus limu,=u, limo, = v

folgt lim(u, +v,) =u + v.
In der Tat erfiillen fast alle u,, v, die Ungleichungen
Iu’-“n'<%’ [v—v”]<»;—, (£>O)

folglich fast alle u, 4 v, die Ungleichung
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{(‘u_'- ’U) _(u’u+ vn)l <£)
weil |+ v) = (u, 4+ 0) [ <o — | + [0 — v,

2. Aus limu, = u, limv, = folgt lim (u,v,) = uv.

Fast alle w,, v, erfiillen die Ungleichungen
|lu—u,| <&, |v—w,|<e (>0
Da w0 —t, v, = —u,) v+ (v—0,) %+ (%, —u) (v —v,)
ist, so gentigen fast alle u, v, der Ungleichung
|uv—w,v,| <& (lu| +]0))+ &2

Wird eine positive Zahl & vorgelegt, so kann man ¢’ so wihlen,

’, v &
e<t omd @ <R
ist. Dann erfiillen fast alle wu,v, die Ungleichung
|ut —u,v,| <e.

daB

3. Aus lim u,=w und u 2 0 folgt lim;l-"==%-

Fast alle u, erfiillen die Ungleichung

ju—u,|<é&. (&>0)
Ist &< 3ul,
so sind diese u, dem Betrage nach alle groBer als 4|u|, weil

|| 2 || — [

l
Nun hat man Lt

Fast alle ;Ll— genligen also der Ungleichung

setzen. Dann erfiillen fast alle 1/u, die Ungleichung
1 1

U Uy

< &.




S#tze tiber Grenzwerte 29

4. u,v,...x seien Zahlen, auf die sich die rationale Ope-
ration i anwenden liBt. Dann folgt aus
lim ,=wu, limv,=v,..., limz,=2
immer lim R(u,,v,,...,2,)=R@x,,..., 2).
Wenn R eine Grundoperation ist (vgl. § 21), so ist die Formel offen-
bar richtig.

Nehmen wir an, sie sei fiir solche rationalen Operationen, die
durch p — 1 aufeinanderfolgende Grundoperationen entstehen, bereits
bewiesen, und R sei gleichbedeutend mit der Aufeinanderfolge von
p Grundoperationen. Ist &, die erste von diesen Grundoperationen

und y=8,(u,v,..;2);
so hat man R, v,..., 2)=R@,v,..., 119y,
wo R die Aufeinanderfolge von p — 1 Grundoperationen bedeutet.
Da nun y=1m®, (%, v,,...,z,) =limy,
und R, v,...,a9=limR(u, v, ...,2,4Y,)
ist, so folgt
R ov...,2)=linRw,v,... z,, ¥,) = lim R (u,, v,, .. ., z,).
5. Wenn lim #, =z ist, so hat man
lim (z—2%,)=0 und lim(z,—2)=0,
also auch lim |2 —z,| = 0.

Nun ist nach § 23, Nr. 2

|x|_|xn|§lz.—xn| und tznl-:xl§,x“xn.|)

so daB _Ix-—xnfélxal—lx!g!x_xnlf
mithin lim ({z,| —|2])=0
wird, also lim |z, | = lim (j2| + |z,]| — |2|) = |2|.

Nur im Falle z= 0 folgt umgekenrt aus
lim |z,|=|#| immer lim z, =2.

§ 27. Das Cauchysche Konvergenzkriterium. Eine Folge
Uy, Ug, Uy, ... 18t dann und nur dann konvergent, wenn es zu
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jedem positiven ¢ ein u, gibt, das sich von fast allen », um
weniger als ¢ unterscheidet.?)
Die angegebene Bedingung ist notwendig. Wenn némlich

lim u, =u

ist, so geniigen fast alle u, der Ungleichung
&
o — | <5

Ist u, eins von diesen u,, also

iu—u,,1<%,

so erfilllen fast alle u, die Ungleichung
u’n - u’v < 87
weil w, —wu,= (U, —u) + (4 —u,).

Die Bedingung ist aber auch hinreichend. Ist sie ndmlich erfiillt,
so gibt es ein Glied u,, von welchem sich fast alle u, um weniger
als £ & unterscheiden.

Die Folge u,, ug, g, . . . ist daher beschrinkt und hat also sicher
einen Hiufungswert «. Zwischen « — 4 & und u + $ ¢ fallen unendlich
viele u,. Es gibt also ein u,, das den Ungleichungen

[y — thy| <58y |u—uy| < e
geniigt. Da fiir fast alle u,
iu() — U, ’ < % &
ist, so erfiillen fast alle u, die Ungleichung
Ju =, <e;
denn man hat
w—u, = (U — ) + (4, —uy) + (u,—w,).

1) Zwei Zahlen x und y unterscheiden sich um weniger als &, wenn
‘x—y|<# ist. Diese Ausdrucksweise hitten wir auch in § 26 benutzen
ktnnen.
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Kapitel IV.

Funktionen einer Veriinderlichen.

§ 28. Veridnderliche. Wenn irgendeine Menge IN von lauter
verschiedenen Zahlen vorliegt, so diirfen wir festsetzen, daB der Buch-
stabe 2 jede dieser Zahlen bedeuten kann. Einen solchen Buchstaben
nennt man eine Verinderliche oder Variable, jede Zahl von It
einen Wert und IR selbst den Bereich der Veriinderlichen.

Besteht IR aus einer einzigen Zahl, so sagt man, x sei eine
Konstante.

§ 29. Punktionen. Wenn jedem Wert der Veriinderlichen «
ein bestimmter Wert der Veriinderlichen y entspricht, so nennt man
y eine Funktion von « und schreibt?)

y=f(a).
z heiBt die unabhéngige, y die abhéngige Veriinderliche. Den
Bereich von « nennt man den Definitionsbereich von f(z).

Wenn jedem Wert der Veriinderlichen # eine Zahl zugeordnet
ist, so ist in dem Bereich von x eine Funktion definiert; denn die
zugeordneten Zahlen kann man als die Werte einer Veriinderlichen y
betrachten.

§ 30. Beispiele. Die einfachste Funktion von z ist eine Kon-
stante, Diese Funktion entsteht, wenn man jedem Wert von = eine
und dieselbe Zahl zuordnet.

z™ (m eine positive ganze Zahl) soll, wie im Falle eines ratio-
nalen z, das Produkt von m Faktoren x bedeuten. Offenbar ist z™
eine Funktion von z. Als Bereich von z konnen wir hier den Inbe-
griff aller reellen Zahlen betrachten. Auch

y=az"+a, 2"+ .- -4a,_,z+a,,
WO @y, @y, ..., 4, gegebene Zahlen sind, ist eine Funktion von z.

Man nennt sie eine ganze rationale Funktion m-ten Grades,

1) Gelesen wird diese Formel: ,y gleich f von x*. Statt fkann man auch
andere Buchstaben benutzen.
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vorausgesetzt, daB @, nicht gleich Null ist. Eine von Null ver-
schiedene Konstante wallen wir als eine ganze rationale Funktion
O-ten Grades bezeichnen.

Eine ganze rationale Funktion m-ten Grades hat hoch-
stens m Wurzeln, d. h. es gibt hochstens m Werte von z, fiir welche
sie gleich Null ist.

Man hat, wenn 2, eine Wurzel ist,

y=a,@" — ") +a (e —a™ N+ +a, (B —2)
oder y=&—=z)(a, 2" +a 2"+ - +a,_,),
wobel a) =a,, @, =ayx, +a,, a =ayr +ax +ay- -,
Gmy =By~ 02" Ay
Aus der obigen Formel kann man schlieBen, daf unsere Be-
hauptung fiir die ganzen rationalen Funktionen m-ten Grades gilt,
wenn sie fiir die vom (m — 1)-ten Grade richtig ist. Fiir die vom

0-ten Grade ist sie aber richtig. Folglich gilt sie allgemein.
Der Quotient von zwei ganzen rationalen Funktionen
ag2™ + a, 2™+ --4aq, und bya"+baz""'+---+0,,
2" +a " 4.t a,
bod b, & T b’
ist' auch eine Funktion von #. Nur muB man diejenigen Werte von
x susschlieBen, die Wurzeln des Nenners sind. Man nennt eiren
solchen Quotienten eine raticnale Funktion.
Eine rationale Funktion, deren Nenner den Grad Null hat, ist
eine ganze rationale Funktion.

§ 31. Stetigkelt. x, sei ein Wert der Veriinderlichen 2, und
es sei moglich eine Folge z,, ,, ;, ... von 2-Werten so zu wihlen
daB z, 2 &, aber lim z, =z, wird. Wenn dann fiir jede solche Folge

lim £ (x,) = f(x,)
ist, so nennt man f(z) an der Stelle z, stetig. Andernfalls heiBt
f(x) an der Stelle z, unstetig.
Eine Folge z,, 2y, %, . . . von der obigen Beschaffenheit existiert
dann und nur dann, wenn in jeder Umgebung von z, ein von z,
verschiedener 2-Wert vorhanden ist. DaB8 diese Bedingung not-

also
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wendig ist, folgt aus der Bedeutung der Formel lim z, = #, (z, 2 %,)-
Die Bedingung ist aber auch hinreichend. Gibt es z. B. in jedem der

Intervalle (%— % Cnt 71{).,

n=1, 2, 3,..., einen von z, verschiedenen z-Wert z,, so hat man
lim %, = x,, weil z, zwischen zwei nach 2, konvergierenden Zahlen
liegt.

Wenn es keine Folge von 2-Werten gibt, so daB lim 2, = x, und
%, 2 %, ist, so nennt man z, einen isolierten z-Wert. Es li8t sich
dann um z, eine Umgebung konstruieren, in der z, der einzige z-
Wert ist.

Von Stetigkeit oder Unstetigkeit an der Stelle #, kann man nur
reden, wenn z, nicht isoliert ist.

Aus § 26, Nr. 4 kann man entnehmen, daB eine rationale
Funktion an jeder Stelle des Definitionsbereichs stetig ist.

§ 32. Anwendung rationaler Operationen auf stetige
Punktionen. f(z), g (z),..., u(x) sei eine endliche Anzahl von
Funktionen mit gemeinsamem Definitionsbereich. x, sei ein Wert
aus diesem Bereich und f(z), 9(2), ..., u(x) seien fiir z =z, stetig.

Wenn sich die rationale Operation R auf die Zahlen
(@), 9(20), - - -, u(y)

R(f@), 9@, ..., u@)
fir £ = x, stetig. Ist nimlich lim #, = ,, so hat man nach § 26, Nr. 4
hm ?R (f(xn)7 g(wn)’ RS u(x-)) = ER (f(x0)7 g(xo); te % (xo))

Bemerkung. Es liBt sich um , eine Umgebung konstruieren,
so daB R auf f(z), g(x), ..., u(x) anwendbar ist, sobald £ jener
Umgebung angehort. Gibe es nimlich in jedem der Intervalle

1 1
(f"o-;;; xo"r';;);
n=1,2,38..., ein 7, so daB R avf f(Z,), 9(Z)), . . ., ¥(Z,) nicht
anwendbar wiire, so hitte man lim Z, = #,, also nach § 26, Nr. 4

lim R (F(&,), 9(E, ..., () = R(F 2y, 9@y, .. ., w(zp)-
3

Kowale w8 ki, Differential- und Integralrechnung. 4. Aufl,

anwenden laBt, so ist
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Dann miiBten aber fast alle
Rz, 9@),...,wE))

einen Sinn haben.

§ 33. Eine Eigenschaft der stetigen Punktionen. Wir
beweisen zunichst folgenden Hilfssatz:

Wenn f(a) >0, f(b) <0 und f(z) in <{a, b) stetig?) ist, so0
gibt es zwischen a und b ein ¢ derart, daB f(c) = 0 ist.

Angenommen, es gibe kein solches ¢. Dann hat man entweder

f(‘”"’) <0 oder f(“+”)>0

Im ersten Falle setze man

a =q und bl=a+b

im zweiten Falle a, =2 ;' ® und b =0,

so daB also f(a)>0 und f£(b)<O.
Auf (a,, b,) 1aBt sich genau dieselbe Betrachtung anwenden. Je nach

dem f(“‘—':b-‘.) <0 oder f(g%tlﬁ) >0,

hat das Intervall (al , ‘—1—‘%) oder (a';_b‘ , bl)

die Eigenschaft, daB an seiner unteren Grenze a, die Funktion positiv,
an seiner oberen Grenze b, dagegen negativ ist.

Dieses Halbierungsverfahren kann man in infinitum fortsetzen.
Es ergibt sich dabei eine. Folge von Intervallen

‘ . (ay, b), (a5, b), (a5 by),. ..
mit der Eigenschaft f(a)>0, f(b)<O.
Da a,, a4, ay,... und by, by, b, ... offenbar beschrinkte monotone
Folgen sind, so existieren nach § 16
lima, und limb,,

b,l—a b—a

und wegen "= g

1) Wir verlangen, ausfiihrlich gesagt, folgendes Wenna< *, < b und
lim z, =z ist, so soll immer lim f(z,) = f(x) sein.
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ist lim (b,—a,) =lim b, —lima,=0,
also lim g, = lim b,.
Bezeichnen wir diesen gemeinsamen Grenzwert mit ¢, so ist auf Grund
der Stetigkeit
F(0)=1limf(a) und f(c)=lim £(3,).
Wegen f(a,) > 0 muB f(c) > 0 und wegen f(b,) <0 muB f(c)< 0
sein. Es folgt also f(¢) = 0.
Jetzt ist es leicht, folgenden allgemeinen Satz zu beweisen:
F(z) sei in {a, b) stetig. Ferner sei
F(a)=A4 und F(b)=B. (42 B)
Ist dann C eine beliebige Zahl zwischen 4 und B, so gibt
es zwischen a und b ein ¢, so daB
F(e) = C.
F@)—C
A—B
Diese Funktion erfiillt die Bedingungen des obigen Hilfssatzes. Da-
her gibt es zwischen a und b ein ¢, so daB f(c) =0 ist. Das be-
deutet F(c) = C.

§ 34. Anwendung. m sei eine positive ganze Zahl. Dann
ist, wie wir wissen, 2™ iiberall stetig. Wir wollen zeigen, daB die
Gleichung M —q (a>0)
eine positive Wurzel hat.!)

F(x) = o™ ist fir £ = 0 kleiner als a, nimlich gleich Null.
Wiihlt man eine ganze Zahl k groBer als a, so wird

FEy>k>a.
F0)<a und F(k)>a.
Zwischen O und % gibt es daher nach § 33 ein ¢, so daB
Fle)=c"=qa ist?)
Zwei verschiedene positive Zahlen mit der m-ten Potenz a
kann es nicht geben. Aus ¢, > ¢ > 0 folgt niimlich ¢, > ¢™.

Man bilde f(z) =

Man hat also

1) Fir a =10 ist £ =0 die einzige Wurzel.
2) Jetzt sehen wir, da8 die in § 1 betrachtete Gleichung x*==2 18sbar ist.
3*
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Die positive Zahl ¢, deren m -te Potenz gleich @ ist, nennt man die

positive m-te Wurzel aus a und schreibt
1

¢c=7a oder c=am.

Wenn a = 1, so ist "1'/E=1. Wenn a > 1, so hat man
F(1) =1 < a. Mithin liegt % zwischen 1 und %, ist also groBer
als 1. Wenn a< 1, so hat man F(1) = 1> a. Mithin liegt Va
zwischen O und 1.

§ 35. a® fiir rationales ac(@ > 0). Wenn 2 eine positive
Rationalzahl, also

X ==—

ist, wobei die positiven ganzen Zahlen m, » teilerfremd sein sollen,

. 1 m
80 setzen wir pr. (ﬂ)n_
Wenn z eine negative Rationalzahl ist, so setzen wir
1
G == aE
Ferner soll a®=1 sein.

Jetzt hat a” fiir jedes rationale z eine Bedeutung. Der Leser
beweise die Formeln
a*t¥=a"a und (a@*)¥=a",
ferner die Formel (aby" = a®b".

Dabei ist ¢ >0, 5> 0 und 2, y sind rational.

Die letzte Formel braucht z. B. nur fiir £ = 1/%» bewiesen zu
werden (n=2,3,...). Es ist aber

1\ 7 1\n
(a’;) =a, (b;) '='b)
1 I\= 11 1

also (07) =ab, ab @ = (@b

In @hnlicher Weise iiberzeugt man sich von der Richtigkeit der

tibrigen Formeln.
Aus der dritten Formel folgt im Falle b=1/a

1
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Ist b<<1, so hat man a>1. Wir knnen uns deshalb bei der wei-
teren Behandlung auf den Fall a>1 beschrinken. Im Falle a=1
hat man bestindig a®=1.

§ 36. Bine Hilfsformel. % sei von Null verschieden und

1+44>0. Dann gilt firn=2,3,4,... die Ungleichung

1 +2>1+nh.
Wir benutzen zum Beweise die vollstindige Induktion. Zu-
nichst liberzeugen wir uns, daB die Ungleichung im Falle # = 2
richtig ist. In der Tat hat man

(L+h)Ei=1+2r+h>1+2h.

Sodann beweisen wir, daf die Ungleichung fiir den Fall » + 1 gilt,
wenn sie fiir den Fall » richtig ist. Multiplizieren wir

(1+hpr>14+nh
auf beiden Seiten mit 1 + 4, so kommt

(1 + Rkt > (1 + nh) (1 4 5).

Nun ist aber
A4+2h)A+k)=1+m+1)b+nk*>1+ (n+ D,
also A +r*1>14 (n+ Dh.

§ 37. Grenzwert von a” fiir nach Null konvergilerendes
rationales a. Wir nehmen an, daB & > 1 ist, mithin Ya> 1.

Setzen wir dann Va=1+h
80 ist a=14h)>1+nh,
also 0<h, <1 und limh,=0, dh lim¥ya=1

Da auch 1:¥a den Grenzwert 1 hat, so konvergieren
1 1
a* und a *
beide nach 1.

Nun sei limz, = 0 (z, rational)

und ¢ eine beliebige positive Zahl. Dann 158t sich » als positive
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1 1
ganze Zahl so wihlen, daB a”, a " beide in (1 — &, 1 + &) liegen.

Fast alle z, sind aber in (——i—, %) enthalten, mithin fast alle a*»

in?) (a_%, a.%)’ also auch in (1 —¢, 1 + ¢).

Das bedeutet aber, daB lim a%» =1 ist.

§ 38 a" fiir beliebiges reelles x. Wir betrachten eine kon-

vergente rationale Zahlenfolge z,, z,, z;, . . .. Ihre Glieder lassen
sich zwischen zwei rationale Zahlen & und 7 (> ) einschlieBen. Die
Glieder der Folge a®, an, a%, . .

liegen also') alle zwischen a* und &, d. h. die Folge ist beschrinkt
und hat daher wenigstens einen Haufungswert. Hitte sie zwei Hau-
fungswerte « und v (> u), so gibe es eine Teilfolge

ay, ay a%, . .. mit dem Grenzwert u
und eine Teilfolge
an, a*, a*, . .~ mit dem Grenzwert v.
Wegen u < v lassen sich die Rationalzahlen », 7’ 5, s" so wihlen,
daB r<u<r<s<o<Ls
ist. Da fast alle av» in (7, ")
und fast alle a* in (s, §°)

liegen, so sind die Differenzen
a*n — q¥n
fust alle grofer als s — #. Bedenkt man aber, da8
atn — q¥n=q¥» (@» =¥ — 1) < @ (@™ ~¥» —1)
und lim (¢,—y,) =0
ist, so ergibt sich lim (a*» — a¥n) = 0,
wihrend doch fast alle a*n — a¥» groBer als s — 7" sind.

Wir wissen jetzt, daB a®, @™, a®, . . . eine konvergente Folge
ist. Den Grenzwert dieser Folge setzen wir gleich a®, wobei z=limz,.

1) Wir benutzen hier, daB a®<Ca? ist, sobald x <<y In der Tat hat
man y =x -+ 2 (¢ > 0) und a¥ = a"’ > a®, weil ¢’ > 1 ist, was unmittelbar
aus der Definition und aus § 34 (SchiuB) hervorgeht.
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Er ist unabhiingig davon, welche nach z konvergierende rationale
Folge man benutzt. Ist nimlich

lim z, = lim Z, =z, (z,, Z, rational)
so konvergiert auch z,, Z,, z,, Z;, . . . nach 2. Mithin ist
a=, a%, a®, a%,
konvergent. Alle Teilfolgen einer konvergenten Folge haben aber
denselben Grenzwert. Man hat also insbesondere
lim g®» = lim a%».
Ist z rational, so ergibt sich kein Widerspruch. Wir diirfen
dann némlich alle z, gleich # annehmen.
Nunmehr ist a® fiir alle reellen z definiert. Man nennt a® eine

Exponentialfunktion.
Es ist leicht, die Formeln

az+y = aat, (az)y= a®y, (ab)t= a®bh®
(a>0,5>0),

die in § 35 nur fiir rationale z, y aufgestellt wurden, fiir beliebige
reelle z, ¥ zu beweisen.

Ebenso leicht tiberzeugt man sich, daB a*>1 ist (a>1), so-
bald 2> 0. Wihlt man ndmlich eine Rationalzahl r zwischen O
und ¢, so ist a">1. Wenn nun lim 2, = ¢ ist (2, rational), so wer-
den fast alle 2z, groBer als # sein, folglich fast alle a*» groBer als o,
also lim a*» sicher nicht kleiner als a”, d. h. griBer als 1.

Wemn x <y, so ist ¢°* < @’. Denn man hat

y=z+4+2z und 2>0,
also a*> 1, mithin a¥ = a*a* > a”.
o® nimmt demnach bei wachsendem « bestiindig zu.
§ 39. Stetigkeit von a*. Wir wollen zeigen, daB aus
limz, =2 immer folgt lima™ =a”.
Die Rationalzahl r, liBt sich so wihlen, da8

» 1
r1l<xﬂ<rﬂ+;-
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ist. Da z,—r, und (r,, + %) -z,
beide zwischen O und 1/n liegen, ist
limr,=2 und lim (rn + %) =1,

. 1
Andererseits hat man  a™» <a®r<a'nt 3.

a®s ist also zwischen zwei Zahlen eingeschlossen, die nach a4 kon-
vergieren. Folglich konvergiert a®» ebenfalls nach a*.

§ 40. Logarithmen zur Basis a. Die Exponentialfunktion
a® (@> 1) hat lauter positive Werte. Denn es ist a®=1, "> 1 (fiir
z > 0), und fiir # < O ist a” ebenfalls positiv, weil a”=1/a—".

Hat man ein beliebiges positives g, so liBt sich die positive
ganze Zahl » so wihlen, daB

a=" < Yy < a®
wird. Da nimlich

a>14+n(@—1) und a~*< !

1+n{a—1)
ist, so braucht man nur dafiir zu sorgen, daB die Ungleichungen
1
gelten. Diese sind aber gleichbedeutend mit
1—y y—1
n>(a_1)y und n>a—:i'

Nach § 33 gibt es also zwischen — # und # eine Zahl z, so
daB a® =y ist, und da a® mit wachsendem z bestéindig zunimmt,
existiert nur ein solches z. Dieses z nennt man den Logarithmus
von y zur Basis a und schreibt

x = Logy.
Logy ist nur fiir positive y definiert.

Aus der Definition ergibt sich unmittelbar, daB Logy mit
wachsendem y bestindig zunimmt. Ebenso leicht findet man
die Formeln

Log (zy) = Logz + Logy und Log(2¥) =y Logz.

In der ersten sind z und y beide positiv, in der zweiten braucht

nur z positiv zu sein.
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§ 41. Stetigkeit von Log x. Es sei
limz, ==,
und z sowie alle x, seien positiv. Dann lassen sich zwei positive
Zahlen k und ! (> k) wihlen?), so daB alle z, in (%, I) liegen. Die
Folge Logx,, Log %y, Log z,, .
ist also beschriinkt, da alle ihre Glieder zwischen Log# und Log!
enthalten sind. Ist y ein Héufungswert der Folge und
Log z,’, Log z,', Logzy/, . .
eine Teilfolge mit dem Grenzwert g, so wird
lim z,'= lim a™¢%’ oder x = a¥.

Es kann daber nur einen Haéufungswert geben, und er ist gleich
Log 2. Man hat also lim Log z, = Log«. '

§ 42. Natiirliche Logarithmen. Setzt man in der Hilfs-

formel aus § 36 1
h=——,

so ergibt sich nach einer leichten Umformung

(42 ()

n

Die Folge (1+ —})‘, (1 + %)’, (1+ -3‘—)“ .

ist hiernach aufsteigend.
Setzt man in der erwiihnten Hilfsformel

1
h = mE 19
né—1

so erhilt man zundchst

1 n
oder, da ”,—n__—l > 5;
. 1 \» 1
ist, <1+n’——{) >1+—

1) Man wahle zuniichst &¥* und I’ so, daB 0 <<k’ <& <1’ ist. Nur eine
endliche Anzahl von x, liegt dann nicht in (%', I’). Diese z, und %', I’
miissen in (k, I) enthalten sein.
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und schlieBlich (1 +5—)">(1+2)"""
Die Folge (1 + %)2, (1 + —;-)s, (1 + %)‘, ce
ist also absteigend.
Diese Folge ist aber beschrinkt. Sie hat daher einen Grenz-
wert, der mit e bezeichnet wird, so daB also

e = lim (1 4——:{)"+1 ist.
1\»+1

Weil nun (1 + 1)u=== Q—j——_ﬁ.—l)—~—
1+1T
und lim (14 ) =1

ist, so hat man auch 1

e = lim (1-}—;0—) .
Die Bezeichnung e riihrt von Euler her.

Wir haben e sowohl als Grenzwert einer absteigenden als auch
einer aufsteigenden Folge dargestellt. Nach §16 ist also fiirn=2,3.4,...

{
1\n 1\n+1
(1+5) <e<(t+5)"
Diese Zahl ¢ hat man zur Basis eines Logarithmensystems ge-
macht und nennt die Logarithmen zur Basis e natfirliche Loga-

rithmen Zur Bezeichnung des natiirlichen Logarithmus von z be-
nutzen wir das Symbol log z.

§ 43. Andere Folgen mit dem Grenzwert e. Wenn fast
alle Glieder der Folge a,, a,, a5, . . . groBer als g sind, wie man
auch die Zahl g wihlen mag, so wollen wir sagen, daB a, positiv
unendlich wird.

Wir wollen annehmen, daB simtliche a, groBer als 1 sind.f)

v, sei die groBte ganze Zahl, die kleiner oder gleich a, ist.

Dann hat man 0<a,—v<l1,

1) Da a, positiv unendlich wird, so sind fast alle a, gréBer als 1. Die
iibrigen denken wir uns gestrichen.



Folgen mit dem Grenzwert e 43

so daB auch v, positiv unendlich wird. Nun ist aber

1
1+v”+l
1

) < (g s (L)

<14 <1+,

alsol) (1 +

und deber (1 +5—5)" < (1 + )" <(1+3)""

a [

Da nun (1 + m-lf-l)m und (1 + %)m“.
(m=1,2,8,...)

beide den Grenzwert e haben, 1iBt sich g so wihlen, daB diese Zahlen
fir m>g in (e — ¢, e + ¢) liegen (¢ > 0). Fast alle », sind aber
groBer als g. Also sind auch die Zahlen

1 \' 1
(L5 (1+3)
fast alle in (e — ¢, e + ¢) enthalten. Dasselbe gilt daher von den

Zahlen (1 + %l )dn,

so daB lim (1 + al—)a" =¢ ist

v+l

by, b, by, . . . sei eine Folge von der Beschaffenheit, daB — b,
positiv unendlich wird. Man sagt dann, daB b, negativ unend-
lich wird.

Wir wollen annehmen, da8 simtliche b, kleiner als — 1 sind.?)
Setzen wir dann b, = — 1 — a,,, so sind alle a_ positiv, und es wird

()= (™ = (4 ) 14.2)

Da 1/a, nach Null konvergiert, so ergibt sich
. b"-
lim (1 + é) = e,

1) Wenn 2>>0, so ist a* > (a>b>0). In der Tat wird a/b = c>1
und a’=b"¢* > b*.

2) Nur eine endliche Anzahl von b, braucht man zu diesem Zweck zu
streichen
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Zusammenfassend konnen wir also sagen, daB
. 1\
Lim (1 + ;) =€
ist, wenn |@| unendlich?') wird.
Die Aussagen , |0/ wird unendlich“ und
plim = = 0%

sind v8llig gleichbedeutend. Wir kdnnen daher unser Resultat
auch so aussprechen:

Wenn A nach Null konvergiert, aber immer ungleich
Null bleibt, so wird 1
lim {(14+5h)7 | =e.

§ 44. Grenzwert von (a” —1):h. Wir setzen a > 1 voraus.
h (2 0) soll nach Null konvergieren. Dann ist, wie wir wissen, lim a*
gleich 1, aber a* von 1 verschieden, also

a*=1+k(k2>0) und limk=0.

Da hloga=1log(1+%)),
a*—1  kloga log a
8o hat man T = Tog ALk —

1
log {(1 4%}
1
Nach § 43 ist aber lim {(1 +-k)*} =,

1
also nach §41 limlog {(1 +%)*} =loge=1,

at— 1

folglich lim —— =log a.

Diese Formel gilt auch fiir a = 1, weil dann beide Seiten gleich

Null werden.
Im Falle 0 < a < 1 setze man ¢ = 1/b. Dann wird

. ah—1 . 1 —b .1 bh—1
lm —5— = lim 5 = — lim 55 ——,

also lim ahh_lm——logb=loga.

1) Es geniigt in diesern Falle ,unendlich* statt ,,positiv unendlich** zu
sagen.
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Kapitel V.

Geometrische Interpretation der Zahlen
und Funktionen.

§45. Versinnlichung der reellen Zahlen durch die Punkte
einer Geraden.!) Wir benutzen zur Versinnlichung der reellen
Zahlen eine Gerade, die wir
dieZahlenlinie nennen. Auf
ihr werden zwei verschie-
dene Punkte O und E gewiihlt. O heibt der Nullpunkt oder An-
fangspunkt und E der Einheitspunkt.

Wird eine positive Rationalzahl » vorgelegt, so ordnen wir
ihr einen Punkt R der Zahlenlinie zu, der mit E auf derselben
Seite von O liegt, und zwar so, daf OR sich zu OF verhiilt wie r
zu 1. Wenn also # = m/n ist (m, n positive ganze Zahlen), so tragen
wir den #n-ten Teil von OF von O aus m-mal nach der Seite hin ab,
auf welcher E liegt.

Den Punkt R nennen wir den Bildpunkt von » oder kurz den
Punkt r. E ist der Bildpunkt der Zahl 1. Daher haben wir E den
Einheitspunkt genannt.

Ist s eine negative Rationalzahl, also s = — m/n (m, n positive
ganze Zahlen), so tragen wir den n-ten Teil von OE von G aus m-mal
nach der Seite hin ab, auf welcher E nicht liegt. Dadurch gewinnen
wir einen Punkt S, der der Bildpunkt von s oder kurz der Punkt s
heiBen mage.

Betrachten wir schlieBlich noch O als den Bildpunkt der Zahl
Null, so hat jede Rationalzahl ihren Bildpunkt. Wir nennen diese
Bildpunkte die rationalen Punkte.

In Fig. 1 liegt E rechts von O. Sind » und ’ zwei verschie-
dene Rationalzahlen und R bzw. R’ ihre Bildpunkte, so liegt R’ rechts
oder links von R, je nachdem ¢’ > r oder »" < r ist.

AuBer den rationalen Punkten gibt es auf der Zahlenlinie noch
andre, die man als irrationale bezeichnet. Konstruiert man z. B. ein

S 4 B o0 EJ D R
Fig. 1.

1) Von einer Erdrterung der hier zugrunde liegenden geometrischen
Axiome seben wir ab.
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Quadrat mit der Seite OF und macht OJ gleich der Diagonale dieses
Quadrats, so kann J kein rationaler Punkt sein. Wire er nimlich
der Bildpunkt der Rationalzahl », so miiBte nach dem Satze des
Pythagoras r? = 2 sein, was, wie wir wissen, unméglich ist.

Ein irrationaler Punkt J fiihrt zu einer Einteilung aller ra-
tionalen Punkte in zwei Klassen. Zu der ersten oder unteren Klasse
rechnen wir alle rationalen Punkte, die links von J liegen, zu der
zweiten oder oberen Klasse alle rationalen Punkte, die rechts von J
liegen. Jeder Punkt der unteren Klasse liegt dann links von jedem
Punkt der oberen Klasse. Ersetzen wir jeden rationalen Punkt durch
die Rationalzahl, deren Bildpunkt er ist, so erhalten wir einen
Schnitt (vgl. § 2). « sei die Zahl, die durch ibn bestimmt wird.
Sie ist irrational; denn zwischen jedem rationalen Punkt und dem
Punkt J gibt es noch andre rationale Punkte, so daB in der unteren
Klasse kein Punkt am weitesten rechts und in der oberen Klasse
keiner am weitesten links liegt. Wir wollen nun J als den Bild-
punkt der Irrationalzahl « betrachten und ihn kurz den Punkt «
nennen.

Jeder Punkt der Zahlenlinie ist also der Bildpunkt
einer reellen Zahl. Man nennt diese Zahl die Abszisse des
Punktes (in bezug auf den Nullpunkt O und den Einheitspunkt E).
Sind P, und P, zwei verschiedene Punkte, so sind auch ihre
Abszissen z, und z; verschieden und zwar liegt P, rechts oder
links von P, je nachdem z; > z, oder 2, < z, ist.)

Gibt es nun zu jeder Irrationalzahl einen Punkt, dessen Ab-
szisse sie ist? Es liegt im Wesen unserer Raumanschauung, daf wir
diese Frage nur durch ein Axiom erledigen kénnen.

Gehorte zu der Irrationalzahl « kein Bildpunkt, so zerfielen die
simtlichen Punkte der Zahlenlinie in zwei Klassen:

1. Punkte, deren Abszisse kleiner als « ist.

2. Punkte, deren Abszisse gréBer als « ist.
Jeder Punkt der unteren Klasse befinde sich links von jedem

1) Fir den Fall, daf P, und P, irrationale Punkte sind, folgt dies
daraus, daB zwischen P, und P, rationale Punkte liegen (vgl. § 6).



Streckenmessung 47

Punkt der oberen Klasse, und in der unteren Klasse lige kein Punkt
am weitesten links, weil es zwischen zwei Zahlen immer noch
andere gibt.

Wir stellen es nun als Axiom auf, daB etwas Derartiges nicht
vorkommt (Stetigkeitsaxiom). Dann hat jede Irrationalzahl
ihren Bildpunkt auf der Zahlenlinie.

Zwischen den reellen Zahlen und den Punkten der Zahlenlinie
findet, wie man sagt, ein eineindeutiges Entsprechen statt.
Jede Zahl hat einen bestimmten Bildpunkt auf der Zahlenlinie und
jeder Punkt der Zahlenlinie ist der Bildpunkt einer bestimmten Zahl.

§ 46. Streckenmessung. Zwei Punkte 4 und B der Zahlen-
linie bestimmen in dieser Reihenfolge eine Strecke. A heiBt der
Anfangspunkt, B der Endpunkt der Strecke. Je nachdem B
rechts oder links von A liegt, tragen wir von O aus nach rechts oder
links OD gleich AB ab. Die Abszisse von D nennen wir die Maf-
zahl der Strecke A B und bezeichnen sie mit A B.

Hiernach ist die Abszisse eines Punktes P nichts anderes als O P

Wenn a die Abszisse von 4 und b die Abszisse von B,
so ist die MaBzahl der Strecke AB gleich b — a.

Sind @ und b rational, so bedarf der Satz keines Beweises. Sind
sie irrational, so lassen sich die Rationalzahlen a, und b, so wihlen,

da 6, <a<a,+—, by<b<b +
ist (vgl. § 9). P,, @, seien die Bildpunkte von a, bzw. b, und P,
@, die von a, + % bzw. b, + %

Dann liegt 4 B sicher zwischen P,Q,” und P, @, also zwischen

b,,—an—{»-;lt- und b"—aﬁ——%~

Da diese beiden Zahlen nach b — a konvergieren, so ist
AB=1b—a.
Sind 4, B, C drei beliebige Punkte der Zahlenlinie (a, b, ¢ ihre
Abszissen), so hat man immer
AB+BC+CA4 =0,
weil (b—a)+ (¢ —b) + (@ —c) =0 ist.
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Fallen B und C zusammen, so wird BC = 0, und die Formel
lautet AB+BA=0 oder AB~——BA.

Vier Punkte A, B, C, D der Zahlenlinie (mit den Abszissen
a, b, ¢, d) erfiillen die von Euler angegebene Relation

AB-CD + AC-DB+ AD -BC=0.

In der Tat ist
b—a)yd—c)+(c—a)y(b—d)+(@d—a)(c—D)=0.
Bemerkung. Wihlt man die Punkte O und E’ so, daB

O'E =1
ist, so hat AB in bezug auf O’ und E’ dieselbe MaBzahl wie in
hezug auf O und E.

§47. Versinnlichung der Zahlenpaare durch die Punkte
einer Ebene. Zwei reelle Zahlen x,, z, bilden in dieser Reihen-
folge ein Zahlenpaar. z, heiBt die erste, z, zweite Zahl des
Paares.

Wir ziehen in einer Ebene durch einen Punkt O, den wir den
Anfangspunkt nennen, zwei verschiedene Geraden (Koordinaten-
achsen). Auf jeder von ihnen wihlen wir einen von O verschie-
denen Puunkt E, bzw. E,.)

Auf der Geraden OE, benutzen wir O als Nullpunkt, E, als
Einheitspunkt, ebenso auf OE; O als Null-
punkt, E, als Einheitspunkt.

Ist nun P, der Bildpunkt von x, auf
E der Geraden OE, und P, der Bildpunkt von
y z, auf der Geraden OE,, so ziehen wir durch

P
£

/ P, und P, Parallelen zu OF, bz. OE, und
¢ E i erhalten dadurch den Punkt P. Ihn nennen

Fig. 3. wir den Bildpunkt des Zahlenpaares z,, z,
oder kurz den Punkt (z;, z,).

1) Man nimmt gew&hnlich O E, und O E, gleich lang an, Anstatt F, und
E, in die Figur hineinzuzeichnen, macht man durch Pfeile kenntlich, auf
welcher Seite die Einheitspunkte liegen.
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Auf diese Weise ist zwischen den Zahlenpaaren und den Punkten
der Ebene ein eineindeutiges Entsprechen hergestellt. Jedes
Zahlenpaar hat einen bestimmten Bildpunkt in der Ebene, und
jeder Punkt der Ebene ist der Bildpunkt eines bestimmten Zahlen-
paares.

#;, ¥, nennt man die Koordinaten des Punktes P.

Man pflegt auf parallelen Geraden die Einheits-
strecken') so zu wiahlen, daB sie durch eine Parallelver-
schiebung zur Deckung gebracht werden kénnen.

Hiernach ist 2, = 0P =P, P
und Zy= 0P, = P,P.

§ 48. Bildkurve einer Funktion. Um eine geometrische
Darstellung einer Funktion y = f(2) zu erhalten, bedient man sich
der in § 47 dargelegten Versinnlichung der Zahlenpaare durch die
Punkte einer Ebene.

Jedem Wert der unabhingigen Veréinderlichen entspricht ein
Zahlenpaar z, f(z),

das in der Ebene seinen Bildpunkt hat. Den Inbegrifi der so er-
haltenen Bildpunkte nennt man die Bildkurve der Funktion (z)

und y = f(#) die Gleichung dieser Kurve. /

Durch die Bildkurve ist die Funktion / P
vollkommen bestimmt. Denn aus der Bild-
kurve kann man ablesen, welcher Funk- 'Fe)
tionswert jedem Wert der unabhiingigen Ver-
énderlichen 2 entspricht. x

Wenn f(z) eine Konstante ist, so ist die /0 E, P,
Bildkurve eine Parallele zur z-Achse. 5 Fig. 3.

Die Bildkurve einer ganzen rationalen Funktion ersten Grades
Y= a2 + a (ay 20)
ist eine Grerade, die aber nicht zur z-Achse parallel ist.
1) Eine Einheitsstrecke ist eine Strecke mit der MaBzahl 1.
2) OF, nennen wir hier die a-Achse, OE, die y-Achse.

Kowalewski, Differential- und Integralrechnung. 4. Aufl. 4
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Die Bildkurve einer ganzen rationalen Funktion zweiten Grades
ist eine Parabel.

Die Bildkurve von y =} a?—2* (—agz<La)

ist, wenn wir die Koordinatenachsen senkrecht zueinander annehmen,
ein Halbkreis vom Radius a.

§ 49. Versinnlichung der Zahlentripel durch die Punkte
des Raumes. Drei reelle Zahlen z,, z,, z, bilden in dieser Reihen-
folge ein Zahlentripel. «, heiBt die erste, z, die zweite, 2, die
dritte Zahl des Tripels.

Durch einen Punkt O des Raumes, den wir den Anfangs-
punkt nennen, ziehen wir drei Geraden, die nicht in einer Ebene
liegen. Sie heifen die Koordinatenachsen und die drei Ebenen
die sie paarweise bestimmen, die Koordinatenebenen. Auf jeder
Koordinatenachse wihlen wir einen von
O verschiedenen Punkt (E, bzw. E,
bzw. E;).

Auf OE, (n=1, 2, 3) benutzen
wir O als Nullpunkt, E_ als Einheits-
punkt.

Ist nun P, der Bildpunkt von z,

0 E, 3 auf OF,, so legen wir durch P,, P;, P,

Fig. 4. Parallelebenen zu den Koordinatenebe-

nen und erhalten dadurch den Punkt P.

Ihn nennen wir den Bildpunkt des Tripels z,, z,, z, oder kurz
den Punkt (z,, #,, ).

Auf diese Weise ist zwischen den Zahlentripeln und den Punkten
des Raumes ein eineindeutiges Entsprechen hergestellt. Jedes
Zahlentripel hat einen bestimmten Bildpunkt im Raume und jeder
Punkt des Raumes ist der Bildpunkt eines bhestimmten Zahlentripels.

Z,, Zs, Ty nennt man die Koordinaten von P.

Zy, 4 sind die Koordinaten von P,’ in der Ebene OE, E,, ebenso
Zy, 2, die Koordinaten von P," in der Ebene O E,E, und z,, z, die
Koordinaten von P, in der Ebene OF, E,.
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§ 50. Punktionen von zwei Veridnderlichen. IM sei irgend-
eine Menge von lauter verschiedenen Zahlenpaaren oder, geometrisch
gesprochen, eine Menge von lauter verschiedenen Punkten einer
Ebene.

Ist jedem Punkt von M eine Zahl zugeordnet, so sagt man, daB
in I eine Funktion definiert ist.

Die zugeordneten Zahlen wollen wir als die Werte einer Ver-
inderlichen z betrachten. Ferner wollen wir festsetzen, daB das
Buchstabenpaar z, y jedes Zahlenpaar in It bedeuten kann. Ein
solches Buchstabenpaar moge ein Variablenpaar heiBen, jedes
Zahlenpaar in M ein Wertsystem und I der Bereich des
Variablenpaares.

Es entspricht dann jedem Wertsystem von z, y ein Wert von 2.

Man nennt # eine Funktion von z, y und schreibt?)

z2=f(z,y).
M heit der Definitionsbereich dieser Funktion.

Um eine geometrische Darstellung von f(2, y) zu gewinnen, be-
dient man sich der in § 49 dargelegten Versinnlichung der Zahlen-
tripel durch die Punkte des Raumes. Jedem Wertsystem von z, y
entspricht ein Zahlentripel

z, Y, f(x; y) ’
das seinen Bildpunkt im Raume hat. Den Inbegriff der so erhaltenen
Bildpunkte nennt man die Bildfliche der Funktion £(r,y) und
7= (z,y) die Gleichung dieser Fliche,
z=azx+by+c¢ (@, b, ¢ Konstanten)
ist z. B. die Gleichung einer Ebene.

§ 51. Stetigkeit. (z,,y,) sei eine Stelle im Bereich I, und
es sei moglich, in M die Punkte

(@15 1), (23, ¥s), (%5, Ys), -
so zu wiblen, daB (z,,y,) von (z,,y,) verschieden und
limz, =2z, und limy, =y,
1) Gelesen wird diese Formel: , z gleich f von x, y*. Statt f kann

man auch andre Buchstaben benutzen.
4‘
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ist.!) Wenn dann immer

lim f(x,,y,) = f(,, y,)

ist, 8o nennt man f(z, y) an der Stelle (x,, y,) stetig. Andernfalls
heifit f(z, y) an der Stelle (x,, y,) unstetig.

Eine Folge (zy, y,), (%3, ¥3), (%5, ¥s), - . . von der obigen Be-
schaffenheit existiert dann und nur dann, wenn in jeder Umgebung?)
von (7,, %,) ein von (Z,, y,) verschiedener Punkt der Menge M vor-
handen ist.®)

Gibt es in I keine Punktfolge, die nach (x,,y,) konvergiert,
so nennt man (z,, y,) einen ivolierten Punkt von I}. In einem
solchen Punkte von Stetigkeit zu reden, hat keinen Sinn.

§ 52. Punktionen von n Verdnderlichen.t) I sei irgend
eine Menge von lauter verschiedenen Zahlentripeln oder, geometrisch
gesprochen, eine Menge von lanter verschiedenen Punkten im Raume.®)

Ist jedem Punkt von IR eine Zahl zugeordnet, so sagt man, daB
in M eine Funktion definiert ist.

Die zugeordneten Zahlen wollen wir als die Werte einer Ver-
inderlichen u betrachten. Ferner wollen wir festsetzen, daB das
Buchstabentripel z, y, # jedes Zahlentripel in I bedeuten kann. Ein
solches Buchstabentripel mdge ein Variablentripel heiBen, jedes

1) Wenn lim z, = 2; und lim y, =y, ist, so sagt man, daf der Punkt
(wﬁs y%) oder die Punktf‘)lge ('”1) yl)’ Ta s y2)7 (xsv ya): ... nach (xOl yo)
konvergiert.

2) (a, a’) sei eine Umgebung von z, und (b, b') eine Umgebung von y,
(vgl. § 10). Dann bilden diejenigen Punkte, deren Koordinaten den Bedingungen
a<lx<a und b<y<Lb genigen, eine Umgebung von (z,,y,). Nur
in diesem Sinne werden wir das Wort gebrauchen. Eine solche Umgebung
wird gebildet von den inneren Punkten eines Parallelogramms, dessen Seiten
zu den Koordinatenachsen parallel sind und das (z,, y,) in seinem Innern
enthiilt.

3) Beweis #thnlich wie in § 81.

4) Der Einfachheit halber besprechen wir nur den Fall n == 3.

8) Im Falle >3 ist eine solche geometrische Darstellung nicht mdg-
lich., Trotzdem bedient man sich der geometrischen Ausdrucksweise und
spricht von Punkten in einem n-dimensionalen Raum.
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Zahlentripel in M ein Wertsystem und I der Bereich des
Variablentripels.

Es entepricht dann jedem Wertsystem von z, 9, 2 ein Wert von u.
Man nennt u eine Funktion von z, y, 2 und schreibt?)

% = f (x: Y, 5) .

IR heiBt der Definitionsbereich dieser Funktion.

(%, Yo, ) sei eine Stelle im Bereich M, und sie sei nicht
isoliert, d. h. es sei mdglich, in MM die Punkte

{21, 91, 21), (T35 Ya, 22)s (%5, Y5y %), - - -
so zu wihlen, daB (z,, y,, 5,) von (%,, y,, %) verschieden und

limz, =x,, limy,=y, limeg, =¢,
ist.?) Wenn dann immer

lim f(wnr Yns 2p) = f(x()’ Yo» zo)
ist, so nennt man f(z,y, #) an der Stelle (x,, y,, 4,) stetig. An-
dernfalls heiBt f(2, y, #) an der Stelle (2, ,, 2,) unstetig.

Eine Folge (xy, ¥y, #), (%3, %3, %), (%3, U5, %), . - - Von der obigen
Beschaffenheit existiert dann und nur dann, wenn in jeder Umge-
bung?®) von (%, ¥,, %,) ein von (x,, y,, #,) verschiedener Punkt der
Menge IR vorhanden ist.

§ 53. Rationale Funktionen von n Veriinderlichen.
@b, ... sei eine endliche Anzahl von Konstanten und =, 2y, .. ., x,
sei ein Variablensystem. Der Bereich von z,, ,,.. ., z, sei so
beschaffen, daB R(a,b,...;0,5,...a)
einen Sinn hat, wobei R eine rationale Operation bedeuten soll.

Jedem Wertsystem von 2, ,, ..., s, ist auf diese Weise eine
Zahl zugeordnet. y=R@b. .53, 5. .. )

1) Gelesen wird diese Formel: ,,u. gleich f von a, y, 2.

2) Wenn lim @, = 2,, lim y, = y,, lim 7, = 2, ist, s0 sagt man, daB der
Punkt (z,, y,, 2,) oder die Punktfolge (x;, ¥,, 2,), @3 Y5+ 2y)y (@ Yy 25), - - .
nach 2,,9,, %,) konvergiert.

8) (a, a’) sei eine Umgebung von x,, (b, &) eine von y,, (¢, ¢) eine von
%,. Dann bilden die Punkte, deren Koordinaten den Bedingungen a <z < o,
b<y< b und ¢<Cz< ¢ geniigen, eine Umgebung von (x,, y,, 2,).
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ist also eine Funktion von 2z, %,,..., z,. Man nennt diese Art
von Funktionen rationale Funktionen.

Mit Hilfe von § 26, Nr. 4 erkennt man sofort, daB eine ratio-
nale Funktion an jeder Stelle ihres Definitionsbereiches
stetig ist.

Kapitel VI

Differentiation von Funktionen einer
Yeriinderlichen.

§ 54. Differenzenquotient. Sind x und z + & zwei ver-
schiedene Werte aus dem Definitionsbereich von y = f(z), so nennt

man f@+h) —f@)
h

einen Differenzenquotienten. Der Nenner ist die Differenz der
beiden Werte 2 4 & und x, der Zihler die Differenz der zugehérigen
Funktionswerte. Man pflegt den Zihler mit 4f(2) oder Ay, den
Nenner mit 4 zu bezeichnen, so daB der Differenzenquotient 4f(x) 4
oder dy/dz lautet. A soll an das Wort Differenz erinnern.

Der Differenzenquotient hat eine einfache gometrische Bedeu-
tung. P und @ seien die Punkte der Bildkurve, die zu z und = + A
gehdren. Dann ist (vgl. Fig. b)

4y _ EQ.

4z PR
Diesen Quotienten nennt man aber die Richtungskonstante der
Geraden PQ. Ist sie gleich a, so lautet die Gleichung der Geraden

y=azx+b
Der Differenzenquotient ist also gleich der Richtungs-
konstanten einer Sekante!) der Bildkurve.
§ 65. Ableitung und Differential. Wenn jede Folge von
Differenzenquotienten

feth)—F@ fath)—f@) f@th)—f@
hl ) h’ b hS ) 1

1) Als Sekante einer Kurve bezeichnen wir die Verbindungsgerade zweier
Kurvenpunkte.



Ableitung und Differential b5

die die Eigenschaft Limh =0

hat, konvergent ist, so sagen wir, daB f(x) an der Stelle z eine
Ableitung besitzt.!) Wir verstehen unter der Ableitung den ge-
meinsamen Grenzwert aller jener Folgen.

DaB ein solcher existiert, 1Bt sich leicht zeigen. Ist

lig fEE P — 7@ _ 4 (lim h, = 0)
und lim %’;@ — B, (lim &, = 0)

n

so ist auch die Folge :
f@+h)—f@ fE+h)—Ff@) fet+h)—Ff@ [@th)—I@
hy S ! hy ’ hy T

konvergent. Alle Teilfolgen haben daher denselben Grenzwert, ins-
besondere ist also 4 = B.

Wir bezeichnen die Ableitung von f(x) an der Stelle z mit
f'(z). Diese Bezeichnung riihrt von Lagrange her.

Das Produkt aus f'(x) und einem Zuwachs k2 nennt man das
Differential von f(z) an der Stelle  und bezeichnet es nach
Leibniz mit df(x), so daB

af(z) = f'(@h
ist. Man pflegt bei allen Funktionen dasselbe % zu benutzen, so da8
insbesondere dx =h

wird.?) Infolgedessen diirfen wir schreiben

af(z) = f'(z)d=,
und daraus folgt f(z) = ig(_@

x
Die Ableitung ist also ein Quotient aus zwei Differentialen. Des-
halb nennt man sie auch Differentialquotient.
Die Berechnung der Ableitung oder des Differentials heiBt
Differentiation.

1) An einer isolierten Stelle des Definitionsbereichs von einer Ableitung
zu reden, hat keinen Sinn.

2) Die Ableitung von f(x) =« ist gleich 1, weil alle Differenzenquotien-
ten gleich 1 sind.
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§ 56. Gleometrische Interpretation der Ableitung und
des Differentials. Wie wir wissen, ist
flz+h) —f@)
h

die Richtungskonstante einer Sekante P @ der Bildkurve von f(z).

Der Folge
f= +’;:) —f(x)’ fx+ 7;:3 - f(m), fe+ 7;;) - f(x)’ ... (limh, =0)
1 3

entspricht eine Folge von Sekanten, die alle durch P hindurchgehen
und deren Richtungskonstanten den
Grenzwert f'(z) haben!) Ziehen wir
durch P eine Gerade PZT, deren Rich-
P & tungskonstante gleich f* («) ist, so wollen
wir sie die Grenzlage von P @ nennen.
Man pflegt nun die Tangente

> unserer Kurve im Punkte P gerade als

T

o/ =« zrh die Grenzlage von P @ bei nach Null
Fig. 5. ) .
konvergierendem /4 zu definieren.
Demnach ist die Ableitung gleich der Richtungskon-
stante der Tangente der Bildkurve.

Dagegen ist RQ = f(z + k) — f(x) = 4f (=).

§ b7. Differentiation von f(x)+ g(x). Wenn u = f(z)
und v =g(z) an der Stelle x Ableitungen besitzen, so hat auch
F(z) = f(x) + g(x) an dieser Stelle eine Ableitung, und zwar ist

dw + v) = du + dv
In der Tat folgt aus
lim f_\."ij'_hh___m =f(x) (lim & = 0)
und lim 28N =96 _ 5 ) (lim k = 0)

1) Wir nehmen an, daB f'(z) existiert.
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nach § 26
lim Fe+h—F@ _ .. fet h;); e AG)) + lim g+ h})z — 9@

h
=f(2) +9 @)
§ 58. Differentiation von f(x)g(x). Wenn u = f()

und v = g(z) an der Stelle 2 Ableitungen besitzen, so hat auch
F(z) = f(z)g(x) an dieser Stelle eine Ableitung, und zwar ist

d(uv) = v du + udv.
Man hat nimlich

F(m+h;z—F($) — y(x) f(-”+h’3-f(@) + f(.’l)) g(‘”‘*‘h}z—g@)
fat+h—1@) g@+h—g@ ,
h h ?

+
mithin fir lim Ak =0
. F h) — F P
lim TEXN =TS _ ) f (@) + f(2)g ().

FPolgerungen. Wenn g(z) eine Konstante ¢ ist, so wird
g'(z) = 0, und man hat

d(cu) = cdu.
Da w—v=u+(—1)v,
so wird d(u — v) = du 4 (— 1) dv = du — dv.

§ 69. Differentiation von 1:f(x). Wenn u = f(z) an der
Stelle # ungleich Null ist und cine Ableitung besitzt, so hat auch
F(x) = 1:f(z) an dieser Stelle eine Ableitung, und zwar ist

1 du
a(q)=—%
Aus ﬁmw = f'(z) (lim = 0)
folgt") lim f(z 4 k) = f(#) + lim (ﬁi%:@ +h) = f(2).

Da f(x) 2 0 ist, so sind auch fast alle f(» + &) ungleich Null,
und wir diirfen durch sie dividieren.

1) Man sieht, daB die Stetigkeit eine notwendige Bedingung
fiir die Existenz der Ableitung ist.
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Nun hat man

Fath—Fa 1 {___1_ - .1__}
h h \f@+-h)  flx)
k) — . .
folglich Lim ¥+ h,)l— Fa _ _ (;,v(g)),

Folgerung. Wenn « = f(z) und v = g(x) an der Stelle z Ab-
leitungen besitzen und f(z) an der Stelle 2 ungleich Null ist, so hat
auch F(z) = g(x): f(x) an dieser Stelle eine Ableitung und zwar ist

d (_v_) _ ud»v—'vdu'

u’
Man hat nimlich :_= v ;‘l_’
also d (%)=%dv+vd(%)= udv;vdu_

§ 60. Differentiation einer Summe und eines Produktes
von p FPunktionen. Durch wiederholte Anwendung der Diffe-
rentiationsregeln in § 57 und § 58 findet man folgendes:

Wenn die Funktionen

Uy = f1(x), us=fo(%),..., u,= f;;(x)
an der Stelle z Ableitungen besitzen, so hat auch di¢ Summe
Uy =+ Uy + - -- +up
an dieser Stelle eine Ableitung, und zwar ist
ad(u + ug+ - +uﬂ) = du, + dug + - - du,.
Ebenso hat das Produkt uu,...u,
an der Stelle # eine Ableitung, und zwar ist
auytg. .. u) = (g .. w) dug + (uguy ... u,),dug+ -
+ (uytag. .. up)pdup.
Dabei soll (u,u,...u,), das Produkt bedeuten, das aus u,, u,,..., u,
nach Streichung von u, entsteht, so daB z. B.

(g thg .. 1), = Uy .. %y ist.
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§ 61. Differentiation der rationalen Funktionen. Wir
haben in § 60 gesehen, wie ein Produkt von p Faktoren differenziert
wird. Man multipliziert das Differential jedes Faktors mit allen
ibrigen Faktoren und addiert diese Produkte.

Sind alle p Faktoren gleich der Funktion %, so findet man die
Formel d(uf) = puP—'du.

Im Falle ¥ = z lautet diese Formel

d(zP) = pa?P-tdz. 4
Wir sind jetzt imstande, eine ganze rationale Funktion
G(z) = aya™ + ay2™ '+ -+ a,_,x+a,
zu differenzieren. Dabei brauchen wir nur an § 60 und an die erste
Folgerung in § 58 zu denken.
Es ergibt sich
dG(x) = (maya™t+ (m — 1)a,2™ " 34...+ a__,)dx.

Die Ableitung einer ganzen rationalen Funktion m-ten

Grades ist also eine ganze rationale Funktion (m — 1)-ten

Grades.
Betrachten wir jetzt dierationale Funktion G(2): H(x), wobei
H(z) = bya"+ ba"~'+-.-+ b,_,z + b,
ist, so haben wir nach § 59

H@x)dG (x) — .
d(G(x): H(z)) = ZRLEOZSOUG . (g 50)

DieAbleitung einerrationalen Funktionistalso wieder
eine rationale Funktion.

x4k x h
§ 62. Differentiation von a®. Da % ‘h—“ =2 T Lo ist,
so wird (vgl. § 44)
z+k £ A

lim*—=% = elim* > = a*loga, (limh—0)

d. h. d(a®) = a*loga - dz, und insbesondere d(e’) = e*dx.

§ 63. Differentiation von logx. Wenn z > 0 und limk =0
ist, so sind auch fast alle z + b groBer als Null.
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h
log(l—l—-—) 1
1 h) —1 1 1 N
Do EEED=EE o L = Jlog {1 + B
x

. . h
ist, wenn wir k = - Setzen, so hat man

lim IOg(z'l':)—Ing =% loge = %,

d h. dlogz =32

Wenn niimlich lim & = O ist, so ist auch lim = 0, und
1

A+ k)t =z
hat dann den Grenzwert e. Wegen der Stetigkeit von logz folgt
aber aus lime¢ =¢  limloge = loge = 1.

Ist Log z der Logarithmus von « zur Basis a (> 0), d. h.

z = al°¢*  go folgt logz = Logz - loga,
1

also Logz = Toga

-logz.
1
loga
Mit M muB man die natiirlichen Logarithmen multiplizieren, um
die Logarithmen zur Basis @ zu erhalten.

= M nennt man den Modul der Logarithmen zur Basis a.

Mda:.

Durch Differentiation ergibt sich d Log z =

§ 64. Differentiation zusammengesetzter Funktionen.
Die Funktion f(z) sei so beschaffen, daB alle ihre Werte dem Defi-
nitionsbereich von F(z) angehoren.

Dann stellt F(f(z)) in dem Definitionsbereich von f(x) eine
Funktion von z dar. Man nennt F(f(z)) eine zusammengesetzte
Funktion.

Wenn f(z) an der Stelle z und F(u) an der Stelle u=f(z)
stetig ist, so ist F(f(2)) an der Stelle z stetig.

Aus lim 2, = z folgt néimlich immer

limf(z,) = f(«) und lim F(f@,) = F(f@).
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Wenn f(z) an der Stelle z und F(u) an der Stelle u = f(z)
eine Ableitung hat, so hat F(f(x)) an der Stelle 2 eine Ab-
leitung, und zwar ist

dF(f@) = F'(f@)df(x). Setzen wir f(z + h,) — f(z) =k,,
so haben wir die Folge
Fut+k)—Fuw Futk)—Fu) Fu+tk)—Fu)

h, ’ h, ’ by 9t
zn betrachten, wobei lim h, = 0, also auch lim %k, = O ist.!)
Gibt es in %, &, %, ... nur eine endliche Anzahl von Null

verschiedener Glieder, so indern die zugehdrigen Quotienten

0, = Ptk =Fw

n

nichts an dem Grenzwert von @, Gibt es unendlich viele von Null
verschiedene %,, so bilden sie eine Teilfolge ,, &, %, - - ., und man

hat Q,,“’ F(“-*-’_;_: —F(u).__]ﬂ(u—[—%—F(u).f(:c-{—h}_:‘——f(x)’

n

also lim @, = F'(u)f'(2).

Gibt es in k,, k,, k;, ... nur eine endliche Anzahl verschwin-

dender Glieder, so &ndern die zugehdrigen ), nichts an dem Grenz-

von @,. Gibt es unendlich viele verschwindende k,, so bilden sie
eine Teilfolge %, k;, &, ... und man hat
Fu+k,)— F)

=, — O
B —
Nun ist aber C(—ai—hé)———@ =0, also auch
h) —
/(@) = lim 2D 6 g daber lim @, = P (@),

n

Wir kénnen aus dem Obigen schlieBen, daB immer

lim @, = F'(u)f'(x) ist, d h. dF(f@) = F(fx)df(z).
Das Differential von F(u) lautet also

F(u)du,

1) Weil f*(z) existiert, ist f(x) an der Stelle x stetig.
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ob nun u oder irgendeine andere Verinderliche die unab-
hingige ist. Hierin liegt einer der Vorziige der Leibnizschen
Differentiale.

§ 65. Beispiele. 1. y=e®

dy = /@df(z) = /Of ' (z)dz.
2. y=2za% x>0,
Man schreibe y = e“1%¢%.  Dann ist nach Nr. 1

dy = e*'*#*d(u log x =xﬂ‘ﬂ£ also dy = uz“—‘dzx.
Y g z y=u

3, y—logf(z), f(x)>0.

i@ _ 1@
=@ ~ fm 9%

4. y=log(z+ V1 + ).
d dlz+V1i¥ 29 do+dYiF at
z= il S y. 1%,
z4+V1+ a? z+ V14 2°
Nach Nr. 2 ist aber
1 1
3 _ ang 1 N 5 __ xdx
AVl + 22 =d(1 + 2®) 2(1;—:;) a(l + 2% i
x
V1+:c"

§ 66. Theorem von Rolle. f(z) sei weder bei a noch bei
b unstetig!) und habe zwischen a4 und b iiberall eine Ab-
leitung; auBerdem sei f(a) = f(b). Dann gibt es zwischen a
und b eine Stelle ¢ derart, daBf'(c) =0 ist.

Zunichst bemerken wir, daB f(x) auch zwischen a und b iber-
all stetig ist. Das folgt aus der Existenz der Ableitung. f(z) ist also
in {a, b) stetig.

Wir wollen b —a =% und k =1k
setzen und die Funktion

9 (&) = 1z + k) — (2)

1) Wir verlangen, genau gesagt, folgendes: Wenn a <z, <b und
lim z, = a oder lim 2, = b ist, so soll immer lim f(z,) == f(a) bzw lim f(zx,)
f=(b) sein.

Man findet schlieBlich dy =
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betrachten. Sie ist in {a, a + 2k,) stetig und hat die Eigenschaft
¢(@) + 9@+ k) + ola+2k)=0.
Es bestehen nun folgende Méglichkeiten:
1. ¢(a), p(a + k), p(a + 2Fk,) sind nicht alle gleich Null,
2. p(a), p(a + k,), p(a + 2k,) sind alle gleich Null.
Im ersten Falle gibt es, weil die Summe von ¢(a), (a + k),
gp(a + 2k,) gleich Null ist, unter diesen drei Zahlen sicher eine

positive und eine negative. Dann existiert aber nach § 33 zwischen o
und a + 2%, eine Stelle a,, so daB

p(a) =fla, + k) — f(a,) =0 ist.
Im zweiten Falle gibt es auch ein solches @,, nimlich a, = a + k,.
Aus f(a + k) = f(«) haben wir also gefolgert

, 1
o+ k) =f(a) (kh=gk a<a <a+2k)
Ebenso 1aBt sich aber aus der letzten Gleichung folgern

f(as + k) = f(ay) (kgz %kn a <a<a + 2ks)
und hieraus ‘
flas + k) = flas) (ks = %k?, a, <a<a; + 2ks)
usw. in infinitum.
Offenbar ist @, a,, ag... eine aufsteigende
und a, + k;, ag+ ks, as + %, ... eine absteigende

Folge. Beide sind beschrinkt und daher konvergent. Sie streben ferner

wegen b—a _

lim (, + k,) — lim @, = lim k, = lim *

heide demselben Grenzwert ¢ zu, und man hat
a,<c<a,+k,.
Da f'(c) existiert, so ist

lim D =D _ () und lim [t B 1O _ )

a, —¢ a,+k, —c

Die Zébler der beiden Differenzenquotienten sind gleich. Von
den Nennern ist der eine positiv, der andere negativ. Von den beiden
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Quotienten ist also, wenn sie nicht null sind, der eine positiv, der
andere negativ.

Hat aber eine Folge einen positiven (negativen) Grenzwert, so
sind fast alle Glieder der Folge positiv (negativ). Es muB daher

f'(¢c)=0 sein.

§ 67. Der Mittelwertsatz. /(z) sei weder beia noch bei
b unstetig!) und habe zwischen a und b iiberall eine Ablei-
tung. Dann gibt es zwischen a und b eine Stelle ¢ derart,daB
-1 @) st
Betrachten wir die Funktion
(p(.’ll) = f(x) + Az,
so 148t sich die -Konstante 4 so bestimmen, daB
¢p(a) = @(b) wird. In der Tat ist f(a) + Aa =f()+ 4b
_ o —f.

gleichbedeutend mit 1 = S —a

Nachdem 4 in dieser Weise bestimmt ist, konnen wir auf ¢(z)
das Theorem von Rolle anwenden. ¢(z) erfiillt ndmlich alle dort
aufgefithrten Bedingungen: g(z) ist weder bei a noch bei b unstetig
(weil dies von f(«) und iz gilt); @ (z) hat ferner zwischen a und b
tiberall eine Ableitung, nimlich f'(2) + 1, und es ist endlich @(a)
= @(b). Das Theorem von Rolle lehrt nun, daB es zwischen a und

b eine Stelle ¢ gibt derart, daB ¢’(c) = 0 ist, also
4 b - "’
@) +4=0, db [O=1@_pp)
Folgerung. Hat die Funktion f(z) in einem Intervall
iberall die Ableitung Null, so ist sie daselbst eine Kon-

stante. Sind ndmlich a und b irgend zwei Werte aus dem genann-
ten Intervall, so hat man nach dem Mittelwertsatz

f(®) — f(a) = (b — a)f'(c) =0,

weil f'(¢) = 0. Es ist also immer
f(a) = £(b).

1) Vgl. die FuBnote in § 66.
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§ 68. Geometrische Interpretation des Mittelwertsatzes.
Zeichnen wir die Bildkurve von f(x), so ist f’(¢) die Richtungskon-
stante der Tangente im Punkte (¢, f(0)).

Dagegen ist f(b) — fla)

b—a

die Richtungskonstante der Sekante, die die
beiden Kurvenpunkte (@, f(a)) und (b, f (b))
verbindet. Der Mittelwertsatz besagt, daB
Tangente und Sekante unter den dort an- —g" 5 T
gegebenen Bedingungen parallel sind. Fig. 6.
Wenn die Funktion f(x) durch folgende Festsetzungen definiert ist

f@=0 fir a<z<b, f()=1,

so hat sie zwischen ¢ und b {iberall die Ableitung Null. Dagegen ist
fo)—fl@__ 1
b—a b—ea’
DaB hier der Mittelwertsatz nicht gilt, be-
ruht auf der Unstetigkeit an der Stelle b.
Fig. T zeigt uns eine Funktion, die auch
nicht den Mittelwertsatz erfiillt, und zwar

deshalb, weil an der Stelle —%—(a—;—b) die ' @ 2(arb) B
Rig. 7.

N
>

Ableitung nicht existiert.

§ 69. Andere Schreibweise des Mittelwertsatzes. Setzt
man g=x und b==x+h, oder b=z und a=2z+1h,
so liaBt sich ¢, da es zwischen x und z + & liegt, in der Form

c=z+ 80 0<9<])
schreiben. Die Formel des Mittelwertsatzes lautet dann?)

wz—_l"’(z-}-ﬂh). O<o<l)

1) Man konnte sie auch so schreiben:

Af@)y = {af(@) ) z4 94
Die rechte Seite bedeutet, da8 nach Bildung von df(x) das x durch x -+ &h
ersetzt werden soll.
Kowalewski, Differential- und Integralrechnung. 4. Aufl, 5
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Die Formel gilt, sobald f(x) bei z und bei z + h stetig ist und
zwischen z und z + & iiberall eine Ableitung hat. Sie lehrt, daB der

Differenzenquotient f@+h) — f@)
h

zu den Werten gehort, die die Ableitung f(z) zwischen z
und z 4+ h annimmt.

§ 70. Der verallgemeinerte Mittelwertsatz. g(z) sei
ebenso wie f(x) weder bei a noch bei b unstetig und habe wie f(z)
zwischen @ und b iiberall eine Ableitung. Es sei aber nirgends

g(x)=0

Wir konnen dann 4 so wihlen, daB die Funktion

o(z) =f(2) + 1g(x)

der Bedingung p(a) = @(b)
gentigt. Diese Bedingung ist niimlich erfiillt, wenn wir
__ O —f 1
A= ~ 9B =@ setzen.!)

Durch Anwendung des Theorems von Rolle auf ¢ () erhalten wir:

f®—7f@  fo
10 —s@ — g (@<e¢<b)
Setzen wir

a=2,b=x24+h oder b=z, a=ux+h,
8o lautet diese Formel
fe+h—fx _ f@+8h
get+-m—g@ @tk

af@) _ (df@))
Ag@@ {dg(x)} 24+9h O<o<h)

§ 71. Hohere Ableitungen und Differentiale. Hat f'(z)
an der Stelle 2 eine Ableitung, so nennt man sie die zweite Ablei-
tung von f(x) und bezeichnet sie mit /“(z). Hat f“(x) an der Stelle

oder auch

1) Wir diirfen durch g(b) — g(a) dividieren, weil g(b) — g(a) >0 ist.
Dies folgt aus dem Mittelwertsatz, nach welchem
9 —gl@)=0—a) g 20
ist, weil g’(x) in (@, b) nirgends null sein soll.
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z eine Ableitung, so nennt man sie die dritte Ableitung von f(x) und

bezeichnet sie mit f(x) usw. Es ist also
af(z) = 1'(2) dw,

df'(@) — (@) de,
df'(a) = () da,

Man sieht, daB die m-te Ableitung der n-ten Ableitung von f(z)
die (m + n)-te Ableitung von f(z) ist.

Nach dem Vorgange von Leibniz betrachtet man das Differen-
tial dz der unabhiingigen Verinderlichen z als eine Konstante.
Stellt man sich auf diesen Standpunkt, so wird das Differential von

af(z) ddf(z) = df () - dx = f"(2) (dx)?
und das Differential hiervon
addf(z) = df"(x) - (dz)t =" (x) (dz)® usw.
Man schreibt statt ddf(z), dddf(z), ...
Ef@), Pf), ..
und nennt diese Ausdriicke das zweite, dritte, ... Differential

von f(x).
Das n-te Difrerential hingt also mit der n-ten Ableitung durch
die Formel zusammen d*f(z) = f®(z) da.

Statt (dz)" schreibt man kurz dz*. Es kann dadurch kein MiB-
verstindnis entstehen, weil das Differential von 2" immer mit d(z”)
bezeichnet wird.

Die n-te Ableitung ist auf Grund der obigen Formel gleich dem
n-ten Differential, dividiert durch die n-te Potenz von dz:

f(z) = a‘f(x)

d x/&

Im Falle =1 bleibt diese Beziehung erhalten, wenn man statt
x eine andre unabhingige Veriinderliche einfilhrt. Im Falle » > 1
ist das, wie wir sehen werden, nicht der Fall.

1) Man liest diese Symbole: d zwei f(z), d drei f(x), ..
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§ 72. Hohere Differentiale einer zusammengesetzten
Punktion. Alle Werte von u =f(x) mogen dem Definitionsbereich
von F(u) angehoren, so daB y = F(f(x)) in dem ganzen Definitions-
bereich von f(x) einen Sinn hat.

f(x) habe an der Stelle x und F(u) an der Stelle u = f(x) alle
Ableitungen, die in den folgenden Formeln vorkommen.

Zunichst ist nach § 64

dy = F'(u)du.

Daraus ergibt sich (nach der Regel fiir die Differentiation eines
Produkts) - d*y = dF'(w) - du -+ F'(u)d®u ‘
oder, da nach § 64 dF’(u) = F"(u)du
ist, dty = F"(u) du® + F'(u) du.

Weiter findet man

d’y = F"'(u)du® + 3F"(u)du d*u + F'(u)d®u usw.!)

Nur die erste von diesen Formeln, nimlich dy = F'(«)dy,
sieht so aus, als wenn « die unabhingige Verdnderliche
wiire. Es gibt aber einen speziellen Fall, wo sie alle dieses Aussehen
haben.

Ist némlich

w=121z+p (i, p Konstanten und 1 > 0),

so wird du = ddz, d*u=0, du=0, ..,
so daB man allgemein )
dry = F®(u)du* und F®(u)= :—z—f’l’ hat.

Im allgemeinen ist aber fir > 1 keineswegs F(® ()
gleich dry dividiert durch du”.

§ 73. Beispiele 1« sei cine positive ganze Zahl und
xﬂ

Y=o
n-1 " xn—%

Dann ist y’=—-——(n_1)!, Yy =m0

X
b Y =g YW =1

1) Statt dw, d*u, d®u, ... sind ihre Werte ' (z)dx, f” (z)dx?®, " (x)ydz?,...
einzusetzen.
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Alle hheren Ableitungen sind null.
Bei jeder ganzen rationalen Funktion n-ten Grades ist die n-te
Ableitung eine Konstante und alle folgenden Ableitungen sind null.
Die Funktion ¢ hat die Eigentiimlichkeit, daB alle ihre Ablei-
tungen gleich ¢* sind. Die n-te Ableitung von a® lautet a*(log a)*
Wenn y = log z ist (> 0), so hat man

yz_%:x-l’
g= v
( 1)(—2)93'3

allgemein y™ = (—1)(— 2) (——'n + l)x "=(=1)"tn— 1)z
Das n-te Differential von
log (12 + ) (4, u Konstanten, 1 > 0)
lautet (vgl. § 72)
a*log (Ax +u) = (— 1y~ '(mn — 1)l (Az + w) *(Adz)".
§ 74. Der Taylorsche Lehrsatz. F/(x) sei eine ganze ratio-
nale Fuanktion (% — 1)-ten Grades, also
F@a)=cua"~'+e¢a*2+- - +ec¢,_,.
Dann 1iBt sich F(z + &) in der Form schreiben )

. h ., h® ; h
F(z+h) = Fy(z) + 1 F1(2) +§‘!F2(x)+ o '}+(—{,___1)1Fw—l(z)’

wobei Fy(z), F,(z), Fy(z), .. ganze rationale Funktionen sind, die
wir jetzt bestimmen wollen,

Betrachten wir & als Veriinderliche und z als Konstante, so er-
gibt sich durch Diﬁ'erentiatjon

, e 2

ya (.’l‘+h = F (x) + Fg(x\ + + (n— 2)| n - l(z)7
- W 3

-F (1"+h) (x) + ([’A_ n l(x)?

For-Y(g 4+ h) = Fn_l(x).
Setzt man iiberall i = 0, so findet man
F(x)=Fy(x), F'(x)=F,(2), F'(z)=Fy(),..., F*~Yz)=F,_,(»).
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Es gilt also die Formel
3 h N ’2 ’,
F(x+h)= F(x) -i—FF(x)—}—éTF () + - -

oder, wenn wir x = z, und £ + h = 2z, setzen:

Fz,) = F(z,) + 20 Fa) + 255 F ()

a1

ta—m @)

e D)

Dieses Resultat wollen wir jetzt verallgemeinern.
f(z) sei in dem Intervall {x,, z;> n-mal differenzierbar. Dann
hat die Funktion

9(2) = (@) — &) =272 (0) — BT L (@) —
_ (@ *-“’i)' £o=1(z)
daselbst berall eine Ableitung, und zwar findet man

81
9(@) = — B0 ().

Wenden wir auf ¢(z) und auf die Funktion
¥(z) = (x,—2)? (p eine positive ganze Zahl)
den verallgemeinerten Mittelwertsatz an,') so ergibt sich

P (x;) — (P(xl) o' (§)
P (2g) — P (wl RS (§)

(& zwischen 2, und z,)

() {y, — g r -
oder (g — )P T = 1)ip fO(E).

Da ¢ zwischen 2, und z; liegt, konnen wir
E=a + (2 —2)
setzen, wobei 0 < & < 1 ist. Dann wird

. s — )" (1 —8)" "7
‘P(x1)=(x (a:,)ﬁ(l)!p) f®(@; + 8@y —2y)).

Es gilt also, wenn wir filr #, wieder # und fiir z; wieder x + h*
schreiben, die Formel

1) Die Bedingungen des Satzes sind alle erfiillt.
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flo + B) = (@) + 1 /@) + 1if @) + -+ e g @) + R,y

(n
W1 — 9 =P
mn—11lp
Die obige Formel enthilt den Taylorschen Lehrsatz und
heiBt die Taylorsche Formel. Wir haben sie unter der Voraus-
setzung bewiesen, daB f(z) in dem Intervall {z, z + 4> n-mal diffe-
renzierbar ist.
Setzt man in B, p =1 oder p = n, so ergibt sich
hn(1 — )" !
R, = (n—1)!
Der erste Ausdruck heiBt die Cauchysche, der zweite die La-
grangesche Restform.
Die Taylorsche Formel liBt sich noch kiirzer schreiben, wenn
man f(z) = y setzt und benutzt, daB

dy =f(x)h, @y={["(@F, ..., dy=/[f"(z)h",
ferner 4y = f(x + b) — f(z)
ist. Dann lautet sie nimlich:

und man hat R, = fx + &h). (0<9<])

@+ 8) baw. R = oz + o),

d d? a1
Ay__—_i_!.z_*- 2?+"'+(n——1!)l!+R"’
—gyn-e
und man hat Rn=%!7(d"y)z+ﬂ. O<9<1)

Das Symbol (@ Y)zs 94

bedeutet, daB nach Bildung von d*y fiir z der Wert z + &4 einzu-
setzen ist.

Kapitel VIL
Unendliche Reihen.

§ 5. Konvergente und divergente Reihen. u,, u,, us, . ..
sei eine Zahlenfolge und

Sy=1U + g+ -4 u,

die Summe ihrer » ersten Glieder.



72 Sitze iiber konvergente Reihen

Es kann sein, daB die Folge s,, s;, s;,... konvergent ist, daB
also s, einem Grenzwert zustrebt. Dieses Faktum driickt man durch
die Formel aus: S=u +ug +us+ - -,
die also nichts weiter ist als eine andre Schreibweise der Beziehung

Lm (u, + g+ --- +u)=s
Man sagt, daB die unendliche Reihe u, + u, + u, + --- konver-
gent ist (oder konvergiert) und die Summe s hat.

Wenn die Folge s,, s;, 55, . . . nicht konvergiert, wenn also
lim s, nicht existiert, so sagt man, daB die unendliche Reihe
4, + 4y + ug + - - - divergent ist (oder divergiert).

s, heiBt die n-te Partialsumme der unendlichen Reihe u, + u,
+ g e

§ 76. Binfachste Sitze iiber konvergente Reihen. Aus
der Definition in § 75 ergeben sich unmittelbar folgende Siitze:

1. Wenn %, + %, +4; + - - - konvergent ist, so ist auch u, +u,,
+u, 5+ - konvergent und umgekehrt. » bedeutet irgend eine der
Zahlen 2, 3,...)

2. Wenn u, + u, + 4, + - - - konvergent ist, so ist auch

(“1"‘ +“n,) + (u,m“_*_ +u”’) + .-
konvergent, und beide Reihen haben dieselbe Summe.

Die Partialsummen der zweiten Reihe bilden nimlich eine Teil-
folge von s, sy, 55, ...

3. Wenn S=u,+ ug+ tty + -+,
so ist as = au, + au, + aug + - -
4. Wenn u, + u; + w3 + - -- konvergent ist, so ist
limu, = 0.
Aus lims,=s wund lims, ,=s
folgt nimlich lim (s, — 5,_,) = limu, = 0.

Die Bedingung limu, =0 ist iibrigens fiir die Konvergenz der
Reihe %, + 4y + ug 1 - - - zwar notwendig, aber nicht hinreichend.
Das zeigt das Beispiel

1) Man nennt w, +%, ;; +, 5+ - einen Rest von u, +u,4-u, + - -
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1+—ﬁ+7+

wo s—-—1+v.+ +V_>n 1/17; Vn

ist, also lim s, nicht existiert!), wihrend doch
. .1 .
limu, =lim — =10 ist.
5. Es sei Ve
S=u + U+t +---, t=0v+0v3+0v,+" -
Dann ist SHt=u +v, +u+ v+t v+
In der Tat lautet die (2n)-te Partialsumme der letzten Reihe

s, +t,, die (2n—1)te s, 4 {,—v,. Beide konvergieren aber nach s+ t.
Ebenso ist

S—t=u — U g — vyt Ug— vy + .-
Nach Nr. 3 hat man niimlich
—t=—v — v, — Vv —
§ 17. Beispiele. 1. Die geometrische Reihe
a+ag+aq®+--- (a20)

ist fir | g | > 1 nicht konvergent, weil die Bedingung limu, = 0
nicht erfiillt ist. Man hat nimlich

| =Tallgh=*2]al
Es bleibt nur noch der Fall | ¢ | < 1 zu untersuchen. Nun ist
s,=a+ag+ag’+ - +ag"!,

S,4=  ag+ag*+ - +ag"~'+ ag",
also s(1—¢)=a(l—g"),
d b s _2l—g) _ a _ ag

"ol—q 1—¢ 1—9¢
Da lim g" = 0 ist®), so hat man

1) Die Folge s,,s,, s,, ... ist nicht beschriinkt.

2) Im Falle ¢ = 0 ist das selbstversténdlich. Im Falle {g]| >0 setze man
1:|q| =1+ h. Dannist wegen |g|< 1 die Zahl h positiv. Somit wird (nach §36)
lglr=1:(1+hn<1:(1 + nh).

Daraus folgt aber lim ¢g» = 0.



4 Alternierende Reihen. Reihen mit positiven Gliedern

. a
1ln] 'S” =*1*:’?
oder 1_q=a+aq+aq2+~-~
Die geometrische Reihe
a+aq+ag +--- (a2 0)

ist also dann und nur dann konvergent, wenn | ¢ | <1 ist.
2. Eine Reihe, deren Glieder abwechselnd positiv und negativ
sind, heifit einealternierende Reihe. Kine solche Reihe hat die Form
a4y — @y + g —a,+ -,
wo die a. alle positiv sind.
Schon Leibniz hat iiber die alternierendén Reihen folgendes
wichtige Theorem aufgestellt:
Wenn a,absteigend nach Null konvergiert, ist die Reihe
a, — ag+ a3 — --- konvergent.

> Sucht man auf der Zahlenlinie
die Punkte s,, s, 8;, ... auf, so er-
gibt sich, daB sie so liegen, wie

5284 S5 8 §
Fig. 8.

Fig. 8 es andeutet.

S(y S35 S5, - - - 18t eine absteigende, s,, s,, S, ... eine aufsteigpnde
Folge. Beide sind offenbar beschrinkt und daher konvergent. Uber-
dies st lim (8;,_, — $;,) = lima,, =0,

also limsy, , =lims,,.

§ 78. Rethen mit positiven Gliedern.!) Wenn alle Glieder
einer unendlichen Reihe positiv sind, so bilden die Partialsummen
eine aufsteigende Folge.

Sobald man sich iiberzeugt hat, daB s, bestindig kleiner
bleibt als eine feste Zahl g, ist die Konvergenz der Reihe
gesichert. Denn die Folge s,, s,, 5;,... ist dann konvergent (§ 16).

Hat man zwei Reihen

“,+ ug+ug+-- und v, +vy+vg--e,

1) Die §§ 78, 80 und 82 bleiben giiltig, wenn man nur fordert, dag die
(Glieder der Reihen nicht negativ sind.
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o

mit lauter positiven Gliedern, und ist
u < r=1,23,..)

n = "n)
so folgt aus der Konvergenz der zweiten Reihediederersten.
Wenn also die erste Reihe divergent ist, so gilt dasselbe von
der zweiten Reihe.

§ 79. Kriterium u,,,1/%,. Eine unendliche Reihe
U+ Ug+ Ug -
mit lauter positiven Gliedern ist konvergent, wenn es eine
Zahl q gibt, die kleiner als 1 ist und fast alle Glieder der
Folge A
iibertrifft.

Wenn die Glieder dieser Folge fast alle groBer oder
gleich 1 sind, so ist die Reihe divergent, und es ist nicht
einmal limu,= 0.

Im ersten Falle bestehen mit einer endlichen Anzahl von Aus-
nahmen die Ungleichungen

“—';:—‘<q. n=1,2,3,..)

Ist » — 1 der groBte unter den Ausnahmeindizes, so haben wir
u1v+1 < q“v’
Uy 12 < qU, 41,
e
u’v+n < qu’v+n—17
also Uy 4n < qnuv'

Aus der Konvergenz der Reihe u, + qu, + ¢*u, + --- folgt auf
Grund der Bemerkung in § 78 die Konvergenz der Reihe u, + u
+ #%,,4+ --- und hieraus die der Reihe u, + u, + uy + - --

Imzweiten Falle ist mit einer endlichen Anzahl von Ausnahmen

v+1

Tt o>, n=1,2,3,..)

un
Ist ¥ — 1 der griBte unter den Ausnahmeindizes, so haben wir

u’v-f-l Z uv? uv+2 2 uv-(-l’ AR
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folglich Uppg Uy Uy g U, ...,
8o daB nicht einmal lim u, = O ist.

Hat u, , ,/u, einen Grenzwert /, so ist die Reihe im Fallel<1
konvergent, im Falle I > 1 divergent. Wihlt man ndmlich im
ersten Falle eine Zahl g zwischen / und 1, so sind fast alle u,,,/u,
kleiner als g. Im zweiten Falle sind fast alle u, ,/u, groBer als 1.

§ 80. Kriterium nVu,,. Eine unendliche Reihe
oy g

mit lauter positiven Gliedern ist konvergent, wenn es eine
Zahl g gibt, die kleiner als 1 ist und fast alle Glieder der

Folge — 3
ge wy. Ve, Vg, ..
ibertrifft.

Wenn unendlich viele Glieder dieser Folge groBer oder
gleich 1 sind, so ist die Reihe divergent, und es ist nicht
einmal limu, = 0.

Im ersten Falle hat man mit einer endlichen Anzahl von

Avsnahmen 3;‘/1;; <gq, also u, <g~ n=1,2,3,..)
Ist v — 1 der groBte unter den Ausnahmeindizes, so wird
uv < q"’ ur-{-l < q1'+l) ur+2 < ql’—fg/_ e
Aus der Konvergenz von ¢" + ¢"+! + ¢**% + .- folgt die der
Reihe u,+ w,,, + %, 4+ - und der Reihe w, + uy + ug+ ---
Im zweiten Falle haben unendlich viele u, die Kigenschaft
Vu,>1, also u,>1,

so daB nicht einmal limu, = O ist.

Hat Vu— einen Grenzwert !, so ist die Reihe im Falle I < 1
konvergent, im Falle I > 1 dlvergent Wihlt man nimlich im
ersten Falle eine Zahl ¢ zwischen { und 1, so sind fast alle }/u u,
kleiner als g. Im zweiten Falle sind fast alle Va, w, groBer als 1.

§ 81. Verhiltnis der beiden Kriterien zueinander. Neh-

men wir an, daB fast alle u,, ,/u, kleiner als ¢ sind (0 <g¢ <1).
Dann hat man bei geeigneter Wahl von v



Verhiiltnis der beiden Kriterien 7

Yy u,

et o < <
Uy Q’ uv+1 17"'? u7‘~1 Q7
L r .,
mithin u, <u,g""", also ur<<urq ". (n>v)
1 »
R A T
Da lim (u,:' q "*) =q
1 v

ist, 50 werden, wenn ¢ < § < 1 ist, fast alle u; qln? kleiner als g
sein, also auch fast alle %; kleiner als 7.

Wenn sich also mittels des Kriteriums u, ,/u, die Konvergenz
konstatieren liBt, leistet das Kriterium J/u, genau dasselbe.

Es gibt aber Reihen, deren Konvergenz sich mittels des Krite-
riums }/%, konstatieren 1iBt, dagegen nicht mittels des Kriteriums
, /%, @ und b seien zwei positive Zahlen und ¢ <b. Wir wihlen
¢ so, daB a < ¢ < b ist und setzen ¢/b = ¢. Dann ist ¢ < 1. Bilden

wir nun die Reihe 4 4 pg + ag®+ bg*+ -,

80 18t Ugy_y=ag*" % ug = bg?" 1
Daraus ergibt sich: lim "1/07; =gq.
. . b e
Dagegen ist “2%__1 - Tg =<>1
U, +1 ﬂ
und ‘“;,, -4< 1.

Das Kriterium w,  ,/u, 1iBt hier also nicht die Konvergenz der Reihe
erkennen.

§ 82. Umordnung der Glieder. u, + u,+ u;+ --- sei eine
konvergente Reihe mit lauter positiven Gliedern. v, + vy+ v, + ---
sei eine Reihe, die aus der ersten durch eine gewisse Umordnung
der Glieder entstanden ist?).

Die erste Reihe habe die Summe s. Wir wollen beweisen, daB
die zweite Reihe konvergent ist und ebenfalls die Summe s hat.

Zu jeder Partialsumme @, von v, + v,+ v, + --- gibt es eine
groBere s, in u, + s+ u; + ---. Man braucht nur zu sorgen, daB in

1) D.b. jede Zahl soll gleich oft in beiden Reihen als Glied vorkommen.
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sw die Glieder v, vy, ..., v, vorkommen und auBerdem noch andere.
Dann ist sicher s, > ¢,, folglich auch s> g,. Die Reihe v, + v,
+ vy + -+ ist also konvergent, weil alle ihre Partialsummen kleiner
als s sind, und aus s>6, folgt s>,
wenn wir mit ¢ die Summe dieser Reihe bezeichnen.

Da jetzt die beiden Reihen ihre Rollen vertauschen diirfen, so ist
auch ¢ > s, folglich s = @.

Wir haben also den folgenden Satz gewonnen:

Wenn man in einer konvergenten Reihe mit positiven
Gliedern die Glieder beliebig umordnet, so bleibt sie kon-
vergent und beh#lt dieselbe Summe.

§ 83. Absolut konvergente Reihen. Man iiberzeugt sich
leicht, daB die Konvergenz der Reihe

Loy |+ g |+ g |+
die Konvergenz der Reihe
Uy + Uy + U + - -
nach sich zieht. In der Tat ist

Oélﬂ%tﬂéélu” und Ogﬁ'ig?—“ﬂél“

” l

Also sind die Reiken o, 4 v, + 05+ -+ (vn=m”—l2—u‘ﬂ)

=“"n|“_u-n

und w, +w, + wy + -+, (w,, ——T—)
konvergent, folglich auch (vgl. § 76)

U, — Wy vy — Wy + Vyg— Wyt - -

und (9, — w,) + (v3— y) + (v5— ws) + -+
d. h u‘l-}-ug-{_us_l_....

Man nennt , + u, + u; + - -- absolut konvergent, wenn
|u, | + | us | + | us | + - konvergent ist.

8§ 84. Umordnung der Glieder in einer absolut konver-
genten Reihe. Eine absolut konvergente Reihe kann man, wie wir
eben sahen, immer als Differenz zweier konvergenter Reihen mit
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nicht negativen Gliedern darstellen. Eine Umordnung der Glieder
von u, + u, + ug + --- liBt sich jetzt dadurch erreichen, daB man die
entsprechende Umordnung in den Reihen v, + v, + v; + -+ - und
w, + wy + w, + --- vornimmt. Dabei behalten diese Reihen ihre
Konvergenz und ihre Summen. Dasselbe gilt mithin von der Reihe
%, + 4y + u; + - -+, und wir haben damit folgenden Satz bewiesen:

Wenn man in einer absolut konvergenten Reihe die
Glieder beliebig umordnet, so bleibt sie konvergent und
behilt dieselbe Summe.

§ 85. Produkt aus zwei absolut konvergenten Reihen.
Nehmen wir zunichst zwei konvergente Reihen mit nicht nega-
tiven Gliedern:

a,+ag+ag+--- ud b+ b+ b+ ...

Die n-te Partialsumme der ersten heifle 4,, die der zweiten B,. Die
Summe der ersten Reihe sei 4, die der zweiten B.
Betrachten wir die Reihe
a, b, + a,by + a.b, + a, by + az b, + agh, + ---.
Ihre Glieder sind alle Produkte, die sich aus einem Glied der ersten
und einem Glied der zweiten Reihe bilden lassen. Diese Produkte
sind in der Weise geordnet, daB die Summe der Indizes der Faktoren
zuerst 2, dann 3, dann 4 ist usw. Die Produkte mit der Indizes-
summe % + 1, also
ab,, agb, 4, ..., a,_ by, a,b,

stehen in der Reihe so wie hier, d. h. so daB der Index von & zu-
nimmt.
Nehmen wir irgendeine Partialsumme S, von a,d, + a,b,
+ @b, + - - -, so 1Bt sich u so wihlen, daB
S,<4,B,
ist. Wenn u groB genug ist, kommen nimlich in dem ausgerechneten
Produkt 4, B, alle Glieder von S, vor und auBerdem noch andere

nicht negative Glieder.
Danum 4, <4 und B,< B, sofolgt S,< 4B.
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Die Partialsummen der Reihe a,b, + a,b, 4 a;b, + --- sind also alle
kleiner oder gleich AB. Daraus ist zu schlieBen, daB diese Reihe
konvergent ist und daB ihre Summe S der Ungleichung

S < AB geniigt.

Nehmen wir andererseits das Produkt 4, B,, so 1iBt sich v so
wihlen, daB 4,B <8

ist. Man braucht nur zu sorgen, daB in S, alle Glieder des ausge-
rechneten Produktes 4, B, vorkommen.
Da nun S, < 8, so folgt

A,B, <8,
mithin auch ABLS.
Wir haben somit AB=S8S.

Jetzt seien
ty+ g+ g+ - und v, v+ 34 -
zwei absolut konvergente Reihen mit den Summen s und ¢
Wir wissen, daB jede solche Reihe sich als Differenz von zwei

konvergenten Reihen mit nicht negativen Gliedern darstellen 1aBt.
U, + 4y + g + - - - sei die Differenz der Reihen

a,+as+as+--- und b+ b+ by ---

mit den Summen A4 und B, also u,—a,—b,, s=4 — B.
v, + v3 + v+ - - - sei die Differenz der Reihen

e+ et e+ und d+dy+dy+ -
mit den Summen C und D, also v, =¢,— d,, t =C— D.
Nach dem Obigen hat man

AC=ac, + a,¢g+ age + - - -,

AD=ad + a,dy+ agd, + - - -,

BC =bye; + biey + by, + - -+,

BD=b,d,+ b dy + byd, + - - -,
folglich (vgl. § 76)

st=AC—AD — BC + BD

= U0y + U Vg + Ut + - - -,
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weil ac,— a,dy — bye, + b,d, = (a, — b,) (¢, — d,) = u,v,
ist usw.

Die Reihe v, + %, v, + vy, + - - - ist nicht nur konvergent,
sondern auch absolut konvergent. Das allgemeine Glied in der
konvergenten Reihe, die man fiir

AC+ AD + BC+ BD
erhiilt, d. h. a,c,+ a;d,+ be.+ bdy,
ist nimlich sicher nicht kleiner als der Betrag von u,v,, weil
| | La+0, o | £+ dy.
Man darf daher in der Reihe w,v, + u, vy + %39, + - -- die Glie-
der beliebig umordnen, ohne daB sie aufhért zu konvergieren und

die Summe s¢ zu haben.
Wir haben also folgenden Satz:

U+ Ug+ ug+ -+ und v+ v+ 05+ -

seien absolut konvergent. s sei die Summe der ersten, ¢ die
Summe der zweiten Reihe. Bildet man eine Reihe, deren
Glieder die Produkte v, (4,k=1,2,3,...) sind,) so ist
diese Reihe absolut konvergent und hat die Summe s2.%)

§ 86. Beispiel. Wir wissen, daB die Reihe

1+g+4¢'+---

unter der Bedingung |¢| < 1 absolut konvergent ist und die Summe
1:(1 — g) hat, so daB

(2 =4a+a+-)U+a+a+--.

1) Jedes dieser Produkte soll einmal und nur einmal in der Reihe vor-
kommen, und auBerdem soll die Reihe kein Glied enthalten.

2) Wir wollen hier folgende Bemerkung hinzufiigen: Wenn 1w, + w,
+ w, - - - - absolut konvergent ist, so gilt dasselbe von der Reihe (w, 4 - --
+ wn,)+ W, g -+ wn) + - - -, die aus der ersten durch Zusammenfassen
benachbarter Glieder entsteht. Wir diirfen also auch in der Reihe fiir st
benachbarte Glieder zusammenfassen, ohne daB sie aufhort absolut konver-
gent zu sein.

Kowalewski, Differential- und Integralrehcnung. 4. Aufl. 6
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Die Glieder w,v, lauten hier
1,9, ¢ & -

9 ¢ 9@
@, ¢, ..,
(13; ’
Es ist also (liq)g=1+24+3q2+443+--~_ (gi<))

Multipliziert man diese absolut konvergente Reihe noch einmal
mit 1 4+ ¢ 4+ ¢* + - - -, so ergibt sich eine Reihe fiir 1: (1 — ¢)? usw.

§ 87. Potenzreihen. Die geometrische Reihe gehort zu einer
wichtigen Klasse von Reihen, den sogenannten Potenzreihen.

Eine solche Reihe hat folgende Gestalt:

ay+ o, % + ag2® + agad + - - -

Die Zahlen a,, a,, a,, ... heiBen die Koeffizienten der Potenzreihe.
Bei der geometrischen Reihe sind sie alle gleich.

Wenn eine Potenzreihe vorliegt (d. h. ihre Koeffizienten bekannt
sind), so kann man fragen:

Fiir welche Werte von « ist die Reihe konvergent?

Diese Werte bilden den Konvergenzbereich der Reihe.

§ 88. Theorem von Cauchy-Hadamard. Um den Kon-
vergenzbereich der Potenzreihe a, + a,2 + a,2*+ - -+ zu bestimmen,
bilden wir die Folge ;

|, alF, ag
Es gibt dann zwei Moglichkeiten:

1. Die Folge ist beschrénkt.

2. Die Folge ist nicht beschriinkt.

Im zweiten Falle ist die Potenzreihe nur fiir £ =0 kon-
vergent. Wiire sie nimlich fiir # = , (> 0) konvergent, so miiBte
jedenfalls lim (a,2,") = 0
sein. Nun wird aber jede Zahl von unendlich vielen Gliedern
unserer Folge tibertroffen’). Unendlich viele a, erfiillen daher die

1) Andernfalls wire die Folge beschriinkt.
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1
Ungleichung la,[” > p;—i,
also auch die Ungleichung |a, 2| > 1,

was mit lim (a,7,") = O unvereinbar ist.
Im ersten Falle sei h der oberste Hiufungswert der Folge
(vgl §13).
Wenn & = 0, so besitzt die Folge nur den einen Hiufungswert
Null, so daB man hat (vgl. § 14)
lim |a,|[* =0.

Unsere Reihe ist dann fiir jeden Wert von 2 absolut konver-
gent, und man nennt sie bestindig konvergent. Wenn némlich
x irgend eine Zahl ist, so hat man

lim ¥[a a"| =|z|lim V[a,[=0.
Nach dem Kriterium in § 80 ist also die Reihe |a,2| + |a,2? |
+ |ag2®| + - - - konvergent, folglich auch
lay| + |y 2| +[a2® |+ - - -

Wenn % > 0, so ist die Potenzreihe konvergent, und zwar

absolut konvergent, sobald ]x1<%, divergent, sobald |z | >%-
Wemn {2 | < % ist, 8o kdnnen wir ein positives & so withlen, daB
’ z | <FFe h + 25

1

Nun sind fast alle laﬁ kleiner als A + &!) Also ist fiir fast alle
Werte des Index »

l"]a:|<h+‘F mithin |al"l<(h+8)

ht 26’ h+ 2e
Daraus ersieht man aber, daB die Reihe
ay + 0,z + a2 + - - fir lx1<%

absolut konvergent ist.

1) Sonst wiire & nicht der oberste Haufungswert.
6T
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Wenn}:z:|>71l—, also ‘%.<h
1
ist, so bedenke man, daB es unendlich viele | a, | gibt, die groBer als

.%I sind. Fiir unendlich viele Werte des Index » wird daher
|a,a| > 1.

Es ist also nicht einmal lim (a,2") = 0.
In dem Obigen ist folgendes Theorem enthalten:
Wenn der oberste Hiufungswert » der Folge

1 1
5ol

Ia'l,) ’ai

existiert und groBer als Null ist, so ist die Potenzreihe

fiir |x|<% absolut konvergent,
fiir |x[>—; divergent.

Wenn b existiert, aber gleich Null ist, so konvergiert die
Reihe fiir jeden Wert von z, und zwar absolut.
Existiert 2 nicht, so konvergiert die Reihe nur fiir z=0-
Man sagt, daB die Reihe im ersten Falle den Konvergenz-
radius % und das Konvergenzintervall (— —,1;, %), im zweiten
Falle den Konvergenzradius oo') und das Konvergenzintervall (— oo,

00), im dritten Falle den Konvergenzradius Null hat.
§ 89. Beispiele. 1. Die Reihe

x | x* 2t
l+H+5+5+
ist bestiindig konvergent. Ks ist ndmlich fiir z > 0

A

un+1 & . Iu’n+ll .
. AT also lim ~——~|un| =0.

Die Reihe ist also nach dem Kriterium u, /%, absolut konvergent.

2. Die Reihe 1 + 1!z + 212® 4+ 312% + ..

1) oo bedeutet ,,Unendlich*.
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ist fiir jeden von Null verschiedenen Wert von « divergent. Man hat
némlich u,,,
:—+ = (n + 1)z.

Fast alle Quotienten I—M =(n+1)|z|

| %]
sind also groBer als 1, und es ist nicht einmal die Bedingung
lim (n!2*) =0
erfiillt, die fiir die Konvergenz notwendig wiire.

3. Die Reihe 1424224
hat den Konvergenzradius 1.!)

§ 90. Differentiation der Potenzreihen. Eine Potenzreihe,
deren Konvergenzradius nicht null ist, stellt in ihrem Konvergenz-
intervall®) eine Funktion dar. Denn jedem z-Wert in diesem In-
tervall entspricht ein bestimmter Wert der Summe unserer Reihe.

Wir wollen nun annehmen, da8 die Potenzreihe ay+ a, x4 a, 2%+ --
einen von Null verschiedenen Konvergenzradius hat, und zeigen, da B

die Funktion (@) = g+ a2 + aga* - -,
in dem Konvergenzintervall iberall eine Ableitung besitzt.

Wiiren fast alle Koeffizienten der Potenzreihe gleich Null, wiire
also f(«) eine ganze rationale Funktion, so hitte man

f'(®) =a, + 2a32 + 3aza® + - - -.

Wir werden beweisen, daB diese Formel immer gilt.

Zunichst zeigen wir folgendes:

Die Potenzreihe

a;, + 2a,2 + 3agz® 4 - - .

hat denselben Konvergenzradius wie

a4 + a,x + agz® + - - - .9)

1) Die Reihen in Nr.1 und 2 haben die Konvergenzradien oo bzw. 0.

2) Die Grenzen rechnen wir nicht zu dem Intervall.

3) Man kann diesen Satz auch so beweisen. a, 4 20,2+ Ba,x*+ - - -
hat denselben Konvergenzradius wie a, z 4 2a, 2+ 34, x*+4--... Die Cauchy-

Hadamardsche Folge lautet hier: |a, |, ok | a ]*, 3t | ag ['3‘, ... Jeder Hiu-
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Ist z ein beliebiger Wert aus dem Konvergenzintervall') von
0+ a, & + ay2® + - - -, 80 1aBt sich z, in diesem Intervall so wihlen,
daB |z | < |z,| ist. Da

lim (a,xg™) =0
ist, so bilden die Zahlen @, x," eine beschrinkte Folge, also auch die
Zahlen a,z,"~'. Es liBt sich daher G so withlen, da8 alle a, 2,1
in dem Intervall (— G, @) liegen. Nun hat man aber

-1 n—1 z\n-t
nax" "t =a """ - n (m—) ,
0

folglich |na,z*~1| < G- ng"~*. (q |z )
Zy

Da ¢< 1, so ist die Reihe 1 4 2¢ + 3¢® + - - -, mithin auch die

Reihe lay| + 1282 | + |Basa®| + -,

konvergent.

Ist z ein beliebiger Wert aus dem Konvergenzintervall!) von

a, + 2a,2 + 3a;2® + - - -, so konvergiert
la,| +12a,2| + [Bag2®| + - - -,

also auch la,z| + |2ag2®| + |Bagx®| 4 - - -
und |ao| + |oy2| + |ag2® [+ - - .

Auch die Reihe

2.1ag+3-2a52+4-3a, 2 + -+,

die aus a, +2a,x + 3a,2% + - - -
in derselben Weise entsteht, wie diese aus a, + a,& + agx® 4 - -
(n#mlich durch gliedweise ausgefiithrte Differentiation), hat denselben
Konvergenzradius wie a, + @,z + a,2* + - - -

Das Gleiche gilt von der Reihe

3.2.1a,4+4-3-2a,x+5-4-3a.2%+ .- usw.

fangswert dieser Folge ist aber ein Hiufungswert der Folge |a, |, |a, P‘, | @y |’§,. .
und umgekehrt. Man beweist dies leicht mittels der Bemerkung, daB jeder
Hiufongswert der Grenzwert einer Teilfolge ist, wenn man gleichzeitig be-

1
achtet, daB limn”™ =1 ist.
1) Wir nehmen an, daB der Konvergenzradius nicht null ist. Die Gren-
zen des Konvergenzintervalls werden nicht mitgerechnet.
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z und z, seien wie oben zwei Werte aus dem Konvergenzinter-
vall von a, + a,% + a,2® + - -+ und es sei |z|<|z,|. Unter A
wollen wir eine nach Null konvergierende Zahl verstehen, die aber
selbst ungleich Null ist, und annehmen, daB |z + k| < z, ist. Dann

hat man £ 4 By — f(m) @+h)—a (x + b)* — a*
h = o T % )

S — z®
+a3(ff++@.+..._

Subtrahiert man hiervon
o) =a, + 2a3z + Bagx* + - - -,
SO kommt w_) —_— (p(x) . ag {%ﬁ* 2z}

_{_as{.(_x.’t%’)s—_‘”ca__gxﬂ}_}_....

Nach dem Mittelwertsatz ist nun
L

wobei £, zwischen z und z + & liegt.
Es wird hiernach

n___ am
(x+h)h x — =t =gt — Y

Auf Grund des Mittelwertsatzes ist aber ferner
£t =t = (6 = )0 = Dz

wobei z, zwischen x und £,, also sicher zwischen # und z + & liegt.
Alles in allem ist also

CEN = gt mm(n — 1) (&, — D)2,
mithin | CEVZE et < — 1) g0,
weil lz,| <|z] und & —z|<h.

Jetzt konnen wir schreiben?):

1) Wenn s=u, + %, +u, +--- und %, + u, + , + - - absolut kon-
vergent ist, so hat man, wie leicht zu beweisen ist, |s|<{u, |-+ oy | +fu |+ -
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f(x+k73.—f(x) —-(p(x)l<|h[{2-1|a2\ +3-2|agz| + -}
Daraus folgt  lim {{EFN=1@ _ o)) o

oder  lim FEEN=TD _ g, wnd £(o) = 9(a).

Eine Potenzreibe a,+ a,2 + ag2® + - - -,
deren Konvergenzradius nicht null ist, hat also in ihrem
Konvergenzintervall iiberall die Ableitung

a, + 2a,z + 3a,x® + - - -.

Man erhilt sie, indem man die Reihe ay+ a2 + a;2° + - --
gliedweise differenziert.

Kapitel VIIL

Einige Anwendungen der Potenzreihen.

§ 91. Potenzreihe ffir ¢*. Die Funktion ¢ hat, wie wir
wissen, die Ableitung e”.
Die bestiindig konvergente Potenzreihe

2 8
I+ S+ 5+ 4
stellt eine Funktion ¢(z) dar, die ebenfalls gleich ihrer Ableitung
ist, wie man mit Hilfe von § 90 findet.
Wir haben also (¢¥)'=¢* und ¢'(z) = ¢(z).
Daraus folgt, da ¢* ungleich Null ist,
(wg))’___ Fo'@—Fo@) _

e!l

@(z):€° hat also iiberall die Ableitung Null. Dann ist aber?)

(—’g’l =c¢. (ceine Konstante)

1) Vgl § 67, Folgerung.
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Da p(0)=1 und =1
ist, so ist ¢ = 1 und @(z) = €,
a.h. e=l4 it o
Setzt man x = 1, so kommt
e=1+4 +grtgt

Diese Formel eignet sich vorziiglich zur angenéherten Berechnung
der Zahl e. Man hat némlich

1 1 1
dtmroitargit

1 1 1
=m(1 +n+1+ m4+1(n+2) +)

Da aber
1 1 1 1 \¢
1+n+1+ (n+1)(n+2)+'”<1+n+1+(n+1)+

1
ist, 80 kann man schreiben
1 1 1, 1 &
mitaroTaxrgm T =7{s(1 +W)
und weil, daB & zwischen O und 1 liegt.
SchlieBlich hat man also
1 1 1 1 @
e“—‘1+F+ﬁ+"'+m—_r)l+ (1+—-)'

n! n

Setzt man & = 0 und & = 1, so erhiilt man zwei Zahlen, zwischen
denen e liegt. Jede dieser beiden Zahlen differiert von ¢ um weniger
als 1:n!ln.

§ 92. Die Punktionen Kosinus und 8inus. Die beiden

Reihen 2 oz ab
-+t

z x8 x® x’
und TgTatg Tt

sind bestindig konvergent. Ihre Summen bezeichnen wir mit
cos z, (d. h. Kosinus 2) bzw. sinz. (d. h. Sinus )
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Diese beiden Funktionen sind fiir alle Werte von 2 definiert.
Offenbar ist

cos (—z)=cosx und sin(—zx)=—sinz.?)

x° 8

Nach § 90 ist (cosx)’=—l—x'+m._§+...

. ’ z?  xt
und (smx)=1——¥+;—,—---,

d. h. (cos #)'= —sinz und (sinx) = cosz.

§ 93. Die Additionstheoreme von cos o und sin . Unter
a wollen wir eine beliebige Konstante verstehen und die folgende
Funktion betrachten:

{cos (@ + &) — cos a cos x + sin a sin z}?
+ {sin (¢ + x) —sinacosz —cosasinz}*= p(z).
Man findet p'(z)=0.

o(z) ist also eine Konstante. Da auBerdem cos 0 =1, sin 0 =0,
also @(0)=0 wird, so ist ¢(x) durchweg gleich 0. Daraus folgt aber

cos (@ + ) = cos @ cos £ — 8in & sin x,
gin (@ + «) = sin @ cos x 4 cos a sin .

Diese Formeln nennt man die Additionstheoreme der Funk-
tionen cos x und sin z.

Aus der ersten Formel folgt, wenn wir a = — z setzen
cos®z +-sinfz=1.
§ 94. Kleinste positive Wurzel der Gleichung cosax=0.

Die Funktion cos z ist fiir # = 0 positiv, nimlich gleich 1. Fiir
x = 2 ist sie aber negativ. Man hat in der Tat

0052=1—Z—i(l—%)—-i-j(l—-72.ga>~—"',

1) Eine Funktion f(x), die der Bedingung f(— x) = f(x) geniigt, nennt
man gerade. Geniigt sie der Bedingung f(— x) = — f(), so nennt man sie
ungerade. cosz ist also eine gerade, sinx eine ungerade Funktion.
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und alle Klammern sind positiv, so daB

cos2<1——:—§(1——$)=——1—
also negativ ist.
Nach § 33 gibt es also zwischen O und 2 eine Stelle &, so dafi
cos £ =0 ist.
Zwei solche Stellen kann es nicht geben, weil aus
cosf{=0 und cos§ =0 0<E <2
folgen wiirde, daB zwischen £ und £, also zwischen O und 2 eine
Nullstelle von (cos 2)’, d. h. von sin z liegt (§ 66). Man hat aber

2 5 2
sinm=1ic!—(1— 2_::;'_3_)_*_%(1_‘%)_}__“
und fiir 0 < 2 < 2 sind alle Klammern positiv, also ist auch sin x
positiv.
Es gibt demnach in dem Intervall (0, 2) nur eine Nullstelle
von cos z. Sie ist zugleich die kleinste positive Wurzel der Gleichung
cos z = 0.

Wir wollen das Doppelte dieser Wurzel mit = bezeich-
nen, die Wurzel selbst also mit %- Dann ist

cos%=0 und O<%<2.

. . oy . . T
sin % ist positiv und wegen cos’z +sin’z =1 muB sin® 5 =1

sein. Daraus folgt sin —Z— =1.
Die Additionstheoreme liefern
x .
€os (x + —2—) = —smzx,

. T
sin (x + ?) = Cco8 7,

. T
ferner cos (£ + x) = — sin (x + ?) = — 0S8 T,

sin (z + x) = cos (x +;) = —sinz,

und cos (# + 2x) = — cos ( + =) = cos z,
sin (x + 2x) = — sin (z + #) = sin 2.
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Auf Grund dieser letzten Formeln sagt man, daB cos z und sin z
periodische Funktionen sind und die Periode 2z haben.

§ 95. Berechnung der Logarithmen. Es sei |z| < 1. Die

Funktion f@) = log (1 + z)
hat die Ableitung f(x) = Ti;

Nun ist aber 1+ — =142 =2+ .-,
mithin f@)=1—zdga®—a®+-. ..

Die Potenzreihe rechts ist die Ableitung von
zt | a?

0@ -T T
Wir haben also fx)—¢'(x)=0,
folglich (nach § 67, Folgerung)

fx)—g(@)=c.
Da f(0)=¢(0) =
ist, so ist auch ¢ gleich Null und
log(1+x=%-—%g+€—a—---. (z|< 1)

Ersetzen wir 2 durch — z, so kommt

Subtrahiert man die beiden Reihen, so ergibt sich fiir
log(1 + ) —log (1 —x)=log | : +x

die Formel log1+x—2( +—3-+~5—+--.). (lz| < 1)

Ist n eine der Zahlen 1, 2,3, ..., so darf man in dieser Formel

offenbar 1
T = +1
setzen. Dann w1rd 1 + d n:: 1 > und man erhilt

1 1 1 ]
log (n + 1)——logn=2{2n+1+3(2n+1)3+5(2n+1)5+...}.
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Fiir n = 1 liefert diese Formel

log2 =2 (1 + 55+ 5+ )

I

T (st ),

Setzt man s, @r—1n9 1,

so wird log2 = s, + ¢,, und man findet, daB
2 11
<@ or L Fetet)
d - 0<d,<1)
oder & 2@y + 191 ( <

g

i 1 — - .
ist, also og2=s, 4 e Lo

Es ist hiernach leicht, log 2 mit vorgeschriebener Genauigkeit zu
berechnen.

Setzen wir jetzt, in unserer Formel fiir log (» 4+ 1) — log», n =4,

so ergibt sich
logh =2 log 2 +%(1+?18_1+5+31’+"')'

Hieraus léBt sich log5 mit vorgeschriebener Genaunigkeit berechnen.
Wir kénnen also auch
log 2 + log 5 = log 10

beliebig genau berechnen, ebenso
1

M= rg 10’
den Modul!) der Logarithmen zur Basis 10.
Multiplizieren wir die Formel fiir log (% + 1) — log» mit M,
$0 gewinnen wir

Log(n+1)——Logn=2M[

1 1 1
2n 1 + 3@nF1)° +5(2n+1)“+”':

Diese Formel kann man zur Berechnung einer Logarithmentafel
benutzen.

Wiinscht man die Logarithmen der ganzen Zahlen von 1 bis 105,

1) Man findet M = 0,43429448 . ...
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so geniligt es, die Logarithmen der fiinfstelligen Zahlen zu be-
rechnen; denn es ist z. B.

Log 13 = Log 2307 = — 3 + Log 13000.

In der obigen Formel ist also n >10*. Setzt man nun

Log (n 4+ 1) — Logn =
so wird (weil 2M < 1)

2n+1 + 6"’

1 1 1
6n<3(~m+1)={1 + (2n+1)2+ (2n+1)*+"'}

oder, da .
1 1 . 1 _. (n+41)
1+ @n+ 1)”" @ntfnt T T, __ 1 TEa@mt9
(2n+1)*
. 1
ist, 9, < 120(n+1)8n+1) <2 <o

0, ist also kleiner als eine Einheit in der 13-ten Dezimale.

Es ist also z. B.  Log(10¢+ 1) =4 + 5~ 120]*'{{_ 1

bis auf weniger als eine Einheit in der 13. Dezimale.

§ 96. Der binomische Liehrsatz. Wir schicken folgende Be-
merkung voraus:

Wenn zwei Potenzreihen in dem Intervall (— g, ¢) kon-
vergieren (o0 > 0) und dieselbe Summe haben, so sind sie
iberhaupt identisch.

Ist nimlich fiir |z]| <o
g+ 0, + a2* + - =by+ bz + byt + -,
so ist nach § 90 auch
a,+ 20,7 + 3agx*+ - = b, + 2byxr + 3byat+ .- -,
2. 1lay+ 3200+ 430, - —2-1b,+3- 20,2+ 4-8b,a® + - -
usf. Setzt man iiberall z = 0, so ergibt sich
a,=0b,- (n=0,1,2,..)
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Wir wollen jetzt eine Potenzreihe suchen, die fiir |z|<1?)
gleich (1 4 x)~ist. Fiir = 0 muB sie gleich 1 sein. Thr Anfangs-
glied ist also gleich 1, und die Potenzreihe lautet 1 + ¢,z 4 22+ ---.
Wir verlangen, daB fiir |z| < 1

14+ez+ca®+---= (1 + 2y sein soll.
Durch Differentiation ergibt sich?)
G+ 262+ 32+ - - =p(l + 2)v L
Multipliziert man beiderseits mit 1 + z, so kommt
(I 4+ 2)(e, + 2¢x + Bea®+ - - ) = u(1 + z)*
=u(l + ¢z~ ga®+---) oder
¢+ Q@+ c)r + Bes+ 2¢)2+ - =u +pex + pead 4.
Auf Grund der Bemerkung am Anfang dieses Paragraphen folgt

hieraus =g, 26+ c,=upc,, 3¢+ 26, = pe,,. ..,
d. h. ¢ =%, ¢ =——“(“1__21), ¢ —He=DE—2) 712)(‘;_' ?) .

Fiir pe—D. bkt ) (k=1,2,3,..)
pHlegt man (Z) oder (u),

zu schreiben (gelesen g iiber k).
Unsere Potenzreihe lautet also

L (e (2ot

Wenn p einen der Werte 0, 1, 2, .., hat, so konvergiert diese
Reihe fiir jeden Wert von z, weil von einer bestimmten Stelle ab
alle Glieder verschwinden.

Hat u keinen der gegebenen Werte, so sind fiir # 2 0 alle Glieder
von Null verschieden, und man hat

Upi1 p—n41
== - x’
u, n
vy e . (73 1 . U 1
mithin lim=2* — % und lim |2%%! =]x|
U Un

1) Bei der Annahme |x|<C1 ist 1 4 & positiv.
2) Man denke an die Differentiationsregel in § 90.
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Fiir || < 1 ist unsere Reibe also absolut konvergent, was

auch g sein mag.
Bezeichnen wir ihre Summe mit ¢ (2), so ist nach dem Obigen

(1 + 2)¢'(2) = no(a).
Daraus folgt, weil (1 4+ z)* ungleich Null ist,
(2@ )‘= 1+ e’ @ —p0+ 2/ T9@ _
\a+a) (4o ’
also @(x)=rc(1 + 2)*. (ceine Konstante)

Da ¢ (0)=1 ist, so hat man ¢ = 1 und
(1 +x)~=1+(‘l‘)x+(;)x2+--- (Jz|< 1)

Dies ist die Newtonsche Binomialformel. Die Reihe auf der
rechten Seite nennt man die Binomialreihe, ihre Koeffizienten die
Binomialkoeffizienten.

Wir bemerken noch, daB fiir ein positives ganzzahliges p die
Bedingung |z| < 1 fortfillt. Ist g von O, 1, 2, ... verschieden und
|#]>1, so divergiert die Binomialreihe, weil (vgl. § 79) nicht ein-
mal lim u, = O ist.

§ 97. Die Taylorsche Reihe. In § 74 haben wir die Taylor-
sche Formel bewiesen. Wenn die betrachtete Fanktion in (z,z + k)
alle Ableitungen hat, so konnen wir dem n in der Taylorschen Formel
jeden der Werte 1, 2, 3, ... beilegen.

Es kann nun sein, daB lim B, = 0 ist. Dann wird

hﬂ—l

lim { £ («) +Er@+-+ 0@
=lim{f(z + h)— R,}=f(x + h)
oder, was dasselbe bedeutet,
@+ B = @)+ L@+ o @+

Diese unendliche Reihe nennt man die Taylorsche Reihe.
Wenn fiir n =1,2,3,... und fiir alle Werte von & zwischen

0 und 1 If™(z + &h)| < A
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ist (4 eine Konstante), so kann man sicher sein, daf R, nach Null
konvergiert. In der Tat ist

}7[
R, =2 f"(z + h),
also |R,| <%i—! 4.

Wir wissen aber (vgl. § 89), daB die Reihe

J/ Ih|?
T

konvergiert. 'Daraus folgt

tim 2" — 0, mithin auch lim B, 0.
§ 98. Beispiele. 1. Alle Ableitungen von f(x) = e” sind gleich ¢?,
und man hat daher f®(z + 8h) = es+94, 0<o<1)
e**74 liegt aber zwischen ¢* und e*+% Die am SchluB von § 97 an-
gegebene Bedingung ist hier also erfiillt!), und es ergibt sich

‘ k h®
ex+h=ea:+_i_;ez +§ez+

Insbesondere ist (wenn wir z durch O und % durch z ersetzen)
% = 1+%+2—:+ e
ein Resultat, das wir friiheraufanderem Wege erhalten haben(vgl.§91).
2. Wegen der Relation
cos?x + sin%zx = 1
erfiillen cosz und sinz die Ungleichungen
leosz| <1, sinz|<1.

Da (cosz) = — sinz, (cosx) = — cosz,
(cosz)”=sinz, (cosz)V=cosz, ... und
(sinz)' = cosz, (sinz)"’= —sinz, (sinz)"”=—cosz, (sinz)!¥=sing,...,

so erfiillen auch eosz und sinz die Bedingung am SchluB von § 97.

1) Man braucht nur 4 gleich der griBeren der beiden Zahlen ¢® und
zu setzen.
Kowalewski, Differential- und Integralrechnung. 4. Aufl. i

e:c-{-h
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Man hat demnach

h h®
co8 (z + h) = cosz — J;8inz — ?com—{— smx—}- cos:c-——---

und

4
sm(x-i—h)—smm—f— ; COBL — hsmm hcosx-{-—:—f—lsinx-{—---

21 3!
Wenn wir 2 durch O und % durch x ersetzen, so erhalten wir
nichts Neues, weil wir in § 92 Kosinus und Sinus durch die Gleichungen

x" a:‘
cosx=1— yrie
. x x" 28 .
und SN =5 — o+ 25— definiert haben.

Die obigen Formeln fiir cos(z + %) und sin (z + k) lassen sich
auch so schreiben:

cos (z + h) = (1 :: ) cos

(% hs hs—- . ) sin 2

und sin (x + k) = (1 ) sin z
+ ( n . ) cos

oder cos (z + h) = cos x cos h — sinz sink,

sin(x + k) = sinz cos h + cosx sin k.

Hiermit haben wir einen neuen Beweis fiir die Additionstheoreme
cos z und sinz gewonnen (vgl. § 93).
3. y =log (1 + z) hat fiir > —1 alle Ableitungen, und zwar ist
YO = (= 1)t (n — 1)1 (L + 2"
Fir 2 =0 wird
y=0 und y®=(—1)""1(n— 1)L
Nach der Taylorschen Formel ist also

xz at ”_Qx"’“l
log(1+w)=7—7+---+(—1) —t+ 8.

(=3 Pg"

ookt
p(l + )" (0<é<l)

und man hat R, =(—1)"-
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Im Falle |z} < 1 setze man p — 1 und schreibe
(=)~ tr1—9

n-1 "
B.=51%z (1-4-'5?) .
Da @2 zwischen — & und & liegt, so liegt

1—8 1—9

. 1—49
—m—m- zwxschen -1——_'_—5— und —1:‘“'8—= 1,
also zwischen 0 und 1. Wegen 0 <& <1 ist ferner
1+922>1—|z|
Also hat man | Ra <~l~|—_x“—x!,
folglich limR,=0
, x ¥ x°
und log(l+z)=3—5+5—1 (lz|<1)
ein uns schon bekanntes Resultat.
Im Falle 2 = 1 setze man p = n. Dann wird
- -t t .1 1
Rre(— 1)1 TS also  |[R.[< —,
und lim R, =0,

so daB man hat log2=1—3+4+—---.

Im Falle x = — 1 lautet unsere Reihe

—1—3—1— .
Sie ist divergent. Denn die Summe der 2%~* Glieder
. 1 R
271—-17 2n—1+1’ o o1
ist kleiner als —on—1,} 1,
2" 2

Summiert man die ¢ ersten Gliedergruppen dieser Art (n =1,.
2,...), so erhilt man eine Partialsumme der Reihe, die kleiner als
—4q ist. Die Folge der Partialsummen ist also nicht beschrinkt.

Im Falle lx‘ >1 ist die Reihe divergent, sodaB die Formel

log (1 + x) =%—%+%—- =

nur fir — 1 <2 <1 gilt.
7#



100 _ Beispiele
4. y = (1 + 2)* hat fiir #>—1 alle Ableitungen, und zwar ist

yW=p@—1)... (p—n+1)(1+ 20"
Fiir z = 0 wird

y=1 yW=p@—1)...(u—n+1)
Die Taylorsche Formel liefert

(1+x#=1+(“)x+(y’)x’+~--+( i)x"“+R.,
und man hat R==——( )(1 +azyp-n(1—8)y-rgn. (0<9< 1)

Im Falle |#|< 1 setze man p = 1 und schreibe
1— & \»n-1
R =z(1 + oz)- 1(1_{_1”) .n(ﬁ)x”“.

Der dritte Faktor (ﬁ};})" !

liegt, wie wir wissen, zwischen O und 1; der zweite zwischen 1 und
(14 z)*—* Ist also K die groBte unter den Zahlen 1 und (1 4 z)+-1,

so wird |R‘<”( )lxl” e

Nun konvergiert fiir || <1 die Reihe (vgl. § 96)
L+ (2)e 4 ()

folglich auch die Reihe

(5)+2(2)=43 (2) s

und es ist daher limn(f:)x"“=0,
mithin limR =0,
sodaB wir haben (1 4 z)= 1+ (‘1") x+(;)x’+~--. (lz| < 1)

Dieses Resultat ist uns schon bekannt.
Wir wollen bei der weiteren Untersuchung annehmen, daB u
keinen der Werte 0, 1, 2, 3, .., hat, damit die Reihe nicht abbricht.
Dann ist fiir |#| > 1 unsere Reihe divergent. Es bleiben also
nur die Félle z =1 und 2 = — 1 iibrig.
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Im Falle 2 = 1 setzen wir p = n, so daB
R—(4)(1+oy-r 0<o<1)

wird. Der zweite Faktor ist fiir gentigend groBes » kleiner als 1.
Der erste Faktor 1iBt sick so schreiben

[ 2= (—p+ 1) (—ptn-—-1)
(n)==D T2 m -

Es handelt sich hier um einen Ausdruck von der Form!)

P - alat+1)---(at+n—1)
2 bb+1)---(bFn—1)?

und zwar ist im vorliegenden Falle

a=—pu und b=1.
Uber P, gilt nun folgender Sata.

Wenn a > b, so ist lim—;— =0,

Die positive ganze Zahl % sei groBer als {b]. Dann ist b + %,
mithin auch a + %, positiv. Setzen wir a — b =d und nehmen
n >k an, so wird

ath d d
rrr—ttirE>lten

a+k+1 : d d
b+k$‘1=1+b+k+1>l +2k+1’

at+n—1 d- 4
b—]—n-—l—1 +b+n—1>1 +k+n—l'

Daraus folgt
P, 1 1 1
“IT,{>1 +d(27+2k+1 oo +Ic+n—1)'

oo 1 1 1
Die Reihe W-{-m.{-m_}...

ist aber divergent. Ist g irgend eine positive Zahl, so sind fast alle

1) Kein Faktor im Z#hler und im Nenner ist null.
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Partialsummen dieser Reihe grifer als g. Fast alle P, erfiillen da-
her die Ungleichung

Py

I—I),";>1+gd oder —< d<e

1 + 9
wenn wir 9> (— — 1)
machen. Das bedeutet aber

1m%=mm@@5nm%=a
Als Folgerung ergibt sich aus obigem Satze, daB im Falle a <b
lim P, =0 ist.
Im Falle a = b sind alle P, gleich 1, also auch lim P,=1.
Wenn wir unsern Satz auf

(=B (—p+D- - (—ptn—Y
1.2...1m

anwenden, so kénnen wir schlieBen, daB diese Zahl fiir —pu <1,
d. h. g >—1 den Grenzwert Null hat. Fir p>—1 ist also
lim R, = 0 und daher
W u
2#=1+(1)+(2)+”
Fir p = — 1 wird
By _(=D(=2) (=" _ 1\
('n,)___ 1.2....m _( 1)’
so daB die Bedinguug lim u, = O nicht erfiillt ist.
Fir u <—1, d. h. — g > 1 hat der reziproke Wert von

(—u)(~u+11)2 (—#+n——1)(< 0)

den Grenzwert Null. Die Bedingung lim u, =0 ist also wieder
nicht erfiillt.

Die obige Formel fiir 2# gilt also nur fir g > — 1.

Im Falle £ = — 1 lautet die Binomialreihe

=@+ -6+

1) P, ist von Null verschieden.
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lhre Partialsummen lassen sich leicht berechnen, und man findet

0t mm = (7Y, = (5 a3

Allgemein ist )
n—1ft—1 (l—wy@—p)-- - n—1—yp
$,=(—1) 1(»,,,._1): 1.2 (n—1) '

Fiir p > 0 ist lim s, = 0, also

=11 ()4 () o

Fir g < 0 hat s, keinen Grenzwert, weil dann lim (1/s,) =0 ist.

Wir kénnen unsere obigen Resultate in folgendem Satz zusammen-
fassen: ‘

Wenn p keinen der Werte 0,1,2,3,... hat, so gilt die
Binomialformel

Aoy =1+ z+ )+
im Falle |2] > 1 tiberhaupt nicht,
im Falle |#| <1 fiir jeden Wert von u.
im Falle z =1 nur firp > —1,
im Falle z =— 1 nur fiir g > 0.

Kapitel IX.

Maxima und Minima.

§ 99. Definition. Man sagt, f(x) habe an der Stelle z, ein
Maximum (Minimum)?), wenn sich um z, ein Intervall (z, — 9,
7, + d) konstruieren l4Bt, so daB der Funktionswert f(,) in diesem
Intervall der gréBte (kleinste) ist und nur an der Stelle x, angenom-
men wird.

Wir wollen auBerdem noch fordern, daB das ganze Intervall
(xg— 9, 7o+ ) dem Definitionsbereich von f(z) angehort.?)

1) oder f(x,) sei ein Maximum (Minimum).
2) Wenn ein solches Intervall existiert, pflegt man zu sagen, daB z, ein
innerer Punkt des Definitionsbereichs ist.
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Fiir Maxima und Minima hat man auch den gemeinsamen Namen
Extrema (Mehrzahl von Extremum).

Wenn f(z,) ein Extremum ist und die Ableitung f'(z,)
existiert, so muB f’'(z,) = O sein.

Ist | k| < 0, so haben die Differenzen

[(@+ 1) — f(zy) und  f(zy— h) — f(x,)
beide dasselbe Zeichen, also die Differenzenquotienten
f(mo"*"h})b_'f(a‘o) und f(wo_h) _f(xo)
—h
entgegengesetzte Zeichen. Nennen wir « den positiven, v den nega-
tiven von ihnen, so ist bei nach Null konvergierendem %

lim u = f'(z,) und limov=f"(z,).

Aus der ersten Gleichung ist zu schlieBen, daB f'(z,) > 0, aus

der zweiten, daB f'(z,) < 0 sein muB. Folglich ist
f' (@) = 0.

Geometrisch bedeutet dies, daB die Tangente der Bildkurve von
f(z) an einer Stelle, wo ein Extremum eintritt, parallel zur z-Achse
ist, vorausgesetzt, daB die Tangente existiert.

Man iiberzeugt sich sofort, daB die Bedingung f*(x,) = O fiir das
Vorhandensein eines Extremums nicht hinreichend ist. Z. B. hat die
PFunktion 2° an der Stelle # = 0 kein Extremum, und doch ist die
Ableitung 3z daselbst gleich Null.

§ 100. Das Vorzeichen der Ableitung. z, sei ein innerer
Punkt des Definitionsbereichs von f(x). Ferner habe man f’(z,) > 0.
Dann 148t sich um z, ein Intervall (z,— J, z,+ J) so konstruieren,
daB in (z, — 8, x,) f(«) kleiner, in (,, 7, + 0) dagegen f(x) groBer
als f(z,) ist.

Wir sagen kurz, daB f(z) links') von z, kleiner, rechts

von z, groBer als f(z,) ist.

Existierte kein solches Intervall, so wiirde auch (xo— :; )

1) Wir stellen uns so vor die Figur, daB ein Punkt auf der z-Achse um
so weiter nach rechts liegt, je groBer seine Abszisse ist.
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Z,+ 7;—) nicht die gewiinschte Eigenschaft haben. Es gibe also in

(xo -1 Z, + —;—) eine von z, verschiedene Stelle z,,, so daB entweder
ty= o <<y wnd f(@,) 2 f(ay)
oder By < &, <2+ ud f(z,) < flz)

ist. In beiden Fillen wire also
fla,) — (zg) <0.

Ly — Xy
Daraus wiirde aber folgen

o fwy) — flw) _
lim _—:l‘_,,—-—-To f ("70) é 0’
was der Annahme f'(z,) > 0 widerspricht.
Wenn f'(x,) < 0ist, so ist f(#) links von z, groBer, rechts

von z, kleiner als f(z,).
§ 101. Kriterium fiir Maxima und Minima. 1. f(z) habe
in einer gewissen Umgebung von z, iiberall eine Ableitung f’(z).
AuBerdem existiere £”(z,), und endlich sei
'(@) =0, £ () 20.
Dann ist f'(x,) ein Minimum oder ein Maximum, je nach-
dem f”(z,) > 0 oder f“(z,) < 0 ist.
Im Falle £ (z,) > 0 ist f'()
links von z, kleiner als f'(x,), d. h. negativ,
rechts von x, groBler als f'(»,), d. h. positiv.
Mit Hilfe des Mittelwertsatzes
f(xo+ ) = [(2,) + R (2y + &F)
0<o<l)
erkennt man, daB f(z) sowohl links als such rechts von x, groBer
als f(x,), daB also f(z,) ein Minimum ist.
Im Falle f"(x,) <O ergibt sich genau ebenso, daB f(z,) ein
Maximum ist.l)

1) Die beiden Fille gehen ineinander iiber, wenn man f(z) durch — f(x)
ersetzt. Man braucht also nur den einen zu behandeln.
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2. f(z) habe in einer gewissen Umgebung von z, die beiden
Ableitungen f'(z) und f”(x). AuBerdem existiere /'(x,), und end-
Bohsel  fa) =0, (@) =0, ["(2) 20

Dann ist f(z,) kein Extremum.

Im Falle £ (z,) > O hat f'(x,) nach No. 1 an der Stelle z, ein
Minimum. f"(z) ist also sowohl links als auch rechts von z, positiv.
Mit Hilfe des Mittelwertsatzes ergibt sich dann, daB f(z) links von
%, kleiner und rechts von z, grofer als f(x,) ist.

Im Falle f"(z,) <0 ist f(z) links von 2, groBer und rechts
von z, kleiner als f(z,).

3. f(x) habe in einer gewissen Umgebung von z, die drei Ab-
leitungen f'(z), f”(x), [ (x). AuBerdem existiere f1V(x,), und end-

BB () = 0, (a) =0, 17/ (@) = 0, (20 20.
Dann ist f(«,) ein Minimum oder ein Maximum, je nachdem
¥ (z,) > 0 oder f1¥(x)) <O ist.

Im Falle f™V(z,) > O ist nach No. 2 f"(z) links von z, kleiner
und rechts von z, groBer als f'(z,), d. h. links von z, negativ und
rechts von z, positiv. Mit Hilfe des Mittelwertsatzes ergibt sich
dann wie in No. 1, daB f(x,) ein Minimum ist.

Im Falle f1V(x,) < O ist f(x,) ein Maximum.

Diese Kette von Siitzen 1aBt sich beliebig fortsetzen. Allgemein
gilt folgendes Theorem, von dessen Richtigkeit man sich durch den
SchluB von » auf n 4 1 iiberzeugen kann.

f(z) habe in einer gewissen Umgebung von z, die Ab-

leitungen f'@), @), ..., fe=9). (n>1).
AuBerdem existiere f(z,), und endlich sei

@) =0, f"(#) =0, ..., [*=(z,) = 0, fP(z;) Z 0.

Bei geradem # ist dann f(z,) ein Minimum oder ein Maxi-
mum, je nachdem f®(z,) > 0 oder f™(x,) <0 ist.

Bei ungeradem n ist f(z,) kein Extremum. Vielmehr ist
f(z) links von z, kleiner und rechts von z, gréBer als f(z,)
oder links von z, gréBer und rechts von z, kleiner als f(z,),
je nachdem f™(z,) > 0 oder f™(z,) < 0.
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Es gibt Funktionen, bei denen dieses Theorem versagt. Ein

Beispiel hierfiir ist die folgende Funktion
1

f0)=0, f(x) =€ * (#20).
Fiir # 2 0 wird, wenn wir — 1/2% mit u bezeichnen,
f'(z) =u'e”,

(@) =@+ u")e,
f7(x) = w3+ 3wu + w") e

und man hat o = 52,—, w = — 2543, o =2 ':6' 4, e
1
Jedenfalls wird also f®(z) = G, ()¢ =, (z20)

wobei G, eine ganze rationale Funktion bedeutet. Die Formel gilt
auch fir » = 0, wenn wir f©(z) = f(x) setzen.
Es bleiben noch f(0), f7(0), .. zu berechnen.
Aus der Reihenentwicklung
z | x°
e=1+5+57+
ersieht man, daB fiir > 0 die Ungleichungen
o> (m=1,2,3,..)
gelten.
Angenommen, wir hitten schon bewiesen, daB f™(0) = O ist.
Dann 1Bt sich zeigen, daB f"+7(0) = 0 ist. Da nimlich
fon+ 1)(0) = lim L‘m)_;ﬁi(&)’ (lim h = 0)
8o ist nur nachzuweisen, daB

lim {4 G, (%) :e(%),’ =0

ist. Der fragliche Ausdruck setzt sich aber aus einer endlichen An-
zahl von Gliedern der Form

Gy ) w=1,2,3,..)
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zusammen. Wihlen wir die ganze Zahl m so, daB 2m > u ist, so
wird der Betrag des obigen Gliedes kleiner als die nach Null kon-
vergierende Zahl m!| |2k,

Es ergibt sich also f®*+1(0) = 0.

Da nun f©®(0)=f{0Q) =0 ist, so verschwinden auch £’ (0), (0), ....

f(x) hat offenbar an der Stelle z = O ein Minimum. Dies liBt
sich aber nicht mit Hilfe des obigen Theorems feststellen, weil fiir
xz = 0 alle Ableitungen verschwinden.

Unsere Funktion ist zugleich ein Beispiel dafiir, daB die Tay-
lorsche Reihe

FO) + 57 ©0), + 57770 + - -
konvergieren kann, ohne daB ihre Summe gleich f(z) ist.

§ 102. Anwendung der Taylorschen Formel zum Be-
weis des Kriteriums. Hat f(z) in einer gewissen Umgebung von

z, die Ableitungen
@), '@, - [ V(2), (n>1)
so gilt fiir |k | < & die Taylorsche Formel?)
Ftat ) = (@) + 11 @) + -+ + gy )
o [y + ).
<<
Nehmen wir ferner an, daB f®(z,) existiert, und daB
@) =0, (@) =0, ..., f*=Y(z) =0, f"(z) 2 0
ist, 80 wird im Falle f®(zy) > 0 die Ableitung f*="(z) links von
x, kleiner, rechts von 2, groBer als /™~ "(z,) = 0 sein. Es wird also?)
fir h <0 fo=Y(zy+ 8h) <0,
fir >0 fo-U(z,+ 8h) >0  sein.
1) Die positive Zahl & ist so gewshlt, def x, —J und x, 46 in der
erwihnten Umgebung von z, liegen. Dann sind die Bedingungen der Tay-

lorschen Formel erfiillt.
2) |'h| muB kleiner sein als eine gewisse positive Zahl o'(< 4).
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Die Taylorsche Formel lautet hier aber

hn—1

f(@o+ h) = f(x,) + (_nl,_ 1)!,"(7.-1)(560 + 9h).
Im Falle eines geraden n ist daher
firh<O (@ + k) > [(z,),
fir h >0 f(xe+ h) > f(z,),
d. h. f(z,) ein Minimum.
Im Falle eines ungeraden » ist dagegen
fiir h <0 flzy+ k) < f(x,),
fir k>0 f(xo+ B) > f(x,),
d. h. f(x,) kein Extremum.
Wenn f®(x,) < O ist, so hat man im Falle eines geraden n

an der Stelle 7, e¢in Maximum, im Falle eines ungeraden » kein
Extremum.

§ 103. Monotone Funktionen. Wenn eine Funktion in
dem Intervall (a,d) tiberall eine positive Ableitung hat, so
nimmt sie in (@, b) bei wachsendem z zu.

Ist némlich?) a <z <z b,

so hat man nach dem Mittelwertsatz
f(2s) — f(@) = (2 — 2) (), (2, <§<azy)
also (2s) > f(zy).

Ist die Ableitung in (a,bd) iiberall negativ, dann nimmt die
Funktion bei wachsendem z bestindig ab.

Es tut der Giiltigkeit, unseres Satzes keinen Abbruch, wenn die
Ableitung an einer endlichen Anzahl von Stellen null ist.

Eine bei wachsendem z zunehmende (abnehmende) Funktion
wollen wir aufsteigend (absteigend) nennen. Beide Arten von
Funktionen heiBen monoton.

Wenn f(x) in {(x,— ¢, z,> aufsteigend (absteigend) und in
%y, %o+ &) absteigend (aufsteigend) ist, so ist f(z,) ein Maximum

1) Ist f(x) bei a stetig, so darf x; = a gesetzt werden, ebenso x, = b,
wenn f(z) bei b stetig ist.
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(Minimum). In der Praxis werden gewdhnlich auf diesem Wege
Maxima oder Minima festgestellt.

§ 104. Beispiel. a,,a,,...,a, seien gegebene Zahlen. Man
soll z so wihlen, daB

9@ = (@, — 2+ (@3 — 2"+ - - - + (a,— 2)*
moglichst klein ausfillt.
Man hat im vorliegenden Falle

¢ (z)=—2n (a‘+a":'“+“” —x).

o +a,+--+a,
”

¢’ (z) ist also  negativ fiir 2 <

H

positiv fir z > “1+a,+n...+aﬂ’

null fir g B F Bt T
n )

und @(z) ist fir 2 < 2 Tt O st end,
: = g

n

fir g > 2t @t o + % aufsteigend

n

An der Stelle r=tatat -+a,

n

hat also die Funktion ¢ (z) ein Minimum und zugleich ihren kleinsten
Wert.

§ 105. GroBter und kleinster Wert einer stetigen
Punktion. Ist die Funktion f(z) in (a,b) stetig, so gibt es
unter ihren Werten einen groBten und einen kleinsten.

Ein in {a, b) enthaltenes Intervall {«, 8) wollen wir einen aus-
gezeichneten Teil von <a, b) nennen, wenn es in {a, b) keinen
Funktionswert gibt, der alle Funktionswerte in (o, 8
ibertrifft.

Wenn man {a, b> mittelst des Wertes

afb

c=—

in (a,c) und {¢,b) zerlegt, so ist wenigstens eins dieser beiden
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Teilintervalle ein ausgezeichneter Teil von {a, b). Sonst lieBen sich
nimlich in (g, b) 2, und z, so wihlen, daB

in g, 6> f@) <f(=),

in ¢, b> f(z) <f(z)
ist. Einer der beiden Werte f(z,), f(z,) wire dann groBer als alle
Funktionswerte in {a, b), was offenbar ein Widerspruch ist.

Es gibt also in (a, b) sicher eine ausgezeichnete Hilfte (a,, b,).
Ebenso gibt es aber in {a,, b,> eine ausgezeichnete Hilfte (a,, b;),
in (a,, by) eine ausgezeichnete Hilfte {as, by) usw.

Ist & der gemeinsame Grenzwert von a, und b,, so liBt sich
zeigen, daB f(€) von keinem Funktionswert in {a, b) iiber-
troffen wird.

Ist nimlich z, eine beliebige Stelle in (a, b), so gibt es

in {a,, b,) eine Stelle z,, so daB f(z,) = f(x,),

in Cay, b,) eine Stelle z,, so daB f(x;) > f(x,),

in {ay, by eine Stelle z;, so daB f(z5) = f(x;) ist, usw.
Da lim z, = § ist, so hat man wegen der Stetigkeit

lim f(z,) = £ (&)
Nun ist aber f(z,), f (z,), f(xy), . . . eine aufsteigende Folge, also

lim f(z,) 2 (%), d b F(§)=F(x).
Wendet man dieselbe Betrachtung auf — f(z) an, so gelangt
man zu einem Funktionswert f(£), der in {a, b> der kleinste ist.
Liegt die oben mit £ bezeichnete Stelle zwischen a und b (ist
also £ von @ und b verschieden), so muB, falls f'(£) existiert, f'(§) =0
sein. Denn von den Differenzenquotienten

fE+Rm—FE) fE—R —FE)
h ’ —h

ist der eine, u, groBer gleich Null, der andre, v, kleiner gleich Null.
Da bei nach Null konvergierendem /%

lmu=f'() und limv=Ff'(§)
ist, so kann f'(£) weder positiv noch negativ sein.
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Wenn die mit & bezeichnete Stelle zwischen a und b liegt und
f' (&) existiert, so mub f'(§) = O sein.

§ 106. Anwendungen. 1. Der in § 105 bewiesene, von
WeierstraB herrilhrende Satz kann zum Beweise des Theorems
von Rolle (§ 66) benutzt werden. Nach der dort gemachten Vor-
aussetzung muf wenig tens eine der in § 105 mit § bzw. £ bezeich-
neten Stellen zwischen @ und b liegen, wenn die Funktion nicht
durchweg gleich f(a) sein soll.

2. f(z) babe in {a, b) iiberall eine Ableitung, und es sei
f'{a) 2f"(b). Ist dann C irgend eine Zahl zwischen f'(a)
und f'(b), so gibt es zwischen @ und b eine Stelle ¢, so daB
f'(c) = C ist.

Die Funktion o@)=f(x)— Cx
ist in (a, b) stetig, denn sie hat in (a, b) iiberall eine Ableitung,
nimlich o' (2) = () — C.

Diese Ableitung ist fiir # = a negativ, fiir £ = b positiv oder
umgekehrt, weil  f'(a) —C und f'(0)—-C
entgegengesetzte Zeichen haben.

Ist nun z. B. ¢’(a) > 0 und ¢’(b) <O, so ist ¢ (x) rechts von
a groBer als @(«) und links von b gréfer als @(b) (§ 100). Weder
@(a) noch @(b) ist also der groBte Wert von @(x) in (a,d). Nach
§ 105 gibt es also zwischen @ und b eine Stelle ¢, wo der grofite
Wert eintritt, und es ist dann

9’ () =1"() - C=0.

Im Falle ¢’ (¢) < O und ¢’ (b) > 0 tritt der kleinste Wert von ¢ ()
an einer Stelle ¢ zwischen @ und b ein, und es ist wieder f’(c) = C.

3. Wenn f(2) in {a, b) stetig ist und fiir jedes x zwischen
a und b die Eigenschaft

lim flz+ h)+f(’-:7’_h)_2f(x) =0 (hm h=0)

besitzt, so hat man bei passender Wahl der Konstanten
1, ¢ in dem ganzen Intervall (a,d)

f(@) =2z +u.
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¢ sei ein beliebiger Wert zwischen a und b. Dann gibt es eine
ganze rationale Funktion zweiten Grades, nimlich

(®x— D) (x—c) (x—¢)(x— a) (x—a)(x—0)
Q@) = aHa—a @+ o—0=a/ O+ c=a =/

die fiir £ = a, = b, z = ¢ die Werte f(a), f(b), f(c) annimmt.
¢ (@) = Q(2) —f(2)
ist also an diesen Stellen gleich Null.

@ (2) ist wie f(x) in {a,b) stetiz. Nach § 105 gibt es also
zwischen a und b eine Stelle £ wo der groBte, und eine Stelle £ wo
der kleinste Funktionswert eintritt.?)

Man hat nun, fir e <« <b und limh =0,

PEtR+o@—h—200) . @e+h+QE—hH=—2Q@
H h

lim 3

_ 2f(a) 21 () 2f ()
T @a—b@a—o + G—e0—a + (c—a)lc—b) =K.

Es ist also auch

limn ¢(§+"’)+‘P(E"‘h)"‘2¢(§)=K
h’
und lim _‘l’_(}“"h)‘l“‘?(_é_h)—z(?(g):K
h? '
Da aber g § +0) <9 (), oE—M=Zo®)
und eE+R29E), oE—h=¢@®

ist, so handelt es sich das eine Mal um den Grenzwert einer nicht
positiven, das andre Mal um den Grenzwert einer nicht negativen
Zahl. K kapn also weder positiv noch negativ sein. Es muB viel-
mehr K = O sein, d. h.

b—c¢ c—a

f(c)=b_af(a’)+[,_af(b)'

¢ war ein beliebiger Wert zwischen a und b. Unsere Gleichung

1) Wenn einer der Werte £, & in § 106 gleich a oder b ist, so kénnen
wir ihn anch gleich ¢ setzen, Wir diirfen daher annehmen, daB &, § beide
zwischen a und b liegen.

Kowalewski, Differontial- und Integralrechnung. 4. Aufl. 8
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bleibt aber auch richtig, wenn wir ¢ durch a oder b ersetzen. Es
ist also in dem ganzen Intervall (a, b)>

f@) =222 (@) + 2221 0).

Dieser Satz riihrt von H. A. Sechwarz her.

Kapitel X.

Differentiation von Funktionen mehrerer
Veriinderlicher.

§ 107. Partielle Ableitungen. f(z,y) sei in dem Bereich
a<r<b; c<y<d
definiert?), den wir mit {a, b; ¢, d> bezeichnen wollen.?)
Geniigt die Konstante y, den Bedingungen ¢ < y, < d, 8o ist

(=, %)
in <a, b) eine Funktion ¢ () von z.
Ebenso ist f(xy, ¥)

in ¢, d) eine Funktion ¥ (y) von y, wenn die Konstante x, den Be-
dingungen a < x, < b geniigt.

Existiert nun ¢’ (%,), so nennt man es
die Ableitung von f(z,y) nach z an der Stelle (z, ¥,).

Existie~t 9'(y,), 8o nennt man es
die Ableitung von f(z,y) nach y an der Stelle (z,, y,)-

Beide heiBen die partiellen Ableitungen von f(z,y) an
der Stelle (z,, y,)- Die Berechnung einer solchen Ableitung heiBt
partielle Differentiation.

Man hat fiir ¢’(z,) die Bezeichnung

1z (Zgs o) 5
fiir 9" (y,) die Bezeichnung f, (%, ¥,)-

1) Der Einfachheit wegen beschriinken wir uns auf Funktionen von
zwei Verénderlichen.

2) (a, b; ¢, d) bedeutet geometrisch ein Parallelogramm, dessen Seiten
parallel zu den Achsen sind.
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Existieren fz(z,y) und fy(z,9)
in <a, b; ¢, d), so kann es sein, daB sie sich an der Stelle (z,, y,)
wieder nach z und y differenzieren lassen. Die Ableitungen von
fz(x,y) nach z und y an der Stelle (z,, y,) bezeichnet man mit

faz(%0; %) bzw.  fzy (%o, %),
die Ableitungen von f, (2, y) nach 2 und y an der Stelle (z,, y,) mit
foz (20, %)  bzw.  fuy (%, %) -

Diese vier Zahlen nennt man die partiellen Ableitungen
zweiter Ordnung?) von f(z, y) an der Stelle (z,, y,).

In #hnlicher Weise werden die partiellen Ableitungen von
dritter und hoherer Ordnung definiert und bezeichnet,

Es gibt, wie man sieht, 2" partielle Ableitungen n-ter Ord-
nung. Fiir gewshnlich reduziert sich aber ihre Zahl auf » + 1.
Z. B. gibt es, wie wir sehen werden, filr gewdhnlich nur drei partielle
Ableitungen zweiter Ordnung.

§108. foy und fy.. Wenn in <a, b; ¢, d) die partiellen
Ableitungen erster und zweiter Ordnung von f(z,y) exi-
stieren, so ist an jeder Stelle (x,, y,), Wo f4y, fy» stetig sind,

=y = fyz-

Um dies zu beweisen, betrachten wir den Ausdruck

[(@+hy Yo