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Vorwort.

Die meisten der in der letzten Zeit erschienenen Einleitungen in
die projektive Geometrie haben sich ganz der von v. STAUDT in seiner
,,Geometrie der Lage” eingefilhrten Behandlungsweise angeschlossen,
und das ist auch bei den vorliegenden Vorlesungen der Fall.

Ich lasse mich auf axiomatische Fragen nicht ein und setze {ibrigens
die Kenntnis der elementaren reellen projektiven Geometrie in dem Um-
fange und Geist voraus, wie sie in F. ENRIQUES’ ,,Vorlesungen iber
projektive Geometrie”‘! behandelt ist.

In der projektiven Geometrie ist der Begriff des Wurfes von aus-
schlaggebender Bedeutung. Es scheint mir nahezuliegen, daB v. STAUDT
schon durch dieses Wort hat andeuten wollen, daB es sich nur um vier
auf eine Gerade beliebig ,,hingeworfene‘‘ und in einer bestimmten Reihen-
folge genommene Punkte handelt. Ein Wurf ist also zunichst eine
Figur.

Die Theorie der Wiirfe baut nun v. STAUDT auf die bekannte Be-
stimmung eines harmonischen Wurfes durch ein vollstindiges Vierseit
auf. Der sich hierauf stiitzende, im v. StauDTschen Sinne durchzu-
fithrende Beweis des Fundamentalsatzes der projektiven Geometrie
erfordert Stetigkeitsbetrachtungen, deren Notwendigkeit v. STAUDT, wie
alle anderen in jener Zeit, iibersehen hat. Diese Liicke ist spater aus-
gefiillt worden; diesbeziiglich begniige ich mich mit einem Hinweis auf
EnNrIQUES. Es ist iiberhaupt fiir v. STAUDT charakteristisch, daB er
Stetigkeitsbetrachtungen zu umgehen sucht. Ich bin ihm insofern ge-
folgt, als ich fiir viele Grenzfille, in denen der allgemeine Beweis versagt,
aber durch Kontinuititsbetrachtungen gerettet werden koénnte, neue
Beweise gebe.

Weiterhin lernt man, daB man aus einem oder mehreren Wiirfen
nach bestimmten Regeln neue ableiten kann. Durch diese ,,Wurf-
rechnung’ werden die Wiirfe zu Symbolen.

Nach Einfiihrung der Messung von Strecken und Winkeln wird
schlieBlich der Wurf zu einer Zahl, womit die Verbindung mit der friiher
iiberall iiblichen Definition des Wurfes als Doppelverhiltnis hergestellt
ist. Bei v. STAUDT geschieht dieser letzte Schritt nur fiir die euklidische
Metrik; in der vorliegenden Darstellung schien es jedoch angemessen,
auch die nichteuklidischen einzubeziehen.

! Deutsche Ausgabe von HERMANN FLEISCHER. 2. Aufl. Leipzig und Berlin
1915.



VI Vorwort.

Wihrend die v. StaAupTsche FEinleitung in die reelle projektive
Geometrie allgemein durchgedrungen ist, gilt dies nicht von der Theorie
der imaginiren Elemente, die er in seinen ,Beitrigen* entwickelt hat.
Will man auch diese Elemente behandeln, so bildet die v. STAUDTsche
Theorie die einfachste oder, richtiger gesagt, die auf der Hand liegende
Methode. Hat man sich einmal entschlossen, eine elliptische, mit einer
bestimmten Orientierung versehene Involution von reellen Punkten
einer reellen Geraden als einen imaginiren Punkt aufzufassen, so folgen
daraus unter Beibehaltung des Dualititsprinzips in der Ebene und im
Raume die Definitionen der {ibrigen imaginiren Elemente mit logischer
Notwendigkeit. In den Beweisen mache ich hiufig Gebrauch von einer
Umkehrung eines von v.STAUDT hervorgehobenen und nach ihm be-
nannten Satzes (Kap. I, § 2, Satz XII). Diese Umkehrung findet sich
nicht explizite bei v. STAUDT selbst.

Um die Projektivitit auch fiir imaginire Elemente einzufiihren,
benutzt v. STAUDT die Definition: ,,Eine eindeutige Transformation
zweier Elementargebilde ist projektiv, wenn entsprechende Wiirfe gleich-
sinnig sind.” Man muBl also zunichst den ,,Sinn‘ eines durch vier
imaginire Elemente eines Elementargebildes festgelegten Wurfes defi-
nieren. Ich habe hier eine von der v. STAUDTschen etwas verschiedene
Definition des Sinnes benutzt, und diese Abweichung hat der vorliegen-
den Darstellung ihr Gepréage gegeben. Ich hoffe, daB die Darstellung
hierdurch etwas iibersichtlicher geworden ist, oder wenigstens, daB sie
sich dem Gedichtnis etwas leichter einprigt.

Durch die v. STauDpTsche Methode werden die imaginiren Elemente
im ganzen Raum auf einmal eingefithrt. Wir werden aber beim weiteren
Aufbau der Theorie riumliche imaginire Konfigurationen nicht be-
handeln, sondern nur solche, die in einer festen Ebene liegen; diese
Ebene kann aber sowohl imaginir als auch reell sein.

Aus der Theorie der Projektivititen kann man die schon oben
erwihnte Rechnung mit Wiirfen ableiten. Es bietet keine Schwierigkeit,
die Operationsdefinitionen aus den Rechenregeln zu entnehmen?; ich
habe mich aber der Kiirze wegen auch an dieser Stelle an v. STAUDT
angeschlossen und den entgegengesetzten Weg vorgezogen.

Durch die Wurfrechnung wird unter anderem nachgewiesen, da8
die von v.STAUDT gegebene, auf den ersten Blick etwas verwickelte
konstruktive Lésung einer Gleichung dritten Grades mit der einfachsten
algebraischen Losung 4quivalent ist.

Es war ein Hauptzweck dieses Buches, die v. StAupTsche Imaginir-
theorie zu entwickeln. Doch wiinsche ich auch eine Einleitung in die
von dem italienischen Mathematiker ENRICO SEGRE und von mir gleich-

1 Vgl. z. B. meine Habilitationsschrift: Bidrag til den imaginzre Linies og
den imaginzre Plans Geometri (Kopenhagen 1885).



Vorwort. VII

zeitig entwickelte Theorie der Antiprojektivititen oder Symmetralititen
zu geben. Die wenigen hierauf beziiglichen Arbeiten sind unten an-
gegeben?; ich will in dieser Hinsicht nur bemerken, daBl E. SEGRE diese
Theorie sehr weit gefiihrt hat, wahrend ich mich auf das elementare Gebiet
beschrinkt habe, und nur das letztere spielt in diesem Buche eine Rolle.
Die Moglichkeit eindeutiger Transformationen, bei denen ent-
sprechende Wiirfe entgegengesetzten Sinn haben, hatte schon v. STAUDT
an mehreren Stellen angedeutet, er lehnte aber ihre Einbeziehung in
die projektive Geometrie ab, da fiir ihn die projektive Geometrie der
klassischen Algebra vollstindig parallel laufen sollte. Es scheint mir
aber auch schon in der reinen Algebra zweckmiBig zu sein, zu den vier
bekannten Grundoperationen noch eine fiinfte hinzuzufiigen, nimlich den
Ubergang von x =a +1b zu x =a —1b, wo a und b reell sind. Hierdurch
wird es erméglicht, das Reelle vom Imagindren formal zu trennen.

Das oben Besprochene bildet den Inhalt der beiden ersten Haupt-
abschnitte dieses Buches. Der dritte Hauptabschnitt geht auf die Mal-
bestimmung von Strecken und Winkeln und damit auf die nicht-
euklidischen Geometrien ein. Dafl die CayiLEvysche MaBbestimmung
mit den schon vorher entwickelten nichteuklidischen Geometrien im
wesentlichsten identisch ist, hat FELix KLEIN schon 1871 in zwei Ab-
handlungen dargelegt?. Als ein sich auf diesen Gesichtspunkt stiitzendes
und vollstindig durchgefithrtes Lehrbuch nenne ich: F. ScHILLING,
Projektive und nichteuklidische Geometrie I1—II3.

In der vorliegenden Darstellung zdhle ich zuerst die wenigen Forde-
rungen auf, die man den projektiven Voraussetzungen hinzufiigen mu8,
um eine Metrik einfiilhren zu kénnen; daraus wird dann das absolute
Polarsystem mit den zugehérigen Fundamentaltransformationen her-
geleitet. Hierdurch wird es ermdglicht, die Messung von Strecken und
Winkeln durch Zahlen durchzufiihren. Mit besonderer Umsicht wird die
Streckenmessung in der euklidischen Geometrie behandelt. — Die
Unterscheidung zwischen Kongruenz- und Symmetrietransformationen
(in der hyperbolischen und euklidischen Geometrie) wird erst spiter
eingefiihrt.

Weiter folgen zwei Kapitel iiber die hyperbolische und die elliptische
Geometrie mit besonderer Beriicksichtigung der elementaren XKonstruk-

1 SEGRE, E., Un nuovo campo di ricerche geometriche [Torino Atti Bd. 25
(1890) S. 276—301, 430—457 u. 592—612; Bd. 26 (1891) S. 35—71 — Rappre-
sentazioni reali delle forme complesse [Math. Ann. Bd. 40 (1892) S. 413—467].
— JueL, C., Bidrag til den imaginzre Linies og den imaginzre Plans Geometri
[Hab. Schrift Kopenhagen 1885] — Uber einige Grundgebilde der projektiven
Geometrie [Acta Math. Bd. 14 (1890—1891) S. 1—30].

2 Uber die sogenannte nichteuklidische Geometrie [Math. Ann. Bd. 4 (1871)
S. 573—625; Bd. 6 (1873) S. 112—145].

3 Leipzig und Berlin 1931.
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tionen und der Trigonometrie; beziiglich der letzteren ist die Behand-
lung des rechtwinkligen Dreiecks hinreichend. Als Schlu8 des dritten
Hauptabschnittes folgt ein Kapitel iiber euklidische Geometrie, in das
die Theorie der MOBIUSschen Kreisverwandtschaften eingefiigt ist. Die
hier gewdhlte elementare Darstellung dieser Theorie steht in Uberein-
stimmung mit der des Urhebers und gibt unter anderem neue Kon-
struktionen der Doppelpunkte.

Den AbschluB3 des Buches sollte eigentlich eine Einfithrung in die
Theorie der algebraischen Kurven bilden. Ich sah aber bald, da ich —
obgleich ich viel Material dafiir hatte — nicht damit fertig werden
wiirde. Daher habe ich mich auf eine Theorie der Kurven dritter Ord-
nung beschrinkt und die wichtigsten projektiven Eigenschaften dieser
Kurven in ihrer Beziehung zur Theorie der quadratischen Transfor-
mationen innerhalb der gewdhlten Grenzen in leidlicher Vollstindigkeit
behandelt; jedoch ist die Theorie der Inflexionspunkte nur fiir reelle
Kurven — allgemeiner fiir Kurven, bei denen die Existenz eines In-
flexionspunktes im voraus gesichert ist — durchgefiihrt.

Der Inhalt dieses Buches entstammt teils meiner Habilitationsschrift
von 1885, teils zwei Vorlesungsreihen, welche ich an der Wende dieses Jahr-
hunderts an der Kopenhagener Universitit gehalten habe. Alles wurde
aber einer volligen Neubearbeitung unterzogen. Hierbei wurde mir die
beim allmihlichen Schwinden meiner Sehkraft unentbehrliche Hilfe
von Privatdozent Dr. D. Foc geleistet, der selbst auf dem Gebiet der
komplexen Geometrie mit Erfolg gearbeitet hat. Ohne sein verstindnis-
volles Eingehen auf meine Gedankenginge und seine unermiidliche
Hilfsbereitschaft wire es mir nicht moglich gewesen, diese Arbeit zum
AbschluBl zu bringen. Es ist mir ein Bediirfnis, Herrn Foc an dieser
Stelle meinen herzlichsten Dank fiir seine jahrelange hingebungsvolle
Mitarbeit auszusprechen.

Fiir sprachliche Durchsicht und Mithilfe bei der Korrektur bin ich
Herrn Dr. J. F. PAL zu Dank verpflichtet.

Ganz besonderen Dank schulde ich der Direktion des Carlsberg-
Fonds fiir freigebige und vielseitige Unterstiitzung, welche die Heraus-
gabe dieses Buches erméglicht hat; auch hat der Rask-@rsted-Fond
giitigst hierzu beigetragen; zugleich spreche ich der Verlagsbuchhand-
lung fiir die Ubernahme der Herausgabe und fiir die vorziigliche Aus-
stattung des Buches meinen besten Dank aus.

Kopenhagen, im Mai 1934.
C. JueL.
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Erster Abschnitt.

Einleitung in die Imaginartheorie.
Projektivgeometrie im
eindimensionalen komplexen Gebiet.

I. Kapitel.
Einleitung.

§ 1. Voraussetzungen. Grundgebilde.

Die Grundelemente der projektiven Geometrie sind Punkt, Gerade
und Ebene; die zwei letzteren sind Gesamtheiten von Punkten.

Es gelten die folgenden Voraussetzungen:

1. Durch zwei Punkte geht eine und nur eine Gerade.

2. Eine Gerade, die mit einer Ebene zwei Punkte gemein hat, liegt
ganz in dieser Ebene.

3. Eine Gerade, welche nicht in einer Ebene liegt, hat mit dieser
einen Punkt gemein.

4. Zwei Ebenen haben alle Punkte einer Geraden miteinander gemein.

5. Durch drei Punkte, welche nicht in einer Geraden liegen, geht
eine und nur eine Ebene.

Aus diesen Voraussetzungen folgt, dal drei Ebenen, welche nicht durch
eine Gerade gehen, einen und nur einen Punkt miteinander gemein haben.

Hierzu kommen noch Axiome der Anordnung.

Die Punkte einer Geraden werden durch zwei ihrer Punkte, A und B,
in zwei getrennte Mengen, ,,Strecken oder ,,Segmente®, geteilt, welche
nur die zwei Punkte 4 und B miteinander gemein haben.

Drei Punkte A, B, C einer Geraden bestimmen axiomatisch einen
Sinn auf dieser, wodurch die Gerade orientiert wird.

Sind 4, B, C, D vier Punkte einer Geraden, so bestimmen 4 BC und ABD
denselben oder den entgegengesetzten Sinn, je nachdem C und D derselben
oder nicht derselben durch 4 und B bestimmten Strecke angehéren.

Man kann sich auch des Ausdrucks bedienen, da3 zwei verinderliche
Punkte einer Geraden diese in demselben oder im entgegengesetzten
Sinn durchlaufen.

Auf die Sitze, die man durch diese Begriffsbildungen gewinnt, kann
man die Dualititsgesetze anwenden. Durch diese werden Inzidenz und
Koinzidenz unverindert iberfiihrt, und man hat ferner:

Juel, Projektive Geometrie. 1



2 Einleitung in die Imaginirtheorie.

a) Im Raume werden Punkt und Ebene in Ebene und Punkt ver-
tauscht, wihrend Gerade in Gerade iibergeht.

b) In der Ebene werden Punkt und Gerade vertauscht, und

¢) im Biindel werden Gerade und Ebene mit Ebene und Gerade
vertauscht.

Um nun die klassische Projektivgeometrie aufbauen zu kénnen, ist
noch ein gewisses Kontinuititsaxiom einzufithren®.

Man ist jetzt imstande, den Hauptsatz der ganzen Theorie auf-
zustellen, indem man zuerst mittels eines vollstindigen Vierseits den
Begriff ,,harmonische Punktpaare einfiihrt.

1. Fiir zwei Gerade — welche insbesondere zusammenfallen kénnen —
gibt es eine umkehvbar eindeutige Abhingigkeit threr Punkte, so daf har-
monischen Punkipaaren der einen Geraden harmonische Punktpaare der
anderen entsprechen.

Die Abhingigkeit ist stetig und durch drei Paare von entsprechenden
Punkten eindeutig bestimmi?.

Eine solche Beziehung wird projektiv genannt.

Die zwei Geraden heillen T7dger der Punktreihen.

Sind (4,4, (B, B’), (C,C"),{(D,D') Paare von entsprechenden
Punkten, so schreibt man

ABCD < A'B'C'D’.

Die von vier beliebigen Punkten 4, B, C, D einer Geraden gebildete
Konfiguration nennt v. STAUDT einen Wurf; soll ein Wurf (4,B,C,D,)
mit einem gegebenen Wurf (4 BCD) projektiv sein, dann ist nach
Satz I die Lage des Punktes D; durch Angabe von A4,, B; und C,
eindeutig festgelegt. Sind (4, B) und (C, D) harmonische Punktpaare,
heiBt der Wurf (ABCD) harmonisch.

Die projektive Beziehung fiir andere Elementargebilde wird in ana-
loger Weise erklirt, insbesondere fiir Geradenbiischel in der Ebene und
Ebenenbiischel im Raume. Die Triger sind hier das Zentrum des
Geradenbiischels bzw. die Achse des Ebenenbiischels.

Man sieht, daB die genannten Elementargebilde, wenn sie in bekann-
ter Weise perspektivisch zueinander liegen, auch projektiv sind. Des
weiteren findet man, daBl zwei projektive Elementargebilde derselben
Art perspektivisch liegen, wenn sie ein gemeinsames Element haben,
das sich selbst entspricht.

Sind (4, B) und (C, D) harmonische Punktpaare, so gilt, wie man
durch Projektionen von zwei Gegenpunkten eines vollstindigen Vier-
seits sieht (Fig. 1)

(1) ABCD < BACD.

1 Siche F. ENRIQUES: Vorlesungen iiber projektive Geometrie. Deutsche Aus-
gabe. II. Auflage 1915, § 18.
2 ExriQues: Kap. V.
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Diese Figur zeigt auch, daB umgekehrt der projektive Zusammen-
hang (1) mit sich fiihrt, daB3 (4, B) und (C, D) harmonische Punktpaare
sind.

Fiir vier willkiirliche Punkte 4, B, C, D einer
Geraden findet man (Fig.2) durch sukzessive
Projektionen von H, 4 und F:

ABCD < EFGD < HKGC ~BADC,
das heif3t: Y 5 >
(2) ABCD < BADC. Fig. 1.

Zwei Wiirfe, die durch gleichzeitige Vertauschung der beiden ersten
und der beiden letzten Elemente aus einander hervorgehen, sind also
projektiv.

Wir benutzen im folgenden meistens eine in
einer festen Ebene liegende Gerade als Triger.

Haben zwei projektive Punktreihen (M)
und (M’) denselben Triger, so bilden sie eine
Projektivitit (M, M'), deren Element ein Paar
von entsprechenden Punkten (in bestimmter —4 VA ]
Folge) ist. Die Beziehung (M’, M) hei3t die zu- Fig. 2.
gehdrige ,,inverse’’ Projektivitit. Ist eine Pro-
jektivitit mit ihrer inversen identisch, so nennt man sie eine Involution.

Eine Projektivitit hat entweder zwei Doppelelemente (d. h. Ele-
mente, deren Punkte zusammenfallen) oder ein einziges Doppelelement
oder keines. In den drei Féllen nennt man die Projektivitidt hyperbolisch,
parabolisch bzw. elliptisch. Von einer para- Y
bolischen Projektivitit sagt man auch,
daBl sie zwei zusammenfallende Doppel-
elemente hat.

Ist auf einer Geraden eine Projektivitat
durch die Elemente (4, 4’), (B, B') und ein
Doppelelement E gegeben, so kann man
leicht das andere Doppelelement F kon-
struieren (Fig. 3). Auf einer durch E gehen-
den Geraden wihle man zwei Punkte P und Q als Zentren und projiziere
aus P die eine Reihe AB ... und aus Q die andere Reihe A’'B’... Die
zwei Biischel liegen perspektivisch, und ihre Perspektivachse u schneidet
den Triger in dem anderen Doppelelement F.

Aus der Definition der Projektivitit folgt:

EFAB < EFA’B’.

Geht die Perspektivachse # durch E, so ist dieser Punkt der einzige
Doppelpunkt, und die Projektivitit ist parabolisch, In diesem Falle

schreiben wir: EEAB -~ EEA’B’;

H

v

A

1%
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diese Schreibweise soll also ausdriicken, daf es eine parabolische Projek-
tivitit gibt, in der E der einzige Doppelpunkt ist, und (4, 4’) und (B, B’)
zwei Paare von entsprechenden Punkten sind.

Wir betrachten einen Augenblick eine solche parabolische Projek-
tivitit z und nehmen an, daB ein Punkt A’ durch diese und ihre in-
verse 71 in bzw. A’ und 4 iibergeht. Die Betrachtung eines geeigneten
vollstindigen Vierseits fithrt sogleich zu dem folgenden Satz:

ITa. Hat eine parabolische Projektivitit 7 den Doppelpunks E , und geht
ein Punkt A’ durch m und thre inverse =t in A" bzw. A diber, dann sind
E und A' durch A und A" harmonisch getrennt.

Umgekehrt hat man:

IIb. Es werde durch eine nichtinvolutorische Projektivitit  und ihre
tnverse esn Punkt A' in A" bzw. A dibergefiihrt. Ist dann der Punkt E,
welcher von A’ durch A und A" harmonisch getrennt ist, esn Doppelpunkt
der Projektivitat m, so ist diese parabolisch.

Denn nach Satz IIa gibt es ja eine parabolische Projektivitit mit
dem Doppelpunkt E, welche A in A’ und 4’ in A" berfiihrt, und diese
ist mit s identisch.

Durchlduft in einer Projektivitit ein Punkt M eine Gerade in einem
bestimmten Sinn, dann wird auch der entsprechende Punkt M’ die
Gerade in einem bestimmten Sinn durchlaufen!. Sind die beiden Sinne
ibereinstimmend, so nennt man die Projektivitit gleichsinnig, sonst
ungleichsinnig. Eine ungleichsinnige Projektivitit hat immer zwei
Doppelelemente; ist sie gleichsinnig, kann sie entweder zwei oder keine
Doppelelemente oder ein Doppelelement haben?.

Es gilt der Satz:

Euntspricht in einer Projektivitit einem Punkt A derselbe vom A ver-
schiedene Punkt B, ob er der einen oder der anderen Rethe zugezihlt wird,
so gilt dasselbe filr alle anderen Punkie, und die Projektivitit ist eine In-
volution.

Denn aus (2) folgt: ABMM »~ BAM'M.

Eine Involution ist durch zwei Paare von entsprechenden Punkten
eindeutig bestimmt. Wenn die zwei Paare einander trennen, hat die
Involution keine Doppelelemente, ist also elliptisch. Wenn dagegen die
zwei Paare einander nicht trennen, hat sie zwei Doppelelemente, ist
also hyperbolisch?; in diesem Fall wird jedes Paar von entsprechenden
Punkten durch die Doppelelemente harmonisch getrennt.

Ferner hat man:

I11. Eine hyperbolische Involution ist ungleichsinnig, eine elliptische
Involution dagegen gleichsinnig3.

1 ENRIQUES: S. 74, Zusatz. 2 ENRIQUES: S. 95.

3 ENRIQUES: S. 118. ¢ ENrIQUES: S. 119.
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Bilden die Paare (M, M’) eine elliptische Involution, dann bewegen
sich also die Punkte M und M’ auf dem Triger in derselben Richtung.
Wihlt man eine bestimmte der beiden méglichen Richtungen, so sagt man,
daB die Involution orientiert sei. Eine elliptische Involution zu orientieren
ist also damit gleichbedeutend, einen bestimmten Durchlaufungssinn auf
dem Trager zu wihlen.

Fiir elliptische Involutionen innerhalb anderer Elementargebilde
kann man in ganz analoger Weise eine Orientierung einfithren. Der
Begriff ,,orientierte elliptische Involution ist fiir die ganze Theorie
von gréfter Wichtigkeit.

IV. Eine clliptische und eine hyperbolische Involution auf derselben
Geraden haben tmmer ein Element (Punktpaar) muteinander gemein.

Denn entsprechen einem beliebigen Punkt M in den beiden In-
volutionen die Punkte M’ und M7, so ist die Beziehung (M’, M7) eine
ungleichsinnige Projektivitit, so daf} fiir zwei Lagen des Punktes M die
Punkte M’ und M7 zusammenfallen.

Insbesondere folgt hieraus, daB man in einer elliptischen Involution,
ausgehend von einem Element (4, A’), stets ein Element (B, B’) finden
kann, welches (4, A’) harmonisch trennt oder, wie man auch sagen kann:

V. Jede elliptische Involution hat eine von einem beliebigen Punkt A
ausgehende harmonische Darstellung (A, B, A’, B').

Ist die Involution orientiert, so wollen wir immer die vier Punkte
A, B, A’, B" in der mit der Orientierung iibereinstimmenden Reihen-
folge nennen.

In Analogie zu Satz IV kann man zeigen, daB zwei elliptische
Involutionen ebenfalls ein Element miteinander gemein haben!. Fir
zwei hyperbolische Involutionen ist dies dagegen nicht immer der Fall.

Es sei gegeben: EFAB?‘(EFA’B’,

man hat dann sofort: EFAB~ FEBA’,
also:

VI. Sind (A, A') und (B, B') 2zwes Paare von entsprechenden Punkten
n etner hyperbolischen Projektivitit, deren Doppelelemente E und F sind,
dann sind (E,F), (A, B'), (4', B) Paare einer Involution.

Die Umkehrung ist offenbar auch richtig. — Da in der genannten
Involution A’ und B entsprechende Punkte sind, kénnen sie vertauscht
werden. Dies gibt sofort:

VI'. Aus EFAB N EFA'B’ folgt EFAA’ 7~ EFBB’.

Dieses 148t sich auch leicht aus Fig. 3 ablesen, denn durch zwei
Projektionen erhdlt man:

EFAA" <~ ENPQ ~ EFBB'.
Als Grenzfall des Satzes VI findet man:

1 ENRIQUES: S. 118—119.
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VII. Sind (A, A') und (B, B') zwei Paare von entsprechenden Punkien
in einer parabolischen Projektivitdt mit dem einzigen Doppelelement E
dann sind (E,E), (A, B’), (4, B) Paare einer Involution.

Denn sonst miiBte in der Involution (4, B'), (4’, B) dem Punkte E
ein anderer Punkt F entsprechen; hieraus kénnte man nach der Um-
kehrung des Satzes VI

EFABEFA'B

schlieBen, was ja unmdglich ist.

Die Umkehrung von VII ergibt sich in dhnlicher Weise. — Ver-
tauschen wir wie oben 4’ und B, so erhalten wir einen Grenzfall von
Satz VI':

VII'. Aus EEAB 7~ EEA'B’ folgt EEAA’ 7< EEBB’.

Ist eine nichtinvolutorische, hyperbolische Projektivitit gegeben, so
bilden die Punktpaare, welche die Doppelelemente harmonisch trennen,
eine hyperbolische Involution, die offenbar in der projektiven Ver-
bindung sich selbst entspricht?.

Es ist nun von Wichtigkeit, daB man in einer nichtinvolutorischen
Projektivitit unabhidngig davon, ob sie hyperbolisch oder elliptisch
ist, immer eine Involution finden kann, welche sich selbst entspricht.
Man hat nimlich:

VIIL. Es werde durch eine mnichtinvolutorische, hyperbolische oder
elliptische Projektivitiit ® und ihve inverse =1 ein beliebiger Punkt M’
i M" bzw. M idibergefiihrt; ferner sei N' von M’ dwrch M und M"
harmonisch getrennt; dann bilden die Paare (M', N') eine Involution,
und diese geht durch die gegebeme projekiive Bezichung 7 in sich iiber?.
Sie ist die einzige Involution mit dieser Eigenschaft.

Um diesen Satz zu beweisen, zeigen wir zuerst, daB es héchstens
eine Involution gibt, welche durch die gegebene Projektivitit = in sich
selbst iibergeht.

Es sei 7 etwa elliptisch; wir sehen dann sofort, dafl es keine hyper-
bolische Involution von der erwdhnten Eigenschaft gibt; denn ihre
Doppelelemente miiBten durch Transformation mit = entweder sich
selbst entsprechen oder vertauscht werden, und beides ist unmdglich
(vgl. S. 4). Es kann auch nicht zwei elliptische Involutionen mit der
genannten Eigenschaft geben; denn die Punkte ihres gemeinsamen
Elementes miifiten wie oben entweder sich selbst entsprechen oder
vertauscht werden.

In gleicher Weise kann man den anderen Fall, wo = hyperbolisch
ist, behandeln.

1 ENRIQUES: S. 121.
2 D. h. jedes Paar (M’, N’) wird durch Transformation mit & wieder in ein
Paar der Involution tberfithrt.
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Es seien nun (Fig. 4) M, M’', M"” und N’ die in der Formulierung
des obigen Satzes genannten Punkte. Dem Punkte N’ mégen in 7 und
ihrer inversen #~! die Punkte N"' bzw. N entsprechen. Diese zwei
Punkte kénnen dann auch aus M"' bzw.

M in derselben Weise abgeleitet werden ".’ L N

wie N’ aus M’'. Wir haben nun: Fig. 4.

MM'NN' 7~ M"M”N'N” 7~ M”"M’N”N’.

Dies zeigt, dafl es eine Projektivitat mit den Doppelelementen M’
und N’ gibt, in der sowohl (M, M") als auch (N, N") entsprechende
Punkte sind. Da (M, M"’} und (M’, N') harmonisch getrennt sind, ist
diese Projektivitit eine Involution. Wir haben dann:

M'N'MN” 7~ M'N'"M”N 7~ N'M’'NM”,

d.h. (M,N), (M’,N') und (M", N"”) sind drei Punktpaare einer In-
volution 7*.

Da m* sowohl durch die beiden ersten als auch durch die beiden letz-
ten der drei Punktpaare eindeutig bestimmt ist, geht sie durch Trans-
formation mit 7 in sich iiber. Wir haben aber schon gesehen, daB es
nicht mehr als eine solche Involution gibt, und hieraus folgt der Satz.

Die Involution 7* ist elliptisch oder hyperbolisch, je nachdem die
Projektivitdt 7 elliptisch oder hyperbolisch ist.

Eine projektive Punkttransformation der Ebene (Projektivitit, Kolli-
neation) wird nach v. STAUDT definiert als eine umkehrbar eindeutige
Transformation ihrer Punkte, wo den Punkten einer Geraden wieder
Punkte einer Geraden entsprechen®.

Eine solche Abhingigkeit ist stetig; ferner ist sie durch vier Paare
von entsprechenden Punkten bestimmt, wo jedoch nicht drei Punkte
der einen oder der anderen Figur in einer Geraden liegen diirfen2. Ent-
sprechende Elementargebilde sind projektiv.

Hat eine ebene Projektivitit drei in einer Geraden u liegende Doppel-
elemente, dann ist jeder Punkt von # ein Doppelelement. Die Pro-
jektivitit heiBt dann eine Homologie; in einer solchen gehen die Ver-
bindungslinien entsprechender Punkte alle durch einen Punkt, das
Homologiczentrum P, wihrend entsprechende Gerade sich auf der
Homologieachse u schneiden?®.

Das Zentrum kann auch auf der Achse liegen.

Sind (4, A" und (B, B’) zwei Paare von entsprechenden Punkten
einer Homologie, und schneiden die Geraden AA’ und BB’ die Achse
in H und K, so gilt, sofern P nicht in # liegt3:

PHAA’ ~ PKBDPB.

1 Vgl. ENRIQUES: § 43. 2 ENRIQUES: § 45. 3 ENRIQUES: § 47.
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Ist eine ebene Projektivitit involutorisch, so muB sie eine Homologie
sein, und die Punktpaare (P, H) und (4, 4’) sind harmonisch getrennt?.

Eine Kollineation, die keine Homologie ist, hat hochstens drei
Doppelpunkte.

In der Ebene gibt es noch eine andere projektive Abhingigkeit,
in der jedem Punkt der einen Figur in umkehrbar eindeutiger Weise
eine Gerade der anderen entspricht und den Punkten einer Geraden die
Strahlen eines Biischels entsprechen. Diese Abhingigkeit, Reziprozitit,
ist stetig, und sie ist durch vier Paare von entsprechenden Elementen
bestimmt, wobei jedoch nicht drei der Punkte in einer Geraden liegen
und nicht drei der Geraden durch einen Punkt gehen diirfen.

Die Abhingigkeit kann involutorisch sein. Entspricht in diesem
Fall einem Punkt A eine nicht durch 4 gehende Gerade a, und einem
Punkt B von a eine nicht durch B gehende Gerade b, dann wird dem
Punkt ab = C die Gerade AB = ¢ entsprechen. Das Dreieck 4BC
heiBt ein Polardreieck der Reziprozitit.

Man hat den Satz:

Entspricht in einer Reziprozitit jedem Eckpunkt eines Dreiecks
die Gegenseite des Dreiecks, dann ist die Reziprozitat involutorischZ.

Eine involutorische Reziprozitit wird ein Polarsystem (oder eine
Polaritit) genannt; ein solches Polarsystem ist durch ein Polardreieck
und ein Paar von entsprechenden Elementen eindeutig bestimmt.

Wenn in einem gegebenen Polarsystem ein Punkt P’ auf der einem
Punkt P entsprechenden Geraden (Polare von P) liegt, sagt man, daB P
und P’ konjugiert sind. Ebenso werden zwei Gerade konjugiert genannt,
wenn die eine durch den entsprechenden Punkt (Pol) der anderen geht.

Auf einer festen Geraden #, die nicht durch ihren Pol P geht, bilden
die Paare konjugierter Punkte eine Involution3. Liegt dagegen P auf ,
so ist jeder Punkt der Geraden zu P konjugiert. Man spricht in diesem
Fall bisweilen von einer singuliren Involution.

Ich werde hier noch einer ausgearteten Reziprozitit gedenken, die
den urspriinglichen Bedingungen nicht geniigt, aber 6fters mit den
eigentlichen zusammen auftritt.

Man geht in diesem Fall von zwei projektiven Biischeln mit den
Zentren O und 0, aus und 148t einem Punkt M die Geraden m’ und
entsprechen, welche in der Biischelprojektivitit den Strahlen m = OM
bzw. m; = O;M entsprechen. Auch diese Reziprozitit kann involuto-
risch sein; O und O; miissen dann zusammenfallen, und die Biischel-
projektivitit mufl entweder identisch oder involutorisch sein.

Im Raume kann man in ganz analoger Weise eine Projektivitit
(Kollineation) definieren, wo jedem Punkt umkehrbar eindeutig ein
Punkt entspricht und Punkte einer Ebene in ebensolche iibergehent.

1 ENrIQUES: §48. 2 ENRIQUES: § 51. 3 ENRIQUES: §52. 4 ENRIQUES: § 85.
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Entsprechende Elementargebilde sind projektiv.

Die Abhingigkeit ist stetig, und sie ist durch fiinf Paare von ent-
sprechenden Punkten bestimmt, wenn nicht vier Punkte der einen
oder der anderen Figur in einer Ebene liegenl.

Wenn in einer rdumlichen Projektivitit vier Punkte einer Ebene
(die nicht auf einer Geraden liegen) sich selbst entsprechen, dann ent-
spricht jeder Punkt der Ebene sich selbst, und die Projektivitit ist
eine Homologie2. Die Verbindungslinien entsprechender Punkte gehen
dann durch einen festen Punkt, das Homologiezentrum, und ent-
sprechende Gerade schneiden sich auf einer festen Ebene, der Homo-
logieebene. Insbesondere kann das Zentrum in der Homologieebene
liegen.

Eine Homologie ist involutorisch, wenn entsprechende Punkte durch
das Homologiezentrum und die Homologieebene harmonisch getrennt sind.

Auch im Raume kann man eine Reziprozitit herstellen, wo jedem
Punkt der einen Figur in umkehrbar eindeutiger Weise eine Ebene der
anderen entspricht und den Punkten einer Ebene die Ebenen eines Biin-
deis entsprechen. Sie ist stetig und durch fiinf Paare von entsprechen-
den Elementen bestimmt, wenn nicht vier der Punkte in einer Ebene
liegen und nicht vier der Ebenen durch einen Punkt gehen.

Es gibt mehrere Typen von involutorischen Reziprozititen im
Raume; wir werden nur eine nennen: das rdumliche Polarsystem. Man
hat ganz analog zum Satze in der Ebene:

Entsprechen den vier Eckpunkten eines Tetraeders die gegeniiber-
liegenden Seitenflichen, dann ist die Reziprozitit involutorisch und
wird ein Polarsystem genannt.

Um ein Polarsystem zu bestimmen, ist auBer einem Polartetraeder
noch ein Elementenpaar notig.

Wir schlieBen diesen Paragraphen mit einigen Ausfithrungen iiber
konvergente Punktfolgen. Es sei AB ein bestimmtes Segment einer
Geraden und
(3) P,P,, P, ..., P, ...
eine unendliche Folge von Punkten des Segmentes. Es mdge nun einen
Punkt Q von folgender Beschaffenheit geben: Zu jedem den Punkt Q
enthaltenden Segment o gibt es eine ganze positive Zahl N, so daB
fiir alle # > N der Punkt P, in o liegt. Wir sagen in diesem Fall, da3 P,
gegen Q konvergiert (P, - (), und daB Q Grenzpunkt der Folge (3) ist.

Es mégen nun insbesondere die Punkte (3) in natiirlicher Ordnung
aufeinander folgen (die Folge sei monoton). Es gilt dann:

I1X. Eine monotone Folge (3) von Punkten des Segmentes AB hat
tmmer etnen Grenzpunki.

1 ENRIQUES: § 87. 2 ENRIQUES: § 88.
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Um dies zu beweisen, teilen wir die Punkte von AB in zwei Klassen:

1. M gehdre zur ersten Klasse, wenn das Segment M B einen Punkt
von (3) — und demnach unendlich viele — enthilt;

2. N zur zweiten, wenn das Segment AN die ganze Folge enthilt.

Zufolge des Stetigkeitsaxioms? wird hierdurch eindeutig ein Punkt Q
bestimmt, und dieser ist offenbar der Grenzpunkt der Folge.

Es sei nun eine hyperbolische, nichtinvolutorische Projektivitit =
durch die Doppelpunkte (E, F) und ein Paar (P, P’) von entsprechenden
Punkten vorgelegt. Durch mehrmalige Iteration von 7 geht aus P
eine unendliche Folge

(4) P, P, P, .., P®, ...

hervor. Man hat dann den Satz:

X. Die durch Iteration von 7 erzeugte Punktfoige (4) konvergiert gegen
den einen der Doppelpunkte (E, F).

Zum Beweise betrachten wir zunichst den Fall, wo die Punktpaare
(E, F) und (P, P') einander nicht trennen. Es liegen dann alle Punkte
von (4) in demselben Segment EF; die Projektivitit = ist gleichsinnig
(S.4) und die Folge (4) monoton. Nach Satz IX hat sie also einen
Grenzpunkt Q. Nun ist die durch @ erzeugte Trennung des Segmen-
tes EF in zwei Klassen invariant gegeniiber 7, also auch der Punkt Q
selbst. Es muB} also Q mit E oder F zusammenfallen.

Wenn die Paare (E,F) und (P, P’) einander trennen, betrachtet
man die Projektivitit #2. Aus P erhidlt man dann durch Iteration
die Folge

) P, P, PW, . Pen,

welche monoton ist und ganz innerhalb des einen der Segmente EF
verlduft. Diese Folge konvergiert also gegen den einen der Doppel-
punkte E oder F, etwa F.

Wendet man auf (5) die Projektivitit & einmal an, ergibt sich die
ebenfalls monotone Folge

(6) P, P”, PO, ., penrth |

welche ganz im anderen Segment EF verliuft und gegen denselben
Punkt F wie (5) konvergiert. Also konvergiert die ganze Folge (4)
auch gegen F, und der Beweis von X ist zu Ende gebracht.

Benutzt man statt & die inverse Transformation #~1, so konvergiert
'die Folge (4) natiirlich gegen den anderen Doppelpunkt.

Ferner hat man:

XI. Die durch Iteration einer parabolischen Projektivitit evzeugte
Folge (4) kowvergiert gegen den einzigen Doppelpunkt.

1 ENrRIQUES: § 18.
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Der Beweis verlduft ganz wie bei dem ersten unter X betrachte-
ten Fall.

In einer elliptischen Projektivitit kann eine Folge der Form (4)
nicht gegen einen festen Punkt Q konvergieren; denn es 4Bt sich zeigen,
dafl ein solcher Grenzpunkt Q ein Doppelpunkt der Transformation
wire.

§ 2. Die Kegelschnitte.

Eine rein projektivgeometrische Theorie der Kegelschnitte ist von
einer der zwei folgenden Definitionen ausgegangen, von welchen die
erste von STEINER und CHASLES, die zweite von V. STAUDT her-
riihrt.

Bei der ersteren definiert man einen Kegelschnitt als Ort der Schnitt-
punkte entsprechender Geraden in zwei projektiven Biischeln allgemeiner
Lage. Die zwei Geraden, welche der Verbindungslinie der Biischelzentren
entsprechen, je nachdem diese dem einen oder dem anderen Biischel zu-
gezdhlt wird, sind die Tangenten des Kegelschnittes in den genannten
Punkten.

Nach v. STAUDT definiert man den Kegelschnitt mittels einer Polari-
tit als Ort derjenigen Punkte, die in ihren entsprechenden Geraden
liegen; diese Geraden beriihren den Kegelschnitt.

Geht man von der erstgenannten Definition aus, so ist der erste
Hauptsatz der, daBl als Biischelzentren zwei beliebige Punkte der
Kurve gewidhlt werden koénnen. Dies beweisen wir wie folgt:

A und A4, seien die urspriinglichen Biischelzentren (Fig. 5), B und B,
zwei andere feste Punkte des Kegelschnittes ». Wir wihlen zwei weitere
Punkte M und N von #x, wo zunichst N als
fest, M als beweglich betrachtet wird. Wenn
nun AM die Gerade BN in P und 4,M die Ge-
rade BN in P; schneidet, dann sind die Rei-
hen P und P; perspektivisch, und die Gera-
den PP, gehen alle durch einen festen Punkt S,
der als Schnittpunkt von AB; und A4,B be-
stimmt werden kann.

Halten wir nun M fest, wihrend sich N auf » Fig. 5.
bewegt, so beschreiben die Punkte P und P;
perspektive Reihen auf den Geraden AM und A4;M, also sind die
Biischel BN und B;N mit den Zentren B und B, projektiv. Da B und B,
willkuirliche Punkte von #x sind, ist der Satz bewiesen.

Wir wollen nun von der ersten Definition ausgehend die Polaren-
theorie der Kegelschnitte entwickeln. Wir zeigen:

Wenn eine durch einen Punkt P gehende bewegliche Gerade den
Kegelschnitt in zwei Punkten schneidet, dann wird der Punkt Q, der
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von P durch diese Punkte harmonisch getrennt ist, eine Gerade p —
oder ein Segment einer Geraden — durchlaufen.

Es werde nidmlich der Kegelschnitt » durch zwei projektive Biischel
mit den Zentren 4 und A4, erzeugt (Fig. 6); P sei ein Punkt, der
nicht auf » liegt. Die Geraden AP und 4,P
schneiden % nochmals in B bzw. B;.

Die bewegliche Gerade m durch P schneide
AB; und 4,B in C bzw. D. Die projek-
tiven Biischel bestimmen auf s eine Pro-
jektivitat, in welcher P dem Punkte C oder
D entspricht, je nachdem er der einen oder
der anderen Reihe zugerechnet wird. @ sei
der Punkt, der von P durch C und D har-
monisch getrennt ist; nach Satz VIII des §1
trennen P und @ dann auch die Schnittpunkte von s und » harmonisch.
Wenn nun m sich um P dreht, bewegt sich @ auf einer festen Ge-
raden $ durch den Schnittpunkt von AB; und 4,B.

P und p werden Pol und Polare in bezug auf den Kegelschnitt
genannt.

Aus dieser Betrachtung leitet man sofort die gewdhnliche Konstruk-
tion der Polaren ab, die auf Fig. 7 angegeben ist. Diese Figur zeigt
auch: Wenn ein Punkt Q auf der Polaren p
eines Punktes P liegt, dann geht die Polare
von @ durch P. Die Punkte der Ebene und
ihre Polaren entsprechen sich also in einem
Polarsystem.

Als Polare eines Punktes des Kegelschnittes
ist die zugehorige Tangente zu betrachten. Die
von einem Punkt P ausgehenden Tangenten be-

Fig. 7. rithren die Kurve in ihren Schnittpunkten mit
der Polaren .

Durchliuft P eine Tangente a, welche in A beriihrt, so dreht sich die
Polare p um A4, und die Reihe der Punkte P ist zu dem Biischel der Pola-
ren p projektiv. Hiernach sieht man sogleich, daB3 eine bewegliche Tangente
des Kegelschnittes zwei feste Tangenten in projektiven Reihen schneidet.

Jeder Kegelschnitt  teilt die Punkte der Ebene in zwei Gebiete,
ein duBeres und ein inneres. Jede durch einen inneren Punkt gehende
Gerade schneidet % in zwei Punkten; die zugehdrige Polare liegt ganz
auBerhalb ». Durch einen duBeren Punkt gehen zwei Tangenten, und
die Polare schneidet » 1.

Mittels der Polarentheorie sieht man, daB die Kegelschnitte selbst-
duale Gebilde sind. Aus der v. StaupTschen Definition folgt dieses
unmittelbar.

1 Vgl. ENRIQUES: § 69.
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Wenn die zur Definition benutzten Geradenbiischel perspektivisch
liegen oder dasselbe Zentrum haben, artet der Kegelschnitt in zwei
Gerade aus. Diese ausgearteten Kurven werden oft zu den Kegel-
schnitten mitgerechnet (,,Kurven zweiter Ordnung*).

Einer ausgearteten Kurve zweiter Ordnung entspricht dual ein
Gebilde, welches aus zwei Geradenbiischeln besteht. FErginzen wir
auf diese Weise die Gesamtheit der nichtausgearteten Kegelschnitte,
so erhalten wir die ,,Kurven zweiter Klasse‘.

Die v. Stauptsche Definition der Kegelschnitte umfa8t die aus-
gearteten Gebilde nicht.

Wir nennen hier noch einige wichtige Sitze:

Aus Fig. 5 lesen wir sogleich den PascaLschen Satz ab:

I. Wenn ein Sechseck einem Kegelschnitt einbeschrieben ist, dann
schuneiden sich die drei Paare von gegeniiberliegenden Seiten in drei Punkten
einer Geraden.

Hieraus ergibt sich durch Dualitdt der Safz vor BRIANCHON:

I1. In einem Sechseck, das einem Kegelschnitt umbeschricben ist, gehen
die Verbindungslinien der gegeniiberliegenden Eckpunkte durch einen
Punkt.

Es ist leicht zu sehen, wie diese Sitze sich formulieren lassen, wenn
einige der Punkte oder Tangenten zusammenfallen. Wir heben ins-
besondere hervor (vgl. Fig. 8):

ITI1. Ist ein Dreieck einem Kegelschwitt umbeschrieben, dann gehen die
drei Verbindungsgeraden jedes Eckpunktes mit dem Beriihrungspunkte
seiner Gegensette durch einen Punkt.

Weiterhin hat man den Satz von DESARGUES:

Fig. 8.

IV. Ist ein Kegelschnitt und ein thm einbeschriebenes Viereck PQRS
gegeben, und schneidet eine Gerade u, die nicht durch einen Eckpunkt
des Vierecks geht, die Seiten PQ,QR, RS, SP in bazw. A, B, A’, B' und
den Kegelschwitt in M und M', dann sind (A, A'), (B, B'), (M, M) dres
Punktpaare einer Involution.

Projiziert man ndmlich (Fig. 9) die Punkte P, R, M, M' von Q
und S auf #, so findet man:

ABMM' ~<B'A'MM’,

oder ABMM’ ~ A'BM'M.
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Insbesondere kann der Kegelschnitt das dritte Paar von Gegenseiten
des Vierecks sein. In diesem Falle erhilt man:

V. Die drei Paare von gegeniiberliegenden Seiten eines vollstindigen
Vierecks schneiden eine Gerade, die micht durch einen Eckpunkt geht,
in dres Punktpaaren einer Involution.

Mittels dieses Satzes beweist man
8~ leicht den Satz von HESSE:

VI. Wenn zwei Paare von gegentiber-
Liegenden Eckpunkten eines vollstindigen
Vierseits konjugierte Punkte in bezug auf
etn Polarsystem sind, gilt dasselbe fiir das

» B dritte Paar.

\ Die zwei ersten Punktpaare seien
Flg: 10 P (4, A,) und (B, B,), das dritte (C,C,)
(C Schnittpunkt von 4B und 4, By, C; Schnittpunkt von 4B; und 4,B).
Die durch A; gehende Polare von A4 schneidet die durch B, gehende
Polare von B im Pole P der Geraden p = AB (Fig.10). Das voll-
stindige Viereck A4,B,C,P bestimmt auf p drei Punktpaare (4, 4),
(B, B'), (C, C') einer Involution. Da nun 4 und A4’ sowie B und B’
konjugierte Punkte des Polarsystems sind,
gilt dasselbe von C und C’, das heiBt: C'P
ist Polare von C, also sind auch C und C,
konjugierte Punkte.

VII. Die Eckpunkte zweier Polaydreiecke eines.
Polarsystems liegen auf einem Kegelschnitt.

Die zwei Polardreiecke seien ABC und
PQR (Fig. 11). Es mogen die Geraden AC,
AB, PB, PC die Gerade p=QR in bzw. M,
Fig. 11. y N, M’, N' schneiden. Die Polare von M ist
PB, also sind M und M’ konjugierte Punkte;
ebenso N und N’. Also sind (M, M'), (N,N"), (Q, R) drei Paare
einer Involution. Hieraus ergibt sich:

MNQR 7~ M'N’'RQ ~ N'M'QR,

also:
A(CBQR) 7~ P(CBQR),

d. h. die sechs Eckpunkte liegen auf einem Kegelschnitt.

Aus diesem Satz erhilt man durch Dualitit:

VIIL. Die Seiten zweier Polardreiecke eines Polarsystems sind Tan-
genten eimes Kegelschnittes.

Zwei Dreiecke mit der Eigenschaft, daB die Seiten des einen die
Polaren der Eckpunkte des anderen in bezug auf ein Polarsystem sind,
heiBen konjugierte Dreiecke. Ein Polardreieck ist also nach dieser De-
finition mit sich selbst konjugiert. Es gilt hier der Satz:
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I1X. Die Verbindungsgeraden entsprechender Eckpunkte in zwei kon-
jugierten Dreiecken gehen durch ewnen Punkt.

Es seien ndmlich (Fig. 12) ABC und A'B’C’ die zwei konjugierten
Dreiecke, so daf3 BC, CA und AB die Polaren von A’, B’ bzw. C’ und
also auch B'C’, C'A’ und A'B’ die Polaren von A4, B bzw. C sind.
Es soll dann bewiesen werden, da AA’, BB’ und
CC’ durch denselben Punkt gehen.

Es mogen die Geraden AC und A’C die Gerade B'C’
in U bzw. U, schneiden, ebenso die Geraden AB’
und A’'B’ die Gerade BC in V bzw. V,.
Die Polaren der vier Punkte B’, C', U, U,
sind offenbar die Geraden AC, AB, AB’
und AV;; schneidet man diese vier Geraden
mit BC, so erhilt man:

BC'UU, ~CBVV,.
Hieraus: 4 [
C(B'C'UU,) <~ B'(CBVV,). Fig. 12.

Diese Projektivitit ist aber eine Perspektivitit, und hieraus folgt
der Satz.

Die Erzeugung der Kegelschnitte mittels projektiver Biischel zeigt, daB
man den Begriff ,,projektive Reihen‘‘ unmittelbar auf Reihen, deren Trager
ein Kegelschnitt ist, iberfithren kann.

Es sei

ABCM ... ~A'BC'M'. ..
Projiziert man die Reihe A’'B'C'M’...
aus A und ABCM ... aus A’, so erhilt
man zwei perspektive Biischel, wo also
entsprechende Gerade (wie AM und A’ M)
sich auf einer Geraden schneiden. Diese
Gerade bleibt dieselbe, wenn man (4, 4")
mit einem anderen Paar von entspre-
chenden Punkten vertauscht, was eine Folge des Pascarschen Satzes
ist. Die Gerade nennt man die Projektivitiisachse; sie geht durch
die eventuellen Doppelelemente der Projektivitat.

Ist die Projektivitit eine Involution, dann schneiden sich nicht nur
die Paare AM’ und A’M, sondern auch die Paare AM und A’'M' auf
der Projektivititsachse. Die Polarentheorie zeigt dann sogleich, daf
die Linien AA’, BB’, CC’, MM’ ... durch einen festen Punkt gehen,
niamlich den Pol der Geraden # (Fig. 13). Diesen Punkt nennt man
den Involutionspol und die Projektivititsachse auch Involutionsachse.

Man bemerkt insbesondere: Wenn zwei Punktpaare (4, 4’) und
(B, B') sich auf einem Kegelschnitt harmonisch trennen, dann sind die
Geraden AA’' und BB’ konjugierte Gerade,

i

Y

n

Fig.13.
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Viele Sitze iiber Projektivititen treten deutlicher hervor, wenn der
Triger der Punktreihen ein Kegelschnitt ist. Wir nennen den folgen-
den Satz:

X. Ist (M, M') ein belicbiges Paar einer Involution, und sind A
und B zwei beliebige, feste Punkte des Trigers, wihrend A, und B, die
Punkte sind, welche A bzw. B von (M, M') harmonisch tremnen, dann
sind die Reihen der Punkte A, und B projekiiv.

Der Triger kann sowohl eine Gerade wie ein Kegelschnitt sein; bei
dem folgenden Beweise nehmen wir das letztere an.

Q sei der Pol der Involution von Punktpaaren (M, M’) auf x (Fig. 14).
Wenn die Gerade p = MM’ sich um @ dreht, beschreibt ihr Pol P die
Polare ¢ von Q; dann ist sowohl die Reihe
der Punkte A; als auch die Reihe der
Punkte B; zu der Reihe der Punkte P
perspektiv.

Wenn A; wie oben mittels des Elementes
(M, M’) der Involution bestimmt ist, sagen
wir, daB die Reihe der Punkic A, — sowie
andere zu dieser projektive Reihen — auf
die Reihe von Elementen (M, M') projektiv bezogen vst. Diese Ausdrucks-
weise ist durch den soeben bewiesenen Satz X gerechtfertigt.

Fig. 14 zeigt unmittelbar, dal die Reihe von Elementen (M, M')
zu dem Biischel der Geraden MM’ projektiv ist.

Als Beispiel nehmen wir drei Punkte 4, B und C auf einem Kegel-
schnitt » und die Punkte A’, B’ und C’, wo A’ von 4 durch B und C
harmonisch getrennt ist, usw. Die Paare (4, A"), (B, B’), (C, C’) gehéren
dann einer Involution an (s. Satz III), und man kann zu jedem Punkt P
von % ein Paar (M, M') der Involution finden, so da

ABCP~ (4, 4) (B, B) (C, C) (M, M.

Fig. 14.

Man nennt das Paar (M, M’) die erste Polare von P in bezug auf
die drei Punkte 4, B und C. Ist P, (auf ) von P durch (M, M') har-
monisch getrennt, so nennt man P, die zweite Polare von P in bezug
auf 4, B und C.

Man kann durch eine — und nur eine — Kollineation zwei Kegel-
schnitte »# und »’' so aufeinander beziehen, dall drei gegebenen Punk-
ten A, B und C von x drei gegebene Punkte A’, B" und C’ von %' ent-
sprechen. Ist nimlich D der Pol von AB in bezug auf % und D’ der
Pol von A’B’ in bezug auf »’, dann ist die Kollineation durch die vier
Paare (4, A", (B, B'), (C, C"), (D, D') eindeutig bestimmt.

Haben zwei Kegelschnitte » und %’ zwei Tangenten miteinander
gemein, welche sich in O schneiden, konnen sie als entsprechende Kurven
in einer Homologie mit O als Zentrum aufgefafit werden.
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Sind namlich die Beriihrungspunkte der Tangenten A4, A’ bzw.
B, B’, und schneidet eine durch O gehende Gerade » in C (und einem
weiteren Punkt), »"in C’ und C1, so ist die Homologie entweder durch die
Paare (4, A4’), (B, B’), (C, C’) oder durch die Paare (4, 4'), (B, B'),
(C, C7) bestimmt.

Beriihren zwei Kegelschnitte einander in O, so kénnen sie als ent-
sprechende Kurven in einer Homologie aufgefalt werden, die O als
Zentrum hat; drei Paare von entsprechenden Punkten erhidlt man,
wenn man durch O drei beliebige feste Gerade zieht und diese mit den
Kegelschnitten schneidet.

Ein Kegelschnitt entspricht sich selbst in einer harmonischen Homo-
logie mit einem Punkt P als Zentrum und der Polaren von P in bezug
auf den Kegelschnitt als Achse.

Wir haben noch den v. StauDTschen Satz zu nennen:

Xla. Ist eine Involution von Punktpaaren (M, M') auf einem Kegel-
schnitt » gegebem, und projiziert man diese aus eimem beliebigen festen
Punkt A von x auf die Involutionsachse p, danwn erhilt man auf p die
Involution von konjugierten Punkien (N, N') in bezug auf ».

Entspricht nidmlich dem Punkte 4 in der Involution auf % der
Punkt 4’, so schneiden sich (Fig. 15) infolge der Definition der Involu-
tionsachse sowohl AM und A’M’ als auch n
AM’' und A'M auf p. Die Figur zeigt dann
sogleich, daBl N und N’ konjugierte Punkte
in bezug auf #» sind.

Umgekehrt hat man:

X1Ib. Projiziert man von einem beliebigen
Jesten Punkt eines Kegelschnities die kon-
jugierien Punkie N und N’ einer Geraden p
auf den Kegelschnitt in M und M', dann
bilden die Punktpaare (M, M') esne Involution mit p als Involutionsachse.

Die im Satz XIa genannten zwei Involutionen sind gleichzeitig
hyperbolisch oder gleichzeitig elliptisch. Wir wollen den letzten Fall
etwas niher besprechen.

Ist die Involution (M, M’) auf % orientiert, so erhilt man durch Pro-
jektion aus 4 eine bestimmte Orientierung fiir die Involution (IV, N')
auf p. Diese ist von der Wahl des Punktes 4 auf » unabhingig; es
moge nidmlich ein beliebiger Punkt M von % aus 4 und 4, auf  in
N bzw. N, projiziert werden; da p den Kegelschnitt nicht schneidet, ist
die Projektivitit (N, N,) elliptisch, also gleichsinnig.

Fiir den Satz XIb gilt das Analoge.

Der Satz XIa hat noch eine andere Umkehrung, die fiir uns von
Bedeutung ist:

Juel, Projektive Geometrie, 2
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XII. Werden die Paare (M, M') einer auf einem Kegelschnitt »x
liegenden orienmtierien elliptischen Involution 7 aus zwei Punkien A und
A, der Kurve auf eine Gerade p in dieselbe orvientierte elliptische Involu-
tion ¥ projiziers, dann ist p die Achse der Involution 7, und 7* ist
die Involution vom kowjugierten Pumnkien auf p.

Den Beweis filhren wir wie folgt (Fig. 16):

Die Involution 7 wird aus 4 und A, durch zwei orientierte, ellip-
tische Involutionen von Geraden projiziert; die von der Geraden
a = AA, ausgehenden harmoni-
schen Darstellungen dieser Invo-
lutionen seien (a, b, a’, ') und
(a, by, ai, b)) (vgl. §1, Satz V
und die anschlieBende Bemer-
kung). Die drei Schnittpunkte
(bdy), (@'ay), (b'b)) liegen auf einer
Geraden $, und diese ist die ein-
zige, auf welcher die zwei Invo-
lutionen von Geraden dieselbe orientierte, elliptische Involution aus-
schneiden. Eine Gerade mit dieser Eigenschaft ist aber nach Satz XIa
die Involutionsachse der Involution (M, M’), und ¢ ist also mit dieser
Geraden identisch. Hiernach ist auch die letzte Behauptung in Satz XII
offenbar richtig.

Fig. 16.

§ 3. Die einfache Regelfliche.

Zwei projektive Ebenenbiischel, deren Achsen a, und a, sich nicht
schneiden, erzeugen durch die Schnittlinien entsprechender Ebenen
eine Fliche @, die wir eine einfache Regelfliche nennen.

Die Schnittpunkte (M) des ersten Biischels mit der Achse a, des
zweiten bilden eine Reihe, welche zu der Reihe der Schnittpunkte (V)
des zweiten Biischels mit der Achse 4, des ersten projektiv ist. Das
Gebilde ist also im gewohnlichen Sinne selbstdual, denn die Ver-
bindungsgeraden MN sind mit den obengenannten Schnittlinien iden-
tisch.

Die Schnittlinien entsprechender Ebenen nennt man die Erzeuger
der Fliche. Jede Gerade, welche drei Erzeuger schneidet, wird von
den Ebenen der zwei Biischel in identischen Punktreihen geschnitten
und liegt also auf der Fliche; sie wird als Lestlinie der Fliche be-
zeichnet. Die Achsen a, und 4, sind Leitlinien der Fliche. Durch jeden
Punkt der Fliche geht sowohl ein Erzeuger als auch eine Leitlinie.
Zwei Erzeuger und ebenso zwei Leitlinien haben keinen Punkt mit-
einander gemein, aber jede Gerade des einen Systems schneidet jede
Gerade des anderen; hieraus folgt, da man statt der urspriinglichen
zwei Achsen g, und a, zwei beliebige feste Erzeuger — oder Leitlinien —
als Achsen erzeugender Biischel nehmen kann.
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Eine einfache Regelfliche ist durch drei einander nicht schneidende
Gerade eindeutig bestimmt.

Jede Ebene schneidet die Fliche @ in einem Kegelschnitt. Diese Kurve
kann in zwei Gerade (einen Erzeuger / und eine Leitlinie g) ausarten;
die Ebene heiBt dann eine Tangentenebene der Fliche mit dem Schnitt-
punkt (fg) als Beriihrungspunkt, und eine von f und g verschiedene Gerade,
die in der Ebene liegt und durch den Berithrungspunkt geht, hat keinen
weiteren Punkt mit @ gemein und heiBt eine Tangente der Fliche.

Mittels einer Dualitdit im Raume wird ein Kegelschnitt in einen
Kegel zweiten Grades verwandelt. Jeder Punkt des Raumes ist Scheitel
eines solchen Kegels, der @ umbeschrieben ist. Liegt der Punkt im
besondern auf der Fliche, so artet der Kegel in zwei Gerade (Ebenen-
biischel) aus.

Wenn eine Gerade p die Fliche @ in zwei Punkten schneidet, gehen
durch p auch zwei Tangentenebenen der Fliche. Hat p mit der Fliche
keine Punkte gemein, so kénnen durch p keine Tangentenebenen gelegt
werden.

Schneidet eine durch einen Punkt P gehende Gerade die Fliche @
in 4 und B, und ist Q von P durch 4 und B harmonisch getrennt, dann
ist der Ort von Q eine Ebene &, die Polarebene von P (als Pol).

Man sieht dieses sogleich, wenn man Ebenen durch P legt und die
Polaren von P in bezug auf die Schnittkurven mit @ betrachtet. P
und Q heiBen konjugierte Punkte in bezug auf die Fliche.

Die Polarebene geht durch die Berithrungspunkte aller aus P gehen-
den Tangenten (und Tangentenebenen) der Fliche.

Durchlduft P eine Gerade $, so wird sich die Polarebene 7 um eine
Gerade p, drehen, welche die Pole der durch $ gehenden Ebenen ent-
hilt; » und $, nennt man konjugierte Gerade in bezug auf @. Wenn die
eine von diesen die Fliche schneidet, gilt dasselbe fiir die andere.

Die Reihe der Erzeuger — und ebenso der Leitlinien — kann in
projektive Verbindung mit den Punkten einer Elementarreihe gebracht
werden, indem die Reihe der Geraden von einer Geraden des anderen
Systems projiziert wird.

Ist eine Reihe £, fs, /5, ... von Erzeugern zu einer Reihe g,, g5, g5, ---
von Leitlinien projektiv, so ist der Ort der Schnittpunkte entsprechender
Elemente ein Kegelschnitt, dessen Ebene durch die Punkte f, g, /285, /383
bestimmt ist.

Wir sagen, dal zwei Geradenpaare im Raume einander harmonisch
trennen, wenn sie demselben System von Geraden einer einfachen Regel-
fliche angehéren und auf dieser Fliche einander harmonisch trennen.

Es sei nun (f, /') eine Involution von Erzeugern auf @; ferner sei 7
eine Ebene, welche @ in einem Kegelschnitt » und die genannten Er-

2%
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zeuger in Punktpaaren einer Involution (M, M’) auf » schneidet; die
zugehorige Involutionsachse, die ja in & liegt, sei .

Es sei g eine beliebige, feste Leitlinie; ihr Schnittpunkt mit 7 sei Q.
Nach §2, Satz XIa wird die Involution (M, M') aus Q auf p als die
Involution von konjugierten Punkten (N, N’) in bezug auf @ projiziert.
Legt man durch p eine andere Ebene ,, welche @ in %, und g in Q,
schneidet, und projiziert man die Involution (N, N') aus Q, auf 2,
so erhilt man nach § 2, Satz XIb eine Involution (M,, M}), welche p
als Involutionsachse hat. Diese Involution ist offenbar gerade diejenige
Involution, welche auf #; durch (f, /) bestimmt wird; denn die beiden
Projektionen (aus Q und @,) konnen mittels derselben Ebenen (g7, gf’)
hergestellt werden. Wenn also die Involution (f, ') gegeben ist, und eine
Gerade p Involutionsachse fiir eine durch sie gehende Ebene ist, dann
hat sie diese Eigenschaft fiir alle solche Ebenen.

Wir kénnen die obigen Resultate nun folgendermaBen formulieren:

Ia. Wird eine Involution (f, ') von Erzeugern aus einer Leitlinie g
auf eine Involutionsachse P projiziert, dann erhilt man die Involution
konjugierter Punkte in bezug auf D.

Ib. Wird die Involution komjugierter Punkie einer Geradem P aus
einer Leitlinie g von @ projiziert, dann erhdilt man eine Involutton (f, f')
von Erzeugern, fiir welche p Involutionsachse ist.

Wenn die Involution (f, f') elliptisch ist, wird einer bestimmten
Orientierung der Involution (f, f') eine bestimmte Orientierung der auf p
liegenden Involution entsprechen — und umgekehrt.

In diesem Fall schneidet keine der Involutionsachsen die Fliche.

Ferner findet man aus § 2, Satz XII:

I1. Werden die Paare (f, f') einer ovientierten, elliptischen Involution
von Erzeugern aus zwei Leitlinien auf eine nicht auf D liegende Gerade

in dieselbe ovientierte Involution (N, N') pro-
jiziert, dann sind die Punkte (N, N') kon-
jugierte Punkte in bezug auf D, und p ist
Involutionsachse der Involution (f, f').

Wir wollen nun zeigen, da8 die Involu-
tionsachse $ auch durch die duale Eigen-
schaft definiert werden kann.

DaB $ eine Involutionsachse der Invo-

. lution (f, ') ist, bedeutet ja folgendes: Durch
P lege man (Fig. 17) eine beliebige, feste
Ebene 7, welche @ in einem Kegelschnitt »
schneidet; zieht man nun von einem be-
liebigen Punkt P der Geraden p die zwei Tangenten an %, dann geht
durch die Berithrungspunkte ein Elementpaar (f, ) der Involution.

Soll aber p eine Gerade mit der dualen Eigenschaft sein, dann

wird dies folgendes bedeuten: Auf $ wihle man einen beliebigen, festen

Fig.17.
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Punkt P; man umschreibe P einen Kegel mit dem Scheitel P und
bestimme die Schnittlinien desselben mit einer beliebigen, durch
gehenden Ebene m. Die Beriihrungsebenen durch diese Schnittlinien
enthalten dann immer ein Paar (f, f').

Dies ist aber genau dieselbe Eigenschaft wie die urspriingliche.

Wir kénnen nun auch die dualen Sitze der Sitze I und II aus-
sprechen:

I'. Ist (M, M') diejenige Involution von Punkten, welche auf einer Lest-
linie von D durch die Erzeugerinvolution (f, ') ausgeschnitten wird, und
wird (M, M') aus einer Involutionsachse p durch Ebenenpaare (x, «')
projiziert, dann sind die Ebenen (x, &') konjugiert in bezug auf D.

1I'. Schneiden die Paave (f,f) einer ovientiertem, elliptischen In-
volution von Evzeugern auf zwei Leitlinien der Fliche @ Punktinvolutionen
aus, welche von einer nicht auf @ liegenden Geraden p durch dieselbe
orientierte Ebeneninvolution (x, o'} projiziert werden, dann sind die
Ebenen (x, o) konjugiert in bezug auf D, und p ist eine Involutions-
achse der Involution (f,f').

Es sei wieder (f, /') eine elliptische Involution von Erzeugern auf @.
Dann gilt nach dem Obigen:

I11. In jeder Ebene, die nicht Tangentencbene der Fliche D ist, liegt
eine und nur etne Involutionsachse.

Durch Dualitit erhilt man sofort:

IV. Durch jeden Punkt, der wicht auf @ liegt, geht eine und nur eine
Involutionsachse.

Die von Pol und Polarebene in bezug auf @ gebildete Polaritit fithrt
jede Gerade von @ in sich tber, wihrend jede andere in die konjugierte
ibergeht. Da der Begriff Involutionsachse, wie oben gezeigt, selbst-
dual ist, hat man:

V. Wenn eine Gerade p Involutionsachse ist, gilt dasselbe filr die
konjugierte Gerade ..

Eine einfache Regelfliche kann durch eine Kollineation in jede andere
tibergefithrt werden. Man hat ndmlich den Satz!l:

V1. Es gibt eine und nur eine Kollineation, welche die einfache Regel-
fliche @ in eine andere D' iberfithrt, so daf drei Evzeugern [y, [, f5 und
drei Leitlinien g, gy, g5 dev ersten dvei beliebige Evzeuger fi, f5, f5 und
drei beliebige Leitlinien g}, g, g5 der zweiten entsprechen.

Die Kollineation kann dadurch bestimmt werden, dafl den Punkten
1181 f182, [281, o8, f3gs bzw. die Punkte fig, figs, /281, f285, f3g5 zu-
geordnet werden.

Man sieht unmittelbar, daB dieselbe Beziehung zwischen den
Geraden von @ und den Geraden von @’ auch durch eine Reziprozitit
hergestellt werden kann.

1 Vgl. v. StaupT: Beitrige zur Geometrie der Lage, S. 6.
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§ 4. Die lineare Linienkongruenz.

Ist auf einer einfachen Regelfliche @ eine Involution (f, f) von
Erzeugern gegeben, so bilden die in § 3 eingefiihrten Involutionsachsen
unter Hinzufiigung der Leitlinien von @ eine Gesamtheit von Geraden,
die man eine lineare Kongruenz K! nennt.

Auf jeder Kongruenzgeraden p wird mittels (7, /') eine Involution
von Punkten festgelegt, indem man die Involution (f, f') aus einer be-
liebigen Leitlinie der Fliche @ auf p projiziert (§3, Satz Ia); gehort
die Gerade p der Fliche @ nicht an, so ist die genannte Involution
die Involution von konjugierten Punkten in bezug auf @.

Je nachdem die Involution (f, f) — und daher alle auf den Kon-
gruenzgeraden liegenden, durch die Kongruenz bestimmten Involutionen
von Punkten — hyperbolisch oder elliptisch ist, wird auch die Kongruenz
hyperbolisch oder elliptisch genannt. Im ersten Fall, wo die Invo-
lution (f, f) zwei Doppellinien hat, besteht die Kongruenz aus den
Geraden, welche diese Doppellinien schneiden. Wir wollen uns hier
ausschlieBlich an den zweiten Fall halten und haben sofort nach § 3,
Satz III und IV:

1. Von einer elliptischen Kongruenz liegt in jeder Ebene etne und nur
ewne Gerade, und durch jeden Punkt geht eine und nur eine Gerade.

In einer elliptischen Kongruenz kann man der Involution (f, f')
eine bestimmte Orientierung geben; gleichzeitig werden dann alle
auf den Kongruenzgeraden liegenden Involutionen orientiert (vgl. die
Bemerkung nach Satz Ib in § 3); wir sprechen in diesem Fall von einer
orientierten, elliptischen Kongruenz.

Man sagt, daf} eine einfache Regelfliche in einer linearen Kongruenz
enthalten sei, wenn alle Geraden des einen Systems der Regelfliche
der Kongruenz angehéren.

Es sei nun eine orientierte, elliptische Kongruenz K! durch die
orientierte elliptische Involution (f, f) von Erzeugern einer einfachen
Regelfliche @ gegeben, und wir suchen andere solche Regelflichen,
welche in K7 enthalten sind. Es seien g; und g, zwei Leitlinien auf @,
und a ein Kongruenzstrahl, der nicht auf @ liegt; die drei Geraden
g1, &2, @ bestimmen eindeutig eine einfache Regelfliche @; und kénnen
als Leitlinien auf dieser aufgefaBt werden.

Die orientierte Involution (f, f'} wird sowohl aus g; als auch aus g,
auf a als die — mit derselben Orientierung versehene — Involution
von konjugierten Punkten in bezug auf @ projiziert. Die zwei
projizierenden Ebenenbiischel schneiden demnach auf @, dieselbe
orientierte Involution (f,, f;) von Erzeugern aus; also wird auch
eine beliebige Leitlinie auf @, von den zwei Biischeln in derselben
orientierten Involution geschnitten; folglich ist sie nach §3, Satz II
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eine Kongruenzgerade, d. h. die Fliche @, ist in der Kongruenz ent-
halten®.

Weiter findet man nach §3, Satz II:

Jede nicht auf @, liegende Kongruenzgerade ist Achse fiir die In-
volution (f,, f1) auf @;. Die auf einer @, nicht angehérenden Kon-
gruenzgeraden bestimmte Involution besteht aus Punkten, welche in
bezug auf @D, konjugiert sind.

Man sieht also, daB die Kongruenz ebensogut durch @; und (f,, f})
wie durch @ und (f, f') bestimmt ist.

Sind a, b, ¢ drei beliebige Kongruenzgerade, so kann man von @
schrittweise iiber @; = (g, g5, 4) und P, = (g,, a, b) zu D, = (a, b, ¢)
gelangen. Man hat dann den Satz:

I1. In einer orientierien, elliptischen Kongruenz KT gibt es umendlich
viele Regelflichen, nimlich fede, welche durch drei beliebige Kongruenz-
gerade geht. Auf jeder solchen Fliche wird durch die Kongruenz eine
orientierte Imvolution vom Erzeugern festgelegt, und dic Kongruenz ist
durch eine beliebige der Flichen und die zugehirige Involution eindeutig
bestimmi. ’

Die auf einer Kongruenzgeraden p Uegende elliptische Involution be-
steht aus Punktpaaren, welche tn bezug auf alle tn K* enthaltenen, nicht
durch p gehenden Regelflichen konjugiert sind.

Die Gerade p hat mit diesen Flichen keinen Punkt gemein.

Aus dem Obigen folgt:

II1. Die Kongruenzgeraden, welche evne beliebige, der Kongruenz nicht
angehirige Gerade schneiden, bilden eine einfache Regelfliche.

Wir haben ferner:

IV. Eine elliptische Kongruenz ist durch vier Strahlen g, g,, 8s, €1
ohme gemeinsame Treffgerade eindeutig bestimmi.

Die Geraden g, g,, g; bestimmen nimlich eindeutig eine einfache
Regelfliche @, auf welcher sie als Leitlinien aufgefaBt werden kénnen.
Durch g,, als Involutionsachse betrachtet, ist die elliptische Involution
der Erzeuger auf @ und damit gleichzeitig die Kongruenz festgelegt.

Die Orientierung kann natiirlich in zweifacher Weise gewihlt werden.

Es sei nun @ eine in einer orientierten, elliptischen Kongruenz K
liegende Regelfliche, $ und p, zwei Kongruenzgerade, welche in bezug
auf @ konjugiert sind; man hat dann:

V. Jede durch p und p, gehende, in K- enthaliene Regelfliche schneidet
in etnem Paar (g, g") von Kongruenzgeraden, welche von p und P, har-
monisch getrennt sind; die Paare (g, g') bilden eine elliptische Involution
mit p und Py als Involutionsachsen.

! Wenn eine einfache Regelfliche in einer K’ enthalten ist, wollen wir im
folgenden immer die auf ihr liegenden Kongruenzgeraden als Leitlinien, die
anderen als Erzeuger auffassen.
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Man kann dies in folgender Weise einsehen: Durch # lege man
(Fig. 18) eine Ebene 7, welche die Fliche @ in einem Kegelschnitt %
und $; im Punkte P; schneidet; P, ist der Pol von $ in bezug auf x;
da $ und # sich nicht schneiden, liegt P, innerhalb x.

Es sei @, eine beliebige durch  und p, gehende Regelfliache, welche
in K! enthalten ist; @, wird von der Ebene 7 in $ und einer anderen
durch P, gehenden Geraden / geschnitten; / schneidet » in zwei Punkten
G und G’; die durch diese Punkte
gehenden Kongruenzgeraden gund g’
liegen sowohl auf @ als auch auf P,.

Da, wie oben bemerkt, P, der Pol
von . in bezug auf % ist, schneidet /
die Geradenpaare (p, p,) und (g, g')
in harmonischen Punktpaaren; also
trennen diese Geradenpaare einander
harmonisch (§ 3).

Betrachtet man verschiedene Fli-
chen @,, so gehen die Geraden GG’
alle durch P, ; die Punktpaare (G, G')
bilden also eine elliptische Involution mit p als Achse; die entsprechende
Involution (g, ¢’) ist dann ebenfalls elliptisch und hat $ und daher (§ 3,
Satz V) auch p, als Involutionsachse.

VY. Zwei Paare von Kongruenzgeraden (P, py) und (g, q,), welche in
bezug auf die Fliche @ konjugiert sind, liegen auf einer Regelfliche
und trenmen sich nicht auf dieser.

Es sei ndmlich @, = (p, p4, ¢); P, schneidet dann nach Satz V @ in
zwei Kongruenzgeraden g und g’; die durch @ bestimmte Polaritit fiihrt
die Geraden p, p;, g, g', ginbzw. p,, P, g, ¢, ¢, Uber, d. h. die Fliche @,
entspricht sich selbst und enthéilt also die Gerade ¢,.

Die Paare (p, $,) und (g, ¢,) konnen einander auf @, nicht trennen,
denn sie werden beide durch das Paar (g, ¢’) harmonisch getrennt.

Fig. 18.

Es sei wie oben @ eine in K' enthaltene Regelfliche, und es seien
(a,a’) und (b, b’} zwei auf dieser liegende Paare von Kongruenzgeraden.
Man hat dann den Hilfssatz:

VII. Ist (p, py) ein Paar von Kongruenzgeraden, welche sowohl (a, ')
als (b, b") harmowisch trennen, dann liegen entweder p und P, beide auf @,
oder sie sind konjugierte Gerade in bezug auf diese Fliche. Im letzten Fall
sind sie Involutionsachsen der durch die Paare (a, a') und (b, b') auf ®
bestimmien Involution.

Es sei ndmlich angenommen, daB p — also auch p; — nicht auf @
liegt. Eine beliebige durch p gehende Ebene m moge @ in dem
Kegelschnitt » und die Geraden a,a’, b,d’, p, in bzw. 4, A’, B, B’, P,
schneiden (Fig. 19); = schneidet die Regelfliche (p, $,, a, @’) in $ und
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einer weiteren Geraden /; auf / liegen die Punkte 4, A’, P;, und 4
und A’ werden von P; und dem Schnittpunkt (/p) harmonisch ge-
trennt. In analoger Weise liegen B, B’, P, auf einer Geraden m,
und B und B’ werden von P, und dem Punkt (##) harmonisch getrennt,
Hieraus folgt, da3 P, der Pol von # in bezug auf x ist; also sind p und p,
konjugierte Gerade in bezug auf @, und p — also auch p, — ist eine
Involutionsachse der durch (z, 4’) und (b, b’) bestimmten Involution.

Es seien wie oben (2, a’) und
(b,0’) zwei Paare von Kon-
gruenzgeraden, die auf @ liegen.
Fiir diese zeigen wir nun den
Hauptsatz:

VIII. Es gibt im Raume ein
und nur ein Paar (p, py) von
Kongruenzgeraden, welche so-
wokl (a,a’) als (b,b') harmo-
nisch trenmen.

Wir beginnen mit dem Fall,
wo (a,a’) und (b, d') einander
auf @ nicht trennen. In diesem Fig. 10.

Falle haben die Doppelstrahlen

der durch die zwei Paare bestimmten hyperbolischen Involution (g, g')
die genannte Eigenschaft. Ein weiteres Paar (p, p,) gibt es nicht; denn p
und p, kénnen keinesfalls auf D liegen, also miiten sie nach dem Hilfs-
satz VII Involutionsachsen der genannten hyperbolischen Involution
sein und daher @ schneiden, was ja fiir Kongruenzgerade unméoglich ist.

Wir gehen nun zu dem anderen Fall iiber, wo die durch («, a’) und
(b, ?') bestimmte Involution (g, g’) elliptisch ist. Hier konnen die ge-
suchten Geraden nicht auf @ liegen, und nach Hilfssatz VII kommt es
darauf an, ein Paar von Geraden (p, p;) zu finden, welche in bezug
auf @ konjugiert sind und Involutionsachsen fiir zwei verschiedene
Involutionen sind, namlich sowohl fiir (g, g’) als fiir die Involution
(f,f) von Erzeugern, welche durch K! auf @ {festgelegt ist. Sind
(g1, 825 £1> &) und (f;, fa, 11, /5) beliebige harmonische Darstellungen der
genannten Involutionen, so liegen die vier Schnittpunkte (g;/), (g2/s)
(&), (g:f5) nach §3 in einer Ebene a; diese schneidet die Fliche @
in einem Kegelschnitt, auf welchem die beiden Involutionen (g, g’)
und (f, f') dieselbe Involution ausschneiden. Die in 7 liegende Involu-
tionsachse p sowie ihre konjugierte Gerade p, (§3, Satz V) sind dann
die gesuchten Achsen.

Auch in diesem Fall gibt es nur ein einziges Paar solcher Achsen;
denn wiren (p, p,) und (g, ¢;) zwei Paare mit der betrachteten Eigen-
schaft, so wiirden sie nach Hilfssatz VII paarweise konjugiert in bezug
auf @ sein und daher nach Satz VI auf einer Regelfliche liegen und
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auf dieser einander nicht trennen. Dann wiirde es aber, wie wir soeben
gesehen haben, nur ein Paar von Kongruenzgeraden geben, welche so-
wohl (p, p,) als auch (g, ¢;) harmonisch trennten, in Widerspruch dazu,
daB sowohl (a, a’) als (b, b') diese Eigenschaft haben.

Hiermit ist Satz VIII bewiesen. Aus dem Beweise folgt sofort:

IX. Das Paar (p, p,) von Kongruenzgeraden, welches zwei gegebene,
auf D liegende Paare (@, a’) und (b, b’) von Kongruenzgeraden harmonisch
tremnt, tremmt auch jedes andere Paar der durch (a,a’) und (b, ') be-
stimmten Involution harmonisch.

Hierzu fiigen wir noch das Folgende:

Zu jeder elliptischen Involution (g, g') von Kongruenzgeraden auf @
kann man nach dem Obigen eindeutig ein Paar (p, $,) von Kongruenz-
geraden finden, welche in bezug auf @ konjugiert sind und alle Paare
(g, ¢) harmonisch trennen. Geht man umgekehrt von einem Paar
(p, p,) von Kongruenzgeraden aus, welche in bezug auf @ konjugiert
sind, so 148t sich nach Satz V eine entsprechende elliptische Involution
(g, g') eindeutig bestimmen.

Diese Beziehung zwischen den elliptischen Involutionen (g, g') und
den Geradenpaaren (p, p,) soll etwas ndher besprochen werden. Es
sei die Kongruenz K! und also die Involution (f,) von Erzeugern
auf @ ein fiir allemal orientiert. Ist nun (g, g’) eine orientierte elliptische
Involution von Leitlinien auf @, so kann man die harmonischen Dar-
stellungen (f,, fa, f1, fo) und (g, g2, €1, g5) der beiden Involutionen so
wihlen, daB sie mit den Orientierungen {ibereinstimmen. Die vier
Punkte (f,8,), (f282), (f181), (f285) liegen (vgl. S. 19) in einer Ebene =,
welche die eine Gerade des Paares (p, $,), etwa p, enthilt. Auf p
bestimmen die orientierten Involutionen (f, f') und (g, ¢'), durch Pro-
jektion von einer Leitlinie bzw. einem Erzeuger von @ aus, eine und
dieselbe orientierte Involution. Kehrt man die Orientierung von (g, g’)
um, so erhilt man statt p eine andere Gerade, also $,. Wir haben so-
mit das folgende Resultat:

X. Ist etne orientierte, elliptische Kongruenz KX durch die Fliche @
und eine elliptische Involution ihrev Evzeuger gegebem, dawn entsprichi
jeder Kongruenzgeraden p , welche nicht auf D liegt, eindeutiy eine ovientierte
elliptische Involution (g, g") von Kongruenzgeraden auf ® — und um-
gekehrt.

Die zu p gehorige orientierte Involution (g, g’) erhilt man, wenn man
die durch K7 bestimmte, auf p liegende Involution aus einem Erzeuger
der Fliche @ auf diese projiziert. Zwei konjugierten Geraden (p, p,)
entspricht dieselbe Involution (g, g'}, jedoch mit verschiedenen Orientie-
rungern.

Eine elliptische Kongruenz geht durch jede Kollineation des Raumes
in eine ebensolche ither. Nach §3, Satz V hat man ferner:
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XI1. Eine elliptische Kongruenz wird durch jede Reziprozitit in eine
ebensolche transformiert.

Denn eine Reziprozitit kann in eine Polaritit in bezug auf eine in
der Kongruenz enthaltene Regelfliche und eine Kollineation zerlegt
werden.

Hierbei werden Punktinvolutionen in Ebeneninvolutionen iber-
gefiihrt — und umgekehrt.

Wir kénnen nun einen dualen Satz des Satzes X aufstellen, welcher
mit ganz denselben Worten ausgesprochen werden kann; nur soll man
sich hier die Gerade $ als Achse eines Ebenenbiischels denken, und die
orientierte Involution (g, g’) wird folgendermaBen festgelegt:

Die Kongruenz K! bestimmt eine orientierte Involution der durch ¢
gehenden Ebenen; hierdurch wird auf einem beliebigen Erzeuger f
von @ eine orientierte Involution von Punkten festgelegt; die In-
volution (g, g') besteht dann aus Paaren von Leitlinien, welche durch
entsprechende Punkte von f gehen.

Wir konnen nun zeigen:

XII. Die durch eine Kongruenzgerade p — als Triger einer Punki-
vethe oder Achse eimes Ebenenbiischels — bestimmien zwei Inmvolutionen
(g,g) auf D stimmen brs auf thre Orientierungen iiberein.

Durch eine Polaritit in bezug auf @ wird namlich die Punktreihe p
in ein Ebenenbiischel mit der konjugierten Geraden $, als Achse
transformiert, wihrend alle Geraden auf @ festliegen. Die Punkt-
reihe p und die Achse p; bestimmen also dieselbe orientierte Involution
(g, g") auf @. Die zwei Punktreihen p und p, bestimmen aber dieselbe
Involution (g, g’) mit verschiedenen Orientierungen, und hieraus folgt
der Satz.

II. Kapitel.
Imaginire Elemente,

§ 1. Die imaginiren Elemente in der Ebene und im Raume.

In der ersten Periode der projektiven Geometrie muBte man zwar
noch sagen, daf3 in einer Ebene ein Kegelschnitt und eine Gerade zwei
(verschiedene oder zusammenfallende) Punkte oder keinen Punkt
miteinander gemein haben, aber man hatte doch schon bemerkt, daf}
man in vielen Konstruktionen ein Paar von nichtexistierenden Schnitt-
punkten durch eine elliptische Involution von Punktpaaren ersetzen
konnte. Man zeigte z. B., daB ein Kegelschnitt statt aus fiinf Punkten
auch aus drei Punkten 4, B und C und einer auf einer Geraden/ liegenden
elliptischen Involution von konjugierten Punkten konstruiert werden
kann. Man kennt nimlich sogleich die Polaren der Punkte (/, AB)
und (!, AC) und damit den Pol L von [; mittels der Polarentheorie
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kann man leicht zwei neue Punkte D und E desjenigen Kegelschnittes
bestimmen, der den Bedingungen geniigt.

Dergleichen Aufgaben waren viele gel6st, so daB man sich des Aus-
drucks bedienen konnte, da3 zwei (im Sinne der analytischen Geometrie)
imaginire Punkte durch eine elliptische Involution bestimmt sind. Um
aber die zwei imaginidren Punkte untereinander unterscheiden zu kénnen,
machte v. STAUDT die durchgreifende Bemerkung, daB eine elliptische
Involution in zweifacher Weise orientiert werden und dadurch dem einen
oder dem anderen imaginidren Punkt zugeordnet werden kannl.

Damit ist alles zu dem entscheidenden Schritt vorbereitet, und
man definiert:

Ein tmagindrer Punkt ist eine orientierte, elliptische Involution.

Selbstverstandlich kann man ebensogut sagen, daB ein imaginirer
Punkt durch eine orientierte, elliptische Involution bestimmt sei, aber
damit meint man nichts anderes als das Obige.

Die Gerade, auf welcher die Involution liegt, nennt man den Triger
des imagindren Punktes.

Zwei imaginire Punkte, die durch dieselbe Involution mit ihren
zwei Orientierungen bestimmt sind, werden konjugiert imagindire Punkie
genannt. ;

Wir beschrinken uns zunichst auf eine reelle Ebene; das Dualitits-
prinzip fithrt notwendigerweise zur folgenden Definition:

Eine in einer veellen Ebene liegende imagindre Gevade ist eine orientierie,
elliptische Imvolution in einem Strahlenbiischel.

Die so definierte Gerade wird eine ¢magindre Gerade erster Art genannt.
Konjugiert imaginidre Gerade erster Art werden analog zu konjugiert
imaginiren Punkten definiert.

Die Inzidenz von Punkten und Geraden wird durch die folgenden
neuen Definitionen festgelegt:

Ein imaginirer Punkt liegt auf einer imaginiren Geraden erster Art,
wenn die zwei Involutionen, welche den Punkt und die Gerade be-
stimmen, perspektivisch liegen und ibereinstimmende Orientierungen
haben.

Ferner: Ein imaginirer Punkt liegt auf seinem reellen Triger und —
dual — eine imaginire Gerade erster Art enthilt das Zentrum des
reellen Geradenbiischels, durch welches die Gerade definiert ist.

Aus Kap. I, §1, Satz V ergibt sich unmittelbar:

L. Ein imaginirer Punkt hat eine von einem beliebigen reellen Punkt
des Trigers ausgehende harmonische Daystellung.

Das Analoge gilt fiir eine imaginire Gerade erster Art.

Es kommt nun darauf an, zu zeigen, daB die gewdhnlichen Ver-
kniipfungsgesetze fiir die Gesamtheit aller reellen und imaginiren
Punkte einer reellen oder imagindren Ebene ihre Richtigkeit behalten:

1 Vgl. Kap. 1, §1, S.5.
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II. Zwei Gerade haben immer einen und nur einen Punkt miteinander
gemein.

ITI. Zwei Pumkte kommen immer durch eine und wur eine Gerade
verbunden werden.

Da die zwei Aussagen dual sind, konnen wir uns auf die erste be-
schrédnken.

Wenn die eine Gerade reell ist, ist der Satz offenbar richtig; es seien
nun beide Gerade imagindr. Haben die zwei Geraden (/ und 7,) den-
selben reellen Punkt, ist dieser der einzige gemeinsame Punkt. Im
anderen Falle seien / und /; durch die harmonischen Darstellungen
(a,b,a’,b") und (a, by, aj, by) gegeben, wo a die Verbindungslinie der
reellen Punkte von [/ und /; ist. Die drei Schnittpunkte (68,), (a’a}) und
(b"0)) liegen dann auf einer Geraden (der Perspektivachse); diese ist
der Triger des gesuchten Punktes, und man hat sofort eine harmonische
Darstellung desselben.

Im Raume fithrt das Dualititsprinzip zur folgenden Definition:

Eine tmagindre Ebene ist eine ovientierte, elliptische Involution in
einem Ebenenbiischel.

Man kann auch den Ausdruck benutzen, daBl die imaginire Ebene
durch die Involution bestimmt (oder dargestellt) sei.

Hierzu kommt noch die folgende Definition: In einer imaginiren
Ebene liegen erstens alle — reellen und imaginiren — Punkte der reellen
Achse des zugehorigen Ebenenbiischels, zweitens alle imaginiren Punkte,
deren bestimmende Involutionen mit der Ebeneninvolution perspektiv
sind und mit dieser iibereinstimmende Orientierungen haben.

Eine imagindre Gerade tm Rawme wird nun allgemein als Ort der
Punkte definiert, welche in zwei Ebenen 7 und 7, liegen.

Die Ebenen diirfen natiirlich nicht beide reell sein; wenn die eine
. reell ist, dann hat man die schon vorher betrachtete Gerade erster Art.
Eine solche erhdlt man auch, wenn die reellen Achsen der zwei imaginiren
Ebenen einander schneiden; wenn niamlich die zwei Achsen in einer
reellen Ebene &« liegen, und wenn (x,f, o', f') und («, B, o4, B9
harmonische Darétellungen von 7w und 7, sind, so liegen alle Punkte der
Schnittlinie (7#7,) in der durch die Geraden (), (¢'«)), (B'S1) be-
stimmten reellen Ebene.

Wenn aber die reellen Achsen 4 und a, sich nicht schneiden, so haben
7t und 7, keinen reellen Punkt gemein, und man erhilt eine neue Art
von imaginiren Geraden, welche man ¢magindre Gerade zweiter Art
nennt.

Jedem Punkt einer solchen Geraden zweiter Art entspricht ein be-
stimmter Triger; wir wollen das System von Trigern mit ihren zu-
gehorigen Involutionen niher betrachten und zeigen zunichst:

Durch einen beliebigen veellen Punkt P des Raumes geht ein und nur
ein Triger.
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Liegt P auf einer der reellen Achsen a4 und a,, so ist der Tréiger eben
diese Achse. Es liege nun P auBerhalb der Achsen; sind («, 8, &', f')
und (o, By, 7, B1) harmonische Darstellungen von 7 und 7, so daB «
und &, beide durch P gehen, dann ist der gesuchte Triger die durch P
gehende Transversale ¢ der Geraden (ff,) und (&'«}), welche auch die
dritte Gerade (§’f7) schneiden muB. :

Die Geraden a, a,, ¢ sind Leitlinien einer einfachen Regelfliche @.
Die durch @ und 4, gehenden Paare von involutorischen Ebenen schnei-
den ¢ in Punktpaaren derselben orientierten Involution und bestimmen
also auf P eine orientierte Involution (f, ') von Erzeugern; sie schneiden
demnach auch jede andere Leitlinie von @ in derselben orientierten
Involution, d. h. alle Leitlinien von @ gehdéren der betrachteten Ge-
samtheit von Trigern an.

Es sei nun p ein nicht auf @ liegender Triger; die Trigereigenschaft
bedeutet ja, daB die Erzeugerinvolution (f,7) aus den zwei Leit-
geraden a und a, in dieselbe orientierte Involution auf p projiziert
wird; dann ist aber nach Satz II des Kap. I, § 3 die Gerade p eine
Involutionsachse fiir die Involution (f, f). Man hat also:

Die Gesamtheit von Trigern bildet eine elliptische, lineare Kongruenz.

Zufolge dessen, was in Kap. I, § 4 von der Orientierung einer ellipti-
schen Kongruenz gesagt wurde, kann man das obige Resultat folgender-
mafen prizisieren:

IV. Eine tmaginire Gerade zweiter Avt ist eine ovientierte, elliptische,
lineare Kongruenz — oder sie wird durch eine solche Kongruenz dargestellt.

Kehrt man die Orientierung der Involution (f, f') — und daher auch
aller Trigerinvolutionen — um, dann erhilt man eine neue Gerade,
welche die konjugiert imagindre Gerade der ersten genannt wird.

Anstatt die Gerade ! durch die zwei urspriinglichen Ebeneninvolu- .
tionen zu bestimmen, kann man nach Satz IT des Kap. I, § 4 auch zwei
andere verwenden, deren reelle Achsen zwei beliebige Strahlen der
Kongruenz sein kénnen. Der Triger jedes Punktes von [ ist also die
reelle Achse einer durch / gehenden imaginiren Ebene. Umgekehrt
findet man nach Kap. I, § 3, Satz II’, daf} die reelle Achse jeder durch
die Gerade / gehenden imagindren Ebene auch Triger eines Punktes
von [ ist. Also:

V. Die Triger der Punkie einer imaginiren Geraden zweiter Avt sind
mit den veellen Achsen dev Ebenen, welche durch die Gerade gehen, identisch.

Um nun die Giltigkeit der Verkniipfungsgesetze flir imaginire
Elemente zu beweisen, zeigen wir zuerst:

V1. Eine Ebene 7t und eine nicht in thr liegende Gerade 1 haben tmmer
einen und nur einen Punkt miteinander gemein.

Man sieht dieses sofort, wenn entweder @ oder [ reell ist; es seien
nun beide imaginir. Wenn / imaginir erster Art ist, wird ihre reelle
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Ebene von der imaginiren Ebene 7 entweder in der reellen Achse oder
in einer von ! verschiedenen imaginiren Geraden erster Art geschnitten;
in beiden Fillen folgt der Satz aus Satz II.

Es sei nun die Gerade / imaginir zweiter Art. Durch einen reellen
Punkt der Ebene 7 lege man den Triger p eines Punktes von I; p ist
nach Satz V zugleich reelle Achse einer durch / gehenden und von =
verschiedenen Ebene 7;; 7z und 7, haben eine Gerade m erster Art mit-
einander gemein, weil ihre reellen Achsen in derselben reellen Ebene
liegen (vgl. S.29). Der in der durch m gehenden, reellen Ebene liegende
Punkt von / ist der gesuchte.

Man hat nun in allen Fillen:

VII. Drei Ebenen, welche nicht durch dieselbe Gerade gehen, haben
tmmer einen und nur etnen Punki miteinander gemein.

Zwei der Ebenen schneiden nimlich einander in einer Geraden, und
diese Gerade schneidet die dritte Ebene in dem gesuchten Punkt.

Wie schon im Kap. I, §4 (S.26—27) bemerkt, geht eine lineare
Kongruenz durch eine Kollineation sowie auch durch eine Reziprozitit
in eine lineare Kongruenz iber.

Eine imaginire Gerade zweiter Art geht also durch eine reelle
Kollineation sowie durch eine reelle Reziprozitit in eine imaginire
Gerade zweiter Art {iber. Im letzten Fall gehen die Punkte der ersten
Geraden in die durch die Bildgerade gehenden Ebenen iiber.

Das Analoge gilt offenbar fiir eine imaginire Gerade erster Art.

Aus VI folgen dann unmittelbar die Sitze:

VIII. Durch zwei Punkte geht eine und nur eine Gerade.

IX. Eine Gerade und etn nicht in thr lLiegender Punkt bestimmen ein-
deutig eine Ebene.

X. Drei Punkte, welche nicht in einer Geraden liegen, bestimmen eben-
falls eindeutig eine Ebene.

§ 2. Die einfache Kette.

Unter den Punkten einer reellen Geraden spielt die Gesamtheit der
reellen Punkte eine besondere Rolle; diese bildet eine spezielle sog.
Kette. Die analoge Gesamtheit in einer imaginiren Geraden m zweiter
Art wird man am natiirlichsten in folgender Weise erhalten:

Es sei p eine beliebige reelle Gerade, die nicht Triger eines Punktes
von m ist, und / eine andere reelle Gerade, die p nicht schneidet. Mittels
des reellen Ebenenbiischels mit der Achse p projizieren wir die reellen
Punkte von ! auf die Gerade m; wir erhalten dadurch alle solche Punkte
von m, deren Triger die Gerade p schneiden und also (Kap.I, §4,
Satz III) eine einfache Regelfliche bilden.

Aus diesem Grund definieren wir:
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Eine einfache Kette von Punkten in einer imagindren Geraden zweiter
Avt besteht aus den Punkien, deren Triger Leitlinien einer einfachen
Regelfliche sind.

Die Kette ist also durch drei ihrer Punkte bestimmt. — Wird die
Kette k genannt, so bezeichnen wir die zugehérige Regelfliche mit (£).

Alle anderen einfachen Ketten, auf reellen Geraden sowie auf imagi-
niren Geraden erster Art, werden wir — wie bald gezeigt werden soll —
aus den eben genannten durch Projektion gewinnen. Wir werden uns
aber fiirs erste mit einer imaginiren Geraden zweiter Art beschiftigen.

Aus unseren Definitionen folgt, daBl man jeden imaginidren Punkt
einer reellen Geraden [ durch eine orientierte, elliptische Involution
von Punktpaaren von ! festlegen kann. Man hat nun in Ubereinstim-
mung hiermit den Satz:

1. Ist auf einer imagindren Geraden m zweiter Avt eine Kette k gegeben,
dann bestimmt jeder Punkt von m (auferhalb k) eindeutig eine ovientierte,
elliptische Involution der Pumkte' von k — und wmgekehrt.

Dieser Satz ist nur eine andere Formulierung des Satzes X in Kap. I,
§ 4. — Man sieht unmittelbar, daf die genannte Abhingigkeit zwischen
Punkten von m und orientierten Involutionen auf % gegeniiber reellen
Kollineationen des Raumes invariant ist.

In analoger Weise koénnen wir die Sitze VIII—IX in Kap.I, §4
auch in folgender Form aussprechen:

I1. Ist eine imaginire Gevade zweiter Art vorgelegt, und sind (A, A")
und (B, B') zwei derselben Kette angehorige Paare von Punkien, dann
gibt es immer ein und nur ein Paar von Punkten, welche sowohl (A, A’)
wie (B, B') harmonisch trennen; diese Punkte trennen auch jedes andere
Paar der durch (A, A’) und (B, B') auf der genannten Ketie bestimmien
Involution harmownisch.

Es seien nun A4, B, C,D vier Punkte einer imaginiren Geraden
zweiter Art, die nicht derselben Kette angehoéren; wir kénnen jetzt
den Sinn — oder, wie wir sagen werden — den Raumsinn des Wurfes
(ABCD) definieren.

Die Trager a, b, ¢ der drei ersten Punkte sind Leitlinien einer ein-
fachen Regelfliche (k); wie aus Satz I hervorgeht, bestimmt der vierte
Punkt D auf (k) eine orientierte, elliptische Involution von Trigern
(g, g'). Wir sagen nun, daB der Raumsinn des Wurfs (ABCD) positiv
ist, wenn die Orientierung der Involution (g, g') mit dem durch a, b, ¢
in dieser Folge auf (k) bestimmten Sinn {ibereinstimmt; im entgegen-
gesetzten Fall wird der Raumsinn negativ genannt. Zwei Wiirfe haben
denselben Raumsinn, wenn sie beide positiv oder beide negativ sind.

Sind P und P; durch Involutionen auf (), die bis auf ihre
Orientierung iibereinstimmen, bestimmt, und sind 4, B, C drei

1 D. h. der entsprechenden Trager.
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beliebige Punkte der genannten Kette, dann haben die zwei Wiirfe
(ABCP) und (ABCP,) entgegengesetzten Raumsinn.

Sind 4, B, C, D vier Punkte einer imaginiren Geraden zweiter Art,
A* B*,C* D* die vier konjugiert imaginiren Punkte (auf der kon-
jugiert imaginiren Geraden), dann haben die Wirfe (ABCD) und
(A*B*C*D*) entgegengesetzten Raumsinn.

Wenn vier Punkte 4, B, C, D derselben Kette angehéren, sagt man,
daB der Wurf (ABCD) neutral sei.

AuBerdem sei bemerkt: Wenn eine reelle Kollineation eine imagi-
nire Gerade zweiter Art in eine andere i{iberfithrt, so dndert sich der
Raumsinn eines Wurfes nicht, und Kette geht in Kette iber; ins-
besondere gehen harmonische Punktpaare wieder in harmonische Punkt-
paare {iber.

Wir werden nun die beiden Begriffe , Kette’* und ,,Raumsinn‘
durch Projektion auf reelle sowie auf imaginire Gerade erster Art
iberfithren. Wir zeigen zuerst:

II1. Werden die Punkte zweier imagindven Geraden 1, und ly zweiter
Art mittels Ebenen, welche durch eine feste — veelle oder imagindre —
Gerade s gehen, perspektivisch aufeinander bezogen, dann wird Kette in
Kette dibergefiihrt, und entsprechende Wiirfe haben denselben Raumsinn.

Wir sehen unmittelbar, da8 diese Projektion von /, auf /, immer
durch zwei andere Projektionen ersetzt werden kann, indem man eine
Gerade m zwischen /; und /, einschaltet und dann zuerst von /; auf m,
danach von m auf /, projiziert. Diese Gerade m kann im besonderen so
gewdhlt werden, daB sie sowohl /; wie /, schneidet. Man sieht dadurch,
daBl es beim Beweise des obigen Satzes zulidssig ist, anzunehmen, dal3
l; und /, einander schneiden und also in einer imaginiren Ebene &
liegen.

Diese Ebene werde von s in einem Punkt P mit dem Triger p ge-
schnitten; falls P reell ist, bedeute p eine beliebige durch P gehende
reelle Gerade; die Abbildung von I, auf /, kann dann auch mittels
Ebenen geschehen, welche durch $ gehen.

Die Triger von Punkten auf /;, welche p schneiden, bilden die Leit-
linien einer einfachen Regelfliche (%,), und die Gerade /; kann betrachtet
werden als durch (k;) und eine auf dieser liegende orientierte Erzeuger-
involution mit der von p ausgehenden harmonischen Darstellung
(p, ay, by, c;) gegeben. Analog sei /, durch die Regelfliche (k,) mit der
auf ihr liegenden orientierten Erzeugerinvolution (p, a,, by, ¢;) be-
stimmt.

Durch ¢ lege man drei reelle Ebenen, welche (%) in g, g,, g3 und
(k) in gi, g, g5 schneiden, und bestimme (Kap.I, §3, Satz VI) die
reelle Kollineation des Raumes, welche $, 4;, b; in bzw. $, a,, b; und
g1 82, g In bzw. g, g5, g5 iiberfiihrt.

Juel, Projektive Geometrie.

(93]
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Diese Kollineation transformiert die Fliche (k,) in die Fliche (k,)
und die auf (k) liegende Erzeugerinvolution in die auf (k,) liegende
Erzeugerinvolution, d. h. die Gerade /, wird in die Gerade /, iiberfiihrt.

Da drei reelie Ebenen durch ¢ sich selbst entsprechen, gilt dasselbe
von allen anderen reellen Ebenen durch p und daher auch von jeder
imaginiren Ebene durch $; denn jede solche ist ja durch eine Involution
von reellen Ebenen mit p als reeller Achse bestimmt.

Durch die obige reelle Kollineation entsprechen also die Punkte
von /; und /, einander gerade wie in der Formulierung des Satzes II1
angegeben; hieraus folgt unmittelbar die Richtigkeit dieses Satzes.

Es sei nun [ eine reelle Gerade oder eine imaginire Gerade erster Art.
Ein beweglicher Punkt M von / werde aus einem (reellen oder imagi-
ndren) Punkt P; auf eine imaginire Gerade [/, zweiter Art in einen
Punkt M, projiziert; P,, / und /, miissen natiirlich in einer Ebene liegen.
Ferner projiziere man den Punkt M aus einem anderen Punkt P, auf
eine andere imaginire Gerade zweiter Art /, in den Punkt M,.

Wir projizieren nun (Fig. 20)! die ganze Konfiguration aus einem
Punkt O des Raumes auf eine imagindre Ebene m; O darf selbstver-
standlich nicht in 7 oder
in einer der Ebenen (1,
oder (ll,) liegen. Ferner
sei O so gewihlt, daf} die
Projektionen von 7, [, und
I, auf 7 imaginire Gerade
zweiter Art sind. Werden
M, M, M, 1,11, P, P,
in bzw. M', M7, M3, U, 1,
Iy, Py, P, projiziert, so
hat man infolge Satz III,
daBl zwei beliebige aufein-
anderfolgende der Punkt-
mengen (My), (M3), (M),
(M3), (M) so aufeinander
bezogen sind, daB einer
Kette wieder eine Kette
entspricht, wahrend entsprechende Wiirfe denselben Raumsinn haben.
Dies gilt also auch fiir die Abbildung (M,, M,).

Jetzt konnen Ketten auf reellen sowie auf imaginiren Geraden
erster Art definiert werden, namlich als Projektionen von Ketten

1 Die Figur ist gezeichnet, wie wenn alle Elemente reell wiren, obgleich man
¢ben davor Gebrauch macht, daB sie imaginir sind. Aber die Theorie der imagi-
naren Elemente zeigt eben, daBl man solche Schliisse projektiver Art auch durch
reelle Figuren illustrieren kann.
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einer imaginiren Geraden zweiter Art. Wir haben ndmlich soeben
gezeigt: Wenn eine Menge von Punkten in einer reellen oder einer
imaginiren Geraden erster Art von einer Geraden s aus auf eine einzige
imaginire Gerade zweiter Art in eine Kette projiziert wird, dann muf
dies auch der Fall sein bei jeder anderen solchen Projektion.

In ganz analoger Weise wird der Begriff ,,Raumsinn’ auf reelle
sowie auf imaginire Gerade erster Art iberfiihrt.

Betrachten wir besonders eine imaginidre Gerade erster Art. Jede
solche Gerade kann durch Projektion einer imaginidren Geraden zweiter
Art aus einem reellen Punkt hergestellt werden. Um die Ketten auf
imaginiren Geraden erster Art ndher zu untersuchen, haben wir also
nur eine imaginire Gerade zweiter Art / von einem reellen Punkt O
auf eine reelle Ebene m zu projizieren.

Zunichst sei % eine auf / liegende Kette, deren entsprechende Triger-
fliche (%) den Punkt O enthilt. Durch O geht ein Erzeuger sowie eine
Leitlinie (Trager) p von (&), welche die Ebene 7 in Q bzw. P schneiden
mogen. Die auf (B) durch / gegebene orientierte Erzeugerinvolution
(f, f) wird auf v als diejenige orientierte Involution im Geradenbiischel
mit dem Zentrum P projiziert, welche die durch Projektion von / ent-
standene imaginire Gerade I; erster Art festlegt. Derjenige Punkt
von k, dessen Triger p = OP ist, wird in den reellen Punkt P
projiziert, alle anderen Punkte von % gehen in imaginire Punkte {iber,
deren Trager durch Q gehen.

Es moge nun die Fliche (%) den Punkt O nicht enthalten. Der durch O
gehende Triger p schneidet wie oben 7 im reellen Punkt P der Geraden /.
Der Kegel mit dem Scheitel O, welcher der Flache (k) umbeschrieben
ist, mége die Ebene x in dem Kegelschnitt » schneiden. Die Punkte
von k& werden dann aus O auf m in Punkte projiziert, deren Triger
Tangenten an x» sind. Ist ferner (M, M’} die auf einer der Leit-
linien von (k) liegende elliptische Involution, so ist mach Kap. I,
§ 3, Satz I’ (pM, pM’) die Involution von Ebenen, welche durch p
gehen und in bezug auf (k) konjugiert sind. Diese Ebeneninvolution
schneidet die Ebene 7 in derjenigen Involution von Geraden durch P,
welche die Projektion /, von ! bestimmt; die Geraden dieser Involution
sind also in bezug auf x» konjugiert. Damit ist gezeigt:

IV. In einer imagindiren Geraden erster Art gibt es zwei Typen von
Ketten: Enthilt eine Kette den veellen Punkt P, so gehen die Triger aller
anderen Punkie durch einen festen Punkt. Enthdilt die Kette den Punkt P
nicht, dann sind die Triger Tangenten an einen Kegelschnitt »; die In-
volution von Geraden durch P, welche die imagindre Gerade festlegt, ist
in diesem letzten Fall die Involution konjugierter Geraden in bezug auf »?.

1 Dies bedeutet nach dem dualen Satz zu Satz V in Kap. 111, § 1, daB die ge-
gebene imaginare Gerade — sowie auch die konjugiert imaginire — den Kegel-
schnitt » bertihrt.

3*
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Eine Kette auf der Geraden 7 erster Art ist durch drei Punkte be-
stimmt; denn der Kegelschnitt » ist durch drei Tangenten und die /
bestimmende Geradeninvolution festgelegt (vgl. den Anfang des §1);
dies ist selbstredend in Ubereinstimmung mit den Verhiltnissen auf
einer Geraden zweiter Art (vgl. den Anfang dieses Paragraphen).

Wir werden nun die Begriffe , Kette und ,,Raumsinn‘ durch
Dualitit auf Ebenenbiischel iiberfithren.

Wir beginnen mit einem Ebenenbiischel, dessen Achse eine imaginire
Gerade zweiter Art / ist. Eine Kette von Ebenen wird dann dadurch
definiert, daB die reellen Achsen Leitlinien einer einfachen Regelfliche
sind. Um den Raumsinn zu definieren, betrachten wir vier Ebenen
«, 3,7, 0, welche durch / gehen und nicht derselben Kette angehoren;
die entsprechenden reellen Achsen seien a«, b,c,d. Indem man 4 als
Achse eines reellen Ebenenbiischels betrachtet, sowird durchd nach Kap.I,
§ 4 (S. 27) eine orientierte Involution (g, g') von Kongruenzgeraden auf
der Regelfliche @ = (a, b, ¢) festgelegt, und je nachdem die Orientierung
dieser Involution mit der durch @,b,¢ — in dieser Reihenfolge —
bestimmten Orientierung iibereinstimmt oder nicht, wird der Raum-
sinn des Ebenenwurfes (xfy9d) positiv oder negativ genannt.

Wir haben dann sofort den zu Satz IIT dualen Satz:

V. Wird eine Punktreihe durch zwei Ebenenbiischel projiziert, derven
Achsen imagindre Gevade zweiter Art sind, dann enispricht einer Keite
von Ebenen des einen Biischels eine Kette von Ebenen des anderen, und
entsprechende Ebenenwiivfe haben denselben Raumsinn.

Nach diesem Satz kann man — genau wie oben — die Begriffe
Kette und Raumsinn auf Ebenenbiischel {iiberfithren, deren Achsen
imaginidre Gerade erster Art oder reelle Gerade sind.

Ferner hat man:

VI. Wird ein Ebenenbiischel von einer Geraden in einer Punkireihe
geschnitten, dann entspricht einer Kette von Ebenen eine Kette von Punkten,
und entsprechende Ebenen- und Punkiwiirfe haben denselben Rawmsinn.

Nach den obigen Sitzen III und V kénnen wir annehmen, dafl das
Biischel eine imaginire Gerade zweiter Art / zur Achse hat, und dafl
die Schnittgerade die zu ! konjugiert imaginire Gerade /* ist. Es sei
nun % eine Kette von Ebenen durch /; die reellen Achsen dieser Ebenen
sind Tréger der durch ! gebildeten Kongruenz K' und liegen auf einer
einfachen Regelfliche (k). Die Schnittpunkte von /* mit den Ebenen
von % haben eben die genannten reellen Achsen als Triger; also bilden
diese Punkte eine Kette.

Ferner seien «, 8, v, 0 vier durch ! gehende Ebenen ; die entsprechen-
den reellen Achsen seien a, b, ¢, d. Diese sind Triger von vier Punkten
A4,B,C,D der Geraden ! sowie auch der vier konjugiert imaginiren
Punkte A*, B*, C*, D* auf I*. Aus Kap. I, §4, Satz XII folgt, daB
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die zwei Wiirfe («fyd) und (4B C D) entgegengesetzten Raumsinn haben;
dies gilt aber auch fiir die beiden Wiirfe (4BCD) und (A*B*C*D¥*),
und hiermit ist der Satz bewiesen.

Zuletzt betrachten wir ein Geradenbiischel. Durch dieses legen wir
ein beliebiges Ebenenbiischel; wir sagen dann, daB eine Gesamtheit
der Geraden eine Kette bilden, wenn die entsprechenden Ebenen diese
Eigenschaft haben. Ebenso wird der Raumsinn eines Geradenwurfes
durch den Raumsinn des entsprechenden Ebenenwurfes festgelegt. All
dieses ist nach dem obigen Satz V erlaubt.

Wenn die Ebene des Geradenbiischels reell ist, geht durch eine reelle
Polaritidt dieser Ebene eine Kette von Punkten in eine Kette von
Geraden iiber — und umgekehrt. Man hat hierdurch den zu Satz IV
dualen Satz:

VII. In einem Geradenbiischel, welches in einer veellen Ebene liegt
und tmagindres Zentrum hat, gibt es zweir Typen von Ketten: Enthilt
eine Kette den reellen Triger P des Biischelzentrums, so liegen die reellen
Punkie alley andeven Gevaden der Kette auf einer festen Geraden. Enthilt
die Kette die Gerade p nicht, so bilden die veellen Punkte aller Geraden
der Kette einen Kegelschnitt »; die Involution von Punkten, durch welche
das Biischelzentrum festgelegt ist, ist in diesem letzten Fall die Involution
konjugierter Punkie in bezug auf »1.

Man erhilt eine klare Vorstellung aller in einer festen Geraden
liegenden Ketten, wenn man die in diesem und den folgenden vier
Kapiteln dargestellte Theorie mit der Theorie der Kreistransformationen
in Verbindung bringt.

Es sei ndmlich ! die betrachtete imaginire Gerade zweiter Art.
Ferner sei 7 eine feste reelle Ebene, P der Schnittpunkt von & mit /
und p der in 7z liegende Triger von P. Schneiden wir nun die Triger
aller Punkte von / mit m, ergibt sich in 7 das folgende Bild der in !
enthaltenen Ketten:

1. Aus den durch P gehenden Ketten erhilt man die reellen Geraden
von 7.

2. Aus den Ketten, welche P nicht enthalten, ergibt sich die Gesamt-
heit der in = liegenden reellen Kegelschnitte, welche durch P und
seinen konjugiert imaginiren Punkt gehen (vgl. Kap.I, §4, Satz II
sowie auch Kap. ITI, §1, Satz V).

Wenn wir spiter die Kreispunkte einfithren (vgl. Kap. XVI, § 1—2),
wird sich ergeben, dafl die obigen Kegelschnitte mit den reellen
Kreisen einer reellen Ebene projektiv dquivalent sind. Diese Tatsache
kann man gebrauchen, um sich den Inhalt mehrerer im folgenden dar-
zustellender Sitze und Beweise zu veranschaulichen (vgl. z. B. die Figuren

1 Dies bedeutet nach Kap. III, § 1, Satz V, daB das Biischelzentrum — sowie
auch sein konjugiert imaginirer Punkt — auf dem Kegelschnitt x liegt.
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in Kap. IV, § 2); doch ist es natiirlich an dieser Stelle nicht erlaubt,
begrifflichen Gebrauch hiervon zu machen.

§ 3. Satze iiber Ketten.

Die einfachen Ketten, die wir hier betrachten, denken wir uns in
einer festen Geraden / liegend. Wir nehmen an, daf diese ein fiir allemal
festgelegte Gerade eine imaginire Gerade zweiter Art ist, da wir alle
ibrigen Fille durch Projektion auf diesen Fall zuriickfiihren kénnen.

Es seien £, und %, zwei in [ liegende Ketten, die einen gemeinsamen
Punkt A haben. Eine beliebige, reelle Ebene 7 durch den Triger a des
Punktes 4 moge (k) und (k) in den Erzeugern f, und f, schneiden;
diese zwei Geraden haben einen reellen Punkt R miteinander gemein,
der im allgemeinen nicht auf a liegt; die durch R gehende Kongruenz-
gerade b liegt dann ebenso wie 4 auf den beiden Regelflichen, und
der entsprechende Punkt B gehort beiden Ketten an.

Wenn fiir eine Lage der Ebene @ der Schnittpunkt R auf a liegt,
beriihrt 7 beide Flichen in demselben Punkt, nimlich R. Die Flichen
haben dann keinen Punkt auflerhalb @ miteinander gemein, und jede
durch a gehende Ebene beriihrt demnach die beiden Flichen in dem-
selben Punkt, d.h. die Flichen berithren sich lings der Geraden a.
In diesem Fall sagen wir auch, daf die Ketten %, und %, einander im
Punkte 4 berithren. Also gilt der Satz:

1. Zwei in einer Geraden | liegende Ketien, die einen gemeinsamen
Punkt A besitzen, haben entweder einen weiteren Punkt B wmiteinander
gemein, oder sie beviihven sich in A.

Eine Kette &, ist, wie wir gesehen haben, durch drei Punkte ein-
deutig bestimmt; man sieht aber sogleich, dal} sie auch eindeutig be-
stimmt ist, wenn sie eine gegebene Kette £ in einem festen Punkt
beriihren und auBerdem durch einen anderen Punkt gehen soll.

Wenn zwei Punkte P und P; auf einer Kette 2 durch dieselbe In-
volution (M, M’) mit entgegengesetzter Orientierung bestimmt sind,
sagen wir, daB P wund P, in bezug auf die Kette k symmetrisch liegen.
Jede durch P und P, gehende Kette schneidet dann die Kette % in einem
Paar (M, M') der Involution, und alle diese Paare sind von P und P,
harmonisch getrennt (Kap. I, §4, Satz V—X).

Es sei k, eine dieser Ketten, und sie schneide % in 4 und A’. Wir
betrachten nun die raumliche Polaritdt mit (k) als Fundamentalfliche;
diese 148t jede Gerade von (k) unveridndert und fithrt P in P, {iber.
Die Kette k, entspricht dann sich selbst, weil ja 4 und A’ fest bleiben.
Die Punkte von %, verteilen sich also auf Paare, welche in bezug auf %
symmetrisch liegen. Also:

I1. Wenn eine Kette ky esn Paar von Punkten enthilt, welche in bezug
auf eine andere Kette k symmetrisch liegen, dann schneidet sie k in zwet
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Punkten, und alle andeven Punkte von ky liegen paarweise symmetrisch
i bexug auf k.

Wir sagen in diesem Fall, daB3 &, orthogonal zu k ist. Es gilt nun der
Satz:

II1. Die orthogonale Lage zweier Keiten ist gegemseitig.

Die zwei Ketten seien die obigen, wo %, zu % orthogonal ist. P und
P, bestimmen auf % eine elliptische Involution, und in dieser gibt es
ein Paar von Punkten, etwa B und B’, welche 4 und A’ harmonisch
trennen. Die Punkte B und B’ werden also sowohl durch (4, 4") als
auch durch (P, P;) harmonisch getrennt, d. h. B und B’ liegen in
bezug auf k&, symmetrisch (Kap. I, §4, Satz VII).

IV. Beriihren zwei Keiten ky und k, einander in A, und ist k eine
durch A gehende Orthogonalkette zu Ry, dann ist sie auch orthogonal zu k,.

Die Ketten % und %,, welche den Punkt A gemein haben, kénnen
namlich einander in diesem Punkt nicht beriihren; sie haben demnach
(Satz I) einen zweiten Schnittpunkt B. Bei der Polaritit mit (%) als
Fundamentalfliche wird %, sich selbst entsprechen. Dies gilt dann auch
fiir &,; denn es gibt ja nur eine einzige Kette, welche durch B geht
und die Kette %, in 4 beriihrt.

V. Durch zwei Punkte P und Q, welche 1n bezug auf eine Kette k nicht
symmetrisch liegen, geht etne und nur eine Kette, welche zu k orthogonal ist.

Liegt ndmlich P nicht auf £, so ist P von seinem symmetrischen
Punkt P, verschieden, und die gesuchte Kette ist durch die drei
Punkte P, P;, Q bestimmt. Liegen beide Punkte auf %, so kann man
nach Satz IV diese Kette durch eine andere ersetzen, welche %2 im
Punkte P beriihrt.

VI. Sind (P, P,) und (Q, Q,) zwei Paare von Pumkten einer Kette k,
welche eimander nicht trennen, dann gibt es eine und nur eine Kette k,,
in bezug auf welche sowohl P und P, als auch Q und Q, symmetrisch
liegen. Tremmen aber die Punkte einander, so gibt es keine solche Kette.

Es seien nidmlich im ersten Fall A und B die zwei Punkte von k%,
welche sowohl (P, P,) als (Q,Q,) harmonisch trennen. Die gesuchte
Kette ist dann die durch 4 und B gehende Orthogonalkette zu 2. —
Der letzte Teil des Satzes folgt sofort aus Kap. I, §4, Satz VI.

VII. Wenn durch zwei Punkte A und B eine Kette k geht, in bezug auf
welche zwei andere Punkte C und D symmetyisch liegen, dann gibt es auch
etne Kette ky durch C und D, tn beaug auf welche A und B symmetrische
Punkte sind.

C und D kénnen nimlich durch eine elliptische Involution auf %
dargestellt werden, und in dieser gibt es ein Paar (M, M’), welches
durch A und B harmonisch getrennt ist. Die durch C, D, M, M’
gehende Kette ist die gesuchte.

VIII. Es gibt eine und nur eine Kette durch einen gegebenen Punkt P,
i bezug auf welche zwei andeve Punkte A und B symmetrisch legen.
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Es sei namlich % eine beliebige Kette durch 4 und B; der zu P sym-
metrische Punkt in bezug auf % sei P;; nach Satz VII gibt es dann eine
Kette durch P und P,, in bezug auf welche 4 und B symmetrisch
liegen.

Zwei Ketten von der betrachteten Eigenschaft gibt es nicht; denn
sie wiirden auf % zwei einander trennende Paare von Punkten bestim-
men, welche beide von 4 und B harmonisch getrennt sein miiiten.

III. Kapitel.
Projektivitaten und Symmetralitéten.

§ 1. Die Projektivitit.

Werden zwei Gerade perspektivisch aufeinander bezogen, dann wird,
wie wir im vorigen Kapitel gesehen haben, Kette in Kette iiberfiihrt,
und entsprechende Wiirfe haben denselben Raumsinn (Kap. II, § 2,
Satz III). Es liegt deshalb nahe, die projektive Beziehung in dem
durch die imaginiaren Elemente erweiterten Raume in der folgenden
Weise zu definieren:

Zwei Elementargebilde sind projektiv, wenn jedem Element des einen
Gebildes umkehrbar eindeutig ein Element des andeven entspricht, so daf
Kette in Ketie iibergeht und auferdem entsprechende Wiirfe denselben
Raumsinn haben.

EntschlieBt man sich, den Ausdruck zu benutzen, daB neutrale
Wiirfe denselben Raumsinn haben, hat man die kurze Definition von
V. STAUDT:

Zwei Elementargebilde sind projektiv, wenn entsprechende Wiirfe den-
selben Stnn (Raumsinn) haben.

Als Typus von Elementargebilden betrachten wir bis aufs weitere
eine imagindre Gerade zweiter Art.

Es gilt nun der Satz:

1. Zwei projektive Punktreihen sind durch drei Paare von entsprechen-
den Punkten eindeutig bestimmi.

Der Beweis wird in drei aufeinanderfolgenden Schritten gefiihrt.
Wir zeigen zuerst:

1. In jeder Beziehung, in der einer Kette wieder eine Keltte entspricht,
wird einem harmonischen Wurf wieder esn harmonischey Wurf zugeordmet.

Es seien ndamlich 4, B, C, D und P fiinf Punkte einer imaginiren
Geraden zweiter Art. Die Ketten PAB und PCD sowie PBC und PAD
schneiden einander (Kap. I1, § 3, Satz I) in F bzw. F; PBD und PEF
sowie PAC und PEF schneiden einander in G bzw. H — abgesehen
von dem allen diesen Ketten gemeinsamen Punkte P. Durch den
Triger p des Punktes P lege man eine reelle Ebene 7; diese schneidet
die Triger a, b, ...k der Punkte 4,B,...Hin 4,,B,, ... H,, und
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man erhdlt (Fig. 21) ein vollstindiges Vierseit, welches E; und F,
als Eckpunkte und G, und H, als Diagonalpunkte hat. Die Punkt-
paare (E,,F)und(G,, H,) trennen

also einander harmonisch, und 4 4 &
da 7 eine beliebige reelle Ebene

durch p ist, gilt dasselbe fiir die

Punktpaare (£, F) und (G, H). 5, 7
Sind umgekehrt zwei harmonische

Punktpaare der imaginiren Ge- L 2

raden gegeben, so kann man sie
immer als in der obigen Weise
hergestellt denken. Damit ist aber Satz 1 bewiesen; denn wenn Kette
in Kette iibergeht, muB auch ein ,,vollstindiges Kettenvierseit‘* in ein
ebensolches iibergehen.

2. Eine durch die obige Definition gegebeme Beziehung ist (wemn sie
existiert) durch drei Paare von entsprechenden Punkten eindeutig festgelegt.

Es seien namlich (4, 4’), (B, B’) und (C, C’) die drei gegebenen
Paare. Einem Punkt der Kette ABC = £ entspricht eindeutig ein Punkt
der Kette 4'B'C’ = &’. Es folgt dies unter Benutzung von 1 aus der
grundlegenden Definition der Projektivitdat zwischen reellen Elementen.

Es sei nun D ein nicht in % liegender Punkt der ersten Geraden.
Dieser Punkt ist durch eine orientierte, elliptische Involution von
Punkten (M, M,) auf % festgelegt. Der durch dieselbe, jedoch entgegen-
gesetzt orientierte Involution bestimmte Punkt sei E; D und E trennen
alle Paare (M, M,) harmonisch und miissen also in das eindeutig be-
stimmte Paar von Punkten D’ und E’, welche alle Paare (M’, M})
der entsprechenden Involution harmonisch trennen, iberfithrt werden
(Kap. I, § 2, Satz II). Da aber die Wiirfe (4’B’C’D’) und (A'B’C’E’)
entgegengesetzten Raumsinn haben (S. 32—33), ist der dem Punkte D
entsprechende Punkt eindeutig bestimmt.

3. Es gibt immer eine reelle Kollineation des Raumes, welche eine Ge-
rade ly in eine andere ly iiberfiihrt, so daf drei gegebene Pumkte A,, B,
Cy der ersten in drei gegebene Punkie Ay, By, C, der anderen idibergehen.

Die drei Trager a,, by, ¢, sind namlich Leitlinien einer Regelfliche
(ky); die durch die Gerade /; auf (k) bestimmte orientierte Erzeuger-
involution sei durch die harmonische Darstellung (f;, fs, f1, f2) fest-
gestellt. In analoger Weise bestimmen a,, b,, ¢, eine Regelfliche (k,),
auf welcher durch /, eine orientierte Involution mit der harmonischen
Darstellung (f5, /4, f5, 1) festgelegt ist.

Wir betrachten nun die riumliche Kollineation, welche a,, &,, ¢,, f1»
fi» o in bzw. ay, by, ¢y, fs, f3, f4 Uberfiithrt (Kap. I, § 3, Satz VI). Diese
Transformation hat die gewiinschte Eigenschaft; auBerdem fiihrt sie
Kette in Kette iiber, und entsprechende Wiirfe haben denselben Raum-
sinn (vgl. den Beweis des Satzes III in Kap. II, §2).

Fig. 21.
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Die benutzte Kollineation ist freilich nicht eindeutig bestimmt;
aber aus 2 folgt, daB man durch jede von ihnen dieselbe Abhingigkeit
zwischen /; und I, erhilt.

Hiermit ist der Satz I bewiesen.

Die in der Definition der projektiven Beziehung genannten Elemen-
targebilde kénnen sowohl Punktreihen als auch Ebenen- oder Geraden-
biischel sein. Die Satze ITT und V des Kap. II, § 2 kénnen hier folgender-
mallen ausgesprochen werden:

11. Zwei Punkirethen, welche durch dasselbe Ebenenbiischel aus-
geschnitten werden, sind projektiv.

II'. Zwei Ebenenbiischel, welche dieselbe Punktreihe projizieven, sind
projektiv.

Ebenso erhilt man aus Satz V desselben Paragraphen:

II1. Ein Ebenenbiischel ist zu der Punktreihe, tn welcher es von einer
Geraden geschwitten wird, projektiv.

Hieraus folgt ohne weiteres:

IV. Zwei projektive Ebenenbiischel werden von zwei Geraden in pro-
jektiven Punktreihen geschwitten.

Fiir Geradenbiischel gilt dasselbe; um dies einzusehen, hat man nur
Ebenenbiischel durch die Geradenbiischel zu legen.

Man ist jetzt imstande, den Aufbau der Projektivgeometrie fiir den
imagindren Raum durchzufithren, im wesentlichen in derselben Weise,
wie es vorher fiir reelle Elemente skizziert wurde. Wir werden uns aber
in diesem Buch auf die — reelle oder imaginire — FEbene beschrinken.

Es gelten hier viele von den fritheren Sitzen und Resultaten, so z. B.
(1) ABCD ~ BADC,

wo A, B, C, D vier ganz beliebige, reelle oder imaginire Punkte einer
Geraden sind.

Ferner kann man Involutionen, Kegelschnitte und Polarititen
bilden, und man hat insbesondere (vgl. S. 8§):

V. Auf jeder Geraden I, welche einen gegebenen Kegelschnitt » nicht
beriihrt, bilden die in bezug auf » konjugierten Punktpaare eine Involution.
Die Doppelpunkte dieser Involution® sind die Schwittpunkte von | mit x.

Aus Satz V sieht man insbesondere, daB die auf einem reellen Kegel-
schnitt # liegenden imagindren Punkte durch orientierte elliptische Involu-
tionen von reellen, in bezug auf % konjugierten Punkten auf den auBer-
halb % liegenden reellen Geraden bestimmt sind. Aus Kap.I, §2, Satz XIb
folgt dann, daf jeder solche Punkt auch durch eine orientierte elliptische
Involution der reellen Punkte von # selbst festgelegt werden kann.

Selbstverstindlich gibt es auch Siatze und Deduktionen, welche nur
fiir reelle Elemente giiltig sind. Dies gilt z. B. von der Unterscheidung
der Involutionen in elliptische und hyperbolische.

1 Die Existenz der Doppelpunkte wird in Kap.IV, §1 bewiesen.
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§ 2. Die Symmetralitét.

Wir betrachten jetzt eine beliebige Abbildung, die Kette in Kette
iiberfithrt. Wir haben schon gesehen, daf3 bei einer solchen vier harmo-
nischen Punkten vier harmonische Punkte entsprechen. Es seien (4, 4,)
und (B, B,) zwei Punktpaare derselben Kette; falls sie einander auf
dieser nicht trennen, gibt es ein drittes Paar von Punkten der Kette,
welche von den beiden gegebenen Paaren harmonisch getrennt sind ; wenn
dagegen (4, 4,) und (B, B,) einander trennen, gibt es innerhalb der Kette
kein solches Paar. Es folgt hieraus, daB} die obenerwidhnte Abbildung
einander trennende Punktpaare einer Kette in ebensolche {iberfiihrt.

Man hat nun:

I. Sind zwei Gerade eindeutig so aufeinander bezogen, daf jeder Kette
wieder eine Ketle entspricht, dann sind entsprechende Wurfpaare entweder
alle gleichsinnig oder alle ungleichsinnig.

Um dies zu beweisen, haben wir nur zu zeigen: Hat ein einziges
Paar von entsprechenden Wiirfen (4BCD) und (A'B'C'D') denselben
Raumsinn, dann ist dies auch bei jedem anderen Paar der Fall. Ferner
ist es zuldssig anzunehmen, daB A’, B’, C' mit bzw. 4, B, C zusammen-
fallen, weil dies ja durch projektive Transformation immer erreichbar ist.

Infolge der gemachten Annahme fallt jeder Punkt der Kette 2= ABC
mit seinem entsprechenden zusammen. Ferner folgt aus der Invarianz
der harmonischen Trennung, daB entsprechende Punkte auBerhalb %
entweder zusammenfallen oder in bezug auf k2 symmetrisch liegen
(Kap. I1, § 3). Nun fillt aber wegen der Gleichsinnigkeit von (ABCD)
und (ABCD') der Punkt D’ mit D zusammen, und dasselbe muf3 dann
bei jedem anderen Paar von entsprechenden Punkten £ und E’ der
Fall sein; denn auf der durch D und E (und E’) gehenden Orthogonal-
kette zu k trennt das eine der Paare (D, E) und (D, E’) die Schnitt-
punkte mit %, das andere nicht.

Hiermit ist Satz I bewiesen. Die erste der genannten Abhdngig-
keiten ist die projektive; die andere, wo entsprechende Wiirfe ungleich-
sinnig sind, nennen wir antiprojektiv oder symmetral. Fir diese letzte
Beziehung wird das Zeichen >~ benutzt.

Man hat nun:

I1. Eine Symmetralitit ist durch drei Paave von entsprechenden Punkten
eindeutig bestimmi.

Die drei Paare seien namlich (4, 4"), (B, B’), (C, C’). Die nach
Ausfiihrung einer projektiven Transformation, welche A, B, C in bzw.
A', B', C' transformiert, fehlende Resttransformation muf} jeden Punkt
in den symmetrischen Punkt in bezug auf die Kette &' = A'B’C’ iiber-
fithren und ist eindeutig bestimmt. — Ferner gilt offenbar:

111. Zwei Punktreihen, welche zu einer dritien symmetral sind, sind
projektiv.
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Eine Symmetralitit kann involutorisch sein; man nennt eine solche
eine antiprojektive Symmetrie oder kurz eine Symmetrie.

Esseien (4, A') und (B, B’) zwei Paare von entsprechenden Punkten
in einer solchen Symmetrie, also:

(1) AA’BB’ »v A’AB'B.
Da nach §1, (1)

(2) AA’'BB < A’AB'B,

ist:

(3) AA’BB’ ~» AA’'BB’,

woraus folgt, daB die vier Punkte auf einer Kette liegen miissen; denn
sonst wiirde der Raumsinn des Wurfes (4A4’BB’) sowohl positiv als
auch negativ sein. Also:

IV. Zwei Paare von entsprechenden Pumkien in einer Symmetrie ge-
horen derselben Kette an.

Die zwei Paare kénnen also nicht beliebig gewahlt werden. Es gilt
aber der Satz:

V. Eine Symmetrie ist durch zwei Paare vonm Punkten, welche der-
selben Kette angehiren, eindeutig bestimm.

Es seien nimlich die zwei Paare (4, A°) und (B, B’). Nun gibt es
nach Satz II eine eindeutig bestimmte Symmetralitit, welche die
Punkte 4, A’, B in bzw. A’, A, B’ tberfiihrt; diese fihrt B’ in B iiber,
denn aus (3) und (2) folgt wieder (1). Ferner ist sie eine Symmetrie,
denn durch Wiederholung ergibt sich eine Projektivitit mit vier
Doppelpunkten, also die Identitit.

V1. Wenn zwei orientierte ineare Kongruenzen kollinear oder veziprok
aufeinander bezogen werden, dann sind die Punkte der entsprechenden
imagindren Geraden zweiter Art projektiv bzw. symmetral gepaart.

Sind ndmlich (a, a’), (b, "), (c, ¢’} drei Paare von entsprechenden
Geraden der beiden Kongruenzen, so kann man eine Kollineation sowie
eine Reziprozitit des Raumes finden, welche die eine Kongruenz in
die andere und insbesondere «, b, ¢ in bzw. a’, b’, ¢’ iiberfithrt (Kap. I,
§3, Satz VI). Diese Kollineation und Reziprozitit sind — was die
Transformation der Kongruenzgeraden anbelangt — eindeutig bestimmt;
denn auf den entsprechenden imaginiren Geraden wird Kette in Kette
iberfithrt, und es gibt dann nach Satz I gerade zwei Moglichkeiten.
Nun wissen wir, daB der Kollineation im Raume eine Projektivitit
der beiden imaginiren Geraden entspricht, also mufl der Reziprozitit
eine Symmetralitidt entsprechen.

Es sei noch bemerkt:

VII. Wenn die Punkte einer Kette durch etne Projektivitit oder Sym-
metralitit in die Punkie einer andeven Keite tiberfiihrt werden, dann sind
die zwei Punkiveihen projektiv.
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Denn in beiden Féllen entsprechen harmonischen Punktpaaren wieder
harmonische Punktpaare.

Innerhalb eines Paares von entsprechenden Ketten kann man also
eine Symmetralitit von einer Projektivitit nicht unterscheiden.

IV. Kapitel.

Doppelelemente und Doppelketten in projektiven
und antiprojektiven Elementargebilden.

§ 1. Doppelpunkte und Doppelketten in einer Projektivitit.

Die Frage der allgemeinen Bestimmung der Doppelpunkte in einer
Projektivitit — oder, was dasselbe ist, die Frage der Bestimmung der
Schnittpunkte einer Geraden mit einem Kegelschnitt — war es haupt-
sachlich, welche zur Bildung einer Imaginirtheorie, in analytischer oder
geometrischer Gestalt, den Ansto3 gegeben hat.

Wir beginnen damit, die Doppelpunkte einer Involution (4, 4’),
(B, B’) ... zu bestimmen; der Triger der Punkte sei eine imaginire
Gerade zweiter Art. Es mogen zunichst die vier Punkte 4, A’, B, B’
derselben Kette % angehéren. In diesem Fall gibt es, wie wir
wissen (Kap. II, § 2, Satz II) immer ein einziges Paar von Punkten E
und F, welche von den beiden Paaren (4, 4’) und (B, B’) harmonisch
getrennt sind. Diese Punkte liegen entweder auf der Kette % oder aber
symmetrisch in bezug auf diese. Im ersten Fall sind sie, wie unmittel-
bar zu sehen, Doppelpunkte der Involution. Dies ist aber auch im
zweiten Fall richtig; denn sonst miiBten sie durch die Involution ver-
tauscht werden, was unméglich ist, da in diesem Fall der Wurf (44'BE)
mit (A’AB’E) gleichsinnig und daher mit (A4’AB'F) ungleichsinnig ist.
— Da E und F die einzigen Doppelpunkte sind, trennen sie nicht nur
(4, A’) und (B, B’), sondern auch alle anderen Paare der Involution
harmonisch.

Insbesondere folgt hieraus, daB eine reelle elliptische Involution auf
einer reellen Geraden zwei imaginire Doppelpunkte hat, welche durch
die Involution selbst (mit ihren zwei Orientierungen) dargestellt werden.

Liegen die gegebenen Paare (4, 4’) und (B, B’) nicht in derselben
Kette, so kommt es darauf an, zwei Paare der Involution zu finden,
welche einer und derselben Kette angehdren. Es zeigt sich, daB dies
immer méglich ist, und zwar so, dal} das eine Paar beliebig gewihlt
werden kann (wobei bei der Bestimmung des zweiten Paares noch zwei
Méglichkeiten bestehen).

Indem (a, a’), (b, &') die Trdger der Punkte (4, A"), (B, B’) sind,
nehmen wir also an, daB (?,) = (#64’) und (k,) = (ad’a’) zwei verschiedene
Regelflachen sind. Diese haben keinen auflerhalb 4 und 4’ liegenden
Punkt miteinander gemein ; denn die durch einen solchen Punkt gehende
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Kongruenzlinie wiirde auf beiden Regelflichen liegen, was ja unmdglich
ist. Legt man also (Fig. 22) durch einen beliebigen Erzeuger f, von (k)
eine Ebene (bf,) = 7, so schneidet diese die andere Regelfliche (k)
in einem Kegelschnitt %, der keinen Punkt mit b gemein hat, aber f;
in den zwei Punkten (af,) = 4, und
(@'f) = A7 und ¥’ in einem Punkt Bj
schneidet. Durch (bf,) = O gehen zwei
reelle Tangenten an », und von den Be-
rithrungspunkten dieser mit # sei C; der
Punkt, welcher durch (4,, 47) von B} ge-
trennt ist. Die Schnittpunkte von B C,
mit & und f, seien B; bzw. C;. Die
durch C; gehende Kongruenzgerade ¢’
liegt auf (k,) (Kap.I, § 4, Satz III); fer-
ner liegen — nach demselben Satz — die
vier Geraden b, ¢, ¢/, b’ auf einer neuen
Regelfliche (&;), und auf dieser wird
(¢, ¢) durch (b, d") nicht getrennt.

Man kann nun zeigen, daB ¢ und ¢’ Triger eines Paares von ent-
sprechenden Punkten C und C’ der gegebenen Involution sind. Ist
niamlich f, der durch C,; gehende Erzeuger von k,, so gilt:

falaa’ b c) ~ A, A CLO,

Fig. 22.

also:
adbc<adc’b7~dabc.

Dies zeigt, daBl (C, C’') ein neues Paar der gegebenen Involution ist,
und wir haben also zwei Paare (B, B’) und (C, C’) gefunden, die der-
selben Kette k; angehéren; damit ist der letzterwihnte Fall auf den
zuerst behandelten zuriickgefiihrt. Wir haben also bewiesen:

1. Eine Involution hat immer zwer Doppelpunkie; diese tremmen jedes
Paar der Imvolution harmonisch.

Da (¢, ¢’) und (b, &) einander auf (k3) nicht trennen, liegen die zwei
Doppelpunkte auf der Kette k;.

Man hitte statt C; den Beriihrungspunkt der anderen aus O gehenden
Tangente wihlen kénnen. Man wiirde dann in derselben Weise ein
Paar von Trigern (4, 4') erhalten haben, die mit (b, ') in einer Regel-
fliche (%,) liegen wiirden, wo aber (b, d’) durch (d, d') getrennt wiren. Die
Doppelpunkte liegen in diesem Fall symmetrisch in bezug aunf die Kette %,.

Hieran schliefen sich die folgenden Sitze:

II. Wenn es eine Kette k durch A und A’ gibt, in bezug auf welche B
und B’ symmetrisch liegen, dann gehéren die Doppelpunkie der Involution
der Kelte k an.

Durch B und B’ kann man nidmlich nach Kap. II, §3, Satz VII
eine Kette k, legen, in bezug auf welche 4 und A’ symmetrisch liegen.
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Die zwei Ketten £ und #, sind orthogonal und schneiden sich in zwei
Punkten, welche sowohl durch (4, 4") als auch durch (B, B') har-
monisch getrennt sind und also die Doppelpunkte der betrachteten
Involution sein miissen.

Ebenso finden wir:

III. Wenn (A, A" und (B, B') in bezug auf dieselbe Kette k
symmetrisch liegen, dann gehéren die Doppelpunkte der Involution dieser
Keite an.

Durch 4, 4’, B, B’ geht namlich eine Kette k,, die % in zwei Punkten
schneidet, welche sowohl durch (4, 4’) als auch durch (B, B’) har-
monisch getrennt werden und also die Doppelpunkte sind.

Um die Doppelpunkte einer allgemeinen Projektivitit zu bestim-
men, bemerken wir zuerst, dal die Sitze Ila—b des Kap. I, § 4 mit
ihren Beweisen unmittelbar auf das komplexe Gebiet {ibertragbar sind.
Wir konnen sie folgendermaBen formulieren:

IV. Es sei E ein Doppelpunkt einer Projektivitit 7, und es gehe
durch 7 und ihre inverse w71 ein Punkt A’ in A" bzw. A diber; 7 ist dann
und nuy dann parabolisch', wenn E von A' durch (A, A") harmonisch
getrennt 1st.

Um die Doppelpunkte einer nichtparabolischen und nichtinvolutori-
schen Projektivitidt & zu finden, bestimmen wir wie in Kap. I, §1 eine
Involution #*, welche in 7 sich selbst entspricht. Die Doppelpunkte
von 7r* miissen auch Doppelpunkte von 7 sein; denn sonst bildeten sie
ein involutorisches Paar, was fir eine nichtinvolutorische Projek-
tivitit 7 unmdglich ist. Mehrere selbstentsprechende Involutionen
konnen nicht auftreten, weil eine nichtidentische Projektivitit héchstens
zwei Doppelpunkte haben kann.

Man findet nun ganz wie bei dem Beweise des Satzes VIII in Kap. I,
§1:

V. Es werde durch eine nichtinvolutorische und wichtparabolische Pro-
jektivitit ® und ihre inverse =\ ein Punkt M' in M bzw. M iiber-
fiihrt; ferner sei N' von M’ durch M und M’ harmonisch getrennt. Dann
bilden die Paave (M', N') die einzige Involution 7*, welche in 7 sich selbst
entspricht.

Wie erwihnt, sind die Doppelpunkte von 7* auch Doppelpunkte
in 7; also gilt der Satz:

VI. Eine Projektivitit hat entweder einen oder zwei Doppelpunkie.

Nach Kap. ITI, § 1, Satz I ist eine Projektivitit durch zwei Doppel-
punkte £ und F und ein Paar (4, 4’) von entsprechenden Punkten
eindeutig bestimmt. Als ein Supplement hierzu hat man nun den
Satz:

! D.h. 7 hat einen und nur einen Doppelpunkt.
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V1. Eine parabolische Projektivitit ist durch den Doppelpunkt E und
ein Punktpaar (A, A') eindeutig festgelegt.

Denn ist A" der Punkt, welcher von 4 durch (£, 4’) harmonisch
getrennt ist, so ist die gesuchte Projektivitidt durch die drei Punktpaare
(E,E), (4,A4"), (4", A"') bestimmt (Satz IV).

Wir wollen nun die Doppelketten in einer Projektivitit bestimmen
und nehmen zuerst an, dafl diese Projektivitit zwei getrennte Doppel-
punkte E und F hat. Es sei & eine Doppelkette; falls E nicht auf % liegt,
bestimmt E eine orientierte Involution von Punkten (M, M’) auf %,
welche in der Projektivitit sich selbst entspricht; der durch dieselbe,
aber entgegengesetzt orientierte Involution bestimmte Punkt muf3 dann
der andere Doppelpunkt F sein. Eine notwendige Bedingung dafiir,
dafl k eine Doppelkette ist, ist also, daf E und F entweder in k enthalten
sind oder in bezug auf k symmetrisch lLiegen.

Da eine Involution aus allen Punktpaaren besteht, die von den
Doppelpunkten harmonisch getrennt sind, gilt im besonderen:

VIL. In einer Involution gibt es zwer einfach unendliche Reihen von
Doppelketten, nimlich einerseits alle Ketten, welche durch die Doppelpunkie
gehen, andererseits alle Ketten, in beaug auf welche diese Punkte sym-
metrisch liegen.

Es sei nun die betrachtete Projektivitit nichtinvolutorisch. M und
M’ seien zwei entsprechende Punkte in einer Doppelkette 2, N und N’
zwei beliebige entsprechende Punkte. Aus

EFMN -~ EFM'N’
folgt aber wie in der reellen Projektivgeometrie:
EFMM’ ~< EFNN'.

Hieraus sieht man: Gehéren E und F der Kette £ an, dann liegen
E,F,N, N' auf einer Kette, welche offenbar Doppelkette ist. Liegen E
und F in bezug auf £ symmetrisch, so gibt es ebenfalls eine Kette %, durch
N und N’, in bezug auf welche £ und F symmetrisch liegen, und diese
ist dann nach Kap. II, §3, Satz VIII eine Doppelkette.

Doppelketten beider Arten kénnen gleichzeitig nur bei Involutionen
auftreten; denn eine Kette durch die Doppelpunkte E und F schneidet
eine Kette, in bezug auf welche diese Punkte symmetrisch liegen, in zwei
Punkten, die von E und F harmonisch getrennt sind (vgl. Kap. I, § 4,
Satz V).

Wir haben also den Satz:

VIIL. In einer nichtinvolutorischen Projektivitit mit zwei verschiedenen
Doppelpunkien gibt es im allgemeinen keine Doppelkette; gibt es aber eine,
dann gibt es einfach unendlich viele, nimlich entweder die Ketten durch
die Doppelpunkte oder die Ketten, tn bezug auf welche diese Punkie
symmetrisch liegen.
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Wir gehen nun zu einer Projektivitit mit einem einzigen Doppel-
punkt E iiber; M sei ein beliebiger Punkt, der in M’ und durch Wieder-
holung der Transformation in M’ {iberfithrt wird. Die Kette & = EMM'’
ist dann eine Doppelkette; denn die Punktpaare (£, M') und (M, M")
sind ja harmonisch getrennt (Satz I'V) und liegen also in derselben Kette.
Es gibt demnach unendlich viele Doppelketten; je zwei von ihnen
beriihren einander in E, denn ein zweiter Schnittpunkt miilte ein neuer
Doppelpunkt der Projektivitit sein.

Ferner sei %, eine beliebige, durch E gehende Kette, welche nicht
mit ihrer entsprechenden Kette %] zusammenfillt; 2, und %] werden
dann einander in E beriihren; wire nimlich P ein zweiter Schnittpunkt
von %, und %}, so miBte P’ auf k| sowie auch auf der durch P gehenden
Doppelkette liegen, d. h. in P fallen, was ja unmoglich ist, also:

I1X. In einer Projektivitit mit zusammengallenden Doppelpunkien gibt es
smmer etne einfach unendliche Reihe von Doppelketten, die durch den Doppel-
punki gehen und einander in diesem Punkt beriihren. Jede durchden Doppel-
punkt gehende Kette beriihrt thre entsprechende Kette in diesem Punkt,

Zum Schlul werden wir kurz die gemeinsamen Punktpaare zweier
Projektivititen besprechen.

Es seien @ und 7, zwei Projektivititen in derselben Geraden. Die
gemeinsamen Punktpaare (4, 4’) koénnen folgendermaflen bestimmt
werden: Die Punkte 4 sind die Doppelpunkte der Projektivitit oL,
die Punkte 4’ analog die Doppelpunkte von 7;"17r. Es gibt also im all-
gemeinen zwei solche Punktpaare, wenn aber za;! (und demnach auch
77 Lo) parabolisch ist, nur ein einziges; dieses wird dann aber doppelt
gezihlt.

Sind «, 7; und 7, drei verschiedene Projektivititen, und haben
(®, 7,) und (7, 7,) dieselben gemeinsamen Punktpaare, dann sind diese
auch die gemeinsamen Punktpaare von (7, 7,). Es ist dies auch richtig,
wenn die genannten gemeinsamen Punktpaare zusammenfallen; denn
wenn sa; ! und a5 ! parabolisch mit demselben Doppelpunkt sind,
dann ist auch ihr Produkt z7; ! parabolisch mit diesem Doppelpunkt.

Fiigt man zu den obigen drei Projektivititen eine Projektivitit zz,,
dann haben auch je zwei der Projektivititen nx,, 7,7, 7,7, die-
selben gemeinsamen Punktpaare. Denn die Punkte A der gemeinsamen
Paare (4, A’) von z.B. @im, und 77w, sind die Doppelpunkte von
7Ty - (7))~ = 7!, und sie sind also dieselben wie die von 7z und =, .

§ 2. Doppelpunkte und Doppelketten in einer Symmetralitit.

Wir wollen unter den Symmetralititen zuerst die involutorischen
(die Symmetrien) in Betracht ziehen; es sel eine solche durch zwei in
einer Kette % liegende Punktpaare (4, 4’) und (B, B’) gegeben (Kap. I1I,
§2, Satz V).

Juel, Projektive Geometrie. 4
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Um die Doppelpunkte zu bestimmen, denken wir uns zunichst, dafl
die Paare (4, A’) und (B, B’) einander auf % nicht trennen; in diesem
Fall gibt es (Kap. 11, § 3, Satz VI) eine Kette &, in bezug auf welche
sowohl (4, A’) als auch (B, B’) symmetrisch liegen. Die betrachtete
Symmetrie ist dann offenbar eine Symmetrie in bezug auf diese Kette.
Alle Punkte von k&, sind Doppelpunkte; jeder andere Punkt wird in
den symmetrischen Punkt in bezug auf %, libergefiihrt. Zwei beliebige
Paare von entsprechenden Punkten liegen auf einer Kette, ohne ein-
ander auf dieser zu trennen (Kap.I, §4, Satz VI).

Wenn dagegen die obigen Paare (4, A’) und (B, B’) einander auf %
trennen, dann hat die Symmetrie keinen Doppelpunkt; denn gibe es
einen solchen, etwa E, so hitte man auf der Kette EAA4’ zwel Paare
von entsprechenden Punkten (E, E) und (4, 4’), welche einander nicht
trennten, und wir hitten den vorigen Fall, so daB auch (4, 4’) und
(B, B') einander trennen miiften. Man hat also den Satz:

1. Eine Symmetrie hat entweder keinen Doppelpunkt oder aber unendlich
viele, nimlich alle Punkle einer einfachen Kette, die ,,Grundkette’* der
Transformation.

Im ersten Fall tremnen zwei Paare von entsprechenden Punkten ein-
ander auf threr gemeinsamen Kette. Im zweiten Fall besteht die Trans-
formation aus der involutorischen Zuordnung aller Pumktpaare, welche
i bexug auf die Grundkette symmetrisch liegen ; swei solche Paare tremnen
einander nicht. '

Aus Kap. III, §2, Satz V ergibt sich sofort:

I1. Doppelketien einer Symmeirie sind alle Kelten, welche durch ein
Paar von entsprechenden Punkien gehen; hierzu kommt noch die Grund-
kette, falls eine solche existiert.

Wir gehen nun zu einer nichtinvolutorischen, allgemeinen Sym-
metralitidt = {iber. Durch Wiederholung von 7 erhilt man eine nicht-
identische Projektivitit @2, welche zwei verschiedene oder zusammen-
fallende Doppelpunkte E und F hat. Im ersten Fall sind E und F ent-
weder Doppelpunkte in der Symmetralitit &, oder aber sie bilden ein
involutorisches Paar. Fallen £ und F in einen Punkt zusammen, ist
dieser Punkt auch der einzige Doppelpunkt von 7; also:

II1. Eine nichtinvolutorische Symmetralitit hat 2wei entweder ver-
schiedene oder zusammenfallende Doppelpunkie oder aber ein tnvolutorisches
Paar.

Man sieht leicht ein, daB alle drei Typen von Symmetralititen wirk-
lich existieren.

Wir werden im folgenden die Doppelketten der Symmetralitit 7
bestimmen. Es mége & zunichst zwei nicht zusammenfallende Doppel-
punkte E und F haben, und es sei @ durch diese Punkte in Verbindung
mit einem Paar (M, M’) von entsprechenden Punkten gegeben. Even-
tuelle Doppelketten miissen auch Doppelketten in 72 sein und also
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nach § 1, Satz VIII entweder durch E und F gehen, oder diese Punkte
miissen symmetrisch in bezug auf sie liegen. Es sei (Fig. 23) % eine der
evtl. existierenden, durch E und F gehenden Doppelketten, Fiigen wir zu
der gegebenen Symmetralitit 7 eine Symmetrie 7z, in bezug auf %, so
erhalten wir eine Projektivitit 7 = @z, mit &
als Doppelkette, so da§ nach § 1, Satz VIII alle
durch E und F gehenden Ketten Doppelketten
in 7 sind. Der zu M’ symmetrische Punkt N in
bezug auf # muB demnach auf der Kette 2, =EFM
liegen; ferner liegt er auf der durch M’ gehen-
den Kette &y, in bezug auf welche E und F sym-
metrisch liegen (Kap. 1I, §3, Satz VII—VIII);
die zueinander orthogonalen Ketten %, und %, schneiden sich in zwei
Punkten N, und N,.

Ist nun umgekehrt % die Kette durch E und F, in bezug auf welche M’
und N, symmetrisch liegen, 7, die entsprechende Symmetrie, 7 die
Projektivitat, welche die Doppelpunkte E und F hat und M in N;
uberfithrt, dann ist & = 77y, so daB & eine Doppelkette in & ist. — Er-
setzt man N; durch N,, so erhidlt man eine andere Doppelkette.

Man sieht nun leicht, daB es keine Doppelketten gibt, in bezug auf
welche E und F symmetrische Punkte sind; denn eine solche wiirde
jede der oben betrachteten in zwei Punkten schneiden, die entweder
sich selbst entsprechen oder ein involutorisches Paar bilden miiften,
was ja nach Satz III unmoglich ist.

Da 7 mittels einer Symmetrie in bezug auf eine der Doppelketten
in sich selbst iberfithrt wird, sind die zwei Doppelketten zueinander
orthogonal. Wir haben also gefunden:

IV. In ciner Symmetralitit mit zwei getrenn-
ten Doppelpunkien E und F gibt es zwei Doppel-
ketten, welche durch E und F gehen und ovthogonal
aufeinander stehen.

Wir gehen nun zu dem Fall iiber, wo (E, F)
ein involutorisches Paar der Symmetralitit 7 ist. Fig. 24.

Wie vorher wird eine Doppelkette entweder

durch E und F gehen oder diese Punkte als symmetrische Punkte haben.
Es sei diesmal (Fig. 24) % eine der evtl. existierenden Doppelketten
der letztgenannten Art. Fiigen wir wie oben zu & eine Symmetrie 7,
in bezug auf %, so erhalten wir wieder eine Projektivitit @ = 7o, mit k
als Doppelkette, so dal nach §1, Satz VIII alle Ketten, in bezug auf
welche E und F symmetrisch liegen, Doppelketten in % sind. Der zu M’
in bezug auf £ symmetrische Punkt N muB also auf derjenigen Kette &,
liegen, welche durch M geht und E und F als symmetrische Punkte

Fig. 23.

1 Vgl. die SchluBbemerkungen in Kap. IT, § 2.
4%
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hat. Ferner liegt N auf der Kette 2, = EFM’. Die zueinander ortho-
gonalen Ketten £, und %, schneiden sich in zwei Punkten N; und N,;
diese Punkte trennen (E, F) harmonisch; hieraus folgt, daB der eine
von den Punkten (N;, N,), etwa N,, auf %, von M’ durch (E, F)
getrennt ist, der andere, IV,, dagegen nicht. Es gibt demnach (Kap. I1,
§ 3, Satz VI) eine Kette £, in bezug auf welche sowohl (E, F) als auch
(M’, N,) symmetrische Punkte sind, und diese ist, wie im vorigen Fall,
eine Doppelkette in . Der Punkt N, gibt hier zu keiner Doppelkette
Anlaf3, denn nach dem soeben genannten Satz gibt es keine Kette, in
bezug auf welche sowohl (E, F) als auch (M’, N,) symmetrisch liegen.

In Analogie mit dem vorigen Fall sicht man, daBl es hier keine
Doppelkette gibt, welche durch E und F geht; also:

V. In einer Symmetralitit mit einem tnvolutorischen Paar (E,F)
gibt es eine und nur eine Doppelkeite; E und F liegen in bezug auf diese
Kette symmetrisch.

Wir haben schlieSlich den Fall zu betrachten, wo die gegebene Sym-
metralitit 7 nur einen einzigen Doppelpunkt E hat. Eventuelle Doppel-
ketten miissen hier innerhalb des ,,Biischels‘‘ 4 von einander beriihrenden
Ketten gesucht werden, welche Doppelketten in der Projektivitit 2
sind (§ 1, Satz IX).

Es sei k eine solche Doppelkette (von 7). Fiigen wir wie in den
beiden vorigen Fillen zu & eine Symmetrie 7, in bezug auf %, so erhalten
wir eine Projektivitit @ = @7, mit dem einzigen Doppelpunkt E; ein
zweiter Doppelpunkt F miiite ndmlich nach §1, Satz VIII auf der
Doppelkette % liegen, d. h. er miiBte schon in 7 Doppelpunkt sein.
Hieraus folgt, daB alle Ketten des Biischels 2 Doppelketten in & sind;
diese Ketten werden also durch & und 7, in derselben Weise involu-
torisch vertauscht.

Es seien p und p' ein Paar von solchen Ketten, welche einander in
(und also auch in 7y) entsprechen; nun gibt es innerhalb 4 eine und
nur eine Kette %, deren entsprechende Symmetrie die Kette g in g’
iiberfiihrt; man kann sie z. B. dadurch bestimmen, daB man durch E
eine Kette » legt, welche zu 4 und p’ orthogonal ist; der Punkt von ¥,
welcher von E durch die von E verschiedenen Schnittpunkte (uv) und
(#'v) harmonisch getrennt wird, ist dann ein Punkt von k.

DaB die so gefundene Kette & Doppelkette in s ist, folgt sofort
aus der oben genannten Eigenschaft, wonach sie die einzige Kette des
Biischels 1 ist, in bezug auf welche u und ¢’ symmetrisch liegen. Hier-
mit ist gezeigt:

V1. Eine Symmetralitit 7w mit einem einzigen Doppelpunkt hat eine
und nur eine Doppelkette; sie geht durch den genannten Doppelpunkt
von 7.

Aus dem Obigen folgt, daB eine Symmetralitit 7z immer mindestens
eine Doppelkette hat; hieraus der Satz:
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VII. Die durch Iteration ciner Symmetralitit 7 gebildete Projektivitit 72
hat immer Doppelketten.

Man kann also die allgemeine Projektivitidt nicht durch Wieder-
holung einer Symmetralitdt herstellen.

Wir wollen die Symmetralitit mit einem einzigen Doppelpunkt
noch etwas niher besprechen. Fiir eine solche Transformation hat man
den Satz:

VIII. Es ses k die Doppelkette in einer Symmetralitit mit dem einzigen
Doppelpunkt E; ferner sei (A, A’) ein Paar von entsprechenden, aufer-
halb k liegenden Punkten. Dann ist der von E verschiedeme Schmitt-
punkt S von k mit der Kette EAA’ von E durch A b
und A' harmonisch getrennt. 4

Es seien namlich (Fig.25!) %k, und k| die
durch 4 bzw. A’ gehenden Ketten, welche %
in E beriithren; sie entsprechen einander in der i 7 H
betrachteten Transformation. Ferner sei %, die
durch 4 und E gehende Kette, welche zu %
(und demnach auch zu %, und %)) orthogonal ist; sie moge die Ketten k
und %] auBer in E in P bzw. Q schneiden. Dann sind (4, Q) und (E, P)
harmonische Punktpaare. In der Projektivitit

EAP ... ~EAQ ...

R

S/ P

X

Fig. 25.

ist nun %, eine Doppelkette und demnach auch jede andere durch E
und A4 gehende Kette. Ferner geht % in £] und demnach S in 4’ iber.
Also hat man (Kap. I, §1, Satz VI'):

EAPQ~EASA’
oder auch:
EPAQ ~ESAA’,

so daB der letzte Wurf harmonisch ist; hiermit ist Satz VIII bewiesen.

Es gilt, wie leicht zu sehen, fiir Symmetralititen kein zu §1,
Satz VI analoger Satz. Dagegen hat man:

IX. Eine Symmetralitit w mit dem einzigen Doppelpunkt E ist durch
Angabe des Biischels 1 der einander in E beriihvenden Keiten, wozu die
Doppelkette gehirt, vn Verbindung mit esnem Paar (A, A') von entsprechen-
den Punkien eindeutig bestimmd.

Man findet namlich unmittelbar zwei einander entsprechende Ketten u
und u’ des Biischels 2 und also auch die Doppelkette ; ferner findet man
leicht die auf % liegende parabolische Projektivitit, wodurch & voll-
stindig bestimmt ist.

1 In der Theorie der Kreistransformationen einer recllen Ebene rechnet man
gewohnlich mit einem einzigen unendlich fernen Punkt. Die Figur entspricht
dem Fall, wo E in diesem unendlich fernen Punkt liegt.
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§ 3. Zerlegung in Symmetrien,

Die Symmetrie ist die einfachste Symmetralitit; wir wollen nach-
weisen, daB jede Symmetralitit und jede Projektivitit als Produkt
von Symmetrien dargestellt werden kann. Man sieht unmittelbar, daf
ein derartiges Produkt eine' Projektivitit oder eine Symmetralitit ist,
je nachdem die Anzahl der Faktoren paar oder unpaar ist. Es kommt nun
wesentlich darauf an, den folgenden Satz zu beweisen:

1. Eine Projektivitit mit Doppelketten kann tmmer als Produkt von
zwei Symmetrien dargestellt werden.

Es mége zunichst die Projektivitit zwei Doppelpunkte E und Fhaben;;
nach Kap.IV, § 1, Satz VIII bestehen die Doppelketten entweder aus den
Ketten durch E und F oder aus den Ketten, in bezug auf welche diese
Punkte symmetrisch liegen; wir beginnen mit dem ersten Fall. Es
sei k& eine der Doppelketten, (M, M’) ein in dieser enthaltenes Paar
von entsprechenden Punkten; aulerdem sei %, eine beliebige Kette,
in bezug auf welche £ und F symmetrisch liegen, und M, der zu M’
in bezug auf %, symmetrische Punkt. Da &; zu % orthogonal ist, ist
auch M, in % enthalten.

Da (E, F) und (M, M,) in einer Kette liegen, kann man (Kap. II1,
§ 2, Satz V) eine Symmetrie bestimmen, in der (E, F) sowie (M, M,)
entsprechende Punkte sind. Die gegebene Projektivitit kann man
also — kurz ausgedriickt — als Produkt der zwei Symmetrien (M, M,)
und (M, M’) auffassen.

Hiernach betrachten wir den Fall, wo die Punkte E und F in bezug
auf die Doppelketten symmetrisch liegen. Es sei wieder £ eine Doppel-
kette, %, aber eine durch E und F gehende Kette; M, M’ und M, haben
dieselbe Bedeutung wie oben und liegen alle in 2. Da £ eine durch M
und M, gehende Kette ist, in bezug auf welche £ und F symmetrische
Punkte sind, gibt es (Kap. I, § 3, Satz VII) eine Kette durch E und F,
in bezug auf welche (M, M,) ein Paar von symmetrischen Punkten
ist. Die Projektivitit kann also als Produkt der zwei Symmetrien (M, M,)
und (M,, M’) aufgefait werden.

Wenn endlich E und F in E zusammenfallen, kann man die Trans-
formation in zwei Symmetrien zerlegen, deren Grundketten beide durch
E gehen und zu den Doppelketten orthogonal sind.

Umgekehrt hat man:

11. Etne Projektivitit, welche als Produkt zweier Symmetrien dargestellt
werden kawn, enthdlt immer Doppelketten.

Es werde namlich ein Punkt M durch die erste und die zweite Sym-
metrie in M; bzw. M, iiberfihrt. Die Kette MM, M, ist dann eine
Doppelkette (Kap. 1V, §2, Satz II).

Aus dem Vorhergehenden folgt unmittelbar:

II1. Jede Symmetralitit kann als Produkt von drei Symmetrien erzeugt
werden.
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Benutzt man nimlich die Symmetrie in bezug auf eine Doppelkette
als ersten Faktor, so kommt man auf den obigen Fall zuriick.

Hieraus folgt weiter:

IV. Jede Projektivitit kann als Produkt von vier Symmetrien dar-
gestellt werden.

V. Kapitel.

Einleitung in die Wurftheorie;
Koordinatenbestimmung.

§ 1. Die Wurfrechnung.

Ein Wurf ist seiner urspriinglichen Bedeutung nach die Konfiguration
von vier Punkten einer Geraden. Wir setzen nun fest, daBl zwei Wiirfe
als ,.gleich* anzusehen sind, wenn die beiden Punktquadrupel pro-
jektiv sind. Statt

ABCD ~ A4,B,C;D,
schreiben wir von jetzt ab auch
(ABCD) = (4,B,C,D,).

Das Wort ,,Wurf‘“ erhilt hierdurch eine zweite, umfassendere Be-
deutung, indem ein Wurf als der Inbegriff aller mit einem gegebenen
Warf (im engeren Sinne) projektiven Punktquadrupel aufgefaBt werden
kann. Einen solchen Wurf (im weiteren Sinne) bezeichnen wir durch
einen einzigen kleinen Buchstaben. Eine Gleichung wie

w = (ABCD)

soll dann bedeuten, daB das Quadrupel (ABCD) der Gesamtheit @ an-
gehoért. Sind w und die drei Punkte 4, B, C gegeben, so ist der vierte
Punkt D durch die obige Gleichung eindeutig bestimmt!.

Wir wihlen nun drei feste Punkte U, O und E als Grundpunkte
und bestimmen die neuen Elemente 4, B,.. . X,Y,... durch die
Wiirfe a = (UOEA), b = (UOEB), . . ., x = (UOEX), y = (UOEY), . . .

Diese Bestimmungen nennt man die von U, O und E ausgehenden
Koordinaten oder Parameter (Abszissen). Fillt im besonderen der vierte
Punkt mit einem der drei anderen zusammen, wird der Wurf uneigent-
lich genannt, und wir setzen:

(UOEU) =, (UOEO)=0, (UOEE)=A1.
Mit diesen Koordinaten wollen wir nun operieren oder rechnen,

um die Abhingigkeit von zwei oder mehreren festen oder variablen

1 Die hier fiir Punktreihen entwickelte Wurfrechnung 148t sich unmittelbar
auf andere Elementargebilde iibertragen.
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Punkten durch eine Gleichung zwischen den Abszissen ausdriicken zu
konnen. Die Definitionen sollen projektiv-invarianten Charakter haben,
und auBerdem sollen die folgenden Regeln der formalen Algebra be-
friedigt werden:

1. Das kommutative Gesetz der Addition:

x+y=y4+=x.
2. Das assoziative Gesetz der Addition:
@ty +z=x4++2.
3. Das kommutative Gesetz der Multiplikation:
XY = Yx.
4. Das assoziative Gesetz der Multiplikation:
(xy) ez ==x-(yz).
5. Das distributive Gesetz der Multiplikation:
x+y)-z=xz+yz.

Um zunéchst zu einer Definition der Addition zu gelangen, betrachten
wir die Gleichung:
r+y=a,

wo a =& oo ein fester Wurf ist. Soll die Beziehung zwischen x und y
eine projektive sein, so muf sie nach 1 involutorisch sein. Soll auBerdem
— wie in der gewdhnlichen Algebra — % =0 und x = 00 bzw. y = a
und y = oo entsprechen, so muB} (O, 4) ein Paar der genannten Involu-
tion sein, wihrend U ein Doppelpunkt ist. Die Definition lautet deshalb:

1. Die Summe z = x + y wird dadurch bestimmi, daf die Paare (U, U),
(X, Y),(0, Z) einer Involution angehiren sollen.

Aus der Umkehrung des Satzes VII in Kap. I, §1 entnehmen wir:

I'. Der Punkt Z kann auch durch

(1) UU0Y ~ UUXZ

bestimmi werden.
Um die Multiplikation zu definieren, bemerken wir, da8 eine durch
die Gleichung
xy =a, (@0 und 4= o)

festgelegte projektive Beziehung zwischen x und y nach 3 involutorisch
sein muf}. Soll auBerdem x =1 und x =0 bzw. y = 2 und y = 0© ent-
sprechen, so folgt:

I1. Das Produkt z = xy wird dadurch bestimmt, daf (O, U), (X, Y),
(E, Z) Paare einer Involution sein sollen.

Hieraus folgt:
UOEY ~0UZX ~UOXZ.
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Also:
1I'. Der Punkt Z kann auch durch die Gleichung

(2) (UOEY) = (U0OXZ)
defintert werden.

Nach den soeben gegebenen Definitionen sind offenbar die Regeln
1 und 3 erfiillt. Ehe wir die Giiltigkeit der drei anderen feststellen, be-

trachten wir einige spezielle Falle der Addition und Multiplikation.
Aus den Definitionen folgt sofort:

a+t+0=a,
a -« 1=a
und weiter:
a -+ 0o = o0, (a == ),
a- 0=0, (a == oo},
a - o0=00, (a=+0).

In den drei letzten Fillen und nur in diesen ist die in den Defini-
tionen erwihnte Involution singulir. Wir bemerken, daBl oo 4 o wie
auch 0.oo unbestimmt ist.

Um nun die Giiltigkeit der Regeln 2, 4 und 5 zu beweisen, bemerken
wir zuerst, dal in den Fillen, wo singuldre Involutionen (oder Un-
bestimmtheiten) vorkommen, die Giiltigkeit der Regeln unmittelbar
einleuchtet. Im folgenden kénnen wir daher von diesen Fillen absehen.

Wir beginnen mit 2 und setzen:

x+y=a, y-4z=20.
Man hat dann:
UU0Y ~UUXA

und ebenso
UvUo0Y ~UUZB,

also:
UUXA ~UUZB,

d.h. (U, U), (X,B),(4,Z7) sind Paare einer Involution. Setzt man
a-+2z2=s,
so sind auch (U, U}, (4, Z), (O, S) Paare einer Involution. Diese zwei
Involutionen haben aber zwei Punktpaare miteinander gemein und sind
also identisch. Die drei Paare (U, U), (X, B), (0, S) gehoren also der-
selben Involution an; hieraus folgt aber:
x+b=s,
und damit ist 2 bewiesen.
Wir gehen zu 4 {iber. Aus

x = (UOEX), vy = (UOEY) = (UOXA)
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folgt: xy = (UOEA).
Diese Gleichung und , _ (UOEZ) = (UOAP)
ergibt: (xy) -z = (UOEP).

Andererseits finden wir aus
y = (UOXA4), z= (UOAP),
dall yz = (UOXP),
und weiter durch Multiplikation mit x = (UOEX):
x+(yz) = (UOEP).
Zuletzt betrachten wir 5. Aus
x¥ = (UOEX) = (U0Z4), vy= (UOEY)= (UOZB), z= (UOEZ)
finden wir: xz— (UOE4), yz=— (UOEB).
Also st s =xz+ yz = (UOES),
wo (U, U), (4, B), (0, S) Paare einer Involution sind.

Fig. 27.

Dieselbe Involution zeigt aber auch,
daB aus
x = (U0Z4), y = (UOZB)
folgt x4y = (UOZS).
Da z = (UOEZ), finden wir also:
(x4 3) -z = (UOES),

und hiermit ist 5 bewiesen.

Wir hitten die Beweise fiir 2, 4
und 5 auch durch Projektion der Punkte
auf einen Kegelschnitt durchfiihren kénnen, wie es die Figuren 26—28?
unmittelbar zeigen. Die zwei ersten fordern nur eine Anwendung des
Pascarschen Satzes. Beziiglich des Beweises von 5 bemerkt man, daB die
Transformation p’ = zp eine Projektivitat (P, P’') auf dem Kegelschnitt
erzeugt, welche durch die Punktpaare (U, U), (0, 0), (E, Z) festgelegt

1 Hier bedeutet z. B. X + Y den Punkt, welcher mit U, O und E den Wurf
# + vy bestimmt usw.
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werden kann; die Konstruktion der Summe ist aber gegeniiber dieser
Projektivitit invariant.

Die Subtraktion und die Division werden als Umkehrungen von
Addition bzw. Multiplikation definiert. Die Differenz a — b ist eindeutig
bestimmt, wenn 4 und & nicht beide oo sind, ebenso der Quotient a:b,
wenn nicht 4 und & entweder beide oo oder beide O sind.

Aus I findet man sofort:

III. Wenn x +v =0, sind X und Y durch U und O harmonisch
getrennt, und umgekehyt.

Wir schreiben in diesem Fall y = —x; ist insbesondere x = (UOEE)
=1, wird y = (UOEE,) = —1, und wir haben das Resultat:

IV. Wenn AB wund CD harmonische Punktpaare sind, ist (ABCD)
= —1, und umgekehrt.

Es sei noch erwihnt:

V. Wenn a ein fester Wurf (3= 0 und == o) ist, dann sind die durch

X =a+2%, ¥=a—2x & =ax, x=a:x
gegebenen vier Beziehungen zwischen x und x' projektiv.

Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen der Rechnungsarten.

Wenn der Wurf x = (UOEX) neutral ist, d. h. wenn X in der Kette
UOE liegt, wollen wir im folgenden auch x reell nennen. Ist ein solcher
reeller Wurf x == 0 und = oo, so wird er positiv oder negativ genannt, je
nachdem die Sinne UOE und UOX iibereinstimmen oder nicht. Man
schreibt in den zwei Fillen: ¥ > 0 bzw. ¥ < 0. Man setzt x =y, je
nachdem x — y 2 0 ist.

VI. Wenn x> 0 und y > 0, dann ist auch z = x -+ vy > 0.

Da nidmlich eine parabolische Projektivitit gleichsinnig ist, folgt
aus UUQY =~ UUXZ, daB UOY und UXZ denselben Sinn haben,
also auch UOX und UXZ, d. h. die Punkte U, 0, X, Z folgen in dieser
Reihenfolge aufeinander. Dann haben aber auch UOX und UOZ den-
selben Sinn, was zu beweisen war.

Ebenso ist, wenn ¥ << 0 und y << 0, auch x + y < 0.

VII. Wenn x> 0 und y > 0, dann ist auch z = xy > 0.

Da niamlich UOE und UOX denselben Sinn haben, ist die durch

UOEY ~UOXZ
bestimmte Projektivitit gleichsinnig; also haben UOY und UOZ den-
selben Sinn.

Ebenso sieht man: Aus ¥ << 0, y < 0 folgt xy > 0, und aus x < 0,
y > 0 folgt xy <C 0.

Wir wollen nun einige identische Gleichungen aufstellen. Zunéchst gilt:
(3) (UOEX) 4+ (UEOX) = 1,
also:

VIIL. Zwei Wiirfe, die durch Vertauschung der zwei mittleren (oder
duBeren) Elemente auseinander entstehen, haben die Summe 1.
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Um dies zu zeigen, bestimmen wir einen Punkt Y, so daB
(UOEY) = (UEOX).

Die Paare (U, U), (0, E), (X, Y) gehoren also derselben Involution
an; dies bedeutet eben, daB

(UOEX) + (UOEY) = (UOEE) = 1.

Ferner findet man aus 2:

(4) (UOEX) . (U0OXZ) = (UOEZ).
Ersetzt man hier Z durch E, so erhilt man:

(5) (UOEX) - (UOXE) =1,
also:

IX. Zwei Wiirfe, die durch Vertauschung der zwei letzten (oder der
zwel ersten) Elemente auseinander entstehen, haben das Produki 1.

Zwei Punkte X und X — sowie auch die entsprechenden Wiirfe
(UOEX) und (UOEX) — heiBlen konjugiert imaginir, wenn X und X
in bezug auf die Kette UOE symmetrisch liegen®. Da man projektive
Wiirfe als gleich betrachtet, sind zwei Wiirfe (ABCD) und (4,B,C,D,)
konjugiert imaginidr, wenn die projektive Transformation, welche
4, B, C in bzw. 4,, By, C, iiberfiihrt, den Punkt D in einen Punkt D’
transformiert, welcher der zu D, in bezug auf die Kette 4,B;C; sym-
metrische Punkt ist.

Den zu x konjugiert imagindren Wur{ bezeichnen wir mit x. Wenn
x = x, ist x reell.

Da jede symmetrale Transformation eine Projektivitdt in eine Pro-
jektivitdt und insbesondere eine Involution in eine Involution trans-
formiert, kann aus

x+y=2z und Xy =2
bzw.

x+y=2 und Xy =12
gefolgert werden. Hieraus finden wir sogleich:

X. Summe und Produkt von zwei konjugiert imagindren Wiirfen sind
reell.

Denn aus x+¥=2z und xx=2

folgt F+x=272 baw. xx=3%,
so daB in beiden Fallen z = z ist.

1 Die Punkte der Kette UOE selbst werden dann auch als ,,reell‘ bezeichnet.
Die so innerhalb einer beliebigen Geraden entstandenen Begriffe ,,reeller Punkt‘
und ,,konjugiert imaginire Punkte haben einen relativen Charakter, indem sie
von den Grundpunkten U, O, E abhédngen; sie kénnen als eine projektive Ver-
allgemeinerung des elementaren Begriffes ,reeller Punkt“ sowie des in Kap.II, §1
eingefithrten Begriffes , konjugiert imaginire Punkte’ betrachtet werden.
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Man kann noch hinzufiigen:

XI. Das Produkt xx ist positiv (wenn x == 0 und == o),

Setzen wir z = xx, so ist zu zeigen, daB die Folgen UOE und UOZ
denselben Sinn haben. Nach der Definition der Multiplikation sind
(U,0), (X, X), (E, Z) Paare einer Involution; die Doppelpunkte P
und Q dieser Involution liegen auf der Kette # = UOE; denn in der
durch X und X auf % bestimmten elliptischen Involution gibt es ein
Paar von Punkten, welche von U und O harmonisch getrennt sind, und
diese Punkte sind eben die Punkte P und Q.

Die auf der Kette % durch (U,0), (X, X), (E, Z) festgelegte In-
volution ist daher hyperbolisch und also ungleichsinnig, so daB die
Sinne UOE und OUZ verschieden sind; aber dann stimmen die Sinne
UOE und UOZ iiberein.

§ 2. Zerlegung eines Wurfes.

Man kann einen beliebigen Wurf durch zwei reelle Wiirfe festlegen;
es gilt nidmlich:

I. Ist x = (UOEX) ein belichiger und ¢ = (UOEI) ein fester, nicht-
reeller Wurf, dann kann man immer eindeutig zwei veelle Wiirfe a und b
bestimmen, so daf

(1) x=a-+1b.
Die Transformation #” = ¢« ist nach § 41, Satz V projektiv und fithrt
die Kette £ = UOE in die Kette £, = UOI iiber, so dal jedem Punkt

von £, ein und nur ein Punkt von % entspricht. Es kommt deshalb nur
darauf an, die Existenz und Eindeutigkeit

der Darstellung 7
(2) x=a++b,
zu beweisen, wo die entsprechenden Punkte A
2 X X

und B, in % bzw. &, liegen.

Wir nehmen an, daB3 4 und B, schon ge-
funden sind, und betrachten die projektive
/A |

K

Transformation x' = a + x mit dem ein-
zigen Doppelpunkt U; sie fiihrt O in 4 Fig. 29.
und B, in X iber (Fig. 29)'. Die Kette %
ist eine Doppelkette; nach Kap. IV, § 1, Satz IX ist dies auch fiir die
Kette ' = B, XU der Fall, und diese zwei Ketten berithren einander
in U; k; wird in & = AXU transformiert, und auch diese zwei Ketten
beriihren einander in U.

Die Ketten 2’ und %] sind hierdurch eindeutig bestimmt, ebenso die
Schnittpunkte 4 und B,, und die entsprechenden Wiirfe 2 und &, be-
friedigen (2). Hiermit ist Satz I bewiesen,

1 Vgl. die SchluBbemerkungen in Kap. II, § 2.
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Es kann, wie gesagt, ¢ als ein ganz beliebiger nichtreeller Wurf
angenommen werden. Es ist aber vorteilhaft ¢ so zu wihlen, daB
12 = —1. Dies ist moglich, denn man hat ganz allgemein:

II. Ist a = (UOEA) ein belicbiger Wurf == 0 und == oo, dann gibt es
immer zwei verschiedene Wiirfe x = (UOEX), so daf x* = a.

Aus x? = a folgt namlich, daB (U, 0), (E, 4), (X, X) Paare einer
Involution sind; also muBl X ein Doppelpunkt in der durch die zwei
ersten Paare bestimmten Involution sein.

Die Gleichung (UOEE,) = —1 bestimmt einen Punkt E,, der durch £
von (U, 0) harmonisch getrennt ist (§ 1, Satz 1V). Fiir I wollen wir den
Punkt wihlen, der durch die elliptische Involution (U, 0), (E, E,) auf
der Kette 2 mit dem Sinne UOE bestimmt wird; dann ist 2= —1.
Diese Wahl von [ halten wir im folgenden fest.

Dieselbe Involution mit dem entgegengesetzten Sinn bestimmt einen
Punkt I,; I und I, liegen in bezug auf k& symmetrisch, also:

I11. Die Ketten k = UOE und k, = UOI sind zueinander orthogonal.

Da I und I, durch U und O harmonisch getrennt sind, ist die Summe
der zwel konjugiert imagindren Wirfe (UOEI) und (UOEI,;) gleich ¢
(§ 1, Satz IV); also ist (UOEI,) = —i¢, d. h. 7 und —¢ sind konjugiert
imagindr. Hieraus folgt sofort:

IV. Konjugiert imaginire Wiirfe kinnen in der Form a 4 ib und
a — 1b geschrieben werden.

Man kann einen Wurf auch in anderer Weise zerlegen, nimlich in
ein Produkt von einem positiven Wurf und einem Einheitswurf. Der
letztere ist ein Wurf x, welcher der Gleichung

xx =1
geniigt. Es gilt der Satz:

V. Es gibt unendlich viele Einheitswiirfe (UOEX), und die dadurch
bestimmien Punkte X bilden die Kette EIE;.

Die Punkte, deren Abszissen x und y die Gleichung xy =1 be-
friedigen, bilden namlich eine involutorische Symmetralitit. Die Ein-
heitswiirfe sind durch die Doppelpunkte dieser Transformation be-
stimmt; hieraus folgt der Satz, weil ja E, I und E, solche Doppel-
punkte sind, und alle Doppelpunkte eine Kette bilden (Kap. IV, §2,
Satz I).

VL. Jeder Wurf == 0 und == co kann eindeutig als Produkt eines posi-
tiven Wurfes v und eines Einheitswurfes e geschrieben werden.

t heiBt der absolute Betrag des betrachteten Wurfes.

Man hat nidmlich:

X = xx-

®]

>

SURY

wo der letzte Faktor wegen

SR

=1

SN
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ein Einheitswurf ist. Hatte man zwei solche Zerlegungen

X=t1-6=1,-¢,

so wiirde folgen: . .
1

ey T

Aber der Einheitswurf e/e; kann nur dann positiv reell sein, wenn er
gleich 1 ist.

VIL. Sind A und B reelle, C und D konjugiert imagindre Punkie,
dann ist (ABCD) ein Einheitswurf; jeder Einheitswurf kann in dieser
Weise dargestellt werden.

Ist ndmlich ¥ = (ABCD), so wird x = (ABDC), und nach Kap.V,
§1, Satz IX ist xx = 1.

Es sei umgekehrt ¥ = (ABCD) ein Einheitswurf; wir kénnen voraus-
setzen, daf} 4 reell und C und D konjugiert imaginir sind. Der zu B
konjugiert imaginire Punkt sei B;; dann ist ¥ = (4B, DC), und man
findet:

xx = (ABCD) - (A4B,DC) = (BADC) - (4B, DC) == (BB,DC).

Soll nun der letzte Wurf gleich 1 sein, dann muBl B mit B; zusammen-
fallen, d. h. reell sein.

VI. Kapitel.

Einleitung in die algebraische Theorie
der Projektivitdten und Symmetralititen.

§ 1. Die Projektivitit.

Wir benutzen im folgenden die im vorigen Kapitel gegebene Be-
stimmung des Punktes X einer festen Geraden durch seine Abszisse %,
d. h. durch den Wurf (UOEX); die Abszissen der Punkte U, O und E
sind o0, 0 und 1.

Wir haben gezeigt (Kap.V, §1, Satz V), daB bei jeder der vier

Transformationen

(1) ¥=a+%x, ¥=a—zx, «=ax, x=a:x

X' eine Punktreihe bildet, die mit der Reihe des Punktes X projektiv
ist. Dasselbe gilt fiir die Transformation

2) w=22=2 4 _ oo,
ax —c

weil diese durch Zusammensetzung von Transformationen der Formen (1)
hergestellt werden kann.

Durch (2) wird die allgemeine projektive Transformation dargestellt;
denn man kann, wie unten gezeigt werden soll, durch (2) drei ge-
gebenen Punkten X drei beliebige Punkte X' zuordnen.
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Zum Beweise geniigt es, die drei Punkte X’ als U, O und E zu wihlen.
Sollen nun den Punkten x = #, und x = x, die Punkte x’ = oo bzw.
2’ = 0 entsprechen, so muf} (2) die Form haben:

wo k eine Konstante ist. Sollen aulerdem x = x; und 4’ = 1 einander
entsprechen, muf3 Xy 2

Xg— Fg
sein, also ist

WO T W e
(3) e S i
Dieser Ausdruck hat die Gestalt (2).
Aus (X, X, X,X) = (UOEX') = '

folgt sogleich:
1. Sind X, X,, X3, X, durch die Wiirfe x,, %5, %3, %, von den. Punkten
U,O,E aus bestimmt, dann st

(4) (X, X, X, X,) = ot T WAl S 1

Xy— Xy Hy— Xy
Fallt einer der vier Punkte mit U zusammen, ist die rechte Seite
von (4) in bekannter Weise durch einfachere Ausdriicke zu ersetzen.
Die Transformation (2) kann auch in der Form

© =
oder auch
(6) axx —bx —cx’'+d=0
geschrieben werden.
Sie ist singuldr, wenn
(7) ad — bc = 0.
In diesem Fall kann die linke Seite von (6} in zwei Faktoren zerlegt
werden: (mx — n) (px — q) = 0,
und wir sehen, daB jedem Punkt X der durch %= 4 pestimmte Punkt X, 4

p

zugewiesen wird, ausgenommen dem durch x4== - bestimmten Punkt

X,, dessen entsprechender Punkt unbestimmt ist.
Die nichtidentische Transformation (6) ist snvolutorisch, wenn

8) b—c=0.
Sie hat im allgemeinen zwei Doppelpunkte, welche durch
(9) ax—~ (b+cyx4+d=0

bestimmt werden; diese fallen zusammen, wenn

(10) (b + )2 — 4ad = 0.
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Die Ausdriicke Ay=b—c, dy=ad—be

sind Invariantenl, was man aus ihrer geometrischen Bedeutung sogleich
einsicht. Man verifiziert dies auch direkt, indem man (6) mittels der
Transformation

(11) xxx’ —fx —yx’+5=0

transformiert. Aus (11) findet man nimlich

_r¥=9
ax’'— B’
ersetzt man dann in (6) ¥ und %’ durch Cy:;:(; bzw. i’:,:i,, erhilt
man: Axx¥’ — Bx — Cx' + D =0,
wo Ad=ay? —byx —cya +da?,
12) B=ayd—bypf —céda +duap,
C=ayd—bdax—cyf + dap,
D=ad*—bdf —cép + dpz.
Es ergibt sich hieraus, daB
13) A=B—C=(b—0c)(xd—py),
45 = AD — BC = (ad — bc) (x6 — By)2,
wodurch die Invarianz von 4; und 4, bewiesen ist.
Auch die Diskriminante der Gleichung (9)
(14) A= (b+c)2— 4ad
ist eine Invariante; sie 148t sich durch die vorherigen in der Form
('15) 4= A(I) - 4A2
darstellen,

Mittels einer passend gewihlten Transformation (11) kann man die
Gleichung (6) einer Projektivitit auf einfachere Formen bringen. Sind
ihre Doppelpunkte verschieden, so kann man diese in U und O ver-
legen; die Gleichung (6) wird hierdurch auf die Form

(16) bx +cx’'=0

gebracht.
Fiir die Invariante 4 findet man in diesem Fall 4 = (b + ¢)2, also,

wenn ein passender Wert der Wurzel Y4 genommen wird: VA=0b+c.
Aus dieser Gleichung und 4, = b — ¢ findet man » und ¢, und die
Gleichung (16) 148t sich dann auch in der Form

(44 Yd)x — (4, — Yd)x = 0

1, Invariant’ soll hier und im folgenden ,,invariant gegeniiber projektiven
Transformationen‘‘ bedeuten.

Juel, Projektive Geometrie. 5
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schreiben. Hieraus finden wir:
voxx) =2 2‘1 + ‘g,

also: 1

II. Wenn die Projektivitit (6) zwei verschiedene Doppelpunkic E
und F hat, dann ist

nN_ d+V4

17 EFXX') =2"—=,
(17) EFXX) = P

Hierbei ist die Wurzel ]/Z in passender Weise zu wihlen; idndert
man die Reihenfolge der Doppelpunkte E und F, oder geht man zu
der inversen Transformation iiber, so ist ]/A durch die andere Wurzel
von A zu ersetzen.

Fallen die Doppelpunkte der Projektivitdt (6) zusammen, so kann
man sie in U verlegen; die Gleichung (9) soll hier zweimal x = o
geben, also ist @ =0, b 4+ ¢ = 0; (6) erhilt dann die Form:

¥=x—4d.

Hier ist, wie wir von vornherein wissen, 4 = 0.
Wir wollen noch eine Simultaninvariante fiir zwei Projektivitidten x
und 7r; mit den Gleichungen bzw.

axx —bx —cx¥+d=0,

18
(18) axx —byx — ¥ +dy =0
bilden.

Fir das Produkt mm; ergibt sich die Gleichung
(19) (ax — c) (¢, — dy) = (bx — d) (a2 — by)
oder

xx'(ac, — ba) — x(ady — bb,)) — ¥(cc; — day) + cd, — db, = 0.
Diese Projektivitat ist nach (8) involutorisch, wenn
(20) A =bb 4 c¢c; —da;, —ad; =0.

A ist also eine Invariante, deren Verschwinden bedeutet, daB das
Produkt 7z, eine Involution ist.
Wenn insbesondere 7, gleich = ist, erhilt man

(21) Ay =8+ 2 — 2ad;
das Verschwinden von 4, bedeutet, daB 2 involutorisch ist. Man findet
sofort die Identitit: A=A —_24

1= 41 2-

§ 2. Ketten und Symmetralititen.

Die einfachste antiprojektive oder symmetrale Abhingigkeit ist die
Transformation, welche jeden Punkt x in den konjugiert imaginiren
Punkt % iiberfithrt; sie wird eine Umlegung genannt.
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Die allgemeine antiprojektive Beziehung erhilt man, wenn man
die aligemeine projektive Beziehung mit einer Umlegung kombiniert. Die
Gleichung dieser Symmetralitit ist demnach:

(1) axx¥ —bx —cx+d=0.

Wenn ad — bc = 0, ist, wie in § 1, die linke Seite in zwei Faktoren
zerlegbar, und di* Symmetralitdt ist singular.

Die Gleichung (1) ist eine ,,Symmetralgleichung'‘, womit nur aus-
gedriickt werden soll, daB die Gleichung auBer den gewdhnlichen
Operationszeichen auch das Umlegungszeichen enthilt. Mit solchen
Gleichungen kann man im wesentlichen wie mit gewdhnlichen Gleichun-
gen operieren; es mag aber besonders auf die folgenden Umstinde
aufmerksam gemacht werden:

A. Eine Symmetralgleichung in x und x braucht gar keine Lisungen
zu haben.

Dies gilt z. B. von der Gleichung

(2) xx+1=0,
wo t eine reelle positive Konstante ist.
B. Eine Symmetralgleichung in x und x kann unendlich viele Losungen
haben, ohne identisch erfilllt zu sein.
Als Beispiel betrachte man die Gleichung
(3) xx —1=0,
wo 1t die obige Bedeutung hat. Diese Gleichung ist durch x = ]/f e

befriedigt, wo e ein beliebiger Einheitswurf ist.
C. Eine Symmetralgleichung

(4) F(x,%) =0
ist gleichwertig mat
(5) Fx, %)+ aF(x, 2)=0

wo & kein Einheitswurf, im iibrigen aber beliebig ist.

(Der Strich iiber F bedeutet, daB man die Koeffizienten von F
umlegen soll.)

Denn aus (4) folgt ja leicht (5), und aus (5) und ihrer umgelegten
Gleichung kann man wieder (4) herleiten, wenn nur ax = 1.

D. Die (im erweiterten Sinne zu nehmenden) Wurzeln einer Symmetral-
gleichung in x und x verteilen sich in eigentliche Losungen und uneigent-
liche Wurzelpaare.

Hiermit meinen wir das Folgende:

Um die Werte von x, welche eine mit ihrer umgelegten nicht-
identische Gleichung (4) befriedigen, zu finden, bestimmt man in ge-
wohnlicher Weise x und * aus (4) und aus

(6) F(z,x)=0.
5*
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Es kommt also darauf an, die Gleichungen

) Fx,9)=0, F(y,2%=0
in ¥ und y zu lésen. _

Es sei (%, y,) eine Losung dieser zwei Gleichungen. Wenn y, = x,,
nennen wir x,, eine eigentliche Losung der Gleichung (4). Ist dagegen
Y1 = %, F %,, dann ist .

F(x, %) =0, ﬁ@z:xl)zo

und also auch = _
i i, %) =0, Fla, %) =0;
gleichzeitig mit (x,, #,) befriedigen also (x,, x;,) die Gleichungen (7).
Wir sprechen in diesem Fall von einem uneigentlichen Wurzelpaar (%, %,)
der Gleichung (4).

Trotz des in C erwihnten Tatbestandes lautet die Bedingung, daf
zwel Symmetralititen

ax¥ —bx —c¥ +d =0,

8

®) ax% — bx — X' +d; =0
zusammenfallen:

9) ata,=b:b=cici,=4d:4d,.
Es soll niamlich _, bx—d br—d

ax—c  ax— ¢

fir jedes x richtig sein, und dies fordert das Bestehen von (9)
man z. B. einsieht, wenn man x = 0, oo und d/b setzt.
Die Gleichung (1) stellt eine involutorische Symmetralitit dar, wenn

sie mit aXF —b¥ —ck4+d=0

, was

oder, was dasselbe ist, mit
(10) axx —cx —b%¥ +d=0
gleichbedeutend ist. Dies erfordert
(11) aia=c:b=bic=d:d(=]).
Ist diese Bedingung erfiillt, so erhilt man aus (1) durch Multiplikation
mit 1 + f: -
(@+a)xx—(b+0x—(b+c)¥+(d+d) =o0.

Diese Gleichung stellt, wenn nicht gerade f = —1 ist, die Sym-
metralitit (1) in der Form

(12) axx —mx —mx +bH=01

1 Die gotischen Buchstaben werden hier und im folgenden zur Bezeichnung
von reellen GroBen verwendet.
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dar. In dem ausgeschlossenen Fall ergibt sich (12) aus (1) durch Multi-
plikation mit 7. Also:

1. Die Gleichung einer Symmetric kann immer durch Multiplikation
mit esner Konstanten auf die Form (12) gebracht werden.

Diese Gleichung kann nun durch Transformation mittels einer Pro-
jektivitit weiter reduziert werden.

Zunichst sei a &= 0. Transformiert man (vgl. S. 65) durch

x=x 396,

so wird {12) in

axy?’—(m—aé)x—(ﬁ—aé)a?’—i—aég—-mé—wﬁé-}—bzo
iiberfithrt. Wi4hlt man nun 6 = %, so reduziert sich diese Gleichung auf
%% — — (mm —ab) =0,

Durch Transformation mittels

1 =
x=?1/mm—ab-x’

erhilt man endlich, je nachdem mm 2 ab, die Gleichungen
xx —1=0 oder x¥ 4+1=0.
Ist dagegen a = 0, kann man (12) durch
mx(x +1)—bd=0

in xx' — 1 = 0 transformieren. Also:

II. Durch Transformation wmittels einer Projektivitdt lift sich die
Symmetrie (12), je nachdem mm =2 ad, in

x% —1=0 bzw. xx +1=0

tiberfiihren.

Wenn mm = ab, ist die Symmetrie singulidr und kann in xx’ = 0
transformiert werden.

Die Punkte einer Kette kann man als die Doppelpunkte in einer

nichtsinguliren Symmetrie definieren. Aus Satz IT erhilt man sofort:
111. Die Gleichung einer allgemeinen Ketie kann in der Form

(13) axx —mx —mx +H=0
geschrieben werden, wo mm > abd. Jede solche Gleichung kann durch
Transformation miltels eimer Projektivitdt auf die Form
X —1=0

gebracht wevden.

Auch sieht man, daB (13) fir mm < ab keine und fir mm = ad
eine einzige Losung hat.

Sollen zwei Gleichungen von der Form (13) dieselbe Kette bestimmen,
so miissen die Koeffizienten proportional sein.
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Wir betrachten nun wieder die Symmetralitit (1). Wenn wir diese
wie in § 1 (S. 65) mittels der Projektivitdt § 1, (11) transformieren, ergibt
sich durch eine zur dortigen analoge Rechnung:

(14) AD — BC = (ad — bc) (a6 — By) (&6 — B7).

Wir werden hierdurch zu folgender Definition gefiihrt:

Es sei I eine ganze, rationale Funktion der Koeffizienten «,b,c,d
sowie der umgelegten a, b, ¢, d, homogen in bezug auf die vier ersten
sowie auch in bezug auf die vier letzten ; I’ sei die entsprechende Funktion
der transformierten Koeffizienten und ihrer umgelegten. Dann nennen wir
I eine Invariante (deutlicher ,,Symmetralinvariante”) der Gleichung (1),
wenn fir jede Wahl der Projektivitat § 1, (11)

(15) I'=1-(xd— gy (36— F7)",
wenn also die Funktion I bei Ausfilhrung einer Transformation mit
einer geraden Potenz des absoluten Betrages der Substitutionsdeter-
minante multipliziert wird.
Da 4,B,C, D linear in bezug auf (4, b, ¢, d), («, B, y, ) und
(%,B,7,0) sind, hat man:
IV. Der obige Exponent m ist die Halfte des Homogenititsgrades von I
in bezug auf (a,b,c,d,a,b,c,d).
Dieser Grad ist also immer gerade.
Als erstes Beispiel einer solchen Invariante haben wir schon nach (14)
(16) Iy =ad — bc.
Um weitere zu finden, betrachten wir zwei Symmetralititen 7
und 7, mit den Gleichungen
axx¥ —bx —cx +d =0,
a %% — bx — % +dy = 0.

Fiir das Produkt @7, finden wir in Analogie mit §1, S. 66

(18) (ax —¢) (6, — dy) = (bx — d) (@, 7" — b)),

oder

(19) %« (ac, — ba,) — x(ady — bb,) — #/ (cC; — day) + cdy — db, = 0.
Hieraus ergibt sich eine Simultaninvariante der Symmetralititen 7

und 7;, ndmlich _

(20) M = bb, + c¢, — da, — ad,,

deren Verschwinden bedeutet, daB das Produkt @7, eine Involution

ist. DaB M wirklich die Bedingung (15) erfiillt, verifiziert man durch

eine leichte Rechnung.
Wenn insbesondere 7, gleich 7 ist, erhdlt man

1) M, =bb+cc—da—ad.
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Das Verschwinden von M, bedeutet, daB #% eine Involution ist.
Man sieht, daB M, immer reell ist.

Bildet man die Invariante M fiir zwei Symmetrien @ und 7,

ax¥ —mx —mx +bH =0,
(22) S -
0 xx —mx —mx + b, =0,

so ergibt sich
(23) M, =mm, + mm, — dba, — ab,.

Das Verschwinden von M, bedeutet, daB die Grundketten der
Symmetrien (22) — wenn sie existieren — zueinander orthogonal sind;
denn aus 7w, - wwy, = 1 folgt m; = A 7.

Um die Doppelpunkte der Symmetralitit (1) zu finden, hat man %
und x aus

(24) axi —bx —cx+d=0
und der umgelegten Gleichung
(25) axx —cx—bx+d=0

zu finden. Wenn die zwei Gleichungen zusammenfallen, haben wir eine
involutorische Symmetralitit, die schon behandelt wurde (vgl. S.69);
dieser Fall sei nun ausgeschlossen.

Elimination von x ergibt:

(26)  (ab— ad)a® — (bb — cG + ad — ad)x + bd —cd = 0.

Diese Gleichung hat immer zwei verschiedene oder zusammenfallende
Wurzeln %, und #,; es ist #; = x,, wenn die Diskriminante

(27) = (bb —cC + ad — ad)* — 4 (@b — ac) (bd — cd)
verschwindet. Man verifiziert leicht, daB3
(28) I'=M:—2I,T,,

woraus folgt, daB I" der Bedingung (15) geniigt und also eine Symmetral-
invariante ist. I" ist offenbar immer reell.

Aus dem Obigen darf man nicht schlieBen, daf eine Symmetralitit
immer Doppelpunkte hat. Wenn némlich x;, & x,, kann (x,, x,) auch
ein uneigentliches Wurzelpaar der Gleichung (24) sein (vgl. S. 68), so
daB (%,, x,) sowie auch (¥,, %;) die Gleichung (24) befriedigen, wenn sie
fir x und x eingesetzt werden. Dies bedeutet aber, daB die durch x,
und %, bestimmten Punkte bei der Transformation (1) einander in
doppelter Weise entsprechen.

Um nun zu sehen, ob die Wurzeln in (26) Doppelpunkte sind oder
ein involutorisches Punktpaar bilden, betrachte man die Diskriminante I".

Wenn die Symmetralitit (1) zwei Doppelpunkte hat, kann man,
wie bei den Projektivititen, diese Punkte durch eine projektive Trans-
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formation in U und O verlegen. Die Gleichung der Symmetralitit wird
dann von der Form

(29) bx +cx =0
sein, und die Diskriminante I" wird — wie aus der Definition einer
Symmetralinvariante folgt — mit einem positiven Faktor multipliziert.
Fiir (29) finden wir I' = (bb — c¢)?, also, wenn b &= c¢: I'> 0.

Wenn aber die Symmetralitit ein involutorisches Paar hat, kann die
Gleichung (1) in
(30) ¥x +d=0

iiberfijhrt werden, und dann wird I'= (d — d)?, d.h. wenn d d:
I' < 0. Also:

V. Eine nichtinvolutorische Symmetralitit hat zwei Doppelpunkte oder
etn involutorisches Paar, je nachdem die veelle Symmetralinvariante I’
positiv oder megativ ist.

Fiiy I' = 0 hat sie einen einzigen Doppelpunki.

Wenn die Symmetralitit involutorisch ist, hat man ebenfalls I'= 0.

In einer Projektivitit (M, M’) mit zwei Doppelpunkten E und F
sind alle Wiirfe (EFMM’) gleich (§ 1, Satz II). Fiir die Symmetralititen
hat man einen dhnlichen Satz, der aber verschieden ausfillt, je nachdem
die Symmetralitit zwei Doppelpunkte oder ein involutorisches Paar hat.

Im ersten Fall findet man:

VI. Hat etne Symmetralitit zwei Doppelpunkte E und F, so ist der
absolute Betrag t des Wurfes u = (EFMM') konstant.

Fallen nidmlich die Doppelpunkte E und F in U bzw. O, dann ist die
Gleichung der Symmetralitit

bx 4-¢x' =0
und , % c ¥
also 0 — cc

T —,u,u—ﬁ.

Diese Konstante kénnen wir leicht durch die obigen Invarianten
ausdriicken; denn in dem betrachteten Fall ist

I'=b—cc?, TI,=—be.
Man hat nun

— =\2 _ —_
LA 1) (50)2:|-£bb) :(cojlib)z +a,
1 bb cC bbee bbce
also
1 I M2
1 24 = 2=t 9.
(31) + T + T

Die Zweideutigkeit von 12 entspricht dem Umstand, daf man E
und F vertauschen kann.
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Im zweiten Fall lautet der Satz:

VII. Hat eine Symmetralitit (M, M') ein involutorisches Paar (E, F),
dann ist in dey Zerlegung pp = (EFMM') = t - e der Einheitswurf e konstant.

Die Gleichung der Symmetralitit kann hier ndmlich

xx +d=0
geschrieben werden, und man erhilt:
n_ % _ 4
M———(UOXX)_ x/_ 7’
also: o P i '
" d

Es ist bemerkenswert, daf3 e durch dieselbe Gleichung bestimmt wird,
wie oben r. Man findet niamlich fiir 8 = ¢ = 0:

I'=(@—df, T,=d

und 62+L:i+£ d2+d2 (d_(z)z—i—z
e g 4 ad dd ’
also
1 I M2
2 24— = —— 2=—1 -2,
(32) + L F2+ LT,

§ 3. Doppelketten in Projektivititen und Symmetralititen,

Wir wollen nun einige Fragen des Kap. IV analytisch behandeln
und beginnen damit, die Doppelketten, d. h. die selbstentsprechenden
Ketten in einer Projektivitit zu bestimmen. Es ist hier bequem, die
Gleichung der Projektivitit zunichst auf ihre einfachste Form zu bringen.
Diese ist, wenn die Projektivitit zwei verschiedene Doppelpunkte hat:

(1) bx +cx¥’ =0,

wo b und ¢ beide von Null verschieden sind.
In dieser Projektivitit wird der Kette

2) axx —mx —mx +H=0

eine andere Kette

_ b — b — bb
axx—l—m?x-l—m?x—l—b-ﬁ—o

entsprechen. Diese zwei fallen zusammen, wenn [vgl. § 2, (9)]

(3) a _ _mb_ _mb_ bbb
a  mc  wmc  dec
Fir 6 = —c ist (1) die identische Transformation; dies sei aus-
geschlossen; dann mufl nach (3) entweder @ = d» = 0 oder m = 0 sein.
b b . ., b b
Im ersten Fall fordert (3) noch — ==, Im zweiten - == 1.
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Im allgemeinen gibt es also in einer Projektivitit keine Doppelkette;
es gibt aber unendlich viele, wenn eine der Bedingungen

5.5,
c

ol o

@ =

erfiillt ist, d. h. wenn der Wurf b/c entweder reell oder ein Einheitswurf
ist. Im ersten Fall sind die Doppelketten durch

mx +mx =0

dargestellt, gehen also alle durch die Doppelpunkte; im zweiten Fall
ist die Gleichung der Doppelketten

axx +bd=0;

in bezug auf jede dieser Ketten liegen die zwei Doppelpunkte sym-
metrisch.

Nur fiir b = ¢ sind beide Bedingungen gleichzeitig erfiillt (da ja
b = —c ausgeschlossen wurde); in einer involutorischen Projektivitit
gibt es also zwei einfach unendliche Reihen von Doppelketten.

Hat die Projektivitit nur einen Doppelpunkt, so kann ihre Glei-
chung in der Form

(5) X =x—d

geschrieben werden. In dieser entspricht der obigen Kette (2) die neue
Kette
axi — (m — ad)x — (m — ad)% + add — md — ind + 9 =0.

Diese fillt mit der urspriinglichen zusammen, wenn

a m—ad m—ad _add—md—md+Dd

a m m )

Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz von Doppelketten ist
demnach, dal a = 0 sein soll; ist diese erfiillt, so erhilt man zur Be-
stimmung der Doppelketten die einzige Gleichung

md + md = 0
oder md = iy 1.

Also gibt es in diesem Falle eine unendliche Reihe von Doppelketten,
welche durch die Gleichung
it 1T -
- 73 — = 0
7+ 7% + b

dargestellt werden.
Es ist leicht, die Bedingung fiir das Auftreten von Doppelketten
sowie fiir die verschiedenen Lagen dieser Ketten mittels der Invarianten

1 ¢ reell, vgl. die FuBnote S. 68.
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auszudriicken. Hierzu betrachten wir wieder die Gleichung (1). Es ist

hier (vgl. S. 65—66): b AV
e 4y
Setzt man —% =k, so lassen sich die Bedingungen (4) in der Form

(k—E)(kE—1)=0

zusammenfassen; diese Gleichung kann auch in der Form

1 7, 1
E+5=k+ =
geschrieben werden. Nun ist
1 Ad,+V4d | A,—V4 24424 A2 —24, A&
k —_ = 1 — 1 = == 1 e =t 2 .
TR T4 a4 ya T a4 4, 4

Die Bedingung fiir die Existenz von Doppelketten ist, wie man sieht,
¥ h .
daBB &+ % , also LTI reell sei.
2
Man zeigt ohne Miihe, daB

h 22,

je nachdem die erste oder die zweite Bedingung (4) erfiillt ist. Hieraus
ergibt sich der Satz:
1. Eine Projektivitit hat dann und nuyr dann Doppelketten, wenn
A2 Ay reell ist.
2 2
Fiiy ZL; < 0 oder j—;> 4 gehen alle Doppelketten durch die Doppel-

. A2 . . ,
punkte; ist dagegen 0 << << 4, so liegen diese Punkte in bezug auf alle
2
Doppelketten symmetrisch.

2
Es sei noch bemerkt: Fiir fT‘ =4 ist 4 = 0 und die Projektivitit
2

2
parabolisch, und fiir fT‘ = 0 ist sie involutorisch.
2

Wir wollen nun die Doppelketten in einer Symmetralitit bestimmen
und beginnen mit der involutorischen, also mit der Symmetrie. Diese
kann (§ 2, Satz II) durch

(6) 2 —1=0

dargestellt werden; je nachdem t > 0 oder t < 0, hat sie eine Grund-
kette oder nicht. Es sei

axx —mx —mx +d=20
eine beliebige Kette; diese wird durch die Symmetrie (6) in

DxxX — mrx — mrx a2 =0
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iberfithrt. Sollen die zwei Ketten zusammenfallen, muB} also

b _mi_an

a m D
gelten. Hieraus findet man: Entweder » = at, s beliebig, oder b = —ar,
m==0. Die Doppelketten werden also durch

axx —mx — mx +ar =0

dargestellt, wo m und a (a reell) beliebig sind, und hierzu kommt fiir
t > 0 noch die Grundkette

xx—1=0.

Wir wollen nun eine nichtinvolutorische Symmetralitit mit zwei
Doppelpunkten betrachten. Verlegt man diese in U und O, so lautet
ihre Gleichung: bx + c¥ =0
wo [vgl. §2, (11)] bb =& cc. Soll die Kette

axXx —mx — mx +H =20
mit ihrer entsprechenden
accxx + mcbx + mcbx + vbb = 0
zusammenfallen, so erfordert dies:
ace  mbe mch . M

a m 7 [

Da bb = cc, muB wenigstens der eine der Koeffizienten a und b
gleich Null sein. Man sieht aber leicht, daB beide Koeffizienten ver-
schwinden miissen, denn sonst ergibe sich aus (7)

_ mb )
C= ——, = ——,
_ m m
also cc = bb.
Man erhilt dann: m)z be
(WL T b

Beide Werte von m/m koénnen gebraucht werden, und die zwei
Doppelketten werden durch
(8) Voo x £ Vbe-% =0
dargestellt.

Die Gleichung einer Symmetralitit mit einem involutorischen Paar
kann man immer in der Form

x5’ 4+d=0
schreiben, wo d == 4. Fallt die Kette
axx —mx —mx +H=0
mit ihrer entsprechenden
bxx + mdx + mdx +dda =0
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zusammen, so ist:

d md _ md _dda

a m 7 b

Wegen d & d muB m = 0 sein, und man erhalt:

(%)2 dd.

Von den zwei Werten von Vd_d kann nur der negative eine Kette
geben, d. h. es gibt hier nur eine einzige Doppelkette, nimlich

X% — Vﬁ =0.
Zuletzt betrachten wir die Symmetralitdt mit einem einzigen Doppel-
punkt. Liegt dieser Punkt in U, so miissen die zwei ersten Koeffizienten
der Gleichung (26) in § 2 gleich Null sein, ohne daB gleichzeitig auch

der dritte verschwindet. Hieraus findet man durch eine kleine Uber-
legung die gesuchte Gleichung

9) bx +cx+d=0,
WO

bb=cc, bd+cd.

Die Gleichung (9) kann noch vereinfacht werden. Durch Trans-
formation mittels '
¥ =y

erhilt man aus (9)

byx +cy¥ +d=0.
Wird y so gewihlt, daB by=cy, also y:y=b:c (was ja méglich ist,
weil b:c¢ ein Einheitswurf ist), so erhilt die Gleichung der Symmetralitit
die Form:
(10) x4+ x+d=0,

wo d +=d.
Um hier die Doppelketten zu bestimmen, betrachten wir, wie oben,
die Kette
axx —mx —mx +-5=0,
die mittels (10) in

c@+d(x+d)+mE+d+mlx+d+o=0

oder in ) ~ _
ax% + x(ad + m) + x(ad + m) + add + md + md + b =0

iiberfithrt wird. Die zwei Ketten stimmen iiberein, wenn

1 @ ad+m_ _ad+m _add+md+md+Dd
(11) e« m m ) :
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Da die Annahme a & 0 die Gleichung d = d mit sich fithrt, muB not-
wendigerweise a = 0 sein. Die Proportionen (11) haben dann die Form

NN

m _md+md+d
mo b :

Hieraus findet man m = -4, wonach
Fo=m(d+d)+5.
Das untere Vorzeichen ist unbrauchbar, und wir finden
p=—1m(d+4d).
Es gibt also eine einzige Doppelkette mit der Gleichung
(12) x+z+3[@d+a)=o.

Es ist jetzt leicht, jede symmetrale oder projektive Transformation
in ein Produkt von Symmetrien zu zerlegen (vgl. Kap. IV, §3).

Wir finden, indem wir jedesmal nur eine von den unendlich vielen
Zerlegungen aufschreiben:

A. Die symmetrale Transformation

bx 4 ¢cx¥ = 0.
b . .
Setzt man - = te, SO kann die Transformation als Produkt der

folgenden Symmetrien
g y ex +x =0,

2% —1=0,
x%¥—1=0
hergestellt werden
B. Die symmetrale Transformation

xx —d = 0.
Setzt man d = re, so findet man die Auflésung:
x+ex’ =0,
x4+ ¥ =0,
*%¥ — t =0.

C. Die symmetrale Transformation
x4+ ¥ 4+d=0.
Ist d = re, so findet man:
éx+e¥ +1=0,
Ex +eX =0,

x+%=0.
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D. Die projektive Transformation
bx +cx =0

kann durch %' = % in Verbindung mit der ersten Gruppe der oben-
genannten Symmetrien, also durch vier Symmetrien ersetzt werden.
Nur wenn diese Projektivitit Doppelketten hat, kann man mit
einer kleineren Zahl von Symmetrien auskommen, ndmlich
1. wenn b:c reell ist, mit

*x¥ —a=0,
_ b
xx -+ —a = 0;
4
2. wenn b:c¢ ein Einheitswurf ist, also bb = c¢, mit
x—%=0,
bx -+ t¥ = 0.

E. Die Projektivitit ¥ =x+d.

Ist 4 = te, so erhilt man:
Ex +ex’ 1 =0,

ex +ex=0.

Wir wollen zuletzt noch untersuchen, inwiefern es moglich ist, durch
Transformation mittels einer Projektivitit die Gleichung einer gegebenen
Projektivitit oder Symmetralitit in eine andere mit reellen Koeffizienten
zu iiberfithren.

Wenn das erreicht ist, wird jeder reellen Abszisse eine reelle Abszisse
entsprechen, und die Kette der reellen Wiirfe, welche durch x — ¥ = 0
bestimmt ist, wird in sich selbst iiberfithrt. Es ist also notwendig, da8
eine Doppelkette existiere — was offenbar auch hinreichend ist. Hat
man eine Transformation, welche die Gleichung in eine andere mit reellen
Koeffizienten transformiert, so erhdlt man unendlich viele andere,
welche dasselbe leisten, indem man die erste mit einer beliebigen anderen
linearen Transformation mit reellen Koeffizienten zusammensetzt.

Da eine Symmetralitit immer Doppelketten hat, gilt der Satz:

II. Man kann durch Transformation mittels einer Projektivitit stets
erveichen, dap die Gleichung einer beliebigen Symmetralitit veelle Koeffi-
zienten erhdlt.

Es moge erstens die Symmetralitdt zwei Doppelpunkte haben, und
ihre Gleichung sei auf die Form

bx + ¢ =0

gebracht. Eine der Doppelketten hat, wenn % = re gesetzt wird, die
Gleichung: %+ % =0
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diese geht durch T
g x=1i)e¥

in # — % = 0 iiber. Dieselbe Transformation muf} auch die Symmetrali-
tit in die gesuchte Form bringen, und man erhilt:

12x — ¥ = 0.

Hat die Symmetralitédt ein involutorisches Paar, und ist ihre Gleichung
auf die Form x% 4+ d=0

gebracht, wo d = te ist, so hat sie eine Doppelkette mit der Gleichung
xx —1=0.
Diese geht durch Transformation mittels

x_ﬁ(*'—i)_
B T x4
in x — x = 0 iber.

Dieselbe Transformation fiihrt die Symmetralitit in
M+ +1)+7i1—6)(x—%)=0
iiber.

Hiernach betrachten wir die Symmetralitit

x+x¥+d=0

mit einem einzigen Doppelpunkt. Ihre Doppelkette ist

x+x+3d+4d)=o.
Diese geht durch

x(1+) +¥(1—d)+3d+d)=0

in ¥ — % =0 iiber. Die Symmetralitit wird durch dieselbe Trans-
formation in N — %i(d . ‘2) —0
iiberfiihrt.

Eine Projektivitit mit zwei Doppelpunkten kann, wie erwihnt,
im allgemeinen nicht mit reellen Koeffizienten geschrieben werden,
sondern nur, wenn in der reduzierten Gleichung bx 4+ c¢x’ = 0 entweder
bc = bc oder bb = cc. Im ersten Fall geniigt es, mit ¢ zu dividieren.
Im zweiten geht die Gleichung durch Transformation mit

i —1
iy 1
n G+ —1)+ib—c)(@—2x) =0

iiber, und diese ist, wenn durch b + ¢ dividiert wird, wegen bb = c¢
eine Gleichung mit reellen Koeffizienten.
Zuletzt betrachten wir die Projektivitit

¥=x—4d.
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Eine ihrer Doppelketten ist

dx —d% = 0.
Diese wird durch — _
Vdx — Yé¥ =0
in ¥ — x = 0 iberfihrt, und die Gleichung der Projektivitit in
¥=x— Vﬁ

§ 4. Projektive Koordinaten in der Ebene.

Ebenso wie man einen beliebigen Punkt einer Geraden von drei
festen Punkten aus durch eine Abszisse bestimmen kann, so kann man
auch einen beliebigen Punkt einer Ebene von vier festen Punkten der-
selben aus durch Koordinaten festlegen; die vier Punkte sollen vonein-
ander unabhangig sein, d. h. es sollen keine drei von ihnen in einer
Geraden liegen.

Die Koordinaten, die wir einfithren werden, heiBlen projektsve Koordi-
naten, da sie projektiv invariant sind; daB eine solche Koordinaten-
bestimmung von vier Punkten ausgehen muB, folgt daraus, da man
durch eine projektive Transformation vier beliebige voneinander un-
abhingige Punkte in vier ebensolche iiberfithren kann.

Die festen Punkte, von welchen die Bestimmung ausgeht, seien
A,,A,,4,,E. Den letzten Punkt heben wir besonders hervor und nennen
ihn Einheitspunkt, wihrend die drei ersten Grundpunkte heillen und das
Koordinatendreieck bestimmen. Die Seiten dieses Dreieckes a,, a5, a5,
welche bzw. 4., 4,, A; gegeniiberliegen, heien Grundlinien.

Einen beliebigen, aullerhalb a, liegenden Punkt M kann man dann
durch die zwei folgenden Wiirfe bestimmen:

=414, A3 E M) = (azaze,m,)
Yo = Ay (434, EM) = (a,a36,m,),
wo ¢, und m, die Geraden sind, welche E bzw. M mit A, verbinden.
Um auch die Punkte von a4, zu bestimmen, braucht man noch den

dritten Wurf ps= A3 (41 A, EM) = (aya,e5ms).
Diese drei Wiirfe sind durch die Gleichung
(1) Bafhafis =1

verbunden. Um dies einzusehen, nehmen wir zunichst an, M liege nicht
auf einer der Grundlinien ; dann sind alle # == 0 und == oo, Die Gerade EM
schneide die Grundlinien a,, 4,, 45 in bzw. B;, B,, By; man hat dann

1
papy = (B3B,EM) « (ByB3EM) = (B, BEM) = us’

woraus (1) folgt.
Geht im besonderen die Gerade EM durch 44, soist py gy = 1, ptg = 1.
Liegt M auf ay, aber nicht in einem Eckpunkt, so ist u; = oo, u, = 0,

Juel, Projektive Geometrie. 6
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wihrend g, einen bestimmten Wert 3= 0 und 3-o0 hat; liegt M in 4,
so ist py, = 0, 4y = o0, und g ist unbestimmt. Auch in diesen und den
analogen Fillen kann (1) als erfillt betrachtet werden.

Infolge (1) kann man nun setzen:

% % _

(2) /h:xa: luzle: /‘3—‘72:

wo jedes x 7 oo, und nicht alle x gleichzeitig Null sind. Man sieht
dann, daB gx,, 0%,, 0%3, WO ¢ (30 und = o0) ein gemeinsamer Faktor
ist, als homogene Koordinaten fiir die Punkte der Ebene benutzt werden
konnen.

Fir Punkte auf a; ist im besonderen x; = 0; fiir A, ist sowohl
%, =0 als x, =0.

Die Koordinaten einer Geraden kénnen in dual entsprechender Weise
definiert werden. Man wihlt eine Evnheiisgerade e, welche die Grund-
linien a,, 4,5, a; in bzw. E,, E,, E; schneiden mége. Ist nun m eine
willkiirliche Gerade, welche die Grundlinien in M,, M,, M, schneidet,

S0 setzen wir: v, = (43 4L,E, M),
vy = (A A E, M,) ,

‘ i vy = (4,4, E; M) .
Man hat auch hier

3) Vivp¥g = 1.
Setzt man

_ X =X - X1
4) ”1“X3r 1’2—"X1> V3—X2,

so konnen pX,, 0X,, 0X; als homogene Koordinaten der Geraden aui-
gefalit werden. '

Es ist nicht notwendig, aber bequem, die Einheitslinie ¢ als die
sog. Harmonikale des Einheitspunktes E zu wihlen. Diese Harmonikale
kann in folgender Weise definiert werden:

Die Gerade 4,E schneide die Grundlinie @, in E,. Die Schnittpunkte
E,der Grundlinien mit der Einheitslinie werden dann durchdie Gleichungen

(A1A2E3E§) = (A2A3E1Ei) = (A3A1E2E§) = —1

definiert. — Daf} die drei so gefundenen Punkte E, auf einer Geraden
liegen, kann man leicht einsehen.

Wir wollen ferner in diesen Koordinaten ausdriicken, daB ein Punkt
M = (xq, x,, x5) auf einer Geraden m = (X;, X,, X,) liegt.

Es gehe m durch keinen der drei Grundpunkte; die obige Be-
dingung kann dann durch die Gleichung

(5) AI(M1M2M3M) :A‘z(MleMsM)

ausgedriickt werden.
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Fiir die erste p-Koordinate des Punktes M, finden wir mittels
Kap.V, §1, SatzIII, indem e die Harmonikale des Punktes E ist,
und also E; und E; durch 4, und 4, harmonisch getrennt sind (vgl.
Fig. 30):

Ay (A, A3E1M,) = — A4, (4, 4, E, M) = m = 5

Die ersten p-Koordinaten der vier Punkte M,, M,, M,, M werden

dann ——%1, 0, 0o, it,; in analoger Weise wer-

den die zweiten pu-Koordinatenoo, — 71’; ,0,Uq.

Die Gleichung (5) gibt dann mittels §1,
Satz I: tary

1+ s

1+ pavy + 71 72 = 0.

Durch Einsetzen der Werte (2) und (4) er-
hilt man:

(6) 2, X, + 2, X5 + 2, X; = 0.

=1+ Uy,
oder

Dies ist die Gleichung der Geraden m
in Punktkoordinaten, und zugleich die
Gleichung des Punktes M in Linienkoordi-
naten,

Geht m im besonderen durch A, so ist, wie man sogleich findet,

[u3’p3=—-—'1, d h.: xle—l—-szz:O;

welche Gleichung ein spezieller Fall von (6) ist.

Es seien & = ¢ und f§ = 0 die Gleichungen zweier Geraden; dann
stellt
(7) x+A8=0
das durch die zwei Geraden bestimmte Biischel dar; durch Schneiden
mit einer beliebigen Geraden, z. B. einer Seite des Koordinatendreiecks,
sieht man, daB 1 als der Wert des von den vier Geraden

f=0, a=0, «a+pf=0, a+if=0
gebildeten Wurfes gedeutet werden kann.
Jedes mit (7) projektive Biischel kann daher durch
@) y+10=0
dargestellt werden. Der Schnittpunkt entsprechender Strahlen be-

schreibt einen Kegelschnitt; die Gleichung dieser Kurve ergibt sich durch
Elimination von 4 aus (7) und (8) und lautet:

9 - ad=py.
6*
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Die Gleichung des Kegelschnittes ist demmach vom zweiten Grade.

Umgekehrt wird jede Gleichung zweiten Grades einen Kegelschnitt
darstellen; denn eine solche Gleichung kann leicht auf die Form (9)
gebracht werden.

VII. Kapitel.
Aufgaben dritten und vierten Grades.

§ 1. Uber die Schnittpunkte zweier Kegelschnitte.

Aufgaben dritten und vierten Grades sind solche, deren Lésungen
sich auf die Bestimmung der Schnittpunkte zweier Kegelschnitte zuriick-
fithren lassen. Bisweilen 148t sich diese Bestimmung auf das Schneiden
eines Kegelschnittes mit einer Geraden (Aufgaben zweiten Grades)
reduzieren, und mit wichtigen Fillen dieser Art wollen wir uns zuerst
beschiftigen.

Uber die Kegelschnitte werden keine speziellen Voraussetzungen
gemacht; sie k6nnen imaginir sein und kénnen auch in einer imaginiren
Ebene liegen. Wir kénnen doch zur Erlauterung der Methoden reelle
Figuren benutzen, wenn nur diese Methoden projektiver Natur sind
{vgl. die SchluBbemerkungen in Kap. II, §2).

Haben zwei Kegelschnitte einen gemeinsamen Punkt 4, so wer-
den wir im folgenden sagen, daB sie sich in A4 schneiden bzw.
beriihren, je nachdem ihre Tangenten
in A4 verschieden sind oder zusam-
menfallen.

1. Wenn 2wei Kegelschnitte sich in
drer Punkien A, Bund C schneiden, dann
schneiden sie sich noch tn einem vier-
ten Punkt.

Es seien niamlich (Fig.31) P und
c P, die Pole der Geraden AB in bezug

auf » und %, und Q der Schnittpunkt

von PP, mit AB; Q ist von A und B

verschieden. Es sei ferner R der Punkt,

welcher von @ durch 4 und B harmo-

nisch getrennt ist; R ist dann der Pol

von PP, sowohl in bezug auf x als
auch auf %;. Durch eine harmonische Homologie mit R als Zentrum
und PP, als Achse geht jeder der Kegelschnitte in sich iiber. Der
Punkt, welcher dem Punkt C entspricht, ist der gesuchte vierte
Schnittpunkt.

Wir nehmen nun an, daB » und %, sich in zwei Punkten A und B
schneiden. Um die weiteren Schnittpunkte zu finden, zieche man durch B

Fig. 31,
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eine beliebige Gerade, welche % und %, auBler in B noch in M bzw. M,
schneidet. Die Projektivitit (AM, AM,) hat zwei verschiedene oder
zusammenfallende Doppelgerade; keine von diesen kann in die
Gerade AB oder in eine durch 4 gehende Kegelschnittangente fallen.
Sind die zwei Doppelgeraden verschieden, dann haben » und #, aufler 4
und B noch zwei Punkte C und D miteinander gemein; in keinem von
diesen Punkten kdnnen die Kegelschnitte einander beriihren, weil ein
Kegelschnitt durch vier Punkte und die Tangente in einem von diesen
eindeutig bestimmt ist. Wenn die Doppelgeraden zusammenfallen,
gibt es auBler 4 und B nur einen gemeinsamen Punkt C; nach Satz I
beriithren die zwei Kegelschnitte einander in C. Also:

I1. Wenn zwei Kegelschnitte sich tn zwei Punkten schneiden, dann
haben sie entweder zwei weitere Schwittpunkte, oder sie beriihren sich in
etnem Punkt.

Es seien nun % und #, zwei Kegelschnitte, die in einem Punkt A4
dieselbe Tangente 4 haben. Durch eine Homologie® mit A als Zentrum
kann die eine Kurve in die andere iiberfilhrt werden (vgl. S.17). Je
nach der Lage der Homologieachse s hat man dann folgende Fille:

Wenn s die Kurve » in zwei Punkten B und C (#A4) schneidet,
so sind diese Punkte auch Schnittpunkte von # und #,; beriihrt s den
Kegelschnitt # in einem Punkt B (3= A4), so ist dieser Punkt auch ein Be-
rithrungspunkt der zwei Kurven. Schneidet s die Kurve % in 4 und
in einem weiteren Punkt B, so ist der Punkt B ein Schnittpunkt;
man sagt in diesem Fall, daBl die zwei Kegelschnitte in A4 eine
dreipunktige Beriihrung haben. Fillt endlich s mit der Tangente a
zusammen, so haben die Kegelschnitte auler 4 keinen Punkt mit-
einander gemein, und man sagt, daB sie eine vierpunktige Beriihrung
in 4 haben. Also:

I11. Wenn zwei Kegelschnitte etnander in einem Punkt A beriihven,
sind vier Moglichkeiten vorhanden:

1. Sie haben zwei weitere Schnittpunkte.

2. Sie haben einen weiteren Berithrungspunkt (die Kegelschnitte
haben ,,Doppelberiihrung*).

3. Sie haben in A dreipunkiige Beriihrung und schneiden etnandey
in etnem zwetten Punkt.

4. Sie haben in A vierpunktige Beriihrung.

Alle genannten Lagen zweier Kegelschnitte sind wirklich moglich.
DaB alle vier Punkte getrennt liegen kénnen, ist selbstverstindlich;
die Moglichkeit der anderen Fille schlieBt man unmittelbar durch An-
wendung einer Homologie der obengenannten Art.

Weiterhin gilt:

1V. Wenn zwei Kegelschnitte » wnd %, in einem Punkt A dreipunktige
Beriihrung haben, dann wird jeder durch A gehende Kegelschnitt, welcher

1 Eine solche existiert im imagindren Gebiet wie im reellen.
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drespunktig in A beriihrt, auch den anderen Kegelschnitt x, in diesem
Punkt mindestens dreipunkiig beriihven.

Haben zwei Kegelschnitte x und », in esnem Punkt A eine vierpunktige
Beriihrung, dann wird jeder Kegelschnitt, welcher in A die Kurve % vier-
punktig beriihrt, auch die andere Kurve x, in diesem Punkt vierpunkiig
beriihren.

Dies folgt daraus, da das Produkt von zwei Homologien mit
demselben Zentrum A und den Achsen s; und s, wieder eine Homologie
mit dem Zentrum A ist, deren Achse s durch den Schnittpunkt (s;s,)
geht oder, wenn s, und s, dieselbe Gerade sind, mit dieser Geraden
zusammenfillt.

Nach diesen Vorbereitungen definieren wir ein Biischel von Kegel-
schnitten als die Gesamtheit von Kegelschnitten, welche durch vier
Punkte, die Grundpunkte des Biischels, gehen; diese Punkte kénnen
paarweise verschieden sein oder auch alle oder teilweise zusammenfallen;
hierbei gibt es finf projektiv verschiedene Moglichkeiten.

Ein Biischel ist durch zwei beliebige seiner Kurven bestimmt, und
durch jeden von den Grundpunkten verschiedenen Punkt der Ebene
geht eine und nur eine Kurve des Biischels. Diese Kurve kann aber in
ein Geradenpaar (im besondern in zwei zusammenfallende Gerade) aus-
arten. .

Man hat nun den Hauptsatz:

V. Die Kegelschnitte eines Biischels schneiden eine feste Gerade, welche
durch keinen der Grundpunkie geht, in Punkipaaren einer Involution.

Fir den Fall, wo die Grundpunkte paarweise verschieden sind, ist
der Beweis wohl bekannt; wir betrachten nun die iibrigen Fille. Alle

Kurven des Biischels haben dann in

s einem Punkt 4 eine gemeinsame Tan-

L, gente a, und jede solche Kurve kann

in jede andere Kurve des Biischels

durch eine Homologie mit dem festen

Zentrum A und einer festen Achse s
iiberfithrt werden.

Es sei (Fig. 32) ! die feste Gerade,
#, ein fester Kegelschnitt des Biischels.
Ein beliebiger Kegelschnitt » des Bii-
schelswerde von/in den Punkten (M, M")
geschnitten. In der Homologie, welche x
in x, Uberfihrt, entspricht der Geraden / eine andere Gerade [, durch den
festen Schnittpunkt S = (/s); /, schneidet %, in den zwei Punkten
(M,, M), welche (M, M') entsprechen; die zwei Paare (M, M’) und
(M,, M7) werden aus A durch dasselbe Geradenpaar projiziert. Wenn »
variiert, dreht sich /, um S, und die Paare (M,, M7) bilden eine In-
volution auf #,, und ebenso auch die Paare (M, M’) auf /.

Fig. 32.
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Der Satz gilt, wie man sofort sieht, auch fiir die ausgearteten Kurven
des Biischels.

Aus diesem Satz erhilt man:

VI. Die Polaren zu einem festen Punkt P in beaug auf die Kurven
etnes Biischels bilden im allgemeinen ein Geradenbiischel; fiir spezielle
Lagen von P kinnen sie aber in eine feste Gerade fallen.

Es sei ndmlich P, ein gemeinsamer Punkt der Polaren von P in bezug
auf zwei Kegelschnitte des Biischels; um den Satz zu beweisen, geniigt
es den Satz V auf die Gerade PP, anzuwenden.

Es seien nun P und Q zwei Punkte allgemeiner Lage. Die zwei
Biischel entsprechender Polaren sind dann projektiv gepaart; es folgt dies
sofort aus Kap. I, § 2, Satz X, indem man die Biischel mit der Geraden PQ
schneidet. Jedes der zwei Biischel ist — nach der in dem soeben zitier-
ten Paragraphen eingefiihrten Terminologie — mit den Paaren der Involu-
tion projektiv, welche durch das Kegelschnittbiischel auf PQ bestimmt
wird; die Involutionen, welche von dem Kegelschnittbiischelauf zwei ver-
schiedenen Geraden ausgeschnitten werden, sind demnach projektiv.

Ist A ein Grundpunkt, in welchem die Kurven #x einander nicht
beriihren, und P ein beliebiger, fester Punkt, dann ist das Biischel der
Tangenten in 4 mit dem Biischel von Polaren des Punktes P projektiv.
Dieses schlieBt man aus dem Obigen, indem man zwei Punkte P und Q
mit den entsprechenden Biischeln von Polaren betrachtet und Q gegen 4
konvergieren 148t.

Zieht man endlich durch einen Grundpunkt 4 eine feste Gerade /,
und ist M der verinderliche Schnittpunkt von ! mit einem Kegel-
schnitt % des Biischels und P ein beliebiger, fester Punkt von /, dann
ist die Reihe der Punkte M mit dem Biischel der Polaren des Punktes P
projektiv. Denn schneidet eine Polare die Gerade ! in N, dann ist der
Wurf (AMNP) harmonisch.

Ist ein Kegelschnittbiischel vorgelegt, so sind nach dem Obigen
die folgenden Elementargebilde projektiv:

1. Die Biischel von Polaren in bezug auf die verschiedenen Punkte
der Ebene,

2. die Involutionen, welche auf den verschiedenen Geraden aus-
geschnitten werden,

3. die Biischel von Tangenten in den verschiedenen Grundpunkten,

4. die Punktreihen, welche auf den verschiedenen durch einen Grund-
punkt gehenden Geraden ausgeschnitten werden.

Jedes Elementargebilde, welches zu einer von diesen — und also zu
allen — projektivist, nennt man zu dem Biischel von Kegelschnitten projektiv.

Wir beweisen nun:

VII. Die Kurven x eines Biischels schneiden einen festen Kegelschnitt u,
welcher durch zwei Grundpunkie geht, in Punkipaaren einer Involution.
Die entsprechende Rethe von Sekanten ist zu dem Biischel (x) projektiv.
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Die genannten Grundpunkte seien 4 und B und a ihre Verbindungs-
gerade (Fig. 33)%. Ferner seien #%,, %,, %4 drei Kegelschnitte des Biischels,
welche von g auBer in 4 und B in Punktpaaren geschnitten werden,
deren Verbindungslinien bzw. p,, p,, ps heien mogen. Wir haben
zu zeigen, daB p,, p,, ps durch einen Punkt gehen.

Es sei P der Schnittpunkt von 2,
und p,. Durch P ziehe man eine feste
Gerade I, und diese mége « in Q und die
Kurven #x,, %y, #; und p# in (M,, Mj),
(My, My), (M3, M3) bzw. (N, N') schnei-
den. Durch Betrachtung der Biischel
(1, %), (W, %), (%, %5, %) sieht man, daB
(P,Q), (N, N'), (My, My) sowie (P,0Q),
(N, N"), (M, My) und (M, M3), (M, M),
(M4, M3) Paare je einer Involution sind.
Diese drei Involutionen fallen aber offen-
bar zusammen.

Schneidet nun p, die Gerade / in P,
ergibt die Betrachtung des Biischels (, %),
daB (P, Q), (N, N'), (M4, M3) eine In-
volution bilden. Es mufl daher P’ mit P

Fig. 33. zusammenfallen, und der erste Teil des
Satzes ist bewiesen.

Es sei P der gemeinsame Punkt der Schnittpunktsekanten p;, p, 5. . -
Das Biischel von Polaren von P in bezug auf #%,, %,, %, ist dann mit dem
Biischel p,, ps, 5 . - . Perspektiv; denn entsprechende Strahlen schnei-
den sich auf der Polaren von P in bezug auf u.

Falls p durch einen dritten Grundpunkt des Kegelschnittbiischels
geht, wird die im Satze erwihnte Involution singular. Die projektive
Beziehung zwischen den Kurven » und den Geraden p besteht jedoch
auch hier, wovon man sich durch einen Grenziibergang iiberzeugt.

Aus Satz VII ergibt sich insbesondere:

VIII. Gehen drei Kegelschnitte durch dieselben zwei Punkte A und B,
dann gehen die der Geraden AB gegeniiberlicgenden drei Schwittpunki-
sekanten durch denselben Punkt.

Als Beispiel einer Aufgabe mit vier Lésungen, deren Bestimmung
sich auf Aufgaben zweiten Grades reduzieren 14Bt, nenne ich die folgende:

Durch drei Punkte A, B, C einen Kegelschnitt zu legen, welcher mit
einem gegebenen Kegelschnitt »% Doppelberiihrung hat.

Der gegebene und der gesuchte Kegelschnitt sowie die doppeltzahlende
Verbindungsgerade der Beriihrungspunkte gehdren einem Biischel an.
Der Hauptsatz V gibt dann die folgende Konstruktion:

1 Auf der Figur sind 4 und B in die Kreispunkte verlegt.
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Die Geraden AB und AC mégen % in (M,, M,) bzw. (N;, N,)
schneiden. R; und R, seien die Doppelpunkte der Involution (4, B),
(M,, M,) und S, und S, die der Involution (4, C), (N,, Ny). Die Ver-
bindungsgerade der Beriihrungspunkte ist dann eine der vier Geraden
R,S;, R, S;, Ry Sq, R, S,.

DaB jede so gefundene Kurve wirklich allen Bedingungen geniigt,
erkennt man leicht.

§ 2. Die rein kubische Gleichung.

Die Theorie der kubischen Gleichung, zu der wir nun iibergehen,
stlitzt sich auf den folgenden Satz:

1. Zwei in einer veellen Ebene liegende reelle Kegelschmitte, welche
sich in einem veellen Punkt schneiden, haben wenigstens noch einen reellen
Punkt miteinander gemein.

Diese Aussage findet sich in allgemeinerer Form bei v. STAUDT in
seiner Geometrie der Lage § 157. Ob zwar sein Beweis den Kern der
Sache trifft, kann er doch kaum als bindend betrachtet werden. Ein
auf Kontinuitdtsbetrachtungen sich stiitzender Beweis findet sich bei
ENRIQUES § 76, und wir begniigen uns hier, auf diesen hinzuweisen.

Um nun die allgemeine Aufgabe dritten Grades zu l6sen, sucht
V. STAUDT — ganz im Sinne der gewohnlichen Algebra — diese Aufgabe
auf die Losung einer rein kubischen Gleichung zuriickzufithren. Wir
wollen hier dieselbe Methode anwenden und beginnen mit einer solchen
Gleichung.

Diese Gleichung sei

(1) »=a,

wo x der gesuchte Wurf und a 4= 0 und = oo ist.

Ist a reell und positiv, so kann (1) nicht durch einen reellen negativen
Wert befriedigt werden, denn %3 ist gleichzeitig mit x negativ reell;
es kann hochstens eine reelle positive Losung geben, denn x; > %,
ergibt #% > 3.

Ist x eine nichtreelle Losung von (1) und a reell, so ist auch % eine
Lésung; denn aus x® = a folgt ()% =a = a.

Wir betrachten nun zuerst die Gleichung

(2) =1

fiir welche x = 1 eine Losung ist. Um andere zu bestimmen, hat man
einen von E verschiedenen Punkt X zu finden, so dafl

(3) (UOEX)® = (UOEE).

Wie man auch den Punkt X wihlt, kann man immer die Punkte Y
und Z so finden, daB

(4) (UOEX) = (UOXY) = (U0YZ),
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Nach der Multiplikationsregel erhidlt man hieraus:
(UVEX)® = (UOEZ).

Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB8 der Punkt X
die Gleichung (3) befriedige, ist also, daB Z mit E zusammenfallt. Aus
den Gleichungen (4) erhalten wir dann:

UOEXY ~UOXYE.

Hieraus entnimmt man, daB U und O die zwei Doppelpunkte in der
durch die Paare (E, X), (X, Y), (Y, E) bestimmten Projektivitit sind.
Um nun X und Y zu bestimmen, wihle man in einer beliebigen (z. B.
reellen) Geraden drei verschiedene Punkte E;, X;, Y, und bestimme die
Doppelpunkte U; und O, in der durch die Paare (Ey, X,), (X;, Yy),
(Y,,E,) bestimmten Involution. Diese Doppelpunkte miissen verschieden
sein; denn sonst miiBten die zwei Punkte, welche X; von (E,, Y,) und
Y, von (E;,X,) harmonisch trennen, zusammenfallen (Kap.I, §1,
Satz ITa); das ist aber unméglich. Falls nun die Punkte X und Y
existieren, gibt es eine projektive Transformation, welche E,, X;, Y,
in E, X bzw. Y iiberfiihrt; diese fithrt die Doppelpunkte U, und O,
in U und O iiber und kann deshalb durch (U, U), (04, 0), (E,, E) oder
(Uy, 0), (04, U), (Ey, E) bestimmt werden. Beiden Moglichkeiten ent-
spricht eine Lésung X.

Die Gleichung (2) hat also auler x = 1 noch zwei Losungen, welche
nach dem Obigen konjugiert imaginir sind. Sie sind Einheitswiirfe,
denn setzt man nach Kap.V, §2 x =1te, wo t =% 1, so wird x® == 1.

Aus dem Vorhergehenden folgt, daB die Gleichung (1), wenn iiber-
haupt eine, dann drei und nur drei verschiedene Losungen hat.

3
Ist namlich ¥, eine Losung, finden wir (;) =1, d.h.: auller ¥ = %,
1

hat man die zwei Lésungen x = &£x,, wo & eine von 1 verschiedene
Losung der Gleichung (2) ist. )

Ein beliebiger Wurf 2 kann ferner (Kap. V, § 2, Satz VI) stets als
Produkt eines positiven reellen Wurfes und eines Einheitswurfes dar-
gestellt werden; man braucht also, um die Existenz der drei Lésungen
von (1) zu beweisen, nur die zwei Fille zu betrachten, wo a = a oder
aa= 1, und hier eine Lésung anzugeben.

Wir beweisen zunichst folgenden Hilfssatz!:

11. Sind U,0,E, A vier Punkie eines Kegelschnittes, und ist S der
Schuittpunkt der Tangenten in U und O, dann ist

) S(UOEA) = (UOEA).
1 Dieser Satz ist eine projektive Form des folgenden elementaren Satzes:

Ein Zentriwinkel in einem Kreise ist doppelt so groB, wie ein auf demselben
Bogen ruhender Peripheriewinkel.
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Die Gerade EA (Fig. 34) schneide ndmlich die Tangenten in U und O

sowie die Gerade UO in bzw. U,,0,, B. Man hat dann:
S(UOEA) = (U O,EA) = (U,BEA)-(BO,EA).

Aus '

(ULBEA)=U(U,BEA) = (UOEA) (2
und

(BO,EA) = O(BO,EA) = (UOEA), g 4
folgt leicht (5).

Wir denken uns nun den Kegelschnitt o~
als eine reelle Kurve und E und 4 als reelle
Punkte; wenn U und O ebenfalls reell sind,
ist der Wurf (UOEA) reell; sind dagegen A
U und O konjugiert imaginir, dann ist Fig. 34.
(UOEA) ein Einheitswurf (Kap. V, § 2,
Satz VII). S sei, wie oben, der Schnittpunkt der Tangenten an » in U
und O; dieser Punkt ist in beiden genannten Fillen reell.

Die zwei projektiven Biischel

S(UOE..) und E(OUA..)

bestimmen einen Kegelschnitt g. Wenn U und O reelle Punkte sind,
enthalt u fiinf reelle Punkte; sind dagegen U und O konjugiert imaginir?,
dann enthilt u, wie unmittelbar zu
sehen, drei reelle und zwei konjugiert
imagindre Punkte; hieraus folgt,
daB u in beiden Féllen reell ist.
Die Kurve pu beriihrt die Ge-
rade E4 in E und wird also (SatzI)
wenigstens einen weiteren reellen
Punkt mit » gemein haben. Fir
jeden Schnittpunkt M von u und
» hat man nach dem Hilfssatz II
und der obengenannten Projektivitit (vgl. Fig. 35):

(UOEM)? = S(UOEM) = E(OUAM) = (OUAM) = (UOMA).

p

Fig. 35.

Da aber (UOEA) = (UOEM) - (UOMA),
folgt (UOEA) = (UOE M.

Mehr als drei Schnittpunkte auBer E kénnen nicht auftreten. Wenn
aa =1, sind alle drei Schnittpunkte reell; es sei namlich M ein

reeller Schnittpunkt (vgl. Satz I) und P einer der anderen; dann ist
(UOEP) = ¢- (UOEM), also (UIOMP)=¢, wo ¢ eine der imaginiren

1 Verlegt man U und O in die Kreispunkte, so wird x ein Kreis. Es 148t sich
leicht zeigen, daB g in diesem Fall eine gleichseitige Hyperbel ist.
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Losungen der Gleichung x® = 1 ist; also ist nach Kap. V, § 2, Satz VII
der Punkt P reell.

Wenn a = a, ist nur der eine Schnittpunkt reell; dies folgt un-
mittelbar aus den einleitenden Bemerkungen. :

§ 3. Kegelschnitte, welche einander in einem gegebenen
Punkt schneiden.

Es seien » und %, zwei Kegelschnitte, die einander in einem ge-
gebenen Punkt A schneiden; wir wollen die iibrigen gemeinsamen
Punkte der Kurven bestimmen.

Ist S ein beliebiger, aber fester Punkt der einen Kurve #x, und
schneidet eine durch S gehende Gerade diese Kurve nochmals in M
und die andere in N und N’, dann bilden die Strahlenpaare (AN, AN’)
eine Involution, welche (Kap. I, § 2, S.16) zu dem Strahlenbiischel S (M),
also auch zu dem Strahlenbiischel 4 (M) projektiv ist. Jeder » und
%, gemeinsame Punkt muB in einem Strahl AM liegen, welcher
mit dem einen Strahl des entsprechenden involutorischen Paares zu-
sammenfillt; wir konnen — freilich in iibertragenem Sinne — sagen,
daB AM in diesem Fall ein selbstentsprechender Strahl ist.

Um weiter zu kommen, brauchen wir den folgenden Hilfssatz, dessen
Beweis sich auf die Resultate von §2 stiitzt:

1. Hilfssatz A1, Sind in einem Elementargebilde die Paave einer

Involution und die Elemente des Gebildes
4 projektiv verbunden, und entsprechen den
Doppelelementen U und V der Involu-

P tion die Elemente V bzw. U, dann gibt
es drei (verschiedeme) selbstentsprechende

9 Elemente.
Fig. 36. Wir denken uns als Triger des Ele-

mentargebildes einen reellen Kegelschnitt u
(Fig. 36). Der Pol der Involution sei S; ferner sei 4 ein Punkt der
Kurve, (4;, A,) das entsprechende Paar. Ist nun P ein selbstentspre-
chender Punkt, dann ist:

S(UVA,P) = (VUAP) = (UVPA).
Nach dem Hilfssatz II des § 2 ist aber
S(UVA,P) = (UVA,P?;

also: (UVA,P)? = (UVPA).
Hieraus ergibt sich:

(UVA, Py = (UVA, P)- (UVPA)
oder (UVA,Pp = (UVA,4).

1 v. StauDT: Beitrage § 294.
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Da die Gleichung %3 = a fiir 2 &= 0 und == oo drei verschiedene Wur-
zeln hat, ist hiermit der Satz bewiesen.

Fiir die folgende Uberlegung ist es entscheidend, ob ein Punkt S
existiert, auf welchen man den Hilfssatz anwenden kann, und im be-
jahenden Falle diesen zu finden. o

Es gibt nun einen Fall, wo man den 4
Punkt S sogleich angeben kann, und die-

ser ist nach V. STAUDT der folgende: ¥ #
Der erste Fall. # >
Die zwei sich in A schneidenden Tan- Fig. 37 ’

genten a und a, an x bzw. %, liegen so,
dafl der PolS von a in bezug auf die Kurve »%, auf x liegt, und ebenso der
Pol S, von a, tn bezug auf » auf »,.

Dieser Fall ist in Fig. 37 dargestellt. Man sieht, daB man in diesem
Fall fiir den Punkt S des Hilfssatzes einen der genannten Pole S und S,
wihlen kann, etwa S. Die Doppelstrahlen der Involution sind 4S und
AS,, wihrend die entsprechenden Strahlen AS; und AS sind.

In diesem Fall haben also die Kegelschnitte auBler A drei verschiedene
Schnittpunkte.

Als zweiten Fall betrachtet v. STAUDT den folgenden:

Die zwei Kegelschnitte » und »,, welche im Schwittpunkt A die Tan-
genien a bzw. a, haben, liegen so, daf der Pol F von a in bezug auf x,
auf x liegt.

Wir wollen zuerst nachwei-
sen, daBl die hier angegebene G
Lagenbeziehung eine nofwendige 4
Bedingung fiir die Existenz eines x
Punktes S auf #x ist.

Der Punkt S (Fig. 38) muB
namlich so liegen, daB die durch S 7
gehenden Tangenten an #;, wel- 2
che in U, und V, berithren mo-
gen, die Kurve % aufler in S noch-
mals in ¥ bzw. U schneiden, so
daB V und U in AV, bzw. AU,
liegen. Es ist dann AUSV ein in # einbeschriebenes Viereck, also
sind U, und V| konjugierte Punkte in bezug auf ».

Die Gesamtheit der Kegelschnitte, welche durch S und 4 gehen,
in A eine feste Gerade a = AB beriihren und U, und V,; als kon-
jugierte Punkte haben, bildet ein Biischel (vgl. Satz V des §1). In
diesem finden sich zwei Geradenpaare, nimlich (45, AF) und (4B, SF).
Jedes von diesen Paaren schneidet ndmlich die Gerade U,V in zwei
Punkten, die von (U, V) harmonisch getrennt sind — das erste, weil der
Schnittpunkt von Uy, V; und AF Pol der Geraden AS in bezug auf #,

Fig. 38.
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ist, das zweite, weil der Schnittpunkt von U,V; und AB Pol der Ge-
raden SF in bezug auf dieselbe Kurve ist.

Der Punkt F ist dann der letzte Grundpunkt des betrachteten
Biischels, also liegt F auf », was zu beweisen war.

Um nun zu beweisen, daB die oben genannte Lage der zwei Kegel-
schnitte fiir die Existenz eines Punktes S auf » auch hinreichend ist,
zeigen wir:

I1. Hilfssatz B. Sind A und F zwei Punkte eines Kegelschnittes %, und
ist B ein Punkt der Tangente in A, der aber wicht mat A oder mit dem
Pol von AF zusammentillt, danwn kann man immer zwei Punkte R und S
auf » so bestimmen, daf die Gerade RS durch B geht, und die Punkte F
und S durch A und R harmonisch getrennt werden.

Die Gerade BF schneide nimlich den Kegelschnitt auer in F in einem
weiteren Punkt C. Auf einem beliebigen Kegelschnitt 4 wéhle man drei
verschiedene Punkte 4,, S; und
R;; die Tangente in 4, schneide
die Gerade R,S; in B;. Auf u
bestimme man den Punkt F,, der
von S; durch 4, und R, harmo-
nisch getrennt ist. B, F; schneide u
nochmals in C;. Fiihrt man durch
eine projektive Transformation u
in % iber, so daB 4., F; und C,
in A, F bzw. C {ibergehen, dann gehen auch die Punkte R,, S,
in R, S iiber.

Es seien nun wieder » und x; die zwei Kegelschnitte mit dem ge-
gebenen Schnittpunkt 4, und der Pol'F der Tangente a = AB (Fig. 39)
in bezug auf #, liege auf 2. Die Punkte R und S seien wie oben bestimmt ;
falls S auf %, liegt, haben wir zwei gemeinsame Punkte der gegebenen
Kurven, und wir kénnen die Resultate von § 1 anwenden ; im anderen Fall
soll gezeigt werden, daB der Punkt S die gewiinschte Eigenschaft- hat.

Die Tangenten von S an #; mégen in U; und V; beriihren; dann
sind AF und AS sowohl durch AB und AR als auch durch AU, und 4V,
harmonisch getrennt. Man hat also:

(1) AU, V,FB) =~ A(V,U,FR).
Die Strahlen SU,, SV,, S4, SF sind zu ihren Schnittpunkten mit
der Geraden AF und also auch zu den von diesen Punkten ausgehenden
(von AF verschiedenen) Tangenten an x; sowie zu den Beriihrungs-
punkten dieser Tangenten projektiv. Also gilt:
(2) S(U,V,AF) < AU, V,FB)~ A(V,U,BF).

Ersetzt man in der obigen SchluBreihe die Gerade AF durch die
Gerade BF, so erhilt man, indem man auch von (1) Gebrauch macht:
(3) S{(U,V,FB) ~ A(U,V,FB) ~ A(V, U, FR).
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(2) und (3) ergeben zusammen:

S(U,V,AFB) ~ A(V;U,BFR).
Dies ist eben die Bedingung dafiir, daB S die gewiinschte Eigenschaft
hat. Die Schnittpunkte der Kegelschnitte lassen sich dann mittels des
Hilfssatzes A bestimmen.

Um den Hilfssatz B benutzen zu kénnen, miissen wir bei der obigen
Bestimmung des Punktes S voraussetzen, daB der Punkt B weder mit
dem Punkt 4 noch mit dem Pole von AF in bezug auf » zusammen-
fallt. Der ersten von diesen Moglichkeiten entspricht, da » und #,
einander im Punkte A beriihren, was ja hier ausgeschlossen ist. Die
andere Moglichkeit fiihrt zu dem obengenannten ,ersten Fall‘‘ zuriick.

Dritter Fall.

Nun wird nichts Spezielles iiber die Lage der einander in A schnei-
denden Kegelschnitte » und #, vorausgesetzt, und es ist deshalb nicht
moglich, auf einer der gegebenen Kurven einen Punkt S zu finden,
so daB man den Hilfssatz A anwenden kann. Aber man wird dann
versuchen, einen neuen Kegelschnitt », zu finden, welcher durch alle
von A verschiedene gemeinsame Punkte von x» und #;, geht und zu
einer dieser, z. B. zu %, die im zweiten Fall beschriebene Lage hat.

Solche Kegelschnitte sind leicht zu finden. Man wihle ndamlich die
zwei Punkte 4; und P beliebig auf » bzw. #, und betrachte die drei
Biischel mit den Zentren 4;, A und P, von welchen das erste mit dem
zweiten den Kegelschnitt » erzeugt, das zweite mit dem dritten den
Kegelschnitt #,. Das erste und das dritte werden dadurch ebenfalls
projektiv aufeinander bezogen und erzeugen einen Kegelschnitt x,,
der durch alle die Punkte
geht, welche x und », auler 4
miteinander gemein haben.

Fir 4, wéhlen wir nun
(Fig. 40) den Punkt, in wel-
chen die Tangente in 4 an #%,
die Kurve »# nochmals schnei-
det. Nach dem Hilfssatz B
kann man durch 4, eine Ge-
rade ziehen, welche %, in P
und @ schneidet, so dall 4
und @ durch 4, und P harmonisch getrennt sind, wobei 4, der Schnitt-
punkt von x; mit der in A beriihrenden Tangente an » ist. Wenn
also F der Pol von AQ in bezug auf x, ist, geht 4, P durch F. Sind P,
und Q, die Projektionen von P und ¢ aus 4 auf #%, dann sind 4, und
Q, durch (4, P;) harmonisch getrennt, so daf} die Gerade AP, durch
den Pol F; von A,Q, in bezug auf » gehen muf.

Legt man nun die obenerwihnten Biischelzentren gerade in die hier
genannten Punkte A,, A und P, so erhdlt man eine Kurve x,, welche

Fig. 40.
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durch P, 4,,F und F, geht und im Punkte A4, die Gerade 4,0, be-
riihrt.

Da der Pol F, von 4,0, in bezug auf » auf x, liegt, haben » und %,
die im zweiten Falle behandelte Lage; sie haben dann mindestens noch
einen gemeinsamen Punkt, welcher ebenfalls auf x, liegt, und wir
kénnen die Sitze von §1 anwenden.

Hierbei ist vorausgesetzt, daB Q und @, nicht zusammenfallen, in
welchem Fall x, zerfillt; aber auch in diesem Fall hat man ja zwei
gemeinsame Punkte der Kegelschnitte » und %,. Wir bemerken, daB
in diesem Fall eine dreipunktige Beriihrung eintreten kann.

Wir haben also gesehen, daB zwei beliebige Kegelschnitte, welche
einen gemeinsamen Punkt 4 haben, auBer diesem Punkt noch drei
verschiedene oder zusammenfallende Punkte miteinander gemein haben.

Hieraus leiten wir den folgenden Satz ab:

II1. Sind in einem Elementargebilde die Paare einer Imvolution mit
einer Reihe von Elementen projektiv verbunden, dann gibt es drei — ver-
schiedene oder zusammenfallende — selbstentsprechende Elemente.

Der Trager des Elementargebildes sei namlich, wie oben, ein Kegel-
schnitt #. Der Pol der Involution seiS; ferner sei M ein Punkt der Kurve
und (M, M,) das entsprechende Paar der Involution. Ist Q ein fester Punkt
von u, dann ist das Geradenbiischel S (M, M,) zum Geradenbiischel Q (M)
projektiv, so daB entsprechende Strahlen einander auf einem Kegel-
schnitt » schneiden. Die zwei Kegelschnitte 4 und » schneiden einander
auBerin @ in drei Punkten, welche die selbstentsprechenden Elemente sind.

Der Hilfssatz A ist gewissermaBen ein Spezialfall des obigen Satzes;
doch ist zu bemerken, daB man in jenem Fall weil}, daB3 die drei Doppel-
punkte sicher verschieden sind.

§ 4. Die Schnittpunkte zweier Kegelschnitte
in allgemeiner Lage.
Die Bestimmung der Schnittpunkte zweier beliebig liegender Kegel-

schnitte » und %, der Ebene 1dfit sich auf die in §3 geldste Aufgabe
zuriickfiihren, indem man zuerst die Punkte

op
\ zu bestimmen sucht, welche dieselbe Polare
P N in bezug auf » und #x; haben.
b Es sei (Fig. 41) p eine Gerade, P und P,

‘ oA, die Pole derselben in bezug auf » bzw. x,.
Die Polare von P, =@ in bezug auf x
( sei ¢, und der Pol von ¢ in bezug auf »,
% ¥ sei Q;. Die Polaren des Punktes (pgq) sind

also PP, und P,(Q,. Die Polaren der Punkte

von p in bezug auf » und %, bilden zwei
projektive Biischel und erzeugen einen Kegelschnitt u, welcher

durch P und P, geht und die Gerade P;Q, in P, beriihrt. Ebenso

Fig. 41.
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erzeugen die zwei Polaren der Punkte von ¢ einen Kegelschnitt y,,
welcher durch P; und @, geht und die Gerade P, P in P; berihrt.
Wenn P, P; und (Q, in einer Geraden liegen, so hat (pg) dieselbe Polare
in bezug auf » und #%;. Sonst haben die zwei Kurven g und u, den
Punkt P; miteinander gemein, ohne dort einander zu beriihren; sie
haben also jedenfalls einen von P; verschiedenen Punkt E miteinan-
der gemein, und E hat ersichtlich dieselbe Polare ¢ in bezug auf
und %,. Es gibt also in allen Féllen einen Punkt E von dieser Eigen-
schaft.

Wenn nun ¢ durch E geht, dann berithren » und #; einander in E,
und die hierbei moglichen Fille sind in § 1 aufgezihlt. Wenn aber ¢
nicht durch E geht, dann schneidet sie jede der Kurven # und #; in
zwei Punkten. Fillt ein Punkt des einen Paares mit einem Punkte
des zweiten Paares zusammen, dann beriihren sich die Kurven in diesem
Punkt; schneidet ¢ die Kurven in denselben zwei Punkten, dann be-
rithren sie sich doppelt. Auch in diesen zwei Fallen werden wir also auf
die in §1 behandelten Fille zuriickgefiihrt.

Im allgemeinen schneidet aber e die Kurven in vier verschiedenen
Punkten; dann gibt es auf ¢ zwei Punkte FF und G, welche sowohl in
bezug auf » als auch in bezug auf %, konjugiert sind, und EFG ist ein fiir

beide Kurven gemeinsames Polardrei- o

eck. Eine feste, nicht durch E, F oder e

G gehende Gerade / schneide x in M,
(M, M') und #%, in (M,, My) (Fig. 42). "
In der durch die zwei Geradenpaare g P !

(EM, EM’) und (EM,, EM}) bestimm-
ten Involution suchen wir das Ge-
radenpaar (e, ¢;) auf, welches durch
EF und EG harmonisch getrennt ist.
Die Punkte, welche diese zwei Geraden
mit % gemein haben, sind dann die ge-
suchten gemeinsamen Punkte der zwei
Kurven » und x,.

Fiir alle Kegelschnitte in dem durch x» und (e, ¢;) bestimmten
Biischel ist nimlich EFG ein Polardreieck (§ 1, Satz VI); eine Kurve »}
des Biischels geht durch M, und M7 (§ 1, Satz V). Sie geht auBerdem
durch die drei Punkte, welche dem Punkte M, in den drei harmonischen
Homologien, welche durch eine Ecke und die entgegengesetzte Seite
des Polardreieckes bestimmt sind, entsprechen, d.h. 2 fillt mit »,
zusammen, und damit ist unsere Behauptung bewiesen.

Die Geraden ¢, und e, kénnen den Kegelschnitt » nicht beriihren;
denn in diesem Fall wiirden » und %, — im Gegensatz zu der gemachten
Voraussetzung — einen gemeinsamen Punkt auf FG haben. Wenn
also ¢; und ¢, verschieden sind, haben die Kegelschnitte % und #x; vier

Fig. 42.

Juel, Projektive Geometrie. 7
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verschiedene Schnitipunkte. Fallen aber e; und e, zusammen, so berithren
die Kurven sich doppelt.

Der letzte Fall tritt ein, wenn eine der Geraden EG oder EF Doppel-
gerade der obenerwdhnten Involution ist. Beide Gerade kénnen nicht
diese Eigenschaft haben.

Man sieht nun, daB ein Biischel von Kegelschnitten durch zwei
beliebige Kegelschnitte bestimmt ist, und daB es nur die fiinf in §1
genannten projektivisch verschiedenen Biischel gibt.

Ebenso erkennt man sogleich, dafl zwei Kegelschnitte, welche ein-
ander in vier verschiedenen Punkten 4, B, C und D schneiden, nur ein
einziges gemeinsames Polardreieck haben, und daB die Ecken dieses
Dreiecks die Diagonalpunkte des Vierecks ABCD sind.

Wenn aber die Kegelschnitte einander doppelt beriihren (mit den
Beriihrungspunkten 4 und B), dann haben sie unendlich viele gemein-
same Polardreiecke, von denen ein Eckpunkt in dem fiir beide Kurven
gemeinsamen Pol der Geraden AB liegt und die zwei anderen auf dieser
Geraden liegen und durch 4 und B harmonisch getrennt werden.

Beriihren die Kurven einander in A, wihrend sie sich in B und C
schneiden, dann gibt es nur ein (ausgeartetes) Polardreieck, in welchem A
eine doppeltzahlende Ecke und der Schnittpunkt von BC mit der Tan-
gente in A eine andere ist.

Beriihren die Kurven sich dreipunktig in A4, so ist dieser Punkt der
einzige, welcher in bezug auf beide Kurven dieselbe Polare hat; wenn
sie sich aber in A vierpunktig beriihren, dann hat jeder Punkt der
Tangente in A dieselbe Polare in bezug auf beide Kurven.

Da die Disjunktion vollstindig ist, lassen sich diese Sitze umkehren.

Wir haben bewiesen, da3 zwei Kegelschnitte vier verschiedene oder
zusammenfallende Schnittpunkte haben. Als eine Anwendung hiervon
zeigen wir das Folgende:

I. Hat man in einem Elementargebilde zwei untereinander projekiive
Involutionen von Elementpaaren, dann gibt es immer vier — verschiedene
oder zusammenfallende — Elemente, welche gleichzeitig entsprechenden
Paaren angehiren.

Der Triger des Gebildes sei etwa ein Kegelschnitt. Die zweil
Geradenbiischel mit den Polen der zwei Involutionen als Zentren sind
projektiv aufeinander bezogen, und entsprechende Strahlen bestimmen
einen zweiten Kegelschnitt. Die gesuchten Punkte sind die vier Schnitt-
punkte dieser zwei Kegelschnitte.

§ 5. Algebraische Formulierung der v. STAuDTschen
Losung der kubischen Gleichung.

Es ist nicht uninteressant, die simtlichen im vorigen gegebenen
Konstruktionen algebraisch zu verfolgen. Wir wollen uns aber damit
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begniigen, die in § 3 als ersten und zweiten Fall behandelten Konstruk-
tionen algebraisch zu erliutern; auf diese Weise erhilt man die v. StauDT-
sche Losung einer Gleichung dritten Grades.

Wir denken uns also zwei Kegelschnitte » und #,, welche sich in
einem Punkt 4 schneiden; die Tangenten an » und %, in 4 mdgen »,
und » nochmals in B bzw. I schneiden. Als Koordinatendreieck wihlen
wir AFB; die Gleichungen der Kurven kénnen dann in der folgenden
Weise geschrieben werden:

" % 1 Mx}+ 2Nx,xy -+ 2Pxyx, =0,
( { %, 0 Myx5+ 2N %253+ 2P %%, = 0.

Im ersten Fall berithrt BF die Kurven % und #%; in F bzw. B; dann
ist insbesondere P = 0 und P; = 0, und die Gleichungen (1) lassen
sich in der Form
@) { xi — ax,x, =0,

23— bx %3 =0
schreiben. Durch Elimination von x; erhdlt man:
(3) bxi — axj =0,
also eine rein kubische Gleichung.

Im zweiten Fall berithrt BF die Kurve »; in E', schneidet aber x
in F. Hier ist P, = 0, aber P F 0. Die Gleichungen (1) kénnen hier
ohne Einschrinkung in der Form

bx — 3ax, %y + CXyxy =0,
) )
X3 — CX X3 =0
geschrieben werden. Elimination von x; ergibt
(5) bxi — 3axiz, + x5 =0,
wodurch die Verbindungsgeraden von 4 mit den gesuchten Schnitt-
punkten bestimmt sind.

Setzt man x, = Ax,, so erhilt (5) die Form
(6) B—3al+4+b=0,
auf welche sich bekanntlich jede kubische Gleichung bringen 14ft.

Anstatt die Konstruktionen Schritt fiir Schritt zu verfolgen, was zwar
moglich, aber etwas mithsam ist, wollen wir lieber die geometrische Losung
aus derjenigen algebraischen Losung ableiten, wozu die v. STAUDTsche
Losung den Weg vollig anweist.

Um (6) auf eine rein kubische Gleichung zu reduzieren, versuchen
wir sie auf die Form
(7) (=42 — k(= 1) =
zu bringen. Soll diese Gleichung mit (6) identisch sein, so erhilt man
durch Koeffizientenvergleichung:
® E=2

Lo

. b
, hh=a, Lt l=

’

7*
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4, und 1, sind also Wurzeln der Gleichung
9) ar?— bl 4 a2=0.1

Hiermit ist die Losung in algebraischer Form zu Ende gebracht,
aber wir wollen daraus noch die v. STauDTsche Konstruktion ableiten
(vgl. Fig. 39).

Die Geraden %, = 4, %, und x, = Ay%; schneiden », in U, = (c, ¢, %)
bzw. Vy=(c, ciy, 42); fiir den Pol S der Geraden U,V in bezug auf »,
findet man die Koordinaten (2ac, bc, 2a?); er liegt also auf %. Die Ge-
rade SB schneidet »# nochmals im Punkte R = (ac, bc, 2a?). Die zwei
Punktpaare (4, R) und (F,S) trennen einander harmonisch auf #;
denn sie werden von A aus durch die Geradenpaare

¥y=10 %=0

} und

bxy— axy =10 [ 6%, — 2ax; =0

projiziert, und diese sind harmonisch getrennt.
Wir sind hierdurch auf die v. StaAubtsche Konstruktion zuriick-
gekommen.

Zweiter Abschnitt.

Projektivgeometrie
im zweidimensionalen komplexen
Gebiet.

VIII. Kapitel

Projektive und antiprojektive Abhidngigkeiten
in der Ebene.

§ 1. Die Kollineation.

In Kap. I haben wir die reelle ebene Kollineation definiert als
eine umkehrbar eindeutige Punkttransformation, welche Gerade in
Gerade iiberfithrt. Wir wollen nun eine Transformation aller (reellen
und imaginiren) Punkte einer beliebigen (reellen oder imaginiren)
Ebene studieren, welche derselben Bedingung geniigt, wo aber aulerdem
einer einfachen Kette der einen Figur wieder eine solche Kette der

1 Man sieht leicht, daB im Falle }; = 15, d. h. b* — 4 4® = 0, (6) in der Form

- 2 2)-e

geschrieben werden kann, und diese Umschreibung 16st die Gleichung vollstindig.
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anderen entspricht. Nach Kap. III, § 2, Satz I sind dann entsprechende
Punktreihen (sowie Geradenbiischel) entweder projektiv oder symmetral;
und daraus, da3 zwei perspektive Punktreihen der einen Figur wieder
in zwei perspektive Punktreihen der anderen iberfiihrt werden, folgt
unmittelbar, daBl die Beziehung zwischen je zwei entsprechenden Punkt-
reihen projektiv ist, sobald dieses fiir ein einziges Paar stattfindet.
Wir haben also den Satz:

L. In einer umkehrbar eindeutigen Punkitransformation, welche Gerade
in Gerade und einfache Kette in einfache Ketle diberfiihvt, sind entweder
alle Paave von entsprechenden Punktreihen (und Geradenbiischel) projektiv
oder alle symmetral.

Im ersten Fall heiBt die Transformation eine Kolltneation, im an-
deren eine Awntikollineation. Zu ihrer Bezeichnung benutzen wir die
zwel Zeichen 7= bzw. >

In diesem Paragraphen werden wir uns mit der Kollineation be-
schaftigen.

Mehrere Sitze lassen sich (mit ihren Beweisen) leicht in das er-
weiterte imaginire Gebiet iberfithren. Wir nennen im besonderen:

II. Durch zwei Paave von projeRtiven Strahlenbiischeln [mit den
Zentren (A, A’y und (B, B’)] ist eine ebene Kollineation eindeutig be-
stommit, wenn in beiden Projektivitdten der Gervaden AB die Gerade A' B’
entsprichtl.

Weiterhin als Folgerung dieses Satzes:

I11. Eine ebene Kollineation ist durch vier Paare von entsprechenden
Punkien eindeutig bestimmt, wenn nicht drei Punkte derselben Figur in
einer Geraden liegen?.

Wir wollen nun die Doppelpunkte einer Kollineation nach einer
Methode von CHASLES bestimmen. Von der Homologie, wo alles leicht
zu iibersehen ist, sehen wir ab; also kénnen wir voraussetzen, daB3 nicht
jede Gerade durch ein Paar von entsprechenden Punkten eine Doppel-
gerade ist.

Es gehe ein Punkt A in 4’ und A’ durch Iteration der Trans-
formation in 4’ iiber. Es sei vorausgesetzt, dal 4 kein Doppelpunkt
und A4A’ keine Doppelgerade ist; 4" liegt dann auBerhalb dieser
Geraden. Als Ort der Schnittpunkte von entsprechenden, durch 4
und A’ gehenden Strahlen erhilt man einen nichtausgearteten, durch 4
und A’ gehenden Kegelschnitt #; die Tangente in A" ist die Gerade 4" A",
Die Strahlen durch A’ und A" bestimmen in analoger Weise einen
zweiten, durch A’ und A’' gehenden Kegelschnitt %', welcher in A’
die Gerade A4’ beriihrt und in der Transformation dem Kegelschnitt x
entspricht. Die zwei Kegelschnitte schneiden einander in 4" und haben

1 ENRIQUES: S. 138. 2 ENRIQUES: S. 130.
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also noch drei andere Punkte E, F, G miteinander gemein. Diese sind
die gesuchten Doppelpunkte.

Wenn die Kegelschnitte » und #’ einander in einem Punkt E zwei-
punktig beriihren, fallen zwei der Doppelpunkte, etwa E und F, in
diesem Punkt zusammen; die gemeinsame Tangente ¢ der beiden
Kurven in E ist, wie man sofort sieht, eine Doppelgerade, und sie ist
auler EG die einzige Gerade mit dieser Eigenschaft; denn eine dritte
Doppelgerade wiirde zu mindestens einem neuen Doppelpunkt Anlaf3
geben. Die zwei zusammenfallenden Doppelpunkte denken wir uns durch
die Konfiguration (E, ¢) festgelegt; die drei Doppelpunkte sind dann von
der Wahl des Punktes 4 unabhingig, wie im Falle von lauter ver-
schiedenen Doppelpunkten.

Wenn die Kegelschnitte 2 und %’ einander in einem Punkt E drei-
punktig berfihren, fallen alle drei Doppelpunkte in diesem Punkt zu-
sammen; die gemeinsame Tangente ¢ der Kurven ist wieder eine Doppel-
gerade, und sie ist in diesem Fall die einzige; denn eine andere miifite
durch E gehen und » und %’ nochmals in demselben weiteren Punkt
schneiden. Wie wir auch in diesem Fall die drei zusammenfallenden
Doppelpunkte durch eine solche Konfiguration angeben kénnen, daf sie
fiir drei Punkte zdhlen und gleichzeitig von der Wahl der Punkte
A,A’, A” unabhingig sind, werden wir weiter unten sehen, indem wir
diese letzte Art einer Kollineation etwas niher besprechen werden.

Die Doppelgeraden einer Kollineation mit drei verschiedenen
Doppelpunkten E, F, G sind die Geraden FG,GE,EF. Wenn alle
Doppelpunkte oder zwei von ihnen zusammenfallen, fallen die Doppel-
geraden, wie aus dem Obigen folgt, in dualer Weise zusammen. Die
Doppelgeraden konnen natiirlich auch durch ein Verfahren bestimmt
werden, welches der obigen Methode zur Bestimmung der Doppelpunkte
dual entspricht. Hieraus folgt, daB die Gerade EG doppelt zu zihlen
ist, wenn E mit F, aber nicht mit G zusammenfilit; die zwei zu-
sammenfallenden Geraden koénnen durch die Gerade selbst in Ver-
bindung mit dem Punkte E festgelegt werden. Wenn E, F, G alle zu-
sammenfallen, ist auch die einzige Doppelgerade dreifach zu zdhlen; wie
in diesem Fall die drei zusammenfallenden Doppelgeraden festzulegen
sind, wird sich weiter unten ergeben.

Es sei nun 7 eine Kollineation mit dem einzigen Doppelpunkt E
und der einzigen Doppelgeraden ¢; ferner sei (M, M’) ein Paar von ent-
sprechenden Punkten und » der Kegelschnitt, auf welchem entsprechende
durch M und M’ gehende Strahlen einander schneiden; » geht durch
M, M’ und E und beriihrt in diesem letzten Punkt die Gerade e. Durch
diese Angaben ist die Transformation vollstindig bestimmt; denn sie
kann nach Satz IT durch die parabolische Projektivitit innerhalb des
Biischels mit dem Zentrum E in Verbindung mit der Projektivitit
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zwischen den Biischeln mit den Zentren M und M’ als gegeben betrach-
tet werden.

Die letzte dieser Projektivititen bestimmt die (parabolische) Pro-
jektivitit auf der Doppelgeraden ¢ und kann offenbar, was die Be-
stimmung der Transformation anbelangt, durch diese ersetzt werden,
wobei natiirlich die Punkte M und M’ selbst beibehalten werden.
Nun kann, wie leicht zu sehen, diese parabolische Projektivitit, deren
Doppelpunkt in E liegt, in zwei Involutionen zerlegt werden, die beide E
als einen Doppelpunkt haben; von den anderen Doppelpunkten P
und Q kann der eine beliebig gewihlt werden; der andere ist dann
eindeutig bestimmt. Hierdurch gelingt es, die Transformation  in ein
Produkt von zwei harmonischen Homologien aufzulésen. Es mégen
nimlich PM und QM einander in M* schneiden. Die erste Homologie
hat P als Zentrum, und die Achse geht durch E und durch denjenigen
Punkt von PM, welcher durch P von M und M* harmonisch getrennt
ist; die andere Homologie ist in analoger Weise bestimmt. Also:

IV. Eine Kollineation mit dem einzigen Doppelpunkt E und der
einzigen Doppelgeraden ¢ kann in zwel harmonische Homologien zerlegt
werden, deven Zentren betde auf e liegen, wihvend die beiden Achsen
durch E gehen. Das Zentrum der einen Homologie kann beliebig auf e
(doch =£E) gewdhlt werden.

Umgekehrt bestimmt das Produkt zweier solcher Homologien immer
eine Kollineation mit E als einzigem Doppelpunkt und e als einziger
Doppelgeraden.

Durch die Punkte M, M*, M’, E und die Tangente ¢ ist ein Kegel-
schnitt 4 eindeutig festgelegt; dieser geht durch beide Homologien,
also auch durch @ in sich {iber. Dasselbe gilt fiir jeden anderen Kegel-
schnitt, welcher 1 in E vierpunktig beriihrt; denn ein Punkt von e hat ja
in bezug auf diese Kurven dieselbe Polare (Kap. VII, § 4, S. 98). Kein
anderer Kegelschnitt kann durch =z in sich {iberfithrt werden; denn
eine solche Kurve miifite durch E gehen und hier ¢ beriihren; falls nun
die Beriihrung zweipunktig wire, wiirden die zwei ,,freien’ Schnitt-
punkte mit 7 entweder festliegen oder einander involutorisch ent-
sprechen, was unmdglich ist; dreipunktige Berithrung erweist sich in
analoger Weise als unméglich. Also:

V. Eine Kollineation mit dem einzigen Doppelpunkt E und der etnzigen
Doppelgeraden ¢ enthilt unendlich viele invariante Kegelschnitie A; diese
bilden ein Biischel (A) von einander in (E,¢) vierpunkiig beriihrenden
Kurven.

Es sei v ein Kegelschnitt, welcher durch E geht und die Gerade ¢
beriihrt; durch eine der obengenannten Homologien mdge » in »; {iber-
gehen; diese Kurve beriihrt ebenfalls die Gerade ¢ in E; wenn #; nicht
mit » zusammenfillt, miissen die beiden Kurven einander in E genau
dreipunktig beriihren; denn aufler £ haben sie einen und nur einen
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gemeinsamen Punkt (den Schnittpunkt mit der Homologieachse), und
in diesem Punkt kénnen sie einander nicht berithren. Aus Satz IV
ergibt sich dann sofort:

V1. Eine Kollineation habe den einzigen Doppelpunkt E und die
einzige Doppelgerade e¢; dann wird ein Kegelschwitt v, welcher durch E
geht und die Tangente e hat, von seiner entsprechenden Kuyve v' mindestens
dreipunkitg in (E, e) bertihrt.

Wenn » die invarianten Kegelschnitte (4) nur zweipunktig beriihrt,
dann ist die Berithrung von v mit ¥’ genau dreipunktig; denn in diesem
Fall kann man # in zwei Homologien zerlegen, von denen die eine »
invariant 148t. Dagegen hat man:

VI'. Wenn v die invarianten Kegelschnitte (1) dreipunktig beriihrt,
haben v und v' in (E,e) vievpunktige Berithrung.

Denn wire die Berithrung nur dreipunktig, dann hitten » und »’
auBer E noch einen gemeinsamen Punkt, d.h. » wiirde ein Paar von
entsprechenden Punkten enthalten und demnach mit dem durch diese
zwei Punkte gehenden invarianten Kegelschnitt zusammenfallen.

Die Gesamtheit von Kegelschnitten durch drei feste Punkte bildet
einen Spezialfall von dem, was wir weiter unten in Kap. XVII ein
Biindel nennen werden. Auch fiir drei zusammenfallende Punkte kann
man dieser Aussage eine Bedeutung zulegen: Ein Biindel von Kegel-
schnitten durch drei zusammenfallende Punkte ist die Gesamtheit von
Kegelschnitten, welche einander in einem festen Punkt mindestens drei-
punktig berithren. Umgekehrt kann man drei zusammenfallende Punkte
durch ein solches Biindel angeben.

Es sei nun ein Biindel von Kegelschnitten {4}! durch drei zusammen-
fallende Punkte vorgelegt; E sei der Punkt, wo die Kurven einander
dreipunktig berithren, ¢ die zugehdrige gemeinsame Tangente. Ferner
sei A eine Kurve des Bindels, A und B zwei Punkte derselben; die
Tangenten in A und B moégen einander in C schneiden. Durch 4, B,C, E
und die Tangente ¢ ist ein Kegelschnitt » eindeutig festgelegt. Wir
beweisen nun den folgenden Hilfssatz:

VII. Wird 1 beliebig innerhalb des Biindels {1} gewdhit, und A und B
beliebig auf 2, und wird jedesmal in der obengenannien Weise ein Kegel-
schnitt » bestimmi, dann bilden die Kegelschnitte » wieder ein Biindel
von Kurven mit dveipunktiger Beriihrung in (E, ¢). Die Biindel {1} und
{x} bestimmen einander gegenseitig?.

1 Im folgenden werden Biindel immer durch geschweifte Klammern gekenn-
zeichnet, wihrend wir fiir Biischel die gewthnlichen runden Klammern gebrauchen.

2 Man kann sagen, daB die durch {4} und {x} bestimmten Tripel von zu-
sammenfallenden Punkten die zwei durch (F, ¢) bestimmten zusammenfallenden
Punkte miteinander gemein haben.

Einen metrischen Spezialfall des Satzes VII von besonders iibersichtlichem
Charakter erhilt man, wenn £ ein unendlich ferner Punkt und ¢ die unendlich
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Zum Beweise betrachten wir zunichst zwei Punktpaare (4, B) und
(A4, B,) auf demselben Kegelschnitt 4 (Fig. 43); die entsprechenden Kegel-
schnitte der Gesamtheit {»} seien » und %,. Die Punktpaare (4, 4,),
(B, By), (E, E) bestimmen eindeutig eine Projektivitit auf 1; die ent-
sprechende Projektivititsachse s moge Z auBler in E in einem Punkt F
schneiden. Die Projektivitit 1aBt sich, wie die Figur zeigt, in zwei
Involutionen zerlegen, deren Pole, P und Q,
auf s liegen. Diese Involutionen erzeugen
zwei Homologien H; und H, der ganzen
Ebene, welche 4 invariant lassen. Auch das
Produkt H,H, 1iBt 2 invariant; ferner geht
# offenbar in #, iiber, und wir werden zeigen,
dafl % und %, einander in (F, ¢) dreipunktig
bertihren. Zu diesem Zweck betrachten wir
den eindeutig bestimmten Kegelschnitt », welcher » dreipunktig in
E und 1 zweipunktig in I beriihrt; diese Kurve geht durch H, und H,
und also auch durch H;H, in sich dber und wird demnach auch #,
in E dreipunktig beriihren; also haben auch % und #, eine dreipunktige
Beriihrung in diesem Punktl.

Es mégen nun (4, B) und (4,, B,) auf zwei verschiedenen Kegel-
schnitten 4 und 4, des Biindels {4} liegen; wir kénnen voraussetzen,
dall die zwei Kurven einander in (F,¢) genau dreipunktig beriihren.
Dann kann 4 in 7; durch eine harmonische Homologie iiberfiihrt
werden, deren Zentrum auf ¢ liegt und deren Achse durch E geht. Der
durch (4, B) bestimmte Kegelschnitt » geht hierdurch in einen Kegel-
schnitt «* iiber, welcher » in (E,e¢) dreipunktig beriihrt; die Kegel-
schnitte #, und »* gehen nun aus zwei Punktpaaren desselben Kegel-
schnittes 4 hervor und haben also nach dem soeben Bewiesenen in
(E, ¢) dreipunktige Beriihrung; dies gilt dann auch fiir » und #,.

Wir haben also gesehen, daB alle Kegelschnitte », welche in der
angegebenen Weise bestimmt werden kénnen, einem Biindel mit drei
zusammenfallenden Punkten angehéren. Ist nun {2} ein anderes Bindel,
dessen Kurven mit den Kurven von {4} in (E, ¢) nur zweipunktige Be-
rithrung haben, dann kann auch das neue Biindel {x} nicht mit {x}
zusammenfallen. Man sieht dies sofort, wenn man die Punkte 4
und B als die zwei von E verschiedenen Schnittpunkte eines Kegel-

ferne Gerade ist. Ein Biindel von Kegelschnitten mit dreipunktiger Berithrung
in (E, ¢) ist dann eine Gesamtheit von 00% Parabeln mit festem Parameter. Durch
Anwendung der Parabelgleichung in Parallelkoordinaten sieht man, daB der
Parameter des Biindels {x} gleich p/2 ist, wenn der Parameter von {1} gleich p ist.
Ein Btischel von Kurven mit vierpunktiger Berithrung in (E, e) ist eine Gesanit-
heit von oo! Parabeln mit festem Parameter und gemeinsamer Achse.

1 Ist insbesondere die Projektivitat auf i parabolisch, hat die entsprechende
Kollineation der Ebene nur den einzigen Doppelpunkt E und die einzige Doppel-
gerade ¢; die Behauptung folgt dann sofort aus Satz VI.
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schnittes 4 mit einem Kegelschnitt 2 wihlt. Hiermit ist die umkehr-
bar eindeutige Beziehung zwischen den Biindeln {4} und {x} bewiesen.

Geht man von dem Biindel {#} aus, so findet man das Biindel {1}
in folgender Weise: Man wihlt einen Kegelschnitt » und zwei Punkte
(4, B) desselben. Die durch E gehende Gerade, welche ¢ von E4 und
EB harmonisch trennt, mége » in C schneiden; dann gibt es einen Kegel-
schnitt durch E, A, B, welcher in diesen Punkten ¢, AC bzw. BC be-
rithrt; dieser ist eine Kurve von {4}.

Wir kehren nun zu der Kollineation 7 mit dem einzigen Doppel-
punkt E und der einzigen Doppelgeraden e zuriick. Ist 1 ein invarianter
Kegelschnitt, (M, M') ein Paar von entsprechenden Punkten desselben,
und bestimmt man, ausgehend von (M, M’), nach der CHASLESschen
Methode . einen Kegelschnitt #, dann ist die Beziehung zwischen 4
und x% genau die in Satz VII angegebene. Da das Biischel aller in-
varianten Kegelschnitte einem Biindel {4} der obigen Art angehért,
bilden auch alle Kegelschnitte » ein Bindel. Also:

VIIL. Wenn eine Kollineation nur den einzigen Doppelpunki E und
die einzige Doppelgerade e hat, dann bilden alle Kegelschnitte », welche
nach der CHASLESschen Methode zur Doppelpunkisbestimmung benutzt
werden konmen, ein Biindel mit dreipunktiger Beriihrung in (E, ).

Wir setzen jetzt fest, daf die Angabe dev dvei zusammenfallenden
Doppelpunkte der Kollineation die Angabe des Biindels {x} bedeuten soll.

Es sei nebenbei bemerkt, daBl nach Satz VI und der darauf folgenden
Bemerkung jeder Kegelschnitt » genau ein Paar von entsprechenden
Punkten enthilt.

Man sieht nach Satz VII, da} durch drei zusammenfallende Doppel-
punkte einer Kollineation die invarianten Kegelschnitte noch nicht
gegeben sind, wohl aber das Biindel {4}, wozu sie gehoren. Sind um-
gekehrt die invarianten Kegelschnitte (4) vorgelegt, so findet man leicht
die drei zusammenfallenden Doppelpunkte.

Es sei bemerkt, daB die Identifizierung der drei zusammenfallenden
Doppelpunkte mit dem CHasLESschen Biindel {x} natiirlich, aber
doch gewissermafen willkiirlich ist; denn in m ist ja nach Satz VI nicht
nur das Biindel {x}, sondern jedes Biindel, dessen Kurven einander in
(E, €) dreipunktig beriihren, invariant. —

Um die Doppelgeraden von m direkt zu bestimmen, kénnte man,
wie auf S. 102 erwihnt, eine zur CHASLESschen Methode duale anwenden ;
ausgehend von einem Paar von entsprechenden Geraden (a, a’) erhilt
man dann einen Kegelschnitt u, dessen Tangenten die Geraden a und a’
in entsprechenden Punkten schneiden. Die Kurven ¢ entsprechen dem
Biindel {»} dual und bilden daher selbst ein Biindel; denn der Begriff
eines Biindels von Kegelschnitten mit dreipunktiger Beriihrung ist
selbstdual. Das Biindel {u} kann zur Festlegung der drei zusammen-
fallenden Doppelgeraden benutzt werden. Von dem Biindel {} kann
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man zum Biindel {4} auf eine Weise kommen, welche der fritheren von
{x} zu {i} fithrenden dual entsprichtl.

Wir gehen nun zu einigen Sitzen iiber, die fir alle Kollineationen
giiltig sind, unabhingig davon, ob die Doppelpunkte verschieden sind
oder nicht.

IX. Eine Kollineation ist durch die Doppelpunkte E, F, G und
etn Paar (M, M') von enisprechenden Punkten, welche wnicht auf einer
Doppelgeraden liegen, eindeutig bestimmd.

Die Doppelpunkte diirfen natiirlich, wenn sie verschieden sind, nicht
in einer Geraden liegen; ebenso darf, wenn E = F, aber =G, die Ge-
rade EF nicht durch G gehen.

Wenn die Doppelpunkte alle verschieden sind, ist IX eine unmittel-
bare Folge von Satz III. Ist E =F == G, so ist die Kollineation nach
Satz II unmittelbar herzustellen; denn man kennt ja die Projektivitaten
innerhalb jedes der Biischel mit den Zentren E und G; die zweite
dieser Projektivititen ist parabolisch.

Wenn endlich alle drei Doppelpunkte zusammenfallen, bestimmen
wir im Biindel {»} den durch M und M’ gehenden Kegelschnitt; hier-
durch ist die Projektivitit zwischen den durch M und M’ gehenden
Geraden festgelegt. Die parabolische Projektivitit innerhalb des durch
E bestimmten Geradenbiischels ist ebenfalls bekannt, und man kann
wieder Satz II anwenden.

X. Aus EFGMP X EFGM'P’ folgt EFGMM' ;X EFGPP’ oder —
in anderer Formulierung:

Zwei Kollineationen mit denselben Doppelpunkien sind veriauschbar.

Wenn E, F, G voneinander verschieden sind, folgt der Satz unmittel-
bar aus dem entsprechenden Satz iiber Projektivititen in einer Geraden
(Kap. I, § 1, Satz VI’); denn man kann aus

E(FGMP) 7~ E(FGM'P") und G(EFMP) ~ GEFM'P)
sogleich
E(FGMM') ~ E(FGPP) und G(EFMM') ~ G(EFPP)

folgern, womit der Satz bewiesen ist.

Wenn E mit F, aber nicht mit G zusammenfillt, bleibt der Beweis
ebenfalls giiltig; nur sind die zwei rechtsstehenden der obigen Projek-
tivitdten parabolisch, so daBl man aus Kap. I, § 1 den Satz VII’ statt des
Satzes VI’ heranziehen muf.

1 In dem in der letzten FuBnote S. 104 genannten Fall besteht auch das Bin-
del {u} aus Parabeln mit festem Parameter. Ist wie dort der Parameter von {A}
gleich p, so ist, wie man leicht einsieht, der Parameter von {u} gleich 2p; denn
ein Kegelschnitt 4 und ein entsprechender Kegelschnitt u liegen homothetisch

im Verhiltnis .
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Wenn aber E, F, G alle zusammenfallen, muBl der Beweis geidndert
werden. Die zwei Kollineationen, deren Vertauschbarkeit zu beweisen
ist, seien @ und 7,. Die erste fithre M in M’ iiber, die andere M und M’
in P bzw. P’; es ist zu beweisen, dal @ den Punkt P in P’ transformiert.

Haben die beiden Kollineationen dasselbe Biischel von invarianten
Kegelschnitten, so folgt der Satz sofort daraus, dafl zwei parabolische Pro-
jektivititen in einem Elementargebilde und mit demselben Doppel-
punkt vertauschbar sind (Kap.I, § 1, Satz VII'). Es mdgen also die
Biischel der invarianten Kegelschnitte von @ und 7, verschieden sein;
jeder invariante Kegelschnitt von & hat dann mit jedem invarianten
Kegelschnitt von n; in E dreipunktige Be-
rithrung. Die gemeinsame Tangente sei e.

Es sei (Fig. 44)! 1 der durch M und
M’ gehende, in 7 invariante Kegelschnitt;
ferner seien 4; und 4] die durch (M, P)
bzw. (M’', P’') gehenden, in 7, invarianten
Kegelschnitte; 4; und 1] haben in (E, ¢) vier-
punktige Beriihrung (Satz V); da die

Fig. 44. Kollineation 7 den Punkt M in M’ iber-

fithrt, folgt nun aus Satz VI’, daB sie auch 4,

in 4] transformiert. Endlich sei A* der durch Pund P’ gehende Kegelschnitt,

in welchen 2 durch 7, iibergeht; 1 und A* haben also (Satz VI') in (E, €)

vierpunktige Beriihrung, und da 1 in 7 invariant ist, folgt, daB auch A*

diese Eigenschaft hat. Dann ist aber P’ der Punkt, welcher in w dem
Punkte P entspricht, was zu beweisen war.

XI. Das Produkt zweier Kollincationen ® und 71, mit denselben
Doppelpunkien E, F, G ist, sofern sie keine Homologie ist, wieder eine
Kollineation wmit diesen Doppelpunkten.

Dies ist selbstverstidndlich, wenn die drei Doppelpunkte alle ver-
schieden sind. Auch wenn E mit F, aber nicht mit G zusammenfillt,
ist dies beinahe unmittelbar einzusehen; ein dritter Doppelpunkt miiBite
namlich auf der Geraden e liegen, welche mit E die zwei zusammen-
fallenden Doppelpunkte bestimmt; dies ist aber unméglich, weil das
Produkt zweier parabolischen Projektivititen mit demselben Doppel-
punkt E entweder die Identitit oder eine parabolische Projektivitit
mit E als Doppelpunkt ist.

Wenn E, F, G alle zusammenfallen, 1408t sich der Beweis folgender-
maBen fiihren: DaB die Produktkollineation sz, unter der angenomme-
nen Voraussetzung nur dieselben Doppelelemente E und e wie die ein-
zelnen Faktoren haben kann, ist klar, weil sowohl die Punkte auf e,
wie die Geraden durch E parabolisch transformiert werden. Die in-
varianten Kegelschnitte der beiden Kollineationen gehdren demselben
Biindel {4} an. Es gehe ein Punkt M durch @ in M’ und dieser

1 Vgl. die letzte FubBnote S. 104.
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Punkt durch 7, in M* {iber; der durch M und M* gehende Kegelschnitt 7
des Biindels {4} ist dann in @7, invariant; denn er geht in einen Kegel-
schnitt 2* durch M* iiber, welcher nach Satz VI’ 1 in E vierpunktig
beriihrt. Hieraus folgt sofort der zu beweisende Satz; da nidmlich die
invarianten Kegelschnitte von 7, ; und @nw; demselben Biindel an-
gehoren, haben die drei Transformationen auch dasselbe CHASLESsche
Biindel {x}.

Es seien nun 7 und m; zwei (verschiedene) Kollineationen und 4
ein Punkt, der durch @ und #; in denselben Punkt A’ tberfithrt wird.
Die Punkte A kénnen dann als die Doppelpunkte der Kollineation
aim;! und die entsprechenden Punkte A’ als die Doppelpunkte der
Kollineation #; 'z bestimmt werden.

Die Multiplizitit eines gemeinsamen Paares (4, A") wird definitions-
gemidll durch die Multiplizitit des Doppelpunktes 4 in swa;! (oder A’
in 7;717) festgelegt. Auch die fritheren Angaben von zwei oder drei
zusammenfallenden Punkten (durch einen Punkt und eine damit in-
zidente Gerade oder ein Biindel von Kegelschnitten mit dreipunktiger
Beriihrung) lassen sich hier anwenden: Ein doppelt zihlendes, gemein-
sames Punktpaar von @ und 7; wird durch (4, ), (4’, a’) festgelegt,
wo (4, a) zwei zusammenfallende Doppelpunkte in 7zt und (4, a')
die entsprechenden, zusammenfallenden Doppelpunkte in @;lm be-
bedeuten; ein dreifach zdhlendes, gemeinsames Punktpaar wird durch
{#}, {#'} angegeben, wo {x} und {x'} die CmasLEsschen Biindel von
anwt bzw. @7 lw sind. Das Resultat dieser Festsetzungen kénnen wir
in folgender Weise kurz als Satz formulieren:

XIL. Zwei Kollineationen w und 7, haben drei (nicht notwendig ver-
schiedene) oder unendlich viele Punktpaare miteinander gemein.

Der letzte Fall trifft ein, wenn ;! (und demnach auch #71z) eine
Homologie ist.

Ferner hat man:

XII1. Wenn die Kollineationen m und 7, dieselben drei — nicht not-
wendig verschiedenen — gemeinsamen Elemente (A, A') wie 7wy und 7,
haben, dann bilden diese auch die gemeinsamen Elemente der Kollinea-
tonen 7w und my, — oder diese Transformationen haben unendlich wviele
Elemente mitesnander gemein.

Haben namlich 7wt und 7, 7, * dieselben drei Doppelpunkte, dann
sind diese Punkte auch die Doppelpunkte von s7; ! (Satz XI), wenn
diese letzte Transformation keine Homologie ist.

X1V. Wenn je zwer der Kollineationen w, 7w, und 7, dieselben gemein-
samen Elemente (A, A') haben, dann gilt dasselbe fiir die Kollineationen
ATy, TRy, TyTy, WO Ty eine beliebige Kollineation ist,

Denn wegen wwm, - (7, 7y)~! = #wz; ! und der zwei analogen Gleichun-
gen, sind die Punkte A fiir beide Tripel (inklusive Multiplizitit) dieselben.
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§ 2. Die Reziprozitit.

Die reelle Reziprozitit wurde in Kap. I besprochen. Wir betrachten
nun eine umkehrbar eindeutige Transformation der durch die imaginiren
Elemente erweiterten Ebene, welche folgende Eigenschaften hat:

Einem Punkt und einer Geraden der einen Figur entsprechen eine
Gerade bzw. ein Punkt der anderen; wenn eine Gerade sich um einen
Punkt dreht, dann durchlduft der entsprechende Punkt die entsprechende
Gerade; und eine einfache Kette von Punkten wird in eine einfache Kette
von Geraden iiberfithrt.

Wie im vorigen Paragraphen findet man auch hier, dal entweder
jede Punktreihe zu dem entsprechenden Geradenbiischel projektiv oder
aber symmetral ist. Im ersten Fall heifit die Transformation eine Rezi-
prozitit oder Korvelation, tm zweiten eine Antiveziprozitit oder Antikorre-
lation.

Wir behandeln zunichst die Reziprozitit.

Man erhilt leicht die folgenden zwei Sitze, welche den Sitzen II
und III des §1 vollig analog sind:

1. Sind zwei gerade Punkirvethen a und b auf zweir Geradenbiischel
(mit den Zentren A bzw. B) projekitv bezogen, so daf in beiden Be-
ziehungen dem Schuittpunkte (ab) die Gerade AB entspricht, dann ist
hierdurch eindeutig eine Reziprozitdt bestimmil,

I1. Eine Reziprozitit ist eindeutig bestimmi, wemn vier gegebenen
Punkten der einen Figur vier gegebene Gerade der anderen entsprechen
sollewn ; nur diivfen nicht dret der gegebenen Punkte auf etner Geraden liegen
und wicht drei dev gegebemen Geraden durch einen Punkt gehen?.

Wir betrachten nun zwei Reziprozititen 2’ und 2}; die Punkte 4,
denen dieselbe Gerade a’ in X und 2| entspricht, kénnen als die
Doppelpunkte der Kollineation 2271 bestimmt werden und die ge-
nannten Geraden a’ als die Doppelgeraden der Kollineation X71X
Doppelt und dreifach zihlende gemeinsame Elemente (4, a’) werden
ganz wie am SchluB des § 1 erklirt. Wir haben dann:

ITI. Zwei Reziprozititen & = (M, m') und X, = (M, my) haben drei
(nicht notwendig verschiedene) oder unendlich viele Punkt-Geradeele-
mente (A, a') miteinander gemein.

Der zweite Fall tritt ein, wenn 227! (und demnach auch Z;1Z)
eine Homologie ist.

Was oben gesagt ist, kann man im besonderen anwenden, wenn die
zwei Reziprozititen invers (aber nicht involutorisch) sind. Die Punkte
und Geraden der obenerwiahnten Elemente (4, 4') sind dann die Doppel-
punkte und Doppelgeraden der Kollineation 22 und werden Haupt-
punkte und Haupigerade von X genannt. Die Hauptpunkte und Haupt-
geraden entsprechen einander tn X in involutorischer Weise.

! ENrRIQUES: S. 138. 2 ENRIQUES: S. 139.
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Hinsichtlich des in Satz III erwdhnten letzten Falles zeigen wir:

IV. Wenn es in einer nichtinvolutorischen Reziprozitit eine gerade
Reihe von Hauptpunkten — und also ein Biischel von Haupigeraden —
gibt, dann liegt jeder dieser Hauptpunkte in der entsprechenden Haupt-
gevaden, und die Reziprozitit lifit sich — auf unendlich viele Weisen —
wn eine Polaritit und eine Kollineation zerlegen, welche durch Wieder-
holung eine Homologie ergibt.

Um dies zu beweisen, bemerken wir zuerst, dafl auBler den soeben
erwidhnten Hauptpunkten auch das Zentrum E des Biischels ein (iso-
lierter) Hauptpunkt ist; die entsprechende Hauptgerade ist der Tréger e
der Punktreihe. Andere Hauptfelemente kann es nicht geben.

Ferner zeigen wir, dal} es keine durch E gehende Hauptgerade gibt,
welche den entsprechenden Hauptpunkt nicht enthilt. Es sei nim-
lich a (Fig. 45) eine solche Gerade, A’ der entsprechende Hauptpunkt.
Ferner sei B ein beliebiger, fester Punkt auf a; die entsprechende Ge-
rade &' geht durch A’, aber sie enthilt nicht den Punkt B, weil dann
(B, b") ein Hauptelement wire. Die Strahlen durch B sind auf die
Punkte der Geraden b’ projektiv bezogen; es muB3 demnach mindestens
einen durch B gehenden Strahl m geben,
welcher durch seinen entsprechenden
Punkt M’ geht; m ist von BA’ verschie-
den; sie schneide e im Punkte N, dessen
entsprechende Gerade »” = E M’ ist. Dem
Punkte M’ = (mn’) entspricht dann die
Gerade M'N =m, d. h. (m, M') wire ein
Hauptelement, was unmdglich ist.

Der Beweis ist, wie man unmittelbar
sieht, ganz unabhingig davon, ob E auf
e liegt oder nicht.

Es liegt also jeder Punkt von e in der
entsprechenden Hauptgeraden; wir betrachten nun einen beliebigen
Kegelschnitt », welcher E und e als Pol und Polare hat; es seien F und G
die Schnittpunkte von » mit e¢. Ferner sei (m, M') ein Element der
Reziprozitat; M’ liegt auf der Geraden, welche F mit dem Schnitt-
punkte (em) verbindet. Ist M* der Pol von m in bezug auf », dann
sind EM' und E M* konjugierte Gerade in bezug auf diese Kurve. Die
gegebene Reziprozitit kann dann als das Produkt der folgenden Trans-
formationen hergestellt werden:

a) Eine Polaritit in bezug auf »x,

b) eine Kollineation mit den Doppelpunkten E, F, G und (M*, N')
als entsprechenden Punkten.

Denn diese Transformation fithrt ¢, EF, EG, min bzw. E, F, G, M’
iiber; auBerdem entspricht jeder Geraden durch E ihr Schnittpunkt mit
¢ in involutorischer Weise.

Fig. 45.
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Man sieht, daf die genannte Kollineation durch Wiederholung eine
Homologie mit dem Zentrum E und der Achse e ergibt.

Es seien nun E, F, G drei verschiedene Hauptpunkte einer Rezi-
prozitit, welche nicht in einer Geraden liegen. Von vornherein gibt es
dann die folgenden Mdglichkeiten:

1. Jedem der Punkte entspricht seine Gegenseite im Dreieck; die
Transformation ist dann involutorisch und bildet ein Polarsystem oder
eine Polaritdt*; alle Punkte sind Hauptpunkte.

2. Jedem Punkt entspricht eine anliegende Seite. Dieser Fall ist
aber unmoglich; denn wird £ in EF und F in FG iibergefiihrt, so mul3
der Geraden EF der Punkt F entsprechen, so daf die Beziehung zwischen
Hauptpunkten und Hauptgeraden nichtinvolutorisch wire.

3. Einem der Hauptpunkte, z. B. E, entspricht die Gegenseite FG,
wahrend den anderen Hauptpunkten anliegende Seiten entsprechen. In
diesem Fall wollen wir E prinzipalen Hauptpunkt und F und G
sekundire Hauptpunkte nennen. Insbesondere kénnen hier alle Punkte
der Geraden FG Hauptpunkte sein (vgl. Satz IV) oder, wie oben, alle
Punkte der Ebene (Polaritat). ’

Gibt es in einer Reziprozitdt nur zwei Hauptpunkte, wo also der eine
doppelt zu zéhlen ist (£ = F und = G), dann hat die Reziprozitit auch
nur zwei Hauptgerade (EG und ,, EF*). Es gibt hier zwei Moglichkeiten:

4. Dem Punkte G (dem prinzipalen Hauptpunkt) entspricht die
Gegenseite EF, und E die Gerade EG.

5. Den Punkten E und G entsprechen die Geraden EF bzw. EG;
dies erweist sich wie oben als unmdoglich.

6. Fallen endlich alle drei Hauptpunkte zusammen, so gibt es nur
einen (prinzipalen) Hauptpunkt und eine durch diesen gehende Haupt-
gerade.

Alle die obigen Faille, die sich nicht schon bisher als unmdglich er-
wiesen haben, lassen sich realisieren. Einige von ihnen sind schon be-
kannt; die Existenz der anderen geht aus den folgenden Entwicklungen
hervor.

Man hat den Satz:

V. Eine Reziprozitit ist durch drei Hauptelemente (E,e), (F,]),
(G, g), welche nicht alle zusammenfallen, tn Verbindung mit einem Element
(M, m') eindeutig bestimmt, sofern M wicht auf einer Hauptgeraden liegt
und m' nicht durch einen Hauptpunkt geht.

Sind alle Hauptelemente verschieden?, so ist Satz V eine unmittelbare
Folge von II; wenn dagegen zwei Hauptelemente wie (£, ¢) und (F, j)
zusammenfallen3, kann der Beweis folgendermaBen gefiihrt werden:

1 ENRIQUES: § 51.
2 Wir setzen voraus, daB sie wie in den Fillen 1. oder 3. liegen.
3 Wir setzen voraus, daB sie wie im Fall 4. liegen.
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Es moge (Fig. 46) die von e verschiedene, durch G gehende Ge-
rade p die Gerade g in P schneiden; der der Geraden $ entsprechende
Punkt P’ liegt auf g. P’ muB dann von P verschieden sein; denn sonst
wire (P, ) ein neues Hauptelement. Die

Beziehung zwischen P und P’ ist also eine £
parabolische Projektivitit mit E als Doppel-
punkt. €

Es sei nun (M, m’) ein beliebiges Ele-
ment der Reziprozitit. Nach dem soeben £ £ S—pr—
Bewiesenen kennt man dann die projektive Fig. 46.

Beziehung zwischen dem Geradenbiischel mit
dem Zentrum G und der Punktreihe g. Ferner ist die Projektivitiit
zwischen dem Geradenbiischel mit dem Zentrum E und der Punktreihe ¢
festgelegt, und man kann Satz I anwenden.

Im vorigen Paragraphen haben wir gesehen, dafl eine Kollineation
durch die Doppelpunkte und ein Paar von entsprechenden Punkten
eindeutig bestimmt war, auch in dem Fall, wo die Doppelpunkte alle
zusammenfallen. Ein analoger Satz filr Reziprozititen mit drei zusammen-
fallenden Hauptelementen ist, wie wir bald sehen werden, wicht giiltig.

Wir werden nun die Reziprozititen dieser Art niher studieren. Es
sei 2 eme solche Reziprozitit; die drei zusammenfallenden Haupt-
punkte seien, wie in § 1 besprochen, durch ein Biindel {*} mit drei-
punktiger Beriihrung gegeben ; der Berithrungspunkt sei £, die zugehdrige
Tangente ¢; {x} ist das CuasLEssche Biindel der Kollineation 22

Aus {x} kénnen wir, wie in § 1, ein Biindel {4} herstellen, innerhalb
dessen das Biischel () von in 22 invarianten Kegelschnitten sich be-
findet. Das Biischel (1) wird durch 2 auf sich selbst projektiv bezogen,
und diese Projektivitit ist entweder die Identitdt oder eine Involution;
denn durch ihre Wiederholung ergibt sich ja die Identitit. Es gibt
demnach auller dem ausgearteten Kegelschnitt, der aus der doppelt zu
zahlenden Geraden e gebildet ist, einen anderen, nicht ausgearteten,
g, der in X invariant ist (d. h. die Punkte der Kurve gehen durch X
in die Tangenten derselben {iber).

Es sei nun 2, die Polaritit in bezug auf 4,. Wir betrachten dann
die Kollineation

(1) a=22.

Da 1, in 2 invariant ist, sind 2 und 2 offenbar vertauschbar, und
man erhilt: #2 = 22 Die Transformation 722 hat also drei zusammen-
fallende Doppelpunkte, welche durch {x} festgelegt sind. Dann muf
auch @ drei zusammenfallende Doppelpunkte haben, und diese sind
dieselben wie die von x2? (§ 1, Satz XI). Aus (1) findet man:

(2) 2=nZ,,

Juel, Projektive Geometrie. 3
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also:

V1. Jede Reziprozitit mat drei zusammenfallenden Hauptelementen hat
einen und nur einen tnvarianten Kegelschnitt . Sie laft sich in eine
Kollineation 7w mit den Hauptpunkten als Doppelpunkien und A als einem
invarianten Kegelschwitt und eine Polaritit Xy in bezug auf 1y zerlegen;
7w und X sind vertauschbar.

Wir wollen nun zeigen:

VII. Es gibt unendlich viele Reziprozititen mit drei in (E, ) zusammen-
fallenden Hauptelementen und einem Paar (M, m') von entsprechenden
Elementen. Wird auferdem die dem Schunittpunkte Q' = (em') eni-
sprechende, durch E gehende Gerade q'' gegeben, dann
¢' ist die Transformation eindeutig bestimms.

Die Hauptpunkte seien nimlich durch ein Biin-
, del {%} mit dreipunktiger Beriihrung in (E, ¢) ge-
geben. Aus {x} bestimmen wir wie vorher das
Biindel {1}, innerhalb dessen der invariante Kegel-
schnitt 1, zu suchen ist.

F Wir denken uns nun (Fig. 47) eine Transforma-
tion der gewiinschten Art gefunden und nach
Satz VI in eine Kollineation 7 und eine Polaritiat 2,
zerlegt, Die invarianten Kegelschnitte (1) in =
haben mit 4, in (E, ¢) vierpunktige Beriihrung;
die durch M gehende Kurve 1, dieses Biischels
enthilt den Pol M7 von m’ in bezug auf 1,. In der Reziprozitit ent-
spricht der Geraden ¢ = EM der Punkt Q' und diesem Punkt die Gerade
¢’’; also geht ¢ durch 7 in ¢; = E M und diese Gerade in ¢'’ iiber, und
das Paar (¢, ¢) ist von (g, ¢'') harmonisch getrennt (Kap. I, § 1, Satz Il a).

Hieraus ergibt sich die folgende eindeutige Bestimmung der Trans-
formation: Durch E lege man die Gerade ¢;, welche von ¢ durch (g, ¢"")
harmonisch getrennt ist. Es gibt nun innerhalb {1} ein eindeutig
bestimmtes Biischel (1) — mit vierpunktiger Beriihrung in (E, ¢) —,
dessen Kurven Q' und ¢ als Pol und Polare haben; innerhalb (4) be-
stimme man den durch M gehenden Kegelschnitt 4,. Die Pole von '
in bezug auf die Kurven (1) liegen alle auf ¢}, und es gibt eine einzige
unter diesen Kurven, 4,, so da3 der Pol von ' auf 4, liegt (also in M7).
Die Kollineation & wird dann durch das Bischel (1) von invarianten
Kegelschnitten und das Punktpaar (M, M7) festgelegt, und 2 ist die
Polaritt in bezug auf 4.

Man verifiziert leicht, daB die Reziprozitit 2 =z den Bedingungen
geniigt.

Fig. 47.

Des weiteren nennen wir den Satz:
VIII. Wenn die Reziprozititen X und 2| dieselben drei — nicht not-
wendig verschiedenen — gemeinsamen Elemente wie 2, und X, haben,
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dann bilden diese Elemente auch die gemeinsamen Elemente der zwei Re-
ziprozititen 2 und X,, oder diese Transformationen haben unendlich viele
Elemente miteinander gemein.

Haben ndmlich 227! und 2|25 dieselben drei Doppelpunkte,
dann sind diese Punkte auch die Doppelpunkte von 225! (§1, Satz XI),
sofern diese Transformation keine Homologie ist.

IX. Wenn die Reziprozititen X,2, und X, paarweise dieselben ge-
meinsamen Elemente (A, a') haben, dann gilt das Analoge fiir die Kolli-
neationen XX, 212, XX, wo X, eine beliebige Reziprozitit ist.

Dies folgt in Analogie mit dem Beweis des Satzes XIV in § 1 daraus,
daB die Gleichung 22X - (2} 2))~1 = XX -1 und ihre zwei analogen gelten.

IX. Kapitel
Die zweidimensionale Kette.

§ 1. Die geometrische Behandlung der zweidimensionalen
Kette.

Auf der Geraden spielen gewisse Punktgesamtheiten, die wir einfache
Ketten genannt haben, eine besondere Rolle. Eine solche Kette wird z. B.
aus den reellen Punkten einer reellen Geraden gebildet. In der Ebene
kann man in analoger Weise Gesamtheiten von Punkten hervorheben.

Gegeben seien vier Punkte 4, B, C, D der Ebene, von welchen keine
drei in einer Geraden liegen; wir definieren dann:

Die Gesamtheit der Punkte P, fitr welche die Wiirfe A(BCDP) und
B(ACDP) reell sind, bildet eine zweidimensionale Kette kM.

Durch eine — reelle oder imaginidre — Kollineation oder Anti-
kollineation geht eine zweidimensionale Kette in eine ebensolche iiber.
Im besonderen kénnen die Punkte 4, B, C, D durch eine solche Kolli-
neation immer in vier reelle Punkte einer reellen Ebene iiberfiihrt werden
(Kap. VIII, § 1, Satz III)!; die entsprechende Kette besteht offenbar
aus allen reellen Punkten dieser Ebene. Also gelten die folgenden
Sitze I—1IV:

1. Durch vier Punkte der Ebene, von welchen keine drei in einer Ge-
raden liegen, geht eine und nur eine zweidimensionale Keite.

Man sieht, daB die vier in der Definition erwihnten Punkte be-
liebige Punkte der Kette sind.

11. Eine Gerade, welche zwei Punkie einer B enthilt, hat mit der BT
alle Punkte einer einfachen Kette gemein.

! Die in Kap. VIII gegebene Definition der kollinearen Abhingigkeit 148t sich
ebensogut anwenden, wenn die zwei Figuren in verschiedenen Ebenen liegen. Der
Satz III ist auch in diesem Falle giiltig.

Ein Beispiel einer solchen Kollineation zwischen zwei Ebenen hat man — wie
im reellen — in der zentrischen Projektion.

8*
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Man sagt in diesem Fall, daB die Gerade der Kette 2T adjungiert sei.

1I1. Durch jeden Punkt P der Ebene auferhalb k'L geht eine und nur
etne Gerade P, welche der Kette adjungiert ist.

Der Punkt P kann durch eine Involution von Punkten auf jener
einfachen Kette bestimmt werden, welche p mit A’! gemein hat.

Durch einen Punkt der Kette 7 gehen unendlich viele adjungierte
Gerade, und diese bilden eine einfache Kette von Geraden.

Ferner:

IV. Eine in der Ebene liegende Gerade, welche nicht mit der Kette k'Y
adjungiert ist, hat mit dieser einen und nur einen Punki gemein.

Denn jede in einer reellen Ebene liegende imaginire Gerade hat einen
reellen Punkt.

Die Punkte einer zweidimensionalen Kette und die derselben ad-
jungierten Geraden sind zwei duale Gebilde; dies gilt ndmlich fiir die
reellen Punkte und die reellen Geraden einer reellen Ebene.

Eine %' kann auBer durch vier Punkte auch in anderer Weise be-
stimmt werden. Man hat:

V. Eine zweidimensionale Kette ist eindeutig bestimmt durch

1. dres Punkte, welche nicht in einer Geraden liegen, und eine ad-
jungierte Gerade, oder

2. dres adjungierte Gerade, welche nicht durch denselben Punkt gehen,
und einen Punkt, oder

3. vier adjungierte Gerade, von welchen keine drei durch einen
Punkt gehen.

In allen Fillen findet man nimlich leicht vier Punkte der gesuchten
Kette.

Durch zwei Punkte 4 und B und zwei adjungierte Gerade 4 und b
ist im allgemeinen keine % bestimmt; wenn aber 4, B, (4B, a) und
(4 B, b) vier Punkte einer einfachen Kette sind, dann bestimmen «, 5,
A und B unendlich viele &, —

Es sei p eine der Kette &'’ adjungierte Gerade und % die einfache
Kette, welche p und %' miteinander gemein haben. Wenn zwei Punkte
durch dieselbe, aber entgegengesetzt orientierte Involution der Punkte
von k gegeben sind, also in bezug auf & symmetrisch liegen (Kap. II,
§ 3), sagen wir, daB diese Punkte auch in bezug auf k' symmetrisch
liegen. Wenn die Kette kI7 aus allen reellen Punkten einer reellen Ebene
besteht, sind symmetrische Punkte dasselbe wie konjugiert imaginire
Punkte.

In dualer Weise definieren wir zwei in bezug auf k! symmetrisch
liegende Gerade. Die Punkte zweier solcher Geraden liegen paarweise
symmetrisch in bezug auf AL

VI. Gegeben seien vier Punkte 4, B, C, D, von welchen keine drei
auf einer Geraden liegen. Es gibt dann eine und nur eine Kette k', die
durch A und B geht und in bezug auf welche C und D symmetrisch liegen.
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Man bestimme nimlich in der Geraden CD diejenige einfache Kette &;,
die durch den Schnittpunkt von 4B und CD geht, und in bezug auf
welche C und D symmetrisch liegen (Kap. II, § 3, Satz VIII). Zwei
Punkte dieser Kette bestimmen zusammen mit 4 und B die gesuchte
Kette &I,

Auf diese Bestimmung einer T 148t sich die folgende zuriickfiihren:

VII. Gegeben seien vier Punkte A, B, C, D, von welchen keine drei
auf einer Geraden liegen. E¢ gibt dann eine und nur eine Kette k'L, in
bezug auf welche sowohl A und B als auch C und D symmetrisch liegen.

Die genannte Kette muBl namlich durch die Punkte (AC, BD) und
(AD, BC) gehen.

Man hat ferner:

VIII. Gegeben seien drei Punkte 4, B, C, welche nicht auf einer
Geraden liegen, und eine Gerade 4, welche durch keinen der Punkte
geht. Es gibt dann eine und nur eine Kette k', die durch A geht, in be-
2ug auf welche B und C symmetrisch liegen und die d als adjungierte
Gerade hat.

Die Geraden 4B und AC schneiden nimlich 4 in zwei Punkten,
welche in bezug auf die gesuchte Kette symmetrisch liegen.

Dagegen hat man, wie leicht zu sehen:

IX. Durch zwei adjungierte Gerade und zwei symmelyische Punkie
ist entweder keine oder es sind unendlich viele BT bestimmi.

Des weiteren haben wir:

X. Die Beziehung, welche jeden Punkt in den symmetrischen Punkt
in bezug auf eine feste Kette k' diberfiihrt, ist eine spezielle Antikollineation
(eine sog. ,,Symmetrie in bezug auf k).

Um dies einzusehen, haben wir nach der Definition in Kap. VIII,
§ 1 nur zu zeigen, daB entsprechende Punktreihen untereinander sym-
metral sind. Wir betrachten demnach die Geradenbiischel, welche zwei
solche Punktreihen aus einem beliebigen Punkt der Kette k! proji-
zieren. Wird nun die Kette durch eine Projektivitit in die reellen Punkte
einer reellen Ebene transformiert, so gehen die Biischel in zwei andere
iiber, welche aus paarweise konjugiert imagindren Geraden bestehen, so
daB ihre Beziehung symmetral ist (vgl. den Anfang des Kap. VI, § 2).

Wir wollen nun die gemeinsamen Punkte zweier in derselben Ebene
liegenden zweidimensionalen Ketten 47 und T bestimmen. Wir kénnen
voraussetzen, daB3 die Ebene reell ist und daB 4 aus den reellen Punkten
dieser Ebene besteht.

Es sei A ein beliebiger imaginirer Punkt von %I, Durch 4 gehen
unendlich viele zu £ adjungierte Gerade, welche eine einfache Kette von
Geraden bilden. Der Ort der reellen Punkte dieser Geraden ist nach
Kap. I1, § 2, Satz VII ein reeller Kegelschnitt %; wenn insbesondere eine
der Geraden reell ist, zerfillt # in diese und eine andere Gerade.
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Ersetzt man A durch einen anderen imaginiren Punkt B von £,
so erhdlt man in derselben Weise einen zweiten reellen Kegelschnitt u;
» und ¢ haben den auf 4B liegenden reellen Punkt C miteinander ge-
mein. Sie haben daher noch einen oder drei gemeinsame reelle Punkte;
ein beliebiger von diesen gehért den beiden zweidimensionalen Ketten
an, weil er reell und Schnittpunkt zweier der Kette £!! adjungierten Ge-
raden ist.

Im besonderen kénnen sowohl # als auth g in ein Geradenpaar zer-
fallen, und ferner kann eine Gerade des ersten Paares mit einer Geraden des
zweiten zusammenfallen. In diesem Fall haben %/ und %{! alle Punkte
einer einfachen Kette miteinander gemein und auBerdem noch einen
isolierten Punkt, der aber auch in der einfachen Kette liegen kann.

Betrachten wir noch besonders den Fall, wo # und u auler C einen
reellen Punkt und zwei konjugiert imaginire Punkte P und P mit-
einander gemein haben. Die Geraden AP und AP liegen symmetrisch
in bezug auf die obige Kette von Geraden, welche durch 4 gehen;
also liegen sie auch symmetrisch in bezug auf k!!; dies gilt in analoger
Weise fiir die Geraden BP und BP; also liegen auch die Punkte P
und P symmetrisch in bezug auf A,

Da die zweidimensionale Kette ein selbstduales Gebilde ist, wer-
den zwei solche Ketten im allgemeinen entweder eine oder drei ad-
jungierte Gerade miteinander gemein haben; wenn deren drei existieren,
sind ihre Schnittpunkte gemeinsame Punkte der Ketten, und umgekehrt.

Wir fassen die oben gefundenen Resultate in dem folgenden Satz zu-
samimen :

XI1. Zwei zweidimensionale Ketten derselben Ebene haben im all-
gemeinen einen Punki und eine adjungierte Gevade oder dvei Punkte
und drei adjungierte Gerade wmiteitnander gemein. Wenn sie nur einen
(nicht mehrfach zu zdhlenden) Punki miteinander gemein haben, dann
gibt es zwer Punkte — und auch zwei Gerade —, welche in bezug auf die
beiden Ketten symmetrisch liegen.

Haben die 2wei Ketten mehr als drei Punkie gemein, dann bestehen
die gemetnsamen Punkte aus allen Punkien einer einfachen Kette und
etnem isolierten Punki. Der isolierte Punkt kann im besonderen auf der
einfachen Kette liegen.

Eine Kette kT kann in bezug auf eine andere Kette &I selbstsym-
metrisch sein; eine solche erhilt man, wenn man A durch zwei Paare
von Punkten (4, A4’) und (B, B’) legt, welche in bezug auf %/ sym-
metrisch liegen und nicht derselben Geraden angehéren (Satz X). Man
sagt dann, daB Eff zu R orthogonal ist. Man kann nun zeigen, daB
diese Lage gegenseitig ist, d. h. es gilt:

XII. Wenn eine Ketie kI zu einer anderen KL orthogomal ist, dann
ist auch die letztere zur ersteren orthogonal.
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Ist namlich %/ durch die zwei obengenannten Paare (4, 4’) und
(B, B’) bestimmt, dann ist die Gerade A4’ sowohl zu kY wie zu k!
adjungiert und hat also mit ihnen zwei einfache Ketten % und #, gemein.
Von diesen ist &, zu & orthogonal (Kap. II, § 3, Satz II); dann ist aber
auch % zu &, orthogonal (Kap. II, § 3, Satz III), d. h., man kann in %
zwei Punkte finden, welche in bezug auf %, und also auch in bezug auf
kI symmetrisch liegen. Ebenso kann man in BB’ zwei Punkte finden,
die in bezug auf ! symmetrisch sind und zugleich in £ liegen, und damit
ist der Satz bewiesen.

XIII. Zwei Orthogonalketten haben tmmer eine einfache Kette mit-
etnander gemein.

Diese ist, wenn A4, A’, B, B’ die obige Bedeutung haben, die einfache
Kette, welche eine der gegebenen Ketten mit derjenigen Geraden gemein
hat, die (4B, A’B’) mit (AB’, A'B) verbindet. Der isolierte Punkt ist
der Punkt (44’, BB'); dieser ist der gemeinsame Schnittpunkt aller Ge-
raden, welche zwei Punkte der einen Kette, die in bezug auf die andere
symmetrisch liegen, verbinden.

Wir wollen nun die Gesamtheit (Kongruenz) von Triagern der Punkte
einer zweidimensionalen Kette A bestimmen, die in einer imagindren
Ebene = liegt und im besonderen die Gesamtheit der Regelflichen (%)
charakterisieren, welche den in adjungierten Geraden zweiter Art liegen-
den einfachen Ketten % entsprechen. Zunichst wollen wir den all-
gemeinen Fall betrachten und nehmen an:

Die reelle Achse u von 7@ ist der Kette k'T nicht adjungiert, und der auf
u liegende Punkt von k' ist nicht reell.

Es gibt in diesem Fall unendlich viele imaginire Gerade erster Art,
welche zu %' adjungiert sind, ndmlich durch jeden reellen Punkt von %
genau eine; es sei / eine solche und « die reelle Ebene, welche / enthilt.
Die Gesamtheit dieser Ebenen hiillt eine Fliche (Torse) @ ein.

Es sei nun m eine adjungierte Gerade zweiter Art; sie enthilt eine
einfache Kette & von k!!; die entsprechende Regelfliche sei (k). Dann
muf3 jede Ebene « jede Regelfliche () beriihren; denn o« enthilt
den Triger von (k), welcher dem Schnittpunkt (Im) entspricht. Jede
Regelflache (&) ist also @ eingeschrieben.

Die Fliche @ ist durch zwei beliebige der Regelflichen (&) und (%,)
bestimmt, was leicht einzusehen ist: Die Regelflichen (k) und (&)
haben nidmlich einen Triger a miteinander gemein, welcher dem Schnitt-
punkt A der Ketten %, und %, entspricht. Jede nicht durch a gehende
gemeinsame Tangentenebene von (%) und (Z,) enthilt zwei Triger und
schneidet demnach die Ebene 7 in einer der Kette %! adjungierten
Geraden erster Art.

Es sei P ein beliebiger, reeller Punkt des Raumes. Durch Betrach-
tung der durch P gehenden, den Flichen (%,) und (k,) umbeschriebenen
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Regelflichen erkennt man, dafl im allgemeinen durch P (auller Pa)
drei gemeinsame Tangentenebenen der beiden Trigerflichen gehen.
Die Torse @ ist also von dritter Klasse.

Es seien ferner 8, und f, zwei @ nicht beriihrende, reelle Ebenen
allgemeiner Lage. Es gibt dann eine einzige Trigerfliche (k) mit f,
und f, als Tangentenebenen, denn jede dieser Ebenen enthilt den
Triger eines Punktes von k'Z; (k) ist wie oben gezeigt der Fliche @
einbeschrieben. Es gibt aber nur eine einzige, @ einbeschriebene Regel-
fliche, fiir welche f; und B, Tangentenebenen sind!. Also:

XIV. Die reellen Ebenen der adjungiervien Geraden erster Avt hiillen
eine Torse D dritter Klasse esn. Die Trigerflichen (R) sind mit den D
eingeschriebenen Regelflichen identisch; @ ist durch zwei dieser Triger-
flichen eindeutig bestimmt.

Man kann auch zeigen, daB die Triger die Doppeltangenten an @ sind?.

Es sind noch eine Reihe von speziellen Fillen zu betrachten:

A. Alle reellen Punkie der Achse u gehiren der Kette kT an.

Jede von u verschiedene, adjungierte Gerade ist in diesem Fall
imaginir erster Art, so daB zwei beliebige Triger einander schneiden.
Also:

XV. Alle Triger der tmaginiven Punkte der betrachicten Kette B
gehen durch einen festen Punkt.

Eine Kette dieser Art erhilt man, wenn man die reellen Punkte
einer reellen Ebene aus einem reellen Punkt auf eine imaginire Ebene
projiziert.

B. Die Achse u ist der Kette adjungiert, ohne daf alle ihre reellen
Punkte der Kette angehiren.

Es seien [, und /, zwei imaginire Gerade zweiter Art, welche der
Kette kY adjungiert sind und die Achse % in verschiedenen Punkten
schneiden; ihr Schnittpunkt sei 4. Die Triger der entsprechenden ein-
fachen Ketten bilden zwei Regelflichen, welche zwei gemeinsame
Triager haben, nimlich auBler # noch den Triger des Punktes 4; sie
gehoren deshalb einer linearen Kongruenz an. Da der Triiger jedes der
Kette angehorigen Punktes auf einer Regelfliche liegt, welche drei
Leitlinien in der genannten linearen Kongruenz hat, gilt:

XVLI. Die Triger der betrachteten Kette k' bilden eine lineare Kongruenz.

Je nachdem auf # zwei (evtl. zusammenfallende) oder keine reelle
Punkte von % liegen, hat die Kongruenz zwei reelle (evtl. zusammen-
fallende) Ordnungslinien oder keine.

1 Diese Tatsache ist dual zu dem bekannten Satz, daB die durch eine Raum-
kurve dritter Ordnung gehenden Flichen zweiter Ordnung ein Biindel bilden
(vgl. Te. REYE: Geometrie der Lage, III, Leipzig 1910, S. 136).

2 Die Berithrungspunkte sind nicht immer reell; sie kénnen auch konjugiert
imaginir sein.
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C. Die Achse u hat einen veellen Punkt O mit der Kette k' gemein,
ohme zu thy adjungiert zu sein.

In diesem Fall gehen durch O unendlich viele zu £ adjungierte Gerade
erster Art, welche eine einfache Kette von Geraden bilden. Die Schnitt-
punkte der Geraden / mit einer beliebigen, festen Geraden m erster Art der
betrachteten imaginidren Ebene bilden eine einfache Kette; die Trager
der Punkte dieser Kette sind die Tangenten eines reellen Kegelschnittes,
welcher in der durch m gehenden reellen Ebene p liegt (Kap. II, § 2,
Satz IV). Die Tréger der Punkte von %I liegen alle in den berithrenden
Ebenen der Kegelfliche zweiten Grades, welche den genannten Kegel-
schnitt aus O projiziert.

In jeder solchen beriihrenden Ebene « bilden die Punkte von #!f eben-
falls eine einfache Kette, aber hier gehort der reelle Punkt O der Kette an;
deshalb miissen die Triger durch einen festen Punkt 4 gehen (Kap. II,
§ 2, Satz 1V). Alle solche Punkte A4 liegen in der obengenannten Ebene u.
Entsprechen den zwei Lagen m, und m, der Geraden m die Ebenen u,
und u,, liegen die Punkte 4 sowohl in u, als in u,, also in der Ge-
raden (p;u,); diese ist der Triger des Punktes (m;#m,) und deshalb
eine Tangente der Kegelfliche. Also:

XVIL. Die Triger der Punkte von k' beriihren einen Kegel zweiten
Grades und schneiden eine feste Tangente derselben. (In der durch diese
Tangente ¢ gehenden Beriithrungsebene der Kegelfliche sind nur die
Kegeltangenten durch den Beriihrungspunkt von ¢ Triger.)

Eine Kette der letzten Art erhilt man, wenn man die reellen
Punkte einer reellen Ebene « aus einem imagindren Punkte P
auf eine imaginire Ebene f projiziert; der obengenannte reelle
Punkt O wird als der Schnittpunkt von « mit der reellen Achse von
bestimmt.

Umgekehrt kann man sich jede Kette £ der Art C in dieser Weise
erzeugt denken. Es sei nidmlich p die Gerade, welche von allen Trigern
geschnitten wird, P der entsprechende Punkt, 4, B und C drei andere
Punkte der Kette k7. Ferner sei Q ein beliebiger, von P verschiedener
imagindrer Punkt von $. Die Ebenen p4, pB, $C sind alle reell; also
sind die Geraden Q4, QB, QC alle imaginar erster Art und enthalten
die reellen Punkte 4’, B’ bzw. C’. Projiziert man nun die reellen Punkte
der Ebene = A'B'C’ aus Q auf die Ebene von k!, erhilt man eine
Kette, welche durch die vier Punkte P, 4, B, C geht und demnach
mit % identisch ist.

Als Beispiel einer Anwendung dieser Ausfihrungen kénnen wir die
Frage beantworten:

Welches ist die kleinste Anzahl von aufeinander folgenden zentrischen
Projektionen, durch welche sich vier imagindre Punkie einer imagindren
Ebene in vier veelle Punkte einer veellen LEbene iberfiihven lassen?
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Durch eine einzige Projektion ist dies im allgemeinen nicht er-
reichbar; denn die durch die gegebenen Punkte bestimmte Kette miifite
dann von der Art A oder C sein.

Man kann aber immer durch esme Projektion erreichen, daB eine
beliebige Kette einer imaginiren Ebene @ in eine Kette von der
Art C in einer anderen Ebene 7r; transformiert wird. Man braucht nur
das (reelle oder imaginire) Projektionszentrum in dem Triger m eines
Punktes M der Kette — aber auBerhalb # — und die reelle Achse
von 7; durch einen reellen Punkt von m zu wihlen. Durch zwei auf-
einanderfolgende Projektionen kann man also immer das Verlangte
leisten.

Hierbei waren aber die benutzten Projektionszentren im allgemeinen
imagindr. Man kann aber fragen: Wie viele Projekiionen sind nitig,
wenn similiche Zentren veell sein sollen? Wir wollen zeigen, dafl man
dann mit drei Projektionen auskommen kann.

Durch Projektion aus einem reellen Punkt kann man nimlich wie
oben eine Kette A7 von der Art C herstellen. Die Triger der Punkte
von k! schneiden alle eine Gerade p und beriihren einen Kegel zweiten
Grades. Man lege nun eine reelle Beriihrungsebene « an den Kegel, welche
# in P schneiden mége. Die Projektion von T aus P auf eine imaginire
Ebene 7,, deren Achse in o liegt, ergibt dann eine Kette von der Art A.
Diese Kette kann schlieBlich aus einem passenden reellen Punkt in
die Kette der reellen Punkte einer beliebigen reellen Ebene projiziert
werden.

§ 2. Die algebraische Theorie der zweidimensionalen Kette.

Eine Kette &7 wollen wir algebraisch definieren als Ort der Schnitt-
punkte entsprechender Strahlen in zwei antiprojektiven Strahlen-
biischeln, wobei die Verbindungslinie der Zentren sich selbst entspricht.
Diese Definition werden wir jedoch weiter unten durch eine Neben-
bedingung erginzen, um die volle Ubereinstimmung mit der friiheren
geometrischen Definition herzustellen (vgl. S. 115).

In gewShnlichen homogenen Koordinaten seien die Gleichungen der
Biischel (vgl. Kap. VI, § 4):

Mayx; + a3%5 + azx5) + (0%, + bexy + byx5) = 0,

@y 2y + G325 + a3%5) + (€%, + Co%y + c3%3) = 0

oder kiirzer:

(1) o +B=0, Ax+y=0.
Elimination von 4 ergibt

(2) ay—af=0

als allgemeine Gleichung der Kette kL.
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Diese Gleichung ist durch jeden Punkt der Geraden « = 0 erfiillt.
Indessen erhilt man, wenn « == 0, aus (2) und ihrer umgelegten Gleichung:

(3) vy —BB=0.

Wiy setzen nun fest, nur solche Punkte von x = O als der Kette angehirig
zu betrachten, welche die Nebenbedingung (3) erfillen.

Da (3) aussagt, daB y: f ein Einheitswurf e ist, werden die der Kette &1
zugezdhlten Punkte von & = 0 durch die einfache Kette von Geraden
v = ¢f auf & = 0 ausgeschnitten, d. h. sie bilden eine einfache Kette von
Punkten. Im besonderen sieht man, daB die zwei Biischelzentren
&«=0, #=0und « =0, y =0 der Kette nicht angehoren.

Die Geraden f = 0 und ¥ = 0 kénnen durch ein beliebiges anderes
Paar von entsprechenden Geraden der zwei antiprojektiven Biischel er-
setzt werden. Durch 8, =0, ¥, = 0, wo

(4) br=px+p, n=pxty,
ist nach (1) ein solches Paar bestimmt. Fiihren wir
(5) f=p—px, y=pn—to
in (2) ein, so finden wir

(©6) xy, —&p, =0,

wihrend (3) durch dieselbe Substitution (5) mit Hilfe von (2) und ihrer
umgelegten in

) 7171~ B =0
itbergeht.

Die Gleichungen (6) und (7) haben dieselbe Form wie (2) und (3)
und stellen wieder die Kette A1 dar; diese ist also — auch was die Punkte
auf & = QO anbelangt — von der speziellen Wahl des Paares (8, ) un-
abhingig.

Die Gleichung der Kette kann noch in anderer Weise geschrieben
werden. Aus (2) und (3) erhilt man

oy — 5+ k(yy — pf) =0,
wo % eine beliebige Konstante (==o0) ist. Dies kann auch
®) (x+ kB +ky)y —(E+ B+ E7)p=0
geschrieben werden. Fiihren wir die Abkiirzung
©) 0=+ kB4 by
ein, so erhdlt man aus (8)
(10) %y — & =0.

Umgekehrt kann man von (10), wo &, die Bedeutung (9) hat, mittels
(3) wieder zu (2) zurtickkehren.
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Die Gleichungen (10) und (3) geben also eine neue Darstellung der
Kette £I%; sie sagen aus, daB diese auch durch die antiprojektiven

Biischel oy 4+ B=0, Aag+y—0

definiert werden kann. Die entsprechenden Zentren P und @ sind durch
o, =0, =0 und &, = 0, ¥ = 0 oder

(1) a-4+ky=0, f=0 und a+kB=0, y=0

bestimmt.

Variiert man die Darstellung der Kette mittels (4) und (5), so erhilt
man auller (11) andere Biischelzentren. Fiihrt man in (11) mittels (4)
uo + B und po + y statt § und y ein, so findet man, daB fiir be-
liebige, aber verschiedene Werte von 4; und 4, die durch

A =0, y) =0,
(12) ~10‘+ﬂ und _20‘+:3
a4+ 7y=0 hoao+y=0

bestimmten Punkte entsprechende Biischelzentren sind. Man hat dann
sofort:

1. Die Kette B kann auf unendlich viele Weisen durch zwei anti-
projektive Geradenbiischel davgestellt werden; das eine Zewirum, P, kann
tn einem beliebigen Punkt der Ebene auPerhalb k' gewithit werden; das
andere, Q, ist dann eindeutig bestimmi.

Dall die Wahl von P den Punkt Q eindeutig bestimmt, ist sofort
klar; denn hitte ein Biischelzentrum P zwei entsprechende Zentren Q,
wiirde man zwei projektive (sogar perspektive) Biischel haben, die
einander in £ schnitten, was ja unmoéglich ist.

Die Gleichungen (12) zeigen ferner, daB P beliebig auBerhalb A/ und
auBlerhalb « = 0 gewidhlt werden kann; sie stellen alle Paare von
Biischelzentren dar, welche nicht auf & = 0 liegen. Nun kann man
aber eine neue Darstellung von k7 withlen, wo &« = 0 durch eine andere
Gerade ersetzt ist; also ist Satz I vollstindig bewiesen.

Aus Satz I entnimmt man:

11. Burch jeden Punkt P auferhalb k™ geht eine einzige Gerade, welche
eine einfache Kette mit kT gemein hat; sie verbindet P mit dem entsprechen-
den Biischelzentrum Q.

Denn dies gilt ja von den urspriinglichen Biischelzentren.

Die genannte Gerade wird adjungiert zu k' genannt; jede andere
durch P gehende Gerade hat mit %! einen einzigen Punkt gemein.

Die Gerade, welche die beiden durch (12) bestimmten Biischel-
zentren verbindet, hat die Gleichung

(13) (3'1}:1 — /127—*2) o+ (;11 - 12)/3 + @A —A)y=0.

Durch Variation von 4, und 4, (4; == ;) erhilt man alle von & = 0
verschiedenen adjungierten Geraden. Man findet dann:
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I11. Die adjungierien Geraden der betrachteten k' sind durch

14) tx +kf+ky=0

dargestellt, wo v veell ist.
Denn fiir £ = 0 gibt (14) « = 0, und fiir £ 4= 0 148t sich (14) leicht
— sogar auf unendlich viele Weisen — auf die Form (13) bringen.

Alle Geraden (14), welche der Kette %/ adjungiert sind, bilden eine
sog. zweidimensionale Kette von Geraden; es ist leicht, die Gleichung
dieser in Linienkoordinaten zu finden. In entwickelter Form lautet (14)

(wl + kb, + kcl)xl—i— (w2 + kby + kcy) %, + (ra3 + kby + kc3)x3= 0.
Die Linienkoordinaten sind demnach durch

0X, = ta, + kb, + ke,
(15) 0X, = ta, + kb, + kc,,
0X;=ra; + ieb3 + key

bestimmt. Wir suchen nun die Bedingung, welche (X, X,, X;) befrie-
digen miissen, damit man aus den Gleichungen (15) Losungen g, t
und % finden kann, wo t und % nicht beide gleich Null sind, und also
auch ¢ ¥ 0.

Die Determinante der Koeffizienten auf der rechten Seite in (15)
sei A; es ist sicher 4 == 0, weil die drei Geraden x =0, f = 0 und
¥ = 0 nicht durch denselben Punkt gehen. Die Unterdeterminanten
von 4 sollen wie gewdhnlich mit entsprechenden grolen Buchstaben be-
zeichnet werden. Die Gleichungen (15) sind dann mit den folgenden

0(A; Xy + 4, X, + 4,X;) = 14,
0(B1 X, + By X, + B3 Xj) = kA,
o(C Xy + Cy Xy + C3 X3) = k4

oder kiirzer, mit

od =14,
(16) 0B =FkA,
ol = kA
gleichwertig.
Aus diesen Gleichungen bilde man
00AT =tkAd,
00AB =tkAA,

woraus
(17) AT — AB =0
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folgt. Des weiteren findet man aus den beiden letzten Gleichungen (16),
daB I': B ein Einheitswurf sein muf}, also:

(18) I'T—BB=o0.

Fiir Gerade mit 4 == 0 folgt diese Bedingung schon aus (17).
Die gefundenen notwendigen Bedingungen (17) und (18) fiir X,,
X,, X, sind auch hinreichend. Es sei nimlich zundchst 4 #=0; man

kann dann r=1 und daherp= % setzen; die zwei letzten Gleichungen
(16) geben dann k= B: A und k= I": A, welche Werte nach (17)
konjugiert imagindr sind. Ist dagegen 4 =0, so findet manaucht=0;
setzt man @ = B YI'- 4, so ergeben die zwei letzten Gleichungen (16)

];=B.'l/§.l/f, k=]"."/§.‘l/f’
welche nach (18) konjugiert sind.

Die Kette I ist also durch die Gleichung (17) mit der Neben-
bedingung (18) in Linienkoordinaten dargestellt. Die Analogie mit den
Gleichungen (2) und (3) ist vollstindig; also ist eine zweidimensionale
Kette ein selbstduales Gebilde.

Eine Kette k7 kénnen wir auch in ganz anderer Weise darstellen.
Aus (2) und ihrer umgelegten erhidlt man ndmlich

{oc(ﬂw)—&(ﬂw):o,
«(f—7)+x(f—y) =0,

und diese zwei Gleichungen sind mit (2) gleichwertig. Sie sagen aus,

+y B—y
[0

(19)

dal} entweder o« = 0 oder Ety reell und rein imaginir ist, und

sie kénnen demnach durch
{’310‘ + t(+r) =0,
Lo+ i (f—yp) =0,
wo (t;,t;) und (r,,t,) zwei homogene reelle Parameter sind, ersetzt
werden. Die Kette ist also durch diese zwei Gleichungen mit der Neben-

bedingung (3) festgelegt.
Man sieht nun leicht, daB die Gleichungen

Lo+ 4E=0,
{ & 41,7 =0,
wo & =0, £ = 0 und % = 0 nicht durch denselben Punkt gehen, zu-
sammen mit der Bedingung
(22) E]—En=0
eine Kette darstellen; denn durch Vergleichung mit (20) findet man

(23) frr=§& «B—y=n,

(20)

(21)
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woraus
(24) B=13%(E—in), y=31E+1in
folgt. Die Bedingung (22) geht mittels (23) in (3) iiber.
Als Beispiel nennen wir:
Sind x = 0, ¥ = 0 zweli reelle Gerade einer reellen Ebene, und ist
# = 0 die unendlich ferne Gerade, dann stellen die Gleichungen

L+ tx =0,
(25) 1 1

r2u + t2y = O
mit der Nebenbedingung

die Gesamtheit der reellen Punkte der Ebene dar. Statt (25) kénnen
wir auch die einzige Gleichung

(27) w(® — iF) — iy — iy) = 0

setzen. Hieraus folgt die Ubereinstimmung der geometrischen und alge-
braischen Definition einer k!’; denn beide sind ja projektiv invariant.
Doch machen wir auf den folgenden, schon beriihrten Umstand
aufmerksam: Diese Ubereinstimmung ist nur durch einen Kunstgriff
hergestellt worden, welcher darin besteht, daf der algebraischen De-
finition die Nebenbedingung (3) zugefiigt wurde. Ohne diese stimmt die
Definition der Kette 27 als Ort der Schnittpunkte entsprechender Strahlen
in zwei antiprojektiven Strahlenbiischeln — wo also jedem Punkt von
k! eindeutig ein Parameterwert A beigelegt ist und die ganze Ver-
bindungsgerade der Biischelzentren eigentlich als einziges Element
aufzufassen ist — mit der geometrischen Definition nicht {iberein.
Die Gleichung (27) kénnen wir auch in der Form

lu+ (x —1iy) =0,
Au 4 (x+14y) =0
schreiben. Die Zentren dieser antiprojektiven Biischel sind (1, —%, 0)
und (1, ¢, 0); diese liegen in bezug auf die einfache Kette der reellen
Punkte von # = 0 und also (§ 1) in bezug auf k! symmetrisch. Fiir

eine R sind also entsprechende Biischelzentren und symmetrische Punkte
identische Begriffe.

(28)

Wir wollen nun die gemeinsamen Punkte zweier zweidimensionalen
Ketten analytisch bestimmen. Die eine sei gegeben durch die zwei

Bziischel Jo + B —o,

(29) faty—o

die andere durch

{ma +uf+py + plmo +mp+py) =0,

30 H
60) mo +nf + py + p(meax + nyf + pyy) =0.
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Fiir bestimmte Werte von 4 und g werden diese Geraden durch
evtl. gemeinsame Punkte der zwei Ketten gehen.
Die drei ersten Geraden gehen durch denselben Punkt, wenn

m+ pumy A i

n+un, 1 0|=0,

p+ppy 0 1
woraus

my — myd — Pl
folgt. FErsetzt man die dritte Gerade durch die vierte, erhdlt man
_ m—nk — pi
2 =TT .
(32) A By
Aus (31) und (32) erhdlt man zur Bestimmung von 4:
(33) (m—ni—p3) (tg—myh—ps2) — (A—A1—PA) (my—m A—pr1)=0.

Diese Gleichung und ihre umgelegte ergeben eine Gleichung vierten
Grades in 4. Die Wurzeln sind, wie frither bemerkt (Kap. VI, §2),
entweder eigentliche Losungen oder Wurzelpaare. Der durch

(34) m—nh—ph=0

im allgemeinen eindeutig bestimmte Wert von 1 gibt eine eigentliche
Waurzel; dieser entspricht nach (31) 4 = 0, so dal} der entsprechende
Punkt im allgemeinen nicht der Kette (30) angehdrt, sondern nur, wenn
zugleich die Nebenbedingung erfiillt ist.

Die drei anderen Werte von 4 sind entweder alle eigentliche Losungen,
oder der eine ist eigentlich, wihrend die zwei anderen ein Wurzelpaar
bilden. Im letzten Fall sei (4, 4,) dieses Paar. Dann liegen die Punkte

ll(x+ﬂ=0J 120('_{_/3:0)
und

05) Zzoc—{—y:O zloc—l—y—:o,

welche ja nach (12) symmetrisch in bezug auf die Kette (29) sind,
auch symmetrisch in Bezug auf (30). Denn setzen wir

m—nl, — ply m—nly— ph

M=

My — Hyhy — P1}:2

e My — Nyhy — P1Z1 '

so besagt (33), daB die zwei Geraden (30) durch den ersten Punkt
(35) gehen, wenn man fiir g und g bzw. g, und , setzt, und durch den
zweiten Punkt, wenn g und g gleich g, bzw. g, gesetzt werden. Aber
dann liegen — ebenfalls nach (12) — die Punkte (35) auch in bezug
auf die Kette (30) symmetrisch.
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X. Kapitel
Antiprojektivitdten in der Ebene.

§ 1. Die Antikollineation.

Die Antikollineation wurde schon im Kap. VIII, § 1 definiert. Daf}
solche Antikollineationen wirklich existieren, wissen wir schon; denn
eine Symmetrie in bezug auf eine zweidimensionale Kette (Kap. IX,
§ 1, Satz X) ist ein Beispiel einer solchen Transformation.

Wir haben sofort:

1. Eine Antikollineation ist durch vier Paare von entsprechenden Punk-
ten (A, A", (B, B"), (C,C"), (D, D'} eindeutig bestimmt, wenn keine dres
Punkte derselben Figur in einer Geraden liegen.

Es gibt nimlich nach Kap. VIII, § 1, Satz III eine Kollineation,
welche 4, B, C, D in bzw. A, B’, C’, D' iibertfiihrt; fiigen wir hierzu
eine Symmetrie in bezug auf die durch A4’, B’, C’, D’ bestimmte Kette,
so ist die so entstehende Transformation von der gesuchten Art. Es kann
nicht zwei verschiedene solche Antikollineationen & und 7, geben;
denn das Produkt z7;! wire eine nichtidentische Kollineation mit den
Doppelpunkten 4, B, C, D.

Eine Antikollineation kann involutorisch sein und wird dann durch
zwei Paare (4, 4"}, (B, B’), welche nicht in einer Geraden liegen, ein-
deutig bestimmt. Man hat:

I1. Eine involutorische Antikollineation ist eine Symmeltrie tn bezug
auf eime zweidimensionale Kette.

Man kann niamlich eine zweidimensionale Kette A bestimmen, in
bezug auf welche 4 und 4’ sowie B und B’ symmetrisch liegen (Kap. IX,
§ 1, Satz VII); die durch A bestimmte Symmetrie muB mit der Anti-
kollineation zusammenfallen, weil sie mit derselben zwei Paare ge-
mein hat. —

Eine Symmetrie hat unendlich viele Doppelpunkte, welche eine zwei-
dimensionale Kette bilden. Wir wollen nun die Doppelpunkte in einer
nichtinvolutorischen Antikollineation 7z bestimmen.

Ein Doppelpunkt in 7z muB auch ein Doppelpunkt in 72 sein; diese
Transformation ist aber eine Kollineation, welche drei verschiedene
oder zusammenfallende Doppelpunkte E, F, G hat, sofern sie keine
Homologie ist. Ist nun z. B. der Punkt F kein Doppelpunkt in 7, muB
er mit einem der anderen, etwa G, ein involutorisches Paar bilden.
Sind also E, F, G verschiedene Punkte, dann hat man folgende zwei
Moglichkeiten: Entweder sind alle drei Punkte Doppelpunkte oder
nur der eine, wihrend die zwei anderen ein involutorisches Paar bilden.

Beide Méglichkeiten konnen auftreten. Es sei namlich £ eine durch
E, F, G gehende Kette und 7 eine Kollineation mit den Doppelpunkten

Juel, Projektive Geometrie. 9
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E, F, G, welche die genannte Kette invariant 148t und durch Wieder-
holung keine Homologie erzeugt. Durch das Produkt von s und einer
Symmetrie in bezug auf k! ist dann die erste Méglichkeit realisiert. Er-
setzt man A durch eine andere Kette, die durch E geht und in bezug
auf welche F und G symmetrisch liegen, so kann man in analoger Weise
eine Antikollineation herste len, in der E ein Doppelpunkt und (F, G) ein
involutorisches Paar ist. Im ersten Fall sind alle drei Verbindungsgeraden
EF, EG, FG Doppelstrahlen, im letzten ist FG eine Doppelgerade,
wihrend EF und EG einander involutorisch entsprechen.

Fallen E, F, G ganz oder teilweise zusammen, so sind sie stets Doppel-
punkte in 7.

Wenn 72 eine Homologie ist, miissen sowohl die Achse # wie das
Zentrum U dieser Homologie Doppelelemente in z sein; wenn namlich
z.B.  durch 7 in eine andere Gerade «' {iberfithrt wiirde, dann miiBten die
Punkte von # und #’ einander in & gegenseitig entsprechen, so daB auch
die Punkte von #’ Doppelpunkte in 72 wiren, und dies ist ja unméglich.

Die Punkte von # werden durch & sowohl antiprojektiv als involuto-
risch gepaart; es gibt also in # entweder keine Doppelpunkte oder un-
endlich viele, welche eine einfache Kette bilden (Kap. IV, § 2, Satz I).
Man hat also:

II1. Eine nichtinvolutorische Antikollineation hat im allgemeinen ent-
weder drei (verschiedene oder zusammenfallende) Doppelpunkie oder einen
etnzigen Doppelpunkt in Verbindung mit einem involutorischen Paar. Spe-
ziell kann sie aufer einem isolierien Doppelpunkt noch unendlich viele
involutorische Paare haben, welche eine Gerade bilden; in diesem Fall
kann es insbesondere inmerhalb dieser Geraden eine einfache Kette von
Punkten geben, welche alle Doppelpunkie sind.

Sind zwei Antikollineationen 7 und 7, vorgelegt, so kann man —
wie bei den Kollineationen — die gemeinsamen Punktpaare (4, A’) der
beiden Transformationen dadurch bestimmen, daB die Punkte A Doppel-
punkte der Kollineation wn;!, die Punkte A’ Doppelpunkte der Kolli-
neation 7'z sind.

§ 2. Die Antireziprozitit.

Die Antireziprozitit wurde im Kap. VIII, § 2 definiert. Z. B. erhilt
man eine solche Antireziprozitit, wenn man einer Reziprozitit eine
Symmetrie in bezug auf eine zweidimensionale Kette hinzufiigt;
umgekehrt kann jede Antireziprozitit in dieser Weise hergestellt
werden.

Zwei Gebilde, welche derselben dritten antireziprok sind, sind unter
sich kollinear.

Betrachtet man nur Gebilde innerhalb einer zweidimensionalen
Kette, dann sind die reziproke und die antireziproke Abhingigkeit von-
einander nicht zu unterscheiden.
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Analog zum fritheren findet man:

1. Eine Antiveziprozitat ist durch vier Pumnki-Geradeelemente ein-
deutig bestimmt, wenn keine drei der Geraden durch eimen Punkt gehen
und keine drei der Punkte in einer Gevaden liegen.

Ferner: 3 -

I1. Zwei Antireziprozititen X = (M, m') und 2 = (M, m}) haben im
allgemeinen drei gemeinsame Elemente (A, a'), kénnen aber auch un-
endlich viele Elemente miteinander gemein haben. B

Die Punkte 4 sind die Doppelpunkte der Kollineation 2271, die
Geraden a' die Doppelgeraden der Kollineation 27X, Im besonderen
kann 227! (und demnach auch X7 'X) eine Homologie sein.

Ist fl invers zu 2, dann erhilt man die ,,H auptelemente von 2, welche
aus Hauptpunkien und Hauptgeraden bestehen. Hauptpunkte und Haupt-
gerade entsprechen einander in 2’ in involutorischer Weise.

Wir wollen im folgenden nur den Fall betrachten, wo es in 2 drei
verschiedene Hauptpunkte gibt, welche nicht in einer Geraden liegen. Die
entsprechenden Hauptgeraden sind dann die Seiten in dem durch die
Hauptpunkte E, I/, G gebildeten Dreieck.

Man sieht dann (genau wie bei der gew6hnlichen Reziprozitit), daB3
es nur folgende zwei Méglichkeiten gibt:

1. Jedem Eckpunkt des Dreiecks entspricht die Gegenseite.

2. Nur einem Eckpunkt, etwa E, entspricht die Gegenseite e,
wihrend jedem der anderen Eckpunkte F und G eine anliegende Seite
entspricht.

Wenn eine Antireziprozitit involutorisch ist, wird sie Awutipolaritit
genannt. Ein Punkt und die entsprechende Gerade werden als Pol und
Polare bezeichnet, und wir sprechen wie frither von Polardreiecken. In
einem solchen entspricht jedem Eckpunkt die gegeniiberliegende Seite
(vgl. den Fall 1 oben).

Eine gewohnliche Reziprozitit ist involutorisch, sobald sie ein Polar-
dreieck enthilt, und man kann noch ein Element (M, m’) (in nicht
spezieller Lage) beliebig wahlen. Es ist dies bei den Antireziprozititen
etwas anders; man hat:

II1. Ist ABC ein Polardreieck in einer Antipolaritit, und entspricht
in dieser einem Punkt P allgemeiner Lage die Gerade p, dann ist p
der durch A, B, C und P bestimmien Ketie k' adjungiert.

Jede der Geraden AB, BC, CA sowie PA, PB und PC ist nimlich
k! adjungiert, weil sie zwei Punkte mit derselben gemein hat. Es
sei AP = q; der entsprechende Punkt @ ist der Schnittpunkt von
mit BC. Die Gerade ¢ schneidet BC in einem Punkt Q, von kI, so daB
B, C und Q, derjenigen einfachen Kette & angehoéren, welche £ mit der
Geraden BC gemein hat. Aber auch Q gehdrt dieser Kette k an, weil
(B, C) und (Q, Q,) als zwei Paare einer Symmetrie innerhalb der Ge-

9*
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raden BC in derselben einfachen Kette liegen (Kap. ITI, § 2, Satz IV).
Die Schnittpunkte von p mit den Seiten des Dreieckes ABC gehdren
also A an; folglich ist  der Kette k! adjungiert.

Umgekehrt hat man:

IV. Ewntspricht in einer Anbiveziprozitit jedem Eckpunkt etnes Dres-
eckes ABC die Gegensette, und gibt es ein Paar (P, p) in allgemeiner Lage,
so daf p derjenigen zweidimensionalen Kette k'L adjungiert ist, welche durch
A, B, C und P bestimmi ist, dann ist die Antiveziprozitit involutorisch.

Durch das Polardreieck ABC und das Paar (P, ) wird namlich eine
Polaritit X bestimmt, in welcher die Kette %7 sich selbst dual entspricht.
Fiigt man zu dieser die Symmetrie X, in bezug auf &1, so erhilt man
eine involutorische Antireziprozitit XX, welche mit der gegebenen zu-
sammenfallen muB, denn eine Antireziprozitit ist ja durch vier Elemente
allgemeiner Lage eindeutig bestimmt.

XI. Kapitel

Einleitung in die algebraische Theorie
der Projektivitdten und Antiprojektivitidten
in der Ebene.

§ 1. Die Kollineation und die Antikollineation.

In gewohnlichen projektiven Dreieckskoordinaten wird die allgemeine
Kollineation 7 durch die linearen Gleichungen

“ —_—
QX1 = Ay1 %y - A9 %y + Ay3%3,

(1) 0%y = Ay Xy + Aoy ¥y + Ap3¥3,
Q%3 = Agy %y + A Xy + Az X3,
wo die Determinate 4 =|a,,| & 0, dargestellt. Dies koénnen wir in

folgender Weise einsehen:

Die Eckpunkte des Koordinatendreieckes seien 4, = (1,0, 0),
A, =(0,1,0), A3=1{0,0,1), der Einheitspunkt sei E; durch An-
gabe der entsprechenden Punkte A3, A3, 45, E’ ist eine Kollineation
eindeutig bestimmt. Die Gleichungen &; = 0, &y = 0, ®3 =0 von 43453,
A% A7, bzw. A7 Aj kénnen so gewihlt werden, daB E’ durch oy = o, = &5
dargestellt ist. -

Die Geraden x; = 0, %, = 0, %, — %3 = 0 werden dann in «, = 0,
%, = 0 bzw. &, — &y, =0 tiberfilhrt und, da entsprechende Wiirfe
einander gleich sind, wird der Geraden x, — Ax, =0 die Gerade
o, — Ay = 0 zugeordnet. Der Punkt (x,,%,, %;) wird demnach in
(¢¢y, &y, 0g) tberfiihrt, wo #,, %, und x; in die Linearformen einzufithren
sind. Dann haben aber die Transformationsformeln eben die Ge-
stalt (1).
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Umgekehrt sieht man sofort, daf die Gleichungen (1) immer eine
Kollineation darstellen, wenn nur 4 == 0 ist.
Die Doppelpunkte der Kollineation (1) werden aus den Gleichungen
(a3 — 0) %) + @y % + a13%, =0,
(2) Ag1 %y + (A9 — 0) %5 + ag5%3 = 0,
Ay %) + A%y + (a33 — 0)%3 =0

bestimmt. Die entsprechenden Werte von ¢ sind durch

\an — 0 3 ;
3) A(p) = |an Age — Qg3 i‘ =0
] a3 39 33 — Q|

gegeben. Einer Losung ¢ = g, von (3) entspricht entweder ein einziger
Doppelpunkt oder unendlich viele, welche eine Gerade erfiillen, je
nachdem fiir ¢ == g, die Gleichungen (2) sich auf zwei oder auf eine ein-
zige reduzieren (d.h. je nachdem eine Unterdeterminante =0 oder
alle gleich 0 sind). Alle Lésungen ¢ in (3) sind = 0.

Wir wollen nun mittels einer linearen Transformation mit den
Gleichungen

(4) xr:Zprsys (7,821,2,3; F:\'prs‘:#:o)

zu einem anderen Koordinatensystem (y;, ¥,, y;) iibergehen. Wir fithren
demnach links und rechts in (1) durch

(5) x; - Zprsy; bzw. X = Zibrsys

die neuen Koordinaten ein und erhalten

(6) 921%3’2 = ary Zplsys + a9 Zp%ys + a3 2?383’8-

Hieraus kénnten wir die ¥ finden und die Gleichungen auf eine zu
(1) analoge Form

(7) oy, = Zbrsys

bringen; wir werden jedoch die Gleichungen (6) beibehalten. Um im

neuen Koordinatensystem die Doppelpunkte zu bestimmen, setzen wir

in (6) ¥; = y, und eliminieren die y,. Es ergibt sich dann eine Deter-

minante, welche das Produkt von I"=|,, | und 4(p) ist. Also haben wir:
1. Die Gleichung A(p) = 0 ist gegeniiber Koordinatentransformationen

dev Form (5) tnvariant?.

! Die einzelne Wurzel von A () = 0 hat vom projektiven Gesichtspunkte aus
keine invariante Bedeutung, nur das Verhiltnis zweier solchen; die Invarianz der
Gleichung A (g) = 0 (also auch deren Wurzeln) gegenitber den benutzten Ko-
ordinatentransformationen ist nur eine Folge geeigneter Normierung. Wir
kénnten namlich die linken Seiten von (5) mit zwei verschiedenen, nicht ver-
schwindenden Proportionalitatsfaktoren versehen, ohne den geometrischen Inhalt
der Koordinatentransformation zu andern. Hierbei erhielten die Wurzeln von
A{g) = 0 einen gemeinsamen Faktor.
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Wir versuchen jetzt ein Koordinatensystem zu finden, in dem die
Gleichungen (1) moéglichst einfache Form annehmen. Aus (1) bilden wir
die lineare Kombination

0 (A x] + Ao x5+ A3 %)) = 2, (A @y + Agapy + Azay)

+ %5 (A g5 + Ay B9y + A3agp) + %3 (A Ayg + A3y + A3as)

Wir wollen nun die 4, so bestimmen, daB die Gleichungen

by + 2989+ Agyy Ay @i+ Agtigy + Ayags __ M3+ A3t Agags (= &)
P Ta i =

erfiillt sind. Hieraus findet man:
A(ay — &) + Ayay + Agas =0,
@8) Ay + Ag(age — &) + Agag =0,
Ay + Ayt + Ag(agy — &) = 0.

Durch Vergleich mit (2) erkennt man, dafl « aus 4(x) = 0 zu be-
stimmen ist; jeder Losung von o entspricht ein Wertsystem von
(A, : Ay : 43)— oder unendlich viele. Jede auf diese Weise bestimmte Gerade

Xy 4 Aprg + A%y =0

ist offenbar eine Doppelgerade der Transformation (1); also gibt es immer
wenigstens eine solche. ‘

Wir gehen nun durch eine Koordinatentransformation der Form (4)
zu einem neuen Koordinatensystem (y,, v,, ¥5) tber, wo die y,-Achse
eine der gefundenen Doppelgeraden ist; die beiden anderen Achsen
seien vorldufig beliebig gewdhlit. Die Gleichungen (1) werden dann:

Y1 = %Y1,
) 0Y2 = by ¥y + g Vs + b3y,
05 = by1¥1 + bap¥a + bs3y3,

wo o = &, eine Wurzel von A(x) = 0 ist.
Wir bilden nun eine lineare Kombination der beiden letzten Glei-
chungen (9):
0 (ua s + pays) = V1 (U bar + Mg by) + Va(Uabae + 43 035)
+ 95 (12 Do + 3 b35)
und koénnen analog zum obigen einen Wert u,: 4, so bestimmen, daB
sbgs + pisbsy —_ Habag + p3bys
1] 5] ’

Fihrt man die entsprechende Gerade pyy, -+ f395 = 0 als Achse
z, = 0 ein (und schreibt 2, statt y,), so gehen die Gleichungen (9) in

02 = &7,
(10) 0% = Cy %y + K32y,
0% = Cy1 2y + Cp2y + K32
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iiber, wobei z; = 0 noch beliebig ist und die Koeffizienten o, oy, oy
die Wurzeln von 4(x) = 0 sind. Die geometrische Bedeutung des letzten
Schrittes ist offenbar die, daB z, = 0 und die ihr entsprechende Gerade
die Doppelgerade 2z, = 0 in demselben Punkt schneiden, mit anderen
Worten, daBl (0, 0, 1) ein Doppelpunkt ist. Also:

II. Jede Kollineation kann in der Form (10) geschrieben werden. Diese
Gestalt der Transformationsgleichungen ist damit gleichbedeutend, daf
2 = 0 eine Doppelgerade und (0, 0, 1) ein Doppelpunkt ist.

Es sei nun &, 5= &,. Aus den zwei ersten Gleichungen (10) bilden wir

Az + 25) = Aoy + c9)) 2 + 2,2,
und koénnen in diesem Fall 2 so bestimmen, daB

Aoy +om _ o

i 1’

Die zugehdrige Gerade 4z, + 2z, = 0ist eine Doppelgerade ; wihlt man
sie als die zweite Koordinatenachse, so erhilt die Transformation die Form

07 = 042y,
(11) 02 = Gy2Zy,
025 = Cg2; + Cap%p + X323,

Sind &, &,, oy alle verschieden, bilden wir aus den Gleichungen (11)
die lineare Kombination

o(2H + pzy + ) = (Aoy + cg) 2 + (Mg + Cg9) 25 + 05233
hieraus lassen sich 2 und g derart bestimmen, dafB

loy oy L by + 54 — %
Y3 u 1°
Dann ist Az + puz, + 23 =0 eine dritte Doppelgerade; wir wih-
len diese als die dritte Koordinatenachse und haben den Satz:
II1. Wenn A(x) = 0 drei verschiedene Lisungen x,, oy, 0s hat, so lift
sich die Transformation (1) auf die Form
(12) OX] = Xy,  0Xp = Kp¥y, QX = Xy¥y
bringen. Sie hat drei verschiedene Doppelgerade (und Doppelpunkte), die
Form (12) bedeutet, daf die Seiten des Koordinatendreiecks die Doppel-
geraden sind.
Es sei nun o, & o, aber o, = &g. Wir bilden dann aus (11) die
Kombination
0z + 7) = (Aaxy + c31) 2y + Ca92, + 252
und kénnen 4 so bestimmen, daf
doa t o _ %
2 1°
Wihlt man dann 1z -- z; = 0 als dritte Achse, so erhilt man in
(11) die Reduktion ¢; = 0, und man findet sofort den Satz:
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IV. Ist o) & oy = oy, Ldpt sich die Transformation (1) auf die Form
(13) OX] = 04 %y, QX = Kp¥y, Q%3 = Cgp¥y + XyXg
bringen. Diese Form bedeutet, daf die Geraden x, = 0 und x, = 0 Doppel-
gerade und die Punkie (0,0,1) und (1,0, 0) Doppelpunkie sind. Wenn
Cao = 0, sind sie die einzigen, ist dagegen cyy = 0, stellt (13) eine Homo-
logie mit x, = 0 als Achse und dem wicht auf thy liegenden Punkt (1,0, 0)
als Zentrum day.

Zuletzt soll der Fall, wo &; = &, = &, besprochen werden. Aus (10)
findet man:

V. Ist &) = oy = g, s0 ldft sich die Transformation in der Form
(14) oxi= 0%, 0Xp=Cy¥ + X%y, QX = CyXy + CapXy 1 %3
schretben. Diese Form bedeutet, daf die Gerade x; = 0 eine Doppelgerade
und (0, 0, 1) ein Doppelpunkt ist, und daf sic im allgemeinen die esnzigen
Doppelelemente sind. Falls aber cyy = 0 oder ¢y = 0, st die Transfor-
mation eine Homologie, deren Zentrum auf der Achse liegt.

Die letzte Bemerkung kann folgendermalen prizisiert werden: Ist
¢y = 0, so liegt das Zentrum der Homologie in (0, 0, 1), und die Achse
ist eine durch diesen Punkt gehende Gerade. Fiir ¢;, = 0 ist die
Achse die Gerade x; = 0, und das Zentrum ein auf ihr liegender Punkt.

Wir wollen jetzt die in Kap.VIII, §1 besprochenen invarianten Kegel-
schnitte einer Kollineation mit einem einzigen Doppelpunkt und einer
einzigen Doppelgeraden analytisch bestimmen. Der Ubersichtlichkeit
halber?! gehen wir zu inhomogenen Koordinaten iiber und setzen %, = 1,
%y =Y, %3 = x. Die Gleichungen (14) werden dann, indem ¢ = &,
gesetzt wird:

(15)

WO €y F 0, Cgp F 0.
Ein Kegelschnitt, welcher die Doppelgerade im Doppelpunkt be-

rihrt, wird durch
(16) yr=px+ gy +7
dargestellt. Setzt man in (16) fiir ¥ und y die rechten Seiten von (15)
ein, so ergibt sich:
(17)  y*=px+y(Pcp + g — 2¢y) + Py + gcy +7 — 3.
Die Gleichungen (16) und (17) stimmen tberein, wenn
(18) PO — 200 =0, Py +gcy—c5=0.
Aus (18) werden, da ¢, und ¢y, nicht verschwinden, $ und ¢ ein-
deutig festgelegt, wihrend r beliebig ist, und damit haben wir die oo aus

Kap. VIII, § 1 bekannten, einander vierpunktig beriihrenden Kegel-
schnitte gefunden.

& =%+ Ca¥ + gy,
Y =y + cy,

1 Vgl. auch die letzte FuBnote Kap. VIII, § 1, S. 104.
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Durch die Konstante ¢ ist das in Kap. VIII, § 1 mit {1} bezeichnete
Biindel und damit auch das Cuasressche Biindel {x} festgelegt. Wir
kénnen dann die obigen Formeln (12), (13), (14) in Ubereinstimmung
mit Kap. VIII, § 1, Satz IX bringen. In (12) und (13) gibt es namlich
auf der rechten Seite drei homogene Parameter (x,:x,:®; und
%y : 0y Cgp), Welche durch Angabe von einem Paar (M, M’) von ent-
sprechenden Punkten eindeutig festgelegt werden konnen. In (14) gibt
es freilich vier homogene Parameter o, : ¢y : Cy: C3p; wenn aber die
drei zusammenfallenden Doppelpunkte in der S. 106 festgesetzten
Weise gegeben sind, ist die Konstante p in der ersten Gleichung (18)
bestimmt, so daB auch hier ein Paar (M, M’) ausreicht, um die
Transformation vollstandig festzulegen.

Die Formeln (14) stellen in einfachster Weise alle Transformationen
mit dem Doppelpunkt (0, 0, 1) und der Doppelgeraden x, = 0 dar, fiir
die 4(x) = 0 drei zusammenfallende Wurzeln hat. Wenn man aber nur
etne einzige Transformation dieser Art betrachtet, lift sich die Redukiion
der Gleichungen (14) noch einen Schrilt weiler fithven. Aus den beiden
letzten dieser Gleichungen bilden wir namlich

(19) 0 (Axs + x5) = (Acyy + ca) %y + (Aovy + cop) % + ¥y %5 -
Ist nun ¢,y == 0, so kénnen wir 4 so wihlen, daB
ey + ¢35, =0.
Die Gleichung (19) wird dann
0 (A% + x5) = Cop%y + 1 (A% + ) .

Man sieht hieraus: Wenn man statt x; = 0 die Gerade Ax,-4-x;=0
als dritte Koordinatenachse wihlt, dann werden die Transformations-
gleichungen von der Form (14) mit ¢;, = 0.

Wenn ¢, = 0, wihlen wir statt x, = 0 (oder x, = 0) die Gerade
€31 % + 3%, = 0 als eine neue Koordinatenachse und haben dann die-
selbe Reduktion wie oben. Also:

V1. Jede Transformation der Form (14) lift sich, wenn das Ko-
ordinatensystem noch spezieller gewdihlt wivd, auf die Form

(20) ox; = &%y, 0% = Coy%q + X%, 0% = C3pXp + %y Xy

reduzieren.

Fiir verschiedene Transformationen (14) kann im allgemeinen nicht
dasselbe spezielle Koordinatensystem benutzt werden.

Wir wollen auch iiberlegen, wann die betrachteten Transformationen
involutorisch sind. Dies ist im Falle (12) unméglich; denn wenn «,,
&,, &y paarweise verschieden sind, kann man nicht o = of = o
haben. Dagegen ist (13) involutorisch, wenn &, = —«,, ¢, = 0; (14)
ist nur involutorisch, wenn ¢y = 5 = ¢35 = 0.
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Die einzige nichtidentische involutorische Kollineation ist also die
harmonische Homologie.

Eine antikollineare Transformation wird durch
(21) 0¥ = Ay % -+ Gyp%y + dy3%,
und die zwei analogen Gleichungen, wo 4 = |a,,| & 0, bestimmt. Eine
Iteration ergibt eine Kollineation, welche durch
0%y = (11841 + G285 + Ay3a53) %y + (B11815 + B19099 + B13a35) %,

+ (A11013 + 19803 + A1305;5) %3

und zwei analoge Gleichungen dargestellt ist. Schreibt man diese
Gleichungen in der Form
(23) ox{ = Ay %, + A% + d13%;
usw., so erhilt man die Doppelpunkte der genannten Kollineation, in-
dem man o aus

(22)

Ay —o Ay Ay
(24) Ay Ay —0 Ay =0
Ay Az Az —o

bestimmt.

Wir beschiftigen uns hier mit den folgenden zwei Fillen:

A. Es gibt in der Antikollineation drei verschiedene Doppelpunkte,
welche nicht in einer Geraden liegen. Werden sie als Grundpunkte des
Koordinatendreiecks gewidhlt, so wird die Transformation

~ s p— ~
(25) QX = &yXy, Q% = KaX3, QX3 = XgX3.

Sind &, &,, &30, und &y alle verschieden, so gibt es nach Satz III
nur die drei genannten Doppelpunkte. Wenn aber zwei der Produkte
einander gleich sind, ist die iterierte Transformation eine Homologie
(Satz IV). Wenn endlich «&;&; = x,&, = oy0g, ist (25) eine Sym-
metrie. Die Gleichungen dieser Symmetrie kénnen offenbar

(26) OXL = &%, 0% = &%y, QX3 = E3%,

geschrieben werden, wo &, &,, & Einheitswiirfe sind.

B. Es gibt einen Doppelpunkt und ein involutorisches Paar, so da8
die drei Punkte nicht in einer Geraden liegen. Die Gleichungen kénnen
dann in der Form

(27) QX[ = K%y, Q%5 = 0%,  QXj = OgXy

geschrieben werden. Sind &, &,, X, , 03, alle verschieden, so gibt es nur
den einen Doppelpunkt (0, 0, 1) und das eine involutorische Paar (1,0, 0)
und (0,1,0). Sind zwei der Produkte einander gleich, so ist wie oben die
iterierte Transformation eine Homologie. Ebenso ist, wenn o, o, = oy,
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= &y05, die Transformation (27) eine Symmetrie, deren Gleichungen
also auch in der Form

bvid = 1 =
(28) o¥ = 1%, Q0x= 7 X1, Q%3 = g3

geschrieben werden konnen, wo 4 beliebig, &; aber ein Einheitswurf ist.
Die Grundkette der Symmetrie (26) wird durch

(29)  e3X xy— %%, =0,  &3%p%5— Ea%3%y=0,  E%Xg— & X% =0

bestimmt. Diese drei Gleichungen sind voneinander abhingig, aber
keine von ihnen kann entbehrt werden. Die beiden ersten Gleichungen
kénnen auch durch die einzige

(30) %y (3% + Regxy) — X3(81%; + kepxy) =0

ersetzt werden, wenn nur ke, =+ ke, ; aus (30) und ihrer umgelegten lassen
sich nimlich die beiden anderen ableiten. Die Grundkette der Symme-
trie (26) kann dann durch (30) mit der letzten Gleichung (29) als
Nebenbedingung (vgl. Kap. IX, § 2) dargestellt werden.
Die Grundkette der Symmetrie (28) ergibt sich einfacher als
E3%, %3 — Axpxy =0
mit der Nebenbedingung
X%, — A%y %y = 0.

§ 2. Die Reziprozitdat und die Antireziprozitat.
In Analogie zum vorhergehenden Paragraphen findet man als die
allgemeine Darstellung einer Reziprozitit 2
0X] = ay % + app %y + a15%5,
(1) 0X5 = Ay %) + Agy%y + Ay3Xs, (4 =] +0)
0 X5 = a5 %) + Qg% + AggXy.
Setzt man diese Ausdriicke in
12+ Xowo + Xgag =0
ein, so erhidlt man eine neue Darstellung durch die einzige Gleichung
(2) D X%, =0, (r,s=1,2,3)

durch welche jedem Punkt » und ebenso jedem Punkt x' eine Gerade
zugeordnet wird.

Soll die Transformation involutorisch sein, so daB einem Punkt die-
selbe Gerade entspricht, gleichgiiltig, ob dieser als ein Punkt x oder
ein Punkt x' aufgefat wird, dann miissen die Gleichungen

Ay1 %y + Ap%y + Arp¥y = f(ay %y + Ay Xy + g %),
3) A%y + Agp%y + AggXy = [L(A19%) + Agp%y + Agp %),
Agy %y + gy %y + Aga%y = p(A13%; + Agg%p + Aga%y),
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wo u ein Proportionalitdtsfaktor ist, fiir alle » richtig sein. Dies erfordert
a,, = pa,, fiir alle » und s. Ist einer der Koeffizienten a,;, apy, a5 == 0,
so wird also 4 = 1. Wenn diese drei Koeffizienten alle Null sind, be-
trachtet man einen anderen, a,,, der #=0 ist. Aus

Grg -~ Pas, =0, Agp — Ups =0
ergibt sich dann p#2 =1, d. h. # = 4-1. Nun ist aber 4 = —1 aus-
geschlossen, weil eine schiefsymmetrische Determinante unpaarer Ord-
nung gleich Null ist; also ist auch in diesem Fall 4 = +1, und die
Bedingungen, dal (1) — oder (2) — eine Polaritat darstelle, sind
(4) Aps == gy (r,s=1,2,3)

Die Punkte, welche in diesem Fall in ihrer entsprechenden Geraden
liegen, bilden den Kegelschnitt
(5) Zursxrxs = 0. (@ = ay,)

Bekanntlich ist'die Gerade, welche einem Punkt x entspricht [also
(2) mit den %" als laufenden Koordinaten], die Polare von x in bezug
auf (5).

Wir wollen nun die Hauptpunkte in einer nichtinvolutorischen Re-
ziprozitit aufsuchen. Diese Punkte sind die Doppelpunkte der Kol-
lineation 22 (Kap. VIII, § 2); wir konnen sie aber leichter dadurch be-
stimmen, daB sie die Gleichungen (3) befriedigen miissen. Dies gibt
zur Bestimmung von u:

‘“11 Ay A fdy Gy — Uag
(6) A(p) = @y — pary Ay — fly Ay — pdg | =0.
|y — Pz Gy — pagy Gz — pag

Wenn hieraus # gefunden ist, kénnen die Koordinaten der gesuchten
Hauptpunkte aus den Gleichungen (3) bestimmt werden. Man hat dann
auch sofort die Hauptgeraden; ihre Linienkoordinaten ergeben sich,
wenn man in die Linearformen (3) rechts — oder links -~ die Ko-
ordinaten der Doppelpunkte einfiihrt.

Wir wollen die nichtinvolutorischen Reziprozititen niher betrachten
und beginnen mit dem allgemeinen Fall, wo es drei verschiedene Haupt-
punkte gibt, welche nicht in einer Geraden liegen; wir wihlen diese
Punkte als Grundpunkte des Koordinatensystems.

Die Hauptpunkte und Hauptgeraden kénnen nach Kap. VIII, § 2
in zweifacher Weise zusammengehéren. Im dortigen Falle 1. ist die
Transformationsgleichung

(7) Ayy %y ¥{ F Age Xa %5 + Aga X325 = 0,

welche eine Polaritidt darstellt.
In dem anderen, mit 3. bezeichneten Fall sei (0, 0, 1) der prinzipale
Hauptpunkt; die Transformationsgleichung (2) ist dann

(8) Gyp Xy X5+ Ggq XpX{ + Agg X525 = 0.
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Sowohl in (7) wie in (8) miissen alle Koeffizienten =0 sein.
Wenn insbesondere a,, = ay,, stellt (8) wieder eine Polaritdt dar.
Um den Fall a;, = a,, niher zu untersuchen, bilden wir

©) A(p) = — (a1 — uag) (a5 — pags) (a5 — pag) = 0.

Setzt man die aus (9) bestimmten Werte von u nach und nach in (3)
ein, so findet man, daB (8) im allgemeinen nur die drei Ecken des Koordi-
natendreiecks als Hauptpunkte hat. Nur wenn a,, = —a,,, werden alle
Punkte von x; = 0 Hauptpunkte.

Es seien nun (1,0,0) und (0,0,1) die einzigen Hauptpunkte,
%y = 0 und %, = 0 die entsprechenden Hauptgeraden — in Uberein-
stimmung mit dem Falle 4. in Kap. VIII, § 2. Driickt man aus, da83
die genannten Punkte und Geraden Hauptelemente sind, so ergibt sich
aus (2):

(10) Ay Xy X5+ Qg1 Xa X) + Agg g X5 + Qg3 X33 = 0,
wo alle Koeffizienten == 0 sein miissen, wenn die Transformation weder
singuldr (d. h. 4 = 0) noch mit (7) identisch sein soll.

Um nun auszudriicken, daB die genannten Hauptelemente die ein-
zigen sind, bilden wir wie oben 4(u) und erhalten wieder die Formel (9).
In diesem Fall sollen zwei der Wurzeln zusammenfallen, woraus man
findet: a,, = 1-4a,,; das obere Vorzeichen gibt eine Polaritdt und ist
demnach hier unbrauchbar; fiir das untere zeigt sich durch Heranziehen
der Gleichungen (3), daB die Transformation die gewiinschte Eigen-
schaft hat. Die Transformationen mit den einzigen Hauptpunkten (1,0, 0)
und (0, 0, 1) und den entsprechenden Hauptgeraden %, = 0 und x; = 0
sind also:

(11) Ays (X1 %5 — X XY) + AgpXp¥p + g3 ¥g%; == 0.
Endlich sei (1, 0, 0) der einzige Hauptpunkt und x, = 0 die ent-
sprechende Gerade. Verlangt man zunidchst nur, daB} die genannten

Elemente Hauptelemente sein sollen, aber nicht notwendigerweise die
einzigen, so wird (2) zu

(12)  ayp%; %5 + Gyy Xp X] -+ Aap Xp X + Aoz Xp Xy + Agp X3 Xy + AggXg%5 = 0,
wo alle Koeffizienten bis auf a,; oder a;, = 0 sein miissen, wenn die
Transformation weder singulir sein noch mit einer der schon be-
handelten zusammenfallen soll.

Die Determinante A(u) wird auch in diesem Fall durch (9) dar-
gestellt; es sollen nun alle drei Wurzeln zusammenfallen, woraus a;,=a,,
folgt. Betrachtet man unter dieser Voraussetzung die Gleichungen (3), so
ergibt sich folgendes: Die Transformationen mit dem einzigen Haupt-
punkt (1,0, 0) und der einzigen Hauptgeraden x, = 0 werden durch

(13)  @39(%y %5 + %p%7) | App¥p X5 + gy XX+ Agy X3 X5 + AggXa%s = 0

mit a,, & aj, dargestellt; a,, = a;, gibt eine Polaritit.
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Die Gleichungen (8) und (11) zeigen, daB es 0o? Reziprozititen mit
drei gegebenen Hauptelementen gibt, welche nicht alle zusammenfallen.
Durch Angabe von einem neuen Element (M, m') wird die Transforma-
tion eindeutig festgelegt — in Ubereinstimmung mit Kap. VIII, § 2,
Satz V.

Betrachten wir nun (13). Sind drei zusammenfallende Hauptelemente
— in der in Kap. VIII, § 2 eingefithrten Bedeutung — bekannt, so hat man
eine Gleichung zwischen den fiinf homogenen Koeffizienten in (13). Es
gibt also 003 Reziprozitiiten mit drei gegebenen zusammenfallenden Haupt-
elementen. Dies stimmt mit Kap. VIII, § 2, Satz VII iiberein.

Die Punkte, welche in den verschiedenen Fillen auf ihrer entsprechen-
den Geraden liegen, ergeben sich sofort aus den Gleichungen (8), (11)
und (13), wenn man in diesen x’' = x setzt. Man erhilt bzw.:

2
(@15 + G) %1% + Ag3%5 =0,
g3 + Az3%3 = 0,
2
2ay5%, % + (Aag + Ago) Xy ¥g 4 %5 + 573 = O.

Im ersten Fall erhilt man, wenn a,, = —a,,, einen nicht aus-

gearteten Kegelschnitt; wenn dagegen a,, = — a,,, eine doppeltzihlende
Gerade. Im zweiten Fall erhilt man zwei verschiedene Gerade, im dritten
einen nicht ausgearteten Kegelschnitt — alles in Ubereinstimmung

mit dem, was wir in Kap. XVII, § 3, S. 204 geometrisch zeigen werden.

Eine Antireziprozitit X wird durch
(14) 0 X = ay%; + A%y + Ay
und zwei analoge Gleichungen oder auch durch die einzige Gleichung
(15) Zars}:«xs= 0,

wo 4 =|a,,|7 0, bestimmt.

Die Hauptpunkte kénnen durch Iteration der Transformation ge-
funden werden (vgl. S. 138).

Die zu (15) inverse Transformation ist

(16) D, X%, =0.

Die Antireziprozitit (15) ist also involutorisch (d. h. eine Antipolaritit),
wenn
(17) Agr == a4y,

wo p ein Proportionalitdtsfaktor ist.

Die Gleichung (15) 148t sich in diesem Falle auf eine reduzierte Form
bringen. Ist g &= —1, so erhilt man aus (15) durch Multiplikation mit
1 + u die mit (15) dquivalente Gleichung

('18) Zbrs};xs =0,
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wo
(19) bsr == brs -

Ist 4 = —1, geht (18) aus (15) durch Multiplikation mit 4 hervor.
Also:

1. Die notwendige und hinveichende Bedingung dafiir, daf die Anii-
reziprozitit (15) eine Antipolaritit darstelle, ist, daf die Gleichung (15)
durch Multiplikation mit einer Konstanten auf die Form (18) gebrachi
werden kann, wo die Koeffizienten b, die Gleichungen (19) befriedigen.

Der Ort der Punkte in einer Antipolaritit, welche in ihren ent-
sprechenden Geraden liegen, nennen wir eine Hyperkontk. Wir haben
dann sofort:

II. Jede Hyperkonik kann durch eine in x, und x, bilineare Gleichung

(20) Dby Xy xs =0
dargestellt wevden, wo die Koeffizienten b,y (19) befriedigen.
Es moge nun die Antireziprozitit 2 ein Polardreieck 4BC haben.

Werden die Eckpunkte 4, B, C als Grundpunkte des Koordinaten-
systems gewdhlt, so nimmt die Gleichung (15) die einfache Form

(21) XXy + g X5%y + AgyXixg = O

an. Diese Transformation ist nicht immer eine Antipolaritit; die Be-
dingung hierfiir ist nach Satz I die, daB sich (21) in der Form

(22) By X1 %1 + DpaX5 %, - bag X525 = 0

schreiben 148t, wo die Koeffizienten reell sind. Die entsprechende Hyper-
konik ist in diesem Fall L

(23) b1y %1 %, + Do ¥y %y + Dgp¥g = 0 )

Wir denken uns nun die Antireziprozitit X durch ein Polardreieck
ABC und ein Element (P, p’) gegeben. Wir wollen dann die Lage von
(P, p') analytisch so bestimmen, daB X' eine Antipolaritit wird.

Die Punkte 4, B, C werden als Grundpunkte und der Punkt P als
Einheitspunkt gewahlt; die durch 4, B, C, P bestimmte zweidimensio-
nale Kette besteht dann aus allen Punkten mit reellen Koordinaten.
Die Transformation sei durch (21) gegeben, so daB die Gleichung der
Geraden 2’

(24) ayy %+ AgpXs + Agzxi = 0
wird. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf3 die Anti-
reziprozitit eine Antipolaritat sei, ist nun nach dem Obigen, daB (24)
sich mit reellen Koeffizienten schreiben 148t, d. h. daB sie der Kette
(ABCP) adjungiert ist. Wir sind also wieder auf die Sitze IIT und IV
des Kap. X, § 2 gefiihrt worden.

Wihrend eine Hyperkonik eine dreidimensionale Punktmannigfaltig-
keit ist, bilden die Punkte einer nichtinvolutorischen Antireziprozitit,
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welche in ihren entsprechenden Geraden liegen (die ,,Ordnungspunkte
der Transformation) eine im allgemeinen zweidimensionale Mannigfaltig-
keit. Fir die Transformation (15) wird die Gleichung der Ordnungs-
punkte

(25) Zars%rxx =0,

wo die Koeffizienten 4,, auBer |a,,| 4 0 keinen Bedingungen unter-
worfen sind.

Eine Punktmannigfaltigkeit der Form (25) erhilt man z. B., wenn
man entsprechende Strahlen zweier antiprojektiven Biischel x +- 18 =0,
y + 20 = 0 allgemeiner Lage miteinander schneidet (vgl. S. 83).

Wir nennen zuletzt den Satz:

IT1. Die Punkte, welche zwei Hyperkonsken miteinander gemein haben,
sind die Ordnungspunkie einer nichtinvolutorischen Antiveziprozitit.

Es seien nimlich die zwei Hyperkoniken

(26) Zbrs—j_crxs =0 und ZC,S—JZ,JCS =0,
WO

(27) Zsr = bys und Cor = Crs -

Aus (26) bilden wir

(28) Zbrs%rxs + lzcrsirxs =0.

Diese Gleichung ist von der Form (25) ; sie ist mit den beiden Gleichungen
{26) dquivalent, wenn nur A nicht reell ist. Denn die umgelegte Gleichung

zu (28) ersxr—-’zs + izzrsxr;‘s =0
a8t sich mittels (27) auch
(29) 2 brs&rxs + zZ'crs}?rxs =0

schreiben, und aus (28) und (29) folgen dann unter der genannten Be-
dingung fiir 4 unmittelbar die beiden Gleichungen (26).

XII. Kapitel.

Doppelketten in Kollineationen und Antikollineationen.

§ 1. Geometrische Bestimmung der Doppelketten.

Im folgenden werden wir die zweidimensionalen Doppelketten einer
gegebenen Kollineation 7 bestimmen. Ist k' eine solche Doppelkette,
so werden zwei Punkte, welche in bezug auf k'l symmetrisch liegen,
durch 7 in ebensolche Punkte iibergehen. Diejenigen Doppelpunkte
von 7, welche nicht in A7 enthalten sind, miissen demnach paarweise
symmetrisch in bezug auf diese Kette liegen. Ebenso werden die Doppel-
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geraden, welche 2! nicht adjungiert sind, paarweise symmetrisch in
bezug auf % sein.

Zunichst habe w drei (und nur drei) verschiedene Doppelpunkte
E, F und G; eine Doppelkette 27 wird dann entweder alle diese Punkte
enthalten oder nur den einen, wihrend die zwei anderen in bezug auf
R symmetrisch liegen.

Es seien (P, P') und (Q, Q") zwei Punktpaare in m., Aus

(1) EFGPQ ~EFGP{
folgt (Kap. VIII, § 1, Satz X):
2) EFGPP ~EFGQQ .

Wenn also (P, P’) in einer Doppelkette einer der genannten Arten
liegt, dann gehért (Q, Q') einer Doppelkette derselben Art an. Denn
eine zweidimensionale Kette ist durch vier Punkte oder durch zwei
Punkte und ein Paar von symmetrischen Punkten eindeutig bestimmt
{Kap. IX, §1, Satz I und VI). Man hat also:

I. Es gibt in einer Kollineation mit drei (und nur drei) verschiedenen
Doppelpunkien im allgemeinen keine Doppelketten; gibt es aber eine, dann
gibt es unendlich viele; alle Doppelketten sind von derselben Art, und durch
jedes Paar von entsprechenden Punkien geht eine.

In einer nichthomologischen Kollineation kénnen die beiden Arten
der obengenannten Reihen von Doppelketten nicht gleichzeitig auf-
treten. Wenn nidmlich durch ein Paar (P, P’) von entsprechenden
Punkten eine Doppelkette &7 geht, welche E, F, G enthilt, und eine
andere kIH , die E enthilt, und in bezug auf welche F und G symmetrisch
liegen, so sind die zwei Ketten zueinander orthogonal (S. 118); denn
K enthilt die Punkte (FP, GP') und (FP’, GP), welche ebenso wie F
und G in bezug auf /X symmetrisch liegen. Da der isolierte gemeinsame
Punkt der zwei Ketten auf FG liegt (vgl. Kap.IX, §1, Satz XIII),
miissen die anderen gemeinsamen Punkte E, P, P’ in einer einfachen
Kette, also auch in einer Geraden liegen, d. h. die Kollineation wire in
diesem Falle eine Homologie.

Betrachtet man umgekehrt eine Homologie mit dem Zentrum E und der
Achse ¢, welche E nicht enthilt, so sieht man wie oben, daB eine Doppel-
kette AT notwendig E enthalten und e als adjungierte Gerade haben
muB. Sind P und P’ entsprechende Punkte innerhalb %Z, dann ist auch
die Gerade EPP’ adjungiert, so dal der Schnittpunkt S dieser Geraden
mit e der Kette EPP’ angehéren und der Wurf (ESPP’) also reell sein
muB. Die betrachtete Homologie enthdlt also tm allgemeinen keine Doppel-
ketie; wenn aber der ,.charakteristische'" Wurf veell ist, gibi es offenbar
unendlich viele: Jede Kette kI, welche durch E, einen beliebigen Punkt P
allgemeiner Lage und zwei beliebige in e liegende Punkte geht, ist
eine Doppelkette.

Juel, Projektive Geometrie. 10
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Es mo6gen nun in einer nichthomologischen Kollineation die Doppel-
punkte F und G in F zusammenfallen. Eine Doppelkette mufl dann
notwendigerweise durch E und F gehen und e = FG als adjungierte Ge-
rade haben. Genau wie oben kann man aus (1) die Beziehung (2) ab-
leiten. Da eine Kette durch drei Punkte und eine adjungierte Gerade
eindeutig bestimmt ist (Kap. IX, §1, Satz V), folgt hieraus, daB3 die
Transformation wie oben im allgemeinen keine Doppelketie hat, wenn aber
eine, dann unendlich viele.

Ganz anders verhilt es sich, wenn alle drei Doppelpunkte in E zu-
sammenfallen. Es gilt nimlich in diesem Falle:

I1. Eine Kollineation mait drei zusammenfallenden Doppelpunkien ent-
hilt wnendlich viele Doppelkeiten, nimlich durch jedes Paar von ent-
sprechenden Punkien allgemeiner Lage genau eine.

Dies zeigen wir so: jede Doppelkette mufl durch den einzigen Doppel-
punkt E gehen und die einzige Doppelgerade e alsadjungierte Gerade haben.
Es sei (P, P’) ein Paar von entsprechenden Punkten, P’ der aus P’
durch Iteration der Transformation erzeugte Punkt. Eine Doppelkette
durch (P, P’) muB den Schnittpunkt 4 = (¢, PP’') sowie den ent-
sprechenden Punkt 4’ = (¢, P’ P”) enthalten. Nun ist aber durch
(4, A’, P, P') eine Kette k!l eindeutig festgelegt. Diese geht auch
durch den aus 4’ durch Iteration erzeugten Punkt A", denn die vier
Punkte E, A, A’, A" bilden einen harmonischen Wurf. Ferner ist die
Gerade EP" adjungiert, weil sie mit den drei adjungierten Geraden e,
EP, EP’ einen harmonischen Geradenwurf bildet. Ebenso ist die Ge-
rade A’P’ adjungiert, so da auch der Punkt P” der Kette k! angehort;
also ist %! eine Doppelkette.

Es eriibrigt noch, die Doppelketten in einer Homologie, deren Zen-
trum E auf der Achse e liegt, zu bestimmen. Jede solche Doppelkette
muB, wie im obigen Fall, durch E gehen und e als adjungierte Gerade
haben. Man sieht unmittelbar, daB in diesem Falle jede k', welche
zwei beliebige entsprechende Punkte P und P’ der Ebene sowie zwei
beliebige Punkte von e enthilt, eine Doppelkette ist; dies folgt daraus,
daB der Wurf (EPP'P") harmonisch ist. Es gibt also in diesem Fall
unendlich viele Doppelketten.

Wir gehen nun zu einer Antikollineation iiber. Wenn sie involuto-
risch und daher eine Symmetrie in bezug auf eine Grundkette ist, geht
— auBer der Grundkette — jede %'7, welche zu dieser Grundkette ortho-
gonal ist, in sich iiber.

Wir betrachten nun eine Antikollineation 7, deren Quadrat keine
Homologie ist. Sie mége zundchst drei verschiedene Doppelpunkte
haben. Eine eventuelle Doppelkette muB auch eine Doppelkette in 72
sein und deshalb dem Vorhergehenden zufolge entweder durch alle drei
Doppelpunkte E, F, G gehen oder nur durch den einen, wihrend die
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beiden anderen symmetrisch in bezug auf sie liegen. Eine Kette der
ersteren Art hat mit EF sowie mit EG eine einfache Kette gemein.
Durch die Transformation 7« geht jede dieser Geraden, z.B. EF, so
in sich iber, daB dabei zwei verschiedene Doppelpunkte E und F
auftreten. Es gibt demnach (Kap. IV, § 2, Satz IV) in EF zwei durch
E und F gehende einfache Ketten %, und %,, in EG zwei andere durch
E und G gehende Ketten &} und %¥, welche in sich transformiert werden.
Da eine zweidimensionale Kette durch zwei einfache Ketten, welche
einen Punkt miteinander gemein haben, vollstindig bestimmt ist,
gibt es vier Ketten, welche durch 7 in sich tibergehen, nimlich die-
jenigen, welche durch (&, &F), (ky, £¥), (B, R¥), (ky, RF) bestimmt
sind. Da &, und %, sowie %} und %¥ orthogonal sind, werden auch je
zwei der gefundenen zweidimensionalen Ketten zueinander orthogonal
sein. AuBler diesen kann keine andere durch E, F, G gehende Kette
Doppelkette sein; dagegen wiren noch Doppelketten méglich, welche
z. B. durch E gehen, wihrend F und G symmetrisch liegen. Diese
neuen Ketten wiirden dann auch in der Kollineation 72 Doppelketten
sein, und dann miiBte, wie frither bewiesen, 7% gegen die gemachte
Voraussetzung eine Homologie sein. Also:

II1. Eine Antikollineation, deven Quadrat keine Homologie ist und die
drei verschiedene Doppelpunkie hat, enthilt vier zweidimensionale Doppel-
ketten, von welchen je zwei zucinander orthogonal sind.

Fallen zwei der Doppelpunkte, etwa E und F, zusammen, so ist die
Transformation innerhalb der Geraden EF eine Symmetralitit mit dem
einzigen Doppelpunkt E, und es gibt demnach in dieser Geraden nur
eine (durch E gehende) einfache Doppelkette (Kap. IV, § 2, Satz VI).
In der Geraden EG gibt es, wie oben, zwei solche. Also:

IV. Fallen in einer Antikollineation, deven Quadrat keine Homologie
ist, zwer dev Doppelpunkte zusammen, so gibt es zwei zweidimenstonale
Doppelketten, und diese sind zueimander orthogonal.

Es moégen nun alle drei Doppelpunkte in E zusammenfallen; die
einzige Doppelgerade sei e. Wie oben ist die Transformation innerhalb
e eine Symmetralitdt mit dem einzigen Doppelpunkt E, und es gibt
demnach innerhalb e genau eine (durch E gehende) einfache Doppel-
kette k2. In analoger Weise ist die Transformation des Geradenbiischels
mit dem Zentrum E eine Symmetralitit mit der einzigen Doppel-
geraden ¢, und es gibt demnach innerhalb des genannten Biischels eine
einzige (¢ enthaltende) Doppelkette m von Geraden. Eine zweidimen-
sionale Doppelkette der betrachteten Antikollineation 7 muf} offenbar
innerhalb der Gesamtheit der zweidimensionalen Ketten gesucht werden,
welche £ enthalten und die Geraden von m als adjungierte Gerade
haben.

Wir betrachten einen Augenblick diese Gesamtheit und zeigen, daBl
durch jeden Punkt P, dessen Verbindungsgerade mit E der Kette m

10*
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angehort, genau eine zur Gesamtheit gehorige £ geht. Es seien nim-
lich A und B zwei Punkte von %; auf den Geraden PA und PB werden
durch m zwei einfache Ketten von Punkten ausgeschnitten, wodurch
die genannte £’ eindeutig bestimmt ist ; diese werde mit % bezeichnet. —
Man sieht sofort: Wenn P, und P, zwei Punkte sind, welche auf ver-
schiedenen Geraden von m liegen, so ist die notwendige und hinreichende
Bedingung des Zusammenfallens der Ketten 4% und % die, daB der
Schnittpunkt (e, P,P,) der Kette & angehért.

Es mége nun (Fig. 48) ein Punkt P der obigen Art durch # in P’
und dieser Punkt weiter in P’’ iibergehen. Die Geraden EP, EP’, EP"

Fig. 48.

mogen kurz bzw. p, ', $’" heiBen. Innerhalb
der Kette m wird durch & eine parabolische
Projektivitit erzeugt, und demnach trennen
die Paare (e, p’) und (p, p”') einander har-
monisch. Ferner sei @ der Schnittpunkt
von ¢ mit der Geraden PP’; der Q entspre-
chende Punkt ist Q' = (¢, P'P"”). Falls Q
(also auch Q') auf % liegen, ist schon k% eine
Doppelkette. Es sei nun dies nicht der Fall;
dann wird die einfache Kette EQQ’ die Kette k&
auBer in E in einem Punkt S schneiden, wel-
cher von E durch Q und Q' harmonisch ge-
trennt ist (Kap. 1V, §2, Satz VIII). Nun schnei-
det aber, wie die Figur zeigt, die Gerade PP"
die Gerade e eben in dem Punkt, welcher von

E durch ¢ und Q' harmonisch getrennt ist, d. h. PP" geht durch S.
Nach dem Obigen ist dann % mit k%, identisch, d. h. 2 und 2Z ent-
sprechen einander in 7 gegenseitig.

Die Kette m schneidet auf der Geraden PQ eine einfache Kette von
Punkten aus. Es sei M ein beliebiger Punkt dieser Kette, M’ der ent-
sprechende Punkt auf P'Q’, und es mége SM’ die Gerade PQ in M*
schneiden. Da jede kI der betrachteten Gesamtheit genau einen Punkt
mit PQ gemein hat, ist 2}/ dann und nur dann eine Doppelkette,
wenn M* mit M zusammenfillt. Die Bezichung zwischen M und M*
ist aber eine Involution, deren einer Doppelpunkt in Q liegt; also

haben wir:

V. Ewne Antikollineation mit drei zusammenfallenden Doppelpunkten
enthilt genaw eine zweidimensionale Doppelkette.

Diese Doppelkette kann nach dem Obigen folgendermaBen be-
stimmt werden: Es sei (P, P’) ein beliebiges Paar von entsprechenden
Punkten, deren Verbindungsgeraden mit E der Kette m angehoren; es
moge ferner die Gerade PP’ die Doppelgerade ¢ in Q schneiden, und es
sei R der Punkt, welcher von Q durch P und P’ harmonisch getrennt
ist. Die gesuchte Doppelkette ist dann kL.
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Um die Doppelketten zu bestimmen, wenn die Antikollineation 7
einen Doppelpunkt und ein involutorisches Paar (F, G) hat, schlagen
wir einen anderen Weg ein. Wir suchen die eventuellen Doppelketten,
welche durch E gehen und in bezug auf welche F und G symmetrisch
liegen. Es sei k7 eine solche Kette. Eine beliebige, feste, durch F
gehende Gerade p muB dann einen (noch nicht bekannten) Punkt P
mit k7 gemein haben. Der Geraden $ entspricht in 7 eine durch G
gehende Gerade p’, dieser wiederum eine durch F gehende Gerade p”'.
Entspricht ferner dem Punkte P der Punkt P’ (auf '), so wird dieser
in k! liegen. Die Gerade GP nennen wir 7, die entsprechende, FP’, heiBle
7’. Werden nun FG, GE und EF mit e, f bzw. g bezeichnet, so hat man,
da F und G symmetrische Punkte in bezug auf £ sind:

(egp?’) > (efrp)
(efrp) < (egr'P") .
(egp?) 7~ (eg7'P") 7= (gep"7)

d. h. 7" ist ein Doppelstrahl in der durch die Paare (e, g), (p, p"’) be-
stimmten Involution. Aus #’ 148t sich 7 bestimmen, und der Schnittpunkt
von 7 mit p ergibt P. Die obigen Beziehungen, in umgekehrter Ordnung
genommen, zeigen, daBl eine Kette, welche durch E und P geht und F
und G als symmetrische Punkte hat, auch P’ enthalten muB und dem-
nach eine Doppelkette ist. AuBer den hierdurch bestimmten zwei
Ketten koénnte es noch Doppelketten geben, welche durch alle drei
Punkte E, F, G gehen; dann wiirde aber die durch Iteration erzeugte
Kollineation #? eine Homologie sein.

Da es nur zwei Doppelketten gibt, miissen diese notwendigerweise
zueinander orthogonal sein. Man hat also:

V1. Eine Antikollineation, deren Quadyat keine Homologie ist und die
etnen Doppelpunkt und ein involutorisches Paar hat, emthilt zwei zwei-
dimensionale Doppelketten, welche zueinander orthogonal sind.

Zuletzt sind noch die Antikollineationen & zu behandeln, welche
durch TIteration eine Homologie erzeugen. Das Homologiezentrum sei
E, die Homologieachse ¢. Dann ist E auch in # ein Doppelpunkt und
e eine Doppelgerade, und auflerdem ist die Transformation innerhalb e
eine involutorische Symmetralitit, also eine eindimensionale Symmetrie.

Zunichst moge E nicht auf ¢ liegen. Wenn die Symmetrie inner-
halb ¢ eine Grundkette %, besitzt, geht durch zwei beliebige Punkte
A und B von k, nach Kap.II, §3, Satz V noch eine eindeutig be-
stimmte einfache Doppelkette 4. In der Geraden EA liegen (Kap. IV,
§ 2, Satz IV) zwei einfache Doppelketten %, und %,, aber auch nicht
mehr, denn die Transformation von E4 in sich kann nur dann involu-
torisch sein, wenn die Transformation 7 selbst involutorisch ist. Ver-
bindet man % (und die feste %g) mit jeder der Ketten %, und %,, so

und ferner:

Hieraus folgt:
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erhdlt man zweidimensionale Doppelketten; es gibt also deren un-
endlich viele. — Wenn es in ¢ keine Grundkette %, gibt, betrachte
man ein involutorisches Paar (F, G) von e. Ganz wie beim Beweise des
Satzes VI koénnen wir dann zwei Doppelketten bestimmen. Da F be-
liebig in ¢ gewdhlt werden kann, gibt es also wieder unendlich viele.

Nun moége E auf e liegen. In diesem Fall existiert sicher die obige
Grundkette &,; ebenso gibt es innerhalb des Geradenbiischels mit dem
Zentrum E eine der Kette %, dual entsprechende Doppelkette &¥ von
Geraden, welche alle Doppelgerade in 7 sind. Innerhalb jeder solchen
Geraden gibt es eine einfache Doppelkette 2. Verbindet man die ver-
schiedenen Ketten £ mit den in e liegenden und durch E gehenden ein-
fachen Doppelketten, so ergeben sich zweidimensionale Doppelketten
von 7. Wir haben also bewiesen:

VII. Jede Antikollineation, welche durch Iteration eine Homologie er-
zeugt, enthilt unendlich viele zweidimensionale Doppelketten.

Wir haben frither gesehen, daf es in einer Kollineation im allgemeinen
keine Doppelketten gibt. Dagegen gibt es, wie wir jetzt bewiesen haben,
in allen Antikollineationen mindestens eine Doppelkette. Die durch
Iteration einer allgemeinen Antikollineation erzeugte Kollineation mul3
deshalb eine spezielle sein (vgl. Kap. IV, § 2, Satz VIII).

§ 2. Algebraische Bestimmung der Doppelketten.

Um die zweidimensionalen Doppelketten in einer Kollineation
algebraisch zu bestimmen, kénnte man die Gleichung einer Kette
aufstellen und verlangen, dafB sie gegeniiber der Transformation in-
variant wire. Wir wollen indessen etwas anders verfahren; wenn
nimlich eine Kette k! in sich iibergeht, dann gilt dasselbe von der
durch die Kette erzeugten Symmetrie; wir werden deshalb diese Sym-
metrien aufsuchen; ihre Grundketten sind die gesuchten AL

Der Kiirze halber wollen wir uns im folgenden auf den im Kap. XI,
§1, Satz III besprochenen nichtausgearteten Fall beschrinken; die
Gleichungen der gegebenen Kollineation sind

(1) O = 04X1, QX = KyXy, QX3 = Kg¥s,
WO &y, &%y, &5 alle verschieden sind.

Eine Doppelkette mubl (vgl. § 1) entweder durch alle drei Doppel-
punkte gehen oder durch den einen, wihrend die zwei anderen in bezug
auf sie symmetrisch liegen. Im ersten Falle ist die entsprechende
Symmetrie [Kap. XI, §1, (20)]:

(2) Oy =&Y1, 0¥y =8Ys, OY;=&Ys,
WO &, &, & Einheitswiirfe sind.
Diese Symmetrie (2) geht mittels (1) in

Ji_o N
(3) T &1’—81 0y
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und die zwei analogen Gleichungen iiber. Sollen diese mit (2) zusammen-
fallen, so muB

(4) Kyl Oy = gt Ky = G &g

sein, d. h. die GréBen «,, &,, &, miissen reelle Verhiltnisse haben. Ist
diese Bedingung erfiillt, so geht jede Symmetrie (2) in sich {iber.

Eine Symmetrie, deren Grundkette durch (0, 0, 1) geht, wihrend
(1, 0, 0) und (0, 1, 0) symmetrisch in bezug auf sie liegen, ist [Kap. XI,
§1, (28)] durch

-, -, 1 -,

(5) oY1 =Ays, 0= =91, 0N = eyl
gegeben, wo 1 beliebig und &, ein Einheitswurf ist.

Diese Transformation (5) geht mittels (1) in

(6) /N T O S U T SR S 7
0y oy’ 221 1o’ X3 8 621
iiber.

Diese fallt mit (6) zusammen, wenn
) Byt 0y = Gyt By = Ky! Gy,

d. h. wenn die Verhiltnisse o;: o3 und o,: &y konjugiert imaginér sind.
Jede Symmetrie (5) geht dann in sich selbst iber.

Wenn (4) oder (7) erfiillt sind, gibt es also unendlich viele Doppel-
ketten. Beide Arten von Doppelketten kénnen nur fiir &«; = «, simultan ,
auftreten, welchen Fall wir ja ausgeschlossen haben. Also:

1. Die Kollineation (1) hat im allgemeinen keine Doppelkeiten. Sind
aber zwes Verhiltnisse der Koeffizienten (2. B. &, 0tg und oy &5) entweder
reell oder konjugiert imagindr, so gibt es unendlich viele Doppelketien.

Wir werden nun die Doppelketten in einer Antikollineation be-
stimmen, wollen aber nur die zwei wichtigsten Fille besprechen. Der
erste ist [Kap. XI, § 1, (25)]

8) OX] = 0%y, 0Ky = KaXy, QX = Ggly,
WO & &, &y &gy, 63Ky alle verschieden sind. In diesem Fall gibt es drei
und nur drei verschiedene Doppelpunkte.

Wir bestimmen wie oben die Symmetrien, deren Grundketten die
gesuchten Doppelketten sind. Die Grundkette muB auch hier entweder
durch alle drei Doppelpunkte gehen oder nur durch den einen, wihrend
die zwei anderen symmetrisch liegen. Im ersten Fall ist die ent-
sprechende Symmetrie durch (2) dargestellt, und sie wird mittels (8) in

) v Lo 2

451 *1

und zwei analoge Gleichungen oder, anders geschrieben, in

(10) TEAN

451 €10
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und zwei analoge Gleichungen {iberfiihrt. Soll diese Transformation mit
(2) zusammenfallen, muf3

(11)
gelten.
Zerlegen wir die Koeffizienten in (8) in

830y &30 830y

2 2] Og &g

(12) X =116, Ko = T9€g, &g = I3€3,

so ergeben die Gleichungen (11), da es ja nur auf die Verhiltnisse
£,:85:85 ankommt :

(13) & =cke, & =o€, g=¢.

Dies gibt vier verschiedene Moglichkeiten. Die entsprechenden Sym-
metrien werden:

(14) oyi =ey, oYy =E6Y;, oY= e€3);.

Die Grundketten dieser Symmetrien, also die gesuchten Doppelketten,
ergeben sich, wenn manin (14) ¥’ = ysetzt. Da jede der Symmetrien (14),
wie man leicht sieht, durch Transformation mit jeder der anderen in
sich iibergeht, sind je zwei der gefundenen Doppelketten zueinander
orthogonal.

Wir haben noch beziiglich der Transformation (8) die Moglichkeit
in Betracht zu ziehen, daB eine Doppelkette nur durch den einen
Doppelpunkt geht, wihrend die zwei anderen symmetrisch liegen. Die
entsprechende Symmetrie mag dann durch (5) gegeben sein; sie geht
mittels (8) in

—y _ 1 =/
iber. Diese fillt mit (5) zusammen, wenn
Aoy loy &g
Iocl - /Toc2 oo
Nach Voraussetzung ist &, &, 5 &, &,, und es gibt demnach keine Doppei-
ketten dieser Art. Also:

I1. Eine Antikollineation mat dres und nur drei verschiedenen Doppel-
punkten hat vier Doppelketien; diese gehen alle durch die drei Doppel-
punkie und sind paarweise zueinander orthogonal.

Wir gehen nun zu der Antikollineation mit einem einzigen Doppel-
punkt und einem einzigen involutorischen Paar iiber. Thre Gleichungen
seien [Kap. XI, §1, (27)]:

(17) OF] = X%y,  Q%p = GgXy, Q%= K3,

(16)

WO O 0y, 0y &y, X3y paarweise verschieden sind.
Die Symmetrie (2) geht mittels dieser Transformation in
= P4 =
(18) 1.2’1: Y ‘l’-£-— Y1 1_&_ Y3

’ - - - —
Ko &0, X3 &p X1 &g E30g
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iiber. Diese stimmt mit (2) iiberein, wenn

afk _ ank 4%

(19) 23] o Ko - L

Dies ist aber unmdglich, weil ja nach Voraussetzung o, oy = oy 0x,.

Wir versuchen es demnach mit der Symmetrie (5). Diese geht durch
(17) in .

¥i _ 7.0 .ﬂ_i_yz Vs Y

(20) T2 =1} 7 2

=, T = —
Xy 51 &1

iber. Zur Bestimmung von 1 und &, erhilt man:

X o 2
(21) T 5%
X3 Ao o2}
Setzt man, wie oben,
(22) &1 =46, Ko = 969, X3 = 1363,

so findet man, da es ja wieder nur auf die Verhiltnisse ankommt:

Vo o 3 1 Yy
2 A= 7Vee, =, A=——=-2, g =e,.
@) ey, Voo Vi’ T

Die zwei Wurzeln ]/1:71 und Vr2 kénnen positiv gewédhit werden. In
den Ausdriicken fiir 2 und 1 soll derselbe — aber beliebig gewihite —
Wert der Wurzel }e, e, gebraucht werden.

Es gibt also zwei selbstentsprechende Symmetrien; ihre Gleichungen
sind

— — ¥, _ — VY, _
24 = Ve 8y =Yy, oVy =Te 529y, 5 = €3Y5.
(24) oy; 1/1 2 Vi, Yo V2 Vl 2 Vi Y1 Y3 33

Jeder Wert von m ergibt eine der Symmetrien. Die entsprechen-
den Doppelketten ergeben sich, wenn man in (24) ¥’ = y setzt. Man
verifiziert leicht, daB die eine der Symmetrien (24) durch Transformation
mit der anderen in sich iibergeht, so daB die gefundenen Doppelketten
zueinander orthogonal sind. — Wir haben also:

II1. Eine Antikollineation mit nur einem Doppelpunkt E und einem
wnvolutorischen Paar (F,G) enthilt zwei Doppelkeiten; diese sind zu-
esnander orthogonal, beide gehen durch E, wihvend F und G in bezug auf
beide symmetrisch liegen.

Mit der Bestimmung der Doppelketten ist auch die Frage erledigt,
ob die gegebene Beziehung nach Transformation mittels einer passend
gewihlten linearen Transformation sich mit reellen Koeffizienten
schreiben 148t. Eine beliebige zweidimensionale Kette 148t sich niam-
lich immer durch eine projektive Transformation in die Kette der
reellen Punkte einer reellen Ebene transformieren. Man hat deshalb
dem fritheren zufolge (vgl. §1):
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IV. Eine Kollineation lift sich nur in speziellen Fillen, eine Anti-
kollineation dagegen immer wmat reellen Transformationskoeffizienten
darstellen.

Wenn eine lineare Transformation der betrachteten Eigenschaft
gefunden ist, so hat man sofort unendlich viele, namlich alle diejenigen,
welche sich aus der ersten durch Hinzufiigung reeller linearer Trans-
formationen ableiten lassen. Wir betrachten unten nur solche lineare
Transformationen als verschieden, welche nicht durch reelle Trans-
formation ineinander iibergefiihrt werden k&nnen.

Bei der Bestimmung dieser Ubergangstransformationen halten wir
uns an die frither erwihnten allgemeinen Falle. Es gibt dann immer
ein sich selbst entsprechendes Dreieck, und dieses wird als Koordinaten-
dreieck gewihlt.

Wir beginnen mit der Symmetralitit; sie habe zunéchst drei Doppel-
punkte. Ihre Gleichungen seien

(25) 0X] = %1%y, 0%5 = KpXy, Q%5 = XzXg,
WO
(26) & =116y, Ky =156, &g = Tg€3.

Jede Koordinatenachse ist eine Doppelgerade und wird durch eine
eindimensionale Symmetralitit in sich transformiert. Diese Trans-
formationen lassen sich, wie am SchluB} des Kap. VI, §3 ausgefiihrt
wurde, mit reellen Koeffizienten schreiben, und wir finden in dieser
Weise die lineare Transformation

(27) oyi = Ye,y1, oY= fyz: 0y = Vey s
welche (25) in
(28) QX = T1%y, 0% == TaXy, 0% = t3%g

iiberfiihrt, wo die Koeffizienten reell sind.

Da jede der Wurzeln Ve, V—ez, Ve, zweideutig ist, gibt (27) vier
verschiedene Moglichkeiten, die alle brauchbar sind.

Es habe nun die Symmetralitit einen Doppelpunkt und ein in-
volutorisches Paar. Die Gleichungen seien
(29) Q%] = 01Xy, QX5 = OoXy, QX = Xy%s,
wo die Koeffizienten wieder wie in (26) zerlegt gedacht seien.

Die Gerade x; = 0 ist eine Doppelgerade, und die innerhalb dieser
bestimmte Symmetralitdt 148t sich — wieder durch den SchiuB3 des
Kap. VI, §3 — in eine Symmetralitit mit reellen Koeffizienten iiber-
fithren. Dies geschieht mittels der Projektivitit

(30) oy, =V i — %), 0% =TV () + i%%).
Filigen wir oy, =V 116 v5 hierzu, d. h. benutzen wir die lineare

Transformation der Ebene
(31) oy, = Vr1 —1%3), 0Yy = Vr;(yi +1iy5), oy;= Vel + & Vs
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so wird (29) in
0% =311 Vg{(gl + ) % + i ey — ) %o,
(32) o% = %1 Vg{_i(el — )%+ (62t &) %),
0% = 1t3(e + €5) 43
iberfithrt. Da 7(e; — ¢€5):(e; -+ ¢,) reell ist, werden nach Division mit
e, + ¢, alle Koeffizienten der rechten Seite in (32) reell.
Es gibt zwei verschiedene Transformationen (31), entsprechend den

—l— e
zwei Werten von V ERLERL

Zuletzt betrachten w1r die zwei speziellen Félle einer Kollineation,
wo es eine Doppelkette gibt.

Der erste Fall, wo die Koeffizienten «,, &,, &; nach (4) reelle Ver-
haltnisse haben, erfordert keine nidhere Besprechung; im zweiten gilt (7):
BL_%_ %

(33) &: - A &y
Setzen wir &; = r5¢;, und transformieren wir (1) mittels
oY1= Y1 — 195,

(34) oYy = Y1+ 1%,
oY = Y3,
so konnen wir das Resultat folgendermaBen schreiben:
1
ox = 26‘ (o1 + 00g) 2y — 3 (oxy — %) Xp},
(35) & = T {z — o) %+ (00g + g) %o},
Qx3 = r3 x3 >

wo die Koeffizienten reell sind, da

Gy - g
diese Eigenschaft haben. o

und ’“"18—:‘"2) nach (33)

Dritter Abschnitt.
Metrik in projektiver Auffassung.

XIII. Kapitel
Einfiihrung in die Metrik.

§ 1. Das absolute Polarsystem.

In den vorigen Abschnitten waren reelle und imaginire Elemente
gleichberechtigt. In diesem Abschnitt wird es sich besonders um reelle
Elemente handeln; Punkte oder Gerade, welche imaginir sind, sollen
immer als solche angegeben werden.
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Um nun Strecken, Winkel usw. durch ZahlengréBen zu charak-
terisieren, ist es zunichst notwendig, eine Regel anzugeben, wonach
zwei geometrische Figuren derselben Art als gleich groB3 zu betrachten sind
oder nicht. Dies Ziel wird erreicht, indem man eine Gesamtheit von Trans-
formationen wihlt, welche definitionsgemifl die GréBen nicht dndern;
diese Transformationen werden Fundamentaltransformationen genannt.

Die Fundamentaltransformationen kénnen natiirlich bis zu einem
gewissen Grad beliebig gewihlt werden; doch wollen wir die folgenden,
sehr natiirlichen Forderungen aufstellen:

1. Die Fundamenialtransformationen sollen eine Gruppe bilden, welche
inshesondere die Identitit E enthilt.

Ist dies erfiillt, haben zusammenfallende Figuren dieselbe GroBe,
und zwei Figuren, welche mit derselben dritten gleich groB sind, haben
auch untereinander dieselbe GréBe.

II. Die Fundamentaltransformationen sollen projektive Transfor-
mationen sein.

Hierzu kommt noch die folgende wesentliche Forderung:

II1. Sind A und B zwei Punkte und a und b zwei durch A bzw. B
gehende ovientierte Gerade, dann gibt es zwei und nur zwei Fundamental-
transformationen, welche A in B und gleichzeitig a in b (inklusive
Orientierung) iiberfithren. '

Die Forderung III soll auch gelten, wenn die zwei Punkte oder
die zwei Gerade (oder beide gleichzeitig) zusammenfallen.

Wir wollen nun die zwei Fundamentaltransformationen betrachten,
welche einen Punkt 4 und eine durch diesen gehende, orientierte Gerade 4
in sich {iberfithren. Die eine ist nach Forderung I die Identitit, die
andere werde S, genannt. S, ist involutorisch; denn sonst hitte
man auBer E zwei Fundamentaltransformationen S, und S;?, wo 4
und « in sich selbst tibergehen, was nach III unmdglich ist. Die Trans-
formation der Punkte innerhalb ¢ muB} die Identitit sein; denn sonst
wiire sie eine hyperbolische Involution, und diese kehrt die Orientierung
der Geraden a um.

Die Fundamentaltransformation S,, die wir hier eine Symmetrie
in bezug auf 4 nennen wollen, ist also eine harmonische Homologie
mit dieser Geraden als Achse. Das zugehérige Homologiezentrum liegt
auBerhalb der Geraden a; es wird der absolute Pol der Geraden a
genannt, Jede durch ein Paar von entsprechenden Punkten gehende
Gerade wird durch S, in sich selbst iiberfithrt und geht also durch den
absoluten Pol. — Wir zeigen nun:

IV. Wenn eine Gerade b durch den absoluten Pol einer Geraden a
geht, dann geht auch a durch den absoluten Pol von b.

Die Transformation S,S;S, fithrt nidmlich jeden Punkt von b in
sich selbst iiber. Man hat demnach:

(1) SaSeSa = Sy,
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denn die Transformation auf-der linken Seite von (1) kann nicht die
Identitat sein. Nun 148t sich die Gleichung (1) auch in der Form

(2) SbSaSb = Sa

schreiben; dies sagt aus, daBl die Symmetrie S, durch Transformation
mit S, in sich selbst iibergeht, und dies gilt dann auch fiir ihre Achse a;
also geht a durch den absoluten Pol von &, was zu beweisen war.

Man sagt in diesem Fall, dafl 4 und & aufeinander senkrecht stehen
(a L b).

Wie oben angefiihrt, gibt es zu jeder Geraden einen bestimmten
(auBerhalb ihr liegenden) absoluten Pol. Umgekehrt kénnen wir zeigen,
daBl auch jeder Punkt P eine bestimmte absolute Polare hat. Es sei
niamlich a eine beliebige, durch P gehende Gerade mit dem absoluten
Pol A4; ferner sei B der absolute Pol der Geraden b = PA. Die Gerade
AB ist dann nach Satz IV die absolute Polare von P. Man hat dann:

V. Die Geraden und thre absoluten Pole bilden ein (nichtausgearietes)
rveelles Polarsystem, ,,das absolute Polarsystem'*.

Es gilt ferner:

VI. Jede Fundamentaltransformation fiihrt das absolute Polarsystem
in sich diber.

Es sei nidmlich T eine beliebige Fundamentaltransformation, a
und &’ ein Paar von entsprechenden Geraden. Die Transformation
T-1S,T 1aBt alle Punkte der Geraden a’ ungedndert; also ist

(3) T-1S,T=S,.

Dann geht aber auch der absolute Pol von « in den absoluten Pol
von a' {iber, womit VI bewiesen ist.

Dem absoluten Polarsystem entspricht ein Kegelschnitt £, in bezug
auf welchen entsprechende Punkte und Gerade Pole und Polaren sind.
Also:

VIL. Es gibt einen (nichtausgearteten) reellen oder imagindren Kegel-
schmitt Q, welcher durch alle Fundamentaltransformationen in sich selbst
iibergeht. Senkvechte Gerade sind kowjugierte Gerade in bezug auf Q.

Wir haben also gesehen: Sollen die Forderungen I—III fiir die
ganze Ebene erfiillt sein, dann muB es ein in bezug auf die Fundamental-
transformationen invariantes, regulires Polarsystem mit zugehérigem,
invariantem Fundamentalkegelschnitt £ geben. £ muB ferner imaginar
sein, denn sonst hitte man sowohl 2 schneidende als 2 nichtschneidende
reelle Gerade, was nach der Forderung III unméglich ist. DaB um-
gekehrt ein imaginidrer Kegelschnitt mit einem reellen Polarsystem
eine Gruppe von Fundamentaltransformationen bestimmt, welche den
Forderungen I—III geniigen, werden wir in § 2 sehen.

Wir werden im folgenden auch regulire Polarsysteme mit
reellem Fundamentalkegelschnitt sowie singulire Polarsysteme mit
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ausgeartetem Fundamentalkegelschnitt in Betracht ziehen und ver-
suchen, Teilgebiete 2" der Ebene zu finden, innerhalb welcher die Forde-
rungen I—III erfiillt sind. Es wird dann, wie oben, jede Gerade von X
einen absoluten Pol haben, aber dieser kann sehr wohl auBerhalb X' liegen.

Die singuldren Polarsysteme, die wir anfinglich zulassen werden,
kénnen wir am leichtesten durch die Art des Fundamentalkegelschnittes

Q charakterisieren:

Punktort:

1. eine doppelt zdhlende reelle
gerade Punktreihe,

2. eine doppelt zihlende reelle
gerade Punktreihe,

3. zwei konjugiert imaginare
gerade Punktreihen,

4. zwei reelle gerade Punkt-
reihen,

5. eine doppelt zihlende reelle
gerade Punktreihe,

Geradenort:
zwei konjugiert imagindre Ge-
radenbiischel ;
zwel reelle Geradenbiischel ;

ein doppelt zdhlendes reelles Ge-
radenbiischel ;
ein doppelt zdhlendes reelles Ge-
radenbiischel;
ein doppelt zdhlendes reelles Ge-
radenbiischel.

Wir werden schon an dieser Stelle eine neue Forderung angeben, die
aus Griinden, welche wir bald (§ 2) besprechen werden, sehr natiirlich ist:

Die durch einen beliebigen festen Punkt gehenden Paare von kon-
jugierten Geraden in bezug auf £ bilden eine (regulire oder singulire)
Involution. Wir verlangen, daB diese Involution fiir alle Punkie des
betrachteten Gebietes X veguliyr und elliptisch sein soll. Dann miissen die
vier letzten der obigen fiinf Fille ausgeschlossen werden, und es er-
iibrigt insgesamt, die folgenden drei Fille zu betrachten:

A. © ist nicht ausgeartet und reell (hyperbolische Geometrie),

B. Qist nicht ausgeartet und imaginir, das zugehdrige Polarsystem
aber reell (elliptische Geometrie),

C. 2 ist als Punktort eine doppelt zihlende reelle gerade Punkt-
reihe, als Geradenort ein Paar von konjugiert imaginiren Geradenbiischeln
(euklidische Geometrie).

§ 2. Linge und Winkel.

Wir beginnen mit der hyperbolischen Geometrie, wo £ reell und
nicht ausgeartet ist. Hier miissen alle duBleren Punkte ausgeschlossen
werden; denn durch einen solchen Punkt gehen sowohl Gerade, welche £
schneiden, als Gerade, welche £ nicht schneiden, was mit der Forde-
rung IIT des §1 nicht vereinbar ist.

Wir miissen deshalb das Gebiet auf das Innere des Kegelschnittes £
einschrinken. Eine solche Begrenzung ist {ibrigens auch eine Folge
der am SchluB8 des §1 aufgestellten neuen Forderung.
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Die inneren Punkte werden in der hyperbolischen Geometrie auch
eigentliche Punkte genannt; die Punkte von £2 heilen Gremzpunkie
oder absolute Punkte, die duBeren Punkte auch umeigentliche Punkte.
Ebenso spricht man von einer eigentlichen Geraden, einer Grenzgeraden
(absoluten Geraden) oder einer uneigentlichen Geraden, je nachdem
die Gerade in das innere Gebiet eindringt, £ beriihrt oder ganz im
AuBeren verlduft. Eine eigentliche Gerade enthilt zwei Grenzpunkte.
Die Orientierung einer solchen Geraden ist offenbar mit der Angabe
der Reihenfolge dieser Grenzpunkte U und V gleichwertig; wir setzen
fest, daB wir U und V den negativen bzw. den positiven Grenzpunkt
nennen, wenn die Orientierung innerhalb £ von U nach V lauft.

Man sieht nun leicht, daB die Gesamtheit der eigentlichen Punkte
und Geraden alle Forderungen von § 1 erfiillt, wenn wir als Fundamental-
transformationen die Gruppe derjenigen projektiven Transformationen
wiihlen, welche £ in sich iiberfithren. Insbesondere fiir die Forderung I1I
ergibt sich der Beweis folgendermaBen: Es seien 4 und A’ zwei eigent-
liche Punkte, @ und &’ zwei durch 4 bzw. A’ gehende orientierte Ge-
rade mit den positiven Grenzpunkten V bzw. V’. Die paarweise kon-
jugiert imaginiren Tangenten durch 4 und A4’ an £ mégen in (P, Q)
bzw. (P’, Q") berithren. Durch

APQV=APQV’ und  APQVRAQPV

sind zwei Kollineationen der Ebene bestimmt, welche £ in sich iiber-
fithren; diese sind die gesuchten Fundamentaltransformationen.

Wir wollen nun MafBzahlen fiir die Linge von Strecken einfiihren;
es soll dies so geschehen, daB folgende Bedingungen erfiillt sind:

a) Wenn zwei Strecken nach §1 gleich gro8 sind (d. h. durch Funda-
mentaltransformation ineinander {iiberfithrbar sind), dann sollen sie
bei entsprechenden Orientierungen auch dieselbe MaBzahl haben;

b) Wenn drei Punkte 4, B, C in einer Geraden liegen, dann soll fiir
eine feste Orientierung dieser Geraden

AB + BC = AC
gelten.

Es sei a eine beliebige, orientierte, eigentliche Gerade; negativer
und positiver Grenzpunkt seien die Punkte U bzw. V. Auf a wihlen
wir zwei Punkte O und E, so daB die Punkte U,O,E,V in dieser
Reihenfolge aufeinander folgen. Die Strecke OF wird Einheit genannt.
Wir kénnen nun OE = EE, abtragen, d. h. den Punkt E, so festlegen,
daB (VUOE) = (VUEE,) oder (Kap.V, §1, SatzII'):

(1) (VUOE)? = (VUOE,).
Durch mehrmaliges Abtragen kénnen wir die Punktfolge

(2) 01E1E2’E3-~~En,...
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bestimmen. Diese Punkte erhdlt man durch Iteration derjenigen Pro-
jektivitit m, welche durch

(3) VUO...~VUE...

gegeben ist. Nach Kap. I, § 1, Satz X konvergiert die Folge (2) gegen
den positiven Grenzpunkt V .

Ebenso kann das Abtragen nach der anderen Seite ausgefiihrt
werden, und wir erhalten die Folge

(4) 0,E_,E_y,...E_p,...,

welche durch Iteration von m~! hervorgeht und gegen U konvergiert.
Durch
5) (VUOX) = (VUXE)

oder (VUOX) = (UVEX) sind zwei Punkte X bestimmt, nimlich die
Doppelpunkte der durch (U, V) und (0, E) bestimmten Involution; einer
von diesen liegt innerhalb der Strecke UV und wird mit E 1 bezeichnet ;

er liegt zwischen O und E. Den Ubergang von E zu E; nennen wir
. 3
Halbierung von OE.
Durch mehrmaliges Abtragen von OF 3 nach beiden Seiten erhalten

wir die Gesamtheit der Punkte E, , wo # eine beliebige ganze Zahl ist.
2
Ist » paar, so findet sich der Punkt schon in einer der Reihen (2) oder (4).

Der durch p-malige Halbierung entstandene Punkt wird mit £; be-
2»
zeichnet. Durch mehrmaliges Abtragen von OE; nach beiden Seiten
2p
ergeben sich Punkte, welche wir mit E », bezeichnen. Die zwei Punkte E,
20 o9
n

m . .
> = 50 die Korrespondenz zwischen

und E’i sind identisch, wenn
29
Punkten und Indizes ist also umkehrbar eindeutig. Die Punktmannig-
faltigkeit E, (n und p ganze Zahlen, p = 0) soll die von OFE ausgehende
2p

Hauptgruppe genannt werden.
Man hat sogleich

(6) (VUOE,) - (VUOEy) = (VUOE 4p),
wenn « und § Zahlen von der Form 21,, sind. Man braucht nur, um dies

zu sehen, &« und f# auf einen gemeinsamen Nenner zu bringen. Ferner
sieht man, daf einer Folge von Punkten E, in natiirlicher Reihenfolge
eine monotone Folge von Parameterwerten « entspricht, und umgekehrt.

Sind E , und Eg Punkie der Haupigruppe, so setzen wir die Linge E,Eg
== f# — «. Dann sind die Forderungen a) und b) fiir die Punkte der
Hauptgruppe erfiillt. Was b) anbelangt, ist dies ganz einleuchtend;
die Richtigkeit von a) ist sofort ersichtlich, wenn man die vorkommenden
Parameterwerte auf denselben Nenner bringt.
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Durch wiederholte Halbierung der Einheitsstrecke entsteht die Folge

(7) E,E\,Ey,...E1,...

2 4 20
Diese Folge konvergiert gegen O. Denn sie ist monoton und hat also
einen Grenzpunkt S. Dieser Punkt mull aber mit O zusammenfallen;
denn sonst hdtte man eine Strecke OS, mit welcher man durch mehr-
malige Verdopplung, also auch durch beliebig wiederholtes Abtragen
nie iiber E hinaus kommen kénnte, was ja unméglich ist.

Wir kénnen nun zeigen, dall die Hauptgruppe G auf der Strecke UV
diberall dicht liegt, d. h. daB es in jedem Intervall AB der genannten
Strecke Punkte der Hauptgruppe gibt. Um dies einzusehen, tragen wir die
Einheitsstrecke OF von 4 in der Richtung nach B ab und halbieren
sie so oft, bis wir einen Punkt A, innerhalb AB gefunden haben. Dies
ist nach dem Obigen immer mdglich. Die Strecke 44, tragen wir nach
beiden Seiten von A aus unbegrenzt oft ab und erhalten die Punktfolge

(8) A A A AL A,, .

Es sei E, ein ganz beliebiger Punkt von G; er liegt in einem der
durch (8) bestimmten Intervalle. Durch wiederholtes Abtragen von
AA, kann man dann — von E, ausgehend — einen Punkt von G
finden, der innerhalb A44,, also auch innerhalb 4B liegt, was zu be-
weisen war.

Wir betrachten nun einen beliebigen Punkt P des Segmentes UV.
Durch P wird die Hauptgruppe G auf zwei Teilmengen verteilt und daher

auch die Menge der Zahlen zﬁp Hierdurch wird eine reelle Zahl % ein-

deutig festgelegt, und wir kénnen P mit E, bezeichnen. Verschiedenen
Punkten P entsprechen dann verschiedene Zahlen x; denn zwischen
zwei beliebigen Punkten gibt es, wie wir gesehen haben, immer Punkte
der Hauptgruppe. Einer Folge von Punkten in natiirlicher Ordnung
entspricht eine monotone Folge von Zahlen. Umgekehrt entspricht auch
jeder reellen Zahl y ein Punkt Q; wir kénnen namlich die Strecke UV
in zwei Punktmengen teilen: Die Punkte E, mit x =y und die Punkte
E, mit x> y. Diese Teilung bestimmt nach dem Stetigkeitsaxiom!
einen Punkt Q; dieser Punkt entspricht y.

Wir haben also eine wmkehrbar eindeutige Zuovdnung der Punkte
der Strecke UV zu den veellen Zahlen. Ferner hat man in Analogie zu (6)

) (VUOE,) - (VUOE,) = (VUOE,,,).

Denn das Produkt auf der linken Seite ist gleich einem Wurf (VUOE,),
sodaB o« + <z, wenn & <x,f <y, und & 4 f> 2z, wenn &« > x,
f>y, wo « und f Parameter von Punkten der Hauptgruppe sind;
also st 2 =2x 4 y.

1 ENRIQUES: S. 66.

Juel, Projektive Geometrie. 1
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Wir setzen wun fiir beliebige Punkte E, und E, des Segmentes UV
die Linge E,E, =y — x. Dann ist, wie unmittelbar ersichtlich, die
Forderung b) erfillt. Ferner ist nach (9)

(VUOE,) - (VUOE,_,) = (VUOE,).
Hieraus findet man:
(VUOE,_,) = (VUELE,).

Man sieht dann leicht ein, daB8 auch die Forderung a) erfiillt ist.

Es ist zu bemerken, dall die Maflzahl einer beliebigen Strecke die-
selbe bleibt, wenn man statt OF eine andere Einheit O’E’ von derselben
Linge benutzt. Dies folgt unter Benutzung der Projektivitit, welche
O’E’ in OF iiberfiihrt, aus a).

Mit Riicksicht auf (9) setzen wir rein formal

2z
(10) (VUOE,) = ¢k,

wo k eine beliebige, positive Konstante ist, oder, was dasselbe bedeuten

soll:
(11) x=1klog(VUOE,),

wo die Gleichungen (10) und (11) als Einfilhrung der Exponential-
funktion und der Logarithmusfunktion betrachtet werden kénnen. Es
gelten dann nach (9) die gewohnlichen Funktionalgleichungen

(12) et = et.er,  log(ot) = loge + logr.
A - o o
5 — mit Cos4und 5> — mit Sin.
Aus (12} in Verbindung mit (10) und (11) ergibt sich fiir die Linge 6
zweier beliebiger Punkte P und Q der Geraden a:
24

(13) (VUPQ) =e*, 6=23klog(VUPQ).

Wie iiblich bezeichnen wir ¢

Die Formeln (13) geben die hyperbolische Lingenmessung in ge-
wohnlicher Form. Wir kénnen sie aber auch auf andere Weise schreiben.
Es sei p ein innerhalb £ liegender Kegelschnitt, welcher 2 in U und V
doppelt beriihrt (eine Abstandslinie der Geraden «, vgl. Kap. XIV,
§1), und es sei A der Pol von a in bezug auf ¢ (und £2). Ferner
seien P; und @, Schnittpunkte von g mit AP bzw. AQ, welche auf
demselben Bogen UV von u liegen. Nach Kap. VII, § 2, Satz IT ist

damn (VUPQ) = (VUP,Qy)"
s
und wir haben also, da ¢* und (VUP;Q,) positiv sind:
s
14) (VUP,Q)) = ¥, &= klog(VUP,0,).
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Hat man auf einer einzigen orientierten Geraden a eine Einheit
gewidhlt, dann liBt sich diese mittels einer Fundamentaltransfor-
mation auf eine andere orientierte Gerade a, iberfilhren. Nun lifSt
sich ja @ durch mehrere Fundamentaltransformationen in a, iiberfiihren;
aber man erhilt nach dem Obigen fiir jede bestimmte Strecke von a,
immer dieselbe MaBzahl. Wir kénnen somit alle Strecken des betrachte-
ten Gebietes widerspruchslos mit MaBzahlen versehen.

Wir gehen nun zur Winkelmessung {iber; nur Winkel, deren
Scheitel eigentliche Punkte sind, kommen in Betracht. Die Schenkel
eines solchen Winkels denken wir uns zunichst als nichtorientiert.
Dagegen wollen wir eine bestimmte Orientierung fiir den Scheitel, d. h.
einen bestimmten Umlaufssinn um diesen Punkt fixiert denken.

Wir betrachten einen festen, orientierten Punkt 4 und wollen zuerst
eine MaBbestimmung fiir Winkel mit diesem Punkt als Scheitel angeben.
Die zwei konjugiert imaginiren Tangenten durch A an £2 (die absoluten
Geraden durch A4) seien # und v; sie sind durch die elliptische Involution
(mit ihren zwei Orientierungen) von konjugierten Geraden durch 4
gegeben. Es sei # die ,erste’ absolute Gerade, d.h. die Tangente,
fiir die die Orientierung der Involution mit der Orientierung von A4 {iber-
einstimmt.

Es seien nun o und ! zwei beliebige konjugierte Gerade durch 4.
Dieses Geradenpaar teilt die projektive Ebene in zwei Gebiete [0l];
und [ol],; [0l]; sei das Gebiet, welches von der Geraden o beschrieben
wird, wenn sie um A in der durch die Orientierung von A bestimmten
Richtung gedreht wird, bis sie zum erstenmal mit / zusammenfallt.

Wir bestimmen nun eine durch A gehende Gerade %, so daB

(15) (vuol) = (vuox)?2.
Es gibt zwei solche; sie sind die Doppelstrahlen der durch (, v)

und (0,!) bestimmten Involution; eine von diesen liegt im Ge-
biet [ol];, und sie werde mit l% bezeichnet [,,Halbieren des Winkels

(02)*“]; die andere bezeichnen wir mit l% . Durch mehrmaliges Abtragen
von (ol%) von o aus erreicht man l%, l, lgy und dann wieder o, l%, l,15 usw.

Die Gerade o kann demnach passend auch mit /,, bezeichnet werden,
/y auch mit l% 425 USW., wWo s eine beliebige ganze Zahl ist.
2

Durch mehrmaliges Halbieren und Abtrageh erhélt man in analoger

Weise eine Geradenmannigfaltigkeit /, (# und p ganze Zahlen, p = 0),
2r

die von ol ausgehende Hauptgruppe von Geraden. Fiir festes

und 0= <C 2°*! bilden diese Geraden fiir wachsende # eine mono-

tone Folge, fir 277! = n << 2¢*2 ergeben sich fir wachsende #
genau dieselben Geraden in derselben Reihenfolge usw. Die Gerade /5
2p

11%*
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ist also mit /n o identisch (s beliebig ganz). Sind [, und /; Gerade

2

der Hauptgruppe, so hat man in Analogie zu (6):

(16) (vuoly) « (vuolp) = (vuolyyg).
Fir Gerade der Hauptgruppe definieren wir nun.

(17) < (lalg) = % (B — « 4 25).

Dann gelten fiir solche Gerade die zu a) und b) dualen Forderungen,
die letzte jedoch mit der Einschridnkung, dafl statt des Gleichheits-
zeichens das Kongruenzzeichen modulo 7 zu setzen ist. Insbesondere

ist & (o) =5 + sm.

Wie frither erkennt man, dall die Folge

Liby by, ooy, o
2 4 2p

gegen o konvergiert und die Hauptgruppe im Geradenbiischel mit dem
Zentrum A iberall dicht liegt. Man kann demnach jeder Geraden p eine
Serie von Parameterwerten x -+ 2s zuordnen, und die Gerade kann mit
I, oder allgemeiner mit /,,,, bezeichnet werden. Verschiedene Gerade
haben verschiedene Parameterserien. Es gilt wieder:

(18) (vuoly) « (vuoly) = (vuol,,,).
Wir definieren nun fiir beliebige Gerade durch A:
(19) F(lh) = 5 (v — x4 29).

Die zu a) und b) dualen Forderungen sind dann in derselben Weise
wie innerhalb der Hauptgruppe erfiillt. Das WinkelmaB ist periodisch
mit der Periode 7.

Wir setzen hier:

(20) (vuwoly) = e¥%, x= %log(vuolz).

Die auf diese Weise eingefiihrte Exponentialfunktion ist periodisch mit
der Periode 277, und die logarithmische Funktion ist fiir jedes Argument
nur bis auf ein Multiplum von 277 festgelegt. Es gelten wieder die Funk-
tionalgleichungen (14), die letzte jedoch nur als Kongruenz modulo 274,

Ferner hat man, wenn $ und ¢ zwei beliebige, durch 4 gehende

Gerade, sind und < (pg) = ¢ ist:
(21) (vupg) = v, ¢ = __log(vupg).
i, =ik il il

. e
5 mit cos 4 und v

Wie gewdhnlich bezeichnen wir
mit sin 4,

Wir wollen nun die Winkelmessung verfeinern, indem wir die
Orientierung der Schenkel beriicksichtigen.
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Es sei A der oben betrachtete Scheitel; die absoluten Geraden
und v mégen £ in U bzw. V berithren. Ferner sei % ein beliebiger,
aber fester Kegelschnitt, welcher £ in den Punkten U und V" doppelt be-
rithrt und innerhalb £ liegt (ein hyperbolischer Kreis mit dem Zentrum 4,
vgl. Kap. XIV, §1); durch den gegebenen Umlauf um 4 wird auch ein
bestimmter ,,positiver Umlaufsinn auf » festgelegt. Ferner sei a
eine beliebige, durch 4 gehende Gerade, welche » in den Punkten S
und 7 schneidet ; wenn « orientiert ist, und diese Orientierung innerhalb »
von S nach T lduft, bezeichnen wir S und T als den negativen bzw.
den positiven Schnittpunkt von a mit x.

Es mogen nun die obigen Geraden o und / orientiert sein, und die
positiven Schnittpunkte mit » seien O bzw. L. Durch

(VUOL) = (VULLY,)

ist ein Punkt L, von x eindeutig bestimmt, und dieser ist offenbar der
zweite Schnittpunkt von A0 mit %, denn die entsprechende Projektivi-
tit der Ebene vertauscht die Geraden o und /. Durch Iteration geht L,
in den zweiten Schnittpunkt L von AL mit # iiber, und durch noch-
malige Iteration kehrt dieser Punkt wieder nach O zuriick.

Durch (VUOL) = (VUOX)z

werden wie oben zwei Punkte von #x festgelegt; derjenige Punkt,
welcher zuerst getroffen wird, wenn sich ein Punkt, von O ausgehend, in
positiver Richtung auf % bewegt, wird mit L% bezeichnet ; L% ist der eine
Schnittpunkt von l_%_ mit »%. Durch Fortsetzung erhalten wir eine Haupt-
gruppe L, von Punkten auf %, und hierdurch weiter eine Darstellung
20

eines beliebigen Punktes von s als L., 4, (s beliebig ganz). L, ist der
eine Schnittpunkt von 7, mit ».

Sind nun L, und L, die positiven Schnittpunkte zweier durch A
gehenden orientierten Geraden, so setzen wir den entsprechenden Winkel

(22) F(LAL) =5 (v — %+ 4).

Die zu a) und b) dualen Forderungen sind dann wieder erfiillt, die
letzte jedoch nur modulo 2.

Dieses WinkelmaB ist periodisch mit der Periode 27; die Reihe (22)
ist in der Reihe (17) enthalten. In Ubereinstimmung mit Kap. VII,
§ 2, Satz I1 setzen wir:

(23) (VUOL,) =%, x=log(VUOL,).

Sind p und ¢ zwei orientierte Gerade durch 4, deren positive Schnitt-
punkte mit 2 bzw. P und @ sind, so erhalten wir fiir < (PAQ) = ¢:

(24) (VUPQ) =elv, = ;log(VUPQ).
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Der Kegelschnitt » kann auf unendlich viele Weisen gewihlt werden;
zwel verschiedene Kegelschnitte %, und %, bestimmen aber dieselbe
Winkelmessung, was man mittels einer Homologie mit 4 als Zentrum
und der gemeinsamen Polaren desselben in bezug auf %, und x, als Achse
einsieht. Insbesondere kann man fiir » den Fundamentalkegelschnitt £2
selbst wihlen.

Durch Fundamentaltransformationen kann die Winkelmessung auf
Winkel mit beliebigem Scheitel iiberfithrt werden.

Es sei noch bemerkt, daBl man in der hyperbolischen Geometrie die
Orientierungen der verschiedenen Punkte miteinander vergleichen kann,
indem man sie mit einer festen Orientierung von £ in Verbindung setzt.
Man sagt, daBl zwei Punkte dieselbe Orientierung haben, wenn ihre
Umldufe, auf £ projiziert, denselben Umlauf ergeben. — Einen
Umlaufssinn auf £ zu wihlen, heiit auch ,,die hyperbolische Ebene zu
orientieren‘’.

Aus den obigen Ausfiihrungen sieht man, daBl die Bedeutung der
am SchluB des § 1 eingefiihrten Forderung darin liegt, dall das Winkel-
mal} periodisch wird — daBl man also durch mehrmaliges Abtragen
eines Winkels ganz um den Scheitel herumkommen kann. Die erwidhnte
Forderung wurde eben gestellt, weil man auf dieses anschauliche Moment
nicht verzichten will.

Wir gehen nun zum zweiten Fall iiber, wo £ imaginir, das zu-
gehorige Polarsystem aber reell ist (,elliptische Geometrie®).

Die Fundamentaltransformationen sind wieder die reellen projek-
tiven Transformationen, welche £ in sich selbst iiberfiihren, und diese
Transformationen erfiillen in diesem Fall alle Forderungen des §1
innerhalb der ganzen projektiven Ebene. Insbesondere ergibt sich die
Richtigkeit der Forderung III ganz wie in der hyperbolischen Geometrie.

Jede reelle Gerade a enthilt hier zwei konjugiert imaginire absolute
Punkte U und V. Diese kénnen nicht, wie in der hyperbolischen Geo-
metrie, durch fortgesetztes Abtragen approximiert werden; gleichwohl
kann ihre Reihenfolge mit der Orientierung von @ in Verbindung gesetzt
werden, und zwar folgendermaBen: U und V sind durch eine elliptische
Involution (mit ihren zwei Orientierungen) von konjugierten Punkt-
paaren in bezug auf £ festgelegt; derjenige Punkt, etwa U, firr den
die Orientierung der Involution mit der Orientierung von a iberein-
stimmt, werde als der erste absolute Punkt bezeichnet. '

Ein Punkt 4 wird wie in der hyperbolischen Geometrie durch einen
bestimmten Umlaufsinn in dem entsprechenden Geradenbiischel orien-
tiert, und diese Orientierung kann zur Festsetzung der Reihenfolge
der durch 4 gehenden absoluten Geraden benutzt werden. Die Orien-
tierungsprozesse fiir Punkte und Gerade sind in der elliptischen Geo-
metrie vollig dual.
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Wir gehen nun zur Einfiilhrung der Metrik iiber. Fiir die Winkel-
messung verlduft die Sache ganz wie in der hyperbolischen Geometrie,
und wir erhalten, wenn < (pg) = @ gesetzt wird, die zwei Formelpaare:

(25) (vupg) — eiv, @ = log(vupg)
und
(26) (VUPQ) = ¢iv, ¢ = +log(VUPQ)

mit den Perioden 7 bzw. 2& fiir ¢. Als Kurve % kann jeder reelle
Kegelschnitt gebraucht werden, welcher die imaginire Kurve £ in U
und V' doppelt beriihrt.

Die Streckenmessung verlduft hier anders als in der hyperbolischen
Geometrie; wir filhren sie dual zur Winkelmessung ein. Der einzige
Unterschied ist, daB wir statt (19)

(27) ExEy:k-%(y—x—l—Zs)
setzen, wo & eine beliebige positive Konstante ist. Der Abstand zwischen

konjugierten Punkten in bezug auf £ wird dann k(g + pn).

Die zu (25) analogen Formeln werden dann mit AB = §:
248
(28) (VUAB) =¥, &=_"log(VU4B).

Wir kénnen hier auch das Lingenmal} verfeinern, indem wir einen
reellen Kegelschnitt # zu Hilfe nehmen, der £ in U und V doppelt
beriihrt (elliptischer Kreis mit Zentrum in dem absoluten Pol von 4B,
vgl. Kap. XV, §1). 4 und B liegen auBerhalb ; es ergeben sich dann
die zu (26) analogen Formeln

’['(3

(29) (vuab) = ek, 6= élog (vuab) .

In (28) und (29) bedeuten U und V den ersten bzw. den zweiten
absoluten Punkt der Geraden AB, » und v die Tangenten an £, welche
in U bzw. V berithren, 4 und & die ,,positiven Tangenten von A und
B an p (wo der Begriff ,,positive Tangente* zum frither eingefiihrten
Begriff ,,positiver Schnittpunkt® dual ist).

In der hyperbolischen Geometrie konnten wir eine bestimmte Orien-
tierung auf dem reellen @ festlegen und dadurch die Orientierungen
der verschiedenen Punkte miteinander vergleichen. Dies ist in der
elliptischen Geometrie, wo £2 imaginir ist, nicht méglich, in Uberein-
stimmung damit, da in der elliptischen Geometrie eine Gerade die
Ebene nicht in zwei getrennte Gebiete teilt.

Wir gehen schlieBlich zum dritten Fall iiber, wo £2 als Geradenort in
zwel Punkte (Geradenbiischel) I und J ausartet (,,euklidische Geo-
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metrie*’). Die reelle Verbindungsgerade I/ werde mit # bezeichnet (,,un-
endlich ferne Gerade*). Als Gebiet der eigentlichen Punkte nehmen wir
hier die ganze Ebene mit Ausnahme von #; dann ist die am Schluf} des
§ 1 aufgestellte Forderung erfiillt. Als Gruppe der Fundamentaltrans-
formationen kénnen wir hier nicht die Gruppe der reellen projektiven
Transformationen, welche das Punktpaar (7, J) invariant lassen, brau-
chen, denn diese Gruppe befriedigt nicht die Forderung IIT des § 1.
Dagegen 14Bt sich, wie wir beweisen werden, eine Untergruppe der ge-
nannten Gruppe bestimmen, welche alle Forderungen I—III erfillt.

Zu diesem Zweck wollen wir erst eine Metrik einfiihren. Dieses ge-
schieht hier am leichtesten fiir Winkel. Es seien (ab) und (cd) zwel
Winkel; die Schnittpunkte von # mit den Geraden a, b, ¢, d seien bzw.
A,B,C,D. Wir sagen dann, daB (ab) = (cd), wenn

30) (JIAB) = (JICD).

Die Gruppe der Transformationen innerhalb #, welche die Gleich-
heit festlegt, wird von den Projektivitaten, welche die Punkte I und J
invariant lassen, gebildet. Die Winkelmessung der ganzen Ebene wird
demnach formal identisch mit einer Streckenmessung auf # von der
Art, die wir schon in der elliptischen Geometrie behandelt haben. Sie
wird, wie wir ja auch verlangt haben, periodisch.

Die Angabe einer Streckenmessung (auf den von # verschiedenen
Geraden) ist schwieriger. Es sei a eine solche Gerade, ihr Schnittpunkt
mit » sei U. Als Transformationen innerhalb a, welche die Lingen-
maBe invariant lassen sollen, wihlen wir die Gruppe der parabolischen
Projektivititen auf @ mit U als Doppelpunkt. Fixieren wir dann eine
Einheit OF auf a, so kénnen wir diese mittels der parabolischen Pro-

jektivitat UUo...~UUE ...

nach beiden Seiten beliebig oft abtragen und den entsprechenden
Punkten E, die Parameter # zuordnen. Nach Kap.I, §1, Satz XI
konvergieren beide Folgen

E,E,, E;, ... und  E_,,E_ ,,E_,, ...
gegen U. Ebenso kann man den Punkt E 1 als den Punkt festlegen,

welcher von U durch O und E harmonisch getrennt ist. Die durch fort-
gesetztes Halbieren entstehende Folge
E,E\,Ey,...E;, ...
2 4 2r
konvergiert gegen O.

Man erhalt in dieser Weise wieder eine Hauptgruppe E» (# und ¢
2v
ganze Zahlen, p =:0), welche wie in den fritheren Fillen die Gerade

iiberall dicht erfillt. Statt (6) erhilt man hier (Kap.V,§1, SatzI und I'):
(31) (UOEE,) + (UOEEs) = (UOEE,.p),
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wo « und f# Zahlen von der Form g, sind. Wir definieren

E aE p = ﬂ — &,
dann sind die Forderungen a) und b) innerhalb der Hauptgruppe
erfillt.

Wie vorher werden die ibrigen Punkte der Geraden durch das
Kontinuitdtspostulat bestimmt. Es gilt dann fiir beliebige Punkte von a:

(32) (UOEE,) + (VOEE,) = (UOEE,,,).
Die fiir die Hauptgruppe gegebene Definition wird zu
EE,=y—x

erweitert, und die Forderungen a) und b) sind dann fiir alle Punkte
der Geraden a befriedigt. Das AbstandsmaB ist von der Lage der auf
gewihlten Einheit unabhingig.

Man kann nun zeigen, daB fiir beliebige x und ¥y

(33) (UOEE,) = (UOE,E,,)

gilt.
Die Richtigkeit dieser Gleichung ist namlich leicht einzusehen, wenn x

fest und y von der Form in; ist; denn die Projektivitdt mit den Doppel-

punkten U und O, welche E in E, iiberfiihrt, transformiert auch E,inE,,,.
Hieraus folgt aber in dhnlicher Weise wie mehrmals frither die Richtig-
keit von (33) fiir beliebiges vy.

Die Gleichung (33) 148t sich auch in der Form

(34) (UOEE,) - (UOEE,) = (UOEE,,)

schreiben. Diese zeigt in Verbindung mit (32), daBl man mit den Wiirfen
(UOEE,) in ganz derselben Weise wie mit den Zahlen x rechnet; wir
kénnen demnach die Wiirfe mit den entsprechenden Zahlen identifi-
zieren und '

(35) (UOEE,) =«

schreiben. Die in Kap.V, §1 gegebene Wurfrechnung wird dann mit
der gewohnlichen Zahlenrechnung identisch. So hat man z. B.

(36) (ExEyEzEt) ==

Was bisher von dem Lingenmall gesagt wurde, war im wesentlichen zu
den fritheren Fillen analog. Die wirklichen Schwierigkeiten treten erst
ein, wenn man die Skala — also die Einheit — von a auf eine andere
Gerade b iiberfilhren will. Zunichst mége der Schnittpunkt (@) in
einen auf # liegenden Punkt U fallen (,,parallele Gerade). Durch eine
Homologie mit « als Achse und einem auf » liegenden Punkt V (==U)
als Zentrum 148t sich & in b, also die Einheit von 4 in eine Ein-
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heit von b tberfilhren (,,Parallelverschiebung®). Es gibt unendlich
viele Parallelverschiebungen, welche a in & iberfithren; sind aber =,
und 7, zwei solche, so hat man

ok
My == 71+ ¥,

wo 7* eine Parallelverschiebung ist, welche & in sich transformiert.
Demnach werden die durch 7, und 7, auf b bestimmten Einheiten gleich
groB, denn die durch #* innerhalb & erzeugte Transformation ist ja
eine parabolische Projektivitit mit U als Doppelpunkt. — Sind ferner
7, und 7, Parallelverschiebungen, welche @ in & bzw. ¢ iiberfiihren,
dann ist 7'z, eine Parallelverschiebung, welche b in ¢ transformiert.
Eine auf a gewihite Einheit 148t sich also widerspruchslos auf alle zu a
parallele Geraden iiberfiithren.

Es sei nun x ein fester, durch 7 und J gehender, reeller Kegelschnitt.
Der Pol von # in bezug auf % sei O; er liegt innerhalb ». Auf jeder
durch O gehenden orientierten Geraden wihlen wir als Einheit die
Strecke von O nach dem positiven Schnittpunkt (vgl. S. 165) der
Geraden mit ». Nachdem also der Kegelschnitt » gewihlt ist, sind
auf allen durch den Pol O gehenden orientierten Geraden und damit auf
allen orientierten Geraden iiberhaupt (mit Ausnahme von %) die Ein-
heiten festgelegt.

Als Gruppe der Fundamentaltransformationen wihlen wir nun in
der Gruppe aller Transformationen, welche (I, J) invariant lassen, die-
jenige Untergruppe @, deren Transformationen fiir passend gewihite
Orientierungen der entsprechenden Geraden die Lingen aller Strecken
ungedndert lassen.

Damit sind die Forderungen I und IT des § 1, wie unmittelbar er-
sichtlich, erfiillt; es soll bewiesen werden, dafl auch III erfiillt ist.
Es seien 4 und A’ zwei Punkte und a und 4’ zwei durch 4 bzw. A’
gehende orientierte Gerade. Durch eine Parallelverschiebung z kann A
in O iiberfithrt werden; dieselbe Transformation mdge a in eine Gerade b
iiberfiihren. Durch eine zweite Parallelverschiebung 7; kann A4’ in O
(und 4’ in &) transformiert werden. Es seien OE, und OF, die auf &’
bzw. b’ liegenden Einheiten. Durch

IJE, ... ~1IJE,...

ist eine Projektivitit auf » und damit auch eine Kollineation K in der
ganzen Ebene eindeutig festgelegt. In dieser entspricht die Gerade u
sich selbst, ebenso der Pol O. Auf allen durch O gehenden Geraden wird
eine Einheit in eine Einheit iiberfiihrt, aber dies gilt dann auch fiir
beliebige Gerade; denn ein Viereck, welches aus zwei Paaren von par-
allelen Geraden gebildet ist (ein ,Parallelogramm®), geht in ein eben-
solches iiber. — Die Kollineation K ist also eine Fundamentaltrans-
formation.
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Durch IJE, ...~ JIE, ...

wird eine zweite Kollineation K* mit analogen Eigenschaften fest-
gelegt.

Damit haben wir zwei Fundamentaltransformationen gefunden,
nimlich K ! und zK*7 L, welche beide (4, a) in (4’, a’) iberfithren.
Weitere Fundamentaltransformationen dieser Art kann es nicht geben;
es seien nimlich B und B’ zwei Punkte auf a bzw. a’, sodal AB = A'B’;
dann gibt es nur eine Kollineation, welche 4, B, I, Jinbzw. A", B’ I,
und ebenso nur eine, welche A, B, I, J in bzw. 4’, B’, J, I iiberfiihrt.

Damit ist bewiesen, da die Forderung III des § 1 erfiillt ist. Daf}
die betrachteten Fundamentaltransformationen die Gréfien der Winkel
(jedenfalls abgesehen vom Vorzeichen) nicht dndern, ist klar.

Es soll noch bewiesen werden:

Die gefundene Gruppe @ von Fundamentaltransformationen 1ist von
der Wahl des durch I und ] gehenden Kegelschnittes x unabhdngig.

Wir haben also zu zeigen, dall man, wenn man statt x einen anderen
durch I und J gehenden Kegelschnitt %, benutzt, eine mit @ identische
Gruppe @, von Fundamentaltransformationen erhilt.

DaB die Parallelverschiebungen dieselben sind, ist klar. Es sei nun T°
eine beliebige andere Transformation von @; sie kann nach dem Obigen

T=nKa!

geschrieben werden, wo K eine Kollineation ist, welche # in sich selbst
iberfiihrt.
Geht nun insbesondere x, aus % durch eine Parallelverschiebung 7,
hervor, so hat man
T=anany K- 7;lng?,

wo K eine Kollineation ist, welche #; in sich selbst tiberfithrt. 7" gehért
also auch der Gruppe D, an, so daB @ in P, ganz enthalten ist. Ebenso
umgekehrt; also sind die zwei Gruppen identisch.

Hiernach gentiigt es, den Fall zu betrachten, wo die Gerade # den-
selben Pol O in bezug auf % und %, hat. In diesem Fall tiberfiihrt, wie
wir leicht einsehen kénnen, jede Kollineation K, welche # und #x in-
variant 1a8t, auch #, in sich selbst; denn eine Projektivitat auf », deren
Projektivitidtsachse # ist, 14Bt sich in zwei Involutionen zerlegen, deren
Pole auf # liegen; also kann auch die Kollineation K aus zwei harmoni-
schen Homologien zusammengesetzt werden, deren Zentren auf » liegen,
wihrend die Achsen durch O gehen. Demnach fiihrt K die Kurve %,
in sich iiber. Jede Transformation T der Gruppe @ gehért dann wieder @,
an, und die zwei Gruppen sind auch in diesem Fall identisch. Damit ist
der obige Satz bewiesen.

Aus den obigen Entwicklungen folgt, dal die Kegelschnitte durch 7
und J identisch sind mit den Kurven, welche als Ort der Punkte definiert
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werden kénnen, die einen gegebenen Abstand (Radius) von einem festen
Punkt (Zentrum) haben. Diese Kurven werden Kreise genannt; das
Zentrum ist der Pol der unendlich fernen Geraden u.

Auch in der euklidischen Geometrie kann man ein verfeinertes
Winkelma3 einfiihren. Zu diesem Zweck lege man einen Kreis % um
den Scheitel A als Zentrum. Die positiven Schnittpunkte. der Schenkel
mit % seien P und . Man wird dann ganz wie frither auf die folgenden
Formeln gefiihrt:

(37) (JIPQ) =éiv, = --log(JIPQ).

XIV. Kapitel
Die hyperbolische Geometrie.

§ 1. Elementare hyperbolische Geometrie.

In der hyperbolischen Geometrie sind die Fundamentaltransfor-
mationen definiert als diejenigen Kollineationen, welche einen reellen
Kegelschnitt 2 (die ,,Fundamentalkurve) in sich transformieren.
Nur eigentliche Punkte und Gerade kommen in Betracht (Kap. XIII,
§ 2), und wir werden haufig diese schlechthin Punkte und Gerade nennen,
wenn kein MiBverstindnis méglich ist. Durch mehrmaliges Abtragen
einer beliebigen Linge auf einer Geraden von einem eigentlichen Punkt
aus kommt man nie zu einem uneigentlichen Punkt. Diese konnte
man deshalb auch ,,unzuginglich nennen.

Es seien A und A’ zwei Punkte, @ und a’ zwei durch A bzw. A’
gehende orientierte Gerade. Da die Forderung III des Kap. XIII,
§ 1 erfillt ist, gibt es genau zwei Fundamentaltransformationen,
welche (4, a) in (4’,a) transformieren, und wir haben friiher (3. 159)
gesehen, wie diese zu bestimmen sind. Die eine geht aus der anderen
durch Hinzufiigung einer Symmetrie in bezug auf @’ hervor (vgl
Kap. XIII, § 1). Im einen Fall ist deshalb die Projektivitit auf £
gleichsinnig, im anderen ungleichsinnig. Nun nennen wir eine Funda-
mentaltransformation eine Kongruenztransformation oder eine Sym-
metrietransformation, je nachdem die entsprechende Projektivitit auf £
gleichsinnig oder ungleichsinnig ist; wir haben also gezeigt:

1. Es gibt eine Kongruenztransformation und eine Symmetrietrans-
formation, welche (A, a) in (A, a’) diberfiihri.

Zwei Figuren, welche durch eine Kongruenz- bzw. eine Symmetrie-
transformation ineinander tiberfiihrt werden kénnen, heiBlen kongruent
bzw. symmetrisch.

Eine Kongruenztransformation, welche einen Punkt O ungedndert
1aBt, nennt man eine Drehung um O. In der projektiven Ebene liegt
dann auch eine uneigentliche Gerade fest, namlich die absolute Polare
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von 0. Die Projektivitit auf £ hat zwei konjugiert imaginire Doppel-
punkte; umgekehrt erzeugt jede solche Projektivitit eine Drehung.

Eine Kongruenztransformation, welche eine Gerade ¢ in sich selbst
iberfiihrt, nennt man eine Verschiebung lings p. In der projektiven
Ebene liegt dann auch der uneigentliche Pol zu p fest. Bei einer Ver-
schiebung hat die Projektivitit auf £ zwei reelle Doppelpunkte — und
umgekehrt.

Wenn endlich die genannte Projektivitit parabolisch ist, bleibt inner-
halb 2 weder ein Punkt noch eine Gerade fest; wir sprechen dann von
einer Gremzdrehung (oder Grenzverschiebung).

Aus dem Obigen folgt:

II. Eine Figur kann in jede zu ihy kongruemte durch eine Dyehung,
eine Verschicbung oder eine Gremzdrehung iiberfiihrt werden.

Eine ungleichsinnige Projektivitit auf £2 hat immer zwei reelle
Doppelpunkte. Also:

I11. EineFigur kann in jede zu thr symmetrische durch eine Symmetrie
in bezug auf eine Gerade und eine Verschiebung lings dieser Geraden
iberfiihrt werden.

Die Gerade ist die Verbindungslinie der erwihnten Doppelpunkte.

Die Einbettung der hyperbolischen Ebene in die projektive ergibt
eine Reihe von weiteren Sitzen.

Zwei Gerade heiBen parallel, wenn sie einander auf £2 schneiden.
‘Wir haben dann:

IV. Wenn zwei nichtparallele Gerade keinen Punkt mateinander ge-
mein haben, dann haben sie eine gemeinsame Normale.

Diese ist die Polare des uneigentlichen Schnittpunktes. Wir kénnen

auch sagen:

V. Alle Gerade, welche durch einen uneigentlichen Punkt gehen, haben
eine gemeinsame Normale — und umgekehrt,

Weiter:

V1. In der projektiven Ebene ist der Ort der Punkte, welche von einem
festen Punkt A einen gegebenem Abstand haben, ein Kegelschnitt, welcher
mit dem Fundamentalkegelschnitt £ in den kon-
jugiert imagindren Schunittpunkten mit der abso-
luten Polare a von A Doppelberiihvung hat.

Es schneide ndmlich (Fig. 49) eine belie-
bige Gerade m durch A den genannten Ort
in M und einem zweiten Punkt, die Kurve £
in M' und M" und die Polare 4 in P. Dreht
sich nun m um A4, so ist der Wurf (M'M'" AM)
wegen der Konstanz des Radius konstant, also auch (AM'M’"M);
ebenso (APM'M') als harmonischer Wurf, also auch (AM’'PM").
Dann ist auch das Produkt (4M’PM) und also (APMM’) konstant.

Fig. 49.
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Dies zeigt, daf die betrachtete Kurve durch eine Homologie mit A4
als Zentrum und « als Achse aus £ hervorgeht, wodurch der Satz be-
wiesen ist. _

Die' Kurve wird hyperbolischer Kreis mit dem Zentrum 4 und dem
Radius 4M genannt. Die projektive Auffassung zeigt sogleich, daB die
Tangente in M auf dem Radius AM senkrecht steht (vgl. Fig. 49).

Im obigen Falle ist auch der Wurf (M'M’"' M P) konstant, und dies
gilt auch, wenn a eigentlich und A uneigentlich sind. Demnach gilt:

VII. Der Ort der Pumkte, welche von einer festen Geraden a einen ge-
gebenen Abstand haben, ist ein Kegelschnitt, welcher die Fundamentalkurve
2 in deren reellen Schmittpunkten mit a beriihrt.

Die Tangente dieser ,,Abstandskurve‘‘ ist normal zum senkrechten
Abstand von a.

Als Ubergangsform zwischen den hyperbolischen Kreisen und den
Abstandskurven hat man die Horozyklen, d. h. die Kegelschnitte,
welche £ vierpunktig beriihren.

Wir bemerken noch:

VIII. Die dres Hihen eines Dreieckes gehen durch einen Punkt.

Dies ist nur eine andere Ausdrucksweise des Satzes IX in Kap. I,
§2, wonach zwei konjugierte Dreiecke eines Kegelschnittes perspektiv sind.

Die Begriffe ,,innerhalb® und ,,auBerhalb’ beziiglich Kreisen und
Polygonen kénnen leicht auf die hyperbolische Ebene iibertragen
werden, und man kann, ganz wie in der gewéhnlichen Geometrie, eine
grofe Reihe von entsprechenden Sitzen aufstellen und Konstruktionen
ausfithren; z. B. kann man durch Kreise den Mittelpunkt einer ge-
gebenen Strecke finden, sowie von einem Punkt B die Senkrechte auf
eine Gerade a konstruieren, sowohl wenn B
auf a als auch wenn er nicht auf 4 liegt.

Wir werden an dieser Stelle noch die Aus-
fithrbarkeit zweier fiir die hyperbolische Geo-
metrie eigentlimlichen Konstruktionen nach-
weisen, indem wir nur von eigentlichen Punk-
ten und Geraden Gebrauch machen. Die erste
und wichtigste ist die folgende:

Durch einen nicht auf einer Geraden a liegen-
den Punkt B die zwei zu a parallelen Geraden a'
und a'’ 2u konstruieren.

Die Grenzpunkte der Geraden a seien U
und V (Fig. 50); die gesuchten Geraden sind
dann @' = UB und a” = VB; der zweite
Grenzpunkt von 4’ und a’’ sei V' bzw. U’.

Man konstruiert die Gerade BB, = b L a und dann die Gerade ¢ L
durch B. AuBerdem fille man von einem beliebigen Punkt A4 der
Geraden a aus die Senkrechte auf ¢; sie schneide a’ und 2’ in A’ bzw.
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A”. Die Geraden a’ und a” liegen in bezug auf » und daher auch in
bezug auf ¢ symmetrisch; also ist BA" = BA”. Wir kdnnen aber zeigen,
dal3 diese zwei Strecken auch gleich B, A4 sind. Hieraus folgt dann
sofort eine Konstruktion der Punkte 4’ und 4", wodurch die gesuchten
Parallelen gefunden sind.

Die erwihnte Gleichheit zeigt man am leichtesten, indem man den
Kegelschnitt £ benutzt. Die Geraden UU’, VV', B,B, AA" gehen alle
durch denselben Punkt, nimlich den absoluten Pol der Geraden ¢. Die
drei Wiirfe (VUAB,), (VU' A" B) und (V'UA’B) sind dann perspektiv,
woraus sofort 4B, = A”B = A’B folgt.

Es wiirde zu weit fiithren, dies durch elementare Betrachtungen zu
begriinden.

Wir gehen nun zu der zweiten Hauptkonstruktion iiber:

Fiir zwer gegebene, einander wichtschneidende (und nichtparallele)
Gerade a und b ist die gemeinsame Normale zu bestimmen.

Durch einen beliebigen Punkt von a ziehe man die zwei Parallelen &’
und & zu b und bestimme die Gerade ¢, welche von @ durch &' und "’
harmonisch getrennt ist; sie schneidet & in einem Punkt Q der gesuchten
Normalen. Ebenso findet man den Schnittpunkt R von @ mit dieser
Normalen, und man hat dann nur ¢ mit R zu verbinden. Die Richtigkeit
der Konstruktion folgt sofort daraus, daBB QR die absolute Polare des
Schnittpunktes (ab) ist.

Eine einfache Uberlegung zeigt, daB eine Gerade, welche sowohl
zu a als zu b parallel sein soll, entweder durch den Mittelpunkt S
von QR oder durch den (uneigentlichen) Punkt, welcher von S durch
(Q, R) harmonisch getrennt ist, gehen mubB.

§ 2. Winkelsumme und FlichenmaB.

Eine der Fragen, die seinerzeit AnlaBl zur Entwicklung einer nicht-
euklidischen Geometrie gegeben haben, ist die Frage, ob der Satz von
der Winkelsumme eines Dreiecks — der ja in engster Verbindung mit
dem Parallelenaxiom steht — sich
aus den tbrigen fiir die Entwick-
lung der Elementargeometrie not- 0
wendigen Voraussetzungen ablei-
ten laft.

Dies ist, wie wir jetzt wissen,
nicht der Fall. Man kann namlich £ 0 A 7 y
beweisen, daB3 in der hyperboli- Fig. 51.
schen Geometrie dieWinkelsumme
in einem Dreieck kleiner, in der elliptischen Geometrie aber gréfer als
zwei Rechte ist.

Wir fassen an dieser Stelle nur die hyperbolische Geometrie ins Auge
und betrachten zuerst (Fig. 51) ein Viereck ABCD mit rechten Winkeln

c
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in 4 und B, und wo aullerdem BC = AD ist. Die Figur ist sym-
metrisch in bezug auf die Senkrechte auf AB im Mittelpunkte O; diese
Gerade ist also auch L CD; ihr Schnittpunkt mit CD sei E. Die Ge-
rade CD schneidet AB im absoluten Pol P von OFE, und eine durch D
gehende und zu AD senkrechte Gerade schneidet AB im absoluten
Pol Q von AD. Da (0,P) und (A,Q) Paare einer hyperbolischen
Involution sind, trennen sie einander nicht. Man sieht hieraus, daB
der Winkel D im Viereck ABCD kleiner als ein Rechter ist. Die Winkel
in C und D sind aber gleich grofB3, woraus folgt, dal die Winkelsumme
im Viereck ABCD Xkleiner als vier Rechte ist.

Es sei nun (Fig. 52—53) ABC ein Dreieck, M, und M, die Mittel-
punkte von AB und AC und N, und N, die Projektionen von B und C

A . 4
! M
n M/ N m A MM i m
4 V4 c 8
Fig. 52. Fig. 53.

auf m = M, M,; indem man auch 4 auf s projiziert, sieht man un-
mittelbar, daB die Winkelsumme im Dreieck ABC gleich der Summe
der bei B und C liegenden Winkel im Viereck BN, N,C ist. Ebenso
ist BN, gleich CN,. Also hat man nach dem Obigen:

1. Die Winkelsumme eines Dreieckes ist kleiner als 7.

Hieraus folgt sofort:

II. Der Nebenwwinkel eines Winkels in einem Dreteck ist grifer als
die Summe der zwei andeven Winkel.

Wir werden nun den Begriff Flichenmall (Areal) einfithren und
dieses MaB3 durch eine Zahl ausdriicken. Hierbei werden die folgenden
Forderungen gestellt:

1. Kongruente Figuren haben dasselbe FlichenmaB.

2. Wird eine Figur F in zwei Teile F; und F, geteilt, dann ist

Areal F = Areal I, + Areal F,.

Nach diesen Forderungen ist z. B. das Areal des obengenannten
Dreiecks ABC gleich dem des Vierecks BN;N,C. Man hat also:

Wenn ein Punkt X auf der durch 4 gehenden Abstandslinie vom m
liegt, haben die Dreiecke ABC und XBC dasselbe Flichenma3 und
auch dieselbe Winkelsumme.

Liegt X zwischen der Geraden BC und der genannten Abstandslinie,
so ist offenbar Dreieck XBC <C Dreieck ABC; liegt dagegen X auf der
anderen Seite der Abstandslinie, so ist Dreieck XBC > Dreieck ABC.
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Entsprechend ist die Winkelsumme des Dreiecks XBC grofler bzw.
kleiner als die Winkelsumme des Dreiecks ABC, was unmittelbar aus
Satz IT folgt.

Wenn also die Winkelsumme zunimmt, nimmt das FlichenmaB ab,
und umgekehrt.

Symmetrische Dreiecke haben dieselbe Winkelsumme; ebenso haben
sie dasselbe FlichenmaB, was man durch Triangulation aus dem Zentrum
des umgeschriebenen Kreises leicht einsieht. Also geniigt es, nur den
Fall zu betrachten, wo die Punkte A und X auf derselben Seite der
Geraden BC liegen. :

Wenn nun zwei beliebige Dreiecke ABC und 4,B,C, gegeben sind,
kann man sie so abindern, daB sie zwei gleiche Seiten erhalten, chne
daBl ihre Areale oder Winkelsummen geidndert werden. Ist z. B.
AB << A,B,, so kann man A lings einer Abstandslinie der durch die
Mittelpunkte von AB und AC bestimmten Geraden verschieben, bis
die geforderte Gleichheit erreicht ist.

Das Flichenmal3 eines Dreieckes ABC ist also durch die Winkel-
summe A+ B 4+ C eindeutig bestimmt, also auch durch den ,,Defekt
d=n— (4 + B+ (). FlichenmaB und Defekt nehmen gleichzeitig
zu und ab.

Hat man zwei Dreiecke 4,B,C, und 4,B,C,;, wo A;B; = 4,B,,
und 4B, =7 — 4 B,, so konnen sie zu einem Dreieck zusammengesetzt
werden. Der Defekt dieses Dreieckes ist, wie man sieht, gleich der
Summe 4, 4 d, der Defekte der zwei urspriinglichen Dreiecke, und
das FlichenmaB gleich der Summe der zwei Flachenmafe.

Aus dem soeben auseinandergesetzten folgt, da§ das FlichenmaB y
eines Dreiecks eine monoton wachsende Funktion des Defektes x ist, etwa
y =/,

welche der Funktionalgleichung

L f oy + %9) = [ (%) + F(x5)
genigt.

Folglich ist, wie bekannt,

y = ix,
wo Z eine positive Konstante ist.

Wir sind also dazu gefiihrt worden, das Flichenmaf eines Dreieckes
dem Defekt proportional zu setzen.

Die Festsetzung des Wertes von 4 ist mit der Wahl einer Einheit
gleichwertig (4 ist der reziproke Wert des Defektes in einem Dreieck
mit dem Flichenmaf3 1).

Wir schlieBen diesen Paragraphen mit einigen Bemerkungen {iber
die Kongruenzsitze fiir Dreiecke, wollen aber nur zwei der Falle ndher
besprechen, weil die anderen ganz wie in der elementaren euklidischen
Geometrie behandelt werden kénnen.

Juel, Projektive Geometrie. 12
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III. Zwei Dreiecke, welche in einer Seite, einem anlicgenden und dem
gegeniiberliegendenWinkel iibereinstimmen, sind kongruent oder symmetrisch.
Die beiden Dreiecke seien ABC und 4,B,C,, und es sei BC = B, (C,,
¥B = ¥B, und ¥4 = ¥A4,. Wir kénnen (Fig. 54) das Dreieck 4,B,C,
so auf das andere legen, daff B, und C, in B bzw. C fallen und 4,
auf die Gerade BA fillt. Wenn nun der Punkt

4 A, nicht mit 4 zusammenfillt, wird nach Satz II
XA, &= <A, was gegen die Voraussetzung ver-
st6Bt. Damit ist III bewiesen.
Ein zu IIT dualer Satz, wo die Dreiecke in
8 o ¢inem Winkel, einer anliegender und der gegentiber-

Fig. 4. liegenden Seite {iibereinstimmen, gilt nicht all-
gemein, ebensowenig wie in der euklidischen Geo-

metrie. Dies ist in Ubereinstimmung damit, daB in der hyperbolischen
Geometrie (d. h fiir dasinnere Gebiet von £2) das Dualititsprinzip nicht gilt.
IV. Zwei Dreiecke, welche in den Winkeln iber-

einstimmen, sind Rongruent oder symmetrisch.

Wir kénnen namlich in diesem Fall das Drei-
eck A,B,C, so legen, daBl 4, in 4 fallt, wih-
rend B, und C, auf den Halbgeraden AB bzw.

“ac hegen (Fig. 55) Wenn nun die Strecken BC

und B;C; nicht zusammenfallen, miissen sie ein-

ander in einem Punkt P schneiden ; denn sonst wiirde das eine Dreieck ganz

in dem anderen enthalten sein, und das ist ja unméglich, weil sie dieselbe

Winkelsumme und daher auch dasselbe Flichenmaf haben. BC und B,C,

4 kénnen aber nach Satz II keinen
gemeinsamen Punkt haben, und da-
mit ist Satz IV bewiesen.

, ’ § 3. Trigonometrie.
? Wir wollen nun die hyperbo-
p v y lische Trigonometrie entwickeln
. und beginnen mit einigen vorberei-
tenden Formeln.

Fig. 55.

R s ?  Esseien (Fig. 56) /, und /, zwei
eigentliche, zueinander senkrechte

J Gerade (hyperbolische MaBbestim-
mung), welche einander in dem

Fig. 56. eigentlichen Punkt O schneiden.
Die uneigentlichen Schnittpunkte

von [, und /, mit der Polaren # von O in bezug auf £ seien P bzw. Q.
Der positive und der negative Grenzpunkt von I, seien V, bzw. U,.

Es sei M ein beliebiger Punkt in der durch /, begrenzten hyper-
bolischen Halbebene, welche durch die positive Richtung von 7, fest-
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gelegt ist; die Projektionen von M aus Q und P auf /; und /, seien
M, bzw. M,. Wir setzen OM, =& und wollen zunichst Cos—ij

bestimmen. Durch M legen wir eine Abstandslinie ¢ zu /;; der positive
Schnittpunkt von /, mit g sei T; dann liegen M und T auf demselben
Bogen U,V; von u, und es gilt nach Kap. XIII, §2, (14):

£
(1) et = (V,U,TM).
Durch Projektion von U, auf /, ergibt sich hieraus:
£
(2) ek = (0QTM).
Die Gerade PM mdge die Kurve p nochmals in NV schneiden; dann ist

3) ¢ b =(,U,TN),
und wir finden in Analogie zu (2)
g

4) ¢ k= (0QTN).
Hieraus ergibt sich:
(5) Coss =1 i+ + %) = 0o72),

wo Z der Punkt ist, der von O durch (M’, N') harmonisch getrennt ist.
Z fillt aber mit M, zusammen, denn die Punktpaare (0, M,) und (M’, N)
werden aus U,; durch harmonische Geradenpaare projiziert.

Hieraus folgt:

(A) Cos = (QOM,T).

Man konnte nun eine entsprechende Formel fir Sin% aufstellen
und dadurch auch eine Formel fiir Tg % finden; wir wollen aber lieber
die Formel fiir Tg —i— direkt ableiten, weil wir im folgenden nur von dieser
Gebrauch machen werden. Wir setzen
(6) A= (POV,M,).

Da (0, P) und (U,, V,) harmonische Punktpaare sind, wird (Kap. V,
§ 2, Satz III):
) —A=(POU,M,).
Aus (6) und (7) ergibt sich (Kap.V, §2, Satz VIII):

1— A= (PV,0M,) bzw. 14+ i=(PU,0My,

also (Kap.V, §1):
28
®

141
1= uoM) =

[*

12%
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Hieraus findet man:

£ s
® =t
ok pe k
Nach (6) und (8) haben wir dann
(B) Tg = (POV,M,).

Wir bemerken, daB nach (A) und (B) — oder direkt zufolge der
Definition — Cos—]f— fir alle & positiv ist, wahrend Tg~k§- und daher
auch Sin% positiv oder negativ ist, je nachdem & 2 0.

Wir gehen nun zu den Winkeln iiber und betrachten Fig. 57. Die
Buchstaben 1,,1,,0, P,Q, M, M,, m haben dieselbe Bedeutung wie
g frither. Die Gerade ! = OM sei von
\ Onach M orientiert. Durch M legen

wir einen hyperbolischen Kreis

mit dem Zentrum O. Die konju-

Y giert imaginiren Schnittpunkte

von m mit »# (und £2) seien I und

h_ 4 —p J; sie sind durch die elliptische

Invclution von konjugierten Punk-

ten in bezug auf » (und £2) mit

ihren zwei Orientierungen fest-

gelegt; es sei I derjenige Punkt,

fiir den die Orientierung mit dem

Umlauf um O ibereinstimmt. Der

positive und der negative Schnittpunkt von [, mit # sei T, bzw. S,
und es sei (T,0M) = ¢. Es ist dann nach §1:

2z

Hy

N

5

Fig. 57.

9) ¢v= (JIT,M).
Wir projizieren nun den Kreis % aus I auf /; und erhalten
(10) ¢l? = (POT,K),

wo K der imaginire Schnittpunkt von IM mit /, ist und durch die
elliptische Involution (S,, T}), (M,, P) mit einer ihrer Orientierungen
bestimmt werden kann.

Da 7% zu &% konjugiert imaginir ist, wird
(11) e~i¢ = (POT,K¥),
wo K* zu K konjugiert imaginir ist und daher durch dieselbe Involution
wie K, aber mit entgegengesetzter Orientierung, festgelegt ist. Aus (10)
und (11) bilden wir

cosp = }(ei¥ + ei9) = (POT, Z),



Kap. XIV. § 3. Trigonometrie. 181

wo Z der Punkt ist, der von P durch das Punktpaar (K, K*) harmonisch
getrennt ist, d. h. Z fillt mit M, zusammen. Wir haben somit bewiesen:

(@) cosp = (POT,M,).

Um auch sing zu bestimmen, betrachten wir die Gerade I,; ihr
positiver und negativer Schnittpunkt mit » sei 7, bzw. S,. Die
Orientierung von /, sei so gewiahlt, daBl <(7,0T,) = —}—325, d. h. der
durch die Reihenfolge T4, T,, S; bestimmte Umlauf auf » stimme mit
dem Umlauf um O iiberein. Wir kénnen dann zeigen, dafBl
(12) (JIT,Ty) = +3,

wo ¢ der in Kap.V, § 2 definierte Wurf ist. Durch Projektion von I
auf /, ergibt sich wie oben

(JIT,Ty) = (POT, L),

wo L der imaginire Schnittpunkt von /, mit I, ist. Die entsprechende
elliptische Involution ist durch (S,, T;) und (O, P) mit der Orien-
tierung POT, bestimmt. Also ist (S. 62):

(POT,L) = +i,
womit (12) bewiesen ist.
Aus (9) und (12) ergibt sich
1.
(13) Leiv = (JIT,M) .

Ist M, der Schnittpunkt von I/, mit der Geraden PM, so erhilt
man ganz wie oben, da ja sing gleich der halben Summe von (13) und
ihrer konjugiert imagindren ist:

(D) sing = (QOT,M,).
Aus (C) und (D) entnimmt man insbesondere, daf} singp = cos( )
und daB sing > 0 fiir 0 < ¢ << @, wihrend cosp > 0 fir 0 < ¢ < g‘

und cosg << 0 fiir ?<<p<7t.

Aus den gefundenen Formeln (A) bis (D) l4Bt sich nun die hyper-
bolische Trigonometrie eines Dreieckes ableiten. Es geniigt, wie be-
kannt, ein rechtwinkliges Dreieck zu betrachten; denn auf diesen
speziellen Fall 148t sich der allgemeine zuriickfiihren.

Das Dreieck sei ABC, wo <C —%. Seiten und Winkel werden

wie gewohnlich mit kleinen bzw. groen Buchstaben bezeichnet. Sie
werden alle positiv gedacht (die Winkel zwischen 0 und #); nach § 2

sind dann 4 und B kleiner als % . Alle Funktionen, sowoh! hyperbolische

als auch trigonometrische, sind dem Obigen zufolge positiv.
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Wir identifizieren das Dreieck 4BC mit dem Dreieck OMM, in
Fig.56 und 57. Es ist dann nach (B), da OM; = b und OM = OT, = ¢:

b
Tg4 = (POVM,), Tg4 = (POV,Ty).
Durch Division erhilt man mit Hilfe von (C) wegen <(T,0M) = 4

Tgf
ak

(E) cosd =

Weiter ergibt sich aus (B) wegen M M = OT = a (Fig. 56), wenn
OM, = n gesetzt wird und V, den positiven Grenzpunkt von J, be-
deutet:

Tg 7 = (QOV,M,y), Tg4 = (QOV,T).
Durch Division erhdlt man mit Hilfe von (A)

Tgi
(14) Cos 2 = %

Tg%

Wendet man (E) auf das Dreieck OMM, an, so ergibt sich

Tg a2
sind = IZ R
Tg '’y
und- durch Division mit (E)
. Tg
(15) tgd = —
Tg 'y

Aus (14) und (15) findet man durch Elimination von #:

a
Tg?

(F) tgd =

Durch Vertauschung der Buchstaben 4,4 mit B, b erhilt man
aus (E) und (F):

(G) cosB = —~-, tgB =
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Aus drei der Formeln (E), (F), (G) lassen sich alle anderen herleiten.
So findet man z. B. aus (E) und (F) mit Hilfe von Es.lﬁ =1+ tg?4
durch nachfolgende Ausziehung einer Quadratwurzel

(16) Cos%-Cos% = Cos%,

da ja Cosinus stets positiv ist.
Die anderen Formeln ergeben sich durch rationale Operationen.

Als eine Anwendung der entwickelten Formeln wollen wir zuletzt
den ,,Parallelenwinkel‘ bestimmen.

In Fig. 56 und 57 mogen # und » den Fundamentalkegelschnitt £
darstellen. MM, sei eine beliebige Gerade mit dem einen Grenzpunkt M ;
O sei ein beliebiger Punkt. Der Abstand von O und MM, sei OM, = d;
OM ist die eine Parallele durch O zu MM, und <(M,OM) der
Parallelenwinkel #%. Dann ist nach (B) und (C)

(17) cosu = Tg%.

Hieraus oder durch Vergleich von (D) mit (A) findet man

(18) siny = —1d_ .
COSZ
Schlieflich kann die Gleichung auch in der Form

1

(19) tgu = ——=
Sin—
k
geschrieben werden.
XV. Kapitel.

Die elliptische Geometrie.

§ 1. Einleitende Bemerkungen. Flichenmal.

Die Fundamentalkurve ist hier ein imaginirer Kegelschnitt £ mit
reellem Polarsystem. Da £ imaginir ist, fallt die Trennung der Pro-
jektivitdten auf dieser Kurve in gleichsinnige und ungleichsinnige weg
und damit auch die Trennung der Fundamentaltransformationen in
Kongruenz- und Symmetrietransformationen.

Bei jeder Fundamentaltransformation bleiben zwei konjugiert
imaginire Punkte auf £ und damit auch die reelle Verbindungsgerade und
der entsprechende absolute Pol fest. Jede Fundamentaltransformation



184 Metrik in projektiver Auffassung.

kann also sowohl als Drehung wie als Verschiebung aufgefalt werden.
Der Ort der Punkte, welche von einem gegebenen Punkt einen festen
Abstand haben, wird ein elliptischer Kreis genannt und ist wie im
hyperbolischen Fall ein Kegelschnitt, welcher Doppelberithrung mit £2
(in zwei konjugiert imagindren Punkten) hat. Jeder elliptische Kreis
ist gleichzeitig eine Abstandskurve zur absoluten Polaren des Zentrums.

Parallele Gerade gibt es nicht; je zwei Gerade schneiden einander.

Drei Gerade, welche nicht durch denselben Punkt gehen, bestimmen
in der ganzen projektiven Ebene vier Dreiecksgebiete; diese sind in der
elliptischen Geometrie vollig gleichberechtigt. Ein Dreieck ist also
durch Angabe seiner Eckpunkte nicht eindeutig bestimmt; vielmehr
mubB das ,,innere” Gebiet (am einfachsten durch einen Punkt desselben)
angegeben werden.

Die elementare elliptische Geometrie ist der sphérischen Geometrie
sehr dhnlich.

Die Ausfithrungen des Kap. XIV, §2 iiber Winkelsumme und
Flichenmall sind auch in der elliptischen Geometrie leicht durch-
zufiihren. In dem an Fig. 52 und 53 ankniipfenden Beweis erhilt man
statt einer hyperbolischen Involution eine elliptische, woraus folgt, daB
die Winkel C und D im Viereck ABCD stumpf werden. Infolgedessen
wird die Winkelsumme eines Dreieckes immer groBer als @, so daB
man statt eines Defektes einen ExzeB erhidlt. Der Nebenwinkel eines
Winkels in einem Dreieck wird kleiner als die Summe der zwei anderen
Winkel.

Das FlichenmaBl kann genau wie in der hyperbolischen Geometrie
eingefiihrt werden. Es sei ABC ein beliebiges Dreiecksgebiet und m die
Verbindungsgerade der Mittelpunkte von 4B und AC. Die durch 4
gehende Abstandslinie u zu m ist hier ein elliptischer Kreis mit dem
absoluten Pol von  als Zentrum; er geht durch B und C. Man findet
wie friiher, daB sich weder das Flichenmal3 noch die Winkelsumme Andert,
wenn A4 sich auf u bewegt. Geht 4 ferner in einen innerhalb p liegenden
Punkt X iber, so werden sowohl FlichenmaB als auch Winkelsumme
grofler; umgekehrt, wenn X auBerhalb u liegt. Wenn & den Exzel
bezeichnet, wird man durch Uberlegungen, die den obigen analog sind,
dazu gefiihrt, das FlichenmaB gleich Ae zu setzen, wo 1 eine positive
Konstante ist.

Ein Dreieck fiillt mit seinen drei ,,Nebendreiecken'* die ganze ellipti-
sche Ebene aus. Die Summe der Winkel in allen vier Dreiecken ist 67
(ndmlich 27 um jede der drei Eckpunkte). Die Summe der vier Exzesse
wird demnach 67 — 47 = 27, so da} das FlichenmaB der ganzen
elliptischen Ebene gleich 271 wird.

Setzen wir 2 = k2, so ist das Areal der ganzen Ebene gleich 27 k2
(d. h. so groB wie eine Halbkugel mit dem Radius % in euklidischem
MaB).
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§ 2. Trigonometrie.

Die elliptische Trigonometrie eines Dreiecks kann wie die hyper-
bolische (Kap. XIV, §3) entwickelt werden; die Ableitung ist einfacher
in dem Sinne, daB sowohl Seiten als auch Winkel durch gewohnliche
trigonometrische Funktionen ausdriickbar sind.

Die zu (A) analoge Formel brauchen wir nicht. Eine zu (B) analoge
Formel ergibt sich ganz wie frither. Setzt man namlich wie in
Kap. XIV, §3,

(1) L= (POV,M,),
so erhidlt man statt der dortigen Formel (8), da ja hier (V,U,0M,)
248
— ict e i& i£
=ek ist: o E
) b=
ek &

Also wird die (B) entsprechende Formel

. &
3) itg s = (POV,M,).
Die Ausfilhrungen in Kap. XIV, §3, S.180—181 kénnen unver-
dndert iibertragen werden und ergeben die Formeln

) cosp = (POT,My),  sing = (QOT, M)

sowie sing = cos (% — (p) .

Wir betrachten nun ein rechtwinkliges Dreieck ABC, welches wie
frither mit dem Dreieck OM M, auf Fig. 56 und 57 identifiziert wird. Es
mégen zundchst beide Katheten a und b spitz! sein; dann liegt das Drei-
eck ABC ganz innerhalb eines der Dreiecksgebiete OPQ (P und Q sind
ja hier eigentliche Punkte), so daf auch die Hypothenuse ¢ sowie <CA
(und demnach auch <B) spitz sind. Ebenso ist # = OM, spitz. Alle
vorkommenden trigonometrischen Funktionen sind demnach positiv,
so daB keine Zweideutigkeit beziiglich der Vorzeichen méglich ist.

Aus (3) und (4) ergibt sich nun ganz wie frither

b

tg %

(5) cosd = p
und

tg %

(6) sind = —

tg e

1 Eine Strecke 6 (0 < § < k) wird spitz oder stumpf genannt, je nachdem

8 <k oder 6 > k—
<o 2081' > 2.
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und hieraus durch Division:
tg -+
(7) tgd = —.
tg?
Die Punkte P, M und M, bestimmen ein rechtwinkliges Dreieck,
in welchem der eine Winkel gleich %, die anliegende Kathete gleich
k—nz- — 7 und die Hypothenuse gleich k% —a ist. Wenden wir auf

dieses Dreieck die Formel (5) an, so erhalten wir

tgi
(8) cos% —_*
1
8%
Aus (7) und (8) ergibt sich durch Elimination von #:
‘cg—;l
) tgd = —.
sm?

Aus (5) und (9) und den analogen Formeln fiir <B lassen sich, wie
in der hyperbolischen Geometrie, alle anderen Formeln ableiten.

Wir haben oben vorausgesetzt, daBl ¢ und b beide spitz sind. Die
anderen Fille lassen sich durch Ubergang zu einem Nebendreieck auf
den schon behandelten zuriickfithren. Wenn nimlich « spitz und b stumpf
ist, geht man zu dem Nebendreieck mit den Katheten ¢ und kn — b
iiber; wenn a und b beide stumpf sind, betrachtet man das Nebendreieck
mit den Katheten 2w — @ und Amw — b. Die bewiesenen Formeln und
die daraus ableitbaren sind demnach allgemein giiltig.

Die nichteuklidischen Geometrien kdnnen auf verschiedene Weisen
entwickelt werden. Die in mancher Hinsicht interessanteste ist die
elementargeometrische, die auf die Vorginger und ersten Begriinder
einer systematischen Entwicklung zuriickgeht.

Die hier benutzte Methode ist im wesentlichen die CAYLEY-KLEINsche,
welche in natiirlicher Weise die Theorie in die projektive Geometrie
einfiigt. Dieselbe Methode 148t sich selbstverstindlich auch in alge-
braischer Form entwickeln.

Eine ganz andere Grundlage erhilt man, wenn man mit RIEMANN
(und spiter POINCARE) von einem quadratischen Differentialausdruck
des Bogenelementes ausgeht ; diese hat sich besonders fiir die Erweiterung
der Theorie auf mehrdimensionale Riume als fruchtbar erwiesen.

Die tiefst gehende Grundlage erhidlt man aber durch die von
M. Pascu eingefithrte Theorie der uneigentlichen Elemente. In
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v. StaUDTs Geometrie der Lage muflte der Parallelensatz entweder als
Axiom vorausgesetzt oder durch einen (unzulidnglichen) Beweis in die
Theorie eingefiigt werden. Alles dies wird durch die PascHsche Ein-
fithrung der uneigentlichen Elemente entbehrlich, und unzweifelhaft ist
erst durch Pascu das v. StaupTsche System der Geometrie zur Voll-
endung gebracht worden.

Bei PascH, wie auch bei v. STAUDT, werden gleich von vornherein
raumgeometrische Elemente benutzt. Es ist aber auch méglich, durch
gednderte Voraussetzungen eine Geometrie der reellen Ebene aufzubauen,
ohne von einem umgebenden Raum Gebrauch zu machen. Dies ist von
J. HyeLmsLEV ausgefiibhrt worden.

XVI. Kapitel.
Euklidische Geometrie.

§ 1. Elementare euklidische Geometrie.

Wir haben zuletzt den Fall zu betrachten, wo der Fundamental-
kegelschnitt in zwei konjugiert imaginire Punkte I und ] ausartet.
Es wurde schon frither (Kap. XIII, § 2) gezeigt, wie man in diesem Fall
Langen und Winkel messen kann. Die Punkte I und J sind die Doppel-
punkte der Involution, welche von den aufeinander senkrechten Geraden
eines Geradenbiischels auf der unendlich fernen Geraden ausgeschnitten
wird.

Eine Fundamentaltransformation 148t das Punktpaar (I, J) in-
variant; sie wird eine Kongruenz- oder Symmetrietransformation ge-
nannt, je nachdem jeder der Punkte J und J fest bleibt oder die beiden
vertauscht werden. Die Punkte I und J werden die Kreispunkte
genannt, weil jeder Kreis durch diese Punkte hindurchgeht (vgl.
Kap. XIII, §2, SchluB).

Man sieht sofort, daB der Ort der Schnittpunkte entsprechender
Strahlen in zwei kongruenten Geradenbiischeln ein Kreis ist, wenn nicht
entsprechende Strahlen parallel sind (Spezialfall der Herstellung eines
Kegelschnittes durch projektive Biischel). Das Zentrum des Kreises
ist der Schnittpunkt der Tangenten in I und J; man sieht hieraus, daB
der in Kap. VII, § 2 bewiesene projektive Satz II nun auch folgender-
mafen metrisch gedeutet werden kann: Ein Peripheriewinkel ist halb
so groB wie der auf demselben Bogen ruhende Zentriwinkel.

Eine kollineare Transformation, welche jeden der Kreispunkte in
sich iiberfithrt, nennt man eine 4 hnlichkeitstransformation ; entsprechende
Winkel sind, evtl. abgesehen vom Vorzeichen, gleich groB.

Die einfachste Ahnlichkeitstransformation, welche keine Kongruenz-
oder Symmetrietransformation ist, ist eine Homologie mit der unendlich
fernen Geraden als Achse, eine sog. Multiplikation. Entsprechende Ge-
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rade sind hier parallel. Ist O das Zentrum der Multiplikation, (4, 4”)
und (B, B’) zwei Paare von entsprechenden Punkten, dann hat man
o4’ OB

® 04~ 0B
Es mégen namlich die Geraden 04 und OB die unendlich ferne Ge-
rade in U bzw. V schneiden. Dann ist

(UOAA’) = (VOBB),

und hieraus folgt nach Kap. XIII, §1, (36) die obige Gleichung (1).

Ferner folgt aus (1), daB entsprechende Seiten in zwei gleichwink-
ligen Dreiecken proportional sind; hieraus weiter, daB3 alle entsprechen-
den Strecken in einer Multiplikation (evtl. abgesehen vom Vorzeichen)
proportional sind. Diese Proportionalitit gilt dann auch in einer be-
liebigen Ahnlichkeitstransformation; denn eine solche ist durch zwei
Paare von entsprechenden Punkten bestimmt und 148t sich demnach
in eine Multiplikation und eine Kongruenztransformation zerlegen.

Eine Kollineation, welche die Punkte I und J vertauscht, wird
eine symmetrische Ahnlichkeitstransformation genannt. Jede solche kann
aus einer Ahnlichkeitstransformation durch Hinzufiigung einer Sym-
metrie erzeugt werden.

Es ist natiirlich, daB man in der Elementargeometrie von der
Ahnlichkeit den ausgiebigsten Gebrauch macht. Ich nenne als Beispiel
eine Konstruktionsaufgabe, welche sich nicht ohne weiteres in gewéhn-
licher Weise durch geometrische Orter 1osen 14Bt, nimlich die alte
Newtonsche Aufgabe:

In ein gegebenes Viereck ABCD ein Viereck MNPQ einzuschreiben,
welches einem anderen gegebenen Viereck XYZT dhnlich ist.

Man umschreibe dem Viereck XY ZT ein Viereck A, B, C, D,, welches
ABCD &hnlich ist; diese Aufgabe 146t sich leicht 16sen, weil man die
Winkel kennt, in welche die Winkel 4, und C, durch die Diagonale geteilt
werden. Hiernach ergibt eine Ahnlichkeitstransformation die Lésung.

Die Gerade, welcher in einer allgemeinen Kollineation die unendlich
ferne Gerade entspricht, heilt eine Fluchtlinie der Transformation.
Es gibt im allgemeinen zwei verschiedene Fluchtlinien, je nachdem
die unendlich ferne Gerade der einen oder der anderen Figur zugerechnet
wird.

Wenn die unendlich ferne Gerade sich selbst entspricht, nennt man
die Transformation eine Affinitit. Eine solche ist, wie man leicht sieht,
durch drei Paare von entsprechenden Punkten eindeutig bestimmt.

Als Typus einer recht interessanten Art von Aufgaben nenne ich
die folgende:

Zwei kollineare Figuren sind durch Bewegung (Kongruenz oder
Symmetrie) in perspektive Lage zu bringen.
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Eine elementargeometrische Losung ist die folgende: In der einen
der zwei Figuren nehmen wir vier Punkte 4, B, C, D, welche die Eck-
punkte eines Quadrates sind. Die entsprechenden Punkte seien
A', B’,C’, D’. Wenn die Kollineation keine Affinitit ist, konnen wir
A, B, C, D so wihlen, dafl das Viereck A’ B’C’ D’ kein Parallelogramm
wird.

Es mégen sich A’B” und C'D’ in E’, B'C" und A’'D’ in F' schneiden.
Die Gerade E'F’ mull dann eine Fluchtlinie derjenigen Homologie sein,
welche zwischen den zwei Figuren — nach der Bewegung der ersten —
bestehen soll. Es moge E'F’ von A'C' und B'D’ in G’ bzw. H’
geschnitten werden. Da die gesuchte Homologie das Viereck in ein
Quadrat verwandeln soll, ist das Zentrum O dadurch bestimmt, daB

X EOF =< GOH — g

Eine beliebige Homologie mit O als Zentrum und EF als der einen
Fluchtlinie fiihrt A’B’C'D’ in ein Quadrat iiber. Durch Hinzufiigung
einer Multiplikation mit O als Zentrum kann man dem Quadrat die
richtige GréBe geben.

Diese Konstruktion wird hinfillig, wenn die zwei Figuren affin sind,
und es zeigt sich, daB die Aufgabe in diesem Falle nicht immer eine
Lésung hat.

Eine Affinitat ist, wie gesagt, durch drei
Paare (4, 4'), (B, B"), (C, C’) von entspre-
chenden Punkten eindeutig bestimmt. Wir
wiahlen 4, B, C so, daB sie Eckpunkte eines
gleichseitigen Dreieckes sind. Dieses Dreieck
verschieben wir zunichst so, dal 4 in A’
fallt; man hat dann, wenn A’'B’C’ fest- 8
gehalten wird, das Dreieck ABC so um 4’
zu drehen, daBl BB’ und CC’ parallel wer-
den. Geht der Punkt B’ bei einer Drehung 4 c

um A’ um den Winkel % in B, iiber (Fig. 58), Fle. 58
so ist die Lage von C durch die bekannte Linge von A’C und den
Winkel B,CC’ = % bestimmt.

8

An'

6'[

§ 2. Die Kreisverwandtschaften.

Eine reiche Quelle von elementargeometrischen Sitzen und Konstruk-
tionen sind die Kreisverwandtschaften der euklidischen Geometrie. Wir
wollen im folgenden diese Theorie von einer projektivgeometrischen
Auffassung aus entwickeln, dabei aber nicht vergessen, die interessanten
elementargeometrischen Konsequenzen ausihr zu zichen. Wir beschrianken
uns in diesem Paragraphen auf reelle Elemente.
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Die Transformationen, mit denen wir uns hier beschéftigen werden,
haben die besondere Eigenschaft, daf sie alle unendlich fernen Punkte der
einen Figur in einen und denselben Punkt der anderen iiberfiihren. Es
wird daher bequem sein, diese unendlich fernen Punkte als ein einzelnes
Individuum, dex unendlich fernen Punkt U der Ebene, aufzufassen. Die
so priparierte Ebene heit eine GAusssche Ebene oder ein RIEMANN-
sches Blatt; sie ist keine projektive Ebene mehr, sondern eine zwei-
dimensionale Kette (im algebraischen Sinne, ohne Nebenbedingung,
vgl. S.127). Da jede Gerade einen unendlich fernen Punkt enthilt,
werden wir Konsequenterweise auch sagen, daBl U auf jeder Geraden
liegt, dagegen natiirlich nicht auf den Kreisen. Statt ,,Gerade” wollen
wir auch ,,Kreis durch U** sagen. Durch Einfithrung dieser Sprechweise
gestaltet sich die Definition besonders einfach:

Zwei Figuren X und 2" heifen kreisverwandt, wenn jedem Punkt
der einen eindeutig ein Punkt dev anderen enispricht, und den Punkiten
eines Kreises die Punkie eines Kreises entsprechen.

Die Punkte O; und 03, welche dem Punkte U entsprechen, je nach-
dem er als der einen oder der anderen Figur angehoérig betrachtet wird,
heiBen die Zentralpunkte der Transformation.

Es seien nun I und J die Kreispunkte der Ebene. Verbindet man
einen von diesen — etwa J — mit entsprechenden Punkten M und M’
der zwei Figuren, so erhdlt man zwei Geradenbiischel (mit demselben
Scheitel). Nun ist eine Kette von Geraden innerhalb eines solchen
Biischels eben dadurch bestimmt, daB die reellen Punkte der ent-
sprechenden Strahlen auf einem Kreis liegen (Kap. II, § 2, Satz VII);
also wird mittels der Transformation (M, M’} eine solche Beziehung
der genannten Geradenbiischel hergestellt, welche Kette in Kette iiber-
fiihrt. Sie ist also entweder projektiv oder symmetral (Kap. III, § 2,
Satz I). Es gibt demnach zwei verschiedene Arten von Kreisverwandt-
schaften oder Kreistransformationen; wir nennen sie Transformationen
erster und zweiter Art, je nachdem die Biischel I (M) und I (M’) projek-
tiv oder symmetral sind. Statt

IMMNPQ) ~I(M'N'PQ) ud IMNPQ)~IMNUPCQ).
schreiben wir im folgenden auch kiirzer

MNPQ~MNPQ bzw. MNPQx MNPQ.

Die Hauptsitze iiber Kreistransformationen lassen sich nun aus den
friiheren Resultaten, insbesondere aus Kap. II—-IV, einfach ablesen.
Erstens:

1. Eine Kreistransformation gegebener Art ist durch drei Paare (A, A'),
(B, B'), (C, C') eindeutig bestimmt.

In beiden Fillen wird einem beliebigen Punkt M des Kreises (4B C)
= & ein Punkt M’ von (4’B’C') = &’ zugeordnet, so daB3

ABCM ~A'B'C'M’;
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denn innerhalb einer Kette besteht kein Unterschied zwischen Pro-
jektivitit und Symmetralitit. Die Konstruktion von M’ ist mittels
perspektiver Biischel leicht durchzufiihren; schneidet nimlich die Ge-
rade 4 A’ die Kreise « und &’ in den weiteren Punkten R und S’ (Fig. 59),
so sind die Biischel R (M) und S’ (M') perspektiv.

Zwei harmonische Geradenpaare des Biischels mit dem Scheitel 1
gehoren derselben Kette an. Die entsprechenden vier reellen Punkte
liegen daher auf einem Kreis und bilden
auf diesem harmonische Punktpaare.
Wir definieren deshalb:

Zwet Punktpaare der Ebene liegen hay-
monisch, wenn sie esnem Kreis angehoren
und auf diesem harmonisch getrennt sind.

Auch der Begriff ,,symmetrische Lage
in bezug auf eine Kette 148t sich auf
die reelle Ebene iiberfiihren:

Zwer Punkie M und M' liegen in Fig. 59.
bezug auf einen Kreis o symmelrisch,
wenn es auf diesem eine elliptische Involution (P, P,) gibt, deren Paare
alle durch (M, M') harmowisch getrennt sind. Jeder Kreis durch M und
M’ schneidet auf « ein Paar der Involution aus.

Insbesondere ist der symmetrische Punkt des Zentrums des Kreises
der unendlich ferne Punkt U.

Wir wollen zunichst die involutorische Kreistransformation zweiter
Art betrachten, weil sich nach Kap. IV, §3 jede Kreistransformation
als Produkt solcher Transformationen darstellen JaBt.

Diese Transformation wird Inversion genannt und kann aus einer
Symmetrie innerhalb des Geradenbiischels mit dem Scheitel I abgeleitet
werden. Die Zentralpunkte fallen in einen Punkt O zusammen, welcher
das Zentrum der Inversion genannt wird. Es sei (M, M') ein beliebiges
Paar von entsprechenden Punkten; die zwei Paare (O, U) und (M, M’)
liegen dann auf einem Kreis (Kap. III, §2, SatzIV), d.h. O, M, M’
liegen in einer Geraden. Ist (P, P’) ein anderes Paar, so liegen
auch O, P, P’ in einer Geraden und M, M’, P, P’ auf einem Kreis.
Nach dem Potenzsatz ist demnach OM - OM’ = OP - OP’; wir haben
also:

I1. In einer Inversion liegen entsprechende Punkie (M, M') mit
dem Zemtrum O auf einer Geraden, und das Produkt OM - OM' ist
konstant.

Wenn die Symmetrie innerhalb des Biischels (I) eine Grundkette hat,
gibt es in der Inversion einen ,,Grundkreis* k, dessen Punkte alle fest
bleiben, wihrend jeder andere Punkt in seinen symmetrischen in bezug
auf % iibergeht. Der Wert des Produktes OM - OM’ ist positiv und
gleich dem Quadrat des Radius des Grundkreises.




192 Metrik in projektiver Auffassung.

Gibt es dagegen im Biischel (I) keine Grundkette, dann hat die In-
version keine selbstentsprechenden Punkte, und das Produkt OM - OM’
ist negativ.

Eine Inversion ist durch Angabe des Zentrums O und eines Paares
von entsprechenden Punkten, welche mit O in einer Geraden liegen, ein-
deutig bestimmt.

Ein Ausnahmefall tritt ein, wenn das Zentrum O unendlich fern
liegt, d. h. wenn U ein Doppelpunkt ist. Man sieht leicht, daB es in
diesem Fall einen geradlinigen Grundkreis gibt, und die Transformation
ist eine gewohnliche Symmetrie in bezug auf diese Gerade.

Die symmetrische Lage zweier Punkte in bezug auf einen Kreis ist
in bezug auf eine Inversion invariant.

Es seien & und f zweil (nichtorientierte} Kreise; fiir eine festgelegte
Orientierung der Ebene ist dann der Winkel < (xf), in einem bestimmten
Schnittpunkt gemessen, bis auf ein Multiplum von & eindeutig bestimmt.
Es gilt der Satz:

1I1. Die Winkel < (xp) zweter Kreise o« und f in den zwei Schuiti-
punkten A und B sind gleich grof mit entgegengesetziem Vorzeichen.

Man schlieBt dieses aus der Symmetrie der Figur in bezug auf die
Symmetrieachse von AB.

Der Satz (und der Beweis) gilt auch, wenn einer der Kreise eine
Gerade ist. Sind dagegen beide Kreise in Gerade ausgeartet, fillt der
eine Schnittpunkt in U, wo die Winkelmessung ganz unbestimmt ist.
Um diesen Ausnahmefall zu beseitigen, fiihren wir die folgende Defi-
nition ein:

Der Winkel < (ab) zweier Geraden a wnd b in U ist gleich dem
Winkel < (ab) in dem nicht unendlich fernen Schunitipunkt, mit entgegen-
gesetztem Vorzeichen.

Sind a, b, ¢ drei beliebige Gerade, so gilt fiir die so definierten
Winkel im gemeinsamen unendlich fernen Schnittpunkt U die gewthn-

liche Relation: (@b) + (be) = (ac).

Durch die obige Definition wird der Satz III ausnahmslos richtig.

Als eine natiirliche Folge dieser Definition ergibt sich auch die
folgende Redeweise:

Zwei parallele Gerade beriihren einander in U.

Also beriihren zwei Kreise einander, wenn sie einen einzigen Punkt
miteinander gemein haben, und die Beriihrung zweier Kreise ist gegen-
iiber Kreistransformationen invariant.

Man hat nun:

IV. In zwei inversen Figuren sind enisprechende Winkel gleich grof
mit entgegengesetziem Vorzeichen.

Der Begriff ,entsprechende Winkel“ ist so zu verstehen: Zwei
Kreise (in weiterem Sinne) « und f mégen den Schnittpunkt 4 haben.
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Dem Winkel < (xf), in A gemessen, soll dann der Winkel < (&'f’),
in A’ gemessen, entsprechen.

Im allgemeinen Fall, wo keiner der Kreise «, 3, o, §’ geradlinig
ist, ergibt sich der Satz in bekannter Weise mittels des Satzes III,
indem man beachtet, daB « in &’ durch eine Multiplikation, deren
Zentrum im Inversionszentrum liegt, iberfiihrt werden kann, und ebenso
g in f.

Die verschiedenen Spezialfille bieten keine besondere Schwierig-
keiten dar.

Der Satz gilt auch, wenn A oder A" in U fillt; beim Beweise braucht
man dann nur mittels III zu dem anderen Schnittpunkt iiberzugehen.

Nach Satz IV gehen insbesondere Orthogonalkreise in Orthogonal-
kreise iiber.

Wir wollen noch einen Augenblick eine Inversion mit dem Grund-
kreis % betrachten; « sei ein zweiter Kreis orthogonal zu %; « geht durch
die Inversion in sich selbst iiber und besteht also aus lauter Paaren
(M, M’) von Punkten, welche in bezug auf 2 symmetrisch liegen. Um-
gekehrt wird jeder Kreis durch ein solches Paar (M, M’) in sich selbst
iiberfithrt und ist also nach Satz IV zu % orthogonal. Diese Kreise sind
gerade diejenigen, welche auf % die durch (M, M’) bestimmte Involution
ausschneiden.

Man sieht, dal zwei Orthogonalkreise gerade durch zwei orthogonale
Ketten im Geradenbiischel (I) bestimmt werden (Kap.II, §3).

Der Aufbau der allgemeinen Kreistransformation aus Inversionen
ergibt sofort:

V. In zwei kreisverwandien Figuren sind entsprechende Winkel gleich
grof, und zwar mit demselben Vorzeichen bei Transformationen erster Art,
mit entgegengesetztem Vorzeichen bei Tramsformationen zweiter Art.

Als eine Anwendung hiervon nennen wir das Folgende:

Es seien @ und b zwei Gerade durch den einen Zentralpunkt O,;
sie werden in zwel Gerade a’ und &’ iberfithrt, welche durch den anderen
Zentralpunkt O} gehen; nach Satz V ist ¥(ab) in O, gleich o J(a'd’")
in U, je nachdem die Kreistransformation erster oder zweiter Art ist;
X(a’?’) in U ist nach Satz III gleich — <(a’d’) in Oz. Also:

VI. Ineiner allgemeinen Kreistransformation mit den Zentralpunkten O,
und Of entspricht dem Geradenbiischel mit dem Zentrum Oy das Geraden-
biischel mit dem Zentrum Oy, und die zwei Biischel sind kongruent oder
symmetrisch, je nachdem die Transformation von zweiter oder erster Art ist.

Da orthogonales Schneiden invariant ist, kénnen wir sofort hinzu-
fiigen:

Die Kreise mit dem Zentrum Oy werden in die Kreise mit dem Zen-
trum Qf tibergefithrt.

Fiigt man zu der beliebigen Kreistransformation T eine Inversion S
mit dem Zentrum O}, so erhilt man eine Transformation TS, welche O,

Juel, Projektive Geometrie. 13
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in 05 und U in sich selbst iiberfiihrt, also eine Ahnlichkeitstransformation

mit den entsprechenden Punkten (0, O3). Wird ein beliebiger Punkt M

durch T in M’ und dieser durch S in M"’ transformiert, so hat man also:
O, M :04M”=konstant und O;M’-0;M”= konstant.

Also ergibt sich:

VII. In einer beliebigen Kreistransformation (M, M') mit den Zentral-
punkien Oy und O ist das Produkt O, M - O, M’ konstant.

Wir besprechen an dieser Stelle nicht die Orientierung der Geraden
und nehmen alle Langen von Strecken positiv.

Wir gehen nun zu den involutorischen Transformationen erster Art
iber. Die Transformation ist durch zwei beliebige Paare (4, 4°) und
(B, B') entsprechender Punkte bestimmt; denn, wie schon oft bemerkt,
geben die vier Bedingungen, daB A4, A’,B,B’ in bzw. A’, A, B, B
iibergehen sollen, nur drei voneinander unabhingige Bedingungen.

Eine solche Transformation hat immer zwei verschiedene Doppel-
punkte E und F. Zwei entsprechende Punkte (M, M’) werden durch
E und F harmonisch getrennt.

Man hat:

VIIIL. Einetnvolutorische Kreistransformation erster Avt ist das Produkt
zweter Imversionen, deven GrumdRveise zueinandey ovthogonal sind.

Sind nidmlich &, und «, zwei beliebige durch E und F gehende Ortho-
gonalkreise, und sind P, und P, die zwei Punkte, welche zu P sym-
metrisch in bezug auf &, bzw. &, liegen, dann werden P, und P, durch
E und F harmonisch getrennt. Man erkennt dies am schnellsten
durch eine Inversion mit E als Zentrum; durch diese gehen «,; und o,
in zwei zueinander senkrechte Gerade «; und o; iiber, P;, P, und
Pin Pj, Py und P’, so daB P; und P, symmetrisch zu P’ in bezug auf
o7 bzw. of liegen; also liegen P; und Pj; in bezug auf den Schnitt-
punkt F' von «; und of symmetrisch. Die Punktpaare (Pj, Pj) und
(U, F') sind demnach harmonisch getrennt, also auch die urspriing-
lichen Paare (P,, P,) und (E, F).

In diesem speziellen Fall geben die Sdtze VI
und VII:

IX. In einer involutorischen Kretstransfor-
mation erster Art (M, M') mit dem Zentralpunkt
O st das Produkt OM - OM' konstant, und die
zwei Geradenbiischel O (M) und O (M) sind sym-
metrisch.

Hieraus ergibt sich nun eine einfache Be-
stimmung sowohl des Punktes O als auch der
zwei Doppelpunkte E und F, wenn die Transformation durch die zwei
Paare (4, A") und (B, B’) festgelegt ist:

Die beiden Dreiecke OAB und OB’A’ (Fig. 60) sind namlich #hnlich,
und die untereinander gleichen Winkel (04, OB’) und (OB, 0A4’) sind
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als der Winkel (4B, B’A’) modulo 7 eindeutig bestimmt; der Schnitt-
punkt von AB mit A'B’ sei S; der Punkt O kann dann als der von S
verschiedene Schnittpunkt von den Kreisen AB’S und BA’S gefunden
werden.

Die Doppelpunkte liegen nun auf der inneren Halbierungslinie des
Dreieckes AOA’, so daBB OF = OF = ]/OA -04°.

Wir gehen nun zu der allgemeinen Kreistransformation iiber und
wollen eine Methode fiir die Konstruktion entsprechender Punktpaare
angeben.

Die Transformation sei durch (4, A’), (B, B') und (C, C’) gegeben;
sie ist dann nach Satz I vollstindig bestimmt, wenn man ihre Art kennt.
M sei ein beliebiger Punkt; sein entsprechender Punkt M’ wird gesucht.

Wenn M auf dem Kreis o = ABC liegt, gehért M’ dem Kreise
o’ = A’B’C’ an und kann, wie frither erwihnt, durch perspektive
Geradenbiischel konstruiert werden; wir brauchen also hier nur den
Fall zu betrachten, wo M nicht auf & liegt.

Durch M und A4 legen wir einen Orthogonalkreis 4 zu «; er schneide «
nochmals in 4,; ein zweiter Orthogonalkreis ¢ durch M und B schneide &
nochmals in B;; die 4, und B; entsprechenden Punkte A7 und By
kénnen nach dem soeben Gesagten konstruiert werden; die durch A4’
und A4} bzw. B’ und Bj gehenden Orthogonalkreise 4’ und g’ zu o’
schneiden einander in zwei Punkten, M’ und M"; in einem dieser
Punkte, etwa M’, ist X (A'w’) = < (Ay), (gemessen in M), in dem
anderen ist er — < (Au). Je nachdem also die Transformation von erster
oder zweiter Art ist, entspricht dem Punkte M der Punkt M’ oder M"'.

Insbesondere kann man durch diese Methode die zwei Zentralpunkte
0, und O0j der Transformation bestimmen. Um z.B. O; zu finden,
ziehe man die Durchmesser des Kreises & durch 4 und B und bringe
die entsprechenden Kreise zum Schnitt; der Schnittpunkt, welcher
nicht dem Zentrum von « entspricht, ist der
gesuchte.

Jetzt wollen wir die Doppelpunkte einer
allgemeinen Kreistransformation bestimmen und 4
beginnen mit einer Transformation T zweiter
Art; sie sei durch die Zentralpunkte O; und
0} und ein Punktpaar (4, A’) gegeben. y,

Nach Satz VI sind die Strahlenbiischel mit & U
den Zentren O; und Oy kongruent; also durch-
lauft der Schnittpunkt entsprechender Strahlen
einen Kreis o. Es sei (Fig. 61) (M, M') ein beliebiges Paar von entspre-
chenden Punkten ; der Schnittpunkt S vonO; M und O;M’ liegt dannaufo.
Durch stetige Variation von M (und damit auch von M" und S) sieht man:
Wenn S auf dem einen Bogen 0, 0; liegt (den wir etwa den ,,ersten‘ nennen

P 4

Fig. 61.

13*
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wollen), so entsprechen sich die Halbgeraden O,(S) und 03(S) (d. h.
die aus O, bzw. O; gehenden Halbgeraden, welche S enthalten);
wenn dagegen S auf dem anderen Bogen 0,0; liegt, dann entspricht
der Halbgeraden 0,(S) die zu 03(S) entgegengesetzte Halbgerade.
Welcher von den Bogen 0,05 der erste ist, ist also schon durch das
gegebene Punktpaar (4, 4') festgelegt.

Die Senkrechte zu 0,05 im Mittelpunkte O sei ! und die zu M
und M’ symmetrischen Punkte in bezug auf / seien N’ bzw. N; aus
O, M -0, M’ = 0,4 - 0,4’ folgt dann:

O,N-O4N'= 0,4 -0,4".

Beachtet man, was iiber die Halbgeraden O, (S) und 03(S) gesagt
wurde, sieht man, daB (IV, N’) ein Paar von entsprechenden Punkten
ist. Also:

Durch Symmetrie in bezug auf 1 geht die Trans-
formation T in ihre inverse T~ iiber.

Wir betrachten nun den Fall, wo die Trans-
formation T zwei verschiedene Doppelpunkte Eund
F hat (Fig. 62). Diese miissen beide auf dem
ersten Bogen 0,0; liegen, und da ein Doppel-
punkt in T auch ein Doppelpunkt in 771 ist,
liegen sie symmetrisch in bezug auf /. Die
Schnittpunkte von ! mit ¢ seien ¢ und R, und
zwar liege Q auf dem ersten Bogen. Die Kreise
o« und f um Q bzw. R, welche durch E und F
gehen, werden dann durch T in sich selbst {iberfiihrt; so geht o«
durch £ und F und schneidet die Gerade 0,Q senkrecht und wird
demnach in einen Kreis durch E und F transformiert, welcher die ent-
sprechende Gerade 03Q senkrecht schneidet, d. h. in « selbst.

Diese zwei sich selbst entsprechenden Kreise kénnen wir nun folgender-
maBen bestimmen: Die Gerade O,Q schneide den Kreis & in M und M;;
der zu M entsprechende Punkt M’ ist dann der zu M, symmetrische
Punkt in bezug auf /; denn M’ sollsowohlauf e als auch auf 0;Q liegen. Aus

O,M-0;M" = 0,4 - 04’
erhilt man nun, wenn ¢ der Radius von « ist:
also (0.0 — @)+ (0,Q +¢) = 0,4 034,
(1) 02=0,02— 0,4-04’".
Wenn ¢ konstruiert ist, hat man sofort die Doppelpunkte. Ferner

finden wir aus (1):
Wenn die Transformation zwei Doppelpunkie hat, ist

0,02> 0,4-034'.
Hat die Transformation nur einen einzigen Doppelpunkt, so muB
dieser notwendigerweise in @ fallen, also:

L
MM

Fig. 62.
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Wenn die Transformation nur einen einzigen Doppelpunkt hat, ist

0,0*°=0,4-0;4".

Wir betrachten zuletzt den Fall, wo die Transformation ein in-
volutorisches Punktpaar (E,F) hat. Hierbei miissen die Punkte E
und F entweder beide auf / oder symmetrisch in bezug auf ! liegen.
Das letzte ist aber wegen O, E « O3F = O, F - O3E unméglich. Also liegen
E und F auf /, und aus dem oben iiber die Halbgeraden O, (S) und 03(S)
Gesagten sieht man, daf sie beide auf derselben Seite von 0,05 liegen
wie Q. Ubrigens liegen sie offenbar symmetrisch in
bezug auf o.

Die Punkte £ und F kénnen in folgender Weise
konstruiert werden (Fig. 63): Es sei F* der zu F
symmetrische Punkt in bezug auf 0,Q. Dieser Punkt
ist Schnittpunkt der folgenden zwei geometrischen
Orter: Erstens die zu ! symmetrische Gerade /* in
bezug auf 0,Q, zweitens die zu ! inverse Kurve 2¥,
wobei O, Inversionszentrum und 0,4 - 034’ die ent-
sprechende Potenz ist. Die zwei Schnittpunkte von 7*
und A* geben dasselbe Punktpaar (E, F). Fig. 63.

Den kleinsten Wert des Produktes erhilt man,
wenn A* die Gerade I* berithrt; der Berithrungspunkt muf dann in
den Punkt @ fallen; wenn demnach E und F existieren, so ist
also: 0,0*< 0,4-0:47,

Wenn die Transformation ein involutorisches Paar hat, ist

0,02<< 0,4 -034".

In diesem Fall gibt es, wie wir wissen, einen einzigen Kreis o,
welcher bei der Transformation sich selbst entspricht. Dieser geht
durch E und F und muBl gerade der Kreis sein, der EF als Durchmesser
hat; denn sonst kénnte man durch Symmetrie in bezug auf ! einen
anderen Kreis erhalten, welcher durch 7! und daher auch durch T
in sich selbst tberfiihrt wiirde, was unméglich ist.

Die drei oben hervorgehobenen Aussagen lassen sich offenbar umkehren :

X. Die betrachtete Transformation zweiter Avt hat zwei verschiedene
Doppelpunkte, einen etnzigen oder ein involutorisches Punktpaar, je nachdem

0,0°Z0,4 - 034",

Des weiteren nennen wir den Satz:

XI. Zwei Fkreisverwandte Figuren zweiter Avt kinnen immer durch
Kongruenztransformation in inverse Lage gebracht weyden.

Durch eine Parallelverschiebung filhre man nimlich O, in 0; iiber,
und durch eine Drehung der einen Figur bringe man einen Punkt A4
in die Gerade 034’. Damit ist die inverse Lage erreicht.

Zuletzt betrachten wir die allgemeine Transformation 7" erster Art;
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sie sei ebenso wie die schon behandelte Transformation zweiter Art durch
die Zentralpunkte O, und O3 und ein beliebiges Punktpaar (4, A’) gegeben.

Wir benutzen die schon in Kap. I fiir Projektivititen entwickelte
Methode und suchen eine involutorische Kreistransformation erster Art
mit denselben Doppelpunkten wie T'. Durch Iteration von T geht A’
in A" iber; man bestimme den Punkt A*, welcher mit 4’ das Paar
(4, A"”) harmonisch trennt; (4, 4*) ist dann ein Paar der genannten
involutorischen Transformation. Ein zweites solches Paar ist offenbar
(0, U), wo O der Mittelpunkt von 0,0, ist; O ist also der Zentralpunkt
der involutorischen Transformation. Nach S. 195 oben findet man also
die Doppelpunkte, indem man die innere Halbierungslinie des Winkels
(04', 0A*) zeichnet und auf dieser Geraden zwei Punkte E und F
bestimmt, so daf OFE2— OF2= 0A’- OA*,

Die Theorie der Kreisverwandtschaften kann nach verschiedenen
Methoden entwickelt werden. AuBer der hier benutzten kann man eine
rein elementargeometrische anwenden; diese ist von MOBIUS, der diese
Theorie schuf, benutzt worden und ist eigentlich immer noch die inter-
essanteste.

Auch kann man mit Vorteil eine Methode benutzen, bei der man
davon Gebrauch macht, daB die Lage eines Punktes durch die im
Gaussschen Sinne zu verstehende komplexe Zahl x - ¢y angegeben
werden kann. In der Tat ist die in Kap. VI gegebene Theorie mit
dieser Methode dquivalent. '

Endlich koénnen die Kreistransformationen auch als quadratische
Transformationen aufgefalt werden. Hierbei macht sich jedoch eine
etwas andere Auffassung geltend, weil sowohl imagindre als reelle
Punkte in Betracht gezogen werden.

Vierter Abschnitt.

Quadratische Transformationen
und Kurven dritter Ordnung.

XVIL Kapitel.
Biischel.

§ 1. Biischel von Projektivititen in einem Elementargebilde.

Es seien 7 und 7, zwei Projektivititen in einem Elementargebilde,
z. B. in einer Geraden. Durch @ und 7, wird ein Biischel von Projektivi-
tdten bestimmt, das ist die Gesamtheit der Projektivititen z,, welche
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mit 7 (und 7,) dieselben gemeinsamen Elemente (4, 4’) und (B, B’) haben
wie 7 und 7, selbst. (4, 4’) kann von (B, B’) verschieden sein oder die
beiden konnen auch zusammenfallen (vgl. Kap. IV, § 1, SchluB). Es gilt:

1. Ein Biischel von Projektivititen ist durch zwei beliebige seiner
Transformationen eindeutig bestimmt.

Sind ndmlich #, und 7, zwei Transformationen des Biischels (7, 7;),
so haben sie dieselben gemeinsamen Elemente wie 7 und 7, (Kap. IV,
§ 1, SchluB).

Wir betrachten zunichst ein spezielles Biischel, welches durch eine
Projektivitit sz und die Identitit erzeugt wird; dieses besteht aus
den Transformationen, welche dieselben Doppelpunkte £ und F wie 7
haben. Durch ein einziges Paar (M, M,) von entsprechenden Punkten
ist eine Transformation 7, des Biischels eindeutig bestimmt. Ist (N, N;)
ein anderes Paar von entsprechenden Punkten, so hat man

EFMN ~<EFM,N;,,
also (Kap.I, §1, Satz VI’ und VII'):

EFMM, ~EFNNj;
wenn also 7, das Biischel durchlduft, wihrend M und N fest bleiben,
beschreiben M, und N, projektive Reihen.

Diese Resultate lassen sich sofort auf ein beliebiges Biischel (7, ;)
iibertragen; denn dieses geht aus dem durch 77! und die Identitdt
bestimmten Biischel hervor, wenn man allen Transformationen die
Projektivitit s, hinzufiigt. Wir finden dadurch den Satz:

I1. In einem Biischel von Projektivititen m, ist eine Transformation
durch Angabe eines einzigen Paaves (M, M) eindeutig bestimmi. Die
Punktreshen M, und N, welche aus zwes festen Punkten M und N hervor-
gehen, sind projektiv.

Zufolge des letzten Teiles dieses Satzes kann man ein Biischel von
Projektivititen zu einem Elementargebilde projektiv setzen.

Es mége nun zunichst jedes der gemeinsamen Paare (4, A’) und
(B, B’) aus zwei verschiedenen Punkten bestehen. Man hat dann:

1I1. In einem Biischel von Projektivititen, welche A
keinen gemeinsamen Doppelpunkt haben, bilden die
Paare von Doppelpunkien eine Involution, welche
mit dem gegebenen Biischel projektiv ist. 8 8

Der Triger der Projektivititen sei ein Kegel-
schnitt. Die gemeinsamen Paare (4, A”) und (B, B’)
seien zunichst verschieden (Fig. 64). Alle Projek- (4
tivititsachsen gehen dann durch den festen Punkt E
0 = (AB’, BA’), und die Doppelpunkte (E,, F,)
bilden eine Involution mit O als Pol. Das Biischel
von Geraden E,F, ist zu dem Biischel B (M) perspektiv, woraus der
letzte Teil des obigen Satzes folgt.

/7

Fig. 64.
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Fallen aber die gemeinsamen Paare zusammen (4 = B, 4’ = B’),
dann gehen alle Projektivitatsachsen durch denselben auf 44’ liegenden
Punkt; denn schnitten sich zwei Projektivititsachsen in einem Punkt O
auBlerhalb 44’, dann wiirden die Geraden OA und 04’ auf dem Kegel-
schnitt ein zweites gemeinsames Element (B, B’) der entsprechenden
Projektivitiiten bestimmen, was ja nach Voraussetzung unmoéglich ist.
Der Satz III folgt dann wie oben.

Es moége nun 4 mit A" zusammenfallen, aber B nicht mit B’. Man
hat dann:

IV. Wenn die Projektivititen eines Biischels einen und nur einen
gemeinsamen Doppelpunkt haben, ist die Rethe der anderen Doppelpunkie
2u dem genannten Biischel projektiv.

Der Beweis verliuft ganz wie oben in dem Fall, wo (4, 4’) und
(B, B’) verschiedene Punktpaare sind.

Endlich mégen alle Projektivititen des Biischels dieselben zwei
Doppelpunkte haben; dieser Fall tritt z. B. ein, wenn das Biischel aus
einer nichtinvolutorischen Projektivitat und ihrer inversen erzeugt ist.
Hier gilt natiirlich kein zu Satz III analoger Satz.

Zuletzt nennen wir:

V. Wenn ein Biischel zwei Involutionen I' und Iy enthilt, dann sind
alle Transformationen des Biischels Involutionen.

Die Pole der zwei gegebenen Involutionen seien P und Q. Zunichst
moge PQ den Kegelschnitt in zwei verschiedenen Punkten 4 und B
schneiden; diese entsprechen einander in doppelter Weise sowohl in I"
als in J7, also auch in jeder anderen Transformation des Biischels;
diese Transformationen miissen demnach alle involutorisch sein. Die
Pole der Involutionen erfiillen die Gerade PQ.

Wenn dagegen PQ den Kegelschnitt in einem Punkt A beriihrt,
ist A Doppelpunkt fiir jede Projektivitit des Biischels, und eine solche
hat mit I" (und I") auBer 4 kein Element gemein. Das Biischel besteht
deshalb wie oben aus allen Involutionen, deren Pole die Gerade PQ
bilden.

§ 2. Biischel von Kollineationen in der Ebene.

Es seien @ = (M, M’') und &, = (M, M7) zwei Kollineationen der
Ebene. Wir betrachten dann alle Kollineationen =, = (M, M) mit
den folgenden Eigenschaften:

1. @, soll mit & dieselben gemeinsamen Elemente (4, A’) haben
wie 7 und 7, ; dies soll auch fiir die Multiplizitit dieser Elemente gelten
(vgl. S. 109);

2. fiir jedes M soll der entsprechende Punkt M, mit M’ und M
auf einer Geraden liegen.

Die Gesamtheit dieser Kollineationen wird ein Biischel genannt.

Es gilt der Satz:
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I. Fiigt man zu allen Kollineationen 7, eines Biischels eitne Kollinea-
tion 7, dann bilden die Kollineationen m,my wieder ein Biischel.

Aus Kap. VIII, §1, Satz XIV folgt nimlich, daB die obige Eigen-
schaft 1. fiir die Gesamtheit 7,7, giiltig bleibt, und dies ist offenbar
auch bei 2. der Fall.

Wie im vorigen Paragraphen, betrachten wir zunichst ein spezielles
Biischel @, das von einer Kollineation & = (M, M’) und der Identitat
erzeugt wird. Zunichst sei 7 keine Homologie. Die Kollineationen 7,
von @ sollen dieselben drei (verschiedenen oder zusammenfallenden)
Doppelpunkte E,F,G haben wie #, und fiir jedes M soll M, auf
MM’ liegen. Es sei nun M ein fester Punkt und M ein beliebiger
Punkt der Geraden MM’'. Durch E,F,G und das Paar (M, M)
ist dann eine Kollineation eindeutig bestimmt (Kap. VIII, §1, Satz IX);
diese Kollineation 7, gehért dem Biischel @ an; es sei ndmlich N
ein beliebiger von M verschiedener Punkt, dessen entsprechende Punkte
in @ und w, bzw. N’ und N, sein moégen; nach Kap. VIII, §1,
Satz X wird die Kollineation mit den Doppelpunkten E, F, G, welche
M in N iiberfihrt, auch M’ in N’ und M, in N, iberfiihren. Dem-
nach liegen N, N’ und N, auf einer Geraden, was zu beweisen war.
Gleichzeitig sieht man, dafl die von M; und N, gebildeten Punktreihen
projektiv sind.

Wenn % eine Homologie ist, besteht das Biischel @, wie man unmittel-
bar sieht, aus allen Homologien, welche dasselbe Zentrum und dieselbe
Achse wie @ haben. Die Punktreihen M, und N; sind wieder projektiv.

Nach Satz I kénnen wir wie in §1 das gefundene Resultat auf ein
beliebiges Biischel iibertragen und erhalten den Satz:

II. In dem durch zwei Kollineationen w = (M, M') und 7, = (M, M7)
bestimmiten Biischel von Kollineationen m, = (M, M;) ist eine Trans-
formation durch Angabe eines einzigen Paares (M, M}), wo M| auf M' M{
liegt, eindeutig festgelegt. Die Pumktreihen M, und N, welche aus zwet
festen Punkien M und N entstehen, sind projekitv.

Durch Betrachtung der Projektivitit zwischen den Punktreihen
M, und N, sieht man, daB zwei beliebige Transformationen 7, und =, des
Biischels nicht mehrere gemeinsame Punktpaare haben kénnen als 7
und =;; die gemeinsamen Punktpaare von 7, und @, sind dann nach
Kap. VIII, §1, Satz XIII genau dieselben wie die von @ und 7, und
zwar mit derselben Multiplizitit. Man erhilt dann leicht den Satz:

I11. Ein Biischel von Kollineationen in der Ebene ist durch zwei be-
liebige seiner Tramsformationen eindeutig bestimmi.

§ 3. Biischel von Reziprozititen in der Ebene.
Es seien ' = (M, m') und 2| = (M, m7) zwei Reziprozititen in der
Ebene. Das durch diese bestimmte Biischel von Reziprozititen 2,
= (M, m)) wird in Analogie zu § 2 folgendermaBen definiert:
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1. 2, soll mit 2 dieselben gemeinsamen Elemente (4, ') haben
wie 2'und 27; dies soll auch fiir die Multiplizitit dieser Elemente gelten
(vgl. S. 110).

2. Fiir jedes M soll die entsprechende Gerade m, durch den Schnitt-
punkt M* = (m’'m;) gehen.

Aus dieser Definition in Verbindung mit Kap. VIII, §2, Satz IX
ergibt sich in Analogie zum vorher Entwickelten:

1. Fiigt man zu allen Reziprozititen X, eines Biischels eine Rezi-
prozitit X, so bilden die Kollineationen 2,% ) wieder esn Biischel — und
umgekehrt.

Fiigt man in analoger Weise zu allen Reziprozitidten eine feste Kol-
lineation w,, so erhilt man natiirlich ein neues Biischel von Reziprozi-
titen X, mx,,.

Aus Satz I ergibt sich mittels § 2:

I1. In dem durch zwei Reziprozititen X = (M, m') und 2, = (M, m})
bestimmien Biischel vom Reziprozititen X, = (M, m)) ist eine Trans-
formation durch Angabe eines einzigen Elementes (M, m;), wo m, durch
den Schnittpunkt M* = (m'm)) geht, eindeutig festgelegt. Die Geraden-
biischel m, und n,, welche zwei festen Punkten M und N entsprechen, sind
projektiv.

Ebenso:

II1. Edn Biischel von Reziprozititen in der Ebene ist durch zwei be-
Uebige seiner Tramsformationen eindeutig bestimmi.

Aus einem beliebigen Punkt M haben wir oben mittels der Rezi-
prozititen X und X, einen Punkt M* abgeleitet. Geht man von M* aus
und benutzt die zu & und 2 inversen Reziprozititen 2~! und 271,
gelangt man offenbar zu M zuriick. Es folgt hieraus insbesondere, da
die Beziehung (M, M*) involutorisch ist, wenn
2 =271 Die Punkte M und M* werden in
diesem Fall konjugiert in bezug auf das ent-
sprechende Biischel genannt. Hierbei gilt:

IV. Ist @ ein Biischel, das zwei tnverse Rezi-
prozititen X und X1 enthilt, dann gehen alle
Verbindungsgeraden von konjugierien Punkten M
und M* durch einen festen Punkt, nimlich den
prinzipalen Hauptpunkt E von 2.

Es sei namlich (Fig. 65) a eine beliebige Ge-
rade, die keine Hauptgerade ist. Wenn ein
Punkt M diese Gerade durchliuft, bilden die
Geraden ' und ], welche dem Punkte M in
2 und Z-1 entsprechen, zwei projektive Biischel mit den Zentren A’
bzw. A7, und der Ort der Punkte M* = (m'm)) ist ein Kegelschnitt »,
der durch 4" und 4] sowie durch die Hauptpunkte von 2’ geht.

Fig. 65.
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Die Schnittpunkte von a mit mw’ und m] seien N bzw. N,. Die
Beziehungen (M, N) und (M, N;) sind dann zwei inverse Projektivi-
titen 7 und 72! auf 4; denn da N, auf der zu M in 2! entsprechenden
Geraden m' liegt, geht auch die zu N, in 2’ entsprechende Gerade
durch M. Die Doppelpunkte von & (und 77! sind dieselben wie die
von 7% = (N, N), also die Schnittpunkte P und Q von a und x.

Es mégen nun zunichst wie in der Figur P und Q verschieden sein.
N, sei der Punkt auf @, welcher von M durch N und N; harmonisch
getrennt ist; die Gerade M* N heifie myg; ihr Schnittpunkt mit » sei B.
Nach Kap. IV, §1, Satz V sind auch (M, Ny) und (P, Q) harmonische
Punktpaare. Durch Projektion von M* auf » ergibt sich dann, daB
sowohl B als auch der Schnittpunkt C von M*M mit » fest bleiben,
wenn sich M auf a bewegt.

Wenn insbesondere a den Kegelschnitt » beriihrt, fallen P und Q
(sowie N4y und B) in dem Beriithrungspunkt zusammen. Wenn man
hier aus Kap. IV, § 1 statt des Satzes V den Satz IV benutzt, sicht man,
dafl C auch in diesem Falle fest bleibt.

In den beiden Fillen ergibt sich sofort, dall C mit dem prinzipalen
Hauptpunkt E von 2’ identisch sein muB3; denn verlegt man M in den
Schnittpunkt von @ mit der prinzipalen Hauptgeraden e von 2, so fillt
M* in E. Hiermit ist Satz IV bewiesen.

Ferner hat man:

V. Ein durch zwei inverse Reziprozititen X wund X1 bestimmies
Biischel enthilt immer eine Polaritdt. Diese kann aber singulir sein.

Wir benutzen beim Beweise die obigen Bezeichnungen (vgl. Fig. 65).
Die Beziehung (M, mj) ist eine Reziprozitit, denn wenn M die Gerade a
durchliuft, dreht sich m; um den festen Punkt B und schneidet auf a
eine Punktreihe (N,) aus, die zu der Reihe (M) projektiv ist. Da ferner
die Projektivitit (M, Ny auf a, wie schon erwihnt, eine Involution
(mit den Doppelpunkten P und Q) ist, muB auch die Reziprozitit
(M, mp) involutorisch sein.

V1. In einer beliebigen Reziprozitit X ist der Ort der Pumkte, welche
auf thren entsprechenden Geraden liegen, eine Kurve u zweiter Ordnung,
und die entsprechenden Geraden beriithven eine Kurve v zweiter Klasse.
Diese zwei Kurven haben Doppelberiihrung.

Wenn niamlich ein Punkt M in 2 auf seiner entsprechenden Geraden
liegt, muB dies auch in X~ der Fall sein, demnach auch in allen Trans-
formationen des Biischels (2, 2~1), insbesondere in der nach Satz V
im Biischel enthaltenen Polaritit 2,. Wenn umgekehrt M ein Punkt ist,
der auf seiner entsprechenden Geraden my in X liegt, fallt (vgl. Fig. 65)
Ny mit M zusammen; da (M, Ny) und (N, N;) harmonische Punktpaare
sind, muf} einer der Punkte N und N, (und daher beide) mit M zu-
sammenfallen, Die Punkte, welche in 2 bzw. 2’ auf ihren entsprechenden
Geraden liegen, sind also dieselben. In 2, bilden sie aber einen Kegel-
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schnitt, und hiermit ist der erste Teil des Satzes bewiesen. Der zweite
ergibt sich dann sofort mittels des Dualitatsprinzipes.

Um auch die Doppelberithrung festzustellen, bemerken wir, daB
einem Punkt M von g in 2 und X~1 die Tangenten von M an v ent-
sprechen, ebenso einer Tangente m an v die zwei Schnittpunkte von m
mit 4. Es sei nun P ein gemeinsamer Punkt von u und ». P ist dann
nach dem soeben Bemerkten ein Hauptpunkt, und die entsprechende
Hauptlinie ist die Tangente an v in P; diese muBl aber — ebenfalls
zufolge der obigen Bemerkungen — auch p beriihren. Hiermit ist
auch der letzte Teil von Satz VI bewiesen.

Sind nun insbesondere die Hauptpunkte E, F, G verschieden, dann
miissen dem Obigen zufolge # und ¥ einander in den zwei nichtprinzipalen
Hauptpunkten F und G beriihren und dort die Tangenten f = EF und
g = EG haben.

Nun mégen F und G zusammenfallen, wihrend der prinzipale Haupt-
punkt E von den anderen verschieden sei. Auch in diesem Fall wird
F auf u liegen und die Gerade f = EF keinen weiteren Punkt von p
enthalten; aber auch auf ¢ kann kein von F verschiedener Punkt von u
liegen, denn einem solchen Punkt P wiirde sowohl in X als auch in 21
die Gerade EP entsprechen, d. h. P wiirde ein neuer Hauptpunkt sein.
Deshalb muB 4 in diesem Fall aus zwei durch F gehenden Geraden a
und b bestehen, und » aus zwei auf f liegenden Punkten 4 und B.

Fallen E, F, G samtlich in E zusammen, dann kénnen g und » nur den
einzigen Punkt E miteinander gemein haben, denn ein neuer Beriihrungs-
punkt wiirde, wie oben, einen neuen Hauptpunkt ergeben. Die zwei
Kurven g und » miissen sich deshalb in E vierpunktig beriihren.

Wenn es unendlich viele Hauptpunkte gibt (vgl. S. 111), ist u eine
(doppelt zu zihlende) Gerade und » ein (doppelt zu zihlender) Punkt.

In einer Polaritit fallen die Kurven g und » zusammen.

Man vergleiche diese Resultate mit denjenigen, die wir auf anderem
Wege schon in Kap. XI, §2 (S. 142) erortert haben.

In diesem Zusammenhang nennen wir noch den folgenden Satz:

VII. Ist auf etnem Kegelschwitt x eine Projektivitit (M, M') gegeben,
dann  hiillen die Verbindungsgeraden MM’ entsprechender Punkte einen
Kegelschnitt =, ein, welcher mit % Doppelberiihrung hat.

Es sei nimlich die Projektivitit auf » durch die Doppelpunkte E
und F und ein festes Paar (4, A’) von entsprechenden Punkten fest-
gelegt. Es gibt einen eindeutig bestimmten Kegelschnitt, welcher die
Kurve # in E und F berithrt und auBerdem die Gerade A4’ als
Tangente hat; diesen nennen wir »;. Es sei nun (M, M’) ein beliebiges
Paar von entsprechenden Punkten auf x». Aus
(1) EFAM ~EFAM
ergibt sich wie gewohnlich
(2) EFAA’ XREFMM.
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Durch (2) ist eine Projektivitit auf » und durch diese eine Kollinea-
tion & der Ebene festgelegt. Diese 148t sich in zwei harmonische
Homologien zerlegen, deren Zentren auf EF liegen, und deren Achsen
durch den gemeinsamen Pol dieser Geraden in bezug auf » und %, gehen?.
Durch 7z geht demnach auch #, in sich selbst iiber. Ferner entspricht
der Geraden AA’ die Gerade MM'; diese beriihrt demnach #;, und der
Satz ist bewiesen.

Der Beweis gilt auch, wenn die Punkte E und F zusammenfallen;
» und »; haben dann vierpunktige Beriihrung.

Mittels dieses Satzes hitte man auch die gegenseitige Lage der im
vorangehenden erwihnten Kegelschnitte # und » untersuchen kénnen.

§ 4. Biischel und Biindel von Kegelschnitten.

I. Wenn ein Biischel von Reziprozititen zwei Polarititen enthilt, dann
sind alle Transformationen des Biischels Polarititen.

Es sei ndmlich 4 eine feste Gerade und (M, m’) eine beliebige Trans-
formation des Biischels. Durchliuft M die Gerade 2 und ist M, der
Schnittpunkt (m’a), dann ist die Beziehung (M, M,) eine Projektivitit.
Durch das gegebene Biischel von Reziprozititen wird auf diese Weise
ein Biischel von Projektivitidten auf a bestimmt; dieses letzte Biischel
enthilt zufolge der Voraussetzungen zwei Involutionen und besteht
demnach nur aus Involutionen (§ 1, Satz IV). Hieraus folgt der Satz I.

Durch ein Biischel von Polarititen wird eine unendliche Schar
von Kegelschnitten g = » bestimmt (vgl. §3, Satz VI). Nach der
Definition eines Biischels von Reziprozititen haben je zwei dieser Kegel-
schnitte dieselben gemeinsamen Punkte; es gilt dies auch betreffs der
Multiplizitit, denn in einem gemeinsamen Punkt sind nach § 3, Satz II
entweder alle Tangenten verschieden oder alle fallen zusammen. Die
Kegelschnitte p bilden demmnach ein Biischel (vgl. Kap. VII, §1).

Eine Gesamihest von Kegelschnitten bildet ein Biindel, wenn die durch
einen beliebigen Punkt gehenden Kurven ein Biischel bilden — oder fiir
spezielle Lagen des Punktes aus allen Kurven der Gesamtheit bestehen.

Das einfachste Biindel wird von den Kegelschnitten gebildet, welche
durch drei feste Punkte gehen. Ein Biindel dieser Art, wo die drei
Punkte zusammenfallen, haben wir schon in Kap. VIII, § 1 besprochen.

Der Hauptsatz in der Theorie des Biindels ist der folgende:

11. Ein Biindel von Kegelschnitten ist durch drei Kurven, welche nicht
demselben Biischel angehiren, eindeutig bestimmd.

Die Kurven, welche als ,,Basis‘‘ des Biindels gebraucht werden sollen,
seien o, §; und B,. Wir zeigen zuerst, dal durch diese jedenfalls nicht
mehr als ein Biindel bestimmt ist. Es sei nimlich 4 ein Punkt

1 Vgl. S. 171.
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allgemeiner Lage; durch A4 geht eine einzige Kurve des Biischels (x, ;)
und ebenso eine einzige des Biischels («, f,); also ist das durch 4
gehende (in der Definition erwihnte) Biischel eindeutig bestimmt.

Es soll nun bewiesen werden, daB &, f; und 8, wirklich einem Biindel
angehéren. Durch §, und B, wird ein Biischel

(1) Bis Bas Bss - - -
festgelegt. Wir bilden dann die Schar von Biischeln
(2) (&, B), (%, B2)s (&, By)s -

und zeigen, daB diese Gesamtheit von Kegelschnitten ein Biindel ist.

Es sei C ein Punkt allgemei-

ner Lage; die durch C gehenden

% Kurven der Biischel (2) seien

&hﬂz bzw. 1, ¥, ¥3, . - -; €s soll dann

\&z €’ bewiesen werden, daf diese Kur-

4 A U ven ein Biischel bilden.

Es sei (Fig. 66) C’ ein wei-

terer gemeinsamer Punkt von

Fig. 66. y, und y,; die Gerade [ = CC’

moge «in (4, 4’) und die Kegel-

schnitte (1) in bzw. (B,, By), (Bs, B3), (B;, Bj), . . . schneiden. Die zwei
Involutionen

(4,49, (C,C), (By,B)) ud (4,4), (C,C), (BB

sind offenbar identisch; dieser Involution gehéren auch die Paare

(B, B3), (B4, By), ... an. Da 95, %,, ... den Biischeln bzw. (x, f83),

(%, By), . . . angehoren, werden sie von / in Paaren derselben Involution

geschnitten; und da sie durch C gehen, enthalten sie alle auch den

Punkt C’; sie bilden demnach ein Biischel, was zu beweisen war.

Dal3 man als Basis des betrachteten Biindels drei beliebige ihrer Kurven,
welche nicht demselben Biischel angehoren, wihlen kann, ist nun klar.

Sind zwei Punkte P und P’ konjugierte Punkte in bezug auf alle
Kegelschnitte eines Biindels, so nennt man sie ,,im Biindel*“ konjugiert.

III. Sind zwei Punkte P und P’ in bezug auf dvei Kegelschnitte,
welche nicht demselben Biischel angehiren, konjugiert, dann sind sie tm
Biindel konjugiert.

Die drei Kegelschnitte seien, wie oben, «, §; und §,. Sind P und P’
konjugiert in bezug auf diese drei, so sind sie auch konjugiert in bezug
auf die Kurven der Scharen (1) und (2), d. h. in bezug auf alle Kurven
des Biindels.

IV. Sind P und Q zwei feste Punkie, welche nicht im Biindel konjugiert
sind, dann bilden die Kegelschnitte des Biindels, in bezug auf welche P
und Q konjugiert sind, ein Biischel.

Jedes im Biindel enthaltene Biischel schneidet nimlich auf der
Geraden PQ eine Involution von Punktpaaren aus und enthilt demnach

%
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einen Kegelschnitt g (insbesondere unendlich viele), in bezug auf
welche P und Q konjugiert sind. Sind u, und u, zwei solche Kegelschnitte,
so hat jeder Kegelschnitt des Biischels (u,, ;) dieselbe Eigenschaft.
Weitere solche Kegelschnitte kann es nach Satz III nicht geben.

§ 5. Algebraisches Supplement.

Sind zwei Kollineationen durch

(1) 0%; =Zaikxk
3
und
(2) 0%; :;bik )
gegeben, dann stellt
3) ox; :%‘(‘lik"{" Abyg)

das durch diese bestimmte Biischel von Kollineationen dar.
Hilt man niamlich den Punkt x fest, wihrend 2 variiert, so bleibt
der Punkt x" nach (3) entweder fest, oder er durchliuft eine Gerade.
Ein Biischel von Reziprozititen kann in entsprechender Weise dar-
gestellt werden. Sind zwei Reziprozitdten durch die bilinearen Gleichungen

(4) Zaikxgxk =0
Lk

und

(5) Dbpxix =0
Bk

gegeben, so ist die Gleichung des entsprechenden Biischels

(6) Z}C(aik 4 Abip) %%, = 0.
i
Soll dieses Biischel eine Polaritit enthalten, so muB die Gleichung
@i+ Abig = ags+ Aby;
fiir festes 4 und alle Kombinationen der Indizes 7, % befriedigt sein, d. h.:

A1a— A9y _ Ag3— A3z Q31— Oag
b12 - bZl o b23 - b32 o b31 - b13'
Diese Bedingungen sind im besonderen erfiillt, wenn (4) und (5)
inverse Transformationen sind (b;; = ay;), (vgl. §3, Satz III).

XVIII. Kapitel
Quadratische Transformationen.

§ 1. Definition und einleitende Sitze.

Hat man zwei Reziprozititen 2, = (M, m}) und X, = (M, m}) einer
Ebene, so kann man hieraus eine neue Transformation bilden, indem man
dem Punkt M den Schnittpunkt M" = (mjmj) entsprechen 14Bt. Diese
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Transformation Q=(M, M') wird eine quadratische Transformation ge-
nannt. Die inverse Transformation Q' = (M’, M) ist von derselben
Art und wird durch die inversen Reziprozititen 27! und 2 erzeugt.
Q hingt offenbar nur von dem Biischel (], 2,) ab; jedes Biischel von
Reziprozititen bestimmt eindeutig eine quadratische Transformation
und umgekehrt.

Die Transformation Q ist im wesentlichen eindeutig; eine Ausnahme
tritt nur ein fiir solche Punkte M, deren entsprechende Geraden m;
und my zusammenfallen. Nun haben nach Kap. VIII, §2, Satz III
die zwei Reziprozititen 2 und X, drei (verschiedene oder zusammen-
fallende) oder unendlich viele gemeinsame Elemente (M, m*). Von
der letzten Moglichkeit kénnen wir aber hier absehen, wenn wir
nur nichtsingulire Transformationen @ betrachten wollen; denn tritt
sie ein, so ist 225! eine Homologie, und jeder Punkt M allgemeiner
Lage wird durch @ in einen Punkt der Homologieachse iiberfiihrt.

Die drei gemeinsamen Elemente von 2 und X, seien (E, e*), (F, f*),
(G, g*); die Punkte (E,F,G) heilen Fundamentalpunkie der ersten
Figur, die Geraden (e*, f*, g*) Fundamentalgerade der zweiten. Durch
Betrachtung von 27! und 25! findet man in analoger Weise drei Ele-
mente (E*, ¢), (F*, /), (G* g), welche aus den Fundamentalpunkten
(E*, F*, G*)} der zweiten Figur und den Fundamentalgeraden (e, f, g)
der ersten bestehen.

Die Fundamentalpunkte und -geraden der ersten Figur sind die
Doppelelemente der Kollineation @ = X251, die der zweiten Figur
(die mit einem Stern bezeichneten) sind die Doppelelemente von z*
= 251X, Die Bezeichnungen kénnen so gewihlt werden, daB e, f, g
in bezug auf & zu bzw. E, F, G assoziiert! sind; durch Transformation
mit 2] sicht man, daB dann auch e*, f*, g* zu bzw. E*, F*, G* assoziiert
in bezug auf @* sind. Fundamentalelemente der beiden Figuren fal-
len in entsprechender Weise zusammen.

Zwei Fundamentalpunkte, wie z. B. E und E* heiflen in bezug auf
Q adjungiert.

1. Einer Geraden 1| durch den Fuwdamentalpunkt E entspricht eine
Gerade I' durch den adjungierten Fundamentalpunkt E*; die zwei Punki-
reshen 1 und 1’ sind projektiv.

Die Punktreihe / geht namlich mittels 2| und X, in zwei zu [ pro-
jektive Geradenbiischel (L7) und (L) iiber; diese sind aber perspektiv,
da die Gerade e¢* beiden Biischeln angehért und sich selbst entspricht.
Also entspricht in () der Punktreihe / eine geradlinige Punktreihe /',
welche mit / projektiv ist. Ferner geht das Biischel (Lj) durch z* in
(L?) tiber; nach der Definition assoziierter Elemente! geht demnach /'
durch den zu e* assoziierten Doppelpunkt E* von z*.

1 ENRIQUES: § 49.



Kap. XVIII. §1. Definition und einleitende Sitze. 209

Man bemerke, daf} in der Projektivitit zwischen / und / dem Punkt E
der Schnittpunkt von /' mit e* entspricht.

I1. Einer Geraden l, welche durch keinen Fundamentalpunkt der ersten
Figur geht, entspricht in Q ein Kegelschnitt X' durch die Fundamentalpunkte
der anderven Figur — und wmgekehr!. Die Punkiveihe 1 ist zur Punki-
vethe 1 projektiv.

Wenn nimlich / weder durch E, F noch G geht, werden die obigen
Biischel (L7) und (Lj) wohl projektiv, aber nicht perspektiv; die / ent-
sprechende Kurve ist demnach ein Kegelschnitt 2. Die Projektivitit zwi-
schen [ und 2’ liegt auf der Hand. Da (Lj) durch z* in (L}) iibergeht, ge-
hort A’ dem CrasLEsschen Biindel der Kollineation zz* an (vgl. Kap. VIII,
§1); 2 geht demnach durch E*, F*, G*.

Die Umkehrung folgt unmittelbar daraus, dal ein Kegelschnitt
durch E*, F*, G* und zwei weitere Punkte eindeutig festgelegt ist.

Liegt E nicht auf ¢ und trifft [ die Gerade ¢ in P, so ist die EP
entsprechende Gerade die Tangente an 1’ in E*. Denn diese letzte Ge-
rade kann mit 4’ auBer E* keinen Punkt gemein haben.

Weiter ergibt sich:

II1. Das Biischel von Geraden | durch E ist zu dem Biischel von ent-
sprechenden Geraden 1 durch E* projektiv.

Dies ergibt sich, wenn man die Schnittpunkte des ersten Biischels
mit einer Geraden % und die entsprechenden Schnittpunkte des zweiten
Biischels mit dem aus % hervorgehenden Kegelschnitt x’ betrachtet.
Man bemerke, dal} in dieser Projektivitit (f, g*) und (g, /*) Paare von
entsprechenden Strahlen sind.

IV. Die Kegelschnitte X', welche einem Biischel von Geraden (1) durch
einen von E, F, G verschiedenen Punkt A entsprechen, bilden ein zu (1)
projektives Kegelschnittbiischel.

DaB die Kurven A’ ein Biischel bilden, ist sofort klar, wenn A4
auf keiner der Geraden e, [, g liegt; denn alle 2’ gehen dann durch
E* F* G* A’. Liegt dagegen A auf einer der genannten Geraden, so
kann man den Satz beweisen, in dem man beachtet, was oben von der
Tangente an 1’ in einem Fundamentalpunkt bemerkt wurde.

Die Projektivitdt der Biischel ergibt sich, wenn man (!) und (%)
mit zwei entsprechenden, etwa durch E und E* gehenden Geraden
schneidet.

Wir fithren noch den folgenden Satz an, der aus der Definition einer
quadratischen Transformation unmittelbar abzuleiten ist:

V. Das Produkt Qm einer quadratischen Transformation Q mit einer
Kollineation 7 ist wieder eine quadratische Transformation.

Ist namlich Q mittels der zwei Reziprozititen 2; und 2, festgelegt,
so wird Qz durch 2,7 und 2,7 bestimmt.

Es ist zu bemerken, dall die Fundamentalelemente der ersten Figur
fir Q7 dieselben sind wie fiir ¢, wihrend die Fundamentalelemente der

Juel, Projektive Geometrie. 14
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zweiten Figur fiir Oz aus denjenigen fiir @ durch Transformation mit =
hervorgehen.

Fiir die Transformation m(Q gilt Analoges.

Alle Sitze dieses Paragraphen — sowie ihre Beweise — sind ganz un-
abhingig davon, ob die Fundamentalelemente verschieden sind oder nicht.

§ 2. Involutorische Transformationen.

Wir wollen jetzt die involutorischen quadratischen Transformationen
betrachten. In einer solchen miissen die Fundamentalpunkte der ersten
Figur mit denen der zweiten zusammenfallen.

Die quadratische Transformation sei durch die Reziprozititen 2
und X, bestimmt; da sie involutorisch ist, gehdren die Transformationen
271 und 2! dem Biischel (27, 2,) an. In diesem Biischel sind entweder
alle Transformationen Polarititen, oder es enthilt zwei Transfor-
mationen 2 und 21, die verschieden sind. Es gibt demnach zwei ver-
schiedene Arten von involutorischen quadratischen Transformationen:

A. Erste Art: Die quadratische Transformation ist durch zwei
Polarititen bestimmt.

B. Zweite Art: Die quadratische Transformation ist durch eine nicht-
involutorische Reziprozitit 2' und ihre inverse 2! bestimmt.

Um die involutorischen Transformationen erster Art zu untersuchen,
betrachte man also zwei Kegelschnitte »; und %, und lasse jedem
Punkt M den Schnittpunkt M’ seiner Polaren in bezug auf »; und »x,
entsprechen. Die Fundamentalpunkte der Transformation sind die-
jenigen Punkte, welche dieselbe Polare in bezug auf », und x, haben;
da wir von singuldren Transformationen absehen, miissen also »;, und #x,
solche Lage haben, daB sie ein einziges (evtl. ausgeartetes) gemeinsames
Polardreieck EFG haben, d. h. sie diirfen nicht Doppelberiihrung (oder
vierpunktige Berithrung in einem Punkt) haben (vgl. S. 98). Die
Fundamentalpunkte sind dann die Punkte E, F, G; jeder Fundamen-
talpunkt fillt mit seinem adjungierten zusammen; die Projektivititen
der entsprechenden Geradenbiischel sind involutorisch und durch
ihre Doppelstrahlen (Schnittpunktsekanten von #; und #,) unmittelbar
festgelegt.

Je nach der gegenseitigen Lage von #; und #, bestehen die folgenden
drei Moglichkeiten:

1. Die Schnittpunkte von x; und #, sind alle verschieden (Trans-
formation @,); E, F, G sind dann ebenfalls paarweise verschieden.

2. Zwei und nur zwei der Schnittpunkte fallen zusammen (Trans-
formation @,); dann fallen auch zwei der Fundamentalpunkte, etwa F
und G, zusammen.

3. Die Kegelschnitte », und x, haben dreipunktige Beriihrung in
einem Punkt (Transformation @,); dann fallen alle drei Punkte E,
F, G zusammen.
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Fiir die involutorischen quadratischen Transformationen zweiter Art
sind die Fundamentalpunkte die Hauptpunkte der entsprechenden
Reziprozitit X', Es gilt hier:

L. Die Verbindungslinien entsprechender Punkie gehen durch den
prinzipalen Fundamentalpunkt' E, und alle solche Punktpaare sind
konjugiert in bezug auf einen Kegelschniti o.

Der erste Teil des Satzes ist schon friiher in Kap. XVII (§ 3, Satz IV)
bewiesen worden; der zweite folgt aus dem dortigen Satz V, der besagt,
daBl das Biischel (2, 2~1) immer eine Polaritit enthilt.

Nach der Lage der Hauptpunkte £, F, G von 2’ (Fundamentalpunkte
der involutorischen quadratischen Transformation) kénnen wir auch hier
drei verschiedene Fille unterscheiden:

1. E,F, G sind alle verschieden (Transformation ¥). In diesem
Fall ist der Kegelschnitt x nicht ausgeartet und geht nicht durch den
prinzipalen Fundamentalpunkt E; F und G sind die Beriithrungspunkte
der Tangenten von E an «. Ist insbesondere die Ebene reell, und sind
F und G die Kreispunkte, so erhidlt man die in der Theorie der Kreis-
transformationen erwihnte Inversion.

2. F und G fallen zusammen, sind aber von E verschieden (Trans-
formation ¥,); « artet dann in zwei Gerade / und m aus, welche einander
in F schneiden. Die Fundamentalgerade FG ist von EF durch ! und m
harmonisch getrennt.

3. E, F, G fallen simtlich zusammen (Transformation ¥,). Hier ist «
nicht ausgeartet und geht durch E. Mittels Kap. VIII, §2, Satz VI
sicht man, daBl « mit dem dort erwihnten, in X invarianten Kegel-
schnitt 1, vierpunktige Beriihrung in £
E hat; « gehért also dem Biischel (4)
der invarianten Kegelschnitte der
Kollineation 22 an.

Wir wollen die Transformationen ¥,
und ¥, etwas niher besprechen und
beginnen mit ¥,. Es gilt hier:

Ila. Jede Transformation ¥, lipt
sich aus einer harmonischen Homologie
durch Transformation mit einer W, her-
stellen.

Es seien namlich (Fig. 67) E und Fig. 67.

F = (G die Fundamentalpunkte von

W,, (I, m) der ausgeartete Kegelschnitt «. Fiir ¥, wihlen wir
den prinzipalen Fundamentalpunkt E, beliebig auf m, die sekundiren
Found Gy in E bzw. F. Durch ¥, mége [ in [, iibergehen. Ferner

! Ein prinzipaler (sekundédrer) Hauptpunkt in 3 wird auch prinzipaler (sekun-
darer) Fundamentalpunkt der involutorischen quadratischen Transformation
genannt.

14%*
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sei (M, M’) ein Paar von Punkten, welche einander in ¥, entsprechen;
die Punkte, in welche diese durch ¥, iibergehen, seien M, und M.
Man entnimmt nun leicht der Figur, daB ¥, durch Transformation
mit ¥, in eine harmonische Homologie H; mit F als Zentrum und I,
als Achse tbergeht.

Ferner hat man:

1Ib. Jede Transformation ¥y 1ift sich aus einer harmonischen Homo-
logie durch Transformation mit einer W, herstellen.

Es sei nimlich ¥, durch den festen Kegelschnitt « und den Punkt E, in
dem alle drei Fundamentalpunkte zusammenfallen, gegeben (vgl.Fig. 68).
Den prinzipalen Fundamentalpunkt Ey von ¥, wihlen wir beliebig auf «,
die beiden anderen Fy, = G, in E, so daB3
F 4G, Tangente an « ist. Der Kegelschnitt «
geht durch ¥, in eine.Gerade g, iiber
(§ 1, Satz II). Ferner seien M und M’ zwei
Punkte, welche einander in ¥ entsprechen;;
sie mogen durch ¥, in M, und M} {iber-
gehen. Man sieht, daB3 ¥, durch Transfor-
mation mit ¥, in eine harmonische Homo-
logie H, mit a, als Achse und E als Zen-
trum . {ibergeht.

Um eine Beziehung zwischen involutorischen Transformationen erster
und zweiter Art herzustellen, betrachten wir das Produkt einer involu-
torischen Transformation zweiter Art ¥ mit den (verschiedenen oder zu-
sammenfallenden) Fundamentalpunkten E, F, G und einer harmonischen
Homologie H, deren Achse durch E geht, und die « in sich transformiert,
so dafl F und G vertauscht werden. Die Transformation YH = HY
ist quadratisch und offenbar involutorisch, also eine Transformation
erster Art @.

Geht man umgekehrt von einer involutorischen Transformation erster
Art @ aus, so kann man immer eine harmonische Homologie H so fin-
den, daBl @ H involutorisch zweiter Art (und demnach auch gleich H®)
wird. Es sei ndmlich @ durch die zwei Polarititen 2, und X, gegeben.
Es geniigt dann, eine harmonische Homologie H zu konstruieren, so dafl

5 H = (5,H)-1,
d. h. H3H = 5,.

H ist also eine harmonische Homologie, welche X, in X, trans-
formiert. Es gibt wenigstens eine solche, Wir haben also bewiesen:

III. Zu jeder involutorischen quadratischen Transformation erster
(2weiter) Avt kann man eine mit thr vertauschbare harmonische Homologie
finden, so dap das Produkt involutorisch zweiter (erster) Avt isi.

An die obigen Betrachtungen kniipfen wir noch die folgende: Es
sei ¥, eine involutorische quadratische Transformation mit drei in E

Fig. 68.
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zusammenfallenden Fundamentalpunkten; ferner sei H eine beliebige,
nichtharmonische Homologie mit dem Zentrum E . Das ProduktQ = ¥, H
ist dann wieder quadratisch; wir wollen die Transformation Q etwas
niher betrachten. Die Schnittpunkte des in ¥, festen Kegelschnittes &
mit der Homologieachse  seien R und S. Jede durch E gehende Gerade
wird durch Q projektiv auf sich bezogen, wobei der eine Doppelpunkt E,
der andere von E verschieden ist. Das Biischel von Kegelschnitten,
welche durch R, S und E gehen und « im letztgenannten Punkt be-
rithren, wird ebenfalls projektiv auf sich bezogen ; der eine ,,Doppelkegel-
schnitt” ist nach dem soeben Bemerkten das Geradenpaar (RE, SE),
der andere, f, ist nichtausgeartet. Hieraus ergibt sich der Satz:

IV. Es sei f ein gegebener Kegelschnitt, E ein fester Punkt desselben.
Ferner sei M ein beliebiger Punkt der Ebene, N der zweste Schnittpunkt
von EM mit B. Wird dann M’ so auf EM bestimmt, daff (ENMM') ein
fester Wurf ist, so ist die Transformation (M, M') quadratisch.

Es ist zu bemerken, daB3 in der betrachteten Transformation sowohl
die Punkte E,F, G wie die Punkte E* F* G* zu dreien zusammen-
fallen. Die beiden Tripel haben zwei, aber nicht alle drei Punkte mit-
einander gemein; denn die entsprechenden Biindel {x} und {x*} be-
rithren § beide in E, ohne jedoch zusammenzufallen (wie in der Trans-
formation ¥,).

§ 3. Weitere Sitze iiber allgemeine quadratische
Transformationen.

Wir kehren zu der allgemeinen quadratischen Transformation zuriick
und zeigen:

1. Wenn nicht simtliche Fundamentalpunkie der ersten Figur (und
demnach auch nicht die der zweiten) zusammenfallen, dann ist eine quadra-
tische Transformation Q durch Angabe der drei Paave von adjungierten
Fundamentalpunkten (E,E*), (I, F¥), (G, G*) und ein Paar (A, A’) ent-
sprechender Punkte (allgemeiner Lage) eindeutig bestimmi.

Nach Kap. VIII, §2, Satz V gibt es namlich genau ein Biischel
von Reziprozititen, welche E,F, G in bzw. ¢*, f* ¢* und 4 in eine
durch A’ gehende Gerade iiberfithren. Zwei beliebige Transformationen
dieses Biischels bestimmen die Transformation Q.

Ist M ein beliebiger Punkt, so hat man die projektive Beziehung

(1) E(FGAM) < E*(G*F*A'M)

und zwei analoge. Mindestens zwei von diesen Beziehungen sind ver-

schieden ; sie kénnen also zur Bestimmung von M’ benutzt werden.
Wenn dagegen E, F, G simtlich zusammenfallen, liegt die Sache

ganz anders. Hier fillt ja (1) mit den beiden analogen Beziehungen

zusammen, so daB die obige Bestimmung von M’ versagt. Es gilt in

diesem Falle:
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I1. Es gibt unendlich viele quadratische Transformationen mit einem
dreifach zu zihlenden Paar von Fundamentalelementen (E, E*) und einem
Paar (A, A') von entsprechenden Punkten. Wird noch ein zweites Paar
(B, B’) von entsprechenden Punkten so gegeben, dafi die nach (1) not-
wendige Bedingung

(2) E(EEAB) 7~ E* (E*E*A’'B))

erfillt ist, dann ist die Transformation eindeutig bestimmi.

Wir beweisen zunichst die Existenz einer quadratischen Trans-
formation @, welche den genannten Bedingungen geniigt: Die dreifach
zu zidhlenden Fundamentalelemente seien (vgl. Kap. VIII, § 1) durch
zwei Biindel {»} und {x*} festgelegt. Es sei  eine Kollineation, welche
{} in {#*} und 4 und B in zwei auf den Geraden E*A’ bzw. E*B’
liegende Punkte A, und B, iiberfiihrt; dies ist nach (2) immer méglich.
Ferner sei C der Punkt, welcher von E* durch A’ und A4; harmonisch
getrennt ist, und D der Punkt, welcher von E* durch B’ und B, harmo-
nisch getrennt ist. Durch C und D legen wir den Kegelschnitt «
desjenigen Biindels {i*}, welches nach Kap. VIII, §1 {x*} entspricht;
die zu & gehérige Transformation ¥ sei Q,; das Produkt Q ===z (), hat
dann die gewiinschte Eigenschaft.

Die Eindeutigkeit von @ ist leicht nachzuweisen. Zunichst mufl
namlich (nach § 1, Satz II) der in {x} enthaltene, durch 4 und B gehende
Kegelschnitt %, in die Gerade A’B’ iibergehen. Die Beziehung zwischen
den Punkten von x4, und A’B’ ist durch

E(EEAM) ~ E* (E*E*A'M)

festgelegt. Der einer beliebigen Geraden ! entsprechende, in {x*} ent-
haltene Kegelschnitt ist nun auch bestimmt; man hat dazu nur die
Schnittpunkte von ! und %, zu transformieren. Hieraus folgt die Ein-
deutigkeit, und Satz IT ist bewiesen.

II1. Jede quadratische Transformation lift sich als Produkt einer
Kollineation und etner involutorischen quadratischen Transformation zweiter
Art darstellen.

Wenn die drei Fundamentalpunkte jeder Figur zusammenfallen,
folgt der Satz aus dem Beweise von Satz IT. Ist dies nicht der Fall,
dann seien (E, E*), (F, F*), (G, G*) die drei Paare von adjungierten
Fundamentalpunkten, das erste von den beiden anderen verschieden,
und (A4, A’) ein Paar von entsprechenden Punkten. Ferner sei & eine
Kollineation, die £, F, Gin bzw. E*, G*, F*und 4 in einen Punkt 4, der
Geraden E* A’ iiberfithrt, und ¥ diejenige involutorische quadratische
Transformation zweiter Art mit dem prinzipalen Fundamentalpunkt E*
und den sekundiren Fundamentalpunkten F* und G*, welche 4; in A’
transformiert. Die gegebene quadratische Transformation ist dann das
Produkt =¥,
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Fiir jede quadratische Transformation hat man:

IV. Ein Kegelschnitt 1 durch zwei Fundamentalpunkte F und G der
ersten Figur geht in einen Kegelschnitt 1’ durch die adjungierten Fundamen-
talpunkte F* und G* iiber.

Wenn F und G verschieden sind, folgt dies durch Betrachtung der
zwei projektiven Geradenbiischel mit den Zentren F und G, welche 4
erzeugen ; diese gehen (§ 1, Satz III) in zwei andere projektive Biischel
(mit den Zentren F* und G*) iiber, durch welche A’ erzeugt wird. Ins-
besondere ist hierdurch der obige Satz fiir eine involutorische Trans-
formation ¥, bewiesen.

Wenn F und G zusammenfallen, geniigt es nach Satz I1I, die in-
volutorischen Transformationen zweiter Art, also die Transformationen
¥, und ¥,, zu betrachten. Wir betrachten zunichst ¥, und kniipfen
an Fig. 67 an. Es sei 1 ein beliebiger Kegelschnitt durch die zusammen-
fallenden Punkte F und G, d.h. ein Kegelschnitt, welcher in F die-
jenige Gerade e beriihrt, welche von FE durch ! und m harmonisch
getrennt ist. Da E, beliebig auf m gewihlt werden kann, kénnen wir
diesen Punkt in den von F verschiedenen Schnittpunkt von # mit 7
legen. Durch ¥, geht ¢ in eine durch E gehende Gerade ¢, iiber, welche
von EE, durch /; und EF harmonisch getrennt ist und demnach die
Gerade m in einem Punkt S schneidet, der dem Punkt O in der auf
S. 212 erwihnten harmonischen Homologie H, entspricht. Es geht dem-
nach 4 durch ¥, in einen Kegelschnitt 4, durch E, E, und S iiber. Durch
H, geht aber 4, in einen Kegelschnitt 4] durch dieselben drei Punkte
iiber, und diesem entspricht in ¥, wieder ein Kegelschnitt 4’, welcher
die Gerade ¢ in F beriihrt. Hiermit ist nach § 2, Satz I1a dieser Fall
erledigt.

Der Fall, wo die Transformation eine ¥, ist, ist leicht zu er-
ledigen. Es sei wieder (Fig. 68) 4 ein Kegelschnitt, welcher die Gerade e
in F beriihrt. Diese Lage wird weder durch ¥, noch durch die harmoni-
sche Homologie H, (S. 212) zerstért; hiermit ist (§ 2, Satz I1b) auch der
letzte Fall erledigt, und Satz IV ist bewiesen.

V. Eine quadratische Transformation ist durch Angabe von zwei ver-
schiedenen Paaven (F,F*) und (G, G*) von adjungierten Fundamental-
punkien und von drei Paaven (A, A’), (B, B'), (C, C') von entsprechenden
Punkten eindeutig bestimmi.

Mittels F(EGABC) ~ F* (GXE*A'BC')
und
G(EFABC) 7~ G* (F* E*A'B'C)

findet man nimlich das dritte Paar von Fundamentalpunkten (E, E*),
und dieses kann, wie man sieht, zwei der gegebenen Paare von ent-
sprechenden Punkten ersetzen, so da3 man auf den obigen Satz I zuriick-
gefithrt wird.
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Fir besondere Lagen (ndmlich wenn FG und F*G* in beiden Pro-
jektivititen einander entsprechen) wird die Transformation kollinear?.

Der bewiesene Satz kann auch so ausgesprochen werden:

V'. Durch zwei Paare von projektiven Strahlenbiischeln allgemeiner
Lage ist eine quadratische Transformation eindeutsg bestimmi.

In diesem Zusammenhang bemerken wir folgendes: In einem Biischel
von Reziprozititen gibt es drei ausgeartete; wenn zwei von diesen ver-
schieden sind, kénnen sie zur Bestimmung der entsprechenden quadrati-
schen Transformation benutzt werden. Eine solche Darstellung ist es
gerade, die wir im Satz V' gefunden haben.

Im Gegensatz zu Satz V hat man:

V1. Es gibt unendlich viele quadratische Transformationen mit zwes
zusammenfallenden Paaren (F, F*) und (G, G*) von adjungierten Funda-
mentalpunkien und drei Paarven (A, A'), (B, B'), (C, C') von entsprechen-
den Punkten. Wird noch ein viertes Paar (D, D’) von entsprechenden
Punkten so gegeben, daf die nach (1) notwendige Bedingung

(3) F(ABCD) 7 F*(ABC'D')

erfiillt ist, und weder (A,B,C,D,F,G) noch (A’,B',C’, D', F*, G*)
auf einem Kegelschnitt liegen, dann ist die Transformation eindeutrg be-
stimmd.

Fiir besondere Lagen der Punkte kann jedoch — wie in Satz V —
die Transformation kollinear werden.

Um den obigen Satz zu beweisen, werden wir zunichst versuchen,
das dritte Paar von Fundamentalpunkten (E, E*) zu finden. Die Ge-
raden EF = { und E*F* = f* werden durch

(4) F(ABCEG) 7~ F* (A'B'C'G*E¥)

eindeutig festgelegt. Nun werden zwei Fille zu unterscheiden sein:
a) f ist von ¢ = FG (also auch f* von e* = F*G*) verschieden.
Die Punkte E und E* miissen so auf f bzw. f* bestimmt werden, daf

(5) E(ABCDF) 7~ E* (A'B'C'D'F*).

Wir wihlen demnach einen beliebigen Punkt M auf f und betrachten
die zwei Kegelschnitte oty = (ABCFM) und «, = (ABDFM). Es sei f8;
der Kegelschnitt durch A, B’, C', F*, auf dem der Wurf (4'B’'C'F*)
gleich M (ABCF) ist; B, sei der analoge Kegelschnitt, wo C’ mit D’
(und C mit D) vertauscht ist. Die von F* verschiedenen Schnittpunkte
von f* mit f; und f, seien M¥ bzw. M¥. Es kommt darauf an, M so
zu wihlen, dafl M mit M¥ zusammenfillt. Die Bezichung (M}, M)
ist aber projektiv, weil dies fiir je zwei der Kegelschnittbiischel (),
(a), {B1), (B2) der Fall ist. M} und M} fallen also in zwei Lagen zusam-
men; der eine von den so entstehenden Punkten ist aber der Schnitt-

1 Vgl. Kap. VIII, § 1, Satz II.
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punkt von f* mit der Geraden 4’ B’ und kommt daher nicht in Betracht.
Der andere Punkt wird E* genannt; sein entsprechender Punkt auf f
sei E. Diese zwei Punkte sind sicher von F und F* verschieden; denn
wenn z. B. M in F liegt, kénnen M} und M} nicht zusammenfallen.

Fiir die gefundenen Punkte E und E* sind (4) und (5) erfillt, und die
gesuchte Transformation ist zufolge Satz V' bestimmt.

b) Wenn f mit ¢ (und demnach f* mit ¢*) zusammenfililt, miissen E
und E* mit F bzw. F* zusammenfallen. In diesem Fall liBt sich
eine Kollineation # eindeutig bestimmen, welche A, B, C, F, ¢ in bzw.
A’, B’, C', F*, e* iiberfiihrt ; durch 7 geht D in einen Punkt D, von F*D’
iiber. Nach Ausfiihrung von & ist eine quadratische Transformation zu
bestimmen, fiir welche F* und G* in beiden Figuren zusammenfallende
Fundamentalpunkte sind, bei der ferner A’, B’, C’' und demnach alle
Punkte des Kegelschnittes (4’, B, C’, F*, G*) fest bleiben, und bei der
endlich D, in D’ iibergeht. Diese Transformation ist eindeutig bestimmt
und ist von der in § 2, Satz IV besprochenen Art. Hiermit ist Satz VI
bewiesen.

Das Produkt zweier quadratischer Transformationen ist im all-
gemeinen keine quadratische Transformation. Doch gilt der folgende
Satz:

VII. Sind Q und Q quadratische Transformationen, fir welche zwei
Fundamentalpunkte F* und G* der zweiten Figur von Q mit zwei Funda-
mentalpunkien der ersten Figur von Q, zusammenfallen, dann ist das
Produkt QQ, wieder quadratisch (evtl. eine Kollineation).

Wenn F* und G* verschieden sind, ist dies eine unmittelbare Folge
von Satz V'. Fallen dagegen F* und G* zusammen, so 146t sich der
Beweis wie folgt fiihren:

Es seien F und G die zu F* und G* adjungierten (zusammenfallenden)
Fundamentalpunkte der ersten Figur von @, ebenso F** und G** die
zu F* und G* adjungierten Fundamentalpunkte der zweiten Figur
von Q. Ferner seien 4, B, C, D vier Punkte, welche mit ¥ und G nicht
auf einem Kegelschnitt liegen; sie mégen durch QQ, in A", B, C”, D"
iibergehen. Es gibt nun nach Satz VI eine eindeutig bestimmte quadrati-
sche Transformation 7" mit (F, F**) und (G, G**) als zwel zusammen-
fallenden Paaren von adjungierten Fundamentalpunkten, welche 4, B,
C,D in bzw. A", B”, C”", D" iiberfithrt. Diese stimmt, wie man leicht
(Satz IV) einsieht, fiir jedes Punktpaar mit QQ, iberein, womit der
Satz bewiesen ist.

Aus Satz VII ergibt sich insbesondere, daf} alle quadratischen Trans-
formationen, fiir welche ein festes Paar von Punkten Fund G Fundamental-
punkte sowohl in der ersten als auch in der zweiten Figursind, in Verbin-
dung mit den Kollineationen, welche das Paar (F, G) invariant lassen, eine
Gruppe bilden. Sind F und G die Kreispunkte [ und J einer reellen Ebene,
so bilden die reellen Transformationen der genannten Gruppe die frither
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erwihnten MOBIvsschen Kreistransformationen. Es folgt dies mittels
Satz V' daraus, daB die zwei Geradenbiischel, welche die reellen Punkte
der Ebene mit I und J verbinden, symmetral sind?

In einer quadratischen Transformation @ gibt es immer Punkte,
welche mit ihren entsprechenden zusammenfallen. Es sei ndmlich Q
durch die Reziprozititen 2; und 2, bestimmt; einem Punkt M ent-
spricht ja dann der Schnittpunkt M’ der zwei Geraden ] und my, in
welche M durch 2 und 2, iiberfiihrt wird. Der Ort der Punkte M,
welche auf ] liegen, ist nach Kap. XVII, § 3, Satz VI ein Kegelschnitt «;
ebenso ist der Ort der Punkte M, welche auf m; liegen, ein Kegelschnitt f.
Die Schnittpunkte von « und § sind die gesuchten sich selbst ent-
sprechenden Punkte. Also:

VIII. Eine quadratische Tranmsformation hat im allgemeinen vier
Doppelpunkie.

In speziellen Fillen kann « mit § zusammenfallen, so dall jeder
Punkt eines Kegelschnittes sich selbst entspricht. Dies ist z. B. bei der
involutorischen quadratischen Transformation zweiter Art sowie bei
der in § 2, Satz IV besprochenen Transformation der Fall.

Es sei hier noch erwdhnt, daf3 eine quadratische Transformation im
allgemeinen ein involutorisches Punktpaar besitzt. Den Beweis hierfiir
konnen wir aber erst spiter (Kap. XXIV, §2) erbringen.

Wir schlieBen diesen Paragraphen mit dem folgenden Satz, von dem
wir spiter Gebrauch machen werden:

IX. Eine quadratische Transformation Q ist durch Angabe des Funda-
mentaldreiecks EFG der ersten Figur und von vier Paaren (4,A4'),
(B, B'), (C,C"), (D, D’y von entsprechenden Punkten allgemeiner Lage
etndeutrg bestimmi.

Hierbei wird vorausgesetzt, da £, F und G verschieden sind.

Aus der Projektivitit der Geradenbiischel
(6) E(ABCD..) und EX(ABCD..)
folgt als Ort fiir E* ein Kegelschnitt «. Da in (6) EG und E*F* ent-
sprechende Strahlen sind, mul3 E*F* durch einen leicht zu bestimmenden
Punkt P’ von « gehen.

Durch Betrachtung der zwei anderen projektiven Geradenbiischel

(7) F(ABCD..)~F*(ABCD..)),

wo FG und F*E* einander entsprechen, findet man in analoger Weise
einen Kegelschnitt f# als Ort des Punktes F* und einen Punkt Q' von f3,
durch welchen F*E* gehen muB.

1 Fallen F und G zusammen, so bilden die betrachteten quadratischen Trans-
formationen ebenfalls eine Gruppe. Sind insbesondere F und G die zusammen-
fallenden Kreispunkte einer isotropen Ebene, so erhilt man die MdB1usschen Kreis-
transformationen dieser Ebene. Diese Gruppe ist mit der sog. erweiterten La-
GUERREschen Gruppe einer gewdhnlichen Ebene isomorph (vgl. Davip Foa: Bi-
drag til den komplexe Geometri. Habil.-Schrift, Kopenhagen 1930).
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Die Gerade E*F* ist demnach durch die zwei Punkte P’ und Q'
bestimmt, und die Punkte E* und F* sind die weiteren Schnittpunkte
dieser Geraden mit « bzw. f§.

Die zwei Paare von adjungierten Fundamentalpunkten (E, E*) und
(F, F'*) bestimmen in Verbindung mit (4, 4"}, (B, B’) und (C, C’) ein-
deutig eine quadratische Transformation Q, und diese ist, wie man leicht
sieht, die gesuchte.

§ 4. Bestimmung von Reziprozititen und quadratischen
Transformationen durch Paare von konjugierten Punkten.

Wir werden im folgenden sagen, dafl ein Punkt M’ in einer Rezi-
prozitit dem Punkt M konjugiert sei, wenn die M entsprechende
Gerade durch M’ geht. Ebenso sagen wir statt ,entsprechende Punkte
(M, M’) in einer quadratischen Transformation auch ,konjugierte
Punkte®. Der hier eingefilhrte Begriff , konjugiert’ ist also im all-
gemeinen von der Reihenfolge der Punkte abhingig!.

In diesem Paragraphen schlieBen wir jede Art von Zusammenfallen
von Fundamentalelementen aus. Nach §3, SatzI haben wir dann;

I. Durch Angabe von dres Punki-Geradenelementen (E,e*), (F, f*),
(G, g*) und von einem Paar von konjugierten Punkien (A, A') allgemeiner
Lage ist ein Biischel von Reziprozititen — oder eine quadratische Trans-
formation — eindeutig bestimmi.

Es seien nun 4} und 4} zwei Gerade durch A4’; die drei gegebenen
Punkt-Geradenelemente bestimmen nach Kap. VIII, §2, Satz IT mit
jedem der Elemente (4, 4]) und (4, a3) eine Reziprozitat des obigen
Biischels. Sie mogen 27 und X, heiBen.

Es sei (B, B’) ein weiteres Paar von konjugierten Punkten. In
dem Biischel (&, 2,, . ..) entspricht dem Punkt B ein Geradenbiischel
(b1, b5, . . .). Féllt das Zentrum dieses Biischels nicht in B’, so sagen wir,
daB3 B’ allgemeine Lage hat; in diesem Fall geht nur eine Gerade des
genannten Biischels durch B’. Also:

I'. Eine Reziprozitit ist durch drei Punki-Geradenelemente und zwei
Paare konjugierter Punkte allgemeiner Lage eindeutig bestimmit.

Hiermit kénnen wir von neuem den SatzV von §2 beweisen:

II. Durch Angabe von zwei Punkt-Geradenelementen (E,e*), (F, [*)
und drei Paaren von komjugierten Punkten (A, A’), (B, B'), (C, C') all-
gemeiner Lage ist ein Biischel von Reziprozititen (also eine quadratische
Transformation) eindeutig bestimmi.

Durch A’ legen wir eine Gerade a;. Nach Satz I’ bestimmen dann
die drei Punkt-Geradenelemente (E, e*), (F, f*), (4, a7) in Verbindung
mit (B, B’) und (C, C") eindeutig eine Reziprozitit X,; ersetzt man a;

1 Vgl. Kap. XVII, § 3, wo das Wort nur fiir involutorische Beziehungen (M, M’)
eingefiihrt ist.
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durch eine andere durch 4’ gehende Gerade 4, so erhilt man eine andere
Reziprozitit 2,. Die Reziprozititen des Biischels (2, 2}) erfiillen
dann die Forderungen des SatzesII, und keine andere Reziprozitit
hat diese Eigenschaft.

Hiermit ist der Satz bewiesen. Man findet nun ganz wie oben, dal
eine Reziprozitit durch zwei Punkt-Geradenelemente und vier Paare
von konjugierten Punkten allgemeiner Lage eindeutig bestimmt ist.
Fihrt man in dieser Weise fort, so erhilt man schlieBlich:

II1. Durch Angabe von sieben Paaren von konjugierien Punkien all-
gemeiner Lage ist etn Biischel von Reziprozititen — also eine quadrati-
sche Transformation — eindeutig bestimmi.

ITI'. Eine Reziprozitit ist durch acht Paare von konjugierten Punkten
allgemeiner Lage eindeutig bestimmi.

Die Zahl der Punktpaare, welche man frei wihlen kann, wird natiir-
lich kleiner, wenn man verlangt, dafl die quadratische Transformation
involutorisch sein soll. Wir wollen die Transformationen erster Art
untersuchen und betrachten deshalb die Kegelschnitte und die Kegel-
schnittbiischel.

Wir wissen, daB ein Kegelschnitt durch fiinf Punkte und ein Kegel-
schnittbiischel durch vier Punkte (allgemeiner Lage) eindeutig be-
stimmt ist. Hieraus folgt, daB ein Kegelschnitt durch vier Punkte
und ein Paar von konjugierten Punkten (4, A’) eindeutig bestimmt ist;
denn die Polaren zu A in bezug auf die Kegelschnitte des Biischels,
welches durch die vier Punkte festgelegt ist, bilden ein Geraden-
biischel, von dessen Geraden eine durch A’ geht. Hieraus folgt
weiter:

Die Gesamtheit der Kegelschnitte, welche durch drei Punkte und
ein Paar von konjugierten Punkten bestimmt sind, ist ein Biischel.
Denn nach dem Obigen geht genau eine Kurve dieser Gesamtheit
durch einen Punkt allgemeiner Lage, und die Gesamtheit muB des-
halb mit dem durch zwei von ihren Kurven bestimmten Biischel {iber-
einstimmen. Weiterhin folgt:

Ein Kegelschnitt ist durch drei Punkte und zwei Paare (4, 4’),
(B, B') von konjugierten Punkten eindeutig bestimmt.

Denn in dem durch die drei Punkte und das eine Paar (4, A”) be-
stimmten Biischel gibt es genau eine Kurve, fiir welche die Polare von B
durch B’ geht.

Fahrt man in dieser Weise fort, so findet man:

IV. Ein Biischel von Kegelschnitten — und damit etne involutorische
quadratische Transformation erster Art — ist durch vier Paare von kon-
Jugierten Punkten allgemeiner Lage eindeutrg bestimmi.

IV'. Ein Kegelschwitt ist durch fiinf Paare von konjugierten Pumnkien
allgemeiner Lage eindeutig bestimmt.
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Zu diesen Sitzen bemerken wir: Der Satz von Hesse (Kap. 1, § 2,
Satz VI) zeigt, daB man aus zwei Paaren von konjugierten Punkten ein
drittes ableiten kann; also sind schon drei Paare von konjugierten
Punkten nicht immer voneinander unabhingig (haben nicht immer
,,allgemeine Lage®).

Fiir die Transformation zweiter Art gilt:

V. Eine wnvolutorische quadratische Transformation zweiter Avt ist
durch Angabe von finf Pumktpaaren (4,4"), (B, B’), (C,C"), (D, D’),
(E,E'), deren Verbindungsgeraden alle durch denselben Punkt gehen, tm
allgemeinen eindeutrg bestimm.

Nach Satz IV’ ist ndmlich durch die fiinf Punktpaare ein Kegel-
schnitt «, fir welchen diese Paare konjugierte Punkte sind, im alige-
meinen eindeutig bestimmt, obwohl die Punktpaare durch die Bedingung
eingeschrinkt sind, daB die Geraden AA’, BB’, ...EE’ durch einen
Punkt gehen sollen.

Der in diesem Paragraphen stark benutzte Begriff ,,allgemeine Lage
ist vorlaufig nicht genau erklirt; nach Zuendefithrung der Theorie der
Kurven dritter Ordnung werden wir aber in Kap. XXIV auf diesen
Begriff zurtickkommen und ihn vollstindig beschreiben.

XIX. Kapitel.
Die unikursale Kurve dritter Ordnung.

§ 1. Definition der unikursalen Kurve dritter Ordnung.

Eine unikursale Kurve dritter Ordnung — eine C3 — definiert man als
Ort der Schnittpunkte entsprechender Elemente in einem Kegelschnitt-
biischel (#) und einem dazu projektiven Geradenbiischel (p), dessen Zen-
trum in einem Grundpunkt O des Kegelschnittbiischels liegt. Die drei
anderen Grundpunkte 4, B, C des Biischels (#) werden als von O ver-
schieden angenommen; sie liegen offenbar auf der Kurve, ebenso, wie
wir unten sehen werden, der Punkt O selbst: dieser letzte Punkt wird
der singuldre Punkt der Kurve genannt.

Es gilt nun der Hauptsatz:

1. Als Grundpunkte des erzeugenden Kegelschmittbiischels (1) kann
man (auBer O) drei beliebige Punkte der Kurve C} wihlen.

Um dies zu beweisen, wenden wir eine involutorische quadratische
Transformation () zweiter Art an, deren prinzipaler Fundamentalpunkt
in O fallt, wihrend die sekundiren in 4 und B liegen. Hierdurch geht
das Biischel (¢) nach Kap. XVIII, §1, Satz II und IV in ein Geraden-
biischel (m’) tiber, welches zu (u) projektiv ist, und dessen Zentrum
in den aus C hervorgehenden Punkt C’ fallt; das Biischel (p) bleibt hier-
bei ungedndert; die C3 geht demnach in eine Kurve iiber, welche durch
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die projektiven Geradenbiischel (m') und (p) erzeugt wird, also in einen
Kegelschnitt » durch O und C'.

Um diesen Kegelschnitt » zu erzeugen, kann man statt des Biischels
(m") ein anderes Biischel verwenden, dessen Zentrum auf x beliebig
gewihlt werden kann. Transformiert man nun mittels Q—! (d. h. Q)
zuriick, so erhilt man eine Erzeugung der C3, wo der Grundpunkt C
durch einen beliebigen anderen Punkt der Kurve ersetzt ist.

Hieraus ergibt sich Satz I unmittelbar. Aus dem Beweise folgt auch:

I1. Transformiert man eine C3 durch eine tnvolutorische quadratische
Transformation zwester Avt, derem prinzipaler Fundamentalpunkt in O
fallt, wihrend die zwei anderen beliebige Punkte der Kurve sind, so geht sie
in einen Kegelschnitt duvch O diber.

Umgekehrt geht jeder Kegelschnitt durch O mittels der quadratischen
Transformation in eine C3 {iber. Geht der Kegelschnitt auBer durch O
auch durch einen der anderen Fundamentalpunkte, so zerfillt die C§ in
einen Kegelschnitt und eine Gerade (vgl. Kap. XVIII, §1, Satz XI).
Geht der Kegelschnitt durch alle drei Fundamentalpunkte, so zerfallt
die C} in drei Gerade (vgl. Kap. XVIII, §1, Satz II).

Wenn im folgenden nichts anderes ausdriicklich bemerkt ist, setzen
wir voraus, da3 die betrachtete C3 nicht zerfallt.

Wir werden nun zeigen:

II1. Eine C3 wird von einer wicht durch den singuldren Punkt gehenden
Geraden in drei Punkien geschnitten.

Die Gerade sei [; nach Satz I kann man voraussetzen, da sie durch
keinen der Grundpunkte von (u) geht. Die erzeugenden Biischel (u)
und (p) schneiden auf ! eine Involution von Punktpaaren und eine
zu ihr projektive Punktreihe aus; es gibt dann drei Punkte dieser Reihe,
von denen jeder mit einem Punkt des ihm zugeordneten Paares der
Involution zusammenfillt (Kap. VII, § 3, Satz III).

Die so gefundenen drei Schnittpunkte von / mit der C} sind nicht
notwendig verschieden. Fallen zwei von ihnen zusammen, so nennt
man !/ Tangente an C} in dem betreffenden Punkt. Um dies niher zu er-
liutern, nehmen wir an, D sei einer der Schnittpunkte von / mit C3:
wir verlegen dann den einen Grundpunkt von () in D. Die zwei er-
zeugenden Biischel (#) und (p) schneiden in diesem Fall projektive Punkt-
reihen auf / aus, und die Doppelpunkte R und S derselben sind die
zwei restierenden Schnittpunkte von / mit Cj. Man sieht nun, daB einer
dieser Doppelpunkte dann und nur dann in D filit, wenn / die Tangente
desjenigen Kegelschnittes p ist, welcher der Geraden 0D des Biischels ()
entspricht. Diese Tangente ist also auch Tangente an C3in D, und eine C3
hat also in jedem von O verschiedenen Punkt eine bestimmte Tangente.

Fallen alle drei Schnittpunkte von / mit der C} in einen Punkt zu-
sammen, so nennt man diesen Punkt einen Inflexionspunkt und die
zugehorige Gerade eine Wendetangente.
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Eine durch den singuliren Punkt O gehende Gerade ! schneidet
zufolge der Definition einer C3 diese Kurve auBer in O in einen ein-
zigen Punkt M. Durchlduft / das Geradenbiischel (p), so fillt M zwei-
mal in O; denken wir uns nidmlich die Grundpunkte 4, B, C von O
verschieden, was ja nach Satz I mdglich ist, wird das Biischel (p), das
ja zu (u) projektiv ist, nach Kap. VII, § 1, S. 87 auch zu dem Biischel (¢)
der Kegelschnittstangenten in O projektiv. Hat die Projektivitit
zwischen (p) und (f) zwei verschiedene Doppelstrahlen, so geht die C}
zweimal durch O (mit zwei verschiedenen Tangenten), und O wird ein
Doppelpunkt der Kurve genannt. Fallen dagegen die Doppelstrahlen in
eine Gerade zusammen, so spricht man von einer Sp#tze (mit dieser Gera-
den als Tangente).

Zwischen den Strahlen durch O und den Punkten der Kurve gibt es
eine ausnahmslos eindeutige Beziehung, wenn man im Falle, wo O ein
Doppelpunkt ist, diesen Punkt zweimal zihlt und den beiden Tangen-
ten in O zuordnet. Diese Beziehung wird projektiv gemannt, und wir
konnen dadurch Begriffe wie Projektivitit und Involution auf die Punkte
der Kurve iibertragen.

IV. Die Geraden, welche durch einen festen Punkt P der Kurve C3
gehen, schueiden diese aufer in P in Punkipaaren einer Involution
(My, M,), in der O sich selbst entspricht [d. h. im Geradenbiischel (O) ent-
sprechen die — verschiedenen oder zusammenfallenden — Kurven-
tangenten einander]. Die Rethe der Punktpaare (M, M,) ist zu dem
Biischel der Geraden MM, projekiiv.

Der erste Teil dieses Satzes folgt sofort aus dem obigen Satz II
mittels einer involutorischen quadratischen Transformation zweiter Art
mit dem prinzipalen Fundamentalpunkt in O, wenn der eine sekundire
Fundamentalpunkt in P und der andere beliebig auf der Kurve ge-
wiahlt wird. Der letzte Teil ergibt sich mit Hilfe von Kap. XVIII, § 1,
Satz III und einer Bemerkung auf S. 16.

Durch indirekte SchluBweise folgt aus Satz IV:

V. Die Verbindungsgeraden entsprechender Punkte in einer auf der C3
liegenden Involution, in der dey Punkt O sich selbst entspricht (vgl. die
obige Bemerkung), gehen durch einen festen Punkt der Kurve.

Ferner finden wir:

V1. Ein durch den singuliven Punkt O gehender Kegelschnitt schneidet
die C3 in vier weiteren Punkien.

Es sei namlich P ein beliebiger Punkt der C}; das Geradenbiischel
durch P schneidet auf der C} und dem Kegelschnitt zwei Involutionen
von Punktpaaren, (M,, M,) und (N,, N,), aus, die nach dem Obigen
untereinander projektiv sind. Die zwei Involutionen werden von O aus
durch zwei projektive Involutionen von Geradenpaaren projiziert; dann
gibt es nach Kap. VII, §4, Satz I vier Gerade, welche gleichzeitig in
entsprechenden Paaren liegen.
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Aus Kap. XVIII, §3, Satz IV ergibt sich:

VII. Transformiert man eine C3 durch eine involutorische quadratische
Transformation zweiter Art, deren prinzipaler Fundamentalpunkt in den
singuliren Punkt O fillt, wihvend der eine sekundire Fundamentalpunkt
trgendwo auf der Kurve, der andere auferhalb der Kurve liegt, geht die C3
in eine Kurve derselben Art diber.

Man entnimmt hieraus mittels Satz VI:

VIIL. Zwei C} mit dem gemeinsamen singuliren Punkt O und mit
etnem gegebemen Schwittpunkt P schweiden einander in vier weiteren
Punkten.

Wir nennen ferner die folgenden Sitze:

IX. Eine C3 ist durch den singuliren Punkt O und sechs andere Punkte
etndeutig bestimmd.

Drei der Punkte 4, B, C bestimmen nidmlich in Verbindung mit O
ein Kegelschnittbiischel (u), die drei anderen D, E, F die projektive
Verbindung zwischen (#) und dem Geradenbiischel () mit dem ZentrumO.

Die gegebenen Punkte kdnnen in verschiedener Weise zusammen-
fallen; wir nennen schon an dieser Stelle die folgenden Fille:

Zwei der Punkte, z. B. D und E, kénnen als , Nachbarpunkte‘* zu O
gewihlt werden, d. h.:

Eine C3 ist durch den Doppelpunkt O mit den zugehivigen Tangenten
und vier weitere Punkte eindeutig festgelegt.

Ferner konnen in O die zwei Tangenten zusammenfallen, d. h.:

Eine C} ist durch die Spitze O mit der zugehorigen Tangente und vier
wettere Punkte eindeutig bestimmi.

Letzteres folgt daraus, daf} eine parabolische Projektivitit durch das
einzige Doppelelement und ein zweites Element festgelegt ist.

In Satz V haben wir schon eine Umkehrung des Satzes IV gegeben;
eine andere ist die folgende:

X. Der Ort der Schuittpunkte entsprechender Elemente in einem
Strahlenbiischel und einem dazu projektiven Biischel von Geradenpaaren
einer Involution ist eine C3.

Es moge ndmlich das erste Biischel das Zentrum P, das andere das
Zentrum O haben, und es seien (4, 4,), (By, By), (C, C,) die Schnitt-
punkte dreier Strahlen durch P mit den entsprechenden Strahlenpaaren
durch 0. Durch den singuldren Punkt O und die sechs anderen Punkte
Ay, Ay, By, By, Cy, P ist nach SatzIX eine C} eindeutig festgelegt;
diese geht nach Satz IV durch C, und ebenso durch die Schnittpunkte
aller anderen entsprechenden Elemente der zwei Geradenbiischel. —
Gehort der Strahl PO dem entsprechenden Paar der Involution an,
dann zerfillt die C3 in die Gerade PO und einen Kegelschnitt.

Es sei nun P ein Kurvenpunkt. Die durch P gehenden Strahlen
schneiden nach Satz IV die C} in Punktpaaren einer Involution.
Hieraus folgt, daB durch P zwei Gerade gehen, welche auller P zwei
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zusammenfallende Punkte mit der Kurve gemein haben; diese Punkte
seien S; und S,. Ist der singulire Punkt O ein Doppelpunkt, dann
werden die Geraden 0S; und OS,; durch die Doppelpunktstangenten
harmonisch getrennt (Satz IV); ist dagegen O eine Spitze, so fillt einer
der Punkte S; und S, in diesen Punkt. Also:

XI. Hat die C% einen Doppelpunkt O, so gehen von einem Kurven-
punkt aufer der Tangente in diesem Punki zwei weitere Tangenten an
die Kurve; thre Beriihrungspunkie sind durch die zwei in O liegenden
Kurvenpunkte harmonisch getrennt.

XI1. Hat die C3 eine Spitze O, so geht von einem Kurvenpunkt aufer
der Tangente in diesem Punkt eine weitere Tangente an die Kurve.

Wir wollen im folgenden die Frage nach den Inflexionspunkten einer
C3 beantworten. Zunichst setzen wir voraus, der singulire Punkt O
sei ein Doppelpunkt, die zwei Tangenten in O also verschieden.

Es sei M ein variabler Punkt der Kurve; die zu den verschiedenen
Punkten M gehérigen Involutionen bilden ein Biischel (Kap. XVII, §1).
Verbindet man M mit einem festen Punkt F der Kurve, und schneidet
die Gerade MF die Kurve nochmals in M*, so ist (M) zu (M*) und
diese Punktreihe wieder zu der Reihe der Involutionen in dem genannten
Biischel projektiv (Kap. XVII, § 1, Satz II). Nach Satz III desselben
Paragraphen sind diese Involutionen wiederum zu der Reihe der
Doppelpunkte (S,, S;) projektiv. Also ist die Reihe der Punkte M zu
der Reihe der Beriihrungspunkte (S;, S,) der Tangenten aus M projek-
tiv. Konvergiert der Punkt M auf dem einen Zweig gegen O, so
riicken S; und S, auf dem anderen Zweig beide gegen 0.

Durch Projektion aus O erhdlt man ein Strahlenbiischel O (M),
welcher zu dem involutorischen Biischel von Geradenpaaren (0S,, 0S,)
projektiv ist. Die Doppelgeraden der Involution sind die Tangenten #;
und #, im Doppelpunkt O, und jeder von diesen — als Paar von zu-
sammenfallenden Geraden der Involution betrachtet — entspricht die
andere — als Strahl des Biischels O(M) betrachtet.

Wir haben also genau den Fall vor uns, den wir schon im Kap. VII,
§ 3 unter Hilfssatz A besprochen haben. Es gibt demnach drei ver-
schiedene Lagen des Punktes M, wo er mit einem der entsprechenden
Punkte (S, S,) zusammenfillt. Die Tangente in einem solchen Punkte M
hat auBer M keinen Punkt mit der Kurve gemein und ist also eine
Wendetangente. Wir haben demnach gefunden:

XII. Eine C3 mit Doppelpunkt hat drei verschiedene Inflexionspunkie?.

1 Diese Tatsache ist ja anschaulich klar, wenn die Kurve reell mit reellen
Doppelpunktstangenten ist. Einen Beweis, der auch im imaginiren Gebiet
giiltig ist, geben wir erst am SchluB von Kap. XX, § 2.

2 Dijesen Satz werden wir spiter mittels der HesseEschen Kurve von neuem
beweisen.

Juel, Projektive Geometrie. 15
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Es sei nun A einer der Inflexionspunkte. Schneidet eine durch A4
gehende Gerade die Kurve nochmals in M, und M,, so bilden die Paare
(OM,, OM,) eine Involution, in welcher 04 der eine Doppelstrahl ist,
wihrend der andere durch den Punkt A’ geht, in dem die durch 4
gehende, von der Wendetangente verschiedene Tangente der C§ diese
Kurve beriihrt. Die Geraden OM,; und OM, sind durch OA4 und 04’
harmonisch getrennt, d. h.:

XIII. Eine C3 mit Doppelpunkt entspricht sich selbst in einer harmoni-
schen Homologie mit esnem Inflexionspunkt als Zentrum und einer durch
den Doppelpunkt gehenden Geraden als Achse.

Diese Gerade nennt man die harmonische Polare des entsprechenden
Inflexionspunktes.

Durch eine projektive Transformation geht ein Inflexionspunkt
wieder in einen solchen Punkt iiber. Also ergibt sich mit Hilfe von
Satz XIII:

XIV. Die drei Inflexionspunkte einer C3 mit Doppelpunkt liegen in
einer Geraden.

Ist die Kurve insbesondere reell, so sind die Inflexionspunkte offen-
bar entweder alle reell oder der eine ist reell, die zwei anderen kon-
jugiert imagindr; in beiden Fillen ist die Gerade, auf der sie liegen, reell.

Es sei nun wieder die C} beliebig, reell oder imaginir. Ferner seien
A,B,C die drei Inflexionspunkte, ! ihre gemeinsame Verbindungs-
gerade und A*, B*, C* die Schnittpunkte von / mit den entsprechenden
harmonischen Polaren. Die Schnittpunkte von / mit den Doppelpunkts-
tangenten seien U und V. Nach Satz XIII werden dann U und V
durch jedes der Paare (4, A*), (B, B*), (C, C*) harmonisch getrennt,
d. h. diese Paare gehdren einer Involution mit den Doppelpunkten
U und V an. Aus Satz XIII ergibt sich weiter

UVAB ~VUCB ~UVBC,
also
(1) (UVAB) = (UVBC) = (UVCA);
die dritte Potenz jedes dieser drei Wiirfe ist offenbar nach der Regel
der Multiplikation -+-1.
Da nach dem Obigen

UVABC < UVBCA,
erhilt man auch
(2) (UABC) = (UBCA) = (UCAB),

und die analogen Gleichungen fiir V.
Setzenwir (UABC) =4, sowird (UBAC) =1 —2Aund (UBCA4) =
so daB 4 die Gleichung 12 _ 74 4 —o

1
1—4i
befriedigt, woraus sofort durch Multiplikation mit 2 + 1 folgt:

Die dritte Potenz jedes der drei Wiirfe (2) ist gleich —1.
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Aus dem Obigen folgt, daBl, durch ein Punkttripel (4, B, C) auf
einer Geraden auf die folgenden drei Weisen dieselben zwei Punkte U
und V festgelegt werden:

1. Es sei A* der Punkt, welcher von A durch B und C harmonisch
getrennt ist; B* und C* mdgen die analoge Bedeutung haben. Dann
bilden (4, 4%), (B, B*), (C, C*) drei Paare einer Involution; U und
V sind die Doppelpunkte derselben.

2. U und V sind die Doppelpunkte der Projektivitit, welche 4, B, C
zyklisch vertauscht.

3. U und V sind die zwei Losungen der Gleichung

(XABC)? = —1,
fiir welche der Wurf (XABC) nicht harmonisch ist.

Sind U und V auf eine dieser Weisen bestimmt, so nennt man jeden
der zwei Wiirfe (UABC) und (VABC) dquianharmonisch.

Der Wurf (UVAB) ist imaginir. Hieraus folgt leicht fiir reelles 4,
daB stets eines der beiden Punktpaare (U, V) und (B, C) aus reellen,
das andere aus konjugiert imagindren Punkten besteht. Man hat demnach:

XV. Eine reelle C3 mit Doppelpunki hat etnen oder drei reelle In-
flexionspunkie, je nachdem die Tangenten im Doppelpunkie reell oder
konjugiert imagindy sind.

Nun moge die C? eine Spitze im Punkte O haben. Ist M ein Punkt
auf der Kurve, so schneiden wie frither die Geraden durch M die Kurve
nochmals in Punktpaaren einer Involution (SatzIV); in diesem Fall
fillt der eine Doppelpunkt dieser Involution — fiir alle Lagen des
Punktes M — in O; wenn M sich auf der C} bewegt, bilden die ent-
sprechenden Involutionen wieder ein Biischel, welches zu der Punkt-
reihe M projektiv ist (Kap. XVII, §1, SatzIV). Demnach ist auch
hier die Punktreihe M zur Reihe der von O verschiedenen Doppel-
punkte S der Involutionen projektiv.

Der eine Doppelpunkt dieser Projektivitat fallt offenbar in O; also:

XVI. Eine C3 mit Spitze hat esnen und nur einen Inflexionspunkt.

Genau wie beim Beweise des Satzes XIII 148t sich hier zeigen, daf3
eine C} mit Spitze durch eine harmonische Homologie in sich ibergeht,
deren Zentrum im Inflexionspunkt liegt. Die zugehorige Achse ist die
Spitzentangente.

SchlieBlich nennen wir:

XVIL. Eine C? ist durch den singuliren PunktO und zwei Inflexions-
punkic A und B mit den zugehorigen Wendetangenten a und b eindeutig
bestimmd.

Dieser Satz kann als ein Grenzfall des fritheren Satzes IX angesehen
werden; der Beweis mul} aber etwas anders gefiihrt werden.

Die Geraden a und b mdgen einander in S schneiden; es gibt dann
eine eindeutig bestimmte involutorische quadratische Transformation @

15%
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zweiter Art, fiir die O der prinzipale Fundamentalpunkt ist, wihrend die
zwei sekundiren in 4 und B liegen, und S sich selbst entspricht.
Ferner seien die Schnittpunkte (04, b) und (OB, &) bzw. B, und A4,.
In der genannten Transformation entspricht der gesuchten C3 ein Kegel-
schnitt, welcher durch O geht und a und b in 4, und B, berithrt. Dieser
Kegelschnitt ist eindeutig bestimmt und daher auch die C}.

§ 2. Die Involution dritter Ordnung.

Wir betrachten eine C3 und einen festen Punkt P, welcher der Kurve
nicht angehért. Die Geraden durch P schneiden auf C} Punkttripel
(My, M,, M;) aus, welche aus dem singulidren Punkt O der Kurve durch
Geradentripel (m,, m,, m,) projiziert werden. Eine so gebildete Gesamt-
heit von Geradentripeln wird eine Involution dritter Ovdnung genannt,

Es seien (my, my, mg) und (ny, n,, ng) zwei Tripel von Geraden,
welche alle sechs durch denselben Punkt O gehen. Wir kénnen dann
wie folgt eine Involution dritter Ordnung bestimmen, welche diese zwei
Tripel enthilt: Durch einen beliebigen Punkt P legen wir zwei nicht
durch O gehende, aber sonst beliebige Gerade m und #; durch die sechs
Punkte (mm,), (mm,), (mmg), (nny), (nny), (nng) geht nach § 1, Satz IX
eine eindeutig bestimmte C3, welche O als singuldren Punkt hat; durch
diese in Verbindung mit P ist eine Involution dritter Ordnung fest-
gelegt, welche die beiden gegebenen Tripel enthilt.

Die auf diese Weise hergestellte Involution dritter Ordnung ist nur
scheinbar von der Wahl des Punktes P und der Geraden s und #
abhingig. Es gilt ndmlich der Satz:

1. Eine Involution dritter Ordnung ist durch zwei Geradentripel ein-
deutig bestimmi.

Um dies zu zeigen, ersetzen wir zunichst P durch einen in OP
liegenden Punkt P’ und die Geraden m und # durch zwei durch P’
gehende Gerade m' und #’. Nun gibt es eine Homologie mit dem Zentrum O,
deren Achse durch die Schnittpunkte (mm’) und (nn’) geht, und welche P
in P’ iiberfithrt. Diese Transformation laBt die durch O gehenden Ge-
raden ungeindert und fiihrt die obige C3 in eine ebensolche iiber, womit
der Satz fiir diesen speziellen Fall bewiesen ist.

Es soll nun P durch einen anderen Punkt ersetzt werden, dessen
Verbindungsgerade p* mit O von OP verschieden ist. Es mége $* die
obige C3 in einem Punkt P* schneiden. Eine involutorische quadratische
Transformation zweiter Art mit O als prinzipalem und P und P* als
sekunddren Fundamentalpunkten fiihrt dann » und # in zwei durch P*
gehende Gerade m’ und #»’ und (§ 1, Satz VII) die C3 in eine ebensolche
iber, wihrend alle durch O gehenden Geraden festbleiben, womit auch
dieser spezielle Fall und damit Satz I bewiesen ist.

Aus dem Beweis folgt ferner: Wenn die Involution auf verschiedene
Weisen — also durch verschiedene Punkte P und zugehoérige Gerade m
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und # — hergestellt wird, so sind die entsprechenden Geradenbiischel
mit den Zentren P untereinander projektiv. Man kann demnach alle
diese Biischel zu der Involution selbst projektiv setzen.

In einer Involution dritter Ordnung mdge ein Tripel aus drei zu-
sammenfallenden Geraden bestehen. Ist in diesem Fall die Involution
durch eine C} und einen Punkt P festgelegt, dann mufl P auf einer
Wendetangente der Kurve liegen, oder die C} muB eine Spitze in O
haben, und P muf3 auf der Spitzentangente liegen.

Wir betrachten besonders den Fall, wo jedes der obigen zwei Tripel
(my, my, mg) und (ny, ny, ny) aus drei zusammenfallenden Geraden be-
steht. SatzI ist auch in diesem Fall giiltig, und der oben gegebene
Beweis 1iBt sich im wesentlichen ungedndert wie folgt durchfiihren: Nach
der Wahl von P, m und # verliuft die Herleitung der Involution wie
oben, da ja eine C3 durch den singuldren Punkt O in Verbindung mit sechs
anderen Punkten eindeutig bestimmt ist, auch wenn diese letzten Punkte
zu dreien zusammenfallen (§ 1, Satz XVII). Auch der Eindeutigkeits-
beweis 14Bt sich {ibertragen; hierzu sei nur bemerkt, daBl durch eine
quadratische Transformation ein Inflexionspunkt, dessen zugehérige
Tangente ¢ durch einen der Fundamentalpunkte geht, in einen In-
flexionspunkt mit der ¢ entsprechenden Geraden #' als Tangente iiber-
fithrt wird.

Die Involution dritter Ordnung ist oben innerhalb eines Geraden-
biischels definiert worden; sie 148t sich natiirlich in gewShnlicher Weise
auf andere Elementargebilde (gerade Punktreihe, Kegelschnitt, C} usw.)
itbertragen.

Man hat nun:

I1. Die Kegelschnitte eines Biischels () mit einem Grundpunkt O
schuneiden einen festen, durch O gehenden Kegelschnitt 1 aufer in O in
Punkitripeln etner Involution dritter Ordnung.

Um dieses einzusehen, benutze man eine involutorische quadratische
Transformation zweiter Art mit dem prinzipalen Fundamentalpunkt
in O und den beiden sekundiren in zwei der anderen Grundpunkte
von (x). Hierdurch geht dieses Biischel in ein Geradenbiischel und der
feste Kegelschnitt 1 in eine Cj iiber.

Des weiteren folgt, daB die auf 1 liegende Involution dritter Ord-
nung zum Biischel (%) projektiv ist, und hieraus weiter: Wenn (x)
von verschiedenen, durch einen Grundpunkt gehenden Kegelschnitten
A, 2, ... geschnitten wird, dann sind die hierdurch erzeugten In-
volutionen dritter Ordnung untereinander projektiv.

Wir definieren:

Die unibursalen Kurven dritter Ovdnung mit einem festen singuliren
Punkt O, welche durch weitere fiinf gegebene Punkte gehen, bilden ein
Biischel.
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Transformiert man ein solches Biischel durch eine involutorische
quadratische Transformation zweiter Art mit dem prinzipalen Funda-
mentalpunkt in O und den beiden anderen in zwei der Grundpunkte
des Biischels, so erhdlt man ein Kegelschnittbiischel. Hieraus folgt
mittels Satz II:

II1. Ein Biischel von C} schneidet eine feste Gerade in Punkitripeln
einer Involution dritter Ordnung.

Man sieht nach dem Obigen, daf} die Involutionen, welche auf ver-
schiedenen Geraden ausgeschnitten werden, projektiv sind. Man kann
sie also zum Biischel der C3 projektiv setzen.

Es seien nun (Mq, M7), (M,, M3), (M, M5) drei feste Punktpaare
einer Involution; der Bequemlichkeit wegen sei der Triger ein Kegel-
schnitt %. Die Involution sei zu einer Punktreihe auf » projektiv,
so dall den drei gegebenen Punktpaaren die drei Punkte P;, P,, P,
entsprechen. Die drei Inzidenzpunkte der genannten projektiven Be-
ziehung konnen in folgender Weise bestimmt werden (vgl. S. 96):

Man verbinde einen festen Punkt R von » mit den Punkten P, P,,
Py, ...; das so gefundene Geradenbiischel bestimmt in Verbindung
mit dem dazu projektiven Geradenbiischel M, M7, M, My, M; M5, . . .
einen Kegelschnitt x4, welcher » auller in R in den gesuchten drei In-
zidenzpunkten schneidet.

Denken wir uns nun (Fig. 69), dafl die
Punkte P, und P, fest bleiben, wihrend Py (=0Q)
R A den Kegelschnitt % durchlduft; dann bilden die
,  entsprechenden Kegelschnitte px ein Bischel;
also bilden die Tripel von Inzidenzpunkten eine
¢  Involution dritter Ordnung (Satz II). Diese
A ist nach dem Obigen zu dem Kegelschnitt-

) biischel (u), also auch zu der von (u) auf der
¥ festen Geraden M, M} ausgeschnittenen Punkt-
Fig. 69. reihe S und demnach zu der Punktreihe Q

projektiv. Hieraus:

IV. Sind innerhalb eines Elementargebildes (M,, M7), (M,, M}),
(Mg, M3) drei feste Punktpaare einer gegebemen Involution, P, und P,
zwei andere feste Punkte, Q dagegen variabel, dann bilden die Tripel der
Inzidenzpunkte der projektiven Bezichungen

(M,, M), (My, M), (My, M3), ...~ P,, P,,0, ...

evne Involution dritter Ovdwung, welche zu der Reihe der Pumkte Q pro-
jektiv ist.
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XX. Kapitel.

Die Polarentheorie einer unikursalen Kurve
dritter Ordnung.

§ 1. Polaren in bezug auf ein Linientripel.

Wir haben schon in Kap.I, §2 die erste Polare eines Punktes P
in bezug auf ein Tripel von Punkten M, M,, M, definiert. Alle
Punkte liegen in demselben Elementargebilde, welches wir uns hier
insbesondere als eine Gerade denken. Die Definition war die folgende:

Es sei M7 der Punkt, welcher durch M, von M, und M, harmonisch
getrennt ist; M5 und Mj haben analoge Bedeutung. Die Punktpaare
(M, M7), (M,, M3) und (M,, M;) sind dann, wie wir wissen, Paare
einer Involution. Zu einem beliebigen Punkt P der betrachteten Ge-
raden koénnen wir ein Punktpaar (P’, P") bestimmen, so daB:

() M M,M;P7 (M, My), (M, M), (Mg, M;), (P, P).

Das Punktpaar (P’, P”) ist dann die gesuchte erste Polare von P.
Insbesondere ist die erste Polare zu M, das Punktpaar (M, M7).

In (1) sind die Punkte (M, M,, M,) als verschieden angenommen.
Fallen aber z. B. M, und M, zusammen, wird die genannte Involution
singuldr und besteht aus allen Punktpaaren, fiir welche der eine Punkt
in M; liegt. Die erste Polare eines Punktes P beliebiger Lage hat also
den einen Punkt in M,; der andere ist in diesem Fall durch die obige
Projektivitdt nicht bestimmt; es soll spater gezeigt werden, wie man
unter Wahrung der Stetigkeit diesen anderen Punkt festlegen kann.
- Fallen endlich alle drei Punkte M,, M,, M, in M, zusammen, so soll
dieser Punkt — doppelt gezdhlt — als die erste Polare eines beliebigen
Punktes P betrachtet werden; die erste Polare von M, selbst ist
unbestimmt.

Fallt einer der Punkte (P’, P’') mit einem der Punkte (M., M,, M,)
zusammen, dann miissen entweder zwei der letzten Punkte zusammen-
fallen, oder P mul} in einem dieser Punkte liegen (vgl. Kap. VII, § 3,
Satz III).

Unter der zweiten Polare von P in bezug auf (M,, M,, M,) versteht
man (Kap.I, §2) den Punkt P*, welcher von P durch P’ und P”
harmonisch getrennt ist.

Um die erste Polare eines Punktes P in bezug auf eine C} zu defi-
nieren, zieche man durch P eine beliebige Gerade, welche die Kurve in
(My, M,, M,) schneiden moége. Wir definieren dann:

Der Ort der ersten Polaren von P in bezug auf (M, M,, M) heift die
erste Polare von P in bezug auf die Kurve.
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In analoger Weise definiert man die zweite Polare von P in bezug
auf die Kurve.

Wir beginnen die Untersuchung mit einer C}, welche in drei nicht
durch denselben Punkt gehende Gerade a, b, c ausgeartet ist. Die
Eckpunkte des von ihnen gebildeten Dreieckes seien 4, B, C, so daf3
A4, B und C bzw. a, b und ¢ gegen-
iiberliegen. P (Fig. 70) sei ein be-
liebiger Punkt und $ eine durch
diesen gehende Gerade, welche a,b,¢
in bzw. M, M, , M,schneidet. Die
erste Polare 7, von M, in bezug auf
die ausgeartete C§ besteht aus zwei
Geraden, niamlich aus « und der
Geraden a’, welche von AM, durch
b und ¢ harmonisch getrennt ist.
Ebenso sind die ersten Polaren 7, und 7, von M, und M, Geradenpaare
(6, 8') und {c, ¢").

Die Geraden a’, ' und ¢’ gehen durch einen Punkt @, nimlich den
Punkt, fiir welchen p die Harmonikale ist (S. 82). Die drei Ge-
radenpaare m,, m,, 7, — als ausgeartete Kegelschnitte betrachtet —
gehdren deshalb einem Kegelschnittbiischel an, dessen Grundpunkte
A, B, C und Q sind. In diesem Biischel gibt es einen bestimmten
Kegelschnitt @, so daB

(2) Tyt 7~ Mg My M, P,

und es soll nun gezeigt werden, daB3 = die erste Polare von P in bezug
auf die , Kurve” abc ist.

Um dies einzusehen hat man nur zu zeigen, daB} die gefundene
Kurve @ von der Wahl der durch P gehenden Geraden p unabhingig
ist; denn die Schnittpunkte von p mit & sind nach (1) und (2) gerade
die erste Polare von P in bezug auf das Tripel (M,, M,, M,).

Wir betrachten demnach die Tangenten der vier obigen Kegel-
schnitte 7., 7,, %, und 7 in einem Grundpunkt, etwa in C. Die drei
ersten sind bzw. a, b, ¢’, die letzte sei £. Man hat nun nach (2):

(3) abdt~M,M,M,P.

Die Geraden ¢’ und ¢ mogen die Gerade $ in den Punkten M, bzw. T
schneiden; man erhilt dann aus (3):

4 MMM, T <M, MM.P.
Hieraus folgt in bekannter Weise:
(5) MMM, M, 7~M,M,TP.

Der erste Wurf ist aber harmonisch, so daB auch (M,, M) und
(T, P) harmonische Punktpaare sind. Hieraus folgt, daB die Tangente ¢
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an 7 in C die Gerade ist, welche von CP durch 4 und b harmonisch ge-
trennt ist; sie ist also nur von P, nicht von der Geraden p abhingig;
dasselbe gilt auch fiir die Tangenten in 4 und B und demnach fiir den
Kegelschnitt @, was zu beweisen war. Also:

1. Die erste Polare eines Punktes P in bezug auf die ,Kurve' abc
st esn Kegelschnitt durch A, B und C. Die Tangente in einem dieser
Punkte ist von der Verbindungsgeraden des gemanmien
Punktes mit P durch die entsprechenden Dreteckssetten
harmonisch getrennt.

Die zweite Polare von P in bezug auf abc ist offen-
bar eine Gerade, ndmlich die gewohnliche Polare des
Punktes P in bezug auf den erwidhnten Polarkegel-
schnitt.

Aus dem Obigen folgt ferner:

II. Die Polarkegelschnitte der Punkte einer Ge-
vaden | bilden ein Biischel, welches zur Punktreihe 1 pro-
jekttv 1st.

Die Grundpunkte des Biischels sind 4, B, C und derjenige Punkt, fiir
welchen die Gerade die Harmonikale in bezug auf das Dreieck ABC ist.

Es sei nun (Fig. 71) P ein beliebiger Punkt und = der entsprechende
Polarkegelschnitt. Die Gerade PA schneide a in A4 und z nochmals
in A’. Man kann dann (4, 4’) als die erste Polare von P in bezug auf
(4, A, A) auffassen, und wir haben dadurch eine Definition der ersten
Polaren fiir den Fall erreicht, wo zwei der drei festen Punkte zusammen-
fallen. Es soll nun gezeigt werden, daf3 die so definierte Polare nur von
den Punkten 4, A und P abhingt.

Die Tangenten an z in B und C seien s bzw. ¢. Da (BA, BA)
und (BP,s) sowie auch (CA4, C4) und (CP, ¢) harmonische Geraden-
paare sind, geht A P durch den Schnittpunkt Q von s und ¢, d. h. durch
den Pol von a in bezug auf 7z. Die Punktpaare (4, 4), (P, Q) sowie auch
(4, A", (4, Q) sind harmonisch getrennt.

Haben nun die Punkte 4, 4, P die Abszissen bzw. o0, 0, 1, so wird
die Abszisse des Punktes Q gleich —1, und die Abszisse ¥ von A’ wird
durch

Fig. 71.

(00, %, 0, —1) =—1

bestimmt, woraus x = —§ folgt. Also:

Der Wurf (AAPA’) ist gleich —%.

Die erste Polare zu A selbst in bezug auf (4, 4, 4) ist 4, doppelt
gezihlt.

Wir wollen nun auch in anderer Weise die Polare eines Punktes P
in bezug auf das Geradentripel abc bestimmen (Fig. 72). Durch 4
legen wir eine feste Gerade # und betrachten eine Homologie mit P
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als Zentrum und » als Achse. Durch diese wird 4 in sich selbst trans-
formiert, wihrend B, C, a, b, ¢ in bzw. B’, C’, a’, b’, ¢’ iibergehen mégen.
Die zwei ausgearteten C3 — abc und a’b’c’ — schneiden einander auBler
in A in finf Punkten und bestim-
men also ein Biischel von C} mit 4
als singuldrem Punkt. Verlangt man,
daB eine Kurve dieses Biischels aufler
A und dem Schnittpunkt (au)=(a’u)
noch einen Punkt mit # gemein haben
soll, so zerfillt sie in # und einen
Kegelschnitt . Wir wollen zeigen, da3
% gegen den Polarkegelschnitt 7 in be-
zug auf abc konvergiert, wenn B’ gegen
B (also auch C' gegen C) konvergiert.

Zunichst sieht man, daB » durch 4 geht. Ferner geht » durch
die zwei Punkte (ac’) = Q, und (a'c) = Q,, die beide mit B’ gegen B
konvergieren. Also wird die Grenzkurve durch B gehen und hier die
Grenzlage von Q;Q, als Tangente haben. Nach dem Satz iiber das
vollstdndige Vierseit schneiden aber die Geradenpaare (a,c) und
(BB’, 0,0,) die Gerade # in harmonischen Punktpaaren; hieraus folgt,
daB (,0, gegen die Gerade konvergiert, welche von PB durch  und ¢
harmonisch getrennt ist. Das Analoge gilt in C, und die Grenzkurve
muB demnach mit dem Polarkegelschnitt zusammenfallen.

Schneidet man die Figur mit einer festen, durch P gehenden Geraden,
so erhilt man aus dem obigen Resultat eine neue Bestimmung der
ersten Polaren eines Punktes in bezug auf ein Punkttripel:

II1. Es sei auf einer Geraden p ein Punkt P und ein Punkitripel
(M, M,, Mj) gegeben, ferner sei U ein belicbiger fester Punkt von p.
Man betrachte eine projektive Transformation mit P und U als Doppel-
punkten, durch welche My, My, My in bzw. My, My, My iibergehen. Es
set U, R, S das den Punkt U enthaltene Tripel in der Involution dritter
Ordnung, welche durch die zwei anderen Punkitripel bestimmi ist. Wenn My
gegen M, (also Mj und Mj; gegen M, bzw. M) konvergiert, wird (R, S)
gegen die erste Polare von P in bezug auf (M, My, M;) konvergieren.

Diese Bestimmung der Polaren ist auch mdéglich, wenn zwei Punkte
des Tripels (M, M,, M;) zusammenfallen.

Wir haben noch einige wichtige Sidtze zu nennen:

1V. Ist P die zweite Polare von Q in bezug auf ein Punkitripel, dann
gehirt Q der ersten Polare von P an — und umgekehrt.

Zum Beweis benutzen wir Fig. 70. Nach SatzI hat der Polar-
kegelschnitt 7, von @ in bezug auf abc in A, B und C die Tangenten
AM,, BM, und CM,. Die Polaren von M,, M, und M, in bezug auf 7,
sind demnach @, " und ¢’. Die Polare von Q in bezug auf 7y, d. h. die



Kap. XX. § 1. Polaren in bezug auf ein Linientripel. 235

zweite Polare von @ in bezug auf abc, ist also die Gerade p. Hieraus
ergibt sich sofort Satz I'V.

Es sci wieder ein festes Punkttripel auf einer Geraden gegeben. Die
zugehdrigen ersten Polaren eines variablen Punktes P dieser Geraden
bilden eine Involution (P’, P"), welche zu der Reihe der Punkte P
projektiv ist. Es seien U und V die Doppelpunkte dieser Involution;
man hat dann:

V. Die erste Polare des einen Doppelpunkies — etwa U — besteht aus
xwet im andeven Doppelpunkt — V — zusammenfallenden Punkien.

Der Doppelpunkt V' — als zwei zusammenfallende Punkte betrachtet
— ist jedenfalls die erste Polare eines Punktes, etwa U, ; auch die zweite
Polare von U, fillt dann in V. Dann zeigt aber der vorhergehende
Satz IV, daB3 die erste Polare von V den Punkt U, enthilt und daB
auBerdem die zweite Polare von V in U, fallen muB. Das ist aber nur
mdglich, wenn die erste Polare von V aus zwei in U; zusammenfallenden
Punkten besteht. U, ist demnach mit dem Doppelpunkt U identisch,
und der Satz ist bewiesen.

Wir kénnen nun auch einen von CREMONA herriihrenden Satz tiber
die gemischte Polare von zwei Punkten P und Q in bezug auf ein Punkt-
tripel formulieren. Die ersten Polaren von P und Q seien (P’, P”') bzw.
(0, Q”'). Unter der gemischten Polaren von P und Q (in dieser Reihen-
folge) versteht man dann den Punkt, welcher von P durch Q' und Q"
harmonisch getrennt ist. Der Satz lautet nun:

V1. Die gemischte Polare von P und Q ist von der Rethenfolge dieser
Punkte unabhingig.

Um dies zu beweisen, legen wir P und daher auch (P’, P”) fest und
lassen Q die Gerade durchlaufen. Die gemischte Polare von P und Q
sei R, die von Q und P dagegen S; es soll bewiesen werden, da8 R
und S zusammenfallen. Es ist aber klar, daBl R und S zwei projektive
Reihen bilden; man braucht also nur zu zeigen, dafl fiir drei ver-
. schiedene Lagen von @ die Punkte R und S zusammenfallen. Dies
geschieht erstens, wenn @ in P fillt; aber dasselbe tritt nach Satz V
auch ein, wenn Q in einen der Doppelpunkte der Involution (Q’, Q") fillt.

Zuletzt nennen wir den Satz:

VI1I. Jede Involution von Punktpaaren kann auf unendlich viele Weisen
als die Gesamtheit dev ersten Polaren in beaug auf ein Punkitripel auf-
gefafit werden.

Um dies zu zeigen, denken wir uns die Punktreihe auf einem
Kegelschnitt liegend und projizieren die Figur so, daBl der Kegelschnitt
in einen Kreis iibergeht, und die Doppelpunkte der Involution in die
Kreispunkte fallen. Entsprechende Punkte M und M’ liegen dann auf
demselben Durchmesser, und man sieht sogleich, dal die Paare (M, M’)
die ersten Polaren sind, wenn man die Eckpunkte eines gleichseitigen,
einbeschriebenen Dreieckes als Punkttripel benutzt.
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Die Polarentheorie in bezug auf drei Gerade abc, welche ein Drei-
eck ABC bilden, wird elementargeometrisch iibersichtlich, wenn zwei
der Eckpunkte, z. B. B und C, in den Kreispunkten I und J liegen.
Man sieht leicht (Satz I), daB3 der Polarkegelschnitt eines Punktes P
ein Kreis wird, welcher durch 4 geht, und dessen Zentrum O auf der
Geraden PA liegt, so dal PA = AO ist.

§ 2. Die Polarentheorie einer nicht speziellen Cj.

Um die erste Polare eines Punktes P in bezug auf eine beliebige
C3 zu untersuchen ziehe man durch den singuliren Punkt O der Kurve
eine feste Gerade # und fiihre durch eine Homologie mit P als Zentrum
und # als Achse die C3 in eine andere, C3', iber. Die zwei Kurven haben
auBer O und einem zweiten Punkt auf # noch vier Punkte miteinander
gemein (Kap. XIX, § 1, Satz VIII) und bestimmen also ein Biischel
(Kap. XIX, §2). Eine Kurve dieses Biischels, welche durch einen dritten
Punkt von # geht, zerfallt in diese Gerade und einen Kegelschnitt ». Es
sei p eine beliebige, aber feste Gerade durch P. Konvergiert C3' gegen
C3, so konvergieren die Schnittpunkte von $ mit » nach §1, Satz III
(in Verbindung mit Satz IIT des Kap. XIX, §2) gegen die erste Polare
von P in bezug auf die drei Punkte, in welchen p die C3 schneidet.
Hieraus:

1. Die erste Polare eines Punktes P in bezug auf eine C3 ist ein Kegel-
schnitt w durch den singuliren Punkt O.

Die zweite Polare ist also eine Gerade, nidmlich die Polare von P
in bezug auf =.

In dem besonderen Fall, wo P auf der C} liegt, ist dieser Satz leichter
einzusehen. Schneidet niamlich eine beliebige durch P gehende Gerade
die C} in M, und M, und die Polarkurve in M’, so sind die beiden
Biischel P(M’) und O(M’) zu der Involution (OM,,OM,) und daher
untereinander projektiv, woraus der Satz folgt.

Man findet in diesem Fall insbesondere:

I1. Wenn P auf der C¥ liegt, beriihrt der Polarkegelschnitt die C3 in P.

Es sei bemerkt, dal der obige Beweis des Satzes I auch in dem
Fall gilt, wo die C} in einen Kegelschnitt und eine Gerade ausartet.

Es sei nun P ein beliebiger Punkt, p eine durch P gehende Gerade;
die Schnittpunkte von $ mit C} und & seien M,, M,, M; bzw. P’, P"’;
die zwei letzten Punkte bilden die erste Polare von P in bezug auf das
Tripel der drei ersten. Wir projizieren alle Punkte von dem singulidren
Punkt O; die zwei Geraden (OP’,OP”) bilden dann die erste Polare
der Geraden OP in bezug auf das Geradentripel (OM,, OM,, OM,).

Dreht sich p um P, so bilden (OP’, OP") die Geradenpaare einer ge-
wohnlichen Involution und (OM,, OM,, OM,) die Geradentripel einer
Involution dritter Ordnung. Beide Involutionen sind zum Geraden-
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biischel (p) projektiv. Also haben wir, indem wir das gefundene Re-
sultat auf ein Elementargebilde von Punkten {ibertragen:

II1. Die ersten Polaren eines festen Punkies in bezug auf die Punki-
tripel einer Imvolution dritter Ordnung bilden eine zu thr projektive In-
volution zweiter Ordnung.

Konvergiert die Gerade p gegen OP, so konvergieren zwei Gerade
des Tripels (OM,,0M,, OM,), etwa OM, und OM,, gegen die Tangen-
ten ¢, und ¢, an die C}in O, wihrend die dritte, also OMj;, gegen OP
konvergiert. Von den Geraden OP’ und OP" konvergiert die eine, etwa
OP", gegen OP, wihrend die andere, OP’, gegen die Tangente von &
in O strebt. Wir haben demnach:

1V. Die Tangente in O an den Polarkegelschwitt des Punktes P ist
die Gerade, welche von OP durch die Tangenten t, und ty harmonisch ge-
trennt 1st.

Aus Satz IIT folgt ferner:

V. Die Polarkegelschnitte eines Punktes P in bezug auf ein Biischel
von C3 (mit festem singulirem Punkt) bilden ein Biischel.

Denn ein Schnittpunkt zweier Polarkegelschnitte gehort auch allen
anderen an.

Aus Satz IV des vorigen Paragraphen ergibt sich unmittelbar:

VI. Die Polarkegelschnitte der Punkte einer Geraden in bezug auf eine
feste C3 bilden ein Biischel.

Die drei von O verschiedenen Grundpunkte des Biischels sind die-
jenigen Punkte, welche die Gerade als Polargerade haben.

Wenn P auBerhalb der Kurve liegt, wird einer der Punkte (P’, P")
mit einem der Punkte (M,, M,, M;) dann und nur dann zusammen-
fallen, wenn zwei der letztgenannten Punkte zusammenfallen. Also:

VII. Die von O verschiedenen Schnittpunkte von C} mit dem Polay-
kegelschwitt eines Punkies P sind die Beriihrungspunkte dey aus P gehenden
Tangenien an C3}.

Wenn P auf einer Wendetangente liegt, berihrt der Polarkegel-
schnitt, wie leicht zu sehen, die C} im entsprechenden Inflexionspunkt.
Liegt P im Inflexionspunkt, dann zerfillt der Polarkegelschnitt
in die Wendetangente und die harmonische Polare (vgl. Kap. XIX,
§ 1, Satz XIII).

Aus den obigen Sitzen IV und VII in Verbindung mit dem Satz VI
des Kap. XIX, §1 folgt:

VIII. Hat die C% einen Doppelpunkt, so gehen durch einen wicht auf
der Kurve liegenden Punkt vier Tangenien.

Hat dagegen die C? eine Spitze in O, so beriihrt nach Satz IV der
Polarkegelschnitt eines beliebigen Punktes P die zugehdrige Spitzen-
tangente. Also:

IX. Aus einem Punkt auferhalb einer C3 mit Spitze gehen nur drei
Tangenten.
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Wir werden nun eine C3 mit Spitze etwas niher betrachten. Es sei P
ein beliebiger Punkt der Spitzentangente ¢. Der Polarkegelschnitt 7z von P
wird von einer durch P gehenden Geraden im allgemeinen in zwei
verschiedenen Punkten geschnitten. Fiir die Spitzentangente ¢ selbst
fallen jedoch beide Punkte in O zusammen.

Die Kurve 7 entspricht sich selbst in der Homologie, deren Zentrum
in dem Inflexionspunkt 4 und deren Achse in ¢ liegt; # muB3 deshalb
in zwei durch O gehende Gerade OR und OS zerfallen. Die Schnitt-
punkte R und S von diesen Geraden mit der C} sind die Berithrungs-
punkte der aus P gehenden Tangenten.

Die Geraden durch P schneiden auf der C3 eine Involution dritter
Ordnung aus. Projizieren wir diese Involution von dem Punkte O aus,
so erhalten wir den folgenden Satz:

X. Gibt es in einer Involution dritter Ordnung ein Elemententripel,
welches aus drei zusammenfallenden Elementen U besteht, dann besteht die
erste Polare von U in bezug auf alle Tripel der Involution aus denselben
zwei Elementen.

Die obigen Betrachtungen gelten insbesondere fiir den Fall, wo der
Punkt P im Schnittpunkt der Spitzentangente ¢ mit der Wendetangente
in A liegt. Der Polarkegelschnitt von P artet dann in die doppelt zu
zdhlende Gerade O4 aus.

In diesem Falle mége eine durch P gehende Gerade die Kurve in
(M,, M,, M,) schneiden. Wir betrachten nun die Homologie mit P
als Zentrum und 04 als Achse, welche M, in M, iiberfiihrt; durch diese
geht die C3 offenbar in sich {iber; denn eine C} ist ja durch die Spitze
mit zugehoriger Tangente und weitere vier Punkte eindeutig bestimmt
(Kap. XIX, § 1, Satz IX und die darauf folgenden Bemerkungen). Also
geht M, in M, und M, wieder in M, iiber, und wir haben den Satz
(vgl. S. 226—227):

XI1. Gibt es wn einer Involution dritter Ordnung zwer aus drei 2usammen-
fallenden Elementen gebildete Tripel U und V, dann besteht die erste Polare
von U baw. V in beaug auf alle Tripel (M, M,, M;) der Imvolution
aus dem festen, doppelt zu zihlenden Element V bzw. U. Ferner ist

(UM1M2M3) = (UM2M3M1) = (UMaMle)-

Analoges gilt fiir V, und die beiden Wiirfe (UM, My, M) und (VM M, M,)
sind dquianharmonisch.

Nun mége die C; wieder einen Doppelpunkt in O haben. Liegt P
auf einer der Tangenten an C} in O, so beriihrt der Polarkegelschnitt
7 in O diese Tangente; die zweite Polare von P geht deshalb durch O.
Betrachten wir die Involution dritter Ordnung im Geradenbiischel (0),
welche durch Schneiden der Kurve mit den durch P gehenden Geraden
bestimmt wird, so erhalten wir den folgenden Satz:



Kap. XX. §2. Die Polarentheorie einer nicht speziellen C3. 239

XII. Ist in einem Elementargebilde eine Imvolution dritter Ordnung
gegeben, und ist A ein Element, welches mit einem seiner zwei entsprechenden
zusammenfillt, dann ist die zweite Polare von A in bezug auf alle Elementen-
tripel der Imvolution dieselbe.

Wir denken uns nun eine C} mit dem singuliren Punkt O durch
ein Geradenbiischel (p) mit dem Zentrum P und eine dazu projektive
Involution von Geradenpaaren (u,,#,) durch O erzeugt (Kap. XIX,
§ 1, Satz X).

Es sei (Fig. 73) M ein beliebiger Punkt der Ebene, und es mdoge
PM = p* die C3 auBer in P in (N,, N,) schneiden; der von O ver-
schiedene Schnittpunkt von OM
mit der C? sei R.

Die zweite Polare von M in
bezug auf die C} fillt offenbar
mit der zweiten Polare von M
in bezug auf das Geradentripel
(ON,,0ON,, PR) zusammen ; denn
die zwei Kurven dritter Ordnung
schneiden jede der Geraden OM
und PM in demselben Punkt-
tripel.

Durch M ziehen wir eine beliebige feste Gerade a. Die Schnitt-
punkte von @ mit der C} sind die Inzidenzpunkte der Punktreihe (ap)
mit der zu ihr projektiven Involution von Punktpaaren (an,, an,).
Dem Punkt M, aufgefaBt als ein Punkt (ap), entspricht das Punkt-
paar (N7, N;), in welchem a von ON, und ON, geschnitten wird, und dem
Paar der Involution (an,, an,), welches M enthilt, entspricht der Punkt
(a, PR) =S. Man hat also den folgenden Satz:

XIII. Auf einer Geraden a liegen eine Punkiveihe (M) und eine zu thy
projektive Imvolution (N7, N3); (01,0Q,,Qs) seien die Inzidenzpunkte.
Einem Punkt M entspreche in der Involution das Paar (N, Nj); dem Paar,
welches M enthdlt, entspreche der Punkt S. Dann fallen die zweiten Polaren
von M in bezug auf die zwei Punkttripel (Q,, Qs, Qs) und (N7, N3, S)
2usammen.

Wir wollen nun eine C3 mit einem Doppelpunkt, O, betrachten. Aus
einem beliebigen Punkt M der Kurve gehen zwei Tangenten an diese,
welche in M, und M, beriihren mégen. Die Geraden OM, und OM, werden
durch die Tangenten ¢, und £, in O harmonisch getrennt; wenn M gegen O
strebt, so dal OM gegen eine der genannten Tangenten, z. B. ¢, kon-
vergiert, dann werden also OM, undOM, entweder beide gegen ¢, oder beide
gegen t, konvergieren. Es soll gezeigt werden, dal das letzte der Fall ist.

Man sieht dies am deutlichsten, wenn man neben der Kurve auch
ein symmetrales Gebilde betrachtet, welches man eine RIEMANNsche
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Fliache der Kurve nennen kann. Wir denken uns dann — was durch Pro-
jektion immer erreichbar ist — die Ebene der Kurve als reell, den Doppel-
punkt O aber als einen imaginidren Punkt, und projizieren die Punkte
der C} aus O auf die Kette £/ der reellen Punkte der Ebene. Hierdurch
wird jedem Punkt der Kurve ein reeller Punkt umkehrbar eindeutig
zugeordnet, jedoch mit Ausnahme von O; denn diesem entsprechen
alle reellen Punkte seines Trigers o. Das Gebilde ist keine projektive
Ebene, sondern das, was wir frither ein Blatt genannt haben; alle reellen
Punkte von o sollen als ein einziges Element betrachtet werden.

Die reellen Punkte der zwei Tangenten ¢, und ¢, seien 77 und Tj.
Auf der Kurve gibt es zwei Gesamtheiten von Punkten, welche sich O
nihern; die Punkte P, der einen Gesamtheit sind dadurch charakterisiert,
daBl OP; gegen ¢,, also der Bildpunkt P; gegen Tj konvergiert; fiir
die Punkte P, der anderen Gesamtheit wird OP, gegen f, und P;
gegen T, konvergieren.

Der Polarkegelschnitt ¢ des Punktes M hat mit der C} auBer O die
Punkte M, M, und M, gemein, wo M doppelt zu zihlen ist. Wenn M
gegen O strebt, geht u stetig in den Polarkegelschnitt des Punktes O,
d. h. in die Geraden #, und £, iiber, und die Schnittpunkte von g mit
der C} konvergieren gegen die Schnittpunkte von (¢, £,) mit der C3.
Auf der RiemanNschen Fliche werden dann die Bildpunkte M', M7, M,
von bzw. M, M,, M, gegen das Punktpaar (T7, T;) konvergieren; also
konnen sie nicht alle drei gegen denselben Punkt konvergieren. Wenn
demnach M’ gegen T7 strebt, miissen nach dem Obigen M] und M}
beide gegen T3, d.h. OM, und OM, beide gegen ¢, konvergieren.

Die eben bewiesene Tatsache haben wir schon zum Beweise des
Satzes XII in Kap. XIX, §1 benutzt.

XXI. Kapitel.

Die allgemeine Kurve dritter Ordnung.

§ 1. Erzeugung der Kurve nach CHASLES.

Eine allgemeine Kurve dritter Ordnung — eine C® — ist (nach
CHaSLES und JoNQUIERES) der Ort der Schnittpunkte entsprechender
Elemente in einem Kegelschnittbiischel und in einem zu ihm projektiven
Geradenbiischel.

In der projektivgeometrischen Theorie der C3 ist der Hauptsatz der
folgende:

1. Als Grundpunkie des erzeugenden Kegelschnittbiischels kénnen vier
beliebige Punkte der Kurve gewdhlt werden.

Um dies zu beweisen, zeigen wir zuerst:
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(o). Man kann die Grundpunkie (A, B, C, D) und das Zentrum P
durch (P,B,C,,D,) bzw. A ersetzen, wo C, und D, die dritten Schnittpunkie
von C3 mit BC bzw. BD sind.

Durch einen der Grundpunkte, etwa A, legen wir eine bis aufs
weiteres feste Gerade a (Fig. 74); sie schneidet die C3 in zwei Punkten,
die sich folgendermalien bestimmen lassen: ‘ »

Es sei p ein beliebiger Strahl des Ge- { a
radenbiischels und = der entsprechende g »
Kegelschnitt; die Gerade a schneidet die- \ ‘ )
sen Kegelschnitt in 4 und einem weiteren NN
Punkt M; die Gerade BM heiBe . Wenn p ?
das Geradenbiischel durchliuft, erzeugt der
Schnittpunkt (pb) einen Kegelschnitt x,
und die gesuchten zwei Punkte sind die Schnittpunkte von 4 mit x.

Wenn nun 4 variiert, wird auch » variieren. Die Kegelschnitte x
werden dann ein Biischel bilden; » geht ndmlich durch B und P und
auBerdem, wie man durch Betrachtung der ausgearteten Kegelschnitte
(AC, BD) und (AD, BC) des Biischels () leicht feststellt, durch die
Punkte C; und D,. Die zwei Biischel (2) und (%) sind projektiv; man
sieht dies, wenn man die Schnittpunkte
von a und x» mit einer durch B gehen-
den festen Geraden betrachtet. Hiermit
ist (x) bewiesen.

Wir denken uns nun wieder die C3
durch das Kegelschnittbiischel (7) mit
den Grundpunkten (4, B, C, D) und das
Geradenbiischel (p) mit dem Zentrum P
erzeugt.

Ein Kegelschnitt 7, und die entspre-
chende Gerade p, mogen sich in M und N
schneiden (Fig. 75)*. Durch A4, B, M
und N legen wir einen Kegelschnitt u Fig. 75.
und wollen die von diesen vier Punk-
ten verschiedenen Schnittpunkte von u mit der C? finden.

Die Kurve y wird von den Kurven (n) in Punktpaaren einer In-
volution geschnitten (Kap. VII, § 1, Satz VII); die Verbindungsgeraden ¢
entsprechender Punkte in dieser Involution bilden ein Biischel mit dem
Zentrum Q = (CD, p,); das Biischel (g) ist nach dem soeben genannten
Satz zum Biischel (%) und also auch zum Biischel (p) projektiv. Die
Projektivitit zwischen (¢) und (p) ist aber eine Perspektivitit, weil die
Gerade p, sich selbst entspricht. Die zwei gesuchten Schnittpunkte
von g mit der C3 sind also die Schnittpunkte von g mit der Perspektiv-
achse 7 der zwei genannten Geradenbiischel.

Fig. 74.

1 Auf der Figur sind 4 und B die imaginidren Kreispunkte.

Juel, Projektive Geometrie. 16
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Die Gerade 7 geht durch den dritten Schnittpunkt R von CD mit
der C3, was man sofort sieht, wenn man das Geradenpaar (4B, CD)
als einen Kegelschnitt 7z betrachtet. Variiert u innerhalb des Biischels
mit den Grundpunkten (4, B, M, N), so dreht sich » um den Punkt R,
und die C3 wird durch die Biischel (x) und (#) erzeugt. Diese zwei
Biischel sind projektiv; denn hilt man einen Kegelschnitt # und die
entsprechende Gerade p fest, so sind beide Biischel zum Geraden-
biischel (g) projektiv. Man kann also die zwei Grundpunkte C, D und
das Zentrum P gleichzeitig durch M, N und R ersetzen.

Nun kann man diese Anderung noch einmal ausfithren, indem man
einen Punkt C, auf der C3 wihlt, den dritten Schnittpunkt D, von RC; mit
der C3 bestimmt und zum Kegelschnittbiischel mit den Grundpunkten
A,B, C,, D, iibergeht; das Zentrum des entsprechenden Geraden-
biischels wird dann zufolge der obigen Uberlegungen wieder P. Also:

(B). Man kann, ohne das Zentrum P zu dndern, die Grundpunkte
A,B,C,D durch A, B, C,, D, ersetzen, wo C, beliebig auf der Kurve
gewdihilt werden kann.

Es soll nun gezeigt werden, daB man durch wiederholte Anderungen
der Typen (x) und (f) die Grundpunkte 4, B, C, D in vier beliebige
Punkte A’, B’, C’, D’ der Kurve verlegen kann. Dies geschieht in den
folgenden sechs Schritten:

Grundpunkte Zentrum

A,B,C,D P
{A’, B,C,X P
{A’, B,C,Y P
{P, B,Z, T A
{P, B,C,U 4
{V, B,C,D, A
{A’, B,C,D V

R ™ ™ | ™ ™™

C, und D, sind die dritten Schnittpunkte von B’'C’ bzw. B'D’
mit der C3; fiir den Beweis ist es ohne Bedeutung, sich mit der Lage
der oben eingefiihrten Punkte X, Y, Z, T, U, V ndher zu beschaftigen.

Hiermit ist Satz I bewiesen.

Die Lage des Zentrums ist natiirlich durch das Kegelschnittbiischel
festgelegt.

Ganz wie bei der C? sieht man, dafl eine C?® von einer Geraden !/
in drei — verschiedenen oder zusammenfallenden — Punkten geschnitten
wird. Fallen zwei der Schnittpunkte zusammen, so nennt man / eine Tan-
gente in dem entsprechenden Punkt. Dal es in einem Punkt D der C?
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eine eindeutig bestimmte Tangente gibt, kann man, wie bei der C3,
einsehen, indem man einen Grundpunkt des Kegelschnittbiischels nach D
verlegt; die Tangente in D an C3ist dann als die Tangente desjenigen
Kegelschnittes bestimmt, dessen in der Erzeugung der C3 entsprechende
Gerade durch D geht.

Wir kénnen aber auch eine andere Bestimmung der Tangente an-
geben, indem wir den Punkt D als Zentrum des Geradenbiischels (p)
benutzen; die Tangente ergibt sich dann als die Gerade p, deren in der
Erzeugung der C® entsprechender Kegelschnitt durch D geht.

Die Tangente in D hat sich als die Gerade ergeben, welche aulerhalb D
héchstens einen (einfach zu zdhlenden) Punkt mit der Kurve gemein
hat; sie ist demnach auch die Grenzlage einer Sekante DD’, wenn D’
auf der Kurve gegen D konvergiert.

Hat die Tangente / auBler D keinen Schnittpunkt mit der Kurve,
so wird D ein Inflexionspunkt und / eine Wendetangente genannt.

Aus dem Hauptsatz folgt insbesondere:

11. Ein Kegelschnitt, welcher zwet Punkie mit dev C3 gemein hat, schneidet
diese in weiteren vier (verschiedemen oder zusammenfallenden) Punkten.

Um dies einzusehen, braucht man nur zwei der Grundpunkte des
erzeugenden Kegelschnittbiischels in den zwei gegebenen Schnitt-
punkten zu wihlen und Kap. VII, § 1, Satz VII sowie Kap. VII, §4,
Satz I zu benutzen.

Eine wie oben definierte C3 kann in eine C§ oder in einen Kegel-
schnitt % in Verbindung mit einer Geraden / oder auch in drei Gerade
ausarten. Es geniigt, den zweiten Fall nidher zu betrachten.

Wihlt man zwei Grundpunkte auf », zwei andere auf /, so schneidet
das Kegelschnittbiischel auf » eine Involution aus, wodurch das Ge-
radenbiischel bestimmt ist.

Waihlt man drei Grundpunkte auf %, den vierten auf /, so schneiden
die Kegelschnitte des Biischels auf » und [ projektive Reihen aus;
da die Schnittpunkte von / und # sich selbst entsprechen, gehen, wie leicht
zu sehen, die Verbindungslinien entsprechender Punkte durch einen
festen Punkt von x, und das so entstandene Biischel ist zum Kegel-
schnittbiischel projektiv.

In einem Doppelpunkt versagt die eindeutige Bestimmung der
Tangente.

Wir wollen nun die Bestimmung einer C3 durch neun gegebene
Punkte besprechen.

Es seien acht Punkte 4,, 4,, ... 45 gegeben. Das Kegelschnitt-
biischel mit den Grundpunkten A4, 4,, A5, 4, sei (7w); ferner seien 7,
7y, Wy, Wy die durch bzw. 4, 44, A7, 45 gehenden Kegelschnitte von (7).
Das Zentrum P soll dann der Bedingung
(1) P(A;A454,44) 7~ 757570, 7

16¥



244 Quadratische Transformationen und Kurven dritter Ordnung.

geniigen. Als Ort des Punktes P wird hierdurch ein Kegelschnitt x
bestimmt. Wihlt man einen beliebigen Punkt P* auf % als Zentrum,
so erhilt man eine durch die acht gegebenen Punkte gehende C3.
Diese wird von x» in P*, Ay, A,, A;, Ag und daher nach Satz II auBer-
dem in einem Punkt 4,4 geschnitten; die diesem Punkt entsprechende
Kurve in () sei s,. Man hat dann fiir jeden Punkt P auf x:

(2) P(A5Ag A7 AgAg) 75 5 Tta 70, 704714,

d. h.

II1. Jede Kurve dritter Ovdnung, welche durch acht gegebene Punkte
geht, enthilt einen durch diese eindeutig bestimmten neunten Punkt.

Solche Kurven bilden definitionsgem48 ein Biischel. Von den Punkten
sollen hochstens drei in einer Geraden und héchstens sechs auf einem
Kegelschnitt liegen. — In speziellen Féllen muf3 der obige Beweis etwas
modifiziert werden.

Durch einen von 44, 4,, ... A, verschiedenen Punkt B geht eine
und nur eine Kurve des Bischels, denn das Zentrum P des Geraden-
biischels kann als Schnittpunkt von # mit einem z. B. durch 4;, 4,4, 4,
und B gehenden Kegelschnitt festgelegt werden. Also haben wir:

1V. Eine Kurve dritter Orvdnung ist durch meun voneinander un-
abhingige Punkte eindeutig bestimmd.

Wir betrachten nun wieder das obige Biischel von C3. Jeder Lage
von P auf % entspricht eine bestimmte Kurve des Biischels; wenn P
auf » variiert, gehen diejenigen Strahlen der verschiedenen Biischel (p),
welche einem festen Kegelschnitt & entsprechen, durch einen festen
Punkt S von x%; denn der Wurf P (4,44 A4,S) ist ja konstant, ndmlich
gleich (7, 7msm, 7). Die Beziehung zwischen S und m ist projektiv.

Wir suchen die Schnittpunkte der Kurven C3 des betrachteten
Biischels mit einer festen Geraden /. Die Schnittpunkte von I mit »
seien S; und S,; diesen Punkten entsprechen nach dem Obigen zwei
Kegelschuitte von (), etwa 7; und 7,. Ein weiterer, beliebig gewihlter
fester Punkt von » sei S; und der entsprechende Kegelschnitt ;. Die
Schnittpunkte von ! mit derjenigen C3, welche zu einem Punkt P
von » gehort, sind die Inzidenzpunkte der durch das Geradenbiischel (P)
und das zu ihm projektive Kegelschnittbiischel () auf ! erzeugten
projektiven Beziehung. Der Satz IV des Kap. XIX, § 2 gibt dann
unmittelbar:

V. Ein Biischel von C® schneidet eine feste Gerade in Punkitripeln
etner Involution dritter Ordnung, welche zur Rethe der Punkte P auf x
projektiv ist.

Das Biischel von C? hat, wie wir im Satz III gesehen haben, neun
Grundpunkte. Vier beliebige von diesen koénnen als Grundpunkte des
erzeugenden Kegelschnittbiischels gewihlt werden, und jeder solchen
Wahl entspricht ein Kegelschnitt % als Ort des Zentrums P des ent-
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sprechenden Geradenbiischels. Die auf den verschiedenen » liegenden
Punktreihen P sind aber nach dem soeben bewiesenen Satz V unter-
einander projektiv, und wir koénnen sie deshalb zum Bischel der C3
projektiv nennen. Satz V kann dann auch so ausgesprochen werden:

V1. Ein Biischel von C3 schneidet eine feste Gerade in Punkttripeln
esner Involution dritter Ordnung, welche zur Reihe der Kurven des Biischels
projektiv ist.

Wir nennen noch den folgenden Satz:

VII. Zwei Kurven dyitter Ordnung, welche finf Punkte A;,A,, A5, Ay, 45
mateinander gemetn haben, schneiden sich in weiteven vier (verschiedenen
oder zusammenfallenden) Punkien.

Als erzeugendes Kegelschnittbiischel kénnen wir ndmlich fiir beide
Kurven das Biischel mit den Grundpunkten A,, 4,, 4;, A, wihlen.
Die zwei entsprechenden Geradenbiischel (p,) und (p,) erzeugen einen
Kegelschnitt, welcher mit einer der C? auBer 4; und dem Zentrum des
einen Geradenbiischels noch vier Punkte gemein hat. Diese Punkte
liegen aber auch auf der anderen C3.

Man hat weiter:

VIIL. Wenn sechs Schuittpunkte Ay, Ay, . .. Ag zweier C? auf einem
Kegelschnitt » liegen, dann liegen die drei letzten Schnittpunkte in einer
Geraden.

In der Tat gibt es nach Satz VII drei weitere Schnittpunkte; sie
seien A,, Ag, Ay. Die acht Punkte A,, 4,,... Ay bestimmen ein
Biischel von C3, dessen Kurven nach Satz I1I samtlich durch A4 gehen. Ver-
langt man, daB eine Kurve dieses Biischels durch einen von 4,, 4,, ... 44
verschiedenen Punkt des Kegelschnittes » gehen soll, so zerfallt sie in x
und eine Gerade. Hieraus folgt die Behauptung.

In ganz derselben Weise zeigt man die Umkehrung:

IX. Wenn drei Schuittpunkie zweier C? in einer Geraden liegen, dann
liegen alle dibrigen (eventuellen) Schnittpunkte auf einem Kegelschnitt.

In Satz VIII kann » in zwei Gerade und die eine C? in ein Geraden-
tripel zerfallen; man findet dann:

X. Schuneiden zwei Gerade eine C3 in (A, Ay, A3) und (B, By, By),
dann schneiden die Geraden A,B,, AyB,, A3B; die Kurve in dret wetteren
Punkten einer Geraden.

Wenn die Tangente in einem Punkt 4 die Kurve wieder in P schneidet,
so nennt man P den Tangentialpunkt von A . Einen Grenzfall des Satzes X
konnen wir dann folgendermallen aussprechen:

XI. Wenn drei Punkte einer C3 einer Geraden angehiren, dann liegen
die entsprechenden dres Tangentialpunkte ebenfalls in einer Geraden.

Fillt ein Punkt mit seinem Tangentialpunkt zusammen, so ist der
Punkt ein Inflexionspunkt; also:

XII. Eine Gerade, welche zwei Inflexionspunkie der C3 verbindet,
muf durch einen dritien Inflexionspunkt der Kurve gehen.
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§ 2. Der Satz von SALMON.

Wir betrachten eine C? ohne Doppelpunkt oder Spitze. Denkt man
sich diese durch ein Geradenbiischel (p) mit dem Zentrum P und ein
damit projektives Kegelschnittbiischel (7) erzeugt, so sieht man sogleich,
daB der Ort der Punkte @, welche von P durch die zwei anderen Schnitt-
punkte von p mit der C® harmonisch getrennt sind, ein Kegelschnitt
ist, ndmlich die erste Polare oder der Polarkegelschnitt 4 von P in
bezug auf die C3; dies folgt daraus, daB} die Polaren des Punktes P
in bezug auf die Kegelschnitte des Biischels () ein Geradenbiischel (g)
bilden, welches zu () und daher auch zu (p) projektiv ist.

Die von P verschiedenen Schnittpunkte von g mit der C3 sind offen-
bar die Bertihrungspunkte der aus P an die C® gehenden Tangenten.

Wir behandeln zunichst den speziellen Fall, wo P ein Inflexionspunkt
ist. Der Polarkegelschnitt u enthilt dann die entsprechende Wende-
tangente und zerfillt demnach in diese und eine andere Gerade, die
harmonische Polare zu P. Ist umgekehrt P ein Punkt der C3, fir
welchen u ausartet, wo also die obigen Geradenbiischel (p) und (g)
perspektiv sind, dann ist P ein Inflexionspunkt; der Kegelschnitt 7,
welcher durch P geht, muB namlich die entsprechende Gerade $ in diesem
Punkt berithren. Die Perspektivachse der zwei Geradenbiischel ist die
harmonische Polare von P. Diese geht nicht durch P; sie schneidet
die C3in drei verschiedenen Punkten ; denn in einem gemeinsamen Punkt
geht die Tangente an C® durch P und kann demnach mit der harmoni-
schen Polaren nicht zusammenfallen. Durch einen Inflexionspunkt P
gehen also auBer der Wendetangente drei Tangenten an die C3.

Es moége nun P kein Inflexionspunkt sein, so daB also x nicht aus-
artet. Dann beriihrt @ die C3in P; in jedem anderen gemeinsamen
Punkt R von # und C3 haben die zwei Kurven verschiedene Tangenten,
denn die Tangente PR an C3 schneidet ja u in zwei verschiedenen
Punkten. Durch P gehen demnach (§ 1, Satz II) auBer der Tangente
in P vier Tangenten an die C3.

Wir kénnen die soeben gefundenen Resultate folgendermaBen for-
mulieren: .

1. Durch esnen Punkt P einer C3 gehen aufer der Tangente in Pvier Tan-
genten an die Kurve. Ist insbesondere P ein Inflexionspunkt, muf jedoch
die Wendetangente mitgerechnet werden. Die vier Tangenten sind immer
verschieden.

Aus den obigen Betrachtungen folgt auch, dal eine C3 — ganz wie
eine C3 — durch jede harmonische Homologie in sich selbst iibergeht,
deren Zentrum in einem Inflexionspunkt liegt, und deren Achse die
zugehorige harmonische Polare ist.

Ebenso schlieBt man, daf die C®durch eine involutorische quadratische
Transformation zweiter Art ¥ in sich selbst iibergefiihrt wird, deren
drei Fundamentalpunkte in einen beliebigen Punkt P der Kurve zu-
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sammenfallen, wihrend der entsprechende Polarkegelschnitt die feste
Kurve ist (vgl. S. 211).

Wir sind jetzt imstande, den fundamentalen Satz von SALMON zu
beweisen:

II. Wenn ein Punkt M sich auf der C3 bewegt, dann ist der durch
die vier von M ausgehenden Tangenten gebildete Wurf (der ,,charakteristische
Wurf) konstantl.

Dies ist so zu verstehen: Es seien M und M’ zwei Punkte der Kurve;
die Tangenten aus M seien 7,,7,, 73, 7,; dann koénnen die durch M’
gehenden Tangenten 71, 73, 75, #;, so numeriert werden, daf

P1¥oTs¥y 7N V175574,

Der Berithrungspunkt von #, sei Ry; eine beliebige Tangente durch
M’ sei 7}, der entsprechende Berithrungspunkt Rj. Der dritte Schnitt-
punkt von R, R; mit der C3 sei P.

Wir benutzen nun eine quadratische Transformation ¥; mit P als
Fundamentalpunkt und dem entsprechenden Polarkegelschnitt als fester
Kurve. Hierdurch gehen die vier Tangenten 7, 75, 74, 7, in vier Kegel-
schnitte g,, g,, 03, 0, eines Biischels {iber, welche einander in P drei-
punktig berithren und auBerdem die C3 in dem M entsprechenden, auf
der Kurve liegenden Punkt schneiden. Diese Kegelschnitte beriihren
alle die C3, p, insbesondere in R;. Der Biischel (o) kann aber als er-
zeugender Biischel der C? angesehen werden?; das entsprechende Ge-
radenbiischel hat sein Zentrum in dem Tangentialpunkt des Punktes R],
also in M’. Durch diesen Punkt gehen also auch die Tangenten in den
Berithrungspunkten von C? mit g,, 93 und g4, d. h. diese Tangenten sind
eben die Geraden 73, 73, 7;. Nun ergibt sich:

71737374 7N 01050504 7N 71757374 .

Die erste dieser Beziehungen ist eine Folge der Lehre von den
quadratischen Transformationen (Kap. XVIII, § 1, Satz IV); die andere
entspringt der Definition einer C3.

Wenn der charakteristische Wurf harmonisch bzw. 4quianharmonisch
ist, wird auch die Kurve harmonisch bzw. dquianharmonisch genannt.

§ 3. Konjugierte Punkte auf einer C3.

Wir betrachten eine C3 ohne Doppelpunkt oder Spitze. Zwei Punkte
dieser Kurve, welche denselben Tangentialpunkt haben, nennt man

1 Der urspriingliche Beweis von SALMON beruht auf der folgenden Tatsache:
‘Wenn man von einem Punkt P der Kurve zu einem Nachbarpunkt iibergeht, bewegt
sich P auf dem entsprechenden Polarkegelschnitt, wahrend die zugehdrigen vier
Tangenten an C3 sich um die respektiven Berithrungspunkte drehen. Der aus
den vier Tangenten gebildete Wurf ist demnach konstant.

2 Der Satz I in § 1 ist auch giiltig, wenn zwei oder drei Grundpunkte zusammen-
fallen. — Ein Kegelschnitt und eine C® haben drei in einem Punkt P zusammen-
fallende Punkte miteinander gemein, wenn sie auBler P nur drei Schnittpunkte
haben (§ 1, Satz II).
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konjugierte Punkte der Kurve. Nach dem vorigen Paragraphen gibt
es zu jedem Punkt drei konjugierte, so dafl ein Punkt auf drei ver-
schiedene Weisen zu einem Paar von konjugierten Punkten erginzt
werden kann.

Es soll gezeigt werden, dal die Paare von konjugierten Punkten
einer C? sich in drei vollstindig getrennte Systeme verteilen; dazu
brauchen wir aber einige Hilfssitze, die zunichst bewiesen werden
sollen.

1. Ist ein Sechseck ABCA,B,C,
in etne C? eingeschrieben, so daf zwer
Schnittpunkte von gegeniiberliegenden
Seiten auf der Kurve liegen, dann
liegt auch der dyitte Schnittpunkt auf
der C3.

Wenn die Kurve in einen Kegel-
schnitt und eine Gerade ausartet,
erhdlt man als Spezialfall den Pas-
cALschen Satz.

Zum Beweis betrachte man die
zwei Geradentripel (4B, CA4,, B;C;)
und (BC, A;B;, C;A). Acht der
Schnittpunkte dieser zwei Tripel lie-
gen auf der C3, also auch der neunte
Punkt.

I1. Projiziert man zwes Ronjugierte
Punkte (P, P') aus einem beliebigen
Punkt A der Kurve auf diese tn (Q,Q'), dann liegt der Schnittpunkt A’
von PQ' und QP' ebenfalls auf der Kurve, und (Q, Q') sowie auch (A, A")
stnd komjugierte Punktpaare.

Der Beweis geschieht durch wiederholte Anwendung des Satzes I.
Als erstes Sechseck nehmen wir (Fig. 76) das Viereck PQP'Q’ in Ver-
bindung mit den Tangenten in P und P’. Man schlieft dann, daB sich
PQ’ und QP’ in einem Punkt A’ der Kurve schneiden. Dasselbe Viereck
in Verbindung mit den Tangenten in Q und Q' zeigt, da8 diese Tangenten
einander in einem Punkt 7" der Kurve schneiden, d. h. ¢ und @’ sind
konjugiert. Endlich zeigt das Viereck APA’'P’ in Verbindung mit
den Tangenten in 4 und A’, dal diese Tangenten einander in einem
Punkt B der Kurve schneiden, d. h. dal auch 4 und 4’ konjugiert sind.

Nebenbei sei bemerkt, daBl der gemeinsame Tangentialpunkt S von P
und P’ mit 7 und B auf einer Geraden liegt; denn diese Punkte sind
Tangentialpunkte der drei Punkte P,Q, A (Kap. XXI, §1, Satz XI}.

Wir nennen noch die folgende Umkehrung des Satzes II:

111. Ist esn Viereck PQP'Q’ in eine C3 eingeschrieben, und liegen die
beiden Schmittpunkte A = (PQ, P'Q") und A' = (PQ',QP") auf der

Fig. 76.
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Kurve, dann sind die Paave von gegeniiberliegenden Eckpunkien (P, P’
und (Q, Q) sowie auch (A, A") konjugierte Punktpaare.

Der Beweis ist dem vorigen Beweis ganz analog.

Wir definieren nun:

Zwet Paare von konjugierten Punkten (P, P') und (Q,Q’) gehiren
demselben System an, wenn PQ und P'Q’ sich auf der Kurve schuneiden.

Je zwei der in den Sdtzen II und III betrachteten Punktpaare (P, P’),
(Q,0, (4, A") gehdren also demselben Systern an. AuBerdem folgt
aus Satz II, daBl die Eigenschaft, daB zwei Paare von konjugierten
Punkten demselben System angehéren, nicht von der Reihenfolge der
Punkte innerhalb der Paare abhingt.

Die Berechtigung der obigen Definition beruht auf folgendem Satz:

IV. Sind (P, P'), (Q,Q’), (R, R') dret Paare von konjugierien Punkien,
und gehorven (P, P') und (Q, Q') demselben System an, und ebenso (Q, Q')
und (R, R'), dann gilt dies auch fiir die Paare (P, P') und (R, R').

Dieser Satz folgt unmittelbar aus Satz I; denn betrachtet man das
eingeschriebene Sechseck PORP'Q'R’, so sieht man, daBl PQ und P'Q’
sowie auch QR und Q' R’ sich auf der Kurve schneiden; dann ist dies
aber auch fir PR’ und P’R der Fall, d. h. (P, P’) und (R, R’) gehoren
demselben System an.

Es seien nun P, P’, P”, P"” die Beriihrungspunkte der von einem
Punkt der Kurve gehenden vier Tangenten; diese Punkte sind paar-
weise konjugiert ; offenbar gehéren keine zwei der Paare (P, P’), (P, P"),
(P, P’} demselben System an. Die drei Paare bestimmen also drei
verschiedene Systeme von konjugierten Punkten. Ist (Q, Q') ein weiteres
solches Paar, und schneidet PQ die Kurve nochmals in S, so liBt sich
nach Satz II das Paar (Q,Q’) durch Projektion von S in eines der
Paare (P, P'), (P, P"), (P, P'") iiberfiihren. Hieraus folgt:

V. Die Paare von konjugierten Punkien auf einer C3 zerfallen in drei
vollstdndig getrennte Systeme.

Beispielsweise gehoren (P, P’) und (P, P’"’) demselben System an.

Wir wollen die dreimal beriihrenden Kegelschnitte einer C? unter-
suchen. Es seien P und Q zwei feste Punkte auf der C3; wir wollen dann
die Kegelschnitte bestimmen, welche die C3 in P und Q und einem
dritten Punkt berithren. Die Kegelschnitte, welche die Kurve in P
und @ berithren, bilden ein Biischel (&), welches zur Erzeugung der C3
benutzt werden kann. Da die Gerade PQ — doppelt gezahlt — in (7)
auftritt, fillt das Zentrum des entsprechenden Geradenbiischels in den
Tangentialpunkt R* des dritten Schnittpunktes R’ von PQ mit der C3.
Von R* gehen an die C?® aufler R*R’ noch drei Tangenten; hier-
aus folgt:

V1. Es gibt dret Kegelschnitte, welche eine*C® in zwei gegebenen Punkten
P und Q und in einem dritten Punkt beriihren. Die drei Lagen des dritten
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Beriihrungspunkies sind dic drei Punkte, welche zum dritten Schunittpunkt
von PQ mit der C3 konjugiert sind.

Es seien nun P, (Q, R die Beriihrungspunkte eines solchen Kegel-
schnittes, und es mogen die Geraden PQ, QR und RP die C® nochmals in
bzw. R’, P’, Q' schneiden. Wir haben dann unmittelbar:

VII. Jedes Paar (P, P'),(Q,Q), (R, R') besteht aus konjugierten
Punkten, und die drei Punktpaare gehoren demselben System auf der C3 an.

Die Gesamtheit von dreimal beriihrenden Kegelschnitien zerfillt also
wn drei vollstindig getrennte Systeme.

Nach Satz IT liegen die drei Punkte P’,Q’, R’ in einer Geraden.

§ 4. Eingeschriebene Polygone.

Wir nennen noch den folgenden Satz iiber Polygone, welche einer C?
eingeschrieben sind:

Gehen n—1 Setten eines in einer C3 eingeschriebenen variablen
n-Eckes durch feste Punkte der Kurve, dann geht bei gevadem n auch die
letzte Seite durch einen festen Kurvenpunkt.

Es geniigt offenbar, den Satz fiir # = 4 zu beweisen. Es sei das ein-
geschriebene Viereck A4;A,43A4,, und die Seiten A,A4,, Ay;A4, A34,
und A, A, mdgen die Kurve nochmals in B;, B,, By bzw. B, schneiden.
Der dritte Schnittpunkt von B;B, mit der Kurve sei D. Die drei
‘Geraden A,A4;, A;A,, B,B; schneiden nach Satz X des §1 die Kurve
in drei weiteren Punkten einer Geraden, d.h. D ist auch der dritte
Schnittpunkt von B,B, mit der Kurve. Sind nun By, B,, B; und daher
auch D feste Punkte, so liegt auch der Punkt B, fest.

Hieraus folgt, daB die Aufgabe, in eine gegebene C2 ein #n-Eck so
einzuschreiben, daB jede Seite durch einen gegebenen Kurvenpunkt
geht, fiir paares n entweder keine oder
unendlich viele Losungen besitzt.

Wenn dagegen » unpaar ist, dann hat
die Aufgabe, wie wir sehen werden, immer
vier Lésungen.

Man braucht offenbar nur den Fall
n =3 zu betrachten. Es sei (Fig. 77)
A, A, A4 das gesuchte Dreieck, und es seien
B,, B,, B, die Punkte durch welche 4,4,,
Ay, Ag bzw. A;A| gehen sollen. Die Gerade
BB, schneide die Kurve nochmals in
C, und der Tangentialpunkt des Punktes
4, sei D; da die Punkte A,, 4,, B, so-
wie Ay, A,, B, in einer Geraden liegen,
folgt sogleich aus § 1, Satz X, daB auch die Punkte B;, C, D in einer
Geraden liegen. Der Punkt D ist also durch B;, B,, B, eindeutig fest-
gelegt, und die vierdeutige Bestimmung von A, liegt auf der Hand.
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Fallen fiir paares # die Punkte By, B;, ... B,_; in einen Punkt S
zusammen und ebenso Bs, By, ... B,_, in einen Punkt T, dann kann,
wie STEINER bemerkt hat, in speziellen Fillen auch B, in T fallen; die
entsprechenden ,,STEINERschen Polygone’* wurden von mehreren Geo-
metern untersucht. Den Fall # = 4 haben wir im vorigen Paragraphen
nédher besprochen; in diesem Fall sind S und T zwei konjugierte Punkte.

§ 5. GrassMANNsche Definition einer C®.

Es seien (Fig.78) ABC und A4,B,C, zwei Dreiecke mit den Sei-
ten a, b, ¢ bzw. a4, by, ¢;. Ist X ein Punkt, derart daB die drei
PunkteP=(X4,4a,),0=(XB,b,).
R = (XC,c¢,) in einer Geraden
liegen, dann ist, wie wir unten
beweisen wollen, der Ort des
Punktes X eine C3.

Wir denken uns den Punkt R
einen Augenblick festgehalten
und suchen den Ort des Punktes
X, wenn die Schnittpunkte P
und Q der Geradenpaare (X4, 4,)
bzw. (XB, b;) mit R in einer Ge-
raden liegen sollen. Da die zwei
Geradenbiischel 4 (P) und B(Q)
projektiv sind, ist der Ort ein
Kegelschnitt p@; er geht durch Fig. 78.

4, B, C; und offenbar auch

durch den Schnittpunkt S der zwei Geraden AB, und B4,. Bewegt
sich also R auf ¢;, so bilden die entsprechenden Kegelschnitte p ein
Biischel. Dieses Biischel () ist zum Geradenbiischel C(R) projektiv,
was man z. B. einsieht, wenn man die Gerade AP festhilt.

Hiermit ist bewiesen, dal der erstgenannte Ort des Punktes X eine
C3 ist.

Umgekehrt 148t sich jede C? auf diese Weise erzeugen. Es ist nimlich
immer moglich, zwei Dreiecke ABC und A4,B,C, so in die Kurve ein-
zuschreiben, daB die Schnittpunkte (aa,), (64,), (cc,) ebenfalls auf der
Kurve liegen; hierzu wihle man (4, 4,), (B, B;) und (C, C,) als drei
Paare von konjugierten Punkten desselben Systems. Diese zwei Dreiecke
bestimmen durch die obige Erzeugungsweise eine C3, welche, wie man
leicht sieht, mit der urspriinglichen C2 die neun Punkte 4, B, C, 4,, B,
Cy, (aay), (bby), (cc,) gemein hat. Sofern diese neun Punkte voneinander
unabhingig sind, fallen die zwei Kurven zusammen, und die Behauptung
ist bewiesen.

Die Unabhingigkeit der neun Punkte folgt daraus, daB das durch die
ersten acht Punkte bestimmte Biischel durch die gegebene C? und das
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Geradentripel (BC, 4,C,, AB,) festgelegt ist, und der neunte Schnitt-
punkt dieser zwei Kurven nicht (cc;) ist.

Die in diesem Paragraphen erwahnte Erzeugung einer C?® wurde von
GRASSMANN angegeben.

XXI1I. Kapitel.

Einleitung in die Polarentheorie einer allgemeinen
Kurve dritter Ordnung.

§ 1. Die JacoBische Kurve eines Biindels von Kegelschnitten.

In einem Biindel von Kegelschnitten gibt es unendlich viele Kurven,
welche in ein Geradenpaar ausarten. Den Ort der Doppelpunkte dieser
Geradenpaare nennt man die JacoBische Kurve J3 des Biindels.

Es sei P ein solcher Doppelpunkt; dann geht ein Paar von Geraden «
und b durch P, welches — als ausgearteter Kegelschnitt betrachtet —
dem Biindel angehért. Wir kénnen deshalb das Biindel durch (a, b)
und zwei gewdhnliche Kegelschnitte &, und «, gegeben denken.

Die Polaren von P in bezug auf «; und &, mdgen sich in P’ schneiden;
P’ ist dann konjugiert zu P in bezug auf «,, &, und (a,d), d. h. P
und P’ sind fiir alle Kegelschnitte des Biindels oder kurz ,,im Biindel
konjugiert (Kap. XVII, § 4, Satz III). Also:

I. Wenn P ein Doppelpunkt ist, dann gibt es einen Punkt P’, so daf
P und P’ tm Biindel konjugiert sind.

P’ 146t sich als Schnittpunkt der Polaren von P in bezug auf zwei
beliebige Kegelschnitte des Biindels bestimmen.

Umgekehrt hat man:

II. Ist P ein Punkt, der im Biindel einen konjugierten Punki P’
besitzt, dann ist P Doppelpunkt eines ausgearteten Kegelschnittes im Biindel.

Es sei nimlich S ein Punkt der Ebene, welcher nicht auf PP’ liegt.
Die Kurven des Biindels, fiir welche P und S konjugierte Punkte sind,
bilden nach Kap. XVII, § 4, Satz IV ein Biischel (x). Fiir alle Kegel-
schnitte dieses Biischels ist P’S die Polare von P. Die Kurve des
Biischels (%), welche durch P geht, mull demnach in ein Geradenpaar
zerfallen, und damit ist Satz IT bewiesen.

Auf der Geraden P’S gibt es noch zwei (verschiedene oder zu-
sammenfallende) Punkte  und R, so dal} PQR ein gemeinsames Polar-
dreieck der Kurven (x) ist; Q und R sind ebenso wie P Doppelpunkte
ausgearteter Kegelschnitte und daher Punkte von J3.

Drei Punkte — wie die betrachteten Punkte P, Q, R —, welche ein
gemeinsames Polardreieck eines Biischels von Kurven innerhalb des
Biindels bilden, nennt man ein T7¢pel von Punkten der JAcoBischen
Kurve. Aus dem Beweise des Satzes IT folgt, da man zwei Punkte
des Tripels beliebig wahlen kann; dann ist der dritte eindeutig bestimmt.
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Es seinun P ein beliebiger Doppelpunkt und (a, &) das entsprechende
Geradenpaar. Wir denken uns wie oben das Biindel durch (a, 8), oy
und o, gegeben, ziehen eine Gerade p durch P und suchen die von P
verschiedenen Schnittpunkte von p mit J3 auf. Die durch P gehende
Gerade, welche von p durch @ und b harmonisch getrennt ist, sei p*.
Durchliuft ein Punkt M die Gerade $*, dann ist die Polare von M in
bezug auf (2, b) immer die Gerade p. Die Polaren von M in bezug
auf &, und &, beschreiben zwei projektive Geradenbiischel, so da@ ihr
Schnittpunkt einen Kegelschnitt = erzeugt; dieser schneidet p in den
gesuchten Punkten (Satz II).

Indem sich nun $ (also auch p*) um P dreht, dndert sich auch 7;
dieser Kegelschnitt geht aber immer durch die Ecken @, R, S des
fur «; und «, gemeinsamen Polardreiecks und auch durch den nach
Satz I existierenden Punkt P’, wel-
cher im Biindel zu P konjugiert ist;
die Kegelschnitte s bilden also ein
Biischel.

DaB die zwei Biischel (p) und (7)
projektiv sind, sieht man so (Fig. 79):
Durch @ lege man eine feste Gerade
g; bewegt sich der obengenannte
Punkt M auf dieser Geraden, so bil-
den die Polaren von M in bezug
auf «; und «, zwei zur Punktreihe
(M) projektive Geradenbiischel ()
und (m,); diese sind offenbar perspektiv, und die Perspektivachse #
geht durch Q. Der freie Schnittpunkt von ¢ mit den Kegelschnitten (7)
wird von jedem der Biischel (m,;) und (m,) ausgeschnitten; also ist
(my) — sowie (my) — zum Kegelschnittbiischel (n) projektiv. Ferner
ist die Punktreihe (M) zum Biischel (»*) und daher auch zum Biischel (p)
projektiv; hieraus folgt die behauptete Projektivitit zwischen (p)
und (7). Wir haben also bewiesen:

II1. Die JacoBische Kurve eines Biindels von Kegelschnitten ist eine
Kurve dritter Ovdnung.

Wir wollen einige spezielle Biindel niher betrachten.

1. Alle Kurven des Biindels gehen durch einen festen Punkt O.
Dieser Punkt ist im Biindel sich selbst konjugiert und gehért also
der Jacomischen Kurve an. O kann offenbar gleichzeitig als Zentrum
des erzeugenden Geradenbiischels und als Grundpunkt des entsprechen-
den Kegelschnittbiischels angenommen werden; die J2 hat also in diesem
Falle einen Doppelpunkt (oder eine Spitze), d. h. sie ist eine C3.

2. Alle Kurven des Biindels gehen durch zwei feste Punkte 4 und B.
Dann ist offenbar die Gerade AB ein Teil der Jacosischen Kurve; denn
zwei Punkte der Geraden AB, welche durch A und B harmonisch ge-

Fig. 79.
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trennt sind, sind im Biindel konjugiert. Der iibrigbleibende Teil muB
dann ein Kegelschnitt sein; dieses ist auch leicht direkt zu beweisen.

Sind 4 und B die zwei Kreispunkte, so ist der genannte Kegelschnitt
der gemeinsame Orthogonalkreis aller Kreise des Biindels. Konjugierte
Punkte im Biindel liegen auf dem Orthogonalkreis diametral.

3. Gehen alle Kurven des Biindels durch drei feste Punkte, besteht
die Jacosische Kurve aus den Verbindungsgeraden dieser drei Punkte.

Wir heben noch den Fall hervor, wo alle Kurven des Biindels ein
gemeinsames Polardreieck haben. In diesem Fall besteht die Jacosische
Kurve offenbar aus den Seiten dieses Dreiecks.

Wir haben ein Tripel von Punkten auf 3 definiert als die Eckpunkte
eines Polardreieckes, welches zu einem im Biindel enthaltenen Biischel
von Kegelschnitten gehért. Von solchen Tripeln gilt der Satz:

IV. Zwei Tripel liegen immer auf einem Kegelschnitt.,

Zwei beliebige Biischel innerhalb desselben Biindels haben nidmlich
einen Kegelschnitt miteinander gemein, und der Satz folgt dann aus
Kap. I, §2, Satz VII.

Sind (P,Q, R) und (P;,Q,, R;) zwei Tripel, und nihern sich P,
und @, lings J; den Punkten P bzw. @, dann konvergiert auch R,
gegen R. Hieraus:

V. Die Punkie eines Tripels sind die Beriihrungspunkte von J3 wmit
etnem dreimal beriihvenden Kegelschniti.

Es sei nun P, @, R ein solches Tripel. Der zu P konjugierte Punkt
im Biindel ist der dritte Schnittpunkt P’ von QR mit /3. Nach Kap. XXI,
§ 3, Satz VI sind aber P und P’ auch auf der Kurve J3 konjugiert
(haben denselben Tangentialpunkt). Also haben wir den ersten Teil
des folgenden Satzes bewiesen:

V1. Zwei Punkte P und P’, welche im Biindel konjugiert sind, sind auch
konjugierte Punkte auf J3. Alle solchen Paave (P, P') gehdren auj J3
demselben System an.

Der letzte Teil ergibt sich sofort aus dem Satz von HEessg; denn sind
(P, Py und (Q, Q') zwei Paare von Punkten, welche im Biindel kon-
jugiert sind, dann sind auch die Punkte 4 = (PQ, P’'Q’') und A’
= (PQ’, P'Q) im Biindel konjugiert; sie liegen also auf J3, und die
urspriinglichen Paare gehdren demnach demselben System auf J3 an.

Nun haben wir auch (vgl. Kap. XXI, §3, Satz VII):

VII. Die im Saiz V erwihnten Kegelschnitte gehiren samilich dem-
selben System an.

Ferner:

VIII. Die 2u den Punkten eines Tvipels im Biindel konjugierten
Punkte liegen auf einer Geraden.

Es folgt dies aus einer dem Satz VII in Kap. XXI, § 3 angefiigten
Bemerkung.
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Die Kegelschnitte des Biindels, welche durch einen festen Punkt 4
gehen, bilden ein Biischel («). Wir kénnen nun zeigen:

IX. Wenn A auf J3 liegt, dann beriihren die Kurven (x) esnander in A,
und umgekehrt. Die gemeinsame Tangente ist die Gerade, welche A wmit
dem konjugierten Punkt A’ verbindet.

Liegt namlich A auf J3, so besteht eine der Kurven (&) aus zwei
durch 4 gehenden Geraden. In 4 fallen deshalb zwei der Grundpunkte des
Biischels (x) zusammen, woraus die behauptete Berithrung folgt. Die
gemeinsame Tangente ist die Polare von 4 in bezug auf die Kurven ()
und geht deshalb durch den konjugierten Punkt A’.

Umgekehrt: Beriihren sich die Kurven (x) in 4, so gehért dieser
Punkt der /3% an; denn 4 ist Doppelpunkt eines zerfallenden Kegel-
schnittes von («).

Man kénnte also die Jacoische Kurve eines Biindels auch als Ort
der Beriihrungspunkte zweier Kurven des Biindels definieren.

X. Jede Verbindungsgerade zweier konjugierter Pumkte A und A’
ist Teil eines zerfallenden Kegelschnities des Biindels.

Die Kegelschnitte durch 4 bilden ndmlich nach Satz IX ein
Biischel («), dessen Kurven simtlich die Gerade A4’ beriihren. Die Ver-
bindungsgerade ! der zwei von 4 verschiedenen Grundpunkte von (x)
bildet in Verbindung mit 44’ den gesuchten zerfallenden Kegelschnitt.

Die Gerade ! geht durch den dritten Schnittpunkt der Geraden 44’
mit J3.

Umgekehrt hat man:

XI. Jede Gerade, welche Teil eines zerfallenden Kegelschnittes des
Biindels ist, enthilt zwei konjugierte Punkte.

Es sei namlich a eine solche Gerade. Auf dieser wihlen wir einen
beliebigen Punkt P; die Kegelschnitte durch P bilden ein Biischel,
welches aufler P noch einen weiteren Grundpunkt P; auf a besitzt;
(Q, Q) sei ein anderes, in analoger Weise bestimmtes Punktpaar.
Die Doppelpunkte der durch (P, P,), (Q, Q;) bestimmten Involution
sind dann im Biindel konjugiert.

Es gilt der Satz:

XII. Jede aligemeine Kurve dritter Ovdnung ist die JacoBische Kurve
dreier Kegelschnittbiindel.

Es sei also die J? gegeben, und wir suchen das entsprechende Biindel
von Kegelschnitten. Die Paare von konjugierten Punkten im Biindel
sind nach Satz VI auf J? konjugierte Punkte desselben Systems; wir
betrachten deshalb auf J® drei solche Paare (4, 4’), (B, B'), (C, C').
Diese Paare bestimmen ein Biindel von Kegelschnitten!; die JAcoBI-
sche Kurve dieses Biindels hat mit der gegebenen j3aufBler den ge-
nannten sechs Punkten noch die Punkte (4B’, 4'B), (4B, A’B’) so-

! Durch drei Paare von konjugierten Punkten und einen weiteren Punkt ist ja
(S. 220) ein Biischel von Kegelschnitten bestimmt.
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wie auch (AC’, A’C) und (AC, A'C’) gemein, d. h. die zwei Kurven
sind identisch.

Da es auf der J® genau drei getrennte Systeme von konjugierten
Punkten gibt, ist der Satz bewiesen.

Der Satz III kann etwas verallgemeinert werden; wir kénnen niam-
lich zeigen:

XII1. Sind 2y, 2, und 2y drei Reziprozititen, welche nichi demselben
Biischel angehoren, dann ist der Ort der Punkle, deren enisprechende
Gerade in Xy, Xy und X5 durch denselben Punkt gehen, eine Kurve dritter
Ordnung.

Ein Biischel von Reziprozititen enthilt immer, wie leicht zu sehen,
eine ausgeartete, durch zwei projektive Strahlenbiischel bestimmte
Reziprozitit von der in Kap. I, § 1 angegebenen Art.

Wir ersetzen nun 2 durch eine im Biischel (2,, 2;) enthaltene aus-
geartete Reziprozitit X die entsprechenden Biischelzentren seien P
und P,. Wir suchen die Punkte auf, deren entsprechende Gerade
in 2, 2] und X, durch denselben Punkt gehen.

Es sei p* eine beliebige Gerade durch P; durchliuft ein Punkt M
diese Gerade, so ist die M in X entsprechende Gerade eine feste, durch
P, gehende Gerade p; die dem Punkte M in 2| und 2, entsprechenden
Geraden beschreiben projektive Geradenbiischel, so daB ihr Schnitt-
punkt einen Kegelschnitt & erzeugt; dieser schneidet p in zwei Punkten
M7 und Mj, entsprechend zwei Lagen M,; und M, des Punktes M.

Man zeigt nun, ganz wie frither, daB =z ein zu (p) projektives
Biischel durchlduft, wenn sich p um P; dreht, so daf der Ort der
Punkte M} und M} eine C3 ist. Durch Ubergang zu den drei inversen

Reziprozititen vertauschen die Punkte
M7, Mj und M, M, ihre Rolle, und hier-
L aus folgt der Satz.

§ 2. Polarkurven in bezug
auf eine C°.

Sowohl die erste als auch die zweite

Polare eines Punktes in bezug auf eine

C3 wird wie fiir eine C} definiert

(Kap. XX, § 1), und wie wir sehen wer-

Fig. 80. den, 14Bt sich die Polarentheorie einer C3

auf die frither behandelte einer C3 zu-

riickfijhren, sogar auf den Spezialfall, wo die C} in einen Kegelschnitt
und eine Gerade zerfillt.

Es sei (Fig. 80) P der Punkt, dessen erste Polare 7 zu bestimmen ist.

Ferner sei [ eine beliebig gewihlte, feste Gerade, welche die C3 in den

drei Punkten A4, B, C schneidet. Wir verbinden P mit diesen Punkten
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durch drei Gerade a, b, ¢; diese schneiden die C3 in weiteren sechs
Punkten, welche auf einem Kegelschnitt x liegen (Kap. XXI, §1,
Satz IX). Die drei Kurven C3, (I, %), (a, b, ¢) gehéren einem Kurven-
biischel an und schneiden demnach eine beliebige, feste Gerade in drei
Punkttripeln einer Involution dritter Ordnung (Kap. XXI, § 1, Satz V).
Wir wihlen insbesondere diese Gerade so, daf3 sie durch P geht; in
diesem Fall besteht das eine Tripel aus drei in P zusammenfallenden
Punkten. Der Satz X in Kap. XX, § 2 zeigt dann, daB die erste Polare
von P in bezug auf die C3 dieselbe ist wie in bezug auf (f, ). Hieraus
folgt:

1. Die erste Polave 7t eines Punktes P in beaug auf eine allgemeine C3
ist ein Kegelschnitt.

Genau wie frither siecht man, dal die Schnittpunkte des Polarkegel-
schnittes eines Punktes P mit der C? die Beriihrungspunkte der aus P
gehenden Tangenten an die C3sind. Nach Kap. XXI, § 1, Satz II ergibt
sich daraus:

II. Durch den Schuittpunkt zweier Tangenten an die C3 gehen noch
vier weitere Tangenten an die Kurve.

Die zweite Polare eines Punktes P in bezug auf eine C? ist eine Ge-
rade. Diese 148t sich in der folgenden Weise mittels einer ausgearteten C3
bestimmen:

III. Die C3 werde durch ein Kegelschnittbiischel (u) und ein dazu
projektives Geradenbiischel (m) erzeugt. Durch P geht eine der Geraden (m);
der entsprechende Kegelschnitt sei w'. Ebenso geht durch P einer der
Kegelschnitte (u); die entsprechende Gerade sei m’. Dann ist die zweite
Polare von P in bezug auf die C3 dieselbe wie die zweite Polarve in bezug
auf (', m).

Dies folgt unmittelbar aus Satz XIII in Kap. XX, §2.

Es gilt weiter:

IV. Die sechs Punkte, in welchen die in Satz 11 genannien Tangenten
die C3 nochmals schneiden, liegen auf einem Kegelschnitt (der ,,Saletite”).

Es moge namlich eine der Tangenten, ¢, die C3 in 4 beriihren und
in A schneiden; der von 4 verschiedene Schnittpunkt von ¢ mit dem
Polarkegelschnitt sei 4’. Mit den auf S. 233 benutzten Koordinaten
erhilt A’, wie wir damals sahen, die Abszisse —%. Man findet nun
leicht die Abszisse des Schnittpunktes S von ¢ mit der zweiten Polaren ¢
von P; sie wird gleich —2. Daraus ergibt sich weiter:

(PSAA4) =—2.

Hieraus folgt aber der obige Satz; denn die sechs Tangentialpunkte
gehen ja aus den sechs Berithrungspunkten durch eine Homologie mit P
als Zentrum und # als Achse hervor.

Schon in Kap. XXT, § 2haben wir gesehen: Wenn P auf der C3liegt, be-
rithrt der zugehérige Polarkegelschnitt 7 die C3in P; wenn insbesondere P

Juel, Projektive Geometrie. 17
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ein Inflexionspunkt ist, zerfillt & in die entsprechende Wendetangente
und die harmonische Polare. Wir zeigen nun:

V. Liegt P auf der Wendetangente eines Inflexionspunkies A, so
beriihrt der Polarkegelschnitt  die C3 in A. Dies ist der einzige Fall,
wo der Polarkegelschnitt wv eines auferhalb der C® liegenden Punkies P
die C3 beriihrt.

Die Gerade P4 schneidet nimlich die C2 in drei in 4 zusammen-
fallenden Punkten; die erste Polare von P in bezug auf (4, 4, A) ist
aber (4, A), d.h. P4 ist gemeinsame Tangente an 7 und C%

Wenn umgekehrt 7z und C3 einander in einem Punkt A beriihren,
muB P auf der gemeinsamen Tangente liegen, denn sonst kénnten die
Schnittpunktsgruppen von P4 mit C3 und @ keinen Punkt miteinander
gemein haben. Die Schnittpunkte von P4 mit C3sind also (4, 4, B),
wo B zuniichst unbekannt ist, und die erste Polare von P in bezug auf
dieses Tripel ist (4, 4); dann muBl aber B mit A4 zusammenfallen.
Hiermit ist Satz V bewiesen.

Aus Kap. XX, §1, Satz IV ergibt sich:

VI. Wenn die erste Polare eines Punkies P durch einen Punkt Q
geht, dann geht die zweite Polare von Q durch P — und umgekehrt.

Ferner hieraus:

VII. Die ersten Polaren der Punkie P einer Gervaden I in bezug auf
eine C3 bilden ein zu der Punkiveshe (P) projekttves Biischel von Kegel-
schnitten.

Die Projektivitit folgt daraus, daB die Gerade / von dem Kegel-
schnittbiischel in einer zur Punktreihe (P) projektiven Involution
geschnitten wird.

Weiter:

VIII. Die ersien Polaren aller Punkie der Ebene in bezug auf eine C3
bilden etn Biindel von Kegelschnitten.

Weiterhin finden wir mittels Kap. XX, § 2, Satz III:

IX. Die ersten Polaren eines festen Punktes P in bezug auf alle C3
eines Biischels bilden etn zu diesem Biischel projektives Biischel von
Kegelschnitten.

Wir beweisen nun:

X. Wenn der Polarkegelschnitt 7 eines Punkies P in zwei Gerade Py
und py zerfillt, dann ist P zu dem Schnitipunkt P’ = (p,p,) tm Biindel
der Polarkegelschnitte konjugiert.

P’ hat jedenfalls nach § 1, Satz I einen konjugierten Punkt, und wir
zeigen nun, daB dieser eben der Punkt P ist. Es gehen namlich sowohl
die erste als auch die zweite Polare von P durch P’; also gehen nach
Satz VI sowohl die zweite als auch die erste Polare von P’ durch P,
d. h. der Polarkegelschnitt #’ von P’ hat mit der Geraden PP’ zwei in P
zusammenfallende Punkte gemein. Das Biischel (7, #') von Polarkegel-
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schnitten schneidet auf PP’ eine Involution von Punktpaaren aus,
deren Doppelpunkte eben P und P’ sind; also sind P und P’ in bezug
auf die Kegelschnitte dieses Biischels und demnach auch im Biindel
konjugiert.

Umgekehrt:

XI. Wenn P und P’ im Biindel der Polarkegelschnitie konjugiert
sind, dann besteht der Polarkegelschnitt jedes dieser Punkie aus zwei Ge-
raden, welche etnander 1m andeven der Pumkie schueiden.

P’ ist namlich nach §1, Satz II Doppelpunkt eines ausgearteten
Polarkegelschnittes, dessen entsprechender Pol nach dem soeben be-
wiesenen Satz X in P liegt.

Die Jacosische Kurve des Biindels von Polarkegelschnitten ist ja
der Ort der Doppelpunkte der im Biindel enthaltenen, zerfallenden
Kurven. Aus den Sitzen X-—XI ergibt sich aber:

X1II. Die JacoBische Kurve ist zugleich der Ovi der Punkie, deren
Polarkegelschnitte in zwei Gerade zerfallen.

Auf Grund der vorhergehenden Entwicklungen kénnen wir nun den
Satz von CREMONA beweisen:

XIII. Sind A uwnd B zwei Punkte und « und f die entsprechenden
Polarkegelschnitte in bezug auf eine C3, dann fillt die Polare az von A
in bezug auf f mit der Polaven b, von B in bezug auf o zusammen.

Nach dem CREMONAschen Satz im eindimensionalen Gebiet (Kap. XX,
§ 1, Satz VI) schneiden die Geraden az und b, die Gerade AB =1 in
demselben Punkt. Wir brauchen also nur einen auBerhalb / liegenden
Punkt zu finden, welcher sowohl a4 als b, angehért. Ein solcher Punkt
ist, wie wir zeigen wollen, der Pol P von / in bezug auf «.

DaB b, durch P geht, ist klar. Um zu zeigen, dal auch a; diese
Eigenschaft hat, betrachten wir einen Schnittpunkt M von ! mit der
zum Biindel der Polarkegelschnitte gehérigen J3. Der Polarkegel-
schnitt 4 von M zerfallt nach Satz XII in zwei Gerade m,; und m,,
welche (Satz X) durch den zu M im Biindel konjugierten Punkt M’
gehen. Die Polare m, von M in bezug auf x geht durch M’; ebenso
die Polare a, von A4 in bezug auf ¢, und da diese zwei Polaren nach dem
schon einmal benutzten Satz VI in Kap. XX, § 1 die Gerade ! in dem-
selben Punkt schneiden, fallen sie ganz zusammen. Es geht demnach g,
durch P. Nun gehéren aber (Satz VII) &, f und x4 demselben Biischel
an; also geht a; durch den Schnittpunkt P von a, und a,, und damit
ist der Beweis des Satzes XIII durchgefiihrt.

§ 3. Die Hessesche Kurve.

Die Polarkegelschnitte einer Kurve dritter Ordnung bilden, wie wir
gesehen haben, ein Biindel. Die JAcosische Kurve dieses Biindels
nennt man die HessEsche Kurve H3 fiir die gegebene C3 als Grundkurve.

17%
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Diese Hessesche Kurve spielt eine zweifache Rolle fiir die Grund-
kurve; einerseits ist sie der Ort der Doppelpunkte ihrer ersten Polaren,
andererseits ist sie nach § 2, Satz XII der Ort der Punkte, deren erste
Polaren zerfallen.

Es gilt der Satz:

1. Die zweite Polare eines Punktes P von H? in bezug auf die C3 beriihrt
H3 i dem 2u P im Biindel von Polarkegelschwitten konjugierten Punkt P'.

Nach §1, Satz X und der folgenden Bemerkung ist ndmlich PP’ Teil
eines zerfallenden Polarkegelschnittes ¢, dessen Doppelpunkt in denjenigen
Punkt M fallen muB, in dem PP’ die H3 nochmals schneidet. Der Pol
von # ist nach § 2, Satz XI der zu M im Biindel konjugierte Punkt M"’;
die Punkte M und M’ sind nach § 1, Satz VI konjugierte Punkte auf H3,
die demselben System wie (P, P’) angehoren; sie kénnen demnach aus
(P, P’) durch Projektion von P aus bestimmt werden; also ist M’ der
Tangentialpunkt von P (wie von P’). Nun gehen die Polarkegelschnitte
der Punkte P’ und M’ beide durch P; also ist P’ M’ die zweite Polare
von P, und damit ist der Satz bewiesen.

Wir wollen noch besprechen, wie sich die HEssEsche Kurve gestaltet,
wenn die C3 in verschiedenen Weisen ausartet. Man hat:

I1. Die HEsstsche Kurve einer C3 mit dem Doppelpunkt O ist eine HY
mit demselben Doppelpunkt; die zwei Kurven haben itm O dieselben
Tangenten.

DaB O auch Doppelpunkt der Hesseschen Kurve ist, ergibt sich so-
fort aus §1 (S. 253), weil ja alle Polarkegelschnitte durch O gehen.

Es seien nun £, und #, die Tangenten an C3 in 0. Es mége eine von
diesen, etwa ¢;, die H3 nochmals in P schneiden. Der Polarkegel-
schnitt 7z des Punktes P in bezug auf die C3 geht durch O und beriihrt
hier (Kap. XX, § 2, Satz IV) diejenige Gerade, welche von ¢#; durch ¢,
und #, harmonisch getrennt ist, d. h. die Gerade ¢, selbst. Da aber P
auf H liegt, zerfillt =, und = mufl demnach aus #; und einer anderen
Geraden bestehen. P liegt also auf 7, d. h. P ist ein Punkt von C3, was
der Voraussetzung widerspricht. Also haben C3 und H3 dieselben
Tangenten in O.

Hat die C} eine Spitze in O, dann gehort (vgl. S. 238 oben) jeder
Punkt der Spitzentangente ¢ zu der H3; diese Tangente ist als Be-
standteil der H3 doppelt zu zdhlen. Weiter bemerken wir: Der Polar-
kegelschnitt des Inflexionspunktes 4 besteht aus ¢ und der Wende-
tangente, und der Polarkegelschnitt von O ist die Spitzentangente —
doppelt gezihlt. Diese zwei Kegelschnitte bestimmen ein Biischel, welches
lauter ausgeartete Kegelschnitte enthilt; also gehort die ganze Gerade 04
der H} an. Die Hessesche Kurve ist also in diesem Fall ein Geraden-
tripel (¢, ¢, 04).

In dhnlicher Weise wie oben siecht man, daB3 die HEsSEsche Kurve
einer Kurve dritter Ordnung, welche aus einem Kegelschnitt » und
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einer » schneidenden Geraden / gebildet ist, aus / und einem anderen
Kegelschnitt u besteht, welche » in den Schnittpunkten mit / doppelt
beriihrt.

Ist insbesondere x ein Kreis und ! die unendlich ferne Gerade, so
wird p ein zweiter, mit » konzentrischer Kreis. Hat » die Gleichung

X2 4 y2 =92,
so ist, wie man leicht findet,

#+yr 4+ 32 =0
die Gleichung von u.

Man sieht, daB u imaginir ist, wenn # und [ reell sind, ohne
einander in reellen Punkten zu schneiden.

Ferner kann die C§ aus einem Kegelschnitt » und einer Tangente ¢
desselben bestehen. Der Beriihrungspunkt sei R; der Polarkegelschnitt
von R ist die Tangente ¢, doppelt gezihlt. Das Biischel von Polar-
kegelschnitten, welche den Punkten einer durch R gehenden Geraden
entsprechen, hat demnach vierpunktige Berithrung in R. Kein Punkt
auBerhalb ¢ hat also einen zerfallenden Polarkegelschnitt, d.h. die
Hessesche Kurve ist die Tangente ¢, dreimal gezihlt,

Ist endlich die C? in drei Gerade ausgeartet, so fillt sie mit der
zugehlrigen H} zusammen.

§ 4. Die CavLEYsche Kurve eines Kegelschnittbiindels.

Es sei ein Biindel von Kegelschnitten gegeben, und P und P’ seien
konjugierte Punkte in bezug auf dieses Biindel. Wir wollen nun die
Einhiillungskurve aller Geraden PP’ bestimmen. Ist das Biindel durch
drei nicht demselben Biischel angehorige Kegelschnitte «, f und y
festgelegt, so kénnen die Geraden PP’ auch dadurch charakterisiert
werden, daB3 sie die genannten drei Kegelschnitte in Punktpaaren einer
Involution schneiden.

Wir wéhlen «, # und y als drei Geradenpaare. Wenn wir jetzt eine
beliebige reziproke Transformation anwenden, also zu der dualen Auf-
gabe iibergehen, haben wir drei Punktpaare (4, 4,), (B, B,), (C, C;) und
suchen den Ort der Punkte P, fiir die (PA, PA4,), (PB, PB,), (PC, PC,)
oder, wie wir schreiben werden, (a,a,), (b, &), (c, ¢;) drei Geraden-
paare einer Involution bilden, d. h. so daB

aabec 7< ayab,c, .
Setzt man also

(1) (aabe) =1,
so soll auch
() (@ aby¢) = 4

gelten.
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Aber alle Punkte P, welche fiir festes 4 die Gleichung (1) erfiillen,
liegen auf einem Kegelschnitt x, und die Punkte, welche (2) er-
fiillen, auf einem anderen Kegelschnitt u,. Die Schnittpunkte von u
und u, sind Punkte des gesuchten Ortes. Nun sieht man sogleich
durch Betrachtung der Tangenten in einem Grundpunkt, daB zu-
sammengehérige Kurven u und u, projektiv gepaart sind. Weiter er-
gibt sich, daB der zerfallenden Kurve (44,, BC) die zerfallende Kurve
(444, B;C,) entspricht.

DaB der Ort der Schnittpunkte von x und u, eine C3 ist, sieht man
am leichtesten, wenn man eine involutorische quadratische Trans-
formation zweiter Art benutzt, deren prinzipaler Fundamentalpunkt
in B fillt, wihrend die beiden anderen in 4 und 4, liegen. Durch diese
Transformation geht das Biischel (#) in ein Geradenbiischel (m')
und das Biischel (#;) in ein neues Kegelschnittbiischel (u7) tiber.
Der Ort der Schnittpunkte (m’, u7) ist demnach eine C3, und diese
Kurve geht, wie man sieht, durch 4, 4; und B. Also ist der gesuchte
Ort ebenfalls eine C3.

Die einer C3 dual entsprechende Kurve ist eine Kurve dritter Klasse,
eine K3. Jedem Satz iiber C3 entspricht ein dualer Satz iiber K3. Ins-
besondere sei bemerkt, daB der Berithrungspunkt einer Tangente ¢ von
K3 als Grenzpunkt des Schnittpunktes von ¢ mit einer Tangente, welche
gegen ¢ konvergiert, aufgefalit werden kann.

Die am Anfang des Paragraphen erwihnte Einhiillungskurve der
Geraden PP’ wird die CAYLEYsche Kurve des Kegelschnittbiindels
genannt. Wir haben dann nach dem Obigen:

I. Die CAYLEYSche Kurve eines Kegelschmittbiindels ist eine Kurve
dritter Klasse.

Infolge §1, Satz X und XI haben wir sofort:

II. Die CayLEYSche Kurve ist die Einhiillungskurve aller zerfallenden
Kegelschnitte des Biindels. [Jeder solche Kegelschnitt hat mit der Kurve
Doppelberithrung.

Gehen alle Kurven des Biindels durch einen festen Punkt O, dann
gibt es ein Biischel von Kurven, welche in O eine gegebene Gerade
berithren. Daher verbindet jede durch O gehende Gerade zwei kon-
jugierte Punkte. Die iibrigen Geraden PP’ beriihren dann einen Kegel-
schmitt.

Gehen alle Kurven des Biindels durch zwei feste Punkte, so bilden
die Geraden PP’ drei Geradenbiischel.

Wir kénnen nun zeigen:

II1. Sind (M, M’) die Paare konjugierter Punkte eines festen Systems
auf einer C3, dann hiillen die Geraden MM’ eine K® ein. Der Beriihrungs-
punkt von MM’ mit der K3 ist devjenige Punkt, welcher durch M und M’
von dem dyitten Schnittpunkt dieser Gevaden wmit der C3 harmonisch ge-
tremnt 1ist.
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Der erste Teil des Satzes folgt sofort daraus, dal die Paare (M, M')
konjugierte Punkte in bezug auf ein Kegelschnittbiindel sind (vgl. § 1,
Satz XII).

Es sei demnichst (M, M’) ein festes Paar von konjugierten Punkten
auf der C3; der dritte Schnittpunkt von MM’ mit der Kurve sei S.
Verbindet man M und M’ mit einem Punkt P von C3, so erhilt man als
neue Schnittpunkte zwei Punkte N und N’, welche konjugiert sind und
demselben System wie (M, M’} angehéren. MM’ und NN’ mogen
einander in Q schneiden. Die Schnittpunkte von PQ mit MN’ und
M’'N seien U bzw. V; dann werden P und @ nach dem Satz vom
vollstindigen Vierseit durch U und V harmonisch getrennt. Wenn P
gegen S konvergiert, konvergiert ) gegen den gesuchten Beriihrungs-
punkt, womit der Satz bewiesen ist.

§ 5. Die Polokonik.

Die Polkurve oder die Polokonik #; einer Geraden [ in bezug auf eine
C? ist die Einhiillungskurve der zweiten Polaren der Punkte von I.

Es sei P ein beliebiger Punkt der Ebene, 7 der entsprechende Polar-
kegelschnitt. Es moge 7 die Gerade / in 4 und B schneiden; die zweiten
Polaren von 4 und B gehen dann durch P, d. h. aus P gehen im all-
gemeinen zwei Tangenten an die #%;. Diese zwei Tangenten fallen zu-
sammen, wenn 7 die Gerade / beriihrt; in diesem Fall liegt P auf #;.
Die Polokonik ist deshalb auch der Ort der Punkte, deren Polarkegel-
schnitte die Gerade / beriihren.

Wir zeigen nun:

I. Die Polokonsk ist ein Kegelschwitt.

Es seien (Fig.81) 4 und B zwei
feste Punkte, P ein beweglicher Punkt,
alle auf /; die entsprechenden zweiten
Polaren seien bzw. 4, b und p. Die
Schnittpunkte (ap) und (bp) seien M
und N.

Der Polarkegelschnitt x# von M geht durch 4 und P, ebenso der
Polarkegelschnitt » von N durch B und P. Wenn P sich auf / bewegt,
so bewegen sich die Punkte M und N auf & bzw. b, und u und ¥ be-
schreiben nach § 2, Satz VII zwei Biischel; diese sind zur Punktreihe (P)
und also untereinander projektiv. Nach dem soeben genannten Satz
sind dann auch die Punktreihen (M) und (N) untereinander projektiv,
so daB MN einen Kegelschnitt einhiillt.

Des weiteren gilt:

11. Die Polokonik einer Geraden I ist zugleich der Ort der Pole von 1
wn bezug auf die ersten Polaren der Punkie von 1.

Es sei nimlich M ein Punkt der Polokonik und u die erste Polare
von M ; diese moge / in N beriihren; die erste Polare von N sei . Nach

o™~

Fig. 81.
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dem Satz von CREMONA filit die Polare von M in bezug auf » mit der
Polaren von N in bezug auf p, also mit / zusammen.

IIL. Die Polokoniken einer C3 sind dreifach beriihvende Kegelschmitie
der HEsSEschen Kurve.

Es sei ndmlich P einer der Schnittpunkte von / mit der HEsseschen
Kurve H3. Die Polokonik s, geht durch den im Biindel der Polar-
kegelschnitte konjugierten Punkt P’, weil die erste Polare zu P’ die
Gerade / in zwei zusammenfallenden Punkten schneidet. AuBerdem
haben wir frither (§ 3, Satz I) gezeigt, daB3 die zweite Polare von P die
H3 im Punkte P’ berithrt, womit der Satz bewiesen ist.

CrEMONA hat noch eine gemischie Polokonik fiir zwei Gerade in
Betracht gezogen. Die gemischte Polokonik der Geraden « und b (in
dieser Reihenfolge) ist der Ort der Pole von b in bezug auf die Polar-
kegelschnitte der Punkte von a. DaBl dieser Ort ein Kegelschnitt ist,
ergibt sich sofort. Von Interesse ist der folgende Satz:

IV. Die gemischte Polokonik zweier Geraden 1ist von der Reshenfolge
dieser Geraden unabhingig. g

Es sei nimlich N ein Punkt der gemischten Polokonik zweier
Geraden a und %; also ist N der Pol von & in bezug auf den Polar-
kegelschnitt u eines Punktes M von a. Ferner sei » der Polarkegel-
schnitt von N. Nach dem Satz von CrREMoONA fillt die Polare von M
in bezug auf » mit der Geraden b zusammen, so daB also a und 4 in
bezug auf » konjugiert sind.

Ist umgekehrt v ein Polarkegelschnitt, in bezug auf welchen a und &
konjugierte Gerade sind, so gehért der ¥ entsprechende Punkt N der
betrachteten gemischten Polokonik an. Diese ist also der Ort der
Punkte, fiir deren Polarkegelschnitte 4 und b konjugierte Gerade sind.
Damit ist die behauptete Symmetrie bewiesen.

XXIII. Kapitel.
Die Inflexionspunkte.

§ 1. Aus einem Inflexionspunkt die anderen abzuleiten.

Im Kap. XXI, §2 haben wir gesehen, daB der Polarkegelschnitt
eines Punktes P einer C? in bezug auf diese Kurve dann und nur dann
zerfillt, wenn P ein Inflexionspunkt ist. Wir haben also:

I. Die Inflexionspunkte einer C3 sind die Schuitipunkie der Kurve
mit der 2ugehorigen HS3.

Eine C3? enthidlt also héchstens neun Inflexionspunkte.

Der Polarkegelschnitt eines Inflexionspunktes A von C3? zerfallt
in die Wendetangente 4 und eine nicht durch 4 gehende Gerade a, —
die harmonische Polare --, und die Kurve geht durch eine harmonische
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Homologie mit 4 als Zentrum und «, als Achse in sich iiber. Umgekehrt:
Ist A ein Punkt der Kurve, derart daB diese durch eine harmonische
Homologie mit A als Zentrum in sich selbst iibergeht, dann ist A ein
Inflexionspunkt. Wir entnehmen hieraus:

II. Die Schuittpunkie vom C3 mat H3 sind auch Inflexionspunkie
von HB.

Denn eine harmonische Homologie, welche die C3 in sich iiberfiihrt,
fiihrt zufolge der projektiven Abhingigkeit der H3 von C3 auch die H3
in sich iber.

Wenn die C? keinen singuldren Punkt hat, kann dies auch bei der
entsprechenden H?® nicht der Fall sein. Es sei ndmlich O ein singuldrer
Punkt auf H3; die Polargerade von O in bezug
auf C?® miite dann nach Kap. XXII, § 3,
Satz I durch O gehen, so daB O auf C? lie-
gen wiirde. O wiirde dann nach Satz IT sin-
gulirer Punkt und gleichzeitig Inflexions-
punkt fiir A3 sein, was unmdglich ist.

Es sei wieder 4 ein Inflexionspunkt, a
die Wendetangente in 4 und a, die entspre-
chende harmonische Polare (Fig. 82); A4 ist

dann dem Schnittpunkt 4, = (2a,) im Biin- [\ @
del der Polarkegelschnitte konjugiert, so daB N i
A, auf H? liegt. Die zweite Polare von 4, in Fig. 82.

bezug auf C? beriihrt nach Kap. XXII, § 3,

Satz I die H3 in A; endlich ist die Tangente an H3 in 4, wegen der
zu A gehérigen harmonischen Homologie die Wendetangente a. Wir
haben also bewiesen:

II1. Die Hessesche Kurve einer C3 geht duvch den Schwittpunkt A,
einer Wendetangente a mit der zu dem Inflexionspunkt A gehirigen har-
monischen Polaren. Die Tangente an H3 in A ist die zweite Polare von A,
in bezug auf die C3, und die Tangente an H3 in A, ist die Wendetangente a.

Die H3 kann nach dem Obigen die Gerade a in A nicht beriihren,
d. h.:

IV. Die C3 und H? konnen einander wicht beviihren.

Hieraus folgt, daB die Inflexionspunkte einer C?® immer alle ver-
schieden sind.

Wir gehen nun zu der Theorie der Inflexionspunkte iiber; wir wollen
aber die Theorie nicht in ihrer Vollstindigkeit durchfiihren, sondern
ohne Beweis die Tatsache benutzen, daB eine C3 mindestens einen
Inflexionspunkt besitzt. Zuerst zeigen wir doch den Satz:

V. Eine reelle C3 hat wenigstens einen veellen Inflexionspunks.

Fiir reelle Kurven ist also die Theorie, die wir unten entwickeln,
vollstindig begriindet.
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Um den Satz V zu beweisen, betrachten wir eine reelle C3. Diese
enthilt eine stetige Folge von reellen Punkten, und sie hat in jedem
dieser Punkte eine reelle, stetig variierende Tangente. AuBerdem ent-
hilt die Kurve imaginire Punkte, welche — ebenso wie die zugehérigen
Tangenten — paarweise konjugiert imaginir sind, weil sie in bezug auf
die Kette der reellen Punkte symmetrisch liegen.

Aus einem reellen Punkt P der Ebene gehen héchstens sechs reelle
Tangenten an die Kurve; ihre Beriihrungspunkte sind die Schnittpunkte
der Kurve mit dem zugehdrigen Polarkegelschnitt. Wir nehmen nun an,
daB der Punkt P eine feste Gerade ! durchliuft; man sieht, daB die
Zahl ¢ der durch P gehenden Tangenten sich nur dann dndert, wenn P die
Kurve oder eine Wendetangente derselben iiberschreitet?®; in diesem Fall
wird ¢ entweder um 2 vergroBert oder um 2 verkleinert. Wenn P die
Gerade [ durchliuft, bis er in seine Anfangslage zuriickkehrt, nimmt
¢ wieder seinen Anfangswert an, und die Lagen von P, wo ¢ sich indert,
miissen demnach in gerader Anzahl vorkommen. Nun gibt es genau drei
Schnittpunkte von 7 mit der C3; also ist immer mindestens eine
Wendetangente vorhanden, und damit ist V bewiesen.

Kennt man von einer allgemeinen C?® einen Inflexionspunkt, so
lassen sich, wie nun gezeigt werden soll, weitere acht bestimmen.

Es sei 4 ein gegebener Inflexionspunkt. Da eine Gerade, welche
zwei Inflexionspunkte verbindet, noch einen dritten Inflexionspunkt
enthilt (Kap. XXI, § 1, Satz XII), liegen
die eventuellen ibrigen Inflexionspunkte
paarweise auf Geraden, welche durch A4
gehen.

Wir werden jetzt eine ein-zweideutige
Transformation anwenden. Es sei » eine
feste Gerade, welche die harmonische
Polare a, von 4 in R schneidet; ist nun P
ein beliebiger Punkt der Ebene, und

Fig. 3. schneidet 4 P die Geraden a, und 7 in M

bzw. N, so sollen dem Punkt P diejenigen

zwei Punkte P; und P; entsprechen, welche Doppelpunkte in der durch

die Paare (4, M) und (P, N) bestimmten Involution sind (Fig. 83).

Umgekehrt entspricht zwei Punkten P; und P, der Geraden AM,

welche durch 4 und M harmonisch getrennt sind, ein Punkt P, welcher

von N durch P; und P; harmonisch getrennt ist. Die Punktreihe (P) der

Geraden AM ist, wie man sofort erkennt, zur Reihe der Paare (P}, Pj)
projektiv.

Wir werden zuerst zeigen, daB durch die Transformation (P}, P;) — P
ein Kegelschnitt #, fiir welchen 4 und «; Pol und Polare sind, in einen

! Dies ist in Ubereinstimmung damit, daB der entsprechende Polarkegelschnitt
die Kurve eben fiir die genannten Lagen von P beriihrt.
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anderen Kegelschnitt iibergeht, welcher 4 enthilt und dort die Ge-
rade AR beriihrt (vgl. Fig. 84). Eine beliebige, durch 4 gehende Gerade
mdge % in P} und P; schneiden, und es mégen die Geraden RP; und
RP, die Kurve » nochmals in Q] bzw. (% schneiden. Die Ver-
bindungslinie der letzten zwei Punkte geht dann durch 4, weil 4 und R
konjugierte Punkte in bezug auf
% sind.

Die Paare (4P;, AQ}) so-
wie auch die Paare (RP;, RPj)
bilden eine Involution. Diese
zwei Involutionen sind projek-

A

tiv verbunden; es sei nimlich S Ry = 1

ein beliebiger, fester Punkt der
Ebene; die Polaren von S in be-
zug auf (AP, AQ;), (RP{, RP))
und » gehen durch denselben Fig. 84.

Punkt T, weil die drei Kurven

einem Biischel angehéren; die zwei ersten der Polaren schneiden sich
also auf einer festen Geraden, woraus die behauptete Projektivitit folgt.

Wenden wir nun unsere Transformation an, so bleiben die durch 4
gehenden Geraden unverindert, und das Biischel der durch R gehenden
Geradenpaare wird in ein dazu projektives Geradenbiischel trans-
formiert. Also geht » durch die Transformation in eine C% iiber; diese
zerfillt aber in die Gerade AR und einen durch A gehenden Kegel-
schnitt, welcher die Gerade AR in A beriihrt; denn der Geraden RA,
als dem Biischel (R) angehorig, entspricht im Biischel (4) von Ge-
radenpaaren die Gerade AR, doppelt gezihlt.

Wir betrachten nun unsere C3® und ziehen durch den Inflexions-
punkt A zwei feste Gerade 7 und s, welche die Kurve in vier festen
Punkten schneiden; wir konnen uns dann die C? erzeugt denken mittels
eines Biischels von Kegelschnitten (%), welche durch die vier Punkte
gehen, und eines dazu projektiven Biischels von Geraden (p), welche
durch A4 gehen; in dieser Projektivitit entspricht insbesondere dem aus-
gearteten Kegelschnitt (7, s) die Wendetangente a an die C2im Punkte 4.

Durch die obengenannte Transformation gehen die Kegelschnitte (7)
in ein Biischel von Kegelschnitten (n’) iiber, welche durch 4 gehen
und hier die Gerade AR beriihren; insbesondere entspricht der aus-
geartete Kegelschnitt (7, s) sich selbst, und dies gilt auch von jeder der
Geraden p. Die C3 geht deshalb in eine C} iber, welche den Punkt 4
zum Doppelpunkt hat; die eine Tangente in 4 ist AR, die andere die
Wendetangente «, da diese Gerade in der projektiven Beziehung von (p)
und (%) dem ausgearteten Kegelschnitt (r, s) entspricht.

In derselben Weise sieht man ein, dafl durch die obige Transfor-
mation die H?® in eine H3 ibergeht, deren Doppelpunkt ebenfalls 4
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ist; die Tangenten sind hier AR und die Wendetangente in 4 an HS3.
Die Kurven C} und H} haben also den Doppelpunkt 4 und eine
(und nur eine) der Tangenten in diesem Punkt miteinander gemein;
sie schneiden sich demnach (Kap. XIX, § 1, Satz VIII) in weiteren vier
Punkten. Die vier Verbindungsgeraden von diesen Punkten mit 4
bestimmen acht von A verschiedene Schnittpunkte von C® mit H3,
d. h. acht neue Inflexionspunkte; unter Annahme der Existenz eines
Inflexionspunktes haben wir also bewiesen:

VI. Eine C3 hat genan neun Inflexionspunkie.

Als eine Folge von Satz VI nennen wir:

VII. Durch Angabe von H?3und einem System von konjugierten Punkien
auf dieser ist die Grundkurve C3 eindeutig bestimmi.

Eine Grundkurve C3 gehort jedenfalls dem Biischel von Kurven
dritter Ordnung an, welches durch die neun Inflexionspunkte von H?3 be-
stimmt ist. Es sei 4 ein Inflexionspunkt (vgl. Fig. 82); die entsprechende
harmonische Polare 4, ist durch die Inflexionspunkte allein bestimmt
und gehért also sowohl H? als auch C3 an. Ferner sei A; der zu 4
konjugierte Punkt des gegebenen Systems auf H?; er liegt auf a,. Nach
Satz III muB die gesuchte C3 die Gerade A4, in A beriihren; durch
diese Forderung ist im obengenannten Biischel eine C3 eindeutig be-
stimmt; diese ist die gesuchte; denn ihre HEssksche Kurve geht durch
die neun Inflexionspunkte sowie durch 4, und fillt also mit der ge-
gebenen H? zusammen.

Aus Satz VII ergibt sich sofort:

VIII. Jede allgemeine Kurve dritter Ordnung ist die HEsSEsche Kurve
von dres Kurven als Grundkurven.

Weiter ergibt sich:

IX. Jedes Kegelschnittbiindel bildet das System der Polarkegelschnitte
etner und wur einer C3.

Denn das Biindel bestimmt eindeutig die JacoBische Kurve J3 und
das zugehérige System von konjugierten Punkten; die J3ist aber die
HEessesche Kurve der gesuchten C3.

Die beiden letzten Sidtze stehen in enger Beziehung zu Satz XII
in Kap. XXII, §1.

Alle C3, welche durch die neun Inflexionspunkte gehen, bilden ein
,,Syzygetisches'’ Biischel.

X. Alle Kurven eines syaygetischen Biischels haben Inflexionspunkte
n den neun Grundpunkien.

Man sieht dies sogleich, wenn man bedenkt, daf§ durch jeden In-
flexionspunkt A4 vier Gerade gehen, welche alle Kurven des Biischels
in denselben Punkten schneiden. Die harmonische Polare von 4 in
bezug auf die urspriingliche Kurve ist demnach auch harmonische
Polare aller anderen Kurven des Biischels.
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§ 2. Aus drei auf einer Geraden liegenden Inflexionspunkten
die sechs anderen abzuleiten.

Wir werden nun aus drei Inflexionspunkten 4, B, C, die auf einer
Geraden # liegen, die iibrigen ableiten. Die entsprechenden Wende-
tangenten seien a4, b, c. Wir bemerken zuerst:

1. Die erste Polare — und daher auch die zweite — eines beliebigen
Punkies P von u tn bezug auf die C3 ist gleichzettig die Polare von P in
bezug auf die degemerierte Kurve (a, b, c).

Wenn P in 4 liegt, ist der Satz klar; denn der Polarkegelschnitt
von A in bezug auf beide Kurven zerfillt in a und die Gerade 4,, welche
die Gerade (4, (bc)) von den Geraden b und ¢ harmonisch trennt. Analog,
wenn P in B oder C liegt. Nun ist aber die Punktreihe » zu dem ent-
sprechenden Biischel von Polarkegelschnitten projektiv; hieraus folgt
der Satz.

Die Geraden a,, b,, ¢, gehen, wie wir friiher gesehen haben (vgl. S. 232},
durch denselben Punkt, etwa U. Die zweite Polare von U in bezug
auf C3 ist u.

Schneiden die Geraden a4, b, ¢, die Gerade # in bzw. 4., B;, C,,
so gehéren die Punktpaare (4, 4,), (B, By), (C, C;) einer Involution
an. Die Doppelpunkte V und W dieser Involution haben die Eigen-
schaft, dal die zweite Polare von V' in bezug auf (4, B, C) in W fillt
und umgekehrt (Kap. XX, §1, Satz V).

Die zweiten Polaren von V und W in bezug auf die C3? gehen also
durch W bzw. V. Wir werden ferner zeigen, dal} sie beide durch U
gehen. Die Kurve geht nidmlich durch die harmonische Homologie
mit 4 als Zentrum und 4, als Achse in sich iiber; durch diese geht auch
die auf # liegende Involution in sich
iiber und deshalb V' in W und um-
gekehrt. Die zweiten Polaren von
V und W entsprechen also einander
und schneiden sich demnach auf der
Homologieachse a,. Dann schneiden
sie sich aber auch auf &, und ¢,
d.h.in U.

Das Dreieck UVW hat also die
Eigenschaft, dafl die Polargerade
jedes Eckpunktes die gegeniiberlie- Abb. 85.
gende Seite ist.

Es sei nun D (Fig. 85)! ein Schnittpunkt von UV mit der C3. Durch
die genannte Homologie geht dieser Punkt in den Schnittpunkt von AD
mit UW {iber. Ebenso schneiden die Geraden DB und DC die Gerade UW

1 Die Figur ist nur symbolisch aufzufassen; denn die Punkte 4, B, C, V, W
konnen nicht gleichzeitig reell sein.



270 Quadratische Transformationen und Kurven dritter Ordnung.

in Punkten, welche auf C3 liegen. Hieraus folgt aber, daB der Polar-
kegelschnitt von D zerfallen muB, weil er drei Punkte einer Geraden
enthdlt, ndmlich derjenigen Geraden, welche WD von WV und WU
harmonisch trennt. D ist also ein Inflexionspunkt.

Die sechs von 4, B, C verschiedenen Inflexionspunkte ergeben sich
also als Schnittpunkte der Kurve mit den Geraden UV und UW. Die
neun Inflexionspunkte liegen zu dreien auf den Seiten des Dreiecks
UVW, eines sog. syzygetischen Dreiecks.

Durch jeden Inflexionspunkt gehen, wie wir wissen, vier Gerade,
von denen jede zwei weitere Inflexionspunkte enthidlt; es gibt also in
allem vier syzygetische Dreiecke. Zwei Seiten, welche verschiedenen
Dreiecken angehoren, schneiden sich in einem Inflexionspunkt.

Fiir den Punkt D auf Fig. 85 sind die vier Geraden DV, DA, DB, DC;
nun ist aber (vgl. S. 226) (VABC)® = —1; also:

I1. Die vier Geraden durch einen Inflexionspunkt, welche die anderen
Inflexionspunkte enthalten, sind dquianharmonisch.

Wir zeigen nun:

II1. Eine reelle C3® enthilt genau drei rveelle Inflexionspunkie; diese
liegen auf einer Geraden.

Mehr als drei reelle Inflexionspunkte kann es jedenfalls nicht
geben; denn sind 4 und B zwei solche Punkte, so schneidet die Ge-
rade AB die C? in einem dritten reellen Inflexionspunkt. Auf dieser
Geraden werden die obengenannten Punkte 7 und W imaginir
(vgl. S. 227), also auch die Seiten UV und UW des entsprechenden
syzygetischen Dreiecks, so dall die sechs anderen Inflexionspunkte
imaginir sind.

DaB drei reelle Inflexionspunkte wirklich existieren, sieht man so
ein: Durch zwei konjugiert imaginire Inflexionspunkte lege man eine
Gerade; sie schneidet die C? in einem dritten, reellen Inflexionspunkt.
Auf dieser Geraden sind die Punkte V und W reell (S. 227); das ent-
sprechende syzygetische Dreieck ist demnach reell, und auf jeder Seite
liegt ein reeller Inflexionspunkt.

Nach dem Obigen gibt es ein syzygetisches Dreieck mit drei reellen
Seiten und ein anderes, welches eine reelle und zwei konjugiert imaginire
Seiten besitzt. Fiir jeden reellen Inflexionspunkt sind also zwei von den
in Satz IT erwidhnten Geraden reell; die zwei anderen werden demnach
konjugiert imaginidr. Ist dagegen der Inflexionspunkt imaginir, so ist
-eine der Geraden reell, die drei anderen imaginir.

Die zwei noch nicht besprochenen syzygetischen Dreiecke haben je
drei imaginire Seiten.

Wir wollen dem Obigen einige weitere, kurze Bemerkungen iiber
reelle C? hinzufligen. Eine solche Kurve kann in der projektiven Ebene
entweder zusammenhingen (,einteilig sein) oder in zwei getrennte
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Zweige zerfallen (,zweiteilig’ sein). Dall beide Fille mdglich sind,
sieht man z.B., wenn man von einer C} ausgeht und ein Biischel
von C3 bildet, welches die C? und die dreifach gezihlte Gerade durch
die drei Inflexionspunkte der Kurve enthalt.

Hat die C3 imaginire Doppelpunktstangenten, und betrachtet man
eine Kurve des Biischels, welche durch einen der Cj naheliegenden
Punkt geht, so erweist sie sich als einteilig. Hat dagegen die C} reelle
Doppelpunktstangenten, so erhidlt man eine zweiteilige Kurve, wenn man
im Biischel eine Kurve bestimmt, welche durch einen Punkt innerhalb
der Schleife der C3 geht.

Der Zweig einer einteiligen Kurve ist unpaar; eine zweiteilige Kurve
enthilt dagegen ecinen unpaaren und einen paaren Zweig. Die In-
flexionspunkte liegen auf dem unpaaren Zweig?!.

IV. Durch einen Punkt P eines unpaaren Zweiges gehen tmmer zwei
und nur zwer Tangenten an diesen.

Es liege ndmlich P zunéchst in einem Inflexionspunkt 4 ; ferner sei M
ein beliebiger Punkt des betrachteten Zweiges und M, der dritte Schnitt-
punkt des Zweiges mit der Geraden AM. Durchliuft M den Zweig,
so wird M, diesen in der entgegengesetzten Richtung durchlaufen, so da
M und M, auBer in A gerade einmal zusammenfallen. Es gibt also
durch den Punkt 4 auBer der Wendetangente — welche hier mitzuzihlen
ist — genau eine Tangente an den Zweig, insgesamt also zwei. Diese
Zahl kann sich aber nicht dndern, wenn P den Zweig durchlduft; denn
die vier Tangenten, welche im komplexen Gebiet von P an die C3 gehen,
sind ja immer verschieden.

Wir haben nun sofort:

Ist die C3 zweiteilig, so gehen durch einen Punkt des unpaaren Zweiges
vier reelle Tangenten an die Kurve, durch einen Punkt des paaren
Zweiges dagegen keine. Der charakteristische Wurf ist reell.

Ist dagegen die C3 einteilig, so gehen durch einen Punkt der Kurve
zwei reelle und zwei konjugiert imaginire Tangenten an diese. Der
charakteristische Wurf ist also ein Einheitswurf (Kap. V, § 2, Satz VII).
Der Wurf kann auch in diesem Fall reell sein, aber nur, wenn er gleich
—1 und also die Kurve harmonisch ist (vgl. S. 247).

Umgekehrt hat man:

Ist der charakteristische Wurf imaginidr — also ein Einheitswurf —,
dann ist die Kurve einteilig. Wenn der Wurf reell ist, ist die Kurve
im allgemeinen zweiteilig; ist aber der Wurf insbesondere gleich —1,
die Kurve also harmonisch, so kann sie sowohl einteilig als zweiteilig
sein.

1 Ein reeller Zweig einer Kurve heift paar oder unpaar, je nachdem die
Anzahl seiner Schnittpunkte mit einer Geraden allgemeiner Lage paar oder
unpaar ist.
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§ 3. Harmonische und dquianharmonische Kurven.

Eine C?® wurde harmonisch genannt, wenn der charakteristische Wurf
harmonisch ist. Ist 4 ein Inflexionspunkt, ¢ die Wendetangente in 4
und @, die zugehérige harmonische Polare, und schneidet 4, die C3
und die Gerade « in (B,, C;, D,) bzw. 4,, so ist die Kurve dann und
nur dann harmonisch, wenn die vier genannten Punkte zwei harmo-
nische Paare — etwa (4,, C;) und (B,, D;} — bilden.

Es sei nun die C? harmonisch. Nach dem Obigen geht dann die
erste Polare von C, in bezug auf die Kurve durch A4,; also geht die
zweite Polare von 4, durch C;; diese zweite Polare ist aber nach Satz II1
des §1 die Tangente an H® in 4. Also:

Die Tangente t an H3 in A ist die Gerade AC,.

Die Hessesche Kurve zu H3 mull — ebenfalls nach dem genannten
Satz III — durch den Schnittpunkt (¢4,), d. h. durch C,, gehen. Aber
durch €, in Verbindung mit den neun Inflexionspunkten ist nur eine C3
bestimmt, nidmlich die urspriingliche. Wir haben also bewiesen:

I. Ist eszne C3 harmonisch, dann 1ist die HESSEsche Kurve der emi-
sprechenden H3 wieder die wrspriingliche C3.

Die Umkehrung des Satzes ist auch richtig. Wenn niamlich die HESSE-
sche Kurve von H?® die urspriingliche C3 ist, dann geht die Tangente
von H3 in A durch einen der Schnittpunkte B,, C;, D; von C? mit 4,
z. B. durch C;, d. h. die zweite Polare von 4, in bezug auf C3 geht durch
C,; auf a; besteht demnach die erste Polare von C; in bezug auf
(By,Cy, D) aus Cy und A4, d. h. (4,4, Cy) und (B,, D,) sind harmonische
Punktpaare.

Eine C?® wurde dquianharmonisch genannt, wenn der charakteristi-
sche Wurf &quianharmonisch ist. Wir erinnern an die auf S. 227
gegebene Definition eines solchen Wurfes:

Sind 4, B, C drei feste Punkte einer Geraden, dann gibt es zwei
Punkte U und V', von denen jeder mit 4, B, C einen dquianharmoni-
schen Wurf bildet. Die Punkte U und V konnen bestimmt werden:

1. als Doppelpunkte der Involution, welche von den ersten Polaren
des Tripels (4, B, C) gebildet ist;

2. als Doppelpunkte der Projektivitit, welche 4, B und C zyklisch
vertauscht ;

3. als diejenigen Loésungen der Gleichung

(XABCpP= —1,

fur welche der Wurf (XABC) nicht harmonisch ist.

Unter Anwendung der Vertauschungen, welche fiir einen beliebigen
Wurf zuldssig sind, siecht man, dafl man in einem 4quianharmonischen
Waurf einen beliebigen Punkt festhalten und die drei anderen zyklisch
vertauschen kann, ohne den Wert des Wurfes zu dndern.
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Bilden vier Punkte in passender Ordnung einen dquianharmonischen
Wourf, dann ist dies auch fiir jede andere Reihenfolge der Punkte der Fall.

Ferner sei an den Satz XI des Kap. XX, § 2 erinnert, dessen letzter
Teil so ausgesprochen werden kann:

11. Enthilt eine Involution dritter Ordnung zwei aus drei zusammen-
fallenden Elementen gebildete Tripel U und V, dann bildet U — sowie
auch V. — mat jedem Tripel der Involution einen dquianharmonischen
Wurf.

Um einen Uberblick iiber die dquianharmonischen Kurven zu ge-
winnen, beweisen wir die folgenden Sitze:

II1. Gehen drei Wendetangenten einer C3 durch denselben Punkt, dann
bestent die HESSEsche Kurve aus drei Geraden, und die C3 ist dquian-
harmonisch.

Es seien namlich 4, B, C drei Inflexionspunkte, deren Wende-
tangenten a, b, ¢ durch denselben Punkt X gehen. Dann miissen die
drei Punkte 4, B, C in einer Geraden, #, liegen; denn die erste Polare
von X geht ja durch 4, B und C und wird in diesen Punkten von
XA4,XB bzw. XC in zwei zusammenfallenden Punkten geschnitten
(Kap. XXII, § 2, Satz V); dies ist nur moglich, wenn die Polare in zwei
zusammenfallende Gerade ausartet.

Ferner muB3 X mit dem Eckpunkt U des syzygetischen Dreiecks
UVW, dessen eine Seite VW auf u liegt, zusammenfallen. Es gehen
nidmlich, wie friilher angegeben (S. 269), die harmonischen Polaren
ay, by, ¢, von bzw. 4, B, C simtlich durch U; ferner schneiden sich &
und ¢ auf a, usf.; also gehen alle drei Geraden a, b, ¢ durch U.

Die HEessesche Kurve der gegebenen C3 geht durch den Schnitt-
punkt (aa,), also durch U, d. h. sie mufl mit den Seiten des Dreieckes
UVW zusammenfallen; denn diese ,, Kurve* ist die einzige des syzygeti-
schen Biischels, welche durch U geht.

Um den zweiten Teil des obigen Satzes zu beweisen, betrachten wir
das Biischel von Kurven dritter Ordnung, welches durch C3und («, b, ¢)
bestimmt ist; eine Kurve dieses Bischels ist die Gerade #, dreifach
gezihlt, Die harmonische Polare 4, zu 4 moége » in D und die C? in
R, S, T schneiden. Dann miissen die Tripel (R, S, T), (U, U, U),
(D, D, D) derselben Involution angehdren; also ist nach Satz II der
Wurf (RS T U) dquianharmonisch, d. h. die durch 4 gehenden vier
Tangenten an die C3? sind dquianharmonische Gerade. Hiermit ist der
Satz bewiesen.

1V. Wenn die HESSEsche Kurve H3 einer C3 aus drei Geraden besteht,
dann gehen die Wendetangenten zu e dreien durch die Eckpunkie des
von H? gebildeten syzygetischen Dreieckes, und die Kurve C® dist dqui-
anharmonisch.

Die genannten Eckpunkte seien U, V,W. Auf jeder Seite des
Dreieckes UVW liegen drei Wendepunkte, auf VW etwa A4,B,C.

Juel, Projektive Geometrie. 18
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Die Wendetangente in 4 schneidet nach §1, Satz III die H® in zweil
zusammenfallenden Punkten, d. h. sie mull durch U gehen; ebenso die
Wendetangenten durch B und C.

Den letzten Teil des Satzes beweist man genau wie den Satz III.

XXIV. Kapitel.

Kurven dritter Ordnung und quadratische
Transformationen.

§ 1. Transformation der Kurven.

Durch eine Kollineation geht eine C2 in eine ebensolche iiber, und
der charakteristische Wurf bleibt ungeindert. Umgekehrt hat man:

1. Zwei Kurven dritter Ovdnung mit demselben charakteristischen Wurf
konmnen durch eine Kollineation ineinander wberfiihrt werden.

Die beiden Kurven seien C2? und C’3. Inflexionspunkte gehen in
Inflexionspunkte {iber; wir wihlen also einen Inflexionspunkt A4 der
einen Kurve und einen A4’ der anderen. Die zugehérigen Wende-
tangenten seien @ und &@’. Durch A gehen auBer 4 drei andere Tangenten
b, c,d an C3, welche in B, C, D beriihren mégen. In der anderen Figur
seien &', ¢’, d' und B’, C’, D’ die analog gewdhlten Geraden und Punkte.
Nach Voraussetzung kénnen die Bezeichnungen so gewihlt werden, daf§

(1) abed < a't'cd.

Es sei M ein beliebiger Punkt auf C3. Zu der Geraden m — AM
gibt es eine bestimmte Gerade m’, so da@3

(2) abcdm 7~ a'bcdd'm’.

Die von A’ verschiedenen Schnittpunkte von C’3 mit m’ seien M’
und Mj. Die Geraden DM und D’'M’ seien mit [ und /' bezeichnet.

Es gibt nun, was nach Kap. VIII, § 1, Satz III leicht einzusehen
ist, eine Kollineation, welche A, B, C und [ in 4’, B, C’ bzw. I’ iiber-
fihrt. Da B, C, D sowie auch B’, C’, D' in einer Geraden liegen,
geht durch die genannte Kollineation D in D’ iiber. Die Geraden b, ¢, 4
werden also in bzw. &', ¢, d’ transformiert, und infolge (2) also auch a
in a’ und m in m’; M geht demnach in M’ {iber. Die C3 geht also in eine
Kurve dritter Ordnung iber, welche durch 4’, B’, C’, D’ und M’ geht,
in 4’ die Wendetangente a4’ hat und in B’, C’, D’ die Tangenten &', ¢’, d'
hat; sie fillt demnach mit C’3 zusammen.

Hiermit ist Satz I bewiesen. Statt M’ kann man in dem obigen
Beweise auch M; benutzen; nach Wahl von 4 und A4’ gibt es also im
allgemeinen zwei Transformationen der gewiinschten Art. Sind die
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Kurven insbesondere harmonisch oder Aquianharmonisch, so gibt es
mehr Moglichkeiten?.

Durch eine quadratische Transformation geht eine Kurve dritter
Ordnung C3 in eine andere C'3 iber, wenn die Fundamentalpunkte
E,F, G der ersten Figur auf der C? liegen. Man sieht dies sofort auf
Grund der CHasLESschen Erzeugung, wenn man drei Punkte des er-
zeugenden Kegelschnittbiischels in F, F, G verlegt.

Die genannte Bedingung ist auch notwendig; denn wenn E, F, G
nicht alle auf C? liegen, dann schneidet ein durch diese drei Punkte und
zwei Punkte der Kurve gehender Kegelschnitt die C3 in mindestens
vier verschiedenen Punkten, so daB die der C? entsprechende Kurve
nicht von dritter Ordnung sein kann.

Es ist nun der folgende einfache Satz von entscheidender Bedeutung:

I1. Geht durch eine quadratische Tramnsformation eine C3 in etne C'3
tiber, und sind (Aq, By), (4, By), . . . Punktpaare, deven Verbindungs-
geraden my, my, . .. durch einen festew Punkt P von C3 gehen, dann
werden auch die Verbindungsgeraden ny, ny, ... der entsprechenden Punkt-
paare (A1, BY), (A3, By), . . . durch einen festen Punkt P* von C'3 gehen,
und die Geradenbiischel (m) und (n) sind projektiv. In dieser Projektivitit
entsprechen die Tangenten aus P und P* an die respektiven Kuvven
etnander paarweise.

Den Geraden (m) entsprechen nimlich in der quadratischen Trans-
formation die Kegelschnitte eines Biischels (u’), welches zu (m) pro-
jektiv ist und seine Grundpunkte auf C’3 hat. Die Verbindungsgeraden
(n) der zwei freien Schnittpunkte von C’2 mit den Kurven (4’) gehen
(Kap. XXI, §1, Satz I) durch einen festen Punkt P* von C’3, und das
Biischel () ist zu (u’) projektiv.

Beriihrt insbesondere die Gerade m die Kurve C3, so besteht das zu-
gehorige Punktpaar (4, B) aus zweil zusammenfallenden Punkten; die
entsprechenden Punkte (4’, B’) fallen dann ebenfalls zusammen, so
daB die Gerade # die C’® berithrt. Hiermit ist der Satz bewiesen.

Aus dem letzten Teil des obigen Satzes schlieBen wir unmittelbar:

III. Konjugierte Punkte von C3 gehen tn konjugierte Punkie von C'3
iiber. '

Ebenso:

IV. Der charakteristische Wurf einer Kurve dritter Ovdnung ist gegen-
siber eimer quadratischen Transformation invariant.

Man hat nun:

V. Sind C3 und C'3 zwei weder harmonische noch dquianharmonische
Kurven dritter Ordnung, welche einandey in einer quadratischen Trans-

1 Eine Bestimmung aller Kollineationen, welche eine gegebene C3 in sich iber-
fuhren, findet sich z. B. in einer Abhandlung von FR. FABRICIUS-BJERRE in
Matematisk Tidsskrift B (Kopenhagen 1928), S. 46— 53.

18%
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formation entsprechen, dann ist die Beziehung der beiden Kurvem durch
Angabe von zwer Paaren entsprechender Kurvenpunkte (A, A') und (B, B’)
etndeutig festgelegt, insofern (A, B) nicht konjugierte Punkte von C3 [und
demnach (A', B') nicht komnjugierte Punkte von C'3] sind. Die qua-
dratische Transformation in der Ebene ist durch die obigen Angaben
nicht festgelegt.

Die beiden Punktpaare kénnen nicht beliebig auf den Kurven gewihlt
werden (vgl. die folgenden Seiten).

Um den obigen Satz zu beweisen, betrachten wir die Tangential-
punkte P und Q von A bzw. B; offenbar fallen P und @ nicht zu-
sammen. Die ebenfalls verschiedenen Tangentialpunkte von 4’ und B’
seien P* bzw. Q*. Die in Satz II erwdhnte projektive Beziehung der
Geradenbiischel mit den Zentren P und P* ist nun bekannt; ebenso
die der Geradenbiischel mit den Zentren Q und Q*; also ist zu jedem
Punkt von C3 der entsprechende Punkt eindeutig festgelegt.

Mit Hilfe des Satzes I 148t sich die Aufgabe, die quadratischen Trans-
formationen zu bestimmen, welche eine C3in eine andere, C'3, {iberfiihren,
auf eine einfachere Aufgabe zuriickfithren, nidmlich die quadratischen
Transformationen, die eine C3 in sich transformieren, zu bestimmen.

Zur Lésung dieser Aufgabe betrachten wir zunidchst die involuto-
rischen Transformationen zweiter Art. Wir wihlen den prinzipalen
Fundamentalpunkt E beliebig auf C3; der feste Kegelschnitt mu@ jeden-
falls die Berithrungspunkte R,, R,, R;, R, der aus E gehenden Tangenten
enthalten. Wir kénnen nun zeigen:

VI. Es gibt unendlich viele involutorische quadratische Transforma-
tionen zwetter Avt mat dem Zentrum E, welche die C® in sich tiberfithren;
die entsprechenden festen Kegelschnitte bilden das Biischel mit den Grund-
punkien Ry, Ry, Rg, Ry.

Eine dieser Transformationen benutzten wir schon im Beweise des
Satzes von SALMON.

Um nun Satz VI zu beweisen, zeigen wir zuerst, dal der Ort der Be-
riihrungspunkte der durch £ gehenden Tangenten der genannten Kegel-
schnitte die gegebene C32 ist. Dal} der Ort eine Kurve dritter Ordnung
ist, ist nach der CHAsLEsschen Erzeugungsweise klar; denn die Polaren
zu E in bezug auf die Kegelschnitte des Biischels gehen durch einen festen
Punkt P und sind auf das genannte Biischel projektiv bezogen. Der Ort
fillt aber mit der gegebenen C2? zusammen, weil er mit ihr die fiinf
PunkteE, R;, R,, Ry, R,und die Tangenten in diesen Punkten gemein hat.

Da P in der CHasLEsschen Erzeugung Zentrum des erzeugenden
Geradenbiischels ist, liegt P auf der Kurve. P ist demnach der Tangen-
tialpunkt von E. Man sieht nun, dafl die C3 durch eine involutorische
Transformation zweiter Art mit E als prinzipalem Fundamentalpunkt
und einem Kegelschnitt « des betrachteten Biischels als fester Kurve in
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sich iibergeht. Die sekundiren Fundamentalpunkte F und G sind nimlich
die Berithrungspunkte der Tangenten von E an « und liegen demnach
auf der C3, so daB die C? jedenfalls in eine Kurve dritter Ordnung iiber-
geht; diese hat aber mit der urspriinglichen C? wieder die obengenannten
fiinf Punkte und die zugehérigen Tangenten gemein. Hierdurch ist
der Satz bewiesen.

Alle gefundenen quadratischen Transformationen bestimmen auf
der C3® dieselbe Abhingigkeit; wir nennen diese eine zentrische Trans-
formation mit E als Zentrum.

Der obige Satz kann auch folgendermaBlen formuliert werden:

VII. Eine C3® kann durch eine involutorische quadratische Trans-
formation zweiter Art tn sich tibergefiihyt werden, wobei der prinzipale
Fundamentalpunkt E und einer der sekunddven, I, beliebig auf der C3
gewdihlt werden konnen.

Durch F geht namlich ein Kegelschnitt des oben betrachteten
Biischels.

Sind die sekunddren Fundamentalpunkte F und G auf der C2 gegeben,
so erhilt man den Tangentialpunkt P von E als den dritten Schnitt-
punkt von FG mit der Kurve. Fiir E ergeben sich demnach vier
Losungen. Fiir eine C3, welche durch die Kreispunkte geht, ergibt
sich hieraus, daB3 eine solche ,,zyklische Kurve' durch vier Inversionen
in sich iibergeht; die Zentren der zugehérigen festen Kreise sind die
Berithrungspunkte derjenigen Tangenten an C3, welche durch den
dritten unendlich fernen Punkt der Kurve gehen. Diese vier Kreise
sind paarweise orthogonal.

Im folgenden werden wir — wie gelegentlich schon frither — nur die
Kurve, nicht die diese enthaltende Ebene in Betracht ziehen, und dann
die quadratischen Transformationen der Kurve in sich studieren. Wir
setzen voraus, daB3 die Kurve weder harmonisch noch 4quianharmonisch
ist. Ferner sei (A, A’) ein Paar von Kurvenpunkten, welche einander
entsprechen sollen.

Eine Transformation, welche dieser Forderung geniigt, ist, wie wir
schon wissen, die zentrische Transformation, deren Zentrum im dritten
Schnittpunkt O von A4’ mit der Kurve liegt. Eine andere erhilt man
wie folgt: Durch eine harmonische Homologie 7 fithre man die Kurve in
sich und A in einen anderen Punkt A, iiber und durch eine zentrische
Transformation 7 den Punkt 4; in A’ iiber. Das Produkt =7 ist dann
eine neue quadratische Transformation mit der gewiinschten Eigenschaft.

Mehr solche Transformationen kann es nicht geben. Es seien
namlich P und P* die Tangentialpunkte von 4 bzw. 4’. Die zwischen
den Geradenbiischeln (4) und (4’) nach Satz Il existierende Projek-
tivitit ist eindeutig bestimmt. Ist demnach B ein beliebiger Punkt
der Kurve, so mul B’ einer der Schnittpunkte von C® mit einer
durch die Projektivitit festgelegten, durch P* gehenden Geraden sein.
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Es gibt demnach nur zwei verschiedene Moglichkeiten fiir die Lage von
B’, also (nach Satz V) héchstens zwei Transformationen.

Es seien nun By und B’ die Punkte, in welche B durch die zentrische
bzw. nichtzentrische Transformation tibergeht, welche 4 in A’ {iber-
fithrt. Wir kénnen eine sehr einfache Konstruktion des Punktes B’

o angeben (Fig. 86):
Die Punkte P* Bj, B’ liegen nach
/// 5’ dem Obigen auf einer Geraden. X sei der
S Schnittpunkt von AB’ mit A’B. Fir die
zwei Geradentripel
4 —7 (A0, BA', B'P*)
) ,El,/ und (BO, AB’, A'P*)
P liegen acht der Schnittpunkte auf der C3,
& _also auch der neunte Schnittpunkt X.

Wir haben also bewiesen:

VIIL. Ist eine weder harmonische noch dquianharmonische Kurve dritter
Ordnung vorgelegs, und ist (A, A’) ein beliebiges Paar ihrey Punkte, dann
gibt es — solange es sich wur um die Punkte der Kurve selbst handelt —
aufer der zentrischen Transformation genau etne quadratische Transforma-
tion (M, M') der Kurve in sich, welche A in A’ diberfiihrt. Zu einem
gegebenen Punkt M 1ift sich der Bildpunkt M' dadurch bestimmen, daf AM’
und A'M eimander auf der Kurve schneiden.

Ist die Kurve harmonisch oder dquianharmonisch, gibt es aufler den
zwel eben genannten Transformationen noch weitere.

Fir die betrachteten, nicht harmonischen und nicht #quian-
harmonischen Kurven hat man ferner:

IX. Eine nichizentrische Transformation der Kurve in sich lift sich
in esn Produkt zweier zentrischer Transformationen zerlegen, von welchen
die erste beliebig gewdhlt werden kann.

'Es sei namlich (4, 4’) ein Paar von entsprechenden Punkten der
gegebenen, nichtzentrischen Transformation, A, ein beliebiger Punkt
der Kurve. Durch eine zentrische Transformation 7; 1Bt sich 4 in 4,
iiberfiihren, und durch eine andere, 7,, 4, in A’. Ein beliebiger weiterer
Punkt B der Kurve mdge auf dieselbe Weise in B; und B’ ibergehen.
Dann schneiden sich nach Kap. XXI, §3, Satz1 die Geraden AB’
und BA’ auf der Kurve, und die Behauptung folgt aus Satz VIII.

Ebenso hat man fiir die in Satz VIII betrachtete Kurve:

X. Durch eine quadratische Transformation der Kurve in sich geht
jedes System von konjugierten Pumkipaaren in sich iber.

Wir wollen nun insbesondere die involutorischen Transformationen
einer Kurve dritter Ordnung in sich bestimmen. Die zentrischen Trans-
formationen haben wir schon besprochen und wollen nun die nicht-
zentrischen finden. Wir nehmen, wie oben, an, die Kurve sei weder
harmonisch noch #quianharmonisch.
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Esseien (4, 4’y und (B, B’) zwei Paare von entsprechenden Punkten
der gesuchten Transformation. Wegen des involutorischen Charakters
schneiden sich nach Satz VIII sowohl AB’ und A’'B als auch AB und
A’B’ auf der Kurve; also sind nach Kap. XXI, §3, Satz III sowoh!
(4, A’) als auch (B, B’) Paare von konjugierten Punkten, und sie ge-
héren demselben System an. Also:

XI1. Es gibt drei involutorische, nichtzentrische Transformationen der
Kurve in sich. Bei einer solchen Transformation sind entsprechende Punkie
konjungierte Punkie eines festen Systems.

In Verbindung mit Satz XI machen wir die folgende Bemerkung:
Es sei (4, A’) ein festes Paar von konjugierten Punkten, P der gemein-
same Tangentialpunkt. Ferner sei (M, M’) ein beliebiges Paar von
konjugierten Punkten, das demselben System wie (4, 4’) angehort.
Nach SatzII sind dann die Biischel P(M) und P(M’') projektiv,
bilden also eine Involution, da ja M und M’ in doppelter Weise ein-
ander entsprechen. Also haben wir den Satz:

XI1I. Profiziert man die Paare konjugierter Punkie eines bestimmien
Systems aus einem beliebigen, festen Punkt dev Kurve, so bilden die proji-
zierenden Strahlen eine Involution.

Kombiniert man Satz VIII mit Satz I, erhilt man ein Resultat,
woraus unter anderem die Umkehrung des Satzes IV folgt:

XIIL. Sind zwei weder harmonische noch dquianharmonische Kurven
dritter Ordnung C3 und C'3 mit demselben chavakteristischen Wurf ge-
geben, und ist A ein Punkt dev ersten, A’ der letzten, dann gibt es genau
zwei quadratische Transformationen, welche C3 in C'3 und dabei A in A’
tiberfiihren.

Von der umgebenden Ebene wird natiirlich wie oben abgesehen.

Wir wollen zuletzt wieder die ganze Ebene in Betracht ziehen und
beweisen den folgenden Satz:

XIV. Sind C3 und C'3 zwei Kurven dritter Ovdnung mit demselben
charakteristischen Wurf, dann kann die erste durch eine quadratische
Transformation in die andere transformiert werden, so daf die dvei Funda-
mentalpunkie E,F, G der ersten Figur beliebtg auf C3? gegeben werden
konnen.

Mittels einer quadratischen Transformation sieht man, daB man
immer einen Kegelschnitt « finden kann, welcher durch E, F, G
geht und die C?® in einem Punkt A dreipunktig beriihrt; denn eine
Kurve dritter Ordnung hat ja immer Inflexionspunkte. In dersel-
ben Weise sieht man, daB3 es drei Kegelschnitte 8, y, 6 durch E, F, G
und A gibt, welche die C3in von 4 verschiedenen Punkten beriih-
ren; die Beriihrungspunkte seien bzw. B, C, D; ebenso erkennt man
mit Hilfe von Satz I1I, da8 der charakteristische Wurf von C? gleich

(xByd) ist.
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Ferner sei A’ ein Inflexionspunkt auf C'3, 4’ die zugehorige Wende-
tangente, &', ¢/, d’ seien die drei durch A’ an C’? gehenden Tangenten,
welche in den Punkten B’, C’, D’ berithren mégen. Der Beweis verliuft
nun ganz analog dem Beweise des Satzes I, indem man statt der dort
benutzten Kollineation eine quadratische Transformation, in welcher
E,F, G Fundamentalpunkte der ersten Figur sind, zur Hilfe nimmt,
welche 4, B, C und einen durch E, F, G und D gehenden Kegelschnitt 4
in bzw. 4’, B’, C' und eine passend gewihlte, durch D’ gehende Gerade /'
iberfiihrt. DaB eine solche Transformation existiert, folgt unmittelbar
aus Kap. XVIII, § 3, Satz IX.

§ 2. Involutorische Paare in einer allgemeinen quadratischen
Abhéngigkeit.

Wir wollen nun untersuchen, ob es in einer allgemeinen quadratischen
Transformation 0 Paare von Punkten gibt, welche in doppelter Weise
einander entsprechen, uns aber auf den Fall beschrinken, wo in jeder
Figur mindestens zwei der Fundamentalpunkte verschieden sind.

Es sei p eine durch den Fundamentalpunkt E der ersten Figur
gehende Gerade; diese geht durch Q in eine durch den adjungierten
Fundamentalpunkt E* gehende Gerade ' iiber, und diese geht durch
Iteration von Q in einen Kegelschnitt #’* durch die Fundamentalpunkte
E*, F* G* der zweiten Figur iiber. Die Punktreihen 4, $’ und #'’ sind
projektiv.

Ist nun M’ ein Schnittpunkt von $ mit 7", so entsprechen diesem
Punkt in Q' und Q die Punkte M bzw. M’, welche beide auf p’
liegen. Durchliuft p das Geradenbiischel mit dem Zentrum E, so durch-
lauft ' das Geradenbiischel mit dem Zentrum E* und #"’ ein Kegel-
schnittbiischel. Die drei Biischel sind paarweise projektiv, und der
Ort von M’ ist demnach eine Kurve C3. Diese Kurve geht durch
E* F* G*, und fiir jeden Punkt M’ der Kurve, welcher von diesen drei
Punkten verschieden ist, liegen M, M’ und E* auf einer Geraden.

Nun kann man aber (E, E*) durch ein anderes Paar von adjungier-
ten Fundamentalpunkten (F, F'*) ersetzen, und man erhilt so eine neue
Kurve dritter Ordnung C’3. Wihlt man M’ auf dieser Kurve, geht MM"
durch F*. Jeder von E* F* G* verschiedene Schnittpunkt ist also
ein Punkt M’, welcher mit dem entsprechenden Punkt M ein involutori-
sches Paar bildet.

Man weiB aber im voraus, daB im allgemeinen Fall die zwei Kurven
auBer E*, F* G* noch vier Punkte miteinander gemein haben, nimlich
die vier Punkte, welche in der Transformation Q sich selbst entsprechen
(Kap. XVIII, §3, Satz VIII). Diese Punkte miissen abgerechnet
werden. Man findet dann:

In einer quadratischen Transformation gibt es tm allgemeinen ein ein-
ziges Paar von Pumkten, welche einander in doppelter Weise entsprechen.
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Ausgeartete Fille treten auf, wenn die Kurven C3 und C’% zu-
sammenfallen, oder zerfallen und einen Teil miteinander gemein haben.

§ 3. Bestimmung einer quadratischen Transformation
durch Paare von entsprechenden Punkten.

Wir haben in Kap. XVIII gesehen, da8 eine allgemeine quadratische
Transformation durch sieben voneinander unabhingige Paare von
entsprechenden Punkten eindeutig bestimmt ist; doch waren weniger
Paare notwendig, wenn die Transformation involutorisch sein sollte;
z. B. ist eine Transformation erster Art schon durch vier Paare be-
stimmt. Wir wollen nun den Begriff ,voneinander unabhingig’
genauer prézisieren.

Zuerst wollen wir die involutorischen Systeme erster Art betrachten.
In diesem Fall haben wir den Satz von HESSE, der besagt, daB zwei
Punktpaare (4, 4A’) und (B, B’) schon ein drittes Punktpaar (C, C’)
bestimmen, derart daB C = (4B’, 4'B), C’ = (AB, A’B’). Dieser Satz
wurde schon in Kap. I, § 2 bewiesen. Hierzu bemerken wir, daB nur das
einzige Paar (C, C’) durch die zwei anderen bestimmt ist, denn man kann
erst P und dann auch ¢ beliebig wihlen — freilich beide von den sechs
anderen Punkten verschieden — und dann immer Kegelschnitte finden,
fir welche (4, 4"), (B, B’) und (P, Q) konjugierte Punkte sind. Es mogen
nidmlich AP und A’Q einander in D schneiden; die zwei Geradenpaare
(DA, DA’), (DB, DB’) bestimmen dann eine Involution, und die Doppel-
geraden dieser Involution bilden einen degenerierten Kegelschnitt von
der genannten Eigenschaft. Vertauscht man in diesem Schlufl die Paare
(4, A") und (B, B’), so erhidlt man einen anderen degenerierten Kegel-
schnitt von derselben Eigenschaft; diese zwei Kegelschnitte bestimmen
ein Biischel von Kegelschnitten, fir welche (4, A4'), (B, B’) sowie
auch (P, Q) konjugierte Punkte sind. Der Beweis ist nur dann hin-
fallig, wenn P oder @ als einer der anderen sechs Punkte gewidhlt wird.

Es seien jetzt drei voneinander unabhéngige Paare von entsprechen-
den Punkten (4,A4'), (B, B’), (C,C’) gegeben. Es gibt dann! ein
einziges Biindel von Kegelschnitten, fiir welche diese Punkte paarweise
konjugiert sind. Es sei C® die Jacosische Kurve dieses Biindels; die
drei Punktpaare sind dann konjugierte Punkte auf C® vom selben
System.

Wir wollen nun die involutorischen quadratischen Transformationen
erster Art bestimmen, in welchen (4, 4%), (B, B'), (C, C’) Paare von
entsprechenden Punkten sind, und wir suchen eine Darstellung jeder
solchen Transformation mittels zweier Involutionen, jede innerhalb
eines Geradenbiischels (vgl. Kap. XVIII, § 3, Satz V).

1 Vgl. die FuBnote S. 255.
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Zu diesem Zweck bestimmen wir den Ort der Punkte P, aus welchen
die drei gegebenen Punktpaare durch involutorische Geradenpaare proji-
ziert werden. Dieser Ort ist die obengenannte C3. Nach § 1, Satz XII
hat nimlich jeder Punkt dieser Kurve diese Eigenschaft, und wir wollen
nun zeigen, dafl es keine weitere solche Punkte gibt.

Durch (4, 4’) und (B, B’) lege man (Fig. 87) einen Kegelschnitt u,
und es sei P ein Punkt von u mit der genannten Eigenschaft. Schnei-
den PC und PC’ die Kurve g nochmals in
C, bzw. C7, wird das Dreieck PC,C] dadurch
bestimmt, daB jede Seite durch einen gegebe-
nen Punkt gehen soll. Auf p gibt es also, wie
man durch einfache projektive Betrachtungen
einsieht, zwei und nur zwei Punkte der gesuch-
ten Art; diese bilden zusammen mit (4, 4")
und (B, B’) die sechs Schnittpunkte von p mit
der C3; also enthilt der gesuchte Ort keine
anderen Punkte als die Punkte der obigen C2.

Wihlen wir umgekehrt zwei beliebige Punkte E und F von C3 als
Zentren der obengenannten Geradenbiischel, dann wird hierdurch eine
quadratische Transformation der gesuchten Art eindeutig bestimmt;
diese fiihrt (§ 1, Satz XII) die C3 in sich {iber, und die Transformation
der C? ist unabhingig von der Wahl von E und F. Durch die drei
gegebenen Punktpaare sind also unendlich viele andere Paare von
entsprechenden Punkten festgelegt, namlich alle solchen Paare auf der C3,
welche konjugiert sind und demselben System wie die drei gegebenen
angehdren.

Weitere Punktpaare werden durch die drei urspriinglichen nicht
bestimmt; es sei nimlich M ein Punkt auBerhalb der C3; der ent-
sprechende Punkt M’ ist Schnittpunkt der Strahlen EM’ und FM’,
welche den Strahlen EM und FM in den Involutionen entsprechen.
LaBt man nun z. B. E fest liegen, wihrend F sich auf der Kurve bewegt,
dann wird fiir festes M die Gerade FM’ sich um einen festen Punkt der
Kurve drehen; also kann M’ kein fester Punkt sein.

Wir haben also das folgende Resultat gefunden:

I. Drei Paare von Punkten sind gegeniiber involutorischen quadrati-
schen Transformationen erster Art voneinander unabhingig, wenn sie nicht
Gegenpunkte eines vollstindigen Vierseits sind, und vier Punktpaare sind
vonetnander unabhingig, wenn sie wicht konjugierte Punkie desselben
Systems auf einer C® sind.

Wir gehen nun zu den nichtinvolutorischen, quadratischen Trans-
formationen {iber und zeigen den Satz von CLEBSCH!:

I1. Fiéinf Paare von entsprechenden Punkten in einer quadratischen
Transformation bestimmen ein sechstes Paar.

1 Vgl. E. DuporcQ: C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 126 (1898) S. 1405.

N
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Um dies zu beweisen, betrachten wir zwei quadratische Trans-
formationen Q, = (M, M') und Q, = (M, M"). Die erste sei durch die
beiden Reziprozititen (M, m,) und (M, m,) gegeben, wo also (m,m,)
= M’; die andere in analoger Weise durch (M, m;) und (M, m,), wo
(mgmy) = M".

Der Ort der Punkte M, fiir welche die Geraden m,, m,, m; durch
einen Punkt gehen, ist nach Kap. XXII, §1, Satz XIII eine Kurve
dritter Ordnung C%; diese geht durch die drei Fundamentalpunkte
E,F, G der Transformation Q,; denn wenn #, und m, zusammenfallen,
gehen m,, m, und my; durch denselben Punkt. Ganz analog sieht man
ein, daB} der Ort der Punkte M, fiir welche die Geraden m,, m,, m, durch
denselben Punkt gehen, eine andere Kurve dritter Ordnung, C3, ist,
welche ebenfalls durch E, F, G geht. Die von diesen Fundamental-
punkten verschiedenen Schnittpunkte der beiden Kurven C?¥ und C3
sind die Punkte, welche in den beiden quadratischen Transformationen
denselben entsprechenden Punkt haben.

Es seien nun fiinf Punktpaare (4, 4"), (B, B’), (C,C"), (D, D"}, (K, K’)
gegeben; ferner sei (), eine feste und @, eine variable quadratische Trans-
formation mit diesen Punktpaaren als Paaren vonentsprechenden Punkten.
Die beiden Kurven C? und C3 variieren mit Q,, gehen aber immer durch
die festen Fundamentalpunkte E, F, G von Q; sowie auch durch die
fiinf Punkte A, B, C, D, K. Also haben sie einen festen sechsten Schnitt-
punkt, und der Satz ist bewiesen.

Weiter sehen wir:

II1. Sechs voneinander unabhingige Paare von enisprechenden Punkten
in einer quadratischen Transformation bestimmen unendlich viele; diese
bilden zwei Kurven dritter Ordnung.

Betrachten wir namlich zwei der méglichen Transformationen, so
fallen die zwei Kurven C? und C} in eine einzige Kurve C® zusammen,
und jeder Punkt M dieser Kurve hat in den beiden Transformationen
denselben entsprechenden Punkt M'.

Der Ort des Punktes M ist ebenfalls eine Kurve dritter Ordnung, C’3.

Nach dem Obigen enthilt in allen betrachteten Transformationen
die Kurve C* die Fundamentalpunkte £, F, G der ersten Figur; ent-
sprechend enthilt natiirlich die Kurve €' die Fundamentalpunkte
E*, F* G* der zweiten Figur.
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Spitze einer C3 223.

Strecke 1.

Symmetralgleichung 67.

Symmetralinvariante 70.

Symmetralitat 43.

Symmetrie, antiprojektive 44, 50, 69.

-~ in bezug auf eine Gerade 156.

— in bezug auf eine zweidimensionale
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