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Vorwort des Herausgebers. 

An vortrefflichen Lehrbüchern über die Theorie des Potentials und die 
Anwendungen derselben auf die verschiedensten Zweige der mathematischen 
Physik, seien dieselben nun Originalwerke oder Übersetzungen aus fremden 
S}Jrachen, ist in der deutschen mathematischen Literatur gerade kein Mangel. 
und dass dem so ist, wird man bei der Wichtigkeit des Gegenstandes gewiss 
nicht als einen Fehler betrachten dürfen. Auch die "TllfJvric du l'vfcnfid 
ct scs applications (t l'Elccfrosfatiquc et au llfagmWsme" des durch seine 
hervorragenden Arbeiten auf dem Gebiete der augewandten l\Iathematik 
rühmliebst bekannten Verfassers reiht sich jenen vortrefflichen Lehrbüchern 
würdig an, ja dies Werk besitzt so wesentliche Vorzüge vor den meisten 
audern, dass es mir wert erschien, auch dieses den deutschen Studierenden 
etwas näher zu rücken, zumal dasselbe in der kur7.en seit seinem Erscheinen 
verflossenen Zeit wohl noch kaum in weiteren Kreisen bekannt geworden 
sein dürfte. 

Obwohl die Potentialtheorie ihren eigentlichen Ursprung in der mathe
matischen Physik genommen und sich allmählich im Anschluss an besondere 
physikalische Probleme weiter entwickelt l1at, hat sie doch ihrerseits 
wieder ausserordentlich befruchtend auf gewisse Teile der reinen Mathematik 
eingewirkt und ist schliesslich selbst mehr und mehr eine rein mathe
matische Disciplin geworden. Dementsprechend bemüht sich der Verfasser, 
die allgemeinen Sätze der Theorie mit möglichster analytischer Strenge und 
möglichst frei von allen physikalischen Vorstellungen zu beweisen, und 
wenn ihm dies auch in einigen .Fällen, wie z. B. beim Beweise der, physi
kalisch ja evidenten, Existenz gewisser Functionen unter bestimmten für 
dieselben vorgeschriebenen Bedingungen, noch nicht, wie mir scheint, voll
ständig gelungen sein sollte, weil sich ein solch.er einwandsfreier Beweis 
mit unsern heutigen analytischen Hülfsmitteln überhaupt noch nicht geben 
lässt, so muss man doch anerkennen, dass er bestrebt gewesen ist, in jedem 
Falle die Begründung so plausibel wie möglich zu machen. Das Streben 
nach analytischer Strenge ist es auch, welches den Verfasser veranlasst 
hat, zunächst die allgemeine Theorie ohne Rücksicht auf besondere An
wendungen zu geben, obwohl manche Sätze dadurch schärfer würden hervor
getreten sein. 



IV Yorwort des Heran~gebers. 

In einigen Paragraphen des ersten Teiles werden gewisse Funetionen, 
die in andem Gebieten der mathematischen Physik eine dem Potentiale 
analoge Rolle spielen, behandelt und mehrere allgemeine Sätze über dieselben 
abgeleitet, die in anderen Lehrbüchern dieser Art nicht tu finden sind und 
Anregung zu weitergehenden Untersuchungen bieten dürften. 

1\lit besonderem Geschick und recht ausfuhrlieh ist die Rolle, welche 
die dielectrischen Medien in der Electrostatik spielen, und die Lehre vom 
Magnetismus behandelt worden. Die physikalischen Vorstellungen, welche 
man zur Zeit Poisson's über die Wirkungsweise der isolierenden Körper 
hatte, haben in neuerer Zeit eine wesentliche Änderung erfahren; auch die 
von Po iss o n gegebene Theorie der magnetischen Induction ist nicht ohne 
begründete Anfechtungen geblieben. Der Verfasser legt die neueren Theorieen 
der Verteilung des inducierten Magnetismus im weichen Eisen und der ihr 
analogen electrischen Polarisation der dielectrischen Medien in ebenso ein
facher wie überzeugender Weise dar und giebt schliesslich nach dem 
Vorgange von Clausius die Anwendung derselben auf die Theorie der 
Condensatoren. 

Die Anwendungen der Potentialtheorie auf Probleme der Electrostatik 
und des Magnetismus sind in keinem andern Lehrbuche in gleicher Voll
ständigkeit gegeben wie in dem vorliegendtJn. Sollte man trotzdem noch 
dies oder jenes Problem vermissen, wie z. B. das der Verteilung der 
Electricität auf einem Ringe mit kreisförmigem Querschnitt, so möge man 
die Gründe für die Weglassung desselben darin suchen, dass der Verfasser, 
wie er in der Vorrede zum zweiten Teile seines Werkes sagt, "es vermeiden 
wollte, in rechnerische Entwicklungen sich einzulassen, welche in ana
lytischer Beziehung Interesse haben könnten, deren Nutzen aber flir die 
Physik nahezu gleich Null ist". 

In einem kurzen Anhange habe ich das Problem der Electricitäts
verteilung auf zwei Kugeln noch auf eine andere Weise behandelt, als es 
im Texte geschehen ist, nämlich nach der Methode von C. Neumann, 
und zwar einesteils, um diese auch bei vielen anderen Problemen der 
Blectrostatik und der Wärmelehre mit Vorteil benutzte Methode wenigstens 
an einem Beispiele zu zeigen, andernteils um den Studierenden auf die 
Thomson'schen oder bipolaren Coordinaten aufmerksam zu machen, da. 
dieselben ebenfalls bei einer grösseren Reihe von .Aufgaben sehr zweck
mässig angewendet werden. 

Berlin, im December 1889. 

H. Maser. 
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Erstes Kapitel. 

Allgemeine Eigenschaften des Potentials. 

Die Kräfte der Natur, welche auf merkliche Entfernungen hin aus
geübt werden, wirken im Allgemeinen im directen Verhältnis der Massen, 
von denen sie ausgehen, und im umgekehrten Verhältnis des Quadrats 
der Entfernung der letzteren. Diesem Gesetz sind z. B. unterworfen die 
Gravitation der Himmelskörper und ebenso die Anziehung und die Abstossuug, 
welche durch die statische Electricität und den Magnetismus hervorgebracht 
werden. 

Es ist dies ein Elementar-Gesetz, d. h. es findet nur Anwendung auf 
zwei Massen, deren jede in einem Punkte concentriert ist; aus ihm kann 
man mit Hülfe der Rechnung die gegenseitigen Einwirkungen der Körper 
oder der electrischen und magnetischen Flüssigkeiten ableiten. Wir be
schäftigen uns zunächst mit gewissen allgemeinen Eigenschaften _der Anziehung. 

Definition des Potentials. 
§ I. 

Sind m, m' zwei in zwei Punkten concentrierte Massen, so ist die 

Anziehung zwischen diesen beiden Massen lt n:~~,,, wo r die Entfernung 

zwischen m und m' und h eine Constante ist, welche die Anziehung bedeutet, 
die zwischen zwei der Einheit gleichen und durch eine zur Einheit ge
nommene Entfernung getrennten Massen stattfindet. Um die Formeln zu 
vereinfachen, werden wir annehmen, dass diese letztere Kraft zur Einheit 
genommen werde, dass also lt = 1 sei. 

Werden die Coordinatenachsen zu einander rechtwinklig vorausgesetzt, 
so seien (a, b, c), (a', 7/, c'), (a", 1/', c"), ... die Coordinaten von ver
schiedenen Punkten, deren Massen m, m', m", ... sind; wir suchen die 
Resultante ihrer Wirkungen auf die Masseneinheit, welche im Punkte P 
dessen Coorrlinaten (x, y, z) und dessen Entfernungen von den erst.m; 
Punkten r, r', 1·'', ... sind, befindlich ist. 

!* 



4 I. Kap., §§ 1 n. 2. 

Der Punkt 111 übt auf P eine Anziehung aus, welc!JC 1lurclJ den Aus
m 

druck 2 gegeben wird, wobei ,. 
r2 = (rt- x)2 + (1!- y)2 + (r- z)2 

ist, und da diese Kraft in der Richtung der Geraden 1· wirkt, so sind ihre 
Componenten nach den drei Coordinatenachsen: 

(1) 

oder: 

(2) 

Setzt man also 

m (b - y) m ( c - z) ----, ----
1'3 r3 

om ()~ 01_1~ 
1' 1' 1' 

B.X' ---;::--' oy oz. 

V=~~~~, 
r 

so sind die Componen ten der Gesamtkraft, welche auf den 
Punkt P wirkt: 

ov ov ov --, oz 
und die Orüssc V wir1l das Potential der !\lassen m, m', Im 
Punkte P genannt. 

W cnu die Wirkuug von m auf den Punkt P eine ahstosse111le wäre, so 
würden die Componenten dieser Kraft llie Ausdrücke (I) oder (2) mit 
entgegengesetztem Vorzeichen sein. \V cnn man daher annimmt, dass von 
den Massen m, m', m'', ... die einen eine anziehende, die anderen eine ah
stossende Wirkung auf 1len Punkt Jl ausüben, so kann man 

setzen, wo in jedem Gliede das Zeichen + oller rlas Zeichen - zu nehmen 
ist, je nachdem die darin vorkommende l\Iasse den Punkt P auzieht oller 
abstösst, und die Componenten der Gesamtkraft, welche auf diesen 
Punkt wirkt, werden ebenfalls noch die Ableitungen von V nach 
x, y, e sein. 

Nehmen wir an, dass es sich um electrische Flüssigkeiten handelt, die 
man in eine positive Flüssigkeit und in eine negative Plüssigkcit teilt, so 
ziehen bekanntlich zwei Teilchen ungleichnamiger Flüssigkeit einander an 
una zwei Teilchen gleichnamiger Flüssigkeit Rtosscn einander ah. Betrachten 
wir hiernach m, m', m", . . . als Electricitätsmengen, welche tlas sie 
characterisierende Vorz~ichcn hcsitzen, unll setzen wir 

(:1) 
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die Componenten ihrer Wirkung auf den Punkt P sein, wenn in diesem die 
Einheit negativer Electricität concentriert ist, und 

ov ov ov 

weruen die nämlichen Componenten sein, wenn der Punkt P uie Einheit 
}JOSitiver Electricität enthält. 

Dieselben Bemerkungen gelten auch für die magnetischen Flüssigkeiten. 
Die durch die Formel (H) gegebene Grösse V wird ebenfalls das 

Potential der Massen m, m', m", ... in Bezug auf den Punkt P genannt. 

§ 2. 

Bezeichnen wir mit F uie Resultante der Kräfte, welche auf den Punkt 
(x, y, z) wirken, und mit t1, ß, ·1 die Winkel, welche ihre Richtung mit den 
Coordinateuachsen bildet, so haben wir für die Kraft F und ihre Componenten 
nach den Achsen der x, y, z: 

Durch alle Punkte, für welche V denselben Wert hat, legen 
wir eine Fläche, welche Niveaufläche heisst. Geht man von einem 
Punkte (x, y, z) dieser Fliichc zu einem unendlich benachbarten Punkte 
derselben Fläche über, so hat man: 

ov ov ov 
--dx+- dy+- dz =0· ox oy oz ' 

mithin ist die Kraft senkrecht zu der Geraden, welche diese beiden Punkte 
verbindet. Die Kraft ist daher normal zu der Fläche. 

Ziehen wir eine Linie, welche in jedem ihrer Punkte Tangente an die 
Kraft ist, welche in diesem Punkte wirkt, so wird dieselbe normal zu den 
Niveauflächen sein, welche sie durchschneidet; man nennt dieselbe eine 

Kraftlinie. Nimmt man längs dieser I"inie das Integral 5 Fds zwischen 
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zweieu ihrer Punkte, welche den Werten s0 und s1 der Linie s entsprechen, 
so hat man: 

wo V0 , Vj die uen beiden EndJmnkteu entsprechenden Werte von V sind. 

Stetigkeitsbe(lingungen, denen das PoteuthLI einer 
l\[asse geni.igt. 

§ 3. 

Wenn wir von einem System get.rennter materieller Punkte zu conti
nuicrlichen 1\lassen übergehen, so verwandelt sich der Ausdruck des 
Potentials iu dreifache Integrale, welche sich über die Volnmina dieser 
Masseu erstrecken; von diesen werden wir den folgenden Satz beweisen. 

Satz. Das Poteutial V einer :i\Iasse iu Bezug auf einen 
Punkt P und die ersten Able-itungen desselben nach den 
Coordiuaten x, y, z dieses Punktes ändern sich im ganzen 
Raume in stetiger Weise. 

Dezeichneu wir mit p die Dicht.igkeit in jedem Punkte der auziebenden 
Masse, mit dw ihr Volumenelement und mit r die ]~ntfernung· zwischen dem 
in chu gelegenen Punkte (n, Ii, c) und dem Punkte (x, y, z), so haben wir: 

sowie: 

V =fpclm 
j I' 

oV r s a- x ---=X= r;--o--dm ox ,. r·1 , 

r2 = (a- x) 2 + (b -- !1)2 + (c- .;-)2. 

Liegt der Punkt (x, y, z) ansserhalb der 1\lasse, so smd die Function V 
und alle ihre Ableitungen nach x, ?/, z endlich, da die in ihren Ausdrücken 
unter dem Integralzeichen stehende Function nur endliche Werte annimmt. 
Ferner reicht es, damit eine Function stetig sei, aus, dass ihre Ableitungen 
erster Ordnung endlich bleiben; mithin sind V und alle s;line Ableitungen 
der verschiedenen Ordnungen stetige Functioncn von x, y, z, falls der 
Punkt P ausserhalb der l\Iasse sich befindet. 

Wir nehmen jetzt an, der Punkt P liege innerhalb der l\Iasse. Nehmen 
wir an Stelle der Coordinaten a, u, c Polarcoordiuat.en r, {}, A., deren A nfaugs
punlit im Punkte P liegt, so haben wir: 

a = x + r cos n 
b=y+rsinUcosA 
c = ;: + I' ~i 11 n si 11 ), ; 



Stetigkeit des Potentials eiuer l\Iusse. 

sodann wird das Raumelement dw dargesteHt durch 

dw = r2 siu ücWdl.dr, 

av 
und die Ausdrücke von V und -0x werden: 

V= Jif pr sin thWdl.dr 

~-~ = S S S p cos l} sin HdDdl.dr, 
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wo man die Integration in Bezug auf r von 0 bis zu demjenigen Werte 
von r, welcher der Oherfliiche des von der l\Iasse eiugenommenen Raumes 
entspricht, in Bezug auf H von 0 bis n: und in Bezug auf I. von 0 bis 2n: 

zu erstrecken hat. Es folgt hieraus, dass V und seine ersten Ablcitung·en 

endlieb sind. l\Iithin ist auch V stetig, und ich behaupte, dass dasselbe 
gilt VOll den ersten Ableitungen. 

Zerlegen wir nämlich das Volumen der Masse in zwei Teile, von denen 
der eine von einer um den Puul\t P als Mittelpunkt mit einem sehr !deinen 

Ra1lius e beschricben"en Kugel, der andere von dem übrig bleibenden 'feile 

.gebildet wird, und sind V1 und V2 die entsprechenden Teile von V, so 
erhaltcu wir: 

av oV1 av:. -- = ·- -- -1- ----~ ox ox ox 
av ( (' ( 
Tix~ = J di.J cos U sinlhZU j pclr. 

0 u u 

Geben wir p den grüsstcn Wert p1 , welchen es innerhalb der Kugel an
nehmen kann, nehmen wir ferner alle Elemente mit demselben Vorzeichen 
und ersetzen cosG durch 1, so erhalteil wir: 

Läge der Pnn kt P auf der O!Jerfliiche detl Körpers, so wiirde die Kugel 
durch eine Hal!Jimgel zu ersetzen sein und die rorstehende Ungleichheit 

würde um so mehr stattfinden; ~"'~1 ist daher so klein als man will, und 
ux 

da Y~ sich auf eiue l\Iasse bezieht, welche den Punkt P nicht enthält, so 

d · 0 y 2 • . I . d t . 1 I 0 V . t t· \V . än ert s1ch -.,.- stetig; mrt Im än er s1c 1 auc 1 ~ m s e 1ger e1se. 
uX uX 

Wir sehen also, dass die ersten A bleitungcn ron V stetige Functionen 

von x, y, z sind; dagegen werden wir sehen, dass es sich anders verhält 

mit den Ableitungen von höherer Ordnung. 
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Der Satz von L aplace. 
§ 4. 

Nimmt man den Punld (x, y, z), in Bezug auf welchen das Potential V 
genommen wird, ausserhalb der 1\Iassc an, so hat ·man: 

und ebenso erhiilt mau: 

Addiert man diese drei Ausdrücke, so findet man: 

()2V 0qr ()2V 
-;;:\7>+~+~=0. vx· vy· uz· 

Diese wichtige Gleichung ist von 1 apl acc gefunden worden, der 
davon beachtenswerte Anwendungen in seiner ,,Theorie clcr Ue~Stalt der 
Ilimmel:;kürpcr" (Jfl:caniquc cCleste, t. II) gemacht hat. 

Um die Schreibweise zu vereinfachen, werden wir in der .Folge 
den Ausdrucl' 

a~v o2V o2V . 
- --~ + - ----;;- + ---:; m1 t l:l V ox- oy· oz· 

bezeichnen. 
Wenn der Punkt P oder (x, y, z) im Innern der 1\Iasse gelegen ist, 

so sind die für die zweiten Ableitungen von V gefundenen Ausdrücke nicht 
mehr zulässig. N ehrneu wir nämlich wie oben Polarcoordinaten, so gel1t 

d f l A d I f .. ()2V "b . 
er ge unl ene us ruc' ur Clx:f u er m: 

oX o2V 555 - 1 + 3 coslt . , äx = -lf.v2 = p 1• sm,lcWdl,clr, 

wo die Grenzen der Integrale wie vorher genommen sind. Die Integration 
in Bezug auf 1' muss den Teil dieses Ausdrucl\s geben, der sich auf einen 
Kegel von unendlich ]deiner Öffnung bezieht, dessen Spitze im Punkte P 
liegt, und da diese Integration somit von ,. = 0 an auszuführen ist, so 
wird das daraus hervorgehende Element unendlich gross. Da aber alle 
analogen Elemente zum Teil positiv, zum Teil negativ sind, so wird ihre 
Summe oder das vorstehende dreifache Integral unbestimmt. 

l\lithin darf man nicht mehr die Gleichung/). V= 0 als richtig annehmen, 
sobald der Punkt P innerhalb der 1\Iasse sich befindet. 



Laplace's Sat.zo - Partielle Integration eines dreifachen Integrals. 9 

Über die teilweise Integration, angewandt auf ein dreifaches 
Integral. 

§ 5o 
Es seien U und ]1' zwei endliche und stetige Functionen von x, y, z 

und ferner von solcher Beschaffenheit, dass ihre Ableitungen endlich sind; 
wir betrachten das Integral 

rss ()[i' I= J. U ox dxdyd:o, 

hiuerstreclit über ein von der Oberfläche a begrenztes Volumen wo 
Integrieren wir teilweise 11ach x und nehmen wir zunächst der Einfach

heit hall.Jcr an, dass eine der Achse der ;V 1mrallele Gerade die OberfläclJC 
nur in zwei Punkten trifft, deren Allscissen x1 und x2 sind, so 
haben wir: 

wo die Indices 1 und 2 andeuten, dass man in UF die Abscisseu x 1 und 
;t2 für x zu substituieren hat. Diese Formel liefert den Teil des dreifachen 
Integrals, welcher sich auf einen prismatischen Faden, dessen Querschnitt 
d!tcl;; ist und der der x-Achse parallel ist, bezieht. Dezeichneu wir mit da1 

und dc;~ die den Faden begrenzenden Teile von a und mit ). den Winkel, 
welchen die nach aussen gerichtete Normale an a mit der x-Achse bildet, 
und fügen wir ). bezüglich der beiden Elemente da1 und da2 Indices an, so 
erhalten wir: 

Ersetzen wir in den beiden ersten Gliedern der rechten Seite von (1) 
dydz durch diese beiden Ausdrücke und bilden wir die Summe der 
Gleichungen (1) für das ganze Volumen w, so erhalten wir die folgende 
Formel: 

(2) 5 u~~dw=JuFcosl.cla- Sli'~~~zw, 
worin sich die beiden dreifachen Integrale auf das ganze Volumen m und 
das doppelle Integral auf die ganze Oberfläche a erstrecken. 

Wenn eine Parallele zur x- Achse die geschlossene Fläche a in mehr 
als zwei Puuliten träfe, so würden diese Punkte in gerader Anzahl vor
handen sein, und wenn x1 , x2 , • o o, x211 ilue Abseissen wiLren, so würden 
die beiden ersten Glieder der rechten Seite von (I) ersetzt werden durch 
die Summe 
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und da der Winkel I. für die ausg·eschnittenen Elemente der Oberflär.he cr ab
wechselnd spitz und stumpf ist, so würde mau ebenfalls zu der Formel (2) 
gelangen. 

Die Formel (2) ist von Po iss o n mehrere l\Iale in seinen Abhandlungen 
über mathematische Physik augewendet worden. 

§ G. 

Wir können der Gleichung (2) analoge Gleichungen bilden, indt1m wir 
in Bezug auf y oder z integrieren. Sind p., v die Winkel, welche die 
Normale an a mit den Achsen der y und der z bildet, und bezeichnen wir 
mit F 1 und F2 zwei Functionen, die nebst ihren Ableitungen der ersten 
Ordnung stetig sind, so erhalten wir, wenn wir die beiden analogen 
Gleichungen zur Gleichung (2) addieren: 

5 (oF oP oF:.) 5 U 17;+ 0!/1 +-0-: dw= U(l<'cos/.+1•\cosp.+.F~cosv)clcr 

5(1 ,au .", ou 1 , ou) 1 - •-+.L' ---!- •o- (UJ. o.c 1 oy - oz 
Setzt man in dieser Formel U = 1, so erhält man die folgende: 

S( oP oF oF) 5 Bx+ oy'+a_/ clw= (F'cosi.+F1 cos!L+1f2cosv)da, 

deren sich Laplace in der 'l'heorie der Capillarität bedient hat, um das 
Volumen der Flüssigkeit zu bestimmen, welche in einer capillareu Röhre 
in die Höhe gehoben wird. 

Wert von ~V fiir einen Punld (x, y, z) innerhalb der 1\Iasse. 

§ 7. 

Po iss o n hat zuerst den folgenden Satz angegeben (Bulletin de la 
Soci6te lJhilomat!tique, t. IIL p. 3ü<':l): 

Wenn der Punkt (:c, y, z) im Innern der wirkenden l\Iasse 
liegt, so genügt das Potential V dieser l\lasse iu jenem Punkte 
der Gleichung 

Ä V= --lrrp, 

wo p die Dichtigkeit der l\Iasse in demselben Punkte ist. 
Gaus s war der erste, welcher bei dem Beweise dieses Satzes auf die 

Variation der Dichtiglwit p der Masse Hücksicht nahm (Gauss' Werlic, 
Bd. V, S. 197). 

Nehmen wir die Dichtigkeit p als veränderlich und somit als Function 
der Coordinaten (a, b, c) des Punldes der Masse an, auf welchen sie sich 
bezieht, und bilden wir zunächst einen Ausdruck der Ableitung von V in 
Bezug auf x, so erhalten wir: 



·wert von u V fiir Punlttc innerhalb der ~lasse. 

und 

Da mau hat: 

so folgt: 

somit erhält man: 

V=SfdUJ ,. 

r2 = (x- a? + (y- 7J)2 + (z- c)2, 

a _1_ a!~ 
/' 1' 

ax =- ~a-;;' 

ov S o ~~ 
ox~ = - P -oU: dm. 
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Die Grössen 1' und p sind l<'unctioneu der Coordinatcn a, b, c eines jeden 
Punktes der in dem Volumen UJ eingeschlossenen Masse. 

Wenn !ler Punkt P oder (.r, y, z) ausserhalb des Il,aumes w läge, so 
könnte mau die Formel (2) von § 5 auf die Transformation dieses letzteren 
Integrals anwen!len und würde erhalten: 

1 

(a) rpo~dw=Se._c_os'A tb- ~·1_ -~['JH). 1 oa 1' }' oa 
~ ~ 

Ich behaupte nuu, dass diese .Formel gleichfalls gilt, wenn der Punkt P 

im Innern der 1\Iasse liegt. Da nämlich _.!:_ unendlich gross wird, wenn der 
1' 

Punkt (a, b, c) in den Punkt P rücld, so wenden wir die Formel (2) auf 
das niimliche Integral an, aber nur hinerstreckt über das Volumen, welches 
zwischen der Oberfläche cr und einer um den Punkt P als Mittelpunkt mit 
einem unendlich kleinen Radius e beschriebenen Kugel cr' enthalten ist. 
Bezeichnen wir mit dUJ' Jas Volumenelement der Kugel und mit I..' den Winlwl, 
welchen die Normale an die Kugel mit der x- Achse bildet, so haben wir: 

j. 0 _1_ j' 1 ~ s ) j' ', \' ~ \ 1 "" r or , p cos , p cos" , 1 op up , p-dw+ r,-.,.-dm= ---dcr+ --~-dcr- --·---dw-1- ----dm. oa '" r- oa r r r oa r oa 
~ " 

Bezeichnet man mit. dw das Element C:er sphärischen Fläche, deren 
Il,adius gleich 1 ist, so hat man: 

dcr'= e2dw, clUJ'= r2drdw, 
und hieraus schliesst man sehr leicht, dass die drei auf die Kugel bezüg
lichen Integrale für E = 0 verschwinden. Man erhält also ebenfalls die 
Gleichung (a) oder die Formel: 

X= -~Y =-SP cos_l- dcr + s I op 17(1). 
OX r 1' oa 



12 I. Kap., §§ 8 u. 9. 

§ 8. 
o2V 

Um ox~ zu erhalten, kann man die beiden Integrale, aus denen X bc-

steht, unter dem Integralzeichen differentiieren. Denn da der Punlit P 
1 

innerhalb cr sich befindet, so wird - auf dieser Oberfläche nicht unendlich; 
r 

das erste Integral hat also kein unendliches Element. Das zweite stellt 

das Potential einer Masse dar, deren Dichtigkeit g~ ist, und wi; haben (§ 3) 

gesehen, dass man es in ßezug au.f x differentiiert, indem man die unter 
dem Integralzeichen stehende Function differentiiert. l\Ian hat daher: 

oder 

(b) 

ce_v =- r ~o~_l._ (( - _! dcr + l_~e ~~_:!! dw 
ox~ ' r~ r 1 oa r3 ' u ~ 

~~! = __ (' p cos 'A cos u. dcr + s-i!f_ co_s(,( dw 
o.r~ j ,.~ oa r 2 ' 

wo rx i!en Wiukel bezeichnet, welchen 1' mit der x-Achse bildet. 
Wir denken uns die Dichtigkeit p als eine stetige Function von a, b, c 

in der Umgebung des Punktes P, beschreiben um den Punkt P als 1\littel
punkt mit einem sehr kleinen Radius eine Kugelfläche a' und zerlegen 
sodann V in zwei Teile, von <lenen sich der eine V' auf die innerhalb 
dieser Kugelfläche befin!lliche l\Iasse, der andere V" auf die übrigbleibende 
l\Iasse bezieht. Wir haben .dann: 

~V= ~Y'+ ~V". 
Nach dem .Früheren ist 

6. V"= 0, 

und es bleibt daher ~V' zu berechnen. 
·wenden wir auf V' die Formel (b) an, so erhalten wir: 

()~V'=- s[' cor~ dcr' + fO[' CO~.~ dw'. 
o.1'2 r· O!t r-• 

o2V' a~v· 
Bil<lcn wir auf dieselbe Weise die Grössen --- -, --- und addieren wir o!P o,;;~ 
diese drei Ausdrüclle, so ergiebt sich: 

6. Y' = - (' -~. ib' + s(· ~.e_ cos "- + '?p_ cos ß + -~e- cos ·r) 2., du/ J }'" oa ob oc r· ' 

wo ß, ·r die Winkel sil!(], welche r mit den Achseil der y ull!1 z bildet. 
Liisst man von den drei Polarcoordinaten des Punhtes (a, b, c) ·nur 

allein r sich iiudem, so hat man: 

oa ob oc 
o-i.- = cos rx, 01; = cos ß, i5r = cos "(, 

mithin: 



Characlcristischc Eigenschaften <lcs Potential. 

Ll V'=-5 ~dcr' + J 1~2 ~;.du/ 
=- sp(z,,, + s J~;. rlö,dr. 

Nun hat aber das ~:weite Integral den Wert 

Jcr- Po)dw = Jrdw- 41tp0, 
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wo p die Dichtigkeit in der Oberfläche cr' und p0 den Wert derselben im 
Mittelpunkte P bedeutet. l\Iithin erhält man schliesslich: 

ß V= ß V'=- 4rrp0 • 

Somit ändert sich ß V s p r u n g weise von - 4rrp bis 0, wenn 
der Punkt P aus der anziehenden 1\Iasse heraustritt; liegt P auf 
der diese Masse begrenzenden Fläche selbst, so ist ß V unbestimmt und im 
Allgemeineu ist dasselbe der Fall in jedem Punkte, in welchem die Dichtig
keit der Masse sich sprungweise ändert. 

Characteristische Eigenschaften des Potentials einet• odet• 
mehrerer continuierlicher J\Iassen. 

§ 9. 

Wir beweisen zun1ichst eine andere Eigenschaft des Potentials, als die
jenigen sind, die wir soeben erhalten haben. 

Ist Jl[ eine in einem endlichen Raume E enthaltene l\[asse und P oder 
(x, y, z) der Punkt, in Bezug auf welchen man <las Potential nimmt, so hat man: 

V= Jp~(l)' 
wo r die Entfernung des Puuktes P von jedem Massenelement pd<O llezeiclmet. 
Ist ferner IJ ein Punkt des Raumes E, R seine Entfernung vom Punkte P 
und t seine Entfernung vom 1\[assenelement, so hat man: 

r2 = R 2 - 2tR cos n + f2, 

wo n cler Winkel zwisclwn t und R ist, Nehmen wir R seln· gross an im 
V erhültnis zu allen W erteu von t, so ist 

1 
1 1 t t2 -2- 1 G r = R ( I - 2 R cos rr + Jl~) = R + R2 , 

wo G eine Grösse ist, die endlich bleibt, wenn R uncmllich wiichst. Setzen 
wir diesen Ausclmcl; in V ein, so erhalten wir 

, I(' 1 s , llf L 
l = _RJ pdt0 + ]~2 pGdm = R + 1~2 , 
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wo L endlich bleibt fiir R = ·:/:). Mithin hat man, wenn R unendlich 
wlichst: 

!im (VR) = JII. 

Demnach besitzt das Potential V einer in einem endlichen Raume E 
gelegenen Masse M in Bezug auf den Punkt (x, y, z) die folgenden 
Eigenschaften: 

1. V und seine ersten Ableitungen nach x, y, z sind im 
ganzen Raume stetige Functionen von x,y,z. 

2. Bezeichnen wir mit R die Entfernung des Punktes (x, ,1!, ::) 
von einem bestimmten Punkte des Raumes E, so nähert sich der 
Grenzwert von VR mit unendlich wachsendemReiner bestimmten 
Constanten, welche die l\Iasse .Mist. 

3. MitAusnahme gewiss er Flächenhatman im ganzen Raume 

Ll V= -4rrp, 

wo p die Dichtigkeit d er 111 a s s e i m Punkte ( x, y , z) ist. So m i t 
muss, wenn der Punkt ausserhalb der 1\Iasse liegt, p in dieser 
Formel gleich Null gesetzt werden. 

Wir werden später zeigen, dass umgekehrt jede Function, welche diesen 
Bedingungen genügt, identisch ist mit dem Potential einer Masse, deren 
Dicl1tigkeit in jedem ihrer Punkte gleich p ist. 

Die sogenannte Green'sche Formel. 
§ 10. 

Es seien U und V zwei Functionen der Coordinatcn x, y, z eines be
liebigen Punktes des Haumes w, in welchem die Functionen U und V sowie 
ihre Ableitungen erster Ordriung stetig sind, und betrachten wir das Integral 

I= s(~~ o V + o U o V + o U ~V) clw ox ox ov oy oz oz ' 
dasselbe hincrstreckt über den ganzen Raum w. Wir l\önnci1 die Formel 
(2) des § 5 

s U ~~ d(J) = s UF cos A(h - s F ~~ dw 

. ou 
anwenden, wenn wir U durch äx und F durch V ersetzen; beachten wir 

überdies, dass, wenn man mit on das Element der nach aussen gerichteten 
Normale an die Fläche cr und mit o:v, O,lJ, oz die Projectioncn dicRcs Ele
mentes auf die Coordinatenachscn bezeichnet., 

ist, so ergiebt Rich: 

ox 
cos "A =<> 

ull 



Die Grccn'schc Formel. 1G 

-~-dm= Y-~-dv- V --d(l). fouav s aUax 5 a2TJ 
' ox ax OX On ax2 

Wir erhalten zwei analoge Gleichungen, wenn wir x durch y unrl :; er
setzeu; addieren wir diese drei Gleichungen, so haben wir: 

(!) I= s V~~ d:;-s VATJdw. 

Der Wert von I ündcrt sich nicht, wenn wir U und V vertauschen; 
somit haben wir auch: 

I= 5 U~~ d:;-5 Uß Vdw. 

Durch Gleichsetzung dieser beidrn Werte von I erhalten wir: 

(2) 5cuAV-VAU)rlw=5(u~: -v~~)dcr. 
Sind die Functionen U und V nur im Innern von cr bekannt oder sind 

ihre Ableitungen auf dieser Fliiche discontinuierlich, so muss man das 
N ormalcnelement nach dem Inncru hin ziehen, und bezeichnet man dieses 

. ov au av au 
Element m1t an', so muss man -6--, -"' durch - Q:r", - ~ ersetzen; 

un vn uJl On 

denn an und an' werden positiv genommen und vV und oU ändern ihr 
Zeichen, wenn man sie nach entgegengesetzter Richtung nimmt l\Ian hat 
demnach die Formdn (1) und (2) durch die beiden folgenden zu ersetzen: 

(:~) I= -SV 0 ~ cb-SVAUdw an 

(4) JcuD. Y- VAU) dw = -S(ua 1~ -- v ~u)dcr. on' on' 
Die Formel ( 4) dient zur Bestimmung der Coefficienten der Reihe, 

welche die Allkühlung eines Körpers giebt; sie ist daher in verschiedenen 
Fällen von Fourier unrl Poisson ang·ewandt worden, lange vor dem Er
scheinen der Abhandlung Green' s über die Theorie der Electricität. In
dessen wird diese Forme I allgemein die Green'sche Gleichung genannt. 

§ 11. 

Die Temperatur t' eines isotropen sich abkühlenden Kürpers genügt 
der Gleichung: 

ov 
kN= Av, 

wo k eine Const.ant.e und t die Zeit bedeutet; überdies hat man, wenn man 
die 'l'emperatnr des umgehenden l\littels gleich Null annimmt, die Berlingnng: 

av 
--lw=O an' 
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anf der Oberfläche cr des Körpers, wobei Tt com;tant ißt. l\fan set.zt 1' in die 
Form einer convergierenden Reihe 

Au. -~·t A TT -~·t Au -~··t 
V= o oe • + 1 ule , + ... + i ;e ' + ... 

wo A 0, A1, ••• unbestimmte Coef:ficienteu und U0, U1, ••• Functiouen sind, 
welche im Iunem des Körpers der Gleiclmug 

(5) !::i~=- ku}U,, 

und auf seiner Oberfläche der Gleichung 

(G) 
ou; 
~-ltU.=O 
vn ' 

Genüge leisten. Sind U und U' zwei von diesen Functionen, so hat man 
der Formel ( 4) zufolge: 

ScuAU'- U'!::iU)dm =-S( TI~~'- U' ~~~)cz. 
und mit Anwendung der Gleichungen (5) und (G) geht diese Formel über in: 

SuU'dw=O. 

Der Wert F von v im Anfangspunkte der Zeit ist gegeben; man hat daher: 

F= A 0 U0 + A1U1 +· · · + A;U;+ · · · 
l\lultiplicieren wir mit U;clm UIHl integrieren dann über den ganzen 

Kürper, so erhalten wir zur llestimmung des Coefficienten A; die folgende 
Gleichung: 

lUittleret• Wert der zu einer geschlossenen FHiche not•nmleu 
Kraftcomponcnte. 

§ 12. 

Aus der Formel (2) des § 10 leitet man leicht den folgenden Satz von 
Gauss her. 

Ist V das Potential von l\[assen, von denen die einen, deren 
Gesamtmasse llf ist, im Innern der gesclllosscncn Fläche cr, 

die andcrn ausserhalb dieser Fläche liegen, so hat man 

Sov on da = - 47t.ilf, 

wo sich die Integration über die ganze Fl1ichc a erRtrecld. 

*) Die Abhandlung von G rc en, welche die Formel (4) en1hiilt., erschien zu 
Nollingham im Jahre 1828, doeh wurde ~ic auf tlem Continent. erst. 18:10 dmch ihre 
Verö!Tent.lichung in C rc II e' s .Ton mal llcl1annt. Die Rechnung !I es § 11 findet flieh 
zweimal in ihrer gamcn All!);cmcinheit. dargestellt. im 22. JTcf1e 1lcs .Journal tle 
l'l~'colc Po(1JlCd111itpte, 1833, s.'IG!l \'Oll Jluhamel und K 20-1 von Lame. 
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Setzen wir niimlich in der Formel (2) des erwähnten Paragraphen 
U = 1, so erhalten wir: 

S tl Vdw = S~-Jf cb. 

Ist nun p die Dichtigkeit der lllassen im Innern von a, so ist 

tl V=- 4rcp, 

eine Formel, die man sich angewandt denken kann auf alle Punkte des 
Raumes m, wofern man nur p ausserhall> der 1\[asse lJI als Null betrachtet. 
1\Ian hat daher: 

§ 13. 

Wir wollen noch den Beweis entwickeln, den Gaus s von diesem Satze 
gegeben l1at. 

Hülfssatz. Verbinden wir einen festen Punkt 0 mit jedem 
E I e m e n t e da e i 11 er g e s c h I o s s e n e n P lii c it e d u r c h e i n e n Ra d i u s -
v e c t o r ,. und b e z c i c h n e n wir mit n d e n W in 1\ e I , weIch e n d i es er 
Radiusvector mit der nach Innen gezogenen Normale von da 
bildet, so haben wir die Formel 

f·bt 
da= 10 

l2rr, 

wo das Integral s i c h ü b er d i c g an z e F lii c h e er streckt, und zwar 
je nachdem der Punkt innerhalb oder ausserhalb oder auf der 
I<' I ä c h e s e I b s t I i e g t. 

Wir nehmen zunächst den Punld 0 im Innern der Fläche a 

an. Wir denken uns einen Kegel, welcher den Punkt 0 zur Spitze und 
eine unendlich enge Oeffnung hat. Die Kegelfläche wird, an ihrer Spitze 
festgehalten, die Fliiche a in einer ungeraden Anzahl von Elementen da', 
da", ... treffen; es seien u', u", ... die 'V erte, welche der Winkel n an 
diesen Elementen annimmt, und r', r", ... die Entfernungen dieser Elemente. 
Bezeichnet man ferner mit d.i das Element der Kugelfläche mit dem Radius l 
und dem 1\Iittelpunkt in 0, welches von diesem Kegel ausgeschnitten wird, 
so hat man: 

da' cos u' = r'2dt";,, da" cos n" = - 1-" 2dw, da'" cos n'" = r"'2dü,, ... , 

da die Cosinns von n', tt", u"', ... abwechselnd positiv und negativ sinrl. 
Hieraus ergieht sich, wenn man diese Gleichungen durch r' 2, r" 2, ••• dividiert 
und dann nrldiert: 

7 I I 7 II II 

(~CO~+~:; CO~~ -j-. •. = dtiJ 
1''".! ,-":!. ' 

~lat.hicu, Potentialfhcoric. 2 
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und wenn man diesen Aus!lruck in Dezng auf alle Kegr.l mit unendlich 
kleiner Oeffuung, deren Spitze in 0 liegt, intcgTicrt, so hat man: 

SCOS1t 
--.,- d; = 4r.. 

1"" 

Ferner nehmen wir an, derPunktO läge ausserhalb a. Wird 
ein Kegel mit unendlich kleiner Oeffnung, dessen Spitze in 0 liegt, nach 
der Oberfläche a gelegt, so wird er dieselbe in einer geraden Anzahl von 
Elementen treffen, und man hat, wenn man die vorigen Ber.eiclmungeu 
beibehält: 

drr' cosn' =- r' 2dw, da'' cosn" = 1·" 2diü, · · · 

und hieraus folgt: 
da' cos n' d-;" cos n" 
--,i)-- + --,'"-- + ... = 0. 

1" - r· • 

Bildet man die Summe aller analogen Gleichungen, so erhält man: 

Scosu 
---.,-drr= 0. r· 

In d e m F a II e e n d l i c h , w o d er P u n 1\t 0 a u f d er F Hl c h e r; I i e g t, 
legen wir die Tangentialebene an die Fläche im Punkte 0. Diese Ebene 
teilt eine unendlich kleine Kugel, deren l\littelpunkt in U liegt, in zwei 
Halbkugeln, von denen die eine auf der Seite des von a umschlossenen 
Raumes, die andere auf der entgegengesetzten Seite liegt. J<'iir die erstere 
Seite lmnn der Punl\t 0 als ein innerer, für die zweite als ein ilusserer be
trachtet werden. Somit ist das Integral 

Scosn ---dr; r2 

gleich 2-rr für die Elemente cl-1, welche auf der ersten Seite liegen, und gleich 
0 für die andern Elemente; mithin ist dieses Integral, hinerstreckt über die 
ganze ObertUlche gleich 2-rr. 

§ 14. 

Wir kehren nun zu dem Satze des § 12 zurück. Ist r die Entfernung 
zwischen dem Elemente drr und einem Elemente dJll der iunern Masse lJI 
oder einem Element dJI' der äusseren 1\Iasse, so hat man: 

SdlJicosu 
-~.,-drr = 4mUI, 

1'" 

J'dilf' COS1t 
--,--ch=O. 

T" 

Bilden wir rlie Summe aller dieser Gleichungen, indem wir alle 
Elemente dlJI unrl dlil' nehmen, so haben wir: 

c scosn s scosu yz~ --1::;-dlll + d~ r~ dill'= '1-rr.ll. 



Wann ist eine Fundion r(.r, .'/, :) Polential einer conl. Masse? H) 

1\fan hat aber: 

r = s~~~! +still_!~ 
r 1' 

oJT =- fCOSif. dlf _ l_cOSI~ [JI' on ,.~ . J ,.~ t • , 
·- ~ 

mithin ergiebt sich die Formel: 

('ov J an da=- 4o.M. 

Bedingungen, füt• welche sich eine Fnuction von x, v, z auf 
das Potential einer continuierlichen 1\Iasse retlnciei•t. 

§ 15. 
Wir nehmen an, dass eine Functiou Y von x, y, z den folgenden 

Bedingungen genüge: 
1. V und seine ersten Ableitungen nach x,y,z sind überall 

stetig. 
2. Die Grenze vou 

V V ;e~ + y2 + z2 

ist eine e n d I i c 11 e u n d b es tim m t e C o n s t. an t e, wenn der Pu n k t 
(x, ?J, ;:) sich ins Unendliche entfernt. 

3. 1\lit Ausnahme gewisser Flächen hat man überall: 

flV=- 4o.p, 

wo p eine Function von x, y,:: ist, welche gegebene endliche 
Werte in einem endlichen Raume hat und welche Null ist nusser
halb dieses Raumes. 

Ich behaupte, dass Y das Potential einer l\lasse ist, deren 
Dichtigkeit in :lllen Punl<ten des Raumes p ist. Dieses Potential 
gcuügt, wie wir (§ n) gesehen haben, diesen Bedingungen; es handelt sich 
also darum zu beweisen, dass es lwine zweite Fuuction 1"' giebt, welche 
ihnen ebenfalls genügt. Setzen wir: 

11 =V-- Y', 

so gcniigt die Function u <ler ersten und der zweiten lledingung und da 

(a) a r =- 4:rp, 6. F'=- 4n:p 

ist, so wird die dritte Bedingung ersetzt durch 

!lu = 0, 

und diese gilt iihcrnll, dit•jenigcn Fliichcn au::genommrn, auf denen tlie 
Gleichungen (a) nicht alle hcide stattfinden. 

2* 
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In der oben (§ 10) gefundenen Gleichung 

S(~~ov + ou ~ + ~u ~X) dlll =fv ~-rz dr:r -Svaud"' ox ox oy ay az oz , an 
setzen wir U = V= u; dann erlmlten wir: 

(A) 5((ozt)2 (ou)2 (011)2) l s an l - + - + - c w = n -- l r;;, ox ay oz an 

Wir legen eine Kugelfliiche, welche ihren 1\Iittelpunld im Anfangspunkte 
der Coordinatcn l1at und deren Radius R sehr gross ist, so dass sie alle 
Flächen, auf denen Au nicht Null ist, einschliesst. In gleicham Abstande 
von jeder Ausnahmefläche s legen wir zwei parallele und sehr nahe gelegene 
Flächen "'· Von dem in der Kugeltliiche eingeschlossenen Volumen unter
drücken wir die sehr kleinen Teile, welche zwisclJCn jedem Paare von 
Flächen ' enthalten sind, und wenden auf den übrigbleibenden Teil die 
Formel (A) an. 

Das Integral der rechten Seite angewandt auf zwei parallele Flächen 't 
gieht in der Grenze Werte, die gleich alJer von entgegengesetztem Vorzeichen 
sind. Man hat daher nur noch zu untersuchen, was aus di<'sem Integral 
wird für die Oberfläche der Kugel. Nun hat man, wenn cltö das Oberflächen
element der Kugel mit dem Radius 1 ist: 

5~~ udr;; = R25u ~;j d,;,, 

und in folge der zweit.en lleclingnng kmm man, wenn .R sehr gross ist., 
setzen: 

A an A 
u = ll' 'i)jj = - R~' 

wo A eine endliche Constante ist.. Dieses Integral winl daher: 

A 25 ·h:.f2 
- ll lltil = - -- ll- , 

und es ist somit Null, wenn R unendlich grosR ist. 
Somit geht die Gleichung (A) über in: 

5((al~)!! + (au)2+ (~~Y)dw = 0 \ ox oy oz) 
unrl man hat daher: 

au · o1t on = 0 
a;V = 0 , 0,1/ = 0 , oz 

in allen Punlden und auch auf den FHichen s, cla die Ahleibmgen von n 
stetig sein sollen. Demnach reclucicrt. sich lt auf eine Const.ante und diese 
Constante ist Null, da u im UncndliclJCn Nnil sein soll. I<'olglich ist 
Y'=Y. 
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))as Dil'ichlet'sche Prinzip. 
§ Hi. 

Wir wolleu jetzt den folgeuden Satz beweisen: 

21 

Es existiert stets in einem gegebenen Haume weine Function 
·v vou x, y, z, und nur eine einzige, welche nebst ihren Ab
leitungeu erster Ordnung endlich und stetig ist, die ferner im 
Innern dieses Haurnes der Gleichung 

!::.v=O 

genügt und die in jedem Pnnl\te der den Haum oJ begrenzenden 
Flüche einen gegebenen Wert besitzt. 

Es giebt offenbar unendlich viele Functionen n, welche den vorstehenden 
Stetigkeitsbedingungen genügen und die überdies auf der }'Hiebe den 
YorgcschritJbenen Wert besitzen. Unter alleil diesen }'unctionen suchen wir 
diejenigl', welche das Integral 

(1) 0 = \[(ol~)2 ('ou.)2 (ou)2Jl "" "' + "' + "' cw, v U.C U,lj UZ . 

dasselbe hincrstreckt über den ganzen Haum w, zu einem l\Iinimum macht. 
Bezeichnen wir mit v die Function u, welche Q zu einem Minimum macht, 

so liönuen wir irgend eine andere der Funct.ioncu 1t darstellen durch 

(2) 1t = v + hw, 

wo h eine willld.irliche Gonstante und w eine Funlition ist, welche denselben 
Stctiglcitsbedingungen wie u genügt und die auf der das Volumefl m be
grenzenden Oberlläche a verschwindet. Substituieren wir den Ausdruck (2) 
in die Formel (1) und bezeichnen wir mit !~' den ldeinsten Wert vou Q, 

so erhalten wir: 

(il) 

wenn wir setzen: 

Jli = 5(E!!_ ow + E~~ ?~? + ov ow) dw o.v OX O!J O!J oz oz 
N = 5 ( (~;y + (~iY + (~;) 2) dlO. 

Nach der Voraussetzung ist n· der ldeinste Wert VOll ~~. mithin ist JJI 
zufolge (3) gleich Null, denn wäre dies 11icht der Fall, so könnte mau h 
sehr !dein nehmen und über sein Vorzeichen derart verfügen, dass hlJl 
negativ würde und n' nicht der ldeinste Wert von !! wäre. 

Die Grösse w ist Null auf der Fläche cr; mithin kann man nach § 10M 
auf die folgende Form bringen: 

Jf = - SwLivd(J). 
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Nun ist aber w eine willkürliche Function und da J.ll Null sein soll, welches 
auch w sein möge, so ist klar, dass alle Eiernente des Integrals Null sind 
und dass man im ganzen Raume m 

f:J.v=O 
hat.*) 

Somit existiert stets eine Function u, welche dem Ausspruche des 
Satzes genügt; es bleibt noch zu beweisen, dass es nur eine einzige solche 
giebt. 

Wenn eine der Functionen 1t der Gleichung t:J.n = 0 genügt., so macht 
sie offenbar das Integral Q zu einem l\Iinimum; wir brauchen also nur zu 
beweisen, dass Q nur ein 1\linimum hat. Nehmen wir an, dass man ausser 
der Lösung u = v noch die Lösung u. = v + w habe, welche Q zu einem 
Minimum macht, so haben wir nach der Formel (:3), in welcher 111 gleich 
Null ist: 

Q =Q'+h2N2, 

und indem wir in dieser Formel lt = 1 setzen, erhalten wir für das zweite 
Minimum 

Q'+N2, 

welches Ideiner sein müsste als der vorhergehende Ausdruck, wie klein auch 
h sein möge, was absurd ist. 

1\lithin giebt es nur eine Function u, welche Q zu einem Minimum 
macht, und damit ist der Satz bewiesen. 

Potential einer sphäl'ischen Schiebt. 
17. 

Um die folgende Aufgabe zu behandeln, suchen wir das Potential 
ein c r homogenen sphärischen Schi eh t von constanter und unendlich 
geringer Dicke. 

Das Potential V hängt nur von der Entfernung ll des Punlltes (x, y, z), 
für welchen man das Potential sucht, von dem l\littelpunkte der Kugel ab 
und demzufolge hat man: 

und wenn man diesen Ausdruck gleich Null setzt und sodann integriert, 
so erhält man: 

wo C und C' zwei willkürliche Constanten sind. 

*) l\fan l1iinnte einwerfen, dnss dieser Beweis nicht beweist, dass ..lv in Punkten, 
Linien oder FHichen, welche in dem Haume m liegen, nicht YOn Null Yerschieden 
ist. llfan wird aber im zweiten Kapitel sehen, dass die Ableitungen nller Ordnungen 
,·on v stetig sind um! dass somit ~v in keinem Punkte YOn 0 Yerschieden sein kann. 
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Liegt der Punkt x, y, ;; im Inuern des Hohlraumes, so hat man, da 
V für R = 0 nicht unendlich werden kann, C = 0; mithin reduciert sich 
V auf die Costante C' und, wenn man den Punkt x, y, z in den l\Iittel
puukt verlegt, so findet man: 

V=4'1tAm, 
wo A der Radius der Kugelfläche und m die Masse für die Einheit der 
Fläche ist. 

Liegt der Punlit x, y, z ausserhalb, so ist V gleich Null für R = oo, 
mithin ist C' = 0. Die Grenze von RV ist gleich der l\Iasse; mau hat also: 

V= 4ötA2m. 
R 

1\Iittlerer \Vert des Potentials auf tler Obel'fliiclte einer 
Kugel unll extreme Werte, welche dasselbe in einem Ramne 

ausserhalb der lUassen annimmt. 
§ 18. 

Wir betrachten Massen, die wir uns auf Punkte reduciert denken 
l<önnen, und beschreiben eine Kugelfläche, welcl1c einen Teil dieser Massen, 
die wir allgemein mit m bezeichnen wollen, einschliesst und die andern, 
die wir m' nennen wollen, ausschliesst. Dann erhalten wir als ihr Potential: 

V "'m v m' 
=--+""'~' 1" ,. 

wo r null r' die Entfernungen der Massen m und m' vom Punl<te P sind, 
fiir welchen \vir das Potential betrachten. Lassen wir den Punkt P auf 
die ObertHiche a der Kugel rücken, multiplideren diese Gleichung mit dem 
Element da und integrieren über die ganze Ausdehnung dieser Oberfläche, 
so erhalten wir: 

SV da= ~msdcr + ~m' sd~. 
1" 1" 

('~l~ stellt das Potential der Fläche cr in Bezug auf den Punkt 111, l r 
~Üeses Potential in Bezug auf den Punl<t m' dar. Bezeichnet man 
mit r 0 die Entfernung von m' vom l\littelpunllt der Kugel, so hat man, 
vorigen Paragraphen zufolge, wenn A der Radius dieser Kugel ist: 

5 ' . ' 111' Vdcr = hA~m + 41t.-1·~- · 
1" 0 

s~~ 
also 
dem 

?n' 
Nun bedeutet ~- dass Potential U der l\lassen m' in Bezug auf den 

1"u 

1\Iitt.elpunlit der Kugel. l\lithin hat man schliesslich: 

s Yda = 4'ld~m + ·h.~PU, 
eine Formel, die Gauss gegeben hat und die offenbar auch gilt, wenn man 
continuierliche Massen nimmt. 
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§ 1!). 

Aus diesem Satze folgert man leicht mehrere andere. 
Satz. Es sei B ein Raum, für welchen man das Potential 

von Massen betrachtet, die siimtlich at1sserhalb desselben 
liegen. Ist dieses Potential in einem noch so kleinen 'l'cile von 
E constant, so ist es im ganzen Raume E coustant. 

Denn man nehme an, dass das Potential in einem 'l'eile G des Haumes 
E einen constanten Wert ll habe, und dass in einem 'l'eile li desselben 
Raumes, welcher G benachbart ist, V> g sei. Denkt mau sich eiue Kugel, 
deren 1\littelpuukt in G und deren Oberfliichc teilweise in G, teilweise in 
H liegt, so erhält man mit Anwendung des vorhergehenden Satzes: 

(a) 

oder 

(b) 

s Vd:r = 4o..!Fg 

.fcv- g) d:r=o, 

eine Gleichung, 1lic unmöglich ist, da 1·- g auf einem 'l'eile von :r gleich 
Null und auf dem andcm positiv ist. 

l\lithin kann V nicht grösser als g sein; ebenso sieht man, dass es 
auch nicht ]deiner sein kann. 

§ 20. 

Satz. Ausserhalb der l\lasseu l•ann das Potential weder ein 
l'llaxirnum noch ein l\linimum sein. 

Dieser Satz wird wie der vorhergehende bewiesen. Ist das Poteutial 
z. B. ein l\Iaximum in einem Punkte 0, der ausserhalb der l\Iassen liegt, 
so beschreiben wir um 0 als 1\littelpunl\t eiue Kugel mit sehr !deinem 
Radim. Bezeichnet mau diesen grössten Wert mit g, so erhält man die 
Gleichuug (a) oder die Gleichung- (b), was unmöglich ist, da I' auf der 
gamen Oberfläche cr kleiner als g ist. 

§ 21. 

Satz. Liegen Masse n aus s er h a I b ein e r b e lieb i g e n g- e-
schlosseneu Fliiche cr, so hat ihr Potential im Innem von :r zu 
extrem e u Werten die e x t r e m e 11 Werte, w e l c h e c s auf cr a 1111 i mm t. 

Denn da dem vorigen Satze zufolge das Potential in eiuem Punkte des 
Raumes innerhalb :r weder ein l\faximum noch ein lllinimum sein kann, so 
ist klar, dass sein grösster mHl sein kleinster Wert auf cr liegen werden. 

Zusatz I. Wenn das Potential von äusseren l\lassen auf der 
Fläche cr constant ist, so ist es auch in allen Punkten inner
halb cr constant. 

Zusatz II. Wenn die Potentiale V und V' zweicr .Massen
systeme, welche ausserhalb der geschlossenen Fläche cr liegen, 
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auf cr denselben Wert haben, so werdeu ihre Werte dieselben 
sein in allen Punkten innerhalb cr. 

Denn V- V' ist ein Potential, welches Null ist auf cr und das infolge 
dessen Null ist iu allen Punkten innerhalb cr. 

Übrigens ist dieser Znsat~ im Dirichlet' DCheu Prinzip enthalten. 

§ 22. 
Satz. Liegen l\I a s s e n innerhalb der g es c h I o s s e n e n F 1 ä c h e cr, 

so wird ihr Potential ausserhalb dieser Fläche zu seinen beiden 
extremen Werten ~wei der folgeudeu drei Grössen haben, näm
lich 0 und die beiden extremen Werte, welche es auf cr annimmt. 

Denn da das Potential in keinem Punlüe des Raumes ausserhalb cr ein 
l\laximum oder ein .i\Iinimum sein kanu, so können sich der grösste und der 
kleiuste Wert dieses Potentials nur auf der Grenze dieses llaumes vorfiuden, 
d. h. nur auf cr oder im Unendlichen, wo es gleich Null ist. 

Zusatz. Hat das Potential auf cr einen constanten Wert, so 
wird es ausserhalb cr zwischen diesem constanten ·werte und Null 
enthalten sein. Sind alle Massen positiv, so ist das Potential 
stets positiv und ausserhalb r; ist sein ldeiuster Wert Null und 
sein grösster Wert findet statt in einem Punkte auf cr. 

Die Grenzen des äusseren Potentials küunen gleichfalls genauer au
gegebeu wenlen, weun die Summe der l\Iassen innerhalL '" gleich Null ist. 

Satz. Wenn l\Iass en eine Summe gleich Null hauen und im. 
Innern einer Fläche cr sich befinden, so wird ihr Potential 
ausserhalb r; zu extremen Werleu die e:xtremen Werte habeu, 
w e 1 c h e c s auf cr a u u i mm t. 

1\lan braucht ofl'en Lar nur zu beweisen, dass Null hin extremer Wert 
ist oder dass das Potential am3scrhalb r; positive und negativeWerte besitzt. 

Wenn Y nicht überall ausserhalb cr gleicl1 Null ist, so kann es auch 
nicht, wie wir (§ 1 \"!) gesehen haben, in einem ganzen Teile dicse8 Ha um es 
Null sein. Es sei also D ein sel1r eutfernter Punkt, in welchem V uicht 
Null, sondern z. l3. positiv ist. Wir denken uns eine Kugel, deren l\littel
puukt im Innern von cr liegt, und deren Oberfläche durch den Punkt lJ 
geht und cr vollstä!lllig umschliesst. Ist s die Oberflüche dieser Kugel, so 
erhält man mit Anwenduug des Gaus s' sehen Satzes: 

s Vds = .J-.:A~i!l. 
Nun ist aber nach Voraussetzung ~m = 0; mithin ist dieses Integral Null, 
folglich ist V in gewissen Punktell der sphilrischen Fläche :; negativ und 
damit ist der Satz bewie,eu. 



2G I. Kap., §§ 24 u. 2!1. 

Satz. W e 1111 1\1 a s s e n, weIche im I 1111 er n der F I ä c h e '" I i e g- e 11, 

eine Summe gleich Null haben, uud wen11 ihr Potential auf 
der FUi.che a einen coustaute11 Wert besitzt, so ist diese Con
staute Null und das Potential ist gleich Null im gauze11 äusseren 
Raume. 

Denu wir hauen soeben gesehen, dass das äussere Potential seine 
beideu äussersten Werte, von deuen der eine positiv, der andere negativ 
ist, wofern es nicht überall ausserhali.J a gleich Null ist, auf a hat. Mithin 
i~t V gleich Nuli auf a Ullll ausserhalb cr. 

Somit heben sich die Kräfte, welche von den Massen ausgehen, im 
ganzen ilm;sereu Haume auf. 

Energie eines 1\Iassensystems. 
§ :n 

"'ir nehmen zunächst ein System von l\lassen 111 1, 111~, 111;1, ••• 

au, welche in Punkten concentriert sind; wir bewichuen mit 1';,, 

die Entferuung zwischen zweien von diesen 1\lassen m;, m, und bil<lcu die 
Summe 

(I) 
'/11.11/ 

lV=~-·-· 
r. 
'•. 

über :tllc Produtte je zweier 1\lassen. 
Wenn diese :Massen sich gegeuseitig im umgekehrten Verhältnis des 

Quadrats der Entfernungen anziehen, so ist. rlie unendlich !deine Arbeit, 
welche durch die V errückung der l\lassen des Systems geleistet wird: 

1}1.1/l 

dlV =- ~ -·-~ dr. , 
1"~ I, & 

'· . 
und wenn wir mit lr0 deu Anfangswert von lV bezeichnen, so wird die 
seit dem Anfaugspunlite der Zeit geleistete Arbeit lV- 11"0 sein. Denkt 
man sich, dass die materiellen Punkte m1 , ~~~~- ••• anfänglich um unendlich 
grosse AlJstäncle von einander entfernt sind, und dass sie in den g-rgen
wärti~en Zustand des Systems gelangt seien, so wird 11~, gleich Null und 
die geleistete Arbeit gleich 1V sein. 1\Ian nennt 1V das Potential ues 
Systems der l\lassen 111; auf sich selbst o~er auch die Energie ues Systems. 

Den Ausdruck (I) l;ann man auch schreibeu: 

dabei be~eichuet Y; das Potential slimtlichcr lllassen, mit Ausnahme von 
m;, in 1ni, ferner bezieht sich das erste Summenzeichen auf den Index s, 

das zweite auf tlen Index i, und der Factor _1:! ist hinzug·esetzt wonlcn, um 

jede Comhiuation zweicr Massen nur einmal zu nehmen. 
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Wenn wir an Stelle von zerstreuten Punliten eine oder meh
rere contiuierliche l\Iassen haben, so bezeichnen wir mit dw und 
du/ irgend zwei Elemente des Volumens dieses Systems, mit r ihre Ent
fernung und mit p und p' die Werte der Dichtigkeit in dw und clw'. D:1nu 
erhalten wir 

(2) 1 S Sp'clw' IS W = 2 pdw - 1.- = -2 Vpdw 

für die .Energie Lies Systems. 

§ 25. 

Wir untersuchen s o dann zwei l\1 a s s e n s y s t e m e. Wir setzen 
ebenfalls zunächst voraus, dass diese l\Iassen sich auf materielle 
Pu nl< te reducieren, welche m1 , m2 , m3 , ••• für das erste System und m 1', 

m~', 111:/, ... für das zweite System sein mögen. Bezeichnen wir respective 
mit V und V' die Potentiale dieser beiden Systeme, mit VI' v~, ... die 
Werte von V in den zweiten Punkten, mit V1', 1'/, V/, ... die Werte 
von V' in den ersten Punkten, so haben wir: 

odl)r 
mt Yt'+ m2T.2'+ ... = m/Vt + m2'rz + ... 

(::>) "im V'= ~m'V. 

Denn man sieht unmittelbar, dass jede der beiden Seiten die Summe 

ll' - "' 11}:_11!_~ 
I-- 1' 

darstellt, wo r die Entfemung zwischen m und m' ist und die Summation 
sich auf alle Com binationen einer lllasse m des ersten Systems mit einer 
l\lasse m' des zweiten Systems erstreckt. 

Nehmen wir z. B. an, dass die l\Iassen m' fest seien und die l\fassen m 
im umgekehrten Verhältnis des Quadrats rler Entfernung anziehen, dann 
muss bei einer unendlich kleinen VerrücktllJg der l\Iasscn m die vorher 
betrachtete Arbeit clHr um dlV1 vermehrt werclen; die von den l\lassen m 
geleistete elementare Arbeit wird demnach sein: 

d(W + 1V1). 

Wenn die l\Iassen eines jeden Systems, anstatt in Punkten 
zerstreut zu sein, continuierliche l\lassen bilden, so bezeichnen wir 
mit p die Dichtigkeit jedes Volumen-Elementes dw des ersten Systems und 
mit p' die Dichtighit jedes Volumenelementes dw' des zweiten Systems. 
Wir erhalten dann an Stelle der Formel (3) die folgende: 

(4) lV1 = S V'pd(l)= STTp'dw'. 
W1 heisst das Potential des einen der 1\[assensysteme auf das 
anclere. Wenn wir die beiden Massensysteme zu einem einzigen vereinigen 



28 J. Kap., § 2li. 

und mit 1 V' die Euergie des :.:weiten Systems I.Jczcich nen, so erhalteil wir 
oll'euuar als die Energie des gesamten Systems: 

1V + ll''+ w •. 

§ 26. 
Wir wollen uun .lie Ausdrücke (2) und (.t) \'Oll lV und 11'1 h·ans

formh~ren. Man hat in der ganzen l\lasse, clcren Volumen w ist: 

.11' =- -lö.(t; 

entuehmen wir p aus clicser Gleichuug und setzen seineu Wert in den Aus
dmcl< (:Z) ein, so erhalten wir: 

w=-:;~SrurrZ"'. 
Da ai.Jer u I' überall ausserhalh des Haumcs w gleich Null ist, so 

);öuncn wir das Jutegral iiLer dem ganzen J:aum erstrecl;en, da man nur 
verschwindende Elemente hinwfiigt. Wir I.Jczcichnell mit cl< das Element 
des Volumens, welches in ci ner mit einem sehr grosseu Radius Rum einen 
Punkt cles Volumeus w als l\liltclpunkt heschricl>euen Kugel enthalten ist, 
und wenden die Formel des § 10 

(5) s U!l Ycl• =- ('(~~ ?!:. + ~l! ~~ + ~l! ?.1.'-) cl• +SU 0.:.. d~ j ox öx og og o.; o;: on 
an, inclem wir dariu U =V sct:.:eu. Das letzte Glied, welches sich auf die 

1 ganze Ol>erllä:chc cler Kugel erstrccld, ist \'Oll der Onhru11g 1t und ver-

schwiHrlet iu der Grenze für R = er.:. lllan hat daher: 

I j'l· oV ., oV ., oV ''] 1V =-:- (---)- + (--)- + (-)- d-. :;;: o.c og oz ' 
wo sich clas Integral über den ganzen Haum erstreclit. 

Eheuso l;ann man 1V1 transformieren. Ersetzt man p in der Formel ( -l) 
durch seinen Wert, so erhült mau: 

1V =- __! ll''u l'dm 
I .j 7t , ' 

< 

und da .1 V aus~erhalb .. , gleich Null ist, so );arm man das lutegral auf 
den ganzcu Ha um crstreclwn. \\' erHlcn wir clie Forlllcl (!'>) auf das in tler
scll>en Kugel euthaltenc Volumcu an uutl bemerken wir, tlass tlas letzte 
Glied ebenfalls Null ist, so lrahen wir: 

1V = _!_s(~ V ~V' + o ~ ~ !'~ + o V:~.!:'~) eh 
• 4ot ox ox oy og o; oz ' 

wo sich tlas Integral auf alle Eiemeute tl• des unelllllichen Raumes erst-reckt. 
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Potential von ~iassenschichten, welche auf 
Flächen abgelagert sind. 

Wir denlwn uns, rlass eine FHiche herleckt sei mit einer ansserorclent
lich dünnen und liusserst dichten Schicht Materie. In den Anwendungen auf 
!lie Physik braucht man gewöhnlich auf die Dicke derselben keine Rücksicht 
zu nehmen, sondern nur die :Menge der Masse zu betrachten, welche jedes 
Flüchenelement bedeckt. Bezeichnet man mit D die Dichtigkeit der Masse 
!ler Schicht und mit e ihre sehr geringe Dicke über dem Element da der 
Fläche und setzt man Ds = p, so wird pcla die auf dcr abgelagerte Stoff
menge sein, und da man im Allgemeinen weder D noch E, sondern nur ihr 
Produet p, welches mau als endlich ansieht, betrachtet, so nennt man diese 
letztere Grüsse ilie Dichtigkeit der S eh ich t. . 

Gauss zuerst und nach ihm die meisten Geometer haben die Anziehung 
der Schichten untersucht, indem sie ohne ·weiteres voraussetzten, dass ihre 
Dicke gleich Null oder die Dichtigkeit der Materie im gewöhnlichen 
Sinne des Wortes unendlich gross sei. Diese Fiction l\önnte nur so lange 
irgend welchen Nutzen haben, als sie irgend welche Vereinfachung 
herbeiführen wiirde. Nun wird aller im Gegenteil, wenn man die Sache in 
dieser Weise angreift, der streng·c und dirccte Beweis des einleitenden 
Satzes iiber die Dichtiglwit einer Schicht sehr schwierig. Uebenlies wird 
man bei diesem Ausgangspunlde in der Folge genötigt, bei den Be
weisen der Sätzr, ci11en U nterschicd zu machen zwischen den Massen, welche 
ein Volumen ausfüllen, und den Massen, welche auf Flächen verteilt 
sind, obwohl sie dieselbe Rolle spielen, was eine unangenehme Complication 
ist. Da ferner in Wirklichkeit diese Schichten, wie dünn man sie auch 
annehmen möge, rloch eine Dicke haben, so ist rliese Art der Auscinander
i'etzung gewiss nicht mehr streng, sobald man von den erhaltenen Formeln 
Anwendm1gcn machen will. Aus diesem Grnnrle nehmen wir zuniichst die 
Dicke rler Schichten ausserorrlcntlich gering, aher nicht gleich Null an. 
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Es ist ferner wichtig- zu bemerken, dass man von dem :Falle, wo die 
Diclw e: sehr !dein ist, unmittelbar zn dem idealen Falle, wo sie Null ist, 
übergehen lmnn, dass es dagegen nicht möglich ist, aus dem Falle, wo e: 
gleich Null ist, alle Hesultate abzuleiten, die man erhält, wenn e: sehr 
klein ist. 

Foi'mel, welche die Dichtigl{eit einer Schicht giebt. 
§ I. 

Es ist leicht, durch ein Beispiel zu verificiercn, dass die Ableitung des 
Potentials einer Schicht, genommen ·nacl1 der Normale, sich sprungweise 
ändern muss, wenn der Punkt P, für welchen man dieses Potential be
trachtet, die Schicht durchschreitet. Betrachtet man nämlich eine sphärische 
Schicht, deren Dichtigkeit constant und gleich p ist, so llat man für ihr 
Potential im Innern und ausserlwlb (Kap. I, § 17): 

4r.R2 
Vt = 4o.Rp, y2 = r- p, 

wo R der Radius der Kugel und 1' die Entfernung des Punktes P von 
ihrem 1\littelpunlite ist. VI und v2 sind gleich füt• 1' = R. Wir haben 
so dann: 

Nehmen wir an, dass die Dicke der Schicht E sei und den Radien R-e: 
und R ents]Jreche, so haben wir somit auf beiden Seiten der Schicht: 

ClVt 
-Qr = 0 für ,. = R- e: 

ClV2 fu. = - 4r.p fiir ,. = R; 

somit unterscheiden sich diese beiden Ableitungen um - 4rrp. Offenbar 
vernachlässigen wir eine in Bezug auf die Grösse 41tp uuendlich kleine 
Grösse. 

§ 2. 
Wir nehmen jetzt die Frage in ihrer ganzen Allgemeinheit. 
Es sei BACF eine materielle Schicht. Wir ziehen die Normale Ax an 

die äussere Fläche und bezeichnen die sehr geringe Dicke Aa mit E. Wir zer
legen die Schicht i~ zwei Teile, von denen der eine die Aa sehr nahe 
liegenden Punkte, der andere die übrigen Teile der Schicht enthält. 
Nehmen wir an, dass ein Punkt P sich auf Ax von A nach a bewege, so 
wird sich die Anziehung des zweiten Teiles der Schicht auf den Punkt P 
nicht in merklieber \V eise ändern, da der l1 unl\t P fiir sie ein iinsserer ist, 
dagegen wird sich die Anziehung cles ersten Teiles auf P in merldicher 
\V eise ändern, wie wir jetzt beweisen wollen. 
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Wir wollen die Teilung der Schicht in zwei Teile mitteist einer 
Ebene BC bewerkstelligen, welche die innere Pläche in a beriihrt; es ent
steht dadurch ein Segment BAC, dessen Anziehung auf den Punkt P 
gesucht werden soll. 

Wir legen den Coordinatenanfangspunkt in den Punkt A (l<'ig. 1 ), 

Fig. 1. 

so dass AP= x ist; irgend ein Punkt des Segmentes wird zn Coordinaten 
a, b, c haben, unrl wenn wir mit m das Potential des Segmentes bezeichnen, 
so wird seine Anziehung in der Hichtung Ax sein: 

om s a-x ox= D~clw, 

wenn das Integral auf das ganze Volumen BAC erstreckt wird. 
Nehmen wir statt y unrl z Polarcoordinaten n und n, so haben wir: 

(a) 

1' = yu 2 + (a- x)2 

dro = udl((lflrla 

wo u1 rlie Ordinate nll ist. Ist B der Krümmungsradius des Normal
schnittes JJAC in A, so hat mau: 

und wenn mau annimmt, dass die Achsen der y und z nach den Haupt
sclmitten gerichtet seien, so lindert sich R mit n nach der Gleichung: 

I cos2 fi sin2f} 
n=n:+1l"' 

wo R' und K' die Hauptbiimmungsradien sinrl. 
Betrachten wir zunächst die Dichtigkeit D als constaut, so haben wir: 
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r~--1110---- ~ = y2n~+'~a =--x)~ + J/(~1--;)~ 
o [u2 + (a-x)2] 2 

-1 1 =--:::--==--c= ± ---' y'2Ra + (a -- x)2 x- a 
wo das Zeichen + un!l - zu nehmen ist derart, dass ilns letzte Glied 
positiv wird, rl. h. je nachdem man a < x oder a > x hat. Demzufolge 

zerlegen wir ~~- in die folgenden Teile: 
2~ x u 1 

~-~ = TJ c (/i}.s da ('_( a - '}J)I!_~I~--; ox j j ~~-
0 o o [u2 + (n - x)2] 2 

und erhalten rlann: 

('~laS'~c((_~ :~)!!.c!!_t_ ·~ =- ( Jac=})~l~~- "" - x = A J ~;- J y:!.Ha + (a- x')C o o [n2 + (a - a)2J- o 
C: ut E clfls ~_!')_l~(lz_t_1 = - r -=0~-J:)_(}tt:c=-~ -f- E - X= fl. J ~. J V -J.Rrc + (rc - :r) 2 

x o [uLf-(a-x)2]2 x 

Ferner hat mnn: 

S_(a_~a]c!fl-__ -; = {Wa+(~-:rf-Rlog[ R+ a-x+ jl2l~a + (rt-:r)-~] ytRa +(a-x)~ 

und dieser J,ognrithmus lii.sst sich in folgelJilcr Weise eiltwickeln: 

- . v~17rt+ 0- x)~ loo- [R + rt- x+ j/"2Ha + (rt -- xr] = Joo-(fl + a- :t) + - · -- --b b R+a-x 
3 

1 2Ril+(a-x)2 1 [2Ra+(a -.-r)2]2 
- ~ -(Il + a ::.._ :rr + :3 ·· · (IF+-ci=--;;y..--- .. ·· 

Daraus folgt: 

S 0-~~ a-x --===--=-=-_-,=- R log (R + a- .-r) -f-~1 , --- y'2Ha + (a -:v? y2Urt + ((( -:r)2 t + a- x 
3 

R. 2Ra-t-(a-:f)2 R[2Ra-t-(a-x) 2f 
-f- 2 . -(ff -1- ll---=_ .1:)-:i-.- :1 -uz+-a~=- x}1 -+ . •.' 

unrl wenn man die Grtissen ron der Onlnnng t:\ mithin die Glieder in E2, 
EX nnd x 2 vcmachliissigt, so hat man: 
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Dichtiglwit ein<'r FHil.'!wnbclegung. 

• r c" - ~') dl/. n -· x + E _ e: _ ß;!, 
) {2Jt;=+(~-=- -x)~ = - Il log -- R-_·;, -- + e: + 1/~e: 3 yll' 

V~ (e:- 3x) 1 

Hieraus erhält man: 
- 3 ']IR' 

y~e (e- 3x) 1 
A + B = e: - 2x- ------- · -~ 

3 yll 
2;-: 

<>- = D (A + B) dU _ 
uX " 

33 

(A) 

om f 
O JI2E ( E - 3x )J}l-v COS2 (} Sill 2 t} 

=27i:D (e:-2x)-4D· ---+--,l~l • 3 11 R'' ,, u. 
0 

Ist R' der grösste der beiden Hauptllrümmungsradien un(l setzen wir 
~ ~ 

2 ------ 2 ----- -- ---J. ,/cos2 H siu2 tl 1 s· ,/ ll' -R" 
K = V -Ti:- + ){''- dD = -:/jpi V 1 - - jy-·- cos2 n cm, 

o V u 

so erhalten wir: 

§ 3. 
Wir wollen jetzt voraussetzen, dass der Punkt P, anstatt zwischen A 

und a zu liegen, auf der Verlängerung vou Ax sich befinde, so dass x 
negativ ist; jedoch nehmen wir x von der Ordnung e: an. Verfolgen wir 
dieselbe Heclmung wie vorher, so erhalten wir: 

y2e: (e:- 3x) I 
- e --------- • -----. 
- 3 JIR 

M a t h icu, l'otentialtheorit•. 3 
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1\Ian crh~ilt daher nn Stelle der Formel (A) die folgende: 

am 4D y'2 f 
ox= 2'i'i.DE- 3-E K, 

d. h. r1ieselbe, wie für x = 0, wenn wir ebenfalls die Grössen von der 
Ordnung von Dz2 vernachlässigen. 

§ 4. 

Legen wir eine Ebene DE parallel zur Tangentialebene BC für die 
Abscisse x = e + e', indem wir e' von derselben Ordnung wie s nehmen 
und suchen wir die Anziehung- des Segmentes DB'aC'EA auf den zwischen 
A und a gelegenen Punkt P. Es reicht aus, die Differenz zu bilden 
zwischen den Anziehungen der Segmente DAE, B' aC' mit ebenen Grund
flächen, wenn man annimmt, dass sie mit derselben 1\laterie erfüllt seie11. 

Die Werte von °0~ für diese beiden Segmente sind respective: 

2 ... D(e +e'- 2x) -~-?J ~~ ]{(e + e'- 3x) ye + e' 
I 4Dy2 • ' ,-

2'i'i.DE- g-f1e Jl'e , 

mithin ist die Differenz: 

Dies ist die Componente der Attraction des Segmentes DB' aC' EA nach Ax. 
Dildet man die Differenz dieser Kr~ifte für die Punkte A und a, so 

erhält mau: 

4'i'i.DE -- 4D y'i Ile ye + e'. 

Setzt man in dieser Formel F.' = 0, so erhiilt man für die Differenz 
der Attractionscomponente des Segmentes BAC in den Punliten A und a: 

3 

4rrDz- 4Dy2 A'e2 . 

§ 5. 
Im Vorhergehenden ist vorausgesetzt worden, dass die beiden Haupt

krümmungsradien nach dem Innern uer Höhluug rler Schicht gerichtet sinrl. 
Sinrl sie alle beide nach amsen gerichtet, so sieht man ohne Weiteres, 
dass man nur das Vorzeichen von ]( in den Formeln, welche diese Grösse 
enthalten, zu ändern hat. 
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Wenn die beiden Hauptkrümmungsradien im Punkte a der inneren 
Fläche von entgegengesetztem Sinne siud, so müssen wir für das Segment 
BAC, welches wir betrachtet haben, einen Teil der Schicht substituieren, 
den wir auf folgende Art erhalten. In der Tangentenebene in a ziehen wir 
die Asymptoten der indicatorischen Linie, welche die Ebene in zwei 'feile 
T und T' teilen und welche die innere Fläche in zwei entsprechende Teile 
zerlegen werden, von denen der eine seine Krümmung nach innen, der 
andere nach aussen gerichtet hat. Wir betrachten das Segment E der 
Schicht, welches T zur Grundfläche hat und von der äusseren Fläche 
begrenzt wird; wir betrachten ebenso das Segment E' der Schicht, welches 
zwischen der Tangentialebene in A und der inneren Fläche enthalten und 
dessen Grundfläche gleich T' ist. Das von E und E' gebildete Segment 
ist derjenige Teil der Schicht, den wir für das Segment BAC substituieren 
und dessen Anziehung auf den Punkt P wir suchen wollen. Alsdann bleiben 
die Rechnungen des § 2 ganz und gar anwendbar. 

Allgemein, bezeichnen wir mit R'' den kleinsten der beiden Krümmungs
radien, vom Vorzeichen abgesehen, und setzen: 

" 
± 1 ) 2v--R=,=--=R=",.----

1( = 1 - --- cos2 {} df} 
1/± Il" o· R' ' 

wo R' und R" positiv oder negativ angenommen werden, je nachdem sie 
nach innen oder aussen gerichtet sind, und was das Zeichen ± betrifft, so 
ist das Zeichen + zu nehmen, wenn R' nach innen gerichtet ist, und das 
Zeichen - im entgegengesetzten Falle. Alsdann wird die x-Componente 
der A.ttraction des Segmentes B.AC oder tles Segmentes E + E' (je nachrlem 
die beiden Hauptkrümmungsradien gleich oder entgegengesetzt gerichtet 
sind) in Bezug auf einen Punkt von Aa gegeben durch die zu (A) analoge 
Formel: 

und der Uuterschied dieser Kraft in den Punkten A und a ist: 

§ G. 
()[; 

Es ist leicht zu sehen, dass der Wert von fUr einen auf Aa gelc-
O!J 

gencn Punkt gleich Null ist. 
Dei rler Answertung dieser Ableitung kann man niimlich die Linie .An 

offenbar als eine Symmetrieachse des Segments betrachten mHl zwar bis 

3* 
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auf eine Grüsse, die vollständig 
Achse gelegene Punl\t P erleidet 

zu vernach liissigen ist. Der auf dieser 
demnach 1\eine Anziehung senkrecht zur 

x-Achse, und man hat: om om 
-=0) -=0. oy oz 

§ 7. 

Im Vorhergehenden haben wir die Dichtigl\eit D als constant llrtrachtet; 

wir nehmen jetzt an; dass sie in dem Segmente variiert, und untersuchen, 

welche Änderung daraus in den Ableitungen von ~ entsteht. 
Wir nehmen an, dass D in dem Segmente dargestellt werden kann 

durch die ersten Glieder der T ay I or 'sehen Reihe, d. h. durch die Formel: 

oD0 oD0 b oDo 
D = Do + Taa+ -ob- + -oc c, 

wo D 0 der Wert von D im Coordinatenanfangspunkte ist. Wir setzen ferner 

voraus, dass das Product einer jeden Ableitung von D mit einer endliehen 

Grüsse von derselben Ordnung wie D sei. 

Um ~~ zu berechnen, müssen wirD in der Formel (a) des § 2 tlm·ch 

den vorstehentlen Ausdruck ersetzen. Das Resultat der Substitution von 

D 0 habcu wir bereits berechnet; berechnen wir also dasjenige der Sub-

stitutiou von ~~0 a. Bezeichnen wir den Wert von °:a'l mit 11!, so erhalten 

wir: 

j'2[" - 1 2 } 2 -} e 2] 
=111 --=- (-e --.-e x)+- (W. 

0 y2R 5 .~ 2 

Der Voraussetzung nach ist 1ll von derselben Grössenordnung wie D 

oder wie _!_, da De endlich ist; mithin ist diese Formel von derselben 
e 

Ordnung wie e, d. h. von der Ordnung <ler GrüsRen, llie wir vernachliissigt 

habeiL 
o~ an 

l\Ian sieht unmittelbar, das~ die Teile von --, welche Yon ~bo und 
0.); V 

0~0 abhängen, ebenfalls Yernachliissigt werden können. 
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Untersuchen wir jct<~t deu Ausdruck 

0-~- = Cn ~- dw 
O!J j r 3 ' 
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an oD 
so scheu wir sehr leicht, dass man die Teile, welche von - _ll und -~ oa oc 

. oD0 
abhängen, weglassen kann. Ersetr.cn wn· sodam1 D durch Tif) iJ und machen 

iJ = u cosa, 
so erhalten wir: 

~r. E u1 

oD0 su~ oDu' "' , f r u~dn - -~ ·-;· dw = -- - cos·•ldt} dn ---------. ob r·1 ob 3 

o'"' o· o· [u2+ (a ~x)2]i 

otlcr, wenn wir <~wei Integrationen ausfiihren: 

2 y2 oD0 ;~ 2 cos2lldt} 

-, e, ' J yz~::•:;_ ·~~a 
Diese Formel setzt voraus, dass R' und R" nach dem Innern der 

Schicht gerichtet seien; wie vorher würde man zum allgemeinen Falle 
übergehen. 

Berücksichtigen wir also, wie vorher, die Grössen von derselben Ordnung 

wie De 2 , so erhalten wir: 

oi.B _ 2 y2 oD0 f 2 cos~lld{} 
--- - -~ ---- f. s ------- ----
oy 3 ob ,/cos~~--+ ~~~~ 

0 V R' ll" 

oi.B 2 y2 oD0 {- f2 sin 2lldt} 
--=--·· -~e --------. oz il oc Jcos~asifi:iti 

o· V .. R,+E1 

Diese beiden Ableitungen sind unabhängig von x, sie haben infolge 
dessen in den beiden Punkten A und a den nämlichen Wert. 

§ 8. 

Wenn der angezogene Punkt P auf der Linie Aa liegt, so haben wir 

die Formel erhalten: 
:I 

(~~)u -(~:)t = -ldh- 4DY2-Ke2 
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und die beiden Ableitungen ~jß und ~jß habeu jede denselben Wert in den 
U!J UZ 

3 

Punkten A und a und sind von derselben Ordnung wie Ds2 . Bezeichnen 
wir mit jB1 das Potential der Schicht, nachdem man davon das Segment, 
dessen Potential Q3 ist, weggenommen hat, und stellen wir durch V das 
Potential der ganzen Schicht dar, so haben wir: 

V=lB+ll31• 

Der Ausdruck 

(0~~)- (~~) 
ox 0 OX • 

3 

ist eine Grösse von derselben Orduung wie Ds 2 , wie aus § 4 sich ergiebt; 
vernachlässigen wir also die Grössen von dieser Ordnung, so haben wir: 

(c) (~m \ _ (am) = 477 ox )o ox ~ p. 

Die Differenz zwischen tlen W crteu von °"'~1 und 0~1 iu dcu Punkten A 
U!J uZ 

UIHl a kann vollsUiudig Yernachlässigt werden; mithin nimmt jede der Ab-

leitungen~ y und o"'Y in diesen beiden Punkten denselben Wert an. 
u!f uZ 

Ziehen wir im Punkte A die äussere Normale n und im Punkte a die 
innere Normale n', so können wir die· Gleichung (c) folgendermassen 
schreiben: 

(d) 
ov av -;;;--- + ;o:-, = -- 4rrp. un on · 

Suchen wir jetzt die Differenz der Wirkung der Schicht in den Punkten 
A und a nach der Richtung einer Geraden, welche mit den Coordinaten
achseu die Winkel a, ß, 1 bildet, untl siud P nud F' die Componeuten der 
Kraft in A und a, so erhalten wir: 

]<' = (·~V') cos (/. + 0 _!:'" cos ß + ~-!::: cos "( o.c o oy o.: 
_ ,, (ov) av ov 1• = - cos a + --- cos ß + --- cos 1 o:c E O!J oz 

und somit: 
F-li"= .f1tp cos a. 

Dcnl,en wir uns den idealen Fall, wo E Null und somit D unendlich 

wird, so werden die Ableitungen ~V,~ v, ~V überall endlich sein und V wird 
OX uy uZ 

denselben Wert auf beiden Seiten der Fläche besitzen und eine im ganzen 
Raume stetige Function sein. 
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Beweis <ler Formel füt• die Dichtigkeit (ler Sclticht, 
welchen P oisso n gegeben bat. 

§ 9. 
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Die Formel ( d) des vorhergehenden Paragraphen wurde zum ersten 
Male in seiner ganzen Allgemeinheit von P ois so n erhalten (vgl. JJiemoires 
de l'Acadcmie des Seiences p. 31, 1811). Sie war schon vorher erkannt und 
in nicht hinreichend strenger Weise entwickelt worden von Coulomb (die
selben JJ!Cmoircs 1788) *) für den Fall, wo die Schicht keine Wirkung auf 

die von ihr eingeschlossenen PunHe ausübt, so dass ~ ~ = 0 ist. Wir un 
wollen den Beweis, den Poisson gegeben hat, reproducieren; er giebt an, 
dass ihm Laplace, nachdem er ihm den Ausspruch des Satzes mitgeteilt, 
den folgenden Beweis augedeutet habe. 

Es sei eine unendlich dünne Schicht gegeben und es seien A und (t 

zwei auf derselben Normale liegende Punlde, der erstere auf der äusseren 
Fläche der Schicht, der letztere auf der inneren Pläche. Wir bezeichnen 
mit R und ll' die Componcnten der Wirlmng der Schicht respective in 
A und a nach der inneren Normale A~:. 

Legen wir durch den Punkt a eine zu Aa senkrechte Ebene, so teilt 
diese Ebene die Schicht in zwei Segmente; dasjenige, welches zur Höhe 
die Linie Aa hat, ist unendlich klein im Verhiiltnis zu dem andern, da
gegen werden die Wirkungen der beiden Segmente auf A oder auf a von 
derselben Grössenordnung sein. Wir bezeichnen respective mit Sund s die 
Wirkung des grossen und des kleinen Segmentes im Punkte a, gerechnet 
in der Richtung Aa. Um eine feste Vorstellung zu haben, nehmen wir 
diese Wirkungen als attractiv an und erhalten: 

R'=S-s 

für die Kraft, welche den Punkt a in der Hichtuug von .Ax anzieht. 
Yemachliissigt man die G-rüsscn ztceiter Onlnuny in Bezug auf die 

Dicke der Scldcht, so ist die .Anziehung des grosscn Se,r;mcntcs offenbar die
selbe auf die beiden Punkte A. wul a; bei nur geringer Aufmerksamkeit sieht 
man ebenso, dass die Attractiou des ]deinen Segmentes, sei es auf den 
Punl\t .A, sei es auf den Punkt a dieselbe ist, vorausgesetzt, dass man eine 
im Verhältnis zu dieser Kraft unendlich kleine Grösse vernachlässigt. Der 
Punkt A wird somit beeinflusst durch die beiden Kräfte S und s, welche 
in demselben Sinne wirl;:en. Mau hat daher: 

R=S+s 
und somit 

(a) R-R'=2s. 

*) ,lNmoires pu&lit!.~ par ta Societe de Physi'lue, t. I, p. 256. 
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Es bleibt noch s zu bestimmen. Auf der Normale Ax nehmen wir 
einen Puulit C; um diesen Punkt als Mittelpunkt beschreiben wir zwei 
Kugeln mit den Radien CA und Ca und nehmen an, dass sie eine Schicht, 
deren Dichtigkeit p ist, einschliessen. Die Wirkung dieser Schicht auf a 
ist gleich Null, und wir haben gesehen (§ 1), dass in diesem besonderen 
Falle die Differenz R- R' oder die Grösse 2s gleich 4n:r' ist. Ich behaupte 
nun, dass die Grösse 2s denselben Wert hat, welches auch die Schicht 
sein möge. 

Betrachten wir nämlich das kleine sphärische Segment, welches durch 
die durch a senkrecht zu Aa gelegte EIJene abgeschnitten wird, und legen 
wir durch die Gerade AC eine sehr grosse Anzahl von Eheneu, welche 
dieses Segment in p gleiche Teile teilen, so ist die normale Componente 
der Wirkung jedes Segmentes auf den Punlit a gleich 

s 2n:p 
-=--
1' p 

und unablüingig von dem Radius AC. Kehren wir zu dem !deinen Segmente 
der gegebenen Schicht zurück und zerlegen wir es durch dieselben Ebenen, 
so kann jeder so erhalteue Teil als zu einem sphärischen Segmente gehörend 
betrachtet werden, und die normale Componente seiner "'irkung auf a wird 

2"P sein; mithin ist die Gesamtwirkung des kleinen Segmentes auf den p 
Punlü a in der Hichtung AC gleich s = 2itp, und der Formel (a) zufolge 
bat man: 

R - ll' = 4n:p, 
wie bewiesen werden sollte. 

Illau wird bemcrl;en, dass die Stelle, die ich cursiv habe drucken 
lassen und die ich genau wiedergegeben habe, nicht exact ist. Denn aus 
§ 4. geht henor, dass die Differenz der Attraction des grossen Segmentes 
auf die Punkte A und a von derselben Ordnung wie IJe Jle oder wie p jle 
uncl nicht von der Ordnung von IJ~ 2 ist. Indessen werden durch diese 
Ungenauigkeit die Schlüsse in nichts modificiert. 

Functionen, welche durch die Potentiale von Schichten) die 
auf ~'Hlchen abgel:tgert sind, dargestellt werden liönnen. 

§ 10. 

Es sei m ein durch eine Fläche cr begrenztes Volumen; wenn die 
Functionen v, w in diesem Haume stetige Functionen der Coordinaten (a, b, c) 
eines Puulites sind, ebenso wie ilue Ableitungen erster Ordnung, so hat 
man die folgende Gleichung (Kap. I, § 10): 

(I) f J• ~· Bw s Bv u!:J.1cdw- zc!:J.cdw =- v- -- il'1 + w -- -- dcr. Bn' on' · 
"' ' 

wo dn' das EleniCnt der inneren Normale ist. 
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Wir bet~eichnen mit 1· die Entfernung des Punlües (x, y, z) von dem 

im Volumenelemente dw gelegenen Punkte (a, b, c). Setzen wir w = ~ 
und nehmen wir den Punkt (x, y, z) innerhalb !les Volumens w an, so darf 
die vorstehende Gleichung· nicht auf dieses gant~e Volumen angewandt 

werden, da _!_ in diesem Punkte unendlich gross ist; dagegen kann man r 
sie anwenden auf das ganze Volumen, welches zwischen der Oberfläche a 
und einer sehr kleinen um den Punkt (x, y, z) als l\Iittelpunkt beschriebenen 
Kugelfläche enthalten ist. In diesem ganzen Raume ist t::.w = 0, und wenn 
da' und dw' die Elemente der Oberfläche und des Volumens der Kugel sind, 
so haben wir: 

(2) 1-s~ 
l 

ai Sl I s 1" fl Qlj !::.vdw + - !::.vd(lj =- v--eh+ ---da r on' r on' 
< 

S ai J' r I ov 
- v--da'+ ----eh'. or r or 

Bezeichnen wir mit f} und ~ die beiden Winkel der sphärisclwn Coor
dinaten und lassen wir den Hadius der Kugel gegen Null convergieren, so 
erhalten wir: 

linJ ~~~.da'= !im (r ~~ Ssin HcWd<ji) = 0 

()_!_ 

!im Sv -0:: d7' =- v S sin lldf}d~ = - 4.-:v, 

wo man in der li'unction v die Buchstaben x, y, ~ an die Stelle von a, b, c 
zu setzen hat. 1\Ian hat ferner in der Grenze: 

S_!_ !::.vdw' = 0. 
r 

Nimmt man also an, dass v der Gleichung 

im ganzen Haume w genügt, so geht die Gleichung (2) über in 

(3) 
a2. 

\ r SI ov 4.-:v = v - da- --da 
on' r on' ' 

" 
eine Formel, welche von Green angegeben wurde. 

Wird der Punkt (x, y, z), während die Function v denselben Bedin
gungen genügt, ausserhalb des Volumens (I) angenommen, so liarm man 
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unmittelbar w = _! in der Gleichung (1) setzen, und man hat demnach 
1' 

an Stolle der Gleichung (3) die folgende Gleichung: 

~ 1 

(·I) 5 °r J 1 ov 0 = V ·- d-;- - ··-· d'1. 
on' 1' on' 

§ 11. 

Wir wollen sodann zeigen, wie gewisse Functionon der rechtwinkligen 
Coordinatcn eines veränderlichen Punktes sich darsteilen lassen durch die 
Potentiale von l\Iassenschichten, die auf geschlossenen Flächen abgelagert 
sind. 

Satz I. Wenn eine Function v von x, y, :z im ganzen ausser
halb einer Fläche a gelegoneu Raume der Gleichung 6.v = 0 
genügt und dieselbe sich nebst ihren Ableitungen erster Ord
nung iu jenem Raume stetig ändert, wenn ferner vR, wo R die 
Entfernung des Punktes (x, y, z) von einem festen Punkte 0 ist, 
sich im Unendlichen auf eine ganz bestimmte Constantc rc
duciert, so !rann diese Function in diesem ganzen Raume als 
das Potential einer unendlich dünnen Schicht einer auf a vor
teilten l\Iasso betrachtet worden. 

Fiir dr.n I~aum im Innorn von a betrachten wir die Function, welcha 
durch das Dirichlet'sche Prinzip (Kap. I, § IG) gegeben wird und die 
auf a denselben Wert annimmt wie die Function v; wir bezeichnen sie mit 
v1• Wir !rönnen darauf die Formel (4) anwenden und erhalten, wenn wir 
beachten, dass v1 = v auf a ist: 

5 af. \ ... 1 ovl 
(5) 0 = ·v -- cla- -- -, d'1 on' ,. ,. on ' 

wo 1' die Entferuung von da vom Punlite (x, y, z) aussorhalb a ist. 
Wir wenden sodann die Gleichung (3) auf die Function v an, indem 

wir für das Volumen 1u dasjenige nehmen, welches zwischen der l!'läche a 
und einer um den Punkt. 0 als Mittelpunkt beschriebenen Kugelfläche 0'1 

mit sehr grossom Radius B enthalten ist. Für dieses Volumen ist nämlich 
der l'unl(t (x, y, .e). ein innerer und es crgiebt sich: 

I o- . 
(G) 'hV= s V o/i d'1-s f. ~~ d~ + ]~2 s 1'd'11 + ;l j fJ~; d~l, 

wo on das Element der Normale an a innerhalb des Volumens und somit 
ausserhalb der Fläche a ist; auf der rechten Seite hat man sich in v 
a, b, c an die Stelle von x, y, r; gesetzt zn denken. Nun kann man der 
Voraussetzung zufolge, wenn R sehr gross ist, setzen: 
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wo A eine bestimmte Constante ist; die beicl.en letzten Integrale sind somit 

gleich Nnll, wenn R unenc1lich gross wird. 
Addieren wir die Gleichungen (5) und (G) und beachten wir, dass 

a_!_ a_!_ 
1" ,. 

al?+an-= 0 

ist, da an und an' als positiv betrachtet werden, so erhalteu wir: 

I f(av1 ov)d" 
V=- 47! J On' + an r. 

Die ausserhalb vou -. gegebene Function v kann somit als das Potential 

einer auf v verteilteu Schicht, deren Dichtigkeit 

ist, betrachtet werden. 
Der vorstehende Deweis ist von Green gege beu und von ihm beu utzt 

worden, um auf indirecte Weise die Formel der Dichtigkeit einer Schi eh t 

zu beweisen. Ich habe ihn jedoch ab;inderu müssen, nm dar:Jus den vor

stehendeu Satz ableiten zu künncu. 

§ 12. 

Der vorstehende Sah würde auch gelten, un!l zwar ohne eiue Änderung 

in seinem Beweise, wemt man die Fliiche cr durch mehrere Flüchen cr1, cr2, ••• 

ersetzte. l\!an brauchte nur die Dirich 1 e t 'sehe Function im Innern einer 

jeden der Flächen o-1, o-~, •.• zu betrachten. 
Da die soeben betrachtete Functiou V vollkommen bestimmt ist, sobald 

ihr Wert in allen PunHcn der Flächen cr1, o-2, ..• gegeben ist, so schliesst 

m:Jn daraus auch: 
Satz II. Es existiert in dem ganzen Haume, welcher ausser

halb der geschlossenen Flächen er1 , er~, ... liegt, eine und nur 

eine Function ·v von x, y, ::,welche nebst ihren Ableitungen 

erster Ordnung· endlich und stetig ist, welche der Gleichung 

ßv=O genügt, in jedemPunkte der Plächen cr1 , er~, ... gegebene 

Werte hat und endlich so beschaffen ist, dass Rv gegen eine 

bestimmte Constante convergiert, sobald die Entfernung 1l des 

Punktes (x, y, ::) von einem festen Punkte unendlich wächst. 

§ 13. 

Wir wollen soclann einen dritten, dem ersten analogen Satz beweisen, 

der sich auf den von einer Fliiche cing·eschlossenen ltaum bezieht. 
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Satz m. w c nn e i ll e F u 11 c t i 0 ll I) V 0 n X' !/' z i lll I 11 n er 11 ein er 
Flücheader Gleichung ~~J = o genügt und sich in diesem Raume 

nebst ihren Ableitungen erster Ordnung in stetiger Weise 

ändert, so kann dieselbe in diesem Haume als das Potential 

einer unendlich dünnen auf cr abgelagerten Schicht betrachtet 

werden. 
Wir betrachten die Function des Satzes II, welche sich auf den ausser

halb rr befindlichen Raum bezieht uud auf dieser Fläche cr denselben -wert 

annimmt wie die Function v, und lJezeiclmcn sie mit v1. Wenden wir die 

Formel ( 4) auf diese Function an, so erhalten wir fiir den zwischen der 

Fläche cr und einer Kugelfläche rr1 mit sehr grossem Radius R enthaltenen 

Raum, da Y1 = V ist auf a und der Punkt (.r, !J, ;;) nicht in diesem Raume 

cuthalten ist: 

eine Formel, deren bcide lel,zten Glieder in der Grenze gleich Null sind, 

und es bleibt: 
1 

r 0 1-: s l er 
() = J V tu~ dcr- I~ CJ~ cl-J. 

Andrerseits genügt die Function v der G lciclnmg (3) oder: 

0~ 
\ 

I" 51 0/J 41tl! = v -- dcr- - -· , dcr. an' r an 
< 

Addiert mau die letzten beiden Gleichungen, so erhält man: 

V = - -~ (' ~ (~_lil + · 00-) dcr • 
4r.j r an ou' ' 

v ist somit schliesslich der Ausdruck für das Potential einer Schicht, deren 

Dichtigkeit 

ist. 

P = __ _2___ (a~\ + _o~ \ 
·h an an') 

§1-1. 

Neinneu wir also ein System dreier Coordinaten ß1, ß~, ß3 von solcher 

Beschafi'enheit an, dass die Fläche cr durch die Gleichung 

ß~ = const. 

dargestellt wird, so wird ein Punkt dieser Fliiche bestimmt durch die 

Coonlinaten ß1, ß2 ; betrachten wir p als eiue beliebige Function vou ß1, ß2, 
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so wird die allgemeinste Lösung der Gleichung /:::,.v = 0, welche nebst ihren 
ersten Ableitungen stetig ist, gegeben werden durch die Formel: 

(a) v=Sf.dcr. 
Wir bemerken, dass der Voraussetzung des Satzes III zufolgc nur allein 

die ersten Ableitungen von v der Bedingung, stetig zu sein, unterworfen 
sind, und dass nach der für 11 erhalteneu Function clie Stetigkeit auch für 
ihre Ableitungen aller andern Ordnungen stattfindet. Dieselben Bemerlmngcn 
crstrecken sich auf die Function v des Satzes I. Diese Eigenschaften der 
Stetiglwit sind crfiillt bis zu der Fläche v ausschlicsslich, selbst wenn die 
Dichtigkeit p discontinuierlicli ist. 

In dem Ausdrucke (a) geben wir x, y, FJ imaginäre Werte und setzen: 

x=x'+x"i, y=y'+y"i, z=;;'+;;"i, 

wo i =y- I ist und x', x", y', y", z', z" reelle Grüsscn sind. Sind a, b, c 
die Coordinaten von dv, so lmben wir in dem Ausdruck von v 

1· =y'(x'- a + x"i) 2 + (y'- b + y"i)~ + (z'- c + FJ''i)2 

zu substituieren; somit ist klar, dass v und seine Ableitungen verschiedener 
Ordnung für keinen imaginären Punkt uncndlicl1 gross oder discontinuierlich 
werden l{ünneu. Lässt man somit von irgend einem Punkte 1ll im Innern 
der Fläche a die liürzestc Entfernung h auf diese FHicl1e herab, so wird 
die Function vom Punkte 11! aus als Anfangspunkt innerhalb einer um den 
Punkt .i1I als 1\Iittelpunl\t mit h als Hadius beschriebenen Kugel nach der 
'1' a y 1 o r 'sehen Reihe cntwicliclbar sein. 

Dasseihe ist der Fall fiir die Function v ausserhalb a. 

§ 15. 

Wenn die beiden Functionen v des Satzes I uml des Satzes III, von 
denen sich die erste auf die ansscrhalb der Fläche r; gelegenen Punlde, 
die zweite auf die innerhalb befindlichen Punldc bezieht, auf dieser Fläche 
denselben gcgebc·nen Wert haben, so wird die für die Schicht gefundene 
Dichtigkeit in beiden Fällen dieselbe sein und die beiden Functioucn v 
werden im ganzen Raume das Potential einer und derselben auf a verteilten 
Massenschicht darstellen. 

Dieses Hesultat Hisst sich auch in der Form eines Satzes aussprechen, 
der von Gauss gegeben, aber von ihm in ganz verschiedener Weise be
wiesen worden ist. 

l\l an k an n stets un d nur auf c i u c c in z i g e Weis c auf einer 
Fläche eine Schicht 1\latcrie derart verteilen, dass ihr Potential 
in a II e n Punkten dieser ]<'I ä c h e g c g c b c n e W c r t e hat. 

1\ran kann sich nämlich im Jnnern von v die Dirichlet'sche Function 
und aus~erhalb die Funct.ion des Satzes II derart bestimmt denken, dass 
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~ic hciue auf der FHiche cr dieseihen Werte annehmen; diese Functionen 
sind den obigen Auseinandersetzungen zufolge gleich dem Potential einer 
und derselben auf a verteilten Schicht. 

§. lG. 
Das Potential einer innerhalb a gelegenen Masse erfüllt die Be

dingungen der Function v des Satzes I, und das Potential einer ausserhalb 
a gelegenen l\Iasse erfüllt diejenigen der I<'unction v des Satzes III; dem
nach schliesst man: 

Satz. Das Potential einer l\Iasse 11{, welche innerhalb oder 
ausscrhalb der Fläche a sich befindet, und zwar genommen 
respective ausserhalb oder innerhalb von cr, kann durch das 
Potential einer auf a passend verteilten Massenschicht ersetzt 
werden. 

Ferner ist, wenn die 1\Iasse 1li im Innern von cr sich befindet, die 
l\Iasse dieser Schicht gleich JJI. Denn nennt man M' die 1\Iasse der Schicht, 
so hat man, wenn R unendlich gross wird: 

lim(Rv) = lli, Jim (Rv) = M', 
demnach M'= 1li. 

Nehmen wir an, dass man, anstatt zu fordern, dass das Potential der 
Schicht dasselbe sei wie dasjenige der innerhalb oder ausserhalb befindlichen 
l\Iasse 1li, verlange, die Wirkung der Scl1icht solle dieselbe sein, wie die
jenige der 1\Iasse IJI, so genügt es, dass die beiden Potentiale sich nur um 
eine Constante unterscheiden. 

Im ersten Falle, wo 111 innerhalb cr liegt, müssen die beiden betrachteten 
Potentiale im Unendlichen gleich Null sein; sie sind daher einander gleich 
unu man findet wieder die vorige Verteilung. 

Im zweiten Falle, wo lJI ausserhalb a sich befindet, fügen wir zu der 
vorher gefundenen Schicht eine Schicht hinzu, deren Potential auf a den 
constanten Wert C hat; dann wird sein Wert auch im Innern von a constant 
sein, (Kap. I, § 21) und wenn wir C ,;ariieren lassen, so wird sich die Masse 
der zweiten Schicht proportional ändern. 1\Iithin ist die l\Iasse der 
resultierenden Schicht beliebig. 

Übm• die Green' sehe Fnnction. 
§ 17. 

Die Green' Rehe Function ist eine Function von x, y, tJ, welche innerhalb 
der Pliiche cr der Gleichung t::..U = 0 genügt, welche sich daselbst nebst ihren 
Ableitungen erster Ordnung überall stetig ändert, ausgenommen in einem 

Punkte I, in welchem die Fundion unendlich wird wie 1_, wo 1· die Ent-
1" 
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fernung des Punlites (x, y, z) vom Punkte I ist, und welclJC endlich auf der 
Fläche a verschwindet. 

Wir wollen allgemein mit dem Buchstaben I einen Punkt innerhalb a, 
mit dem Buchstaben E einen äusseren Punkt und mit lli einen auf dieser 
Fläche gelegenen Punkt, endlich mit R (A, B) die Entfernung zwischen 
irgend zwei Punkten A und B bezeichnen. 

Es ist zunächst leicht, sich von der Existenz uer Green 'sehen Function 
zu überzeugen. Verteilt man nämlich auf cr eine Schicht S, deren Po-

tential v den Wert ll(;, Jlf) i~ jedem Punkte lli von cr hat, so wird 

U=..!.-v die Green'sche Function sein. 
r 

Die Function U = ~ - v kann für jeden äusseren Punkt (x, y, z) 

als ein Potential betrachtet werden, und da dies auf cr Null sein soll, so 
ist es auch überall im äusseren Haume Null (Kap. I, § 22), mithin ist 

das Potential v von 8 in einem äusseren Punkte E gleich.!._ oder gleich 
1' 

R(;, E)' Mithin hat man, wenn man mit p(I) die Dichtigkeit der Schicht 

S, welche vom Punkte I abhängt, bezeichnet: 

S 1 1 
p(I) R(cl'1,E) da= R(I,E) · 

ßezeiclmcn wir mit l'(I,I') das Potential der Schicht S in dem innern 
Punkte I', so haben wir: 

(a) r(I,I') = sp(I) ll(},d'1) da, 

und diese I<'unction genügt, wenn x', y', z' die Coordinaten des Pm1lites I' 
sind, der Gleichung: 

(b) 
()2f ()2f ()2f 

LlT = ·.;,--.-, + <>--1-., + ~- ,,, = 0, 
uX • uy" uz-

1 
und sie rctluciert sich auf ll(I,i'), wenn der Punkt I' auf die Oberfliiche 

a riicl<t. 
Wir betrachten eine zweite, S analoge Schicht, deren Potential auf 

einen beliebigen iiusseren Punkt E gleich ll(l~,J~) sei, so dass man hat: 

Sr( I') Il(d~',Jif) eh' = R(/,J.;) ' 

wo da' irgend ein Element von a ist. Da diese Gleichung noch st.attfindct, 
wenn der Punkt E auf das Element clcr der Fläche rückt, so hat man: 
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I p(l')-- .! __ -d'3' = . I __ , J ll(cb,ch') ll(l',d7) 

Setzen wir auf der recliten Seite der Formel (a) den eben erhaltenen Wert 

von R(l~, da) ein, so erhalten wir: 

r(J, I')= S.fp(I)p(J') B(cl!,da') r77rla'. 

Hieraus schliesst man: 

rcr, I')= ru·, I) 

und nach (h), wenn x, y, r: die Coordinaten des Punktes I sincl: 
' 

()2f ()2f (l2f 
Llr="'2+~+~=o. uX u!J uZ 

Somit ändert sich die G r e e u' sehe Function 

U= Rd, 1')- r(I, I') 

uicht, wenn man respective x, !/, z mit x', y', z' vertauscht. 

§ 18. 

Bezeichnen wir mit V eine Function von x, y, z, welche im Innern 
von a den Bedingungen des Dirichlet'schen Prinzips g·eniigt, und deren 
Wert auf dieser Fläche gegeben ist, so liisst sich die Function V mitteist 
der Function U ausdrücken. Wenden wir die Schlussreihe des § 10 an, 

indem wir w = U fiir f, setzen, so erhalten wir au Stelle der Gleichung (3) 

jenes Paragraphen: 

4r.l= Y --da- ll---rla r 5 oTJ s oY on' . on' , 

wo on' das Element der inneren Normale und der Punkt (;v', y', ;:') auf a 
gelegen ist. Da U auf cr gleich Null ist, so geht diese Formel über in: 

v= _!_Sv~Pda. 
4r. on' 

Die Schicht S hat zum Potential im innern Punkte 1': 

1 r ( T, I')= R(r;i~- TJ, 

und diese Pormel würde bestehen, wenn I' ein 1iusRerer Punlit wäre, wofern 
mau nur U = 0 setzt, uml fiir di<~ Dicht.iglwit der Schicht 8 ergieht sich 
hieraus: 

' 1 (Jlf 
p = 4r. 01i'' 
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l\lan lmt somit auch 

V=S rp'dcr. 

Betrachtet man V als das Potential von einer ausserhalb cr ge

legenen Masse, so findet man ohne Weiteres wiederum diese Formel. Es 

sei nämlich dm ein Element dieser !\lasse, und "es werde r= R(I,dm) gesetzt. 

Das Potential der Schicht S in diesem Elemente ist .!_; man hat daher 
r 

I SI I l - = -, fJ ( cr. 
1" 1" . 

wenn man r'= R((b, dm) setzt. Multiplicieren wir mit dm und integrieren 

wir über die ganze Ausdehnung der l\lasse m, so erhalten wir für das 

Potential in I: 

§ I9. 

Für den ausserhalb der geschlossen~n Fläche a liegenden 

Raum hat man ganz iihnliche Resultate, wie diejenigen, welche wir 

fiir den inneren Raum erhalten haben. Es wircl genügen, sie anzuführen. 

Bezeichnen wir mit f(E, R) das Potential in Bezug auf den PunktE' 

vo11 einer Schicht S1 , deren Potential in jedem Punkte lll von a durch 

1 
R (E, M) dargestellt wird, so ist die Function 

I 
U1 = ll (B, E')- f(E, E') 

auf a gleich Null und ausserhalb dieser Fläche genügt sie den gewöhn

lichen Bedingungen des Potentials, ausser dass sie im Punkte E unendlich 

wird wie R (I~, E')" Diese Function ändert sich nicht, wenn man die beiden 

Punkte E und E' mit einander vertauscht. 
Ist V das Potential einer innerhalb cr gelegeuen Masse, so wird sein 

Wert ausserhalb gegeben durch die Formel: 

I j 'OU1 V=- V-da 
4o. on ' 

und, wenn r/ die Dichtigkeit der Schicht S1 ist, so hat man auch: 

r = s T'p,'da. 

M a t h 1 c n, Potcntia\theorie. 4 
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Potential einer sphHrischen Schiebt. 
§ 20. 

Wir stellen uns die Aufgabe, das Potential einer ::;phiirischen Schicht 
zu bestimmen, indem wir den Wert dieses Potentials auf der Oberfläche der 
Kugel als bekannt annehmen. An Stelle der recht.winkligen Coordinaten 
x, y, z eines Punldes führen wir die Polarcoordinaten r, H, '}, deren Anfangs
punld im 1\Iittelpunkte liegt, mitte1st der Gleichungen ein: 

X= I' cosf}, 
y = 1' sin!} cos '}, 
z = r sinn sin'}. 

Die Green'sche Function U hängt von zwei Punldcn (x, y, z), (x', y', z') 
n b, deren Coordinaten werden: (r, a, l)t ), (1", H', 1/t'). 1\Ian bestätigt unmittelbar, 
dass die Function 

1 a 1 
u = .Ir'!+ 1i'i- 2prr' -?V·-. (a"'2)=2===a==~=· 

V r· + - - 2r--1~ 
1'1 1'1 

worin 
p = cos f} cos (}' + sin!} sin W cos(<jJ- '}') 

gesetzt ist, deu Bedingungen, welche der Green'schen Function auferlegt 
sind, genügt. 

Wir· bestimmen zunächst das Potential V der Schicht im Inncrn der 
Kugel, und bezeichnen mit f'(f}, <jJ) den gegebenen Wert desselben auf der 
Oberfläche. Wenden wir zu diesem Zwecke die Formel 

V=-LJv0uoa 
-!r- on' 

än, so erl1alten wir: 

~~~ = - ~~~, da= a2 sin 3' dW d<jJ' 
und somit 

2r: " 

V= - 4a~s(ll)t'5(~ ~;) . l(W, l)t') sin f}' dW. 
"'' vl r=a 
0 0 

Man findet so dann: 

(ou) -, = ' 
~ ~= ~ 

a(a2 + ,.~- 2wp) 2 
und hieraus ergiebt sich die Formel von Lagrange uncl Poisson: 

2;-: r: 

V= a (a2 - T2) sdl)t' f _f(~,_o/~2_ sin W dW_ • 
.J'it' J .I 

o u (a2 + ~-2- 2aJ1Jl 
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Um daR Potential im äussercu Raume zu erhalten, müssen wir das 
Vorzeichen der Ableitung von U und somit auch das des fiir V erhaltenen 
Ausrlrucks iinclern. l\lithin erhiilt man, wenn man das Potential für einen 
äusseren Punkt mit V' bezeichnet: 

§ 21. 

Um die Dichtigkeit p der sphärischen Schicht zu berechnen, gehJn wir 
von der Formel aus: 

(aV') (av) -4-;-;p=- --or l"=a or r=a 

Wir wollen den Punkt der Oberfläche, welcher dem Werte {} = 0 ent
spricht, betrachten, jedoch können wir, da die Polarachse willkürlich au
genommen werden kann, das Resultat, welches wir erhalten werden, als 
allgemein gültig betrachten. 

Ist (} = U, so haben wir p = cos (}'. Setzen wir 

2:: 

2
1"j f(W,~')d~' = F((}'), 

0 

so ist F(fV) der Mittelwert von ((W, ~') längs des durch den Winkel W be
stimmten Parallelkreises. Setzen wir ferner 

r -a= u, 

so gehen die Ausdrüclw von V und V' über m: 

1 
2 

112\ F(W) sin WdW _:~__ V= - 1 mit u < 1 

o' (l-2ucos&'+?t2) 2 

V, 1- u2( F(&') sinn'd(}' •t = - -2-J _:I_ illl 1( > 1. 
0 (1- 2u cosW + u2) 2 

Bevor wir V nach r differentiiereu, unterwerfen wir es einer Trans
format.ion. Wir haben znniichst: 

1-n2f 
2V=---;-JF(W)d---- 1 

o' (1-2ucosW+u2)2-
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und wenn wir partiell integrieren: 

{

2V=-1- ul F(;r,) _ F(O) ] 

u ~1 + 2u + u2)+ . (I- 2u+u2}-

+ !__-=-~-~s---~-cw)_q_w __ . 
1t 1 

0 (I - 2ucos3' + u2)-2 

(a) 

Die Wurzelgrössen in dieser- Formel sind wesentlich positiv, man 
erhält daher: 

" 1 + tt F(O) 1- u F( ) 1-u2s F(U')d!Y 2V=-- ---•r.+-- 1 
u 1t tt --

(J (I- 2u cos 3' + 11~) 2 
Differentiieren wir diesen Ansdruck nach u, so erhalten wir: 

2aoV = 2dV = -~F(O) + _.\ F(r.) -(1 +_;)f:__F(ll')c~~--or du. lt" u· u- J i-
u (1- 2u. cos 3' + 112)" 

( 1 )f.F' (W) (- u + cos 3') l'" + - -tt c 11. u 3 

o' (1- 2u cos l}' + u2) 2 

Fiir u = 1 verschwindet das letzte Glied. Um dies zu beweisen, brauchen 

wir nur darzuthun, dass das Integral, welches mit _!__ - u multiplieiert ist, 
• 1(. 

keine unendliclJCn Elemente enthält. Nun wirtl dasselbe fiir tt = 1: 

und wir werden nachher heweisen, dass die unter dem Integralzeichen 
stehende Function für n'= 0 endlich bleibt. l\Iithin crl~alten wir, wenn 
wir u = 1 oder ,. = a setzen: 

1t 

dV =-_!_ F(O) +_!_F(o:)- _!_SF'(Il')~~. 
dr ~a 2a 2a . D' 

o Sill -2 

Die vorstehenden Hochnungen passen auch mit einer geringfügigen 
1\lodification auf V'. Der Ausdruck (a) gieht, wenn man sein 7.eichen 
ändert, 2 V', in 

F(O) 
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muss mau aber den N cnncr ebenfalls als positiv betrachten, und da u > 1 
ist, so muss man dcnselucn gleich n- 1 setzen, während er vorher gleich 
1 - u war. Da mau weiter keine Auderuug vorzunehmen hat, so erhält mau: 

clV' 1 1 1 SF' (0') da' cll·- =- 2a F(O)- 2aF(rr) + -fti -.-&·-· 
o Slll 2-

Hieraus folgt die von Dirichlet angegebene Formel: 

" 
P = _1 [F (n)- fP' (~)d&']. 

4M . f}' 
Ö Sll\2 

§ 22. 
Wir wollen nun beweisen, dass das Integral, welches in diesem Aus

druck auftritt, für lY= 0 kein unendliches Element enthält. DieFunction f(&, y) 
kann niimlich als eine eindeutig·c Function der Coordinaten x, y, z eines 
Punlites der Oberfläche der Kugel betrachtet werden. Nun hat man: 

x = a cos &, y = a sin & cos y, z = a sin t} sin <jl, 

und diese Ausdrücke ändern sich nicht, wenn man darin I} durch - & und 
y durch y + rr ersetzt. .?IIithiu muss die Function 

F(G) = 2
1 .. S~n, <f)cl•f 

0 
gleich 

sein, und da f in Bezug auf <} die Periode 2rr haben muss, so ist dieses 
Integral gleich 

2r: 

t~ Src- a, <f)d<f = FC- G). 
0 

Somit ist F(&) eine gerade Function. Es folgt daraus, dass die Ableitung 
F' (0) eine ungerade Function ist, welche & als Factor enthält. Mithin ist 
der für p gefundene Ausdruck endlich und bestimmt. 



Drittes Kapitel. 

Logarithn1isches Potential. Calorisches 
Potential. - Zweites Potential. 

Wir wollen in diesem KaJ>itel Functionen untersuchen, welche analoge 
Eigenschaften besitzen wie das Potential, mlll denen mau in der mathe
matischen Physik gleichfalls begegnet. 

Logarithmisches Potential. 
Einleitende Bemerkungen. 

§ 1. 
Wir nehmen an, dass wir die .Anziehung von l\Iassen auf einen Puulit 

zu betrachten hätten, welche die Form von nach beidcu Richtungen unendlichen 
Gy lindern haben, deren Erzeugende einer und derselben G~raden l parallel 
sind; wir nehmen ferner an, dass die Dichtigkeit längs jeder zu l parallelen 
Geraden dieselbe bleibt. Wir legen rechtwinklige Coordinatenachsen zu Grunde 
und zwar sei die z-Achse parallel der Geraden l und die xy-Ebene gehe 
durch den Punkt, der nacl1 dem Gesetz des umgekehrten Verhältnisses des 
Quadrats der Entfernung angezogen werden soll. 

Wir untersuchen zunächst die Anziehung einer zur z -.Achse parallelen 
Geraden auf den Punkt. Bezeichnen wir mit r die Entfernung des Punktes 
von der Geraden, so erhalten wir für die Anziehung, welche in die Richtung 
des Lotes auf diese Gerade fällt: 

+oo 

rS dz =_!_[ z ]+"' =~· 
~ r ~ -oo r 

-"' (z2 + r2) 2 . (z2 + r2) 2 

Die Attraction eines cylindrischen Fadens, dessen Dichtigkeit p constant 
d d Q I . . 'V _ dw un essen . uersc nntt dw Ist, hat den f ert :tp r und ihre Componenten 

nach den Achsen der x und der ,1/ sind die Grössen: 



Logarithmisches Potential. 

9 qw a-x 
-P r ,. ' 

9 dw~-y 
~p ,. ,. ' 

55 

wo a, b die Coordinaton eines Punktes von dw bezeichnen, und die näm
lichen Componeuten der Attraction eines Cylinders sind: 

_ 2Srx--~aw - 2Sry-!!.aw 
;-2 ' r2 • 

wo sieh die Integrale auf alle Elemente dm des Querschnittes des Cylinders 
erstrecken. Diese boiden Com}Jonenteu können dargestollt werden durch 

ov "ov 
2 ox' - oy' 

wenn man setzt: 

(a) V=Sr log~ dw. 

Diesen Ausdruck wollen wir nach C. Neumannmit dem Namen des 
"logarithmischen Potentials" bezeichnen; diese Functiou genügt der Gleichung: 

o2V o2V 
<:.--:j" + ~2 = 0. vx- vy 

Auf diese Weise setzen wir an die Stolle der vorg·elcgten Aufgabe 
diejenige der Bestimmung der Attraction einer mit einer l\lasseuschicht 
bedeckten Fläche, deren verschiedene Elemente auf einen Punkt im um
gel\ehrton Verhältnis der Entfernung wirken. 

Das Potential eines geraden Cylindcrs von der Länge 21! auf einen 
Punkt, der im gleichen Abstande vo.n den Ebenen der boiden Grundflächen 
liegt, wird unendlich, wenn h unendlich wächst, und die Function 2 V kanu 
als um eine unendlich grosse Constantc von diesem Potential verschieden 
betrachtet werden. l\Ian begreift daher leicht, dass die Function V analoge 
Eigenschaften besitzen muss, wie diejenigen des gewöhnlichen Potentials sind. 

Auf Grund der Schlüsse, die im ersten Kapitel (§ 3) für das Potential 
abgeleitet worden sind, kann man beweisen, dass die Function von x, y, 
welche durch die Formel (a) geliefert wird, nebst ihren Ableitungen erster 
Ordnung stetig ist. 

\Vert von ~V im Innern der 1\Iasse. 
§ 2. 

Wir setzen: 
52v o~v 

~V=--~-+---, 5x2 oy2 
und um den Wert von ~V, wenn der Punkt (x, y) im Iuuern der l\Iasse 
liegt, auf die einfachste Weise zu finden, betrachten wir wiederum die 
unendliche cylindrische l\Iasse. Um diesen Punkt als Mittelpunkt be
schreiben wir mit einem unendlich kleinen Radius eine Kugel, und es sei U1 
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das Potential, welches sich auf den iu der Kugel eiugcschlosscucn Teil der 
l\Iasse bezieht., und U2 das Potential des übrig bleibenden Teils der Masse, 
die wir uus zunächst durch die beiden Eheneu z = + h begrenzt denlwu 
wollen. Wir erhalten: 

o2Ut ()2U, ()2UI - -
~+ 017+~- -4 .. p vx· vy· vz· 

o2U2 o2U2 B2U2 _ 0 ~-+-<>~+~-;,-- , vx• uy· vz· 
und wenn wir addieren und ul + u2 durch u ersetzen: 

02u 02u 02u 
-;;--;;- + -- +- - =- 4r.o. ox· oy~ oz~ 

Nimmt man an, dass die Länge 2/t der cylindrischen l\Iasscn unendlich 
gross werde, so wird U von z unabhängig und mau hat: 

02u 02u --·- + ---=- 4r.o ox:l 0!) 2 '. 

Nach dem vorigen Paragraphen ist aber U bis auf eine Cunstante 
g·lcich 2 V; daraus ergiebt sich: 

()2V o2V -. + ---,,-=- 2r.p. ox· oy· 

1\Ian kann diese Formel auch direct beweisen, wenn man den in den 
Paragraphen 7 und 8 des ersten Kupitels eingcschlag·cuen W cg verfolgt. 
Zunächst l1at mau, in Übereinstimmuug mit § 5 dieses Kapitels, den fol
genden Satz: 

Sind U und F zwei nebst ihren ersten Ableituugen inner
halb einer ebenen Fläche w stetige l~unctioncn von x, y, so ist 
das Integral 5(" oF J U ox dxdy, 

hincrstreckt über die Fläche w, gleich 

S (' ou 
UF cos"J..ds- j Fox dw, 

wo sich das erste Integral über die ganze w begrenzende Linie 
s crstreckt und }, der Winkel zwischen der Normale und der 
x-Achse ist. 

Bezeichnen wir mit a, b die Coordinaten eines Punktes vou dw, so 
finden wir, wie an dem erwähnten Orte: 

oV = -sp cos"J..lo(J".!. ds+ ('~p log .!_dm 
ox 0 r j oa ,. 

()2: =-Sp cos"J..cos_~ds+Sop cos~dw. 
ox~ }' oa 1' 
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Sodann beschreibt man um den Punkt (x, y) als .MittclpunH einen 
unendlich kleinen lüeis und zerlegt das Potential in zwei Teile, von denen 
sich der eine, V1, auf die in dem Kreise eingeschlossene 1\Iasse, der andere, 
V2 , auf die übrig bleibende Masse bezieht. Endlich beweist man leicht, 
dass ~ vl = - 21tp ist. 

Angabe der characteristischen Eigenschaften des 
logai•ithmischen Potentials. 

§ 3. 

Das Potential V einer oder mehrerer in der xy- Ebene gelegener 
1\Iassen iu Bezug auf den Punkt (x, y) besitzt folgende Eiigenschaften. 

1. V und seine erstell Ableitungen nach x und y sind in der 
ganzen Ebene stetige I<'unctionen von x, y. 

2. Bezeichnen wir mit R die Entfernung des Punktes (x, y) 
V 

von einem festen Punkte, so nähert sich der Wert von --1 1,, og 1 

wenn Runendlich wächst, einer bestimmten Constanten, welche 
die G esam tmas s e darstellt. 

3. l\lit Ausnahme gewisser Linien, in denen AV unbestimmt 
ist, hat man in der ganzen Ebene: 

AV=- 2orp, 
wo p die Dichtigkeit der l\Iasse im Punkte (;!;, y) ist und den 
Wert Null hat, wenn in diesem Punkte keine Masse vorhanden ist. 

Umgekehrt existiere eine Function V, welche der ersten und der dritten 
Beding·ung genügt, wobei p eine in einem endlichen Raume w gegebene 
und ausserhalb desselben verschwindende Fnnction ist, setzen wir ferner: 

Jll= spdm 

und ist überdies die Grenze von lo: R gleich - Jlf, wenn R unendlich wächst, 

so ist V das logarithmische Potential einer l\Iasse, welclle auf w gelegen 
und deren Dichtigkeit in jedem Punkte p ist. 

Dieser Satz wird ebenso bewiesen, wie derjenige des § 15 im ersten 
Kapitel. Schliesslich führen wir noch den folgenden Satz an, welcher ebenso 
bewiesen wird, wie derjenige des § lG jenes Kapitels: 

In jedem durch eine geschlossene Linie s begrenzten ebenen 
Raume giebt es immer eine und nur eine Function V von x, y, 
welche nebst ihren ersten ~-\.bleitungen stetig ist, welche in 
jedem Punkte dieses Haumes der Gleichung 

AV=O 
genügt und die in jedem Punkte der Kune s einen endlichen 
und bestimmten Wert hat. 
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Functionen, welche sich (lurclt das logarithmische Potential 
von Schichten, die auf geschlossenen Linien liegen, dar

stellen lassen. 
§ 4. 

Wir bezeichnen mit m eine durch eiue Linie s begrenzte ebene Fläche. 

Sind v und w zwei Functionen der Coordinaten a, b jedes Punktes von w, 

welche nebst ihren ersteu Al>leitung-en stetig- sind, so hat man folg-ende 

Gleichung: 

(I) Sv!lwdw-Sw!lvdw =-Sv:::, rls + Sw ~·~ ds. 

wo an' das Element der inneren Normale an die Linie s ist. 

Es sei r die Entfernung des Punktes (x, y) von dem auf dem Elemente 

dw liegenden Punkte (a, b). Liegt der Punkt (x, y) auf w, so dürfen wir 

nieht w = Jogr setzen, da log r unendlich werden würde, wenn der Punkt 

(a, b) in den Punkt x, y gelang-t. Beschreiben wir aber um den Punkt P 

als l\littelpunkt mit einem unendlich kleinen Radius einen Kreis, so ist die 

Gleichung für diesen Wert von w auf den ganzen zwischen dem Kreise und 

der Linie s enthaltenen 'l'eil der Ebene anwendbar. In diesem ganzen 

Ratune ist Aw = 0, und wenn man mit ds' und dw' die Elemente des Umfangs 

uml der Fläche des Kreises bezeichnet, so hat man: 

{ -~loo-r · ~vclw +flo" r · ~1:dw' = -Sv 0 lo~ r ds +Slon" r ~ cls 
0 • 0 on ' 0 an' 

(2) j• o log r s ov 
- v- -ds'-1- lorrr·-ds'. 

01" 0 01" 

1\Ian sieht sehr leicht, dass das zweite und das sechste Integral ver

schwinden und dass man für das fünfte erhält: 

S o log r , 
v 5 rd:;= 2r:v, 

wo man in v die Buchstaben x, y an die Stelle von a, b zu setzen hat. 

Nehmen wir ferner an, dass v auf der ganzen Fläche w der Gleichung 

o2v ()2v 

ßv = oa2 + o!J2 = 0 

genügt, so geht die Gleichung (2) über in: 

(3) S o log r s ov 
2r:v = - V fut' ds + log 1' an' ds. 

Liegt der Punkt (x, !J) ausserhalb der Fläche w, so kann man un

mittelbar w =log r in die Gleichung- (I) einsetzen, wodurch man erhält: 

S o logr s ov 
(-!) 0=- v~-,-ds+ logr-ds. 

On on' 
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§ 5. 

Die beiden Formeln (3) und ( -!) gestatten, gewisse Fuuctionen der 
Coordinaten eines Punl\tes durch Potentiale von Schichten, die auf gewissen 
Linien verteilt sind, darzustellen; die Sätze, welche sich daraus ergeben, 
sind vollständig analog denjenigen in den §§ 11, 12, 13 des ersten Kapitels 
und sie werden auf dieselbe Weise bewiesen. Es wird daher genügen, sie 
anzufiihren. 

Satz I. Wenn eine Function v von x, y in dem ganzen Teile 
der xy-Ebene, welcher ausserhalb einer oder mehrerer ge
schlossener Linien s liegt, der Gleichung ~v=O genügt, wenn 
ferner sie nebst ihren ersten Ableitung·en dasclbst stetig ist 
und überdies, wenn der Punkt (x, y) in sehr g·rosse Entfernung 
rückt, die Function ·v sich auf den Ausdruck 

B 
AlogR+R' 

wo A und B zwei Constanten sind und R die Entfernung des 
Punktes (.r, !J) von einem festen Punkte ist, mit Vernachlässig·ung 

d er G r ö s s e n v o n der 0 r d nun g Rl ., r e d u c i er t, so l{ an u v in die s e m .-
ganzen Teile der Ebene als das logarithmische Potential von 
i:lchich teu, die auf den Linien s verteilt sind, betrachtet werden. 

Satz II. Es existiert in dem ganzen Raume ausserltalb der 
g es c h los s e n e n Kurven s 1, s2 , • • • eine und nur eine Fun c t i o u von 
x, y, welche nebst ihren ersteu Ableitungen endlich und stetig 
ist, welche der Gleichung ~v = 0 genügt, in jedem Punkte der 
Kurven s1 , s2 , ••• gegebene Werte besitzt und endlich die Eigen
schaft besitzt, dass sie sich in einer gewissen Entfernung R 
vom Anfangspunkte mit Vernachlässigung von Grössen, die 

1 
kleiner als solche von der Ordnung]{ sind, auf den Ausdruck 

B 
A IogB +Il 

reduciert, wo A und B Gonstanten sind. 
Satz III. ·wenn eine Fun ct i o n v von x, y im Inner n einer 

Kurve s der Gleichung ~u=O genügt und sich daselbst mit 
ihren ersten Ableitungen iu stetiger Weise ändert, so kann sie 
in diesem Raume als das logarithmische Potential einer auf der 
Kurve s gelegenen Schicht betrachtet werden. 

Die <I er Green' sehen Function analoge Function. 
§ G. 

Nach den Beweisgründen, die im zweiten Kapitel (§ 17) gegeben 
wurden, existiert eine Function U von x, y: 1. welche im Jnneru einer 
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geschlossenen Linie 8 der Gleichung !).U = 0 genügt, 2. welche den 
Stctiglwitsbedinguugen genügt, ausser in einem Punkte (x', y'), in welchem 

sie unendlich wird wie log.!., wo r die Entfernung des Punktes (x, y) vom 
r 

!'unkte (x', y') ist, 3. welche auf dem Contour s verschwindet. Diese 
Function ändert sich nicht, wenn man x, y mit x', y' vertauscht. 

Existiert sodann eine Function V, welche im innern von s den Stetigkeits
bedingungen und der Gleichung !). V= 0 genügt, und ist ihr Wert auf s 
gegeben, so ist der Wert dieser Function: 

1 s <lU V= 2_ V~ds. 
H un 

In dem Falle, wo die Kurve 8 ein Kreis mit dem Uadius a ist, bezeichnen 
wir mit (R, U) und (R', W) die Polarcoordinaten der Punlite (x, y) und 
(x', y'). 1\Ian bestätig-t Ieich t, dass die Function 

U =-~log [R2 + Jt2- 2RR' cos(a -{}')] 

+~log [R:~·2 + a2- 2RR' cos(O- W) J 
den der Jo'unction U auferlegten 13edingungen genügt. 

Wir haben sodann: 

oU (oU) a2- Jl2 
on' =- Bit N=a= a[(t~ + R2 - 2a.i[cos(&- U')j" 

Dezeichneu wir mit {(0) den gegebenen Wert von V auf dem Kreise, 
so erbalten wir: 

2.: 
a2- R2s f(ll)dl} V- . 

- 21t a2 + R 2 - 2aR cos ({}- {}') 
0 

Calorisches Potential. 
Allgemeine Betrachtungen. 

§ 7. 

Ich will hier über die Lösung der GlP.ichung 

(I) 

einige Sätze anführen, die ich schon früher einmal entwickelt habe 
(Liou vill e 's Journal, 1872 und 1870). Diese Lösung kommt in der Theorie 
der Wärme vor. Wenn wir nämlich einen homogenen festen Körper annehmen, 
der sich abkühlt, so genügt seine Temperatur in irgend einem seiner Punkte 
der Gleichung: 
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(2) 

wo t die Zeit bedeutet; man stellt dann im Allgemeinen Y als eine Reihe 
von Gliedern dar von der Form ue-"'1, in denen n nur eine Function von 
x, y, z ist und die einzeln der Gleichung (2) genügen. Die Function u genügt 
somit einer Gleichung von der Form (1), und sie ist offenbar eine stetige 
Function von x, ?/, z, ebenso auch ihre ersten Ableitungen; diese Function 
ist es, die wir untersuclJCn wollen. 

Sind a, b, c die rechtwinkligen Coordinaten eines festen Punktes und 
x, y, z diejenigen eines variablen Punktes und ist endlich ,. die Entfernung 
dieser beiden Punkte, so dass 

r2 = (x- a)2 + (y- b)2 + (z- c)2 

COSfJ.1' 
ist, so kann man zunächst verificieren, dass der Ausdmck der 

1' 

Gleichung (1) genügt. 
Nehmen wir sodann verschiedene Punkte (a, b, c), (a', ll, c'), ... an, 

in denen l\Iassen m, m', m", ... concentriert sind, und sind 1·, r', 1·", ... 
die Entfernungen derselben vom Punkte (x, y, z), so wird offenbar die 
Fuuction 

11 = ~m cos a.r ,. 
ebenfalls der Gleichung (1) genügen. Setzen wir endlich an die Stelle der 
gegebenen materiellen Punkte eine oder mehrere continuierliche 1\[assen, 
deren Volumenelement wir mit dm uml deren Dichtigkeit wir mit p be
zeichnen, so erhalten wir das Integral 

(3) SCOSCll' 
1t = -- --- pclw 

1' ' 

welches sich über sämtliche l\Iassen erstreckt und der Gleichung (1) geniigt, 
vorausgesetzt, dass der Puul<t (x, y, r:) ausserhalb der i\[assen liegt. 

Denken wir uns, dass jedes Element der vorhergenannten i\laRsen auf 
den Punkt (x, y, z) in der Entfernung ,. eine Amiehung ausübt, die gleich 

. 1\I lt' 1. . t . cos a.1' + ar sin a.1· • 1 1. \b semer asse mu J}l JCJer mit 9 1st, so wen en ( 1c 1 -, .. 
Ieitungen von u nach x, y, z die ComJJOnenten der Anziehung der ganzen 
.l\lasse auf den Punkt (x, y, r:) darstellen. 

Wir bezeichnen den Ausdruck (3) mit dem Namen "calorisches 
Potential". Der Ausdruck 

SSillrJ.I' l 
-,.-pcm 

genügt ebenfalls der Gleichung (1), auch wenn rlcr Pnn kt (.r, y, z) inner
halb der 1\lasse liegt; jedoch ist die Betrachtung desselben von geringerem 
Nut.zen wie dirjenige des Ansrlrucks (3). 
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§ 8. 

i\[an hnn über das Calorische Potential eine analoge Theorie auf
stellen wie hinsichtlich des gcwülmlichen Potentials Y, und wcun man 
sodann in den erhaltenen Hesultaten a. = 0 setztr, so wiirde man wieder 
diejenigen Resultate finden, die wir im ersten und zweiten Kapitel aus
einandergesetzt habe11. 

1\Ian beweist wie für das Potential Y, dass u. und seine ersten Ab
Jeituugen stetige Functionen von x, y, z siud. Ich behaupte sodann, dass, 
wenn der Punkt (x, y, z) im Inncm der Masse liegt, 

(a) tln + r~.2 u = - 4r:p 

ist. Desehreiben wir nämlich eine sehr kleine Kugel, deren l\Iittclpunkt im 
Punkte (x, y, z) liegt, und setzen wir 

1l = U1 + u2, 

wo 111 der Teil von n ist, der dem Volumen der Kugel entspricht, nntl u2 

der übrige Teil, so haben wir zuniichst 

(b) tlu2 =- a.2112• 

Ferner sieht man sehr leicht, dass tlu1 gleich 

tlJ• = il s_!_ pdr 
1' 

ist, wo d-::: das Volumenelement der Kugel bezcich nct; nun ist aber 
Ä V=- 4r:p, mithin hat man: 

(c) tlu1 =-J::[', 

und da 11 1 unendlich klein ist, so erldlt man, wenn man (b) und (c) addiert, 
die Gleichung (a). 

ÜlJer die Lösung der Gleiclnmg tlu = a2v. 

§ 9. 

Devor wir die Lösung der Gleichung 

(I) 

untersuchen, wollcu wir uns mit der Lösung der Gleichung 

(2) 

da dies leichter ist, beschäftigen, um uns auf die Untersnclmng der 
Function u vonmbcreiten. 

Verwandelt man a in a. V- J, so sieht man, dass die Fnnction 

Scos (ar V- 1) 
r,dw 1' ,. 
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der Gleiclmng (2) genügt, \"orausgesetzt, dass der Pnnld (x, y, z) nusser
halb der l\Iassen angenommen wird. 

Satz. I. Es existiert eine Function v von x, y, z, welche nebst 
ihren ersten Ableitungen im Innern einer geschlossenen 
Fläche a stetig ist, in diesem Raume der Gleichung 

6.v = a.2v 

genügt und in jedem Punkte der Fläche einen gegclJenen Wert 
besitzt. 2. Nur eine Function genügt diesen Bedingungen. 

Wir setzen allgemein zur Abkürzung· 

(Du) 2 = (on)2 + (ou)2 + (on)2 ox oy oz 
und bezeichnen mit n eine Function von x, y, z, welche der Bedingung 
genügt, dass sie nebst ihre11 Ableitungen erster Ordnung stetig und in 
jedem Punkte der Fläche der gegebenen Function U gleich ist. Es giebt 
unendlich viele Functionen, welche diesen Bedingungen genügen; wir suchen 
diejenige, welche den Ausdruck 

(2) s[(Du)2 + a.2u2] dw 

zu einem Minimum macht und bezeichnen sie mit v. Setzen wir 

~t= v + lttv, 

wo h eine Constante und w eine gewisse Fuuction ist, so geht der Ausdruck 
(2) über in: 

5 " " 5(ov ow ov ow ov ou•) 
[ (Dv)- + a2v-] dul + 211 OX ox + oy O!J + oz oz dw 

+ 2b~Svwdw + h2S[cnw)2 + a.2w2Jdw. 

Wenden wir die Formel an 

(3) --+ ---- + -- dw =- wßrclw- w-da 5(ov ow ou ow ov ow) s· j' ov 
,ox OX O!J O!J oz oz on' , 

so nimmt dieser Ausdruck die folgende Form an: 

5 [(Dv)2 + a2v2] dw - 2/J w ~:, cl'" 

- 2/ts w (6.v- a2v) dw+h25 [(Dv)2 + a2v2]dw. 

Das zweit.e Glied dieser Formel Ycrschwindet, weil nach Voraussetzung 
1v auf r; gleich Null ist, und wenn für n = v ein Minimum statt.fiuden soll, 
so muss das dritte Glied, welches mit h sein ZeiclJCn wechselt, g·lcich Null 
sein, welcl!Cs auch w sein möge. Mithin muss man fiir das gesuchte 
Miltimum 
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haben fiir alle Punkte, welche innerhalb " liegen. 
Es bleibt noch zu beweisen übrig, dass es keine zweite Funktion v' 

giebt, welche denselben Bedingungen genügt. Die Function V= v - t' 
würde nämlich denselben Stetigkeitsbedingungen sowie der Gleichung 

aV = a2 V 

genügen unll überdies würde sie auf der Flüche a gleich Null sein. 
Wir l;önnen dann in der Gleichung (:3) fiir v, w die Function Y nehmen 

und erhalten so: 

Hieraus folgt, dass V gleich Null oder v' = v ist im ganzen Raume w. 
Verwandelt man in diesen Schlussfolgerungen rx 2 in - a.2, so hören sie 

auf, anwendbar zu sein, da man nicht mehr behaupten kann, dass Jer Aus
druck, welcher an die Stelle von (2) tritt, offenbar ein 1\Iinirnum besitzen 
müsse, noch auch, dass die Gleichung, welche an die Stelle von ( 4) tritt, 
erfordere, daS§ V im ganzen Volumen w gleich Null sei. 

§ 10. 
Wir betrachten ein von einer Fläche a begrenztes Volumen und 

schreiben diü bekannte Gleichung nieder: 

(5) .frau·rlw - Su·avrlw = -Sv·~·~ 1b + Jw :~ rh. 

l\Iit r bezeichnen wir die Entfl•rnung des Punldes (x, J/, z) vom Punkte 
(a, u, c) des Elementes dm. Liegt der Punkt (x, y, z) aussrrlutlb des Vo
lumens (!), so kann man in dieser Gleichung setzen: 

cosa.r 
w=--

r 
und nimmt man überdies an, dass v der Gleiclnmg-

ßv=- a.2v 

genügt, so geht die Gleichuug (5) über in: 

cosa.r 

S o-r.:__ scosa.r 01' 
0 = v ---;o-;- Ca- --- -, da. 

On . r on 
(G) 

Liegt der Punkt (x, ?/, z) inncrhnlb des Volumens (J)' so beschreibe 
m~n um diesen Punl;t :lls 1\IittclpunH mit lllJeJHliich !deinem Hadius rine 
Kug·el und Wl'ndc die Gleichung (fi) auf das Volumen an, welches zwischen 
dieser Kngrl nnd <ler Fliichc cr cnt.haltcn ist. 1\fan erhält <lann wie im 
§ 10 des zweiten Kapitels 
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, 0 cos__:::_ 

j 1' scos 0./' ov 4o.v = v --- d-;- ---- d7. 0111 r 0/11 
(i) 

Wäre v eine Lösung der Gleichung 

!::.v = a.2v, 

so würde man dieselben Gleichungen (G) und (i) erhalten, nur dass darin 

a. in a. V- 1 umge1indert werden müsste. 

§ 11. 

Satz I. Wenn eine l!'unction v von x, y, z der Gleichung 
!::.v=a2v im ganzen Raume ausserhalb einer l!'läche a genügt, 
wenn sie ferner daselbst mit ihren ersten Ableitungen stetig 

ist und überdies Rv und R2~~ endliche Werte behalten, wenn 

dieEntfernungReines festen Putllites vom Punkte (x, y, z) un
endlich gross wird, so kann diese Punction in diesem ganzen 
Raume als das calorischePotential einer auf a verteilten Schicht 
b etr achtet werden. 

Pür den innerhalb a befindlichen Raum betrachten wir die Punction, 
welche durch den Satz des § 9 geliefert wird und auf a denselben Wert 
annimmt wie v; wir bezeichnen sie mit v1 und wenden auf v1 die Gleichung 
(G) an. Schliesst man dann ebenso wie im § 11 des zweiten Kapitels, so 
findet man: 

v = -- 2.5( ovt + _ov) cos ( ar V..=- i) d:1. 
4" on' on 1· 

Der Satz ist somit bewiesen und die Dichtigkeit der Seilicht ist: 

1 (ov1 ov) 
- 4" a/1+ an. 

Be m er lm n g. Die Punction v dieses Satzes ist vollständig bestimmt, 
sobald man ihren Wert auf der Fläche a lwnnt; sie dient dazu, den folgen
den Satz zu beweisen. 

Satz II. Wenn eine l!'unction v von x, y, z im Iunern einer 
Fläche a der Gleichung !::.v=a2v genügt und daselbst mit ihren 
ersten Ableitungen ~tetig ist, so lrann sie in diesem Raume als 
das calorische Potential einer auf a verteilten Schicht be
trachtet werde 11. 

Scl11iesst man wie im § 13 des zweiten Kapitels, so findet man, dass 
die Dichtigkeit der Schicht ist: 

1 (ov 1 ov) p=-:r;:_ on +?nl ' 
Mathicu, Potcntinlthcori<•. 5 
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wo v1 die Function des vorigen Satzes ist, welche auf der Fliiche a den
selben Wert hat wie v. 

Denken wir uns ein derartiges System von drei Coordinaten, dass die FHiche 
a durch einen constn.nten Wert einer der Coordinaten dargestellt wird, 
so wird ein Punkt der Fläche durch die beiden aniiern Coordinaten ß1, ~2 
dargestellt werden. Betrachten wir p als eine beliebige Function von ß1 

und ß2 , so wird die allgemeinste Lösung der Gleichung D..v = a2v, die jedoch 
den Stetigkeitsbedingungen. genügt, im Innern von a dargestellt durch die 
Formel: 

(A) Scos ( co·y --I) 
V= pclw. 

r 

Lösung der Gleichung 6.n =- fJ. 2u. 
§ 12. 

Wir kehren jetzt zu der Lösung der Gleichung 

(a) 

für das Innere der FHiche a zurück. l\Iau sieht zunächst unmittelbar, dass 

(B) Scosar 
tt= --pdw 

r 

eine Lösung dieser Gleichung ist, und es bleibt nur noch zu beweisen, 
dass es die allgemeinste Lösung ist, unter der Voraussetzung immer, dass 
sie die Stetigl•eitsbedingungen erfülle. 

Die Function p von ß1 und ß2 nämlich liisst sich entwickeln in eine 
Reihe, deren sämtliche constante Coefficienten willkürlich sind, und wenn 
wir p in der Formel (A) durch diese Entwicklung ersetzen, so wird die 
Function t1 ebenfalls in eine Reihe entwickelt sein, deren Coefficicntcn re
spective von den ersten abhängen und ebenfalls als willkürlich betrarhtet 
werden können. Diese Coefficienten werden durch die Bedingung bestimmt, 
dass v in jedem Punkte der Fläche cr einen gegebenen Wert haben solle. 

Verwandelt mau in der Yorigen Rechnung a. in a. V- 1, so bleiben die 
Coefficienten reell und sie werden derart bestimmt, dass u in allen Punkten 
von a eine gegebene Function von ß1 und ß2 ist. 

1\lithin kann man im Allgemeinen eine uncl nur eine Function von der 
Form (B) finden, welche in jedem Punkte von r; einen gegebenen Wert hat. 
Es kann jedoch eine Ausnahme für besondere Werte von a geben, die 
einen der Coefficienten der die l~uuction u darstellenden Ueihe unendlich 
gross machen würden. 

Da niimlich silmtliche Coefficieuten der Glieder der Entwicklung von 
(B) zuniichst willkürlich sind, so genügt jedes 1liescr Gliciler rler Glrichung 

(a) 
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uud wenn eins die8cr Glieder auf r;; verschwindet, so wird sein Cocfficient 
im Allgemeinen unendlich gross; das Problem wird also unmög·lich. Als
dann aber hat man die Lösung eines andern Problems, welches darin be
steht; eine Fuuction (B) zu finden, die auf a verschwindet. 

Die Schlussfolgerungen des § 11 beweisen übrigens, dass die allge
meinste Lösung der Gleichung (a) von der Form (B) ist. 

o2n o2U 0 
Lösun~ der Gleichung --"' + --= - a.-u. = a.x" oy~ 

§ 13. 

Wir nelm1en an, dass die Function u tmr von x und y abhängt, und 
dass die Gleichung, welcher sie genügt, sich reduciert auf: 

(b) 

Man bestätigt 

()2n ö2u 
~2+;;;.-;;=-C1.2U. 
vX vy• 

zunächst leicht, dass die Ausdrücke 

J1I = s~OS(CI.J' COSw) dw 
0 

N = s~os(u.r cos(l)) log(r sin2m) d(l) 
0 

dieser Gleichung genügen. l\Ian könnte sodann bezüglich der Gleichung (b) 
. ganz ähnliche Siitze ableiten, wie diejenigen, welche wir für die Gleichung 
mit drei Coordinaten 

erhalten lHtbcn. Wir beschriinl\cn uns aber darauf, den wichtigsten Satz 
anztJführen. 

Satz. Die allgemeinste Lösung der Gleichung (h) in dem 
von einer Linie s eingeschlossenen Haume l;anu auf die Form 
gebracht werden: 

S Nprls, 

wo p eine Fun ct i o n b e zeichnet, weIch c I ä n g s d c r Linie s variiert. 
Die Function u kann ferner im Allgemeinen derart bestimmt 
werden, dass sie auf dem Contour s gleich einer gegebenen 
Function ist; es giebt jedoch Ausnahmen fiir besondere Werte 
von a.. 

Dieser Satz gilt auch noch, wenn t1ie Linie s, welche die ebene Flüche 
einschliesst, aus mehreren geschlossenen und getrennten Linien lJesteht. In 
dem Falle, wo s nur aus einer geschlossenen Li11ie besteht, lmim die vor
stehende Lösung auf die Form gehracht werden: 

5* 
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\ 11Jpds . .. 
Ebenso kann, wenn die Fläche a sich auf eine einzige geschlossene 

Flüche reduciert, die Lösung der Gleichung (c) in die Form gebracht werden: 

Ssiu r:J.1' 
--pdcr. 

, r 

Indessen wollen wir diese beirlen Sätze an dieser Stelle nicht beweisen. 

§ 1-L 

Um eine bestimmtere Vorstellung zu haben, betrachten wir den ein
fachsten Fall, wo die Kurve s ein Kreis ist, dessen Hadius wir mit B 1 be
zeichnen, und führen Polarcoordinaten R und t} ein, deren Anfangqnmlt 
im l\littelpunkte liegt. Die Function n von R und D-, welche dQr Gleichung 
(b) genügt, i8t periodisch in Bezug auf [}, und die Periode ist 2o-. i\Iithin 

ist n nach einem bekannten Satze in eine Reihe von folgender Form ent
wickelbar: 

C0 + C1 coslt + C2 cos2D + · · · + C,. cosn!l + · · · 
+D1sinn + D2 sin2D + · · · + D"sinnft + · · ·, 

wo C", Dn unabhüngig von ft, aber Fundionen von R sind. Snbstitnicrr. 
man diese Heihe in die auf Polarcoordiuatcn tra nsformiertc GI cichnng (b): 

so findet man, dass C", D,. der Gleiclmng genügen: 

d~O dO 
R2 t,. t" " 0 ") ---- + R-- +- ('J.·H·- 11· Q = 0 

dR~ d]l n ' 

und da Q" endlich bleiben muss für R = 0, so hat es den Wert: 

11 [ '1.2Jl2 a.·IRI 

Q,.(R,o.)=R l-22(1i"+I) +:z:~-:-f.2·(n-+ l)(n+2) 
r:J.GRI; J 

- ~21::-; .-=J:-·-:2o:-·-:3c-(7"n-+---=l--:-) 7(1-1 +~2"")-..,( n + 3 5 + · · · · ' 

abgesehen von einem Coefficicnten. Somit hat man, wenn man mit An, B,. 
willkürliche Coefficienten bezeichnet: 

u = A0Q0 (R, r:J.) +···+(An cosnfl + Bn sinnH) Q,.(r., 1J.) + · ·. 

l\fan kann sämtliche Coefncie\Jtcn nn<l nur anf eine Weise tlerart 

bestimmen, <lass 11 auf dem Contonr gleich einer gegebenen periodischen 
Function f'(U) ist. untl zwar har, man: 
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Es würde jedoch eine Ausnahme eintreten in dem Falle, wo a Wurzel 
einer der Gleichungen 

wäre, denn dann würden zwei der Coefficienten unendlich werden. In dem 
speciellercn Falle, wo die. Gleichung Qn (Bio a) = 0 befriedigt wäre, und in 
welchem die beiden Integrale, welche in An und B" vorlwmmcn, gleich Null 
wären, könnten A", B" beliebig sein. 

Will mau, dass die Fuuction u auf dem ganzen Umfange des Kreises 
gleich Null sei, so würden im Allgerneinen sämtliche Coefficienten gleich 
Null sein; es giebt jedoch eine Ausnahme, nämlich wenn a eine Wurzel 
einer der Gleichungen (d) ist; ist die n + }tc befriedigt, so erhält man die 
Lösung: 

1! = (A,.cosnO + B"siunl}) Q,.(R, a). 

§ 15. 

Dieses Beispiel dient dazu, den folgenden Satz, der sich aus § 13 ergiebt, 
besser verständlich zu mache11. 

l\Iau kann im Allgemeinen eine und nur eine Function be-
stimmen, welche im Innern eines Contours s der Gleichung 

(J2v ()2v 
-+--=-a2v 
(Ja;2 (Jy2 

genügt, welche daselbst mit ihren Ableitungen erster Ordnung 
endlich und stetig ist und die in jedem Punlde dieses Contours 
einen variablen und willllürlich gegebenen Wert besitzt. Es 
giebt jedoch Ausnahmen für gewisse Werte von a, die in be
stimmten Intervallen auf einander folgen, und für diese Werte 
von a existiert eine Function v, die verschieden von Null ist 
und allen vorhergehenden Bedingungen genügt, nur dass sie 
auf dem Contour, anstatt daselbst eine willkürliche Function 
zu sein, v ers eh windet. Wird diese Functi o n v in die Formel 

(a) tt = (A sinact + B cosrxct)v, 

wo A und B willkürliche Gonstanten sind, substituiert, so 
liefert sie eine Lösung der Gleichung: 



70 IH. Kap.,§§ 16-18. 

(b) 

welche im Innern von s erfüllt sein muss und wo die Bedingung 
hinzuzufügen ist, dass v auf dem Contour s gleich Null ist. 

Dieser Satz giebt die wahre Definition der einfaclwn Lösung der 
Gleichung (b). 

Die Gleichung (b) bestimmt die normale Vorrüclmng eines jeden 
Punktes einer schwingenden l\lembran; die Gleichung (a) stellt somit die 
einfache Schwingungsbewegung einer Membran dar, deren Begrenzungs
contour s fest ist, Aus der Erfahrung weiss man, dass die einfachen 
Schwingungsbewegungen das Bestreben haben, sich einzeln hervorzubringen, 
obwohl die allgemeinste Bewegung die Summe von unendlich vielen solcher 
Bewegungen sein muss. Denn da sie unter einander incommensurable 
Töne geben, so müssen sie isoliert auftreten, um eine periodische Be
wegung geben zu können. 

Zweites Potential. 
§ 16. 

Wir wollen jetzt allgemeine Sätze beweisen, die sich auf die Lösung 
der Gleichung 

ßtln = 0 
oder 

beziehen. 
Diese Gleichung kommt in der Theorie der Elasticität vor. 

Wenn nämlich ein homogeuer fester Körper, dessen Elasticität nach allen 
Hichtuugen dieselbe ist, im elastischen Gleichgewichte sich befindet, und 
durch den Einfluss von Drucken, die auf seine Oberfläche ausgeübt werden, 
deformiert wird, so genügen die Projectionen der Vorrückung irgend eines 
Punktos des Innern des Körpers jener Gleichung und die Compononten der 
elastischen Kräfte, welche im Innem des Körpers auf ebene Flächenelemente, 
die den Coordinatenebenen parallel sind, ausgeübt werden, genügen der
selben Gleichung. 

Die nachstehenden Sätze habe ich bereits früher einmal angegeben 
(Journal de Liouvillc, t. XIV, 18G9). 

Auf den Aus<lruck LlLln bezügliche Formeln. 
§ 17. 

Denken wir uns einen Körper, dessen Volumen w ist und der von der 
Oberfläche a begrenzt wird, und botrach:cn wir die Formel (Kap. I, § 10): 
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(1) Sv~udm -Sußvdw =- Sv~~~d~ +Ju g,~1 da, 
so erhalten wir, wenn wir v in ßn' Yerwaudeln: 

(2) S ~ußn'dw= Su6ßn'dw- Sßu'~*'da -\-Sn~~{ da. 

In der Formel (1) sind u und v ebenso wie ihre ersten Ableitungen 
als stetig vorausg·esetzt; mithin ist in der Pormel (2) u denselben Be
dingungen unterworfen und ~n' muss mit seineu ersten Ableitungen eben
falls als stetig vorausgesetzt werden. 

Da die linke Seite der Gleichung (2) sich nicht ändert, wenn man n 
und u' vertauscht, so muss dasselbe mit der rechten Seite der Fall sein 
und daraus folgt: 

u!:.!:.n'dw- ßn ;;;-;da+ u-r:--,- da j. j' , an j' c~n· 
un on 

oder: 
S , s an' J , o6n = n!:.ßudw- ßu on' da+ u ~drr, 

Sut:.ßu'dw- j'u'ßßudm 

=5(- u _a0u' + n' 0~1~) du -5(6u a_!._t: -- ~u' ~) drr. an' on an' an' 
Offenbar wird diese Gleichung gelten, wenn die Functionen u, lt' und 

ihre Ableitungen von den drei ersten Ordnungen stetig sind. 
Die Formel (3) spielt in der Theorie der Gleichung ßßn = 0 eine 

ähnliche Rolle, wie die Gleichung(!) in der Theorie der Gleichung .1u = 0. 

Definition und Eigenschaften des zweiten Potentials. 
§ 18. 

Betrachten wir das durch das dreifache Integral 

Y = ~'5 S? (a,rb, c) dadbdc 

gegebene Potential, wobei sich die Integration über ein Volumen w er
streckt und in welchem r die Entfernung des Punktes (x, y, z) vom Punlde 
( a, b, c) bezeichnet, so haben wir 

.1 Y = 0 oder 6 V= - 4rttp (x, 21, z), 

je nachdem der Punkt (x, y, z) ausserhalb oder innerhalb des Volumeus w 

liegt. 
Beachten wir, dass 

ßr = ~' somit ß.lr = 0 
1' 
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ist, und betracllten wir sodann die Function 

so haben wir 

w = S jJ ,.,_ (a, b, c) dadbdc, 

(a) ()210 sss (I (x-a)2) äxi = 9 (a, b, c) r- -,-.a- dadbdc, 

und somit: 

(b) Äw= 2V. 

Die Gleichung (a) und daher auch die Gleichung (b) findet statt, auch 
wenn der Punld Cr, y, z) im Innern <les Yolumens w liegt; alsdann nämlich 
wird zwar die unter dem Integralzeichen steben<le Function im Punkte 

(x, y, z) unendlich, da aber dieses Unendlich nur von der Ordnung-~ ist, r 
so erhält man, wenn man dieses Integral auf das Volumen einer unendlich 
)deinen Kugel, deren Mittelpunkt in jenem Punkte liegt, anwendet, nur ein 
unendlich kleines Resultat. 

Da die Gleichung (b) in allen li'ällen stattfindet, so erhält man, wenn 
man die Operation 6. an beiden Seiten vornimmt: 

Ä6.w= 0, 

falls der Punkt (x, y, z) ausserhalb des Volumens w, und 

ÄÄw = - S~<tp (x, y, z), 

falls er innerlmlb desselben sich befindet. 
Ich nenne tv das zweite Potential der in w eingeschlossenen Masse, 

und wenn es gilt, V von w zu unterscheiden, so soll V das erste Potential 
derselben Masse genannt werden. Denkt man sich im Punkte (x, y, z) die 
Einheit der 1\fasse concentriert, so stellen die Ableitungen von tv nach 
x, y, z die Abstossung der 1\Iasse des Körpers in Bezug auf diesen Punl1t 
dar, wenn man sich zwischen zwei Molekülen eine gegenseitige Kraft wirl\
sam denld, der zufolge sie sich in ihrer geraden Verbindungslinie und 
unabhängig von ihrer Entfernung abstossen würden. 

§ Hl. 
Denl<en wir uns auf der Fläche v eine unendlich dünne Schicht l\Iatcrie 

ausgebreitet und bezeichnen wir mit p die Dichtigkeit dieser Schicht und 
mit r die Entfernung des Punktes (x, y, z) von da, so erhalten wir für ihr 
zweites Potential: 

(c) 

to wird innerhalb und ausserhalb dieser Schicht der Gleichung Ä6.w = 0 
genügen· und überdies dasclbst mit nllcn seinen Ableitungen sich stetig 
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ändern. Bezeichnen wir mit v unJ v' das erste Potential Jieser Schicht, 

je nachdem der Punkt (.r, y, z) innerhalb oder ausserh<~lb liegt, und ebenso 

mit w und w' den .Ausdruck (c) in diesen beiden l<'ällen, so haben wir 

1 ( ov ov') I ( o!:J.w o!:J.w') 
P =- 4" i:ln' +an- =- s .. an·-+ -fin ' 

und, wenn der Punkt die Schicht durchschreitet, so ändern sich die 

Function w und ihre Ableitungen der ersten beiden Ordnungen in stetiger 

Weise, während dasselbe im Allgemeinen für die Ableitungen dritter 

Ordnung nicht mehr der Fall ist. 

Über eine Lösung tler Gleiclnmg 11!1u = 0. 

§ 20. 

Ich behaupte, dass man immer eine Function u fiudcn kann, welche 

im Inucru dr.r Fläche cr der Gleichung 

(I) !:J.!:J.n = 0 

genügt, dasellJst mit ihren Ableitungen der drei ersten Ordnungen sich 

stetig ändert und deren Wert, ebenso wie der Wert der an ihr ausgeführten 

Operation 11, auf der Oberfläche gcgelJen ist. 
Mau 1\ann dieser AutgalJe genügen, wenn mau setzt: 

n=w+v 

(2) v = S ~;da, w = Srnla, 
wo p und p' Puuctionen der Coordinaten jedes Punl\tes ucr Fläche cr sind 

und ~· die Entfernung des Punktes (x, y, z) von dcr ist; v und IV sind 

demnach das erste und das zweite Potential von zwei Masseuschichteu, 

welche uicse Oberfhiche bedecken. 
Die Function t = !:J.w genügt, der Gleichung (1) zufolge, der Gleichung: 

!:J.t=O, 

und da !:J.n auf der Oberfläche einen gegebenen Wert 9 hat, so hat 

t = 11w = ~u auf dieser Obcrflliche dense1beu W crt. l\lithin ist uach einem 

bekannten Satze t vo1lstiindig bestimmt; man kann es ferner auf uie Form 

bringen: 

und wenn man 

·sp t=2 -da, 
I' 

w=Srrdcr 

nimmt, so hat mau ~IV = t und auf der Fläche a ist !:J.w = r· 
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Kennt man w, so erhält mau den Wert von v auf der Oberfläche, wenn 
man den Wert von w von aemjenigcn abzieht, welcher für n gegeben worden 
war; somit wird der Wert von v vollständig bestimmt sein. 

Domnach ist der Satz bewiesen und femer ersieht man, wie man die 
Lösung auf die Form (2) bringen J;ann. 

Allgemeine Lösung der Gleichung ~D.u = 0. 

§ 21. 

Wir betrachten eine Fuuction u von x, y, z, welche im Innern der 
Fläche cr der Gleichung 

6.1n = 0 

genügt, und nehmen an, dass daselbst n und seine Ableitungen der drei 
ersten Ordnungen sich in stetiger Weise ändern. In der Gleichung (2) des 
§ 17 setzen wir u' = u und erhalten: 

Sctw)2dw =-s D.u ~~da +Sn o~:.t dcr. 

Nehmen wir sodann an, dass u auf der Fläche a einem der beiden 
Systeme von Bedingungen: 

u=O, 

u=O, 

D.n = 0 

au 
on'=O 

genüge, so reducicrt sich die vorstehende Gleichung auf 

s(D.u)2dw = 0. 

l\Ian schliesst hieraus, dass D.u in allen Punkten innerhalb cr gleich 
Null ist und dass somit n selbst. in derselben Ausdehnung Null ist; denn 
bekanntlich ist eine Function u, welche der Gleichung D.n = 0 im Innern 
der Fläche a genügt und auf dieser Fläche verschwindet, in allen innerhalb 
befindlichen Punkten gleich Null (Kap. I, § 21). 

Hieraus kann man leicht folgern, dass es nur eine Functiou geben 
hnn, welche der Gleichung 

D.D.u = 0 

im Iunern der Flüche a genügt, daselbst mit ihren .Ableitungen der drei 
ersten Ordnungen sich stetig ändert und für welche 

Oi.t 
u, D.u oder u, an' 

auf der Fläche einen gegebenen Wert haben. 
Denn nehmen wir an, dass eine zweite Funct.ion 1t' denselben Be

dingungen genügen könne, und setzen wir 
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u-u'=ft, 

so gculigt {} in allen Ptlllklen des Volumens w rl~.:r Gleiclnmg 

MH=O 

und auf der OberfHiche dem eincu der beiden Systeme voll Bcdiugnngen: 

oder 
()I} 

{} = 0, ;;;--,= 0; 
vn 

sotuit ist nach dem, was wir eben bewiesen haben, {} in allen umeren 
Punkten gleich Null, und es i;;t u'= n. 

§ 22. 

Wir haben gesehen, dass man stets eine Functiou vo11 der Form 

finden kann, deren \V ert ebenso wie der von t::.n auf der Fläche a gegeben 
ist, und aus dem Vorhergehenden folgern wir die beiden folgenden Sätze: 

1. Es existiert eine und uur eine Function, welche im Innern 
der Fläche a der Gleichung 

t::.t::.u = 0 

genügt, daselbst mit ihren Ableitungen der drei ersten Ord
nungen sich stetig ändert, und deren Wert nebst dem auf sie 
b e z ii g 1 i eh e n W er t e v o n 6. a u f d e r F lii c b e g e g e b e n i s t. 

2. .Te d e Fun ct i o n n, w e 1 c h e im Inner n von a der GI e i
chung t::.:lu = 0 genügt und den vorher genannten Stetigkeits
bedingungen gehorcht, ist die Summe des ersten Potentials einer 
::Jchicht, welche die Fläche a bedeckt, und des zweiten Potentials 
einer andern Schicht, welche dieselbe Oberfläche bedeckt. 

Dieser zweite Satz giebt das allgemeine IntegTal der partiellen Diffc
rentialgleichu~g, ein Integral, in welchem die Dichtigkeiten p und p' der 
beiden Schichten irgend welche Functionen der CoordinatGn der Fläche a sind. 

l\[an hat einen dem ersten der beiden vorhergehenden 'l'heorcme ähn
lichen.Satz, in welchem man sich auf der Fläche a au Stelle von n und 6.n 

01/. 
die Werte von 1t und --- o·egeben denl(t; den Beweis desselben habe ich on' b 

in meiner oben erwähnten Abhandlung gegeben, doch gehe ich an dieser 
Stelle auf denselben nicht ein. 
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Über die auf zwei Coordinaten reducierte Gleichung ~~u = 0. 

§ 23. 
Nehmen wir an, dass 1t nicht von z abhäugt., so reduciert sich die 

Gleichung ß.::ln = 0 auf 

Setzt man: 
r2 = (x- a)2 + (!!- bY, 

so hat man: 

( 1 r2)· 1 ß 1'~loo· .. -+-- =.floo·-, 
" 1' 2 " 1' 

ß~ (r~ loo·-~- + ~-2) = 0. 
!:I I' 2 

Wir betrachten die heicleu Functionen vou x U!l!l y 

V= SJ"log+ · cp(a, b)dadb 

1V =S ('(r2 lorrL + '}'~) ~ (a b) dwlb j "1' 2 . ' 

und clenkeu uus diese doppelten Integrale hincrstreclit über eine Flüche Q; 
fcmcr nennen wir V und w respective das erste und das zweite Potential. 

Wie wir (§ 2) gesehen haben, ist 

ßY=O oder =-2o:q;(x,y), 

je nachdem der Punkt (x, y) ausserhalb oder innerhalb der Fläche [~ sich 
befindet. Ferner hat mau: 

ßw = 4 V 
und hieraus folgt: 

.::.lßw = 0 oder =- ::i;-;'f (x, y), 

je uachdem der eiue oder andere Fall stattlindet. 
Hat mau die vorstehenden Definitionen des ersten und des zweiten 

Potentials angenommen, so braucht mau nur die Schlussfolgerungen der 
vorhergehenden Paragraphen auzuwenden, um hinsichtlich der auf zwei 
Dimensionen bezüglichen Gleichung .::l.::l11 = 0 ülmliche Sütze' zu erhalten, 
wie diejenigen, die wir für drei Dimensionen gefunden habeiL Wil' be
schränken uns darauf den folgenden Satz anzuführen. 

JedeFunction, welcheimlnnern der Kurve s der Gleichung 

()4u. : atn 0tu 
--+2--- ·--+-=0 ox·1 ox~o !/ 0,1}1 

genügt und die nebst ihren Ableitungen der drei ersten Ord
nungen daselbst stetig ist, ist die Summe des ersten Potentials 
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einer Schicht, welche die Kurve s bedeckt, und des zweiten 
Potentials einer andern auf demselben Contour abgelagerten 
S eh ich t. 

Sie ist somit von der Form: 

\( 1 }'~) s 1 
. l'~]orr-+ -- '!JclS + ]ocr-.Lds. o r :l , o 1. r , 

" 
wo cp und w zwei Functionen einer Coordinate, durch die ein Punkt des 
Contonrs s bestimmt werden kann, sind und r die Entfernung des Punktes 
(x, y) von dem Elemente ds ist. 



Viertes Kapitel. 

Vergleichung der Theorie des Potentials 1nit 
derjenigen der Wärn1e. 

Das Potential irgend einer l\fasse genügt überall ausserhalb dieser 
Masse der Gleichung 

(a) ßV=O. 

Wir dcnl\en uns nun einen isotropen Körper, so dass die Fortpflanzung der 
Wärme in ihm nach nllen Richtungen in derselben Weise vor sich geht, 
und nehmen an, dass derselbe sich unter der Einwirlmng constanter Wärme
quellen im Wärmegleichgewicht befinde; die 'l'empera.tur Y eines beliebigen 
Pnnlites (x, y, z) dieses Körpers genügt alsdann der Gleichung (;t); ebenso 
wie das Potenti;tl muss sie eine stetige Punction der Coorilinaten dieses 
Pnnktes sein und ihre Ableitungen erster Ordnung sind ehenfalls stetig. 
Denn wenn man mit IJ den Coefficientcn der Leitungsfähigkeit bezeichnet, 
so müssen die Wiinneströrne für die Flächencinheit, niimlich 

av ov ov 
- q -ox ' - q fJy ' - q oz ' 

welche durch ein ebenes zur Achse der x, der y oder der z Senhechtes 
Element hindurchgehen, stetige Functionen sein. 1\fan sieht daher ohne 
Weiteres, dass eine sehr grosse Analogie zwischen dem Potentinl und der 
Gleichgewichtstemperatur eines Körpers hcstcht; wir werden aber überdies 
beweisen, dass eine völlige Irlentitiit zwischen diesen beiden Fnnctioncn 
existiert, so dass jede Aufgabe iiber das Potential ersetzt werden 1\aun 
durch eine andere. welche sich anf ein 'rcmperaturgleichgewicht bezieht. 
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Beweis der Formel Ll V= - 4-rrp. 

§ 1. 

79 

Wir lwmcrlwn zun1ichst, dass man beweisen kann, dass die Gleichung 

LlV=- 4-rrp, 

in welcher V das Potential einer Masse ist, deren Dichtigkeit im Punkte 
(x, y, z) gleich p ist, auch gerade diejenige ist, welche die Bewegung der 
Wärme in einem Körper giebt. Dieser Beweis ist von Riemanu gegeben 
worden. 

Wir betrachten ein unendlich kleines in der Masse gelegenes recht
winkliges Parallclepipedon, dessen Kanten respective der x-, y-, z-Achsc 
pat·allel sind und mit dx, dy, clz be7.eichnet sein mögen, und wenden da
rauf die Gaus s 'sehe Formel 

(b) s~: du=- 4-rrJI 

an (Kap. I, § 14)*). Das Integral erstreckt sich über die ganze Oberfläche 
des Parallelepipedons und lii ist die darin enthaltene als stetig voraus
gesetzte l\Iasse. 

Wird das Element on der Normale nach aussen gezogen, so hat der 
'feil jenes Integrals, welcher sich auf die zur Abscisse x gehörige Seiten
fläche dyrlz bezieht, den Wert: 

(c) 
ov 

- --- clydz • ox , 
der Teil desselben Integrals fiir die parallele Seit.enfHiche, deren Abscisse 
x + clx ist., hat den Wert: 

(d) (oV CJ2Y ) ox + ox~ dx clyd~, 

und wir erhalten den Ausdruck 

o2V 
-~-.,- dxdydz vx-

fiir die beiden Seitenflächen. lllan erhält somit fiir die liul•e Seite der 
Gleiclmng (b) 

()21' o2V o2V 
( --__--., + -;;,.--;;- + ~) dxrlydz. ox- vy· vz· 

Ferner ltat man fiir die rechte Seite der Gleichung (b) 

- ·h:pdxdydz. 

*) ~!an hat alsdann niclit den lßewcis des § 12, son1lern tlenjenigen lies § 14 
zu nehmen, da der erstere den zn beweisenden Satz voraussetzt. 
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:Mithin erhiilt man schliesslich: 

(e) d V= - 4o.p, 

und wenn der Punkt (x, y, z) ausserhalb uer llfasse angenommen wird: 

(f) Ll V= 0. 

Hätte V die Temperatur eines Körpers bezeichnet, so würde in das 
Parallelepipedon ein \Värmestrom eingetreten sein, der durch den Ausdruck 
(c), wenn man diesen noch mit q multipliciert, dargestellt wird, und es 
würde aus uemselben ein \Värmestrom ausgetreten sein, der durch den 
Ansdruck ( d) dargestellt wird, wenn man sein Zeichen ändert und ihn mit 
demselben Coefficienten multipliciert. Im Falle des Temperaturgleichge
wichts erhält man dann die Gleichung (f), indem man ausdrücl;t, dass die 
gesamte in das Element eingetretene Wärmemenge gleich Null ist. 1\Ian 
würde die Gleichung (e) erhalten, wenn man sich dächte, dass der Körper 
der Sitz einer Wärmequelle wäre, welche für die Einheit des Volumens und 
in der Einheit der Zeit eine Wärmemenge gleich - 477qp erzeugte. 

Bezeichnet V ein Potential, so kann man den Ausdruck (c) als eine 
Kraftmenge betrachten, welche durch die erste Seitenfläche dydz hindurch
tritt, und dieselbe mit dem Namen "Kraftstrom" bezeichnen. 

§ 2. 

1\Iit Hülfe der Gleichung (h) kann man auch den Coulomb'schen 
Satz (Kap. II, § 9) beweisen. Wir denken uns eine auf einer Fläche ver
teilte unenulich dünne Schicht, deren Potential in jedem Punkte dieser 
Pläche einen constanten Wert haben möge. Es sei dcr ein Element dieser 
Fläche; wir coustruieren einen Kanal, welcher d~ zum Querschnitt hat und 
dessen Oberfläche von Kraftlinien gebildet wird (Kap. I, § 2); ferner legen 
wir zwei Querschnitte da1, da~, den einen ausserhalb, den auelern innerhalb a. 

Dann ist der Wert von ~V gleicll Null längs der Seitenfläche des Kanals un 
und im Innern von cr, und es bleibt 

(ov) ~ d!1 = - 4o.pda, vn 1 

wo pda die l\Iasse ist, welche da bcueckt, und wenn man da1 unendlich nahe 
bei da annimmt, so erhält man: 

1 av 
p-- ----· 

- 4o.on 

Identität des Potentials und del' Gleichgewichtstemperatur. 
§ 3. 

Viele Sütze über das Potential werden beinahe unmittelbar evident, 
wenn man für sie diejenigen substituiert, welche ihnen beim Temperatur
gleichgewicht entsprechen. 
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Nehmen wir z. B. einen Körper an, dessen sämtliche Oberflächenpunkte 
auf festen und gegebenen Temperaturen erhalten werden, so wircl dieser 
Körper einem Temperaturgleicl1gewieht zustreben, welches vollkommen be
stimmt ist. Dieser Satz kommt augenscheinlich auf das im § IG des ersten 
Kapitels bewiesene Dirichlet'sche Prinzip zurück. 

Denken wir uns ferner, dass die Temperatur in allen Punkten der Ober
fläche eines Körpers gleich erhalten werde, so wird die Gleichgewichts
temperatur in allen inneren Punkten denselben Wert haben. Dieser Satz 
kommt auf den folgenden zurück: Wenn l\lassen ausserhalb einer 
Fläche gelegen sind und ihr Potential auf dieser Fläche einen 
constanten Wert hat, so wird ihr Potential in allen inneren 
Punkten denselben Wert besitzen. 

Die 1\Iassenschichten, welche auf Flächen ausgebreitet sind und deren 
Potential man betrachtet, entsprechen in der Theorie des Temperaturgleich
gewichts Wärmequellen, welche mit diesen Flächen in Berührung stehen. 

§ 4. 

Stellt V die Gleichgewichtstemperatur eines isotropen Körpers dar, so 
ist Y nur im Innern der diesen Körper begrenzenden Fläche a bestimmt; 
da wir aber alsdann die Function V ausserhalb dieses Raumes willkürlich 
bestimmen können, so denken wir uns, dass der von a eingeschlossene 
Kürper T nach allen Hiebtungen bis ins Unendliche verlängert werde, wobei 
wir jedoch annehmen, dass der KörlJer T von dem äusseren Körper '/." 
durch eine unendlich dünne Schicht, welche der Sitz einer Wärmequelle 
ist, getrennt sei. Die Gleichgewichtstemperatur von T nennen wir eben
falls V. 

Die Intensität der Quelle ist eine festbestimmte, sie ändert sich aber 
von eitJCm Punkte der Oberflüche zum andern; die Temperatur ist ferner 
flieselbe an der Grenze des Raumes '/.' und an der Grenze des unendlichen 
Raumes T'; endlich wird noch vorausgesetzt, dass die Temperatur in un
endlicher Entfernung auf Null erhalten werde. 

Nach dem, was wir gesehen haben (Kap. II, § 15), ist die Function V 
innerhalb und ausserhalb von a identisch mit dem Potential einer auf a 
verteilten 1\Iassenschicht, und es ist: 

V=-]_S(ov + oV).!_da 
47. on o·1~' ,. ' 

wo 1' die Entfemung des Punktes (x, y, z) vom Elemente da ist. 
Über dem Elemente da der Oberfläche nehmen wir die 1\lasse zwischen T 

und '/.'' als stetig an; alsdann sind die zu diesem Element senkrechten 
Wärmeströme in T und T' dieselben. 'Wir kü1men also für dieses Element 
schreiben: 

Ma til i c u, Potcntiultilcoric. 

ov u· 
-q~.·=' un 

ov 
q--= u. on 

6 
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Diese Wiirmestrümc entstehen aus der an der Fliiche a unterhaltenen 
Wärmequelle, wenn man letztere um den uneJHllich kleinen das Element d~ 
bedeckenden 'l'eil verminderL Nun sendet aber der auf da geleg-ene 'l'eil 
der WiirlllNJUClle zwei normale Strüme von derselben Intensität adr;, aber 
von entgegengesetzter Hichtung aus, niimlich den einen nach dem Innem 
von r;, den andern nach aussen. Somit hat man: 

av 
-q~=U+a, un 

und hieraus ergiebt sich die Formel: 

aY 
q~= TJ-a, un 

oY av 2a --+-=--, an' an q 
in welcher 2a die Wärmemenge ist, welche von der Quelle auf dr; in der 
Einheit der Zeit und für die Flächeneinheit geliefert wird. Führt man 
diese Grösse in den Ausdruck von Y ein, so erhält man: 

V=-1-s~da. 2r..q 1" 

Isotherme FHicheu odet· NiveaufHichen. 
§ 5. 

Betrachtet man ein System von Massen, deren Potential V man nimmt, 
so sind die Niveauflächen diejenigen Plächen, auf denen das Potential 
constant i~t. Denken wir uns andererseits einen unbegrenzten festen 
Kürper, der von einem oder mehreren Hohlräumen durchsetzt ist, in denen 
sich constant bleibende Wärmequellen befinden, so ist die Gleichgewichts
temperatur des Kürpers durch diese Quellen bestimmt, untl die PHichen, 
für welche die 'l'emperatur dieselbe ist, werden isotherme Flächen genannt. 

Offenbar sind die isothermen PHiehen mit den NiveaufHichen iclentisch. 
Wir haben gesehen, dass, wenn eine l\Iasse JJI im Innern einer Fliichc a 

liegt, ihr Potential ausserhalb dasselbe ist, wie dasjenige einer auf der 
PHiehe passend verteilten Schicht. Die Dichtigkeit dieser Schicht aber ist 
im Allgemeinen sehr seinver zu bestimmen; diese Aufgabe wird dagegen 
leicht, wenn die Fläche a eine Niveaufläche der Masse jll ist und wenn man 
die allgemeine Gleichung dieser Flächen in der Form V= const. kennt. 

Wenn nämlich das Potential der Schicht auf der Fläche a constant ist, so 
wird es auch in allen inneren Punkten constant sein, und ihr iiusseres 
Potential, welches dasjenige der l\Iasse ist, ist nach Voraussetzung eine 
bekannte Function. lllan hat daher: 

1 ov 
p=----·-· 

47. an 
Nehmen wir in dieser Formel dV als constant ;m, so wird dn die 

E!ltfernung der Fläche a von der unendlich nahe ge legenrn Nireanfliiche 
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:;;ein; mithin Rteht die Dichtigkeit der Schicht oder ihm Dicke, wenn man 
die Schicht als homogen voraussetzt, im umgekehrten Verh1iltnis zur Ent
fernung der beiden FHichen. Ferner weiss man, dass die l\Iasse dieser 
Schicht gleich lli ist (Kap. II, § I G). 

Diese Schicht heisst Niveauschicht und ihre .Anziehung auf einen 
Punl\t ihrer äusseren Oberflüche ist 11ormal zu der Flüche. Ferner wollen 
wir noch bemerken, dass zwei Niycauschichten in einem PnnHe, der nusser
halb der einen wie der anderen liegt, dasselbe Potential besitzen. 

§ G. 

Die confokalen Ellipsoide, welche durch die Gleichung 

(I) 
x2 y2 z2 
-2- + :;-b2 + -2 --;; = I, P p - P - c· 

wo der Parameter p der Ungleichheit 

p>c>b 
genügt, gegeben sind, bilden ein System von isothermen Flächen oder ein 
System von NiveaufläclJCn. 

l\lan beweist sehr leicl1t, dass eine zwischen zwei homothetischen*) 
Ellipsoiden enthaltene homogene Schicht auf einen in ihrem innern Hohl
raum liegenden Punkt 111 keine Wirkung ausübt, indem man zeigt, dass 
ein Kegel von unendlich kleiner Öffnung, dessen Spitze in lii liegt, aus 
dieser Schicht zwei Elemente ausschneidet, deren Anziehung auf die Spitze 
von derselben Grösse, aber von entgegengesetzter Rir.htung ist. .l\lithin 
erhält man eine Reihe von Niveauschichten, indem man Schichten von der
selben l\Iasse nimmt, welche zwischen einem der confokalen Ellipsoide (1) 
und einem unendlich nahen homothetischen Ellipsoide liegen. Wie wir 
schon gesagt haben, ist die Wirkung irgend zweier dieser Schichten auf 
einen äusseren Punkt dieselbe. 

Die beiden Systeme von ein- und zweischaligen Hyperboloiden 

a;2 y2 z2 
-+------=1 
P1 2 P1 2 - b2 C2 - P12 

(2) 

(3) 
a;2 y2 z2 

P22 - b2- P2~ .- -;c2;:---p~-:-.,2 = 1 

sind zn den Flächen (1) und zn einander orthogonal und geben durch ihre 
Durchschnittslinien die Kraftlinien einer jeden der vorher erwähnten Schichten. 

Jedes der beiden Systeme von Hyperboloiden bildet ferner ein System 
von Niveauflüchen und würde zu ähnlichen Schlüssen fiihreu wie diejenigen, 
welche wir für die Elli}lsoide erhalten haben. 

'') n. h. coucentrischen, iihnlichen und iihnlich liegenden. 
6* 
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Neinneu wir b und c unendlich )dein an, so gehen die confokalen 

Ellipsoide in Kugeln über; p1 und p2, welche kleiner als c sind, werden 

ebenfalls unendlich ldein; somit reducieren sich die Gleiclmng~n (2) und 

(3) auf 
x2 y2 z2 
2 + -----:~-~b"- ~-~-~ = 0 
Pt P1 - - c -Pt 
x2 y2 z2 
2-b2 2-~=0 P2 - P2 c - P2 

und diese stellen Kegel dar. Multiplieiert man die N enuer mit einer sehr 

grosseu Grösse, so kann mau diese Nenner als endlich annehmen und b und 

c werden constant bleiben. Jedes dieser Systeme von Kegelflächen gieht 

isotherme Flächen. 

Isotherme Kegelfllicllen oder Niveaukegelfllichen. 

§ 7. 

Wir denken uns einen unbegrenzten Körper im Tcmperaturgleichgewicht, 

in welchem die Temperatur längs der von ein~m und demselben Punkte 0 
ausgehenden Geraden dieselbe ist. Nehmen wir sphärische Coordinaten 

1·, H, tjl, deren l\littelpunkt in 0 sich befindet, und die durch die Gleichungen 

x = }" cos n 
y= 1" sinn cos <} 
z = 1" sin n sin <} 

gegeben werden, so geht die Gleichung 

(1) 
über in 

. a(1·2 ~~) a(sina~;) 1 02 v 
s111 n --"'~- + ~~"'-.,-- + --:---u-"'·"·i = o, 

ul" UIT Sill \J U't'" 

und da Y unabhängig sein soll von r, so reduciert sich diese auf: 

Setzen wir: 

( av) . o sin n aff 02 V 
sm n an + -0.~:! = o. 

rll} {} 
----=----<} = du oder 11 =log tang -2-, 
Sll1 l 

so mmmt diese Gleichung die folgende sehr einfache Form an: 

(2) 
()2V ()2V 

~+-"'·'·"=0, uu- u't'· 

welche der Gleichung 
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(3) 
o2V' o2V' """"+ --- = 0 ox- oy2 

ganz ähnlich ist, und diese letztere Gleichung ist keine andere als die 
Gleichung (I) in rechtwinkligen Coordinaten, falls V unabhängig von z ist. 
Man liann aber eine noch grössere Analogie erhalten. Die l!'unction V der 
Gleichung (2) hat in Bezug auf·~ die Periode 2it; somit ist ~ ein Winl•el, 
den man nur von 0 bis 2it variieren zu lassen braucht, und u kann variieren 
von - <Y.:J bis + <Y.:J, da {} von 0 bis " variieren muss. An Stelle der Coordi
naten x, y der Gleichung (3) substituieren wir Polarcoordinaten, indem wir 
setzen: 

dadurch geht die 

(4) 

x= Rcos~' = ae"' cos~' 
!J = Rsin ~' = a(/ sin ~·; 

Gleichung (3) über in 

()2V' ()2V' 
ou'2 + -()~'2 = 0. 

Hier ist nun ~, ein Winkel, den man nur von 0 bis 2it variieren zu 
lassen braucht, und n' muss sich von - oo bis + oo ändern. Demnach 
existiert jetzt völlige Identität zwischen den Functioneu V und V', welche 
durch die Formeln (2) und ( 4) geliefert werden. 

Nehmen wir also zwei Systeme von isothermen und zu einander ortho-
gonalen Kurven an 

a.' = const., ß' = const., 

wo a', ß' die thermometrischen Parameter sind, so dass die Gleichung (3) 
übergeht in 

()2V' o2V' 
f5«i2 + ~ß'2 = 0, 

nehmen wir ferner an, dass a.' und ß' mit t~' und ~' durch die Gleichungen 

a.' = Ii (lt', ~'), ß' = f2 (tt', ~') 

verbunden seien, und setr.en wir dann 

a. = Ii (u, ~), ß = ( 2 (u, ~), 

so genügt die Function V der Gleichung 
()2f ()2V 

~+ "'ß''=O; va.- u J-

die beiden Systeme von Kegeln mit derselben Spitze 

a. = const., ß = const. 

sind orthogonal zu einander, und jedes von ihnen stellt isotherme Kegel
flächen dar. 

Man kann bemerken, dass, wenn ein System von Kegelflächen isotherm 
ist, ein zu dem ersten orthogonales System von Kegelflächen ebenfalls 
isotherm ist. 
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Denken wir uns einen homogenen Körper, welcher zwischen zwei 
Kegelflächen eines und desselben isothermen Systems enthalten ist, und 
nehmen wir an, dass man jede der beiden Flächen auf einer und derselben 
'l'emperatur erhalte, so werden alle Kegelflächen dieses Systems, welche in 
dem Körper eingeschlossen sind, je eine und dieselbe Temperatur besitzen. 
Diese Eigenschaft wird gelten, wenn man annimmt, dass die Kegelflächen 
aus zwei Mänteln bestehen, indessen ist klar, dass sie ebenfalls gilt, wenn 
man sie auf einen einzigen l\Iantel reduciert. 

§ 8. 

Diese isothermen Kegelflächen können als Niveaukegelflächen be
trachtet werden und den eben gemachten Bemerkungen zufolgc kann man 
sie sich auf einen einzigen l\lantel reduciert denken. 

Um auf einer dieser Kegelflächen eine Niveauschicht zu erhalten, be
rechne man die Dichtigkeit nach der Formel 

1 av 
p=-----; 

47t an 
da dV als constant angenommen wird, so ist dn die Entfernung zwischen 
einem Punkte der Kegelfläche und der unendlich nahe gelegenen Niveau
kegelfläche; längs einer geradlinigen Erzeugenden ist dn proportional der 
Entfernung r von der Spitze des Kegels; bezeichnet man also mit b eine 
Constante, so hat man 

b 
r=;· 

p ist somit die Ordinate eines Zweiges einer gleichseitigen Hyperbel, 
deren Asymptoten die Erzeugende und die durch die Spitze an die Mantel
fläche des Kegels gelegte Normale sind; mithin ist p an der Spitze des 
Kegels unendlich und diese Eigenschaft entspricht dem, was man in der 
Electrostatik die Kraft der Spitzen nennt. 

System von isothermen oder Niveau-Linien, welches zwei 
gegebenen Kurven oder einer einzigen entspricht. 

§ 9. 

Wenn wir isotherme Linien in einer Ebene betrachten, so gesch-ieht 
dies der grösseren Bequemlichkeit wegen; in Wirklichkeit aber muss man 
sie als die Querschnitte von unbegrenzten isothermen Cylindern ansehen. 

\Vir betrachten einen ebenen Raum, der zwischen zwei geschlossenen 
Linien 0 und 01, von denen die erste die zweite umschliesst, enthalten ist, 
und setzen voraus, dass diese Kurven weder sich selbst noch einander 
scl1neiden. 
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Denken wir uns jede der beiden Linien auf einerlei 'femperatur er
halten, so wird der zwischenliegende Raum sich in ein Temperaturgleich
gewicht setzen, und dadurch wird sich in diesem Zwischenraum ein völlig 
bestimmtes System isothermer Linien ergeben. 

Zweitens nehmen wir eine geschlossene Linie C an, die sich nicht 
schneidet. Wir denken uns läl'lgs der Kurve C eine Wärmequelle, welche 
sie· auf einer und derselben constanten Temperatur erhält. Unter dem 
Einfluss dieser Wärmequelle kann die ganze Ebene im Temperaturgleichgewicht 
sich befinden; wir haben daher ausserhalb ein System E von isothermen 
Linien, zu denen C gehört; im Innern von C ist die Temperatur V con
stant. Die Function V ausserhalb von 0 ist eine endliche und stetige 
Function, ebenso alle ihre Ableitungen (Kap. II, § 14); mithin kann man 
von dem Werte derselben in einem Punkte übergehen zu ihrem W ertc in 
einem benachbarten Punkte mit Hülfe der T ay 1 o r 'sehen Reihe. 

Wir können eine Kurve bilden, die innerhalb 0 lieg-t und dersei ben 
unendlich nahe ist, indem wir nach innen Normalen cln' errichten, welche 
der Gleichung genügen: 

ov 
-~- cln' = const., vn 

und die Endpunkte dieser Normalen durch eine Linie verbinden. Wird 
diese Kurve 0' ebenso wie 0 bis zu einer und derselben Temperatur er
w[irmt, so wird sie dieselben isothermen Linien erzeugen. l\Ian kann somit 
nach und nach die Wärmequelle in das Innere des Contours 0 zurück
drängen, wenn man Y nach der T ay 1 o r 'sehen Reihe bestimmt, und wird 
nach einander Kurven 0', 0", ... erhalten, von denen jede in die vorher
gehende eingeschlossen ist und, auf einer und derselben Temperatur erhalten, 
als isotherme Linien die Linien 0', 0", ... giebt, die ebenso wie die Linien 
E ausserhalb von ihr liegen. 

Die Grenze dieser Kurven ist im Allgemeinen eine nicht geschlossene 
Linie L. Der einfachste Fall ist der, wo sie sich auf eine isotherme Linie 

Fig. 2. Fig. 3. 

FG (Fig. 2) reduciert, welche keinen geschlossenen Teil enthält. Kommt 
man zu einer nichtgeschlossenen Linie ABODE (Fig. 3), die aber eine Schleife 
BOD enthält, so kann man auf diese Schleife die vorherg()hende Construction 
anwenden und sie durch eine unendlich nahe liegende innere Kurve bc(l 
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ersetzen, welche eine höhere Temperatur besitzen wird und deren verschie
dene Teile dieselben Wärmeströme aussenden werden wie die entsprechenden 
Elemente von BDC; man wird also schliesslich im Allgemeinen BCD durch 
eine nicht geschlossene Linie JII ersetzen, welche von dem Teile .ABE ge
trennt ist; diese Linie III wird aber eine höhere Tem]JCratur besitzen wie 
.ABE. Was die auf ABE gelegene Wärmequelle anlangt, so muss man 
annehmen, dass sie sich nicht geändert habe. l\Ian erhält auf diese Weise 
zur Erzeugung des Systems von isothermen Linien zwei Wärmequellen, die 
auf den beiden Linien ABE und IJI, welche isotherm aber auf zwei ver
schiedenen Temperaturen sind, sich befinden. 

Allgemein, werden die Wärmequellen, welche das System isothermer 
Linien erzeugen, auf ihre geringste Amdehnung reduciert, so werden sie 
auf einer oder auf mehreren Linien von der Art wie FG liegen, auf deren 
jeder die Temperatur dieselbe ist. In besonderen Fällen reducieren sich 
diese Linien auf Punkte. 

Das System der isothermen Linien kann als ein System von Niveau
linien betrachtet werden und, wenn man dem Vorhergehenden gernäss die 
Massen, welche sie hervorbringen können, auf ihre geringste Ausdehnung 
reduciert, so werden dieselben auf einer oder auf mehreren solchen Linien 
wie FG liegen, auf deren jeder das Potential constant ist. Bezeichnet man 
mit dn und cln' die Elemente der Normale auf jeder Seite von FG, so hat 
man: 

ov ov 
on on' 

und man erhält für die Dichtigkeit der Masse in einem Punkte dieser Linie: 

Wir haben bewiesen, dass es ein und nur ein System von isothermen 
Linien giebt, welches durch die beiden Linien C und G1 oder durch die 
einzige Linie C bestimmt wird. Ihre wirkliche Bestimmung l<ann jedoch 
sehr schwierig sein. Bezeichnen wir mit ß )hreu thermometrischen Para
meter, so ist die Gleichung dieser Linien 

ß = const. 

Ziehen wir die orthogonalen Trajectorien dieser Kurven, so geben sie 
ebenfalls ein System von isothermen Linien. Ihr thermometrischer Para
meter sei a.. Transformiert man die Coordinaten x, y in a., ß, so erhält man: 

()2V o2V • ()2Y ()2V\ 
ox2 + oy2 = h· ( (Ja;2 + ()~:! )' 

wenn mau setzt: 

72 _ (aa.)2 (oa:)2 1-- + ;;_~. 
O.C O!J 
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§ 10. 
Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, eine l<'unction V zu bestimmen, 

welche cutweder in dem Zwischemaum von C und C1 oder im Inncrn vou 
C der Gleichung 

(1) 

genügt, die nebst ihren Ableitungen erster Ordnung endlich und stetig ist 
und im ersten Falle auf C und 01, im ~weiten auf C allein gegebene Worte 
besitzt. 

Wir bringen 

(2) 

zunächst die Gleichung (1) auf die 

o2V o2V 
a(l2 + oß~ = o. 

Wir betrachten zuerst den ersten Fall, und es seien 

ß = ßt, ß = ß~ 

Form 

die Gleichungen von C und C1, wo ß1 und ß2 zwei Constauten sind. Lassen 
wir einen Punlit eine Kurve ß beschreiben, so wird, wenn der Punld zum 
Ausgangspunkte zurückkehrt, V denselben ·wert wieder annehmen, und a. 
wird um eine Grösse w gewachsen sein; mithin besitzt V in Bezug auf a. die 
Periode w. 1\Iultipliciert man a und ß mit einer passenden Zahl, so lmnn 
man diese Periode gleich 27t machen und die Gleichung (2) wird ihre 
Form nicht ändern. 

Man genügt der Gleichung (2) und der Bedingung der Periodicitlit, 
indem man setzt: 

(3) v = (Aenß + Be-nß) ( G cos Jl(l + II sin na), 

wo n eine ganze Zahl ist und A, B, G, If willkürliche Constanten sind. 
Die gesuchte Function V wird die Summe einer unendlichen Anzahl von 
solchen Lösungen wie v sein, deren Coefficienten man leicht den auf diu 
Contoure bezüglichen Bedingungen gernäss bestimmt. 

Wir nehmen sodann an, dass man nicht mehr als einen Contour C 
habe, der durch eine Gleichung von der Form ß = ß1 gegeben ist, jedoch 
beschränlwn wir uns auf den Fall, wo die isothermen Linien eine Grenze 
haben, die durch eine einzige Linie FG (Fig. 2) dargestellt wird, und deren 
Gleichung wir durch ß = ß2 bezeichnen können. Die Function V wird eben
falls in B~zug auf a. periodisch sein und zwar können wir annehmen, dass 
sie die Periode 2-rt habe. 1\Ian erhält ebenfalls eine partikuläre Lösung, 
wenn man die Formel (3) nimmt. Ist aber .M ein Punkt von FG und ist 
KL die Linie a = const, welche durch denselben hindurchgeht, so muss 
man trotzdem annehmen, dass a auf der einen und der andern Seite dieser 
Linie zwei verschiedene Werte habe. Auf der Linie KL nehmen wir zwei 
Punkte 1n und m' unendlich nahe bei JJI und auf jeder Seite von FG an. 
l\Iau muss ausdrücken, dass der Ausdruck (3) in m und m' unendlich wenig 
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ov 
verschiedene Werte annimmt und dass seine Ableitung ar'l daselbst, abge-

sehen von einer uneudlich !deinen Grösse, gleiche und entgegengesetzte 
Worte erhält. Setzt man nämlich: 

so hat mau: 
ov ov 

h -- =--aß on' 
wo on das Element der Normale an die Linie FG ist, nnd je nachdem 
dieses Element on auf der einen oder andern Seite dieser Linie genommen 

wird, muss J~ zwar gleiche, aber entgegengesetzte Werte haben, wenn 
un 

man will, dass ~v, ~~ stetige Fundionen von x und !! seien. Mithin hat 
uX u!J 

auch ~~ in den beiden Punkten m und m' gleiche, aber entgegengesetzte 

Worte. Diese Bedingungen Yermindcrn die Anzahl der willkürlichen Coeffi
cienten der Formel (3). Die gesuchte Function V ist sodann die Summe 
von unendlich vielen dieser partikulären Lösungen und die Cocfficienteu 
der Reihe berechnen sich gemäss der für den Gontour geltenden Bedingung. 

Knotenlinien einet' 1\Iembt•au. 
§ 11. 

Wir haben gesehen (Kap. III, § l.'i ), dass die V errückung n einer 
Membran bei einer einfachen schwingenden Bewegung gegeben wird durch 
die Formel 

n = (A sinac·t + B cosact)v, 

wo v eine Function ist, die an der erwähnten Stelle bestimmt worden ist 
und die im Innern eines Cantours s der Gleichung 

()2v ()2u < 

-- +--=-a"v 
ox2 ()y2 (1) 

und auf diesem Gontour der Bedingung v = 0 genügt. Wir haben ferner 
gesehen, dass sich die Function v auf die Form bringen lässt: 

1t 

v = 5 Xpds mit N = 5 cos(ar cosw) log(r sin2w)dw, 
0 

wo p eine Function einer Coordinatc ist, die einen Pun1d des Cantours s 
zu bestimmen vermag. 

Wie in den vorhergehenden Paragraphen nehmen wir an, dass der 
Gontour s aus zwei geschlossenen Linien gebildet werde, die sich weder 
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selbst noch gegenseitig sclmeiden und von denen die eine die andere ein
schliesst, oiler dass dieser Contour s nur aus einer einzigen Linie, welche 
sich nicht schneidet, bestehe. Wir denlwn uns das System von isothermen 
Linien, welches wir in diesen beiden Fällen betrachtet haben, beschränlwu 
uns aber im zweiten Falle auf die lJutersuchung des Falles, wo sich die 
Grenze der isothermen Linien auf eine einzige nicht geschlossene Linie, 
welche keinen geschlossenen Teil enthält, reduciert. 

§ 12. 

N ehrneu wir wieder die Coordinaten a, ß, so geht die Gleichung (1) 
über in 

(2) 

wenn man setzt: 

h~ = (0~)2 + (9-=-)2. ox oy 
In dem Falle, wo die Membran innerhalb einer einzigen geschlossenen 

Linie enthalten ist, wollen wir inneren Rand die Grenzlinie der iso
thermen Linien nennen und in beiden Fällen den inneren Rand durch ß = b, 
den äusseren durch ß = B darstellen. Im ersten Falle ist v = 0 für ß = b, 
im zweiten Falle muss v zu beiden Seiten des inneren Randes gleiche 

Werte und ~~ gleiche aber entgegengesetzte Werte annehmen. 

v muss eine periodische Function von rJ. sein und man kann annehmen, 
dass diese Periode gleich 2r. ist. Wir bezeichnen mit g die ganze Zahl, welche 
angiebt, wie oft v zwischen a = 0 und a = 2r- auf dem Contour ß = b ver
schwindet, d. h. die Anzahl der Knotenlinien, welche ihn treffen. 

Wir setzen voraus, dass man eine Function v bestimmen könne, welche 
den vorstehenden Bedingung·en auf dem innern Contour genügt und die wir 
mit v(a, ß, g, u) bezeichnen wollen, und nehmen an, dass man darauf a 
derart wählen könne, dass v für ß = B gleich Null wird. 

(Wenn ich auch nicht beweisen kann, dass diese Eigenschaft allgemein 
gilt, so ist sie doch sicher in verschiedenen Fällen richtig, z. B. wenn die 
:Membran von einer Ellipse oder von zwei confolmlen Ellipsen begrenzt wird, 
oder wenn sie zwischen zwei exccntrischen Kreisen enthalten ist.) 

Wir nehmen also an, dass a bestimmt werde durch die Gleichung: 

(3) v(rJ., B, g, a) = 0, 

und zwar seien 

(4) 

die unendlich vielen Wurzeln dieser Gleichung. Dieselben hängen nicht 
von a ab, ändern sich aber mit B, und man kann setzen für die Wurzel aP: 

(5) aP= f(B); 
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hieraus folgt auch, dass die Function v ( a, ß, g, a) einen Factor von der 
Form q;(a, ß) enthält und dass die Gleichung cp(a, B) = 0 sämtliche Wurzeln 
(-1) besitzt. 

Alle Schlussfolgerungen meines Caurs de Physirpre mal!tl:matique 
(§§ 70, 71, 7'2), welche sich auf die Knotenlinien einer elliptischen Membran 
beziel1en, sind auf die gegenwärtige Membran anwendbar. Man hat daher 
die folgenden Sätze: 

Satz I. Betrachten wir eine Wurzel aP der Heihe (-1) und 
lassen wirB von b aus wachsen, so wird die Wurzel al', welche 
zuerst unendlich gross war, beständig abnehmen. 

Satz TI. Die Grössen (4) hängen von B ab; sind dieselben 
für einen Wert von B nach der Grösse g·eordnet, so sind sie es 
auch für jeden andern Wert von B. 

Nehmen wir z. B. die Wurzrl aP. Die Gleichung (5) ist äquivalent 
der folgenden: 

v(a., B, g, aP) = 0. 

Umgekehrt entsprechen dem W ertc von aP vcrs'cllicdene von 'l unab
l!ängige Werte von B, welche dieser letzteren Gleichung genügen; mithin 
wird v (a.. R1 , r1. a ) verschwinden für . .. J! 

(G) ß = B 1, ß = B~, ß = B:l' ... 
und diese Lösungen geben Knotenlinien. Endlich beweist man durch eine 
am erwühnten Orte (§ 72) ang·egebene Schlussfolgerung, dass es innerhalb 
des Contours p- 1 von diesen Knotenlinien giebt. Wir gelangen somit 
zu dem bemerkenswerten Hesultat, dass ein System von Knoteulinien 
mit isothermen Linien, welche durch die Formel ß=const. ge-
1 i e f er t werde u , zu s a m m e n fällt. 

§ 1.3. 

Es giebt noch ein anderes System von Knotenlinien, 
welches das erste rechtwinklig schneidet. Ich behaupte zunächst, 
dass eine Knotenlinie den Contour ß = B nur unter rechtem Winkel treffen 
hmm. Nach dem Obigen kann man nämlich setzen: 

(7) -v(a., ß, a) = 4(a, ß)rp(a, ß). 
Trifft die Knoten Iinie diesen Coutour flir a = a.1, so hat man H a.1, B) = 0; 

ferner hat man ~ (a, B) = 0. Differeutiieren wir die Gleichung (7) nach ß, 
so erhalten wir: 

ov o:r a4 
~~I3 = 4 o? + 9 aT 

und die beiden Glieder auf der rechten Seite sind gleich Null im Punkte 
. ov 01) 

(a.1, B); mithin 1st ~ß und daher ;;;;-,- gleich Null in diesem Punkte; ferner 
0 un 
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ist~~ nicht gleich Null, mithin ist die Knotenlinie normal auf dem Contour. 

Denken wir uns sodann die ll!embran äusserlich begrenzt durch eine der 

Knotenlinien (G) ß = B;, so sind die vorstehenneu Bemerlmngen auf die so 

begrenzte l\lembran anwendbar; .mithin wird die Linie ß =Bi von den 

Knotenlinien des andern Systems normal getroffen. 

Einer der Formel (7) des § 10 Kap. III analogen Formel zufolge er

halten wir, da v auf s gleich Null ist: 

2->•- 1\' --- r[~ S"" ov 
o.v- an' ''"' 

indem man s im zweiten Fa1Ie auf den äusseren Contour rednciert. l\lithin 

hat die Dichtigkeit der Schicht, welche das Potential v erzeugt und auf s 

verteilt ist, den Wert: 

1 ov 
p = 2~ an'' 

und sie ist gleich Null m den Punkten, durch welche Knotenlinien hin

durchgehen. 

System von isothermen oder Niveau-Flächen, welche zwei 
gegebenen FHichen oder einer einzigen Fläche CIÜSJH'echen. 

§ 14. 
Wir denken uns zunächst zwei Kegelflächen mit derselben Spitze, Yon 

denen die eine die andere einschliesst, oder nur eine einzige Kegelfliiche. 

Diesen zwei Kegelflächen oder dieser Kegelfläche entsprechen, der Rechnung 

des § 7 zufolge, zwei ebene Kurven oder nur eine, und wenn man das zu 

diesen letzteren gehörige System von isothermen Linien bestimmt hat, so 

kann man daraus ein entsprechendes System von Kegelflächen ableiten. 

1\fan kann somit auf diese Kegelflächen die Betrachtungen der §§ 9 und 10 

ausdehnen. 
Denken wir uns zwei geschlossene Flächen a und cr1, deren erste die 

zweite einschliesst und die sich weder selbst noch gegenseitig schneiden, 

so gehören diese beiden Flächen augenscheinlich zu einem System von 

isothermen Flächen. 
An~ den Schlüssen des § 9 ersehen wir ferner, dass einer geschlossenen 

Fläche cr, welche sich nicht schneidet., auch ein System von isothermen 

Flilchen entspricht, die man betrachten kann als herrührend von inneren 

Wärmequellen, welche auf Flächen cr 1, a2, ••• , die l<einen geschlossenen 

Teil enthalten und die selbst isotherm sind, verteilt sind. Der einfachste 

Fall ist der, wo sich die Plächcn a1, a2, ••• auf eine einzige reducieren. 

Mit andern Worten, eine geschlossene Fläche a, die sich nicht schneidet, 

gehört zu einem System von Niveauflächen, welches dmch Massen hervor-
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gebracht ist, die auf den Fliichcn cr 1, cr~, ••• , auf deren jeder daR PotcnLial 
constant ist, ausgebreitet sin!l. 

Aus dem Vorhergehenden dürfte man den Nutzen eines 
Systems von Coordina ten erkennen, welches von einer Schaar 
von Niveauflächen und den aufihnen senkrecht stehenden Kraft
linien' gebildet ist, und es gilt jetzt, den Ausdrucl> vou ßV in 
diesem Coordinatensystem zu suchen. 

·wenn mau auf einer der Niveauflächen a ihre beiden Systeme von 
Krümmungslinien zieht und längs einer jeden von diesen Hnien die Kraft
linien, welche durch sie hindurchgehen, errichtet, so erhält man zwei Systeme 
von Flächen, welche zu den Niveaufliicheu orthogonal siud, die aber im 
Allgemeinen aufhören, zu einander orthogonal zu sein, wenn man sich Yon 
der Fläche a entfernt. Wenn man die Kraftlinien anwendet, hnn man 
demnach ß V nicht nach der Formel von 1 am e bestimmen, welche von 
einem dreifachen System orthogonaler Flächeu abhängt. 

Digt•ession iibei' c.lie Differentiation nach Bögen. 

§ 15. 
Wir werdeu uns jetzt mit der Differentiation einer Function der Coordinaten 

x, y, z eines Punktes in Bezug auf Bögen beschäftigen ; damit sich aber 
die Begriffe in der einfachsten und natürlichsten Weise darstellen, wollen 
wir zunächst annehmen, dass die Dügen in einer und derselben Ebene 
gezogen seien. 

Wir haben also eine Function 1t der rechtwinldigen Coordinaten x, y 
eines Punktes M, deren Wert in einem gewissen Raume für die verscl1iedenen 
Lagen dieses Pnnl\tes gegeben ist. Wenn der Punkt .ilf, auf einer Liuie s 
angenommen, einen unendlich ];leinen llogen ds diel>er Linie beschreibt, so 
wil:d die I<'unction 11 einen unendlich ]deinen Zuwachs erhalten, den wir durch 

on 
os ds 

darstellen. Dezeiclmen wir mit dn ein Element der Normale an die ~(mve s 
und durchläuft der Punkt J.ll dies Element dn, so wächst die Function 1t 

um eine Grösse, die wir durch 
I ou 

;;:;-- dn vn 

d E 01(. on d' ][" 1 arstellen. ~s stellen also Bs' an le unen( IC 1 ldeinen Zuwächse der 

Fnnction n dar und zwar dieselben geteilt durch den Bogen ds oder dn, 
welcher die unendlich kleine Verrückung des Punl>tes lll angiebt. Trotzdem 
muss man sich wohl l1üten, s und n als ein wirkliches System von zwei 
nnabhiingigcn Veränderlichen zu hetJ·achten. 
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Ist die Kune .~ geschlo~sen, so bezeichnen wir mit v den Winkel, 
welchen die äussere Normale mit der x-Achse bihlet, und nehmen an, dass 
der AnfangspunU 0 drr rechtwinldigen Coordinaten im Innern der Kurve 
liege, und dass der Bogen s wachse, weun sich der Punkt 11[ in dem Winkel 
der positiven Coonlinaten von ()y nach O.x hin bewegt Wenn der Punl\t .lf 
auf der Linie s um c7s fortschreitet, so nehmen die Coordinaten x und !I um 

cls sinv, - cls cosv 
zu; mau hnt daher: 

oder: 

ou ou . ou 
<\ cls = ;;;---- cls Sllll' - ;:;;-- rls cos I' 
vS vX v!J 

on ou . ou 
--=- smv-- cosr. 
OS ox O!J 

(I) 

1\lnn findet ebenso: 

(2) 
ou ou on . 
;::- = -- COS 1' + - 81111'. 
On O.c oy 

Hat man nur eine einzige Ableitung auszuführen, so kann man das 
gm·adlinigc Element cl11 durch ein Element einer Kurve ersetzen, welche 
zur Kurve s normal ist. 

§ lG. 
Wenn sich der Punkt Jf auf der Kun·e s bewegt, so lindert sich der 

Wiukel r in ganz l1estimmter Weise und somit kann man die Ahleitnngrn 
cler rechten Seiten der Fonnein (I) uncl (:2) in Bezug auf .~ biJ,Jcn. Ditl'c
rentiicrt man die Formel (I) in Bezug auf.~, so erhiilt man: 

rOll 
Or- r 

o.~ ( . o o ) (()" . 011 ) ---= Sliii'--COS!'--- ;::-Sint·--COS!'. 
OS OX O!J o.c 0!/ 

Die Glic(ler auf der rechten Seite l<ünnen wir in zwei Teile teilr.n, in 
diejenigen, welche man erhült, wenn inan v constant lässt, und welche sind: 

0~11 . . ()2u • o2u • 
;.---;; sm".J,'- :!.:--=' smv cos r +r-;,cos-r 
ox· oxvff O!r 

und diejenigen, welche sich daraus ergehen, da;;s v \'ariiert, uutl die zur 
Summe haben: 

(cu 011 . ) ov ou Ol! 
OX cos 1' + O!J Sill L' tJ:~ = i5li -a.s· 

:Man erhält daher folgende Formel: 

~ 011 0 Il~ o2u o2n o~n 011 01' 
--~- = ~--., sin2 v- 2 ----- sin v ros t• + --·.; cos~ r + -- ·· --, 

o.~ o.c- o.roy 0 !I" Oll OS 

die wir folgcn:lcrmas~eu schrribeu: 



(A) 

und 

und 

(ß) 
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r C/1 
,..I} ,.._,, r"'O) ö ;: -
o-u . " , o·u . o-" " 08 
r. -., s111- r- 2 ,--- - Sill r cos 1' -1- -~. cos- I'= --
OJ." OXO,IJ Oy- 08 

in welcher~: die Kriimmung des Bogens s d01rstellt. 

,... ,.. -, 
Oll OS 

V erfahren wir mit der Formel (2) ebenso, so erhalten wir zuniicl1st: 

on 
0 on ( . o o \ (ou ou . \ -- = Sill V - - COS V -)1 ·- COS l' + - Sill l' 1 os ox oy o.c oy J' 

schliessen hieraus: 

oou 
( ()2n o2n) . ()2u • . • on (lu ov 
-. ---.- smv cos v--- (cos-v- sm-P) = --- + --· ox2 02!J OXO!J OS OS OS 

Die Ableitung der Formeln (I) und (2) nach n lässt sich nicht aus
führen, bevor man nicht den Sinn genauer festgestellt' hat, welchen man 
mit dieser zweiten Ableitung verbinden will. Zu dem Zwecke nehmen wir 
an, dass die Linie s zu einem System von KurYen gehört, welche durch 
eine und dieselbe, einen veränderlichen Parameter enthaltende Gleichung 
gegeben werden; sodann ziehen wir die orthogonOllen 'l'rajectorien dieser 
Kurven; alsdann gehört der Dogen du, welcher zu cl.~ normal ist, einer 
dieser Tr01jectorien an. 

Differentiiereu wir jetzt die Formel (I) nach 11, so erhalten wir, indem 
wir wie vorher verfahren: 

(C) 

0~!'. 
OS ('0~11 o2u) . (J2u " • Oll 01' 

-- = ;;-;;- r-" Sill V COS V - -- (ros- V- Slll21:)- ~- ;..--· on Ox- oy- OXO!J Oll On 

ov 
Diese zweite Ableitung hiingt von ;;;---oder \'Oll der Kriimmung cles Do

vll 

gens dn ab; ist cln geradlinig, so ist das letzte Glietl g-leich Null. 
Ans den Formeln (B) und (C) leitet man her: 

0 01! 0 01(. 
on ou ov os 11 ov 

"15's- + 'tiS "Bs = f>ii" + on oi1 ' 
und diese Formel zeigt, dass die Reihenfolge der Zeichen fJ~ und 

Fnnction u nicht umgekehrt werden kann. 

0 
;..;- an der 
Oll 

(D) 

Diffcrentiiert man (2) nach n, so erhält man: 

0/(. 
0 on o2u • ()2u • ()2u . • ou ov 
-- = --;;cos-v + 2--- cost•SIIH'+ ---,- sm-v---on o.v- O.fO!J O!JJ OS Oll ' 

eine Gleichung, deren letztes Glied vcr~chwiJHlet, wenn cln geradlinig ist. 
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§ 17. 

Wir betrachten souann ein System von PHiehen a, welches durch 
eine einen Parameter enthaltenuc Gleichung gegeben wiru, und denken uns 

das System von Linien, welches auf diesen :Flüchen orthogonal ist. Auf 

jeder Fläche cr construieren wir die beiden Systeme von Krümmungslinien 

und bezeichnen mit s1, s2 die Linien dieser beiden Systeme und mit s die auf 
den Flächen a orthogonalen Linien. 

Durch einen beliebigen Punkt JlJ zi13hen wir die Tangenten 11IX1, .ZliYll 

11IZ1, an die drei durch ihn hindurehgehenden Linien s, s1, s2, und es seien 

(a, b, c), (a1, b1, c1), (a 2, b2, c2) die Cosinus der Winkel, welche diese 
Tangenten mit den Coordinatenachsen bilrlen. Dezeichneu wir mit n eine 
Funetion der Coordinaten .'r, y, z des variablen PunHes JJI, so haben wir 
die Gleichungen: 

(I) 

und aus tliesen leiten wir her: 

(2) 

I ou ou ou 011 
<i-- = (l ~:+((I_""-+ (12~ 
u.C 0~ uS I U·'~ 

I ?~ = b -~~ + /11 ~ + b., on_ 
l 

oy os as1 - os2 

011 = c 0~ + {' ~!!:_ + {',, 01_!~. oz 08 I osi - OSz 

DifTerentiieren wir die erste Gleichung (1) nach s, so erhalten w1r: 

0 ?~ 
os ( o o () ') ( on on 011) 

-~- = (/ r;- + l1 -;- + (' -;c:- (/ r- - + b ~ + C - - ' 
OS OX oy OZ (h: Oy OZ ' 

entwickeln wir die rechte Seite, als ob a, b, c constant wären, und adtliercn 
sodann die Glieder, welche sielt daraus ergeben, dass a, b, c mit s variieren, 
so erhalten wir: 

on 
(l-as 2 (l2u 0 ()21/ o2u 
-a,~- = a 1lx~ + I!· 'fJ!? + c2 -a.:-~ 

()2u o2n a~n 
+ 2bc"--;:- +2m- ·- + 2a/J---r-.-

oyo.:: o.:o.r OXO// 

on on ou oll ou oc + --~ + -- -- + --;;-- --;;--. o.v us Oi! os o.:- Os 

Bildet man die beitlen analogen Gleiehnngru nnd arluicrt man, so folgt: 
~Ia tllieu, Potentialtlleoric. 7 
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I o ~~~ o ~~ o ~!~ 
OS os, os2 . 0~11 0~/t 0~11 

--~- + -"'- + -~ -- ="'" + "'--;; + ;;:; --;-, 
0$ vs1 o~ ox- vg· vz· 

(:l) 
+~~~~,, + ~~! + ~a~J. 

CX \08 os1 OS~ 

+ ~~~ (ou + ~~!_ + ob2\ 
0,'/ OS os, os~) 

+ ~II (Oe+~~!_+ OC2). 
o: OS os, OS~ 

Ersetzen wir schliesslich die Ableitungen von n nach x, y, z durch die 
Ableitungen von u nach s, 8 11 82 mit Hülfe der Gleichungen (2), so wird der 

Coefficient von ~; auf der rechten Seite der vorstehenden Gleichung den 

Ausdruck 

( Ort oh OC\ ( ao, ob, oc,) ( oa2 ob., oc2) 
( .J.) a- + b- + c -;c--}-+ a- + b -- + c -- -1- a -- + b --=-- + c ---os o.~ os, os, os, os, a82 os2 os2 ' 
welcher aus drei aus je drei Gliedem gehiltleten Teilen hesteht., zum Werte 
haben. Der erste 'l'eil ist gleich Null. Um tlie Bedeutung des zweiten 
Teiles zu erhalten, lassen wir den Punkt J[ nach _jll' riicken, indem wir ihn 

Fig. 4. 



lliff<•rrntiation naclt r,;;gen. 

Bezeichnen wir den Winhl Y1,lfl"' mit 1\ 0 , so hat der zweite Teil 

der Formel ( 4) den \V ert p/I,_E, 1\l<lchen wir lll.Ll[1 = d8~, ziehen die Tan
r S1 

gente j]/1 Z/ und Jrgcn durch den Punkt JL die Parallele J/.l', bezeichnen 
wir ferner mitp2, 0 den Winkel 7,'JllZ1 , so ist der dritte Teil der Formel (4) 

. Jl2. 0 
gle1ch -- · 

rls2 

Indem wir noch vier andere g-anz iihuliche unendlich !deine Winkel 
einführen, bringen wir die Formel (:-!) auf folgende Form: 

I 0 on 0 ~_!!_ 0 ou 
(r) ~~~ = --~ + _osl +- 0!2 

;J OS osl os2 I -(11_~ + ~2. 0 'j ~~- (p:?~ + ~) ~- (Jl~::? + ~!2) ~ 
dsl ds;! OS ds~ ds osl OS osl os2 ' 

wobei 

§ 18. 
Im Punkte Jll' und in der Ebene Y 1MX1 enichten wir eine Normale 

auf ds1, welche MX1 in einem Punkte 0 trifft; der Winkel JIOJI' ist gl~ich 
1\o· In der Formel (;J) ist 1\o positiv, wenn der Punkt 0 nach der Seite 
zu liegt, nach welcher der Bogen s wächst, negativ in dem entgegen
gesetzten Falle, und iihuliche Bemerkungen würde man in Bezug auf die 
audern fünf analogen Winkel zu machen haben. 

Da der Bogen s1 eine Krümmungslinie der Fliicl1e a ist, so ist M'O 
ds Normale an diese Fläche, und man sieht, dass --- den Hauptkriimmungs-

. Pt, o 

radins R1, 0 von a liings der Kurve s1 darstellt; ebenso ist ds~ der Haupt-
212, 0 

kriimmungsrnclins R2, 0 von a längs der Kurve s2• ~iehen wir HOdann liiugs 
der Bogen s1 und s2, welche durch den Punkt lll gehen, die zu den 
Flächen a orthogonalen Linien, so ergeben sich dadurch zwei Flüchen, die 
wir respective mit a~ und c1 bezeichnen wolleu. Die Liuie s, welche die 
Durchschnittslinie dieser heiden Fliiclten ist, ist im Allgemeinen keine 
Kriimmungslinie fiir 1liese Fliichen; ehenso ~illfl s, und s~ uicht Kriimmnugs-

7 
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Iinien von a~ und a1• Nehmen wir aber PM= d . .; uncl crrichtrn wir eine 
Normale PG auf ds, welche in der Ehenc PJ/ }'liegt., so ist 1lcr Winkcll'GJll 

nach dem Obigen gleich Po, 1 ; ~~/ ist die Kriimmung des Normalschnittes 

der Fläche a1, welcher taugentinl 7.11 dem Dogen s gelegt ist, und wir be

zeichnen sie mit --~. Dasselbe mnchen wir fiit· die drei andern analogen 
Ro, 1 

Ausdrücke und erhalten: 

o0" o~ o~ OS os, (),,,, 
~~~=--+--+--~ 

OS osl OS~ 

( 1 1 \ on ( 1 1 ) ou ( 1 1 \ ou - :n-;:: + n2--:uj OS - R2, I +Ru~ os, - Rl), 2 +Ti,~) -0~2. 

Die Linien R1, 0 , R 2, 0 , ••• miissen offenbar positiv oder negativ ge
nommen werden in denselben Fällen, wie die Winkel p 1, 0 , 1\o• ... Wir 

bemerken ferner, dass der Coefficient von ~~~ mit verändertem Vorzeichen 
uS1 

die Summe der Krümmungen der beiden Normalschnitte der Fläche c1 dar
stellt, welche durch den Punkt .lf gelegt und zu einander senkrecht sind; er ist 
somit gleich der Summe der Hauptlirümmuugen der FHiche a1• Dieselbe 

01! 
Bemerkung gilt für den Coefficienten von - · 

0$~ 

§ I9. 

Zweiter Beweis der Formel, welche ~~~ gicbt. - Durch eine 
andere Schlussreihe erhalten wir den Ausdruck von ~~~ unter einer andern 
Form. Wir bezeichnen mit P den Aus<ll'llck der Kraft, welche im Punkte 
(.-c, y, :::) durch ein System irgend welcher l\Iasscn, deren Potential V ist, 
hervorgebracht wird, und crstrecken das Integral 

(I) I= 5 Ji'2cfw 

über ein Volumen w. Wit· denken uns wiederum das System der Flächen c 
und die Linien, welche zu ihnen orthogonal sind, uud behalten für die 
Linien .~, s1, s2 dieselbe Bedeutung bei wie vorher. 

Die Grüsse FJ wird gegeben durch die Formel 

(oY)~ (av\2 (ov)2 (ov)~ (ov)2 -av\2 F2 = - + -) + - = -- + - +I-), 
ox oy' o.:: a.~ osl \o.'~ 

wenn man sich dir. Kraft nach den drei 'l'angenten an die durch den Punlit 
(:1', ,11, .:) gehenden Bogen s, s1, ,<::! zerlegt. Bezeichnen wir zur Abldirznng 
mit V', rl', V2' die Ableitungen .von r nnch s, SI, s~, so haben wir: 



Differentiation nach Bügen. 

p2 = V'2 + Vt'2 + V:/2, 

und die Formel (1) geht über in: 

I= 5 Sj'cr' 2 + V1' 2 + V2' 2) dsds1ds2• 
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Wir denken uns, dass man die Massen um eine unendlich kleine Grösse 
ändert, so dass l' und F Änderungen erleiden, und suchen die Anderung, 
die sich daraus für I ergiebt. . Wir habcu zunächst: 

(2) ~ o/ = 55S<V'oV' + V1'oV1' + V~'oV2')dsds1ds~; 
sodann ist, weil das Product ds1 ds~ das Flächenelement cla darstellt: 

5 Y'oV'dsds1rls2 = .\ V'dc; 0~; ds = V'oYclc;- 5av0<~;la) ds. 

Bezeichnen wir ebenfalls mit da 1 die Fläche des krummlinigen Recht
ecks, welches über ds2 und ds construiert ist, und mit da 2 diejenige, welche 
ds und ds1 zu Seiten hat, so haben wir ebenso: 

Sv "V'l 1 1 5V'l odVl V"''l s-vo(V 1'el"a 1)1 10 leSeS!CS!!= !ea!-r-CS!= !Orlc;l- I) <> eS! os1 vs1 

STT "V.' 1·d. 1 -51' I 1 ()i; V 1· - 1' ''V 1 s-vo(V2'cla2) 1· r!! o 2 r ~ ~'tr s!!- 2 e ~~ -os2 r ·'!!- 2 o r c;2- o os!! l s2. 

~lithiu enthält der Ausdruck (2) das folgende dreifache Integral: 

Sj-.J-r_.[o(V'da) ,._J_ o(V1'dal) 1 o(V2'da 2) l J 
-· I) I <> e 8 • <>, ( S 1 + <> ( S2 • 

vS v.sl v.<2 

Der Coefficient von a V muss denselben Wert behalten, welches auch 
das System der Flächen a sein möge, und wenn wir für diese Flächen 
Ebenen nehmen, welche der xy-Ebene parallel sind, so können wir flir 
s, s1, s2 Linien nehmen, welche den Achsen der x, y, z parallel sind; wir 
erhalten alsdann für den Coefficienten von o V: 

·o2V o2V ()2F 
(o.t2 + OIJ2 + (.).;2-) dxdydz. 

Wir folgern hieraus die elegante Formel: 

(3) AVclw= ~r~~~ds+ o(~t'cla•l ds + o(~2'da~ d.~q. 
os os1 1 os2 • 

§ 20. 

Es ist sehr leicht, die Formel des § 18 wiederzufinden. Wir betrachten 
das krummlinige Parallelcpipedou, welches iiller den durch den Punkt Jll 
gehenden Linien ds, ds1, eh~ construicrt ist und dessen Grundfläche dc;=ds1 rls~ 
zwischen Yier Elemcnteu von Krümmungsliuien enthalten ist seine gegen-
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überliegende Grundfläche cla' liegt auf der unendlich beuachbarteu Fläche a, 
die a' geuannt werdeu möge. Um da' zu erhalten, ziehe man in den End
l•unkteu von cls1, ds2 die orthogonalen Linien s; dieselben bestimmen auf 
a' zwei Linien cls/, cls2', die sich im Puuktc lli', dem Endpunkte von ds, treffen, 
und die Projectionen vou ds1', cls2' auf die beiden Krümmungslinicn, welche 
durch JI' gehen, sind die beiden Seiten von da'. Vernachlässigt man aber 
unendlich kleinll Grössen von höherer Ordnung, so lmnn mau die Linien cls', 
clst' fiir die Seiten von cla' nehmen. 

Dies vorausgeschickt, erhalten wir: 
av 

o(V'da) aV' ,a(cla) 0 os oV, 
~ ds= -- dads + V --·cls= -- dscla + --· (cla- cl:;). 
es os os os os 

Man erhält sodann leicht: 

( cls \( ds ) da'= ds1 ds~ 1- ]{--) 1- ll-
I,u 2,o 

oder: 

da'- da = - (· ..,1- + __! __ ) dw. 
ltl,O R2,0 

llieraus ergie bt sich: 
ov 

o(l"cla) o·a-s ( 1 1 \ov 
- os cls =-OS- du> - R~ + R2~) Os clm. . ' 

In derselben Weise l<ann man die beiden audem Gli<'dcr der rechten 
Seite ,·on {:~) transformieren. 

§ 21. 

Wir wenden die Formel (:l) jetzt auf den Fall an, wo die 
Linien s, s1 , s2 die Schnittlinien von drei Systemen unter ein
auder orthogonaler Flächen sind. Dazu brauchen wir nur anzunehmen, 
dass die Flächen, die wir mit a1 und a~ bezeichnet haben, zu einander 
orthogonal sind. Es seien 

{ 1 (x, !J, z) = p1, /~ (x, !J, z) = p2, {3 (x, !J, z) = p3, 

wo p1 , p2 , P:l drei variable Parameter sind, 11ic Gleichungen der Flächen 
dieser drei Systeme. 

Wir set.zcn: 
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und bezeiclmen mit r1x, dy, dz die Projectioueu von ds auf die Coordinaten
achsen. Da ds normal zur l•'läche " ist, so haben wir: 

ox I op O.'f 1 op oz 1 op 
-c>; = -,; ac-, ·o-s = 11 -o;;, c;-s = nF 

lllultiplicieren wir diese drei Gleichungen mit dx, dy, dz und addieren 
wir sie dann, so erhalten wir !lic erste der folgenden drei Gleichungen: 

tlp .• 
r1s .• = --,=-' 

- ''':! 
und die beiden andcm werden ebenso erhalten. Bemerkt man überdies, dass 

da= tls 1 rls~, c1a1 = clsds~, clc;~ = dsds1 

r1m = r1sds1ds2 

ist, so findet man die L am c 'sehe Formel: 

[~( 11 ov) (. 11 1 ov) ~( 11.. ov;J 
~ v = M lt.. ~J~ ~G -Br- + Cl_~;]!_ a?~- + o !i~\~_r;_ . 

1 - er op1 op~ 

Will man ~V in sphärischen Coonlinatcn ausdrücl;cn, so nehme man 
für die Flächen " concentrische Kugeln vom lladius r, für die Flächen a1 

Ebenen, welche durch die Polarachse gehen und mit einer dieser Ebenen 
den Winkel <} bilden, endlich für die FHichen a~ Kegel, deren Spitze im 
1\littclpunkte liegt und deren Erzeugende mit der Polarachse den Winkel {} 
bildet. 1\lan hat alsdann: 

ds = dr, ds1 = J'Siulld•.jl, cls2 = rdO, 

und wenn mau die Formel (3) anwendet: 

"'( }JV) "'( . '} oV) 
u ' f>i:- . u sm l aff I a2V 

.1 V- --- -- sm {} + -- - -- -- --- + --- -· - or oO sinll o~~ 

Ansdruck von .1 v, wenn man dal'in den Parametet• eines 
Systems von Niveauflächen einfühl't. 

§ 22. 
Wir wollen ein System von NiveaufHichen a und die zugehörigen Kraft

linien bet.rachten. Auf diesen Flächen ziel1en wir die Krümmungslinien 
s1 und s~. Die Niveau1liichen kiinnen als ein System von isothermen Flächen 
betracbtet werden. Wir bezeichnen mit (/_ ihren thermometrischen Para
meter, der sich nur mit s ändert. Denl\en wir uns ein Temperat.urglcich
gewicht, in welchem jede von diesen Flächen auf einer constanten Tem
peratur bleibt., so iindert. :,;ich Y we.ler mit s1 noch mit s~ und der im § 17 
gegebene Ausdruck von ~V geht über in: 
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(a) 

Die Gleichung .:.\V= 0 muss sich alsdann reclucieren auf 

1FT' 
-~--· = 0, ( '1.. 

da V von <lrr Form C7. + C' wird, wo C und C' willkiirlichc Constautcn 
d 2V 

sind; mithin re<luciert sich der Austlruck (a) auf 11 2 cl'J.'<, wenn man wie im vo-

rigen Paragraphen setzt: 

l\Ian erhält daher schlicsslich: 

§ 23. 

Wir zeigen jetzt, wie man diese Formel berechnen l<ann. Die Cosinus 
a, u, c wenlen zunächst erhalten aus den Gleichungen: 

1 (h 1 ocx 1 0-:t a =- --. u = --- --, c =-
1t ox · 1t O!J " o,; 

Sind Jf und J/' zwei um rls1 von einander allstehende Punkte der 
Linie 8 1, errichten wir ferner in diesen beiden Punkten auf der Fliiche a 

Normalen, welche sich in einem Punkte 0 schneiden, und projiciercn wir 
JIO, 0Jll', ds1 auf die .r-Achse, so haben wir: 

]. oa l 7 
- 't o ~~ ~~ = a11 -'1, 

' usl 

oder die erste tler drei analogen Gleichungen: 

und ebenso erhalten wir: 

Ce ,. - ]' 
VI-- 1!,0 ;,~-, 

u.l 

Daraus erg-eben sich die folgcndw Formeln: 
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Da die Dogen .•·1 und s~ nicht als zwei unabhängige Veränderliche 
betrachtet werden liöunen, so wollen wir sie durch zwei solche V cränderliche 
ersetzen. Es sei 

F(.c y, z, -:z) = 0 

rlie Gleichung der Fläche c und 

9t (x, ,1/, ?.) = ~. 'h (.c, ,II, -:z) = "(, 

wo ß und 1 zwei variable Parameter sind, seien die Projectioncn der 
Krümmungslinien s~ und s1 auf die ;l:.'t-Ebene. Nach diesen drei Gleichungen 
sind die Coordinaten ,c, !!, :: irgend eines Punl;tcs Functioncn von ß, ·r uwl ?.. 

Bezeichnen wir mit rlt ein Element einer auf der Fläche cr gezogenen Kurre, 
so ist: 

Ditfcrentiieren wir .r, !1, :, indem wir a als constant betrachten, und 
substituieren wir danu, so crhalteu wir für rlF einen Ausdruck von folgender 
Form: 

l\Iacht man nach einander ·; = 0, ß = 0, so wird: 

dß dy 
rls1 = 111 , ds~ = Ti~' JI = 0. 

Hiemach erhalten wir für die Ausdrücl\c der Ableitungen nach s1 und s~ 
die folgeuden Formeln: 

_o_!!_ = IJ., ou 
OS~ - rl-[ 

0 ou_ ~ 
os., o ( ouJ 

-;c----- =Tl..".- Il..-;;;- . 
OS~ - u'( - v·;, 
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Potential in krystallisierten Körpern. 

Definitionen. 
§ 2-l. 

Wenn man die Coordinatenachsen passend wiih I t, so genügt die Tem
peratur V in einem krystalliniscllen Kürper einer Gleichung von der Form: 

o~V o2V o2V o V 
A -;;----.; + lJ -;._----.; + G ~-> = !.' ~~ , 

O.c· O!J" uz· u 

die zuerst von J) u h a m e l gegeben wurde (.Juumal de l' f.:culc Tolylcclwiquc, 

Calticr XXI, 188:.!); dabei bezeichnen A, IJ, G, k positive Gonstanten und 

t die Zeit. l\lithin genügt die Gleichgewichtstemperatur in solchen Kürperu 
der Gleichung: 

(1) 
(j2J" 02y 02y 

A -- + B --- .1- C - - 0 
r- •I ':;:l. 'l I ""' 'l- • ox· u!J· c.:-

Denken wir uns ein ebenes Element w, dessen N0rmale mit den Achsen 
die Winkel E, 7J, ~ bildet, so haben wir fiir den Würmestrom, welcher durch 
dieses Element hindurchgeht: 

u = u_ cos ~ + F, cos -'~ + u. cos ~, • 'J -
wo u dieser Strom bezogen auf die Flücheneinheit ist, U!Ul u~, u'J, u; die 

ebenso gereclmeten Ströme sind, welche durch tlrei zu den Coonlinaten
aehsen senkrechte und durch einen un<l denselben Punkt des Elements m 

gehende ebene Elemente hindurchtreten. Vorausgesetzt, dass die Fort
pflanzung der Wärme in diesem !\litte! nach zwei entgegengesetzten 

Hichtungcn in gleicher weise Yur sich geht, werden u.r, u!J, u; zu 
av ov av . 

A ~' ß-;:-, G--;;;- proportiOnal sein, und somit hat man, wenn man die 
ux O!J u: 

Coefficicmtcn der Gleichung (I) mit einer passenden Zahl multiplieiert hat: 

U = ,1 ~V- U = B~!_. U = C0 V 
z: O.c . 'J O!J . ; OZ 

und 
~v -F al· 

u = .t ~ cos ~ + n ~-- cos ·r1 + c "'·- cus ~-
cx O!J u:: 

Wir setzen: 
P= y' A~ cos"·~ -+ n~cos:i7)+-D:!cos~~ 

.I cos; ll cos·~ C cos~ 
(:2) cos ~ = -p-, cos ß = ---1)--' cos "( = -1-,-, 

sodanu ziehen wir durch den 1\littelpunkt I des Elementes u1 eine Gerade t 

in der Richtung- (7., ß, "t) und nehmen auf dieser Geraden vom Pnnlite I 

aus eine unendlich kleine Strecke of. 8ind F und V' die Werte von V im 

Punkte I uud in dem zweiten Endpnnlite YO!l of, so ist die Grüssc 
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av c;v oY 
- COS '1. + ---- CO~ ~ + r:- COS "{ ox oy oz 

V'- V 
gleich a{-. Dieser Ausdruck kaun als ein Dilfcrcntialqnotieut betrachtet 

. av 
werden, dlln wn· durch ol darstellen, da die Richtung der Linie t voll-

ständig durch die Gleichungen (2) bestimmt wird. Somit haben wir: 

U= 1'~0~· 

§ 25. 

Dieseihe Function Y, welche der Gleichung (I) genügt, kann für eine 
gewisse Anziehung als ein Potential betrachtet werden. Dezeichneu wir 
mit (a, u, c) die Coordinaten irgend eines Punktes eines Volumens 11, so 
geuiigt der Ausdruck 

(:J) V =,\SS'T' (ll~b, c]dad{)(lc, 

in welchem r den Wert 

r = v(x~ (/)~~-~.'J B !;)~ + (z C cf 

besitzt., in jedem Punkte (.r, y, z) ausserhalb des Volumens 1I der 
Gleichung (1). Denken wir uns in lliesem Volumen eine Masse ]1[. <leren 
Dichtigkeit in jedem PunUe 9 (a, l1, c) ist, so werden wir sagen, der Aus
druck (3) sei das l'oteutial der l\!asse Jli in dem krystallisierten l\littel mit 
den Coefficienteu A, lJ, C. Stellen wir die Kraft dar, deren Componenten 

ov ov ov 
ox · - fJjj' - Bz-

sind, so erhaltcu wir: 

o 1' \\ (a, u, c) :r - a 
~- =- ·-- . --- ---dadbdc . 
. ox u r3 A 

Somit würde jedes Teilchen der l\lasse auf den Puukt (x, y, z), in 
welchem die positive oder negative Masseneinheit coucentriert ist eine An
ziehung oder Abstossung ausüben, welche durch das Product aus 

+lv(~ ./}+(Ln uy+(z ~-cy 
und der i\Iasse des Teilchens dargestellt würde, und diese Wirkung würdll 
nicht in die Richtung der sie verbindenden Geraden fallen, sondern nach 
einer Linie gerichtet sein, welche mit den Achsen Winkel bildet, deren 

x-a y-b z-c 
Cosinus zu --B prO}lOrtioual sind. A () 
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Eigenschaften der Fnnction, welche <lH Gleichung 1-l'V = 0 
genügt. 

§ 2G. 
Zur Abkürzung setzen wir: 

o2V o~v o~v 
A -~ + B -~-;;- + C ~ =~'V, 

ux• ufj" u.z· 

so dass die Gleichung ( 1) übergeht in 

t1'V=0. 

Wir bezeichnen mit dw das Volumenelement eines Körpers und mit 
da das Element der ihn hegTenzenden Oberfläche. Sind ·v und w zwei nebst 
ihren ersten Ableitungen stetige Functionen, so erhält man die folgenden 
Gleiclnmgeu (Kap. I, § 5): 

(' o210 j"' ow , s ov 010 \V------,,- dw = ~·- COS r;dcr- --- dw 
u ox· ox ox 0.1: 

S o2w s ow l ov ow /) 'Fil dw = V oi eos 1jda-J O!J a!j dw 

S ()?w \ ow s ov ow v -;;;-.,- dw = l' ·-;;-· cos ~dcr- ;.,- ·;c;- dw, 
u.z· uZ' OZ OZ 

V 

wo ~' T), C die Winkel sind, welche die Normale an die l<'läche mit den 
Coordinatenachsen bildet. l\lultiplicieren wir diese drei Gleichungen mit 
A, B, C und addieren sie dann, so folgt: 

S vt1'wdw -Sv ( A ~: cos; + B ~; cos -IJ + C ~~ cos ~) dcr 

= - A. - - + B --- - - + C - -- dm S( cv ow ov ow f ov ow) 
ox ox 0_11 oy c," oz ' 

und da die rechte Seite durch die Vertauschung von v und w nicht geändert 
wird, so schliessen wir: 

SvL\'wdw-s V ( A ~; cose + B~; cos l] + c~; cos ~)da 

= Sn·~'!'dw-Jw(A ~~ cos ~ +B ~; COSlJ + C ~: cos ~)da. 
Ziehen wir durch einen Punkt des Elementes da eine Gerade t in der 

durch die Formeln (2) im § 24 gelieferten Richtung (11., ß, 1), so haben wir: 

ow 010 0/V ow 
A oxcosE + B'o!;COSYj + CBzcos~ = p ot; 

somit gebt die vorige Gleichung über in: 

S ' s ' s 0/U s 011 c~ mlw- w~ cdw = vP&t da- wP oT rla. 
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Wir lwmerlwn, dass cos a., cos ß, cos T von demselben Vorzeichen sin1l 
wie cos E, cos YJ, cos ~; mithin macht Jic Linie f mit der iiusseren Normale 
einen spitzen Winkel; sie ist also auch von Jcr Fliichc aus nach anssen 

gerichtet. Die Ableitungen ~;-, ~T können auf der Fläche a discoutinuierlich 

sein; man muss sie alsdann durch Ableitungen 1mch der gerade entgegen
gesetzten Hichtung t', welche in das Innere von a geht, ersetzen. l\Tan 
erllül t so: 

(a) Sv.:l'zcdm- fc.:hdw=--S vP ~yda + Su·P~f da. 

§ 27. 

Nehmen wir an, dass die Function v der Gleichung i::..'o = 0 genügt, 
dass sie sich mit ihren ersten Ableitungen innerhalb und ausserhalb der 
Flüche a stetig lindert, dass sie auf der Flüche innen und ausseu denselben 
Wert annimmt, und schliesslich, dass 

. ( ,;~:;;~-;2) 
lim vV A + Jj + C 

eine ganz bestimmte Gonstante ist, wenn der Punkt (.'t, !/, ::) sich ins Un
endliche entfernt, so werden wir zeigen, dass die Funct.ion 1' als das Po
tential einer unendlich diiunen auf a verteilten Schicht betrachtet werden kann. 

Setzen wir 

1 
w=

r ' 
V(x1 - a) 2 (IJ1 - ß)2 Czt- '()2 

r- +----+----
- A B C ' 

wo (:r1 , /lt, z1) ein fester Punkt innerhalb der FHiche a und ( r.l, ß, ·1) ein 
Punkt des Elementes d(l) ist, so hahen wir: 

i::..'w = 0, 

und wir liünnen die Gleichung (a) anwenden auf das Volumen, welches 
zwischen der Fläche u und einer Kugel mit unendlich kleinem Hadius R, 
deren i\Iittelpunkt im Punkte (.'t!1, !ft, z 1) liegt, enthalten ist. Das Integral 

S~ (.11~~ cos~ + B 0-~ cos-n + C~ eos~) da 
1' OX O!J ., Q,, ' 

hincrstreckt über die Kugel, ist eine unendlich kleine Grüssc von der Onl
nung- von R, deren Wert man vernachlässigen liann. Untersuchen wir so
dann den Wert des Integrals 

(b) 

0 1 0 1 1 

S ( o-;: o-;: o-1: )' 
r A-»-cos!;+B~cosYJ+O"'--cos~ rlo, 

u.'t! u,l) uZ ' 

wo sieh die Tutegration iibcr rlieselhc Kugr.l er~trreU. 
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Verlegen wir den Anfangspunlit der Coorclinaten in dr.n Pnnl;t (;r1, !h, z1), 

so ist: 

X .11 Z 
cos e = - R , cos 1J = - ii, cos c = - R · 

Bezeichnen wir noch mit ljl die Länge eines Punktes (x, y, z) der 
sphärischen Oberfläche und mit I} das Complement seiner Breite, so haben wir: 

da = R2 sin lld3d~, 

und das Integral (b) hat zum Wert das Product des Wertes von v im 
Punkte (x1, y1, z1) und des Integrals 

52ötsfl3 
-,.:i sin Od~cm. 

0 0 
Setzt man: 

x = R sin a cos~, !J = R sin 3 sin ~' z = R cos 3, 

so nimmt es die folgende Form an: 

" 21t 5 5 sin l}dOd~ ~ 
0 0 (sin 21} cos2~ sin20 sin2~ cos2{}\ 2 

-~-1-+-jJ-+()) 

Man sieht leicht, dass der dritte Teil dieses Integrals <las Volumen 

eines Ellipsoides darstellt, dessen Halbacl1sen y' A, yB, {ö silul; es l~at 

somit den Wert 4r. y ABC. 

Hiernach geht die Gleichung (a) über in: 

0_!_ 

5 r 51 ov --0=- ·vPFt'da + rP 01 ,da +4ot yAIJCv. 

Wir betrachten sodam1 das Volume~, welclws zwiscllCn der Fäche a und einer 

andern Fläche a', welche die erstere einscl1liesst, enthalten ist. Da _!_in diesem 
1" 

Intervalle nicht unendlich wird, so kann man die Gleichung (a) auf dieses 
ganze Volumen anwenden, und man erhmt, wenn man annimmt, dass die 
Fäche a' ins Unemlliche riickt: 

0_.! 
S 1· 5 I ot• Ü= ?•P--da- P---da. ot r ot 

Diese Gleichung subtral1ieren wir von der vorherg·eheuden und erhalten·: 
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r =- _ ___!_---,-,--I 1 (ov or) 
·lo: 1/ "llWJ r J> \ ot +fit' da. 

Hierans geht hen·or, dass I' das Potential einer auf a verteilten Schicht 
ist, deren Dichtigl\eit g·~geben ist durch den Ausdruck 

- _ __! - p (-0~ + 01')· 
.to: {lliJc ot ot' 

§ 28. 

Wir denl\en uns einen unendlich grossen Krystall, den wir in zwei 
Teile teilen, von denen der eine T innerhalb, der andere T' ausserhalb a 
gelegen ist, und nehmen an, dass diese beiden Riiumc durch einen unend
lich kleinen Zwischenraum getrennt seien. Die Function v l;ann auch als 
r:ine Gleichgewichtstemperatur betrachtet werden, welche durch eine Wärme
quelle, die sich mit der Zeit nicht liudcrt und auf der FHiche a gelegen ist, 
hestimmt wird. Auf jedem Element cla wird sich ein Element der Wärme
quelle befinden, welches in der Zeiteinheit eine Würmemenge erzeugt, die 
gleich 

(ov o1;) 
-P N+ot' da 

ist. Hierans ergeben sich zwei einander gleiche Wiirmestrüme, vqn denen 
der eine in das Iuuere von a tlringt, der andere nach anssen geht, und von 
denen man annehmen kann, dass der eine die Uichtung der Linie i', der 
andere die der Linie f hat. 

'Vert von ~T im Ionern tler 1\Iassc. 
§ 2!). 

Es sei p die Dichtigkeit einer 1\lasse, welche sich in «'inem Volumen w 

befindet; wir betrachten uas Potential 

wo ,. drn Austlrück 

r = Ce_dw, Jr 

in welchem (n, b, r) die Coonlinaten von dw sintl, bezeichnet., und suchen 
den Wert von 1' Y in eineni Punl;te <11'1' !\lasse. Da die Rechnung derjenigen 
in den §§ 7 untl R des ersten Kapitels vollkommen analog ii't, so können 
wir uns bei derselben knrz fassen. 
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:;\lau crhiilt, \Yic in j1~twm Paragraphen, 

1 1 

o V 5 ° r 5 ° r \ p cos A l 1 op 
-~:v= p oxd(l) =- p -'&-;dm =- J-~--- tlcr +J r?Sadw, 

wo A den Winl•el zwischen der Normale der Fläche und der x-Achse be
deutet. l\lan hat ferner: 

o2~r = l_e_c~.s A x _!!.da -5~~. -~- x ~ dw. 
ox~ ) r" A oa r 3 A 

~ 

Da der Punl•t (x, y, z) in der l\[asse liegend gedacht wird, so beschreiben 
wir um diesen Punkt als :Mittelpunkt eine Kugel mit unendlich !deinem 
Hadius R1 ; wir teilen also die l\Iasse in zwei Teile, von denen der eine 
innerhalb, der andere ausserhalb der Kugel liegt. Sind V1 und V2 die 
entsprechenden Teile von V, so ist ~'V2 = 0 und somit !'J.' V= ~'1"1 • Wenden 
wir die vorstehende Formel auf Y 1 an, und sind cx, ß, ·r die Richtungswinl•el 
der den Punkt (x, !J, z) mit dem Punkte (a, b, c) verbindenden Geraden, so 
haben wir: 

A o~l~ =- ~!_lp c_~~ 2 (l da'+S9.t!!, cos u.rlw' ox• 1'3 oa 1'" ' • 
wo da' uml dw' die Elemente der Oberfläche und des Volumens der 
Kugel sind. 

Addieren wir zu dieser Gleichung die beitlen amtlogen Gleiclmngen, 
so folgt: 

!'J.' V= --SRp da' +S !_~ (~e cos Cl + op cos ß + ~e CO»-,) rlw' 
r·1 1"1 oa OU I OC 

= -S!!:_·e tTa· + r ~~du/. 
r·1 .l r·1 oR. 

Ersetzen wir da' tlurch R 12dw und dm' durch R 2diJdR, wo rltü das Ober
fliichenelement der Einheitskugel ist und fügen wir bei den anf rlie Fliiche 
bezüglichen Grössen den Index 1 hinzu, so erhalten wir: 

Nun ist aber die Grösse 

-= -------------
1' I 

(si1~2 0~o~:_~J~_L siu2Us~2~ + cos2!!) 2 

A I B c 
unabhängig von R; man crlliL!t daher fiir das letzc In1cgral 
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wo Pu der \V crt von p im Mittelpunkt der Kugel ist. Substituieren wir dies, 
so bleibt: 

ß' V=- ruf~::: dw =- 4r.p0 yABC, 

da der Wert des letzten Integrals im § 27 erhalten worden war. 

aV 
l\Iittlei'ei' 'V ert des Ausdrucks P at auf einet' geschlossenen 

Fläche. 
§ 30. 

Nehmen wir an, dass V das Potent.ial von Massen sei. von denen die 
einen, deren l\Iasse 11[ ist, innerhalb einer geschlossenen Flüche cr, die andern 
ausserhalb cr sich befinden, und setzen wir in der Formel (a) des § 2G 
10 = 1 und v = V, so erhalten wir: 

Nun ist aber: 
5L\'Vdw= S P ~~da. 

L\'V = - 4r.p {-lBC, 
wenn man p in den Teilen, in welchen sich keine wirl\ende Masse befindet, 
als Null betrachtet; mithin hat man die Formel:. 

(a) PN dr; =- 4.-:Jll }I ABC, S ou ---

welche, dureil den Fliicheninhalt von cr geteilt, den lllittelwert von P ~j 
auf dieser Fliiche giebt. 

Betrachten wir den besonderen Fall, wo siimtliche l\lassen sich auf 
einen innern oder äusscrn Punkt Q, dessen l\Iasse die Einheit ist., reducieren. 
Nimmt man dann diesen Punkt als Coordinatenanfangspnnkt, wLihrend 
(x, J/, z) irgend ein Punkt von r; ist, so lJat man 

1 1 

v=r= {~;~~~-.:;_~; 
somit gieht die Formel (a) 

0_!_ 
S 'I' 

Pf)[dcr =- ·1r. y' ABC oder= 0, 

je nachdem der PunH Q ein innerer oder iinsserer ist. 
Diese Formel stellt einen Satz aus der Analysis dar, welcher den .im 

Kap. I, § 13 gegebenen von Gauss einschlicsst .. 

~tat h ieu, l'ofcufiaHhcorie. 8 



Fünftes Kapitel. 

Über die Anziehung verschiedener 
K.örper, welche von Flächen zweiter Ordnung 

begrenzt sincl. 

Gebt•anch (}er Niveauflächen zur Bestimmung· der 
Anziehung eines Körpers. 

§ l. 

Wir nehmen im Allgemeinen einen homogenen Körper an, llessen 

Volumen man in unendlich dünne Schichten zerlegen kann durch Flächen, 

welche in der Gleichung 

(I) F(x, y, z, k) = 0 

enthalten sind, wobei k ein variabler Parameter ist, derart, dass jede von 

diesen Flächen für sich zu einem bekannten System von Niveauflächen ge

hört, und ferner, dass jede so erhaltene Schicht eine Niveauschicht in dem 

zugel1örigen System von Niveauflächen ist (Kap. IV, § [J ). Alsdann ist die 

Untersuchung der Anziehung des Volumens des Körpers zurückgeführt auf 

die Bestimmung der Componenten der Anziehung einer Niveauschicht, die 

man alsdann nach 7; integrieren muss. 

Wir stellen durch 

(2) (D (x, y, z, k, a) = 0 

die Gleichung des Systems von Niveauflächen dar, zu welchem jede Fläche 

(I) gehört, wo a der thermometrische Parameter dieser Flächen ist. Ist k 

zuerst gewählt, so wird die Gleichung (2) für einen passenden Wert von a. 

mit der Gleichung (I) zusammenfallen. Den Abstand zwischen der Fläche (2) 

für diese Werte von k und a. und der Fläche, welche demselben Werte von 

k und a. +da. entspricht, bezeichnen wir mit E. Dem erwähnten Paragraphen 

zufolgc änllert sich die Dicke der Niveauschicht proportional zu _!_ und sie 
E 

kann dargestellt werden durch den Ausdruck {!_, wo g coustant ist nnd 
E 

durch das Volumen dieser Schicht bestimmt wird. 
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§ 2. 

Wir haben bereits erwähnt (Kap. IV, § G), dass ein System von con
fokalen Ellipsoiden ein System von Niveauflüchen bildet, und dass man eine 

Niveauschicht auf einer dieser Flächen erhält, wenn man eine Schicht 

nimmt, die zwischen dieser Fläche und einem innerhalb derselben befind
lichen und unendlich nahen homothetischen Ellipsoirle eingeschlossen ist. 

Wenn demnach der Körper, dessen Anziehung- g·esucht wird, ein Ellipsoid 

ist, so kann man für die Flächen (I) mit diesem ähnliche und ähnlich 

liegende Ellipsoide nehmen, und wenn lc constant genommen wird, so werden 

die Flächen (2) confokale Ellipsoide sein. 
Nach dem Vorhergehenden kann man leicht die Niveauschicht wieder 

erhalten, welche den confokalen Ellipsoiden entspricht, wenn diese als 

Niveauflächen genommen werden. 

Fig. 5. 

Wir bemerken zunächst, dass der Abstand zwischen zwei unendlich 

nahen homothetischen Ellipsoiden sich proportional dem Lote ändert, welches 
vom l\Iittelpunkte des Ellipsoides auf die Berührungsebene gefallt ist. 

Denn es sei JlfE eine Normale an das äussere Ellipsoid im Punkte M. 
Wir verbinden den Punkt llf mit dem 1\Iittelpunkte 0 und fällen die 

Senkrechte OG auf die Tangentialebene in 111. Durch die beiden Geraden 

OM und OG legen wir eine Ebene, welche die beiden Flächen in den beiden 
in der Pigur angedeuteten homothetischen Ellipsen schneidet. 

Aus der Aehnlichkeit der beiden Dreiecke IEM und JIGO folgt: 

Jlii 
ME= JIIOOG. 

N . b ][J . 
un 1st a er 1110 constant, und wenn man mit a und a + da zwei 

Halbachsen der Ellipsoide bezeichnet, welche nach einer und derselben 
Geraden gerichtet sind, so hat man: 

mithin: 

MI da 
JJJO =a' 

da 
JJIE=OG-, 

a 
8* 
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und die Entfernung zwischen den beiden Ellipsoiden ist proportional OG. Es 
ist klar, dass umgekehrt, wenn man unendlich nahe dem äusseren Ellipsoid 
eine Fläche von der Art constrniert, dass ihr Abstand liiE von dem ersteren 
proportional OG ist, diese zweite Fläche ein homothetisches Ellipsoid ist. 

Wir bezeichnen jetzt mit f den Abstand zwischen dem Ellipsoide 

(3) 

und dem unendlich nahen confokalen Ellipsoide 

x2 yz zz 
(4) --+--+---1 a2 -!- s b2 + s c2 + s - · 

Die Gleichungen derNormale im Punkte (x, y, z) des Ellipsoids (3) sind: 

X-x =.I_-!!. =Z~!_ (5) 
X ?! 

c~ 

und wenn in diesen Gleichungen X, Y, Z die Coordinaten des Schnitt
punktes des Ellipsoides ( 4) mit dieser Normale darstellen, so ist jedes der 
Glieder (5) gleich 

wo P das Lot vom Anfangspunkte auf die Tang-entialebene im Punkte 
(x, y, z) ist. Substituieren wir in ( 4) die Werte 

r ( fJD) 
X= X 1 + '') ' ... ' \ (!• 

indem wir s und f als unendlich !deine Grössen betrachten, so erhalten wir: 

s 
{=21" 

mithin steht f im umgekehrten Verhältnis zu I'. 
Hieraus und aus § 1 ergiebt sich, tlass die Dich der auf dem Ellip

soide (3) gelegenen Niveauschicht proportional :zu P ist; diese Schicht 
wird also begrenzt von einem mit dem Ellipsoide (3) homothetischen und 
demselben unendlich nahe gelegenen Ellipsoide. 

§ 3. 

Dieselbe Schlussreihe in umgekehrter Ordnung kann dazu dienen, zu 
beweisen, dass die confokalen Ellipsoide ein System von Niveanfliichen 
bilden. 

Als Ausgangspunkt fiir den Beweis nehmen wir den folg·enden Satz: 
Eine zwiscllen zwei homot,hctischcn Ellipsoiden enthaltene 
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Schicht übt auf einen im Innern liegenden Punkt keine Wirkung 
aus. Die tangentiale Componente der Anziehung der Schicht ist daher 
auf der äusseren Oberfläche wie auf der inneren gleich Null und ihre An
ziehung auf einen Punkt der äusseren Fläche ist normal zu dieser Fläche. 
Diese Schicht erzeugt somit eine Schaar von äusseren Niveauflächen, zu 
denen auch die äussere Oberfläche S der Schicht gehört. Ihre Dicke ist 
proportional der Entfernung P des Mittelpunktes von der Tangentialebene; 
mithin steht die Entfernung zwischen der Fläche S und der unendlich 
nahen äusseren Niveaufläche 81 im umgekehrten Verhältnis zu P, demnach 
ist S1 ein mit S confokales Ellipsoid. Wenn wir auf S1 eine homothetische 
innere Schicht construieren, so wird sie dieselben Niveauflächen erzeugen 
wie die vorhergehende Schicht, und das confokale Ellipsoid 82 , welches 
ausserhalb in einer unendlich kleinen Entfernung gelegt ist, wird dem 
System der Niveauflächen angehören. Und so weiter. Man sieht also, dass 
ein System von confokalen Ellipsoiden eine Seiwar von Niveauflächen bildet. 

Anziehung einer ellipsoidisclten Schicht auf einen Punkt 
ihrei' äusseren Obei•fiäche. 

§ 4. 

Es sei eine homogene Schicht zwischen zwei homothetischen und un
endlich nahen Ellipsoiden enthalten; wir suchen ihre Anziehung auf einen 
Punkt JI ihrer äusseren Oberfläche. Wie wir wissen, ist diese Kraft nach 
der an das äussere Ellipsoid gelegten inneren Normale gerichtet und sie 
besitzt den Wert (Kap. II, § 8 oder Kap. IV, § 2): 

ov 
-Bn = 4"P• 

wo on das Element der äusseren Normale und p die Dichtigkeit der Schicht, 
d. h. das Product aus der Dicke E in die Dichtigkeit h der Masse ist. 
Wir erhalten daher für diese Anziehung den Wert: 

wo 

4o.hE. 

Wie wir aber eben gesehen haben, ist 

E= pcla, 
a 

P= 1 -
,/x2 y2 z2 
V a4 + 1/l- + c4 

ist; demnach ist die Anziehung der Schicht auf den Punkt M gleich: 

da 
hhP-· a 
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Nun haben die Cosinus der Winl;cl, welche die Normale mit den drei 
Achsen bildet, die \V erte: 

X -P-.,, 
a-

z 
-P-.,, c-

somit erhält man für die drei Componenten der Anziehung: 

P 2 da 
- 4o.h !! ab~' P " rla - 4o.h -.z-2· ac 

Componenten der Anziehung eines homogenen Ellipsoids 
auf einen Punkt. 

§ 5. 

Wir setzen zunächst voraus, dass der Punkt (x, y, z), welcher von einem 
Ellipsoide angezogen wird, ausserhalb desselben liege. Es seien A, B, C 
die drei Halbachsen dieses homogenen Ellipsoids. Wir zerlegen sein Volumen 
durch die Oberflächen von homothetischen Ellipsoiden in unendlich dünne 
Schichten, stellen durch a, b, c und a- da, b - db, c - dc die nach A, B, C 
gerichteten Halbachsen der Flächen dar, welche eine dieser Schichten 6 
begrenzen, und bezeichnen mit E das Ellipsoid, dessen Halbachsen a, b, c 
sind. Durch den Punkt (x, y, z) legen wir ein Ellipsoid E', welches confokal 
mit E ist und dessen Halbachsen a', b', c' sind; sodann legen wir ein 
Ellipsoid E/, welches homothetisch zu E' und demselben unendlich nahe 
ist und dessen Achsen mit a'- da', b'- db', c'- dc' bezeichnet seien. 
Wählen wir da' so, dass die zwischen E' und Et' eingeschlossene homogene 
Schicht 6' dieselbe Masse wie die Schicht 6 hat, so werden diese beiden 
Niveauschichten auf jeden äusseren Punlit und somit auch auf den Punkt 
(x, y, z) dieselbe Anziehung ausüben. Somit braucht man, um die Anziehung 
von 6 zu berechnen, nur die Anziehung von 6' zu bestimmen. 

Da die beiden Ellipsoide E und E' confokal sind, so hat man: 

a' 2 - b' 2 = a2 - b2, a' 2 - c' 2 = a2 - c~, 

und man kann setzen: 

a' 2 - a2 = l/~- b2 = c' 2 - c2 = s; 

dann ist, da der Punld (x, y, z) auf der Oberfläche des Ellipsoids E' liegt: 

x2 y2 z2 

(I) a2 + s + b2 + s + c2 + s = 1. 

Es wird somit s durch eine Gleichung dritten Grades gegeben, und da 
diese nur eine positive Wurzel hat, so ist s durch diese Gleichung voll
ständig bestimmt. 

Nach dem vorigen Paragraphen sind die Cornponenten der Anziehung 
der Schicht IS' auf den Punkt (x, y, z): 
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(2) 4 n"' da' 1 ,., da' ., da' 
- it.c ·x -,:,-, - {r, J "!/ --;J.i-;;, - 4ITP' ·.;,·---,--,.;, a• au• ac· 

wenn P' die vom Anfangspunkte auf die Tangentialebene im Punkte (x, y, z) 
gefällte Senkrechte ist und die Dichtigkeit gleich der Einheit angenommen 
wird. 

Das Volumen der Schicht @3 ist die Differenz der Volumina der beiden 
Ellipsoide, von denen sie begrenzt wird; es ist somit gleich 

4 4 ( da)3 3 'rtabc - 3 7tabc 1 - a = 4nbcda. 

Das Volumen der Schicht @3' ist ebenso 4nu'c'dce', und da diese beiden 
Volumina gleich sind, so hat mau: 

l , bc l 
(a = b'c' (a. 

Setzen wir diesen Wert für dn' in die Ausdrücke (2) ein, so erhalten 
wir für die ComiJOneuten der Anziehm1g der Schicht @3 auf den Punl•t 
(.r, !J, .:) : 

dX- 4-P'~x --~~ein 
·..i. - - h · a' ab' c' 

dY = - 4"P'2y ----.-b~' da a ·'c 

clZ =- 4nP'2z 'bb'c ,3 da. a c 
Setzen wir 

a a s 
b = m, c = n, a2 = t, 

so sind m und n constant und die Gleichung (1) geht über in: 

(3) 

x2 y2 z2 
-- +- ---+-- =a2 1+t I 1 . 

--.+t 2+t m· n 

Von einer Schicht zur andern ändert sich a und t ändert sich mit a 
nach dieser Formel; differontiieren wir also die Gleichung (3), so erhalten wir: 

oder: 

1
- x2 y2 z2 J 

- (1+f)2+( 1 )2+ ;J )2 dt=.2ada 
---;; + t ( --2 + t _ m· \n 

(t3 
da=- 2p,2 dt. 

Der Ausdruck von dX wird somit: 

dt 
dX = 2ITX - - -- . - - - • 

(l + t) y'(l + t) (1 + m2t) (1 +n2t) 
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§ G. 

Dezeichneu wir mit a den Wert von s, wenn das veriintlcrliche Ellip
soid mit den Halbachsen a, b, c mit dem gegebenen Ellipsoid zusammenfällt, 
so ist a die positiye Wurzel der Gleichung: 

Um die Componcnte der Anziehung des gegebenen Ellipsoids nach der 
x-Achse zu erhalten, integrieren wir den Ausrlruck vou dX, indem wir be
merken, dass t = er. wird für a = 0, und erhalten : 

C1 

A'' 

X= 2rrx l ______ -=:.f!_ __ ===--=== 
",.J (1 + t) y(l + t) (1 + m~t) (1 + n~t) 

s 
oder, wenn wir jetzt wieder A 2 für t setzen: 

Setzen wir hierauf zur Abkürzung: 

D= v(l + ~~)(1 + ~~x~ + ~2). 
so folgt: 

(4) 

§ 7. 

Diese Ausdrücke wollen wir auf eine andere Form bringen. Wir ver
ändern die Variable s, indem wir setzen: 

s 1 
1 + A2=2; 

1t 

sodanu setzen wir unter der Voraussetzung, dass A die grösste der Halb
achsen ist: 
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A~ -132 ., 
-----)-A2 - ,, 

121 

und führen die Masse lll des Ellipsoids ein, dessen Dichtigl;eit gleich der 
Einheit angenommen worden war. Ersetzen wir den Factor BC durch 
3 111 
4 o..A, so erhalten wir: 

q 
__ 3Jf'l (' u2dn 

y- .tP J _:l_ _!_ 
o< (1- ),2!t2) 2 (I - )_'2u2) ~ 

[. ~q 0 7 , __ 3J z 1 n-( n 
Z- ..-Pj _!_ ~1_ 

o (! _ ),_2u2)2(l-),'2u~)2 

Befindet sich der Punkt (,c, y, z) auf der Oberfläche des gegebenen 
Ellipsoids, so ist cr = 0 und somit q = 1; man hat daher in diesen drei 
Pormelr1 einfach q = 1 zu setzen. 

Liegt der Punkt (x, y, e) innerhalb des gegebenen Ellipsoids, so legen 
wir durch diesen Punkt das homothetische Ellipsoid, dessen Achsen wir mit 
A', B', C' bezeichnen. Die Wirkung der zwischen diesen beiden Ellipsoiden 
gelegenen Schicht auf den Punkt (x, y, ;;) ist gleich Null, da sie in unendlich 
dünne Schichten zerlegt werden kann, welche durch homothetische Fliichen 
begrenzt werden und deren Wirkung einzeln gleich Null ist. .1\Ian braucht 
also nur die Anziehung des Ellipsoids mit den Halbachsen A', B', C' zu 
suchen. Um die drei Componenten derselben zu erhalten, muss mau in den 

j]I 
vorstehenden Formeln ebenfalls q = 1 nehmen und ..,p durch das ersetzen, 

was aus dieser Grösse für das bctre ffende Ellipsoid wird; aber der Wert 
dieser Grösse bleibt derselbe. l\lithin hat man nur in den· vorstehenden 
Formeln q = 1 zu setzen, und daraus folgt ferner der folgende von Macl a uri n 
herrührende 

Satz. Die Uomponente der Attraction eines homogenen 
Elli}Jsoids auf einen inneren Punkt nach einer der Achsen hängt 
nur von der zu dieser Achse parallelen Coordinate des Punktes 
ab und ist dieser Coordinate proportional. 

Potential eines vollen homogenen Ellipsoids. 
§ 8. 

Bezeichnen wir mit V das Potential des Ellipsoids in Bezug auf den 
Punkt (x, y, z), so sind die Cornponentcn X, Y, Z der Anziehung des-
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av av ov selben auf diesen Punld gleich -- Ihrer Symmetrie wegen neh-ox' oy' oz. 
meu wir die Formeln (4) von § G. 

Nimmt man den Punkt (x, y, -') auf der Oberfläche des Ellipsoids an, 
so ist a = 0 und mau hat demnach: 

~~ =- 2 .. xS;s +(~~rn 
0 

oV S"' ds 
O!J = - ?:rry (s + iPfiJ 

u 

wobei 

ist. Nach den Auseinandersetzungen am Schlusse des vorigen Paragraphen 
wenlen ferner diese Formeln auch gelten, wenn der Punkt (x, y, z) 1m 
Innern des Ellipsoids liegt. 

Aus den drei Ableitungen von V ergiebt sich die Formel: 

wo ][ unablüingig von x, y, z ist und den Wert von V im Mittel punkte des 
Ellipsoids darstellt. Den Wert vou ll werden wir nachher bestimmen. 

Um den Wert von V in einem äusscren Punkte zu erhalten, setzen 
wir den Formeln ( ·1) zufolge: 

1
- ,, (' ds o(' ds o(" ds J 

V=-" _:c- J D (s + A~) + !rJ D (s + }j~ + z-.) D(s -i=c2) + U, 
a a a 

so dann differentiieren wir nach .x und erhalten: 

wo 

gesetzt ist. Nun genügt aber a der Gleichung 

(2) 
x2 y'2 z2 

---+---. -+--=1 
a + A 2 a + n~ a + 0 2 ' 
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mithin hat man: 

Vergleicht mau diese Gleichung mit der ersten Formel (4) des § G, so 
erhält man: 

Ebenso hat man: 

und hieraus folgt: 

orr 7t eh 
O!l =-D 1 O!l 

ou .. oj 
().;-=- Dl Fi 

f"'ds 
U = ", ]) + IIn 

a 

wo Il1 eine Constuutc ist. Nimmt man an, tlass der Punkt (x, !1, .=) ins 
Uuentllir.he riiclie, so wird j unendlich. Ich werde zeigen, dass die drei 
ersten Glieder des Ausdrucks von V alstlann vcrschwil!llcn; das Integral, 
welches in U vorkommt, ist dann clwnfalls gleich Null, und da V gleich 
Null wird, so verschwindet Jl1• 

Wir untersuchen also, was aus dem Ausdruck 

o( ds 
.r-.) JJ ( s + A ~) 

a 

wird, wenn der Punkt (.r, !J, :) ~ich ins Uucntllichc cnlfcrnt. Dezeichneu 
wir mit f1. die kleinste der drei Hai bachscn ...!, B, C, so haben wir nach 
und nach: 

5 

D (s + p.~) 2 ., (s + p.~)~ 
> -xßc-, !J(s + A-) > -~{BC-

5"' ds r ·.r. rls ') 1 
JJ(s-t-A~) <ABC,----~5= oder <~-ABC---x 

a ··c~+p.~)~ (c+!J-~)~ 

Nun ist aber nach (2) 

daraus folgt: 

,x2 
-1.,-+ <I, 
~ • G 
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eine Grösse, welche gleich Null ist für a = 'YJ, Ebenso würde man beweisen, 
dass die drei folgenden Glieder von V gleich Null sind; mithin ver
schwindet II1• 

Demnach hat man für den Wert von V in einem äusseren Punltte: 

(3) v-.. 5("'1-~-___jf_- _!_~_)c}_s. 
-' s + A 2 s + B 2 s + C2 D 

a 

Wir können jetzt die Constante II der Formel ( 1) berechnen. Die 
beiden Ausdriicke (1) und (3) müssen nämlich denselben \V ert annehmen, 
wenn der Punkt (x, y, z) auf der Oberfläche des Ellipsoids 

x2 y2 z2 
A2 + ß2+ Q2= 1 

liegt, d. h. auf der Grenze, auf welcher diese Fonnein beido anwendbar 
sind. l\Iaa hat alsdann a = 0 und man muss alsdann in (3) Null als uutere 
Grenze des Integrals nehmen. Die Formel (3) wird: 

5("' x2 ,12 z 2 ) ds 
( 4) V=" 1 - s + ~- s -i- B 2 - s + C2 D' 

0 

und man hat: 

Hiernach giebt die Formel ( 4) das Potential des Ellipsoids in einem 
inneren Punkte. 

Nachdem Dir ich I e t die Formeln (3) und ( 4) aufgestellt hatte (Crell e 's 
Journal, Bd. 32, 18±6), hat er sie mitteist des Satzes im § Hl des ersten 
Kapitels verificiert. 

Potential einer homogenen zwischen zwei homothetischen 
Ellipsoiden enthaltenen Schicht. 

§ 9. 

In dem Ausdruck des Potentials eines Ellipsoids mit den Halbachsen 
a, b, c in Bezug auf den äusseren Punkt (x, y, tz) 

setzen wir: 
a 
b = m, 

a c;=n, 
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und crhalt.en: 

c7s=a2clt, D=V(I +{:i)(l + ~~)(1 + :~)= y(l+t)(l+m~i)(l+n~t) 
und somit: 

V=" rr(:2 _ 1 ~t- _ _!__Y:~- 1 z~ t)~' 
~J~ n~ ~ 

wenn man fiir f1 die positive Wurzel der Gleichung nimmt: 

(1) 

Suchen wir den unendlich kleinen Zuwachs von V, welcher ans der 
Veränderung von a in a +da, wodurch t1 nach der Gleichung (1) einen 
Zuwachs dt1 erleirlet, hervorgeht, so erhalten wir die Formel 

(".,elf ( a;2 'IJ2 z2 ) dt 
clV = 2r.ada J D- r. a2 - 1 + t1 - - 1-·--- _1___ n:' 

~ ~+4 ~+4 m· n 
in welcliCr das letzte Glied, der Gleichung (I) zufolge, gleich Null ist. 
Dieser Ausdruck stellt offenbar das Potential v einer zwischen zwei homo
thetischen und unendlich nahen Ellipsoiden enthaltenen Schicht dar, mithin 
lmt man für dieses Potential: 

Setzt man 
1 

111 = -=-==-, ytl + 1 

und bezeiclmet man mit 111 die 

a2- lj2 
-----').,2 

(/~ - ' 
a2- c2 
--.,-=1.'2, 

a· 

Masse 4-rrbct7a der Schicht, so verwandelt 
sich diese Formel in die folgende: 

§ 10. 

Wir suchen jetzt das Potential derselben Schicht für einen 
Pu n H ihres Hohlraums. Da dieses Potential in diesem ganzen Raume 
dasselbe ist, so verlegen wir dirsen Punlit in den Anfangspunkt der Coor
diuaten. 
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Wir hahen zuniichst für <las Potenti;tl des Ellipsoids mit 1len Halb
achsen a, u, c in ile;mg anf den Anfangspnnlit 

und wenn wir das Differential von Y in Bezug auf a nehmen, so erhalten 
wir für das gesuchte Potential: 

5.., dt 

v = 2rrnr71: y(l +I) (1+ n....,l~"""';)-=--(-=1=-+-:--:-.n~t) 

oder nach der ohen erwiihnten Transfunnation: 

1 Jl[S du 
v = no y(l =-=).=~u=~)=(-=1 -=c-)-,-.'~-=-u-:~5 

Potential eines aus homogenen unendlich diinnen und 
homothetischen Schichten gebildeten ElliJlSoids. 

§ 11. 

Wir nehmen den Punkt (x, y, z) ausserhalb des Ellipsoius an, welches 
aus unendlich diinnen Schichten, deren Dichtigkeit als Fuuction von a vor
ansgesetzt wird, zusammengesetzt ist. Stellen wir jene Function durch 
cr(rr) dar, so erhalten wir für das Potential einer dieser. Schichten 

wo f 1 die positive Wurzel der Gleichung 

(p) 

ist. Setzen wir 

x~ m~!J~ n 2.;~ " - -- + --L --- = a-
1 + t 1 + m~t ' I + n~t 

" 5 cr(a)acla = F(n), 
(J 

so folgt daraus F(O) = 0, und wir erhalten für <las Potential cles Ellipsoius: 

A "' 

V= 2o. S F'(u)rla S ~~, 
0 t 

wo A die grüsste Halbachse des gegebenen Ellipsoids ist. Nun ist aber: 

J. <h "' s , dl • dt ' dt 
F(a)daf =F(a)) --+ Jt(rr)--· D lJ D' . . 

t t 



Putt'ntial l'incs aus homogenen Schichten gcbiltletcn Ellipsoids. 127 

bezeichnen wir also mit•t 1 den Wert von f, welcher a = A entspricht, so 
haben wir: 

"' t, 

V= 2o:F(A) s ~~ + 2rJ F(a) ~ 
t, "' 

oder: 

S"' dt 
V= 2:. [F(A) - F(a)] })' 

t, 

in welcher Pormel man in F(a) die Grösse a durch ihren aus der Gleichung 
(p) abgeleiteten Wert zu ersetzen hat. 

Um die Componenten der A.nzielmng dieses Ellipsoids auf einen 
äussercn Punkt zu erhalten, braucht man nur die Ableitungen von V nach 
x, y, z zu bilden. Mau erhält z. B.: 

0 V S"" I oa df ox =- ~r: F (a) ox Jj' 
t, 

Diffcrentiiert man die Gleichung (p), so folgt: 

Oa X 

~y;=a- 1 + t' 

und da F'(a) = ar(n) ist, so ergiebt sich: 

ov S"" dt ox =-- 2o:.c ~(a)(l + t)D. 
t, 

Denkt man sich einen hohlen Körper, welcher zwischen zwei homo
thetischen Ellipsoiden enthalten und aus ebensolchen Schichten wie in der 
yorstehenden Aufgabe gebildet ist, so hat man für das Potential einer dieser 
Schichten in einem inneren Punkte: 

('at 
v = 2rrr (a) culaj I5, 

0 

und wenn mau mit A und A0 die halben g~ossen Achsen der Ellipsoide, 
welche den Körper begrenzen, bezeichnet, so erltält man fiir sein Potential 
in einem Ptlll kte des Hohlraums 

( ) r~u Y = 2:. F(A)- F(A 0 ) j n· 
0 
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Potential eines uus homogenen unendlich tliinncn nncl con
fokalen Schichten gebildeten Ellipsoids. 

§ 12. 
Das Potential eines homogenen Ellipsoids mit den Halbachsen a, b, c, 

dessen Dichtigkeit gleich der Einheit ist, hat in einem äusseren Punkte 
(x, y, z) den Wert: 

wenn man 

5"'( x2 y2 z2 )ds 
v = 7t 1 - s + a2 - s + b2 - s + c2 JJ' 

a 

v' (s + a2)(s + b2) (s + c2) 
D= auc 

setzt und für a die positive Wurzel der Gleichung 

x2 1f2 z2 
---+-'-+--=1 a2 + a b2 + a c2 + a 

nimmt. 
Setzt man 

(h) a2 + s = p2, a2- b2 = ß2, a2- c2 = "(2, 

so erl1ält man: 

V= 'lr:abc j(t - ~:- p2 ;1/
2 
ß2- p2 z2 '{'.!) ~(=p=;;-:=-ß(r;Cp'.!-_ ·(2)' 

p, 

wo die untere Grenze p1 des Integrals g·leich v' n 2 + ~ ist. p1 ist somit die 
reelle positive und a übersteigende Wurzel der Gleichung dritt.cn Grades 
in Pt2: 

Setzen wir: 

so erhalten wir: 
v = 2;.abcJ. 

Wir denken uns ein zweites, dem ersten confolwles Ellipsoid, für welches 
der Punkt (x, y, z) ebenfalls ein äusserer ist. In dem Ansdruck seines 
Potentials v' bleibt die Grösse p1 dieselbe, und wenn wir mit a', b', c' seine 
Halbachsen bezeichnen, so erhalten wir: 

v'= 2;.a'b'c'I. 

1\Jithin verhalten sicl1 die Potentiale der beiden Ellipsoide zu einander 
wie ihre Volumina, und man lmnn den folgenden Satz aussprechen, der 
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7.uerst vonLegendrein seiner Abhandlung: Recherehes sur l'attraction des 
sphiroi'clcs lwmogl:ncs ( 1llt:111oircs des Sa rants Ctrangcrs, p .. JJ.'J, 1785) an
gegeben wurde: 

Zwei confokale und homogene Ellipsoide üben auf einen 
äusseren Punkt Anziehungen aus, die gleichgerichtet und ihren 
l\Iassen proportional sind. 

§ 13. 

Wir nehmen das zweite Ellipsoid unendlich mhe dem ersten an und 
bezeichnen seine Halbachsen mit a + da, b + db, c + dc. Da die Grössen 
ß und "(, welche die Brennpunkte bestimmen, constant sind, so erhalten wir, 
wenn wir die Gleichungen (h) difl'erentiieren: 

ada = bdb = cdc. 
Somit ist: 

v'= 2 .. (abc + bcda + cadb + abdc)I 

= 2 .. ( abc+ ([;c + a~c + a;b)cla) I. 

Das Potential der zwischen den beiden Ellipsoiden enthalteneu Schicht 
hat somit den Wert: 

( a2c a2b) 
2r:I bc + b + c da, 

oder wenn man b und c durch ihre Werte in a ersetzt: 

3a~- 2 (ß2 + -12) a2 + ß2-12 
2..[--__ : . . --- da. 

j/(a2-ß2) (a2_.12) 
(I) 

Hat man ein Ellipsoid, welches aus homogenen unendlich dünnen 
7.wischen confolmlen Ellipsoiden enthaltenen Schichten, deren Dichtigkeits
linderung durch die Function g;(a) ausgedrückt wird, zusammengesetzt ist, 
so erhält man für sein Potential: 

a 

S3a~- 2 (ß2 + 12) a2 + ß2-12 
V= 2d --=-====--==-- T-(n)rla, 

v(a2- ß2) (a2- "(2) 
T 

wenn man für die untere Grenze die Grösse "I nimmt, die grösser als ß vor
ausgesetzt ist; denn ·1 ist alsdann der kleinste Wert von n. 

Die Componentcn der Anziehung des KGrpcrs bildet man, indem man 
die Ableitungen von Y nach x, y,:: nimmt. 

Der Ausdruck (1) des Potentials einer confokalen Schicht ist gleich dem 

Product aus i I in rlic Masse der Schicht. Bildet man daher auf confo

:kalen Ellipsoiden, welche ein System YOn Nivranflächen darstellen, homogene 
confolialc Schichten, so werden die Anziehungen derseihen auf einen und 
denselben iiusscren Punkt von clcrselbcn Hichtung und ihren J\lassen pro-

Matilirn, Potentiallhroric 
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portianal sein, ebenso wie die Anziehungen der verschiedenen Niveau
schichten. Es besteht nur der eine Unterschied, dass für diese letzteren 
Schichten die Anziehung auf einen Ptmkt ihrer äusseren Oberfläche normal 
zu dieser Fläche ist. 

Geht man von dem Ausdruck des Potentials eines Ellipsoids für einen 
inneren Punkt aus und führt man eine ganz ähnliche Rechnung aus wie 
diejenige, welche uns dazu gedient hat, den Ausdruck (I) zu bestimmen, 
so findet man für das Potential derselben Schicht in einem Punkte (x, y, r:) 
seines Hohlraums den Ausdruc]{: 

3a4 _ 2 (ß2 + 12) a2 + ß212 ( x2 y2 z2) 
2r.J . . . da - 2j'(ada 1 - 2- -1:;; - --., , 

y(a2 _ ß~) (a2 _ 12) a u· c-

wo gesetzt ist: 

§ 14. 

Legen dre hat seinen Satz, nachdem er ihn in der oben erwähnten 
Abhandlung ausgesprochen, fiir die Umdrehungsellipsoide bewiesen; später 
haben Laplace und Legendre, jeder auf ganz verschiedene Weise, einen 
Beweis desselben für den allgemeinen Fall gegeben; somit ist es unrichtig, 
wie bereits mehrere deutsche Geometer bemerld haben, dass man diesem 
Satze häufig den Namen 1\Iaclaurin's beilegt. 

l\lit der Theorie der Anziehung der homogenen Ellipsoide haben sich 
Newton, Maclaurin, d'Alembert, Lagrange, Legendre, Laplace, 
Gau ss, Iv ory, Po iss o n, C h asles, Di ri eh l et und Andere beschäftigt. 
Unter allen Arbeiten aber, die über diesen Gegenstand gemacht worden sind, 
stehen zwei vorn an, diejenige von l\Iaclaurin (De causa physica {luxus 
ct re{luxus maris, 1740), in welcher er das Problem der Anziehung eines 
Ellipsoides auf einen inneren Punkt und auf einen Punld seiner Oberfläche 
vollständig löste, und diejenige von L egendre, welcher die Anziehung eines 
Ellipsoides auf einen äusseren Punkt bestimmte, indem er sie auf die eines 
andern Ellipsoids zurückführte, welches mit dem ersten confokal ist und 
dessen Oberfläche durch diesen Punkt geht. 

Potential einer mit einei' unen<llicb dünnen Schicht von 
constanter Dichtiglieit bedeckten Ellipse. 

§ 15. 

Wir betrachten eine Ellipse, welclJC A und B zu Halbachsen hat und 
deren Gleichungen sind: 
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x2 r2 
Z=O, A:~+ffi= 1, 

131 

wobei X, Y, Z die laufenden Coordinaten sind, und denlmn uns diese Ellipse 
mit einer unendlich dünnen Schicht bedeckt, deren Dichtigkeit constant und 
gleich p ist. 

Riemann hat fiir das Potential dieser Ellipse im Punkte (x,y, z) die 
l!'ormel gegeben: 

"' ,----"------;;-----,:-
(2) fv x2 y2 z2 ds V=2p 1---------· , 

• A 2 + s B 2 + s s , I ( s ) ( s ) 
a V S 1 + A2 1 + ß:! 

wo die untere Grenze a des Integrals die positive Wurzel der Gleichung 

x2 y2 z2 
A 2 +-; + ß2 + -a +--; = 1 

ist. 
Diese Formel kann man erhalten, wenn man die elliptische Schicht als 

die Grenze eines ellipsoidischen Körpers betrachtet, welcher von der Fläche 

X2 Y2 Z2 
(3) A ~ + ß2 + o:~ = 1 

begrenzt und von unendlicl1 dünnen homothetischen Schichten gebildet wird, 
wenn man die Halbachse 0 gegen Null convergieren lässt. 

Betrachten wir ein Ellipsoid, welches innerhalb des Ellipsoids (3) liegt 
und zu ihm l10mothetisch ist, und setzen wir 

A n=m, 
so hat dasselbe zur Gleichung 

A c=n, 

(4) X2 + m2Y'2 + n2Z2 = .if2Jt2, 
wo h < 1 ist. Der Durchschnitt dieser Oberfläche mit dem Cylinder 

(5) 

besteht aus zwei zur xy-Ebene parallelen Ellipsen. Daraus folgt, dass zwei 
unendlich kleine Cylinder, deren Grundflächen einander gleich sind und 
auf der Ebene der in der xy-Ebene gezogenen Kurve (5) liegen, in jeder 
Schicht gleiche 1\Iassen ausschneiden werden. Nimmt man also an, dass 0 
der Null zustrebe. so wird das Ellipsoid in eine unendlich dünne Schicht 
übergehen, die auf der Ellipsenfläche (1) verteilt und aus unendlich schmalen 
homogenen und homothetischen Streifen zusammengesetzt ist. 

§ 16. 
Man kann nun die Sache so einrichten, dass alle diese Streifen von 

derselben Dichtigkeit werden. 
9* 
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Nehmen wir auf der Ebene der Kurve (5) ein unendlich lleines 
l<'Hichenclement dw, welches wir als Basis eines geraden Cylinders nehmen, 
so wird derselbe in dem ellipsoidischen Körper ein Volumen ausschneiden, 
welches den Wert hat: 

z, 

2dw S q;(a)clZ, 
0 

WO zl die Coordinate des Ellipsoids (3) ist und a nach den Gleichungen 
(J) und (.'J) den Wert hat: 

Da auch 

ist, so wird der Ausdruck dieses Volumens: 

Setzen wir: 

A_ V 1-k' 

2doJ~ ( yn~z~ + A~k~) dZ. 
0 

Z .A v--,2 . " =- }-,• Slllu, 
n 

so erhalten wir für dieses Volumen: 

2 

2
1"1t y 1 - k2 clm S q; ( A yl - (1 - k~) cos~ü) cosflrlif, 

0 

und wenn man mit g eine Constaute bezeichnet und 

g 
rp(a) = yA2 a2 

setzt, so rcduciert sich dieser Ausdruck auf 

1t 
-gdw. n 

Demnach wird die Dichtigkeit der Schicht gleich der Constanten p sein, 
wenn man sezt: 

'lt np 
-g=p oder o= -· n . 'lt 

An der Grenze wird C unendlich klein und g unendlich gross. 
Im § 11 haben wir gesehen, dass das Potential des ellipsoidischen 

Körpers den Wert besitzt: 
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wenn man für a~ und 4(a2) die folgenden Ausdrücke nimmt: 

x2 1n2y2 n2z2 
a~---+ ---+ -c---;;-: 

- 1 + t 1 + m~t 1 + n~t' 
A 

4(a 2) = F(A) -l<'(a) = S r.p(a)ada, 
a 

und 11 die positive Wurzel der Gleichung ist: 

x2 111 2!12 n2z2 " 

1 + tl + 1 "t + 1 ''t = A .. + m- 1 + w 1 

Es ist: 

lji'(a2) = -- ~r.p(a)=- ~- •1 • 
::! ~yA·-a-

und hieraus folgt für das Potential des Ellipsoids: 

V - 2 ~·""v .. ,t·2 m~y2 n2z2 dt 
- 11p Li· - ------- ~==;:;=::;::===;;~;::;===:=~ • 

t, 1+t 1+m2t 1+n2ty(l+t)(I+m2t)(l+n2f) 

Um das Potential der elliptischen Schicht zu erhalten, machen wir 0 
unendlich klein oder n unendlich gross und finden so 

J,"'; x~ m2y2 z2 

V=2p V .. P--~-1 +m~t-T dt, 
t, y(l + t) (1 + m~t) t 

und wenn wir hierin ~2 für t setzen, so erhalten wir die Formel (2). 

§ 17. 
Wir wollenjetzt dio Formcl(2) verificieren, wie es Riemann gethan hat. 

W enu allgemein eine Function V von x, y, z den folgenden Bedingungen 
genügt: 

1) V ist ausserhalb einer Fläche ._ eine stetige Functiou von x, y, z, 
ebenso wie ihre Ableitungen erster Ordnung; 

2) V genügt in dem ganzen Raume ausscr auf dieser Fläche der 
Gleichung ß. V= 0; 

3) In der ganzen Ausdehnung von a hat man 

av av 
aN+ oJ.Y' = - -!o.p, 
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wo dN und dN' die auf beiden Seiten von cr errichteten Normalelemente 
sind; 

4) Die Grösse V V x2 + y 2 + z2 bleibt endlich, wenn der Punkt (x, y, z) 
sich ins Unendliche entfernt, 

so stellt V das Potential einer unendlich dünnen auf cr verteilten Massen
schicht dar, deren Dichtigkeit in jedem Punkte p ist. Dieser Satz wird 
genau ebenso bewiesen, wie der des § 15 im ersten Kapitel. 

Betrachtet man x, y, z als variable Coordinaten und cr als einen 
variablen Parameter, so stellt die Gleichung 

(G) 
,x2 y2 z2 

----+--+--1 A 2 + cr B 2 + cr cr-

ein System von confokalen Ellipsoiden dar, deren Brennpunlde auf der x
und y-Achse liegen, und die Grenze der kleinsten Ellipsoide ist genau die 
Ellipse (1). Offenbar besitzt diese Gleichung eine und nur eine positive 
Wurzel; die beiden andern sind negativ und die eine zwischen - XJ und 
- A 2, die andere zwischen - A 2 und 0 enthalten. 

Die Gleichung (G) lässt sich schreiben: 

cr(cr + A~)(cr + B 2)- cr(cr + B 2)x2 - a(a + .. t2)y2 - (cr + A 2)(a + B2)z2=0, 

mithin ist, wenn z = 0, die eine der drei Wurzeln gleich Null. 
Ist z nicht Null, so ist das Product der drei Wurzeln positiv. Nun ist 

aber, wenn t: = 0 ist, das Product der beiden andern Wurzeln, welche nicht 
Null sind, gleich 

a.2ß2 _ ß2x2 _ a2y2 

und somit negativ oder positiv, je ·nachdem der Punkt (x, y) ausserhalb 
oder innerhalb der Ellipse (1) liegt. Hiernach ist diejenige Wurzel, welche 
Null wird, negativ oder positiv, je nachdem der Punkt (x, y) ausserhalb oder 
innerhalb dieser Ellipse liegt. 

Mithin ist für z = 0 die grösste Wurzel der Gleichung (6), die wir 
alsdann mit cr' bezeichnen wollen, grösser als Null, wenn der Punkt (x, y, z) 
ausserhalb des Cylinders xz Y2 

Az+ ß2 = 1 

liegt, und a' ist gleich Null, wenn der Punkt (x, y, z) im Inncru des 
Cylindcrs liegt. Diese Bemerkungen werden uns später von N utzcn sein. 

Setzen wir zur Abkürzung 

1-_!!__ _ _jf___~=H 
s+ A 2 s + B 2 s ' 

so haben wir 



Potential einer EllipscnfHichc. 135 

§ 18. 
Um bei der Berechnung der Ableitungen von V die Differentiationen 

nach der unteren Grenze zu vermeiden, ersetzt Ri e m aun die auf reelle 
Werte bezügliche Integration durch eine Integration, die sich auf imaginäre 
Werte erstreckt. 

Es werde s = ~ + lJ y- 1 gesetzt und ~ als die Abscisse und lJ als die 

Ordinate eines Punktes einer Ebene in Bezug auf rechtwinldige Coordinaten
achsen betrachtet. -

~ ~ 
~ 

Fig. 6. 

Wir ziehen die gerade Linie, welche vom Punkte s = a nach dem 
Punkte s = oo geht; sodann ziehen wir eine Kurve ß, welche diese Gerade 
einschlicsst und von ihr nur unendlich wenig entfernt ist. Diese Linie 
können wir als geschlossen betrachten; sie schliesst weder den Punld 
s = - .A2 noch den Punkt s = - B 2 ein. Sie enthält auch nicht den 
Punkt s = 0, wenn wir annehmen, dass man nicht a = o' = 0 hat, was nur 
stattfinden kann, wenn der Punkt (x, y, ß) auf die xy-Ebenc und in das 
Innere der Ellipse 

e=O, 

rückt. Der Contour .\! wird daher nur einen 1uitisc1Jen Punkt der zu inte
grierenden Function einschliessen, nämlich den Punkt s = oo , um welchen 

herum die l!'unction des Factors J8 wegen ihr Zeichen ändert; mithin ist 

das Integral genommen längs des Contours ß gleich dem Doppelten dieses 
Integrals genommen längs der geraden Linie, welche von s = a bis s = oo 
geht. Somit können wir schreiben: 

wenn wir uns das Integral längs des Contours ß genommen denken. 

Setzen wir 

s( 1 + l 2)( 1 + ~2J=P, 
so finden wir 
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Nun ist 

V. Kap., § 19. 

dH x 2 y2 z2 

ds = (s + A2r + (s + B 2) 2 + s2 
dlogP 1 1 1 
-l-=--A" + +B'' +-, es s+ • s • s 

somit folgt: 

1 3 1 1 
!:::.(Jii) = _ H- 2 dii _ 11 - -2- dlogP = _ II- 2 d log(HP). 

~ ~ ~ 

Man hat daher: 
3 

D. V=- p r 1 d log(JIP) ds =- rS (HP)- -2- cl(HP). 
J V HP ds 

Das unbestimmte Integral hat den Wert ,~ 2 , ein Ausdruck, der für jeden 
V HP 

dem Contour 2 angehörenden Wert von s einen vollkommen bestimmten Wert 
hat; mithin ist das Integral, längs dieses Contours genommen, gleich Null 
und es ist D. V= 0, welches die verlangte zweite Bedingung ist. 

§ 19. 

av av 
Man sieht leicht, dass V, <'\' <'\ überall stetig sind. 

uX U!J 
Wir untersuchen sodann die Ableitung 

av =-rzS as_, 
o~ sJI'HP 

wo sich das Integral über die ganze Linie 2 erstreckt. 
Wir setzen zunächst voraus, dass der Punkt (x, y, z) ansserhalb des 

Cylinders 

(a) 
X2 Y2 
-1'' + -B..,- = 1 
L • -

liege. Für z = 0 hat man a = a' > 0 und If = 0; die unter dem Integral-
1 

zeichen stehende Function enthält den Factor ,;-- __ , , welcher unendlich 
vs- a 

wird für s = a', jedoch ergiebt sich daraus kein unendliches Element für 
av 

das Integra1; mithin hat das Integral einen endlichen Wert und ~ veru.z 
schwindet wegen des Factors z, welcher Null ist. 
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Illan hat daher, wenn mnu mit e eine unendlich kleine Grösse 'be-
zeichnet: 

(oV) -(aV) = O· 
oz ==• az ==-• ' 

somit ist ~~ eine stetige Function in dem ganzen Teile der xy-Ebene, 

welcher ausserhalb der Ellipse (a) liegt. 

Nehmen wir sodann an, dass der Punkt (x, y, z) im Innern des Cy
linders (a) liege, so hat man a = a' = 0 für z = 0 und die unter dem 
Integralzeichen stehende Function ist unendlich für den Punkt s = 0., wel
cher jetzt in ß eingescl!lossen ist. In diesem Contour ziehen wir die Linie 
AIB (Fig. 7), die diesem Puuld unendlich nahe liegt und die von ß ein
geschlossene Fläche in zwei Teile teilt. Alsdann l\ann die Integrationskurve 

Fig. 1.· 

ersetzt werden durch 1) die Linie AIBEA, welche sich ins Unendliche er
streckt, 2) den unendlich kleinen Contour BIADB, denn die Linie AlB 
wird in den beiden neuen Contouren im entgegengesetzten Sinne durch
laufen. Das auf den ersten dieser beiden Contoure bezügliche Integral ist 
endlich und, mit dem Factor z multipliciert, gleich Null; wir haben uns 
also noch mit dem Integral, genommen längs des Contours BIADB zu be
schäftigen. 

Setzt man i = Ji-1, so hat man: 

S ds s ids 
s·!If.!p= v sx2 sy2 v( s )( s ). 

V V s z2-s-------· 1+- tl+-s + .. 12 s + B 2 A2 , B~ 

Wenn der erste Contour durchlaufen ist und man zum Punkte B zuriick

kehrt, so hat j/H sein Zeichen geändert. Wir nehmen daher dieses vor

stehende Integral für den zweiten Contour mit dem Zeichen -. Dieser 
zweite Contour kann für die Integration durch einen unendlich kleinen um 
den Punkt s = 0 b'eschriebenen Kreis ersetzt werden. Wir setzen also 

wo 1' den Radius des Kreises bezeichnet. Nehmen wir an, dass 1' eine 
unendlich kleine Grösse von höherer Ordnung wie diejenige von z2 ist, so 
finden wir für ·dieses Integral 
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l\ran hat daher 
av 21t 
- =-pz-=· 
OZ j/Z~ 

Je nachdem z positiv oller negativ ist, ist y~ = + z oder yz~ = -· z 

uud ?0~ ist gleich - '2r-p oder gleich + 21tp. Somit hat mau auf der Fläche 

der Ellipse 

(av) (ov) - - - - -41tp oz ; = • oz ; = -. - . 

§ 20. 

Off · t 0 V · · b . l' . t t· " t· E eubar 13 oz 1m ganzen iJ. r1gen laumc cmc s c tge L' unc -ton. • s 

bleibt also noch zu beweisen übrig, dass 

lim V jlx~ + y~ +z~ 

einen endlichen \V r.rt hat, wenn der Punkt (x, y, z) sich ins Unendliche 
entfernt. 

Man hat zunächst 

P=s(l+ .,~~)(1 + ~~)>J:~~2 
1 

-<ABs yP 
u Jl(l die Grösse 

X~ !}~ z2 

Il= l-s+·....:t2-s+ß2--s, 

welche für s = 11 vcrsch windet, variiert von 0 bis 1, wenn s, reell bleibend, 
von 11 bis ins Unendliche wächst. 'Mithin haben wir, wenn wir in der 
Formel (7) li durch 1 ersetzen: 

oder 

(a) 

V< 2p j"'",c~~ < 2pA.H r·~- -~- ds 
a V a 

1 

V< 4pAih- 2 

Vy~ <4pAB. 
l\lau hat ferner 

. x2 + y2 + z2 _ • ( ____::_:__ y2_ z2) _ 
l1m - hm \ + .d2 + B'' + - 1 cr cr cr+ • 11 
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oder 

(b) 
. ~~X~ + !J~ + z2 

hm V a = I. 

Endlich hat mau, nach ( a) und (b) : 

!im V yx2 + y 2 + z2 < 4pAB. 

Potential einer elliptischen, aus unen<lliclt schmalen homo
genen und homothetischen Streifen bestehemlcn Schicht. 

§ 21. 

Wie wir gesehen haben (§ 15), kann eine solche Schicht betrachtet 
werden als die Grenze eines ellipsoidischen Körpers, welcher aus homogenen 
und homothetischen Schü:hten besteht, wenn die Achse 20 unendlich klein 
wird, und dieser Körper hat zum Potential (§ 16): 

wenn man setzt: 
,, x2 m2v2 n2z2 

(t· = 1 + t + 1 + m 2t + 1+112t 
D = {([ + t) (1 + m2t) (1 + n2t). 

Man hat daher auch für das l)otential der untersuchten Schicht: 

wenn gesetzt wird: 
• x2 m2!12 z2 

a· = 1 + t + 1 + m2t + t · 
Wir nehmen an, dass die Dichtigkeit der Schicht eine gegebene 

J!'unction z(a) sei, und bestimmen die Function ~ l}(a2). 

Nach § 16 haben wir für die Dichtigkeit der Schicht: 

1t 

2 

(a) z(a) = 2: j/1- k2J 9 [ Ay 1- (1- k2) cos~&] cos&cW; 
0 

wir haben ferner: 
cp(a) =- 2f(a2); 

setzen wir zur Vereinfachung: 
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(ß) 
1 1 n t}'[A~(1- x)] =- 4A t'(x), 

und machen wir noch 
1- k 2 = u, 

so ist, da 
a=Ak=Afl=U 

ist, z(a) eine Function von ft, w(u), und die Gleichung (a.) geht über in: 

" 

w(u) = {U .~ ;(u cos2l}) cos l}dl}. 
0 

Hieraus rnnss man die Punction l herleiten. 
Ändern wir die Variable (}, indem wir setzen: 

?t cos2& = v, 
so erhalten wir: 

" 
1 s , dv w(n) ~- l (v) --=· 
2o V n- v 

"I lt' 1· · · · cln ·' · t · 0 b' f l t 11 n 1p 1meren wn· rmt ~ unu m egneren von IS a., so o g : 
ya.-n 

a a u 

r w(u)dn = _!_ r- du s r (v) clv • 
) y ct - n 2 0j V a. - 1t 0 y ?t - v 

Die Integration nach ?t lässt sich ausführen, und da man augenschein
lich hat: 

a x a a 

S dx S l(x, y)dy = 5 dy S f(x, y)dx, 
0 0 0 !! 

weil diese doppelten Integrale beide ein und dasselbe Volumen darstellen, 
so erhält mau durch Anwendung dieser Formel: 

a a a 

(' w(n)dn 1 5 ., s du 
j ,;~=~ u = 2 f (v) dv .,;c;;=-~.)-(1t- v). 

u V o v 

Da ct > v, so hat mau: 

5 dn a + v- 2n 
_ = arc cos , 

vCa-n)(n-v) a-v 

und hieraus folgt: 
a a 

\ 
w(n)dn _ o. j~. '( ) 7 --=-?)- I v rv, 
,/Cl. - lt -

o' V o 
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oder 
~ 

2 5 m(-n )du 
f(a)=- v-=+const. 

7r a.-tt 
u 

Aus der Formel (ß) ergiebt sich: 
1 A 
n~ [A2(J-x)] ="4f(x), 

oder 
_!_4(aZ)=A f(A2---:-a2)· 
n 4 .tP 

Da ljl(a2) für a = .A verschwindet, so muss die willkürliche Constantc 
der Pormel (·r) unterdrücld werden; man hat daher: 

A2 -s2 
oder, wenn man A 2 für 1e setzt: 

Diese Reclmung findet sich in dem Werke von Betti: Teorica dcllc 
forze newtoniane. *) 

Über die Umkel1rnng der IntegJ'ationen in einem dopJlelten 
bestimmten Integrale. 

§ 22. 
Wir nehmen zwei Grössen a und t an, die mit einantler durch die 

Gleichung 
(a.) a=A(t) 

verbunden sind, und bezeichnen mit t' den Wert von t für a = 0 un<l mit 
t1 den Wert von t für a = A. . 

Wir betrachten a als die Abscisse und t als die dazu rechtwinklige 
Ordinate einer Kurve. Der einfachste Fall unserer Aufgabe ist der, wo der 
zwischen den Punl<ten (0, t') und (A, t1) enthaltene Bogen der Kurve von 
einer Parallelen zu einer der beiden Coordinatenachsen nur in einem Punkte 
getroffen wird. Alsdann hat man für die Umkehrung der Reihenfolge der 
Integrationen die folgende Formel: 

*) Unter dem Titel: "Lehrbuch. iler Potentialtheorie und ihrer Anwendungen auf 
Electrostatik und ~ragnetismus" deutsch herausgegeben von W. Franz 1\Icyer, 
Sintigart 1885. 
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A t' t' A 

S da J <l>(a,t)dt=j dt fl>(u,t)du. 
0 t t, ).(t) 

(ß) 

Um diese Formel zn beweisen, nehmen wir die Differentiale der beiden 
Seiten in Bezug auf A und erhalten fiir die linke Seite: 

t' 

dA j ll>(A, t)dt 
t, 

uml fiir die rechte Seite: 

Sr dl ( 
clA <I>(A, t)dt- 17A_ j <I>(u, t)rln. 

t, ).(t,) 

Das letzte Glied ist gleich Null, da /,(t1) = A ist. Die beiden Inte
grale (ß) bestehen somit aus identischen Elementen, und wir brauchen nur 
noch zu bemerken, dass sie für A = 0 verschwinden; dies ist für das erste 
evident und das zweite verschwindet gleichfalls, da t1 = t' ist für A = 0. 

l\Ian sieht leicht, aus welchem Grunde die vorstehende Schlussreihe 
fehlerhaft ist, wenn der Kurvenbogen, welcher die beiden Punkte (0, t) und 
(A, t1) verbindet, von einer Parallelen zu einer der Coordinatenachsen in 
mehreren Punkten getroffen wird. 

Im Allgemeinen denkt man sich in einem solchen Integral wie das 
erste in (ß), welches zwischen den beiden Constanten 0 und A genommen 
ist, da beständig mit demselben Vorzeichen behaftet und zwar mit dem
jenigen von A; ebenso nimmt man •im zweiten Integral allgemein an, dass 
dt bestrindig das Zeichen von t' -- t1 habe. Nun wird aber nach dem 
Beweise, den wir für die Formel (ß) gegeben haben, diese Formel auch 
anwendbar sein, vorausgesetzt dass man sich denkt, dass da im ersten 
Integrale und dt im zweiten Integrale variable Zeichen annehmen. 

Fig. s. 

Es sei .MB1B~P (Fig. 8) der Bogen der Kurve ( rx), welcher zwischen 
den beiden Punkten (0, t') und (A, t1) enthalten ist, und. es seien B 1 und B2 
zwei Punkte dieses Bogens, in welchen die Tangente parallel zur t-Achse 
ist. Wenn wir annehmen, dass ein Punl\t diesen Dogen im Sinne JIIB1B 2P 
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durchlaufe, so wird da auf 11IB1 positiv, auf B 1B2 negativ, auf B2P positi\· . -
sein. Bezeichnen wir mit a1 und e< 2 die Abscissen Yon B1 und B 2 und 
stellen wir die Werte von t auf 11IB1, B 1H2 und B~P respective durch 
7.1(a), z~(a), z~(a) dar, so können wir das erste Integral (~) in folgender 
Weise zerlegen: 

.A 111 a... A 

5 ll(o, f)tla = 5 ll[a, z,(a))drt -1-- s ii[a, z~(a)]da + J' n[a, '1..3(a)]da. 
ll 0 a, a3 

§ 23. 

Wir betrachten, weil wir davon später werden Gebrauch zu machen 
l~aben, den besonderen Fall, wu der Bogen von einer Parallelen zur t-Achsc 
nur in einem Punkte, dagegen von einer Parallelen zur a-Achse in zwei 
Punkten geschnitten werden kann (Fig. 9). 

t 

Fig. ~. 

Alsdann l\ann das Intl'gral der linl\en Seite von (~) durchans ange
wendet werden, ohne dass man genötigt wäre, die vorige Festsetzung zu 
t1·etfen, da a beständig wächst-, wenn ein PunU den Bogen JIINJ> durch
liiuft, ohne wieder umzukehren. 

Wie man leicht sieht, stellt dieses Integral das Volumen eines prisma
tischen Körpers dar, welcher JINJ> R zur Basis hat und in der Fliiche 
z = lll(a, t) endigt. 

Sodann betrachten wir das zweite Integral (~). Bezeichnen wir mit 111-

den ldeinsten Wert von f, welcher in der Figur durch 1'iD dargestellt ist, 
so Hisst sich dieses Integral in folgender Weise zerlegen: 

( ,,, t' 

5'ru, n)tlt = SIF(I, a)tlt + 5 \l'(t, a)df. 

tl '· 11, 

Ih:zeichcn ).1(t) und ).~(f) die Werte von a auf dem Dogen NP 111111 anf 
dem Bogen XJI, so ist: 

t' m ( 

J·w(t, a)df = 5'l'[t, ).,(t)]rll + slJ'[f, ).~(l)]clt 
'• '• "' ( t, 

j'-rTt, A~(t)Jdt + J!w[t,l.lt)] -W[t,A,(t;J J tlt. 

'· "' 
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§ 2-L 

Wir werden ebenfalls den bcsonileren Fall zu bctmchten haben, in 
welchem <ll(n, t) von der Form ist: 

oder 

cp(n)~[a, 1-(t)]F(t). 

Alsdann geht uie Formel (ß) über in 
A t' !' A 

S cp(a)rln fHa, ~.(t)]F(t)dl = S F(t)dt S •Hu, ~.(t)}t(u)rlu 
0 t t, l.(l) 

t' A 

= S F(t)dt S ljl(u, a)'fo(u)du. 

'· Cl 

Potential eines geraden elliptischen Cylinders von 
endlicher Llinge. 

§ 25. 

Es sei ein homogener Körper enthalten zwischen <lern elliptischen 
Cylinder 

X~ .'1~ 
--:; + -b;, = I 
II" • 

und den beiden Ebenen 
::: = 0, z = ll. 

Wir nehmen die Dichtigkeit des KürperR zur Einheit nnu teilen ihn in 
Schnitte, die uer ;ry-Ebene parallel sinll und deren unendlich !deine Hühe 
dh sei. Nach dem, was wir im § 15 gesehen haben, hat das Potential des 
auf der xy-Ebene liegenden Schuittes den Wert 

S"' ---."-------,-_ V X~ IJ 2 Z~ ds 
2dh I - --. - --'----; -- -

s+a2 s+b 2 s]J' _, 

wenn man 

set7.t und die untere Grem:e s die positive Wurzel der Gleichung 

:t2 .11~ z'2 
--+--+-=1 s + a~ s + b2 s 

ist. 
Um das Potential 1' des in <lcr Ilühe 11 gelegenen Schnittes zu cr

lwltcn, miisscn wir in clcm vorstehenden Au~1lrnck z in z -lt verwandeln, 
wotlurch wir erhalten: 
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wo die untere Grenze s des Integrals die positive Wurzel der Gleichung ist: 

(I) 
x2 !12 (z--Jt)2 

--2+--b~+ =1. s+a s+ s 

Wir erhalten daher für das Potential des zwischen den Ebenen z = 0 
und z = li enthaltenen Cylinders: · 

J{ "' ---~--------:c 
v = 2 l dl1 f, I 1 - ___ X:_-;-- _!!~--; _ ~z- "Y ~7., 

J JV s+a 2 s+b2 s JJ' 
0 s 

wo die Integration zuerst nach s, so dann nach h ausgeführt werden muss; 
da sich aber die unbestimmte Integration JJach h aber nicht nach s aus
führen lässt, so wollen wir die Reihenfolge der Integrationen umkehren. 

Setzen wir 

V ( x2 y2 ) 
fl(s) = s 1- ---;-;--- ---;,-- , 

a- + s Ir+ s 

so liisst sich die Gleichung (I) schreiben: 

(2) Ii = z ± fl(s). 

Stellen wir die rechte Seite durch A(s) dar, so haben wir: 

Dezeiclmen wir mit s' den Wert von s fiir Ii = 0, so kann man Y in 
folgender Weise in zwei Teile zerlegen: 

![ _,. IJ 00 

V= 2 S rlh f!J(h, s)ds + 2 ~~ df1.S (l>(h, s)rls. 
0 s 0 s 

Da die Grenzen des zweiten Integrals constant sind, so kann man darin 
die 'Reihenfolge der Integrationen umkehren, ohne die Grenzen zu verändern, 
und das erste Integral kann nach der Formel des § 2-! transformiert werden. 
Wir erhalten daher: 

(:i) I 
l 
l 

M a t 11 i e u, l'oteutialtileorie. 10 
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wo c:lie untere Grenze a des ersten Integrals der Wert von s fiir h = lf, 
tl. h. die positive Wurzel der Gleir,hung 

.1:2 .'12 (.: - II)~ 
-- -;; -f-- - - - '• + = I cr + a- cr + Ir -:. 

ist. l\Ian muss jetloch dafür sorgen, dass da~ erste Integral in dem im § 22 
auseinandergesetzten Sinne verstanden wird, was die folgenrlen Betrachtungen 
nötig macht. 

§ 2Ci. 

Setzen wir in der Gleichung (!) z- h = z', so erhalten wir: 

( .f) 
x2 y2 .::'2 

;; + ((.! + s + b2 + --; = 1 

und die positive Wurzel dieser Gleichung stellen wir dar durch 

s = 'f(z' 2). 

Betrachtet man x, !/, ;;' als laufende Coordinaten und s als einen Para
meter, so stellt die Gleichung (4) coufol\ale Ellipsoide dar, dereu Dimen
sionen mit s wachsen. 'Verden also x unrl v als constant angenommen, 
so wird, wenn :::' wächst, s ebenfalls wachsen. Setzen wir wieder lt-:: filr 
:l, so haben wir: 

s = 'f[(lt- ::)~J = z(h); 

mithin wird s seinen kleinsten Wert fiir 7t = z besitzen untl es wird be
stlindig zunehmen von rliesem Werte von h an bis zu lt = ± (J). 

Wir constrnieren die Kurve, deren Abscisse lt und deren Ordinate s 
ist (Fig. 10); es sei B ihr tiefster Punkt, welcher tler Ahscisse UA =:; 

entspricht; rlic Kurve ist symmetrisch zur Geraden J:A. 

Fig. 10. 

Wir unterscheiden zwei Fülle. je nachdem der Punkt (x, !!, z) nusser
halb oder innerhalb des zwischen den verlängertem Ebenen der beiden 
Grundflächen des Cyliuders enthaltenen Raumes gelegen ist.. Im ersten 
Falle kann man z > 1I annehmen, im zweiten ist :: zwischen 0 und ll 
enthalten. 
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Setzen wir zunächst II < t voraus und nehmen wir OP = H, ist ferner 
PD die entsprechende Ordinate der Kurve, so ist PD= cr und OC = s'. 
Bewegt sich ein Punkt auf der Kurve voll D bis C, so bleibt ds beständig 
positiv, mithin ist auch ds beständig posi~iv in dem ersten Integrale (3). 

Sodaun setzen wir H> r: voraus und nehmen die Abscisse OP' = H. 
Es sei P'D' = cr. Bewegt sich ein Punkt auf der Kurve und geht von D' 
bis C, so wird ds von D' bis B negativ und von B bis C posit.iv sein. 

§ 27. 
Man hat: 

2 S }i(lt-z)2- (u- FJ? dn 

= (u- z) l/(ll- z)2-=. (u- z)2 + (h -z)2 arc sin ) 1- z . 
V (h -z)2 

Ist z > H, so ist auch z > h und man hat in der Formel (2) beständig 
das Zeichen - zu nehmen; mithin ist: 

II 

2 ~V (II- z) 2 - (u- z)2 du 
h' 

- ----- -· ---- II -r: " = (ll- z) ]i(!t- ;:;)2- (JI -z)2 + (h- z)2 arc sin ~-h + (h- z) 2 2' 

oder wenn man 7t- z durch- fl(s) ersetzt: 

II 

2 Jvc~t-zF-Cn-r:?du 
" 

[ . 1I- z "] = CH _ :::) vn~cs)- CII- :::) 2 + H2(s) arc sm--&CsT + 2 · 

Mithin hat man, wenn r: > H ist: 
.. 

V=\ . ds __ ·- _.[eH- z) JifP(s)-(H-z)2 

a~ sy(t + ; 2)(1 + ; 2) 

+ {}2(s) arc cos z ncsfJ + u, 
wenn man setzt: 
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Ist z zwischen 0 und 11 enthalten, so muss man in der Formel ( 2) 

das Zeichen + oder - nehmen, je nachdem h grösser oder kleiner als z ist. 

In dem ersten Integral (3) muss man alsdann annehmen, dass die Va

riable s, in Bezug auf welche integriert wird, von a bis 111, dem kleinsten 

Werte von s, und sodann von m nach s' geht, und es lmnn dieses Integ-ral 

somit folgendennassen zerlegt werden: 

1n ,,' 

S ll(h, s) äs + S ll(!t, s)ds, 
a nt 

wenn man setzt: 
1l 

fl(h, s) =----=--- 1 -=-=-=-:--=-= 2 S 1/ (h- z)2 - (n- z)'i du. 

s 'I ( 1 + -~ .. ) (I + -~ l " V\ a- b- .1 

Für den ersten Teil muss man h in (2) mit dem Zeichen +, für den 

zweiten mit dem Zeichen - nehmen; somit wird dieser Ausdruck: 

m s' s 11[.:: + fl(.,), ·'}ls + .f II[.:- a(.,), s}ls 

a 1h 

i a 

= s ll[z- ll(.,), s]ds + s r ll[.z-- ll(s), s] -- ll[.z· + :l(s), .s] J r/;:, 

a 1u 

Je nachdem z < h oder z > h ist, hat man: 

2 f>c"- zY-= cu=z):i rlu 
,," 

= (Jl- z) yil~(..,) _:_-ur=-;5~ + n~(s) [:Hcsin !~(.') z + ; J, 
und tlaher ist: 

1., (\ J rl ( d}2(s) 
[z-u(.,),s- [z+•l(.s),s]= ·- ...... __ 

s , I ( 1 + !.-) ( 1 + _:<_) 
V a2 b2 

l\Iithin erhält man. wenn z zwischen 0 und II enthalteil ist: 



Bestimmung der Kraftlinien. 

Das letzte Integral lässt sich genau berechnen, denn man hat: 

S /( ll';"t(·· . , ) ~ab log [''' ~ b' +' + y(.i'+,)(b'+ ') J 
sl 1+a~) 1+[)2 

Übe1• die Bestimmung der Kraftlinien. 

§ 28. 

149 

Die Kraftlinien, die aus ciuem Massensystem entstehen, sind in jedem 
ihrer Punkte tangential zur Resultante der Kräfte, welche in diesem Punkte 
wirlwn. Hiernach erhalten wir, wenn x, y, e die rechtwinldigen Coordinaten 
eines Punldes einer Kraftlinie und dx, dt/, dz die Projectionen eines 
Elementes einer solchen Linie sind, die Gleichungen 

dx dy dz 
<1) äY ="B-v = av, 

ox oz 
und dieses sind die Differentialgleichungen dieser Linien. 

Es ist leicht, diese Gleichungen auf ein System von krummlinigen 
Coordinaten zu beziehen, das aus einem dreifachen System orthogonaler 
Flächen entsteht. Bezeichnen wir mit s, s1, s2 die drei Schnittlinien dieser 
Flächen, welche durch den Punkt (x, y, z) hindurchgehen, und betrachten 
wir die Componenten der Kraft nach den Tangenten dieser drei Linien in 
diesem Punkte, so hauen wir die den Gleichungen (1) ganz analogen 
Gleichungen: 

ds ds1 d,," 
av=a-v=av' 
1)8 081 as2 

und wenn wir nach deu Rechnungen des § 21 im vierten Kapitel die 
Variablen p, p1, p2 einführen, so erhalten wir die Gleichungen 

dp dp1 dp2 

~2oY=~6v= Jt" 2?V' 
op 1 op1 ~ op2 

die man auch folgendermasseu schreiben kann: 

(2) 
clp dpl dp2 
~= 111 av= 1t2 -av· 
h/12 Fp 1!112 op1 1t11~ op2 



V. Kap., §§ 29 u. 30. 

Ferner geuügt V der Gleichung ~V= 0, die mau demselbeu Para
graphen zu folge schreibeu kann: 

o(·lt ov) o(lt1 oV) a("2av) 
~P Ji/;2 Bp- + Bp~ !t7,; "tr. + op~ 1t17; ar~~ = o. 

Man hat uuu aber tlen folgenden Satz, der vou Ja c ob i das Prinzip 
des letzten Multiplicators genannt worden ist. 

Wenn in den simultaueu Differentialgleichuugen 

(A) 
dp dp 1 dr~ 
Tf=-u;=u~ 

u, ul, u~ Functioueu VOll[', PP('~ sintl, welche !ler Gleichung 

a u c:· r r1 o u. J 
·;c. - + ' -+ ' -= l 
o~' Ö~·~ op2 

genügen, und wc11n 1nan fc rner ein Integral des Sy~tcms (A) 

(B) 

k e n n t, wo r· 1 e i 11 c w i II k ii r 1 ich e Co n s t a 11 t e h c z e ich u ct, so er h ä 1 t 
mau uumittclbar das andere Integral, wenn man setzt: 

fop.. . i?c- ( U1dp- { rlp 1) = c~, 
• 1 

wo c2 ein c will k ii r 1 ich e Co n staute ist un d wo voraus g c setzt i s t, 
dass p~ mit ll ii 1 f e der G I c ich un g ( B) a u s g· c d r li c k t s c i a I s 
Fuuction von p, p1, c1. 

Es folgt hieraus, tlass, wcun mau ein Integral der Gleichungen ('2) 
lienut, man das zweite erhält indem man setzt: 

\ .. op .. ( " 1 c Y '' o 1· ) ~-"- ;o:-- dp - - -;c:- rlpl = c., ._ oc1 fl}t op1 lt1112 op . -

und die Quadratur ausführt. 

§ 2~1. 

Es gicbt zwei Fälle, welche auf diese Weise behandelt 
werden köuneu: dcnjcuigcn, wo die Gleiclnwg 

(4) Y = const. 

unbegrenzte parallele Cylinder, untl deujenigcn, wo sw notationsflächen mit 
einer und derseihen A.ch~e dar~tellt. Das eine der Integrale wird nämlich 
die GleiclJUng- einer Ebene, da im ersten Falle jcue Linien in einer Ebene 
senkrecht zu den Cylindern Iieg-cu. im audern Falle in einer Ebene liegen, die 
durch die Hotationsachsc hindurchgehcu. Diese beiden Fälle kann mau 
aber dircct bchancleln. 

Nehmen wir an, dass die Gleichung (4) unbegrenzte zur 
,;-Achse parallele Cylinder darstelle, so cuthält die Function Y 
nicht ;: und die Gleichungen (1) geheu über in: 
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(5) 
oY ov 
---d.u- --dy = 0 clz = 0; 
0~ 0~ ' 

man hat daher das Integral: 

und tla man hat: 
o~v o~v 
---+---=0 
ox2 (!y2 ' 
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so ist die linke Seite der Gleichung (5) ein exactes Differential, und es 
bleibt nur noch eine Quadratur auszuführen. 

Nehmen wir an, dass die Gleichung (4) Rotatiousflächcn 
mit der z-Achse als Hotationsachse darstelle, setzen wir ferner 

x2 + !12 = u2, 

unu bezeichnen den Winkel, welchen die Meridianebene mit der zx-Ebene 
bildet, mit {}, so ist 

(6) 

tlas eine der Integrale der Kraftlinien. Sodann ist die Gleiclmng der orthogo
nalen 'frajectorien der durch ( 4) uml (6) dargestellten Kurven: 

ov ov 
(7) -'::.-du-~ dz = 0. 

vZ vn 

Die Gleichung a V= 0 aber wird: 

o2V o2 V 1 oV 
-az'.i + -äit:2 + -u. an= 0 

oder: 

o(n °~~) a( n ~) 
--o~--- = - --o~~-- . 

i\Iultipliciert mau somit die linke Seite der Gleichung (7) mit n, so 
wird sie ein cxactes Differential, und mau erhält fiir die Kraftlinien: 

{} = C1, ~·u(~fdu-~f dz) = c2• 

Kraftlinien eines Umdrelmngsellipsoides. 
§ 30. 

Wir denken uns ein Umdrehungsellipsoid, welches aus homothetischen 
SchiclJteu · gebildet ist. Setzen wir in den l<'ormeln des § 11 b = a oder 
m = 1, so erhalten wir für das Potential dieses Körpers in Bezug auf einen 
äusseren Puuld: 
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wenn wir setzen: 
D = ( 1 + t) y'l + n~, 

-n2 = x2 + !J2, 
') u2 n2;;'2 

]( = a- = 1 + t + 1+n2[ 

A 

<f(a2) = 2 j' 'f(n)ada, 

a 

und -t1 die positive Wurzel der Gleichung 

(a) 

ist. 
Bilden wir die Gleichung (7) des vorigen Paragraphen, indem wir 

mit ll multiplicieren und bemerken, dass ~(a2) = 0 ist, so erhalten wir die 

Gleichung: 

(", • n~z dt (" n dt 
(b) 2udn J <f (h) T+1"l~l D- 2udz J <f'(K) 1 + t ]J = 0, 

( ( 
deren linke Seite ein exactes Differential ist. 

N uu ist bekannt, dass, wenn mau 

dU= F(x, y) dx + P1 (x, y)dy 

hat, daraus folgt, wenn mit a., ~ zwei willkürliche Constanteu bezeichnet 
werden: 

X y 

U = S F(x, y)dx + S F 1(a., y)dy, 
a ß 

und dass man hiiufig a. derart wählen kann, dass das zweite Integral ver
schwindet. 

Mithin erhalten wir, wenn wir mit dU die linke Seite der Gleichung (b) 
bezeichnen: 

und da 

ist, so ergiebt sich: 

( (" 2u dt 
U = z j duJ ~'(]() -1 ~-D' 

u t, :,12 + t 

1 '(]() ____'?1~~ = 1 '(!(' ~]~ = ~~(lfl 
't' I + t 1' I Oll Oll 

u 00 

U _ 2 <' (' 1 S o~(K) 1 + t _dt 
- n "'j c ll on 1 + n 2/ D 

0 t, 
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Dieses Doppelintegral kann durch ein einfaches ersetzt werden. Setzen 
wir nämlich: 

u 00 00 .f cltt s ~q,0(1~() _____r!!_ _3_ = s <p(K)z(t)clt + A(.::), 
o r, (1 + n2t)2 r, 

wo 'f(K), z(t), A(z) zu bestimmende Functiohen sind, und differentiieren 
sodann beide Seiten nach u, ~o erhalten wir: 

00 00 

C oq,(K) dt J o':-Cl() ot1 J -alt ----I= ---"-a-~~- z(t)rlt- c.rCI{t)z(tl) an' 
r, (l+n2t)2 1, 

wo K 1 der Wert von ](für t = f1 ist. l\Ian genügt dieser Gleichung, wenn 
man setzt: 

ry(K) = lji(K), 

denn dann hat man: 

Daraus folgt: 

1 
z(t)=---~, 

(1 + ll~t) 2 

U = n2.:: 5~([() dt _:!__ + ),(z). 

I, (1 + n2t)2 

Um ),(.::) zu erhalten, bilden wit· das Differential von U nach ;: und 
setzen es gleich dem zweiten Gliede der Formel (b). Wir finden so, dass 
/,(z) = 0 ist. Wir erhalten somit endlich als Gleichung der Kraftlinien in 
ihrer Meridiancbcnc: 

(c) z s~(I() rlt a_ = const., 

r, (1+n2t)2 

wo t1 eine Fnnction von n und z ist, die durch die Gleichung (a) geliefert 
wird. 

Diese Formel ist von B etti gegebe!l worden. Nimmt man an, dass n 
unendlich gross sei, so verwandelt sich das Ellipsoid in eine unendlich 
dünne kreisförmige Schicht, deren Dichtiglwit mit der Entfernung vom 
Mittelpunkte variiert (§§ 15 und 21). Man hat alsdann 

u,2 d2 

][= 1 + t+1; 

die Function _!_ ~(a~) bestimmt sich nach § 21 und die Gleichung ( c) wird: n 
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j•"' ;; •}@) ~~ = const. 
lt .· 

,, I~ 

Diese Gleichung war sch un vur der G Ieich ung· ( c) von Beltram i ge
geben wordeu. 

§ ;) I. 

Ist das Ellipsoid vollstüntlig homog·cn, so wird die Gleichung· (c) cler 
Kraftlinien: 

(( II~ ~~~~~ '\ cf/ 
;:1 A~-l+·l-1+wn~/)- ~=const .. , 

t,' (I + u~t) ~ 

Oller weun man unter Voraussctwug eiucs abgeplatteten Ellipsoids 

•I _..4.:! 'I 

A-- -.; = ·r--
-~~- . 

setzt: 
.~h ., ., 

(d) ;: j ( 1 - ~::- [•/~ .1 ~} ___ [~(~[' - ~~ = coust. 

p, (p~ - '(~) ~ 

Dieses Ellipsoid zerlegen Wir lll coufokale Schichteu. Die Auziehung 
aller dieser Schichten auf einen äusseren Punkt hat diesell•e Richtung und 
ist ihreu Massen proportional; jede dieser Schichten hat daher dieselben 
Kraftlinien. Ebenso hat ein Ellipsoid, welches aus homogenen confokalen 
Schichten besteht, Kraftlinien, die durch die Gleichung (d) geliefert werden; 
diese Gleichung wird, weun man die Quadratur ausführt: 

wo p1 rlie positirc Wurzel der Gleichung· ist: 

u'2 z2 
----:, + -.,--., = 1. 
Pt- p~·-r 

lst das Ellipsoid ein verliingcrtes Hotationsellipsoid, so hat man -~~ iu 
- -~~ zu rerwandcln nllll erhält.. wenu man beachtet. dass 

1 - 1 1+.r 
---= . ...,.,., arc tang ( .l' v- 1) = -~, log --. v-1 - 1-x 

ist, für die Kraftlinien die Gleichung: 
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wo p1 die positive Wurzel der Gleichung ist: 
.. ., u- ;;-

-+--- --- =I 
PI~ PI~+-~~ . 

Kraftlinien eines unbegrenzten elliptischen Cylimlers. 
§ :J2. 

Wir denl<en uns einen Cylindcr, der aus homogenen homothetischen 
Seilichten besteht. Dieser C)'linder kann als ein Ellipsoid, dessen eine 
Achse unendlich gross ist, betrachtet werden. Sein Potential ist unendlich, 
aber die Componcuten seiner Attractiou sind eu<llich und können aus den 
Com~onenten der Attractiou eines aus homothetischen Schichteu gebildeten 
Ellipsoids abgeleitet werden. Im § II setzen wir c: = v:o, n = 0; ferner 
setzen wir: 

D= j/(1 + t)(l+lu~t) 
., x2 m2112 

K = a- = 1 + t + 1 + m~t 
und bezeichnen mit t1 die positive Wurzel der Gleichuug 

(a) 
x~ m 2 !J~ ., -- -+-- -.,- = .A·. 

I + t1 I + m-·f1 

Alsdann erhalten wir fiir die Componcntcn der Attraction des Cylinrlers 
nach der ;l:- und y-Achse: 

(b) 

oV _ .'-x· f"'4'(K) ~': o.c - ... 1 + t D 
' t, 

oV s«> m~ dl - = 4o.y 4'(1() -----,. ·--' oy I+ m·t D 
t, 

Die Kraftlinien sind parallel der .1'!J·Ebene und haben zur Differential-
gleichung: 

a1· av 
--·clx- --- dy=O oy o.c 

oder: 

(c) 
t, 

~• "", , ( m~ydx :rcly \ dl 
'} (ll) ----:---------) --- = 0. 

• I + mtt 1 + t. D 

Die linke Seite ist das exacte Differential einer Function U von x und 
y und wir erhalten: 
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X "' 5 f m2 1 '( • elf 
U = !I dx ' I + m'ft '1' lt) D · 

0 t, 

(d) 

Integriert man partiell, so geht diese Formel über in 

[ 5., 2 _ lt S1
' {.IP (1 + m'i() --~iiy~ J 

U=yl x _!~I}'(Jt/-+m~f(K) ------~.--elf 1+mLt D 1 (1 + nd1)· 1_' 

~ ~ 1 
:li- 11?-

wo [{1 der Wert von K fiir t = f 1 und gleic.h A 2 ist. 
Nun findet man leicht: 

A~ Ji.·L~-(1 + m.~t,)~?lt~!J~ ._lii:!(l-+m~t,-)- m~!J~ 
= --- arc tang - ---- ------ - !J- • - --, 

m ~ l+m~ 

oder mit Benut~ung der Gleichung (a): 

A 2 X, I j_" _;_-4 V m· Xlf 
=- arc tang --- --=·-:::.::-c-- --= _ _:o·=~--·-'-'-----=-c .. c· .. • 

111 yyl+t1 y'(1+t1)(1+m~t,) 

Wir erhalten daher: 

"' 5 111~ , dt 
U = X!J -- .,- I} (K) - · 

1 + m-t D ~-------
t, I 

I '( 1'') A'' X ----;; + f I '1' .r.- • m· 
-- :.r!J- _:::.: _ _: ___ . _ . _____ +- <1'(A 2) arc taug ---·--o=--· y(l + t1) (1 + m~t,) m ' y y'1 + t1 

In dieser Formel, in welcher t1 von x und y abhängt, treten x und y 
nicht in derselben Weise auf; wir ändern daher die Form des Ausdrucks 
von U ab. 

1\Ian hat die Gleichung: 

o2V o~v 
-;;+...:-; =0; o.v· oy2 

nehmen wir daher die Ableitungen der Ausdrücke (b) und zwar von dem 
ersten nach x, von dem zweiten nach y, und setzen ihre Summe gleich 
Null, so erhalten wir: 

t, 

(" I 1 dt I " 1 1 ot1 J HK)T+i ]j-xHA·) 1 +-~ D1 ox 

+5~~(11) -~- !Z!- !I~~(A2) _1 _ _!_ ot, = o 
1 D 1 D 1 O!J ' 

t, --;; + t 2 + t1 
n~ m 
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oder: 

Hieraus folgt: 

~~'(Il) __ 11~ --;- dl =_('~'(I() __ 1_ rlt + !_ ~'(A2). J 1 + 111 2l D J I + t D D 1 
11 t, 

Das erste Ciliccl von U zerlegen wir in zwei Glieder, die gleich 

;r!J ~~-" 111 2 rl t 
-~- ·VUO i+-,u::t "t) 

' t, 
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sind, und ersetzr.n nur in dem einen von diesen Glicclern das Integral 
durch den vorstehenden Wert; datlurch erhalten wir: 

. xiJ(", . m2 dl :ryS"', 1 dl 
1 = -~- 1 •}(h) 1-+ u7~t j)- -i '}([() -l+t j_) 

,,· t, 

A ., x,rf .. ~-;1-
- V 1n-+- •}'(A2) arc t.ang ---- _-:-:::-.::, 

m YJ/1+1 1 

ncler: 

( • ~·11 ( ., ) ("1,( ") dt A~ .t·1/~;~~~ 
;=-·- 1u--l 1 '" h ,-f----- •}'(A 2)an·t:Jng--- -·--=c--, 

i ~ , JJ·I m .111/l + tl 
t, 

uncl die Gleichung U = const. ist die der Kraftlinieu. 

§ :r:. 
Ist tlcr Cylindcr, welcher die Halbachsen A und 13 besitzt, vollständig 

homogen, so muss man ~'(ll) = - I setzen, und wenn man 

setzt nnd mit h die positive Wurzr.l der Gleichung 

bezeichnet, so hat mau: 
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- 1 ,.., dp X J/p,~- ~~ 
--U=ß2x~ ---- ----,--1--arct.an"'------· 
AB . ' ~- 0 !IPI 

p, p~ (p2- fi~/ 

Fiihrt man die Quadratur aus, so ergicht sich 

XJJ ( 2p12- ß2 ) . X J/p~2-_ [-!~ 
(.I'' -.~---==- 1 + atc tang ----- = const. 
t'" PI V Pt~- ß~ '!/Pt 

als Gleichung der Kraftlinien des homogenen elliptischen Cylinders, bei 
welchem die Entfernung der Brennpunkte des Querschnitts gleich 2~ ist. 
Dies ist auch die Gleiclmng dieser Linien für eine elliptische confokale 
Schicht. 



Zweiter Teil. 

Electrostatil( n11d Magnetismus. 
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Erstes Kapitel. 

Allgetneine Prinzipien der Electrostatik. 

Wir haben hier nicht die elementaren Erscheinungen zu beschreiben, 
durch welche sich die Electricität, deren Gleichgewichtsgesetze wir studieren 
wollen, offenbart; jedoch erinnern wir daran, dass man zwei Arten von 
Electricität unterscheidet: die positive oder Glas-Electricität und 
die negative oder Harz-Electricität. Gleichnamige Electri
citäten stossen sich ab, ungleichnamige ziehen sich an. Zwei 
:Mengen von diesen beiden Electricitäten, deren Wirkungen sich aufheben, 
wenn sie vereinigt werden, werden als gleich und von entgegengesetztem 
Vorzeichen betrachtet. Da die beiden Electricitäten gemessen werden können, 
wenn z. B. von der positiven Electricität eine zweimal oder dreimal u. s. w, 
grüssere l\Ienge genommen wird, so sagt man, sie habe eine doppelte, drei
fache u. s. w. l\Iasse. Wenn man diesen beiden Electricitäten den Namen 
electrischer Flüssigkeiten beilegt, so will man damit offenbar von 
vornherein keine Ähnlichkeit zwischen der Electricität und den flüssigen 
Körpern statuieren; vielmehr verdankt das Wort Flüssigkeit in dieser Theorie 
seinen Ursprung lediglich der sehr grossen Leichtigkeit, mit welcher sich 
die Electricität auf gewissen Körpern ausbreitet. 

Nach einem von Coulomb erkannten und experimentell bewiesenen 
Gesetze findet die Wirkung eines Elementes einer electrischen Flüssigkeit 
auf ein anderes Element dieser Flüssigkeit im directen Verhältnis ihrer 
l\Iassen und im umgekehrten Verhältnis des Quadrats ihrer Entfernungen 
statt. 

Alle electrostatischen Erscheinungen geben so vor sich, als ob jeder 
Körper im neutralen d. h. nicht electrischen Zustande eine ausserordentlich 
grosse und beinahe unbegrenzte Menge von beiden Electricitäten und zwar 
in jedem seiner Elemente eine gleiche l\Ienge besässe. 

Ein electrisierter Körper enthält ausser einer und derselben sehr grossen 
Menge jeder der beiden Electricitäten eine gewisse Illenge nur der einen 
Electricität, und diese wir,! freie Electricität genannt. 

M a t h i e u, Poteutialtheorie. 11 
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l\Ian teilt die Körper ein in gute und in schlechte Electrici
t 1i ts leite r. In den gut leitenden Körpern pflanzt sich die Electricität mit 
einer ausserordentlichen Schnelligkeit fort. In gewissen Körpern dagegen 
bewegt sich die Electricität nur sehr langsam, und wenn sich auch das 
Ganze ihrer Masse in solchen Körpern nicht fm Gleichgewichte befindet, so 
kann man doch diese Electricität während einer gewissen Zeit als merk
lich fest betrachten. 

Teilt man einem isolierten Leiter Electricität mit, so nimmt sie ,in 
ausserordentlich kurzer Zeit den Zustand der Verteilung an, den sie an
nehmen muss, und man beweist sehr leicht, wie wir später sehen werden, 
dass sich die Electricität auf der Oberfläche des Körpers ausbreiten muss. 

Die ausserordentlich dünne Schicht, welche die Electricität auf der 
Oberfläche bildet, wird auf dem Leiter zurückgehalten durch den \Vider
stand der Luft, den man jedoch nicht mit dem Drucke der Luft verwech
seln darf. Denn wenn auch der Widerstand der Luft geringer wird, wenn 
der Druck von einer .Atmosphäre bis zu einem Druck von ungefähr 3 mm 
Quecksilber abnimmt, so wächst doch darauf der Widerstand sehr schnell, 
wenn die Verdünnung der Luft bis zu den erreich baren Grenzen fortgesetzt 
wird, und man darf wohl glauben, dass der absolut luftleere Raum einen 
noch grössern Wideratand bieteu würde. 

Die Wirkung der electrischen Schicht eines isolierten und jeder 
Influenz entrückten Leiters auf jeden inneren Punkt muss für das Gleich
gewicht gleich Null sein; denn im andern Falle würde sie die neutrale 
Flüssigkeit, welche sich in diesem Punkte vorfindet, zerlegen und es würde 
kein Gleichgewicht existieren. 

Nimmt man mehrere isolierte Leiter an, die mil Electricität geladen 
und vor einander aufgestellt sind, so werden sie eine gegenseitige Wirkung 
auf einander ausüben und die Electricitlit wird sich in's Gleichgewicht 
setzen. Es muss alsdann ebenfalls die Gesamtwirkung der electrischen 
Schichten auf einen Punkt des Innern eines beliebigen der Leiter gleich 
Null sein. 'Mithin wird, wie Po iss o n zuerst ausgesprochen hat, das 
Potential der Electricität aller dieser Schichten im Innern 
eines jeden Leiters constant sein, und diese Bedingungen sind 
immer erfüllt, sobald sie es auf den Oberflächen sind; übrigens aber wird 
sich dieser constante Wert des Potentials im Allgemeinen von einem Gon
ductor zum andern ändern. 

Ein nicht-leitender oder dielectrischer Körper enthält, wenn er electri
siert ist, im Allgemeinen Electricität in seinem Innern und man nennt 
electrische Dichtigkeit das Verhältnis der in einem Volumenelemente 
eingeschlossenen Electricitätsmenge zu diesem Elemente. Wenn aber eine 
electrische Schicht sich auf der Oberfläche eines Körpers befindet, wie dies 
für die electrisierten Leiter der l<'all ist, so nennt man Dichtigkeit der 
Schicht das Verhältnis der auf jedem Oberflächenelement gelegenen 
electrischen :Masse zu diesem Element. 
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Potential der Electricität. 
§ 1. 
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Bezeichnen wir mit m und m' zwei Electricitätsmassen, die wir uns in 
zwei Punkten, deren Entfernung 1' ist, coucentl'iert denken, so ist die An
ziehung oder Abstossung zwischen diesen beiden Punkten nach der sie ver
bindenden Geraden gerichtet und ihre Grösse ist 

Z ' 1 mzm ~· 

wo h ein constanter Coefficient ist. Werden die Längeneinheit und die 
Krafteinheit als gewählt vorausgesetzt, so nehmen wir, damit sich der 
Coefficient h auf die Einheit reduciere, als Electricitätseinheit die 1\Iasse der 
posith'en Electricität, welche in der Einheit der Entfernung von einer 
gleichen l\Iasse dieselbe mit der Einheit der Kraft abstösst. 

Bezeichnen wir allgemein mit 1' die Entfernung des Punktes (x, y, FJ) 
von jedem Punkte (a, b, c) einer electrischen 1\Iasse, so ist das Potential 
dieser Electricität im Punkte (x, y, z): 

V = S S S ~: .Ddadbdc, 

wo .D die Dichtigkeit der positiven oder negativen Electricität im Punkte 
(a, b, c) ist. 

Findet sich die Electl'icität in ausserordentlich dünnen Schichten auf 
einer oder mehreren Oberflächen verteilt, so erhält man, wenn man mit p 
die Dichtigl\eit auf jedem Element da dieser Oberflächen und mit 1' die 
Entfernung des Elementes eh vom Punkte (:r, y, z) bezeichnet, für das 
Potential der Electricität: 

j. 1 
V= - pda 1' , 

wobei sich die Integration über alle mit electrischen Schichten bedeckte 
Oberflächen erstreckt. 

Wie schon erwähnt (I. Teil, Kap. I, § 1), haben die Componenten der 
electrischen Wirlmng auf den Punkt (x, y, z), in welchem man sich eine 
Electricitätsmasse m, die ihr Vorzeichen in sich enthält, concentriert denkt, 
die Werte: 

Denken wir uns 
Componenten hat 

av av -m --, ox - 1n ,---, 
Ö!J 

im Punkte (x, y, z) 

av av 
-1Jx' --cfx' 

al' 
-m----· OR 

eine Kraft angebracht, 

av 
--~.e· 

so wird dieselbe electrische Kraft in diesem Punlite genannt. 

11* 

die zu 
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Electrische Schicht eines leitenden J{örpN'S. 
§ 2. 

Wenn wir einen isolierten und elcctrisicrten Leiter annehmen und 
X, Y, Z die Componenteu der von diesem Körper und benachbarten Körpern 
ausgehenden electrischeu Kraft im Punkte (;t, y, e) im Innern des Leiters 
sind, so haben wir: 

ov av ov 
X=- ox' Y=- oy' Z= -Bz' 

wo Y das Potential der gesamten Electricität ist, und wenn wir mit D die 
electrischc Dichtigkeit in demselben Punkte bezeichnen, so ist 

o2V o2V 'iJ2V 
tl V= ~ + <>2 + ~ = - -!o.D. v.-v· v !J vz· 

(I. Teil, Kap. I, § 7). 
Ist der Körper ein vollkommener Leiter und ist das Gleichgewiclit ein

getreten, so sinrl die Componenten X, 1·, Z in allen innern Punkten des 
Körpers null, und man hat somit in diesen: 

ov =O av =O E!"=o 
ox ' oy ' a.~ 

und demnach ist Y in allen Punkten des Körpers constant. Es geht daraus 
auch hervor, dass tl V daselbst null ist und somit D ebenfalls. 

1\[ithin verbreitet sich die ganze ElcctricitlLt auf der Oberfliiche des 
leitenden Körpers, auf der ~ie nur festgehalten werden kann durch den 
Widerstand des umgebenden l\littels. 

Die Kraft ist gleich Null auf der inneren Fliiehe der Schicht und auf 
der äusseren hat sie den Wert 

av 
(a) - <> = 4;;p, vn 

wo cln das Element der äusseren Normale und p die Dichtigkeit der Schicht 
ist (I. Teil, Kap. II, § 8 oder Kap. IV, § 2). 

§ 3. 
Ist ein isolierter Conductor A mit Electricität geladen und wird derselbe 

influenziert durch die Electricitiit dieleetrischer Körper B, C, ... , so ist das 
Potential der auf A gelegenen Schicht die Summe 1) des Potentials V1, 

welches von seiner Ladung lJI herrülut, die auf ihm unter der Voraussetzung, 
dass die Dielectrika beseitigt sind, verteilt ist; 2) des Potentials V~ der 
Schicht, welche auf A durch die Körper B, C, ... unter der Annahme, dass 
rlie Ladung von A null ist, inducicrt wird. 

Wir haben niimlich zunächst 

V1 = const. 
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im Innern des Körpers A. Bezeiclmcn wir mit U das Potential der 

Electricität der Dielectrika, die wir in diesen Körpern als fest betrachten, 

so haben wir ebenfalls: 
Y2 + U = const. 

im Inuern des Körpers .A. l\Ian hat daher auch m diesem Körper 

1'1 + v2 + u = const. 

Da V2 das Potential einer Schicht ist, deren .1\[asse gleich Null ist, so ist 

l'1 + V~ das Potential einer l\Iassen~chicbt 11!, welche aus der Übereinander

lagerung der beiden gedachten Schichten gebildet ist, und die Electricität 

ist im Gleichgewicht infolge der letzten Gleichung. 

§ 4. 

l\I a u kann z e i g e n, dass es keinen 'f e i 1 der 0 b er fläche c in es 

electrisierten Leiters giebt, der von Electricität frei wäre. 

Denn das Potential hat einen constanten Wert in diesem Cunductor; 

wenn aber die Rilume innerhalb und ausserhalb der Oberfläche a nicht 

überall durch Electricität getrennt wären, so würde das Potential der 

ganzen Electricität ausserhalb cr, so weit der Punkt (x, .1J, z) auf keine 

Electricität trifft, denselben constanten Wert haben (I. Teil, Kap. I, § UJ); 
es würde also diesen selben Wert auf den beiden Flächen der Schicht be

sitzen. Mithin würde der Formel (a) zufolge die Dichtigkeit p auf der 

ganzen Oberfläche des Conductors null sein. 

§ 5. 

Wir wollen den electrostatischen Druck, d. h. die Kraft berechnen, mit 

welcher die electrische :Masse auf jedem Element der Oberfläche des Con

ductors uach aussen getrieben wird. 
Wird die Dichtigkeit D des Fluidums der Schicht als variabel voraus

gesetzt und ihre Dicke mit e bezeichnet, so haben wir: 
e 

p = S Ddn. 
0 

Nehmen wir die x-Achse nach der Normale an die innere Fläche ge .. 

richtet an und wenden wir die Gleichung 

o2V ()2V o2V 
~2 + ~ +---;;:;:-;; =- 41tD. ux uy- uz-

. (l2V o2V 11.. . t d I 
an, so sehen wir leicht, dass oy2 und oz2 vernac 1 ass1g wer en \Önnen 

und es bleibt: 

(b) 
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Die abstossende Kraft Pd'j, welche auf das Element d'j der Oberfläche 
des Gonductors ausgeübt wird, setzt sich zusammen aus allen normalen 

Wirkungen, welche auf dieses Element stattfinden, und da - ~V die elec
un 

trisehe Kraft in der l\Iasse der Schicht ist, so erhält man: 

Pdcr = a--s·(- 0 V)' Dcln = (b s•_o_y~~~ dn = d~ [(~ V) 2
] = 2;:p2d'j. on 4;: on on- So- on n=e 

0 0 

Mithin ist, wie Poisson zuerst ausgesprocl1en hat, der electro
statische Druck oder die electrische Spannung P proportional 
dem Quadrate der Dichtigkeit der Schicht oder dem Quadrate 
der electrischen Kraft an der äusseren Oberfläche der Schicht. 
Und wenn die Schicht im Gleichgewicht bleiben soll, so m'uss diese Span
nung durch den Widerstand des umgebenden l\littels aufgehoben werden. 

Nach der Schlussreihe, die (§ 2) angewandt wurde, um zu beweisen, 
dass die Electricität auf der Oberfläche des Körpers sich ausbreitet, scheint 
es, dass die Schicht diese Oberfläche umkleidet, indem sie ganz auf der 
äusseren Seite derselben sich befindet. 

Die einfachste Art, sich die electrische Schicht geometrisch darzu
stellen, ist die, dass man D über die ganze Ausdehnung der Schicht con
stant annimmt. Alsdann wird, wenn der Gonductor keiner weiteren In
fluenz ausgesetzt und seine Oberfläche beispielsweise ein Ellipsoid ist, die 
äussere- Fläche der Schicht ein mit dem ersten homothetisches Ellipsoid 
sein, da bekanntlich eine derartige Schicht keine Wirkung auf irgend 
welchen inneren Punkt ausübt. 

Nimmt mau D constant, so erhält man durch Integration der Formel (b) 

oY 
--;;;----=- 4rrDn, 
un 

wobei man keine willkürliche Gonstante hinzufügen darf, da. für n = 0 oder 

auf der inneren I<'läche ~V= 0 ist. Integriert man von Neuern und beun 
zeichnet man mit V0 den Wert von V auf der inneren Fläche, so erhält 
man: 

V= V0 - 2rrDe2 

für das Potential auf der iiusseren Fläche der Schicht. 

Vergleichung zweier electrischen Zustände eines Systems 
von Leitern, die sielt gegenseitig influenzieren. 

§ 6. 

Wenn zwei mit Electricität geladene Gonductoren durch einen sehr 
feinen leitenden Faden verbunden sind, so ist ihr Potential dasselbe. Nun 
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ist das Potential einer cylindrischen Schicht proportional dem Logarithmus 
ihres Radius. l\Iithin ist, da das Potential des Fadens dasselbe ist wie 
dasjenige der beiden Körper, die Electricitiitsmenge des Fadens sehr gering. 
Allgemein ist, wenn man sich einen Conductor mit der Erde durch einen 
Draht verbuuden denkt, sein Potential gleich' Null und die E!ectricitiit des 
Drahtes kann vernachlässigt werden. 

Wir betrachten jetzt mehrere mit Electricität geladene Leiter 
A 1, A~, ... , .. Jn und bezeichnen mit V das Gesamtpotential dieser E!ectri
citiit und mit p1, p2, ••• , Pn die Functionen, welche uie electrische Dichtigkeit 
auf den Oberflächen a1, a2, ••• , an dieser Conductoren geben. 

Zweitens nehmen wir an, dass diese Conductoren, ohne dass ihre Lage 
geändert würde, auf eine andere Art geladen werden. Es sei U das Gesamt
potential der neuen Ladungen, und es seien ,,, "~· . . . die resvectiven 
Dichtigkciteu auf den Conductoren. 

Wir drücken das Potential der gesamten Electricitätsmasse des zweiten 
Zustandes auf diejenige des ersten ans und bezeichnen allgemein mit 
V ;• U; die Werte von V und U auf a i' Diese Grösse kann man unter 
zwei verschiedenen Formen erhaltc;n (I. Teil, Kap. I, § 25 ), und indem man 
diese beiden Ausdrücke gleichsetzt, erhiilt man: 

s l',,,d.,., + s V2,ß.,.~ + · · · = j' U1p1cl.,.1 + s U~p2da2 + ... 

Nun sind V und U auf den Flächen a constant; mithin geht diese 
Gleichung über in: 

(cx) v, s 'ld'Jl + v2 s '2da~ + ... = u, s p,<h, + ,.2 sp~da~ + .. . 

Nehmen wir den besonderen Fall. wo 1'1, V~, ... und U1, U~, ... sämt-
lich mit Ausnahme von Y1 und U~ null sind und setzen wir 

v, = U2, 

so ergiebt sich: 

Hieraus folgt der Satz: 

·wenn mehrere Leiter A~, "!1, ... , A,. mit dem Erdboden in 
leitende Verbindung gesetzt sind, aber dem einen rler beiden 
andern A 1 oder A~ das Potential V1 gegeben wird, indem man 
ihn mit einer sonst unbestimmten, aber dieses Potential er
zeugenden Quelle in Verbindung setzt, während der andere mit 
dem Erdbodenleitend verbunden ist, so wird sich dieser letztere, 
mag er .111 oder A2 sein. mit derselben Electricität.smenge 
b e u e c k e n. 

Wir nehmen sodann zwei andere electrische Zustiinde der Leiter an, 
bei denen A3, .A4, ••. , An ohne Ladung sind; dagegen soll in dem einen 
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dieser Zustände A1 die Ladung llf und A2 die Ladung 0, in dem andern 
A1 die Ladung 0 und A2 die Ladung 1li haben. Alsdann giebt die 
Gleichung ( r.t): V2 = V1• Mithin ist das Potential des zweiten Körpers in 
dem ersten clectrischen Zustande gleich dem Potential des ersten Körpers 
in dem zweiten Zustande. 

ÜIJer die Stabilität des Gleichgewichts der Electricität auf 
den Leitern. 

§ 7. 

Wir haben es als eine Erfahrungsthatsache hingestellt, dass, wenn man 
Leitern Electricität mitteilt, die Electricität in unmessbarer Zeit die Ver
teilung annimmt, welche sie haben muss, um sich im Gleichgewichte zu 
befinden. Es folgt daraus, dass die Electricität ausserordentlich rasche 
Schwingungen ausführt, die in ausserordcntlich lmrzcr Zeit durch die 
Widerstände aufgehoben werden, und dass sie sich in einen Zustand 
stabilen Gleichgewichts setzt. Es handelt sich darum, die Stabi
lität dieses Gleichgewichts, welche eine fundamentale Eigen
schaft der Electrostatik ist, analytisch zu beweisen. Ich werde 
hier den Beweis wiederholen, den ich im B orch ardt'schen Journale 
(Bd. 85, Mai 1878) gegeben habe. 

Das Potential einer auf einer Fläche cr verteilten Schicht in Bezug auf 
einen Punkt P ist: 

V=f_1pda J r ' 
wenn mau mit r die Entfernung des Punktes P von dem Element da be
zeichnet. Setzen wir sodann 

Q =S Vpdcr, 

indem wir ebenfalls das Integral über die ganze Oberfläche a erstrecken, und 
nehmen wir an, dass die Diclüigkeit p beständig positiv bleibt, so sieht 
man leicht, dass Q ein Minimum haben wird. 

Nehmen wir nämlich an, dass die gegebene Masse der Schicht gleich 
JJl sei, und bezeichnen mit R die grösste Entfernung zwischen zwei Punkten 

von a, so ist V in jedem Punkte der Fläche grösser als ~· Mithin ist Q 

JJIS 11{2 grösser als R pcla = ][" Es existiert daher eine Art der Verteilung, 

für welche Q ein Minimum ist. 

§ 8. 
Der Ausdruck von Q lässt sich auf die Form bringen: 

Q = ss~pcbp'd,l, 
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wenn man mit cl·l ein zweites Element der Oberfläche, mit p' die Dichtigkeit 
auf diesem Elemente und mit r die Entferuuug zwischen da und cl-1' be
zeichnet. 

Nehmen wir eine unendlich kleine Auderung in der Verteilung der 
l\lasse an, so wird sich p in p + i3p verwandeln, und wenn wir mit i)Q den 
entsprechenden Zuwachs \'Oll fl bezeichnen, so erhalten wir: 

und somit 
!~ + i3Q = Sj'f. Cr + op)(r-'+ op')cbrl·:;' 

i)Q = jJ +. r;pcbr/cl1' + rr -~ or/ d-;' [td'J + .f 5 ~. opcb,;p' cb'. 

Die beiden ersten Glieder der rechten Seite sind jedes gleich dem Integral 

unrl es ist daher: 
.f Vopcb, 

(a) 

Da op eine unendlich !deine Grösse ist, so ist der erste 'rcil \'On oU 
eine unendlich kleine Grösse der ersten Ordnung und die zweite eine 
unendlich kleine Grüsse der zweiten Ordnung. Um Q zu einem l\lininmm 
zu machen, müssen wir setzen: 

.\'vapd-. = o; 
da aber die l\lasse gegeben ist, so hat man: 

Sapdr;= o; 

multiplicieren wir diese Gleichuug mit einer Gonstanten - c und addieren 
sie dann zu der vorigen, so folgt: 

Scv _ c)opdr; = o. 

Nach einem Prinzip der Variationsrechnung kann op in dieser Gleichung 
als willkürlich bl:trachtet werden, und daraus folgert man 

V=c. 

Damit aber Q wirklich einen kleinsten Wert annehme, ist ferner not
wendig, dass der folgende Teil von Q 

T = j .. 5 ~ oprlaop' eh' 

positiv sei. Nun besitzt aber dem oben Bewiesenen zufolge, wenn die 
Dichtigkeit überall positiv angenommen wird, n ein l\Iinimum und, wie wir 
eben gesehen haben, entspricht dieses Minimum dem Werte 



170 1!. TeiL I. 1\ap., §§ 0-1 I. 

V= const.; 

mithin ist 1' positiv, welches auch das Vorzeichen sein möge, das op in 
jedem Punkte der l!'liiche annimmt. 

Wir kehren zur Gleichung (a) zurück. Ihr erstes Glied ist offenbar 
beständig positiv, welches auch das Vorzeichen von p in jedem Element der 
Obertliiche sein möge. 1\lithin kann man, ohne sich vorher um das Vor-
7.cichcn von p zu kümmern, behaupten, dass ~~ stets ein lllinimum annehmen 
l;anu und dass es dieses annimmt, wenn V constant ist. 

Wenn übrigens V eine positive Coustante c ist so nimmt diese Function 
im äussercn Raume vou c bis zu 0 ab und die Dichtigkeit 

I oV 
p =- 4o.: cn 

ist somit in ;lllen Punkten von a JlOsitiv. Wiire V constant und negativ 
auf rj' so würde p ·ebenfalls auf dieser gauzen Fläche negativ sein. 

§ 9. 

Wenn wir annehmen, dass die Schicht von einer wirklichen Materie 
gebildet werde, deren sämtliche Elemente sich nach dem Newton' sehen 
Gesetze anziehen, und dass die Oberfläche ü eine normale Gegenwirkung 
ausübt, welche der Materie nicht gestattet, auf dieser Oberfläche zu gleiten, 
so ist die untersuchte Schicht im nicht-stabilen Gleichgewicht. Denn bei 
einer unendlich kleineu Verrückung der 1\laterie ist die geleistete Arbeit 

~ oQ oder ~ 1', welche Grösse positiv ist. 1\Ian kann hinzufügen, dass dieses 

Gleichgewicht unter allen Umständen nichtstabil ist. Das Gleichgewicht 
eines Systems ist nämlich labil, sobald man die Elemente eines Systems 
um sehr kleine Strecken derart verrücken kann, dass sie nicht mehr in ihre 
ursprüngliche Lage zurückkehren können; da aber im vorliegenden Falle 
1 
2 oQ beständig positiv ist, so wird das System nicht wieder in seine Lage 

zurückkehren, welche V crrückung mau auch damit vorgenommen haben möge. 
Ersetzt mau Jagegen die materielle Schicht durch electrisches Fluidum, 

so winl, da sich gleichnamige Electricitilten abstossen, dagegen ungleich
namige sich amiehen, die aus der Verriickung resultierende Arbeit durch 

- ~ aQ dargestellt und negativ sein. Mithin ist das Gleichgewicht stabil. 

Wir wollen noch bemerken, dass der Ausdruck 

Q = ll * pch-p'cb' 

positiv ist, da T stets positiv ist und man nur op mit einer sehr grossen 
Grösse a orler T mit a2 zu multiplicieren braucht, um einen solchen Ausdruck 
wie ~l zu erhalten. 
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§ 10. 

Wir nehmen jetzt an, dass der electrisierte leitende Körper von einem 
oder mehreren nichtleitenden Körpern, in denen die Electricität als absolut 
fest betrachtet wird, influenziert werde, und bezeichnen stets mit V das 
Potential der Electricität des Leiters und stellen durch - U das Potential 
der Electricität der Dielectrika in Bezug auf die Oberfläche cr dar; U ist 
also eine in jedem Punkte von ~ bekannte Function. 

Bezeichnen wir mit !21 das Doppelte des Potentials der gamen Electri
cität auf die Electricität des Leiters, so haben wir (I. Teil, Kap. I, § 25): 

ol = Scv- 2U)pdj, 

und hieraus folgt: 
(' 

o!2 1 = 0Q- 2 j L-ar,dj 

(b) 0!2 1 = 2j'cv- U)op(ZJ + r. 

U1:1 das Minimum zu erhalten, müssen wir setzen: 

Scv- U)opdj = o, 

und da die :Masse der Schicht constant ist, so folgt wie ouen, dass der 
Coefficient von op in diesem Integral constant ist. Illan hat daher auf der 
ganzen Oberfläche 

(c) V- U = const. 

Da ferner das letzte Glied der Formel (b) stets positiv ist, so entspricht 
die Gleichung jederzeit einem l\linimum von !21• 

Nimmt man eine unendlich kleine Verrüclmng der electrischen l\lasse 

auf dem Leiter an, so ist die daraus resultierende Arbeit - ~ o!2 1 und sie 

ist negativ, woraus folgt, dass das Gleichgewicht ebenfalls stabil ist. 
Gauss hatte die Function Q1 betrachtet, um zu beweisen, dass man 

immer auf einer .Fläche cr eine materielle Schicht von gegebener Masse 
derart verteilen kann, dass das Potential in jedem Punkte von cr bis auf 
eine Constante gleich einer gegebenen Function ist. Der berühmte Geometer 
hatte aber nicht bewiesen, dass Q1 immer ein J\Iiuimum annehmen kann. 

§ 11. 

Den vorstehenden Beweis habe ich im Borchardt'schen Journale mit
geteilt. Es ist jetzt sehr leicht, ihn auf eine beliebige Anzahl von einander 
getrennter Leiter auszudehnen. 
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Wir bemerken zunächst, dass { Q das Potential einer l\Iasse auf sich 

selbst ist, und nach § 2G des ersten Kapitels des ersten 'l'eils hätten w1r 
umnittelbar schliesscn können, dass Q und '1' stets positiv sind. 

Wir bezeichnen mit - Un - U2, • • • die Werte des Potentials der 
Elcctricität der Dielectrika auf den Oberflächen cr1, cr2, ••• der Leiter, und 
es seien p1, p2, ••• die Functionen, welche die Dichtigkeit der Elcctricität 
auf diesen Oberflilchen darstellen; endlich sei V das Potential der gesamten 
Electricität der Leiter. 

Betrachteu wir den folgenden Ausdruck, welcher das Doppelte des 
Potentials der ganzen Electricität auf die Electricität der Leiter darstellt: 

Ql = Scv- 2U1)p1dcr1 +Scv- 2U2)p2dcr2 + ... , 

so erhalten wir, dem rorigen Paragraphen zufolge: 

(h) il~~l = 2s(V -- U1)iJptdcr1 + 2s(V-- U~)i3p~dcr~ + · · · + T, 
wenn mau setzt: 

,. ssl, ,, , 1 = - or;d-;CJr; da , 
J" I I 

wo pdcr, p'dcr' zwei Elemente der auf den Flächen cr1, cr2, •.• gelegenen 
:Massen sind und 1· ihre Entfernung ist. Nach dem, was wir soeben gesagt 
haben, ist T positiv. Da die l\lasse einer jeden der Schichten constant ist, 
so hat man: 

silpldcrl = 0, silpzda2 = 0, ... 

:Multiplicieren wir diese Gleichungen respective mit den Constanten 
- 2 C1,- 2C2, ••• und addieren sie dann zu (h), so erhalten wir: 

anl = 2 Scv- U1 - C1) op1dcr1 + 2 Scv- U2 - C2) op2cb2 +. ·. + 1'. 

Nach einer bekannten Regel der Variationsrechnung müssen die Grössen 
op 1, ilp2, ••• als vollständig willkürlich betrachtet werden und daraus ergeben 
sich für das Minimum von Q1 die folgenden Gleichungen: 

v -- V1 = C1, v- U2 = C2, ••• , 

welche bezüglich auf den Oberflächen cr1, cr2 , ••• stattfinden. Die Constanten 
C1, C2, ••• sind bestimmt durch die Bedingung, dass die Masse auf jeder 
dieser Flächen gegeben ist, und wir werden nachher zeigen, wie sie berechnet 
werden müssen. Mithin ist Q1 ein Minimum, und da die von einer unend
lich kleinen Verrückung der electrischen l\Iassen auf den Leitern_ geleistete 

Arbeit -- { of/1 ist, so ist das Gleichgewicht stabil. 
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§ 12. 

Es ist sehr leicht zu beweisen, dass nur ein Gleichgewichtszustand der 
Electricität existiert. Nehmen wir nämlich an, dass es zwei solche gäbe, 
und sind v und v' die Werte von V, m und m' die Werte von p in beiden 
Fällen, so haben wir auf irgend einer der Flächen a;: 

v - U; = const., v'- U; = const. 

Die auf den Oberflächen ai verteilten Schichten, deren Dichtigkeit 
m- m' wäre, würden eine Gesamtmasse gleich Null und ein Potential 
v - v' l1aben, welches auf diesen Flächen constant wäre. Bezeichnen wir 
dann mit A 1, A 2, ••• die constanten Werte dieses Potentials auf a1, a2, ••• 

und ist A1 die grösste dieser Grössen, so wissen wir (I. Teil, Kap. I, § 20), 
dass der grösste Wert des Potentials v- v' im ganzen Raume auf a1 statt-

findet; mithin würde (} ( v 0- v') überall auf cr1 negativ und die Dichtigl(eit 
n 

überall positiv sein, während die ganze l\Iasse daselbst gleich Null ist. 
Man hat daher auf allen Flächen A 1 = A 2 = · · · = 0 und m - m' = 0. 

Bestimmung der ·werte des Potentials im Innel'n der Leiter. 
§ 13. 

Wir nehmen ein System von n Leitern an, die sich gegenseitig in
fluenzieren und ausserdem der Influenz der Dielectrika ausgesetzt sind. 
Wie in den vorhergehenden Paragraphen bezeichnen wir mit - U1,-U2, ••• 

die Werte des Potentials der Dielectrika auf rlen Oberflächen cr1, cr 2 , ••• der 
Leiter, mit VI, v2, ... die Werte des Potentials y der Leiter auf diesen 
Oberflächen und endlich mit 01, 02, • • • die constanten Werte des Gesamt
potentials in den Leitern. Somit haben wir die Gleichungen: 

VI - ul = Cl, v2- u2 = c2, ... , Y,. - un = 0,.. 

U1, U2, ••• , sind gegebene Functionen und es handelt sich darum, die 
Grössen 01, 02, • • • aus den .auf den Leitern abgelagerten Electricitäts
massen 1lf1 , JJ12, • • • zu bestimmen. 

Wir schreiben diese Gleichungen folgendermassen: 

V1 = U1 + oll V2 = U2 + 02, ••. , v,. = u .. + o,.. 
Wir bedecken die Flächen cr1, a2, • • • mit Schichten, deren Potentiale 

respective U1, U2, ••• sind; dil~se Aufgabe ist, wie wir wissen (I. Teil, 
Kap. II, § 15), stets und nur auf eine einzige Weise lösbar. Wären 01, 

02, ••• bekannt und bildete man noch auf a1, a2 , ••• andere Schichten, 
deren Potentiale 01, 02, ••• wären, so würde man auf diesen Flächen über
haupt Schichten haben, deren Potentiale V17 V2, ••• sein würden. 

Nachdem dies vorausgeschickt ist, nehmen wir an, dass man die fol
genden Aufgaben, die nach dem soeben erwähnten Sat.ze vollkommen be-
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stimmt sind, gelöst habe: Die Flächen derart mit Schichten zu bedecken, 
dass 

ist. 

1) V= 1 auf a1 und V= 0 auf ~2, a;1, ••• 

2) V= 1 auf a2 und V= 0 auf a1, a:1, ••• 

u. s. w. 

Wir bezeichnen die Massen der Schichten mit m1, 1, m1,2, m1, 3, ••• im 
ersten Systeme, mit m2• 1, m2, 2 , m2, 3, ••• im zweiten Systeme u s. w. ·wm 
man, dass in diesen Systemen die Potentiale, welche gleich I sind, be
züglich VI= 01, v2 = c2, . 0. werden, so werden die l\lassen eines jeden 
Systems je nach dem Systeme mit C1, 02, ••• multiplicicrt. Lageru wir 
sodann diese Systeme von Schichten über einander, so haben wir auf <.Ieu 
FHichen a,, G~,. 0 0 rlie Potentiale Cl, c~, 0 0 0 und die Schichten: 

m,,lcl + IJ12,1C~+ 111:1,1C3+ •.. 

111!,2('1 + 1112,202+ 1113,2C3+ ••• 

Bczeiclmen wir mit p.11 !!2, • • • die Massen der Schichten, wenn die 
Potentiale U1, U2, • • • sind, und fiigeu wir diese l\lassen zu den vorigen 
hinzu, so müssen wir die Massen 1lfu N~, ... erhalten, welche wirklich auf 
den Leitern verteilt sind. Man hat daher die 11 Gleichungen: 

(a) { 
1111, t Cl+ 1112.1 02+ m:1, 10:1+ • · · · + P·t = Jll, 

:~~~.~c~.+ ~n2,.20~+. 111 ::,2~:~~ ·: · ·.+.P·2.=.JI~ 

zur Bestimmung der Constantcn 0. Da das Problem stets eine und nur 
eine Lösung haben muss (§§ 11 und 12), so sincl diese Gleichungen stets 
mit einander \'Crtriiglicb. 

§ 14. 

Wir bemerken, dass man allgernein hat: 

(b) tll;, • = m.,, ;· 

Denn 111 • ist die Electricitätsrnasse, mit welcher a. bedecld ist, wenn auf 
&,1 I 

a, das Potential gleich 1, auf allen audern Flächen a aber das Potential 
gleich 0 ist; ebenso ist m;, .• die Elcctricitätsmasse, mit welcher a, bedeckt 
ist, wenn auf ai das Potential gleich 1, auf allen andcrn Flächen a aber das 
Potential gleich 0 ist. Mithin sind nach § G dieses Kapitels diese beiden 
Grössen einander gleich. 

Setzen wir 
Jll;- P.; =!I;' 

und lösen wir die Gleichungen (a) auf, so erhalten wir 'Ausdrücke von 
der Form: 
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wo die Grössen I'J.;, • ein System von n 2 Grössen bilden, die Gleichungen wie 

genügen, welche letzteren nach einem allgemeinen Satze über die Gleichungen 
ersten Grades aus den Gleichungen (b) sich ergeben. Diese Gleichung kann 
man übrigens direct beweisen, wenn man bemerkt. dass I'J.;, • das Potential 
von a3 ist, wenn die Ladung von cr; gleich 1 und die Ladungen der von 
a; verschiedenen Flächen gleich Null sind, und dann den Satz in § G an
wendet. 

Sämtliche Goefficienten I'J.. 3 sind positiv, und wenn i verschieden ist 
von s, so hat man: I'J.. < I'J. '·. Dies besagt, dass. wenn n Gonductoren .,, s s, s ' 
sich gegenseitig influenzieren, von denen nur einer eine Ladung gleich 1 hat, 
während die andern keine Ladung haben, alle ihre Potentiale positiv sind 
und das grösste Potential dasjenige des geladenen Körpers ist. Dieser 
Satz wird später bewiesen werden. 

Sämtliche Goefficienten m. sind negativ, ausgenommen diejenigen, bei '•. 
denen die beiden Indices gleich und die positiv sind, und man hat ferner: 

m <-m -111 -···-m -m -···-m . s,: l,s 2,s s-1,s s+1,s n,s 

Dies besagt, dass die von einem Gonductor mit dem Potential 1 auf Gon
ductoren mit dem Potential 0 inducierte Electricität der inducierenden 
Electricität entgegengesetzt und dass die Summe der iuducierten Electricitäts
mengeu kleiner ist als die inducierende Electricitätsmenge. 

Dieser Satz wird ebenfalls später bewiesen werden. 

Energie des Systems der Leiter, wenn keine Dielectrilm 
vorhanden sind. 

§ 15. 

Alsdann sind sämtliche Grösseu p. gleich Null und mau erhillt für die 
Energie: 

r } "'s T·" l 1 "' l' \~ / lT' = - "" ,, ( 7 = -·- - . () .( 'j. i ['" 2 I I l l 

' 
T 1 ''C J[ n =2~ ;' ;· 

Ersetzt man die Grössen Ci durch ihre Worte, so erhält man: 

lV=.! ~lJ[(I'J.l .J[1 + I'J.2 .][~ + ... + I'J. .1J[) 2 i t ,t ,1 .. n,f n 

TY = _! (I'J. M 2 + 2a Qlii. 111. + .. ·)· 2 1, 1 1 I,. 1 2 

Ersetzt man die Grössen J[i durch ihre Werte, so erhält man: 
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W = -~ 'i.C. (m1 .01 + m2 .C" + · · · + m,,,,.C,,) 
~ i 1 1 1 1 1 .., 

I 
lV=2(mJ,t 012 +2mt,2ctc2 + .. ·)-

Die Grösse lV ist, wie belmnnt, stets positiv (I. Teil, Kap. I, § 23). 

Allgemeine Sätze iiber die hohlen Leiter. 
§ 16. 

Satz I. Wenn ein electrisierter Leiter, gleichviel ob er in
fluenziert wird oder nicht, einen Hohlraum enthält, so besitzt 
die innere Fläche des Leiters keine Electricität. 

Denn das Potential ist constant in dem leitenden Körper und somit 
auf der inneren Begrenzungsfläche. Ist es aber auf dieser Fläche constant, 
so hat es denselben Wert in dem hohlen Teile; mithin ist die Dichtigkeit 
der Electricität gleich Null auf der inneren Fläche. 

Satz II. Wenn ein Leiter h o h I ist und in s c in er H ö h I u n g 
eine Electricitätsmenge JI einschliesst, die auf einem Nicht
leiter fest oder auf einem andern Leiter beweglich ist, so wird 
sich die Oberfläche der Höhlung mit einer Electricitätsmenge 
bedecken, die gleich - Jf ist. 

Sind a und a1 die äussere und innere Begrenzungsfläche des Leiters, 
so legen wir eine Fläche a' innerhalb a, die a1 umschliesst. Bezeichnen 
wit· mit B die innerhalb a' befindliche Electricitiitsmenge, so haben wir 
(I. Teil, Kap. I, § 12): 

S ~V (1-;' =- 4..-:B, 
Oll 

wo sich die Integration über die ganze Fläche a' erstreckt und dn das 
Element der iiusseren Normale ist. Nun ist V constant zwischen a und a 1 ; 

die linlie Seite der Gleichung ist somit Null und man hat B = 0. l\[ithin 
ist die Electricitätsmenge, welche ~1 umhüllt, gleich - 1.1I. 

Setzt man die liussere Fläche a in leitende Verbindung mit der Erde, 
so ist das Potential daselbst gleich Null. Es ist daher auch gleich Null 
ausserhalb und innerhalb von a bis zur Fläche a1• Mithin ist die Dichtig-

keit der Electricität, welche den Wert - f: ~f~ besitzt, auf a gleich Null. 
"t'u. ull 

Somit wird die auf a1 befindliche i\Iasse das Gleichgewicht in der innem 
l\lasse herstellen und das Potential dieser beiden 1\Iassen ist gleich Null in 
allen ausserhalb a1 gelegenen Punkte11. 

Satz ill. Wenn ein hohler Conductor, mögen änssereKräfte 
auf ihn wirken oder nicht, in seiner Höhlung eine Electricitäts
menge 1ll einschlicsst und mau diesem Leiter die Ladung A mit
geteilt hat, so ist die electrische l\Iasse, welche sich auf der 
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äusseren Fläche befindet, gleich A + Jl[ und verteilt sich da
selbst, als ob der Leiter keine andere Electricität einschlösse. 
Ferner wird die äussere Wirkung des Leiters und der in seinem 
Hohlraum eingeschlossenen Electricität dieselbe sein, als wenn 
der Körper voll wäre und man ihm die Electricitätsmenge A + 111 
mitgeteilt hätte. 

Denn betrachten wir die l\Iassenschicht -11I, welche sich auf er1 bildet, 
wenn das Potential auf er gleich Null ist, so besitzt dieselbe mit der innern 
l\Iasse 111 zusammen ausserhalb von a1 das Potential Null und ihre Wirkung 
ist gleich Null in allen ausserhalb dieser Fläche gelegenen Punkten. 

Diese beiden Massen denken wir uns fest. Dem Leiter hat man eine 
Electricitätsmasse A mitgeteilt, und da er auf seiner innern Fläche mit 
einer Masse - JYl bedeckt ist, so wird er sich auf seiner äusseren Fläche 
mit der 1\Iasse A + M bedecken, und diese Masse, welche durch die innere 
Electricität nicht erregt wird, verteilt sich auf er, als ob diese innere 1\Iasse 
nicht existierte. 

Das Ensemble dieser Massen ist jetzt offenbar im Gleichgewicht und 
die Wirkung nach aussen reduciert sich auf diejenige der auf er gelegenen 
Schicht. 

Diese beiden letzten Sätze sind von Faraday mitteist geistreicher Ver
suche bestätigt worden. Doch will ich die Bemerkung nicht unterlassen, 
dass Poisson sie zuerst für eine Hohlkugel, in welcher sich beliebig an
geordnete Electricität befindet, erkannt und bewiesen hat (Bulletin de la 
Societe philomatique 1824). 

Ebenso verdankt man Poisson das Verfahren zur Bestimmung der in 
einem Dielectrikum eingeschlossenen Electricitälsmeuge, welches darin be
steht, dass man diesen Körper in eine Hohlkugel setzt und die electrische 
Schicht mit einer constanten Dichtigkeit, welche auf ihrer Oberfläche sich 
bildet, bestimmt. 

Electricität, welche dni·ch einen electrischen Punkt auf der 
Oberfl1iche eines Leiters induciert wird. 

§ 17. 

Wir nehmen einen hohlen Gonductor an und betrachten die Electricität, 
welche durch einen electrischeu Punkt I, welcher in seiner Höhlung liegt 
und dessen :Masse gleich - 1 ist, induciert wird. Die auf der innern 
Fläche er1 inducierte l\Iasse ist gleich + J. Bezeichnen wir mit v das 
Potential dieser Schicht in irgend einem ausserhalb er1 gelegenen Punkte 
und mit r die Entfernung dieses Punktes vom Punkte I, so haben wir: 

1 
V- ~=0; ,. 

denn nach dem, was soeben bewiesen wurde, ist das Potential cler Schicht 
und des Punktes I ausserhalb er1 gleich Null. 

1\I a t h i e u , Potentialtheorie. 12 
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Diese Schicht ist diejenige, welche wir im § 17 des zweiten Kapitels 
des ersten Teiles betrachtet haben, und nach dem, was wir dort gesehen 
haben, ist das Potential dieser Schicht in einem inneren Punkte 1' gleich 
dem Potential im Punkte I der Schicht, welche durch den Punkt r, in 
dem die Electricitätsmenge - I concentriert wäre, induciert werden würde. 

Setzen wir den Leiter mit der Erde in leitende Verbindung und 
betrachten wir die Electricität, welche auf seiner äusseren Oberfläche durch 
einen äussereu Punkt E, dessen Ladung - 1 ist, induciert wird, so ist das 
Potential des Leiters gleich Null, mithin hat man, wenn man mit ,. die 
Entfernung des Punktes E yon einem beliebigen innerhalb des Leiters 
befindlichen Punkte I und mit v das Potential der inducierteu Schicht im 
Punkte I bezeichnet: 

I v--=0. 
1" 

Nach dem, was wir im § I9 des citierten Kapitels gesehen haben, ist, 
wenn der Leiter mit dem Erdboden in leitende Verbindung gesetzt ist, das 
Potential der Schicht, welche durch die im äussern Punkte E concentrierte 
Masse - I induciert wird, im äussern Punkte E' gleich dem Potential der 
Schicht, welche durch die in E' concentrierte Masse - 1 induciert wird, im 
Punkte E. 

Homogene und heterogene Schichten. 
§ 18. 

Wir nennen homogene Schichten diejenigen, welche nur 
eine Art von Electricität enthalten, und heterogene Schicltten 
diejenigen, welche die beiden Electricitäten enthalten. Wir 
haben schon bemerkt, dass, wenn auf einen electrisierten Leiter keine 
äusseren Kräfte wirken, die Schicht, welche ihn bedeckt, homogen ist; 
denn das Potential V wird ausserhalb seinen grössten oder kleinsten Wert 
auf der Oberfläche besitzen und somit wird 

(a) 
1 av 

p =- 41t on 
daselbst überall dasselbe Vorzeichen haben. Es ist klar, dass, wenn die 
Gesamtmasse dH Schicht verschiedene Werte annimmt, die Grösse p sich 
proportional ändert. 

Wir wollen jetzt andere Fälle von Homogeueität betrachten, von denen 
die meisten sich in dem Buchn von Carl N eumann: "Untersuchungen 
über das Logarithmische und Newton'sche Potential" finden. 

Satz I. Wenn zwei Leiter, welche nur ihrer gegenseitigen 
Influenz ausgesetzt sind, mit Electricität geladen werden, so 
wird wenigstens der eine mit einer homogenen Schicht bedeckt 
sein. 
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Denn es seien C und C' die constanten Werte, welche das Potential 
der gauzen Electricität auf uen beiden Leitern A und B annimmt. Die 
beiden extremen Werte von V ausserhalb A und B sind zwei der drei 
Grüssen 

C, C', 0 

(I. TPil, Kap. I, § 22); mithin wird der eine dieser beiden Werte entweder C 
oder C', z. B. C sein. Somit ist V ausserhalb von A stets grösser oder stets 
kleiner als C; mithin besitzt der Formel (a) zufolge die Dichtigkeit auf der 
O!Jerfläche von A ein constantes Vorzeichen. 

Bemerkung. Ist C = C', so sind die beiden Schichten homogen und 
von demselben Vorzeichen. Ist C > 0 > C', so sind die beiden Seilichten 
homogen und von entgegengesetztem Vorzeichen, und zwar die erste positiv, 
die zweite negativ. 

Zusatz. Wenn man, nachdem der Leiter A mit Electricität geladen 
ist, demselben einen Leiter B, der anfänglich im neutralen Zustande sich 
befindet, nähert, so wird die Schicht auf dem Leiter A homogen sein. 

Denn die Dichtigkeit auf B ist nicht überall von demselben Zeichen, 
da die Schicht auf ihm eine Gesamtmasse gleich Null hat. Mithin ist, dem 
vorigen Satze zufolge, A mit einer homogenen Schicht bedeckt. 

Satz II. Wenn zwei Leiter A und B gleiche, aber entgegen
gesetzte Ladungen + 11[ und - .M besitzen und nur ihrer gegen
seitigen Einwirkung unterworfen sind, so ergeben sich auf den 
Leitern homogene Schichten, welche von verschiedenem Vor
zeichen sind. 

Ausserhalb der beiden Leiter besitzt dns Potential sowohl positive wie 
negative Werte; denn denkt mnn sich eine Kugel vom Radius R, welche 
die Oberflächen a unrl <11 der beiden Leiter einschlicsst, so ist das Integrnl 

1 (' 
4~RJ Ydw, 

bincrstreckt über alle Elemente dw der Oberfläche der Kugel, gleich der 
Summe der Massen, welche sie einschliesst, d. h. gleich Null (I. Teil, Kap. I, 
§ 18); mithin hat daselbst F Werte von beiden Vorzeichen. Sind C und 
C' die constanten Werte von Y im Inneru von A und B, so stellen zwei 
der Grüssen 

C, C', 0 

die extremen Werte von V ausserhalb von A unrl B dar. Null aber ist 
keiner von diesen Werten, da V beiderlei Vorzeichen annimmt; mithin sind 
C und C' von verschiedenem Vor:,;eiclJCn und zugleich jene extremen Werte. 
1\Ian hat ferner fiir die Dichtigkeiteu der beiden Schichten: 

1 ov 
p =- .t; all' 

1 or p'-- ~ --~, 
- -!1t on' 

12* 
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wo du, cln' die Elemente der iiussercn Normale an die Fliichen cr und a' sind. 

~v, ~~ haben ein constantes, aber verschiedenes Vorzeichen; dasselbe gilt vn un 
also auch von p und p', und da 

5 pd" = J.ll, 5 p'd·:l =- M 

ist, so ist p positiv und p' negativ. 
Zusatz. Wenn ein Leiter die Ladung + m besitzt, so ist die durch 

einen iiusseren Punkt von der ~lasse - m inducierte Schicht homogen. 
Denn ersetzen wir den Punkt durch einen unendlich kleinen Leiter, so 

ergiebt sich dies aus dem vorigen Satze. 
Satz lli. Wenn ein Leiter die Ladung M+ 1 besitzt, wo 111 

positiv ist, so ist die Schicht, welche auf ihm durch einen 
äusseren Punkt von der .Masse -1 induciert wird, homogen. 

Wir ersetzen den Punl;t durch einen unendlich kleinen Leiter B, der 
mit einer Schicht., deren ~lasse gleich - 1, bedeckt ist. Das Gesamtpotential 
l' in B ist - L, wo L ein positive unendlich grosse Grösse ist. Die 
extremen Werte von V sind daher enthalten in 

C, -L,O. 

Nun kann V offenbar positive Werte annehmen, denn in sehr grosser 
. . .. Jll+l 1 J.l[ 

Entfernun 0"' reduc1ert s1ch's au 0rrenschemhch auf ---- - = -, wo ,. die ,. r r 
Entfernung dieses sehr weit entfernten Punktes von dem electrischen 
Punkte ist. ~lithin ist 0 kein extremer Wert von V und sein grösster 
Wert ist C, welches somit positiv ist. In der Formel (a) ist die Ableitung 
von V negativ und p ist po~itiv auf der ganzen Fläche cr. 

§ 21. 

Satz IV. Wenn ein System von Leitern isoliert ist und wenn 
einer A1 allein mit Electricität geladen ist, während alle 
andern .A2, A:1, ••• ohne Ladung sind, so haben alle diese Körper 
ein Pot.ential von demselben Zeichen wie das von A1 und das 
Potential von .A 1 ist, abgesehen vom Vorzeichen, das grösste. 

Wir nehmen z. B. an, dass die Electricität von A 1 positiv sei, und 
beweisen, dass das Potential eines nicht geladenen Körpers .A2 weder ein 
l\laximum noch ein Minimum sein kann. 

Auf der Oberfläche des Leiters ..12 giebt es getrennte positive und 
negative Electricitiit. In einem Punkte dieser Oberlläche, in welchem die 
Electricität negativ ist, nimmt l' von der Oberfläche aus zu; mithin kann 
V daselbst kein ·:Maximum sein. lletrachtet man Punkte, in denen die 
Dichtigkeit positiv ist, so sieht man ebenso, dass V auf der Oberflüche von 
A 2 kein Minimum sein kann. 
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Somit kann V auf den Leitern .·1 2, A;1, ••• weder ein J\Iaximum noch 
ein lllinimum sein. Da es ein l\Iaximum nur in einem Punkte werden kann, 
in welchem sich lllaterie befindet, so findet dieses l\laximum auf A1 statt 
und das l\Iinimum kann sich nur im Unendlichen, wo Y gleich Null ist, 
befinden. .l\lithiu sind die Potentiale von A~, ..:13, • • • zwischen diesen 
extremen Werten von V enthalten und positiv. 

§ 22. 

Satz V. Wenn ein mit EI e c tri c i t ii t g e I a den er L e i t er B einen 
mit der Erde in leitender Verbindung stehenden Leiter .A indu
ciert, so wird sich der Körper A mit einer Blectricitätsmasse 
laden, die mit jener ungleichnamig und von geringerer 
Grösse ist. 

Es seien V und V' die Potentiale von ll und .A und p und p' die 
Dichtigkeiten auf den Oberflächen r:; und cr' von E und A. 

Es seien ferner U und U' die Potentiale von B und A in einem an
deru Gleichgewichtswstande der Electricitiit, -r und t' das, was aus den 
Dichtigkeiten auf a und r::' wird. 

l\lan hat: 

v.f -rrlr:; +V' s -/dr:;' = U s p1h + V' J' p'dr:;', • 

Nach Voraussetzuug ist Y' = 0; ferner nehmen wir an, dass j <cl7 gleich 

Null sei, so dass B in dem zweiten Gleichgewichtszustande nicht geladen 
ist. Die vorige Gleichung reduciert sich dann auf: 

u s pdr:; =- U' Sp'd·l. 
Nach dem vorigen Satze siud U und U' JlOsitiv, wenn S •'dr:;' positiv ist, 

und V' ist grösser als U; ·mithin ist S p' ch' vou entgeg·engesetztcm Zeichen 

wie S pdr:; und kleiner als diese in<lucierendc 1\Iasse. 

§ 23. 
Satz VI. Wenn ein mit Electricität geladener Leiter B 

mehrere mit dem Erdboden leitend verbundene Leiter .A 1, ...1~, ... 
induciert, so laden sich diese Körper mit homogenen Schichten 
von entgeg·engesetzter Electricität wie diejenige der Schicht 
von B, und die Summe der l\Iassen jener Schichten ist kleiner 
als die von 13. 

Wir nehmen zunächst an, dass die inducierten Körprr sich auf einen 
einzigen A. reducieren und nehmen beispielsweise die Electricität von B 
positiv. 
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Es sei C der Wert von V in B; V ist übrigens in A, welches mit der 

Erde in leitender Verbindung steht, gleich Null. 1\lithin sind die extremen 

Werte von V: 0 und 0; daher ist die Dichtigkeit auf B überall von dem

selben Zeichen, also überall positiv und auf A ist sie überall negativ. 

Die l\Iasse der Schicht von A ist ferner nach dem vorigen Satze kleiner 

als die von B. 
Um diese Resultate auf mehrere inducierte Leiter .A1, A2, ••• auszu

dehnen, braucht man nur zu bemerken, dass sie als unter sich verbunden 

und nur einen Leiter mit dem Potential Null bildend betrachtet werden 

können. 
Satz VII. Wenn ein hohler Leiter A, der von aussen influen

ziert werden kann oder nicht, in seinem Hohlraum einen 

Leiter B enthält, so sind dieBbedeckende Schicht und die 

innere Schicht von A homogen und von entgegengesetztem 

Vorzeichen. 
Sind C und C' die Worte des Potentials in A und B, so sind es die 

extremen Werte des Potentials in dem Zwischenraume der beiden Körper. 

Daraus folgt wie Yorher, dass die beiden Schichten homogen sind. Wir 

wissen ferner, dass ihre l\Iassen gleich und von entgegengesetztem Vor

zeichen sind. 



Zweites Kapitel. 

Specielle Probleme aus der Electrostatik. 

Wir wollen jeL~t die allgemeinen Sätze, die w1r 1m vorhergehenden 
Kapitel erhalten haben, auf verschiedene specielle clectrostatische Probleme 
anwenden und betrachten zunächst einige Aufgaben, in denen ein leitender 
Körper die Kugelform besitzt. 

Potential einer kugelförmigen Schicht. 
§ 1. 

Der Übergang von rechtwinkligen geradlinigen Coordiuaten :~·, y, t zu 
sphärischen Coordinaten r, {}, ~' welche denselben Anfangspunkt 0 besitzen, 
geschieht durch die Formeln: 

z=rcos& 
x = 1' sin {} cos ~ 
!J = 1· sin {} sin ~. 

Der Ausdruck von .1 V ist im I. Teile, Kap. IV, § 21 auf diese Coordi
natcn transformiert worden, und es ergab sich: 

. . o(r200~) o(sin& 00~) 1 02 y 
r2sm&·LlV=sm& or + o{} +sin8 o~~=O. 

Setzt man cos {} = p., so geht die Gleichung .1 V= 0 über in: 

"'[c 2)ovl "'( .2oV) 1 o2V v 1 -P. op._ v 1 or 
-~---2~1'' + 0 + 0 =0. - fL v'ji- fL I' 

(1) 

Die Lösung dieser Gleichung wurde zuerst von Laplace erhalten; sie 
findet sich auch in meinem Cmers dc Physique maiM:matiquc (§ 81 u. ff.). 
Ich will die Lösung kurz angeben. 
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§ 2. 
Wir nehmen zunächst an, dass V der Gleichung .1V=O 

im Innern einer Kugel mit dem Radius a, deren Mittelpunkt in 0 
I i e g t, genügen so 11 e. Setzen wir, unter n eine ganze positive Zahl ver
stehend, 

(2) 

wo Yn eine Function nur von & und tjl ist, so erhalten wir die Gleichung: 

(3) 

Wir erhalten eine partikuläre Lösung, wenn wir setzen: 

Yn= (A cosl~ + B sinl<f)8, 

wo A, B zwei Constanten sind und 8 eine Function ist, die nur von p. 
abhängt; es folgt daraus: 

l-( " r78] tl 1 - p.-)-
---~-+ [n(n+ 1)--_!!_----.,]8=0. dp. 1- p.· 

Da Y sich nicht ändern darf, wenn man ~ um 2-. vermehrt, sofern 
man in demselben Punkte des Raumes bleibt, so muss man annehmen, 
dass l eine ganze Zahl ist. Unterwerfen wir ferner l der Bedingung, dass 
es positiv und kleiner als n oder höchstens gleich n sein solle, so genügen 
wir der GleiclJUng in 8, wenn wir setzen: 

I 
8 -(1- 2)2[ n-l_(n-l)(n-l-·1) n-z-2 

n, 1- P· P· 2(2n- 1) P. 

(n-l)(n-l-l)(n-l-2)(n-l-3) n-l-4 ] 
+ 2·4·(2n-1)(2n-3) p. _,.,' 

wo die Indices n, l dazu dienen, die beiden ganzen Zahlen, welche in 8 
eintreten, anzudeuten. Die Reihe zwischen den Parenthesen bricht von selbst 
ab und stellt eine ganze Function dar. 

Wir erhalten daher eine Lösung der Gleichung (3), wenn wir für Y,. 
nehmen: 

(A cosl~ + B sinltj;) 0n,P 

wo l die Werte 0, 1, 2, ... , n annehmen kann. Wir erhalten ebenfalls eine 
andere Lösung, wenn wir die Summe aller dieser Lösungen bilden, und 
haben so: 

l=n 

(4) Yn = ~(.A1 cosltjl + B 1 sinl<f)8n,l' 
1=0 

Für l = 0 kanu man den Coefficienten B weglassen; mithin enthält 
dieser Ausdruck nur 2u + 1 willkürliche Coustanten. 
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Man genügt somit der Gleichung (1), wenn mau die Formel annimmt: 

rn 
V=---;;Yn, 

a 

wo Yn den Wert (4) hat. Überdies hat man den allgemeinsten Wert, welcher 
im Innern der Kugel mit dem Radius a der Gleichung 

AV=O 

genügt und daselbst mit seinen Ableitungen erster Ordnung endlich und 
stetig bleibt, wenn man die Summe der vorstehenden Ausdrücke für alle 
Werte von n nimmt und setzt: 

(5) 
1' 1'2 1'n 

V= Y. + Y -+ Y.- + .. · + Y - + · · · o 1 a - a2 n an 

Wie man weiss, ist die Function Y vollständig bestimmt, wenn ihr 
Wert in jedem Punkte der Oberfläche der Kugel gegeben ist. Diese Be
dingung muss zur Bestimmung der Coefficienten dienen, welche in jeder 
Function Y n auftreten; man löst auf diese Weise eine Aufgabe, die bereits 
im I. Teile, KaJ>. II, § 20 auf andere Weise behandelt worden war. 

§ 3. 

Wir beschäftigen uns sodann mit dem äusseren Potential 
einer auf der Oberfläche der Kugel liegenden Schicht oder 
einer im Innern dieser Oberfläche befindlichen Masse. V1· muss, 
wie wir wissen, endlich bleiben für r = oo. 

In diesem Falle setzen wir, um zunächst eine partikuläre Lösung der 
Gleichung (I) zu finden. 

V= r-n Y, 

wo n ebenfalls eine positive ganze Zahl ist und Y der Gleichung (3) ge
nügt, wenn mau darin n(n + 1) in - n(-n +I) oder in n(n-l) ver
wandelt. Man genügt somit der Gleichung (1), wenn man Y = Yn-l 
nimmt und setzt: 

V=(~J Yn-1' 

und man erhält als allgemeine Lösung: 

(6) 
a a2 an 

V=-Y0 +-Y+···+-Y +··· ,. r2 1 rn n-l 

Dies wird sogar die allgemeine Lösung sein, da V derart bestimmt 
werden kann, dass es in jedem Punkte der Kugeloberfläche einen gegebenen 
"\Vert besitzt. Die Grenze von Vr für r = oo, oder aY0, stellt die Ge
samtmasse, welche das Potential V besitzt, dar. 
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Stellt V das Potential einer unendlich dünnen auf der Oberfläche der 
Kugel verteilten Schicht dar, so wird es durch die Formel (5) innerhalb 
der Kugel und durch die Formel (6) ausserhalb derselben dargestellt wer
den, so dass es für t" = a denselben Wert annimmt, und wenn V auf der 
Oberfliiche der Kugel einen gegebenen Wert P(f>, ~) bat, so hat man die 
Gleichung 

(7) Y0 + Y1 + Y2 + · · · + Yn + · • • = l?(ft, ~), 

welche dazu dient, die in den Functionen Yn auftretenden Coefficienten zu 
bestimmen. 

§ 4. 

Wir wollen nunmehr andeuten, wie man die Functionen Yn berechnen 
kann. Wir setzen 

p = cos U cos l}' + sin fi sin U' cos (~ - ~'), 

und entwickeln unter der Voraussetzung, dass a < 1 sei, den Ausdruck 

(8) 
1 

1 = 1 + aX1 + a2X2 + · · · · + an X" + · · ·, 
(1 - 2ap + a 2)2 

wie angegeben, nach Potenzen von IX. Dieser Ausdruck stellt die reciproke 
Entfernung zweier Punkte dar und genügt der Gleichung (1), wenn man 
darin 1" durch IX ersetzt. Man schliesst daraus, dass die Functionen xn der 
Gleichung (3) genügen und ein specieller Fall der Functionen Yn sind. Sie 
haben den Wert: 

X = 1 · 3 · 5 .. · (2n- 1) [ n _ n (n- 1) n-2 
n 1·2·3 .. ··n p 2·(2n-1)p 

+ ?!_(n- 1~ (n- 2) (n- 3) 1n_4 _ •• ·]· 
2·4·(2n-1)(2n-3) 1 

Hat mau die Gleichung (7), so berechnet sich Yn nach der Formel: 

;:: 21t 

Yn = 2\-:: 15 5 XnF(ß', oji') sin &'d&'d~'. 
0 0 

§ 5. 

Die Function V stellt sich unter einer viel einfacheren Form dar, wenn 
die Masse, auf welche sie sich bezieht, symmetrisch in Bezug auf die Polar
achse verteilt ist. Alsdann ist V unabhängig von ~ und die Yn seiner 
Entwicklung genügen der weit einfacheren Gleichung: 



Potential einer kugelförmigen Schicht. 187 

[ dY] d (I p.2) _ _!! 

~p. dJJ. +n(n+l)Yn=O. 

Sie reducieren. sich somit auf 8n, 0 oder, bis auf einen Coef:ficienten, auf 
xn, wenn p = (J. = cos I} gesetzt wird. 

So werden wir z. B. an Stelle der Gleichung (6) die Reihe ansetzen: 

(9) 

wo A 0, A1, A 2, ••• zu bestimmende Coefficienten sind. Ist die Function V für 
r = a gegeben und gleich <p(JJ.), so haben wir: 

A0 + A1X1 + A2X2+ · · · = cp(p.). 

Multiplicieren wir die beiden Seiten mit Xnd!J. und integrieren von - 1 bis 
+ I, und wenden die Gleichungen an: 

so haben wir: 

,+1 

\xnxn.dJJ.= 0 
-t" 

2 
=2n+1' 

Die Formel (9) war von Legend r e vor den Untersuchungen von 
Laplace über diesen Gegenstand in seiner Abhandlung über die Attraction 
der Sphäroide gegeben worden (Memoires des Savants elrangers, JJ. 422, 1785). 
Er folgert daraus den nachstehenden Satz: Aus der Anziehung eines 
Sphäroids auf die äusseren Punkte der Rotationsachse kann 
man seine Anziehung auf einen beliebigen äusseren Punkt 
ableiten. 

Denn auf der Rotationsachse sind X1, X2, • • • gleich 1, wie aus der 

Gleichung (8) sich ergiebt. Nimmt man den Wert von (}()~ auf der Achse 

als constant an, so erhält man daraus den Wert von V auf dieser Achse 
bis auf eine Constante; entwickeln wir diese Function nach den Potenzen 

von .!., und multiplicieren sodann die Glieder der Reihe vom zweiten an 
r 

mit X1, X2, ••• , so erhalten wir den Ausdruck von V im allgemeinen Falle. 



188 II. Teil, li. Kap., § 6 u. 7. 

Bestimmung· der Dichtigkeit einer sphärischen Schicht, deren 
Potential in jedem Punkte det• Oberfiiiche g·egeben ist. 

§ 6. 

Diese Aufgabe ist im § 21 des zweiten Kapitels des ersten Teiles gelöst 
worden. 1\Iit Hülfe der La p 1 a c e' s~.:hen Fuuctionen kann man sie in folgender 
Weise behandeln. 

Es sei F({}, •}) der Wert, welchen das Potential einer auf der Kugel
fläche mit dem Hatlius a gelegenen Schicht für ,. = a annimmt. Wir ent
wickeln diese Funct.ion nach La p 1 a c e' sehen Fnnctionen und setzen: 

Yo + Y1 + Y2 + · · · + Y,. + · · · = F(f'J, 1}), 
indem wir die Glieder nnch der Formel des § 4 bestimmen. Nach dem 
Obigen haben wir für das Potential der Schicht respectire innerhnlb und 
ausserlwlb: 

r .. .. I' p rn 
l=} +J -+···+} ·-+··· o 1 a "a" 

. a a~ a"+ 1 
v' = y; -- + y -., + ... + y -- + ... 

0 ,. 1 I'" n r"+ 1 

Mithin erhält man, mit Anwendung der Formel 

oV' ov 
- 4r.p = 15f - ~r ' 

wo man auf der rechten Seite r = a zu setzen hat, für die gesuchte 
Dichtigkeit: 

1 
P = 4r.a [Y0 + 3Y1 + · · · + (2n +I) Yn + · · ·} 

'Wir bemerken, dass, wenn man 

Y 0 + Y1x + Y~x2 + · · · = 9(:c) 

setzt, wobei die in 1{c) vorkommenden beiden Variablen U, t} nicht mit an
gedeutet sind, 

ist. 
Ist umgekehrt die Dichtigkeit der Schicht gegeben, so entwickeln wir 

die sie darstellende Function nach La pl a c e'schen Functionen und setzen 

dann erhalten wir für das Potential: 
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Y = -lo.a (zo + ~~ Z 1 + :·2
., Z., + · · ·) ,,a aa· -

., 4rra2('7 a z a2 z ) l = -- -"o + .-- · 't + -- 'Q + ''' · r 3r 5r2 • 

Eine Kugel, welche dm•clt eine in einem Nichtleiter feste 
· Electt·icitiitsmenge induciert wird. 

§ 7. 

Wir bezeichnen mit V das Potential der Schicht, welche durch einen 
dielectrischen Körper B, der als fest angesehene Electricität enthält, auf 
einer leitenden Kugel A induciert wird. Der electrische Zustaud des 
Körpers B wird als bekannt vorausgesetzt; wir nehmen an, dass man sein 
Potential T als Function der sphärischen Coordinaten, deren Anfangspunkt 
im Mittelpunkt der Kugel A liegt, bestimmt habe. Ist F(fl, 4) der Wert 
von T auf der Oberfläche der Kugel, so kann man F(fl, 4) in die Reihe 
entwickeln 

Yo + Yt + '·' + Yn +'' ·, 
und erhält sodaun für alle Punkte innerhalb der Kugel: 

n=:::oo n 

T-~ 1' y 
-- n n' n=Oa 

Für die inneren Punkte muss nun aber sein: 

(1) V+ T = const., 

da die Gesamtwirkung der Schicht und des Kürpers B daselbst gleich 
Null ist. 

l\Iithiu erhalten wir, wenn 0 eine Constante ist und wir das Glied Y0 

der Reihe der Yn, da es constant ist, in 0 mit aufnehmen: 

n=~ ,.n 
V=0-"5-Y. 

- a" n n=l 

Die Constante 0 stellt (§ 3) den Quotienten aus der 1\Iasse der Schicht 
und dem Radius der Kugel dar. Bezeichnen wir mit lii die bekannte Ladung 
der Kugel, so haben wir 

(2) 

Souanu erhalten wir nach dem vorigen Paragraphen für das äussere 
Potential: 

(~) 

n=<» n+l 
"V'= 11!- ~ (~~--- y 

1• ~ ,.n+l n' 
n=l 
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und fiir die Dichtigkeit der Schicht: 

1 [1lf nl:=» J p=-4 -- (2n+ l)Y . 
'rr:a a n 

n=l 

(4) 

§ 8. 

Liegt der iuducierende Körper B in einer im Verhältnis zum Radius 
der Kugel sehr grossen Entfernung, so kann seine Anziehung in der 
ganzen Ausdehnung der Kugel als constant betrachtet werden. Setzen wir 
voraus, dass der Schwerpunkt der electrischen l\Iasse von B auf der Polar
achse liege, so kann sein Potential in einem Punkte der Oberfläche der 
Kugel bis auf eine Constante dargestellt werden durch 

T = hz = ha cos a, 
und man erhält auf dieser Oberfläche: 

V = C- ha cos a, 
wenn C eine Coustante bezeichnet. Auf diese Weise ist V auf der Ober
fläche auf die Form Y 0 + Y1 + Y2 + · · · gebracht, wenn man 

~ M 
10 = c = -, yl = - J,a cos a a 

setr.t und die andern Glieder gleich Null annimmt. Man hat daher: 

JJI 
V = -- - hr cos {} 

a 

T., JJI a3 ' '} 
~, = --;: - ,.2 ,~ cos I 

P = - 1- (' ~!- 3ha cos a). 
4rw a 

Bemerkung. Kehren wir zum allgemeinen Falle zurück und nehmen 
wir an, dass die Kugel mit dem Erdboden in leitende Verbindung gesetzt 
sei, so tritt an die Stelle der Gleichung ( 1) die folgende: 

V+ T=O, 
und man erhält an Stelle der Gleichung (2) die erste der drei Gleichungen: 

n=oo n 

V=-~ ~y 
"""- n n 
n=O a 
n=oo n+l 

Y'=- ~ a_y 
,.;.. rn+l n 
n=O 

n=co 

p = - 4~ ~ (2n + 1) Y , 
~~n .- n 

n=O 

wo jetzt von n = 0 an zu summieren ist. Die beiden andern Gleichungen 
ergeben sich aus der ersten. 
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Kn~el, welche durch einen Unsseren electrisierten Punkt 
induciert wird. 

§ 9. 

Wir behandeln die vorhergehende Aufgabe in dem besonderen Falle, 
wo der inducierende Körper sich auf einen Punkt B reduciert, den wir uns 
mit der Einheit der Elcctricität geladen denken. 

Der grösseren Einfachheit wegen nehmen wir den Punkt B auf der 
Polarachse an und bezeichnen mit b seine Entfernung vom Mittelpunkte der 
Kugel. Für das Potential des Punktes· B in einem Punkte innerhalb der 
Kugel (§ 4) haben wir: 

1 1 .. ,~ , ... 
T= =-~-X (cos:l) yu2 - 2rb COS {) + 1'2 b n=O b" n 1 

und · schliessen hieraus: 
a." 

Y,. = n+iX,.(costl). 
b 

Mithin hat man der Formel (4) zufolge für den Ausdruck der Dichtigkeit 
der inducierten Schicht: 

lJ[ 1 .:, a" • 
P=---- ~(2n+ 1)--X (cosa) 

4;;n2 4;;a- u"+l n 
1 

=_I!!:-+_]_·· [t -~ (2n + 1) a: X (cos 3)]. 
4;;a 2 4;taiJ """" b" " 

0 

Diese Reihe ist leicht zu summieren. Man hat nämlicl1, wenn 11 <I ist: 

(a) ~ "X ( '}'- 1 • 
- '1. COS 1 1 - - -·- -, 

0 " Jl'l - 2'1 COS U + a 2 

differentiiert man nach a und multiplieiert darauf mit 2a, so folgt: 

~ 2a cos {} - 2a2 .z. 2n~X"X,.(cos0)= 3 , 

(1 - 2~X cos I} + a2) 2 

und wenn man diese Formel zu der vorigen addiert: 

~ 1-a2 
~ (2n + l)~X"X,.(cosO) = 3 

0 (1- 2~X cosn + a~l 
Bezeicllllen wir also mit D die Entfernung eines Punktes .ill der Ober

fläche der Kugel vom Punkte B, so erhalten wir für den Ausdruck der 
Dichtigkeit in 111 die folgende sehr einfache Formel, welche zum ersten 
Male von Po iss o n gegeben wurde: 
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Ist die Ladung llf der Kugel gleich Null, so hat man: 

__ 1 (-.!. _ b2 - a2 ) 
p- 4M b D 3 , 

und man findet, dass die Dichtigkeit p gleich Null ist auf dem durch die 
Gleichung 

2 2 

b2 + a2 - (b2 - a2) 3 b 3 
cos & = 2a-,b=----=--

bestimmten Kreise. Dieser Kr~Jis scheidet die positive und die negative 
Electricität. 

§ 10. 

Wir nehmen sodann an, dass die leitende Kugel mit der Erde in 
leitende Verbindung gesetzt sei. Nach dem Schlusse des § 8 haben wir: 

oder: 

1 "' n 
p=---~(2n+ l)~X (cos3) 

4~ab~ bn n 
0 

7J2-a2 
p =- 4r:aD3 • 

Die auf der Kugel inducierte Gesamtmasse ist - aY0 = - ~· 
Für das Potential V' dieser Schicht in Bezug auf einen äusseren 

Punkt P haben wir: 

a2 
und wenn man in der Formel (a) ct = br setzt, so erhält man: 

V'=-~ 1 . 
b ~/ 2a~ a4 V ,.2 - T ,. cos a + b2 

Verbinden wir den Mittelpunkt 0 der Kugel mit dem inducierenden 
~ 

Punkte B und nehmen wir auf der Geraden OB die Strecke OB'= a;, so 

stellt die vorstehende Wurzelgrösse die Entfernung PB' dar, und es ist: 

Y'=-~p~,· 
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l\Iithin ist das Potential clr,r Schicht in einem äusseren Punkte dasselbe 
wie dasjenige eines inneren Punktes, welcher in B' liegt und mit einer 

a 
Electricität::;menge gleich - b geladen ist. 

Wir kehren zu der Aufgabe des vorigen Paragraphen zurück. Das 
Potential der inducierten Kugel, welche als isoliert vorausgesetzt wird und 
mit einer Masse JJI geladen ist, ist der Formel (3) in § 7 zufolge: 

V'= ~ 1lf + ~ -" -- y . 1 ( a) "' a"+1 

1' u .- rn+l n 
0 

Es ist somit gleich dem vorigen Potential vermehrt um das Potential 

einer 1\Iasse, welche gleich JJI + ~ ist und im Mittelpunkt der Kugel sich 

befindet. 

Hohlkugel, welche durch einen in ihrem Innern befindlichen 
dielectrischen Körper induciert wird. 

§ 11. 

Die Aufgabe, welche sich auf eine Hohlkugel bezieht, die durch in 
ihrem Innern gelegene feste Electricität indnciert wird, kann auf directe 
Weise behandelt '"erden, wie es Poisson gethan hat (Bulletin de Ia 
Sucieti philumotllirJue, 182.J). Indessen erhält man unmittelbar die Lösung 
derselben auf Grund des Satzes III des § 1 ß des ersten Kapitels. 

Es sei a der äus8ere und li der innere Hadius des Leiters; es sei ferner 
A die Ladung, welche ihm mitgeteilt ist, und J1I die l\Iasse der in der 
Höhlung befindlichen Electricität. Die innere Fläche bedeckt sich mit einer 
Electricitätsmenge gleich- 1ll und die iiussere Fläche mit einer Electricitäts
menge gleich A + M, die sich auf ihr verteilt, als ob sie allein vorhanden 
wäre. Somit ist die Dichtigkeit auf dieser Oberfläche gleich 

A + JJI 
p =--:r,.a~ . 

Das Potential 1' der in der Höhlung befindlichen Electricität wird als 
bekannt betrachtet; es sei 

die Entwickelung desselben ausserhalb der Kugel mit dem Radius 71. Das 
Potential V der inneren Schicht für alle Punkte ausserhalb dieser Schicht 
muss gleich - '1' sein. Somit hat man 

und wie im § 7 erhält man für die Dichtigkeit p' dieser Schicht: 
M a t h i e u, Potentialtheorie. 13 



19-! IT. Teil, Il. Kap., §§ 11 u. 12. 

1 [ lJ[ n~«> r J 
p' = "4~b - b - ~ (2n + 1) 1 11 _ • 

n=l 

Fall, in welchem der inducierende Körper sich auf einen 
Punkt reduciert. - Nehmen wir an, dass der nichtleitende Körper sich 
auf einen mit der Einheit der Electricität geladenen Punkt B reduciert, den 
wir auf der Polarachse annehmen können und dessen Entfernung vom 
Mittelpunkt wir mit c bezeichnen wollen, so haben wir 

1 1 n~«> Cn 
T= -- ~-X (cos3). 

• I c2 - 2rc cos I} + ,-2 1' ..-. rn n V n=O 

Die Electricitätsmasse auf der inneren Oberfläche ist - 1, und schliesst 
man wie im § 9, so erhält man: 

p' = - 1- [- _!_- _!_ n~"" (2n + 1) .9: X (cos a)J 
4n:b b b _.. 7/' n 

n=l 

eo n I) I) 

1 ~ c r b·- c· 
=- 4n:b2 ..... (2n + 1) bn xn (cos 3) =- 4o.b.b3' 

0 

wo D die Entfernung des Punktes der inneren Fläche vom Punkte B ist. 
Ebenso hat man, wenn die Kugel mit der Erde in leitende Verbindung 

gesetzt ist: 
b2- c2 P,_ 

-- 4o.bD3 ' 

und auf der äusseren Oberfläche giebt es keine Electricität mehr. 
Verbinden wir den Mittelpunkt 0 der Kugel mit dem Punkte B durch 

die Gerade OB und nehmen ·sodann auf dieser verlängerten Geraden 
b2 

OB' = -, so sehen wir leicht, wie im § 10, dass das Potential dieser c 
inducierten Schicht in einem inneren Punkte dasselbe ist, wie das Potential 

des Punktes B', wenn derselbe mit der Electricitätsmenge - !!_ geladen ist. 
c 

Wir suchen ferner die Induction eines mit der Einheit der 
E l e c tri c i t ä t g e I a denen Punktes B auf eine u n b e grenzte Scheibe, 
die mit dem Erdboden in leitende Verbindung gesetzt ist. Dazu 
nehmen wir an, dass in der vorigen Aufgabe b- c sich nicht ändert, dagegen 
der Radius b unenrllich gross wird, und schreiben die vorige Formel 
folgendermassen: 

, lb+cb-c 
P =-4n:_b_ • -D3 -· 

In der Grenze wird b -;; c = 2, b- c ist die Entfernung p des Punktes 

B von der Scheibe· und D die Entfernung dieses Punlites von einem be
liebigen Punkte der vorderen Flüche der Scheibe, uml mau lmt: 
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, 1J 
p =- 2"D3• 

Wir bemerken noch, dass das Gesamtpotential gleich Null ist in dem 

ganzen Raum, welcher auf derjenigen Seite der Scheibe liegt, die der, auf 

welcher der inducierende Punkt liegt, entgegengesetzt ist. 

Kraft der Spitzen. 
§ 12. 

Wir wollen beweisen, dass, wenn ein mit Electricität ge
ladener Leiter eine Spitze oder Kante hat, die Dichtigkeit der 

El e ctrici t ä t auf diesen Teilen unendlich gross ist. 
Zu dem Zwecke werden wir das Gleichgewicht der Electricität auf 

einem Leiter, der mit einer Kante oder einer Spitze versehen ist, unter der 

Voraussetzung suchen, dass derselbe sich in einem Mittel befindet, dessen 
Widerstand unendlich gross oder wenigstens hinreichend gross ist. 

Es seien zunnächst zwei Leiter von der Form von Rotationskegeln ge

geben, deren Spitzen in dt;mselben Punkte liegen und deren .Achsen ent
gegengesetzt gerichtet sind. \Vir nehmen an, dass diese beiden Leiter mit 

ungleichnamigen Electricitäten geladen seien, und dass sie unter ihrem 
gegenseitigen Einfluss auf verschiedenen Potentialen J( und ](' sind. Auf 

jedem Rotationskegel, welcher dieselbe Spitze und dieselbe Ach~e wie die 
Leiter hat, besitzt das Potential V nur einen einzigen Wert, mithin redu

ciert sich die Gleichung !:::. V= 0 auf 

dV 
d ( sin G (ur) 
------- =Ü 

dG ' 

wenn G den Winkel zwischen der Erzeugenden des Kegels und seiner 
Achse bedeutet. Daraus folgt: 

dV C 
d& = sin{} 

a 
V= Clog tang2 + 0', 

wo C und G' zwei willkürliche Consta.nten sind. Man bestimmt die beiden 
willkürlichen Constanten C und C' durch die Bedingung, dass sich Y für 

a = a und {} = rc- ß respective auf J( und J(' reducieren solle, und erhält: 

K-Il' 
0= 

( 
r.l. ~ \' 

log tang 2 tang 2 ) 

[
- t CL K' ß KJ 

C' =log ( tang 2) ( taug 2) . 

log( tangi tang%) 

13* 
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Bezeichnete man mit ,. die Entfernung irgend eines Punktes vou der 
Hpitze der Kegel, so erhielte man für die I>ichtig·keiten p und p' der 
Electricitäten auf den beiden Leitern: 

1 1 clV 1 C 
p =- 4<- r dO =- 4ot rsina 

, 1 1 dV C 
p = + 4~ r c[f} = :r;. 1" si n Ii ; 

mithin ändern sich auf jedem Leiter die Dicht.igkeiten p und p' im um
gekehrten Verhältnis des Abstandes r von der Spitze, und sie werden iu 
diesem Punkte unendlich gross. 

· Allgemeiner nehmen wir an, dass die beiden Leiter zwei Kegel seien, 
<leren Spitzen ebenfalls in demselben Punkte liegen und welch<> cinur Schaar 
von isothermen Kegelflächen oder Niveaukegelflächen, die man bestimmen 
kann (I. Teil, Kap. IV, § 7), angehören. Es sei a der thermometrische 
Parameter dieser Kegel uud ß derjenige der zu den ersteren orthogonalen 
Kegel. Das Potential V ausserhalb der beiden Leiter genügt der Gleichung 

und die Gleichungen der Oberllächeu der beiden Leiter sind: 

wo a1 und a2 zwei Constauten sind. Hat das Potential auf den beiden 
J,eitern die constanten Werte J( und IC, so ist das Potential V unabhängig 
von ß und man hat: 

d 2 V 
-1-..-=0, V=C(/.+ C', 
( (/." 

wo sich C und C' wie vorher bestimmen. Die Formel, welche die Dichtigkeit 
der Electricität giebt, ist 

1 av 
P =- 4or -on' 

wo dn das Element der äusseren Normale an die Leiter ist. Nimmt man 
d V constant, so ist dn der Abstand von dem unendlich nahen Niveaukegel; 
dn ändert sich also auf einer und derselben Erzeugenden proportional der 
Entfernung t" von der Spitze des Kegels und 1· ändert sich im umgekehrten 
Verhältnis zu r. 

Man erhält viel weniger einfache Resultate, wenn man einen einzigen 
Leiter hat, der eine Kante besitzt oder von einer Kegelfläche be
grenzt wird. 
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Leiter mit einer Kante. 
§ 13. 

1\H 

Wir betrachten einen Leiter, der von zwei ebenen Seitenflächen O.A, OB, 
welche sich unter dem Winkel ·r schneiden, begrenzt wird (Fig. l); wir 
neinneu ihn senkrecht zu der Ebene AOn als unbegrenzt an, dagegen sei 
er begrenzt durch die cyliiJ(lrischc Flüche IJCA. Um die Sache ein wenig 

,..,----- ..... 
/ ' ' \. / tri ~ 

~-------<;)---·---·---- ---x 
\ lf· 
' / ', / .... ___ - _,. 

Fig. 1. 

zu vereinfachen. nch men wir diese cylindrische Fläche symmetrisch in Bezug 
auf die Ebene OX, welche den Flächenwinkel .lOB halbiert. 

Nimmt man in der Ebene AOB Polarcoordiuaten I' und {}, deren 
Anfangspunkt in 0 liegt, so kann die Gleichung u V= 0 geschrieben werden: 

()2V 1 a1· 1 ()2V 
or2 + r -or + r2 ~(f:i = O; 

mau genügt derselben. indem man setzt: 

F =Ar" sin ua. 
Den Winkel a rechnen wir Y<m der Linie OB aus; will man, dass V 

nicht nur auf OB oder fiir a = 0, soudem auch auf OA oder für ll=21t-')' 
ycrsch windet, so setze man: 

kr= 
n (2r: - ·1) = krr oder n = -2 -. , r.:-r 

wo k eine ganze Zahl ist. Wir erhalten so: 

(a) 
k'O 

2r.-=- 0 k1t V= Ar l Slll -- -- a. 21t- "( 

Wir bezeichuen mit ]( das coustante Potential de::; Leiters und setzen, 
des einfachercu Schreib,~ns wegen, 

'lt 
---p· 
2;;- ·r- ' 

sodann beschreiben wir eine cylindrische Rotatiousfliiche nEF um die 
Kante des Leiters, aber ausserhalb desselben und mit einem Radius H der 
kleiner ist als OB, wo die ebenen Flächen endigen. 
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In dem Raume OJJEFO kann das Potential dargestellt werden durch 
die Summe aus der Constanten J( und einer unenilliehen Anzahl von solchen 
Lösungen wie (a); mithin kann man in diesem Raume setzen: 

V= K + A 1r1' sin p{} + A 2t·3P sin 3pfl- + A 31·5P sin 5pU + · · · 
Die Glieder, welche von geraden Vielfachen des Bogens p& abhängen, 

l1at man sogleich weglassen können, wenn man beachtet, dass V denselben 
Wert annehmen muss für t} = lt und l} = 21t - "( - u, welches auch 1& sein 
möge. 

Ist allgemein f(x) eine zwischen x = 0 und x = l gegebene Function, 
so lassen sich die Coefficienten der Reihe 

• 7tX . 27tX • 37tX + 
a1 sm T + a2 sm -l-+ a:1 sm -l- ··· 

derart bestimmen, dass sie in jenem Intervalle die Function f(x) darstellt. 
Daraus geht hervor, dass der für V erhaltene Wert alle wünsclwnswerte 
.Allgemeinheit hat. 

Nimmt man an, dass man durch den Versuch den Wert von V auf 
dem Contour eines Querschnitts des Cylinders JJEP bestimmt habe und 
dass dieser Wert ft{}) sei, so werden einer bekannten l~ormel zufolge die 
Coefficienten .A1, A2, ••• mit Hülfe der Gleichung 

A 1RP sinp{} + A 2R 3P sin3p{} + A3Ii'1' sin5p3 + · · · = (({})- K 

bestimmt. 

§ I4. 

Um die Dichtigkeit auf den beiden ebenen Flächen des Leiters zu 
erhalten, wenden wir jetzt die Formel an: 

und erhalten: 

I oY 
P = + 47-cr o& ' 

1t 
Da p = -2 -- ist, so sind alle Exponenten vom zweiten an positiv; da 

7t-j 

jedoch der Winkel r des Leiters kleiner als "" vorausgesetzt ist, so ist der 

Exponent p- I oder --:; "" + 1 negativ, mithin ist p = oo für r = 0 d. h. auf 
-""- r 

der Kante des Leiters, und man erkennt überdies die Ordnung, von welcher 
p unendlich gross wird. 

Will man für eine der Seitenflächen den electrostatischen Druck auf 
eine Strecke l der Kante und von dieser Kante an bis zu einer kleinen 
Entfernung r 1 berechnen, so hat man für diese Grösse (I. Kap., § 5): 
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~ ~ T 

~ " 2r.lp2 . ) 2' 2 r.l At2 21'--.-2r.:l p-dr=-----.,-A 2 r 1 - clr=------1' -r. 
lG;;:~ 1 8(27t- ·t) 1 1 · 

o· Ö 

wenn mau alle Glieder von p nach dem ersten vernachlässigt. Es ist 
wichtig zu bemerken, dass diese Grösse weder unendlich gross noch auch 
nur sehr gross ist, wenn der Winkel "( nicht sehr klein ist. Es geht daraus 
hervor, dass die vorstehenden Formeln wirklich auf den Versuch angewandt 
werden ltönuen, wenn der Wi'nkel "( nicht sehr klein ist und wenn das 
l\Iittel, in welchem sich der Leiter befindet, hinrtlichend ·widerstandsfähig 
ist, wie es ein ausserordeutlich verdünntes Gas sein würde. 

Nimmt man 1 > " an, so bleiben die vorstehenden Formeln noch 
anwendbar. Alsdann aber ist der Exponent lJ- 1 des ersten Gliedes .. von p 
ebenso wie diejenigen der folgenden Glieder positiv. Mithin ist auf der 
Kante eines einspringenden Winkels des Leiters die Dichtigkeit gleicl1 Null. 

Conischer Leitet•. 

§ 15. 

Wir betrachten sodann einen Leiter, von welchem ein Teil die Form 
eines Rotationskegels hat. Es sei BOA (l<,ig. 1) der konische Teil des 
Leiters und BOA der andere Teil, die wir alle beide als Rotationsflächen 
um die Achse OX annehmen. Auf diesem Leiter besitze d-as Potential den 
constanten Wert K. Das Potential V genügt ausserhalb des Leiters der 
Gleichung Ä V= 0 und muss in allen durch die Achse OX gehenden 
l\leridianen dieselben Werte besitzen. l\Iithin ist V unabhängig vom 
Winlwl 1}, den jeder Meridian mit einem festen Meridian bildet, und hängt 
nur ab von den beiden Coordinateu {} und ,. (§ 1). Mithin kann man die 
Gleichung Ä V= 0 schreiben: 

( oV\ ( . oV) o r2 -; o sm {} ~,-
. ,, 01' Otf Ü 
Slllv~.- + ott = . 

l\Ian erhält eine partikuläre Lösung, wenn man setzt 

V=1·nT 

und für 1' eine Function von {} nimmt, die der Gleichung genügt: 

d21' tlT 
sin&(Ti):l + cos a(ta+ n(n +I) Tsinf} = o, 

und setzt man: 

sin2 f) = z, 

so geht diese Gleichung über iu: 
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(I) 
rl21' ( 3 )d1' n(n+l), z(l-z)-, + 1----z -+------T=O. 
ds• 2 dz 4 

Sie ist somit von der Form der Gleichung: 

d2P dP 
z(I- z) -1 • + [·t- (a + ß + I)z] -,-:: -aßP= 0, c z· r"' 

welche zur Lösung hat: 

aß a(a + 1) ß (ß + 1) 2 
P=F(a,ß,"f,z)=I+Gz+ 1·2··t·(i+I) z + .. ·, 

und wenn r > I oder 1 = 1 ist, so ist die andere Lösung unendlich für 
z,= 0. In dem Falle, der uns beschäftigt, ist 

n ß_n+l 
"(=l, -;.=-2, - 2 , 

mithin genügt man der Gleichung (!), wenn man setzt: 

(2) T F( n n + 1 . 2 ") - < - -, ----- 1 ~m u - 2 2 , , 0 ' 

und wir müssen für 1' diese besondere Lösung nehmen, wenn wir nicht 
wollen, dass T unendlich werde für (} = 0, d. ·11. auf der Geraden OE, von 
welcher aus wir den Winkel U rechnen wollen. Da ferner die Grösse 
1 - a- ß positiv ist, so bleibt 1' endlich für sin 3 = 1. 

§ 16. 

Mitteist der l<'ormel (2) kennt man 1' von {} = 0 bis {} = i• aber nicht von 

diesem letzteren Werte von 0 an bis zu demjenigen, welcher der Fläche des 
Kegels entspricht. Um T in diesem letzteren Intervalle zu bestimmen, 
wenden wir die folgende Formel von Gauss an: 

ll(·t-1) ll("(-a-ß-1) 
F(a,ß,"(,z)= ll("t-a-1) ll("(-ß-l) F(a,ß,a+ß+ 1-"(, 1-z) 

n ("(-1) ll(a+ß-'t-1) N '(-a-ß 
0 0 

N 

+ ll(a-J)ll(ß-1) (1-..,) F(r-a,"(-ß,(- a-ß+l,l-"'), 

in . welcher ll(y) das Integral 

darstellt, falls y > - 1 ist, und wenn y kleiner als - 1 ist, so führt man 
den Wert von ll(y) auf den Fall, wo !J > - 1 ist, zurück, indem man ein 
oder mehrere !\Iaie die Formel anwendet: 

(3) (y + 1) ll(y) = ll(y + 1). 
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Hiernach erhalten wir: 

Wir bezeichnen mit a. den halben Winkel an der Spitze des Kegels 
und wählen 11 so, dass 

(-!) T = 0 für ll = r. - a 

d. h. auf der Oberfläche des Kegels ist. 

" Wir bemerken zunächst, dass für a = -2 uiese Gleichung sich redu-

ciert auf 

n( -~) 
---- --~ --- ---- = 0 

n ( ~) n (- II ;-~) 
( n+l') oder ll - ---2 -- = 'Z·. 

Daraus folgt, dass 11 1_1_ eine positive ganze Zahl ist, oder dass die Wurzeln n 

in diesem speciellen Falle die ungeraden Zahlen 1. 3, 5, ... sinu. 
Um die Gleichung (-!) zu vereiufachcu, transformieren wir das Ver

hältnis p der Coefficienten des Ausdrucks \'Oll T: 

( :1') (n) (. 11-l \ II - i I I -2 II - - 2- - 1 j 
p = ---- ----- ------- -------------; 

li(-{J n(-~-1) nc; 1) 
indem wir die Formel (::l) und die folgende Formel: 

it 1 
fl(- z- I)=- Slnr.z ll(z) 

anwenden, erhalten wir: 

]!=2 
n(~) 

11(~-~\ 2 ) 

- 2 

110: 
tang-· 

2 

1\Iithin wird die Gleichung ( -!), welche 11 bestimmt: 
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(5) 
l 0-

I 
l 

II. Teil, li. l\ap., §§ 16 u. 17. 

( n n+l 1 0 \ 

P -2, -2-, 2' cos-a:) 

-2 
n(~-) 

n(n . 1) 
:l 

- 2 

nrc (n n 1 3 " \ 
tang 2 cos'l. F } + 1, - 2 + 2' -2, cos-a./ 

Wir bemerken, dass die erste der beiden Fnnctionen F, welche in 
dieser Gleichung vorlwmmen, eine ganze Function in Bewg auf cos2a: ist, 
wenn man für n eine g·eradc Zahl nimmt, und bezeichnet mau diese Function 
mit F 1, so hat man: 

Für n = 0: 

" 
71 = 2: 

11 = 4: 

Ebenso reduciert sich die zweite Fnnction F, die ich mit F 2 bezeichnen 
will, auf eine ganze Function von cos~a: für n = 1, 3, 5, ... und man hat: 

Für n = I : F 2 = 1 

" 
n=:j: 5 'l F 2 = 1 - 0 cos- a. 

·) 

n=:i: 
7. 4 7. 9 

F. - 1-- cos 2 u. + -- cos'u. 
2- 2·3 . 3·5 . 

Bezeichnen wir mit P die rechte Seite der Gleichung (5) und mit e 
eine unendlich kleine ]JOsitive Grösse, so sind die Vorzeichen von P: 

Für n = 0 
" n=l-e: 
" n=l+e: 

" n=2 

,., n = :1- e: 

P=+ 
P=- w 

P= + w 

. ld "-- 1 P= ±,Je nac 1 em cos-"- > 3 

., <3 
P= +,je nachdem cos-'1. ---· >::J 

Fährt man so fort, so kaun man die Wurzeln der Gleichung separieren. 
Ans deu vorstehenden Substitutionen ersieht man, dass immer eine Wurzel 
existiert, die zwischen 0 und 1 enthalten ist, und dass es eine oder zwei 

\Vurzeln zwischen 1 und 3 g-iellt.. je nachdem cos~ a. < _; oder cos~ a > ~ 
~ LJ 5 

ist. Wir bezeichnen mit n 1• n", n3, ••• die unendlich vielen Wurzeln der 
Gleichung (5), ihrer Grösse nach geordnet, und bezeichnen ebenso mit 
1'1, T2, ••. die entsprechenden Ausdrlicke von T. 
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§ 17. 

Um den Punkt 0 als Mittelpunkt beschreiben wir eine sphärische Fläche 
DEI<' ausserhalb des Kegels und mit einem Radius R, der kleiner ist als 
die Erzeugende OB der konischen Fläche. In dem zwischen der Kugel
oberfläche und dem Leiter enthaltenen Baume ODEFO ist das Potential V 
die Summe aus der Constanten ]{ und sämtlichen soeben betrachteten und 
mit einem Coefficienten A; versehenen Lösungen 

A.r"i T .. 
I I 

Somit kann man setzen: 

V= ][ + A 11·"• 1'1 + A2r"' T2 + .A 3r"' T~ + · · · 

Nehmen wir an, dass man durch den V ersuch den Wert von V auf 
einem Meridian DEF der sphärischen Fläche bestimmt habe und stellen 
wir ihn durch f'(f't) t!ar, so kann man leicht die Coefficienten A 1, A 2 , ••• gemäss 
der Bedingungsgleichung 

A1R"• 'l'1 + .AzR"' 1'-.J + · · · = f'(l}) - K 

bestimmen. 1\lan erhält sodaun für die Dichtigkeit auf der Oberfläche des 
Leiters die Formel: 

worin mau {} = 1t- u. zu setzen l1at. 
In dieser Formel ist der erste Exponent 11 1 - 1 negativ, alle andern 

sind positiv; mithin wird für r = 0 das erste Glied unendlich, während die 
andern versclmiuden. Daraus folgt, dass die Dichtigkeit p an der Spitze 
des Kegels unendlich gross ist. 

\Vir berechnen jetzt die electrische Spannung auf einem Elemente der 
Oberfläche des Kegels, welches zwischen zwei Erzeugenden enthalten ist, 
die in zwei einen Winkel d<jJ bildenden Meridianebenen liegen, und welches 
sich nur von der Spitze bis zu einer Entfernung r = r 1 ausrlehnt, die klein 
genug ist, um alle Glieder von p vom zweiten an gegenüber dem ersten 
veruachlässigcn zu können. 

d1'1 00 -dG fur n ="- a. enthält den Factor sin a. cos a.; wir setzen demnach: 

dT1 • 
(ll} = II Sill 'J. cos (l, 

Das Element der Oberfläche des Kegels hat den Wert rdr sin '1. dtjJ und die 
electrische Srlanimug- auf diesem Elemente ist: 
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Diese Grösse ist im Allgemeinen nicht sehr gross, da der Exponent 2n1 

positiv ist, so dass man, wenn man nur uie auf diese Weise berechnete 
Spannung selbst betrachtet, nicht den Grund einsieht, weshalb die Elcctricität 
so schnell durch die Spitze hindurch ausströmt. l\lan muss jetloch voraus
setzen, dass die electrische Schicht eine gewisse Dicke habe; der Verlust 
an Electricität muss demnach dadurch verursacht werden, dass, wenn p 
unendlich oder sehr gross ist, die Dicke der electriscl1en Schicht nicht mehr 
ausserordentlich gering ist, wie dies gewöhnlich der Fall ist, uml daher 
entweicht die Electricität aus dem Leiter. 

§ 18. 

In dem Vorhergehenden ist vorausgesetzt worden, dass der Leiter eine 
kegelförmige Spitze besitze; die vorstehenden Rechnungen lassen sich aber 
mit geringer Modifikation auf einen Leiter anwenden, der einen ein
springenden Kegel oder einen trichterförmigen 'reil hat. 

Alsdann muss man den Winkel r.t als stumpf annehmen, wodurch sich 
das Vorzeichen des zweiten Gliedes der Gleichung (5) ändert. Nehmen wir 
dieselben Substitutionen wieder vor, die oben auf der rechten Seite dieser 
Gleichung gemacht worden waren, so erhalten wir: 

Für n= 0 
" n= 1- E: 
"1~=1-1-E: 

" n=2 

" 11 = 3- E: 

P=+ 
P=+oo 
P=-oo 

2 < 1 P= ±,je nachdem cos a.> S' 

. ld 9 <3 P= ±, .1e nac 1 em cos·r.t > 5' 

In diesem l<'alle existiert keine Wurzel zwischen 0 und I; die kleinste 

·wurzel 111 ist zwischen 1 und 2 enthalten, wenn cos2ot < .f, ist., sie ist 
o) 

zwischen 2 und 3 enthalten, wenn cos2r.t zwischen i und % liegt, sie ist 

grösser als 3, wenn cos2C( > * ist. 

Wir bemerken jedoch vor Allem, dass die Dichtigkeit p an der Spitze 
des Trichters in diesem Falle gleich Null ist. 

Berechnung der Exponenten nu n 2, n3, ••• , welche in dem 
Ausdruck des Potentials des conischen Leiters auftreten. 

§ 19. 

Wenn der Winkel a zwischen 40° und 9'0° enthalten ist, so kann man 
leicht mit Hülfe der Gleichung (5), ohne ihre Form zu ändern, angenäherte 
Werte dt•r Wurzeln n erhalten. 
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Hat man einen angenäherten \V ert einer dieser Wurzeln gefunden, so 
verbessert man ihn, wenn man dazu den Ausdrucl\ arldicrt: 

wo P die rechte Seite der Gleichung (5) bezeichnet, und wenn man 

setzt, so erhlil t mau: 

oP olf1 m: ol•~, o.: • 
- = -~-- 21.~ tan..,. · - cos '1.- -------1,- cos '1. F.. 
Oll Oll " 2 Oll ., 1/0.: -

cos-T 

-:2/-tanrr----cos'J. 1p- -IV--- J? q 117: [ ·(1!) (ll-1!] 
' ' " 2 2. 2 .' ~· 

Nach der Bezcichuung von Gauss setzen wir allgemein: 

IF(")= __ l_dii_C:l. 
- II (.:-) dz 

Gaus s l1at eine Tafel ller Werte dieser Function am Schlusse seiner 
aß 

Abhandlung: Disquisitioucs [JCncralrs circa wricm in{inifam 1 + -~ .1· 
1. '( 

r:x(a + 1)ß0 + 1) • + -------- · · .1·· + · · · (Bd. lll f'eincr Werke) '0'e!!'eben. 
1 . t · ·r e-r + 1) ~ 

§ :W. 

Ist der Winkel ·r:x sehr !dein, so muss mau die Form der Gleichung (5) 
ändern. Die Transformation, die ich geben werde, ist sehr zweckmässig, 
wenn r:x ein Winkel zwischen 0 und -10• ist, und ausserordcntlich bequem, 
wenn a ein sehr kleiner Winkel ist. 

l\lau hat die folgende Formel (Determinatio seriei nostrae etc., Gaus s' 
W erl\e, Bd. III): 

F ( a, b, a + b, 1 -- x) 
nc"+,,-1) [ . . . -1 =- ff0/--=-f)Tl(b-l) logx + 11• (a-1) +'l' (b-1)- 2'1· (O)_ F(a, Ii, 1, .1') 

___ . l~!_(a +_Ii :-:-! L-[4. ~!~ x + (A + B) n (a + _!_)_!J(~_±_!l_ x~ 
ll(a-l)ll(b-1) ~ I· 1·::.!·1·2 

+ (A + B -1- C) aJa:+_n_(r:_ -!_::2)b_(b+_l)_(~::-t_2) x 3 -1- ···] 

1 · 2 · :~ · I· 2 • :1 . ' 

\I'Cilll man setzt: 
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A= 2_ + 
a 

1 
b 

-2 

1 I 2 
B=--+---

a+l b+l 2 

1 1 2 
C=--+-----

a+2 b+2 3 

Diese Formel kann man anwenden auf die beiden Functionen F, welche 
in T (§ IG) vorkommen, und es ergiebt sich: 

( 1) n --
( n n+1 1 " ) 2 

F-2'2-'2'cos-a =-n(-~-I)nC21)x 

{[ . " n( 11- ) tr·(n-1) 1. J ( n n+1 . "")) logsm2u+lr --2 -1 + ' 2 - -2l 1 (0)_ F - 2, - 2-,1,sln-•I 

[ 1 n(n+ 1)] . " + -- + ---- sm- a + ... 
2 2 

F(!!. + 1 -!!: + 2_ .'l.· cos~a) =- ____ n({) __ x 
\2 ' 2 2' 2' nG)n(-n~l) 

{
[logsin2lt+ tF (~) + \F (-n; 1) -- 2\F(o)J F (-~ + 1, -nt 1, 1, sin2 a )) 

[ 3 (n + 2) (1- n)J . "" + 2 - 2 sm- u + ... 

Substituieren wir diese Ausdrücke in T, setzen cos t} =- cos a. und 
beachten die Formel 

n (- ~) n ( ~) = - n~ (- {), 

so nimmt die Gleichung T = 0 die folgende Form an: 

[l . " tr·( n \ tr·(u-1) . J [ n(n+l) " OO'sm-a.+' ----1 ;+' -- -2'1'(0) . 1-------sin·a.+· .. 
0 . \ 2 ' 2. 2·2 ] 

[ . ·(n ) "( n+1) . J [ (n+2)(n-1) . J +cosa. logsm2a.+'l' 2 + 1 +~ -- 2- -2'1' (0) . 1--~--smZa.+ ... 

[ 1 n(n+1)J . [3 (n+2)(1-n)J + 2 + ---2-_ sm2a+ 2---2-- sin2a.coso:+ ...................... =Ü. 

Ist a. sehr klein, so kann man diese Gleichung auf folgende Form redu
cieren: 
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(a) 41ogsina-,P~'(O)+'f'(-~-l)+'l·-c· 2 
1) 

lld!!: 1) lF(- 11 + 1)=0 + \2 + + 2 ' 

und hieraus erhält man a. vermittelst log sin a., wenn man n als bekannt 
annimmt. Ist a. nicht sehr klein, jedoch nicht grösser als 30°, so erhält 
man auf diese Weise einen Näherungswert von a., der einem gegebenen 
v~ erte von n entspricht, und dieser Wert erlaubt, zu einer grösseren An
näherung überzugehen. Giebt man den Wert von 11 1 und sucht man den 
entsprechenden Wert von a., und wendet sodann die Formel 

W(z)=lJ!'(z+1)--1-
.z+l 

an, so dass man nur noch Functionen ~· (z) hat, für welche z zwischen 0 
und 1 enthalten ist, so geht die Gleichung (a) über in: 

. • r' ( n) \Ji·(n) '"(1 n) ,1.(1 n) 4logsma-4'Ji(O)+'.: 1-2 + 2 +.: 2+2 +' 2-2 
2 n 4 

+-n---Uli-1-~=O. 
1-4 

§ 21. 

Eine genaue Tafel dieser Wurzeln habe ich nicht berechnet; indessen 
setze ich eine kleine Tafel hierher, welche einige Wurzeln n für bestimmte 
Werte des Winkels a. mit einer gewissen Annäherung gicbt und die es dem 
Leser gestattet, sich zu orientieren, wenn er diese Wurzeln für einen ge
wissen Wert dieses Winkels berechnen will. 

a n.l 1!2 nJ 114 

0 0 2 " ,.., 

3G' 36" 0,10 1,12 2,135 3,145 
7° 57' 0,20 1,28 2,33 3,37 

18° 54' 0,30 1,41 2,38 3,37 
30° !)' 0,40 1,59 2,33 3,37 
30° 33' 0,40 1 ,5~) 2,33 4 
39° 14' 0,433 1,70 

., 
4 i) 

54° 44' 0,551 2 " 4 ;, 

57° 25' 0,551 2 3 5 
70° K' O,i2 2,34 '! 5 
uoo 1 B 5 7 
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Verteilung der Electricität auf zwei Kugeln, die 
sich gegenseitig i.nfluenzieren. 

Allgemeiner Fall. 
§ 22. 

Diese Aufgabe wurde zum ersten Male von Po iss o n gelöst (Jlf cmoires 
de l'Acadcmie des Scie1zces, 1811). 

Es seien a und b die Radien der beiden mit Electricität geladenen 
Kugeln A und B •und c die Entfernung ihrer Mittelpunkte; c ist grösser als 
a + b. Die Schichten, welche die Kugeln A und B bedecken, haben die 
Verbindungslinie der Mittelpunkte der Kug·eln zur Symmetrieachse. Ent
wickeln wir die Dichtigkeit p der ersten Schicht in eine Reihe nach 
den Y", die sich hier auf die Functionen X" reducieren (§ 5), so erhalten wir: 

wo A0 , A1, A2, • • • constante Coefficienten sind; alsdann erhalten wir für 
das innere und äussere Potential dieser Schicht (§ 6) respectivo: 

V= 4r.a [A X + A X ~ + .... + A X ---~- + .. ·] o o 1 1 3a n n (2n + I) a" 

V'= 4"a2 [A0X + A X ~+ .... +A X -~-+ .. ·]· 
r 0 1 1 3r " " (2n + I) r" 

XI, X2, ... sind Functionen von fL = cos G, wo n der Winkel ist, welchen 
die Centrallinie mit dem Radiusvector r bildet, der vom Mittelpunkte von A 
nach dem Punkte gezogen ist, in welchem das Potential genommen wird. 

'Vir bemerken, dass man, wenn 

x x" 
A0 X0 + A1X 1 3' + · · · + A,.X" ~~~ +] + · · · = 9 (J.L, x) 

gesetzt wird, erhält: 

F = 4-r:a "'(" 1.) r n '(i 

V'= 4r.~"'("-· !!.). 1' T r-·, 1' 

Nun weiss man, dass im Falle fL = 1 sich slimtliche Functionen X auf 
die Einheit reducieren. Bezeichnet man also 9 (I, x) mit f(x), so erhält man: 

x x" 
f(x) = A 0 + A 1 3 + .. · + A" 211 + 1 + .. · 

Sodaun sieht man, dass, wenn es gelingt l(x) zu bestimmen, man die 
Coefficienten A und somit auch die Functionen p, V und v~ kennt. 
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Wir erhalten ebenso für die Dichtigkeit a der Schicht der Kugel B: 

a = B0X0' + B 1X 1' + · · · + BnXn' + · · ·, 
wo die Coefficienten Bn constant sind und Xn' das ist, was aus Xn wird, 
wenn man darin p. ersetzt durch p.', den Cosinus des Winkels, den die Ver
bindungslinie der Mittelpunl\te mit dem Radiusrcctor ,.• bildet, der vom 
Mittelpunkte von B nach dem Punkte gezogen ist, für den das Potential 
betrachtet wird. Für rlas innere und äussere Potential dieser Schicht 
haben wir: 

U' = 4r.7J2 " X ' __ lJ_"_ 
1·' ~ ßn n 

0 (2n+ l)r'n 

Setzt man: 

so erhält man: 

( r') U = -lo.b «I> p.', b 

U' - 4o.1J2 «1> ( , k) - ,.' p.' r' ' 

und um die Coefficieuten B,. zu bestimmen, braucht man nur die Function 
zu berechnen: 

"' ~ xn 
F(x) = «1> (I, x) = Y B - ---· 

~ "2n+ 1 

Das Dreieck, welches von den drei Linien r, r' und c gebildet wird, giebt: 

(a) l"p. + r' p.' = c. 

Die Summe der Potentiale der beiden Schichten muss im Innern einer 
jeden Kugel einen constanten Wert besitzen; mithin hat man: 

"V+ U' = const. im Innern von A, 
V' + U = const. im Innern von B, 

oder wenn wir mit C und G zwei Constanten bezeichnen: 

a? (p.,~) + ~ «1> (p.',~) = C 

a; ?(P., ;) + b <i> (p.', ~) = G. 

Nel1men wir den angezogenen Punkt auf der Centrallinie an, so ist 
J.l· = I, p.' =I, die Gleichung (a) geht über in ,. + r' = r• und, wenn man 
diesen Punkt auf der Verlängerung dieser Linie nimmt, in ,. -1·'= c oder 

111 a t !J i c n, l'oteulialthcoric. 14 
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t·' - r = c, und die beiden Functionen ? und <I> verwandeln sich in f und F, 
so dass wir respective im Innern von .A und von B erhalten: 

af(!_) + _!!!__ F(-b ) = C a e-r e-r 

a2 ( a ) (~"') -- -- +bF- -G c-1·' f e-r' b - ' 

wenn man ,. und r' als positiv oder negativ betrachtet. 
Nach dem, was oben auseinandergesetzt wurde, können wir, wenn wirf 

und F mit Hülfe dieser beiden Gleichungen berechnet haben, die Lösung 
der Aufgabe leicht vollständig erledigen. 

Setzen wir: 
')" , .. 
a=x, b=y, 

so haben wir: 

af(x) +__!!:_P(-b--)= C c-ax c- ax 
a2 ( a ) 

c -by( c -by + bF(y) = G, 

und hierin sind x und y zwischen - 1 und + 1 enthalten. Zwischen 
diesen beiden Gleichungen eliminieren wir die Function F. Dazu verwan-

deln wir y in _b_, welches kleiner als 1 ist, soclann combinicren wir die c- ax 
beiden Gleichungen, und wenn wir des einfacheren Schreibens wegen 

c2- b2 
--=1.; a . 

setzen, so finden wir: 

worin, wie schon erwähnt, x zwischen - I und + 1 enthalten ist. 

§ 23. 
Betrachten wir zunächst die Gleichung (b) ohne rechte Seite, d. h. die 

Gleichung 

(c) b (c- ax) 
f(x)-k- cxf' k- cx =O, 

so finden wir leicht die Lösung: 

l(x) = . I1 . ., 
Jlc- (k + a)x +ca:~ 
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wo H eine Constantc ist, und diese Function bildet einen Teil der Lösung 
der Gleichung (b ). Für x = 1 aber wird die unter dem Wurzelzeichen 

u2 - (a- c)2 
stehende Grbsse gleich 2c- k- a =-----und hat einen negativen 

a 
Wert; für x = 0 andererseits ist sie positiv; mithin wird die Wurzelgrösse 
zwischen x = 0 und x = 1 gleich Null und imaginär; somit muss man 
1I = 0 setzen. 

l\Ian bemerke, dass man der Gleichung (c) ebenfalls genügen kann 
mitteist derselben Formel, wenn man darin für H statt einer Constanten 

eine Function von x nimmt, welche bei Verwandlung von x in ~- ax 
rv-CX 

unverändert bleibt. J\Ian sieht aber leicht, dass diese neue Function eben
falls nicht brauchbar sein würde und dass man H = 0 set;,en müsste. 

Wir wollen sodann die Gleichung (b) auflösen 1. für den Fall, dass 

man ihre rechte Seite auf !!_ reduciert, 2. für den Pali, dass man die rechte 
(( 

Seite auf- Gb --1- reduciert, und addieren sodann die so erhaltenen 
(( C- (IX 

Punctiouen, um den Wert der gesuchten Function zu erhalten. Nun braucht 
man aber, um diese beiden Aufgaben zu lösen, nur die Gleichung (b) zn 
lösen, wenn man darin die rechte Seite durch 

1 
p-q;r; 

ersetzt, und für die erste Aufgabe p = 1, q = 0, für die zweite p = c, q = a 

zu setzen. Schliesslich multiplieiert man noch die beiden Resultate mit Q, 
a 

Gb 
respective mit - -· 

a 

Um die Gleichung 
§ 24. 

b (c- ax) 1 
f(x)- k- cxf k- cx = p- qx 

aufzulösen, setzen wir: 

f(x) = ~0 (x) + <jl 1 (:z:) + · · · + ~n(x) + · · · 
und brauchen nur zu nehmen: 

1 
~o(x) = P _ qx' 

1 ( ) b 1 (c - ax) 
'fn+l X = k- CX 'fn k- CX • 

Um dieser letzteren Gleichung zu genügen, setzen wir: 

14* 
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wo Jl,., fJ,. Constanten sind. Dies gieht: 

und somit: 

(d) {
bpn+l = l.p,. - cq n 

bqn+l = cp,.- aq n· 

In der ersten dieser IJeiuen Formeln verwandeln wir n in n + 1, also: 

und eliminieren schliesslich zwischen diesen drei Formeln q,. uud q,.+ 1• Wir 
haben so: 

oder: 

wenn gesetzt wird: 
k-a 

b 
c~- a~- lJ2 

ab 
=g. 

1\lan genügt rlieser letzteren Gleichung, weun mau setzt: 

P,. = si" + Ii'", 

wo s und t unabhäng·ig \"On n und i, i' die Wurzeln der Gleichung zweiten 
Graues 

i2- gi + 1 = 0 

sind. Sodann erhält man aus der ersten der Gleichungen (rl) 

Um die beiden Constantcn s und t zu bestimmen, setze man n = 0 iu 
den Ausdriickcn vou JJ,., IJ,.; man erhält ~o: 

s+f=p 
k- bi 1.--bi' 
--s+ -- -f=q 

c c ' 

wo p und q bekannt sind. Es ist also: 

und 

qr: - (k - bi') }J 

s= b(1'- i) 

- qc + (k - bi) p 
f=· b(i'-i) -
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§ 25. 

Bezeiclmcn wir mit Jl,., q,. die Werte von Jl", q,., wenn man darin 
11 = c, q = rt setzt, und mit p,.', q"' die Werte von p,., q", wenn man darin 
11 = 1, q = 0 setzt., so erhalten wir mit Benutzung dieser Bezeichnungen: 

C .., I Gb "' 1 
f'(x)=--~----~--· 

' (( ä )I 1 - o 'X (( .... )I - fJ ;!; u n Jn 0 n u 

Bilden wir die Grössen Jl,.'. q,.', Jl,., IJ,., so ist zunächst: 

, , 0 , k - bi' k - bi 
Pu= I, IJo= ' s=-b(i'-i)' t'=b(i'-i). 

Beachten wir sodann die Gleichungen: 

so finden wir: 

i + i'=g, ii'= l 
(k- bi)(k- bi') = k2- kbg + b2 = c2, 

, _ ,.,. t•·.n =- (a + bi)_{'+ (a + lii')i"' 
1/n -St + t b(i'-i) 

, k-bi ,.,. k-ld' ,.". c(i"'-i") 
1J =--s~ +---tt =--:--.-· " c c b(t'- ~) 

Ebenso erhalten wir: 

Jlo = c, 'lo = a, 
ci d 

s=--.,-.. t=-.,-. 
1-- ~· ! - ~ 

c(i'n+l- in+l) 
., . 
/.-t 

P,. = si" + ti'" 

k-M ·n k-bi' ·.n (a+bi)i'"+1 -(a+bi')i"+1• 
fJ,.= -('-.-SI + -C-- ft = f- i 

l\Iithin erhalten wir schliesslich die folg·ende Formel: 

(.'{,~ i'-i 
f'(.c) =- '' ., ---------

a ~ (a + bi'- cx)i'"- (a + bi- cx)i" 

_Gb~ i'-i . 
a ~ [c- (a + /Ji).r]i'"+1 - [c- (a + bi')x]i"+1 

Hieraus leiten wir F(y) her, indem wir die Buchstaben a und b, C und G 
mit einander vertauschen, und erhalten: 

Ga" i'- i F(y)=- . 
b '7" (b + ai'- cy) im- (b + ai- cy) i" 

c ., i'- i 
-~~---------,-,----------;-; 

li ~ [c- (b + ai) y] i'n+l- [c- (b + ai') y] in+l 
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§ 2G. 

Die beiden Constanten C und G bestimmen sich durch die Ladungen, 
die den beiden Kugeln mitgeteilt worden sind und die wir als bekannt 
voraussetzen. Nach der Formel, welche V' giebt, ist 4o.a2A0 die Ladung 
der Kugel A; somit ist A0 die mittlere Dichtigkeit auf dieser Kugel, und 
ebenso ist B0 die mittlere Dichtiglieit auf der Kugel B und diese beiden 
Grössen sind bekannt. Nun stellen aber A0 und B0 die Werte von f(x) 
und F(x) für x = 0 dar; mithin ergeben sich zur Bestimmung von 0 und G 
die folgenden beiden Gleichungen: 

Ob ~ i' - i Gb ~ i' - i 
Ao=a f (a + bi')im- (a + bi) in- ac f i'"+1 - , .. +t 

Ga"' i'-i Ga~ i'-i 
Bo=l) ~ (b + ai') im- (b + ai)i"- bc f im+l_ i"+1 

§ 27. 

Nach den Auseinandersetzungen im § 22 geht man von f(x) zu 'P (fL, x) 
über, indem man f(x) nach Potenzen von x entwickelt und die Glieder 
dieser Entwickelung respective mit den Coefficienten Xo, XI, x2, . . . der 
Entwickelung von 

1 

(1- 2fLx+ x2)- 2 = Xo + X 1x + X 2x 2 + · · · 
1 

multipliciert. Nun ist f(x) in Teile zerlegt worden von der Form P- Qx 
und man hat: 

1 1 ( Q Q2 \ 
p- Qx = p 1 + p x + p2 x2 + ... )i 

mithin ist der entsprechende Teil von '? (p., x): 

1 ( Q Q2 . ) - .!. 
p~ X0 + X1 -px + X 2 p 2 x2 + · .. = (P2- 2PQp.x + Q2x2) 2 • 

Setzen wir so dann: 

so ergiebt sich: 

A,. = c(im+l - in+l) 

B,. = (a + ui)r+1 - (a + bi') t+1 

A,.' = (a + bi') i'"- (a + bi) i\ 

1 
P,. =7,-.A,., 

t-~. 

,_ 1 AI 
Pn -b(i'-i) n' 

1 
q,. =-.,-.Bn, 

~-t 

'= 1 A q,. b(i'- i) n-1' 

und so dann erhalten wir: 
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- (;[J (i'- i) ~ 1 . 

a .- 1/ A2 - 2A B ux + B2 x2 
0 n n nr 11 

Hieraus können wir erhalten: 

( r) T"' 4;:n2 
( a) V= 4-:-:a r p., 71 , ' = -r- 'i' !J., r · 

Die Dichtigkeit p auf der Kugel A hat den Wert: 

1 (oY' OV\ . Or(fL,X) 
p=- 4,. ar--a;:)= 2---~:x-+;;(f.L,X) für x= I. 

Nun findet man, wenn mau 

setzt, für x = 1: 

mithin folgt: 

<)' = (A- B.c + C.c2) 

2 d~ + .r. = A - C 
d.r 'I' :1, 

(A-B+ C) 2 

21G 

Die in diesem Paragraphen berechneten Grössen beziehen sich auf die 
Kugel A. i'llan erhält analoge Grössen fiir die Kugel H, wenn man die 
Bu_yhsta.ben a und b, C und G, fL und p.' in den vorstehenden Formeln mit 
einander vertauscht. 

§ 28. 
Wir wollen nun diese Ausdrücke transformieren. Da i' grösser als i 

und ihr Product gleich der Einheit ist, so setzen wir: 

i' = i' i = c -ß j 

bemerkt man sodann. dass 

(( + bi' (( + bi 1 
--c-·-c-=' b+ai~b+!!.!_=l 

c c 

ist, so kann man, wenn man mit "'· r/ zwei positive Grössen bezeichnet 
ebenfalls setzen: 
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(I+ hi' 'I) 
--c-=e, 

b + ai' rj" -c--=c, 

a + bi -"1 ---=e c 
b + ai -"1' 
---=c 

c 
l\Ian erhält sodann: 

. a + l,i' b + ai' ., ~ 
r"l+"l = ------ --- = 1 = e' , 

c e 
woraus folgt: 

7J + lJ' = ß. 
Aus diesen Formeln ergiebt sich ferner: 

. b . Ir:~ smh 7J = -- sm 11., c sinh 7J' = ~ sinb ß c 
c = a cosh 7J + b cosh 7J'· 

Ferner haben wir: 

A,. = 2c sinh (11 + 1) ß, Bn = 2c sinh [(11 + 1) ~~- 7JJ. An' = 2c siuh (n~ + lJ). 

Bezeichnen wir mit H und L die Potentiale der Kugeln A und B und 
11 L 

ersetzen wir folglich C und G durch - und -- so erhalten wir: 4o. 4o., 

~ 1 

= 41lb_ sinhß ~[sinh2(nß+'l)-2p.xsinh(nß+1))siuhnß+x2 sinh 2 nß] -~ 
1tac -

0 
~ 1 

- -4~b sinh ß ~ (sinh2(n+ 1)ß-:2f-L:rsinh(n+l)~sinh[(n+ 1)ß-1)]+:~2 sinh 2 [(tl+l)ß-7JJ] - 2 
u.ac 

0 

und 

Hb ~ sinh 2(nß+1))- sinh2 nß 
p=41taCsinhß"'- 3 

0 [sinh2(nß+"'l) -- 2!J-sinhnßsinh(nß+ YJ) + sinl12n~f2 

Lb . 1 r:~ ~ ____ si_nl_l2-"-'[(,__n_+_l"-') ß'--_.!:_lJ]~--si_n_h 2__:('--11_+_1"--') ß~--------=-
- 4_1t_a_csm 11" ~---- ..=!. 

0 [sinh2 [(n+ l)ß-l')]-2!J-sinh(n+ 1) ß sinh [(n+ 1)ß-"'l]+sinh2(n+1)ß] 2 

Mit Jl und 111' bezeichnen wir die Massen der Elcctricität auf den 
beiden Kugeln A und B; dieselben haben die Werte 4r.a2A0 und 41tb2B0 

und wir erhalten zwischen diesen 1\Inssen und den Potentialen die folgenden 
beiden Gleichungen: 

b ["" 1 "" 1 J .M=~sinh H . -L~ c ß ~ smh (nß + "i) A1o1 sinh(n + 1)~ 
0 0 

llf=-smh L ~. -H-..: . · a/J . [ ~ 1 "" 1 J 
1: ß 7 sinh (nß + ·'l') ~ s111h (11 + 1)ß_ 
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§ 2~J. 

Der Ausdruck für die Dicht.igkeit p vereinfacht sich bedeutend für die 

Punkte der Kugel ..!, welche auf der Verbindungslinie der Mittelpunkte der 

beiden Kugeln und auf ihrer Verlängerung liegen. 

Für den auf der Centralliuie gelegeneu Punkt ist p. = 1 und man findet: 

= In1 sinhß" -~~1_1_~1_(!_1ß + r,) + sinhn~ _ 
P 47tac 1 ..ti.J [ siuh (11~ + 1])- sinh 11~] 2 

u 

Lb . q~ sinh[(n+l)ß-r,]+sinh(n+l)ß 
--,- smh 1. ~ [ o, 

.. ~ac 0 sinh[(n+l)ß-r,]-sinh(n+l)ß]" 

oder: 

b sinhßcosh~f "sinh(11ß+~) "',sinh[(n+l)ß-~ll 
p=- 1uV -L~ __ . 

So.ac . 1J • o ( 1)) _... ., [ 7J J J smh2 2 o cosh· nß + 2 o cosh- (n + l)ß- 2-

Für den auf der VerlängP.rung der Centrallinie gelegenen Punkt ist 

p. =- 1 und es ist: 

oder: 

Hb . 1 ~ sinh (nß + r,)- sinhn~ 
P = 4r.ac sm 1 ß""" [ sin h (ni~ + 11) + sinh ußr 

0 

L/J -~~~ sinh[(n+l)ß-'IJ)-sinh(n+l)ß 
---Sill l1• , - ------------ ------;;. 

4<.ac ~ [sinh [(n + l)ß- 'IJ] + sinh (n + 1)~]· · 

Fall, wo sich die Kugeln beriihren. 

§ 30. 

In dem Falle, wo die beiden Kugeln mit einander in I3eriihrung sind, 

kann man verschiedene ziemlich einfache Formeln erhalten; in diesem Falle 

sind die Potentiale der beiden Kugeln gleich. 

Um diesen spcciellen Fall zu behandeln, untersuchen wir zunächst, 

was aus der Reihe 

(1) n"x[ sinhß _ sinhß ] 
....,. sinh(n+z)ß sinh(n+l)ß 
n=O 

wird, wenn ß sich der Null nähert. 
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Wir beginnen mit der Summation der Reihe: 

(2) 
n=+oo +~ 

"5 I =~ I . 
"~"' siuh (n + ;;:) ß .!: sinh("ß- I+ 2n -!::__!_ ß\ 

wl 2 2 / 

Wir bezeichnen F1 mit i. Die Function tangam u, welche 2K und 
4iiC zu Perioden hat, wird dargestellt durch die folgende Doppelreihe: 

1 m=~"' n=+oo ( _ l)n 
tangamn = -- ~ " -, k' A..l ",;;"; u- (2m+ 1)](- n · 2iJ{' 

m=-:YJn=-:.o 

wo k' das Complement des Moduls k ist. Da man 

+oo n ·t-.z> n · 
" (-l) =..2__ ~ -(-1) 1 = it 

.-. z - n · 2 i J{' 2IC .."". " 2IC . I ( '-Z ) 
_" -00 2iJC z- 1/it Sill l 2JC 

hat, so ergiebt sich: 

(3) 
m=+cc 

it ~ 1 
tangam ?t = - 9 TT'k' ~ ---,["_-------_-1-:;;{;-=;] · 

--.11. • I 1.trr. h 

m=-oo Sill! 2]('- (2m+ l) 2IC 

Setzen wir in dieser Formel 

o.K_ß 
K'-' 

d h 'b f"' T.U • un sc re1 en ?t ur 2j[i' so erhalten Wir: 

m=+co 1 2Kk' 2Ku, l · = - ~- tangam ~-. 
m=-«>·sinh ln +(2m+ 1) ~ J ß ß 

Diese Formel wenden wir auf die Reihe (2) an, rnultiplicieren soclann 
mit sinh ß und erhalten: 

;:: sinh ß 2Kk' . ( 1) 
~ sinh (n + z) ß =-ß-smh ß tangam 2]( z- 2 · 
-<0 

(4) 

Die linke Seite lässt sich schreiben: 

~ sinh ß ~ sinh ß 
~ sinh(n+z)ß + """sinh(-n+z)ß 

0 1 

V sinh ß ~ sinh ß 
= .- sinh (n + z)ß--..., sinh(n + 1- z)ß 

0 0 

·" [ sinhß sinhß J ~ [ sinhß sinhß ] 
= f sinh(n+z)~- sinh(n+I~- - ~ STnh(/i+l-=-z)ß- sinh(n+I)ß_ · 
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In der Formel (4) lassen wir jetzt ß sich der Null nähern; in der 
Grenze erhalten wir 2K = r., k = O, k' = 1, und wenn wir die Grenze der 
Reihe (1) mit x(z) bezeichnen, so g·eht die Gleichung (-!) über in: 

x(z)- x(l--z) = 1t eohz. 

Nun hat man aber, wenn z < 1 ist, die bekannte Formel: 

I I 

(' t=-l_ 1 5 t-• - 1 
(a) J I-t dt- 1 _t dt=r.cohz, 

0 • 0 

und wenn man diese Formel mit der vorhergellenden vergleicht, so folgt: 

1 5 t•-l- 1 
z (z) = -r=-T dt. 

0 

Eine Constante hat man auf der rechten Seite nicht hinzuzufügen, da 
sie, ebenso wie die linke, für z = 1 verschwindet. 

§ 31. 

Dieses Resultat wenden wir auf die beiden in Berührung befindlichen 
electrisierten Kugeln an. In den Formeln des § 28 hat man II = L, 
c = a + b zu setzen, und ß, 7J und TJ' unendlich ldein zu nehmen. Man er
hält daher: 

b 
lJ= a+b ß, , a ß 

"'l=a+b' 

und aus den beiden letzten Formeln jenes Paragraphen leitet man her: 

a 
1 --

ab (' t a+b -- 1 
111 = a + b H J 1 _ t dt 

0 
b 

1--

JJI' = ___!!!!__ H (' t a+b - I dt. 
a+b J 1-t 

o' 

Suchen wir die Gesamtladung ~ der beiden Kugeln, so erhalten wir, 
wenn wir diese beiden Gleichungen addieren, die Gleiclmng: 

a b 
1 -- 1 --

~= {t ~ b 11 ( 5 t :-:-; 1 dt + f t ::-; 1 dt), 
0 0 

wodurch das Potential Il bestimmt wird. 
Man braucht nur eins von diesen beiden Integralen zu berechnen; man 

hat nämlich der Formel (a) zufolge für ihre Differenz: 
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a b 
1-- --r t a+b - t a+b br. 

) - 1 _ t dt= 1t cot ·;;-+)i' 
u' 

Nimmt man a > b an, so ist die Cotangente positiv, was bedeutet, 
dass die Ladung der grösseren Kugel grösser ist als diejenige der kleineren. 

Entfernt man die beiden Kugeln von einander soweit, dass sie nicht 
mehr auf einander wirlren, so wird die Dichtigkeit auf jeder gleichförmig 
und das Verhältnis der Dichtigkeit auf der Kugel B zu der Dichtigkeit auf 
der Kugel A ist: 

b a 
1 -- 1 --

Jll' Jl[ a2 ( 5 t a+b- I ) ( 5 t a+b -· I ) 
b2 : a2 = [)i 1-=-t-dt : ---y=-t-dt . 

0 0 

Um des einfacheren Schreibens willen, setzen wir: 

und erhalten: 

b 
--=a. 
a+b ' 

fl t- a:b- I Sl(t~- I a 1) 51 ta.- 1 I 
----dt= --- +t- clt= ----dt+-· 
1-t I-t 1-t a. 

o' o o 

Daraus ergiebt sich für ilas Verhältnis der Dichtigkeiten: 

Wir untersuchen, was aus diesem Verhältnis wird, wenn die Kugel B 
unendlich klein wird im Verhältnis zur Kugel A. l\lau muss alsdann in 
dieser Formel a. gegen Null convergieren lassen. Ersetzen wir t-a. durch 

a.2 
1- a.log t + [":""2 (logt)2- · · ·, 

so erhalten wir für die Grenze des Verhältnisses der Dichtigkeiten: 

0 

1 
1 Iog-s t 'lt2 

1 _tdt= 6 =1,644936 ... 

.A.nstatt dieser von Poisson gefundenen Zahl hatte Coulomb geglaubt, 
aus seinen Versuchen auf die Zahl 2 schliessen zu müssen. 
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§ 32. 
Stellen wir durch \lf (z) die schon im § 19 dieses Kapitels auf diese 

Weise bezeichnete Function dar, so hat man die Formel: 

1 ). 

S z: : dz = IF(I.)- ·~·(~.~o), 
0 

Yorausgeset:r.t, dass 1.1. und A grüsser als - 1 sind (vgl. z. B. die Nr. 37 der 
Abhandlung von Gauss: Disquisifiones generalcs circa seriem i11(lnitam 

1 + 1 a~ x + · · ·, Werke ßd. III). Man hat daher die folgenden Formeln: . "{ 

0 

0 

" 
S I~- a+b_] (- a) 

---elf= I{;" (0)- \If --
1-t a+b 

b 
1--s t a+b- 1 ( - b ) 

:-1-t:-- dt = 'F (0)- IF (-1 +-b . 

Am Eude der erwähnten Abhandlung hat Gauss eine Tafel der Werte 
von 11r (z) gegeben, wenn ;: zwischen 0 und 1 enthalten ist, und auf diesen 
Fall kann man die vorstehenden Functionen IJt zurückführen mitteist der 
~'ormel: 

1F(z) = IF(z + 1)- --1-. 
z+1 

§ 3~. 
Wir wenden jetzt die Pormeln des § 27 auf den Fall an, wo die 

Kugeln A und B in Berührung sind. Die Entfernung c ihrer Mittelpunkte 
ist alsdann gleich a + b und die beiden Wurzeln i und i' werden gleich 
1. Nehmen wir i' und i unendlich wenig verschieden von 1 an und gehen 
sodann zur Grenze über, so erhalten wir: 

An nn 
-"-. = (n + l)c, -:;--. = (u + l)c -!1, 

An' 
-.,-. =nc+b. 
l.- t 1-1 1.-l 

Da G = C oder L = H ist, so folgt: 

llb{ rr(JJ., x) = 4~a 
"' ,, 
... 1 

u [(1w + b)2 - 2~~t:(uc + b) !J.X + n 2c2-'2fi 
-" 1 l .... 1 J' 

I [ '' '' 2 ( { ) ( b)'' "j_iJ_ n-c· - 11c nc - 1 !J.X + nc - ·x· 
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und sodann: 

(2) 

l\Ian kann aus diesen Reihen eine einzig-e m<Jchen und zwar erhiiit man: 

2uc-b ~} 
[b2+2nc(nc-b)(I- p.)] 2 

Diese Reihe ist sehr convergent, vorausgesetzt, dass p. nicht gleich 1 
oder sehr nahe gleich 1 ist. Übrigens entspricht der Wert p. = 1 dem Be
rührungspunkte der beiden Kugeln und daselbst ist p offenbar gleich Null. 

Obwohl die letzte Formel im Allgemeinen sehr bequem ist., kann man 
doch über den Ausdruck von p noch die folgenden Bemerkungen machen: 

Wenn man in der zweiten Summe der Formel (2) n in - n verwandelt 
und sodann von n = - 1 bis n =- oo summiert, so erhält man: 

Ilb~ + "' 2nc + b 
D = -- ~ ------· ----
' 4o.a ~ ~-

-"'[I!~+ 2nc (nc + b) (1- p.)] 2 

Ferner sieht man, dass 

ist, wenn man setzt: 

Jlb2 oP(z) .. p=--------- fur z=O 4o.ll (1 - p.) o,; 

+oo 

P(z) = :I 1 

-"' [b2 + 2 (nc + z) (nc + z + b) (1- p.)]2 

Verteilung der Electricität auf zwei dm·ch einen leitenden 
Faden verbundenen Kugeln. 

§ 34. 

Wenn die beiden Kugeln durch einen leitenden Faden verbunden sind, 
so sind ihre Potentiale li und L einander gleich. Mithin werden die beiden 
letzten Formeln des § 28: 
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b ["' 1 "' 1 J M- ~-- H sinh Q ~ ------- - '\' ~~,.-----,-,----
- c ~ ..- sinh (nß + -~) _.. sinh (n + 1) ß 

0 0 

111'= ab ll sinh3 [~ . -.-1 -~ 
c 1 f smh (n~ + r{) 

~ 1 ] 
~ sinh(n + 1) ß • 
0 
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Bezeichnen wir mit ~J.Jt die Summe der Ladungen der beiden Kugeln, 
so erhalten wir, wenn wir diese beiden Gleichungen addieren: 

ab . " [ 1 1 2 J ~ = c Hsmh ß _.. sinh(nß + 1J) + sinh(nß + 1J')- sinh(n + 1) ~ • 
0 

Nimmt man an, dass man durch den Versuch die Grösse ~ bestimmt 
habe, so ergiebt sich H vermittelst dieser Gleichung. Die Glieder dieser 
Reihe nehmen sehr schnell ab. 

Darauf können wir JJI durch die erste Gleichung berechnen. Fasst 
man die beiden darin vorkommenden Reihen zu einer zusammen, so erhält man: 

ab . ..:., [ 1 i J 111= -Hsmh ~ - · c ß..,. sinh(nß+1J) sinh(n+1)ß 
0 

§ 35. 

Die Differenz der Ladungen der beiden Kugeln lässt sich 
mitteist einer elliptischen Function darstellen. 1\lan hat nämlich: 

l ["' 
00 1 J M -111'= aJ Hsinl1 ß ~ 1 - ~ ---- . 

c """'siuh (11 ß + lJ) • sinh (nß + 1J') 
0 0 

Erinnert man sich, dass ß = 1J + 1J' ist, so kann man die erste Summe 
auf folgende Form bringen: 

"' 1 '\' .... ~[ ---;-,--ß]' 
o sinh Y +(2n + 1)-2 

und für die zweite Summe, genommen mit dem ihr vorangehenden Zeichen 
-1, erhält man nach und nach: 

l --, 1 
o sinh["~ ~ "l +(-2n-1){] 

00 

=~- -, 
1 sinh [Y + (- 211 + 1){] 

-«> 

- '\' 1 ---· 
- ..... . [-1) - "'' [1] 

-1 smh --2 -+ (2n + 1)-:i 
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Durch Addition dieser beiden Summen folgt: 

+co 1 

~ l·fj-T( ß.l 
-co siuh ~- + (2n + 1) 2_ 

Wie wir im § 30 sahen, hat man aber, wenn man 

:!i-P. j\_' -IJ 

setzt: 
+~ 1 2J(k' 2]( 
~ ( 2n + 1 ) =--ß~ tangam [f u; 
-cn sinh 1t + -2-- ß 

mithin erhalten wir: 
ab 2Kl/ K(YJ' -rl) 

Jli- Jli' = c H sinh ß -ß~ tangam --ß -· 

Zur Berechnung der Grösse K und des Moduls k wendet man die be
kannten Formeln an: 

V2_]{ = 1 + 2q + 2q4 + 2qg + 2q16 + ... 
" 

V2lc']( --.:::- = 1- 2q + 2q1- 2q9 + 2q16- ... 
" 

§ 3G. 
Wir beschäftigen uns ferner mit dem Ausdrucke der Dichtig

]{eit der Electricität auf den beiden Kug·eln. Da dieselben durch 
einen leitenden Faden verbunden sind, so hnn dieser Faden nebst den 
beiden Kugeln als ein einziger leitender Körper betrachtet werden und so
mit besitzt die Electricität auf den Oberflächen der beiden Kugeln nur ein 
einziges Vorzeichen. 

Die zweite Summe des im § 28 gefundenen Ausdrucks von p kann man, 
wenn man n + 1 in n verwandelt und, statt von n = 0 an zu summieren, 
von n = 1 an summiert, folgenelennassen schreiben: 

n=co 
~ sinh 2 (n~- ·'I)- sinh 2 (nß) 
~ ----------------~--~------~~-----------3 

n=l [sinh2 (nß- 1J)- 2p. sinh (uß -YJ) sinh (nß) + sinh2 (nß)]-2 

und wenn man 11 in - n verwandelt.: 
n=-oo 

sinh~ (n~ + YJ) - sinh ~ (n~) 
.-'-''----~-------=-3 

n=-l [sinh2 (n~ + 1J)- 2p. sinh (n~ + YJ) sinh (n;~) + sinh~ (up)] 2-
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Die Glieder der 7.weiten Summe sind alsdann genau von derselben 

Form wie die der ersten und man hat: 

Hb n=~"' sinh2 (n~+YJ)- sinh2 (n~) 
p=-4'1t-ac sinh ~ ..,;" -------~'---'------"----~~-----::-3 

n=-"'[sinh2(n~ + YJ)- 2p.sinh(n~ +YJ) sinh(nß) + sinh2 (n~)J 2 

Betrachten wir jetzt die Function: 

+"' 
F(z) = ~ ______ si_n1_12__,_( 1_,_1~_+_YJ_;c_+---'z )'-_s._in_1_12_,_(n_,?_' _+__,z)'------cc-

3 
, 

-"' [ sinh2(nß+YJ+Z)-2p.sinh(nß+YJ+z) sinh(n~+z) + sinh2(n~+z)]2 

so ist dies eine doppelt-periodische Function von z, deren beide Perioden ß 

und 1ti sind, und es ist: 

llb 
p = 4- sinh ßF(O). 

rrac 

Die Function F(z) kann ferner auf eine einfachere Function zurück

geführt werden: denn man hat: 

wenn man setzt: 

+«> 

A(z) = l 

F(z) = sinh :rl_ oA (z), 
p.- cosh YJ oz 

1 • 

_" [sinh~(nß+Yi+Z)-2p.sinh(nß+IJ+z)sinh(nß+z) + sinh2(nß+z)] 2 

Die Function .A (z) besitzt ebenfalls die beiden Perioden ß und 1ti und alle 

ihre Glieder sind positiv, wenn man z nur reelle Werte beilegt. 

Untersuchung der Fnnction A(z). 

§ 37. 

Wir suclten die Null- und Unendlichkcitsstcllcn der doppeltperiodischen 

Function .A (z). 
Um die Nullstellen von A(.z) zu bestimmen, fassen wir sämtliche 

Glieder in folgender Weise zu je zweien zusammen: 
1 

-2 
[sinh2 (nß + YJ + z)- 2p. sinh (nß + YJ + z) sinh(nß + z) + sinh2 (nß + z)] 

und 

[sinh2[( -n-I)ß+Y)+z]- 2p.sinh [( -n-l)ß+ ·'I +z]sinh [(-n-l)ß+z] 

1\I a t h i c u, l'otent ialtheoric. 

+sinh2[(-n-I)ß+z]] 

15 
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Denkt man 8ich im ersten Ausdruck [sinh (nß + 7J + t)r1 und im 
zweiten Ausdruck [sinh [(n + 1)ß -71- z]]-1 als Factor herausgesetzt, so 
kann man bewirken, dass beide Ausdrücke gleich und von entgegengesetztem 
Vorzeichen werden, wenn man setzt: 

hieraus folgt: 

sinh(nß + 7J + z) =- sinh [(n + l)ß- .e-] 
sinh(uß + z) =- sinh [(n + 1) ß -71- .e]; 

wo s eine ganze Zahl ist. Diese Formel giebt die Nullstellen der 
Function A(z). 

Um die Unendlichkeitsstellen von A (z) zu erhalten, setzen wir: 

nß+z=u 

und setzen den Nenner des allgemeinen Gliedes von A(z) gleich Null, also: 

[sinh (u + 71)- e&i sinh u] [sinh (u + 71)- e-Oi sinlw] = 0. 

Hieraus ergeben sich die beiden Unendlichl{eitsstellen, die wir a und a' 
nennen wollen: 

1 e-11 -c3i 

a = -2 log .,., 8i ' e -e 

1 e- 11 - c--!li 
a' = -2 log .,., -IH ; 

e -e 

es sind dies die beiden einzigen Unendlichkeitsstellen, wenn man die Viel
fachen der Periode ß weglässt. 

Den Ausdruck von a kann man folgendermassen umformen: 

7J 1 1 1 - cosh 7J cos 3- i sinh 7J sin {} a=--+- 00' • 
2 2 o cosh 7J- cosG 

Setzen wir daher: 

. sinh 7J sinO 1 - cosh 7J cos & 
Slll'( = COS"( = 

cosh 7J - cosa' cosh 7J - cotd} ' 

so rcduciert sich der Wert des Logarithmus auf - "(i, wenn man von den 
Vielfachen von 7ti absieht, und man erhält: 

-7j- "(i 
a = 2 . 

Wir erhalten ebenso: 
, -TJ +ri 

a = 2 • 

Der Winkel I} kann zwischen 0 und 7t angenommen werden; mithin ist 
auch '( ein Winkel, von dem man voraussetzen l{ann, dass er zwischen den
selben Grenzen enthalten sei. Demnach sind die beiden Unendlichkeits
stellen a und a.' in einem und demselben Periodenparallelog·ramm enthalten. 

l\Ian sieht leicht, dass diese beiden UneiJdlichs von der Ordnung ~- sind. 
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Denn das Glied von J\(z), welches für z = r1. oder z = o.' unendlich wird 
ist der Ausdruck: 

1 
-2 

[sinh2 (1) + z)- 2p. sinh C"'l + z) sinhz + sinh 2z] 
1 1 

= [sinh (11 + .e) - e3' sinhzf 2 [sinh (11 + z)- e-8'sinbz]- 2 

1 

und dieser enthält die Factaren (z- o.)- 2 und (z- a.') 

1\litbin giebt es in dem Periodenparallelogramm eine Nullstelle, deren 

Ordnung gleich I 'und deren Wert i ist, und es giebt zwei Unendlichkeits-

stellen, o. und a.', deren Ordnung ~ ist. 

Vom Punkte a. nach dem Punkte a.' legen wir in der Ebene der 
Variablen z einen geradlinigen Schnitt und führen einen ähnlichen Schnitt 
aus in allen Periodenrechtecken zwischen den beiden Punkten, welche a. 
und a.' entsprechen. Dann kann die Veränderliche z, da sie diese Schnitte 
nicht mehr überschreiten kann, nicht um den Punkt a. z. B. herumgehen, 
ohne zugleich um den Punkt a.' herumzugehen, und die Function A(.z) wird 
ihren W crt nicht ändern, wenn die Veränderliche z zu demselben Punkte 
zurückgekehrt ist; mithin ist die Function A(z) eindeutig geworden. 

1\lan erhält eine Function, welche dieselben Eigenschaften besitzt, wenn 
man die Function 

I 

V '21(( 1)') k'2 /12am - z - - - . 
ß 2 A 2 f{-(t 

u amT 

nimmt; jedoch darf man daraus nicht schliessen, dass sie von der vorigen 
nur um einen constanten Factor verschieden ist. l\iau kann beweisen, dass 
diese beiden Functionen verschieden sind, wenn man den besonderen Fall 

p. = - 1 betrachtet. 

§ 38. 

In dem besonderen Falle p. = 1 hat man: 

+oo 

A(z) = ~ sinh (n~ + 11 + z)
1
- sinh (nß +z) 

1 +"" I 
= l . 

2 sinh~ -<» cosh (n~ + ~ + z) 
Die Function ist alsdann monodrom und A(.z) ist gleich jenem Aus

druck bis auf einen constanten Factor d. h. gleich 

15" 
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2]( TJ')' 6arn -(z--
[1 2 

und zwar erhält man diesen Ausdruck, wenn man ·1 = T. setzt. Übrigens 
hat man: 

+oo 1 , 
~ ----= ~ --'-----z __ 

cosh (n2 + ~ + ß) .- sinh ( nß + ~ + ~ + z) 

""' i 
= ~ . (2n+l 0 TJ1 T-i ) smh --iJ---+-+z 2 2 2 

und nach einer im § 30 benutzten Formel: 

2Kk' . 2[(( TJ 1 rri) 
=- -ß-ztangamT z- 2+2 

2Kk' 1 

-ß 2K( YJ') 6amT z- 2 

2]( 2]( ( Tj) ß6amT z+ 2 . 

l\Iithin hat man: 

]( 2Jl( '1)\ A(z)=--6am- z+ 2)· 
ß sinh .:2 ß 

2 

Sodann ist: 

oi\(z) 2J(2Jo;2 1 o 2](( TJ) 2J[(M 'I)) -az-=-ß 2- -.--TJ smam T z + 2 J cosam T "' + 2- . 
smh 2 

Setzt man z = 0 und substituiert den sich ergebenden Wert in den 
Ausdruck von p (§ 3G), so erhält man für die Dichtigkeit in dem auf der 
Ccntralliuie gelegeneu Punkte der Kugel A: 

Hb J{'2Jc2 cosh -1 sinh ß . KTJ . KYJ 
P = 2T.ac -ß2 smam -f3 cosam -ß · 

sinh2 .:2 
2 

Diese letztere Formel und diejenige des § 35 sind von Bett i in seinem 
Buche Tcorica dclle forze newtoniane gegeben worden. 
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Über die Anziehung oder Abstossung zwischen zwei 
electrisierten Kugeln. 

§ 39. 

Die Energie des Systems der beiden Kugeln ist nach den Bezeichnungen 
im § 22: 

wo p und p' die Dichtigkeiten auf den beiden Kugeln und d'J, d·l die 
Elemente ihrer Oberflächen sind. Man hat somit: 

1 
TV = 2 (HM + LlJ1'). 

Da die Electricität symmetrisch um die Centrallinie verteilt ist, so fällt 
die Kraft F, welche zwischen den beiden Kugeln wirksam ist, in die 
Richtung der Centrallinie, und sie besitzt den Wert: 

Wir haben im § 28 die beiden Gleichungen gefunden: 

(a) 
J 111 =ab [ fi ~ --~i~~!1__ _ L ~ sinh ß ] 

c -"" sinh (n~ + YJ) -"" sinh (n + 1) ß 
0 0 

l ab [L ~ sinh ß l/~ sinhß J 
111' = c -"" sinh (n~ + 7j')- -"" sinh (n+ 1) ~ · 

0 0 

Um ~ zu berechnen, muss man aus diesen Gleichungen, in denen M 
oH oL . 

und lll' constant sind, die Werte von Tc und 1C ableiten. Nun hat man 

(§ 24): 

i'~- gi' + 1 = 0, 

Daraus folgt: 
oi' 2c i' ci' 

g = i' + i = 2 cosh ß, oc =ab 2i' - fJ = ab sinh ß' 

und da. i' = eß ist: 
0~ c 
oc = ab sinhß' 

Aus den Gleichungen 

erhält man ferner: 

a + bi' eYJ=--, 
c 

c"~' = b + ai' 
c 
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01J a cosh ß + b 
~=-----~, oe ae sinh ß 

01J' b coshß + a 
oc = be siuh ß 

Setzt man hiernach: 

1 . c tl ß --smhß + -b CO I = jJ, c a 
so leitet man durch Differentiation der Gleichungen (a) die beiden folgenden 
Gleichungen her: 

0 = oJJ i• siuh ß _ oL ~ __ siuh ß __ ~ 
oe ..;;;;.. sinh (nß + 7J) oe ,.;;;.; sinh (n + 1) ß 

0 0 

+ ll[ 1 ~ ~--1 _____ )' sinh ß cosh (nß + "') (n .~ + 07J)] 
1 ~sinh(nß+"') _,; sinh~(n~+7J) oc or-

0 0 

_ L [ 1 V ___ 1 __ __ !!_ ~ (n + 1) cosh (n+ lWJ 
1 •sinh(n+l)[1 ab• sinh~(n+J)ß ' 

0 u 

0 = oL_ V --~_iE}!L __ - oH ~ sinh ~ . 
oc....,. sinh (nß + 7J') oe ...., sinh (n +I) ß 

0 0 

+ L [ 1 ~ ___ I ____ ~ _siuh~eosll(1~[3_::!:=__'1)'2 (n q~ + 01J')] 
1 ..ol.ol sinh(ni~+"'') """' sinh~ (nß + 11') oc oe 

0 0 

_ H [ 1 " 1 _ ~ ~ (n + 1) cosh (n + 1) ß]. 
1 fsinh(n+l)ß ab'f sinh 2 (n+ I)ß 

Werden von den vier Grössen J[, lli', 11, L zwei als bekannt voraus
gesetzt, so sind die hcideu andern clurch die Gleichungen (a) gegeben, und 

darauf erhält man °0~! und ~~ mitteist der beiden letzten Gleichungen. 

Die vorstehenden Reihen sind sehr convergent allemal, wenn die beiden 
Kugeln sich nicht zu nahe sind, und sie werden divergent, wenn die Kugeln 
sich berühren. 

Wir wollen den Fall, wo die Kugeln sich berühren, in zwei Special
fällen untersuchen. 

§ 40. 

Abstossung zwischen zwei Kugeln, die sich berühren und 
durch einen leitenden Faden mit einander verbunden sind. -
Wenn zwei Kugeln, die durch irgend welchen Abstand von einander ge
trennt sind, durch einen leitenden Faden verbunden sind, so hat man die 
folgende Gleichung (§ 35): 

~M-N' = 11 Kk' sinh ß ±angam H(11'_- Tj) 
2ab c ß ß ' 

oL oll oN' a.ili 
und es ist nicht nur 11 = L, sondern auch - = --- - -· oc oe ' oe - - oc 
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Differentiieren wir diese Gleichung, so erhalten wir: 

abJ(k; Tc =Be -ß angam --ß-- c;· ß- tangam ~ 

JI ~coshß- siuhß'Oß K(1J'- '1J) J 
c o.lf o 1/ sinhß t J( (rj' - YJ) 11 siuhß K (1J' -TJ) 

+ ß:? äc tangam ~ 
(b) ]( ( , ) I + H ~~hß ßarn -T J( ~ 1J' - ll. 

ß ~ ]( ( l)' - '1J) oc ß 
cos·am ~ 

l\lan l1ätte noch die Glieder hinzuzufügen, die durch Differentiation 
von K uud k' entstehen; dieselben sind jedoch gh•ich Null für ß = 0, d. h. 
wenn die beiden Kugeln sich berühren. 

Nimmt man ß unendlich ldein an, so wird J( = -~ und die Gleichung (b) 

reduciert sich auf 

(c) 
2c r.(a-b)dil! dll 1/ He Hot cl1J'-'1J 
-cot----=----+-+--------· 
abr: :!c dc dc c 3ab . 7t(1J'- '1J) dc ~ 

sm----
~ 

Man hat so dann: 

(1) !!_ 1J1
- 1J- (d7J'- dTj) _!_- Tj1

- '1J dß 
dc ß - dc dc ß ß2 dc 

(2) 
dl)' d1J a~- b~ 

dc - dc = abc sinh[i' 

'h' ·1 a-b.13 Sill 1J- Sllll '1J =--Sill I i. c 

Transformieren wir diese letzte Formel, indem wir ß, 7), ll' als unendlich 
klein annehmen, so erhalten wir: 

. 7)'-l) a-b. ß 
smh-2-=-c -smh2 

17J'-1J= n ~-~(ß + ::)(1- (TJ' 24'1))2) 
=a-b ,1( 1 +ab~.~)· 

c ' 6c~ 

(:-!) 

Die Ausdrücke (2) und (3) substituieren wir in (1) und erhalten: 

cl1J'- 1J a-b ( abß2 ) 
dc_ß_ = abcfsinhß a + b- c-rc 

_ a-b (- a1J2 _ b1J'2 _ abß2 ) 

- abcß sinhß 2 2 6c 
2(a- b) 

=-~-· 
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Setzen wir diesen Wert in die Gleichung (c) ein, so folgt: 

~cot"(a-b)i}_i_l[=dll_IJ[--a2 -_ab+b2 + 2o.(a-b) -
ab;r 2c dc dc 3abc 3c2 sin o. (a - b) 

c 

und diese Formel drückt die Variation der Electricitätsmenge l1l auf der 
Kugel A für eine unendlich kleine Entfernung der beiden Kugeln von 
einander aus. 

Bezeichnen wir mit m1 die Summe der beiden Electricitätsmassen, welche 
auf diesen beiden Kugeln liegen, so haben wir für die Abstossung zwischen 
diesen beiden Körpern: 

§ 41. 

Wir berechnen jetzt die Grösse (~~' welche in diesen beiden Formeln 

vorkommt. 
Setzen wir: 

T=" [~nhß__ sinhß ] 
_.. sinh(n+.e)ß sinh(n+1)ß 

0 

T'="[ sinhß _ sinhß J 
""- sinh (n + 1 - z) ß sinh (n + 1) ß 

0 

und machen wir z = -~, so geht die Gleichung, welche m1 giebt (§ 34), 

über in: 

m"l=ab H(T+ T'). 
c 

Ditferentiieren wir diese Gleichung in Bezug auf c, so bleibt IJR constant 
und wir erhalten: 

{
0 = dH(T+ T')-.!_ ll(T + T') 

dc c 

+ II[(~T + oT')~ + (~T + oT')~~J. 
oz oz dc oß oß dc 

(d) 

Wir berechnen die verschiedenen Grössen, welche in dieser Formel 
vorkommen, für den Fall, dass ß die Grenze Null erreicht. Wir haben 
zunächst: 

limT= "(-1-- - 1-) ""- n+z n+1 
0 

= (.!.- _1) + (--1 - .!) + (-1-- .!.) + ... 
z I I +z 2 2+.; :l 

= IV(O) -W(z- 1), 
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und wenn man z in 1 -;; verwandelt: 

!im '1"= IF(O)- W(- :). 

Wir erhalten hieraus: 

!im~-~= _dW(e- J) = _ [J. + __ 1 __ • + -. _1 ____ + .. ·] oz dz zJ (1 + z)• (2 + z)2 

IimoT'=- (N"(=-z) =-~---.+-1--+--1-. +··· oz dz (!-z)2 (2-z)2 (3-e) 2 

Wir erhalten ferner: 

. 1 oT 1 I oT' 1 
Ilmßw= 3 r, lim-ß -Blf=aT' 

und somit: 
. (oT oT')dß c , 

lim ]"ß + W dc=3ab (T+ T). 

Im vorigen Paragraphen haben wir gefunden: 

und ferner ist 

d 1j'-1j 2(a- b) 
dc-ß-=- 3c2 

daraus folgt: 

!!. :i_+_3_ = 0· 
dc ß ' 

dz d lJ a-b ac=crc ß=3c2· 
Ersetzen wir in der Gleichung ( d) die darin vorkommenden Ausdrücke 

durch ihre berechneten Werte und setzen wir noch vorher: 

b z=c' P=2W(0)-1V(z-!)-W(-z), 

so erhalten wir: 

dH = ll{-a2- al1 + 1J2 + }_ [~IF(:- l) + diV (- z)J a-b}· 
dc 3abc P dz dz 3c2 

Hat mau auf diese Weise (~[berechnet, so kann man also die Ab-

g; d d' G . d111 . stossung u un 1e rosse dc bestimmen. 

§ 42. 
Abstossung zwischen zwei gleichen sich berührenden 

Kugeln. - Wenn zwei gleiche Kugeln sich berühren, so sind nicht nur 
ihre Potentiale einander gleich, sondern auch die Variationen dieser Po
tentiale, welche entstehen, wenn man diese Kugeln unendlich wenig von 
einander entfernt, sind einander gleich. Sie genügen somit denselben ße-



234 Il. Teil, II. I\ap., §§ 4:3 u. 44. 

dingungen, als wenn sie durch einen leitenden Faden mit einander ver
bunden wären. Wir können somit die vorhergehenden Formeln anwenden 
und erhalten: 

dll 11 
dc =- 6a' 

Nach einer Formel, die wir für die sich berührenden Kugeln gefunden 
haben, ist 

und somit: 

1 
1--st 2 -1 

Wl = aH l"=t- dt = 2aiilog 2 
0 

'1: = !!~ ]ocr2 = H~ · 0 115524 
0 6 " ' ' 

welche Formel die Abstossung der beiden Kugeln ausdrückt, wenn ihr Po
tent.ial H gegeben ist. 

Über die Transformation durch reciproke Radien
vectoren zur Lösung gewisser Probleme der 

m a t h e m a t i s c h e n P h y s i k. 
§ 43. 

Mitte1st der 'rransformation durch reciproke Radienvectoren kann man 
von der Lösung von Aufgaben der mathematischen Physik übergehen zur 
Lösung anderer Probleme, die direct schwieriger als die ersteren zu be
handeln sind. W i I 1 i a m 'r h o m so n war es, der zuerst den Gedanken ge
habt hat, diese Transformation anzuwenden. 

Es sei irgend eine Figur gegeben, deren Punkte allgemein durch M 
dargestellt werden mögen, und es sei 0 ein fester Punkt; wir ziehen OJJI 
und nehmen auf dieser Geraden einen Punkt p. derart an, dass man hat: 

OM · Op. = R 2• 

Der Punkt p. heisst das Bild von JJI und der Ort der Punkte p. wird 
das Bild der von den Punkten JJJ gebildeten Figur genannt. 

Sind x, y, ;: die rechtwinldigen Coordinaten des Punktes lll und 
E, '1),' diejenigen des Punktes p., wenn der Anfangspunkt in 0 angenommen 
wird, ~o hat man: 

~ 'IJ ~ 
-=-=-
X y Z 

(E2 + TJz + n (x2 + y~ + z2) = R4. 

Aus diesen Gleichungen folgt: 

R~x R2y 
( 1) ~ = x~ + !!~ + ß~ '1J = x2 + yz + z2' 
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und umgekehrt: 

(:Z) 

Wenn man in den Gleichungen (I) x, y, z als einzige Veränderliche 
und ~, "YJ, C als drei Parameter betrachtet, so sind diese drei Gleichungen 
die von drei Kugeln, welche durch den Anfang·spunkt gehen und zu ein
ander orthogonal sind. Denn man bestätigt leicht die Gleichung: 

ae 07J BE 07J BE 07J 
;=- - + -- ;.;- + -;c-- - = 0, ox QJ; O!J O!J oz oz 

worin ~, 7J, ~ die Functionen darstellen, welche die rechten Seiten der 
Gleichungen (1) bildeiJ. Diese Gleichung beweist, dass die beiden ersten 
Kugeln zu einander rechtwinklig sind, und ebenso sieht man, dass diese 
beiden Kugeln zu der dritten orthogonal sind. Diese drei Flächen schneiden 
sich noch in einem andern Punkte ausser dem Anfangspunkte, dessen 
Coordinaten ·durch die Gleichungen (2) geliefert werden. 

Sind (x, !! , z) und (x', //, z') zwei Punkte der ersten Figur und 
(~, "YJ, ~), (~', -~', q die Bilder dieser beiden Punkte, so erkennt man leicht, 
dass man hat: 

( ;)) ' " ., , o . 'o (x--x')2+(y- y')2+(z-z')2 
(~ -- <; )· + C~- -~ )· + ~C- C )-= R4 -(X2 + ?"+z2)(x'2+ !f'2+z'2f' 

Bezeichnen wir mit l die Entfernung der beiden ersten Punkte uud 
mit I. die Entfernung zwischen ihren Bildern (die Gerade ), ist nicht das 
Bild YOII l) und stellen wir endlich durch r und 1_, die Entfemungen der 
beiden Punkte (x, y, z) und (x', y', z') vom Anfangspunkte dar, so nimmt 
die letzte Gleichung die folgende sehr einfache Form an: 

(4) , R" l A= ,·---,· 
1'1' 

§ 44. 

l\Ian ersieht unmittelbar auR den Formeln (2), dass eine Ebene durch 
die Transformation in eine Kugel, und aus der Gleichung (3), dass eine 
Kugel in eine andere Kugel verwandelt wird. Mithin verwandelt sich eine 
Gerade, welche der Durchschnitt zwcier Ebenen ist, in den Durchschnitt 
zweicr Kugeln d. h. in einen Kreis, und ebenso hat ein Kreis einen andern 
Kreis zum Bilde. 

Jede Ebene, welche durch den Anfangspunkt hindurchgeht, bleibt durch 
die Transformation eine Ebene und ihre Lage bleibt dieselbe. Jede andere 
Ebene wird in eine Kugel verwandelt, die durch den Anfangspunkt 0 hin
durchgeht, und die Gerade, welche den Punl\t 0 mit dem Mittelpunkt der 
Kugel verbindet, ist Senhecht zur Ebene. Umgekehrt verwandelt sich jede 
durch den Anfangspunkt geh ende Kugel in eine Ebene. 
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Auf einer Kurve s nehmen wir zwei unendlich nahe bei einander 
gelegene Punkte m und m', die um ds von einander abstehen, und be
zeichnen mit d~ das Bild von ds, welches von zwei Punkten fL und p.' be
grenzt wird. Dann haben wir, der Formel (4) zufolge: 

(5) 
ds 

da=R2 --:~, r 

wo r die Entfernung des Elementes ds vom Anfangspunkte ist. Wir ziehen 
ferner eine Kurve s', welche die erste im Punkte m. schneidet, nehmen auf 
s' einen unendlich nahen Punkt m'' an und verbinden m' mit m". Da als
dann ds, ds', ds" die drei Seiten des Dreiecks mm'm" und a~, d·l, da'' ihre 
Bilder sind, so hat man 

ds" 
da" =R2 -9· r· 

1\lithin ist das Dreieck mm'm" seinem Bilde ähnlich. Somit erleiden 
die von den Linien gebildeten Winkel durch die Transformation keine Ver
änderung ihrer Grösse. 

Es folgt daraus auch, dass die von den Flächen gebildeten Winkel 
ungeändert bleiben. Denn ist ein Flächenwinkel gegeben, so betrachten 
wir den dreiflächigen Winkel, welcher von der Kante des Flächenwinkels 
und den beiden Seiten seines Neigungswinkels gebildet wird. Die drei Seitell 
dieses 'l'rieders ändern sich durch die Transformation nicht, mithi11 ist auch 
der Flächenwinkel gleich seinem Bilde. 

Auf einer beliebigen Fläche S ziehen wir ihre beiden Reihen von 
Krümmungslinien; sodann lege11 wir in allen Punktell dieser Linien die 
Normalen an die Flächen; wir erhalten so zwei Reihen von ab wickelbaren 
Flächen, die unter sich und zu der Fläche S orthogonal sind. Durch die 
'l'ransformation bleiben diese Flächen zu einander orthogonal; mithin 
schneiden die beiden Reihen von transformierten Flächen nach dem Satze 
von Du p in die Transformierte von S in ihren Krümmungslinien. Somit 
geben die Krümmungslinien einer Fläche durch die Transformation die 
Krümmungslinien der transformierten Fläche. 

§ 45. 

Da die drei Systeme der Flächen (I) sich rechtwinldig schneiden, so 
kann man ~~ 'IJ, ' als die krummliuigen Coordinaten des Punktes (x, y, s) 
betrachten. Nachdem dies festgestellt ist, transformieren wir den Ausdruck 

o~ v a~v o~v 
ßV=~+~+-~ vx• uy· uz· 

auf die Coordinaten ~~ 'IJ, ~-
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Bezeichnet mau mit p, p11 p2 llrummlinige Coordinaten und hat man: 

7 2 l 2 l q 
.2 . 2 7<>2-~ ~ ~p~-dx + dy + ( w - 1 ~ + 1 ~ + 1 :1 l 

11 111 112 

so ergiebt sich daraus (I. Teil, Kap. IV, § 21): 

{). V= hh h. r ~ (_!!_- 0 y) + ~ (!~l_ 9-~) + _!_ (~~ o V)]. 1 • L ap lt/12 op or1 11211 ar1 or2 fllt 1 op2 _ 
Nun ist aber, wenn man: 

q = v-~2 + Tj2 + ~2 
setzt, der Formel ( 5) zufolge: 

oder 

2 
Mithin hat man h = 71 1 = 712 = ~~ zu setzen und erhält so: 

wenn man die Gleichung berücksichtigt: 

§ 4G. 

Wir setzen nun voraus, dass man die folgende Aufgabe gelöst habe: 
Das Temperaturgleichgewicht eines homogenen Körpers zu 

finden, der zwischen zwei bestimmten Flächen S und S' ent_ 
halten ist, die auf Temperaturen T und 1", welche sich von 
einem Punlde zum andern ändern, erhalten werden. 

Ist V die Temperatur des Körpers, so genügt diese Function von x, y, z 
der Gleichung 

{).V= 0 zwischen den Flächen S und S'. 

und den Gleichungen 

r = T(.~.·, y, z), F = 1" (x, y, z) aufS rcspective S'. 



238 IL Teil, lf. Kap., §§ 4 7 u. ·!8. 

Wir bezeichnen mit ~ und :S' die aus S und S' durch Transformation 

entstandenen Flächen und setzen V1 = V R . Wird die Function V1 durch . q 
~. 7J, ~ ausgedrückt, so genügt sie zwischen ~ und ~, der Gleichung: 

und man hat: 

1\Ian bestimmt somit auf diese Weise ein Temperaturgleichgewicht eines 
zwischen ~ und ~, enthaltenen Körpers. 

§ 47. 

Wir bezeichnen mit U den gegebenen Wert des Potentials einer auf 
einer Fläche rr verteilten Schicht, einen Wert, der sich von einem Punkte 
der Fläche zu einem andern ändert. 

Bezeichnen wir mit l die Entfernung des Elementes (b der Fläche vom 
Punkte (x, y, z) dieser Fläche, so haben wir: 

(6) 5 pfr; = u. 

Ist /,. die Entfernung des Elementes drn, des Bildes von d-:r, vom Punkte 
(e, 71, ~), dem Bilde von (x, y, z), so ist: 

l - R2 ~ d~- drn R~ 
- tt'' ~- f 4 ' 

wo f und f' die Entfernungen des Anfangspunktes von dw und vom 
Punkte (E, 71: ~) bezeichnen. Hiernach lässt sich die Gleichung (G) schreiben: 

SpR3 dw R 
pT=Ur,· 

Mithin erhält mau aus der Lösung der ersten Aufgabe diejenige der 
folgenden: 

Die Verteilung der l\lasse auf der Fläche rn zu finden, wenn 
R 

das Potential in jedem Punkte dieser Fläche gleich Ur' 
sein soll. 

R3 
Die Dichtigkeit der Schicht hat nämlich den Wert p ( 3 • 
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Bestimmung der Verteilung det' Electricitiit auf einem 
Leiter von der Form einer ebenen Scheibe oder einer sphii· 

rischen Schale. 
§ 48. 

Wir nehmen zunächst einen ellipsoidischen Leiter an, der electrisiert 

und keinen äusseren Kräften unterworfen ist. Wir wissen, dass, wenn die 

electrische Schicht als homogen betrachtet wird, dieselbe zwischen zwei 

homothetischen Ellipsoiden enthalten ist. Es sei 

x2 !12 z2 
a2 + 1J2 + c2 = 1 

die Gleichung der Oberfläche des Leiters. 13ezeichnen wir mit p die 

Dichtigkeit der Schicht, mit JL ihre Gesamtmasse, mit P das Lot vom 

l\littelpunlite auf die Tangentialebene im Punkte (.r, y, z) und mit e eine 

Constante, so haben wir (I. Teil, Kap. V, § 4): 

und somit: 

p 
p = - eda, 1ll = 4o.:breda, 

a 

111 
p= --P. 

4o.abt: 
Wir haben ferner: 

1 P= , Vx2 y2 z2 
--- + --+a4 b4 c4 

und das innere Potential hat den Wert (dasselbe Kapitel § 10): 
1 

V=~l!_ l clu • 

ll Jvr a2- IJ2 ") ( a2- c2 ") 
U 1 1 - 2 11· 1 - ,, II" 

, a a-

Setzen wir c als unendlich klein voraus, so wird: 

c2 c 
P=-= -- -- ' 

;: , / 1 - z2 - y2 
V c'2 b2 

1 

M ( x2 y2)-2 
P = 41ta7J 1 - n2 - fli 

Reduciert sich das Ellipsoid auf eine kreisförmige Scheibe, so haben 

wir b = a und, weun wir mit r die Entfernung eines Punldes dieser Scheibe 

vom Mittelpunkt bezeichnen: 
111 

p=. ;- .. 2' 
.. r.a ~ tt·- r 

Y= ~r~. 
2rt 
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§ 49. 
Wir wollen jetzt zeigen, wie T h o m so n die Transformation durch 

reciproke Radienvectoren zur Bestimmung der Dichtigkeit der 
Electricität auf einer sphärischen Schale angewandt hat, und 
behalten für diese Untersuchung die Form bei, die er ihr gegeben hat. 

Bevor wir diese Transformation auf das Problem der kreisförmigen 
Scheibe anwenden, versehen wir die dabei auftretenden Buchstaben mit 
Strichen, um die nicht accentuierten Buchstaben für die Aufgabe zu 
behalten, deren Lösung wir uns vorgenommen haben. Wir haben: 

, V' 
p = 2-2,/ '2 r').• 

·~ V a - r 

Ist P' der betrachtete Punkt der Scheibe und ziehen wir durch diesen 
Punkt irgend eine Sehne in dem Umfange der Scheibe, so wird diese Sehne 
durch diesen Punkt in zwei Teile f und (' geteilt, und man hat 

a'2- 1''2 = (a'-1·')(a' + 1.r) = ff. 
Wir bilden das Bild der ebenen Scheibe S' und ihrer Ladung in Bezug 

auf einen Punkt 0 (Fig. 2). Das Bild der Ebene dieser Scheibe ist eine 

Fig. 2. 

Kugelfläche, welche durch den Punkt 0 geht, das Bild des Contours wird 
dargestellt durch einen andern Kreis, der auf dieser Kugelfläche liegt. 
Verbinden wir den Punkt 0 mit dem Punkte P' und legen darauf durch 
die Gerade P'O und den Pol C des sphärischen Segmentes eine Ebene, so 
schneidet sie die Kugel in einem Kreise ODPE und die ebene Scheibe in 
der Geraden D' E'. Wir erhalten daher: 

und 

(a) 

a'2 --r' 2 = D'P' · P'E' 

V' 
p'---==== 

- 2rc2y D'P' · P'ii:/ 

Nach dem, was wir im § 47 gesehen haben, hat die Dichtigkeit p im 
Punkte P jeder Fläche den Wert: 
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(b) 

und das Potential ist: 

R3 
p= OPaP' 

v= 0~v·. 

2-!1 

Der Wert von V' ist constant auf der ebenen Scheibe S'; setzen wir 
RV' = 11[, so ist: 

Wir sehen also, dass im Punlde P das Potential V und dasjenige 
einer im Punkte 0 liegenden Masse - ][ eine Summe haben, die gleich 
Null ist; mithin kann man die sphärische Schale DPE als einen Leiter be
trachten, der mit der Erde durch einen unendlich dünnen Faden in leitende 
Verbindung gesetzt ist und durch eine im Punkte 0 befindliche Electricitäts
menge -lii induciert wird. 

lii 
Aus (a) und (b) erhält man, wenn man V' durch ll ersetzt: 

1 R2 lii 

Nun ist: 

p = 2o-2 OP3 y D'P,- ·FE'. 

D'P'=DP· OD~20P' P'E' =PE·_!!_:___, 
UP·UE 

mithin: 

(A) 

und hieraus folgt: 

D'P'. P'E' = Rt . DP· PE 
Qp2 OD· OE 

1 llf ,/OD· OB 
p = 2o-2 7Jp2 V PD· PE. 

Ferner ergiebt sich aus der Formel: 

sin(11.- ß) sin (cx + ß) = sin2Ct- siu2ß,. 
wenn man 2c.t = arcCD, 2ß = arcOP macht: 

(B) 

und wenn man 2cx = arc CEO, 2ß = arc CD setzt: 

DO· OE= C0 2-0D2• 

Bezeichnen wir noch mit a die vom Pole 0 nach dem Rande der 
Scheibe gezogene Sehne, so erhalten wir schliesslich: 

M a t h i c u, Potcutialthcoric. 16 
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Dies ist die Dichtigkeit auf den beiden Flächen einer leitenden sphäri
schen Schale S, die mit der Erde durch einen Faden in leitende Verbindung 
gesetzt ist und durch eine l\lasse -111 induciert wird, die sich im Punkte 0 
der ~:>phärischen Fläche, welche mit S zusammen die vollständige Kugel
fläche ausmacht, befindet. 

Bemerkung. Lassen wir die Ebene der Figur um OP rotieren und be
zeichnen wir mit d und e die Punkte, in denen die Ebene den Rand des 
Segmentes trifft, so kann man ebenfalls die Gleichung (A) anwenden und 
die linke Seite ändert ihren Wert nicht. Setzt man die rechten Seiten 
gleich, so hat man: 

DP·PE 
OJJ ·OE 

dP· Pe 
Od ·Oe' 

Ist 0 der zweite Pol des Segmentes, so ist: 

OJJ =OE= Od =Oe, 
und daraus folgt: 

DP · PE= clP · Pc. 

§ 50. 

Wir suchen sodann die Verteilung der Electricität auf derselben 
sphärischen Schale S, wenn man voraussetzt, dass sie isoliert sei und auf 
dem constanten Potential V erhalten werde. 

Wir denken uns eine Fläche, welche diesen Leiter vollständig ein
schliesst, und nehmen an, dass man derselben feste Electricität mit dem 
constanten Potential - V anheften könne. Das Potential dieser Electricität 
ist - V in allen innerhalb dieser Fläche gelegenen Punkten. Nimmt man 
also an, dass die sphärische Schale mit dr.r Erde in leitender Verbindung stehe 
und durch diese Electricität induciert werde, so warden ihre beiden Flächen, 
da sie sich auf dem Potential Null befinden, mit einer Electricitätsschicht 
sich bedecken, d,eren Potential den constanten Wert V hat, d. h. sie wird 
sich mit Electricität bedecken, als ob sie isoliert und jedem äusseren Ein
fluss entzogen wäre. 

Wir nehmen als die einhüllende Fläche eine Kugel mit demselben 
Mittelpunkt wie diejenige, zu welcher S gehört, deren Radius denjenigen 
von S nur um eine unendlich kleine Grösse überschreitet. 

Wir teilen die Oberfläche der Kugel in zwei Teile, den einen A, 
welcher S unendlich nahe liegt, und den übrigbleibenden Teil B. Wird 

der Teil A mit einer Schicht bedeckt, deren Dichtigkeit -X-ist, wog der 
"'"!/ 

Radius der Kugel ist, so wird er offenbar auf der äusseren Fläche der 
Schale S eine Schicht inducieren, deren Dichtigkeit gleichmässig und gleich 
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4V ist. Was den Teil B anlangt, so induciert er die beiden Seiten der r.g 
Schale in derselben Weise. Wir wollen diese inducicrte Schicht berechnen. 

Ist d-:r ein unendlich kleines im Punkte G der Fläche B gelegenes 

Element (Fig. 3), so ist die auf ihm befindliche Electricität Vela 
4r.g 

Fig. 3. 

l\Ian bestimmt nun die Dichtigkeit der Electricität, welche durch dieses 
Element der electrischen Masse im Jlunkte P der Schale induciert wird, 
nach der Formel des vorigen Paragraphen, in der man 

Vdo-
M=-4r.g 

set.zt, und erhält für diese Dichtiglwit 

~~.!Gc2 ~. 
8r.3gGP~ y a 2 - CP 2 

Es handelt sich darum, diesen Ausdruck iiher die ganze Fläche B zu 
integrieren. 

Setzen wir: 
~ CIEI = a., <:f. OIP = 'fl, ~GIG= ft, 

und ist ll der Winkel, welchen der Meridian von G mit demjenigen von P 
bildet, so haben wir: 

-2 2 2 CII = a = 2g (1 - cos a.), 
-2 9 

CP = 2g" (1- cos ·~), 
-2 2 CG = 2g (1 - cos {}), 

PG 2 = 2/ (1--cos 'flCOslt- sin'fjsin !lcoscp) 
da= g2 sin {}fl!}dcp. 

Bezeichnet man also mit p die Dichtigkeit der auf der inneren Fläche 
der Schale inducierten Electricität, so hat man: 

" 2;:: 

p= V rdflsinO J/cos7"-cos05 , dll. . , 
16r.:lg y'cos"l _ cos a. J 1-cos·~cost}-Slll'flSllltlcoscp. 

a 0 

lG* 
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Zunächst ist: 
2n: 

S drr 2" 
1- cos 1J cos {} -- sin 1J sin lt cos 'f = cos 1J - cos t} 

0 
und somit: 

V S" ycosa- cosa 
p = sin l}dG. 

8rc2g V cos 1j - cos a a COS 7j - COS {} 

Hierauf findet man leicht die Formel: 

(C) V (,/4[i~ ,/4g2-=fi2) 
p = 4rc2g V a2 - 1"2 - arc tang V (l2-=-r2 ' 

wo g der Radius der Schale, a die Sehne OH und ,- die Entfernung des 
Punldes P vom Pole 0 ist. 

Dies ist die Dichtigkeit im Innern der Schale; die eh"!ctrische Dichtig
keit auf der äusseren Fläche der Schale erhält man, wenn zu diesem Aus-

drucke 4V addiert. 
' "!! 

Durch numerische Beispiele erkennt man leicht, dass die Dichtiglreit 
im Innern der Schale ausserordentlich schwach wird, wenn ihre J<'lächen 
nur wenig von der ganzen Kugelfläche verschieden sind, so dass der Winkel 
IIIC' ein kleiner Winkel, also etwa 20° ist. 

§ 51. 
Wendet man jetzt auf die Lösung der vorhergehenden Aufgabe die 

Transformation durch reciproke Radienvectoren an, so können wir den elec
trischen Zustand einer sphärischen Schale bestimmen, die mit der Erde in 
leitender Verbindung steht und durch eine in der Nähe befindlicllC 
Electricitiitsmenge - 111 induciert wird. Dies ist somit die Aufgabe des 

§ 49, jedoch für den Fall, dass der inducierende Punld nicht mehr der Be
dingung unterliegt, sich auf der Oberfläche der Kugel, zu welcher die 
Schale gehört, zu befinden. 
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Es sei also ll'I' K' (Fig. 4) eine electrisierte sphärische Schale, auf 
welche 1\Cine äusseren Kräfte wirken. Wir nehmen in Bezug auf einen 
Punkt 0 das Bild dieses Leiters und der· ihn bedeckenden Electrieität. Das 
Segment I-1' I'](' oder S' hat zum Bilde das sphärische Seg·ment HP]{, 
welches ich S nennen werde. 

Es sei 11' der Pol des ersten Segments, welcher ausserhalb seiner 
Fläche liegt und n das Bild desselben. 

Wir legen die Ebene, welche durch die Punkte 0, 11' und durch den 
Punkt P geht, in dem man die Dichtigkeit der Elcctricität bestimmen will. 
Die beiden Kugeln werden durch dieselbe in den beiden Kreisen H' I' ICH' 
und HP](ll geschnitten; der Punkt I' in der l\litte des Bogens H'P'J(' 
ist nicht der Pol des sphärischen Segmentes. 

Die Schale S' bedeckt sich im Innern mit Electricität, deren Dichtig
keit durch die Formel (C) gegeben wird. .A.ccentuiert man die Buchstaben, 
so erhält man für die Dichtigkeit im Punkte P' auf der concaven Seite: 

. v· (v 4g' 2 _ a.'~ v 4g'2 _ a'2) 
p = -,-----;;---; ,.. ,2 - arc tang ,2 ,., • 

-.oc·[] a - - 1· a - 1· • 

Ferner hat man wie im § 49 für die Dichtiglwit p und für das Po
tential V im Punkte P: 

V - R V' -op , 

und wenn wir wie in eben demselben Paragraphen RV' = JII setzen, so ist 
die Electricität, welche sich in dieser Weise auf der der concaven Seite 
von S' entsprechenden Seite der Schale S vorfindet, dies~Jlbe wie die, welche 
durch die im Punkte 0 befindliche electrische l\lasse -JII induciert wird . 

. Lassen wir die Ebene der l~igur um dir. Gerade ll' P' rotieren, bis sie 
durch den Pol 0' des Segmentes S' geht, und bezeichnen wir mit h', k' 
die Punl\te, in denen diese Ebene alsdann die Ränder des Segments 
schneidet, so erhalten wir nach der Bemerkung am Schlusse des § 49 und 
in Übereinstimmung mit der Gleichung (B) 

H'P' · P'JC = h'P' · P'k' = a'2 -r'2; 
ferner ist: 

4g' 2 - a' 2 = fi'H' 2 = ll'II' • ll'K', 
und somit: 

V' (.,/ll'H'·fi'JC' .,jll'H'·ll'K') 
p' = 47t2g' V Il' P'. P' ](' - arc tang V JI' P'. P' J(; • 

Die auf die erste Kugelfläche bezüglichen Grössen ersetzen wir durch 
andere, die zur zweiten Kugelfläche gehören. Wir haben: 

R2 R2 
P'H' = PH OP. OH' P'K' = PK OP· OJC 

R 2 R~ 
(d) ll'll' = ll'K' = llli Ofi~H= llK Oll· OK' 
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Verbinden wir den Punkt 0 mit dem Mittelpunkt der Kugel, von 
welcher S ein Teil ist, so schneidet der so bestimmte Durchmesser die 
Kugel in zwei Punkten; ist der dem Punkte 0 am nächsten liegende um h 
davon entfernt, so ist der andere um 2g-h von 0 entfernt, wenn wir mit g 
den Radius dieser Kugel bezeichnen, und man hat, den vorigen Gleichungen 
ganz analog: 

2 I C) R2 
g =.~g 11(2g -h). 

Substituieren wir diese Grössen in den Ausdruck von p' und sodann p' 
in den Ausdruck von p, so erhalten wir: 

(E) _1Jlh(2q- h) (OP ,/~H · II_!~ _ . Q_~ ,Jff}[. IiK). 
p- 4-rr2g. OP3 Oll V PH. PK arc tang on V PH. PK 

Dies ist die electrische Dichtigkeit auf derjenigen Fläche von S, welche 
der inneren Seite von S' entspricht. In dem Falle der Figur ist p die 
Dichtigkeit auf der convexen Fläche von S. Die electrische Dichtigkeit 
auf der andern Seite ist dieselbe vermehrt um 

V' na oder llfh (2,q - h) 
4o.g'.OP3 4r.g·OP3 

§ 52. 

Es ist zweckmässig, dem Ausdruck von p eine bequemere Form zu 
geben. Zunächst ist es nützlich, den Punlit ll. ohne Anwendung von S', 
vielmehr allein mit Hülfe des Segmentes S und des Punktes 0 zu· be
stimmen. 

Legen wir durch die Punkte 0 und 0 und durch den l\Iittelpunkt 
einer der beiden Kugeln eine Ebene, so wird dieselbe auch durch den 
Mittelpunkt der andern Kugel hindurchgehen und die beiden Segmente in 
zwei symmetrische Teile teilen. 

Der l<'ormel ( d) zufolge hat man: 

ll/I OH 
fT.K=aK· 

Schneidet die eben construierte Ebene das Segment S in zwei Punkten h, k 
(Fig. 5), so hat man ebenso: 

(e) 
llh Oh 
Ilk= Ok' 

wodurch der Punkt ll bestimmt ist. Betrachtet man in dieser Gleichung h 
und k als zwei feste Puulde und Il als einen variableu Punkt, so ist diese 
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Gleichung die eines Kreises, welcher durch 0 geht und die Linie hk und 
ihre Verlängerung in zwei leicht zu erhaltenden Punkten trifft. Der 
Schnitt dieses Kreises mit dem grossen Kreise hkfl giebt den Punkt fl. 

n.-----
".....-( ............. 

/ \ ' ,. \ ' 
/ I ' 

/ I \ 
I I \ 

I I \ 
I I \ 

f \ 
I I • 
\ I~ I 
I ~ / 
\ , "" I '-..., I 

\ I ....... I 

\ I '-.. I 
\ _. I '.,.. / 

~~it 
Fig. 5. 

Durch fl, P und den Pol 0 des Segments legen wir eine Ebene, und 
es seien 71 1 und k1 die Punkte, in denen der Rand des Segments von dieser 
Ebene geschnitten wird. Bedienen wir uns sodann der ersten in der Be
merkung zu § 49 bewiesenen Formel, so haben wir: 

(f) 
fll:l. [)]{ fllt, . flkl 
1"""5JJ. PK = Ph1 • Pk1 • 

Ferner hat man wie im § ~ 9: 

-3 ., 
0/1 1 · flk1 =Cf! - a· 

2 -o 
Pll 1 · Pk1 = a - CP", 

wenn man mit a die Sehne zwischen dem Pole C und einem Punkte des 
Segmentes bezeichnet. Substituieren wir diese Ausdrücke in (f) und ersetzen 
dann (f) in (E) durch seinen Wert, so finden wir: 

Vc=.,--2 ~ 2 2 J/!t(21J- h) OP cn·- n OP Cf! - a 
p = -~--'----==:J (an -~-, -=2 - arc tang Ort 2 2 ) • 

411: g · OP a - CP a - CP , 

Man wird sich erinnern, dass h und 2g- h die kleinste und grösste 
Entfernung des Punktes 0 von der Oberfläche der Kugel sind. 

§ 53. 

Fall einer ebenen Scheibe.- Die Schale HPK lässt sich in eine 
ebene Scheibe verwandeln; dazu braucht man nur den Punkt 0 auf der 
Oberfläche der Kugel, deren Bild man construiert, zu nehmen (Fig. 6). 
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Alsdann ist die Yorstehende Formel anwendbar auf eine ebene Scheibe, die 
mit der Erde in leitender Verbindung steht und durch die im Punkt 0 
befindliche Masse - .1.ll induciert wird. g ist gleich oc; zu setzen und man 
erhält: 

llfh [orycW-a3 (or ... /cn~--a 2)] P = ., ~~3 -o·r-1 -~------=-::- arc tang -an- V-..--===---.. , 2o.· · OP a - CP a·- cp-

wo a der Radius der Scheibe, h die Entfernung des Punktes 0 von der 
l%ene der Scheibe und C der Mittelpunkt der Scheibe ist. Dies ist die 

Dichtigkeit auf der Seite, welche dem inducierenden Puulite 0 abgewendet 
ist. Um die Dichtigkeit auf der andern Seite zu erhalten, muss mau p um 
die Grösse 

vermehren. 
Die Gerade hk der Figur 5 wird der Durchmesser der Scheibe, der 

Umfang des gTossen Kreises hlcll wird eine Gerade, auf welcher sieh der 
Punkt ll befindet und die Formel (e) giebt 

llh Oh 
Il!t + hk = Ok 

und bestimmt den Punkt fl. Wir bemerken, dass ll' der Pol des Bogens lt'k' ist. 
Liegt rler inducierende Punkt 0 auf der Achse der Scheibe, so rückt 

der Punkt ll ins Unendliche und die Dichtigkeit auf der dem Punkte 0 
abgewendeten Seite ist: 

lllh ( OP OP ) p = 9 201~ 3 .! ., -=:i - arc tang ./ ., " , 
.it va--r- va·-r-

wenn man mit r die Entfernung des Punktes P vom l\Iittelpunkt C der 
Scheibe bezeichnet, und die Dichtigkeit auf der dem Punkte 0 zugeweudeten 
Seite ist: 

Jllt 
p +---3· 

2öt· QP 
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Kraftlinien einer Scheibe, welche mit der Et•(le in leitender 
Verbindung steht nntl durch eine feste auf ihrer Achse 

liegende electrisclte lllasse infiuenziert wird. 
§ 54. 

Nach den Auseinandersetzungen im I. Teil, Kap. V, § 30 sind das 
Potential V einer kreisförmigen Scheibe, deren Dichtigkeit sich nur mit der 
Entfernung vom l\Iittelpunlite ändert, und die auf die Attraction dieser 
Scheibe bezüglicheu Kraftlinien gegeben durch Gleichungen von der Form: 

V= s=(K) dt _1_ 

t, (1 + t)t 2 

(1) 

(2) U = z s=(K) c~ = const., 

t, t2 

wo x, y, z die Coordinaten des \'eränderlichen Punktes sind, ferner ]{ für 
·n = yX2-+ ""Jl den Wert 

u2 z2 
K=1+t+t 

hat und t1 Wurzel der Gleichung ist: 

u2 z2 
I+t+T=A2, 

1 1 

in welcher A den Radius des Kreises darstellt. 
Diese Formeln wollen wir anwenden auf die Blectricität einer sehr 

dünnen kreisförmigen Scheibe, welche von der auf der Achse der Scheibe 
und in der Entfernung lt von der Scheibe befindlichen Electricitätsmasse -1 
ind uciert wird, und zwar unter der Voraussetzung, dass diese Scheibe 
durch einen Faden mit der Erde in Verbindung gesetzt sei. Wir denken 
uns alsdann die beiden Schichten, welche sich auf den beiden Plächen der 
Scheibe vorfinden, über einander gelagert. Es handelt sich darum die 
I!'unction m (I() zu bestimmen. 

Wir wenden die Pormel (I) auf die Scheibe selbst an; wir setzen also 
darin z = 0, i 1 = 0 und erhalten, wenn wir den ·wert des Potentials auf 
der Scheibe ;- (u) nennen: 

(' ( u.2 ) dt 
cr(n) = J (I) 1+7 ---I· 

0 (I + t) t 2 

Ver1indern wir die Variable t, indem wir setzen: 

l ~ t = .z-2, tu ( 1 ~ t) = w (z~n~) = F(zu), 
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so erhalten wir: 

(3) 

Setzen wir: 
{}z = v, Odz = dv, 

so wird: 
1 1 I} 

S~f'(ll~)d~ = 9 f __ d~ j• F'0_v)!!0!_ 
0 Jif.:__:: U2 ) !ty'l_:·n~ 0 Jin~-v~' 

oder wenn wir die Reihenfolge der Integrationen umkehren: 

Es ist: 
1 r ao ~ .J oy'(I _ n2)cn2 _ ~2) = 2v' 

somit: 
1 r '-? 1 ca1t) da ~ 

) ~{~!}~ = u[F(u)- F(O)]. 

Nach der Gleichung (3) hat man t? (0) = ~F(O); mithin: 

oder: 

(-!) 

§ 55. 

Da die Scheibe auf dem Potential Null ist, so haben die Function cp (1~) 
und das Potential des inducierenden Punktes auf der Scheibe eine Summe, 
die gleich Null ist. Somit ist: 
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Hieraus folgt: 

"'(tn)- __ 1____ .,2 + 112 = ___ I__ n2 + 7,2- -~- _ 
r lf - yl}r+Tt:l' ,. ' r2(u)' u ,. - 92(1f) 

somit: 

u2- {}2= rp2(f})- 92(u.). 
r;;2(1t)r2(0) ' 

u " 

5 cr_JO)do =cr(u)S ~ca)cr'CU)da_ 
o VH2 -U2 o ycr2(ft)- r2(u) 

Substituieren wir dies in (4) und ersetzen dann rr (tt) durch seinen Wert, 
so erlialten wir: 

1 n2 h 
o.F(u) = h- h(1t2 +h2) = zt2 + h2• 

Hieraus ergie bt sich: 

---- lt II I 
w(K) = F(yK) = -(U + k)-=- 2 ."2, 

" t .. 1!2 + ____!_!__ + :: __ 
1 + t t 

und wir erhalten für die Functionen (1) und (2): 

V=}!_ 5"' 1., " dt t' 
'lt n n- z- -

'· lt· + 1-1-t + T (1 + t) t 2 

U=hz 5-"' 1---~~~. 
" -u2 z2 3 

t, Jt2 + l+t+ Ti2-

oder, wenn wir t = ).2, t1 = /,12 setzen: 

V '211 5 "' ),2d). = -. --- ----·-------------- . ·---., 
.. ft2).~ + (112 + ;;2 + h2) ),2 + ;;2 

)., 

_ 211::5"' o + ).2) dA 
lj = 7 j(.ij.4 + -(H2 + .f+/t"2) ).2-+ :f 

)., 

Die Wurzeln des dreigliederigen Ausdrucks in ).2, welcher den Nenner 
bildet, sind die Grössen - ß2 und - ~X2, welche gegeben sind durch den 
Ausdruck: 

- 1 [ , " ., + . I ,, ·• ., ., ., ''] 271·2- u2 + z· + 11·- V (u- + ;;- + h-)-- ü·h-

= 4-li-i- [ yn2-+ c~ +-f,)2± J/112 +(z- 11)2]2· 

Bezeichnen wir als) mit r und r' die Entfernungen des Punktes (n, z) 
von den Punkten (0, lt) und (0, - h), so erhalten wir: 



~52 I!. Teil, TI. Kap., § 55. 

r' -t- r 
I~ = ----·- ---' 
' -J.!t 

1"'-r 
a= 

'2ft 
und 

Berechnet man diese Integrale, so crhiilt man für das Potential der 
Electricität der Schicht: 

V= 2~~, (ß arc tang ~ - a. arc tang '(:..) 
7':1/ "I "I 

und für die Gleichung der auf diese Electricität bezüglichen Kraftlinien: 

z (J-a.2 rJ. l-ß2 ß) --:-; --- arc tang )- + -ß- arc taug )1_ = const. 
11 a. 'I 'I 

Diese Rechnung ist von Be 1 t r a m i gegeben worden (Rcmliconfi dcl 
Insfitufo Lomuanlo, Serie Il, Bd. X). 



Drittes Kapitel. 

Über die Rolle der Dielectrika in der 
Electrostatik. 
~--

Es ist beinahe evident, dass die Kürper auf gewisse Entfernungen hin 
auf einander nur wirken l•önnen durcl1 V ermittelung des sie trennenden 
l\lediums. So ziehen sich z. B. die Gestirne nur vermöge dieses l\lediums 
an. Ebenso können zwei mit ElectriciUi.t geladene und von einander iso
lierte Körper nur durch das dielectrische Mittel, welches sich zwischen 
ihnen befindet, auf einander einwirl\Cn. Dieser Gedanke kann nicht als neu 
betrachtet werden, wie Maxwell behauptet; aber die eigentliche Schwierig
keit besteht darin, genau die Rolle festzustellen, welche der dielectrische 
Kürper spielt, und die Kräfte aufzudecken, welche im Spiele sind. Dies ist 
es aucl1, was dieser Physiker zu thun versucht hat. 

Gegenseitige Einwirku11g der electrisierten Körpel' durch 
Vermittelung des sie trennenden Dielectrikums. 

§ I. 

Indem wir die Fernwirlmng zwischen electrisierten Körpern als That
sache annehmen, wollen wir untersuchen, welcher Art die elastischen Kräfte 
sind, die in dem sie umgebenden Raume entwickelt werden. 

Wir nehmen also einen mit Electricität geladenen Körper A an und 
in demselben Felde amlere Kürper I!, die ebenfalls electrisiert sind. Wir 
denken uns alle diese Kürper in ein und dasselbe dielectrische l\littel, z. B. 
die Luft, gesetzt und untersuchen die Wirkung der Körper ll auf eine 
lqäche, welche den Körper A ganz umscl1liesst, dagegen die andern Körper 
ausser sich liegen lässt. 

Es sei p1 die electrische Dichtigkeit in dem Kürper A und p2 diese 
Dichtigkeit in irgend einem der Körper IL Ferner sei Y1 das P(ltent.ial 
von .t1 und V2 dasjenige sämtlicher Körper 11. Endlich bezeichnen wir mit 
dw1 das Volumenelement von A und mit dw2 dasjenige der Kürper 11. 



254 If. Teil, llf. Kap., §§ 1 11. 2. 

Die in die Richtung der x-Achse fallende Componente der Wirkung der 
Körper H auf das im Punkte (x, y, z) befindliche Element p1 dw1 von A ist 

und die Translationswirkung der Körper II auf den ganzen Körper A hat 
zur Componente nach derselben Richtung: 

(1) 

wo sich das Integral auf das ganze Volumen des Körpers A erstreckt. 
Es ist: 

entnehmen wir aus dieser Gleichung den Wert von p1 und setzen ihn in X 
ein, so erhalten wir: 

Da in dem Raume w 1 11 V2 = 0 ist, so können wir in diesem Inte
grale AV1 durch 

wo V das Potential sämtlicher Körper ist, ersetzen, wodurch sich ergiebt: 

X=- --~-2 11 Vdw. 1 sav 
4;: ox 1 

Ersetzen Wlr 111 der Formel (1) v~ durch v;, so erhalten wir die Com
ponente der Wirkung von A auf sich selbst, welche aus je zwei gleichen, 
dem Vorzeichen nach aber entgegengr-setzten Elomen ten zusammengesetzt 
uud demzufolge gleich Null ist. Somit haben wir: 

SoVI 1 sovl A - -p tlw =-~ --uVdw =0. OX I I 4.-.: ox 1 

Addieren wir diese verschwindende Grösse zu dem Ausdrucke von X, 
so ergiebt sich: 

( 2) 

Wir legen eine Fläche a-1, welche das Volumen w1 des Körpers A um
schliesst, aber einen der Körper H weder trifft noch einschliesst. Dann 
kann man das vorstehende Integral über das ganze in a-1 eingeschlossene 
Volumen ausdehnen, da man dadurch zu diesem Integrale nur Elemente 
hinzufügt, die wegen des Faetors 11 V sämtlich gleich Nnll sind. 
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§ 2. 

Wir wollen versuchen, dieses auf ein Volumen bezügliche Integral 

durch ein Integral, welches sich auf die Fläche cr1 beziellt, zu ersetzen. 

Zu dem Zwecke versuchen wir es, die in (2) uuter dem Integralzeichen 
stehende Function auf die Form zu bringen, welche durch die Gleichung 

angedeutet wird, wo P1, P2, P~ drei zu bestimmende Functionen sind. Nun 

erhalten wir fiir jedes der drei Glieder auf der linken Seite: 

somit ergiebt sich: 

p = _!_ [·(a V)2 _ (oV)2 _ (ov)z] 
1 2 ox oy o.z 

P =avav 
2 ox ay 

P=oVoV_ 
3 (h: oz 

Hiernach setzen wir: 

und erhalten: , s( 0P.".r 0P,1x 0Pzx) 
X= \ -ax-- + --ay- + -az- dw, 

wo sich das Integral auf alle Elemente dUJ des von ·der Fläche cr1 ein

geschlosseneu Volumens bezieht. Wenden wir jetzt einen im I. 'feil, Kap. I, 

§ G angegebenen Satz an, so finden wir: 
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(4) 

wenn man mit 1., p., v die Winkel bezeichnet, welche die an c-1 nach aussen 
gezogene Normale mit den drei Coordinatenacl1sen hildet. 

Wir erhalten ebenso für die beiden andern Componenten der Trans
lationskraft: 

(5) { 
Y = f(Pxy COSA + Pyy COSJJ- + P:y COS'i)dC"1 

Z ·s(Px- cos/, + p • cos Jl. + p_ cos v)d:r1• ... y... ....z 

§ 3. 

Man kann ebenso die Componenten des Moments des Kräftepaares 
berechnen, welches das als festen Körper betrachtete System A zu drehen 
strebt. 

Durch eine ganz ähnliche Schlussreihe wie im § I finden wir für das 
Moment aller Kräfte, welche auf den Körper A wirken in Bezug auf die 
x-Achse: 

I 5(oV oY ) L=- -z--y .1Vdco, 
4o. oy o~ 

wo sich das Integral auf das ganze in der Fläche c-1 eingeschlossene Volumen 
erstreckt. 

Nun kann man die Gleichung (:~) auf die Form der ersten der drei 
ganz ähnlichen Gleichungen bringen: 

Substituieren wir dies in den Ausdruck von L und wenden dann den
selben Satz wie oben an, so erhalten wir: 

L = 5 [(P.ry z- Px;ZI) cos), + (JlyyZ- Py:Y) COSfJ. + (Pzyz -j)::Y) cosv] dal 

oder: 
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(6) L= s[(Pxycos),+Pyy cosp.+Pzy cosv)t-(Px;cosl..+ Py;cosp.+ Pu COS'I)y]dal. 

1\Ian erhält zwei analoge Formeln für die 1\Iomente derselben Kräfte in 

Bezug auf die Achsen der y und z. 

§ 4. 

Da die Fläche cr1 in einem sehr kleinen Teile abgeändert werden kann, 

während der übrige Teil der Fläche derselbe bleibt, und da man dann 

ebenfalls die Gleichungen (4), (5) und (6) anwenden kann, so folgt, dass 

jedes Element dieser Fläche durch eine Kraft sollicitiert wird, deren Com

ponenten sind: 
P:rx COSA + Pyx cosp. + P:x cosv 

Pxv cos A + Pvv cosp. + P:y cosv 

Px: cosA+ Py: cosp. + P:: cosv. 

Nimmt man das Element dcr1 der Reihe nach senkrecht zur Achse der x, 
der y, der z, so sieht man, dass auf die Elemente der Fläche, welche re

spective auf diesen drei Achsen senkrecht stehen, drei elastische Kräfte 

wirl{en, deren Componenten sind: 

Px:r' Pyx' Pu 
Pxy' Pyy' P:y 

Pxz' Pyz' P::· 

In dem dielcctrischen 
Gleichungen (A) 

Mittel ist ~V=O und 

opxx oJI,,.r op:.r 
--+--+~=0 ax ay oz 

(B) opx!l + ~Pyy + ~P:y = O 
ax ay oz 

0Pxz 0Pvz 0P:: 
----a;; + fiy- + oz = o. 

man erhält aus den 

Mithin genügen diese Kräfte denselben Gleichungen wie diejenigen, 

welche in einem festen Körper im elastischen Gleichgewicht auftreten. 

Nach einem Satze der Theorie der Elasticität fester Körper, giebt es 

in jedem Punkte drei ebene auf einander senhechte Elemente, in welchen 

die elastischen Kräfte normal zu diesen drei Elementen sind. Es ist leicht, 

die Lagen dieser drei ebenen Elemente in dem dielectrischen Mittel zu 

finden. 
Wir betrachten nämlich ein unendlich kleines rechtwinkliges Parallel

epipedon, dessen eine Kante Tangente an eine Kraftlinie s ist und dessen 

andere beiden Kanten demzufolge Tangenten an die Niveaufläche V= const. 
J\1 a t h i c u, Potentialtheorie. 17 
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sind. Wir nehmen die Achsen der x, y, z respective in der Richtung dieser 
drei Kanten. Man erhält daher: 

un~ somit: 

av =O 
O!J , 

av =O oz 

(aV)2 
81tPyy = - ()a; 

81tjJ:: = - (~:y 
Py: = P:x = P.,.11 = 0 . 

.Mithin sind die tangentialen elastischen Kräfte, welche auf die Seiten
flächen dieses Parallelepipedons ausgeübt werden, gleich Null; es besteht für 
jedes Element einer Niveaufläche ein Zug gleich 

p = _.!_ (o V)2 = _.!._ R 2 
X:t: 8;: OS 8;: ' 

wenn R die electrische Kraft bezeichnet, und auf jenes ebene Element, 
welches senkreckt zur Niveaufläche ist, wird ein Druck ausgeübt, der von 
derselben Grösse ist wie der Zug und durch die Formel gegeben wird: 

1 
Pyy = -8;:R2. 

Die Grösse P:e.c auf der Oberfläche eines Leiters stellt genau die elec
trische Spannung dar (Kap. I, § 5). 

Die vorstehenden Resultate sind von M ax we ll erhalten worden. 

§ 5. 

Wenn man statt electrisierter Körper Himmelskörper betrachtete, so 
müsste man die Ausdrücke der Grössen X, Y, Z und somit auch diejenigen 
der elastischen Kräfte in ihrem Vorzeichen ändern. l\Iithin existiert in 
dem Äther, welcher jeden angezogenen Körper umgiebt, ein Druck, welcher 
auf die Niveauflächen ausgeübt wird, und ein Zug, welcher auf jedes ebene 
zu diesen Flächen normale Element stattfindet, und die Grösse dieser 

l t . h K ft . t l . h 1 ( 0 V)2 
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Über die Deformation des dielecti•ischen 1\Iittels. 
§ 6. 

\Vir haben gesehen, dass die elastischen Kräfte, welche in einem 
dielectrischen Mittel durch die Anwesenheit VOll electrisierten Körpern be
stimmt werden, denselben Gleichungen genügen,' wie die elastischen Kräfte, 
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welche in einem elastischen festen Körper unter dem Einfluss von auf seine 
Oberfläche ausgeübten Kräften in Wirkung treten. Man wird demnach 
fragen dürfen, ob die Verrückungen, welche in dem dieleetri
sehen l\littel hervorgebracht werden, identisch sein können mit 
denen, welche aus der Deformation eines festen Körpers ent
stehen. Wir werden zeigen, dass dies nicht der Fall ist. 

Es seien tt, v, w die Projectionen der Verrückung des Punktes (x, y, z) 
auf die Coord:inatenachsen. Wenn das dielectrische l\1ittel mit einem iso
tropen festen Körper verglichen werden könnte, so würden die sechs 
elastischen Kräfte P.,", p"11, ••• durch folgende l<'ormeln gegeben sein, wo A 
und p. zwei Constanten sind: 

()u ;~_ ()v ()w (;1_ + 2p.) ()x + ()y + ;~_ -oz = P.,x 

()n ()v ow 
;I_ ()x + (;I_+ 2p.) ()y + ;I_ az = Pyy 

()u Clv ow 
;~_ ()x + /, Cly + (1, + 2p.) az = 11 •• 

( ()v ()w) 
p. oz + oy = Pvz 

(C) 

( ()zv ()u) 
P. ()x + oz = P,x 

( (ht ov) 
p. ()y + OX = Pxy' 

.Addiert man die drei ersten Gleichungen, so erhält man: 

(g;1_+ 2p.)(a11+~~+ ow)=--I_ [(()f)2 +(~y)2 +(()JT)2]· 
Clx O!f oz Sr.: ox oy oz ' 

mithin würde sich hieraus eine körperliche Contraction gleich 

(D) - 1 [(o y)2 (() y)2 (() y)2] 
v =- sr.: (3A + 2p.) 13:C + oy + oz 

ergeben. Dieser Ausdruck kann aber unmöglich gelten. Im AUgemeinen 
erhält man nämlich, ~veun man die Ausdrücke (C) in die Gleichungen (B) 
von § 4 substituiert, drei partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
zwischen den Functionen u., v, w und aus diesen drei Gleichungen erllält 
man leicht 

Av=o, 
wälmncl die Function (D) dieser letzteren Gleichung nicht genügt. 

l\lithin kann die Deformation eines dielectrischen l\Iittels nicht mit 
derjenigen eines isotropen festen Körpers verglichen werden. Wenn jedoch 
die Moleküle nur eine unendlich kleine Änderung in ihrer Verrückung und 
ihrer Nebeneinanderlagerung erleiden, so müssen die elastischen Kräfte 

17* 
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durch die Gleichungen (C) ausgedrückt werden, wie sich aus dem Beweise, 
der zur Begründung dieser Gleichungen dient, ergiebt. 

Demnach muss man schliessen, dass die Moleküle der Substanz, in 
welcher sich die elastischen Kräfte entwickeln, eine endliche Veränderung 
in ihrer Lagerung erleiden, indem sie sich nach den Kraftlinien richten. 
Hieraus ergiebt sich, dass das dielectrischc 1\Iittel in Bezug auf die Dila
tationen und Contractioncn weniger Analogie mit einem festen Körper dar
bietet wie mit einem flüssigen, in welchem die Richtung der l\Ioleküle nicht 
in Betracht kommt. 

§ 7. 

Wir betrachten einen Kraftfaden, d. h. einen u n end 1 ich engen 
Cylinder, der von einer aus Kraftlinien gebildeten Fläche 
begrenzt wird. Wir lassen diesen Kraftfaden auf der auf einem Leiter 
befindlichen positiven Electricität anfangen; derselbe wird durch das dielek
trische i\Iittel hindurchgehen und mit negativer Electricität endigen. 

Bezeichnen wir mit eh und d:;' zwei Querseimitte des Kraftfadens und 
mit e: und E' die Yerrücknng des diclcctrischen Mittels auf diesen beiden 
Schnitten, von der positiven nach der 11egativen Seite zu gerechnet., so 
erhalten wir: 

wenn wir annehmen, dass die durch die beiden Schnitte hindurch ver
schobene Menge der Substanz dieselbe ist, was voraussetzt, dass diese 
Substanz incompressibel sei. Wenn aber R und R' die electrische Kraft 
auf diesen beiden Seimitten darstellen, so hat man auch 

Rcl:; = R' clcr', 
und hieraus folgt: 

Hiernach ist die V errückung e: längs des Kraftfadens proportional der 
electrischen Kraft oder der Quadratwurzel aus dem Zuge, welcher auf den 
Querschnitt dcr ausgeübt wird. 

Bezeichnen wir also mit a eine Constante, so können wir setzen: 

(E) s=aR, 

für den veränderlichen Wert von E längs eines Kraftfadens. Wir bemerken 
sodann, dass es sehr natürlich ist anzunehmen, dass in dem Teile des 
dielectrischen 1\Iittels, welcher an den Leiter angrenzt, die Verrückung e: pro
portional der Dichtigkeit der diesen Körper bedeckenden Schicht ist. Da 
diese Dichtigkeit proportional zu R ist, so sieht man, dass E auf der Ober
fläche des Leiters ebenfalls proportional zu B ist. Wenn demnach der 
vorstehend angenommene Kraftfaden nuf diesem Leiter beginnt, so hat man 
dieselbe Formel (E) in der ganzen Ausdehnung seiner Oberfläche. l\Ian 
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folgert daraus endlich, dass mau die Formel (E) auf das ganze dielectrische 
1\Iittel anwenden kann, wenn a eine Constante ist, die sich mit dem Dielec
trikum ändert. 

Es ist zu beachten, dass die Formel (E) auf folgenden beiden Voraus
setzungen beruht, nämlich dass das dielectrische Mittel imcompressibel sei 
und dass es durch eine electrische Schicht um eine zur Dichtigkeit dieser 
Schicht proportionale Grösse abgestossen wird. 

§ 8. 

Nach Faraday und Maxwell teilt sich jeder Kraftfaden, welcher von 
einem leitenden Element durch ein dielectrisches l\Iittel hindurch zu einem 
andern gellt, durch unendlich nahe bei einander gelegene Querschnitte in 
gerade Cylinder, welche diese Querschnitte zu Grundflächen haben und 
auf derjenigen Grundfläche, die nach dem positiv geladeneu Leiterelement 
zu liegt, negative Electricität und auf der andern Grundfläche positive 
Electricität in gleicher l\lenge besitzen. Die Electricitätsmengen aber, welche 
auf einer Grundfläche eines dieser Cylinder liegen, sind gleich und von 
entgegengesetztem Vorzeichen wie diejenigen auf der nächstgelegenen Grund
fläche eines andern angrenzenden Cylinders, so dass die Dichtigkeit dieser 
sogenannten Polarisations electricität im Innern des Dielectrikums, 
ausgenommen auf den äussersten Cylindern an den beüleu Enden des Kraft
fadens, als der Null gleich angesehen werden kann. 

Dieses Sich-Aufheben der Polarisationselectricität im Innern des dielec
trischen Mittels hat jedoch nur statt., wenn das Dielectrikum keine freie 
Electricität enthält, wie wir am Schlusse des vierten Kapitels des ersten 
Teiles bewiesen haben. 

Diese Polarisation des dielectrischeu Mittels vermindert die Wirkungen 
der Electricität der Leiter, da sie ganz nahe an ihre Oberflächen Electricität 
von entgegengesetztem Vorzeichen, wie diejenige, welche sie besitzen, hinführt. 

Diese Gedanken bieten sich nicht in natürlicher Weise als die Folge 
der vorstehenden Betrachtungen dar. Dies wird jedoch später anders sein, 
wenn wir sehen werden, dass diese Polarisation eine Erscheinung ist, die 
identisch ist mit derjenigen der Verteilung des im weichen Eisen indu
cierten Magnetismus. 

Nach Faraday und Maxwell würde jecier Schnitt dcr eines Kraft
fadens durch die Electrisierung der Leiter von einer Electricitätsmenge 
durchströmt werden, die gleich der Electricitätsmenge pdcr1 ist, die sich am 
Anfang des Kraftfadens auf dem Element dcr1 de's Leiters befindet. 

Indessen erscheint es als unmöglich, diese Vorstellung mit derjenigen 
der Polarisation zu vereinigen; denn die Electricität, welche sich in gleicher 
l\Ienge mit entgegengesetzten Vorzeichen auf den Grundflächen der 
Polarisationsprismen befindet, ist an Menge geringer als die Electricität, 
welche sich auf den Durchschnitten der Leiter befindet, die ein Kraftfaden bildet. 
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ÜIJer die Änderung <ler Induction beim Übergange von 
einem Dielectrikum zu einem amlern. 

§ 9. 

Bisher haben wir das Potential einer Masse durch die Formel 

(1) v=S~dm 
definiert, wo 1' die Entfernung eines Punktes (x, y, ;:) von jedem Elemente pdw 
dieser l\lasse ist. Im Folgenden wollen wir diesem Werte eine allgemeinere 
Bedeutung geben, um der Änderung der Induction bei dem Übergange von 
einem dielectrischen .1\Iittel zu einem andern Rechnung zu tragen. 

Um diese Änderung zu studieren, wollen wir die electrischen Er
scheinungen mit denen der Wärme vergleichen, indem wir annehmen, dass 
sich die Kraftströme ebenso verhalten wie die Wärmeströme. 

Stellt V die Temperatur eines homogenen und isotropen festen Körpers 
dar, so sind die Wärmeströme im Punkte (x, y, z) dieses Körpers nach den 
Achsen der x, y, z gegeben durch die Ausdrücke: 

ov ov ov 
-qox' -qoy' -q~, 

wo q der Coefficient der Leitungsfälligkeit ist. Wir nehmen dieselben drei 
Ausdrücke an, um in einem dielectrischen Mittel die Kraftströme nach den 
Achsen der x, y, z oder die Componenten der von der electrischen l\Iasse 
ausgehenden Kraft darzustellen, wenn dieselbe auf die im Punkte (x, y, z) 
concentrierte Electricitätseinheit wirkte. Alsdann ist V das Potential in 
diesem Körper und die von einem l\Iittel zum audern variable Grösse q wird 
der Inductiouscoefficient genannt; derselbe ist von einem dielectrischen 
l\littel zum andern veränderlich; er kann in der Luft gleich der Einheit 
angenommen werden und hat iu den festen oder flüssigen dielectrischen 
Medien einen grösseren Wert. 

§ 10. 

Wir nehmen einen festen dielectrischen Körper D' an, der mit einer 
Electricitätsschicht bedeckt und von einem andern dielectrischen Körper D, 
der zum Beispiel ein Gas sein kann, umgeben ist; alsdann ersetzen wir, um 
eine Aufgabe aus der Theorie der Wärme, welche zu denselben Formeln 
fiihrt, aufzulösen, die dielectrischen Körper D und D' durcl1 homogene feste 
Körper und die auf D' befindliche electrische Schicht durch eine Schicht, 
welche der Sitz einer Wärmequelle ist, und setzen voraus, dass das allgemeine 
Temperaturgleichgewicht eingetreten sei. 

Die Temperatur V genügt in jedem der Körper D und D' der Gleichung 
ä V= 0 und ferner hat V denselben Wert für die Körper D und D' an 
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ihrer gemeinsamen Grenze. Sodann würde, wenn der Körper D' nicht mit 
einer Wärmequelle bedecl•t wäre, der Wärmestrom, welcher in D eintritt, 
auf einem Element seiner Oberfläche gleich demjenigen sein, welcher auf 
cliesem selben Element aus D' austritt, und man würde haben: 

av , ov 
q 1Sn = - q an'' 

wo q und q' die Inductionscoefficienten in D und D' und cln, cln' die Ele
mente der Normale der Fläche, welche D' begrenzt, und zwar nach aussen 
und nach innen sind. Es ergiebt sich daraus, dass die Ableitungen von V 
beim Übergange von D nach D' sich plötzlich ändern. 

Wir berücksichtigen nun den Umstand, dass D' I.nit einer Schicht be
deckt ist, von welcher Wärme ausströmt, und betrachten die beiden Gesamt
wärmeströme, welche normal aus einem und demselben Element dieser 
Schicht austreten und von denen der eine in D', der andere in D ein
dringt. Es sei ad'J der Strom, welcher nach beiden Richtungen durch das 
Element der auf dem Flächenelement dcr gelegenen Wärmequelle ausgesandt 
wird, und Ud'1 der Strom, welcher durch da hindurchgeht und von den 
anderen Wärmequellen herrührt; derselbe ist von derselben Richtung in 
D und D'. Wie wir bereits gesehen haben (I. Teil, Kap. IV, § 4), ist: 

- q' aV = U + a q oV = U- a on' ) an 
und hieraus folgt: 

,av ov 
-q än'- q on = 2a. 

Die Grösse 2a stellt den doppelten Wärmestrom für die Flächeneinheit 
clar, welcher aus d'J ausfl.iesst. Bei der entsprechenden Aufgabe der Electro
statik muss 2a das Doppelte des Kraftstromes darstellen, welcher durch die 
auf da befindliche Electricität pd7 hervorgebracht wird. Dieser Strom ist 
unabhängig von den beiden Körpern D und D'; er ist somit gleich 2r.p 
und man hat: 

(a) 
, oV' av 

- q an' - q an = 41tp, 

wenn V' den Wert von V in D' bezeichnet. 

§ 11. 

Wenn sich in einem festen Körper die Leitungsfähigkeit für Wärme 
von einem Punkte zum andern ändert, so genügt die Gleichgewichts
temperatur dieses Körpers der Gleichung: 

(b) a ( q ~~) o ( q oa:) o ( q ~:) 
-~+-oy-+ oz =O, 
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welche man erhält, indem man das Gleichgewicht der Temperatur eines 
rechtwinkligen unendlich kleinen Parallelepipedons ausdrückt. 

Wir betrachten nun einen Körper, in welchem der Inductionscoefficient 
von einem Punl<te zum andern variiert. Indem man ausdrückt, dass die 
Summe der Kraftströme, welche in dieses Parallelepipedon eingetreten sind, 
gleich Null ist, erhält man ebenfalls die Gleichung (b ), welcher das Poten
tial genügt (vgl. I. Teil, Kap. IV, § 1 ). Endlich erhält man, wenn man 
annimmt, dass sich im Punl<te (x, y, z) Electricität befindet, auf welche sich 
das Potential V bezieht und deren Dichtigkeit 11. ist, indem man die Summe 
der Kraftströme gleich dem Werte setzt, welchen sie im !<'alle q = 1 
annimmt: 

(c) 
( o V) ( o V) ( o V'-

0 q o.x 0 IJ O!f 0 q oz) 
------+ +---=-4n:f1 .. ox oy oz 

Wir sehen also jetzt, dass die Grösse V, welche wir jetzt das Potential 
nennen, nicht mehr dargestellt wird durch die Formel 

5 ~~clw, 
in welcher r die Entfernung des Punktes (.x, y, z) von jedem Elemente JJ.rlw 
der electrischeu l\Iassen ist; denn diese letztere Function genügt der 
Gleichung: 

tlv = 0 oder tlv = - 4;rp., 

je nachdem der Punkt (.x, y, z) ausserhalb oder innerhalb der electrischeu 
Massen liegt. 

Die vorstehenden Resultate sind durch Analogie erhalten worden, da
durch dass man die Kraftströme mit den Wärmeströmen vergleicht. Man 
l<önnte versuchen, jede der vorstehenden Formeln nochmals aufzunehmen 
und deren Genauigkeit zu prüfen. Wir ziehen es jerloch vor, die Gesamt
heit die~er Resultate als allein durch Analogie abgeleitet zu betrachten, 
eine Analogie, die nachträglich zu beweisen sein wird, und versparen diesen 
Beweis auf den Schluss des vierten Kapitels, wo er uns leichter werden wird. 

Maxwell hat die Formeln (a) und (c) in seinem Tt·aiie d'E'lcctricite 
ct de Magnctisme*) gegeben, doch ist es mir unmöglicl1 das, was er dar
über sagt, als beweiskräftig anzusehen. 

Vergleichung der elastischen Kräfte, welche zu beiden 
Seiten einer electriscllen Schicht erzeugt werden. 

§ 12. 

Im § 4 haben wir die Ausdrücke der elastischen Kräfte bestimmt, 
welche in einem dielectrischen Körper entstehen, und zwar unter der An
nahme, dass der Inductionscoefficient gleich der Einheit ist. Hat dieser 

*) Deutsch herausgegeben von Dr. B. Weinstein, Springer's Verlag, Berlin 1883. 
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Coefficient einen andern Wert, so muss man diese Ausdrücke mit dem 
Quadrate dieses Coefficientcn multiplicieren. 

Wir denken uns eine electrische Schicht, die sich an der Trennungs
fläche c; zwei er dielectrischen Körper ]) und D', deren Inductionscoeffi
cienten q und q' seien, befindet, und wollen die elastischen Kräfte ver
gleichen, welche an beiden Seiten dieser Schicht zu Tage treten. 

Wir ziehen die x-Achse nach der Richtung der Normale c; auf der 
Seite von D. Dann erhalten wir für die normale elastische Kraft, welche 
auf dcr wirkt, zu 'bei den Seiten dieses Flächenelements: 

wobei wir die auf den dielectrischen Körper ])' bezüglichen Grössen mit 
Strichen versehen haben. Da nun die Fnuction V' auf c; gleich V ist, so 
hat man: 

und somit: 

av oV' ov oV' 
'fJy = oy ' oz -oz 

1 [ (oV')2 ov)2-J q'~-q2[(a1·)2 (ov)2] P:,."' - P:r.r =So. t/2 -ax - q2 Cäv- - - --·Sot -- oy + -a-z· . 

Setzen wir: 

[ oV')2 'oV' 2 oV')2] 
q'2 ( -ax- + (-ä!l ) + ( -az- = R'2 

q2 [(oV)2 + (~)2 + (~~)2] = R2 
o.~ \o!f oz _ ' 

so stellen R und R' die electrischcn Kräfte in den beiden Mitteln dar, und 
wir erhalten für die Differenz der auf die Fläche c; ausgeübten elastiscl1en 
Züge oder Drucke die Formel: 

1 q'2 _ q2 [(o v)2 (ov)2] p' - p = -(R'2-R2)----- - + - ' 
xz XL Sit 8.. oy oz 

deren erster Teil die Differenz der Energieen der beiden 1\littel fiir die 
Volumeneinheit in dem betrachteten Punkte darstellt. (I. Teil, Kap. I, § 26.) 

Sind dn und dn' die Elemente der Normale an clcr in ]) und JJ', so 
haben wir: 

ov ,oV' 
q <>+q <'il=-4-otp 

vn vJ~ 

und hieraus erhalten wir ferner: 

, p ( ,oV' oV\ q'2- q2 [(av)2 (or)2] 
Pu-11u=-2 fJ ~-qfiil)--'öit- oy + oz . 
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Wir vergleichen sodann die normalen elastischen Kräfte, welche auf die 
beiden andern Coordinatenebenen zu beiden Seiten der elastischen Schicht 
ausgeübt werden. Den vorhergehenden Schlussfolgerungen nach erhalten wir: 

'- . __ _!_ '2_ 2 q'2-q2(BV)~ 
Pyy Pyy- Sr-(R R)+ 4r- oyJ 

1 q'2- q2(oV)2 p' -p =--(R'2-R2)+-- -,-=• " Sr- 4it öß' ' 
oder auch: 

, p ( , a V' av) rz'2- r/ [(a v)2 (a V)2] 
Pyy- P!'!l = 2 q Bn!-q~ + -~ ay - oz 

P( av· av) q'2-q2[ av)2 av)2] P~,- P,, = 2 .q' f)j(-- q an - 8~ (-oy -(-Bi . 
Für die tangentialen elastischen Kräfte erhalten wir sodann: 

1 "av oY 
P.xy = 4it q- ?J!f fj};' 

_ _!_ ~ ?:!_"_ aF 
P.rz- 4r- q On oz' 

1 "oVoV 
Py, = 4~ q- ay az' 1;' = y; 

1 , oY ov 
-!] 2-- --· 
'1" ay oz 

Von der Verteilung der Electricität auf zwei Leitern, welche 
gegenseitig auf einander einwirken und in zwei verschie

denen dielectrischen 1\Iitieln sich befinden. 
§ 13. 

Wir betrachten zwei Leiter 0 und 0' (Fig. 7), die in zwei dielec
trischen Mitteln D und D' sich befinden; wir nehmen z. B. an, dass das 
Dielectrikum D sich in dem ganzen Raume ausbreite, welcher von 0, G' 
und D' nicht eingenommen wird. 

Fig. 7. 

Wir betrachten ferner die Inductionscoefficienten q und q' von D und D' 
als constant. 

Nehmen wir an, dass man die Werte V1 und V2 des Gesamtpotentials 

auf G und 0' lienne, und bezeichnen wir sodann mit Y und V' das Ge-
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samtpotential in D und D' und mit ~ die Fläche, welche D' nach Aussen 
begrenzt, so haben wir folgende Gleichungen: 

(a) 

ilV=O in D 
ilV' =0 in D' 

Y= V1 auf 0 
V'= V2 auf 0' 
V= V' auf~ 

q ()V+ q_' Cl V'- 0 auf~. ful: ~-

wo cln und dn' die Elemente der Normale sind, welche an die Fläche ~ 
iu D und D' gelegt sind. 

Diese Aufgabe ist im Allgemeinen viel cornplicierter, als wenn die 
beiden dielectrischeu Mittel sich auf ein einziges reducieren, wegen der Be
dingungen, denen man auf der Fläche ~ genügen muss. 

§ 14. 

Indessen kann man durch Wahl der Fläche~ das vorstehende Problem 
auf den besonderen Fall zurückführen, wo nur ein dieleetrisches l\littel vor
llanden ist. 

Im :Falle eines einzigen dielectrischen 1\Iittels, wo man q = q' = 1 hat, 
genügt das Potential v der Electricität der Gleichung 

ilv=O 

im ganzen Raume und den beiden Bedingungen 

v= A auf C 
v =B auf C', 

wo A und B zwei gegebene Constantcn sind. Nehmen wir ferner an, dass 
~ eine Niveaufläche bilde, so werden die Electricitätsmassen von 0 und 0' 
von entgegengesetztem Zeichen sein und wir können v auf ~ gleich Null 
annehmen; alsdann aber sind A und B nicht mehr unabhängig. Es kann 
nämlich v auf die :Form gebracht werden: !Je + K, wo e ein variabler 
Parameter ist und H und K zwei Constanten sind. Sind e1 , e2, e3 die 
Werte von e auf den Oberflächen von C und 0' und auf ~. so haben wir: 

lle1 + K= A, He2 + 11. = B, JJE3 + K= 0, 
somit: 

A = H(e1 - e~), B = H(e2 - E;1), 

und es hängen daher A und B von der einen Gonstanten H ab. 
Setzen wir dann 

Y=:.:_+L, 
q 

l"'- ~ -L-L -q'' , 
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wo L eine Gonstante ist, so können wir die beiden Gonstanten Hund L 
derart wählen, dass allen Gleichungen (a) genügt wird. Die dritte und 
vierte geben: 

H( sl - •:0 + L = vl 
I] 

/l(e.2 -- •a) L u 
---,-~+ _.~= t'l) 

I] -

und bestimmen H und L. 
Da v auf ~ g-leich Null ist, so hat mau auch Y = V' auf dieser 

Fläche, und auch die sechste Gleichung gilt, denn es ist: 

oY oY' ov ov 
q -On + q' on' = Olt + Bn' = o. 

l\lithin bleiben in dem besonderen Falle, wo ~ eine Niveaufläche ist, 
die electrischen Kräfte, welche die Componenten 

av ov av 
-q -ox' 

und 

-q -tii ' -q -~;-

,oV' oV' oY' 
-lj 

fu' - q' -'6!;-, -q' 0.$' 

haben, dieselben wie iu dem Hülfsfalle, wo q = q'= 1 ist. Auf C und C' 
sind dieselben Massen vorhanden und sie verteilen sich auch auf dieselbe 
Weise, wie aus den Formeln hervorgeht, welche die Dichtigkeiteil p und p' 
auf C und C' geben, niimlich 

q av · oV' 
p =- 4o. on, p' = --1" -an' 

wo dn das Element der äusseren Normale ist. 
Wenn man aber die beiden Körper C und C' durch einen leitenden 

Faclen verbindet, so werden die Potcutiale V und V' daselbst gleich und 
die Verteilung der Electricität zwischen den beiden Leitern wird nicht 
dieselbe sein, als wenn sie sich in einem und demselben diclectrischen 
l\Iittel befänden. 

Con<lensatoren. 
§ 15. 

Setzt man einen isolierten leitenden Körper A mit einer unbeschränkten 
Electricitätsmcnge von einem bestimmten Potential in V crbindung, so bringt 
mau diesen Leiter auf eben dieses Potential. .Aber durch Influenzierung 
des Leiters A kann man seiue Ladung viel grösser machen, als sie ohne 
diesen Umstand sein würde. 

l\Ian verwirklicht diese Vergrösserung der Ladung, indem man für den 
Körper A eine leitende Platte nimmt, auf welche man eine andere leitende 
Platte lJ eiuwirkcn lässt, die von der ersten durch die dünne Schicht eines 
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Dielectrikums getrennt ist. Und während man A ladet, setzt man im 
Allgemeinen B mit dem Erdboden in Verbindung. Das Ensemble dieser 
drei Körper wird ein Condensator genannt. 

Wir nehmen an, dass die Ladung nur eine ausserordent.lich kurze Zeit 
lang gedauert habe, so dass die Electricität nicht in das Dielectrikum ein
gedrungen ist. 

Wir bezeichnen mit o-1 und a2 die Flächen der Platten A und B, welche 
mit dem Dielectrikum in Berührung sind; F1 und V2, welches die respectiven 
Potentiale von A und B sind, werden auch die Werte des Potentials in 
dem Dielectrikum auf den Flächen a1 und a2 sein. Das Potential in dem 
Zwischenraum zwischen diesen beiden Flächen ändert sich nur mit der 
Länge s der Kraftlinie, gerechnet von o-1 aus, und genügt der Gleichung 
tJ. V= 0, welche geschrieben werden kann (I. Teil, Kap. IV, § 20): 

(I) d2V ( 1 1 )dV 
ds2 =- B 1 + B 2 ds ' 

wo R 1 und R 2 die Hauptkrümmungsradien der durch den Endpunkt von s 
gehenden Niveaufläche sind; wegen der geringen Dicke des dielectrischen 
:Mittels kann man sie aber durch diejenigen der Fläche a1 ersetzen .. In 
dieser Formel sind diese Krümmungsradien nach der äusseren Seite des 
Dielectrikums gerichtet angenommen; im entgegengesetzten Falle muss 
man ihr Zeichen ändern. 

Bezeichnen wir sodann mit e die Länge von s zwischen a1 und o-2 , so 
haben wir 

(2) 

wo die Ableitungen von V auf a1 genommen werden, und wenn man 
d2V 
ds2 durch seinen Wert ersetzt, so erhält man: 

v; _V = (l.V e -(_!_ +_!_)dV ~ -1- ... 
2 1 ds R1 R2 ds2' 

Bezeichnen wir mit p1 die Dichtigkeit der auf a1 liegenden electrischen 
Schicht und mit q1 den lnductionscoefficienten des Dielectrikums, so 
haben wir: 

(3) 
dV 

q -=- 47tpl ds 

und somit ist, wenn wir die Glieder mit e3 vernachlässigen: 

V2- Y1 = - 47tPt ~ [ 1 - i (~1 + 1~J J · 
Bezeichnen wir mit p2 die Dichtigkeit der auf a~ liegenden electrisehen 

Scl1icht, so haben wir ebenso: 

Y1 - V2 = - -!itp2 .: [1 + i (1! +. 1! )] · q 1 2 -
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Aus diesen beiden Formeln folgt: 

q(V2 - V1) [ e: ( 1 I )] 
Pt = - 4r.! 1 +. 2 Rt + R2 

Po=+ q(V2- Yl) [I_~(__.!__+__.!__)]. 
• 4r.e 2 R1 R2 

Wir bezeichnen mit a die Fläche, welche in gleichem Abstande von u1 

und a2 gelegt ist, und mit da, da1 , du2 Elemente der Flächen u, u1 , cr2, 

welche von denselben Kraftlinien begrenzt werden. Wir haben 

du = da1 [I + i (1 + 1~1 ) J = du2 [ 1 - i Gl + 1~1-)] 
und schliessen daraus: 

q(V2 - V1) 
Pt da! =- P2du2 = - 41t~ du. 

In dem besonderen Falle, wo die Dicke e: des Dielectrikums überall 
dieselbe ist, erhalten wir, wenn wir mit E 1 und E 2 die auf cr 1 und u2 be
findlichen Electricität.smengen bezeichnen: 

q(V2 - V1) E =-Eo=-----u. 
1 - 4r.e 

Somit sieht man, dass für einen und denselben Wert von V2 - V1 

die auf diesen Flächen befindliche Electricität sich umgekehrt verhält wie 
die Dicke des Dielectrilmms und dem Inductionscoefficieuten proportional ist. 

§ 1 G. 

Die vorstehende Rechnung ist nnr eine näherungsweise und setzt vor
aus, dass die beiden Flächen a1 und a2 überall durch eine sehr ldeine Ent
fernung e, die übrigens veränderlich sein kann, getrennt sind. ·wenn man 
die allgemeine Gleichung des Systems der Niveauflüchen, welchem die 
Flächen a1 und u2 angehören, kennen würde, unter der Form 

V=rr., 

wo rr. ein veränderlicher Parameter sein kann, so würde man an die Stelle 
der vorhergehenden Rechnung eine andere volllwmmen exacte setzen 
können, welche nicht mehr die Dicke des Dielectrikums als unendlich klein 
voraussetzte. 

Bezeichnen wir mit u.1 und rr.2 die Werte von r1. auf a1 und u2, so treten 
an die Stelle der Gleichungen (I) und (2) die folgenden: 

d2V 
-, ~=0, 
(rJ. 

Sodann haben wir austat.t der Gleichung (3): 
dV 

qll ~l . =- 47::pl, 
( 'J. 



Condcnsatoren. 

wenn man setzt 

für a = cx1. Mithin erhalten wir: 

oder: 

V.- V=- 47tpt(a.2-at) 
• 1 qh , 

CV2- V1)qh 
P1 =---:-----· 

47t(a~- a1) 
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Nehmen wir an, dass die beiden Leiter A und B sich auf zwei ebene 
und parallele Platten reducieren, und ist die Entfernung zwischen ihnen e, 
so halJen wir: 

Sind die Flächen a 1 und a2 zwei Hotationscylinder mit derselben Achse, 
deren Radien r1 und 1·2 sind, so hat das Potential V in dem Zwischenraum 
zwischen beiden Flächen zum Ausdruck 

V= Alogr+ B, 

wo 1· die Entfernung von der Achse ist und A, B zwei willkürliche Constanten 
sind. Daraus folgt: 

Bestimmung gewisser auf den Comlensator bezüglichet• 
Constanten. 

§ 17. 

Bezeichnen wir mit Q1 und Q~ die gesamten Electricitä.tsmengen, welche 
A und B bedecken, so haben wir die folgenden beiden Gleichungen: 

(a) { Qt = Ptl.l + e2 F2 
Q2 = e2 vl + e3 v2, 

wo ('B e~, e3 drei Grössen sind, welche dieselben bleiben, wenn vl und v2 

sich ändern (Kap. I, § 13). 
Wir stellen uns die Aufgabe, diese drei Constanten zu bestimmen. 
Nehmen wir an, dass die Flächen a 1 und a2 beinahe geschlossen sind 

wie bei einer Leydener Flasche, uncl setzen wir A mit B durch einen 
leitenden Faden in Verbindung, so werden Y1 und V2 denselben Wert H 
haben. Die freie Electricität verteilt sich ganz und gar auf der äusscren 
Fläche von B und kann gemessen werden; bezeichnen wir sie mit 7J, so 
werden die Gleichungen (a): 
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oder: 

Es genügt also jetzt, c2 zu berechnen. Setzen wir die innere Belegung A 
mit dem Erdboden in Verbindung, so ist V1 = 0, die Elect.ricität ver
schwindet vollständig von der inneren Fläche von A und es bleibt nur auf 
c;1 welche übrig. Bezeichnen wir diese Electricitätsmenge mit ]f, so giebt 
die erste Gleichung (a): 

lJI = c~ V~ 
Nun hat man nach § 15 

und wenn man integriert 

Durch Gleichsetzung dieser beiden Werte von JII erhält man: 

c.,=- 2_ s d'1. 
- 4o. e: 

Ein von zwei dielecti·ischen Körpern gebildeter 
Condensator. 

§ 18. 

Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass die beiden Belegungen A und B 
des Condensators (Fig. ii) zwei ebene Platten seieu, die als unendlich he
trachtet werden; die physikalischen Betrachtungen wiirden diese! ben bleiben, 

~1+---ti--,...-

Fig. S. 

welches auch ihre Form wiire. Wir denken uns diese beiden Platt.en durch 
ein gasförmiges oder flüssiges Dielectrikum ]) von einander getrennt und 
schieben dann zwischen beide und parallel zu ihnen eine ebene Platte D' 
von einem festen Dielectrikum. Sodann bringen wir A und B auf die 
Potentiale VI und v2. 
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Wir nehmen die Achse der x sen]{recht zu den Platten und den 
Anfangspunkt 0 auf der l\1ittelebene von D', und bezeichnen die Dicke der 
Platte D' mit 27] und die Entfernungen des Punktes 0 von den Platten A 
und B mit E und /.. 

Zwischen diesen beiden Platten genügt V der Gleichung: 

somit kann zwischen A und D', innerhalb D' und zwischen D' und B 
diese Function bezüglich dargestellt werden durch die folgenden drei Aus
drücke: 

V= ax + b, V' = cx + d, V= ex + (, 

wo a, b, c, d, e, f Gonstanten sind, die bestimmt werden müssen. 
Da V auf A und B zn V1 und Y2 werden muss und da es sich bei 

dem Übergange von D zu D' stetig ändert, so ergeben sich folgende vier 
Gleichungen: 

(b) {
-aE + U = Vl 
-aYJ+b=-cYJ+d 

CYJ+d= CYJ+f 
e'- + r= V2. 

Sind p1 und p2 die Dichtigkeiten der beiden auf den inneren Flächen 
von A und B gelegenen Schichten, so l1aben wir: 

oder: 

dY 
q -l- =- 4rrpl 

tX 

_ dV + ,dV' _ 0 q dx q dx-

,clV' dV 
-q-+q-=0 

dx dx 
dV 

-q dx =- 4rrp2 

fiir X=- E 

" x=-YJ 

" X= 7J 

"X= A 

qa=-4r:p1, -qa+q'e=O, -q'c+qe=O, -qc=-4rrp2. 

Hieraus folgt: 
qa=q'c=qc. 

Bezeichnen wir den gemeinsamen Wert dieser drei Grössen mit p, so er
halten wir: 

1\f a t b i c u, Potentialthcoric. 18 
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Setzt man die Werte von e, a, c in die Gleichungen (b) ein, so findet man: 

V2-Vt 
p = E + A - 27j 27j' 

------'+--, 
q IJ. 

b = Vt + !2 e, f = V2 - !!__ i., d = V2 - p (" - _1 + ~ J. 
q IJ. q q I 

1\Iithin erhält man für Pt die Formel: 

1 V2- vl 
Pt = - 4r. E + A - 21) 27j' 

------'-+-q q' 

wo mau zu bemerken hat, dass e + ). - 21) die Dicke von D und 21) die
jenige von D' darstellt. 

Ladung des Condensators. 
§ 19. 

Wir nehmen wieder einen Condensator, der nur ein Dielectrikum ent
liält und dessen Belegungen zwei )Jarallele Platten sind. Wenn die Zeit, 
während welcher man diesen Apparat ladet, nicht sehr klein ist, so wird 
Electricität in das Dielectrikum, welches wir als festen Körper annehmen, 
eindringen. Diese Erscheinung wollen wir untersuchen. 

Wir bezeichnen mit D die Dichtigkeit der Electricität, welche in den 
isolierenden Körper eingetreten ist. Stellen wir noch durch V das Potential 
der ganzen Electricität dar, so haben wir die Gleichung: 

d2 V 
q-l2=-4r.D. cx 

Wir nennen R die eleetromotorische Kraft, welche von der Ladung 
herrührt, und rechnen die x von der l\Iittelebene des Dielectrilmms aus. 
Wir legen eine Ebene parallel zu den Flächen und betrachten einen 
Cylinder, dessen Basis auf dieser Ebene liegt und gleich der Flächen
einheit ist und dessen Höhe gleich dx ist. Die Electricitätsmenge, welche 
in denselben in der unendlich kleineu Zeit dt eintritt, ist gleich 

oD 
Tt" dxdt; 

andrerseits tritt in denselben währenrl derselben Zeit ein Kraftstrom ein, 
welcher gleich ist 

ov 
-q~df.+Rdf; 

ox 

daraLIS ergiebt sich ein Strom gleich 

(oV o2Y ) . ( oR ) - q ox + 1lx2 dx dt + R + ox. dx dt. 
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Zieht man diese Grüsse von der vorhergehenden ab, so erhiilt man den 
Ausdruck: 

( ()2V oR) 
q ox2 - ox dxdt, 

welcher der Electricitätsmenge, welche in den Cylinder eingetreten ist, 
proportional sein muss. Es folgt daraus die Gleichung 

wo a. eine Constante ist, die von der Natur des dielectrischen Kürpers abllilngt. 
Die Fnnction R muss in einiger Entfernung von der Obertläche des 

Dielectrikums schnell abnehmen; sie muss ferner von dem Zeitraum der 
Operation abhängen. Nehmen wir 

R= <)i(x)y(t), 

wo •} (.1:) eine gerade Function ist, so haben wir die beiden Gleichungen: 

(I) 

(2) 

Wir setzen 

oD 4;; 1 d•1 (x) 
-fit + -;; n + -;; ---"ctx- ? c t) = o 

(J2Y 
q;;:;-;;=-hD. 

ux-

-1.-: = b 
r:J. 

und mnltiplicicrcn die Gleichung (\) mit c'''; setzen w1r dann noch 

so erhalten wir: 

I 

o J tl-H:~) ,~ /,( 
/1 =--·----· •;,(/)'' dt, 

'.!. d.r . · 
u 

da ]) o<lcr D' für f = 0 verschwinden muss. Hierans folgt: 

und sot.lann 

t 

1 d•} (.r) -I· I ~· ,,, D =-·· ··--_-·c ·:.(l)c elf, 
a d.r ' . 

lJ 

I 

fJ ~_::_~; = 4o: ~~Hx] (·-'''5·; (t) /''elf. ox- IJ. t!x ' 
0 

Y lässt sich in zwei Teile teilen, in den einen von der Form ox + l1, 
welcher herrührt von den beiden Schichten, welche sich augenblicklich auf 
den beiden Seiten der Platte des Dielectrikuws bilden, und in den andcrn, 

1::>* 
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welcher herrühd von der Electricität, welche sich im Innern der Platte 
entwickelt, wenn man fortfährt den .Apparat zu laden. Hiernach hat man: 

t 

V=:: 5 Hx)dxe-bJ ~(t)eb 1 dt + ax + b. 
0 

Bezeichnet man mit v1 und v2 die Potentiale der beiden Belegungen, 
welche von der augenblicklichen Ladung herrühren, so hat man: 

VI -V2 b- VI +v2. 
a=--e-' - 2 · 

wo e die Dicke der isolierenden Platte ist. Bezeichnen wir mit p1 und p2 

die Dichtigkeiten der beiden Schichten, welche auf den beiden Seitenflächen 
der Platte zur Zeit t sich befinden, so haben wir: 

und somit 

fu··r e x=2 
oV e 

q ox = - 4rrp2 " X = - 2 

t 

. 1 - bt ( e) 5 bt qa p = - P2 = - e ljl - rr(t)e dt + -· 
1 ~ 2 4rr 

0 

§ 20. 

In dem Ausdruck 

(a) R= lji(:t)?(t) 

ist cp(t) irgend eine Function, welche von der Operation abhängt, durch 
welche der Condensator geladen worden ist; ljl(.x) dagegen muss theoretisch 
sich bestimmen lassen; indessen ist die Kenntnis der Functiou lj;(.x) nicht 
erforderlich für die Entwicklung, die ich für die zurückbleibende Ladung 
(den sogenannten electrischen Rückstand) des Condensators geben werde. 

1\lan muss auch bemerken, dass R sich im Allgemeinen nicht aus einem 
einzigen solchen Gliede wie (a), sondern aus einer Reihe von solchen 
Gliedern zusammensetzt, in denen cp(t) der Sinus oder der Cosinus eines 1.u 
t proportionalen Bogens ist; diese Reihe kann man jedoch häufig ohne 
merklichen Fehler auf ein oder zwei Glieder reducieren. 

Nehmen wir 

lji(x) = A cosh mx, 
so erhalten wir 
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t 
Am -bt f 

D =- a sinh mx · e · ) rr(t)eb 1dt 
o• 
t 

V= 4"A sinh mx · e-bt f 9(t)i 1clt + ax + b 
a.mq • 

0 
t 

A -bt me s qa 
Pt =- P2 =-;_ c cosh 2 rr(t)cb1clt + 4". 

0 

Entladung des Condensators. 

§ 21. 

277 

Nachdem der Apparat auf diese Weise eine Zeit T lang geladen ist, 

setzen wir die beiden Belegungen in Verbindung; die beiden Oberflächen

schichten, deren Dichtigkeiten p1 und p2 sind, werden sich vereinigen unu 

es wird nur noch die Electricit.ät im Innern der Platte übrig bleiben. 

Wir heben sogleich die. Verbindung zwischen den beiden Belegungen wieder 

auf und überlassen den Apparat sich selbst. Alsdann werden die 

Gleichungen (I) und (2) anwendbar bleiben, vorausgesetzt, dass man R=O 
setzt, und man hat: an 

at +bD=O 

o2V 
q3x2 =- 47tD. 

Daraus folgt: 
D = U(x)e-b 1, 

wo a (x) eine willkürliche Function ist, und ferner: 

~2~ =- 47t &(x)e-bt. 
vX q 

Der W crt von D darf sich für t = T nicht plötzlich ändern; setzen 

wir also jenen Ausdruck von D der Formel (3) für t = T gleich, so 

erhalten wir: 

Machen wir 

so wird: 

T 

S cp(t)eb1dt= H, 
0 

q ~: = bH4(x)e-bt + x(t), 
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wo z (t) eine willkürliche Function ist, somit: 

(r!) J1 (E) -bt 1 p, = ~ <} 2 c + ,~ .. z(t). 

Es bleibt noch die Function z (t) zu bestimmen. 
€ 

Die Electricität, welche sich auf der Ebene x = 2 findet, ist diejenige, 
welclJC durch diese Fläche seit der Zeit t = T aus dem Dielectrikum aus
getreten ist. Nun ist die Grösse des Kraftstromes, welcher durch diese 
Flüche seit der Zeit T ausgetreten ist: 

- q S(~:·) . dt = H<} (~) ce-bl- e-br)- .rz(t)rlt. 
T .r = -- T 

2 

Diese Grösse muss p1 proportioual sein; stellen wir sie also durch ßp1 

dar, so ergiebt sich die Gleichung 
I 

(€) -bl -bT r ßll (€) -bl ß ) 11~ 2 (1; -c )-, z(t)(l/=~~ 2 e + -lo. x(t 0 

r'· 

Differentiieren wir diese Gleichung in Bezug auf t und setzen wir: 

ß-a --ß H=K, 
so erhalten wir: 

dz(t) + .j;;. (f) r,·bnl ( E \. -bt Jl T z . = .ll "'jl 2 J c 
und somit:. 

z (I) = c -bt [ ](1,~.} ( ~) I + C J 
wo C eine willkürliche Constante ist. 

Substituieren wir den Wert von z(t) in (a.), so erhalten wir: 

P = e-'·'jF" ,1 1 .:_) t + H <} (-=- \ + _QJ· 
I _ r:t. ' \:? ll 2) J;;_ 

Die Constante C muss der Deding·uug gernäss bestimmt werden, dass 
p1 = 0 sei für t = T; es folgt daraus 

_(j_ =- !{_b ,L 1_:_ \. 1'- !!_ .L (~-) 
.Jcr. (.{ T \ 2; a. T 2 

und 
J(b ( E) · b p1 =- ~ ·i (t- T)c- 1• 

a. --
Die Dichtigkeit p~ auf der anderen Seite des Dielectrikums ist gleich p1 

aber von entgegengesetztem Vorzeichen. 
Setzt man die beiden Delegungen des Condcnsators von Neuern in 

V crbindung, so erbiilt man eine neue Entladung, indem sich die Electrici
tiiten der beiden Oberflüchenschichten, deren Dichtigkeiten p1 und p~ sind, 
mit einauder vereinigen. . 



Viertes Kapitel. 

Allgetneine Theorie des }lagnetismus. 

Vorbemerkungen. 
Um die magnetischen Erscheinungen zu erklären, nimmt man an, dass 

die Magnote und die Körper, welche sich magnetisieren lassen, eine Substanz 
enthalten, welche mau magnetisches Fluidum nennt, und ebenso wie man 
zwei Arten von Elect.ricität unterscheidet, unterscheidet man auch zwei 
Arten von magnetischem Fluidum, welche Süd- und Nord
magnetismus oder auch positiver und negativer Magnetismus 
h cissen. 

Das positive Fluidum ist dasjenige, welches sich nach dem Nordpol der 
Erde zu richten strebt. 

Nach Coulomb bestehen die Magnete aus einer ungeheuren Zahl von 
Partikelchen, deren jedes die beiden Arten von Fluida in gleicher Menge 
enthält, so dass sich ihre Wirlmngen, wenn diese beiden Fluida vereinigt 
sind, zerstören. Die magnetischen Körper, d. h. diejenigen, welche fäl1ig 
sind, magnetisiert zu werden, sind in ähnliche Partikelehen zerlegbar, deren 
jedes diese beiden Fluida in gleicher Ueuge enthält, daher sich diese letzteren 
neutralisieren, wenn keine Kraft dazwischentritt, um sie zu trennen. In den 
1\Iagneten und in den magnetischen Körpern können diese Partikelehen ihre 
magnetische Substanz einander nicht mitteilen. 

Man beweist sehr leicht durch das Experiment, dass die beiden Arten 
von Magnetismus in einem Magneten in gleicher Menge vorkommen, indem 
man beobachtet die Wirkung der Erde, welche nur den Magneten um seinen 
Schwerpunkt zu drehen strebt. 

Coulomb, welcher experimentell auf directe Weise bewiesen hat, dass 
das Gesetz der electrischen Wirkungen dasjenige der Abstossung oder der 
Anziehung im umgekehrten Verhältnis des Quadrats der Entfernung ist, hat 
auch zu beweisen versucht, dass dasselbe Gesetz auf die magnetischen 
Wirkungen Anwendung findet. Dieser zweite Beweis ist weniger bindend 
als der erste. Man kann aber das Gesetz der magnetischen Wirkungen an 
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den Resultaten prüfen, welche es liefert, wenn man darauf die Hechuung 
anwendet. 

Ebenso wie mau die Körper als gute und schlechte Leiter der Electricität 
unterscheidet, so unterscheidet man auch die Körper als gute und 
schlechte Leiter des Magnetismus. Die gut leitenden Körper sind 
diejenigen, welche fast unmittelbar unter der Einwirkung des äusseren 
Magnetismus in merklicher Weise magnetisch werden und die ihren 
Magnetismus verlieren, sobald diese Einwirkung entfernt wird. Die schlecht 
leitenden Körper sind diejenigen, welche den magnetischen Zustand seinver 
annehmen unrl ihn sodann dauernd behalten. TIIan nennt Coerci ti vkraft 
jene Art von Heibung, welche den Zustand des ·Magnetismus in den 
schlechten Leitern zu erhalten strebt. 

Nach Po iss o n müssen die l\Iengen neutralen Fluidums, welche sich 
in einem magnetischen Teileheu vorfinden, als unbeschränkt betrachtet 
werden, d. h. es ist uns unmöglich mit den Hülfsmitteln, über die wir ver
fügen, die beiden darin enthaltenen Flüssigkeiten vollständig zu trennen. 
Er stützt sich auf die damals von den Physikern angenommene Thatsache, 
dass die .Magnetisierung ohne Aufhören zunimmt, in dem Masse wie man 
die Kraft der Magneten, welche auf den magnetischen Körper wirken, ver
mehrt. 

Diese Thatsache wird heutzutage nicht mehr ohne Widerspruch zu
gegeben; man glaubt im Gegenteil allgemein, dass ein mngnetischer Körper 
ein Maximum der Magnetisierung habe. Wenn dem so ist, was sehr 
zweifelhaft ist, so würde man im Allgemeinen die Schlussfolgerungen nicht 
zu modificieren haben; nur allein von dem Augenblicke an, wo das neutrale 
Pluidum erschöpft wäre, müssten die Rechnungen rnodificiert werden und 
würden viel schwieriger werden. Die Grenze der Magnetisierung des Par
tikels würde stattfinden, wenn die Massen der beiden in zwei Punlden con
centrierteu Magnetismen ihre grösste Entfernung erreichten. Übrigens 
werden wir uns in diesem Kapitel gezwungen sehen, diese Vorstellungen zu 
modificieren, und die Teilung eines inducierten magnetischen ·Körpers in 
getrennte magnetische Partikelehen nicht annehmen. 

Anziehung oder Abstossung des Elements eines lUagneten 
oder eines magnetisierten Körpers. 

§ 1. 

Wir denken uns ein Element eines Körpers, welches positives und 
negatives Fluidum, die in ihm getrennt sind, in gleicher Menge enthält. 
l\Ian kann sich vorstellen, entweder dass diese Flüssigkeiten im Innern des 
Elements ihren Sitz haben, oder dass, wenn dieses Element leitend ist, die 
Flüssigkeiten an seiner Oberfläche haften. In beiden Fällen aber bleibt die 
nachstehende Rechnung dieselbe. 
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Wir suchen die Wirlmng dieses Elementes auf einen äusseren Punkt P, 
dessen Coordinaten x, y, z sind und der in einer in Bezug auf die Dimen
sionen des Elementes sehr grossen Entfernung liegt. 

Ist C ein Punkt (x', y', z') im Innern des l\lolekiils und bezeichnen wir 
mit 1' die Entfernung der Punkte C und P, so haben wir: 

r2 = (x- x')2 + (y- y') 2 + (z- z') 2• 

Wir nehmen zunächst an, dass der Magnetismus auf der überfläche tu 

des Elementes sich befinde, und stellen durch p die Dichtigkeit des magne
tischen Fluidums auf dieser Fläche und durch dw das Oberflüchenelement dar. 
Da die Gesamtmasse des Fluidums gleich Null ist, so hat mau 

(I) \ pdw = 0. 
" 

Es sei r' die Entfernung des Punktes P von einem beliebigen Punkt C' 
der Oberfläche w und ferner l die Entfernung CC' und a, b, c die Winkel, 
welche diese Gerade mit den drei Coordinatenachsen bildet. 

Da l sehr klein im Verhältnis zu r angenommen ist, so kann man mit 
Vernachlässigung der Glieder in Z2 setzen: 

0 _!_ 0 _!_ 0 _!_ 
1 I r r 1· 
-, =- + -- l cos a + ·-·l cos b + --- l cos ,. r r ox' oy' oz' ' 

und wenn man die Gleichung ( 1) berücksichtigt, so hat man für das 
Potential des l\Iagnetismus in Bezug auf den Punl\t P: 

ai a..!. a..!. 5( r r r ) ox' l cos a + oy' l cos b + oz' l cos c pdw 
V= s pdm = 

r' 

1 1 1 

5 o- o- o- ) ')' )' )' 
=- ('-' l cos a + <I l cos b + ,_- l cos c pdm. vX uy OZ 

Es sei w das Volnmeuelement; wir definieren Grösseu A, B, C durch 
die Gleichungen: 

Sz cosa pdw = Aü,, Sz cosbpdw = Bw, Sz coscpdm = Cti,, 

die sich auch, wenn mit ox', By', o.z' die Projectionen von CC' auf die Achsen 
bezeichnet werden, folgendennassen schreiben lassen: 

s ox' pdw = Ati,, s oy' pdm = Bw, s oz' pdw = Cw; 

auf diese Weise erhalten wir: 

(2) 

1 1 1 o- o- o-5 pdm ( r r . 1') _ V= -=- A-+ß.·-+C- w. r' ox oy oz 
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Es ist leicht zu sehen, dass die Grössen A, B, C nicht von der Lage 
des Punktes C im Innern des Elementes abhängen; denn bei einer Ver
änderung der Lage dieses Punktes würden die Grössen ox', oy', Bi sich um 
drei constante Grössen ändern und die Integrale würden sich um Grössen 
ändern, welche der Gleichung (1) zufolge gleich Null sind. 

Wenn man annimmt, dass das :Fluidum nicht an der Oberfläche verteilt 
sei, sondern im Innern des Elements, so hat man ebenfalls eine der 
Gleichung (2) analoge Formel; die Grösseu A, B, C, welche durch sich auf 
die Fläche w beziehende Integrale dargestellt sind, müssten alsdann nur 
ersetzt werden durch Integrale, welche sich auf das Volumen tü beziehen, 
und, wenn man mit D die Dichtigkeit des magnetischen l<luidurns bezeichnet, 
so hat man: 

S ox' Ddw = Aw, 5 oy' Ddw = Bw, .f ot' Ddw = Cw. 

Bezeichnen wir mit !L die l\Iasse des positiven Fluidums, somit mit - !L 

diejenige des negativen Fluidums, ferner mit oxp Offt, oz1 und mit ox2, oy2, ot2 

die Coordinaten der Schwerpunkte des positiven und des negativen Fluidums, 
wo diese Coordinaten in Bezug auf drei parallel nach dem Punkte C ver
legte Achsen genommen sind, so haben wir: 

w.A = ( oxl - o.rz) p., tüB = (oyl - O!Jz) p., üJC = (ozl- OZz) p .. 

Ist h die Gerade, welche von dem zweiten nach dem ersten Schwerpunkt 
gezogen ist, und sind u., ß, 1 die Winkel, welche sie mit den drei Coordinaten
achsen bildet, so ist: 

ü1 1/ A 2 + B~ + C2 = .L1I,ü = p.lt, 

A = Jf cos a, B = lii cos ß, C = J[ cos·i· 

Die Gerade h lJCisst die magnetische Achse und .111 das magnetische 
Moment des Elements. 

§ 2. 

Bezeichnen wir mit l, m, n die Winkel, welchen die Gerade r mit den 
drei Achsen bildet, so erhalten wir: 

Mw 
v = 7 [(x- x') cosu. + (y- y') cosß + (z- z') cos1) 

Jlitü 
= r:! [cosl COSa + COS1/I cosß + COSn COS)'), 

und wenn wir den Winkel, welchen r mit der magnetischen Achse bildet, 
mit i bezeichnen, so folgt: 

Jfw . 
v=--;::;-cost. 



Anziehung eines Magneten. 283 

Denken wir uns, dass die Einheit positiven Fluidums im Punkte P 
concentriert sei, so haben wir für die nach der x-Achse genommene Com
ponente des unendlich kleinen Magneten in diesem Punkte 

OV 31JftiJ X- X 1 
1 1 .Llftil - fSx = - 1-.1---1-.- [(;r-:r) cos'l+ (v- v')cosß + (z-z) cos-r]- ~- cos a 

111,,, 
= ---;::~- c:; cos l cos i - cos 7.), 

und ebenso erhalten wir für die beiden Componenten nach den andern 
Achsen: 

ou JJiw . . 
- :;;:-= ---3 (:3 cosm cost- cosß) uy r 

ou JJ[ lÜ 
- - = -. (3 cos n cos i - cos ... ). oz r·1 1 

Wir folgern daraus für die Grössc der 'Wirkung des 1\Iagneten auf den 
Punkt I' den Wert: 

Anziehung eines lUagneteu (Hler eines magnetisierten 
KUrpers auf eine-n iiusseren Punkt. 

§ 3. 

Wenn man anstatt eines Elements eines Magneten einen Magneten 
oder einen magnetisierten Körper betrachtet, welcher eine endliche Grösse 
hat, bei welchem aber ebenfalls vorausgesetzt wird, dass der Punkt, auf 
welchen der Magnet wirJ(t, von den Punkten dieses Körpers, verglichen mit 
seinen Dimensionen, sehr weit entfernt ist, so bleibt die vorsteheüde Rech
nung vollständig anwendbar. 

Wir nehmen sodann an, dass der Punkt P oder (x, y, z) ein beliebiger 
äusserer Punkt sei. Das Volumen des Magneten teilen wir in ausser
ordentlich kleine Teile -::, aber derart, dass die beiden Fluid(!n, das positive 
und das negative, als in gleicher l\Ienge in jedem dieser 'l'eile vorhanden 
betrachtet werden können. Ist (x', y', z') ein Punkt des Volumens ' und 
führen wir die partiellen Ableitungen nach x', y', z' ein, so erhalten wir 
für sein Potential: 

nach einer oben angegebenen Formel. 
In aller Strenge hätte man, um das Potential V des ganzen Magneten 

zu erhalten, die Summe aller GrÖssen v zu bilden und zu setzen: 



284 JI. Teil, IV. Kap., §§ ,! u. 5. 

a! ai ai) 
Tr '5' (A r B r C r 
r =- ox' + oy' + oz' -r; 

denn wie gering auch die Entfernuug zwischen den Schwerpunkten der 
beiden in -r enthaltenen Fluida sein möge, sie darf nicht gleich Null an
gen()mmen werden. Trotzdem begreift man, da das Element -r ausser
ordentlich klein angenommen werden kann, dass man um· einen Fehler 
begeht, der vollkommen vernachlässigt werden kann, wenn mau diese 
Summe durch ein Integral ersetzt, und man erhält: 

a_!_ ai o_!_ 5( r r r) 
V= A ox' + B oy' + C oz' dw, 

wo sich das Integral über alle Elemente des Volumens des J\lagueten 
erstrcclit. 

A, B, C sind die Componenten des magnetischeu :Moments JJI im 
Punkte (.<', y', ::') des 1\Iagneteu, und wenn mau mit a., ß, r die Winkel 
zwischen der magnetischen Achse und den Coordinatenachscn bezeichnet, 
so hat man: 

A = JI cos a., B = JJI cos ß, c = Jll COS'(. 

Bezeichnen wir mit 1-, p., v die Winlwl, welche die äussere Normale n 
an die Oberfläche r; des Magneten mit den Achsen bildet, so haben wir: 

ai 
SA----..!:_ dw = SA cos/.dr;-soA dw ox' 1' ox' r 

=s.M cosa. COSA a- -soA drn, r ox' 1' 

und wenn man die drei analogen Gleichungen addiert, so wird: 

V= SJl[ cos(il!, n) dcr -s(~A, + ~~ + ~~)dw. 
r uz ~ us r 

Somit zerlegt sich das Potential V in zwei andere: das eine bezüglich 
auf eine Masse, welche den Körper erfüllt, das andere bezüglich auf eine 
an der Oberfläche haftende l'tfasse. 

Die vorstehenden elementaren Formeln sind sämtlich zum ersten Male 
von Poisson gegeben worden. 

Potential eines 1\Iagneten auf einen andern. 
§ 4. 

Wir bezeichnen mit H und H1 zwei l\Iagneten und stellen durch V 
das magnetische Potential von H1 dar. 

Der Ausdruck des Potentials eines Volumenelements dw des Magneten H 
ist von der folgenden Form: 
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und das Potential dieses Elements auf H1 ist (I. Teil, Kap. I, § 25): 

wo p1 die Dichtigkeit des Magnetismus in dtö1 ist und die Integrale sich 
über das ganze Volumen w1 von H 1 erstrecken. Man hat also: 

Um das Potential lY des Körpers H auf H1 zu erhalten, muss man 
sodann diesen Ausdruck über das ganze Volumen von H integrieren, und 
man erhält: 

T S( av ov av) 
H = A ox' + B oy' + 0 oz' dw. 

Endlich erhält man durch eine im vorigen Paragraphen angewendete 
Transformation: 

§ 5. 

Wir nehmen so dann an, dass Hund H1 zwei unendlich kleine 1\Iagneten 
seien. Dann erhalten wir: 

( av ov oV) lV= A --- + B -- + Orc-- clii) ox' O!J1 oz' ' 

wo (x', y', z') der Mittelpunkt des Elements H ist, und wenn wir mit All B1, 01 

die Componenten des magnetischen l\Ioments des l\Iagneten If1 bezeichnen, 
so haben wir in der vorstehenden Formel zu setzen: 

wo (x, y, z) der Mittelpunkt von H 1 und ,. die Entfernung zwischen den 
Mittelpunkten H und H1 ist. 

Daraus ergiebt sich die folgende Formel: 
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W= 

Legen wir die Achse des 1\lagneten H 1 in die Richtung der x-Achsl', 
so können wir setzen: 

und wir erhalten: 

Da man 
r2 = (x- x')2 + (y -y')2 + (z -- z')2 

hat, so folgt: 

TV lii dwdw A --:-- --,------ - . B- ----o-- - C . { [ 1 3(x-x')2] 3(x-x') ( 1!- !/) R(x-x')(z-z') } 
1 1 ,-3 1"" 1''' 1"'' 

Nehmen wir jetzt den l\lagneten H 1 als fest und den 1\Iagneten H als 
beweglich an, so hat die Translatiouskraft, welche vom ersten Magneten 
auf den zweiten ausgeübt wird, zu Componenten: 

oW ow ow 
- -~f1' - a!;'' oz' 

Der l\fagnet II wird jedoch noch von einem Kräftepaar sollicitiert, auf 
das man allein ltücksicht zu nehmen haben wird, wenn der l\littelpunkt 
dieses l\lagneten fest ist. Um sein 1\Ioment um eine Achse, welche durch 
seinen l\Iittelpunl;t geht und zur z-Achse parallel ist, zu berechnen, be
zeichnen wir mit {} den Wiukel, welchen die magnetische Achse von li 
mit der z-Achse bildet, und mit rr den Winkel zwischen einer durch diese 
beiden Achsen gehenden Ebene und der xz-Ebene; dann erhalten wir: 

A = 111 sin {} cos rr, B = Jlf sin H siu 11, 0 = M cos {}, 

und somit finden wir fiir das Moment des Kräftepaares, wenn dasselbe als 
positiv betrachtet wird, falls es den Winkel )l zu vergrössern strebt: 

- olY = J.li11I d,üchü {[~- ~~:~~_:_~~1 sin 0 siwp + '!_C~-=~')_C~-:=YJ sin {} cos--} or 1 t 1"3 r" 1"·' r 

oder: 
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Jf a-z- {[_!.- 3(x-x')2] B ~_(x- x')(y -- y') A} 
1 1 wc w1 r3 ,_:; + r" . 

Durch analoge Schlüsse finden wir für die Momente des Kräftepaares 
genommen respective in Bezug auf Achsen, welche durch den Mittelpunkt 
von 11 parallel zu den Achsen der x und der y gezogen sind: 

_ Mdwdw {?(x- x')_(Y- y') O- 3(x- x')(z- z') n} 
1 1 r" r5 

_~I ]-d- {[_!.- 3(x-x')2 Jo 3(x-x')(z-s')A} 
J 1c w wl r3 r" + r5 . 

Körpet·, dessen l\Iagnetisierung gleichförmig ist. 
§ 6. 

Wir wollen einen Körper untersuchen, dessen Magnetisierung gleich
förmig ist, sodass das magnetische Moment in ihm in jedem Punkte an 
Grösse und Richtung constant ist. 

Die Grössen A, B, C, Jl[ des § 3 sind jetzt constant und wir erhalten 
für den Ausdruck des Poteutials dieses Körpers 

S dcr 
V=..ili cos(ili,n)-;:· 

Somit ist V das Potential einer Schic11t, welche auf der Oberfläche des 
Körpers verteilt' und deren Dichtigkeit .M cos(Jf, n) ist. 

Dies lässt sich leicht direct beweisen. Wir nehmen nämlich einen 
Körper von der gleichförmigen Dichtigkeit p an, welcher das Innere der 
Fläche cr erfüllt. Es sei l eine Gerade, deren Richtuilg durch die Winkel 
a, b, c, welche die Richtung der magnetischen Achse des l\Iagneten bestimmen, 
angegeben wird. Wir verscl1ieben die :Fläche cr um cll im entgegengesetzten 
Sinne dieser Richtung und erfüllen sie mit einer I\Iasse, deren Dichtigkeit 
- p ist. Jedes Volumenelemeut pcl,ü des ersten fingierten Körpers hat in 
dem zweiten ein ihm entsprechendes - pdü, in der Entfernung dl und sie 

bilden zusammen einen Magneten; mithin stellt pc:l~dl = pdl das magnetische 

:i\Ioment 111 in jedem Punkte dar. Somit hat das Ensemble der beiden 
fingierten Körper dasselbe Potential wie der l\Iagnet. 

Andererseits haben diese beiden Körper einen gemeinschaftlichen Teil, 
in welchem die Gesamtdichtigkeit gleich Null ist, und es bleibt eine Schicht 
zu betrachten, die aus zwei Teilen bestellt, in denen die Dichtigkeit gleiche 
aber dem Vorzeichen nach entgegengesetzte Werte hat. Die Dicke der 
Schicht ist dl cos(l, n), mithin ist die Dichtigkeit an der Oberfläche 
pdl cos (l, n) = M cos (1JI, n). 

Bezeichnen wir mit p U das Potential des ersten Körpers, so ist 

- p(u + ou_dl'\ ot J 
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das Potential des zweiten Körpers in Bezug auf denselben Punkt. und das 
Potential beider zusammen ist 

au au - ar pdl = -N .ill. 

Man hat daher die Formel: 

au 
V=--ßl oz • 

welche die Bestimmung drs Potentials V zurückfiihrt auf diejenige des 
Potentials U eines vollen in r; eingeschlossenen Kürpers, dessen Dichtig
keit gleich der Einheit ist. 

Man erhiilt daher für die Componenten der von dem magnetisierten 
Körper ausgehenden Kraft: 

o2U X-111---.., - oxot' 
02 Ti ()2TJ 

y = J[ tii/'ät, z = ~11 ozol , 

falls der Punkt (x, y, z) ein iiusserer ist. 
Ist der Punkt (x, y, z) ein innerer, so stellen diese Werte von X, Y, Z 

ebenfalls clic Componcnten der soeben betrachteten Schicht dar, sie geben 
aber nicht mehr, wie wir sehen werden, die Componenten der Kraft des 
Magneten in diesem Puukte. 

§ 7. 

Kugel. - Ist der Punkt (x, y, z) ein äusserer, so ist das Potential 
der Kugel, deren Dichtigkeit I ist: 

4o.n3 
U= :Ul, 

wo R die Entfernung des Punktes (x, y, z) vom l\Iittelpunkt der Kugel und 
a der Radius derselben ist. 

Wir nehmen an, dass diese Kugel parallel zur .x-Achse gleichförmig 
magnetisiert sei; legen wir den Coordinatenanfangspunkt in ihren l\littcl
pnnkt, so haben wir für ihr Potential: 

oU 4 x 
V=- JI o.r = J o.a3Jl! ]{!> 

und hieraus schliesst man für die Componenten ihrer Wirkuttg auf den 
Punkt (x, y, z): 

4 3 (- 1 ~x2) X = 3 7ta Jll Jl3 + R" ' 

Ist der Punkt (x, y, z) ein Punkt im Innern der Kugel, so haben wir: 
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21t 
U = - (3a2 - R2) 3 . 

au 4 
V = - 1li o.v = 3 r-1llx, 

289 

und somit erbalten wir für die Compouenten der magnetischen Schicht auf 
diesen Punkt: 

4 
X =- -7tM 

3 ' 
Y= 0, Z= 0. 

§ 8. 

Ellipsoid. - Es sei ein Ellipsoid gegeben, dessen Gleiclmng ist: 

x~ y2 z2 
--., + b-., + ·:;- = I. a- - c-

Das Potential dieses Ellipsoids, dessen Dichtigkeit 1 ist, ist I. Teil, 
Kap. V, § 8 gegeben worden, und· wenn der Punkt (x, y, z) ein innerer ist, 
so hat es in diesem Punkte zum Werte: 

wo 

('( x2 ?12 z2 ) cls 
U =<. J 1 - a2 + s- b2 + s- c~ + s D' 

0 

,/f s)( ~<\( S\ 
D = V \I + a~ I + P) 1 + c2) 

ist. 1\lau kann also schreiben: 

U = li- Px2 - Qy2 - Sz2, 

wo JJ, P, Q, S Constanten sind. Somit hat mau fiir das Potential der 
magnetischen Schicht, wenn die Richtung l der "Magnetisierung durch die 
Richtungswinlwl rl, ~. '{ gegeben ist: 

. au (au au au ) 
f = - M 5[ = - 111 OX cos cx + O!J- cos ß + Iii cos '{ 

= 2J/ (Px cos a. + Qy cos ~ + Sz cos "(), 
und da man 

A = 11[ cos 11, B = 11I cos ß, C = 11! cos "{ 

bat, so ergiebt sich: 
V= 2 (PAx + QBy + SCz). 

Mithin haben die Componenten der Wirkung der Schicht auf einen 
inneren Punkt die Werte: 

X=-2PA, Y=-2QB, Z=-2SC, 

sie lmben also constante W crte und dies beruht darauf, dass U für das 
Ellipsoid in l3ezug auf x, y, z eine ganze Function zweiten Grades ist. l\lan 
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kann somit nicht allgemein einen Magneten von einer gegebenen Form, 

dessen Magnetisierung gleichförmig wlire, erhalten. 
Wir wollen die Fälle, wo das Ellipsoid ein Umdrehungsellipsoid und 

zwar entweder ein abgeplattetes oder ein verlängertes ist, betrachten 

und setzen: 
s 1 

1 +-=-· a2 u2 

Ist das Ellipsoid ein abgeplattetes, so ist die kleinste Achse 2c diejenige, 

um welche die Rotation stattgefunden hat, und wenn man mit A die Excen

tricität der Meridianellipse bezeichnet, so hat man: 

a = b, a2- c2 = J.2a2• 
Daraus folgt: 

oder 

( 1- ).2 y1 ).2 ) 
P = Q = rr. --,_-2 - + --,_3- arc sin A 

( 1 y1- A2 
0 ) 

S = 2rc p- -)-,3 - arc sm '-.. 

Ist das Ellipsoid ein verlängertes, so geschieht die Rotation um die 

grösste Achse 2a, und wenn man wiederum mit. A die Excentricität der 

1\Iericlianellipse bezeichnet, so hat man: 

b = c, a2 - b2 = J.2a2, 
und es folgt: 

oder: 

1 

p _ 2;:b2 s u 2dtt 
- a2 1- J.2u2' 

0 

§ 9. 

Nehmen wir wiederum die drei Achsen des Ellipsoids als ungleich an 

und wollen wir die Wirkung seines in derselben Art verteilten Magnetismus 

auf einen äusseren Punkt (x, y, z) erhalten, so betrachten wir das Potential U 
dieses Ellipsoids in diesem Punkte unter der Voraussetzung, dass es voll 

sei und die Dichtigkeit 1 besitze. Dasselbe hat zum Werte: 
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wo die uutere Grenze cr eine positive Grösse ist, die durch die Gleichung 

gegeben wird: 
x~ y2 z2 

(i2 + cr + b2 + cr + c2 +-; = 1. 

Wir haben ebenfalls: 

V= -A o_f! _Bau_ 0ou 
ox oy oz 

1\Ian erllält daher für die x-Cornponentc der Wirkung des Magnetismus 

auf den äusseren Punkt (x, y, z): 

0 V S"' ds 2r. ( Ax By Cz ) ocr 
X=-ax =- 2r.A (s+a2fiJ+D1 a+a2+a+b2 +a+c2 Bx' 

q 

wenn man mit D1 das bezeichnet, was aus D wird, wenn man darin s durch 

d Ocr . d d 
cr ersetzt, un ax Wir gegeben durch ie Formel: 

2x [ x2 y2 z2 J ocr 
a2+a- (a2+al+ (b 2 +cr)2 +(c2 +crf ox=O. 

§ 10. 

Unendlicher elliptischer Cylinder. - \Vir betrachten diesen Cylinder 

als ein Ellipsoid, dessen grosse Achse 2c unendlich wird. Wenn der 

Punkt (:c, y, z) ein innerer ü:, t, so haben wir für die Function U: 

1 1 

j• cls I + (a 2 + s)- 2 (b2 + s) 2 
3 1---- 1 1 

a2 + 02 - -

(a 2 + s)2 (U2 + s)2 -----;!- + s + (a2 + s) 2 (b2 + s) 2 

19* 
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und es ergiebt sielt: 
21tbx2 2rray2 

U = const. - --- ---· 
a+b a+b 

Wenn man daher annimmt, dass der Cylinder gleichförmig und senkrecht 
zu seiner Achse magnetisiert sei, so erhält man für das Potential der 
magnetischen auf seiner Oberfläche liegenden Schicht: 

V=-A(}U -B0U ox oy 
4r.b A 41ta B =-- x+-- !J 

a+b a+b ' 

und für die Cornponenteu dieser Schicht: 

X=- 4"~A :Y=-~~B. 
a+b ' a+b 

Will man· die Componcnten der Wirlmng des :Magnetismus auf einen 
äusseren Punkt (x, y, z) haben, so braucht man nur eine von ihnen X zu 
bilden und man erhält: 

2 A \
"' abds 2-rrab ( Ax By ) oa 

X-- r.· + . --+---
- ~ -~ ~ y'(a+a2)(a+b~) a+a~ a+b~ ox 

" (s+ a2)-(s + IJ2)2 
1 1 

1 + (n 2 ~a)-2_(02±:_~2~~-=- 2-r:Aab 1 1 
a2 + 7J2 " ·;; ., ,·;;· 
-2-- + a + (a-+ a) (lr + ar 

2r.ab ( Ax By \ oa 
+ -v2-c a=+=a=;~"") '?( a + b~) a + a2 + ;+ ;;~) OX ' 

wo a gegeben wird durch die Gleichung·: 
x2 y2 

-2--+b"+·-= 1. a + a - a 

:Bemerkung. - Die in Bezug auf die magnetische Schicht auf der Kugel, 
dem Ellipsoide und dem unendlichen Cylinder gefundenen Formeln l\ünuen 
offenbar auf die Electricität angewendet werden, welche auf diesen als leitend 
angenommenen Körpern durch eine electrische Kraft induciert wird, die ihrer 
Grösse und Richtung nach constant ist. 

Potential einer Doppelschicbt. 
§ 11. 

Wir denken uns auf einer Fläche a einen unenillieh dünnen .Magneten 
liegend, der so beschaffen ist, dass die Achse der Magnetisierung iibcrall 
normal zu dieser Fläche ist. Ein solcher Magnet wird auch mit dem Namen 
einer Doppelschicht bezeichnet, weil man ihn als begrenzt vou zwei unend-
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lieh benachbarten Flächen betrachten lrann, deren sich gegenüberliegende 
Eiemeute mit gleichen aber dem Vorzeichen nach entgegengesetzten l\Iassen 
geladen sind. 

Wenn wir mit 1li das magnetische Moment in jedem Punkte von a und 
mit e die Dicke bezeichnen, so habeu ivir nach der Formel, welche das 
Potential eines Magneten in einem Punkte P oder (x, y, z) giebt (§ 3), 
wenn wir das Volumenelement durch tda ersetzen: 

eine r'ormel' in welcher I' die Entfernung des Punl\tes p VOll da und dn 
das Element der Normale ist, welche auf einer bestimmten Seite der 
Fläche a, die wir ihre positive Seite nennen wollen, gezogen ist; 1li ist 
positiv oder negativ, je nachdem die magnetische Achse dieselbe oder 
entgegengesetzte Richtung hat wie dn. 

Stellen wir mit 9 die Grösse llie dar, welche die magnetische Potenz 
der Doppelschicht heisst, so haben wir: 

1 

Tl= c o-,:- ~da . .) on T 

Bezeichnen wir mit (1·, n) den Winkel zwischen dn und der Richtung 
von ,., genommen in dem Sinne von da gegen P, so ist: 

V 5 cos(r, n) d 
= Cf'---,:2- 'J, 

In dem Falle, wo cp constant ist, hat man: 

5cos(t·, n) d 
V=(jl --2 - a. r 

Nehmen wir an, dass die Fläche '1 geschlossen sei, so haben wir, wie wir 
im I. Teil, Kap. I, § 13 sahen, wenn die Normale n nach dem Innern von 
er gezogen ist: 

5 cos(r, n) 
~-da=47e oder =0, 

je nachdem der Punkt P ein innerer oder ein äusserer ist. Somit ist je 
nach den beiden Fällen: 

V= -!r:q> oder = 0. 

§ 12. 
Die Grösse 

cos(r, n) d-:; ,, 
r· 

ste1lt, vom Vorzeichen abgesehen, den unendlich kleinen körperlichen 
Winkel dw dar, welcher seinen Scheitel in P hat und auf da ruht. Kommen 
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wir überein, dass wir dm als positiv oder negativ betrachten wollen, je 
nachdem cos (r, n) positiv oder negativ ist, d. h. je nacl1dem das Element d-. 
seine positive oder negative Seite dem Punkte P zuwendet, so haben wir: 

cos(r, n) da_ d 
r2 - m. 

Setzen wir ebenfalls voraus, dass die Grösse er constant, dass aber die 
Fläche a offen sei, so ist 

V=~ S dw. 

Wenn der Radiusvector r gezogen vom Punkte P nach der Fläche a, 

dieselbe überall nur in einem Punkte trifft, so stellt offenbar S dw den 

körperlichen Winkel dar, welcher seinen Scheitel in P hat und sich auf den 
Contour s von a stützt. Kann der Radiusvector ,. die Fläche a in mehreren 
Punkten treffen, so beschreiben wir um diese Fläche einen Kegel T, der 
seinen Scheitel in P hat, und leg·en darauf einen andern Kegl'l S mit der
selben Spitze, welcher durch den Contour von a gebt. Es ist leicht zu 
sehen, dass ein Kegel von unendlich kleiner Öffnung, welcher in dem Innern 
des Kegels S gelegt ist, die Fläche a in einer ungeraden Anzahl von Ele
menten trifft, für welche die Summe der Grössen dm sich auf die erste 
derselben reduciert, und dass ein solcher Kegel, welcher in T ausserhalb 
von S gelegt ist, der Fläche a in einer geraden Anzahl von Elementen be
gegnet, für welche die Summe der Grössen dw gleich Null ist. 

1II oder 'f wird positiv, wenn man die positive Seite von a nach der 
Seite des positiven Fluidums der Doppelschicht nimmt, und man hat: 

V= cpw, 

wo w ein körperlicher Winkel ist, der positiv oder negativ ist, seinen Scheitel 
in P hat und sich auf den Contour von a stützt. 1\Ian schliesst daraus das 
folgende Theorem von Gauss (Allgemeine Theorie des Erdmagnetismus, 
§ 38; Werke Bd. V): 

Das Potential einer Doppelschicht, für welche die magne
tische Potenz ~ constant ist, in Bezug auf den Punkt P ist 
gleicl1 dem Productaus cp und der sphärischen ~'läche w, deTen 
Radius die Einheit ist, deren 1\littclpunkt in P liegt und die 
eingeschlossen ist in den Kegel, welcher seine Spitze in P hat 
und sich stützt auf den Contour der Doppelschicht. Und man 
betrachtet die Fläche m als positiv oder negativ, je nachdem 
die entsprechende Fläche a die positive oder negative Seite 
dem Punkte P zu wendet. 

1\Ian darf nicht annel1men, dass der Punkt P auf der Fläche a selbst 
liege, denn die im § 1 gegebene Formel für ·das Potential eines Magnet
elements ist nur bewiesen worden unter der Voraussetzung, dass der Punkt p 
im Vergleich mit den Dimensionen dieses Elements sehr weit entfernt sei. 
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Nehmen wir zwei Punkte P und P' an, die auf einer und derselben 
Normale an a zu beiden Seiten dieser Fläcl1e und iu unendlich kleiner 
Entfernung von derselben liegen, so haben wir ftir das Potential in P: 

V=<fWj 

was den kürperliehen Winkel angeht, dessen Scheitel in P' liegt und der 
sich auf den Contour s stützt, so ist er bis auf ein Unendlichkleines gleich 
-!o:- w; da aber die Seite der Fläche für P von entgegengesetztem Vor
zeichen ist, so muss man fiir diesen Winkel den Ausdruck - (4o:- to) 
nehmen; man hat somit bis auf ein Unendlichkleines für das Potential in P: 

V'=- (-!r:- w) 9· 
Hieraus folgt: 

V- V'=4o:?. 

Es ist leicht zu sehen, dass die Ableitungen von V sich nicht sprung
weise ändern, wenn der Punkt r von einer Seite der Fläche zur audern 
übergeht. In der Timt, bezeichnet man allgemein mit p die Dichtigkeit 
einer Schicht und mit dn, dn' Eiemeute der Normale, welche zu beiden 
Seiten der Fläche gezogen sind, so hat mau bekanntlich: 

av av 
~ + <>'=-4o:p. un un 

Nun ist p gegenwärtig gleich Null; mithin hat man: 

a.v av 
on =-ait' 

und demnach ändern sich die Ableitungen von V überall in stetiger Weise. 

0 _!_ 0 .!. 0 .!_ 
15S( ,. 1' r) \Vert des lntegi•nls J A a.? +Bai/+ Ca? d.r'dy' dz', (la~selbe 

bine••stt·eckt über einen seln• kleinen Teil eines lUagneten, 
wenn fler Punld (.{·, y, z) in seinem Innern angenommen wird. 

§ 13. 
Die Formel des § 3 

a.!. o.!_ o.!_ 
1- = f_L\ ( A aZ + B ~7 + c -af.) dx'dy'dz' 

ist begründet worden unter der Annahme, dass der Punkt (x, !J, z), in llezug 
auf welchen das Potential genommen wird, ausserhalb des magnetisierten 
Körpers liegt; denn die Formel, welche das Potential eines Magnetelements 
giebt, setzt den Punkt (x, y, z) in einer in llezug auf die Dimensionen 
dieses Elements sehr grossen Entfernung voraus. 
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Indessen brauchen wir auch den Wert dieses Integrals hincrstreckt 
über einen sehr kleinen Teil eines 1\Ingneten, innerhalb dessen sich der 
Punkt (x, y, z) befindet. Bezeichnen wir mit v seinen Wert und mit JI das 
magnetische Moment, so haben wir, wie im § 3: 

v = 5 M cos (ilf. 11) ~ - s (~-i. + ~ + 0~.\ dw. · r ox O!J o.; ) r 

Wenn dns Volumen '" sehr klein wird, so kann das zweite über dieses 
Volumen hincrstreckte Integral gegenüber dem ersten vernachlässigt werden. 
Man lwnn ferner annehmen, dass in diesem Volumen JII der Grösse und 
Richtung nach merkbar constant ist; man erhält auf diese \V eise: 

(cx) v = lJl S cos (M, n) ~~-
Mithin ist v identisch mit dem Potential einer Schicht, deren Dichtig

lwit 11[ cos(JII, n) ist; diese Schicht stellt das magnetische Fluidum dar, 
welches sich in Wirklichkeit auf der Oberfläche dieses kleinen Magneten 
findet. 

Das Integral (cx) ist in den Paragraphen 7 und 8 für den Fall be
rechnet worden,· wo a eine Kugel oder ein Ellipsoid ist. 

Ist a eine Kugel, so hat man, wenn man willkürliche Achsen nimmt: 

4 
v = 3"(Ax + By + C~), 

und man erhält für die Componenten der auf (x, y, z) ausgeübten Kraft, 
welche vom Potential v herrühren würde: 

4 
X=-sr;A, 

4 
Y=--;;-nB, 

.:> 

Ist die Fläche a ein Ellipsoid, so hat man: 

v = 2(PAx + QBy + SCz) 

und die Componenten der entsprechenden Kraft sind: 

X=- 2PA, Y=- 2QB, Z=- 2SC. 

§ 14. 

Wir denken uns sodann einen Magneten von der Form eines 
C y lind e rs, dessen Dimensionen sehr klein sind, dessen Grundflächenradius 
jedoch sehr gross ist im Verhältnis zur Höhe. Wir nehmen ferner die 
Grundflächen des Cylinders senkrecht zur 1\Iagnetisicrungsachse an. 

Obwohl die Formel ( -:x) nicht das Potential dieses Magneten auf einen 
inneren Punkt (x, y, z) giebt, berechnen wir doch die Kraft, welche sich für 
diesen Punkt aus dem Ausdruck von v, wenn derselbe für das Potential 
genommen wird, ergeben würde. 
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Legte man die Achse der x in die Richtung der hlagnetisierungsachse, 
so würde man für diese Kraft erhalten: 

ov s x- x' - 0x =ill cos(JI, n)--1"3-dcr, 

wo :v' die Abscisse Jer einen oder der andern Grundfläche ist. Wir bezeichnen 
mit h die Höhe des Cylinders, mit 1t die Entfernung des Punktes von der 
dem Anfangspunkte zunächst gelegenen Grundfläche und ersetzen, indem 
wir Polarcoordinaten anwenden, da durch RdRdfJ; wir bezeichnen ferner 
mit r 1 und r 2 die Abstände des angezogenen Punktes von einem Punkte 
der ersten und der zweiten Grundfläche. Wir erhalten cos (ill, n) = =t= 1, 
und x- x'= 11 oder n- h, und es ergiebt sich 

R' 

- ~1:'-- ·7-, s (u -!!_- ~ '\!' /]> o.c--"JI rz3 I}) 11 •, 

0 

wo R' der Ra<lius der Grundfläche des Cylinders ist. l\lan hat so dann: 

R' 

(' 1t sdrl il 
\ ----;:y IMR = u ~ = 1- y' ., JJ''', 

u I I ll" + t. • 
0 

R' 

\ 
Tt- ll h- ll 
--lldR = 1 - . _ · 

• ~"2 3 1/(h- u)Z + R' 2 
o· 

Hiernach hat man: 

- ov =-2rdl[2- n - h -lt ], 

O.c V1l2 + R'~ y(h- 11)~ + R'~ 
und wenn man R' sehr gross im Verhältnis zu h annimmt, so reduciert 
sich diese Formel auf 

ov --= - 4itll1. ox 
Nehmen wir sodann beliebige Achsen, so erhalten wir für die Com

ponenten dieser Kraft: 

X= - 41tA, Y = - 4r:B, Z = - 41tC. 

Man würde dieselben Werte für X, Y, Z erhalten, wenn man an Stelle 
eines Kreises ein Rechteck als Grundfläche des Cylinders genommen hätte. 

l\Iagnetische lnduction. 
§ 15. 

Po iss o n hat zuerst das Problem der magnetischen Induction behandelt 
und die Gleichungen dieses Problems bestimmt (li!Cmoires de l'Acadcmic des 
Scicnces, Dd. Y, 1821-1822). l\lan hat häufig von seiner :Methode ganz 
unrichtige Darstellungen gegeben# Wir werden sie mit Vereinfachungen dar-
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legen und sie sodann nach und nach modificieren. Die Form der Inductions
gleichungen wird erhalten bleiben, dagegen werden die physikalischen 
Begriffe andere werden. 

Wir nehmen einen magnetischen Körper H von irgend welclJer Form 
an, dessen Coercitivkraft gleich Null ist, und setzen ihn in die Nähe von 
Magneten, so .dass dieser Körper durch Influenz magnetisiert wird. 

Wir nehmen zunächst mit Po iss o n an, dass der Körper Haus einer Ver
einigung von magnetischen Elementen gebildet werde, die von einander 
durch Zwisch\mräume getrennt sind, in welche der Magnetismus nicht ein
dringt. Die Scheidung des positiven und negativen Fluidums geht in jedem 
Elemente ohne Hindernis vor sich. Die getrennten Teile der beiden Fluida 
sind sehr klein im Verhältnis z11 der Gesamtheit des neutralen Fluidums. 
Die Beträge der getrennten Fluida verteilen sich auf der Oberfläche des 
magnetischen Elements, woselbst sie eine im Vergleich zu dem Elemente 
selbst sehr dünne Schicht bilden. 

§ lG. 

Wir haben für das Potential eines magnetisierten Körpers ebenso wie 
für das eines Magneten den Ausdruck 

1 1 1 

(1) 
o- o- o-s( r r r) V= A~ + B~ +0'50 dw, 
u;V vy uZ 

wo dtö das Volumenelement des Körpers ist, und uach dem früher Gesagten 
ist dieser Wert von V nur exact, solange der Punkt P oder (x, y, ~t), in 
Bezug auf welchen das Potential genommen wird, nicht in der Masse des 
magnetisierten Körpers sich eingeschlossen findet. 

Wir nehmen nun an, dass der Körper II isotrop sei, und suchen die 
Componenten der von dem Magnetismus dieses Körpers ausgehenden Kraft 
für einen inncrn Punkt P zu bestimmen. 

Um den Punl\t P denken wir uns ein im Verhültnis zum Körper H 
auss0rordentlich kleines Volumen v abgegrenzt, das aber trotzdem als eine 
ausserordentlich grosse Zahl von magnetischen Elementen enthaltend an
gesehen werden kann. Wir zerlegen auf diese Weise den Körper 11 in 
zwei Teile, den einen v und den andern .H1 ausscrhalb von v. 

Wir bezeichnen mit X, Y, Z die Componenten der von IJ1 ausgehenden 
Kraft und mit xl, 1"1, zl die Componenten, welche der Teil V geben würde, 
wenn sein Potential durch die Formel (I) ausgedrückt würde. Bezeichnet 
alsdann V das Integral (1) hinerstreckt über das ganze Volumen des 
Körpers 11: so hat man: 

av 
X=--·- -X. o:r 1-

oY 
Z=-· "'--Z1. uz 
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Hier begeht Poisson ein kleines Versehen (S. 298): "Da die Form 
von v willkürlich ist, sagt er, so werden wir annehmen, dass v eine Kugel 
sei, welche ihren Mittelpunld im Punkte P hat, um ohne Weiteres die auf 
ihre Oberfläche bezüglichen Integrationen ausführen zu können." 

Die fingierte Kraft, deren Componeuten XI, Yl, zl sind, hängt im 
Gegenteil von der Form der Fläche ab, welcl!C v begrenzt; nehmen wir mit 
Po iss o u an, dass diese Fläche eine Kugel sei, so haben wir (§ 13): 

4 4 Yl =-3 ,.n, zl =- 3 ,.o. 

Es bleibt noch die wahre Wirkung des Teiles v auf den Punkt P, deren 
Compouenten wir mit X 2 , 1"2 , Z2 bezeichnen wollen, zu betrachten übrig. 
Wir stellen mit U das Potential des in den inducierenden l\Iassen ent
haltenen Magnetismus dar. Die Summe der nach der x-Achse gerichteten 
ComJlOnentcn der Kräfte, welche auf den Punkt P wirken, ist 

ou ov J 
- Bx - Bx + 3 ;;A + X 2' 

und für das Gleichgewicht muss diese Summe und die beiden andern analogen 
null sein. Man hat so die folgenden drei Gleichungen: 

BU BV 4 
- B.l:- 5x + 3r.A+X2=0 

BU 5V 4 - - - -- + -- r.B + Y2 = 0 
By 5y 3 

(2) 

5U BV 4 
- o& - BZ + 3r.o + Z2 = 0. 

§ 17. 

Da der Körper H isotrop ist, so ist die Form, welche man am natür
lichsten für das mag·netische Element annimmt, die der Kugel. 

Wir haben zunächst vorausgesetzt, dass das sphärische Volumen 1', 
obwohl ausscrordentlich !dein im V orgleich zum Kürper H, doch eine grosse 
Anzahl von magnetischen Partikeln enthält, und indem wir sehr ldeine 
Grössen im Vergleich zu den beibehaltenen Grüssen vernachlässigten, haben 
wir die obigen Werte von X1, Y1, Z1 erhalten. Wir l•ünnen aber jetzt 
bemerl\en, dass wir für X 1, Y11 Z1 dieselben 'Verte erhalten werden, wenn 
wir voraussetzen, dass das VolUinen v nur noch ein magnetisches Element 
einschliesst. Auf diese Weise hat man nicht mehr die auf ein Element 
bezüglichen Werte von X2, Y2, Z2 zu berechnen. 

Schlicsslich brauchen wir nur das Gleichgewicht eines dieser Elemente 
zu betrachten: wir setzen also dorthin den Punkt P. 

Bezeichnen wir mit k das Verhältnis der Summe der Volumina der 
magnetischen Elemente zum Gesamtvolumen des Körpers, so ist k eine 
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Grösse kleiner als die Einheit. Wir nehmen das Volumen v gleich dem-
1 

jenigen des magnetischen Elementes multiplieiert mit k' so dass das Volumen 

dieses Elementes durch kv dargestellt wird. 
Wir haben einen fingierten :Magneten vorn VolUinen v beseitigt und 

müssen ihn ersetzen durch einen wahren l\lagneten vom Volumen kv, welcher 
auf jeden in endlicher Entfernung gelegenen Punkt dieselbe \Virkung haben 
muss; die Wirkung des letzteren muss aber grösser sein im Punkte P, 
welcher im Iunern des Volumens kv gelegen ist. 

Um x2, Y2, z2 zu berechnen, bemerl\en wir, dass die drei ersten Glieder 
der Gleichungen (2) merklich constaut sind im Innern des Volumens kv; 
dasselbe ist also mit X2, Y2, z~ der Fall. Nun werden aber diese Grössen 
constant sein, wenn man annimmt, dass die sphärische Oberfläche dieses 
Volumens mit der im § G berechneten Schicht bedeckt sei, und wenn man 
mit A', B', C' die Componcnten des magnetischen l\loments .11' dieser Schicht 
bezeichnet, so hat man (§ 7): 

4 
X2=-3o.A', 1~ 4 B' 

z=-a~ ' Z~=-~-o.G'. 
Der Magnet vom Volumen kv soll in endlicher Entfernung dieselbe 

Kraft ausüben, als der Magnet vom Volumen v. Es folgt daraus, dass A', 
B', C' proportional zu ..4, B, C sind, und dass die Grösse Jllv des zweiten 

Magneten gleich ist der Grösse lll'kv des ersten und dass somit M' = ~~ 
1C 

ist. Man hat also: 

X2 =-i r. ~ , Y2 = - ~ r. ~ , Z2 = - i r.i· 
Setzen wir dies in die Gleichungen (2) ein, so haben wir: 

~u +ov +.:!-r.A(1-k)=O ox OX 3 k 

( 3) 
oU oV -! B 
llu- + ll# + 3"' 1.: (1 -- k) = 0 

ou ov 4 c 
~i + OS + 3 ... k (l - k) = o. 

Ich glaube die Theorie von Po iss o n sehr getreu wiedergegeben zu 
haben, wenn ich auch die Darstellung bedeutend vereinfacht habe. 

§ 18. 

Die Po iss o n 'sehen magnetischen Elemente sind nicht die Molel>üle 
des Körpers, wie 1\1 ax w e ll sagt, der übrigens nach Allem, was er darüber 
angegeben hat, die Abhandlung dieses grossen Geometers attgenscheiulich 
nicht gelesen hat. Nichtsdestoweniger folgt, da die Erfahrung für k eine 
der Eiuheit sehr nahe Grösse ergeben hat, falls der magnetische Körper 
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weiches Eisen ist, dass die Po iss o n 'sehe Theorie, m ihrer Gesamtheit 
genommen, sehr unwahrscheinlich ist. 

Denkt man über diese Frage nach, so erscheint es schwierig zuzugeben, 
dass man die Volumina v des vorigen Beweises, ohne dass ihre Form ge
wählt sei, als von solcher Art betrachten könne, dass sämtliche Volurnina v 
den Körper H vollständig erfüllen können. Mau darf ihnen hiernach nicht 
die sphärische Form geben. Wir werden daher den Körper in Räume v 
zerlegen, welche die Form unendlich kleiner krurnrnliniger Parallelepipeda 
haben, die nicht nur das ganze Volumen H ausfüllen, sondern auch derart 
sind, dass jedes in einem Volumen v eingeschlossene Element des Körpers 
mit einem unenillieh !deinen ßlag·neten verglichen werden kann. Zu dem 
Zwecke wählen wir diese Parallelepipeda so, dass ihre Grundflächen zur 
Achse der Magnetisierung senkrecht sind; ferner nehmen wir an, dass die 
Höhe derselben, welche längs dieser Achse gerichtet ist, im Vergleich zu 
den beiden andern Dimensionen sehr klein sei, und adoptieren die 
Poisson 'sehe Theorie mit dieser Modifikation . 

. Wäre das Potential des in v eingeschlossenen Magneten durch die 
Formel (1) gegeben, so hätte man für die Componenten seiner Wirlmng auf 
den Punkt P (§ 14): 

Aus Analogie zu dem V orhcrgehenden nehmen wir an, dass der Raum v 
einen von :i\ragnetismus freien Raum cinschliesst und dass der eigentliche 
Magnet, der sich darin befinrlet, aus zwei zu den Grundflächen von v 
parallelen Schichten bestehe, deren Entfernung aber zur Hübe von v sich 
verhält wie k zu 1, wo k < 1 ist; alsdann erhalten wir: 

x~ =- .J.o.A', 

wo A', B', C' tlie Componenten des Moments rliescs 1\Iagneten sind. Ferner 
soll dieser i\Iagnet in endlicher Entfernung dieselbe Kraft besitzen wie 
der erste Cylinder. Schliesst man also wie vorher, so findet man: 

(-1) 
A 

x~ =- .J.o: /.' 
lv 

) " B -') == -·- ...li: -, 
" k 

c 
X.,=- 4o:·,· 

... I~ 

Schliesslich bemerken wir, dass es nicht notwendig ist anzunehmen, 
dass zwischen den Gruncltlächen ucr in der Richtung der magnetischen 
Achse aufeinanderfolgenden Cylinder ein von neutralem i\[agnetismus freier 
Ha um existiere; wir werden daher diese unnötige Hypothese 11icht macheiL 
l\lan braucht nnr anzunehmen, dass die von dem in v cHthalt.enen l\Iagne
tisrnus herriihrenr1e Kraft auf den Punkt P dieselbe Richtu11g hat wie die 
Kraft (X1, Y1• Z 1) und ihr proportional ist, untl erhält so die Gleichungen (4) . 

.Jetzt ist kein Hinderniss mehr dafür vorhanden, dass k sehr nahe der 
Einheit liegt, und ferner ist der Coefficicnt 1.: auf eine ganz prücise Weise 
definiert. 
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Wir haben daher an Stelle der Poisson'schen Gleichungen (3) die 

folgenden Gleichungen ron derselben Form: 

cu · ov 1-k 
o.c + ox + 407 --k- .l=O 

(5) aU + oV + 4<= 1-k B=O 
ox oy k 
ou ov 1-k 
fiz- + oz + 407 7-:- C=O. 

§ 19. 

Wenn man den Körper H nicl1t nur isotrop, sondern homogen voraus

setzt, so ist k constant. llrultiplicieren wir die Gleichungen (5) respective 

mit dx, dy, dz und adrlieren sie dann, so erhalten wir: 

1-7.: 
dU+ dV + 4.-:k- (Adx + Bdy + Cdz) = 0. 

Es folgt aus dieser Gleichung, dass Ad.r + Bdy + Cdz ein exactes 

Differential ist, und wenn mau 

(6) d·t = Adx + Bcly + Cdz 

setzt, so hat man: 
1-k 

clU + dV + 4-r.-,.,- d•t = 0. 

Integriert man und bemerkt, dass die lntcg-rationsconstante als in ? 

enthalten betrachtet wenlen l;ann, so erhiilt man: 

(7) 
1-k 

U+ Y+-kl.:-?=0. 

Die Potentiale U und V genügen den Gleichungen 

11U = 0, 11 V= 0; 

dies ist evident für die Function U; wir beweisen es für die Function V. 

Die Formel (1) kann folgendennassen transformiert werden: 

S d~ j'(oA oB ac)a,;) 
V= (Acos/. + Bcosu. + Ccos·,) -- -, +-+- -· 

r 1' ox oy' oz' j' 

Das 11 des ersten Integrals ist null, und das 11 des zweiten, welches das 

Potential einer !\lasse darstellt, wird nach einer bcl;annten Formel erhalten. 

Man hat also: 

l1 V= 4ot(oJ + o~ + oC)· ox oy oz 
Differentiieren wir die Gleichungen (5) respective nach x,y,z und addieren 

dann, so erhalten wir: 



somit auch Ä V= 0. 

Magnetische Indnction. 

oA oB oc 
--+---+----0 o.c O!J oz - ' 

Aus der Gleichung (7) folgt dann auch: 

A·r=O. 

Nach der Formel. (6) hat man: 

A= o~' B= 0?, 
OX 'Oy 

0 _0?. 
-'Os' 
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mithin geht die Formel (I), wenn man die Coordinaten des Elements dw 
stets mit x', y', z' bezeichnet, über in: 

0.!__ 0!_ 0!_ . s ( '09 r 09 ,. O'r r) _ 
l = ox' ox' + oy' oy' + oz' a? dw. 

Nach einer bekannten Formel (I. Teil, Kap. I, § IO) hat man, wenn 
man mit dn' das Element der inneren Normale an die Begrenzungsfläche a 
von H bezeichnet: 

S( o1t ov ou ov ozt 'Ov) 5 on 5 
<li <li +-;:;---; ;;;~ + :;.---, ~ d(;, =- V~ d'I - rÄudö>, 
vx vx oy v!J vz vz vn 

mithin, 
1 

wenn man u = ({)' v =- setzt: • r 

(S) v =-5 ! ~r, d'I. 
1" 01! 

Die Grüssen r· und 9 siml zwei unbekannte durch die Gleicll'mgen (i) 
und (8) bestimmte Functioneu. Diese beiden Formeln sind von Po iss on 
gegeben worden, abgesehen von dem Unterschiede in dem Werte des in (7) 
vorkommenden Coefficieuten. 

Setzen wir 
I-k I 

47>--=-, 
k "( 

so erhalten wir anstatt der Gleichungen (7) und (8) : 

(9) 
1 

V+ V=--? 
r 

(10) V- 5o(U+ V) da. 
- 1 an' 1' 

Aus der zweiten folgt, dass V identisch ist mit dem Potential einer 
auf der Fläche a verteilten Schicht. 1tlan kann beweisen, dass die Gesamt
masse dieser Schicht null ist; denn man lmt nach dem Satze von Gauss 
(I. Teil, Ka1>. I, § I 2): 

S _? _ _(~ ~ !!) d:; = 0. 
vn 
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§ 20. 

Um die beiden Gleichungen (9) und (10) aufllllösen, bezeichnen wir 
mit T'1 den Wert, welchen dieser Ansdruck von V für einen ausserhalb 
der Fläche a gelegenen Punkt annimmt. Die Function V1 ist identisch mit 
der Funktion V, welche durch die Formel (I) geliefert wird und sich auf 
diesen selben Punkt bezieht. Diese beiden Functionen haben nämlich auf der 
Fläche a denselben Wert und genügen ausserhalb derselben den Gleichungen 

Ll Y = o, Ll r·1 = o 
und allgemein den Bedingungen eines Potentials einer in a eingeschlossenen 
Masse. 

Wir erhalten sodanu zwei Formeln zur Darstellung der Dichtigkeit der 
Schicht, welche dem äusseren und inneren Potentiale V1 und V entspricht, 
nämlich die bekannte allgemeine I<'ormel und diejenige, welche aus der 
Formel (10) folgt. Wir haben also: 

(11) P =- -~-- (9 vl + ?-~) = ., a C!! ~ Y); 
4.-: on on- on 

daraus ergiebt sich an der Oberfläche die folgende Bedingung: 

oV oV1 oU 
(1 + 4o.·r) ;;;;-;- + ~ + kr ~ = o. vn vn vn 

V und V1 habe1~ an der Fläche cr denselben Wert und genügen überdies 
dieser Bedingungsgleichung, wodurch sie vollständig bestimmt sind, da man 
weiss, dass sie den Gleichungen Ll V= 0, Ll Y1 = 0 genügen. Hat man sie 
gefunden, so erhält man p aus (11) und ? aus (9). 

Wir nennen 1 den Coefficientcn der magnetischen Induction. 

Inlluction eines diamagnetischen Körpers. 

§ 21. 

Wir wollen einen diamngnetischen Kürper betraci1ten, der sich in der 
Nähe von 1\Iagneten befindet, uud versucheu, auf seine Iuduction dicsclbeu 
Gleichungen wie für einen magnetischen Kürper anzuwenden. Setzt man 
allgemein wie vorher 

4r:(l - k) 
--k--=-:;, 

so geht die erste Gleichung (5) des § 18 iiber in: 

au ov - ., (ax + ~-;;-) = A. 

Da nun aber für einen diamagnetischen Körper die l\Iagnetisicrung in 
entgegengesetztem Sinne geschieht, als wie sie in einem magnetischen 
Körper sein würde, so würden A, B, 0 entgegengesetzte Vorzeichen haben 
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als diejenigen sind, welche sie in einem solchen Körper besitzen. Man 
müsste also ·1 negativ oder k > 1 annehmen. Ab.er selbst wenn wir für k 
die sehr allgemeine Bedeutung annehmen, bei welcher wir stehen gelllieben 
sind (§ 1 8), würde es doch unmöglich sein zuzulassen, dass k einen Wert 
grösser als die Einheit haben könne. 

Wir bemerken ferner, dass die Eigenschaften der diamagnetischen 
Körper nicht geändert werden, wenn man sie in den leeren Raum setzt, 
anstatt sie in der Luft zu lassen, und demgernäss nehmen wir an, dass der 
ausserhalb des diamagnetischen Körpers befindliche Äther ein magnetisches 
Mittel sei. 

Wir haben die beiden Gleichungen erhalten (§ 19): 

1 
U+V=--'f 

"( 

V_ s Cl (U + V) d:r. 
-"( on' r 

Es seien jetzt 11 und ·12 die Werte, in welche 1 für den magnetischen 
Körper und den äusseren Äther übergeht. Alsdann müssen wir die letzte 
Formel durch die folgende ersetzen: 

(cx) V- \' 0 (U + V) d-:r + (' o(U + VI) d'J 
- lt J on' 1' 12 J Cln ,. , 

wenn wir mit V1 den Wert von V ausserbalb bezeichnen. Nach dieser 
Formel ist V gleicl! dem Potential einer Schicht, deren Dichtigkeit p durch 
die folgenden b_eiden Ausdrücl<c gegeben wird: 

__ _]_(oV1 +oV)- o(U+Y)+., o(U+V1) 
p- 41t on on' - II Cln' 12 Cln ' 

und da sich die Ableitungen von U beim Durchgang durch die Fläche a 
in stetiger Weise ändern, so folgt: 

(L + 41t·j9) o(U _: Yl) =- (1 + 4itit) o (~ -J;" V). 
- on n 

Setzen wir: 
1 + 4itit 

1 + 41t"( = 1 + 4-, 
1t12 

so spielt die Grösse ·1 dieselbe Rolle wie vorher. Wir haben nämlich: 

. lt- "12 
( = 1 + 4it"(2 

o ( U + Y1) __ ( 1 4 . ) o (TI+ V) 
on - + 7t( Cln' ' 

und wenn wir in (cx) einsetzen: 

V_. s Cl (U +V) d'J. 
- f Cln' 1' 

:M a t Ii icu, Potcutialthcoric. 20 
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•t ist positiv oder negativ, je nachdem ·t 1 grösser oder kleiner als ·t2 ist, 
und der Körper ist, je p.achdem der eine oder andere dieser Fälle statt
findet, magnetisch oder diamagnetisch. 

Sobald wir den äusseren Äther als ein magnetisches Mittel betrachten, 
so ist klar, dass es nicht mehr statthaft ist anzunehmen, dass ein magneti
scher Körper aus magnetischen Elementen bestehe, die durch Zwischen
räume, welche keinen .Magnetismus enthalten, von einander getrennt sind. 
Es ist dies in der That eine Hypothese, von der wir uns schon freigemacht 
l1aben. Aber es ist überdies statthaft anzunehmen, dass in jedem magne
tisch oder diamagnetisch genannten Körper der Äther es ist, 
welcher magnetisiert ist und dessen durch den Coefficienten r1 be
stimmter Zustand sich ändert durch den Einfluss der Moleküle des Körpers. 

Für die stark magnetischen Körper ist r1 sehr gross im V erg·leich zu 12 

und man kann 1 als nahezu gleich 11 betrachten. 

Übet' die magnetische Induction eines kt•ystallisierten 
Körpers. 

§ 22. 

Wir nehmen an, dass die Kraftströme, welche vom Magnetismus aus
gehen, sich in derselben Weise fortpflanzen wie die Wärmeströme. 

Wir nehmen einen ln·ystallisierten Körper an, welcher unter magne
tischen Einwirkungen steht, und bezeichnen mit X, Y, Z die drei Kraft
ströme, welche durch die drei Ebenenelemente hindurchgehen, die durch 
einen und denselben Punl\t den Coordinatenebenen parallel gelegt sind, 
wobei diese Ströme fiir die Flächeneinheit gerechnet werden. Diese drei 
Ströme, welche die Componenten der magnetischen Wirkung darstellen, 
sind nicht, wie in den isotropen Körpern, die Ableitungen einer und der
selben Function nach x, y, z. Wir nehmen aber an, dass diese Ströme lineare 
Functionen dieser drei Ableitungen sind, wie dies für die drei entsprechenden 
Wärmeströme stattfindet. (V gl. La m e, Theorie analytique de la cltalmw, 
3. Vorlesung). Wir setzen demzufolge: 

(1) 

oV ov ov 
x = '1. ox + ß oy +I & 
y I 0 V ß' 0 V I 0 V 

= a. ox + oy + 1 oz 
z "ov+ß"ov "ov 

=a. ox oy +r ~· 
wo die Coefficienten a., ß, ... constant sind. 

Das Gleichgewicht eines unendlich kleinen Parallelepipedons, dessen 
Seitenflächen den Coordinatenebenen parallel sind, führt zur Gleichung: 

ox oY oz 
(2) -+-- + ----0 OX O!J oz - ' 
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und selbst wenn andere Kräfte vorhanden wären, würden sie diese Ströme 
nicht ändern, so dass die Gleichungen (1) und (2) bestehen würden, woraus 
man schliesst: 

J ()2 V r:l' ()2V "o2V 
IX "<>--;;- + I' ~ + "( ,;, •• ux· uy· uz• (3) l 02y 02y 02y 

+ C"t' + W') äyoz + ('1." +"t) iliax + (~ + a.') oxoy = 0· 

Die Coefficicnten dieser Gleichung ändern sich durch eine Coordinaten
transformation wie diPjenigen des Ausdrucks: 

o.x2 + ß'y2 + ·(z2 + (-(+ ~i")!J.z + ('1."+ ·r)zx + (ß + '1.')xy, 

und man kann die neuen Achse11 derart wiihleu, dass die Cocfficienten von 
yz, zx, xy gleich Null werden. .Alsdann rcducicrt sich die Gleichung- (3) 
auf die Form: 

()2V (J2V ()2Y 
a~+b~+c~=O, u.c· oy· uz· 

die wir, wie wir es schon im I. Teile, Kap. IV, § 2G gethan haben, durch 

A'Y=O 

darstellen wollen, und da man für dieses Achsensystem 

·(=- ß"= l, ·r =- fl."= m, ß =- a.'= n 

ltat, so gehen die Formeln (1) über in: 

av av av 
X = - a --- + n ·- + 111-;:-ox 0!/ oz 

or ar oY 
Y=-n-;;--b---+ l--;;cx oy o.z 

oY aY ov z =- n1-0x- l oy- c-0-z· 

§ 2::1. 

In der Mehtzahl der Krystallc geschieht die Fortpflanzung der Wärme 
in zwei entgegengesetzten Richtungen in gleicher Weise; in diesen seihen 
Krystallen breiten sich die magnetischen Strüme ebenfalls nach zwei entgegen
gesetzten Richtungen in dersei ben Weise aus, und man hat: l = 0, m = 0, 
n = 0, so dass diese A.usdrücl•e die folgende weit einfachere lo'orm annehmen: 

X ol' l'---ba_v z ov 
r = - a, OX ' ö y , = - c oz. 

Setzen wir: 
R = J!(x- x')2 + (y - y'? + (z - z'? 

(4) r = yC:r a?_r_ + (i!~.Y'F-.;_cz c ~1~ 
:20'' 
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so sind, wie wir an der erwähnten Stelle gesehen haben, X, Y, Z die Com
ponenten einer Kraft, die von einer auf den Punkt (x, y, z) wirl<enden Masse 
ausgeht, wobei das elementare Gesetz dieser Wirkung das ist, dass die 
Kraft, welche das Massenelement p. auf diesen Punkt ausübt, der Richtung 

R nach in die sie verbindende Gerade fällt und der Grösse nach gleich 1=JP. 
ist; ferner ist der Wert von V von der Form 

V =Spdw (5) r , 

wo x', y', z' die Coordinaten des Volumenelementes dw und p seine Dichtig
keit ist. 

Beschränken wir uns jetzt auf Krystalle, in welchen die Fortpflanzung 
der Wärme für zwei entgegengesetzte Richtungen in derselben Weise ge
schieht, so können wir für die in den Gleichungen(!) enthaltene Hypothese 
die andere setzen, dass die Wirkung zwischen zwei magnetischen 'feilchen m 
und m' zur Grösse hat: 

R I 

1=3 mm, 

wobei diese Wirkung eine anziehende oder abstossende ist, je nachdem llie 
beiden Fluiden von entgegengesetztem oder von gleichem Zeichen sind. 

Ist die J\Iasse, auf welche sich das Integral (5) bezieht, von zwei 
magnetischen Fluiden gebildet, von denen man annehmen lwnn, dass sie 
in jedem Element dieser Masse in gleicher Menge vorhanden seien, so muss 
man dieses Integral durch eine ähnliche Hechuung wie die der §§ 1 und 3 
transformieren und wird finden, dass dasselbe auf die folgende Form ge
bracht werden kann: 

0 .!_ 0 .!_ 0 .!_ 5 ( r 1· 1·) 
V= aA ox' + bB oy' + cC oz' rltü, (G) 

wo r immer gegeben wird durch die Formel ( .J.) und .A, B, C Functionen 
von x', y', z' sind. Jedoch setzt diese letztere Formel den Punkt (x, y, z) 
ausserhalb des Krystalls H, aber in einer Substanz befindlich voraus, die mit 
derjenigen des Krystalls identisch ist und an sie angrenzt. 

§ 2-J.. 
Wir suchen die Componenten aller Kräfte, welche auf den innern 

Punkt P oder (x, y, z) des inducierteu Krystalls H einwirken. 
Das Potential U der iuducierenden Massen muss im Innern von II 

der Gleichung 
6.'U=0 

genügen und die Componenten der entsprechenden Kraft sind: 
ou ou oa -a--, -b- -c-· ox oy' oz 
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Wir betrachten zunächst U als eine im Iuuern des Krystalls gegebene 
Function; wir werden später sehen, wie man sie bestimmen kann, wenn 
die inducierenden Massen gegeben sind. 

Es bleibt die Wirkung des Körpers H auf den Punltt P zu bestimmen. 
Wir zerlegen den Ausdruck (6) den drei unter dem Integralzeichen 

befindlichen Gliedern entsprechend in drei Teile und untersuchen zunächst 
den ersten Teil: 

(7) 
02. 

S r s da foA doo a A-ditl=et AcosA--a --· ox' 1' • ox' r 

Derselbe geht aus (6) hervor, wenn mau B = 0, C = 0 setzt, und kann 
angesehen werden als einer magnetischen Masse entsprechend, deren 
magnetische Achse längs der x-Achse gerichtet und deren magnetisches 
l\Ioment aA ist. 

Das Integral der linken Seite zerlegen wir in zwei Teile: den einen 
bezüglich auf einen Cylinder von sehr kleinen Dimensionen, welcher den 
Punltt P einschliesst und dessen im Vergleich zu den Dimensionen der 
Grundfläche sehr kleine Höhe längs der x-Achse gerichtet ist, und den an
dern auf das übrigbleibende Volumen des Körpers H bezüglichen Teil. 
Die Formel (7) wenden wir auf das Volumen des Cylinders an, indem wir 
mit v dasjenige bezeichnen, was aus der linken Seite wird, Das zweite 
Integral der rechten Seite kann dem ersten gegenüber vernachlässigt werden 
und es bleibt: 

v=Aa -- -(Sela' sdal') 
1' 1'1 ' 

wo cr' die vom Coordinatenanfangspunkt am weitesten entfernte, cr1' die ihm 
am nächsten liegende Grundfläche ist und r und r 1 die Entfernungen von da' 
und da1' vom Punkte P sind. 

Wir legen die x-Achse durch den Punkt P, behalten aber die Richtung 
der drei Achsen bei; dann haben wir y = 0, z = 0. Bezeichnen wir mit 
(x', y', z') einen Punkt von a', so ist: 

V( ')'' '" '" x-x · ;11• z• 
r= ---+-+-· a b c 

Setzen wir 

x' -- x = u, y' = R costl, z' = R sintl, da' =RdRd3, 

so ergiebt sich: 

. 1/1{:! R" (cos~ n sin2 {}) 
t= -+ - --+--a b c ' 

ov ( s 1 er , s 1 01'1 , \ - = - Aa - - da - ---. - cla J· ox 1·2 ox r 12 ox 1 
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Berechnen wir das erste Integral. Wir erhalten: 

Setzen wir 
j t~ ~; cll =- ~ s 5 }3 RclRdO. 

cos20 + sin20 = p 
b c 

und integrieren wir von R = 0 bis zu einem im Vergleich zu u sehr grossen 
Wert von R, so erhalten wir: 

Daraus folgt: 

woraus man schlicsst: 
ov -

- a o.c =- 4rc y'abcAa. 

§ 25. 
Dieser Ausdruck ist nicht die Kraft, welche von dem parallel zur 

x-Achse magnetisierten Cyliuder ausgeht; wie aber für die isotropen Körper, 
so werden wir annehmen, dass diese Kraft gleich ist dem vorstehenden 

Ausdrucke, multiplieiert mit einer constantcn Grösse ~ > I. Somit ist die 

Wirkung des Cylindcrs auf den Punkt P längs der ;t- Achse gerichtet und 
hat zum Werte 

n ov 
- r"a-:c' 

und die Componente liings der ;~,·-Achse von dem übrigbleibenden Teil von 
H ist: 

o I' or 
-a~+a-; o:r ox 

mithin ist die Summe der x-Componenten der Kräfte: 

ou or -1-k 
- a --- a ;o;-- -4;;: 1/aiJc- -- .Aa ox ox k ' 
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und diese muss gleich Null gesetzt werdeu. Daraus folgt die erste der 
drei folgen<len ganz analogen Gleichungen: 

(~) 

J 
ou ov -1-k - +. ·- + -! ... • laoc--· A = 0 nx o.c V k 
au ov -1-k 

1 <>-+~+h·laoc-, -B=O 
V!/ V!J V ... 

lau av -1-k 
-0~ + Bz + .t .. yaoc~1-;- C= o. 

Multipliciercn wir diese drei Gleichungen respective mit dx, dy, d~ und 
addieren sie, so erhalten wir: 

-- 1-k 
dU+ dY + -!r; 1/aoc----,:- (Adx + Bdy + Cdz) = 0. 

Aus dieser Gleichung ergiebt sich, dass Adx + Bdy + Cdz ein exactes 
Differential ist. Setzen wir also: 

(!l) 

so erhalten wir, wen11 wir integrieren: 

(10) 

1Uan hat somit: 
-- 1-k 

ß'U + ü'V + 4;. V abc-k- ß''f= 0. 

Die beiden ersten Glieder dieser Gleichung sind gleich Null; dies ist klar 
für D.' U; wir werden es beweiseil für ß' V, so dass man auch hat: 

(11) 

Der Ausdruck von V kann geschrieben werden: 

(' cl• s ( oA oB oC) diil l' = J (a.Acos). + IJßcosp. + cCcos·,) r- a ox' + b oy' + C oz'. r' 
Das ß' des ersten Integrals ist gleich Null; das Ü' des zweiten erhält man 
aus einem im I. Teile, Kap. IY, § 2fl bewiesenen Satze, so dass man hat: 

D.'V = 4 .. ,; at,c( a oA + b oB + c oC)· v , ox oy oz 
Differentiil'l'ell wir die Gleichungen (8) respective nach x, y, :: und 

multiplicieren wir sie mit a, b, c und addieren sodann, so finden wir: 

(1~) 
oA oB oc a--+b· -+c~=O· ox oy oz ' 

wir haben somit auch 6' Y = 0 und ferner auch die Gleichung (11). 
Aus der Gleichung (!I) schliesst man, wenn man x', !l, z' an die Stelle 

von x, y, :: setzt: 
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(b 
A - ' -~. vx 

B= o-y 
oy" 

0::1 
C?:T; 

vZ 

mithin geht wegen ( 12) der Ausdruck von V über in: 

S ( o:p ocr 07 \ da 
V = a <>' cos /.. + b ~ --, cos p. + c "'"' cos v 1 -· 

uX uy vZ , 1' 

Nach dem was wir am erwähnten Orte (§ 24) gesagt haben, können 
Clrp 

wir die Grösse innerhalb der Paranthese ersetzen durch - T ot', wenn 

T= y a2 cos2 /.. + b~ cos2 p. + c2 cos2 ·1 

gesetzt wird und f eine Linie ist, die nach dem Innern von a gezogen ist 
und deren Richtung (a, ß, ·t) bestimmt wird durch die Glciclmngcu: 

a cos/.. b cosp. c cosv 
COSGt =- -1-,-, cos ~ =- -T-, COSj =-T-· 

Somit wird der Ausdruck von V: 

(13) \ 0~ da 
V=- -'-T-· ot' r .,; 

Die beiden l"unctionen V und er werden im Innern von r; durch die beiden 
Gleichungen (10) und (13) gegeben. 

Somit ist V ebenso für einen Krystalll\örper wie für einen isotropen 
Körper identisch mit dem Potential einer auf der Oberfläche des Krystalls 
verteilten Schicht, entgegen dem, was August Beer gefunden hatte. 

Setzen wir 
§ 26. 

1-k 1 k-=u· 
so können wir an Stelle der Gleichungen (10) und (13) schreiben: 

hyauc 
V+ V=- q; 

g 

(a) Y=- rt_JTocu-:-Y)~. 
·h: yauc ot 1' 

Denken wir uns, um die Berechnung auszuführen, dass der Krystall 
über a hinaus bis ins Unendliche verlängert werde, und ist V' der Wert 
des Potentials ausserhalb von rr, welches von der Schicht, von der soeben 
die Rede war. herrührt, so ist (I. Teil. Kap. IV, § 27) 

(ß) V=- _!_-=5T(oV' + oV)~, 
47t y' auc ot ot' 1' 
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wo t die zu t' entgegengesetzte Richtung ist. Setzt man (a) und (ß) gleich, 
so erhält man an der Oberfläche folgende Gleichung: 

o(U +V) oV' oV 
- fl ot' = ar + u· 

Die beiden Functionen V und V' sind zwei Potentiale, welcllC, die 
erste innerhalb, die zweite ausse1·halb von a, den Gleichungen genügen: 

~'V=O, ~'V'=O; 

dieselben genügen auf der Fläche a ausser der Bedingung (I) noch der 
folgenden: 

V= V'; 

daraus folgt, dass man sie bestimmen 1\ann. Die Function V brauchen wir 
übrig·ens blass allein. 

Bezeichnen wir mit V1 das Potential des in dem Krystall inducierten 
Magnetismus in Bezug auf einen ausserhalb der Oberfläche a dieses Krystalls 
gelegenen Punkt, so genügt die Function V1 der Gleichung 

~V1 =0 

und den gewöhnlichen Bedingungen des Potentials. Ferner ist ihr Wert 
auf der Fläcl1e a bekannt, da es der \V ert der nunmehr bekannten 
Function V ist. Somit ist die Function V1 bestimmt. 

§ 27. 
Berechnung des Wertes von U im Innern des Krystalls. 

Im Vorhergehenden haben wir den Wert von U im Inneru des inducierten 
Körpers als bekannt vorausgesetzt; untersuchen wir jetzt, wie man ihn 
bestimmen kann. 

Es sei T der inducierende Körper und H der inducierte Krystallkörper. 
Um eine Aufgabe zu erhalten, welche auf dieselben Rechnungen führt, 
ersetzen wir den ausserhalb von T und H befindlichen Raum durch einen 
unbegrenzten isotropen Körper und den Körper T durch eine mit der Zeit 
sich nicht ändernde Wärmequelle, für welche die Summe der Wärmeströme 
gleich Null ist, behalten aber den Körper H unverändert bei. Der isotrope 
unbegrenzte Körper strebt einem 'l'emperaturgleichgewicht zu, das nicht 
dasselbe ist wie in dem Falle, wo der in Heingeschlossene Raum von einem 
isotropen Körper eingenommen würde, der mit dem ihn umgebenden 
identisch wiire. 

l\Ian sieht ebenso, dass das Potential U des Körpers T an der Ober
fläche a von Jl nicht dasselbe ist, als wenn dieser Körper durch den leeren 
Raum oder durch einen isotropen Körper ersetzt würde. Die Bestimmung 
des Potentiales U an der Oberfläche von H würde im Allgemeinen ausser
ordentlich schwierig sein. 
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Trotzdem kann man, wenn a, b, c wenig unter sich verschieden sind, 
infolge der Natur von H annähernd annehmen, dass U an der Oberfläche a 
von H nicht geändert wird. Dasselbe ist der l!'all, wenn der Krystall ein 
sehr kleiner Körper oder eine Nadel ist. 

In diesen Fällen kann man U in der gewöhnlichen Weise in allen 
Punkten der Fläcl1e a berechnen, wenn der Magnetismus des Körpers T 
gegeben ist. Daraus lmnn man so dann den Wert von U innerl1alb von a 
ableiten. 

l\Ian kann U ebenfalls berechnP.n, wenn der inducierende Körper sel1r 
weit entfernt ist, so dass die inducierende Kraft als der Grösse und Richtung 
nach constant betrachtet werden kann. 

Bezeichnen wir darauf mit F die inducierende Kraft und mit F 1, F 2, F3 

ihre drei Componenten, so erhalten wir für die Kraftströme auf a ausser
halb und innerhalb: 

ou Bn = F 1 cos'J.. + P 2 cOS!J. + }~ cos~ 
_ )oU _ oU 'OU 'OU , 

1 'Ot' - a ox cos~. + b 'Oy COS!J. + c oz cos 1, 

Diese beiden Grössen werden gleich sein, welches auch die Richtung 
(1-, fL, v) der Normale sein möge, wenn man setzt: 

'OU 
a ox =Fl, 

ou 
b<> =F.,, 

V/J -
ou L, 

C<> = .L'3> vz 
mithin erhält mau: 

F F. F. 
U = -.!.x + -l.y + 2z. a b c 

Dies ist der ·wert von U an der Oberfläche a und somit auch inner
halb derselben. 

Besondet•e 1\Iagnete. 
§ 28. 

Wenn ein l\Iagnet die l!'orm eines langen Drahtes hat, dessen Quer
schnitt unencllich klein und dessen magnetische Achse überall normal zum 
Querschnitt ist, so lJCisst dieser .i\Iagnet ein magnetisches Solenoid. 

Einfacher so 1 e n oi d is c her l\I a g n et. - Ein Elementarmagnet, 
dessen Volmncn d(i) und dessen magnetisches l\Ioment 111 ist, besitzt das 
Potential (§ 2): 

Jldw cos (1·, s). 

Bezeichnen wir mit ds die Länge eines Elements des Solenoids, das zwischen 
zwei unendlich nahe bei einander gelegenen Querschnitten enthalten ist 
und setzen wir: 

.lJldw = mds, 
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so haben wir: 
III=Mw, 

wenn w der Querschnitt des Solenoids ist, und es hat somit das Potential 

des Solenoidelements den Wert: 

(1) 
mds cos(r, s) _ !!!:_ or 1 ,-2 -I'~ OS (S. 

W cnn die Grösse 111, welche das Productaus dem magnetischen Moment 

und dem Querschnitt ist, längs des ganzen magnetischen Solenoids denselben 

Wert hat, so sagt man, dieses Solenoid sei einfach. 

Integriert mau (!) längs des Solenoids, so erhält man für sein Potential: 

F = m(- __!_ + .~\ 
r~ r 1 ) 

wenn man mit r 1 und r~ die Werte von r für das positive und negatiYe 

Ende bezeichnet. Der Wert von V hiingt also nicht von der Form des 

Solenoids, sondern nur von seinen Endpunkten ab. Mau sieht auch, dass 

das Potential eiues einfachen geschlossenen Solenoids gleich Null ist.. 

Ist ein Magnet aus Solenoiden gebildet, welche geschlossen sind oder 

deren E!!dpunkte auf seiner Oberfläche liegen, so ist die Dichtigkeit des 

Magnetismus in jedem inneren Punkte gleich Null. Zufolge der Gleichung 

des § 3 

I rl'j \ ( oA oB oC) a,,, 
V= 1llcos(Jin)-- ----+--+-- ---

< ' r • cx O!J oz r 
hat man daher 

(~) ~A+ ap +~c =O. 
ox O!J oz 

Man kann leicht beweisen, dass umgekehrt. wenn die Componeu

ten A, B, C des magnetischen Moments der Gleichung (2) gcnübcn, die 

Verteilung des i\lagnetismus eine einfach Solenoidische ist. 

§ 29. 

Lamellare Magneten. -Wir nehmen einen Magneten a.n, welcher 

aus Doppelschichten, die geschlossen sind oder deren Ränder auf der Ober

fhiche des .Magneten liegen, gebildet wird. Die Verteilung des l\Iagnetismus 

wird die lamellare genannt. 
Wir setzen zunächst voraus, dass die Function <(, welche die magne

tische Potenz einer Doppelschicht darstellt, in der Ausdehnung dieser 

Schicht veränderlich sei, und drücken durch 

<} (x, !!, z) = const. 

die Gleichung der FHichen aus, welche diese Doppelschichten begrenzen. 

Die Richtung (..1, B, C) ist Normale an diese Flliche und daher hat man: 
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Wir eliminieren die Function 7 zwischen diesen beiden Gleichungen. 
Bezeichnen wir mit P den Wert dieser drei gleichen Verhältni~S!\ so er
halten wir: 

o<J; 
A=Pox' 

o<!J B = p __._, oy 
Hierans leiten wir her: 

cc oB oP o<J; oP o<J; 
tJ!;- - Bz = oy -oz - oz ·o;; 
oA oc oP o<J; oP o~ 
oz - ox BZ BX - ~ax -oz 
oB oA oP o~ oP o<J; 
ox - oy = ox ·a;; ~ ·ay ·a; · 

Multiplieiert man die:;e drei Gleichungen bezüglich mit A, B, C und 
addiert sie dann, so folgt: 

( aG oB) , roA oC) (oB oA) 
A O!J - Bi + L ~ oz - OX + c BX - O!f = 0 

und diese Gleichung stellt die Bedingung für diese Verteilung des .Magne
tismus dar. 

In dem Falle, WO rr in der ganzen ..:\usdehnung einer Schicht constant 
ist, wird die Ver te i ln n g einfach lamellar genannt. Bezeichnen wir mit <ll 
die Summe der Grössen ? für die zwischen dem Punkte (x, !J, z) und einem 
festen Punkte D des l\Iagnoten gelegenen Schichten, so haben wir: 

11> = s JJ[d 11, 

eine Grösse, welche dieselbe bleibt, welches auch die vom Punlde (x, y, :) 
nach dem Punkte D gezogene Linie sein möge. Diese Formel kann man 
schreiben: 

und daraus folgt: 

11> = s (Adx + Bdy + Cdz) 

{j![l 
A=-, ox 

(Hl> 
B=oy, 

Umgekehrt, wenn A, B, C von dieser Form sind, so ist das magnetische 
Moment überall normal zu den Flächen 

(3) 11> = const. 
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Man siellt sodann, dass die Function <ll = \ llfdn constant bleibt, welches 

auch der Weg sein möge, den man zwisch;~ zwei bestimmten unter den 
Flächen (3) eingeschlagen hat. 1\Iithin ist JJidn zwischen zwei unendlich 
benachbarten von diesen Flächen eine constante Grösse; sie enthalten daher 
eine einfache lamellare Schicht. 

AnsdrUcke der Componenten des magnetischen 1\Ioments in 
jedem Punkte eines lUagneten. 

§ 30. 

Es sei P ein Punkt mit den Coordinaten x', y', z', der im Innern eines 
isotropen Magneten gelegen ist. Wir denken uns um diesen Punkt einen 
ausserordeutlich kleinen Cylinder errichtet, dessen im Vergleich zu den 
Dimensionen der Grundflächen sehr kleine Höhe längs der magnetischen 
Achse gerichtet ist. Wie wir gesehen haben (§ 14), sind die Componenten 
der Kraft, welche von dem übrigen Teile des Magneten auf den Punkt P 
ausgeübt wird: 

(A) 

wenn man setzt: 

ov 
X= - ;;:;;-; + 4r.A 

vX 

ov 
Y =- ;;:.-; + 4r.B 

U!J 

Z = -~i + 4r.C, 
u"' 

0 !._ 0 !._ 0 !._ l ( ,. ,. r) 
V= J A ox + B oy + C oz dw, 

wobei sich das Integral hinerstreckt über alle Volumenelemente oiö des 
Magneten und x, y, z die Coordinaten von dw darstellen. Diese Kraft ist 
zum ersten Male von T h o m so n betrachtet worden. 

Wir bringen die Werte von X, Y, Z auf eine andere Form. Betrachten 
wir einen unendlich kleineu •reil des Magneten, so haben wir für sein 
Potential: 

a!.. a!.. o!.. ( ,. ,. '") 
V = - A ox' + B oy' + c oz'- d<i>. 

Hieraus folgt: 

(a) 

o2 !._ o2 !._ ()2 !._ 
ov ( 1" 1" 1" ) 

-~ = .1;s~ .. +B<i~;;:.-;+ C~ dw. 
vX uX " vX v!J v.l; vz 

Man hat ferner: 
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o2.!.. 
?' 

Eliminiert man ox'2 aus der Formel (CL) mit Hülfe dieser letzteren 

Gleichung, so wird: 

ol a~ a.!.. ol 
ov o ( ,. 1') _ o ( r ") _ --,=~ -A~+B~ dw--;;;r -C-;;;-; +A~ clw. 
OX vy' v!J vX vZ vX vz 

o.!.. ol 
r 1' 

Man erhält daher, wenn man beachtet, dass ox' = - ox ist: 

( a~ al) 
X = __!_ 555 A __!:._ - B _!__ dxclydz o!J' oy ox 

a! ai 
- :, ~' ~ ~ ( C 0; - A 0;) dxclydz, 

wo sich die Integrationen über das ganze Volumen des l\ragneten mit Aus
nahme des unendlich kleinen Cylinders erstrecken. Setzen wir: 

wo die Integrationen in gleicher Weise auszudehnen sind, wie vorher, so 
ergiebt sicl1: 

X= oll_ oG 
oy' oz' 

Y= oi<' _oll 
oz' ox' 
oG oF 

Z=---· ox' oy' 
Betrachten wir die erste von diesen drei Gleichungen! Da die Inte

grale, welche Il und G darstellen, auf den ganzen Magneten mit Aus
nahme des unendlich kleinen Cyliuders sich erstrecken, so wollen wir die 
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oll oG 
Werte von -;:--; und ;;;__7 untersucheu, wenn man die Ausdrücke von li Oy U.o 

und G für diesen Cylinder nimmt, die wir mit ll1 und G1 bezeichnen 
wollen. Es ist: 

9_l!J 
0!/ 

wobei sich die Integrale über das Volumen des Cylinders erstrecken. 
Stellt man nun eine analoge Rechnung an, wie im § 14, so findet man: 

Daraus folgt: 

Ebenso hat man: 

und daher: 

oH1 _ 4 _ 
-oy' -- ;rA. .. 

Wenn wir demnach jetzt wollen, dass sich in den Formeln (~) die 
Integrale auf das ganze Volumen des Magneten beziehen, so müssen 

8 8 8 wir respective - ;r A-., - J /Jo., -~-Co. von den rechten Seiten der 

Gleichungen (·1) abziehen und erhalten: 

(B) 

I oll oG s 
X= r.·--,- ;._- -; + :,- Ao. 

C!J 0:: " 

Y - ~~·· - ~!! .L i:l_ H-. 
I - oz' o.c' 1- :-1 • l ar; oF s 
X= -; - -;::-_ -1 + .-~· G1rr. vx ry ., 
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§ 31. 

Setzen wir nunmehr die beiden Systeme von Werten (A) und (ß), die 
wir für X, Y, Z gefunden haben, einander gleich, so erhaltt>n wir: 

Die Teile 

4 ov oll oG 
3A"= ox' + oy' -oz' 
4 ov oP 'MI 
-3 Br. = <i"l + ;;;-;-- -~ vy uZ vX 

4 ov oG oF 
3 Crc = oz' + ox' - o/ 

av ov ov 
o:.c'' oy'' oz' 

in diesen Ausdrücken entsprechen einem einfachen lamellaren Magneten (§ 29). 
Die Teile 

oH oG oF oll oG oF 
oy' - oz'' oz' - ox' ' ox' - oy' 

entS]Jrecllen einem einfachen solenoidischen l\Iagneten, da man hat (§ 28): 

a (oH oG) o (oF oH) o (oG oF) ox' oy' - orl + o!/ oz' - ox' + oz' o:.c'- o/ = 0· 

Mithin kann im allgemeinsten Falle jeder Magnet als resultierend aus 
der Übereinanderlagerung einer einfachen lamellaren Magnetisierung und 
einer einfachen solenoidischen Magnetisierung betrachtet werden. 

Von den dieleeirischen Körpern. 
Über die electrische Polarisation. 

§ 32. 

Im dritten Kapitel haben wir dargelegt, welche Rolle die Dielectril<a 
in der Electrostatik spielen. Die 'l.'heorie, welcl1e wir dort entwicl<elt haben, 
genügte, um die Phänomene, welche der Condensator darbietet, vollständig 
zu erklären. Wir wollen dieselbe Untersuchung wieder aufnehmen, aber 
einen ganz andern Weg verfolgen, der uns gestatten wird, tiefer in den 
Gegenstand einzudringen; wir werden dabei nicht nur keilwm Widerspruche 
mit der ersten Theorie begegnen, sondern diese wird sich vollständig be
stätigt finden. 

Wir haben definiert (Kap. III, § 8), was man unter der electrischen 
Polarisation versteht, doch haben wir uns derselben uicht bedient, um die 
auf die Dielectrika bezüglichen Erscheinungen zu erklären. Zufolge dieser 
Polarisation kann man sich ein Dielectrikum, welches von Electricität in
fluenziert wird, als in ausserordentlich ]deine rechtwinklige Prismen geteilt 
denken, welche auf den beiden Grundflächen gleiche l\lengen der beiden 
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Elect.ricitilten besitzen. Diese Polarisation ist somit vollstiindig analog der 
Verteilung des inducierten Magnetismus im weichen Eisen und man darf 
dies Raisonnement, dessen wir uns bei der magnetischen lnduction bedient 
haben, auf diese Polarisation anwenden. 

Wir adoptieren dieselben Bezeichnungen, wie in den Paragraphen 16-19. 
Wir bezeichnen mit U das Potential der ausserhalb des Dielectrikums Il 
gelegenen Electricität und mit V das Potential der Polarisationselectricität 
dieses Körpers. Ferner setzen wir der grösseren Allgemeinheit wegen 
voraus, dass dieses Dielectrikum freie Electricität, welche das Potential v 
besitzt, enthalte. Auch stellen wir durch A, B, 0 die Polarisationsmomente 
nach den Coordinatenachsen dar, Grüssen, 'velche an die Stelle der magne
tischen Momente längs dersellJcn Achsen treten. 

§ 33. 

Wir haben zunächst: 
1 1 1 j. a- a- a--r r ·r 

V = (A -- + lJ - - + C ---) dtü ox' oy' ()z' ' 
( 1) 

wo sich das Integral über das ganze Volumen des Dielectrilmms erstrecl<t; 
ferner gelangen wir durch die Schlussreihe der erwähnten Paragraphen zu 
den folgenden Gleichungen, welche in jedem Pnn 1\te (x, y, z) dieses Körpers 
lJefriedigt sein müssen: 

r ou av ov 1 
--;;;---+;;;-- +;;;--+-A=O I uX uX uX "I 
() u 0 y ov 1 

1-- + -, + -- + - B = 0 
oy Off oy ·1 

o U + o V + ~ + _!_ C = O. oz oz oz "I 

(:!) 

Die Grösse "I war vorher der Coefficicnt der magnetischen Induction; 
nahmen wir deu mag-netischen Kürper als homogen an, so mussten wir "I 
eon~tant setzen. Hier nennen wir ·1 den Po 1 a ri s a t i o n s c o e ffi c i e n te n und 
setzen der grösseren Allgemeinheit wegen voraus, dass die Natur des Dielec
trikums sich von einem Punkt zum antlcm ilndcre uml dass "I eine gegebene 
Function von x, y, z sei. 

Aus den Gleichungen (2) leitet man her: 

1 
(3) dU+ dV + dv + '1 (Ad.~ + Bcly + Cclz) = 0. 

1 
Der Ausdruck 1 (Adx + Bdy + Cdz) ist ein exaetes Differential, das wir 

mit - d<ji bezeichnen wollen, somit: 

()oll 
A =- ·r o~' 

M a th ic n, Potcntialthcoric. 21 
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und ferner, wenn wir (3) integrieren und eine Gonstante nicht hinzusetzen, 
sondern uns dieselbe in ~ eingeschlossen denken: 

U+ V +v=~
Aus dieser Gleichung leitet man her: 

(4) AU+flV +Av-A~=O. 
Die Formel (1) kann folgeudermassen transformiert werden: 

V =S(A COSA + B COSOJ. + Ocosv)~~- l(O~ +oB+ f)~)dw, ,.. r J ox ou' oz 1· 

wo A, }J., v die Richtungswinkel der äusseren Normale an die das Dielectrikum 
begrenzende Fläche cr sind, und man erhiilt daraus für den Wert von A V 
im Punkte (x, y, z): 

A V= 4it (fJA + oB + oC)· ox ou oz 
Bezeichnet man die Dichtigkeit der Electricität im Innern des Dielec

trilmms mit D, so hat man: 

AU= 0, Av =- 4itD. 

Somit geht die Gleichung ( 4) über in: 

4it (oA +oB + oO)- 4r.D- A·~ = 0. ox oy oz 
Ersetzt man hierin A, B, 0 durch ihre W crte, so erhält man eine Gleichung, 
welcher ~ genügt: 

(5) 4it [a: (r ~!) + 0: (• ~!) + 0: (r ~~)] +A~ + 4itD= o. 
In' dem Ausdruclie (1) von V ersetzen wir A, B, C durch ihre Werte 

und erhalten: 

5 (()~ 0~ 0~ 0~ ()~ 0~) 
V=- 7 ox ox' + oy oy' + oz o;/ dw 

und diesen Ausdruck können wir in den folgenden transformieren: 

V= -5·,( 0~ cosA+ otjl COS}J. + ~cosv)a~ OX cy oz r 
C[ 0 ( 0~) 0 ( fJtjl) 0 ( O'f)] dfü + J ox 7 ox + oy r oy + ai ·1 ~ --;:-· 

Benutzen wir die Gleichung (5) und bezeichnen wir mit cln' das Element 
der inneren Normale, so erhalten wir: 

oder: 

(6) JT = f 'Iota~- _!_ s (A~ + 4rcD) dfü J on' 1' 4r. r 

5 otjl da 1 5 diü V+v= -~----- A~-· on' r 4r. ,. 
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§ 34-. 

Wir setzen die beiden Potentiale U und v als bekannt voraus und 
stellen uns die Aufgabe, V zu bestimmen. Setzen wir in der Gleichung (5) 
~ = U + V+ v, so geht sie über in: 

(7) 
;x [o + 41q) 55~]+ 5~ [o + 41tl) ~~]+![Cl + 4o.'{) 55:] 

+ 4o. r~l o(U + t') + ~"{_ o(U + v) + ~l o(U + v)]- lG1t2-tD = 0. 
ox ox oy oy oz oz _ 

Diese Gleichung in Y muss in jedem Punkte des Dielectrikums erfüllt sein. 
Bezeichnen wir mit V1 den Wert von V für einen ausserbalb des 

Dielectrikums befindlichen Punl5t, so genügt Y 1 der Gleichung: 

und auf der Fläche a ist 

(8) 

Zufolge der Gleichung (G) setzt sich l' aus zwei Gliedern zusammen,. 
deren erstes allein auf cr unstetig ist und das Potential einer Schicht dar
stellt, deren Dichtigkeit ist: 

o<P o(U+V+v) 
"( ~n' = I -- on' --· 

Diese Dichtigl\eit wird aber auch ausgedrückt durch 

- _!_ (~ ~l + ~!). 
4o. on on' ' 

setzen wir diese beiden Werte gleicl1, Ro erhalten wir die zweite Bedingungs
gleichung an der Oberfläche: 

(9) 
oV oV1 o(U + v) 

(1 + 4•q) ö\1 + "6- + kt --"'-,- = 0. 
vn vlt vn 

Die Functionen V und l'\ sind durch die Gleichung (7) und durch die 
beiden Bedingungen (8) und (D) vollständig bestimmt. 

Im V orhergchenden haben wir das Dielectrilmm ][von einem andern Jf1 

umgeben angenommen, welches sich nicht polarisiert oder dessen Polarisation 
vemachlässigt werden lmnn, was gewöhnlich stattfindet, wenn II1 ein Gas 
ist, das nicht unter einem sehr hohen Drucke steht. Will man aber auch 
auf die Polarisation von IJ1 Rücksicht nehmen, so sei "( 1 der Wert, welchen 1 
daselbst annimmt. Nach den Schlussfolgerungen des § 21 muss man in 
der Formel (G) das auf die FHic1JC cr bezügliche Integral ersetzen durch: 

5( 0~ 0~1) dcr 
·t on' + 11 aü -r' 

wo ~ 1 das ist, was aus ~ ausserha1b von cr wird, und anstatt der Gleichung (9) 
erhält man: 

oV oV1 o(U+v) 
(10) (1 + 4rq) ou.' +(I + 4o.·(!) "äl! +4o.(·t- lt) --5/-/ -= 0. 

21* 
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lntluction der Dielectrika. 
§ 35. 

Es ist jetzt leicht, die Gleichung der Induction der Dielectrilm, die wir 
im dritten Kapitel (§§ 10 u. 11) gegeben haben, wiederzufinden. 

Setzen wir: 
1 + 4n:"( = f), 1 + 4n:"(l = ql, 

so können wir die Gleichung (5) zunächst folgendermassen schreiben: 

( 0~) (' 0~) ~ ( 0~ \ 0 q OX 0 q O!J 0 q oz) 
---+ +---=-4n:D. ox . oy oz 

Auf der Oberfläche a haben wir die Bedingung 

<Ji=~ll 

auf welche clie Gleichung (8) zurücl<kommt, und die folgende andere 
Bedingung 

o~ + ?'J11_ 0 
q on' ql on- ' 

in welche die Gleichung (10) übergeht, da mau hat: 

<Ji= U+ V+v. 

Die .Function <jl stellt das Gesamtpote11tial der Elcctricitiit dar; sie 
stimmt also überein mit der Function V des III. Kapitels und wir finden 
in der 'l.'hat die Gleichungen dieses Kapitels wieder. 

Die Bestimmung der Function <jl hängt von den Bedingungen der Auf
gabe ab. Wir wollen z. B. annehmen, dass man tlicht die Function U 
l<enne, sondern dass man durch den Versuch den Gesamtwert <jl des 
Potentials auf eine geschlossene Fläche ~. welche Il umgiebt, aber die 
inducicrende i\lasse, deren Potential U ist, ausser sich lässt, gefunden 
l1abe. Zwischen den l<'lüchen a und }; genügt die Function •h der Gleichung: 

M1=o. 
Demnach erweisen sich die Functionen <jl und <jl1 in IJ und dem Teile 

von H1, welcher zwischen a und ~ enthalten ist, als völlig bestimmt. 
[Im III. Kapitel haben wir einen sehr speciellen Fall dieser Aufgabe 

gelöst, indem wir einen aus zwei dielectrischen Körpern besteheuden 
Condensator untersuchten (§ 18).] 

Hat man <jl berechnet, so erhält man V durch die Formel (G). Die 
Fnnction Y, das Polarisationspotential, hat nur ein theoretisches Interesse, 
da sie sich direct durch den Versuch nicht bestimmen lässt. Die Be
stimmung rlieser Function ist das einzige, was die gegenwärtige Theorie hin
sichtlich dieses Problems zu dem hinzufügt, was wir bereits aus dem 
dritten Kapitel wissen. 
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Die Theorie des Condensators beruht vollständig- auf der Derer.lmung 
der Function ~ und bisher hat man noch nicht gewusst, wie man sich 
von der A.ufsuchuug der Functiou V, welche Jabci nur <'ine nebensächliche 
Rolle spielt und zunächst daraus eliminiert werden muss, befreien lwnn. 
Hirrdurch ist die Untersuchung wescutlieh vereinfacht. 

Wir bemerken jetzt, dass die Gleichungen, welche wir soeben für die. 
Functiou ~ erhalten haben, die vollständige Analogie dieser Function mit 
der Gleichgewichtstemperatur in festen Körpern be"·eisen. Ist die Dichtig
keit D der freien Electricität des Dielectrikums nicht gleich Null, so muss 
mau, um dieselbe Gleichung in der 'rheorie der Wärme zu erhalten, sich 
denken, dass der feste Körper, welcher an die Stelle der Dieleetri 1m tritt, 
der Sitz einer Wärmequelle ist, für welche die Einheit der Zeit und die 
Einheit des Volumens eine der Grösse - 4o.D gleiche \Värmemeuge hervor
bringt. 

Condensator. 
§ 36. 

Wir wollen jetzt die Theorie des Condensators, welche wir im Kap. III, 
§ 15 gegeben haben, vervollständigen, indem wir das Polarisationspotential 
bestimmen. 

In jenem Kapitel war das Gesamtpotential mit V bezeichnet worden; 
wir bezeichnen dasselbe jetzt mit ~' indem wir den Buchstaben V für das 
Polarisationspotential reservieren. 

Wir nehmen einen Condensator an, der aus einer gelirümmten Lamelle 
eines Dielectrikums gebildet wird, auf deren beiden Seiten die beiden 
Belegungen augebracht sind. Wir setzen voraus, dass der Condensator 
uur während einer ausserordentlich lmrzen Zeit geladen sei, so dass die 
Electricität noch nicht in das Dielcctrilmm eingedrungen ist. Somit ist die 
Grösse v der vorhergehenden Paragraphen gleich Null. Die Function U 
stellt das Potential der auf den Flächen cr1 und cr~ befindlichen Electricität 
dar, wenn man von der Polarisationselectricität absieht, und es ist: 

<f=U+V. 
Bezeichnen wir mit <jl 1 und ~2 die auf den Begrenzungsflächen cr1 und cr~ 

des Dielectrikums geg·ebenen Werte vol'l ~' so haben wir (I. c.): 

<fz- .Pt 
Pldcrt =- pzd<12 = -q 4m:: dcr, 

und wenn die Dicke ~ des Dielectrikums constant ist: 

~~- .Pt E 1 =-Eo=-q cr. • 4o.e: 

Wir nehmen an, dass q und somit 1 in dem Dielr.ctrikum constant sei. 
Dann bat man in diesem Körper: 

ß~=O. 
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Mit aw bezeichnen wir ein Element der Randfläche der Lamelle des 
Diclectrilmms, eine Fläche, welche nicht mit den Belegungen des Dielectrikurns 
m Berührung ist. Die Gleichung (6) des § 33 reduciert sich auf: 

V- so(U+V)~aJ..+ so(U+ V)~~+·So(U+V)dw_ 
- I an' 1" I an' r ( an' r 

In jedem dieser Integrale stellt dn' das Element der inneren Normale be
züglich an da1, d':12 oder dw und r die Eutferuung des Flächenelementes 
vom Punkte (x, y, z) dar. 

Da man ferner in dem Dielectrikum 

11U = 0, 11 V= 0 

hat, so kann der Ausdruck von V folgeudermassen geschrieben werden 
(I. Teil, Kap. I, § 10): 

(2) 

Das letzte Glied dieser Formel kann vernachlässigt werden. Wir berechnen 
die beiden anderu. 

Wenden wir den Gaus s 'sehen Satz (I. Teil, Kap. I, § 13) auf die 
vollständige geschlossene Oberfläche der Lamelle au und nehmen wir den 
PunH (x, y, z) ausscrhalb von a1 aber uneudlich nahe an a1 an, so haben wir: 

oder indem wir das dritte Integral vernachlässigen: 

(:3) 

1 1 
.()- so--1' I" 

( 0:.- -, da1 ·+ ;;;--; dao = 0. J vn vlt " 

Nach demselben Satze hat mau für einen innerhalb des Dielectrikums 
gelegenen Punkt (x, y, ::) : 

(4) 

Ist die Dicke des Dielectrikums sehr klein, so sind die zweiten Inte
grale der Formeln (3) und (4) sehr nahe einander gleich, und die beiden 
ersten sind sehr nahe eiuander gleich aber von entgegengesetztem Vor
zeichen:. Mithin hat man: 
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1 1 

So- o-
cl1~ dal = - 2n:, s 01~ da2 = 2n: 

für den Fall, dass der Punkt (x, y, e) unendlich nahe an a1 und aussethalb 
des Dielectrilmms liegt. Ebenso hat man: 

0.!_ 

S "'~rla.=-2'lt vn • 

für den Fall, dass der Punkt (x, y, z) unendlich nahe an a2 und ebenfalls 
ausserhalb des Dielectrilmms liegt. 

Wendet man dm•nach die Formel (2) der Reihe nach auf die Fälle an, 
wo der Punkt (:r, y, z) auf der äusseren Oberfläche der auf a1 und a2 

liegenden Schichten genommen wird, und bezeichnet man mit V1 und Ya 
die Werte, welche V daselbst annimmt, so hat man: 

und somit: 

(5) 

vt =- 2n:r (o/t- ~2) 
v2 = 2ot"( <~~- ~2), 

eine Formel, welche derjenigen analog ist, die die Differenz der Potential
werte einer Doppelschicht zu beiden Seiten dieser Doppelschicht giebt (§ 12). 

§ 37. 
Bezeichnen wir mit U1 und u; die Werte von U auf a1 und a2, so 

haben wir: 

und somit: 

Aus der Gleichung (I) folgt: 

IJit - ~2 = 4r;~· 

Setzen wir diesen Ausdruck in (5) und (6) ein, so erhalten wir: 
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W cnn wir die beiden Bolegungen mit einander in Verbindung setzen, 
so vereinigen sich auch bald die beiden Schichten, deren Dichtiglwiten p1 

und p2 sind, und die Polarisation verschwindet gleichzeitig; denn aus den 
Versuchen von I<' el ici geht lJCrvor, dass die Polarisation fast augen
blicklich mit der sie erzeugenden Ursache aufhört, ebenso wie der im weichen 
Eisen inducierte Magnetismus. 

Die vorstehenden Resultate l~at Cla usi us im Jahre lSGG gegeben; 
doch irrte er, wenn er glaubte, dass die Polarisationselectricität andauert, 
nachdem man die beiden Bolegungen eine kurze Zeit lang vereinigt hat, 
und wenn er auf diese Weise den electrischen Riickstand erldären zu können 
meint. Er hat auf diese ·weise die Polarisationselectricität mit der Electricität 
verwechselt, welche in das Dielectrikum eindringt, wenn man den .Apparat 
eine nicht sehr lmrze Zeit hindurch ladet. 



Fünftes Kapitel. 

Specielle Probletne aus der Theorie des 
Magnetismus. 

-X-

Kugel und ElliilSoicl in einem gleichförmigen Fehle. 

§ 1. 

Wir haben gesehen, dass eine Kugel oder ein Ellipsoid, bei denen die 
Magnetisierung an Grüssc und Richtung constant ist, sich mit einer 
magnetischen Schicht bedeckt, welche in jedem innern Punkte eine constante 
Kraft erzeugt (Kap. IV, § 7 und 8). Es folgt daraus, dass, wenn ein 
homogener magnetischer Kürper von dieser Gestalt in ein gleichfürnrigcs 
magnetisches Feld gestellt wird, d. h. in ein Feld, in welchem die Kraft 
überall der Grössc und Richtung nach dieselbe ist, er daselbst eine coustante 
l\lagnetisierung annimmt. 

Ist der magnetische Körper zunächst eine Kugel, so nehmen 
wir die x-Achsc parallel der constanten Kraft f des magnetischen Feldes. 
Die drei Gleiclmngen (5) des § IS (Kap. IV) reducieren. sich auf die erste, 
in welcher A das magnetische l\Iomcnt JII darstellt und die übergeht in: 

ou ov 1 
-----=-.Jlf. ox OX I 

l\Ian hat - ~~ = (, und da - ~~ die Wirkung der Schicht, mit welcher 

sich diese gleichförmig magnetisierte Kugel bedecl\t, darstellt, so ist: 

ov 4 - ox =-3 r.JJl. 

l\Iithin wird die Gleichung der Induction: 
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und bieraus folg-t für den Wert des magnetischen Moments: 

f l.I=---· 
4 1 -1t+-
3 l 

§ 2. 

Ist der magnetische Körper ein Ellipsoid, so bezeichnen wir mit 
( 1, ( 2, ( 3 die drei Componenten der constanten Kraft des Feldes, genommen 
in der Richtung der Achsen des Ellipsoids, die wir als die Coordiuaten
achsen wählen. Die drei citierten Gleichungen der Induction werden: 

ov 1 
r~--=-A ox "( 

ov 1 
f2- oy = -:;B 
. ov 1 

13- a;=-:;0. 

Die zweiten Glieder dieser Gleichungen stellen die Componenten der 
Wirkung der magnetischen Schicht dar, welche das Ellipsoid bedeckt, und 
es ist gefunden worden (Kap. IV, § 8): 

_oV =-2PA _oV =-2QB -~V =-280; 
OX ' O!J ' uZ 

setzt man dies in die vorstehenden Gleichungen ein, so erhält man für die 
Componenten des magnetischen Moments: 

0 = ___ffj__, 
28-y + 1 

Die Wirkung dieses Körpers nach aussen wird ausgedrückt durch die 
oben im § 9 g·egebenen Formeln. 

Übet• <lie Bestimmung <ler Constanten I· 

§ 3. 

Wir stellen uns die Aufgabe, den Coefficienten r der magnetischen In
ductiOJt einer Substanz mit Hülfe einer Kugel aus dieser Substanz, welche 
durch den Brdmagnetismus influenziert wird, zu bestimmen. Die magne
tische Kugel nimmt durch die Wirkung der Erde eine constaute Magneti
sierung an, und wenn man die x-Achse parallel der magnetischen Achse 
nimmt und mit a den Radius der Kugel bezeichnet, so erhält man für das 
Potential derselben in einem äusscren Punkte (Kap. IV, § 7): 

4 X 
V= 37ta3M R3' 
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wo R = y' x2 + y~ + z2 die Entfernung des Punktes vom Mittelpunkte der 

Kugel ist, und wenn man lii durch den soeben gefundenen Wert ersetzt, 
so bat man: 

Es ist leicht, diesen Ausdruck auf drei beliebige rechtwinklige Achsen 

zu beziehen. In der That, es stellt i[ die Projection der magnetischen 

Kraft der Erde auf die Gerade dar, welche vom Mittelpunkte der Kugel 
nach dem angezogenen Punl\te geht. Wenn die rechtwinkligen Coordinaten
achsen beliebige und (1, { 2, f 1 die Componenten der Kraft f nach diesen 
Achsen sind, so muss man diesen Ausdruck ersetzen durch 

1\I an hat alsdann: 

ftx + f2Y + f:JfJ R . 

V= 4r."'( _ a3 ftx + f2~ + f.1z. 
4r.-; + 3 R3 

Setzt man zur Abkürzung 
4r.r 

41t"( + 3 = 1-l, 
so wird: 

Wir suchen den Wert von H, um daraus den Wert von 1 abzuleiten. 
Dazu untersuchen wir die Ablenkung einer Magnetnadel, welche durch die 
magnetisierte Kugel bewirkt wird. 

Wir nehmen in unserm Coordinatensystem die z-Achse vertikal, sodam1 
die .x-Achse horizontal und in dem magnetischen Meridian nach Norden 
gerichtet, endlich die y-Achse in der Richtung nach Westen. Da {2 gleich 
Null wird, so erhalten wir: 

und leiten daraus für die drei Componenten der magnetischen Wirkung auf 
den äusseren Punkt (.x, y, z) her: 

X=--() V= /Ja3(3 ftx + f:lz x- fl) 
Clx R 5 R3 

Y=-9X= 3Ha3 flx-t_f3z y 
Cly R• 

z =-Cl V= Ha3(3hX-j- f3z z -- f, )· 
Clz R 5 R3 
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Wir nehmen an, dass die Nadel hinreiclwnd klein und genügend weit 
entfernt sei, damit X, Y, Z in der ganzen Ausdehnung der Nadel nahezu 
denselben Wert haben. Wir hängen sie derart auf, dass sie sich nur um 
eine vcrt.ikale Achse drehen kann und dass die horizontale Ebene, in welcher 
sie liegt, durch den Mittelpunkt der Kugel geht. 1\lan hat alsdann in den 
vorstehenden Formeln z = 0 zu setzen. Bczeiclmen wir mit 1- den Winkel, 
welchen die den l\littelpunkt der Kugel mit dem l\Iittel1mnkt der Nadel ver
binelende Gerade mit der x-Achse bildet, und mit u den Winkel, welchen 
die Nadel mit der l\Ieridianebene bildet, so haben wir: 

Y 3 IIa3 sil1 ? cos '.P 
tang u = -.--- - · lt +X Jl:l_ Jla3 + iJlJa3 cos29 

Die Ableulmng u der Narlcl wird somit gleich Null, wenn der Mittelpunkt 
der Nadel auf der y-Achse oder auf der x-Achse gelegen ist. Zwischen 
diesen beiden Lagen nimmt der Winkel u einen grössten Wert an. Da R 
sehr gross im Verhältnis zu n vorausgesetzt ist, so wird dieses l\Iaximum 
stattfinden für einen Wert von 9 in der Nähe von 45°. Beobachtet man 
den Wert des Winlwls u für 9 = 45 o, so erhiilt man die Gleichung 

31Ia3 

tang u = 2Jl3 + Jia3' 

mitteist deren man JI berechnet; sodann findet man ·( aus der Formel (a). 
Die Zahl r hat ihren grössten Wert für sehr reines weiches Eisen. 

Nach T h a lcn lmnn r in dieser Substanz den Wert 32 und sogar 45 
erreichen. 

§ 4. 

In der vorigen Rechnung ist die l\Iagnetnadel klein genug vorausgesetzt 
worden, um die Wirlmng der Kugel in der ganzen Länge der Nadel als 
dieselbe betrachten zu können; man kann aber eine grössere Annäherung 
erreichen, wenn man auf die Differenz der Wirlmng Rücl(sicht nimmt. 

l\Ian lmnn annehmen, dass die eine Hälfte der Nadel an ihrer Ober
fläche eine Schicht positiven, die andere Hälfte eine Schicht negativen 
Fluidums enthalte. Wir bezeichnen mit G1 und G2 die Pole dieser Nadel, 
d. h. die Schwerpunkte der beiden Schichten. 

Bezeichnen wir mit x, y, z die Coordinaten der l\Iitte der Verbindungs
linie G1 G2 und mit 2l die Länge G1 G2 , nehmen wir ferner an, dass der 
Punkt (.1·, y, z) mit dem Rotationscentrum der Nadel zusammenfalle, und 
sind x1, y 1 die Coordinaten von G1, x2y2 diejenigen von G2, so haben wir: 

x1 = x + l cos u, y1 = y + l sin u 
x2 = x - l cos u, y2 = y -l sin u. 

l\Iit X 1, Y1 und X2, Y2 bezeichnen wir das, was aus X und Y in den 
Punkten G1 und G2 wird. l\lit grosser Annäherung können wir die beiden 
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magnetischen l\fassen als in den Punkten G1 und G2 concentriert ansehen, 
und indem wir ausdriicken, dass die Summe der 1\Iomente der Kräfte, 
welche auf die Nadel wirken, gleich Null ist., erhalten wir: 

(b) 1"1 + Y2 - (2(1 + X1 + X2) tang u = 0. 

Setzt man: 

so hat man: 

X = Ila~t· (?;rJ~- _1_), y ?.JJ, u XtYt 
t t llt" Rt3 t=' ·a,t]lt'' 

( 3xo2 1 ) X2Y•• X.=Jla3t; ---"=----..,., Y,=3lla3[1 -R-+· 
• t R2·' R2·l - ~2·' 

Werden diese Grössen berechnet und in die Gleichung (b) eingesetzt, 
so erhält man daraus die Grösse H. 

lndnction einet• Vollkugel <Iurch gegebene magnetisclte 
Kräfte. 

§ 5. 

Wird die Verteilung des inducierendcn l\[agnetismus als belmnnt voraus
gesetzt, so kann man daraus das Potential lJ in allen Punkten der Ober
fläche einer homogenen der Induction unterworfenen Kugel berechnen. 
Wir bezeichnen mit a den Radius der Kugel und mit R die Entfernung 
eines Punl\tes ihres Innern von ihrem l\littelpunlde. l\Ian kann U in eine 
Laplacc'schc Reihe entwickeln (Kap. II, § 2): 

r R )r Ri u = ): 0 + yl -- + .... + .. -~ -l- ... ' 
a • a' 

und wenn der Wert von V an der OberfHlche bekannt ist, so erhält man 
hierans die Fundionen Yi der beiden sphärischen Coordinaten <} und a. 
Nehmen wir an, dass die 'Verte von Y und V1, welche das Potential der 
auf der Kugel inducierten Schicht innerhalb und ausserhalb derselben an
nimmt, nach derselben Reihe entwiclwlt werden, so haben wir: 

n a2 ai+t 
Y1 =Lon,+LtR,2 + ···+L; Ri+1+··· 

Y und V1 nehmen für R = a denselben W crt an; sie müssen aber auch 
für R = a der Gleichung des § 20, Ka11. IV genügen, welche übergeht in: 

ov ovl ou 
( 1 + 41t'f) oR- oR + 41t'( fiR = O. 
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Substituieren wir in dieRe Gleichung die vorstehenden Reihen und 
erinnern wir uns, dass, wenn die Laplace'sche Reihe für beliebige~ und t} 

verschwindet, alle ihre Glieder Null sind, so erhalten wir hieraus: 

47tji 
L; = - 1 + 2i + 4rqi Y;-

Somit unterscheiden sich die Functionen L; von den Functionen Y; nur 
durch einen constanten Pactor. 

Ausserhalb wirkt der Magnetismus der Kugel wie eine auf der Kugel 
gelegene Schicht, deren Dichtigkeit ist: 

i=oo 
_ o(U + Y) __ J ~ . i(~i:+-_D_ y 

p - - I oR - a .a.i 2i + 1 + 4rqi ;· 
i=l 

lUagnetische Indnction einer Hohlkugel. 

§ G. 

Wir nehmen einen l10mogenen Körper an, der zwischen zwei concen
trischen Kugeln, deren grössere den l1arlius a und deren kleinere den 
l1adius u hat, enthalten ist, und inducieren diese Hohlkugel durch magne
tische l\Iassen, deren Potential U ist. Alsdann kann die Function U inner
halb der Kugel vom l1adius a entwickelt werden in die RenlC: 

U = Y0 + Y1R + Y~R2 + · · · + Y;R; + · · · 

Das Potential der beiden auf den beiden Oberflüchen der Hohlkugel 
inducierten Schichten bezeichnen wir mit V innerhalb der Substanz, mit 
V1 ausserhalb und mit V2 im Hohlraum der Hohlkugel. Wie bei der vor
hergehenden Aufgabe sieht man leicht, dass, wenn diese drei Functionen in 
La p 1 ace 'sehe Reihen entwickelt werden, sie dieselben Kugclfunctionen ent
halten wie die Punction U. Bezeichnen wir daher mit den Buchstaben 
.A, 13, C, D constante Coefficienten, so können wir setzen: 

V2 = A0 Y0 + A 1Y 1R+···+A;Y;Ri + ··· 

V =(Bu +~) Yo+(B1R+~12)Y1 + .... +(BJl;+R~)Y;+··· 
T 1 D ]' 1 D ]T 1 

VI= Dolo R + 1 1 R2 + ... + ; i Jli+l + ... 

V muss gleich V~ 
sich zwischen den 

(b) 

sein für R = b und gleich V1 für R = a; daraus ergeben 
Coefficieuten die folgenden beiden Gleichungen: 

C. = (A. - B .) 7J2i+1 
J .. t 
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Es g·iebt noch zwei andere Grenzbedingungen; die eine ist für R = b: 

av oV2 au 
(I + ·hq) tiR- }Sfl + ,~;q aii.= o, 

die andere für R = a: 

und hieraus erhalten wir: 

(I + 4;;1) [i/J 2,.+1B,.- (i + 1) O,.J- i/J2,.+1A,. + hril}i+l = o 
(1 + ·kr) [ia2,.+1R;- (i+l)O;J + (i+ I)D; + 4•qia2i+I = o. 

Ersetzen wir in diesen Gleichungen 0; und D; durch ihre Werte, so 
ergiebt sich: 

[(1 + 4;;·r)(i + 1) + i] A,.- (1 + 4rrr) (2i + I)B; = 4;;-yi 
- 4;;r(i + 1) /}i+l A,. + [(2i+ 1 +·h·ri)a2,.+1 + -!q(i + 1) v2;+1] =- .trr·ria2,.+1 

Hiernach erhalten wir, wenn wir 

[ (7J)2H-l] St=(2i+1)2(1+4rq)+(47q)2 (i+1)i 1- a 
setzen: 

und 0;, D; erhalten wir sodann mit Hülfe der Formeln (b). 

Induction einer Hohlkugel unrch die \Virkung der Erde. 
§ 7. 

Wird die Hohlkugel durch die Wirkung der Erde, welche eine constante 
Kraft ist, induciert, und bezeichnen wir mit (1, (~, { 3 die drei Componenten 
dieser Kraft, so erhalten wir für das Potential U: 

Um die Formeln zu vereinfachen, nehmen wir die z-A.chse vertikal, die 
x-A.chse tangential zum magnetischen Meridian und nach Norden gerichtet, 
endlich die y-A.chse senkrecht zur Ebene der beiden ersten Achsen und nach 
Westen hin gerichtet. Alsdann ist (2 gleich Null und wir haben: 

U = (1.r: + (3z = R(/~ sin& cosljl + (3 cos&), 
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wo R, a, tj; die sphärischen Coordinaten des Punktes (x, y, z) sind. Be
zeichnen wir mit F die Grüsse der Wirlmng der Erde und mit I die 
Inldination der 1\Iagnetnadel, so ist: 

( 1 = FcosJ, f3 = FsinL 

Dem Ausdruck von U zufolge hat man in dem vorigen Paragraphen zu 
setzen: 

Y0 = 0, Y2 = 0, Y3 = 0, ... 
Y1 = { 1 sin {} cos ljl + f3 cos ll; 

somit reducieren sich die Heihen, welche V, Y1, V2 darstellen, auf die 
Kugelfunctionen erster Ordnung und es wird: 

V2=AIYIR 

V =(BtR + z~)Yt 
Dt 

VI =Ji2Yi. 

Ferner werden die Coefficienten dieser Ausdrücke durch die folgenden 
Gleichungen geliefert: 

St = 9(1 + 'l•q) + 2(4'-r)2(1- :::) 

AI = - ~ (4 ~iY ( 1 - :::) 

4-"( [ ( b~)] B1 =--j- 3 + s~"l 1 -(i:l 

Ct = 12~b3 Je 
4r.r 

D 1 =--SC (3 + Sn;') ( a3- b~). 

§ 8. 

Wir wollen die Wirlmng auf die positive im Hohlraum der Kugel befind
liche Einheit des :Magnetismus betrachten; dieselbe setzt sich zusammen 
aus der Wirkung der Erde und derjenigen des magnetisierten Körpers. 
Bezeichnet man mit <D das entsprechende Potential, so hat man: 

<I>= U + V2 = (1 + A 1) (ft. sinll costj; + t; cosfl) R. 

1\!ithin ist die Wirkung von derselben Richtung, als wenn die Kugel 
nicht existierte, aber sie ist im Verhiiltnis von 1 + A1 zu 1 vergrössert. 

Um die Gesamtwirlmng auf einen ausserhalb der Kugel gelP.genen 
Punkt zu erhalten, müssen wir das Potential betrachten: 

\Jl = U + V1 = ( 1 + ~~) ((1x + t;z). 
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Wir erhalten somit für die drei Componenten der magnetischen Kraft: 

Substituiert man für (1 und f1 ihre Werte und setzt man wiederum: 

z = R cosa, x = R sinfl cos'f, y = R sin {} sin .,Y, 

so erhält man: 

- ~! =-( 1 +-~~)F cos I+ 3ß1 Fsiu {} cos'f (cosi sin {}cos'f + sini cos&) 

- ~~- = 31~{ F sin {} sin o/ (cosi sin& cos'f +sini cos &) 

- 0~~ =- (1 + ~~)F sin I+ 3}01 F cos{} (cosi sin& cos ..p +sinJ cos&). 

Legen wir den lllittelpunkt einer sehr kleinen Magnetnadel in den 

Punkt (x, y, z), welcher von dem Mittelpunkt der Hohlkugel weit genug ent

fernt ist, damit ihre Wirkung in allen Punkten der Nadel nahezu als con

stant betrachtet werden lmnn, so ist die Richtung dieser Nadel diejenige 

der Kraft, deren drei Componenten wir soeben berechnet haben. 
Bezeichnen wir mit o die horizontale Ablenlmng der Nadel, welche 

durch den magnetischen Körper herbeigeführt wird, so ist: 

oiF al!-· 
tango= O!J: ox · 

Stellt I' die Inklination der auf diese Weise influenzierten Nadel dar, 

so ist: 
orv ,/(aiF)2 (ollf)2 

tang I' = -'()i: V ox + oz · 

Wir bemerken, dass man in dem Falle, wo die Kugel voll ist, hat: 

!JJ vl = H Jl3 
wenn man setzt: 

47t"(a3 

41tj' + 3 
I!, 

und dass man somit, um die vorstehenden Formeln auf diesen besonderen 

Fall anzuwenden, in ihnen nur D1 in 1I zu verwandeln braucht. 
Setzen wir: 

h = 4;q, 
M a t h i c u, Potentialtheoric. 22 
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so wird diese Grösse auch durch 1 k k dargestellt (Kap. IV, § 19) uud wir 

haben dann: 

71(3 + 2h)aa(t- b:) a 
D1 =- 0a ' 

9 + 9h + 2h2 ( 1 - aa) 

Ist h eine grosse Zahl, so dass k nur wenig von der Einheit ver

schieden ist, ist ferner nicht a - b sehr klein, so wird man den Wert von 
a 

D1 nur wenig ändern, wenn man den Ausdruck 9 + 9h in seinem Nenner 
b 

weglässt. Mithin ist D1 nahezu. unabhängig von dem Verhältnis -. Somit 
a 

wird sich die magnetische Wirkung der vollen Kugel nur wenig von der

jenigen der Hohlkugel von demselben ä.usseren Radius unterscheiden. Dies 

ist der Grund, weshalb Bar I o w keinen Unterschied zwischen der magne

tischen Wirkung zweier Kugeln aus Gusseisen von demselben äusseren 

Radius, von denen die eine voll, die andere hohl war und 3/4 der ersteren 

wog, constatiercn konnte. Dies beruht darauf, dass für weiches Eisen k 

sehr nahe gleich 1 ist. Wenn jedoch a-b sehr klein oder !!_ nahezu 
a a 

gleich 1 ist, so dass der magnetische Körper eine sphärische Schale von 

einer im Verhältnis zum Radius a sehr geringen Dicke ist, so ist das eben 

Gesagte nicht mehr anwendbar und die Wirkung der magnetischen Hohl

kugel kann sich bedeutend von derjenigen der vollen Kugel unterscheiden 

und zwar ist sie geringer als diese. 

Diese .Auseinandersetzungen sind auch aus der Po iss o n 'sehen Theorie 

abgeleitet worden (Memoires de l'Acadcmie des Seiences t. V, 18.21-182:2). 

1\Iagnetismus der Erdkugel. 

§ 9. 

Denkt man sich eine Magnetnadel vollkommen frei um ihren Schwer

punkt drehbar und unbehelligt von jedem in der Nähe befindlichen Ein

flusse, so nimmt sie eine bestimmte Richtung an. In einer etwas längeren 

Zeit erleidet allerdings diese Richtung Änderungen; dieselben sind aber im 

Allgemeinen sehr gering, und man kann von ihnen abstrahieren, wenn man 

die mittlere Lage der Nadel betrachtet. 

Indem man also von diesen Störungen absah, war man schon lange 

dahin geführt worden anzunehmen, dass die Erde in ihrem Innern magne

tische Massen enthalte, welche die Gleichgewichtslage der Nadel bestimmen. 

Man könnte auch annehmen, dass die Erde von Volta'schen Strömen 

durchlaufen würde, oder auch, dass zwei derartige Ursachen ihre Wirkung 
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vermmgen, um der Nadel ihre Richtung zu geben. Welche von diesen 

Hypothesen man auch annehmen möge, die Componenten X, Y, Z der 

resultierenden Kraft auf einen äusseren Punkt sind die Ableitungen einer 

und derselben Function, so dass man setzen kann: 

av 
X=--, ox Y=-ov, 

O!J 
Z=-ov, oz 

wo V im äusseren Raume der Gleichung genügt: 

.1 V= 0. 

Solange man sich also mit den äusseren Kräften beschäft.igt, um daraus 

ihre Effecte oder ihre Werte zu berechnen, ist es gleichgültig, ob man 

weiss oder nicht weiss, ans welcher von diesen Ursachen sie entstehen. 

Die Beobachtungen, welche an verschiedenen Punkten der Erdoberfläche 

gemacht worden sind, um daselhst die magnetischen Wirkungen zu be

stimmen, sind weder zahlreich noch auch im Allgemeinen genau genug, 

als dass es nötig wäre, die Abplattung der Erde ~::u berücksichtigen; wir 

werden die Erde daher als Kugel voraussetzen. 

§ 10. 

Wir nehmen Polarcoordinaten, deren .A.nfang·spunkt der Mittelpunkt der 

Erde ist und deren Polarachse längs der Rotationsachse derselben gerichtet 

ist. R, fi, ~ seien wie im vorigen Paragraphen die drei Coonlinatcn eines 

äusseren Punktes. Wir zerlegen die magnetische Kraft in drei Kräfte. Die 

eine 2 vertikal von unten nach oben gerichtet, die zweite (:) tangential zum 

geographischen Meridian und nacl1 Sliden gerichtet, die dritte IF tangential 

zum Parallelkreis und nach Westen gerichtet; endlich nehmen wir an, dass 

der Winkel 'f von ·west nach Ost wachse. Als(limu haben wir: 

~ ov 1 av . 1 av 
.:. =-alt' 8 = -Yi c.m' '1' =-1FsTII1l B;v· 

Bezeichnen wir mit v das, was aus V wird an der Oberfliichc der Erde, 

welche als eine Kugel mit dem Hadius a vorausgesetzt wird, so haben wir 

an der Oberfläche: 
1 ov 8=-- .... , 
a ()(} 

IF=--1-~~. 
a sinn 0~ 

Aus der ersten von diesen beiden Gleichungen erhält man: 
ll 

v - v0 = - a .f 8dfi, 
0 

wo v0 der Wert von v im Nordpol ist, und ferner hat man: 
a 

\F = -.1-s~~ rW. sm n o•} 
0 

22* 
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Hieraus folgert man den nachstehenden zuerst von Gans s bemerkten 
Satz: Wenn die zum geographischen Meridiane tangentiale 
Componente der magnetischen Kraft überall auf der Erde be
kannt ist, so ist es die zum Parallelkreis tangentiale Com
ponente unmittelbar ebenfalls. Wir bemerken ferner, dass das 
Potential v auf der Erdoberfläche dann gleichfalls bis auf eine Constante 
bestimmt ist. 

Wir suchen ferner die vertikale Componente, indem wir ebenfalls die 
Componente 8 als bekannt annehmen. Wir setzen 

& -s 8d{} = F(U, '}) 
0 

und entwickeln diese Function nach der Reihe von Laplace: 

Yo+ Y1 + Y2+·· .. 

Es sind also Y0, Y1, Y2, ••• bekannte Functionen. Setzen wir ferner: 

so erhalten wir: 

Vo -+ Y0 =B, a 

V 
-= H + Yt + Y2 + Y3 + · .. , a 

und alle Glieder dieser Reihe, vom ersten, welches constant ist, abgesehen, 
sind bekannt. 

' Für das Potential V in Bezug auf einen äusseren Punkt erhalten wir 
hieraus: 

1 a a2 a3 a V= H R + Yt R~ + y2 Ra + ... 
Da sich aber V auf eine Masse bezieht; deren Summe gleich Null ist, so 
haben wir H = 0 und somit: 

v0 =-aY0• 

Schliesslich erhält man für die vertikale Componente: 

..., oV a 3 a4 

.:::. = -BR = 2Yt R3 + 3Y2 R-t + ... 

§ 11. 
Wir setzen ferner voraus, dass es ausser dem innern Magnetismus noch 

üussere Kräfte g·ebe, welche auf die Nadel wirken. 
Wir bezeichnen mit V1 das Potential des innern, mit V2 dasjenige des 

üusseren Magnetismus. Entwickeln wir das Gesamtpotential für einen 
Punkt der Oberfläche nacli der La p I a c e 'sehen Reihe, so erhalten wir: 

(1) 
V 
- = II + Yt + Y2 + Y3 + · · ·, a 
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und die Fuuctionen Y1 , Y2 , ••• werden, wie oben, durch die alleinige 

Kenntnis der Componente El, die durch Beobachtung erhalten wird, be

rechnet werden können; indessen bleibt JI unbestimmt. 

V1 , welches sich auf eine im Innern befindliche magnetische Masse 

bezieht, entwickelt sich in einem äussern Punkte nach derselben Reihe in 

folgender Weise:. 

1 a a2 a"+1 

-V1= Uo-+ U1-+···+ u--+··· a R R2 "Rn+t 

und V2 , welches sich im Gegenteil auf eine äussere Masse bezieht, ent

wickelt sich für einen innern Punkt folgendermassen: 

_!_y =U.'+U'R+ .. ·+U'R"+ .. · 
a 2 o 1 a n a" 

Setzen wir in diesen beiden Ausdrücken R = a und addieren wir sie 

dann, so erhalten wir 

(2) *= (Uo + Uo') +CUt+ Ul') + ... + (U,. + u .. ')+ ... 

Durch Gleichsetzung von ( 1) und (2) ergiebt sich: 

(3) 

Andrerseits nehmen wir an, dass man durch Beobachtung die magnetische 

Componente 8 an der Oberfläche der Erde bestimmt habe. 8 wird also 

für R= a eine bekannte Function sein, welche man ebenfalls nach der

selben Reihe entwickeln kann, und man hat: 

8 = P0 + P1 + · · · + P., + · · ·, 
wo Po, PI, ... bekannt sind. Zerlegen wir 8 in zwei, VI und v2 ent

sprechende Teile, so haben wir: 

..., oV1 . a2 (u + l)a"+2 

.=.I =- oR = Uo R2 + ... + Rn+2 un + ... 
Rn-I 

2o=- oV2=- U'-· ··- _n __ U, _ ... 
• oR 1 an-t n 

Setzen wir in diesen beiden Ausdrücken R = a und addieren wir sie, 

so erhalten wir einen zweiten Ausdruck für 8, und indem wir denselben 

dem vorigen gleichsetzen, wird: 

(4) (n+l)V,.-nU11 '=P,.. 

Endlich leiten wir aus (3) und (4) her: 

nY .. +P,. u =---"---
11 2n + 1 ' 

(n+ l)Y11 - P,. 
U'= . 

n 2n + 1 ' 

die beiden Potentiale V1 und V2 sind somit bekannt. 
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Es ist klar, dass es ausserhalb der Erdoberfläche keine magnetischen 
Kräfte giebt, welche während einer beträchtlichen Zeit als fest betrachtet 
werden könnten. Wenn man also nur permanente Einwirkungen betrachtet, 
so muss man annehmen, dass sie aus dem Innern herstammen. Es ergiebt 
sich übrigens aus den von Gaus s gesammelten Beobachtungen und aus 
seinen Rechnungen' dass die Functionen unI gleich Null sind, und dieser 
Umstand muss als zur Bestätigung der pl1ysikalischen Prinzipien dieser 
Theorie dienend betrachtet werden. 

Die Beobachtungen, welche für die vorstehenden Rechnungen verwendet 
werden, müssen sich auf sehr weit von einander entfernte Zeitpunkte be
ziehen; denn der Zustand des Erdmagnetismus erleidet eine Veränderung, 
die sich unaufhörlich gezeigt hat, solange man Beobachtungen über den 
Magnetismus angestellt hat. 

§ 12. 
Wir wollen angeben, auf welche Weise Gauss die ersten Coefficienten 

der Function V des § 10 bestimmt lwt. l\Iau hat an der Oberfläche: 

(1) S =- 0 V= 2 Y1 + 3 Yo + · · • + (n + 1) Y + .. · oR • n 

(2) 8 = _ !_ o V = _ (~ ~1 + o Y_g + ... + o Yn + ... ) 
a o& a& 38 o& 

(3) \F = __ I_ o ~ = __ 1_ (o Y1 + o Y2 + ... + o Yn + .. ·)· 
a sin l} 0~ sin l} o<jl o<ji o<ji 

Wir nehmen an, dass man durch Beobachtung an einer gewissen 
Anzahl von Orten auf der Erde die drei Componenten der magnetischen 
Kraft bestimmt habe. Somit haben für gewisse Werte von {} und 4 die 
Grössen 3, e, 'F bekannte Werte und jeder Station entspricht ein System 
von drei Gleichungen. Wir rt>ducieren die vorhergehenden Reihen auf eine 
bestimmte Anzahl von Gliedern, etwa auf 11. Die Function Y,. enthält 
2n + 1 Gonstanten (Kap. II, § 2), mithin enthalten Y1, Y2, • • ·, Y" zusammen 

" 2 C t t l:I' I · d n2 + 2n Z ll · n· + n ons an en. 1ernac 1 wu· es, wenn --3 - eine ganze ",a 1 1st, 

zur Bestimmung dieser Coefficienten ausreichen, wenn man die Beobachtungen 
n 2 +<>n 

anwendet, welche an 3_::_. in passender Entfernung von einander be-

findlichen Stationen gemacht worden sind. Gaus s hat diese Berechnung 
ausgeführt, indem er n = -1 nahm; es reichte für ihn also aus, wenn er sich 
der Beobachtnngen bediente, welche an acht passend gewählten t;tationen 
angestellt waren, und er hatte 24 Coefficienten zu berechnen. 

Die Anfänge der von Gauss erhaltenen Reihen scheinen a priori nicht 
zu sehr convergenten Entwicklungen zu gehören; indessen hat er, nach
dem er die Coefficienten berechnet hatte, die Formeln (1), (2), (3) auf eine 
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sehr grosse Anzahl von Stationen, in denen die drei Componenten der 
magnetischen Kraft beobachtet worden waren, angewendet und auf diese 
Weise im Allgemeinen sehr angenäherte Werte dieser Grössen erhalten 
(Allgemeine Theorie des Erdmagnetismus, Werke Bd. V). 

§ 13. 

Definitionen. - Man nennt magnetische Pole der Erde die Punkte 
ihrer Oberfläche, in denen die horizontale Compouente der magnetischen 
Kraft gleich Null ist. In diesen Punkten, deren es zwei giebt, sind also 
8 und W gleich Null; sie werden somit bestimmt durch die beiden 
Gleichungen. 

av 
()!} = 0, 

av 
o!JI=o. 

Die Nadel der Inklinationsbonssole wird in den beiden Polen vertikal; 
der eine liegt im Norden, der andere im Süden. Für den ersten Pol ist 
das Potential V ein Minimum und der Nordpol der Nadel richtet sich nach 
unten; für den zweiten Pol ist das Potential ein Maximum und der Nordpol 
der Nadel richtet sich nach oben. 

Man nennt magnetischen Meridian eine Linie, welche auf der Erdkugel 
gezogen und in jedem ihrer Punkte zur horizontalen magnetischen Com
poncnte tangential ist. Alle magnetischen Meridiane gehen somit durch die 
beiden magnetischen Pole. 

:Man nennt magnetischen Parallelkreis eine Linie, welche auf der Ober
fläche der Erde gezogen ist und längs welcher V constant bleibt. Bezeichnet 

oV 
man mit ds ein Element dieser Linie, so hat man 15S = 0. Somit ist die 

Projection der Kraft auf diese Linie gleich Null; mithin ist der magnetische 
Parallelkreis in jedem seiner Punkte senkrecht zur Kraft und zum magnetischen 
Meridian. 

Störungen.- Die magnetischen Wirkungen sind verschiedenen Störungen 
unterworfen; einige zeigen eine gewisse Regclmässigkeit in den Zeitpunkten 
ihres Wiedererscheinens. Es lwmmen auch zuweilen in den magnetischen 
Wirkungen gewaltsame Störungen vor, die sich auf ein ziemlich grosses 
Gebiet der Erde erstrecken können, und man hat experimentell beweisen 
können, dass sie von Volta'schen Strömen begleitet sind, welche in dem 
Standpunkt des Beobachters entstehen. 

Alle diese Störungen können nicht durch die Rechnung untersucht 
werden. Es giebt jedoch Störungen, bei denen dies eher möglich ist, nämlich 
diejeuige11, welche von der Einwirkung der Sonne und des Mondes herrühren. 
Die von der Sonne herrührenden Störungen sind zweierlei Art; die einen 
haben eine tägliche, ·die andern eine jährliche Periode. Die vom Monde 
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herrührenden Störungen variieren mit dem Winkel, welchen die Stundenebene 
des Mondes und der l\Ieridian des Beobachters bilden, und mit der Dekli
nation des Mondes. Indessen wiederholen sich diese Störungen nicht genau. 
Diese Störungen wirken nicht direct auf die Magnetnadel, sondern mani
festieren sich durch die Induction der Erde oder durch ihre Erwärmung. 

Über den Magnetismus, welchei' in einem Cylindm', dessen 
Radius im VerhiLltnis zu seiner Länge sehr ldein ist, durch 
eine constante zu seiner Achse parallele Kraft in<luciert wird. 

§ 14. 

Wir bezeichnen mit 2l die Länge eines Cylinders von weichem Eisen, 
dessen Radius a sehr !dein ist im Vergleich zu seiner Länge, und nehmen 
an, dass eine constante magnetische Kraft gleich ( parallel zur Achse des 
Cylinders auf ihn wirke. Man realisiert dieses Problem, indem man die 
Achse des Cylinders in die Richtung der magnetischen Kraft der Erde bringt. 

Die Achse des Cyliuders nehmen wir zur x-Achse und die Mitte seiner 
Liinge zum Anfangspunl(t. Das von der äusseren Kraft herrührende 
Potential hat den Wert: 

U=(x, 

und die beiden Functionen Y und q; der Theorie der Induction (Kap. IV, § 19) 
genügen im Innern des Cylinders den beiden Gleichungen: 

(1) 

(2) 

1 
V +-cp +fx=O 

"( 

j. 1 0? 
V=- ---dcr. 

1" an' 
V und 9 genügen ferner in diesem Haume den beiden Gleichungen: 

Ll V= 0, Llcp = 0. 

Bezeichnen wir mit R die Entfernung irgend eines Punktes vou der 
x-Achse, so werden V und q; nur von x und R abhängen und die beiden 
vorstehenden Gleichungen gehen über in: 

(3) 

1\Ian sieht leicht, dass V eine ungerade Fundion von x ist. Bezeichnet 
man ferner mit H eine Constante, so erhält man eine partikuläre Lösung 
der Gleichung (3), wenn mau für das Innere des Cylinders setzt: 

(4) 
e2px- e-2p:c 

V= H 2 1t(Rp), 

wo 1t(Rp) der Gleichung genügt: 
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(5) 

und da u nicht unendlich werden darf für R = 0, so hat mau: 

112 R2 lJ4 Rt JJc nc 
1t = 1 - ]:! + (1· 2)2- (1. 2. 3)2 + ... 

oder: 
" 

2 J2 
U = ; cos (2pR cos m) dw. 

0 

Wir wollen versuchen, allen Bedingungen des Problems wenigstens in 

sehr angenäherter Weise zu genügen, indem wir deu Ausdruck ( 4) nehmen. 

Alsdann werden wir ausserhalb des Cylinders und zwischen x = - l 

und x = + l für l' den Ausdruck nehmen: 

(G) 

wo G eine Gonstante ist und wo Q(pR), welches ebenfalls der Gleichung (5) 

genügt, den Wert besitzt: 

Q (pR) = ~- r cos (2pR cos w) log (2pR sin2 w) clw. 
r.J 

0 

Über die ganze Oberfläche des Cylinders hin hat man die folgenden 

zwei Bedingungen (Kap. IV, § 20): 

V= V1 

ov ov, ou 
(1 + 4r."() ~n' + ~ + 4r.·t ~il = 0. 

Diese letztere Gleichung reduciert sich auf der ganzen convexen Ober

fläche auf 
ov ov, 

-(I +4r."() 0R +-oll= 0 für R= a 

und auf den Grundflächen x = ± l auf 

(i) 
'OV 'OV1 

(1 + 4rq) ox - ax + 4it"({= 0. 

Substituiert man (.'i) und (G) in die beiden auf die convexe Oberfläche 

bezüglichen Bedingungen, so hat man: 

Hn(pa) = GQ (1m) 
(1 + h·t) Hu' (11a) = GQ' (pa), 

und indem man diese beiden Gleiclmngen durch einander dividiert: 
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(8) 1 + 4ot· u' (pa) = Q' (pa). 
( I) u (pa) Q(pa) 

Dies ist die Gleichung, welche die Grösse 11 bestimmt. 

§ 15. 

Wir setzen pa = ß und behaupten, dass man der Gleichung (8) durch 
einen sehr kleinen \V ert von ß genügen kann. .Man hat nämlich: 

" " 2 2 

fQ'(ß)=~Scos(2ßcosw)clw- 2 S sin(2ßcosw)coswlogsiu2wclw 

0 0 " 
i" 

- 2log (2ß) S sin (2ß cos w) cos w dw. 
0 

Ist ß sehr klein, so reduciert sich dieser Ausdruck sehr nahe auf sein 
erstes Glied und man hat: 

und 

Q' (ß) = ~· tt' (ß) = - 2ß, tt (ß) = 1 

Q(ß)= log~ 
nach der Formel: 

" 2 

\ log sin wt7w = - f log 2. 
o• 

Somit geht die Gleichung (S) über in: 

Nimmt man für das weiche Eisen ·1 = 3
3
2 oder 4ot"( = 132, so erhält man: 

~ 1 ß2log-=--
2 270' 

oder indem mau den N cper'~clH•n Logarithmus durch einen gewöhnlichen 
Logarithmus ersetzt und mit 111 den .Modul der Logarithmen bezeichnet: 

ß• 1 ß Jf 
• Og' 2 =- 270 =- O,OOIG08. 

Aus dieser Gleichung erhält man: 

ß = 0,029G ... , 
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und dieser Wert ist klein genug, um die vorhergehenden Rechnungen 
allgemein zu rechtfertigen. 

Nimmt man für ·1 die Zahl 32, welche von Thalcn für sehr reines 
weiches Eisen gegci.Jen worden ist (§ :~), so ergiebt sich: 

ß = 0,01604 ... 

Wir haben p = ~; demnach variiert p für zwei aus demselben weichen 
a 

Eisen gefertigte Cylinder im umgekehrten Verhliltnis wie a. 

§ lG. 

Es ist leicht zu sehen, dass an den Enden des Cylinders 'O:x1 von der-

selben Grössenordnung ist wie ~:· Hiernach ist 4Tq eine hinreichend grosse 

Zahl, um die Gleichung (7) auf 

'OV 
'Ox = - f für x = l 

reducieren zu können. Diese Gleichung l•ann in der That angenommen 
werden, da man, wenn pR sehr klein ist, u (pR) als gleich 1 und die linke 
Seite dieser Gleichung als unabhängig von R betrachten kann. Man hat 
daher die Gleichung: 

e2pl + e-2pl 

2JJH =- {. 2 . 

Mithin erhält man, wenn man die Bezeichnung des hyperbolischen Sinus 
und Cosinus einführt: 

V=_ {sinh_C~::~ 11 (R 
2p cosh (2pl) P) 

,.., -- ·rt·[.r- sinh~r_::)_ u (RJl)l 
T - · "2p co~!J ('!.pl) · J 

J\[an erhält daher für die Dichtig-keit des Magnetismus auf der convexen 
Oberfläche des Cylinders: 

__ _?~ _ 0? __ g .. sinh(~~2 
p- on'- oR- I(/ cosh ("!.pl)' 

und für die Menge D des Magnetismus, gerechnet auf die Längeneinheit 
des Cylinders, hat mau: 

sinh (2p.r) 
D = 2o.ap =- 2r:aß·rf cosh (2pl). 
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Nach den Gleichungen (1) und (2) hat man für die Dichtigkeit auf 
der dem Werte a; = l entsprechenden Grundl!äche: 

mithin ist auf den Grundflächen kein magnetisches Fluidum vorhanden. 

Cylindt•ische bis zur Sättigung magnetisierte Nadel 
aus Stahl. 

§ 17. 

Wir denken uns einen cylindrischen Draht aus Stahl bis zur Sättigung 
magnetisiert urul nehmen mit Green an, dass die Coercitivkraft, welche 
verhindert, dass der Draht wieder in den natürlichen Zustand zurückkehre, 
als eine constante zur Cylinderachse parallele Kraft betrachtet werden könne. 
Dies kann in der That wegen der Kleinheit des Querschnittes angenommen 
werden. Diese Kraft bezeichnen wir mit f. Alsdann sind die vorstehenden 
Rechnungen ganz und gar anwendbar und geben die Dichtigkeit des magne
tischen Fluidums an der Oberfliiche des Drahtes. 

Somit wird die lineare Dichtigkeit bestimmt dureil die Formel: 

sinh (2px) 
D = - 2rraß-yf eosh-(2]it)" 

Wir suchen nun die Grösse 1 zu bestimmen. 
Biot (TraitcJ de Plt!Jsiquc, t. III) hat diese Dichtigkeit empirisch durch 

die Formel dargestellt 

wo L und !L Constanten sind, als Resultat der Versuche Coulomb's, was 
mit der vorigen Formel im Einklang steht. Indem er eine Nadel, deren 

Radius l:i Zoll war, betrachtete, fand lli o t !L = 0,517948; mithin hat man: 

a 
[{=pa=-2log(J.= -0,02741. 

Nun haben wir aber gefunden: 

somit folgt 

(a) 

ß" I ß 1 
- og:f=-2(1+-ht)')' 

4n:·( = 154,12 oder 1 = 12,264. 

Nach verschiedenen V ersuchen Co u I o m b 's, welche mit Stah I nadeln 
von verschiedenem Radius angestellt waren, findet man sehr nahe denselben 
Wert für ß und somit denselben W crt für i'· Dieser Wert vorr "( unter-
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scheidet sich bedeutend von demjenigen, welchen man aus den sehr wenig 

strengen Rechnungen Green 's über diesen Gegenstand erhält (Essay on 

the theories of Elcclricity mul .~.1/agnctism, Art. 17). Denn nach den Bezeich

nungen Green's ist 

und er findet: 

3g 
4n:-y=-l--, -g 

!J = 0,986636; 

mithin würde er an Stelle der Werte (a) erhalten: 

4•q = 221,48 oder 1 = 17,625, 

Zahlen, die viel zu gross sind. 

§ 18. 

Bezeichnet man mit U das Potential des Erdmagnetismus, so hat man 

für das Potential dieses Magnetismus auf denjenigen der Nadel: 

S( ou ou ou) 
W= A ox'+Boy' +0 oz' d.u, 

wenn man mit .A, B, C die Componenten des magnetischen Moments in 

jedem Punkte (x', y', z') der Magnetnadel bezeichnet (Kap. IV, § .!). Wir 

haben also (Eben da, § Hl): 

07 or 07 
A =&'' B=oy'=O, C=oz' =0. 

Wir nehmen an, dass diese Nadel um ihren l\[ittelpunkt in einer 

horizontalen Ebene beweglich sei. Bezeichnen wir mit <} den Winkel, 

welchen sie mit dem magnetischen Meridian bildet, und mit F die hori;r.on

tale Compouente der erdmagnetischen Kraft, so ist: 

und somit: 

ou 
-=Fcosljl ox' 

W = F cos<} S ~;, dw, 

und da rr in einem Querschnitt der Nadel als constant betrachtet wird, so 

hat mau: 
+I 

W= n:a2Fcos<} S ~: dx= 2r:a2Fcosh(l), 
-I 

wo 'f(l) das Resultat der Substitution von l an Stelle von x in rr bedeutet. 

Man hat daher für das Moment der Kräfte, welche auf die Nadel 

wirken, da dieses Moment den Winkel <} zu verldeinern strebt: 

olV . . [ sinh(2pl) J 
5f =- 2n:a2 F sm <Jvr(l) = n:a2 F{-( sm <} 2l- J! cosh (2pl) · 
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Nehmen wir an, dass verschiedene Nadeln aus demselben Stahl und 
von gleichem Radius in ihren Mittelpunkten an einem und demselben 
Faden aufgehängt und in den magnetischen Meridian gebracht werden, und 
ferner, dass man den Faden um seinen Aufhängepunkt sich drehen lasse, 
bis die Nadel mit dem magnetischen l\Ieridian den Winkel .p macht, so 
wird der vorstehende Ausdruck, in welchem I·~(, "'(, 4 Constanteu sind, von 
einer Nadel zur andern proportional der Torsion des Fadens variieren, und 
man kann nach dieser Formel bestätigen, dass die Torsion mit l sich ändert. 

Krystallkugel in einem gleichförmigen magnetischen Felde. 
§ 19. 

Betrachten wir zunächst einen krystallischen Körper, dessen Magneti
sierung gleichförmig ist, so haben wir für die Function V, welche das 
Potential der auf der Oberfläche a des Körpers sich bildenden magnetischen 
Schicht ist: 

V= S (aA cos/. + bB cos p. + cC cos~) c~a, 
wo A, B, C Gonstante sind und r den Wert hat: 

V(x- x')2 (y- y')~ (z- z')~ 
r= + +---, a b c 

worin x', y', z' die Coordiuaten von da sind. !., p., ~ sind die Winkel, welche 
die nach aussen gezogene Normale an a mit den Coordinatenachsen bildet. 
Die Grössen aA, bB, cC sind r!ie Componenten des magnetischen Moments 
und die Dichtigkeit der magnetischen Schicht ist: 

aA cosl. + bB cosp. + cC cosv. 

Wir schliessen wie im § G des vierten Kapitels. Wir denken uns die 
Fläche a mit einer 1\fasse, deren constante Dichtigkeit p ist, erfüllt, ver
schieben diese Fläche um eine unendlich kleine Strecke dl in der Richtung, 
welche der die Projectionen aA, lJB, cC besitzenden Richtung gerade 
entgegengesetzt ist, und erfüllen sie dann mit einer Masse, deren Dichtig
keit - p ist. Das Ensemule dieser l\lasscn kanri einem Mag-neten ver
glichen werden, dessen l\lagnetismus gleichförmig ist, und die Grösse pell ist 
sein magnetisches Moment; sie stellt somit die Grösse ya2 Ai+ /FH~+c:iC~ dar. 

Bezeichnen wir mit pT rlas hystallischc Potential des ersten fingierten 

Körpers, so ist - r( T + ~~'cu) dasjenige des zweiten in Bezug auf den

selben Punkt (x, y, z) und das Potential ihres Ensembles ist: 

oT ('OTox oToiJ oT oz) 
- ol pell=- \ox N+ oy iJT + oz N ya2A2 + IJ2ß2 + c2C2 

o1' oT oT 
=-- aA- ;;;-- bB-- cC. ox oy oz 
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Wir erhalten somit für V den folgenden Ausdruck 

(a) 1-·=-aA 0T-bB 0T-cc~!. ox O!J oz 
Wenn wir also die Function V für die Punkte innerhalb einer Krystall

kugel, deren Magnetismus gleichförmig ist, bestimmen wollen, so brauchen 
wir jetzt nur das krystallische Potential 1' einer Kugel, deren Dichtigkeit 
gleich 1 ist, in einem innern Punkte zu suchen, ja. wir brauchen nur die 
Ableitungen von T nach x, y, z zu berechnen. 

§ 20. 
Das krystallische Potential einer Kugel, deren Dichtigkeit gleich 1 ist, 

wird gegeben durch das dreifache Integral: 

T = J S S +. dacl~d-,, 
wo alle Elemente dadßd"f dem Volumen dieser Kugel angehören, und es ist: 

Setzen wir: 
a ~~ =-S S S x 1•3 a cl'ldßd"f. 

R2 = (x- a)2 + (y- ß)2 + (z- 1)2, 

so stellt a ~T die x-Componente einer Anziehung dar, deren Gesetz durch 
uX 

die Formel ~ ausgedrückt wird. 

Wir verlegen den Coordinatenanfangspunkt in den Mittelpunkt der 
Kugel, deren Gleichung also ist: 

X2 + y2 + z2 = Jt2, 

und suchen ihre Anziehung auf einen Punkt ihres Innern, dessen Coordi
naten x, y, z sind. Es sei dw ein körperlicher Elementarwinkel, dessen 
Scheitel in 111 liegt, und in diesem körperlichen Winkel, welcher von der 
Oberfläche der betrachteten Kugel brgrenzt wird, nehmen wir das Volumen
element R~dwdR, welches zwischen zwei Kugeln enthalten ist, deren l\littel
puukt in M liegt und deren Radien R und R + dfl sind. Nach dem ohen 
angegebenen Gesetze hat die Attraction dieses Elementes auf den Punkt lll 
den Wert: 

.Z: R~dwdR. , .. 
Bilden wir die Summe der Attractionen für alle Elemente der Kugel, 

welche in dem Winkel dco eingeschlossen sind, so erhalten wir: 
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wo die obere Grenze R die Entfernung des Punktes III von der Grundfläche 
des Kegels, dessen Attraction dieser Ausdruck darstellt, bezeichnet. 

Die drei Componenten der resultierenden Attraction sind: 

SRRJ 

cos 'Adw ra dR, 
0 

wo 'A, p., v die Winkel sind, welche R mit den Coordinatenachsen bildet. 
Ist R die Entfernung des Punktes III von einem Punkte (x', y', e') 

innerhalb des vorigen Kegels, so hat man: 

x'- x = R cos 'A, y'- y = R cos p., z'- z = R cos v 

2 R" (cos2 'A cos2 p. cos2 v) 
r = · -a-+-b-+-c-' 

somit hat die erste der drei Componenten den Wert: 

cos'Adw 
3 R, 

( cos2).. cos2p. cos2v)~ 
-a- + -b- + -c-

wo R alsdann die Entfernung des Punktes JJI von der Grenzfläche des 
Elementarkegels bezeichnet. 

Um dieselbe Componente der Wirkung desjenigen Kegels zu erhalten, 
welcher durch die Spitze geht und dem vorigen entgegengesetzt liegt, braucht 
man nur in dem vorstehenden Ausdruck cos'A in -cos'A und R in die Entfernung 
R' des Punktes ]I[ von der Basis dieses Kegels zu vrrwandeln. Es reichtjedoch 
aus, blass die Verwandlung von R in R' vorzunehmen, wenn wir, anstatt R' 
positiv zu nehmen, übereinkommen, dass es als negati\' betrachtet werden 
soll, und somit erhalten wir für die x-Componcnte der Attraction dieser 
beiden Kegel auf den Punkt 1lf: 

(b) 
cos'Adw 

3 (R + R'). 

( cos2). cos21-L cos2v) 2 
-a- + -b- + -e-

In der Gleichung der Kugel 

x2 + y2 + z2 = Jt2 
setzen wir 

X = X + R cos A, y = !/ + R cos !J-, z == z + R cos V 

und erhalten so die Gleichung zweiten Grades, welche R und R' giebt: 

R2 + 2R(x COSA + y COS!J- + Z cosv)- h2 + x2 + y'l. + z2 = 0. 

Wir haben somit: 

R + R'=- 2(x cos). + y COS!J- + z cosv) 

und daher geht der Ausdruck (b) über in: 
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_ 2 COSA (x COSA + !! cosp. +__::~~sv) dill. 

( cos2 A cos2 fL cos2v) 2 
-a- + -b- +-c-

Integrieren wir diesen Ausdruck um den Punkt lJ[ herum und unter
drücken wir in dem Resultat die mit y und z multiplieierten Glieder, welche 
Integrale darstellen, die für sich verschwinden, so erhalten wir für die 

x-Componente der Anziehung der Kugel oder für die Grösse a ~;: 

a o T = _ x s cos2 Adw 
OX ~ 

( cos2/, cos2 f.L cos2 'I ) 2 
-a-+-b-+-c-

Setzen wir: 

S cos2 Adw _ 
3 -111, 

( cos 2A cos2f.L. cos2v)-2 
-a- + -b-+-c-

und bezeichnen mit 112 und H3 zwei Ausdrücke, welche aus H1 entstehen, 
wenn man im Zähler cos2). durch cos2JL und cos2v ersetzt, so ist: 

'01' 
(c) n ox =- xii11 

§ 21. 

Wir haben auf diese Weise die Ableitung-en von T bestimmt; dieselben 
enthalten aber bestimmte doppelte Integrale H 1, If2, IJ3, und es ist wichtig 
zu beweisen, dass dieselben auf einfache Integrale zurückgeführt werden 
können. 

Nimmt man die beiden Winkel & und 7 der sphärischen Coordinaten, so ist: 

cos A = eos {}, cos f.L = sin a cos 7, cos V = sin a sin 7, 
d(J) = sin Gcl&d7, 

und das Integral 111 ist zu nehmen von H = 0 bis {} =" und von tjl = 0 
bis 7 = 2o.. l\Iultipliciert man aber das Integral mit 8, so braucht man 

nur die Integrationen von 0 bis ~ auszudehnen. Wir erhalten somit: 

M a th i e u, l'otentialtheorie. 23 
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Durch eine bekannte Transformation 1\ann man das Element dieses Inte
grals durch einen rationalen Ausdruck ersetzen (Jacobi's Werke, Bd. III, 
p. 161 ). Dazu setzen wir: 

COSTJ . . -sinTJCOS~ . . -sinljSiuE 
cos3=fa.;-' smOcos'f=yb .F , smOsm~=J!'c , 

vP vP yP 
wo 

P= a cos2 TJ + b siu2 TJ cos2 E + c siu2 TJ sin 2 ~ 

ist. Dann wird : 

2 2 

H _ 8 /~ s (' cos2 TJ sin Yj(bjil~. 
1 - a l auc .) p 

0 0 

Führen wir die Integration in Bezug auf E aus, so erhalten wir: 

S2a; s2 d~ 
P = (a cos2 TJ + b sin2TJ) cos~~ + (a cos~lJ + c sin~ ·'l) sin~ E 

0 0 

" I 
= 2· J!(a cos~ lJ + b sin~ TJ):.::(=a=c=o=s~::=TJ=+=·=c=si;:=n::;::~=::TJ). 

Daraus folgt: 

I 
ot (' u2d1t 

= '~) J![b+(a- b) ii~] [c + (a __: r) 11~]' 
wenn man cos lJ = u setzt. 

Wir erhalten daher: 

§ 22. 

Setzen wir jetzt die Ausdrücke ( c) in die Formeln (a) ein, so er
halten wir: 
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Wir haben somit für die Componenten der Wirkung, welche von der magne
tischen Schicht, die eine gleichförmig magnetisierte Kugel bedeckt, auf 
einen Punkt im Ionern ausgeübt wird: 

av 
--=-All ax ll 

av 
--=-BJJ~ oy ·' 

av 
--=-01/. oz 3" 

Dies beweist, dass diese Schicht auf ihr Inneres eine der Grösse und Rich
tung nach constante Kraft ausübt. 

Wir gehen nun schliesslich zu dem Probleme über, das wir im Auge 
haben, und suchen die Induction einer Krystallkugel durch eine constante 
magnetische Kraft. 

Bezeichnen wir mit (1, ( 2, t; die drei Componenten dieser Kraft, so er
halten wir für das von dieser Kraft herrührende Potential in dem Krystall 
(Kap. IV, § 27): 

U = 6_ X + 0_ !J + 6 z. 
a b c 

Nun sind aber die Gleichungen der Induction (Kap. IV, § 25): 

oU av 4;; 1/abc 
-+-+--A=O ox 8x [I 

., 
und diese werden erfüllt, wenn man A, B, 0 constant nimmt. Diese 
Gleichungen werden nämlich dann: 

r, 4;-;l/abc 
--1 + All +--A=O a I [J 

r .tr. 1;af.,r. 
.1 + Bll., + -- B = 0 
b - [I 

6 + CH. 4r. y'aiJc 
C .I +---0=0, 

[I 

und diese bestimmen A, B, 0. Die Grösse !I ist positiv in den magnetischen 
Körpern und negativ in den diamagnetischen Körpern. 

Die Dichtiglwit der magnetischen auf der Oberfliiche der Kugel be
findlicllen Schicht hat den Wert: 

u (au ov) p= T-+-,· 
4;; yitbc (}( ot 

Nun hat man aber: 

"öU oU oU oU - '1 --- = rt -- cos A + b -- cos fJ. + c -- cos 'I ot' o.c' . oy' oz' 
av ov ov ov 

- T ~t' = a ~-; cos A + l1-;:-; cos p. + c~ cos v, 
v vX C.lf vi: 

wenn man setzt: 
23* 
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~· 
cos ). =;' 

II· 

.1/ 
cosp. = h' 

e' 
cos ., = --, 

h 

wo (x', y', e') der Punkt der Kugel, in welchem man p nimmt, und h der 
Radius der Kugel ist. 

Man hat also : 

T oU = _ f..x' + f2y' + fae' 
ot' 11 
oV x' y' z' 

T N =-aAH1 7i- bBH2 7i- cCH,1 7i" 

Mithin ist die Dichtigkeitpein in Bezug auf x', y', z' linearer Ausdruclc. 
Das Potential Y1 des Magnetismus der inducierten Kugel in Bezug auf 

einen äusseren Punkt genügt der Gleichung: 

tl.V1 =0. 

Setzen wir 1t = yx2 + y2 + z2 und entwickeln wir nach der Laplace
schen Hcihe, so erhalten wir: 

V = y !!_ + y h~ + ... 
I 0 ll I u2 

Im Innern der Kugel ist: 

V= AH1x + BII2y + Clf3z 
= (All1 sin f} cos ~ +BI!~ sin [} sin .,P + Cll3 cos tl) tt, 

wenn man sphärische Coordinaten nimmt. Diese beiden Functioncn miissen 
für u = h einander gleich sein; daraus folgt, dass alle Functiouen Y mit 
Ausnahme von 1"1 gleich Null sind, und man hat: 

VI =(All, sin f} cos .,p + BII~ sinn sinlj. + CJJ'J cos ll) ~~,:. 

Bestimmung dei' magnetischen Constanten eines Iüystalls. 
§ 23. 

Wir haben soeben gefunden, dass in einem ä.usseren Punkte das 
Potential des 1\Iagnetismus, welcher in einer Krystalllmgel durch eine Kraft 
mit den Componenten /i, 12, {1 induciert wird, den Wert besitzt: 

1!3 
V1 = (All1x +Blf2y + CH3z)3• u 

und indem man 

.s= 
4o.yabe 

g 
setzt, erhält man: 

A=- r, 
a(JJ1 + s)' 

Ist der Krystall diamagnetisch, so sind die Grössen g und s negativ. 
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Wir bezeichnen mit dem Namen der magnetischen Achsen des 
Krystalls die Grüssen 1/a-, Jll), Jlr;; sodann tragen wir diese Längen vom 
Coordinatenanfangspunkte aus auf die Coordinatenachsen ab, um ihre Rich
tung zn bestimmen. 

Wir nehmen als die constante magnetische Kraft die Wirkung des Erd
magnetismus und erhalten sodann für die Componenten der Wirkung des 
kuge lfürmigen Krystalls auf einen üusseren Punkt: 

0~ h~ ~ 
X=-~= 3(AII1x + BEio!J + CH.3z) -, - AH1 - 3 uX • W' 1t 

av hay Jt3 
Y =-~ = 3 (A111x + BH.,y + CH.3z) -, - BHo - 3 uy · tt~ • ?t 

oV h3z h3 
Z =- _ _1 = 3 (AH x+ Bll.,y + Clf. z) --- CII3 ----,-· oz I - 3 H" ?t3 

Wir nehmen die z-Achse vertikal und von unten nach oben gerichtet, 
die x-Achse in der Richtung des magnetischen Meridians und nach Norden, 
endlich die y-Achsc nach Weste11. Demnach ist {2 = 0 und somit B = 0. 
Nimmt man ferner den Punkt (.t·, y, z) in der Horizontalebene, welche 
durch den Mittelpunkt der Kugel g·eht, so hat man z = 0 und es folgt: 

X = 3AI1 h3x2 - Al! h3 
1 ·u" 1 ua 

Y= 3AH haxy 
1 1t5 

Z= 

Wir denken uns eine sehr kleine und hinreichend weit von der Kugel 
entfernte Magnetnadel und setzen voraus, dass sie sich nur horizontal um 
ihren in der xy-Ebene liegenden Mittelpunkt drehen könne. Bezeichnet man 
mit x, y die Coordinaten dieses Mittelpunktes, so erhält man für ihre Ab
lenkung u vom Meridian: 

und da 

ist, so folgt: 
3xy 

tangu = a(ll1 + s) ?t". 
2x2 -y2- -Hl ha 

Legen wir die magnetischen Achsen {b und y'a respective in die 
Richtung der x- und y-Achse, so erhalten wir für die Ablenkung u1 der
selben Nadel: 
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iliCfj 
tangu1 = -----b(ll -+ s) 11'1 ; 

2x2 - y~- --~-- --
112 Jt3 

vertauschen wir endlich y'a mit y'C, so erhalten wir für die Ablenkung u2: 

3xy 
tanguo = (lf ) -• c + s u·' 

2x2- y2 - -1-ra-- 7t3 

Nehmen wir als9 au, dass man die Winkel u 1, u~, u beobachtet habe, 
so erhält man hieraus vermittelst dieser drei Gleichungen die drei Grössen: 

a(If1 + s) b(fl2 + s) 
Hl II2 

c(H,1 + s) 
Ha 

und indem man den Mittelpunkt (x, y, 0) der Nadel in verschiedene Lagen 
bringt, muss man immer dieselben Werte für diese Grössen wiederfinden. 

§ 24. 

Wir wollen nunmehr das folgende allgemeine Problem lösen: 
Das Potential eines beliebigen l\fagnetism us auf den 

Magnetismus eines Krystalls zu finden. 
Um dieses Problem zu lösen, beginnen wir damit, dass wir den 

äusseren Magnetismus ersetzen durch eine magnetische Schicht, welche 
auf der Oberfläche- des Krystalls verteilt ist und deren Potential auf dieser 
Fläche densei ben Wert besitzt. 

Nehmen wir in einem Punkte (x, !I, z) dieser Fläche das Potential 
eines magnetischen Elements des Krystalls, welches im Punkte (x', y', z') 
sich befindet, so haben wir für die::;es Potential (Kap. IV, § 23): 

B.!_ o~ B~) 
( 

I' 1' 1' v= aA;;;;~+bB~+cC-;;;-; rlw, 
uX u!J uZ 

wenn man setzt: 
. ,/(x- x'r (y -=-y')~cz--=-7):! 

j = v--a-- + b + c . 

Bezeichnet man mit p die Dichtigkeit der magnetischen Schicht, so ist 
das Potential dieses Elements des Krystalls auf die magnetische Schicht 
nach dem im I. Teil, Kap. I, § 25 angegebenen Raisonnement: 

0.!_ 0~ 0.!_ 

S vpaa = ( aAS a~ rcZ" + bB So;: rda + cc So;; ra'") dw. 

Bezeichnet man nun mit U das krystallische Potential der Schicht in 
einem inuern Punkte (x', y', z'), so hat man: 
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daraus folgt: 
S.!.od'J= U· 

r' ' 

S ( 'OU oU oU) 
vpd'J = a A ox' + bB 'Oy' + cC '0;:' dw. 

Endlich erhalten wir für das Potential des Magnetismus des ganzen 
Krystalls auf denjenigen der Schicht: 

5( iJU oU oU) 
W = aA 'Ox' + bB oy' + cC oz'. dw, 

wo sich das Integral auf alle Elemente des Volumens des Krystalls bezieht. 
In dem besonderen Falle, wo die inducierende Kraft constant ist, er

halten wir, indem wir mit {1, {2, f3 die Componenten dieser Kraft bezeichnen. 
(Kap. IV, § 27): 

und somit 

(I) 

§ 25. 
Oscillationen einer Krystallkugel. - Wir denken uns eine sehr kleine 

Krystalllmgcl an einem Coconfaden in der Richtung einer ihrer magnetischen 
Achsen, die wir zur z-Achse nehmen, aufgehängt; die x- und y-Achse 
werden in der Richtung der beiden andern magnetischen Achsen genommen. 
Die z-Achse ist vertikal und fest, die x- und y-Achse sind um die erstere 
beweglich. Die magnetische Kraft wird horizontal und der Richtung und 
Grösse nach constant angenommen, und wenn man mit ljl den veränder
lichen Winkel bezeichnet, welchen sie mit der x-Achse bildet, so hat man: 

( 1 = Fcos ljl, 12 = Fsin ljl, f3 = 0. 

Man verwirklicht annähernd diese Bedingungen, indem man den Mittel
pnnld der Kugel auf die gerade Linie verlegt, welche die beiden Pole eines 
hinreichend weit entfernten Electromagneten verbindet, und diesen Mittel
punkt in gleichen Abstand von den beiden Polen bringt. 

Wendet man die Formel ( 1) an, so erhält man: 

Nun ist: 
W = F(A cos ljl + B sin ljl) dw. 

B= _ Fsin ljl 
b(Il2+s)' 

mithin erhält man, wenn man mit h den Radius der Kugel bezeichnet: 

4 [ cos2 1ji sin 2-Ji J w =-37t713F 2 a[i-11 +s) + b(H2 +s) . 
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Somit hat das Moment der auf die Kugel wirkenden Kräfte um die 
e-Achse den Wert: 

0 lV- - ± 7 3 l.'~ [ 1 - 1 ] . 2·'· 
Cl~}- 37tttJ.' .h(H~+.s) a(ll1 +s) sm T· 

Es sei 
a>b>c. 

Da das Trägheitsmoment der Kugel, deren Dichtigkeit D ist, um den 

D S-:t Dlt~ . d" T . d F d urchmesser den Wert l5 bes1tzt, wenn man 1e ors10n es •a ens 

vernachlässigt, so erhült man als Gleichung ihrer Oscillationen: 

Setzen wir: 

s .. nlt"d~IJI aw 
15 dt~ = IJI}. 

5p2 [ 1 I ] 
(2) '2 Dh~ bCll2 + i)- - a (111 + s) = P3, 

so ergiebt sich: 
d~tjl . 
dt2 = - p3 SIU 21ji, 

und wenn mit tjl0 der grösste Wert von I} bezeichnet wird: 

c~~y =~1(cos21ji- cos2<Jio)· 

Setzen wir die Oscillatiouen als sehr klein voraus, so giebt diese 
Gleichung: 

t = 1 arc cos _±_, yP3 IJio 

1\Ian erhält daher für die Dauer der O::;cillationen um die Achse yc: 
'lt 

T3= yP3. 
Bezeichnen wir mit 1'1 und T~ die Dauer der Oscillationeu der Kugel, wenn 

sie in der Richtung der Achsen ya und yb aufgehängt ist, und setzen 
wir: 

(3) 

(4) 

so haben wir: 

und da überdies 

5F2 [ 1 1 J 
2Dh~ c(H3 + s) - a(I/1 + s) = p2 

- - -P 5F2 [ 1 1 J 
2Dh~ c(I13 + s) b(JJ2 + s) - 1' 

1 P. 
1' ., = --;;., 

2- 1t-

1 P1 

T. .)= ---;j" 
1.. ;;-
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ist, so schliessen wir hieraus die Formel: 

(A) 
1 1 1 

T. 2 + T. 2 = T. 2. 
3 1 2 

Diese Formel hat Plücker für eine Krystallkugel aus Kupferoxyd experi
mentell bestätigt (On the magnetie incluciion of cristals, Philosophical Trans
actions, 1858). 

§ 2G. 

Wir betrachten sodann die Oscillationen einer Krystallkugel unter den 
vorhergehenden Bedingungen, nur dass sie jetzt an einem beliebigen in 
der Ehene der magnetischen Achsen ya und yc gelegenen Punkte auf

. gehängt sein soll. 
Es seien stets Ox, Oy, Oz die Achsen eines Coordinatensystems, welche 

den magnetischen Achsen ]Jarallel sind, und ferner seien 0;;', Oy', Oz' andere 
rechtwinldige Achsen, von denen die letztere vertikale die Richtung des 
Aufhängefadens hat und von denen die erstere in der Richtung der 
constanten magnetischen Kraft Ji' liegt. 

Wir bezeichnen mit 1Ji den Winkel, welchen Ox' mit der Spur der 
Ebene :Ox auf x'Oy' bildet, und mit ? den Winkel zwischen dieser Spur 
und Ox. 

Nach der eben gefundenen Formel (§ 24) hat man: 

5( ou ou ou) 
W= aA ox + l.JB oy +cC az dru, 

wo sich die Integration über alle Volumenelemente der Kugel erstreckt. 
Die drei Componenten der Kraft F längs der x-, y-, z-Achse sind: 

ou 
{ 1 = a ox = Fcosrp cos~Ji 

{2 = b ~u =- Fsin~Ji uy 

{3 = c ~~ =-Fsinrp cos ~Ji. 

Endlich ersetzen wir A, B, C in W durch ihre Werte (§ 23) und 
erhalten: 

lV = _ -1th3l?2 cos- rp cos- -r + _s1_n_-r_ + sm-? co~ . 4 [ 9 9 ,f, • 2,1, • 9 2 I ] 

3 a(H1 + s) b(H2 + s) c(H.1 + s) 
Hiernach erhält man für das Mom<>nt der auf die Kugel wirkenden 

Kräfte um O:l: 
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In dem besonderen Falle, wo a = b ist, ist H1 = 1!2 und: 

ovv _i 13F2 . 9 [ 1 ___ 1_] . 
O']J -3 rw sm 9 c(IIa + s) a(ll1 + s) sm 2~ 

= p.P2 sin2 cp sin2~, 

wenn man durch p. das 'l'rägheitsmoment der Kugel darstellt. 
Somit hat man, wenn mit T die Dauer einer Oscillation bezeichnet wird: 

1! Besitzt der Aufhängefaden die Richtung von Ox, so hat man cp = 2 und 

das Quadrat der Oscillationsdauer T1 hat den '\Vert: 

Hieraus folgt: 

(B) 

eine Formel, die gleichfalls von PI ü ck er mit Hülfe des Experiments 
erkannt wurde. 

W. 1' h o m so n , P l ü c k er und Be er haben jeder verschiedene 'l'heorieen 
der magnetischen Induction der Krystalle gegeben, welche sämtlich zu den 
Formeln (A) und (B) führen. Die Theorieen der beiden ersten Gelehrten 
haben einen empirischen Character, diejenige des dritten trägt einen mehr 
analytischen Character; indessen ist dieselbe, obwohl mau daraus die 
Formeln (A) und (B) ableiten kann, nicht exact, wie wir bereits bemerkt 
haben (Kap. IV, § 25). 

§ 27. 
Bestimmung der Constanten a, b, c, s, g. - Hat man die Oscillations

dauern 1'1, T2 , T3 der Krystallkugel mit Hülfe der oben angegebenen 
Experimente erhalten, so kann man daraus die Grössen P1, P2, P:1 ableiten; 
benutzt man sodann zwei der Gleichungen (2), (3), (4), so kann man 
daraus zwei der Grössen 

a (H1 + s), b (H2 + s), c (ll3 + s) 

mitte1st der dritten erhalten. Wir haben ferner gesehen (§ 23), wie man 
die Grössen 

berechnen kann. 

a(l11 +s) 
H ' I 

b(H2 + s) 
]{2 

Es ist im Allgemeinen sehr schwierig, daraus die Grösscn a, b, c, s ab
zuleiten; indessen wollen wir annehmen, dass der Krystall eine Achse der 
Isotropie besitze. 
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Wir setzen a=b und a>c voraus. Die Gleichungen(3) und(4) 
reducieren sich auf eine einzige, die wir folgenderznassen schreiben können: 

(ß) 
I I 

-c--=-(1=13,-+-s) -- -a-(H-1-+8) = 111 ' 

wo m eine bekannte Grösse ist. Da wir die Grössen ( a.) kennen, so setzen wir: 

c(lf.1 + s) -l 
H3 - 3• 

wo 71 und l:1 bebnute Grössen sind. Die drei Gleichungen (ß) und (·1) 
gestatten, a, c und s zu bestimmen. 

Setzen wir: 
c = a(I -/,2) 

und eliminieren wir s zwischen den drei vorhergehenden Gleichungen, so 
erbalten wir: 

(o) 

(e) 

1 1 
-----=m 
laHa ll Ill 

[l1 (1 - /..2)- c] H1 = (la- c) H 3• 

Ferner geben die für lf1 und JJ3 gefundenen Formeln (§ 21) in 
vorliegenden Falle: 

2TCc yc ( I ~,. 2 1 + ~,.) 
lll = 1,.2 (I :...:._ 1.~) I - 2r-- log 1- /.. 

4r:c y'c ( 
ll:l = -y:2___ - I - -1-log _!_+ ")· 

21.. 1-1.. 

Setzen wir zur Abkürzung: 

1-1..2 1 +).. 
I - ~ log I_/.. = 8 1 

- I + _!_ log 1 + 1.. = S. 
21.. 1-/.. ·' 

dem 

so gestatten die Gleichungen (o), (e), die Grösse c als Function von /.. 
respective mit.telst der beiden folgenden Formeln auszudrUcken: 

2 

c = [!J__/..28,- 21~>.2(1- )..2) s~ ]3 
4-rr:ml1l38182 

• 1181 - 2(182 ") 
c = s~-=- 282Cl - ~..~> <1 - ~.. · 

Man muss somit 1.. derart wählen, dass die aus diesen beiden Formeln 
sich ergebenden Werte von c gleich werden. Hat man auf diese Weise /.. 
und c berechnet, so erhält man s und g durch die Formeln: 

("IJ) 
_ CZ:1 - c) 1I:1 4r:a y'c 

s- c ' g=--s-· -· 
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Hat man a = b, a < c, so muss man in den vorstehenden Formeln /.. 2 

in - f..2 verwandelu und man erhält: 

c=a(l+/,2) 

2rrc yc ( 1 + 1..2 ) 
II1 = A2 (1 + 1,2) - 1 + 2r- arc tang /.. 

4rrc yc ( 
1I3=~ I- + arc tang /..} 

Setzt man so dann: 

1 + /,2 
I---- arc taugt..= S n r 

-1+ 
I 
I arc tang /.. = S2, 

so wird c durch /, mitteist der beiden Formeln ausgedrücl\t: 

2 

C= I 1 :l 2 [ -l A.2S + 2l f..2(I + A_2)S J :l 
47Ciil ll/381 82 

_ Z181 - 2l:lS2 o 

c- 81 - 282 (1 + /.. 2) ( 1 + /..·), 
aus denen man c und /.. wie oben erhält. Sodann ergeben sich s und g 
mit Hülfe der Formeln (7)). 
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Verteilung der Electricitiit auf zwei Kugeln, die sich 
gegenseitig inflnenzieren. 

Wir wollen an dieser Stelle das bereits im zweiten Teile, Kap. II, §§ 22 u. ff., 
behandelte Problem noch in einer andern Weise lösen, um zugleich eine Anwendung 
eines Coordinatensystems zu geben, welches auch bei der Bestimmung der Electricitäts
verteilung auf einer Kugelkalotte, auf einem durch Rotation eines Kreissegmentes um 
seine Sehne entstandenen Körper und auf einem Ringkörper mit kreisförmigem Quer
schnitt wesentliche Dienste leistet. 

Wir denken uns eine IIalbebene, einseitig begrenzt von einer geraden Linie, die 
wir zur a,·-Achse nehmen. Wir beschriinken die Betrachtung auf diese IIalbebene, 
weil dies für den beabsichtigten Zweck genügt. Auf der x-Achse nehmen wir zwei 
feste Punkte A, und A2 an und verbinden irgend einen Punkt P der Halbebene mit 
diesen beiden Punkten. Den Winkel A, PA 2 nennen wir m. Zu jedem Punkte P 
der Halbebene gehört ein und nur ein bestimmter \V crt vou m; fiir die Punkte inner
halb der Strecke A1A2 ist Ul = 180°, für die Punkte auf den Verhingerungen derseluen 
nach beiden Seiten hin ist Ul = 0. 

Der geometrische Ort aller Punkte P, für welche Ul einen gegebenen Wert hat, 
ist bekanntlich ein Kreisbogen ii ber der Sehne A 1 A2 ; für verschiedene Worte der 
Gonstanten a innerhalb der Grenzen 0 und 180° stellt somit die Gleiclmng Ul = a 
ein System von Kreisbügen über der gemeinschaftlichen Sehne A1 A2 dar. 

Legt man von irgend einem Punkte 11! auf einer der VerHingerungen von A,A 2 

Tangenten an alle diese Kreisbiigen, so sind dieselben siimtlich gleich lang, da nach 
einr.m bekannten Satze der Elementargeometrie jede dieser Tangenten mittlere Pro
portionale zwischen M.A 1 und MA 2 ist. Mitbin liegen die Berührungspunkte aller 
dieser Tangenten auf einem Halbkreise, dessen :ltlittelpnnkt M ist und der alle jene 
durch A1 und A2 gehenden Kreisbögen senkrecht schneidet. Indem man den Punkt 11! 
sieb ändern Hisst, erhält man auf jeder Seite des in der Mitte TOn A1A2 errichteten 
Lotes, welche Linie wir als 7J-Achse nehmen, ein System von Halbkreisen, deren 
Mittelpunkte auf den Verlängerungen der Strecke A1 A2 liegen und die sämtliche 
über A1 A2 stehende Kreisbögen senkrecht schneiden. Jeder dieser Halbkreise hat 
nun die Eigenschaft, dass das Verhilltnis der Entfernungen eines jeden seiner Punkte 
von den beiden festen Punkten A1 und A2 constant ist. Denn ist P ein beliebiger 
Punkt auf der Peripherie eines solchen Halbkreises, so ist, wenn ,1[ sein Mittelpunkt: 

MA 1 ,1/P 
JllT' = Jl!A2' 



366 

also: 

somit: 

folglich: 

Anhang. 

a MA,Pv- C. MPA2, 

PA, PM Jl!A 1 

PA2 = )l/A 2 = P1lf' 

PA, ,/MA1 

PA2 =V MA2 =,const. 

Wir bezeichnen dieses Verhältnis mit /.. und setzen fest, dass der Zähler dieses 
Bruches stets die Entfernung des Punktes P vom Punkte A 1, der Nenner also stets 
die Entfernung des Punktes P vom Punkte A 2 sein solle. Für verschiedene Werte 
der Gonstanten m stollt alsdann die Gleichung ), = m die beiden Systeme von Halb
kreisen dar und zwar variiert /, für die Halbkreise, welche den Punkt A1 um
schliessen, von 0 bis I, und für die, welche den Punkt A~ umschliessen, von 1 bis ro. 

Für den Punkt .111 ist A = 0, für den Punkt A 2 ist /, = ro und für sämtliche Punkte 
der rrAchse ist /,=I. Von diesen Halbkreisen schneidet keiner den andern und 
ferner gehört bei dem zu A1 gehörigen Systeme zu dem grösseren llalbkreise der 
grössere Wert von 1., bei dem zu A2 gehörigen Systeme aber zu dem grösseren Halb
kreise der kleinere Wert von A. 

Auf diese Weise entspricht jedem bestimmten Wertepaare 1., w ein und nur ein 
Punkt der Halbebene und umgekehrt gehört zu jedem Punkte der llalbebene ein und 
nur ein bestimmtes Wertsystem /., w. Von dieser letzteren Behauptung sind höchstens 
die Punkte A, und A 2 selbst auszunehmen, da diesen zwar nur je ein 'Vert von /,, 
dagegen alle Werte von w zwischen den Grenzen 0 und 180° zugehören. !!I an kann 
demnach /., w als Coordinaten eines Punktes der Ebene betrachten und zwar nennt 
man dieselben die bipolaren Coordinaten, die Punkte A, und A 2 selbst die Pole des 
bipolaren Coordinatensystems. Es sei bemerkt, dass man dieses Coordinatensystem 
durch Transformation mitte1st reciprokcr Radienvectorcn aus dem gewöhnlichen 
Polarcoordinatensystem ableiten kann. 

Wir wollen jetzt die rechtwinkligen Coordinaten x, 7J eines Punktes P durch 
seine bipolaren Coordinaten /., w ausdrücken. Setzen wir A, A2 = 2a, P A1 = r" 
PA 2 = r~, so haben wir aus dem Dreieck A 1 PA~: 

wo 0 den Mittelpunkt 

2n = V r~ 2 - 2r1 r2 cos w + 1·1 2 

1• _ 2ar1 

1 
- V r 22 - 2r1 r~ cos w + r 12 

r. = -:;==;;==::.=2=n=r ":=' =====;; - Vr22 -2r1r 2 cosw+r12 

von A, A 2 bezeichnet, oder da ~ = /, 
1''2 

2rz). 
r, = V 1 - 21. cos w + 1.2 

2n 
r2 = 

V 1 - 2i. cos (I) + I? 

{1+2i. cO.~-,~,-+J::! 
PO=a · Vi- 2i. COS•ll + i.~ 

ist: 
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Ferner ist, wenn man den Inhalt des Dreiecl;s A 1 P A3 in doppelter Weise aus
driickt: 

demnach: 
2), sinw 

r, = a 1 - ll), cos w + )/ 
Weiter i5t x = V PO~ -rj2 , folglich: 

1- ),2 
-•=a . 1-2), COSIO + ),2 

Setzen wir noch: 
log),= a, also ), = e&, 

so ist für die mit A1 auf derselben Seite tlcr rrAchse liegenden Punkte 0 > 3 >- co 
und für die mit .A2 auf derselben Seite der rrAchse liegenden Punkte + oo > 3 > 0, 
so dass den Punkten A 1 und A~ selbst respective die Werte - oo und + co ,·on I} 

entsprechen, und es wird: 
1 -e28 

:r- a ---------= 
. - 1 - 2c0 cos w + e28 

2c& sinw r, =a . 
1- 2e8 COSlO + e2& 

Heide Gleichungen kann man, wenn man wie iiblich Y 1 mit i bezeichnet, in 
die eine zusammenziehen: 

Wir denken uns jetzt clie Halbebene einmal um die ,r-Achse herumgedreht und 
bezeichnen den Winl!el, welchen die momentane Lage dieser Halbebene mit ihrer 
ursprünglichen Lage bildet, mit ~: ferner nehmen wir die Riehtuug der r,-Achse in 
ihrer ursprünglichen Lage zur y-Achse und tlie Richtung der rj·Achse, nachdem die 
llalbebene um einen rechten Winkel herumgedreht ist, zur .:-Achse. Dann ist 
y=rjCOS!f, ::=rjsintp und es wird: 

(1) 

1 -c2& 
·r:- a -------
. - 1 - 2e& cos to + e23 

2e& ~in to cos (ll 

y = a 1 - 2e8 cos w ~ e28 

~-a __ 2c& sinw sin:e_. 
- - 1 - 2e11 cos to + e2& 

Die Gleirlmngen 3 = const., w = const., tp = const. stellen nach dem Vorher
gehenden drei orthogonale FHichenschaaren dar, von denen die erste aus l:mter 
Kugeln gebildet wird. ln rechtwinkligen Coordinaten ausgedrückt, lautet die Gleichung 
dieser Schaar von KugelfHichen: 

( l+e2tl)·~ • • • e2& 
.1:- a -"""2& + y- + :.- = 4a- ( 211) 2• 

1-e 1-e 
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Wir können nun annehmen, dass zwei die~er Kugelflf•chen, welchen die Para
meterwerte ll, und ll2 entsprechen, mit zwei gegebenen Kugeln identisch seien. Denn 
sind die Radien dieser gegebenen Kugeln r, und r~ und ihre Centraldistanz c, wo 
c > r, + r2 angenommen werden muge, so hat man zur Bestimmung der Grössen ll,, ll2 
und a die drei Gleichungen: 

(2) 

llieraus 

(3) 

e&• 
2a ------;;;r- = r, , 

1- e-"• 

e&, 
-2a----=r2 

1- e2D, 

{ 
1 + e2&, 1 + e21}•} e20• - e2&, 

c = a 1-l"•- I - e2D, = 2a (1 - e2&,) (1 - e2rt,)' 

folgt: 

3 l/r,2+a2-a 
e '= • r• . 

und es ist bei dieser Bestimmung, wie es sein muss: 

(4) 3~>0>3,. 

Aus den Gleichungen (I) ergiebt sich nun weiter, wenn ds das Linienelement 
hezeichnet: 

und daher, wenn wir mit da das Oberfl:ichenelement auf der Kugel 3 = con~t. be
zeichnen: 

(fi) 
'·I) • l d 

I , c- sm mr uJ ;:> 
I'J=•a----- • 

(1-2c11 cosw +c211f 
Sind jet7.t zwei beliebige Punkte (.t:, y, .:) und (.t,., y', .:') gegeben und bezeichnen 

wir die bipolaren Coordinaten derselben mit (ll, ut, 9) und (ll', tu', 'f'), so gelten 
zwischen den Coonlinaten des ersten Punktes die Gleichungen (1) und zwischen 
den Coonlinnten des zweiten Punlltes dieselben Gleichungen, wenn man darin die 
Griissen x, y, z, i., w, 'f nccentuiert. Aus diesen beiden Gleichungssystemen erhiilt 
man leirht fiir die gegenseitige Entfernung r = l/(.r- x')2 + (y- y')~ + (.:- .:')~ 
der beiden Punllte den Wert: 

wo 
(6) cosy = cosw cosw'+ sinw sinw' cos('f- 9') 

gesetzt ist. llithin: 

_!_=.!- Ye0 +e 3 -2cosw·Ye0'+ c-3' -2cosw'· 1 
r 2a 1/ 3-3' + ll'-D 2 f C C - COSj 

Ist nur~ mit Berücksichtigung des den Grössen l} und 3' zukommenden Vor-
zeichens 

l} > 1}', 
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so ist jederzeit l-11 = e-tn-O') < 1 und man kann demnach den letzten Factor 
des vorstl'henden Austlrncl<s nach Teil II, Kap. ll, § 4 in folgender Weise nach 
J,ap lace'schen r'unctionen entwickeln: 

U-\1' 
---2 1 

I'~~~-~~·-+ cll'..:.a --2 COSj = e V 1- 2e-(8-S') ;~~;-+ e-2t~=il) 
3-tt' n=oo 

= e-~ ~ e-n(li-~Y)P,.(cosj) 
n=O 

n=er.> _ 211+! (!1-ll') l c 2 P,. (cosj), 
n=O 

wo P,. die am angeführten Orte mit X,. bezeichnete Fnuction ist. 
lsl dagegen mit Berücksichtigung des Vorzeichens 

so ist stets ell-11' = e-(ll'-B) <I, und man erh1Ut analog wie vorher: 

n=oo ~;+t (a-U') 

1__ _ _ _ _ _ _ = ~ e - P,.(cosy). 
\ ~~~~-W + t?'-1\- 2 cosy n=U 

I h•mna.·h i~t: 

( . ---- --------- ,- --------· "="' - ~n+~ (O-ll') 

2a) ,}1 + c-11 --2 cosm · \ c11' + e-n· -- 2 cosw' l " 2 P,.(cosr) 
1' 

n=O 
fiir ll> a·, 

P 11 (cosr) 

••=O 
fiir fi<fi'. 

Xach diesen Vorbereitungen gehen wir nun zur eigentlichen Lösung des vor
gelegten Problems iiber. Nach der Po iss on' sehen Theorie der electrischen Y er
teihmg in \'olllwmmc>n isolierten Gonductoren ist nach Eintritt des Gleichgewichts-. 
znstamles die dem einzelnen Conductor ursprünglich mitgetcilfe ElectriciHitsmcnge 
anf ~einer Oberf11iche au~gebreitet und das Gesamtpotential aller dieser OberfHichen
l,ell'gungen iiberall im Innem und auf der Oherf11iche eines jeden Couductors constant. 
Umgekehrt geniigt diese ße1lingnng zur Bestimmung des Gleirhgcwichts. Bc
zcichnl'n daher ll/1 und i1!2 die den bcillen Kugeln nr~priinglich mitgeteilten 
Elecfl·icif1itsmengcn, C'1 uml C2 die cou~tantcn Werte des Gesamtpotentials im Inncrn 
der heitlen Kugeln und 1.-1 und k2 die llichtiglwiten der l~lectrieiHit an der Ober
fHiehe cler~elhen nach eingetretenem Gleirhgewichtswstamle, bedeuten ferner ul, ml, tfl 
die Coonlinaten eines OberfHichenelenwntes tla1 der ersten Kugel, ehenso ll2 , m2 , q>2 

die ('oonlinaten eines Oherf11ichenelcmentcs tlcr2 der zweiten, 11 0, u10, 'fo und llu', w0', tpo' 
1lie Cnonlinatcn eines Punlites im lnncrn re~pective der ersten und der zweiten 
K11gel, endlirh 7'01 die Entfernung des Punktes ll0 , m0 , 'i'o vom Elem~tnte dcr1 und 
haben ru 2, 1'01 ', 1·02 ' analoge Bedeutungen wie 7'01 , so miissen die folgenden Gleichungen 
erfiillt sein: 

:\lathiru, l'utcutialtheoric. 24 
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(8) 

(!1) 

und ans diesPn hat man die vier Griissen k1, k~, C,, C2 zu bestimmen. 

Setzt man uuu die ans den Formeln (5) mul (7) sich ergebenden Austlriieke 

fiir rlcr 1, tlcre, -~-, ... ein, wohei in Bezng auf die letzteren zu beachten ist, dass mit 
10 \ 

Beriicliskhtiguug des Vorzeichens die Ungleichheiten stattfinden: 

so er!t1ilt man folgendes System von Gleichungen: 

O!Tenltar verteilt sich nun die F.lcctricit1it auf den beitlen Kugelf11ichen sym

metrisch znr Centralc derselben, d. h. die Dichtigkeitcn 1.·1 untl !.·.>. sillll unabh1ingig 

von tlcm Winkel 9 untl nur Functionen tles \Vinkels to. ~!an l'ann daher in den 

beiden ersten Gleichungen die Integration nach 9 sofort ausführen und crh1ilt: 



(10) 

Anhang. 

f·:_ k1 sinm1dlll 1 = J.~--
( !) " )'' ., ., • c'•.+ c- '- 2 cosm1 • llo.:a· 

0 

S" 1•2 sin m2dlll2 1ll2 

( cl}• +~::...o. =-2-;s w 2 ) 2 = 8 ~~.;'!. 
0 
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In den beiden audern Gleichungen stehen links und rechts vom Gleichheits-

.! II., - _l_ll' 
zeichcn Potenzreihen der V erändcrlichen e 2 rcspcctivc c 2 ". Da nun 00 zwi-
schen den Grenzen - rn und ll1 und ~t0' zwischen + rn und lt2 ganz beliebig variieren 
kann und fiir alle diese Werte von ll 0 und :10 ' die. Gleichheit jener Potenzreihen 
stattfinden nms~, wenn Gleichgewicht herrschen soll, so ist. die . .; nur miiglieh, wenn 
die Coefficicntcn gleich hoher Potenzen beiclerscits gleich sind. Mau erhiilt daher aus 
den letzten beiden Gleichungen fiir jeden \V er! von n die folgenden Relationen: 

Die Ausdrücke 

c2 1~ ( 'J 
2a ,. cos 1o0 • 

--- -·----------,;---·-- 3 
v cn'+ c-0.1- 2 cosw2 

sind stetige Functioncn der einen Vcriinderlicheu w1 respective tu2• )fau kann sich 
dieselben also in La p I ac c' sehe Hciheu cutwickelt denl<en und zwar sei: 

(12) 

wo die Coefficienten a1, und bp allein vou H1 respective &2 abhiingen. Setzt man diese 
Reihen in die Gleichungen ( 11) ein, so crhftlt man Integrale von folgender ~'orm: 

in denen 

" 2;-: S S P11 (cosraß)PP(coswp)sinwßdwß d'fß• 

0 0 

COS"{aß = COSWa COSWß + Sinwa sinwß COS('fa- Cf'f!), 

24* 
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ferner n eine bestimmte 7.ahl um! 71 eine der Zahlen von 0 bis oo bt. Ein solches 
Integral ist aber stets gleich 0, wenn p vou u verschieden ist, um! es ist gleich 

2n~ 1 P,. (cos wa), wcun p = n ist. Es rcducieren sich somit durch diese Substi

tution die" Glciclnmgcu (II) auf die folgenden einfachen Glciclmngen: 

2n;rt II, 

a,. + e 2 b =~1+1c.. 
n Salt ·• 

aus denen folgt: 

Führt. man noch die Grössen E, "'• q ein mitteist der Gleichungen: 

(13) 

so sind ~. Tj, q2 positive echte Bniche und es wird: 

9 + I C' - C' 2n+t ~+t 
a -~-1 --~L_ !l 
n- Sait 1 -l(2:~+1) ~ 

2 + 1 C' C •2n+l 2n+l 
b = _1_1__ 2 - I e; 7 2 

n Sm: 1 _ q2(2n+l) I 

Setzt mau nun diese Werte in die Gleichungen (12) ein, so erhlilt man fiir die 
JJichtigkeiteu der ElectriciHit auf den beiden Kugeln die Formeln: 

(14) 

_:!_ n=«> 2n+1 ~+I 
1 u ll 2 ~ C, - c. .. ,1 q 

k1 =---::(e 1 +e··~-2cosuJ1 ) (2n+I)---;-.,-----!; • P,.(cosw1) 8a.. 1 _ q·<-n+l) 
n=O 

3 n=ao qn+l 
1 l) -3 ' 2 "''i>,l c. - c, ~-!.:2 =- (e '+ c '- 2cosw2) '7 (2n + 1) ....::--., .,---1j 8a1t .- 1- n·<-n+l) •=O ~ 

!!n+l 

2 P,. (cos w2)· 

Hierin sind aber noch die Grüssen 0 1 und 0 2 unbcbnnt. ;\Ian bestimmt die· 
selben dadurch, dass man die vorstehenden Ausdrücke in die Gleichungen (10) ein
setzt. Dies giebt: 

n=ao • • 2n+1 2n-::!-_! s" p . M, = ~ (2n+ 1)~ 1 -C~rL_ ~ 2 n5COSUl 1)Sl~lto 1 dm! __ 
(l .... 1 - n2(2n+l) ,, a -ll 2 

n=O ~ Q f C 1 + C 1 - COSW1 

1'1 "~,,"' C' C "2"+1 ~"-±~ j'" P ( ) '11 r/ J ~= ~ (•Jn+ ])-~--=--.!.; _____ .,1 2 ___ n cosw2 s1 UJ_2 __ u~_. 
a .- - 1 2(2n+l) ··a ll ··-··-

n=O - q 0 V~ '+ e- '- 2 cosm2 
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:\ un ist ahcr: 
p=.r.. ~p+l 

1' (C<J:it•l)= ~ =-·2--1, (cosw) 
]J I Allll" Jl ' I 

}'=U 

p=·r.. ~fJ +I p=~'"- ~l' +l 

-F ;--=-==-, ....:...:::_--:::= = l e-- 2--- II, 1~, (cos w~) = ~ T; ·-2 -· l'P (costu~). 
\ ,p, + C-U,- 2 COSlll~ ]I=IJ />=U 

Setzt man dic~e Werte in vorstehende Gleichungen ein, so erg-ehen ~id1 Infl>gralc 
vun folgender Form: 

\~., (costu) PI' (cos tu) sintu rbo. 

o" 

llcr Wert dieser Integrale ist (vgl. ~- 187) stl'b glckh 0, wenu I' \'un 11 vcn;chictlcn, 

" mul gleich -1 ~ 1, wenn I' = n i~t. Demna!'h erhiilt man: 
':.11+ 

"="' , 2n+l 
~!!! = ~ ~~---:-C2!) __ ;2"+1 
211 ~ 1 _ q~(2n+l) 

n=O 

n=~ ,.,n+l 
,,,~ _ " ~-L:::-..i:!_;~ _ 2n+l 
•Ia- ..., 1 ~(2n+l) Tl • 
~ n=O - 'i 

Zcrle~t mnn diese unendlichen Rrihcn in zwei, \'Oll denen die eine mit G'1, die 
:uulere mit ('2 multiplicil'rt i~t, eine Operation, die unbedenklkh gestattet ist, :da 
die 'kh crl!'ehcllllcn Reihen unbedingt con,·ergiercn, so crhiilt man nad.J einer ein
fachen Tran~formaliou dieser Reiben: 

(15) 

JI, = C ~ n~ --'~~-- -· C "~~ t/(n+~~ 
2a I> ..., 1 _ 'i4n=2 2 ..., 1 _ '14(n+l) 

n=U ., n=O 

J/, ' n=z r/" ' n=z r/(11+1) 
- = ( .,T; ~ --·- - C, "·- -------• 2rz - a 1 _ ''/4"112 a 1 _ 04(>~+1) 

n=O n=O 1 

Aus diesen (ileiclnmgcn lassen sich •lic Grii~sen C1 und C2 mit leichter )liihe 
bestinunen. Diese Reihen siud zur numerischcnllrrechnung ausscronlrntlich bequem, 
da, wie hcmerlll, die lirüssen !;, r,, r/ positive echte Briichc siwl Ullll daher die Hcihen 
sehr ,(ark con\'l•rgiercn. llurch 1lic Gleichungen (1·1) _und (15) 7.\lsammcugenommeu 
ist nunmehr tlas vorgclt•gte l'ruhlem vollstütHiig gelii~t. 

Fiir die hcitlen Puul;tc der Kugeln, welche die ldeinste rc,pccth·e grüsste Ent
fernung "l'ou einander haben, i,t to1 = to~ = 180° rcspcctive to 1 =tu~= 0. Da nun 

l'"i± I)=(±!)" 
ist, so erh:ilt man: 

II, 11, . n=cr.. 0 +I 2n+l 
I ( ~; - ")'1 ~ 11 C:, - I ~·rt" .2-k1 = ----- <:" ± <: - ~ (=F I) (211 + 1) ----· __ c ____ ; 

Ba:: - 1 _ 'i~(2n+l) 
n=U 

tl. ll, n="' 2 +I 2>~+1 
I ( -: - -.)a ~ ('.,- C;" -2-

k~ = ; - e" ± e - ~ (+ I!" (:?11 +I) ----1---r Sa:: .- l _ 92(2n+t) I 
n-=0 



374 Anhang. 

wo die oberen Zeichen für diejenigen Punkte der beiden Kugeln, welche auf der 
Centrale zwischen den beiden Mittelpunkten liegen, die unteren Zeichen dagegen für 
die auf den Verlängerungeu der Centrale gelegenen Punkte der beiden Kugeln gelten. 

Wir haben oben bemerkt, dass die in den Formeln (14) und (15) auftretenden 
Reihen ausserordentlich stark convergieren. Indessen ist dies nur so lange der Fall, 
als die beiden Kugeln sich nicht zu nahe liegen, Denn je näher sich die KugeJ.n 
liegen, um so mehr nähert sich a und mit a auch lt1 und &2 der Null und um so 
mehr nähern sich e, 7J, q2 dem Werte 1, so dass die Reihen in (14) und (15) auf-

ll 
hören zu convergieren. Man überzeugt sich aber leicht, dass die Verhältnisse 2~ 

und 2&2 und ferner auch die Verhältnisse 2ro1 und ~2 (denn auch w nähert sich mit 
a a ~a 

abnehmendem a der Null) bestimmte endliche Werte behalten, wenn a gegen Null 
bin abnimmt.· Um daher die für den Fall zweier sich berührender Kugeln g11ltenden 
:Formeln zu erhalten, hätte man zunächst C1 = Ct zu setzen und sodann die Grenz
werte aufzusuchen, welchen sich die rechten Seiten jener Gleichungen mit unendlich 
klein werdendem a nähern. Auf diese etwas weitläufige Rechnung gehen wir jedoch 
nicht näher ein, da es uns nur darauf ankam, an einem Beispiele eine Methode 
vorzufiihren, welche bei sehr vielen analogen Aufgaben mit Vorteil angewendet werden 
kann, und der besondere Fall zweier sich berührender Kugeln eine directe Lösung in 
ganz ähnlicher Weise gestattet wie der allgemeine Fall, den wir vorher behandelt 
haben, 
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