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Vorrede zur ersten Auflage.

Seit eciner langen Reihe von Jahren mit dem Unterricht in
der technischen Mechanik an der hiesigen technischen Hochschule
betraut, unternechme ich es, mehrfachen Aufforderungen zufolge,
meine iiber technische Mechanik gehaltenen Vortrige durch den
Druck zu verdffentlichen und zwar nachstehend denjenigen Teil
derselben, der sich auf die Dynamik der im Gleichgewicht befind-
lichen und der nicht im Gleichgewicht befindlichen, also bewegten
Korper, d. h. auf Statik und Kinetik bezieht. Hierbei wire es
denn angemessen gewesen, dem Buche den Titel: ,Technische
Dynamik® zu geben, allein der Umstand, daB man auch heute
noch unter Dynamik vielfach nur die Lelhre von den Kriiften
versteht, insofern dieselben Bewegung hervorrufen, war die Ver-
anlassung, das vorliegende Buch in herkémmlicher Weise als ein
Lehrbueh der Statik und Dynamik zu Dbezeichnen, obgleich in
ihm die Statik als ein Teil der Dynamik aufgefalit ist.

Zuniichst moge es mir gestattet sein, den Standpunkt zu kenn-
zeichnen, von welchem aus ich meine Lehraufgabe behandeln zu
miissen geglaubt habe.

Die Mechanik, durch Forderungen des praktischen Lebens
hervorgerufen, hat im Laufe der Zeit an praktischer Bedcutung
immer mechr zugenommen und dementsprechend auch cine weit-
gehende Ausbildung im Sinne der Praxis erfahren. Anderscits ist
es den Mathematikern gelungen, in ihrem Sinn die Mechanik zu
einen rein theoretischen Wissenschalt anszugestalten, zu einer Wissen-
schaft, dic auf der Stufe, die sie zurzeit erreicht hat, fiiglich als
ein Teil der Mathematik angesehen werden kann. Die Mechanik
lift sich also in zweierlei Weise auffassen: das cine Mal als eine
praktische Ziele verfolgende Wissenschaft, dazu bestimmt, gewisse
Aufgaben der Physik und der Technik zu losen, das andere Mal
als cine abstrakte, wie die reine Mathematik zuniichst von keiner-
lei praktischen Riicksichten beeinflufte, fiir ilire Lehren den groft-
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v Vorrede zur ersten Auflage.

moglichen Grad von Allgemeinheit anstrebende, also moglichst
y,o0konomisch® verfahrende, gleichsam um ihrer selbst willen zu
betreibende mathematische Wissenschaft, die das DMittel liefert,
auch ,die in der Natur vor sich gehenden Bewegungen voll-
standig und auf die einfachste Weise zu beschreiben®, Diese
zweite Auffassungsweise entspricht vorzugsweise dem Standpunkt
der Universitiat; ist ja doch die Universitit von alters her die
fir die Pflege der reinen Geisteswissenschaften bestimmte Stitte.
Aber die technischen Hochschulen haben eine andere Bestim-
mung. Der Technik wegen ins Leben gerufen, miissen sie auch
die Forderungen der Technik als Richtschnur unverriickt im Auge
behalten.

Welche Forderungen stellt nun die Technik an die Mechanik ?
oder mit anderen Worten: Wie ist die Mechanik zu behandeln,
wenn sie den Forderungen der Technik gerecht werden soll? Hier-
fir kann uns der dem Techniker so {iberaus wichtige Zweig der
Mechanik, die Festigkeits- und Elastizititslehre, einen deutlichen
Fingerzeig geben.

Bei diesem bedeutungsvollen Fache des Ingenieurs pflegt man
an den technischen Hochschulen zunéchst die speziellen Fille des
Zuges, Druckes, der Biegung und Torsion von Stiben in eingehend-
ster Weise durchzunehmen, dabei stets in Fithlung mit den wirk-
lichen Verhiltnissen bleibend, und erst dann, wenn die néotigen
genauen Kinsichten in die betreffenden, praktisch so wichtigen Ein-
zelheiten erzielt sind, sich auf einen allgemeineren, héheren Stand-
punkt zu erheben und die allgemeine mathematische Elastizitits-
theorie folgen zu lassen. DalB dieser bei der Elastizitits- und
Festigkeitslehre an den technischen Hochschulen -eingeschlagene
Weg tatsiichlich der richtige ist, dariiber herrscht kein Zweifel.

Was aber fiir den einen Teil der Mechanik des Ingenieurs sich
bewahrt hat, das diirfte auch fiir das Ganze vorbildlich sein. Dem-
gemaB erschiene es Verfasser verkehrt, an den technischen Hoch-
schulen die fiir zukiinftige Ingenieure bestimmte Mechanik gleich
von moglichst allgemeinem Standpunkt aus, als analytische oder
theoretische Mechanik zu behandeln, hierbei die praktische
Verwertung der gewonnenen Resultate im wesentlichen den be-
treffenden speziellen Ingenieurfichern iiberlassend. Nein! Zun#chst
eine den Bediirfnissen des Ingenieurs besonders Rechnung tragende,
auch auf die Anwendungen ein Hauptgewicht legende tech-
nische Mechanik und dann erst fiir Weiterstrebende eine von
allgemeineren, hoheren Gesichtspunkten aus dargelegte und auf
entsprechende hohere Probleme angewandte theoretische Mecha
nik. Man sage da nicht, daf ja an den Vorschulen schon Me-
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chanik getrieben werde und daB man daher recht wohl an der
technischen Hochschule mit einer mehr dem akademischen Stand-
punkt entsprechenden, allgemein gehaltenen theoretischen Me-
chanik beginnen kénne. Demgegeniiber mochte Verfasser behaup-
ten, daf die Mechanik fir den Ingenieur einen integrie-
renden Teil seiner Fachwissenschaft bildet und daf des-
halb auch die Mechanik ihren gesamten Auf- und Ausbau
in einer zweckentsprechenden Weise einheitlich an der
technischen Hochschule erhalten muB. Sie hat sich daher
auch nicht auf einen von anderer Secite gelieferten Unter-
bau zu stiitzen, so wenig ihr Ausbau nach oben auBer-
halb der technischen Hochschule erfolgen sollte.

Noch iiber einen weiteren Punkt will Verfasser sich hier aus-
sprechen. Logischerweise ist die Statik als ein Teil der allge-
meinen Dynamik anzusehen. Soll nun die Statik nicht als beson-
dere Wissenschaft, sondern tatséichlich als ein Teil der allgemeinen
Dynamik erscheinen, so darf auch die Statik, falls sie besonders
behandelt wird, auf keiner anderen Grundlage, als ausschlieilich
auf den allgemeinen Grundprinzipien der Dynamik aufgebaut wer-
den, iiberdies muB ein und derselbe Kraftbegriff in der ganzen
Dynamik zu Recht bestehen. Was soll man aber in der techni-
schen Mechanik unter einer Kraft sich vorstellen?

Der Techniker denkt sich unter einer Kraft, die an .einem
Korper sich geltend macht, unwillkiirlich einen auf den Korper
ausgeiibten Zug oder Druck. Wesentlich auf diesem Kraft-
begriff beruht beim Konstrukteur das ,statische Gefiithl“. Die
Versinnlichung der Kraft durch einen persénlich ausgeiibten Zug
oder Druck ist iiberhaupt so natiirlich und so tief eingewurzelt,
daB er selbst in der theoretischen Mechanik, trotz seiner kiinst-
lichen, wissenschaftlich wohl begriindeten Unterdriickung, noch
eine latente Rolle spiclen diirfte. Wenn nun aber zweckmiiBliger-
weise in der Statik die Kraft als ein ausgeiibter Zug oder Druck
aufgefaflt wird, so sollte dieser Kraftbegriff, dem oben Gesagten
gemilB, auch in der ganzen technischen Dynamik aufrecht er-
halten bleiben. Daf dieses unter voller Wahrung der Wissenschaft-
lichkeit geschehen, oder mit anderen Worten: daf auch hierbei
ein streng logischer Aufbau der ganzen Dynamik auf den fiir sie
festgesetzten Grundprinzipien erfolgen kann, dirften die Ausfiih-
rungen des vorliegenden Buches zeigen.

Indessen ist zuzugeben, daB der vorerwiahnte Kraftbegriff fiir
alle Zweige der Mechanik nicht allgemein genug ist. Da aber
bei eventuellem spiterem Aufsteigen zur theoretischen Mechanik,
in der bekanntlich die Kraft lediglich als eine mathematische
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GroBe aufgefalt wird, namlich als Produkt aus Masse und Be-
schleunigung, die fiir die technische Mechanik so geeignete Auf-
fassung der Kraft als eines ausgeiibten Zuges oder Druckes einer
allgemeineren Auffassung keineswegs hindernd im Wege steht
und darum in der theoretischen Mechanik nicht wieder ausgemerzt
zu werden braucht, so liegt auch keine Veranlassung vor, in der
technischen Mechanik von dem erwihnten, ihr so angemessenen
Kraftbegriffe abzugehen.

Verfasser findet sich zunidchst durch duBere Griinde veranlaft,
in seinen Vortragen iiber technische Mechanik mit der Statik zu
beginnen. Er erachtet es aber auch vom p#dagogischen Stand-
punkt aus nicht fiir ungerechtfertigt, in dieser Weise zu verfahren
und die Statik, diesen so wichtigen Spezialfall der Dynamik,
mit der fir den Techniker erforderlichen Ausfiihrlichkeit zuerst
durchzunehmen. Bei einem solchen Unterrichtsgang miissen dann
eben einige S#tze zunichst als Axiome aufgestellt werden, die
nachtriglich im kinetischen Teil der Dynamik wieder ihren axio-
matischen Charakter verlieren, indem sie dort ihren Beweis finden.

Beziiglich der in diesem Buche behandelten Lehrgegenstinde
mochte Verfasser bemerken, daB es ihm angemessen erschien, . die
neuerdings auch zu praktischer Bedeutung gelangte Kreisel-
bewegung in der technischen Dynamik nicht unerwidhnt zu
lassen. Um jedoch im Sinn der vorliegenden Dynamik zu ver-
fahren, hat Verfasser, sich auf die Theorie des nutationsfreien
Kreisels beschrinkend, eine Losung dieses Problems der Kreisel-
bewegung gegeben, die dasselbe an andere, in der technischen
Dynamik ohnehin zu behandelnde Aufgaben passend anreiht und
auf verhiltnismiaBig einfachem Wege Aufschluf dariiber gibt, wo-
her e¢s kommt, daB ein rotierender schwerer Kreisel in schiefer
Lage merkwiirdigerweise nicht umfillt.

Des weiteren hat es Verfasser fiir zweckmiflig gehalten, in der
Dynamik der bewegten materiellen Systeme als eine geeignete An-
wendung das Wesentlichste aus der Dynamik der Maschinen mit
zu entwickeln. Auch im iibrigen glaubt Verfasser, mit der von
ihm getroffenen Auswahl! der Lehrgegenstinde den Forderungen
der auf die technische Dynamik sich stiitzenden speziellen Ingenieur-
tacher in wiinschenswertem MaBe gerecht geworden zu sein und
ebenso in seinen Ausfiihrungen sich moglichster Klarheit und Griind-
lichkeit befleifigt zu haben. In dieser Beziehung dienten ihm
hauptsdchlich die von ihm mannigfach benutzten meisterhaften Dar-
legungen eines Belanger, Delaunay (seines unvergeSlichen Leh-
rers), Duhamel, Grashof, A. Ritter und Schell als treftliche
Vorbilder. Bei dieser Gelegenheit moéchte Verfasser es auch nicht
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versiumen, der niitzlichen Dienste zu gedenken, die ihm einst bei
seinen ersten Studien in Mechanik das durch klare und praktische
Behandlung tatsdchlicher Verhiltnisse sich auszeichnende Lehrbuch
der Mechanik von Ad. Wernicke geleistet hat. Ebenfalls soll
nicht unerwéihnt bleiben, dal dem vom Verein ,Hiitte“ heraus-
gegebenen bekannten Taschenbuch verschiedene Erfahrungsresultate
fiir das vorliegende Buch entnommen wurden.

Erfreulicherweise ist die Statik heutzutage wohl den meisten
Ingenieuren eine geldufige Wissenschaft. Das kann aber von der
Dynamik der bewegten Korper, trotz ihrer grofen Bedeutung
fiir das Maschinenfach, noch nicht in gleichem Mafle behauptet
werden. Deshalb ist es dem Verfasser in seinem Buche hauptsich-
lich auch darum zu tun, durch eine praktische, moglichst faBliche,
aber trotzdem streng wissenschaftliche Darlegung, der letztgenann-
ten Disziplin noch weiteren Eingang bei den Ingenieuren zu ver-
schaffen, in diesem seinem Bestreben sich eins wissend auch mit
den Verfassern der in der letzten Zeit erschienenen geschitzten
Lehrbiicher der technischen Mechanik von Keck, Foéppl,
Hoppe u. a.

So moge denn das hier Gebotene mit Wohlwollen aufgenom-
men werden als ein von einem Ingenieur verfafites, fiir Inge-
nieure bestimmtes Lehrbuch der technischen Dynamik.

Stuttgart, im Sommer 1900.

Ed. Autenrieth.
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Als ich mit der Neubearbeitung des Werkes meines hoch-
geschitzten Lehrers Ed. v. Autenrieth begann, war ich ent-
schlossen, den Grundzug des Werkes, die Einfachheit der Dar-
stellung, das allmédhliche Aufsteigen vom Einfachen zum Schwieri-
geren zu wahren. Es sollte ein Werk bleiben, bestimmt fiir die
erste Einfiithrung von Studierenden der Technik in die Mechanik,
und bestimmt, dem in der Praxis stehenden Ingenieur ein Rat-
geber zu sein. Da ich mich in den Grundfragen beziiglich der
Stoffeinteilung auf den Standpunkt gestellt habe, den Autenrieth
in der Vorrede zur ersten Auflage dargelegt hat, so habe ich meine
Aufgabe darin erblickt, die seit dem Erscheinen der ersten Auf-
lage neu gestellten Anforderungen der Technik, die in der Haupt-
sache aus dem inzwischen eingefiihrten Schnellbetrieb erwachsen
sind, ferner die neueren Versuchsarbeiten und auch Fortschritte
auf piadagogischem Gebiet zu beriicksichtigen.

Die Einfilhrung des Schnellbetriebes stellte an die Dynamik
weitere Anspriiche gegen fritherhin. So wurden die Schwingungen
und Kreiselwirkungen, die Gleichformigkeit des Ganges von Ma-
schinen und die Massenwirkungen eingehend behandelt, meist zu-
erst nach einer einfachen anschaulichen Methode, der in zweiter
Linie die strengere Methode an die Seite gestellt wurde. Damit
sollte das Eindringen in ein dem Studierenden unbekanntes Gebiet
erleichtert und ihm, wenn er erst einmal die Hauptsache anschau-
lich erfaBt hat, die Moglichkeit gegeben werden, den Nutzen einer
allgemeineren Behandlung fiir das schirfere Verstindnis, sowie den
Wert hoherer Methoden fiir die Kiirze und Ubersichtlichkeit der
Darstellung schitzen zu lernen.

Der Ingenieur braucht die anschauliche Erkenntnis und gibt
den einfachsten Methoden den Vorzug, da ihm im Laufe der Zeit
von seiner mathematischen Schulung manches verloren geht. Wer
aber an die exakte Bearbeitung schwieriger Probleme herantreten
will, mufl iiber die elementarsten anschaulichen Hilfsmittel hinaus-
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gehen und sich die abstrakten abkiirzenden héheren Methoden zu
eigen machen; fiir den weiter Vordringenden geht der Weg vom
Anschaulichen zum Abstrakten. Wenn auch die Erfilllung der zu-
erst genannten Forderung in diesem Buch in den Vordergrund ge-
stellt ist, so ist doch auch der zweiten Forderung insofern Rech-
nung getragen, als ihre Erfillung angebahnt wurde.

Die Mechanik beweglicher Systeme und die zu ihrer exakten
Behandlung notigen Lagrangeschen Gleichungen sind nicht mehr
in das Buch aufgenommen, schon deshalb, weil eine verstindliche
Darlegung mit Anwendungen zu viel Raum erfordert hitte. Dalier
mufite auch das Regulierproblem wegbleiben. Ich bedaure -das
lebhaft und hoffe, es irgendwie nachholen zu konnen. Was- mit
elementaren Hilfsmitteln immerbin dynamisch streng geleistet wer-
den kann, ist in dem Abschnitt iiber die Gleichformigkeit des
Ganges einer Kolbenmaschine und die in ihr auftretenden Massen-
wirkungen gezeigt. Hier soll besonders auf die dynamische Strenge
des angewandten Verfahrens hingewiesen werden; es ist ja vielfach
bei dynamischen Aufgaben der Technik tiblich, durch eine verein-
fachende Annahme die Aufgabe in eine statische zu verwandeln,
um sich die Losung dadurch zu erleichtern; erst nachtriglich sucht
man dann die dynamische Wirkung zu beriicksichtigen. Ein lehr-
reiches Beispiel hierfiir bildet die Schwungradberechnung einer
Kolbenmaschine, die einmal nach dem iiblichen N#herungsverfahren
Radingers, dann, wie schon erwihnt, nach einem strengen Ver-
fahren vorgefihrt ist, wobei schlieBlich die Ergebnisse zahlenmafig
verglichen werden kodnnen. Das strenge dynamische Verfahren
verspricht auch sonst Nutzen, wo immer eine Maschine mit merk-
lich ungleichférmigem Gang zu untersuchen ist, sofern die Be-
schleunigungen oder die zu beschleunigenden Massen hohe Werte
haben.

Neuere Versuchsarbeiten sind in den Absechnitten fiber Reibung
und iiber Stof beriicksichtigt. Wenn die Lehre von der Reibung
ganz auf dem Versuch aufgebaut ist und die Reibungsgesetze in
der Hauptsache als empirische Formelh erscheinen mit Erfahrungs-
koeffizienten, in denen mehr oder weniger viele Einfliisse enthalten
sind, so mag das vom theoretischen Standpunkt aus wenig befrie-
digen; aber die frither geiibte Aufstellung von Reibungshypothesen
und die darauf gebauten Berechnungen befriedigten weder in theo-
retischer noch in praktischer Hinsicht. Die heute gebraduchlichen
Reibungskoeffizienten sind als Erfahrungskoeffizienten gekenn-
zeichnet, die in einfach aussehenden und einfach ausrechenbaren
Reibungsgesetzen stehen, welch letzteren selbst aber keine oder
keine grofle physikalische Bedeutung zukommt. Der Hauptwert
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liegt dabei in den Reibungsversuchen selbst; es moge auch hier
bemerkt werden, daB es noch verschiedene technisch wichtige
Reibungsvorginge gibt, die einer experimentellen Untersuchung
harren.

Das fiihrt auf den Wert des Experimentes in der Mechanik.
Uber diesen ist heutigentages kaum mehr ein Wort zu verlieren.
Die Lebensarbeit C. Bachs hat in dieser Richtung Bahn gebrochen.
Wenn man die experimentellen Arbeiten auf dem Gebiet der Me-
chanik etwa aus den letzten anderthalb Jahrzehnten {iberblickt, so
erkennt man das Bestreben, atch feinere Untersuchungsmethoden

heranzuziehen — es sei an die Weg-Zeit-Indikatoren oder Druck-
Zeit-Indikatoren zur Verfolgung rasch verlaufender Vorginge er-
innert —, ferner bei der Verarbeitung der Versuchsergebnisse, da

wo die einfachsten Methoden nicht mehr ausreichen, vor der An-
wendung hoherer Methoden nicht zuriickzuschrecken und schlieB-
lich, wenn viele Untersuchungen {iiber Einzelfragen vorliegen, einen
umfassenden Standpunkt zu gewinnen.

Was die padagogische Seite betrifft, so wurde immer die An-
schauung vorangestellt und aus dieser heraus sind die Grund-
begriffe formuliert. Ich hatte ofters Gelegenheit, auf den in den
letzten Jahren von Prof. Dr. Eug. Meyer eingefiihrten Demonstra-
tionsversuch Bezug zu nehmen. Er leistet im Vortrag wertvolle
Dienste und wirkt belebend und anregend. Die lebendige An-
schauung vermag immer mehr als das bloBe Wort und die Tafel-
skizze. Dafi ohne die geistige Durchdringung auch die schonste
Demonstration nichts hilft, wird auch vom entschiedensten An-
hinger des Demonstrationsmodelles nicht bestritten. Noch besser
ist es, wenn der Studierende sich selbst mit dem Modell und den
mechanischen Vorgingen in Ubungen beschiftigt, weil er dann zur
Sache selbst in Beziehung tritt und der Trieb zur Betitigung ge-
weckt wird.

An der Verwendung der Vektoren durfte seit dem erfolgreicheu
Vorgehen Foéppls nicht mehr voriibergegangen werden. Die Vek-
toren bilden, insbesondere in dem schwierigen Kapitel von der
Drehung eines Korpers um eine beliebige sich bewegende Achse,
das eleganteste und kiirzeste Darstellungsmittel. Man wird im Ka-
pitel iiber die Drehung formlich auf die Vektordarstellung hin-
gedrangt. Das ist in gleichem MafBle in den einfacheren Teilen der
Mechanik nicht im gleichen MaBe der Fall. Da ich nun die Vek-
torenrechnung zu den héheren eleganten Hilfsmitteln zéhle, zu denen
der Studierende erst hinaufwachsen muf, da ferner auf die Mehr-
zahl der Ingenieure Riicksicht genommen werden sollte, die die
Vektoranalysis nicht kennen, und da nicht zum geringsten schlie-
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lich das vortreffliche Werk Foppls vorliegt, das die Vektordar-
stellung von Anfang an fast ausschlieflich verwendet, so habe ich
die Vektordarstellung erst spiter herangezogen und einen kurzen
Anhang mit dem Allernétigsten und einigen Beispielen angefiigt,
die den mit dieser Rechnungsart nicht Vertrauten von der Kiirze
und Eleganz und dem Nutzen der Vektoranalysis fiir die tech-
nische Mechanik #iberzeugen und zum Studium anregen sollen.

Das Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten, das hauptséich-
lich in der Elastizitétslehre Verwendung findet, ist.in allgemeiner
Fassung nicht aufgenommen; die Keime hierzu findet man in dem
Kapitel iber Arbeit.

Ich habe die Mechanik mit dem populdren Kraft- und Ursach-
Begriff angefangen, der aus unserer Muskelempfindung heraus-
wachst, habe auch die anthropomorphe Auffassung beibehalten, ob-
wohl ich die dagegen erhobenen Einwinde kenne. Ich halte den
Rest von Metaphysik, der diesem Ursachbegriff anhaftet, fiir nicht
bedenklich; dagegen erscheint mir die populire Auffassung des
Kraftbegriffes als zweckmifig und bequem fiir den Ingenieur, der
immer mit Kr#ften zu tun hat und sie als Ursachen von Form-
dnderungen und Bewegungen bezeichnet. Feinere Auffassungen,
die einer schérferen Kritik standhalten, sind fiir die Einfithrung
in die Mechanik, auch fiir Studierende, die auf der technischen
Hochschule anfangen, zu schwierig und passen nicht in den Rah-
men des vorliegenden einfach gehaltenen Buches. Wer sich mit
dem einfachen Standpunkt vertraut gemacht hat und weitergehende
intellektuelle Bedtirfnisse hat, wird in E. Machs ,Entwicklung der
Mechanik® und in dem in systematischer Hinsicht bemerkenswerten
Buch ,Elementare Mechanik® von G. Hamel Belehrung finden.
Entsprechend dem in diesem Werk festgehaltenen Grundsatz: Vom
Einfachsten ausgehend schrittweise zum Schwierigeren héher zu
steigen, sind philosophisch-kritische Erérterungen beiseite gelassen;
sie wiirden den Studierenden ohne Zweifel von der Hauptsache
ablenken, der Anwendung der Mechaniklehren auf technische Pro-
bleme; zu den technischen Anwendungen anzuleiten, bildet aber
das Ziel dieses Buches. Entwicklungsgeschichte und Prinzipien
der Mechanik konnen in einer fiir hhere Semester bestimmten
fakultativen Vorlesung behandelt werden.

Das Lehrgebdude der technischen Mechanik mit einem Mini-
mum von Axiomen zu errichten, oder etwa mit dem umfassenden
Arbeitsprinzip der Dynamik anzufangen, die Gleichgewichtsbe-
dingungen der Statik, das Kriifteparallelogramm und anderes daraus
zu deduzieren, wurde kaum in Betracht gezogen, da es sich mit
dem induktiven Zug des Buches nicht vertrigt. Fiir den Antinger
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verspricht das Tempo und die Ausfiihrlichkeit der Authenrieth-
schen Darstellung mehr Erfolg, als hochste Okonomie und knappste
Systematik.

Erfahrungszahlen wurden nur so weit angefiihrt, als sie nicht
in der ,Hiitte* und anderen Ingenieurtaschenbiichern zu finden
sind, und als sie zu grundsitzlichen Er¢rterungen oder zur Ver-
anschaulichung gebraucht wurden.

Mehrere sonstige MaSnahmen, die alle zu besprechen zu weit
fiihren wiirden, erkliren sich aus dem mehrfach erwihnten Grund-
satz, das leichter Verstiindliche vor dem Schwierigeren zu be-
handeln.

Fir das aufopfernde Mitlesen der Korrektur bin ich Herrn
Gewerbelehrer Fr. Aicher zu groSem Dank verpflichtet.

Stuttgart, im Winter 1913/14.

Max Ensslin.
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1. Kapitel.

Einleitung in die Mechanik.

1. Gegenstand der Mechanik. Wird ein vom Boden auf-
gehobener Stein sich selbst tiberlassen, so fillt er bekanntlich in
einer Vertikalen herab und zwar mit zunehmender Geschwindig-
keit. Wird ein Stein vertikal aufwirts geworfen, so erhebt er sich
in der betreffenden Vertikalen mit abnehmender Geschwindigkeit
bis zu einer gewissen Hohe und fallt hierauf in der gleichen Verti-
kalen beschleunigt wieder zuriick. Wirft man einen Stein schief
hinaus, so bemerkt man, dafl derselbe eine krummlinige Bahn von
bestimmter Form durchlauft. Wird ein frei beweglicher ruhender
Korper gleichzeitig nach verschiedenen Richtungen gezogen, oder,
wie man auch sagt, von ,Kréften“ angegriffen, so fingt derselbe
im allgemeinen sich zu bewegen an und fiihrt eine Bewegung aus,
die abhidngt von den auf den Korper ausgeiibten Kriften. TUnter
Umsténden bleibt aber der Korper, trotzdem er gezogen wird, in
Ruhe. Man sagt dann: er befinde sich im Gleichgewicht.

Derartige Erscheinungen konnten nicht verfehlen, den mensch-
lichen Geist zum Nachdenken anzuregen, sie haben eine besondeie
Wissenschaft hervorgerufen: die Mechanik. Danach wiirde sich
die Mechanik mit der Bewegung und dem Gleichgewicht der
Korper in der Natur beschiftigen und als eine physikalische
Disziplin erweisen.

2. Einteilung der Mechanik. Soll eine stattfindende Bewegung
erforscht werden, so ist vor allem die Art und Weise, wie der
Korper sich bewegt, genau festzusetzen. Ist das geschehen, so liegt
es nahe, auch den Ursachen der beobachteten Bewegung nach-
zuspiiren, d.h. die der Bewegung zugrunde liegenden Krifte auf-
zusuchen. Es treten also bei der Erforschung einer Bewegung zwei
verschiedenartige Aufgaben auf: eine geometrischen und eine
physikalischen Charakters. Dementsprechend hat man denn auch
die Mechanik eingeteilt in Kinematik oder Phoronomie und in

Autenrieth-Ensslin, Technische Mechanik. 2. Aufl. 1
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Dynamik, wobei unter Kinematik oder Phoronomie die
Theorie der Bewegungszustinde und unter Dynamik die
Theorie der die Bewegungszustinde bedingenden Krifte
verstanden wird.

Die Kinematik konnen wir auffassen als eine Erweiterung
der Geometrie. Bekanntlich ist schon in der Geometrie von
Bewegungen die Rede; man denke nur an die Entstehung ge-
wisser Kurven und Flichen (Rollkurven, Umdrehungsflichen, Regel-
flachen usw.), aber bei allen diesen Bewegungen bleibt die Zeit,
wihrend der die Bewegungen erfolgen, aufler acht. In der Kine-
matik dagegen wird auch die Zeit beriicksichtigt, in der die be-
treffenden Ortsverinderungen vor sich gehen.

Was sodann die Dynamik betrifft, so fallen ihr zweierlei Auf-
gaben zu: entweder hat sie fiir stattfindende Bewegungen die den-
selben zugrunde liegenden Krifte zu ermitteln, oder sie hat die
Bewegungen zu bestimmen, die von gegebenen Kriften hervor-
gerufen werden. Letzterenfalls kann es sich aber ereignen, worauf
schon eingangs aufmerksam gemacht wurde, daf die Krifte gar
keine Bewegung hervorrufen und sich gegenseitig im Gleich-
gewicht halten. Diesen speziellen Fall behandelt die Statik. Die
Statik steht also nicht der Dynamik gegeniiber, sie bildet vielmehr
einen Teil der Dynamik. Trotzdem findet man sehr hiufig noch
die Mechanik statt in Kinematik und Dynamik, in Statik und
Dynamik eingeteilt. In diesem Fall hat man dann eben unter
Statik die Lehre von den Kriften zu verstehen, insofern dieselben
im Gleichgewicht sind, und unter Dynamik die Lehre von den
Kriften, insofern dieselben Bewegung hervorrufen, die Kinematik
dagegen anzusehen als eine geometrische Wissenschaft, der Dy-
namik als Hilfswissenschaft dienend. In diesem Sinne genommen
stimmt die Dynamik iiberein mit der als Kinetik bezeichneten
Lehre von der Bewegungserzeugung durch Krifte.

Wie man in der Mathematik Linien, Flichen, geometrische
Korper in ihre kleinsten Teile, Elemente genannt, zerlegt, bzw.
die erstgenannten Groéfen als zusammengesetzt ansieht aus ihren
Elementen, so pflegt man auch in der Mechanik die von ihr in
Betracht gezogenen materiellen Korper aufzufassen als Vereini-
gungen, Systeme von materiellen Punkten, oder kurz als mate-
rielle Systeme. Danach wire in einem materiellen Punkte nur
eine unendlich kleine Menge von Materie enthalten, oder mit anderen
‘Worten: ein materieller Punkt wiirde nur eine unendlich kleine
Masse besitzen. Indessen pflegt man den materiellen Punkt auch
noch anders aufzufassen. Wenn man sagt: ein schief hinaus-
geworfener Stein beschreibe eine Parabel, oder: die Erde bewege
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sich in einer Ellipse um die Sonne, so sieht man hierbei, da ja
eine Linie nur von einem Punkte beschrieben werden kann,
stillschweigend von den Dimensionen dieser Korper ab und denkt
sich die ganze Materie des betreffenden Korpers in einen Punkt
verdichtet. Ein solcher ideeller, eine endliche Masse enthalten-
der Punkt wird dann ebenfalls materieller Punkt genannt.

Bei einem bewegten Korper sind im allgemeinen die Be-
wegungen seiner einzelnen Punkte nicht die gleichen: wéahrend
der Korper im Raume fortschreitet, kann er sich gleichzeitig noch
drehen; es erscheint daher auch zweckmiBig, in der Mechanik
zundchst die Bewegung und das Gleichgewicht von -materiellen
Punkten zu behandeln und darauf die Betrachtung der Bewegung
und des Gleichgewichts von Kérpern oder materiellen Systemen
folgen zu lassen und demgem#f die Mechanik einzuteilen in:

I. Mechanik des materiellen Punktes und
II. Mechanik materieller Systeme. (Korper oder Systeme
von Korpern.)

Letztere kann dann entsprechend den verschiedenen Aggre-
gatzustinden der Naturkdrper wieder zerlegt werden in:

1. Mechanik der festen Korper,

2. Mechanik der tropfbar flissigen Korper oder
Hydromechanik.

3. Mechanik der luftfédrmigen XoOrper oder Aero-
mechanik.

3. Die verschiedenen Entwickelungsstufen der Mechanik.
Diec Mechanik ist nach dem, was oben gesagt wurde, ein Teil der
Physik, sie ist cine Naturwissenschaft und damit eine Er-
fahrungswissenschatt. Dementsprechend hat die Mechanik im
Laufe der Zeit tatsachlich auch eine Behandlung erfahren, &hnlich
derjenigen, die den iibrigen Zweigen der Physik zuteil geworden
ist: Wie man bei diesen durch Beobachtungen und Experimente
zunichst Spezialgesetze fiur die verschiedenen Klassen von Er-
scheinungen ausfindig machte, beispielsweise in der Optik das
Reflexionsgesetz, das Brechungsgesetz usw., so ermittelte
man auch fiir die verschiedenen in das Gebiet der Mechanik
fallenden Erscheinungsarten die Gesetze, die den betreffenden Er-
scheinungen zugrunde liegen. Dahin gehéren: Das Hebelgesetz,
das Gesetz vom Parallelogramm der Krifte, das Gesetz
des freien Falles u. a. Indem man nun die zahlreichen Spezial-
gesetze der Mechanik als feststehende Grund gesetze ansah, konnte
man ein erstes wissenschaftliches System der Mechanik aufstellen,

1*
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das System der Elementarmechanik. Dieses System kommt mit
Recht auch heute noch beim Unterricht in der Mechanik an nie-
deren technischen Lehranstalten zur Geltung. Aber auch in den
Lehrkursen der allgemeinen Experimentalphysik pflegt man die
Mechanik #hnlich wie die anderen physikalischen Disziplinen zu
behandeln, ihre einzelnen Gesetze durch das Experiment vor Augen
zu filhren und zu bestitigen und damit die Mechanik als Ele-
mentarmechanik zum Ausdruck zu bringen. Bei der Elementar-
mechanik blieb man jedoch nicht stehen. In Anbetracht ihrer zahl-
reichen Spezialgesetze lag es nahe, zu untersuchen, ob zwischen
denselben nicht vielleicht ein Zusammenhang bestehe. Das hat sich
in der Tat herausgestellt. Man hat namlich gefunden, daB die
einzelnen Spezialgesetze der Elementarmechanik alle auf einigen
wenigen ,Grundprinzipien® beruhen, aus denen sie durch reine
Verstandesoperationen, durch rationale Titigkeit allein, abgeleitet
werden konnen. Damit war ein zweites, hheres System der Mechanik
festgesetzt, dasjenige der hdheren oder rationellen Mechanik.
Diese hohere Mechanik, die mit Riicksicht auf ihre Grundlagen
noch als eine physikalische Disziplin bezeichnet werden mu8,
kann aber auch mit einer mathematischen Wissenschaft ver-
glichen werden. Wie in Geometrie und Algebra von wenigen
Axiomen ausgegangen wird, so geht man in der hoheren oder
rationellen Mechanik von wenigen Grundprinzipien aus.
Wiahrend aber die Axiome der reinen Mathematik unmittelbar
als richtig eingesehen werden, ist dies bei den Grundprinzipien
der Mechanik nicht in gleicher Weise der Fall, deren Richtigkeit
sich vielmehr erst durch das Ubereinstimmen der aus ihnen ge-
zogenen Folgerungen mit den Beobachtungsresultaten erweist.

Die Grundprinzipien der Mechanik sind als nieht weiter
zerlegbare Tatsachen der Natur aufzufassen.

Als Begriinder der hdoheren oder rationellen Mechanik
ist Newton (1643—1727) zu bezeichnen, der in seinem beriihmten
Werke , Philosophiae mnaturalis principia mathematica®,
von drei Prinzipien ausgehend, auf geometrischem Wege erst-
mals ein System der rationellen Mechanik aufstellte. Aber seine
synthetischen Ableitungen sind iiberaus kiinstlich. Es war da-
her fiir die Mechanik ein grofer Fortschritt, als man es unternahm,
die inzwischen erfundene Differential- und Integralrechnung
fiir die Mechanik nutzbar zu machen und an Stelle der geometri-
schen Konstruktion das rechnerische Verfahren zu setzen. So ent-
stand durch Eulers Vorgehen (Euler 1707—1783) die sogenannte
analytische Mechanik, die bald nach Euler durch Lagrange
(1736—1813) in dessen klassischem Werke: ,Mécanique analy-
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tique® einen hohen Grad von Vervollkommnung erreichte). In
der Regel versteht man heutzutage unter analytischer Mechanik
eine hohere oder rationelle Mechanik, bei der das Augenmerk mehr
auf die Entwickelung allgemeiner Theorien, als auf die praktischen
Anwendungen der Mechanik gerichtet ist. Man will also mit
sanalytisech® nicht gerade zum Ausdruck bringen, daB es sich
um eine Mechanik handele, bei der die analytische Methode aus-
schliefilich zur Anwendung kommt im Gegensatz zur synthe-
tischen Methode, vielmehr will man damit nur den mehr theore-
tischen Charakter der betreffenden hotheren Mechanik andeuten.

Bei den von Newton._ fir die Mechanik aufgestellten drei
Prinzipien lief man es jedoch nicht bewenden. So hat neuerdings
der Physiker Hertz?) in scharfsinniger Weise gezeigt, wie man in
der Mechanik auch mit einem einzigen Prinzip auskommen konnte.

Endlich hat man es auch unternommen, die Mechanik ihrer
physikalischen Grundlage ganz zu entheben und sie nicht mehr
aufzufassen als die Lehre von den Bewegungen der Korper in
der Natur, sondern als eine abstrakte Wissenschaft, die sich
mit gedachten Bewegungen hypothetischer Raumgebilde be-
schiaftigt. Eine solche Mechanik, theoretische Mechanik ge-
nannt, ist dann kein Teil der Physik mehr, sondern eine besondere
Wissenschaft, die der Physik als Grundlage dient; sie ist eine
Mechanik allgemeinster Art, von der die gewohnliche oder physi-
kalische Mechanik nur einen speziellen Fall bildet. So wird in der
theoretischen Mechanik beispielsweise die Masse eines materiellen
Punktes lediglich als Koeffizient aufgefaft, durch den einem geome-
trischen Punkt ein gewisser Wert beigelegt wird, und die Kraft
detiniert als Produkt aus Masse und Beschleunigung, wobei mit
Riicksicht darauf, daf es Beschleunigungen verschiedener Ordnung
gibt, auch Krifte verschiedener Ordnung wunterschieden werden
konnen.

Aber nicht bloB in theoretischer Beziehung hat die Mechanik
in der Neuzeit eine bedeutende Weiterentwickelung erfahren, son-
dern auch nach der Seite der praktischen Anwendungen hin.
So gab die michtig emporstrebende Technik Anlaf zur Bearbeitung
der verschiedensten mechanischen Probleme und weiterhin zur Aus-
gestaltung einer besonderen, den Bediirfnissen des Technikers mog-
lichst entsprechenden Mechanik, der sogenannten technischen
Mechanik. Diese auf physikalischer Grundlage ruhende tech-

Y Niheres iiber die Entwickelung der Mechanik hauptsichlich in Diih-
ring, ,Kritische Geschichte der allgemeinen Prinzipien der Mechanik® und in
Mach, ,Die Mechanik in ihrer Entwickelung¥.

?) Hertz, Gesammelte Werke. Bd.III ,Die Prinzipien der Mechanik®.
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nische Mechanik, die eine der Hauptgrundlagen des Bau- und
Maschinenwesens bildet, wird sowohl als Elementarmechanik,
wie auch als hohere oder rationelle Mechanik dargelegt; es
kommt hier eben darauf an, welcher Kategorie von Technikern
sie zu dienen hat. Bei der fiir den Ingenieur bestimmten tech-
nischen Mechanik mufl angesichts der dem Ingenieur gestellten
Aufgaben unbedingt der hohere Standpunkt eingenommen werden,
gehort doch auch die hhere Mathematik zum unentbehrlichen
Riistzeug des Ingenieurs.

2. Kapitel.

Kraft, Raum, Zeit. Statische und dynamische
Kriifte.

4. Ausgangspunkt des Kraftbegriffes, Merkmale einer Kraft.
Kraftmessung. Krafteinheit. Darstellung durch einen Vektor.
Was wir beim Spannen oder Zusammendriicken einer Feder emp-
finden, beim Biegen eines Stabes, beim Abschieben einer Kegel-
kugel, beim Auffangen eines Schwungballes usf. nennen wir eine
Kraft und sagen, die Kraft sei die Ursache, die Forminderung
oder die Anderung des Bewegungszustandes die Wirkung. Wenn
wir also von Kriaften sprechen, so ist uns das nichts Fremdes; wir
haben in den Muskeln einen besonderen Kraftsinn, wir {iiben
selbst Krafte aus nach unserem Willen und fiithlen die Krifte, die
als ein &uferer Zwang auf uns einwirken. Dieser Zwang wird von
anderen Korpern auf den unsrigen ausgeiibt, indem sie ihn fest-
halten oder in seiner Bewegung beeinflussen. Sind wir nicht selbst
mit unserem Korper an der Forminderung oder der Anderung des
Bewegungszustandes beteiligt, so denken wir uns unsere Muskel-
empfindung eingeschaltet und bringen den mechanischen Vorgang
so unserer Auffassung nahe, z. B. die Spannkraft im Stab eines
Fachwerkes oder in der Kupplung zwischen 2 Kisenbahnwagen,
ja sogar die Anziehung oder Abstofung zweier magnetischer oder
clektrisch geladener Massen und zweier Himmelskorper, und schlieB-
lich Krifte zwischen den kleinsten Stoffteilchen, den Molekiilen,
die die Phantasie der Gelehrten geschaffen hat, um manche sinn-
lich nicht wahrnehmbare Vorgéinge durch ein mechanisches Gleich-
nis zu versinnlichen und zu erkliren. Unser Muskelsinn ist aber
zur Vergleichung der Krifte aus einfachen Griinden nicht geeignet;
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wir brauchen zur Kraftvergleichung oder -messung ein objektives
Kennzeichen, das immer zuverlissige und eindeutige Angaben zu
machen gestattet.

Eine Kraft ist durch GroSe, Richtung, Sinn und Angriffspunkt
gekennzeichnet.

Wir werden uns zuerst mit der Messung der GroBe einer
Kraft beschaftigen. Statt daB wir eine vertikal aufgehingte
Schraubenfeder mit unserer Muskelkraft verlingern, hingen wir
ein Gewichtstiick an, das vermége der Anziehungskraft der Erde
die gleiche Verlingerung hervorruft; beide Krifte nennen wir dann
gleich groB. Eine nfache Kraft wird ausgelibt, wenn wir »n unter
sich gleiche Gewichtstiicke, mit anderen Worten die nfache Masse
oder Stoffmenge anhéngen, die wir vorher auf der bekannten
gleicharmigen Wage hinsichtlich ihrer Gleichheit gepriift haben.
Bei diesem Abwigen gleicher Stoffmengen machen wir leicht die
Wahrnehmung, daf es hierbei auf Form, Griéfe, Farbe und chemi-
sche Beschaffenheit u. a. m. nicht ankommt. Als Vergleichsmasse
nehmen wir vorldufig vorbehaltlich spéterer Zusitze, die Masse des
in Paris aufbewahrten Ur-kg-Stiickes an, das, auf der Hebel-
wage verglichen, einem Liter Wasser von 4° C gleichwertig ist.
Da nun jeder Kraft eine bestimmte Ausdehnung der Feder ent-
spricht, die man an einer Skala markieren kann, so besitzt man
in' der Feder ein Mittel zur Kraftmessung, ein sog. Dynamometer.

Auf den Schalen einer gleicharmigen Wage liege je 1 kg-Masse,
anderseits sei eine gleich grofe Masse an einer Feder aufgehingt;
bringt man Wage und Feder an verschiedene Orte der Erde, so
indert sich an der Wage nichts, wéhrend die Feder, deren Tem-
peratur gleich bleiben mdge, andere, wenn auch nur wenig ver-
schiedene Anzeigen macht; die populdre Ausdrucksweise dafiir
lautet: Die Masse oder Stoffmenge eines Korpers ist iiberall gleich
grofBl, das Gewicht derselben Masse, d. i. die von der Erde auf diese
ausgeiibte Anziehung ist jedoch verschieden; sie #ndert sich mit
der geographischen Breite und der Hohenlage des Erdortes. Man
ist hier noch zum Zwecke eindeutiger Aussagen genotigt, als Kraft-
einheit die Erdanziehung auf ein kg-Stick an einer ganz be-
stimmten Stelle der Erdoberfliche zu definieren; man hat eine
Stelle vereinbart, wo die Beschleunigung eines freifallenden Korpers
g =19,81 [m/sec?] betrtigt (vgl. 143); diese Krafteinheit heiBt kurz
»1 kg-Gewicht“. Streng genommen miite man alle Dynamometer-
skalen mit der an dem bezeichneten Erdort erhaltenen Skala eichen;
da aber das Gewicht von 1 kg-Masse am Aquator nur um rd. 5 g
kleiner ist als am Pol, so darf man im technischen Gebrauch von
den Kkleinen Verschiedenheiten der Erdanziehung absehen und
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pflegt unter 1 kg-Gewicht die auf der Erdoberfliche iiberall als
konstant angenommene Erdanziehung auf 1 kg-Masse anzunehmen.

Wir kehren zu der genaueren Auffassung zuriick und stellen
die grundsitzliche Verschiedenheit der Messungen mit gleich-
armiger Hebelwage und Dynamometer fest: mit der Wage konnen
Massen verglichen werden, mit dem Dynamometer werden
Krifte gemessen. Der eigentliche Sinn - des Begriffes ,Masse*
wird erst ganz klar, wenn man auf die dynamischen Wirkungen
der Krifte eingeht. Solange man nur die statischen Wirkungen
betrachtet, wie es in den nichsten Kapiteln der Fall sein wird,
geniigt das eben Gesagte.

Da wo eine Kraft angreift, liegt ihr sog. Angriffspunkt; be-
festigt man dort einen Faden und iibt einen Zug aus, so gibt der
gespannte Faden die Richtung des Zuges an. Wire der Faden
druckfest und an der Befestigungsstelle gelenkig, so kénnte in der-
selben Richtung wie zuvor ein Druck ausgeiibt werden. Wir haben
demnach auf einer und derselben Kraftrichtung zweierlei Kraft-
sinne zu unterscheiden. Eine Kraft kann durch eine ,Strecke®
oder einen ,Vektor“ dargestellt werden, beide haben die gleichen
Merkmale: Grofle, Richtung und Sinn. Man wihlt zur Darstellung
einen KréaftemafBstab, z. B. 1 mm==100 kg, zeichnet in der Kraft-
richtung eine Gerade und tragt auf dieser z. B. fiir 10000 kg Kraft
eine Lange von 100 mm auf; den Kraftsinn bezeichnet man durch
eine Pfeilspitze. Die Gerade, in der eine Kraft wirkt, heifit deren
Wirkungslinie.

Eine Kraft, die fortwidhrend Richtung und Grofe beibehilt,
wird konstant genannt, sonst verédnderlich.

5. Prinzip der Gegen- oder Wechselwirkung. (Aktion und
Reaktion.) Wir betrachten nochmals einen durch ein Gewicht ge-
spannten elastischen Faden, der an einem Ende aufgehdngt ist.
Den Faden selbst wollen wir der Einfachheit halber gewichtlos an-
nehmen. Bis jetzt war stets nur von einer Kraft die Rede, die
den Faden spannt, es war die vertikal abwirts wirkende Last.
Entfernen wir jedoch den oberen Aufhdngepunkt und halten den
Faden derart fest, daf sich an seinem bisherigen Zustand nichts
andert, so miissen wir zu diesem Zweck einen vertikal auf-
wirts gerichteten Zug ausfiben. Es ist also am Faden aufler der
ersten Kraft noch eine zweite dieser entgegengesetzt titig. Da
der Dehnungszustand des Fadens der gleiche ist wie zuvor, so ist
auch die anspannende Kraft die gleiche, wie die des Gewichtes,
das wir von Anfang an als Ursache der Fadendehnung angesehen
haben.



Kraft, Raum, Zeit. Statische und dynamische Krafte. 9

Es kommt auch offenbar hinsichtlich der erforderlichen Kraft
auf das gleiche hinaus, ob man das eine Ende festhilt und das
andere belastet, oder umgekehrt, wenn nur die Fadendehnung
beidemal gleich groB ist. Denkt man sich den Faden druckfest,
so laBt sich -das Gesagte auf diesen Fall wortlich iibertragen. Driickt
man mit der Hand gegen eine feste Wand, so fiithlt man einen
Widerstand, der auch dadurch zuwege kommt, daB man auf eine
bewegliche Wand driickt, wihrend jemand dahinter steht und durch
einen Gegendruck von gleicher GroSe und Richtung die Bewegung
verhindert., Man denke noch an eine Briicke und ihr Auflager, an
eine Maschinenwelle und ihre Lagerstellen, ja selbst an zwei Magnet-
pole, zwei Weltkorper, zwischen die man durch ein Zugband oder
eine Druckstange eine ideelle Verbindung bringt: man erkennt
aus all diesen Beispielen: eine Kraft tritt nie allein auf, sondern
stets zusammen mit einer gleich grofen wund entgegengesetzten
Kraft; Kraft und Gegénkraft, Aktion und Reaktion, zwischen zwei
Korpern sind gleich groB. Dies ist das von Newton herriihrende
Gegen- oder Wechselwirkungsprinzip. Dasselbe wird be-
sonders deutlich und bestimmt, wenn man auf die inneren Krifte
iibergeht. Unter #uBeren Kriften verstehen wir solche, die ein
Korper von einem anderen aus erfihrt; die inneren Krifte ent-
stehen im Inneren eines K¢rpers von festem Zusammenhang, wenn
dieser von #dufleren Kriften ergriffen wird. Die hierauf beziiglichen
Darlegungen kann man spiter in 222 nachlesen. Vgl. 146.

Der vorhin betrachtete Faden mit den beiden gleich groBen
und entgegengesetzten Kriften an seinen Enden bleibt in Ruhe.
Er éndert seinen Zustand und seine Lage gegeniiber der Umgebung
nicht, so lange die Krafte ungeiindert bleiben. Man beniitzt fiir
eine solche Sachlage die Ausdrucksweise: Zwei gleich groBe
und entgegengesetzte Krifte mit gleicher Wirkungslinie
halten sich an einem Korper das Gleichgewicht, und um-
gekehrt: Halten sich zwei Krifte an einem Korper das
Gleichgewicht, so sind sie gleich groB, haben die gleiche
Wirkungslinie und entgegengesetzten Wirkungssinn. Das
gilt, wie leicht einzusehen, unabhingig von der Form und GrsBe
des belasteten Korpers, unabhingig davon, ob er mehr oder weniger
elastisch ist, also auch dann, wenn er ganz starr wire, d. h. durch
keine noch so groBe Kraft eine Forminderung erlitte. Letateres
nimmt man mit Vorteil stets dann an, wenn man iibersieht, daB
es auf die Forminderung gar nicht ankommt; indem man so etwas
fir die besondere Aufgabe Unwesentliches weglifit, vereinfacht
man diese und kann seine Gedanken auf das Wesentliche ver-
einigen,
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Die beiden oben gesperrt gedruckten Sitze bleiben auch dann
noch richtig, wenn die Entfernung der Angriffspunkte der beiden
Krifte kiirzer und kiirzer wird und schlieBlich auf einen mathe-
matischen Punkt zusammenschrumpft; an einem und demselben
Punkthalten sich zwei gleich grofie und entgegengesetzte
Krifte das Gleichgewicht, sie heben sich gegenseitig auf, iiben
also iiberhaupt keine Wirkung aus. Wir kénnen also iiberall, wo
es uns zweckdienlich erscheint, zwei gleich grofe und entgegen-
gesetzt wirkende Krifte hinzudenken, weil dadurch an dem
vorher bestehenden Zustand der Ruhe oder Bewegung nichts ge-
andert wird, weil eben tatséichlich damit gar nichts geschieht. Da-
von werden wir sehr hiufig und mit grofem Nutzen Gebrauch
machen konnen.

6. Das Trigheitsgesetz. In den folgenden Kapiteln wird zu-
erst die Statik, d. h. die Lehre vom Gleichgewicht der Krafte
behandelt. Um klar zu bleiben, miissen wir uns davon Rechen-
schaft geben, was man unter dem Gleichgewichtszustand eines
Korpers verstehen will. HEs ist der Ruhezustand und der Zustand
der gleichférmigen Bewegung. Der Ruhezustand ist schon als
Gleichgewichtszustand bezeichnet worden; dabei sind am betrach-
teten Korper entweder gar keine Krafte titig, oder solche, die sich
gegenseitig aufheben und keinen den Ruhezustand stérenden Uber-
schufl haben.

Beziiglich des Zustandes der gleichférmigen Bewegung, mit
dem wir bei der Lehre von den Maschinen zu tun haben werden,
kliren uns einige Tatsachen am schnellsten auf. Uber eine dreh-
bar gelagerte Rolle ist ein Faden gelegt, an dessen Enden zwei
gleiche Gewichte gleichzeitig und vorsichtig angehingt werden.
Es herrscht dann Gleichgewicht und Ruhe, die so lange erhalten
bleibt, als an den wirklichen Kriften nichts geidndert wird. Das
ist der uns schon als Gleichgewichtsfall bekannte Ruhezustand.
LiBt man nun auf der einen Seite eine zusiitzliche Kraft auf einem
gewissen Weg oder wahrend einer gewissen Zeit einwirken, so
werden die beiden Gewichte in Bewegung gesetzt. Von dem
Augenblicke an, in dem die Kraft zu wirken aufhért, kann man
mit Hilfe geeigneter Vorkehrungen beobachten, daf die Bewegung
gleichférmig weiterverlduft, d. h. daB die Gewichte in gleichen
Zeiten gleiche Wegstrecken zuriicklegen.

Bei feiner Beobachtung wiirde man freilich finden, daf die
Bewegung verlangsamt wird; man wird aber bald bemerken, daf
dies um so weniger der Fall ist, je leichter sich die Rolle in ihren
Lagern dreht, und man faBt die Uberzeugung, daB wenn die Rolle
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sich ganz ungehindert drehen konnte, wenn ferner der Faden ganz
biegsam wire und die Luft der Bewegung keinen Widerstand ent-
gegensetzte, die Bewegung absolut gleichférmig sein und bleiben
miiBte; ohne hemmende oder treibende Kraft wiirde also die Be-
wegung fortdauernd gleichférmig sein. Die hierbei an der Vor-
richtung titigen Kréfte sind die gleichen, wie im friiher betrachteten
Ruhezustand, und sind als statische Krafte zu bezeichnen. Wir
haben also nicht nur diesen letzteren, sondern auch die gleich-
formige Bewegung als einen Gleichgewichtsfall anzusprechen. Wir
bezeichnen sie mit dem Sammelnamen: Beharrungszustand.
Dynamische Kraftwirkungen wéiren dagegen die, die einen ruhen-
den Korper in Bewegung setzen, oder eine ungleichférmige Be-
wegung hervorrufen, wobei die Bewegung beschleunigt oder ver-
z6gert werden kann.

Es erscheint zweckmiBig, daf der Studierende, schon ehe er
die Statik in Angriff nimmt, den Unterschied zwischen statischen
und dynamischen Kriften kennen lernt, weshalb das Tragheits-
gesetz schon hier in seinem ganzen Umfang mitgeteilt wird. Wir
miissen uns jetzt noch dartiber klar werden, dafB nicht allein zur
Anderung der Geschwindigkeit eines geradlinig sich bewegenden
Korpers Krifte notig sind, sondern auch zur Anderung der Be-
wegungsrichtung, also zur Erzeugung einer krummlinigen Bewegung.
Dies geht aus folgendem Versuch hervor. Durch eine horizontale
festliegende berufte Glasplatte geht eine Drehachse, auf der ein
Kurbelarm steckt. In einiger Entfernung von der Achse befindet
sich im Arm eine Vertiefung, in diese ist ein Kiigelchen frei hinein-
gelegt. Bei langsamer Umdrehung wird das Kiigelchen im Kreis
herumgefiihrt; es #ndert seine Bewegungsrichtung fortwahrend; sie
fallt jederzeit mit der augenblicklichen Tangentenrichtung zusammen.
Bei geniigend rascher Drehung verlifit das Kiigelchen die Ver-
tiefung und zeichnet auf der Glastafel eine gerade Tangente an den
vorher - durchlaufenen Kreis in der Bewegungsrichtung des frei
gewordenen Kiigelchens. Das frei bewegliche Kiigelchen be-
wegt sieh also geradlinig in der ihm augenblicklich
eigenen Bewegungsrichtung, und wie wir dem oben Gesagten
gemif hinzufiigen dirfen, mit gleichférmiger Geschwindig-
keit. Das hiermit beschriebene Trigheitsgesetz lautet:
Ein bewegter Korper verharrt in gleichférmiger gerad-
liniger Bewegung, wenn keine #ufleren Krifte auf ihn
einwirken, oder solche, die sich an ihm aufheben. Xrifte,
die diesen Bewegungszustand sindern, heifien dynamische Krifte
und sind entweder beschleunigende bzw. verzdgernde Krifte, wenn
sie in der Bewegungsrichtung wirken, oder ablenkende Krifte,
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wenn sie auf der augenblicklichen Bewegungsrichtung senkrecht
stehen. Statische Krifte sind demnach solehe, die an einem ruhen-
den oder gleichférmig und geradlinig bewegten Korper angreifen;
dynamische Krifte treten auf, wenn ein Korper nicht gleichférmig
oder nicht geradlinig bewegt wird; nach welcher Mafbeziehung
dies geschieht, ist spiter anzugeben.

Die Forminderung durch eine statische Kraft muf sich so langsam aus-
bilden, daf der XKorper wihrend des Aufbringens der Last nicht in Schwin-
gung gerit; eine Schwingung ist eine ungleichfdrmige Bewegung, deren Unter-
suchung eine Aufgabe der Dynamik ist. Die Forminderung durch eine Ande-
rung der Temperatur wird hier nicht betrachtet.

Bei naherem Zusehen bemerken wir leicht, daf die angefiihrten
Experimente fiir das Trigheitsgesetz nicht beweiskriftig sind; wir
sind gar nicht imstande, eine absolut geradlinige gleichférmige Be-
wegung herzustellen. Dreht sich doch z.B. die berufite Glasscheibe
bei unserem zweiten Experiment mit der Erde und die aufgeschrie-
bene Linie kann gar keine mathematisch genaue Gerade sein. Trotz-
dem hegen wir keinen Augenblick einen Zweifel an der Zweck-
maBigkeit, das Triégheitsgesetz wie oben formuliert zu haben; es
beirrt uns nicht, daB wir bei den Versuchen von stérenden Ein-
fliissen abstrahieren mufiten. Wir sind auch sicher, daB keinerlei
Beobachtung die obige Formulierung des Tragheitsgesetzes um-
stoBen kann, und wir sprechen, angeregt durch die Beobachtung,
mit der Sicherheit einer Definition aus: Wenn an einem Korper
keine Kraft angreift, also das fehlt, oder gleich und entgegen-
gesetzt vorhanden ist, was wir von unserer Muskelempfindung her
kennen, so ist der Korper in Ruhe oder in geradliniger gleich-
térmiger Bewegung, kurz im Beharrungszustand. Jede Anderung
des’ Beharrungszustandes schreiben wir einer Kraft zu. Vgl. S. 6.

7. Raum- und Zeitmessang. Unser Raum- und Zeitsinn be-
tahigt uns nur, Raumgroéfen und Zeitrdume ungefahr zu vergleichen,
es mub daher ein objektives Mafl vereinbart werden.

Die Langeneinheit, -das Meter (m), ist durch die Lénge eines
in Paris autbewahrten Platin-Iridiumstabes verkorpert, wenn dessen
Temperatur 0°C betrigt. Die tausendfache Linge heift Kilo-
meter (km), der 100., 1000. Teil Zentimeter und Millimeter, (cm) und
(mm); der tausendste und millionste Teil des Millimeters heift x und
pu.  Als UrmaB ist auch schon ein bestimmtes Vielfaches der
Wellenldnge einer bestimmten Lichtart vorgeschlagen worden. Das
wire ein Naturmal statt eines Prototypes.

Die Zeiteinheit wird durch die Zeitdauer dargestellt, die ver-
streicht, wenn ein periodisch sich bewegender Korper, ein Pendel,
die Unruhe einer Taschenuhr, die um ihre Achse sich drehende
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Erde, die um die Sonne kreisende Erde eine bestimmte Lage
relativ zu bestimmten anderen Korpern wieder einnimmt. Dabei
ist von vornherein angenommen, der Zeitraum zwischen der Wieder-
kehr je zweier aufeinanderfolgender Deckungslagen sei gleich gro8.
Trotz der hierin liegenden logischen und tatséichlichen Schwierig-
keit wird man nichts anderes machen konnen, als eine Normal-
uhr zu vereinbaren, von der man am ehesten annehmen kann,
dafl sie richtig geht. Als diese Normaluhr sieht man die sich um
ihre Achse drehende Erde an und definiert als 1 Tag = 24 Std.
= 24 .60 Minuten = 24:60-60 Sekunden, die Zeit einer Umdrehung.
Irgendeine mit der Erde fest verbundene Richtung ist der Uhr-
zeiger, der nach einem Tag genau die gleiche Richtung einnimmt,
und zwar gegeniiber dem als ruhend angenommenen Fixsternen-
himmel. Die Ausfithrung dieser Messung haben die Astronomen
zu ibernehmen, die zwei aufeinanderfoldende Meridiandurchgénge
eines Fixsternes bzw. der Sonne beobachten. Die im ersteren Fall
verstreichende Zeit heifit ein Sterntag, im letzteren Fall ein Son-
nentag, im Jahresmittel ein mittlerer Sonnentag, dessen 86400. Teil
die praktisch gebrauchte Zeitsekunde ist. 365 Sonnentage sind
366 -Sterntagen gleich.

Wir zweifeln zwar keinen Augenblick, daf es gleich grofie
Zeiten gebe; wie aber die Gleichheit tatsiichlich nachgewiesen wird,
darin liegt die Schwierigkeit.



I. Abschnitt.
Statik.

3. Kapitel.

Die Zusammensetzung und das Gleichgewicht
der Kriifte.

§ 1. Zusammensetzung von Kriften, die einen Punkt angreifen
und in einer Ebene liegen.

Die Kraft, die zwei andere am gleichen Punkt angreifende
Krafte ersetzt oder, in umgekehrter Richtung wirkend ins Gleich-
gewicht setzt, heiBt deren Resultante (Resultierende, Mittelkraft).
Die gleich groBie Gegenkraft, die die urspriinglichen Krifte ins
Gleichgewicht setzt, nennt man Gegenresultante.

8. Der Satz vom Parallelogramm der Kriifte. Die Resul-
tante R zweier Krifte P, und F,, die einen und denselben
Punkt 4 nach verschiedenen

I, . e L .
Pz 4 Richtungen angreifen, ist
ralvi .
-/ sowohl mnach Richtung als
~ /
- / nach GroBeausgedriicktdurch
-~ / die von 4 ausgehende Dia-
e 4
~ ! onale des aus den Kraft-
4 z, g f

strecken P, und P, gebildeten

Parallelogrammes (Fig. 1).
Damit ist der zun#chst als Axiom zu betrachtende Satz vom

Parallelogramm der Kriafte zum Ausdruck gebracht.

Fig. 1.

9. Graphische Zusammensetzung der Krifte. Handelt es sich
um die Zusammensetzung der Krafte P,, P,, P,, P, (Fig. 2), die
alle den Punkt 4 angreifen, so wird man, falls die Krifte gra-
phisch, d.h. auf der Zeichnung als Kraftstrecken gegeben sind,
die Resultante R dieser Krifte P zweckmiBigerweise auch auf
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graphischem Wege bestimmen. Dabei ist es am n#chstliegenden,
unter Benutzung des Satzes vom Krifteparallelogramm durch auf-
einanderfolgendes Zusam- B
mensetzen von je zwei B gt E
Kriften die Gesamtresul-
tante B zu konstruieren
(Fig. 2). Berticksichtigt
man aber, dall die ge-
suchte Resultante R durch
die Lage des Punktes B,
des Linienzuges 4B, B,-
B, B, (Fig. 2) bestimmt ist,
dessen einzelne Strecken
gleich und parallel den ge-
gebenen Kraftstrecken P
sind, so erhilt man die Resultante der Krifte P einfacher, indem man,
von A ausgehend, die einzelnen Kraftstrecken in der Richtung der
betreffenden Kriifte aneinander auftrigt (Fig.3) und den Anfangs-
punkt A dieses Kriftezuges mit dem Endpunkt B, desselben ver-
bindet. Durch die Ver-
bindungslinie 4B, ist
dann die Resultante R der
Krifte P nach Richtung
und GroBe bestimmt. In
welcher Reihenfolge hier-
bei die einzelnen Kraft-
strecken aufgetragen wer- A
den, ist gleichgtiltig. Den Fig. 8.

Kriftezug 4B, ....B,

Fig. 2 und 3 nennt man das Krafteck oder Kriftepolygon,
und die Verbindungslinie 4B, die SchluBlinie des Krafteckes.
Die Resultante R der den Punkt 4 angreifenden Krafte P
ist also nach GroBe und Richtung ausgedriickt durch die
vom Anfangspunkt des Krafteckes aus gezogene SchluB-
linie des letztern.

Wirken die zusammenzusetzenden Krifte P in einer und der-
selben Geraden, so fallt auch das Kriftepolygon in eine Gerade,
dabei erkennt man, daB die gesuchte Resultante gleich der alge-
braischen Summe der Komponenten ist, wenn man diejenigen der
letzteren, die nach der einen Seite der gemeinschaftlichen Wirkungs-
linie gerichtet sind, als -}-, die entgegengesetzt wirkenden als -—
bezeichnet. Die Resultante ist dann nach derjenigen Seite gerichtet.
deren Vorzeichen sie tragt.
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10. Graphische Gleichgewichtsbedingung, Kommt bei der Kon-
struktion des Krafteckes dessen Endpunkt auf den Anfangspunkt
zu liegen, so ist die Resultante B der Krifte P==0, d.h. es sind
die Krifte P im Gleichgewicht. Damit ergibt sich als graphische
Gleichgewichtsbedingung fir Krifte in der Ebene, die einen und
denselben Punkt angreifen: Es muB das Krafteck sich schliefien.
Z.B.sind drei denselben Punkt angreifende Krafte P, P, P; nur dann im
Gleichgewicht, wenn sich das Kraftedreieck schliefit. Sind ¢, e, ¢,
die den Seiten P, P, P, gegeniiberliegenden Winkel, so ist nach dem
Sinussatz der Trigonometrie:

P, :P,: P, =sinq, :sin g, : sin ¢.

Auf dieselbe Weise bestitigt man auch, dafi zwei gleiche,
einen und denselben Punkt in entgegengesetzten Rich-
tungen angreifende Krifte sich im Gleichgewicht befinden,

11. Zerlegung einer Kraft. Der Satz vom Parallelogramm der
Krifte zeigt uns auch, wie eine Kraft B in 2 Komponenten oder
Seitenkrifte P, und P,, deren Richtungslinien vorgeschrieben sind,
oder wie man kiirzer zu sagen pflegt, in ihre Komponenten nach
zwei Achsen zerlegt werden kann. Man ersieht ndmlich aus dem
Krifteparallelogramm ohne weiteres, daf die gesuchten Kompo-
nenten nichts anderes sind als die Projektionen der zu zerlegen-
den Kraft B auf die beiden gegebenen Richtungslinien, wobei diese
letzteren zugleich wechselseitig die Projektionsrichtungen angeben.
Haufig ist in der Mechanik ohne weitere Beifligung von der Kom-
ponente einer Kraft nach einer bestimmten Achse die Rede. In
diesem Falle ist dann immer die Orthogonalprojektion der
Kraft auf die betreffende Achse gemeint.

Wird zu gegebenen Kriften P, fiir die das Kraftepolygon die
Kraft R als Resultante ergeben hat, noch eine Kraft R’ gleich und
entgegengesetzt B, d.h. die umgekehrte Kraft B oder die so-
genannte Gegenresultante hinzugefiigt, so hat man ein Krifte-
system, fiir das das Kriftepolygon sich schlieBt; es sind daher die
Krifte P mit ihrer Gegenresultanten im Gleichgewicht. Das kdnnen
wir benutzen, um auf graphischem Wege eine gegebene Kraft R
in beliebig viele Komponenten P zu zerlegen. Man wird einfach
ein geschlossenes Polygon konstruieren, in dem die umgekehrte
Kraft R, also die Kraft R/, eine Seite bildet und die iibrigen Poly-
gonseiten parallel den vorgeschriebenen Richtungslinien gezogen
sind. Die betreffenden Seiten dieses Polygons geben dann die ge-
suchten Komponenten zunichst nach Gréfe an. Um nun auch
die Richtungen der Komponenten zu erhalten, beachtet man, da8
in dem zur Konstruktion der Resultanten R dienenden Kréifte-
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polygon (Fig. 8) die Kraftpfeile alle im gleichen Sinn aufeinander-
folgen und. vorliegenden Falles dieser Sinn durch die Richtung der
Kraft R’ festgesetzt ist. Bei Anwendung dieses Verfahrens zeigt es
sich aber auch, da8 die Aufgabe, eine Kraft in Komponenten zu
zerlegen, die mit ihr in einer und derselben Ebene sich befinden,
nur dann eine eindeutige Losung zuldBt, wenn die Zerlegung in
nicht mehr als zwei Komponenten von gegebener Richtung er-
folgen soll.

12. Analytische Zusammensetzung der Krifte. Soll die Resul-
tante R der den Punkt 4 angreifenden Krifte P, P,P,... auf
analytischem Wege festgesetzt werden, so miissen auch die Krifte P
analytisch gegeben sein, d. h. man mub aufler den Gréf8en dieser
Krifte noch die Winkel derselben mit einer bestimmten von A4 aus
gezogenen Richtung kennen. Nehmen wir den gemeinschaftlichen
Angriffspunkt 4 als Ursprung eines rechtwinkligen Koordinaten-
systems an, dessen -} x-Achse durch eine uhrzeigermifige Drehung
um 90° in die -} y-Richtung gelangt, so bestimmen wir die Rich-
tungen der Krifte P dadurch, daB wir die von 4 ausgehende
~x-Achse im Sinne der Zeiger einer Uhr um A drehen, bis sie
mit der von A wegfihrenden Kraftrichtung zusammenfillt, - und
dann die Winkel messen, die bei der Drehung beschrieben werden.
Diese Winkel pflegt man die Richtungswinkel der Kréfte zu
nennen.

Sind ¢« a5 ... die Winkel der Krifte P, P,P;... mit der
- x-Achse, so ergeben sich als Komponenten dieser Krifte nach
den Koordinatenachsen:

X, =P cosq,; X,=P,cosa,; X;==PF;cosa;
Y, =P sineg;; Y,=P,sing,; Y;==F,sinqgy;

Damit hat man an Stelle der urspriinglich gegebenen Krifte P eine
Reihe von Kriften, die in der x-Achse wirken, und eine Reihe
von Kréften in der y-Achse wirkend. Setzt man nun die in der
x-Achse wirkenden Krifte zusammen zu der Resultanten X und
die in der y-Achse wirkenden zur Resultanten Y, wobei man erhilt:

X=X +X,4...=2P,cosq,und Y=Y, Y,-}... =2 P;sing,,
s0 sind die sidmtlichen Krifte P reduziert auf die beiden Krifte
X und Y, die senkrecht aufeinanderstehen. Hierbeiist 1=1,2,3 ...
zu setzen. Die Resultante R dieser beiden letzteren XKrifte ist

dann auch die gesuchte Resultante der Krifte P. Fiir die Grofie
von R ergibt sich demgemiB:

R=VX' Y

Autenrieth~-Ensslin, Technijsche Mechanik. 2. Aufl. 2
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Um nun auch die Richtung von B zu erhalten, bestimmt man
den Richtungswinkel ¢ von B aus den Gleichungen:

X .
cos Q=1 und sin @ =,
in welchen Gleichungen die Vorzeichen von X und Y zu beriick-
sichtigen sind, wéhrend fiir B der Absolutwert zu nehmen ist. Mit
dem Cosinus und Sinus des Winkels ist aber der Winkel selbst in
unzweideutiger Weise [estgesetzt.

In dieser Darstellung ist P stets ein Absolutwert; die Richtung
der Kraft wird ausschlieBlich durch den Sinus und Cosinus des
Richtungswinkels bestimmt. So bedeutet z. B. X=P-cos 0=--P
eine von 4 aus in der -+ x-Richtung wirkende Kraft von der
Starke P; Y= Psin 270%==— P eine in der — y-Richtung wirkende
Kraft P. Oft benutzt man statt dieser strengen Auffassungsweise
die bequeme: eine in der - z-Richtung wirkende Kraft ist positiv,
eine entgegengesetzte negativ in die obigen Gleichungen einzusetzen.
Fiir ¢ ist dann der spitze Winkel zwischen der x-Achse und der
Kraftrichtung zu nehmen.

Die strenge, geordnete Auffassungsweise wird immer bentitzt,
wenn ausgedehnte Berechnungen mit algebraischen Symbolen aus-
zufiihren sind.

13. Analytische Gleichgewichtshedingungen. Die Bedingung
fir das Gleichgewicht von Kriften in der Ebene, die einen und
denselben Punkt angreifen, ist: Die Resultante R der Krifte muf
=0 sein, oder

0=R=VX*I7Y?

womit:
X=0 und Y==0 oder 2'P;cose¢;==0 und Z'P;sin ¢;=0,
wobei wieder ¢=1,2, 3 ... zu setzen ist, d. h. in Worten:

Es muf die algebraische Summe der Komponenten
samtlicher Krafte nach zwei aufeinander senkrecht stehen-
den Achsen je =0 sein, Oder auch: Es muB die algebraische
Summe der Projektionen sdmtlicher Krifte auf zwei aufeinander
senkrecht stehende Achsen je =0 sein.

Wirken die gegebenen Krifte alle in einer und derselben
Geraden, so hat man, in Ubereinstimmung mit dem in 9 Gesagten,
als einzige Gleichgewichtsbedingung:

Es muf die algebraische Summe der gegebenen Krifte

==0 sein, wobei die nach der einen Seite gerichteten Krifte als -,
die entgegengesetzt wirkenden als — zu bezeichnen sind.
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§ 2. Zusammensetzung von Kriften mit gemeinschaftlichem
Angriffspunkt, die nicht in einer Ebene wirken.

14. Satz vom Parallelepiped der Kriifte. Soll die Resultante
B der drei Krifte P, P,P,, die einen und denselben Punkt 4 an-
greifen, aber nicht in der gleichen Ebene
wirken, bestimmt werden, so setze man __,_—-""// e
mittels des Krétteparallelogrammes zu- N / A
néchst die beiden Krifte P, und P, zur A =
Resultanten E, zusammen und hierauf Ny s s
R, mit der dritten der XKrifte P, mit
P;, zu der Resultanten R, dann stellt
die letztere Kraft R die gesuchte Resul-
tante der 3 Krifte P,, P, und P, vor.
Hierbei zeigt nun Fig. 4, daf R ausge-
drickt ist durch die von 4 aus-
gehende Diagonale eines Parallel-
epipeds, fir das der Angriffs-
punkt 4 der Krifte P eine Ecke ist und die von 4 aus-
gehenden Kanten von den Kraftstrecken P, P, P, gebildet
werden. Damit ist der Satz vom Parallelepiped der Krifte
zum Ausdruck gebracht.

Aus Fig. 4 geht aber auch hervor, da die Komponenten P, P, P,
die Projektionen der Kraft R auf die drei in 4 sich schneiden-
den Geraden sind, in denen diese Krifte P wirken. Stehen die
drei Krafte P senkrecht aufeinander, so bilden sie die Orthogonal-
projektionen der Kraft R, Bezeichnet man in diesem Fall mit
a, B, vy die Winkel von R mit den Komponenten P, P,P,, so hat man

P,=Rcosa; P,=Rcosf; P;,=Rcosy

/
%

und R*=P?} P> P;?
oder R? = R?(cos® ¢ -} cos® B 4 cos?y),
woraus cos? ¢ + cos? f 4 cos?y=1,

die bekannte Beziehung.

15. Zusammensetzung beliebig vieler Kriifte, die alle den
gleichen Punkt 4 angreifen. Sollen die Kréfte P, P, P, ... zu einer
Resultanten R zusammengesetzt werden, so kann man wieder ver-
fahien wie bei den Kriften in der Ebene, und unter Anwendung
des Satzes vom Krifteparallelogramm durch sukzessives Zusammen-
setzen von je zwel Kraften die Resultante B bestimmen. Es ergibt
sich aber auch hier wieder, daB diese Resultante R ausgedriickt ist

Pia
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durch die Verbindungslinie des Punktes 4 mit dem Endpunkt des
von A ausgehenden, durch die einzelnen Kraftgrofien und Kraft-
richtungen bestimmten Krafteckes. Der Unterschied gegentiiber von
frither ist nur der, daf jetzt das Krafteck nicht mehr ein ,ebenes®,
sondern ein ,rédumliches® ist. Damit zeigt sich aber die gra-
phische Bestimmung der Resultanten vorliegenden Falles als un-
geeignet. Man wird daher analytisch vorzugehen haben. Zu
dem Ende nehmen wir den gemeinschaftlichen Angriffspunkt 4 als
Ursprung eines rechtwinkligen raumlichen Koordinatensystems an
und bezeichnen die Winkel der gegebenen Kriifte P, P, ... mit den
positiven Zweigen der Koordinatenachsen mit «,, f£,, 7,5 ¢, Ba) V23 - - -
Nunmehr zerlegt man jede der Krifte P in ihre Komponenten nach
den Koordinatenachsen, wobei man erhilt:

X =P, cosey; Y, =P cosp,; Z =P, cosy,
X,=P,cosq,: Y,=P,cosf,; Z,=P,cosy,.

Setzt man jetzt die in der a-Achse wirkenden Kriifte zusammen
zu der Resultanten

X=X +X,-+...=3Pcose; . . . .. (1

und ebenso die in der y-Achse, sowie in der 2z-Achse wirkenden
Krafte zu den Resultanten Y, bzw. Z, die sich ergeben aus:

Y=Y, +Y,-L...=2P,cos
und Z=2,-+2Z,+...=2Pcosy; . . . (1)
wo 1==1,2,3... ist, so hat man an Stelle der urspringlich ge-

gebenen Krifte P die drei in den Koordinatenachsen wirkenden
Krifte X, Y, Z. Diese lassen sich aber nach dem Satz vom Krifte-
parallelepiped zu einer Resultanten R vereinigen, welche Kraft R
dann auch die Resultante der Krafte P ist. Zur Bestimmung von
R hat man zun#chst
R=VX*FY*+Zz* . . . . . (2

Um auch die Richtung der Resultanten R oder die Winkel ¢,
%, ¥, von R mit den positiven Zweigen der Koordinatenachsen zu
erhalten, bemerken wir wieder, dafl die Komponenten X, Y, Z von
R nach den Koordinatenachsen auch die Projektionen von R auf
diese Achsen sind. Man hat daher:

X=R-cosp; Y=R-.cosy; Z=—R-cosy,

WOraus cos X cos y == Y. cos p == z (3)

S@p= R’ x= R’ Y= ®
Hierbei sind fir X, Y, Z die algebraischen Werte und fir R
der Absolutwert zu nehmen.
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16. Gleichgewichtsbedingungen. Sollen die den Punkt 4 an-
greifenden Krafte P im Gleichgewicht sein, so miissen sie sich auf
eine Resultante B =0 zuriickfithren lassen. Es muf also im
Gleichgewichtsfall das Kraftepolygon sich schlieBen. Das
ist die graphische Bedingung des Gleichgewichtes.

Die analytische Gleichgewichtsbedingung, die durch R=10
oder, da R=VX*+4 Y2+ Z? durch die Gleichungen X=0;
Y=0; Z=0 ausgedriickt ist, 148t sich dagegen aussprechen:

Es mufl die algebraische Summe der Komponenten
simtlicher Krifte nach drei aufeinander senkrechten
Achsen je =0 sein.

§ 3. Zusammensetzung von Kriften, die einen frei beweg-
lichen starren Korper in verschiedenen Punkten angreifen
und in einer Ebene gelegen sind.

17. Axiom von der Verschiebbarkeit einer Kraft in ihrer
Wirkungslinie. Die Gleichgewichtsbedingung fiir Krifte, die an
einem Punkt angreifen, konnte mit Hilfe eines einzigen Axioms
aufgestellt werden, némlich mit dem Parallelogramm der Krifte.
Das entspricht dem Umstand, daf bei dem materiellen Punkt als
einzige Bewegungsmoglichkeit eine Verschiebung in Betracht ge-
zogen wird. Wir beschiftigen uns jetzt mit einem starren Korper,
d. h. mit einem Gebilde, dessen Punkte in stets gleicher Entfernung
voneinander bleiben. Einen starren Korper gibt es in Wirklichkeit
nicht, alle Korper sind elastisch und #ndern unter dem EinfluB
von Kriften ihre Form; der starre Korper ist eine Abstraktion,
die dann zuldssig und zweckmiiflig ist, wenn der Gleichgewichts-
oder Bewegungszustand von den tatsichlich auftretenden Form-
dnderungen nicht beeinflufit wird. Ein starrer Koérper kann
sich nun unter dem Einflufl von Kriften verschieben und drehen.
Dieser weiteren Bewegungsmoglichkeit
entsprechend, braucht man zur Aufstel-
lung des Gleichgewichtes eine weitere
Grundlage, das Hebelgesetz. Man kann
dieses auch auf Grund des Axioms von
der Verschiebbarkeit einer Kraft an einem
starren Korper ableiten. Das letztere
Axiom hat folgenden Inhalt.

An dem Krangeriist Fig. 5 seien
B,C, und BC Vertikale, die oberhalb
4 und A4, druck- und knickfest und un-
terhalb 4 und A4, zugfest sein mogen.
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Hangt ein Gewichtstiick G bei C und besteht dann Gleichgewicht,
so wird an diesem Gleichgewichtszustand der duBeren Krifte nichts
getindert, wenn das Gewichtstiick an irgendeine andere Stelle von
BC gebracht wird. Dasselbe gilt, wenn ein Gewichtstiick auf
B, A4, C, verschoben wird.

Denn man darf z. B. in 4 zwei gleiche und einander entgegen-
gesetzte Krafte G hinzufiigen, weil diese keinen Einfluf auf den
vorhandenen Gleichgewichtszustand haben. Die ersichtlichen Krifte
G lassen sich jetzt auch wie folgt gruppieren; die gegebene Kraft
G und von den hinzugefiigten die entgegengesetzte heben sich
nach 5 auf, wie auch eine einfache Beobachtung lehrt. Dann ver-
bleibt nur noch die mit dem gegebenen G gleichgerichtete Kraft
G in A4, d. h. die von € nach 4 in ihrer Wirkungslinie verschobene
Kraft. Diese Verschiebung beeinfluft in offenkundiger Weise die
inneren Kréfte des belasteten Korpers; wenn man also nach diesen
fragt, darf man den Angriffspunkt einer Kraft nicht an eine andere
Stelle der Wirkungslinie verschieben. Wohl aber ist dies zulissig,
wenn allein nach dem Gleichgewichtszustand der #ufieren Krifte
gefragt wird. Das Gesagte gilt allgemein und auch fiir eine dyna-
mische Kraft, da es z. B. fiir die Fortbewegung eines Eisenbahn-
wagens gleichgiiltig ist, ob man vorn mit einer Kraft zieht oder
hinten am Wagen auf der gleichen Wirkungslinie mit der gleichen
Kraft schiebt. Daher gilt der Satz: Der Angriffspunkt einer
Kraft, die einen starren Korper angreift, kann auf der
Wirkungslinie der Kraft beliebig verschoben werden,
ohne daf dadurech der Bewegungs- oder Gleichgewichts-
zustand des von der Kraft angegriffenen Korpers geédn-
dert wiirde, nur mufl der Angriffspunkt der Kraft stets
in fester Verbindung mit dem Koérper stehen. Der Begriff
des starren Korpers und der Satz von der Verschiebbarkeit einer
Kraft sind aufs engste miteinander verkniipft; und noch ein anderes:
es ist nicht notig, an einem starren Korper von einem Angriffs-
punkt einer Kraft zu sprechen; da der Angriffspunkt ohne Ande-
rung des Gleichgewichts- oder Bewegungszustandes auf der Kraft-
richtung verschoben werden kann, so ist als Angriffsstelle einer
Kraft nicht ein Punkt, sondern ein geometrischer Ort, die
Angriffslinie, bestimmt.

18. Das Hebelgesetz als Folge des vorigen Satzes. Statisches
Moment. Im Punkt A4 einer starren Ebene (Fig. 6) mogen sich
die beiden Krifte P und P'=-—P autheben. P’ 1alt sich nach
dem Satz vom Krafteparallelogramm auch durch seine Komponenten
P, und P, ersetzen. Nach dem Satz 17 wird am bestehenden
Gleichgewichts- und Ruhezustand nichts gedndert, wenn P, P, I,
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auf ihren Wirkungslinien verschoben werden, z. B. nach 4,, B,,
B,(4,B, 1 AB, und A, B, |_4B,), worauf man ohne Folgen fiir Gleich-
gewicht und Ruhe so viel von

der starren Ebene wegnehmen

kann, dall der angedeutete

Schwinghebel B, 4,B, iibrig

bleibt, der in A4, einen festen

Drehpunkt haben kann, er

ist mit P, P, P belastet. Eine

Drehung erfolgt nicht, und

zwar unter folgender Be-

dingung. Nach dem Sinus-

gesetz Abschnitt 10 ist

P, :P,=sing,:sing

P, sing, = P, sing,.

Multipliziert man ferner bei-
derseits mit 44, =1, so ist
mit Riicksicht aut die einge-
schriebene Bezeichnung

P lsinq, == P,lsineg,
Pr,=Pyr, . . . . . . . (4

Diese Bedingung muB erfiillt sein, wenn die Kréfte P, und P,
den Hebel nicht drehen sollen. #, und 7, sind die Langen der
Lote von 4, aus auf die Kraftrichtangen von P, und F,. Das
Gleichgewicht des Hebels gegen Drehung ist demnach von den
belastenden Kriften und ihrem senkrechten Abstand vom Dreh-
punkt abhingig, so zwar, daB P,r, = P,r, ist. Diese Produkte
heiflen die statischen Momente der Krifte P, und P, in bezug
auf den Drehpunkt 4, oder in bezug auf eine durch O gehende
und auf der Ebene von P, und », bzw.von P, und r, senkrechte
Drehachse und die Gl. P,r, = P,r, heifit das Hebelgesetz oder
der Satz von den statischen Momenten. Offenbar heben sich
die zwei einander entgegengesetzten Drehwirkungen von P, und
P, am Hebel gerade auf. Das Drehmaf dieser Krafte ist um so
grofler, je grofier dic Kraft und je liinger der Hebelarm ist, und
ist dem obigen zufolge durch das einfache Produkt: Kraft mal
Hebelarm == statisches Moment = P-r gemessen. Wir werden in
Zukunft eine feststchende Ausdrucks- und Bezeichnungsweise be-
nutzen: Das statische Moment der Kraft P, sucht den Hebel in
Fig. 6 im Zeigersinn der Uhr, das statische Moment der Kraft
P, im Gegenzeigersinn um ., zu drehen; wenn notig legen wir
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dem ersteren Moment ein —--, dem letzteren ein —-Zeichen bei. Das
eine Moment kann als Wirkung, das andere als die gleich grofie
Gegenwirkung aufgefaBt werden, wodurch das Gegenwirkungs-
prinzip fir Momente ausgedriickt ist: Moment und Gegen-
moment sind an einem starren Koérper einander gleich.

Unter der Ebene des statischen Momentes verstehen wir die
Ebene der Kraft und ihres Hebelarmes.

Nicht allein der Hebel B, 4,B,, sondern auch ein belichiger
anderer, z. B. B4 B”, ist unter dem Einfluf von P, und P,
im Gleichgewicht, sofern nur immer die Beziehung P,r, = P,¥,
erfiillt ist. Allen Hebeln von der Art B'A B” ist der gleiche senk-
rechte Abstand r», bzw. r, zwischen 4, und der Richtung P, bzw.
P, gemeinsam. Die Drehwirkung von P, um 4, hingt demnach,
wo der Angriffspunkt von P, liege, d. h. wie der Hebel im einzelnen
auch gestaltet sein moge, von der Kraft und ihrem senkrechten
Abstand vom Drehpunkt ab. An die Stelle des Hebels konnen
ebensogut Rollen treten, deren Radien r, und », sind. Ubrigens
konnen dann P, und P,, die den Rollenumfang beriihren, an jedem
beliebigen Punkt des Rollenumtfanges tangential angreifcn, es ist
stets P,r,=P,r, und damit besteht nach dem Hebelgesetz Gleich-
gewicht gegen Drehen.

Auf das Hebelgesetz wird man auch durch Beobachtungen an
Hebeln gefithrt, wobei man auch auf den EinfluB der Reibung im
Drehpunkt des Hebels aufmerksam wird.

Zusatz: Gleichgewichtsbedingung fiir drei in einer Ebene
wirkende Krifte. Der Anblick der Fig. 6, die drei in 4,, B,, B,
angreifende und in einer Ebene gelegene Krifte P, P, und P,
zeigt, die sich im Gleichgewicht befinden, lehrt in Verbindung mit
dem dazu Gesagten, daff drei solche Krifte an einem Korper sich
nur dann im Gleichgewicht befinden, wenn sich die Kraftrichtungen
in einem Punkte schneiden. Denn die Resultante aus zweien dieser
Kriifte muf der dritten entgegengesetzt gleich sein und mit ihrer
Wirkungslinie zusammenfallen.

19. Graphische Zusammensetzung von Kriften, die in einer
Ebene gelegen sind und diese in beliebigen Punkten angreifen.
Seileck oder Seilpolygon. Es handle sich um die Zusammensetzung
der Krifte P,, P,, P,, P, (Fig. 7), die, in einer und derselben
Ebene wirkend, einen starren Korper in den gegebenen Punkten
4,, 4,, 4,, A, angreifen.

Zundchst konnte man P, und P, in ihren Wirkungslinien bis zu
ihrem Durchsehnittspunkte C' verschieben und hier nach dem Satz
vom Parallelogramm der Krafte zu der Resultanten B, zusammen-
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setzen, hierauf R, in #hnlicher Weise mit der Kraft P, zur Re-
sultanten R, vercinigen und schlieflich R, mit P, zu der gesuchten
Resultanten R; allein man kann die Zusammensetzung der Krifte
auch noch auf anderem Wege bewerkstelligen. Man konstruiert ein
Krafteck B, B,...B, (Fig. 8) wie in dem Fall, in dem die Kriifte
einen gemeinschaftlichen Angriffspunkt haben, nimmt in der Ebene
des Kraftecks einen Punkt O, den sog. Pol des Kraftecks, beliebig
an, verbindet diesen Punkt O mit den Eckpunkten B des Kraft-
ecks, zieht C,C, (Fig. 7) parallel OB,; C,C, parallel OB, usf. So

entsteht ein Polygon C,C,C,C,C,C, (Fig. 7), dessen Eckpunkte auf
den Wirkungslinien der gegebenen Krifte P liegen und dessen Seiten
parallel den betreffenden ,Polstrahlen® des Kraftecks sind. Nun
verschiebt (vgl. 17) man die gegebenen Kriifte P in ihren Wirkungs-
linien bis zu den Eckpunkten C des zuletzt konstruierten Polygons
(Fig. 7) und zerlegt hier die Krifte P in ihre Komponenten S nach
den Seiten dieses Polygons, indem man sich hierbei des in 11 an-
gedeuteten Verfahrens bedient. Um beispielsweise die Komponenten
S, und S, der Kraft P, nach C,C, und C,C, zu erhalten, muf man
die zu zerlegende Kraft P, umkehren und sodann durch die End-
punkte der Kraftstrecke P, Parallelen mit C,C, und (,C, zichen.
Damit bekommt man das Kriftedreieck B, B,0 (Fig. 9) und aus
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demselben die gesuchten Komponenten S, und S, nach Griéfe und
Pfeilsinn. Wir sehen aber, daBl es ganz unnétig ist, dieses Krifte-
dreieck (Fig. 9) besonders zu konstruieren, es ist ja in Fig. 8 schon
vorhanden. Diese letztere Figur zeigt iiberhaupt, dal die gesuchten
Komponenten S der Kriifte P durch die Strahlen des Kriftepolygons
bestimmt sind.

Die in den Polygonseiten C,C,, C,C,, C,C, (Fig. 5) wirkenden
Krifte S heben sich, weil jeweils gleich und entgegengesetzt, auf.
Es bleiben somit nur noch die in den &4uBersten Polygonseiten
C,C, und C,C; vorhandenen Kriifte S; und S, iibrig, zwei Krifte,
die die wurspriinglich gegebenen Krifte P ersetzen. Verlingert
man nun die duBersten Polygonseiten C,C, und C,C, bis zu ihrem
Schnittpunkt D, verschiebt die Krafte S, und S; in ihren Wirkungs-
linien bis D und setzt sie hier zusammen zu der Resultanten R,
dann stellt diese Kraft R auch die Resultante der urspriinglich
gegebenen Krifte P vor. Im Kriftepolygon (Fig. 8) driicken die
Kraftstrecken B,0 und OB, die Kriifte S, und §; nach Griéfe und
Richtung aus, demgemif ist auch die Resultante R der Krifte S,
und S; oder die Resultante der Krifte P angegeben nach GroSe
und Richtung durch die Strecke B, B, (Fig. 8). Die Gréfe der Re-
sultanten R ist gleich, mdgen die Krifte P in einem einzigen
oder in verschiedenen Punkten einer Ebene angreifen. Im letzteren
Falle bildet das Seileck das Hilfsmittel, mit dem die Lage der Re-
sultante bestimmt wird.

Verschiebt man die gegebenen Krifte P in ihrer Ebene parallel
mit sich selbst, und zwar jede ganz beliebig, so #ndert sich damit
nicht das Kriftepolygon, wohl aber die Lage des Punktes D, durch
den die Resultante R der Krifte P hindurchgehen muf; man kann
daher sagen:

Durch Parallelverschiebung der gegebenen Krafte P
andert sich weder die Grofe noch die Richtung der Re-
sultanten, nur ihre Lage wird eine andere.

Bringt man in den iuBersten Polygonseiten C,C, und C,C,
(Fig. 7) Krafte S, bzw. S’ an, die den in Fig. 7 bezeichneten
Kriften S, und S; gleich und entgegengesetzt sind, und in den
Punkten C,, C,, C,, C, wieder die Kriifte P,, P,, P;, P,, so halten
sich die Krafte P, S, und S, im Gleichgewicht. Dieses Gleich-
gewicht bleibt aber auch bestehen, wenn man von dem starren
Korper, an dem die Krifte wirken, so viel wegschneidet, da nur
noch ein materielles Polygon C,C,...C,C; fibrig bleibt. Nimmt
man des weiteren die Verbindungen der Stibe des erwihnten
Polygons in den Punkten C gelenkartig beweglich an, so werden
sich die Kriifte P;, S, und Sy auch an einem solchen Stabpolygon
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noch im Gleichgewicht befinden. Die einzelnen Stibe eines Stab-
polygons sind entweder gezogen oder zusammengedriickt, je nach-
dem die beiden gleichen, entgegengesetzten, an den Enden jedes
Stabes wirkenden Krifte S entweder auseinander oder gegeneinander
gerichtet sind.” Handelt es sich um lauter Zugkrifte S an den
Staben, wie in Fig. 7, so konnten letztere auch durch biegsame
Seilstiicke ersetzt werden, man hitte dann ein Seileck. Das hat
Veranlassung gegeben, das Polygon C,C, . ... iiberhaupt als Seileck
oder Seilpolygon zu bezeichnen.

Fir die Konstruktion des Seilecks merke man sich folgende,
im obigen enthaltene Regel:

Eine Seite des Seilecks, z. B. C,(,, verbindet diejenigen beiden
Krifte, mit denen der Polstrahl OB, || C,C; in einem Punkte zu-
sammentrifft, d. h. hier P, und P;.

Solche Seilpolygone spielen in der graphischen Statik
eine groBle Rolle; wir wollen indessen hier nicht ndher auf dieselben
eingehen. In 107 u. f. wird von ihnen noch weiter die Rede sein.

20. Graphische Gleichgewichtsbhedingungen fiir Kriifte in einer
Ebene. Fillt im Krafteck (Fig. 8) der Endpunkt des Kriftezuges P
auf den Anfangspunkt desselben, so ist damit zum Ausdruck ge-
bracht, dal die Resultante B der Krifte P gleich Null ist, daf die
duBersten Seiten des Seilecks C (Fig. 7), da sie einem und demselben
Strahl des Kraftecks parallel gezogen wurden, einander parallel
sind, und daB die in diesen #duBersten Seileckseiten wirkenden, die
gegebenen Krifte P ersetzenden Krifte S gleiche GréBe und ent-
gegengesetzte Richtung haben. Fielen nun die “uBlersten Seileck-
seiten in eine und dieselbe Gerade, so finden sich damit die
Krifte P zuriickgefiihrt auf zwei gleiche, in der nimlichen Geraden
wirkende, entgegengesetzt gerichtete Kriifte S, also auf zwei Krifte,
die im Gleichgewicht sind. Fallen aber die duBersten Seileckseiten
nicht in ein und dieselbe Gerade, oder mit anderen Worten: ist
das Seileck kein geschlossenes, so kénnen auch die beiden die
Krifte P ersetzenden Krifte S sich nicht aufheben, es kénnen die
Krafte P nicht im Gleichgewicht sein. Demgemid8 hat man als
graphische Bedingung des Gleichgewichtes fiir Krifte in
einer starren Ebene:

Es muB sowohl das Krafteck als auch das Seileck
sich schliefien.

SchlieBt sich nur das Krafteck, nicht aber das Seileck, so
reduzieren sich, wie erwiihnt, die gegebenen Krifte P auf zwei
gleiche, in parallelen Geraden entgegengesetzt wirkende Krifte S
oder auf ein sog. Kraftepaar, eine Bewegungsursache besonderer
Art, die wir spiter eingehender betrachten.
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21. Graphische Zusammensetzung paralleler Krifte. Dieselbe
lift sich wieder mittels eines Seilpolygons leicht bewerkstelligen
(Fig. 10), es fillt hierbei nur das Kriftepolygon in eine und die-
selbe Gerade. Daraus folgt dann unmittelbar der Satz:

Die Resultante paralleler Krifte ist parallel den ge-
gebenen Kraften und gleich ihrer algebraischen Summe,
wobei die nach der einen Richtung wirkenden Krafte als
positiv, und die nach der entgegengesetzten Richtung
wirkenden als negativ zu bezeichnen sind. Die Resultante
wirkt dann in dem Sinne, der durch ihr Vorzeichen an-
gegeben ist.

1. Nehmen wir jetzt zwei parallele und gleich gerichtete Krifte
P, und P, und Kkonstruieren mittels eines Seilpolygons die Re-
sultante R (Fig. 11), so ergibt sich

R=—P, -+ P,.



§ 3. Zusammensetzung von Kriften usw. 29

Uberdies hat man:
ANCED~ AN OB,B, und AGCED~ AOB,B,.
Daraus folgt:
CE__ B0 un ED B
ED  B,B, EC,  B,0°
Werden die entsprehenden Seiten dieser Gleichungen miteinander
multipliziert, so erhélt man:

EC, B,B, P
oder auch, wenn man die
Abstande der Krifte P,
und P, von der Wirkungs-
linie der Resultanten R
mit a, , beziehungsweise a,

bezeichnet,

a P

1 2 P ——

— =" a,=P,a,.
ae Pl ? 171 22

Es ist also die Resul-
tante B der beiden paral-
lelen und gleich gerichte-
ten P, und P, zwischen
den letzteren gelegen und
hat eine solche Lage, dal

Pa, =P,a,.
2. Sind die beiden
Krifte P, und P, entgegengesetzt gerichtet (Fig. 12), so erhilt man
R=P —0P,
und auf dhnliche Weise, wie vorhin, wieder die Beziehung
Poa, =P,a,.
Diesmal liegt aber R nicht zwischen P, und F,.

3. Bei der Konstruktion der Resultanten von zwei parallelen
und entgegengesetzt gerichteten, gleichen Kriften P ergibt sich
R =0, oder sagen wir unendlich klein, und der Durchschnitts-
punkt D der beiden “dullersten Seilpolygonseiten im Unendlichen
gelegen. Die Resultante eines Kraftepaares wire damit eine
unendlich Kkleine und ferne Kraft, also keine wirkliche Kraft.
Darum erfordern die Kriftepaare auch eine besondere Behandlung.



30 Statik. Die Zusammensetzung und das Gleichgewicht der Krifte.

22, Das Kriiftepaar und seine Wirkung. Sitze vom Kriifte-
paar. Den Tformigen Steckschlissel, mit dem man das Ventil
eines Hydranten 6ffnet, bedient man in der Weise, dal man die
beiden Enden des Querstiickes mit den Hinden fafit und mit der
einen zieht und mit der andern gleich stark driickt, und zwar in
paralleler Richtung. Das tut man ohne Uberlegung instinktiv und
iibt dabei ein sog. Kraftepaar aus, d.h. zwei gleich grofle, ein-
ander entgegengesetzte Parallelkrifte, die in einem gewissen Ab-
stand voneinander angreifen. Die Schraubenspindel des Hyd-
ranten wird durch den beschriebenen Handgriff gedreht, ohne daB
eine seitliche Kriéftewirkung auf die Spindel ausgeiibt wird. Das
Kriaftepaar sucht an einem frei beweglichen Korper eine
reine Drehwirkung hervorzurufen. Freilich ist die Lage des
Kriftepaares, das auf einen Steckschliissel ausgelibt wird, eine ganz
spezielle; die Ebene, die man durch die beiden Krifte des Paares
hindurchgelegt denken kann, die sog. Ebene des Kraftepaares,
steht némlich auf der Drehachse des Steckschliissels senkrecht;
diese Stellung gibt man der Ebene des Kriftepaares ebenfalls ganz
instinktiv, indem man der Beweglichkeit des Steckschliissels, der
nur um seine Achse drehbar ist, sich anpaft. Man kann aber jetzt
in Gedanken leicht vollends zu einem vollstindig frei drehbaren
Korper iibergehen und erkennt die Richtigkeit der allgemeineren
Aussage tber die Wirkung des Kriftepaares. Was iibrigens an
dem Stecksechliissel eintritt, wenn die Ebene des ausgeiibten Krafte-
paares schrig zur Achse des Schliissels steht, ist wohl an sich
leicht zu vermuten — es tritt neben dem Drehbestreben um die
Achse des Schliissels eine Biegung dieser Achse auf — wird jedoch
dann erst vollkommen durechsichtig, wenn wir die Zerlegung von
Kraftepaaren kennen gelernt haben.

Wir haben jetzt noch die GroBe des Kriftepaares anzugeben,
von der die Stdrke der von ihm ausgehenden Drehwirkung ab-
hingt. Die Drehwirkung einer Kraft in bezug auf einen Dreh-
punkt wird durch das statische Moment der Kraft in bezug auf
diesen Drehpunkt gemessen. Nehmen wir nun in unserem obigen
Beispiel den Drehpunkt auf der Achse des Steckschlissels und in
der Ebene des Kriftepaares und bezeichnen mit #», und r, die
senkrechten Abstinde dieses Punktes von den beiden Kriften P
des Paares, so ist das statische Moment der beiden Krafte:

M=Pyr, + Pr,=2P-a,

wenn r, +r,=a den senkrechten Abstand der beiden Krifte des
Paares — den sog. Hebelarm des Kriaftepaares — bedeutet;
die beiden Anteile Pr, und Pr, drehen gleichsinnig und sind
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deshalb zu addieren. Wie sich a auf », und r, verteilt, ist gleich-
giiltig; es muB nur r, +»,==a sein.

Das Kriftepaar hat demnach folgende Hauptmerkmale: Groge,
Stellung, Drehsinn; sie sind festgelegt durch das statische Moment,
durch die Stellung der Ebene der beiden Kriifte und den Dreh-
sinn; iiber den letzteren wird im Abschn. 27 das Erforderliche ver-
einbart.

Wie eine Kraft nie ohne Gegenkraft in Titigkeit treten kann,
so ein Kraftepaar nie ohne Gegenkriftepaar, womit das Gegen-
wirkungsprinzip fiir Momente zum Ausdruck gebracht ist. Kriifte-
paar und Gegenkriftepaar sind miteinander im Gleichgewicht. Er-
liuterungen hierzu werden im 5. Kapitel iiber die Widerstands-
krifte gegeben.

Uber die Kriftepaare lassen sich einige Sitze auf dem Wege
der Uberlegung ableiten.

1. Satz: Ein Kriiftepaar kann in seiner Ebene beliebig
verschoben oder auch in eine Parallelebene versetzt und
dort verschoben werden, ohne dafl dadurch der Bewegungs-
zustand des starren Korpers, an dem das Kriftepaar
wirkt, eine Anderung erleidet.

Wir beweisen zuniichst, dal ein Kriftepaar in seiner Ebene
parallel verschoben werden darf.

Es sei P(d,4,)P (Fig. 13) das gegebene Kriftepaar, 4,’4.’
eine an beliebiger Stelle der Ebene des Kriiftepaares gezogene
Strecke gleich und parallel
A A,, also A A,A, A ein Pa-
rallelogramm. DBringt man nun
in 4" und A4," je zwei gleiche
und direkt entgegengesctzte
Krifte P gleich und parallel
den Kriiften P des gegehenen
Kriftepaares an, so wird da-
durch am Bewegungszustand
des starren Korpers, an dem
das gegebene Kriftepaar wirkt,
nichts geiindert. Wir konnen
aber jetzt die einmal durch-
strichenen Kriifte P zusammen-
setzen zu einer Resultanten
R, =2P, dic zwischen ihren
Komponenten, und zwar in gleichen Abstinden von denselben,
also durch den Punkt C, hindurchgeht. Ebenso liefern die zwei-
mal durchstrichenen Krifte P cine Resultante R, =2P, die gleich-
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falls durch C hindurchgeht. Somit konnen die vier durchstrichenen
Krafte P ersetzt werden durch die beiden einander gleichen
und direkt entgegengesetzten Krifte R, und R,, woraus folgt,
daB die genannten vier Krifte P sich autheben. Es bleiben
daher nur noch die in der Figur nicht durchstrichenen, das Krifte-
paar P(4,'A,)P bildenden Krafte P iibrig. Letzteres Kriiftepaar
kann demgemif das urspriinglich gegebene ersetzen. Damit ist
der Beweis geliefert, daf man ein Kréiftepaar in seiner Ebene
parallel verschieben darf.

Sieht man jetzt die Fig. 13 als eine perspektivische Zeichnung
an, in der die simtlichen angedeuteten Krifte in senkrechter Lage
zur Ebene des Parallelogramms 4,4,4,’4," angenommen sind, so
erkennt man sofort, daf das urspriinglich gegebene Kriftepaar

P(A,A,)P ersetzt werden
kann durch das in einer
Parallelebene gelegene
Kraftepaar  P(4,”4,)P.
Somit ist es {berhaupt
zuldssig, ein Kriaftepaar
in eine Parallelebene (zu-
néchst parallel mit sich
selbst) zu versetzen, ohne
am  Bewegungszustande
des vom Kriftepaar ange-
griffenen starren Korpers
etwas zu andern.

Gehen wir wieder von dem wurspriinglich gegebenen Krifte-
paar P(4,4,)P aus, legen durch die Mitte C von 4,4, (Fig. 14)
unter einem beliebigen Winkel ¢ eine Gerade, tragen auf derselben
die Strecken

CA/'=C4, wuwnd C4,/=0CA4,

ab, bringen in 4,” und 4," je zwei gleiche und direkt entgegen-
gesetzte Kréifte P senkrecht zu 4,"4,” gerichtet an, so wird da-
durch der Bewegungszustand des starren Korpers nicht geidndert.
Nunmehr kénnen die einfach durchstrichenen Krifte P zu einer
dureh D, gehenden in der Halbierungslinie CD, des Winkels
A,CA," wirkenden Resultanten R, zusammengesetzt werden, ebenso
die doppelt durchstrichenen Krafte P zu der Resultanten R, in
der Richtung CD, wirkend. Da aber R,==R,, so heben sich alle
vier durchstrichenen Kriifte P auf. Es bleibt also nur noch das
Kriftepaar P(A4,"4,")P iibrig, woraus folgt, daB dieses das urspriing-
lich gegebene Kriftepaar P(4,;A4,)P ersetzen kann, und daB man
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demgemif ein Kréftepaar tatsichlich um den Mittelpunkt seines
Hebelarmes beliebig in seiner Ebene drehen darf. Wenn man
aber ein Kriiftepaar parallel verschieben und dann noch um einen
beliebigen Winkel in seiner Ebene drehen kann, ohne den Be-
wegungszustand des starren Korpers, an dem das Kréaftepaar
wirkt, dadurch zu #ndern, so heifit das nichts anderes als:

2. Satz. Man darf das Kriaftepaar in seiner Ebene be-
liebig verschieben, ohne damit den Bewegungszustand
des von dem Kr#éftepaar angegriffenen starren Korpers
zu &ndern.

Zudem ist es nach dem, was wir oben gefunden haben, er-
laubt, das Kraftepaar in cine Parallelebene zu versetzen. In dieser
kann es dann wieder beliebig verschoben werden.

3. Satz. Ein Kriaftepaar kann durch ein anderes, in
der gleichen Ebene gelegenes Kriftepaar ersetzt werden,
wenn letzteres dasselbe Moment besitzt wie ersteres.

Um zu beweisen, daf das Kriftepaar Q(B, B,)Q (Fig. 15) die-
selbe Wirkung hat wie das Kriaftepaar P(4,4,)P, wenn Q- (B, B,)
=P (4, 4,), oder wenn Q-b=Pa, tragen wir von 4, aus in der
Verlingerung von 4,4, die Strecke 4,B ab gleich b: bringen in
A, und B senkrecht zu 4, B je zwei gleiche und direkt entgegen-
gesetzte Krifte @ an und setzen die durchstrichenen, nach oben
gerichteten Krafte P und € zusammen zu einer Resultanten
R=P -+ Q. Diese Resultante R, die, parallel den Komponenten
P und @, nach oben gerichtet ist, geht mit Riicksicht darauf, daB
der Voraussetzung nach P-¢=@Q-b ist, durch den Punkt 4, hin-
durch, sie hebt also die beiden ebenfalls in A4, wirkenden, nach
unten gerichteten Krifte P und @ auf; tibrig bleiben daher nur

Autenrieth-linsslin, Technische Mechanik. 2. Aufl. 3
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die beiden, das Kriftepaar Q(4,B)Q bildenden XKrifte . Dem-
gemiB ersetzt auch dieses Kriftepaar Q(4,B)Q vom Momente Q-b
das Kriftepaar P(4,4,)P vom Momente P-a, womit der oben aus-
gesprochene Satz bewiesen ist.

Durch Angabe des Momentes des Kriftepaares und der Ebene,
parallel der das Kriftepaar zu wirken hat, ist daher ein Krafte-
paar vollstindig bestimmt.

23. Zusammensetzung von Kriiftepaaren, die in der gleichen
Ebene oder in Parallelebenen gelegen sind. Es seien zunichst die
beiden in einer Ebene oder in Parallelebenen gelegenen Krifte-
paare von den Momenten -} Pa und - Qb zusammenzusetzen.

Das Kriftepaar |- Qb

(Fig. 16) konnen wir er-

setzen durch das Krifte-

paar @ a, wobei @ a=Qb

sein  muB, hierauf ver-

schieben wir das Krifte-

paar Q'a, bis die Wir-

kungslinien der Krifte P

und @’ sich decken, und

setzen die in einer und

derselben Geraden wirken-

den Krifte P und @ zu-

sammen je zu der Resultanten R = P-}- @’; damit erhilt man aber
ein Kriftepaar vom Moment

Ra= (P} Q)a=Pa-} @a=Pa - Qb.
Hatte man die Kriftepaare 4 Pa und — Qb zusammenzusetzen ge-
habt, wiirde sich in dhnlicher Weise ein resultierendes Kraftepaar
ergeben haben vom Momente

Ra=P—Q)a=Pa— Qa=Pa—Qb.
DemgemiB ist der Satz erwiesen:

Zwei Kraftepaare, die in der gleichen Ebene oder in Parallel-
ebenen wirken, lassen sich ersetzen durch ein einziges, in derselben
Ebene, bzw. in einer Parallelebene gelegenes Kriftepaar, dessen
Moment gleich der algebraischen Summe der Momente der ge-
gebenen Kriftepaare ist. )

Daraus folgt weiter:

Beliebig viele Kraftepaare, die in der gleichen Ebene
oder in den Parallelebenen eines Korpers gelegen sind,
lassen sich vereinigen zu einem einzigen, resultierenden
Kréaftepaar, dessen Ebene parallel den Ebenen der ge-
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gebenen Kriftepaare ist und dessen Moment durch die
algebraische Summe der Momente dieser Kriaftepaare an-
gegeben wird.

24, Reduktion von Kriften in einer Ebene. Beliebige Krifte
in einer Ebene koénnen nach 19 mit Hilfe des Seileckes zu einer
Resultierenden oder in besonderem Fall zu einem Kriftepaar ver-
einigt werden, wodurch das Kriftebild vereinfacht und iibersicht-
licher gemacht wird. Die durch Zeichnung gefundenen Krifte er-
setzen die gegebenen Krifte vollstindig hinsichtlich des Gleich-
gewichtes oder des Bewegungszustandes.

Auf analytischem Wege verschafft man sich eine Ubersicht
und ein vereinfachtes Kraftebild, indem man die Krifte auf einen
beliebigen Punkt, das sog. Reduktionszentrum (Bezugspunkt),
reduziert, ein Punkt, dem vorerst keine physikalisch-mechanische
Bedeutung zukommt.

Wir nehmen in der Ebene der Krifte P, P, P, P, Fig. 17 einen
beliebigen Punkt O als Reduktionszentrum an, ziehen durch O
Parallelen mit den Wirkungslinien der gegebenen Krifte P und
bringen auf jeder dieser Parallelen in O zwei der betreffenden

Kraft P gleiche und einander entgegengesetzte Krifte an. Dadurch
g%



3¢  Statik. Die Zusammensetzung und das Gleichgewicht der Krifte.

erfahrt der Gleichgewichts- oder Bewegungszustand des von den
gegebenen Kriften ergriffenen starren Korpers keine Anderung.
Wir haben jetzt in Fig. 17 vier in O angreifende, nach Richtung
und Grofe mit den vier gegebenen Kriften iibereinstimmende
Krifte, und vier durch romische Ziffern gekennzeichnete Krifte-
paare; die ersteren lassen sich ersetzen durch eine einzige, O an-
greifende Resultante B,, die sog. Reduktionsresultante, die
letzteren nach 23 durch ein resultierendes Kriftepaar vom Mo-
ment M,, das sog. Reduktionsmoment. Das Wort: Reduktions-
moment darf man beniitzen, weil nach 22 die Wirkung des resul-
tierenden Kriftepaares durch sein statisches Moment gemessen wird.
Physikalisch bedeutet die Reduktion der gegebenen Krifte auf den
Punkt O, daB Reduktionsresultante und -moment die gegebenen
Krifte in ihrer Wirkung auf den Gleichgewichts- oder Bewegungs-
zustand des belasteten Korpers ersetzen konnen oder, mit ihnen in
Gegenwirkung gebracht, sie aufheben, ihnen das Gleichgewicht halten.

Aus dieser letzten Bemerkung liaSt sich ein wichtiger SchluB
ziehen. Zunichst ist daran zu erinnern, das die Reduktionsresul-
tante R, nach einer in 19 gemachten Bemerkung die gleiche GroBe
und Richtung hat, wie die tatsichliche Resultante B der gegebenen
Krifte, die in Fig.17 gestrichelt eingetragen ist und deren senk-
rechter Abstand von O mit » bezeichnet sei. Man fiige nun am
belasteten Korper zu der Reduktionsresultanten und dem Reduk-
tionsmoment die Gegenresultante R’ der gegebenen Krifte in ihrer
tatsichlichen Wirkungslinie hinzu, dann besteht Gleichgewicht, d. h.
u. a. der ruhend gedachte Koérper bleibt in Ruhe und dreht sich
um keinen Punkt, auch nicht um O, welcher Punkt im ibrigen
vollig willkiirlich angenommen war. Daher muf das statische Mo-
ment der Gegenresultanten mit dem Reduktionsmoment M, und da-
her auch mit dem gleichwertigen Moment der gegebenen Krifte in
bezug auf O im Gleichgewicht sein; die algebraische Summe dieser
Momente um O verschwindet:

—PR.r+2P,a;=0 oder R.r=2Pa;, . . . (5)

woi==1,2,3...ist. Das statische Moment der Gegenresultanten R'-r
ist von dem Moment der Resultanten M, nur durch den Drehsinn,
d. h. dureh das Vorzeichen verschieden; die Gro8e beider ist gleich.
Die letzte Gleichung besagt also auch: Das statische Moment
der Resultanten verschiedener Krafte in einer Ebene in
bezug auf einen beliebigen Punkt ist nach Groéfie und
Drehsinn gleich dem Moment der Komponenten fiir den
gleichen Punkt.

Im allgemeinen liefern die gegebenen Krifte P in bezug auf
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ein beliebiges Reduktionszentrum O ihrer Ebene eine Reduktions-
resultante B, und ein Reduktionsmoment 3,. Im einzelnen sind
daher drei Fidlle zu unterscheiden:

1. My=0 und R=0; 2. ;=0 und R,=0; 3. Ry=0 und M, =0.

Die Bedeutung der Fille 1 und 2 ist erst in der Dynamik zu
erortern, sie entsprechen einer reinen Parallelverschiebung bzw.
einer reinen Drehung der starren Ebene. Die dritte Moglichkeit
besagt, daBl die gegebenen Krifte in bezug auf jeden beliebigen
Punkt O ihrer Ebene keine Kraftwirkung und keine Moment-
wirkung ergeben. Unter diesen Umstinden miissen die gegebenen
Krifte im Gleichgewicht sein; m. a. W. die starre Ebene wird in
Ruhe oder in gleichformiger Bewegung verharren. Es geniigt so-
gar schon, daB das Gesagte fiir einen einzigen Punkt der Ebene
erfiillt ist.

25, Die analytischen Gleichgewichtsbedingungen fiir Krifte in
einer Ebene. Analytische Bestimmung der Resultanten. Wir er-
halten also fiir das Gleichgewicht von Kréaften, die in einer
Ebene wirken, zwei Gleichgewichtsbedingungen: es muf$ fiir einen
Punkt O der Ebene der Krifte sowohl die Reduktionsresultante
R,=0, als auch das Reduktionsmoment 3= 0 sein. Durch eine
einzige Kraft oder durch ein einziges Kriftepaar lassen sich die
gegebenen Krifte im allgemeinen offenbar nicht ersetzen, weil die
Reduktionsresultante nur durch eine Gegenkraft und ein Reduk-
tionsmoment nur durch ein Gegenmoment von gleicher Grofe
aufgehoben werden kann.

Soll nun die Reduktionsresultante im Punkt O verschwinden,
so muB nach 13 die algebraische Summe der Komponenten der
auf O reduzierten Krifte P nach zwei durch O gehenden recht-
winkligen Koordinatenachsen gleich Null sein, oder, was auf das-
selbe herauskommt, es mufl die algebraische Summe der Kompo-
nenten der gegebenen Krifte nach zwei aufeinander senkrechten
Achsen sich gleich Null ergeben; gemidf M;==0 muB ferner die
algebraische Summe samtlicher in Fig. 17 rémisch bezifferter Kriifte-
paare gleich Null sein.

Wir berechnen zuerst die Reduktionsresultante und das Reduk-
tionsmoment. Die in einer Ebene wirkenden Kriifte P werden auf
ein rechtwinkliges Koordinatensystem bezogen, das durch den be-
liebigen Punkt O in der gleichen Ebene gelegt ist. Uber die Wahl
des Koordinatensystems vgl. Fig. 18 und 12. Die Krifte sind durch
ihre Grofie P, P,... und ihren Richtungswinkel ¢, «,...«; gegen die
~+z-Achse und durch die Koordinaten ihres Angriffspunktes (x,y,),
(%,9.) . - . (z;y;) gegeben; ihre Resultante habe die GroBe R, der
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gesuchte Richtungswinkel von R sei ¢; die Koordinaten des ge-
suchten Angriffspunktes von R seien (z,y,). Auf die Koordinaten
des Angriffspunktes kommt es indes, wie schon in 17 bemerkt,
nicht an, sondern einzig auf die Lage der Wirkungslinie. Es wird
sich in Ubereinstimmung hiermit herausstellen, daB man unter den
(x;y;,) sich nicht bestimmte Punkte vorzustellen hat, sondern die
laufenden Koordinaten der Wirkungslinie einer Kraft. Vorerst sehe
man jedoch (x;y;) als Koordinaten eines Punktes an, in dem P
angreift.

Wir wihlen den Koordinatenanfang O als Reduktionszentrum
und denken uns dort zu jeder Kraft P; zwei ihr gleich grofie und

1 3

einander entgegengesetzte Krifte angebracht, die zu P; parallel
sind. Die Krifte sind in ihre Komponenten X; und Y; nach den
Koordinatenachsen zerlegt. Fiir die Reduktionsresultante R, hat

man nach 12
X = Rycosp=2"P,cosq;
Y =R, singp = 2'P,;sing; . . (6)
R,=VX®J-Y%; cosp=2X|R,; singp=Y|R,

wobei in den Ausdriicken von cos ¢ und sin ¢ fir X und Y die
algebraischen Werte zu nehmen sind, wihrend dem R, sein Absolut-
wert zu geben ist.

Die tatsichliche Resultante R hat, wie schon in 24 bemerkt,
die gleiche Grofe und Richtung wie die Reduktionsresultante R,.
Es fehlt nur noch die Kenntnis ihrer Lage, sowie des Drehsinnes
ihres statischen Momentes in bezug auf das Reduktionszentrum O.
Die Lage ist bekannt, wenn man den Abstand der Wirkungslinie
der Resultanten R vom Punkt O angeben kann, was mit Hilfe des
Satzes in 24 geschieht: Das statische Moment der Resultanten ver-
schiedener Krifte in einer Ebene in bezug auf einen beliebigen Punkt
dieser Ebene ist nach GroBe und Drehsinn gleich der algebraischen
Summe der Momente der Komponenten fiir den gleichen Punkt;
danach lautet die Momentengleichung fiir den Punkt O

My=R-r=P,a,+ Pya,+... =2 Pq

oder mit Anwendung des letzterwihnten Satzes auf die einzelnen
Krifte bzw. deren Komponenten, von denen in Fig. 18 P; mit Kompo-
nenten X, und ¥, gezeichnet ist:

MOZR'T:(Y1W1_X1?/1)+(Y2$2_X2y2)+-"} )
=2 (Y;z,— X)) o

Die Identitit der beiden letzten Gleichungen l&Bt sich auch
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anschaulich aus Fig.18 ableiten, aus der z. B. fiir die Kraft P; ab-
gelesen wird
Y,z;,— X,y,= P;sin ;- #;, — P, cos ¢, y;
= P,(x;sin ¢; —y, cos @)
=P,(ac —ab)=P,a,.

Die Berechnung der Resultanten und des resultierenden Mo-
mentes geht nun folgendermafien vor sich: Aus Gl. (6) ergibt sich
die Resultante nach GrgSe R und Rich-
tung @. Aus Gl (7) findet man sodann
das Reduktionsmoment M, nach Grsfe und
Vorzeichen, d. h. Drehsinn. Mit Hilfe der
schon gefundenen Resultanten R 1afit sich
darauf der Abstand r der Resultanten R
vom Reduktionszentrum O berechnen; es
ist r=M,/R. An einem um O mit Halb-
messer r beschriebenen Kreis ist B in der
Richtung ¢ als Tangente so anzutragen,
daB der vorgeschriebene Drehsinn einge-
halten ist; ist z. B. M, positiv gefunden,
so heifit das laut friiherer Vereinbarung, daf B um O im Uhr-
zeigersinn dreht.

Man wird nun anfinglich glauben, es sei méglich, den Angriffs-
punkt z,y, der Resultanten zu bestimmen. Suchen wir demgeméisB
nach Gleichungen fir x, und y,. Wir mégen aber suchen wie wir
wollen, es bietet sich nur eine einzige Gleichung dar: Die Momenten-
gleichung der Resultanten R um O, die zufolge Gl. (7) lautet

R.-r=Yx,— Xy,
=2 (Y2, — X))

Aus dieser einzigen Gleichung konnen jedoch x, und y, nicht
getrennt berechnet werden. Die Gleichung stellt nur eine Beziehung
zwischen z, und y, dar. Es ist also kein Punkt angebbar, sondern
bloB ein geometrischer Ort, auf dem x,y, liegt. Weil die Gleichung
in ¢, und y, vom 1. Grad ist, so ist der geometrische Ort eine ge-
rade Linie, die Wirkungslinie von R. Hierdurch wird nur be-
stiitigt, was zu erwarten war (s. S. 22), daB namlich an einem starren
Korper fir eine Kraft kein Angriffspunkt, sondern nur die Angriffs-
linie in Betracht kommt, wenn es sich um Gleichgewicht oder Be-
wegung handelt.

Die Gleichgewichtsbedingungen fiir Krifte in einer
Ebene lauten schlieflich zufolge dem eingangs Erwihnten:
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Ry,=0 und M,=0

oder
2X,=0; 2Y,=0; 2(Y;r;—X,y;)=0.
Soll die Resultante von parallelen Kriften bestimmt werden,
so kann man unter Be-
+y niitzung eines rechtshindigen
£ P Koordinatensystems die x-
4 Achse senkrecht zu den ge-
gebenen Kraften wihlen und
@, | a, a, +% den - x-Zweig nach rechts
gehen lassen. Der 4 y-Zweig
geht dann nach unten. Die
L gegebenen Krifte P, P,P, P,

)

(Fig. 19) wirken im Abstand

P, 0, aya;a, vom Reduktions-

Fig. 19. zentrum O; die Resultante
: R ist nach Gl. (6)

R—R,—P,—P,+P,— P,=23P,

Die Resultante paralleler Krifte ist also parallel den
gegebenen Kriften und gleich der algebraischen Summe
derselben.

Die Resultante R befinde sich im Abstand %, von 0; wir er-
mitteln x, mit Hilfe des Momentensatzes:

R-xy=P,-0— P,a, + Pya,— P,a,.

Hieraus findet sich die Grofe von x, und iiberdies das Vor-
zeichen des Momentes R.x,, womit auch noch der Drehsinn des
Momentes von R um O festgelegt ist.

26. Weitere Betrachtungen. Findet man, daB fiir einen in
der Ebene der Krifte gewihlten Punkt 0, die Summe der statischen
Momente der Krifte P==0 ist, so ist der Fall einer Zuriickfiihrung
der Krifte P auf ein Kriftepaar ausgeschlossen, indem die algebra-
ische Summe der statischen Momente der Kriifte eines Kriftepaares
in Beziehung auf jeden in der Ebene des Kriftepaares gelegenen
Punkt sich stets gleich dem Moment des Kriftepaares ergibt und
daher, wenn die gegebenen Krifte P sich auf ein Kriftepaar
reduzierten, die Summe ihrer statischen Momente in Beziehung auf
den gewihlten Punkt O nicht =0 sein koénnte. Es konnten also
im vorliegenden Falle die Krafte P sich nur noch entweder auf
eine durch den angenommenen Punkt O, gehende Resultante redu-
zieren oder die Kriifte P miiten im Gleichgewicht sein.

Wire fiir einen zweiten Punkt O, die Summe der statischen
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Momente der Krifte P ebenfalls =0, so wire damit das Gleich-
gewicht der Krafte P immer noch nicht bedingt, es konnte ja die
Resultante der Krifte P durch O, und durch O, hindurchgehen.
Ist aber fiir einen dritten Punkt O,, der mit den beiden Punkten
0, und O, nicht in einer Geraden liegt, die Momentensumme wieder
=0, so mul notwendigerweise Gleichgewicht stattfinden. Wir
konnen also die Gleichgewichtsbedingungen fiir Krifte in der Ebene
auch noch in anderer Form ausdriicken als weiter oben geschehen
ist, indem wir sagen:

Im Falle des Gleichgewichts muf die algebraische
Summe der statischen Momente der gegebenen Krafte P
in Beziehung auf drei in der Ebene der Krifte befind-
liche, nicht in einer und derselben Geraden, sonst aber
beliebig gelegene Punkte je gleich Null sein.

Findet man ein anderes Mal, da8 die algebraische Summe der
Komponenten der Krifte P nach zwei angenommenen, aufeinander
senkrechten Koordinatenachsen = 0 ist, die algebraische Summe
der statischen Momente der Krifte P in Beziehung auf einen in
der Koordinatenebene gelegenen Punkt O aber = M, so ist damit
erwiesen, daf die Krifte P sich auf ein Kréaftepaar vom Moment M
reduzieren. Tatsidchlich ist fiir die Krafte des Kriftepaares die
algebraische Summe ihrer Komponenten nach jeder Achse = O,
oder was dasselbe, die algebraische Summe der Projektionen der
Krifte auf jede beliebige Achse = 0, womit R==0 sich ergibt.

Da aber Rr=M, so wird 7'=%=£I—=oo.

R 0

Das steht im Einklang mit dem, was frither beziiglich des
Kriftepaares gesagt wurde, da8 namlich die Resultante eines Krifte-
paares eine unendlich kleine und ferne Kraft sei.

§ 4. Zusammensetzung von Kriften, die an einem starren
Korper in verschiedenen Punkten und in beliebigen Rich-
tungen wirken.

27. Zusammensetzung beliebiger Kriiftepaare. Es seien zunichst
nur die beiden Kriftepaare P(4,4,)P vom Moment M, = P-a und
Q(B, B,)Q vom Moment M,=@Q-b, dic in den sich schneidenden
Ebenen I und II (Fig. 20) wirken, zusammenzusetzen. Zu diesem
Zwecke trigt man auf der Durchschnittslinie der heiden Ebenen
I und II die beliebige Strecke 4,B,=c¢ auf und ersetzt die ge-
gebenen Kriftepaare durch die Kriftepaare P'(4,B,) P’ und Q' (4,B,)Q’,
oder P’-¢ und @'-¢, wobei P'-c= Pa und Q' c= Q) sein muB, be-
stimmt hierauf die Resultanten R’ der in 4, und B, angreifenden
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Krifte P* und @', dann bilden diese beiden Kriifte R’, wie leicht
zu erkennen ist, ein Kriftepaar R'(4,B,) R, das gesuchte resul-
tierende Kraftepaar.

Handelt es sich um eine ganze Reihe von Kriftepaaren, die
in verschiedenen, sich schneidenden Ebenen wirken, so kénnte man
je zwel nach dem soeben erliuterten Verfahren zusammensetzen und
auf diese Weise schlieflich das resultierende Kriftepaar erhalten,
es ist indessen zweckméifBiger, sich der folgenden, von Poinsot
angegebenen Methode zu bedienen.

Zur Begriindung dieser Methode wird nach-
stehendes angefiihrt:

Es stelle P(4, 4,)P in Fig. 21 ein gegebe-
nes Kriftepaar vom Moment M ==P(4, 4,)==Pa
vor. In einem beliebigen Punkt C der Ebene
des Kraftepaares errichte man ein Lot und trage
auf diesem Lot von C aus nach der Seite hin,
von der aus das gegebene Kriftepaar im Uhr-
zeigersinn drehend erscheint, eine Strecke
(Vektor) CD ab, der man so viel willkiirlich
wihlbare Lingeneinheiten gibt, als das Moment

P-a MaBeinheiten hat, dann bestimmen Richtung und GréBe der
Strecke CD vollstindig das gegebene Kriftepaar. Dabei nennt man
die Gerade CD die Achse des Kriaftepaares und die Richtung
CD, durch die der Drehungssinn des gegebenen Kriftepaares an-
gegeben wird, die Achsenrichtung des Kriftepaares; durch Achsen-
richtung und Moment ist daher ein Kriftepaar vollstindig bestimmt.
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Sollen jetzt wieder die Kriiftepaare P(4,4,)P vom Moment
M, = Pa und Q(B,B,)Q vom Moment M, — Qb Fig. 20 zusammen-
gesetzt werden, so errichtet man in A4, Fig. 20 auf den Ebenen I
und II Lote 4,P” und 4,Q", trigt auf diesen Loten die die ge-
gebenen Kriftepaare nach Poinsot darstellenden Strecken 4,P” = M,
und 4,Q" =M, ab, zeichnet das Parallelogramm P"4,Q"R", zieht
in demselben die Diagonale 4jR”, dann stellt die letztere, als
Achse eines Kriftepaares aufgefat, die Resultante der Kriftepaare
P(4,4,)P und Q(B,B,)Q vor. Der Beweis hierfiir ist folgender:

Winkel P”4,P'=90° Winkel Q"4,Q = 90°; somit Winkel
P"4,Q" = Winkel P’4,Q. Ferner Strecke 4,P" = M,=P.a=P'¢;
Strecke 4,Q" =M, =Q -b=¢ ¢, daher Parallelogramm P"4,Q"R"
dhnlich dem Parallelogramm P’4,Q'R’ und demgemiB: Diagonale
(4yR")=R'-c=M.

Durch die Linge A, R” ist also tatsiichlich das Moment M des
resultierenden Kriiftepaares R'(4,B,) R’ angegeben. Da aber A, R"
senkrecht steht auf AR’ und damit auf der Ebene des resultierenden
Kraftepaares R'(4,By) R/, so bestimmt die Parallelogrammdiagonale
A,R" auch die Ebene des resultierenden Kriftepaares. Man bemerkt
nun weiter, daB, wenn man vom Punkte R” gegen 4, hin sieht,
das resultierende Kriiftepaar R'(4,B,)R’ tatsichlich im Uhrzeiger-
sinne dreht, es bringt daher die Richtung 4,R"” der Diagonalen 4,R"
auch den Drehungssinn des resultierenden Kriftepaares richtig
zum Ausdruck. Mit einem Worte: Die Diagonale A, R” des aus
den Momentenstrecken M, und M, konstruierten Parallelogramms
gibt vollstindig das resultierende Kriftepaar an. Hieraus kénnen
wir aber den allgemeinen Satz entnehmen:

Man kann Kriftepaare genau wie Krifte zusammen-
setzen, wenn man die Kriftepaare nach der Vorschrift
Poinsots darstellt und die betreffenden Momentenstrecken
wie Kraftstrecken ansieht und zusammensetzt. Dabei ent-
spricht der Fall von Kriftepaaren, die in beliebigen
Ebenen gelegen sind, dem Fall von Kriften, die alle
einen und denselben Punkt angreifen, und der Fall von
Kriftepaaren in der gleichen oder in Parallelebenen dem
Fall von Kriften, in einer und derselben Geraden wirkend.

28. Reduktion der Kriifte. Ein starrer Korper werde in den
Punkten 4,, 4,, A,...4; von den Kriften P, F,, P,...P, an-
gegriffen. Die Koordinaten der Angriffspunkte 4 in Beziehung
auf ein beliebig angenommenes rechtwinkliges Koordinatensystem
seien x,y,2,; X¥s2; .. . &, ¥;2, und die Winkel der Kriafte P mit

den positiven Zweigen der Koordinatenachsen o, f,7,; faVa; - - -
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«; B;7;, alsdann ergeben sich die Komponenten der Krifte P nach
den Koordinatenachsen:

X, =P cosa,; Y,=2P cosp,; Z =P cosy,
X,=P,cosa,; Y,=P,cosp,; Z,=P,cosy,
Bringt man jetzt, der Kraft P, entsprechend, in den Punkten
0, B, und C, (Fig. 22), (welche Punkte man in fester Verbindung
mit dem starren Korper sich zu denken hat), so wie Fig. 22 zeigt,
die einander gleichen und direkt entgegengesetzten, den Kompo-
nenten X,Y, Z, der Kraft P, gleichen und parallelen Kriite X,Y, Z,
an, so wird dadurch am Bewegungszustande des starren Korpers

nichts geéindert. Damit hat man aber statt der Kraft P, nunmehr
die drei im Ursprung O wirkenden Komponenten X,, Y,, Z, der
Kraft P, nach den Koordinatenachsen, sowie die in der Figur 22
durchstrichenen 6 Kriftepaare. In gleicher Weise erhilt man an
Stelle der iibrigen Kriifte P,, P, ... deren nach O parallel ver-
setzte Komponenten X,, Y,, Z,; X,, Y;, Z;; ... und je 6 Krifte-
paare. Man vereinigt nun die in einer und derselben Koordinaten-
achse wirkenden Krifte je zu einer Resultanten, wobei sich ergibt:

X=X +X,+X,+...=2P,cos ¢
Y=Y, +Y,+Y+...=3ZPcosf,( . . . (8
Z =2+ Z,+ Z;+...== 2 P;cos y;

und setzt schlieflich die drei Krifte XY Z wieder zu einer Resultanten
R,= VX_Q—J—A YE—P? zusammen . . . (9)



§ 4. Zusammensetzung von Kriften usw. 45

Es lassen sich aber auch dic vorhandenen Kréftepaare zu-
sammensetzen, wobei man zunichst diejenigen vereinigt, deren
Ebenen auf einer und derselben Koordinatenachse senkrecht stehen.
So liefern die senkrecht zur x-Achse, also in Parallelebenen wirkenden
Kriiftepaare ein resultierendes Kriiftepaar, dessen Moment M, durch
die algebraische Summe der Momente der einzelnen Kriftepaare
angegeben wird, wobei die Momente derjenigen Kriftepaare als
positiv bezeichnet sind, die, von einem auf dem -} Zweig der
x-Achse gelegenen Punkte aus in der Richtung gegen den Ursprung
O hin angesehen, in positivem Sinn, d. h.im Sinne des Uhrzeigers
drehend erscheinen. Demgemdf hat man:

Mx:(zlyl - lel) + (Z,y, — Y,2) 4. ~=2(Ziyi — Y,z)
desgleichen ergibt sich: (10)
]”y__‘(ylzl — Zyx,) + (X, 2, — Zyx,) + ... =2 (X2 _Zixi)l o
M=, 2, —X,y,) + (Vw, — X,p) +. .. =2 (Yo, — X;y,)
Damit sind die simtlichen Kriftepaare zurtickgefiithrt auf nur drei
Kraftepaare, deren Ebenen senkrecht stehen auf den Koordinaten-
achsen und deren Momente durch die

Werte von M,, M,, M, angegeben wer-

den. Trigt man daher behufs der

graphischen Darstellung dieser drei

Kriftepaare vom Ursprung O (Fig. 23)

des Koordinatensystems aus auf den

Koordinatenachsen die Momente M,

M,, M, in einem beliebig gewihlten

MapBstab als Strecken ab, und zwar je

nach deren Vorzeichen auf der positiven

oder negativen Seite der Koordinaten-

achsen, konstruiert iiber den Strecken M_,

M,, M, ein Parallelepiped und zieht von O aus die Diagonale OM
des letzteren, dann stellt diese Diagonale OM, deren Linge wir
mit M bezeichnen wollen, die Resultante der Kriftepaare M,_, My,
M, in vollstindig bestimmter Weise vor.

Das Moment des resultierenden Kriftepaares wire demgemis

ausgedriickt durch

M=VM?++M4+M? . . . . . (11)
Damit sind jetzt die sdmtlichen Krafte P zuriickgefiihrt auf eine
durch den Punkt O gehende Kraft R, und ein Kriftepaar M.

Wir sind hier veranlafit, dem Begriff des statischen Momentes
einer Kraft in bezug auf einen Punkt einen weiteren hinzuzuftigen:
den des statischen Momentes einer Kraft in bezug auf eine Achse.
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Die Kraft P, in Fig. 22 vermag nur mit ihren Komponenten

Y, und Z, eine Drehwirkung um die z-Achse auszuiben, und zwar

mit dem statischen Moment Z,y, —Y,-2,. Die x-Komponente von

P, dagegen iibt keine

Drehwirkung um die -

Achse aus. Die Drehwir-

kung der Kraft P um die

x-Achse bezeichnen wir

von jetzt ab als das sta-

tische Moment der

Kraft P in bezug auf

die Achse der x. All-

gemein findet man dem-

nach das statische Mo-

ment einer Kraft P in

bezug auf eine zu P

windschiefe Achse BB

(Fig. 24) wie folgt: Man projiziere P auf eine zur Achse BB nor-

male Ebene; die Projektion sei P’. In bezug auf den Schnitt-

punkt O der Achse BB mit der Projektionsebene besitzt P’ ein

statisches Moment, gleich P’ mal senkrechter Abstand zwischen P’

und O. Dies ist das gesuchte Moment. In Fig. 22 sei z. B. die

x-Achse diejenige Achse, in bezug auf die das statische Moment

der Krifte P gebildet werden soll. Dann ist die yz-Ebene die

Projektionsebene und P, die Projektion, die man in die yz-Ebene

der Fig. 22 verschoben denken kann. Sie ist iiberdies in die Kom-

ponenten Y, und Z, zerlegt und dann der Satz zur Anwendung

gebracht: das statische Moment von P’ in bezug auf O ist gleich

der algebraischen Summe der statischen Momente der Komponenten

von P’ fiir 0. Man erkennt gleichzeitig, daB dieser Satz nicht

nar fir Momente in bezug auf einen Punkt gilt, sondern auch fiir
Momente in bezug auf eine Achse.

Das Reduktionsmoment M istsnun das Moment der gegebenen
Kriafte in bezug auf den Punkt O; durch das eingeschlagene Ver-
fahren bzw. durch die Gl. (10) ist dieses Moment ersetzt durch drei
Seitenmomente M M M, der gegebenen Krifte in bezug auf drei
Achsen (namlich die drei Koordinatenachsen).

Nunmehr kann man auch die Winkel @yvy der Resultanten R
oder der gleich grofen Reduktionsresultanten R, gegen die drei
Koordinatenachsen, sowie die Winkel Auv der Achse des resultie-
renden Kriftepaares gegeniiber den gleichen Achsen angeben; die
Richtungscosinusse betragen
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X
cos = cosy =7 oSy =

o (12)
cosl:—j[i co's,u-—=7l[g cosv=ﬂ’
worin XY Z, M, M, M, mit den algebraischen, R und M mit den
absoluten Werten einzusetzen sind.
Der Winkel zwischen der Richtung der Resultanten R und der
Richtung der Achse des resultierenden Kriiftepaares sei §; nach
einem Satz der analytischen Geometrie hat man:

cos & = cos @ cos 4 + cos y cos ¢ - cos y cos ¥

:XMI—{—YMy—{—ZMz (13)
R-M

Die urspriinglich am starren Korper angreifenden Krifte P sind
also zuriickgefiihrt auf eine in O angreifende Kraft R, die so-
. genannte Reduktions- oder Translationsresultante und ein Kriifte-
paar vom Moment M, dessen Ebene, senkrecht zur Diagonale OM
(Fig. 23) des aus M_, M,, M, gebildeten Parallelepipeds, wir durch
O gehend annehmen konnen und dessen beide Krifte wir mit @
bezeichnen wollen. Man kann aber ganz allgemein die Reduktion
noch etwas weiter treiben, indem man das resultierende Kraftepaar
in seiner Ebene verschiebt, bis eine der beiden Krifte @ des Krifte-
paares ebenfalls durch O geht, und hierauf die in O angreifenden
Krifte B und @ zu einer Resultanten S zusammensetzt. Damit
sind dann die am starren Koérper wirkenden Krifte P zuriickgefiihrt
auf zwei im allgemeinen windschiet gegeneinander gelegene Krifte S
und . Die gegebenen Kriifte lassen sich offenbar auf unendlich
viele Arten auf zwei windschiefe Krafte reduzieren. Durch diese
Bemerkung wird jedoch die Ubersicht kaum klarer. Wir werden
vielmehr auf die Frage hingefiihrt, ob es unter den unendlich vielen
Arten der Reduktion eines gegebenen Kriftesystemes nicht eine
gebe, die einfacher ist als alle andern. Wir werden uns mit dieser

Frage in 31 beschiftigen.

29. Die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen. Sollen die
am starren freien Korper beliebig wirkenden Krifte P im Gleich-
gewicht sich befinden, so muB, da die Reduktionsresultante R, das
resultierende Kridftepaar M nicht aufheben kann, sowohl E,=0,
als auch M==0 sein, woraus folgt:

X=0; Y=0; Z=0 und M,=0; M,=0; M,=0,

d. h.: Es muf im Gleichgewichtstalle die algebraische
Summe der Komponenten simtlicher Krafte nach irgend
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drei aufeinander senkrechten Achsenrichtungen und eben-
so die algebraische Summe der statischen Momente der
Krifte in Beziehung auf die drei angenommenen Achsen
je gleich Null sein.

30. Sonderfille, Reduktion auf ein Kriaftepaar. Reduk-
tion auf eine Resultante.

a) Die den Korper angreifenden Kriifte lassen sich auf
ein Kriftepaar reduzieren. Dann muf die Resultante oder die
Reduktionsresultante Null sein und damit auch deren Komponenten
nach den drei Koordinatenachsen.

Die Bedingungen fiir das Auftreten eines alleinigen Kréftepaares

lauten also: X=Y=Z=R=0.

Das Kriftepaar und die Richtung seiner Achse folgt aus den
Gl. (10):

M, =2(Zy;, —Y2) cosA = M,[M
N[y = Z(Xizi — Z,.:L“.) cos == ]i[y/M
M =237Yx,—Xy, cos vy = M| M

L — Af 2 g 2 72
M=VM}2+ M2+ M.

b) Die am starren Koérper angreifenden Krafte redu-
zieren sich auf eine Resultante.

Diese Resultante R greift im allgemeinen auflerhalb des an
beliebiger Stelle wihlbaren Reduktionszentrums an; in diesem kann
man ohne weiteres zwei mit R gleich grofie und einander entgegen-
gesetzte Krifte hinzudenken, worauf man ein Kriftepaar und eine
in dessen Ebene liegende Kraft vor Augen hat, die mit einer Re-
sultanten gleichwertig sind. Die Achse dieses Kriiftepaares und
die Richtung jener Kraft stehen senkrecht aufeinander; der Winkel o
zwischen den beiden Richtungen ist ein rechter, daher ist in Gl. (13)
d=mn[2, cos 6=0.

Fiir das Auftreten einer Resultante hat man hiernach gema8
Gl. (13) die Bedingung, daB der Zihler des Ausdruckes fiir cosd
verschwindet:

XM, + YMy—{—ZMz:O.

Fir den ganz besonderen Fall, daB die allein auftretende Re-
sultante durch das Reduktionszentrum geht, miilte sein

M,=M =M=M=0.
31. Zentralachse. Wir gehen jetzt an die Beantwortung der

Frage, die am SchluB von 28 gestellt wurde. Beliebige, einen
starren Korper ergreifende Krifte liefern in bezug auf ein willkiir-
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lich angenommenes Reduktionszentrum nach 28 eine Resultante und
ein resultierendes Kriftepaar. Andert man die Lage des Reduktions-
zentrums, so bleibt zwar die Resultante (Reduktionsresultante) gleich
groB und gleich gerichtet, das resultierende Kraftepaar hat jedoch
jeweils eine andere Grofie und seine Ebene eine andere Stellung.
Wir suchen diejenige Lage der Resultanten, in bezug auf
die die Ebene des resultierenden Momentes senkrecht
steht und das Moment gleichzeitig, wie sich beweisen lif8t, ein
Minimum wird. Diese ausgezeichnete Lage der Resultanten wird
Zentralachse genannt. Die Frage ist zunichst rein formaler
Natur, ein physikalisch mechanischer Sinn wird sich spiter in einem
besonderen Fall herausstellen. Die gegebenen Krifte liefern in
bezug auf das Reduktionszentrum, d.i. den Koordinatenanfang, die
Resultante R (Komponenten X, Y, Z; Richtungswinkel von R gegen
die drei Koordinatenachsen @yvw) und das Kriftepaar M (Kompo-
nenten M, M M,. Richtungswinkel des Poinsotschen Momentvektors
M:Au»). Die Zentralachse, die auch die Richtungswinkel @y hat,
gche durch einen Punkt x,y,2,. Wir reduzieren nunmehr die ge-
gebenen Krifte R und M auf den neuen Reduktionspunkt x,, ¥,, 2,
fiir den sie eine Reduktionsresultante R und ein resultierendes
Kraftepaar M’ ergeben. Die Ebene des resultierenden Kriftepaares
M’ in bezug auf die Zentralachse steht der Forderung gemiB auaf
der Zentralachse senkrecht. (Komponenten von M’ seien M, M, M,;
Richtungswinkel der Achse dieses Kriftepaares A=q; u=yx; y==v.)
Gesucht wird eine Beziehung zwischen z,y,2, und den gegebenen
GroBen R (XYZ; @yy) und M(M_M,M), d.h.die Gleichung der
Zentralachse.

Das resultierende Kraftepaar M’, dessen Achse mit der Zentral-
achse zusammenfillt, hat nach Gl. (10) die Komponenten:

M) =M, ,—Zy,} Yz,
M =M, — Xz, Zz,
M =M, —Yax,+ Xy,.

Soll die Achse von A’ mit der Achse der Reduktionsresultanten
zusammenfallen, so miissen die beiderseitigen Richtungskosinusse
gleich sein, d. h. nach Gl. (12):

X_M Y_ M z_ M
R M’ R M’ R M
’ ]u" MI ’
oder M’= Y — ‘=£-

X Y Z R

Autenrieth-Ensslin, Technische Mechanik. 2. Aufl. 4
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Durch Einsetzen der obenstehenden Werte von MM,/ M in
die letzte Gleichung erhilt man

M,—~Zy,+Yzy, My—Xzy-+Zxy M, —Yzx,+ Xy, (14)
X o Y o Z

wofiir auch durch Kombination folgende Gleichungen angeschrieben
werden konnen:

(Mz—Zyo+YZO)Y_(My_Xzo+Zxo)X=O
(M, — Xzy+ Zxg) Z — (M,— Yz, + Xy) Y=0,. . (15)
(M, — Yoo+ Xy X —Qf, — Zy,+ Y2) =0

Durch diese 3 in x,y,2, linearen Beziehungen ist der analytischen
Geometrie zufolge eine Gerade, die von uns gesuchte Zentral-
achse des Kriftesystems, bestimmt; x,y,2, sind, als Verinder-
liche aufgefat, die laufenden Koordinaten der Zentralachse. Von
den drei Gleichungen geniigen zwei zur Festlegung dieser Achse;
welche zwei gewihlt werden, ist gleichgiiltig, da die dritte durch
Umformen aus den beiden andern hervorgeht.

Die drei Gleichungen werden auch erhalten, wenn man den
Ausdruck fiir das resultierende Kriftepaar

M® = (M, — Zy,+ Yz,)* + (M, — Xz, + Zx,)* + (M, — Yz, + Xy,)*

je nach den Koordinaten x,y,z, ableitet und die Ableitung gleich
Null setzt, womit die Bedingung fiir ein Minimum von M’ aus-
gesprochen wird. Das heiit: In bezug auf die Zentralachse
hat das statische Moment der gegebenen Kridfte seinen
kleinsten Wert. Dieses Moment wird Hauptmoment genannt.

Die Gleichung der Zentralachse 148t sich noch in anderer Form
schreiben; fiigt man in dem obenstehenden Gleichungstrio z. B. in
der ersten Gleichung - Z%z,— Z*%z, hinzu und verfihrt bei den
beiden andern entsprechend, so erhilt man

+MY—M X+ B2y— Z(Xzy+ Yy, + Z2,) =0
+M,Z— MY+ RPay— X (Xxy+ Yy, + Z2)) =0
+M,X—MZ+ By, —Y (X2, + Yy, + Z2,) =0 (16)
woraus
1( MX—MY) 1 MY-M,Z\ 1{ MZ—MX
o) 1 (e nan

Aus dieser Form der Gleichungen der Zentralachse erkennt
man, daB auf ibr ein ausgezeichneter Punkt gelegen ist, fiir den
die Klammerausdriicke den Wert Null annehmen. Dieser Punkt
heilt der Mittelpunkt des gegebenen Kriftesystems.
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32, Das sogenannte Nullsystem. Wir haben gesehen, daf
unter allen Umstdinden sich die Krifte P auf die zwei Krifte §
und @ zuriickfithren lassen, die im allgemeinen windschief gegen-
einander gelegen sind. Suchen wir jetzt diese beiden Krifte S
und @ analytisch zu bestimmen. Wir nehmen ein rechtwinkliges
Koordinatensystem an und bezeichnen wie frither die Summe der
x-Komponenten der gegebenen Krifte P mit 2 Pcose, die Summe
der y-Komponenten mit 2 Pcosf und die Summe der z-Kompo-
nenten mit 2 Pcosy, ferner die Summen der statischen Momente
der Krifte P in Beziehung auf die drei Koordinatenachsen mit
M, My, M,. Desgleichen bezeichnen wir die Komponenten der
Krifte S und ¢ nach den Koordinatenachsen mit S, §,, S, und
Q.+ Q, Q,, endlich die Koordinaten der Angriffspunkte B’ und B”
der Krifte S und @ mit «, ¥, 2/; 2", ¥’, 2”. Man hat nun zur
Bestimmune von S und Q:

S,+Q,=2Pcosa; S,+Q=2Pcosf; S,+Q=2=2Pcosy;
' ’ ” "
ferner: S,y —8,2 +Q,y"—@Q, =N,
S, —8,x'+¢Q. -2 —Q, x"=M,
’ ! " v
Sy’ —8 4 +Q, 2" —Q,y' =M,
Setzt man in die drei letzten dieser Gleichungen die aus den
drei ersten Gleichungen bestimmten Werte von €,, @, @, ein, so
ergibt sich:
S,y —y")—S,(—2")+y" TPcosy—2"ZPcosf=0M,
S, —2")—8, (& —a")F 2" ZPcosa—a" ZPcosy =M,
S, (& —a")— S,y —y")Fa"ZPcosfp—y" TPcosa=M,.

Yy

Aus diesen drei Gleichungen lassen sich die neun Unbekannten
Sar Sy Sy 2, o, 25 2", y”’, 2” nicht bestimmen. Multipliziert man
nun die erste dieser drei letzten Gleichungen mit (z'— "), die
zweite mit (y'—y”), die dritte mit (7 —2") und addiert die er-
haltenen drei Gleichungen, so zeigt sich:

SPceosa('y —y"'7)+ZPcos (a7 — ")+
+ZPecosy (ya —x"y)=

_ Mx (xl_x”) +.My (yl_yll) + ﬂ[z (Z’—'Z” .
In dieser Gleichung kommen die unbekannten Krifte S und @ gar
nicht mehr vor, es sind darin nur noch die Koordinaten der An-
griffspunkte B’ und B” der Krifte S und § als Unbekannte ent-
halten. Nimmt man jetzt, was erlaubt ist, den Angritfspunkt B’
beliebig an, infolgedessen die Koordinaten z’y’z’ desselben in der
4‘
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letzten Gleichung als gegebene Groflen auftreten, so gibt diese
Gleichung einen geometrischen Ort an fiir den Punkt B”. Dieser
geometrische Ort ist, da die Gleichung zwischen den Koordinaten
x”, 3", ' des Punktes B” vom ersten Grade nach diesen GroBen,
eine Ebene, und zwar eine Ebene, die durch den Punkt B’ hin-
durchgeht, insofern die Koordinaten x', 3’, 2/ dieses letzteren Punktes
die Gleichung befriedigen. Da aber die Kraft @, deren urspriing-
licher Angriffspunkt B” ist, in ihrer Wirkungslinie beliebig ver-
schoben werden darf, so miissen auch die Koordinaten jedes auf
der Wirkungslinie von @ gelegenen Punktes die erwihnte Ebenen-
gleichung befriedigen, d. h. es muB die Kraft @ iiberhaupt in dieser
Ebene liegen.

Wir sehen also, da8 dem angenommenen Punkte B’ im Raume
bei gegebenem Kriiftesystem P eine bestimmte, durch B’ gehende
Ebene entspricht. Diese Ebene wird nach Mobius Nullebene
genannt und der Punkt B’ Nullpunkt, weil fir jede durch B’
in der erwihnten Ebene gezogene Gerade B'D die Momentensumme
der Krifte P sich gleich Null ergibt. Reduziert man némlich das
Kraftesystem P auf die beiden Krifte § und @, so schneidet so-
wohl die Kraft S, die durch den Punkt B’ hindurchgeht, als die
Kraft @, die mit der Geraden B’'D in einer und derselben Ebene
liegt, die Gerade B'D, weshalb auch die statischen Momente der
beiden Krifte S und @ in Beziebung auf die Gerade B'D je gleich
Null sind.

Das Systemn zusammengehoriger Nullpunkte und Nullebenen
heit ein Nullsystem. Diese Nullsysteme spielen in der Geo-
metrie der Lage eine wichtige Rolle. Es ist aber nicht unsere
Aufgabe, uns mit diesem Gegenstand hier weiter zu beschaftigen.

Das Vorangehende enthilt eine Geometrie der Kréfte in analytisch-
geometrischer Darstellung; der Zweck derselben ist, das Kriftebild eines be-
liebig belasteten Korpers moglichst zu vereinfachen und tibersichtlich zu machen.
Diese rein formalen Darstellungen erhalten eine weitere Bedeutung dadurch,
daB sie in derselben Form zur einfachsten und iuibersichtlichsten Beschreibung
des Geschwindigkeitszustandes eines beliebig bewegten Xorpers gebraucht
werden konnen. Vgl. 230.

33. Parallele Krifte. FEin starrer Korper sei von lauter
parallelen Kriften P; in den Punkten wx;y;z;, eines beliebig an-
genommenen, mit dem Koérper verbundenen rechtwinkligen Koordi-
natensystems ergriffen; die Richtungswinkel aller dieser Krafte mit
den positiven Richtungen des Koordinatensystems sind dann gleich
groB; sie mogen mit « Sy bezeichnet werden; dann erhidlt man fir
die Komponenten der Resultante R der parallelen Krifte nach (8):

X=23P,cosq,==cosa 2 P,
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Y=2P,cosf;=cos g 2P,

Z=2P;cos y;==cos y 2 P,

R=VX®+ ¥Y?+4 Z®=V(cos® a+ cos® B} cos® y) (ZP)* =2 P,.

Die Resultante der parallelen Kréifte ist an einem
raumlichen Korper, wie an einer starren Ebene gleich
der algebraischen Summe der Einzelkrifte.

Die Lage der durch den Punkt z,y,7z, gehenden Resultanten
erhalt man mit Hilfe des Satzes (vgl. 24): Das statische Moment
der Resultanten ist gleich der algebraischen Summe der statischen
Momente der Komponenten; dieser Satz auf die drei Koordinaten-
achsen als Momentenachsen angewandt, liefert nach (10):

M, =2y, — Yz,=2(4y; — Y;2)
M,— Xzy— Zxy=3 (X2, — Z;x,)
M,=Yx,— Xy,=2(Y;x,— X,y,)

oder mit Riicksicht auf die obenstehenden Gleichungen und nach
Zusammenfassen der mit gleichen cos multiplizierten Glieder:

TR 2P.2.
cosy(yo—Z—P‘y')—cosﬂ(zo——;’ﬁ)=0

R
ZPZ ZPix‘,
cos « zo————Ru)—cosy “'o—_j{‘— =0
ZP‘.I‘. ZP,‘?/.' .
cos f§ %——R — cos ¢ Yo% =0.

Multipliziert man die erste dieser Gleichungen mit cosea und
die zweite mit cos f und addiert beide Gleichungen, so kommt nach
geeigneter Umformung die dritte heraus. Zur Bestimmung von
ZpY92, stelien also nicht drei, sondern nur zwei lineare Gleichungen
zur Verfiigung; analytisch geometrisch gesprochen heiBt das: es ist
unter diesen Umstidnden nicht ein Punkt, sondern eine Gerade be-
stimmt, die Gleichung der Wirkungslinie der Resultanten der parallelen
Krifte. Man erhielte aus dem vorhergehenden Abschnitt durch
Spezialisieren dieselben Gleichungen, weshalb wir jene Gerade als
die Zentralachse der parallelen Krifte ansprechen diirfen. Fir
diese Achse ist das statische Moment des Kriiftesystems ein Kleinst-
wert, der vorliegenden Falles Null ist, da parallele Kriifte in bezug
auf eine zu ihnen parallele Achse (vgl. S. 46) kein statisches Moment
besitzen.

Dreht man nun sémtliche Krifte P um ihre festliegend zu
denkenden Angriffspunkte, so andern sich in den Gleichungen der
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Zentralachse nur die Werte « fy, wibrend die Klammerausdriicke
ungeindert bleiben, d. h. die Zentralachsen drehen sich gleichzeitig
mit den Kriften. Die Gleichungen aller denkbaren Zentralachsen
kénnen aber durch einen und denselben Wert:

_=Ps SRy P

1‘0 R Yo R 20 R L (17)

befriedigt werden, da dieser die Klammerausdriicke zu Null macht.
Damit ist ein allen Zentralachsen gemeinsamer Schnittpunkt be-
stimmt, der sog. Mittelpunkt der parallelen Krifte.

Dreht man also die einen Korper angreifenden parallelen Krifte
um ihre Angriffspunkte, indem man ihre GroBe ungedndert 148t,
so geht die Resultante durch einen und denselben Punkt, den
Mittelpunkt der parallelen Krifte, dessen Koordinaten durch die
obenstehenden Gleichungen festgelegt sind. Der Mittelpunkt
paralleler Krifte ist also ein ausgezeichneter I'ixpunkt des Krifte-
systems.

Wihlt man demzufolge im Falle eines mit parallelen Kriften
belasteten Korpers das Reduktionszentrum im Mittelpunkt dieser
Krifte, so liefern sie fiir den Mittelpunkt nur eine Resultante, je-
doch kein resultierendes Kriftepaar. Parallelkrifte lassen sich
also in ihrer Wirkung auf den Gleichgewichts- oder Be-
wegungszustand des belasteten Kérpers durch eine ein-
zige im Mittelpunkt der parallelen Krifte angreifende
Einzelkraft ersetzen. Jede andere durch den Mittelpunkt hin-
durchgehende Achse wird von dieser Einzelkraft geschnitten, die
also in bezug auf jede dieser Achsen das statische Moment Null
ergibt. Da das Moment der Resultanten fiir eine Achse gleich der
algebraischen Summe der Momente der Komponenten, d. h. hier
der gegebenen parallelen Krifte ist, so kann ausgesprochen werden:
die algebraische Summe der statischen Momente paralleler
Krafte, die einen Korper belasten, ist in bezug auf jede
durch den Mittelpunkt dieser Kréfte gehende Achse gleich
Null.

Praktisch wichtig ist vorzugsweise der Fall paralleler und gleich-
sinniger Krifte; in diesem liegt der Mittelpunkt stets innerhalb der Angriffs-
punkte der parallelen Krifte. Was von der Zentralachse und vom Mittel-
punkt gesagt worden ist, gilt jedoch auch fiir parallele Krifte mit verschie-
denem Sinn; dabei kann der Mittelpunkt auch auBerhalb der Angriffspunkte
der parallelen Krifte liegen und ist dann, soll ein physikalischer Sinn damit
verkniipft werden, in starre Verbindung mit dem belasteten Korper gebracht
zu denken.

Der Sonderfall eines Kriftepaares mit sog. unendlich fernem Mittelpunkt
soll hier nicht weiter erdrtert werden.
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Der Mittelpunkt paralleler Krifte ist im vorhergehendem ledig-
lich als ein ausgezeichneter geometrischer Punkt aufgetreten; seine
physikalische Bedeutung wird, falls die Parallelkrifte Schwerkrifte
sind, sich im nichsten Kapitel herausstellen.

4, Kapitel.

Die Lehre vom Schwerpunkt.

§ 5. Allgemeines. Schwerpunkte spezieller Linien, Flichen
und Korper.

34. Richtung der Schwerkraft. Ein durch ein Gewicht ge-
spannter Faden eines Senkels gibt die Richtung der Schwerkraft
oder der Erdanziehung auf das Gewichtsstiick- an, die als Lot-
linie oder Vertikale bezeichnet wird. Die Lotlinien stehen ilber-
all senkrecht auf der Oberfliche ruhender Fliissigkeiten. Da nun
der Meeresspiegel eine krumme Oberfliche hat, so sind die Lot-
linien an verschiedenen Erdorten nicht parallel. Nur fiir verhiltnis-
miaBig nahe beieinander gelegene Erdorte dirfen Lotlinien als
parallel angesehen werden; auf alle Fiille ist es gestattet, die Ge-
wichte der einzelnen Teile der in der technischen Mechanik in Be-
tracht gezogenen Korper als parallele Krifte zu behandeln.

Eine Ebene normal zur Lotlinie ist eine Horizontalebene,
eine in dieser gezogene Gerade eine Horizontale. Die Horizontal-
lage wird mit der Wasserwage oder Libelle gepriift.

Die Intensitit der Schwerkraft wird durch das Gewicht ge-
messen, als dessen Einheit man das Kilogramm, als Kraft auf-
gefaBt, vereinbart hat, wenigstens in den Kreisen der Ingenieure,
ausschlieBlich der Elektroingenieure, die unter 1 kg die Einheit
der Masse verstehen (s. 143). Uber die Kraftmessung ist das Er-
forderliche in 1 gesagt.

35. Spezifisches Gewicht. Unter diesem versteht man fir ge-
wohnlich diejenige Zahl, die angibt, wieviel mal ein Korper schwerer
ist als das gleiche Volumen Wasser. Vielfach bezeichnet man aber
auch als spezifisches Gewicht eines Kérpers das Gewicht
der Raumeinheit des Kérpers, entsprechend den Bezeichnungen:
Spezifische Ausdehnung eines Stabes = Ausdehnung der Léngen-
einheit des Stabes; spezifischer Druck = Druck auf die Flichen-
einheit.
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36. Allgemeine Erliuterungen iiber den Schwerpunkt. Oben
wurde bemerkt, dal jeder irdische Koérper und damit auch jedes
Element eines solchen von der Schwerkraft angegriffen sei. IstdV
das Raumelement eines Korpers und y das spezifische Gewicht
dieses Elementes, d. h. das Gewicht seiner Raumeinheit, so ist die
GroBe der das Element angreifenden, vertikal abwirts gerichteten
Schwerkraft ausgedriickt durch y-dV. Es wirkt daher an dem
ganzen Korper ein System von unendlich vielen parallelen und
gleich gerichteten Kriften y-dV. Man versteht nun unter dem
Schwerpunkt eines Korpers den Mittelpunkt der parallelen,
gleich gerichteten Schwerkrifte, die an den einzelnen Elementen
des Korpers wirken. Die Wirkungslinie der resultierenden Schwer-
kraft heilt Schwerachse oder Schwerlinie. DemgemiB erhilt
man mit Riicksicht auf das in 33 (Gl.17) Gefundene fiir die Koordi-
naten x,, y,, %, des Schwerpunktes, wenn die Koordinaten eines be-
liebigen Elementes des Korpers mit x, y, 2 bezeichnet werden:

. _ 2y-dV-=x _ 2ydV-y. z _ 2y-dV-z
T3y o YT Ty o= TIyav
Bei einem homogenen oder gleichartigen Korper ist das

spezifische Gewicht y fiir alle Elemente des Koérpers dasselbe, also
unabhingig von der Lage des Elements und daher:
_ 2dV-x _ 2dV-y. _2dV-z
—Zdy ¢ YT TIyw o AT Iy
Die Koordinaten des Schwerpunktes eines homogenen Ge-

bildes sind also unabhiingig vom spezifischen Gewicht des Korpers,
so daB man hier von der physikalischen Bedeutung des Schwer-
punktes absehen kann. Dies fiihrt uns dazu, den Begriff des
Schwerpunktes iiberhaupt allgemeiner zu fassen und den Schwer-
punkt irgendeiner homogenen Grofie m zu definieren als einen
geometrischen Punkt, dessen Koordinaten z,, y,, 7, in Beziehung
auf ein rdumliches rechtwinkliges Koordinatensystem dadurch er-
halten werden, daB man die GrbB8e in ihre Elemente dm zerlegt,
die Abstinde x, y, z der letzteren von den drei Grundebenen be-
stimmt und die Quotienten

2dm-x 2dm-y Zdm-z

2dm ' Zdm '’ Zdm

bildet. Diese Quotienten bedeuten Lingen, die man ansehen kann
als die Koordinaten x,, 7,, 2, eines gewissen Punktes im Raume,
des sogenannten Schwerpunktes. Man hat also:
Zdm-x Zdm-y Zdm-z
To="gm ' VT Zqgm ' T Sdm -

To

. (18)



§ 5. Allgemeines. Schwerpunkte spezieller Linien, Flichen und Korper. 57

Das Produkt aus dem Elemente dm einer Grofie und seinem
Abstande von einer Grundebene nennen wir das Moment des
Elementes in Beziehung auf diese Ebene und die Summe der
Momente simtlicher Elemente einer Gréfe das Moment der ganzen
GroBe in Beziehung auf die angenommene Grundebene. So wire
dm-x das Moment eines Elementes der GroBe m in Beziehung auf
die yz-Ebene des Koordinatensystems und 2'dm-x das Moment der
ganzen GroBe m in Beziehung auf die gleiche Ebene. Da aber aus

o 2dm-x
o= T3im

so ist das Moment einer Grofie in Beziehung auf eine Ebene auch
ausgedriickt durch das Produkt aus der Gré8e und dem Abstand
ihres Schwerpunktes von dieser Ebene.

Arithmetisch gesprochen ist x, nichts anderes als der Durch-
schnittswert der x der einzelnen dm; dasselbe gilt' von xy,und z,.

folgt: maxyg=2'dm -z,

37. Momentensiitze. Hat man ein System von GroSenm; mymg . . .,
deren Schwerpunkte in den Abstinden z,2,%,... von einer ange-
nommenen Grundebene liegen, so ergibt sich, wenn z, der Abstand
des Schwerpunktes des Gesamtsystems von der Grundebene:

(myFmy4my .. )2, =2dm z
=2dm, -z +Zdmy-x+ Zdmg-z ...

=m,x, + my T, - myx; ...

Es ist daher das Moment eines Systems von GroéBen
in Beziehung auf irgendeine Ebene gleich der Summe der
Momente der einzelnen GroBen in Beziehung auf dieselbe
Ebene.

Handelt es sich dagegen um das Moment einer Grofie m, die
als die Differenz zweier GrofSen m, und m, aufgefaft werden kann,
so kann man, um dieses Moment zu erhalten, zuerst die Summe
der Elementarmomente dm, -z bilden fiir die GroSe m, und hierauf
diejenigen Elementarmomente wieder in Abzug bringen, die man
zuviel genommen hat, nimlich Zdm,-z. Das gibt

2dm-z=2dmz—Zdm,x
oder m- Ly = (M, — my) Ty =1m, &, — M, ,,
d.h. das Moment der Differenz zweier GroB8en ist gleich
der Differenz der Momente dieser Gré8en.
Jede durch den Schwerpunkt gehende Gerade ist eine Schwer-

achse. Nach einer gegen Ende von 33 gemachten Bemerkung ist
die algebraische Summe der Momente der Schwerkrifte in bezug
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auf jede Schwerachse gleich Null. Ist das Gebilde homogen, so ist
auch die algebraische Summe der Momente der Elemente, aus denen
das Gebilde besteht, in bezug auf jede Schwerachse gleich Null.

38. Fall einer Symmetralebene. Besitzt ein Gebilde m eine
Symmetralebene, so befindet sich in ihr auch der Schwerpunkt
des Gebildes.

Zum Beweis nehmen wir die Symmetralebene als eine Koordi-
natenebene, z.B. als yz-Ebene an und beachten, daf in diesem
Fall jedem FElement dm, von der Abszisse -+ = ein Element dm,
von der Abszisse —a entspricht, daf also

2dm-xz=0 und demgemif m. x,=0; =z,==0.

39. Fall eines Mittelpunktes. Hat ein Gebilde einen geo-
metrischen Mittelpunkt, so fillt in diesen der Schwerpunkt des
Gebildes, m. a. W. bei einem homogenen Gebilde mit einem geo-
metrischen Mittelpunkt fallt der physikalische Schwerpunkt mit dem
Mittelpunkt zusammen.

Im Begriffe des Mittelpunktes liegt es, dafl, wenn man ein
Element dm, des Gebildes mit dem Mittelpunkt verbindet und die
Verbindungslinie iiber den Mittelpunkt hinaus um sich selbst ver-
lingert, der Endpunkt dieser Geraden wieder mit einem Element dm,
zusammentrifft, so daB das ganze Gebilde als zusammengesetzt an-
gesehen werden kann aus paarweise auftretenden, einander ent-
sprechenden Elementen. Legt man nun durch den Mittelpunkt eine
beliebige Ebene, die man wieder als yz-Ebene eines rechtwink-
ligen Koordinatensystems ansehen mag, und bezicht auf diese das
Moment des Gebildes, so wird fiir diese Grundebene

2dm-x=2(dm, -2, —dmx,)4...=0, also mx,=0; x,==0,

d. h. es liegt der Schwerpunkt des Gebildes in dieser beliebigen,
durch den Mittelpunkt gehenden Ebene. Wenn aber der Schwer-
punkt in jeder durch den Mittelpunkt gelegten Ebene sich be-
finden mufl, so kann er nur in diesem Mittelpunkt liegen.

40. Schwerpunkte von ebenen Gebilden. Der Schwerpunkt
eines ebenen Gebildes liegt stets in der Ebene des Gebildes. Wihlt
man nimlich die Ebene des Gebildes als Grundebene, so ist das
Moment dm-z eines jeden Elementes dm des Gebildes in Beziehung
auf diese Grundebene gleich Null, woraus folgt

2dm-x=0; mx;=0; z,=0.

41. Dreieckumfang, In den folgenden Nummern werden die
Schwerpunkte einiger Linienverbindungen bestimmt. Den Ab-
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stand y, des Schwerpunktes des Dreieckumfanges von der Dreieck-
seite b erhalten wir aus der Momentengleichung

h h
(@404 p=c- g +a
woraus
h a-+c

A
In gleicher Weise berechnen sich
die Abstinde des Schwerpunktes von
den beiden anderen Dreieckseiten. Mit
diesen Abstinden ist dann die Lage des Schwerpunktes bestimmt.
Indessen laBt sich der Schwerpunkt einfacher dadurch fest-
setzen, daB man denselben wieder als den Mittelpunkt der Ele-
mentargewichte des Gebildes auffaBt und demgem#B den Durch-
schnittspunkt der Resultanten dieser Gewichte mit der Ebene des
Dreiecks, welch letzteres man sich in horizontaler Lage denken
mag, bestimmt.
Bezeichnet man mit y das Ge-
wicht der Lingeneinheit des Dreieck-
umfanges und nimmt die Gewichte der
Dreieckseiten a, b, ¢ (Fig. 26) in den
Mitten D, E, F' dieser Dreieckseiten an,
so kann man die Gewichte ya und yc
von @ und ¢ ersetzen durch ihre Re-
sultante y (a -+ ¢), die die Dreiecksebene
in dem Punkte G treffe. Dieser Punkt
G muf auf der Verbindungslinie FD so gelegen sein, daB

y-c(FG)=ya(D@)
DG ¢ ¢ 27__ ED
FG  a a2 EF’

EG ist somit Halbierungslinie des Winkels DEF des Dreiecks DEF.
Jetzt hat man nur noch die in G angreifende Resultante y (a - ¢)
mit dem in K wirkenden Gewicht yb der Dreieckseite b zusammen-
zusetzen, um die Resultante R siimtlicher amn Dreieckumfang wirken-
der Ilementargewichte zu erhalten, deren Durchschnittspunkt §
mit der Dreieckscbene den gesuchten Schwerpunkt liefert.  Der
Schwerpunkt § muf also auf GE, der Halbicrungslinie des Win-
kels DEF licgen, ebensogut aber aueh auf den Halbierungslinien
der beiden anderen Winkel des Dreiecks DEF. Somit fallt der
gesuchte Schwerpunkt des Dreieckumfanges in den Mittelpunkt des
dem Dreieck DEF einbeschriebenen Kreises,

oder
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42. Kreisbogen. Der Schwerpunkt liegt jedenfalls in der Ebene
des Kreisbogens und auf der eine Symmetralachse des Kreisbogens
bildenden Halbierungslinie des dem Kreis-
bogen entsprechenden Zentriwinkels. Wird
letzterer mit 2¢ Dbezeichnet, so erhilt
man den Abstand x, des gesuchten Schwer-
punktes vom Kreismittelpunkt aus
+a
ac0~27‘a:frd(p~rcos<p: 2r%sina,
—_a

womit sich ergibt

o sin
Ty = e
Beim Halbkreis ist dann
2r

X, =
43. Beispiel einer weiteren Linienverbin-
dung. Um den Schwerpunkt S der in Fig. 28 an-
gegebenen Linienverbindung zu erhalten, bestimmt man den Schwer-
punktsabstand y, aus der Momentengleichung in Beziehung auf
die Grundlinie a
a a \ a
44, Dreiecksfliche. Zerlegt man die Dreiecksfliche durch
Parallelen mit einer der Seiten in unendlich schmale Flichen-
streifen, so liegen die Schwerpunkte der letzteren alle auf der
zu der betreffenden Dreieckseite gehoren-
den Transversalen. Nimmt man nun diese
Transversale als Momentenachse an, so
ist die Summe der Momente der einzel-
nen Flichenstreifen in Beziehung auf die
gewihlte Achse gleich Null. Es muf da-
her der Schwerpunkt der Dreiecksfliche
auf der erwihnten Transversalen sich be-
finden. Aber ebensogut muf er auch auf
den beiden anderen Transversalen des Dreiccks liegen, mithin fillt
derselbe in den Durchschnittspunkt der Transversalen des Drei-
ecks. Damit wird dann (Fig. 29)
SD DE CD 1

1 1
T . D — . SD=— D:
SA4 B4 (B 2’ 5D 2SA’ 3A '
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SE=— —1— BE.
3
Es ist also auch:
1
yO = ”é h

45. Vierecksfliche. Man zieht (Fig. 30) die Diagonale AC
und bestimmt die Schwerpunkte S, und S, der beiden Dreiecke
ABC und ADC, nimmt die Verbindungslinie S;S, als Momenten-
achse an, alsdann muB der Schwer-
punkt S des Vierecks auf dieser Achse
liegen, weil die Summe der Momente
der beiden Dreiecke ABC und 4DC
und damit das Moment des Vierecks in
Beziehung auf die Achse §,8, gleich
Null sich ergibt. Zieht man hierauf die
Diagonale BD und bestimmt die Schwer-
punkte S, und S, der beiden Dreiecke
ABD und CBD, so muBl der Schwerpunkt S des Vierecks auch auf
der Geraden S,8, liegen, er fillt daher in den Durchschnittspunkt
der beiden ,Schwerlinien“ §,8, und S,S,.

46. Trapezfliche. Bei der Zerlegung des Trapezes in unendlich
schmale Streifen durch Parallelen mit den parallelen Seiten erkennt
man, daf die Schwerpunkte der Streifen auf der Verbindungslinie
der Mittelpunkte E und F der parallelen Seiten des Trapezes sich
befinden und daf demgemif auch der Schwerpunkt S des ganzen
Trapezes aul der Geraden EF liegen muB. Es handelt sich daher

2l \
rl;

F [l

A a D
Fig. 31.

nur noch um die Bestimmung der Entfernung des Schwerpunktes
von einer der beiden parallelen Seiten 4D oder BC. Bezeichnet
man AD mit a, BC mit b, die Hohe des Trapezes mit A und die
Schwerpunktsabstinde von 4D und BC mit y, bzw. y,, so liefert
die Momentengleichung in Beziehung auf 4D, wenn man das Trapez
durch die Diagonale BD in zwei Dreiecke zerlegt,

ah ’: -+ ; bh- g:} oder

[N

1
o g (0 H0) =
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ala 0= (a-]-20).

Ebenso erhilt mnn aus der Momentengleichung bezogen aut BC

pla-t )= (--2a)

womit sich ergibt

a
gﬂ_ﬁzb_éﬁu’
Yy b+2d ;+a

Hierauf beruht die in obiger Fig. 31 an-
gedeutete Konstruktion desSchwerpunktes S.

47. System von Rechtecken. Als
Beispiel wollen wir den T-Querschnitt
Fig. 32 wihlen. Mit den Bezeichnungen
der Figur 32 erhilt man bei der angedeu-
teten Zerlegung des Querschnittes:

, d
Yo (b,d, + hd b, dy) =b,d, <d2 ht 21>

l d,
+hd'(d2 +2L> +b2d2 ’ ’é:
woraus sich y, und damit der auf der Symmetralachse des Quer-
schnittes liegende Schwerpunkt des letzteren ergibt.

48. Kreisausschnitt. Der Halbmesser

des Kreises sei =—r und der den Aus-
schnitt bestimmende Zentriwinkel =—2¢
(Fig. 33).

Der Schwerpunkt S des Kreisaus-
schnittes liegt auf der Halbierungslinie
dieses Winkels. Ist x, der Abstand des
Schwerpunktes S vom Kreismittelpunkt O,
so liefert die Momentengleichung in bezug
auf die angenommene y-Achse:

+a
1 2 r3
2 2 :
xo-ria=|—r’dp-— rcosp=-_-2sina
0 2 (p 3 /' 3 a,
2 rsina

woraus X, =
3 14
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Damit erhalt man fiur die Halbkreisfliche, also mit azg

4r

49. Ausschnitt einer Ringfliche. Es sei
r, der #iuflere und 7, der innere Halbmesser,
2¢ der Zentriwinkel und x, der Abstand des
auf der Halbierungslinie des Winkels 2a ge-
legenen Schwerpunktes § vom Kreismittel-
punkt O (Fig. 34), alsdann hat man:

To

Ty (7'12 - 722) a=

g 2omeine L 2 nsing
3 o - 3 o
woraus
2 rP—r? sina
To=73 ri—r" o«

50. Kreisabschnitt. Derselbe wird ange-
sehen als Differenz eines Kreisausschnittes und
eines Dreiecks (Fig. 35), womit man als Mo-
mentengleichung in bezug auf die y-Achse er-
hilt:

o o . ., 2 rsing o . 2
Z,(r*a —r’sinq cos @) =1 5, T rsinacosa- greosa
a

. 2 . 9 2 . 3
oder x,(a —singcosa)= 5 rsin a(l — cos*q) = 5 rsin’a

0= 5 G sinZa’
51. Halber Parabelabschnitt. Die
Gleichung der Parabel Fig. 36 ist

Yy =2px.
Die schraffierte Fliche hat den Inhalt
(2/3)-xy. Die Koordinaten des Schwer-
punktes seien x,, y, (Fig. 36), damit lie-

fert die Momentengleichung in bezug
auf die y-Achse:
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x z z
9 v -
o' g 2Y :jydac X = ] xV2px-da ::\/‘Zpré dx
0 0 0
2 — 2 2 . 2,
oder x, iy =Vop = .xb =" 2 V2pr =—"aly,
3 h) 5 5
) 3
woraus &Ly =g .
Ebenso ergibt die Momentengleichung in bezug auf die x-Achse
pr® Yz
Yo- 3xy——fydx J2pxd’r——2 =
womit 3
3 Yo=—=—1Y-
Yo ] y

Fiir die nicht schraffierte Parabelfliche vom Inhalt (1'3)-2xy

erhilt man ebenso
2! 3 , 3
= =-y.
° 710 Yo =y ¥

52. Beliebiz begrenzte ebene Fliche. Um zunichst eine
Schwerlinie fir die gegebene Fliche F zu crhalten, d.h. eine
Gerade, auf der der Schwerpunkt S der Fliche liegen muf, geht
man zweckmiBigerweise wieder auf die physikalische Bedeutung
des Schwerpunktes zuriick, setzt die Fliche F als schwer und
homogen voraus, wohei das Gewicht der Flacheneinheit =1 sel,
und denkt sich die Fliche F in vertikale Lage gebracht. Alsdann
teilt man F durch Vertikalen in einzelne schmale Streifen, bestimmt
moglichst genau die Flacheninhalte fis for f, - - . der Streifen, nimmt
deren Schwerpunkte, was bei entsprechend schmalen Streifen genau
genug ist, in den Mitten zwischen den Trennungslinien der Streifen
an, konstruiert fir die in diesen Schwerpunkten wirkenden Ge-
wichte f,, f5 f3 . .. der Flichenstreifen ein Seilpolygon und zieht
durch den Durchschnittspunkt ¢ der duBersten Seilpolygonseiten
eine Vertikale, so ist diese eine vertikale Schwerlinie der Fliche F.
Indem man hierauf die Fliche F in lauter horizontale Streifen f
zerlegt, sodann die Kriifte f in horizontaler Richtung wirkend an-
nimmt und fiir diese Krifte ebenfalls ein Seilpolygon konstruiert usw.,
erhilt man auch eine horizontale Schwerlinie, deren Durchschnitts-
punkt mit der vertikalen Schwerlinie den gesuchten Schwerpunkt §
der Fliche liefert.

Mechanisch wird der innerhalb einer ebenen Figur gelegene
Schwerpunkt dadurch bestimmt, daB man die Figur aus Karton
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ausschneidet und auf einer Nadelspitze balanciert, oder auch da-
durch, daB man die Kartonfigur nacheinander in zwei verschiedenen,
nicht auf der gleichen Schwerachse befindlichen Punkten an einem
Faden aufhingt und den Schnittpunkt der beiden Fadenrichtungen,
d. h. zweier Schwerachsen, markiert; er ist der Schwerpunkt.

53. Moment einer Fliche in Beziehung auf irgendeine Achse.
Um das Moment M der Fliche F in Beziehung auf die beliebig
angenommene Achse yy (Fig. 37) auf graphischem Wege zu erhalten,
teilt man die Flidche F durch Gerade parallel dieser Achse in
schmale Flichenstreifen f,, f;, f, .. f, ein und konstruiert fiir diese
wie vorhin ein Seilpolygon, dessen #“uBerste Seiten die Achse yy
in den Punkten D, und D, schneiden, dann ist das Moment der
Fliche I in Beziehung auf die Achse yy ausgedriickt durch das

Produkt . (DOD”),

wobei H die Poldistanz im Kriftepolygon bedeutet.

Um dieses zu beweisen, betrachtet man das Gleichgewicht des
in seinen Eckpunkten von den Gewichten f,, f,, f, - . - f,, angegriffenen,
durch die in den #uBersten Seilpolygonseiten wirkenden Spann-
krifte S, und §, ins Gleichgewicht gesetzten Seilpolygons und
schreibt die Gleichung der statischen Momente der am Seilpolygon
im Gleichgewicht befindlichen Kriifte fir den Punkt D, als Dreh-
punkt an, indem man den Punkt D, als Angriffspunkt der Spann-
kraft S, ansieht und letztere in D, ersetzt sich denkt durch ihre
Komponenten H und V. Diese Momentengleichung ergibt

H.(DODM) :flxl 7*7 ﬁzx-z H*— f:;x:i /*-_ et + fnxn:F.‘TO‘

Autenrieth-Ensslin, Technische Mechanik. 2. Aufl o
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54. Schwerpunkt einer Pyramidenoberfliche und eines Kegel-
mantels. Lassen wir die Basis der Pyramide unberiicksichtigt,
so liegt der Schwerpunkt S der Pyramidenoberfliche jedenfalls auf
der Geraden, die die Spitze der Pyramide mit dem Schwerpunkt
des Umfanges der Basis verbindet, indem man ja die erwihnte
Oberfliche durch Parallelebenen mit der Basis in lauter einander
shnliche, Dreiecke bildende Ringe zerlegen kann. Ist nun h die
Hohe der Pyramide, so sind die Momente der dreieckigen Seiten-

tlichen F,, F,, F;... der Pyramide in bezug auf die Basis der-
selben ausgedriickt durch:
h h h
F, .- ., Foo—\ ..
13’ >3 53

Man hat daher, wenn der Abstand des gesuchten Schwerpunktes S
von der Basis der Pyramide mit z, bezeichnet wird:

k k
F~20=§(F1+EJ+F3—+—...):§-F,

h
woraus 2y = 3

Betrachten wir jetzt einen Kegel, so kann derselbe als eine
Pyramide von unendlich vielen dreieckigen Seitenflichen angesehen
werden. Demgemif liegt auch der Schwerpunkt eines Kegelmantels
auf der Verbindungslinie der Kegelspitze mit dem Schwerpunkt des
Umfangs der Basis in einem Abstand z, von der Basis gleich dem
dritten Teil der Hohe & des Kegels.

Abgestumpfte Pyramiden und Kegel werden als Differenz
zweier Pyramiden bzw. Kegel aufgefalit und dementsprechend be-
handelt.

55. Kugelzone und Kugelschale. Es sei (Fig. 38) der Kugel-
mittelpunkt Ursprung eines rechtwinkligen
Koordinatensystems und die Kugelzone durch
zwei Ebenen parallel der yz-Ebene bestimmt,
so daf die xz-Achse die Syvmmetralachse der
Kugelzone bildet. Um nun den Abstand x,
des Schwerpunktes S der Kugelzone vom
Kugelmittelpunkt zu erhalten, zerlegen wir
die Kugelzone durch Ebenen senkrecht zur
x-Achse in Jauter uncndlich schmale ring-
formige Elemente und schreiben die Momen-
tengleichung in Bezichung auf die yz-Ebene
an. Dieselbe ergibt:
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ag
2 2
a a,

2rna(a, —a,) &, = 2rn-dx~m=2rn~"—§~—,

a

1
Yy + 4,
woraus xo —_ "
2

Der Schwerpunkt der Kugelzone und ebenso derjenige der
Kugelschale liegt also in der Mitte der Hohe von Kugelzone
bzw. Kugelschale.

56. Prismen und Zylinder, Um die Schwerpunkte derartiger
Kérper zu bestimmen, zerlegt man die letzteren durch Ebenen
parallel den beiden parallelen Endflichen in lauter unendlich diinne
Scheiben. Die Schwerpunkte dieser Scheiben liegen alle auf der
Geraden, die die Schwerpunkte der parallelen Endflichen ver-
bindet, oder auf der sogenannten Achse des Prismas bzw. Zylinders.
Nimmt man nun cine beliebige, durch die erwdhnte Achse gelegte
Ebene als Momentencbene an, so crgibt sich das Moment des Kor-
pers in Beziehung auf diese Ebene gleich Null. Daraus liit sich
schliefen, daB auch die Schwerpunkte der Prismen und Zylinder
auf den Achsen dieser Korper liegen miissen. Eine Ebene durch
die Mitte der Achse parallel den parallelen Endflichen enthilt
aber ebenfalls den Schwerpunkt, weil das Moment des Koérpers in
bezug auf diese Mittelebene gleich Null sich zeigt. Darum liegt
der Schwerpunkt bei Prisma und Zylinder in der Mitte der Achse
dieser Korper.

6%7. Pyramide und Kegel. Zichen wir zuniichst eine Pyramide
mit dreieckiger Basis in Betracht (Fig. 39). Wir zerlegen die Pyra-
mide dureh Ebenen parallel der Ba-
sis in unendlich diinne Scheiben, als-
dann liegen dic Schwerpunkte dieser
Scheiben auf der Verbindungslinie der
Pyramidenspitze D mit dem Schwer-
punkt F der Basis. Diese Verbin-
dungslinie DF bildet eine Schwer-
linie der Pyramide. Somit liegt der
Schwerpunkt S der DIyramide im
Durchschnittspunkt der sich in einem
Punkte schneidenden, von den Ecken
der DPyramide nach dem Schwer-
punkte der gegeniiberliegenden Drei-
ecksfliche gezogenen Geraden. Daher hat man:

GF GE 1 SFOEF GE 1
¢e=aepT3 " pTpeTGep 3

5*
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oder SF=%SD und damit SF= i—DF.

Ist nun » die Hohe der Pyramide, so ergibt sich der Abstand
2z, des Schwerpunktes der Pyramide von der Basis =h/4.

Bildet die Basis der Pyramide ein beliebiges Polygon, so zer-
legt man das letztere durch Diagonalen in Dreiecke und damit die
gegebene Pyramide in dreiseitige Pyramiden von gemeinschaftlicher
Spitze. Die Schwerpunkte dieser dreiseitigen Pyramiden liegen
aber alle in einer Ebene parallel der Basis im Abstand %4 von
letzterer. Es mufl daher der Schwerpunkt der gegebenen Pyramide
ebenfalls in dieser Ebene sich befinden. Anderseits mufl derselbe
auch auf der Verbindungslinie der Pyramidenspitze mit dem Schwer-
punkte der Basis liegen. Der Durchschnittspunkt dieser Geraden
mit der erwihnten Ebene liefert mithin den gesuchten Schwerpunkt.

In gleicher Weise bestimmt sich der Schwerpunkt eines Kegels.

Abgestumpfte Pyramiden und Kegel werden als Differenzen
zweier Pyramiden bzw. Kegel betrachtet. Bei diesen Korpern er-
gibt sich der Abstand z, ihres Schwerpunktes von der Basis aus
der Momentengleichung in Beziehung auf die Basis, und mit diesem
Abstand 2z, in Anbetracht dessen, dafi der gesuchte Schwerpunkt
auf der Verbindungslinie der Schwerpunkte der parallelen Endfliichen
liegen muB, dann auch die Lage des Schwerpunktes selbst.

58. Kugelausschnitt. Derselbe besitzt eine durch den Kugel-
mittelpunkt gehende Symmetralachse, auf der dann auch der Schwer-
punkt des Kugelausschnittes sich befindet

(Fig. 40). Die Symmetralachse nehmen wir

zur z-Achse und den Kugelmittelpunkt zum

Ursprung eines rechtwinkligen Koordinaten-

systems an. Bezeichnet man nun den Ab-

stand des gesuchten Schwerpunktes vom Kugel-

mittelpunkt mit x, und denkt sich den Kugel-

ausschnitt durch konzentrische Kugelflichen

in lauter unendlich diinne Schalen von der

Dicke do =zerlegt, so ergibt die Momenten-

gleichung in Beziehung auf die yz-Ebene,

wenn 2¢ der Zentriwinkel des Kugelaus-

schnittes und r der Kugelhalbmesser:
r

etocosa

r ,
27n(r—7~cosa)-~3-~-x0: 2on(o—ocosa)do 9

0 ,
2 . ;
oder = r*a (1 —cos ) zy==n (1 — cos ) (1 |- cos a)f@“d@

0
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2, rt 3
gr..xo___(l_J[_cosa)..‘i; x0~_—-§r(1+cosa),

damit erhdlt man dann bei der Halbkugel mit azg‘

38
Ty=g"-

59. Kugelabschnitt. Derselbe wird angesehen als Differenz
eines Kugelausschnittes und eines Kreiskegels (Fig. 41), womit sich
der Abstand x, des Schwerpunktes des Kugelabschnittes vom Kugel-
mittelpunkt in bekannter Weise wieder aus einer Momentengleichung
in Beziehung auf eine Ebene durch den Kugelmittelpunkt senkrecht
zur Symmetralachse des Kugelabschnittes ergibt.

Man kann den Schwerpunktsabstand x, des Kugelabschnittes
vom Inhalt V aber auch unmittelbar bestimmen aus:

r=r r
Va,=|"n-de-x =7 |(r* —a*)xdx  usw.
X = rcos a rcos a

60. Umdrehungsparaboloid (Fig. 42). Fiir den korperlichen
Inhalt V desselben erhilt man

V= Zgndxzf2px'7t'd1'=pn-x?=%z?n-x

LY

und als Momentengleichung in Beziehung auf die yz-Ebene

3

V-, :——-J‘z"n-dw-x: 2pnfx"dx=2pn-%=z‘3n

x‘.!
.-E;’

woraus Xy= ",
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61. Die Guldinsche Regel. Mittels dersclben 1aBt sich auf
Grund der Lehre vom Schwerpunkt sowohl die Oberfliche, als der
korperliche Inhalt eines Umdrehungskérpers (Fig. 43) fiir jede be-
liebige Meridiankurve bestimmen. Nimmt man als x-Achse die ge-
gebene Drehachse an, so ergibt sich fiir die durch Umdrehung der
Meridiankurve s um die gegebene Achse erzeugte Umdrehungsfliche:

; 1)
F:f2 27 - ds——jZnJ‘ds-z =252/ =522/,

wobel s die Lange der erzeugenden Me-
ridiankurve und 2z~ der vom Schwer-
punkt des Kurvenstiickes s bei einer
Umdrehung beschriebene Weg.

Fir den koérperlichen Inhalt V des
Umdrehungskorpers  erhdlt man  da-
gegen, wenn [ der Inhalt der erzeugen-
den Fliche (sehraffierte Fliche in FKig.
43), df==z-dz ein Element derselben,
und z,” der Abstand des Schwerpunk-
tes der Fliche f von der Umdrehungs-
achse:

V=fzgn cdr = 27rfzd:1:~§ = 2nfdf~-22—: 2afz,’ =f 22/ n.

Es ist also der korperliche Inhalt eines Umdrehungskorpers
gleich dem Produkt aus der erzeugenden Fliche und dem Weg
des Schwerpunktes der letzteren bei einer Umdrehung.

5. Kapitel.

Von den Widerstandskriiften an Korpern mit be-
schriinkter Beweglichkeit.

§ 6. Allgemeine Grundlagen.

62, Stiitzendriicke und Stiitzenwiderstiinde. Kinspannungs-
momente. Richtung des Stiitzenwiderstandes, Lasten und Wider-
stiinde. Kingeprigte Krifte und Reaktionen. Iline Briicke erfiihrt

Yy |ds-z ist die Summe der Momente der Bogeneclemente ds in Beziehung
auf die z-Achse, und daher das Moment des ganzen Bogens s fiir die gleiche
Achse.
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in ihren Auflagern, ein eingemauerter Triger an seiner Befestigungs-
stelle einen Zwang, der ihn an einer Bewegung hindert, die er bei
fehlenden Auflagern oder bei fehlender Befestigung ausfithren wiirde.
Dic Bestimmung dieser sog. Widerstandskrafte an einem Korper
mit beschriinkter Beweglichkeit bildet eine Aufgabe der Statik, und
zwar eine Aufgabe der Statik starrer Kérper, solange die Wider-
standskrifte nicht von der Forminderung des belasteten Korpers
oder sciner Lagerstellen abhingen, andernfalls eine Aufgabe der
Statik elastischer Korper, die in der Elastizititslehre erledigt
wird. Wir beschriinken uns hier auf den ersten Fall.

Der gestiitzte Korper bt auf seine Auflager oder seine Be-
festigung eine sog. Auflagekraft, und an einer Stelle, wo er ein-
gemauert, eingeklemmt, eingespannt ist, ein Kriiftepaar aus. Um
anschaulich zu sein, wollen wir in zwei einfachen Fillen die Auf-
lagekrifte nach Grofe und Richtung durch einen Versuch bestimmen.
Den wagerechten Trii-

ger, Fig. 44, der in lp
ersichtlicher Weise be- [4‘1' B
lastet und in den bei- v - A

den Punkten 4 und B
frei gestiitzt ist, denken 4 B
wir uns an den Unter- C | ]
stiitzungsstellen je auf 3, Aﬂ
eine  Wage gestellt, [j P
worauf die  beiden Fig. 44,
Auflagedriicke, deren
Richtung offenkundig
die Vertikale ist, un-
niittelbar  abgewogen
werden konnen. Der
Auflagedruck des Bal-
kens auf seine Unter-
stlitzungsstelle.  d. h.
auf die Wage, ist ver-
tikal abwiirts gerichtet.

Aueh an dem ein-
seitig eingespannten
Trager, I'ig. 45, kinnen
wir die an dem Auf-
lager tiitigen Kriifte dureh einen Versuch ermitteln. Wir den-
ken uns, die Befestigung in dem Mauerwerk sei ganz entfernt.
Zweifellos hat der Triger aufl seine Befestigungsstelle senkrecht
abwiirts  gedriickt.  Wir stellen  daher unter diese Stelle eine
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Wage, die den vertikalen Druck abzuwigen gestattet. Jetzt konnte
der Triger noch um diesen Stiitzpunkt kippen. Daran konnen
wir ihn durch ein Kréftepaar verhindern, dessen Ebene mit der
Ebene der gegebenen Lasten und der Lagerachse zusammenfillt,
das aber sonst in sehr verschiedener Weise am Triger angebracht
werden kann. Zum Beispiel denken wir uns mit dem Triger ein
Querstiick fest verbunden und an dessen Enden Seile befestigt, die
in paralleler und einander entgegengesetzter Richtung iiber Rollen
gefiihrt werden. An beiden Enden werden gleich viel Gewichte
angehingt, bis der Triager in seiner urspriinglichen Lage bleibt
und nicht mehr zu kippen sucht. Das Kriftepaar G-a ist es offen-
bar, das vom Balken auf das Querstiick und von da auf die Seile
ibertragen wird, wo es abgewogen wurde. Demnach besteht die
Wirkung des Trigers auf seine Befestigung (Einspannungsstelle) in
einer Vertikalkraft und einem sog. Einspannungsmoment. Andere
Krifte und Momente treten im vorliegenden Fall nicht auf. Man
konnte sie sonst in #&hnlicher Weise durch geeignete Vorrichtungen
abwigen. Wer den Versuch selbst ausfiihrt, kann keinen Augen-
blick dariiber im Zweifel sein, ob er alle am Auflager angreifenden
Kraftwirkungen beriicksichtigt hat. Denn hitte er eine vergessen,
so wire kein Gleichgewicht zustande gekommen; die Auflagestelle
wiirde seitlich verschoben oder der Ko¢rper um sie kippen. Leicht
erkennt man, daf man im allgemeinsten Fall drei Komponenten
etwa in drei aufeinander senkrechten Richtungen und drei Momente
um diese Richtungen abwigen miite. Meist treten nur einige da-
von in Wirklichkeit auf. Was der Balken, Fig. 44, oder der Trager,
Fig. 45, auf sein Auflager ausiibt, ist der sog. Auflagedruck bzw.
das Auflage- oder Stiitzmoment. Die Auflage oder die Befestigung
ihrerseits iibt rilckwirts auf den gestiitzten Kérper nach dem Gegen-
wirkungsprinzip eine gleich grofe Gegenkraft bzw. ein Gegen-Kriifte-
paar aus, die als Auflage- oder Stiitzenwiderstand, oder Auflage-
reaktion bzw. als Reaktions- oder Einspannungsmoment bezeichnet
werden.

Man pflegt nun die Auflagerwirkungen nicht durch Versuch,
sondern durch Rechnung zu bestimmen und geht zu diesem Zweck
stets in stereotyper Weise vor: Man macht den Triger ,frei“, d. h.
man denkt sich Auflager und Befestigungen entfernt und ersetzt
deren vorherige Wirkungen auf den Triger durch Anbringen des
Auflagerwiderstandes und gegebenenfalls des Einspannungsmomentes.
Der Korper steht dann unter dem EinfluB der gegebenen aktiven
und der gesuchten passiven Kr#ifte, wofiir man auch die Aus-
drucksweise Lasten und Widerstinde oder eingeprigte Krifte
und Reaktionen beniitzt, im Gleichgewicht. Er darf als ,frei®
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betrachtet werden und unterliegt den im vorigen Abschnitt an-
gegebenen Gleichgewichtsbedingungen, mit deren Hilfe die gesuch-
ten Auflagerwiderstainde berechnet werden. Der Bestimmung der
Stiitzenwiderstinde ist aus dem Grund ein besonderes Kapitel ge-
widmet, weil diese in allererster Linie bekannt sein miissen, ehe
man an die Ermittlung der innern Krifte und die Wahl der Kon-
struktionsabmessungen herangehen kann. Die Ermittlung der innern
Krafte ist vorwiegend eine Aufgabe der Festigkeitslehre; in diesem
Buche werden wir nur die Ermittlung der Stabkrifte in einem
Fachwerk zu behandeln haben.

Auf die beschriebene Weise werden wir auch spiterhin o6fters
vorgehen, wenn unbekannte Zwangskrifte gesucht sind: Man macht
den zu untersuchenden Korper ,frei® vom Zwang und hat dafiir
die vorher titigen Zwangswirkungen an ihm anzubringen, die im
allgemeinen in Kriften und Kriftepaaren bestehen.

Zu den aktiven oder eingepridgten Kriften gehdéren in der
Statik das Eigengewicht, sonstige Gewichte, wie Flaschenzug mit
Last, auf einem Speicherboden aufgeschichtete Waren; Wasser-,
Luft-, Dampfdruck, Winddruck, Schneelast u. a.; zu den Reaktionen
gehoren dagegen die Krifte, die durch Einschrinkung der Beweg-
lichkeit entstehen, darunter auch die Reibung. Dem Gesagten zu-
folge kann man die Reaktionen als solche Krifte definieren, die
durch Einschrinkung der Beweglichkeit entstehen. Von den Wider-
stainden oder Reaktionen wird jetzt ausfithrlich die Rede sein.

Es ist zuerst die Frage nach der Richtung eines Wider-
standes zu erortern, der von einer ebenen oder gewdlbten
Unterstiitzungsfliche auf einen gestiitzten Koérper aus-
geiibt wird.

Wir wissen, wie schwer ein Schlitten auf einer ebenen unbe-
schneiten Strafe fortgeschoben werden kann. Viel besser geht es
auf kurzem dichtem Rasen, noch besser auf Schnee, und auf blanker
Eisfliche ist die in der Schubrichtung, also parallel zur Ebene aus-
zuiibende Kraft ganz gering. Dieser Kraft entgegengesetzt gleich
ist der Widerstand, den die Unterstiitzungsebene in ihrer eigenen
Richtung entgegenzusetzen vermag; er ist um so geringer, je weniger
rauh die Ebene ist. Durch vollige Abstraktion von einem derartigen
Widerstand gelangen wir zu dem Satz: Eine absolut glatte
Fliche vermag keine tangentiale Kraft auszuiiben; der
Widerstand einer glatten Ebene gegen einen Koérper, der
auf ihr ruht, oder auf ihr verschoben wird, steht an der
Beriithrungsstelle normal zur Ebene; auf einer glatten krummen
Oberfliche geht er normal von dieser aus, d. h. er ist normal zur
Tangentialebene im Beriihrungspunkt. Denn in einem kleinen Be-
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zirk kann die krumme Oberfliche mit ihrer Tangentialebene ver-
tauscht werden.

Wir werden jetzt die Frage behandeln, wie ein Korper ge-
stlitzt werden muf, damit er sich gerade im stabilen Gleichgewicht
befindet, m. a. W. welche Stiitzkrifte zu diesem Zweck notwendig
sind, und welche im Hinblick auf ein sicheres Gleichgewicht als
tberfliissig oder iiberzdhlig zu bezeichnen sind. An diese mehr
geometrische oder kinematische Frage schlieft sich die statische
Frage nach der Grofe der Widerstinde.

63. Arten der Stiitzung. Stabiles, labiles, indifferentes Gleich-
gewicht. Freiheitsgrade und ihr Zusammenhang mit den Reak-
tionen. Ein in einem einzigen Punkte gestiitzter Korper ist um diesen
Punkt drehbar. Wirkt auf ihn ein Kriftepaar oder eine Kraft ein,
die ein Moment in bezug auf den Stiitzpunkt besitzt, so ist er
nicht im Gleichgewicht. Ist er dagegen blo8 durch eine Kraft
belastet, deren Wirkungslinie durch den Stiitzpunkt geht, so be-
findet er sich im Gleichgewicht, weil im Stitzpunkt eine gleich
groBe und entgegengesetzte Stiitzkraft hervorgerufen wird, die die
Last aufhebt. Dabei sind drei Félle zu unterscheiden: 1. der An-
griffspunkt der Last fillt mit dem Stiitzpunkt zusammen, der Kor-
per verharrt dann in jeder Stellung, in die man ihn durch Drehung
um den Stiitzpunkt bringt; er befindet sich im indifferenten
oder unentschiedenen Gleichgewicht. 2. Der Angriffspunkt der
Last liegt auBerhalb des Stitzpunktes und die ILast wirkt vom
Stiitzpunkt weg, so daB eine Verlingerung des zwischen beiden
Punkten gelegenen Korperstiickes angestrebt wird; wiirde man den
Korper um seinen Stiitzpunkt etwas aus seiner Gleichgewichtslage
herausdrehen, wobei die Richtung der Last parallel bleibt, so ent-
stiinde ein Moment, das den Korper wieder in seine alte Gleich-
gewichtslage zurlickfihren wiirde; man sagt, der Korper befinde
sich im stabilen oder sichern Gleichgewicht. 3. Ist unter sonst
gleichen Umstéinden die Last gegen den Stiitzpunkt hin gerichtet,
so wird der gestiitzte Korper bei kleinster Auslenkung aus der
Gleichgewichtslage immer mehr aus dieser entfernt, das Gleich-
gewicht wird in diesem Fall labil oder unsicher genannt.

Der bisher betrachtete Korper war in seinem Stiitzpunkt all-
seitig drehbar gedacht, ein solcher Kérper kann keinerlei Krifte-
paar aufnehmen, ohne aus dem Gleichgewicht zu kommen und ohne
in Drehung zu geraten. Liegt in jenem Drehpunkt der Ursprung
eines rechtwinkligen Koordinatensystems, so wird der Koérper da-
durch in eine beliebige neue Lage iiberfiibrt, da§ man eine z. B..
in die z-Richtung fallende Achse r einen Winkel ¢ in der xy-Ebene
durchlaufen 148t, dann einen Winkel ¥ in der rz-Ebene und hierauf



§ 6. Allgemeine Grundlagen. 75

dem Korper um die r-Achse eine Drehung um den Winkel y gibt.
Dic neue Lage ist hiernach gegen die alte durch drei Bestimmungs-
winkel festlegbar, die man nach Art der Punktkoordinaten als
Winkelkoordinaten auffassen kann. Man sagt dann, der Korper
habe drei Freiheitsgrade fiir Drehung, d. h. er kann sich um
drei beliebige Achsen gleichzeitig in ganz unabhingiger Weise
drehen. Diese drei Achsen gehen in unserem Beispiel durch einen
Punkt, was aber im allgemeinen nicht nétig ist, wenn von drei
Freiheitsgraden fiir Drebung die Rede ist. Dagegen hat der hier
betrachtete Kérper offenbar keinen Freiheitsgrad fiir Verschiebung;
damit hidngt nun auch die Art der Stiitzkrifte zusammen, die er
im Gleichgewichtsfall aufnehmen kann:

Jeder Freiheitsgrad schlie8t die Ubertragbarkeit einer
bestimmten Kraftwirkung auf die Stiitzstellen aus. Hat
ein Korper drei Freiheitsgrade fiir Drehung, so vermag er im
Ruhezustande keine Stittzmomente (Kriftepaare) um drei beliebige
Achsen aufzunehmen. Der begonnene Gedankengang lift sich jetzt
in naheliegender Weise vervollstindigen, womit man einen voll-
staindigen Uberblick iiber die Bewegungsmoglichkeiten und iiber
die Folgen von deren Einschrinkung fiir die Art der auftretenden
Reaktionskrifte gewinnt.

Denkt man sich einen Korper auf einer geraden festliegen-
den Fiihrung verschiebbar aufgesteckt, die absolut glatt sein soll
und — etwa durch dreikantige Form -— eine Drehbarkeit aus-
schlieBt, so sagt man, er habe einen Freiheitsgrad fiir Verschiebung;
ist die Richtung der letzteren die x-Achse, so kann er im Gleich-
gewichtsfall keine Komponenten in der x-Richtung aufnehmen.
Man kann nun diese Fiihrung selbst auf eine in der y-Richtung
gelegene Fiihrung schieben, und diese schlieBlich auf eine in der
z-Richtung verlaufende. Dann erhilt der Kérper nacheinander zwei
neue Verschiebungsmdglichkeiten und damit zwei neue Freiheits-
grade fiir Verschiebung. Er besitzt nunmehr drei Freiheitsgrade
fiir Verschieben und kann, ohne aus dem Gleichgewicht zu kommen,
keinerlei Stiitzkraft aufnehmen, also weder eine X-, noch eine Y-,
noch eine Z-Komponente. Die Lage eines Punktes, in die er ledig-
lich durch Verschieben gelangt, ist bei drei Freiheitsgraden durch
drei Verschiebungskoordinaten xyz bestimmt. Wire der Korper
um die drei Fihrungen auch noch drehbar, so erhielte er auch
noch drei Freiheitsgrade fiir Drehung; er kann jetzt, ohne aus
dem Gleichgewicht zu kommen, keinerlei Kraft und keinerlei Kriifte-
paar mehr aufnehmen. Er ist vollstindig frei beweglich; der
vollstindig frei bewegliche Koérper hat also sechs Frei-
heitsgrade.
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Obwohl in den unmittelbar folgenden Abschnitten kein Ge-
brauch davon gemacht wird, sei doch bemerkt, da nach dem Ge-
sagten eine beliebige neue Lage eines Korpers gegeniiber einer
Ursprungslage oder gegeniiber einem festen Koordinatensystem
durch sechs Koordinaten angegeben werden kann, durch drei Ver-
schiebungsgréfen und drei Drehwinkel. Soviel Lagekoordinaten
zur eindeutigen Bestimmung der Lage eines Korpers oder eines
Systems beweglicher Korper angegeben werden miissen, soviel
Freiheitsgrade sind vorhanden. Bei einem gewdohnlichen Kurbel-
getriebe z. B. ist blo8 eine Koordinate hierzu erforderlich; es hat
einen Freiheitsgrad oder, wie man statt dessen auch sagt, es ist
zwanglaufig.

Die O bis 6 Freiheitsgrade kommen in Natur und Technik
vor. Man denke nur an die Knochengelenke unseres eigenen Kor-
pers, an Stative zur Befestigung von Instrumenten, an Stative
feinerer Mikroskope, an Kugel- und Universalgelenke, an Glocke
und Kléppel.

Wird die Beweglichkeit eines Ko&rpers durch Anbringen von
Stiitzpunkten, Fiihrungen oder schliefilich durch vollstindiges Fest-
klemmen beschrinkt, so lassen sich die Stiitzkrifte ohne weiteres
mit den uns bekannten Gleichgewichtsbedingungen der Statik aus-
rechnen, wenn man die Beweglichkeit nur so weit ein-
schrinkt, als absolut notig ist, um die beabsichtigte Unbeweg-
lichkeit den wirkenden Kriften gegeniiber gerade zu erzielen, wo-
mit gleichzeitiz gewdahrleistet ist, daf sich der Korper unter dem
EinfluB seiner Belastung im sichern Gleichgewicht befindet.

Man kann die statischen Gleichgewichtsbedingungen sogar
unmittelbar dazu verwenden, um auf die unbedingt notige Art der
Unterstiitzung zu schlieflen.

So muB z. B. fir einen Korper, der nur in einer Ebene von
Kraften ergriffen ist und sich in Ruhe befindet, nach 25 XX =
2Y=0 und @M =0 sein; d. h. er darf sich in der Ebene nicht
verschieben und nicht drehen. Ersteres wird durch Anordnen eines
Gelenkzapfens senkrecht zur Ebene der Kriifte bewirkt, letzteres
durch Festhalten eines einzigen weiteren Punktes, jedoch derart,
daB in der Verbindungslinie desselben mit dem Gelenk ein weiterer
Zwang nicht ausgeiibt wird; denn das ist wberflissig, weil die
Kriafte in Richtung der Verbindungslinie in vollstindig ausreichender
und bestimmter Weise vom Gelenkzapfen aufgenommen werden.
Diese zweite Stiitzstelle #duflert bei fehlender Reibung einen
Widerstand nur senkrecht zur Auflagefliche. Denkt man sich den
Korper elastisch und in der Verbindungsgeraden der beiden Lager
durch eine Zug- oder Druckkraft beansprucht, so wird der Korper
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auf der zweiten Stiitzstelle gleiten; diesen Stiitzpunkt kann man
daher ein Gleitlager nennen.

§ 7. Ermittlung von Stiitzkriften ausschliefllich von
Reibungswiderstinden.

64. Beispiele: a) Dachbinder mit vertikalen Stiitzen-
widerstinden (Fig. 46), belastet durch sein Eigengewicht @ und
durch den Winddruck P. Gesucht sind die Auflagerwiderstinde
in der Gelenkstiitze 4’ und im Gleitlager 4”. Wir haben hier die
am SchluB des vorigen Abschnittes besprochene Sachlage.

Man vereinigt den Winddruck P und das Eigengewicht @ zu
einer Resultierenden R. Die Ebene des Dachbinders ist dann durch
drei Kriifte belastet, die sich an ihr das Gleichgewicht halten.
Drei beliebige in einer Ebene wirkende und im Gleichgewicht be-
tindliche Krifte miissen sich aber nach 18 in einem Punkt schneiden,
den man findet, wenn man die Wirkungslinie zweier der Krifte
zum Schnitt bringt. Am Gleitlager 4” steht der Stiitzenwiderstand
W” senkrecht auf der Gleitfliche, ist also, da letztere wagrecht
liegt, senkrecht gerichtet und geht durch 4”. Die nach Lage und
Grofe vollstiindig gegebene Kraft B schneidet die Richtung von
W"”in D; damit ist auch die Richtung DA des Stiitzenwiderstands
W’ in A’ bestimmt und das sich schliefende Kriftedreieck von R,
W’ und W” aufzeichenbar. Damit sind die Stiitzenwiderstinde auf
graphischem Wege gefunden; dieser ist im vorliegenden Fall
auch am meisten empfehlenswert.



78 Statik. Von d. Widerstandskriften an Korpern m. beschr. Beweglichkeit.

Man kénnte die Stiitzenwiderstinde indes auch berechnen,
und zwar den einen Stitzenwiderstand W” aus der Momenten-
gleichung um das andere Auflager 4’, weil der andere Stiitzen-
widerstand in bezug aut 4’ den Hebelarm Null und das Moment
Null besitzt. Es wire das Moment von W’ um A’ gleich dem
Moment von R um 4’, woraus W” folgt. Die Vertikalkomponente
V' von W’ erhielte man sodann aus V=0, d. h.aus V' W" =
Q - P cos (PQ); schlieSlich wire die Horizontalkomponente von W’
gleich der Horizontalkomponente von R oder, was das gleiche ist,
von P.

Das Gelenk in 4" muB so konstruiert sein, daB es einen Hori-
zontalschub mit Sicherheit aufnehmen kann.

b) Dachbinder mit einem schrigen Stiitzenwiderstand.
Ist das Gleitlager in A” nicht horizontal, sondern schrig angeordnet,
so sind die Stiitzenwiderstinde ebenso bestimmbar wie unter a)
beschrieben. Es ist jetzt nur W” schrig, statt vorhin vertikal
gerichtet.

Ist die Gleitfliche des Lagers bei 4” nach innen, d. h. nach
dem iiberdeckten Raum hin schief, so wird dem Kriftedreieck zu-
folge W' etwas kleiner und W' etwas grofer als unter a); W" be-
sitzt auch eine nach links gehende Horizontalkomponente. Man
wird ein schriges Gleitlager dann anordnen, wenn sich zeigt, dal
dadurch der Binder oder die Briicke zwischen 4’ und 4” ent-
lastet wird.

¢) Trager durch Parallelkrédfte belastet. Wirken ledig-
lich, wie hiufig vorkommt, Parallelkrifte, vertikal zur Ver-

bindungsgeraden der bei-
den Stiitzpunkte, o)
braucht man keine Ge-
lenkstiitze, die auch Ho-
rizontalschub aufnehmen
kann, weil ein solcher
jetzt fehlt. Man legt, wie
die iibliche Ausdrucks-
weise lautet, den Triger
zweimal frei auf, d. h.
auf Gleitlager.  Dieser
hiaufie vorkommende Fall
ist ndher zu betrachten.
1. Rechmnerische
Losung: Der zweimal
frei aufliegende Triiger in
Fig. 47 habe die Spann-
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weite { [m] und trigt die Lasten P,P,P,... im Abstand a,a,q,...
vom linken Auflager 4’. Die Auflagerwiderstinde R, (links) und
R, (rechts) sind gesucht.

Man verfahrt in allen diesen und &hnlichen Fallen stets gleich:
Zuerst berechnet man den einen Auflagerwiderstand, etwa R,, aus
einer Momentengleichung um das andere Auflager, die lautet:

R, l=Pa, +Pya,FPya,+... =2P-a,
~_Pia,+Pya, 4 Pya,;-+.... 2Pa
=-nlaes, =

Sodann berechnet man den andern Auflagerwiderstand aus der
Komponentengleichung 2V=0:

R1+R2:P1+P2+P3+"':2P
R =P +P,+|+P,+...—R,=2P —R,.

2

woraus R,

Ist eines der P den andern entgegengesetzt, so hat es um A'
ein den andern entgegengerichtetes Moment; das Moment dieser

Kraft Pa erhilt also ein —-Zeichen. Auch in die Komponenten-
gleichung geht dieses P mit dem —-Zeichen ein.

2. Graphische Lésung: Man zeichnet, wie in 19 gezeigt,
das Krafteck der Krifte P, P,P,... mit dem willkiirlich angenom-
menen Pol O und den Polstrahlen §/8,S,...; hierauf das Seileck
I, II, 111, 1V, wo I, II, III, IV die Schnittpunkte der Parallelen zu
den Seilstrahlen S, S, S, mit den Kraftrichtungen von R, P, P,... R,
sind.

Zieht man noch die sogen. SchluBlinie DD und zu ihr im
Krafteplan die Parallele D, so wird behauptet, daf die Kraftstrecken
B, und R, die Auflagerwiderstinde in I und IV seien.

Zum Beweis ist zunichst festzustellen, daf die Komponenten-
gleichung R, + R,=P, -} P, ... durch die Konstruktion erfiillt
ist. Anstatt nachzuweisen, dafl auch die Momentengleichung be-
friedigt ist, kann als Ersatz hierfiir festgestellt werden, daf die
Krifte P laut Konstruktion die gleiche Resultierende haben wie
die Auflagerwiderstinde, nur von entgegengesetztem Sinn. Dies ist
laut Konstruktion Fig. 47 in der Tat der Fall. Beide Resultierende
R—=P + P, ... und RR=— R=R, 4+ R, haben auch die
gleiche Lage. Sie heben sich also auf. Demmnach sind R, und R,
tatsiichlich die gesuchten Auflagerwiderstinde in 1 und IV.

Es kann indes auch das Bestchen der Momentengleichung nach
dem Vorgang von 21 nachgewiesen werden.

Zusatz: Biegungsmoment und Biegungs-Momentenlinie. In
der Festigkeitslehre wird das Moment der duBeren Kriifte in bezug
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auf einen Balkenquerschnitt gebraucht, das sogenannte Biegungs-
moment. Befindet sich der zu untersuchende Querschnitt etwa
im Abstand a, vom linken Auflager, so denke man sich den Balken
bei P, eingespannt und betrachte die Krifte auf der einen Seite,
etwa links von P,: ihr Moment fiir den genannten Querschnitt ist
M=R, -a,— P, (a,—a,); die Ebene des Kriiftepaares M enthilt
die Balkenachse, diese wird gebogen, weshalb das Moment Biegungs-
moment genannt wird.

Man hiitte ebensogut die Krifte auf der rechten Seite von P,
nehmen konnen; ihr Moment fiir den Querschnitt bei P, ist genau
so groB wie das zuerst angegebene, denn beide halten sich bei P,
am Balken das Gleichgewicht. Tatséchlich wahlt man immer die-
jenige Seite des zu untersuchenden Querschnittes, auf der die Mo-
mentberechnung am einfachsten ist.

Ermittelt man das Moment auf diese Art fiir eine Reihe von
Balkenquerschnitten, so kann man die Momente an den zugehérigen
Stellen des Balkens als Ordinaten auftragen: die Verbindungslinie
der Ordinatenendpunkte ist die sog. Biegungsmomentenlinie.
Man kann nun das Biegungsmoment fiir jede Stelle unmittelbar
aus dem Seilpolygon entnehmen, wenn dieses wie oben einschlieB-
lich der SchluBlinie (= Verbindungsgerade der Auflagerknoten-
punkte des Seilpolygons) gezeichnet vorliegt.

Das Seilpolygon ist dann eine geschlossene Figur; die zwischen
den duBersten Polygonstrahlen befindlichen, den gegebenen Kriften
parallelen Ordinatenstiicke y sind den Biegungsmomenten propor-
tional, und zwar ist

M=MH-y,
wo H den Horizontalzug des Kriftepolygons bedeutet.

Zum Beweis denke man sich den Balken in der Ebene der
Kriafte erweitert und die Kriifte an die Stellen I II IIT IV ge-
schoben, wo sie im Seilpolygon liegen. Dadurch wird nach 17 am
Gleichgewicht und an den Momenten nichts geindert, auch dadurch
nicht, daB man in der Linie I IV sich zwei gleiche und entgegen-
gesetzte Krifte DD hinzudenkt, deren Grofe aus dem Kriiftepolygon
entnommen wird.

Sucht man nun das Moment der links von P bzw. III ge-
legenen #uBeren Kriifte R, und P, in bezug auf den Querschnitt
von P, oder, was dassclbe ist, in bezug auf Punkt I11, so kann R,
und P, mit Hilfe des Seilpolygons in einfacherer Weise ausgedriickt
werden, wobei noch hemerkt werden mag, daB durch das Hinein-
zeichnen des Seilpolygons und das Hinzudenken der Spannkrifte
+8, und —§S,, +8, und —S, usf. auch nichts am Gleich-
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gewichtszustand gedndert wird. R, und D (links) kénnen nimlich
dem Kriiftepolygon zufolge durch S, ersetzt werden und S, und
P, ihrerseits durch ihre Resultante S,. Die Resultante S, geht
aber durch den Momentenpunkt III, liefert also kein Moment fiir III.
Von den anfiinglich betrachteten Kriften R, und P, nebst -+ D
und — D, bleibt demnach nur das nach rechts wirkende — D als
momentgebend fiir III tbrig. Nach Zerlegen von D in H und V,
so daB V durch IIT geht, ist das Moment der betrachteten Krifte

oder, was das gleiche ist, das Moment von H fiir O:
M==H-y

wo H der Horizontalzug des Kriiftedreiecks und y der Abstand
zwischen Seilpolygon und SchluBlinie an der Stelle IIT ist. H ist
mit dem Kriftemafstab, y mit dem Léngenmafstab abzumessen.

Liegen dic Auflager R, und R, nicht auBlen rechts und links,
so sieht das durch die Schlufllinie geschlossene Seilpolygon weniger
einfach aus, kann auch eine verschrinkte Figur sein. Am Ablesen
des Momentes M==H .y #ndert sich jedoch nichts.

d) Dreigelenkbogen [Iig.48. Als solcher wird eine Ver-
bindung zweier Tragkorper 4 und B mit drei reibungstrei ge-
dachten Gelenken I, II, II] bezeichnet; an den Auflagern liegen die
fest verankerten ,Kimpfergelenke®. Dazwischen das ,Scheitel-
gelenk“. Die Belastung wirkt in der Ebene der drei Gelenke.
Nach Lésen cines Kampfergelenkes (etwa I1I) wiire die Verbindung
beweglich und als Briicke unbrauchbar. Zur Herstellung einer
geometrisch unbeweglichen Verbindung ist es noétig und gerade
hinrcichend, den frei gemachten Endpunkt [T mittels eines (Gelenk-
bolzens festzuhalten. Unter dieser Voraussetzung ist der Drei-
gelenkbogen auch statisch bestimmt. Es treten an ihm nur be-
stimmt kontrollierbare und cinfach bestimmbare Kriifte auf. Es
sollen die Auflagerwiderstinde und der Druck im Scheitelgelenk
bestimmt werden.

Ks wirke nur eine Last an einem Tragkorper.

Autenriecth-linsslin, Technische Mechanik. 2. Aufl. 6



82 Statik. Von d. Widerstandskriaften an Korpern m. beschr, Beweglichkeit.

Bedenkt man, daf von den Kimpfergelenken nur Krifte
(keine Momente) ausgehen, so konnen die Auflager entfernt gedacht
und ihre Wirkung durch Anbringen einer Kraft an der Stiitzstelle
ersetzt werden. Da im Scheitelgclenk auch nur eine Kraft iiber-
tragen wird, so ist der Tragkorper B, an dem P nicht angreift,
nur in zwei Punkten durch Krifte belastet; er kann nur dann im
Gleichgewicht sein, wenn diese Kritie gleich grof und entgegen-
gesetzt sind, und die Verbindungsgerade der zwei Punkte als ge-
meinsame Wirkungslinie haben; diese letztere ist die Richtung des
einen Stiitzwiderstandes. Beide Tragkorper zusammen sind unter
dem EinfluB der Last und der zwei Stiitzwiderstinde, also unter
dem Einfluf dreier Kriifte im (leichgewicht. Die drei Kriifte miissen
sich dabei nach 18 in einem Punkte schneiden. Mit Hilfe dieser
Angaben kann das Kriftedreieck in Fig. 48 gezeichnet werden, wo-
mit die gesuchten Stiitzwiderstinde W, W, (Kampferdriicke) gefunden
sind; gleichzeitig aber auch der Drueck im Scheitelgelenk, der dem
oben Gesagten zufolge dem Widerstand W, gleich ist.

Die Kampfer- und Scheiteldriicke konnen auch berechuet
werden, was in 97 geschehen wird.

Wirken beliebige Kréfte in der Figurenebene, so setzen sich
die Kimpfer- und Scheiteldriicke offenbar aus zwel Anteilen zu-
sammen: aus dem Anteil, der durch die am rechten Tragkorper
angreifenden Kriifte hervorgerufen wird, wihrend der linke un-
belastet ist, und einem Anteil, den die Lasten des linken Trag-
korpers fiir sich allein hervorrufen, wihrend der rechte unbelastet
ist. Die Wirkung der Gesamtbelastung auf die Kampfer- und
Scheitelgelenke erhdlt man, wenn man die Einzelwirkungen zu
einer Resultierenden vereinigt.

Man bestimmt also zuerst die Scheitel- und Kampferdriicke fiir
den Fall, dafl blo8 die Belastung des rechten Tragkoérpers in Tatig-
keit ist, wobei es sich empfiehlt, die Lasten mit Hilfe des Seil-
eckes zu einer Resultierenden zu vereinigen. Dann lat man die
eingangs gestellte Aufgabe auf die beschriebene Art zu losen und
erhalt so die Kimpferdriicke W,” und W,” und den Scheiteldruck §'.

Ebenso stellt man fir den Fall, dal die Lasten am linken
Tragkorper allein wirken, W,” und W,” und 8" fest.

SchlieBlich sind W, mit W,”, W, mit W,”, § und S” mittels
des Kriifteparallelogrammes zu den Resultierenden W,, W, und § zu
vereinigen, womit die gesuchten Gesamtwirkungen an Scheitel- und
Kampfergelenken gefunden sind.

Man kann die Aufgabe auch auf einmal graphisch losen. Die
Aufgabe lautet dann: das Seilpolygon eines gegebenen Lasten-
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systems durch drei vorgeschriebene Punkte zu legen. Die Losung
findet man in 109,

e) Steuerungshebel. Der in a drehbare Hebel bac (Fig. 49)
soll ein Ventil bewegen, das in ¢ die vertikale Belastung Q absetzt.
Welche Antriehskraft P mull der Steue-
rungsnocken d auf die Rolle bei b aus-
iiben, wenn von der in Wirklichkeit
geringfiigigen Gelenkreibung abge-
sehen wird?

Der Steuerungsnocken wirkt anf
die Steuerrolle mit einer Kraft P ein,
deren Wirkungslinie die gemeinsame
Beriihrungsnormale ist. Die gemein-
schaftliche Tangente im Berihrungs-
punkt beriihrt den XKreisumfang der
Steuerungsrolle, die Normale geht
also durch den Kreismittelpunkt b, dessen Verbindungsgerade mit
dem Beriihrungspunkt somit die Wirkungslinie von P bestimmt.
Man denke sich den Hebel frei gemacht und die Lasten @ und P
und den Stiitzwiderstand R in ¢, b und @ angebracht, die zwei
ersteren in gegebener Richtung. An dem Hebel halten sich nun-
mehr drei Kriifte das Gleichgewicht, sie miissen sich in einem
Punkt e schneiden, der als Schnittpunkt der Lasten P und @ ge-
funden wird. In der Verbindungsgeraden ea wirkt der Stiitzwider-
stand R. Mit diesen Angaben kann das sich schliefende Krifte-
dreieck von @, P und R gezcichnet werden, womit die gesuchten
Krifte P und R gefunden sind.

P allein hitte man auch einfach berechnen kénnen aus der
Momentengleichung um a, nachdem man die Hebelarme von P und @
in bezug auf a aus der Zeichnung entnommen hat; es wire

Pp=Q-q,
woraus

Wird der Steuerhebel
cab in b mit einer Stange
angetrieben, so wirkt die
Antriebskraft in der Stangen-
richtung. Sonst dndert sich
an der Losung nichts.

f) Einseitig einge-
spannter Balken (sog.

6*
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Freitriger) mit beliebiger Belastung (Fig. 50). Es sollen die an
der Einspannstelle auftretenden Widerstinde angegeben werden.
Diese bestehen aus einer Kraft bzw. aus deren Horizontal- und
Vertikalkomponente W, und W,, und aus einem Kréftepaar M,. Man
denke sich den Balken an der Einspannstelle ,frei gemacht” und
bringe die Widerstinde W,, W, und M, so an, wie sie vor dem
,Freimachen“ am Balken gewirkt haben (vgl. auch Fig. 45). Dann
sind Lasten und Widerstinde im Gleichgewicht und es gelten die
Gleichgewichtsbedingungen von 25. Ist ¢ die gleichmiBige Be-
lastung der Léngeneinheit des Balkens von der Linge [, so ist:

Vl—i,—ql——Vg +I/Vu:()
H1+H2—VVh=O.

Als Momentendrehpunkt wird die Einspannung gewihlt. Das
Moment der gleichméBigen Belastung ist nach 24 gleich dem Mo-

l
ment ihrer Resultanten; diese ist ¢! und greift im Abstand 5 von

der Einspannung an; das Reaktionsmoment an der Einspannung,
das sog. Einspannungsmoment, ist um den gewihlten Momenten-
punkt herum immer noch in Wirksamkeit, wihrend die Reaktions-
krafte durch den Drehpunkt gehen und das Moment Null haben,
daher ist:
l
ql- 5 +V,a,—V,-a,—M;=0.

Aus den drei Gleichungen folgen ohne weiteres die gesuchten
Reaktionen W, , W, und M,.

§ 8. Statische Stabilitiit.

65. Stabilitit eines starren Korpers. Ein starrer Korper mit
einer beliebigen Vertikallast rubht auf einer ebenen Unterlage in
einzelnen Punkten oder in einer beliebig begrenzten Fliche (z. B. in

der kreuzférmigen Fliche Fig. 51) der
sog. Stitzfldche. In dieser soll nur Druck
ibertragen werden, kein Zug. Unter wel-
chen Umstdnden kippt er um?

Man bewege eine Tangente an den
Umfang der Stiitzfliche so um die letztere
rings herum, dafi die Stiitzfliche nie ge-
schnitten wird; die eingehiillte Fliche sei
als Standfliche bezeichnet. Bei einzelnen
Stiitzpunkten erhilt man die Standfliche,
wenn durch die fuBersten Punkte Gerade
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gelegt werden, die mit einer aufBlen herumgelegten und straff ge-
spannten Schnur zusammenfallen. Der Koérper kann offenbar nur um
eine solche Tangente bzw. duBerste Verbindungsgerade kippen; sie
heien Kipp- oder Drehkanten. Sobald die Resultante sdmt-
licher Lasten die ebene Unterlagsfliche auBerhalb der Standfldche
schneidet, kippt der Korper um, was ohne Beweis anschaulich
klar ist.

Ein fahrbarer Drehkran ruht auf vier Rédern, die nétigenfalls
durch Radschuhe festgestellt werden. Das Eigengewicht des fahr-
baren Teiles abgesehen vom Ausleger sei @, dasjenige des Aus-
legers sei G und die Nutzlast sei P. Man bilde die Resultante B
der parallelen Kriifte @, G und P (21); soll der Kran standfest
sein, so mufl die Wirkungslinie von R die Unterlage innerhalb der
Standfliche schneiden. Das Moment der Resultanten in bezug auf
die n#chstgelegene Kippkante wird als Stabilititsmoment be-
zeichnet. Ist e der Kkleinste Abstand zwischen der Wirkungslinie
von R und dem Rand der Standfliche, so ist B-e das Stabilitits-
moment.

Geht R durch den Rand der Standfliche, ist also e=0, so
ist der gestiitzte Korper an der Grenze des Gleichgewichtes.

Beschreibt beim Schwenken des Drehkranes die Resultierende R
aller vertikalen Lasten einen Zylinder, der die ebene Unterlage in
einem Kreis schneidet, so mufl die Standfliche, um den Kran stabil
zu machen, so angeordnet werden, daB ihr Umfang ganz auler-
halb jenes Kreises liegt.

Die Lasten brauchen nicht notwendigerweise alle vertikal zu
wirken; die Resultante B kann auch schief auf der Unterstiitzungs-
ebene sein; nur muB sie eine Vertikalkomponente haben, deren
Moment um die Kippkante griéfer ist, als das kippende Moment der
Horizontalkomponente um die gleiche Kante, kurz das Kippmoment
mufl kleiner sein als das Stabilitiitsmoment. Das ist immer der Fall,
wenn die schiefe Kraft die Unterstiitzungsebene innerhalb der Stand-
flache schneidet. Die Horizontalkomponente ist in geeigneter Weise
abzufangen, damit keine Verschiebung in der Horizontalebene eintritt.

§ 9. Statisch bestimmte und statisch unbestimmte Stiitzung.

66. Kennzeichen der statisch bestimmten und statisch un-
bestimmten Stiitzung. Der Zweck der Lagerung oder Abstiitzung
eines Bauwerkes, einer Maschine oder eines Teiles derselben, be-
steht allgemein gesprochen darin, daB die Beweglichkeit so weit ein-
geschriinkt wird, als es der Zweck der Konstruktion verlangt; im
besondern Fall der Ruhe soll sich die Konstruktion im stabilen
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Gleichgewicht befinden. Wird die Beweglichkeit nur so weit ein-
geschrinkt, als notig und hinreichend ist, um die genannte Absicht
gerade zu erreichen, so lassen sich die Stiitzenwiderstiinde (Kom-
ponenten oder Momente) mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen
der Statik bestimmen, sie sind statisch bestimmt.

Zur Entlastung der Konstruktion oder zur Erhéhung ihrer
Tragfahigkeit werden nun gelegentlich weitere Stiitzpunkte an-
geordnet oder weitere Teile der Konstruktion mit den Auflagern
unbeweglich verbunden. Was an Stiitzpunkten und Einspannstellen
mehr angeordnet ist als notwendig, wird iiberzihlig genannt. In
diesem Falle koénnen die Stutzenwiderstinde oder Stiitzmomente
nicht mehr allein mit Hilfe der statischen Gleichgewichtsbedingungen
bestimmt werden; sie sind statisch unbestimmt.

Wir haben jetzt die unterscheidenden Merkmale zwischen sta-
tisch bestimmter und unbestimmter Stiitzung kennen zu lernen. Bei
statisch bestimmter Stiitzung konnte man ein Auflager in Richtung
des Auflagerwiderstandes um ein kleines Stiick verschieben oder
eine Einspannungsstelle ein wenig drehen, ohne daf die Stiitzen-
widerstinde oder das Einspannungsmoment ihre GréBe #ndern.
Wiirde aber dieselbe Anderung an statisch unbestimmten Auflage-
rungen vorgenommen, so wiirden sofort alle Stiitzenwiderstinde
beeinfluBt. Dies soll an einem Beispiel erlautert werden: Wir haben
im vorhergehenden Abschnitt eine Reihe von Konstruktionen be-
trachtet, die statisch bestimmt gestiitzt sind. Man betrachte noch-
mals den zweimal frei aufliegenden Triger mit Belastung nach
Fig. 47. Eine kleine Bewegung eines Stiitzpunktes in Richtung des
Stiitzenwiderstandes beeinfluft dessen Grofe nicht. KEs ist auch
gleichgiiltig, ob der Triiger elastisch ist oder ob er als starr an-
gesehen wird.

Wird jedoch ein dritter Stiitzpunkt hinzugetiigt, so konnen die
Stiitzenwiderstinde mit Hilte der Gleichgewichtsbedingungen der

Statik allein nicht mehr
bestimmt werden. Der
iiber drei Lager durch-
laufende sog. kontinuier-
liche Trager (Fig. 52) z. B.
sei gleichmiBig mit q kg
auf die Langeneinheit
belastet und der dritte
Stitzpunkt in der Mitte
angebracht. Mit den Bezeichnungen der Figur lautet die Momen-
tengleichung um das Auflenlager:

W.2l-W".1=2ql-1 oder 2W --W"—2ql
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Die Vertikalkomponentengleichung lautet:
W W'+ W =241 oder 2W' —--W"=2¢ql,

d. i. dieselbe Gleichung wie oben; sie 146t eine getrennte Be-
stimmung der Stiitzenwiderstiinde nicht zu. Wiirde man den Triger
als starr annehmen, so kidme das einem Verzicht auf die Ermittlung
der Auflagerwiderstinde gleich, die doch in Wirklichkeit sicher
ganz bestimmte Werte haben. Die Hypothese des starren
Kérpers ist also bei tiberzahliger Stiitzung nicht zuléssig,
mit anderen Worten: die Ermittelung der Stiitzenwiderstinde statisch
unbestimmter Koérper gehort nicht in die Mechanik starrer Korper.
Die Grofe der statisch unbestimmten Stiitzenwiderstinde hidngt viel-
mehr von der Elastizitit des gestiitzten Korpers und der gegen-
seitigen Hohenlage der Auflager ab. Hebt man z. B. das mittlere
Auflager Fig. 52, so wird dieses mehr belastet, die AuBenlager ent-
lastet. Die Stiitzendriicke hingen von der Forminderung ab, die
der gestiitzte Korper infolge seiner eigenen Elastizitit oder des Ver-
haltens der Stiitzstellen annehmen kann oder muf. Fir jede, inner-
halb rationeller Grenzen, beliebige Hohenlage der Auflager besteht
Gleichgewicht zwischen Lasten und Stiitzenwiderstinden; es sind
also ebensoviele Gleichgewichtssysteme von Lasten und Widerstinden
denkbar als Verlagerungen der Stiitzpunkte; ihre Zahl ist beliebig
grof. Zu jedem Gleichgewichtssystem von Lasten und Widerstinden
gehort ein bestimmter Forménderungszustand. Welcher von diesen
unendlich vielen denkbaren Forminderungszustinden tatsichlich
auftritt, héngt von dem tatsdchlichen Verhalten der Stiitzpunkte
ab, die nur einen einzigen Forméinderungszustand wirklich zu-
lassen. Erst durch die Formédnderung werden die statisch un-
bestimmten Stiitzenwiderstinde wirklich bestimmbar. Analytisch
ausgedriickt heift das: es gibt fir eine statisch unbestimmt ge-
stiitzte Konstruktion unendlich viele Wertegruppen der Stiitzen-
widerstinde, die den statischen Gleichgewichtsbedingungen geniigen;
erst das Eingehen auf die den Auflagerbedingungen entsprechende
Forménderung der Konstruktion liefert so viele weitcre Gleichungen,
als iiberzihlige Stiitzungen angeordnet sind, wodurch eine eindeutige
Berechnung der Stiitzenwiderstinde méglich wird. Sind mehrere
iberzihlige Stiitzen oder Einspannstellen vorhanden, so entspricht
ciner jeden eine Forminderungsbedingung, in der der Einfluf der
betreffenden Stiitzstelle zum Ausdruck gelangt.

Es soll nun noch ein Iall besprochen werden, in dem ein
statisch unbestimmtes Stiitzmoment an einer {iiberzihligen
Einspannungsstelle auftritt. Der zweimal frei aufgelagerte Triiger
Fig. 47 ist unter dem Einfluf der gegebenen Lasten im stabilen
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Gleichgewicht und gerade zureichend unterstiitzt. Wird nun der
Trager an einem der beiden Auflager iiberdies fest eingespannt, so
ist die Beweglichkeit mehr eingeschrinkt als des stabilen Gleich-
gewichts wegen erforderlich wére. Durch die Einspannung wird
der Triger gezwungen, an der Einspannstelle eine ganz bestimmte
Richtung beizubehalten. Die Einspannung wird durch ein Krifte-
paar — das sog. Einspannungsmoment — bewirkt, dessen Ebene
die Balkenachse enthélt; es ist nur dann Null, wenn die gebogene
Balkenachse am Auflager die gleiche Neigung hat wie beim Frei-
aufliegen. Hebt oder senkt man ein Auflager oder gibt man, ohne
die Hohe der Stiitzstellen zu verindern, dem Triger an der Ein-
spannstelle eine andere Richtung, so wird dadurch die GroSe der
Stiitzwiderstinde und des Einspannungsmomentes geindert.

Da es also auf die Form#nderung ankommt, so gehort die Er-
mittelung statisch unbestimmter Stiitzenwiderstinde oder Stiitz-
momente in die Elastizititslehre.

Durch diese Darlegungen soll dem Studierenden der Unter-
schied zwischen statisch bestimmter und unbestimmter Stiitzung
klargemacht werden. FEr ist kurz folgender: Statisch bestimmte
Stiitzenwiderstinde sind von kleinen Verlagerungen der punktformig
gedachten Stiitzstellen sowie von der kleineren oder groéferen
Elastizitiit des gestiitzten Korpers unabhéngig. Uberzihlige Stiitzen-
widerstinde oder Stiitzmomente sind an einem starren Korper
unbestimmbar. Statisch unbestimmte Stiitzenwiderstinde sind von
der Forminderung abhingig. Werden iiberziihlige Stiitzpunkte ver-
lagert, so entstehen selbst an einem unbelasteten Korper Stiitzen-
widersténde.

§ 10. Reibung.

67. Allgemeines iiber Reibung. Schidliche und niitzliche
Reibung. Arten der Reibung. Vom physikalischen Vorgang bei
der Reibung und der Aufstellung von Reibungsgesetzen. Soll ein
Mobelstiick auf dem Zimmerboden, ein Kolben in einem Maschinen-
zylinder verschoben werden, so muB man die verschiebende Kraft
auf eine gewisse Groéfe steigern, bis eine Bewegung eintritt; eine
solche Kraft ist auch dann noch aufzuwenden, wenn eine gleich-
formige Bewegung eingeleitet ist. Der auftretende Widerstand hingt
also nicht damit zusammen, daB dem gleitenden Korper eine
wachsende Geschwindigkeit erteilt wird, und ist nicht als dyna-
mische Kraft aufzufassen. Man bezeichnet diesen Widerstand als
Reibung, und zwar als Haftreibung gegeniiber Gleiten oder
Reibung der Ruhe, ehe ein Gleiten eintritt, und als Bewegungs-
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reibung, wenn eine gegenseitige Verschiebung des gleitenden
Korpers und seiner Unterlage tatsichlich stattfindet. Dabei kann
offenkundig die Unterlage auch in Bewegung sein, und es kommt
dann nur auf den Geschwindigkeitsunterschied, die relative Ge-
schwindigkeit, an; der schneller bewegte Korper wird stets als der
gleitende, der langsamer bewegte als die Unterlage bezeichnet
(Einriicken einer Reibkupplung). Der Sitz der Reibung ist die Be-
rithrungsstelle zwischen gleitendem Korper und Unterlage, die
Richtung der Reibung in der gemeinschaftlichen Beriihrungsebene
gelegen; der Sinn der Reibung ist derart, daB sie am gleitenden
Korper in der Beriihrungsstelle der angestrebten oder aus-
gefiihrten Bewegung entgegenwirkt, wiahrend sie an der
Unterlage im Sinne der Bewegung angreift, diese also mit-
zunehmen sucht.

Durch die Haftreibung wird die Beweglichkeit eines Kérpers
eingeschrinkt, wir haben die Haftreibung daher im Sinne der Dar-
legungen in 62 und 63 zu den Reaktionen zu zihlen, weshalb
wir sie auch hier im Kapitel tiber Reaktionen zu behandeln haben.
Die Bewegungsreibung ist dagegen als aktive oder eingepriagte
Kraft aufzufassen, wie in der Dynamik noch auszufiihren ist (147).
Daf die Haftreibung im allgemeinen als eine Reaktion von unbe-
kannter GréBe und Richtung auftritt, wird in 69 ausfiihrlich erortert.

Wie wir noch sehen werden, ist die Reibung eine Kraft, die
niemals positive Arbeit leisten kann. In diesem Sinne bezeichnet
man sie gelegentlich als passiven Widerstand. Die Reibungsarbeit
geht in Wirme, zum Teil auch in Elektrizitit iiber.

Die Reibung ist oft ein unerwiinschtes Hemmnis, oft wird sie
aber auch nutzbar gemacht, und schlieSlich bildet die Reibung
sogar die unerlifiliche Voraussetzung fiir das Gehen von Mensch und
Tier oder fiir das Fahren der Landfuhrwerke. Die Arbeit, die eine
Maschine verrichten soll, wird z. B. durch die in den Lagern,
Fihrungen, an den Zahnradern usf. auftretende Reibung beein-
trichtigt. Nutzbar verwertet wird die Reibung dagegen zur Arbeits-
und Bewegungsiibertragung bei Riemen- und Seiltrieben, Spills,
Reibkupplungen, Reibscheciben und -ridern; man beniitzt sie ferner
zum Festhalten von Lasten (mehrmaliges Umschlingen von Pflscken
mit Tauen, Selbstsperrung von Lasthebemaschinen), zum Bremsen,
d. h. zum Verlangsamen oder Aufhalten einer Bewegung. SchlieBlich
ist das Gehen oder Fahren ohne die Haftreibung zwischen Schuh-
sohlen und Boden oder Rad und Schiene unmdglich; weder Mensch
noch Fahrzeug kommen ohne die Reibung von der Stelle.

Von der Reibung des Gleitens verschieden ist die Rollreibung
von Riidern, Rollen, Walzen und Kugeln, die mit der Formiinderung
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am rollenden Korper und seciner Unterlage zusammenhingt, sowie
auch die Bohrreibung, die an Spur- oder Stiitzzapfen auftritt.
Von beiden wird spiiter die Rede sein.

Die GroBe der gleitenden Reibung hiingt nach MaBgabe von
Beobachtungen ab von der Beschaffenheit der gleitenden Ober-
flichen (Rauhigkeit, Elastizitit, Hirte des Materials der Gleitflichen),
vom Druck, mit dem der gleitende Korper gegen die Unterlage
geprefit wird, von der Gleitgeschwindigkeit, vom Schmierungszustand
(trocken, naf}, gefettet), von der Temperatur.

Es erscheint vom wissenschaftlichen Standpunkt aus als eine
selbstverstiindliche Forderung, da man die erwiihnten Einfliisse
einzeln durch Versuche priift und ziffernmigig festlegt, und sodann
die jeweils sich abspielenden Vorgidnge zu verstehen und eine Ge-
setzmiifigkeit aufzustellen sucht, die eciner moglichst allgemeinen
Anwendung fiahig ist. Allein so viel Versuche nach den cinzelnen
Richtungen hin angestellt sind, so ist man doch noch zu keiner
allgemein anerkannten Auffassung {liber das Wesen der Reibung
gelangt, noch viel weniger zu Gesetzen von allgemeiner Anwend-
barkeit. Das Auftreten der Haftreibung, solange noch kein Gleiten
stattfindet, scheint durch das Ineinander-Eindringen der Beriihrungs-
flichen nach Mafgabe ihrer Rauhigkeit und Elastizitit bedingt zu
sein; die Reibung der Bewegung dagegen in einem Schwingungs-
vorgang zu bestehen, bei dem der gleitende Korper mit seinen
Unebenheiten iiber die Vertiefungen und Erhohungen der Unterlage
hinweghiipft, wobei der Elastizitit des Materials und der GroSe der
bewegten Masse ein EinfluB auf den Vorgang und damit auf die
Grofe der Reibung zukidme. Falls eine Schmierschicht in der Gleit-
fliche ist, handelt es sich um Flissigkeitsreibung, nicht mehr
um Reibung zwischen festen Korpern. Dieser Vorgang spielt sich
dann auf einer ganz anderen physikalischen Grundlage ab. Man
spricht in diesem Falle von Schmierreibung, im Gegensatz zur
trockenen Reibung. Was die erwihnten Schwingungen betrifft, so
treten sie augenfillig bei abgefederten Fahrzeugen (Kisenbahn-
fahrzeugen, Automobilen) auf und beeinflussen die Haftreibung
(Adhision zwischen Rad und Schiene bzw. zwischen Luftreifen und
StraBe), fiihren wohl auch nicht blof beim Anlaufen, sondern selbst
bei normaler Fahrt zu Gleiten des Rades gegeniiber der Schienc
oder dem Boden, was vor kurzem von Riedler auf dem Automobhil-
priifstand beobachtet wurde.

s erscheint jedoch vorerst recht fraglich, ob durch exakte
Untersuchung der Einzelheiten in Verbindung mit einer Erklirung
die Aufstellung eines allgemeinen Gesetzes [fiir die gleitende Reibung
gelingen wird. Ein solches Gesetz hitte zuniichst wissenschaftlichen
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Wert; sollte es zu praktischen Rechnungen verwendet werden konnen,
so miifte es jedenfalls einfach sein.

Man war bis jetzt gezwungen, unter Verzicht auf die allgemeine
Losung Einzelfille zu untersuchen, die dabei in Frage kommenden
Haupteinfliisse fest- und klarzustellen, womit man Ergebnisse erhilt,
die innerhalb des Versuchsbereiches auf #hnliche praktische Ver-
hiiltnisse {ibertragbar sind. Der Untersuchung wurden dabei unter-
zogen entweder Einzelteile, wie Lager, Getriebe (Schnecken, Zahn-
rider usw.) oder ganze Maschinen, und das Untersuchungsergebnis
in Tabellen oder Kurvenbildern niedergelegt, zum Teil auch in die
Form einer Gleichung gebracht; damit sind die bei den Versuchen
vorhanden gewesenen Verhiltnisse festgelegt; wie man solche Fest-
stellungen praktisch zu verwerten hat, soll besprochen werden, wenn
erst die ibliche Darstellung des Reibungsgesetzes gegeben ist. Da
dieses Gesetz zwar einfach ist, aber eine umfassende Bedeutung
nicht hat, so ist man hiufig in Einzelfillen genotigt, selbst Ver-
suche anzustellen, um fiir die Bediirfnisse dieses Einzelfalles zu-
verlassige Grundlagen zu beschaffen. Diesen Weg mull der Ingenieur
immer dann beschreiten, wenn es wegen der Kompliziertheit der
Aufgabe nicht gelingt, alle in Betracht kommenden Einfliisse wissen-
schaftlich zu erfassen und exakt zu formulieren. In solchen Fallen
wird man darauf auszugehen haben, nach experimenteller Fest-
stellung der Tatsachen die Haupteinfliisse herauszuschélen. C. Bach
hat in vorbildlicher Weise gezeigt, wie die Hauptsache durch eine
Niherungsrechnung ausgedriickt und diese selbst durch eine Be-
richtigungszahl mit den Versuchen in Ubereinstimmung gebracht wird.

68. Reibungskoeffizient. Reibungswinkel. Ein fester Korper
(Fig. 53) sei mit der Kraft N normal auf eine ebene feste Unterlage
gedriickt und dicht iiber der letzteren von
einer Kraft T parallel der Auflagefliche er-
griffen. Hierbei wird der Normaldruck
N durch den Normalwiderstand W, der Un-
terlage aufgehoben. Bei absolut glatter Auf-
lagefliche setzt die treibende Kraft T'den Kor-
per aunf seiner Unterlage in Bewegung.

In  Wirklichkeit tritt jedoch wegen der
Rauhigkeit der Beriihrungsflichen ein Tan-
gentialwiderstand auf, der sog. Reibungs-
widerstand W,, und man muf die trei-
bende Kraft T aut einen gewissen Wert stei-
gern, bis der Gleitkdrper sich auf der Un-
terlage zu bewegen anfingt. Nach dem Wechselwirkungsgesetz
sind, solange keine Bewegung eintritt, H, und T einander gleich
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und entgegengesetzt und halten sich das Gleichgewicht. Der
Reibungswiderstand 1V, wichst mit der treibenden Kraft T, aber
nur bis an eine bestimmte Grenze. Von besonderer Wichtigkeit
ist der Grenzwert 7I,—= R des Reibungswiderstandes, der auftritt,
wenn die treibende Kraft den Korper gerade an die Gleitgrenze,
d. h. an die Grenze zwischen Ruhe und Bewegung gebracht hat,
wenn also die Haftreibung in die Bewegungsreibung iibergeht.
Der Grenzwert R, die sog. Haftreibung, bildet also den Hoechst-
wert, den der Reibungswiderstand anzunehmen vermag. Nach
dem Gesagten sind drei I'dlle zu unterscheiden: 1. Es herrscht
Ruhe oder Gleichgewicht; 2. es ist die Gleitgrenze, d. h. die Grenze
des Gleichgewichtes erreicht; 3. es erfolgt Bewegung, je nachdem

m<
I’>R‘

Es kommt nun ganz besonders auf die Grofe der duBersten-
talls auftretenden Grenzreibung an, mit anderen Worten: aut die
Grofle der Haftreibung. Aus einer Reihe von Wahrnehmungen geht
hervor, daB die Haftreibung in besonders hohem MafBle von der
Grofle des Normaldruckes abhéngt. Nimmt man, vorbehaltlich
spaterer Berichtigung, an, der Reibungswiderstand R hinge in der
denkbar einfachsten Art vom Normaldruck N ab, indem er diesem
proportional ist, so kann man schreiben (Coulombsches Reibungs-

gesetz): R=—=u-N, . .. .. .. . (19)

worin =R N den von 1 kg Normaldruck erzeugten Reibungs-

widerstand, kurz die Reibungsziffer der Ruhe bedeutet. Nach

bereits erwihnten Wahrnehmungen ist der Reibungskoeffizient auch

noch von einer Reihe anderer Einfliisse abhingig, also im all-
gemeinen keine Konstante.

Denken wir uns den gleitenden Korper ,frei gemacht®, d. h.

die Unterlage weggenommen, und die von ihr ausgeiibten Krifte:

nimlich den vertikal aufwiarts gerich-

teten Normalwiderstand W, —=N und

den Reibungswiderstand W,= R an

der Berithrungsfliche des Gleitkorpers

angebracht, so herrscht Gleichgewicht.

Setzt man den Normalwiderstand und

den Tangential- oder Reibungswider-

stand zu einer Resultierenden W zu-

sammen, 80 ist diese der Gesamt-

widerstand W der Unterlage; W ist

schief gegen letztere gerichtet und bil-

det mit der Beriihrungsnormalen oder,
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was dasselbe ist, mit dem Normalwiderstand den Winkel ¢,

wobei
tg @ = _t__ __VKt
w N

n
Steigert man die treibende Kraft, so wichst auch W, und da-
mit tg¢ oder ¢ selbst. An der Gleichgewichts- oder Gleitgrenze
ist W= R=pu,N und es sei ¢ ==p, geworden (Fig. 54); hiermit
wird an dieser Grenze
B )N

tgp=="% —H=1t80 . - . . . (20)

Der Winkel g, heifit der Reibungswinkel der Ruhe.
An der Gleitgrenze bildet also der Gesamtwiderstand W
der Unterlage den Reibungswinkel g, mit der Normalen.

In diesem Falle bleibt der gleitende Korper an der Gleich-
gewichtsgrenze, wie grof auch der Gesamtdruck P auf der Unter-
lage ist. Der Gesamtdruck P muf nur den Reibungswinkel mit
der Berithrungsnormalen “bilden. Der Grund hierfiir liegt darin,
daf die Komponenten von P, nimlich E==P-sin g, und N=P-cos g,

die an der Gleichgewichtsgrenze bestehende Beziehung tg 9, == u,== ~
PA

befriedigen.

Mit Hilfe des Reibungswinkels o, lifit sich iiberblicken, was
geschieht, wenn der Gesamtdruck P gegen den gleitenden Korper
den beliebigen Winkel § mit der Normalen bildet. Ist ndmlich
B=1p, so ist der gleitende Koérper dem soeben Gesagten zufolge
an der Grenze des Gleichgewichts. Ist §~>g,, so ist die Tan-
gentialkomponente I'==P-sin = N-tgf groBer als die hochstens
erzielbare Reibung R=u,-N= N-tgg,; der Korper setzt sich in
Bewegung unter dem EinfluB von T— R. Ist dagegen j<Cg,, so
ist die Tangentialkomponente 7= N -tg f Kkleiner als die Grenz-
reibung R= 1,- N=N-tgg,, bei deren Uberschreiten erst Be-
wegung eintritt; das gilt, wie grof auch P sein moge. Solange
also die Richtung des Gesamtdruckes P gegen einen Gleitkérper
mit der Normalen in der Bertihrungsfiiche einen Winkel einschlieft,
der kleiner ist als der Reibungswinkel oder gerade diesem
gleich ist, besteht Gleichgewicht; kein noch so grofier Druck
kann dann ein Gleiten herbeifiihren.

Zu jeder durch die Berithrungsnormale gehenden Gleitrichtung
gehort ein Reibungswinkel, wodurch der sog. Reibungskegel
entsteht. Solange P innerhalb des Reibungskegels liegt, besteht
Gleichgewicht, wie grof immer P sein mag.

Beispiel: Die Treibachse einer Lokomotive, deren Abmessungen
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G
Fig. 55 zeigt, trégt in beiden Lagern ein Gewicht von je 5 = 8000 kg;

das Gewicht des Radsatzes ist 4000 kg, es sei zu gleichen Teilen
auf die Laufkreise verteilt. Es ist diejenige in der Achsrichtung
wirkende Kraft H anzugeben, die die Achse an die Gleitgrenze
gegen seitliches senkrecht zum Gleise erfolgendes Verschieben
bringt. Konizitit der Réder tg ¢==1:20. Ferner b=90 cm.

G
Die Resultierende von 2-—2—:G geht durch die Achsmitte und

vereinigt sich dort mit der gesuchten Kraft H zu einer Resultanten,

die mit den beiden Schienenreaktionen W, und W, im Gleichgewicht

ist; die Wirkungsgera-

den von R, W, und W,

schneiden sich also in

einem Punkt. Diesen

findet man als Schnitt-

punkt der Richtungen

von W, und W,. Diese

Richtungen selbst aber

schlieen mit der Be-

rithrungsnormalen  des

Rades und der Schiene

je den Reibungswinkel

o ein. Man tragt dem-

nach an die beiden Ver-

tikalen, die in den End-

punkten der Strecke

a =150 cm errichtet

sind, mit Hilfe von

tga=1:20 und tg o=

1==0,4 die Winkel ¢« 4- ¢

bzw. ¢—o an (s. Fig. 55). Nach dem iiber das Zeichenblatt hinaus-

fallenden Schnittpunkt zieht man _jetzt durch den Mittelpunkt M

der Achsmittellinie eine Gerade (durch M und eine beliebige Stelle

sind Parallelen zu ziehen und die zwischen die Richtungen von

W, und W, fallenden Abschnitte in dem Verhiltnis zu teilen, in

dem M die eine Parallele teilt). Das ist die Richtung von R. Das

Kriftedreieck kann jetzt aus den bekannten Richtungen von W, W, E

gezeichnet werden, indem man beachtet, dafl die Vertikalkomponente

G gleich der gegebenen Achsbelastung -+ Gewicht des Radsatzes ist.

Der Studierende fihre die Zeichnung selbst aus und stelle der

zeichnerizchen Losung die rechnerische gegeniiber, um sich ein Ur-
teil tiber die gegenseitige Anwendbarkeit zu bilden.
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69. GroBe und Richtung der Haftreibung unterhalb der Gleit-
grenze. Die Haftreibung eine Reaktion. Der Anfinger kommt
leicht auf den Glauben, die Reibung habe stets den Wert B= u,N.
Das ist aber nur der ganz besondere Wert der Haftreibung an der
Gleitgrenze. Unterhalb dieser Grenze kann die Reibung jeden be-
liebigen Wert < u,N und iiberdies jede beliebige Richtung haben.
Man kann in der Tat gegen einen auf ebener Unterlage ruhenden
Korper einen ganz beliebig gerichteten Horizontaldruck ausiiben,
solange er noch nicht die GroBe u,N erreicht oder iiberschreitet.
Die Haftreibung hat also durchaus den Charakter einer Reak-
tion, die zunichst nach GroBe und Richtung als Unbekannte
auftritt und wenn sie statisch bestimmt ist, mit Hilfe der Gleich-
gewichtsbedingungen der Statik ermittelt werden mufl, und wenn
sie statisch unbestimmt ist, auBerdem noch unter Beriicksichtigung
der eintretenden Forminderung. Eigentlich ist das letztere stets
der Fall. Es ist aber praktisch undurchfiihrbar, alle Reibungs-
aufgaben als statisch unbestimmte Aufgaben zu behandeln. Man
befalit sich in der Regel! nicht niher mit dem Druck- und De-
formationszustand in der Beriihrungsfliche zwischen Gleitkérper
und Unterlage, sondern nimmt fast immer eine punktférmige Be-
rithrung an. Dann kann man vielfach die Grose des Reibungs-
widerstandes auch unterhalb der Gleitgrenze sofort mit Hilfe der
statischen Gleichgewichtsbedingungen angeben. Es sei aber wenig-
stens ein Fall beispielshalber erwihnt, aus dem hervorgeht, daB
selbst die ebengenannte vereinfachende Annahme die statische Un-
bestimmtheit der Aufgabe keineswegs immer zu beseitigen vermag.
Man wird solchen Fillen spiiter noch ofters begegnen. Ein hori-
zontaler Balken sei zweimal frei aufgelagert und in der Mitte mit P
belastet. Er biegt sich durch und die Auflagerstellen suchen gegen-
itber den Auflagern eine relative Bewegung auszufithren. Es wird
dabei ein Reibungswiderstand wachgerufen, der an der Gleitgrenze
allerdings den Wert 1, N hat, vorher aber, d. h. ehe die Auflager-
stelle gleitet, eine statisch unbestimmte Grofe ist, die von der Form-
gnderung des Balkens abhingt. Wiirde man diese beobachten, so
konnte man mit Hilfe einfacher Gleichungen der Elastizititslehre
dic Grofie des Reibungswiderstandes berechnen.

Wo immer die Gleitgrenze noch nicht erreicht ist, hat man sich
jedenfalls die grundsiitzliche Frage vorzulegen, ob die Haftreibung
statisch bestimmbar ist oder nicht.

70. Unterschied zwischen Bewegungsreibung und Haftreibung.
Diesen veranschaulicht E. Meyer durch folgenden Versuch: Ein
mit Gewichten beschwertes Kiistchen kann mit Hilfe einer Schnur
ilber einen ebenen Tisch gezogen werden; man kann aullerdem
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senkrecht zur Schnurrichtung einen Zug mit einer schwachen Feder
oder einer Gummischnur ausiiben; beide Ziige moigen durch den
Schwerpunkt des gleitenden Koérpers gehen und Feder oder Gummi-
schnur so schwach sein, daf man mit ihnen, ohne sie zu zerreifien,
weitaus nicht imstand ist, die Haftreibung zu iberwinden. Wird
nun das Kistchen mit der Schnur gleichférmig tiber den Tisch
weggezogen, so fihlt man als Widerstand die der Gleitgeschwindig-
keit entgegengesetzte Bewegungsreibung uN, die meist merklich
kleiner ist als die an der Gleitgrenze vorhandene Haftreibung u,- N.
Wiahrend man nun vor Eintritt des Gleitens mit der Gummischnur
allein keine Bewegung hervorzubringen vermochte, gelingt es nach
Eintritt des Gleitens, den Gleitkérper durch die geringste Kraft
senkrecht zur Gleitrichtung abzulenken. Nach Eintritt des Gleitens
ist also die Haftreibung verschwunden und an ihre Stelle ist die
Bewegungsreibung u N getreten, die stets der Gleitgeschwindigkeit
entgegengesetzt ist. Durch den Hinzutritt der kleinen seitlichen
Kraft entsteht eine von der anfanglichen Zugrichtung ein wenig
abweichende Resultante, deren Richtung das Gleiten und die Gleit-
geschwindigkeit jetzt annehmen. Ist die Resultante gerade gleich u N,
so erfolgt das Gleiten auch in der neuen Richtung gleichférmig.

Uber einen instruktiven Modellversuch E. Meyers berichtet
O. Mies in Dingl. pol. Journal 1913.

In Wirklichkeit kann der Ubergang der Haftreibung in Gleitreibung bei
einem Automobil vorkommen, das zu heftig gebremst wird oder eine Kurve
zu rasch nimmt. Setzen wir den Fall, ein Automobil fahre auf der einen Seite
einer HauptstraBe, die bekanntlich eine Leibung hat; die Radachsen und das
ganze Fahrzeug sind dann gegen den Horizont geneigt. Werden jetzt die
Hinterrdder plotzlich gebremst, so dal die Rider auf dem Boden schleifen, so
geht die bisher vorhanden gewesene Haftreibung plotzlich in die viel kleinere
Bewegungsreibung itber. Wegen dieser Schiefstellung ist eine Gewichtskom-
ponente wirksam, die wie der Zug der Gummischnur im beschriebenen Bei-
spiel wirkt und das Fahrzeug dreht. Unter ungiinstigen Umstinden kippt das
Fahrzeug um.

71. Trockene und Schmierreibung. Hauptergebnisse. Auf den
Unterschied zwischen beiderlei Arten der Reibung ist schon im
vorhergehenden hingewiesen worden; nach den heute vorliegenden
Beobachtungen ldf8t er sich wie folgt beschreiben:

Der Reibungswiderstand bezogen auf die Flicheneinheit ist

bei trockenen Gleitflichen bei geschmierten Gleitflichen

proportional dem Normaldruck vom Normaldruck unabhingig

an der Gleitgrenze grofler als bei Be-
wegung; dann von der Geschwindig- von der Geschwindigkeit abhingig;
keit wenig abhingig;

von der Rauhigkeit der Gleitflichen | von der Rauhigkeit der Gleitflichen
abhingig wenig abhingig
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Vielfach sind die Gleitflichen weder ganz trocken noch voll-
stindig geschmiert; vollstindige Schmierung soll dabei gleich-
bedeutend sein mit einer vollstindigen Trennung der Gleitflichen
durch eine Schmierschicht, also durch eine Fliissigkeit. Der er-
wihnte Zustand liegt zwischen dem Zustand der trockenen und der
Schmierreibung und unterliegt vermutlich keinem sehr einfachen
Gesetz.

Versuche, die sich vorwiegend auf trockene Reibung und den
ebengenannten Zwischenzustand bezogen, sind von L. Klein (Mitteil.
Forsch.-Arb. V. D. I. Heft 10) angestellt an gul- und schmiedeeisernen
Scheiben mit holzernen Bremsklstzen; die Scheiben waren teils be-
arbeitet, teils unbearbeitet; teils mit Benzin gereinigt und trocken,
teils gefettet, der Reibungskoeffizient u der Bewegung in GI.(20)
erwies sich bei Geschwindigkeiten von 1 bis 20 [m/sek] und An-
pressungen (= Anpressungskraft geteilt durch die geprefite Fliche)
von 1 bis 10 [kg/qem] als anndhernd unverinderlich.

Durch die Versuche sollten weniger die physikalischen Gesetze
der Reibung als vielmehr in erster Linie die giinstigsten Verhilt-
nisse fiir Bremsen mit Holzklstzen ermittelt werden, wobei folgen-
des gefunden wurde. An unbearbeiteten Eisenflichen niitzt sich der
Bremsklotz viel rascher ab als an bearbeiteten, die Reibung ist
trotzdem kleiner und schwankend; der Bremsklotz hiipft merklich.
Fiir die Bremsscheiben erwies sich sauber bearbeitetes Schmiede-
eisen als dem GuBeisen iiberlegen. Die Oberfliche soll im Betrieb
rein gehalten werden.

Als gecignetstes Holz fiir Bremsbacken stellte sich Pappelholz
heraus, dessen Fasern parallel zur Bewegungsrichtung liegen. Hier-
fiir ist u=0,6 bis 0,65. Wird die Bremsscheibe warm, so nimmt
die Reibung ab.

Die Werte der Reibungskoeffizienten findet man in der Original-
arbeit und auszugsweise in der ,Hiitte“, weiter in Werken iiber
Maschinenelemente; auf die Wiedergabe dieser und anderer Er-
fahrungszahlen muB hier verzichtet werden. Hier kann nur das
Grundsitzliche erértert und die Anwendung gezeigt werden.

Uber den Gebrauch der in der Literatur angegebenen Reibungs-
koeffizienten enthidlt 78 das Erforderliche.

Die Schmierreibung wird in 72 eingehend besprochen.

Unter Bezugnahme auf die in der Hiitte aufgefiihrten Reibungs-
koeffizienten und die in Enzykl. d. math. Wiss., Bd. IV, Mechanik,
S. 197 ff. von v. Mises zusammengestellten und kritisch besprochenen
Versuchsergebnisse (dort auch ausfiibrliche Literaturangaben) kann
aus dem heute vorliegenden Versuchsmaterial folgendes iiber die
trockene Reibung geschlossen werden:

Autenrieth-Ensslin, Technische Mechanik., 2. Aufl. 7
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1. Die Haftreibung (g,) an der Gleitgrenze ist fast stets
grofer als die Bewegungsreibung (x). Einige Experimentatoren
haben einen stetigen Ubergang von 4, nach u gefunden; nach
primitiver Wahrnehmung félit der Haftreibungskoeffizient u, plotz-
lich auf den Wert der Bewegungsreibung.

2. Das Material und die Beschaffenheit der Oberfliche
der aneinander gleitenden Korper ist von EinfluB auf die Reibung
(z. B. Bremsklotz aus Pappel, Eiche, Ulme usf., auf Schmiedeeisen
oder GuBeisen, glatt oder rauh; Faserrichtung des Holzes parallel
oder senkrecht zur Gleitrichtung vgl. Klein a. 0. a. 0.).

3. Bei kleinen Gleitgeschwindigkeiten wichst u bis auf
ein bei 1 bis 2 [m/sek] auftretendes Maximum (Conti findet dies
bei Eiche parallel zur Faser auf GuBeisen trocken). Der Zuwachs
ist indes gering und technisch kaum von Bedeutung. Bei groBen
Gleitgeschwindigkeiten nimmt x# merklich ab, was fiir den Bahn-
betrieb (Rad und Schiene, Rad und Bremsklotz) wichtig ist.

Nach Versuchen mit Bremsen (GuBeisen auf Stahl) von Poirée,
Bochet und Wichert entschied sich der Verein deutscher Eisenbahn-
verwaltungen fiir folgende Formel

Mo — Moo Ho+ Heav 1-+tcav
=0 +#m=“iﬂ—=#o—_’_—y
1+av 1+av 1+av
worin
Mo=rcCptg="0,187 uy; a=0,216; v[m/sek].
Mo == 0,45 fir trockene, u,==0,25 fiir nasse Flichen,
also

_ 14-00405v 1400112V
M=t 1108160 M 110067 °

4. Der Reibungskoeffizient steigt mit wachsender Pressung

P
pz?. Einige Experimentatoren fanden bei von Null aus steigen-

der Pressung erst eine Abnahme von u auf ein Minimum und dann
eine Zunahme. Voraussetzung fiir eine Aussage von bestimmt faB-
barem Sinn bildet hierbei eine genau bestimmbare Druckfliche.

5. Ein Holzklotz findet an einer eisernen Fliche eine andere
Reibung wie ein Eisenklotz an einer holzernen Fliche, unter sonst
gleichen Umstidnden, das erklirt sich aus dem in beiden Fillen
villig verschiedenen Deformationszustand.

6. Die Haftreibung u, ist nach Coulomb von der Beriihrungs-
zeit abhingig, wihrend der der Gleitkérper und die Unterlage
vor Eintritt der Verschiebungskraft unter Pressung standen.

7. Einbringen von Schmiermitteln zwischen die Gleitflichen ver-
wischt den EinfluB des Materials des Gleitkorpers und der Unterlage.
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Bei praktischen Rechnungen ist man meist genotigt, die Ver-
anderlichkeit des Reibungskoeffizienten durch Wahl eines kon-
stanten Mittelwertes zu beriicksichtigen.

72. Lagerreibung. Versuche. Zwischen Zapfen und Lager be-
findet sich im normalen Zustand eine Schmierschicht, die die Be-
rihrung fester Korper verhindert. An die Stelle der trockenen
Reibung aneinander gleitender fester Korper tritt die viel kleinere
Flissigkeitsreibung. Das Reibungsgesetz B=u-N darf also streng

genommen nicht auf die Lagerreibung iibertragen werden. Wie
nun die Press_ung p=i—l;,r auch iiber die Druckfliche zwischen
Zapfen und Lager verteilt sein moge, jedenfalls treten am Zapfen-
umfang der Drehrichtung entgegengerichtete Tangentialwiderstinde
auf, die die Drehung des Zapfens zu hemmen suchen. Man pflegt
sie durch eine resultierende Tangentialkraft B zu ersetzen, die das
gleiche Moment um die Drehachse besitzt, wie die Tangentialwider-
stinde. Auf die Komponenten pflegt man keine Riicksicht zu nehmen.

Die Ermittlung des Momentes der Lagerreibung bildet vor-
liegenden Falles die Hauptaufgabe; dieses Moment ist, da die Er-
kenntnis des Kriftezustandes in der Druckfliche noch wenig ge-
fordert und man noch nicht imstande ist, die an jedem Flichen-
element auftretende Reibung voraus zu berechnen, durch Versuche
zu bestimmen. Die Feststellung des Zustandes in den einzelnen
Teilen der Druckfliche?) bildet eine Aufgabe der wissenschaftlichen
Forschung, wobei die Lehren der Hydrodynamik heranzuziehen sind.
Das liegt auBlerhalb der Aufgabe dieses Buches. Vielmehr soll
allein gezeigt werden, wie der Techniker da vorgeht, wo ecine
korrekte schulmifiige Losung nicht moglich oder zu verwickelt ist,
ein praktisches Bediirfnis nach der Erkenntnis der Tatsachen und
der Erlangung eines brauchbaren Zahlenmateriales aber trotzdem
vorliegt.

Zur Messung des Reibungsmomentes dienen sog. Reibungs-
wagen. Stribeck hat folgende Konstruktion angegeben (Fig. 56):
Mit dem zweiarmigen Hebel 4 BC, dessen fester Drehpunkt in B
liegt, wird eine Druckkraft P auf die Stange CD ausgeiibt und
von dieser auf die Zugstange DW iibertragen. In W befindet sich
eine von auflen angetriebene, zweimal gelagerte Welle. Zwischen
beide Lagerstellen wird das zu prifende Lager gebracht, so daB
es die Welle umschlieft. Auf das Versuchslager wird mit der
Stange WD ein Lagerdruck ausgeiibt. Wird die Welle in der Pfeil-

1) Willkiirliche Annahmen iuber die Druckverteilung in einem Lager zu
ersinnen, die nicht auf exakten Beobachtungen beruhen oder durch solche nach-
7*
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richtung gedreht, so sucht sie das Versuchslager mittels des Rei-
bungsmomentes mitzunehmen. Das Gestinge kommt in die ge-
zeichnete Lage und die Kraft
P erhilt einen Hebelarm m,
und P #ufert ein Moment um
W, nimlich P-m =M, das Rei-
bungsmoment wird demnach
unmittelbar abgewogen. Das
Schweremoment der Stangen CD
und WD wird durch die ge-
strichelt angedeutete Ausgleichs-

vorrichtung ausbalanziert.
Ist M gemessen, so folgt

M

R——:—r und es zeigt sich, daf
R unter normalen Verhiltnissen
klein ist gegeniiber dem Lagenr-
druck P. Bei einem richtig ar-
beitenden Lager kann von der
Komponentenwirkung E abge-
schen werden, das Reibungs-
moment ist allein von Bedeutung. Mit der Reibungswage kann nun
gepriift werden, welchen Einfluf§ der Lagerdruck, die Zapfenumfangs-

geprift werden, ist wertlos. Versuche tiber die Verteilung der Pressung in
einem zylindrischen Traglager hat Beauchamp-Tower angestellt; C. Bach
gibt in secinen ,Maschinenelementen® beistehendes Bild davon:
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geschwindigkeit, das Schmiersl, das Lagermetall, die Lagertempera-
tur, der Zustand der Lager- und Zapfenflichen u. a. auf die GroBe
des Reibungsmomentes ausitben. Die Beobachtungen werden tabel-
liert und zweckmifBigerweise in Schaubildern dargestellt. Dann wird
man eine die Beobachtungen richtig wiedergebende Gesetzmifligkeit
aufzustellen suchen. Da es noch nicht gelungen ist, die Versuchs-
resultate durch eine umfassende GesetzmaBigkeit wiederzugeben, so
greift der Techniker zu dem ihm geliufigen Reibungsgesetz:
R=—=y-P,

wobei R eine die irgendwie verteilten Reibungswiderstinde er-
setzende Einzelkraft ist, die den Zapfenumfang beriihrend gedacht
ist. 1 ist der sog. Lagerreibungskoeffizient. Das Reibungsmoment
wird dann unter gleichzeitiger Einfiihrung der spezifischen Pressung

P
p:ﬁ, die man durch die durchschnittlich auf 1 qem Zapfen-

projektion I-d entfallende Kraft auszudriicken pflegt: _
M=Rr=pP-r=05-uplv* . . . . . (21)

Nachdem durch den Versuch und die Abmessungen des Ver-
suchskorpers alle GroBen dieser Gleichung bis auf &’ bekannt sind,
kann ¢ berechnet werden. Wie man sieht, ist der Wert ' nicht
allein von den Versuchen, sondern auch von der Form der an-
genommenen GesetzmiBigkeit abhingig.

Ist nun 4’ in seiner Abhingigkeit von den verschiedenen ma8-
gebenden Einfliilssen durch Versuche festgestellt, so kann die Um-
tangsreibung £ und das Reibungsmoment des Zapfens aus obigen
Gleichungen unter Beniitzung des Versuchsmaterials berechnet
werden. Auf diese Weise erh#ilt man mit der Wirklichkeit {iberein-
stimmende Werte auch dann, wenn das Reibungsgesetz nicht richtig
ist. Es ist eben die Abhingigkeit des Momentes M von den ver-
schiedenen Einfliissen ganz in den Koeftizienten u’ hineingelegt,
der in der Formel zwar sehr einfach, wie eine Konstante aussieht,
in Wirklichkeit aber verénderlich ist. Das Wertvolle liegt hierbei
offenbar in den Versuchsergebnissen, seien sie in Zahlentafeln oder
Schaubildern niedergelegt. Die Form der Gl (21) hat vielleicht
auler ihrer Einfachheit keine sonstigen Vorziige zu beanspruchen.
In der Tat erweckt Gl. (21) zuniichst den Eindruck, als ob M pro-
portional mit P wachse. Den Versuchen von Stribeck und Lasche
zufolge ist aber bei dem Produkt u'-p unter gewissen Umstinden
eine Neigung zur Unveréinderlichkeit erkennbar, was bedeutet, da8
die Lagerreibung unter gewissen Umstinden gar nicht oder nur
wenig vom Lagerdruck abhingt; das wiirde auf die Hypothese von
Newton hinweisen, derzufolge die innere Reibung einer Fliissig-
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keit — d. h. hier des Schmiermittels — vom Druck unabhingig
sein soll. Aber einmal gilt die Beziehung u'-p=konst. nur an-
gendhert und unter gewissen, den Versuchsberichten zu entnehmen-
den Umstéinden, ferner hort auch die angeniherte Geltung dann
auf, wenn die Schmierschicht verschwindet, was (ohne Zuhilfenahme
von PreBschmierung) bei niederen Geschwindigkeiten, wo der Zapfen
nicht mehr genug Ol mitnimmt, oder bei hohen Pressungen, wo
das O1 herausgedriickt wird, eintritt. Ist nun auch die Feststellung
1 -p==%Kkonst. von wissenschaftlichem Interesse, so ist fiir den Kon-
strukteur hauptsichlich von Wert, bei welchen Pressungen, Ge-
schwindigkeiten und Temperaturen die Schmierung versagt, unter
welchen Umstdnden Ringschmierung oder Prefischmierung anzuwen-
den ist u. a. Vgl. 126, 3. Beispiel.

Der Konstrukteur von Lagern wird sich also zuvorderst an
die Versuchsergebnisse halten, nicht an ein mehr oder minder hypo-
thetisches Reibungsgesetz, das in den praktisch wichtigen Grenz-
fillen doch seine Giiltigkeit verliert.

Beziiglich des Einflusses der Zapfengeschwindigkeit v er-
geben die Versuche, daB die Reibung der Ruhe am groften ist
{p,) = 0,14 bei Sellerslager; u, = 0,24 bei Weibmetallschalen), dann
mit steigendem v zundchst auf einen Kleinstwert abnimmt (Sellers-
lager p'==0,0035; WeiBmetallschalen 0,0021), um mit ‘v wieder
zuerst rascher, dann langsamer zu steigen und schlieflich von
v>>10 [m/sek] ab fast unverdnderlich zu sein. Ein noch nicht
eingelaufenes Lager hat einen groferen Reibungswiderstand als
ein eingelaufenes. Wiahrend der Periode des Anlaufens bis die
volle Geschwindigkeit und gleichbleibende Temperatur erreicht ist,
nimmt der Reibungswiderstand ab.

Bezliglich des Einflusses der Lagertemperatur fafit Lasche
seine Beobachtungen in der Gleichung

popt=2
zusammen, wo p==1 bis 15 kg/qem die Pressung auf 1 qem Zapfen-

projektionsfliche (p=-—], t==230 bis 100° C die Lagertemperatur

id
bedeutet und die Umfangsgeschwindigkeit des Zapfens v==1 bis
20 m/sek betragen kann.

Die Einzelergebnisse sind in den Originalversuchsberichten von
Stribeck und Lasche, Z. Ver. deutsch. Ing. 1902, S. 1341, 1881,
nachzusehen.

3. Lagerreibungskoeffizient und Coulombscher Reibungs-
koeffizient. Auf ein Flichenelement df eines Lagers (Fig. in Fu8-
note 8. 100) entfalle die Kraft dN=pdf=prde-db. Macht man
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die Aunabme, es gelte das Coulombsche Reibungsgesetz Gl. (19),
so betriige die in df titige tangentiale Reibung d R=pu-dN. Das
Moment der Lagerreibung ist:

M=ff,updf~r=yrffpdf=y-r8,
wenn S=ffpdf die auf die abgewickelte Tragfliche des Lagers
entfallende Normalkraft ist.

Wir vergleichen damit den iiblichen Ausdruck fiir das Reibungs-
moment Gl. (21), in dem der Lagerreibungskoeffizient x4’ verwen-
det wird:

M=uP.r.
Der Coulombsche Reibungskoeffizient und der Lagerreibungs-
koeffizient stehen also in der Beziehung

, S
,u=,u-17.........(22)

worin S nur angegeben werden kann, wenn die Druckverteilung
im Lager bekannt ist.

Man hat mehrfach versucht, die Lagerreibung zu berechnen,
indem das Coulombsche Gesetz beniitzt und eine Hypothese iiber
die Druckverteilung im Lager gemacht wurde, also im ganzen auf
Grund von zwei Hypothesen (von Reye).

Will man diese so berechnete Lagerreibung mit der experi-
mentell ermittelten vergleichen, so kommt der oben angegebene
Zusammenhang zwischen u und ' in Frage.

Fiir den Ingenieur empfiehlt es sich mehr, sich auf Versuche
zu stiitzen, und die Versuchsergebnisse mit Hilfe von (21) darzustellen,
als Hypothesen zu ersinnen, in der Absicht, die Theorie der Rei-
bung auf eine breitere Grundlage zu stellen und allgemeinere Ein-
blicke zu gewinnen. Diese sind auf dem von Tower eingeschlagenen
Wege des Versuchs zu suchen, wobei iiberdies zu bedenken ist,
daB die Verhiltnisse in Wirklichkeit wegen der von vielen Zufillig-
keiten abhiéngigen GroSe der Reibung iiberaus mannigfaltig sind.

74. Adhiision. Die Bezeichnung Adh#sion wird in mehrfachem
Sinne gebraucht. Man nennt so die Reibung zwischen Rad und
Boden oder Schiene. Sie folgt dem Gesetz R==uN, wo u die
Reibungsziffer der Ruhe oder der Bewegung bedeutet. R wirkt am
Radumfang beriihrend und ist dem Sinn des angestrebten oder aus-
gefiihrten Gleitens entgegengesetzt.

Ganzlich hiervon verschieden ist die Kraft, mit der zwei glatte,
kongruente, trockene Flichen aneinander haften. Die zum Trennen
der Beriihrungsflichen erforderliche Normalkraft wird ebenfalls
Adhésion genannt. Man stellt diese Kraft an zwei ebenen auf-
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einandergelegten Glasplatten fest, selbst dann noch, wenn sie im
luftleeren Raum sich befinden. Sie kann nicht vom Normaldruek
der sich beriihrenden Korper herriihren, muB vielmehr auf eine
Molekularwirkung zurlickgefiihrt werden. Auch zum Verschieben
in der Flichenrichtung ist eine Adh#sion genannte Kraft notig,
iiber die dem Verfasser Versuche nicht bekannt sind. Man ist
neuerdings geneigt, dieser Adhédsion einen Anteil an der Kraftiiber-
tragung von Riemen und Stahlbédndern zuzuschreiben, die erfahrungs-
gemif bei glatten Scheibenoberflichen und getfetteten Riemen giin-
stiger ist') als bei rauhen und ungefetteten, die im letzteren Fall
doch nach der iblichen Auffassung einen groferen Widerstand gegen
Gleiten haben, und mehr Umfangsreibung tibertragen mifiten. Von
der molekularen Adhision ist zu vermuten, daB sie mit der Grofe
der Beriihrungsfliche wichst und unabhéingig vom Normaldruck ist.
Welcher Anteil der von einem Riemen iibertragenen Kraft auf die
Reibung des Gleitens, und welcher auf die molekulare Adhésion
entfallt, ist vorldautig nicht zu entscheiden. Nach Brix ist die
Adhésion, wenn trockene Flachen aufeinandergleiten, gering.

Dic Adh#sion zwischen Riidern und Boden bzw. Schienen ist
erfahrungsgemif am gréften, wenn die Rédder auf der Unterlage
nur rollen, aber nicht gleiten, und wird bedeutend kleiner, wenn
die Réder schleifen. Da nun die Adh#sion diejenige Kraft ist, die
beim Bremsen das Fahrzeug zum Stillstand bringen oder dessen
Lauf verlangsamen soll, so kommt das Fahrzeug frither zum Stehen,
wenn die Ridder mit der Bremse nicht ginzlich festgestellt werden,
sondern an den Bremsbacken schleifen, am Boden oder auf den
Schienen aber nicht. Mit andern Worten heifit das: Zur Erzielung
der groften Bremswirkung soll die Bewegungsreibung #N, zwischen
Rad und Bremsklotz hochstens gleich oder besser ctwas kleiner sein,
als die Haftreibung pu N zwischen Rad und Boden bzw. Schiene.
Das vollstindige Festbremsen der Rader ist wertlos und beeintrich-
tigt die Bremswirkung (uN, <" u,@, wo N, die Anpressung des
Bremsklotzes und @ der Achsdruck ist).

5. Rollwiderstand. Kugel oder Walze zwischen e¢benen
und zylindrischen Fihrungen. Ein Wagen kann bekanntlich
leichter auf ebener Strafie fortbewegt werden, wenn die Ridder ohne
zu gleiten auf dem Boden rollen, als wenn sie infolge des Bremsens
gleiten miissen, oder auch leichter als ein Schlitten, dessen Kufen
auf dem Boden gleiten. Der Rollwiderstand kann also kleiner sein
als der Gleitwiderstand, was eben bei einem Riderfahrzeug prak-

1) Ganz abgesehen davon, dafl an rauhen Scheibenoberflichen sich der
Riemen rasch abniitzen wiirde.
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tisch verwertet wird; das ist auch der Grund, weshalb man nicht
selten Kugellager, statt Gleitlager verwendet und weshalb man eine
schwere Last auf Walzen fortrollt. Wir wollen den Vorgang des
Wilzens oder Rollens niher betrachten.

Eine oder mehrere Walzen oder Kugeln befinden sich zwischen
ebenen und parallelen Stiitzflichen. Auf eine Walze oder Kugel
driickt die Last . Waren die Walzen und Stiitzflichen starr und
rauh, so entstiinde kein Widerstand, wenn die Last fortgerollt wird;
es wiirde dazu die kleinste Horizontalkraft ausreichen. In Wirk-
lichkeit muf man aber die Horizontalkraft auf einen gewissen Be-
trag steigern, bis eine Wilzbewegung beginnt. Diese an der
, Wilzgrenze® auftretende Horizontalkraft ist dem Rollwiderstand
entgegengesetzt gleich. Da den Versuchen zufolge zwischen dem
Rollwiderstand der Ruhe und dem der Bewegung kein Unterschied
gefunden wird, so fragen wir jetzt nach den Kriften, die an der
Walze im Beharrungszustand angreifen; die Krafte im Beharrungs-
zustand sind im Gleichgewicht, haben also weder eine Resultante,
noch ein Moment, m. a. W. die Lasten und
Widerstinde sind entgegengesetzt gleich und
haben die gleiche Wirkungslinie. Wir wollen
uns die beiden Stiitzflachen als rauh, aber
nur die eine als nachgiebig, die andere als
starr vorstellen. Dann wird an der Wilz-
grenze im oberen Berithrungspunkt der Walze
(Kig.57a) mit der starren Stiitzfliche die Last
@ und — vermoge der Haftreibung — die
Tangentialkraft T aunf die Walze iibertragen;
ihre Resultante geht an der Drehachse vor-
bei. An der unteren, nachgiebigen Stiitz-
fliche sinkt die Walze ein und es ent-
stehen in der Beriihrungsfliche Widerstinde,
deren Resultante die Resultante aus @ und T gerade aufhebt. Sind
W, und W, die Komponenten des Widerstandes, so ist wegen des
Gleichgewichtes W, =@ und W,=1.

Wiren die beiden Stiitztlichen aus dem gleichen Material, so
ginge die resultierende Kraft und der resultierende Widerstand
genau durch die Achse der Walze. Letzteres triftt nicht mehr zu,
sobald die Stiitztliichen aus verschiedenem Material bestehen.

Nehmen wir der Allgemeinheit halber verschiedene Materialien
tir die Stitzflichen an; dann mogen @ und W, im Abstand f, und
f, von der durch diec Walzenmitte gehenden Vertikalen liegen.
Dann lautet die Gleichgewichtsbedingung fiir die Momente der
an der Walze angreifenden Krifte, sofern man noch annimmt, die
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Formiinderung sei klein und der Abstand zwischen 7 und W dirfe
gleich 2r gesetzt werden (Fig. 57b):

T-2r=Q-(fi+ 1)

Dabei bedeutet T-2r das aktive Moment der Rollbewegung
und Q-(f, +f,) das Gegenmoment des Rollwiderstandes. Die zum
Uberwinden des Rollwiderstandes erforderliche Kraft oder auch der
Rollwiderstand selbst hat die Grofie

_ 1L+l

T
2 ¥

Q

oder wenn bei gleicher Beschaffenheit der Stutzflichen f,=f,=f
gesetzt werden darf (Fig. 57b):

_f
r=tq .o @

womit das Moment des Rollwiderstandes M =2 @f wird.

Greift, wie z. B. bei einem Rad, die verschicbende Horizontal-
kraft an der Drehachse an, so ergibt sich (nach Fig. 57¢) wiederum

f
T= ;—Q.

Man nennt f den Hehelarm oder Koeffizienten der rol-
lenden Reibung; er hat, wie », die Dimension einer Linge. FEr
wird als eine Konstante aufgefafit, was voraussetzt, dafl 7 mit ¢
proportional wichst; das kann nur durch Versuche entschieden
werden; ebenso die Frage, ob f in den beiden oben angefiihrten
Fallen der Walze und des Rades gleich grof ist.

Kugel oder Walze zwischen zylindrischen Fihrungen.
Kin Kugel- oder Walzenlager mit den aus Fig. 58 ersichtlichen Ab-
messungen enthidlt nur eine Kugel, die mit @ kg belastet ist. s
soll das zum Uberwinden des Rollwiderstandes erforderliche Moment
angegeben werden. Der Studierende zcichne sich unter der An-
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nahme, dal die Walze oder Kugel starr sei, die Form#nderung
am inneren und #uBeren Laufring nach dem Vorbild der Fig. 57a,
hierauf je fiir sich 1. die Kugel mit den Kraftkomponenten T und
Q; 2. den inneren Laufring mit den von der Kugel ausgeiibten
Kraftkomponenten § und 7 (den vorigen gleich und entgegen-
gesetzt), wobei @ am Hebelarm f in bezug auf die Achsmitte an-
greift, ferner die zentral wirkende Reaktion @, ein Reaktionsmoment
M, und eine Reaktionskraft T, letztere in der Wellenmitte. 3. den
duBeren Laufring mit den Gegenkriften @ und T der Kugel, @
wieder am Hebelarm f angreifend und ferner die zentral wirkende
Kraft @ und das zum Wilzen nétige Antriebmoment M, und eine
Reaktion Tin der Wellenmitte, durch eine gedachte Walze aufgefangen.

Das Gleichgewicht an Kugel, #ufierem bzw. innerem Laufring
erfordert

M=2Tr=2Qf

P,

FQr, —Qr—Qrfa="—qf'v

r r r

- f Co NS "o
M, =T +Qf:;Qri+Qf:Qf~i )’_*':er'

M,—T-r,— Qf —

Hiernach ist, wie auch zu erwarten, das Antriebmoment am
duBeren Laufring gleich dem Reaktionsmoment am inneren Lauf-
ring; das Moment zur Uberwindung des Rollwiderstandes einer
zwischen zylindrischen Fiihrungen befindlichen tragenden Kugel
oder Walze hat die Grofie

M:fo:". S 23a)

Fir mehrere tragende Kugeln vgl. 70,

Das Auftreten des Rollwiderstandes wird allgemein mit der Forminderung
in Zusammenhang gebracht. Die einzelnen Erklirungsversuche weichen unter-
einander ab. Man kann sich folgende Vorstellung bilden, bei der die Walze
als starr vorausgesetzt ist, die Stiitzfliche dagegen als vollkommen elastisch.

Wird zunachst die Walze senkrecht in die Stiitzfliche eingeprefit, so
wird das Material der Stiitzfliche in der Richtung des Einpressens verkiirzt
und sucht sich quer dazu auszubreiten, denn bekanntlich zieht sich z. B. ein
in die Liénge gestreckter Kautschukstab quer zusammen, ein durch Druck ver-
kiirzter wird dagegen dicker. Infolge dessen wird das Material der Stiitzfliche
sich senkrecht zur Druckrichtung ausbreiten und sich symmetrisch zur Mittel-
ebene der Walze oder der Druckachse der Kugel relativ gegen die Obertlache
der Walze bewegen. Die entstechenden Tangentialkrdafte in der Berithrungs-
fliche heben sich aus Symmetriegritnden auf. Wird nun die Walze fort-
gerollt, so wird das Material vor der Walze gegeniiber der letzteren gedehnt
und an der Walze hingleiten, und das Material hinter der Walze sich zu-
sammenziehen und ebenfalls am Walzenumfang gleiten, wobei ein Punkt,
oder eine gewisse Strecke der Berithrungstliche, wo der stirkste Anpressungs-
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druck herrscht, in relativer Ruhe bleibt. Beide Gleitbewegungen gehen relativ
zu der Walze so vor sich, da8 ein Gleitwiderstand auftritt, der an einer
Stelle der Berithrungsfliche in Haftreibung, an den andern in Bewegungs-
reibung besteht. Der Gleitwiderstand wirkt bremsend auf die Rollbewegung
ein, So liefle sich das Entstehen eines Rollwiderstandes auf Gleitreibung
zuriickfithren. Die Erklirung stimmt noch, wenn die Walze elastisch, die
Stutzfliche starr angenommen wird, sie stimmt aber nicht mehr, wenn beide
gleich elastisch sind, da ja dann keine, oder hochstens wegen der verschiedenen
Form von Walze und Stitzfliche nur noch geringfiigige Relativbewegungen
der beiden Materialien erfolgen. Sicher ist aber auch in diesem Fall noch
Rollwiderstand vorhanden. Es reicht also die gegebene Erklarung nicht aus.
Bei vollkommener Elastizitdt und gleichem Material von Walze und Stiitz-
fliche wird man immer anzunehmen haben, daf im Beharrungszustand die
Kraftverteilung symmetrisch sei; es wird dann die Symmetrieachse in Ruhe
oder gleichférmiger Bewegung sein und die Forminderung des vor der Sym-
metrieachse gelegenen Materials sich genau so ausbilden, wie sie sich hinter
der Symmetrieachse zuriickbildet, letzteres iiberdies ohne Zeitverlust. Sobald
man aber annimmt, daB zur Riickbildung der Forménderung Zeit notig sei,
oder daB bleibende Forminderungen auftreten, 148t sich der Rollwiderstand
ungezwungen erklaren, denn dann wird gleichsam ein Stauhiigel von Material
vor der Walze oder der Kugel hergeschoben. Dann erfordert die Willzbewegung
andauernde Kraft und Arbeit. Bei der Unsicherheit der Erklirung empfiehlt
es sich, sich an die Versuchsresultate zu halten, also durch Versuch f zu be-
stimmen, bei verschiedenen Belastungen, Durchmessern, Materialien und bei
dem Krifteangriff, wie er bei Walzen und Kugeln einerseits und bei Riidern
anderseits vorkommt.

76. Kugel- oder Walzenlager. Versuche von Stribeck.
Fig. 58. Zwischen zwei ringformigen Laufflichen (Laufringen) liegen
z Kugeln oder Walzen. Die
Gesamtbelastung P wird von
einer Lauftliche auf die andere
zentriseh Uibertragen, und zwar
durch die Halfte der Kugeln.
Davon wird durch jede Kugel
ein Teil ibertragen, nimlich
symmetrisch zu P die Betrige
P,P,P, ...
Dann lautet die Gleichge-
r.7;7==Hlbm. 4. Ringe u. d. Walzen. wichtsbedingung der Kompo-
nenten in Richtung von P:

P=P,+ 2P cosy+2P,cos2y ...
Die Summe der Einzelbelastungen aller tragenden Kugeln ist be-
zeichnet mit
S=PF,~+2P 2P -+... . . . . (24)

Die Krifte P P, P, ... sind durch die Formiinderung hestimmt,
die die Kugeln bzw. Walzen und die Laufringe erleiden; die Er-
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mittlung dieser Krifte ist eine Aufgabe der Elastizititslehre.
Stribeck findet unter der Annahme, daf die Kugeln allein elastisch
sind und sich nach einer von Hertz angegebenen Gleichung de-
formieren, withrend die Laufflichen als starr angesehen werden:
3 32y....,
=P, cos” y P, =P, cos"
womit
P=P0(1—}—200571/-{—20051‘“72;)—}—...).
Fur spielfrei sich berithrende Kugeln findet Stribeck:

z= 10 15 20
y== 36° 240 18°
P: Py = 2,28 3,44 4,58
= 2:4,38 z:4,36 2:4,37
S nach (24)= 1,23 P 1,22 P 1,21 P

d. h. die Summe der Einzelbelastungen ist nahezu unverdnderlich
und von der Zahl der Kugeln unabhiingig, auch die Werte P/P,
sind fast genau 2/4,37.
P
Die Belastung der stiirkst gedriickten Kugel ist also P, =4,37-~,
z
Da zwischen den Kugeln Spielriume verbleiben, wird diese Kugel
stirker gepreBt als bei sich beriihrenden Kugeln in Fig. 58, und

die Summe S aller Einzelbelastungen wird kleiner als obiger Wert
angibt. Stribeck setzt:

P,=5-Pz,

womit S§S=12-P
und fiir z=10 15 20
== P2 P/3 P4

Diesc nicht in die Mechanik starrer Korper gehorigen Dar-
legungen miissen mitgeteilt werden, weil die Form des Reibungs-
momentes hiermit zusammenhiingt, und damit der Koeffizient
der rollenden Reibung eines Kugellagers. Damit soll auch dar-
auf hingewiesen werden, daf die aus Versuchen mit Hilfe von
Gl. (23) berechneten Koeffizienten der rollenden Reibung nicht mit
den in Rede stehenden identisch sein miissen, da in der Gleichung
des Reibungsmomentes eines Kugellagers noch weitere Annahmen
stecken.

Wir ermitteln nun das zum Drehen des Kugellagers erforder-
liche Reibungsmoment. Die Kugeln wiilzen sich auf den Laufringen,
ohne zu gleiten, was man cinsieht, wenn man sie sich verzahnt
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[1( P g

denkt. Zum Fortwilzen der mit P P F,... belasteten Kugeln ist,
sofern man von der Verschiedenheit der Kugeleindriicke am dufjeren
hohl gekriimmten und inneren erhaben gekrtimmten Laufring ab-
sieht und f, =f, =1 setzt, das zum Uberwinden des Rollwider-
standes erforderliche Moment nach Gl. (23a):

M=P,f " ep 0 fors =g —12ps0.
Y r B o r 7

Mit der Reibungswage von Stribeck wird das Moment des
am #uferen Laufringumtang (Halbmesser ) angreifenden Roll-
widerstandes gemessen; es betrigt nach letzter Gleichung

M=12Pf® . . . . (25
B

Ist M abgewogen, so kann der Rollwiderstandskoeffizient f des
Kugellagers berechnet werden. Zum Vergleich mit demn Zapfen-
reibungskoetfizienten emptfiehlt es sich, das Moment des Rollwider-
standes in der Form zu schreiben

M=y, P-r, . . . . . . (2ba)

wobei u, P eine ideelle Umfangskraft im Abstand », von der Dreh-
achse') und u; einen ideellen auf r, bezogenen Reibungskoeftizienten
des Kugellagers bedeutet, der letztere hidngt mit f nach folgender
Gleichung zusammen:
v
== e— 0 .. ... (26
== 1,27, (26)
Mit den Abmessungen der Versuchseinrichtung Stribecks ist:

3,6-1,11
— T T "‘Ui”——0767/"i [cm].

Stribeck fand den Rollwiderstand des Kugellagers in weiten
Grenzen von der Geschwindigkeit unabhingig, und die Reibung
der Ruhe nicht merklich verschieden von der Bewegungsreibung.
Zwischen 18°und 40° C Lagertemperatur war u; wenig verschieden.
Zwisehen P = 1000 und 3000 kg wurde u, wenig veréinderlich und
im Mittel gleich 0,0015 gefunden, entsprechend f==0,001 [em].

Unterhalb P ==1000 kg nimmt g, mit abnehmender Belastung
erheblich zu (u;==0,0033 bei P = 380 kg).

Gl. (21) und (25) gestatten die Reibung in Gleit- und Kugel-

) Der Abstand 7, ist willkitirlich wahlbar; um (25a) mit (24) vergleichen
zn konnen, wihlt Stribeck den Halbmesser r, dort, wo der innere Laufring
des Kugellagers auf die Welle gesteckt ist, wo sich also sonst das Gleitlager
befinden wiirde.
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lagern bei gleicher Belastung und gleichem Durchmesser des Zapfens
bzw. der inneren Lauffliche zu vergleichen.

77. Spurzapfenreibung (Bohrreibung) Fig. 59. Kin Spurzapfen
wird gegen das Spurlager mit der Normalkraft N gepreft und
relativ gegen das Lager gedreht. s soll
das zur Uberwindung der sog. Spurzapfen-
oder Bohrreibung ertorderliche Drehmoment
angegeben werden.

Da man die Druck- und Reibungsver-
teilung in der Berithrungsfliche nicht kennt,
so ist das Moment der Spurzapfenreibung
durch Versuche zu bestimmen. Die Ergeb-
nisse werden abhiingen koénnen von der Be-
lastung N, vom Zustand der sich beriithren-
den Oberflichen (trocken, geschmiert, glatt,
rauh), von der Drehgeschwindigkeit, der Temperatur, dem Schmier-
mittel, von Ruhe oder Bewegung; besonders ist darauf hinzuweisen,
daB der Zustand des Lagers sich widhrend des Betriebes fndern
kann nach MaBgabe der Abniitzung, wovon die Druckverteilung
entscheidend beeinflufit wird.

Liegen Versuche iiber die Grofie des Momentes der Steuer-
zaptenreibung vor, so ist es erwiinscht, sie in die Form einer
Gleichung zu kleiden. Es ist iiblich, die Gleichung fiir jenes Moment
unter zwei Annahmen aufzustellen. 1. Der Druck verteile sich gleich-
méaBig lber die Beriihrungsfliche. 2. Die Reibung an einem Fliichen-
element befolge das Coulombsche Reibungsgesetz d R='-d N.
Unter Zugrundelegen dieser Annahmen folgt fiir das Moment der
Reibung

a) eines vollen Spurzapfens vom Halbmesser +:
2,
JI:éfluPr. e 4
b) fiir einen Ringspurzapfen oder die ebene Ringfliche eines

Kammzapfens (Halbmesser r und ry):

2 3 —y
M=_uP—5—2 . . . .. ... (28
3 r¥—r,*

Aus diesen Gleichungen wird, nachdem die Versuchswerte ein-
gesetzt sind, ;' berechnet. Damit ist man in der Lage, mit Beniitzung
des nunmehr bekannten ' die Grofe des Reibungsmomentes eines
Spurzapfens zu berechnen. Irgendwelcher physikalische Wert kommt
den beiden letzten Gleichungen nicht zu. Ihr Vorzug besteht einzig
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in ihrer einfachen Form, die eine rasche Berechnung des Reibungs-
momentes gestattet, sofern # aus Versuchen bekannt ist.

Versuche mit ebenen Ringzapfen stellte Woodbury an, s. Hiitte;
die in der Hiitte angegebenen Reibungskoetfizienten sind in Gl. (28)
einzusetzen.

78, Uber den praktischen Gebrauch der in der Literatur an-

gegebenen Reibungskoeffizienten. Bei technischen Aufgaben tber Rei-
bung handelt es sich entweder lediglich um die Abschitzung der Grife der
Reibung, oder es handelt sich darum, die Gesamtwirkung mehrerer Kriafte und
‘Widerstande zu verfolgen, unter denen sich auch die Reibung befindet. Man
karn in letzterer Hinsicht an die Untersuchung des ddmpfenden Einflusses
der Reibung auf einen Bewegungszustand, etwa auf eine Schwingung, denken.

Wir wenden uns dem ersten Fall zu. Bei der Auswahl des Reibungs-
koeffizienten aus Literaturangaben hat man sich vor allem zu vergewissern,
ob die Umstidnde, fir die die Reibung abgeschitzt werden soll, denen hin-
reichend #hnlich sind, die bei den Versuchen vorhanden waren. Vermag man
sich hiervon nicht zu tiberzeugen, so muf man, sofern der Fall wichtig genug
ist, selbst Versuche anstellen. Dazu wird der Ingenieur, gerade wenn es sich
um Reibung handelt, besonders hiaufig Anlaf haben. Ganz besonders ist zu
betonen, daf der Wert des Reibungskoeffizienten nicht blo8 von den Beobach-
tungswerten abhingt, sondern auch von der Form des angenommenen
Reibungsgesetzes. Da die letztere wegen der schon in 67 geschilderten
Schwierigkeiten oft willkiirlich angenommen werden muf, so darf der aus
irgendeiner Literaturquelle iibernommene Reibungskoeffizient nur mit dem
Reibungsgesetz zusammen verwendet werden, das der Berechnung des Rei-
bungskoeffizienten aus den Versuchen zugrunde gelegt war.

Sodann hat wan sich bei der Wahl des Reibungskoeffizienten stets die
Frage vorzulegen: soll die zu veranschlagende Reibung nicht unterschitzt oder
nicht iberschitzt werden? Bildet die Reibung einen schiadlichen Wider-
stand (Lager-, Fithrungsreibung u. a.), so darf man @ nicht zu niedrig wahlen,
wenn man sich keiner Enttiuschung aussetzen will. Handelt es sich dagegen
um niitzliche Reibung zum Festhalten einer Last, zum Ubertragen einer Be-
wegung oder mechanischer Arbeit, so darf der Reibungskoeffizient nicht zu
hoch veranschlagt werden. Die in Wirklichkeit an Maschinen und Mecha-
nismen auftretende Reibung ist ndmlich keine unverianderliche Groe, sie hangt
vielmehr von vielen Umstéinden und Zufdllen ab, bei einem Maschinenlager
von der Sorgfalt der Montierung, der Wartung, der Giite des Schmierdles,
vom Schutze des Lagers gegen Staub und Witterung; an eine Bremse oder
Kupplung kann mehr oder weniger Fett gebracht werden; die Schienen und
Wege sind bald trocken, bald nafl usf.; man muf$ also, ohne ins Extreme zu
verfallen, darauf gefaBt sein, dall nicht immer die giinstigsten Verh#ltnisse
vorhanden sind.

Dieser (Gesichtspunkt ist auch gegeniitber manchen in Laboratorien aus-
gefithrten Versuchen festzuhalten. Versuche iiber die Grofie der Lagerreibung
oder iiber diec Reibung von Getrieben werden wohl natiirlicherweise an sorg-
faltig hergestellten und sorgfiltig montierten und gewarteten Exemplaren vor-
genommen, Wie weit man im wirklichen Betrieb imstande ist, einen solchen
Zustand herzustellen und insbesonders dauernd aufrecht zu erhalten, darf nicht
auller acht gelassen werden, wenn man sich ein Urteil ilber das voraussicht-
liche Verhalten im Betrieb bilden will,
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Die bei einem Versuch gepritften Lager werden in der Mehrzahl der
Fille an der Unterseite der Zapfen satt anliegen und eine ruhende Last zu
tragen haben. In Wirklichkeit wirken oft Krifte von wechselnder Grofe und
Richtung auf eine Welle, ihre durchgebogene Gestalt dndert sich immer und
der Lagerzapfen vermag nicht satt in seinem Lager zu bleiben, auch nicht,
wenn er von Anfang an bestens eingepafit ist. Das muB auf die Druckver-
teilung und damit auf die Lagerreibung von Einflul sein. Alle diese Um-
stinde konnen dazu beitragen, da8 unter den hidufig ungiinstigeren Verhilt-
nissen der Wirklichkeit die Reibung groBer ausfillt, als sie bei einem Labo-
ratoriumsversuch festgestellt wird.

Schlie8lich muB noch eines Umstandes gedacht werden, den erst derjenige
wiirdigen wird, der selbst auf die Schwierigkeit gestoBen ist, die auftreten
kann, wenn in einer Berechnung der EinfluB der Reibung neben andern Ein-
fliissen zu berticksichtigen ist. Hier kann das Ergebnis stark durch die Form
des angenommenen Reibungsgesetzes beeinflut werden. Ein Bewegungsvor-
gang wird anders verlaufen, wenn die Reibung dem Normaldruck proportional
und von der Geschwindigkeit unabhéngig ist, als wenn sie der ersten Potenz
der Geschwindigkeit proportional ist oder wenn sie mit dem Quadrat der Ge-
schwindigkeit wichst. Das ist sehr einleuchtend. Aber es ist nicht immer
einfach, tiber die voraussichtlich auftretende Art der Reibung zum voraus
Sicheres anzunehmen. Wiahlt man nun — etwa der einfachen Durchfithrbar-
keit der Rechnung zuliebe — =z. B. die Reibung der Geschwindigkeit pro-
portional, so mufBl man sich mindestens bewuft bleiben, dal man nur Ergeb-
nisse erzielen wird, die qualitativ aufklirend sein konnen. Zu quantitativen
Feststellungen wird man Versuche zu machen haben.

Uber die von Painlevé an der Coulombschen Formulierung des Reibungs-
gesetzes geiibte Kritik vel. Enzykl. d. math. Wiss., Mechanik, 2. Teilband, S.193.

§ 11. Beispiele der Ermittlung von Stiitzkriften mit Reibung.

79. Zuldssige Lagen der Belastung einer angelehnten Leiter.
Eine gewichtlos vorausgesetzte Leiter stiitze sich in 4’ gegen einen
vollstindig glatten Boden und in 4” gegen eine ebensolche verti-
kale Wand (Fig. 60). Befindet sich eine
Last P im beliebigen Punkt C der Leiter,
so- kann diese nicht im Gleichgewicht sein.

Von der glatten Wand und dem glatten
Boden konnen ndmlieh nur Normalwider-
stinde ausgehen. Bringt man diese Wider-
stinde und die Last P an der ,freigemach-
ten®“ Leiter an, so bemerkt man, daB die
Gleichgewichtsbedingung X' H == 0 nicht er-
filllt ist. Durch einen Pflock in 4’ werde
nun diec Beweglichkeit der Leiter einge-
schrinkt, und zwar geschieht das durch
den von A’ ausgchenden Horizontalwider-
stand H' nur so weit, daB dic Leiter ins
stabile Gleichgewicht gebracht wird. Die

Auntenrieth-Ensslin, Technische Mechanik, 2. Auth, 8
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Widerstinde V' H'H” sind demnach nach 63 und 66 statisch be-
stimmt und ergeben sich aus den Gleichgewichtsbedingungen:

¢
o
Bei jeder Lage der Last wird Gleichgewicht stattfinden. Gra-
phisch findet man den schiefen von A’ ausgehenden Widerstand
W=VV"® 4+ H?, wenn man den Schnittpunkt von P und H” mit
A’ verbindet und das Kriftedreieck zeichnet. Man verfolge gra-
phisch die Wirkung einer schiefen Last P.

Nehmen wir nunmehr an, der Pflock bei 4’ fehle, es seien
aber Boden und Wand raub: (u, = tgo, Haftreibungskoeffizient
fiir den Boden und u,== tgp, fir die Wand). Wie steht es unter
diesen Umstdnden um das Gleichgewicht der Leiter?

Jetzt wird die Beweglichkeit der Leiter an zwei Stellen ein-
gescehrinkt, also mehr als nétig und hinreichend, um sie ins stabile
Gleichgewicht zu setzen. Die Widerstinde sind daher nach 66
statisch unbestimmt.

Wir sind jedoch imstande, ihre Grofle wenigstens fiir den Grenz-
fall anzugeben, wo sich die Leiter an der Gleitgrenze befindet.

Dabei schlieBen niamlich die in 4" und
A” auftretenden Widerstinde W’ und
W” den Reibungswinkel g, bzw. g,
mit den Normalen in 4’ bzw. 4”7 ein,
womit das Kriftedreieck aus PW'W”
gezeichnet werden kann, da ja alle
Richtungen und die Grofle von P be-
kannt sind. Das geht aber, wie man
gleich erkennt, nur fiir eine einzige
Stellung der Last P; diese muf genau
durch den Schnittpunkt D' von W’
und W” gehen, d. h. durch Punkt C
in Fig. 61.
Man fragt sofort, was geschieht,
wenn P oberhalb oder unterhalb von
Punkt C sich befindet. Bei der Be-
antwortung erweist sich die graphische Losung im vorliegenden
Fall als besonders lehrreich und ibersichtlich.

Wirde namlich P oberhalb C angreifen, und nehmen wir an,
die Leiter befinde sich im Punkt 4” noch an der Gleitgrenze, so
lage der Schnittpunkt von P mit W” aut 4” D" rechts von D’ und
der Widerstand W’ wiirde mit der Normalen in A4’ einen griéBeren
Winkel bilden als den Reibungswinkel ¢,. Wihrend die Leiter

V'—=P; H'-h=P.¢; H'—P H'_—_H":P-’}i.
v
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in A” sich an der Gleitgrenze befinden konnte, wire die Gleit-
grenze in A’ schon iiberschritten, die Leiter rutscht. Gleiches
beweist man, wenn man P zuerst mit 4’D’ zum Schnitt bringt und
den Zustand in 4" beschreibt. Die Leiter gleitet also aus, sobald
die Last, wenn sie auch nur klein ist, iitber den Punkt C hinauf-
kommt. Die Leiter kann iber den Punkt C hinauf nicht
bestiegen werden. Der Schnittpunkt D' der auBerstenfalles auf-
tretenden Richtungen der Stiitzwiderstdinde ist also fiir diese Auf-
gabe ein wichtiger Grenzpunkt. Sobald die Richtung der Last
durch den Grenzpunkt geht, ist die Leiter an die Gleitgrenze ge-
bracht. Der Grenzpunkt riickt nach A” selbst, wenn die Leiter
unter dem Reibungswinkel g, aufgestellt wird. Dann ist die Leiter
ganz hinauf besteigbar und zwar von jeder Last, unter der die
Leiter selbst nicht bricht.

Wiirde P unterhalb C angreifen, so wire die Leiter unter
allen Umstéinden im Gleichgewicht. Die Richtung des Widerstandes
in A’ liegt zwischen der Vertikalen durch 4’ und zwischen 4'D’;
die des Widerstandes in A” zwischen der Horizontalen durch A4”
und zwischen 4”D’'. Der Schnittpunkt der im Gleichgewicht be-
findlichen drei Kréfte: Last und zwei Widerstinde liegt innerhalb
des ,charakteristischen Vierecks® das in Fig. 60 schraffiert
ist; wegen der statischen Unbestimmtheit kann aber dieser Punkt
und damit auch die Grofie des Widerstandes ohne Eingehen auf
die Forminderung nicht angegeben werden.

An der Gleitgrenze konnen die Widerstinde auch berechnet
werden, nachdem W’ und W” in ibre Komponenten V' und u,V’
bzw. H” und u, H" zerlegt sind ; die Gleichgewichtsbedingungen lauten

H”::ll/tl Vl; V’+MBH,’ :P;

Pl =H'h-+ u,H"-a=H"(h+ p,a),
womit

’ . ’M?,._;,‘Z_)__‘,. rl____'lu’lp .
V) =E Y (14 1y 1) " (14 py )
Die Lage des Grenzpunktes C ist bestimmt durch
czz_/b_(}_l—l'";uea)
14y
Sind Wand und Boden gleich rauh (1, = p, = u; 0, =0, ==0)
und wird die Leiter unter dem Reibungswinkel o gegen die Ver-

tikale (tgg = z— :,u) aufgestellt, so erhielte man

in Ubereinstimmung mit dem oben Bemerkten.
R*
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Soll auch das Eigengewicht der Leiter beriicksichtigt werden,
so ist ebenso zu verfahren, wie soeben geschehen; nur bedeutet
dann P die Resultante aus Eigengewicht und beweglicher Last,
oder auch das Kigengewicht allein, wenn auflerdem keine beweg-
liche Last auf der Leiter sich befindet. Je schwerer die Leiter ist,
desto hoher hinauf kann sie bestiegen werden.

80. Fithrungsreibung. Ein Gleitkérper ist von parallelen Fiih-
rungsleisten umschlossen oder umschlieft seinerseits eine Gerad-
fiithrung. Bei fehlender Reibung wiirde ihn jede zur Achse der
Fiihrung parallele Kraft verschieben. Er werde nun bei Vorhanden-
sein von Reibung in den Fihrungen von einer Kraft ergriffen, die
ihn zu kippen sucht. Die Kraft wirkt z.B. in einer zu den Fiih-

rungen parallelen Sym-
metralebene des parallel-
epipedischen Gleitstiickes
in Fig. 62. Es ist nun die
Frage, ob die unter 3 ¢
gegen A4,A, geneigte, in
B angreifende Kraft das
gewichtlose Gleitstiick be-
wegt, oder ob es sich in
der Fihrung klemmt. Es
ist ohne weiteres klar, daf;
eine Kraft P einen ge-
wissen Winkel ¢ > 0 mit
der Normalen 4,4, auf
der Fihrung bilden muB,
wenn {iberhaupt ein Glei-
ten eingeleitet werden soll.
Stellen wir uns vor, zwi-
schen G