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Vorrede zur ersten Auflage. 

Seit einer langen Reihe von Jahren mit dem Unterricht in 
der technischen Mechanik an der hiesigen technischen Hochschule 
betraut, unternehme ich es, mehrfachen Aufforderungen zufolge, 
meine über technische :Mechanik gehaltenen Vorträge durch den 
Druck zu veröffentlichen und zwar nachstehend denjenigen Teil 
derselben, der sich auf die Dynamik der im Gleichgewicht befind
lichen und der nicht im Gleichgewicht befindlichen, also bewegten 
Körper, d. h. auf Statik und Kinetik bezieht. Hierbei wäre es 
denn angemessen gewesen, dem Buche den Titel: "Technische 
Dynamik" zu geben, allein der Umstand, daß man auch heute 
noch unter Dynamik vielfach nur die Lehre von den Kräften 
versteht, insofern dieselben Bewegung hervorrufen, war die Ver
anlassung, das vorliegende Buch in herkömmlicher Weise als ein 
Lehrbuch der Statik und Dynamik zu bezeichnen, obgleich in 
ihm die Statik als ein Teil der Dynamik aufgefaßt ist. 

Zunächst möge es mir gestattet sein, den Standpunkt zu kenn
zeichnen, von welchem aus ich meine Lehraufgabe behandeln zu 
müssen geglaubt habe. 

Die Mechanik, durch !"orderungen des praktischen Lebens 
hervorgerufen, hat im Laufe der Zeit an praktischer Bedeutung 
immer mehr zugenommen und dementsprechend auch eine weit
gehende Ausbildung im Sinne der Praxis erfahren. Anderseits ist 
es den Mathematikern gelungen, in ihrem Sinn die Mechanik zu 
einen rein theoretischen Wissenschaft anszugestalten, zu einer Wissen
schaft, die auf der Stufe, die sie zurzeit eri'eicht hat, füglieh als 
ein Teil der Mathematik angesehen werden kann. Die 1\[eehnnik 
lüßt sich also in zweierlei Weise auffassen: das eine Mal als eine 
praktische Ziele verfolgende Wissenschaft, dazu bestimmt, gewisse 
Aufgaben der Physik und der Technik zu lösen, das andere Mal 
als eine abstrakte, wie die rei n e Mathematik zuniiehst von keiner
lei pruktisehen Rücksichten heeinflußte, füI' ihre Lehren den gTÜßt-
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möglichen Grad von Allgemeinheit anstrebende, also möglichst 
"ökonomisch" verfahrende, gleichsam um ihrer selbst willen zu 
betreibende mathematische Wissenschaft, die das Mittel liefert, 
auch "die in der Na t u l' vor sich gehenden Bewegungen v 0 11-
ständig und auf die einfachste Weise zu beschreiben". Diese 
zweite Auffassungsweise entspricht vorzugsweise dem Standpunkt 
der Universität; ist ja doch die Universität von alters her die 
für die Pflege der reinen Geisteswissenschaften bestimmte Stätte. 
Aber die technischen Hochschulen haben eine andere Bestim
mung. Der Technik wegen ins Leben gerufen, müssen sie auch 
die Forderungen der Technik als Richtschnur unverrückt im Auge 
behalten. 

Welche Forderungen stellt nun die Technik an die Mechanik? 
oder mit anderen Worten: Wie' ist die lIIechanik zu behandeln, 
wenn sie den Forderungen der Technik gerecht werden soll? Hier
für kann uns der dem Techniker so überaus wichtige Zweig der 
Mechanik, die Festigkeits- und Elastizitätslehre, einen deutlichen 
l<~ingerzeig geben. 

Bei diesem bedeutungsvollen Fache des Ingenieurs pflegt man 
an den technischen Hochschulen zunächst die speziellen Fälle des 
Zuges, Druckes, der Biegung und Torsion von Stäben in eingehend
ster Weise durchzunehmen, dabei stets in Fühlung mit den wirk
lichen Verhältnissen bleibend, und erst dann, wenn die nötigen 
genauen Einsichten in die betreffenden, praktisch so wichtigen Ein
zelheiten erzielt sind, sich auf einen allgemeineren, höheren Stand
punkt zu erheben und die allgemeine mathematische Elastizitäts
theorie folgen zu lassen. Daß dieser bei der Elastizitäts - und 
Festigkeitslehre an den technischen Hochschulen eingeschlagene 
Weg tatsächlich der richtige ist, darüber herrscht kein Zweifel. 

Was aber für den einen Teil der 1\leehanik des Ingenieurs sich 
bewährt hat, das dürfte auch für das Ganze vorbildlich sein. Dem
gemäß erschiene es Verfasser verkehrt, an den technischen Hoch· 
schulen die für zukünftige Ingenieure bestimmte lIIechanik gleich 
von möglichst allgemeinem Standpunkt aus, als analytische oder 
theoretische Mechanik zu behandeln, hierbei die praktische 
Verwertung der gew~mnenen Resultate im wesentlichen den be
treffenden speziellen Ingenieurfächern überlassend. Nein! Zu n äc h s t 
eine den Bedürfnissen des Ingenieurs besonders Rechnung tragende, 
auch auf die Anwendungen ein Hauptgewicht legende tech
nische l\1echanik und dann erst für Weiterstrebende eine von 
allgemeineren, höheren Gesichtspun kten aus dargelegte und auf 
entsprechende höhere Probleme angewandte theoretis eh e Mecha 
nik. Man sage da nicht, daß ja an den Vorschulen schon 1\le-
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cbanik getrieben werde und daß man daher recht wohl an der 
technischen Hochschule mit einer mehr dem akademischen Stand
punkt entsprechenden, allgemein gehaltenen theoretischen Me
chanik beginnen könne. Demgegenüber möchte Verfasser behaup~ 
ten, daß die Mechanik für den Ingenieur einen integrie~ 

renden Teil seiner Fachwissenschaft bildet und daß des
halb auch die Mechanik ihren gesamten Auf- und Ausbau 
in einer zweckentsprechenden Weise einheitlich an der 
tech n isc h en Ho c h sch ul e erhalten muß. Sie hat sich dah er 
auch nicht auf einen von anderer Seite gelieferten Unter
bau zu stützen, so wenig ihr Ausbau nach oben außer
haI b der tech n is ch en Hochschul e erf olgen soll te. 

Noch über einen weiteren Punkt will Verfasser sich hier aus
sprechen. Logischerweise ist die Statik als ein Teil der allge
meinen Dynamik anzusehen. Soll nun die Statik nicht als beson
dere Wissenschaft, sondern tatsächlich als ein Teil der allgemeinen 
Dynamik erscheinen, so darf auch die Statik, falls sie besonders 
behandelt wird, auf keiner anderen Grundlage, als ausschließlich 
auf den allgemeinen Grundprinzipien der Dynamik aufgebaut wer
den, überdies muß ein und derselbe Kraftbegriff in der ganzen 
Dynamik zu Recht bestehen. Was soll man aber in der techni
schen Mechanik unter einer Kraft sich vorstellen? 

Der Techniker denkt sich unter einer Kraft, die an einem 
Körper sich geltend macht, unwillkürlich einen auf den Körper 
ausgeübten Zug oder Druck. Wesentlich auf diesem Kraft
begriff beruht beim Konstrukteur das "statische Gefühl". Die 
Versinnlichung der Kraft durch einen persönlich ausgeübten Zug 
oder Druck ist überhaupt so natürlich und so tief eingewurzelt, 
daß er selbst in der theoretischen Mechanik, trotz seiner künst
lichen, wissenschaftlich wohl begründeten Unterdrückung, noch 
eine latente Rolle spielen dürfte. Wenn nun aber zweckmäßiger
weise in der Statik die Kraft als ein ausgeübter Zug oder Druck 
aufgefaßt wird, so sollte dieser Kraftbegriff, dem oben Gesagten 
gemäß, auch in der ganzen technischen Dynamik aufrecht er
halten bleiben. Daß dieses unter voller Wahrung der Wissenschaft
lichkeit geschehen, oder mit anderen Worten: daß auch hierbei 
ein streng logischer Aufbau der ganzen Dynamik auf den für sie 
festgesetzten Grundprinzipien erfolgen kann, dürften die Ausfüh· 
rungen des vorliegenden Buches zeigen. 

Indessen ist zuzugeben, daß der vorerwähnte Kraftbegriff für 
alle Zweige der Mechanik nicht allgemein genug ist. Da aber 
bei eventuellem späterem Aufsteigen zur theoretischen Mechanik, 
in der bekanntlich die Kraft lediglich als eine mathematische 
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Größe aufgefaßt wird, nämlich als Produkt aus Masse und Be
schleunigung, die für die technische Mechanik so geeignete Auf
fassung der Kraft als eines ausgeübten Zuges oder Druckes einer 
allgemeineren Auffassung keineswegs hindernd im Wege steht 
und darum in der theoretischen Mechanik nicht wieder ausgemerzt 
zu werden hraucht, so liegt auch keine Veranlassung vor, in der 
technischen Mechanik von dem erwähnten, ihr so angemessenen 
Kraftbegriffe abzugehen. 

Verfasser findet sich zunächst durch äußere Gründe veranlaßt, 
in seinen Vorträgen über technische .Mechanik mit der Statik zu 
beginnen. Er erachtet es aber auch vom pädagogischen Stand
punkt aus nicht für ungerechtfertigt, in dieser Weise zu verfahren 
und die Statik, diesen so wichtigen Spezialfall der Dynamik, 
mit der für den Techniker erforderlichen Ausführlichkeit zuerst 
durchzunehmen. Bei einem solchen Unterrichtsgang müssen dann 
eben einige Sätze zunächst als Axiome aufgestellt werden, die 
nachträglich im kinetischen Teil der Dynamik wieder ihren axio
matischen Charakter verlieren, indem sie dort ihren Beweis finden. 

Bezüglich der in diesem Buche behandelten Lehrgegenstände 
möchte Verfasser bemerken, daß es ihm angemessen erschien, . die 
neuerdings auch zu praktischer Bedeutung gelangte KreiE:el
bewegung in der technischen Dynamik nicht unerwähnt zu 
lassen. Um jedoch im Sinn der vorliegenden Dynamik zu ver
fahren, hat Verfasser, sich auf die Theorie des nutationsfreien 
Kreisels beschränkend, eine Lösung dieses Problems der Kreisel
bewegung gegeben, die dasselbe an andere, in der technischen 
Dynamik ohnehin zu behandelnde Aufgaben passend anreiht und 
auf verhältnismäßig einfachem Wege Aufschluß darüber gibt, wo
her es kommt, daß ein rotierender schwerer Kreisel in schiefer 
Lage merkwürdigerweise nicht umfällt. 

Des weiteren hat es Verfasser für zweckmäßig gehalten, in der 
Dynamik der bewegten materiellen Systeme als eine geeignete An
wendung das Wesentlichste aus der Dynamik der Maschinen mit 
zu entwickeln. Auch im übrigen glaubt Verfasser, mit der von 
ihm getroffenen Auswahl der Lehrgegenstände den Forderungen 
der auf die technische Dynamik sich stützenden speziellen Ingenieur
fächer in wünschenswertem Maße gerecht geworden zu sein und 
ebenso in seinen Ausführungen sich möglichster Klarheit und Gründ
lichkeit befleißigt zu haben. In dieser Beziehung dienten ihm 
hauptsächlich die von ihm mannigfach b.enutzten meisterhaften Dar
legungen eines Belanger, Delaunay (seines unvergeßlichen Leh
rers), Duhamel, Grashof, A. Ritter und Schell als treftliche 
Vorbilder. Bei dieser Gelegenheit möchte Verfasser es auch nicht 
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versäumen, der nützlichen Dienste zu gedenken, die ihm einst bei 
seinen ersten Studien in Mechanik das durch klare und praktische 
Behandlung tatsächlicher Verhältnisse sich auszeichnende Lehrbuch 
der Mechanik von Ad. Wernicke geleistet hat. Ebenfalls soll 
nicht unerwähnt bleiben, daß dem vom Verein "Hütte" heraus
gegebenen bekannten Taschenbuch verschiedene Erfahrungsresultate 
für das vorliegende Buch entnommen wurden. 

Erfreulicherweise ist die Statik heutzutage wohl den meisten 
Ingenieuren eine geläufige Wissenschaft. Das kann aber von der 
Dynamik der bewegten Körper, trotz ihrer großen Bedeutung 
für das Maschinenfach, noch nicht in gleichem Maße behauptet 
werden. Deshalb ist es dem Verfasser in seinem Buche hauptsäch
lich auch darum zu tun, durch eine praktische, möglichst faßliche, 
aber trotzdem streng wissenschaftliche Darlegung, der letztgenann
ten Disziplin noch weiteren Eingang bei den Ingenieuren zu ver
schaffen, in diesem seinem Bestreben sich eins wissend auch mit 
den Verfassern . der in der letzten Zeit erschienenen· geschätzten 
Lehrbücher der technischen Mechanik von Keck, Föppl, 
Hoppe u. a. 

So möge denn das hier Gebotene mit Wohlwollen aufgenom
men werden als ein von einem Ingenieur verfaßtes, für Inge
nieure bestimmtes Lehrbuch der technischen Dynamik. 

Stuttgart, im Sommer 1900. 

Ed. Autenrieth. 
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Als ich mit der Neubearbeitung des Werkes meines hoch
geschätzten Lehrers Ed. v. Autenrieth begann, war ich ent
schlossen, den Grundzug des Werkes, die Einfachheit der Dar
stellung, das allmähliche Aufsteigen vom Einfachen zum Schwieri
geren zu wahren. Es sollte ein Werk bleiben, bestimmt für die 
erste Einführung von Studierenden der Technik in die Mechanik, 
und bestimmt, dem in der Praxis stehenden Ingenieur ein Rat
geber zu sein. Da ich mich in den Grundfragen bezüglich der 
Stoffeinteilung auf den Standpunkt gestellt habe, den Au ten rieth 
in der Vorrede zur ersten Auflage dargelegt hat, so habe ich meine 
Aufgabe darin erblickt, die seit dem Erscheinen der ersten Auf
lage neu gestellten Anforderungen der Technik, die in der Haupt
sache aus dem inzwischen eingeführten Schnell betrieb erwachsen 
sind, ferner die neueren Versuchsarheiten und auch Fortschritte 
auf pädagogischem Gebiet zu berücksichtigen. 

Die Einführung des Schnell betriebes steIlte an die Dynamik 
weitere Ansprüche gegen früherhin. So wurden die Schwingungen 
und Kreiselwirkungen, die Gleichförmigkeit des Ganges von Ma
schinen und die Massenwirkungen eingehend behandelt, meist zu
erst nach einer einfachen anschaulichen Methode, der in zweiter 
Linie die strengere Methode an die Seite gestellt wurde. Damit 
sollte das Eindringen in ein dem Studierenden unbekanntes Gebiet 
erleichtert und ihm, wenn er erst einmal die Hauptsache anschau
lich erfaßt hat, die Möglichkeit gegeben werden, den Nutzen einer 
allgemeineren Behandlung für das schärfere Verständnis, sowie den 
Wert höherer Methoden für die Kürze und Übersichtlichkeit der 
Darstellung schätzen zu lernen. 

Der Ingenieur braucht die anschauliche Erkenntnis und gibt 
den einfachsten Methoden den Vorzug, da ihm im Laufe der Zeit 
von seiner mathematischen Schulung manches verloren geht. Wer 
aber an die exakte Bearbeitung schwieriger Probleme herantreten 
will, muß über die elementarsten anschaulichen Hilfsmittel hinaus-
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gehen und sich die abstrakten abkürzenden höheren Methoden zu 
eigen machen; für den weiter Vordringenden geht der Weg vom 
Anschaulichen zum Abstrakten. Wenn auch die Erfüllung der zu
erst genannten Forderung in diesem Buch in den Vordergrund ge
stellt ist, so ist doch auch der zweiten Forderung insofern Rech
nung getragen, als ihre Erfüllung angebahnt wurde. 

Die Mechanik beweglicher Systeme und die zu ihrer exakten 
Behandlung nötigen Lagrangeschen Gleichungen sind nicht mehr 
in das Buch aufgenommen, schon deshalb, weil eine verständliche 
Darlegung mit Anwendungen zu viel Raum erfordert hätte_ Daher 
mußte auch das Regulierproblem wegbleiben. Ich bedaure das 
lebhaft und hoffe, es irgendwie nachholen zu können. Was init 
elementaren Hilfsmitteln immerhin dynamisch streng geleistet wer
den kann, ist in dem Abschnitt über die Gleichförmigkeit des 
Ganges einer Kolbenmaschine und die in ihr auftretenden Massen
wirkungen gezeigt. Hier soll besonders auf die dynamische Strenge 
des angewandten Verfahrens hingewiesen werden; es ist ja vielfach 
bei dynamischen Aufgaben der Technik üblich, durch eine verein
fachende Annahme die Aufgabe in eine statische zu verwandeln, 
um sich die Lösung dadurch zu erleichtern; erst nachträglich sucht 
man dann die qynamische Wirkung zu berücksichtigen. Ein lehr
reiches Beispiel hierfür bildet die Schwungrad berechnung einer 
Kolbenmaschine, die einmal nach dem üblichen Näherungsverfahren 
Radingers, dann, wie schon erwähnt, nach einem strengen Ver
fahren vorgeführt ist, wo bei schließlich die Ergebnisse zah lenmäßig 
verglichen werden können. Das strenge dynamische Verfahren 
verspricht auch sonst Nutzen, wo immer eine Maschine mit merk
lich ungleichförmigem Gang zu untersuchen ist, sofern die Be
schleunigungen oder die zu beschleunigenden Massen hohe Werte 
haben. 

Neuere Versuchsarbeiten sind in den Abschnitten über Reibung 
und über Stoß berücksichtigt. Wenn die Lehre von der Reibung 
ganz auf dem Versuch aufgebaut ist und die Reibungsgesetze in 
der Hauptsache als empirische Formeln erscheinen mit Erfahrungs
koeffizienten, in denen mehr oder weniger viele Einflüsse enthalten 
sind, so mag das vom theoretischen Standpunkt aus wenig befrie
digen; aber die früher geübte Aufstellung von Reibungshypothesen 
und die darauf gebauten Berechnungen befriedigten weder in theo
retischer noch in praktischer Hinsicht. Die heute gebräuchlichen 
Reibungskoeffizienten sind als Erfahl'ungskoeffizienten gekenn
zeichnet, die in einfach aussehenden und einfach ausrechenbaren 
Reibungsgesetzen stehen, welch letzteren selbst aber keine oder 
keine große physikalische Bedeutung zukommt. Der Hauptwert 
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liegt dabei in den Reibungsversuchen selbst; es möge auch hier 
bemerkt werden, daß es noch verschiedene technisch wichtige 
Reibungsvorgänge gibt, die einer experimentellen Untersuchung 
harren. 

Das führt auf den Wert des Experimentes in der Mechanik. 
Über diesen ist heutigentages kaum mehr ein Wort zu verlieren. 
Die Lebensarbeit C. Bachs hat in dieser Richtung Bahn gebrochen. 
Wenn man die experimentellen Arbeiten auf dem Gebiet der Me
chanik etwa aus den letzten anderthalb Jahrzehnten überblickt, so 
erkennt man das Bestreben, auch feinere Untersuchungsmethoden 
heranzuziehen - es sei an die Weg-Zeit-Indikatoren oder Druck
Zeit-Indikatoren zur Verfolgung rasC:h verlaufender Vorgänge er
innert -, ferner bei der Verarbeitung der Versuchsergebnisse, da 
wo die einfachsten Methoden nicht mehr ausreichen, vor der An
wendung höherer Methoden nicht zurückzuschrecken und schließ
lich, wenn viele Untersuchungen über Einzelfragen vorliegen, einen 
umfassenden Standpunkt zu gewinnen. 

Was die pädagogische Seite betrifft, so wurde immer die An
schauung vorangestellt und aus dieser heraus sind die Grund
begriffe formuliert. Ich hatte öfters Gelegenheit, auf den in den 
letzten Jahren von Prof. Dr. Eug. Meyer eingeführten Demonstra
tionsversuch Bezug zu nehmen. Er leistet im Vortrag wertvolle 
Dienste und wirkt belebend und anregend. Die lebendige An
schauung vermag immer mehr als das bloße Wort und die Tafel
skizze. Daß ohne die geistige Durchdringung auch die schönste 
Demonstration nichts hilft, wird auch vom entschiedensten An
hänger des Demonstrationsmodelles nicht bestritten. Noch besser 
ist es, wenn der Studierende sich selbst mit dem Modell und den 
mechanischen Vorgängen in Übungen beschäftigt, weil er dann zur 
Sache selbst in Beziehung tritt und der Trieb zur Betätigung ge
weckt wird. 

An der Verwendung der Vektoren durfte seit dem erfolgreich eu 
Vorgehen Föppls nicht mehr vorübergegangen werden. Die Vek
toren bilden, insbesondere in dem schwierigen Kapitel von der 
Drehung eines Körpers um eine beliebige sich bewegende Achse, 
das eleganteste und kürzeste Darstellungsmittel. Man wird im Ka
pitel über die Drehung förmlich auf die Vektordarstellung hin
gedrängt. Das ist in gleichem Maße in den einfacheren Teilen der 
Mechanik nicht im gleichen Maße der Fall. Da ich nun die Vek
torenrechnung zu den höheren eleganten Hilfsmitteln zähle, zu denen 
der Studierende erst hinaufwachsen muß, da ferner auf die Mehr
zahl der Ingenieure Rücksicht genommen werden sollte, die die 
Vektoranalysis nicht kennen, und da nicht zum geringsten schließ-
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lich das vortreffliche Werk Föppls vorliegt, das die Vektordar
stellung von Anfang an fast ausschließlich verwendet, so habe ich 
die Vektordarstellung erst später herangezogen und einen kurzen 
Anhang mit dem Allernötigsten und einigen Beispielen angefügt, 
die den mit dieser Rechnungsart nicht Vertrauten von der Kürze 
und Eleganz und dem Nutzen der Vektoranalysis für die tech
nische Mechanik überzeugen und zum Studium anregen sollen. 

Das Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten, das hauptsäch
lich in der Elastizitätslehre Verwendung findet, ist. in allgemeiner 
Fassung nicht aufgenommen; die Keime hierzu findet man in dem 
Kapitel über Arbeit. 

Ich habe die Mechanik mit dem populären Kraft- und Ursach
Begriff angefangen, der aus unserer Muskelempfindung heraus
wächst, habe auch die anthropomorphe Auffassung beibehalten, ob
wohl ich die dagegen erhobenen Einwände kenne. Ich halte den 
Rest von Metaphysik, der diesem Ursachbegriff anhaftet, für nicht 
bedenklich; dagegen erscheint mir die populäre Auffassung des 
Kraftbegriffes als zweckmäßig und bequem für den Ingenieur, der 
immer mit Kräften zu tun hat und sie als Ursachen von Form
änderungen und Bewegungen bezeichnet. Feinere Auffassungen, 
die einer schärferen Kritik standhalten, sind für die Einführung 
in die Mechanik, auch für Studierende, die auf der technischen 
Hochschule anfangen, zu schwierig und passen nicht in den Rah
men des vorliegenden einfach gehaltenen Buches. Wer sich mit 
dem einfachen Standpunkt vertraut gemacht hat und weitergehende 
intellektuelle Bedürfnisse hat, wird in E. Machs "Entwicklung der 
Mechanik" und in dem in systematischer Hinsicht bemerkenswerten 
Buch "Elementare Mechanik" von G. Ham el Belehrung finden. 
Entsprechend dem in diesem Werk festgehaltenen Grundsatz: Vom 
Einfachsten ausgehend schrittweise zum Schwierigeren höher zu 
steigen, sind philosophisch-kritische Erörterungen beiseite gelassen; 
sie würden den Stu.dierenden ohne Zweifel von der Hauptsache 
ablenken, der Anwendung der Mechaniklehren auf technische Pro
bleme; zu den technischen Anwendungen anzuleiten, bildet aber 
das Ziel dieses Buches. Entwicklungsgeschichte und Prinzipie'u 
der Mechanik können in einer für höhere Semester bestimmten 
fakultativen Vorlesung behandelt werden. 

Das Lehrgebäude der technischen Mechanik mit einem Mini
mum von Axiomeu zu errichten, oder etwa mit dem umfassenden 
Arbeitsprinzip der Dynamik anzufangen, die Gleichgewichtsbe
dingungen der Statik, das KräfteparallelogTamm und anderes daraus 
zu deduzieren, wurde kaum in Betracht gezogen, da es sich mit 
dem induktiven Zug des Buches nicht verträgt. Für den Anfänger 
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verspricht das Tempo und die Ausführlichkeit der Authenrieth
sehen Darstellung· mehr Erfolg, als höchste Ökonomie und knappste 
Systematik. 

Erfahrungszahlen wurden nur so weit angeführt, als sie nicht 
in der "Hütte" und anderen Ingenieurtaschenbüchern zu finden 
sind, und als sie zu grundsätzlichen Erörterungen oder zur Ver
anschaulichung gebraucht wurden. 

Mehrere sonstige Maßnahmen, die alle zu besprechen zu weit 
führen würden, erklären sich aus dem mehrfach erwähnten Grund
satz, das leichter Verständliche vor dem Schwierigeren zu be
handeln. 

Für das aufopfernde Mitlesen der Korrektur bin ich Herrn 
Gewerbelehrer Fr. Aicher zu großem Dank verpflichtet. 

Stuttgart, im Winter 1913/14. 

l\lax Ensslin. 
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1. Kapitel. 

Einleitung in die Mechanik. 

1. Gegenstand der Mechanik. Wird ein vom Boden auf
gehobener Stein sich selbst überlassen, so fällt er bekanntlich in 
einer Vertikalen herab und zwar mit zunehmender Geschwindig
keit. Wird ein Stein vertikal aufwärts geworfen, so erhebt er sich 
in der betreffenden Vertikalen mit abnehmender Geschwindigkeit 
bis zu einer gewissen Höhe und fällt hierauf in der gleichen Verti
kalen beschleunigt wieder zurück. Wirft man einen Stein schief 
hinaus, so bemerkt man, daß derselbe eine krummlinige Bahn von 
bestimmter Form durchläuft. Wird ein frei beweglicher ruhender 
Körper gleichzeitig nach verschiedenen Richtungen gezogen, oder, 
wie man auch sagt, von "Kräften" angegriffen, so fängt derselbe 
im allgemeinen sich zu bewegen an und führt eine Bewegung aus, 
die abhängt von den auf den Körper ausgeübten Kräften. Unter 
Umständen bleibt aber der Körper, trotzdem er gezogen wird, in 
Ruhe. Man sagt dann: er befinde sich im Gleichgewicht. 

Derartige Erscheinungen konnten nicht verfehlen, den mensch
lichen Geist zum Nachdenken anzuregen, sie haben eine besondeie 
Wissenschaft hervorgerufen: die Mechanik. Danach würde sich 
die Mechanik mit der Bewegung und dem Gleichgewicht der 
Körper in der Natur beschäftigen und als eine physikalische 
Disziplin erweisen. 

2. Einteilung der Mechanik. Soll eine stattfindende Bewegung 
erforscht werden, so ist vor allem die Art und Weise, wie der' 
Körper sich bewegt, genau festzusetzen. Ist das geschehen, so liegt 
es nahe, auch den Ursachen der beobachteten Bewegung nach
zuspüren, d. h. die der Beweg'ung zugrunde liegenden Kräfte auf
zusuchen. Es treten also bei der Erforschung einer Bewegung zwei 
verschiedenartige Aufgaben auf: eine geometrischen und eine 
physikalischen Charakters. Dementsprechend hat man denn auch 
die Mechanik eingeteilt in Kinematik öder Phoronomie und in 

Alltenrieth-Ensslin, Technische lIIechanik. 2. AufL 1 
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Dynamik, wobei unter Kinematik oder Phoronomie die 
Theorie der Bewegungszustände und unter Dynamik die 
Theorie der die Bewegungszustände bedingenden Kräfte 
verstanden wird. 

Die Kinematik können wir auffassen als eine Erweiterung 
der Geometrie. Bekanntlich ist schon in der Geometrie von 
Bewegungen die Rede; man denke nur an die Entstehung ge
wisser Kurven und Flächen (Rollkurven, Umdrehungsflächen, Regel
flächen usw.), aber bei allen diesen Bewegungen bleibt die Z e i t, 
während der die Bewegungen erfolgen, außer acht. In der Kin e
matik dagegen wird auch die Zeit berücksichtigt, in der die be
treffenden Ortsveränderungen vor sich gehen. 

Was sodann die Dynamik betrifft, so fallen ihr zweierlei Auf
gaben zu: entweder hat sie für stattfindende Bewegungen die den
selben zugrunde liegenden Kräfte zu ermitteln, oder sie hat die 
Bewegungen zu bestimmen, die von gegebenen Kräften hervor
gerufen werden. Letzterenfalls kann es sich aber ereignen, worauf 
schon eingangs aufmerksam gemacht wurde, daß die Kräfte gonr 
keine Bewegung hervorrufen und sich gegenseitig im Gleich
gewicht halten. Diesen speziellen Fall behandelt die Statik. Die 
Statik steht also nicht der Dynamik gegenüber, sie bildet vielmehr 
einen Teil der Dynamik. Trotzdem findet man sehr häufig noch 
die Mechanik statt in Kinematik und Dynamik, in Statik und 
Dynamik eingeteilt. In diesem Fall hat man dann eben unter 
Sta tik die Lehre von den Kräften zu verstehen, insofern dieselben 
im Gleichgewicht sind, und unter Dynamik die Lehre von den 
Kräften, insofern dieselben Bewegung hervorrufen, die Kinematik 
dagegen anzusehen als eine geometrische Wissenschaft, der Dy
namik als Hilfswissenschaft dienend. In diesem Sinne genommen 
stimmt die Dynamik überein mit der als Kinetik bezeichneten 
Lehre von der Bewegungserzeugung durch Kräfte. 

Wie man in der Mathematik Linien, Flächen, geometrische 
Körper in ihre kleinsten 'l'eile, Elemente genannt, zerlegt, bzw. 
die erstgenannten Größen als zusammengesetzt ansieht aus ihren 
Elementen, so pflegt man auch in der Mechanik die von ihr in 
Betracht gezogenen materiellen Körper aufzufassen als Vereini
gungen, Systeme von materiellen Punkten, oder kurz als mate
rielle Systeme. Danach wäre in einem materiellen Punkte nur 
eine unendlich kleine Menge von Materie enthalten, oder mit anderen 
Worten: ein materieller Punkt würde nur eine unendlich kleine 
Masse besitzen. Indessen pflegt man den materiellen Punkt auch 
noch anders aufzufassen. Wenn man sagt: ein schief hinaus
geworfener Stein beschreibe eine Parabel, oder: die Erde bewege 
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sich in einer Ellipse um die Sonne, so sieht man hierbei, da ja 
eine Linie nur von einem Punkte beschrieben werden kann, 
stillschweigend von den Dimensionen dieser Körper ab und denkt 
sich die ganze :l\faterie des betreffenden Körpers in einen Punkt 
verdichtet. Ein solcher ideeller, eine endliche Masse enthalten
der Punkt wird dann ebenfalls materieller Punkt genannt. 

Bei einem bewegten Körper sind im allgemeinen die Be
wegungen seiner einzelnen Punkte nicht die gleichen: während 
der Körper im Raume fortschreitet, kann er sich gleichzeitig noch 
drehen; es erscheint daher auch zweckmäßig, in der Mechanik 
zunächst die Bewegung und das Gleichgewicht von· materieihm 
Punkten zu behandeln und darauf die Betrachtung der Bewegung 
und des Gleichgewichts von Körpern oder materiellen Systemen 
folgen zu lassen und demgemäß die Mechanik einzuteilen in: 

1. Mechanik des materiellen Punktes und 
11. Mechanik materieller Systeme. (Körper oder Systeme 

von Körpern.) 

Letztere kann dann entsprechend den verschiedenen Aggre
gatzuständen der Naturkörper wieder zerlegt werden in: 

1. Mechanik der festen Körper, 
2. Mechanik der tropfbar flüssigen Körper oder 

Hydromechanik. 
3. Mechanik der luftförmigen Körper oder Aero

mechan ik. 

3. Die verschiedenen Entwickelungsstufen der IUech;tuik. 
Die Mechanik ist nach dem, was oben gesagt wurde, ein Teil der 
Physik, sie ist eine Naturwissenschaft und damit eine Er
fahrungswissenschaft. Dementsprechend hat die Mechanik im 
Laufe der Zeit tatsächlich auch eine Behandlung erfahren, ähnlich 
derjenigen, die den übrigen Zweigen der Physik zuteil geworden 
ist: Wie man bei diesen durch Beobachtungen und Experimente 
zunächst S p e z i a I g es e t z e für die verschiedenen Klassen von Er
scheinungen ausfindig machte, beispielsweise in der Optik das 
Reflexionsgesetz, da:> Brechungsgesetz usw., so ermittelte 
man auch für die verschiedenen in das Gebiet der Mechanik 
fallenden Erscheinungsarten die Gesetze, die den betreffenden Er
scheinungen zugrunde liegen. Dahin gehören: Das Hebelgesetz, 
das Gesetz vom Parallelogramm der Kräfte, das Gesetz 
des freien Falles u. a. Indem man nun die zahlreichen Spezial
gesetze der ]\[echanik als feststehende Grundgesetze ansah, konnte 
man ein erstes wissenschaftliches System der Mechanik aufstellen, 

1* 
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das System der Elementarmechanik. Dieses System kommt mit 
Recht auch heute noch beim Unterricht in der Mechanik an nie
deren technischen Lehranstalten zur Geltung. Aber auch in den 
Lehrkursen der allgemeinen Experimentalphysik pflegt man die 
Mechanik ähnlich wie die anderen physikalischen Disziplinen zu 
behandeln, ihre einzelnen Gesetze durch das Experiment vor Augen 
zu führen und zu bestätigen und damit die Mechanik als Ele
mentarmechanik zum Ausdruck zu bringen. Bei der Elementar
mechanik blieb man jedoch nicht stehen. In Anbetracht ihrer zahl
reichen Spezialgesetze lag es nahe, zu untersuchen, ob zwischen 
denselben nicht vielleicht ein Zusammenhang bestehe. Das hat sich 
in der Tat herausgestellt. Man hat nämlich gefunden, daß die 
einzelnen Spezialgesetze der Elementarmechanik alle auf einigen 
wenigen" Grun dprinzipien" beruhen, aus denen sie durch reine 
Verstandesoperationen, durch rationale Tätigkeit allein, abgeleitet 
werden können. Damit war ein zweites, höheres System der Mechanik 
festgesetzt, dasjenige der höheren oder rationellen Mechanik. 
Diese höhere Mechanik, die mit Rücksicht auf ihre Grundlagen 
noch als eine physikalische Disziplin bezeichnet werden muß, 
kann aber auch mit einer mathematischen Wissenschaft ver
glichen werden. Wie in Geometrie und Algebra von wenigen 
Axiomen ausgegangen wird, so geht man in der höheren oder 
rationellen Mechanik von wenigen Grundprinzipien aus. 
Während aber die Axiome der reinen Mathematik unmittelbar 
als richtig eingesehen werden, ist dies bei den Grundprinzipien 
der Mechanik nicht in gleicher Weise der Fall, deren Richtigkeit 
sich vielmehr erst durch das übereinstimmen der aus ihnen ge
zogenen Folgerungen mit den Beobachtungsresultaten erweist. 

Die Grundprinzipien der Mechanik sind als nicht weiter 
zerlegbare Tatsachen der Natur aufzufassen. 

Als Begründer der höheren oder rationellen Mechanik 
ist Newton (1643-1727) zu bezeichnen, der in seinem berühmten 
Werke "Philosophiae naturalis principia mathematica", 
von drei Prinzipien ausgehend, auf geometrischem Wege erst
mals ein System der rationellen Mechanik aufstellte. Aber seine 
synthetischen Ableitungen sind überaus künstlich. Es war da
her für die Mechanik ein großer Fortschritt, als man es unternahm, 
die inzwischen erfundene Differential- und Integralrechnung 
für die Mechanik nutzbar zu machen und an Stelle der geometri
schen Konstruktion das rechnerische Verfahren zu setzen. So ent
stand durch Eulers Vorgehen (Euler 1707-1783) die sogenannte 
analytische Mechanik, die bald nach Euler durch Lagrange 
(1736-1813) in dessen klassischem Werke: "Mecanique analy-
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tique" einen hohen Grad von Vervollkommnung erreichte 1). In 
der Regel versteht man heutzutage unter analytischer Mechan ik 
eine höhere oder rationelle Mechanik, bei der das Augenmerk mehr 
auf die Entwickelung allgemeiner Theorien, als auf die praktischen 
Anwendungen der Mechanik gerichtet ist. Man will also mit 
"analytisch" nicht gerade zum Ausdruck bringen, daß es sich 
um eine Mechanik handele, bei der die analytische Methode aus
schließlich zur Anwendung kommt im Gegensatz zur syn the
tischen Methode, vielmehr will man damit nur den mehr theore
tischen Oharakter der betreffenden höheren Mechanik andeuten. 

Bei den von Newton für die Mechanik aufgestellten drei 
Prinzipien ließ man es jedoch nicht bewenden. So hat neuerdings 
der Physiker Her t z 2) in scharfsinniger Weise gezeigt, wi e man in 
der Mechanik auch mit einem einzigen Prinzip auskommen könnte. 

Endlich hat man es auch unternommen, die Mechanik ihrer 
physikalischen Grundlage ganz zu entheben und sie nicht mehr 
aufzufassen als die Lehre von den Bewegungen der Körper in 
der Natur, sondern als eine abstrakte Wissenschaft, die sich 
mit gedachten Bewegungen hypothetischer Raumgebilde be
schäftigt. Eine solche Mechanik, theoretische Mechanik ge
nannt, ist dann kein Teil der Physik mehr, sondern eine besondere 
Wissenschaft, die der Physik als Grundlage dient; sie ist eine 
Mechanik allgemeinster Art, von der die gewöhnliche oder physi
kalische Mechanik nur einen speziellen Fall bildet. So wird in der 
theoretischen Mechanik beispielsweise die Mas s e eines materiellen 
Punktes lediglich als Koeffizient aufgefaßt, durch den einem geome
trischen Punkt ein gewisser Wert beigelegt wird, und die Kraft 
definiert als Produkt aus Masse und Beschleunigung, wobei mit 
Rücksicht darauf, daß es Beschleunigungen verschiedener Ordnung 
gibt, auch Kräfte verschiedener Ordnung unterschieden werden 
können. 

Aber nicht bloß in theoretischer Beziehung hat die Mechanik 
in der Neuzeit eine bedeutende Weiterentwickelung erfahren, son
dern auch nach der Seite der praktischen Anwendungen hin. 
So gab die mächtig emporstrebende Technik Anlaß zur Bearbeitung 
der verschiedensten mechanischen Probleme und weiterhin zur Aus· 
gestaltung einer besonderen, den Bedürfnissen des Technikers mög
lichst entsprechenden Mechanik, der sogenannten technischen 
Mechanik. Diese auf physikalischer Grundlage ruhende tech-

1) Näheres über die Entwickelung der Mechanik hauptsächlich in Düh
ring, "Kritische Geschichte der allgemeinen Prinzipien der Mechanik" und in 
Mach, "Die Mechanik in ihrer Entwickelung". 

2) Hertz, Gesammelte Werke. Bd. IIr "Die Prinzipien der Mechanik". 
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nische Mechanik, die eine der Hauptgrundlagen des Bau- und 
Maschinenwesens bildet, wird sowohl als Elementarmechanik, 
wie auch als höhere oder rationelle Mechanik dargelegt; es 
kommt hier eben darauf an, welcher Kategorie von Technikern 
sie zu dienen hat. Bei der für den Ingenieur bestimmten tech
nischen Mechanik muß angesichts der dem Ingenieur gestellten 
Aufgaben unbedingt der höhere Standpunkt eingenommen werden, 
gehört doch auch die höhere Mathematik zum unentbehrlichen 
Rüstzeug des Ingenieurs. 

2. Kapitel. 

Kraft, Raum, Zeit. Statische und dynamische 
Kräfte. 

4. Ausgangspunkt des Kraftbegriffes. Merkmale einer Kraft. 
Kraftmessung. Krafteinheit. Darstellung durch einen Vektor. 
Was wir beim Spannen oder Zusammendrücken einer Feder emp
finden, beim Biegen eines Stabes, beim Abschieben einer Kegel
kugel, beim Auffangen eines Schwungballes usf. nennen wir eine 
Kraft und sagen, die Kraft sei die Ursache, die Formänderung 
oder die Änderung des Bewegungszustandes die Wirkung. Wenn 
wir also von Kräften sprechen, so ist uns das nichts Fremdes; wir 
haben in den Muskeln einen besonderen Kraftsinn , wir üben 
selbst Kräfte aus nach unserem Willen und fühlen die Kräfte, die 
als ein äußerer Zwang auf uns einwirken. Dieser Zwang wird von 
anderen Körpern auf den unsrigen ausgeübt, indem sie ihn fest
halten oder in seiner Bewegung beeinflussen. Sind wir nicht selbst 
mit unserem Körper an der Formänderung oder der Änderung des 
Bewegungszustandes beteiligt, so denken wir uns unsere Muskel
empfindung eingeschaltet und bringen den mechanischen Vorgang 
so unserer Auffassung nahe, z. B. die Spannkraft im Stab eines 
Fachwerkes oder in der Kupplung zwischen 2 Eisenbahnwagen, 
ja sogar die Anziehung oder Abstoßung zweier magnetischer oder 
elektrisch geladener Massen und zweier Himmelskörper, und schließ
lich Kräfte zwischen den kleinsten Stoffteilchen, den Molekülen, 
die die Phantasie der Gelehrten geschaffen hat, um manche sinn-
lieh nicht wahrnehmbare Vorgänge durch ein mechanisches Gleich
nis zu versinnlichen und zu erklären. Unser Muskelsinn ist aber 
zur Vergleichung der Kräfte aus einfachen Gründen nicht geeignet; 
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wir brauchen zur Kraftvergleichung oder ·messung ein objektives 
Kennzeichen, das immer zuverlässige und eindeut.ige Angaben zu 
machen gestattet. 

Eine Kraft ist durch Größe, Richtung, Sinn und Angriffspunkt 
gekennzeichnet. 

Wir werden uns zuerst mit der Messung der Größe einer 
Kraft beschäftigen. Statt daß wir eine vertikal aufgehängte 
Schraubenfeder mit unserer Muskelkraft verlängern, hängen wir 
ein Gewichtstück an, das vermöge der Anziehl.mgskraft der Erde 
die gleiche Verlängerung hc;rvorruft; beide Kräfte nennen wir dann 
gleich groß. Eine nfache Kraft wird ausgeübt, wenn wir nunter 
sich gleiche Gewichtstücke, mit anderen Worten die nfache Masse 
oder Stoffmenge anhängen, die wir vorher auf der bekannten 
gleicharmigen Wage hinsichtlich ihrer Gleichheit geprüft haben. 
Bei diesem Abwägen gleicher Stoffmengen machen wir leicht die 
Wahrnehmung, daß es hierbei auf Form, Größe, Farbe und chemi· 
sehe Beschaffenheit u. a. m. nicht ankommt. Als Vergleichsmasse 
nehmen wir vorläufig vorbehaltlich späterer Zusätze, die Masse des 
in Paris aufbewahrten Ur·kg·Stückes an, das, auf der Hebel· 
wage verglichen, einem Liter Wasser von 4 0 C gleichwertig ist. 
Da nun jeder Kraft eine bestimmte Ausdehnung der Feder ent· 
spricht, die man an einer Skala markieren kann, so besitzt man 
in der Feder ein Mittel zur Kraftmessung, ein sog. Dynamometer. 

Auf den Schalen einer gleicharmigen Wage liege je 1 kg·Masse, 
anderseits sei eine gleich große Masse an einer Feder aufgehängt; 
bringt man Wage und Feder an verschiedene Orte der Erde, so 
ändert sich an der Wage nichts, während die Feder, deren Tem· 
peratur gleich bleiben möge, andere, wenn auch nur 'wenig ver· 
schiedene Anzeigen macht; die populäre Ausdrucksweise dafür 
lautet: Die Masse oder Stoffmenge eines Körpers ist überall gleich 
groß, das Gewicht dersel ben Masse, d. i. die von der Erde auf diese 
ausgeübte Anziehung ist jedoch verschieden; sie ändert sich mit 
der geographischen Breite und der Höhenlage des Erdortes. Man 
ist hier noch zum Zwecke eindeutiger Aussagen genötigt, als Kraft· 
einheit die Erdanziehung auf ein kg·Stück an einer ganz be· 
stimmten Stelle der Erdoberfläche zU definieren; man hat eine 
Stelle vereinbart, wo die Beschleunigung eines freifallenden Körpers 
g = 9,81 [m/sec2] beträgt (vgl. 143); diese Krafteinheit heißt kurz 
,,1 kg·Gewicht". Streng genommen müßte man alle Dynamometer· 
skalen mit der an dem bezeichneten Erdort erhaltenen Skala eichen; 
da aber das Gewicht von 1 kg·Masse am Äquator nur um rd. 5 g 
kleiner ist als am Pol, so darf man im technischen Gebrauch von 
den kleinen Verschiedenheiten der Erdanziehung absehen und 
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pflegt unter 1 kg-Gewicht die auf der Erdoberfläche überall als 
konstant angenommene Erdanziehung auf 1 kg-Masse anzunehmen. 

Wir kehren zu der genaueren Auffassung zurück· und stellen 
die grundsätzliche Verschiedenheit der Messungen mit gleich
armiger Hebelwage und Dynamometer fest: mit der Wage können 
Massen verglichen werden, mit dem Dynamometer werden 
Kräfte gemessen. Der eigentliche Sinn des Begriffes "Masse" 
wird erst ganz klar, wenn man auf die dynamischen Wirkungen 
der Kräfte eingeht. Solange man nur die statischen Wirkungen 
betrachtet, wie es in den nächsten Kapiteln der Fall sein wird, 
genügt das eben Gesagte. 

Da wo eine Kraft angreift, liegt ihr sog. Angriffspunkt; be
festigt man dort einen Faden und übt einen Zug aus, so gibt der 
gespannte Faden die Richtung des Zuges an. Wäre der Faden 
druckfest und an der Befestigungsstelle gelenkig, so könnte in der
selben Richtung wie zuvor ein Druck ausgeübt werden. Wir haben 
demnach auf einer und derselben Kraftrichtung zweierlei Kraft
sinne zu unterscheiden. Eine Kraft kann durch eine "Strecke" 
oder einen "Vektor" dargestellt werden, beide haben die gleichen 
Merkmale: Größe, Richtung und Sinn. Man wählt zur Darstellung 
einen Kräftemaßstab, z. B. 1 mm= 100 kg, zeichnet in der Kraft
richtung eine Gerade und trägt auf dieser z. B. für 10000 kg Kraft 
eine Länge von 100 mm auf; den Kraftsinn bezeichnet man durch 
eine Pfeilspitze. Die Gerade, in der eine Kraft wirkt, heißt deren 
Wirkungsli nie. 

Eine Kraft, die fortwährend Richtung und Größe beibehält, 
wird konstant genannt, sons~ veränderlich. 

5. Prinzip der Gegen- oder Wechselwirkung. (Aktion und 
Reaktion.) Wir betrachten nochmals einen durch ein Gewicht ge
spannten elastischen Faden, der an einem Ende aufgehängt ist. 
Den Faden selbst wollen wir der Einfachheit halber gewichtlos an
nehmen. Bis jetzt war stets nur von einer Kraft die Rede, die 
den Faden spannt, es war die vertikal abwärts wirkende Last. 
Entfernen wir jedoch den oberen Aufhängepunkt und halten den 
Faden derart fest, daß sich an seinem bisherigen Zustand nichts 
ändert, so müssen wir zu diesem Zweck einen vertikal auf
wärts gerichteten Zug ausüben. Es ist also am Faden außer der 
ersten Kraft noch eine zweite dieser entgegengesetzt tätig. Da 
der Dehnungszustand des Fadens der gleiche ist wie zuvor, so ist 
auch die anspannende Kraft die gleiche, wie die des Gewichtes, 
das wir von Anfang an als Ursache der Fadendehnung angesehen 
haben. 
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Es kommt auch offenbar hinsichtlich der erforderlichen Kraft 
auf das gleiche hinaus, ob man das eine Ende festhält und das 
andere belastet, oder umgekehrt, wenn nur die Fadendehnung 
beidemal gleich groß ist. Denkt man sich den Faden druckfest, 
so läßt sich 'das Gesagte auf diesen Fall wörtlich übertragen. Drückt 
man mit der Hand gegen eine feste Wand, so fühlt man einen 
Widerstand, der auch dadurch zuwege kommt, daß man auf eine 
bewegliche Wand drückt, während jemand dahinter steht und durch 
einen Gegendruck von gleicher Größe und Richtung die Bewegung 
verhindert. Man denke noch an eine Brücke und ihr Auflager, an 
eine M:aschinenwelle und ihre Lagerstellen, ja selbst an zwei Magnet
pole, zwei Weltkörper, zwischen die man durch ein Zugband oder 
eine Druckstange eine ideelle Verbindung bringt: man erkennt 
aus all diesen Beispielen:. eine. Kraft tritt nie allein auf, sondern 
stets zusammen mit einer gleich großen und entgegengesetzten 
Kraft; Kraft und Gegenkraft, Aktion und Reaktion, zwischen zwei 
Körpern sind gleich groß. Dies ist das von Newton herrührende 
Gegen- oder Wechsel wirkungs prinzip. Dasselbe wird be
sonders deutlich und bestimmt, wenn man auf die inneren Kräfte 
übergeht. Unter äußeren Kräften verstehen wir solche, die ein 
Körper von einem anderen aus erfährt; die inneren Kräfte ent
stehen im Inneren eines Körpers von festem Zusammenhang, wenn 
dieser von äußeren Kräften ergriffen wird. Die hierauf bezüglichen 
Darlegungen kann man später in 222 nachlesen. Vgl. 146. 

Der vorhin betrachtete Faden mit den beiden gleich großen 
und entgegengesetzten Kräften an seinen Enden bleibt in Ruhe. 
Er ändert seinen Zustand und seine Lage gegenüber der Umgebung 
nicht, so lange die Kräfte ungeändert bleiben. Man benützt für 
eine solche Sachlage die Ausdrucksweise: Zwei gleich große 
und entgegengesetzte Kräfte mit gleicher Wirkungslinie 
halten sich an einem Körper das Gleichgewicht, und um
gekehrt: Halten sich zwei Kräfte an einem Körper das 
Gleichgewicht, so sind sie gleich groß, haben die gleiche 
Wirkungslinie und entgegengesetzten Wirkungssinn. Das 
gilt, wie leicht einzusehen, unabhängig von der !<'orm und Größe 
des belasteten Körpers, unabhängig davon, ob er mehr oder weniger 
elastisch ist, also auch dann, wenn er ganz starr wäre, d. h. durch 
keine noch so große Kraft eine Formänderung erlitte. Letzteres 
nimmt man mit Vorteil" stets dann an, wenn man übersieht, daß 
es auf die Formänderung gar nicht ankommt; indem man so etwas 
für die besondere Aufgabe Unwesentliches wegläßt, vereinfacht 
man diese und kann seine Gedanken auf das Wesentliche ver" 
einigen. 
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Die beiden oben gesperrt gedruckten Sätze bleiben auch dann 
noch richtig, wenn die Entfernung der Angriffspunkte der beiden 
Kräfte kürzer und kürzer wird und schließlich auf einen mathe
matischen Punkt zusammenschrumpft; an einem und demselben 
Punkt halten sich zwei gleich große und entgegengesetzte 
Kräfte das Gleichgewicht, sie heben sich gegenseitig auf, üben 
also überhaupt keine Wirkung aus. Wir können also überall, wo 
es uns zweckdienlich erscheint, zwei gleich große und entgegen
gesetzt wirkende Kräfte hinzudenken, weil dadurch an dem 
vorher bestehenden Zustand der Ruhe oder Bewegung nichts ge
ändert wird, weil eben tatsächlich damit gar nichts geschieht. Da
von werden wir sehr häufig und mit großem Nutzen Gebrauch 
machen können. 

6. Das Trägheitsgesetz. In den folgenden Kapiteln wird zu
erst die Statik, d. h. die Lehre vom Gleichgewicht der Kräfte 
behandelt. Um klar zu bleiben, müssen wir uns davon Rechen
schaft geben, was man unter dem Gleichgewichtszustand eines 
Körpers verstehen will. Es ist der Ruhezustand und der Zustand 
der gleichförmigen Bewegung. Der Ruhezustand ist schon als 
Gleichgewichtszustand bezeichnet worden; dabei sind am betrach
teten Körper entweder gar keine Kräfte tätig, oder solche, die sich 
gegenseitig aufheben und keinen den Ruhezustand störenden Über
schuß haben. 

Bezüglich des Zustandes der gleichförmigen Bewegung, mit 
dem wir bei der Lehre von den Maschinen zu tun haben werden, 
klären uns einige Tatsachen am schnellsten auf. Über eine dreh
bar gelagerte Rolle ist ein Faden gelegt, an dessen Enden zwei 
gleiche Gewichte gleichzeitig und vorsichtig angehängt werden. 
Es herrscht dann Gleichgewicht und Ruhe, die so lange erhalten 
bleibt, als an den wirklichen Kräften nichts geändert wird. Das 
ist der uns schon als Gleichgewiehtsfall bekannte Ruhezustand. 
Läßt man nun auf der einen Seite eine zusätzliche Kraft auf einem 
gewissen Weg oder während einer gewissen Zeit einwirken, so 
werden die beiden Gewichte in Bewegung gesetzt. Von dem 
Augenblicke an, in dem die Kraft zu wirken aufhört, kann man 
mit Hilfe geeigneter Vorkehrungen beobachten, daß die Bewegung 
gleichförmig weiterverläuft , d. h. daß die Gewichte in gleichen 
Zeiten gleiche Wegstrecken zurücklegen. 

Bei {einer Beobachtung würde man freilich finden, daß die 
Bewegung verlangsamt wird; man wird aber bald bemerken, daß 
dies um so weniger der Fall ist, je leichter sich die Rolle in ihren 
Lagern dreht, und man faßt die Überzeugung, daß wenn die Rolle 
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sich ganz ungehindert drehen könnte, wenn ferner der Faden ganz 
biegsam wäre und die Luft der Bewegung keinen Widerstand ent
gegensetzte, die Bewegung absolut gleichförmig sein und bleiben 
müßte; ohne hemmende oder treibende Kraft würde also die Be
wegung fortdauernd gleichförmig sein. Die hierbei an der Vor
richtung' tätigen Kräfte sind die gleichen, wie im früher betrachteten 
Ruhezustand, und sind als statische Kräfte zu bezeichnen. Wir 
haben also nicht nur diesen letzteren, sondern auch die gleich
förmige Bewegung als einen Gleichgewichtsfall anzusprechen. Wir 
bezeichnen sie mit dem Sammelnamen: Beharrungszustand. 
Dynamische Kraftwirkungen wären dagegen die, die einen ruhen
den Körper in Bewegung setzen, oder eine ungleichförmige Be
wegung hervorrufen, wobei die Bewegung beschleunigt oder ver
zögert werden kann. 

Es erscheint zweckmäßig, daß der Studierende, schon ehe er 
die Statik in Angriff nimmt, den Unterschied zwischen statischen 
und dynamischen Kräften kennen lernt, weshalb das Trägheits
gesetz schon hier in seinem ganzen Umfang mitgeteilt wird. Wir 
müssen uns jetzt noch darüber klar werden, daß nicht allein zur 
Änderung der Geschwindigkeit eines geradlinig sich bewegenden 
Körpers Kräfte nötig sind, sondern auch zur Änderung der Be
wegungsrichtung, also zur Erzeugung einer krummlinigen Bewegung. 
Dies geht aus folgendem Versuch hervor. Durch eine horizontale 
festliegende berußte Glasplatte geht eine Drehachse, auf der ein 
Kurbelarm steckt. In einiger Entfernung von der Achse befindet 
sich im Arm eine Vertiefung, in diese ist ein Kügelchen frei hinein
gelegt. Bei langsamer Umdrehung wird das Kügelchen im Kreis 
herumgeführt; es ändert seine Bewegungsrichtung fortwährend; sie 
fällt jederzeit mit der augenblicklichen Tangentenrichtung zusammen. 
Bei genügend rascher Drehung verläßt das Kügelchen die Ver
tiefung und zeichnet auf der Glastafel eine gerade Tangente an den 
vorher durchlaufenen Kreis in der Bewegungsrichtung des frei 
gewordenen Kügelchens. Das frei bewegliche Kügelchen be
wegt sich also geradlinig in der ihm augenblicklich 
eigenen Bewegungsrichtung, und wie wir dem oben Gesagten 
gemäß hinzufügen dürfen, mit gleichförmiger Geschwindig
keit. Das hiermit beschriebene Trägheitsgesetz lautet: 
Ein bewegter Körper verharrt in gleichförmiger gerad
liniger Bewegu ng, wenn keine äußeren Kräfte auf ihn 
einwirken, oder solche, die sich an ihm aufheben. Kräfte, 
die diesen Bewegungszustand ändern, heißen dynamische Kl:äfte 
und sind entweder beschleunigende bzw. verzögernde Kräfte, wenn 
sie in der Bewegungsrichtung wirken, oder ablenkende Kräfte, 
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wenn sie auf der augenblicklichen Bewegungsrichtung senkrecht 
stehen. Statische Kräfte sind demnach solche, die an einem ruhen
den oder gleichförmig und geradlinig bewegten Körper angreifen; 
dynamische Kräfte treten auf, wenn ein Körper nicht gleichförmig 
oder nicht geradlinig bewegt wird; nach welcher Maßbeziehung 
dies geschieht, ist später anzugeben. 

Die Formänderung durch eine statische Kraft muß sich so langsam aus
bilden, daß der Körper während des Aufbringens der Last nicht in Schwin
gung gerät; eine Schwingung ist eine ungleichförmige Bewegung, deren Unter
suchung eine Aufgabe der Dynamik ist. Die Formänderung durch eine Ände
rung der Temperatur wird hier nicht betrachtet. 

Bei näherem Zusehen bemerken wir leicht, daß die angeführten 
Experimente für das Trägheitsgesetz nicht beweiskräftig sind; wir 
sind gar nicht imstande, eine absolut geradlinige gleichförmige Be
wegung herzustellen. Dreht sich doch z. B. die berußte Glasscheibe 
bei unserem zweiten Experim"ent mit der Erde und die aufgeschrie
bene Linie kann gar keine mathematisch gen aue Gerade sein. Trotz
dem hegen wir keinen Augenblick einen Zweifel an der Zweck
mäßigkeit, das Trägheitsgesetz wie oben formuliert zu haben; es 
beirrt uns nicht, daß wir bei den Versuchen von störenden Ein
flüssen abstrahieren mußten. Wir sind auch sicher, daß keinerlei 
Beobachtung die obige Formulierung des Trägheitsgesetzes um
stoßen kann, und wir sprechen, angeregt durch die Beobachtung, 
mit der Sicherheit einer Definition aus: Wenn an einem Körper 
keine Kraft angreift, also das fehlt, oder gleich und entgegen
gesetzt vorhanden ist, was wir von unserer Muskelempfindung her 
kennen, so ist der Körper in Ruhe oder in geradliniger gleich
förmiger Bewegung, kurz im Beharrungszustand. Jede Änderung' 
des Beharrungszustandes schreiben wir einer Kraft zu. VgL S. 6. 

7. Raum- und Zeitmessung. Unser Raum- und Zeitsinn be
fähigt uns nur, Raumgrößen und Zeiträume ungefähr zu vergleichen, 
es muß daher ein objektives Maß vereinbart werden. 

Die Längeneinheit, ·das Meter (m), ist durch die Länge eines 
in Paris aufbewahrten Platin-lridiumstabes verkörpert, wenn dessen 
Temperatur 0° C beträgt. Die tausendfache Länge heißt Kilo
meter (km), der 100., 1000. Teil Zentimeter und Millimeter, (cm) und 
(mm); der tausendste und millionste Teil des Millimeters heißt f-l und 
f-lf-l. Als Urmaß ist auch schon ein bestimmtes Vielfaches der 
Wellcnlänge einer bestimmten Lichtart vorgeschlagen worden. Das 
wäre ein Naturmaß statt eines Prototypes. 

Die Zeiteinheit wird durch die Zeitdauer dargestellt, die ver
streicht, wenn ein periodisch sich bewegender Körper, ein Pendel, 
die Unruhe einer Taschenuhr, die um ihre Achse sich drehende 
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Erde, die um die Sonne kreisende Erde eine bestimmte Lage 
relativ zu bestimmten anderen Körpern wieder einnimmt. Dabei 
ist von vornherein angenommen, der Zeitraum zwischen der Wieder
kehr je zweier aufeinanderfolgender Deckungslagen sei gleich groß. 
Trotz der hierin liegenden logischen und tatsächlichen Schwierig
keit wird man nichts anderes machen können, als eine Normal
uhr zu vereinbaren, von der man am ehesten annehmen kann, 
daß sie richtig geht. Als diese Normaluhr sieht man die sich um 
ihre Achse drehende Erde an und· definiert als 1 Tag = 24 Std. 
= 24·60 Minuten = 24·60·60 Sekunden, die Zeit einer Umdrehung. 
Irgendeine mit der Erde fest verbundene Richtung ist der Uhr
zeiger, der nach einem Tag genau die gleiche Richtung einnimmt, 
und zwar gegenüber dem als ruhend angenommenen Fixsternen
himmel. Die Ausführung dieser Messung haben die Astronomen 
zu übernehmen, die zwei aufeinanderfoldende Meridiandurchgänge 
eines Fixsternes bzw. der Sonne beobachten. Die im ersteren Fall 
verstreichende Zeit heißt ein Sterntag, im letzteren Fall ein Son
nentag, im Jahresmittel ein mittlerer Sonnentag, dessen 86400. Teil' 
die praktisch gebrauchte Zeitsekunde ist. 365 Sonnentage sind 
366 Sterntagen gleich. 

Wir zweifeln zwar keinen Augenblick, daß es gleich große 
Zeiten gebe; wie aber die Gleichheit t·atsächlich nachgewiesen wird, 
darin liegt die Schwierigkeit. 



I. Abschnitt. 

Statik. 

3. Kapitel. 

Die Zusammensetzung und das Gleichgewicht 
der Kräfte. 

§ 1. Zusammensetzung von Kräften, die einen Punkt angreifen 
und in einer Ebene liegen. 

Die Kraft, die zwei a~dere am gleichen Punkt angreifende 
Kräfte ersetzt oder, in umgekehrter Richtung wirkend ins Gleich
gewicht setzt, heißt deren Resultante (Resultierende, Mittelkraft). 
Die gleich große Gegenkraft, die die ursprünglichen Kräfte ins 
Gleichgewicht setzt, nennt man Gegenresultante. 

8. Der Satz vom Parallelogramm der Kräfte. Die Resul-
tante R zweier Kräfte Pl und Pz ' die einen und denselben 

Fig. 1. 

Punkt A nach verschiedenen 
Richtungen angreifen, ist 
sowohl nach Richtung als 
nach Größe ausgedrückt durch 
die von A ausgehende Dia
gonale des aus den Kraft
strecken Pl und P2 gebildeten 
Parallelogrammes (Fig.1). 

Damit ist der zunächst als Axiom zu betrachtende Satz vom 
Parallelogramm der Kräfte zum Ausdruck gebracht. 

9. Graphische Zusammensetzung der Kräfte. Handelt es sich 
um die Zusammensetzung der Kräfte Pl , Pz ' Pa' P4 (Fig. 2), die 
alle den Punkt A angreifen, so wird man, faUs die Kräfte g r a
phisch, d. h. auf der Zeichnung als Kraftstrecken gegeben sind, 
die Resultante R dieser Kräfte P zweckmäßigerweise auch auf 



§ 1. Zusammensetzung von Kräften, die einen Punkt angreifen usw. 15 

graphischem Wege bestimmen. Dabei ist es am nächstliegenden, 
unter Benutzung des Satzes vom Kräfteparallelogramm durch auf
einanderfolgendes Zusam-
mensetzen von je zwei 
Kräften die Gesamtresul
tante R zu konstruieren 
(Fig. 2). Berücksichtigt 
man aber, daß die ge
suchte Resultante R durch A 
die Lage des Punktes B 4 

des Linienzuges ABI B 2 -

B 3 B 4 (Fig. 2) bestimmt ist, 
dessen einzelne Strecken 
gleich und parallel den ge
gebenen Kraftstrecken P 

----
----------------

Fig. 2. 

sind, so erhält man die Resultante der Kräfte P einfacher, indem man, 
von A ausgehend, die einzelnen Kraftstrecken in der Richtung der 
betreffenden Kräfte aneinander aufträgt (Fig.3) und den Anfangs
punkt A dieses Kräftezuges mit dem Endpunkt B 4 desselben ver
bindet. Durch die Ver
bindungslinie A B4 ist 
dann die Resultante R der 
Kräfte P nach Richtung 
und Größe bestimmt. In 
welcher Reihenfolge hier
bei die einzelnen Kraft-

.R strecken aufgetragen wer- fi ________________ lh 
den, ist gleichgültig. Den Fig. 3. 

Kräftezug ABI.· .. B 4 

Fig. 2 und 3 llennt man das Krafteck oder Kräftepolygon, 
und die Verbindungslinie AB4 die Schlußlinie des Krafteckes. 
Die Resultante R der den Punkt A angreifenden Kräfte P 
ist also nach Größe und Richtung ausgedrückt durch die 
vom Anfangspunkt des Krafteckes aus gezogene Schluß
linie des letztern. 

Wirken die zusammenzusetzenden Kräfte P in einer und der
selben Geraden, so fällt auch das Kräftepolygon in eine Gerade, 
dabei erkennt man, daß die gesuchte Resultante gleich der alge
braischen Summe der Komponenten ist, wenn man diejenigen der 
letzteren, die nach der einen Seite der gemeinschaftlichen Wirkungs
linie gerichtet sind, als +, die entgegengesetzt wirkenden als -'
bezeichnet. Die Resultante ist dann nach derjenigen Seite gerichtet. 
deren Vorzeichen sie trägt. 
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10. Graphische Gleichgewichtsbedingung. Kommt bei der Kon
struktion des Krafteckes dessen Endpunkt auf den Anfangspunkt 
zu liegen, so ist die Resultante B der Kräfte P= 0, d. h. es sind 
die Kräfte P im Gleichgewicht. Damit ergibt sich als graphische 
Gleichgewichtsbedingung für Kräfte in der Ebene, die einen und 
denselben Punkt angreifen: Es muß das Krafteck sich schließen. 
z. B. sind drei denselben Punkt angreifende Kräfte PI P2 P3 nur dann im 
Gleichgewicht, wenn sich das Kräftedreieck schließt. Sind aI a2 a3 

die den Seiten PI P2 P3 gegenüberliegenden Winkel, so ist nach dem 
Sinussatz der Trigonometrie: 

Pt : P2 : P3 = sin at : sin a2 : sin a3 • 

Auf dieselbe Weise bestätigt man auch, daß zwei gleiche, 
einen und denselben Punkt in entgegengesetzten Rich
tungen angreifende Kräfte sich im Gleichgewicht befinden. 

11. Zerlegung einer Kraft. Der Satz vom Parallelogramm der 
Kräfte zeigt uns auch, wie eine Kraft B in 2 Komponenten oder 
Seitenkräfte Pt und P2' deren Richtungslinien vorgeschrieben sind, 
oder wie man kürzer zu sagen pflegt, in ihre Komponenten nach 
zwei Achsen zerlegt werden kann. Man ersieht nämlich aus dem 
Kräfteparallelogramm ohne weiteres, daß die gesuchten Kompo
nenten nichts anderes sind als die Projektionen der zu zerlegen
den Kraft B auf die beiden gegebenen Richtungslinien, wobei diese 
letzteren zugleich wechselseitig dIe Projektionsrichtungen angeben. 
Häufig ist in der Mechanik ohne weitere Beifügung von der Kom
ponente einer Kraft nach einer bestimmten Achse die Rede. In 
diesem Falle ist dann immer die Orthogonalprojektion der 
Kraft auf die betreffende Achse gemeint. 

Wird zu gegebenen Kräften P, für die das Kräftepolygon die 
Kraft B als Resultante ergeben hat, noch eine Kraft B' gleich und 
entgegengesetzt B, d. h. die umgekehrte Kraft B oder die so
genannte Gegenresultante hinzugefügt, so hat man ein Kräfte
system, für das das Kräftepolygon sich schließt; es sind daher die 
Kräfte P mit ihrer Gegenresultanten im Gleichgewicht. Das können 
wir benutzen, um auf graphischem Wege eine gegebene Kraft B 
in beliebig viele Komponenten P zu zerlegen. Man wird einfach 
ein geschlossenes Polygon konstruieren, in dem die umgekehrte 
Kraft B, also die Kraft B', eine Seite bildet und die übrigen Poly
gonseiten parallel den vorgeschriebenen Richtungslinien gezogen 
sind. Die betreffenden Seiten dieses Polygons geben dann die ge
suchten Komponenten zunächst nach Größe an. Um nun auch 
die Richtungen der Komponenten zu erhalten, beachtet man, daß 
in dem zur Konstruktion der Resultanten B dienenden Kräfte-
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polygon (Fig. 3) die Kraftpfeile alle im gleichen Sinn aufeinander
folgen und. vorliegenden Falles dieser Sinll durch die Richtung der 
Kraft R' festgesetzt ist. Bei Anwendung dieses Verfahrens zeigt es 
sich aber auch, daß die Aufgabe, eine Kraft in Komponenten zu 
zerlegen, die mit ihr in einer und derselben Ebene sich befinden, 
nur dann eine eindeutige Lösung zuläßt, wenn die Zerlegung in 
nicht mehr als zwei Komponenten von gegebener Richtung er
folgen soll. 

12. Analytische Zusammensetzung der Kräfte. Soll die Resul
tante R der den Punkt A angreifenden Kräfte PI P2 P3 ••• auf 
analytischem 'Wege festgesetzt werden, so müssen auch die Kräfte P 
analytisch gegeben sein, d. h. man muß außer den Größen dieser 
Kräfte noch die Winkel derselben mit einer bestimmten von A aus 
gezogenen Richtung kennen. Nehmen wir den gemeinschaftlichen 
Angriffspunkt A als Ursprung eines rechtwinkligen Koordinaten
systems an, dessen +- x-Achse durch eine uhrzeigermäßige Drehung 
um 90° in die + v-Richtung gelangt, so bestimmen wir die Rich
tungen der Kräfte P dadurch, daß wir die von A ausgehende + x-Achse im Sinne der Zeiger einer Uhr um A drehen, bis sie 
mit der von' A wegführen den Kraftrichtung zusammenfällt, und 
dann die Winkel messen, die bei der Drehung beschrieben werden. 
Diese Winkel pflegt man die Richtungswinkel der Kräfte zu 
nennen. 

Sind a l a2 a3 • •• die Winkel der Kräfte PI P2 P3 • •• mit der 
+ x-Achse, so ergeben sich als Komponenten dieser Kräfte nach 
den Koordinatenachsen: 

Xl = PI cos a l ; 

YI =PI sinal ; 

X 2 = P2 cos a~ ; 

~ =P2 sina2 ; 

X 3 = P3 cos a3 ; 

Y3 = P3 sin a3 ; 

Damit hat man an Stelle der ursprünglich gegebenen Kräfte P eine 
Reihe von Kräften, die in der x-Achse wirken, und eine Reihe 
von Kräften in der y-Achse wirkend. Setzt man nun die in der 
x-Achse wirkenden Kräfte zusammen zu der Resultanten X und 
die in der y-Achse wirkenden zur Resultanten Y, wobei man erhält: 

X:,,-XI +X2 + ... =.2Picos a; und Y=YI +Y2 + ... =.2 P;sin ai , 

so sind die sämtlichen Kräfte P reduziert auf die beiden Kräfte 
X und Y, die senkrecht aufeinanderstehen. Hierbei ist i = 1, 2, 3 ... 
zu setzen. Die Resultante B dieser beiden letzteren Kräfte ist 
dann auch die gesuchte Resultante der Kräfte. P. Für die Größe 
von R ergibt sich demgemäß: 

R=VX2 +y2 • 

Autenrieth-Ellsslin, Technische Mechanik. 2. Auf!. 2 
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Um nun auch die Richtung von R zu erhalten, bestimmt man 
den Richtungswinkel cp von R aus den Gleichungen: 

x 
coscp=

R 
und 

. y 
smcp= R' 

in welchen Gleichungen die Vorzeichen von X und Y zu berück
sichtigen sind, während für R der Absolutwert zu nehmen ist. Mit 
dem Co sinus und Sinus des Winkels ist aber der Winkel selbst in 
unzweideutiger Weise festgesetzt. 

In dieser Darstellung ist P stets ein Absolutwert ; die Richtung 
der Kraft wird ausschließlich durch den Sinus und Cosinus des 
Richtungswinkels bestimmt. So bedeutet z. B. X = p. cos 0 = + P 
eine von A aus in der + x-Richtung wirkende Kraft von der 
Stärke P; Y=Psin 270 o=-P eine in der -y-Richtung wirkende 
Kraft P. Oft benutzt man statt dieser strengen Auffassungsweise 
die bequeme: eine in der + x-Richtung wirkende Kraft ist positiv, 
eine entgegengesetzte negativ in die obigen Gleichungen einzusetzen. 
Für a ist dann der spitze Winkel zwischen der x·Achse und der 
Kraftrichtung zu nehmen. 

Die strenge, geordnete Auffassungsweise wird immer benützt, 
wenn ausgedehnte Berechnungen mit algebraischen Symbolen aus
zuführen sind. 

13. Analytische Gleichgewichtsbedingungen. Die Bedingung 
für das Gleichgewicht von Kräften in der Ebene, die einen und 
denselben Punkt angreifen, ist: Die Resultante R der Kräfte muß 
= 0 sein, oder 

0= R = v' X 2 + Y 2 , 

womit: 

x = 0 und Y = 0 oder :2 Pi cos ai = 0 und :2 Pi sin ai = 0, 

wobei wieder i = 1, 2, 3 ... zu setzen ist, d. h. in Worten: 
Es muß die algebraische Summe der Komponenten 

sämtlicher Kräfte nach zwei aufeinander senkrecht stehen
den Achsen je = 0 sein. Oder auch: Es muß die algebraische 
Summe der Projektionen sämtlicher Kräfte auf zwei aufeinander 
senkrecht stehende Achsen je = 0 sein. 

Wirken die gegebenen Kräfte alle in einer und derselben 
Geraden, so hat man, in Übereinstimmung mit dem in 9 Gesagten, 
als einzige Gleichgewichtsbedingung: 

Es muß die algebraische Summe der gegebenen Kräfte 
= 0 sein, wobei die nach der einen Seite gerichteten Kräfte als +, 
die entgegengesetzt wirkenden als - zu bezeichnen sind. 
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§ 2. Zusammensetzung von Kräften mit gemeinschaftlichem 
Angriffspunkt, die nicht in einer Ebene wirken. 

14. Satz vom Parallelepiped der Kräfte. Soll die Resultante 
R der drei Kräfte PI P2 P3 , die einen und denselben Punkt A an
greifen, aber nicht in der gleichen Ebene 
wirken, bestimmt werden, so setze man 
mittels des Kräfteparallelogrammes zu
nächst die beiden Kräfte PI und P 2 zur 
Resultanten RI zusammen und hierauf 
R l mit der dritten der Kräfte P, mit 
P3 , zu der Resultanten R, dann stellt 
die letztere Kraft R die gesuchte Resul
tante der 3 Kräfte PI' P 2 und P3 vor. .A. 
Hierbei zeigt nun Fig. 4, daß R ausge
drückt ist durch die von A aus-
gehende Diagonale eines Parallel- Fig. 4. 

epipeds, für das der Angriffs-
punkt A der Kräfte P eine Ecke ist und die von A aus
gehenden Kanten von den Kraftstrecken PI P2 P3 gebildet 
werden. Damit ist der Satz vom Parallelepiped der Kräfte 
zum Ausdruck gebracht. 

Aus Fig. 4 geht aber auch hervor, daß die Komponenten PI P2 P3 

die Projektionen der Kraft R auf die drei in A sich schneiden
den Geraden sind, in denen diese Kräfte P wirken. Stehen die 
drei Kräfte P senkrecht aufeinander, so bilden sie die Orthogonal
projektionen der Kraft R. Bezeichnet man in diesem Fall mit 
a, ß, r die Winkel von R mit den Komponenten PI P2 Pa, so hat man 

PI=Rcosa; P2 =Rcosß; P 3 =Rcosr 

und R2 =P12 +P2 2 +P32 

oder 

woraus 

R 2 = R 2 (cos2 a + cos2 ß + cos 2 r), 

cos2 a + cos2 ß + cos2 r = 1, 

die bekannte Beziehung. 

15. Zusammensetzung beliebig vieler Kräfte, die alle den 
gleichen Punkt .Li angreifen. Sollen die Kräfte PI P2 P3 ••• zu einer 
Resultanten R zusammengesetzt werden. so kann man wieder ver
fahten wie bei den Kräften in der Ebene, und unter Anwendung 
des Satzes vom Kräfteparallelogramm durch sukzessives Zusammen
setzen von je zwei Kräften die Resultante R hestimmen. Es ergibt 
sich aber auch hier wieder, daß diese Resultante R ausgedrückt ist 

2* 
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durch die Verbindungslinie des Punktes A mit dem Endpunkt des 
von A ausgehenden, durch die einzelnen Kraftgrößen und Kraft
richtungen bestimmten Krafteckes. Der Unterschied gegenüber von 
früher ist nur der, daß jetzt das Krafteck nieht mehr ein "ebenes", 
sondern ein "räumliches" ist. Damit zeigt sich aber die gra
phische Bestimmung der Resultanten vorliegenden Falles als un
geeignet. Man wird daher analytisch vorzugehen haben. Zu 
dem Endc nehmen wir den gemeinschaftlichen Angriffspunkt Aals 
Ursprung eines rechtwinkligen räumlichen Koordinatensystems an 
und bezeichnen die Winkel der gegebenen Kräfte P 1 P2 ••• mit den 
positiven Zweigen der Koordinatenachsen mit ((1' ßl' 1'1; ((2' ß2' 1'2; •.• 

NUIlmehr zerlegt man jede der Kräfte P in ihre Komponenten nach 
den Koordinatenachsen, wobei man crhält: 

Xl =Pl COS((1; 

X 2 = P 2 COS ((2: 

Yl =P1 COSß1; 

Y2 = P2 COS ß2; 
Zl =Pl COS 1'1 

Z2 = P2 COS 1'2' 

Setzt man jetzt die in der x-Achse wirkenden Kräfte zusammen 
zu der Resultanten 

X=Xl +X2 + ... =.L:PiCOS((i ..•.. (1) 

und ebenso die in der y-Achse, sowie in der z-Achse wirkenden 
Kräfte zu den Resultanten Y, bzw. Z, die sich ergeben aus: 

Y = Y1 + Y2 + ... = .L: Pi COS ßi 

und Z=Zl +Z2+' .. =.L:PicosY. (1) 

wo i = 1, 2, 3 . " ist, so hat man an Stelle der ursprünglich ge
gebenen Kräfte P die drei in den Koordinatenachsen wirkenden 
Kräfte X, Y, Z. Diese lassen sich aber nach dem Satz vom Kräfte
parallelepiped zu einer Resultanten R vereinigen, welche Kraft R 
dann auch die Resultante der Kräfte P ist. Zur Bestimmung von 
R hat man zunächst 

(2) 

Um auch die Richtung der Resultanten R oder die Winkel Cf! , 
X, '!jJ, von R mit den positiven Zweigen der Koordinatenachsen zu 
erhalten, bemerken wir wieder, daß die Komponenten X, Y, Z von 
R nach den Koordinatenachsen auch die Projektionen von Rauf 
diese Achsen sind. Man hat daher: 

woraus 

X = R· cos Cf! ; Y = R· cos X; Z = R· cos 1jJ , 

Y 
cosX=-; 

R 
Z 

cos1jJ= R (3) 

Hierbei sind für X, Y, Z die algebraischen Werte und für R 
der Absolutwert zu nehmen. 
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16. Gleichgewichtsbedingungen. Sollen die den Punkt A an
greifenden Kräfte P im Gleichgewicht sein, so müssen sie sich auf 
eine Resul tan te R = 0 zurückführen lassen. Es muß als 0 im 
G leichgewich tsfall das Kräfte poly gon sich sc h ließen. Das 
ist die graphische Bedingung des Gleichgewichtes. 

Die analytische Gleichgewichtsbedingung, die durch R= 0 
oder, da R=VX2+y2+Z2, durch die Gleichungen X=ü; 
y = ü; Z = Ü ausgedrückt ist, läßt sich dagegen aussprechen: 

Es muß die algebraische Summe der Komponenten 
sämtlicher Kräfte nach drei aufeinander senkrechten 
Achsen je = ü sein. 

§ 3. Zusammensetzung von Kräften, die einen frei beweg
lichen starren Körper in verschiedenen Punkten angreifen 

und in einer Ebene gelegen sind. 

17. Axiom von der Verschiebbarkeit einer Kraft in ihrer 
Wirkungslinie. Die Gleichgewichtsbedingung für Kräfte, die an 
einem Punkt angreifen, konnte mit Hilfe eines einzigen Axioms 
aufgestellt werden, nämlich mit dem Parallelogramm der Kräfte. 
Das entspricht dem Umstand, daß bei dem materiellen Punkt als 
einzige Bewegungsmöglichkeit eine Verschiebung in Betracht ge
zogen wird. Wir beschäftigen uns jetzt mit einem starren Körper, 
d. h. mit einem Gebilde, dessen Punkte in stets gleicher Entfernung 
voneinander bleiben. Einen starren Körper gibt es in Wirklichkeit 
nicht, aUe Körper sind elastisch und ändern unter dem Einfluß 
von Kräften ihre Form; der starre Körper ist eine Abstraktion, 
die dann zulässig und zweckmäßig ist, wenn der Glcichgewichts
oder Bewegungszustand von den tatsächlich auftretenden Form
änderungen nicht beeinflu13t wird. Ein starrer Körper kann 
sich nun unter dem Einfluß von Kräften verschieben und drehen. 
Dieser weiteren Bewegungsmöglichkeit 
entsprechend, braucht man zur Aufstel
luilg des Gleichgewichtes eine weitere 
Grundlage, das Hebelgesetz. Man kann 
dieses auch auf Grund des Axioms von 
der Verschieb barkeit einer Kraft an einem 
starren Körper ableiten. Das letztere 
Axiom hat folgenden Inhalt. 

An dem Krangerüst Fig. 5 seien 
BI Cl und BC Vertikale, die oberhalb 
A und Al druck- und knickfest und un
terhalb A und AI zugfest sein mögen. Fi". 5. 
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Hängt ein Gewichtstück G bei 0 und besteht dann Gleichgewicht, 
so wird an diesem Gleichgewichtszustand der äußeren Kräfte nichts 
geändert, wenn das Gewichtstück an irgendeine andere Stelle von 
B 0 gebracht wird. Dasselbe gilt, wenn ein Gewichtstück auf 
BI Al 01 verschoben wird. 

Denn man darf z. B. in A zwei gleiche und einander entgegen
gesetzte Kräfte G hinzufügen, weil diese keinen Einfluß auf den 
vorhandenen Gleichgewichtszustand haben. Die ersichtlichen Kräfte 
G lassen sich jetzt auch wie folgt gruppieren; die gegebene Kraft 
G und von den hinzugefügten die entgegengesetzte heben sich 
nach 5 auf, wie auch eine einfache Beobachtung lehrt. Dann ver
bleibt nur noch die mit dem gegebenen G g"leichgerichtete Kraft 
G in A, d. h. die von 0 nach A in ihrer Wirkungslinie verschobene 
Kraft. Diese Verschiebung beeinflußt in offenkundiger Weise die 
in n er e n Kräfte des belasteten Körpers; wenn man also nach diesen 
fragt, darf man den Angriffspunkt einer Kraft nie h t an eine andere 
Stelle der Wirkungslinie verschieben. Wohl aber ist dies zulässig, 
wenn allein nach dem Gleichgewichtszustand der äußeren Kräfte 
gefragt wird. Das Gesagte gilt allgemein und auch für eine dyna
mische Kraft, da es z. B. für die Fortbewegung eines Eisenbahn
wagens gleichgültig ist, ob man vorn mit einer Kraft zieht oder 
hinten am Wagen auf der gleichen Wirkungslinie mit der gleichen 
Kraft schiebt. Daher gilt der Satz: Der Angriffspunkt einer 
Kraft, die einen starren Körper angreift, kann auf der 
Wirkungslinie der Kraft beliebig verschoben werden, 
ohne daß dadurch der Bewegungs- oder Gleichgewichts
zustand des von der Kraft angegriffenen Körpers geän
dert würde, nur muß der Angriffspunkt der Kraft stets 
in fester Verbindung mit dem Körper stehen. Der Begriff 
des starren Körpers und der Satz von der Verschieb barkeit einer 
Kraft sind aufs engste miteinander verknüpft; und noch ein anderes: 
es ist nicht nötig, an einem starren Körper von einem Angriffs
punkt einer Kraft zu sprechen; da der Angriffspunkt olme Ände
rung des Gleichgewichts- oder Bewegungszustandes auf der Kraft
richtung verschoben werden kann, so ist ah; Angriffsstelle einer 
Kraft nicht ein Punkt, sondern ein geometrischer Ort, die 
Angriffslinie, bestimmt. 

IS. Das Hehelgesetz als Folge des vorigen Satzes. Statisches 
llIoment. Im Punkt A einer starren Ebene (Fig. 6) mögen sich 
die beirlen Kräfte P und P' = - P aufheben. p' läßt sich nach 
dem Satz vom Kräfteparallelogramm auch durch seine Komponenten 
PI und P2 ersetzen Nach dem Satz 17 wird am bestehenden 
Gleiehgcwichts- und RuhczustaJld niehts geändert, wenn P, Pu P2 
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auf ihren Wirkungslinien verschoben werden, z. B. nach Al' BI' 
B 2 (AlBl~ ABI und A 1B2 ~AB2)' worauf man ohne Folgen für Gleich
gewicht und Ruhe so viel von 
der starren Ebene wegnehmen 
kann, daß der angedeutete 
Schwinghebel BI Al B 2 übrig 
bleibt, der in Al einen festen 
Drehpunkt haben kann, er 
ist mit PI Pz P belastet. Eine 
Drehung erfolgt nicht, und 
zwar unter folgender Be
dingung'. Nach dem Sinus
gesetz Abschnitt 10 ist 

Pt : P 2 = sin ((2 : sin (tl 

PI sin ((1 = P 2 sin ((2 • 

Multipliziert man ferner bei
derseits mit AAl = l, so ist 
mit Hücksicht auf die einge
schriebene Bezeichnung 

PI 1 sin ((1 = P2 l sin ((2 

Plr1 =PZ r2 

FiO'. 6. 

(4) 

Diese Bedingung' muß erfüllt sein, wenn die Kräfte Pt und P z 
den Hebel nicht drehen sollen. r1 und r 2 sind die Längen der 
Lote von Al aus auf die Kraftrichtllngen von PI und P2 • Das 
Gleichgewicht des Hebels gegcn Drehung ist demnach von den 
belastenden Kräften und ihrem senkrechten Abstand vom Dreh
punkt abhängig, so zwar, daß Pt r l = P 2 r 2 ist. Diese Produkte 
heißen die statischen Momente der Kräfte PI und P2 in bezug 
auf den Drehpunkt Al oder in bezug auf eine durch 0 gehende 
und auf der Ebene von PI und r 1 bzw. von P 2 und r 2 senkrechte 
Drehachse und die Gl. P 1 }'t = Pz r,~ heißt das Hebelgesetz oder 
der Satz von den statischen Momenten. Offenbar heben sich 
die zwei einander entgegengesetzten Drehwirkungen von PI und 
P 2 am Hebel gerade HUf. Das Drehmaß dieser Kräfte ist um so 
größer, je größer die Kraft und je länger der Hebelarm ist, und 
ist dem ohigen zufolge durch das einfache Produkt: Kraft mal 
Hebelarm = statisches Moment = p.}' gemessen. Wir werden in 
Zukunft eine feststehende Ausdrucks- und Bezeichnungsweise be
nutzen: Das statische Moment der Kraft P 2 sucht den Hebel in 
Fig. 6 im Zeigersinn der Uhr, das statische Moment der Kraft 
Pt im Gegcnzcigcrsinn um Al zu drehen; wenn nötig legen wir 
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dem ersteren l\loment ein -, dem letzteren ein --Zeichen bei. Das 
eine Moment kann als 'Virkung, das andere als die gleich große 
Gegenwirkung aufgcfaßt werden, wodurch das Gegen wirkungs
prinzip für Momente ausgedrückt ist: Moment und Gegen
moment sind an einem starren Körper einander gleich. 

Unter der Ebene des statischen Momentes verstehen wir die 
Ebene der Kraft und ihres Hebelarmes. 

Nicht allein der Hebel B l Al B 2 , sondern auch ein beliebiger 
anderer, z. B. B' Al B", ist unter dem Einfluß von PI und Pz 
im Gleichgewicht, sofern nur immer die Beziehung P l r l = Pz 1'2 

erfüllt ist. Allen Hebeln von der Art B' Al B" ist der gleiche senk
rechte Abstand 1'1 bzw. 1'2 zwischen Al und der Richtung Pl bzw. 
P 2 gemeinsam. Die Drehwirkung von P l um Al hängt demnach, 
wo der Angriffspunkt von P l liege, d. h. wie der Hebel im einzelnen 
auch gestaltet sein möge, von der Kraft und ihrem senkrechten 
Abstand vom Drehpunkt ab. An die Stelle des Hebels können 
ebensogut Rollen treten, deren H.adien r l und r 2 sind. Übrigens 
können dann Pl und P 2 , die den Rollenumfang berühren, an jedem 
beliebigen Punkt des Rollenumfanges tangential angreifen, es ist 
stets Pl1'l = P~ 1'2 und damit besteht nach dem Hebelgesetz Gleich
gewicht gegen Drehell. 

Auf das Hebelgesetz wird man auch durch Beobachtungen an 
Hebeln geführt, wo bei man auch auf den Einfluß der Reibung im 
Drehpunkt des Hebels aufmerksam wird. 

Zusatz: Gleichgewichtsbedingung für drei in einer Ebene 
wirkende Kräfte. Der Anblick der Fig. 6, die drei in Al' BI' B 2 

angreifende und in einer Ebene gelegene Kräfte P, P l und Pz 
zeigt, die sich im Gleichgewicht befinden, lehrt in Verbindung mit 
dem dazu Gesagten, daß drei solche Kräfte an einem Körper sich 
nur dann im Gleichgewicht befinden, wenn sich die Kraftrichtungen 
in einem Punkte schneiden. Denn die Resultante aus zweien dieser 
Kräfte muß der dritten entgegengesetzt gleich sein und mit ihrer 
Wirkungslinie zusammenfallen. 

19. Graphische Zusammensetzung von Kräften, die in einer 
Ebene gelegen sind und diese in beliebigen Punkten angreifen. 
Seileck oder Seilpolygon. Es handle sich um die Zusammensetzung 
der Kräfte Pp Pz ' P3 , P4 (Fig. 7), die, in einer und dersel ben 
Ebene wirkend, einen starren Körper in den gegebenen Punkten 
Al' A2 , Aa, A 4 angreifen. 

Zunäehst könnte man PI und P2 in ihren Wirkungslinien bis zu 
ihrem Durchschnittspunkte C' verschieben und hier nach dem Satz 
yom Parallelogramm der Kräfte zu der Hesultanten R l zusammen-
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setzen, hierauf BI in ähnlicher Weise mit der Kraft P'l zur Re
sultanten B~ vereinigen und schließlich B 2 mit P4 zu der gesuchten 
Resultanten B; allein man kann die Zusammensetzung der Kräfte 
auch noch auf anderem Wege bewerkstelligen. .Man konstruiert ein 
Krafteck B j B 2 ••• B 5 (Fig. 8) wie in dem Fall, in dem die Kräfte 
einen gemeinschaftlichen Angriffspunkt haben, nimmt in der Ebene 
des Kraftecks einen Punkt 0, den sog. Pol des Kraftecks, beliebig 
an, verbindet diesen Punkt 0 mit den Eckpunkten B des Kraft
ecks, zieht Co Cl (Fig. 7) parallel OBI; Cl C2 parallel 0 B 2 usf. So 

Fig. 9. 

entsteht ein Polygon Co Cl C2 C3 C4 C5 (Fig. 7), dessen Eckpunkte auf 
den Wirkungslinien der gegebenen Kräfte P liegen und dessen Seiten 
parallel den betreffenden "Polstrahlen" des Kraftecks sind. Nun 
verschiebt (vgl. 17) man die gegebenen Kräfte P in ihren Wirkung::;
linien bis zu den Eekpunkten 0 des zuletzt konstruierten Polygons 
(Fig. 7) und zerlegt hier die Kräfte P in ihre Komponenten 8 nach 
den Seiten dieses Polygons, indem man sich hierbei des in 11 an
gedeuteten Verfahrens bedient. Um beispielsweise die Komponenten 
8 1 und 82 der Kraft PI nach Cl Co und CI 02 zu erhalten, muD lllall 

die zu zerlegende Kraft PI umkehren und so dann durch die End
punkte der Kraftstrecke PI Parallelen mit Cl Co und Cl C2 zichen. 
Damit bekommt man das Kräftedreieck BI B 2 0 (Fig. U) und aus 
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demselben die gesuchten Komponenten SI und Se nach Größe und 
Pfeilsinn. Wir sehen aber, daß es ganz unnötig ist, dieses Kräfte· 
dreieck (Fig. 9) besonders zu konstruieren, es ist ja in Fig. 8 schon 
vorhanden. Diese ·letztere Figur zeigt überhaupt, daß die gesuchten 
Komponenten S der Kräfte P durch die Strahlen des Kräftepolygons 
bestimmt sind. 

Die in den Polygon seiten Cl Ce, Ce C3 , C3 C4 (Fig. 5) wirkenden 
Kräfte S heben sich, weil jeweils gleich und entgegengesetzt, auf. 
Es bleiben somit nur noch die in den äußersten Polygonseiten 
Co Cl und C4 C5 vorhandenen Kräfte SI und S5 übrig, zwei Kräfte, 
die die ursprünglich gegebenen Kräfte P ersetzen. Verlängert 
man nun die äußersten Polygonseiten Co Cl und C" C4 bis zu ihrem 
Schnittpunkt D, verschiebt die Kräfte SI und S5 in ihren Wirkungs· 
linien bis D und setzt sie hier zusammen zu der Resultanten R, 
dann stellt diese Kraft R auch die Resultante der ursprünglich 
gegebenen Kräfte P vor. Im Kräftepolygon (Fig. 8) drücken die 
Kraftstrecken BIO und 0 Ba die Kräfte SI und S5 nach Größe und 
Richtung aus, demgemäß ist auch die Resultante R der Kräfte SI 
und 85 oder die Resultante der Kräfte P angegeben nach Größe 
un d Richtung durch die Strecke BI B 5 (Fig. 8). Die Größe der Re· 
sultanten R ist gleich, mägen die Kräfte P in einem einzigen 
oder in verschiedenen Punkten einer Ebene angreifen. Im letzteren 
Falle bildet das Seileck das Hilfsmittel, mit dem die Lage der Re· 
sultante bestimmt wird. 

Verschiebt man die gegebenen Kräfte P in ihrer Ebene parallel 
mit sich selbst, und zwar jede ganz beliebig, so ändert sich damit 
nicht das Kräftepolygon, wob I aber die Lage des Punktes D, durch 
den die Resultante R der Kräfte P hindurchgehen muß; man kann 
daher sagen: 

Durch Parallelverschiebung der gegebenen Kräfte P 
ändert sich weder die Größe noch die Richtung der Re· 
sultanten, nur ihre Lage wird eine andere. 

Bringt man in den äußersten Polygonseiten Co Cl und C4 C5 

(Fig. 7) Kräfte S/ bzw. Sa' an, die den in Fig. 7 bezeichneten 
Kräften SI und 85 gleich und entgegengesetzt sind, und in den 
Punkten Cl' Ce, C3 , C4 wieder die Kräfte PI' Pe' P3 , P4 , SO halten 
sich die Kräfte P, 81 ' und 8/ im Gleichgewicht. Dieses Gleich
gewicht bleibt aber auch bestehen, wenn man von dem starren 
Körper, an dem die Kräfte wirken, so viel wegschneidet, daß nur 
noch ein materielles Polygon COCl ... C4 C5 übrig bleibt. Nimmt 
man des weiteren die Verbindungen der Stäbe des erwähnten 
Polygons in den Punkten C gelenkartig beweglich an, so werden 
sich die Kräfte PI' S/ und 85' auch an einem solchen Stabpolygon 
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noch im Gleichgewicht befinden. Die einzelnen Stäbe eines Stab
polygons sind entweder gezogen oder zusammengedrückt, je nach
dem die beiden gleichen, entgegengesetzten, an den Enden jedes 
Stabes wirkenden Kräfte S entweder auseinander oder gegeneinander 
gerichtet sind.- Handelt es sich um lauter Zugkräfte S an den 
Stäben, wie in Fig. 7, so könnten letztere auch durch biegsame 
Seilstücke ersetzt werden, man hätte dann ein Seileck. Das hat 
Veranlassung gegeben, das Polygon °0°1 •••• überhaupt als Seileck 
oder Seilpolygon zu bezeichnen. 

Für die Konstruktion des Seilecks merke man sich folgende, 
im obigen enthaltene Regel: 

Eine Seite des Seilecks, z. B. °2 °3 , verbindet diejenigen beiden 
Kräfte, mit denen der Polstrahl OB3 11 0203 in einem Punkte zu
sammentrifft, d. h. hier P2 und P3 • 

Solche Seilpolygone spielen in der graphischen Statik 
eine große Rolle; wir wollen indessen hier nicht näher auf diesel ben 
eingehen. In 107 u. f. wird von ihnen noch weiter die Rede sein. 

20. Graphische Gleichgewichtsbedingnngen für Kräfte in einer 
Ebene. Fällt im Krafteck (Fig. 8) der Endpunkt des Kräftezuges P 
auf den Anfangspunkt desselben, so ist damit zum Ausdruck ge
bracht, daß die Resultante R der Kräfte P gleich Null ist, daß die 
äußersten Seiten des Seilecks ° (Fig. 7), da sie einem und demselben 
Strahl des Kraftecks parallel gezogen wurden, einander parallel 
sind, und daß die in diesen äußersten Seileckseiten wirkenden, die 
gegebenen Kräfte P ersetzenden Kräfte S gleiche Größe und ent
gegengesetzte Richtung haben. Fielen nun die äußersten Seileck
seiten in eine und dieselbe Gerade, so fänden sich damit die 
Kräfte P zurückgeführt auf zwei gleiche, in der nämlichen Geraden 
'wirkende, entgegengesetzt gerichtete Kräfte S, also auf zwei Kräfte, 
die im Gleichgewicht sind. Fallen aber die äußersten Seileckseiten 
ni c h t in ein und dieselbe Gerade, oder mit anderen Worten: ist 
das Seileck kein geschlossenes, so können auch die beiden die 
Kräfte P ersetzenden Kräfte S sich nicht aufheben, es können die 
Kräfte P nicht im Gleichgewicht sein. Demgemäß hat man als 
graphische Bedingung des Gleichgewichtes für Kräfte in 
einer starren Ebene: 

Es muß sowohl das Krafteck als auch das Seileck 
sich schließen. 

Schließt sich nur das Krafteck, nicht aber das Seileck, so 
reduzieren sich, wie erwähnt, die gegebenen Kräfte P auf zwei 
gleiche, in parallelen Geraden entgegengesetzt wirkende Kräfte S 
oder auf ein sog. Kräftepaar, eine Bewegungsursache besonderer 
Art, die wir später eingehender betrachten. 
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21. Graphische Zusammensetzung paralleler Kräfte. Dieselbe 
läßt sich wieder mittels eines Seil polygons leicht bewerkstelligen 
(Fig. 10), es fällt hierbei nur das Kräftepolygon in eine und die
selbe Gerade. Daraus folgt dann unmittelbar der Satz: 

T 
I 
I 
I 
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C1 I 
, , I (,' Bs 

'''', Cz I , 0 , 0 , , P3 , , , , , , .., , I , , 
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p~ 

I 
I Bs + 
It 

Fig. 10. 

Die Resultante paralleler Kräfte ist parallel den ge
gebenen Kräften und gleich ihrer algebraischen Summe, 
wobei die nach der einen Richtung wirkenden Kräfte als 
positiv, und die nach der entgegengesetzten Richtung 
wirkenden als negativ zu bezeichnen sind. Die Resultante 
wirkt dann in dem Sinne, der durch ihr Vorzeichen an
gege b en ist. 

"'''\ 

' ..... , I 
'I ---

lJ' ... ---
I 

.. . a,. ... ..1.. .. ...... a . ...... . 
~ I 2 

o 

t .?z .r: .R 
Fig. 11. 

1. Nehmen wir jetzt zwei parallele und gleich gerichtete Kräfte 
PI und P2 und konstruieren mittels eines Seilpolygons die Re
sultante R (Fig. 11), so ergibt sich 

R=PI +P~. 
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Überdies hat man: 

0, Cl ED '" 0, OB2 Bs und 0, C2 ED '" 0, OB! B 3 • 

Daraus folgt: 

und 
B 2 B s 
-B~(Y . 

29 

Werden die entsprehenden Seiten dieser Gleichungen miteinander 
multipliziert, so erhält man: 

oder auch, wenn man die 
Abstände der Kräfte PI 
und P2 von der Wirkungs
linie der Resultanten R 
mit a l , beziehungsweise a2 

bezeichnet, 

Es ist also die Resul
tante R der beiden paral
lelen und gleich gerichte
ten P1 und P2 zwischen 
den letzteren gelegen und 
hat eine solche Lage, daß 

Pl a1 =P2 a2 • 

2. Sind die beiden 

I -------
I --- ~~~-----~ c% 

R..!p -~ t' 2 , , 
t, :::~ ._._._. _._ :' ~~.;:::>-<::. 

_~- - a-2 • _._ -- -- --- -- ----- ( 
: ... - ... ,-

B:·/B 
1 

o 

Fig. 12. 

Kräfte P1 und P2 entgegengesetzt gerichtet (Fig. 12), so erhält man 

R=Pl -P2 

und auf ähnliche Weise, wie vorhin, wieder die Beziehung 

P1 a1 =P2 a2 • 

Diesmal liegt aber R nicht zwischen P1 und P2 • 

3. Bei der Konstruktion der Resultanten von zwei parallelen 
und entgegengesetzt gerichteten, gleichen Kräften P ergibt sich 
R = 0, oder sagen wir unendlich klein, und der Durchschnitts
punkt D der beiden äußersten Seilpolygonseiten im Unendlichen 
gelegen. Die Resultante eines Kräftepaares wäre damit eine 
unendlich kleine und ferne Kraft, also keine wirkliche Kraft. 
Darum erfordern die Kräftepaare auch eine besondere Behandlung·. 
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22. Das Kräftepaar und seine Wirkung. Sätze vom Kräfte
paar. Den Tförmigen Steckschlüssel, mit dem man das Ventil 
eines Hydranten öffnet, bedient man in der Weise, daß man die 
bei den Enden des Querstückes mit den Händen faßt und mit der 
einen zieht und mit der andern gleich stark drückt, und zwar in 
paralleler Richtung. Das tut man ohne Überlegung instinktiv und 
übt dabei ein sog. Kräftepaar aus, d. h. zwei gleich große, ein
ander entgegengesetzte Parallelkräfte, die in einem gewissen Ab
stand voneinander angreifen. Die Schraubenspindel des Hyd
ranten wird durch den beschriebenen Handgriff gedreht, ohne daß 
eine seitliche Kräftewil'kung auf die Spindel ausgeübt wird. Das 
Kräftcpaar sucht an einem frei beweglichen Körper eine 
reine Drehwirkung hervorzurufen. Freilich ist die Lage des 
Kräftepaares, das auf einen Steckschlüssel ausgeübt wird, eine ganz 
spezielle; die Ebene, die man durch die beiden Kräfte des Paares 
hindurchgelegt denken kann, die sog. Ebene des Kräftepaares, 
steht nämlich auf der Drehachse des Steckschlüssels senkrecht; 
diese Stellung gibt man der Ebene des Kräftepaares ebenfalls ganz 
instinktiv, indem man der Beweglichkeit des Steckschlüssels, der 
nur um seine Achse drehbar ist, sich anpaßt. Man kann aber jetzt 
in Gedanken leicht vollends zu einem vollständig frei drehbaren 
Körper übergehen und erkennt die Richtigkeit der allgemeineren 
Aussage über die Wirkung des Kräftepaares. Was übrigens an 
dem Steckschlüssel eintritt, wenn die Ebene des ausgeübten Kräfte
paares schräg zur Achse des Schlüssels steht, ist wohl an sich 
leicht zu vermuten - es tritt neben dem Drehbestreben um die 
Achse des Schlüssels eine Biegung dieser Achse auf - wird jedoch 
dann erst vollkommen durchsichtig, wenn wir die Zerlegung von 
Kräftepaaren kennen gelernt haben. 

Wir haben jetzt noch die Größe des Kräftepaares anzugeben, 
von der die Stärke der von ihm ausgehenden Drehwirkung ab
hängt. Die Drehwirkung einer Kraft in bezug auf einen Dreh
punkt wird durch das statische Moment der Kraft in bezug auf 
diesen Drehpunkt gemessen. Nehmen wir nun in unserem obigen 
Beispiel den Drehpunkt auf der Achse des Steckschlüssels und in 
der Ebene des Kräftepaares und bezeichnen mit r 1 und r2 die 
senkrechten Abstände dieses Punktes von den beiden Kräften P 
des Paares, so ist das statische Moment der beiden Kräfte: 

M=Pr1 +Pr2 =P·a, 

wenn r1 + r2 = a den senkrechten Abstand der heiden Kräfte des 
Paares - den sog. Hebelarm des Kräftepaares - bedeutet; 
die beiden Anteile Pr1 und Pr2 drehen gleichsinnig und sind 
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deshalb zu addieren. Wie sich a auf r l und r~ verteilt, ist gleich
gültig; cs muß nur r l + r~ = asein. 

Das Kräftepaar hat demnach folgende Hauptmerkmale : Größe, 
Stellung, Drehsinn ; sie sind festgrlegt durch da,.; statische Moment, 
dureh die Stellung der Ebene der beiden Kriifte und den Dreh
sinn; über den letzteren wird im Abschn. 27 das Erforderliche ver
ein bart. 

Wie eine Kraft nie ohne Gegenkraft in Tätigkeit treten kann, 
so ein Kräftepaar nie ohne G"genkrilftepaar, womit das Gegen
wirkungsprinzip für Momente zum Au"druck gehraeht ist . Kräfte
paar und Gegenkräftepaar sind miteinander im (;Ieiehgewicht. Er
läuterungen hierzu werden im ö. Kapitel über die Widerstands
kräfte gegeben. 

Über die Kräftepaare lassen sich einige Sätze auf dem Wege 
der Überlegung ableiten. 

1. Satz: Ein K r ii f te Jl aar k a n n ins ein er E ben e bel i e b i g 
verschoben oder auch in eine Parallelebene versetzt und 
dort v<'rschoben werden, ohne daß dadurch der Bewegungs
zustand des starren Körpers, an dem das Kräftepaar 
wirkt, eine Änderung erleidet. 

Wir beweisen zunüehst , daß ein Kräftepaar in seiner Ebene 
parallel verschoben wenlen darf. 

E,; sei P(A I A2)P (f'ig. 13) das gegebene Kräftepaar, A/A,/ 
eine an beliebiger Stelle der Ebene des Kräftepaares gezogene 
~trecke gleich unei pamllrl 
A 1 A2 , alsoAIA~A/A/ ein Pa
rallelogramm. Bringt Illan nun 
in Al' und A.~' je zwei gleiche 
und direkt entgegengesetzte 
Kräfte P gleich und parallel 
den Krilften Peies gegehenen 
Kräftepaares an, so wird da
durch am Bewegungszustand 
des starren Körpers, an dem 
das gegebene Kräftepaar wirkt, 
nichts gelindert. Wir können 
aber jetzt die ein mal durch
strichenen Krilfte P zusammen
setzen zu einer Hesultanten 
R l = 2P, die zwischen ihren 

.P p 

Komponenten, und zwar in gleichcn Abständen von denselben, 
also durch elen Punkt C, hindurchgeht. Ebenso liefern 
mal durchstrichenen Kriil"te P (~ine Resultante R.~ = 2 P, 

die z w('j

die gleich· 
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falls durch C hindurchgeht. Somit können die vier durchstrichenen 
Kräfte P ersetzt werden durch die beiden einander gleichen 
und direkt entgegengesetzten Kräfte R I und R~, woraus folgt, 
daß die genannten vier Kräfte P sich aufheben. Es bleiben 
daher nur noch die in der Figur nicht durchstrichenen, das Kräfte
paar P(A/ A2')P bildenden Kräfte P übrig. Letzteres Kräftepaar 
kann demgemäß das ursprünglich gegebene ersetzen. Damit ist 
der Beweis geliefert, daß man ein Kräftepaar in seiner Eben e 
parallel verschieben darf. 

Sieht man jetzt die Fig. 13 als eine perspektivische Zeichnung 
an, in der die sämtlichen angedeuteten Kräfte in senkrechter Lage 
zur Ebene des Parallelogramms Al A2 A2 ' A/ angenommen sin d, so 
erkennt man sofort, daß das ursprünglich gegebene Kräftepaar 

R 2 

Fig. 14. 

P(Al A 2 )P ersetzt werden 
kann durch das in einer 
Parallelebene gelegene 
Kräftepaar P(A/ A 2')P. 
Somit ist es überhaupt 
zulässig, ein Kräftepaar 
in eine Parallelebene (zu
nächst parallel mit sich 
selbst) zu versetzen, ohne 
am Bewegungszustande 
des vom Kräftepaar ange
griffenen starren Körpers 
etwas zu ändern. 

Gehen wir wieder von dem ursprünglich gegebenen Kräfte
paar P(Al A 2 )P aus, legen durch die Mitte C von Al A2 (1<'ig. 14) 
unter einem beliebigen Winkel Cf! eine Gerade, tragen auf derselben 
die Strecken 

und 

ab, bringen in Al' und Az' je zwei gleiche und direkt entgegen
gesetzte Kräfte P senkrecht zu A/ Az' gerichtet an, so wird da
durch der Bewegungszustand des starren Körpers nicht geändert. 
Nunmehr können die einfach durchstrichenen Kräfte P zu einer 
durch D l gehenden in der Halbierungslinie CDl des Winkels 
Al CA/ wirkenden Resultanten R l zusammengesetzt werden, ebenso 
die doppelt durchstrichenen Kräfte P zu der Resultanten R2 in 
der Richtung CD2 wirkend. Da aber R2 = R l , so heben sich alle 
vier durchstrichenen Kräfte P auf. Es bleibt also nur noch das 
Kräftepaar P(A/ Az')P übrig, woraus folgt, daß dieses das ursprüng
lich gegebene Kräftepaar P(A I A 2)P ersetzen kann, und daß man 
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demgemäß ein Kräftepaar tatsächlich um den Mittelpunkt seines 
Hebelarmes beliebig in seiner Ebene drehen darf. Wenn man 
aber ein Kräftepaar parallel verschieben und dann noch um einen 
beliebigen Winkel in seiner Ebene drehen kann, ohne den Be
wegungszustand des starren Körpers, an dem das Kräftepaar 
wirkt, dadurch zu ändern, so heißt das nichts anderes als: 

2. Satz. Man darf das Kräftepaar in seiner Ebene be
liebig verschieben, ohne damit den Bewegungszustand 
des von dem Kräftepaar angegriffenen starren Körpers 
zu ändern. 

Zudem ist es nach dem, was wir oben gefunden haben, er
laubt, das Kräftepaar in eine Parallelebene zu versetzen. In dieser 
kann es dann wieder beliebig verschoben werden. 

3. Satz. Ein Kräftepaar kann durch ein anderes, in 
der gleichen Ebene gelegenes Kräftepaar ersetzt werden, 
wenn letzteres dasselbe Moment besitzt wie ersteres. 

R·P+& 
Q 

b Bz B. 
a a 

a-

At .A2 
B 

a a. 

p 
Fig. 15. 

Um zu beweisen, daß das Kräftepaar Q(BI B2 )Q (Fig. 15) die
selbe Wirkung hat wie das Kräftepaar P(AI A.~)P, wenn Q. (BI B2 ) 

= P (Al A2 ), oder wenn Q. b = Pa, tragen wir von A2 aus in der 
Verlängerung von Al A2 die Strecke A2 B ab gleich b: bringen in 
A 2 und B senkrecht zu A2 B je zwei gleiche und direkt entgegen
gesetzte Kräfte Q an und setzen die durchstrichenen, nach oben 
gerichteten Kräfte P und Q zusammen zu einer Hesultanten 
R = P + Q. Diese Hesultante R, die, parallel den Komponenten 
P und Q, nach oben gerichtet ist, geht mit Rücksicht darauf, daß 
der Voraussetzung nach p. a = Q. b ist, durch den Pun kt A2 hin
durch, sie hebt also die beiden ebenfalls in A2 wirkenden, nach 
unten gerichteten Kräfte P und Q auf; übrig bleiben daher nur 

Antenrieth .. En:-islin, Technische ::\leehanik. 2. Anft. 3 
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die beiden, das Kräftepaar Q(A~B)Q bildenden Kräfte Q. Dem
gemäß ersetzt auch dieses Kräftepaar Q (A 2 B) Q vom Momente Q. b 
das Kräftepaar P(A1 A 2 )P vom Momente p. a, womit der oben aus
gesprochene Satz bewiesen ist. 

Durch Angabe des Momentes des Kräftepaares und der Ebene, 
parallel der das Kräftepaar zu wirken hat , ist daher ein Kräfte
paar vollständig bestimmt. 

23. Zusammensetzung von Kräftepaaren, die in der gleichen 
Ebene oder in Parallelebenen gelegen sind. Es seien zunächst die 
beiden in einer Ebene oder in Parallelebenen gelegenen Kräfte
paare von den Momenten + Pa und + Qb zusammenzusetzen. 

+ p", 

Das Kräftepaar + Q b 
(Fig. 16) können wir er
setzen durch das Kräfte
paar + Q' a, wobei Q' a=Qb 
sein muß, hierauf ver
schieben wir das Kräfte-
paar Q' a, bis die Wir
kungslinien der Kräfte P 
und Q' sich decken, und 
setzen die in einer und 

Fig. 16. derselben Geraden wirken-
den Kräfte P und Q' zu

sammen je zu der Resultanten R = P + Q'; damit erhält man aber 
ein Kräftepaar vom Moment 

Ra=(P+Q')a=Pa+ Q'a=Pa+Qb. 

Hätte man die Kräftepaare + Pa und - Qb zusammenzusetzen ge
habt, würde sich in ähnlicher Weise ein resultierendes Kräftepaar 
ergeben haben vom Momente 

Ra=(P-Q')a=Pa-Q'a=Pa-Qb. 

Demgemäß ist der Satz erwiesen: 

Zwei Kräftepaare, die in der gleichen Ebene oder in Parallel
ebenen wirken, lassen sich ersetzen durch ein einziges, in derselben 
Ebene, bzw. in einer Parallelebene gelegenes Kräftepaar, dessen 
Moment gleich der algebraischen Summe der Momente der ge
gebenen Kräftepaare ist. 

Daraus folgt weiter: 

Beliebig viele Kräftepaare, die in der gleichen Ebene 
oder in den Parallel ebenen eines Körpers gelegen sind, 
lassen sich vereinigen zu einem einzigen, resultierend en 
Kräftepaar, dessen Ebene parallel den Ebenen der ge-
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gebenen Kräftepaare ist und dessen Moment durch die 
algebraische Summe der Momente dieser Kräftepaare an
gegeben wird. 

24. Reduktion von Kräften in einer Ebene. Beliebige Kräfte 
in einer Ebene können nach 19 mit Hilfe des Seileckes zu einer 
Resultierenden oder in besonderem Fall zu einem Kräftepaar ver
einigt werden, wodurch das Kräftebild vereinfacht und übersicht
licher gemacht wird. Die durch Zeichnung gefundenen Kräfte er
setzen die gegebenen Kräfte vollständig hinsichtlich des Gleich
gewichtes oder des Bewegungszustandes. 

Ji." ------------
Fig. 17. 

Auf analytischem Wege verschafft man sich eine Übersicht 
und ein vereinfachtes Kräftebild, indem man die Kräfte auf einen 
beliebigen Punkt, das sog. Reduktionszentrum (Bezugspunkt), 
reduziert. ein Punkt, dem vorerst keine physikalisch-mechanische 
Bedeutung zukommt. 

Wir nehmen in der Ehene der Kräfte PI P2 P3 P4 Fig_ 17 einen 
beliebigen Punkt 0 als Reduktionszentrum an, ziehen durch 0 
Parallelen mit den Wirkungslinien der gegebenen Kräfte P und 
bringen auf jeder dieser Parallelen in 0 zwei der betreffenden 
Kraft P gleiche und einander entgegengesetzte Kräfte an_ Dadurch 

3* 



36 Statik. Die Zusammensetzung und das Gleichgewicht der Kräfte. 

erfährt der Gleichgewichts- oder Bewegungszustand des von den 
gegebenen Kräften ergriffenen starren Körpers keine Änderung. 
Wir haben jetzt in Fig. 17 vier in 0 angreifende, nach Richtung 
und Größe mit den vier gegebenen Kräften übereinstimmende 
Kräfte, und vier durch römische Ziffern gekennzeichnete Kräfte
paare j die ersteren lassen sich ersetzen durch eine einzige, 0 an
greifende Resultante Ro' die sog. Reduktionsresultante, die 
letzteren nach 23 durch ein resultierendes Kräftepaar vom Mo
ment Mo, das sog. Red uktionsmomen t. Das Wort: Reduktions
moment darf man benützen, weil nach 22 die Wirkung des resul
tierenden Kräftepaares durch sein statisches Moment gemessen wird. 
Physikalisch bedeutet die Reduktion der gegebenen Kräfte auf den 
Punkt 0, daß Reduktionsresultante und -moment die gegebenen 
Kräfte in ihrer Wirkung auf den Gleichgewichts- oder Bewegungs
zustand des belasteten Körpers ersetzen können oder, mit ihnen in 
Gegenwirkung gebracht, sie aufheben, ihnen das Gleichgewicht halten. 

Aus dieser letzten Bemerkung läßt sich ein wichtiger Schluß 
ziel1en. Zunächst ist daran zu erinnern, das die Reduktionsresul
tante Ro nach einer in 19 gemachten Bemerkung die gleiche Größe 
und Richtung hat, wie die tatsächliche Resultante R der gegebenen 
Kräfte, die in Fig.17 gestrichelt eingetragen ist und deren senk
rechter Abstand von 0 mit r bezeichnet sei. Man füge nun am 
belasteten Körper zu der Reduktionsresultanten und dem Reduk
tionsmoment die Gegenresultante R' der gegebenen Kräfte in ihrer 
tatsächlichen Wirkungslinie hinzu, dann besteht Gleichgewicht, d. h. 
u. a. der ruhend gedachte Körper bleibt in Ruhe und dreht sich 
um keinen Punkt, auch nicht um 0, welcher Punkt im übrigen 
völlig willkürlich angenommen war. Daher muß das statische Mo
ment der Gegenresultanten mit dem Reduktionsmoment Mo und da
her auch mit dem gleichwertigen Moment der gegebenen Kräfte in 
bezug auf 0 im Gleichgewicht sein j die algebraische Summe dieser 
Momente um 0 verschwindet: 

-R'.r+XPiai=O oder R'.r=XPiai ... (5) 

wo i = 1, 2, 3 ... ist. Das statische Moment der Gegenresultanten R'· r 
ist von dem Moment der Resultanten Mo nur durch den Drehsinn, 
d. h. durch das Vorzeichen verschieden j die Größe beider ist gleich. 
Die letzte Gleichung besagt also auch: Das statische Moment 
der Resultanten verschiedener Kräfte in einer Ebene in 
bezug auf einen beliebigen Punkt ist nach Größe und 
Drehsinn gleich dem Moment der Komponenten für den 
gleichen Punkt. 

Im allgemeinen liefern die gegebenen Kräfte P in bezug auf 
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ein beliebiges Reduktionszentrum 0 ihrer Ebene eine Reduktions
resultante Bo und ein Reduktionsmoment Mo' Im einzelnen sind 
daher drei Fälle zu unterscheiden: 

1. Mo=O und B~O; 2. Jllo~O und Bo=O; 3. Bo=O und Mo=O. 

Die Bedeutung der Fälle 1 und 2 ist erst in der Dynamik zu 
erörtern, sie entsprechen einer reinen Parallelverschiebung bzw. 
einer reinen Drehung der starren Ebene. Die dritte l\Iöglichkeit 
besagt, daß die gegebenen Kräfte in bezug auf jeden beliebigen 
Punkt 0 ihrer Ebene keine Kraftwirkung und keine Moment
wirkung ergeben. Unter diesen Umständen müssen die gegebenen 
Kräfte im Gleichgewicht sein; m. a. W. die starre Ebene wird in 
Ruhe oder in gleichförmiger Bewegung verharren. Es genügt so
gar schon, daß das Gesagte für einen einzigen Punkt der Ebene 
erfüll t ist. 

25. Die analytischen Gleichgewichtsbedingungen für Kräfte in 
einer Ebene. Analytische Bestimmung der Resultanten. Wir er
balten also für das Gleichgewicht von Kräften, die in einer 
Ebene wirken, zwei Gleichgewichtsbedingungen : es muß für einen 
Punkt 0 der Ebene der Kräfte sowohl die ReduktioI1sresultante 
Bo = 0, als auch das I{eduktionsmoment Mo = 0 sein. Durch eine 
einzige Kraft oder durch ein einziges Kräftepaar lassen sich die 
gegebenen Kräfte im allgemeinen offenbar nicht ersetzen, weil die 
Reduktionsresultante nur durch eine Gegenkraft und ein Reduk
tiommoment nur durch ein Gegenmoment von gleicher Größe 
aufgehoben werden kann. 

Soll nun die Reduktionsresultante im Punkt 0 verschwinden, 
so muß nach 13 die algebraische Summe der Komponenten der 
auf 0 reduzierten Kräfte P nach zwei durch 0 gehenden recht
winkligen Koordinatenachsen gleich Null sein, oder, was auf das
selbe herauskommt, es muß die algebraische Summe der Kompo
nenten der gegebenen Kräfte nach zwei aufeinander senkrechten 
Achsen sich gleich Null ergeben; gemäß Mo = 0 muß ferner die 
algebraische Summe sämtlicher in Fig. 17 römisch bezifferter Kräfte
paare gleich Null sein. 

Wir berechnen zuerst die I{eduktionsresultante und das Reduk
tionsmoment. Die in einer Ebene wirkenden Kräfte P werden auf 
ein rechtwinkliges Koordinatensystem bezogen, das durch den be
liebigen Punkt 0 in der gleichen Ebene gelegt ist. übel' die Wahl 
des Koordinatensystems vgl. Fig. 18 und 12. Die Kräfte sind durch 
ihre Größe PI P2 ••• und ihren Richtungswinkel a l az ... ai gegen die 
+ x-Achse und durch die Koordinaten ihres Angriffspunktes (Xl Yl)' 
(xz Y2) ... (Xi Yi) gegeben; ihre Resultante habe die Größe B, der 
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gesuchte Richtungswinkel von R sei gJ; die Koordinaten des ge
suchten Angriffspunktes von R seien (xoYo)' Auf die Koordinaten 
des Angriffspunktes kommt es indes, wie schon in 17 bemerkt, 
nicht an, sondern einzig auf die La ge der Wirkungslinie. Es wird 
sich in Übereinstimmung hiermit herausstellen, daß man unter den 
(Xi y,) sich nicht bestimmte Punkte vorzustellen hat, sondern die 
laufenden Koordinaten der Wirkungslinie einer Kraft. Vorerst sehe 
man jedoch (Xi Yj) als Koordinaten eines Punktes an, in dem Pi 
angreift. 

Wir wählen den Koordinatenanfang 0 als Reduktionszentrum 
und denken uns dort zu jeder Kraft P, zwei ihr gleich große und 
einander entgegengesetzte Kräfte angebracht, die zu 'Po parallel 
sind. Die Kräfte sind in ihre Komponenten Xi und Yi nach den 
Koordinatenachsen zerlegt. Für die Reduktionsresultante Ro hat 
man nach 12 

X = Ro cos gJ = :E Pi cos ai 
Y = Ro sin gJ = :E Pi sin ai 

Ro = VX 2 + y 2 ; COS gJ = X! Ro; singJ= YjRo 

} . . (6) 

wobei in den Ausdrücken von cos gJ und sin gJ für X und Y die 
algebraischen Werte zu nehmcn sind, während dem RQ sein Absolut
wert zu geben ist. 

Die tatsächliche Resultante R hat, wie schon in 24 bemerkt, 
die gleiche Größe und Richtung wie die Reduktionsresultante RQ • 

Es fehlt nur noch die Kenntnis ihrer Lag e, sowie des Drehsinnes 
ihres statischen Momentes in bezug auf das Reduktionszentrum O. 
Die Lage ist bekannt, wenn man den Abstand der Wirkungslinie 
der Resultanten R vom Punkt 0 angeben kann, was mit Hilfe des 
Satzes in 24 geschieht: Das statische Moment der Resultanten ver
schiedener Kräfte in einer Ebene in bezug auf einen beliebigen Punkt 
dieser Ebene ist nach Größe und Drehsinn gleich der algebraischen 
Summe der Momente der Komponenten für den gleichen Punkt; 
danach lautet die Momentengleichung für den Punkt 0 

Mo = R·r=P1a1 + P2 a2 + ... =:EP,aj 

oder mit Anwendung des letzterwähnten Satzes auf die einzelnen 
Kräfte bzw. deren Komponenten, von denen in Fig. 18 Pi mit Kompo
nenten Xi und Yi gezeichnet ist: 

Mo = R·r= (Y1x1 -X1Yl) + (Y2x2 -X2Y2) + ... } (7) 
= :E(Yi xi - XiYi) 

Die Identität der beiden letzten Gleichungen läßt sich auch 





40 Statik. Die Zusammensetzung und das Gleichgewicht der Kräfte. 

oder 

+y 

Ro=O und Mo=O 

Soll die Resultante von parallelen Kräften bestimmt werden, 
so kann man unter Be-
nützung eines rechtshändigen 
Koordinatensystems die x
Achse senkrecht zu den ge
gebenen Kräften wählen und 

0+/1_..::a::.!2L......J----..:.a=.;.1~r--~lL::"O,,'---'L-----+ ~ den + x -Zweig nach rechts 
gehen lassen. Der + y -Zweig 
geht dann nach unten. Die 
gegebenen Kräfte P1 P2 P3 P4 

(Fig. 19) wirken im Abstand 

~ 
Fig. 19. 

0, a2 a3 a4 vom Reduktions
zentrum 0; die Resultante 
R ist nach GI. (6) 

R=RO =P1 -P2 +P3 - P4 =L:P;. 

Die Resultante paralleler Kräfte ist also parallel den 
gegebenen Kräften und gleich der algebraischen Summe 
derselben. 

Die Resultante R befinde sich im Abstand Xo von 0; wir er
mitteln X o mit Hilfe des Momentensatzes : 

R.xO=P1 ·O-P2 (t2 + P3 a3 -P4 a4 • 

Hieraus findet sich die Größe von X o und überdies das Vor
zeichen des Momentes R· xo' womit auch noch der Drehsinn des 
Momentes von R um 0 festgelegt ist. 

26. \Veitere Betrachtungen. Findet man, daß für einen in 
der Ebene der Kräfte gewählten Punkt 01 die Summe der statischen 
Momente der Kräfte P= 0 ist, so ist der Fall einer Zurück führung 
der Kräfte P auf ein Kräftepaar ausgeschlossen, indem die algebra
ische Summe der statischen Momente der Kräfte eines Kräftepaares 
in Beziehung auf jeden in der Ebene des Kräftepaares gelegenen 
Punkt sich stets gleich dem Moment des Kräftepaares ergibt und 
daher, wenn die gegebenen Kräfte P sich auf ein Kräftepaar 
reduzierten, die Summe ihrer statischen Momente in Beziehung auf 
den gewählten Punkt ° nicht = 0 sein könnte. Es könnten also 
im vorliegenden Falle die Kräfte P sich nur noch entweder auf 
eine durch den angenommenen Punkt 01 gehende Resultante redu
zieren oder die Kräfte P müßten im Gleichgewicht sein. 

Wäre für einen zweiten Punkt 02 die Summe der statischen 
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Momente der Kräfte P ebenfalls = 0, so wäre damit das Gleich
gewicht der Kräfte P immer noch nicht bedingt, es könnte ja die 
Resultante der Kräfte P durch 01 und durch 02 hindurchgehen. 
Ist aber für einen dritten Punkt °3 , der mit den beiden Punkten 
01 und 02 nicht in einer Geraden liegt, die Momentensumme wieder 
= 0, so muß notwendigerweise Gleichgewicht stattfinden. Wir 
können also die Gleichgewichtsbedingungen für Kräfte in der Ebene 
auch noch in anderer Form ausdrücken als weiter oben geschehen 
ist, indem wir sagen: 

Im Falle des Gleichgewichts muß die algebraische 
Summe der statischen Momente der gegebenen Kräfte P 
in Beziehung auf drei in der Ebene der Kräfte befind
liche, nicht in einer und derselben Geraden, sonst aber 
beliebig gelegene Punkte je gleich Null sein. 

}'indet man ein anderes Mal, daß die algebraische Summe der 
Komponenten der Kräfte P nach zwei angenommenen, aufeinander 
senkrechten Koordinatenachsen = ° ist, die algebraische Summe 
der statischen Momente der Kräfte P in Beziehung auf einen in 
der Koordinatenebene gelegenen Punkt ° aber = M, so ist damit 
erwiesen, daß die Kräfte P sich auf ein Kräftepaar vom Moment M 
reduzieren. Tatsächlich ist für die Kräfte des Kräftepaares die 
algebraische Summe ihrer Komponenten nach jeder Achse = 0, 
oder ·was dasselbe, die algebraische Summe der Projektionen der 
Kräfte auf jede beliebige Achse = 0, womit R = ° sich ergibt. 

M M 
r= R =0=00. Da abel' Rr=M, so wird 

Das steht im Einklang mit dem, was früher bezüglich des 
Kräftepaares gesagt wurde, daß nämlich die I{esultante eines Kräfte
paares eine unendlich kleine und ferne Kraft sei. 

§ 4. Zusammensetzung von Kräften, die an einem starren 
Körper in verschiedenen Punkten und in beliebigen Rich

tungen wirken. 

27. Zusammensetzung beliebiger Kräftepaare. Es seien zunächst 
nur die beiden Kräftepaare P(A1 A2)P vom Moment M1 = p. a und 
Q(B1 B 2 )Q vom Moment Mz = Q. b, die in den sich schneidenden 
Ebenen I und Ir (Fig. 20) wirken, zusammenzusetzen. Zu diesem 
Zwecke trägt man auf der Durchschnittslinie der heiden Ebenen 
I und II die beliebige Strecke AoBo = c auf und ersetzt die ge
ge benen Kräftepaare durch die Kräftepaare P'( Ao B o) p' un d Q' (A o B o) Q', 
oder p'. c und Q'. c, wobei p'. c = Pa und Q' c = Qb sein muß, be
stimmt hierauf die Resultanten R' der in Ao und Bo angreifenden 
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Kräfte p' und Q', dann bilden diese beiden Kräfte R', wie leicht 
zu erkennen ist, ein Kräftepaar R'(AoBo)R', das gesuchte resul
tierende Kräftepaar. 

Fig. 20. 

Handelt es sich um eine ganze Reihe von Kräftepaaren, die 
in verschiedenen, sich schneidenden Ebenen wirken, so könnte man 
je zwei nach dem soeben erläuterten Verfahren zusammensetzen und 
auf diese Weise schließlich das resultierende Kräftepaar erhalten, 
es ist indessen zweckmäßiger, sich der folgenden, von Po ins 0 t 
angegebenen Methode zu bedienen. 

Zur Begründung dieser Methode wird nach
stehendes angeführt: 

Es stelle P(A1 A2 )P in Fig. 21 ein gegebe
nes Kräftepaar vom Moment M = P(A1 A2 ) = Pa 

cpU,L1/ ) vor. In einem beliebigen Punkt 0 der Ebene 
~--!--Fi~ des Kräftepaares errichte man ein Lot und trage 

Fig. 21. 

auf diesem Lot von 0 aus nach der Seite hin, 
von der aus das gegebene Kräftepaar im Uhr
zeigersinn drehend erscheint, eine Strecke 
(Vektor) OD ab, der man so viel willkürlich 
wählbare Längeneinheiten gibt, als das Moment 

p. a Maßeinheiten hat, dann bestimmen Richtung und Größe der 
Strecke OD vollständig das gegebene Kräftepaar. Dabei nennt man 
die Gerade OD die Aehse des Kräftepaares und die Richtung 
OD, durch die der Drehungssinn des gegebenen Kräftepaares an
gegeben wird, die Achsenrichtung des Kräftepaares; durch Achsen
richtung und Moment ist daher ein Kräftepaar vollständig bestimmt. 
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Sollen jetzt wieder die Kräftepaare P(AI A2)P vom Moment 
MI =Pa und Q(BI B 2 )Q vom Moment M2=Qb Fig.20 zusammen
gesetzt werden, so errichtet man in Ao Fig. 20 auf den Ebenen I 
und 11 Lote Ao p" und Ao Q", trägt auf diesen Loten die die ge
gebenen Kräftepaare nach Poinsot darstellenden Strecken AoP" =M1 

und Ao Q" = M2 ab, zeichnet das Parallelogramm pli AoQ" R", zieht 
in demselben die Diagonale AoR", dann stellt die letztere, als 
Achse eines Kräftepaares aufgefaßt, die Resultante der Kräftepaare 
P(A1A2lP und Q(Bl B2)Q vor. Der Beweis hierfür ist folgender: 

Winkel P"AoP' = 90 0 ; Winkel Q"AoQ' = 90 0 ; somit Winkel 
P"AoQ" = Winkel P'AoQ'. Ferner Strecke AoP" =Ml =P·a=P' ·c; 
Strecke Ao Q" = M2 = Q. b = Q' . c, daher Parallelogramm P" Ao Q" R" 
ähnlich dcm Parallelogramm p' Ao Q' R' und demgemäß: Diagonale 
(AoR") = R'· c = M. 

Durch die Länge AoR" ist also tatsächlich das Moment M des 
resultierenden Kräftepaares R'(AoBo)R' angegeben. Da aber AoR" 
senkrecht steht auf AoR' und damit auf der Ebene des resultierenden 
Kräftepaares R'(AoBo)R', so bestimmt die Parallelogrammdiagonale 
AoR" auch die Ebene des resultierenden Kräftepaares. Man bemerkt 
nun weiter, daß, wenn man vom Punkte R" gegen Ao hin sieht, 
das resultierende Kräftepaar R'(AoBo)R' tatsächlich im Uhrzeiger
sinne dreht, es bringt daher die Richtung AoR" der Diagonalen AoR" 
auch den Drehungssinn des resultierenden Kräftepaares richtig 
zum Ausdruck. Mit einem Worte: Die Diagonale AoR" des aus 
den Momentenstrecken MI und M2 konstruierten Parallelogramms 
gibt vollständig das resultierende Kräftepaar an. Hieraus können 
wir aber den allgemeinen Satz entnehmen: 

Man kann Kräftepaare genau wie Kräfte zusammen
setzen, wenn man die Kräftepaare nach der Vorschrift 
Poinsots darstellt und die betreffenden Momentenstrecken 
wie Kraftstrecken ansieht und zusammensetzt. Dabei ent
spricht der l<'all von Kräftepaaren, die in beliebigen 
Ebenen gelegen sind, dem l"all von Kräften, die alle 
einen und denselben Punkt angreifen, und der Fall von 
Kräftepaaren in der gleichen oder i·n Parallelebenen dem 
Fall von Kräften, in einer und derselben Geraden wirkend. 

28. Reduktion der Kräfte. Ein starrer Körper werde in den 
Punkten Al' A 2 , A a ••• A. von den Kräften PI' P2 , p.~ ... Pi an
gegriffen. Die Koordinaten der Angriffspunkte A in Beziehung 
auf ein beliebig angenommenes rechtwinkliges Koordinatensystem 
seien XIY1Z I ; X2Y2Z2; ••. XiYiZi' und die Winkel der Kräfte P mit 
den positiven Zweigen der Koordinatenachsen al ßl '"11; a2 ß2 '"12; •.. 
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a j ßi Yi' alsdann ergeben sich die Komponenten der Kräfte P nach 
den Koordinatenachsen: 

Xl = PI cos al ; YI = PI COS ßl; Zl = PI COS Yl 

X 2 = P2 COS ((2; Y2 = P2 COS ß2; Z2 = P2 COS Y2 

Bringt man jetzt, der Kraft PI entsprechend, in den Punkten 
0, BI und Cl (Fig. 22), (welche Punkte man in fester Verbindung 
mit dem starren Körper sich zu denken hat), so wie Fig. 22 zeigt, 
die einander gleichen und direkt entgegengesetzten, den Kompo
nenten Xl YI Zl der Kraft PI gleichen und parallelen Kräfte Xl YI Zl 

an, so wird dadurch am Bewegungszustande des starren Körpers 

+z 

nichts geändert. Damit hat man aber statt der Kraft PI nunmehr 
die drei im Ursprung 0 wirkenden Komponenten Xl' YI , Zl der 
Kraft PI nach den Koordinatenachsen, sowie die in der Figur 22 
durchstrichenen 6 Kräftepaare. In gleicher Weise erhält man an 
Stelle der übrigen Kräfte P2 , P3 ••• deren nach 0 parallel ver
setzte Komponenten X 2 , Y2 , Z2; x:~, Y3 , Zs; ... und je 6 Kräfte
paare. Man vereinigt nun die in einer und derselben Koordinaten
achse wirkenden Kräfte je zu einer Resultanten, wobei sich ergibt: 

X=Xl +X2 +X3 + ... =~PiCOS((i} 
Y= YI + Y2 + Y2 + ... =ZPiCOSßi (8) 

Z = Zl + Z2 + Za + ... = Z Pi COS Yi 
und setzt schließlich die drei Kräfte XYZ wieder zu einer Resultanten 

Ro = VX2-+Y2--+ Z2 zusammen (9) 
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Es lassen sich aber auch die vorhandenen Kräftepaare zu
sammensetzen, wo bei man zunächst diejenigen vereinigt , deren 
Ebenen auf einer und derselben Koordinatenachse senkrecht stehen. 
So liefern die senkrecht zur x-Achse, also in Parallelebenen wirkenden 
Kräftepaare ein resultierendes Kräftepaar, dessen Moment Mx durch 
die algebraische Summe der Momente der einzelnen Kräftepaare 
angegeben wird, wobei die Momente derjenigen Kräftepaare als 
positiv bezeichnet sind, die, von einem auf dem + Zweig der 
x-Achse gelegenen Punkte aus in der Richtung gegen den Ursprung 
G hin angesehen, in positivem Sinn, d. h. im Sinne des Uhrzeigers 
drehend erscheinen. Demgemäß hat man: 

Mx = (Zl YI - YI Zl) + (Z2 Y2 - Y2 Z2) + ... = :E (ZiYi - Y,Zi) I 
desgleichen ergibt sich: . 0 

My = (YI Zl - Zl xJ + (X2 Z2 - Z2 X2) + ... = :E(X;Z; -ZiXi) 1 (1 ) 

Mz = (YI Xl - X1Y1 ) + (Y2 X 2 - X 2 Y2) + .. . = 2'(YiX i - XiYi) 

Damit sind die sämtlichen Kräftepaare zurückgeführt auf nur drei 
Kräftepaare, deren Ebenen senkrecht stehen auf den Koordinaten
achsen und deren Momente durch die 
Werte von Mx, lvly ' J-[z angegeben wer-
den. Trägt man daher behufs der 
graphischen Darstellung dieser drei 
Kräftepaare vom Ursprung 0 (Fig. 23) 
des Koordinatensystems aus auf den 
Koordinatenachsen die Momente 11x ' 

My, Mz in einem beliebig gewählten 
Maßstab als Strecken ab, und zwar je 
nach deren Vorzeichen auf der positiven .. v, 
oder n egativen Seite der Koordinaten
achsen , konstruiert über den Streckenll1x ' 

+z 

-- -- ..... -- - --, 
" " , , 

.'/ I 

Fig.23. 

My, Mz ein Parallelepiped und zieht von 0 aus die Diagonale GM 
des letzteren, dann stellt diese Diagonale GM, deren Länge wir 
mit M bezeichnen wollen, die Resultante der Kräftepaare Mx, My, 
Mz in vollständig bestimmter Weise vor. 

Das Moment des resultierenden Kräftepaares wäre demgemäß 
ausgedrückt durch 

(11) 

Damit sind jetzt die sämtlichen Kräfte P zurückgeführt auf eine 
durch den Punkt 0 gehende Kraft Ro und ein Kräftepaar M. 

Wir sind hier veranlaßt, dem Begriff des statischen Momentes 
einer Kraft in bezug auf einen Pu n k t einen weiteren hinzuzufügen: 
den des statischen Momentes einer Kraft in bezug auf eine Ach s e. 
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Die Kraft PI in Fig. 22 vermag nur mit ihren Komponenten 
YI und Zl eine Drehwirkung um die x-Achse auszuüben, und zwar 
mit dem statischen Moment Zl YI - Y1 • Zl' Die x-Komponente von 

J3 A 

pi 
/ , / -- ---- ------

~r-- ..... 

" '6' <-_-+ ____ B_ + 

P1 dagegen übt keine 
Drehwirkung um die x
Achse aus. Die Drehwir
kung der Kraft P um die 
x-Achse bezeichnen wir 
von jetzt ab als das sta
tische Moment der 
Kraft P in bezug auf 
die Achse der x. All
gemein findet man dem
nach das statische Mo-

Fig. 24. ment einer Kraft P in 
bezug auf eine zu P 
windschiefe Achse BB 

(Fig. 24) wie folgt: Man proJIzIere P auf eine zur Achse BB nor
male Ebene; die Projektion sei P'. In bezug auf den Schnitt
punkt 0 der Achse B B mit der Projektionsebene besitzt p' ein 
statisches Moment, gleich P' mal senkrechter Abstand zwischen P' 
und O. Dies ist das gesuchte Moment. In Fig. 22 sei z. B. die 
x-Achse diejenige Achse, in bezug auf die das statische Moment 
der Kräfte P gebildet werden soll. Dann ist die yz-Ebene die 
Projektionsebene und PI die Projektion, die man in die yz-Ebene 
der Fig. 22 verschoben denken kann. Sie ist überdies in die Kom
ponenten Y1 und ZI zerlegt und dann der Satz zur Anwendung 
gebracht: das statische Moment von P' in bezug auf 0 ist gleich 
der algebraischen Summe der statischen Momente der Komponenten 
von P' für O. Man erkennt gleichzeitig, daß dieser Satz nicht 
nur für Momente in bezug auf einen Punkt gilt, sondern auch für 
Momente in bezug auf eine Achse. 

Das Reduktionsmoment .M ist -nun das Moment der gegebenen 
Kräfte in bezug auf den Punkt 0; durch das eingeschlagene Ver
fahren bzw. durch die GI. (10) ist dieses Moment ersetzt durch drei 
Seitenmomente .MxMy.Mz der gegebenen Kräfte in bezug auf drei 
Achsen (nämlich die drei Koordinatenachsen). 

Nunmehr kann man auch die Winkel CPX"P der Resultanten R 
oder der gleich großen Reduktionsresultanten Ro gegen die drei 
Koordinatenachsen, sowie die Winkel AftY der Achse des resultie
renden Kräftepaares gegenüber den gleichen Achsen angeben; die 
Richtungscosinusse betragen 



S 4. Zusammensetzung von Kräften usw. 47 

x Y co,~~~ } cos rp= R COSX= R 

M My M . (12) 
COSA= M cosft= M COSy= M 

worin XY Z, M",MyM. mit den algebraischen, Rund M mit den 
absoluten Werten einzusetzen sind. 

Der Winkel zwischen der Richtung der Resultanten R und der 
Richtung der Achse des resultierenden Kräftepaares sei b; nach 
einem Satz der analytischen Geometrie hat man: 

cos b = cos rp cos A + cos X cos ft + cos '!f! cos y 

XM", + YJ1y + ZMz 
R·M 

(13) 

Die ursprünglich am starren Körper angreifenden Kräfte P sind 
also zurückgeführt auf eine in 0 angreifende Kraft R, die so-

. genamite Reduktions- oder Translationsresultante und ein Kräfte
paar vom Moment M, dessen Ebene, senkrecht zur Diagonale OM 
(Fig. 23) des aus Mx, My, Mz gebildeten Parallelepipeds, wir durch 
o gehend annehmen können und dessen beide Kräfte wir mit Q 
bezeichnen wollen. Man kann aber ganz allgemein die Reduktion 
noch etwas weiter treiben, indem man das resultierende Kräftepaar 
in seiner Ebene verschiebt, bis eine der beiden Kräfte Q des Kräfte
paares ebenfalls durch 0 geht, und hierauf die in 0 angreifenden 
Kräfte Rund Q zu einer Resultanten S zusammensetzt. Damit 
sind dann die am starren Körper wirkenden Kräfte P zurückgeführt 
auf zwei im allgemeinen windschief gegeneinander gelegene Kräfte S 
und Q. Die gegebenen Kräfte lassen sich offen bar auf unendlich 
viele Arten auf zwei windschiefe Kräfte reduzieren. Durch diese 
Bemerkung wird jedoch die Übersicht kaum klarer. Wir werden 
vielmehr auf die Frage hingeführt, ob es unter den unendlich vielen 
Arten der Reduktion eines gegebenen Kräftesystemes nicht eine 
gebe, die einfacher ist als alle andern. Wir werden uns mit dieser 
Frage in 31 beschäftigen. 

29. Die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen. Sollen die 
am starren freien Körper beliebig wirkenden Kräfte P im Gleich
gewicht sich befinden, so muß, da die Reduktionsresultante Ro das 
resultierende Kräftepaar M nicht aufheben kann, sowohl Ro = 0, 
als auch M = 0 sein, woraus folgt: 

X=O; Y=O; Z=O und Mx=O; My=O; Mz=O, 

d. h.: Es muß im Gleichgewichtsfalle die algebraische 
Summe der Komponenten sämtlicher Kräfte nach irgend 
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drei aufeinander senkrechten Achsenrichtungen und eben
so die algebraische Summe der statischen Momente der 
Kräfte in Beziehung auf die drei angenommenen Achsen 
je gleich Null sein. 

30. Sonderfälle. Red uktio n auf ein Kräftepaar. Red uk
tio n auf ei n e Resultan te. 

a) Die den Körper angreifenden Kräfte lassen sich auf 
ein Kräftepaar red uzieren. Dann muß die Resultante oder die 
Reduktionsresultante Null sein und damit auch deren Komponenten 
nach den drei Koordinatenachsen. 

Die Bedingungen für das Auftreten eines alleinigen Kräftepaares 
lauten also: 

X=Y=Z=R=O. 

Das Kräftepaar und die Richtung seiner Achse folgt aus den 
GI. (10): 

klx = ~ (ZiYi - YiZi) COsA. = Mx/ M 

My = ~ (XiZi - Z,x,) cos p = MJM 

M, =~(Y,x,-XiYi) COSY =MJM 

111= v'M/+My~+M=~. 

b) Die am starren Körper angreifenden Kräfte redu· 
zieren sich auf eine Resultante. 

Diese Resultante R greift im allgemeinen außerhalb des an 
beliebiger Stelle wählbaren Reduktionszentrums an; in diesem kann 
man ohne weiteres zwei mit R gleich große und einander entgegen
gesetzte Kräfte hinzudenken, worauf man ein Kräftepaar und eine 
in dessen Ebene liegende Kraft vor Augen hat, die mit einer Re
sultanten gleichwertig sind. Die Achse dieses Kräftepaares und 
die Richtung jener Kraft stehen senkrecht aufeinander; der Winkel ~ 
zwischen den beiden Richtungen ist ein rechter, daher ist in GI. (13) 
(J = n /2, cos 0 = O. 

Für das Auftreten einer Resultante hat man hiernach gemäß 
GI. (13) die Bedingung, daß der Zähler des Ausdruckes für cos ~ 
verschwindet: 

XMx + YMy+ZMz=O. 

Für den ganz besonderen Fall, daß die allein auftretende Re
sultante durch das Reduktionszentrum geht, müßte sein 

j1-Ix = l1-Iy = Mz = M = O. 

31. Zentralachse. Wir gehen jetzt an die Beantwortung der 
Frage, die am Schluß von 28 gestellt wurde. Beliebige, einen 
starren Körper ergreifende Kräfte liefern in bezug auf ein willkür-
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lich angenommenes Reduktionszentrum nach 28 eine Resultante und 
ein resultierendes Kräftepaar. Ändert man die Lage des Reduktions
zentrums, so bleibt zwar die Resultante (Reduktionsresultante) gleich 
groß und gleich gerichtet, das resultierende Kräftepaar hat jedoch 
jeweils eine andere Größe und seine Ebene eine andere Stellung. 
Wir suchen diejenige Lage der Resultanten, in bezug 'auf 
die die Ebene des resultierenden Momentes senkrecht 
steh t und das Moment gleichzeitig, wie sich beweisen läßt, ein 
Minimum wird. Diese ausgezeichnete Lage der Resultanten wird 
Zentralachse genannt. Die Frage ist zunächst rein formaler 
Natur, ein physikalisch mechanischer Sinn wird sich später in einem 
besonderen Fall herausstellen. . Die gegebenen Kräfte liefern in 
bezug auf das Reduktionszentrum, d. i. den Koordinatenanfang, die 
Resultante R (Komponenten X, Y, Z j Richtungswinkel von R gegen 
die drei Koordinatenachsen CfJX"P) und das Kräftepaar M (Kompo
nenten.M,,)lfyMz ' Richtungswinkel des Poinsotschen Momentvektors 
M: I..u;'). Die Zentralachse, die auch die Richtungswinkel cp X"P hat, 
gehe durch einen Punkt xoYozo' Wir reduzieren nunmehr die ge
gebenen Kräfte Rund M auf den neuen Reduktionspunkt xo' Yo' zo' 
für den sie eine Reduktionsresultante R und ein resultierendes 
Kräftepaar M' ergeben. Die Ebene des resultierenden Kräftepaares 
M' in bezug auf die Zentralachse steht der Forderung gemäß auf 
der Zentralachse senkrecht. (Komponenten von lVI' seien Mx' J[y' M.'j 
Richtungswinkel der Achse dieses Kräftepaares A=cpj .u=Xj "P='Jl.) 
Gesucht wird eine Beziehung zwischen xoYozo und den gegebenen 
Größen R (XYZj CPX"P) und lvI (Mz MyMz) , d. h. die Gleichung der 
Zen tralachse. 

Das resultierende Kräftepaar M', dessen Achse mit der Zentral-
achse zusammenfällt, hat nach GI. (10) die Komponenten: 

Mz' =Mz-Zyo+ YZo 

M;=My-Xzo+Zxo 

M.' = M: - Y Xo + X Yo . 

Soll die Achse von M' mit der Achse der Reduktionsresultanten 
zusammenfallen, so müssen die beiderseitigen Richtungskosinusse 
gleich sein, d. h. nach GI. (12): 

X M' 
--~. 
R- M" 

Y M' -=-y. 
R M" 

oder 

Autenrieth-Ensslin, Technische Mechanik. 2. Auf!. 4 
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Durch Einsetzen der obenstehenden Werte von l'}I,::' jvly' M.' in 
die letzte Gleichung erhält man 

Mx-Zyo+ YZo _ My - XZo + ZXo _Mz-Yxo+Xyo (14) 
X - Y - Z 

wofür auch durch Kombination folgende Gleichungen angeschrieben 
werden können: 

(Mx -ZYo +Yzo) Y-(My-Xzo + Zxo)X=O} 
(My-Xzo+Zxo)Z-(Mz-Yxo+Xyo)Y=O .. (15) 

(Mz - YXo + XYo) X - (l'lfx - ZYo + YZo) Z = 0 

Durcb diese 3 in xoYozo linearen Beziebungen ist der analytischen 
Geometrie zufolge eine Gerade, die von uns gesuch te Zen tral
achse des Kräftesystems, bestimmt; xoYozo sind, als Veränder
liche aufgefaßt, die laufenden Koordinaten der Zentral achse. Von 
den drei Gleichungen genügen zwei zur Festlegung dieser Achse; 
welche zwei gewählt werden, ist gleichgültig, dtt die dritte durch 
Umformen aus den beiden andcrn hervorgeht. 

Die drei Gleichungen werden auch erhalten, wenn man den 
Ausdruck für das resultierende Kräftepaar 

M'2 = (.Mx - ZYo + YZO)2 + (My - XZo + ZXO)2 + (11( - YXo + XYO)2 

je nach den Koordinaten xoYozo ableitet und die Ableitung gleich 
Null setzt, womit die Bedingung für ein Minimum von M' aus
gesprochen wird. Das heißt: In bezug auf die Zentralachse 
hat das statische Moment der gegebenen Kräfte seinen 
kleinsten Wert. Dieses Moment wird Hauptmoment genannt. 

Die Gleichung der Zentralachse läßt sich noch in anderer Form 
schreiben; fügt man in dem obenstehenden Gleichungstrio z. B. in 
der ersten Gleichung + Z2 Zo - Z2 Zo hinzu und verfährt bei den 
beiden andern entsprechend, so erhält man 

woraus 

+MxY-MyX+R2z0 - Z(Xxo + YYo+Zzo)=O 

+ MyZ - MzY + R 2x O- X (Xxo + Yyo + Zzo) = 0 

+ MzX - MxZ + R 2yo - Y (Xxo + YYo + Zzo) = 0 (16) 

Aus dieser Form der Gleichungen der Zentralachse erkennt 
man, daß auf ihr ein ausgezeichneter Punkt gelegen ist, für den 
die Klammerausdrücke den Wert Null annehmen. Dieser Punkt 
heißt der Mittelpunkt des gegebenen Kräftesystems. 
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32. Das sogenannte Nullsystell. Wir haben gesehen, daß 
unter allen Umständen sich die Kräfte P auf die zwei Kräfte S 
und Q zurückführen lassen, die im allgemeinen windschief gegen
einander gelegen sind. Suchen wir jetzt diese beiden Kräfte S 
und Q analytisch zu bestimmen. Wir nehmen ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem an und bezeichnen wie früher die Summe der 
x-Komponenten der gegebenen Kräfte P mit Z p·cos a, die Summe 
der y- Komponenten mit Z P cos ß und die Summe der z- Kompo
nenten mit Z P cos r, ferner die Summen der statischen l\Iomente 
der Kräfte P in Beziehung auf die drei Koordinatenachsen mit 
11-["" My, Mz • Desgleichen bezeichnen wir die Komponenten der 
Kräfte Sund Q nach den Koordinatenachsen mit S"" Sy' Sz und 
Q"" Qy' Qz' endlich die Koordinaten der Angriffspunkte B' und B" 
der Kräfte Sund Q mit x', V', z'; x", y", z". l\Ian hat nun zur 
Bestimmung- von Sund Q: 

ferner: 

Sz + Qz = Z P cos r; 
S: . y' - S y . z' + Q: . y" - Qy . z" = M", 

S . z' - S . x' + () . z" - Q . x" = M x z ~z z y 

S ·x'-S .y'+Q ·x"-Q ·V"=M y '" y % . z' 

Setzt man in die drei letzten dieser Gleichungen die aus den 
drei ersten Gleichungen bestimmten Werte von Q%, Qy' Q. ein, so 
ergibt sich: 

Sz (y' - V") - Sy(z' - z") + V" Z P cos r - z" Z P cos ß =M", 

Sx(z' - z") -Sz (x' - x") + z" ZP cos a -x" ZP cos r = My 

Sy(x' -x") - Sx(V' - V") +x" ZP cosß -y" IP cos a = Mz. 

Aus diesen drei Gleichungen lassen sich die neun Unbekannten 
S S S ' , , " " " . h b' "1 l' l' . x' y' .; x, y, Z; x , V ,z mc t estJmmen. "' u tlP lZlert man 
nun die erste dieser drei letzten Gleichungen mit (x' - x"), die 
zweite mit (y' - V"), die dritte mit (z' - z") und addiert die er
haltenen drei Gleichungen, so zeigt sich: 

ZP cos a (z" y' - y" z') + ZP cos ß (x" / - x" x') + 
+ Z P cos r (y" x' - x" V') = 

= Mx (x' - x") + My (y' - y") + Mz (z' - z"). 

In dieser Gleichung kommen die unbekannten Kräfte Sund Q gar 
nicht mehr vor, es sind darin nur noch die Koordinaten der An
griffspunkte B' und B" der Kräfte Sund Q als Unbekannte ent
halten. Nimmt man jetzt, was erlaubt ist, den Angriffspunkt B' 
belie big an, infolgedessen die Koordinaten x' y' z' desseI ben in der 

4* 
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letzten Gleichung als gegebene Größen auftreten, so gibt diese 
Gleichung einen geometrischen Ort an für den Punkt B". Dieser 
geometrische Ort ist, da die Gleichung zwischen den Koordinaten 
x", y", i' des Punktes B" vom ersten Grade nach diesen Größen, 
eine Eben e, und zwar eine Ebene, die durch den Punkt B' hin
durchgeht, insofern die Koordinaten x', y', z' dieses letzteren Punktes 
die Gleichung befriedigen. Da aber die Kraft Q, deren ursprüng
licher Angriffspunkt B" ist, in ihrer Wirkungslinie beliebig ver
schoben werden darf, so müssen auch die Koordinaten jedes auf 
der Wirkungslinie von Q gelegenen Punktes die erwähnte Ebenen
gleichung befriedigen, d. h. es muß die Kraft Q überhaupt in dieser 
Ebene liegen. 

Wir sehen also, daß dem angenommenen Punkte B' im Raume 
bei gegebenem Kräftesystem P eine bestimmte, durch B' gehende 
Ebene entspricht. Diese Ebene wird nach Möbius Nullebene 
genannt und der Punkt B' Nullpunkt, weil für jede durch B' 
in der erwähnten Ebene gezogene Gerade B' D die Momentensumme 
der Kräfte P sich gleich Null ergibt. Reduziert man nämlich das 
Kräftesystem P auf die beiden Kräfte Sund Q, so schneidet so
wohl die Kraft S, die durch den Punkt B' hindurchgeht, als die 
Kraft Q, die mit der Geraden B' D in einer und derselben Ebene 
liegt, die Gerade B' D, weshalb aueh die statischen l\Iomente der 
beiden Kräfte Sund Q in Beziehung auf die Gerade B' D je gleich 
Null sind. 

Das System zusammengehöriger Nullpunkte und Nullebenen 
heißt ein Nullsystem. Diese Nullsysteme spielen in der Geo
metrie der Lage eine wichtige Rolle. Es ist aber nicht unsere 
Aufgabe, uns mit diesem Gegenstand hier weiter zu beschäftigen. 

Das Vorangehende enthält eine Geometrie der Kräfte in analytisch
geometrischer Darstellung; der Zweck derselben ist, das Kräftebild eines be
liebig belasteten Körpers möglichst zu vereinfachen und übersichtlich zu machen. 
Diese rein formalen Darstellungen erhalten eine weitere Bedeutung dadurch, 
daß sie in derselben Form zur einfachsten und überAichtlichsten Beschreibung 
des Geschwindigkeitszustandes eines beliebig bewegten Körpers gebraucht 
werden können. V gl. 230. 

33. Parallele Kräfte. Ein starrer Körper sei von lauter 
parallelen Kräften Pi in den Punkten Xi Yi Zi eines beliebig an
genommenen, mit dem Körper verbundenen rechtwinkligen Koordi
natensystems ergriffen; die Richtungswinkel aller dieser Kräfte mit 
den positiven Richtungen des Koordinatensystems sind dann gleich 
groß; sie mögen mit aß r bezeichnet werden j dann erhält man für 
die Komponenten der Resultante R der parallelen Kräfte nach (8): 

X=X Picosai=cosaX Pi 
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y= 2: P; cos ß;= cosß 2: P; 

Z=2: P; cos y;= cos y 2: Pi. 
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R= VX2 + P+Z2 =V(cos2 a+ COS2 ß +cos2 y)(2:PJ =2:Pi.' 

Die Resultante der parallelen Kräfte ist an einem 
räumlichen Körper, wie an einer starren Ebene gleich 
der algebraischen Summe der Einzelkräfte. 

Die Lage der durch den Punkt xoyozo gehenden Resultanten 
erhält man mit Hilfe des Satzes (vgl. 24): Das statische Moment 
der Resultanten ist gleich der algebraischen Summe der statischen 
Momente der Komponenten; dieser Satz auf die drei KoordinatRn
achsen als l\Iomentenachsen angewandt, liefert nach (10): 

jv[x = ZYo - Y Zo = 2: (Z;y; - Yi. z ;) 

lvIy = Xzo - Zxo = 2: (X;zi -- Zixi) 

.ivIz = Y X o - X Yo = 2: (Y;x; - XiY;) 

oder mit Rücksicht auf die obenstehenden Gleichungen und nach 
Zusammenfassen der mit gleichen cos multiplizierten Glieder: 

( xP.y.) (2: P.z.) cosy Yo--~ -cosß Zo --R =0 

( 2:P.x.) (2:P.y.) cosß xO--R -COsa YO-R~ ~O. 

Multipliziert man die erste dieser Gleichungen mit cos a und 
die zweite mit cos ß und addiert beide Gleichungen, so kommt nach 
geeigneter Umformung die dritte heraus. Zur Bestimmung von 
xoyozo stehen also nicht drei, sondern nur zwei lineare Gleichungen 
zur Verfügung; analytisch geometrisch gesprochen heißt das: es ist 
unter diesen Umständen nicht ein Punkt, sondern eine Gerade be
stimmt, die Gleichung der Wirkungslinie der Resultanten der parallelen 
Kräfte. Man erhielte aus dem vorhergehenden Abschnitt durch 
Spezialisieren dieselben Gleichungen, weshalb wir jene Gerade als 
die Zentralachse der parallelen Kräfte ansprechen dürfen. Fqr 
diese Achse ist das statische Moment des Kräftesystems ein Kleinst
wert, der vorliegenden Falles Null ist, da parallele Kräfte in bezug 
auf eine zu ihnen parallele Achse (vgl. S_ 46) kein statisches Moment 
besitzen. 

Dreht man nun sämtliche Kräfte P um ihre festliegend zu 
denkenden Angriffspunkte, so ändern sich in den Gleichungen der 
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Zentral achse nur die Werte aß y, während die Klammerausdrücke 
ungeändert bleiben, d. h. die Zentralachsen drehen sich gleichzeitig 
mit den Kräften. Die Gleichungen aller denkbaren Zentralachsen 
können aber durch einen und denselben Wert: 

~P.x. x ---~ 
0- R 

~P.y. 
y--~ 
0- R 

~P.z. 
z ---'-' 0- R (17) 

befriedigt werden, da dieser die Klammerausdrücke zu Null macht. 
Damit ist ein allen Zentralachsen gemeinsamer Schnittpunkt be
stimmt, der sog. Mittelpunkt der parallelen Kräfte. 

Dreht man also die einen Körper angreifenden parallelen Kräfte 
um ihre Angriffspunkte, indem man ihre Größe ungeändert läßt, 
so geht die Resultante durch einen und denselben Punkt, den 
Mittelpunkt der parallelen Kräfte, dessen Koordinaten durch die 
obenstehenden Gleichungen festgelegt sind. Der Mittel p un kt 
paralleler Kräfte ist also ein ausgezeichneter Fixpunkt des Kräfte
systems. 

Wählt man demzufolge im Falle eines mit parallelen Kräften 
belasteten Körpers das Reduktionszentrum im Mittelpunkt dieser 
Kräfte, so liefern sie für den l\Iittelpunkt nur eine Resultante. je
doch kein resultierendes Kräftepaar. Parallel kräfte lassen sich 
also in ihrer Wirkung auf den Gleichgewichts- oder Be
wegungszustand des belasteten Körpers durch eine ein
zige im Mittelpunkt der parallelen Kräfte angreifende 
Einzelkraft ersetzen. Jede andere durch den Mittelpunkt hin
durchgehende Achse wird von dieser Einzelkraft geschnitten, die 
also in bezug auf jede dieser Achsen das statische Moment Null 
ergibt. Da das Moment der Resultanten für eine Achse gleich der 
algebraischen Summe der Momente der Komponenten, d. h. hier 
der gegebenen parallelen Kräfte ist, so kann ausgesprochen werden: 
die algebraische Summe der statischen Momente paralleler 
Kräfte, die einen Körper belasten, ist in bezug auf jede 
durch den Mittelpunkt dieser Kräfte gehende Achse gleich 
Null. 

Praktisch wichtig ist vorzugsweise der Fall paralleler und gleich· 
sinniger Kräfte; in diesem liegt der Mittelpunkt stets innerhalb der Angriffs· 
pankte der parallelen Kräfte. Was von der Zentralachse und vom Mittel
punkt gesagt worden ist, gilt jedoch auch für parallele Kräfte mit verschie· 
denem Sinn; dabei kann der Mittelpunkt auch außerhalb der Angriffspunkte 
der parallelen Kräfte liegen und ist dann, soll ein physikalischer Sinn damit 
verknüpft werden, in starre Verbindung mit dem belasteten Körper gebracht 
zu denken. 

Der Sonderfall eines Kräftepaares mit sog. unendlich fernem Mittelpunkt 
soll hiElr nicht weiter erörtert werden. 
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Der Mittelpunkt paralleler Kräfte ist im vorhergehendem ledig
lich als ein ausgezeichneter geometrischer Punkt aufgetreten; seine 
physikalische Bedeutung wird, falls die Parallel kräfte Schwerkräfte 
sind, sich im nächsten Kapitel herausstellen. 

4. Kapitel. 

Die Lehre vom Schwerpunkt. 

§ 5. Allgemeines. Schwerpunkte spezieller Linien, Flächen 
und Körper. 

34. Richtung der Schwerkraft. Ein durch ein Gewicht ge
spannter Faden eines Senkels gibt die Richtung der Schwerkraft 
oder der Erdanziehung auf das Ge",ichtsstück· an, die als Lot
linie oder Vertikale bezeichnet wird. Die Lotlinien stehen über
all senkrecht auf der Oberfläche ruhender Flüssigkeiten. Da nun 
der Meeresspiegel eine krumme Oberfläche hat, so sind die Lot
linien an verschiedenen Erdorten nicht parallel. Nur für verhältnis
mäßig nahe beieinander gelegene Erdorte dürfen Lotlinien als 
parallel angesehen werden; auf alle Fälle ist es gestattet, die Ge
wichte der einzelnen Teile der in der technischen Mechanik in Be
tracht gezogenen Körper als parallele Kräfte zu behandeln. 

Eine Ebene normal zur Lotlinie ist eine Horizontalebene, 
eine in dieser gezogene Gerade eine Horizontale. Die Horizontal
lage wird mit der Wasserwage oder Libelle geprüft. 

Die Intensität der Schwerkraft wird durch das Ge wie h t ge
messen, als dessen Einheit man das Kilogramm, als Kraft auf
gefaßt, verein bart hat, wenigstens in den Kreisen der Ingenieure, 
ausschließlich der Elektroingenieure, die unter 1 kg die Einheit 
der Masse' verstehen (s. 14:3). Über die Kraftmessung ist das Er
forderliche in 1 gesagt. 

35. Spezifisches Gewicht. Unter diesem versteht man für ge
wöhnlich diejenige Zah I, die angibt, wievielmal ein Körper schwerer 
ist als das gleiche Volumen Wasser. Vielfach bezeichnet man aber 
auch als spezifisches Gewicht eines Körpers das Gewicht 
der Raumeinheit des Körper~, entsprechend den Bezeichnungen: 
Spezifische Ausdehnung eines Stabes = Ausdehnung der Längen
einheit des Stabes; spezifischer Druck = Druck auf die Flächen
einheit. 
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36. Allgemeine Erläuterungen über den Schwerpunkt. Oben 
wurde bemerkt, daß jeder irdische Körper und damit auch jedes 
Element eines solchen von der Schwerkraft angegriffen sei. Ist dV 
das Raumelement eines Körpers und r das spezifische Gewicht 
dieses Elementes, d. h. das Gewicht seiner Raumeinheit, so ist die 
Größe der das Element angreifenden, vertikal abwärts gerichteten 
Schwerkraft ausgedrückt durch r' d V. Es wirkt daher an dem 
ganzen Körper ein System von unendlich vielen parallelen und 
gleich gerichteten Kräften y. dV. Man versteht nun unter dem 
Schwerpunkt eines Körpers den Mittelpunkt der parallelen, 
gleich gerichteten Schwer kräfte, die an den einzelnen Elementen 
des Körpers wirken. Die Wirkungslinie der resultierenden Schwer
kraft heißt Schwerachse oder Schwerlinie. Demgemäß erhält 
man mit Rücksicht auf das in 33 (GI. 17) Gefundene für die Koordi
~aten x o' Yo' Zo des Schwerpunktes, wenn die Koordinaten eines be
liebigen Elementes des Körpers mit x, y, z bezeichnet werden: 

.1:y·dV·x .1:y·dV·y .1:y.dV·z 
x o= .1:y.dV; Yo= .1:y.dV; zo= .1:y.dV . 

Bei einem homogenen oder gleichartigen Körper ist das 
spezifische Gewicht r für alle Elemente des Körpers dasselbe, also 
unabhängig von der Lage des Elements und daher: 

.1:dV·x 2dV· y .1:dV· z 
Xo = .1:i"V--; Yo = .2;'([lT; Zo = .1:dV . 

Die Koordinaten des Schwerpunktes eines homogenen Ge
bildes sind also unabhängig vom spezifischen Gewicht des Körpers, 
so daß man hier von der physikalischen Bedeutung des Schwer
punktes absehen kann. Dies führt uns dazu, den Begriff des 
Schwerpunktes überhaupt allgemeiner zu fassen und den Schwer
punkt irgendeiner homogenen Größe m zu definieren als einen 
geometrischen Punkt, dessen Koordinaten x o, Yo' Zo in Beziehung 
auf ein räumliches rechtwinkliges Koordinatensystem dadurch er
halten werden, daß man die Größe in ihre Elemente dm zerlegt, 
die Abstände x, y, z der letzteren von den drei Grundebenen be
stimmt und die Quotienten 

.1:dm·x .1:dm·y .1:dm·z 
.J:dm' .J:dm' 

----
~dm 

bildet. Diese Quotienten bedeuten Längen, die man ansehen kann 
als die Koordinaten xo, Yo' Zo eines gewissen Punktes im Raume, 
des sogenannten Schwerpunktes. 1\'13n hat also: 

.1:dnt·x .1:dm·y .1:dm·z 
Xo = .1:dm; Yo = .1:dm ; Zo = .1:dm . (18) 
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Das Produkt aus dem Elemente dm einer Größe und seinem 
Abstande von einer Grundebene nennen wir das Mo m e n t des 
Elementes in Beziehung auf diese Ebene und die Summe der 
Momente sämtlicher Elemente einer Größe das Moment der ganzen 
Größe in Beziehung auf die angenommene Grundebene. So wäre 
dm·x das Moment eines Elementes der Größe m in Beziehung auf 
die yz-Ebene des Koordinatensystems und Zdm·x das Moment der 
ganzen Größe m in Beziehung auf die gleiche Ebene. Da aber aus 

Zdm·x 
X o = I d;;:- folgt: mxo = Z dm· x, 

so ist das Moment einer Größe in Beziehung auf eine Ebene auch 
ausgedrückt durch das Produkt aus der Größe und dem Abstand 
ihres Schwerpunktes von dieser Ebene. 

Arithmetisch gesprochen ist X o nichts anderes als der Durch
schnittswert der x der einzelnen dm; dasselbe gilt" von xYo und ZOo 

37. lUomentensätze. Hat man ein System von Größen ml 1112 m3 ••• , 

deren Schwerpunkte in den Abständen Xl X 2 X 3 '" von einer ange
nommenen Grundebene liegen, so ergibt sich, wenn Xo der Abstand 
des Schwerpunktes des Gesamtsystems von der Grundebene: 

(ml +m2 +1113 + .. . )xo=Idm. x 

=2·dm1 • x+Zdm2 • x+ ~dm3·x+ ... 

=mlx1 +1II2X2 +m3x3 + ... 
Es ist daher das Moment eines Systems von Größen 

in Beziehung auf irgendeine Ebene gleich der Summe der 
Momente der einzelnen Größen in Beziehung auf dieselbe 
Ebene. 

Hanuelt es sich dagegen um das Moment einer Größe m, die 
als die Differenz zweier Größen 1n1 und 1n2 aufgefaßt werden kann, 
so kann man, um dieses Moment zu erhalten, zuerst die Summe 
der Elementarmomente d m1 • x bilden für die Größe 1111 und hierauf 
diejenigen Elementarmomente wieder in Abzug bringen, die man 
zuviel genommen hat, nämlich Zdm2 ·x. Das gibt 

Z dm . x = Z d 1111 X - Z d m2 x 

oder 

d.h. das Moment der Differenz zweier Größen ist gleich 
der Differenz der Momente dieser Größen. 

Jede durch den Schwerpunkt gehende Gerade ist eine Schwer
achse. Nach einer gegen Ende von 33 gemachten Bemerkung ist 
die algebraische Summe der Momente der Schwerkräfte in bezug 
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auf jede Schwerachse gleich ~ull. Ist das Gebilde homogen, so ist 
auch die algebraische Summe der Momente der Elemente, aus denen 
das Gebilde besteht, in bezug auf jede Schwerachse gleich Null. 

38. Fall einer SYlIlllletralebene. Besitzt ein Gebilde meine 
Symmetralebene, so befindet sich in ihr auch der Schwerpunkt 
des Gebildes. 

Zum Beweis nehmen wir die Symmetralebene als eine Koordi
natene bene, z. B. als y z -Ebene an und beachten, daß in diesem 
Fall jedem Element dm i von der Abszisse + x ein Element dm i 

von der Abszisse - x entspricht, daß also 

Zdm· x=o und demgemäß m· Xo = 0; xo= 0. 

39. Fall eines Mittelpunktes. Hat ein Gebilde einen geo
metrischen Mit t el p unk t, so fällt in diesen der Schwerpunkt des 
Gebildes, m. a. W. bei einem homogenen Gebilde mit einem geo
metrischen Mittelpunkt fällt der physikalische Schwerpunkt mit dem 
Mittelpunkt zusammen. 

Im Begriffe des Mittelpunktes liegt es, daß, wenn man ein 
Element dmi des Gebildes mit dem Mittelpunkt verbindet und die 
Verbindungslinie über den Mittelpunkt hinaus um sich selbst ver
längert, der Endpunkt dieser Geraden wieder mit einem Element dmI 

zusammentrifft, so daß das ganze Gebilde als zusammengesetzt an
gesehen werden kann aus paarweise auftretenden, einander ent
sprechenden Elementen. Legt man nun durch den Mittelpunkt eine 
beliebige Ebene, die man wieder als y z -Ebene eines rechtwink
ligen Koordinatensystems ansehen mag, und hezieht auf diese das 
l\Ioment des Gehildes, so wird für diese Grnndebene 

'" =0, also mxo=O; xo=O, 

d. h. es liegt der Schwerpunkt des Gebildes in dieser beliebigen, 
durch den Mittelpunkt gehenden Ebene. Welln aber der Schwer
punkt in j ed er durch den Mittelpunkt gelegten Ehene sich be
finden muß, so kann er nur in diesem Mittelpunkt liegen. 

40. Schwerpunkte von ebenen Gebilden. Der Schwerpunkt 
eines ebenen GelJildcs liegt stets in der }<~hene des Gebild(~s. Wählt 
man nämlich die Ebene des Gehildes als Grundehene, so ist das 
1\1oment dm· x eines jeden Elementes dm des Uehildes in Beziehung 
auf diese Grundebene gleich Xull, woraus folgt 

2:dm·x= 0; mxo = 0; Xo = o. 
41. Dreieckumfang;. In den folgenden Kummern werden die 

Schwerpunkte einig(~r Linienverhindungcn bestimmt. Den 1\b-
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stand Yo des Schwerpunktes des Dreieekumfanges von der Dreieck
seite b erhalten wir aus der Momentengleichung 

woraus 

In gleicher Weise berechnen sich 
die Abstände des Schwerpunktes von 
den bei den anderen Dreieckseiten. Mit 

.B 

.d '-----'-~b-------:> (} 

Fig. 25. 

diesen Abständen ist dann die Lage des Schwerpunktes bestimmt. 
Indessen läßt sich der Schwerpunkt einfacher dadurch fest

setzen, daß man denselben wieder als den Mittelpunkt der Ele
mentargewichte des Gebildes auffaßt und demgemäß den Durch
schnittspunkt der Resultanten dieser Gewichte mit der Ebene des 
Dreiecks, welch letzteres man sich in horizontaler Lage denken 
mag, bestimmt. 

Bezeichnet man mit y das Ge
wicht der Längeneinheit des Dreieck
umfanges und nimmt die Gewichte der 
Dreieekseiten a, b, e (Fig. 26) in den 
Mitten D, E, F dieser Dreieckseiten an, 
so kann man die Gewichte i'a und ye 
von a und e ersetzen durch ihre Re
sultante "I (a + e), die die Dreiecksehene 
in dem Punkte G treffe. Dieser Punkt 
G muß auf der Verbind ungslinie F D so gelegen sein, daß 

oder 

y. e (FG) = ya (DG) 

DG 
FG 

c 
a 

ED 
EP' 

EG ist somit IIalbierungslinie des Winkels DEI<' des Dreiecks DEF. 
Jetzt hat man nur noch die in Gangreifende Hesultante "I Ca + e) 
mit dem in E wirkenden Gewicht)'b der Dreieckseite b zusammen
zusetzen, um die Hesultante R siimtlicher am Dreieckumfang wirken
der Elenwlltargewichte zu erhalten, deren Durcl!scl!llittspunkt S 
mit der Dreiecksehene den gesuchten Sclnn~rpunkt liefert. Der 
Schwerpunkt S muß also auf GE, der Halbienmgslinie des 'Yin
kels DEI<' liegen, ehcnsogut aber auch auf dcn Halbierungslinien 
der beiden anderen Winkel des Drdeeks DEF. Somit fällt der 
gesuchte Sch werpunkt des Dreiel' k lllllfang('s in den 1\1 ittel pun kt des 
dem ])rpieek DEF eillllP~eliri('llPll<'n l\.r('j,.;('~. 
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42. Kreifilbogell. 
des Kreisbogens und 

Der Schwerpunkt liegt jedenfalls in der Ebene 
auf der eine SYlllmetralaehse des Kreisbogens 

bildenden Halbierungslinie des dem Kreis
bogen entsprechenden Zentriwinkels. Wird 
letzterer mit 2 a bezeichnet, so erhält 
man den Abstand X o des gesuchten Schwer
punktes vom Kreismittelpunkt aus 

,~~~~~-+ _____ +x +a 
xo' 2ra = J rdrp '1' cos rp = 21'2 sin a , 

Fig.27. 

-u 

womit sich ergibt 

r sin (( 
xO=-a- ' 

Beim Halbkreis ist dann 

2r 
X o = '-;;'-' 

s 
Yo 

a.. 
4:3. Beispiel einer weiteren Linienverbin- Fig. 2 

dung. Um den Schwerpunkt S der in :F'ig. 2S an-
gegebenen Linienverbindung zu erhalten, bestimmt man den Schwer
punktsabstand Yo aus der l\Iomentengleichung in Beziehung auf 
die Grundlinie a 

( a I a I' I ) a (a I )+ a( +a), !J, - ]T-+- - ~ .'3b~2a Y =-]T - --r- b - b - --r-3!J·---,-a·b. 
2 ' 2 ' I 02]T' 24 ' 2 ' 

4:4. Dreiecksfläche. Zerlegt man die Dreiecksfiäche durch 
Parallelen mit einer der Seiten in unendlich schmale Flächen
streifen , so liegen die Schwerpunkte der letzteren alle auf der 

zu der betreffenden Dreieckseite gehören-
13 den Transversalen. Nimmt man llUn diese 

Transversale als Momentenachse an, so 
ist die Summe der Momente der einzel
nen Flächenstreifen in Beziehung auf die 
gewählte Achse gleich Null. Es muß da

A""---.L-Ic!:----~ C her der Schwerpunkt der Dreiecksfiäche 
auf der erwähnten Transversalen sich be
finden. Aber ebensogut muß er auch auf 

den heiden anderen Transversalen des Dreiecks liegen, mithin fällt 
derselbe in den Durchschnittspunkt der 1'ransversalen des Drei
ecks. Damit wird dann (Fig. 29) 

SD DE CD 1 

SA BA CB 2 

1 
SD= AD· 

3 ' 
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Es ist also auch: 

1 
8E= --BE 3 . 

1 
Yo = -- h. 

3 

45. Vierecksflüche. Man zieht (Fig. 30) die Diagonale AC 
und bestimmt die Schwerpunkte 81 und 82 der beiden Dreiecke 
ABC und ADC, nimmt die Verbindungslinie 81 82 als Momenten
achse an, alsdann muß der Schwer
punkt 8 des Vierecks auf dieser Achse 
liegen, weil die Summe der Momente 
der bei den Dreiecke ABC und ADC 
und damit das Moment des Vierecks in 
Beziehung auf die Achse 81 82 gleich 
Null sich ergibt. Zieht man hierauf die A 
Diagonale BD und bestimmt die Schwer- Fig. 30. 
punkte 8a und 84 der beiden Dreiecke 
AB D und CBD, so muß der Schwerpunkt 8 des Vierecks auch auf 
der Geraden 83 84 liegen, er fällt daher in den Durchschnittspunkt 
der beiden "Schwerlinien" 81 82 und 83 84 • 

46. Trallezfläche. Bei der Zerlcgung des Trapezes in unendlich 
schmale Streifen durch Parallelen mit den parallelen Seiten erkennt 
man, daß die Schwerpunkte der Streifen auf der Verbindungslinie 
der Mittelpunkte E und F der parallelen Seiten des Trapezes sich 
befinden und daß demgemäß auch der Schwerpunkt 8 des ganzen 
Trapezes auf der Ceraden EF liegen muß. Es handelt sich daher 

a--- --- - _. -- - - - ----:: ::--~:::..: -
----

Fig. 31. 

nur noch um die Bestimmung der Entfernung des Schwerpunktes 
von einer der beiden parallelen Seiten AD oder BC. Bezeichnet 
man AD mit a, BC mit b, die Höhe des Trapezes mit h und die 
Schwerpunktsabstände von AD und BC mit Ya bzw. Vb' so liefert 
die Momentengleichung in Beziehung auf AD, wenn man das Trapez 
durch die Diagonale BD in zwei Dreiecke zerlegt, 

1 1 11 1 2h 
Y . -_. (a -)- b) h = c-' a h . + b h . - - odrr 

a 2 2;~ 2 3 
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Ebenso erhält mnn aus der Momentengleichung bezogen auf Be 

womit sich ergibt 

Ya a-t- 2b 

Yb b + 2a 

-~+b 
2 

b -+- a 
2 ' 

Hierauf beruht die in obiger Fig. 31 an
gedeutete Konstruktion des Schwerpunktes S. 

47. System von Rechtecken. Als 
Beispiel wollen wir den I -Querschnitt 
Fig. 32 wählen. Mit den Bezeiehnungen 
der Figur 32 erhält man bei der angedeu
teten Zerlegung des Querschnittes: 

Yo (bI dl + hd + b2 a2 ) = bl dl (d2 + h + ;) 
+hd.(a +l!) +b d .~~ 

2 2 2 2 2' 

woraus sich Yo und damit der auf der Symmetralachse des Quer
schnittes liegende Schwerpunkt des letzteren ergibt. 

Fig. 33. 

woraus 

48. Kreisausschnitt. Der Halbmesser 
des Kreises sei = r und der den Aus
schnitt bestimmende Zentriwinkel = 2 (( 
(Fig. 33). 

Der Schwerpunkt S des Kreisaus
schnittes liegt auf der Halbierungslinie 
dieses Winkels. Ist X o der Abstand des 
Schwerpunktes S vom Kreismittelpunkt 0, 
so liefert die Momentengleichung in bezug 
auf die angenommene y-Achse: 

+ a f i 2 r3 

xo·r2a = -2- r~drp' -3 rcosfp= 3 ·2sin((, 

2 
x o = 3 

-a 

rsin a 
ce 
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n 
Damit erhält man für die Halbkreisfläche, also mit a = 2 

4r 
x o = 3n' 

+y 

49. Ausschnitt einer lUngfläche. Es sei 
r 1 der äußere und r2 der innere Halbmesser, 
2 a der Zentriwinkel und X o der Abstand des 
auf der Halbierungslinie des 'Vinkels 2a ge
legenen Schwerpunktes S vom Kreismittel
punkt 0 (Fig. 34), alsdann hat man: 

xO(r12-r22)a= 

" 2 r1 sin Cl ,,2 
= r1 " a . 3 . - -~-- - r2 - Cl' 3 

r~ sin a 
~--

a 
woraus 

Für die halbe Ringfläche ist mit a = n/2 

50. Kreisabschnitt. DerseI be wird ange
sehen als Differenz eines Kreisausschnittes und 
eines Dreiecks (Fig. 35), womit man als Mo
mentcngleichung in bezug auf die y-Achse er
hält: 

Fig.34. 

Fig. 35. 

" " . " 2 r sin a .,. 2 Xo (r" a - r- sm a cos a) = r- (( -if - -;-- - r" sm a cos a . -3 r cos a 

oder Xo (a - sin a cos a) = ~ r sin a(l - cos2 a) = -~- r sin3 (( 

4 sin3 a x = -- r . -------
o 3 2 a - sin 2 a . 

51. Halber Parabel abschnitt. Die 
Gleichung der Parabel Fig. 36 ist 

y'~= 2px. 

Die schraffierte }<~liiche hat den Inhalt 
(2j3)·xy. Die Koordinaten des Schwer
punktes seien xo' Yo (Fig. 36), damit lie
fert die Momentengleichung in bezug 
auf die y-Achse: 

+y. 

Fi ..... 36. 
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oder 

woraus 

x x x 

X o . -~ ;1;y = f ydx· X =JXY2P X' dx = Y2p Jx~ dx 

000 

Ebenso ergibt die Momentengleichung in bezug auf die x-Achse 

womit 
3 

Yo=sy· 

Für die nicht schraffierte Parabelfläche vom Inhalt (1 '3) . xy 
erhillt mall ebenso 

, 3 
x =--x 

o 10 

52. Beliebig begrenzte ebene :Fläche. Um zunächst eine 
Schwerlinie für die g'egebcne l<~läche P zu erhalten, d. h. eine 
Gerade, auf der der Schwerpunkt S der Fliiche liegen muß, geht 
man zweckmäßigerweise wieder auf die physikalische Bedeutung 
des Schwerpunktes znrück, setzt die I'~läche F als schwer und 
homogen voraus, wo bei das Gewicht der Flächeneinheit = 1 sei, 
und denkt sieh die Fläche P in vertikale Lage gebracht. Alsdann 
teilt man F durch Vertikalen in einzelne schmale Streifen, bestimlllt 
möglichst genau die Flächeninhalte {1' {2' t:! ... der Streifen, nimmt 
deren Schwerpunkte, was bei entsprechend schmalen Streifen genuu 
genug ist, in den l\litten zwischen den Trennungslinien der Streifen 
an, konstruiert für die in diesen Schwerpunkten wirkenden Ge
wichte {1' {2' (1 ... der Flächenstreifen ein Seilpolygon und zieht 
durch den Durchschnittspunkt C der äußersten Seilpolygonseiten 
eine Vertikale, so ist diese eine vertikale Schwerlinie der Fläche F. 
Indem man hierauf die Ji'läche F in lauter horizontale Streifen { 
zerlegt, sodann die Kräfte { in horizontaler Rie.htung wirkend an
nimmt und für diese Kräfte ebenfalls ein Seilpolygon konstruiert usw., 
erhält man auch eine horizontale Schwerlinie, dercn Durchschnitts
punkt mit der vertikalen Schwerlinie den gesuchten Schwerpunkt S 
der Fläche liefert. 

Mechanisch wird der innerhalb einer ebenen Figur gelegene 
Schwerpunkt dadurch bestimmt, daß man die Figur aus Karton 
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ausschneidet und auf einer Kadelspitze balanciert, oder auch da
durch, daß man die Kartonfigur nacheinander in zwei verschiedenen, 
nicht auf der gleichen Schwerachse befindlichen Punkten an einem 
Faden aufhängt und den Schnittpunkt der beiden Fadenrichtungen, 
d. h. zweier Schwerachsen, markiert; er ist der Schwerpunkt. 

v 
H 

Fig. 37. 

y 

53. l\Ioment einer Fläche in Beziehung auf irgendeine Achse. 
Um das Moment M der Fläche F in Beziehung auf die beliebig 
angenommene Achse yy (Fig. 37) auf graphischem Wege zu erhalten, 
teilt man die Fläche F durch Gerade parallel dieser Achse in 
schmale Flächenstreifen f I , f~, f3 •• f" ein und konstruiert für diese 
wie vorhin ein Seilpolygon, dessen äußerste Seiten die Achse yy 

in den Punkten Do und D n schneiden, dann ist das ~roment der 
Fläche F in Beziehung auf die Achse yy ausgedrückt durch das 
Produkt 

wobei H die Poldistanz im Kräftepolygon bedeutet. 
Um dieses zu beweisen, betrachtet man das Gleichgewicht des 

in seinen Eckpunkten von den Gewichten f1 , f2 , f:l' .. fn angegriffenen, 
durch die in den äußersten Seilpolygonseiten wirkenden Spann
kräfte So und Sn ins Gleichgewicht gesetzten Seilpolygons und 
schreibt die Gleichung der statischen Momente der am Seil polygon 
im Gleichgcwicht befindlichen Kräfte für den Punkt Do als Dreh
punkt an, indern man den Punkt D n als Angriffspunkt der Spann
kraft Sn ansieht und letztere in D n ersetzt sich denkt durch ihre 
Komponenten Hund V. Diese l\Iomentengleichung ergibt 

H.(DoDJ = f i Xl + r.~X~ + faxa + ... + I"xn = F-xo' 
Alltcnricth-EII:-;.~lill. Teehlli",(~he )ft'('ha,lIik . :t Aufl. 



66 Statik. Die Lehre vorn Schwerpunkt. 

54:. Schwerpunkt einer Pyramidenoherfläche und eines Kegel
mantels. Lassen wir die Basis der Pyramide unberücksichtigt, 
so liegt der Schwerpunkt S der Pyramiden oberfläche jedenfalls auf 
der Geraden, die die Spitze der Pyramide mit dem Schwerpunkt 
des Umfanges der Basis verbindet, indem man ja die erwähnte 
Oberfläche durch Parallelebenen mit der Basis in lauter einander 
ähnliche, Dreiecke bildende Hinge zerlegen kann. Ist nun 11 die 
Höhe der Pyramide, so sind die Momente der dreieckigen Seiten
flächen F I , F~, E~ ... der Pyramide in bezug auf die Basis der· 
selben ausgedrückt durch: 

F.~ 
2 3' 

Man hat daher, wenn der Abstand des gesuchten Schwerpunktes S 
von der Basis der Pyramide mit Zo bezeichnet wird: 

h h 
F-zo =g(FI +F~ +F3 + .. . )=g.F, 

h 
woraus zo=g' 

Betrachten wir jetzt einen K egel, so kann derseI be als eine 
Pyramide von unendlich vielen dreieckigen Seitenflächen angesehen 
werden. Demgemäß liegt auch der Schwerpunkt eines Kegelmantels 
auf der Verbindungslinie der Kegelspitze mit dem Schwerpunkt des 
Umfangs der Basis in einem A hstand Zo von der Basis gleich dem 
dritten Teil der Höhe h des Kegels. 

Abgestumpfte Pyramiden und Kegel werden als Differenz 
zweier Pyramiden bzw. Kegel aufgefaßt und dementsprechend be
handelt. 

55. Kugelzone und Kugelschale. Es sci (Fig. 38) der Kugel
mittelpunkt Ursprung eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems und die Kugelzone durch 
zwei Ehenen parallel der y z-Ebene bestimmt, 

Fig. S8. 

so daß die x-Achse die Symmetralachse der 
Kugelzone bildet. Um nun den Abstand X o 
des Schwerpunktes S der Kugelzone vom 
Kugelmittelpunkt zu erhalten, zprlegen wir 
dic Kugelwne durch I<;henen senkrecht zur 
x-Achse in lauter ull('ndlich sehmale ring
förmige Elemente und sehreiben die j\fomen
tenglei('hung in Beziehung auf die yz-Ebene 
an. Dieselbe ergibt: 
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woraus 

a, 
a1 + a'J 

X o = --2---- . 

Der Schwerpunkt der Kugelzone und ebenso derjenige der 
Kugelschale liegt al::;o in der Mitte der Höhe von Kugelzone 
bzw. Kugel::;chale. 

56. Prismen und Zylinder. Um die Schwerpunkte derartiger 
Körper zu bestimmen, zerlegt man die letzteren durch Ebenen 
parallel den beiden parallelen Endflächen in lauter unendlich dünne 
Scheihen. Die Schwerpunkte dieser Scheiben liegen alle auf der 
Geraden, die die Schwerpunkte der parallelen Endflächen ver
bindet, oder auf der sogenannten Ach s e des Prismas bzw. Zylinders. 
Nimmt man nun eine beliebige, durch die erwähnte Achse gelegte 
Ebene als Momentenebene an, so ergiht sich das Moment des Kör
pers in Beziehung auf diese Ebene gleich Null. Daraus läßt ~ich 
schließen, daß auch die Schwerpunkte der Prismen und Zylinder 
auf den Achsen dieser Körper liegen müssen. Eine Ebene durch 
die Mitte der Achse parallel den parallelen Endflächen enthält 
aber ebenfalls den Schwerpunkt, weil das Moment des Körpers in 
bezug' auf diese l\littelebene gleich Null sich zeigt. Darum liegt 
der Schwerpunkt bei Prbma und Zylinder in der Mitte der Achse 
dieser Körper. 

57. Pyramide und Kegel. Ziehen wir 
mit dreieckiger Basi::; in Betracht (F'ig. 39). 
mine durch Ebenen parallel der Ba-

zunächst eine Pyramide 
\Vir zerlegen die Pyra-

J] 
sis in unendlich dünne Scheiben, als-
dann liegen die Schwerpunkte die~eI' 
Scheiben auf der Verbindungslinie der 
Pyramidenspitze D mit dem Schwer-
pun kt F der Basis. Diese Verbin
dungslinie DF bildet eine Schwer-
linie der Pyramide. Somit liegt der 
Schwerpunkt 8 der Pyramide im 
Durchschnittspun kt der sich in ei 11 e m 
Punkte schneidenden, von den Ecken 
der Pyramide llaeh dem Schwer
punkte der gegenüberliegendel! Drei
ecksfläche gezogenen Geraden. Dah('I' 

GF GE 1 Sb' 
und 

GU GD 3 SD 

A "'------_.....::..:::~ G 

Fig.89. 

hat man: 
EF GB 

DU GD 3 
b* 
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oder 
1 . 1 

SF=3 SD und damIt SF=4 DF. 

Ist nun h die Höhe der Pyramide, so ergibt sich der Abstand 
Zo des Schwerpunktes der Pyramide von der Basis = hi4. 

Bildet die Basis der Pyramide ein beliebiges Polygon, so zer
legt man das letztere durch Diagonalen in Dreiccke und damit die 
gegebene Pyramide in dreiseitige Pyramiden von gemeinschaftlicher 
Spitze. Dic Schwerpunktc dieser dreiseitigen Pyramiden liegen 
aber alle in einer Ebene parallel der Basis im Abstand h,4 von 
letzterer. Es muß daher der Schwerpunkt der gegebenen Pyramide 
ebenfalls in dieser Ebene sich befinden. Anderseits muß derselbe 
auch auf der Verbindungslinie der Pyramiden spitze mit dem Schwer
punkte der Basis liegen. D~r Durchschnittspunkt dieser Geraden 
mit der erwähnten Ebene liefert mithin den gesuchten Schwerpunkt. 

In gleicher ,Yeise bestimmt sich der Schwerpunkt eines Kegels. 
Abgestumpfte Pyramiden und Kegel werden als Differenzen 

zweier Pyramiden bzw. Kegel betrachtct. Bei diesen Körpern er
gibt sich der Abstand Zo ihres Schwerpunktes von der Basis aus 
der Momentengleichung in Beziehung auf die Basis, und mit diesem 
Abstand Zo in Anbetracht dessen , daß der gesuchte Schwerpunkt 
auf der Verbindungslinie der Schwerpunkte der parallclen Endflächen 
liegen muß, dann auch die Lage des Schwerpunktes selbst. 

58. Kugelausschnitt. Derselbe besitzt eine durch den Kugel-
mittelpunkt gehende Symmetralachse, auf der dann auch der Schwer

.z punkt des Kugelausschnittes sich befindet 
(Fig. 40). Die Symmetralachse nehmen wir 
zur x-Achse und den Kugelmittelpunkt zum 
Ursprung eines rechtwinkligen Koordinaten
systems an. Bezeichnet man nun den Ab
stand des gcsuchten Schwerpunktes vom Kugel-

. ~ 

/J-iH=--tl--j--'""'" mittelpunkt mit Xo und denkt sich den Kugel-

Fig. 40. 

ausschnitt durch konzentrische Kugelflächen 
in lauter unendlich dünne Schalen von der 
Dicke de zerlegt, so ergibt die Momenten
gleichung in Beziehung auf die y z -J~bene, 
wenn 2 ader 'i:cntriwinkcl dcs Kugelaus
schnittes und r der Kugclhalhmesser: 

r 

r f' e+ecos a 2rn (r - r cos a)'3' Xo = 2 en (e - e cos a) de '--- 2 ---

o r 

oder ; r 3 n (1- cos (() xo= n (1 - cos a)(l + cos a)fe:Jde 
o 
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3 
Xo =Sr (1 + cos a), 

n 
damit erhält man dann bei der Halbkugel mit a="2' 

3 
xo=Sr. 

59. Kugelabschnitt. Derselbe wird angesehen als Differenz 
eines Kugelausschnittes und eines Kreiskegels (Fig. 41), womit sich 
der Abstand Xo des Schwerpunktes des Kugelabschnittes vom Kugel
mittelpunkt in bekannter Weise wieder aus einer Momentengleichung 
in Beziehung auf eine Ebene durch den Kugelmittelpunkt senkrecht 
zur Symmetralachse des Kugelabschnittes ergibt . 

• z 

Fig. 41. Fig. 42. 

Man kann den 8chwerpunktsabstand X o des Kugelabschnittes 
vom Inhalt V aber auch unmittelbar bestimmen aus: 

x=r r 

Vxo = fz~n'dx.x =n f(r 2 -x2)xdx usw. 

x = r cos (( rens a 

60. Umdrehungsparaboloid (Fig. 42). Für den körperlichen 
Inhalt V desselben erhält man 

V I o d f d "1 .) = z"n X= 2px·n· x= pn·x" ="2z"n.x 

und als Momentcngleichung in Beziehung auf die yz-Ebene 

woraus 
2 

x =~ ·x. o 3 
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61. Die Guldinsche Regel. Mittels derselben läßt sich auf 
Grund der Lchre vom Schwerpunkt sowohl die Oberfläche, als der 
körperliche Inhalt eines Umdrehungskörpcrs (Fig. 43) für jede be
liebige ~[eridiankun'e bestimmen. Nimmt man als x-Ach Oie die ge
gebene Drehachse an, so ergibt sich für die durch Umdrehung der 
Meridiankurve s um die gegebene Achse erzeugte UmdrehungsfHiche: 

F= f2 ur· ds =.2n JdS'Z 1)= 2n.s.zo' = s· 2z()'n, 

. S 

Fig. 43. 

wobei s die Lällge der erzeugenden 1\1e
ridiankurve und 2 zo' n der vom Schwer
punkt des Kurvenstückes s bei einer 
Umdrehung beschriebene Weg. 

Für den körperlichen Inhalt V des 
Umdrehungskörpers erhält man da
gegen, wenn f der Inhalt der erzeugen
den Fläche (schraffierte Fläche in Fig. 
43), df=z·dx ein Element derselben, 
und zo" der Abstand des Schwerpunk
tes der Fläche f von der Umdrehungs
achse: 

Es ist also der körperliche Inhalt eines Umdrehungskörpers 
gleich dem Produkt aus der er7.eugenden }'läche und dem Weg 
des Schwerpunktes der let7.teren bei Piller Umdrehung. 

5. Kapitel. 

Von den Widerstandskräften an Körpern mit be
schränkter Beweglichkeit. 

§ 6. Allgemeine Grundlagen. 

62. Stützendrücke und Stützenwiderstände. Einspannungs
lIIomente. Richtung des Stützenwiderstandes. Lasten und 'Vi der
stiinde. Eingeprägte Kräfte und Realdionen. Eine Brücke el'fiihrt 

') J ds· z ist die Hummo <im 1\T omento der Bogene!(mlfmte ds in Beziehung 
auf die X,·Aell~e, und daher das Moment des ganzen Bogens s für die gleiche 
AchH(>. 
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in ihren Auflagern, ein eingemauerter Träger an seiner Befestigungs
stelle einen z.wang, Jer ihn an einer Bewegung hindert, die er bei 
fehlenden Auflagern oder bei fehlender Befestigung ausführen würde. 
Die Bestimmung dieser sog. Widerstandskräfte an einem Körper 
mit beschränkter Beweglichkeit bildet eine Aufgabe der Statik, und 
zwar eine Aufgabe der Statik starrer Körper, solange die Wider
standskräfte nicht von der Formänderung des belasteten Körpers 
oder seiner Lagerstellen abhängen, andernfalls eine Aufgabe der 
Statik elastischer Körper , die in der Elastizitätslehre erledigt 
wird. Wir beschränken uns hier auf den ersten Fall. 

Der gestützte Körper übt auf seine Auflager oder seine Be
festigung eine sog. Auflagekraft, und an einer Stelle, wo er ein
gemauert, eingeklemmt, eingespannt ist, ein Krilftepaar au:,;. Um 
anschaulich zu sein, wollen wir in zwei einfachen Fällen die Auf
lagekräfte nach Größe und Hiehtung durch einen Yersuch bestimmen. 
Den wagerechten Trii-
ger, Fig. 44, der in 
ersichtlicher Weise be· 
lastet und in den bei
den Punkten A und B 
frei gestützt ist, denken 
wir uns an den Unter
stützllngsstellen je auf 
eine Wage gestellt, 
worauf die beiden 
Auflagedrückc, deren 
Hichtung offenkundig 
die Vertikale ist, un
mittelbar abgewogen 
werden können. Der 
Auflagedrnck des Bal
kens auf spine T1nter
~tützllllgssteJle. d. h. 
auf die ,,\Yage , ist ver
tikal abwiirts gerichtet. 

,\nch an dCIll ein-
ei nge~ pann tml 

Träger, Fig. 45, ki',ullen 
wir din an dem Auf-

IJ 

Fig. 44. 

Fig_ 45. 

lnger tiitigen KriiJte durch einen Versnch ermitteln. Wir den
ken uns, die Bcfe::;tigung in dem MalH'rWerk f;l'i ganz entfl'rllt. 
I',weifellos hat der Trilg'er auf ~('inc Hefp,tigungsf;telle senkrecht 
abwiirt~ gedriickt. Wir ~tell('n daher tlnter die~t' :::'lt>lIe !'im' 
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Wage, die den vertikalen Druck abzuwägen gestattet. Jetzt könnte 
der Träger noch um diesen Stützpunkt kippen. Daran können 
wir ihn durch ein Kräftepaar verhindern, dessen Ebene mit der 
Ebene der gegebenen Lasten und der Lagerachse zusammenfällt, 
das aber sonst in sehr verschiedener Weise am Träger angebracht 
werden kann. Zum Beispiel denken wir uns mit dem Träger ein 
Querstück fest verbunden und an dessen Enden Seile befestigt, die 
in paralleler und einander entgegengesetzter Richtung über Rollen 
geführt werden. An beiden Enden werden gleich viel Gewichte 
angehängt, bis der Träger in seiner ursprünglichen Lage bleibt 
und nicht mehr zu kippen sucht. Das Kräftepaar G· a ist es offen
bar, das vom Balken auf das Querstück und von da auf die Seile 
übertragen wird, wo es abgewogen wurde. Demnach besteht die 
Wirkung des Trägers auf seine Befestigung (Einspannungsstelle) in 
einer Vertikalkraft und einem sog. Einspannungsmoment. Andere 
Kräfte und Momente treten im vorliegenden Fall nicht auf. Man 
könnte sie sonst in ähnlicher Weise durch geeignete Vorrichtungen 
abwägen. Wer den Versuch selbst ausführt, kann keinen Augen
blick darüber im Zweifel sein, ob er alle am Auflager angreifenden 
Kraftwirkungen berücksichtigt hat. Denn hätte er eine vergessen, 
so wäre kein Gleichgewicht zustande gekommen; die AuflagesteIle 
würde seitlich verschoben oder der Körper um sie kippen. Leicht 
erkennt man, daß man im allgemeinsten Fall drei Komponenten 
etwa in drei aufeinander senkrechten Richtungen und drei Momente 
um diese Richtungen abwägen müßte. Meist treten nur einige da
von in Wirklichkeit auf. Was der Balken, Fig. 44, oder der Träger, 
Fig. 45, auf sein Auflager ausübt, ist der sog. Auflagedruck bzw. 
das Auflage- oder Stützmoment. Die Auflage oder die Befestigung 
ihrerseits übt rückwärts auf den gestützten Körper nach dem Gegen
wirkungsprinzip eine gleich große Gegenkraft bzw. ein Gegen-Kräfte
paar aus, die als Auflage- oder Stützen widerstand, oder Auflage
reaktion bzw. als Reaktions- oder Einspannungsmoment bezeichnet 
werden. 

Man pflegt nun die Auflagerwirkungen nicht durch Versuch, 
sondern durch Rechnung zu bestimmen und geht zu diesem Zweck 
stets in stereotyper Weise vor: Man macht den Träger "frei", d. h. 
man denkt sich Auflager und Befestigungen entfernt und ersetzt 
deren vorherige Wirkungen auf den Träger durch An bringen des 
Auflagerwiderstandes und gegebenenfalls des Einspannungsmomentes. 
Der Körper steht dann unter dem Einfluß der gegebenen aktiven 
und der gesuchten passiven Kräfte, wofür man auch die Aus
drucksweise Lasten und Widerstände oder eingeprägte Kräfte 
und Reaktionen benützt, im Gleichgewicht. Er darf als "frei" 
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betrachtet werden und unterliegt den im vorigen Abschnitt an
gegebenen GIeichgewichtsbedingungen, mit deren Hilfe die gesuch
ten Auflagerwiderstände berechnet werden. Der Bestimmung der 
Stützenwiderstände ist aus dem Grund ein besonderes Kapitel ge
widmet, weil diese in allererster Linie bekannt sein müssen, ehe 
man an die Ermittlung der innern Kräfte und die Wahl der Kon
struktionsabmessungen herangehen kann. Die Ermittlung der innern 
Kräfte ist vorwiegend eine Aufgabe der Festigkeitslehre; in diesem 
Buche werden wir nur die Ermittlung der Stabkräfte in einem 
Fachwerk zu behandeln haben. 

Auf die beschriebene Weise werden wir auch späterhin öfters 
vorgehen, wenn unbekannte Zwangskräfte gesucht sind: Man macht 
den zu untersuchenden Körper "frei" vom Zwang und hat dafür 
die vorher tätigen Zwangswirkungen an ihm anzubringen, die im 
allgemeinen in Kräften und Kräftepaaren bestehen. 

Zu den aktiven oder eingeprägten Kräften gehören in der 
Statik das E.igengewicht, sonstige Gewichte, wie Flaschenzug mit 
Last, auf einem Speicherboden aufgeschichtete Waren; Wasser-, 
Luft-, Dampfdruck, Winddruck, Schneelast u. a.; zu den Reaktionen 
gehören dagegen die Kräfte, die durch Einschränkung der Beweg
lichkeit entstehen, darunter auch die Reibung. Dem Gesagten zu
folge kann man die Reaktionen als solche Kräfte definieren, die 
durch Einschränkung der Beweglichkeit entstehen. Von den Wider
ständen oder Reaktionen wird jetzt ausführlich die Rede sein. 

Es ist zuerst die Frage nach der Richtung eines Wider
standes zu erörtern, der von einer ebenen oder gewölbten 
Un terstützungsfläche auf einen gestützten Körper aus
geübt wird. 

Wir wissen, wie schwer ein Schlitten auf einer ebenen unbe
schneiten Straße fortgeschoben werden kann. Viel besser geht es 
auf kurzem dichtem Rasen, noch besser auf Schnee, und auf blanker 
Eisfl.äche ist die in der Schubrichtung, also parallel zur Ebene aus
zuübende Kraft ganz gering. Dieser Kraft entgegengesetzt gleich 
ist der Widerstand, den die Unterstützungsebene in ihrer eigenen 
Richtung entgegenzusetzen vermag; er ist um so geringer, je weniger 
rauh die Ebene ist. Durch völlige Abstraktion von einem derartigen 
Widerstand gelangen wir zu dem Satz: Eine absolut glatte 
Fläche vermag keine tangentiale Kraft auszuüben; der 
Widerstand einer glatten Ebene gegen einen Körper, der 
auf ihr ruht, oder auf ihr verscho ben wird, steht an der 
Berührungsstelle normal zur Ebene; auf einer glatten krummen 
Oberfläche geht er normal von dieser aus, d. h. er ist normal zur 
Tangentialebene im Berührungspunkt. Denn in einem kleinen Be-
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zirk kann die krumme Oberfläche mit ihrer Tangentialebene ver
tauscht werden. 

Wir werden jetzt die Frage behandeln, wie ein Körper ge
stützt werden muß, damit er sich gerade im stabilen Gleichgewicht 
befindet, m. a. W. welche Stützkräfte zu diesem Zweck notwendig 
sind, uud welche im Hinblick auf ein sicheres Gleichgewicht als 
überflüssig oder überzählig zu bezeichnen sind. An diese mehr 
geometrische oder kinematische Frage schließt sich die statische 
Frage nach der Größe der Widerstände. 

63. Arten der Stützung. Stabiles, labiles, indifferentes Gleich
gewicht. Freiheitsgrade und ihr Zusammenhang mit den Reak
tionen. Ein in einem einzigen Punkte gestützter Körper ist um diesen 
Punkt drehbar. Wirkt auf ihn ein Kräftepaar oder eine Kraft ein, 
die ein Moment in bezug auf den Stützpunkt besitzt, so ist er 
nicht im Gleichgewicht. Ist er dagegen bloß durch eine Kraft 
belastet, deren Wirkungslinie durch den Stützpunkt geht, so be
findet er sich im Gleichgewicht, weil im Stützpunkt eine gleich 
große und entgegengesetzte Stützkraft hervorgerufen wird, die die 
Last aufhebt. Dabei sind drei Fälle zu unterscheiden: 1. der An
griffspunkt der Last fällt mit dem Stützpunkt zusammen, der Kör
per verharrt dann in jeder Stellung, in die man ihn durch Drehung 
um den Stützpunkt bringt; er befindet sich im indifferenten 
oder unen tschied enen Gleichgewicht. 2. Der Angriffspunkt der 
Last liegt außerhalb des Stützpunktes und die Last wirkt vom 
Stützpunkt weg, so daß eine Verlängerung des zwischen beiden 
Punkten gelegenen Körperstückes angestrebt wird; würde man den 
Körper um seinen Stützpunkt etwas aus seiner Gleichgewichtslage 
herausdrehen, wobei die Richtung der Last parallel bleibt, so ent
stünde ein Moment, das den Körper wieder in seine alte Gleich
gewichtslage zurückführen würde; man sagt, der Körper befinde 
sich im stabilen oder sichern Gleichgewicht. 3. Ist unter sonst 
gleichen Umständen die Last gegen den Stützpunkt hin gerichtet, 
so wird der gestützte Körper bei kleinster Auslenkung aus der 
Gleichgewichtslage immer mehr aus dieser entfernt, das Gleich
gewicht wird in diesem Fall labil oder unsicher genannt. 

Der bisher betrachtete Körper war in seinem Stützpunkt all
seitig drehbar gedacht, ein solcher Körper kann keinerlei Kräfte
paar aufnehmen, ohne aus dem Gleichgewicht zu kommen und ohne 
in Drehung zu geraten. Liegt in jenem Drehpunkt der Ursprung 
eines rechtwinkligen Koordinatensystems, so wird der Körper da
durch in eine beliebige neue Lage überführt, daß man eine z. B. 
in die x-Richtung fallende Achse r einen Winkel Cf! in der xy-Ebene 
durchlaufen läßt, dann einen Winkel {} in der rz-Ebene und hierauf 
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dem Körper um die r-Achse eine Drehung um den Winkel 'ljJ gibt. 
Die neue Lage ist hiernach gegen die alte durch drei Bestimmungs
winkel festleg.bar, die man nach Art der Punktkoordinaten als 
Winkel koordinaten auffassen kann. Man sagt dann, der Körper 
habe drei Freihei tsgrade für Drehung, d. h. er kann sieh um 
drei beliebige Achsen gleichzeitig in ganz unabhängiger Weise 
drehen. Diese drei Achsen gehen in unserem Beispiel durch einen 
Punkt, was aber im allgemeinen nicht nötig ist, wenn von drei 
Freiheitsgraden für Drehung die Rede ist. Dagegen hat der hier 
betrachtete Körper offenbar keinen Freiheitsgrad für Verschiebung j 
damit hängt nun auch die Art der Stützkräfte zusammen, die er 
im Gleichgewichtsfall aufnehmen kann: 

Jeder Freiheitsgrad schließt die übertragbarkeit einer 
bestimmten Kraftwirkung auf die Stützstellen aus. Hat 
ein Körper drei Freiheitsgrade für Drehung, so vermag er im 
Ruhezustande keine Stützmomente (Kräftepaare) UIP. drei beliebige 
Achsen aufzunehmen. Der begonnene Gedankengang läßt sich jetzt 
in naheliegender Weise vervollständigen, womit man einen voll
ständigen überblick über die Bewegungsmöglichkeiten und über 
die Folgen von deren Einschränkung für die Art der auftretenden 
Reaktionskräfte gewinnt. 

Denkt man sich einen Körper auf einer geraden festliegen
den Führung verschiebbar aufgesteckt, die absolut glatt sein soll 
und - etwa durch dreikantige Form - eine Drehbarkeit aus
schließt, so sagt man, er habe einen Freiheitsgrad fürVerschiebungj 
ist die Richtung der letzteren die x-Achse, so kann er im Gleich
gewichtsfall keine Komponenten in der x-Richtung aufnehmen. 
Man kann nun diese Führung selbst auf eine in der y-Richtung 
gelegene Führung schieben, und diese schließlich auf eine in der 
z·Richtung verlaufende. Dann erhält der Körper nacheinander zwei 
neue Verschiebungsmöglichkeiten und damit zwei neue Freiheits
grade für Verschiebung. Er besitzt nunmehr drei Freiheitsgrade 
für Verschieben und kann, ohne aus dem Gleichgewicht zu kommen, 
keinerlei Stütz kraft aufnehmen, also weder eine X-, noch eine Y-, 
noch eine Z·Komponente. Die Lage eines Punktes, in die er ledig
lich durch Verschieben gelangt, ist bei drei Freiheitsgraden durch 
drei VerschiebungRkoordil1aten xyz bestimmt. Wäre der Körper 
um die drei Führungen auch noch drehbar, so erhielte er auch 
noch drei Freiheitsgrade für Drehung j er kann jetzt, ohne aus 
dem Gleichgewicht zu kommen, keinerlei Kraft und keinerI-ei Kräfte
paar mehr aufnehmen. Er ist vollständig frei beweglich j der 
vollständig frei bewegliche Körper hat also sechs Frei
heitsgrade. 
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Obwohl in den unmittelbar folgenden Abschnitten kein Ge
brauch davon gemacht wird, sei doch bemerkt, daß nach dem Ge
sagten eine beliebige neue Lage eines Körpers gegenüber einer 
II rsprungslage oder gegenüber einem festen Koordinatensystem 
durch sechs Koordinaten angegeben werden kann, durch drei Ver
schiebungsgrößen und drei Drehwinkel. Soviel Lagekoordinaten 
zur eindeutigen Bestimmung der Lage eines Körpers oder eines 
Systems beweglicher Körper angegeben werden müssen, soviel 
r'reiheitsgrade sind vorhanden. Bei einem gewöhnlichen Kurbel
getriebe z. B. ist bloß eine Koordinate hierzu erforderlich; es hat 
ein en Freiheitsgrad oder, wie man statt dessen auch sagt, es ist 
zwangläufig. 

Die 0 bi" 6 Freiheitsgrade kommen in Natur und Technik 
vor. ~lan denke nur an die Knochengelenke unseres eigenen Kör
pers, an Stative zur Befestigung von Instrumenten, an Stative 
feinerer Mikroskope, an Kugel- und Universalgelenke, an Glocke 
und Klöppel. 

Wird die Beweglichkeit eines Körpers durch Anbringen von 
Stützpunkten, Führungen oder schließlich durch vollständiges Fest
klemmen beschränkt, so lassen sich die Stützkräfte ohne weiteres 
mit den uns bekannten Gleichgewichtsbedingungen der Statik aus
rechnen, wenn man die Beweglichkeit nur so weit ein
schränkt, als absolut nötig ist, um die beabsichtigte Unbeweg
lichkeit den wirkenden Kräften gegenüber gerade zu erzielen, wo
mit gleichzeitig geWährleistet ist, daß sich der Körper unter dem 
];~infl uß sciner Belastung im si c her n GI eie h g e W ich tbcfindet. 

Man kann die statischen Gleichgewichtsbedingungen sogar 
unmittelbar dazu verwenden, um auf die unbedingt nötige Art der 
Unterstützung zu schließen. 

So muß z. B. für einen Körper, der nur in einer Ebene von 
Kräften ergriffen ist und sich in Ruhe befindet, naeh 25 :EX = 
:EY = 0 und .:sM = 0 sein; d. h. er darf sich in der Ebenc nicht 
verschieben und nicht drehen. Ersteres wird durch Anordnen eines 
Gelenkzapfens senkrecht zur Ebene der Kräfte bewirkt, letzteres 
durch Festhalten eines einzigen weiteren Punktcs, jedoch derart, 
daß in der Verbindungslinie desselben mit dem Gelenk ein weiterer 
Zwang nicht ausgeübt wird; denn das ist überflüssig, weil die 
Kräfte in H.ichtung der Verbindungslinie in vollständig ausreichender 
und bestimmter Weise vom Gelenkzapfen aufgenommen werden. 
Diese zweite Stützstelle äußert bei fehlender Heibung einen 
Widerstand nur senkrecht zur Auflagefläche. Denkt man sich den 
Körper elastisch und in der Verbindungsgeraden der beiden Lager 
durch eine Zug- oder Druckkraft beansprucht, so wird der Körper 
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auf der zweiten Stützstelle gleiten; diesen Stützpunkt kann man 
daher ein Gleitlager nennen. 

§ 7. Ermittlung von Stützkräften ausschließlich von 
Reibungswiderständen. 

64. Beispiele: a) Dachbinder mit vertikalen Stützen
widerständen (Fig. 46), belastet durch sein Eigengewicht Q und 
durch den Wind druck P. Gesucht sind die Auflagerwiderstände 
in der Gelenkstütze A' und im Gleitlager A". Wir haben hier die 
am Schluß des vorigen Abschnittes besprochene Sachlage. 

~i\ '2 
~ 
Fig. 46. 
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Man vereinigt den Winddruck P und das Eigengewicht Q zu 
einer Resultierenden R. Die Ebene des Dachbinders ist dann durch 
drei Kräfte belastet, die sir h an ihr das Gleichgewicht halten. 
Drei beliebige in einer Ebene wirkende und im Gleichgewicht be
findliche Kräfte müssen sich aber nach 18 in einem Punkt schneiden, 
den man findet, wenn man die Wirkungslinie zweier der Kräfte 
zum Schnitt bringt. Am Gleitlager A" steht der Stützellwiderstand 
W" senkrecht auf der Gleitfläche, ist also, da letztere wagrecht 
liegt, senkrecht gerichtet und geht durch A". Die nach Lage und 
Größe vollständig gegebene Kraft R schneidet die Richtung von 
W" in D; damit ist auch die Richtung DA des Stützrnwiderstands 
W' in A' bestimmt und das sich schließende Kräftedreieck von R, 
W' und W" aufzeichen bar. Damit sind die Stützenwiderstände auf 
graphischem Wege gefunden; dieser ist im vorliegenden Fall 
auch am meisten empfehlenswert. 



78 bt~tik. Von d. \Vitterstandskräften an Körpern 11l. besehr. Beweglichkeit. 

Man könnte die Stützen widerstände indes auch berec h n en , 
und 2war den einen Stützcnwider~taud lV" aus der l\[omenten
gleichung um das andere Auflager A', weil der andere Stützen
widerstaml in bezug' auf A' den Hebelarm Null und das :\Ioment 
Null besitzt. Es würe das l\[oment von lV" um A' gleich dem 
Moment von B Ulll ..1', woraus W" folgt. Die Vertikalkomponente 
V' von W' erhielte lllan sodann aus ~V = 0, d. h. aus V' -;- lV" = 
Q + P cos (PQ); schließlich wäre die Horizontalkomponente von W' 
gleich der Horizontalkomponente VOll R oder, was das gleiche ist, 
von P. 

Das Gelenk in A' muß so konstmiert sein, daß e,.; einen IIori-
20ntalschub mit Sicherheit aufnehmen kaun . 

b) Dachbinder mit einem schrägen Stützenwiderstand_ 
Ist das Gleitlager in .....1" nicht horizontal, sondern schräg angeordnet, 
so sind die Stützen widerstände ebenso bestimlll bar ,Yie unter a) 
be,.;chriebeu. Es ist jetzt nur lV" schräg, statt vorhin vertikal 
gerichtet. 

ht die Gleitfläche des Lagers bei A" nach innen, d. h. nach 
dem überdeckten Raulll hin schief, so wird dem Kräftedreieck zu
folge W' etwas kleiner und W" etwas größer als unter a); W" be
sitzt auch eine nach links gehende Horizontalkomponente. Man 
wird ein schräges Gleitlager dann anordnen, wenu sich zeigt, daß 
dadurch der Binder oder die Brücke zwischen A' und A" ent
lastet wird. 

c) Träger durch Parallelkräfte helastet. Wirken ledig
lich, wie häufig vorkommt, Parallel kräfte, vertikal zur Ver

bindungsgeraden der bei-

IJ 

a den Stützpunkte, so 

Fig. 47. 

Z braucht man keine Ge-
lenkstütze, die auch Ho
rizontalschu b aufllehmen 
kann, weil ein solcher 
jetzt fehlt. Man legt, wie 
die übliche Ausdrucks-
weise lautet, den Träger 
zweimal frei auf, d. h. 
auf Gleitlager. Dieser 
häufig vorkommende Fall 
bt näher zu betrachten. 

1. Hechlleri8che 
Lös u n g: Der zweimal 
fJ'(~i aufliegende Träger in 
Fig. 47 habe die Spann-
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weite l[mJ und trägt die Lasten PI P2 P3 ••. im Abstand a1 a2 a3 ••• 

vom linken Auflager A'. Die Auflagerwiderstände R1 (links) und 
R 2 (rechts) sind gesucht. 

Man verfährt. in allen diesen und ähnlichen Fällen stets gleich: 
Zuerst berechnet man den einen Auflagerwiderstand, etwa R2 , aus 
einer Momentengleichung um das andere Auflager, die lautet: 

Rz ·l = PI a1 + P2 a2 + Pa aa +- .... = JE P . a , 

woraus R = Plal +- P z a2 + Pa a:l +_'-' '-'= ~!_~. 
2 l l 

Sodann berechnet man den andern Auflagerwiderstand aus der 
Komponentengleichung XV = 0: 

R1 +R2 =P1 +P2 +P:l+' .. =JEP 

R 1 =P1 TP~ +- Pa + .. . -R2 =JEP -Rz . 

Ist eines der P den andern entgegengesetzt, so hat es um A' 
ein den andern entgeg0ngerichtetes Moment; das Moment dieser 
Kraft Pa erhält also ein - -Zeichen. Auch in die Komponenten
gleichung geht dieses P mit dem --Zeichen ein. 

2. Graphische Lösung: Man zeichnet, wie in 19 gezeigt, 
das Krafteck der Kräfte PI P2 P3 ••• mit dem willkürlich angenom
menen Pol o und den Polstrahlen 81 82 8:l ••• ; hierauf das Seileck 
I, II, III, IV, wo I, II, III, IV die Schnittpunkte der Parallelen zu 
den Seibtrahlen 81 82 SOl mit den Kraftrichtungen VOll R1 PI P2 ••• R2 

sind. 
Zieht man noch die sogen. Schlußlinie DD und zu ihr im 

Kräfteplan die Parallele D, so wird behauptet, daß die Kraftstrecken 
R I und R2 die Auflagerwiderstände in I und IV seie!l. 

Zum Beweis ist zunächst festzustellen, daß die Komponenten
gleichung RI + Rz = PI + P2 + .. , durch die Konstruktion erfüllt 
ist. Anstatt nachzuwei~en, daß auch die Momentengleichung be
friedigt ist, kann als Ersatz hierfür festgestellt werden, daß die 
Kräfte P laut Konstruktion die gleiche Rf'sultierende haben wie 
die Auflagerwiderstiinde, nur von entgegenge"etztem Sinn. Dies ist 
laut Konstruktion :B'ig. 47 in der Tat der Fall. Beide Resultierende 
R=Pt +- P2 + ... und R' = - R = R1 + R 2 haben auch die 
gleiche Lage. Sie heben sich also auf. DenlllHch "ind RI und R2 

tatsächlich die gesuchten Auflagerwiderstände in I und IV. 
Es kann indes auch das Bestehen der Momentengleichung nach 

dem Vorgang yon 21 nachgewiesen werdf'n. 

Zusatz: ßiegungsllloment und BiegungR-l\lomentenlinie. In 
der Festigkeitslehre wird das Moment der äußeren Kriifte in bezug" 
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auf einen Balkenquerschnitt gebraucht, das sogenannte Biegungs~ 
mo m e n t. Befindet sich der zu untersuchende Querschnitt etwa 
im Abstand a~ vom linken Auflager, so denke man sich den Balken 
bei P~ eingespannt und betraehte die Kräfte auf der einen Seite, 
etwa links von P~: ihr Moment für den genannten Querschnitt ist 
M=Rl'a2-Pl(a2-al); die Ebene des Kräftepaares M enthält 
die Balkenachse, diese wird gebogen, weshalb das Moment Biegungs
moment genannt wird. 

Man hlttte ebensogut die Kräfte auf der reehten Seite von P2 

nehmen können; ihr Moment für den Querschnitt bei P~ ist genau 
so groß wie das zuerst angegebene, denn beide halten sich bei P2 

am Balken das Gleiehgewicht. Tatsächlich wählt man immer die
jenige Seite des zu untersuchenden Querschnittes, auf der die Mo
mentberechnung am einfachsten ist. 

Ermittelt man das Moment auf diese Art für eine Reihe von 
Balkenquerschnitten, so kann man die Momente an den zugehörigen 
Stellen des Balkens als Ordinaten auftragen; die Verbindungslinie 
der Ordinatenendpunkte ist die sog. Biegungsmomentenlinie. 
Man kann nun das Biegungsmoment für jede Stelle unmittelbar 
aus dem Seilpolygon entnehmen, wenn dieses wie oben einschließ~ 
lieh der Schlußlinie (= Verbindungsgerade der Auflagerknoten
punkte des Seilpolygons) gezeichnet vorliegt. 

Das Seilpolygon ist dann eine geschlossene Figur; die zwischen 
den äußersten Polygonstrahlen befindlichen, den gegebenen Kräften 
parallelen Ordinatenstücke y sind den Biegungsmomenten propor
tional, und zwar ist 

M=H·y, 

wo H den Horizontalzug des Kräftepolygons bedeutet. 
Zum Beweis denke man sich den Balken in der Ebene der 

Kräfte erweitert und die Kräfte an die Stellen I II III IV ge
schoben, wo sie im Seilpolygon liegen. Dadurch wird nach 17 am 
Gleichgewicht und an den Momenten nichts geändert, auch dadurch 
nicht, daß man in der Linie I IV sich zwei gleiche und entgegen
gesetzte Kräfte D D hinzudenkt, deren Größe aus dem Kräftepolygon 
entnommen wird. 

Sucht man nun das Moment der links von P bzw. III ge
legenen äußeren Kräfte RI und PI in bezug auf den Querschnitt 
von P'J oder, was dasseIhe ist, in bezug auf Punkt III, so kann R I 

und P1 mit Hilfe des Seilpolygons in einfacherer Weise ausgedrückt 
werden, wohei noch bemerkt werden mag, daß durch das Hinein
zeichnen des Seilpolygons und das Hinzudenken der Spannkräfte 
+ 81 und - 81' + 82 und - 82 usf. auch nichts am Gleich-
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gewiehtszustand geändert wird. RI und D (links) können nämlich 
dem Erilftepolygon zufolge durch SI ersetzt werden und SI und 
PI ihrerseits durch ihre l{esultante S2' Die Resultante S~ geht 
aher durch den Momentenpunkt nI, liefert also kein Moment für In. 
Von den anfünglich betrachteten Kräften R I und PI nebst + D 
und - D, bleibt demnach nur das nach rechts wirkende - D als 
momentgebend für In übrig. Nach Zerlegen von D in H und V, 
so daß V durch III geht, ist das Moment der betrachteten Kräfte 
oder, was das gleiche ist, das Moment von H für 0: 

M=H·y 

wo H der Horizontalzug des Kräftedreiecks und y der Abstand 
zwischen Seilpolygon und Schlußlinie an der Stelle III ist. H ist 
mit dem Kräftemaßstab, y mit dem Längenmaßstab abzumessen. 

Liegen die Auflager R I und R~ nicht außen rechts und links, 
so sieht das durch die Schlußlinie geschlossene Seilpolygon weniger 
einfach aus, kann auch eine verschränkte ]'igur sein. Am Ablesen 
de,; Momentes M == H· y ändert sielt jedoch nichts. 

FiO'. 48. 

d) Dreigelenkbogen Fig.48. Als solcher wird eine 'Ter_ 
hindung zweier Tragkörper A und B mit drei reibungsfrei ge
dachten Gelenken I, II, ITI bezeichnet; an den Auflagern liegen die 
fest verankerten "Kämpfergelenke". Dazwischen das "Scheitel
gelenk". Die Belastung wirkt in der Ebene der drei Gelenke. 
Nach Lösen eines Kämpfergelenkes (etwa IlI) wii.re die Yerbilldung 
beweglich und als Brücke unbrauchbar. Zur Herstellung einer 
geometrisch unbeweglichen Verbindung ist es nötig und gerade 
hinreichend, den frei gemachten Endpunkt ITI mittels eines Gelenk
bolzens fm;tzuhalten. Unter dieser Voraussetzung ist der Drei
gelenkhogen auch statisch bestimmt. Es treten an ihm nur be
stimmt kontrollierbl1re und einfach bestimmbare Kriifte nuf. Es 
sollen die Aut'lagerwiderstiinde und der Dl'llck im Scheitelgelenk 
bcstimmt werden. 

Es wirke nur ei 11 e Last an einem Tragkörpcl'. 
Atlt,t.~llricth·EIISslill. '!'echnis('}w .:\fet'llallik. ~. Auf!. 
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Bedenkt man, daß von den Kämpfergelenken nur Kräfte 
(keine Momente) ausgehen, so können die Auflager entfernt gedacht 
und ihre 'Yirkung durch Anbringen einer Kraft an der StützsteIle 
ersetzt werden. Da im 8chcitelgelenk auch nur eine Kraft über
tragen wird, so ist der Tragkörper B, an dem P nicht angreift, 
nur in zwei Punkten durch Kräfte belastet; er kann nur dann im 
Gleichgewicht sein, wenn diese Kräfte g'leieh groß und entgegen
gesetzt sind, und die Yerbindungsgerade der zwei Punkte als ge
meinsame Wirkung~linie haben; diese letztere ist die Hichtung des 
einen Stützwiderstandes. Beide Tragkörper zusammen sind unter 
dem Einfluß der Last und der zwei Stützwiderstände , also unter 
dem Einfluß dreier Kräfte im meiC'hgewicht. Die drei Krllfte müssen 
sich dabei nach 18 in einem Punkte schneiden. Mit Hilfe dieser 
Angaben kann das Kräftedreieck in Fig. 48 gezeichnet werden, wo
mit die gesuchten Stützwiderstände WI W~ (Kämpferdrücke) gefunden 
sind; gleichzeitig aber auch der Druck im Scheitelgelellk, der dem 
oben Gesagten zufolge dem Widerstand W2 gleich ist. 

Die Kämpfer- und Scheiteldrücke können aueh berechllet 
werden, was in 97 geschehen wird. 

Wirken heliebige Kräfte in der }<~igurenebene, so setzen sich 
die Kämpfer- und Scheitcldrücke offenbar aus zwei Anteilen zu
sammen: aus dem Anteil, der durch die am rechten Trag körper 
angreifenden Kräfte hervorgerufen wird, wähnmd der linke un
belastet ist, und einem Anteil, den die Lasten des linken Trag
körpers für sich allein hervorrufen, während der rechte unbelastet 
ist. Die Wirkung der Gesamtbelastung auf die Kämpfer- und 
Scheitelgelenke erhält man, wenn man die Einzelwirkungen zu 
einer Resultierenden vereinigt. 

Man bestimmt also zuerst die Scheitc!- und Kämpferdrücke für 
den Fall, daß bloß die I3elastung des rechten Tragkörpers in Tätig
keit ist, wo bei es sich empfiehlt, die Lasten mit Hilfe des Seil
eekes zu einer Hesultierenden zu vereinigen. Dann hat man die 
eingangs gestellte Aufgabe auf die beschriebene Art zu lösen und 
erhält so die KLlmpferclrücke W/ und W2' und den Scheiteldruck S'. 

Ebenso stellt man für den Fall, daß die Lasten am linken 
Tragkörper allein wirken, W/' und W2 " und S" fest. 

Schließlich sind W/ mit W/', W2 ' mit W2 ", S' Ilnrl S" mittels 
des Kräfteparallelogrammes zu den Hesultierenden WI , W2 und S zu 
vereinigen, womit die gesuchten Gesamtwirkungen an Scheitel- und 
Kämpfergelen ken gefunden sind. 

Man kann die Aufgabe auch auf einmal graphisch lösen. Die 
Aufgahe lautet danll: das Seilpolygon eines gegebenen Lasten-
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systems durch drei vorgeschriebene Punkte zu legen. Die Lösung 
findet man in 109. 

e) Steuerungs hebel. Der in a drehbare Hebel bac (Fig. 49) 
soll ein Ventil bewegen, das in c die vertikale Belastung Q absetzt. 
Welche Antriehskraft P muß der Steue-
rungsnocken d auf die Holle bei b aus
üben, wenn von der in Wirklichkeit 
geringfügigen Gelenkreibung abge
sehen wird? 

Der Steuerungsnocken wirkt auf 
die Steuerrolle mit einer Kraft Pein, 
deren Wirkungslinie die gemeinsame 
Berührungsnormale ist. Die gemein
schaftliche Tangente im Berührungs
punkt berührt den Kreisumfang der 
Steuerung·srolle, die Normale geht 

c 

I 
I 
I 

I 1 
11 --(1.;----
e 

Fig. 49. 

also durch den Kreismittelpunkt b, dessen Verbindung;;;gerade mit 
dem Berührungspunkt somit die Wirkungslinie von P bestimmt. 
Man denke sich den Hebel frei gemacht und die Lasten Q und P 
und den Stützwiderstand R in c, bund a angebracht, die zwei 
ersteren in gegebener Richtung. An dem Hcbel halten sich nun
mehr drei Kräfte das Gleichgewicht, sie müssen sich in einem 
Punkt e schneiden, der als Schnittpunkt der Lasten P und Q ge
funden wird. In der Verbindungsgeraden e a wirkt der Stützwider
stand R. l\lit diesen Angaben kann das sich schließende Kräfte
dreieck von Q, P und R gezeichnet werden, womit die gesuchten 
Kräfte P und R gefunden sind. 

P allein hätte man auch einfach berechnen können aus der 
Momentengleichung um a, nachdem man die Hebelarme von P und Q 
in bezug auf a aus der Zeichnung entnommen hat; es wäre 

p.p=Q.q, 
woraus 

Wird der Steuerhebel 
cab in b mit einer Stange 
angetrieben, so wil·kt die 
Antriebskraft in der Stangen
richtung. Sonst ändert sich 
an der Lösung nichts. 

f) Einseitig einge
spannter Balken (sog. Fig_ 50. 

6* 
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Freiträger) mit beliebiger Belastung (Fig. 50). Es sollen die an 
der Einspannstelle auftretenden Widerstände angegeben werden. 

Diese bestehen aus einer Kraft bzw. aus deren Horizontal- und 
Vertikalkomponente Wh und Wv ' und aus einem Kräftepaar Mo' Man 
denke sich den Balken an der Einspannstelle "frei gemacht" und 
bringe die Widerstände W;" lv" und Mo so an, wie sie vor dem 
"l"reimachen" am Balken gewirkt haben (vgl. auch Fig. 45). Dann 
sind Lasten und Widerstände im Gleichgewicht und es gelten die 
Gleichgewichtsbedingungen von 25. Ist q die gleichmäßige Be
lastung der Längeneinheit des Balkens von der Länge l, so ist: 

VI +ql- V2 + Wv=O 

HI +H2 -W,,=O. 

Als Momentendrehpunkt wird die Einspannung gewählt. Das 
Moment der gleichmäßigen Belastung ist nach 24 gleich dem Mo-

l 
ment ihrer Resultanten; diese ist q l und greift im Abstand 2 von 

der Einspannung an; das Reaktionsmoment an der Einspannung, 
das sog. Einspannungsmoment, ist um den gewählten Momenten
punkt herum immer noch in Wirksamkeit, während die Heaktions
kräfte durch den Drehpunkt gehen und das Moment Null haben, 
daher ist: 

1 
ql·- -+-V'a -V·a -M=O. 2,22110 

Aus den drei Gleichungen folgen ohne weiteres die gesuchten 
Reaktionen Wv ' Wh und Mo' 

§ 8. Statische Stabilität. 

65. Stabilität eines starren Körpers. Ein starrer Körper mit 
einer beliebigen Vertikallast ruht auf einer ebenen Unterlage in 
einzelnen Punkten oder 

Fig. 51. 

in einer beliebig begrenzten Fläche (z. B. in 
der kreuzförmigen Fläche Fig. 51) der 
sog. Stütz fläche. In dieser sollnUl' Druck 
übertragen werden, kein Zug. Unter wel
chen Umständen kippt er um? 

Man bewege eine Tangente an den 
Umfang der Stütz fläche so um die letztere 
rings herum, daß die Stützfläche nie ge
schnitten wird; die eingehüllte Fläche sei 
als S ta 11 d fl ä c he bezeichnet. Bei einzelnen 
Stützpunkten erhält man die Standfläche, 
wenn durch die äußersten Punkte Gerade 
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gelegt werden, die mit einer außen herumgelegten und straff ge
spannten Schnur zusammenfallen. Der Körper kann offenbar nur um 
eine solche Tangente bzw. äußerste Verbindungsgerade kippen; sie 
heißen Kip p - 0 der Dreh kan ten. Sobald die Resultante sämt
licher Lasten die ebene Unterlagsfläche außerhalb der Standfläche 
schneidet, kippt der Körper um, was ohne Beweis anschaulich 
klar ist. 

Ein fahrbarer Drehkran ruht auf vier Rädern, die nötigenfalls 
durch Radschuhe festgestellt werden. Das Eigengewicht des fahr
baren Teiles abgesehen vom Ausleger sei Q, dasjenige des Aus
legers sei G und die Nutzlast sei P. Man bilde die Resultante R 
der parallelen Kräfte Q, G und P (21); soll der Kran standfest 
sein, so muß die Wirkungslinie von R die Unterlage innerhalb der 
Standfläche schneiden. Das Moment der Resultanten in bezug auf 
die nächstgelegene Kippkante wird als Stabilitätsmoment be
zeichnet. Ist e der kleinste Abstand zwischen der Wirkungslinie 
von R und dem Rand der Standfläche, so ist R· e das Stabilitäts
moment. 

Geht R durch den Rand der Standfläche, ist also e = 0, so 
ist der gestützte Körper an der Grenze des Gleichgewichtes. 

Beschreibt beim Schwenken des Drehkranes die Resultierende R 
aller vertikalen Lasten einen Zylinder, der die ebene Unterlage in 
einem Kreis schneidet, so muß die Standfläche, um den Kran stabil 
zu machen, so angeordnet werden, daß ihr Umfang ganz außer
halb jenes Kreises liegt. 

Die Lasten brauchen nicht notwendigerweise alle vertikal zu 
wirken; die I{esultante R kann auch schief auf der Unterstützungs
ebene sein; nur muß sie eine Vertikalkomponente haben, deren 
Moment um die Kippkante größer ist, als das kippende Moment der 
Horizontalkomponente um die gleiche Kante, kurz das Kippmoment 
muß kleiner sein als das Stabilitätsmoment. Das ist immer der Fall, 
wenn die schiefe Kraft die Unterstützungsebene innerhalb der Stand
fläche schneidet. Die Horizontalkomponente ist in geeigneter Weise 
abzufangen, damit keine Verschiebung in der Horizontalebene eintritt. 

§ 9. Statisch bestimmte und statisch unbestimmte Stützung. 

66. Kennzeichen der statisch bestimmten und statisch un
bestimmten Stiitzung. Der Zweck der Lagerung oder Abstützung 
eines Bauwerkes, einer Maschine oder eines Teiles derselben, be
steht allgemein gesprochen darin, daß dic Beweglichkeit so weit ein
geschränkt wird, als es der Zweck der Konstruktion verlangt; im 
besondern }'all der H.uhe soll sich die Konstruktion im stabilen 



86 Statik. Von d. \Videl'standskräften an Körpern m. beschr. Beweglichkeit. 

Gleichgewicht befinden. Wird die Beweglichkeit nur so weit ein
geschränkt, als nötig und hinreichend ist, um die genannte Absicht 
gerade zu erreichen, so lassen sich die Stützen widerstände (Kom
ponenten oder Momente) mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen 
der Statik bestimmen, sie sind statisch bestimmt. 

Zur Entlastung der Konstruktion oder zur Erhöhung ihrer 
Tragfähigkeit werden nun gelegentlich weitere Stützpunkte an
geordnet oder weitere Teile der Konstruktion mit den Auflagern 
unbeweglich verbunden. Was an Stützpunkten und Einspannstellen 
mehr angeordnet ist als notwendig, wird über zäh li g genannt. In 
diesem Falle können die Stützenwiderstände oder Stützmomente 
nicht mehr allein mit Hilfe der statischen Gleichgewichtsbedingungen 
bestimmt werden; sie sind statisch unbestimmt. 

Wir haben jetzt die unterscheidenden Merkmale zwischen sta
tisch bestimmter und unbestimmter Stützung kennen zu lernen. Bei 
statisch bestimmter Stützung könnte man ein Auflager in Hichtung 
des Auflagerwiderstandes um ein kleines Stück verschieben oder 
eine Einspannungsstelle ein wenig drehen, ohne daß die Stützen
widerstände oder das Einspannungsmoment ihre Größe ändern. 
Würde aber dieselbe Änderung an statisch unbestimmten Auflage
rungen vorgenommen, so würden sofort alle Stützenwiderstände 
beeinflußt. Dies soll an einem Beispiel erläutert werden: Wir haben 
im vorhergehenden Abschnitt eine Heihe von Konstruktionen be
trachtet, die statisch bestimmt gestützt sind. Man betrachte noch
mals den zweimal frei aufliegenden Träger mit Belastung nach 
Fig. 47. Eine kleine Bewegung eines Stützpunktes in Hichtung des 
Stützen widerstandes beeinflußt dessen Größe nicht. Es ist auch 
gleichgültig, ob der Träger elastisch ist oder ob er als starr an
gesehen wird. 

Wird jedoch ein dritter Stützpunkt hinzugefügt, so können die 
Stützen widerstände mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen der 
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Statik allein nicht mehr 
bestimmt werden. Der 
über drei Lager durch
laufende sog. kontinuier
liche Träger (Fig. 52) z. B. 
sei gleichmäßig mit q kg 
auf die Längeneinheit 
belastet und der dritte Fig. 52. 
Stützpunkt in der Mitte 

angebracht. Mit den Bezeichnungen der Figur lautet die Momen
tengleichung um das Außenlager: 

W' . 2l + W" ·l = 2 q l·t oder 2W' + w" = 2ql. 
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Die Vertikalkomponentengleichung lautet: 

W' + W" + W' = 2ql oder 2W' + w" = 2ql, 

d. i. dieselbe Gleichung wie oben; sie läßt eine getrennte Be
stimmung der Stützenwiderstände nicht zu. \Vürde man den Träger 
als starr annehmen, so käme das einem Verzicht auf die Ermittlung 
der Auflagerwiderstände gleich, die doch in Wirklichkeit sicher 
ganz bestimmte Werte haben. Die Hypothese des starren 
Körpers ist also bei überzähliger Stützung nicht zulässig, 
mit anderen Worten: die Ermittelung der Stützen widerstände statisch 
unbestimmter Körper gehört nicht in die Mechanik starrer Körper. 
Die Größe der statisch unbestimmten Stützenwiderstände hängt viel
mehr von der Elastizität des gestützten Körpers und der gegen
seitigen Höhenlage der Auflager ab. Hebt man z. B. das mittlere 
Auflager Fig. 52, so wird dieses mehr belastet, die Außenlager ent
lastet. Die Stützendrücke hängen von der }~ormänderung ab, die 
der gestützte Körper infolge seiner eigenen Elastizität oder des Ver
haltens der StützsteIlen annehmen kann oder muß. Für jede, inner
halb rationeller Grenzen, beliebige Höhenlage der Auflager besteht 
Gleichgewicht zwischen Lasten und Stützenwiderständen ; es sind 
also ebensoviele Gleichgewichtssysteme von Lasten und Widerständen 
denkbar als Verlagerungen der Stützpunkte; ihre Zahl ist beliebig 
groß. Zu jedem Gleichgewichtssystem von Lasten und Widerständen 
gehört ein bestimmter Formänderungszustand. Welcher von diesen 
unendlich vielen denkbaren Formänderungszuständen tatsächlich 
auftritt, hängt von dem tatsächlichen Verhalten der Stützpunkte 
ah, die nur einen einzigen Formänderungszustand wirklich zu
lassen. Erst durch die Formänderung werden die statisch un
bestimmten Stützenwiderstände wirklich bestimmbar. Analytisch 
ausgedrückt heißt das: es gibt für eine statisch unbestimmt ge
stützte Konstruktion unendlich viele Wertegruppen der Stützen
widerstände, die den statischen Gleichgewiehtsbedingungen genügen; 
erst das Eingehen auf die den Auflagerbedingungen entsprechende 
Formänderung der Konstruktion liefert so viele 'weitere Gleichungen, 
als überz1ihlige Stützungen angeordnet sind, wodurch eine eindeutige 
Berechnung der Stützen widerstände möglich wird. Sind mehrere 
überzählige Stützen oder Einspannstellen vorhanden, so entspricht 
einer jeden eine Formänderungsbedingung, in der der Einfluß der 
betreffenden Stiitzstelle zum Ausdruck gelangt. 

Es soll nun noch ein Fall besprochen werden, in dem ein 
statisch unbestimmtes Stützmoment an einer überzähligen 
Eillspannungsstelle auftritt. Der zweimal frei aufgelagcrte Trüger 
Fig. 47 ist unter dem Einfluß der gegebenen Lasten im stabilen 



88 Statik. Von d. Widersta.ndskräften an Körpern m. beschr. Beweglichkeit. 

Gleichgewicht und gerade zureichend unterstützt. Wird nun der 
Träger an einem der beiden Auflager überdies fest eingespannt, so 
ist die Beweglichkeit mehr eingeschränkt als des stabilen Gleich
gewichts wegen erforderlich wäre. Durch die Einspannung wird 
der Träger gezwungen, an der Einspannstelle eine ganz bestimmte 
Richtung beizubehalten. Die Einspannung wird durch ein Kräfte
paar - das sog. Einspannungsmoment - bewirkt, dessen Ebene 
die Balkenachse enthält; es ist nur dann Null, wenn die gebogene 
Balkenachse am Auflager die gleiche Neigung hat wie beim Frei
aufliegen. Hebt oder senkt man ein Auflager oder gibt man, ohne 
die Höhe der StützsteIlen zu verändern, dem Träger an der Ein
spannstelle eine andere Richtung, so wird dadurch die Größe der 
Stützwiderstände und des Einspannungsmomentes geändert. 

Da es also auf die }<'ormänderung ankommt, so gehört die Er
mittelung statisch unbestimmter Stützenwiderstände oder Stütz
momente in die Elastizitätslehre. 

Durch diese Darlegungen soll dem Studierenden der Unter
schied zwischen statisch bestimmter und unbestimmter Stützung 
klargemacht werden. Er ist kurz folgender: Statisch bestimmte 
Stützenwiderstände sind von kleinen Verlagerungen der punktförmig 
gedachten Stützstellen sowie VOll der kleineren oder größeren 
Elastizität des gestützten Körpers unabhängig. überzählige Stützen
widerstände oder Stützmomente sind an einem starren Körper 
unbestimmbar. Statisch unbestimmte Stützenwiderstände sind von 
der Formänderung abhängig. Werden überzählige Stützpunkte ver
lagert, so entstehen selbst an einem unbelasteten Körper Stützen
widerstände. 

§ 10. Reibung. 

67. Allgemeines über Reibung. Schädliche und nützliche 
Reibung. Arten der Reibung. Vom physikalischen Vorgang bei 
der Reibung und der Aufstellung von Reibungsgesetzen. Soll ein 
Möbelstück auf dem Zimmerboden, ein Kolben in einem Maschinen
zylinder verschoben werden, so muß man die verschiebende Kraft 
auf eine gewisse Größe steigern, bis eine Bewegung eintritt; eine 
solche Kraft ist auch dann noch aufzuwenden, wenn eine gleich
förmige Bewegung eingeleitet ist. Der auftretende Widerstand hängt 
also nicht damit zusammen, daß dem gleitenden Körper eine 
wachsende Geschwindigkeit erteilt wird, und ist nicht als dyna
mische Kraft aufzufassen. :Man bezeichnet diesen Widerstand als 
Reibung, und zwar als Haftreibung gegenüber Gleiten oder 
Reibung der Ruhe, ehe ein Gleiten eintritt, und als Bewegungs-
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reibung, wenn eine gegenseitige Verschiebung des gleitenden 
Körpers und seiner Unterlage tatsächlich stattfindet. Dabei kann 
offenkundig die Unterlage auch in Bewegung sein, und es kommt 
dann nur auf den Geschwindigkeitsunterschied, die relative Ge
schwindigkeit, an; der schneller bewegte Körper wird stets als der 
gleitende, der langsamer bewegte als die Unterlage bezeichnet 
(Einrücken einer Heibkupplung). Der Sitz der Heibung ist die Be
rührungsstelle zwischen gleitendem Körper und Unterlage, die 
Richtung der Reibung in der gemeinschaftlichen Berührungsebene 
gelegen; der Sinn der Reibung ist derart, daß sie am gleitenden 
Körper in der Berührungsstelle der angestrebten oder aus
geführten Bewegung entgegenwirkt, während sie an der 
Unterlage im Sinne der Bewegung angreift, diese also mit
zunehm en sucht. 

Durch die Haftreibung wird die Beweglichkeit eines Körpers 
eingeschränkt, wir haben die Haftreibung daher im Sinne der Dar
legungen in 62 und 63 zu den Reaktionen zu zählen, weshalb 
wir sie auch hier im Kapitel über Reaktionen zu behandeln haben. 
Die Bewegungsreibung ist dagegen als aktive oder eingeprägte 
Kraft aufzufassen, wie in der Dynamik noch auszuführen ist (14:7). 
Daß die Haftreibung im allgemeinen als eine Reaktion von unbe
kannter Größe und Hichtung auftritt, wird in 69 ausführlich erörtert. 

Wie wir noch sehen werden, ist die Reibung eine Kraft, die 
niemals positive Arbeit leisten kann. In diesem Sinne bezeichnet 
man sie gelegentlich als passiven Widerstand. Die Reibungsarbeit 
geht in Wärme, zum Teil auch in Elektrizität über. 

Die Reibung ist oft ein unerwünschtes Hemmnis, oft wird sie 
aber auch nutzbar gemacht, und schließlich bildet die Reibung 
sogar die unerläßliche Voraussetzung für das Gehen von Mensch und 
Tier oder für das Fahren der Landfuhrwcrke. Die Arbeit, die eine 
Maschine verrichten soll, wird z. B. durch die in den Lagern, 
Führungen, an den Zahnrädern usf. auftretende Heibung beein
trächtigt. Nutzbar verwertet wird die Reibung dagegen zur Arbeits
und Bewegungsübertragung bei Riemen- und Seiltrieben, Spills, 
Heibkupplungen, Reibscheiben und -rädern; man benützt sie ferner 
zum Festhalten von Lasten (mehrmaliges Umschlingen von Pflöcken 
mit Tauen, Selbstsperrung von Lasthebemaschinen), zum Bremsen, 
d. h. zum Verlangsamen oder Aufhalten einer Bewegung. Schließlich 
ist das Gehen oder Fahren ohne die Haftreibung zwischen Schuh
sohlen und Boden oder Rad und Schiene unmöglich; weder Mensch 
noch Fahrzeug kommen ohne die Heibung von der Stelle. 

Von der Reibung des Gleitens verschieden ist die Rollreibung 
von Rädern, Hollen, Walzen und Kugeln, die mit dei' Formändcl'ung 
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am rollenden Kiirper und seiner Unterlage zu:oammenhängt, sowie 
auch die Bohrreibung, die an Spur- oder Stützzapfen auftritt. 
Von heiden wird später die Hede sein. 

Die Größe der gleitenden Reibung hängt nach ~raßgabe von 
Beobachtungen ab von der Beschaffenheit der gleitenden Ober
flächen (Hanhigkeit, Elastizität, Härte des l\Iaterials der Gleitflächen), 
vom Druck, mit dem der gleitende Körper gegen die Gnterlage 
gepreßt wird, von der Gleitgeschwindigkeit, vom Schmierungsznstand 
(trocken, naß, gefettet), von der 'l'emperatur. 

Es erscheint vorn wissenschaftlichen Standpunkt aus als eine 
selbstverständliche Forderung, daß man die erwähnten Einflüsse 
einzeln durch Versuche prüft und ziffern mäßig festlegt, und sodann 
die jeweils sich abspielenden Vorgänge zu verstehen und eine Ge
setzmäßigkeit aufzustellen sucht, die einer möglichst allgemeinen 
Anwendung fähig ist. Allein so viel Versuche nach den einzelnen 
Richtungen hin angestellt sind, so ist man doch noch zu keiner 
allgemein anerkannten Auffassung über das Wesen der Reibung 
gelangt, noch viel weniger zu Gesetzen von allgemeiner Anwend
barkeit. Das Auftreten der Haftreibung, solange noch kein Gleiten 
stattfindet, scheillt durch das Ineinander-Eindringen der Berühmngs
flächen nach Maßgabe ihrer Hauhigkeit und Elastizität bedingt zu 
sein; die Reibung der Bewegung dagegen in einern Schwingungs
vorgang zu bestehen, bei dem der gleitende Körper mit seinen 
Unebenheiten über die Vertiefungen und Erhöhungen der Unterlage 
hinweghüpft, wobei der Elastizität des Materials und der Größe der 
bewegten .Masse ein Einfluß auf den Vorgang und damit auf die 
Größe der Reibung zukäme. Falls eine Schmierschicht in der Gleit
fläche ist, handelt es sich um Flüssigkeitsreibung, nicht mehr 
um Reibung zwischen festen Körpern. Dieser Vorgang spielt sich 
dann auf einer ganz anderen physikalischen Grundlage ab. .Man 
spricht in diesem Falle von Schmierreibung, im Gegensatz zur 
trockenen Reibung. Was die erwähnten Schwingungen betrifft, so 
treten sie augen fällig bei abgefederten Fahrzeugen (}<~isen bahn
fahrzeugen, Automobilen) auf und beeinflussen die Haftreibung 
(Adhäsion zwischen Had und Schiene hzw. zwischen Luftreifen uml 
Straße), führen wohl auch nicht hloß beim Anlaufen, sondern seILst 
bei normaler }<'ahrt zu Gleiten des }{ades gegen über der Schiene 
oder dem Boden, was vor kurzem von l{iedler auf dem Automohil
prüfstand heo bachtet wurde. 

I'~s erscheint jedoch vorerst recht fraglich, ob durch exakte 
Untersuchung der Einzelheiten in Verbindung mit einer }~rklärullg 
die Aufstellung eines allgemeinen Gesetzes für die gleitende }{eihllIlg 
gelingen wird. Ein solches Gesetz hätte zunärhst wissellsehaftlichen 
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Wert; sollte es zu praktischen Hechnungen verwendet werden können, 
so müßte es jedenfalls einfach sein. 

Man war bis jetzt gezwungen, unter Verzicht auf die allgemeine 
Lösung Einzelfälle zu untersuchen, die dabei in Frage kommenden 
Haupteinflüsse fest- und klarzustellen, womit man Ergebnisse erhält, 
die innerhalb des Versuchsbereiches auf ähnliche praktische Ver
hiiltnisse übertragbar sind. Der Untersuchung wurden dabei unter
zogen entweder Einzelteile, wie Lager, Getriebe (Schnecken, Zahn
räder usw.) oder ganze Maschinen, und das Untersuchungsergebnis 
in Tabellen oder Kurvenbildern niedergelegt, zum Teil auch in die 
Form einer Gleichung gebracht; damit sind die bei den Versuchen 
vorhanden gewesenen Verhältnisse festgelegt; wie man solche Fest
stellungen praktisch zu verwerten hat, soll besprochen werden, wenn 
erst die übliche Darstellung des Reibungsgesetzes gegeben ist. Da 
dieses Gesetz zwar einfach ist, aber eine umfassende Bedeutung 
nicht hat, so ist man häufig in Einzelfällen genötigt, selbst Ver
suche anzustellen, um für die Bedürfnisse dieses Einzelfalles zu
verlässige Grundlagen zu beschaffen. Diesen Weg muß der Ingenieur 
immer dann beschreiten, wenn es wegen der Kompliziertheit der 
Aufgabe nicht gelingt, alle in Betracht kommenden Einflüsse wissen
schaftlich zu erfassen und exakt zu formulieren. In solchen Fällen 
wird man darauf auszugehen haben, nach experimenteller Fest
stellung der Tatsachen die Haupteinflüsse herauszuschälen. C. Ba c h 
hat in vorbildlicher Weise gezeigt, wie die Hauptsache durch eine 
Näherungsrechnung ausgedrückt und diese selbst durch eine Be
richtigungszahl mit den Versuchen in Übereinstimmung gebracht wird. 

68. Reibungskoeffizient. Reibungswinkel. Ein fester Körper 
(J'-'ig. 53) sei mit der Kraft N normal auf eine ebene feste Unterlage 
gedrückt und dicht über der letzteren von W w 
einer Kraft T parallel der Auflagefläche er- fI/ 

griffen. Hierbei wird der Normaldruck 
N durch den Normalwiderstand W" der Un
terlage aufgehoben. Bci absolut glatter Auf
lagefläche sctzt die treibende Kraft T den Kör
per auf seiner Unterlage in Bewegung. 
In Wirklichkcit tritt jedoch wegcn der 
Hauhigkcit der BerührungsHächen ein Tan-
gentialwiderstand auf, der sog. Heihungs-
widerstand lVI' und man muß die trei- N 

bende Kraft T auf einen gewissen Wert stei- Fig. 5 . 
gern, bis der Gleitkörper sich auf der Un-

T 

terlage zu bewegen anfängt. N acl! dem "rechseI wirkungsgesetz 
sind, Rolange keine Bewegung eintritt, lrt und T einander gleich 
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und entgegengesetzt und halten sich das Gleichgewicht. Der 
Reibungswiderstand n~ wächst mit der treibenden Kraft T, aber 
nur bis an eine bestimmte Grenze. Von besonderer Wichtigkeit 
ist der Grellz,,'crt n't = R des Reibungswiderstalldes, der auftritt, 
wenn die treibende Kraft den Körper gerade an die Gleitgrenze, 
d. h. an die Grenze zwischen Ruhe und Bewegung gehracht hat, 
wenn also die Haftreibung in die Bewegungsreibung übergeht. 
Der Grenzwert R, die sog. Haftreibung, bildet also den Höchst
wert, den der Reibungswiderstand anzunehmen vermag. Nach 
dem Gesagten sind drei Fälle zu unterscheiden: 1. Es herrscht 
Ruhe oder Gleichgewicht; 2. es ist die Gleitgrenze, d. h. die Grenze 
des Gleichgewichtes erreicht; 3. es erfolgt Bewegung, je nachdem 

T~R. 

Es kommt nun ganz besonders auf die Größe der äußersten
falls auftretenden Grenzreibung an, mit anderen Vi orten: auf die 
Größe der Haftreibung. Aus einer Reihe von Wahrnehmungen geht 
hervor, daß die Haftreibung in besonders hohem ]Haße von der 
Größe des Normaldruckes abhängt. Nimmt man, vorbehaltlich 
späterer Berichtigung, an, der Reibungswiderstand R hänge in der 
denkbar einfachsten Art vom Normaldruck N ab, indem er diesem 
proportional ist, so kann man schreiben (Coulom bsches Reibungs
gesetz): 

R=,u·N, . ( 19) 

worin ,(( = R N den von 1 kg Normaldruck erzeugten Reibungs
widerstand, kurz die Reibungsziffer der Ruhe bedeutet. Nach 
bereits erwähnten Wahrnehmungen ist der Reibungskoeffizient auch 
noch von einer Reihe anderer Einflüsse abhängig, also im all
gemeinen keine Konstante. 

Denken wir uns den gleitenden Körper "frei .gemacht", d. h. 
die Unterlage weggenommen, und die von ihr ausgeübten Kräfte: 

Fig . . ')4. 

nämlich den vertikal aufwärts gerich
teten Normalwiderstand W" = N und 
den Reibungswiderstand Wt = R an 
der Berührungsfläche des Gleitkörpers 
angebracht, so herrscht Gleichgewicht. 
Setzt man den Normalwiderstand und 
den Tangential- oder Reibungswider
stand zu einer Resultierenden lV zu-
sammen, so ist diese der Ge s am t
widerstand W der Unterlage; W ist 

p schief gegen letztere gerichtet und bil
det mit der Berührungsnormalen oder, 
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was dasselbe ist, mit dem Kormalwiderstand den Winkel er, 
wobei 

Steigert man die treibende Kraft, so wächst auch Wt und da
mit tg q oder er selbst. An der Gleichgewichts- oder Gleitgrenze 
ist lVt = R = /loN und es sei er = Qo geworden (Fig. 54); hiermit 
wird an dieser Grenze 

R /IoN 
tg er = -:V = - N -= fto = tg [>0 (20) 

Der Winkel Qo heißt der Reibungswinkel der Ruhe. 
An der Gleitgrenze bildet also der Gesamtwiderstand W 

der Unterlage den Reibungswinkel Qo mit der Kormalen. 

In diesem Falle bleibt der gleitende Körper an der Gleich
gewichti'grenze, wie groß auch der Gesamtdruck P auf der Unter
lage ist. Der Gesamtdruck P muß nur den Reibungswinkel mit 
der Berührungsnormalen • bilden. Der Grund hierfür liegt darin, 
daß die Komponenten von P, nämlich R = p. sin f>o und N = p. cos f>o 

R 
die an der Gleichgewichtsgrenze bestehende Beziehung tg Qo = ,uo = N 

befriedigen. 
Mit Hilfe des Reibungswinkels Qo läßt sich überblicken, was 

geschieht, wenn der Gesumtdruck P gegen den gleitenden Körper 
den beliebigen Winkel ß mit der Normalen bildet. Ist nämlich 
ß = f>o' so ist der gleitende Körper dem soeben Gesagten zufolge 
an der Grenze des Gleichgewichts. Ist /1> Qo' so ist die Tan
gentialkomponente T = p. sin ß = N· tg ß größer als die höchstens 
erzielbare Reibung R=11o·N= N·tgQo; der Körper setzt sich in 
Bewegung unter dem Einfluß von T- R. Ist dagegen ß < Qo, so 
ist die Tangentialkomponente T= N· tg ß kleiner als die Grenz
reibung R = liO ' N = N . tg f>o' bei deren Überschreiten er"t Be
wegung eintritt; das gilt, wie groß auch P sein möge. Solange 
also die Richtung des Gesamtdruckes P gegen einen Gleitkörper 
mit der Normalen in der Berührungsfläche einen 'Winkel einschließt, 
der kleiner ist als der Reibungswinkel oder gerade diesem 
gleich ist, besteht Gleichgewicht; kein noch so großer Druck 
kann dann ein Gleiten herbeiführen. 

Zu jeder durch die Berührungsnormale gehenden Gleitrichtung 
gehört ein Reibungswinkel, wodurch der sog. Heibungskegel 
entRteht. Solange P innerhalb des Heibungskeg'els liegt, besteht 
Gleichgewicht, wie groß immer P sein mag. 

Beispiel: Die 'rreibachse einer Lokomotive, deren Abmessungen 
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G 
Fig. 55 zeigt, trägt in beiden Lagern ein Gewicht von je -2- = 8000 kg; 

das Gewicht des Hadsatzes ist 4000 kg, es sei zu gleichen Teilen 
auf die Laufkreise verteilt. Es ist diejenige in der Achsrichtung 
wirkende Kraft H anzugeben, die die Achse an die Gleitgrenze 
gegen seitliches senkrecht zum Gleise erfolgendes Verschieben 
bringt. Konizität der Häder tg a = 1 : 20. Ferner b = 90 cm. 

G 
Die Resultierende von 2· -- = G geht durch die Achsmitte und 

2 
vereinigt sich dort mit der gesuchten Kraft H zu einer Resultanten, 
die mit den beiden Schienenreaktionen W1 und W2 im Gleichgewicht 

a. 

ist; die Wirkungsgera
den von R, W1 und }V2 

schneiden sich also in 
ei n em Punkt. Diesen 
findet man als Schnitt
punkt der Richtungen 
von W1 und W2 • Diese 
Richtungen selbst aber 
schließen mit der Be
rührungsnormalen des 
Hades und der Schiene 
je den Heibungswinkel 
e ein. Man trägt dem
nach an die beiden Ver
tikalen' die in den End
punkten der Strecke 
a = 150 cm errichtet 
sind, mit Hilfe von 

Fig. 55. tg a = 1 : 20 und tg (} = 
1I.=0,4 die Winkel a + e 

bzw. a--e an (s. Fig. 55). Nach dem über das ~eichenblatt hinaus
fallenden Schnittpunkt zieht man. jetzt durch den Mittelpunkt M 
der Achsmittellinie eine Gerade (durch M und eine beliebige Stelle 
sind Parallelen zu ziehen und die zwischen die Richtungen von 
W1 und W2 fallenden Abschnitte in dem Verhältnis zu teilen, in 
dem M die eine ParalIde teilt). Das ist die mchtung von R. Das 
Kräftedreieck kann jetzt aus den bekannten mchtungen von W1 , W'2' R 
gezeichnet werden, indem man beachtet, daß die Vertikalkomponente 
G gl('ich der gegehencn Acbsbellultung + Gewicht des l{ad .. atzps ist. 

D(~r Studierende führe die Zeichnung selbst aus und stelle der 
zeichneri;.;ehell Lösung die rechnerische gegenüber, um sich ein Ur
teil über die gegenseitige Anwendbarkeit zu bilden. 
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69. Größe und Richtung der Haftreibung unterhalb der Gleit
grenze. Die Haftreibung eine Reaktion. Der Anfänger kommt 
leicht auf den Glauben, die Reibung habe stets den Wert R = ,uoN. 
Das ist aber nur der ganz besondere Wert der Haftreibung an der 
Gleitgrenze. Unterhalb dieser Grenze kann die Reibung jeden be
liehigen Wert< floN und überdies jede beliebige Richtung haben. 
Man kann in der Tat gegen einen auf ebener Unterlage ruhenden 
Körper einen ganz beliebig gerichteten Horizontaldruck ausüben, 
solange er noch nicht die Größe floN erreicht oder überschreitet. 
Die Haftreibung hat also durchaus den Charakter einer Reak
ti 0 n , die zuniichst nach Größe und Richtung als U n b e k an n t e 
auftritt und wenn sie statisch bestimmt ist, mit Hilfe der Gleich
gewichtsbedingungen der Statik ermittelt werden muß, und wenn 
sie statisch unbestimmt ist, außerdem noch unter Berücksichtigung 
der eintretenden Formänderung. Eigentlich ist das letztere stets 
der Fall. Es ist aber praktisch undurchführbar, alle Reibungs
aufgaben als statisch un bestimmte Aufgaben zu behandeln. Man 
befaßt "ich in der Regel nicht näher mit dem Druck- und De
formationszustand in der Berührungsfläche zwischen Gleitkörper 
und Unterlage, sondern nimmt fast immer eine punktförmige Be
rührung an. Dann kann man vielfach die Größe des Reibungs
widerstandes auch unterhaI b der Gleitgrenze sofort mit Hilfe der 
statischen Gleichgewichtsbedingungen angeben. Es sei aber wenig
stens ein Fall beispielshaI ber erwähnt, HUS dem hervorgeht, daß 
selbst die ebengenannte vereinfachende Annahme die statische Un
bestimmtheit der Aufgabe keineswegs immer zu beseitigen vermag. 
Man wird solchen Fällen später noch öfters begegnen. Ein hori
zontaler Balken sei zweimal frei aufgelagert und in der Mitte mit P 
belastet. Er biegt sich durch und die AuflagersteIlen suchen gegen
über den Auflagern eine relative Bewegung auszuführen. Es wird 
dabei ein Heibungswiderstand wachgerufen, der an der Gleitgrenze 
allerdings den Wert !IoN hat, vorher aber, d. h. ehe die Auflager
steIle gleitet, eine statisch unbestimmte Größe ist, die von der Form
änderung des Balkens abhängt. Würde man diese beobachten, so 
könnte man mit Hilfe einfacher Gleichungen der Elastizitätslehre 
die Größe des Reibungswiderstandes berechnen. 

Wo immer die Gleitgrenze noch nicht erreicht ist, hat man sich 
jedenfalls die grundsätzliche l"rage vorzulegen, ob die Haftreibung 
statisch bestimm bar ist oder nicht. 

70. Unterschied zwi .. ehen Bewegungsreibung und Haftreibung. 
Diesen veranschaulicht E. M eypr durch folgenden Verl"uch: Ein 
mit Gewichten beschwertes Kästchen kann mit Hilfe einer Schnur 
über einen ebenen Tisch gezogen werden; man kann außerdem 
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senkrecht zur Schnurrichtung einen Zug mit einer schwachen Feder 
oder einer Gummischnur ausüben; beide Züge mögen durch den 
Schwerpunkt des gleitenden Körpers gehen und Feder oder Gummi
schnur so schwach sein, daß man mit ihnen, ohne sie zu zerreißen, 
weitaus nicht imstand ist, die Haftreibung zu überwinden. Wird 
nun das Kästchen mit der Schnur gleichförmig über den Tisch 
weggezogen, so fühlt man als Widerstand die der Gleitgeschwindig
keit entgegengesetzte Bewegungsreibung pN, die meist merklich 
kleiner ist als die an der Gleitgrenze vorhandene Haftreibung Po' N. 
Während man nun vor Eintritt des Gleitens mit der Gummischnur 
allein keine Bewegung hervorzubringen vermochte, gelingt es nach 
Eintritt des Gleitens, den Gleitkörper durch die geringste Kraft 
senkrecht zur Gleitrichtung abzulenken. Nach Eintritt des Gleitens 
ist also die Haftreibung verschwunden und an ihre Stelle ist die 
Bewegungsreibung pR getreten, die stets der Gleitgeschwindigkeit 
entgegengesetzt ist. Durch den Hinzutritt der kleinen seitlichen 
Kraft entsteht eine von der anfänglichen Zugrichtung ein wenig 
abweichende Resultante, deren Richtung das Gleiten und die Gleit
geschwindigkeit jetzt annehmen. Ist die Resultante gerade gleich pN, 
so erfolgt das Gleiten auch in der neuen Richtung gleichförmig. 

Über einen instruktiven l\Iodell versuch E. M ey ers berichtet 
O. Mies in DingI. pol. Journal 1913. 

In Wirklichkeit kann der Übergang der Haftreibung in Gleitreibung bei 
einem Automobil vorkommen, das zu heftig gebremst wird oder eine Kurve 
zu rasch nimmt. Setzen wir den Fall, ein Automobil fahre auf der einen Seite 
einer Hauptstraße, die bekanntlich eine Leibung hat; die Radachsen und das 
ganze Fahrzeug sind dann gegen den Horizont geneigt. Werden jetzt die 
Hinterräder plötzlich gebremst, so daß die Räder auf dem Boden schleifen, so 
geht die bisher vorhanden gewesene Haftreibung plötzlich in die viel kleinere 
Bewegungsreibung über. Wegen dieser Schiefstellung ist eine Gewichtskom
ponente wirksam, die wie der Zug der Gummischnur im beschriebenen Bei
spiel wirkt und das Fahrzeug dreht. Unter ungünstigen Umständen kippt das 
Fahrzeug um. 

71. Trockene und Schmierreibung. Hauptergebnisse. Auf den 
Unterschied zwischen beiderlei Arten der l{eibung ist schon im 
vorhergehenden hingewiesen worden; nach den heute vorliegenden 
Beobachtungen läßt er sich wie folgt beschreiben: 

Der Reibungswiderstand bezogen auf die Flächeneinheit ist 

bei trockenen Gleitflächen 

proportional dem Normaldruck 

an der Gleitgrenze größer als bei Be
wegung; dann von der Geschwindig· 

keit wenig abhängig; 

von der Rauhigkeit der Gleitflächen 
abhängig 

bei geschmierten Gleitflächen 

vom Normaldruck unabhängig 

von der Geschwindigkeit abhängig; 

von der Rauhigkeit der Gleitflächen 
wenig abhängig 
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Vielfach sind die Gleitflächen weder ganz trocken noch voll
ständig geschmiertj vollständige Schmierung soll dabei gleich
bedeutend sein mit einer vollständigen Trennung der Gleitflächen 
durch eine Schmierschicht, also durch eine Flüssigkeit. Der er
wähnte Zustand liegt zwischen dem Zustand der trockenen und der 
Schmierreibung und unterliegt vermutlich keinem sehr einfachen 
Gesetz. 

Versuche, die sich vorwiegend auf trockene Reibung und den 
ebengenannten Zwischenzustand bezogen, sind von L. Klein (Mitteil. 
Forsch.-Arb. V. D. 1. Heft 10) angestellt an guß- und schmiedeeisernen 
Scheiben mit hölzernen Bremsklötzen j die Scheiben waren teils be
arbeitet, teils unbearbeitetj teils mit Benzin gereinigt und trocken, 
teils gefettet, der Reibungskoeffizient p. der Bewegung in GI. (20) 
erwies sich bei Geschwindigkeiten von 1 bis 20 [mjsek] und An
pressungen (= Anpressungskraft geteilt durch die gepreßte Fläche) 
von 1 bis 10 [kgjqcm] als annähernd unveränderlich. 

Durch die Versuche sollten weniger die physikalischen Gesetze 
der Reibung als vielmehr in erster Linie die günstigsten Verhält
nisse für Bremsen mit Holzklötzen ermittelt werden, wobei folgen
des gefunden wurde. An unbearbeiteten Eisenflächen nützt sich der 
Bremsklotz viel rascher ab als an bearbeiteten, die Reibung ist 
trotzdem kleiner und schwankendj der Bremsklotz hüpft merklich. 
Für die Bl'emsscheiben erwies sich sauber bearbeitetes Schmiede
eisen als dem Gußeisen überlegen. Die Oberfläche soll im Betrieb 
rein gehalten werden. 

Als geeignetstes Holz für Bremsbacken stellte sich Pappel holz 
heraus, dessen Fasern parallel zur Bewegungsrichtung liegen. Hier
für ist p. = 0,6 bis 0,65. Wird die Bremsscheibe warm, so nimmt 
die Reibung ab. 

Die Werte der Reibungskoeffizienten findet man in der Original
arbeit und auszugsweise in der "Hütte", weiter in Werken über 
Maschinenelementej auf die Wiedergabe dieser und anderer Er
fahrungszahlen muß hier verzichtet werden. Hier kann nur das 
Grundsätzliche erörtert und die Anwendung gezeigt werden. 

über den Gebrauch der in der Literatur angegebenen Reibungs
koeffizienten enthält 78 das Erforderliche. 

Die Schmierreibung wird in 72 eingehend besprochen. 
Unter Bezugnahme auf die in der Hütte aufgeführten Reibungs

koeffizienten und die in Enzykl. d. math. Wiss" Bd. IV, Mechanik, 
S. 197 H. von v. l\Iises zusammengestellten und kritisch besprochenen 
Versuchsergebnisse (dort auch ausführliche Literaturangaben) kann 
aus dem heute vorliegenden Versuchsmaterial folgendes über die 
trockene Reibung geschlossen werden: 

Autenrioth-Ensslin, Technische Mcchnnik. 2. Auf!. 7 
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1. Die Haftreibung (flo) an der Gleitgrenze ist fast stets 
größer als die Bewegungsreibung (fl). Einige Experimentatoren 
haben einen stetigen Übergang von flo nach P gefunden; nach 
primitiver Wahrnehmung fällt der Haftreibungskoeffizient flo plötz
lich auf den Wert der Bewegungsreibung. 

2. Das Material und die Beschaffenheit der Oberfläche 
der aneinander gleitenden Körper ist von Einfluß auf die Reibung 
(z. B. Bremsklotz aus Pappel, Eiche, Ulme usf., auf Schmiedeeisen 
oder Gußeisen, glatt oder rauh; Faserrichtung des Holzes parallel 
oder senkrecht zur Gleitrichtung vgl. Klein a. o. a. 0.). 

3. Bei kleinen Gleitgeschwindigkeiten wächst fl bis auf 
ein bei 1 bis 2 [m/sek] auftretendes Maximum (Conti findet dies 
bei Eiche parallel zur Faser auf Gußeisen trocken). Der Zuwachs 
ist indes gering und technisch kaum von Bedeutung. Bei großen 
Gleitgeschwindigkeiten nimmt fl merklich ab, was für den Bahn
betrieb (Rad und Schiene, Rad und Bremsklotz) wichtig ist. 

Nach Versuchen mit Bremsen (Gußeisen auf Stahl) von Poiree, 
Bochet und Wiehert entschied sich der Verein deutscher Eisenbahn
verwaltungen für folgende Formel 

_ flo - !' 00 + _ flo + floo a v _ l 1 + ca v 
fl- 1 + a v floo - 1 + a v - ! 0 1 + a v 

worin 
floo=C!lO =0,187 flo; a=0,216j v[m/sekJ. 

flo = 0,45 für trockene, flo = 0,25 für nasse Flächen, 
also 

1 + 0.0405 v 1 + 0,0112 V 
fl=flo 1+0,216v =flo 1+0,OöV . 

4. Der Reibungskoeffizient steigt mit wachsender Pressung 
p 

p = 7. Einige Experimentatoren fanden bei von Null aus steigen-

der Pressung erst eine Abnahme von fl auf ein Minimum und dann 
eine Zunahme. Voraussetzung für eine Aussage von bestimmt faß
barem Sinn bildet hiprbei eine genau bestimmbare Druckfläche. 

5. Ein Holzklotz findet an einer eisernen Fläche eine andere 
Heibung wie ein Eisenklotz an einer hölzernen Fläche, unter sonst 
gleichen Umständen, das erklärt sich aus dem in beiden Fällen 
völlig verschiedenen Deformationszustand. 

6. Die Haftreihung Po ist nach Coulom b von der Berührungs
zeit abhängig, während der der Gleitkörper und die Unterlage 
vor Eintritt der Verschiebungskraft unter Pressung standen. 

7. Einbringen von Schmiermitteln zwischen die Gleitflächen ver
wischt den Einfluß des Materials des Gleitkörpers und der Unterlage. 



§ 10. Reibung. 99 

Bei praktischen Rechnungen ist man meist genötigt, die Ver
änderlichkeit des Reibungskoeffizienten durch Wahl eines kon
stanten l\Iittelwertes zu berücksichtigen. 

72. Lagerreibung. Versuche. Zwischen Zapfen und Lager be
findet sich im normalen Zustand eine Schmierschicht, die die Be
rührung fester Körper verhindert. An die Stelle der trockenen 
Reibung aneinander gleitender fester Körper tritt die viel kleinere 
Flüssigkeitsreibung. Das Reibungsgesetz R = fJ-. N darf also streng 
genommen nicht auf die Lagerreibung übertragen werden. Wie 

dN 
nun die Pres~ung p = df auch über die Druckfläche zwischen 

Zapfen und Lager verteilt sein möge, jedenfalls treten am Zapfen
umfang der Drehrichtung entgegengerichtete Tangentialwiderstände 
auf, die die Drehung des Zapfens zu hemmen suchen. 1\lan pflegt 
sie durch eine resultierende Tangentialkraft R zu ersetzen, die das 
gleiche l\Ioment um die Drehachse besitzt, wie die Tangentialwider
stände. Auf die Komponenten pflegt man keine Rücksicht zu nehmen. 

Die Ermittlung des Momentes der Lagerrei bung bildet vor
liegenden Falles die Hauptaufgabe; dieses Moment ist, da die Er
kenntnis des Kräftezustandes in der Druckfläche noch wenig ge
fördert und man noch nicht imstande ist, die an jedem Flächen· 
element auftretende Reibung voraus zu berechnen, durch Versuche 
zu bestimmen. Die Feststellung des Zustandes in den einzelnen 
Teilen der Druckfläche 1) bildet eine Aufgabe der wissenschaftlichen 
Forschung, wobei die Lehren der Hydrodynamik heranzuziehen sind. 
Das liegt außerhalb der Aufgabe dieses Buches. Vielmehr soll 
allein gezeigt werden, wie der Techniker da vorgeht, wo eine 
korrekte schulmäßige Lösung nicht möglich oder zu verwickelt ist, 
ein praktisches Bedürfnis nach der Erkenntnis der Tatsachen und 
der Erlangung eines brauch baren Zahlenmateriales aber trotzdem 
vorliegt. 

Zur Messung des Reibungsmomentes dienen sog. Reibungs
wagen. Stribeck hat folgende Konstruktion angegeben (Fig. 56): 
Mit dem zweiarmigen Hebel ABC, dessen fester Drehpunkt in B 
liegt, wird eine Druckkraft P auf die Stange CD ausgeübt und 
von dieser auf die Zugstange DW übertragen. In W befindet sich 
eine von außen angetriebene, zweimal gelagerte Welle. Zwischen 
beide Lagerstellen wird das zu prüfende Lager gebracht, so daß 
es die Welle umschließt. Auf das Versuchslager wird mit der 
Stange WD ein Lagerdruck ausgeübt. Wird die Welle in der Pfeil-

1) Willkürliche Annahmen über die Druckverteilung in einem Lager zu 
ersinnen, die nicht auf exakten Beobachtungen beruhen oder durch solche nach-

7* 



] 00 Statik. Von d. " 'iderstandskriiften an Kürpern lll. he sehr. Be weglichkeit. 

richtung gedreht, so sucht sie 
bungsmomentes mitzunehmen. 

das Versuchslager mittels des l{ci
Das Gestänge kommt in die ge

zeichnete Lage und die Kraft 
P erhält einen Hebelarm m, 
und P äußert ein ]\{oment um 
W, nämlich p. m = ll'I, das Hei
bUllgsmoment wird demnach 
unmittelbar abgewogen. Das 
Schweremoment der Stangen CD 
und WD wird durch die ge
strichelt angedeutete Ausgleichs
yorrichtung ausbalanziert. 

r-.../ 
I 1 

01"-' 
/ 

/ 

/ 
/ 

/ 

F-{ 
/1:/1 

/ 

Welle drellhar Emd!J 

/ 
/ 

/ 

E .0 ?"-------

Ist JI gemessen, so folgt 
jJl 

R = - und es zeigt sich, daß 
r 

R unter normalen Verhältnissen 
klein ist gegenüber dem Lager
druck P. Bei einem richtig ar
beitenden Lager kann von der 

Fig. 56. Komponentenwirkung R abge-
sehen werden, das Reibungs

moment ist allein v on Bedeutung. Mit der Reibung:;wage kann nun 
geprüft werden, welchen Einfluß der Lagerdruck, die Zapfenumfungs-

geprüft werden, ist wertlos. Versuche über die Verteilung der Pressunp; in 
einem zylindrischen Traglager hlLt Beauchamp-Tower angestellt ; C. Bach 
gibt in seinen "Maschinenelementen" beistehendes Bild davon: 
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geschwindigkeit, das Schmiel'öl, das Lagermetall, die Lagertempera
tur, der Zustand der Lager- und Zapfenflächen u. a. auf die Größe 
des Reibungsmomentes ausüben. Die Beobachtungen werden tabel
liert nnd zweckmäßigerweise in Schaubildern dargestellt. Dann wird 
man eine die Beobachtungen richtig wiedergebende Gesetzmäßigkeit 
aufzustellen suchen. Da es noch nicht gelungen ist, die Versuchs
resultate durch eine umfassende Gesetzmäßigkeit wiederzugeben, so 
greift der Techniker zu dem ihm geläufigen Reibungsgesetz : 

R=fl"p, 

wobei R eine die irgend wie verteilten Reibungswiderstände er
setzende Einzelkraft ist, die den Zapfenumfang berührend gedacht 
ist. f/ ist der sog. Lagerreibungskoeffizient. Das Reibungsmoment 
wird dann unter gleichzeitiger Einführung der spezifischen Pressung 

p 
P = ld' die man durch die durchschnittlich auf 1 qcm Zapfen-

projektion l· cl entfallende Kraft auszudrücken pflegt: 

l1f=R·r=,u'P. r=O,5.,u'pb·~ ..... (21) 

Nachdem durch den Versuch und die Abmessungen des Ver
suchskörpers alle Größen dieser Gleichung bis auf ,U' bekannt sind, 
kann ,ni berechnet werden. Wie man sieht, ist der ·Wert fl' nicht 
allein von den Versuchen, sondern auch von der }<'orm der an
genommenen Gesetzmäßigkeit abhängig. 

Ist nun f/ in seiner Abhängigkeit von den verschiedenen maß
gebenden Einflüssen durch Versuche festgestellt, so kann die Um
fangsreibung R und das Reibungsmoment des Zapfens aus obigen 
Gleichungen unter Benützung des Versuchsmaterials berechnet 
werden. Auf diese Weise erhält man mit der 'IYirklichkeit überein
stimmende ·Werte auch dann, wenn das Reibungsgesetz nicht richtig 
ist. Es ist eben die Abhängigkeit des Momentes M von den ver
schiedenen Einflüssen ganz in den Koeffizienten ,U' hineingelegt, 
der in der Formel zwar sehr einfach, wie eine Konstante aussieht, 
in Wirklichkeit aber veränderlich ist. Das Wertvolle liegt hierbei 
offenbar in den Versuchsergebnissen, seien sie in Zahlentafeln oder 
Schaubildern niedergelegt. Die Form der GI. (21) hat vielleicht 
außer ihrer Einfachheit keine sonstigen Vorzüge zu beanspruchen. 
In der 'rat erweckt GI. (21) zunächst den Eindruck, als ob M pro
portional mit P wachse. Den Versuchen von Stribeck und Lasche 
zufolge ist aber bei dem Produkt !l·p unter gewissen Umständen 
eine Neigung zur Unveränderlichkeit erkennbar, was bedeutet, daß 
die Lagerreibung unter gewissen Umständen gar nicht oder nur 
wenig vom Lagerdruck abhängt; das würde auf die Hypothese von 
Newton hinwei:,;en, derznfolge die innere l{eibung einer I<'lüssig-



102 Statik. Von d. Widerstandskräften an Körpern m. beschr. Beweglichkeit. 

keit - d. h. hier des Scbmiermittels - vom Druck unabhängig 
sein soll. Aber einmal gilt die Beziehung p/.p = konst. nur an
genähert und unter gewissen, den Versucbsbericbten zu entnehmen
den Umständen, ferner hört auch die angenäherte Geltung dann 
auf, wenn die Schmierschicht verschwindet, was (ohne Zuhilfenahme 
von Preßschmierung) bei niederen Geschwindigkeiten, wo der Zapfen 
nicht mehr genug Öl mitnimmt, oder bei hohen Pressungen, wo 
das Öl herausgedrückt wird, eintritt. Ist nun aucb die Feststellung 
fl"P = konst. von wissenschaftlichem Interesse, so ist für den Kon
strukteur hauptsächlich von Wert, bei welchen Pressungen, Ge
schwindigkeiten und Temperaturen die Schmierung versagt, unter 
welchen Umständen Ringschmierung oder Preßschmierung anzuwen
den ist u. a. V gl. 126, 3. Beispiel. 

Der Konstrukteur vOn Lagern wird sich also zuvörderst an 
die Versuchsergebnisse halten, nicht an ein mehr oder minder hypo
thetisches Reibungsgesetz, das in den praktisch wichtigen Grenz
fällen doch seine Gültigkeit verliert. 

Bezüglich des Einflusses der Zapfengeschwindigkeit v er
geben die Versuche, daß die Reibung. der Ruhe am größten ist 
(flo' = 0,14 bei SeIlerslager; flo' = 0,24 bei Weißmetallscbalen), dann 
mit steigendem v zunächst auf einen Kleinstwert abnimmt (Sellers
lager fl' = 0,0035; Weißmetallscbalen 0,0021), um mit v wieder 
zuerst rascher, dann langsamer zu steigen und schließlich von 
v> 10 [mjsek ] ab fast unveränderlich zu sein. Ein noch nicht 
eingelaufenes Lager hat einen größeren Reibungswiderstand als 
ein eingelaufenes. Während der Periode des Anlauf ens bis die 
volle 6eschwindigkeit und gleichbleibende Temperatur erreicht ist, 
nimmt der Reibungswiderstand ab. 

Bezüglich des Einflusses der Lagertemperatur faßt Lasche 
seine Beobachtungen in der Gleicbung 

fl'·P·t=2 

zusammen, wo p = 1 bis 15 kgjqcm die Pressung auf 1 qcm Zapfen

projektionsfläche (p = ~), t = 30 bis 100 0 0 die Lagertemperatur 

bedeutet und die Umfangsgeschwindigkeit des Zapfens v = 1 bis 
20 mjsek betragen kann. 

Die Einzelergebnisse sind in den Originalversuchsberichten von 
Stribeck und Lasche, Z. Ver. deutsch. Ing. 1902, S.1341, 1881, 
nachzusehen. 

73. Lagerreibungslweffizient und Coulombscher Reibungs
koeffizient. Auf ein Fläcbenelement df eines Lagers (Fig. in Fuß
note S. 100) entfalle die Kraft dN=pdf=prdfP·db. Macht man 
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die Annahme, es gelte das Coulombsche Reibungsgesetz GI. (19), 
so betrüge die in d f tätige tangentiale Reibung d R = ft· dN. Das 
Moment der Lagerreibung ist: 

M-J J ftpdf-r=ftrJJpdf=ft·rS, 

wenn S = J Jpdf die auf die abgewickelte Tragfläche des Lagers 
entfallende Normalkraft ist. 

Wir vergleichen damit den üblichen Ausdruck für das Reibungs
moment GI. (21), in dem der Lagerreibungskoeffizient ft' verwen· 
det wird: 

M=f!'P·r. 

Der Coulom bsche Reibungskoeffizient und der Lagerreibungs· 
koeffizient stehen also in der Beziehung 

, S 
ft =W p . . . . . (22) 

worin S nur angegeben werden kann, wenn die Druckverteilung 
im Lager bekannt ist. 

Man hat mehrfach versucht, die Lagerreibung zu berechnen, 
indem das Coulombsehe Gesetz benützt und eine Hypothese über 
die Druckverteilung im Lager gemacht wurde, also im ganzen auf 
Grund von zwei Hypothesen (von Reye). 

Will man diese so berechnete Lagerreibung mit der experi
mentell ermittelten vergleichen, so kommt der oben angegebene 
Zusammenhang zwischen ft und ft' in Frage. 

Für den Ingenieur empfiehlt es sich mehr, sich auf Versuche 
zu stützen, und die Versuchsergebnisse mit Hilfe von (21) darzustellen, 
als Hypothesen zu ersinnen, in der Absicht, die Theorie der Rei
bung auf eine breitere Grundlage zu stellen und allgemeinere Ein
blicke zu gewinnen. Diese sind auf dem von Tower eingeschlagenen 
Wege des Versuchs zu suchen, wobei überdies zu bedenken ist, 
daß die Verhältnisse in Wirklichkeit wegen der von vielen Zufällig
keiten abhängigen Größe der Reibung überaus mannigfaltig sind. 

74. Adhäsion. Die Bezeichnung Adhäsion wird in mehrfachem 
Sinne gebraucht. Man nennt so die Reibung zwischen Rad und 
Boden oder Schiene. Sie folgt dem Gesetz R = ftN, wo ft die 
Reibungsziffer der Ruhe oder der Bewegung bedeutet. R wirkt am 
Radumfang berührend und ist dem Sinn des angestrebten oder aus
geführten Gleitens entgegengesetzt. 

Gänzlich hiervon verschieden ist die Kraft, mit der zwei glatte, 
kongruente, trockene Flächen aneinander haften. Die zum Trennen 
der Berührl1ngsflächen erforderliche Normulkraft wird ebenfalls 
Adhäsion genannt. Man stellt diese Kraft an zwei ebenen auf-
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einalldergelegtell Glasplatten fest, selbst dann noch, wenn sie im 
luftleeren Raum sich befinden. Sie kann nicht vom Normaldruck 
der sich berührenden Körper herrühren, muß vielmehr auf eine 
Molekularwirkung zurückgeführt werden. Auch zum Verschieben 
in der Flächenrichtung ist eine Adhäsion genannte Kraft nötig, 
über die dem Verfasser Versuche nicht bekannt sind. Man ist 
neuerdings geneigt, dieser Adhäsion einen Anteil an der Kraftüber
tragung von Riemen und Stahlbändern zuzuschreiben, die erfahrungs
gemäß bei glatten Scheibenoberflächen und gefetteten Riemen gün
stiger ist 1) als bei rauhen und ungefetteten, die im letzteren Fall 
doch nach der üblichen Auffassung einen größeren Widerstand gegen 
Gleiten haben, und mehr Umfangsreibung übertragen müßten. Von 
der molekularen Adhäsion ist zu vermuten, daß sie mit der Größe 
der Berührungsfläche wächst und unabhängig vom Normaldruck ist. 
'Welcher Anteil der von einem Riemen übertragenen Kraft auf die 
Reibung des Gleitens, und welcher auf die molekulare Adhäsion 
entfällt, ist yorläufig nicht zu entscheiden. Nach B ri x ist die 
Adhäsion, 'wenn trockene Flächen aufeinandergleiten, gering. 

Die Adhäsion zwischen Riidern und Boden bzw. Schienen ist 
erfahrungsgemäß am größten, wenn die Räder auf der Unterlage 
nur rollen, aber nicht gleiten, und wird bedeutend kleiner, wenn 
die Häder schleifen. Da nun die Adhäsion diejenige Kraft ist, die 
beim Bremsen das Fahrzeug zum Stillstand bringen oder dessen 
Lauf verlangsamen soll, so kommt das Fahrzeug früher zum Stehen, 
wenn die Häder mit der Bremse nicht gänzlich festgestellt werden, 
sondern an den Bremsbacken schleifen, am Boden oder auf den 
Schienen aber nicht. Mit andern Worten heißt das: Zur Erzielung 
der größten Bremswirkung soll die Bewegungsreibung ,uNl zwischen 
Rad und Bremsklotz höchstens gleich oder besser etwa;; kleiner sein, 
als die Haftreibung ,uoN zwischen Rad und Boden bzw. Schiene. 
Das vollständige Festbremsen der Häder ist wertlos und beeinträch
tigt die Bremswirkung CuNl :-:'." ,uD Q, wo Nl die Anpressung des 
Bremsklotzes und Q der Achsdruck ist). 

75. Rollwiderstand. Kugel oder Walze zwischen ebenen 
und zylindrischen :B'ührungen. Ein Wagen kann bekanntlieh 
leichter auf ebener Straße fortbewegt werden, wenn die Häder olllle 
zu gleiten auf dem Boden rollen, als wcnn sie infolge des Bremsens 
gleiten müssen, oder auch leichter als ein kchlitten, dessen Kufen 
auf dem Boden gleiten. Der Rollwiderstand kann also kleiner sein 
als der Gleitwiderstand, was eben bci einem lUtderfahrzeug prak-

') Ganz abgcHchen uavon, daß an rauhen Scheibcnoberitächen sich der 
Riemen rasch abnützen würde. 
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tisch verwertet wird; das ist auch der Grund, weshalb man nicht 
selten Kugellager, statt Gleitlager verwendet und weshalb man eine 
schwere Last auf Walzen fortrollt. Wir wollen den Vorgang des 
Wälzens oder Rollens näher betrachten. 

Eine oder mehrere Walzen oder Kugeln befinden sich zwischen 
ebenen und parallelen Stützflächen. Auf eine Walze oder Kugel 
drückt die Last Q. Wären die Walzen und Stützflächen starr und 
rauh, so entstünde kein Widerstand, wenn die Last fortgerollt wird; 
es würde dazu die kleinste Horizontalkraft ausreichen. In Wirk-
lichkeit muß man aber die Horizontalkraft auf einen gewissen Be
trag steigern, bis eine Wälz bewegung beginnt. Diese an der 
"Wälzgrenze" auftretende Horizontalkraft ist dem Rollwiderstand 
entgegengesetzt gleich. Da den Versuchen zufolge zwischen dem 
Rollwiderstand der Ruhe und dem der Bewegung kein Unterschied 
gefunden wird, so fragen wir jetzt nach den Kräften, die an der 
Walze im Beharrungszustand angreifen; die Kräfte im Beharrungs
zustand sind im Gleichge"wicht, haben also weder eine Resultante, 
noch ein Moment, m. a. 'V. die Lasten und 
Widerstände sind entgegengesetzt gleich und 
haben die gleiche Wirkungslinie. Wir wollen 
uns die bei den Stützflächen als rauh, aber 
nur die eine als nachgiebig, die andere als 
starr vorstellen. Dann wird an der 'Yälz
grenze im oberen Berührungspunkt der Walze 
(l<'ig. 57 a) mit der starren Stützfläche die Last 
Q und - vermöge der Haftreibung - die 
Tangentialkraft T auf die Walze übertragen; 
ihre Resultante geht an der Drehachse vor
bei. An der unteren, nachgiebigen Stiitz
fläche sinkt die Walze ein und es ent-
stehen in der Bcrührullgsfläche 'Yiderstände, 

. f' I 

Fig. 57a. 

deren }tesultante die l{esultante aus Q und T gerade aufhebt. Sind 
Wn und rv; die Komponenten des Widerstandes, so ist wegen des 
Gleichgewichtes W n = Q und Wt = T. 

Wiiren die beiden Stützflächen aus dem gleichen Material, so 
ginge die resultierende Kraft und der resultierende Widerstand 
genau durch die Achse der Walze. Letzteres trifft nicht mehr zu, 
sobald die StützfUichen aus verschiedenem Material bestehen. 

Nehmen wir der Allgemeinheit halber verschiedene Materialien 
für die Stützflächen an; dann mögen Q und Wn im Abstand t't und 
t~ von der durch die WalzenIllitte gehenden Vertikalen liegel\. 
Dann lautet die G leichgewiehtsbedingung für die Momente der 
an der vValze angreifenden Kräfte, sofern man noch annimlllt, die 
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Formänderung sei klein und der Abstand zwischen T und W dürfe 
gleich 2r gesetzt werden (Fig.57b): 

T· 2 r = Q. (f1 + (~) . 
Dabei bedeutet T· 2r das aktive Moment der Rollbewegung 

und Q. (f1 + fJ das Gegenmoment des Rollwiderstandes. Die zum 
Überwinden des Rollwiderstandes erforderliche Kraft oder auch der 
Rollwiderstand selbst hat die Größe 

T=~f~+f2 Q 
2 r 

oder wenn bei gleicher Beschaffenheit der Stützflächen (1 = t~ = t 
gesetzt werden darf (Fig. 57 b): 

T=L Q (23) 
r 

womit das Moment des Rollwiderstandes M = 2 Qf wird . 

.. 

Fig. 57b. Fig. 57 c. 

Greift, wie z. B. bei einem Had, die verschiebende Horizontal
kraft an der Drehachse an, so ergibt sich (nach F'ig. 57 c) wiederum 

f T=---Q. 
r 

Man nennt (den Hebelarm oder Koeffizienten der rol
lenden Heibung; er hat, wie r, die Dimension einer Länge. F~r 

wird als eine Konstante aufgefaßt, was voraussetzt, daß '1' mit Q 
proportional wächst; das kann nur durch Versuche entschieden 
werden; ebenso die J"rage, ob f' in den beiden oben angeführten 
l·'ällen der Walze und des Rades gleich groß ist. 

Kugel oder Walze zwischen zylindrischen Führungen. 
I'~in Kugel- oder Walzf\nlager mit den aus Fig. G8 ersichtlichcn Ab
messungen enthält nur eine Kugel, die lllit Q kg belastet ist. J~ti 

soll das zum Überwinden des Hollwiderstandes erforderliche .Moment 
angegeben werden. Der Studierende zeichne sich unter der An-
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nahme, daß die Walze oder Kugel starr sei, die Formänderung 
am inneren und äußeren Laufring nach dem Vorbild der Fig. 57 a, 
hierauf je für sich 1. die Kugel mit den Kraftkomponenten T und 
Q; 2. den inneren Laufring mit den von der Kugel ausgeübten 
Kraftkomponenten Q und T (den vorigen gleich und entgegen
gesetzt), wobei Q am Hebelarm f in bezug auf die Achsmitte an
greift, ferner die zentral wirkende Reaktion Q, ein Reaktionsmoment 
Mi und eine Heaktionskraft T, letztere in der Wellen mitte. 3. den 
äußeren Laufring mit den Gegenkräften Q und T der Kugel, Q 
wieder am Hebelarm f angreifend und ferner die zentral wirkende 
Kraft Q und das zum Wälzen nötige Antriebmoment Ma und eine 
Heaktion Tin der Wellenmitte, durch eine gedachte 'Yalze aufgefangen. 

Das Gleichgewicht an Kugel, äußerem bzw. innerem Laufring 
erfordert 

lvI = 2 Tr = 2 Qf 
f r -I" r M =T·/" - Qf= -Qr -Qf=Qf_a_- =Qt () 

a a y a rr r 

M. =T·}". + Qf=L Qr. + Qr=Qt"Jj±~= Qfl"o. , , r' )"}" 

Hiernach ist, wie auch zu erwarten, das Antriebmoment am 
äußeren Laufring gleich dem Heaktionsmoment am inneren Lauf
ring; das Moment zur Überwindung des Hollwiderstalldes einer 
zwischen zylindrischen Führungen befindlichen tragenden Kugel 
oder Walz'e hat die Größe 

(23a) 

Für mehrere tragende Kugeln vgl.7(), 

Das Auftreten des Rollwiderstandes wird allgemein mit der Formänd8rung 
in Zusammenhang gebracht. Die 8inzelnen ErkHirungsversuche weichen unter
einander ab. Man kann sich folgende Vorstellung bilden, bei der die 'Walze 
als starr vorausgesetzt ist, die Stützfläche dagegen als yollkommen elastisch. 

Wird zunächst die 'Walze senkrecht iu die Stützfläche eingepreßt, so 
wird lias Material der Stützfläche in der Richtung des Einpressens verkürzt 
und sucht sieh quer dazu auszubreiten, denn bekanntlich zieht sieh z. B. ein 
in die Länge gestreckter Kautschukst1.b 'luer zusammen, ein durch Druck ver
kürzter wird dagegen dicker. Infolge dessen wird das J\Iaterial dpr Stütz fläche 
sich senkreeht zur Druckrichtung ausbreiten und sich sYlllmetrisch zur J\Iittel
ebene der vValze oder der Druckachse der Kugel relativ gegen die Oberfläelll' 
der Walze bewegen. Die entstehenden 'l'angentialkräftl' in der Bt'l'ührung-s
fläche heuen sich aus Symmetriegründen auf. \\'ird nUll die 'Valze fort
gerollt, so wird das Material vor dt'r 'Yalze geg'enübpr der lptzterpn gedehnt 
nnd an der Walze hingleitcn, und das Material hiutpr der 'Valze sich zu
sammenziehen \lnd ebenfalls am 'Yalzcnumfang glpiton, wobei ein Punkt. 
odnr eine gpwisse Stre"ke der Beriihnlllgsfläehe, wo cl"r stiirkste Anpresimngs· 
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druck herrscht. in relativer Ruhe bleibt. Beide Gleitbewegnngen gehen rehttiv 
zu der \Valze so vor sich, daß ein Gleitwiderstand auftritt, der an einer 
Stelle der Berührungsfliiche in Haftre.ibung, an den andern in Bewegungs
reibung besteht. Der Gleitwiderstand wirkt bremsend anf die Rollbewegung 
ein. So ließe sich das Entstehen eines Rollwiderstandes auf Gleitreibung 
zurückführen. Die Erkl:\'rung stimmt noch, wenn die Walze elastisch, die 
Stützfläche starr aug-enommen wird, sie stimmt aber nieht mehr, wenn beide 
gleich elastisch sind, da ja dann keine, oder höchstens wegen der verschiedenen 
Form von vValze und Stützfläche nur noch geringfügige Relativbewegungen 
der beiden Materialien erfolgen. Sicher ist aber auch in diesem Fall noch 
Rollwiderstand vorhanden. Es reicht also die gegebene Erklärung nicht aus. 
Bei vollkommener Elastizität und gleichem Material von Walze und Stütz
fläche wird man immer anzunehmen haben, daß im Beharrungszustand die 
Kraftverteilung symmetrisch sei; es wird dann die Symmetrieachse in Ruhe 
oder gleichförmiger Bewegung sein und die Formänderung des vor der Sym
metrieachse gelegenen Materials sieh genau so ausbilden, wie sie sich hinter 
der Symmetrieachse zurückbildet, letzteres überdies ohne Zeitverlust. Sobald 
man aber annimmt, daß zur Rückbildung der Formänderung Zeit nötig sei, 
oder daß bleibende Formänderungen auftreten, läßt sich der Rollwiderstand 
ungezwungen erklaren, denn dann wird gleichsam ein Stauhügel von Material 
vor der Walze oder der Kugel hergeschoben. Dann erfordert die Wälzbewegung 
andauernde Kraft und Arbeit. Bei der Unsicherheit der Erklärung empfiehlt 
es sich, sich an die Versuchsresultate zu halten, also durch Versuch f zu be
stimmen, bei verschiedenen Belastungen, Durchmessern, Materialien und bei 
d em Kräfteangriff, wie er bei Walzen und Kugeln einerseits und bei Rädern 
anderseits vorkommt. 

,(s. 
Fig.58. 

Kugel- oder Walzenlager. Versuche von Stribeck. 
Zwischen zwei ringförmigen Laufflächen (Laufringen) liegen 

Fig. 5 . 

z Kugeln oder Walzen. Die 
Gesamtbelastung P wird von 
einer Lauffläche auf die andere 
zentrisch übertragen, und zwar 
durch die Hälfte der Kugeln. 
Davon wird durch jede Kugel 
ein Teil übertragen, nämlich 
symmetrisch zu P die Beträge 

PO PI P2 •• • 

Dann lautet die Gleichge-
r.rir = Hlbm. d. Ringe u . d. Walzen. wichtsbedingung der Kompo

nenten in Richtung von P: 

P = Po + 2 Pt eos 'Y + :.l P2 cos 2 'Y + ... 
Die Summe der Einzelbelastungen aller tragenden Kugeln ist be
zeichnet mit 

s = Po + 2 PI + 2 P~ + ... (M) 
Die Kräfte POPl P2 ••• sind durch die Formänderung hestimmt, 

die die Kugeln hzw. 'Walzen und die Laufringe erleiden; die l~r-
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dieser Kräfte ist eine Aufgabe der Elastizitätslehre. 
findet unter der Annahme, daß die Kugeln allein elastisch 
sich nach einer von Hertz angegebenen Gleichung de
während die Laufflächen als starr angesehen werden: 

3. 
P 1 =Po cos t r P P t2r····, 

2 = ocos 

-~ t 
P=Po(1+2cos r+ 2 cos 2r+···)· 

Für spielfrei sich berührende Kugeln findet Stribeck: 

z= 10 15 20 

]'= 36° 24 0 18 0 

P:Po= 2,28 3,44 4,58 

z: 4,38 Z: 4,36 Z: 4,37 
S nach (24)= 1,23 P 1,22 P 1,21 P 

d. h. die Summe der Einzelbelastungen ist nahezu unyeränderlich 
und yon der Zahl der Kugeln unabhängig, auch die Werte P/Po 
sind fast genau z!4,37. 

P 
Die Belastung der stärkst gedrückten Kugel ist also Po = 4,37·-

z 
Da zwischen den Kugeln Spielräume verbleiben, wird diese Kugel 
stärker gepreßt als bei sich berührenden Kugeln in Fig. 58, und 
die Summe S aller Einzelhelastungen wird kleiner als obiger Wert 
angibt. Stri beck setzt: 

Po= 5 ·plz, 

womit S= 1,2·P 

und für z=10 15 20 

Po=P/2 PI3 P;4 

Diese nicht in die Mechanik starrer Körper gehörigen Dar
legungen müssen mitgeteilt werden, weil die Form des Reibung"s
momentes hiermit zusammenhängt, und damit der Ko effi z i en t 
der rollenden Reibung eines Kugellagers. Damit soll auch dar
auf hingewiesen werden, daß die aus Versuchen mit Hilft> nm 
GI. (23) berechneten Koeffizienten der rollenden Heibullg nicht mit 
den in Rede stellenden identisch sein müssen, da in der Gleichung 
des Reibungsmomelltes eines Kugellagers noch weitere AlllHtlnnen 
stecken. 

Wir ermitteln nun das zum Drehen des Kugellagers erforder
liche Heibullgi:llllOment. Die Kugeln wiilzen sich auf den Laufringt~n, 
ohne zu gleiten, was man einsieht, wenn man sie sich ycrzahnt 
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denkt. Zum Fortwälzen der mit POPl P2 • .• belasteten Kugeln ist, 
sofern Ulan von der Verschiedenheit d('r Kugeleindrücke am äußeren 
hohl gekrümmten und inneren erhaben gekrümmten Laufring ab
sieht und f l = f~ = f setzt, das zum Überwinden des Holhvider
standes erforderliche Moment nach GI. (23 a\: 

Mit der Reibungswage von Stri beck wird das Moment des 
am äußeren Laufringumfang (Halbmesser ra) angreifenden Holl
widerstandes gemessen; es beträgt nach letzter Gleichung 

M= 1,2 Pf)'o 
1" 

(25 ) 

Ist M abge'wogen, so kann der Hollwiderstandskoeffizient f des 
Kugellagers berechnet werden. Zum Vergleich mit dem Zapfen
reibungskoeffizienten empfiehlt es sich, das Moment des Hollwider
standes in der Form zu schreiben 

(25a) 

wobei ,uiP eine ideelle Umfangskraft im Abstand )'z von der Dreh
achse l) und fli einen ideellen auf 1'z bezogenen Reibungskoeffizienten 
des Kugellagers bedeutet, der letztere hängt mit f nach folgender 
Gleichung zusammen: 

. rz·1' t = fli -----
1,2 '1'0 

(26 ) 

Mit den Abmessungen der Versuchseinrichtung Stri becks ist: 

. 3,5·1,11 [ ] t = ---- ... u. = 067 H. cm 
1,2·5,1" '" . 

Stri beck fand den Rollwiderstand des Kugellagers in weiten 
Grenzen von der Geschwindigkeit unabhängig, und die Heibung 
der l{uhe nicht merklich verschieden von der Bewpgungsreibung. 
Zwischen 18 0 und 40° C Lagertemperatur war P'i wenig verschieden. 
Zwischen P = 1000 und 3000 kg wurde fli wenig veränderlich und 
im Mittel gleich 0,001 i) gefunden, entsprpchend f= 0,001 [cm J. 

Unterhalb P = 1000 kg Ilimmt /~i mit abnehmender Belastung 
erheblich zu (/I i = 0,0033 hei P = 3HU kg). 

GI. (21) und (25) gestatten die Reibung in Gleit- und Kugel-

1) Der Abstand r, ist willkürlieh wählbar; um (2;,a) mit (24) vergleichen 
zn können, wählt Stribeck den Halbmesser rz dort, wo der innere Lanfring 
des Kugellagers auf die \Vellc gesteckt ist, wo sich also sonst das Gleitlager 
befinden würde. 
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lagern bei gleicher Belastung und gleichem Durchmesser des Zapfens 
bzw. der inneren Lauffläche zu vergleichen. 

77. Spurzapfenreibung (Bohrreibung) Fig. 59. Ein Spurzapfen 
wird gegen das Spurlager mit der Normalkraft N gepreßt und 
relativ gegen das Lager gedreht. Es soll 
das zur Überwindung der sog. Spurzapfen
oder Bohrreibung erforderliche Drehmoment 
angegeben werden. 

Da man die Druck- und l{eibungsver
teilung in der Berührungsfläche nicht kennt, 
so ist das Moment der Spurzapfenreibung 
durch Versuche zu bestimmen. Die Ergeb-
nisse werden abhängen können von der Be-
lastung N, vom Zustand der sich berühren- Fig. 59. 

den Oberflächen (trocken, geschmiert, glatt, 

p 

rauh), von der Drehgeschwindigkeit, der Temperatur, dem Schmier
mittel, von Ruhe oder Bewegung; besonders ist darauf hinzuweisen, 
daß der Zustand des Lagers sich während des Betriebes ändern 
kann nach Maßgabe der Abnützung, wovon die Druckverteilung 
entscheidend beeinflußt wird. 

Liegen Versuche über die Größe des Momentes der Steuer
zapfenreibung vor, so ist es erwünscht, sie in die Form einer 
Gleichung zu kleiden. Es ist üblich, die Gleichung für jenes Moment 
unter zwei Annahmen aufzustellen. 1. Der Druck verteile sich gleich
mäßig über die Berührungsfläche. 2. Die Reibung an einem Flächen
element befolge das Coulom b sehe Reibungsgesetz d R =,11'. d N. 
Unter Zugrundelegen dieser Annahmen folgt für das Moment der 
Reibung 

a) eines vollen Spurzapfens vom Halbmesser 1': 

JI =~-!/ Pr 3 . (27) 

b) für einen Wngspurzapfen oder die ebene Ringfläche eines 
Kammzapfens (Halbmesser rund ro): 

:! 1'3 _ r 3 
Jll =- Il' l' ___ ..2 

3' r2 - '1"02 ' • • 
(28) 

Aus diesen Gleichungen wird, nachdem die Versuchswerte ein
gesetzt sind, ,/l' berechnet. Damit ist man in der Lage, mit Benützung 
des nunmehr bekannten p,' die Größe des l{eihungsmomentes eines 
Spurzapfens zu berechnen. Irgendwelcher physikalische "\Y ert kommt 
den beiden letzten Gleichungen nicht zu. Ihr Vorzug besteht einzig 
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in ihrer einfachen }'orm, die eine rasche Berechnung des Reibungs
momentes gestattet, sofern Il aus Versuchen bekannt ist. 

Versuche mit ebenen IUngzapfen stellte Wo 0 d bu ry an, s. Hütte; 
die in der Hütte angegebenen Reibungskoeffizienten sind in GI. (28) 
einzusetzen. 

78. Über den llraktischen Gebrauch der in {leI' Literatur an
gegebenen Reibungskoeffizienten. Bei technischen Aufgaben über Rei
bung handelt es sich entweder lediglich um die Abschätzung der Größe der 
Reibung, oder es handelt sich darum, die Gesamtwirkung mehrerer Kräfte und 
Widerstände zu verfolgen, unter denen sich auch die Reibung befindet. Man 
kalm in letzterer Hinsicht an die Untersuchung des dämpfenden Einflusses 
der Reibung auf einen Bewegungszustand, etwa auf eine Schwingung, denken. 

Wir wenden uns dem ersten Fall zu. Bei der Auswahl des Reibungs
koeffizienten aus Literaturang~ben hat man sich vor allem zu vergewissern, 
ob die Umstände, für die die Reibung abgeschätzt würden soll, denen hin
reichend ähnlich sind, die bei den Versuchen vorhanden waren. Vermag man 
sich hiervon nicht zu überzeugen, so muß man, sofern der Fall wichtig genug 
ist, selbst Versuche anstellen. Dazu wird der Ingenieur, gerade wenn es sieh 
um Reibung handelt, besondol'" häufig Anlaß hn ben. Ganz besonders ist zu 
betonen, daß der \Vert des Reibungskoeffizienten nicht bloß von den Beobach
tungswerten abhängt, sondern auch von eier Form des angenommenen 
Reibungsgesetzes. Da die letztere wegen der schon in 6i geschilderten 
Schwierigkeiten oft willkürlich angenommen werden muß, so darf der aus 
irgendeiner Literatluquelle übernommene Reibungskoeffizient nur mit dem 
Reibungsgesetz zusammen verwendet werden, das der Bereehnung des Rei
bungskoeffizienten au~ den Versuchen zugrunde gelegt war. 

Sodann hat man sich bei der \Vahl des Reibungskoeffizienten stets die 
Frage vorzulegen: soll die zu veranschlagende Heihnng nicht llllterschätzt oder 
nicht überschätzt werden? Bildet die Reibung einen schädlichen \Vider
stand (Lager-, Führungsreibung u. a.), so darf man I' nicht zu niedrig wählen, 
wenn man sich keiner Enttäuschung aussetzen will. Handelt es sich dagegell 
um n ü t z 1 ich e Reibung zum Festhalten einer Last, zum Übertragen einer Be
wegung oder mechanischer Arbeit, so darf der Reibungskoeffizient nicht zu 
hoch veranschlagt werden. Die in Wirklichkeit an Maschinell und 1\Ieeha
nismen auftretonde Reibung ist nämlich keine unveränderliche Grüße, sie hängt 
vielmehr von vielen Umständen und Zufällen all, bei einem Maschinclliager 
von der Sorgfalt der Montierung, der Wartung, der Güte des Schlllierüles, 
vom Schutze des Lagers gegen Staub und Witterung; an eiue Bremse oder 
Kupplung kann mehr oder weniger Fett gehracht werden; die Schienen und 
Wege sind bald trockell, bald nall us!.; man muß also, ohno ins Extreme zu 
verfallen, darauf gofaßt sein, daß nicht immer die günstigsten Verhältnisse 
vorhanden sind. 

Dieser Gesichtspunkt ist auch gegenüber manchen ill Laboratorien aus
geführten Versuf,hen festzuhalten. Versuche über die Größe der Lagerreibung 
oder über die Reihung von Getrieben werden wohl Hatül'lichel'weise an sorg
fältig hergestellten und sorgfältig montierton und gewarteten Exemplaren vor
genommen. Wie weit man im wirklichen Betrieb imstande ist, einen solchen 
Zustand herzustf,llen und inshesondors dauernd aufreeht zu erhalten, darf !licht 
außer aeht gelassen werden, wenn man sich ein Urteil über das voraussicht
liche V nrhalten im Betrieb l,ilden will. 
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Die bei einem Versuch geprüften Lager werden in der Mehrzahl der 
Fälle an der Unterseite der Zapfen satt anliegen und eine ruhende Last zu 
tragen haben. In Wirklichkeit wirken oft Kräfte von wechselnder Größe und 
Richtung auf eine Welle, ihre durchgebogene Gestalt ändert sich immer und 
der Lagerzapfen vermag nicht satt in seinem Lager zu bleiben, auch nicht, 
wenn er von Anfang an bestens eingepaßt ist. Das muß auf die Druckver
teilung und damit auf die Lagerreibung von Einfluß sein. Alle diese Um
stände können dazu beitragen, daß unter den häufig ungünstigeren Verhält
nissen der Wirklichkeit die Reibung größer ausfällt, als sie bei einem Labo· 
ratoriumsversuch festgestellt wird. 

Schließlich muß noch eines Umstandes gedacht werden, den erst derjenige 
würdigen wird, der selbst auf die Schwierigkeit gestoßen ist, die auftreten 
kann, wenn in einer Berechnung der Einfluß der Reibung neben andern Ein
flüssen zu berücksi0htigen ist. Hier kann das Ergebnis stark durch die Form 
des angenommenen Reibungsgesetzes beeinflußt werden. Ein Bewegungsvor
gang wird anders verlaufen, wenn die Reibung dem Normaldruek proportiollal 
und von der Geschwindigkeit unabhängig ist, als wenn sie der ersten Potenz 
der Geschwindigkeit proportional ist oder wenn sie mit dem Quadrat der Ge· 
schwindigkeit wächst. Das ist sehr einleuchtend. Aber es ist nicht immer 
einfach, über die voraussichtlich auftretende Art der Reibung zum voraus 
Sicheres anzunehmen. Wählt man nun - etwa der einfachen Durchführbar
keit der Rechnung zuliebe - z. B. die Reibung der Geschwindigkeit pro· 
portional, so muß man sich mindestens bewußt bleiben, daß man nur Ergeb· 
nisse erzielen wird, die qualitativ aufklärend sein können. Zu quantitativen 
Feststellungen wird man Versuche zu machen haben. 

Über die von Painleve an der Coulombs ehen Formulierung des Reibungs
gesetzes geübte Kritik vgl. Enzykl. d. math. WisB., Mechanik, 2. 'l'eilband, S. 193. 

§ 11. Beispiele der Ermittlung von Stützkräften mit Reibung. 

79. Zulässige Lagen der Belastung einer angelehnten Leiter. 
Eine gewichtlos vorausgesetzte Leiter stütze 
vollständig glatten Boden und in A" gegen 
kaIe Wand (Fig. 60). Befindet sich eine 
Last P im beliebigen Punkt C der Leiter, 
so kann diese nicht im Gleichgewicht sein. 
Von der glatten Wand und dem glatten 
Boden können nämlich nur N ormalwider
stände ausgehen. Bringt man diese Wider
stände und die Last P an der "freigemach
ten" Leiter an, so bemerkt man, daß die 
Gleichgewichtsbedingung ;:"H = 0 nicht er
füllt ist. Durch einen Pflock in A' werde 
nun die Beweglichkeit der Leiter einge
schränkt, und zwar geschieht das durch 
den von A' ausgehenden Horizontalwider
stand H' nur so weit, daß die Leiter ins 
stabile Gleichgewicht gebracht wird. Die 

Alltt'lIri{~t.h-EII~slill. Tt'('hnische l\[e('l!allik. 2. Auf!. 

sich in A' gegen einen 
eine ebensolche verti-

R " ./I " 

Fig. 60. 
S 



114 Statik. Von d. \Viderstandskräftcn an Körpern ID. besehr. Beweglichkeit. 

Widerstände V' H' H" sind demnach nach 63 und 66 statisch be
stimmt und ergeben sich aus den Gleichgewichtsbedingung'en: 

V'=P; H"·h= p·c; H"= p.~, H'=H"=P.·~ 
h' h' 

Bei jeder Lage der Last wird Gleichgewicht stattfinden. Gra
phisch findet man den schiefen von A' ausgehenden Widerstand 

-----
W = VV'2 + H'2, wenn man den Schnittpunkt von P und H" mit 

Man verfolge gra-A' verbindet und das Kräftedreieck zeichnet. 
phis eh die Wirkung einer schiefen Last P. 

Nehmen wir nunmehr an, der Pflock bei A' fehle, es seien 
aber Boden und Wand rauh: (!ll = tg (>1 lIaftreibungskoeffizient 
für den Boden und fl2 = tg (!2 für die Wand). Wie steht es unter 
diesen Umständen um das Gleichgewicht der Leiter? 

Jetzt wird die Beweglichkeit der Leiter an zwei Stellen ein
geschränkt, also mehr als nötig und hinreichend, um sie ins stabile 
Gleichgewicht zu setzen. Die Widerstände sind daher nach ()() 
statisch un bestimmt. 

Wir sind jedoch imstande, ihre Größe wenigstens für den Grenz
fall anzugeben, wo sich die Leiter an der Gleitgrenze befindet. 

Fig. 61. 

Dabei schließen nämlich die in A' und 
A" auftretenden Widerstände W' und 
W" den Reibungswinkel Cl bzw. (!2 

mit den N onnalen in A' bzw. A" ein, 
womit das Kräftedreieck aus PW'W" 
gezeichnet werden kann, da ja alle 
Richtungen und die Größe von P be
kannt sind. Das geht aber, wie man 
gleich erkennt, nur für eine einzige 
Stellung der Last P; diese muß genau 
durch den Schnittpunkt D' von W' 
und W" gehen, d. h. durch Punkt 0 
in Fig. 61. 

Man fragt sofort, was geschieht, 
wenn P oberhalb oder unterhalb von 
Punkt C sich befindet. Bei der Be-

antwortung erweist sich die graphische Lösung im vorliegenden 
Fall als besonders lehrreich und übersichtlich. 

Würde nämlich P oberhalb C angreifen, und nehmen wir an, 
die Leiter befände sich im Punkt A" noch an der Gleitgrenze, so 
läge der Schnittpunkt von P mit W" auf A" D' rechts von D' ulld 
der Widerstand W' würde mit der N onnalen in A' einen grö.ßcren 
Winkel bilden als den Reibungswinkel !h' Während die Leiter 
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in A" sich an der Gleitgrenze befinden könnte, wäre die Gleit
grenze in A' schon überschritten, die Leiter rutscht. Gleiches 
beweist man, wenn man P zuerst mit A' D' zum Schnitt bringt und 
den Zustand in A" beschreibt. Die Leiter gleitet also aus, sobald 
die Last, wenn sie auch nur klein ist, über den Punkt C hinauf
kommt. Die Leiter kann über den Punkt C hinauf nicht 
bestiegen werden. Der Schnittpunkt D' der äußerstenfalles auf
tretenden Richtungen der Stützwiderstände ist also für diese Auf
gabe ein wichtiger Grenzpunkt. Sobald die Richtung der Last 
durch den Grenzpunkt geht, ist die Leiter an die Gleitgrenze ge
bracht. Der Grenzpunkt rückt nach A" selbst, wenn die Leiter 
unter dem Reibungswinkel (?! aufgestellt wird. Dann ist die Leiter 
ganz hinauf besteigbar und zwar von jeder Last, unter der die 
Leiter seI bst nicht bricht. 

Würde P unterhalbe angreifen, so wäre die Leiter unter 
allen Umständen im Gleichgewicht. Die Richtung des Widerstandes 
in A' liegt zwischen der Vertikalen durch A' und zwischen A' D'j 
die des Widerstandes in A" zwischen der Horizontalen durch A" 
und zwischen A" D'. Der Schnittpunkt der im Gleichgewicht be
findlichen drei Kräfte: Last und zwei Widerstände liegt innerhalb 
des" charakteristischen Vierecks ", das in Fig.60 schraffiert 
ist; wegen der statischen Unbestimmtheit kann aber dieser Punkt 
und damit auch die Größe des Widerstandes ohne Eingehen auf 
die Formänderung nicht angegeben werden. 

An der Gleitgrenze können die Widerstände auch berechnet 
werden, nachdem W' und W" in ihre Komponenten V' und fl1 V' 
bzw. H" und /12 H" zerlegt sind j die Gleichgewichtsbedingungen lauten 

womit 

H"=1l. V'· V'+1l. H"=P' IV! , IV? , 

P c' = H" h + ,u~ H" . a = H" (h + fl2 a) , 

V'=---~-' 
(1 + flIflZ) , 

Die Lage des Grenzpunktes e ist bestimmt 

H,,~_/liP _ 
~ (1 + flIPz)' 

durch 
, fll(h+fl2 a) c =---~---. 

1 + PI/1Z 

Sind Wand und Boden gleich rauh (PI =,112 = pj (JI = f22 = g) 
und wird die Leiter unter dem Reibungswinkel (J gegen die Ver-

tikale (tg f2 = ~ = p) aufgestellt, so erhielte man 

, 11 h ( 1 + !l~ ) a 
c =~~~~--= ph=/l-=a 

1+p'J ,a 
in übereinstimmung mit dem oben Bemerkten. 

R* 
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Soll auch das Eigengewicht der Leiter berücksichtigt werden, 
so ist ebenso zu verfahren, wie soeben geschehen; nur bedeutet 
dann P die Resultante aus Eigengewicht und beweglicher Last, 
oder auch das Eigengewicht allein, wenn außerdem keine beweg
liche Last auf der Leiter sich befindet. Je schwerer die Leiter ist, 
desto höher hinauf kann sie bestiegen werden. 

80. Fiihrungsreibung. Ein Gleitkörper ist von parallelen Füh
rungsleisten umschlossen oder umschließt seinerseits eine Gerad
führung. Bei fehlender Reibung würde ihn jede zur Achse der 
Führung parallele Kraft verschieben. Er werde nun hei Vorhanden
sein von Reibung in den Führungen von einer Kraft ergriffen, die 
ihn zu kippen sucht. Die Kraft wirkt z. B. in einer zu den Füh

, 
\ 

J.b i/ -1 

,/ J1 
I 

" .A'l 

Fig. 62. 

rungen parallelen Sym
metralebene des parallel
epipedischen GIeitstückes 
in Fig. 62. Es ist nun die 
Frage, ob die unter 1: rp 
gegen A~ A:\ geneigte, in 
B angreifende Kraft das 
gewichtlose Gleitstück be
wegt, oder ob es sich in 
der Führung klemmt. Es 
ist ohne weiteres klar, daß 
eine Kraft P einen ge
wissen Winkel rp> 0 mit 
der Normalen A2 A:J auf 
der Führung bilden muß, 
wenn überhaupt ein Glei
ten eingeleitet werden soll. 
Stellen wir uns vor, zwi

schen Gleitstück und Führung sei ein kleiner Spielraum, so kantet das 
Gleitstück ein wenig um Aa , bis Al sich gegen die 0 here Führung 
legt. Wären die Körper starr, so hätte das Kanten ein Ende und 
es würden sich Gleitstück und Führung nur in den Punkten (bzw. 
Linien) Aa und Al berühren. Dort würde bei Einleitung einer 
Führungsbewegung allein Heibung auftreten. Damit ist aber die 
Beweglichkeit längs der Führung an zwei Stellen eingeschränkt, 
während eine einzige hierzu notwendig und hinreichend wäre. Nach 
den Darlegungen in 63 und 6(j sind daher die in A:l und Al auf
tretenden Heibungswiderstände statisch unbestimmt. Ganz allein 
an der Gleitgrenze ist man imstande, die bei den in Aa und AI von 
der }<'ührung auf das Gleitstück am;geübten Widerstände "W;l und ~ 
rechnerisch oder zeichnerisch zu ermitteln. Letzteres ist hier über-



§ 11. Beispiele der Ermittlung von Stützkräften mit Reibung 117 

sichtlicher. W3 und WI bilden an der Gleitgrenze die Reibungs
winkel e mit den Führungsnormalen A3 Ä.J bzw. A4 A I • Sie wirken 
im Sinne A3 E3 bzw. Al EI und schneiden sich in D'. An der Gleit
grenze besteht noch Gleichgewicht, daher müssen sich die drei an 
dem Gleitstück angreifenden Kräfte PW1 w:~ - man denke sich 
dieses freigemacht - in einem Punkt schneiden; das ist der 
Punkt D'. Nunmehr ist die Richtung aller Kräfte bekannt und 
das Kräftedreieck kann für eine gegebene Größe P gezeichnet 
werden; womit die beiden Widerstände lf~ und w:~ an der Gleit
grenze gefunden sind. 

Man erkennt nun sofort, daß solange P durch D' geht, das 
Gleitstück sich an der Gleitgrenze befindet und die Widerstände WI 

und W2 bestimmbar sind, so z. B. im Fall der Fig. 62. 
Verlangt man dagegen, die treibende Kraft solle stets durch 

Punkt B (Fig.62) gehen, so befindet sich das Gleitstück nur dann 
an der Gleitgrenze, wenn die Kraft P die Richtung BD' hat, also 
unter einem Grenzwinkel cp = cp' gegen die Führungsnormale wirkt, 
dessen Größe aus Fig.62 wie folgt abgelesen wird. 

l +h·tg e 
. 2- Po (l + ,uoh) 

l+h·tge -=l+?o(h~-2b)' 
--_ .. -b 

2 ·tge 

Weil P in dieser Gleichung nicht vorkommt, so kommt es an 
der Gleitgrenze auf die Größe von P nicht an, sondern allein auf 
die Richtung. 

Ist diese Richtung steiler, als cp' angibt, schneidet also die 
Richtung von P den in Fig. 62 schraffierten Winkelraum EID' E g , 

so erfolgt keine Bewegung, wie groß auch P sei. Ist dagegen die 
Neigung cp der durch B gehenden Kraft P größer als cp', so bewegt 
sich das Gleitstück. 

Man übersieht auch, was geschieht, wenn die treibende Kraft 
nach Fig.63 an einem Hebel exzentrisch zur Führung angreift. 
Schneidet nämlich die Wirkungs linie von P den schraffierten Winkel
raum, so klemmt sich das Gleitstück in der Führung, selbst wenn 
P noch so klein wäre. Die Widerstände Wa und WI sind statisch 
unbestimmt, und es sind überlegungen anzustellen, die denen in 79 
völlig gleichen. Wir brauchen sie hier nicht zu wiederholen. Liegt 
dagegen P zwischen dem Grenzpunkt D' und der Führung, so tritt 
stets Bewegung ein, wenn, wie bisher, der Gleitkörper als gewicht
los vorgestellt wird. 

Es ist noch von Wert, sich die Führung in Fig. 63 als vertikal 
vorzustellen. Dann wird jede Last, die außerbalb des Grenzpunktes D' 
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aufgelegt wird, das Gleitstück festklemmen. Der Grenzpunkt IJ selbst 
rückt um so weiter hinaus, je länger die Führung gemacht wird. 
Wollte man also absichtlich eine Führung machen, die sich leicht 
klemmt, und damit die Last festhält, so müßte man sie kurz 

, , , 
\ 

\ 
\ 

, I 
, I 

\ ",.- .. t../ 
\ I I 

/.i .~, 
" Iii I \ 
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Fig. 63. 
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wählen. Dagegen muß eine Führung, die sich nicht leicht klemmen 
soll, bekanntlich lang sein. 

Die oben hinsichtlich des Gleichgewichtes an der Gleitgrenze 
angestellte Überlegung gilt auch für eine gleichförmige Führungs-

ff 1V 

- ------- - ~--------f-
: T 

H~P 
Fig. 64_ 

bewegung, nur ist der Grenzpunkt dann weiter von der F'ührung 
entfernt, weil die Reibung der Bewegung und deren Reibungswinkel 
kleiner sind als die Reibung der Ruhe. 

81. Körper in einer Keilnut beweglich. Reibung in einer 
zylindrischen Rinne. Umfangsreibung eines Kegels. Ein keil-
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fönniger prismatischer Körper ABC (Fig. 64) werde durch die 
Kraft N, die in der den Keilwinkel 2a halbierenden Symmetral
ebene des Keiles normal zu dessen Schneide wirkt, in eine Keilnut, 
d. h. in eine keilförmige Rinne hineingedrückt, die durch zwei den 
Winkel 2 a einschließende Ebenen gebildet wird. Zugleich werde 
der Keil in 0 von einer Kraft T parallel der Schneide des Keiles 
angegriffen. l<~s soll die zur gleichförmigen Verschiebung des Keiles 
längs seiner Nut erforderliche Kraft T angegeben werden, ebenso 
die Kraft T an der Gleitgrenze. 

a) Wenn der Keil in seiner Nut gleichförmig verschoben wird, 
so ist der einzige Bewegungswiderstand die Bewegungsreibung in 
Richtung der Verschie bung. Nach 70 ist die vor Eintritt der Be
wegung vorhanden gewesene Haftreibung mit Beginn des Gleitens 
verschwunden und es ist lediglich die in der Gleitrichtung wirkende 
Bewegungsreibung vorhanden. Die Keilbelastung N wird daher 
lediglich von zwei Normaldrücken W" aufgehoben, die senkrecht 
zur Berührungsfläche von der Keilnut auf den Keil übertragen 
werden; man hat hierfür 

2 W,,·sin c=N. 

Damit ergibt sich für die Bewegungsreibung beim Verschieben des 
Keiles 

T=2W '1l=1l~=It'.N 
n I j ~ sin a j 

(29) 

wo fl' = p/sin a den Reibungskoeffizienten der Bewegung in der Keil
nut bedeutet. 

b) Vor Eintritt der Bewegung ist die Haftreibung in den Be
rührungsflächen von Keil und Nut eine Reaktion (s. 69), und zwar 
ist sie vom Formänderungszustand des Keiles und der Nut ab
hängig, also statisch unbestimmt. Es muß auf ihre Angabe ver
zichtet werden. Wir suchen sie wenigstens zwischen zwei Grenz
werte einzuschließen. 

Nehmen wir an, an der Gleitgrenze habe sich die in der 
Ebene von N und W" vorhanden gewesene Haftreibung dem Wert 
Null genähert, so sind in dieser Ebene auch an der Gleitgrenze 
nur N und W" tätig, also ergibt sich für die an der Gleitgrenze 
der Längsverschiebung des Keiles auftretende Kraft T 

(30) 

Hält man die vorangehende Überlegung für unsicher und 
glaubt, es werde schließlich in der Ebene von 1'1' und W tl doch 
eine längs CB und CA nach oben wirkende Haftreibung auftreten, 
so kann diese hüchstells den "Wert ,uD W" annehmen, dann wird die 
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Keilbelastung sowohl vom Normalwiderstand in den Berührungs
flächen als auch von der Haftreibung aufgefangen und es ist: 

N 
W" . sin (( + ,uo . W n . cos a = 2 

W = -----~----
n 2 (sin (( + flo cos a)' 

daher die Kraft To an der Gleitgrenze der Bewegung in der Keilnut 

Ta' = 2po W = ___ +!loN _.- = Ilo"·N . . . (30a) 
" sin C( flo cos a 

Dieser Wert ist kleiner als der in GI. (30) angegebene. Bei 
der immerhin vorhandenen Unsicherheit kann man demnach in 
allen Fällen, wo man die Größe von '1~ nicht überschätzen soll, 
den zuletzt angegebenen Wert von To' benützen, in allen Fällen 
dagegen, wo To nicht unterschätzt werden darf, den zuerst an
gege benen 'Wert. 

Nehmen wir jetzt an, auf den Keil wirke eine schiefe Kraft P, 
nämlich die Hesultante der bisherigen Kräfte N und T, und geben 
wir den Winkel cp zwischen P und der Hichtung der Normalen N 
an; wir haben dann an der Gleitgrenze: 

To JUo'· N , 
tg cp = N = -s,-:;- = Po , 

also ist der gesuchte vVinkel an der Gleitgrenze: 
, 

cp= eo' 
wo eo' auch eine Art Heibungswinkel darstellt, nämlich den, der 
bei der Bewegung in der Keilnut an der Gleitgrenze auftritt. 
Während des Gleitens ist dieser Winkel kleiner, weil dann fl' auch 
kleiner als 110' ist. Auch hierbei ist das oben zu den GI. (30) und (30a) 
Bemerkte zu beachten. 

Handelt es sich um die Reibung, die bei der Längsbewegung 
eines Zylinders in einer zylindrischen l{inne auftritt, wenn 
der Zylinder mit der Normalkraft N in die Rinne gepreßt wird, so 
empfiehlt es sich, die zur Überwindung der Haftreibung und der 
Bewegungsreibung erforderliche Längskraft in der Form 

T=!/·N bzw. To=flo'·N 

anzunehmen und die Heibungskoeffizienten durch Versuch zu be
stimmen. 

Das Vorstehende findet auf Heibräder Anwendung; diese können 
zur Bewegungsübertragung bei kleinen Kräften benützt werden. 
Weiteres suche man in Werken über Maschinenelemente. Weitere 
Anwendungen bilden die Heibungskupplungen mit Keilrillen ; diese 
sind in den zylindrischen Umfang der treibenden Kupplungshälfte 
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eingeschnitten; mit der getriebenen sind radial bewegliche Kupp
lungsklötze verbunden, die mit keilförmigen Vorsprüngen in die 
Keilrillen der treibenden Kupplungshälfte eingepreßt und durch 
die in den Keilflächen entstehende Umfangsreibung mitgenommen 
werden. 

Die Umfan.gsreibung eines Kegels, der sich in der zu
gehörigen Kegelfläche dreht, wird sehr häufig zu Kupplungs- und 
Bremszwecken benützt, da durch die Kegelform 
die Anpressung und infolgedessen auch die Reibung 
in den Berührungsflächen gesteigert wird. Es soll 
die Beziehung zwischen dem axialen Anpressungs
druck N und der übertragbaren Reibung an der 
Gleitgrenze und während des Gleitens angegeben 
werden. Bei der Bewegung eines Keiles in der 
Keilnut gleiten e ben e geneigte Flächen aneinander, 
hier sind es krumme konische Flächen. Im üb
rigen ist hinsichtlich der Umfangsreibung der ko-
nischen Flächen grundsätzlich nichts anderes zu FiO'. 65. 
bemerken, als bei der Führungsreibung zwischen 
ebenem Keil und Nut. 

Man findet entsprechend den beiden obenerwähnten Auf
fassungen (vgl. Fig. 65) 

(31) 

daher die Umfangskraft in der Gleitrichtung T= ,a . W,,: 

al T= !tN 1 
sin ce 

b) T' =. 'tN-I 
(sin ce + jft· eos n) 

(32) 

Welche von den beiden letzten Gleichungen gegebenenfalles zu 
benützen ist, kann nach den zu GI. (30) und (30a) gemachten Be
merkungen entschieden werden. 

Dies ist die mit Hilfe eines Reibkegels übertragbare Umfangs· 
kraft, wenn die axiale Anpressungskraft N beträgt. Das durch 
Reibung übertragbare Drehmoment läßt sich, wenn man die weitere 
Annahme macht, die Umfangsreibung SeI 1m mittleren Umfang der 
konischen Berührungsfläche vereinigt, in der Form schreiben: 

M=T·r bzw. T'·r . ...... (33) 

Setzt man hierin Taus (32a) bzw. (32b) ein, so erhält man für 
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die Anpressungskraft N, die zur Übertragung eines verlangten Dreh
momentes M erforderlich ist 

N = _J! sin IX bzw. N' = M sillLX + P cos IX. • • (34) 
1" fi 1- ,Li 

Da bei ausrückbaren Kupplungen, z. B. eines Automobiles, eine 
große Anpressungskraft nicht erwünsCllt ist, so wählt man a, um 
N zu beschränken, klein (9 bis 12°). Den l{eibungskoeffizienten 
pflegt man als zwischen 0,15 und 0,25 liegend anzusehen; an Ver
suchen über die Reibung von Konuskupplungen fehlt es nach 
Wissen des Verfassers noch ganz, hier ist noch eine empfindliche 
Lücke auszufüllen. 

Um die zur Übertragung eines bestimmten Drehmomentes M 
erforderliche Anpressung N nicht zu unterschätzen, ist fl nicht zu 
hoch in Rechnung zu stellen. Ein Rechnungsbeispiel findet man 
in 125. 

§ 12. Einfache l\iaschinen mit Reibung. 

82. Schiefe Ebene mit Reibung. Auf einer schiefen Ebene 
von der Horizontalneigung a befindet sich ein Körper vom Ge
wicht Q, das durch seine Komponenten senkrecht zur schiefen 
Ebene N = Q. cos ce und längs der schiefen Ebene T = Q . sin ce er-

Fig. 66. 

setzt sei. Ferner wirke die trei-
l' bende Kraft P unter dem Winkel 

ce gegen die Horizontale, also 
längs der schiefen Ebene auf
wärts. Hat nun P gerade den 
Wert P = Q. sin a, so ist der 
Körper auf der schiefen Ebene 
im Gleichgewicht, ohne daß 
sich Heibung am Körper gel-
tend machte. Wäre die schiefe 
Ebene vollkommen glatt, so 

würde bei der geringsten ßteigerung von P über P = Q. sin f( 

hinaus eine Aufwärtsbewegung des Körpers auf der schiefen Ebene 
erfolgen, bei der geringsten Abnahme eine Abwärtsbewegllng. Ist 
aher Heibllng vorhanden, so wirkt am Körper der angestrebten 
Bewegung entgegen der Reibungswiderstand R = fl· N = fi· Q. cos a. 
Wir hetrachten jetzt die Grenzfälle, in denen eine Aufwärts- bzw. 
Abwärtshewegung eintritt. 

1. Gleitgrenze für Aufwärtshewegung: An dem Körper, 
dessen Unterlage entfernt gedacht wcrdc, wirken die treibende 
Kraft P' längs der schiefen Ebene aufwärts, die Last Q vertikal 



~ 1~. Einfache Maschinen mit R eibung. 123 

abwärts, und der Auflagerwiderstand D der schiefen Ebene unter 
dem Heibungswinkel e gegen die Normale, und zwar derart, daß 
D eine Komponente längs der schiefen Ebene abwärts besitzt. Die 
drei Kräfte pI, Q und D sind im Gleichgewicht und man liest aus 
dem Kräftedreieck, in dem Q und die Richtungen aller Kräfte be
kannt sind, ab (vgl. }<'ig. 67 a): 

P': Q = sin (a +- e): sin e; 

oder da sin (a +- e) = sin [(. cos e +- cos a' sin eist: 
P'_(' -!- . ) Q - Sin [( I ,ll cos a ,.. . . . . (35 a) 

was auch unmittelbar abgelesen werden kann . 
2. Gleitgrenze für Abwärtsbewegung; Festhalten von 

Q. An dem Gleitkörper greifen an: pli längs der schiefen Ebene 
aufwärts, Q vertikal abwärts und der Auflagerwiderstand D der 

»* \1 

'" 
f( e 

IJ 

P' oc.-.., 

e p 

Fig. 67 abis c. 

schiefen Ebene, von der schiefen Ebene gegen den Gleitkörper hin 
gerichtet, und zwar so, daß D eine Komponente längs der schiefen 
Ebene aufwärts hat . Aus dem Kräftedreieck folgt (v gl. Fig. 67 b): 

P " Q () p" __ sin(t.t-U) Q : = sin (( - e : sin f( ; 
SlIl a 

oder da sin (ce - e) = sin ((. cos e - cos a· sin eist 
pli = (sin (1 -,u' cos a) Q, 

was ebenfalls unmittelbar abgelesen werden kann. 
(35 b) 

Mit dieser Kraft kann man Q gerade noch festhalten und am 
Abwärtsgleiten hindern. 

Bei einer gewissen Steigung braucht man gar keine Kraft 
mehr zum Festhalten der Last, es ist [>" = O. Die Last bleibt dann 
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auf der schicfen Ehenc liegen und mall sagt, die schiefe ]%enc 
habe die Eigenschaft der Selbsthemmung. Soll nun P" KulI sein, 
so muß auch die rechte Seite von G 1. (35 b) verschwinden, d. h. da 
Q selbst nicht ~nll ist, muß sein 

oder 
o = sin (( - ,a . cos (( 

tg (( = 11 = tg I! (36) 
Als Bedingung für die Eigenschaft dcr Selbsthemmung der 

Last auf der schiefen Ebene ergibt sich also, daß deren Steigungs
winkel (( gleich oder kleiner als der Reibungswinkel sein muß. 
Ist demnach a > I!, so gleitet der Körper die schiefe Ebene herab; 
ist a = I!, so befindet sich der 1\ örper an der Gleitgrenze, was zur 
experimentellen Bestimmung von I! benützt werden kann. 

Ist G < c, so braucbt man auch zum Abwärtsbewegen eine 
Kraft, die sich auf dem gleichen Weg wie oben (vg1. Fig. 67c) er
gibt zu 

P'" = sin (? -a) ,Q . 
sm (( 

(35 c) 

83. Der Keil. Ein Keil Fig. 68 a stützt sich einerseits gegen 
eine feste Ebene A" und anderseits gegen eine in einer Führung 

f! 

Fig. 68a. Fig. 6 b. 

bewegliche Keilbeilage K. Senkrecht zur }{ichtung der Führung 
drückt eine Kraft P auf den Keil, während in mchtung der Füh
rung ein Widerstand Q an der Keilbeilage tätig ist. Die Kraft P 
ist gegen die beiden schrägen Flächen des Keiles unter den Winkeln 
(tl und ((2 geneigt. Es soll die Beziehung zwischen P und Q an 
der Gleitgrenze der Einwärtsbewegung des Keiles angegeben wer
den, wenn die Annahme gemacht wird, die Führung der Beilage 
sei so lang, daß keincrlei Klemmwirkung eintritt. 
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.Macht man den Keil frei, so hat man statt der Stützflächell 
die Widerständc W ' und W" derselben am Keil anzubringen, als
dann müssen die drei Kräfte PW'W" im Gleichgewicht sein. W' 
bzw. W" bilden mit den Stütznormalen NI und NJ die Heibungs
winkel !h und (!2' so zwar, daß W' und W" eine der Bewegung 
entgegengcrichtete Komponente !-ll NI bzw. /I~ N2 (s. Fig. 68 b) besitzen. 
Mit diesen Angaben kann das Dreieck 
der Kräfte PW'W" gezeichnet werden. 

Ebenso befindet sich die Keilbeilage 
Fig. 68c unter dem Einfluß der Kräfte W 
(mit Komponenten N und JuN), W ' (mit 

v" 

]t'ig. 6 c. Fig. 6 d. 

Komponenten NI und /ll Xl) und Q im Gleichgewicht, wobei wieder 
1: (W ' , ,IIl NI) = (!1 und 1::: (11', llN) = (! sei; deshalb schließt sich 
das Kräftedrcieck der drei letztgenannten Kräfte. Da man die Hich
tun gen von W, W ' und W" an der Gleichge"'ichtsgrenze kennt, ~o 
sind allc Winkel in dcn Kräftedreiecken hekannt und man über
zeugt sich leicht von der Hichtigkeit der in Fig. 68d eingesehriebenen 
Winkel. Man liest dann aus den Kräftedreieckcn ab: 

W ' : Q = sill (90°+ (!): (sin (90°- (! - ((1 - (!1) 

P': lV' = sin (((1 + el + ce.! e~) : sin (900 -- c(.! - (!J 

P' = eosg· sin(I\+ ((~ el +-- e~) . Q 
cos (al +- e1 - j-- e)' cos (((~ + g~) 

oder nach einfacher Umformung 

P' = tg (al + gJ + tg(CC2 + (!J. Q 
1 - JIl tg (al + uJ . 

Das ist der Grenzwcrt der Keilkraft an der G leitgrl'nze für 
Einwärtsbewegung. Läßt man nun p' kleiner werden, so kommt 
man schließlich an die Gleitgrenze für Aufwiirtsbewegung, \"0 der 
Kcil hinauszuwcichcll strebt; die Kraft pli erhält mall dann, da 
jetzt alle ]{eibungswiderstände ihrcn Sinn umgekehrt haben, wUlln 
man die Huibungskoeffizienten oder l{eibungswiukel mit negatiyen 
Zeichen versieht, zu 
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pli = tgJ~l ___ ~+ tg- (a2-_~2). Q 
1 + fl tg (al - 1.>1) 

_ tg ([(1 - 1.>J - tg (122 - ( 2) . Q 
- 1 + !t tg (al - 1.>1) . 

Wäre nun tg (al -121) = tg ((!2 - [(2) oder [(1 - [\ = 1.>2 - [(2 ; 

[(1 + [(1 = 1.>1 + 12~ oder, da [(1 -j- [(2 gleich dem Keilwinkel a, 
(( = 1.>1 --t- (!~ , 

so erhielte man pli = 0 für jeden beliebigen endlichen Wert von Q; 
es wäre demgemüß gar keine Kraft P am Keil nötig, um den
selben am Zurückgehen zu verhindern. Der Keil bleibt also ein
geklemmt, er wirkt selbstsperrend, wenn 

C(= 121 +122' 

Hierhei mag noch bemerkt werden, daß keiner der beiden 
'Vinkel [(1 und ((~, deren unterer Grenzwert = 0 ist und deren 
Summe a = 121 - 122 sein soll, damit den Wert 1.>1 + 1.>2 übersteigen 
kann. 

Ist p= 0 und der Keil trotzdem im Gleichgewicht, dann 
müssen die beiden Auflagerwiderstände W' und W", die nunmehr 
allein noch am Keil sich betätigen, einander das Gleichgewicht 
halten und demgemäß in einer und derselben Geraden A' A" (l<-'ig. 68 b) 
wirken. 

Bezeichnet man jetzt mit f{J1 und f{J2 die Winkel von A' A" mit 
den Normalen zu den Auflagefiächen des Keiles in A' bzw. A", 
dann hat man: 

f{J1 + f{Jz =(t 

f(J1 + f{J2 = 121 + 1.>2 • 

Da aber f(J1 nicht größer sein kann als 1.>1' und f(J2 nicht größer 
als 1.>2' und mit f(J1 <!?t sich aus der letzten Gleichung f{Jz > {h 
ergäbe, so bedingt damit die Gleichung f(J1 + f(J2 = (21 + 1.>2 : 

f{J1 = Q1 und f{J2 = (22 , 

d. h. den Grenzzustand des Gleichgewichts. Ist also der Keilwinkcl 

a=1.>l + 122' 
dann befindet sich bei beliebiger Größe der Kraft Q der von keiner 
Kraft P angegriffene Keil stets an der Grenz e des Gleichgewichts. 
Wäre dagegen der Keilwinkel a < (!1 + (22' so zeigte sich der Keil 
ebenfalls im Gleichgewicht, aber nicht an der Grenze desselben. 
Man kann daher sagen: damit der Keil bei fehlender Kraft P unter 
Einwirkung der Kraft Q nicht zurückgehe, muß der Keilwinkel 

a. (21 + 1.>2 
sein. 
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Bei einer sogenannten Keilverbindung, wie sie in Fig. 69 
angedeutet ist, liegen die Verhältnisse ganz ähnlich; man hat hier 
nur in den obigen Formeln an Stelle der Kraft Q die Stabkraft S 
zu setzen, um auch für die Keilverbindung die betreffenden For
meln zu erhalten. Daher wird auch in der Keilverbindung der 
Keil sich bei Einwirkung der Zugkräfte S nicht von selbst lösen, 
wenn der Keilwinkel 

a « h +e2' 
es mögen die Zug kräfte S so groß sein als sie wollen. 

s 

Fig. 69. 

Handelt es sich um einen Keil, der dnrch eine Kraft P in ein 
Stück Holz eingetrieben ist (Fig. 70), so bleibt dieser Keil auch 
nach Wegnahme der Kraft P im Holze stecken, wenn die Winkel 
({Jl und f(!2 der Geraden A' A" mit den Normalen zu den beiden 
Kcilflächen die betreffenden Reibungswinkel e1 bzw. e2 nicht über
schreiten. 

Da aber hier 
f(!1 = a1 und f(!2 = ((2 , 

so kann man auch sagen, daß der Keil stecken bleibt, wenn 

((1 < e1 und a2 < e2 • 

Fig. 70. Fig. 71. 
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S4. Quetschwalzen. Soll ein Eisellstab von der Dicke d mittels 
z\yeier QuetschwalzeIl (Fig. 71) vom Halbmesser'/" auf die Dicke d' 
gebracht werden, so müssen die vValzell imstande sein, den Stab 
einzuklelllmen. Die" ü;t der }'all, ,yenn 

oder 

NUll hat lllan aber 
d-d' 

r - r' COi; f( = ~-2 -

d-d' 1 
1" = -------. --------

2 1 - cos (( 

Die erste Bedingung für die Brauchbarkeit der Walzen ist daher 

d-d' 1 
C( < g und damit l' > -- . ------ . 

2 1- cos e 
85. Die Schraube, Drehmoment und Axialkraft. Wickelt 

man eine schiefe Ebene um einen Kreiszylinder, so daß die Basis 
beider zusammenfällt, so entsteht eine Schraubenlinie, die auf einer 
Mantellinie des Zylinders gleich lange Stücke abschneidet, die sog. 
Steigung oder Ganghöhe h der Schraubenlinie. Führt man nun 
eine dreieckige oder rechteckige Profilfiäche von der Höhe AB = hj2 

(allgemein 2;) an der Schraubenlinie entlang, wobei die Profil

fläche stets in einer Axialebene des Zylinders bleiben muß, so 
beschreibt die Profilfläche das sog. Schraubengewinde; der 

h .. 
Zylinder wird Kern genannt. Ist AB=2' so entsteht eme eln-

h 
zügige oder eingängige Schrau bei ist AB = -., eine i-gängige 

2t 
Schraube. 

Man erinnere sich hierbei auch an das Gewindeschneiden auf 
der Drehbank. 

Ist das Profil des Schraubengewindes ein Dreieck, so erhält 
man eine scharfgängige , ist es ein l~echteck oder Quadrat, -
eine flachgängige Schraube. Das scharfgängige Gewinde wird 
bei gleicher axialer Belastung stärker gegen die Mutter geprcßt 
als das fiachgängige; das führt zu größerer Heibung, weshalb 
scharfgängige Schrauben zur Befestigung gewählt werden, wo
mit dem selbsttätigen Lösen der Mutter entgegengewirkt wird; da
gegen flachgängige zur Übertragung von Kräften und Bewegungen, 
wo der Bewegungswiderstand klein gehalten werden soll. 

1. Annäherung: Es kann die Schraube fest, die l\1utter dreh
bar sein und umgekehrt; das bleibt auf die zu untersuchenden 
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Kraftverhältnisse ohne Einfluß. 1\ ehmen wir ersteres an und be
trachten die Kraftverhältnisse in der Abwicklung, die im mittleren 
Schraubengang vollzogen sei [Zylinderhalbmesser r", = O,5(ra + ri)]. 

Damit ist dann die Aufgabe auf die schiefe Ebene zurückgeführt 
mit dem einen Unterschied, daß die bewegende Kraft Pm an der 
:Mutter nicht längs der schiefen Ebene wirkt, sondern senkrecht 
zur Axialbelastung Q der Mutter (Fig. 67 a zu ver
gleichen mit Fig. 72), also unter dem Winkel a 
gegen die Neigung des mittleren Schrauben
ganges, dessen Halbmesser r m sei. Aus der Ab
wicklung des mittleren Schraubenganges liest 
man folgende Beziehung zwischen h, rm , a ab 
(Fig·. 72): 

tg c( = h : 2 ;rr, Tm . 

Wird die Mutter mit einem Schlüssel gedreht, 
mit einer Kraft P am Hebelarm ~', so ist die 
an der Mutter im Abstand r mangreifende Dreh
kraft Pm zu berechnen aus 

Pm·Tm=P·T. Q 

Wir betrachten die drei praktisch wichtig- Fig. 72. 
sten Fälle, die unter a), ß), y) angeführt sind 
und fragen jeweils nach der Größe der bewegenden Kraft Pm 
oder des bewegenden Momentes 

M=P·r=P",'1'",. 
(() Heben der Last Q. Mutter und Schraube seien im mitt

leren Gewindegang abgC1Yickelt. An der "frei gemachten" Ab
wicklung der .Mutter greift die Last Q in axialer Richtung, die 
Kraft P".' senkrecht dazu und der Widerstand D des Gewindes 
gegen die :Mutter unter dem Reibungswinkel e gegen die Normale 
auf der schiefen Ebene an, wobei D eine der Bewegung entgegen
wirkende, längs der schiefen Ebene abwärts wirkende Komponente 
hat. An der Gleitgrenze sind Q, P ",', D im Gleichgewicht. Das 
Kräftedreieck kann gezeichnet werden, da alle Kraftrichtungen be
kannt sind und die Größe von Q gegeben ist. Aus dem Kräfte
dreieck liest man ab (l<'ig. 73 a): 

Pm' = Q . tg (a + e) . . . . .. (:37) 
Ohne Heibung wäre 

Po = Q ·tga. . (37 a) 

ß) Festhalten der Last. Bed in gun g für die SeI bst
hemmung. Läßt man Pm kleiner werden, so sucht die Last zu 
sinken, d. h. die ~rutter sich rückwärts zu drehen. Sofort wirkt 
die Reibung entgegengesetzt wie beim Lastheben und unterstützt 

AutÜlll'il'th-Ensslill, Teehuhwhe Met'hanik. 2. Aun. 
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das Festhalten der Last. Der Gegendruck der Schraube liegt 
jetzt auf der anderen Seite der Normalen wie unter a). An der 
Gleitgrenze sind Q, Pm", D im Gleichgewicht und man liest aus 
dem Kräftedreieck ab (Fig.73b): 

P","=Q.tg(c-g) (38) 

Dies ist die Kraft zum Festhalten der Last an der Grenze des Ab
wärtsgleitens. Soll die Schraube die Eigenschaft der Selbsthem
mung haben, so ist diese Kraft Null. Die Schraube dreht sich 
nicht, auch wenn eine noch so große Last Q in der Spindelachse 
angreift. Die Reibung im Gewinde hält die Last fest; es ist dann, 
da Q selbst nicht Null ist: 

O=tg(a - g), 
daher 

a=(2 (39) 

Eine flachgängige Schraube besitzt daher die Eigen
schaft der Selbsthemmung, wenn ihr Neigungswinkel (( <: 

e 
Fig. 73 a. bi c. 

I) demReibungswinkelQ i,;t. 
y) Senken der Last 

bei Selbsthemmung, wenn 
(( ~ Q. Die Antriebkraft P::: 
an der Mutter wirkt jetzt so, 
daß sich die Mutter im Sinn 
von Q längs der Spindel ver-
schiebt. Zeichnet man das 
Kräftedreieck nach dem unter 

a) geschilderten Vorgang, so gilt an der Gleitgrenze (Fig. 73c): 

P;::=Qtg(Q-a) .... (40) 

Zur Drehung der Schraubenmutter gegenüber der Spindel oder 
umgekehrt ist das Moment M = p. r = Pm Y m erforderlich, es be
trägt zufolge (B 7), (B8), (40): 

a) für Lastheben 
M'=Q.r·tg(a Q) 

ß) für Festhalten der Last 

M" = Q . 1" . tg (a - 11) )1'· 

1') Lastsenken hei Selbsthemmung 

M'" = Q.}". tg (Q - a). 

(41) 

2. Annäherung mit Beriicksichtigung scharfgängigen 
Ge windes. Es soll wiederum das Drehmoment M an der Spindel 
angegeben werden, das einen Spindeldruck Q erzeugt, z. B. an der 
Spindelpresse (Fig. 74). 
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Die Kraft Q drückt die Schraubenspindel nach oben gegen 
die feste Schraubenmutter; es erfährt daher die Schraubenspindel 
in jedem Flächenelement d F der Berührungsfläche zwischen 
Schrauben spin deI und Schraubenmutter einen Normalwiderstand 
dN und einen Tangentialwiderstand fl·dN. Denkt man sich die 

.M .JE 

Fig. 74. Fig. 75. 

genannte Berührungsfläche durch die aufeinanderfolgenden Lagen 
der die Schrauben fläche des Gewindes erzeugenden Geraden (CA 
in Fig. 76) in lauter unendlich schmale Flächenstreifen dF zerlegt 
(Fig. 75), so liegen die Angriffspunkte A der Widerstände dN und 
fldN auf einer mittleren Schraubenlinie, deren Steigungswinkel 
= a und deren Grundkreishalbmesser 
= r sei. Von den Flächenelementen dF 
betrachten wir eines mit den daran wir-
kenden Widerständen dN und fldN 
(Fig. 75). Was den Tangentialwider
stand fldN betrifft, so wirkt derselbe 
in der Tangente EA (Fig. 76), an die 
eben erwähnte mittlere Schraubenlinie 
und zwar aufwärts Die Wirkungslinie 
des Normalwiderstandes dN dagegen 
ist die Normale zur Schraubenfläche im 

, 
/ 

Punkte A. Um aber diese Normale zu JJ 
erhalten, wird man durch A (Fig. 76) 
die erzeugende Gerade AC der Schrau- Fig. 76. 
benfläche ziehen (dieselbe schneidet die 
Schraubenachse unter dem gegebenen Winkel ß), durch diese, so
wie durch die Tangente EA an die Schraubenlinie eine Ebene 
legen und auf dieser Ebene, deren Horizontalspur ED, in A ein Lot 
errichteu. Dieses Lot gibt dann die Normale zur Schraubenfläche 
im Punkte A und damit die Wirkungslinie des Widerstandesd N an. 

g* 
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Gnter Berücksichtigung der Fig. 76 und 77 hat man nun im 
Fall des Gleichgewichtes der Schraubenspindel CB 11' .l }i} D; 1:: G Ba 
=1::DBF= HEF=b): 

Q = L: (dN cos r - ,lldN· Sill a) = (cos r - fl sin a) L:dN 
und 

M' = 2~[dN· sin r (aG) + pdN cos a· rJ 
= [(aG) sin r+ flrcosaJ 2,'d N = (rsin b· sin r + flrcos a)2,~dN 

oder nach Einsetzung 
Wertes von ~dN 

des aus der ersten Gleichung bestimmten 

I 

~r 
~", _ Q sin b . sin r + fl cos a 

.LU - r·--~~--~----.--. 

cos r - fl SIll f( 

Dies wäre die Beziehung zwischen M' und Q; 
allein in der Gleichung für M' sind noch die 
Winkel bund r enthalten, die nicht unmittel
bar gegeben sind, also erst in den gegebe

Fig. 77. 

nen Winkeln a und ß ausgedrückt werden müssen. Zu diesem 
Zwecke beachten wir, daß 

. BP AB·cotgy cotgy 
Sill (j = --c~-~ = -~~- -~---- = ---

BE AB· cotg a cotg a ' 
damit wird 

1 
tg a + fl cosa'--

211' =Qr. tga·e~~ + /~~osa = Qr.-- _ ___ cosy. 
cos Y - fl sm (( . 1 

. 1 - /~ sm (( . ------
cos)' 

1 
Jetzt wäre noch -- in Funktion der gegebenen Winkel c 

cos Y 
und ß auszudrücken. Man hat 

AB = BD·cotg ß == BE· tg (5· cotg ß = AB· cotga· tgt). cotg' ß, 
also: 

cotg b = cotg (( . cotg ß 
und damit 

-.' ~2- < = 1 + cotg2 b = 1 + cotg2 a· cotg2 ß, sin () ~ 

d h E · . , ,cotg Y o er nac ~msetzullg von I:;ln (J =,----
cotg a 

oder 

" 1 -l 2 + "ß sec" y = --.,-- = 1 - tg (( cotg", 
COS")' . 



§ 12. Einfache i\llaschinen mit R eibung. 133 

damit wird 

M' = Qr~g(d~·,ucosaVl+t~·::Fcotg'Jß . .. (42) 

1 + fl sin a VI + tg2 a + cotg2 ß 
Das obere Vorzeichen entspricht hierbei der von uns angenommenen 
Gleichgewichtsgrenze, mit dem unteren Vorzeichen erhält man da
gegen denjenigen Wert MI! des treibenden Kräftepaares M, unter 
welchen letzteres nicht sinken darf, wenn nicht die Schrauben
spindel infolge des Druckes Q in die Höhe gehen soll. 

Um für die flachgängige Schraube die Werte von M' und 
MI! zu bekommen, hat man nur ß = 90° zu setzen, womit 

und 

I tga + u M =Qr · - -- --- - =Qr·tg(a+g) (43) 
1 - fltga 

M I! tg a - ,U Q ( ) = Qr· .. -._.- = r·tg a-g 
1 + ,a tg a 

Diese Gleichungen stimmen mit (41) überein. 

(44) 

86. Das Rad an der Welle. Der Hebel. Reibungskreis. Auf 
einer horizontalen, an ihren Enden mit zylindrischen Drehzapfen 
vom Halbmesser r versehenen Welle, Fig. 78, vom Halbmesser b 
sei ein Rad vom Halbmesser a zentrisch befestigt. An diesem Rad 

e e 
Fig. 78. 

wirke eine Tallgclltialkraft P, die der Last Q, die an einem um 
die Welle gewickelten Seil hänge, das Gleichgewicht halte. Welche 
Beziehung besteht zwischen P und Q? 

Bei fehlender Heibung würde im Gleichgewichtsfall die einfache 
Hebelgleichung p. a = Q. b gelten, woraus P = Q. b/a. Tritt da
gegen in den Lagern Reibung auf, so kann die treibende Kraft P 
auf einen Wert pi gesteigert werden, ehe sich die Welle zu drehen 
anfängt. Ebenso kann man die Kraft P auf einen gewissen Wert pI! 
vermindern, ehe sich die Welle im entgegengesetzten Sinn zu drehen 
anfängt. 
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Suchen wir nun für die gegebene Last Q die Werte von P' 
und von p" auf. Ist P = pI, so befindet sich die Welle an der 
oberen Grenze des Gleichgewichts, es erzeugte die geringste Ver
größerung von P eine Umdrehung der Welle im Sinne von P. Um 
nun P' zu bestimmen, legen wir je durch die beiden Kräfte P' 
und Q Ebenen senkrecht zur Wellen achse, die die letztere in den 
Punkten A und B schneiden. Hierauf bringen wir in A parallel 
der Kraft P' zwei gleiche und entgegengesetzte Kräfte p' an, und 
in B parallel der Kraft Q die gleichen und entgegengesetzten 
Kräfte Q. Hierdurch wird am Gleichgewichtszustand der Welle 
nichts geändert. 

An der Welle greift nun an: vorwärtsdrehend das Kräfte
paar p. a; rückwärtsdrehend das Kräftepaar Q. bund - die Vor
wärtsdrehung hemmend - die beiden Zapfenreibungsmomente MI 
und jlf2 im Lager 01 und °2 • An der Gleitgrenze besteht noch 
Gleichgewicht auch bezüglich der Drehmomente um °1°2 , daher ist: 

P'a=Q.b+M1 +jlf~. 

Die Zapfenreibungsmomente hängen nun von den Lagerdrücken ab, 
die infolge von P' und Q entstehen. Q in A allein angreifend, 
möge die zu Q parallelen Lagerdrücke VI und V2 hervorrufen. 
P' in B allein wirkend gedacht, möge die zu P' parallelen Lager
drücke 81 und 82 hervorrufen. 

Zur Bestimmung der Auflagerdrücke VI und V2 hat man, wenn 
man den Abstand des Punktes B von den Mittelpunkten 01 und 02 
der zylindrischen Drehzapfen mit Cl und c2 und die Länge °1°2 

der Welle mit 1 bezeichnet: 

woraus 

Ebenso findet man für 81 und 82 

8 = P' e2 
1 l ' 

8 =P' Cl 
.~ l ' 

unter e1 und e2 die Abstände des Punktes A von 01 und 02 ver
standen. Nunmehr wirken in 01 senkrecht zur Wellen achse und 
den Winkel a1 miteinander bildend, die Auflagerdrücke VI und 81 • 

Diese Kräfte VI und 8 1 zusammengesetzt liefern den Zapfendruck R1 

auf das Lager bei 01 und zwar 
~~~~~--~-----

R1 = VV12 + 81 2 + 2 V1 81 cos a1 ; 

desgleichen erhält man für den Zapfendruck auf das Lager bei °2 : 

R2 = VV2 2 + 82 2 + 2 V2 82 cos a1 • 
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Damit werden die Reibungsmomente 1}I1 und M~ bei 01 und O~: 

MI =p,R1 r und lvI~ =p,R2 r. 
Diese Werte von MI und M~ in die Gleichgewichtsbedingung für 
die Welle: 

P' a - Q b = MI + "l'I~ 
eingesetzt, ergeben dann: 

P'a- Qb=,ur(RI +R~) 

. . . . . . (a) 

= p,r (V'V1 ~ + 8 12 + 2 1'1 SI cos a1 + V=C:V2--;;~-+-:---S=-~O:-~ +---'--2-=V=-,! SC:C-~-c-o-s-a-'J 

oder mit den oben gefundenen Werten von 1'1' SI' V~, 8~ 

P' a - Qb = p, (1-) . (VQ~c~'! + P'2e~ 2 _~ 2 Q Pe2 e2 cos ((I} (45) 

+ VQ~CI2 + p'2 e1 2 + 2 QPc1 e1 cos aJ 

Aus dieser Gleichung läßt sich die Unbekannte p' bestimmen. Ist 
im besonderen Fall P' wie Q vertikal abwärts gerichtet, womit 
a1 = 0, so erhält man: 

P'a - Qb = ,ur (VI + V2 + SI + 82) =,ur(Q + PI) 
und daher 

P'=Q~+p,r . 
a -!o· 

, . . . . (46) 

Will man die Beziehung zwischen p' und Q haben für den 
Fall, daß der Punkt.A. nicht, wie angenommen, zwischen 01 und O~ 
liegt, sondern auf der Verlängerung von °1°2 (über 02 hinaus), so 
hat man nur in obigen Gleichungen der Größe e2 das entgegen
gesetzte Vorzeichen beizulegen. Damit ist man dann auch in den 
Stand gesetzt, die Beziehung zwischen p' und Q anzugeben bei 
einer Winde, die mittels einer am Ende 02 der Wellen achse an
gebrachten Handkurbel in Bewegung gesetzt werden soll. 

Was endlich den untern Grenzwert p" der Kraft P betrifft, 
so erhält man denselben, wenn man in dem Ausdruck für P' das 
Vorzeichen von ft umkehrt. 

Die obige Lösung ist zwar korrekt, aber umständlich j es ver
lohnt sich nicht, die zur genauen Auswertung der Gleichung für p' 
erforderliche :Mühe aufzuwenden. Die Zapfenreibungsmomente MI 
und 1112 hängen von den Lagerdrücken R 1 und R2 ab und letztere 
wiederum von p' j der Wert von R 1 und R2 ergibt sich aber fast 
gleich groß, ob man dazu den gen auen Wert p' oder den etwas 
kleineren Wert P benützt, der sich olme Berücksichtigung der Reibung 

b 
aus der Momentengleichung Pa = Qb ergibt, d. h. P= Q -j damit 

a 
erhält man: 
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s =!e2 =Qbe2 und 
1 1 al 

s =!el = Qbel 

2 I al 

und hiermit: 

QV b'~ b R l = - Co 2 + " eo 2 + 2 - Co eo cos al , 
1 " a"" a" " 

R Q V 0 +b2 0+ b 
2 = l C"l a2 el " 2 a Cl el cos a l , 

. . . . (47) 

mit denen die Reibungsmomente M 1 und M 2 genügend genau ge
funden werden. Schließlich folgt die gesuchte Drehkraft P' aus 
GI. (a). 

Statt des Rades und der Welle könnten auch irgendwie ge
formte Hebel an der Achse 0 1 02 befestigt sein; sind die Rich
tungen der äußeren Kräfte P und Q und deren Abstände von der 
Achse °1°2 dieselben wie zuvor, so bleibt auch der angegebene 
Rechnungsgang und das Ergebnis ungeändert. 

Der zweiarmige Heb el, dessen Arme in einer zur Drehachse 
senkrechten Ebene gelegen und in der gleichen Ebene belastet sind, 
wurde schon auf S. 23 betrachtet und sein Gleichgewicht ohne 
Rücksicht auf Zapfen reibung untersucht. Wir wollen jetzt auch 
die Zapfenreibung berücksichtigen und gleichzeitig ein von Herr
mann angegebenes graphisches Verfahren beschreiben, das Gleich
gewicht mit Hilfe des Reibungskreises auszudrücken. Ohne Rei
bung sind in Fig. 49 die drei Kräfte P, Q, R der Richtung nach 
bekannt, da ja R durch den Drehpunkt geht. Das Kräftedreieck 
kann daher gezeichnet und P und R gefunden werden. Tritt nun 
Reibung an der Drehachse auf, so fängt der Hebel erst an sich 
zu drehen, wenn P einen Grenzwert p' > P erreicht hat. Die 
Resultante aus p' und Q geht jetzt neben der Drehachse vorbei, 
was man sieht, wenn man das Kräftedreieck in Fig.49 abändert, 
und es besteht immer noch Gleichgewicht, da die Gleitgrenze nicht 
überschritten ist. Die beiden Kräfte p' und Q haben das gleiche 
Moment in bezug auf die Drehachse, wie die Resultante R' , nämlich 

P'a-Qb=R'Q, 

und dieses wird durch das Zapfenreibungsmoment f.1-R' raufgehoben, 
wenn r den Zapfenhalbmesser und f.1- den Zapfenre'lbungskoeffizienten 
bedeutet. Der Abstand (! der Resultanten R' von ° folgt daher 
aus der Gleichung R' (! = fl R' r zu 

(!=f.1-r . •• (48) 

Zeichnet man demnach um 0 einen Kreis, den sog. Reibungs
kreis, mit dem Halbmesser (! = f.1-r, so berübrt die Resultante R' 
diesen Kreis. Da R' durch den Schnittpunkt von p' und Q geht 



§ 12. Einfache :Maschinen mit Reibung. 137 

und den Reibung::;kreis berührt, so kann das Kräftedreieck für P', 
Q,. R' gezeichnet werden, womit sich p' und R ergibt. Welcher 
von den beiden möglichen Berührungspunkten zu wählen ist, hängt 
von dem Sinn der angestrebten Drehung ab, worüber man sich vor 
Aufzeichnen des Kräftedreiecks klar zu werden hat. Die Ausfüh
rung des sehr anschaulichen und durchsichtigen Verfahrens stößt 
auf die Schwierigkeit, daß der Halbmesser des Reibungskreises meist 
verhältnismäßig klein ist, weshalb man, um eine einigermaßen gc
naue Figur zu bekommen, einen großen Zeichenrnaßstab verwenden 
muß. Aus diesem Grunde vermag der Reibungskreis bei einer 
Drehung tatsächlich nicht die Bedeutung zu erlangen, wie der 
Reibungswinkel bei der fortschreitenden Bewegung; grundsätzlich 
käme ihm die gleiche Bedeutung zu. 

87. Die gewöhnliche doppelal'mige 'Vage. Es sei 0 in Fig. 79 
der Aufhängepunkt des Wagbalkens, S der Schwerpunkt desselben 
und Go sein Gewicht, ferner GI 
das Gewicht der einen Wag- c 
schale und G2 das Gewicht der At ,, ___ ~"-__ ~""--';''::''''_'''''' 
anderen. Soll nun die Vorrich
tung überhaupt als Wage be
nutzbar sein, so muß der Wag
balken horizontale Lage haben, tl:,~e 
wenn keine Gewichte in den 
Wagschalen sich befinden, und 
diese Lage beibehalten, wenn 
man gleiche Gewichte Q in 
die beiden Wagschalen legt. Da
mit und unter Berücksichtigung 
der Bezeichnungen der Fig. 79 
erhält man dann: 

{f,+f.,.q-

GI1I=G212+GOa 

Fig. 79. 

und 

woraus 
(GI + Q) 11 = (G2 + Q) 12 + Goa, 

Q .11 = Q .12 oder 11 = 12 , 

d. h. es müssen die beiden Arme Al Bund A2 B des Wagbalkens 
gen au die gleiche Länge besitzen. Setzt man jetzt II = lQ = l, so 
geht die erste Gleichung über in • 

(G1 -G2 )l=Goa. 

Legt man in die linksseitige, mit Q belastete Wagschale noch ein 
Zulagegewicht q, so wird sich der Wagbalken um 0 drehen im 
Uhrzeigersinn und nach Erreichung einer gewissen Horizontalneigung 
q; wieder im Gleichgewicht befinden. In diesem Fall ist dann 
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(GI + Q + q) (l cos qJ - b sin qJ) = (G2 + Q) (l ('.os qJ + b sin qJ) 

+Go(esinqJ+aeösqJ+ bsinq», 
woraus: 

_ (GI -G2 +q)l-Goa 
tg qJ - Go (e + b) + b (GI + G2 + 2 Q + q) 

und mit Berücksichtigung der Gleichung (GI - G2 ) l = Go' a 

ql 
tgqJ= Go(e+ b)+ b(GI + G2 + 2Q +q)' 

Von eiuer guten Wage wünscht man, daß sie bei einem und dem
selben Zulagegewicht q immer denselben Ausschlag qJ gebe, was 
auch für Gewichte Q sich in den Wagschalen befinden. Diese Be
dingung ist durch b = 0 erfüllt, in welchem Fall 

wird. 

tgqJ=~ 
Go·e 

Bei einer guten Wage müssen also die Aufhängepunkte Al 
und A2 der beiden Wagschalen und der Aufhängepunkt 0 des 
Wagbalkens in einer geraden Linie liegen. 

. q l 
Aus GleIchung tg qJ = G- erkennen wir, daß eine Wage um 

oC 
so empfindlicher sich zeigt, je kleiner das Gewicht Go des Wag
balkens und je kleiner der Abstand c des Schwerpunktes des Wag
balkens von der durch die Aufhängepunkte gehenden Geraden ist. 

Läge der Schwerpunkt S des Wagbalkens über der Geraden 
Al OA2 , wobei e negativ wäre, erhielte man tg qJ negativ, es kippte 
also die Wage bei jedem Zulagegewicht q um. 

6. Kapitel (§ 13). 

Starre Stabverbindungen. Fachwerke. 
88. Allgemeines. Zum Tragen oder Fortschaffen von Lasten 

benützt man häufig Tragkonstruktionen, die aus geraden Stäben 
bestehen. Sie sind in sog. Knotenpunkten verbunden, die hier als 
reibungslose Gelenke angesehen werden, und daher nur Kräfte, 
aber keine Kräftepaare (biegende Momente) übertragen können. 
Eine aus starren Stäben bestehende Verbindung wird als starr bec 
zeichnet, wenn die Knotenpunkte ihre gegenseitige Lage nicht 
ändern können, andernfalls als beweglich, so z. B. eine Kette. 

Im nachfolgenden ist die Aufgabe zu lösen, die in den ein
zelnen Stäben auftretenden Kräfte anzugeben, um später mit Hilfe 
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der Festigkeitslehre den Stabquerschnitt bestimmen zu können. 
Dabei ist stets so vorzugehen, daß man zuerst die Auflagerwider
stände bestimmt, die seitens der Lasten in den Stützpunkten der 
Stabverbindung hervorgerufen werden; hierauf sind die in den ein
zelnen Stäben wirkenden Kräfte zu ermitteln, die sog. innern 
Kräfte der Stabverbindung, d~nen gegenüber die Lasten und Auf
lagerwiderstände als äußere Kräfte bezeichnet werden. Zur Lö
sung gebraucht man folgende Sätze: 

1. Ist eine Stabverbindung im Gleichgewicht, so ist jeder Stab 
und jeder Knoten unter dem Einfluß aller an ihm angreifenden 
Kräfte im Gleichgewicht. Damit sind die Regeln von 10 und 13 an
wendbar. 

II. Jeder Stab wirkt in einern seiner Endpunkte auf den dor
tigen Knoten oder Stützpunkt mit einer Kraft ein, die wegen der 
Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung derjenigen Kraft gleich 
und entgegengesetzt ist, die er selbst von jenem Knoten oder Stütz
punkt erfährt. 

III. Ein Stab, der nur in seinen Endpunkten von Kräften an
gegriffen wird, überträgt nur eine reine Zug- bzw. Druckkraft, 
d. h. die Resultierenden, die an den beiden Stabenden angreifen, 
fallen mit der Stabachse zusammen und sind einander entgegen
gesetzt gleich; denn bei anderer Richtung dcr l~esultierenden würde 
der Stab nicht im Gleichgewicht sein. 

Ein Stab, der auch zwischen seinen Endpunkten beliebig be
lastet ist, überträgt an seinen Endpunkten im allgemeinen schief 
zur Stabachse gerichtete Kräfte, vg·l. S. 77. 

Das Eigengewicht der Stäbe ist in seinem Einfluß auf die 
Stabbeanspruchung erst bei weit gespannten oder stark ausladenden 
Konstruktionen zu berücksichtigen, meist dadurch, daß es auf die 
Stabenden verteilt wird. 

89. Beispiele einfacher Stabverbindungen. Bei der Bestimmung 
der Stabkräfte verfährt man stets in der Weise, daß man zuerst 
die Auflagerwiderstände sucht. Erst wenn diese bekannt sind, 
kann man an die Ermittlung der Stabkräfte gehen. Zu diesem 
Zweck macht man jeden Stab frei, d. h. man denkt sich dessen 
Verbindung am Knotenpunkt gelöst und hat zur Aufl'echterhaltung 
des ursprünglichen Gleichgewichtszustandes die Kräfte an der 
Trennungsstelle anzubringen, die vor der Lostrennnng dort gewirkt 
haben; am bequemsten ist es meist, sie in Horizontal- und Vertikal
komponenten zu zerlegen. Den Sinn der Kräfte nimmt man nach 
Gefühl an und braucht gar nicht ängstlich zu sein, ob man sich 
nicht geirrt haben könnte. Das ergibt sich ganz unzweideutig, 
wenn man die Gleichgewichtsbedingungen der die einzelnen SUibe 
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belai:itenden Kriifte anschreibt. Die Ausrechnung liefert schließlich 
die gesuchte Komponente entweder positiv oder negativ, was be
deutet, daß im ersten Fall der Kraftsinn richtig gewählt war, im 
letzteren Fall falsch, es ist dann der angenommene Kraftsinn- uud 
Pfeil umzukehren. Bei Anwendung der Gleichgewichtsbedingungen 
für die Kraftkomponenten hat man entgegengesetzt wirkende Kräfte 
mit entgegengesetztem Vorzeichen zu vel'sehen, beim Anschreiben 
der Gleichgewichtsbedingungen für die Momente rechts drehende 
~Iomente von links drehenden durch +- und --Zeichen zu unter
scheiden (die Kräfte selbst sind hierbei mit ihrem Absolut,yert ein
zuführen). In dieser Weise ist jeder Stab für sich zu behandeln, 
wobei das oben unter II angeführte Gegenwirkungspl'inzip zu be
achten ist. Am letzten Stab sind durch die vorangegangene Hech

c nung sämtliche Kräfte bekannt, so daß 
die Anwendung der Gleichgewichtsbedin
gung eine Hechnungsprobe bildet. 

Beis piel 1: Als erstes Beispiel wollen 
wir die in Fig. 80 angedeutete Stahyer
bindung in Betracht ziehen. 

Zunächst bestimmen wir die in A' 
m~""';;r7;.....,..,~=,;,;;m~m.,-/ und A" wirkenden Auflagerwiderstiinde 

W' und W" aus den Gleichgewichtsbe
dingungen für die ganze Stabverbindung. 

Diese WidersUinde können wir, da vorliegendenfalles kein Bestreben 
einer Horizontalverschiebung der starren Stabverbindung auf ihrer 
horizontalen Unterlage, und damit kein Anlaß zum Auftreten eines 
l{eibungswiderstandes vorhanden ist, ohne weiteres v e rti kaI auf
wärts gerichtet annehmen. Für W' liefert dann die l\1omenten
gleichung in bezug auf den Drehpunkt A" 

W'·8=1200·5; W' = 750, 

während die Komponentengleichung W' + w" = 1200 des weiteren 
W" = 450 ergibt. 

Xunmehr betrachten wir einen einzelnen Stab, z. B. dell Stab 
A' C (Fig. 81 a). An demselben wirkt in A' der soeben bestimmte 
Auflagerwiderstand W', sodann in BI eine vorläufig noch unbe
kannte, von df;m Stab BI B2 ausgeübte Kraft PI' deren Horizontal
und Vertikalkomponente = H 1 bzw. = VI sei. In welchelll Sinn 
diese letzteren Komponenten wirken, läßt sich vorliegendenfalles 
auf Grund einer einfachen Überlegung wohl angeben; manchmal 
ist aber der betreffende Wirkungssinn nicht sofort einleuchtend; 
dann nimmt man diesen Wirkungssinn einfach nach Gutdünken 
an. Würden nun H I und VI tatsächlidl entgegengesetzt gerichtet 
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sein , als man angenommen hat, so zeigte sich dies im Hechnungs
resultat, indem sich in diesem Fall H I und YI ne g a t i v heraus
stellten. Denken wir uns in unserem Beispiel an dem um C dreh
baren Stab A' C (Fig. 81a) die Kraft H I in BI nach rechts gerichtet 
und die Kraft YI nach unten, so giht die :tIlomentengleichung für 
den Drehpunkt C: 

W'·4 = H ·3 + V ·2 1 l' 

aus welcher Gleichung sich die unbekannten Kräfte H1 und Y1 
nicht ermitteln lassen. Man braucht also noch eine zweite Gleichung 
zwischen H I uml VI' Diese liefert das Gleichgewicht des in BI 
frei gemachten, um B 2 drehbaren Stabes BI B2 (Fig. 81b). An 
diesem Stab wirken in BI' entsprechend dem Gesetz der ·Wechsel-

Vi 

1{ 1{ 

~ .B~ 1 .Bz 

.P- 1Z00kg 

Fig. 1 0. bi c. 

, , 
1. - - . q'm,.- --

wirkung, in entgegengesetzten Richtungen wie am Stab A' C, die 
Kräfte H I und VI' womit man als Gleichg'ewichtsbedingung des 
um B~ drehbaren Stabes B I B 2 erhält: 

VI ·4 = 1200· 3 und daraus VI = 900. 

Mit diesem 'Vert von VI ergibt sich dann 

HI =400. 

Aus dem Umstand, daß VI und HI sich als POSltlY erweisen, 
kann auf die richtige Annahme des Wirkungssinnes von YI und 
H 1 geschlossen werden 1). Nunmehr mag der Stab BI B 2 auch in 
B 2 durch Anhringung der Kräfte H.J und Y2 frei gemacht werden. 
Ist der Stab ganz frei, so handelt es sich bei ihm um drei Gleir h
gewichtshedingungen, von denen übrigens eine, nämlich die Mo
mentengleichung für den Punkt B.J , schon benutzt wurde, infolge
dessen nur noch die beirien Komponentengleichungcn 

VI + Y2 = 1200 und H1 = H2 

') Es empfiehlt sieh, im Fall eine Kraft im Rechnung~re~ultat negatiY 
erscheint, sofort in den Figuren die Korrektur bezüglich df's Vvirknngssinnes 
der Kraft vorzulleluuen unu nicht das negative Vorzeichen dureh die Rech
nung durchzuschleppen. 



142 Statik. 

zur Verfügung stehen. Diese liefern mit den gefundenen Werten 
von VI und H I 

V2 = 300 und H2 = 400 . 

Kehren wir jetzt wieder zum Stab A' C zurück und machen 
denselben vollends ganz frei, indem wir in C die beiden vom Stab 
CA" auf ihn ausgeübten Kräfte H.~ und v:~ anbringen. Man hat 
dann wegen des Gleichgewichtes des Stabes A' C außer der schon 
benutzten Momentengleichung für den Drehpunkt C noch 

H3 = H I = 400 und W' + V:1 = VI , 
woraus v:~ = 150 . 

Schließlich wird man auch den Stab CA" (Fig.81c) in Be
tracht ziehen, obgleich alle an ihm wirkenden Kräfte nunmehr be
kannt sind, und die drei Gleichgewichtsbedingungen für denselben 

W' 

1i'!p." _ __+_LL 

V " 

l!J 

Fi"'. 2. 

~ 

]j 

lY' 

B z C 
r, 

B, 

~zoo'kg 

J-G - J 

~ 

A" R. 

1'" 

anschreiben. Zeigen sich nämlich diese Gleichgewichtsbedingungen 
durch die Kräfte erfüllt, so kann man daraus auf die Richtigkeit 
der berechneten Kräfte schließen. 

Beispiel 2: Die Stabkräfte im Kran Fig. 82 sind zu be
rechnen. (Alle Stäbe sind in einer Ebene gelegen.) 

a) Lagerwiderstände. Das Halslager bei A' vermag keinen 
Vertikalwiderstand aufzunehmen, der Lagerwiderstand W' ist also 
horizontal gerichtet. Der Lagerwiderstand W" in A" ist in seine 
Horizontal- und Vertikalkomponente H" und V" zerlegt. Um A" 
als Drehpunkt lautet die Momentengleichung der äußeren Kräfte 

W' . 6 = 1200· 3 ; W' = 600 kg. 
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Die Komponentengleichungen 2: H = 0 und 2"V = 0 liefern 
für die am ganzen Kran tätigen äußeren Kräfte: 

H" = W' = 600 kg V" = 1200 kg. 

Es sei hervorgehoben, daß bis hierher innere Kräfte nicht vorkommen; 
diese haben auf die Größe der äußeren Kräfte keinen Einfluß. 

b) Strebe BI C. Sie wird zuerst in B 2 freigemacht und hierauf 
die dort angreifende Kraft des Stabes B g B2 in ihre Komponenten 
H2 und V2 zerlegt, angebracht. Das Momentengleichgewicht um 
BI liefert: 

V2 = 1800 kg. 

Macht man Stab BI C auch in BI frei, so sind dort die Kom
ponenten VI und H1 anzubringen; für VI folgt aus 2:V = 0 : 

VI = V2 - 1200 = 600 kg . 

H2 und das gleich große H1 können erst später angegeben werden. 
c) Stre be Bg B2 ist nur an den Endpunkten belastet. Am 

oberen Ende greifen H2 und V2 gleich und entgegengesetzt wie 
am Stab BI C an. Am untern Ende l~l und H.~ und zwar nach 
Regel IIr: 

V;, = V2 = 1800 und Hg = Hz . 

Aus der Momentengleichung um B g folgt 

H2 ·3=V2 ·2 
H2 = ~ . V2 = ~. 1800 = 1200 kg . 

Nachträglich folgt an Strebe BI C: 

BI = H 2 = 1200 kg . 

d) Strebe A' A". An ihr sind nunmehr alle Kräfte bekannt: 
Die Lagerwiderstände W' in A'; H" und V" in A"; die Stabkräfte 
VI und HI in BI seitens des Stabes BI C und zwar gleich und 
entgegengesetzt wie an diesem wirkend; die Stabkräfte Vg und H.~ 
in B g seitens BaB 2 gleich und entgegengesetzt wie an diesem selbst 
wirkend. War die bisherige Ausrechnung richtig, so müssen die 
angeführten Kräfte am Stab A' A" im Gleichgewicht sein, d. h. 
2:H=O; 2'V=O; 2:M=O (um A"): 

H"-H.1 -+ H1 - W' = 600-1200 -+ 1200- 600=0 
V" - Vg -+ VI = 1200 -- 1800 -+ 600 = 0 
H I · 5- }V'. 6-H.1· 2= 1200·5- 600· 6-1200· 2=0. 

Die Pro be stimmt. 

90. Allgemeines über .I!'achwerke. Als Fachwerk wird eine 
Stabverbindung bezeichnet, deren einzelne Stäbe nur Zug oder 
Druck erfahren. Die Stäbe sind miteinander durch reibungslose 
Gelenke, sog. Knoten, verbunden; die Belastung wird unmittelbar 
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auf die Knoten übertragen. In diesem Fall wird eine Biegung von 
den Stäben ferngehalten, bei der ein Stabquersehnitt ungleichmäßig 
beansprucht wäre, was eine volle Ausnützung des Materiales nicht 
zuläßt. Unter den genannten Umständen werden in den Knoten 
nur Zug oder Druckkräfte auf die Stäbe übertragen und die Stab
querschnitte sind gleichmäßig mit Zug oder Druck ausgefüllt, die 
Festigkeit des Materiales kann voll ausgenützt werden. Das ist 
der Zweck der Konstruktion der Fachwerke, deren Gewicht ein 
leichtes werden soll. 

Liegen die Stäbe und die äußeren Kräfte (Lasten und Stützen
widerstände in einer Ebene, so spricht man von einem ebenen 
Fachwerk, sonst von einem Raumfachwerk. Wir betrachten 
in diesem Abschnitt nur ebene Fachwerke. Ein Fachwerk 
mit einer festen dreh baren und einer reibungslos verschiebbaren 
Stütze wird, wegen der Analogie mit einem zweimal frei aufliegen
den Balken, ein Balkenfachwerk genannt. 

Um drei Knoten durch starre Stäbe in unveränderlichem Ab
stand zu halten, braucht wan drei Stäbe, rur jeden weiteren je zwei 
neue, also bei k Knoten für die ersten drei Knoten drei Stäbe, für 
die übrigen (k - 3) Knoten 2· (k - 3) Stäbe, also für alle k Knoten 

n = 3 + 2 (k - 3) = 2 k - 3 Stäbe. 
Ein Fachwerk mit gerade dieser Stabzahl heißt ein einfaches; ein 
solches mit mehr Stäben ein zusammengesetztes oder ver
stärktes, 'weil die zugefügten Stäbe der Verstärkung des Fach· 
'werkes dienen sollen; ein solches mit weniger Stäben ist beweglich. 

Mit diesen geometrischen Festlegungen sind aber auch statische 
Eigenschaften verbunden. Hier wird die Übersicht erleichtert, wenn 
man nach Mohr die Auflagerwirkungen durch Stützstäbe ersetzt. 
Ein festes Auflager ist durch zwei, etwa zueinander senkrechte 
Stäbe vollständig ersetzt, die mit dem Auflagerknoten und zwei 
Fixpunkten durch reibungslose Gelenke verbunden sind, vgl. Fig. 86; 
ein bewegliches Auflager ist durch einen Stütz stab ersetzt. Das 
einfache Balkenfachwerk besteht so aus (2 k - 3) Fachwerks- und 
3 Stützstäben, also im ganzen aus 2 k Stäben, deren Stabkräfte 
gesucht sind und zu ihrer Bestimmung 2 k Gleichungen erfordern. 

Wenn das ganze Fachwerk im Gleichgewicht ist, so ist es auch 
jeder seiner k Knoten. Wir betrachten einen von ihnen und machen 
ihn frei, indem wir alle in ihm zusammentreffenden Stäbe durch
schneiden und die Stabkräfte, die vor dem Durchschneiden dort 
gewirkt haben, an den Schnittstellen in Richtung der Stabachsen 
anbringen, die Zugkräfte vom Knoten weg, die Druckkräfte gegen 
den Knoten hin, auch die auf den Knoten wirkende äußere Kraft 
ist anzubringen. Dann haben wir das Gleichgewicht der auf-
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gezählten Kräfte an einem Punkt zu betrachten, wofür wir nach 
Abschnitt 13 zwei Bedingungen .2X=Ü und 2'Y=ü zur Ver
fügung haben. Für alle k Knotenpunkte stehen also 2 k Gleichgewichts
bedingungen zur Verfügung. Diese genügen gerade zur Berechnung 
der 2 k unbekannten Stabkräfte des einfachen Balkenfachwerks, und 
zwar braucht man drei Gleichungen zur Bestimmung der drei un
bekannten Stützstabkräfte, und (2 k -- 3) verbleiben zur Bestimmung 
der (2k - 3) Stabkräfte des Fachwerkes. 

Daß man zur Ermittlung der Kräfte in den Auflagerstäben 
drei Bedingungen braucht, stimmt damit überein, daß das Gleich
gewicht der äußeren Kräfte, nämlich der Lasten und Auflagerwider
stände, die einen ebenen Körper, hier das ganze ebene Fachwerk, 
angreifen, nach Abschn. 25 durch drei Gleichgewichtsbedingungen 
.2X=ü; 2'Y=Üj .2M=ü bestimmt ist, aus denen die Auflager
widerstände am festen und am beweglichen Stützpunkt ermittel
bar sind. 

Die Auflagerwiderstände und Stabkräfte eines einfachen ebenen 
Balkenfachwerkes sind also mit den statischen Gleichgewichts
bedingungen bestimmbar, man nennt ein solches Fachwerk statisch 
bestimmt, und zwar äußerlich statisch bestimmt, wenn man zum 
Ausdruck bringen will, daß die Auflagerwiderstände oder die Kräfte 
in den entsprechenden Stützstäben mit Hilfe der Gleichgewichts
bedingungen der Statik allein berechenbar sind, innerlich sta
tisch bestimmt, wenn man dasselbe hinsichtlich der Stabkräfte 
ausdrücken will. 

Ein einfaches Fachwerk ist demnach gleichzeitig 
innerlich statisch bestimmt, ein Balkellfachwerk äußer
lich statisch b"estimmt; ersteres ist durch n= 2k- 3 Fachwerk
stäbe gekennzeichnet, letzteres durch drei Stützstäbe. 

Zieht man jedoch zum Zweck der Verstärkung mehr als 2 k - 3 
Fachwerkstäbe ein, sog. ü ber"zählige Stäbe, weil sie nämlich zur 
Aufrechterhaltung des gegenseitigen Abstandes der Knoten nicht 
unbedingt erforderlich sind, so wird das Fachwerk innerlich 
statisch unbestimmt; die Anzahl der (2k-3) Gleichgewichts
bedingungen zur Bestimmung der Stab kräfte läßt sich nicht ver
mehren; sie genügt also nicht mehr. 

Ganz Ähnliches tritt ein bei den Auflagerwiderständen. Bringt 
man zum Zweck vermehrter Tragfähigkeit mehr als ein festes und 
ein bewegliches Auflager an, wodurch die Zahl der Stützstäbe 
größer als 3 wird, so genügen die allein verfügbaren drei Gleich
gewichtsbedingungen nicht mehr zur Berechnung der Auflagerwider
stände. Das Fachwerk ist jetzt äußerlich statisch unbestimmt, 
die hinzugefügten Stützstäbe bzw. Auflagerarten heißen überzählig. 

Autenrieth-Ellsslin, Technische Mechanik. 2. Aun. 10 
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Die Berechnung statisch UD bestimmter Auflagerwiderstände oder 
Stabkräfte kann nur mit Hilfe der Elastizitätslehre ausgeführt 
werden, weil sie von der Formänderung abhängen, die das Fach
werk unter den gegebenen Verhältnissen annehmen kann bzw. muß. 

Die Anwendung überzähliger Stützpunkte oder Stäbe empfiehlt 
sich nur dann, wenn sicher ist, daß genau montiert wird, und daß 
der Baugrund fest ist. Von beiden Voraussetzungen hängt der 
Spannungszustand des statisch unbestimmten Fachwerkes im höchsten 
Maße ab. 

Die Berechnung der statisch unbestimmten Konstruktionen ist 
die Aufgabe der Elastizitätslehre, hier werden nur einfache ebene 
Balkenfachwerke betrachtet. 

Statt nun die 2 k Stabkräfte und Stützenwiderstände aus 2 k 
Gleichgewichtsbedingungen zu berechnen, die für die k Knoten
punkte aufgestellt werden können, benützt man einfacher eines der 
nachstehend beschriebenen graphischen Verfahren. 

91. Kräftepläne für die einzelnen Knoten eines einfachen 
Balkenfachwerkes (Knotenpunktsmethode graphisch). 

Die gesuchten Stabkräfte werden bestimmt, nachdem zuerst 
die Auflagerwiderstände mit Hilfe eines Seilpolygones oder durch 
Rechnung ermittelt sind. 

Ein Knoten befindet sich unter Einfluß der an ihm angreifen
den äußeren Kräfte (Last oder Auflagerwiderstand) sowie der Stab
kräfte der in ihm zusammentreffenden Stäbe im Gleichgewicht. 
Nach Abschn. 10 muß sich dann das Krafteck der genannten Kräfte 
schließen. Da nun die äußeren Kräfte nach Größe und Richtung, 
die Stabkräfte nach Richtung bekannt sind, so läßt sich das Kraft
eck für einen Knoten stets dann konstruieren, wenn am Knoten 
nicht mehr als zwei unbekannte Stabkräfte angreifen. 

Man beginnt daher mit der Aufzeichnung des Krafteckes an 
einem Knoten, für den das zuletzt Gesagte zutrifft, also bei dem 
symmetrisch belasteten Polo n c e ausehen oder französischen Dach
stuhl (Fig. 83) am Knoten I; die Knoten in Fig. 83 sind römisch, 
die Stäbe arabisch beziffert. Zum Knoten I (Fig.83) gehört das 
sich schießende Krafteck I in Fig. 84, wodurch die Stabkräfte 1 
und 2 bestimmt sind. Die im Inneren des Kraftecks I gezeichneten 
Pfeile geben den Sinn der am Knoten I angreifenden Kräfte an; 
man kann nun sofort feststellen, ob in den Stäben 1 und 2 Zug 
oder Druck auftritt. Kraft 1 wirkt vom Knoten I weg, d. h. Stab 1 
der am Stabende I eine gleich große Gegenkraft aufnimmt, ist ge
zogen. Kraft 2 wirkt gegen den Knoten I hin, d. h. Stab 2 ist 
gedrückt. Es empfiehlt sich, dies sofort in den Figuren sichtbar 
zu machen, etwa dadurch, daß man Druckstäbe in der Fach-
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werks figur mit einer Doppellinie (Föppl) versieht, und eine 
Zugkraft im Krafteck durch 2 auf der entsprechenden Kraftstrecke 
selbst markierte Pfeile kennzeichnet, eine Druckkraft durch ent
gegengesetzte Pfeile (vgl. Fig. 87). 

Jetzt geht man zu einem benachbarten Knoten über, etwa 
zum Knoten II, und macht diesen "frei". An ihm wirken die ge

.P 

Fig. 3. 

gebene äußere Kraft P und die soeben ermittelte Stabkraft 1, außer
dem die Stabkräfte 3 und 4 in gegebener Richtung. Stabkraft 1 
wirkt am Knoten 2 in gleicher Größe, aber entgegengesetzter Rich
tung wie am Knoten 1. Damit läßt sich das Krafteck II in der 
aus Fig. 84 ersichtlichen Weise aufzeichnen und zwar entweder für 

.P 

.lI.s .HG 
Fig. 84. 

sich, oder wie in Fig. 84 mit 
Ersparnis einer Linie, im An
schluß an das Krafteck I. 
Ebenso erledigt sich hierauf 
Knoten III durch Krafteck III. 

Fig. 5. 

Damit sind alle Stabkräfte bestimmt, sofern wegen der symme
trischen Form und Belastung des Dachstuhles dessen rechte Seite 
genau so beansprucht ist, wic die linke. Zur Probe kann schließ
lich das Krafteck IV gezeichnet werden, das sich als ein geschlossenes 
zu erweisen hat. 

10'" 
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Die aneinander gereihten Kraftecke bezeichnet man als Kräfte
plan. Als Eigentümlichkeit des in Rede stehenden Planes kann 
mit Rücksicht auf die jetzt vorzubereitende einfachste Aufzeichnung 
festgestellt werden, daß zu jedem Knoten im Fachwerk ein 
sich schließendes Krafteck im Kräfteplan gehört, das die im 
Knoten zusammentreffenden äußeren ;und inneren Kräfte gleich
sinnig aneinandergereiht enthält, und daß einzelne Kräfte mehrfach 
im Kraftplan vorkommen, schließlich auch, daß die Anordnung der 
äußeren und inneren Kräfte in den einzelnen Kraftecken ohne er
kennbare Regel willkürlich erfolgt ist. Besonders die beiden letzten 
Feststellungen werden als Nachteil empfunden und dienen als Aus
gangspunkt für eine Vereinfachung der Kräfteplankonstruktion. 
Dieser läßt sich nach dem Vorgang von Cremona und Bow so 
einrichten, daß jede Kraft nur einmal in ihm vorkommt und daß 
er in ganz stereotyper und mechanischer Weise nach festen Regeln 
aufgezeichnet werden kann, was im Sinn ökonomischen Arbeitens 
gelegen ist und durchaus unbedenklich erscheint, da die statischen 
Grundlagen die gleichen sind, wie im Vorhergehenden. Der sog. 
Cremonasche Kräfteplan erfordert überdies weniger Platz und 
gestattet eher eine größere Zeichnungsgenauigkeit als die der aus
einandergezogenen Kräftepläne. 

Es handelt sich jetzt nicht um neue statische Gesichtspunkte, 
sondern bloß um die Frage der einfachsten geometrischen Anord
nung des neuen Kräfteplanes der heutzutage in Unterricht und 
Praxis am meisten bevorzugt wird. 

92. Der Cremonasche Kräfteplan (Cremonaplan). Reziproker 
Kräfteplan. In Fig. 85 ist der Kräfteplan Fig. 84 des Dachstuhles 
Fig. 83 so zusammengeschoben, daß jede äußere und innere Kraft 
nur einmal in ihm vorkommt. Den Kräfteplan in dieser Art zu
sammenzuschieben, gelingt in einfachen Fällen leicht. So zeigt 
Fig. 86 den durch passendes Zusammenschieben auf die einfachste 
Form gebrachten Kräfteplan eines Vordaches. Es ist aber keines
wegs nötig, die einfachste Form des Kräfteplanes durch langwieriges 
Probieren zu suchen. Maxwell hat bemerkt, daß zwischen der 
Fachwerksfigur und der einfachsten Form des Kräfteplanes be
stimmte geometrische Beziehungen bestehen, nach denen der ein
fachste Kräfteplan schließlich ganz mechanisch aufgezeichnet werden 
kann, auch für schwierigere E'älle der Belastung und beliebige 
E'achwerksformen. Bow und Cremona und andere haben diese 
Beziehungen weiter verfolgt und die nach Cremona benannten 
"Cremonapläne" in die technische Praxis eingeführt. (Enzykl. 
der math. Wiss. Mechanik, Bd. I, S. 347, besonders S. 397.) 
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Efl empfiehlt sich, von einem einfachen Fall, in dem man nach 
einigem Prohieren den einfachsten Kräfteplan selbst herausfindet, 
auszugehen, etwa von Fig. 85, um die wesentlichen geometrischen 
Beziehungen zwischen Kräfteplan und Fachwerksfigur zu erkennen. 

Zunächst überzeugen wir uns, daß der einfachste Kräfteplan 
oder, wie wir von jetzt an sagen werden, der Cremonaplan, 
alles enthält, was die für die einzelnen Knoten gezeichneten Kräfte
pläne enthalten haben. Außer sämtlichen inneren und äußeren 
Kräften finden wir auch die geschlossenen Kraftecke der Fig. 84 
wieder als geschlossene Kraftecke vor, allerdings teilweise ver
schränkt. 

Dies ist in der Tat alles, was man nötig hat. 
Zur glatten Aufzeichnung des Cremonaplanes erweist sich eine 

systematische Bezifferung und Benennung der Fachwerks-

11" 

Fig. 6. 

figur und des Kräfteplanes als geradezu unentbehrlich. Wir yer
sehen in der Fachwerksfigur die Knotenpunkte mit römischen und 
die Stäbe mit arabischen Ziffern, ferner die "Stabecke" oder "Stab
polygone" mit kleinen lateinischen Buchstaben, die mit einem kleinen 
Kreis umgeben werden können. 

Wenn nun, wie wir vermuten, die Konstruktion des Cremona
planes letzten Endes eine rein geometrische Aufgabe sein wird, so 
wird es sich dabei nur noch um Linien und Punkte handeln und 
nicht mehr um Lasten, Widerstände und Stabkräfte. Um den 
geometrischen Kern der Aufgabe herauszuschälen, ist es für das 
Folgende ganz wesentlich, die äußeren Kräfte des Fachwerkes, die 
Lasten und Stützenwiderstände, sich durch Stäbe - Last- und 
Stützstäbe - ersetzt vorzustellen; so haben wir jetzt in Fig.86 
die Laststäbe 16 bis 20 und die Stützstäbe 21 und 22. Stützstab 21 
könnte übrigens durch einen horizontalen und einen vertikalen 
Stützstab ersetzt werden. Nunmehr besteht die Fachwerksfigur 
nur noch aus geometrischen Linien, und zwar aus geschlossenen 



150 Statik. 

Stal.Jecken, d. h. geschlossenen Dreiecken, gebildet aus Fachwerks
stäben, innerhalb deren keine weiteren Stäbe sich befinden, und 
offenen Stabecken, gebildet aus einer Folge aneinandergereihter 
Last-, Stütz- oder Fachwerksstäbe, z. B. offenes Stabeck a, gebildet 
aus Laststab 16 und Stützstab 22; offenes Stabeck c, gebildet aus 
Laststab 18, Fachwerksstab 8, Laststab 17; offenes Stabeck f, ge
bildet aus Laststab 20, Fachwerksstäben 2, 6, 10, 14 und Stütz
stab 21. 

Im Kräfteplan erhalten die Stabkräfte die gleichen arabischen 
Ziffern, wie in der Fachwerksfigur, und zwar gleichermaßen, ob 
es sich um Fachwerks-, Last- oder Stützstäbe handelt. 

Im Kräfteplan treffen sich nun in einem Punkt z. B. die Stab
kräfte 5, 6, 7, während die Stäbe 5, 6, 7 in der Fachwerksfigur 
ein geschlossenes Stabeck (Dreieck) bilden, der Treffpunkt sei mit 
k bezeichnet; ebenso treffen sich in einem Punkt des Kräfteplanes 
die Kraft des Laststabes 20, die Stabkräfte 2, 6, 10, 14 und die 
Kraft des Stützstabes 21, während die betreffenden Stäbe das offene 
Stab eck f der Fachwerksfigur bilden, der Treffpunkt sei im Kräfte
plan mit f bezeichnet; ebenso treffen sich im Kräfteplan in einem 
Punkt die Kräfte in den Laststäben 17 und 18 und die Stabkraft 8, 
während die betreffenden Stäbe in der Fachwerksfigur das offene 
Stabeck c bilden, wir bezeichnen den Treffpunkt im Kräfteplan 
mit c. So zeigt sich, daß jedem geschlossenen oder offenen 
Stab eck der Fachwerksfigur ein Punkt des Cremona
planes (Fig. 86) zugeordnet ist; und umgekehrt, !wie aus dem 
letzten Abschnitt wiederholt sei, daß jedem Rn otenpunkt der 
Fachwerksfigur ein geschlossenes Krafteck des Kräfte
planes zugeordnet ist. 

Im Knoten VIII z. B. treffen sich die Stäbe 12, 13, 15 und 
die Last- und Stützstäbe 16 und 22; die entsprechenden Kräfte 
bilden im Cremonaplan einen geschlossenen Linienzug mit 
gleichsinnig aufeinanderfolgenden Kraftpfeilen. 

Jeder Linie in der Fachwerksfigur entspricht schließlich eine 
parallele Linie im Cremonaplan. Die beiden Figuren haben also 
reziproke Eigenschaften: jedem Punkt in der einen ist 
ein Polygon in der anderen zugeordnet; jeder Linie in 
der einen entspricht eine Parallele in der anderen. 

Die Aufzeichnung des Cremonaschcn Kräfteplanes läuft dem
nach, wie schon bemerkt, auf eine rein geometrische Aufgabe 1) 

1) Die Beziehungen, sofern sie als ausschließlich der Geometrie angehörig 
betrachtet werden können, sind eingehend untersucht, auch analytisch formu
liert, vgl. die Monographien: Timerding, Geometrie der Kräfte; Henne
be r g, Graphische Statik der starren Systeme. 
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hinaus; nämlich zu einer gegebenen Fachwerksfigur, die durch 
Last- und Stützstäbe ergänzt ist, eine reziproke Figur zu zeichnen, 
die die eben erwähnten Eigenschaften hat. Die Aufgabe läßt nur 
eine einzige Lösung zu. Durch die Einführung der "Last- und 
Stützstäbe" insbesondere wird die Aufgabe in eine rein geometrische 
verwandelt; diese Hilfsvorstellung ist also für die geometrische 
Auffassung sehr wichtig. 

(j(J(J(J 
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Hervorzuheben ist noch, daß in dem Cremonaplan die äußeren 
Kräfte (Lasten und Auflagerwiderstände) einen geschlossenen 
Linienzug bilden und daß di e äußeren Kräfte im Kräfte
plan in derselben Beihenfolge aneinandergefügt sind, in 
der sie in der Fachwcrksfigur stehen, wenn man diese im 
Zeigersinn oder im Gegenzeigersinn umkreist. 

Das Aufzeichnen des Cremonaschen Kräfteplanes 3ei 
nunmehr am Beispiel des Krans (Fig. 87) bcschriebcn: 
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1. Zuerst werden die Auflagerdrüeke bestimmt. Das obere 
Halslager kann nur eine Horizontalkraft H aufnehmen, die sieh aus 
der Momentengleiehung um das untere Halslager mit den einge
schriebenen Hebelarmen wie folgt ergibt: 

H ·8000=6500·10500; H=4050kg. 

Die Vertikalkomponente des Spurlagerdruckes ist 

V = P7 = 6500 + 5700 = 12200 kg. 
2. Der Cremonaplan kann nur für den Fall gezeichnet werden, 

daß die äußeren Kräfte (Lasten und Widerstände) in den Knoten 
angreifen. Das liegt in der Natur der Sache. Um ihn auch dann 
zeichnen zu können, wenn die äußeren Kräfte außerhalb der Knoten 
angreifen, muß man diese auf die Knoten umrechnen, reduzieren. 
Dies hat so zu geschehen, daß die reduzierten Kräfte die gleichen 
Komponenten und Momente haben wie die gegebenen äußeren 
Kräfte. Die Reduktion hat ferner nur auf die beiden der Last
stelle nächst gelegenen Knoten zu erfolgen, die auf dem belasteten 
Stab gelegen sind. Anzunehmen, daß mehr als 2 Stützpunkte in 
Mitleidenschaft gezogen werden, widerspricht dem statisch bestimm
ten Charakter der Lösung. Von den reduzierten Kräften wird weiter-. 
hin angenommen, daß sie auch die gleichen Stab kräfte , wenigstens 
sofern es sich um Zug oder Druck handelt, hervorrufen, wie die 
gegebenen. Dies stimmt nicht genau, aber meist mit genügender 
Annäherung. Die offenkundig außer acht gelassene Biegung kann 
nachträglich berücksichtigt werden. 

Wie bei der Reduktion zu verfahren ist, sei für die Nutzlast 
Q gezeigt; diese wird auf die beiden Nachbarknoten IV und III 
des belasteten Stabes reduziert, zu welchem Zweck man Stab III-:--IV 
als zweiarmigen Hebel mit festem Drehpunkt bei IV ansehen kann. 
In III ist die aufwärts gerichtete Hebelkraft 

200 
6500'4800 = 1220 kg. 

Sie ersetzt die Nutzlast bezüglich Größe und Sinn des Momentes 
um den Punkt IV. Dieser selbst erhält sodann die Kraft 

6500 + 1220 = 7720 kg 

nach abwärts. Die reduzierten Kräfte haben demgemäß auch die 
gleiche Komponente 7720 -1220 = 6500, wie die Nutzlast, sind 
also der gegebenen Last statisch äquivalent. Ebenso verfährt man 
mit den anderen außerhalb der Knoten angreifenden äußeren 
Kräften. Das Ergebnis sind die ausgezogen gezeichneten Knoten
punktslasten in Fig. 87. Die gegebenen Lasten sind gestrichelt 
gezeichnet. 
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3. Die Knotenpunkte der Fachwerksfigur werden römisch, die 
Fachwerks-, Last- und Stützstäbe arabisch beziffert und die ge
schlossenen und offenen Stabecke mit kleinen lateinischen ein
gekreisten Buchstaben bezeichnet. Bei der Numerierung der Last
und Stützstäbe wird man zweckmäßigerweise die Regel S. 151 be
folgen und einen bestimmten Umkreisungssinn einhalten. 

4. Nachdem ein Kräftemaßstab gewählt ist, wird zuerst das 
Krafteck der äußeren Kräfte aufgezeichnet. Man beginnt mit 
irgendeiner äußeren Kraft und reiht - das Fachwerk in bestimm
ten, an sich willkürlich wählbarem Sinn umkreisend - die äußeren 
Kräfte so aneinander, wie sie bei dieser Umkreisung aufeinander 
folgen (Pl , P2 bis P7 ). Abgehen von dieser Reihenfolge be
deutet einen Verstoß gegen eine Hauptregel der Auf
zeichnung des Cremonaplanes. Man erhält dann entweder 
einen falschen Kräfteplan, oder aber mindestens keinen Cremona
plan. Im Krafteck der äußeren Kräfte werden nun die Treff
punkte zweier Kräfte sofort numeriert, indem man die Regel be
achtet, daß zu jedem Stabeck ein Punkt des Kräfteplanes gehört, 
in dem sich alle Stabrichtungen dieses Stabeckes schneiden. Zum 

Beispiel müssen sich die Stäbe P4 , Pfj' 20 des offenen Stabeckes ® 
in demjenigen Punkt des Krafteckes schneiden, wo die beiden 
äußeren Kräfte P4 und p.~ zusammenstoßen. Dieser Punkt sei @ 
genannt, durch ihn geht gleichzeitig die Stabrichtung 20. Ebenso 

- --
Stabeck (~ mit Stäben Pfj' 19, 17, 13, P6 ; dazu gehört Treffpunkt 
o im Krafteck, wo P~, P6 zusammenstoßen und wo die Richtungen 
- --
19, 17, 13 hindurchgehen. In der gleichen Weise werden die 
"Knoten" 0) bis 0 in das Krafteck eingetragen und zu den in 
den Stabecken 0 bis (i) vorkommenden Stabrichtungen bzw. in 
den Knoten 8 bis (iJ des Krafteckes Parallelen gezogen, die man 
sofort mit ihrer Nummer versehe. 

Jetzt sucht man die "Knoten" ® bis 0 im Krafteck, die zu 
den geschlossenen Stabecken 0) und 0 gehören. Der K~oten ~ 
des Krafteckes ist als Schnittpunkt der Stabrichtungen 8 und 9 
bestimmt, durch ihn geht die 3. Seite des Stabeckes ®, nämlich 10. 
Ebenso findet man die Knoten CD bis 0> des Krafteckes. Schließ
lich muß die Verbindungslinie der Krafteckknoten @ und (0 
parallel der Stabrichtung 18 sich ergeben, worin eine Zeichnungs
probe gelegen ist. 

Damit ist die Größe der Stabkräfte bestimmt und es fragt sich 
nur noch, ob ein Stab gezogen oder gedrückt ist. Um das zu 
entscheiden, benützt man den Satz, daß zu jedem Fachwerksknoten 
ein geschlossenes Polygon des Krafteckes gehört, das aus den im 
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Fachwerksknoten zusammentreffenden Stabrichtungen besteht. Da 
dieses Polygon das Gleichgewicht der an dem betreffenden Knoten 
angreifenden Kräfte versinnbildlicht, so folgen die Kraftpfeile gleich
sinnig aufeinander, und zwar ist der Pfeilsinn durch den Pfeil der 
äußeren Kraft bestimmt, falls eine solche am Knoten angreift. So 
gehört z. B. zum Knoten VII das geschlossene Polygon 6, 7, 11, 
12, 13 des Krafteckes, wobei die Reihenfolge der Zahlen in Über
einstimmung mit dem Sinn der äußeren Kräfte P6 und P7 steht 
und den Pfeilsinn der am Knoten VII angreifenden Kräfte be
stimmt. Demnach sind die Stabkräfte 811 und 813 auf den Knoten 
VII zu gerichtet, die Stabkraft 812 dagegen vom Knoten weg; 
erstere sind also Druckkräfte, letztere ist eine Zugkraft. Analog 
verfährt man mit jeder anderen Stabkraft, die zu einem von einer 
äußeren Kraft ergriffenen Knoten gehört. Kommt man nach Er
ledigung dieser Knoten zu einem solchen, an dem, wie z. B. an 
V, VI, VIII nur Stabkräfte angreifen, so sind diese entweder durch 
die vorhergehenden Ermittlungen schon als Druck oder Zug be
kannt, oder es fehlt in dem Krafteck dieses Knotens nur eine 
Kraft, deren Sinn dadurch bestimmt ist, daß sich das Krafteck 

schließt (z. B. 817 am Knoten V aus dem Krafteck 17, 18, 19, wo 
SI~ und 819 schon vorher ermittelt waren). 

93. Anderes graphisches Verfahren. Methode der Quer
durchschneidungen. Statt die einzelnen Knotenpunkte des Fach
werkes frei zu machen und die graphischen Gleichgewichts
bedingungen für die Knotenpunkte zur Bestimmung der unbekann
ten Stab kräfte zu benützen, kann man auch das Fachwerk durch 
Schnitte wie J1 J1 , J2 J2 , ••• (Fig. 83 u. 86) je in zwei Teile voll
ständig trennen, an den Schnittstellen die betreffenden Spannkräfte 
anbringen und aus den Gleichgewichtsbedingungen für die abge
schnittenen Fachwerksteile die unbekannten Stabkräfte auf graphi
schem Wege ermitteln, wobei man sich zu erinnern hat, daß auch 
für Kräfte in derselben Ebene, die nicht durch einen und denselben 
Punkt hindurchgehen, das Kräftepolygon im Gleichgewichtsfall sich 
schließen muß. 

Sollen dementsprechend die Spannkräfte in den Stäben des 
Fachwerkes (Fig. 83) festgesetzt werden, so wird man zunächst 
den links vom Schnitt J1 J1 gelegenen, unter Einwirkung der Kräfte 
W, 81 , 82 im Gleichgewicht befindlichen Fachwerksteil A' J1 J1 in 
Betracht ziehen und aus dem Kräftedreieck BoBI B2 (Fig. 85) die 
Stabkräfte SI und 82 bestimmen, hierauf für den Fachwerksteil 
A'J2 J2 , an dem sich die Kräfte W, P, 82 , 8:l , 84 im Gleichgewicht 
halten, das Kräftepolygon B 2 B o B1 ]) EB~ (Fig. 85) konstruieren 
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und diesem Kräftepolygon die unbekannten Kräfte 83 und 84 ent
nehmen und endlich noch die Kräfte 85 und 86 aus dem Kräfte
polygon BoB1DEFBo für den Fachwerksteil A' J3 J3 festsetzen. Auf 
diese Weise ergibt sich schließlich ein Kräfteplan, der mit dem 
für das gleiche Fachwerk konstruierten Cremonaschen Kräfteplan 
vollständig übereinstimmt. Dasselbe zeigt sich bei dem Kräfte
plan (Fig. 86). 

Was die Reihenfolge der zu führenden Schnitte J J betrifft, 
so ist hier der Umstand maßgebend, daß mit Hilfe des Kräftepoly
g·ons für einen abgeschnittenen Fachwerksteil stets nur zwei Stab
kräfte sich bestimmen lassen, daß man also nicht zu einem Schnitt 
übergehen darf, der einen Fachwerksteil mit mehr als zwei unbe
kannten Stabkräften liefert. So hätte man z. B. bei Fachwerk 

.F'ig. 

(Fig. 83) nicht zuerst den Schnitt J3J~ und den Faehwerksteil 
A' J.q J 3 in Betracht ziehen dürfen, vielmehr hätte man zur Bestim
mung der drei unbekannten, am Fachwerksteil auftretenden Stab
kräfte 8 4 , 85 , 86 bei Anwendung der yorliegenden Methode die 
Aufstellung des ganzen Kräfteplanes bis zu dem betreffenden 
Schnitt J3 J3 nötig gehabt. Man kann aber, wie Cul mann, der 
Begründer der graphischen Statik, gezeigt hat, die Stabkräfte 
84 , 80 , 86 doch auch unmittelbar aus dem Gleichgewicht des Fach
werksteiles A' J.q J3 bestimmen. 

94. Culmanns Methode. Die erwähnten drei Stabkräfte SJ.' So' 
86 am Fachwerk (Fig. 88), die, wie ja auf anderem Wege schon 
festgesetzt worden ist, ganz bestimmte Werte haben, bilden mit 
den bekannten Kräftell Wund Pein Gleichgewichtssystem. Es 
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liegt somit die Aufgabe vor, Kräfte 8 zu ermitteln, die, in den 
vorgeschriebenen Geraden 4, 5 und 6 wirkend, den Kräften Wund 
P das Gleichgewicht halten. Hat man solche Kräfte gefunden, 
dann sind dieselben auch die gesuchten. Demgemäß .ergeben sich 
die Kräfte 84 , 85 , 86 in folgender Weise: 

Ist R die Resultante von Wund P, C (I'~ig. 88) der Durch
schnittspunkt der Wirkungslinie von R mit der Stabachse 4, dann 
kann man die in 0 angreifend gedachte Kraft R mit Hilfe des 
Kräftedreiecks FoE1 E2 (]<'ig. 88, oben) zerlegen in die beiden Kom
ponenten R2 und Rs nach Oll und OIII. Nimmt man jetzt 84 

gleich und entgegengesetzt R2 an und, in den Stabachsen 5 und 6 
wirkend, Kräfte 8r, bzw. 86 , die 'der Kraft R s das Gleichgewicht 
halten und aus dem Kräftedreieck E l E2 Es sich ergeben, dann sind 

Fig. 9. 

die so bestimmten Kräfte 84 , 8ö ' 86 die gesuchten Stabkräfte. Tat
sächlich bilden ja diese Kräfte mit der Kraft R, also auch mit 
den Kräften Wund Pein Gleichgewichtssystem , wie das ge
schlossene Kräftepolygon EoEl Es E2 zeigt. 

95. Ritters lUomentenmethode. Wir wollen wieder das Fach
werk (Fig. 88) ins Auge fassen und annehmen, daß es sich ledig
lich um die Berechnung der Spannkraft 85 des Stabes 5 handle. 

Zur Berechnung von 8 . .., ziehen wir den durch den Schnitt 
J s J g abgetrennten, unter Einwirkung der Kräfte W, P, 8 4 , 85 , Se im 
Gleichgewicht. befindlichen Fachwerksteil A' J s J.~ (Fig. 89) in Be
tracht und schreiben die Momentengleichung der genannten Kräfte 
in Beziehung auf den Durchschnittspunkt der zwei unbekannten, 
zunächst nicht zu bestimmenden Kräfte 84 und 86 , d. h. in Be
ziehung auf den Durchschnittspunkt 0 der Stabachsen 4 und 6 an, 
womit wir erhalten: 
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Aus dieser Gleichung läßt sich, nachdem man die Hebelarme 
c, a, b auf der Zeichnung abgemessen hat, die Größe der Kraft 
S5 berechnen. Man kann aber gleichzeitig auch erkennen, ob der 
Stab 5 gezogen oder gedrückt ist. Wie man nämlich sieht, sind 
die beiden Kräfte Wund P bestrebt, den Fachwerksteil A'J.3J3 um 
den Punkt 0 im Sinne des Uhrzeigers zu drehen. Diese Drehung 
wird durch die Kraft S5 verhindert. S5 muß also im Gegenzeig'er
sinn drehen und demgemäß von der Schnittfläche des Stabes 5 
hinweg wirken. Damit zeigt sich aber der Stab 5 auf Zug be
ansprucht. 

Diese von A. Ritter erdachte Methode ist u. a. besonders dann 
mit Vorteil zu verwenden, wenn es sich bei einem einfachen Fach
werk nur um die Ermittelung einer einzigen Stabkraft handelt 
und durch den betreffenden Stab ein Schnitt geführt werden kann, 
der außer diesem Stab nicht mehr als zwei weitere Stäbe trifft. 

7.~Kaplitel ,(§j14). 

Bewegliche Stabverbilldungen. 
96. Von den Sprengwerken. Soll ein Balken, der über eine 

Öffnung gelegt ist, lediglich von den beiden "Widerlagern" aus 
unterstützt werden, so 
kann dies nach Art der 
Figuren 90 geschehen. 
Hierbei nennt man die 
betreffenden, zur Unter
stützung des Balkens die-
nenden Konstruktionen 
Sprengwerke. Diese 
Sprengwerke suchen, wenn 
sie belastet werden, ihre 
Spannweiten A' A" zu ver
größern und übcn auf 
ihre Stützpunkte A' und 
A" nicht bloß vortikale 
Auflagerdrucke , sondern 
stets auch einen Horizon
talschub aus, welcher 
Horizontalschub bei nur 
vertikaler Belastung des 
Sprengwerkes sich für 
beide Widerlager als gleich 

A ' 

Fig. 90. 

A" 

/ 

11 

'. 
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stark erweist. Es geht das aus der Gleichgewichtsbedingung für das 
ganze Sprengwerk: Summe sämtlicher horizontalen Kräfte gleich 
Null, hervor. 

97. Das einfache symmetrische Sprengwerk. Dasselbe besteht 
aus zwei gleich langen, von gleich hoch gelegenen Stützpunkten 
A' und A" ausgehenden, sich gegeneinander stemmenden Streben 
A' C und A" C (Fig. 91). 

Nimmt man an, daß dieses Sprengwerk nur im Knotenpunkt 
C belastet sei, und zwar mit P, so ergeben sich vorliegendenfalles 
die Komponenten Y und H der beiden gleichen Auflagerwider
stände Waus 

2Y=Pi 
1 

H·h= V·-· 
2 ' 

I 
H=P·~ 

4h' 

oder auch 

v 

P 
H = y. cotg a = '2 cotg a . 

c 

P 
Fig. 91. Fig. 92. 

Die Resultante von Y und H, d. h. der Auflagerwiderstand W 
muß im vorliegenden Falle in der Richtung A' C bzw. A" C wirken, 
es ist daher die Kraft S, mit der die Streben zusammengedrückt 
werden: 

S = W = VY2~FHi-- ~ V~+-Cl,Y 

oder auch 
Y P 

S = --.;---- = -- cosec a . 
Sllla 2 

Anderseits erhält man auch S als Komponente von P nach 
CA' und CA", weshalb sich hier die graphische Bestimmung der 
am Sprengwerk in Betracht kommenden Kräfte besonders einfach 
gestaltet (s. Fig. (2). 

Aus den Ausdrücken für Hund S ersehen wir, daß, je kleiner 
Ci, um so größer die Werte von Hund S sich ergeben. Für a = 0 
werden Hund S unendlich groß. 
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Die sog. Kniehebelpresse ist nichts anderes als ein einfaches 
Sprengwerk, dessen Schub den Druck auf den zu pressenden Kör
per abgibt. Dieser Druck wäre demnach ausgedrückt durch 

p 
2 cotga. 

Nehmen wir jetzt an, das Sprengwerk sei an einer beliebigen 
Stelle B mit P belastet (Fig. 93). Auch in diesem Falle ist sta
tische Bestimmtheit vor
handen, weil die drei 
Gleichgewichtsbedingun
gen für jede der beiden 
Streben ausreichen, die 
an den Streben auf
tretenden unbekannten 
Kräfte zu bestimmen. 
Macht man nämlich die 
Strebe A' e frei, so hat 
man dafür in A' den 
Auflagerwiderstand }V' 

oder seine beiden Kom-
ponenten H ' und V' an- rp 
zubringen und in eden Fig. 93. 
Gegendruck T der Strebe 
A" e oder dessen Komponenten Hund V. Nun sind die Gleich
gewichtsbedingungen für die Strebe A'e: 

I 
V' + V=P; H'=H; Pa=H·h+ V.2". 

Fig. 94. Fig. 95. 

An der Strebe A" e wirkt in e eine der obengenannten Kraft 
T gleiche und direkt entgegengesetzte Kraft T und in A" der Auf
lagerwiderstand W" oder dessen Komponenten H" und V". Diese 
Kräfte sind ebenfalls im Gleil~hgewieht. Man hat daher: 

I 
V= V"; H= H" und Hh= V·--· 

2 
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Aus vorstehenden sechs Gleichungen lassen sich nun die sechs 
unbekannten Kräfte H', V', H, V, H", V" in unzweideutiger Weise 
berechnen. 

Graphische Lösungen findet man auf Seite 81 und in 109. 
Nach den obigen Angaben können die Drücke in den Kämpfer

und Scheitelgelenken der Bogenträger Fig. 94 und 95 berechnet 
werden, deren Tragkörper 
aus Fachwerk oder Beton be
stehen können. 

11 

98. Symmetrisches 
Sprengwerk mit SpannriegeI. 
1. Ein solches zeigt Fig. 96, 
wobei 01°2 der sogenannte 
Spannriegel. Dasselbe sei 
in den Knotenpunkten 01 
und 02 je mit P belastet. 
Aus der Symmetrie des Gan
zen folgt die Gleichheit der 
wegen der Gelenke bei 01 
und 02 nach A' 01 und A" 02 

T,:.H 

Fig. 96. 

stände W' bzw. 
Ganzen, außer 

Desgleichen 
Strebe A' °1 : 

gerichteten Auflagerwider
W" und daraus, sowie aus dem Gleichgewicht des 
der Gleichheit der Horizontalkomponenten H, 

2V=2P; V=P. 
ergibt das Gleichgewicht der um Cl dreh baren 

V·a=H·h, 
womit der Horizontalschub H des Sprengwerks: 

a a 
H=- V=-P=P·cotga. 

h h 

Ferner findet sich die Kraft S, mit der die Streben ihrer Länge 
nach zusammengedrückt werden, aus: 

W' = W" = S = VV2 + jJ2 = P co sec a. 

Am Knotenpunkt 01 wirken die Kräfte S, P und der Gegen
druck Tl des Spannriegels °1°2 , Diese Kräfte sind im Gleich
gewicht, man hat daher 

Tl = S cos a = H = P cotg ((. 

Dasselbe Resultat liefert auch das Kräftedreieck für den Knoten
punkt 01 (Fig. 96). 

Für den Knotenpunkt 02 ergibt sich ebenso 

T2 =Pcotga. 
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Mithin ist der Spannriegel °1°2, der in 01 von der Kraft Tl 
und in 02 von der Kraft T2 angegriffen wird, wegen Tl = T2 tat
sächlich im Gleichgewicht. 

2. Wäre jedoch das symmetrische Sprengwerk in den beiden 
Knotenpunkten 01 und 02 n ich t gleich belastet gewesen, vielmehr 
in 01 mit Pl und in 02 mit P2 , so hätte sich ergeben: 

Tl =Pl cotga nnd Tz =Pz cotga, 
es hätte sich dann der Spannriegel 01 02 und damit auch das ganze 
Spannwerk ni c h t im Gleichgewicht befunden, das Sprengwerk hätte 
sich bewegt. 

Das vorliegende symmetrische Sprengwerk ist also nur in dem 
Falle im Gleichgewicht, wenn es in seinen Knotenpunkten 01 und 02 
gl e ich eLasten P trägt; sollen dagegen zwei ver s chi e den eLasten 
P l und P2 , die in den durch die Abstände a vorgeschriebenen 

o 

Fig. 97 . Fig. 98. 

Vertikalen wirken, von A' und A" aus gestützt werden mittels 
eines aus drei Stäben bestehenden Sprengwerkes, so muß dieses 
eine andere Form als beim vorhergehenden Belastungsfall erhalten; 
es kann sich hierbei nicht mehr um ein symmetrisches Spreng
werk handeln. 

3. Zur Bestimmung der neuen Gleichgewichtsform bedient 
man sich am besten des graphischen Verfahrens, wie folgt: 

Man setzt zunächst die beiden, in den vorgeschriebenen Verti
kalen wirkenden Lasten Pl und P2 (Fig. 97) mit Hilfe eines Seil
polygons (0 Pol des Kräftepolygons, Fig. 98) zu der Resultanten R 
zusammen, nimmt auf der Wirkungslinie der letzteren über A' A", 
einen Punkt D beiiebig an, verbindet diesen Punkt mit A' und A", 
bestimmt die Durchschnittspunkte 01 und 02 der Geraden DA' und 
DA" mit den Wirkungslinien der Lasten Pl bzw. P2 , dann gibt 

j\nt.enrieth-Enssliu, Technische l\feehanik. 2.Anfl. 11 
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das Polygon A' °1°2 A" eine Gleicbgewichtsform des Sprengwerks an. 
Hätte man den Punkt D an anderer Stelle der Wirkllngslinie von 
R angenommen, würde sich eine andere Gleichgewicbtsform er
geben haben. 

Zum Beweis ziehen wir in Fig. 98 BoO' 11 DA' und B2 0' 11 A" D, 
sodann durch den Schnittpunkt 0' eine Parallele mit °1°2 , die 
BoB<;) vorläufig in B/ schneide. Nun hat man wegen der Ähnlich
keit der Dreiecke 01 D 82 und 0' Bo B/, sowie D 82°2 und BI' B2 0', 
und weil überdies die Resultante R von PI und P2 die Strecke 01 C'J 

im Verhältnis °1 82 : 82 C2 = P2 : PI teilt, 

Bo B/ : B/ B2 = PI : P2 = Bo BI : BI B2 • 

Es fällt daher B/ mit BI zusammen, infolgedessen sich das 
Polygon A'Ol02A" als ein zum Kräftepolygoll 0' BoB<;) gehöriges 
Seilpolygon ergibt. Letzteres ist aber im Gleichgewicht unter 
Einwirkung der Kräfte W', PI' P2 und W", somit stellt das Poly
gon A'Ol02A" tatsächlich eine Gleichgewichtsform des Spreng
werkes dar. 

99. Polygonales Sprengwerk. Wie bei den festen Stab ver
bindungen, so ist es auch bei den beweglichen Stabverbindungen 
und insbesondere bei den Sprengwerken angezeigt, die Konstruk

.JJ m 

I 

k: 
I 

E I 

m=!IJ-- -'x-.., 7----J--- ----- J 

Fig. 99. 

tion so anzuordnen, daß 
die einzelnen Stäbe nie auf 
Biegung in Anspruch ge
nommen werden können. 
Letzteres wird bei einem 
Sprengwerk, das zur Unter
stützung gegebener Lasten 
zu dienen hat, dadurch er
reicht, daß man die Knoten
punkte des Sprengwerks auf 
den vertikalen Wirkungs
linien der gegebenen Lasten 
annimmt. 

Soll beispielsweise ein 
horizontaler, eine gegebene Belastung tragender Balken durch ein 
Sprengwerk in bestimmten Punkten Ao, Al' A2 , A 3 ••• unterstützt 
werden (Fig. 99), so wird man letzteres so anordnen, daß seine 
Knotenpunkte Cl' °2 , Os ... senkrecht unter den Punkten Al' A 2 , 

A3 • " des Balkens liegen und demgemäß mittels der vertikalen 
Stützen A I 01 , A 2 02 , As C3 ., • die vertikalen Drucke PI' P2 , p.~ ... 
aufnehmen können, die der belastete horizontale Balken auf seine 
Stützpunkte Al' A2 , A!j ... ausübt. 
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In der Regel ist die Weite l der vom Sprengwerk zu ü ber
spannenden Öffnung, sowie die Scheitelhöhe h des Sprengwerks 
über den Auflagerpunkten A' und A" gegeben, auch handelt es 
sich meistens um Unterstützung von Lasten, die symmetrisch zu 
der Vertikalen durch die Mitte der Spannweite wirken. Nehmen 
wir dies an, so muß auch die eben erwähnte Vertikale Symmetral
achse des Polygons sein, das bei der vorliegenden Belastung die 
Gleichgewichtsform für das Sprengwerk angibt. In diesem Falle 
genügt es, eine der beiden Sprengwerkshälften in Betracht zu ziehen. 
Wirkt dann in der vertikalen Symmetralachse des Sprengwerks 
auch eine Last, so wird man, um die volle Symmetrie der Be
lastung des Sprengwerks aufrecht zu erhalten, diese Last zur Hälfte 
an der linksseitigen und zur Hälfte an der rechtsseitigen Spreng
werkshälfte wirkend sieh denken. Nimmt man jetzt die rechts
seitige Sprengwerkshälfte weg, so hat man dafür, wenn die links
seitige Sprengwerkshälfte im Gleichgewicht bleiben soll, im Scheitel 
Cm des Sprengwerks einen horizontalen Gegendruck Hm an der 
linksseitigen Sprengwerkshälfte anzubringen. Zur Bestimmung dieser 
horizontalen Kraft H m liefert die Momentengleichung in Beziehung 
auf den Punkt A': 

H", . h = PI al + P2 a2 + P3 a3 + ~n • ~ 
H = PI a l + P2 a2 + P3 a2 + Pm ·1/4 . 

111 h 
Nimmt man sodann auch das Widerlager des Sprengwerks 

bei A' weg, so hat man dieses durch den Auflagerwiderstand W' 
oder dessen Komponenten H' und V' zu ersetzen. Alsdann erfor
dert das Gleichgewicht der linksseitigen Sprengwerkshälfte 

H'=Hm und V'=Pl +P2+P:l+~{.!.' 
Nunmehr können wir übergehen zur Bestimmung der Gleich

gewichtsform des Sprengwerks und der Spann kräfte 8 der ein
zelnen Stäbe. 

Betrachten wir zunächst den untersten Stab A' 01' An ihm 
wirken, wenn man den Druck Po der Stütze A' An unmittelbar durch 
den Widerstand der Unterlage aufgehoben sich denkt, in A' die 
beiden schon ermittelten Kräfte H' und V', ferner in Cl die Be
lastung PI und der Druck 82 , den der Stab Cl C2 in der Richtung 
C2 Cl auf den ihn unterstützenden Stab A'OI ausübt. Unter Ein
wirkung dieser Kräfte befindet sich der Stab A'OI im Gleichgewicht, 
es muß daher, wenn Zl die Höhe des Knotenpunktes Cl über der 
Horizontalen durch A', 

V'·a l =H"Zl sein. 
11* 
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Daraus läßt sich Zl berechnen und damit die Lage des Knoten
punktes 01 angeben. :Man erhält aber auch die Kraft 81 , die den 
Stab A'Ol zusammendrückt, aus 

81 = W' = VIii 2 + V'2. 
:F'erner hat man, wenn H2 und V2 Horizontal- und Vertikal

komponenten von 82 bezeichnen, 

V'=P1 + V2 ; H' = H2 ; 82 =VH/+"V;2. 
In gleicher Weise behandeln wir den Stab °1°2 , An seinem 

unteren Ende wirkt die nunmehr bekannte Horizontalkraft H 2 nach 
rechts und die Vertikalkraft V2 nach oben, ferner in 02 die Last 
P2 vertikal abwärts und ebenso die Vertikalkomponente Va des 
Druckes 83' den der Stab °2°3 in der Richtung 03 02 auf den Stab 

Ao A,.A A .A 

Fig. 100. 

C1 02 ausübt, sowie nach links die Horizontalkomponente Ha von 83' 
Das Gleichgewicht des Stabes °1°2 ergibt alsdann, wenn Z2 die 
Höhe des Punktes O2 über der Horizontalen durch 01 

V2 (a2 - a1) = H 2 . Z2 , 

woraus Z2 und damit auch die Höhenlage des Knotenpunktes O2 

sich bestimmt. Des weiteren hat man: 

V2 =P2 +V3 ; H2 =H3 ; 8s =VHs2+V3 2 . 

So lassen sich denn der Reihe nach nicht bloß die Lagen der 
Knotenpunkte des Sprengwerks, sondern auch die Spannkräfte sämt
licher Stäbe des letzteren berechnen. 

Noch rascher führt das graphische Verfahren zum Ziel. 
Um den Horizontalschub H m = H' des Sprengwerks zu erhalten, 

setzen wir zunächst mittels eines Seilpolygons die Wirkungslinie 
der Resultanten R der Kräfte PI' P2 , Ps' Pm /2 fest (Fig. 100), wo
bei wir den Pol o des Kräftepolygons auf der Horizontalen durch 
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den Anfangspunkt Bo der" Kraftvertikalen " BOBt annehmen. 
Da nun die Kräfte W', H m und R an der linksseitigen Sprengwerks
hälfte im Gleichgewicht sind und sich demgemäß in einem Punkte 
schneiden müssen, so kann der gemeinschaftliche Punkt der drei 
Kräfte nur der Durchschnittspunkt D der Horizontalen durch den 
Knotenpunkt 0m mit der Wirkungslinie von R sein. Verbindet man 
daher A' mit D, so gibt A' D die Wirkungslinie von W' an. Zieht 
man hierauf im Kräftepolygon durch den unteren Endpunkt B 4 der 
Kraftvertikalen eine Parallele mit A' D, die die Horizontale durch 
Bo in 0' trifft, so ist W' durch B 4 0' und H", durch 0' Bo angegeben. 

Was die Kraft 8 4 betrifft, die den Stab 0mOs seiner Länge 
nach zusammendrückt, so ist dieselbe die Resultante von P m /2 und 
H m , also nach Größe und Richtung durch den Strahl 0' B l dar
gestellt. Zieht man daher durch Gm eine Parallele GmG~ mit 0' BI' 
dann bestimmt diese die Lage des Knotenpunktes Ga. Betrachtet 
man jetzt den Stab O~G'J' so wirken an demselben in Gs die bei
den Kräfte 8 4 und P;~, die zusammengesetzt die Kraft 8a liefern, 
durch die der Stab °3°2 zusammengedrückt wird. Mithin gibt der 
Strahl 0' B'J des Kräftepolygons die Kraft 8s nach Größe und Rich
tung an und eine Parallele mit diesem Strahl durch den Knoten
punkt 0a die richtige Lage der Polygonseite 0302 und des Knoten
punktes °2 • In dieser vYeise fährt man fort. Hierdurch erhält man 
schließlich die Gleichgewichtsform des Sprengwerks durch ein Seil
polygon angegeben, bei dem die Poldistanz im Kräftepolygon 
gleich dem Horizontalschub H m = Hf des Sprengwerks ist. 

100. Ein spezieller Belastungsfall des Sprengwerkes. Nicht 
selten kommt es vor, daß ein Sprengwerk in der Weise der Fig. 101 
eine in horizontalem 
Sinn gleichförmig 
verteilte Belastung 
zu tragen hat. In 
diesem Falle müssen, 
wenn das Spreng
werk sich im Gleich
gewicht befinden 
soll, die Knotenpunk
te desselben auf einer 
Parabel mit verti
kaler, durch die Mitte 
der Spannweite ge
hender Achseliegen. 

I 
:Yz hj ", 
I ' , 

m777@-K-'- -- --L 1-----}-------~- ----- --' 
I 
I 

Fig. 101. 

Zum Beweis hierfür ziehen wir das Gleichgewicht eines vom 
Widerlager A' aus bis zu einem beliebigen Knotenpunkt sich er-
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streckenden Spreng'werksteiles in Betracht, z, B. des Sprengwerks
teiles A' C2 , und schreiben die Momentengleichung für die an dem
selben wirkenden Kräfte in Beziehung auf den Knotenpunkt C2 an, 
Diese Momentengleichung lautet: 

V" X 2 =Poxz + PI (XZ -Xl) + H " Y2' 
Da aber anderseits auch der horizontale, gleichmäßig mit q 

pro Längeneinheit belastete, in den Punkten Ao' Al' Az ' .. unter
stützte und in diesen Punkten unterbrochen angenommene Balken 
Ao Al Az . , • im Gleichgewicht sich befindet und demgemäß 

PO x2 + P1 (xz -xJ= qxz 'i~, 

so hat man 
I qXz2 I V X" = . - .. -- + H . y" 

- 2 " 

oder allgemein, wenn X und y die Koordinaten eines beliebigen 
Knotenpunktes bezeichnen: 

I q x 2 --t I V x=2- -H 'y, 

Ist nun I die Spannweite und h die Scheitelhöhe des Spreng-
werks, so ergibt sich zunächst: 

oder 

und 

V' = q!. und damit 
2 

q I , X = q x 2 + H ' y 
2 2 

I qx ( ) HY=2 1- x , 
I 

woraus mit x = - und y = h: 
2 

q 12 
H'·h= -_. 

8' 
ql2 qx 
8h'y= 2 (I-x); 

I ql2 
H=--

81! 
4h 

y = -j2-x (1- x). 

Dies die Gleichung einer Parabel mit vertikaler, durch die 
Mitte der Spannweite I hindurchgehender Achse. 

101. Kuppeldach. Wir wollen annehmen, daß über einem regel
mäßigen Achteck ein Kuppeldach von gegebenem polygonalem 
Profil angeordnet werden soll. Hierbei kann man in der Weise 
verfahren, daß man zum Tragen der belasteten Dachfläche in den 
Vertikalebenen durch die Eckpunkte A des Achtecks und der verti
kalen Kuppelachse lauter dem vorgeschriebenen Kuppelprofil ent
sprechend gestaltete Sprengwerke als Gratsparren aufstellt. Von 
diesen Sprengwerken, die wir nicht bloß übereinstimmend geformt, 
sondern auch übereinstimmend in den Knotenpunkten belastet an
nehmen, liegen dann je zwei in der gleichen Vertikalebene, damit 
je ein einziges zur vertikalen Knppelachse symmetrisch angeordnetes 
und belastetes Sprengwerk A'CoA" bildend. 
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Im allgemeinen werden die erwähnten Sprengwerke A'OoA" 
nicht die den gegebenen Knotenpunktsbelastungen entsprechende 
Gleichgewichtsform besitzen, es werden daher auch die einander 
gegenüberliegenden Knotenpunkte 0' und 0" sich gegenseitig zu 
nähern oder zu entfernen suchen. Um nun die angestrehte Bewegung 
der Knotenpunkte zu verhindern, liegt es am nächsten, die einander 
entsprechenden, in der glei- Ib 
ehen Höhe gegenüber befind- 7r rI 

r!,' J1~ ~!'_ JI lichen Knotenpunkte C' und -z". -'-", r!, 
a ' 

0" durch Stäbe direkt mit- f ~J_----':"" C'/' 
einander zu verbinden. Diese tLz I " 'Z 

.z,z '. 
horizontalen Verbindungs- _ _______ _ ~'...q;' 
stäbe C' 0" erfahren dann a" z ' . 
Zug- oder Druckkräfte, je :~~'P-:::a.._---:~=---I __ L _________ ::\~/J 

nachdem die Knotenpunkte .il' ~ jZt \ ,I 
0 ' und 0" sich nach außen r>Jr~~:r-""zlf---f'I---------------d 
oder nach innen bewegen [%j 
wollen. Nur wenn das Spreng
werk die Gleichgewichtsform 
zeigt, werden die erwähnten 
Verbindungsstäbe 0' 0" nicht 
in Anspruch genommen. 

Suchen wir jetzt die 
Spannkräfte sämtlicher Stäbe 
eines solchen Sprengwerkes 
A' 00 A" (Fig. 102) zu be
stimmen. 

Zunächst führen wir 
durch den Scheitel 00 der 
Stabverbindung einen verti-

8'--+~--+--f--"-+--1-+-t--M" 

kalen Schnitt, bringen an Fig. 102. 
der zu betrachtenden links-
seitigen Hälfte der Stabverbindung in 00 wieder, wie früher, die 
Kräfte Po/2 und Ho, sowie an den Schnittstellen der horizontalen 
Verbindungsstäbe 0' 0" die betreffenden Spannkräfte T an. Des 
weiteren ersetzen wir das feste Widerlager A' durch die Wider
stände V' und H'. 

Nunmehr liefert das Gleichgewicht der Stabverbindung A' 00 
nic.ht, wie früher, Ho = H', sondern 

Ho=T1 +T2 +T3 +T4 +H', 

wobei die Verbindungsstäbe C' C" vorläufig als gezogen angenom
men sind. 
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Desgleichen kann Ho auch nicht aus der Momentengleichung 
für den Punkt A' berechnet werden, indem in dieser Momenten
gleichung auch noch die unbekannten Spannkräfte T vorkommen; 
man hat vielmehr zur Ermittlung von Ho das Gleichgewicht des 
o bersten Stabes Co Cr' in Betracht zu ziehen. Dasselbe ergibt: 

Po H·z=---·a o 0 2 I' 

Aus dieser Gleichung läßt sich, da bei der gegebenen Spreng
werksform die Höhe Zo des Punktes Co über dem Punkt 0/ be
kannt ist, die Kraft Ho berechnen. Macht man den Stab Co C/ 
auch in C/ frei, so hat man am Stab 00 Cl' in C/ die Gegen
drücke YI und H l der Unterstützung anzubringen, worauf man 
erhält: 

Po 
YI =2 und BI =Ho 

und damit die Spannkraft SI des Stabes Co 0/ : 

SI = v'~2 +-jj12. 

Vom Stab °0 °/ gehen wir zum Stab 0/ 02' über. An diesem 
wirken in C/ außer der Belastung PI die vom Stab Co 0/ aus
geübten Drücke Yl und Hl , sowie von seiten des Stabes C/O/' 
die Kraft Tl' welche letztere wir, wie schon oben erwähnt, als 
einen Zug voraussetzen mögen. Man hat daher wegen des Gleich
gewichtes des um C/ drehbaren Stabes C/ 0./. 

Hl 'Zl = Tl ZI + (PI + Vt) (a2 - al ) 

oder Ho 'Zl = Tl z1 + (PI ~o) (a2 - al ). 

Hieraus ergibt sich '1~. Würde nun dieses Tl sich negativ 
herausstellen, so wäre damit angedeutet, daß der Stab 0/ C/' in 
Wirklichkeit nicht gezogen, sondern zusammengedrückt ist. 

Nimmt man vom Stab C/ O2 ' die Unterlage in C2 ' weg, so 
hat man dafür an ihm in 02' die beiden Widerstände V2 und H2 

der Unterlage anzubringen; alsdann muß wegen des Gleichgewichtes 
des Stabes C/O/ sein: 

und 8'2 = v'Y2 2+ H2 2 , 

unter S2 die Spannkraft des Stabes C/02' verstanden. 
In gleicher Weise werden auch die folgenden Stäbe behandelt, 

bis man schließlich aus dem Gleichgewicht des untersten Stabes 
0/ A' auch den Horizontalschub H' und den vertikalen Auflager
druck y' des Sprengwerkes erhält. 
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Nicht minder einfach gestaltet sich die Bestimmung der Stab
kräfte auf graphischem Wege, wobei man, wie in Fig. 103, die 
Kräftepolygone für die einzelnen Knotenpunkte des Sprengwerkes 
entsprechend aneinanderreiht. Man fängt mit dem Knotenpunkt 
00 an. An demselben sind die Kräfte Ho, Po/2 und 81 im Gleich
gewicht. Dementsprechend trägt man BoBl = Po/2 auf, zieht durch 
Bo eine Horizontale und durch BI eine Parallele mit 0/°0 , als
dann gibt OBo die Horizontalkraft Ho und BIO die Spannkraft 
81 des Stabes 0/°0 an. Hierauf geht man zu dem Knotenpunkt 
0/ über, der sich unter Einwirkung der Kräfte 81 , PI' Tl und 
82 im Gleichgewicht befindet. Um nun die unbekannten Kräfte 
Tl und 82 zu erhalten, trägt man BI B 2 = PI auf, zieht durch 
B 2 eine Horizontale und durch 0 eine 
Parallele mit 0/ O2', dann ist die Kraft Tl 
ausgedrückt durch B zB 2 ' und die Kraft 82 

durch B 2'O. 
Ebenso zeichnet man für die übrigen 

Knotenpunkte die Kräftepolygone auf, wo
durch man schließlich den ganzen Kräfte
plan (Fig. 103) erhält. 

In Wirklichkeit pflegt man die hori
zontalen Verbindungsstäbe C' 0", die das 
Ausweichen der Knotenpunkte nach außen 
oder nach innen verhindern sollen, nicht 
anzubringen, vielmehr die angestrebte Be
wegung der Knotenpunkte dadurch zu ver-

o 

eiteln, daß man die in einer und derselben Horizontalebene gelegenen 
Knotenpunkte der die Gratsparren der Kuppel bildenden Spreng
werke ringsum miteinander verbindet. Diese, vorliegendenfalles regel
mäßige Achtecke darstellenden Horizontalringe können vollständig 
die obigen, den Kuppelraum durchdringenden Verbindungsstäbe 
0' 0" ersetzen. Wollen nämlich die in einer Horizontalebene be
findlichen Knotenpunkte nach außen sich bewegen, so werden sie 
hieran durch den betreffenden Horizontalring, dessen Polygonseiten 
in diesem Falle auf Zug beansprucht wären, wirksam verhindert. 
Bei angestrebter Einwärtsbewegung der Knotenpunkte würden da
gegen diese Polygonseiten ihrer Länge nach zusammengedrückt. 
Ein solcher die Auflagerpunkte A sämtlicher Sprengwerke ver
bindender, achteckiger Horizontalring vermöchte dann auch den 
auf den Unterbau der Kuppel ausgeübten Horizontalschub auf
zunehmen, 80 daß auf diesen Unterbau sich nur vertikale Auflager
drücke von seiten der belastenden Kuppel geltend· machten. Be
denkt man des weiteren, daß diese Horizontalringe schon anderer 
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konstruktiver Gründe wegen vorhanden sein müssen, so wird man 
unbedingt der Anordnung' der Horizontalringe, bei der der Raum 
unter der Kuppel ganz frei bleibt, seinen Beifall zollen. 

Was nun die Zug'- beziehungsweise Druckkräfte U betrifft, 
die in den die polygonalen HorizontaJringe bildenden Stäben 
wirken, so sind diese nichts anderes, als die Komponenten der 
oben gefundenen Kräfte T nach den betreffenden Polygonseiten. 
Es können daher die Kräfte U leicht bestimmt werden, insofern 
man hat 

2 Ucos-~=T 
2 ' 

unter a den Achteckswinkel verstanden. Graphisch ergeben sich 
die Kräfte U, wie in Fig. 104 angegeben. 

Betrachten wir jetzt noch einmal das ganze aus den Sparren 
°0°1°203°4 A und den Horizontalringen °1, °2, °3, 04 und A be
stehende Gerippe der Kuppel, so erkennen wir, daß, wenn man 
den über irgendeinem Horizontalring ° gelegenen Teil der Kuppel 

, , 
\ , 

\ , 
\ 

e.:.::--:'T 
, , 

I , 

, 
I 

I 

Fig. 104. 

wegnimmt, der unter diesem Horizontalring befind
liche Kuppelteil im Gleichgewicht bleibt und für sich 
eine oben offene Kuppel bildet. So kann man bei
spielsweise den Kuppelteil 03 Co 03 wegnehmen, ohne hier
durch das Gleichgewicht des Kuppelteiles A °4°3°3 C4 A 
aufzuheben. Will man dann haben, daß dieser untere 
Kuppelteil im gleichen Spannungszustand bleibe, so 
hat man eben in den Knotenpunkten Os zu den Be
lastungen Ps noch die Drücke 83 hinzuzufügen, die die 
Sparrenstäbe °2°3 auf die Knotenpunkte C3 ausüben. 
Was nun diese Kräfte 83 betrifft, so sieht man, daß 

dieselben um so größer sind, je größer die Belastungen der Knoten
punkte °2 , 01 und 00 angenommen werden, auch erkennt man, daß 
die Belastungen der Knotenpunkte 03 und 04 keinen Einfluß auf die 
Kräfte 8 3 haben. Demgemäß kann man sagen, wenn man sich die 
Knotenpunktsbelastungen Po P1 Pz P3 P4 beweglich, d. h. von den 
Knotenpunkten entfernbar denkt, daß in den Gratsparren der 
Kuppel der größte Druck eintritt bei Voll belastung der Kuppel. 

Nehmen wir an, es seien die Knotenpunkte 03 allein belastet, 
dann ergibt sich ein D ru c k in dem Horizontalring °3°3 , Wären 
dagegen nur die über dem Horizontalring 0a 03 gelegenen Knoten
punkte belastet, so würde der Horizontalring 03°3 einen Zug er
leiden infolge des nach außen gerichteten Horizontalschubs der 
Streben O2 OB" Endlich bemerken wir, daß die Belastungen der 
unterhalb des Horizontalringes 0a 0:1 befindlichen Knotenpunkte auf 
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den letzteren ohne Einfluß bleiben. Daraus läßt sich nun weiter 
schließen, daß ein Horizontalring den größten Druck erfährt, 
wenn nur der untere bis zu diesem Ring sich erstreckende Kuppel
teil belastet ist, dagegen den größten Zug, wenn nur der über 
dem Ring gelegene Kuppelteil die Belastung trägt. 

102. Von den Hängwerken. Hat man die Gleichgewichtsform 
eines Sprengwerkes bestimmt, die einem gegebenen Lastsystem ent
spricht, so bleibt die betreffende Stabverbindung auch im Glei.ch
gewicht, wenn man den Knotenpunktsbelastungen die entgegen
gesetzte Richtung gibt, 
nur sind dann die Stäbe 
nicht mehr zusammen
gedrückt, sondern ge
zogen. Eine derartig A' 
beanspruchte Stabver
bindung nennt man, 
wenn man die Knoten
punktsbelastungen wie
der vertikal abwärts 
gerichtet annimmt, ein 
Hängwerk. Die Theo
rie der Hängwerke ent

Fig. 105, 106. 

spricht genau derjenigen der Sprengwerke. Demgemäß ergibt sich 
auch, daß in dem Fall, in dem eine Kette wie in Fig. 106 zum 
Tragen einer in horizontalem Sinne gleichförmig verteilten Belastung 
dient, bei Vernachlässigung des Eigengewichtes der Kette und der 
Hängstangen, die Knotenpunkte der Kette wie beim entsprechenden 
Sprengwerk (Fig. 105) auf einer Parabel von vertikaler, durch die 
Mitte der Spannweite gehender Achse liegen müssen, wenn die 
Kette sich im Gleichgewicht befinden soll. Eine Anordnung wie 
in Fig. 106 zeigt aber eine Ketten brücke in ihrer einfachsten 
Gestalt. 

8. Kapitel. (§ 15.) 

Seilartige Körper. 

103. Ideales und wirkliches Seil. Seile, Riemen, Stahl
bänder, Drähte u. a. dienen zur Übertragung von Zugkräften und 
von Bewegungen, auch zum Bremsen und Festhalten von Lasten. 
Sieht man von der Steifigkeit der Seile gegen Biegung und von 
der Elastizität des Seiles gegen Zug ab, so gelangt man zu der 
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Abstraktion des vollkommen biegsamen, ausdehnungslosen 
1<~adens, der, ohne irgendeinen Biegungswiderstand zu äußern, um 
die kleinste Rolle geschlungen werden könnte und auch unter 
größter Zugbelastung sich nicht verlängern würde. Dieser id eale 
Faden wäre eine besondere Art des starren Körpers. In 
vielen Fällen genügt es, einen seilartigen Körper als nicht dehnbar 
und völlig· biegsam anzusehen; keineswegs aber immer. Hat man 
ein Seil um eine Rolle zn schlingen, so darf man diese nicht zu 
klein machen, volleuds nicht, wenn das Seil über die Rolle laufen 
soll; das starke Seil einer Drahtseilbahn darf man an den Auflage
steIlen keinen scharfen Knick bilden lassen; bei schnell laufenden 
Riemen darf man nicht von der Elastizität des Fadens absehen, 
wenn man die an solchen Riemen beobachteten Erscheinungen er
klären will. Eine auf der Anuahme des starren Körpers beruhende 
Berechnung würde in ihren Ergebnissen nicht im Einklang mit der 
Wirklichkeit stehen. 

Noch eine Folgerung aus der Hypothese des starren Seiles sei 
hervorgehoben. Ist ein solches ideales Seil über eine Rolle oder 
Scheibe gelegt, so kann man wegen der Reibung an einem Seil
ende stärker ziehen als am andern, ohne daß das Seil auf der 
Scheibe gleitet. Bei Steigerung der einen Zugkraft wird schließ
lich die Gleitgrenze erreicht und zwar für alle Stellen des Seiles 
gleichzeitig; ebenso gleiten, wenn einmal die Gleitgrenze über
schritten ist, alle Punkte des Seiles mit gleicher Geschwindigkeit. 
Bei einem elastischen Seil trifft beides nicht zu; nicht alle die 
Seilscheibe berührenden Teile des Seiles kommen gleichzeitig an 
die Gleitgrenze, auf einem gewissen Stück des Umschlingungsbogens 
kann die Gleitgrenze überschritten sein, also Bewegungsreibung 
vorhanden sein, während ein anderes Stück noch nicht gleitet und 
durch Haftreibung gehalten wird. Innerhalb dieses Stückes ist die 
Verteilung der Reibungswiderstände statisch unbestimmt. Der ideale 
Riemen läuft sodann überall mit gleicher Geschwindigkeit, der tat
sächliche Riemen nicht, vgl. Fig. 124, aus der auch die Gleit
geschwindigkeit des Hiemens gegenüber der Scheibe entnommen 
werden kann. 

Es ist demnach die Hypothese des ausdehnungslosen, absolut 
biegsamen Seiles keineswegs immer geeignet, die tatsächlichen Ver
hältnisse mit befriedigender Genauigkeit wiederzugeben. 

Wir betrachten jetzt solche Fälle, wo die Hypothese des voll
kommen biegsamen ausdehnungslosen Fadens mit hinreichender 
Annäherung zulässig sein möge. Das Eigengewicht des Seiles wer
den wir je nach Bedarf berücksichtigen oder außer acht lassen. 
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104. Seil steifigkeit. Ein vollkommen biegsames Seil würde sich 
gemäß Fig. 107 a und 108 um eine Rolle legen. Tatsächlich hat aber 
ein Seil eine gewisse Steifigkeit. Wird die Last Q durch die 
Kraft P in die Höhe gezogen, so muß das mit der Last Q empor
steigende Seilstück sich beim Aufwinden auf die Holle krümmen , 
das von der Rolle ablaufende Seilstück hat sich anderseits wieder 
gerade zu strecken. Hierbei geht aber der Krümmungshalbmesser 
des Seiles nicht plötzlich von einem unendlich großen Wert in den 
endlichen Wert a über und ebensowenig von dem Wert a in einen 

F' 

unendlich großen Wert, vielmehr erfolgt der Über
gang stetig. Die beiden Seilmitten stehen beim 
wirklichen Seil weiter voneinander 
ab als bei dem idealen. Aber 
im Ruhezustand wäre die Seil
form auf der Kraft- und auf der 
Lastseite immer noch gleich. Ein 
kleiner Unterschied könnte wegen 
der Zapfenreibung entstehen, 
weil man die Kraft, ohne den 
Gleichgewichtszustand zu stören , 
etwas steigern kann; damit würde P ' 
die Krümmung des Seiles auf e 

Fig. 107a. der Kraftöeite ein wenig kleiner, Fig. 107 b. 
auch der Hebelarm der Kraft, 

aber nur unerheblich. In dem gleichen Sinne wirkt aber ein 
stärkerer Einfluß, die un voll kommene Biegungselas tizitä t des 
Seiles. Biegt man nämlich ein Drahtseil nach dem Radius der 
Rolle und gibt es dann frei, so nimmt es nach der Entlastung seine 
ursprüngliche gerade Form nicht genau wieder an, es bleibt eine 
gewisse Verbiegung zurück, die sich wohl im Lauf der Zeit noch 
weiter zurückbildet, eine Folge kleiner Bewegungen, die im Innern 
des Seiles während der Formänderung vor sich gehen und bei der 
Ausbildung und Rückbildung der Formänderung von innerer Reibung 
begleitet sind, wobei andauernd Arbeit aufgezehrt wird. Aus diesem 
Grunde wird das Seil, wenn es in Richtung der Kraft läuft, sich 
an der Auflaufstelle sträuben, sofort die Krümmung der Rolle an
zunehmen, die Last bekommt während der Bewegung des Seiles 
einen größeren Hebelarm als während der Ruhe (a~ > a). Das 
Entgegengesetzte tritt auf der Kraftseite ein, wo das Seil die Krüm
mung der Rolle beizubehalten strebt. Hier wird der Hebelarm der 
Kraft während der Bewegung kleiner als er während der Ruhe war 
(al < a). Sieht man von der Zapfenreibung vorerst ab , so fordert 
das Gleichgewicht (Fig. 107 b) 
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P' ·al = Q·a2 

oder P' = a2 Q = Q. (1 + i) , 
a l a 

unter a den Halbmesser der Rolle und unter ~ eine Größe ver
standen, die mit wachsendem Seildurchmesser zunimmt. 

In dieser Form pflegt man den Einfluß der Seilsteifigkeit 
auszudrücken und ~ als eine von Belastung und Geschwindigkeit 
unabhängige Konstante anzusehen. Das widerspricht der obigen 
Auffassung, die ein Wachsen von ~ mit der Geschwindigkeit er
warten läßt, und bedarf weiterer Klärung durch das Experiment. 

Auch ist die Bezeichnung Seilsteifigkeit für den erörterten 
Widerstand nicht glücklich. 

Man kommt zum gleichen Ergebnis, wenn man von einem ab
solut biegsamen Seil ausgeht, und zur Berücksichtigung der sog. 
Seilsteifigkeit den Hebelarm der Last um ~, den sog. Heb el arm 
der Seilsteifigkeit , vergrößert. 

Berücksichtigt man noch die Zapfenreibung und setzt dabei 
für P' + Q angenähert 2 Q, so lautet die Momentengleichung um 
die Rollenachse (Zapfenhalbmesser r) 

P' ·a=Q·a+ ft'· 2· Q·r + Q.~ 
P' = ( 1 + 2//; + ~) . Q . (49) 

wofür man zusammenfassend schreiben kann. 

P'=,.Q . . . . . (49 a) 

Hierbei stellt , einen Widerstandskoeffizienten dar, der 
bei HanfseHen je nach der Seilstärke 1,05 bis 1,17, bei Ketten 

1,04 bis 1,05 gesetzt zu werden pflegt, voraus
P' gesetzt, daß die Rollendurchmesser genügend groß 

gemacht sind . 

Fig. 10 . 

Soll der untere Grenzwert von P, nämlich 
P", für Lastsenken angegeben werden, so tritt Q 
als Kraft und P" als Last auf, und man hat, wenn 
man Gl. (49 a) auch in diesem Fall als gültig an
nimmt, 

oder p,,=2. , 
An der Gleitgrenze ist bei der Ausrechnung 

der Haftreibungskoeffizient fto' der Ruhe, und 
während der Bewegung der Reibungskoeffizient ,/ 
der Bewegung zu benützen; indes ist es üblich, in 
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beiden Fällen für ~ den gleichen Wert anzunehmen. Letzterer 
Gebrauch bedarf experimenteller Prüfung. 

Bei einer losen Rolle findet man ebenso an der Gleich
gewichtsgrenze für Lastheben, wenn S die Spannkraft des Seiles 
an seinem befestigten Ende bedeutet (Fig. 108), 

P'=S·~ und pl+S=Q, 

woraus pi = Q. (1 -+ ~) ........ (50) 

Beim Lastsenken hat man dagegen 

S = p". ~ und P" + S = Q , 

woraus p" = -~- " 
(1 +') .... (50a) 

Man hat auch hier, um aus dem Wert von P' denjenigen von 
pli zu erhalten, in dem Ausdruck für P' an Stelle von ~ den re-

. 1 
zlproken Wert I zu setzen. 

105. Flaschenzüge. 

a) Gewähnl icher Flaschenzug. Das Prinzip desselben geht 
aus Fig. 109 hervor. In Wirklichkeit sitzen die festen und die losen 
Rollen je auf einer Achse, wodurch der übliche gedrängte Zu
sammenbau entsteht. 

e 
Fig. 109. 

p ' 

Das Seil ist an der Flasche der festen Rolle befestigt und läuft 
von einer festen Rolle ab; es sind dann gleich viel feste und lose 
Rollen vorhanden. (Bezügl. anderer Anordnungen s. u.) 

Es soll die Beziehung zwischen der Kraft P' und der Last Q 
an der Gleichgewichtsgrenze für Lastheben angegeben werden. 
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Bei fehlender Zapfenreibung und Seilsteifigkeit wären die Seil
züge 81 82 ", 8 n in den Seilstücken, die zwischen den festen und 
losen Hollen sich befinden, gleich groß, da die Spannkraft sich 
beim Umlegen des Seiles um eine Rolle nicht ändert. 

Bei n losen Rollen und der geschilderten Anordnung wird die 
Last Q von 2 n unter sich gleichen Seilzügen 8 getragen, es ist 
also, da überdies die konstante Spannkraft im Seil 8 = Po ist: 

Po=8; 2n·8=Q; daher PO=2~ (51) 

Mit Berücksichtigung der Zapfenreibung und Seilsteifigkeit ist 
dagegen nach GI. (49 a) 

P'=c'S1 ; s~ = C·8:1 ; •.. 

d. h. 

Denkt man sich die Seile über den losen Rollen durchschnitten 
und die Seilzüge 81 82 ", an den Schnittstellen angebracht, so folgt 
aus dem Gleichgewicht des abgetrennten 'reiles: 

Q = 81 + 82 + 8a + ... 82n = p' G + Ei + C~ + ... c;n) 
P' P' C2"-1 

= C2n (1 + 1; + C2 + ... 1;2»-1) = Can '=1' 
daher lautet die Beziehung zwischen p' und Q bei n losen und n 
festen Rollen, die nach Fig. 109 angeordnet sind, an der Gleich
gewichtsgrenze des Lasthebens 

. . . . (51a) 

An der Gleichgewichtsgrenze des Lastsenkens ergäbe sich nach 
der Schluß bemerkung in 104 

pli = (I) -=-~Q 
1- ca" ., ...... (51b) 

Diese Ausdrücke gehen bei fehlenden Widerständen, d. h. 

mit 1; = 1 in die obige Gleichung p=!l.. über, wie der Studie-
2n 

rende selbst nachweisen kann, indem er den wahren Wert des un
bestimmten Bruches § mit Hilfe der Differentialrechnung ermittelt. 

Die Flaschenzüge sind nicht immer nach Fig. 109 angeordnet; 
man vergleiche hierzu die Werke über Hebezeuge, z. B. Ernst. 
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Infolgedessen findet man für die einzelnen Anordnungen verschiedene 
Beziehungen zwischen P und Q. 

b) Potentialrollenzug. Das Prinzip desselben zeigt Fig. 110. 
Bei dem sei ben hat man: 

Q 
83 =-- -1; 

1+, 
81 = - 82 1 und schließlich P' = , 81 • 

1+, 
ebenso 

Fig. 110. Fig . 111. 

Damit wird: 

P' =_~L und bei 

(l+fr 
n losen Rollen 

, ,. Q 
P =---- -

( 1)'" 1+, 
welcher Ausdruck für P' bei Vernachlässigung von Zapfenreibung 
und Seilsteifigkeit, also mit ,= 1, übergeht in: 

P' =5(. 
2" 

c) Differentialflaschenzug (Fig. 111). Bei diesem sind die 
beiden oberen Rollen von den Halbmessern r 1 und r~ fest mit
einander verbunden, so daß sie sich nur zusammen um die ge
meinschaftliche Achse C drehen können. Eine endlose Kette ist 
nach Fig. 111 über die losen und die festen Rollen geführt. 

"~ll ten ri e th - E n s s li n. Technische Mechallik. 2. Allfl. 12 
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Nimmt man vorliegendenfalles den Wert von ( näherungs
weise für sämtliche Rollen gleich an, so erhält man zur Bestim
mung der treibenden Kraft P' an der Gleichgewichtsgrenze für 
Lastheben, wenn diese Kraft im Punkte.A der Kette abwärts zieht, 
die Gleichung 

P'r1 + S2 r2 = (·Sl r1 • 

Anderseits hat man aber 

S' Q (Q 81 = (.82 und 81 + 82 = Q, woraus 0 = -+ und SI = ~._-. 
. 1 ( 1+( 

Damit wird dann 

oder 

An der Gleichgewichtsgrenze für Lastsenken erhielte man den 
Wert P" der Kraft P dadurch, daß man in dem oben für P' ge

l 
fundenen Ausdruck an Stelle von ( den reziproken Wert I setzte. 

Demgemäß würde 

Ha"tte 1'" 1 man nun -=- = 1-0 , 

Tl .". 
zeigte sich P" = 0 . 

Soll daher bei der wegen der Differenz in der Klammer als 
Differentialflaschenzug bezeichneten Hebevorrichtung die Last 
Q, auch wenn die Kraft P zu wirken aufgehört hat, nicht herab
sinken, sondern in Ruhe bleiben, soll also der Flaschenzug die 
Eigenschaft der SeI b s t h e m m u n g haben, so muß sein 

1"" = 1 -"'- > ~-. r1 (2 

Bei Vernachlässigung von Zapfenreibung und Kettensteifigkeit 
ist (= 1 und 

Po =P' =P" =.!.(l- r2 ) Q. 
2 r 1 

106. Seilpolygon als Gleichgewichtsform eines belasteten 
Seiles. Wir suchen die Form, die das Tragseil einer Drahtseil
bahn annimmt, wenn ein Wagen oder deren mehrere das Seil be
lasten; auch das Eigengewicht des Seiles kann zu den Lasten ge
hören; das Seil hat eine bestimmte Länge und ist an zwei gegebenen 
Punkten befestigt. Von der Seilsteifigkeit und der Elastizität des 
Seiles werde abgesehen. 
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Um diese und ähnliche Aufgaben lösen zu können, besprechen 
wir zunächst einen einfachen Fall (Fig. 112). 

Ein vollkommen biegsames Seil °0°1 •.. 0,,+1 ist von den nach 
Größe und Richtung gegebenen Kräften POP1 ••• P" (Kräftesystem 
der P) ergriffen und in 00 und 0"+1 befestigt oder von Reaktions
kräften festgehalten. Es sind die Bedingungen für das Gleich
gewicht des Seiles gesucht. 

Setzt man den Fall, die Reaktionskraft So in 00 sei nach Größe 
und Richtung gegeben, dann muß die Zugkraft Sl im ersten Seil
stück der Kraft So gleich und entgegengesetzt sein, weil mit Hilfe 
eines Seiles in 00 auf anderem Wege kein Gleichgewicht herbei
geführt werden könn
te. Man hat also das 
Seilstück °0°1 in 00 

in der der Kraft So 
entgegengesetzten 

Richtung abzutragen 
und erhält so die rich
tige Lage dieses Seil
stückes. Denkt man 
sich hierauf den Kno
tenpunkt 01 als An
griffspunkt von So und 

Fig. 1]2. 

ferner So mit der gegebenen Last P zu einer Resultanten R t zusammen
gesetzt, so muß R1 , wenn keine Drehung des folgenden Seil stückes °1°2 um 01 eintreten soll, die Richtung dieses Seil stückes sein; dieses 
Stück muß also in der der Kraft R1 entgegengesetzten Richtung 
abgetragen werden. In gleicher Weise werden die übrigen Seil
stücke angefügt und nehmen dann ihre richtige Lage ein. 

Wir gewahren bei der Ausführung, daß S2 die Resultante der 
vorausgegangenen Last P1 und der Reaktion So ist, ebenso S3 die 
Resultante aus SO P1 P2 , usf. Bezüglich des letzten Seil stückes On' 
0 .. + 1 bemerken wir, daß es in 0,,+1 angegriffen ist von der Reak
tionskraft S" und in 0" von der Resultanten Rn aus der Spann
kraft Sn - 1 des vorhergehenden Seilstückes und aus der Last Pn 
des Knotenpunktes On oder, was dasselbe ist, aus der Resultanten R .. 
von SOP1 P',j' .. p... Soll nun auch das letzte Seil stück im Gleich
gewicht sein, so muß die Reaktionskraft Sn gleich und entgegen
gesetzt der Resultanten Rn sein, also im Fall der Fig. 112 P4 gleich 
und entgegengesetzt zu R3 • 

Demgemäß läßt sich die Gleichgewichtsform des Seiles, sowie 
die Spannkraft eines jeden Seilstückes mit Hilfe eines Kräftepoly
gones zeichnen, in dem das gegebene Kräftesystem P1 P2 • •• p .. und 

12* 
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die Heaktion So nach Größe und Richtung gegeben ist nnd die 
Reaktion Sn schließlich nach Größe und Richtung mitbcstimmt wird. 
Mit Hilfe dieses Kräftepolygones kann die Gleichgewichtsform des 
gegebenen Seiles ohne weiteres konstruiert werden, da dessen Seiten 
nunmehr bekannte Richtung und vorgeschriebene Länge haben. 

Wie das Vorausgehende zeigt, ist die Gleichgewichtsform eines 
Seiles, das in bestimmten Pnnkten gegebene Lasten trägt und eine 
gegebene Länge hat, eindeutig bestimmt, wenn eine Seilkraft, also 
etwa diejenige an einem Seilende bekannt ist. Ist nun das Seil in 
zwei gegebenen Punkten befestigt - so z. B. bei einer Seilbahn -, 
so sind die Seilzüge an beiden Enden unbekannte Reaktionen, es 
kann also nicht ohne weiteres wie oben vorgegangen werden. Man 
kann jedoch die Lösung auf graphischem Weg durch mehrfaches 
Pro bieren suchen, wie folgt: 

Man sieht die gesuchte Seilkurve als ein aus geraden Stücken 
bestehendes Seilpolygon an. Man wählt demgemäß auf dem Seil 
eine - nicht zu große - Anzahl von Punkten, unter ihnen jeden
falls die Angriffspunkte der Einzellasten. Die Gewichte der zwischen 
zwei Punkten befindlichen Seilstücke verteilt man auf diese Punkte 
und sucht die Raddrücke des Seil bahn wagens gegen das Tragseil 
so gut als möglich abzuschätzen. Eigengewichte und Raddrücke 
bilden das gegebene Lastsystem, dessen Kräftezug jetzt gezeichnet 
wird. Man nimmt nun die Richtungen der Seilreaktionen an den 
Aufhängepunkten nach Gutdünken an, was man so gut als mög
lich zu schätzen sucht. Durch die so angenommenen Richtungen 
der äußersten Seilzüge So und Sn ist auch der Pol des Kräfte
polygons festgelegt und man zeichnet, an einem Aufhängepunkt 
heginnend, die zu den bisher gemachten Annahmen gehörende 
Gleichgewichtsform des Seiles, indem man wie oben angegeben 
verfährt. Der beim Zeichnen gefundenc Endpunkt des Seiles wird 
nun im allgemeinen nicht mit dem zweiten Aufhängepunkt zu
sammenfallen, weil man die richtigen Richtungen der Reaktionen 
aufs erstemal kaum erraten haben wird. Jetzt hat man die Lage 
des Poles so lange zu ändern, bis der Endpunkt des Seiles in den 
gegebenen Aufhängepunkt hineinfällt. Man wird bald finden, ob 
man zu diesem Zweck den Pol nach oben oder nach unten, nach 
rechts oder nach links zu verschieben hat. Möglicherweise hat 
man auch die vorher angenommene Richtung der Raddrücke zu 
berichtigen. 

Man kann auch daran denken, sich ein verkleinertes Modell 
zu machen und die Richtung des Seiles aus diesem etwa photo
graphisch zu entnehmen, womit das Probieren auf dem Zeichen
brett abgekürzt werden kann und man überdies immer mit den 
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wirklichen Verhältnissen mehr in Berührung bleibt. Das Modell 
muß aber dem Original geometrisch und mechanisch ähnlich sein, 
d. h. die Modellabmessungen sind den wirklichen proportional zu 
verkleinern, die Modellkräfte ebenfalls. Daß dann die Gleich
gewichtsform ähnlich verändert wird, folgt aus Fig. 112. Unter den 
Abmessungen sind hier die Koordinaten der Aufhängpunkte und 
die SeHlänge, nicht der Seilquerschnitt gemeint. 

Eine einfachere Aufgabe liegt vor, wenn das gegebene Kräfte
system nicht bloß nach Größe und Richtung, sondern auch hinsicht
lich seiner Lage unveränderlich ist, und wenn man die Aufgabe 
stellt, die zu diesem Kräftesystem gehörigen Seilpolygone zu kon
struieren. Die Seilpolygonseiten haben in diesem Fall keine vor
geschriebene Länge mehr wie bei der vorigen Aufgabe. 

Die Zahl der Seilpolygone, die zu einem gegebenen ebenen 
Kräftesystem gehören, ist 003 ; denn man kann den Pol des Kräfte
polygones 002 viele Lagen geben, und den Punkt, in dem die Kon
struktion des Seilpolygones begonnen wird, auf der Kraftrichtung P l 

an unendlich vielen Stellen annehmen. Culmann hat eine wich
tige geometrische Beziehung zwischen all diesen Seil- und Kräfte
polygonen bemerkt, die im nächsten Abschnitt erörtert wird. 

107. Änderung des Seilpolygones mit der Lage des Poles des 
Kräftepolygones. Polachse und Culmannsche Gerade. In Fig. 113 

OO'II .A, BIL .p, 

, --------g 
,/ 

,/ 

F ig. 11:J . 

(Vl..-
, /"' 

ist Al A2 ••• A" ein zum Pol U und Al A2' ••• A,,' ein zum PolO' ge
höriges Seilpolygon des Kräftesystemes der P. Die beiden zu
gehörigen Kräftepolygone zeigt Fig. 113 rechts. Mit Benützung der 
Bezeichnungen in Fig. 113 kann man sagen, es seien die Kräfte So' S;{ 

und die Resultante R des gegebenen Krtiftesystemüs im Gleichgewicht 
also vektoriell geschrie hen (330) 
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ebenso 
also 
oder 

Man 
ebenfalls 

Statik. 

150 +153 =lH 
150 ' + 153' = lJi 
150 + 153 = 150' + 153' 

150 -150'=153' -153 , 

kann nun die Verbindungsstrecke 00' der beiden Pole 
als eine Kraft von bestimmter Größe und Richtung an-

sehen, es ist dann 
150 -150'=15/ -153 =cyo. 

Statt dessen kann man auch sagen, es sei die Hilfskraft 00' im 

Gleichgewicht mit 150 und - 150' oder es sei 00' im Gleichgewicht 
mit 153' und - 153 , das heißt gleichzeitig, die drei Kräfte 150 , - 150' 

und 00' gehen durch einen Punkt der starr gedachten Ebene des 
Kräftesystemes der P. 

Nun kennt man diesen Punkt als den Schnittpunkt Al der 
Wirkungslinie von 150 und - 150'; damit ist auch die .Lage der Hilfs-

kraft 00' auf einer durch Al gehenden Parallelen Al B4 zu 00' be

stimmt. Anderseits sind auch die Kräfte 00', 15:1 und -153' im 
Gleichgewicht, schneiden sich daher ebenfalls in einem Punkt. Dieser 
ist der Schnittpunkt von 153 und 153' und muß auf der durch Al 

gehenden Wirkungslinie der Hilfskraft 00' liegen, es ist rder 
Punkt B4 • 

Entfernt man P3 , so ergibt sIch analog für das übriggebliebene 
System der P, daß sich auch 152 und 152' in einem Punkt B der 

zu 00' parallelen Geraden Al B 4 schneiden, d. h. die Schnittpunkte 
zweier entsprechender Seiten beider Seilpolygone liegen auf einer 
zu 00' parallelen Geraden, der sog. Culmannschen Geraden oder 
Polarachse, der gegenüber man die Verbindungsgerade der Pole 
die Polachse nennt. 

Wählt man den PolO an einer andern Stelle derselben Pol-

achse 00' und konstruiert das durch Al gehende zugehörige Seil
polygon, so gehen die nenen Seilpolygonseiten wieder durch die 
vorerwähnten Punkte A1 B2 BaB 4 der Culmannschen Geraden und 
es gilt der Satz: 

Bewegt sich für ein gegebenes Kräftesystem der P der 
PolO des Kräftepolygones auf einer Geraden, der Pol
achse, so dreht sich jede Seite des Seilpolygones um 
einen festen Punkt; diese festen Punkte A1 B 2 Ba B4 liegen 
auf einer zur Pol achse parallelen Geraden, der Polar
achse oder Culmannschen Geraden. 

108. Hilfskonstruktionen. 1. Ableitung eines weiteren 
Seil polygones zu einem gegebenen mit Hilfe der Cul-
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mannsehen Geraden. Ist A1 A2 Aa .•• in Fig. 113 das gegebene 
Seilpolygon und OPl P2 Pa das zugehörige Kräftepolygon mit PolO, 
so bringe man die Seiten des Seilpolygones zum Schnitt mit einer 
beliebigen durch Al gehenden (Culmannschen) Geraden in den 
Punkten Al B 2 Ba. .. Ziehe durch Al in beliebiger Richtung die 
Seite Al B2 ' des neuen Seilpolygones, so ergibt die Verbindungs
gerade von B 2 mit A/ dessen zweite Seite A 2' Aa'; diejenige von 
Ba mit Aa' die dritte Seite Aa' A 4' usf. 

Da sich die ins Kräftepolygon übertragenen Hichtungen der 
neuen Seilstrahlen in einem Punkt 0' schneiden, so kann man, in
dem man diese Konstruktion ausführt, auch den zum neuen Seil
polygon gehörigen PolO' finden. 

Die Polachse 00' muß sich parallel der Culmannschen Ge
raden ergeben. 

II. Konstruktion eines Seilpolygones, das durch zwei 
vorgeschriebene Punkte U und V geht. Gegeben ist das 
Kräftesystem P l P2 ••• in li'ig. 113 und die Punkte U und V. Zeichne 
das Kräftepolygon der P mit einem beliebig gewählten 0 und 
hierauf das durch den einen der vorgeschriebenen Punkte U 
gehende zugehörige Seilpolygon. Ziehe durch U eine beliebige 
(Culmannsche) Gerade und bestimme deren Schnittpunkte B 1 B2 ••• 

mit den verlängerten Seilpolygonseiten ; der äußerste sei Ba' Soll 
nun die letzte Polygonseite durch den andern vorgeschriebenen 
Punkt V gehen, so verbinde man V mit Ba' womit die letzte Poly
gonseite erhalten ist. Die anderen erhält man durch Anwendung 
der unter I beschriebenen Konstruktion und weiß, weil man dabei 
eine durch U gehende Culmannsche Gerade benutzt, daß der kon
struierte Seilzug auch durch U geht, womit die Aufgabe gelöst ist. 
Den PolO' des durch U und V gehenden Seilpolygones findet man 
im Kräftepolygon als Schnittpunkt zweier gehörig ins Kräftepolygon 
übertragener Seilstrahlen dieses Seilpolygones. Die Aufgabe läßt 
offen bar unendlich viele Lösungen zu, da die Richtung der be
nützten Culmannschen Geraden willkürlich angenommen war. 

Auch hätte man nach Belieben eine andere Seilpolygollseite 
durch den vorgeschriebenen Punkt V führen können. 

In. Culmannsche Gerade aller Seilpolygone, die durch 
zwei gegebene Punkte U und Y gehen. Die Culmannschen 
Geraden aller Seil polygone, die durch U gehen, bilden ein durch U 
gehendes Strahlen büschel , ebenso diejenigen der durch V gehenden 
Polygone ein durch V gehendes Strahlen büschel. Daher haben alle 
durch U und V gehenden Seilpolygone eine gemeinsame Culmann
sche Gerade, nämlich die Verbindungsgerade der vorgeschriebenen 
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Punkte U und V, und die zugehörigen Pole liegen auf der Pa
rallelen, die zu UV durch den nach II konstruierten PolO' ge
zogen ist. 

109. Seilpolygon eines gegebenen Kräftesystemes, das durch 
drei vorgeschriebene Punkte U, V, W geht. Das Seilpolygon eines 
gegebenen Kräftesystems (z. B. der Lasten eines Dreigelenkbogens) 
soll durch drei Punkte UVW (zwei Kämpfer- und ein Scheitelgelenk) 
gelegt werden. 

Konstruiere nach II in lOS das durch zwei Punkte U und V 
gehende Seilpolygon nebst dem PolO' seines Kräftepolygones, ebenso 
das durch zwei andere Punkte V und W gehende Seilpolygon nebst 
PolO". Nach III liegen die Pole aller durch U und V gelegten 
Seilpolygone des Kräftesystcmes auf der durch 0' zu UV parallel 
gezogenen Polachse, ebenso die Pole aller durch V und W gelegten 
Seilpolygone auf der durch 0" zu VW parallel gezogenen Polachse. 
Der Schnittpunkt 0 der beiden bezeichneten Polachsen ist der Pol 
desjenigen Kräftepolygones , dessen Seilpolygon durch die drei 
Punkte UVW geht. Hat man diesen PolO bestimmt, so kann das 
gesuchte Seilpolygon gezeichnet werden, indem man mit einem Seil
strahl beginnt, der durch einen der gegebenen Punkte geht (damit 
sind die Reaktionen in Kämpfer- und Scheitelgelenk nach Größe 
und Richtung bestimmt). 

Man hätte zur Konstruktion des gesuchten Poles 0 auch die
jenige Polachse benützen können, die zu den durch W U gehenden 
Seilpolygonen gehört, und durch den Pol 0 111 derselben geht. Die 
drei durch die Pole 0'0"01/1 zu UV bzw. VW bzw. WU pa
rallelen Polachsen schneiden sich in einem Punkt 0, dem 
Pol des durch UVW gehenden Seilpolygones. 

110. Gleichgewicht eines schweren in zwei Punkten frei 
aufgehängten Seiles. Gewöhnliche Kettenlinie oder Seilkurve. 
Parabel als Seilkurve. Ein bloß der Schwere unterworfenes Seil, 
von dem jede Längeneinheit das konstante Gewicht q besitze, sei 
in seinen Enden A' und A" aufgehängt. Man soll die Form be
stimmen, die das Seil unter dem Einfluß seines Eigengewichtes an
nimmt. 

Da die Belastungen alle vertikal sind, so ist die Seilkurve eine 
ebene Kurve, überdies die Horizontalkomponente H der Spann
kraft S des Seiles von konstanter Größe. 

Wir beziehen die Seilkurve auf ein rechtwinkliges Koordinaten
system, dessen y-Achse die Vertikale durch den tiefsten Punkt Ao 
der Seilkurve ist und dessen Ursprung sieh im Abstand a unter 
dem Punkt Ao befindet (Fig. 114). 
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Das Gleichgewicht eines bei A aus dem Seil herausgeschnittenen 
Elementes AA'=ds erfordert (Nebenfigur 114): 

V + qds= V + dV; dV= qds=qdx· -V~+(~~)2= qdx· Yl +~2; 
ferner ist V = c H· tg rp = H· u; daher dV = H· du, womit 

H.du=qdx.Yl+- ;}i oder du -- q dx Yl+tt2 --ji . 

Die Integration dieser Differentialgleichung der Seilkurve ergibt 

In (u + Yl+-;2) = lI'X -1 -C, 

wobei C die Integrationskonstante. Zur Abkürzung sei von jetzt 
ab H/q = a gesetzt. 

P't dV 
.A' A I' 

.A' H 

----------~~~~X~~L-----tx 

]j'ig. 114. 

Zur Bestimmung von C hat man 
dy 
_ · =u=o für x=o; das gibt C=O, also 
dx 

x 

oder u + Yl + -u,'i = e-;;, 

unter e die Basis des natürlichen Logarithmensystemes verstanden. 
Aus der letzten Gleichung erhält man, wenn man auf den reziproken 

Wert übergeht und sodann die linke Seite mit -- u + Yi-+-ti! 
erweitert 

." --u + yi~--u:; = e-a, 
durch Subtraktion der beiden letzten Gleichungen erhält man 

u=:~= -~ (e~--e- -~), 
woraus durch nochmalige Integration folgt 

Y= a (e~+ e-~)=a~oi! --,--- !I~of qx . ... (52) 
2 a q H 
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das ist die Gleichung der gewöhnlichen Kettenlinie oder 
Seilkurve. Für x = 0 liefert GI. (52) y = a = H/q; demnach be
deutet a die Länge eines Seilstückes, dessen Gewicht gleich dem 
Horizontalzug des Seiles ist. 

Ist das Seil flach gespannt, d. h. ist die Neigung des Seiles 
. dy 

gegen die x-Achse klein, so 1st tg 'P = - = u klein gegen :1 und 
dx 

es wird Vl+u~=rd. 1, oder auch ds=rd.dx bzw. qds=qdx. 
Anders ausgedrückt heißt das: die Belastung der Längeneinheit der 
Horizontalprojektion des Seiles ist konstant. Unter dieser Annahme 
lautet die Differentialgleichung der Seilkurve 

integriert gibt 

dy=~-+C 
dx a I 

und nochmals integriert 
x 2 

y = 2~ -+ Cl X -+ C2 • 

Das flache Seil oder ein Seil, das auf der Längenein
heit der Horizontalprojektion eine konstante Belastung 
trägt, nimmt Parabelform an. Legt man den Koordinatenanfang 

dy 
in den Scheitel, d. h. ist y=O für x=O und -=0 für x=O 

dx ' 
so wird Cl =0 und C2 =0 und die Parabel als Seilkurve 
nimmt die Gleichung an: 

. . (53) 

Ist l die Spannweite, d. h. der Horizontalabstand der beiden 
Aufhängepunkte und liegen diese in gleicher Höhe, so ist k die 
Einsenkung des Seiles im Scheitel, der sog. Durchhang; er be
trägt nach der letzten Gleichung 

q (l)2 ql2 
h= 'Xii 2 = SH 

Ql 
8H' ...... (54) 

wenn Q = q l das Gesamtgewicht des Seiles ist. Ein Eisendraht von 
2,5 mm Durchmesser (1000 m wiegen 37,5 kg) hat 40 m Spann
weite und einen Durchhang von 80 cm; sein Horizontalzug ist 

l2 37 5.402 

H = L ='-- - = 9 SB [kgJ 
Bk 8·1000·0,8' . 
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Die Spannung im ganzen Draht darf bei flach gespanntem Draht 
oder Seil konstant = H angenommen werden; sie ist im Aufhänge
punkt genau 

s =V;;-2+T~Y = H V1+ (;~r 
( Q)2 (4h)2 d. h. S = rd. H, solange 2 H = T genügend klein im Ver-

hältnis zu eins ist. 

111. SeHreibung. Um einen festgehaltenen Kreiszylinder sei 
ein vollkommen biegsames Seil in einer Ebene senkrecht zur 
Zylinderachse, wie in Fig. 115 angedeutet, geschlungen. An den 
beiden Enden Al und A2 des Seiles wirken die Kräfte Q und P, 
wodurch das Seil auf den Zylinder längs des Bogens B l B.! auf
gedrückt wird. Ist P = Q, so ist auch kein Bestreben einer Be
wegung des Seiles über den Zylinder vorhanden, weder in dem 
einen, noch in dem anderen Sinn, 
es kommen daher auch keine aN 
Reibungswiderstände längs B l B z 
in Betracht. Vergrößert man aber 

BtLs-B' 
BI, 

e 
Fig. 115. Fig. 11 6. 

allmählich die in Az am Seil wirkende Kraft P, so wird das Seil, 
falls seine Unterlage, der feste Zylinder, nicht vollkommen glatt 
ist, eine Zeitlang noch im Gleichgewicht bleiben, so lange nämlich 
die Kraft einen gewissen Grenzwert P' nicht überschritten hat, dann 
aber sich im Sinne von B 1 gegen B z bewegen. Welches ist nun 
dieser Grenzwert p'? 

Statt des vollkommen biegsamen Seiles können wir uns eine 
Kette von unendlich kurzen Gliedern und reibungslosen Gelenken 
denken, und statt der zylindrischen Unterlage eine prismatische, 
wobei der Querschnitt des Prismas ein reguläres Polygon von un
endlich vielen, unendlich kleinen Seilen ds bildet (Fig. 116). 

An der Gleichgewichtsgrenze des Seiles nimmt die Spannkraft 
des Seiles längs B 1 B 2 von Q bis p' zu. Bei B sei die Spannkraft S 
und bei B' S + d S. Man hat dann unter Berücksichtigung· von 
Fig. 116 die Gleichgewichtsbedingungen : 
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I d(p d(p dcp 
(8 + dS) cos -2 = S cos --2- + fldN oder dS· cos 2 = fldN; 

und (2S+dS)sin dcp =dN=~.dS.cosdcp, 
2 fl 2 

woraus ,U(2S+dS).tg;tt=dS 

und mit Beschränkung auf 
Ordnung 

die unendlich kleinen Größen der ersten 

dcp 
u·2 S·tg-=dS , 2 oder 

P' .'1 

Jd: = Ifl: S
; 

Q 0 

P'=Q·e'- oder da s=ra 
P' = Q.el,a 

dS 
S 

flds 
l' 

. . . . . (55) 
wobei e = 2,718 ... die Grundzahl des natürlichen Logarithmensystems 
und (( der in Bogenmaß ausgedrückte "Umschlingungswinkel" 1). 

Dies ist die Grundformel für die Seilreibung. Bei derselben 
hat man sich zu merken, daß p' die größere und Q die kleinere 
der Spannkräfte an den Seilenden bedeutet. 

Wäre fl = 0, erhielte man P' = Q, woraus hervorgeht, daß die 
Spannung eines Seiles sich nicht ändert, wenn dasselbe um einen 
abgerundeten, absolut glatten Körper gezogen wird. 

Ist dieser Körper aber rauh, so nimmt die Seilspannung von 
der Last gegen die Kraft hin, d. h. im Sinne der angestrebten Be
wegung des Seiles nach einem Exponentialgesetz zu; das ist eine 
sehr starke Zunahme, wie man sofort sieht. 

Nimmt man als Reibungskoeffizienten für Hanfseile auf Holz 
nach M orin fl = 0,33 an, so wird damit, wenn das Seil ein mal 
um den Zylinder herumgeschlungen, also (e = 211, ist, angenähert: 

P'=8Q 
und bei n-maliger Um wickelung 

P'=8"Q. 

') Zur Umrechnung von Gradmaß in Bogenmaß dient die Beziehung 
(x0 (x' rx." 

(X ~= .57,3 = 3438 = 206265 . 
Die zum Zentriwinkel (X 0 gehörige Bogenlänge im Kreis mit Radius l' ist: 

b=r·(X. 
Bei kleinen Winkeln dürfen je nach Bedarf sin, Sehne, Bogenlänge, tg 

des kleinen Winkels miteinander verwechselt werden; bei (j ° beträgt der Unter
schied zwischen sin und tg etwa '/"0/0' 
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Ganz besonders wichtig ist es, im Auge zu behalten, daß die 
Gl. (55) nur für das ideale Seil oder Band gilt , daß also ihre 
Gültigkeit um so geringer wird, in je höherem Maß das wirkliche 
Seil oder Band die Eigenschaft der Biegungssteifigkeit und der 
Elastizität hat. Eiserne Spiralbänder oder gußeiserne oder stählerne 
Spreizringe, wie sie an Kupplungen und Bremsen Verwendung ge
funden haben, dürfen nicht mehr entfernt als ideale Seile angesehen 
werden. Die Druck- und Reibungsverhältnisse in diesen sind völlig' 
andere, als die Gleichung 82 = 81 e·"" angibt. Diese Verhältnisse 
können nur durch Eingehen auf die Formänderung rechnerisch gefaßt 
werden. Da dies aber sehr schwierig ist, tun vor allem Versuche not. 

112. Die einfache Bandbremse. Die Einrichtung derselben geht 
aus Fig. 117 hervor. 

Ist Mein Kräftepaar, das die Bremsscheibe in dem angedeuteten 
Sinne drehen will, und K die am 
Hebel Al D in D wirkende Kraft, die 
die angestrebte Drehung gerade noch 
zu verhindern imstande ist, so hat 
man, wenn 81 die Spannkraft des 
Bremsbandes in Al BI und 82 die- F' 117 Jg. . 
jenige in A2 B 2 

ferner: 
M + 811 = 8~1'; 

M 
8 0 -8, = - . " - r 

Es ist also 82 > 81 und daher, da die Bremsscheibe sich an 
der Grenze des Gleichgewichtes befindet und an ihr der volle 
Reibungswiderstand zur Geltung kommt: 

Da aber 
M 

80 -81 = - , " r 

111 
8 = -~- ---

I r (ef' '-'-I) 

8~ = 81 . e·n ". 

so wird 

und damit 

111 
8 (e/((!. - 1) = --- ; 

1 l ' 

b M K- .- --- - -. 
- a r(e.nu -l)· 

Wirkte das Kräftepaar M an der Bremsscheibe im entgegen
gesetzten Sinn, so hätte man: 

M 
82 < 81 und damit 81 = 8." eilIi., 8 = - ----. - ~ r(e.ua -l)' 

M · e'''' b Me·'''' 
8 =~--- -- ' K = -· - · - -

I r(e!W-l)' a. r el'lt_l 

In diesem Falle wäre K größer als zuvor. Vgl. auch S. 189 oben. 
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113. Die Differentialbremse. Statt nur das eine Ende des 
Bremsbandes am Bremshebel zu befestigen, können auch die beiden 
Enden des Bandes, wie in Fig. 118 angegeben, mit dem Bremshebel 
verbunden werden. 

Man erhält dann wieder wie vorhin: 

M 
S =-------

I r(el'a-1) und 
M. elW. 

S2 = ( )' r el'''-l 

Das Gleichgewicht des Bremshebels erfordert nun 

M 
Ka=Snbn -S b = _····~--(bn·el'a-b). 

Fi .... . 11 . 

• - 1 1 r (e I'" _ 1) • I 

Es hängt also von der Größe der 
Differenz (b2 • el'u - bl ) ab, ob die zum 
Bremsen nötige Kraft K groß oder 
klein ausfällt. Darum nennt man auch 

2, die betrachtete Bremse Differential-
bremse. 

Wäre der Drehungssinn des Kräfte
paares M der entgegengesetzte gewesen, 
hätte sich SI> S2 ergeben und dem
gemäß 

M 
S ----- und 

2 - r(e.Uo. -1) 

Im Falle die Hebelarme b1 und bz so gewählt wären, daß die 
maßgebende Differenz (b2 e'''' - b1 ), beziehungsweise (bI e,l'" - b2 ) sich 
gleich Null ergäbe, würde auch die Kraft K gleich Null werden, 
d. h. es würde die kleinste Kraft K ausreichen zum Bremsen der 
Scheibe. Vgl. auch S. 189 oben. 

114,. Idealer Riemen- oder Seiltrieb. Um zwei gleich große 
Riemenscheiben, deren parallele Achsen senkrecht übereinander 
liegen (sog. senkrechter Riementrieb), ist ein absolut biegsames, 
ausdehnungsloses Band so straff umgelegt, daß es möglich ist, mit 
einer an der Scheibe 01 angreifenden Kraft P eine an der Scheibe 02 
hängende Last Q zu heben. Welches ist nun die Beziehung zwischen 
P und Q im Gleichgewichtsfall und wie groß muß vor Einwirkung 
der Kräfte P und Q die Spannung So - die sog. Vorspannung -
sein, wenn das Band auf den Scheiben nicht gleiten soll, wenn 
vielmehr eine gleichsam zwangläufige Übertragung der Kraft ein
treten soll (Fig. 119). 
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Sobald die Kräfte P und Q wirksam werden, wird das eine 
Trum straffer gespannt, indem die anfängliche Spannung 80 auf 82 

steigt, das andere wird schlaffer, indem seine Spannung von 80 

auf 81 sinkt. Das Gleichgewicht der an der Scheibe tätigen Kräfte, 
unter denen das Riemengewicht wegen der Symmetrie herausfällt, 
verlangt: 

also 
P·a=Q·b= U·1', 

wenn U = 82 - 81 die übertragene Umfangskraft bedeutet; diese 
ist .nach der letzten Gleichung bekannt, nicht aber ihre Bestand
teile 82 und 81 , die im allgemeinen statisch un
bestimmte Reaktionen sind. Die beiden Seilzüge 82 

und 81 können für sich nur bestimmt werden, 
wenn die Belastung so weit gesteigert wird, daß der 
Riemen gerade an die Gleitgrenze kommt. An 'li 
dieser ist nach GI. (55), wenn a der umspannte f 
Bogen und fl der Haftreibungskoeffizient ist und 
wenn p'= 82 und Q = 81 geschrieben wird: 

82 = 81 , e1w ; U = 82 - 81 = 81 (e lla -1) 
U U·e/1a 

81 = (e.lW _ 1); 82 = (e/ ta =1) . (56) 

Der Achsdru ck, das ist der Druck, den die 
beiden Riemenzüge auf die Achse einer Riem
scheibe absetzen, ist während der Kraftübertragung: 

D=81 +82 , ••••• (57) 
Fig. 119. 

Im unbelasteten Zustand oder bei Leerlauf (ohne Widerstände) ist 
er dagegen: 

. . . . . . . . . (58) 

Für einen senkrechten Riementrieb mit zwei gleichen Scheiben 
und angenähert für einen wenig geneigten mit wenig verschiedenen 
Scheibendurchmessern kann man die Gleichheit von D und Do be
weisen, allerdings nur, wenn man die Hypothese des ausdehnungs
losen Seiles aufgibt und auf die Formänderung des elastischen 
Seiles eingeht. Dann wird nach Eintritt der Belastung das eine 
Bandstück um ebensoviel verkürzt, wie das andere verlängert. Sofern 
die Verlängerung oder Verkürzung der Belastungsänderung pro
portional angenommen werden darf, wird infolgedessen die Vor
spannung 80 in einem Trum auf 82 = 80 +- /::::,. 8 steigen, und im 
andern Trum auf 81 = 80 - /::::,. 8 sinken, womit (Grashof) 

80 =~ (81 + 8,~), . . . ..... (59) 



Statik. 

daraus folgt auch Do=D, d. h. der Achsdruck ist bei Leer
lauf und bei Belastung konstant. Dabei mag man sich die 
Riemengeschwindigkeit als klein vorstellen. Damit läßt sich aber 
die Beziehung zwischen der Vorspannung 80 und der an der Gleit
grenze übertragbaren Umfangskraft U angeben; es ist nämlich mit 
GI. (56) 

80 groß muß mindestens die V orspallnung So eines senkrechten 
Hiementriebes sein, wenn der Riemen auf der Scheibe nicht gleiten 
soll. Lediglich auf Grund der Hypothese des ausdehnungslosen 
Seiles, also ohne Eingehen auf die Formänderung, hätte diese Be
ziehung nicht aufgestellt werden können. Daß während der An
nahme eines elastischen Riemens die Beziehung 82 = SI . e,u a, die 
nach der Bemerkung zu GI. (55) nur für das ideale Seil an der 
Gleitgrenze gilt, immer noch als zutreffend angesehen wurde, ist 
ein Mangel dieser Überlegung, der ausdrücklich erwähnt werden 
muß. 1) Wie aber die Anpressung und Reibung zwisehen einem 
elastischen Band und der Scheibe verteilt ist, ist eine schwierige, 
in die Elastizitätslehre gehörige Frage. 

Die von Grashof herrührende GI. (59) ist überdies an die Voraussetznng 
gebunden, daß die an der Dehnung beteiligten Riemenstücke in Fig. 119 beider· 
seits gleich lang seien. Nach R. Hennig ist dies nicht der Fall; infolgedessen 
wäre die Grashofsche Beziehung (59) überhaupt unrichtig. Auch der GI. (60) 
kommt kaum irgendwelcher tatsächlicher oder aufklärender Wert zu. 

Man hat sich daran gewöhnt, die Gl. (59) und (60) als allgemein 
gültig anzusehen, und auch bei wagerechten Riementrieben an
zuwenden. Das ist nicht richtig. Bei einem vertikalen Riementrieb mit 
idealem Riemen herrscht vollkommene Symmetrie der geometrischen 
Form des Riementriebs in bezug auf die Verbindungslinie der Achs
mitten °1 °2 • Bei einem horizontalen Riementrieb hört diese Sym
metrie auf. Selbst im unbelasteten Zustand hat das obere und das 
untere Trum verschiedene Form. Die Durchhänge, auf die man 
hei senkrechtem Riementrieh nicht zu achten hatte, und das Eigen
gewicht des Riemens erlangen jetzt eine maßgebende Bedeutung. 
Die Spannkraft 8 muß ja im leerlaufenden Riemen nahezu gleich groß 
sein, aber das obere Trum hat eine kleinere Spannweite II zwischen 
den Berührungspunkten und einen kleineren Durchgang· h1 als das 

1) V g1. auch 103, S. 172. Die Beziehung 82 = 8 1 . e,ua würde noch aus 
einem weiteren Grunde unrichtig sein, wenn nämlich außer der Reibung, der 
Ruhe und der Bewegung die so gut wie unerforschte Adhäsion (74) in Betracht 
käme, was nach der günstigen Wirkung des Einfettens des Riemens wahr
scheinlich wird. 
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untere (l2 h2). Sofern das Band genügend flach gespannt ist, und e 
den Achsabstand bedeutet, besteht folgender Zusammenhang ledig
lich infolge der geometrischen Verhältnisse und der Gleichheit der 
Hiemenspannung 80 (Fig.120): 

1 

1 ' 
2....!...-1 

e 

1 

( l )2 . 
2....!...-1 

e 

Als Seilform ist dabei die Parabel angenommen. 
Wird nun Kraft vom Riemen übertragen, so kann z. B. der 

Durchhang oben kleiner, unten größer werden, oder auch umge
kehrt, je nachdem das obere oder das untere Trum das ziehende oder 
geschleppte ist. Während es bei senkrechtem Riementrieb möglich 
wäre, durch Eingehen auf die Formänderung des Hiemens die sta
tisch unbestimmten Kräfte 81 und 82 auch vor Eintritt der Gleit
grenze zu bestimmen, werden diese Seilzüge 81 und 82 nunmehr 
beim horizontalen Riementrieb durch Achsenabstand, Spannweite 
und Durchhang des oberen und 
unteren Trums bestimmt. Damit 
ist anch der Achsdruck D als 
Summe der Seilzüge 81 + 82 be
kannt geworden. Jetzt ist aber die 
Grash ofsche Beziehung (59) völlig 
unbrauchbar. Die Frage nach 
den Seilzügen und dem Achsdruck 
darf demnach auch bei idealem 
Seil nicht ohne Rücksicht auf die 

~ 

Fig. 120. 

geometrischen Verhältnisse beantwortet werden 1). Der Seiltrieb ist 
kein Getriebe von unveränderlicher l<'orm, seine Form hängt viel
mehr von der Belastung ab, desgleichen der Achsdruck, der im all
gemeinen die geometrische Summe der Durchhangsspannungen ist. 
Die Reibung kommt erst an der Gleitgrenze in Betracht, für die 
äußerstenfalles übertragbare Umfangskraft, die tatsächliche Umfangs
kraft die im Betriebe zulässig ist, ist stets kleiner. 

An dieser Stelle kann nur das statische Verhalten des idealen aus
dehnungslosen Seües berührt werden. Ganz beiläufig sei erWähnt, daß in dem 
laufenden Riemen infolge der Zentrifugalkraft eine überall gleich große Span
nung <5v2 (<5 = Dichte des Riemens) entsteht, die von der Krümmung des 
Riemens unabhängig ist. Denkt man sich den laufenden Riemen gewichtlos, 
so könnte man die Riemenscheiben fortnehmen, der Riemen würde seine Form 
beibehalten und in der Luft schweben; er hat eine Gleichgewichtsform ange
nommen, an der sich Zentrifugalkräfte und Riemenspannung das Gleichgewicht 

1) Auf die Bedeutung des Durchhanges für den Achsdruck haben erst
mals R. Hennig 1910 und G. Duffing 1913 hingewiesen. 

A utenrieth-Ensslin, Technisehe Mechanik. 2. AntI. 18 
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halten. Die Zentrifugalkräfte tragen also beim unelastischen Riemen nichts 
zur Vermehrung oder Verminderung des Achsdruckes bei; dieser ist nur von 
den beiden Durchhängen des Riementriebes abhängig und wird niemals Null. 
Durchhangs- und Fliehspannungen addieren sich. 

Die Hypothese des idealen Seiles reicht aber zur Erklärung der wich
tigsten Erfahrungstatsache, daß ein schnellaufender Riemen mehr Kraft über
trägt als ein langsamlaufender, nicht aus. In der vollständigen Riementheorie 
muß die Elastizität des Riemens berücksichtigt werden, die Ausbildung und 
Rückbildung der Formänderung im gezogenen und geschleppten Trum, die 
Verteilung der Reibung, Anpressung und Spannung längs der riemenbedeckten 
Scheibenumfänge, es müssen sich dann die Verschiedenheit der Geschwindig
keit der einzelnen Riemenpunkte und die Beschleunigungen, das Klettern des 
Riemens auf den Scheiben, der sog. Schlupf'), erklären, es ist die der unbe
kannten Adhäsion zukommende Bedeutung zu prüfen, der Einfluß der Luft, der 
Gleitgeschwindigkeit auf die Reibung u. a. 

9. Kapitel. 

Arheit. 

§ 16. Übersetzungen. 
115. Gleichförmige lineare Geschwindigkeit. Nach den Dar

legungen im Abschn. 6 betrachtet man in der Statik Körper, die 
sich unter dem Einfluß von Kräften in l{uhe oder gleichförmiger 
Bewegung, d. h. im Beharrungszustand befinden; die wirkenden 
Kräfte werden unter diesen Umständen als statische bezeichnet. 
Wir beschäftigen uns im nachfolgenden mit der Arbeit, die eine 
Maschine im Beharrungszustand verrichtet, d. h. mit der stati
schen Arbeit; um diese handelt es sich z. B. bei der Betriebs
maschine einer Fabrik, solange die Maschine gleichmäßig belastet 
ist. Erst späterhin werden wir auf das Anlaufen und Bremsen und 
auf Schwankungen in der Geschwindigkeit, sowie auf die hierbei 
auftretenden Bewegungs-, Kraft-, und Arbeitsverhältnisse eingehen_ 

') In der neuesten Auflage der "Maschinenelemente" teilt C. B ac h Ver
suchsergebnisse von Hr. Friederich über die Bewegungsreibung von Leder 
auf Gußeisen mit. 

Lederriemen 5 mm stark und 100 mm breit auf gußeiserner Scheibe von 
510 mrn Drm., halbe Umschlingung: 

{t = 0,2 entsprechend el,:r = 1,87; Gleitgeschw. 1 ern/sec. 
ft = 0,6 " el,:r = 6,59 " 10" 
fl = 0,85 " el'''' = 14,4 "25,, 
flbisO,95 " elt ;r=19,8 "50,, 

8, zwischsn 20 und 350 kg; 82 zwischen 10 und 50 kg Einzelheiten der 
Versuchsausführung sind nicht angegeben. Bezüglich der Gültigkeit der 
GI. 82 = 81 , eil" vgl. S. 172 und 189. 
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Vor der Besprechung des Arbeitsbegriffes haben wir den Begriff 
der gleichförmigen Geschwindigkeit zu erläutern. 

Legt ein Körper in gleichen Zeiten gleiche Wegstrecken 
zurück, so bewegt er sich gleichförmig, und zwar um so schneller, 
je größer sein Weg in der Zeiteinheit, seine Geschwindigkeit, 
ist. Sofern man die Geschwindigkeit auf der Bahnlinie von einer 
Drehgeschwindigkeit unterscheiden will, spricht man von linearer 
Geschwindigkeit oder Bahngeschwindigkeit, meist sagt man 
kurz Geschwindigkeit. Wird in t[sec] ein Weg von s[m] zurück
gelegt, so ist die Geschwindigkeit: 

s 
v = t [mjsekJ. 

Als Maßzahl einer Geschwindigkeit ist in der technischen 
Mechanik [mfsek] gebräuchlich; in der Fahrzeugtechnik gibt man 
die Fahrgeschwindigkeit V in [km1std] = 1000 mj3600 sek = Ij~,6 
[mjsek] an. Es ist dann v [m/~ek] = V!3,6 [kmjstd]. 

V [kmjstdJ = 3,6 v [m1sekJ. 

Ein Schnellbahnwagen mit 200 [kmjstd] Geschwindigkeit legt 
also sekundlich v = 200: 3,6 = 55,6 [mjsek] zurück. 

116. Gleichförmige UlIlfang~geschwindigkeit, Umlaufzahl. \Vin
kelgeschwindigkeit. Eine Dreh bewegung projiziert sich in Richtung 
der Drehachse als Kreisbewegung. Alle mit der Drehachse ver
bundenen Punkte beschreiben in dei' Projektion Kreisbahnen, deren 
Umfänge bei gleichförmiger Drehung mit konstanter "Umfangs
geschwindigkeit" durchlaufen werden. Die Hichtung der letzteren 
ist die augenblickliche Bewegungsrichtung, d. h. die der Kreis
tangente. Bedeutet n dic Umlaufzahl der Drehachse in einer 
Minute, so ist die Umfangsgeschwindigkeit im Abstand r[m] 
von der Achse 

. (61) 

Die Umfangsgeschwindigkeit der Kreisbewegung ist dem Ab
stand I' von der Drehachse proportional und beträgt im Abstand 
r=l 

nn 
0) = 30 f1/sekJ. (62) 

Diese Größe ist der in 1 [sek] im Einheitskreis (r = 1) durch
laufene Bogen, d. h. der in 1 [sek ] durchlaufene Winkel im Bogen
maß (S. 188 u.); 0) heißt die Winkelgeschwindigkeit. Der 
Sekundenzeiger einer Uhr z. B., der in 1 Min. den Bogen 2 n durch-

13* 
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2Jt 
läuft, hat eine Winkelgeschwindigkeit von (J) = 60; da der Bogen 

eine Verhältniszahl ist (S. 188 u.) und die Zeit in [sek] gemessen 
wird, so ist die Maßzahl der Winkelgeschwindigkeit [1/sek]. Nach 
den Regeln über das Rechnen mit Bogengrößen kann man die 
Winkelgeschwindigkeit auch als die Anzahl von Radieneinheiten 
ansehen, die in 1 [sek] auf der Kreisbahn eines Punktes zurück
gelegt werden, oder auch als den in 1 [sek] durchlaufenen Winkel 
(im Bogenmaß). Durch Vereinigen der beiden letzten Gleichungen 
erhält man für die Umfangsgeschwindigkeit im Abstand l' von der 
Drehachse auch: 

V=1'·(j) [m!sek] . . (63) 

Man mißt die Winkelg'eschwindigkeit im Bogenmaß, weil das 
für die Berechnungen bequemer ist, als der Gebrauch des Grad
maßes. Durch die Winkelgeschwindigkeit wird die Gesehwindig
keit einer Drehbewegung eindeutig und am einfachsten gekenn
zeichnet, sicherlich einfacher als durch die Umfangsgeschwindig
keit, bei der immer noch der Abstand l' von der Drehachse mit 
anzugeben wäre. 

117. Übersetzungen ins Langsame oder Schnelle. Die Umlauf
zahl eines rasch laufenden Automobilmotors ist für die Treibachse 
zu hoch; sie wird durch Einschalten eines Mechanismus ins Lang
same übersetzt. Das Umgekehrte, die Übersetzung ins Schnelle, 
ist z. B. beim Antrieb von Schmirgelscheiben nötig. Wir verstehen 
unter der Übersetzung der Umlaufzahl oder der Touren
übersetzung das Verhältnis 

Umlaufzahl der getriebenen Welle 
(P = 

n Umlaufzahl der treibenden Welle 
(64) 

Ist f[Jn ~ 1, so erfolgt Übersetzung ins Schnelle bzw. ins Langsame. 
Als Mechanismen zur Übersetzung der Umlaufzahl benützt man 
Zahnräder, Riemen- oder Seilscheiben, Reibscheiben oder -Räder. 
Zusammenfassend kann man sie als Räderübersetzungen be
zeichnen und sie in 2 Gruppen einteilen: in zwangläufige und nicht 
zwangläufige, je nachdem der geometrische Zusammenhang stets 
unverändert erhalten bleibt oder nicht (genauer s. S. 76). 

a) Übersetzung durch ein Zahnräderpaar. Zwei Kreise 
I und II mit festgelagerten Drehpunkten sind durch eine Verzah
nung gezwungen, miteinander im Eingriff zu bleiben und sich mit 
gleicher Umfangsgeschwindigkeit v zu drehen, daher ist (Fig. 121): 

2 Jt r' l n1 2 Jt1'~ n" 
V=-~----=---"----"-=r (j) ='/' W 60 60 1 1 2 ~, 
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woraus für die Übersetzung des Räderpaares folgt 

.... (65a) 

Auf das Jiad I sind Zl' auf Jiad II z'J Zähne geschnitten. Zu 
diesem Zweck sind die Umfänge der beiden sog. Teilkreise I und 
II in Zl bzw. Z2 gleiche Teile von der Länge t - Teilung ge
nannt - eingeteilt. Es ist Zl·t=2nr1 und Z'.l·t=2nr~, daher 
ist auch: 

. . (65 b) 

b) Übersetzung durch mehrere Jiäderpaare. Die Räder
paare müssen so verbunden sein, daß das getriebene Rad eines 
Paares und das treibende des folgenden gleiche Umlaufzahl haben, 

Fig. 122. 

z. B. dadurch, daß Rad Il und III (Fig. 122) auf einer Achse fest
gekeilt sind (n'.J=na); dann ist, wenn C[J"'1C[JO'2C[J", bzw. die Über
setzung des Räderpaares F-II, die Übersetzung des Jiäderpaares 
III--:-IV und die Gesamtübersetzung zwischen erster treibender und 
letzter getriebener Achse bedeuten: 

n2 = C[JWl' n1 
n4 = Cf'",'.) . na = C[Jw.J . 1I~ 

n4 C[J"'2 . '11 2 C[J""2 . C[JWl • '1/ 1 ' 
C[J", =-- =~ "-'-'-' ,= ---'-,-~,- = C[J("1' /f'(d" (ß6) 

n1 n1 n1 -

Dieses Ergebnis läßt sich offenkundig verallgemeinern durch 
den Satz: Die Gesamtübersetzung ist gleich dem Produkt 
der }<~inzelübersetzungen. 

c) Übersetzung durch Schnecke und Schneckenrad. 
Die i-zügige oder i-gängige Schnecke (in li'ig. 123 i = 2) treibt ein 
Schneckenrad mit Z Zähnen an. Dreht sich die unverschieblich 
gelagerte Schnecke einmal, so werden i Hadzähne vorgeschoben: 

dreht sie sich ~ .. mal, so wird 1 Radzahn, und dreht sie sich ,~ = 111 mal, 
t I 
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so werden z Radzähne vorgeschoben, d. h. das Schneckenrad dreht 
sich n2 = 1 mal; die Übersetzung zwischen Schnecke und Rad ist also: 

n~ 1 
fjJ", =fjJ" = -"- = 

111 Z 

i 
z (67) 

:Lahnräder, Schneckengetriebe und auch Kettentrieb (Automobil , 
Pahrrad) gehören zu den z wan gläufigen Mechanismen, bewegen 
sich in einer ganz bestimmten, durch die geometrischen Verhält
nisse vorgeschriebenen Weise; sie können nicht gegeneinander gleiten. 

Für manche Zwecke erscheint der zwangläufige Zusammenhang 
nicht erwünscht, man wählt dann Übertragungsmechanismen , deren 

Elemente gegeneinander gleiten können, 
z. B. Riemen- und Seiltrieb, Friktionsschei
ben oder Räder. Beim Auftreten plötz
licher Kräfte oder Widerstände können die 
Elem ente dieser Getriebe gegeneinander 
gleiten oder in sich nachgeben. 

d) Übersetzung zwischen zwei 
Hiem e n- oder SeilscheibeIl. Bei zwang
läufiger Bewegung wären Hiemengeschwin
digkeit und Umfangsgeschwindigkeit der 
treibenden und getriebenen Scheibe gleich. 

i -gäTlgig(i ; Z) Tatsächlieh ist nach Versuch (A. Fieber, 
Fig. 123. Kammerer, Z. Ver. deutseh. lng. 1909, 

S. 1641) die Laufgeschwindigkeit des Hie
mens an einzelnen Stellen verschieden, auch wenn der Riementrieb 
sieh im Beharrungszustand befindet. und zwar am größten (VI ) 

bei dem Auflauf auf die treibende Scheibe und deren Umfangs
geschwindigkeit VI gleich; am kleinsten (v2 ) bei dem Auflauf auf 
die getriebene Scheibe und deren Umfangsgeschwindigkeit v2 gleich. 
Es tritt also ein Verlust an Umfangsgeschwindigkeit VI -V2 ein, 
der in Teilen der kleineren Geschwindigkeit v2 ausgedrückt, als 
Schlupf '1fJ des Hiemengetriebes bezeichnet wird, definiert durch 
die Gleichung: 

daraus folgt: 
oder 

VI = (1 + ljJ)v'J 
riw i =(1 -j- 1p)r2 Ol2 

somit Übersetzung des Hiementriebcs 
n~ w 2 1 r l 

fjJ = fjJ ) = ---- = --- -= - - .--
" 0 n1 Oll 1 -1- 111 ~-~ 

Bei Zwanglanf wäre '1fJ = O. 
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Ursache des Riemenschlupfes ist die Elastizität des Riemens; 
diese Art von Schlupf zeigt jeder Riemen, da alle Riemen elastisch 
sind. Nicht gemeint ist damit das Rutschen des ganzen Hiemens 
auf der Scheibe, wenn der Riemen überlastet ist; er springt dann 
meist von der Scheibe ab. Näheres über den Schlupf gehört in 
die Riementheorie. Hier genügt es, auf die Tatsache hinzuweisen. 

Auch die Luftreifen der Automobile weisen einen Schlupf gegen
üller der Straße auf, und zwar keineswegs bloß beim Anfahren oder 

._ ._ .--4-. -_._ . 
. _ ._1 __ .. -+ 

.1%0 

510 

500 

wo 
1;80 

~70 

l' 2 ' 3 ' Ir' /j' 6 1 7 ' 

treibende Schthe g etriebme Sclzeloe 

Fig. 124. 

Bremsen, sondern auch bei gleichförmiger .B'ahrt, wohl eine .B'olg·e 
davon, daß das Rad über die Unebenheiten der Straße gleichsam 
wegspringt und den Boden nicht immer gleich stark preßt. 

e) Hebel- oder Wellrad. Kraftübersetzung. Soll eine 
große Kraft z. B. zum Lastheben ausgeübt werden, während bloß 
eine kleine verfügbar ist, so hat schon Archimedes als Mittel zur 
Kraftsteigerung den Hebel angewandt. Andere, von der älteren 
Literatur als "Potenzen" bezeichnete Hilfsmittel sind das sog. "Rad 
auf der Welle" (Haspel oder Kurbel mit Windentrommel), die schiefe 
Ebene, die Schraube, der Keil, der Flaschenzug. Die treibende 
Kraft sei kurz Kraft P genannt, am angetriebenen Ende des Mecha
nismus befindet sich die Last Q. Von Reibung sei vorerst ab
gesehen. Man spricht dann yon einem ideellen Getriebe und nennt 
dic Kraft P die ideelle Triebkraft PO" Was mit dem Mechanis-
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mus erreicht werden soll, ist eine Kraftsteigerung, eine Kraft
übersetzung von der Größe 

Q 
p' o 

was man beUehlender Reibung als die ideelle Kraftübersetzullg 
bezeichnen kann. Für den Hebel und das Wellrad bzw. die Winden
trommel mit Kurbel oder Haspel ist nach dem Jllomentensatz Ulld 
mit den Bezeichnungen der Fig. 125 die ideelle Kraftübersetzung 

Q P 

Po q 

Nun sind die erwähnten Mechanismen zwangläufigj einem be
stimmten Kraftweg sp entspricht ein durch den geometrischen Zu
sammenhang des Mechanismus eindeutig bestimmter Lastweg Sq 

Fig. 125. 

oder wenn man die Wege auf die 
Zeiteinheit bezieht, zu einer bestimm
ten Kraftgeschwindigkeit vp eine ganz 
bestimmte Lastgeschwindigkeit vq ' 

Macht z. B. der Hebel, Fig.125, eine 
kleine Drehung um den Bogen d {) , 
so ist der Kraftweg sp=p.d{} und 

der Lastweg Bq = q. d{); da die Geschwindigkeiten sich hierbei 
wie die Wege verhalten, so hat man 

Wir wollen dieses Verhältnis die Geschwindigkeitsüber
setzung nennen; dem obigen zufolge ist dasselbe der reziproke 
Wert der ideellen Kraftübersetzung, es ist also 

= Lastweg = Lastgeschwindigkeit = ideelle Trieb~raft (68) 
Cf!v Kraftweg Kraftgeschwindigkeit Last 

Cf!v> 1 bedeutet eine übersetzung ins Schnelle und eine Kraftver
minderung; Cf!v< 1 eine übersetzung ins Langsame und eine Kraft
steigerung. 

118. Beispiele betl'. Übersetzungen. a) Schiefe Ebene vom 
Steigungswinkel a. 1. Die Last Q wird von einer längs der 
schiefen Ebene wirkenden Kraft bewegt; der Kraftweg sei sp' der 
gleichzeitige Lastweg ist nach Fig.127 Bq=sp,sina, "daher die 
Übersetzung 

Sq . 
Cf! =-=sma 

v S 
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2. Die Last Q wird von einer zur Basis der schiefen Ebene parallelen 
Kraft P bewegt. Dann ist nach Fig. 72 Sq = sp' tg a, daher die 
übersetzung 

Sq 
cP =-=tga. 

v sp 

b) i-gängige Schraube. An der Mutter greift, etwa mittels 
eines Schlüssels ausgeübt, ein Kräftepaar an, dessen Ebene senk
recht zur Schraubenachse steht und das auf den mittleren Gewinde
halbmesser ~'In reduziert die Größe P",' r In haben möge. Durch Ab
wickeln im mittleren Gewindegang erhält man die Sachlage Fig. 72. 
Es ist dann ebenso wie unter a), 2. 

Sq 
cp = -=tga. 

v sp 

Die Ganghöhe einer i-gängigen Schraube oder Schnecke, deren 
Teilung t ist, hat die Größe h = i· t, daher ist dem Steigungs
dreieck Fig. 72 zufolge: 

tg (( = h : 270"", = i· t: 2 nr"" 
womit 

CPv = tga = i· t: 2nr",. 

c) Flaschenzüge, Seilmaschinen. Den gewöhnlichen Fla
schenzug zeigt Fig.109. Zieht man am Kraftende sp [m] Seil ab, 
so wird das Seil innerhalb des Flaschenzuges um ebensoviel kürzer. 
Der Seil weg sp läßt sich auch noch anders ausdrücken: Hat sich 
beim Abziehen von sp [m] Seil die Last um Sq gehoben, so haben 
sich die beiden Flaschen um Sq einander genähert, wobei jedes 
Seilstück zwischen beiden Flaschen um S kürzer wurde. Ist das 
Zugseil an der Flasche der festen Rollen angebunden und sind 
n lose Rolle vorhanden, so sind 2 n- Seilstücke vorhanden, die sich 
je um Sq verkürzt haben. Die Gesamtverkürzung des Seiles beträgt 
also 2· n· Sq, um welches Stück das Kraftende des Seiles abgezogen 
werden muß, weshalb sp = 2 . n· Sq ist; die übersetzung des Flaschen
zuges nach Fig. 109 ist daher: 

Bei anderer Anordnung des Flaschenzuges (vgl. S. 177) ändert 
sich auch der Ausdruck für die Übersetzung. 

d) Winde zum Lastheben. Es soll die Gesamtübersetzung 
CPv total des Hubwerkes der in Fig. 126 dargestellten Winde an
gegeben werden, mit anderen Worten: die Lastgeschwindigkeit als 
Bruchteil CPv total der Kraftgeschwindigkeit oder die ideelle Trieb
kraft als Bruchteil CPv total der Last. 
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Die Motorwelle mache np = 450 Umläufe in der Minute (Winkel
geschwindigkeit wp ); im Abstand r von der Motorachse denke man 
sich die Triebkraft tangential angreifend, die Umfangsgeschwindig' 

Fig. 126. 

keit ist vp=r·wp; die Last
geschwindigkeit sei v q: die Ge
schwindigkeit des auf der 
Trommel umlaufenden Seiles 
sei v' (r' = 36,3 cm Trommel
halbmesser; v' = r' w'). Dallll 
ist die Weg- oder Geschwindig
keitsübersetzung vom Motor 
bis zur \Vindentrommel nach 
(68), (64) 

v }-' w' y' 
q'vl = ,;;- :.= ;~- = ~_. f{!w 

l' P , 
1~ . ZI .':3. .Z5 

r z~ Z4 z/i 
Für den Flaschenzug mit 

i-losen Rollen hat man ferner 
vq 1 

f{!v2 =J= 2{; 

also durch Multiplikation 
nach (66): 

vq r' Zl Z;l Z5 1 
f{Jv total == l{'vl . I{""'J =;- = -; Z Z --z- . 2'i' 

p ':1 4 f) 

Mit Benützung der in Fig. 126 stehenden Zahlen, mit r' = 36,3 cm 
und mit dem willkürlich gewählten Kraftarm r = 1 cm ergibt sich 

36,3 24·24·15 1 1 
f{!v total = --1 ·12o-~';:i2. 60 . 2.3 = 0,101 = 1},92' 

in Worten: die Lastgeschwindigkeit ist der 9,92te Teil der Kraft
geschwindigkeit der im Abstand 1 cm von der Motorachse angrei
fend gedachten Antriebskraft oder die ideelle Antriebskraft ist der 
9,92 te Teil der Last. 

Die Lastgeschwindigkeit beträgt demnach: 

r-' ZI'Z3'Z;) 1 nrnp n·450 (/.) 
~, =(P . V ~-- .-----. --- - = 0 101· --- =476 cm sek . 

q vlolal l' r Z2' Z4' ZH 2i 30 ) BO ' , 

§ 17. }}Iechanische Arbeit. Energie. Wirkungsgrad. Arbeit 
und Leistung. 

1IH. lUechanische Arbeit. Mechanische Arbeit wird verrichtet 
bei Vorgängen, die dem Gebiet der Mechanik angehören, also beim 
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Heben und Befördern von Lasten, beim Überwinden eines Wider
standes an läßlich des Bearbeitens von Rohstoffen, bei der Form
änderung eines elastischen Körpers, beim Beschleunigen oder Ver
zögern eines bewegten Körpert:, also beim Anfahren oder Bremsen 
eines Fahrzeuges, im Zylinder einer Kraftmaschine oder Pumpe u. a. m. 
Allen solchen Vorgängen gemeinsam ist es, daß eine Kraft auf einer 
gewissen Wegstrecke in Tätigkeit ist, "arbeitet". Wir beschränken 
uns hier darauf, die Arbeit bei einer gleichförmigen Bewegung zu 
betrachten, wo statische Arbeit von statischen Kräften "errichtet 
wird. Das einfachste Beispiel, das gleichförmige senkrechte Heben 
einer Last G auf eine gewisse Höhe h, zeigt am deutlichsten, was 
die Größe einer Arbeit bestimmt. In diesem Fall wird der Weg 
der Last in der Richtung der Kraft zurückgelegt. Ist eine doppelt 
so große Last auf die gleiche Höhe zu heben oder eine und die
selbe Last auf die doppelte Höhe, so ist das eine Verdoppelung 
des einfachen Effektes; es wird dazu die doppelte Arbeit benötigt, 
da man die End wirkung durch 
Wiederholen des Hebens der 
einfachen Last auf die einfache 
Höhe erzielen kann. Man hat 
daher die Hubarbeit zu messen 
durch das Produkt 

A=G·h. 
Wir können die Last aber auch 
mit einern Schräg aufzug heben, 
also die gleiche Endwirkung auf F ig. 127 . 
einem andern Wege erzielen; um 
nicht von der Hauptsache abgelenkt zu werden, setzen wir für den 
Schrägaufzug eine schiefe Ebene ohne lleibung (Fig. 127). Die vertikale 
Lastrichtung schließt jetzt mit dem schiefen Lastweg einen Winkel ein. 
Wir zerlegen die Last längs der schiefen Ebene und senkrecht dazu 
in ihre Komponenten T= G· sin C( und N = G· cos f(; der 1<'örderweg 

h 
längs der schiefen Ebene ist s = . .J etzt können wir feststellen. 

S111 (( 

daß das Produkt: Kraft längs der schiefen Ebene mal Weg auf der 

schiefen Ebene = G· sin a· (-. h .. ) = G· h die gleiche Größe hat wie 
sm C( . 

beim senkrechten Heben, nämlich eben G·lt; die gleiche Endwir
kung ist auf zweierlei Weise erzielt und als :Maß der verrichteten 
Arbeit ergibt sich auf beiderlei Weise die Größe G·h. Indem wir 
da" Gemeinsame hervorheben, erkennen wir, was für die Größe 
der Arbeit bestimmend ist: es ist das Produkt aus dem Arbeits
weg und der längs diesem wirkenden Kraft. Das Pnrallel-
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verschieben der Komponente G· cos a erfordert keinerlei Arbeit, 
denn es wird in Richtung der Komponente kein Arbeitsweg zurück
gelegt. Eine mit dem vorgeschriebenen Weg s den Winkel IX bil
dende Kraft P kann somit in eine Arbeitskomponente P·cosa 
und eine arbei tsl ose Komp onen te p. sin (( zerlegt werden und 
leistet die Arbeit 

A=P,cosa·s= p·s·cosn . . . (69) 

Wegen der zulässigen Vertauschung der Faktoren dieses Produktes 
kann man die Arbeit messen durch das Produkt: Weg mal Pro
jektion der Kraft auf den Weg oder auch durch das Produkt: 
Kraft mal Projektion des Weges auf die Kraft. 

Ein gekrümmter Weg kann als die stetige Aufeinanderfolge 
von lauter denkbar kurzen schiefen Ebenen angesehen werden. Die 
Arbeitskomponente einer schief zur Kurve gerichteten Kraft ist deren 

Fig. 

Projektion T = p. cos ß auf die 
Kurventangente (Fig. 128) und 
die Arbeit auf dem Wegelemellt 
ds der Kurve beträgt T·ds, die 
Gesamtarbeit daher 

A=JT.ds. 
Der Normaldruck auf die Kurve 
ist an der Arbeitsleistung nicht 
beteiligt; seine Arbeitsleistung 
ist Nul1. 

Die Merkmale einer Arbeit sind indes durch die Größe p. 8' cos a 
noch nicht ganz erschöpft; je nachdem eine treibende Kraft Arbeit 
leistet oder ein Widerstand überwunden wird, stimmt der Sinn der 
Kraft mit dem Sinn des Kraftweges überein oder es ist der Sinn 
des Widerstandes dem Sinne des Widerstandsweges entgegengesetzt. 
Bei der Lastförderung mit der schiefen Ebene, Fig. 127, wirkt z. B. 
die Antriebkraft P vertikal abwärts und der Widerstand T der Last 
im Sinne des Pfeiles längs der schiefen Ebene abwärts (man denke 
sich das Seil hinter der Last durchschnitten und an den Schnitt
stellen die zuvor wirkende Kraft '1' in der Seilrichtung angebracht). 
Bewegt sich P in Richtung des befiederten Pfeiles um s weiter, so 
ist die Arbeit p·s und wird mit -l--Zeichen versehen, weil der 
Sinn von P mit dem Sinn von s übereinstimmt. Anderseits hat 
die Arbeit des Widerstandes T auf dem (vorliegenden falles gleichen) 
Weg 8 die Größe T· s; sie wird mit - -Zeichen versehen, weil '1' 
und s entgegengesetzten Sinnes sind. Man hat demnach die Arbeit 
einer Triebkraft von der Arbeit eines Widerstandes durch -t- - und 
- -Zeichen zu unterscheiden. 
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Während nun eine Kraft durch Größe, Richtung und Richtungs
sinn gekennzeichnet ist, genügen zur Kennzeichnung einer Arbeit zwei 
Merkmale: Größe und Vorzeichen. Dagegen gehört die Richtung, 
in der eine Arbeitsleistung vor sich geht, nicht zu den Merkmalen, 
die anzugeben sind, wenn man eine Arbeit in zureichender Weise 
kennzeichnen will. Mathematisch gesprochen ist eine Kraft als eine 
gerichtete, durch einen Vektor darstellbare Größe anzusehen, eine 
Arbeit dagegen als eine reine Zahlgröße, als sog. Skalar, der 
nicht durch einen Vektor darstellbar ist. 

120. Arbeit einer längs des Weges veränderlichen Kraft. Man 
sehe wie oben den Weg s als die stetige Aufeinanderfolge von 
denkbar kurzen Wegstücken ds an. Solange die Kraft P den denk
bar kurzen Weg ds zurücklegt, darf sie als unveränderlich an
gesehen werden. Ist a der Winkel zwischen P und ds, so hat die 
sog. Elementararbeit auf ds die Größe p. cos a· ds, daher ist die 
Gesamtarbeit die Summe der Elementararbeiten 

A=JP.cosa·ds (70) 
Beispiel: Arbeit zur Formänderung einer Feder. So

lange die Feder, etwa eine zylindrische Schraubenfeder, nicht über
lastet wird, ist die Verlängerung s der belastenden Kraft P propor
tional, also s = c· P. Die belastende Kraft P legt den Weg s in ihrer 
eigenen Richtung zurück, es ist also a = 0 und cos IX = 1; also 

A= fPdS= f~dS= ;: = ~P.S. 
Das sieht man auch wie folgt ein; statt daß der Weg von 

einer veränderlichen Kraft durchlaufen wird, kann man auch an
nehmen, er werde von einer konstanten Kraft durchlaufen, die dann 
dem Durchschnittswert der Kraft längs des ganzen Weges gleich 
sein muß. Ist nun die Kraft dem Weg proportional, so ist ihr 
Durchschnittswert einfach das arithmetische Mittel aus Anfangs- und 

(O-+-P) P 
J<Jndwert, also -~-- ="2' womit wieder das obige Ergebnis er-

halten wird. 
121. Arbeit eines Kräftepaares oder einer Drehkraft. An 

einer Kurbel oder einem Rad greife im Abstand 1" von der sich 
gleichförmig drehenden Welle eine konstante Drehkraft vom Mo
ment 1rI = p. r' an und durchlaufe einen Drehwinkel {} (im Bogen
maß); da P hierbei den Umfangsweg r· {} zurücklegt, so ist die 
Arbeit bei dieser Dreh bewegung 

A=P·r·{}=1rI·{} . . . . .. (71) 
Von einem Kräftepaar M, das den Winkel {} durchläuft, gilt das
selbe. Die Arbeit eines treibenden Drehmomentes wird von der 
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Arbeit eines widerstehenden Drehmomentes durch + -und --Zeichen 
unterschieden (vgl. S. 204). Ist die Drehkraft veränderlich, so gilt 
das im letzten Abschnitt Bemerkte. 

122. Arbeit der Kraft und Last an einer reibungslosen l\Ia
schine. Unter einer Maschine verstehen wir eine Vorrichtung zur 
Arbeitsleistung oder mit einer allgemeineren Ausdrucksweise, deren 
Sinn später deutlich wird, eine Vorrichtung zur Arbeitsumformung. 
In der Mechanik befassen wir uns nur mit Maschinen zur Leistung 
mechanischer Arbeit. In einer Hebemaschine wird z. B. mit einer 
kleinen Antriebskraft eine große Last gehoben; vermöge der in der 
Maschine an gewandten Übersetzung muß hierbei in gleichen Zeiten 
die Kraft einen großen, die Last einen kleinen Weg machen. 

Wir betrachten zunächst eine sog. ideale oder verlustfreie 
Maschine, diese soll keine Heibungswiderstände besitzen, auch 
von Formänderungen in der Maschine werden wir absehen, und 
die Bewegung der Maschine überdies als zwangläufig voraussetzen. 
Durch diese in Wirklichkeit teilweise nie erfüllten Voraussetzungen 
haben wir uns allerdings von den tatsächlichen Verhältnissen ent
fernt, jedoch mit Absicht, um die erste Betrachtung einfach zu ge
stalten. Das nicht Berücksichtigte ist später in Betracht zu ziehen. 

Wenn eine solche :l\Iaschine unter Belastung gleichförmig arbeitet, 
so sind die Kräfte im Gleichgewicht, es ist nach den Regeln der 
Statik die Antriebkraft ein bestimmter Bruchteil der Last, also etwa 
p. m = Q, und, wegen der gegebenen Übersetzung, der Kraftweg 
ein bestimmtes Vielfache des Lastweges, also etwa sp = n· Sq' Durch 
Multiplikation erhält man m· p. sp = 11' Q. Sq und es zeigt sich bei der 
Durchführung in allen Einzelfällen, als eine Folge der Gleichgewichts
bedingung und des Zwanglaufes der Maschine, daß m = n. 

Bei einer schiefen Ebene ist z. B. P= Q sin (( und Sq = sp sin a, 

womit nach obiger Gleichung m = n folgt. 
Bei einem idealen Flaschenzug (Fig. 109) ist P= Q/2n (Gleich

gewichtsbedingung) und sp = 2 nSq (Zwanglaufbedingung), womit 
ebenfalls m = n wird. Ebenso bei einem Schneckengetriebe u. a. 

Demnach ist bei einer idealen Maschine die Arbeit dei' 
Kraft gleich der Arbeit der Last, m. a. W.; die algebraische 
Arbeitssumme ist Null. 

Dies ist das sog. Arbeitsprinzip der Mechanik für eine ideale 
zwangläufige Maschine; cs ist hier erschlosscn aus einer statischen 
und einer geometrischen (kinematischen) Bedingung. 

123. Satz von der ErhaItungder Energie. Energieströme. 
Man kann die mechanische Arbeit einer Gas-, Dampf- oder Wasser
kraftmaschine in elektrischen Strom verwandeln, mit dicsem einen 
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Elektromotor treiben und die mechanische Arbeit des Elektromotors 
zum Lastheben benützen; man könnte mit dem elektrischen Strom 
auch in einer Akkumulatorenbatterie chemische vVirkungell hervor
rufen, die späterhin ihrerseits zur Erzeugung von elektrischem Strom 
verwendet werden können. Aus Kohle wird durch Verbrennung 
Wärme gewonnen, mit dieser Dampf erzeugt und mit dem Dampf 
eine Dampfmaschine getrieben, die in einer Pumpe Druckluft oder 
Druckwasser erzeugt, womit schließlich wieder allerhand mechanische 
Arbeit verrichtet werden kann. Überblickt man diese Vorgänge, 
so bildet sich die Vorstellung, daß ihnen etwas Gemeinsames, im 
Innersten Wesensgleiches zugrunde liege, das bald in der Form 
von mechanischer Arbeit, bald in der Form elektrischen Stromes, 
chemischer Wirkung, Wärme, Druckluft oder -Wasser u. a. in die 
Erscheinung trete. Weil sich nun dieses Gemeinsame, wenn man 
die Vorgänge in geeigneter Weise leitet, immer in mechanische 
Arbeit verwandeln läßt, so wird es als Arbeitsfähigkeit oder 
Energie bezeichnct, und die mechanische Arbeit kann als gemein
schaftliches Energiemaß benützt werden. Die Energie ist also ver
waudelbar und nimmt bald die Form mechanischer, bald die elek
trischer, chemischer, kalorischer (Wärme-) Energie an, mit denen 
gleichzeitig ohne weitere Besprechung die Energie der Strahlung 
angeführt werden soll. So ist z. B. in der Kohle chemische Energie 
enthalten, die bei der Verbrennung in einer Dampfkesselfeuerung 
in Energie des Kesseldampfes, in Wärmeenergie der heiß abziehenden 
Schornsteingase, in Energie der Wärmestrahlung und -Leitung, in 
chemische Energie unvollkommen verbrannter Kohlen (Ruß, Kohlen
oxyd) verwandelt wird. Die Energie des Kesseldampfes findet sich, 
in andere Formen verwandelt, wieder vor in der Wärmeenergie 
des Kondenswassers der Dampfleitung, in der Wärmeenergie der 
Leitung und Strahlung, in der Energie der mechanischen Arbeit 
der Maschinenwelle , in der Energie der Reibungswärme, die 
durch Führungs-, Lager- und Luftreibung entsteht, in der Wärme
energie des Auspuffdampfes oder des Kondensates im Kondensator. 
Es ist als ob die Energie wie ein Flüssigkeitsstrom in die Maschinen
anlage hineingeleitet würde; unsere Absicht geht dahin, ihn in un
verminderter Stärke fortzuleiten, und ihn schließlich in einer be
stimmten Form zu Nutzzwecken bereit zu haben. Aber· wider 
unsern Willen wird das Bett des Hauptstromes durehbrochen und 
es fließen, gleichsam infolge von Undichtheiten, eine Reihe von 
Nebenbächen seitwärts fort, sich dem von uns beabsichtigten Ver
wendungszweck entziehend. Es ist von großem Nutzen, sich die 
Vorgänge in Technik und Natur unter dem Bild einer Energie
strömung zu veranschaulichen. Einer gleichförmig arbeitenden 
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Hebemaschine z. B. wird ein Strom von Energie in der Antriebg
arbeit zugeführt, während aus ihr ein Energiestrom als Lasthebe
arbeit herauskommt und ein anderer in Form von Reibungswärme, 
verursacht durch Reibung in Lagern oder im Getriebe. Sofort er
hebt sich nun die Frage nach der Stärke dieser Ströme. Dem 
Auge Robert Mayers war es vergönnt, die sich ihm darbietenden 
Vorgänge zu umfassen; er verknüpfte sie durch ein geistiges 
Band. Ohne neue Experimente zu benötigen, bildete er sich aus 
seinem Anschauungskreis die Auffassung: daß die Energie der Form 
nach verwandelbar, der Größe nach aber vor und nach der Ver
wandlung unveränderlich sei. Er verglich, mit dieser Auffassung 
ausgerüstet, die Erwärmung eines Gases bei konstantem Volumen 
und die Erwärmung bei konstantem Druck, wobei das expandierende 
Gas gegen einen Widerstand Arbeit leistet. Bei diesem Vorgang 
wird Wärme lediglich in Arbeit verwandelt, und Robert Mayer 
konnte aus den damals allgemein zugänglichen spezifischen Wärmen 
der Gase bei konstantem Druck und Volumen das sog. mechani
sche Wärmeäquivalent berechnen, d. h. die Wärmemenge, mit 
der die Einheit der mechanischen Arbeit 1 [kgm] geleistet werden 
kann. Mit den heute bekannten Zahlen liefert die Berechnung 
Rob. Mayers, daß mit 1/427 [WE] 1 [kgm] geleistet werden kann. 
Wegen der erkannten Wesensgleichheit der mechanischen und der 
Wärmeenergie sagt Rob. Mayer, 1/427 [WE] sei 1 [kgmJ äqui
valent, oder umgekehrt 427 [kgm] Arbeit seien 1 [WE] äquivalent. 
In der Tat bestätigte Joule auf ganz anderem Wege, indem er 
mechanische Arbeit durch Reibung in Wärme verwandelte, das 
Rechnungsergebnis Rob. Mayers - übrigens in ganz unabhängiger 
Weise - durch das Experiment. Er maß auch, wieviel elektrische 
Energie (Joule) nötig ist, um eine gewisse Wärmemenge (Strom
wärme) in einer Drahtspirale zu erzeugen. Nachdem so an ein
fachen Energieumwandlungen nachgewiesen war, daß einer be
stimmten mechanischen Energie eine ganz bestimmte Wärmeenergie 
äquivalent sei und umgekehrt, daß ferner einer bestimmten elek
trischen Energie eine bestimmte Wärmeenergie äquivalent sei und 
umgekehrt, und ähnliches. mehr, konnten auch zusammengesetzte 
Energieumwandlungen untersucht werden, mit dem Ergebnis, daß 
bis heute keine physikalische Tatsache aufgefunden wurde, die sich 
mit dem Energieprinzip nicht hätte vereinigen lassen. Der Satz 
von der Erhaltung der Energie steht daher in Übereinstimmung 
mit den heute bekannten physikalischen Tatsachen. 

Wenn nun vorhin die mechanische Arbeit als ein geeigneter 
Maßstab zur Messung aller Energieformen bezeichnet wurde, so ist 
doch auf den Unterschied zwischen mechanischer Arbeit und Energie 
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hinzuweisen. Arbeit und Arbeitsfähigkeit sind nicht das gleiche. 
Der Energie oder Arbeitsfähigkeit kann die Eigenschaft der Dauer 
beigelegt werden, der mechanischen Arbeit nicht. Diese ist viel
mehr etwas Vorübergehendes, wie der einfache Vorgang beim Last
heben mit einer Winde lehrt. Hier ist die Energie anfänglich als 
Dauerform im menschlichen Körper aufgespeichert; dann wird sie 
beim Drehen der Kurbel in mechanische Arbeit verwandelt, die 
aber keine Beständigkeit hat, sondem sofort weiter verwandelt wird 
in die Energie des gehobenen Gewichtes und in Heibungswärme, 
denen wieder die Eigenschaft der Dauer zukommt. Kann man 
doch mit dem gehobenen Gewicht, indem man es niedersinken läßt, 
wieder Arbeit leisten. Demgegenüber könnte man die mechanische 
Arbeit als eine übergangs- oder Durchgangsform ansehen, die aller
dings zur unmittelbaren Messung der Energie vor allem geeignet 
ist. Man kann das etwa mit der Zeit vergleichen, die nur in der 
Gegenwartsform meßbar ist, also in der unbeständigen übergangs
form zwischen den Dauerformen der Vergangenheit und Zukunft. 

Auf die Unterscheidung zwischen potentieller und aktueller 
Energie werden wir in der Dynamik zu sprechen kommen. 

124. Wirkungsgrad. Wir anerkennen es jetzt als zweckmäßig, 
eine Maschine als eine Vorrichtung zur Energieumformung zu be
zeichnen, werden uns jedoch nunmehr nur noch mit solchen Ma
schinen befassen, in denen mechanische Energie umgeformt wird, 
und außerdem nur die unvermeidlichen Widerstände in folge glei
tender oder rollender Ueibung, Seil steifigkeit, zu überwinden sind, 
gelegentlich auch Luftwiderstände. 

Wir erkennen auch, daß die im Beharrungszustand befindliche 
ideale Maschine zur Verrichtung mechanischer Arbeit ein Spezial
fall einer Maschine ist und daß der für diese aus Gleichgewicht-
und Zwanglaufbedingung abgeleitete Satz: "Ar
beit der Kraft = Arbeit der Last" ein Spezial
fall des Energieprinzips ist. Wir erweitern 
diesen Satz für die tatsächliche mechanische 
Maschine; er lautet nach dem Energieprinzip : 
Die in der Antriebarbeit zugeführte Energie ist 
gleich der in der Nutzarbeit entnommenen 

Fig. 129. 

Energie zuzüglich der in der Maschine verbrauchten Heibungs
energie. Das ist in Fig. 129 im Bild der Energieströmung dargestellt. 
Die beiden die :1IIaschine verlassenden Energieströme : Nutzarbeit 
An und Heibungsarbeit Ar sind gerade so stark wie der in die 
Maschine eingeleitete Energiestrom A:: 

A:=An+Ar · 
Autenrieth-Ensslin, Technische Mechanik. 2. Auft. 14 
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Wegen der schädlichen Widerstände wird nur ein Bruchteil 'YJ 
der zugeführten Energie A. in nutzbare Energie An verwandelt. 
'YJ ist der Gütegrad der Energieumwandlung in der Maschine und 
heißt der Wirkungsgrad, er ist also: 

An A_ - A,. Ar ( ) 'YJ=-=--'--=1-- .•.• 72 
A: A. A; 

'YJ ist in der idealen Maschine = 1; dabei ist An = Az = Po . s, 
wenn Po die Antriebkraft der idealen Maschine und oS deren Arbeits
weg bedeutet. Für die tatsächliche Maschine ist A. = p. S, wenn 
P die Antriebkraft der wirklichen Maschine ist. Sollen beide Ma
schinen gleiche Nutzarbeit leisten, BO folgt durch Vergleich 

p 
?l=~ ......... (72a) -' P 

Wir betrachten noch eine zusammengesetzte Maschine zur Ver
richtung mechanischer Arbeit, die aus einer Anzahl von Triebwerks
elementen besteht, z. B. aus einem Schneckengetriebe mit Ketten
antrieb, einer Räderübersetzung und einer losen Rolle; dem Ketten
antrieb. werde die Arbeit A: zugeführt; auf die Schneckenwelle 
übertragen wird wegen der Kettenreibung Al ='YJ1A:. Von dieser 
gelangt wegen Schnecken- und Lagerreibung nur A2 = 'YJl • Al 
= 'YJl • 'YJ2' A. auf den Triebling des Räderpaares. Von dieser Arbeit 
wird auf die Seiltrommel wegen Zahn- und Lagerreibung am Zahn
räderpaar As = 'YJs -A2 = 'YJl -'YJ2 -'YJs -A. übertragen; von hier auf das 
Seil wegen der Seilsteifigkeit A.I. = 'YJ4 . As = 'YJl - 'YJ2 . 'YJs • 'YJ4 . A. und 
schließlich von hier auf den Lasthaken wegen Seilsteifigkeit und 
Zapfenreibung der losen Rolle An = 1'Jr.' A4.' daher 

An = 'YJl • 'YJ2 • 'YJs • 'YJ4 . 'YJr. . Az • 
Da nun der Gesamtwirkungsgrad 'YJ = An : Az beträgt, so folgt 

'YJ ='YJl ''YJ2 ''YJs '1'J4 ''YJr, .•.••. (73) 
d. h. der. Gesamtwirkungsgrad ist das Produkt der Wir
kungsgrade aller Getriebeelemente. 

125. Arbeit und Leistung. Es gibt Fälle, in denen es nur 
auf die "Größe einer Arbeit" ankommt, nicht auf die Zeit, die zu 
ihrer Verrichtung gebraucht wurde, dann ist die Anzahl der kgm 
anzugeben. Soll z. B. der Wirkungsgrad einer im Beharrungszu
stand befindlichen Maschine ermittelt werden, so mißt man in einer 
bestimmten, sonst aber beliebigen Zeit die Antriebarbeit und die 
Lastarbeit und vergleicht sie nach GI. (72), wobei die Zeit heraus
fällt. In andern Fällen kommt es auf die "Leistungsfähigkeit" 
einer Maschine an; diese hat in bestimmter Zeit eine vorgeschriebene 
Arbeit zu verrichten (Feuerspritze, Pumpe bei Wassereillbruch). 
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Als l\Iaßstab für die Leistungsfähigkeit ist die in der Zeitein
heit verrichtete Arbeit anzusehen, die "Leistung" [mkg/sekJ; in 
der Technik ist eine größere Einheit gebräuchlich, die sog. Pferde
stärke oder Pferdekraft: 1 PS = 75 [kgmjsck]. 

Wird ein Widerstand P kg in jeder Sekunde längs eines Weges 
v [m] überwunden, mit anderen Worten: beträgt die Arbeits
geschwindigkeit v [m/sek] und die Arbeitskomponente der Trieb
kraft oder des Widerstandes P kg, so ist die Leistung 

L=P.v[kgm/sek] . . . . .. (74) 
und in PS ausgedrückt 

Pv [ J N=7[; PS ......... (75) 

Setzt man p. v = p. r· w = ]I. w, wo ]I [kgmJ das Drehmoment 
des Widerstandes oder der Antriebkraft an einer .Maschinenwelle 
bedeutet, so erhält man für die Leistung an der Welle: 

L=M[kgm],w[l/sekJ=lYI,w[kgm/sek] .. (76) 

Ist die Geschwindigkeit z. B. bei Fahrzeugen in [km/stdJ an

gegeben, also V = 3,6· (v m/sek) [km] und v = (V k3m1std) [m/sek], 
, 

so ist die Leistung in PS: 

N= p~[PS] 
270 

. (77) 

Der Unterschied zwischen Arbeit und Leistung mag noch an einem 
Beispiel erläutert ·werden. Eine Dynamomaschine in einer Kraft
zentrale leiste 1000 PS. Damit ist die sekundlich gelieferte Energie
menge, die Mächtigkeit des aus der Dynamo heraustretenden Energie
stromes, gekennzeichnet. Ein Fabrikant wünscht nun die Energie 
zum Antrieb seiner Maschinen zu kaufen. Er kauft aber nicht etwa 
1000 PS, sondern bezahlt nur die von ihm z. B. in z = 10 std tat
sächlich bezogene Energiemenge, wobei die Mächtigkeit des emp
fangenen Energiestromes entsprechend dem wechselnden Kraftbedarf 
innerhalb der z std schwanken kann. Wird nun durchschnittlich 
in dieser Zeit N = 600 [PS] gebraucht, so sind das 600·75 = 75 N[kgm] 
in 1 [sek] oder in 1 std60·60.75N[mkg], also inzstd 3600·75N·z 
[kgm J. Das ist eine reine Arbeitsmenge [kgm]; denn sie wird er
halten als Produkt aus einer Anzahl kgm/sek (= 75 N) und einer 
Anzahl sek (= 3600.z), wobei die Zeit herausfällt. 

Man nennt die von 1 PS in 1 Std. geleistete Arbeit eine Pferde
kraft-Stunde [PS-std]. Der Fabrikant kauft also nicht N [PS], son
dern N z [PS-std], elektrisch ausgedrückt: nicht Kilowatt, sondern 
Kilowattstunden. 

14* 
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Beispiel: Auf eine Welle, die n Umläufe in der Minute macht, 
werden N [PS] übertragen, indem eine Umfangskraft P [kg] an 

einem Halbmesser l' r cmJ (Maß!) = ({~~) [mJ, mit anderen Worten 

ein Drehmoment Md = Pr [kgcm] wirkt. 
Die Arbeitsgeschwindigkeit der Umfangskraft ist nach Gl. (61) 

womit 

2 lT (rem) n c , 

V = -100- . 60 Lm jsekJ , 

T p. 2 lT (r cm) . n p. (re",), 
fV= 100.60.75 =71600 [PS] 

N = ~d [kgcm] . n oder Md = 71600 N [kgcm]. (78) 
71600 n 

Beispiel: Die Leistung einer Kraftmaschine kann mit einer 
Bremse bestimmt werden, die auf einer Bremsscheibe sitzt. Das 

A 0 

durch Schrauben regelbare 
Bremsmoment Md = p. l' wird 
gemessen, indem das Brems
gewicht P mit einer Wage und 
der Hebelarm der Bremse mit 
dem Maßstab ermittelt wird. Die 
un belastete Bremse sei in bezug 
auf 0 ausgeglichen, d. h. im 

Fig. 130. Momentengleichgewicht. Die 
Reibungswärme wird durch Luft

und Wasserkühlung abgeführt. Während des Bremsversuches muß 
die Libelle a einspielen. Ist z. B. P = 30,4 kg, r = 75 cm und n = 220 
gefunden, so ist die Bremsleistullg, d. h. die an der Maschinen
welle verfügbare Nutzleistung, nach (78): 

N= ~d~~cm~= Md[~gmL~=~O,4. 7!!_: 220 = 7 [PS]. 
71600 716 71600 

Beispiel: Ein Automobilmotor, der bei 1300 Umläufen in der 
Min. Ne = 100 PS leistet, ist mit dem Triebwerk durch eine Konus
kupplung verbunden. Welcher axiale Anpressungsdruck P ist er
forderlich? 

Man wählt den mittleren Halbmesser der Kupplung möglichst 
groß, etwa r = 28 cm, ferner nach S. 122 die Öffnung des Konus 
a=100, ,u=0,15; dann wird nach GI. (34) mit GI. (78): 

J l1'Isin C~ Nsin (( 100 0,1736 ~ 
I = - = 71600 - = 71 600 - --- - -- --- = 22 I kg. 

r ,u n !tl' 13000,15·28 
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Nach der zweiten GI. (34) wäre 

p= 71600~sin(l--t/),cosa =71600--~~~ 0,1!~~±0,15 '0,9~=420kg. 
Jt ,Ltl' 1300 0,15·28 

Die in 81 dargelegten Auffassungen des Reibungsvorganges 
führen zu außerordentlich verschiedenen Ergebnissen, woraus die 
~ otwendigkeit von Versuchen hervorgeht. 

126. Kraftübertragung durch ein Triebwerk. Hier ist die 
Frage, wie groß unter Berücksichtigung der Triebwerksverluste das 
Antriebmoment 1J;Ip oder die Antriebkraft P einer Maschine zu wählen 
sei, wenn an der Lastwelle ein Lastmoment M q übertragen oder 
wenn eine Last Q gehoben werden soll. Die Antriebwelle macht 
np ' die Lastwelle nq Umläufe in der l\fi~ute, die Lastgeschwindig
keit ist vq , die Kraftg'eschwindigkeit vp [mjsek]; daher die Touren
übersetzung f{J,,} = nq : np und die Geschwindigkeitsübersetzung 
f{Jv = v q : v1" Gesucht ist eine Beziehung zwischen Mq und M p bzw. 
Q und P, in der die Verluste und die Übersetzung des 'l'riebwerkes 
zum Ausdruck kommen. 

Der Wirkungsgrad des Triebwerkes ist nach (72) 

An N" (Nutz-)Leistung der Last 17-- ~- - --
- A - N= (zugeführte od. aufgewendete) Leist.--d. Kraft 

11it Benützung von (7H) wird 

J1q 'l/q 

71 600 llIq . n'1 ll/Iq 

11~= ;,11 p:l---;; = llifl~~11 l' = 111: . f{J '0} , 

71600 
daher 

J[ 
(J '7 (79) 

lvI1' (pO> 

Wünscht man die Kraftübersetzung in der Schlußgleichung' zum 
Ausdruck zu bringen, so hat man zu setzen: 

daher 

Arbeit der Last QSq Q 
I) = -~--------~--- ----- = --- -- = --. rp 

Arbeit der Kraft P,sp P v' 

Q 
P 

1/ (80) 

In der idealen, ohne schädliche Widerstände arbeitenden :\Ia
schine ist 17 = 1; bezeichnet Po die Antriebkraft und J.llpo das An
triebmoment der idealell Maschine, so ist nach den letzten beiden 
Gleichungen 

1 
- -- -

llifj)() 
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durch Division ergibt sich 
Mpo 

1] = ij;{-; 
1 P 

Beispiel: Wirkungsgrad einer Schraube bei Lastheben 
Selbsthemmung. 

Nach GI. (72 a), (37) und (37 a) ist der Wirkungsgrad 

Mit I' =, 0,1 = tg e; 
für oc = 5° 

rJ = 46,2 

tg oc 
'I = tg (oc + er 

e = 5 ° 43' ergibt sich 
100 150 
62,8 70,7 

20° 
7:\,6 

ohne und mit 

Die Schraube ist selbsthemmend, wenn oc s: e; für oc = I! wird 
'l=tgejtg21!=~(l-tg°(J). Der Wirkungsgrad ;-iner Schraube, die 
die Eigenschaft der Selbsthemmung hat, ist demnach stets kleiner 
als 50% Dies gilt für jede Maschine mit Selbsthemmung, deren Eigenwider· 
stände also so groß sind, daß sie zum Festbalten der Last ausreichen. 

Beispiel: Wirkungsgrad des Rades an der Welle (86) oder des Hebels, 
Fig.78. 

Der Wirkungsgrad ist von den Abmessungen der'Maschine und von der 
Reibung abhängig. Versucht man 'I = Po/P mit Benützung von Po = Q (bja) 
und von pi, das aus GI. (45) berechnet werden müßte, zu bestimmen, so er· 
kennt man, daß dies außerordentlich umständlich ist; hauptsächlich stehen die 
aufzuwendenden Mittel in keinem Verhältnis zum Zweck. Unter diesen Um
ständen wird der Wirkungsgrad 'I durch Versuch bestimmt und man führt in 
einer allgemeinen Berechnung die Beziehung zwischen Last und Kraft oder 
Lastmoment und Kraftmoment gemäß GI. (79) und (80) ein. 

Beispiel: Der mecha,nische Wirkungsgrad einer Maschine ist durch das 
Verhältnis der nutzbar gemachten Arbeit zur aufgewendeten Arbeit bestimmt_ 
Bei einer \Värmekraftmaschine wird die in der Sekunde nutzbar gemachte 
Arbeit Ne mit einer Bremse gemessen, die sekundliche Arbeit Ni der Kraft, 
d. i. des Dampfes oder Gases, mit dem Indikator_ Versuche an einem Diesel· 
motor ergaben bei verschiedener Belastung der gleichen Maschine 

Ni = 106,4 88,1 72,1 52,7 21,2 PS 
Ne = 86,7 69,6 53,0 34,9 0" 

Der Unterschied Ni - Ne entfällt auf die an der Maschine auftretenden 
Reibungswiderstände und belrägt: 

Nr=Ni-Ne= 19,7 18,5 
'l,n=NcjM= 81,4 79,0 

19,1 
73,6 

17,8 
66,2 

21,2 PS 

" Der mechanische Wirkungsgrad sinkt demnach mit abnehmender Be
lastung, da die Reibung immer stärker ins Gewicht fällt, 

Von Interesse ist die Tatsache, daß sich die Eigenreibung der vorliegen
den Maschine bei allen Belastungen als merklich konstant erwiesen hat. Da 
die Umlaufzahl bei den verschiedenen Belastungen nur wenig verschieden ist, 
so ist der vom Luftwiderstand herrührende Anteil der Reibung ebenfalls als 
konstant anzusehen. Der auf Zapfen- und Führungsreibung entfallende Betrag 
ist nun gleichgroß, also unabhängig von der Größe der Belastung und von 
den Lager- und Führungsdrücken. Das deutet auf die Schmierreibung hin, 
die nach 71 vom Normaldruck unabhängig ist. Vgl. auch S_ 102. 

Beispiel: Es soll das Drehmoment des :Motors, mit dem das 
Hubwerk der Winde (Fig. 126) angetrieben wird, angegeben wer· 
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den, wenn der Wirkungsgrad der Zahnrädervorgelege je 96 % (bei 
unbearbeiteten Gußzähnen 90 -:- 95 0 / 0 , bei bearbeiteten bis über 
98 0/ 0) beträgt und der Koeffizient des Seilwiderstandes in Ermange
lung von Versuchsangaben zu k= 1,04 angenommen wird. Es 
sollen die im Beharrungszustand an den 4 Getriebewellen auftreten
den Drehmomente und deren Umlaufzahlen angegeben werden, 
wenn der Hubmotor 30 PS bei 450 Umdrehungen in der Minute 
leistet. Nutzlast und Hakengeschirr wiegen 30500 kg_ 

WirkUllgsgrad des Flaschenzuges mit i losen Rollen, (2 i - 1) 
losen und festen Rollen 

P k2i _1 0268 
1lt ='j= 2i.-kii-=1(k-~1)= 2T1,~18.0,04 =0,917 

Wirkungsgrad der 3 Zahnrädervorgelege nach (73) 

'Y/2 = 0,96 3 = 0,885 
Wirkungsgrad der Trommel 173 = 0,96 
Gesamtwirkungsgrad 'Y/ = 'Y/I '172 '173 = 0,917·0,885·0,96 = 0,78. 
Gesamtgeschwindigkeitsübersetzung f{!v zwischen einem im Ab-

stand r von der 1\1otorachse befindlichen Punkt, in dem die Trieb
kraft P angreifend gedacht ist, und der Last, wenn r' den Trommel
halbmesser und f{!w die gesamte Toureniibersetzung der 3 Vorgelege 
bedeutet, nach GI. (68) und (73) 

1-' 1 r' 1 1 
f{!v= -;: f{Jw' 2i =; 60 '2.3' 

Nach GI. 80 ist demzufolge 
Q 'Y/ 'Y/·r·2i 
P = f{!v = -;"'f{!w 

Da p. r = MI [kgcm] das Antriebmoment an der 1I10torwelle ist, so 
hat man 

17·2i 0,78·2·3·60 
Q=-,.- .. MI =--3-63 -MI =7,72M1 [kg]. 

r f{!w , 

Das Antriebmoment an der Motorwelle hat andererseits nach GI. (78) 
die Größe . 

N 30 
]lfi = 71600.; = 71600 45'0 = 4770 [kgcm], 

woraus 
Q= 7,72·4770 = 36800 [kg], 

während die nominelle Hächstlast 30000 kg beträgt. 
Die Drehmomente sind an der 

2. Welle. . . . . 1112 =4770.0,96.5 23700kgcm 
3. Welle. . . . . 111:)=4770.0,962 .5.3 65400" 
4. (Trommel-)Welle 1114 =4770.0,963 .5.3.4=253000" 
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Ferner ist 

450 
11. = - =30· 

. 1 5.3 ' 

Statik. Arbeit. 

450 
11 =---- = 90· 
~ 5 ' 

450 
114 =----~ = 7,5 i. d. Min . 

5·3·4 

127. Arbeit~llrinzill und Gleichgewichtsbedingung. Aus einer 
Gleichgewichts- und aus der Zwanglaufbedingung einer idealen 
~laschine ist der umkehrbare Arbeitssatz : "Arbeit der Kraft gleich 
Arbeit der Last" abgeleitet worden (vgl. 122). Er wurde überdies 
in 124 als ein Sonderfall des Prinzipes der Erhaltung der .B~nergie 
erkannt. Man kann diese Folgerung auch umkehren. Ist für eine 
zwangläufige ideale Maschine der Arbeitssatz erfüllt, so besteht 
Gleichgewicht: Die Maschine befindet sich in Ruhe oder im Be
harrungszustand. So bald man in den Besitz des Energiegesetzes 
gelangt ist, das in dem bezeichneten mechanischen Sonderfall schon 
frühe von einzelnen Forschern erschaut worden ist, vermag man 
mit seiner I-lilfe die Gleichgcvvichtsbedingungen der Kräfte abzu
leiten, z. B. für die schiefe Ebene, die Schraube, es läßt sich selbst 
der Parallelogramms atz erschließen. An die Spitze des ganzen 
:Vfechaniklehrgangs gestellt, würde der Satz eine sehr kurze Ab
leitung der Gleichgewichtsbedingungen, sowie der für Maschinen 
gültigen Beziehungen gestatten. Es erscheint jedoch für einen 
Studierenden, der noch nicht mit den Gleichgewichtsbedingnngen 
vertraut ist, außerordentlich schwierig, den vollen Inhalt des Ar· 
beitssatzes zu erfassen und diesen Satz als eine primäre Erkenntnis 
in sich aufzunehmen. Der Gewinn, der in einer kurzen Ableitung 
der Lehrsätze der Mechanik gelegen sein kann, wird dadurch in 
Frage gestellt, daß diese Sätze auf eine ganz formale Weise sich 
ergeben, die dem Anfänger das Vertrautwerden mit der Statik eher 
erschwert. Daher ist hier auf diesen vielleicht doch nur schein
baren Gewinn an Zahl der Axiome, sowie an Zeit und Umfang· 
der Darlegung verzichtet. Der eigelltliche Nutzen des Arbeitssatzes 
kommt ja doch an ganz anderer Stelle zum Vorschein, nämlich 
bei der Lösung schwieriger Aufgaben. Da diese aber erst später 
in Angriff genommen werden, so genügt es, mit der allgemeinen 
Bedeutung und Verwendbarkeit des Arbeitsprinzipes auch erst später 
vertraut zu werden, wogegen freilich die Begriffe Arbeit und Leistung 
vom Ingenieur sehr frühzeitig gebraucht werden. 

Wie das Arbeitsprinzip zur Aufstellung der G leichgewichtsbeLlin
gung benützt werden kann, sei an zwei einfachen Beispielen erläutert. 

1. Die Erückenwage. Das Prinzip derselben geht aus Fig. 131 
hervor. Wir verfolgen zunächst die Bewegung der ,Vage, wenn 
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der Wagbalken AD um einen kleinen Winkel deI' ausschlägt, etwa 
so, daß A nach oben rückt. Die Punkte Bund D senken sich 
unter die Horizontale um 
CB·drp und CD·dcp; um 
ebensoviel senken sich auch, 
bei hinreichender Kleinheit 
von drp, die Punkte E und 
F Da P hierbei um K 
schwingt, so bewegt sich 

Punkt G um (~-~). CD.drp 

naeh abwärts. Ist nun die 
Wage von Anfang an so 
konstruiert, daß 

CB: CD=GK:FK, 

daß also , (GK) cB= - - ·CD 
FK ' 

F ig . 131. 

so ist die Senkung von G gleieh der Senkung von B oder da
mit auch von E; die "Brücke" EG bleibt also beim Wägen sich 
selbst parallel. Dem Gesagten zufolge ist der Weg der Kraft (d. h 
des Gewichtes) = AC·drp und der Weg der Last Q: 

CE·dr = (~~)'CD.dq) . 
Nach dem Arbeitsprinzip : Arbeit der Kraft gleich Arbeit der Last 
ist daher: 

P·AC·drp= Q·CB·dcp = Q (~~) CD· der 

P= Q(~~)-(~~). 
Das Produkt der rechts von Q stehenden Klammerausdrücke ist 

die Übersetzung der Wage (GI. 68). Ist z B (-~~) =~- und .. PK 10 

CD 
AC 

1 

io' so ist 

Q p=-- -
100 ' 

d. h. die Wage ist eine Zentesimalwage. 
Zur äußersten Verminderung der Reibung sind die Gelenkpunkte 

als Schneidenlager ausgebildet. 
2. Die Robervalsche Tafel wage. Das Prinzip geht aus 

Pig. 132 hervor, C und C' sind die festen Drehpunkte, A J A~A/ A/ 
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ein Gelenkparallelogramm. Bei einer kleinen Drehung der Wag'
balken Al A2 und A/ A 2' um den Winkel d cp hebt sich z. B. Al 
und damit P um ll·dcp, während sich A2 und damit Q um l2·dcp 
senkt. N ach dem Arbeitsprinzip ist: 

P·ll dcp = Q ·l2 . dfp 
P·l! = Q·l2' 

gleichgültig wie groß Xl und x2 sind, d. h. wo auf den Wagschalen 
auch die Gewichte liegen mögen. 

3. Bestimmung der Leitlinie für da~ Gegengewicht 
einer Falltüre. Es soll für die um C drehbare Falltüre AC 
(Fig. 133) vom Gewicht 2 Q die Leitlinie für das Gegengewicht G 
so bestimmt werden, daß die Türe B 

sich in jeder Lage im Gleich
gewicht befindet. Falltüre ein 

( 

v,w$////#//& 

Fig. 132. 

~ 

c 

M ) 

Fig. 133. 

.:c : a 

homogenes Hechteck. ABG ein über eine feste Holle bei B 
gehendes Seil, das die Falltüre mit dem Gegengewicht G verbindet. 
X und y die Koordinaten des Gegengewichts G. 

Das Arbeitsprinzip ergibt, wenn Heibungswiderstände nicht zu 
berücksichtigen sind: 

dz 
2Q·2- G . dy =0, 

woraus durch Integration: 

Qz=Gy+C. 

Für z=O sei y=b und damit C=-Gb 

Qz= G(y- b). 

Wenn z = 0, hänge das rechtsseitige Seiltrum vertikal herab. 
In diesem Falle ist aber die Seilspannung S = G. Andererseits er
gibt sich bei horizontaler Lage der Falltüre diese Spannung S auch 
aus der Gleichung 

S' 0 Q a . . cos 45 . a = 2 . 2" . 
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Man hat daher: 

G·cos450=Q; G=Q·1l 2, 
womit die Gleichung Qz = G(y - b) übergeht in 

z = (y - b) 11'2" _ 
Des weiteren ist: 

und damit 

Da aber 

woraus 

so ergibt sich 

s-cos'!jJ= a -z; z=a-s-cos '!jJ, 
r -cos cp = a - y; y = a - r cos cp 
a- s-cos '!jJ = (a - rcos cp - b) 11'-2"_ 

S2 = S cos '!jJ -2 a, 
S2 

s-cos'!jJ= 2a ' 

schließlich mit s + r = l: 

a_(l~r)2 =(a-rcoscp-b)V2 
2a 

als Polargleichung der gesuchten Leitlinie_ Will man die Linie 
auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem mit dem Ursprung C und 
der y-Achse OB bezogen erhalten, setzt man 

wodurch 

Damit 

rcoscp=a-y und rsincp=x, 
r2 =x2 + (a _y)2_ 

geht die Kurvengleichung über in: 

(t _ [l- ~~j- (a~~y)21 = (y _ b) 11'2_ 
2a 



H. Abschnitt. 

Dynanlik des materiellen Punldes. 
(Kinetik des materiellen Punktes.) 

128. Aufgaben und Bezugssystem der Dynamik. Die S tat i k 
handelt vom Gleichgewicht der Kräfte an einem ruhenden oder 
g'leichförmig bewegten Körper. Die Dynamik befaßt sich mit der 
ungleichförmigen Bewegung und den mit ihr verknüpften Kräften. 
Der Dynamik fallen zwei Aufgaben zu: 

1. Den Verlauf einer wirklich vorkommenden Bewegung und 
ihre wesentlichen Merkmale zu beschreiben. Dies ist die Aufgabe 
der Phoronomie oder Kinematik, die nur de\' Begriffe Raum 
und Zeit bedarf. Unter Kinematik versteht man besonders noch 
die Lehre von der Bewegung der Mechanismen, von H.euleaux 
Zwanglauflehre genannt. Die Dynamik im engeren Sinn handelt 
yon den mit der Bewegung yerbundenen Kräften. 

2. Aus gegebenen bewegenden Kräften mit H.ücksicht auf die 
yorhandenen Bewegungsmöglichkeiten die Bewegung vorauszusagen. 
Dieses dynamische Problem wird kinetisch genannt, und sofern 
auch noch die Reaktionen oder inneren Kräfte a,ngegeben werden 
sollen, kinetostatisch. 

Soll eine wirklich vorkommende Bewegung genau beschrieben 
werden, so muß vor allem ein eindeutig festgelegter Beobachtungs
standpunkt gewählt werden, der durch 4 in unveränderlicher Ent
fernung voneinander bleibende Punkte bestimmt ist, die nicht in 
einer Ebene liegen; durch diese kann man in eindeutiger Weise ein 
dreiacbsiges Koordinatensystem legen. Irgendeine Lage eines be
wegten Punktes ist dann durch die 3 z. B. rechtwinkligen Koordi
naten xyz anzugeben, an deren Stelle auch gleichwertige Angaben 
in Polar- oder Kugelkoordinaten treten können. Die aufeinander
folgenden Lagen eines bewegten Punktes bilden seine Ba h n in bezug 
auf den gewählten Standpunkt. Die Bahn kann je nach Umständen 
durch Beobachtung, Zeichnung oder Modellversuch ermittelt werden. 
Die Kenntnis der Bahn ermöglicht jedoch nur eine ganz allgemeine 
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Beschreibung der Bewegung, etwa als gerad- oder krummlinig, 
eben, räumlich. Tritt aber zur Ortsangabe oder -messung auch 
noch die Zeitmessung, so daß die Lage des bewegten Punktes 
zu j ed er Zei t angegeben werden kann, so läßt sich schon viel 
mehr und Genaueres über die Bewegung aussagen; man kann von 
einem bestimmten Fixpunkt der Bahn aus die Baiflnliinge angeben, 
die der bewegte Punkt nach Verfluß von t [sek] durchlaufen hat; 
sie heißt der Weg des Punktes und die Gleichung 8 = f(t) die 
Weggleichung des bewegten Punktes. Die Intensität, mit der der 
IV eg in der Zeiteinheit zunimmt, ist ein Maß für die Schnelligkeit 
der Bewegung, für deren Geschwindigkeit; die Intensität, mit 
der sich die Geschwindigkeit mit der Zeit ändert, die Beschleu
nigung; mit diesen noch eingehend zu· besprechenden Begriffen 
ist die Bewegung in bezug auf den gewählten Standpunkt eindeutig 
beschrieben. Weitere Begriffe - etwa die zeitliche Änderung der 
Beschleunigung - sind entbehrlich. 

Es soll gleich hervorgehoben werden, daß, wenn die Lage des 
bewegten Punktes zu jeder Zeit bekannt ist, auch seine Geschwin
digkeit und Beschleunigung zu jeder Zeit angegeben werden kann; 
wie sich auch umgekehrt aus dem zeitlichen Verlauf der Be
schleunigung, sofern dieser vollständig bekannt ist, auf Geschwin
digkeit und ·Weg schließen läßt; nur muß dazu noch, wie aus 153 
deutlicher hervorgehen wird, in einem bestimmten Zeitpunkt die 
Geschwindigkeit und die Lage des bewegten Punktes bekannt sein. 

Nun kann der bisher eingenommene Beobachtungsstandpunkt 
selbst in Be\vegung sein, z. B. die Erdoberfläche, das Gestell eines 
Fahrzeuges (Eisenbahnwagen, Fahrstuhl, Glocke mit Klöppel, Zylinder 
eines Rotationsmotors mit Kolben u. a.), wobei die Bewegung des 
bisherigen Standpunktes von einem neuen, durch 4 nicht in einer 
Ebene liegende und gegenseitig unveränderliche Punkte bestimmten 
Standpunkt aus beobachtet wird. Was vom alten Standpunkt aus 
beobachtet und beurteilt wurde, also Bahn, Geschwindigkeit und 
Beschleunigung, nicht minder auch die später zu betrachtenden 
Beschleunigungskräfte, sind als rel a ti v zum ersten Beobachtungs· 
standpunkt zu bezeichnen; in bezug auf den neuen Standpunkt, 
sofern dieser unbewegt ist, nennt man sie absolut. Ob der neue 
Standpunkt sich selbst bewegt, kann nur entschieden werden, wenn 
man in der beschriebenen Art von 4 neuen Fixpunkten ausgeht. Wenn 
man keine neuen mehr aufzufinden vermag, so bleibt die l<-'rage, 
ob der zuletzt eingenommene Standpunkt sich bewege und wie, offen. 

Ob sich ein Standpunkt dreht, kann "\yenigstens theoretisch 
mit Hilfe von Kreiseln entschieden werden, die kräftefrei und 
allseitig drehbar gelagert sind, etwa in einem kardanischen Gelenk. 
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Wir begnügen uns mit dieser Feststellung und lassen die 
Frage nach einem absolut ruhenden Bezugsystem offen. In diese 
hier eindringen zu wollen, verspricht für die technische Mechanik 
nicht einmal viel Nutzen, ganz abgesehen von der Schwierigkeit 
der Frage. Dagegen werden wir uns eingehend mit der Unter
suchung der Bewegung und Kraftverhältnisse zu befassen haben, 
die auftreten, wenn ein Beobachtungsstandpunkt gegenüber einem 
anderen, den man als ruhend voraussetzt, merklich sich ändert. 
Ist diese Frage geklärt, so wird dadurch auch auf die allgemeinere 
Frage ein Licht geworfen, unter welchen Bedingungen man von der 
Bewegung eines Beobachtungsstandpunktes ohne allzu großen Fehler 
absehen darf und wenn nicht; davon wird bei der relativen Be
wegung die Rede sein. So ist auszusprechen, daß alle unsere 
Angaben und Ermittlungen über Bewegungen relative sind. Meist 
genügt es bei technischen Aufgaben, ein mit der Erde fest verbundenes 
Koordinatensystem als absolut ruhend anzusehen; der Fehler wird 
kaum merklich, macht sich jedoch bei Untersuchung eines weit
gehenden Schusses schon deutlich bemerkbar. 

Das Trägheitsgesetz des materiellen Punktes in 6 ist auf 
einen absolut ruhenden Standpunkt bezogen gedacht. 

10. Kapitel. 

Theoretische Grundlagen. 

§ 18. Kinematische HilfsIeltreu. 

129. Gleichung der Bewegung in der Bahn. In Fig. 134 sei 
A' 0 A" die Bahnlinie eines sich bewegenden Punktes und 0 ein auf 

o 

3" dieser Linie beliebig ange
nommener fester Punkt, der 
die Bahn in zwei Zweige 
teilt, in einen positiven und 
einen negativen. Dabei wol-
len wir den Zweig 0 A" als 
den positiven festsetzen. 

In dem Augenblick, von 
dem an wir bei der zu be
obaehtenden Bewegung die 

Zeit zählen, also zur Zeit 0, sei Ao die Lage des bewegten Punktes 
in der Bahn; nach Verfluß von t1 Zeiteinheiten, d. h. zur 
Zeit t1 , befinde sich der Punkt in Al' zur Zeit t2 in A2 usf. Man 

Fig. 134. 

A' 
-$ 
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mißt nun der Bahnlinie entlang die Abstände 81 , 82 , 8 3 ••. der 
auf der Bahnlinie bezeichneten Punkte Al' A2 , .A3 • • • von dem 
festen Punkt 0, legt den gemessenen Abständen 8, je nach der 
Lage des betreffenden Punktes A auf dem +- oder - -Zweig der 
Bahnlinie, das +- oder - -Zeichen bei, trägt in einem rechtwinkligen 
Koordinatensystem (}'ig. 135) die Zeitabschnitte t1 , t2 , t3 ••• als 
Abszissen, die zugehörigen Werte 811 82 ,83 •.• als Ordinaten auf 
und verbindet die Endpunkte der letzteren durch eine stetige Linie. 

Fig. 135. 

Aus dem so erhaltenen Diagramm, dem Zeit-Weg-Diagramm 
der Bewegung, kann zu einem beliebigen t das zugehörige 8 und 
damit die jeweilige Lage des bewegten Punktes in seiner Bahn
linie entnommen werden. Ist 

8 = f(t) . . . . . . . . . . (81) 

die Gleichung der (8, t)-Linie oder Zeit- Weg-Linie, so kann man 
aus dieser den Abstand 8 für einen beliebigen Punkt auch berechnen. 

130. Gleichförmige Bewegung. Angenommen, es habe sich 
als Zeit-Weg-Linie eine Gerade ergeben und demzufolge als 
Gleichung der Bewegung in der Bahn die Gleichung 

8=a+ct. 

Diese Geichung liefert für t = 0, 8 = 80 = a; es ist daher der 
Koeffizient a der anfängliche Abstand des bewegten Punktes 
vom festen Punkt 0 der Bahnlinie. Setzt man des weiteren nach
einander t= 1, = 2, = 3, ... Zeiteinheiten, so erhält man als 
entsprechende Werte von 8: 

8 =a+c' 1 , 8 =a+2c' 2 , 8S =a+ 3c; ... 

und damit 



224 Dynamik des materiellen Punktes. Theoretische Grundlagen. 

81 -S0 ; S2-81; 83-8~; .•. sind aber die Wegstrecken, die 
vom bewegten Punkte in den aufeinander folgenden Zeiteinheiten 
beschrieben werden. Im vorliegenden Falle legt also der Punkt in 
gleichen Zeitabschnitten gleiche Wegstrecken zurück, d. h. 
die durch die Gleichung 8 = a + ct ausgedrückte Bewegung 
ist eine gleichförmige. 

Es handle sich nunmehr um zwei in einer und derselben 
Bahnlinie gleichförmig sich bewegende Punkte 1 und 11. Für 
den Punkt I sei die Gleichung der Bewegung in der Bahn 

8=a+ e'l; 

für den Punkt 1I dagegen: 

s=a+e"t; 

wobei c' > c". Für t = 0 ergibt sich bei beiden Punkten 8 = a, 
beide bewegte Punkte befinden sich somit zu Zeit 0 an der gleichen 
Stelle der Bahn. Da aber e' > e", so ist für jedes beliebige t der 
Abstand 8 des Punktes I vom festen Bahnpunkt 0 größer als der· 
jenige des Punktes 11, der Punkt I kommt also schneller voran 
als der Punkt 1I, oder: die Geschwindigkeit des Punktes I ist 
eine größere als diejenige des Punktes Il. Der Koeffizient c in der 
Gleichung 8 = a + ct bedingt daher den Grad der Geschwindigkeit 
der Bewegung, er wird deshalb kurzweg als Gesch windigkeit 
bezeichnet. Oben fanden wir 

oder c als den Weg in der Zeiteinheit. Somit hätte man bei 
der gleichförmigen Bewegung unter der Geschwindigkeit 
zu verstehen den in der Zeiteinheit tatsächlich zurück
gelegten Weg. 

Legt nun ein gleichförmig sich bewegender Punkt in t Zeit
einheiten den Weg 8 zurück, so ist seine Geschwindigkeit 

8 
V=-. 

t 

131. Ungleichförmige Bewegung. Zeichnerische Ermittlung 
der Geschwindigkeit. Jede Bewegung, die nicht gleichfötmig 
ist, nennt man ungleichförmig. Da eine gleichförmige Bewegung' 
im Zeit- Weg-Diagramm Fig. 135 sich als Gerade abbildet, so ist 
jede Bewegung, deren Zeit-Weg-Linie eine Kurve ist, ungleichförmig. 

Was ist nun bei einer ungleichförmigen Bewegung unter der 
Geschwindigkeit zu verstehen? 

Ein ungleichförmig sich bewegender Punkt durchlaufe einer 
Beobachtung zufolge in Llt [sek] einen Weg Ll8 [m], seiner Bahn ent-
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lang gemessen. In 1 sek legt er folglich den Weg vm = ~; zurück; 

dieser ist als die durchschnittliche Geschwindigkeit in dem Zeit
abschnitt L1 t zu bezeichnen. Das ist aber noch nicht die wahre 
Geschwindigkeit; denn der Punkt kann sich während der Zeit L1 t 
teils schneller, teils langsamer bewegen. Der wahren Geschwindig
keit nähert man sich nun um so mehr, je kürzer man die Be
obachtungszeit wählt. Genau wird sie erst dann erhalten, wenn L1 t 
denkbar kurz angenommen wird, womit auch L1 s denkbar klein 
wird, und damit auch der Fehler, den man begeht, wenn man die 
Bewegung auf L1 s während L1 t [sek] als gleichförmig annimmt. 
Die wahre Geschwindigkeit v des Punktes in seiner Bahn zur Zeit t 

ergibt sich demnach als Grenzwert 0: 0 des Verhältnisses .~ ;, als 

der sog. Differentialquotient oder die Ableitung ~; des Weges 

nach der Zeit: 
ds L1s. 

v = -=lim -- = S1) 
dt Ll t 

. (82) 

Ist also der zeitliche Verlauf einer Bewegung durch s = {(t) 
gegeben, so erhält man die Geschwindigkeit zur Zeit t durch Ab
leiten von s nach t. Wir bestätigen das für die oben besprochene 
gleichförmige Bewegung s = a + cf; nach t abgeleitet gibt v = s = c, 
in Übereinstimmung mit dem oben unmittelbar hergeleiteten Ergebnis. 
V{äre anderseits s = 10· t2 , und die Geschwindigkeit 10 sek nach 

ds 
Beginn der Zeitmessung gesucht, so wäre v = dt = 20 t, also für 

t= 10 [sekJ v=200 [m/sek]. 

Von der Richtung der Geschwindigkeit soll in 171 die Rede 
sein. Hier wollen wir nur vom Vorzeichen von v sprechen. Die 
Zeit, während der eine Bewegung verfolgt wird, ist als eine po
sitive und zunehmende Größe anzusehen, daher ist d t stets positiv. 

Infolgedessen ist das Vorzeichen von v = :: einzig vom Vorzeichen 

von ds abhängig. v ist (+, wenn ds (+ ist, d. h. wenn der Ab
stand vom Fixpunkt 0 der Bahn Fig. 134 wächst oder abnimmt, 
Nennt man eine Bewegung in der (+ s-Richtung eine Vorwärts-

1) Wir werden im Nachfolgenden häufig die bequeme Schreibweise be
nützen, derzufolge die erste, zweite usf. Ableitung einer Größe s nach der 
Zeit mit s, S, bei höheren Ableitungen mit sen) bezeichnet wird . 

.'I. n t e n ri e t h - E n ss li n, Technische )[echanik. 2 . .'1.\10, 15 
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bzw. Rückwärtsbewegung, so ist V bei der Vorwäl'tsbewegung 
positiv, bei der Rückwärtsbewegung negativ. 

Bei einer ungleichförmigen Bewegung ist v mit der Zeit yer
änderlich; man versteht unter Geschwindigkeit v einer ungleich
förmigen Bewegung zur Zeit t die Strecke, die der bewegte Punkt 
in einer Sekunde zurücklegen würde, wenn er sich vom bezeichneten 
Zeitpunkt ab gleichförmig weiterbewegte. 

Während ds streng genommen ein Grenzwert ist, ist es üblich 
dt 

und bequem, ds und dt als sehr kleine Werte aufzufassen, im Sinne 
von LI s und LI t. Die während dt sich abspielende Bewegung nennt 
man Elementarbewegung. Wenn bei Gebrauch dieser Auffassung 
ds = v· dt gesetzt wird, sc läßt sich das sehr faßlich RO aussprechen: 
Während einer denkbar kurzen Zeit darf man die Ge
schwindigkeit (d. h. die zeitliche Wegänderung) so berechnen, 
als 0 b die Elementarbewegung gleichförmig wäre, m. a. W. 
als ob ds mit dt proportional sich änderte. 

Wir wenden dies zur zeichnerischen Ermittlung der Ge
schwindigkeit auf einen bestimmten Fall an, indem wir noch 
weitere Erläuterungen über das Zeit-Weg-Diagramm anknüpfen. 
Fig. 136 zeigt einen Antrieb einer Schütteirinne. Die Wege s der 
SchütteIrinne, von einer Totlage 1~ aus gemessen, sind für eine 
Anzahl von Stellungen der Antriebkurbel durch Zeichnung ermittelt 
und in der darunter stehenden Figur in Abhängigkeit des Kurbel
winkels aufgetragen. Wenn die Antriehkurbel gleichförmig um
läuft, so bildet sie gleichsam einen Uhrzeiger, und man darf statt 
des Kurbelwinkels die diesem proportionale Zeit setzen. Für die 
Bahng'eschwindigkeit zur Zeit t erhält man einen Näherungswert, 
wenn man unter Berücksichtigung des benützten Weg- und Zeit
maßstabes aus der Figur den in einer kleinen Zeit LI t zurück-

Lls 
gelegten Weg LI s entnimmt und v = Llt bildet, d. h. den Differenzen-

quotienten an Stelle des Differentialquotienten. Das Weg -Zeit
Diagramm gibt nun dem freien Auge Aufschluß über den zeitlichen 
Verlauf der Geschwindigkeit. Läßt man nämlich LI t und damit LI s 

. ds . Lls 
denkbar klein werden, so wIrd -- = 11m - = tg a die Tangens 

dt LI t 
des Neigungswinkels der Weg-Zeit· Kurve gegen die t-Achse, und 
da tga mit a zunimmt, so bildet die Neigung der Weg-Zeit-Kurve 
ein Maß für die Geschwindigkeit. Letztere ist da am größten, wo 
die (s, t)-Kurve am steilsten ist, und da gleich Null, wo diese Kurve 
der Zeitachse parallel läuft. Man kann demnach durch Tangenten-
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ziehen 1) die Geschwindigkeit näherungsweise ermitteln, dazu ver
wendet man am zweckmäßigsten ein Spiegellineal, d. h. ein Lineal 
mit Dreieckquerschnitt aus schwarzem undurchsichtigem Glas, das 
zwei aufeinander senkrecht stehende Spiegelflächen hat. An flachen 
Stellen der Kurve erzielt man die größte Genauigkeit durch Zeichnen 
der Normalen, an stark gekrümmten Stellen durch Zeichnen der 
Tangenten. Bei der Ausrechnung ist der Zeichenrnaßstab zu be
rücksichtigen. Bedeutet in der Zeichnung 1 mm Abszisse ?n [sek ] 
und 1 mm Ordinate n [mJ, so sind Ll t mm der Zeichnung gleich 
1/!.Llt[sekJ und ds[mmJ der Zeichnung gleieh n.Lls[mJ in Wirk
lichkeit, so daß 

Lls n·Lls n 
v = !im - = <--- = -. tg G 

Llt Jn·Llt m 
(83) 

Das aus der Zeichnung entnommene tg a muß also mit dem 
Maßstahverhältnis n: m multipliziert werden, damit die gesuchte Ge
schwindigkeit erhalten wird. 

132. Beschleunigung. Zeichnerische Ermittlung der Be
schleunigung. Um eine ungleichförmige Bewegung, bei der sich 
die Geschwindigkeit im Lauf der Zeit ändert, genau beschreiben 
zu können, ist es unerläßlich, ein Maß für die Geschwindigkeits
änderung aufzustellen. Wir müssen das schon aus dem Grunde 
tun, weil, wie in 6 und Hol dargelegt, mit einer Geschwindigkeits
änderung eine dynamische Kraft verbunden ist. Um mit diesem 
wichtigen Begriff recht vertraut zu werden, betrachten wir zunächst 
den denkbar einfachsten Fall, in dem die Geschwindigkeit längs 
der Bahn gleichmäßig mit der Zeit wächst oder abnimmt. Man 
nennt diese Bewegung gleichförmig verändert, und zwar 
gleichförmig beschleunigt, oder gleichförmig verzögert, je 
nachdem die Geschwindigkeit mit der Zeit proportional wächst 
oder abnimmt. Ist z. B. die Geschwindigkeit zu Beginn der Be
obachtung vo' und ist sie nach 1 [sekJ um b gestiegen, hat also 
den Wert Vo + b, dann beträgt sie wegen ihrer gleichförmigen Zu
nahme nach 2 [sek ] Vo + 2 b und nach t [sek ] 

v=vo+ b·t (84) 

Die Zunahme b der Geschwindigkeit in einer Sekunde heißt 
die Beschleunigung. die Abnahme Verzögerung. Soll z. B. ein 
Förderkorb, der im Schacht eines Bergwerkes mit 15 [rn/sek ] Ge
schwindigkeit abwärts fährt, durch Bremsen in 5 [sek ] gleichmäßig 

1) Ein anderes Verfahren gibt R. Sla by in Z. Ver. Deutsch. lng. 1913, 
S. 821 an; siehe noch ebenda S. 1887. Vgl. auch A. Wagen er, Physik al. 
Zeitschr. 1909, S.57. 
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verzögert und stillgesetzt werden, so muß die Geschwindigkeit in 
einer Sekunde um 15: 5 = 3 [m(sekJ: [sek] geändert werden; die 
Verzögerung beträgt demnach 3 [m(sek] in einer Sekunde. 

Die Maßzahl einer Beschleunigung erhält man, wenn man die 
GI. (84) nach bauflöst: 

b=~-vo. 
t 

Die _Maßzahl einer Beschleunigung ist demnach der Quotient 
der Maßzahl von v - vo' d. h. [m(sek] und der Zeit t [sek], das gibt 
[m(sek2J. 

Zeichnet man, nach dem Vorbild des Zeit-Weg-Diagrammes, 
nunmehr das Zeit-Geschwindigkeits-Diagramm der gleichförmig ver
änderten Bewegung, indem man als wagrechte Abszissen die Zeit t, 
als senkrechte Ordinaten die zugehörigen Geschwindigkeiten des 
bewegten Punktes aufträgt, so ergibt sich eine gegen die t-Achse 
geneigte Gerade. 

Wir können sofort beifügen, daß die Zeitgeschwindigkeitslinie 
einer ungleichförmig veränderten Bewegung eine Kurve ist. 

Wie drückt sich nun die Beschleunigung längs der Bahn 
bei einer beliebig veränderten Bewegung aus? Wir verfahren 
gen au wie bei der Definition der Geschwindigkeit einer ungleich
förmigen Bewegung auf S. 225. Zur Zeit t sei die Geschwindigkeit V; 
L1 t [sek] nachher V + L1 v. Sie hat sich demnach in L1 t [sek ] um L1 v 

Llv 
geändert, in einer Sekunde also durchschnittlich um Lit. Das ist die 

durchschnittliche Beschleunigung bm während LI t sek. Diese kann 
sich aber innerhalb des Zeitraumes At selbst noch ändern, jedoch 
um so weniger, je kleiner.LI t angenommen wird. Je kleiner man 

Av 
At wählt, desto mehr nähert sich das Verhältnis Lit einem festen 

Grenzwert, der angibt mit welcher Intensität sich die Geschwindig
keit momentan ändert; aus der durchschnittlichen Beschleunigung b", 
wird schließlich die wahre Beschleunigung·b 

. Llvl dv. 
b=lIm~1 =-=v _ ..... (85) 

LJi .Jt=o dt 
ds . 

Da nun nach (83) v = Tl 1st, so hat man auch 

b_dv_d2S __ _ 
- dt - dt2 - S . . . . . . (85a) 

Die Beschleunigung eines bewegten Punktes längs 
seiner Bahn wird also durch einmaliges Ableiten der Ge
schwindigkeit v = rp (t) oder durch zweimaliges Ableiten des 
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Weges s = {(t) nach der Zeit erhalten. Man bestätige das sogleich 
für den einfachsten Fall, der gleichförmig veränderten Bewegung 
(vgl. 130, Anfang). 

Das Vorzeichen der Beschleunigung ist, da dt stets positiv ist, 
durch das Vorzeichen von dv bestimmt. Nun ist nach der Verein
barung auf S. 226 die Geschwindigkeit bei Vorwärts bewegung positiv, 
bei Rückwärtsbewegung negativ; demnach ist die Geschwindigkeits
änderung dv positiv bei beschleunigter Vorwärts- und verzögerter 
Rückwärtsbewegung, und negativ bei verzögerter Vorwärts- und 
beschleunigter Rückwärtsbewegung. Dies läßt sich auch kürzer aus
drücken, wenn die Beschleunigung als gerichtete Größe aufgefaßt 
wird (vgl. 14:0). Wenn die einfache Schwingungsbewegung be· 
trachtet wird, mag man sich hieran erinnern. 

Der Studierende lasse sieh die Mühe nicht verdrießen, den 
Llv 

oben geschilderten Grenzübergang lim Te an Hand eines Zahlen-

beispieles selbst allmählich zu vollziehen. Er wird auf diese Weise 
den Beschleunigungsbegriff sich anschaulich und exakt zu eigen 
machen. Dazu gibt gleich das folgende Beispiel Gelegenheit. 

Die Beziehung s = {( t) zwischen dem Weg eines Punktes und 
der Zeit ist nicht immer in l<'orm einer Gleichung angebbar. Man 
muß sie sich besonders bei verwickelten Mechanismen oder un
bekannten Bewegungsvorgängen (Bewegung des Schreibstiftes eines 
Indikators, eines Ventiles, eines Selbstgreifers zum Transport von 
Kohle u. dgl.) durch Zeichnung, Modellversuch oder mit l\leßvor
richtungen (Stimmgabel, Weg-Zeit-Indikatoren) erst verschaffen. Wir 
haben dies für die Bewegung einer Schüttelrinne in Fig. 136 aus
geführt, und aus dem Weg-Zeit-DiagrlJ.mm kann sodann die Ge
schwindigkeit in einer Reihe von Zeitpunkten nach S. 226 graphisch 
ermittelt werden. Die gefundenen Werte werden gleichfalls in Funk
tion der Zeit aufgetragen (Fig. 136) und zum Ausgleich der unver
meidlichen Zeichenfehler durch einen mit Gefühl eingezeichneten 
Kurvenzug verbunden. -Aus der so erhaltenen Zeit-Geschwindigkeits
Kurve können schließlich die Beschleunigungen näherungsweise 
durch Tangentenziehen gefunden werden, wie die Geschwindigkeit 
aus dem Zeit-Weg-Diagramm. Das ist auf S.226 ausführlich dar
gelegt. Das Zeit-Geschwindigkeits-Diagramm gibt auch in ganz 
analoger Weise sofort anschauliche Auskunft über den zeitlichen 
Verlauf der Beschleunigung. Die Beschleunigung ist am größten 
da, wo sich die Geschwindigkeit am stärksten mit der Zeit ändert, 
d. h. da, wo die Zeit-Geschwindigkeits-Kurve am steilsten ist, und 
ist Null da, wo diese Kurve der Zeitachse parallel läuft. Bedeutet 
in der Zeichnung 1 [mm] Abszisse m [sek] und 1 [mm] Ordinate n 
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[mjsek], so sind L1 t [mm] aus Zeichnung m· L1 t [sek ] in Wirklichkeit, 
und Llv [111m] aus Zeichnung n· LI v [m/sek] in Wirklichkeit und man 
hat für die Beschleunigung längs der Bahn nach GI. (85) 

n·Llv n 
b = !im ~L1t= m tgß· ...... (86) 

wobei tg ß der aus dem Diagramm zu entnehmende Neigungswinkel 
der (v, t)-Kurve im Punkt (v, t) gegen die Zeitachse bedeutet. Die 
Beschleunigung wird also aus dem (v, t)-Diagramm erhalten, indem 

man tg ß mit dem Maßstabverhältnis n multipliziert. 
1n 

Auch hier empfiehlt es sich, die gefundenen Beschleunigungs
werte in Funktion der Zeit aufzuzeichnen und zum Ausgleich der 
unvermeidlichen Zeichnungsfehler eine Kurve zu ziehen. Das ganze 
graphische Verfahren verlangt exaktes Zeichnen. 

133. Winkelgeschwindigkeit bei einer ungleicltförmigen Dreh
bewegung. Den Begriff der Winkelgeschwindigkeit einer gleich
förmigen Drehbewegung und den Anlaß zur Aufstellung desselben 
haben wir schon in 116 kennen gelernt. Wir haben ihn jetzt für 
eine ungleichförmige Dreh bewegung zu erweitern, bei der ein vom 
festen Drehpunkt zum bewegten Punkt gezogener Fahrstrahl in 
gleichen Zeiten ungleiche Winkel durchläuft. 

~fan braucht im folgenden nur an die Bewegung in einer 
Ebene senkrecht zur Drehachse zu denken. Wir betrachten eine 
Drehung in einerdenkbarkurzenZeitdt, wobei derDrehwinkeld<p(im 
Bogenmaß) durchlaufen worden sei. Nach der Bemerkung auf S. 226 
darf diese ElemeI)tarbewegung als gleichförmig angesehen werden. 

In einer Sekunde würde dann der Winkel ~~ zurückgelegt; das ist 

die Winkelgeschwindigkeit w zur Zeit t: 

_ d<p _ • 1) (87) w- dt - cP •••••••• 

Eigentlich kann man in der Dynamik des materiellen Punktes die Be
griffe Winkelgeschwindigkeit und \Vinkelbeschleunigung vermeiden; man 
würde sie erst bei der Drehung eines Körpers vermissen. Allein man kann 
sie zur Beschreibung der Zentralbewegung eines Punktes sehr gut gebrauchen. 
Auch schließt sich die Ableitung in natürlicher Folge an -das Vorhergehende an. 

Beispiel: Die Erde dreht sich in einem Sterntag einmal um 
ihre Achse, d. h. in 23 Std. 56 Min. 4 Sek. = 86164 sek mittlerer 
Sonnenzeit. Wie groß ist die Winkelgeschwindigkeit der Erde? 

Die minutliche Umlaufzahl der Erde ist 11 = 60/86164; daher 
nach GI. (87): 

lln ll' 60 1 
w= 30 = 30.86164 = 13710[1/sek]. 

') Vgl. S. 225 wegen der Schreibweise. 
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Das sind Bogeneinheiten in einer Sekunde; in Bogensekunden aus
gedrückt ist das 206265: 13710 = 15,05". Die Erde dreht sich etwa 
halb so schnell wie der kleine Uhrzeiger. 

134:. Winkelbeschleunigung. Beim Anfahren einer Maschine, 
z. B. eines Elektromotors für eine Umkehrwalzenstraße oder eine 
Schachtförderanlage findet eine ungleichförmige Drehbewegung statt. 
In solchen Fällen, wie überhaupt bei jeder ungleichförmigen Drehung, 
ändert sich die Winkelgeschwindigkeit mit der Zeit. Wir betrachten 
eine Elementardrehung während dt sek; innerhalb dieses Zeitraumes 
darf nach S. 226 die denkbar einfachste Geschwindigkeitsänderung 
angenommen werden, nämlich die gleichförmige, d. h. der Zeit pro
portionale. Ist also dw die Anderung der Winkelgeschwindigkeit 
in d t [sek], so ist die sekundliehe Anderung der Winkelgeschwindig
keit die sog. Winkel beschleunigung 

d (J) d2 cp . .. 1) (88) e=Tt= (j(i=w=cp ..... . 

wenn dcp= w·dt den in dt vom ]<'ahrstrahl durchlaufenen Dreh
winkel im Bogenmaß bedeutet. Setzt man w = nn!30 ein, so ist auch 

:n dn 
e=-·-

30 dt 

wo n die minutliche Umlaufzahl ist. 

. (88a) 

Mit der Winkelbeschleunigung ist auch eine Bahn- oder Um
fangsbeschleunigung verknüpft. Sie beträgt z. B. für einen im kon
stanten Abstand r von der Drehachse befindlichen Punkt nach (85) 
und (63) 

du d(rw) dw 
b=Tt=-d-t =1"Tt=r.e ..... (89) 

Zwischen Bahn- und Umfangs beschleunigung bund Winkelbeschleuni
gung e besteht demnach eine analoge Beziehung wie zwischen Um
fangsgeschwindigkeit u und Winkelgeschwindigkeit w (vgl. GI. 63). 

Die Maßzahl einer Winkelbeschleunigung ist [1: sek2]; denn 
sie entsteht gemäß e=dw/df, indem man die Maßzahl von dw, 
d. h. [l/sek] mit der Maßzahl von dt, d. h. [sek] dividiert. 

Beispiel: Ein Elektromotor mit einer höchsten Umlaufzahl 
von n = 50 in einer Minute soll in einer Minute 55·mal um gesteuert 
werden, indem er ohne Pause abwechselnd gleichförmig beschleunigt 
und verzögert wird. Wie groß ist die Winkelbeschleunigung ? 

Zahl der Beschleunigungen und Verzögerungen 2·55 = 110 in 
einer Minute; Dauer einer Beschleunigungs- oder Verzögerungsperiode 

1) Vgl. S.225 wegen der Schreibweise. 
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60(110 [sek] = 0,555 [sek]. Hierbei steigt oder sinkt die Umlauf
zahl gleichförmig von 0 auf 50 und umgekehrt, also um 50 in 
0,555 [sek]; d. h. die sekundliche Änderung der Umlaufzahl beträgt 
dn(dt= 50(0,555 = 90, daher Winkelbcschleunigun~ nach GI. (88a) 

7l dn 7l 0 

f=--=- 90 = 942 [l/sek-] 
30 df 30 '. . 

135. Die gleichförmig beschleunigte Bewegung in einer Geraden. 
Wir stellen die dieser Bewegung eigentümlichen Beziehungen zwi
schen Weg, Geschwindigkeit, Beschleunigung und Zeit auf, um eine 
wirklich vorkommende Bewegung daraufhin prüfen zu können, ob 
sie gleichförmig beschleunigt ist, oder um sie anzuwenden, wo man 
von einer Bewegung weiß, daß sie gleichförmig beschleunigt ist. 

a) Einfache Überlegung: Die gleichbleibende Beschleunigung 
in Richtung der geraden Bahnlinie sei b. Die Bewegung beginnt 
mit der Anfangsgeschwindigkeit Vo zur Zeit t = O. Dann gilt die 
auf S. 228 angeführte Definitionsgleichung für die Endgeschwindig
keit nach t sek: 1,' = Vo + b f. 

Die mittlere Geschwindigkeit vm in t sek ist wegen des gleich
mäßigen Anwachsens der Geschwindigkeit das arithmetische l\littel 
aus Anfangs- und Endgeschwindigkeit: 

vm = .~. (v + vo) = Vo + 1- bt . . . . . (90) 

Der in t sek zurückgelegte Weg ist offenbar gleich groß, 
ob er mit veränderlicher Geschwindigkeit durchlaufen wird oder 
mit einer konstanten mittleren Geschwindigkeit vm ; er beträgt da
her bei gleichförmig heschleunigter Bewegung: 

s=v1ll.t=vot+~ bt~. . . . (91) 

woraus ersichtlich ist, daß der Weg aus zwei Anteilen besteht, ent· 
sprechend einer überlagerung einer gleichförmigen Bewegung mit 
Geschwindigkeit Vo und einer gleichförmig beschleunigten mit Be
schleunigung b. 

Setzt man in S = vm ' t den Wert vm aus GI. (90) uncl taus 
GI. (84) ein, so wird 

_ V2 _V0 2 

S - 2b ........ (92) 

Für die gleichförmig verzögerte Bewegung' gelten dieselben 
Gleichungen mit negativem b (Verzögerung = negative Beschleu
nigung) und vo> v, also 

v=vo -bf V 1II =Vo-t bt} 
v'2_ v'2 

s=~---
2b 

. . . (93) 
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Ist im besonderen Vo = 0, so gilt für die gleichförmig ver
änderte Bewegung mit Anfangsgescbwindigkeit 0: 

v=bt vm=t:tl 

s={·bt2 s= ;~ J ..... (94) 

Aus der Weggleichung s = -} bt2 folgt als Kennzeichen einer 
gleichförmig veränderten Bewegung, daß die Wegstrecken 
sich wie die Quadrate der Zeiten verhalten. Wo das durch Be
obachtung festgestellt wird, ist die Bewegung gleichförmig verändert. 

b) Das Integrationsverfahren s. 154; vgl. auch 137. 

136. Der freie Fall im luftleeren Raum. Galilei fand als 
erster die Gesetze des freien Falles schwerer Körper. Offenkundig 
fallen verschieden große und verschieden geformte Körper nicht 
gleich schnell. über diese Feststellung war man zuvor nicht hinaus
gekommen. Galilei schrieb die Erscheinung dem Einfluß des Luft
widerstandes zu und faßte die Überzeugung, daß im luftleeren Raum 
alle Körper gleich schnell faUen würden, was durch den Versuch 
bestätigt wird. So konnte sich Galilei die einfachere Frage vor
legen, wie die Körper im luftleeren Raum fallen würden, oder 
mindestens unter Umständen, wo der Luftwiderstand keine merk
liche Größe hat. Da Galilei nicht in der Lage war, die Fall
bewegung unmittelbar zu beobachten, so bildete er sich eine An
nahme, wohl in der Voraussicht, die daraus folgenden Schlüsse 
durch Beobachtung prüfen zu können. Aus der Annahme, daß die 
Fallgeschwindigkeit mit der Fallzeit proportional wachse, leitete er 
die oben angeführten Gleichungen ab und sah sich veranlaßt, den 
damals unbekannten Begriff der Beschleunigung zu bilden. Aus 
der Weggleichung der gleichförmig beschleunigten Bewegung schloß 
er, daß die Fallräume dem Quadrat der Fallzeiten proportional 
wachsen müßten. Galilei bestätigte dies durch Beobachtungen an 
der schiefen Ebene, die leichter auszuführen waren, weil die Be· 
wegung auf dieser langsamer vor sich geht, dem freien Fall aber 
im übrigen ähnlich verläuft. Damit hatte Galilei den Nachweis 
erbracht, daß die zunächst nur in seiner Vorstellung angenommene, 
gleichmäßig beschleunigte Bewegung - der einfachste überhaupt 
denkbare Fall einer ungleichförmigen Bewegung - physikalisch 
vorkommt, mit anderen Worten, daß der freie Fall ohne Luftwider
stand gleichförmig beschleunigt verläuft. Er hat gleichzeitig die 
Mechanik um den grundlegenden Begriff der Beschleunigung be
reichert. 

Die Beschleunigung des freien Falles wird stets mit g bezeichnet. 
Ihre ungefähre Größe kann man abschätzen, wenn man einen Stein 
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eine bekannte Höhe ohne Anfangsgeschwindigkeit herabfallen läßt 
und die Fallzeit beobachtet; die Fallbeschleunigung ist dann nach 

GI. (94) 9 = ~: [m/sec2J. 
Pendelversuche liefern die genauesten Werte von g. An einem 

Erdort von der geographischen Breite epo und der Meereshöhe h [m] ist: 

9 = 9,806056 - 0,025028 cos 2ep - 0,000003 h. 

Die Gleichungen für den freien Fall ohne Anfangsgeschwindig
keit im luftleeren Raum folgen aus (94) mit b = 9 und mit s = h 
(Fallhöhe) : 

v=gt 

v~ 
h=-

2g 

. . (95) 

Bei s pie I: Ein Stein falle in einen Schacht. Nach t [sek ] hört 
man ihn aufschlagen. Wie tief ist der Schacht? Schallgeschwindig
keit c. Luftwiderstand nicht zu berücksichtigen. 

Die Tiefe des Schachtes sei h. Um diese Tiefe zu durchfallen, 
braucht der Stein nach GI. (95) 

t1 = V 2;1 [sek J. 
h 

Sodann braucht der Schall, um den Weg h zurückzulegen, t2 = -;; [sek]. 

Es ist daher: 

1/2h h 
l=t1 +t2 = V g+c' 

woraus h gefunden werden kann. 

137. Die gleichförmig beschleunigte Drehbewegung. Die Glei
chungen der gleichförmig beschleunigten Bewegung in einer Geraden, 
die in 135 abgeleitet sind, könnte man unmittelbar auf eine gleich
förmige Drehung eines Fahrstrahles übertragen, der sich nach Art 
eines Kurbelarmes bewegt, wenn man statt Weg, Geschwindigkeit 
und Beschleunigung längs der Geraden jetzt Drehwinkel, Winkel
geschwindigkeit und Winkelbeschleunigung setzt. 

Man kann diese Gleichungen aher auch durch Integration 
ableiten. Die gleichförmig beschleunigte Drehung ist durch die 
Unveränderlichkeit der Winkelbeschleunigung e = ip = c, die als 
gegeben anzusehen ist, gekennzeichnet. Durch zweimalige Inte
gration folgt 
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wo a und b Integrationskonstante sind. Man hat sie aus den An
fangs- oder Grenzbedingungen zu bestimmen, d. h. aus der Lage 
und Geschwindigkeit, die in einem bestimmten Zeitpunkt bekannt 
sein müssen. Der Zeitpunkt braucht indes nicht gerade notwendig 
der Beginn der Bewegung oder der Zeitmessung zu sein. In unserer 
Aufgabe sei der Drehwinkel f{J von derjenigen Lage des Fahrstrahles 
aus gemessen, die dieser zur Zeit t = ° einnimmt, d. h. es sei f{J = ° 
für i = 0; zur gleichen Zeit sei die Winkelgeschwindigkeit des Fahr
strahles q; = wo' d. h. es sei q; = Wo für t = 0. Setzt man beide 
Bedingungen in obige Gleichungen ein, so hat man zur Bestimmung 
der Integrationskonstanten 

wo=O+b, O=O+O+a, 
d. h. b=wo und a=O. 
Damit und mit q;=w lauten die Gleichungen der gleichförmig 
beschleunigten Drehbewegung 

w=wo+ct; f{J=Wot+1·d .... (96) 
denen analog den GI. (93) noch folgende beigefügt werden können: 

Bei gleichförmig verzögerter Drehung ist die Winkelverzöge
rung c negativ. 

( ~H 
Aus GI. 96a) folgt unter Benützung von w = 30 : 

. . (97) 

Das Integrationsverfahren führt rascher zum Ziel als die ein
fache Überlegung, die in 135 angestellt wurde und sich fortwährend 
auf die Anschauung von dem Bewegungszustand stützte. Das ana
lytische Verfahren erfordert fast keine Anschauung; seine Über
legenheit kommt bei schwierigeren Aufgaben zur Geltung, voraus
gesetzt, daß die erforderliche Abstraktionsfähigkeit und formale 
Gewandheit erworben und daß die einfachen Anschauungen ge
läufig sind. 

Beispiel: Das gleiche wie auf S.232. Es soll noch der Dreh
winkel während einer Beschleunigungs- oder Verzögerungsperiode 
angegeben werden. 

Zu Beginn der Beschleunigungsperiode (t=O) ist 110 =0 und 
Wo = 0; zu Ende (t = 0,555 sek; S. 233) n = 50; daher die Winkel
beschleunigung oder -Verzögerung nach GI. (97) 

t: -= c = ~ 50 - ° = 9 42 [l/sek~] 
30 0,555 ' 
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und nach (96) q; = 0 + t· 9,42.0,555 2 = 1,45. Das sind Bogen
einheiten; in Graden ist das 1,45·57,3=83°. 

138. Andere Bestimmung der Bewegung im Raulll. Statt zu
erst die Bahnlinie eines Punktes und hierauf die Bewegung des 
Punktes in seiner Bahn festzusetzen, kann man die Bewegung eines 
Punktes im Haulll auch dadurch bestimmen, daß man den bewegten 
Punkt in seinen verschiedenen Lagen auf die drei Achsen eines 
räumlichen Koordinatensystemes projiziert und für den projizierten 
Punkt, wie auf S. 222 beschrieben, angibt, wo er sich in jedem 
Augenblick auf der Projektionsachse befindet. In einem recht
winkligen xyz-Koordinatensystem möge für die Bewegung des auf 
die x- Achse projizierten Punktes die Gleichung x = Cf (t) gefunden 
sein und für die Projektions bewegung längs der beiden anderen 
Achsen y = Z (t) und z = '1jJ (t). Damit ist man imstande, für jeden 
beliebigen Zeitpunkt t die Koordinaten des Punktes im Raume, 
also seine Lage angeben zu können. 

Aus einer der drei Gleichungen für x, y und z kann t be
rechnet und in die beiden anderen Gleichungen eingesetzt werden, 
die dann t nicht mehr enthalten. Die zwei sich ergebenden Glei
chungen in x, y, z bestimmen eine Raumkurve, dic Bahnlinie. 
Die drei Gleichungen 

x=q;(t), y = X (f), z = 1jJ (l) (98) 

sind ebenfalls die Bahngleichungen des bewegten Punktes, aber 
in Parameterform, d. h. in Funktion des Parameters t. Wir be
merken auch den Unterschied zwischen Bahngleichung kurzweg, 
Bahngleichung in Parameterform, GI. (98), und Weggleichung, 
GI. (81). Erstere gibt nur die geometrische Form der Bahn an j 
die zweite die Lage des bewegten Punktes zu jeder Zeit, die letztere 
die Weglänge, die der Punkt nach Ablauf irgendeiner Zeit auf 
seiner Bahn zurückgelegt hat. 

Hat das Koordinatensystem eine unveränderliche, im Raum 
feste Lage, so ist die auf dasselbe bezogene Bewegung die wirk
liche oder absolute; ist aber das Koordinatensystem selbst in 
Bewegung, so bezeichnet man die auf das bewegliche Koordi
natensystem bezogene Bewegung des Punktes als relative oder 
schein bare. 

Die Parametergleichung der Bahn. enthält schon alles, was zur 
vollständigen Angabe der Geschwindigkeit und Beschleunigung nach 
Größe, Richtung und Richtungssinn notwendig ist. Zuvörderst er
kennt man, daß die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen des 
beweglichen Punktes in den drei Projektions- oder Koordinaten
richtungen ohne weiteres nach (82) und (85) durch ein- bzw. zwei-
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maliges Ableiten der GI. (98) nach t erhalten werden. Wie man nun 
aus den Geschwindigkeiteu und Beschleunigungen längs der drei Ko
ordinatenachsen auf die wirkliche Geschwindigkeit und Beschleunigung 
kommt, soll jetzt, nicht analytisch, abgeleitet werden; wir wollen uns 
vielmehr zuerst mit einem äußerst wichtigen Satz anschaulich ver
traut machen, dem Satz von der Zusammensetzung und Zerlegung 
von Wegen, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen (s. 140). 

139. Periodische Bewegung in einer Geraden. Grundbegriffe 
der Schwingung oder Oszillation. Kurbelschleife. Die rhythmisch 
hin- und hergehende Bewegung einer Kurbelschleife Fig. 137 
bildet ein typisches Beispiel für die einfache Oszillations- oder 
Schwingungs bewegung, oder wie man zu sagen pflegt, für eine 

einfache harmoni
sche Schwingung, 
deren wesentliche Ei
genschaften nunmehr 
festzustellen sind. Dreht 

. -_. __ ._- sich die Antriebkurbel 
.:tt;TT-jl---r:;:;:;:;:;:;;;;rr- gleichförmig mit der 

oE .,..x -= 
Fig. 137. 

Winkelgeschwindigkeit 
w, so vollführt die 
Kurbelschleife in glei
chen Zeiten gleichviel 
Hin- und Hergänge, 
d. h. iso c h r 0 n e 
Schwingungen. Ein 

Hin- und ein Hergang bilden zusammen eine volle Schwingung. 
Die Zeitdauer derselben heißt die Schwingungsdauer oder 
Periode T sek, womit gleichzeitig auch die Anzahl der in 1 sek 
ausgeführten Schwingungen - die Schwingungszahl oder }<"1 re -
q u e n z y - bestimmt ist; es ist nämlich 

1 
T=- [sekJ 

Y " 
(99) 

Den Weg x der Kurbelschleife messen wir von der Mittellage 
der Schwingungsbewgung aus und bezeichnen ihn als Ausschlag; 
der größte Ausschlag ist die sog. Amplitude r; bei der Kurbel
schleife ist dies der Halbmesser r der Antriebkurbel. In den End
lagen der Schwingung steht die Kurbel in den sog. Totlagen. 
Von einer dieser Totlagen aus wird der Kurbel winkel 1}, das Ar
gument der Schwingung, gemessen. Braucht die Kurbel zum 
gleichförmigen Durchlaufen von 1} die Zeit t sek, so ist {} = w t. 
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Bei einer vollen Schwingung durchläuft die Antriebkurbel den 
Weg Wl = 2n. Die Schwingungsdauer 

2n 
T=--

W 

ist demnach von der Amplitude unabhängig. 

(100) 

Die Kurbelschleifenbewegung ist die Projektion der gleich
förmigen Kreisbewegung des Kurbelzapfens auf die Bewegungs
richtung der Kurbelschleife ; sie befolgt nach Fig. 137 das Kosinus
gesetz: 

x= r·cos wt .. (101) 

und man erhält Geschwindigkeit und Beschleunigung der 
Kurbelschleifenschwingung zur Zeit t nach (82) und (85) durch zwei
maliges Ableiten zu: 

d x ---------
v = --= --rw sin wt= - w Vr2 - r2 cos wt 

x dt 
=-wV;Y-x2 

d2 x 2 ., 
b =---=-rw coswt=-xw· 

x dt2 

(102) 

(103) 

Solange das Argument {} = mt zwischen 0 und n liegt, ist 
sin wt positiv und damit Vx negativ, d. h. die Kurbelschleife be· 
wegt sich im Sinne der abnehmenden x, d. h. in Fig. 137 von rechts 
nach links; von w t = n bis 2 n ist das entgegengesetzte der Fall; 
zu den Argumenten 0, n, 2n gehören Umkehrpunkte der Schwin
gungsbewegung, die Totlagen der Antriebkurbel. In diesen ist 
die Geschwindigkeit der Schwingung Null, während sie in der 
Mittellage am größten ist, nämlich rw; sie stimmt im letzten Falle 
mit der Umfangsgeschwindigkeit des Kurbelzapfens überein. Trägt 
man die Geschwindigkeiten Vx in den zugehörigen Wegpunkten x 
als senkrechte Ordinaten auf, so findet man als Weg-Geschwindig
keits-Kurve der Schwingung eine Ellipse; denn die Gleichung für 

v x liefert umgeformt (~r + (~r = 1, d. i. die Gleichung einer 

Ellipse mit Halbachsen rw und r (Fig. 138). 
Von besonderem Interesse ist das Verhalten der Beschleunigung, 

das die einfachste Schwingungs bewegung am kürzesten kennzeichnet. 
Die Beschleunigung des schwingenden Punktes ist zufolge 
GI. (103) dem Abstand von der Mittellage, dem Ausschlag', 
proportional; sie ist in der Mittellage Null und in den Endlagen 
am größten, nämlich rw2 • Sie ist stets gegen die :Mittellage, also 
zentripetal, gerichtet, da zu + x ein + b x-Wert gehört. Die Weg
Beschleunigungslinie ist eine durch den Mittelpunkt der Schwingung 
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gehende Gerade, als Bild der Proportionalität zwischen bx und x 
(Fig. 138). Als besonders brauchbare Rechnungsgröße erweist sich 
die Beschleunigung im Abstand 1 von der Mittellage, sie 
sei kurz als die spezifische Beschleunigung b1 der einfachen 
Schwingung bezeichnet, es ist 

b _ max ~ _ rw:~ _ ",2 
1- - -VJ 

r r 
(104) 

damit erhält man einen einfachen Ausdruck für die Schwingungs
dauer nach GI. (100) 

r = ~~7 = ](:2 = 2 Jl V ~l (105) 

Man wird finden, daß eine ganze Reihe von Schwingungs
bewegungen, z. B. die einer Masse an einer elastischen Feder, der 

Unruhe einer Uhr, eines Pendels von 
der Art der beschriebenen einfachen 
sinusartigen oder harmonischen Schwin
gung sind; ihr gemeinsames Merkmal 
ist, daß die Beschleunigung dem Aus
schlag proportional und stets gegen einen 
Punkt hin gerichtet ist. Man braucht 
nur die spezifische Beschleunigung b1 

zu ermitteln und kann dann sofort die 
Schwingungsdauer oder die Frequenz 
angeben. Beispiele findet man in 284. 

Das Weg-Zeit-, Geschwindigkeits
Zeit- und Beschleunigungs -Zeit -Dia-

Fig. 138. gramm der Kurbelschleifenbewegung ist 
in Fig. 139 gezeichnet. Die Cosinus

Welle des Weg-Zeit-Diagramms wird selbsttätig aufgezeichnet, wenn 
man einen Schreibstift mit der Kurbelschleife hin- und hergehen 

Fig. 1.9. 
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läßt und unter ihm senkrecht zur Bewegungsrichtung der Kurbel
schleife einen Papierstreifen gleichförmig wegzieht. Dieses Diagramm 
veranschaulicht sehr gut den zeitlichen Verlauf einer einfachen har
monischen Schwingung; man findet im Bild die Schwingungsdauer 
oder Periode T und die Amplitude r. 

Beispiel: Ein Schiffsmast macht infolge der Schlingerbewegung des 
Schiffs 6 Doppelschwingungen in der Minute, der größte Ausschlag beträgt 
10° nach jeder Seite der Mittellage. Der Drehpunkt der Schwingung liegt 
10 munter Mastspitze. Deren Beschleunigung anzugeben. 

Unter der Annahme, daß die Schlingerbewegung eine einfache Sinus
schwingung sei, kann sie als Projektion einer gleichförmigen Kreisbewegung, 
d. h. als Kurbelschleifenbewegung angesehen werden mit n = 6 Umläufen in 
der Minute und einem Radius gleich dem größten Ausschlag der Mastspitze 
r= 10 rn·sin 10°= 10·0,174= 1,74 m. Die Winkelgeschwindigkeit der ge-

dachten Antriebkurbel ist w = ~ = lf· 360 == 0,628; damit ist die größte Be

schleunigung der Mastspitze in den 1'otlagen der Schlingerbewegung nach 
obigem: 

bmax = rw2 = 1,74.0,6282 = 0,69 [m/sek2]. 

140. Parallelogramm der Wege, Geschwindigkeiten und Be
schleunigungen. Prinzip der Unabhängigkeit (Trennung, Über
lagerung). Wir gehen von einigen einfachen Versuchen aus, die 
uns auf die soeben genannten Sätze 
hinleiten ; sie werden an der Vorrich
tung Fig. 140 ausgeführt. 

1. Man läßt eine kleine Kugel vom 
Punkt a aus auf einer schiefen, unten 
horizontal auslaufenden Rinne herab
und auf einer Horizontaleu weiterrollen. 
Nach t sek wird sie in c beobachtet. 

2. Man läßt die Kugel in b aus der 
Ruhelage frei herabfallen und beobachcet 
die Stelle, wo sie sich nach t sek be
findet. Es sei dies Punkt d. 

3. Man läßt die Kugel wieder von a 
aus herabrollen und sich nach Durch

Fig. 140. 

laufen der Rinne in b frei weiterbewegen. Nach t sek beobachtet 
man sie in e. Man kann jetzt feststellen, daß bc=de und bd=ce ist. 

Punkt e findet man demnach aus dem Parallelogramm mit 
den Seiten bc und bd, die ihrerseits in einfacher Weise gefunden 
werden, wenn man weiß, wie bc und cd durchlaufen werden; hier 
offenbar bc gleichförmig mit der in b vorhandenen Horizontal
geschwindigkeit und b d in freiem .F'all mit Anfangsgeschwindigkeit 
Null, gemäß GI. (95). Die Bewegung längs be erfolgt nach Maß
gabe des Beobachteten unter dem gleichzeitigen I~iIlfluß der in b 

Auienrieth-Ensslin, Technische Mechanik. 2. Anfi. 
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erlangten Horizontalgeschwindigkeit und der vertikalen Fallbeschleuni
gung. Die Gesamtwirkung ist die gleiche, wie wenn die beiden 
Einzelwirkungen gleichzeitig und voneinander unabhängig tätig 
wären. Die Bewegungen in der Horizontal- nnd Vertikal projektion 
spielen sich bei Versuch 3 gen au so ab wie bei Versuch 1 und 2. 

Man sagt: Die Bewegung längs be sei die Resultierende aus 
zwei Teilbewegungen; der Weg be die Resultierende aus zwei Teil
oder Seitenwegen, Wegkomponenten genannt. Mit zulässiger 
Verallgemeinerung darf der Satz vom Wegparallelogramm, wie 
folgt, ausgesprochen werden: 

Der resultierende Weg wird aus den Komponenten mit 
Hilfe des Parallelogramms gefunden; umgekehrt: Man kann 
den resultierenden Weg mit Hilfe der Parallelogramm
regel in Komponenten zerlegen. 

Ebenso wichtig ist das aus den 3 Versuchen sich ergebende 
Prinzip der Überlagerung oder Trennung, auch Unab
hängigkeitsprinzip genannt, das sich als ein allgemeines erweist 
und überall in Wissenschaft und Technik verwendet wird, wo ein 
verwickelter Vorgang oder Zustand zu untersuchen ist oder wo 
das Ergebnis einer großen Anzahl gleichzeitig auftretender Ein
flüsse angegeben werden soll. Im ersteren Fall trachtet man den 
Vorgang zu zergliedern und die einzelnen, dabei tätigen Einflüsse 
zu erkennen, von denen man annehmen darf, daß sie, gleichzeitig 
und voneinander unabhängig wirkend, die Gesamtwirkung zustande 
bringen. Man erlangt dadurch den Vorzug, daß man eine Einzel
wirkung von der andern losgelöst betrachten kann, womit die 
überlegung vereinfacht wird, und die einzelnen Einflüsse hinsicht
lich ihres Gewichtes verglichen werden können. 

Schließlich ist noch ein wesentlicher Punkt in dem Unabhängig
keits- oder Superpositionsprinzip enthalten: die Gesamtwirkung er
gibt sich gleich groß, in welcher Reihenfolge man die Einzelwir
kungen vereinigen mag. 

Die Überzeugung von der Richtigkeit des Prinzips hat man 
sich so entstanden zu denken, daß es zuerst an einem einfachen 
durchsichtigen Fall erkannt worden ist und sich bei übertragung 
auf weniger einfache Fälle als richtig bestätigt hat, womit sich das 
Vertrauen zu seiner weitreichenden Brauchbarkeit immer mehr be
festigt. Bei ganz neuartigen Aufgaben empfiehlt es sich, in dem 
Prinzip nicht mehr als ein Leitmotiv zu sehen, dessen Gültigkeit 
einer genauen Nachprüfung bedarf. 

Der Vergleich des zweiten Versuches mit dem dritten lehrt 
noch etwas weiteres, was, ohne daß bis jetzt von beschleunigenden 
Kräften die Rede war, doch sofort verständlich ist. Die Beschleuni-
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gung bei Versuch 2 und 3 schreiben wir dem Einfluß der Schwer
kraft zu. Da nun die Bewegung in der Vertikalen bei beiden Ver
suchen gleich verläuft, einmal ohne, das anderemal mit horizon
taler Anfangsgeschwindigkeit, so kann auch ausgesprochen werden: 
die beschleunigende Wirkung der Kraft P an einem ma
teriellen Punkt ist von einer etwa anfänglich vorhandenen 
Geschwindigkeit unabhängig. 

Die Zusammensetzung und Zerlegung von Geschwindig
k e it e n geschieht wie folgt: Wird einem Körper zu einer bestimmten 
Zeit gleichzeitig eine Horizontalgeschwindigkeit Cx und eine Ver
tikalgeschwindigkeit cy erteilt, so sind die in der denkbar kurzen 
Zeit dt [sekJ horizontal bzw. vertikal zurückgelegten Wege dx=c,,·dt 
und dy = cy ' dt. Den resultierenden Weg ds findet man mit Hilfe 
des Wegparallelogrammes. Wegen der Kürze von dt ist auch der 
resultierende Weg denkbar klein, so daß man annehmen darf, auch 
er werde mit gleichförmiger Geschwindigkeit c durchlaufen und 
habe die Größe ds=c·dt. 

Ans dem rechtwinkligen Dreieck diesel' Wege folgt ds2 = dx2 

+dy2: 

(c· dt)2 = (cx"lltt± (cy.dtf 
oder c=v'cx 2 +Cy2 • 

Aus dem in Fig. 141 gezeichneten Wegparallelogramm wird 
also nach Reduktion aller Seiten im Verhältnis 1: (dt)2 ein dazu 
ähnliches Parallelogramm der Geschwindigkeit er- d.x ~ c.xdt 

halten. 
Bilden Cx und cy einen von 90° verschiedenen 

Winkel, so leitet man das Schlußergebnis leicht 
mit Hilfe des Kosinussatzes der Trigonometrie 
selbst ab. Es gilt daher allgemein das Parallelo
gramm auch für die Zusammensetzung von Ge
sch windig keiten: Gesch win digkeiten k ön n en 
(wie Strecken) nach dem Parallelogrammsatz 

J!'ig. 141. 

zu einer Resultierenden vereinigt oder in Komponenten 
zerlegt werden. 

Die Zerlegung 
komponente ergibt, 
bezeichnet wird, 

von c in eine Horizontal- und eine Vertikal
sofern der Winkel zwischen c'" und c mit (( 

Cx = c· cos (( und {!y = c· sin a . 
Da links vom Gleichheitszeichen die Geschwindigkeit des auf eine 
Achse projizierten bewegten Punktes steht, rechts die Projektion 
der Geschwindigkeit auf diese Achse, so kann man sagen: die 
Geschwindigkeit der Projektion einer Bewegung ist gleich 
der Projektion der Geschwindigkeit. 

16* 
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Die Richtung von c fällt der ganzen Darlegung zufolge in die 
Richtung von d s, d. h. in die li.ichtung der Bahntangente. 

Um die Regel zur Zusammensetzung von Beschleunigungen 
abzuleiten, nehmen wir an, der Körper sei frei beweglich und be
finde sich gerade in Ruhe. Es werde ihm gleichzeitig in horizon
taler und in vertikaler Richtung eine Beschleunigung bx und by er
teilt. Wenn wir die eintretende Bewegung innerhalb der denkbar 
kurzen Zeit dt sek verfolgen, dürfen wir die Beschleunigung als 
konstant, die Elementarbewegung in dt sek daher als gleichförmig' 
beschleunigt ansehen. Die Elementarwege in der Horizontalen 
bzw. Vertikalen sind dann nach GI. (94): dx = ~.bx (dt)2 und 
dy=~.uy(dt)2. Der tatsächliche Weg ds wird aus dem Weg
parallelogramm erhalten, hier nach dem Satz von Pythagoras, wo
bei die Beschleunigung längs des resultierenden Weges wegen der 
Kleinheit von dt ebenfalls als konstant angesehen werden darf; es 
ergibt sich nach Wegheben des gemeinsamen Faktors ~. (dt)2 

b= Vbx 2 +by
2 . 

Aus dem in Pig. 142 gezeichneten Wegparallelogramm wird also 
nach Reduktion aller Seiten im Verhältnis 1:}' (dt)2 ein dazu 

ähnliches Parallelogramm der Beschleunigungen; 
es gilt mit zulässiger Verallgemeinerung: Be
schleunigungen können, wie Strecken, nach 
der Parallelogrammregel zu einer Resul
tierenden zusammengesetzt oder in Kom
ponen ten zerlegt werden. 

Perner findet man auf dieselbe Weise, wie 
Fig. 142. das für die Geschwindigkeiten oben gezeigt ist: 

Die Beschleunigung in der Projektion einel 
Bewegung ist gleich der Projektion der Beschleunigung'. 

Wir betrachten auch noch den Fall, wo der Punkt, dem die 
Beschleunigungskomponenten bx und by erteilt sind, nicht in Ruhe 
ist, sondern schon eine Geschwindigkeit v mit den Komponenten 
v", und vy besitzt und wenden das Prinzip der Überlagerung der 
Wege an. Unter dem alleinigen Einfluß der Geschwindigkeit va; 
und der Beschleunigung bx legt der Punkt auf der x-Achse in 
dt sek nach GI. (91) den Weg vx·dt + t·b", (dt? zurück; unter 
dem alleinigen Einfluß von vy und by den Weg vy.dt+{,uy·(dtf. 
Diese Teilwege werden nach dem Wegparallelogramm je zu einer 
Resultierenden v·dt und tb.(dt)2 zusammengesetzt. Diese beiden 
Weganteile liegen im allgemeinen nicht in derselben Richtung; man 
kann sie unter nochmaliger Benützung des Wegparallelogrammes 
zu einer Resultierenden ds vereinigen. VgI. hierzu auch Pig. 159. 
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In der Richtung von ds bewegt sich der Punkt tatsächlich, 
wenn er unter dem Einfluß der Geschwindigkeit v = 1"v/ + vy2 und 
der Beschleunigung b = Yb2 +b2 steht. ds ist ein denkbar kurzes x , y 
Stück der wirklichen Bahn des Punktes und fällt in die Richtung 
der augenblicklichen Bahntangente; die Bahn ist, ,venn v und b 
einen Winkel § 00 oder 1800 miteinander bilden, eine Kurve. Wir 
werden auf diese Überlegung zurückkommen, und die Wegkomponente 
v ·dt den Beharrungsweg und -~- U (dtr die Deviation nennen. 
Das Parallelogramm mit Seiten } bx (dt? und 1 uy (dt)2 und mit Diago
nale 1 b· (dt? ist dem Parallelogramm der Beschleunigungen ähnlich. 

Wir erkennen schon jetzt, daß eine krummlinige Bewegung 
durch eine gegen die momentane Geschwindigkeit oder Wegrichtung 
schief gerichtete Beschleunigung bedingt ist und haben damit das 
Wesen der krummlinigen Bewegung berührt. 

Wir sind in diesem Abschnitt zwanglos auf eine Darstellung 
der Geschwindigkeiten und Beschleunigungen geführt worden, die 
wir innerhalb dieses Abschnittes stillschweigend benützt haben, es 
ist die Darstellung der Geschwindigkeit und Beschleunigung durch 
eine Strecke oder einen Vektor von bestimmter Länge und 
Richtung und von bestimmtem l~ichtungssinn, letzterer ausgedrückt 
durch einen der Strecke beigegebenen Pfeil. Wir haben die Ge
schwindigkeits- und Beschleunigungsstrecken nach der Parallelo
grammregel zusammengesetzt und zerlegt. Durch die Vektor
darstellung haben wir in der Tat die wesentlichen Merkmale der 
(+eschwindigkeit und Beschleunigung eindeutig und geometrisch 
anschaulich ausgedrückt. Die Länge der Strecke wird um so größer 
gemacht, je größer die Geschwindigkeit und Beschleunigung ist, 
zu welchem Zweck man einen Maßstab für beide Größen festlegt. Die 
Richtung des Geschwindigkeitsvektors ist die augenblickliche Be
wegungsrichtung, d. h. die der Bahntangente, und der Sinn dieses 
Vektors stimmt mit dem augenblicklichen Bewegungssinn überein. 

Von der Richtung und dem Sinn der Beschleunigung wird mit 
der krummlinigen Bewegung zusammen die Rede sein. 

Nur so viel sei hier bemerkt, daß eine ungleichförmige Be
wegung eines Punktes in einer Geraden nur dann zustande kommen 
kann, wenn der Beschleunigungsvektor stets mit der Geraden oder 
mit der Richtung einer anfänglich vorhandenen Geschwindigkeit 
zusammenfällt. Da bleiben nun hinsichtlich des Richtungssinnes 
des Beschleunigungsvektors nur zwei Möglichkeiten: entweder fällt 
der Sinn der Beschleunigung in die schon vorher festgelegte 
+ s-Richtung des geraden Weges, oder in die - s-Richtung. Dem 

dv 
entspricht auch das + -oder - -Zeichen der Beschleunigung· b = dt. 
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Ist b positiv, so weist der Beschleunigungsvektor in die Richtung 
der zunehmenden s- Werte, bei negativem b in die entgegengesetzte. 
Das stimmt mit dem auf S. 230 Gesagten überein, ist aber kürzer 
und faßbarer. 

§ 19. Trägheit und l\Iasse. Das dynamische Grundgesetz des 
materiellen Punktes 1). 

141. Statische und dynamische J{raft. l\Iasse. Dynamisches 
Grundgesetz. In der Statik haben wir die Kraft als etwas auf
gefaßt, was mit dem Muskelsinn wahrnehmbar ist und eine Form
änderung eines im Gleiehgewicht befindlichen Körpers hervor
zubringen sucht. Die von dem Ur-kg-Stück ausgehende Gewichts
wirkung wurde als Krafteinheit 1 kg bezeichnet und zwar an einem 
Erdort, wo die Fallbeschleunigung g = 9,81 mjsek 2 ist. Das Ge
wicht eines Körpers mit einer Federwage gemessen, ist an ver
schiedem'n Stellen der Erde verschieden. Im Gegensatz hierzu pflegt 
man vom Körper selbst allgemein zu sagen, er habe überall die 
gleiche ,,1\1asse" oder "Stoffmenge" . Sie wird im täglichen Verkehr 
mit dei' Hebelwage gemessen, deren Angaben im Gegensatz zu 
denen der Federwage überall die gleichen sind. Aus der Eichung 
einer Federwage mit Hilfe gleicher Gewichtsstücke geht sodann 
hervor, daß das Gewicht der Masse der Gewichtstücke proportional 
gesetzt wird. Näher auf diesen scheinbar einfachen und klaren 
!lIassenbegriff einzugehen, war in der Statik kein Bedürfnis. Wir 
behalten zunächst diese populäre Auffassung der Masse bei, der
zufolge in n kg Stücken oder in einer nach Maßgabe einer Wägung 
äquivalenten Stoffmenge eine n· fache l\Iasse enthalten ist, suchen 
aber ihren Sinn genauer festzulegen. Mit der "Masse" hat man, 
abgesehen vom Einkauf von Waren, erst in der Dynamik zu tun. 
Ein schwerer, an einem Seil hängender Körper kann durch eine 
ganz kleine Kraft in langsame Bewegung gesetzt werden; sucht 
man ihn aber schnell, d. h. in kurzer Zeit in rasche Bewegung zu 
setzen, so fühlt man einen größeren Widerstand,· den man der 

1) Vor dem Nachfolgenden ist das in 7 über das Trägheitsgesetz des 
materiellen Punktes Gesagte zu lesen. Das rrrägheitsgesetz kann auch wie 
folgt ausgesprochen werden: Ein materieller Punkt verharrt, sich selbst über· 
lassen (oder: soviel an ihm liegt, oder: wenn alle andern Körper weggedacht 
werden) in Ruhe oder in geradlinig gleichförmiger Bewegung. Abänderungen 
der letzteren sind erfahrungsgemäß stets auf die von anßen her erfolgende 
Einwirkung anderer Körper znfolge ihrer Lage, Entfernung oder Geschwindig
keit zurückführbar. Jeder den Beharrungszustand ändernde Einfluß wird 
dynamische Kraft genannt. Die Definition derselben hängt also aufs engste 
mit dem Trägheitsgesetz zusammen. - Entgegengesetzt gleiche Kräfte ändern 
den Beharrungszllstand <'ines materiellen Punktes nicht. 
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l\Iasse des Körpers zuschreibt und Trägheit des Körpers nennt. 
Ähnliches wird wahrgenommen, wenn ein Eisenbahnwagen auf 
wagrechtem Gleis oder ein leicht drehbar gelagertes großes Schwung
rad um seine Drehachse in Bewegung gesetzt werden soll.' Um
gekehrt vermag ein leichtes, aber mit großer Geschwindigkeit be
wegtes Geschoß, wenn es beim Auftreffen plötzlich zur Ruhe kommt, 
eine große Druckwirkung auszuüben. Die Größe all dieser und 
anderer Massenwirkungen, d. h. der Kräfte, die man braucht, um 
eine lIIasse in Bewegung zu setzen, bzw. die eine Masse äußert, wenn 
ihre Bewegung vernichtet wird, hängt mit der Intensität der Ge
schwindigkeitsänderung, mit der Beschleunigung oder Verzögerung 
zusammen. Denn daß es ohne beschleunigende Kraft keine Ge
schwindigkeitsänderung gibt, und umgekehrt, ist zugleich mit dem 
Trägheitsgesetz klar geworden. Wie aber die beschleunigende Kraft 
mit der Beschleunigung zusammenhängt, erfahren wir aus der Be
obachtung. Wir wollen uns dabei bemühen, die Verbindung mit 
dem bisher benützten statischen Kraftmaß aufrecht zu erhalten; 
wir legen uns die Frage vor, wie das dynamische Kraftrnaß be
schaffen sein müsse, wenn es mit dem statischen nicht im Wider
spruch stehen soll. 

Um nur das "\Vesentliche hervortreten zu lassen, gehen wir 
von einem vereinfachten Fall aus, in dem ein Körper lediglich 
unter dem Einfluß der Spannkraft eines stets gleich gedehnten 
elastischen Fadens. steht. Diese Spannkraft können wir statisch 
durch die Fadendehnung messen. Wie wir wissen, tritt eine Be
schleunigung ein; welches ist aber die Beschleunigung, wenn jene 
Spannkraft verdoppelt wird? Wird die Beschleunigung dann auch 
verdoppelt oder wächst sie nach einer andern Funktion? Man 
könnte wohl eine Annahme hierüber machen - etwa zunächst die 
denkbar einfachste - und hernach priHen, ob man nicht mit den 
Tatsachen in Widerspruch gerät. Es liegt jedoch näher, gleich den 
Versuch heranzuziehen und die Festsetzungen in übereinstimmung 
mit den beobachteten Tatsachen zu treffen. ZU!' Vornahme der 
Versuche ist die Zentrifugal maschine am besten geeignet; da aber 
die Begriffe Zentripetal- und Zentrifugalkraft erst später erörtert 
werden sollen, benützen wir die Atwoodsche Fallmaschine , an der 
mit verschiedenen beschleunigenden Kräften P (d. h. übergewichten) 
und mit verschiedenen Massen m experimentiert und die Beschleuni
gung b beobachtet wird. Bezüglich der Einzelheiten der Versuchs
ausführung, besonders der Messung der Beschleunigung, wird auf 
die Physik verwiesen. Wenn wir jetzt nach dem Zusammenhang 
zwischen Kraft, l\Iasse und Beschleunigung (gemessen bzw. mit 
Federwage, Hebelwage, Längenmaß und Uhr) fragen, so ist die 
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Kraft und die Beschleunigung von früher her bekannt, während die 
Masse als das verhältnismäßig Unbekannte erscheint, und wie sich 
zeigen wird, einen wesentlich neuen, erweiterten begrifflichen Inhalt 
bekommt. 

Wir werden sehen, ob die bisher benützte Ausdrucksweise, 
derzufolge die auf der Hebelwage verglichene Masse der Kraft 
proportional gesetzt wurde, mit den jetzt zu betrachtenden Versuchen 
über Beschleunigung verträglich ist. 

Zunächst besteht, wenn an den beiden Schnüren der }i~all

maschine gleiche Gewichtsstücke hängen, kein Anlaß zu einer Be
schleunigung: keine Beschleunigung, keine beschleunigende Kraft, 
in Übereinstimmung mit dem Trägheitsgesetz (Fig. 143 I). 

Läßt man dagegen ein kg-Stück frei fallen, so wirkt auf die 
in ihm steckende Masse die konstante Kraft 1 kg beschleunigend 

." r1 .'~ 
JI .J1l jr 

1 1 kg 1 1 1~ 21 z 

1'W 1lrg 

Fig . 143. 

und erteilt ihm zufolge den Beobachtungen über den freien ]<'all 
eine konstante Beschleunigung von g [m/sek2J. Läßt man 2 mit
einander verbundene Gewichtsstücke von je 1 kg frei fallen, so 
wirkt auf diese eine konstante Kraft 2 kg beschleunigend und 
erteilt ihnen - wenigstens im luftleeren Raum - die gleiche Be
schleunigung g [m/sek2J. Wenn also die auf der Wage verglichene 
"Masse" oben der statischen deformierenden Kraft proportional 
gesetzt wurde, und wenn sie sich jetzt der beschleunigenden Kraft 
proportional erweist, so stehen die Auffassungen mit den Tatsachen 
im Einklang. Das wird auch durch einen Versuch mit der Fall
maschine bestätigt, bei der die Beschleunigung durchaus nicht die 
spezielle Beschleunigung g = 9 ,81 des freien Falles zu sein braucht. 
Belastet man die Fallmaschine gemäß Fig. 143 II, so stellt sich eine 
gewisse Beschleunigung ein. Wird nun das beschleunigende Über
gewicht und die beschleunigten Massen verdoppelt oder ver-n-facht, 
so findet man stets die gleiche Beschleunigung. Bei gleicher 
Beschleunigung ist also die bewegte Masse der be
schleunigenden Kraft proportional. 
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Wir vergleichen jetzt den freien Fall von 1 kg mit der Sach
lage von Fig. 143 II, wo die beschleunigende Kraft, wie beim freien 
]<'all, 1 kg ist, aber auf eine in { + 1 + 1 = 2 kg· Stücken steckende 
doppelt so große Masse einwirkt; an der Fallmaschine wird hierbei 
eine halb so große, ebenfalls konstante Beschleunigung (g!2) beobachtet. 
Man bestätigt dies durch Versuch III, bei dem die gleiche be
schleunigende Kraft 1 kg auf die in 1 + 1 + 1 = 3 kg steckende 
Masse wirkt und die Beschleunigung gj3 hervorruft. Es ist also 
bei gleichen b eschl eunigenden Kräften die B eschleu ni
gung den Massen umgekehrt proportional. 

Man läßt nun bei Versuch IV den bewegten Massen ihre vorige 
Größe, verteilt sie aber so, daß die beschleunigende Kraft geändert 
wird und z. B. die Häfte ihres vorigen Wertes hat, also 1/2 kg; 
dann beobachtet mann eine auf die Hälfte verminderte Beschleuni
gung g16. Weiter in der gleichen Richtung vorgenommene Än
derungen bestätigen, daß gleichen Massen durch verschiedene 
beschleunigende Kräfte proportionale Beschleunis-ungen 
erteilt werden (Fig.143V). 

Bildet man bei allen Versuchen den Quotienten aus Kraft 
durch Masse mal Beschleunigung, so ergibt sich ein unveränder
licher Wert, der c genannt sei, so daß ist: 

P=c·rn·b. 
Um die Konstante c zu bestimmen, wenden wir diese Be

ziehung auf den freien Fall an, bei dem das Gewicht P= G als 
konstante beschleunigende Kraft an der Masse des Gewichtes wirkt 
und ihr im leeren Raum die konstante Beschleunigung gerteilt, 
womit: 

G=c·m.g. 

Übel' die Maßeinheiten von G und b bzw. g ist schon verfügt, 
sie werden in [kgJ und [m;sek2] gemessen; die Wahl der l\Iassen
einheit steht dagegen noch vollständig frei; sie wird so getroffen, 
daß die Konstante c = 1 wird, d. h. man nennt die Masse Eins, 
die in g kg-Stücken steckt; dann nimmt das sog. dynamische 
Grundgesetz die einfache Form an: 

P=rn·b . . . (106) 

Beschleunigende Kraft = Masse mal Beschleunigung. 

Das Trägheitsgesetz bildet einen besonderen Fall des dynamischen 
Grundgesetzes: Ohne Kraft keine Beschleunigung, sondern eine gerad
linige gleichförmige Bewegung. 

Die Masse selbst ist aus der Beziehung G = rn· g zu bestimmen, 
beträgt also 
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G 
. (107) m=-

g 

in wird gleich Eins, wenn G=g, d. h. die technische Massen
ei n h e i t ist in g -kg -Stücken enthalten. Sie führt keinen besonderen 
Namen. Die l'Ifaßzahl der Masse ist nach GI. (107) [kg: mjsek2] = 
[kgsek2 /m]. Die Masse erscheint also durch die Einheiten der von 
früher her bekannten Kraft und der Beschleunigung bestimmt. 

Wir können nun die Bedeutung des im vorangehenden noch 
unbestimmten l\fassenbegriffes festlegen. 'ViI' fragen nämlich 
nach der Kraft, die einer Masse m die Beschleunigung 1 erteilt 
und erhalten mit b = 1 aus (106) P=m, d. h. die Masse ist die-' 
jenige der Materie eigentümliche Zahl, die angibt, welche 
Kraft nötig ist, um einem Körper die Beschleunigung 1 
zu erteilen. Die Masse ist also eine Eigenschaft der l\laterie, wie 
die Elastizität, Härte, Wärmeleitfähigkeit u. a., kurz die dynamische 
Eigenschaft der Materie, deren Kennziffer die sog. spezifische 
.Masse Ji, d. h. die Masse der Volumeinbeit ist. Setzen wir näm
lich nach 36 G = 'Y' 17, so wird 

G r 
m=-=- V=f-l' 17, 

g g 

worin eben Il die Masse der Volumeinheit oder die "Dichte" be
deutet. f-l ist dann die dynamische Stoffkonstante. Wir sprachen 
oben auch von der TrHgheit eines materiellen Körpers. In der 
"Masse" besitzen wir einen Maßstab für die Trägheit. 

Wie man nun einsieht, ist, sobald eine der beiden Größen 
Masse und Kraft als das von Anfang an Bekannte gegeben ist, die 
andere nach dem dynamischen Grundgesetz eindeutig bestimmt, 
also entweder die Masse als das konstante Verhältnis der Kraft 
zur Beschleunigung, oder die Kraft als das Produkt aus Masse mal 
Beschleunigung. 

Wir können Kraft und Masse als zwei Benennungen ansehen, die man 
gebraucht, wenn mau von der 'Wirklichkeit, d. h. der Wirkung eines Körpers 
auf einen andern, des Stoffes auf den Stoff spricht. Streng genommen kommt 
man mit einem der beiden Begriffe aus, da ja der andere durch das dyna· 
mische Grundgesetz mitbestimmt ist. Davon kann man bei einer wissen
schaftlichen Darstellung Gebrauch machen, in der man darauf ausgeht, alles 
Überflüssige wegzulassen. So hat Hertz die Kraft als etwas Übersinnliches 
bezp.ichnet, für das in der Mechanik kein Platz ist. Man kann aber die bei
den Begriffe auch nebeneinander benützen, weil es so bequem ist und meines 
Eraehtens nichts schadet. Besonders der Ingenieur, der an seinen Maschinen 
und Bauten immer mit Kräften zu tun hat, ist mit dem Kraftbegriff so sehr 
verwachsen, daß er ihn nicht wird missen wollen, auch wenn man ihn über
zeugte, daß ihm eigentlich nur Formänderungen, Massen, Beschleunigungen 
entgegentreten. 
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Kehren wir noch einmal zu unserem Beispiel von der Masse 
zurück, die mit einem stets gleich stark gedehnten Faden beschleu· 
nigt wird. Wir können jetzt auf die Frage antworten, was ge
schieht, wenn man die Fadendehnung, also die statisch meßbare 
Kraft, die aber jetzt beschleunigend wirkt, verdoppelt: Es wird 
auch die Beschleunigung verdoppelt. Den "gedehnten Faden" 
unseres vereinfachten Beispieles kann man bei den Versuchen mit 
der Fallmaschine nicht deutlich herausfinden; das gelingt voll
kommen, wenn man die Beschleunigungsversuche mit det· Zen tri
fugalmaschine in der von Perry angegebenen Form vornimmt, die 
man auf statische Art durch Anhängen von Gewichten eichen kann. 
Hierauf sei nachdrücklich hingewiesen, schon deshalb, weil man 
daraus sieht, daß die Eigenschaft "Masse" sich nicht nur bei einer 
geradlinigen Beschleunigung und Verzögerung äußert, sondern auch 
bei einer Ablenkung aus der geraden Bahn, und nicht nur gegen
über der Schwere oder der allgemeinen l\Iassenanziehung, sondern 
gegenüber Kräften beliebiger Herkunft. 

Bei den oben angestellten Erörterungen der Versuche an der 
At w 0 0 d sehen Fallmaschine haben wir die Intensität der über
gewichte durch eine Federwage auf statische Art bestimmt gedacht, 
und haben dann gefunden, daß man die Intensität derselben Kraft, 
wenn sie eine Beschleunigung hervorruft, durch das Produkt m· b 
zu messen habe. Damit ist der Zusammenhang zwischen der stati
schen Kraftmessung mit der Federwage und der dynamischen mit 
dem Produkt m· b klargelegt. 

Wir erkennen dem Gesagten zufolge in der l\Iasse eines be
stimmten Körpers nicht nur etwas, was bei Wägungen mit der 
üblichen Hebelwage überall konstant ist, sondern auch etwas, was 
bei allerlei Beschleunigungsvorgängen konstant bleibt. Der Inhalt 
des Wortes l\Iasse ist also durch die Betrachtung der dynamischen 
Vorgänge wesentlich vermehrt worden. Wenn man die Masse im 
ersten Sinne schon den Attraktionskoeffizienten der Materie genannt 
hat, im zweiten den Trägheitskoeffizienten, so haben beide dem 
Gesagten zufolge den gleichen Wert. 

Schließlich noch ein Wort zur Massenvergleichung mit 
Hilfe der üblichen gleicharmigen Wage. Eigentlich zeigt 
die einspielende Wage ein Momentengleichgewicht an und weiter
hin wegen der Gleichheit der Waghebel die Gleichheit der Ge
wichte, d. h. der Kräfte GI = G2 • Indem man sodann GI = ml . [J 

und G2 = m~· g setzt, folgt ml = ffl2 , d. h. es werden mit der Wage 
sowohl Massen als Kräfte verglichen. Stellt man sich nun vor, 
die Waghebel der gleicharmigen Wage (der Einfachheit halber sei 
von ihrer Masse und ihrem Gewicht abgesehen) werden im gleichen 
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Verhältnis so lange vergrößert, bis die Erdanziehung auf die beiden 
gleich großen Gewichtstücke merklich yerschieden wird, dann kommt 
die Wage aus dem Gleichgewicht, weil zwar die Massen gleich 
geblieben sind, die Kräfte dagegen sich geändert haben. Dem
nach dient die Wage in erster Linie zum Vergleich von Kräften 
und erst in zweiter Linie zur l\Iassenvergleichung, letzteres aller
dings immer bei der gebräuchlichen Größe der Wage. Dabei kann 
man aber fragen, ob es zulässig sei, G=m·g auch dann zu setzen, 
wenn die Beschleunigung 9 gar nicht auftritt, was der Fall ist, 
wenn die Wage ohne Schwingungen zu machen einspielt. Ohne 
eine logische Begründung zu versuchen, kann man die Berechtigung 
zu diesem Vorgehen daraus ableiten, daß die Beziehung G = m· 9 

experimentell nachgewiesen ist. (Experimente und merkwürdige 
Abweichungen s. Enzykl. d. math. Wiss. Bd. V, Physik, S. 1 9 
und 42.) Ein und dasselbe Gewichtstück übt nämlich an verschiedenen 
Stellen der Erde verschiedene Züge an einer Federwage aus, ander
seits wird nach Schwingungsversuchen mit Pendeln !I ebenfalls 
yerschieden gefunden, derart, daß der Quotient Gig füt' eine und 
dieselbe Stoffmenge konstant ist. 

Der Studierende sei hier auf die von E. l\Iach in seiner "Me
chanik in ihrer Entwicklung" aufgestellte Definition der Masse und 
den sich daraus ergebenden Kraftbegriff und das Gegenwirkungs
prinzip aufmerksam gemacht. 

§ 20. l\laßeinheiten und -systeme. 
14:2. Fundamentale und abgeleitete Einheiten. Maschinen

und Bauingenieure sind zurzeit gewöhnt, als fundamentale 
Maße der Mechanik die Länge, die Zeit und die Kraft zu 
benützen und alle übrigen Maße durch diese auszudrücken. Wes
halb gerade diese drei Maße in der technischen Mechanik bevor
zugt werden, erklärt sich daraus, daß man einen mechanischen 
Vorgang nur durch Angaben über Raum und Zeit beschreiben 
kann, und daß, wo es sich in der Technik um die mechanischen 
Wirkungen der bewegten oder ruhenden Körper aufeinander handelt, 
dem Ingenieur zuerst die Frage entgegentritt, welche Kraft z. B. aus 
Festigkeitsrücksichten ertragen oder welche Kraft fortgeleitet wer
den kann, wobei die Kraft überdies durch den Muskelsinn un
mittelbar wahrgenommen wcrden kann. 

Welche Einheiten im einzelnen gewählt werden, ob z. B. als 
Längeneinheit 1 m, 1 mm, 1 km oder A.; als Zeiteinheit 1 sek, 
1 std j als Krafteinheit 1 kg oder 1 t gebraucht wird, hängt von 
besonderen praktischen Rücksichten und Gewohnheiten ab. Es 
mag indes dahingestellt sein, welche Einheit benützt wird j hier ist 
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zunächst der Zusammenhang' der drei Grundmaße mit den übrigen 
zu erörtern. Die drei Grundeinheiten der Länge, Zeit und Kraft 
seien mit I, t, k bezeichnetj eine Fläche ist dann in [12J, ein Raum
inhalt in [l:l], eine Geschwindigkeit v = ds/dt in [lt- 1), eine Be
schleunigung b = dv/dt in [lt- 2 ], eine l\Iasse m = P/b in [k. t2 l-1 j, 
ein statisches Moment einer Kraft in [klJ, ein Massenträgheitsmoment 
2:dmr2 in [kt 2 l], das Gewicht der Volumeinheit in [kl- 3J, eine Ar
beit in [kl], eine Leistung in [klt- 1J auszudrücken; es sind also 
alle diese sog. abgeleiteten Maße der Mechanik auf die drei 
Grundmaße I, t, k zurückführbar. Man nennt die eingeklammerten 
Maßbezeichnungen die Dimensionen der betreffenden Größen. 

Diese ganz geo"rdnete Ausdrucksweise bildet ein sog. Maß
system, und zwar das eben angeführte. das technische Maß
system, weil es in technischen Kreisen gebraucht wird. Die Be
zeichnungsweise [lt- 1J für eine Geschwindigkeit drückt deutlich 
aus, daß man dem Geschwindigkeitsbegriff zufolge eine Anzahl 
Längeneinheiten I durch die zugehörigen Zeiteinheiten t zu divi
dieren hat, um die Maßzahl der Geschwindigkeit zu erhalten. Der 
Nutzen der Dimensionsbezeichnungen ist' ein doppelter: einmal 
kann man von gegebenen Einheiten leicht auf andere übergehen, 
und dann kann man die Dimensionsbezeichnungen zur Prüfung von 
Gleichungen auf ihre Richtigkeit brauchen. 

Einige Beispiele für das zuerst Gesagte: Eine Fahrgeschwindig
keit von 30 Knoten in der Stunde soll in [m/sek J verwandelt wer
den. Wir bezeichnen die alten Einheiten mit ktl und die neuen 
mit k1t1l1. Da 1 [Kn]= 1,852 [km]=1852 [rnJ, so sind I [KnJ= 
1852 l=ll [m] und t [StdJ=60·60·t=3600t [sekJ; also ist die 
Geschwindigkeit in neuen Einheiten 11 t1 - 1 = 1852 ·1/3600· t = 0,515 
lt- 1 [m/sek ], wobei unter lt-1 die Zahl der alten Einheiten, z. B. 
30 zu verstehen sind; 30 Kn=0,515·30= 15,43 [rnjsek]; ebenso 
ist, wenn 1 [km/std] in [m/sek J zu verwandeln ist, 11 = 1000 I und 
t1 = 3600 t; also 11 t1 - 1 = 1000/3600 lt- 1 = (1/3,6) lt- 1 , also z. B. 
72 [km/stdJ = 72/3,6 = 20 [m/sek]. Wäre fernerhin eine Pressung 
[kg/qcm] in englisches Maß (tt /0" = Pfund aufs Quadratzoll) zu 
verwandeln, so wäre l1 2 =0,1550 l2 und k1 =2,2205 k, also k1 11 - 2 = 
2,205/0,1550 kl- 2 =14,22 kl-2 j daher 1 [kg/qcm]=14,22 [U /0"]. Man 
ist bei diesen Umrechnungen zwar auf neue Maßeinheiten übergegangen, 
aber im gleichen Maßsystem lt k geblieben, nämlich im technischen. 

Allgemein: 
Ist 1 alte Einheit von k gleich a neuen Einheiten, 

" 1" " "l b" 
" 1" " "t " C n " 

so sind k bzw. l bzw. t alte Einheiten, in neuen Einheiten ausgedrückt: 
k1 =ak; ll=bl; t1 =ct. 
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In zweiter Linie kann man, wie gesagt, die Dimensionsbezeich
nung zur Prüfung von Gleichungen auf ihre Richtigkeit brauchen. 
In einer Gleichung stehen rechts und links vom Gleichheitszeichen 
nicht nur gleiche Zahlgrößen mit gleichen Vorzeichen, sondern 
auch gleiche Maßgrößen oder Dimensionen, z. B. beiderseits l oder 
kg usf. Beide Seiten einer Gleichung müssen gleichartig oder 
homogen in den Dimensionen sein. In der Gleichung des Flächen
satzes (Satz vom Drehimpuls) 

M= d(mvr) 
dt 

steht links die Dimension kl, rechts k .1-1 • t2 ·l· t-1 ·l· Cl = kl, wie 
zu verlangen ist. Das Nachprüfen auf die Gleichheit der Dimen
sionen führt bei größeren Rechnungen gelegentlich zur Auffindung 
der Stelle, wo ein Fehler gemacht wurde. 

Verhältniszahlen entstehen durch Division zweier Größen von 
gleicher Dimension, z. B. ein Winkel im Bogenmaß durch Division 
einer Bogenlänge [cm] mit dem Radius [cm]. Die Dimension des 
Winkels im Bogenmaß I·Z-l = 1; man nennt solche Größen dimen
si 0 n s los, weil sie keine Dimensions bezeichnung erhalten. 

143. Technisches und absolutes lUaßsystem. Die technische 
Krafteinheit ist die Kraft, mit der ein kg·Stück von der Erde an
gezogen wird; diese Kraft ist bekanntlich von der Lage des Erd
Ol·tes abhängig, wenn auch nicht stark. Grundsätzlich ist jedoch 
das kg als Krafteinheit nur dann eindeutig festgelegt, wenn ein 
bestimmter Erdort oder bestier gesagt ein Ort mit einem bestimmten 
9 vereinbart wird. Dort wird dann ein kg-Stück mit der tech
nischen Krafteinheit 1 kg angezogen. Auch die in 9 kg steckende 
technische Masseneinheit ist vom Wert 9 und daher vom Erdort 
abhängig. 

Die Angabe eines Erdortes ist bei der Vereinbarung det'Längen
und Zeiteinheit nicht nötig; gegen diese werden auch keine Ein
wände erhoben. Nimmt man hinzu, daß 9 vielleicht zeitlichen 
Änderungen unterliegt, so kann die Frage aufgeworfen werden, ob 
man von den drei technischen Grundeinheiten l, t, k die Kraft nicht 
durch ein anderes vom Erdort unabhängiges Maß ersetzen soll. 
Als dieses dritte Grundmaß ist von Gauß die Masse vorgeschlagen. 
Die Einheit der Masse ist nach diesem Vorschlag in dem in Paris 
aufbewahrten Ur-Kilogramm enthalten und kann von diesem kopiert 
werden. Reproduzierfähig ist diese Masseneinheit vermöge der De
finition, daß sie auch enthalten sei in 1 cbdm Wasser (= 1 I) von 
4 0 C, allerdings bietet die gen aue Volum bestimmung dem Physiker 
Schwierigkeiten. Die Grundeinheiten des sog. absoluten Maß-
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systems sind also Länge, Zeit, l\Iasse ll, t, m]. Absolut soll hierbei 
nichts anderes heißen als von der geographischen Lage unabhängig. 
Der Hauptunterschied beider Maßsysteme liegt darin, daß im tech
nischen Maßsystem die Kraft die fundamentale, die Masse dagegen 
die abgeleitete Maßgröße ist; im absoluten ist das Umgekehrte 
der Fall. Das in beiden Maßsystemen vorkommende kg bedeutet 
im technischen System eine Kraft, - das Kraft·kg oder kg-Ge
wicht -, im absoluten eine Masse, - die kg-Masse -. 

Welche Einheiten von l, t, m vereinbart werden, ist für die 
Unterscheidung zwischen technischem und absolutem Maßsystem 
gleichgültig. Die Physiker haben sich für cm, gr, sek entschieden. 
Für die Techniker empfehlen sich größere Einheiten, und zwar, 
wie auch Lehmann vorschlägt, am besten das Meter, die Sekunde 
und das Kilogramm (Masse). Die absolute Krafteinheit ist da· 
mit festgelegt als die Kraft, die der Masse 1 [kg] die Beschleunigung 
1 [m/sek2] erteilt; sie sei nach Lehmann als Dezi-Megadyne 
[D.M.Dyne] bezeichnet, wobei 1 [D.l\I.Dyne] = 1 Zehntel Megadyne 
= 1/10 von 1000000 Dynen = 100000 Dynen und 1 Dyne die vom 
Physiker gebrauchte Krafteinheit ist, die der Masse 1 [g] die Be
schleunigung 1 [cm/sek2] erteilt. Von der absoluten Krafteinheit 
1 [D.M.Dyne] erhält man wie folgt eine anschauliche Vorstellung: 
1 kg·Stück, das 1 absolute l\lasseneinheit repräsentiert, übt an 
einer Federwage einen Zug von P = m· b = 1· 9 = 9 [D.l\I.Dyne] aus; 
demnach erzeugt (l/g)-kg-Stück den Zug von 1 Dezimegadyne 
(vgl. Fig 144 a). Diese absolute Krafteinheit muß also der Masse 
1 kg die Beschleunigung 1 [m/sek2J erteilen; in der Tat erhält man, 
wenn an den beiden Schnüren einer Atwoodschen Fallmaschine 
je m1 = [(g- 1)/2g}kg-Stücke und als übergewicht m2 = 1/g kg
Stücke angehängt werden, die Beschleunigung nach 250 zu: 

1 

b = __ m~. 9 = __ L __ . 9 = 1 [m/sek2]. 

2 1n1 + 1n2 2 9 - -.!:. + ~ 
2g 9 

Die absolute Arbeitseinheit wird verrichtet, Fig. 144b, wenn 
die absolute Krafteinheit 1 Dezimegadyne auf dem Weg von 1 m 
überwunden wird; sie heißt 1 Joule, welche Bezeichnung in der 
Elel,trotechnik gebraucht wird. 1 Joule ist 1/g Meter- (Kraft-) Kilo
gramm; 1 mkg = 9 Joule. 

Die absolute Einheit der Leistung, Fig.144b, ist 1 Joule in der 
Sekunde, genannt 1 Watt, und wird entwickelt, wenn 1/g kg-Stücke 
mit 1 [m/sek] Geschwindigkeit gehoben werden; daher ist 1 Watt 
= 1/9 [mkg/sek] oder 1 [mkg/sek] = 9 Watt. 
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Wegen des Zusammenhanges mit vielgebrauchten Einheiten der 
Elektrotechnik sei noch folgendes angeführt: 

Fig. 144 o.- c. 

1 Kilowatt = 1 kW = 1000 W (s. Fig. 144c), 
1000 - 1000 1 
------ [mkgjsek] = - - '75 PS = 1,36 PS, 

g g 
1 kW = 1,36 PS = 1 Großpferd [GP]l) 
1 PS = 0,736 kW = 0,736 GP, = 102 [mkgjsek] 
427 [mkgJ äquivalent 1 WE 2) (Kilogramm-Kalorie), 

. [-] 1 1 1 Joule = 11g mkg äquivalent -. --- WE, 
, g 427 

1 WE äquivalent 427· g Joule, 
1 PSstd (Pferdekraftstunde) äquivalent 632 WE, 
1 kWstd (Kilowattstunde) äquivalent 860 WE. 

§ 21. Grulldlehren der Dynamik des materiellen Punktes. 
144. Der materielle Punkt. Bewegt sich ein Körper, z. B. ein 

Schlitten, mit einer daraufsitzenden Person so, daß in einem be
stimmten, sonst aber beliebigen Augenblick alle Körperpunkte 
parallele Bahnen mit gleicher Geschwindigkeit zurücklegen, so 
braucht man bloß einen dieser Punkte zu betrachten, etwa den 
Schwerpunkt, in dem die ganze Masse vereinigt gedacht wird. 
Dieser allein mit Masse begabt gedachte Punkt heißt materieller 
Punkt; er bewegt sich ebenso wie der wirkliche Körper, wenn an 
ihm alle Kräfte angreifend gedacht werden, die am wirklichen 
Körper angreifen. Der materielle Punkt braucht also nicht not
wendig als unendlich klein vorgestellt zu werden. Bei einer Loko
motive oder der um die Sonne kreisenden Erde trifft das Gesagte 

') Zum Ersatz der alten Pferdestärke vom 1. Januar 1914 ab empfohlen 
vom Verein Deutscher Ingenieure. 

2) 1 WE = 1 große kg-Kalorie ist dia Wärmemenge, durch die 1 kg Wasser 
von 14,5 auf 15,5 0 C erwärmt wird. 
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offenbar nicht mehr zu. Die einzelnen Punkte beschreiben nicht 
alle parallele Bahnen mit gemeinsamer Geschwindigkeit. Aber in 
der Hauptsache tun sie das doch, wenn man von der Drehung der 
Räder, der eigenartigen Bewegung der Schubstange, der Achsen
drehung der Erde absieht. Wenn das zulässig ist und wenn nicht, 
wird man bei weiterem Eindringen in die Mechanik lernen. Vor
erst muß man darauf vertrauen, daß man ein gewisses Gefühl da
für hat, unter welchen Umständen man ein bewegtes Gebilde ein
fach als einen materiellen Punkt auffassen darf. Der materielle 
Punkt ist eine Abstraktion, unternommen zur Vereinfachung der 
Beurteilung. Der Schwerpunktssatz wird wesentlich zur Klärung 
beitragen, unter welchen Umständen man die Annahme eines mate
riellen Punktes machen darf. Gegenüber dem materiellen Punkt 
unterscheidet man den materiellen Körper (z. B. Schubstange, 
Kreisel), bei dem außer einer fortschreitenden Bewegung die Drehung 
wesentlich in Betracht kommt, und ferner das materielle System 
(Lokomotive, Glocke mit Klöppel, Kreisel mit beweglichem Rahmen 
im Schiff, Planetensystem, Regulator und Kraftmaschine). 

145. Kräfteparallelogramm. Bescbleunigungen dürfen zufolge 
140 wie Strecken nach der Parallelogrammregel zu einer Resul
tierenden zusammengesetzt und in Komponenten zerlegt werden. 
Das wurde dort auf Grund des Weg- und Geschwindigkeitsparallelo
grammes bewiesen. Multipliziert man nun die Seiten und die Dia
gonale eines Beschleunigungsparallelogrammes mit einem konstanten 
Faktor m, nämlich mit der zu beschleunigenden Masse, so entsteht 
ein dem ersten ähnliches Parallelogramm mit 'in' b als Seiten. Das 
sind nach dem dynamischen Grundgesetz die zu den Beschleu
nigungen gehörigen bescbleunigenden Kräfte, die somit auch nach 
der Parallelogrammregel zusammengesetzt und zerlegt werden dürfen. 
Der früher als Axiom eingeführte Satz vom Kräfteparallelogramm 
ist nunmehr mit Hilfe des Parallelogrammes der Beschleunigungen 
und des dynamiscben Grundgesetzes bewiesen. Nach den Bemer
kungen in 141 gilt der Satz sowohl für dynamische wie statische 
Kräfte. 

In der Statik wurde mancbmal die Wendung benützt, eine 
Kraft ersetze eine Anzahl anderer Kräfte in ihrer Wirkung auf das 
Gleicbgewicht oder den Bewegungszustand. Was unter der Wirkung 
auf den Bewegungszustand genau zu verstehen ist, erbellt jetzt aus 
dem Satz vom Kräfteparallelogramm. Eine beliebige Anzahl von 
Kräften, die an einem materiellen Punkt angreifen, erteilt diesem 
die gleiche Beschleunigung wie die Resultante dieser Kräfte. 

Wir erinnern uns dann noch an das in der Parallelogramm
regel enthaltene Unabbängigkeitsprinzip. Nacb diesem darf man 

J.utenrieth-Ensslin. Technische Me('hanik. 2. Anft. 17 
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die Wirkung einer Kraftkomponente von den übrigen getrennt ver
folgen und ihre Teilwirkung ist die gleiche, wie wenn die andern 
Kraftkomponenten gar nicht da wären, ebensowenig eine etwa an
fänglich vorhandene Geschwindigkeit (vgl. S. 243). 

146. Dynamische Kraft o(ler Beschleunigungskraft. Tl'ägheits
widerstand der ~Iasse. Pl"inzip von D' Alembert. Wenn wir einen 
Schwungball fortschleudern, so üben wir mit der Hand eine be
schleunigende Kraft auf ihn aus, deren Größe nach dem dynamischen 
Grundgesetz durch das Produkt der Masse des Balles und seiner 
Beschleunigung gemessen wird. Man drückt die gleiche Tatsache 
nur mit anderen Worten und von entgegengesetztem Standpunkt 
gesehen aus, wenn man sagt, der Schwungball setze der Hand 
einen Widerstand gegen die Beschleunigung entgegen; auch diesen 
Widerstand, den sog. Trägheitswiderstand der l\Iasse, müssen 
wir durch das Produkt m· b messen, und wir sagen, der Wider
stand sei der beschleunigenden Kraft gleich und entgegengesetzt. 
Denn es kann auch der Stärkste keine Kraft ausüben, wo er auf 
keine Gegenkraft trifftl), und er kann immer nur gerade so viel 
Kraft anwenden, als er Gegenkraft findet. In dem Satz: die Kraft 
sei gleich der Gegenkraft, liegt auch gar keine Erkenntnis, sondern 
ein Sprachgebrauch. 

Wenn also einmal gesagt wird, ein Körper übe auf einen zweiten eine 
beschleunigende Kraft m· b aus, und das auderemal: der zweite reagiere auf 
den ersten mit dem Trägheitswiderstand m· b, so wird die gleiche Sache 
doppelt benannt, was im Grunne genommen überflüssig ist; es handelt sich 
um die zwischen beiden Körpern tatsächlich wirkende Kraft und Gegenkraft; 
es erschE'int zweckmäßig, hierbei das oben gebrauchte Wort Widerstand zu 
vermeiden und lediglich von einer (dynamischen) Gegenkraft zu sprechen, das 
Wort Widerstand aber nur im Zusammenhang mit einer Gleichgewichts
bedingung zu verwenden. 

1) Das Gegenwirkungsprinzip enthält eine Aussage über die Kraftüber
tragung von einem Körper auf einen andern, oder, in einem und demselben 
Körper, von einer durch eine Trennungsebene erzeugten Schnittfläche auf die 
andere. Die übertragene Kraft kann man sich durch eine eingeschaltete Zug
oder Druckfeder gemessen denken. 

Von der Kraftwirkung zwischen zwei Körpern bzw. von der Fortleitung 
einer Kraft durch eine gedachte Schnittfläche eines Körpers ist das Gleich
gewicht der Kräfte an einem und demselben Körper, sei es an einem 
im Beharrungszustand befindlichen Körper zwischen Lasten und Widerständen, 
sei es an einem (nach Größe und Richtung) beschleunigten Körper zwischen 
Effektivkräften U7 und fingierten Kräften (Trägheitswiderständen). Dieser 
Unterschied ist in 5 nicht deutlich zum Ausdruck gebracht worden .. 

Die Bezeichnung Trägheitswiderstand ist in 146, wie auch sonst in der 
Literatnr, in zweierlei Sinn gebraucht. was wohl zu beachten ist. Man sollte 
aber so nur die fingierte D'Alembertsche Gleichgewichtskraft nennen. 
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Bisher habcn wir zwei Körper betrachtet, jetzt betrachten wir 
ucn ei n en materiellen Punkt (Schwungball) für sich, von der Hand 
"frei gemacht". Um den bestehenden Zustand nicht zu ändern, 
ist die von außen auf den materiellen Punkt ausgeübte Kraft an 
diesem anzubringcn, die ihn ebenso beschleunigt wie zuvor die Hand. 
Dies ist die einzige tatsächlich am Massenpunkt angreifende effek
tive, eingeprägte Kraft. In Gcdanken werde nun ein gleich großer 
Widerstand - m· b hinzugefügt, der sog. Trägheitswiderstand, 
dann gilt für den freigemachten materiellen Punkt die Gleichung 

F-m·b=O. 

D'Alembert hat hierfür die Ausdrucksweise cingeführt: Die 
Beschlcunigungskraft und der Trägheitswiderstand sind 
im Gleichgewicht, und hat durch diese der Statik entlehnte Auf
fassung die dynamische Aufgabe auf eine statische zurückgeführt; 
man kann nämlich die von früher her bekannten Gleichgewichts
bedingungen für Kräfte, die an einem Punkt angreifen, ohne wei
teres auch auf einen ungleichförmig bewegten Massenpunkt an
wenden, wenn man am Massenpunkt zu der beschleunigenden 
Kraft P eine fingierte Kraft, den Trägheitswiderstand - mb der 
Masse, hinzufügt. Die Kräfte sind dann im Gleichgewicht, wie 
früher in der Statik Lasten und Stützenwiderstände. Der aus der 
Einschränkung bzw. Aufhebung der Beweglichkeit hervorgehende 
statischc Stützenwiderstand ist aber eine wirkliche am belasteten 
Körper angrcifendc Kraft; man kann sie ebensogut mit einem Seil, 
an dem ein Gewicht hängt und das in geeigneter Weise über eine 
Rolle geführt ist, auf die StützsteIle ausüben, d. h. auf den Körper 
selbst, und die Kräfte am helasteten Körper sind einerseits im 
Gleichgewicht, anderseits aber auch der Körper selber. Die D'Alem
bertsche Gleichgewichtskraft, der Trägheitswiderstand -mb, ist 
aber keine wirkliche, sondern eine fingierte Kraft. Denn brächte 
man an dem materiellen Punkt eine wirkliche Kraft - mb, etwa 
mit Gewicht und Seil, an, 80 wäre er im statischen Gleichgewicht; 
mit der fingierten Kraft versehen, sind nun zwar die Kräfte als 
im Gleichgewicht befindlich anzusehen, nicht aber der Körper, der 
nicht im Gleichgewichts- oder Beharrungszustand ist, sondern in 
ungleichförmiger Bewegung. 

Die Einführung der fingierten Kraft des 'l'rägheitswiderstandes, 
durch die dynamische Probleme auf statische zurückgeführt werden, 
erweist sich als überaus vorteilhaft; nur darf man nicht die fingier
ten Kräfte für wirkliche nach Art eines Seilzuges am materiellen 
Punkt angreifende halten. Wir können sie an den geschilderten 
Merkmalen stets unterscheiden. 

17* 
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Wird späterhin nicht mehl' ein materieller Punkt allein, sondern 
ein Körper oder ein System von Punkten odel' Körpern in ungleich
förmiger Bewegung betrachtet, so steht zwischen den beschleunigen
den Kräften und den fingierten D' Alembertschen GIeichgewichts
kräften nicht nur eine Komponentengleichung, sondel'll auch noch 
eine Momentengleichung zur Verfügung. 

Das beschriebene Verfahren wil'd als D'Alembertsches Prinzip 
bezeichnet, es lautet: 

An einem ungleichförmig bewegten materiellen Punkt 
sind die beschleunigende Kraft und der Trägheitswider
stand im GI eichgewi ch t. 

147. Was sind Beschleunigungskräfte? Bleiben wir vorläufig 
bei einer geradlinigen Bewegung und stellen die Frage der Über
schrift in bezug auf ein Geschoß, das sich in einem nicht gezogenen 
schräg gestellten Lauf eines Geschützes bewegt. Alle Kräfte, die 
das Geschoß beschleunigen oder verzögern, sollen ak t i v e (treibende, 
hemmende) oder eingeprägte Kräfte genannt werden. Bei der 
geradlinigen Geschoßbewegung im Lauf sind das: beschleunigend, 
der Druck der Pulvergase ; verzögernd, die längs der Bewegungs
richtung genommene Komponente des Geschoßgewichtes, die Reibung 
am Lauf, der Luftwiderstand. Während in der Sfatik die Reibung 
der Huhe oder die Haftreibung zu den passiven Stützenwiderständen 
zu zählen war, ist die Reibung der Bewegung in der Dynamik eine 
verzögernde Kraft und darum den aktiven oder eingeprägten Kräften 
beizuzählen. Dieser grundsätzliche Unterschied zwischen der Rei
bung in der Statik und der Reibung in der Dynamik ist wohl im 
Auge zu behalten. Die senkrecht zur Bahnlinie sich ergebende 
Gewichtskomponente ist eine Last oder eingeprägte Kraft, die durch 
eine infolge eingeschränkter Beweglichkeit entstehende Reaktion 
aufgehoben wird, sie ist mit keiner Geschwindigkeitsänderung 
weder der Größe noch der Richtung nach verbunden; :die resul
tierende Beschleunigungskraft ist denmach der Gasdruck abzüglich 
Bahnkomponente des Geschoßgewichts + Reibung + Luftwiderstand. 

Die Haftreibung ist eine Heaktion, deren Größe und Richtung 
zunächst unbekannt sind; .die· Bewegungsreibung dagegen ist nach 
Größe und Hichtung bekannt; die Richtung ist ja· stets der Be
wegung entgegengesetzt. 

Die beschleunigende Kraft entsteht und verschwindet mit der 
Beschleunigung, zufolge der· ··GI. P = m· b. 
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11. Kapitel. 

Gera(llinige Bewegung eines materiellen Punktes. 

§ 22. Allgemeine Lehren und Sätze. 
148. Die Grundgleichung für die geradlinige Bewegung. ~ach 

S. 245 kommt eine geradlinige Bewegung nur dann zustande, wenn 
die Wirkungslinie der Beschleunigungskraft oder der Vektor der 
Beschleunigung mit der Richtungslinie der Anfangsgeschwindigkeit 
zusammenfällt; auch darf die Beschleunigungskraft im Laufe der 
Bewegung ihre Richtung nicht ändern. 

Man setzt auf der geraden Bahnlinie einen Fixpunkt 0 fest, 
und damit die + - und -s-Hichtung. Steht der materielle Punkt 
von der Masse m unter dem Einfluß einer beschleunigenden Kraft 
P, so wird ihm, gleichviel ob er in Ruhe oder schon in Bewegung 
ist (S. 243), dem dynamischen Grundgesetz zufolge die Beschleuni
gung b erteilt; es ist also 

mb=P oder 
dv 

m·di=P . ... (108) 

Da m positivist, so hat P das gleiche Vorzeichen wie die Be
schleunigung, ist also +, wenn P im Sinne der zunehmenden s 
wirkt; andernfalls negativ. 

GI. (108) ist die gesuchte Grundgleichung. 

149. Allgemeine Bemerkungen über die Probleme des vor
liegenden Kapitels. Diese Probleme sind von zweierlei Art: 

a) entweder soll für eine gegebene geradlinige Bewegung die 
Beschleunigungskraft ermittelt werden, odel· 

b) es ist die Bewegung eines materiellen Punktes zu bestimmen, 
der von gegebenen, eine Resultante in der. geraden Bahnlinie lie
fernden Kräften ergriffen wird. 

Im Falle a) hat man zunächst die Lage des beweglichen 
Punktes zu jeder Zeit oder wenigstens in genügend vielen Zeit
punkten festzustellen, entweder analytisch in Form der Gleichung 
s=f(t) oder graphisch in Form der Zeit-Weg-Kurve, worüber in 
129 bis 132 das Erforderliche bemerkt worden ist. Aus der Glei
chung s = f(t) findet man durch zweimaliges Ableiten nach t die 
Beschleunigung b; worauf man b nur mit der Masse 111 des mate
riellen Punktes zu multiplizieren hat, um die gesuchte Beschleuni
gungskraft P = m· b zu erhalten. 

Aus der Zeit-Weg-Kurve anderseits findet man die Geschwindig
keit und hernach die Beschleunigung durch Tangentenziehen wie 
in 131 und 132 gezeigt. 
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Wird nun b und damit P positiv, so heißt das, daß die Be
schleunigungskraft zu der betreffenden Zeit in der + s-Richtung 
wirkt, andernfalls entgegengesetzt. 

Im Fall b), wenn die Beschleunigungskraft gegeben und die 
Bewegung des materiellen Punktes gesucht ist, wird P in die Grund
gleichung· 

P = m·(dvldt) 

eingesetzt, unter Beachtung der für P geltenden Vorzeichenregel. 
Durch Integration erhält man daraus die Gleichungen der Bewegung 
des materiellen Punktes. 

Die Beschleunigungskraft P ist nun entweder konstant oder 
veränderlich; letzteren falles kann sie als eine alleinige Funk
tion der Zeit, oder des Abstandes, oder der Geschwindig
keit, oder als eine Funktion von v und s zugleich gegeben sein. 

a) Ist die Beschleunigungskraft konstant oder eine Fu n k tio n 
der Zeit allein, so läßt sich die Integration der aus der Grund
gleichung P = m· b = m· (d vldt) sich ergebenden Differentialgleichung 

P 
dv=- ·elf 

m 
ohne weiteres bewerkstelligen. 

ß) Das gleiche ist der Fall, wenn die Beschleunigungskraft P 
eine Funktion der Gesch windigkeit allein ist; dann hat man 
die Grundgleichung in der Form: 

anzuschreiben. 

dv dt 
P m 

,,) Ist dagegen P eine Funktion des Weges s allein, so 
erweitert man die Gleichung m·dv = P·dt mit v = dsldt und erhält: 

rn·v·dv = p·v· dt= P·ds, 

worauf sich die Integration durchführen läßt. Da v und ds stets 
das gleiche Vorzeichen führen, so darf man für v und ds in dieser 
Gleichung den Absolutwert einsetzen. 

il) Wäre P eine Funktion von v und s, so würde man v=dsldt 
und b = d2Sldt'~ setzen und erhielte: 

d2s 1 (dS ) 
dt2 = m f dt' s 

eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, die unter Umständen 
integriert werden kann und dann eine Beziehung zwischen sund t 
liefert. 

Auf diese Art sind die vorkommenden Fälle nach einem 
mathematischen Gesichtspunkte geordnet. Die beiden Fälle, in 
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denen die Kraft als eine Funktion der Zeit bzw. als eine Funktion 
des Weges gegeben ist, nehmen hierbei eine bevorzugte Stellung 
ein; wir sehen dies, wenn wir sie in 150 und 151. eingehend be
handeln. 

150. Der Satz vom Antrieb oder von der Bewegungsgröße. 
Kennt man, etwa aus einem Versuch, den zeitlichen Verlauf der 
Beschleunigungskraft, so kann man nach der zeitlichen Wir
kung der Kraft für die Bewegung fragen. Besonders einfach 
läßt sich die Geschwindigkeit in einem beliebigen Zeitpunkt an
geben, wenn man dieGrundgleichung P=m· (dvfdt) oder m· du =p. dt 
integriert; man erhält: 

u t t 

fm.dv=JP.dt oder m.v-m.vo=JP.dt .. (109) 
"0 0 o 

Da dt stets positiv angenommen werden kann (S. 225), so er
halten P und v das +-Zeichen, wenn beide in der +s-l{ichtung 
wirken j andernfalls das - -Zeichen. 

Man nennt P·dt den Antrieb der Beschleunigungskraft P in 
der Zeit dt oder auch den Elementarantrieb der Kraft P und 
das zwischen 0 und t genommene Integral von p. d t den Antrieb 
der Kraft P in der Zeit t, ferner das Produkt m·v die Bewegungs
größe des materiellen Punktes in dem betreffenden Augenblick. 
Der Satz vom Antrieb oder der Bewegungsgröße GI. (109) lautet 
daher in Worten: 

Die Än derung der Bewegungsgröße eines materiellen 
Punktes in einer bestimmten Zeit ist gleich dem Antrieb 
der Beschleun igungskraft in der gleichen Zeit. 

Da mund dt Größen ohne Richtung sind, sog. Skalare, so ist 
der Antrieb oder die Bewegungsgröße eine Größe von derselben 
Art, wie eine Geschwindigkeit oder eine Kraft, d. h. eine gerichtete 
Größe, und ist durch einen Vektor darstellbar. Man darf sie in 
Rechnung und Zeichnung wie einen Vektor behandeln. Beispiele 
s. § 28. 

151. Der Satz von der Arbeit oder der kinetischen Energie. 
Kennt man den Verlauf der beschleunigenden Kraft längs des Weges, 
auf dem sie wirkt, so kann man nach der Wirkung der Kraft 
längs des Weges fragen. Besonders einfach läßt sich dann die 
Geschwindigkeit an einer beliebigen Stelle der Bahn angeben, 
wenn man die Grundgleichung P = m· (dvfdt) mit ds erweitert und 
dsfdt = v setzt, womit sich ergibt: 

P·ds=m·-·ds=m·u·dv=d -- . dv (m t,"!) 
dt 2 
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Diese Gleichung ist zu integrieren vom Fixpunkt 0 der Bahn 
an, bei dessen Durchschreiten der Massenpunkt die Geschwindig
keit Vo besitze, bis zu einer beliebigen um s [m] davon entfernten 
Stelle der Bahn, wo die Geschwindigkeit v geworden sei; man 
erhält: 

s 
A = J P·ds = ~·m.(v2 - V02) . (110) 

o 

Hierin ist P·ds nach 119 die Arbeit der Kraft P auf dem 'Weg 
d s, wo bei P eine beschleunigende oder verzögernde Kraft ist. Das 
zwischen 0 und s genommene Integral ist die Arbeit A der be
schleunigenden Kraft auf dem Weg s, das sog. Linienintegral der 
Kraft. 

P erhält das +-Zeichen, wenn es in der +s·Richtung' wirkt, 
andernfalls das --Zeichen und ds ist +, wenn sich der Punkt 
in der +- s-Hichtung bewegt, m. a. W. bei Vorwärts bewegung, da
gegen - bei Rückwärtsbewegung. Demnach ist dA = (+ P)· (+ d s) 
= (- P)· (- ds) positiv bei beschleunigter Vor- oder Rückwärts
bewegung, und anderseits dA=(+ P)(-ds) = (-P)(+ ds)negativ 
bei verzögerter Vor- oder Hückwärtsbewegung. Daher bedeutet 
+ A eine Beschleunigungs- bzw. Verzögerungsarbeit. Wir über
zeugen uns hiervon auch noch mit Hilfe der rechten Seite der vor
letzten Gleichung, derzufolge das Vorzeichen von d (v2 ) abhängt, 
also vom Wachsen oder Sinken des Quadrates der Geschwindig
keit. Der Richtungssinn von v ist dabei ohne jede Bedeutung, 
denn v2 ist positiv, mag v selbst das +- oder --Zeichen haben. 
Wir bestätigen damit nur etwas, was schon auf S. 205 ausgeführt 
worden ist, daß nämlich die Richtung nicht zu den wesentlichen 
Merkmalen einer Arbeit gehört, die Arbeit ist eine richtungslose, 
skalare Größe. Wegen des Gebrauches des Vorzeichens in GI. (110) 
vgL S. 262. 

Gleichzeitig ist auch die Bedeutung der rechten Seite der 
GI. (110) bestimmt; auch sie stellt eine mechanische Arbeit, eine 
Form von Energie dar, und zwar eine Differenz zweier Energien 
~ mv2 und ~ mvo ~ . Es sind dies diejenigen Energien, die die 
Masse m vermöge ihrer Geschwindigkeit v bzw. Vo besitzt, also ver
möge ihres Geschwindigkeitszustandes. l\Ian nennt sie kinetische 
Energie oder Geschwindigkeitsenergie, wofür auch die Bezeich
nung Wucht vorgeschlagen ist. Früher nannte man die Größe 
~ mv2 die lebendige Kraft, ein Ausdruck, der zu Verwechslungen 
Anlaß geben kann, weil es sich nicht um eine Kraft in [kg] han
delt, sondern um eine Arbeit in [mkg] j dagegen ist das Eigen
schaftswort "lebendig" durchaus sprechend. 
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Auf eine Masse wird kinetische Energie übertragen, indem ihre 
Geschwindigkeit erhöht wird, indem sie also beschleunigt wird; es 
wird ihr kinetische Energie entzogen, wenn sie Geschwindigkeit 
verliert, wenn sie also verzögert wird. 

Der Satz von der (dynamischen) Arbeit oder der kineti
schen Energie lautet nach GI. (110) in Worten: 

Die Änderung der kinetischen Energie eines materi
ellen Punktes auf einem gewissen Weg (oder in einer gewissen 
Zeit) ist gleich der Arbeit der den materiellen Punkt be
schleunigenden oder verzögernden Kräfte auf dem gleichen 
Weg (oder in der gleichen Zeit). 

Mit Hilfe der letzten Gleichung kann man die von einer be
wegten Masse aufgenommene oder abgegebene Energie berechnen, 
wenn ihre Geschwindigkeit erhöht oder ganz oder teilweise ver
nichtet wird. Die kinetische Energie eines 13 [g] schweren In
fanteriegeschosses ist bei 750 [m/sek] Mündungsgeschwindigkeit : 
A=~·(0,013/9,81)·7502=373 [kgm]; ein Schnellzug von 300[t] 
= 300 ·1000 [kg] Gesamtgewicht hat bei 90 [km/std] = !J0/3,6 
= 25 [m/sek] Fahrgeschwindigkeit eine kinetische Energie yon 
~·(300·1000/9,81).252=9560000 [kgm]; ein Ozeandampfer von 
45000 [tJ Gewicht und 21,6 Knoten = 40 [km/std] = 11,1 [m/sek] 
Fahrgeschwindigkeit eine kinetische Energie von ~ (45000·1000/9,81) 
·11,12 =283Mil1. [kgm] = 283 [tkmJ. Diese Energie muß von den 
:\faschinen anfgewendet werden, um das Schiff aus der Ruhe auf 
seine volle Geschwindigkeit zu bringen; sie ist vom Schiffswider
stand und der Gegendampfarbeit aufzuzehren, wenn das Schiff 
anhalten soll; sie wirkt bei einem Zusammenstoß zerstörend am 
Schiff selbst und am gestoßenen Körper. 

Zur Lösung der eingangs erwähnten Aufgabe wird sich im 
nachfolgenden noch vielfach Gelegenheit hieten. Der Gang der 
Lösung sei kurz an einem sehr einfachen Fall gezeigt. Ein frei 
fallender Körper von 20 kg Gewicht möge eine vertikale Geschwin
digkeit von 10 ~m/sek] besitzen. Es wird nach der Geschwindig
keit gefragt, die nach weiteren 8 [m] Fallweg vorhanden ist. 

Auf dem letzteren ist von dem Gewicht P = 20 kg an seiner 
eigenen Masse eine Beschleunigungsarbeit A = + P . s = 20·8 [kgm] 
verrichtet. Die Zunahme der kinetischen Energie betriigt 

~. m. (v 2 - V o 2) = ~. (20/9,81 )(v2 - 102), 

also nach dem Satz von der Arbeit GI. (110); 
160 = ~. (20/9,81) (v2 -102) 

v=rd 16 [m/sek]. 
Wir haben im vorhergehenden die Umwandlung der mechani

schen Arbeit einer Beschleunigungskraft in kinetische Energie be-
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trachtet und sind dabei auf diese neue Energieform gestoßen, die 
einem Körper vermöge seiner Geschwindigkeit innewohnt. Wir er
kennen fürs erste, daß der Satz von der Arbeit und der kinetischen 
Energie ein besonderer Fall des Gesetzes von der Erhaltung der 
Energie ist. Sodann haben wir Anlaß, einen augenfälligen Unter
schied der neuen Energieform von anderen festzustellen, wobei wir 
uns zunächst auf die Mechanik der wägbaren Stoffe beschränken. 
Wir schreiben dem Wasser in einem Hochbehälter, das einer tiefer 
gelegenen Turbine zugeführt werden soll, eine Energie zu, die es 
vermöge seiner Lage hat und behält, solange man den Schieber 
in der Rohrleitung nicht öffnet. Ebenso sagen wir, ein über dem 
Boden befindliches Gewicht habe Energie vermöge seiner Lage. 
Der Pfeil an der gespannten Bogensehne enthalte Energie vermöge 
der Lage gegenüber dem Bogen. Indem wir das Gemeinsame 
hervorheben, können wir auf alle diese und ähnliche Fälle die 
Bezeichnung Energie der Lage anwenden. Das Wasser, das 
Gewicht, der Pfeil sind durch ihre Lage zu einer Arbeitsleistung 
befähigt, sie besitzen "Potenz", weshalb man die Energie der 
Lage auch "potentielle Energie" nennt, man könnte sie auch ge
bunden oder aufgespeichert nennen. Sie ist jeden Augenblick 
bereit, in Tätigkeit oder Aktion zu treten, man darf sie nur aus
lösen, indem man den Wasserschiebel' öffnet, das Gewicht fallen 
läßt oder die Bogensehne freigibt. Dann werden die Massen des 
Wassers, des Gewichtes, des Pfeiles in Bewegung gesetzt, und sie 
haben die potentielle Energie in anderer Form in sich aufgenom
men, die man der Energie der Lage als Energie der Bewegung, 
als aktuelle oder kinetische Energie gegenüberstellt. Schwingt 
eine an einer Feder hängende Masse auf und ab, so vollzieht sich 
periodisch die Wandlung von potentieller Energie in aktuelle und 
umgekehrt. Während der Beschleunigung geht die potentielle 
Energie der gespannten Feder in aktuelle über, während der Ver
zögerung findet das Umgekehrte statt; in den Totlagen der Schwin
gung, wo die Geschwindigkeit Null ist, ist bloß potentielle, in der 
Mittellage dagegen, die mit größter Geschwindigkeit durchlaufen 
wird, bloß aktuelle Energie vorhanden. In allen Lagen aber ist, 
sofern die Schwingung widerstandsfrei erfolgt, die Summe der 
augenblicklichen potentiellen und aktuellen Energien konstant und 
gleich der Energie in den Totlagen oder in der Mittellage. 

Der Studierende weise letzteres für den freien Fall durch die Höhe h 
nach, indem er zeigt, daß jene Energiesumme konstant ist und gleich 
der Energie zu Beginn der Fallbewegung. Die Arbeitsgleichung für 
den freien Fall mit Anfangsgeschwindigkeit Vo ergibt sich durch Er
weitern der GI. (95) h = v2 /2g mit der }'Iasse m = G/g. Vergl. auch 154. 
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152. Aufgabe. Es soll die Bewegung des auf einer rauhen 
horizontalen Ebene liegenden, von der horizontalen Kraft P ange
griffenen materiellen Punktes m (Fig. 145) bestimmt werden. 

Wählt man die Richtung der treibenden 
Kraft P zur +s-Richtung, so hat man 

du 
m.-=P-W=P-"Q dt t r' 

woraus durch Integration 

v = fP mf-tQ dt 

und bei konstantem Reibungskoeffizienten f-t 

v= P-f-tQ.t+C. 
m 

Q 
Fig. 145. 

l' ... 

Zur weiteren Bestimmung der Bewegung nehmen wir den Ur
sprung 0 der Bahnlinie zweckmäßigerweise in der Ausgangslage 
Ao des materiellen Punktes an; desgleichen beginnen wir die Zeit 
zu zählen in dem Augenblick, in dem die Kraft P an den. materi
ellen Punkt herantritt und letzterer infolgedessen seine Ausgangslage 
Ao verläßt. Demgemäß wird für t = 0 auch v = 0, womit C = 0 

rls P- pQ 
v=-=----·t dt m ' 

und 

oder 
P-f-tQ ds= ------ t·dt. 

m 
Diese Gleichung integriert gibt, wenn man berücksichtigt, daß 

für t = 0 auch s = 0 wird: 

p- f-tQ t2 

s=--m--'2' 

Will man wissen, welche Geschwindigkeit v' der materielle 
Punkt im Abstand s' vom Ursprung 0 besitzt, so muß man aus 
der letzten Gleichung die Zeit bestimmen, die der materielle Punkt 
braucht, um in den Abstand s' von 0 zu gelangen, und dann den 
gefundenen Wert von t in die Gleichung für v einsetzen. Einfacher 
ist es aber, mittels des Satzes von der Arbeit die Bestimmung von 
v' vorzunehmen. Der genannte Satz liefert vorliegendenfalls 
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8' 

~mv'2-o= J(P-ftQ)dS=(P-ftQ)S', 
o 

woraus v' = 112 (P -:ftQ) S'. 

überhaupt empfiehlt es sich, den Satz von der Arbeit in An
wendung zu bringen, wenn die Geschwindigkeit des materiellen 
Punktes an einer bestimmten Stelle der Bahn angegeben 
werden soll. 

153. Aufgabe. Ein schwerer materieller Punkt vom Gewichte Q, 
der auf einer horizontaleu Ebene aufruht, erhalte in einer gewissen 
Richtung eine horizontale Geschwindigkeit vo' man soll die Be
wegung des materiellen Punktes bestimmen unter Berücksichtigung 
der Reibung. 

Die am materiellen Punkt (r'ig. 146) tatsächlich wirkenden 
Kräfte sind: das Eigengewicht Q, der normale Bahnwiderstand W n 

und der Reibungswiderstand der Bewegung 
W t = ftQ. Da nun Q und Wn sich aufheben, 
bleibt als Beschleunigungskraft der Reibungs

'7,17;v,i·/~,e7;7;~;;;;';7/7;i/7/='.r widerstand Wt übrig. Der Reibungswider-
//7- stand wirkt stets der Bewegung direkt ent

v, 

(J 

Fig. 146. 

gegen, es kann also nur eine gerad lin ig e 
Bewegung in der Richtungslinie von Vo er
folgen. 

Zweckmäßigerweise wird als Ursprung 
in der Bahn die Ausgangslage des materiellen Punktes angenommen 
und die Zeit zu zählen begonnen in dem Augenblick, in dem der 
materielle Punkt mit der Geschwindigkeit Vo den Ausgangspunkt 
verläßt. Selbstverständlich wird auch als + s-Richtung die Rich
tung von Vo gewählt. Man hat daher 

dv 
m·-=-W =-uQ=-umg dt t ,- " 

oder dv=-pgdt, 
woraus durch Integration: 

v=~,agt+C. 

Es ist aber für t = 0 die Geschwindigkeit v = vo' also 
v=C, 

Integriert: 
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Für t = 0 ist S = 0, womit C' = 0 

und 

Der Punkt der Bahnlinie, in dem der materielle Punkt zur 
Ruhe gelangt, befinde sich im Abstand Si von 0 und werde in der 
Zeit t ' erreicht. Um nun t ' zu erhalten, setzen wir in obiger 
Gleichung für v, t = t' und v = 0, . worauf sich ergibt: 

t'=~. 
ftg 

Mit diesem Wert von t berechnet sich Si aus 

, I t'2 V02 ftg(VO)2 1J0 2 

s =vot -ftgT= ftg -2 ftg =2ftg' 

Wäre nur EI zu bestimmen gewesen, hätte man den Umweg 
über t' nicht zu machen brauchen, vielmehr s' direkt berechnen 
können mittels des Satzes von der Arbeit, wie folgt: 

1 0 I I Vo 2 

0-2"mvo-=-ftmg. s ; s = 2ftg' 

So erhielte man beispielsweise mit 9 = 9,81 (mjsek2) 

1 
für vo = 90 km in der Stunde und ft = 200 

(Eisenbahnzug auf horizontaler Bahn) 
t'=510sek=8min30sek und s'=6371m. 

§ 24. Vertikalbewegung eines materiellen Punktes unter 
alleiniger Berücksichtigung der Schwerkraft. 

1M. Der freie Fall im leeren. Raume. Ein bei Ao (Fig. 147) 
in der Höhe h über dem Boden sich selbst überlassener Körper 
(materieller Punkt) von der Masse m fällt bekanntlich unter Ein
wii'kung seines Eigengewichtes Q = mg in einer Verti-
kalen mit der Beschleunigung 9 herab. . A a 

Um nun diese Bewegung eingehender zu bestimmen, -.,.- -T-

setzen wir zuerst in der geradlinigen Bahn des ma-
teriellen Punktes den Ursprung 0 und die + s-Richtung oS I 

fest, und zwar nehmen wir, was am nächsten liegt, den 1_ h 

Ausgangspunkt Ao des materiellen Punktes als Ursprung 
und die + s-Richtung vertikal abwärts an, ebenso fangen 
wir die Zeit zu zählen an in dem Augenblick, in dem 
der materielle Punkt den Ausgangspunkt Ao verläßt. 

tS 
Zur Zeit t befinde sich der materielle Punkt in 

A im Abstand s vom Ursprung und besitze die Ge-
." h Z .' Fig. 147. schwindigkeit v. ulan at nun zur mt t 
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dv dv 
m'di=+Q=+mg; di=g; dv+gdt, 

woraus 'v = gl + Konst. 

Da aber für t = 0 v = 0 ist, so ergibt sich die Integrations
konstante = 0 und damit 

oder 
ds 
di=gt; 

Für t = 0 ist auch s = 0, daher Konst = 0 und 

9 t2 

s=2' 

Um die Zeit t' zu erhalten, die der Körper zum Durchfallen 
der Höhe h braucht, setzt man in der letzten Gleichung s = hund 
t= t ' , womit 

't ' = yl2gh. 
Damit wird dann die Geschwindigkeit v' in der Tiefe hunter 

dem Ausgangspunkt _ 

I I V2h ,,-v =gt =g g= v2gh. 

Dieses Resultat hätte man direkt erhalten können mittels des 
Satzes von der Arbeit, wie folgt: 

also 

h 

~ mv'2 - 0 = fm g' d s = mg h , 
o 

v' =V2gh. 
155. Der vertikal aufwärts geworfene Körper. Ein Körper 

(materieller Punkt) werde mit der Geschwindigkeit Vo vertikal auf-

+s 

A' -r-:- -
I 

I 

I 

7J-
I ,- cJl.: 

I I , , 
~ 

, 
Q~mg , 

A o 

Fig, 148, 

wärts geworfen; man soll die Höhe bestimmen, bis 
zu der er steigt, die Zeit, die er zum Aufsteigen braucht, 
und die Geschwindigkeit, die er erlangt hat, nach
dem er im Ausgangspunkt wieder eingetroffen ist 
(Fig. 148). 

Ursprung: der Ausgangspunkt Ao; + s- Richtung: 
vertikal aufwärts; ferner sei t = 0 bei Beginn der 
Aufwärtsbewegung. 

Zur Zeit t befinde sich der materielle Punkt in A 
im Abstand s vom Ausgangspunkt Ao,man hat dann: 

dv 
m·dt=-mg; dv=-gdt. 
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Daraus v=-gt+O. 
Für t = 0 ist v = vo' somit Vo = ° und damit 

v=vo-gt 
ds 
dt=vo-gt; ds=vodt-gt.dt 

gt2 . 

s=vot-T+O. 

Für t=O ist s=O. Dies gibt 0=0 und 
gt2 

s=vot- T · 

Zur Zeit t' habe der materielle Punkt den höchsten Punkt A 
seiner Bahn, die größte Steighöhe h erreicht; zu dieser Zeit ist 
v = 0, daher liefert die Gleichung für v 

t' = vo . 
g 

Für t = t' ist aber s = h, somit 

Vo g V0 2 Vo 2 
h=v·---·-=-. 

o g 2 g2 2g 
v! 
-.JL pflegt man die zu Vo gehörige Geschwindigkeitshöhe 
2g 

zu nennen. Die Steighöhe h hätte man auch mit Hilfe des Satzes 
von der Arbeit bestimmen können. Derselbe liefert nämlich für 
den vorliegenden Fall 

h 

0-}mvo2= f -mg.ds=-mgh, 
o 

2 
h __ vo 

woraus - 2g . 

Desgleichen erhält man die Geschwindigkeit v des materiellen 
Punktes im Abstand s vom Ursprung aus 

s 

1 n 1 n f -mv--- mv -= -mg·ds=-mgs 2 :2 0 , 

o 
V 2 =v0 2 -2gs. 

Hat der materielle Punkt die größte Höhe h erreicht, so fällt 
er von da an in der gleichen Vertikalen wieder zurück. Alsdann 
ist seine G~schwindigkeit u in einem Punkte der Bahn, der sich 
iin Abstand s vom Ursprung, also vom unteren Amgangspunkt be
findet, nach 154. 

u=V2g(h-s), woraus u2=2gh-2gs. 
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u=v, 
d. h. ein und derselbe Punkt der Bahnlinie wird beim Aufsteigen 
und beim Zurückfallen vom materiellen Punkte stets mit der 
gleichen Geschwindigkeit durchlaufen. 

Um die größte Höhe h zu erreichen, braucht der materielle 
Punkt, wie wir oben gefunden, die Zeit 

t'=~= -V{~~= -V~f' 
Das ist aber auch die Zeit, die der materielle Punkt nötig hat, 

um die Höhe h zu durchfallen (siehe 154:). 
Aufgabe. Welche Höhe hat ein Stein erreicht, der im luft

leeren Raum vertikal aufwärts geworfen wurde und nach t Sekunden 
wieder im Ausgangspunkt angelangt ist? 

Die gesuchte Höhe sei h. Nach dem soeben Angeführten 
braucht der Stein zum Aufsteigen die gleiche Zeit wie zum Herab
fallen, nämlich 

, V2h t = g Sekunden. 

Demgemäß wäre 

t = t' -1- t' = 2 1 /2 h 
I V g , woraus 

f' h='~ 8 . 

§ 25. Geradlinige Bewegung eines materiellen Punktes auf 
einer schiefen Ehene. 

156. Abwärtsbewegung bei fehlender Reibung. Im Punkte Ao 
(Fig. ] 49) einer schiefen Ebene von der Horizontalneigung a be

Fig. 149. 

finde sich ein schwerer materieller 
Punkt vom Gewichte Q, man soll 
die erfolgende Bewegung des sich 
selbst überlassenen materiellen Punk
tes bestimmen. Wir errichten in Ao 
die Normale zur schiefen Ebene und 
legen durch diese und die Vertikale 
durch Ao eine Ebene, alsdann schnei
det diese Ebene die schiefe Ebene 
nach der sogenannten Linie des 
grö ßten Gefälles, d. h. nach einer 

Geraden, die von allen in der schiefen Ebene gezogenen Geraden 
die größte Horizontalneigung, nämlich a besitzt. 

Am materiellen Punkt wirkt außer dem Eigengewicht Q noch 
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der Normalwiderstand Wn der Unterlage. Nun zerlegen wir Q in 
die Komponenten Q cos ce und Q sin anormal, beziehungsweise 
parallel der schiefen Ebene. Die Normalkomponente Q cos a wird 
aber vom Normalwiderstand Wn der schiefen Ebene aufgehoben. 
Somit bleibt als Beschleunigungskraft übrig die Komponente Q sin ce 
parallel der schiefen Ebene. Man hat also, wenn man A o als 
Ursprung in der Bahnlinie und die + s-Richtung nach der Linie 
des größten Gefälles abwärts gerichtet annimmt, sowie die Zeit 
zu zählen anfängt in dem Augenblick, in dem der materielle Punkt 
von Ao aus sich in Bewegung setzt: 

dv + Q . . d d m di= sma=mgsmCt, woraus v=gsina' t 

v=gtsina+O und, da für t=O v=O und damit 0=0, 
. ds 

v = g t sm ce = ai ; ds = gt· dt· sin a; 

integriert 
f g -. + 0' s=-2 smcc . 

Für t=o ist s=O, also 0'=0 
und 

gt2 • 
s=T smCt. 

Will man die Geschwindigkeit v am Ende A einer beliebigen 
Wegstrecke Ao A = s haben, so bestimmt man aus der letzten 
Gleichung t und setzt den Wert von t in die Gleichung für v ein. 
Damit erhält man: 

v =gsin cc· Vg !~a oder v2 = 2gs· sin C( = 2gh, 

wobei h die Tiefe des Punktes A unter dem Punkte Ao' 
Daraus ersehen wir, daß, wenn man von einem Punkte Ao 

aus unter verschiedenen Horizontalneigungen Gerade zieht gegen 
eine in der Tiefe h unter dem Punkte A o befindliche Horizontal
ebene und in diesen Geraden schwere materielle Punkte herab
gleiten läßt, die gleichzeitig von Ao ohne Anfangsgeschwindigkeit 
ausgehen, so sind die Geschwindigkeiten dieser materiellen Punkte, 
wenn sie in der erwähnten Horizontalebene angelangt sind, alle 

einander gleich und zwar=V2gh, d. h. gleich der Geschwindig
keit, die ein von Ao frei herabgefallener Körper am Ende der Fall
höhe h erlangt hätte. 

Den Ausdruck für die Geschwindigkeit v des materiellen 
Punktes in dem bestimmten Bahnpunkt A hätte man aber auch 

Autenrieth-Ensslin, Technische Mechanik. 2. Auft. 18 
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mittels des Satzes von der Arbeit unmittelbar erhalten können, 
wie folgt: es ist vorliegendenfalles 

1" . -2· mw - 0 = mg sm C(' s, woraus v2 = 2 g s . sin a = 2 g h. 

Zum freien Durchfallen der Höhe h seien t Sekunden erforder
lich, man hat daher nach Nr.154: h=1/2g t2 • 

, 
h 

Fig. 150. 

Soll jetzt angegeben werden, in 
welchen Abständen Ao A = s von Ao 
sich nach t Sekunden die zu gleicher 
Zeit von Ao ausgegangenen, in ver
schieden geneigten Rinnen sich be
wegenden materiellen Punkte in ihren 
geraden Bahnlinien befinden, so be
achtet man die oben gefundene 
Gleichung: 

gt2 

s = T sina = h sina, 

Aus dieser Gleichung können wir schließen, daß zur Zeit t die 
materiellen Punkte alle auf einer über h als Durchmesser beschrie
benen Kugeloberfläche liegen (siehe Fig. 1&0). 

Lösen wir jetzt noch die folgende Auf-
gabe: Von dem Punkte A aus (Fig. 151) 

.B werden gegen eine Vertikale CB eine Reihe 
von Geraden AB gezogen. In diesen Ge
raden läßt man von ihren in der Vertikalcn 
CB gelegenen Endpunkten B aus materielle 
Punkte herabgleiten. Es fragt sich nun, in 
welcher dieser Geraden gleitet der materielle 

.A. t,t' (f , Punkt in kürzester Zeit herab. , , 
!. ------- n .-- - ---,J Die Horizontalneigung der betreffenden 

Fig. 151 . Geraden sei cp und a der Abstand des Punk-
tes A von der Vertikalen OB. Wird BA 

mit s bezeichnet und durchläuft der materielle Punkt die Strecke s 
in t Sekunden, so hat man nach dem oben Gefundenen 

daraus 

gt2 • 
s =Tsm cp oder da 

a 
s=-

coscp 

g f2 • g t2 • g t2 • 
a =2-sm cp cos cp = 4 2 SIll cp COS cp = -4' sm 2 cp, 

4a t2 = ___ _ 
g. sin 2 cp 
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Nun wird t am kleinsten, wenn sin 2q; am größten, d. h. wenn 
2q;=90o; tp=45°. Dies ist der gesuchte Winkel. 

157. Aufwärtsbewegung bei fehlender Reibung. Ein mate
rieller Punkt vom Gewichte Q erhalte im Punkte Ao einer schiefen 
Ebene von der Horizontalneigung (( 
nach der Linie der größten Steigung 
eine Anfangsgeschwindigkeit Vo auf
wärts. Man soll angeben, bis zu 
welchem Punkte A' seiner geraden 
Bahnlinie der materielle Punkt ge
langt (Fig. 152). 

Es sei der gesuchte Abstand des 
PunktesA' vom AusgangspunktAo=s 
und t' die Anzahl der Sekunden, die 
der materielle Punkt braucht, um 
von Ao bis A' zu kommer!. Ferner 

Fig. 152. 

sei s der Abstand des materiellen Punktes von Ao zur Zeit t und v 
seine Geschwindigkeit zur gleichen Zeit. Wir wählen den Punkt Ao 
zum Ursprung und die -+ s-Richtung aufWärts, daher Beschleunigungs
kraft zur Zeit t 

p= - Qsince =- mg since =m.dv!dt. 
Daraus 

dv = - g sin ((. dt; v = - gt sin ce + C. 

Pür t=O wird v=vo' Das gibt: C=vo 
und 

v = Vo - gt sin ((. 

Diese Gleichung zeigt, daß die Geschwindigkeit v kleiner und 
kleiner wird. 

Nach t' Sekunden sei v = 0 geworden, alsdann hat man 

0= Vo -gt' sin C(; 

Wenn nun t> t', so wird v negativ und es bewegt sich der 
materielle Punkt wieder zurück. .Mit t = t' hat also der materielle 
Punkt den höchsten Punkt A' seiner Bahn erreicht. Um die Lage 
von A' oder den Abstand s' des Punktes A' von Ao zu erhalten, 
schreibt man: 

v = Vo - gt sin ce = dsldt, 

woraus durch Integration 

s == 11ot- 1 12 gt2 sin (( + C'. 
Hierbei wird C' = 0, weil für t = 0 auch s = O. 

18'" 
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also 

Man hat daher 

Für 

8=Vot- 1 / 2 gt2 sin c. 

t= t' wird 8 = s'. 

I Vo g sin a ( VO )2 Vo 2 
8 =v . _~ ~~ ~-- --. ---- =---~---- . 

o g sin a 2 g sin a 2 g sin a 

Diesc Resultate hätte man wieder unmittelbar mittels des Satzes 
von der Arbeit erhalten können, wie folgt: 

1., . I 
O--~mv - = -mgsm (('8 woraus 

, vo:! 
S =----- . 2 0 , 2 gsin (( 

Bezeichnet man die Höhe des höchsten Punktes A' der vom 
materiellen Punkte durchlaufenen Bahnlinie über dcm Ausgangs
punkt A o mit h, so ist 

I • vo:!. Vo ~ h = 8 • sm (( = - -~ - . Sln a = -~ . 
2 g sin a 2g 

Es ist also h gleich der Steighöhe eines mit der Geschwindig
keit Vo vertikal aufwärts geworfenen Körpers. 

In A' angekommen, kehrt, wie schon oben bemerkt wurde, 
der materielle Punkt wieder in der gleichen Bahnlinie zurück. 
Seine in Ao erlangte Geschwindigkeit ist alsdann 

v=V2gh=vo' 
Überhaupt durchläuft der materielle Punkt bei der Aufwärts

und bei der Abwärtsbcwegung einen und denselben Punkt der 
Bahnlinie stets mit der gleichen Geschwindigkeit. 

158. Berücksichtigung eines konstanten Reibungswiderstandes. 
Wir nehmen wieder einen 

Fig. 153. 

materiellen Punkt vom Gewichte Q an 
im Punkte Ao einer schiefen Ebene 
von der Horizontalneigung a 
(Fig. 153). Dieser materielle Punkt 
wird auf der schiefen Ebene im 
Gleichgewicht sich befinden, wenn 
der Winkel cp, den Q mit der Nor
malen zur Unterlage einschließt, 
kleiner ist, als der Reibungs
winkel (2. Da aber dieser Winkel 
cp = a ist, so kann man sagen: 

Ein materieller Punkt bleibt 
auf einer schiefen Ebene liegen, 

solange deren Horizontalneigung a nicht größer ist als der be
treffende Reibungswinkel (2. Ist a = (2, so befindet sich der mate-
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rielle Punkt an der Grenze des Gleichgewichtes, und wenn a> (2, 

gleitet der materielle Punkt die schiefe Ebene herab. 
a) Es sei nun a > (!. Die hierbei eintretende Bewegung des 

materiellen Punktes erfolgt, wie früher, in der Linie des größten 
Gefälles. 

Wird wieder der Ursprung in Ao, die -t s·Richtung abwärts 
und für s = 0 auch t = 0 angenommen, so hat man: 

oder 

Beschleunigungskraft 

P = Q sin a - f.1- Q cos a 

l' = mg (sina - ,U cos a) = m· dv /dt 
v = gt(sin (( - ,U cos a) = ds ldt 
s = -!- gt~ (sin a -- f.1- cos a). 

Um die Geschwindigkeit v in Funktion des Abstandes s zu 
erhalten, wird zweckmäßigerweise der Satz von der Arbeit an-
gewendet: 

+mv2 - 0 = mg (sin a - fl cos a)·s 
v'J = 2gs(sina -li cos a). 

Angenommen, das Gefälle einer schiefen Ebene sei 1: 45 und 
f.1- = 1/200; s = 6 km, so ergibt sich, da (( so klein, daß man 
cos (( = 1 und sin (1 = tg (( setzen kann: 

v2 = 2·981· 6000 (1 - -~) . v = '" 44 m in der Sek. 
, .45 200' 

Bei einem geringeren Gefälle als 1: 200 wäre der materielle 
Punkt in Ruhe geblieben. 

b) Handelt es sich um die Aufwärtsb ewegul1g eines mate
riellen Punktes m auf einer rau h e n schiefen Ebene in der Linie der 
größten Steigung, vom Punkte Ao 
aus, so kann man fragen, bis zu 
welchem höchsten Punkte A' seiner 
geraden Bahnlinie gelangt der ma
terielle Punkt auf der schiefen Ebene, 
wenn derselbe im Punkte Ao eine in 
der Linie der größten Steigung auf
wärts gerichtete Geschwindigkeit Vo 
erhalten hat. 

Nehmen wir (Fig. 154) den Punkt Q 
..-10 als Ursprung und die + s-Rich- Fig. 154. 
tung aufwärts an und beginnen die 
Zeit zu zählen in dem Augen blick, in dem der materielle Punkt 
bei seiner Aufwärtsbewegung den Punkt ..10 yerläßt,. so hat man 
für die Beschleunigungskraft : 
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p= - ntg sin a ~ ·,1,ntg cos (( = - mg (sin (( + ~ cos a) = nt· dvldt 
woraus durch Integration: 

v = - g t (sin a + 11, COS cc) + C. 
Nun ist für 

t=O v=vo, also vo=C 
und damit 

v =vo - gt(sincc + ~ cos ce) = dsldt. 
Integriert: 

s = Vo t - J gt2 (sin ce + ~ cos ce). 
Um die Geschwindigkeit v in Funktion des Abstandes s zu 

bekommen, könnte man aus den Gleichungen für v und s die 
Zeit t eliminieren. Einfacher ist es wieder, den Satz von der Arbeit 
in Anwendung zu bringen. Derselbe liefert: 

~·mv2_·~ntvo2=- mg(sincc ,ucosa)·s. 

Im Punkte A' der Bahn ist v = 0 und s = s'. Damit geht die 
letzte Gleichung über in: 

}mvo2 = _. mg (sin (( + ~ cos cc)·s', 
woraus 

, V 02 
S - ... ..... .... . .... 

- 2g(sin (( + ~ cos ce)' 

Mit s' ist aber die Lage des Pllnktes A' festgesetzt. 

§ 26. Beispiele zur Bl'stimmung der Beschleunigungskraft einer 
geradlinigen Schwinguugsbewegung. 

159. Kurbelschleifenbewegung. Einfache harmonische Schwin
gung. Sobald die Beschleunigung bekannt ist, kennt man damit 
nach dem dynamischen Grundgesetz P= In' b auch die beschleunigende 
Kraft. Daß man die Beschleunigung durch zweimaliges Ableiten der 
Zeit~Weg~Gleichung s == {(t) findet, wurde in (132) gezeigt. Die 
Kurbelschleifenbewegung (vergl. Fig. 137) ist der Typus einer ein
fachen Schwingungsbewegung; beide folgen nach 139 dem Gesetz. 

s=r'cos wt, 

woraus für die Geschwindigkeit 

v= -r·O)·sin wt 

und für die Beschleunigung 

b = - r· w 2 cos w t = --- ())~ s 

folgt. Nach dem dynamischen Grundgesetz ist die Beschleunigungs
kraft, wenn nt die schwingende Masse bedeutet: 

P= - lIH1)2 S • 
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Aus dieser Gleichung sehen wir, daß wenn die Masse m auf 
dem + 8- Zweig der Bahn sich befindet, die Beschleunigungskraft im 
Sinne der - 8 wirkt, und umgekehrt. Die Beschleunigungskraft ist 
also stets gegen den Ursprung (8 = 0) gerichtet und dem Abstand 8 
von diesem proportional. Wir haben hier den einfachsten Fall einer 
"Zentralbewegung" vor uns, deren Kennzeichen darin besteht, daß 
die auf die bewegte Masse einwirkende Kraft stets gegen einen 
festen Punkt gerichtet ist. 

Der Größtwert der Beschleunigungskraft, der in den beiden 
Totlagen 8 = ± r der hin- und hergehenden Bewegung auftritt, ist 

P max = + tn . r . 0)2. 

160. Kreuzkopfbewegung eines einfachen Kurbelgetriebes. Es 
soll der Weg x, die Geschwindigkeit v und die Beschleunigung b 
eines Kreuzkopfes angegeben werden, wenn die gleichförmig mit 

Fig. 155. 

der Winkelgeschwindigkeit 0) = Tl n /30 umlaufende Kurbel den 
Winkel a aus einer Totlage T Fig. 155 heraus zurückgelegt hat. 
Der Kreuzkopfweg ist nach Fig. 155 

x = Tl + 12 = (r -- r·cos a) + (l-Z·cos 1jJ). 

Um 1jJ durch a auszudrücken, beachte man, daß 

13 = r . sin ce = l· sin 1jJ 

ist, woraus 
. r . ,. 

sm 1f' = T sm f( = A.. SIn a, 

wenn das sog. Stangenverhältnis rll kurz mit A bezeichnet wird, 
dann ist ferner 

also 

x = t· (1 - cos a) + l (1 - -V1~--22. sin2~) 
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A, ist meist 1: 5, bei Automobilmotoren 1: 4,3 bis äußerstens 1: 3. 
Sofern A, genügend klein ist, darf ohne nennenswerten Fehler unter 
der Wurzel (A,4/4). sin4 [( zugefügt werden, in welchem Fall die 
folgende Rechnung besonders einfach wird; es ist demnach, da dann 
unter der Wurzel das vollständige Quadrat von [1 - (A,2 / 2) sin 2 a J 
steht: 

x= r (1- cosa) + l.(A,2 /2)·sin2 a 
oder da 2 sin2 a = 1 - cos 2 a ist: 

x = r (1 - cos a) + l· (A,2/4) (1 - cos 2 a) 
oder mit der Abkürzung l· A,2/4 = A,. r /4 = r1 

x=r(1--cosa)+r1 (1-cos2a) . .. . (111) 
=r+r1 -1'·cosa-r1 ·cos2a 
= r [1 + (Je! 4)J - r L cos a + (A, / 4) cos 2 aJ. 

Die Kreuzkopfbewegung kann hiernach als Überlagerung zweier 
Kurbelschleifenbewegungen mit Radien rund r1 und Umlaufzahlen n 
und 2 n aufgefaßt werden, solange die genannte Annäherung zu
lässig ist. 

Durch zweimaliges Differenzieren erhält man für Ge sc h w i nd i g
k ei t des Kreuzkopfes, unter Beachtung, daß ce = 0). t ist: 

v =dxldt= +r·O)·sin a + 2 r1 ·O)·sin 2 a 
=1',0),[sina+(A,/2)sin2aJ ....... (112) 

und für die Beschleunigung des Kreuzkopfes 

b =dv jdt= -r0)2 'C08 a - 4r1 .0)2· C08 2 u 

oder mit 4r[ =A,·r (s. oben) 

b=-r0)2(cosa+A"cos2a)' . .... \113) 
Berechnet man die Werte v und b für eine Anzahl von Kurbel

winkeln und bestimmt die zugehörige Kreuzkopfstellung durch 
Beschreiben des Kreisbogens vom Radius l um Punkt 3 Fig. 155, 
so kann man v und b für jede Kreuzkopfstellung auftragen und 
erhält die (v, x)·Linie und (b, x)-Linie, die den Verlauf der Kreuz
kopf-Geschwindigkeit und . Beschleunigung längs der Kreuzkopf
bahn, d. h. in Abhängigkeit des Hubes darstellen. Fig. 156. 

Die Geschwindigkeit ist in den Totlagen Null und wird am 
größten, wenn dv!dt= 0, d. h. nach GI. (112) für einen Kurbelwinkel a', 
der aus der Gleichung 

cos a' + Je • cos 2 a' = 0 

folgt, wenn man nach bekannter trigonometrischer Formel 
cos 2 a' durch den einfachen Winkel ausgedrückt hat und nach 
cos a auflöst: 
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Hierin ist, wenn [P-] > 1, das + -Zeichen zu wählen, da der Ab
solutwert eines cos nicht größer als 1 sein kann. Mit 1 = i wird 
dann z. B. 

cos a' =.~ (-1 + t V33); a' = 79° 16' 
vmax =1,02rw=1,02·u ...... (114) 

Die mittlere Kolben- oder Kreuzkopfgeschwindigkeit 
vm ist, da der Hub s = 2 r in 60 sek (= n Kurbelumdrehungen) 
2 n mal ausgeführt wird 

4 rn sn 2 r nn 2 2 
v =--=-=-.-= -rw=-·u .. (115) 

m 60 30 l"l 30 n n 
somit 

Am meisten gebraucht werden die Beschleunigungen der beiden 
Totlagen a = 0 und a = l"l, 

sie sind in der innern Totlage b1 max = rw2 (1 + 1), 
" " " " äußern" b2tnax=rw2(1-1). 

Bei der Kurbelschleife waren die Beschleunigungen in beiden 
Totlagen gleich groß, nämlich rw2 , d. h. gleich der Zentripetal
beschleunigung der Mitte des Kurbel-
zapfens ; für die Kurbelschleife ist ~ 

A. = r! l = 0 also l = 00. Infolge der 
endlichen Schubs ta ngenlänge er
scheint beim gewöhnlichen Kurbelge
triebe die Totpunktsbeschleunigung mit 
einem Faktor (1 ±1) multipliziert, der 
um so mehr von 1 abweicht, je kürzer 
die Stange ist. Während sich ferner 
die Kurbelschleife in der Mitte ihres 

1 

I 
'~b I 
~ I 

Weges am schnellsten bewegt, geschieht .T, ,_._~ .-
dies bei endlicher Stangenlänge etwas \,~~1 : 00 

außerhalb der Hubmitte ; vor und hinter I' 
'\\ ' ~.Il---1:s dieser Stelle nimmt die Kreuzkopf- I \'\ 

geschwindigkeit ab; die Beschleunigung, ~ \& 
wenn der Kreuzkopf sich diesem Punkt ~ I A='/;;~' 
nähert, oder die Verzögerung, wenn er '\ '1 

sich von diesem entfernt, sind stets '\ 
gegen diese Stelle hin gerichtet, die mit ""'~~ 
größter Geschwindigkeit durchlaufen 
wird. Man behält die Richtung der Be

Fig . 156. 

schleunigung des Kreuzkopfes leicht im Gedächtnis, wenn man 
die Kreuzkopfbewegung als eine Schwingungsbewegnng auffaßt, 
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deren Geschwindigkeitsmaximum wegen der endlichen Schubstangen
länge etwas neben der Mitte nach der Seite des äußeren Tot
punktes hin verlegt ist. 

Beispiel: F,in Automotor von 150 mm Hub und 2100 Um
drehung i. d. M. hat ein Stangenverhältnis A. = 1: 4,25 = 0,235. Die 
Beschleunigung in den beiden rrotlagen beträgt mit 

w=n·2100:30=219,9; w2 =48355: 
max b1 = 0,075·48355 ·1,235 = 3620·1,235 = 4475 [mJsek2]. 

max b2 = 0,075·48355·0,765 = 3620·0,765 = 2770 " 

Mit dem Kolbenzapfen dieses Automobilmotors gehen G = 1,8 kg 
Gewicht hin und her. Die Trägheitskräfte der hin- und her
gehenden Massen in den Totlagen sind, da die Masse m = G : g 
=-= 1,8: 9,81 =0,1835 ist: 

P 1max = m· b1max = 0, 1835·4475 = 822 kg 
P2mar = m· b2max = 0,1835.2770 = 508 kg. 

§ 27. Die Beschleulligungskraft ist eine Funktion des Abstandes. 
161. Wirkung eines Puffers. Der Widerstand W, den ein 

Puffer auf den ihn zusammendrückenden Körper ausübt, kann 
proportional der Zusammendrückung s und umgekehrt proportional 

der ursprünglichen Länge l der elasti
schen :lTeder angenommen werden. Man 
kann also setzen 

e·s 
W=-Z-' 

: _ () worin e eine konstante Größe. Wenn nun 
d_.w-,"'m-'------- --'t-".s- ein Körper von der Masse m, der sich 
~ · s · ..; gegen den Puffer bewegt, zur Zeit 0 mit 

Fig. 157. dem Puffer in Berührung tritt und in 
diesem Augenblick die Geschwindigkeit Vo 

besitzt, so beginnt im gleichen Augenblick der Widerstand W des 
Puffers hemmend auf die Bewegung des Körpers m einzuwirken. 
Nimmt man jetzt das freie Ende des noch nicht zusammengedrückten 
Puffers als Ursprung 0 und die + s-Richtung mit der Bewegungs
richtung des als materiellen Punkt zu betrachtenden Körpers m 
übereinstimmend an, so erhält man als Beschleunigungskraft von m 

dv d2s es 
m·---=m·- =-W=--

d t dt2 1 ' 

oder wenn man die Konstante e = m b2 ·l setzt, 
d2 s d2s., 

m· dt 2 = -mb2 ·s; dt2 = - b-s. 
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Integriert man die letzte Differentialgleichung, so ergibt sich 

s = A sin b t + B cos b t, 
worin A und B die Integrationskonstanten. Um nun diese be
stimmen zu können, leitet man s nach t ab, wodurch man erhält: 

ds . 
v =di= Ab cos bt-Bb·sm bt. 

Da nun für t = 0, s = 0 und v = vo' so liefert mit t = 0 die 
v 

Gleichung für S: B = 0 und die Gleichung für v: A = -r 
Damit zeigt sich als Gleichung der Bewegung in der Bahn: 

s= ~~ sin bt 
b ' 

auch ist die Geschwindigkeit v ausgedrückt durch 

v = Vo cos bt. 
n 

Für t = 2 b wird v = 0 und s am größten, und zwar ist die 

größte Zusammendrückung 

n 
Für t / wird v negativ, es geht daher der materielle 

2b 

Punkt m wieder zurück. Ist t =~!!- O"eworden so hat man b b , 

s=O und v=-vo' 

Nunmehr tritt der nicht weiter verschieb bare Puffer außer 
Wirksamkeit und es bewegt sich der materielle Punkt m mit der 
Geschwindigkeit vo' welche er zur Zeit 0 hatte, wieder vom Puffer 
hinweg. 

Wir werden den obigen Gleichungen wieder begegnen, wenn 
wir uns in Kapitel 17 mit den Schwingullgen beschäftigen. Dort 
findet man weitere Beispiele für den Fall, daß die beschleunigende 
Kraft eine Funktion des Abstandes ist. 

§ 28. Di(' Beschleunigullgskraft ist eine Funktion der Zeit. 
162. Aufgabe. lllündungsgeschwindigkeit eines Geschosses. 

Der Druck derPulvergase auf ein Infanteriegeschoß von 10 g Ge
wicht und 8 mm Durchmesser ist von Dr. Ing. Kirner 1) mit Hilfe eines 
optischen Indikators in Funktion der Zeit ermittelt worden. Der 

') Forsch.-Arb. Ver. deutsch. lng., Heft 88. 
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mittlere Druck der Pulvergase während der Schußzeit von 2/1000 [sek ] 
beträgt etwa 600 [kg/qcmJ, auf 0,5 [qcm ] Geschoßquerschnitt also 
0,5·600 = 300 kg. 

Welches ist die l\iündungsgeschwindigkeit? 
Der Antrieb des Gasdruckes 300 kg in 2/1000 [sek ] ist: 

jp.dt= Pm' t= 300· 2/1000= 0,6 [kg.sekl; 

die Bewegungsgröße des Geschosses zu Anfang m· Vo = ° und zu 
Ende m·v=(0,010!9,81)·v [kg.sekJ; nach dem Satz vom Antrieb ist: 

p·t 0,6·9,81 [ , ] Pm·t=m·v, v=_m_= ----= rd. 590 IUjsek. 
m 0,01 

Die Masse der Pulvergase, de~' Drall des Geschosses, die Ge
schoßreibung und die Luftmasse vor dem Geschoß sind dabei nicht 
berücksichtigt. 

163. Aufgabe. Enclgeschwindigl.eit eines Preßluft]mmmers. An 
einem Preßlufthammer mit 0,612 kg Kolbengewicht und 7,07 qcm 
Kolbenquerschnitt (Rückseite), 185 mm konstruktivem und etwa 
180 mm tatsächlichem Hub wurden von Dr.-lng. Grödel (Z. Ver. 
deutsch. lng. 1913, S. 1185) Zeitdruck diagramme aufgenommen. 
Die Dauer des Schlaghubes ergab sich zu 0,024 sek; der mittlere 
Kolbendruck auf die Rückseite des Kolbens während dieser Zeit zu 
f· Pi = 7,07·5,29 [qcm. kg/qcmJ = 37,4 kg, auf die Vorderseite zu 
0,4 kg, also insgesamt zu P= 37,4 - 0,4 = 37 kg. Würde er 
lediglich zur Erzeugung von Geschwindigkeit dienen, so betrüge 
die "indizierte" Endgeschwindigkeit nach dem Satz vom Antrieb 

m.v.=jP.dt=P 'T' Im' 

0,612 
--,1'.= 37 ·0,024; 
9,81 ' 

9,81·37·0,024 
v;= 0612 =14,2 [m/sek]. , 

Wegen der Reibung ist die tatsächliche Endgeschwindigl,eit v. 
kleiner, sie wurde aus demZeitdiagramm zu v.=12,78 [m/sek] ge
funden. Der indizierten lebendigen Kraft Ai steht somit die um den 
Reibungsverlust kleinere effektive lebendige Kraft A. des Kolbens 
gegenüber und der mechanische Wirkungsgrad (124) wird: 

A. .~.mve2 (Ve)2 (12,78)2 8 'YJm=-A =-\-"2= - = -- =0,1, 
i .~. m Vi Vi 14,2 

ein Wert, der indes gewöhnlich höher sein wird. 
Man beachte, daß P hier der zeitliche Mittelwert der Kraft 

(Zeitintegral) ist, im Gegensatz zu dem längs eines Weges ge
nommenen Mittelwert (dem Linienintegral). 
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§ 29. Geradlinige Bewegung im widerstehenden lUittel. 
164. Das Widerstandsgesetz. Wird ein fester Körper durch 

Luft oder Wasser gleichförmig bewegt, so erfährt er einen Wider
stand, den sog. Widerstand des umgebenden Mediums oder 
Mittels; ein solcher Widerstand tritt auch auf, wenn der Körper 
ruht und das Medium sich relativ gegen ihn bewegt. Wäre man 
auf Grund von Beobachtung und theoretischen Erwägungen in der 
Lage, den Widerstand, den ein beliebiges Element der Oberfläche 
des hewegten Körpers seitens des Mediums erfährt, durch eine hin
reichend einfache Gleichung auszudrücken, so könnte man die 
Resultante und das Moment des Gesamtwiderstandes durch Inte
gration finden. Es besteht aber kaum Aussicht, daß man so weit 
kommen werde. Der bewegte Körper setzt nämlich das Medium in 
seiner Nähe selbst in wirbelnde und schwingende Bewegung, es 
e~tstehen an gewissen Teilen der Körperoberfläche Über-, an andern 
Unterdrücke; und nun hängt der Widerstand an irgendeiner Stelle 
des bewegten Körpers vom Bewegungszustand des :Mediums ab, der 
selbst wiederum von der Form und Größe des bewegten Körpers 
abhängt, aueh von andern in der Nähe befindlichen Körpern. Hier 
liegt eine überaus schwierige Aufgabe vor, von der in noch höherem 
Maße das gilt, was von der trockenen und geschmierten Reibung 
ausgeführt wurde. Man muß sich damit begnügen, in summarischer 
Weise vorzugehen und unter Verzicht auf die Angabe des Wider
standes an einem beliebigen Flächenelement den Gesamtwiderstand 
experimentell festzustellen und in eine Formel zu kleiden. Das so 
erhaltene Widerstandsgesetz darf dann naturgemäß nicht als für 
die Einzelelemente der Körperoberfläche gültig angesehen und zu 
Integrationen verwendet werden. Unter dem Luftwiderstand ver
steht man also die oben erwähnte Resultante bzw. das Moment. 

Es ist anderseits gelungen, einfache Fälle ausfindig zu machen, 
in denen der Bewegungszustand des .Mediums und die auf den 
Körper ausgeübte Kraft zum voraus angegeben werden konnten 1), 
wodurch das Verständnis für schwierigere Fälle gefördert wird, die 
der exakten Behandlung zurzeit oder auch später unzugänglich sind. 

') a) Vgl. Hydrodynamik der idealen Flüssigkeit, Föppl, Mechanik III; 
b) langsame Bewegung in zähen Flüssigkeiten, für die der Widerstand einer 
hestimmten Körperform rein rechnerisch ermittelt werden konnte. c) v. Karman 
beantwortet durch theoretische Überlegung die Frage: 'Welchem Grenzgebilde 
strebt das Strömungsbild einer zähen Flüssigkeit um einen festen Körper zu, 
wenn man zum Grenzfall einer idealen Flüssigkeit übergeht? Er erschließt das 
quadratische Widerstandsgesetz und weist nus eigenen und anderen Versuchen 
die Übereinstimmung des beobachteten mit dem von ihm vorausberechneten 
\Viderstandskoeffizienten nach, für den Fall, daß eine senkrecht gestellte ebene 
Platte und ein Kreiszylinder durch ruhendE's 'Wasser geschleppt wtJ·rden. 
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Auf den Zustand dcs gasförmigen oder flüssigen Mediums kann 
hier nicht eingegangen werden; wir müssen uns darauf beschränken, 
die heute vorliegenden Widerstandsformeln einfach zu verzeichnen. 

Ist die Geschwindigkeit dcs bewegten Körpers sehr klein, so 
macht sich die Zähigkeit oder innere Reibung des Mediums geltend 
und der Widerstand wird proportional mit der ersten Potenz der 
Geschwindigkeit gefunden, ferner mit einer Konstanten ,.. und einer 
bestimmten, sonst aber beliebigen linearen Abmessung l des Kör
pers, entsprechend der Gleichung 

W=,..·l·v ........ (116) 

wo ,.. [kg. sek/m2] den Widerstand bedeutet, den ein geometrisch 
ähnlicher Körper mit l = 1 m bei v = 1 [m/sek] erfährt. 

Bei höherer, jedoch unter der Schallgeschwindigkeit liegender 
Geschwindigkeit wird für Luft das quadratische Widerstands
gcsetz als zutreffend beobachtet: 

v2 

W='lp·e·F.v2=lP1Y·Y2g. . (117) 

wo Q = Ylg die Dichte der Luft, F [qm] der Querschnitt des durch
strichenen Bahnraumes und 1f1 bzw. 1P1 ein dimensionsloser Erfah
rungskoeffizient ist. Handelt es sich um einfache rechtcckige oder 
gewölbte Platten, so pflegt man unter F die Platten fläche zu ver
stehen. Ob im einzelnen Fall der Bahnraumquerschnitt oder die 
einfache Oberfläche gemeint ist, ist wohl zu unterscheiden. 

Der Widerstand hängt jedenfalls von der rclativen Geschwindig
keit ab; fällt die Symmetrieachse des bewegten Körpers, z. B. eines 
Lenkballons, gerade in die Richtung der relativen Geschwindigkeit, 
so hat der Luftwiderstand die Richtung der Symmetrieachse; im 
allgemeinen, z. B. bei einem zur Erde niedergehenden Flugzeug, ist 
der Luftwiderstand schräg zur relativen Geschwindigkeit v zwischen 
Luft und Flugzeug gerichtet j er kann dann in eine Vertikalkom
ponente - Auftrieb A - und eine längs v genommene Kom
ponente - Widerstand W kurzhin genannt - zerlegt werden. 

Eine ausführliche Zusammenstellung von Versuchsmaterial, so
wie eine Einführung in den vorliegenden Gegenstand findet man 
in W. Schüle, Techn. Thermodynamik I, auch eine Erörterung 
über die Angriffslinie des Luftwiderstandes, sowie den wichtigen 
Einfluß der Rückseite des bewegten Körpers. Für die bei Lenk
ballons vorkommenden Formen liegt 1f1 meist zwischen 0,06 und 
0,033, am günstigsten erweist sich die Fischform, am ungünstigsten 
ein langgestreckter Kreiszylinder mit kugelförmig abgeschlossenen 
Enden, wobei 1f1 auf 0,09 steigt. Hierbei bedeutet F den Bahnraum
querschnitt und 1f1 wird von der Geschwindigkeit abhängig gefunden. 
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Der Luftwiderstand eines Automobils wird in Fachkreisen nach 
der Gleichung 

W = 0,0052 F· V2 = 0,0675 Fv2 

berechnet, wobei unter F qm der Bahnraumquerschnitt verstanden 
wird; auf die im einzelnen sehr verschiedenen Formen der Fahr
zeuge wird meist keine Rücksicht genommen. 

Für eine senkrecht vom Wind (v bis 10 m/sek) getroffene recht
eckige Platte vom Seitenverhältnis ). < 1 findet O. Föppl (Z. Ver. 
deutsch. Ing. 1912, S.1930) 

Bei Benützung dieses Wertes hat man für F in GI. (117) die 
Platten fläche einzusetzen. Am a. O. findet man auch Angaben über 
schräggestellte rechteckige ebene und gewölbte Platten. 

165. Die Fallbewegung in der Luft. Ist Q = m· 9 das Gewicht 
des fallenden Körpers und W = tp. e· F- v2 der Luftwiderstand, so 
hat man, wenn der Ausgangspunkt 0 des Körpers als Ursprung 
und die + s -Richtung vertikal abwärts angenommen wird: 

m·(dv/dt)=Q- W=m·g-tp·e·F.v2. 

Dabei ist vorausgesetzt, daß 1f' konstant ist. Setzt man zur Ab
kürzung 

d. h. 

so schreibt sich die letzte Gleichung 

dv ( v2 ) mg(Q Q) m-=mg 1-- =- k"-v". 
dt k 2 k2 

Der Luftwiderstand W wächst mit der Geschwindigkeit, bis er 
den Wert mg erreicht. Dann ist' gleichzeitig die Beschleunigung 
(dv/dt) = 0 und die Geschwindigkeit v konstant geworden und zwar 
gleich k. Da der Luftwiderstand von nun an nicht mehr steigt, 
so' bleibt die Beschleunigung Null, und die Fallbewegung verläuft 
von nun an gleichförmig, mit der Grenzgeschwindigkeit k. Es 
fragt ·sich jetzt, nach wieviel Sekunden tritt diese gleichförmige 
Bewegung ein? 

Aus der letzten Gleichung folgt: 

k2dv k2 dv k ( dv dv ) 
dt= 9(k2 _v2) =g (k -v)(k + v) = 29 k----;+ k+---; . 
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Setzt man zur Abkürzung (glk) = a und integriert, so erhält 
man, wenn für t = 0 auch v = 0 ist, d. h. wenn der fallende Körper 
keine Anfangsgeschwindigkeit hat: 

k k +v e2at _1 1-e- 2at 

t=-ln-- oder v=k-2 t+ =k- + 2 t=k'~!1 at. 2g k -11 e a - 1 1 e- a 

Solange v< k, ist (dvldt) positiv, d. h. die Fallgeschwindigkeit 
nimmt zu; sie erreicht aber nach der letzten Gleichung den Wert k 
erst für t • 00. Während des Herabfallens ist also die Geschwindig
keit stets kleiner als k und strebt diesem Grenzwert allmählich zu. 
Tatsächlich kann dieser SChOll nach einer endlich großen Fallzeit 
sehr nahe erreicht werden, und zwar um so früher, je größer a ist. 

Aus der letzten Gleichung folgt mit v = ds/dt 

e2at _1 
ds=k e2at -t-1 dt, 

woraus durch Integration 

k2 
s=-ln(eat+e- at) + 0; 

9 
da aber für t = 0 auch s = 0, so hat man 

k2 

0=-·ln2 +0 
9 

und damit 

und nach taufgelöst 

t=;ln(e~:+ Ve2
:.

B -1). 
Die noch fehlende Beziehung zwischen v und s erhält man mit 

Hilfe des Satzes von der Arbeit wie folgt: 

}·m(v +dv)ll-tmvll =m·g.ds-W'ds=mg'ds(1-~) 
oder 

Integriert 

kll vdv 
dS=--kll --\l' 9 -1) 

kll k 2 

s=-2 ln-k\l --\l' 
9 -v 

Diese Gleichungen liefern nur dann Zahlenwerte, die mit der 
Wirklichkeit übereinstimmen, wenn das quadratische Luftwiderstands
gesetz gilt. 
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166. Fallschirm. Ein hierher gehöriges Beispiel ist der nieder
sinkende Fallschirm. Der Durchmesser eines solchen sei = 6 m 
und das Gesamtgewicht mg von Insassen und Schirm = 100 kg. 

In diesem Falle darf man unbedingt, da es sich selbstverständ
lich um geringere Geschwindigkeiten handelt, wieder das N ew
ton sche Luftwiderstandsgesetz anwenden und setzen wie früher 

I v2 
W=1fJ'Y'Y-9 , 

wobei 9 die Beschleunigung der Schwere = 9,81 m/sek2 , I' das Ge-
62 .n 

wicht eines Kubikmeters Luft = 1,29 kg; F = - und 1jJ = 0,66. 
4 

Damit wird nach 165 die Endgeschwindigkeit 

k_l/mg2_11 9,81·100·4 ~ 7 _ 
- V 1fJyF - V 0,66.1,29.62 • .n - 6,3 [m/sek]. 

Danach dürfte die Brauchbarkeit des angegebenen Fallschirmes 
zu beurteilen sein. 

167. Im Wasser niedersinkende Körper. Bei einem Stein, 
der im Wasser vertikal niedersinkt, darf der Auftrieb des Wassers 
nicht vernachlässigt werden. Ist y das Gewicht eines Kubikmeters 
Wasser und Yl das Gewicht eines Kubikmeters Stein, ferner V 
der Rauminhalt des Steines, so ergibt sich bekanntlich als Auftrieb .A 
des Wassers: A= y' V und als Gewicht des Steines Q=Yl' V. Dem
gemäß wirkt am Stein eine vertikal abwärts gerichtete treibende Kraft 

P = Q - A = V (1'1 - y) = V· y'. 
Bezeichnet man des weiteren mit W den vertikal aufwärts 

gerichteten Widerstand des Mittels, so erhält man als Beschleu
nigungskraft 

du ~ 
m·-=P-W=V'I"-1jJ ·y·F·-· 

dt 1 2 9 

Um die Grenzgeschwindigkeit v = k zu finden, der der nieder
sinkende Stein zustrebt, hat man die gleiche überlegung anzu
stellen, wie in 165, d. h. man hat die rechte Seite der vorigen 
Gleichung gleich Null zu setzen und erhält: 

woraus 

k2 

V· y' = 1fJl . I' . F· 2 9 , 

Y2 g . V.y' 
k= 

1jJl· F .y 
oder, wenn es sich um eine Kugel vom Halbmesser l' handelt: 

Y8'1'. g . y, 
k= --, 

3'1jJl'Y 
Autenrieth-Ensslin, Technische ;\!echnnik. 2. Auf!. 19 



290 Dynamik des materiellen Punktes. Beispiele zur geradlinigen Bewegung 

Nehmen wir jetzt an, daß zwei Kugeln aus Stein von gleichem 
spezifischem Gewichte Yl' aber verschiedener Größe gleichzeitig im 
Wasser herabfallen, so ersehen wir aus 

k = 1 /~(8' g--:i)- , 
V 3'IJ'1'Y 

daß bei der größeren Kugel die Endgeschwindigkeit k sich größer 
zeigt als bei der kleineren, woraus geschlossen werden kann, daß 
die größere Kugel im Wasser schneller vorankommt, als die 
kleinere. Wären dagegen die beiden Kugeln glcich groß, aber 
von verschiedenem spezifischem Gewicht gewesen, so hätte man 
zweckmäßigerweise geschrieben: 

k= VY'(38;~~), 
und daraus entnommen, daß die Endgeschwindigkeit k bei der 
spezifisch schwereren Kugel größer ausfällt, als bei der leichteren, 
daß also die schwereren Kugeln den leichteren voraneilen. 

Diese Tatsachen verwertet man beim Schlämmen von 
Materialien und beim Aufbereiten der Erze. Beim Schlämmen 
werden KörpCl' von einerlei Dichte und verschiedenem Volumen 
dadurch sortiert, daß man das Gemenge in einen mit Wasser ge
füllten Behälter wirft, wobei die größten Stücke zuerst den' Boden 
des Behälters erreichen und sich hier ansammeln, während nach 
oben das Kaliber der abgesetzten Stücke immer mehr abnimmt. 
Beim Aufbereiten der Erze dagegen werden Stücke von mög
lichst gleichem Korn hergestellt und alle zusammen gleichzeitig ins 
Wasser geworfen. Ist dann Ruhe eingetreten, so zeigen sich am 
Boden die spezifisch schwersten Stücke abgelagert. 

§ 30. 'Widerstand der Straßen- und Schienenfahrzeuge. 
, , 

HiS. Die Bestandteile des Bewegungswiderstandes. Soll ein 
auf ebener Straße stehendes Räderfuhrwerk in Bewegung gesetzt 
werden, so muß die bewegende Kraft P auf einen gewissen Wert 
P == W gesteigert werden, ehe die Bewegung beginnt. Diese Kraft 
ist dem an der Gleichgewichtsgrenze auftretenden Bewegungswider
stand W gleich und entgegengesetzt. Die Kraft dient zur über
windung des Rollwiderstandes zwischen Rad und Boden und zur 
überwindung der Zapfenreibung. 

Auf Schienen ist der Rollwiderstand bedeutend kleiner als auf 
einer Straße, und auf dieser von dem Material und dem Zustand 
der Straße abhängig. 

Befindet sich das Fahrzeug auf ebener Straße oder ebenem 
Gleis in geradlinig gleicliförmiger Bewegung, so tritt zu den vorigen 
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Widerständen der Luftwiderstand hinzu j auf einer Steigung der 
Steigungs widerstand, und wenn ein Schienenfahrzeug gleichförmig 
durch eine Kurve fährt, der Kurvenwiderstand. 

Schließlich ist während des Anfahrens noch der Trägheits
widerstand der bewegten Massen zu überwinden. 

In der Fahrzeugtechnik pflegt man den Widerstand in Kilogramm 
auszudrücken, bezogen auf 1 t Fahrzeuggewicht. Wir schließen 
uns dieser übung an. 

a) Roll- und Zapfenreibungswiderstand. Ein Rad sei 
init Q belastet, welche Last an der oberen Schale des Gleitlagers 
vom Durchmesser d angreift. Seitlich wirkt auf dieses Lager die 
treibende Kraft·Z. Die Heaktionen sind: der am Hebelarm der 
Hollreibung tätige Normalwiderstand, das Zapfenreibungsrnoment 
und die Tangentialkomponente des Rollwiderstancles T= Zj die 
.i\fom'entengleichung im Beharrungs-, d. h. Gleichgewichtszustand 
lautet mit Benützung von GI. (23) und (21): 

W.r=Z·r=Qf+ J1[= Qf + p'Qrz 

Z =z=W=(i+/i rZ).Q=k.Q. 
1 l' r 

Der Reibungskoeffizient p' ist bei Ruhe und Bewegung verschieden . 
.i\leist sieht man davon ab, die eingeklammerten Größen dem Einzel
fall entsprechend einzusetzen, man faßt sie viehnehi' in einen ein
zigen Koeffizienten k summarisch zusammen, den Widerstand, der 
beim Fortbewegen von 1 t Fahrzeuggewichtentsteht. Man kann k 
experimentell bestimmen, indeni' man das zu untersuchende Fahr
zeug von einem andern schleppen läßt und die Kraft im Schlepp
seil mit einem Dynamometcr mißt. Werte von k, vgI. Hütte. 

b) Steigungswiderstand auf einer schiefen Ebene mit Stei
gungswinkel a bzw. s(fö Steigung. 

Es ist 
tg a = s /1000, 

z. B. bei 7 000 ist tga=7!1000=0,007. Bei den üblichen Stei
gungen der Straßen pflegt a ein kleiner Winkel zu sein, für den 
tg a und sin a so gut wie gleich groß sind. Beim Befahren einer 
Steigung von s 000 beträgt daher die längs der Steigung abwärts 
gerichtete Gewichtskomponente, der sog. Steigungs widerstand 

. Z2 =Q·sin a= Q·tga 
= Qkg. s!lOOO=Qt.sooo [kg]. 

Die Zugkraft bei Aufwärts- bzw. Abwärtsfahrt ist zufolge a) 
und b) zusammen in kg 

(k+sto)·Qt [kg]. 
19* 
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c) Der Kurvenwiderstand kann durch Anlaufen der Spur
kränze, besonders desjenigen der vordersten unverschieblich ge
lagerten Achse, der sog. führenden Achse, und durch Seitwärts
gleiten (Schlingern) des Fahrzeuges verursacht werden. Ferner hat 
bei der Kurvenfahrt das dem Krümmungsmittelpunkt näher gelegene 
Rad einen kleineren Weg zu machen als das außen gelegene. 
Beim Automobil wird dies durch das sog. Ausgleichgetriebe (Diffe
rential) ermöglicht, bei konischen Rädern durch Selbsteinstellung 
der erforderlichen Laufkreisdurchmesser, vielfach durch lose auf 
der Achse steckende Räder. Wo derartiges fehlt, ist bei der Kurven
fahrt reines Hollen ausgeschlossen, das Gleiten aber vermehrt den 
Widerstand und verursacht außerdem Abnützung. In Eisenbahn
fachkreisen rechnet man nach der auf Grund von Versuchen auf
gestellten Formel 

650 
za = --5-' [kg/t], 

r- D 

wo r [m] den Krümmungshalbmesser der Gleismitte bedeutet. 

d) Der Luftwidel:stand. Theoretisch begründete Formeln 
liegen nicht vor. Die Experimentatoren haben ihre Ergebnisse in 
empirische Formeln gekleidet, die vielfach auf die Form a· V + b. V 2 

gebracht sind. v. Borries und Leitzmann geben auf Grund 
eigener Versuche und der Versuche der Studien gesellschaft für 
Schnellbahnen (Z. Ver. deutsch. lng. 1904, S. 810) an: 
für neuere Schnellzuglokomotiven : 

Z4' = 0,27 (1~) + ~; (l~r [kg/t], 

wo G [t] das Lokomotivgewicht und V [km/std] die Fahrgeschwin
digkeit ist; 
für den Wagenzug: 

(V) ( V)2 z/' = + 0,12 10 + 0,03 10 [kg/t]. 

Bezüglich weiterer Angaben vgI. Eisenbahntechnik, Bd. I, S.l11. 

Beispiel: Eine Schnellzuglokomotive von 88 [t] Dienstgewicht 
soll einen Zug von 250 [t] auf wagrechter Bahn mit 100 [km/std] 
Geschwindigkeitbeförderh. Wie groß' ist der Fahrwiderstand? 

Unter Benützung der in Eisenbahnkreisen üblichen Koeffizienten 
ist, wenn die Widerstände unter a) und d) zusammengenommen 
werden: 
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z' = 4 + 0,27 (100) + 6,4 (~~)2 = 14 [kgft] 
10 88 10 

z" = 1,5 + 0,12 e1~~) + 0,03 e1~Or = 5,7 [kgft]. 

Gesamtwiderstand 14·88 + 5,7·250 = 1230 + 1420 = 2650 kg. 
Nutzleistung der Lokomotive nach GI. (77): 

N = 2650·100 = rd. 1000 [PS] . 
e 270 

§ 31. Anlauf und Auslauf einer geradlinigen Bewegung'. 
Arbeit und Leistung hierbei. 

169. Beispiel. Ein Eisenbahnzug, Straßenbahnwagen, Auto
mobil, Fahrstuhl oder Förderkorb können in erster Annäherung als 
Massenpunkte betrachtet werden, wenn das Anfahren oder Bremsen 
verfolgt werden soll. Der Überschuß P der Maschinenzugkraft an 
den Triebradumfängen über die Fahrwiderstände ist zur Beschleu
nigung der in Gang zu setzenden Masse verfügbar. Wir wollen 
voraussetzen, es sei die Beschleunigungskraft beim Anfahren kon
stant. Man kann dann nach der Anfahrzeit t1 und dem Anfahr
weg 81 fragen vom Beginn dcs Anfahrens bis zur Erreichung einer 
vorgeschriebenen Höchstgeschwindigkeit v1 ' ferner nach der Anfahr
arbeit und -leistung, sofern diese lediglich zur Massenbeschleunigung 
dienen. Die Arbeit und Leistung zum Überwinden der Fahrwider
stände werden nach den Angaben in 168 für sich ermittelt. 

Die Bremsverzögerung darf für die Insassen eines Fahrzeuges 
nicht unangenehm werden und wird aus diesem Grund zu b < 0,8 
[mfsek2] gewählt. Die Anfahrbeschleunigung ist mit Rücksicht auf 
wirtschaftliche Gründe zu wählen; je größer die Anfahrbeschleu
nigung, desto größer die Anfahrleistung, und diese soll nicht zu 
groß werden im Vergleich zur Leistung im Beharrungszustand, weil 
sonst die Antriebmaschine zu teuer wird und mit schlechtem me
chanischem Wirkungsgrad arbeitet. Bei Dampflokomotiven findet 
man eine Anfahrbeschleunigung von b = 0,4 [mJsek2], bei elektri
schen Lokomotiven bis b=0,6 [mJsek2J. 

Wir beantworten die gestellten Fragen für den einfachen Fall 
einer gleichförmig beschleunigten Anfahrbewegung. Nach dem dy
namischen Grundgesetz ist: 

P=m·b. 
Die Anfahrzeit t1 ergibt sich aus GI. (94) [VI Höchstgeschwindigkeit 
nach t1 sek 1 
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ferner der Anfahrweg aus GI. (94) oder aus GI. (110) 

V1 2 1 tn q 

S1 =2/;"=2 P V 1" . . . (118) 

Zur Berechnung der Anfahrleistung Nb' die allein zur Massen
beschleunigung gebraucht wird, ist für konstante Beschleunigungs
kraft während des Anfahrens: 

also bei Erreichen der Höchstgeschwindigkeit v1 : 

maxN = mb1Jl = !v1 • (l19a) 
b 75 75 

Sobald VI erreicht ist, ist die Anfahrbeschlennigung Null und 
damit Nb=O. 

Beispiel: Ein Zug der elektrischen Untergrundbahn hat 70 t 
Zuggewicht und soll mit b = 0,7 [m/sek2J auf 50 [km/std] = 13, 9 
[mlsekJ beschleunigt werden. 

Anfahrzeit : 
Anfahrweg: 

Anfahrleistung : 

t1 = 13,9: 0,7 = 19,85 sek. 
S1 = 13,92 /2 ·0,7 = 138 m. 

N = 70~~_~O, 7 ~~~ = 930 PS. 
b 9,81.75 

Ebenso wird der Bremsvorgang verfolgt. 

170. Zeitdiagramm der I,eistung. Die Elektriker verwenden 
registrierende Wattmeter, Zeitindikatoren der Leistung, in denen 
die Leistung in Funktion der Zeit fortlaufend verzeichnet wird. 

Wirkt die Kraft P auf dem Weg ds in Richtung dieses Weges, 
so ist die Elementararbeit von l' 

dA==1'·ds. 
Hierbei verstreicht die Zeit cl t . 

Die Leistung ist die in der Z::eitcinheit verrichtete Arbeit, sie 
wird also erhalten, wenn man die Elementararbeit durch die Zeit cl I 
dividiert; wird ds!dt= v gesetzt, so ergibt sich aus letzter GI. 

dA_po d~_p -L 
dt -. clt·- ·v-

clA=L·dt 
A = J L·dt=Lm·T (120) 

Hierin bedeutet L m die mittlere Leistung während der Zeit T 

und wird durch Planimetrieren gefunden. 
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13. Kapitel. 

Krummlinige Bewegung eines materiellen Punktes. 

§ 32. Kinematisches. 
171. Entstehung einer krummlinigen Bewegung. Ein mate

rieller Punkt bewegt sich ohne Einwirkung einer Kraft geradlinig 
und gleichförmig. Das ist der Inhalt des schon in 6 er
läuterten Trägheitsgesetzes. Wird nun der materielle Punkt von 
einer Kraft ergriffen, die genau mit der Bewegungsrichtung zu
sammenfällt' so wird er beschleunigt oder verzögert, bewegt sich 
aber immer noch geradlinig, da er keinen Anlaß hat, aus seiner 
geraden Bahn herauszutreten. Dies geschieht erst unter dem Ein
fluß einer ablenkenden Kraft, die schief gegen die augenblickliche 
Bewegungsrichtung wirkt. Wir erkannten auch schon in 140 
S. 245, daß eine krummlinige Bewegung stets mit einer Beschleuni
gung verknüpft sei, die mit der augenblicklichen Geschwindigkeit 
einen von 0° oder 1800 verschiedenen Winkel bildet. 

172. Geschwindigkeit und Beschleunigung einer ebenen krumm
linigen Bewegung. Ehe wir uns den Kräften zuwenden, sind die 
geometrischen Bewegungs
verhältnisse zu besprechen 
(Fig. 158). 

Ein Punkt bewege sich 
in einer ebenen Kurve und 
befinde sich zur Zeit t in 1 
und zur Zeit t + dt in 2, 
wo bei er das Bogenelement 
ds durchläuft. Je kürzer 
man sich die Zeit dt denkt, 
um so mehr nimmt ds die 
Richtung an, die man die 
Tangente der Kurve im 
Punkt 1 nennt. Die augen
blickliche Bewegungsrich

I 
I 41 

~ 
~ ·dt 

I 
\ I 
\ I _ 

\/~ \ I AP. i 
\/ ' ItLm" , 
'Jjf ~ 

Fig. 15 . 

tung fällt mit der Tangentenrichtung an die Bahn zusammen. Nach 
den Darlegungen auf S. 226 darf man die Geschwindigkeit innerhalb des 
denkbar kurzen Zeitelementes dt als gleichförmig ansehen, man er
hält demnach für die Geschwindigkeit im Punkt 1 

d~ 
U=yt. 

Die augenblickliche Geschwindigkeit hat die Richtung der rrangente 
an die Bahnkurve. Sie kann als eine Strecke oder ein Vektor 
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dargestellt werden, deren Pfeil die augenblickliche Bewegungs
richtung angibt, deren Richtung die Bahntangente ist und die um 
so länger gemacht wird, je größer die Geschwindigkeit ist, zu 
welchem Zweck man sich einen Geschwindigkeitsmaßstab willkür
lich wählt. 

Das auf 12 folgende Bogenelement 23 wird nun mit der 
Geschwindigkeit VI = ds/dt durchlaufen und VI ist, wenn dt denk
bar klein angenommen wird, von V nach Größe und RichtUIlg ver
schieden, aber nur denkbar wenig, wir nennen da den Winkel 
zwischen den beiden in 1 und 2 gezogenen "Nachbar"-Tangenten 
und dv = VI - V ist die Änderung der Größe der Geschwindigkeit 
in dt sek. Die Mittellote über den denkbar kurzen Sehnen 12 und 23 
schneiden sich im Krümmungsmittelpunkt M der Kurve; der Krüm
mungskreis, dessen Halbmesser e sei, geht durch drei denkbar nahe 
Kurvenpunkte. Zwei Nachbarnormalen schließen den gleichen 
Winkel da ein, wie die zwei zugehörigen Nachbartangenten, denn 
die erwähnten Mittellote werden schließlich bei denkbar kleinen ds 
zu Kurvennormalen. Bedeutet w die augenblickliche Winkel
geschwindigkeit des Krümmungshalbmessers, so ist nach (63) und 
(87): v=ew und da=w·dt. 

Wir tragen nun die Geschwindigkeitsvektoren VI und V, die 
wir zum Unterschied von den absoluten Beträgen VI und V der Ge
schwindigkeit mit deutschen Buchstaben schreiben, in der Neben
figur 158 von einem Punkt () aus ab. Dieser :B'igur zufolge hat sich 
die Geschwindigkeit in dt sek nach Größe und Richtung geändert, 
und zwar um dV; daher ist die Änderung der Geschwindigkeit 
in der Zeiteinheit, d. h. die Beschleunigung b, nach Größe und 
Richtung ausgedrückt durch 

dU 
fJ = dt- . . . . . . . . . (121) 

Das ist wiederum eine durch einen Vektor darstellbare Größe. 
Der Inhalt des Gesagten wird noch deutlicher, wenn wir dtJ 

in zwei Komponenten längs der Bahn und senkrecht dazu zer
legen; ihre absoluten Größen seien dv' und dv". dv' kann wegen 
der Kleinheiten von dce als Bogen um 0 mit Halbmesser V be
schrieben, angesehen werden, weshalb dv" = VI - V und dv' = v· da 
gesetzt werden darf. d v" ist demnach die Änderung der absoluten 
Größe der Geschwindigkeit in der Bahn in dt sek; die sekundliehe 
Änderung beträgt somit 

b = dv~= d(~:) 
t dt dt 
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sie wird Bahn beschleunigung genannt. Sie hat die Richtung 
der Bahntangente und ist als Vektor darstellbar. 

Die in die Richtung des Krümmungsradius oder der Kurven
normalen fallende und auf den Krümmungsmittelpunkt zu gerichtete 
Beschleunigungskomponente, die sog. Zentripetalbeschleuni
gung bc ist anderseits 

(123) 

Auch bc ist als Vektor darstellbar. Die Gesamtbeschleuni
gung oder Hauptbeschleunigung ist nach 140 die Resultante der 
Bahn beschleunigung und der Zentripetalbeschleunigung, oder mit 
der Ausdrucksweise der Vektorenrechnung (s. Anhang) die geome
trische Summe des Vektors der Bahnbeschleunigung und des Vek
tors der Zentripetalbeschleunigung. 

173. Deviation. Es ist nützlich, die Bewegung in der Kurve 
als das Ergebnis zweier gleichzeitiger Teilbewegungen aufzufassen, 
von denen die eine längs der Bahntangente erfolgt mit der augen
blicklichen Geschwindigkeit v, während 
die andere sofort beschrieben wird. 
Wir betrachten die Elementarbewegung 
innerhalb der Zeit dt. Der bewegliche 
Punkt kommt in dieser Zeit tatsächlich 
um ds auf der Kurve vorwärts; wäre 
er anfänglich frei, so käme er lediglich 
unter dem Einfluß seiner momentanen 
Geschwindigkeit nach dem Beharrungs
gesetz auf der Bahntangente um ein 
Stück v ·dt weiter, das der Beharrungs
weg genannt sei. Das Wegstück zwi
schen dem Endpunkt des Beharrungs
weges und des tatsächlichen Weges wird 
als Deviation oder Ablenkung be
zeichnet. Es kann nur unter dem Ein
fluß einer Kraft zurückgelegt werden, 
die während der denkbar kurzen Zeit dt 

Fig. 159. 

als nach Größe und Richtung konstant angesehen werden darf und 
eine gleichförmig beschleunigte Be'wegung längs der Deviation zur 
Folge hat. Ist b1 die Beschleunigung längs der Deviation, so ist 
der Weg in dt sek, d. h. eben die Deviation nach GI. (94) 

L1ds=~bldt2 . ....... (124) 

Der Beharrungsweg und die Deviation geben nach der Paral
lelogrammregel (m. a. W. geometrisch addiert) den tatsächlichen Weg. 
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Es ist gelegentlich von Vorteil, die Deviation L1 ds aus den 
geometrischen Verhältnissen der Bewegung abzulesen; dann läßt 
sich die in mchtung der Deviation auftretende Beschleunigung b 
mit Hilfe der letzten Gleichung angeben. Diese Deviationsbeschleuni
gung ist mit der Haupt- oder Gesamtbeschleunigung einer 
krummlinigen Bewegung identisch, die tangential und normal zur 
Bahn in die Bahnbeschleunigung bund Zentripetalbeschleunigung bz 
zerlegt werden kann. 

Der Studierende mache sich klar, daß diese Zerlegung auf die 
heiden in Fig. 159 angedeuteten Arten ausführbar ist, ohne daß 
am Ergebnis etwas geändert wird. 

Der tatsächliche Weg des beweglichen Punktes auf einer 
krummen Bahn kommt also zustande unter dem gleichzeitigen Ein
fluß der Bahngeschwindigkeit und der schief dazu gerichteten 
Deviations- oder Gesamtbeschleunigung. 

Bei gleichförmiger Kreisbewegung ist nur die in' Fig. 159 unten ersicht
liche zentripetale Deviation vorhanden. Ihre Größe ergibt sieh geometrisch 
wie folgt: Ist d'f' der sehr: kleine Zentriwinkel bei M, so sind die 'fangens
strecke v· dt und der Bogen g. d'f' der Länge nach gleich zu setzen. Die 
zentripetale Deviation ist dann ,jg" - Cg d<pf = ~ g. dq; ... , sofern man bei der 
hierbei benützten Reihenentw'icklung- Glieder von höherer Ordnung der Klp;'1-
heit wegläßt. Es ist nun 

} g·dq;2 =~. g (~frdt" = !gw2 dt2. 

Diese zentripetale Deviation ergibt sich in gleicher Größe, wenn man sie 
als das in dt sek zentripetal zurückgelegte Weg-stück ansielit, das unter dem 
Einfluß einer nach Größe und Richtung innerhalb d t konstanten Zentripetal
beschleunigung sich ausbildet, wodurch die letztere AnschauungsweIse als zu
lässig erwiesen ist. 

174. GIeichfiirmige Kreisbewegung. Bei dieser ist die Winkel
geschwindigkeit w und die Umfangsgeschwindigkeit v eines im Ab
stand r von der Drehachse befindlichen Punktes konstant, wobei 
nach GI. (63) v = 1'w. Die Bahnbeschleunigung dv/dt des Punktes 
im Umfang ist Null und die Zentripetalbesehleunigung GI. (123): 

o 0 

0/ 0 n"n"r [( 0] b =v" r=1'W"=-- m sek" •. 900 . (125) 

Ist Tsek die Umlaufzeit, also w1'=2n, so ist auch 
4n~r 

bC=--T~ (125a) 

Beispiel: Die Kurbelzapfenmitte der Km'belwelle eines Auto
mobilmotors von 150 mm Hub und 1600Umdr. L d. Min. hat eine 
Uml'allgsgeschwilldigkeit 

v = 2rnn!60= 0,15 n, 160ci(60 = 12,56 m(sek 
und eine Zentripetalbeschleunigung 

bc = v2(r = 12,562/0,075 =.2100 [m(sek2,]. 
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Beispiel: Wie groß ist die Zentripetalbesehleunigung der Erde, 
wenn angenähert angenommen wird,' sie bewege sich gleichförmig 
um die Sonne in einem Kreis von 148,7 Millionen [km] Radius und 
die Umlaufzeit betrage 365} Tage 

365,25 Tage = 365,25·24·60·60 [sek J. 
Nach GI. (125a) ist 

4.7T~·148700000·1000 0 

uc = 365,25~.24'.!.60'.!.60'.! =0,00587 [kmjsek-]. 

Umfangsgesch"'indigkeit in der Erdbahn 11 = 29,5 [kmjsek]. 

175. Hodograph und Beschleunigung. Für jede Bewegung 
eines Punktes, mag sie sich frei oder auf yorgeschriebencr Bahn 
abspielen, kann man die Nebenfigur 158 für beliebige Zeitpunkte 
oder Stellen der Bewegung zeichnen und in der angegebenen Weise 
die Gesamtbeschleunigung ableiten. Um das auszuführen, ermittelt 
man die Geschwindigkeit (bei einem zwangläufigen Mechanismus 
werden wir ein geeignetes Verfahren noch kennen lernen) an ge
nügend vielen Bahnstellen und trägt sie als Strecken oder Vek
toren von einem Punkt aus ab. Durch die Endpunkte der Ge
schwindigkeitsstrecken kann sodann ein stetiger Linienzug gelegt 
werden, der sog. Hodograph, der über die zeitliche Änderung 
der Geschwindigkeit nach Größe und Richtung anschauliche Aus
kunft gibt. Der Geschwindigkeitsvektor bewegt sich am Hodo
graphen hin wie ein Zeiger von veränderlicher Liinge und Winkel
geschwindigkeit. Verfolgt Illan diese Zeigerbewegung' wiihrend einf'r 
kurzen Zeit "t, wobei die Anfangs- und Endlage des Geschwindig
keitsvektol's ein kurzes hinreichend gerades Stück des Ho'dographen 
von der Lilllge Llv (am Geschwindigkeitsmaßstah abzulesen) be
grenzt, so ist i1v/Llt angenähert die Gesamtheschleunigung im be
trachteten Zeitpunkt nach Größe und Richtung. Nimmt man noch 
die Komponenten liings der Bahn, d. h. längs des Geschwindigkeits
vektors (am besten des mittleren wiihrend i1 t), so erhält man auch 
die Bahn- und Zentripetal beschleunigung. 

Der Studierende leite mit Hilfe des Hodographen die Zen tri 
petalbeschleunigung einer gleichförmigen Kreisbewegung ab. 

176. Räumliche Beweglln~, eines Pllnl;:tes. Nachdem wir aus 
172 über die ehene Bewegung Bescheid wisseil, kann die Bewegung 
in einer Haumkur\"e rasch erledigt werden. Durch drei nahe hei
einander liegende Kur\"enpunkte wird eine Ebene gelegt. Läßt man 
die Punkte näher und näher zusammenrücken, so strebt die Ebene 
einer Stellung zu, die man die Schmiegungsebene der Bahn nennt. 
Innerhalb eines Zeitelementes dt bewegt sich daher, der. Punkt in 
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der Schmiegungsebene und es gilt von dieser Elementarbewegung 
genau das in 172 über eine ebene Bewegung Ausgeführte: 
Ist v die augenblickliche Geschwindigkeit und e der Krümmungs
halbmesser der Bahn in der Schmiegungsebene, so ist die Bahn
beschleunigung bt ~~ dv /dt = d2 sJdt2 und die Zentripetal
beschleunigung bc = v2je = ew2, wenn w die augenblickliche 
Winkelgeschwindigkeit des Krümmungshalbmessers ist. Die Resul
tante aus beiden Beschleunigungen ist die schief zur Bewegungs
richtung oder Bahntangente gerichtete Haupt- oder Gesamt
beschleunigun g. Auch diese liegt in der Schmiegungsebene. 

Ist die Zeit-Weg· Gleichung (129) s = f (t) des bewegten 
Punktes bekannt, so erhält man aus ihr durch Ableiten nach t die 
Bahngeschwindigkeit v = ds/dt und durch nochmaliges Ableiten die 
Bahnbeschleunigung bt=dv!dt=d~sldt2; ferner auch die Zentri
petalbeschleunigung bc = v2 !e, sofern man noch mit Hilfe einer 

... z 

Fig_ 160, 

geometrischen Betrachtung den Krüm
mungshalbmesser der Bahn gesucht hat. 
Da bt und bc senkrecht aufeinander 
stehen, so erhält man die Resultante, 
die Gesamtbeschleunigung' b, zu /) 
= Yb~:] -=t::: b ~~: 

Man kann jedoch die räumliche 
Bewegung des materiellen Punktes nach 
138 auch durch Projektion anf die drei 
Achsen eines rechtwinkligen xyz-Ko
ordinaten systems ausdrücken. Die Be

wegung erscheint dann in drei Seitenbewegungen zerlegt: 

x = cp(t) y = x(t) z = 1f! (t), (HEl) 

Zur Zeit t befinde sich der materielle Punkt in A (Fig, 160) 
und zur Zeit t "+ d t in A'; die Koordinaten beider Punkte sind 
(x,y,z) bzw. (x+dx, y+dy , z+dz), wobeidx,dy,dz die in dtsek 
vom materiellen Punkt durchlaufenen Projektionswege sind. Sind 
ferner a, ß, y die Winkel der augenblicklichen Bcwegungsrichtung, 
m. a, W. die Winkel zwischen dem Kurvenelement ds und den drei 
Koordinatenachsen, so ist 

dx=ds-cosa; dy = ds,cosß; dz = = ds· cos /'. 

Durch Division mit dt oder Ableiten der GI. (98) nach tel'
hält man 

dx ds 
-dt" = dt -cos U; 

Vx=V -COS((; 

dy d::; 
-- = - · cosß· 
dt dt ' 
lJy ~ V-cosß; 

dz ds 
d t = dt- -cos y 

v==V'cos/, (12ß) 
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das ist der aus 140 bekannte Satz: die Geschwindigkeit der Pro
jektion eines bewegten Punktes ist gleich der Projektion der Ge
schwindigkeit. 

Man erhält ferner 
-,-~----

v = Vv 2 + V 2 + V ,~ x V z • 

Die Beschleunigungen der drei Seitenbewegungen erhält man 
durch Ableiten von vx = dxldt usf. nach t. Diese Seitenbeschleu
nigungen bXbybz sind die Komponenten der Gesamt- oder Haupt
beschleunigung b nach den drei Koordinatenachsen; }., f-i v seien die 
Richtungswinkel der Gesamtbeschleunigung gegenüber den Koordi
natenachsen. Man erhält dann 

dv d~x 
b = -~ .e == - =-~ b . cos}., 

"' d t dt~ 

dvy d2 y 
b = - = -~- = b· cos u 
u dt dt2 I (127) 

Die Hauptbeschleunigung b darf nicht mit der Bahn- oder 
'rangentialbeschleunigung bt verwechselt werden; b ist vielmehr die 
Resultante aus der Bahnbeschleunigung bt und der Zentripetal
beschleunigung' bc ' 

§ 33. Fortsetzung mit Beiziehung des dynamischen 
Grundgesetzes. 

177. Die Beschleunigungskraft der krummlinigen Bewegung. 
Tangentialkraft, Zentripetalkraft. Jede Beschleunigung schreiben 
wir der Wirkung einer Kraft zu, gleichviel ob sie nur die Größe 
der Geschwindigkeit ändert, oder nur ihre Richtung, oder beides 
zugleich. N ach dem dynamischen Grundgesetz ist die Beschleu
nigung eines materiellen Punktes der beschleunigenden Kraft pro
portional und die Beschleunigungskraft wird erhalten, indem man 
die Beschleunigung mit der Masse m des bewegten Punktes multi
pliziert: P= m· b. 

Bei der krummlinigen Bewegung eines materiellen Punktes 
sagen wir demgemäß, die Haupt- oder Gesamtbeschleunigung b und ihre 
Komponenten, die Bahn- oder Tangentialbeschleunigung, seien durch 
eine Beschleunigullgskraft P = m· b, oder durch deren Komponenten, 
nämlich durch eine Tangentialkraft T=rn.(dvldt) 

und eine Zentripetalkraft N=m.v2 /Q=rn.rw 2 
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verursacht. Diese Beschleunigungskräfte haben die gleiche Rich
tung und den gleichen Richtungssinn wie die Beschleunigungen 
und sind wie diese gerichtete Größen und durch Vektoren oder 
Strecken darstellbar. 

Die Beschleunigungskraft und ihre Komponenten, die Tangential
und Zentripetalkraft liegen in der Schmiegungsebene der Bahn des 
bewegten Punktes. Von der Tangentialkraft kann man sagen, 
sie ändere die Größe der Geschwindigkeit, von der Zentripetalkraft 
dagegen, sie ändere die Richtung der Geschwindigkeit und be
wirke damit die Krümmung der Bahn. 

Ist z. B. die Tangentialkraft stets Null, so ist dvjdt=O und 
v = konst., d. h. die Bewegung in der Bahn gleichförmig; die Be
schleunigungskraft besteht nur noch in der Zentripetalkraft, ist also 
stets normal zur Bahnlinie gerichtet. Schwingt man eine Masse, 
die an einer Schnur befestigt ist, gleichförmig im Kreis herum und 
sieht der Einfachheit halber vom Gewicht und vom Luftwiderstand 
ab, so wirkt keine Tangentialkraft auf die Masse ein, sondern ganz 
allein die gleich große Schnurspannung ; das ist die stets gegen 
das Zentrum der Kreisbewegung gerichtete Zentripetalkraft, die 
man mit der Schnur auf die Masse ausübt, wodurch man diese 
zwingt, fortwährend in gleicher Weise ihre Richtung zu ändern, 
d. h. eine Kreisbahn zu beschreiben. Ist anderseits die Zentripetal
kraft stets Null, so ist v 2 /e=ü, d. h. e=oo, die Bahn ist gerade. 
Damit ist schon früher Gesagtes in anderer Fassung zum Ausdruck 
gebracht worden. 

Den Satz "die Beschleunigung der Projektion ist gleich der 
Projektion der Beschleunigung" kann man mit Rücksicht auf das 
dynamische Grundgesetz wie folgt ausdrücken: Die Beschleunigungs
kraft der Projektion ist gleich der Projektion der Beschleunigungs
kraft. 

178. Die Eulersche l\'Iethode der Behandlung einer krumm
linigen Bewegung. Diese beruht lediglich in der Verwertung der 
Tatsache, daß die Beschleunigungskraft stets in der Schmiegungs
ebene der Bahnlinie wirkt und in die Komponenten 

T=m·(dv/ät); 
zerlegt werden kann. 

Die Eulersche Methode läßt sich besonders dann mit Vorteil 
verwenden, wenn die Bewegung gegeben und die Beschleu
nigungskraft gesucht ist. 

179. Die Mac Laurinsche Methode. Diese beruht auf der Zer
legung der Beschleunigungskraft nach den drei Achsen eines recht
winkligen Koordinatensystemes. IVeg, Geschwindigkeit und Be-
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schleunigung des bewegten Punktes werden auf die drei Koordi
natenachsen projiziert, was in 176 gezeigt wurde. Die Haupt
beschleunigung und damit auch die Beschleunigungskraft schließt 
mit den Koordinatenachsen die Winkel A.fl'V ein; die Beschleu
nigungskraft P habe ferner die Komponenten XYZ, so daß 

X=P·COSA., Y =P,cosfl, Z=p·cos 'P. 

Durch Erweitern der GI. (127) mit der Masse m des mate
riellen Punktes erhält man für die Komponenten der Beschleuni
gungskraft 

dv d2 x I X=P ,cosA.=m·b =m·_x =m· -
x dt dtZ 

dv d2 y 
y = p ·cosu=m·b =m. - ~=m·- l· .. 

, Y dt df 

dv d2 z 
Z=P,cos'V =m·bz =m'~d; =m'd(i 

(128) 

Die Mac Laurinsche Methode empfiehlt sich namentlich in den 
Fällen, in denen die beschleunigende Kraft g e geben und die 
stattfindende Bewegung gesucht ist. 0"""""-------.:-:::;, 

Kennt man nämlich in jedem Augen
blick die Beschleunigungskraft P, so 
zerlegt man P in die Komponenten XYZ 
nach den Koordinatenachsen und be
stimmt durch Integration der GI. (128) 
die Bewegungen der Projektionen; hat 
man so x=qJ(t); y=X(t); z='IjJ(t) 
gefunden, so erhält man durch Elimi-

+!I 

Fig. 16l. 

nation von t die 2 Gleichungen der Bahnlinie im Raum. 

180. Einführung von Polarkoordinaten bei einer ebenen 
krummlinigen Bewegung. Zuweilen ist es von Nutzen, statt der 
rechtwinkligen Koordinaten (x, y) Polarkoordinaten (r, qJ) in be
zug auf einen Punkt oder Pol o einzuführen (Fig. 161). Zwischen 
beiden besteht die Beziehung: 

x = r·cos qJ und y = r·sin qJ. 

Es sollen Geschwindigkeit und Beschleunigung längs des Fahr
strahles und senkrecht dazu in Polarkoordinaten ausgedrückt wer
den. In dt sck wächst der Radius r um dr und durchläuft den 
Winkel dqJ im Bogenmaß, gleichzeitig wird vom bewegten Massen
punkt die Sehne ds zurückgelegt, wobei nach Fig. 161 

ds2 =r2 ·drp2+drz 
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nach Division mit dt wird 

Links steht die Bahngeschwindigkeit v, rechts ihre nach dem 
Radiusvektor und senkrecht dazu genommenen Komponenten v,.=drfdt 
und v",=r·(dcpJdt)=r.w, wenn w die Winkelgeschwindigkeit des 
Radiusvektors ist. 

Die Beschleunigung b des Massenpunktes sei in ihre recht
winkligen Komponenten b", = dxJdt und by = dyfdt und anderseits 
in ihre Komponenten b,. und b", längs r und senkrecht dazu, d. h. 
längs Bogen r· d cp zerlegt. Es sind b,. und b'l' gesucht. Durch 
Projektion von bx und by auf die Richtung von b,. und b", ergibt 
sich nach Fig. 161 

d
2 x d2Y } b =b ·cosm+b ·sin m=-_·cosm+-·sin m 

,. x .,- Y .,- d t2 .,- d t2 '1' 

d2 y d2 x 
b =b ·cosm-b ·sinm=-·cosm--·sin m '" v .,- :z: .,- d t2 .,- d t2 '1' 

Man hat nun die zwei Ableitungen von x=r·coscp und y=r·sinq; 
nach t zu bilden 

dx dcp dr 
- = - r· sin cp' - + -. cos cp 
dt dt dt 

dy 
Tt= 

dcp dr. 
r·coscp·- +-'SlD cp 

dt dt 

_ dcp (r. cos cp' dcp + ~.sincp) 
dt dt dt 

d' y d2r. dr dcp d2 cp 
d t2 = "df . sm cp + Tt· cos cp . Tt + r . cos cp' d t2 

dCP( • dqJ dr ) +- -1··sm cp·-+-·coscp dt dt dt . 

Setzt man die beiden letzten Werte in die Gleichung für b,. und 
b", ein, so erhält man nach Umformen: 

b =d2 r _r(dcp)2=d2r -r·w2=;:-rw2 } 
,. dt2 dt dt2 

(129) 
d2 qJ + dr dcp • + . b",=r' dt2 2 Tt ·Tt =r.w 2r·w 
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Nun ist 

~ (r2 d cp) = r2 d2 cP -i- d cp . 2 r . d r = r (r w + 2 r· w) 
dt dt dt2 dt dt 

womit 

. . . (130) 

Der Fahrstrahl r durchläuft in dt sek eine Sektorenfläche 
t· (r· d cp). r; die in der Zeiteinheit durchlaufene Sektorenfläche, die 
sog. Flächengeschwindigkeit oder Sektorengeschwindig
keit ist daher 

rlf~·r2·dcp 1 odcp r2 ·w 
(Ü=--dt-=2-r"di=-2- . ... (131) 

ihre Ableitung nach der Zeit kann Sektoren- oder Flächen
beschleunigung genannt werden; sie beträgt: 

d2f =!!...(~r2.dCP)=!~(r2dCP)=~ d(r2 w) . (132) 
d t2 d t 2 cl t 2 cl t d t 2 d t 

Die am materiellen Punkt angreifende Beschleunigungskraft 
erhält man durch Multiplikation der Beschleunigung mit der Masse m. 
Die Komponenten der Beschleunigungskraft, nach dem Fahrstrahl 
und senkrecht dazu genommen, sind daher: 

Pr =; :t (r2 ~~) • • (133) 

181. Zentralbewegung. Flächensatz der Zentralbewegung des 
materiellen Punktes. Geht die Beschleunigungskraft stets durch 
einen und denselben Punkt 0 hindurch, so nennt man C das Zen
trum (Anziehungs- oder Abstoßungszentrum) und die Bewegung 
eine Zentralbewegung. Sie findet stets in einer Ebene statt, 
die durch die Anfangsgeschwindigkeit und das Zentrum gelegt 
wird. Bei einer Zentralbewegung empfiehlt es sich, Polarkoordi
naten einzuführen und die in 180 entwickelten Formeln zu ver
wenden. 

Wir können leicht eine allgemeine Eigenschaft der Zentral
bewegung ableiten; da die Beschleunigungskraft (Zentralkraft) stets 
mit b zusammenfällt, so ist b'1' = 0 und damit auch die Flächen
beschleunigung gleich Null; daher ist die Flächengeschwindigkeit 
konstant: 

d. h. der Fahrstrahl durchstreicht in gleichen Zeiten 
gleiche Flächen. (Flächensatz der Zentralbewegung.) 

Alltenrieth-Ensslin, Technische Mechanik. 2. Aufl. 20 
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Ist umgekehrt bei einer ebenen Bewegung die Flächengeschwin
digkeit konstant gefunden worden, so liegt eine Zentralbewegung 
vor und die Beschleunigungskraft geht immer durch ein Zentrum. 

Fällt man vom Zentrum C das Lot 
CD = l auf die in A gezogene Tangente an 

.,.;.::.=,.,-_ _ ....L _ _ ..!ll"-l: die Bahnkurve, so folgt aus der Ähnlichkeit 
der Dreiecke ACD und A' AB: (Fig. 162). 

l rclcp 
r ds' 

womit 
d s 1 2 d Cf! 2c 
dt =T' r 'dt' d. h. 1)=T' 

FiO". 162. Beispiel. Ein materieller Punkt m, von 
dessen Gewicht der Einfachheit halber ab

gesehen werde, ist an einer Schnur von der Länge r 1 befestigt 
und bewegt sich im Kreis um ein Zentrum mit der Winkelgei"chwin
digkeit w 1 • Welches ist die Winkelgeschwindigkeit w 2 , wenn die 
Schnur auf r2 verkürzt wird? 

Da eine Zentralbewegung vorliegt, so ist die Flächengeschwin
digkeit konstant, es ist also nach dem Flächensatz : 

182. Parabolische Bewegung. Auf einen materiellen Punkt 
von der Masse m, der zur Zeit ü nach irgendeiner Richtung eine 

+2' Geschwindigkeit Vo erhalten, 

I I 

" , 

( 

/!/ 

wirke von dem gleichen Augen
blick an eine konstante Kraft 
P ein, deren Richtung mit der
jenigen von 1)0 den Winkel a 
bilde. Man soll die Bewegung 
des materiellen Punktes be
stimmen (Fig_ 163). 

Hier leuchtet sofort ein, 
daß das Mac Laurinsche Ver-

Fig. 163. fahren anzuwenden ist. Zu dem 
Ende nehmen wir die Lage des 

materiellen Punktes zur Zeit ü als Ursprung eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems an, dessen + x-Achse parallel der Kraft P und 
dessen xz- Ebene die durch die Richtungslinie von Vo und die 
x-Achse gelegte Ebene sei. Man hat nun als Komponenten der Be
schleunigungskraft P des materiellen Punktes im Raume nach den 
Koordinatenachsen: 

X=+P; Y=ü; Z=ü. 
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Suchen wir zunächst die Bewegung der x-Projektion des mate
riellen Punktes festzusetzen. 

Da die Beschleunigungskraft der x-Projektion 

X=+P, 
so hat man 

m.clvx=p. 
dt ' 

P 
dv =-·dt· 

x m ' 
p 

v =-t+C. 
x m 

Für t=O wird v",=vocosa; das gibt C=vocosa womit 
p 

vx = - t+ Vo cos a. 
m 

dx 
v =-

x dt Es ist aber 

und daher 
P 

dx= -. t·dt + Vo cos a·dt; 
m 

P t2 

x=_._+votcosa+D. 
rn 2 

Für !t=O wird x= 0, daher D= 0 und 
p t2 

x= - - + vot cos (C. 
m2 ' 

Zur Bestimmung der Bewegung der y-Projektion des materiellen 
Punktes hat man 

dvy 
Y=m·--=O· 

dt ' 
Zur Zeit 0 ist, da die Projektion von Vo auf die y-Achse = 0 

ist, auch vy = 0 und damit, weil vy konstant, überhaupt vy = O. 

Aus v =~1L=O 
y dt 

folgt y konstant. 
Da aber zur Zeit 0 auch y = 0, so ist überhaupt y = 0, d. h. 

es geht die Bewegung des materiellen Punktes ganz in der x z-Ebene 
vor sich. Die Bewegung der z-Projektion ergibt sich schließ
lich aus 

z =m'(~f:=O; vz = F. 

Für t = 0 wird v. = Vo sin a, dies liefert 

dz . 
V z = Tl = Vo sm a; dz=vo sin ((·at 

z = vot·sin Cl + G. 
Zur Zeit 0 ist aber 

z=O, womit G=O 
und 

:!O* 
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Eliminiert man aus den beiden Gleichungen die Zeit t, so er
hält man die Beziehung 

1 P z'3 
X = --- .-------. + z cotg a 

2 1n (vo sin a)2 ' 
d. i. die Gleichung der Bahnlinie des materiellen Punktes. Diese 
letztere ist also vorliegendenfalles eine Parabel, deren Achse 
parallel der x-Achse und damit parallel der Richtungslinie der 
Kraft P. 

§ 34. Bestimmung der Besehleunigungskraft bei gegebener 
Bewegung. 

um. Gleichförmige Bewegung eines freien materiellen Punktes 
in einem Kreis. Ein materieller Punkt 1n bewege sich mit kon
stanter Geschwindigkeit c in einem Kreis vom Halbmesser r (Fig.164), 
man soll die Beschleunigungskraft P des materiellen Punktes be
stimmen. 

Diese Aufgabe ist auf Grund geometrischer Anschauung schon 
gelöst worden. Wenn sie jetzt mit den analytischen Hilfsmitteln, 
die in 178, 179 und 180 entwickelt wurden, nochmals gelöst wird, 

so soll damit lediglich der Gebrauch dieser 
Hilfsmittel an einem einfachen Beispiel gezeigt 
werden. Das Eigentümliche des analytischen 
Verfahrens liegt darin, daß von der An

-+---"--=+<.....I.Ji:::-->L-!---'+=.x Bchauung möglichst wenig Gebrauch gemacht 

Fig. 164. 

wird; das analytische Verfahren selbst ist 
auf die Anschauung vom Bewegungs- und 
Kräl'tezustand aufgebaut, und zwar in sehr 
allgemein verwertbarer Weise. Die Durch
führung selbst ist aber abstrakt. Dafür ist 

sie kurz. Das wird man schon im vorliegenden einfachen Fall 
sehen, und noch mehr wird sich die Kürze und die Ersparnis an 
geolp.etrischer Überlegung bei schwierigeren Aufgaben herausstellen. 
Jetzt handelt es sich also um die Gewöhnung an das kurze abstrakte 
V orgehen, auch um die 1<~rage, welches Verfahren sich im einzelnen 
Fall am besten eignet. 

Da der Punkt auf dem Kreis in gleichen Zeiten gleiche Bögen 
beschreibt, werden auch von einem nach dem bewegten Punkte 
gezogenen Radiusvektor in gleichen Zeiten gleiche Flächenräume 
beschrieben, d. h. es ist die Flächengeschwindigkeit konstant und 
die Flächenbeschleunigung = 0 Aus letzterem ergibt sich aber, daß 
die Bewegung eine zentrale ist und die Beschleunigungskraft P 
immer durch den Kreismittelpunkt hindurchgeht. 
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Zur Bestimmung von P hat man nach 180 mit r = d2 r I d t~ 

P= Pr = m (r - r(2) = m (0 - r(2 ) = - mrw2 = - mc2 / r. 

Dabei bedeutet das negative Zeichen, daß die Beschleunigungs
kraft P gege n das Zentrum gerichtet ist. 

Dasselbe Resultat hätte man auch nach der Eulerschen Methode 
erhalten: Da die Geschwindigkeit des materiellen Punktes in seiner 
kreisförmigen Bahn konstant und damit die Beschleunigung in 
der Bahn = 0 ist, wird die Tangentialkraft T=O. Die Be
schleunigungskraft P fällt daher mit der gegen den Krümmungs
mittelpunkt gerichteten Zen tripetalkraft N zusammen; man hat also 

mc2 

P=··-. 
r 

Nach dem Maclaurinschen Verfahren ist die Lösung der Auf
gabe umständlicher. 

184. Bewegung eiues freien materiellen Punktes in einer 
Schraubenlinie. Ein materieller Punkt von der Masse m bewege 
sich mit der konstanten Geschwindigkeit c in einer Schraubenlinie 
(Fig. 165). Man soll die Beschleunigungskraft P des materiellen 
Punktes bestimmen. Es sei 

r der Halbmesser des Schraubenzylinders 
und f( der Steigungswinkel der Schraubenlinie. 

Um die Aufgabe zu lösen, projiziert 
man zweekmäßigerweise den auf der 
Schraubenlinie sich bewegenden materiellen 
Punkt auf die Schraubenachse und auf 
eine Ebene senkrecht zur Schraubenachse. 
Die gesuchte Beschleunigungskraft ist dann 
die Resultante aus der Beschleunigungs
kraft Z der Projektion m auf der Schauben
achse und der Beschleunigungskraft K 
der in der bezeichneten Projektionsebene 
sich bewegenden Projektion von m. Was 
nun die Kraft Z betrifft, so ist diese = O. 
Durchläuft nämlich der materielle Punkt 
in der Zeit d t auf der Schraubenlinie 

Fig. 165. 

das Wegelement ds, so legt in derselben Zeit die Projektion auf 
der Schraubenachse die Wegstrecke 

dz = ds· sin (( 

zurück. Man hat daher für die Geschwindigkeit Vz der genannten 
Projektion 
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und damit 

dz ds. . 
v =-=-Slna=C'Slna 

Z dt dt 

also auch 

Die Beschleunigungskraft P hat also mit der Kraft K gleiche 
Größe und Richtung. Bestimmen wir jetzt K. 

Bewegt sich der materielle Punkt in der Schraubenlinie mit 
der konstanten Geschwindigkeit c, so bewegt sich die Projektion 
dieses Punktes auf eine Ebene senkrecht zur Schrauben achse in 
einem Kreis vom Halbmesser r mit der konstanten Geschwindigkeit 

v=c·cos a. 

Für diese Bewegung ist aber die Beschleunigungskraft, wie 
mv2 

wir gesehen haben, die Zentripetalkraft -. 
r 

Man hat daher 

gegen den Kreismittelpunkt gerichtet. 
Mit dieser Kraft K ist die ihr gleiche Beschleunigungskraft P 

bestimmt. Soll also für die Lage A des materiellen Punktes auf 
der Schraubenlinie die Beschleunigungskraft P angegeben werden, 
so fällt man von A ein Lot AC auf die Schraubenachse, alsdann 
wirkt P in der Richtung von A nach C. Des weiteren hat man 
die Größe von Paus 

P= mc2 cos2 a. 
r 

Bei dieser Gelegenheit erhält man auch ein l\littel, für den 
Punkt A der Schraubenlinie die Schmiegungsebene und den 
Krümmungshalbmesser e zu bestimmen. Da nämlich die Be
schleunigungskraft P in der Schmiegungsebene wirkt, muß letztere 
durch das Lot AC hindurchgehen, andererseits geht die Schmiegungs
ebene auch durch die Tangente an die Schraubenlinie in A, somit 
ist die Ebene durch AC und durch die Tangente die gesuchte 
Schmiegungsebene. 

Ferner bemerken wir, daß im vorliegenden Falle wegen der 
konstanten Geschwindigkeit c des materiellen Punktes in der Schrauben
linie die Tangentialkomponente der Beschleunigungskraft P= 0 

mc~ 
ist und deshalb die Kraft P mit ihrer Normalkomponente N =e 
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zusammenfällt. Darum ergibt sich durch Gleichsetzung der beiden 
für P gefundenen Werte 

o 0 0 mc"·cos"a mc" 
=-.-j 

r e 
womit die Größe des Krümmungshalbmessers einer Schraubenlinie 
bestimmt ist. 

§ 35. Planetenbewegung. 

185. Planetenbewegung und Gravitationsgesetz. (Kepler, 
Newton.) Die astronomischen Beobachtungen Tycho de Brahes 
faßte Kepler in drei Gesetzen zusammen: 

1. Die Planeten bewegen sich in Ellipsen, in deren einem 
Brennpunkt die Sonne steht. 

2. Die von der Sonne zu einem Planeten führenden Fahr
strahlen durchstreichen in gleichen Zeiten gleiche Flächen. 

3. Die Kuben der großen Achsen der Ellipsen zweier Planeten 
verhalten sich wie die Quadrate ihrer Umlaufzeiten. 

Mit diesen drei Gesetzen hat K ep I er die Planetenbewegung 
in großen Zügen beschrieben. Von den bewegenden Kräften ist 
darin noch nichts enthalten. Ne wto n erkannte die Planeten bewegung 
als Zentralbewegung und die Anziehung der Sonne auf einen Planeten 
(oder der Erde auf den Mond) als eine Kraft von derselben Art, 
wie die Erdanziehung auf einen fallenden Körper. Aus den drei 
Keplerschen Gesetzen und dem dynamischen Grundgesetz kann das 
von Newton entdeckte allgemeine Gravitationsgesetz wie 
folgt abgeleitet werden. 

Ist a die große und b die kleine Halbachse der Planetenbahn, 
und bedeutet p = b~ 1 a den Parameter (= Krümmungshalbmesser im 

spitzen Scheitel der Ellipse) und e = v'(a~ - b2): a~ die numerische 
Exzentrizität, so lautet die Polargleichung der Ellipse mit dem 
Brennpunkt als Pol und der großen Achse als Polarachse, von der 
aus cp gezählt wird: 

r=pl(l +e·coscp) ......•• (134) 

Aus dem 2. Keplerschen Gesetz, dem Flächensatz, folgt 
nach 181, daß die Planetenbewegung eine Zentralbewegung ist. 
Ist c 12 die konstante Sektoren- oder Flächengeschwindigkeit, so 
lautet nach GI. (131a) das 2. Keplersche Gesetz: 

r~·w=c. 
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Durch Ableiten der Ellipsengleichung (134) erhält man: 
dl' p·e·sinep dq; p.e·r'.lw,sinq; c·e. 
dt = (1 + e.cosep)2 'Yt=-- p'.l---=--psmep 

d2 r c·e·cosq; dq; c·e,w··cosq; r2 c2 ·e -" = ----.-=----- 'n = -,,-' cos q;. 
d t- P d t P r- r- . p 

Die vom Planeten' auf die Sonne zu gerichtete, also längs des 
Fahrstrahls r wirkende Beschleunigung des Planeten ist nach 
GI. (129) 

br=Cr-rw'.l). 
Setzt man r=d~rjdt2 aus letzter Gleichung, cosq;=(p-:-r)jr.e 
aus der Ellipsengleichung und rw'.l aus dem Flächensatz ein, so 
folgt 

c2 e p - " c~ c2 ( r ) c2 

br=r'.lp·--~,--;-- r3= r3 1-p+ 1 =-Pt''.l· 

Multipliziert man jetzt noch die Beschleunigung des Planeten 
mit dessen Masse m, so erhält man für die von der Sonne auf 
den Planeten ausgeübte Beschleunigungskraft, d. h. für die 
allgemeine Newtonsehe Gravitationskraft: 

mc2 
F=---;; ... 

pr- . (135) 

Das - -Zeichen bedeutet, daß die Kraft im Sinne der ab
nehmenden r, d. h. gegen das Zentrum gerichtet ist. 

Die Sonne zieht also den Planeten mit einer Kraft an, 
die dem Abstand beider Körper umgekehrt proportional 
is t. Dieser Satz folgt aus dem 1. und 2. Kcplerschen Gesetz. Aus 
dem 3. läßt sich noch ein Schluß ziehen. Ist T die Umlaufzeit 
eines Planeten, also nach dem Flächensatz : Flächengeschwindigkeit 
mal Umlaufzeit = Ellipsenfläche, d. h. (tc)·T=:n·ab, so ist nach 
dem 3. Keplerschen Gesetz a3 j Tl! = einer Konstanten v, die für 
alle von der Sonne angezogenen Planeten gleich groß ist 

a3 a3 c2 c'.l 
11 =lj2= 4:n'.la'.lb'.l= 41l'.lp· 

Das stimmt nur angenähert, aber allerdings mit großer Annäherung, 
wie man aus der Untersuchung der Bewegung zweier Massenpunkte 
schließen kann, die nach dem Newtonschen Gesetz sich gegenseitig 
anziehen. 

Der letzten Gleichung zufolge ist c2 / p = A für alle Planeten 
konstant. Mit Benützung dieser Konstanten schreibt sich der Aus
druck für die Sonnenanziehung auf einen Planeten 

F= _ l1~~A [kg] 
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wobei die Konstante A auch vom anziehenden Körper (der Sonne) ab
hängt; Newton sagte sich aber, daß der eine der beiden sich 
anziehenden Körper nicht immer die Sonne sein müßte; es gelte 
das Gesetz vielmehr allgemein für zwei beliebige sich anziehende 
Körper, z. B. Erde und Mond; und ferner nicht nur zwischen Sonne 
und Planet, sondern auch nach dem Gegenwirkungsprinzip zwischen 
Planet und Sonne; dabei wird die Konstante A mit dem anziehenden 
Körper sich ändern. Ist also die Anziehung der Sonne auf einen 
Planeten m1 • All r2 und die des Planeten auf die Sonne m2 • A2 1 T 2 , 

so ist 

Nach dem Gesagten ist Al für alle Planeten gleich groß, und 
da m2 die Sonnen masse bedeutet, so ist A1 11n2 = r eine universelle 
Konstante, die allgemeine Gravitationskonstante. Setzt man 
r= All m2 in die Kraftgleirhung ein, so erhält man für die zwischen 
2 Massen 'lnl und m2 tätige allgemeine Anziehungskraft 

F =r1n1m2 • ( ) o •••••••• 136 
T-

Die Gravitationskonstante ist eine benannte Zahl; ihre Dimension 
ist im technischen Maßsystem lkg-1 m4 sck-4]; ihre Größe ergab 
sich aus Versuchen (Enzykl. math. Wiss. Bd. V) zu T= 6,54.10-10• 

Der GI. (136) zufolge ist r die Kraft, mit der zwei im Abstand 1 m 
befindliche Massen 1 (im technischen Maßsystem in 1/ g kg·Stücken 
enthalten) einander anziehen. 

§ 36. Die Sätze vom Antrieb, VOll der Arbeit und der 
Flächensatz bei der krummlinigen Bewegung. 

186. Satz vom Antrieb. Bewegt sich ein materieller Punkt 
von der Masse m in einer Kurve zur Zeit t mit einer Geschwindig
keit v und steht er unter dem Einfluß einer beschleunigenden 
Kraft R, die in der Schmiegungsebene gelegen ist (177) und mit 
der Bewegungsrichtung den Winkel rp bildet, so dient nach 177 die 
Tangentialkraft T= R· cos rp lediglich zur Änderung der Größe 
der Geschwindigkeit, während die Zentripetalkraft N = R· sin rp nur 
die Richtung der Geschwindigkeit beeinflußt. 

Fragt man nun nach der zeitlichen Wirkung der Beschleuni
gungskraft auf die Größe der Geschwindigkeit, so genügt es, die 
Tangentialkraft zu betrachten und man hat 

m· (dv/dt) = T; m· dv = T· dt= R· cos rp. dt 
t t 

m.v-m.vo=JT.dt=JR·cosrp.dt ...... (137) 
o 0 
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wenn Vo und v die Geschwindigkeiten des bewegten Punktes zu 
Beginn und zu Ende der Wirkungszeit von R sind. Bezüglich 
der Vorzeichen gilt das in 150 Gesagte. 

Der Satz vom Antrieb der Tangentialkraft einer krummlinigen 
Bewegung lautet mit der Ausdrucksweise von 150: 

Die Änderung der Bewegungsgröße eines krummlinig 
bewegten materiellen Punktes in irgend einer Zeit ist 
gleich dem Antrieb der Tangentialkraft in der gleichen 
Zeit. 

über die Richtung von v und P wird in diesem Satz nichts 
gesagt; er soll auch nicht zur Bestimmung der Richtung dienen. 

Man könnte diesen Satz auch allgemeiner unter gleichzeitiger 
Rücksicht auf die Richtung entwickeln; doch liegt hier kein An
laß dazu vor. Wir beschränken uns auf die einfache, oben genau 
präzisierte Aufgabe. 

187. Satz von der Arbeit. Wir verfolgen einen materiellen 
Punkt von der Masse m, der von einer beschleunigenden Kraft P 
ergriffen ist, längs einer Wegstrecke der krummen Bahn, wobei 
sich P nach Größe und Richtung ändern kann. Die Anfangs
geschwindigkeit sei vo' die Endgeschwindigkeit v. Wir fragen nach 
der Wirkung der Kraft längs des betrachteten Weges. 

Die Bewegung sei auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem 
bezogen; Kraft, Weg, Geschwindigkeit und Beschleunigung sind in 
die von früher her bekannten Komponenten zerlegt (XY Z; xyz; 
vxvyvz ; bxbybz). Die den materiellen Punkt beschleunigende Kraft 
wirkt zufolge 177 in der Schmiegungsebene der krummen Bahn und 
hat die Richtung der Hauptbeschleunigung b, die mit der Bahn
tangente oder Bahngeschwindigkeit den Winkel r5 bildet. Nach 
GI. (128) ist: 

x - m· (clvx/dt) = O. 

Mit dx erweitert und mit dx/dt=vx gibt diese Gleichung: 

X.dx - m.vx·dvx =X·dx - m.cl (V;2) =0. 

Ebenso erhält man für die y- und 

Y . d y _ m. d ( v~ 2) = 0 ; 

Durch Addition ergibt sich 

z-Achse: 

Z.dz-m.d (V~2) = O. 

v 2 +v 2 +v 2 v2 
X.dx+Y.dy+Z.dz=m.d x Y z=m·d- (138) 

2 2 

Wir erkennen auf der linken Seite eine Arbeitssumme, und 
zwar besteht sie aus den Arbeiten der Kraftkomponenten X, Y, Z 
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längs der Wegkomponenten dx, dy, dz. Wir weisen nach, daß 
diese Arbeitssumme gleich der Arbeit der resultierenden Kraft P 
auf dem Weg ds ist. Es seien (aßr) die Richtungswinkel von ds 
oder der Bahntangente an der Angriffsstelle von P und (J..,uv) die 
Richtungswinkel der Kraft P oder der Gesamtbeschleunigung mit 
den Koordinatenachsen und b der Winkel zwischen Kraft P und 
Weg d s, dann ist nach der analytischen Geometrie 

cos b = cos a . cos J.. + cos ß· cos ft + cos r' cos v 
oder mit p. ds erweitert und mit p. cos J.. = X usf., ds· cos a = dx usf. 

P·ds·cos b =X·dx + Y·dy + Z·dz. 

Links steht die Arbeit der Kraft P auf dem Weg ds, wo bei b der 
Winkel zwischen P und ds ist, und man erkennt, daß die Arbeit 
der Resultierenden gleich der Arbeit der Komponenten auf dem 
gleichen Wege ist. 

Nun ist p. cos b = T die Tangentialkraft, also dA = p. cos b· ds 
sowohl die Elementararbeit von P als auch die Elementararbeit der 
Tangentialkomponente T von P (die NormalkomponenteN, die Zentri
petalkraft, leistet keine Arbeit, weil sie senkrecht auf ds steht, also in 
Richtung von ds keinen Weg zurücklegt). Man erhält demnach 

dA=T.ds =m.d (v;), 
eine Gleichung, die man aus der Gleichung T=m·(dvJdt) auch 
unmittelbar hätte ableiten können. 

Integriert man vom Anfang bis zum Ende des betrachteten 
Bahnstückes s, dem entlang die durchschnittliche Tangentialkraft 
Tm herrschen möge, so ergibt sich: 

s 
A=JT.ds=T .s=J .. m.(v2-v 2) m 2 0 . (139) 

o 

Bezüglich der Vorzeichen gilt das auf S. 262 Bemerkte. Der Satz 
von der Arbeit oder der kinetischen Energie eines krummlinig be
wegten Massenpunktes lautet: 

Die Arbeit der beschleunigenden Kraft oder, was das
selbe ist, die Arbeit der Tangentialkraft an der Masse m 
eines materiellen Punktes ist längs eines Stückes der 
krummen Bahn gleich der Änderung der kinetischen 
Energie auf der gleichen Bahnstrecke. 

Dieser Satz hat demnach bei gerader und krummer Bahn die 
gleiche Form. Das hängt damit zusammen, daß Arbeit und kine
tische Energie Skalare, d. h. Größen ohne die Eigenschaft der Rich
tung sind. Es kommt also z. B. bei der kinetischen Energie nut 
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auf die Größe des Geschwindigkeitsquadrats an, nicht aber auf die 
Richtung der Geschwindigkeit. VgI. S. 264. 

188. Satz vom lUoment einer dynamischen Kraft und vom 
Moment der Bewegungsgröße. Die Bewegung eines materiellen 
Punktes läßt sich vollständig erledigen, indem man einzig auf die 
Kräfte achtet, die an ihm wirken; es genügen dazu das dyna
mische Grundgesetz, der Satz vom Antrieb, und der Satz von der 
Arbeit. Auf die Momente der Beschleunigungskräfte einzugehen, 
liegt demnach kein dringender Anlaß vor. Wenn dies jetzt doch 

- ---- - - - 1\ geschieht, so ist darin in erster Linie 
/ \ eine Vorbereitung auf die Dynamik 

\ des rotierenden K örp ers zu erblicken. 
, Denn die Drehung eines Körpers 

~:;"""--.:----\r-J hängt zweifellos von den beschleu

}-- - --------"-

nigenden Momenten ab. 
Ein Massenpunkt bewege sich 

:x: in krummer Bahn, die auf ein recllt-
winkliges xy z-Koordinatensystem be-

't-y zogen sei. Im Punkt x y z sei zur 
Zeit tv die Bahngeschwindigkeit und 

Fig . 166. P die beschleunigendeKraft (Fig.166). 
Für die drei Komponenten des Bahn

elementes cls, der Geschwindigkeit v und der Kraft P benützen 
wir die früheren Bezeichnungen (clx, dy, dz; vxvyvz ; XYZ). Er
weitert man die dritte der GI. (128) des dynamischen Grundgesetzes 
mit y und zieht von ihr die mit z erweiterte zweite Gleichung ab, 
so ergibt sich 

Statt der rechten Seite kann man auch schreiben: 

cl (rlz dY) cl -- m· y -- - Z -c- . = --- m· (y . v - z . v ) . 
(Zt d t d t cl t z y 

Nun ist die linke Seite der vorletzten Gleichung nach 28 das 
Moment der Kraft P für die x-Achse, das schon in der Statik mit 
~lI:fx bezeichnet wurde. Ebenso kann man die rechte Seite als das 
Moment der Geschwindigkeit v in bezug auf die x-Achse auffassen, 
was kurz mit (Mom v)x bezeichnet sei. Über den Begriff des Mo
mentes einer Kraft für eine Achse vergleiche man S. 46. Indem 
man hinsichtlich der beiden andern Achsen analog verfährt , er
hält man 
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rl el) 
M = Zy- YZ=-Jn (v .y -v .z) =-Jn·(Mom v) I 

x dt Z Y elt x 

cl d 
M~ =Xz-Zx= m (v ·z-v ·x) =-m·(Momv) I Y dt x Z elt Y' 

cl d 
M = Yx--Xy=-m(v ·x--v ·y)=-m·(Momv) 

Z dt Y x elt Z 

(140) 

Momente sind nach Poinsot als Vektoren darstellbar und 
können wie Vektoren zu einem resultierenden Moment zusammen
gesetzt und in Komponen,ten zerlegt werden. Es ist ferner schon 
in 28 gezeigt worden, daß die Momentkomponenten Mx M.y JJ[z der 
Kraft P in bezug auf die 3 Koordinatenachsen zu einem resultieren
den Moment .M vereinigt werden können, das das Moment von P 
in bezug auf den Koordinatenanfang bedeutet. Ebenso kann man 
die rechte Seite von GI. (140) auslegen. Die Differentiale der 
Momentkomponenten (Mom v}" (Mom v)y (Mom v)z der Geschwindig
keit v in bezug auf die 3 Koordinatenachsen können als Vektoren 
aufgefaßt und nach der Parallelepipedregel zn einer Resultierenden 
zusammengesetzt werden; diese Resultierende ist das Differential 
des Momentes von v in bezug auf den Koordinatenanfang 0; sie 
hat die Größe d (Mom v)o' 

Den analytischen Wert erhält man durch Quadrieren und Ad
dieren aus den GI. (140): 

Jf. d t = dt. yjj[2 +--jf2-+- lvI 2 
x y z 

= m· Vld(Mom V}"J2 + [d (Momv)yJ2 + [cl (Mom V)zJ2 
= m· y [d (Mo;;'V};Ji = m· rl (Mom v)o' 

Links steht das mit d t multiplizierte Moment M = p. ader 
beschleunigenden Kraft in bezug auf 0, da dieses als Poinsotscher 
Vektor darstellbar ist, muß auch rechts vom Gleichheitszeichen ein 
gleich großer und gleich gerichteter Vektor von gleichem Richtungs
sinn stehen. Wieso die in cl t sek erfolgte Änderung m· d (Mom v)o 
des mit m multiplizierten Momentes der Geschwindigkeit (bezüglich 
0) diesen letzteren Vektor ergibt, sieht man wie folgt: Zur Ab
kürzung nennen wir, wie früher, die mit der Masse m multiplizierte 
Geschwindigkeit v des materiellen Punktes die Bewegungsgröße. 
Das Moment der Bewegungsgröße m· v· r, wo r den senkrechten Ab
stand zwischen 0 und der Richtung von v bedeutet, ist ein auf v 
und r senkrecht stehender Vektor B=m·v·'I'; dieser hat sich in 
elt sek der Größe und Richtung nach geändert, weil dies inzwischen 
mit v und rebenfalls geschehen ist; der neue Vektor BI ist von 
B unendlich wenig nach Größe und Richtung verschieden. Die in 
elt erfolgte Änderung von B in BI ist nach Größe und Richtung 
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durch den Vektor d B dargestellt, der die Spitzen der Vektoren B 
und B l verbindet. Dieser Vektor ist nach obigem dem Vektor M·dt 
gleich, es ist also 

11{· dt= d (mvr) = dB 

oder M=P.a= d(mvr) 
elt . (141) 

oder mit v = rw, wobei w die augenblickliche Winkelgeschwindig
keit von r um 0 bedeutet: 

M = elirn-"!~' w). 
elt 

Das Moment der Bewegungsgröße B=rn·v·r=1n·r·~·w in be
zug auf 0 hat Föppl "Drall" genannt. fM·elt kann als Dreh
impuls (Impulsmoment, Antriebmoment, nach Klein-Sommerfeld 
kurz Impuls) bezeichnet werden, im Unterschied vom Antrieb oder 
Verschiebungsimpuls f p. d t. 

Die letzte Gleichung enthält den Satz: Das Moment der 
einen Massenpunkt m beschleunigenden Kraft in bezug 
auf einen beliebigen Pol ist gleich der nach der Zeit ge
nommenen Ableitung des Dralles, m. a. W. gleich der zeit
lichen Änderung des Dralles: 

jl1. = d B wo B = m. v . r = m. r 2 • w . 
dt ' 

Der Satz wird erst bei der Untersuchung der Drehung eines 
Körpers von Nutzen; bei der geradlinigen Bewegung eines Massen· 
punktes ist er ohne jede Bedeutung. Denn hierbei ist in GI. (141) 
a = r und die Gleichung reduziert sich auf das dynamische Grund
gesetz. Es muß mindestens eine krummlinige nicht kreisförmige 
Bewegung vorliegen, sonst verwendet man zweckmäßiger die ein
gangs genannten Hilfsmittel. 

Die Planetenbewegung ist von der vorhin bezeichneten Art. 
Ein Planet wird vorzugsweise vom Sonnenzentrum angezogen j die 
Einflüsse der anderen Planeten können dagegen fürs erste vernach
lässigt werden. Die beschleunigende Kraft ist einzig die stets durch 
den gleichen Punkt, das Zentrum, gehende Anziehungskraft. 
Nimmt man diesen Punkt als Momentenpunkt, so hat die Zentral
kraft für ihn das Moment M = O. j<'ür diese Zentralbewegung 
wird daher 

dBjelt=O; B=m·v·r=m·r2 ·w=konst. 

Betrachtet man zwei Lagen I und II des Planeten mit den Ge
schwindigkeiten vl und v2 ' deren senkrechte Abstände vom Zen
trum Tl und r2 sind, so ist (vergl. hierzu Fig. 166 a). 
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B = mV1 r1 = m t '2 r 2 = konst. 
v1 .dt·Y1 = v2 ·dt·Y2 

t·ds1·r1 =-}·ds2 ·r2 • 
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Das sind die Flächeninhalte der schraffierten Sektoren. Bei 
jeder Zentralbewegung gilt daher der sog. Flächensatz: Der vom 
Anziehungs- oder A bstoßungs
zentrum zum bewegten Punkt 
führende Fahrstrahl durchstreicht 
in gleichen Zeiten gleiche Fl ä chen
räume. 

Nennt man den in 1 sek vom Fahr
strahl durchlaufenen Flächeninhalt die 
Flächen- oder Sektorengeschwindigkeit, 
so lautet der Satz auch: 

Fig. 166a. 

Bei der Zentralbewegung eines Punktes ist die Flächen
oder Sektorengeschwindigkeit eines Fahrstrahles kon· 
stant. (2. Keplersches Gesetz s. S. 311.) Dieser Satz wurde in 
181 auf anderem Wege gefunden. 

§ 37. Der schiefe Wurf. 

189. Bewegung eines schief geworfenen Körpers im leeren 
Raum. Ein schwerer materieller Punkt von der Masse m werde 
mit der Anfangsgeschwindigkeit Vo unter dem Winkel a gegen 
den Horizont hinausgeworfen, man soll 
die eintretende Bewegung bestimmen. 

Wir nehmen zum Ursprung eines recht
winkligen Koordinatensystems den Aus
gangspunkt Ao des materiellen Punktes an 
(Fig. 167), als xz-Ebene die Vertikalebene 
durch vo' die x-Achse horizontal, die + z
Achse vertikal aufwärts gerichtet. Alsdann 
ist unter Anwendung der Mac Laurin
sehen Methode bei ähnlichem Vorgehen 
wie in 182: 

dy 
v =-=0' 

Y rlt ' 

+Z 

F ig. 167. 

d2z 
m· dt2 =-mg ; 

+x 

dz . 
vz = dt=vosllla-gt; 

x=votcosa; y=O; 
1 

z = Vo t sin a - 2" 9 ( J . 
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Daraus ersehen wir, daß die Bewegung ganz in der xz-Ebene, 
d. h. in der Vertikalebene durch Vo vor sich geht. 

Durch Elimination von t ergibt sich die Gleichung der Bahn: 

1 x~ 
z = x . tg a -- - g . -0- - -"- . 

2 110 " COS" ce 

Setzt man V 0 2 = 2 g h, so geht die letzte Gleichung über in 

x 2 
z = x· tg a - ------., - . 

4hcos-(e 

Dies ist die Gleichung einer Parabel AoA' B mit vertikaler Achse 
(Fig. 168). 

Bestimmen wir nunm6hr die Lage des Kulminationspunktes A', 
d. h. des Scheitels der Parabel. Es ist: 

dz x 
d- = tg (( - 2 h 0 = 0; 

. x 
x=h sin 2a, 

x COS" (( 
SIn a = ._-- --- ; 

2 h cos (e 

damit wird 
sin C( 4sin2 (( . cos2 a' h'.! z . = 2 sin a· cos (( . h· - -. - -- -- --' --9--- , 

ntax COS (( 4 h COS" ce 
woraus zmax = h· sin'.! ce. 

Um die Wurfweite AoB = w (Fig. 168) zu erhalten, setzen wir 
in der Parabelgleichung z = 0 und erhalten: 

w 
tg ce = 4 h ios2 ce ; 

+z 

w = 2 h . 2 sin a • cos ce = 2 h sin 2 cc. 

Die Wurfweite ist also gleich 
der doppelten Abszisse des Kul
minationspunktes, was voraus
zusehen war. 

Das Maximum der Höhe wird 
f6~....i-~.-J. __ ...L.._~~-"'-'-"x erreicht, wenn sin a = 1, also 

\, a = 90°, das Maximum der Wurf
weite dagegen, wenn sin 2 a = 1 ; 
2a=900; a=45°. 

Fig. 16 . 

J<'ür die Bahngeschwindigkeit verhält man: 

v2 =v 2 +v2 
'" z 

oder v'.! = (vo cos a? + (vo sin ce - gt)2 
= V0 2 cos2 cc + V02 sin2 a + g2t2 - 2vogt· sin ce 
= V02 +gt(gt- 2vo sin ce). 

Nun ist aber 
2z = 2 uot sin ce - gt2, 

also U'2 = Vo 2 - g. 2z = 2g (h-z); v = v'2 g(h-;Y. 
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Dieses Resultat hätte man einfacher mit Hilfe des Satzes von 
der Arbeit erhalten, der unmittelbar liefert: 

Die Geschwindigkeit ist also in jedem Punkte dieselbe, die ein 
von der Höhe (h - z) herabfallender Körper erlangt. Die Geschwindig
keit wird am kleinsten, wenn z am größten, also im Kulminations
punkt; für diesen ist: 

v = Y2g (h--;",J = V2g-h(1 - sin~a) = cos aY2gh- = Vo cos a =vx ' 

Stellen wir uns jetzt die Aufgabe, den Winkel zu bestimmen, 
unter dem der Körper geworfen werden muß, um einen gegebenen 
Punkt (x, z) zu erreichen. 

Die Gleichung der parabolischen Bahn ist: 

x 2 x 2 
z=xtga - ---0-= x tga - -(1 +tcr2 a), 

4h COS"a 4h b 

daraus: 
---- ~- ,/-~--~--------

tg' (( = ~l!+ 1 /4~2 _ X2+Q~~~= ~!!+ V 4h2 - x2 - 4hz. 
x - V X" x- x -- x 

Ist 4h2 > x 2 + 4hz, so erhält man zwei Richtungen für vo; ist 

dagegen 4h2 = x 2 + 4hz, so ist nur eine möglich, wobei tg a = 2 h. 
x 

Wenn aber 4h2 <x2 +4hz, dann ergibt sich kein Wert für tga. 
Die Gleichung 4 h2 = x2 + 4 hz oder x2 = 4 h (h - z) ist diejenige 
einer Parabel, deren Achse vertikal, mit der z- Achse zusammenfällt 
und deren Scheitel in der Höhe h tiber der x-Achse gelegen ist. 
Liegt nun der Punkt, der getroffen werden soll, innerhalb dieser 
Parabel, so gibt es für Vo zwei Richtungen, liegt er auf der Parabel, 
so gibt es nur ein e; befindet er sich außerhalb, so kann der Punkt 
gar nicht erreicht werden. 

Schon oben haben wir den Satz von der Arbeit angewendet 
und erhalten: 

In dieser Gleichung kommt a nicht vor, d. h. die unter ver
schiedenen Winkeln mit derselben Anfangsgeschwindigkeit Vo hinaus
geworfenen Körper haben in der gleichen Böhe alle dieselbe Ge
schwindigkeit. 

Über den schiefen Wurf mit Luftwiderstand vgl. C. Cranz, 
Ballistik in der Enzykl. d. math. Wiss., Mechanik, 'J.'eilbd. 3, und 
G. Harn el, EIern. Mechanik, S. 114. 

Au te nriel h - En s s Jin, Technische Mechanik. 2. Auf!. 21 
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§ 38. Bewegung eines materiellen Punktes auf einer ge
krümmten festen Bahnlinie. 

190. Bewegung eines materiellen Punktes auf vorgeschriebener 
Bahn. Unfreie oder gezwungene Bewegung. Bahn widerstand. 
Zentrifugalkraft. Ein sehr allgemeines Bild einer gezwungenen Be
wegung gibt die Bewegung eines Eisenbahnwagens in einelli schrauben
linienförmig in einem Berg emporgeführten Tunnel. Läßt man den 
Eisenbahnwagen zu einem Punkt zusammenschrumpfen, der auf dem 
schraubenlinienförmigen Gleis hingleitet, wobei man sich das Gleis 
als starren Draht und den ]\[assenpunkt durchbohrt und auf den 
Draht gesteckt vorstellen mag, so haben wir das, was wir die ge
zwungene oder unfreie Bewegung eines materiellen Punktes auf 
vorgeschriebener Bahn nennen. Ein sehr einfaches Beispiel dieser 
Art, um dessentwillen wir uns übrigens nicht eingehend mit der 
gezwungenen Bewegung zu beschäftigen brauchten, bildet der freie 
Fall auf der schiefen Ebene. 

Unsere Absicht ist, die unfreie Bewegung des materiellen 
Punktes auf eine freie zurückzuführen, indem wir uns die Bahn 
(also den Draht) weggenommen denken und dafür die Kraft N an 
dem Punkt anbringen, die von der Bahn auf ihn ausgeübt wurde. 
Diese von der Bahn ausgehende Kraft, im Verein mit den außer
dem aktiv am Punkt tätigen Kräften, erteilt dem Punkt die gleiche 
Bewegung, wie er sie auf der vorgeschriebenen Bahn ausführt. 

Wir müssen nun über das, was hier Wirkung der Bahll auf 
den Punkt und aktive Kraft genannt wurde, Klarheit erlangen. 
Dazu fa8sen wir einen einfachen Fall ins Auge, die widerstands
freie Bewegung eines Punktes auf horizontalem Kreise. In der 
Tangente wirke keine treibende Kraft und aueh keine hemmende, 
also keine Reibung und kein Luftwiderstand. Er bewegt sich dann 
gleichförmig im Kreise herum, und ferner kann zwischen dem 
materiellen Punkt und der Bahn nur eine senkrecht auf der Bahn 
stehende Kraft N - der Normalwiderstand der Bahn - über
tragen werden. Als aktive Kraft wirkt am Punkt nur noch sein 
Eigengewicht. Sonst vermögen wir keine am Punkt angreifenden 
Kräfte aufzufinden. Unter dem Einfluß der Resultanten aus N und G 
bewegt sich also der Punkt gleichförmig im Kreise. Wir kennen 
aber die Kraft, die einen Massenpunkt zu einer gleichförmigen 
Kreisbewegung zwingt. Es ist die Zentripetalkraft 0 = m· rw2 • Sie 
wirkt als a k ti v ablenkende Kraft am materiellen Punkt mit un
veränderlicher Stärke und stets auf den Kreismittelpunkt zu ge
richtet. Man übt sie z. B. mittels eines stets gleich gespannten 
Fadens aus, der am l\Iassenpunkt befestigt ist und immer nach der 
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Kreismitte hin gezogen wird. Aus dem bekannten Gewicht des 
Punktes und der bekannten Zentripetalkraft kann nun nach der 
Parallelogrammregel der Normalwiderstand N der Bahn konstruiert 
werden. Wir zerlegen N radial und normal zur Kreisebene in die 
Komponenten 0 und D. Da in der Vertikalen keine Bewegung 
stattfindet, so sind D und G im Gleichgewicht; es ist D = G. 

Wir können demnach die Wirkung N der Bahn auf den Massen
punkt als aus zwei Teilen bestehend ansehen: aus dem Stützen
widerstand D senkrecht zur Schmiegungsebene der Bahn und aus 
der Zentripetalkraft 0 in der Schmiegungsebene. Der erste Be
standteil ist eine statische Reaktion, dadurch entstanden, daß die 
Beweglichkeit des Punktes in der Vertikalen durch den Widerstand 
der Bahn verhindert wird. Der zweite Anteil ist von ganz ver
schiedener Art. Er ist eine aktive dynamische Kraft, die ablenkende 
Zentripetalkraft. Er ist durchaus keine statische Reaktion seitens 
der Bahn, die durch Wegnahme eines Freiheitsgrades der Bewegung 
hervorgerufen wird. Der auf vorgeschriebener Bahn sich bewegende 
Punkt bat einen Freiheitsgrad, gleichviel ob die Bahn gerade oder 
krumm ist. Die Zentripetalkraft hat also mit der Einschränkung 
der Beweglichkeit nichts zu tun. Daß der Teil 0 der Bahn~virkung 
tatsächlich als eine aktive Kraft anzusehen ist, wollen wir uns an 
einem weiteren Beispiel klar machen. Erteilt man einem kleinen 
Eisenbahnwagen, mit dem die Kinder spielen, auf der ebenen Tisch
platte eine Geschwindigkeit und sucht ihn mit der Band zu einer 
Kreisbewegung zu zwingen, so muß man stets gleich stark auf die 
Seite des Wagens drücken; man ersetzt dadurch die Wirkung einer 
Kurvenschiene, indem man aktiv mit der Hand, genau wie das 
seitens der Schiene geschieht, die Zentripetalkraft ausübt. Obwohl 
die Bahnwirkung N aus einem passiven und einem aktiven Bestand
teil zusammengesetzt ist, nämlich aus der statischen Reaktion und 
der dynamischen Aktion, der Zentripetalkraft, so soll sie doch als 
Normalwiderstand bezeichnet werden. 

Auf die aktive Zentripetalkraft reagiert nun der Massenpunkt, 
zu dem wir zurückkehren, mit dem Triigheitswiderstand seiner 
Masse; er ist der Zentripetalkraft entgegengesetzt gleich und wird 
Zentrifugal kraft genannt. Fügt man demnach zu der tatsäch
lich am materiellen Punkt angreifenden Zentripetalkraft die Zentri
fugalkraft hinzu, so sind die radialen Kräfte im Gleichgewicht. 
Wir folgen hier, genau wie in 146 dem Vorgange D' Alemberts, in· 
dem wir der tatsächlichen Kraft eine gleich große und entgegengesetzte 
Scheinkraft oder, wie man auch sagen kann, eine fingierte Kraft, 
den zentrifugalen Trägheitswiderstand = Masse mal Zentripetal
beschleunigung in Gedanken hinzufügen. Man faßt vielfach die 

21* 
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Zentrifugalkraft als eine aktive und tatsächliche um bewegten Körper 
angreifende Kraft auf und sagt z. B.: der Faden, an dem eine Masse 
im Kreis herum geschwungen wird, wird durch die Zentrifugalkraft 
gespannt, oder das Eisenbahngleis werde in der Kurve von der 
Zentrifugalkraft eiues durchfahrenden Wagens beansprucht. In der 
Tat, wenn man nach der Beanspruchung des Fadens oder des Gleises, 
oder etwa nach der Beanspruchung eines Schwungrades fragt, ist 
es gerade so, als ob die Zentrifugalkraft eine aktive äußere Kraft 
wäre, die die inneren Kräfte im Material hervorruft. An dem Ge
bilde, das die Zentripetalkraft auf den bewegten Massenpunkt über
trägt (Faden, Gleis, oder an einem Planeten ein ideelles Zugorgan 
zwischen Planet und Sonne), wirken allerdings Zentripetalkraft und 
Zentrifugalkraft als zwei tatsächliche Kräfte, als Kraft und Gegen
kraft. Es ist durchaus richtig, hierbei die Zentrifugalkraft als eine 
tatsächliche Kraft am Übertragungsmittel aufzufassen. Wenn man 
sie als a k ti v auffaßt, so i~t das freilich nicht richtig, aber bequem und 
allgemein üblich. Darin ist es auch begründet, daß man in der Zentri
fugalkraft auch sonst, aber fälschlicherweise, eine aktive Kraft erblickt. 

Wenn man den materiellen Punkt selbst betrachtet und seine 
krummlinige Bewegung und man fügt, um nach D'Alembert die 
dynamische Aufgabe in eine statische zu verwandeln, der tatsäch
lich und aktiv am Punkt angreifenden Kraft die Zentrifugalkraft 
als gleichgro15e Gegenkraft hinzu, so ist es durchaus falsch, diese 
Kraft als eine am materiellen Punkt tatsächlich angreifende Kraft 
aufzufassen. Eine tatsächliche Kraft von gleicher Größe und ent
g·egengesetzter Richtung wie die Zentripetalkraft, etwa mittels Seil
zuges am materiellen Punkt angebracht, ließe keine gleichförmige 
Kreisbewegung zustande kommen. Die aktive Kraft und die hinzu
gefügte tatsächliche Kraft würden sich am materiellen Punkt auf
heben; sie wären allerdings im Gleichgewicht, aber der materielle 
Pun kt auch; dieser würde sich dann geradlinig und beim Fehlen 
sonstiger Kräfte gleichförmig weiterbewegen. Fügt man dagegen 
nur in Gedanken die Zentrifugalkraft als eine Scheinkraft der 
aktiven Zentripetalkraft hinzu, so sind die beiden Kräfte zwar im 
Gleichgewicht, nicht aber der materielle Punkt, dieser führt die 
Kreisbewegung aus, die er unter dem Zwang der Bahn ausführen 
muß. Man hat daher die von der Bahn ausgehende Zentripetal
kraft zutreffend eine dynamische Zwangs kraft genannt_ 

Das D' Ale m b e r t sehe Prinzip gestattet, das Gesagte kurz wie 
folgt auszudrücken: Fügt man zu den tatsächlichen Kräften 
(Gewicht, Normalwiderstand N der Bahn) die Zentrifugalkraft 
als Scheinkraft hinzu, so können die Kräfte als im Gleich
gewicht befindlich angesehen werden (vgl. auch 14:6). 
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Eine längs der Bahn wirkende aktive Kraft ist bis jetzt noch 
nicht berücksichtigt. Wir holen dies nach. Der materielle Punkt 
bewege sich wie in dem eingangs erwähnten Beispiel in einer 
Schraubenlinie mit vertikaler Achse. Sein Eigengewicht und der Nor
mal widerstand der Bahn greifen an ihm als tatsächliche Kräfte an, 
worüber wir schon Bescheid wissen. Es können aber außerdem an 
ihm weitere aktive Kräfte in Richtung der Bahntangente wirken, 
beschleunigend etwa der Zug einer Lokomotive oder eines im Wagen 
befindlichen Motors, verzögernd ein durch die Rauhigkeit der Bahn 
hervorgerufener Bewegungswiderstand /l' N, ferner der Luftwider
stand. Alle am materiellen Punkt angreifenden tatsächlichen Kräfte 
kann man nun zu einer Hesultanten vereinigen, es ergibt sich 
die von früher her bekannte Beschleunigungskraft R, die in der 
Schmiegungsebene der Bahn gelegen ist; unter ihrem Einfluß findet 
die krummlinige Bewegung statt. Senkrecht zur Schmiegungsebene 
ist keine Bewegungsmöglichkeit vorhanden, die statische Heaktion 
der Bahn läßt keine Bewegung und keine Beschleunigungskompo
nente senkrecht zur Schmiegungsebene zustande kommen; sie setzt 
alle in dieser Hichtung wirkenden Komponenten aktiver Kräfte" ins 
Gleichgewicht. Die resultierende Beschleunigungskraft kann man 
aber durch ihre ebenfalls in der Schmiegungsebene gelegenen Kom
ponenten, die Zentripetalkraft und die Tangentialkraft ersetzen, 
und wenn man jetzt noch die entgegengesetzte Tangentialkraft 
- m· (dvjdt) und die Zentrifugalkraft (als Scheinkräfte) hinzufügt, 
so darf man auch die in der Schmiegungsebene gelegenen Kräfte 
als im Gleichgewicht befindlich ansehen, und man erhält schließlich 
folgende allgemeine !{egel zur Untersuehung einer gezwungenen 
Bewegung (D'Alembertsches Prinzip): 

Fügt lllan an einem krnmmlinig bewegten Massen
punkt zu den tatsächlich an diesem angreifenden Kräften 
(worunter auch der Normalwiderstand der Bahn ist) noch 
die entgegengesetzte Tangentialkraft und die Zentrifugal
kraft hinzu, so dürfen sämtliche Kräfte als ein Gleich
gewichtssystem angesehen werden, und es liefern die 
Gleichgewichtsbedingungen die zur Bestimmung der Be
wegung des materiellen Punktes und des Normalwider
standes der Bahn erforderlichen Gleichungen. 

Bezüglich der Zen trifugalkraft wiederholen wir zusammen
fassend: Wir unterscheiden den bewegten Massenpunkt und den 
die Zentripetalkraft auf ihn ausübenden Körper. Zwischen beiden 
wirken als tatsächliche Kräfte: Die Zentripetalkraft als aktive Kraft 
und die Zentrifugalkraft als gleich große Eigenluaft. Am be
wegten Massenpunkt anderseits greift nur ei n etatsächliche U11r1 
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aktive Kraft an, die Zentripetalkraft; die zur Herstellung des 
Kräftegleichgewichtes hinzugefügte Zentrifugalkraft ist keine tat
sächliche am materiellen Punkt angreifende Kraft, sondern einzig 
eine hinzugedachte Scheinkraft. 

Betrachtet man anderseits die Festigkeit des die Zentripetal
kraft ausübenden Körpers, so ist es bequem und üblich, die Zentri
fugalkraft als eine aktive Kraft anzusehen. 

Auch bei der Untersuchung einer gezwungenen Bewegung kann 
der Satz von der Arbeit (und seltener auch der Satz vom Antrieb 
der Tangentialkräfte) mit Vorteil verwendet werden. Die senkrecht 
zur Schmiegungsebene der Bahn tätigen Komponenten der Kräfte 
oder Widerstände leisten keine Arbeit, weil der materielle Punkt 
in dieser Richtung keinen Weg zurücklegt. Bezüglich der in der 
Schmiegungsebene tätigen Kräfte und besonders bezüglich der 
Tangentialkräfte gilt dasselbe, was für eine krummlinige Bewegung 
in 187 ausführlich dargelegt ist. 

§ 39. Beispiele von Bewegungen materieller Punkte auf 
vorgeschriebenen Bahnlinien bei fehlenden Tangential

widerständen. 
191. Zwangläufige Bewegung eines schweren materiellen 

Punktes in einem vertikalen Kreise. Wir wollen annehmen, daß 
es sich um die Bewegung einer kleinen durch-

A " bohrten, als materiellen Punkt anzusehenden 
Kugel handle, die auf einem sie durch
dringenden, kreisförmig gebogenen starren 
Draht ohne Reibung hin- und hergleiten könne. 
Dabei sei das Eigengewicht rng der Kugel 
die einzige treibende Kraft. Außer rng wirkt 
dann nur noch der Normalwiderstand N der 
Bahn tatsächlich am materiellen Punkt. 

Bezeichnet in Fig. 169 der in der Tiefe zn 
unter dem horizontalen Durchmesser gelegene 

Fig. 169. Punkt Ao die Ausgangsstelle des materiellen 
Punktes rn 

Vo die Anfangsgeschwindigkeit in An 
und 1, die Geschwindigkeit des materiellen Punktes in dem Bahn

punkte A, der sich in der Tiefe z unter dem horizontalen 
Durchmesser befindet, 

dann hat man nach dem Satz von der Arbeit: 

1 " 1 Q ( 1 --mv" ---rnvo"=mg z-z() 
2 2 

v2 = V 0 2 2y (z -zo)' 
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Die Geschwindigkeit nimmt also zu, wenn z zunimmt. Im 
tiefsten Punkt A' des Kreises ist z am größten = r, dort ist daher 
auch die Geschwindigkeit am größten, im höchsten Punkte A" der 
Bahn dagegen, wo z = - r, ist v am kleinsten. Demgemäß er
hält man 

vmax = VV0 2 + 2g (r-zo); vmin = VV0 2 - 2g (r +zo). 

Suchen wir nunmehr denjenigen Wert der Anfangsgeschwindig
keit Vo zu ermitteln, bei dem der materielle Punkt bis zum höchsten 
Punkt A" des Kreises aufsteigt. 

Wir setzen 

vmin = 0 und erhalten Vo = V2g(r + zo). 

Bei dieser Anfangsgeschwindigkeit würde indessen der materielle 
Punkt in A" liegen bleiben. Soll nun der Kreis vollständig durch-

laufen werden, so muß Vo > V2g(r + zo) sein. Ist alsdann der 
materielle Punkt wieder in seinem Ausgangspunkt Ao angelangt, 
so hat er auch wieder die Geschwindigkeit Vo erlangt, denn für 
den Punkt Ao ergibt sich die Geschwindigkeit v aus 

v 2 =V0 2 + 2g(zo -zo)=V0 2. 

Von Ao an beginnt daher von neuem die gleiche Bewegung 
wie zuvor. 

Jetzt wollen wir auch den Normaldruck N im Punkt A be
stimmen, den die Bahn von seiten des bewegten materiellen Punktes 
erfährt. Zu dem Ende machen wir den materiellen Punkt frei, 
indem wir an demselben den Normalwiderstand W der Bahn, gleich 
und direkt entgegengesetzt N, anbringen. Die am frei gemachten 
materiellen Punkte tatsächlieh wirkenden Kräfte sind nunmehr 
Eigengewicht mg und Normalwiderstand W der Bahn. (Die Zentri
fugalkraft wirkt, wie oben auseinandergesetzt wurde, nicht am 
materiellen Punkte m, sondern nur als Trägheitswidcrstand der Masse 
an der Unterlage und beeinflußt damit den Drnck N, den die Bahn 
von seiten des bewegten materiellen Punktes erfährt.) Das Ge
wicht mg und der Bahnwiderstand rV zu einer Resultanten zusammen
gesetzt ergeben daher die Beschleunigungskraft des materiellen 
Punktes m, womit 

mv2 

Zentripetalkraft -- = N - mg· cos f(' 
r 

mv~ 
und N = mg cos cp + ~ wird. 

r 

Die aufgestellten Gleichungen für v und W würde man auch 
erhalten haben, wenn man entsprechend dem Prinzip von d' Alem
bert zu den am materiellen Punkt tatsächlich wirkenden Kräften 
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mg und N noch die entgegengesetzte Tangentialkraft m.dv/dt und 
die Zentrifugalkraft mv2 / r hinzugefügt und damit das Gleichgewicht 
des materiellen Punktes herbeigeführt hätte. Es ,yären dann die 
Gleichgewichts bedingungen gewesen 

und 

oder 

oder 

mv2 

N = mg· cos ffJ + --
r 

dv 
m·- = mg· sin ffJ woraus dv = g sin ffJ' dt, 

elt ' 

vdv = g 'I~:-' sin ffJ ·dt= g. ds· sin ffJ = g. dz; , 

die oben erhaltene Gleichung für v. 
Der Druck, den die Bahn von seiten des bewegten materiellen 

Punktes m erfährt, ist gleich und direkt entgegengesetzt N, man 
hat deshalb auch für diesen Druck: 

mv2 

N'=N= mgcos ffJ +-, 
r 

eine Gleichung, die den Einfluß der Zentrifugalkraft auf den Normal
druck N' der Bahn erkennen läßt. 

z 
Setzt man cos ffJ = - und für v den in z ausgedrückten Wert, 

r 
so erhält man 

z ! m I 2 + ( )] mg ( ) + mvo 2 
N=mg'--r- v 2g z-z =~ 3z-2z -_. r r L 0 o. r' 0 r 

Daraus geht hervor, daß auch N mit z zu- und abnimmt. 
Demgemäß tritt das Maximum von N im tiefsten Punkte A' der 
Bahn ein und das Minimum im höchsten Punkte A", und zwar wird 

mvo 2 rng 
N = -- -+- -- (3 r - 2 z ). max r I r 0 , 

mv0 2 mg 
N . =_·---~(3r+2zo)' 

nun r r 

Setzen wir für Vo 2 denjenigen Wert, bei dem der materielle 
Punkt gerade noch den höchsten Punkt A" des Kreises erreicht, 
nämlich 

so ergibt sich 
Nmin=-mg. 

Der Gegendruck der Bahnlinie ist also in A" von innen nach 
außen gerichtet. 
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192. Das mathematische Pendel. Die Bewegung eines materiellen 
Punktes in einem vertikalen Kreise kann auch dadurch bewerk
stelligt werden, daß man ihn mit dem einen Ende eines Fadens von 
der Länge r verbunden sich denkt, dessen anderes Ende fest
gehalten ist. Eine derartige Vorrichtung nennt man ein Pendel 
und zwar ein einfaches oder mathematisches. 

An Stelle des Normalwiderstandes der kreisförmigen Bahn tritt 
bei dem Pendel die Fadenspannung S. Soll nun der materielle 
Punkt den Kreis vollständig beschreiben, wo bei der Faden stets 
gespannt sein muß, so darf die Fadenspannung S = N nie negativ 
werden. Setzen wir daher 

Nmin = 0 oder mvo~ m g ( + ) _ .. - - - ~ 31" 2 Z = 0 
l' r 0' 

dann wird 
Vo = V~fg-r'~f~gzo. 

So groß muß also die Anfangsgeschwindigkeit in Ao zum 
mindesten sein, wenn der Faden stets gespannt bleiben und der 
materielle Punkt vollständig den Kreis durchlaufen soll. Mit diesem 
Wert von Vo ergibt sich 

vmax =Y5.1-';· und ]"crnax =6mg. 

Geht der materielle Punkt in A o (Fig. 170) von der Ruhe 
aus, so ist 

Es kann also z nicht kleiner als Zo werden. Für z = Zo ist 
v = O. Der materielle Punkt in Ao von der Ruhe ausgehend, erreicht 
im tiefsten Punkte A' der Bahn seine größte 
Geschwindigkeit, erhebt sich hierauf auf der 
anderen Seite wieder bis zu dem symmetrisch 
mit Ao in der Tiefe Zo unter dem horizontalen 
Durchmesser gelegenen Punkte B o' um sich 
so dann in der gleichen vYeise von B o bis Ao 
zurückzubewegen. Der materielle Punkt führt 
also Schwingungen aus, die sich fort
während wiederholen. Ist derselbe vom 
Grenzpunkt Ao bis zum anderen gegenüber
liegenden Grenzpunkte B o gelangt, so hat 
er eine Schwingung vollendet. Dabei 

, , 
z. 

Fig . 170. 

nennt man den Winkel AoCA1 =[( den Ausschlag- oder Elon
gationswinkel des Pendels. 

Für ein Pendel, das in der angedeuteten Weise hill- und her
schwingt, oszilliert, haben wir also 
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ds ---~ 
v=-=+V2g(z-z ). dt - 0 , 

ds 
dt=+~~--

-- Y2g(z - zo)' 
wobei, wenn die + s auf der Bahnkurve von Ao aus gegen Bo 
gemessen werden, in dem Ausdruck für dt das + -Zeichen für 
den Hingang, das - -Zeichen für den Rückgang des materiellen 
Punktes gilt. Indem wir uns auf das + -Zeichen beschränken und 

ds=-rdcp 

setzen, weil für ein positives ds der Winkel cp um dcp abnimmt, 
erhalten wir: 

1 /;: dcp 
dt=--- V g'V2coscp-2cosa 

und 1 lrf'" dcp 
t = - V g Y:2 cos cp -- 2 cos ce 

ein elliptisches Integral, das mittels l~eihenentwickelung näherungs
weise berechnet werden kann, nachdem es auf die sog. Legendresche 
Normalform gebracht ist (vgl. }<"öppl, Mechanik IV, § 12. Hamel, 
Mechanik, S.147). 

Da bekanntlich 
cp2 cp4 cp6 

cos cp = 1 - 2'! + Tl -6! + ... , 
so kann man für kleine Werte von a und cp setzen 

((2 cp2 
cos (( = 1 - '2 und cos cp = 1 - 2-' 

Damit wird 

Die Schwingungs dauer r eines mathematischen Pendels von 
der Länge l ist daher unter der Voraussetzung kleiner Ausschlag
winkel bzw. Schwingungsweiten 

,~ . V~ ("'0 ,in ~r~V} ("'0 ,in :)"n V~· 
r=+a -a 

Damit zeigt sich die Schwingungsdauer T des Pendels una b
hängig von der Schwingungsweite. Setzt man r = 1, d. h. gleich 
1 Sekunde, so erhält man 

g 
l =-;; =O,994m. 

n" 
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Die Länge des Seknndenpendels ist also nahezu = 1 m. 
Die genauesten Werte von g erhält man aus Pendelversuchen. 

193. Zwangläufige Bewegung eines schweren materiellen 
Punktes auf einer in einer Vertikalebene gelegenen beliebigen 
Kurve. Es sei AoAl A 2 A3 (Fig. 171) das Längenprofil eines auf 
einer festen Unterlage ruhenden Gleises, auf dem der von Ao ohne 
Anfangsgeschwindigkeit ausgehende materielle Punkt m sich zu be
wegen hat. Dabei sei das Eigengewicht mg die einzige den mate
riellen Punkt angreifende treibende Kraft und ein Tangentialwider
stand nicht vorhanden. Um die Geschwindigkeit v in dem in der 
Tiefe z unter der Horizontalen durch Ao gelegenen Punkte A zu 
erhalten, wenden wir den Satz von der Arbeit an. Derselbe liefert: 

v=V2gz. 

Diesel' Ausdruck für v zeigt, daß die Geschwindigkeit des 
materiellen Punktes von Ao bis Al zunimmt, in Al einen größten 
Wert erreicht, von Al gegen A._.---:f.._._ ...... _._. __ . ._._ . _~_._ 
A 2 hin wieder abnimmt, in : ! 
A2 einen kleinsten Vlert an- z'i : 
nimmt, hierauf wieder größer ~ 
und größer wird. Ebenso ' 
geht aus der Gleichung für v ,, ' .At 

hervor, daß die Geschwindig- ~7~ 
keit 1) in allen Punkten der 
Bahn, die in der gleichen 

g. 171. 

'riefe z unter der Horizontalen durch Ao, also in einer und der
selben Horizontalen sich befinden, den seI b en Wert besitzt. 

Um nun auch den Normalwiderstand N der Bahn zu erhalten, 
der in A an dem materiellen Punkte sich geltend macht, setzen 
wir den letzteren ins Gleichgewicht durch Anbringen der entgegen
gesetzten Tangentialkraft m· (dv /dt) und der Zentrifugalkraft mv2 /e, 
alsdann ergibt das Gleichgewicht, wenn man den von der Unter
lage hin weg gerichteten Widerstand N der Bahn positiv setzt, in 
dem Teil der Bahnlinie, der seine konkave Seite nach oben kehrt, 

mv~ 
N - mg cos cp _. -- = 0; 

e 
N = mgcoscp+ ~V2 =mg(coscp+ ~). 

In dem Teil dagegen, dessen konkave Seite nach unten ge
kehrt ist, hat man 
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mv~ 
N--mgcoscp+ ---=0; e N=mg os Cf!-

und im Wendepunkt der Bahnlinie, woselbst = 00 

N = mg . cos Cf! • 

Im erstgenannten Teil der Bahnlinie ist _. stets positiv, d. h. 
nach außen gerichtet, im anderen Teil der Bahnlinie kann N auch 
negativ werden. In diesem Falle müßte die feste Bahnlinie auf 
den bewegten materiellen Punkt einen nach innen gerichteten Gegen
druck ausüben. Wenn es sich aber um einen auf einem Gleise 
vom Längenprofil AoAl A 2 A3 sich bewegenden Wagen handelt, so 
kann N nur nach außen gerichtet, also positiv sein, ein nega
tives N würde andeuten, daß der Wagen an der betreffenden 
Stelle der Bahn auf das Gleis herabgezogen werden müßte, 
wenn der Wagen seine Unterlage nicht verlassen sollte. Dies ist 
aber nicht möglich. Es wird also, falls von einem gewissen Punkt B 
der Bahnlinie an sich bei der Weiterbewegung des materiellen 
Punktes m der Bahnwiderstand N negativ herausstellt, der als mate
rieller Punkt aufgefaßte Wagen in B seine Unterlage verlassen und 
sich hierauf wie ein geworfener Körper in parabolischer Bahn fort
bewegen. 

Zur Bestimmung der Lage des erwähnten Punktes B setzen 
wir in der Gleichung 

N = mg (cos Cf! -- 2eZ) 
N = 0 und erhalten damit 

2z 
ros qJ=-. 

e 
Aus dieser Gleichung läßt sich im einzelnen Falle mit Hilfe 

der Gleichung der Bahnlinie die Lage des Punktes B bestimmen. 
Soll der Wagen stets auf dem Gleise bleiben, also N stets 

positiv sein, so darf an keiner Stelle der Bahn der Quotient 
~z -- > cos Cf! und damit auch mit Hücksicht darauf, daß der größte 
Q 

Wert von cos Cf! gleich 1 ist, 2 z niemals größer als e sein. 

194. Bewegung eineH schweren materiellen Punkter,: in einem 
horizontalen Kreis. 'Wir llehmcn zunächst an, daß der materielle 
Punkt in einer engen, kreisföl'mig gebogenen IWhre ohne Reibung 
sich bewege. Ist die gegebene Anfangsgeschwindigkeit im Aus
gangspunkte Ao der Bewegung = Vo und im Punkte A =c= v, so er
g-ibt der Satz von der Arbeit mit Hücksicht darauf, daß die beiden 
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tatsächlich am materiellen Punkte wirkenden Kräfte mg und N, 
unter N wieder den Gegendruck der Bahn verstanden, normal 
auf der Bahnlinie stehen: 

~ mv2 - ~ mVa 2 = 0 , 
woraus 

Der materielle Punkt bewegt sich also mit der konstanten Ge
schwindigkeit Vo in der kreisförmigen horizontalen Röhre. Dabei 
ergibt sich die Umlaufs zeit 'C aus 2rnj'C= Vo 

'C=2rnjvo ' 

Will man jetzt auch den Bahnwiderstand N haben (Fig. 172), 
so wird man den materiellen Punkt durch Anbringung der Zentri
fugalkraft mv2/r ins Gleichgewicht setzen, worauf die Gleichgewichts
bedingungen 

. mvo2 
N·cosq;=mg und N·smq;= -~

r 
den gesuchten Widerstand N nach Größe und Richtung ergeben. Was 
die letztere betrifft, so erhält man aus den beiden letzten Gleichungen 

mv 2 v 2 
tg q;-_--L-~ 

-r.mg-rg· 

195. Konisches Pendel. Die Bewegung des materiellen Punktes 
in dem vorgeschriebenen horizontalen Kreis vom Halbmesser l' läßt 
sich auch dadurch bewerkstelligen, 
daß man den materiellen Punkt mittels 
eines Fadens AC (Fig. 172) an den 
Punkt C der durch den Kreismittel
punkt 0 gehenden Vertikalen be
festigt, wo bei 

r2 g 
OC=rcotgq; =-2' 

Va 
und hierauf dem materiellen Punkt 
tangentieIl zum vorgeschriebenen 
Kreis die Geschwindigkeit Vo erteilt. 
Der materielle Punkt wird alsdann 
mit der Geschwindigkeit Vo den hori
zontalen Kreis vom Halbmesser r 
beschreiben. An Stelle des stets 
durch den Punkt C gehenden Bahn-

..il 

,'~, 
I' , 

,?-1 " 
, I " , . , 

I I " s,/ . , 
1 " [ \ 
10 r ' 

widerstandes N tritt jetzt eben die Fig, 172. 
Spannung S des Fadens, 

Das auf diese Weise erhaltene Pendel wird konisches Pendel 
genannt, weil der Faden bei der Bewegung des materiellen Punktes 
eine Kegelfläche beschreibt, 
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196. Überhöhung des äußeren Schienenstranges in einer 
Eisenbahnkurve. Ist (Fig. 173) 

v die in Betracht kommende Geschwindigkeit des Bahnzuges, 
r der Halbmesser der kreisförmigen Bahnlinie, 
e die Entfernung der beiden Schienenstränge, von Mitte zu 

Mitte gemessen, und 
z die Überhöhung des äußeren Schienenstranges, 

so erhält man, wenn der Druck N' der Eisenbahnwagen auf das 
Gleis normal zu letzterem gerichtet sein soll, für den Winkel von 
N' mit der Vertikalen 

v~ 
tg<p=

rg 
und für die gesuchte Überhöhung 

ev·J 

z = e· sin <p = e· tg <p = . - , 
rg 

sofern <p wie meist in Wirklichkeit ein kleiner Winkel ist. 

Fig. 1 73. 

Die gerade Gleisstrecke ist eben, die Kurvenstrecke schräg; beide werden 
durch einen Übergangsbogen ineinander übergeführt, indem sowohl der 
Krümmungshalbmesser von (! = 00 bis (! = r allmählich vermindert, als auch 
die Horizontallage des Gleises allmählich in die Schräglage verändert wird. 
Der Übergang muß um so sanfter gemacht werden, je höher die Fahr
geschwindigkeit ist. 

197. Bewegung eines schweren materiellen Punktes in der 
Zykloide. Es sei (Fig. 174) der Punkt Ao der Zykloide die Aus
gangsstelle des unter Einwirkung seines Eigengewichtes ohne An
fangsgeschwindigkeit auf der Zykloide sich abwärts bewegenden 
materiellen Punktes m; v die Geschwindigkeit des letzteren in A, 
dann hat man, wenn ein tangentieller Widerstand nicht zu berück
Dich tigen ist: 

~. mv 2 = mg (zo- - z); v = V2g (~o--== ·;). 
Aus dieser Gleichung für versehen wir, daß die Geschwindig

keit des materiellen Punktes mit abnehmendem z zunimmt, also im 
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tiefsten Punkte A' der Bahn, wo Z = 0, am größten wird. Vermöge 
der in A' erlangten Geschwindigkeit geht der materielle Punkt 
weiter in der Zykloide und erhebt sich wieder bis zu einem 
Punkt Bo' der mit dem Ausgangspunkt Ao in derselben Höhe liegt. 
Überhaupt ist ja in den Bahnpunkten von gleicher Höhenlage die 
Geschwindigkeit die gleiche. Demgemäß werdcn dann auch die 
symmetrisch zu der Vertikalen durch A' gelegenen Elemente der 
L'.:ykloide vom materiellen Punkt in gleichen Zeiträumen dt durch
laufen, woraus folgt, daß der materielle Punkt dicselbe Zeit braucht, 
um von A' bis Bo zu kommen, wie von Ao bis A'. 

ds -~----

Aus v= dt =+-V2g(zo~z) 

ergibt sich dt- ±ds 
- -V2g(zo~z)' 

wobei das +-Zeichen für die Bewegung Ao bis Bo g·ilt. 
Bei der Zykloide bildet die Gerade AD die Normale im 

Punkte A, daher ist 

:: =:~ =-V}-.~~r= Y2zr. 

Da nun bei einer Zunahme der Bogenlänge AoA = s das z 
abnimmt, solange der materielle Punkt sich in der Zykloide ab
wärts bewegt, hat man zu setzen 

und 

z 

Y-
2r 

ds=~ -;-.dz, 

dt=_l/~.V 1 .dz V g z(zo-z) 

t=~ y~f V~(::!c-~)=- y~~larcSine: -1)]:. 
'. 

=+ V~larcsine: -1)]:" 
= + y~ [ ; - arc sin e: -1)]. 

Bezeichnet man mit t' die Zeit, die der materielle Punkt braucht, 
um den Zykloiden bogen AoA' zurückzulegen, so hat man nur in 
der letzten Gleichung z=o und t=t' zu setzen, womit 

I r -v -
t=n g' 
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Daraus folgt dann, daß die Dauer T der Bewegung von Ao bis B o 

Da t' unabhängig von Zo ist, so werden materielle Punkte, die 
man gleichzeitig von verschiedenen Punkten der Zykloide aus auf 
letzterer herabgleiten läßt, alle im gleichen Augenblick im tiefsten 
Punkte A' der Zykloide ankommen. Des weiteren bemerken wir, 
daß die Schwingungsdauer T unabhängig ist von der Schwingungs
weite. Darum nennt man auch die Zykloide Tautochrone. 

§ 40. Beispiele von Bewegungen materieller Punkte auf 
vorgeschriebener Bahn bei vorhandenem Tangential

widerstand. 

198. Bewegung eines materiellen Punktes in einem vertikalen 
Kreis unter Einwirkung seines Eigengewichtes, des Reibungs

widerstandes IV; und eines Tangentialwider
standes Wt" proportional dem Quadrate der 
Geschwindigkeit l ). Es sei (Fig. 175) 0 der 
Mittelpunkt der kreisförmigen Bahn, r Halb
messer derselben, A o die Lage des materiellen 

wt Punktes m zur Zeit 0, A zur Zeit t, ader 
Winkel von 0 Ao mit der Vertikalen, ffJ der 
Winkel von 0 A mit letzterer, Vo Geschwindig
keit des materiellen Punktes in Ao' v Ge-

Fig. 175. schwindigkeit in A, fl der Reibungskoeffizient. 
Alsdann hat man, wenn man den materiellen 

Punkt in der Lage A in Betracht zieht und wt = m k' v2 setzt: 

dv . ( + mv2) I Q m· dt = mg sm rp - fl mg costp - r- -mk v-

oder 
dv dt (, fl) v·-·-=gsintp-flgcOSffJ-v2 k +- , dt ds . r 

oder wenn man k,+fl=k 
r 

setzt 
vdv . dS = g sin tp - fl g cos ffJ - v~ . k 

1) Die Lösung soll in erster Linie zeigen, wie eine Aufgabe dieser Art 
rechnerisch durchgeführt wird. 
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Multipliziert man nach Vorgängen diese Gleichung mit 2e2 " •• 

unter e die Grundzahl des natürlichen Logarithmensystems und 
unter s den Bogen AoA yerstanden, so ergibt sich 

2vdv -zr;-' e2k8 = 2 9 sin I]?' e27is - 2 P 9 cos I]?' e2ks - 2 v2 k· e2". 

Anderseits ist 
d(v2 ·e2ks ) dv _____ =v2 ·e2"8 .2k+ e2ks . 2v·-, 

ds ds ' 

Damit geht GI. (3) über in 

d(v2 ·e2ks ) • 2k. 9k. 
---- ----- = 29 sm I]? . e -- 2 !1. 9 COS I]? . e" 

ds 
und integriert: 

·v2 ·e2ks = 2g f sinl]?·e2k •• ds - 2 f-1.g f COS l]?·e2k8 • ds+O. 

Nun ist s=1"(a-l]?) und ds=-rdl]?, 

also 'v2 • e2k8 = 2 9 f [sin I]?' eakr(a-<p) . (- rdl]?)] - 2 ,ug J cos I]? 

·e2kr (,,-<p). (-rdl]?) +0 
= - 2 gr· e2kra f (sin I]?' e-2kr ,p. d I]?) + 2 f-1. gr· e2kra f cosl]?' 

·r2kr<P.def' + 0 

= - 2 gr· e2kra fJ e- 2krr·sin I]?dl]? -,u f r 2krr. COS I]?d I]? ] + 0, 

oder, wenn man - 2kt'=a setzt: 

v2 • e2 ks = -- 2 gt'· r o• a [f ea ,? sin I]?d I]? -11.J ear . cosl]?dl]? J + O. 

Die beiden Integrale in der Klammer lassen sich nun in end
licher Form bestimmen: 

f ea '1' , sin I]? • d I]? = ea~_~s~n :f-a/?S I]?) 

f - d eaqJ.(sinl]?+acosl]?) 
und eaq',cosl]? I]?= + ., . 

1 a" 

Damit wird: 
2 2"s_ 2 2kl'a[e-2kr<pC-2krSilll]?-COSCP) 

v·e -- gr·e 1+4k2r2-~- ---

e-2k1'r . (sin I]? - 2 kr· COSI]?) 1
1 

-11 + 0 0 +0= ~- 1 4k"t," j 

2gr·e2kra " , " 
(1 + 4k2r2) .e2k1'r [2 kr sm rp + cosl]?- f-1.(2krcos I]? - sml]?)] +0. 
Autenrieth-Ensslin, Technische Mechanik. 2. Anti. )!)! 
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Da aber 

so wird 

v2 =~+2JLro 2[2 kr (sin rp- fl cos rp) + cos tp + fl sinrp] + C. 
1 4k"r 

Für rp = (( ist v = vo' 

Dies gibt 

Vo 2 = 1~ ~:2 r 2 [2 kr (sin (( -- fl cos a) + cos a + fl sin a] + C, 

womit 

v2 -V0 2 = 1 ~ !~2r~{2 kr [sin rp -sin a - fl (cos rp- cos a)] + 
+ cos rp - cos a + ,u (sin rp - sin a)}. 

Mittels dieser Gleichung läßt sich die Geschwindigkeit des 
materiellen Punktes in den verschiedenen Bahnpunkten angeben. 

Will man jetzt die Geschwindigkeit eines auf starrer kreis
förmiger Bahnlinie lediglich mit Reibung herabgleitenden mate-

riellen Punktes haben, so ist ·in der letzten Gleichung k =.f_ 
r 

anzunehmen. 

Soll dagegen für ein im widerstehenden Mittel schwingendes 
Pendel die Geschwindigkeit angegeben werden, so hat man in der 
Gleichung für v das ß = 0 und k = k' zu setzen, womit die er
wähnte Gleichung übergeht in: 

2 2 2 g r [2 k' (. ') + ] v -v =------- r Slnm-Slna cosm-cosa 
o 1 + 4 k' 2 r2 'r 'r' 

Wird auch noch vom Widerstand des Mittels abgesehen, so 
erhält man (mit k = 0) 

v2 - vo 2 = 2 g r (cos rp - cos a) = 2 g (z - zo) 
v2 =V0 2 + 2 g(z- zo), 

die in 191 gefundene Gleichung. 

199. Beweg-ung eines materiellen Punktes in einer vertika.len 
Kurve unter Einwirkung seines Eigengewichtes und eines kon
stanten Tangentialwiderstandes W t . Es sei Ao (Fig. 175 a) die Lage 
des materiellen Punktes in seiner Bahn zur Zeit 0, A zur Zeit t, 
Vo die Geschwindigkeit zur Zeit 0, v diejenige zur Zeit t, z die 
'riefe des Punktes A unter dem Punkte Ao, dann hat man nach 
dem Satz von der Arbeit: 
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oder 

~ 1n v2 - ~ m Vo 2 = m g z - Wt 8 

V2=v02+2gz-2 Wts, 
m 

unter s den Bogen AoA verstanden. 
Was sodann den Normaldruck N' betrifft, den die Bahnkurve 

in A von seiten des bewegten Punktes erfährt, so ist derselbe 
nach 191 

mv2 

N' = m g cos Cf + ... Q 
wobei Cf der Winkel der Normalen in A mit 
der Vertikalen und Q der Krümmungshalb
messer der Bahnkurve in A. 

200. Bewegung eines schweren mate-
riellen Punktes in einem horizontalen Kreis 
unter Berücksichtigung der Reibung. Es sei 

1/?t 

der materielle Punkt zur Zeit Ü im Punkte Au Fig. 175&. 
des Kreises vom Halbmesser r, zur Zeit t 
in A und zur Zeit t + dt im benachbarten Punkte Al' ferner sei die 
Geschwindigkeit zur Zeit ü=vo' zur Zeit t=v, zur Zeit t+dt 
=v+dv; Bogen AoA=s und AAl =ds, Wt der Reibungswider
stand, alsdann hat man nach dem Satz von der Arbeit: 

~ m (V+dv?-~m v2 = - Wtds= -l,u V(m g?+ (!~;~rj d s, 

woraus 

vdv=-.~ V~ü)'.!-+v4.dsj 

welche Gleichung auf ein elliptisches Integral führt. 
Wäre aber die Unterstützung des materiellen Punktes nach 

Art der Fig. 176, so könnte man setzen: 

mv2 

Wt = /Hn g +,u --, 
r 

womit der Satz von der Arbeit liefert: 

vdv=-~(rg+v2)ds 
,u 

Daraus erhält man durch Integration: 

7ng 

Fig. 176. 



340 Dynamik des materiellen Punktes. Relative Bewegung e. materiell. Punkte~ . 

worau~ 

. , 'Uo'J + rg (1 _ e2~,!) 
'v· = ---------2-,;;,~-'· 

e ,. 

Aus dieser Gleichung geht hervor, daß die Geschwindigkeit 
des materiellen Punktes fortwährend abnimmt, bis sie schließlich 
= 0 wird. Im Punkt A' des Kreises sei der materielle Punkt zur 
Huhe gekommen und Bogen AoA' = s' oder v = 0 für s = s'. 
Damit ergibt die Gleichung für S: 

, r ( s =-ln 1 
2 p, 

'I' 2) ;~- . 

Will man jetzt auch die Zeit t' haben, die der materielle 
Punkt braucht, um zur Ruhe zu gelangen, so geht man von der 
Gleichung aus 

d'U 'frIV'1 

m'7it=-,umg -tt-; , 

Diese Gleichung gibt: 
~' dv 

dt=-~·--, -" 
P, rg + 1)" 

o ~ ~ 

t'=- ,:r.g~~'2=+,~fr~q~v2= ~-. V~g (arctg v;;) 
Vo 0 0 V-

1 r 'v t' = - - arc tg ,<l_. 
I-l g Vrg 

14. Kapitel. 

Relative Bewegung eines materiellen Punktes. 

§ 41. Allgemeine Erläuterungen und Sätze. 
201. Über die bei einer relativen Bewegung auftretenden 

Fragen. Schon in 128 wurde die relative Bewegung eines 
materiellen Punktes erwähnt. Dort wurde gesagt, daß man unter 
der relativen Bewegung eines Punktes die Bewegung desselben 
gegen ein Koordinatensystem verstehe, das selbst eine Bewegung 
besitze, während man die gegenüber einem ruhenden Koordinaten· 
system sich ergebende Bewegung, ah;o die wirkliche Bewegung, 
als ab sol u t e zu bezeichnen pflege. Demgemäß 'wären alle auf der 
Erde beobachteten Bewegungen, die auf ein mit der Erde fest ver-
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bundenes Koordinatensystem bezogen werden, wegen der Bewegung 
der Erde (Umlauf der Erde um die Sonne unter gleichzeitiger 
Drehung um ihre Achse) als relative Bewegungen anzusehen. Ge
wöhnlich sieht man ein mit der Erde fest verbundenes Koordinaten
system als ruhend an, sieht also von der Bewegung der Erde um 
die Sonne und von ihrer .BJigendrehung ab. Ist das zulässigr 
Täuscht man sich nicht über die wirklich eintretende Bewegung 
und über die mit ihr verbundenen Kräfte? Vielleicht darf man 
unter gewissen Umständen ohne merklichen Fehler von den beiden 
Bewegungen der Erde absehen, unter anderen Verhältnissen nicht. 
Um diese für den Anfang nicht leicht zu überblickenden Fragen 
beantworten zu können, haben wir uns eingehend mit den Be
wegungs- uud Kraftverhältnissen zu beschäftigen, die eintreten, 
wenn ein Koordinatensystem ruht, das andere sich in diesem be
wegt und wenn ein materieller Punkt von beiden aus beobachtet 
wird. 

Zur Veranschaulichung der Verhältnisse bei der relativen Be
wegung eines Punktes wollen wir (Fig. 177) den Boden eines auf 
einem Gleise befindlichen Eisenbahnwagens als xy-Ebene, eine der 
beiden Langwände als xz-Ebene und 
eine Stirn wand des Wagens als yz
Ebene eines rechtwinkligen Koordi 
natensystems und im Innern des Eisen
bahnwagens zunächst einen bei A 
(I<'ig.177) frei schwebenden, im Gleich
gewicht befindlichen materiellen Punkt 
m uns vorstellen. Ist nun dieser Punkt 
dem Erdboden gegenüber tatsäch- ,'+y 

lieh in Ruhe, oder sagen wir, be-
findet sich derselbe in absoluter 

'}---~--------~--~ 

Fig. 177. 

Ruhe, dagegen der Eisenbahnwagen auf geradem Gleise in Be
wegung, so wird sich der Abstand des materiellen Punktes von 
der Stirnwand des Wag'ens fortwährend ändern; es wird der ma
terielle Punkt einem im Innern des 'Wagens befindlichen, von der 
Bewegung des Wagens nichts merkenden Beobachter als in Be
wegung begriffen und zwar parallel der x-Achse (Fig. 177) sich be
wegend erscheinen. Die auf diese 'Weise sich zeigende Bewegung 
des materiellen Punktes ist eine relative Bewegung. 

Besitzt der Eisenbahnwagen 'in einem gewissen Augenblick 
die Geschwindigkeit u = dX!ilt in der + x-Richtung, so wird der 
Abstand + x des an der Stelle A schwebendeJl materiellen Punktes 
m von der als yz-Ebene angenommenen Stirnwand des 'Wagens 
kleiner und kleiner; es hat der tatsächlich ruhende materielle Punkt 
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m in demselben Augenblick die Geschwindigkeit vr = dxjdt gegen 
die yz-Ebene, also eine relative Geschwindigkeit v,. im Sinne der 
- x gerichtet. 

Bewegt sich der Eisenbahnwagen beschleunigt auf dem ge
raden Gleise, so zeigt auch der materielle Punkt gegen die Stirn
wand des Wagens eine beschleunigte geradlinige Bewegung, 
und es glaubt deshalb ein im Innern des Wagens befindlicher Be
obachter, es wirke am materiellen Punkt eine im Sinne der - x 
gerichtete Beschleunigungskraft, obgleich tatsächlich der ma
terielle Punkt, wie angenommen ist, im Gleichgewicht sich befindet. 
Diese am materiellen Punkte schein bar wirkende Kraft ist die 
relative Beschleunigungskraft, während die absolute Be
schleunigungskraft im verliegenden Falle =0 ist. Bewegt 
sich der materielle Punkt in Wirklichkeit wie der Wagen, also 
parallel der x-Achse des Koordinatensystems, dann ändert derselbe 
seine Lage gegen den vVagen nicht, und es wird der erwähnte 
Beobachter den materiellen Punkt für ruhend halten. Diese Ruhe 
ist aber nur eine schein bare, der materielle Punkt befindet sich 
nur in relativer Ruhe. 

Nehmen wir jetzt an, der Eisenbahnwagen be"'ege sich irgend
wie auf beliebig gekrümmtem Gleise, so haben wir den Fall eines 
beliebig sich bewegenden Koordinatensystems. 

Ein Insasse des 'Wagcns, der von dessen Bewegung keine 
Kenntnis hat, beobachte einen vom Punkte Ao des Bodens, d. i. 
der xy-Ebene, ausgehenden, in einem Bogen AoBo sich gegen die 
Langwand des Wagens, die xz-Ebene, bis zum Punkte Bo derselben 
bewegenden materiellen Punkt von der Masse m. Die beobachtete 
Bahnlinie AoBo ist dann die relative Bahnlinie, desgleichen sind 
die von dem erwähnten Beobachter wahrgenommenen Geschwindig
keiten in den verschiedenen Punkten dieser Bahnlinie die betreffen
den relativen Geschwindigkeiten des materiellen Punktes. 
Nun haben wir früher bei der absoluten Bewegung gesehen, daß 
aus der beobachteten Bewegung eines materiellen Punktes die Be
schleunigungskraft bestimmt werden kann, die der stattfindenden 
Bewegung zugrunde liegt, ebenso daß man die Bewegung des ma
teriellen Punktes festsetzen kann, wenn man die Lage und Ge
schwindigkeit des Punktes in einem Zeitpunkt kennt und die 
Beschleunigungskraft in jedem Augenblick anzugeben imstande 
ist. Es kann daher auch der im Wagen befindliche Beobachter 
aus der von ihm für die wahre, die absolute Bewegung ge
haltenen Bewegung des materiellen Punktes in der Bahnlinie AoBo 
auf eine diese Bewegung erzeugende Beschleunigungskraft 
schließen und die betreffende relative Beschleunigungskraft 
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nach den bei der absoluten Bewegung aufgestellten Regeln aus 
der relativen Bewegung des materiellen Punktes ermitteln. Ander
seits läßt sich aber auch, entsprechend dem Vorgehen bei der ab
soluten Bewegung, die relative Bewegung des materiellen Punktes 
bestimmen, wenn man für einen einzigen Zeitpunkt die Lage 
und die relative Geschwindigkeit des materielIen Punktes und 
für jeden Augenblick die relative Beschleunigungskraft an
geben kann. 

Ein weiteres Beispiel zur Aufklärung ist das folgende: Ein 
hohler Kreiszylinder vom lichten Durchmesser 2r und vertikaler 
Achse, unten mit einem horizontalen Boden verschlossen, drehe 
sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w um seine Achse. Im 
Innern des Zylinders befinde sich im Abstande a von der Achse 
und in der Höhe h über dem Boden ein absolut ruhender materielIer 
Punkt. Dieser materielle Punkt wird einem auf dem Boden des 
Zylinders stehenden und unbewußt an der Drehung des Zylinders 
teilnehmenden Beobachter als sich bewegend erscheinen, da die 
Lage des materielIen Punktes gegen den Beobachter sich fortwäh
rend ändert. Der Beobachter sieht den materiellen Punkt in einem 
horizontalen Kreis vom Halbmesser a mit der konstanten Geschwin
digkeit vr = aw sich um die Zylinderachse bewegen und ist daher 
veranlaßt, den freien materiellen Punkt als angegriffen von einer 
stets gegen den Kreismittelpunkt gerichteten Kraft von der Größe 
maw2 = mvr '2Ja zu halten. In Wirklichkeit ist aber der materielle 
Punkt in Ruhe und von keiner Kraft angegriffen. Die beobachtete 
Bewegung ist wiederum eine relative und die Kraft mv/la die re
lative Beschleunigungskraft. 

Die Fragen über die relative Bewegung, die am Schluß der 
nächsten vorbereitenden Abschnitte gestellt werden, wollen wir jetzt 
an Hand eines Beispieles formulieren: 

Die Bewegungen auf oder über der Erdoberfläche wie der 
Flug eines Geschosses, sind relative, weil die Erde sich dreht 
und um die Sonne kreist. 

Ein genau nach Süden abgefeuertes Geschoß bleibt nicht in 
der Vertikalebene (Meridianebene), sondern wird seitlich abgelenkt, 
weil sich "die Erde unter ihm wegdreht was bei weiten Wurfstrecken 
bemerkbar wird. Welches ist die (relative) Bahn gegenüber der 
Erde? Auf diese kommt es ja beim Schießen an. Und welche Kräfte 
muß man zu den tatsächlich am Geschoß angreifenden Kräften, 
dem Gewicht unq. dem Luftwiderstand, sich hinzugefügt denken, 
wenn man ohne Fehler von der Erdbewegung, insbesondere von 
der Achsendrehung soll absehen dürfen, die Erde also als ruhend, 
und die Geschoßbewegung als absolut ansehen will? 
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202. Absolute, relative uml Führungsgeschwindigkeit. Ein 
Reißbrett werde auf einem Tisch mit der Geschwindigkeit vf ver
schoben und bewege sich unter einem (geraden oder krummen) 
Lineal weg, das mit dem Tisch fest verbunden sein möge. Am 
Lineal werde ein Schreibstift mit der Geschwindigkeit va hinbewegt, 
und zeichne eine Linie auf dem Reißbrett, die im betrachteten 
Augenblick mit der Geschwindigkeit vr aufgeschrieben wird. Welcher 
Zusammenhang besteht zwischen den 3 Geschwindigkeiten und 
welches ist die Richtung von vr ? (Fig. 178). 

Der Tisch bildet den festen Standpunkt mit einem festen Ko
ordinatensystem, von dem aus die ab sol u t e Bewegung wahrge
nommen wird, nämlich die Bewegung des Schreibstiftes am Lineal 
hin mit der sog. absoluten Geschwindigkeit va' Das Reißbrett 
vollführt gegenüber dem festen Tisch die sog. Führungsbewegung 
mit der sog. Führungsgeschwindigkeit vf ' :Mit ihm fest ver
bunden ist das bewegliche Koordinatensystem, dessen Koordinaten 

Relativkoordinaten genannt werden. Die Linie, 
die auf dem Reißbrett aufgezeichnet wird, 
ist die relative Bahn des Schreibstiftes, wie 
sie ein die Führungsbewegung mitmachender 
Beobachter, also eine auf dem Reißbrett 
stehende Person, wahrnimmt. Die Geschwin
digkeit in der relativen Bahn ist die Relativ
geschwind igkei t vr . 

Es wird offenbar die gleiche Linie auf der Zeichnungsebene 
beschrieben, wenn man die letztere festhält und dafür den Schreib
stift (unbeschadet seiner absoluten Bewegung) bewegt, wie zuvor 
die Ebene, nur in entgegengesetztem Sinn. Der Stift macht dann 
gleichzeitig zwei Bewegungen, die absolute und die entgegengesetzte 
Führungsbewegung, und besitzt zwei Geschwindigkeiten, deren Re
sultierende, die Relativgeschwindigkeit, nach dem Parallelogramm 
der Geschwindigkeiten gefunden wird: 

Die Relati vgesch wi nd igkei t vI' ist j ederzei t die Res ul
tierende aus der absoluten Geschwindigkeit va und der 
en tgegengeset7,ten Fü hru ngsgeschwindigkeit -- vf ' 

Ist die Helativgeschwindigkeit und die Führungsgeschwindig
keit gegeben, so ist damit auch die absolute Bewegung bestimmt. 
Da der ~usammenhang zwischen vau/v,. durch das oben gezeichnete 
Geschwindigkeitsparallelogramm ausgedrückt ist, so folgt schon 
rein geometrisch nach Umkehrung des Sinnes von -v(: Die Ab
solutgeschwindigkcit ist die Resultierende aus der rela
tiven und aus der Führungsgeschwindigkeit. 
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In dem eingangs erwähnten Beispiel haben wir stillschweigend 
angenommen, die absolute, die Führungs- und die relative Be
wegung seien gleichförmig; dann stellen die in Fig. 178 ersichtlichen 
Strecken nicht nur die Geschwindigkeiten, sondern auch die in 
1 sek tatsächlich zurückgelegten absoluten, Führungs- und relativen 
Wege dar. Die Betrachtung und die abgeleiteten Sätze gelten 
aber auch, wenn diese Bewegungen ungleichförmig und krumm
linig sind. Nur muß man sie auf die innerhalb einer denkbar 
kurzen Zeit elt sich abspielende Elementarbewegung beschränken. 

Es sei ac ein krummes Hohrstück, das in a auf eine ebenfalls 

krnmme ]<-'ührung ad gesteckt sei, wo bei a längs a il zu gleiten 
gezwung'en wird. In einer sehr kurzen heit LI t gelangt ein von a 
ausgehender materieller Punkt in der Röhre nach c, während die 

-- -
Röhre selbst nach ele gelangt. ac ist dann der relative vVeg, <td 

der Führungsweg und ae der absolute Weg_des materiellen Punktes 
in At sek. Läßt man At und damit ac, ad, ae, denkbar klein werden, 

so stellen die Grenzwerte ac/At; adlLlt; ae/At bei verschwindendem 
,J t die relative, die Führungs- und die absolute Geschwindigkeit 
V r vt va dar, die in a tangentiell an ac, ad, elC gerichtet sind. Statt 
zu sagen, der bewegte Punkt habe in a gleichzeitig die relative 
und die Führungsgeschwindigkeit vI' und uf ' darf man nach der 
Parallelogrammregel sagen: er habe die absolute Geschwindig
keit va = Resultante aus den beiden vorigen Geschwindigkeiten. 

Jetzt stellen die Geschwindigkeitsstrecken v,. vfva nicht melIr 
die in 1 sek wirklich zurückgelegten relativen, Führungs- und 
absoluten Wege dar, sondern nach der Definition der Geschwindig
keit diejenigen Wege, die der materielle Punkt in 1 sek in den 
betreffenden 'rangentenrichtungen zurücklegen würde, wenn er sich 
augenblicklich in n gleichförmig und geradlinig bewegte. Auf die 
wirklichen krummlinigen Wege kommt man erst, wenn man die Deda
tion berücksichtigt, was bei der Betrachtung des BeschleunigulJgs
zustandes geschehen wird. 

Es empfiehlt sich, einige Bewegungen daraufhin anzusehen, 
was als absolute, relative und Führungullgsbewegllllg aufzufassen 
ist. Ein Eisenbahnwagen macht auf dem Gleis eine gerade oder 
krumme Führungsbeweg'ung, ein Fahrgast, der durch den vVagen 
geht, eine Relativbewegung, von außen, vom festen Boden aus gesehen, 
eine absolute; eine Tclegraphellstange macht für einen Insassen 
eine Relativbewegung. Ein Geschoß, das auf ein in Fahrt begriffenes 
Schiff abgefeuert wird, macht eine Absolutbewegung, vom Geschütz 
aus gesehen. Das Schiff macht die Führung'sbewegung und dns 
Geschoß markiert auf dem Schiff mit seinen Durchschlagstellen 
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den relativen Weg. Beim Gewindeschneiden macht das gleichförmig 
umlaufende Werkstück die Führungsbewegung, der Schneidestahl, 
der parallel zur Achse des 'Werkstückes gleichförmig· bewegt wird, 
die absolute Bewegung und schneidet auf dem vVerkstück den 
relativen Weg, das Gewinde, ein. Der Schreibstift eines Indikators 
macht die absolute Bewegung, die Schreibtrommel die Führungs
bewegung, auf dem Diagrammpapier erscheint der relative Weg 
des Schreibstiftes, das Diagramm. 

Ein Flugzeug gehe in einer vertikalen Ebene zur Erde nieder, 
und zwar gegen einen Wind, dessen Geschwindigkeit unter einem 
Winkel gegen die Horizontalebene aufwärts gerichtet sei. Die 
Windgeschwindigkeit liege ebenfalls in der genannten Vertikal
ebene. Für den Luftwiderstand, den das Flugzeug erfährt, ist die 

c Cz. 
--"'"'--~ 

.J}z. ------ -- v; 
Fig. 179. 

relative Geschwindigkeit des Windes 
gegen dem Flugzeug maßgebend. 
Wie groß ist diese? 

Das Flugzeug macht die absolute 
Bewegung, der Wind die Führungs
bewegung. Man mag sich ein mit 
der Windgeschwindigkeit bewegtes 
und sich stets parallel bleibendes Ko
ordinatensystem denken. Die relative 
Geschwindigkeit in diesem beweg
lichen Koordinatensystem ist dann 
die Resultante aus der absoluten Ge
schwindigkeit und der entgegen
gesetzten Führungs- (= Wind-) Ge
schwindigkeit. 

203. Beispiel. Es sei bei einem Wasserrad (Fig. 179) ABI eine 
feststehende Leitschaufel und B I B 2 eine sich bewegende Rad
schaufel, VI die Geschwindigkeit, mit der ein an der Leit
schaufel ABI herabgleitendes Wasserteilchen die letztere verläßt, 
Cl die Geschwindigkeit des Punktes BI der Radschaufel und v/ die 
relative Geschwindigkeit des Wasserteilehens bei BI gegen die Rad
schaufel BI B~, endlich v2' die relative Geschwindigkeit bei HJ und c2 

die Geschwindigkeit von B 2 . 

Soll nun ein stoßfreier Eintritt des Wassers in das sich 
bewegende Rad erfolgen, so muß die Tangente in BI an die Rad
schaufel BI B 2 parallel sein der Seite Cl D1 des durch Auftragen 
von BI Cl = Cl und von BI DI = VI erhaltenen Dreiecks BI Cl DI • 

Ist diese Bedingung erfüllt, so ergibt sich die relative Geschwindig
keit v/ ausgedrückt nach Größe und Hichtung dureh die Seite 
BI EI des Parallelogramms BI Cl D l EI' 
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Will man jetzt auch wissen, welche absolute Geschwindigkeit 
v2 das Wasserteilchen in dem Augenblick besitzt, in dem es die 
Radschaufel BI B 2 bei B 2 verläßt, so hat man nur aus v/ und c2 

ein Parallelogramm zu konstruieren; die von B 2 ausgehende Diagonale 
gibt dann die Resultante von v2 ' und c2 , d. h. die gesuchte absolute 
Geschwindigkeit v2 an. 

§ 42. Relative Bewegung eines materiellen Punktes bei einer 
Translation des Koordinatensystemes. 

204. Absolute, relative und Führungs-Beschleunigung bei einer 
ReJativbewegung mit Translation des bewegten Koordinatensystemes. 

Eine Schüttelrinne wird von einem geeigneten Getriebe (Fig. 136) 
in gerader Bahn hin- und herbewegt; auf ihr liegt Kohle, die ruck
weise weiterbefördert werden soll. Dieser Vorgang gibt ein Bild 
von dem, was wir jetzt eingehend behandeln wollen. Die Schüttel
rinne macht die J<~ührungsbewegung, die Kohle der Schüttelrinne 
gegenüber die Relativbewegung und vom festen Fußboden aus 
gesehen die absolute Bewegung. 

V Oll einem festen Koordinatensystem aus wird ein bewegtes 
Koordinatensystem beobachtet, das eine Führungs bewegung von 
solcher Art macht, daß die Achsen beider Koordinatensysteme 
einander stets parallel bleiben. Die J<~ührungsbewegung besteht dann 
in einer Parall el vcrschie bung oder Tran sla tion. Innerhalb 
des bewegten Koordinatensystems durchläuft ein Punkt eine Kurve, 
die relative Bahn, die man sich mit dem bewegten Koordinaten
system fest verbunden denken kann; sie bleibt bei einer Translation 
des bewegten Koordinatensystems sich selbst parallel; jeder Punkt 
dieser Bahnlinie (wohl zu unterscheiden von dem in dieser Bahn
linie bewegten Punkt) macht die Führungsbewegung des bewegten 
Koordinatenursprunges mit. 

Wir verfolgen die relative, Führungs- und absolute Bewegung 
während einer sehr kurzen Zeit und fragen nach dem Zusamllll'n
hang der Beschleunigung'en. Mit der Antwort auf diese Frage ist 
aueh eine Beziehung zwischen den beschleunigenden Kräften ge
funden, da diese ja den Beschleunigungen nach dem dynamischen 
Grundgesetz proportional sind. ",Vas für die Elemeutarbewegung 
während dt sek ermittelt wird, gilt dann für jeden Augenblick 
der ganzen in einem endlichen Zeitraum vor sich gehenden Be
wegung, die als Aufeinanderfolge VOll Elementarbewegungen auf
gefaßt werden kann. 

Die absolute Lage des bewegteu Punktes zur Zeit t sei A in 
Fig. IBO. Er macht gleichzeitig zwei Bewegungen, die FülJrungs
bewegung' mit Fiihrungsgeschwindigkeit vf und die Helath'hewegung 
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mit Relativgeschwindigkeit vr zur Zeit t; nach dem Unabhängig
keisprinzip betrachten wir den Verlauf beider Bewegungen, die 
zusammen die absolute Bewegung ergeben, für sich. 

Vermöge der Führungsbewegung allein kommt der Punkt A 
in LI t sek längs des Führungsweges 'II nach A'; vermöge der Helativ
bewegung allein kommt er in der gleichen Zeit längs der relativen 
Bahn AoBo von A nach B; bei gleichzeitiger Ausführung beider 
Bewegungen kommt Cl' nach B', wobei wegen der Translation des 

bewegten Koordinatensyste-
Ba mes A' B'/AB. Helative und 

Führungs-Bewegung' können 
dabei krummlinig und un
gleichförmig' sein. Die Rela
tivgeschwindigkeit vr ' die in 
A die relative Bahn berührt, 
und die Führungsgeschwin
digkeit vf ' die in A den 
Führnngsweg berührt, geben 

\ als Hesultante die absolute 
S ' Geschwindigkeit va' die in A 

Fig. ]80. den von A nach B verlaufen
den absoluten Weg berührt. 

üm einen Einblick in die auftretenden Beschleunigungen 
zu erhalten, hat man den absoluten Weg, wie auch den relativen 
und den Führungsweg so in Komponenten zu zerlegen, daß die 
eine Komponente denjenigen Weg darstellt, der durchlaufen würde, 
wenn die Bewegung in A elt sek lang gleichförmig wäre, die andere 
Komponente denjenigen Weg, der eine Folge der auftretenden Be
,,;chleunigung ist. \Vir nennen die erste Komponente den Beharrull gs
weg, die zweite die D evi a ti Oll der betrachteten Elementarbewegung. 
So ist für el t sek der relative Weg' AB in den Beharrungsweg 
AG = vr ' elt und in die Deviation OB der relativen Bewegung zer
legt, ebenso der Führungsweg A A' in den Beharrungsweg A D = vr ' Cl t 
und die Deviation DA' der Führungsbewegung; nach dem Weg'
parallelogramm erhält man den Beharrungsweg AE=va·dt der 
absoluten Beweg'ung und anschließend in E B' deren Deviation. 
Vervollständigt man noch die Fig. 180 durch Ziehen von EG'I/DA' 
llnd A'G' JAG und G'B'/IGB, so kommen alle Deviationen in dem 
Dreieck EO' B' beisammen zu liegen; sind nUll uaufur die absolute, 
I"ührungs- und relative Beschleunigung, so ist nach 17;~ 

die l)(>viatioll dcr absoluten Bewegung EB'= ~.ua((ltr 
" " Führungs- BO' = ~ . u/ (dt)~ 

relativen " O'B'~={.u,.(dt)2. 
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Demnach sind die Seiten EB', EC', C' B' des Dreiecks EC' B' 
den Beschleunigullgen ba bf b1• proportional; es kommt ihnen über
dies ein Richtungssinn zu, der durch die Aufeinanderfolge der 
Buchstaben EB' usf. ausgedrückt ist. Demnach erscheint die Strecke 
EB' als die geometrische Resultante der Strecken EC' und C' B' 
und man kann aussprechen: 

Bei einer Translation des bewegten Koordinaten
systemes ist die absolute Beschleunigung die Resultante 
aus der Führungsbeschleunigung bf und der Relativ
beschleunigung b" , mit andern Worten: Bei einer Translation 
des bewegten Koordinatensystems ist die relative Be
schleunigung die Resultierende aus der absoluten Be
schleunigung und der entgegengesetzten Führungs
beschleunigung , also vektoriell geschrieben: 

. (142) 

Die Beschleunigungen ba bf br haben im allgemeinen eine Tan
gential- und Normalkomponente. 

205. Die Beschleunigungskräfte der Relativbewegung bei einer 
Translation des Koordinatensystemes. Durch Multiplikation der 
absoluten, relativen und Führungsbeschleunigung ba br bf mit der 
Masse des bewegten Punktes erhält man nach dem dynamischen 
Grundgesetz 

die absolute Beschleunigungskraft Pa = m· b" 
relative " " Pr = m· bl' 

" sog. Führungskraft Pr = m . bf 

der obenstehende Satz läßt sich damit auch wie folgt aussprechen: 
Bei einer Translation des Koordinatensystemes ist die 
absolute Beschleunigungskraft die Resultante aus der 
relativen Beschleunigungskraft und aus der Führungs
kraft oder: "Bei einer 'l'ranslation des Koordinatensystemes 
ist die relative Beschleunigungskraft die Resultante aus 
der absoluten Beschleunigungskraft und aus der en tgegen
gesetzten Führungskraft". 

Man kann dem Satz schliel3lich noch folgende hequeme Fassung 
geben: Bei einer 'l'ranslation des bewegten Koordinaten ~ 
:,;ystemes ist die absolute Beschleunigungskraft mit der 
en tgegenges etzten }'ührungs kraft und der en tgeg'ell -
gesetzten relativen Beschleunigungskraft im Gleich
gewicht. 

Die absolute Beschleunigungskraft iöt die Hesultante der elen 
bewegten Punkt tabächlich angreifenden Kräfte, wie Eigeng'ewicht, 
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Bahnwiderstand, Reibungs- oder Luftwiderstand, Anziehungskraft 
nach dem Newtonschen oder einem sonstigen Anziehungsgesetz, 
kurz die Resultante Pa = m· ba, die dem materiellen Punkt seine 
tatsächliche, auf das feste Koordinatensystem bezogene Beschleuni
gung erteilt. Eb6I1s0 ist die Führungskraft diejenige Beschleunigungs
kraft Pf=m.bf , die dem bewegten Punkt die zur Zeit t vorhandene 
Führungsbeschleunigung erteilt j bei der Bestimmung von bf hat 
man sich den Punkt mit dem beweglichen, geführten Koordinaten
system fest verbunden zu denken j und ganz Entsprechendes gilt 
von der relativen Beschleunigungskraft. 

Es sei hier daran erinnert, daß naeh 128 eine Bewegung 
in ihrem Verlauf vollständig bestimmt, bzw. berechenbar ist, wenn 
man jederzeit die Beschleunigung nach Größe und Wehtung und 
außerdem in einem bestimmten Zeitpunkt die Geschwindigkeit und 
die Lage des Punktes angeben kann. Es ist also z. B. die 
relative Bewegung vollständig bestimmt, wenn man zu allen Zeiten 
die relative Beschleunigung, oder die ihr proportionale relative 
Beschleunigungskraft Pr = m· b,. und zu einer bestimmten Zeit die 
relative Geschwindigkeit und die relative Lage des Punktes kennt. 
Ganz dasselbe läßt sich von der absoluten und auch von der 
Fiihrungsbewegung sagen. 

Das Vorhergehende setzt uns in den Stand, von der Führungs
bewegung des parallel verschobenen Koordinatensystemes ganz ab
zusehen und die relative Bewegung wie eine absolute zu behandeln; 
man hat nur zu den am materiellen Punkt tatsächlich angreifenden 
(eingeprägten) Kräften, deren Resultante ja die absolute Besehleuni
gungskraft ist, die entgegengesetzte Führungskraft als eine (fingierte) 
Ergänzungskraft ]{t = - m· bf hinzuzufügen. Die Gesamtresultante 
ist dann die relative Beschleunigungskraft, unter deren Einfluß sich 
die relative Bewegung vollzieht. Diese aber kann jetzt genau so ver
folgt werden, als ob es sich um eine absolute Bewegung handelte. 

§ 43. Anwendungen. 
206. Beispiel. Ein Fahrstuhl werde mit konstanter Beschleu

nigung bf vertikal aufwärts bewegt. Auf seinem horizontalen Boden 
ruht ein Körper vom Gewicht my. Wie groß ist der Druck dieses 
Körpers auf den Boden? 

Man kann diese Aufgabe mit Hilfe des D' Alem bertschen 
Prinzips lösen. Wir können jedoch auch davon ausgehen, daß der' 
Fahrstuhl und ein mit ihm verhundenes Koordinatensystem eine in 
einer Translation bestehende Führungsbewegung macht und daß 
sich der Körper diesem Koordinatensystem gegenüber in relativer 
Ruhe befinde. 
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Nach dem in 146 Bemerkten dürfen wir die Kräfte an dem 
Körper, der als materieller Punkt bezeichnet werden darf, als im 
Gleichgewicht befindlich ansehen, wenn wir zu der tatsächlichen 
Beschleunigungskraft die entgegengesetzte Führungskraft 1) und die 
entgegengesetzte relative Beschleunigungskraft hinzufügen. Die 
absolute Beschleunigungskraft besteht aus den tatsächlich am mate· 
riellen Punkt angreifenden Kräften, d. h. aus seinem Eigengewicht 
und dem Normalwiderstand N der Unterlage, letzterer ist vertikal 
aufwärts gerichtet; es ist also P=N-mg. Die FührungskraIt ist, 
wenn bf die Führungsbeschleunigung bedeutet, 1n' bf und wirkt senk· 
recht aufwärts wie bf ; die entgegengesetzte Führungskraft also 
vertikal abwärts. Die relative Beschleunigungskraft ist Null, da 
der Körper in relativer Ruhe ist; daher hat man 

N-mg-mb,=O, 

N=m(g+b f )· 

Zur Verschiebung des Körpers auf dem Boden wäre während der 
Fahrt. ein Reibungswiderstand R = ft· N = ft'1n (g + bf ) zu über· 
winden. Befände sich der Fahrstuhl in Ruhe oder gleichförmiger 
Bewegung, d. h. wäre b,=O, so wäre N=mg und R=ft·N, wie 
auch unmittelbar klar ist. 

Würde sich der Fahrstuhl mit der Beschleunigung b,< g 
vertikal abwärts bewegen, so wäre die entgegengesetzte Führungs· 
kraft vertikal aufwärts gerichtet und daher: 

N=mg-mb,= m(q- b,). 

Für bf = g erhielte man N = ° und für b, > g würde N negativ, 
d. h. es müßte auf den Körper, um ihn auf dem Boden zu haI> '1, 

ein abwärts gerichteter Zug N ausgeübt werden. 

207. Beispiel. Eine halbkugelförmig ausgehöhlte Schale werde 
ohne Drehung mit der konstanten Beschleunigung b, vertikal auf· 
wärts bewegt (Translationsbewegung). In einem gewissen Augen
blick, von dem an wir die Zeit zu zählen anfangen wollen, also 
zur Zeit 0, befinde sich auf der halbkugelförmigen Innenfläche der 
Schale im Punkte A des horizontalen Randes der Schale ein be· 
weglicher, schwerer materieller Punkt III (Fig. 181). Dieser mate
rielle Punkt, zur Zcit ° in absoluter Ruhe, wird infolge der Ein
wirkung seines Eigengewichtes und der Aufwärtsbcwegung der 
Schale auf der Innenfläche der letzteren eine relative Bewegung 
gegen die Schale ausführen, welche Bewegung auf dem vertikalen 

1) Über die Natur dieser Ergänzungskraft s. Fußnote in 220. 
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Merdiankreis erfolgt, der durch A und den tiefsten Punkt A' der 
Kugelfläche hindurchgeht. Welches ist die relative Geschwindig
keit vr des materiellen Punktes in A'? 

Ist vfa zur Zeit 0 die Geschwindigkeit der Schale bei ihrer 
Aufwärtsbewegung , so ist auch die Führungsgeschwindigkeit des 
materiellen Punktes zur Zeit 0 gleich vfO" . Da aber die absolute 
Geschwindigkeit die Resdtante aus Führungsgeschwindigkeit und 
relativer Geschwindigkeit, und zur Zeit 0 die absolute Geschwindig
keit des materiellen Punktes = 0 ist, so ergibt sich die relative 
Geschwindigkeit des materiellen Punktes zur Zeit 0 gleich und 
direkt entgegengesetzt der Führungsgeschwindigkeit also vrO = - vfo 
vertikal abwärts gerichtet. 

Wir verfolgen jetzt die relative Bewegung des materiellen 
Punktes längs AA' und benötigen dazu die Kenntnis der relativen 

, , 

Fig. 1 1. 

Beschleunigungskraft an jeder Stelle der Bahn, 
, da sich unter ihrem Einfluß ja die relative Be

wegung vollzieht. Außerdem muß in einem be
stimmten Zeitpunkt die relative Geschwindigkeit 
und die Lage des Punktes gegeben sein. Nach 
205 ist die relative Beschleunigungskraft die 
Resultante aus der absoluten Beschleunigungs
kraft und aus der entgegengesetzten E'ührungs
kraft. 

Die absolute Beschleunigungskraft ihrerseits 
ist die Resultante aller tatsächlich am materiellen 

Punkt angreifenden Kräfte, und das sind, wenn Reibung und 
Luftwiderstand beiseite gelassen werden, das Gewicht und der 
Normalwiderstand N der Unterlage. Die Führungskraft erhält 
man, indem man sich den materiellen Punkt in seiner augen
blicklichen Lage an der Führung befeRtigt denkt, sie beträgt, 
wenn bf die Führungsbeschleunigung ist, m· bf und ist der Auf
gabe zufolge vertikal aufwärts gerichtet; die entgegengesetzte 
Führungskraft, die Zusatz- oder Ergänzungskraft K I = - m· bf der 
Relativbewegung ist also vertikal abwärts gerichtet. Man kann 
nun, von der Bewegung der Schale absehen und die Bewegung des 
materiellen Punktes auf der Innenfläche der Schale wie eine ab
solute behandeln, wenn man annimmt, daß der materielle Punkt 
mit der relativen, vertikal abwärts gerichteten Anfangsgeschwindig
k~it tJrO = vfa den Punkt A verlasse und bei seiner Bewegung auf 
dem Kreisbogen AA' von dem Normalwiderstand N der Bahn und 
der vertikal abwärts gerichtetcn Kraft: 

G +KI =mg+mbf=m(g+bf ) 
angegriffen werde. 



S 43. Anwendungen. 

Zur Bestimmung der relativen Geschwindigkeit v/ in A' benützt 
man zweckmäßigerweise den Satz von der Arbeit. Dieser liefert: 

~l'mv '2_ L· mv 2=m.(g -L b ).r 
~ r ~ rO Ir' 

woraus v/ berechnet werden kann. Der Normalwiderstand der 
Bahn in A' ist 

N = m.(g + br) + m·vr '2/r . 
208. Beispiel. Ein schief abgeschnittener, zwischen horizontalen 

Führungen beweglicher prismatischer Körper (Fig. 182) werde in 
der angedeuteten Richtung mit der konstanten Beschleunigung bf 
bewegt. Auf der unter dem Winkel a gegen den Horizont ge
neigten schiefen ebenen Endfläche, deren Horizontalspur senkrecht 
auf der Translationsrichtung des Köipers stehe, befinde sich in Ao 
ein schwerer materieller Punkt m, der ohne relative Anfangs
geschwindigkeit sich infolge der Einwirkung seines Eigengewichtes 
mg und der beschleunigten Bewegung seiner Unterlage von Ao aus 
in Bewegung setze. Welches ist die 
relative Bewegung des materiellen 
Punktes auf der schiefen Ebene? 

Wir können wieder die relative 
Bewegung des materiellen Punktes wie 
eine absolute hehandeln , wenn wir zu 
den tatsächlich am materiellen Punkte 

m b 

wirkenden Kräften noch die Ergän- Fig. 1 2. 
zungskraft K l gleich und entgegen-

b 

gesetzt der Führungskraft des materiellen Punktes hinzufügen. 
Letztere ist aber konstant = mbf , horizontal und im Sinne der 
Bewegung der Unterlage des materiellen Punktes gerichtet, daher 
K l = mbr, im entgegengesetzten Sinne wirkend. 

Die beiden Kräfte K l und mg bewirken, da der Voraussetzung 
nach die Anfangsgeschwindigkeit des materiellen Punktes = 0, eine 
Bewegung des letzteren in der Linie des größten Gefälles der 
schiefen Ebene. Dabei ist die relative Beschleunigungkraft, wenn 
von der Reibung abgesehen wird: 

Pr = mq sin (( - mbf cos a = m (g sin (( - br cos a). 

Ist Ur cos f( < 9 sin a oder br< 9 tg a, so wirkt Pr in der Linie 
d es größten Gefälles abwärts, und wenn br> 9 tga , aufwärts. 
};~rsterenfalls ergibt sich eine gleichförmig beschleunigte Bewegung 
des materiellen Punktes abwärts, letzterenfalls aufwärts. Wäre 
br = 9 tg a, so bliebe der materielle Punkt auf der schiefen Ebene 
in Ruhe. 

209. Beispie1. Es sei AoA (Fig. 183) die in der vertikalen 
Bildebene gelegene Achse einer geraden engen llöhre. Diese Röhre 

Aut. e nl'ieth-Ensslin, Technische ),{echnnik. 2. Aufi. 23 
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werde in der Bildebene mit der konstanten Beschleunigung ur in 
horizontaler Richtung parallel mit sich selbst bewegt, wobei vro 
die Translationsgeschwindigkeit der Röhre zur Zeit 0 sei. Es fragt 
sich nun: 

1. Welche absolute Geschwindigkeit Vo muß man einer kleinen 
Kugel bei Ao erteilen, wenn diese Kugel zur Zeit 0 bei Ao ohne 
Stoß in die Röhre eintreten und gegen letztere die bestimmte 
relative Anfangsgeschwindigkeit vrO zeigen soll? 

2. Wie groß ist die absolute Geschwindigkeit va der Kugel in dem 
Augenblick, in dem sie bei A die Röhre verläßt? 

Um die erste Frage zu beantworten, setzt man einfach die 
verlangte relative Anfangsgeschwindigkeit vrO mit der Führungs

A 

Fig . 183. 

geschwindigkeit vro der Kugel in Ao zu einer Resul
tanten zusammen, dann ist letztere die gesuchte 
absolute Geschwindigkeit vaO. 

Zur Beantwortung der zweiten Frage hat man 
zunächst die relative Geschwindigkeit vr der Kugel 
in der Röhre bei A zu ermitteln. 

Zu diesem Zwecke wendet man den Satz von 
der Arbeit auf die Bewegung längs AoA an. Die 
hierbei in Betracht kommenden Kräfte sind, wenn 

man bei der Bewegung der Kugel in der Röhre von einem Tangen
tialwiderstand absieht: das Eigengewicht mg der Kugel und die 
Ergänzungskraft K 1 = - mUr horizontal und der Translations
richtung der Röhre entgegengesetzt. Damit erhält man 

1 2 1 2_ h+ b ymVr -ymVro-mg In (a, 

woraus vr berechnet werden kann. 
Die Kugel sei in t Sekunden von Ao nach A gelangt, man hat 

dann zur Bestimmung von t, da die Bewegung von Ao bis A wegen 
der konstanten relativen Beschleunigungskraft 

Pr = mq· sina + mbreos a 

eine gleichförmig beschleunigte ist 

In diesen t Sekunden sei die Translationsgeschwindigkeit der 
Röhre = vr geworden. Da nun 

bf = dvr!dt, 
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Will man jetzt die absolute Geschwindigkeit va der Kugel in A 
erhalten, so hat man nur die relative Austrittsgeschwindigkeit v,. 
der Kugel mit der :E'ührungsgeschwindigkeit vf der Kugel in A zu 
einer Resultanten zusammenzusetzen. Letztere ist dann = va' 

§ 44. Relativbewegung eines materiellen Punktes bei einer 
Drehung des Koordinatensystems. 

210. Absolute, relative und .Führungsbeschleunigung. Coriolis
beschleunigung. Beim Nachfolgenden können wir beispielshalber an 
die Bewegung von Glocke und Klöppel denken. 

Gegenüber einem festen Koordinatensystem (Glockenstuhl) führe 
ein bewegtes Koordinatensystem (Glocke) eine Drehung um eine 
z-Achse aus. Innerhalb des bewegten Koordinatensystemes durch
läuft ein Punkt (dem Klöppel angehörig) eine Kurvc, die sog.rela
ti v e Ba h n, die man sich mit dem bewegten Koordinatcnsystem 
fest verbunden denken kann. Vom festen Standpunkt aus be
o bachtet man die ab sol u t c Bewegung des Punktes. Die im ge
führten Koordinatensystem befestigt gedachte relative Bahn macht 
in allen Punkten die Drehbewegung um die z-Achse mit, die eine 
beliebig beschleunigte sein kann. Es wird sich im folgenden, wie 
schon in 205, als nützlich erweisen, zeitweilig den materiellen Punkt 
als an das bewegte Koordinatensystem befestigt vorzustellen. Den 
Weg, die Geschwindigkeit, die Beschleunigung und die Beschleu
nigungskraft des so befestigt gedachten Punktes bezeichnen ,viI' als 
Pührungsweg, Führungsgescltwindigkeit, Führungsbeschleunig'ung 
und Führungskraft. 

Übel' die Geschwindigkeiten eines bewegten Punktes gegenüber 
dem festen und bewegten Koordinatensystcm sind wir durch 202 
unterrichtct. Die Absolutgeschwindigkeit ist jederzcit die l~esul

tierende aus der gleichzeitigen Führung's- und Relativgeschwindig
keit. Es ist abcl' außerdem nötig, den Zusammenhang zwischen 
den Beschleunigungen kenllen zu lernen, um schließlich die be
schleunigenden Kräfte zu erfahren. 'ViI' betrachten zu diesem Zweck 
die Elementarbewcgung während dt sek. Denn wenn wir über 
diese im klaren sind, könnell wir auch über die Gesamtbewegung 
Klarheit erlangen, die ja die stetige Aufcinanderfolgc unendlich 
vieler Elementarbewegungen ist. 

Dic absolute Lage des bewegten Punktes zur Zeit t sei .. 1 in 
Pig. 184; ferner AB die absolute Lage der relativen Bahnlinie zur 
Zeit t. Diese vollführt eine Drehung um dic z-Achse, wobei sic 
gegen diese oder geg'en die Pamllelachse Al, gegen den hewegten 
E'ahrstrahl (JA == r f Cl z-Achse) und gegen dic bewegte Achse AD 

~:l* 
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(~ AJ und OA) eine unveränderliche Lage beibehält. Das rela
tiv e Bahnstück AB gelangt durch diese Drehung in dt sek nach 
Al B~; alle Punkte desselben beschreiben Kreise um die Drehachse z, 
so auch A den "Führungsweg" AAl' Der Fahrstrahl 1"f durchlaufe 
dabei den Dreh,dnkel dcp=w·dt, wenn w die augenblickliche 
Winkelgeschwindigkeit der Führungsbewegung ist; die Geschwindig
keit im Punkt Ades Führungsweges AAl die sog. Führungs
geschwindigkeit ist vf = r( w. Der Punkt A macht demnach 
gleichzeitig zwei Bewegungen: die Führungsbewegung auf AAl mit 

J 
ß 

+z 

Fig. I 4. 

" " 

Fig. 186. Fig. 185. 
o 

Führungsgeschwindigkeit vf ' die Relativbewegung auf AB mit Re
lativgeschwindigkeit v .. ; die Absolutbewegung erfolgt mit der Absolut
geschwindigkeit va' der Resultierenden aus vI' und vf ' Der absolute 
Weg in dt sek beginnt in A und endigt in B 2 und berührt va in A. 

Wir zerlegen nunmehr den absoluten, den relativen und den 
Führungsweg je in den B eharrungsweg, der die betreffenden 
Bahnelemente in A berührt, und die Deviati o n. So ist für dt sek 
der Beharrungsweg der Relativbewegung AC = vr·dt und deren 
Deviation CB; in der Endlage erscheinen diese Wegstrecken in 
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Al C2 und C2 B 2 • Der Führungsweg A Al ist in den Beharrungs
weg AD = vfdt= rfwdt und in die Deviation der Führungsbewegung 
DA I zerlegt. Der absolute Weg AB2 ebenso in Beharrungsweg 
AE = vaclt und Deviation EB2 der absoluten Bewegung. Dabei ht 
AE die Diagonale des Parallelogrammes mit AC und AD als Seiten, 
das dem Geschwindigkeitsparallelogramm mit vr und vf als Seiten 
und va als Diagonale ähnlich ist. 

In die Endlage Al B 2 kann die relative Bahn AB auch da
durch gebracht werden, daß sie zunächst nach Al BI parallel ver
schoben wird (durch Translation) und sodann um die zur z-Achse 
parallele Achse AJ' gedreht wird. 

Man vervollständige nunmehr die Figur durch Ziehen der 
Linien ECI (11 D Al) und BI B 2 ; dann haben wir in dem verschränkten 
räumlichen Viereck E Cl BI B 2 in EB2 , Cl BI' ECI , die Deviationen 
der absoluten Bewegung, der relativen und der Führungsbewegung ; 
ohne Drehung, d. h. bei reiner Translation des Koordinatensystemes 
wäre BI die Endlage des bewegten Punktes nach (l t sek und wäre 
die absolute Deviation die Resultante aus der Deviation der rela
tiven und der Führungsbewegung. Infolge der Drehung des be
wegten Koordinatensystemes tritt aber noch eine weitere DeYiation 
B I B 2 hinzu, so daß die Deviation der absoluten Bewegung' jetzt als 
Resultierende aus der Deviation c.er relativen und der Führungs
bewegung und der mit der Drehung zusammenhängenden Deyia
tion BI B 2 erscheint. Letztere fassen wir jetzt besonders ins Auge. 

Der Drehwinkel, durch den A 1 B l in die Endlage A I B2 über
geführt wird, ist AOAI = drp, was man wie folgt einsieht. Die 
Punkte Bund ° werden auf die Ebene ° A Al nach )8 und ~ 
projiziert und ° A ~ 'S gezogen. Wird nun die Figur A OB durch 
die Drehung um die z-Achse nach A I 0 2 B2 gebracht, so kommt die 
Projektion OA~)8 gleichzeitig nach OA l ~2)82 (Fig. 185). Durch 
die Paralleiversehiebung (Translation) von AO B nach A 10 1 BI ge
langte OA(I)8 lIach 0lA! (Ij)81 (vgl. Fig. 185); da nun 

.< 01 Al ~j =~.;.:. OA (I = -}.:: OA1li'2' 

~o muß auch sein 

-sC (I2 Al OI =-}.::OAlOl =drp, 

womit das oben Behauptete bewiesen ist. 

Wir haben jetzt BI B.J zu berechnen. Man darf 131132 = °1°2 

setzen, worin eine Vernachlässigung liegt, die gegenüber den 
Strecken E B2 , E °2 , 01 B J unendlich klein von höherer Ordnung ist. 

Bei der Drehung der Figur AI 01 BI in die Lage A l O.J B2 

(Fig. 184) beschreiben die Punkte 01 und BI Kreisbögen mit dcn 
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Halbmessern J'OI bzw_ J" BI' die dem eben Gesagten zufolge gleich 
groß anzunehmen sind_ Es ist dann: 

B1 B2 =°1°2 = (J" B1)-drp = (J'Ol) -dcp 
= (Al 01) -sin ß -drp = vr -dt- sin ß -drp_ 

Sind nun babrbrbk die Beschleunigung der absoluten, relativen und 
Führungsbewegung und der längs BI B2 stattfindenden Deviations
beweg-ung, so ist: 

EB2 =i-- ba(dt)2 
EOI ={-br(dt)2 

01 B1 = -tbr(dtj2 
BI B2 =-}bk (dt)2-

bk wird die Coriolis-Beschleunigung genannt_ 
Da die Deviationen den Beschleunig-ungen proportional sind, 

so ist das Viereck E 01 B1 B2 der Deviationen ähnlich einem Vier
eck E' 0/ B/ B/ der Beschleunigungen (Fig_ 186) und man kann 
folgenden Satz aussprechen, wenn man beacht'et, daß den Devia
tionen der durch die Buchstabenfolge bestimmte Richtungssinn zu
kommt: Die absolute Beschleunigung ist die geometrische 
Resultante aus Führungsbeschleunigung, Relativbeschleu
nigung und Coriolisbeschleunigung, vektoriell ge
schrieben: 

lia=lir+lir+lik - _ - - _ - - (143) 

Die Führungsheschleunigung br ihrerseits ist die Resultante 
aus der Zentripetal beschleunigung rrw2 und der Bahn beschleuni
gung dw/dt der Führungsbewegung des Punktes A, wobei w = drp/dt_ 

Für die Coriolisbeschleunigung erhält man 

BI B2 = -1- bk -(dt)2 =vr-dt-sin ß-drp 
= Vr (dt)2 -sin ß -(drp/dt) = vr - (dt)2 -sin ß -w, 

woraus (144) 

worin ß der Winkel zwischen der Relativgeschwindigkeit vr und 
der Drehachse des zur Zeit t mit Winkelgeschwindigkeit w rotieren
den Koordinatensystems ist_ 

Der Richtungssinn der Coriolisbeschleunigung in 
Fig_ 184 ist BI B2 , ist also senkrecht zur Ebene Al J"B2 _ Um eine 
l\Ierkregel zu bilden, nach der man die Richtung bestimmen kann, 
denke man sich die momentane Winkelgeschwindigkeit w nach 
Poinsot (22 und 228) als Strecke senkrecht auf der Drehungs
ebene in Al aufgetragen, also in Richtung der Drehachse z oder 
Al J", ebenso vr von Al aus als Vektor längs Al Cl; dann steht bk 

senkrecht auf der Ebene der Vektoren wund vr ; ein mit den 
Füßen in Al stehender, mit dem Kopf am Pfeil von w befind
licher Beobachter, der nach dem Pfeil von 'Ur hinblickt, hat den 
Pfeil von b,; zur Rechten_ Dies die Merkregel. 
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Liegt die relative Bahn in der zur Drehachse senk
rechten Ebene des sich drehenden Koordinatensystems, 
so ist fJ = 90°, sin fJ = 1 und 

bk =2·vr w. (144a) 

211. Die Beschleunigungskräfte der Relativbewegung bei 
einer Drehung des Koordinatensystemes. Die Ergänzungskräfte 
der Relativbewegung. Durch Multiplikation der absoluten, rela
tiven Führungs- und Coriolisbeschleunigung babrbrbk mit der 
Masse m des bewegten Pnnktes erhält man nach dem dynamischen 
Grundgesetz: 

die absolute Beschleunigungskraft Pa = m· ba 
" relative " Pr = m· br 
" sog. Führungskraft . Pf=m.br 
" " Corioliskraft. Pk=m·bk • 

K2 = - Pk wird auch zusammengesetzte Zentrifugalkraft 
genannt. 

Die Richtung der Corioliskraft ist durch die am Schluß von 
210 angegebene Merkregel bestimmt. Ihre Größe ist 

(145) 

Wegen der Proportionalität zwischen Beschleunigung und Be
schleunigungskraft gilt der Satz in 210 nicht nur von den Be
schleunigungen, sondern auch von den Kräften und lautet: 

(I) Bei einer Dreh ung des Koordin a tensystemes ist die 
absolute Besehleunigungskraft die Resultante aus der rela
tiven Beschleunigungskraft, der Führungskraft und der 
Corioliskraft. 

Oder da die Gegenresultante bekanntlich das Gleichgewicht 
herstellt: 

(II) Bei einer Drehung des Koordinatensystemes ist 
die absolute Beschleunigungskraft mit der entgegen
gesetzten Führungskraft Kl' der entgegengesetzten rela
tiven Beschleunigungskraft und der entgegengesetzten 
Coriol is kraft K 2 (= zusammengesetzte Zentrifugalkraft) im Gleich
gewicht. 

Oder für den Fall, daß man die relative Bewegung allein ver
folgen will: 

(III) Bei einer Drep.ung des Koordinatensystemes ist 
die relative Beschleunigungskraft die Resultante, aus der 
absoluten Beschleunigungskraft, der entgegengesetzten 
Führungskraft KI und der entgegengesetzten Coriolis
kraft Kz • 
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Bei der Untersuchung einer Helativbewegung eines materiellen 
Punktes empfiehlt es sich häufig, von der Bewegung des Koordi
natensystemes, also hier von dessen Drehung, abzusehen und die 
relative Bewegung eines materiellen Punktes wie eine absolute zu 
behandeln. Es wäre aber selbstverständlich falsch, wenn man die 
Bewegung des Koordinatensystemes einfach ignorieren und nur auf 
die Kräfte achten würde, die an dem materiellen Punkt tatsächlich 
angreifen und dessen a bsol u te Bewegung bedingen. Will man, 
ohne einen Fehler zu machen, von der Führungsbewegung absehen, 
so muß man zu den tatsächlichen Kräften zwei Ergänzungs
oder Zusatzkräfte l ) hinzufügen, die entgegengesetzte Führungs
kraft KI = -- Pt und die entgegengesetzte Corioliskraft, m. a. VV. die 
zusammengesetzte Zentrifugalkraft K2 = ~ Pk = -- 2· m· vr · OJ Sill ß. 
Ihre Hesultante ist nach dem obenstehenden Satz die relative Be
schleunigungskraft, und wenn man diese jederzeit kennt und über
dies für einen bestimmten Zeitpunkt die relative Lage und Ge
schwindigkeit des materiellen Punktes, so hat man alles, was man 
zur Ermittlung der relativen Bewegung braucht, d. h. wenn man 
die relative Bewegung wie eine absolute behandeln will. 

Die Führungskraft bestimmt man in der Weise, daß man den 
materiellen Punkt an das bewegte Koordinatensystem befestigt 
denkt, die Beschleunigung des so befestigten Punktes bestimmt 
und mit der ~Iasse multipliziert. 

§ 45. Zwangläufige Bewegung und Gleichgewicht eines 
schweren materiellen Punktes auf einer starren Bahnlinie, 

die um eine gegebene Achse gedreht wird. 

212. Allgemeine Voraussetzung. 1m nachstehenden handle es 
sich um die Bewegung, bzw. das Gleichgewicht einer kleinen 
schweren, als materieller Punkt anzusehenden Kugel in einer 
engen, absolut glatten Röhre, welch letztere entweder um eine 
vertikale oder um eine horizontale Achse mit konstanter \Vinkel
geschwindigkeit 0) sich dreht. 

213. Röhre horizontal gelegen, Drehachse vertikal. In Fig. 187 
bedeute: Al A'J die Achse der Röhre, in der sieh die Kugel von der 
Masse m bewegt, also die relative Bahnlinie, auf welcher der 
materielle Punkt m seine relati ve Bewegung ausführt, 0 den 
Durchschnittspunkt der vertikaleIl Drehachse mit der Horizontal
ebene, in der sich die Röhrenachse befindet; vr1 die relative An
fangsgeschwindigkeit der Kugel in Al. Ferner sei A die Lage der 

') Übel' die Natur dieser KrMte ,. Fußnote zu 220. 
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Kugel in der Röhre zur Zeit t und vr ihre Geschwindigkeit zur 
sei ben Zeit. 

Soll man nun die Bewegung der Kugel in der Röhre, oder 
sagen wir, die relative Bewegung des materiellen Punktes tn in 
der Bahnlinie A l A2 wie eine absolute behandeln dürfen, so hat 
man zu den tatsächlich am materiellen Punkte wirkenden Kräften, 
Eigengewicht mg und Bahnwiderstand N, noch die beiden Er
gänzungskräfte K l und K 2 hinzuzufügen. 

Die erste Ergänzungskraft KI , die entgegengesetzte Führungs
kraft, stimmt im vorliegenden Fall, da wegen der konstanten 
Winkelgeschwindigkeit w die 
'l'angentialkomponente m · r 
((lw/dt) der Führungskraft = 0 
ist, mit der Zentrifugalkraft 
mrw2 des in A an die Röhre 
befestigt gedachten materiellen .l(,. m r",' 

Punktes überein. Man hat also 
am materiellen Punkt in A in 
der Richtung OA wirkend an
zubringen die erste Ergänzungs
kraft K l = mrw2• 

Die zweite Ergänzungs
kraft K 2 , die zusammengesetzte 
Zentrifugalkraft, wird gemäß 
der Schlußbemerkung von 210: 

K2 =2·m·vr ·w. 
Fig. 1 7. 

Die zusammengesetzte Zentrifugalkraft hat die gleiche Stellung 
im Haume wie die Coriolisbeschleunigung, aber den entgegen
gesetzten Hichtungssinn. Nach der Merkregel auf S. 358 denke man 
sich die Winkelgeschwindigkeit w des bewegten Koordinaten
systemes als Poinsotschen Vektor im bewegten Punkt bei A senk
recht auf der Drehungsebenc aufgetragen, ebenso vr von A aus als 
Vektor, in R.ichtung von vI"; dann steht die Coriolisbesch leunigung 
senkrecht auf der I~bene der Vektoren ()) und v,., d . h. sie liegt in der 
Zeichnungsebene der Fig. 187; ein mit den Füßen in A stehender, mit 
dem Kopf am Pfeil von ()) befindlicher Beobachter, der nach dem 
Pfeil von v,. blickt, hat den Pfeil der Coriolisbeschleunigung uk zur 
Hechten, den der zusammengesetzten Zentrifugalkraft K 2 also zur 
Linken. Demgemäß ist K 2 in Fig. 187 eingetragen. 

Soll jetzt die relative Beschleunigungskraft R' des materiellen 
Punktes in A bestimmt werden, so hat man die Kräfte mg, Xl 
und K2 mit dem Bahnwiderstand N zu einer l{csnltanten zusammen-
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zusetzen. Da aber eine Tangentialkomponente des Bahnwider· 
standes N nicht vorhanden sein soll und die Komponenten sämt
licher Kräfte normal zur Bahnlinie im Gleichgewicht sind und sich 
aufheben, so ergibt sich vorliegendenfalls als Resultante sämtlicher 
Kräfte und damit als relative Beschleunigungskraft 

R' = Kl sin q; = mrw~' sin q;. 

Kann auf der Bahnlinie ein Punkt Ao angegeben werden, 
dessen Verbindungslinie mit 0 normal auf der Bahnlinie steht, so 
ist für diesen Punkt cp = 0 und B' = O. Bringt man nun an die 
Stelle Ao einen materiellen Punkt, ohne demselben eine relative 
Geschwindigkeit zu erteilen, so wird dieser materielle Punkt aus 
Ao sich nicht entfernen. Dagegen würde der materielle Punkt, in 
die unmittelbare Nachbarlage Ao' versetzt, unter dem Einfluß der 
im Sinn AoA~ wirkenden Tangentialkomponente von ](1 sich gegen 
A~ hin zu bewegen anfangen, während der materielle Punkt von 
der Lage Ao" aus, weil hier die Tangentialkomponente von ](1 im 
Sinn Ao Al wirkte, sich gegen Al hin in Bewegung setzte. Ao be
zeichnet also eine Gleichgewichtslage des materiellen Punktes, 
und zwar eine labile. 

Angenommen, es besitze der materielle Punkt in Al gegen 
Ao hin die relative Geschwindigkeit vrl und in A die relative Ge
schwindigkeit vr ' so liefert der Satz von der Arbeit, wenn von Al 
aus die Abstände s in der Bahn gemessen werden, 

s 
-~ ·mvr·~ - 1· m vr~l = ~mrw~ sin q;·ds 

o 
oder da ds·sinq;=dr 

r 
1. In V ~ - 1. 111 v'~ = ~ In r w 2 d r = 1 In W ~ ( •• ~ - r 2) 
2 r ~ rl ~ 2' l' 

", 
woraus o 0 + 0 ( 0 ") v - = v - W- 1'- - l' -r r 1 1· (a) 

Damit ergibt sich für die relative Geschwindigkeit 'l.'rO des 
materiellen Punktes in Ao: 

v·~ = v ~ -t- w~ (1' .~ - r ~). = v ~ - w~ (,' ~ - l' 2) 
rO rl 0 I r1 1 o· 

Soll also der Bahnpunkt Ao vom materiellen Punkt überhaupt 
erreicht werden, so muß die Anfangsgeschwindigkeit vr1 bei Al 

v > w)/r 2 - r 2 
rl = 1 0 (b) 

sein. 

Ist V"l> W )/1'1 2 -~-;:;'!:, dann kommt der materielle Punkt über 
Ao hinaus, erreicht also den Punkt A'o, und bewegt sich dann mit 
zunehmender Geschwindigkeit bis zum Ende A~ der Röhre, woselbst 
die erlangte re I a t i ve Geschwindigkeit v,.'.! des materiellen Punktes 

vr2 = VVr 21 + W 2 (1'2 2 - 1'1 2). 
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Der materielle Punkt durchläuft also die ganze Bahnlinie AI A2 • 

Wäre vrl = Q) Vr1 2 - ro 2, so würde der materielle Punkt nur bis 
zum Punkt Ao gelangen und daselbst liegen bleiben. 

Wenn aber vrl < Q) Vr1 2 - ro 2, so dringt der materielle Punkt 
nicht bis zur Gleichgewichtslage Ao vor, er kommt vielmehr nur 
bis zu einem gewissen Punkte Bo auf der relat.iven Bahnlinie, der 
näher bei Al gelegen ist, als der Punkt Ao ' Die relative Ge
schwindigkeit vr des materiellen Punktes nimmt vOn Al gegen Bo 
immer mehr ab und wird in Bo = 0, hierauf erfolgt eine beschleu
nigte rückläufige Bewegung im Sinn von Bo gegen Al' In Al an
gekommen, hat, wie aus GI. (a) hervorgeht, der materielle Punkt 
wieder die Geschwindigkeit vrl erlangt, nur ist vrl jetzt entgegen
gesetzt gerichtet. 

Zur Bestimmung der Lage des Punktes Bo' dessen Abstand 
von 0 = b sei, setzen wir in GI. (a) vr = ° und ~. = b und erhalten 

Um den Bahnwiderstand N anzugeben, den die Röhre auf den 
materiellen Punkt ausübt, benützen wir den Satz (II) im Absehn. 211. 
Senkrecht zur Bewegungsebene wirkt das Eigengewicht, das durch 
eine gleich große Reaktion aufgehoben wird und jetzt aus der Be
trachtung ausscheidet, die sich lediglich auf die Bewegung in der 
Ebene der relativen Bahn beschränkt. Die absolute Beschleuni
gungskraft besteht dann noch cinzig im Normalwiderstand N der 
Bahn, der zentripetal gerichtet ist; zur Herstellung des Gleich
gewichtes sind die bereits beschriebenen Zusatzkräfte K l und K~ 
am materiellen Punkt hinzuzudenken und die entgegengesetzte rela
tive Beschleunigungskraft bzw. ihre Tangential- und Normalkompo
nente, die entgegengesetzte Tangentialkraft m·(dvr/dt) und die 
Zentrifugalkraft 1nV r 2/e der relativen Bewegung. Aus der Gleich
gewichtsbedingung in Richtung von N folgt (vgl. Fig. 187): 

Beispiel 1: Fig. 188 zeigt die Schaufel einer innere'n 
Rad i alt u I' bin e, an deren konkaver Seite sich ein Wasserteilchen 
myon innen nach außen bewege. Für dieses Wasserteilehen sind 
in Fig. 188 die Ergänzungskräfte K l und K 2 in den Bahnpunkten 
Al und A2 angedeutet, welche Punkte sich in den Entfernungen 1'1 

und r2 von der vertikalen Turbinenachse befinden. Zur Bestim
mung des Druckes N der Schaufel auf m hat man dann in Al: 
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+ + 1nVrl2 
N K 2 K I COSf{J1 =---, 

Ih 
mvr1 2 2 N=----2mv w-mr w COSf{J 

~\ rl 1 1 • 
woraus 

Ebenso ergibt sich für das Wasserteilchen in A2 

woraus 

N + K2 = m~~~ + K l COS f{J2' 

N - mVr22 + 2 , 
- --0- - 2mvro w mrow cos q,,,. 

g" " " " 

~o 
: , 
~ 

I 

Fig . 1 . 

Der Normaldruck, den das be
wegte Wasserteilchen auf die Schaufel 
ausübt, ist dann gleich und direkt 
entgegengesetzt dem Bahnwider-
stand N. 

Soll nun das an der konkaven 
Seite der Schaufel sich bewegende 
'\Vasserteilchen sich nicht von der 
Schaufel entfernen, so muß N stets 
> 0 sein. 

Beispiel 2: Ist die Röhre, in 
der sich die Kugel bewegt, ger a d -
linig, so erhält man die Gleich
gewichtslage Ao der Kugel in der 
Röhre, wenn man von 0 das Lot 
OAo auf die Röhrenachse Al A2 fällt. 
Schneidet aber die Röhrenachse die 
Drehachse, so kommt Ao nach 0 zu 
liegen. Diesen letzteren Spezialfall 

wollen wir zum Schluß noch in Betracht ziehen. 

an, 
Wir wählen den Punkt 0 zum Abszissenursprung und nehmen 
daß der materielle Punkt m zur Zeit 0 sich in 0 befinde und 

daselbst die Geschwindigkeit vrO 

in der mchtung OA2 (Fig. 189) 
besitze. Nach t sek sei der ma

F=.:r===='":'~==.===~--;· .... x terielle Punkt in A und habe da-, 

Fig. 1 9. 

selbst die Geschwindigkeit vr ' Da 
nun vorliegendenfalles die zu
sammengesetzte Zentrifugalkraft 
K 2 senkrecht auf OA2 steht, mithin, 

wie auch das Eigengewicht my des materiellen Punktes, vom Bahn
widerstand W aufgehoben wird und daher die relative Beschleu-
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nigungskraft R' lllit der Ergänzungskraft K I zusammenfällt, so 
ergibt sich 

oder 

Aus dieser Diffentialgleichung erhält man bekanntlich 

x= Aewt +B'e- wt, 
worin A und B die Integrationskonstanten und e die Grundzahl 
des natürlichen Logarithmensystems bedeuten. Leitet man x nach 
t ab, so wird 

dx 
---=V =w(Aewt-Be- wt ). 
dt r 

z,ur Bestimmung der Integrationskonstanten A und B berück
sichtigt man, daß für t = 0 v,. = vrO und x = 0 ist. 

Dies gibt 
V rO = w (A - B) und 0 = A + B, 

woraus A=V~O : 
2w' 

B=- vrO 

2w 

und x = vr~ (eW t ___ e- OJ t) = v"lL ®in w t. 
20> w 

Der absolute Weg ist eine spiralförmige Kurve, die mit Hilfe 
einer Tafel der Hyperbelfunktionen aufgezeichnet werden kann. 

Soll die Geschwindigkeit vr im Bahnpunkt A angegeben werden, 
so wendet man den Satz von der Arbeit an. Derselbe liefert: 

oder 

1 ') 1 .) ;,..., ., x:! 
-mv ----mv -=""mxar·dx=mw"·-2 ,. ::l rO t 2 

Die relative Geschwindigkeit des materiellen Punktes am Ende 
A2 der Röhre ist dann 

v "= v· "0)" ., "+l"" 
)'2 ,"0 

und die absolute Geschwindigkeit va2 gleich der Resultierenden aus 
1"'2 und der Führungsgeschwindigkeit lw. 

Nehmen wir nunmehr an, daß der materielle Punkt bei A2 in 
die um 0 sich mit der Winkelgeschwindigkeit co drehende Röhre 
gebracht und ihm in ~ eine relative Anfangsgeschwindigkeit 1',.2 

gegen den Ursprung 0 hin erteilt werde. Da fragt es sich denn 
insbesondere: bis zu welchem Punkt Bo der relativen Bahnlinie 
dringt der materielle Punkt !lin? 

Man hat hier wieder: 
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woraus durch Integration dieselben Gleichungen wie oben, nämlich 
x=A·ewt+B·e- wt und vr=w(Aewt-B·e-wt) 

sich ergeben. Dagegen erhalten die Integrationskonstanten A und 
B andere Werte, insofern vorliegendenfalles für t = 0, x = 1 und 
vr = - vr2 wird. Daraus folgt dann: 

1 = A + Bund -vr2 = w(A- B) 

A = ~ (I - V r2_) • B =~ (l + vr2 ) • 
2 w' 2 w 

Werden diese Werte von A und B in die Gleichungen für x 
und ~'r eingesetzt, so zeigen sich x und vr in Funktion der Zeit i 
ausgedrückt. Um aber die Geschwindigkeit vr in einern beliebigen 
Bahnpunkt A zu erhalten, wird man am einfachsten wieder den 
Satz von der Arbeit in Anwendung bringen. Derselbe liefert: 

1 " 1 2 ; 2 1) m w2 
Q 2 - mv"---mv ="i),(mxw·dx)=---(I"-x) 2 r 2 r2 t 2' 

woraus v 2 = V 2 _ w2 (1 2 - X 2). 
r r2 

Bezeichnet man die Abszisse des Punktes Bo' in dem die Ge
schwindigkeit v r = 0 geworden, mit xo' so hat man 

2 

o = V 2 _ w2 (1 2 _ X 2) und x 2 = 12 _11r. 2 
,.2 0 0 W2 • 

Sollte der materielle Punkt gerade noch den Ursprung 0 er
reichen, hätte man Xo = 0 zu setzen, womit man erhielte 

vr2 =-lw. 
214. Die Röhrenachse ist in einer durch die vertikale Dreh

achse gehenden Ebene gelegen. Zur Zeit t sei A (Fig. 190) die 
Lage und vr die Geschwindigkeit 
der Kugel in der Röhre. Von 

-4.-___ .Yz;- - - ---

Fig. 190. 

den beiden Ergänzungskräften K J 

und K 2 hat nur die erstere einen 
Einfluß auf die Bewegung der 
Kugel in der Röhre, da die Kraft 
K 2 senkrecht auf der Vertikal
ebene durch die Richtungslinie von 
vr , also normal auf der relativen 
Bahnlinie steht und daher vorn 
Bahn widerstand aufgehoben wird. 
Somit kommen an der Kugel jetzt 
nur noch drei Kräfte in Betracht, 
nämlich die Ergänzungskraft K 1 

= der Zentrifugalkraft myw'~, das 

1) Hicrbei ist bezüglich des Vorzeichens von dx dic betreffende Bemer
kung von 149, r zu berücksichtigen. 
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Eigengewicht mg der Kugel und der von K I und mg hervorgerufene 
Bahnwiderstand W in der ~eichnungsebene der Fig. 190, welche 
Kräfte sämtlich in der Vertikalebene durch die Röhrenachse wirken. 
Demgemäß ergibt sich für die Beschleunigungskraft B' 

B' = myw2 sin rp - mg cos rp = mw2 cos rp (y tg rp -~). 
dy 

ytgrp=y·dz 

ist aber, wenn wir die mit der Drehachse zusammenfallend ange
nommene z-Achse als Abszissenachse ansehen, die Subnormale der 
Röhrenachse im Punkte A. Bezeichnet man diese Subnormale mit 
n, so wird 

B' = m w 2 cos Cf! ( n - t2) . 
In der GIeichgewichtslage Ao der Kugel ist R' = ° und dem-

zufolge 

Will man daher die GIeichgewichtslage Ao der Kugel haben, 
so wird man die Subnormale n der Bahnlinie mit Hilfe der Gleichung 
der letzteren in Funktion von z ausdrücken, den gefundenen Aus-

druck für n gleich gz setzen und aus der Gleichung das z be-
w 

stimmen. Dieses z gibt dann die Abszisse des gesuchten Punktes 
Ao an. Nehmen wir jetzt an, daß man die Kugel, ohne ihr eine 
relative Geschwindigkeit zu erteilen, in die GIeichgewichtslage Ao 
bringe nnd dort sich selbst überlasse, so wird die Kugel in der 
Lage Ao in relativer Ruhe verharren. Versetzt man aber die Kugel 
in den höher gelegenen Punkt Ao' der Röhre, so ist, wenn die 
Subnormale der Bahnlinie nach oben zunimmt, das n für den Punkt 

Ao' größer, als das n für den Punkt Ao' d. h. es ist n > ~ und 
w 

damit R' positiv, nach oben gerichtet; die Kugel bewegt sich also in 
der Röhre beschleunigt aufwärts. Würde man dagegen die Kugel 
in einen unterhalb Ao gelegenen Punkt AO" bringen, bewegte sich die 
Kugel beschleunigt a bw ärts, weil jetzt für Ao" die Subnormale 

n< Jli und damit R' negativ, nach unten gerichtet wäre. Man 
w 

kann also sagen: Ist die Bahnlinie der Kugel so geformt, daß ihre 
auf der Drehachse abzumessende Subnormale nach oben zu II i m III t, 
so entfernt sich die Kugel, aus ihrer Gleichgewichtslage Ao ge
rückt und sich selbst überlassen, in der Röhre mehr und mehr von 
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Ao' das Gleichgewicht der Kugel in Ao ist daher ein labiles. 
Wäre dagegen die Röhrenachse von einer Form, bei der die Sub
normale nach oben ab n i m m t, so würde die Beschleunigungskraft 
R' der Kugel in Ao' nach unten und in Ao" nach oben gerichtet 
und das Gleichgewicht der Kugel in Ao ein stabiles sein. Es 
kann aber auch der Fall indifferenten Gleichgewichtes der Kugel 
in der Röhre eintreten. Ist nämlich die Röhre so geformt, daß in 
allen Punkten der Bahnlinie n = gjw2 , so wird überall R' = 0 und 
es bleibt die Kugel in jeder Lage im Gleichgewicht. Suchen wir 
nun die betreffende Form für dic Röhrenachse auf. Man hat: 

n = L oder y. ddYt = -;~;;; yd1j = ß~ d Z w 2 VJ-' w~ 

y~ g 
-2--=-;;·z+C. 

0)" 

Dies die Gleichung einer Para bel, deren Achse mit der Drehachse 
zusammenfällt. Zu jedem Wert von 0) gehört eine bestimmte Parabel. 

Angenommen, die Röhrenachse habe die für die gegebene 
Winkelgeschwindigkeit 0)1 festgesetzte parabolische Form, so ist 

für alle Punkte derselben die Subnormale n = __ H~; und die Be-
0)1 " 

schleunigungskraft R' = O. Nimmt jetzt die Winkelgeschwindig
keit 0)1 zu bis zum Wert 0)2' so wird 

.!L<.!L und damit R'=mw.,2cosrp(~---_1._) 
0)2 2 0)1 2 "W1 2 0)2 2 

positiv, nach 0 b en gerichtet. Wäre dagegen 0)2< 0)1' erhielte man 
R' negativ, nach unten gerichtet. Ersterenfalls würde die Kugel 
in der Röhre fortwährend steigen, letzterenfalls sinken. 

Im tiefsten Punkte der Röhre, d. h. im Scheitel der Parabel, 
ist rp = 90 0 ; cos rp = 0; R' = O. Es bezeichnet daher dieser tiefste 
Punkt die Gleichgewichtslage der Kugel in der Röhre sowohl für 
W > 0)1' als auch für 0) < 0)1' Ersterenfalls handelt es sich um 
la b il es, letzterenfalls um s ta bil es Gleichgewicht. 

Will man die Geschwindigkeit v der Kugel an der beliebigen 
Stelle A (Fig. 190) erfahren, wenn die Kugel bei A2 die Geschwin
digkeit v2 abwärts erhalten hat, so wendet man den Satz von der 
Arbeit an. Derselbe ergibt: 

1 Q 1 " ( ) +~ 2d 2" mVr"-2-mVr2"=mg Z2- Z .,.;;.myO) y 
Y2 ., ( ) + m 0)" . ., ") 

= mg Z2 -z -2-- (Y" -Y2" 

oder v 2 = V 2 + 2 q (z ___ z) _ 0)2 (y 2 __ y2) 
r r2 ~ 2 2' 

womit die Geschwindigkeit v r bestimmt ist. 
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215. Spezielle Fälle. Die Röhrenachse sei gerad e und schneide 
die Drehachse unter dem Winkel a (Fig. 191). 

Hier sehen wir unmittelbar, daß die Subnormale für den Punkt 
A, wenn man mit letzterem auf der Röhrenachse in die Höhe geht, 
zunimmt. Demgemäß ist auch die Gleichgewichtslage Ao der Kugel 
in der Röhre, die man aus 

oder 

erbält, eine labile. 

Von einem unterhalb Ao gelegenen Punkte der Röhre aus 
würde die Kugel sich in der Röhre abwärts, gegen die Drehachse 
hin bewegen, von einem höher als Ao gelegenen Punkte aus nach 
oben, gegen das Röhrenende Ao hin. 

+z 

+ / 

Fig. 191. 

W oUte man haben, daß der höher als Ao gelegene Punkte A 
(Fig. 191) die Gleichgewichtslage bezeichnete, müßte 

also " g W"=----
Z· tg2 a 

sein, womit sich, da z> zo' eine kleinere Winkelgeschwindigkeit w 
als zu vor herausstellte. 

Ganz ähnlich verhielte sich die Sache bei einer nach einer 
Hyperbel geformten Röhre. Hier nimmt mit z die Subnormale 

. dy g 
ebenfalls zu. Die aus der GleIchung y. --- = ---;-- festzusetzende 

dz w 2 

G leichgewiehtslage Ao der Kugel wäre wieder eine lab il e. 
Nehmen wir jetzt an, es werde eine kreisförmig gebogene 

Röhre um den vertikalen Durchmesser gedreht (Fig. 192). 
Wir wählen den tiefsten Punkt Al des Kreises zum Koordi

natenursprung. Aus Fig. 192 ergibt sich unmittelbar, daß die 
Subnormale Be = n = r - z 

Autenl'ieth-Ensslin, Technische 1I-Iechanik. 2. Aufl. 
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mit zunehmendem z kleiner wird. Will man nun die Gleieh
gewichtslage Ao der Kugel in der Röhre bestimmen, so setzt man 

n=r-zo =g!w2 , 

woraus für die Abszisse Zo des Punktes Ao erhalten wird: 

Zo = r -- (g/w2). 

Je größer w, um so größer wird zo; für w = 00 wird Zo = r . 
Bei zunehmender Winkelgeschwindigkeit steigt die Kugel in der 
Röhre, sie kann aber nie über den Punkt A 2 hinaufkommen. 

Wegen der nach oben abnehmenden Subnormale ist die Gleich
gewichtslage Ao der Kug'el eine stabile. 

Bei der elliptisch gebogenen Röhre ist es ähnlich. 
Im Anschluß hieran betrachten wir noch einmal eine para

bolisch gebogene, sich um die vertikal gestellte Parabelachse 
drehende Röhre. Bei der Para bel ist die Subnormale n konsta n t, 
und zwar hat man, wenn y2 = 2pz dte Parabelgleichung, 

(ly 
n=y·7i;=P. 

Setzt man daher zur Bestimmung der Gleichgewichtslage Ao 
der Kugel in der Röhre 

11 = g!w2 , 

so folgt hieraus: p = gjw2 . 

Es ergibt sich also bei einer gegebenen parabolischen Röhre 
nur für die bestimmte Winkelgeschwindigkeit 

w=Vgfp 
das Gleichgewicht der Kugel in der Röhre. Da aber bei dieser 
bestimmten Winkelgeschwindigkeit an je d er Stelle der Röhre 
n=g!w2 , so bezeichnet auch jede Stelle der Röhre eine Gleich
gewichtslage, d. h. das Gleichgewicht der Kugel in der Röhre ist 
ein indifferentes. 

Dies alles steht in Übereinstimmung mit dem, was wir schon 
in 214 bezüglich der parabolischen Röhre gefunden haben. 

216. Gnomemotor (Rotationsmotor). Der Gnomemotor hat 
eine feststehende Kurbelachse, um die die sternförmig angeordneten 
Zylinder und das Kurbelgehäuse rotieren. Mit dem rotierenden 
Gehäuse ist eine Hohlwelle verbunden, die die feststehende Kurbel
achse umgibt und an einem Flugzeug den Propeller trägt. Der 
Kolben bewegt sieh längs der Zylinderachse mit der gleichen Ge
schwindigkeit und Beschleunigung wie bei einem Kurbelgetriebe 
mit feststehendem Zylinder und umlaufender Kurbel. Es sind die 
bei Leerlauf am Kolben des Gnomemotors tätigen Kräfte anzu-
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geben, unter der Voraussetzung, daß die Umlaufbewegung gleich
förmig ist. 

Man hat die Sachlage des Abschn. 210 vor sich, die Dreh
bewegung des umlaufenden Zylinders ist die Führungsbewegung 
und die Kurbelachse die z-Achse der Fig. 193. Im Abstand r = 1 
von der Kurbelachse ist die Führungsgeschwindigkeit w = ]ln/30 
und die I<'ührungsbeschleunigung w 2 , letztere zentripetal gerichtet. 
Der Kolben macht im Zylinder die Relativbewegung. Die Kolben
geschwindigkeit und -beschleunigung sind die Relativgeschwindig
keit und -beschleunigung; sie werden nach 160 oder 333 bestimmt. 
Um die Hauptregel des Abschnittes 210 anwenden zu können, ist 
noch die Coriolisbeschleunigung bk = 2vr w sin ß anzugeben. Da 
die Relativbewegung in der Ebene des sich drehenden Koordinaten
systems erfolgt, ist nach der Schluß
bemerkung in 210 sin ß = 1, also 
b = 2vr w. Den Richtungssinn der 
Coriolisbeschleunigung findet man nach 
der Merkregel S. 358. Solange der 
Kolben sich nach auswärts bewegt, 
wirkt bJ, senkrecht zur Schubrichtung 
des Kolbens und im Sinne der Um
laufbewegung des Zylinders, bei Ein
wärtsbewegung ist der Sinn von bk 

umgekehrt. Die Kolbenbeschleunigung 
wirkt im äußeren Totpunkt zentripetal 
und im inneren zentrifugal; sie ist 

Fig. 193. 

in jeder KolbensteIlung gegen den .Punkt der Kolbenbahn ge
richtet, in dem die Kolbenbeschleunigung Null, m. a. W. die 
Kolbengeschwindigkeit am größten ist. Die Führungsbeschleu
nigung des Kolbenschwerpunktes , der in die Kolbenzapfenmitte 
hineinfallen möge, ist nach der Bemerkung auf S. 360, wenn der 
Kolbenzapfen im Abstand 12 von der Kolbenachse steht, I2w2 und 
ist zentripetal gerichtet. Mit Hilfe dieser Angaben kann das Dia
gramm der Beschleunigungen für die Kolbenzapfenmitte gezeichnet 
werden: die absolute Beschleunigullg ergibt sich als Resultierende 
aus relativer Führungs- und Coriolisbeschleunigung. Dem Studie
renden wird empfohlen, das Beschleunigungspolygon für mehrere 
KolbensteIlungen zu zeichnen; er wird finden, daß die absolute 
Beschleunigung in der äußeren gestreckten rrotlage am größten ist 
und daß die auf der Kolbenbahn senkrechte Coriolisbeschleunigung' 
in der Nähe der Hubmitte ihren Größtwert erlangt, wo die größte 
Kolbengesehwindigkeit auftritt. Der Größtwert der Coriolisbeschleu
nigung ist, da die größte Kolhengeschwindigkeit mit der Umfangs-

24* 
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geschwindigkeit rw im Kurbelkreis fast genau übereinstimmt, 
rnuxu k = 2 rw2 , übertrifft also die größte Kolbenbeschleunigung 
rOJ'! (1 + 1) . 

Infolge der hohen Coriolisbeschleunigung tritt ein starker Druck 
zwischen Kolben und Zylinderwand auf. 

Was die am Kolben angreifenden Kräfte betrifft, so soll von 
Gewicht und Reibung abgesehen werden. Als tatsächliche Kräfte 
(Effektiv kräfte) hat man dann den Normalwiderstand der Zylinder
wand gegen den Kolben und den Stangendruck bzw. Zug am 
Kolben. Beide ergeben zusammengesetzt die absolute Beschleuni
gungskraft, die nach D' Al em b ert mit dem Trägheitswiderstand 
der Absolutbewegung - rn· ba im Gleichgewicht ist; hierbei ist rn 
die Masse des Kolbens und eines Bruchteiles der Stange (307) 
und ba die nachdem vorangehenden bestimmbare absolute Be
schleunigung. Da der Trägheitswiderstand demzufolge nach Größe 
und mchtung bekannt und die Richtung des Bahnwiderstandes und 
der Stangenkraft gegeben ist, so kann man die beiden letzten 
Kräfte mittels des Kräftedreieckes zeichnen. 

§ 46. Einfluß der Erdrotation auf das Verhalten 
schwerer Körper. 

217. Vorbemerkung. Ein auf der Erde ruhender Körper, z. B. 
ein Senkel, oder ein gegenüber der Erde sich bewegender Körper, 
z. B. ein fallender Stein, ein im Flug begriffenes Geschoß, ein fah
render Eisenbahnzug befinden sich in relativer Ruhe oder in 
rel a ti ver Bewegung, denn die Erde dreht sich um ihre Achse und 
schreitet in ihrer Bahn um die Sonne fort. 

Was macht es aus, wenn man, wie fast immer, die I<::rde als 
völlig ruhend ansieht? 

Wir berücksichtigen vorerst nur die Erdrotation. Um von ihr 
ohne Fehler absehen und dcn Ruhe- und Bewegungszustand als 
einen absoluten behandeln zu dürfen, hat man zu den tatsächlichen 
an einem ruhenden oder bewegten !lfassenpunkt angreifenden KräftCIl 
die J<;rgämmngskräfte K l und X~ der relativen Bewegung hinzu
zufügen (vgI. 211). 

218. Beeinflussung des Senkels. Wir betrachten zuerst einen 
gegenüber der Erde ruhenden Körper, z. B. einen an einem Faden 
aufgehängten Senkel von der Masse rn. Nach dem Satz (IH) in 
211 halten sich an ihm das Gleichgewicht: die Fadenspannung S 
und die Erdam:iehung K (d. s. die tatsächlichen Kräfte), und die 
Zentrifugalkraft Xl (d. i. die entgegengesetzte J<'ührungskraft des 
gleichförmig im Ab:;tand y von der Erdachse kreisenden Körpers). 
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Die zusammengesetzte Zentrifugalkraft K2 = 2mvr w sin ß ist Null, 
weil die relative Geschwindigkeit von m gleich Null ist. Von den 
drei Kräften S, K, Kl kennt man die Größe und Richtung der 
Fadenspannung, die nichts anderes ist, als das mit einer Feder
wage meßbare Gewicht des Senkels, ferner die Größe und Richtung 
der Zentrifugalkraft K I =myw2=m·r·eosf{Jw~. Hierbei ist y der 
Halbmesser des dureh den betreffenden Erdort A (Fig. 194) gehen
den Parallelkreises, cp die geographische Breite des Erdortes, 
W.= 2n!86164 ~~ 0,0000729 die Winkelgesehwindigkeit der Erde 
(S. 231) und r der Halbmesser der kugelförmig angenommenen Erde. 
Die hierdurch bestimmte HesuItante aus Sund K I ist die Erd
anziehung K; die Richtung des Senkels, 
d. h. die Lotlinie oder Vertikale in A, Nord Pol 

weicht also um einen gewissen Winkel 
von der Verbindungslinie der .Mittelpunkte 
von Senkel und Erde ab. Die Abweichung 
der Vertikalen erfolgt auf der nördlichen 
Halbkugel nach Süden. Sie ist in Wirk
lichkeit eine sehr geringe; am Pol und 
Äquator ist sie Null, und hat ihr Maxi-
mum unter 45 0 geographischer Breite l<lg. 194. 
im Betrag von 0° 11' 30". 

219. Einfluß der Erdrotation auf das Gewicht eines Kör!)el's. 
Da das Gewicht Q = mg eines Körpers anzusehen ist als die Re
sultante aus der Anziehungskraft K der Erde und der 

Zen trifugalkraft K l = m y w~ = m r . cos cp . w ~ , 

so ist das Gewicht eines Körpers, streng genommen, nicht konstant, 
sondern veränderlich mit der geographischen Breite cp des Erd
ortes. Indessen ist, wie nachstehend gezeigt wird, diese Änderung 
sehr unbedeutend. 

Am Pol ist die Zentrifugalkraft = 0 und daher 

Q=K oder mgl =J{. 

Am Äquator dagegen. woselbst der Einfluß der Erdrotation 
auf das Gewicht eines Körpers am größten, hat man 

Q = mfJo = 1( - rnrw'J. 

Damit erhält man bei Annahme kugelförmiger Gestalt der Erde: 

mfJo = mg1 - rnr'w2 oder gl = go + rw 2 . 

Aus Pendelversuchen hat sich als Fallbeschleunigung am 
Aquator ergeben 
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Mit diesem Wert und dem Wert 

o 40000000 ( 2n )~ 0 

l'W-=--~- 86164 =0,0339 [mjsek-] 

würde sich ergeben 
gl = 9,8146 [m/sek~]. 

In Wirklichkeit ist aber die Erde nicht kugelförmig, sondem 
an den Polen abgeplattet und die Fallbeschleunigung am Pol 

gl = 9,8315 [m/sek~]. 

Das Gewicht eines Körpers am Pol verhält sich daher zum 
Gewicht desselben Körpers am Äquator wie 

gl : go = 9,8319: 9,7807 = 1,005: 1 , 

d. h. ein Körper, der am Äquator an einer Federwaage ein Gewicht 
von 1 kg zeigt, würde am Pol auf der Federwaage 5 g mehr wiegen. 

Weiter erkennen wir, daß am Äquator das Verhältnis der 
Zentrifugalkraft zum Gewicht eines Körpers ausgedrückt ist durch: 

rw2 0,0339 
oder rund 

1 1 
= 289 =17 2 ' 

Würde nun die Erde sich 17 mal schneller um ihre Achse 
drehen, als es tatsächlich der Fall ist, so würde am Äquator ein 
Körper gar kein Gewicht mehr zeigen und, auf eine horizontale 
Unterlage gebracht, auf diese auch keinen Druck ausüben. 

Das Bisherige läßt sich dahin zusammenfassen: 
Das Gewicht eines Körpers ist nicht genau gleich der Erd-' 

anziehung, aber mit großer Annäherung. Es ist vielmehr die Re
sultante aus der Erdanziehung und der von der Erdrotation her
rührenden Zentrifugalkraft. Die Erdrotation verursacht auch eine 
kleine Abweichung der Vertikalen von der Richtung des Erdhalb
messers eincs Erdortes. 

220. Der fl'eie Fall und die 'Yurfbewegung. Wir betrachten 
jetzt die relative Bewegung eines Körpers gegenüber der Erde, 
Bis jetzt haben wiI' immer' angenommen, daß der durch das Eigen
gewicht hervorgerufene freie Fall der Körper in einer Geraden, 
nämlich in der durch den Ausgangspunkt A des Körpers gehenden 
,Lotlinie oder Vertikalen erfolge. Tatsächlich erscheint das so, wenn 
die Fallhöhen nicht besonders groß sind. Bei größeren Fallhöhen 
und genauer Beobachtung zeigt sich indessen eine Abweichung der 
Bahnlinie des fallenden Körpers von der Vertikalen durch den Aus
gangspunkt. Diese Abweichung erklärt sich vollständig dadurch, 
daß die beobachtete Fall bewegung keine ab sol 11 t e, sondern wegen 
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der Erdrotation eine rel a ti v e ist und daß demgemäß außer der 
Anziehungskraft F der Erde noeh die Ergänzungskräfte K I und 
K o in Betracht kommen. 

- Die Anziehungskraft der Erde mit ihrer l\Iasse m' auf den 
Körper mit Masse m ist nach dem N ewtonschen Gravitationsgesetz 
(vgl. 185) , 

K=r. mm . 
r/ 

Die Anziehungskraft K der Erde, wie auch die Ergänzungs
kraft K l = me· cos <p' w 2 ändern sich in praktischen Fällen von 
Fallbewegungen mit der Entfernung e des fallenden Körpers vom 
Erdmittelpunkt nur ganz unbedeutend. Von wesentlicherem Ein
fluß auf die Fallbeweguug ist dagegen die zusammengesetzte 
Zentrifugalkraft K2 = 2mv,.w sin ß. Diese Kraft ist beim Ausgang 
des fallenden Körpers aus der Ruhelage = 0, weil im Ausgangs
punkte A die relative Geschwindigkeit v" = 0 ist. Mit dem Auf
treten und Zunehmen von vr tritt aber auch K 2 mit zunehmender 
Intensität in Wirksamkeit. Da nun die Drehung der Erde um ihre 
Achse von West nach Ost erfolgt und die zusammengesetzte Zentri
fugalkraft ]{2 senkrecht steht auf der Ebene, die durch die jeweilige 
Richtungslinie der relativen Geschwindigkeit v,. und eine Parallele 
zur Drehachse bestimmt ist, so wird anfänglich die Kraft ](2 nahezu 
senkrecht stehen auf der durch den Ausgangspunkt A gehenden 
l\1eridianebene, in welch letzterer ja bei Beginn der Fallbewegung 
die relative Beschleunigungskraft sich befindet und die erste Ele
mentarbewegung erfolgt. Des weiteren erkennt man unter Be
obachtung der Regel bezüglich des Wirkungssinnes der zusammen
gesetzten Zentrifugalkraft l ), daß im vorliegenden Falle diese Er
gänzungskraft gegen Osten gerichtet ist, infolgedessen: eine Ab-

') 'Nie man klar sieht, wirkt beim freien Fall nur eine einzige tatsäch
liche Kraft, die Erdanziehung. Die Ergänzungskräfte der Relativbewegung 
existieren hierbei gar nicht; sie sind nur hinzugedacht, um den bewegten 
Standpunkt als einen festen ansehen, die relative Bewegung also wie eine ab
solute behandeln zu dürfen. So liegt die Sache aber nur bei der freien 
Relativbewegung. Bei der gezwungenen dagegen, z. B. bei der Fahrt eines 
Eisenbahnzuges auf einem nord·südlichen Gleis oder bei einem nord-südlich 
fließenden Strom u. a. wirken die Ergänzungskräfte der Relativbewegung auf 
die Absolutbewegung des fUr einen Augenblick frei beweglich gedachten 
Körpers ablenkend ein, wie die Zentripetalkraft oder der Bahnwiderstand 
einp.r gezwungenen Bewegung. Bei der gezwungenen Relativbewegung werden 
also die ErgänzungskräftB der RelativbewE!gung zu tatsächlichen Iüäften. Das 
Verfahren aber, durch Hinzufügen der Ergänzungskräfte eine Aufgabe der 
Relativbllwegung in eine solche der Absolutbewegung zu verwandeln, ist bei 
freier und ,gezwungener Relativbewegung völlig gleich. 
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lenkung des fallenden Körpers von der Vertikalen durch den Aus
gangspunkt nicht bloß gegen Süden (eine Wirkung der Ergänzungs
kraft Xl)' sondern auch gegen Osten stattfindet, ein Ergebnis, das 
durch die Versuche von Reich in Freiberg seine Bestätigung 
gefunden hat. (Vgl. Enzykl. math. Wiss., Bd. IV, Mechanik, 2. Teil
band, S. 50.) Hierin liegt auch ein Beweis für die Achsendrehung 
der Erde. 

Auch die Flugbewegung eines Geschosses ist eine relative Be
wegung. Das Geschoß bleibt nicht in der durch die Abgangs
richtung gelegten Vertikalebene, sondern erleidet infolge der Erd
rotation eine seitliche Ablenkung. Zur Vereinfachung sehen wir 
vom Luftwiderstand und vom Geschoßdrall ab. Um die Bewegung 
wie eine absolute behandeln zu dürfen, hat man zur Erdanziehung 
X, zur einzigen tatsächlichen Kraft, die zwei Ergänzungskräfte J{l 

und X2 hinzuzufügen; ihre Resultante ist die relative Beschleuni
gungskraft, unter deren Einfluß die Bewegung gegenüber der nun
mehr ruhend zu denkenden Erdoberfläche erfolgt. Kund K I liegen 
in der Meridianebene des Erdortes ; sie haben beim Schießen nach 
Norden oder Süden keine aus der Meridianebene heraustretende 
Komponente. Als seitlich ablenkende Kraft kommt nur die zu
sammengesetzte Zentrifugalkraft K2 = 2mvr w sin ß, wobei vr die 
Geschoßgeschwindigkeit bedeutet. Der Richtungssinn von X2 folgt 
aus der Merkregel S. 358; man findet eine Rechtsabweichung des 
Geschosses sowohl bei nördlicher wie bei südlicher Schußrichtung; 
ihre Größe hängt vom Winkel ß zwischen Geschoßgeschwindigkeit 
und Erdachse ab. Auch bei östlichem und westlichem Schuß er
gibt sich eine Rechtsabweichung des Geschosses, vom Standpunkt 
des Schießenden aus gesehen. Man erleichtert sich die Anschauung 
wesentlich, wenn man sich die Sachlage an einem Modell (Fig. 243) 
klar macht. 
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221. Begriff des matet'ieHen Körpers. Ein materielles Gebilde 
fassen wir in der Mechanik dann als einen materiellen Punkt auf, 
wenn die Bewegung desselben hinreichend genau durch die Be
wegung eines Punktes beschrieben werden kann, in dem die an 
dem Gebilde tätigen Kräfte angreifend gedacht werden können, 
wenn also alle Körperpunktc im großen und ganzen gleiche und 
parallele Bahnen zurücklegen und eine Drehbewegung entweder gar 
nicht stattfindet oder sich hinsichtlich der zu untersuchenden Kräfte 
und Bewegungsverhältnisse nicht wesentlich bemerklich macht. Ist 
dagegen letzteres der Fall, so ist das Gebilde in der Mechanik als 
ein materieller Körper aufzufassen; man kommt nicht mehr mit 
Komponentengleichungen dcr Kräfte aus, sondern muß auch noch 
die Momentengleichungen hinzuziehen. Einen materiellen Körper 
fassen wir dann als eine Vereinigung unendlich vieler materieller 
Punkte auf; er hat eine beständige Form, im Gegensatz zu einer 
Flüssigkeit oder einem Gas, Die wirklichen Körper sind elastisch, 
sie erleiden durch Kräfte Formänderungen, und die Abstände der 
einzelnen Körperpunkte können sich ändern, Die Probleme, bei 
denen man auf die wenn auch kleincn Gestaltänderungen und 'die 
zu ihrer Erzeugung erforderliche Arbeit der Kräfte zu achten hat, 
werden in der Elastizitätslehre behandelt; vielfach kann man aber 
bei der Untersuchung der Bewegung eines Körpers von den Form
änderungen absehen, dann darf man den Körper als starr, die 
Abstände der Körperpunkte als unveränderlich, und die Körperform 
als stets sich selbst kongruent ansehen und hat dann eine Auf-
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gabe der Mechanik des starren Körpers vor sich; die an einem 
solchen Körper angreifenden Kräfte leisten keine Formänderungs
arbeit, sondern einzig Beschleunigungsarbeit. Es ist ohne weiteres 
klar, daß wenn die tatsächlichen Kräfte (nicht etwa die Schein
kräfte der relativen Bewegung oder der D' Alembertsche Träg
heitswiderstand) die Arbeit Null leisten, der starre Körper in Ruhe 
oder gleichförmiger Bewegung sich befindet. 

Ein materielles System bilden dagegen mehrere materielle 
Körper, die mit Kräften aufeinander einwirken und sich in ihrer 
Bewegung gegenseitig beeinflussen, so die Lokomotive mit ihrem 
Triebwerk, der ganze Eisenbahnzug, Erde und lHond, das Planeten
system usf. 

222. Äußere und innere Kräfte. Prinzip von D'Alembert für 
einen materiellen Kiirper und für ein materielles System. Ein 
Planet wird von einem andern Körper, von der Sonne oder anderen 
Planeten mit einer Kraft angezogen; eine Kegelkugel empfängt von 
der Hand, also von einem anderen Körper, eine Kraft. Alle 
Kräfte, die ein Körper von einem andern Körper aus empfängt, 
nennt man äußere Kräfte. Diese rufen im Innern des Körpers 
Kräfte hervor, die man innere Kräfte nennt. Denken wir uns 
einen frei beweglichen Körper, der von einer einzigen beschleu
nigenden Kraft ergriffen ist. Wir schneiden ihn entzwei und sehen 
ohne weiteres ein, daß der mit der Beschleunigungskraft belHiftete 
Teil auf den andern mit Kräften eingewirkt hat, die in der Schnitt
fläche übertragen werden, da ja der abgeschnittene Teil vom an
dern mit bewegt wird. Wir zwingen uns, indem wir in Gedanken 
einen Schnitt durch die Körper führen, auf die an dem entstehen
den Schnittflächenpaar tätigen inneren Kräfte aufmerksam zu 
werden. Die inneren Kräfte sind über diese Schnittflächen im all
gemeinen ungleichmäßig verteilt; an einem denkbar kleinen Flächen
stück ist jedoch die Ungleichmäßigkeit der Kraftverteilung auch 
denkbar klein, d. h. man darf die innere Kraft an einem unendlich 
kleinen Flächenstück als gleichmäßig verteilt annehmen. An einem 
solchen Flächenelement haben die inneren Krii.!'te demgemäß nur 
eine Resultante, aber kein l\loment (ein solches können nur un
gleichmäßig verteilte Kräfte haben). An dem zugehörigen Element 
des Schnittflächenpaares wirkt die gleiche innere Kraft nur mit 
entgegengesetztem Richtungssinn, womit das Gegenwirkungsprinzip 
in einfachster und präzisester Form ausgedrückt ist. Die inneren 
Kriifte treten a Iso stets p aarweise auf, un d zwar si n d sie 
einander gleich und entgegengesetzt. Die inneren Kräfte 
des ganzen Körpers sind demgemäß für sich im Gleich
gewicht. 
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Um den Zusammenhang zwischen der äußeren Kraft und den 
inneren Kräften zu verstehen, denken wir uns durch Schnittflächen 
ein unendlich kleines Parallelepiped aus dem Körper abgegrenzt. 
An den Seitenflächen desselben wirken innere Kräfte, die zu einer 
Resultanten zusammengefaßt sein mögen. Da das Parallelepiped 
mit dem übrigen Körper zusammen eine beschleunigte Bewegung 
ausführt, so ist zur Beschleunigung seiner Masse eine Beschleuni
gungskraft nötig, das ist eben die genannte Resultante der inneren 
Kräfte, die dem abgetrennten Körperelement die gleiche Beschleu
nigung erteilt, wie sie ihm im Körper selbst eigen ist. Das ist 
eine tatsächliche, an dem Körperelement dm angreifende Kraft. 
Fügt man ihr nach D'Alembert eine gleich große entgegengesetzte 
Kraft, den Trägheitswiderstand (-dm.b) 'hinzu, so bilden beide 
Kräfte ein Gleichgewichtssystem. 

An einem im Innern eines Körpers befindlichen 
l\1assenelement halten sich also die innern Kräfte und der 
Träghei ts wid ersta nd das G leichgew ic 11 t. (Erforderlichenfalls 
treten das Eigengewicht oder sonst der .Masse proportionale An
ziehungskräfte hinzu.) Betrachten wir noch ein parallelepipedisches 
Körperelement an der Oberfläche, da wo eine äußere Kraft an
greift; an 5 von seinen Seitenflächen wirken innere Kräfte, an der 
sechsten, der Körperoberfläche angehörigen, die äußere Kraft; die 
Resultante aller dieser Kräfte ist zur Beschleunigung der Masse des 
Körperelementes verfügbar. Nach Hinzufügen der d'Alembertschen 
Scheinkraft, des Trägheitswiderstandes, die der Resultanten gleich 
groß und entgegengesetzt ist, hat man wieder ein Gleichgewichts
system. 

Die so gebildeten Gleichgewichtssysteme an den sämtlichen 
Körperelementen geben zusammengefaßt wieder ein Gleichgewichts
system, aus dem sich die paarweise gleich und einander entgegen
gesetzten inneren Kräfte herausheben. Am ganzen Körper halten 
sich daher die äußeren Kräfte und die Trägheitswider
stände das Geichgewicht. Damit ist das d'Alembertsche 
Prinzip für einen Körp er ausgesprochen. Daß dieser Satz für 
beliebig viele äußere Kräfte und nicht etwa blos für eine gilt, ist 
ohne weiteres klar. 

Statt tatsächlicher, eingeprägter Kraft oder Beschleunigung's
kraft wird vielfach die Bezeichnung Effe k ti vk raft gebraucht. 

Wir werfen noch einen kurzen Blick auf ein materielles 
S y s t e m, wie das Planetensystem oder eine l\f aschine, die aus einer 
Anzahl materieller Körper bestehen; die einzelnen Körper des 
Planetensystems wirken mit Fernkräften aufeinander ein, die dem 
Newtonschen GraYitationsgesetz gehorchen. Zwischen den einzelnen 
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Teilen einer Maschine werden Kräfte durch unmittelbare Berührung 
übertragen, so durch Gelenke, Schneiden und ähnliches, durch Ver" 
zahnungen, :B'riktionen, Riemen, Seile, Dampf- undWasserdruck usf. 
Was sind nun da äußere und was innere Kräfte? Zur Bec 
antwortung ist es vor allem nötig, festzusetzen; was man zum 
materiellen System rechnet. Nimmt man z. B. das System Erde 
und Mond, so ist die Anziehung zwischen beideneine innere 
Kraft des Systemes, sie ist in der Tat der Definition der inneren 
Kräfte gemäß doppelt vorhanden, in gleicher Größe und,' Richtung 
und mit entgegengesetztem Richtungssinn ; die Anziehung der Sonne 
ist aber für dieses System eine äußere Kraft, denn sie ge];1t von 
einem nicht zum System gehörigen Körper aUs. BetraGhtet man 
dagegen das ganze Planetensystem, so 1st die' zuletzt genannte 
Kraft eine innere Kraft dieses Systemes, eine sog. Systeinkraft. 
Eine und dieselbe Kraft muß demnach bald als innere, 
bald als äußere Kraft aufgefaßt werden, je nach der Ab
grenzung des Systemes. 

Ein Beispiel eines materiellen Systemes aus dem Gebiet' der 
Technik bildet eine Lokomotive. Der Dampfdruck im Zylinder ist 
eine innere Kraft; Kolbendruck und Deckeldruck sind zwei gleich 
große, gleich· gerichtete und einander entgegengesetzte Kräfte, die 
sich innerhalb des Systemes aufheben. Ebenso heben sich inner
halb des Systemes, das aus dem Gestell samt Lagern und Führungen 
und den relativ dagegen beweglichen Teilen besteht, folgende 
Kräfte und Gegenkräfte auf: Stangenkraft gegen die Kurbel, Gegen
kraft der Knrbel gegen den Stangendruck ; Druck des Kreuz
kopfes gegen die Bahn, Gegenkraft der Bahn gegen den Kreuz
kopfdruck ; Druck einer Achse gegen das Lager, Druck des Lagers 
gegen . die Achse usf. Das sind lauter innere Kräfte. Dagegen 
sind die Kräfte zwischen Rädern und Schienen keine inneren 
Kräfte oder Systemkräfte ; es sind vielmehr äußere, von einem nicht 
zum System gehörigen Körper, dem Gleis, ausgehende Kräfte; 
auch das Gewicht, der Luftwiderstand, die bei der Schlinger
bewegung entstehende Schienenreibung, die Kräfte beim Anlaufen 
der Spurkränze sind äußere Kräfte. 

223. Äußere Kräfte dnrch innere hervorgerufen. Bleiben wir 
bei dem Beispiel der Lokomotive. Der Dampfdruck ist, wie wir 
sahen, . eine innere Kraft für das System Lokomotive. Der Dampf
druck auf den beweglichen Kolben kommt aber durch die Kolben
stange, die Schubstange, die Kurbel, die Kurbelachseauf das 
Triebrad und erscheint am Triebradumfang als eine äußere Kraft 
des Systemes, es ist also durch eine innere Kraft des Systemes 
eine äußere Kraft hervorgerufen worden. 
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Voraussetzung hierfür ist das Vorhandensein eines nicht zum 
System gehörigen Körpers, der die Beweglichkeit einschränkt. 

Ähnliche Beispiele sind die inneren Kräfte der Schiffsmaschine 
oder einer Flugzeugmaschine und die äußere Kraft der Propeller
wirkung u. a., auch die von unserem eigenen Körpersystem durch 
die inneren Kräfte der Muskeln ausgeübten äußeren Kräfte. 

§ 48. Aus der Kinematik des starren Körpers. 

224:. Erklärungen. Diejenigen Bewegungen eines starren Körpers, 
von denen man unmittelbar eine klare Anschauung besitzt und aus 
denen auch die anderen Bewegungungen der starren Körpel' zusammen
gesetzt erscheinen, sind: 

1. Die fortschreitende oder Translations-Bewegung 
oder kurz: die Translation. Ein starrer Körper, der sich zwischen 
parallelen Führungen hin- und herbewegen, nicht aber dreben 
kann, zeigt, bewegt, eine solche Translationsbewegung. Bei dieser 
Bewegung beschreiben die sämtlichen Punkte des Körpers' in dem
selben Zeitelement dt gleiche und parallele Wegstrecken ds, daher 
sind auch bei der Translation in einem und demselben Augenblick 
die Geschwindigkeiten tJ = els I elt aller Punkte des Körpers von gleicher 
Größe und Richtung. 

2. Die Drehung oder Rotation um eine unbewegliche Achse. 
Bei dieser Bewegung beschreiben die einzelnen Punkte des Körpers 
Kreise, deren Ebenen senkrecht auf der Drehachse stehen, deren 
Mittelpunkte in der Drehachse liegen und deren Halbmesser durch 
die Abstände " der Punkte von der Drehachse angegeben sind. 
Für alle Punkte des Körpers ist in einem und demselben Augen
blick die Winkelgeschwindigkeit w = dcp I elt eine und dieselbe, weil 
in dem Zeitelement dt von allen Radien, die von den einzelnen 
Punkten des Körpers nach den betreffenden Kreismittelpunkten 
gezogen sind, die gleichen Winkel dcp beschrieben werden. Da
gegen sind die Bahngeschwindigkeiten v=rdcp!dt=rw, wie 
der Ausdruck für dieselbe lehrt, verschieden, nämlich proportional 
den Abständen r der Punkte von der Drehachse. 

Zu den zusammengesetzten Bewegungen der starren 
Körper gehört zunächst: die Schrauben bewegung, d, h. Drehung 
des Körpers um eine Achse und gleichzeitige Verschiebung des 
Körpers nach derselben Achse (Schraubenachse). Projiziert man 
die verschiedenen Punkte A des Körpers auf die Schraubenachse 
in die Punkte C und auf eine Ebene senkrecht zur Schrauben
achse in die Punkte B, so beschreiben in einem und demselben 
Zeitelement elt die Punkte C in der Schraubenachse alle die gleichen 
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Wegstrecken ds I , es sind daher die Geschwindigkeiten VI =dsl/dt 
der Projektionen C in einem und demselben Augenblick alle einander 
gleich, dagegen sind die Geschwindigkeiten v2 der Punkte B ver
schieden, was aus v2 = nlrp I elt = rw hervorgeht. 

Die Punkte A des starren Körpers beschreibp,n bei konstantem 
1\ und w Schraubenlinien. Das darf jedenfalls für eine Elementar
bewegung während dt sek angenommen werden. Ist nun ds der 
von einem Punkte A auf seiner Schrauhenlinie in der Zeit dt 
zurückgelegte Weg, so bildet ds die Hypotenuse eines rechtwinkligen 
Dreiecks von den Katheten dS I und rdrp. Man hat daher für die 
Geschwindigkeit V des Punktes A in seiner Bahn: 

v = ds = VcZS I
2 j-- (rdrpr = V~ + (rwT 

dt df 1 

Die Drehung eines Körpers um einen festen Punkt ist 
anzusehen als die Aufeinanderfolge von Drehungen um Achsen, 
die im allgemeinen ihre Lage ändern, dabei aber stets durch den 
gegebenen Drehpunkt des Körpers hindurchgehen. 

Auch bei der rollenden Bewegung eines Körpers auf 
gegebener fester Unterlage handelt es sich um Drehung·en des 
Körpers um Achsen von veränderlicher Lage. 

Wie ist aber die freie Bewegung eines Körpers aufzufassen, 
der im Raume bel iebig sich bewegt? 

Um auch hierüber Auskunft zu erhalten, denkt man sich zu
nächst die Bewegung des Körpers als Aufeinanderfolge von Elementar
bewegungen, d. h. von Bewegungen, die je in einem Zeitelement 
df erfolgen, worauf man die nähere Beschaffenheit einer beliebigen 
Elementarbewegung zu ermitteln sucht. 

225. Zusammensetzung von Translationen. Wir denken an 
die Bewegung eines Laufkranes und einer Laufkatze zu einer 
Zeit, da beide eine Fahrbewegung ausführen. Die Laufkatze macht 
dann gleichzeitig zwei Translationsbewegungen : ihre eigene auf dem 
Laufkran und die des Laufkranes, von dem sie mitgenommen 
wird. Bei beiden Bewegungen legen sämtliche Punkte der Lauf
katze in gleichen Zeiten gleiche und parallele Wegstrecken zurück. 
Es genügt also, einen Punkt zu betrachten, der gleichzeitig unter 
dem Einfluß einer horizontalen Längs- und Quergeschwindigkeit VI 

und v2 steht, die während eines Zeitelementes dt als konstant an
genommen werden dürfen. Den resultierenden Weg ulld die 
resultierende Geschwindigkeit findet man nach der Parallelo
grammregel. 

Die resultierende Bewegung eines Körpers, der gleichzeitig 
zwei Translationen ausführt, ist wiederum eine Translation, da 
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sämtliche Körperpunkte in einem Zeitelement gleiche und parallele 
resultierende Wege zurücklegen und gleiche resultierende Geschwindig-
keiten besitzen. . 

226. Zusammensetzung einer Translation und einer Drehung. 
Wir wollen einen Körper ]( (Fig. 19;)) annehmen, der sich um die 
Achse C senkrecht zur Bildebene mit der Winkelgeschwindigkeit co 
im Uhrzeigersinn drehe. Dabei sei aber die Drehachse nicht un
beweglich, vielmehr werde dieselbe mit einer 
Geschwindigkeit v parallel mit sich selbst in einer 
Richtung senkrecht zur Drehachse verschoben. 

Würde der Körper ]( sich nicht drehen, so 
führte er in der durch die Geschwindigkeit v 
angeg'ebenen Richtung eine Translationsbe
wegung aus. Unterbliebe dagegen die Bewegung 
der Achse, so handelte es sich lediglich um 
eine Drehung des Körpers um die Achse C. 
Um nun über die resultierende Elementar
bewegung' im vorliegenden Fall Aufschluß 

Fig. 195. 

zu erhalten, nehmen wir auf der durch C senkrecht zur Trans
lationsrichtung gezogenen Geraden einen Punkt A so an, daß 

v=(GA)·co 

wird und der Punkt, den wir als dem Körper K angehörend oder 
doch als mit demselben fest verbunden uns zu denken haben, 
durch die Drehung um C eine der Translationsrichtung entgegen
gesetzte Bewegungsrichtung erhält. Wir haben also den Punkt A 
im Falle der Fig.195 unter und nicht über dem Punkt C an
zunehmen. Infolge der Translation käme der Punkt A in dem 
Zeitelement dt nach rechts um v·dt, vermöge der Drehung um C 
nach links um (GA) co· dt, da aber der Voraussetzung nach v = (GA) co, 
so bleibt der Punkt A während des Zeitelements dt tatsächlich 
in Ruhe. 

Wie sich der Punkt A des Körpers J{ verhält, so verhält sich 
auch jeder andere Punkt desselben, der auf einer durch A parallel 
der Drehachse G gezogenen Geraden sich befindet, d. h. alle auf 
dieser Parallelen gelegenen Punkte des Körpers K bleiben während 
der Zeit d t in Ruhe. Daraus läßt sich aber sofort schließen, daß 
die gesuchte resultierende Elemental'bewegung eine Dreh
ung um eine dUl'ch A gehende, der gegebenen Drehachse 
parallele Achse ist. Der momentan allein ruhende Punkt Ades 
Körpers, bzw, die durch A gehende Achse heißt dessen Momen
tanzen trum bzw, l\lomentanachse. Die momentane Geschwindig
keit irgendeines Punktes P, die er infolge v und co besitzt, steht 
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auf AP senkrecht. Kennt man demnach die Geschwindigkeit eines 
Punktes P, so liegt das Momentanzentrum auf dem in P auf der 
Geschwindigkeit errichteten Lot. Die Winkelgeschwindigkeit w' der 
resultierenden Elementarbewegung erhält man wie folgt: 

Die wirkliche Elementarverschiebung eines auf der Achse C 
gelegenen Punktes B des Körpers K ist vdt. Diese Verschiebung 
soll nun auch durch Drehung des Körpers K um die Parallel
achse A mit der Winkelgeschwindigkeit w' bewirkt werden; es 
hat daher die Drehung um A, wie die gegebene Drehung um C, 
ebenfalls im Sinne der Uhrzeigerbewegung zu erfolgen. Weiter 
muß sein 

vdt= (AO) 0/' dt oder (0 A) wilt = (AC) w' elf, 

womit w'=w. 

Würde die gegebene Drehachse nicht senkrecht stehen auf 
der Translationsrichtung, so hätte man die gegebene Translation in 
zwei andere zu zerlegen, von denen die eine parallel der Drehachse 
und die andere senkrecht zu derselben gerichtet ist. Die letztere 
Translation setzte man dann mit der gegebenen Drehung zusammen 
und erhielte als resultierende Bewegung eine Drehung um eine 
Achse parallel der ersteren Translation. Der Körper K würde sich 
also drehen um die eben gefundene Achse und sich überdies nach 

.K 

0:; 

K K 

C, 
Fig. 196. 

----- . --

Ca 

c; 

dieser Achse verschieben, oder mit 
anderen Worten: die resultierende 
Elementarbewegung des Körpers K 
wäre eine Schraubenbewegung. 

227. Zusammensetzung zweier 
Drehungen um parallele Achsen. Wir 
nehmen einen rechteckigen Rahmen °1°1'% 2 (Fig. 196) an, der sich 
um 0202' mit der Winkelgeschwin
digkeit 0)2 drehe. Auf °1°/ dagegen 
sei ein Körper K aufgesteckt, der 
sich um °1°/ mit der Winkelge
schwindigkeit w1 drehe. Man kann 
daher sagen, der Körper K führe in 
einem Zeitelement d t gleichzeitig 
zwei Drehungen, eine Drehung um 

die Achse °1°/ und eine solche um die Achse 020/ aus, und fragen: 
was ist im vorliegenden Fall die resultierende Elementarbewcgung? 

a) Zunächst wollen wir voraussetzen, daß die beiden Drehungen 
im selben Sinn erfolgen (s. Fig. 196). 
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Auf der Geraden °1°2 bestimmen wir zwischen 01 und 02 
einen Punkt A so, daß man hat 

oder 
A01 _C02 

AO~- co1 

Dieser Punkt A, den wir dem Körper J( angehörend uns denken, 
bleibt während des Zeitelements dt tatsächlich in Ruhe, weil der
selbe vermöge der Drehung um 01 °1 ' eine Elementarverschiebung 
nach unten = (01 A)co1 dt, vermöge der Drehung um °2°2' aber 
eine solche nach oben = (°2 A) co2 d t, also in Wirklichkeit eine 
Elementarverschiebung = 0 erhält, indem ja der Voraussetzung nach 
der Punkt A so angenommen ist, daß (OlA)col =(02A)co2" Die 
gesuchte resultierende Elementarbewegung ist mithin eine Drehung 
um eine Achse parallel den gegebenen Drehachsen, in der Ebene 
der letzteren und zwischen denselben so gelegen, daß co1 (01 A) 
= co2 (02A). Was ist nun die Winkelgeschwindigkeit co' der resul
tierenden Drehung? 

Wir denken uns einen Punkt B in fester Verbindung mit dem 
Körper K auf der Verlängerung von °2°2' gelegen. Infolge der 
Drehung um die.Achse 01 ist (B01)col dt oder (0201)co1dt die nach 
unten erfolgende Elementarverschiebung des Punktes B. Durch die 
Drehung um 02 ergibt sich für B keine Verschiebung, es ist daher 
die tatsächliche Elementarverschiebung des Punktes B = (01°2 ) co1 dt. 
Diese Verschiebung kann auch durch eine im Uhrzeigersinne mit 
der Winkelgeschwindigkeit co' erfolgende Drehung um die Parallel
achse A bewerkstelligt werden, wobei dann 

oder 

(AB) co'· dt = (°1°2) co1 dt. 

Da aber 0102=01A+A02 und AB=A02 , so wird 

(A02 ) co' = (Cl A + A02 ) co1 

Die Winkelgeschwindigkeit co' der resultierenden Drehung ist 
also gleich der Summe der Winkelgeschwindigkeiten der zusammen
zusetzenden Drehungen und der Drehungssinn von co' übertün
stimmend mit demjenigen von co1 und co2 • 

b) Hätten die beiden zusammenzusetzenden Drehungen ent
gegengesetzten Drehungssinn, z. B. co1 den ZeigersinIl, co2 den 
Gegenzeigersinn, und wäre co1 > co2 ' so erhielte man den Punkt A, 
der während des Zeitelemelltes dt seine Lage trotz der beiden 
Drehungen nicht ändern soll, wieder auf °1°2 , aber außerhalb der 

Autenrieth-Ensslin, Techuische J\Iechunik. 2. Aut!. 
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Strecke Cl C~ und zwar vorliegendenfalles links yon Cl' wobei 
dann wieder 

sein müßte. 
In der Tat wären die Elementarverschiebungen des so be

stimmten Punktes A infolge der beiden Drehungen um Cl und C2 

einander gleich und entgegengesetzt. Die resultierende Bewegung 
ergibt sich also auch in diesem Fall als eine Drehung um eine 
Achse durch A parallel den gegebenen Drehachsen Cl und C2 und 
mit diesen in einer Ebene liegend. Was die Winkelgeschwindig
keit w' der resultierenden Drehung betrifft, so erhält man diese 
wieder, wie folgt: Vermöge der Drehung um Cl wird ein auf der 
Achse C2 angenommener, mit dem Körper K fest verbundener 
Punkt B während der Zeit dt sich nach abwärts verschieben um 
das Stück (Cl B) W l cl t. Dieselbe Elementarverschiebung soll aber 
auch durch die Drehung um die Parallelachse A erzielt werden. 
Die resultierende Drehung um A muß daher auch im Uhrzeiger
sinne, d. h. im Sinne der größeren Winkelgeschwindigkeit w j er
folgen. Man hat also 

(A B) w' d t = (01 B) W l d t 

oder (A02 ) w' = (Cl C2 ) (01 = (A02 - AOl ) W l ' 

woraus 

Im Falle w l < w 2 läge der Punkt A rechts von C2 • 

c) Sind die Winkelgeschwindigkeiten w l und W z der zusammen
zusetzenden Drehungen einander gleich und entgegengesetzt, so 
rückt der Punkt A ins Unendliche und es wird die resultierende 
Winkelgeschwindigkeit w' = O. Eine Drehung um eine unendlich 
ferne AchBe, die in der durch die beiden Drehachsen Cl und O2 

gelegten l'~bene sich befindet, entspricht aber einer Translation 
des Körpers K senkrecht zu dieser Ebene. Um nun für diese 
Translation die Geschwindigkeit v zu erhalten, betrachten wir einen 
Punkt B des Körpers K, links von 01 und in der Ebene der beiden 
Achsen Cl und 02 gelegen. Dieser Punkt B würde sich während 
der Zeit d tinfolge der im Sinne des Uhrzeigers stattfindenden 
Drehung um die Achse Cl über die Ebene °1 °2 erheben um 
die Strecke (BOl)wldt, dagegen unter diese Ebene sich senken um 
(B02 )w2 dt infolge der Drehung um die Achse 02; B senkt sich daher 
tatsächlich unter die genannte Ebene um (B02)w2 dt-(BOl )w1 dt, 
wenn die beiden Drehungen um 01 und 02 gleichzeitig erfolgen. 
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Diese Senkung' soll aber durch die resultierende Translation, die 
demgemäß nach unten mit der Geschwindigkeit verfolgt, eben
falls bewerkstelligt werden, man hat daher 

v·dt=(BC2 )w2 dt-(BC1 )wl dt, oder da W1 =W2 =W 
= (BC2 - BC1 ) W· dt = (Cl C2 ) welt, 

woraus v = (Cl ( 2 ) W. 

Bei entgegengesetztem Dreh sinn würde eine Translation des Körpers 
K nach oben erfolgen, gleichfalls mit der Geschwindigkeit v=(Cl C2 ) w. 

Die beiden gleichgroßen und einander entgegengesetzten Winkel
g'eschwindigkeiten w' und - w' um zwei in einem gewissen Ab
stand Cl C2 befindliche Drehachsen bezeichnet man als Drehungs
paar. Ein Drel1ungspaar ist also einer Translation gleichwertig. 

Es erseheint nicht überflüssig, zu sagen, was man unter der 
}{esultante zweier Drehungen versteht. Es ist diejenige Drehung 
um eine einL:ige Achse, bei der der Körper die gleichen Drehwinkel 
mit der gleichen Winkelgeschwindigkeit durchläuft, wie wenn die 
beiden gegebenen Drehungen um ihre beiden Drehachsen gleich
zeitig stattfinden. Bei veränderlicher Winkelgeschwindigkeit ist stets 
die Elementarbewegung in el t sek gemeint. 

228. Vektorielle Darstellung von \Vinkelgeschwindigkeiten. 
Zerlegung und Zusammensetzung nach dem Parallelogralllmgesetz. 
Kräftepaare und Winkelgeschwindigkeiten haben die Merkmale einer 
Strecke, nämlich Gröf~e, Richtung und Richtungs-
sinn. Daher liegt es nahe, die Winkelgeschwin-
digkeiten ebenso durch Drehstrecken nach Po ins 0 t 
darzustellen wie Kräftepaare, und man vermutet 
überdies, man werde Winkelgeschwindigkeiten 
ebenso nach dem Parallelogrammgesetz zerlegen 
und L:usammensetL:en dürfen wie Momente. Be
züglich der Kräftepaare ist alles Erforderliche in 
27 ausgeführt und braucht nur auf Winkel
geschwindigkeiten übertragen zu werden. Dreht 
sich ein Körper mit der Winkelgeschwindigkeit w 

Fig. 197. 

um eine Achse, so trägt man nach 'Wahl eines Maßstabes für w auf 
der Drehachse eine Strecke von so viel Längeneinheiten auf, als w 
Maßei.nheiten hat, und versieht die Strecke mit einem Pfeil derart, 
daß, gegen den Pfeil und den sich drehenden Körper gesehen, 
letzterer sich im Zeigersinn dreht. Damit ist w eindeutig durch 
die Drehstrecke oder den Drehvektor AB (F'ig. 1 H7) nach Größe, 
Richtung und Drehsinn dargestellt. 

229. Zusammensetzung zweier Drehungen um Achsen, die 
sich schneiden. Drei Stn,bc seien in ihren En<lpunktcn miteinander 

:!;}* 
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zu einem Dreieck ABC verbunden (Fig. 198). Auf AB als Achse 
sei ein Körper drehbar aufgesteckt und drehe sich mit der Winkel
geschwindigkeit w 1 um AB. Gleichzeitig drehe sich das ganze 
Dreieck ABC um die Achse AC mit der Winkelgeschwindigkeit w~. 
Man kann also sagen, der Körper führe in dem Zeitelemellt dt gleich
zeitig Drehungen um die beiden in A sich schneidenden Achsen 
AB und AC aus, und ka,nn sich demnach die Aufgabe stellen, die 
resultierende Elementarbewegung des Körpers zu ermitteln, z. B. bei 
einem Geschoß, das sich um seine eigene Achse dreht, während 
diese selbst eine Kegelfläche beschreibt. 

Wir vermuten, diese Elementarbewegung bestehe wieder in' 
einer Drehung mit der noch unbekannten 'Winkelgeschwindigkeit w, 

A und zwar, da der Punkt A. 

Fig. 19 . 

offenkundig unbeweglich bleibt, 
um eine durch A gehende Achse. 
Tragen wir nun nach Poinsot 
die Winkelgeschwindig'keiten w 1 

und w 2 als Drehstrecken auf 
AB und AC auf und kon

e struieren das Parallelogramm 
AB1 DC2 , so wird weiterhin 
behauptet, daß die Diagonale 
AD die Achse der resultieren-
den Drehung sei und die resul

tierende Winkelgeschwindigkeit nach Größe und Drehsinn darstelle. 
Zum Beweis bestimmen wir die Elementarverschiebung des mit 
dem starren Körper in fester Verbindung gedachten Punktes D. 

Infolge der Drehung um AB allein würde sich D in der Zeit dt 
unter die Ebene ABC senken um w1 ·b·elt, infolge der Drehung 
um AC allein würde er sich über die genannte Ebene erheben um 
w.J·c·rlt, also sich im ganzen senken um w 1 ·b·elf--w2 ·c·dt. Da 
aber 6. BI DD j ähnlich C2 DD2 , weshalb 

oder 

so ist auch die Senkung (w1 b - w~ c) elt von D unter die l%ene ABC 
gleich Null, d. h. während der Zeit elt bleibt der dem starren Körper 
angehörige Punkt D an der gleichen Stelle. Das gleiche gilt VOll 

dem mit dem starren Körper in fester Verbindung gedachten Punkt A. 
'Venn aber zwei Punkte A und D eines starren Körpers bei einer 
Bewegung des letzteren ihre Lage nicht ändern, so kann die Be
wegung während der Zdt elt nur in einer Drehung um die Achse 
AD bestehen. 
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Es sind noch die resultierende Winkelgeschwindigkeit und deren 
Drehsinn zu ermitteln. Zu dem Ende betrachten wir den mit dem 
starren Körper in fester Verbindung gedachten Punkt °2 , Unter 
dem alleinigen Einfluß der Drehung um A ° behält O2 seine Lage 
bei; infolge der Drehung um AB dagegen senkt er sich in dt sek 
unter die Ebene ABO, um b· w1 • dt. Um den gleichen Betrag soll 
er sich aber in dt sek infolge der Drehung um AD, die mit der 
Winkelgeschwindigkeit werfolgt, senken; er ist auch = a· w· d t. 
Wie man hieraus erkennt, vollzieht sich die resultierende Drehung 
um AD tatsächlich nach Maßgabe des Pfeilsinnes von AD, d. h. so, 
daß der Körper, gegen den Pfeil von AD gesehen, im Zeigersinn 
um AD dreht. Die Größe der resultierenden Winkelgeschwindig
keit wird wie folgt bestimmt: 

6. ADB1 und AD02 sind inhaItsgleich, weshalb 

1·AD·a=t,w1· b. 
Nach dem soeben über die Senkung des Punktes ° Bemerkten ist 

w·a= w1·b. 
Aus dem Vergleich beider Gleichungen folgt: 

AD=w. 

Durch die Diagonale AD des Parallelogramms AB1D02 ist daher 
die Achse, die Winkelgeschwindigkeit und der Drehsinu der resul
tierenden Drehung richtig und eindeutig bestimmt. Damit hat man 
den Satz vom Parallelogramm der Winkelgeschwindig
keiten zum Ausdruck gebracht. Man kann also Drehungen 
wie Kräfte oder Momente nach der Parallelogrammregel zusammen
setzen und zerlegen, wenn man die Winkelgeschwindigkeit nach 
Poinsot durch eine Drehstrecke darstellt. Die Drehachsen müssen 
dabei durch einen Punkt gehen. 

Der Satz gilt, wie ohne weiteres klar, auch für den Raum. 
Die Drehstrecke w schließe z. B. mit den x, y, z-Achsen eines recht
winkligen Koordinatensystems die Winkel a, p, y ein, dann kann 
man sie nach den drei Achsen zerlegen in die Komponenten: 

(1)," = co cos a coy = co cos p COz = co cos y . (146) 

wo cos2 Cl + cos2 P + cos2 Y = 1 

und co = ~I (I) • ~- W· (I) • 
,- -;; - t-- ~- .,-+-~ - ~., 

t'.:t y z • 

230. Zusammenhang zwischen den Komponenten der Umfangs
uml Winkelgeschwindigkeit eines um eine Achse kreisenden 
Punktes. Zusatz: Analogie zwischen der Relluktion von Kräften 
und Kräftepaaren uml (leI' Reduktion von Tl'anslationsgesclnvinllig
keiten und Winkelgesc1ndnlligkeiten. Um die Achse OD der 
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Fig. 199 kreise im Abstand T von 0 D ein Punkt l' mit der Winkel
geschwindigkeit w, also der Umfangsgeschwindigkeit v = T w. Die 
Komponenten von v nach den drei Koordinatenachsen seien vx ' vy ' 1', 
(vgI. 176) und diejenigen von W seien wx ' wY ' wz ; es ist die Be
ziehung zwischen diesen Komponenten gesucht. 

Der betrachtete Punkt P habe die rechtwinkligen Koordinaten 
x, y, z. Statt daß er mit W um die Achse OD rotiert, kann man 
dem vorigen Abschnitt zufolge auch annehmen, er führe gleich
zeitig drei voneinander unabhängige Drehungen um die x- bzw. y

bzw. z-Achse mit den Winkelgeschwindigkeiten W x bzw. w y bzw. W z 

aus; die Geschwindigkeitskomponenten müssen in beiden Fällen 
gleich groß sein. Betrachten wir die Drehung von P mit Winkel-

le gesclnvindig"keit W x um die X-Achse 
.......... ~.............. für sich allein: Der Fahrstrahl 

/ I " ...,/ tNl ...... , 

f:..... ~ ........... ' ' ..... 
1 ',.... ~I ]) .......... -.Fex: 
I ' ':',r ~ -1 
I ( r ......... w ~ /' ' ..... //, 
I 01 - 1- ~ , 
I ..... \ ............. ,,.,,: I 

1............ ....." P / 1 
I l~ll7 l0::: 1 I 

+,) 7.J cu.... ..... 1 
% I..... 1 
11 ............. I ~ .... I 

, I'~ 
........................ ~ I ....... ::21 ..... 

................... "f. l "..../ 
......... I ".../U 

' .... .J.... / 
l!; 

F ig. 1 99, 

Al' rotiert dann mit W x um die 
X-Achse, und Punkt P hat ill-
folgedessen eine Umfang'sgeschwin

digkeit Al'· wX ' die senkrecht auf 

A P steht; diese Umfangsgeschwin
digkeit wird längs y und z in 
Komponenten zerlegt. Man denke 
sich mit l' einen starren Körper 
verbunden; sämtliche auf P P x 11 Y
Achse gelegenen Punkte besitzen 
Geschwindigkeiten, deren Projek
tionen auf l' px gleich groß sein 

müssen; denn diese könnten nur verschieden sein, wenn der 
Körperzusammenhang aufgehoben würde. Die y-Komponente der 
Geschwindigkeit von P ist daher gleich der Gcschwindigkeit von 
px und diese ist - w",' z; auf dem gleichcn Wege erhält man für 
die z -Komponente + wx ' y. Diese Betrachtung ist für die drei 
andern Achsen in genau gleicher 'IVeise zu wiederholen und liefert, 
wenn man die Drehung von l' um die y-Achse allcin ins Auge 
faßt, die :];- Komponente OJy ' z und die z-Komponente wy ' x; 
schlicßlich wenn man die Drehung VOll l' um die z-Achse allein 
nimmt, die x-Komponente wz ' y und die y-Komponente + w z ' Y:. 
Die algehrai3che Summe der y:-Komponenten ist 1)x (und Analoges 
gilt für die bei den andern Achsen), so daß man hat: 

'IJ =x=(l;r!r7t=m z x . y 

'I) = 'y' = rl'y!rlt = OJ ;x;-y - .1 ,- - , z (147) 

Vz = i = dzi(lt = (J),y 
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Diese Gleichungen 1) gelten während eines Zeitelementes d t, 
sind aber nicht notwendig an die Voraussetzung gebunden, daß 
die Drehachse von w jederzeit die gleiche Lage im Raum einnehme; 
w kann sich vielmehr der Richtung und Größe nach mit der Zeit 
ändern. 

Anmerkung: Nachdem wir gesehen haben, daß man Winkel
geschwindigkeiten als Vektoren darstellen und, wenn sie um paral
lele oder sich schneidende Achsen erfolgen, gerade so zusammen
setzen und zerlegen darf wie Vektoren, nachdem wir ferner in 227 
das Drehullgspaar als einer Translationsgeschwindigkeit gleichwertig 
erkannt haben, kann auf die Analogie zwischen den Vektoren einer 
Kraft und eines Kräftepaares einerseits und einer Winkelg'eschwin
digkeit und eines Dl'ehungspaares (Translationsgeschwindigkeit) 
anderseits hingewiesen werden. Ein gegebenes Kräftesystem kann 
man auf unendlich viele Arten auf eine Resultante und auf ein 
Moment reduzieren; ausgezeichnet ist die mit der Zentralachse zu
sammenfallende Resultante und das mit seiner Ebene auf der Zen
tralachse senkrecht stehende Hauptmoment, das von allen Reduk
tionsmomenten das kleinste ist. Ein gegebelles System von Winkel
gesell win d ig k ei ten un d Dreh un gs paaren ('1'ran81a ti onsgescll win d ig
keiten) kann man ebenso auf unendlich viele Arten auf eine resul
tierende Winkelgeschwindigkeit und eine resultierende Tl'anslations
geschwindigkeit reduzieren; ausgezeichnet ist die um die Zentralachse 
erfolgende resultierende Winkelgeschwindigkeit und die Translations
geschwindigkeit längs der Zentralachse, die ein Minimum ist unter 
den anderen reduzierten Translationsgeschwindigkeiten. Die Trans
lation längs der Zentralachse und die Drehung um diese ergeben 
zusammen eine Schraubenbewegung (vgl. S. 52). 

231. Bewegung einer ebenen Figur in ihrer Ebene. l\'Iomentan
zentrum. In dem starren Körper]{, dessen Bewegung in Betracht 
gezogen werden soll, nehmen wir drei nicht in gerader Linie 
liegende Punkte ABC an und verbinden diese durch Gerade zu 
einem Dreieck. Bewegt sich der Körper 1{, so führt auch das 
Dreieck ABO im Raume eine bestimmte Bewegung aus, und um
gekehrt, wenn das Dreieck ABO sich bewegt, so i8t dadurch die 
Bewegung' des ganzen Körpers]{ bestimmt. 

Wir wollen nun annehmen, daß bei der Bewegung des Drei
ecks letzteres nicht aus seiner Ebene heraustrete. 

Es sei Al Bi Cl (Fig. 200) die Lage des Dreiecks in irgendeinem 
A llgCIl blick und A~ B~ C~ die Lage desselben nach Verfluß der Zeit I, 

') Durch Kombination folgt v .. ' x + Vy' Y + 1':' Z c= 0, d. h. nach der analy
tischen Geometrie: die resultierende Geschwindigkeit t' steht senkrecht auf OP 
tB'ig.199), was von vornherein anschaulich klar ist. 
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dann kann das Dreieck stets durch Drehung um einen gewissen 
Punkt 0 seiner Ebene aus der ersten Lage in die zweite gebracht 
werden. Zur Bestimmung dieses Punktes 0 zieht man Al A~ und 
B 1B 2 und errichtet auf diesen Strecken die Mittellote; dieselben 
schneiden sich in dem gesuchten Punkte O. Der Beweis folgt aus 
der Kongruenz der beiden Dreiecke OA1B 1 und OA2 B 2 • 

In Wirklichkeit wird das Dreieck AB C in der Zeit t aus der 
Lage Al BI Cl in die Lage A2 B 2 C2 im allgemeinen nicht durch eine 
einzige Drehung um den Punkt 0 gelangen und demgemäß die 
Bahnlinie irgendeines Punktes .1 des Dreiecks bei der Bewegung 
des letzteren auch nicht auf den aus 0 mit dem Halbmesser 0.1 
beschriebenen Kreisbogen fallen, es stellt sich jedoch der Unter
schied zwischen der wirklichen Bahnlinie des Punktes .1 und dem 
erwähnten Kreisbogen um so geringer heraus, je kleiner der Zeit
abschnitt t ist, in welchem die Bewegung des Dreiecks in Betracht 

gezogen wird. Dieser Unter-
e. schied darf nicht mehl' be-

Fig. 200. 

rücksichtigt werden, wenn t 
unendlich klein ist. Daraus 
geht hervor, daß die Ele
mentarbewegung des Drei
ecks AB C in jedem Augen
blick als eine Drehung um 
einen gewissen Punkt an
gesehen werden kann. Dabei 
nennt man den betreffenden 
Drehpunkt den augen blick
lichen Drehpunkt oder das 

Momentanzentrum des Dreiecks, bzw. der beweglichen ebenen 
Figur F, auf der das Dreieck ABC befestigt gedacht ist. Ver
bindet man einen beliebigen Punkt .1 der :B~läche F mit dem augen
blicklichen Drehpunkt 0, so ist das in dem Zeitelement dt vom 
Punkte .1 bei der Bewegung der Fläche F beschriebene Element (ls 
seiner Bahnlinie ein aus 0 mit dem Halbmesser 0.1 beschriebener 
Kreisbogen, es bildet also die Verbindungslinie .10 die Normale im 
Punkte .1 der Bahnlinie und läßt sich demgemäß der Satz aufstellen: 

Die in irgendeinem Augenblick auf den Bahnlinien 
der verschiedenen Punkte der Figur F in diesen Punkten 
errichteten Normalen schneiden sich alle in einem und 
demselben Punkte 0, dem augenblicklichen Drehpunkt. 

Da für den angenommenen Punkt J der Figur F die in der 
Zeit dt zurückgelegte Wegstrecke ds = (0.1) drl' ist, wenn mit drp 
der Winkel bezeichnet wird, den der Fahrstrahl 0.1 in der Zeit dt 
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beschreibt, so hat man für die Geschwindigkeit v des Punktes J 
in dem betreffenden Augenblick 

v.-= i s = (O.JJdlJ!. = (OJ) w 
dt dt ' 

wobei w die Winkelgeschwindigkeit bedeutet, mit der die Drehung 
des Punktes J und damit auch die Drehung der ganzen Figur F 
zur betreffenden Zeit um den augenblicklichen Drehpunkt 0 erfolgt. 
Aus v = (OJ) w geht dann hervor, daß v proportional OJ oder 
auch, daß die Geschwindigkeiten der verschiedenen Punkte 
der Figur in einem und demselben Augenblick sich ver
halten wie die Entfernungen der Punkte vom augenblick
lichen Drehpunkt. 

Führt die Figur F und damit das Dreieck ABO eine Trans
lationsbewegung aus, so fällt der augenblickliche Drehpunkt ins 
Unendliche, weil in diesem Falle bei der Elementarverschiebung 
des Dreiecks die Verbindungslinien Al A~ und BI B 2 und ebenso 
die auf diesen Strecken errichteten Mittellote, deren Durchschnitts
punkt den augenblicklichen Drehpunkt liefert, parallel sind. 

Diese Sätze finden vielfache Anwendungen. So z. B., wenn 
es sich darum handelt, die Bewegung der Schubstange eines 
Kur b el ge tri e b es zu bestimmen. 

Bei dem Kurbelgetriebe bewegt sich der Endpunkt ]{ (am 
Kreuzkopf) der Schubstange Al{ in einer Geraden, der Endpunkt A 
(am Kurbelzapfen) auf einem Kreis. Um nun für die gezeichnete 
Lage des Kurbelgetriebes (Fig. 201) die Beziehung zwischen der 
Winkelgeschwindigkeit w der Welle 0 und der Geschwindigkeit VI 

des Kreuzkopfes X zu erhalten, bestimmen wir den augenblick
lichen Drehpunkt 0 für den in einer Ebene senkrecht zur ·Wellen
achse sich bewegenden Längenschnitt der Schubstange, indem wir 
auf den Bahnlinien der Punkte A und ]{ die Kormalen errichten 
und bis zu ihrem Durchschnittspunkt 0 verlängern. Diese K 01'

malen sind aber: der von 0 !lach A gezogene Halbmesser und die in 
X auf der Geraden Ol{ errichtete Senkrechte. Nach dem oben 
angegebenen Satz über das Verhältnis der Geschwindigkeiten zweier 
Punkte der bewegten Figur hat man nun im vorliegenden Fall, 
wenn VI die Geschwindigkeit des Kreuzkopfes und rw die· ne
::ichwindigkeit des Kurbelzapfens A 

o I.: OK 
OA' v 1 =ol·rw 

'/}l 

1'w 

oder wenn man den Durchsehnittspullkt der verlängerten Geraden 
XA mit der auf Ol{ in 0 errichteten Senkrechten mit B hezeiclllld, 

1) = OB. l' m = (C B) . co. 
I r 
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Man kann also, wenn die Winkelgeschwindigkeit w der Welle 
gegeben ist, für jede beliebige Lage des Kreuzkopfes K dessen 
Geschwindigkeit mit Leichtigkeit bestimmen. Aber auch für einen 
beliebigen Punkt J der Schubstange läßt sich die Geschwindig

keit v festsetzen, indem man 
den Punkt J mit dem augen
blicklichen Drehpunkt verbindet 
und die Länge dieser Verbin -
dungslinie angibt. Man hat danll 

v OJ 
VI OK' 

232. Elementarbewegung 
eines Ulll einen unbeweglichen 
Punkt drehbaren starren Kör-
pers. Um Aufschluß über die 
Elementarbewegung des Körpers 

zu erhalten, betrachten wir wieder die Bewegnng eines durch drei 
materielle Punkte Al B l C des Körpers bestimmten Dreiecks, wo bei 
wir den einen Eckpunkt 0 im unbeweglichen Drehpunkt des Körpers 
annehmen. 

Bei der Elementarbewegung des Körpers gelangt das Drei
eck .ABO aus der Lage CAlBl in die unmittelbare Nachbarlage 
CA 2 B z . Diese Ortsveränderung kann man aber auch dadurch be
werkstelligen, daß man das Dreieck durch Drehung um eine durch 
C gehende und senkrecht auf der Ebene C Al Az stehende Achse 
zunächst in eine Zwischenlage CAz B 2 ' und damit CAl zur Deckung 
mit CA2 bringt und dann erst das Dreieck durch Drehung um die 
Achse CA 2 in die Lage CA2B 2 versetzt. Denkt man sich diese 
beiden Drehungen statt nacheinander, gleichzeitig ausgeführt, so 
kann man dieselben, da sie um Achsen erfolgen, die beide durch 
den unbeweglichen Punkt 0 hindurchgehen, zu einer einzigen 
Drehung zusammensetzen, deren Achse ebenfalls durch 0 hindurch
geht. Daraus ergibt sieh, daß jede Elementarbewegung eines um 
einen unbeweglichen Punkt drehbaren starren Körpers aufgefaßt 
werden kann als eine Drehung um eine durch den festen Dreh
punkt gehende Achse. 

233. Elementarbewegung eines freien Kiirpers. Die allge
meinste lj~lementarbewegung eines freien Körpers ist eine Sc h ra u
benbewegung. Um dieses zu beweisen, nehmen wir an, daß das 
mit dem Körper [( sich bewcgende Dreieck AB 0 am Anfang eines 
Zeitelements d t sieh in J 1 B l 01 (Fig. 202) und am Ende desselben 
sich in Az B2 C2 hefinde und daß das Dreicck durch 'rranslation 
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zunächst in die parallele Zwischenlage A2 B/G./, hierauf durch 
Drehung um den Punkt A2 in die Lage A2 B 2 C2 gebracht werde. 
Die letztere Drehung erfolgt, wie wir vorhin gefunden haben, um 
eine gewisse, durch den Punkt A2 gehende Achse A2 A2 • Somit 
handelte es sich vorliegendenfalles um eine Translation in der Rich
tung Al A2 und eine darauffolgende Drehung um die Achse A2 A~ . 
Denkt man sich diese beiden Bewegungen gleichzeitig vor sich 
gehend, so stellt die resultierende Bewegung die Elementarbewegung 
deR Dreiecks AB C und damit auch des Körpers K vor. In 226 
haben wir aber gesehen, daß bei der Zusammensetzung einer 
Drehung und einer Translation, deren Richtung nicht senkrecht 
steht auf der Drehachse, sich 
als resultierende Bewegung 
eine Schraubenbewegung er- 4; 
gibt. Somit wäre tatsächlich C:!. 

die allgemeinste Elementar
bewegung des Körpers K 
eine Schranbenbewegungund 
die freie Bewegung eines 
starren Körpers überhaupt als 
die Aufeinanderfolg'e solcher 
schraubenförmiger Elemen- Fig. l?02. 
tarbewegungen anzusehen. 
Dabei nennt man die im allgemeinen sich in jedem Augenblick 
ändernde Schraubenachse die augenblickliche Achse der Dre
hung und 'rranslation oder die Momcntanachse. 

234. Bestimmung der lUomentanachse. N ach dem in 22i 
über die Schraubenbewegung' Gesagten sind die Projektionen der 
Geschwindigkeiten sämtlicher Punkte des bewegten starren Körpers 
auf die MOlllentanachse in einem und demselben Augenblick alle 
einander gleich, Bezeichnet man nun mit VI' V2 , Va die gegebenen 
Geschwindigkeiten dreier nicht in ein er Geraden liegender Punkte 
AI' A~, .da des bewegten Körpers, zieht von einom beliebigen Punkte C 
des Raumes aus Strahlen parallel diesen Geschwindigkeiten, trägt 
auf diesen Strahlen die betreffenden Geschwindigkeiten 'VI' V2 ' '/}:l 

ab, legt dureh die Endpunkte D I , D 2 , D 3 dieser Strahlen eine Ebene E 
und mllt von C aus das Lot CE auf diese Ebene, dann ist die ge
suchte ~Iomentanachse parallel diesem Lot CE. Zieht man hierauf 
in der Ebene E die Geraden EDI , E])~, ED:I , so sind durch diese 
Strecken die lüchtungslinien, sowie die Größen der Komponenten 
VOll 1\ ,u~, V'l rechtwinklig zur lVIomentanachse ausgedrückt. Diese 
letzteren Komponenten sind aher nichts anderes als die bei der 
D r <"I lU n g um die Momcll tanachse sich erg'e benden U mfangs-
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geschwindigkeiten der Projektionen Bi, B 2 , Ba der Punkte Al' ~, As 
des starren Körpers auf eine Ebene senkrecht zur Momentanachse, 
d. h. auf eine Ebene parallel der Ebene E. Projiziert man also 
die Punkte Al' A2 , A3 auf eine Ebene parallel der Ebene E und 
zieht durch die Projektionen B l , B 2 , B 3 dieser Punkte A Parallelen 
mit den Strahlen EDl , ED2 , EDs , errichtet auf den erwähnten 
Parallelen in dcn Punkten B l , B 2 , Bs Lote, so schneiden sich die letz
teren in einem einzigen Punkte 0, durch den die l\lomentanachse hin
durchgeht. Damit ist die Lage der Momentanachse vollständig bestimmt. 

§ 49. Der Schwerpunktssatz des materiellen Körpers. 
235. Satz von der Bewegung des materiellen Körpers. Auf 

einen materiellen Körper wirken eine Anzahl beschleunigender 
Kräfte, deren zeitlicher Verlauf bekannt ist. Was läßt sich über 
die Bewegung dieses Körpers aussagen? 

Wir denken uns den Körper parallel zu den Ebenen eines 
rechtwinkligen xyz-Koordinatensystems in unendlich kleine Parallel
epipede und erforderlichenfalls an der Körperoberfläche in Te
traeder zerlegt. Die äußeren Kräfte können entweder Kräfte sein, 
die an einzelnen Punkten der Körperoberfläche angreifen oder 
über die Körperoberfläche gleichmäßig verteilt sind, oder der 
Masse proportionale Anziehungs- oder Abstoßungskräfte. Im all
gemeinen greifen an einem beliebigen Massen element mit den Ko
ordinaten x, Yi Zi (i = 1 bis i = i) und der Masse dmi äußere und 
innere Kräfte (222) an; fügt man zu diesen nach d'Alembert 
den Trägheitswiderstand als fingierte Kraft hinzu, so bilden sie 
ein GIeichgewichtssystem. Sind x,=d2 xi /dt2 und analog ij" zi die 
Beschleunigungskomponenten im Punkt Xi' Vi' Zi' so sind die Kom
ponenten der d' Alembertschen Scheinkräfte - dm· Xi usf. ,ViI' 
denken uns nun für jedes Massenelement die Gleichgewichtsbedin
gungen der Kraftkomponenten bezüglich der Koordinatenachsen 
angeschrieben und alle diese Gleichungen addiert; dann werden 
sich bei dieser algebraischen Addition alle inneren Kräfte weg
heben, da sie nach 222 paarweise, in gleicher Größe und mit ent
gegengesetztem Vorzeichen vorkommen, und es bleiben nur noch 
äußere Kräfte und Trägheitswiderstände, deren x-y-z-Komponenten sind 

X = 2: dmi' Xi Y = 2: dmi'Yj Z= 2: dmi·z i . 

N ach der Lehre vom Schwerpunkt hat man, wenn X o Yo Zo die 
Koordinaten des Schwerpunktes sind 

m·xo =2: dmi·xi ; m·yo = 2: dmj'Yj; m·zo =2: dmi·zi , 

woraus durch zweimaliges Ableiten: 
m· Xo = 2: dmj.xi ; m·Yo = 2: dmi'Yi; m·"o = 2: dmi·z i . 
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Durch Vergleichen folgt: 

X=m·xo Y=m·yo 
oder ausführlich geschrieben 

d2 z 
Z = m --!J. (148a) 

dt" 

Das sind genau dieselben Gleichungen, die für einen materiellen 
Punkt von der Masse m und den Koordinaten Xo Yo Zo gelten, der 
von einer Beschleunigungskraft mit den Komponenten Xl' Zergriffen 
ist. Vorliegendenfalls ist m = 2: dmi die Gesamtmasse des Körpers 
und :Co Yo z:o die Komponenten der Schwerpunktsbeschleunigung. In 
Worten lautet der sog. Schwerpunktssatz des materiellen Körpers: 

Der Schwerpunkt eines Körpers, der von besch}euni
gen den Kräften ergriffen ist, bewegt sich so, als ob die 
ganze Masse des Körpers in ihm vereinigt wäre und als 
ob sämtliche Beschleunigungskräfte oder deren Kompo
nenten, mit sich selbst parallel verschoben, im Schwer
punkt angreifen würden. 

Kennt man anderseits die Schwerpunktsbewegung eines Kör-· 
pers und damit auch dessen Schwerpunkts beschleunigung, so ist 
dadurch erwiesen, daß eine Beschleunigungskraft an ihm wirkt, 
deren Größe durch die letzte Gleichung bestimmt ist. 

Ist im besonderen Fall eine beschleunigende Kraft nicht tätig 
oder haben die beschleunigenden Kräfte keine Resultante, d. h. ist 
X=Y=Z=ü, so folgt: 

X o = u1 + b1 . t Yo = a2 + b2 • t Zo = aa + ba · t, 

d. h. der Schwerpunkt kann sich in diesem Fall geradlinig und 
gleichförmig bewegen; er kann auch, wenn b1 = b2 = b3 = 0 ist, 
in Ruhe bleiben. 

Bei der Ableitung des Schwerpunktssatzes ist keinerlei ein
schränkende Annahme über die beschleunigenden Kräfte und deren 
Komponenten gemacht worden. Es ist also auch der Fall inbe
griffen, daß die Kräfte ein resultierendes Moment haben. Da ein 
solches in den Bewegungsgleichungen des Schwerpunktes nicht 
vorkommt, so heißt das: ein Kräftepaar, das an einem materiellen 
Körper angreift, beschleunigt den Schwerpunkt nicht; dieser ver
harrt in seinem bisherigen Bewegungszustand. Das Kräftepaar 
setzt den Körper jedoch in Drehung und zwar, wic man ohne 
weiteres sieht, um den Schwerpunkt bzw. eine Schwerachse. 

Hier entsteht leicht der Gedanke, die beiden überhaupt mög
lichen Bewegungen eines starren Körpers, die Translation und 
die Rotation, fänden ganz unabhängig voneinander statt, jene 
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unter dem Einfluß der resultierenden Kraft, diese unter dem Ein
fluß des resultierenden Momentes. Diese Annahme ist voreilig. 
Ein rotierendes Langgeschoß , dessen geometrische Achse über
dies einen Kegel beschreibt, setzt die umgebende Luft in Be
wegung, und die so bewegte Luft wird der fortschreitenden Be
wegung des Schwerpunktes einen anderen Luftwiderstand entgegen
setzen, als die von der Rotation nicht beeinflußte Luft. Daher 
wird man nicht die Schwerpunkts bewegung unter dem Einfluß des 
Luftwiderstandes für sich rechnerisch erledigen dürfen, um ganz 
unabhängig davon, etwa nachträglich die Rotationsbewegung zu 
untersuchen. Diese getrennte Integration, m. a. W. die Annahme 
der völligen Unabhängigkeit der Translation von einer gleichzeitig 
stattfindenden Rotation, wird nur in bestimmten einfachen Fällen 
gestattet sein. 

236. Bewegung des Schwerpunktes eines materiellen Systems. 
Nachdem wir uns in 222 darüber verständigt haben, was unter 
äußeren und inneren Kräften bei einem materiellen System zu 
verstehen ist, fragen wir schließlich, ob der Schwerpunktssatz 

·auch für ein bewegliches materielles System gültig sei, 
nicht nur für einen starren Körper. 

Wir können dabei ebensowohl an ein System getrennter Massen
punkte (Punktbaufen) oder Körper (Planetensystem) denken, wie 
an den menschlichen Körper oder eine Maschine (z. B. Automobil, 
Flugzeug). Tun wir das letztere, so sehen wir, wie das Triebwerk 
und das Gestell mit Kräften aufeinander einwirken, die in den 
Berührungsstellen (Lagern, Führungen) auftreten. Stets drückt da
bei ein Triebwerksteil auf seine Führung mit der gleichen Kraft, 
mit der die Führung reagiert. Auch eine etwa auftretende Rei
bungskraft kommt am System stets doppelt vor, einmal am Trieb
werksteil, dann an der Führung oder am Lager und zwar gilt dies 
für Bewegungsreibung und für Haftreibung. Alle diese Kräfte sind 
daher innere Kräfte (Systemkräfte), die sich am ganzen System 
gegenseitig aufheben, also für den Systemschwerpunkt keine be
schleunigende Resultante ergeben. Die Bewegung des Schwer
punktes ist daher bei einem beweglichen materiellen System von 
den inneren (System-)Kräften unabhängig und es gilt auch hier 
wie für den starren Körper der Schwerpunktssatz, demzufolge der 
Schwerpunkt des Systems sich so bewegt, als ob die ganze 
:Masse des Systems in ihm vereinigt wäre, und als ob alle 
äußeren beschleunigenden Kräfte mit sich selbst parallel 
verscho ben im Schwerpunkt angreifen würden. 

Ohne Zuhilfenahme äußerer Kraft kann also der Schwerpunkt 
weder eines einzelnen Körpers noch eines Systems beschleunigt 
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werden, er bewegt sich geradlinig und gleichförmig, oder bleibt 
in Ruhe. 

Ein Mensch, dessen Körper auch ein materielles System ist, 
könnte, wenn er auf einem absolut glatten ebenen Boden stillstände 
oder läge, seinen Schwerpunkt nicht von der Stelle bewegen. Es 
gelänge mit einem Stab, dessen Spitze in den Boden eindringen 
kann und gegen dessen anderes Ende sich die Person stemmt; 
aber damit ist eben eine Kraft benützt, die von einem nicht zum 
ursprünglich betrachteten System (menschlicher Körper) gehörigen 
Körper ausgeht, und das ist eine für dieses System äußere Kraft. 
Genau das gleiche ließe sich sagen, wenn eine Person sich in 
einem Schlitten befindet, der auf einer absolut glatten Ebene ruht, 
und wenn das System (Mensch - Schlitten) von dem auf dem 
Schlitten Stehenden mit Hilfe eines Spießes fortbewegt wird. Nicht 
anders geht es beim Rudern, wo das System aus Mensch, Kahn 
und Rudern besteht; die inneren Kräfte des Systems, hervorgerufen 
durch die Muskelkraft, schaffen durch die schnelle Bewegung der 
Ruderflächen im Wasser einen Widerstand am Wasser, also an 
einem nicht zum System gehörigen Körper; der Druck des Wassers 
gegen die Ruderschaufel ist die äußere Kraft, die, vermindert um 
die Reibung des Bootskörpers im Wasser, den Schwerpunkt des 
Systems beschleunigt. 

Die Lokomotive ist mit Rahmen, Kessel, Triebwerk und Rädern 
ein materielles System, an dem die inneren Kräfte des Dampfdruckes 
(auf Kolben einerseits und Zylinderdeckel anderseits wirkend) die 
äußere Kraft der Reibung der Triebräder an den Schienen (Ad
häsion) hervorrufen; diese äußere Kraft, vermindert um die äußeren 
Kräfte des Luftwiderstandes, der Spurkranzreibung und der Roll
reibung, dienen zur Beschleunigung der im Schwerpunkt vereinigt 
gedachten Masse. Auch die Schienenstöße gehören zu den äußeren 
Kräften des Systems, die den Lokomotivschwerpunkt beschleunigen, 
ebenso der Druck der Schienen in einer Krümmung gegen die 
Räder. Wir brauchen die gleichen Gedankengänge für das Fahr
rad, Automobil, Luftschiff, Flugzeug nicht weiter auszuführen, 
überall erkennen wir gleichzeitig den großen Wert der Reibung 
und des Widerstandes des umgebenden Mittels, wie Luft und Wasser, 
für die Beschleunigung des Schwerpunktes eines Systems. 

Explodiert ein Sprenggeschoß in der Luft, so ist der Explo
sionsdruck für das System "Geschoß oder Spreng'stücke" eine innere 
Kraft, der Schwerpunkt würde sich wenigstens im luftleeren Raum 
auf der gleichen Bahn weiterbewegen, gleichviel ob das Spreng
geschoß geplatzt. ist oder nicht. Trifft nun ein Sprengstück auf 
einen nicht zum System gehörigen Körper, so entsteht eine äußere 
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Kraft am System und der Systemschwerpunkt bewegt sich von jetzt 
ab anders als es der Schwerpunkt des noch nicht geplatzten Ge
schosses tun würde. Im lufterfüllten Raum wird sich der Schwer
punkt der Sprengstücke nicht genau so bewegen, wie der Schwer
punkt des ganz gebliebenen Geschosses, weil der Luftwiderstand 
- d. i. eine am Schwerpunkt angreifende äußere Kraft - an 
beiden verschieden groß ist. 

Unser Planetensystem ist wegen der ungeheuern Entfernung 
der .B'ixstcrne als ein nur inneren Kräften unterworfenes System 
anzusehen, es befindet sich daher der Systemschwerpunkt entweder 
in Ruhe oder in gleichförmiger Bewegung. 

§ 50. Anwendung des d'Alembertschen Prinzipes auf die 
Translation eines materiellen Körpers!). 

237. Bewegung einer Reihe von starr miteinander verbun
denen Massen. Es soll unter Berücksichtigung der Reibung an der 
horizontalen Auflageebene und Vernachlässigung der Zapfenreibung 
bei der Holle C die Bewegung des in Fig. 203 angedeuteten Massen
systems bestimmt werden. 

Entsprechend dem in 222 Bemerkten hat man, um das Gleich
gewichtssystem von Kräften zu erhalten, an den sämtlichen mate-

.n;~ n>-t.9 .Nz~ m.zg riellen Punkten des bewegten Systems 

m.z fl 

Fig. 203. 

noch die betreffenden 'l'rägheitskräfte 
anzubringen. Zum bewegten System 
gehört aber alles, was sich zusammen 
bewegt, also die Massen m, m! und 'ln2 , 

m.b sodann die Masse des Verbindungsseiles 
und diejenige der sich drehenden Rolle 
C. Indessen wollen wir vorliegenden
falles zur Vereinfachung der Aufgabe die 

71'9 beiden letztgenannten Massen vernach-
lässigen und überdies die Verbindungsseile als starr annehmen. 

Die vertikal abwärts sich bewegende Masse m habe zur Zeit t 
die Beschleunigung b, es ist daher die Beschleunigungskraft der
seI ben B = mb vertikal abwärts gerichtet, die Trägheitskraft B' = m b 
dagegen vertikal aufwärts. Die beiden Massen 'In! und m2 besitzen 
zur Zeit t ebenfalls die Beschleunigung b, ihre Beschleunigungs
kräfte BI und R2 sind damit 

1) Das d'Alembertsche Prinzip ist kein Grundprinzip der Mechanik; 
" Prinzip " ist hier, wie auch in den 127 und 151 lediglich in der Bedeutung 
von "Satz" aufzufassen. 
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horizontal von links nach rechts wirkend, die Trägheitskräfte R/ 
unu R2 ' entgegengesetzt. 

Indem man nun zu den tatsächlich am System wirkenden 
Kräften noch die Trägheitskräfte R', Rt' und R2 ' hinzufügt, stellt 
man damit das Gleichgewicht des ganzen Systems hel'. Bei dem 
im Gleichgewicht befindlichen System hat man aber 

mg - mb = P m1 9 + m1 b + !lm2 9 + m2 b 
oder b(m+m1 +m2 )=mg-pm1 g-p1n2 g, 

m - p1l1[ - pm" 
b=g·--- ···· ----"· 

m+m1 +m2 

woraus 

Die Beschleunigung des Systems ist also konstant und die 
Bewegung eine gleichförmig beschleunigte. 

238. Die Spannungen in 
(len Verbindungs stangen 
zwischen den einzelnen 
Wagen eines Eisenbahn
zuges mit starren Kupp
lungen. Es handle sich zu
nächst um die Stabspan-

Fig. 204. 

nungen beim Anfahren des Zuges. Ist hierbei P die Zugkraft der 
Lokomotive und ,U der Widerstandskoeffizient der Bahn, so hat man, 
nachdem die Trägheitskräfte an sämtlichen Wagen des Zuges an
gebracht worden sind, 

P=1n1 b + pm1g + 111~/; + p1l1tU + ... , 
woraus sich die Beschleunigung b des Zuges ergibt: 

b = l!=l!:.g ~1 + tIl,2±.:.:1 
1n1 +1n2 +··· 

Nun folgt aus dem Gleichgewicht des hintersten Wagens m1 , 

wenn die Verbindungsstange zwischen m1 und m2 durchschnitten 
und dafür an der Schnittstelle die Spannkraft 81 angebracht ist: 

SI = m1 b + !lm1!J· 
Schneidet man dagegen die Verbindungsstange z'wischen 1n2 

und m3 durch, so ergibt das Gleichgewicht des Systems der beiden 
Massen m1 und m'J: 

82 = 1111 b + fl1l11 9 + 1I12 b + 1(1I12 9, 
also 82 > 81 usf. Überhaupt nehmen die Spannungen 8 der Ver
bindungsstangen gegen die Lokomotive hin zu. 

Hat der Zug die vorschriftsmäßige gleichmäßige Bewegung 
erlangt, so ist von da an b = 0 und es sind, wie aus den Gleichungen 
für die Stabspannungen 8 hervorgeht, nunmehr diese Spannkräfte 8 
wesen tlich geringer. 

Autenrieth-Eusslin, Technische Mechanik. 2. Auf!. 2ö 
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239. Bremsberg. Unter einem Bremsberg versteht man im 
Bergbau eine geneigte, mit zwei Gleisen versehene Ebene, auf 
deren einem Gleisc die beladenen Wagen vermöge ihres Eigcn
gewichts sich abwärts bewegen und gleichzeitig mittels eines Seiles, 
das um eine mit einer Bremsvorricbtung versehene Seilscheibe 
sicb windet, die leeren Wagen auf dem anderen Gleise in die 
Höhe zieben. 

Ob nun die beiden Gleise auf der gleichen schiefen Ebene 
oder wie in Fig. 205 auf zwei schiefen Ebenen von gleicher Hori

zontalneig'ung sich befinden, ist 
bei Bestimmung der Bewegung 
des in Betracht kommenden 
Massensystems gleichgültig. 

Unter Zugrundelegung des 
in Fig. 205 angedeuteten Falles 

~g wollen wir zunächst bei dem 
Fig. 205. bewegten Massensystem nur die 

beiden Massen m1 und m2 be
rücksichtigen, auch von sämtlichen Reibungswiderständen absehen, 
desgleichen von der Elastizität des Seiles. 

Ist b die Beschleunigung des Massensystems zur Zeit t, so sind 
m1 bund m2 b die zur Herbeiführung des Gleichgewichts an den 
beiden Massen m1 , beziehungsweise m2 anzubringenden 'rrägheits
kräfte. Mit diesen erhält man: 

woraus 

also eine gleichförmig beschleunigte Bewegung des Massensystems. 
",Veniger einfach wird dagegen die Sache, wenn man zum bewegten 
Massensystem auch noch die Masse des Seiles rechnet. In diesem 
Falle werden wir in folgender Weise vorgehen: 

Es sei zur Zeit t die Lage des bewegten Massensystems, ,vie 
in Fig. 205 angegeben, 

l die gesamte Länge des die beiden Massen m1 und m2 ver
bindenden Seiles und 

q das Gewicht der Längeneinheit dieses Verbindungsseiles. 

Damit erhält man, nach Anbringung der Trägheitskräfte, als 
Gleichgewichtsbedingung für das Massensystem : 

mo g sin a + q x sin a - -q x . b -- m" b = • g. 
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=m1gsina +q(l-x) sin a +1 (l- x) b +m1 b, 
9 

woraus: b (~l + m1 + m2 ) = [m2 g - mtY + q (2x -l)] sin a 

oder wenn man die gesamte in Bewegung befindliche Masse mit m 
bezeichnet: 

b·m = [m2 g - nttY + q(2x -l)] sin a 

b = ~2X = m2 g-m1 g + q (2x --l). sin a (a) 
dt2 m 

Setzt man 
. . . (b) 

und leitet zweimal nach t ab, wodurch man erhält: 

d2 x 1 d2 y 
dt2 = 2q . dt2 ' 

d2 x 
so geht die Gleichung (a) für b oder dt2 über in: 

und mit 
2 q sin (( " 
-m--=a-, 

Aus dieser Gleichung erhält man bekanntlich durch zweimalige 
Integration: 

y=A·eat+B·e-at . ....... (e) 

unter A und B die beiden Integrationskonstanten verstanden. Leitet 
man diese Gleichung nach t ab, so ergibt sich: 

dy -- = a(A·eat-B·e-at) 
(l t 

oder wenn man die Geschwindigkeit des Massensystems zur Zeit t 
mit v bezeichnet, 

dx 1 dy a t v= ---. =----. --- = - (A·ea - B·e-at). 
elt 2q dt 2q 

Ist zur Zeit 0 die Geschwindigkeit v = 0 und ebenso x = 0, 
so liefert die letzte Gleichung 

O=A-B; B=A. 

Mit x = 0 erhält man aber für y den Wert 

y=m2 g-m1 g-ql 
26* 
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und demgcmäß aus Gleichung (c), wenn darin t = 0 gesetzt wird, 

mdJ - ml g - q I = A + B = 211 , 

womit (d) 

oder 
sin (( eal - e-al (m~ g - - mlg - q l) sin f( . 

v = -- . A· - "- - = --~--------- "----'!Sm at 
m a 1na 

(c) 

Setzt man schließlich noch in Gleichung (c) den Wert von 11 
aus Gleichung (b) und den Wert von A = B aus Gleichung (d) ein, 

so erhält man eine Beziehung zwischen 
x und t, d. h. für den materiellen Punkt 

Fig. 206. 

m2 die Gleichung der Bewegung in der 
Bahn. Für kleine Werte VOll at ist !Sin at 
genau genug gleich at. 

240. Lasten an einer Rollenverbin
dung. An der losen Rolle CI (Fig. 206) 
hänge eine schwere Masse rn l und am freien 
Seilende A eine Masse m2 • Letztere habe 
das Übergewicht, infolgedessen eine Be
wegung der Massen eintritt. Diese Be
wegung soll bestimmt werd&n unter Ver
nachlässigung der Masse der Rollen und 
des Seiles, sowie der Zapfenreibung und 
der Seilsteifigkeit. 

Ist b = elvi die Beschleuni!!'ung der vertikal aufwärts sich 
I elt ~ 

rlv 
bewegenden Masse 1n1 und b" = ____ 2. die Beschleunigung der ab-

- dt 

wärts gehenden Masse m2 , dann liefert das durch die betreffenden 
Trägkeitskräfte m1 b1 und rn,~ b2 hergestellte Gleichgewicht der Kräfte, 
wenn 8 die Spannkraft des Seiles 

und 
S = rn2g -- 1n2b2 

28 = rnlg + ml b\ (a) 

Bewegt sich die Masse m2 in der Zeit rlt um rls.~ abwärts, 
so steigt die Masse m\ in derselben ;t;eit um dSI aufwärts. Nun hat 
man aber 

dS2 = 2rls[, 

also 
d S2 rlsl -- = 2 . - odel' v 'J = 2 VI 
cl t rl t 
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und damit 

rlv2=2. rlV1 . J, 2b • u2 =' l' 
!l t cl t1 

Berücksichtigt man dies und eliminiert aus den Gleichungen (a) 
die Spannkraft S, so erhält man: 

woraus 

2 (tn2 9 ~~- 2 tn2 b1 ) = 1n1 9 + m1 b1 , 

2m2 -- m1 b1 = g'~-~--- . 
. 4m2 +-m1 

Die Bewegung ist also eine gleichförmig beschleunigte. 
241. Aufgabe. Ein Wagen von der Masse m1 stehe auf horizon

talem Gleis und erfahre bei seiner Bewegung keinerlei ·Widerstand. 
Im Wagen befinde sich ein Kurbelschleifengetriebe vom Halb
messer a, das mit der gleichförmigen Winkelgeschwindigkeit w um
läuft und eine Masse m2 hin- und herbewegt. Wie bewegt sich 
der Wagen, der sich bei stillstehendem Getriebe in Ruhe befindet? 

Der Wagen und die Masse des Getriebes machen eine gegen
läufige Bewegung, bei der der Gesamtschwerpunkt in Huhe bleibt, 
da keine äußeren Kräfte auf das System einwirken. 

In einem bestimmten Zeitpunkt sei der Schwerpunkt von 1It1 

um ;v1 von einer festen Vertikalachse entfernt, etwa zur Linken 
derselben, während der Schwerpunkt von m2 vom Schwerpunkt 
von m1 um x 2 nach rechts hin absteht, also von jener Achse um 
J'2 - :r1 nach rechts. Da der Schwerpunkt auf der Vertikal achse 
bleibt, so ist 

1f1.1 . :1'1 = m2 ' (:1'2 - Xl) , 

(mi -1- 1n2 ) ;r == 1It2 x2 , 

m.) m,.). 
also Xl = -_._- - . :1'2 = - ~ - .. a· SUHt) t, 

1It1 -f-- m2 1II i + 1112 

wenn der Kurbelwinkel (I) von der vertikalen MittelsteIlung der 
Kurbel aus gezählt wird. Der Wagen macht also eine verkleinerte 
Kopie der Kurbelsehleifen bewegung. 

Man könnte auch den Satz anwenden: Die absolute Beschleuni
gung ba ist bei einer Translation des Koordinatensystems (Wagen) 
die Resultante aus der Führungsbeschleunigung br und der Relativ
beschleunigung b,.. Da hier U a = 0, so ist b,. = ~br' und da es 
die gleiche innere Kraft ist, die die Masse der Kurbelschleife Ilach 
der einen, die des 'Wagens nach der andern Seite beschleunigt, so 
folgt nach dem dynamischen Grundgesetze wieder die obige 
Gleiehung. 

Die hier erörterte l~inrichtl1ng heniitzt E. l\I ey er Zl1l' Demol\
stration des Sehwerpunktssatzes, zeigt also dal'an, daß der System
sehwerpunkt in J{uhe bleibt. 
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24:2. Sicherheit gegen das Umkippen bei einem in gleitende 
Bewegung versetzten Körper. Es handle sich um ein schweres 
rechtwinkliges Parallclepiped (Fig. 207) von der Grundfläche 2 a· c, 
der Höhe 2 h und dem Gewichte Q = mg, das auf eine horizontale 
.A uflageebene gestellt, in der Höhe z über letzterer von einer der 
Kante 2 a des Parallelepipeds parallelen, die Achse des Parallelepipeds 
im Punkte B schneidenden Horizontalkraft H in gleitende Be
wegung versetzt werde; man soll die Grenzpunkte B' und B" auf 
der Achse des Parallelepipeds angeben, zwischen denen der Angriffs-

punkt B der Kraft H sich befinden 
muß, wenn ein Kippen des Para11e1-• I I epipeds weder um die Kante A.1 

i A ~.--~. Ir noch um die Kante A2 eintreten 
~v I B soll. Zunächst setzen wir, dem 
I ~ I>I-----+~--->J( d' Alem bertschen Prinzip entspre-!_ m.() 

I ~"""'-=;I'---Q chend, das eine 'rranslationsbewe-, 
: ~' gung ausführende Parallelepiped 
~l/ : . - durch Anbringen der horizontalen, 
i nach links gerichteten 'rrägheits

, , . 
.... - - a.. --1'-- -a.-

Fig. 207. 

kraft 1n. b ins Gleichgewicht und 
bringen hierauf die Bedingung zum 
Ausdruck, daß die Gesamtkraft P, 
die das Parallelepiped gegen seine 
Auflageebene preßt, diese letztere 

in einem Punkte C (Druckmittelpunkt) treffe, der innerhalb der Auf
lagefläche, also zwischen Al und A.2 gelegen ist. Dieser Punkt C gibt 
dann auch den Angriffspunkt des aus den Komponenten lVt = ,uQ 
und 1V" ~= Q zusammengesetzten Auflagerwiderstandes TVan. Nehmen 
wir nun C als Drehpunkt an und bezeichnen CO mit x, so erfordert 
das Gleichgewicht des Parallelepipeds: 

also 

H·z=Q.;x;+mb·h ...... . (a) 
Es ist aber nach dem Satze von der Bewegung des Schwerpunktes 

mb = H-- ,uQ . . . . . . . . . (ß) 
Hz = Q. :1; + (H- /j, Q) 71, 

woraus 
H(z h) 

x = . - - . ir-- I) h (r) 

Soll jetzt der Druckmittelpunkt A zwischen Al und A~ sich 
befinden, so muß .'1: zwischen den Grenzwerten -j- (( und -- a ent
halten sein. Steht das Parallelepiped im Begriff, um Al zu kanten, 
so hat man x = -I- a und z = z' zu setzen, womit man erhält: 

H(z' -- h) Q 
a = --- Q _. - -- Ij,h und z' c.= h -1- H (a - ph). 
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Ist nun a> ,uh, so liegt der Grenzpunkt B' der Horizontal
kraft H über dem Schwerpunkt des Parallelepipeds, andernfalls, 

a 
wenn a < ,uh oder h> -, unterhalb desselben. Auch bemerken 

fA-
wir, daß für z> z' aus GI. (y) x> a folgt, wodurch ein Kanten um 
Al angezeigt wird. Mit x = - a ergibt sich aus GI. (y) 

z=z" =h -J} (a + fA-h). 

Der Angriffspunkt B" der Horizontalkraft H liegt also, wenn 
das Parallelepiped im Begriff steht, um A2 zu kanten unterhalb 
des Schwerpunktes des letzteren. 

Wäre H = Q (~ + fA-) , erhielte man z" = 0, 

und wenn H< Q (~ + fA-)' würde z" negativ, 

mit H> Q (Ä- + fA-)' dagegen positiv. 

In letzterem Falle befände sich B" übe r der Auflagefläche, 
so daß die Kraft H die Achse des Parallelepipeds weder über dem 
Punkte B' noch unter dem Punkte B" angreifen dürfte, wenn ein 
Umkippen nicht eintreten sollte. 

Ist also 

so kann ein Kanten um A2 nie erfolgen. 

243. Die Einwirkung <leI' Trägheitskräfte auf <lie Insassen 
eines Eisenbahnwagens. Die Trägheitskräfte können wir selbst 
wahrnehmen, wenn wir auf dem Boden eines besch leunigt oder 
verzögert vorwärts sich bewegenden Eisenbahnwagens stehen. 
Setzt sich der Wagen in Gang, so ist seine Bewegung eine be
scltleunigte Vorwärtsbewegung , wobei die an den materiellen 
Punkten des bewegten Systems auftretenden Trägheitskräfte nach 
rückwärts gerichtet sind. Wird dagegen die Bewegung des 
Wagens durch Bremsen verzögert, so sind dic Trägheitskräfte 
vorwärts gerichtet. Tatsächlich empfinden wir auch ersterenfalls 
einen Zug nach rückwärts, letzteren falls nach vorwärts. Bewegt 
sich der Wagen mit konstanter Geschwindigkeit, so machen sich 
gar keine TrägheitskriiJte geltend. 

Während des Bremsens entwickelt unser Körper instinktiv 
M Llskelkräfte, die das Vorwiirtskippen durch den Trägheitswider-
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stand nicht zulassen; oder der Körper wird rückwärts geneigt, so 
daß ein Moment der Schwerkraft an die Stelle der Muskelkräfte 
tritt. Hört nun das Bremsen plötzlich auf oder steht der 'Vagen 
infolge des Bremsens schließlich still, so hört die Verzögerung' und 
das Kippmoment des Trägheitswiderstandes ebenfalls plötzlich auf, 
nicht so die Muskelanspannung oder das ihr gleichwertige Schwere
moment des rückwärts geneigten Körpers, infolgedessen macht der 
Körper in diesem Augenblick eine Kippbewegung nach rückwärts. 

Die gleichen Erscheinungen zeigen sich bei einem auf dem 
Boden eines Wagens errichteten Mastbaum. Beim beschleunig
ten Vorwärtsfahren wird der Mastbaum durch die Trägheitskräfte 
so gebogen, daß er seine konvexe Seite nach vorne kehrt, bei 
verzögerter Vorwärtsbewegung kehrt dagegen der :Mastbaum 
seine konvexe Seite nach rückwärts. 'Wenn nun letzteren falls 
die biegenden Trägheitskräfte plötzlich zu wirken aufhören, so 
bewirken die durch die Biegung hervorgerufenen Elastizitätskräfte 
die Zurück bewegung des durch die Trägheitskräfte übergeneigten 
Stabes. 

Ähnliches könnte man an einem in einem Eisenbahnwagen auf
gehängten Pendelkörper beobachten. 

§ 51. Satz von der Arbeit und der kinetischen Energie eines 
materiellen Körpers. 

244. Entwicklung des Satzes. An einem materiellen Körper 
greifen beschleunigende Kräfte an. Wir fragen, was mit der Arbeit 
geschieht, die von diesen beschleunigenden Kräften verrichtet wird. 
Da ist es grundsätzlich verschieden, wenn' der Körper elastisch 
oder wenn er starr ist. Um diesen Unterschied zu verstehen, be
trachten wir den allgemeineren Fall eines elastischen Körpers. Zur 
Erleichterung nehmen wir an, der Körper bestehe aus einzelnen 
materiellen Punkten mit den Massen 'lnl 1n2 ••• , die auf den 
gelenkigen Knotenpunkten eines masselosen Fachwerksgerüstes 
sitzen mögen, wie wir solche früher in der Statik betrachtet haben. 
Die Fachwerksstäbe mögen lediglich Zug- oder Druck übertragen. 
An einern Knotenpunkt, der sich ungleichförmig bewegt, wirken 
äußere Kräfte (gemeint sind die auf den ganzen Körper oder seine 
Bestandteile von einem anderen Körper ausgeübten Kräfte) und innere 
Kräfte (Stabkräfte). Die äußeren Kräfte am materiellen Punkt In} 

mögen in der Zeit t die sog. Arbeit CA) der äußeren Kräfte, die 
inneren anderseits in der gleichen Zeit die sog. Ar b ei t CH) der 
inneren Kräfte leisten. Ferner sei VI die Geschwindigkeit von 
JJ!l zur Zeit t und VOl die Geschwindigkeit zur Zeit 0, dann ist 
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nach dem Satz von der kinetischen Energie eines materiellen 
Punktes, den wir nacheinander auf alle materiellen Punkte des 
bewegten Körpers anwenden. 

~ml V1 2 -~-'I1Il V01 2 = Al + B l 

L "1.· " • + B -3 1'n2 v2 .. - ~ nt2 V02 " == ~"i.:! - 2 

§- 1113 V3 2_ .} 1n3 V 03 2 = A3 + B:l usf. 

Addiert man alle diese Gleichungen, so erhält man: 

2~IIl'V2 - Z~m.vo 2 = 2:A + ZB .. 

in leicht verständlicher Abkürzung geschric ben. 

(149) 

Unter der lebendigen Kraft eines materiellen Systems versteht 
man die Summe der lebendigen Kräfte der einzelnen materiellen 
Punkte des Systems, daher bedeutet Z~ 1n v 2 die lebendige Kraft 
des Systems zur Zeit t und 2'~1no 'v 2 diejenige zur Zeit O. 

Durch GI. (149) ist nun der Satz von der lebendigen Kraft 
eines materiellen Systems zum Ausdruck gebracht. Dieser Satz 
kann so ausgesprochen werden: 

Die Änderung der lebendigen Kraft eines bewegten 
materiellen Systems während irgendeines Zeitabschnittes 
ist gleich der Arbeit der äußeren Kräfte während dieser 
Zeit, vermehrt um die Arbeit der inneren Kräfte. 

245. Die Arbeit der inneren Kräfte. Wir fassen zwei zur 
beliebigen Zeit t in Al und A2 gelegene Punkte '1111 und Jn2 ins 
Auge, die um r voneinander entfernt sind und mit der Kraft S 
längs der Geraden Al A2 aufeinander einwirken, wobei man sich 
eine Zugkraft vorstellen möge. Nach elf sek befinden sich die 
materiellen Punkte in der unendlich nahen Lage A/ und A2', die 
Zugkraft ist S + clS und der Abstand r + dr geworden. Man kann 
sich den Vorgang auch so vorstellen: Der Stab Al A2 sei starr und 
gelange ohne Verlängerung in die Endlage, und zwar durch eine 
Parallelvel'schiebung und Dre-
hung. Bei der Translation leisten ~ 

S A; r~d-r --" 
die Kräfte entgegengesetzt ..,---.- --lt --- ----- .... !~ 
e-Ieiche Arbeit, d. h. die Arbeit _Ct /' i d-I> ,' I 
~ IJ / I _/ ': . ß 
Null, bei der Rotation um rlgJ _-- '"!'"c'-'---:::;--'7''--__ -O:-.... __ .L., +. 

(Fig. 208) ebenfalls die Arbeit Ä-f 'lL; A 2 'll; 
Null, da sie fortwährend durch .Fig. 208. 

den Drehpunkt gehen. Das wäre 
nicht anders, wenn sich die Kräfte S auch inzwischen geändert hätten. 
Sie leisten erst Arbeit, wenn sie den Abstand r ändern. Während einer 
denkbar kleinen Verlängerung dr darf S als konstant angenommen 
werden, weshalb di.e innere Arbeit auf dem 1Yeg rlr heträgt 
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d B = S· d r, also im ganzen, wenn der Abstand zwiscllen Ill l und 
111'2 in der Anfangslage (zur Zeit t=O)r=ro war und in der End
lage (zur Zeit t = T) r = r beträgt: 

r 

B=JS·dr. (150) 
"0 

Solange Sund clr den gleichen Richtungssinn haben, ist B positiv; 
dies ist stets der Fall, wenn sich die Formänderung bei steigender 
Belastung ausbildet, gleichviel ob sie durch den Zug oder Druck 
hervorgerufen wird; bei der Rückbildung der Formänderung während 
der Entlastung z. B. bei einer Schwingung ist B negativ. In der 
Elastizitätslehre wird diese Betrachtung vervollständigt, indem die 
Arbeit der N ormal- und Schubspannung an einem Körperelement 
angegeben wird, das eine Dehnung und Schubverzerrung erfährt. 
Hier genügt ein Hinweis darauf. 

Wir sehen jetzt, daß die Arbeitssumme der beiden Kräfte S 
nur von der relativen Bewegung des einen materiellen Punktes 
gegen den anderen abhängt, nicht von der absoluten Ortsverände
rung der Punkte Al und A2 • Bleibt also der Abstand der beiden 
materiellen Punkte bei der Bewegung stets der gleiche (d. h. ist 
clr = 0), so ist die Arbeit der inneren Kräfte S gleich Null. Bei 
der Bewegung eines starren materiellen Körpers ist demnach die 
Arbeit der inneren Kräfte Sdr gleich Null CB = 0) und der Satz 
von der kinetischen Energie eines starren Körpers lautet: 

Z~llIv2-.L.'tm1!o2=.L.'A . . .. (149a) 

während der allgemeinere für den elastischen Körper gültige Satz 
in GI. (149) ausgedrückt ist. 

246. Die lebendige Kraft eines bewegten Körpers. Die EIe
mentarbewegung des Körpers kann, wie in 235 bemerkt wurde, 
aufgefaßt werden als zusammengesetzt aus einer durch die Be
wegung des Schwerpunktes des Körpers bestimmten Translation 
und einer Drehung um eine durch den Schwerpunkt gehende 
Achse. 

Nehmen wir zunächst an, daß der Körper nur eine rrrans
lationshewegung ausführe. In diesem Falle besitzen alle materiellen 
Elemente dm des Körpers gleichzeitig eine und dieselbe Geschwin
digkeit v. Man hat daher als lebendige Kraft des Körpers 

2"' 1 I" ,) II'_"""~,, 1 ,_ -) 
]J( /It'1,"= 2-..::,rlm=2 ln1r , 

unter in die Gesamtmasse des Körpers verstanden. 
Findet dagegen lediglich eine Drehung des Körpers um eine 

beliebige Achse statt, so ergibt sich als lebendige Kraft des Kör-
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pers, wenn man mit w die Winkelgeschwindigkeit der Drehung und 
mit f! den Abstand eines Elementes dlll des Körpers von der Drch
aehse bezeichnet, 

') ') 

"1 ' "'1 "" w- '" 1 " w- CI k.~dl1l·1.·c =k.,dmo-w-=-k.C IIlO-= . Cf 
2 2 ~ 2 '" 2' 

wobei e das Trägheitsmoment der .Masse des Körpers in bezug 
auf die Drehachse (vgl. § 54). 

Ist unter Berücksichtigung der oben gemachten Bemerkung 
bezüglieh der Elementarbewegung des Körpers zur Zeit t die Trans
lationsgeschwindigkeit des Körpers = u und die Winkelgeschwindig
keit der Drehung um die durch den Schwerpunkt des Körpers gehende 
Achse = w, so ist die absolute Geschwin-
digkeit u eines im Abstand Q von der 
Drehachse befindlichen materiellen Punk-
tcs rlJU des Körpers die R,esu1tierende " 
aus den Geschwindigkeiten u und ew. 

, 

Nimlllt Inan nun die Achse der Drehung \ 
'-als z-Achse eines rechtwinkligen Koor- " 

dinatensystems an und zerlegt die be
treffenden Geschwindigkeiten in ihre 
Komponenten nach den Koordinaten
achsen, so erhält man für die absolute 
Geschwindigkeit'U des materiellen Punk-

.. - - - -

+-y 

Fig. 209. 

tes dm, wenn mit IX, ß, y die Winkel der Translationsgeschwindigkeit 
u mit den angenommenen Koordinatenachsen bezeichnet werden, 
unter Berücksichtigung von Fig. 20!) 

u2 = (ll COS (( -~- (!W sin rp)2 + (u cos ß + (jw cos rp)~ + (tt cos i'r 
= u2 + r/w2 - 2n{jw sin rp eos ce ~!~ 21l(!w cos rp cos ß. 

Damit wird die lebendigc Kraft L dcs Körpers 
L '-_e ~'~ rlm ./,'J == 2'~dJl/ . 1(2 -1~ X·~d))/ . {j2 w 2 -- .Idm.!t{j W sin rp cos C( + 

+ Xii 11/' ugco eos (p cos ß. 
~-= i m tt 2 +- ~ e w 2 ~ U co cos IX X dill' Y + tt co cos ß X d JJ/ • :1'. 

Es ist aber Xli IJI . 11 c •. = ° und .Id JJ/ ·:r = 0, weil die J' z-l<~bel1e 

und die ?/z-Ebene des Koordinatensystems durch den Sch wer
punkt des Körpers hindurchgehen. Man hat daher schließlich, wie 
vorauszusehen war: 

L=~ mu~ + ~ ew~ (151) 

Die g('Salllte kinetische Energie eines beliebig bewegten starren 
Körpers besteht demnach aus der kinetischen 1'~llergie der 1'rans
lation G m ll~) und aus der kinetischen Energie der Rotation (~f)w~). 

Beispiel: l<~s soll die kinetische Energie einer 30,5 em-Granate 
von 400 kg Gewicht angegeben werden, die das Geschütz mit 
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v = 800 [m/sek] verläßt. Die Züge haben an der Mündung eine 
Drall·Länge h = 35 Kaliber = 35 Geschoßdurchmesser = 35·30,5 
1067,5 [ern] = 10,675 [m]. 

Die Drall-Länge ist die Ganghöhe der in den Geschützlauf 
eingeschnittenen schraubenlinienförmigen Züge; ihre Steigung soll 
hier konstant angenommen werden, sie nimmt in Wirklichkeit all
mählich gegen die l\1ündung hin zu. Ist T die Zeit zum Durch
laufen von h, also die Zeit einer Geschoßumdrehung, so ist v· T = h 
und w ·T= ~n, also w = 2n· v/h = 2 ·n· 800/10,675 = 471 [1/sek]. 
Daher beträgt die minutliche Drehzahl des Geschosses an der Mün
dung nach (62) n=30.w/n=30·471/n=4500, und die sekund
liehe Drehzahl Y = 75. Die Umfangsgeschwindigkeit ist daher 
u=rw = 0,1525·471 = 71,9 [m/sek] (die Geschwindigkeit längs 

eines Zuges VI = )18002 + 71,9i = 803 m/sek). 
Unter Beachtung, daß man bei der Drehung die halbe Geschoß

masse (Geschoß als Zylinder betrachtet) am Umfang vereinigt an
zunehmen hat, ist die kinetische Energie nach (151) [g=rd. 10] 

L = .~ 111 v2 + { (.~. 111 • r2 ) • w2 

= +. 40· 8002 + 1· 20· 0,15252 .471 2 

= 12800000 + 51500 = 12851500 [kgm]. 

Die Rotationsenergie des Geschosses ist also' gering gegenüber 
seiner Translationsenergie. 

§ 52. Der Satz von der Größe der Bewegung eines materiellen 
Körpers. 

247. Entwicklung (les Satzes. In dem Schwerpunktssatz und 
dem Satz von der Arbeit haben wir zwei wichtige Hilfsmittel zur 
Untersuchung der Bewegung eines starren Körpers kennen gelernt. 
Ihnen treten zur Seite der Satz von der Bewegungsgröße (Antrieb, 
Impuls) und vom Moment der Bewegungsgröße (Drall, Impulsmoment) 
des starren Körpers. 

Es handelt sich um folgende Aufgabe. Der Bewegungszustand 
eines Körpers zu einer gewissen Zeit to ist bekannt, ebenso zu einer 
andern Zeit t. In der Zwischenzeit haben beliebige Kräfte gewirkt, 
und zwar sowohl auf die Verschiebung des Seinverpunktes als auch 
auf die Drehung des Körpers um den Schwerpunkt. Es wird eine 
Beziehung zwischen dem Anfangs- und Endzustand der Bewegung 
einerseits und der zeitlichen Verschiebungswirkung der Kräfte und 
der zeitlichen Drehwirkung derselben anderseits gesucht, für die 
beide ein Maß - der sog. Verschiebungs- hzw. Drehimpuls -- auf
zustellen ist. 
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Die Ansätze für dic Verschiebung des Schwerpunktes und die 
Drehung um den Schwerpunkt dürfen getrennt angeschrieben, aber 
nicht immer getrennt integriert werden (vgl. S. 397). Wir wenden 
uns zunächst der Verschiebung zu (Drehung § 58). 

Der starre Körper besitze zur Zeit to eine Schwerpunkts
geschwindigkeit ["0' zur Zeit t sei diese v. In dcr Zwischenzeit 
haben an i Punkten des Körpers (i = 1, 2, 3 ... ) äußere aktive oder 
eingeprägte Kriifte Pi mit Komponenten Xi ~Zi längs drei festliegen
den Achsen eines rechtwinkligen Koordinatensystems beschleunigend 
oder verzögernd gewirkt. Die Schwerpunktsbewegung ist dann durch 
den Schwerpunktssatz GI. (148) bestimmt: 

m·xo = ~'Xi; /II'Yo = 2' Yi ; l/I'zo = X Z;, 

wo die Bezeichnung von 235 benützt ist. Diese Gleichungen lassen 
sich auch in folgender Form schreiben: 

m·dvx =2X;dt; 1JI.dvy=2'Yidt; ll/·dvz=XZidt. 

Integriert man zwischen den Grenzen t und to' so folgt 

1Il' (v" - t'xo) = X J Xidt) 
lI/' (v y - vyo) = X Jy'dt .... 
1/t. (vz - vzo) = X J Zidt 

(152) 

Die Integrale sind zwischen t und to zu nehmen. Links vom 
Gleichheitszeichen steht die Änderung der Bewegungsgröße der 
im Schwerpunkt vereinigt gedachten Masse m des starren Körpers 
und zwar auf die drei Koordinatenrichtungen projiziert. Rechts 
die Summe der auf die gleichen Achsen projizierten Antriebe oder 
(Verschiebungs-)Impulse der äußeren Kräfte. Es ist daher die 
Änderung der auf irgend eine Koordinatenachse projizier
ten Bewegungsgröße der im Seh werpunkt vereinigt ge
dachten Masse eines starren Körpers während irgendeines 
Zeitabschnittes gleich der Summe der auf die nämliche 
Achse projizierten Antriebe der äußeren Kräfte. Die inneren 
Kräfte kommen nicht in Betracht, sie treten paarweise und ent
g'cgengesetzt gleich auf. Der Antrieb eines jeden Paares solcher 
innerer Kräfte ist also Null. 

Für die zeitliche Verschiebungswirkung der äußeren Krä,fte 
haben wir in den rechtsstehenden Integralen, den Komponenten des 
Verschiebungsimpulses, einen Maßstab gefunden. 

In der Tat ist einerseits die Impulskomponcntc (nebenbei be
merkt Vektorgröße) bekannt, wenn der Anfangs- und Endzustand 
der Bewegung des Körperschwerpunktes zur Zeit t und '0 gegeben 
ist, anderseits ist der Endzustand berechenbar, wenn der Anfangs
zustand und die Impulskomponenten zwischen t und to gegeben 
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sind. Im letzteren Fall braucht man über den Verlauf der Kräfte 
während der Zeit t - to nichts zu wissen; im ersteren Fall erfährt 
man freilich auch nichts über den zeitlichen Verlauf der Kräfte; 
derselbe bleibt also in beiden Fällen dahingestellt, man darf da
her nicht glauben, daß man darüber aus der GI. (152) etwas er
fahren könne. 

16. Kapitel. 

Drehung eines starren Körpers. 

§ 53. Drehung eines starren Körpers um eine feste Achse. 
248. Ungleichförmige Drehung eines Umdrehungskörpers um 

seine geometrische Drehachse. Sätze vom Antrieb und von der 
Arbeit eines Drehmomentes. Wie sich der Schwerpunli:t eines von 
beschleunigenden Kräften ergriffenen Körpers bewegt, haben wir in 
235 gesehen. Über die Drehung, die der Körper neben einer 
Schwerpunktsbewegung ausführen kann, sagt der Satz von der Be
wegung des Schwerpunktes aber nichts aus. Hierüber sind beson
dere Untersuchungen anzustellen, die wesentlich Neues enthalten. 
'ViI' beginnen mit dem einfachsten Fall, der in der Überschrift ge
kennzeichnet ist und beim Anlauf oder Auslauf eines Schwungrades, 
einer Fördertrommel, eines Elektromotors usf. vorkommt, sofern 
diese als Umdrehungskörper angesehen werden dürfen. Wir werden 

später die Drehung um eine andere Achse, 
die nicht die geometrische Drehachse 
ist, betrachten. 

Die festgelagerte Dreh- und Schwer
achse eines Umdrehungskörpers proji
ziere sich in A. Die Ebene des beschleu
nigenden Drehmomentes M==P· a [kgm] 
steht senkrecht auf der Drehachse, um 
die auch die ungleiehförmige Hotation mit 

F ig. 210. der momentanen Winkelgeschwindigkeit 
m=d {}Idt und derWinkelbeschleunigung 

c = dm/(U erfolgt. Ein im Abstand (! befindliches Massenteilchen 
rl m wird beschleunigt und widerstrebt mit seinem Trägheitswiderstalld; 
bringt IIlan diesen an allen rlm an, so besteht nach dem D'Alembert
schell Prinzip Gleichgewicht der Kräfte. Wegen der Kreisbewegung 
von dm ist die Tangentialbeschleunigung bt = (j. c = (!. (d mldt) und 
die Zentripetal beschleunigung bc = (!W2 , daher der tangentiale Träg
heitswiderstand tlT=-- dm·bt=-rlm·(!·c und die Zentrifugalkraft 
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dN=dm·l!w~. Beide sind in Fig. 210 eingetragen, was an allen 
andern dm ebenfalls geschehen sein möge. Das Gleichgewicht zwi
schen Beschleunigungskräften und Trägheitswiderständen interessiert 
uns hinsichtlich der Komponenten nicht weiter. Wir schreiben nur 
das Momentengleichgewicht um die Drehachse hin, wobei offenbar 
alle Zentrifugalkräfte das Moment Null ergeben, da sie die Dreh
achse schneiden, weshalb nur übrig bleibt: 

M= p. a = Z (dm (lE)' (l. 

Die Summierung oder Integration ist über den ganzen Drehkörper 
zu erstrecken; da hierbei in dem betrachteten Zeitelement der Wert 
E = cl w I d t konstant ist, so darf er vor das Z -Zeichen treten und 
man hat 

M=E·Zdm·r/. 

Der Wert Z clm· (l2 hängt offenbar von der Form und Größe des 
Drehkörpers und von dem Material, d. h. von dessen Dichte ab 
und ist für einen bestimmten Drehkörper mit einer bestimmten 
Drehachse eine Konstante; man nennt sie das axiale Trägheits
moment 

(153) 

des Körpers in bezug auf die Drehachse; mit seiner zahlen mäßigen 
Ausrechnung werden wir uns in § 54 beschäftigen. f) kann für 
einen gegebenen Körper auch durch einen Versuch ermittelt werden. 
Die Dimension des Massenträgheitsmomentes ist [kg·m· sek 2] (vgl. 
auch 255). Die obige Gleichung enthält das dynamische 
Grundgesetz für eine Drehung, es lautet: 

clw 
M=f}·E=f}·

dt 

oder da w = d&ldt, also dw!clt = d~{}lde: 

cl2 {} 
M=f}·

dt2 

(154) 

. . . . . . (154a) 

d. h. das beschleunigende Drehmoment ist gleich dem Widerstand 
der rotierenden Masse gegen eine Drehbeschleunigung. Die Gleichung 
ist genau so gebaut wie das dynamische Grundgesetz für die Trans
lation eines Massenpunktes, es entsprechen sich: 

Beschleunigende Kraft P Beschleunigendes Moment M 
Lineare Beschleunigung u Winkelbeschleulligung.. E 

Masse. . . . . . . . 1n Trägheitsmoment . . . . e. 
f} ist einc physikalisch-geometrische Körperkonstante ; nach 

den Betrachtungen in 14J ist darunter die Maßzahl für diejenige 
Eigenschaft eines rotierenden Körpers zu verstehen, die angibt, 
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welches Drehmoment nötig ist, um dem Körper die Winkelbesehleu
nigung 1 um die betreffende Drehachse zu erteilen. Der Name 
Triigheitsmoment wurde für f) eben darum gewählt, "'eil e das 
Mo m e n t des Tl' äg h ei ts w i d e rs t an d es einer rotierenden l\Iasse 
für die Winkel beschleunigung 1 ist. 

Ist das Antriebsmoment M konstant, so ist auch die Winkel
beschleunigung e=J1I/fJ konstant; die Drehbewegung ist gleich
förmig beschleunigt und man hat zur Ermittlung der Winkelge
schwindigkeit w und des Drehwinkels f} nach t sek, wenn die 
Drehbewegung mit der Anfangsgeschwindigkeit Wo zur Zeit t = 0 
beginnt, unter Benützung der GI. (154), (154a), (88a): 

J1I 
w=wo+ fJ·t oder 

30 lli 
11=11 +-_·t: 

o 7l fJ 

f} = w t -L ..!. lvI. t~ ) 

{) = w: -~_:~(-)e ...... (155) 

2 M 
Auch den Satz vom Antrieb des Drehmomentes (Dreh

impuls) und den Satz von der Arbeit des beschleunigenden Dreh
momentes kann man sofort für den einfachen hier betrachteten Fall 
hinschreiben, indem man die Grundgleichung integriert. 

Man erhält aus lli d t = FJ· d w 

Drehimpuls JMdt= fJ(w-wo) •.•... (156) 

ferner aus M=e(dw/dt) 

durch Erweitern mit df} = w· elt 

M·df}= f)·w·dw= fJ·d(w 2 /2) 
oder da nach 121 M· df} die Elementararbeit des Drehmomentes 
beim Durchlaufen von df} ist, 

(157) 
woraus 

o Q ')" 0 w- - W - 7l- n- - 11 -.A = f) ___ Jl_ = f) - --~ 
2 302 2 

(158) 

Auf der rechten Seite dieser Gleichung muß, wie auf der linken, 
eine Arbeitsgröße stehen, nämlich die Arbeit, die aufzuwenden ist, 
um den Rotationskörper von der Winkelgeschwindigkeit Wo auf w 
zu beschleunigen, oder auch die Arbeit, die er abgeben kann, wenn 
seine Winkelgeschwindigkeit von w auf Wo herabgeht. Gibt der 
Drehkörper die Arbeit A ab oder nimmt er eine Arbeit A auf, so 
sinkt seine Hotationsenergie oder die lebendige Kraft der Drehung 
von ~-fJw2 auf {-fJw02 oder umgekehrt; der Satz von der leben-
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digen Kraft einer Drehung lautet: Die Arbeit eines be
sch leunigenden (oder verzögernden) Drehmomen tes ist 
gleich der auf dem gleichen Rotationsweg erfolgten Zu
nahme (oder Abnahme) der lebendigen Kraft des Dreh
körpers (Rotationsenergie). 

249. Schwungrad als Kraftspeicher (IIgner-Aggregat). Wir 
fragen noch nach der Leistung, die aufzuwenden ist, wenn man 
eine rotierende Masse von der Gestalt eines Umdrehungskörpers in 
beschleunigte Rotation versetzt, oder die ein solcher Körper zu 
entwickeln vermag, wenn ihm von seiner Rotationsenergie ein 
Teil entzogen wird. Die Leistung ist die Arbeit in der Zeitein
heit, also L=dAjdt, wobei zur Umrechnung von L [mkgjsek] in 
N[PS] L=75·N zu setzen ist; nach GI. (157) hat man 

L = 75 N =dA/dl=~. f)·d (w 2 )/dt, 

f) d(w2) n 2 f) d(i/2) n 2 ·(9·ndn 
N=75.2dt=75.2.30 2 dT= 75-:-302 dt . (159) woraus 

wo w = nll/30 und n die minutliche Umlaufzahl ist. Betrachtet 
man demnach in bestimmten Zeitabschnitten -die Umlaufzahl eines 
ungleichförmig rotierend.en Körpers, so kann man eine Kurve n = {(l) 
aufzeichnen und durch Tangentenziehen an letztere Kurve dn/dt 
ermitteln; mit Hilfe der letzten q-leichung kann man dann die 
augenblickliche Leistung ausrechnen. 

Hätte man anderseits z. B. für den Fall, daß vor einem Schwung
rad ein Elektromotor, hinter dem Schwungrad eine Dynamomaschine 
sitzt, die vom Elektromotor und Schwungrad Energie bezieht (Ilgner
Aggregat), die Leistung von Elektromotor und Schwungrad durch 
ein registrierendes Wattmeter in Abhängigkeit von der Zeit auf
zeichnen lassen und die Reibungs- und elektrischen Verluste be
stimmt, so könnte man die Beschleunigungs- oder Verzögerungs
leistung der umlaufenden Massen N = Cf! (l) aufzeichnen, und da 
die Beschleunigungs- bzw. Verzögerungsarbeit A = 75· IN.dt durch 
Planimetrieren bestimmbar ist, könnte man mit Hilfe der GI. (158) 

., 0+ 2.302 A 
11" = n" --0 -. -

o - n" f) 

die Umlaufzahl am Ende einer Beschleunigungs- oder Verzögerungs
periode ausrechnen, wenn die anfängliche Umlaufszahl 110 bekannt 
oder angenommen ist. 

Bei praktischen überschlagsrechnungen geht man von einer 
mittleren Umlaufzahl n", aus, die näherungsweise ~(nmax+nmi!l) 
= ~ (n + no) gesetzt wird; dann erhält man die Zu- oder Abnahme 

Autenrieth-Ensslln, Teclmisehc Mechanik. 2. AllII. 27 



418 Die Dynamik des materiellen Körpers. Drehung eines starren Körpers. 

der Umlaufzahl während einer Beschleunigungs- oder Verzögerungs
periode wie folgt: 

n~ - no ~ = (n - no) (n + no) = 2 (n - no) + (n + Ylo) 

2· 30~ A 
=2(n--n ).n =+--- . o m - n~ f) 

Ist zufolge Leistungsdiagramm die Dauer einer Beschleunigungs
oder Verzögerungsperiode T sek und die mittlere Leistung während 
derselben Nm [PS], d.h. L m =75N",[mkgjsek], also A=75·N",'T, 
so ist die gesuchte Zu- oder Abnahme der Umlaufzahl 

302 .75 Nm T 
n-no=--;'~-;;:;--7§' ..... (160) 

m 

Der Bruch Nm/nm ist nach GI. (78) das mittlere Drehmoment 111m 

in [kgm], geteilt durch 716. 
Beispiel: Das Ilgner-Aggregat einer Walzenzugmaschine läuft 

im .Mittel mit nm = 300 in 1 min; das Trägheitsmoment der um
laufenden .Massen ist e = 36000 [mkgsek2]; Beobachtung zufolge 
ist die mittlere Beschleunigungsleistung während einer Beschleuni
gungsperiode von T = 3,8 [sek] Nm = 2600 [PS]; die Umlaufzahl des 
Aggregates steigt in dieser Zeit um: 

900·75 2600·3,8 .. 
n-no=~-'300'36000=62,5 [m 1 mm]. 

250. Beispiel. Bremsen einer Fördermaschine. Eine Förder
maschine hat aus einem 250 [m] tiefen Schacht Kohlen zu fördern 

,......, 

mit einer Höchstgeschwindigkeit 
von 12 [m/sek]. Das Gewicht eines 
Förderkorbes ist 1400 kg. Die 
zwei leeren Kohlenwagen im sin
kenden Korbe wiegen 450 kg. 
Im steigenden kommen dazu 
1000 kg Kohlen. 1 [m ] Seil wiegt 
4 kg. Die Seiltrommeln haben 
einen Durchmesser 2r=4,3 [m], 
ein Gesamtgewicht von 13000 kg. 
Die .Masse der Trommeln mo = rd. 
1300 kann konzentriert gedacht 
werden im Abstand gleich 2/3 Halb
messer, d. h. im Abstand ro = (2j3)r 
=(2/3)(4,3/2)=1,43 [m]. 

Ist die .Maschine in voller Fahrt mit 12 [m/sek] Fördergeschwin
digkeit. so wird gebremst, indem zwei Bremsklötze gegen eine 
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Bremsscheibe von 4,07 [mJ <p mit je P= 9000 kg angepreßt werden. 
Welcher Weg wird vom Beginn des Bremsens bis zum Stillstand 
zurückgelegt? Wie groß sind die Seilzüge? Wie groß ist die Brems
zeit? 

Sobald die Bremskraft P wirkt, wird die Bewegung verzögert. 
Die Verzögerung b wirkt der Fahrtrichtung entgegen, die Träg
heitswiderstände also in der Fahrtrichtung. 

Die Bremskraft an einem Bremsklotz (Pappelholz auf Schmiede
eisen ft = 0,6) ist 

R = ,ll·N = 0,6·9000 = 5400 kg. 

Bremskraft beider Klötze: 

P= 10800 kg. 

Bremsmoment =P·r1 = 10800'(4,07/2) [kgmJ. 

Die Trägheitswiderstände: 
Aufsteigender Förderkorb: 

2850 
1n2 ' b = --. b [kgl (nach oben). 

g 

Sinkender Förderkorb: 
1850 

1n1 b=--·b [kg] (nach unten). 
g 

Seil: Die Seilmasse im auflaufenden und im ablaufenden Trum 
und auch diejenige, die auf die Seiltrommel aufgewickelt ist, be
findet sich im Abstand r= 2,15 [mJ und erfährt überall die Ver
zögerung b. Die Größe des Trägheitswiderstandes ist also 

1n3 • b = 2· 2 50~. b = 2000. b [kgJ 
g g' 

und wirkt im Sinn der Fahrtrichtung. 
Trägheitswiderstand der rotierenden .M assen, d. h. Seil

trommel und Bremsscheibe 
ro 2 

1n . b = 1n . b . - = 1300 . -. b o 0 0 r 3 . 

Die Gewichte wirken wie in Fig. 211. Von der Wirkung des 
Seilgewichtesi) ist abgesehen, ebenso von Reibungswiderständen 
des Seiles und der Lager; diese würden bremsen. 

Die Momente der statischen Kräfte und der Trägheitswider
stände in bezug auf die Drehachse sind im Gleichgewicht; daher ist: 

1) Betr. die Berücksichtigung des veränderlichen Seilübergewichtes vgl. 
Aufgabe in 239. 

2i* 
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r 
p. 10 -+- (} . r = G . r + m . b . r + rit., . b . r' + m . . b . r + m ~. b . r 1 I 2 1 1 • ;] 0 r 0 

p. ~01 + G" _ G 
r '. 1 

b = ---- -----~. g. 

G --L Go + G + G _0,,-
1 I" 3 0 r" 

Die Verzögerung b ist konstant, die Bewegung ist also gleich
förmig verzögert. Einsetzen der Zahlen gibt 

10800 ~07 + 2850 - 1850 
4,3 

b = ---------------------. 9,81 = 0,894· g. 

1850 + 2850 -j- 2000 + 1300 ~ 

Für eine gleichmäßig verzögerte Bewegung mit Anfangsgeschwin
digkeit vo = 12 [mjsek ] ist nach GI. (84): 

v= Vo -- b· t. 

Die Bremszeit folgt hieraus, wenn wir am Ende des Bremsens 
setzen v = ° und b = 0,894 g. 

0=12-0,894·g·t 

12 
t = ---- = 1,37 [sek ] . 

0,894· g 

Der Bremsweg ist nach GI. (91): 

s= v + Vo t 
2 

= 0~~~'l,37=6'1,37=8,22 [m] 

oder aus GI. (92): 
V 2 -11 t 12 2 -0 8= __ °= ____ -=822 [m] 

2b 2·0,894·g' , 

das ist 8,22 /4,3.n=O,608 vom 'l'rommelumfang. 

Die Trommel macht also noch 0,608 Umdrehungen bis zum 
Stillstand. 

Die Seil spannung: Im ablaufenden Trum oben ist (Seil ganz 
abgewickelt) (G3' Gewicht des an einer Trommel hängenden Seiles 
von 250 m Länge) SI oben = GI + G3' + ritl b + mtb = 1850 + 1000 

1850 1000 + --O,894·g + ---O,894g= 1850(1 +0,894)+1000 (1 +0,894) 
g g 

= (1 0,894) (1850 + 1000); SI oben = 1,894·2850 = 5400 kg. 
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Allgemein: 

81 oben = (Gl + G3') ( 1 +;). 
Im auflaufenden Trum (Seil direkt am ~~örderkorb): 

82 oben = G2 - m2 b = G2 (1 - %) 
= 2850·0,106 = 302 kg. 

Man darf nicht so scharf bremsen, daß dieser Seilzug SJ gleich 0 
wird, d. h. so, daß in der letzten Gleichung b = g wird. 

Es muß immer b < g sein. 

251. Auslaufversuch mit einem Ilgner-Aggregat. Das Aggregat 
besteht aus Schwungrad, Motor und Dynamo und läuft auf Kugel
lagern. Um die Reibungsverluste zu finden, wurde das Agg'l'egat 
auf 590 Umdrehungen in der Minute gebracht und dann sich selbst 
überlassen. Infolge der Widerstände sinkt die minutliche Dreh
zahl n mit der Zeit und zwar laut Beobachtung nach Fig. 212 und 
Tabelle (nach L. Becker, Verluste an IIgner-Förderanlagen). 

7.eitlJ1in.l 01' 1 I ii i 10 i 20 I 30 40 I 60 I SO 1100 I 140·' ISO' 220 
n i.d.min. 590 577 I 543 I 50S ,455 :lUO 345 I 273 I 2181 171 I 92 ! 21 Ü 

dn/dt 0,1631°, 156.
1

.0'} 40,S:0, 137 5.0,107 Io,?914 0'0777iO'0~0210'0460'0;)SI0,~227!.0,014 70,0147 
Nv 15,9 14,9,12,6".11,55 7,S8 0,9 4,44 I 2,14 11,6611,07 0,344,0,05 -
NI; 1,43 I 1,4 ; 1,32 : 1,24 . 1,OS I 0,95 0,S4 I 0,66 I 0,58 10,41 0,22: 0,05 I -

NI 114,471 13,5 i 11,33 10,;)1 4,~Jfi 3,60 I 2,08 11,13! 0,661 0,12 ° 
Die Widerstände be-

stehen in Luft- und Lager
reibung und in Wirkung 
von remanentem Magne
tismus. Man darf letz
teren für geringfügig 
halten. Gegen Ende des 
Auslaufens ist die Luft
reibung gering und es 
macht sich fast ausschließ
lich die Lagerreibung gel
tend. Ist ltfk = ,uiG. rz das 
Reibungsmoment der Ku
gellager, vgl. GI. (25a), 
wo G = 12300 kg das 
(Jesamtgewicht des Aggre-
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gates und (9 = 1132 [kgmsek'2] dessen Massenträgheitsmoment und 
r z =0,13 [m] der Zapfenhalbmesser ist, dann ist nach GI. (154) 

n dn 
Mk = fli Gr• = 30· (9. dj 

n (9 dn dn 
fl·=---·--=00739.-· 

• 30G·r. dt ' dt 

Die durch Tangentenziehen ermittelten Werte von dn/dt sind in 
der Tabelle angegeben. Gegen Ende des Auslaufes ist dn/dt = 0,0147, 
womit fli=0,00109. Stribeck fand fli=0,0015, womit obiger 
Wert befriedigend stimmt. 

Zu einer gewissen Zeit t ist die verlorene Leistung im ganzen 
nach GI. (159) 

n'2· (9·n cl?! dn 
Nv = 30'2.75 .dj=0,1655.n·dt , 

die in den Kugellagern verlorene Leistung ist nach GI. (76) 

N: _ Mk:.!!!._ fli·G·rz· nn. 
k- 75 - 30.75 

Der Unterschied Nz = Nv - NI< entfällt auf den Luftwiderstand 
(vgl. die obige Tabelle). 

Von der Gesamtluftreibung entfällt ein T~il auf die Maschinen, 
ein anderer auf das Schwungrad. Durch besondere, in der Quelle 
nicht beschriebene Versuche konnten beide Anteile getrennt werden; 
die Maschinenreibung war 32,5°/0 der Gesamtluftreibung. 

Nun ist die Luftreibung offenkundig von der Umlaufzahl, der 
Form und Größe des Rades, auch wie sonstige Beobachtungen 
lehren, von der Dichte der Luft abhängig. Die Aufgabe wäre dann 
als gelöst zu betrachten, wenn man den Luftwiderstand an jeder 
einzelnen Stelle des Rades angeben könnte, worauf man durch 
Summieren oder Integrieren das Moment des Gesamtwiderstandes 
ermitteln würde. Sicherlich ist nur die relative Geschwindigkeit 
des Rades gegen die Luft maßgebend. Diese ist aber wegen des 
Mitrotierens der Luft schwer angebbar. Wegen der Schwierigkeit 
der· exakten Lösung sucht der Ingenieur die Ergebnisse durch· eine 
empirische Formel auszudrücken. L. Becker gibt für die Luft
reibung des Schwungrades (Breite b [m], Durchmesser D [m], Um
fangsgeschwindigkeit v [m/sek]) die empirische Formel an: 

N = (1 + 5· b2) D2. V 2,5. 10- 5 [PS] ° 

Ist R die am Radumfang tangential angreifend gedachte Einzel
kraft, die dieselbe Leistung aufzehren würde, so wäloe zufolge 
N=R·v/75 
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Dies sind Gebrauchsformeln, denen eine physikalische Bedeu
tung nicht zukommt. 

252. Schwungrad und Gleichförmigkeit des Ganges. Schwung
radberechnung und Drehkraftdiagramlli nach Radinger. Es soll 
das Schwungrad einer Kolbenmaschine berechnet werden, deren 
sämtliche Abmessungen bekannt sind, ebenso sind gegeben die 
minutliche Umdrehungszahl, das Indikatordiagramm, der Ungleich
förmigkeitsgrad Ö und - vom Schwungrad abgesehen - sämt
liche bewegte Massen. Die Aufgabe bleibt grundsätzlich dieselbe, wenn 
das Schwungrad gegeben und derUngleicbförmigkeitsgrad gesucht ist. 

Radinger hat zur Lösung folgenden Weg angegeben: An den 
Kurbeln greifen tangential wirkende Drehkräfte an, die vom Dampf 
oder Gasdruck in den Zylindern einerseits und den Trägheitswider
ständen der Kolben und Schubstangen anderseits herrühren. Die 
Größe der Drehkräfte schwankt periodisch, wenn die Maschine im 
Beharrungszustand ist; sie ist bald größer, bald kleiner als der 
Arbeitsverbrauch infolge des äußeren Arbeitswiderstandes und der 
Eigenreibung der Maschine. Solange die Drehkraft den Widerstand 
überwiegt, wird die Drehgeschwindigkeit der Maschine beschleunigt, 
im umgekehrten Fall verzögert, m. a. W. es wird zeitweilig die 
überschußarbeit der Drehkräfte in Beschleunigungsarbeit verwan
delt und die lebendige Kraft der Schwungmassen vergrößert, zeit
weilig wird der Arbeitsmangel der Drehkraft von der lebendigen 
Kraft der Schwungmassen bestritten; im ersten Fall steigt die Dreh
zahl der Maschine, im letzteren Fall sinkt sie. Die von der Schub
stange auf eine Kurbel übertragene Kraft kann in eine tangential 
und in eine radial wirkende Komponente zerlegt werden; erstere 
- die Dreh- oder Tangentialkraft - ist eine Arbeitskomponente, 
ietztere eine arbeitslose Komponente, da sie ja in radialer Richtung 
keinen Weg zurücklegt. 

Die Schwungmasse ist in der Hauptsache im Schwungring ent
halten, man kann sie sich im Schwerpunktskreis desselben vereinigt 
denken; wird das als nicht g"enügend genau erachtet, so kann man 
auch noch die Masse der Radarme und die mit der Welle rotie
renden Massen auf den Schwerpunktskreis reduzieren (vgI. 308). 
Sei 1n die im Schwerpunktskreis vereinigt gedachte Masse und D 
der Durchmesser desselben, vmax ' v",in und vm die größte, kleinste und 
mittlere Umfangsgeschwindigkeit im Schwerpunktskreis, so ist die 
Zunahme der kinetischen Energie 

~ ntVmax fJ -l ntv11lin'.!, 

wenn die Geschwindigkeit von v",in auf v max steigt; währenddessen 
bat die Drehkraft den Arbeitswiderstand übertroffen und die Be-
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schleunigungsarbeit A geleistet. Nach dem Satz von der Arbeit 
ist dann 

A l (Q ") rn ( + ) ( ) -- "- - ----- v ) 1) -) - 2 m Vmax Vmin - 2 max 1 min max 1. mill . 

Der Ungleichförmigkeitsgrad 0 des Schwungrades soll angeben, 
welchen Bruchteil die größte Geschwindigkeitsschwankung vmax - vmin 

von der mittleren Geschwindigkeit vm bildet und die mittlere Ge· 
schwindigkeit sei durch vm = (vmax + vmin)!2 ausdrückbar ; damit ist 

(161) 

Setzt man 0 in die obige Gleichung ein, so wird 

A=rn·vm'.!·O . . (162) 

Die erforderliche Schwungrnasse rn kann hiernach berechnet 
werden, wenn A, vm ' 0 gegeben sind; oder auch 0, wenn A, rn, vm 
gegeben sind. Statt m pflegt man in der Technik oft das auf den 
Schwerpunktskreis bezogene Schwunggewicht G anzugeben bzw. 
die Größe G· D'.! des Schwungrades. Es ist m = Gig [kg sek'.! Im J und 
vm =Dnn/60 [m/sekJ, wo n die mittlere Drehzahl der Maschinenwelle 
bedeutet; damit wird 

G D 2 n 2 n2 G D 2 n'.!0 
A=----·o=rd ----

9 3600 . 3600 
(163) 

Das Radingersche Verfahren wird an dem Beispiel eines 
4-Zylinder-Automobilmotors durchgeführt, dessen Abmessungen und 

1 

Ziindfolge 
1- 3-'1-& 

Gewichte in 309 zu finden sind und 
dessen Zylinderanordnung in Fig. 213 
abgebildet ist. Gesucht wird der Ungleich
förmigkeitsgrad O. 

Wir bestimmen zunächst A. 
1. Die Gasdrücke sind für jede 

Kolbenstellung und damit für jeden Kurbel
winkel aus dem Indikatordiagramm 
Fig. 214 zu entnehmen. Den zu einer 
beliebigen Kolbenstellung gehörigen Kurbel
winkeI, oder die zu einem beliebigen Kur
belwinkel gehörige KolbensteIlung findet 

Fig. 213. man mit Hilfe eines Kreisbogens, den man 
um das Kolben- bzw. Kreuzkopfende der 

Schubstange mit der Stangönlänge als Halbmesser schlägt; die Kon
struktion wird am besten über der Basis des Diagrammes aus
geführt. Der Gesamtdruck auf einen Kolben ist P = 1" Pi 
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= 113 [qcmJ ·Pi[kgjqcmJ (vgl. linke Skala Fig. 214). Der mittlere 
Diagrammdruck ergab sich durch Planimetrieren zUPi = 7,7 [kg/qcm], 
die indizierte Leistung des 4 Zylinder -Viertakt-Motors ist beiläufig: 

(,-p,·s·n 4 · 113·7,7·0,15·1600 _ _ . 
N . = 4 - --- - = - --- - - - - -- -- -- - - 92 D [PS,]. 

• 9000 9000 ' 

2. Die Massendrücke oder Trägheitswiderstände werden 
nach Radinger unter der Annahme bestimmt, daß die Um la u f
geschwindigkeit der Maschine konstant sei. Da man die 
Schwankung der Umlaufzahl gerade sucht, so ist die Annahme 
konstanter Drehgeschwindigkeit für einen Teil der Lösung streng 

Fig. 214- 216. 4 Zylinder·Automobil-Motor 
d = 120 mm; 8 = 150 rum; n = 1600 Min. 

genommen nicht zulässig; die Lösung vereinfacht sich aber durch 
diese Annahme so sehr, daß sie als eine Näherungsannahme dennoch 
beibehalten wird. Eine genaue und dynamisch korrekte Lösung 
ist im Kapitel 18, § 65-67 enthalten. 

Von den hin- und hergebenden Massen gehen Wirkungen aus, 
die sich in den Kurbeln scheinbar wie äußere aktive Kräfte geltend 
machel1. Die von beschleunigten oder verzögerten Massen aus
gehenden Kräfte sind -die d'AI e m b ertschen Trägheitskräfte, 
d. h. die entgegengesetzt angenommenen Beschleunigungskräfte 
(- m· b). Die Beschleunigung der Kolben- oder Kreuzkopfbewegung' 
ist in Abschn. 160 ermittelt. Dort wurde aueh darauf hingewieselI, 
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daß die Beschleunigung stets gegen einen und denselben Punkt 
des Hubes hin gerichtet sei, in dem der Kolben seine größte Ge
schwindigkeit und die Beschleunigung den Wert Null besitzt. Die 
Trägheitskräfte sind daher von diesem Punkt, der eine Art "Mittel
punkt" der Schwingung ist, weggerichtet. Damit ist der Wirkungs
sinn der Trägheitskräfte festgelegt; ihre Größe erhält man, indem 
man die Kolbenbeschleunigung in Abhängigkeit des Hubes entweder 
rechnerisch nach 160 oder zeichnerisch nach 333 ermittelt, und 
hierauf mit der Größe der hin- und hergehenden Masse (Kolben
rnasse 2,86 [kg sek2 /m], Anteil der Schubstange!) 0,291 [kg sek2 /m] 
(vgl. 307) multipliziert. Bezieht man, ähnlich dem Gasdruck, die 
Trägheitskräfte auf 1 qcm Kolbenfläche, indem man m· b durch 
die Kolbenfläche dividiert, so erhält man die Linie der spezifischen 
Trägheitskräfte Fig. 214 (Massendrücke). 

Gasdrücke und Trägheitskräfte werden nunmehr zu einer 
Resultierenden vereinigt. Zu diesem Zweck sind die einzelnen Hin
und Hergänge des Kolbens in Fig. 215 in ihrer zeitlichen Folge 
aneinander gereiht: Ansauge-, Verdichtungs -, Explosions - und 
Expansions-, Auspuff-Hub, und die Ordinaten der Gas- und Massen
drücke algebraisch addiert, wodurch die ausgezogene Kurve der 
resultierenden Drücke auf den Kolben bzw. Kreuzkopfzapfen entsteht. 

3. Die Tangentialdrücke enthält man entweder aus dem 
Kräfteparallelogramm oder mit Hilfe eincs besonderen Verfahrens, 
das auf einfache Durchführbarkeit hin zugeschnitten ist. Das Kräfte
parallelogramm wird zuerst für das Kreuzkopf- oder Kolbenende 
der Schubstange gezeichnet, wo die Resultante aus Gas- und Massen
druck, die Stangenkraft und der Druck der Gleitbahn gegen den 
Kolben- oder Kreuzkopfzapfen sich im Gleichgewicht befinden. Der 
zuletzt genannte Bahndruck N steht, wenn man von der gering
fügigen Gleitreibung absieht, senkrecht auf der Bahn; die andern 
Kräfte P und S sind beide der Richtung nach CP in Richtung 
der Kolbenachse, S in Hichtung der Stangen achse), die eine auch 
der Größe nach bekannt. Die hiernach gezeichnete Stangenkraft S 
wird am Kurbelzapfen senkrecht zum Kurbelarm und nach diesem 
zerlegt in die Tangential- und Radialkomponenten l' und R. Die 
Konstruktion ist für eine größere Anzahl von Kurbelstellungen am 
besten an der Kurbelzapfenmitte auszuführen, wobei P jeweils aus 
Fig. 215 entnommen wird. Vgl. Fig. 214 rechts. 

Um die wiederholte Aufzeichnung der einzelnen Getriebe
steIlungen zu vermeiden, kann ein besonderes Verfahren benutzt 

') Die Schubstangenmasse, in ihrem Schwerpunkt vereinigt gedacht, kann 
mit großer Annäherung durch zwei "Punktrnassen ersetzt werden, die nach 
dem Hebelgesctz auf diR beiden Stangenenden verteilt werden. (310, 311.) 
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werden. Da die Elementararbeiten von P und T gleich sind, so 
ist, wenn die zugehörigen Wege dx und ds sind 

P·dx=T·ds, 
oder auf die Zeiteinheit bezogen und mit cl x j cl t = v und d s j d t = c 

P·v=T·c, 
Einsetzen von v aus G1. (112) S. 280 ergibt 

T = P [sin {} + (1/2) sin 2 {}] (164) 

J. Kuhn konstruiert T wie folgt: Es wird (lj2)=tgec gesetzt, 
womit a konstruiert werden kann. G 1. (164) schreibt sich dann: 

T=P·sin {} + p. sin 2 {}. tga. 
In- Fig. 217 wird -1:-AOB=BOC={}; DOm=a und 011;1= 

ON = P gemacht, dann ist: 
p. sin {} = MM' p. sin 2 {} = ON" 

P·sin 2 {}·tga=mN", 
womit T=MM' +mN". 

Hierbei bedeutet MM' die Tangentialkraft bei unendlich großer 
Sehubstangenlänge, mN" den Berichtigungszuschlag für endliche 
Sehu bstangenlänge. 

I 
I 
I 
I 

.A ' 

/ 
I 

I 

Fig. 217. Fig. 21 . 

Die 'rangentialdrücke sind in Fig. 216 in Abhängigkeit des 
Kurbelwinkels aufgetragen; der so erhaltene Linienzug heißt die 
Tangentialdruck- oder Drehkraft-Linie. 

Durch das Vorangehende ist die Drehkraftlinie für einen 
Zylinder ermittelt. Unter Voraussetzung kongruenter Diagramme 
entspricht jedem der 4 Zylinder eine solche Linie. Sie sind wegen 
der Kurbelanordnung und der Zündfolge in Fig. 213 um je 180 0 

gegeneinander versetzt. Die algebraische SUlllmierung der Ordinaten 
der 4 Linienzüge ergibt das resultierende Tangentialdruckdiagramlll 
des ga,nzen 4 Zylinder-Motors. Da dieses für jede halbe Um
drehung gleich ist, braucht nur der Teil zwischen 0 und 180 0 
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Kurbelwinkel in Fig. 218 wiedergegeben zu werden. In der gleichen 
Figur ist überdies die Linie des resultierenden Tangentialdruckes 
des ganzen 4 Zylinder-Motors eingetragen, für den Fall, daß die 
Maschine einen reibungsfreien Leerlauf bei geöffneten Ventilen 
macht, so daß nur die Trägheitskräfte der hin- und hergehenden 
Massen Tangentialdrücke ergeben. 

Wird angenommen, daß die Arbeits- und Reibungswider
stände längs des ganzen Kurbelzapf.enweges konstant 
seien, so ist die gesamte Widerstalldsarbeit während der 4 Takte 
(= 2 Umdrehungen oder Kurbelweg 2 sn) gleich der Diagramm
arbeit in allen 4 Zylindern (Kolbenweg 4s) 

2ns·w· f= 4s·pJ 

w = ~Pi = ~~7~~ = 4,91 [kgJqcmJ, 
n n 

wo W [kg/qcmJ den Arbeits- und Reibungswiderstand, bezogen auf 
1 qcm Kolbenfläche, bedeutet. 

Dementsprechend ist die Linie des Arbeitswiderstandes in 
Fig. 218 eingetragen. Die Fläche oberhalb derselben ist überschuß
arbeit und dient zur Beschleunigung der Schwungmassen ; die Fläche 
unterhalb bedeutet Arbeitsmangel, und dieser ist seitens der leben
digen Kraft der Sehwungmassen zu decken. Die letzteren haben, 
auf den Kurbelkreis reduziert, die Größe 6,76 [kg sek2 jmJ (Schwung
rad) und 1,253 [kg sek2 JmJ (Kurbelwelle) und 0,87 [kg sek2 /mJ 
('* Schubstangen köpfe vgJ. 309), im ganzen 8,883 [kg sek2 jm J. 

Aus dem Drehkraftdiagramm Fig. 218 folgt für die überschuß
fläche: Basis 0,109 rmJ; mittlere Höhe planimetriert: 4,98 [kgJqcmJ, 
also überschußarbeit : 

A = 0,109· (4,98 .113) = 61,3 [kgm J. 

Dies gilt für Vollast. Für Leerlauf ergibt sieh ebenso nach 
Fig.218 114,5 [kgmJ. 

Die mittlere Umfangsgeschwindigkeit müßte streng genommen 
dynamisch korrekt erst ausgerechnet werden; denn es kann nur 
die Umlaufzahl in einer bestimmten Kurbelstellung gegeben 
werden; die in allen andern Stellungen ist dadurch dynamisch 
bestimmt und damit auch die mittlere - freilich erst nach längerer 
dynamischer Berechnung (vgl. 18. Kapitel). Zm Vereinfachung wird 
die gegebene Umdrehungszahl 1600 nach Hadinger als mittlere 
angesehen und man erhält aus GI. (162) für den Ungleichförmig
keitsgrad bei V 0 Jl ast 

A 61,3 1 
b=-=----· =--

mv2 8,883 . 12,56'! 22,8' 
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bei Leerlauf ohne Reibung und bei offenen Ventilen 

114,5 1 
t5o=----~=--

8,883 ·12,56 12,2 

Die Maschine dreht sich also im Leerlauf weniger gleichförmig 
als bei Vollast, eine Folge der außerordentlich großen Trägheits
kräfte der hin- und hergehenden Massen, die diese bei der sehr 
hohen Drehzahl äußern. 

Bei langsamlaufen'der Maschine träfe das nicht zu. Bei sehr 
langsamem Gang können die 'rrägheitskräfte ganz vernachlässigt 
werden; bei steigender Umlaufzahl (aber stets bei gleichem Diagramm) 
werden die Trägheitskräfte die Drehkräfte gleichmäßiger machen. 
Bei sehr hoher Drehzahl wird die Drehkraftlinie durch den über
wiegenden Einfluß der Trägheitskräfte wieder ungleichmäßiger, 
d. h. eine gewisse Drehzahl ist für den gleichförmigen Gang 
einer Maschine mit gegebenen Abmessungen und gegebenem 
Indikatordiagramm am günstigsten. Diese günstigste Drehzahl 
kann aber praktisch meist nicht angewandt werden, . weil für die 
Wahl der Drehzahl andere Gründe, wie geringes Maschinengewicht 
bei großer Leistung, den Ausschlag geben und nicht allein die 
Rücksicht auf kleinstes Schwungrad gewicht bei vorgeschriebenem 
U ngleichförmigkeitsgrad. 

253. Rollbewegung von R~dern ohne und mit Rücksicht auf 
den Rollwiderstand. Wenn eine Lokomotive einen Bahnzug in Be
wegung setzt, muß nicht allein die Masse des Zuges in fortschrei
tende Bewegung gebracht, es müssen vielmehr die Räder überdies 
in Drehung gesetzt werden. Die Bewegung verläuft nicht ganz so, 
wie wenn der ganzen :Masse lediglich eine fortschreitende Bewegung 
erteilt würde. 

Zur Einführung lösen wir folgende einfache Aufgabe. Ein 
starrer homogener Kreiszylinder vom Halbmesser r und vom Ge
wicht mg, der auf einer horizontalen Ebene aufruht , werde senk
recht zu seiner Achse von einer durch den Schwerpunkt des Zylin
ders gehenden Horizontalkraft P angegriffen. Man soll die Be
wegung bestimmen, zuerst ohne und später mit Rücksicht auf den 
Rollwiderstand. 

a) Auf einer vollkommen glatten Ebene bewegt sich der Zylin
der wie ein Massenpunkt nach dem Schwerpunktssatz 235. Denn es 
wirkt auf ihn nur das Eigengewicht mg, die Horizontalkraft P und 
der Normalwiderstand N der Horizontalebene ; die zwei letzteren 
Kräfte heben sich gegenseitig auf. Eine Horizontalkraft zwischen 
Zylinder und Ebene ist dagegen nicht vorhanden. Daher wird, 
wenn P den Zylinderschwerpunkt in fortschreitende Bewegung setzt, 
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weder eine Drehung des Zylinders eingeleitet, noch eine etwa schon 
bestehende Drehung verändert. 

Beides wird aber auf einer ra uhen Horizontalebene der Fall 
sein können. Die Bewegung wird dann im allgemeinen in einem 
Rollen und Gleiten des Zylinders auf der Ebene bestehen. Be
trachten wir die Elementarbewegung in dt sek gemäß Fig. 219. 
In dt sek möge der Schwerpunkt C um ds fortschreiten und der 
Zylinderumfang sich um r· dcp weiterbewegen. Die Strecke ds = BB" 
mag man sich vom Zylinder auf der Ebene aufgezeichnet denken; 
die Strecke r· dcp = B B' umgekehrt von der Ebene auf dem Zylinder, 

da sich ja beide berühren. Man 
kann sagen, die beiden Strecken 
B B' und B B" seien miteinander 

c..~9--+--+--"P im Eingriff. Sind nun diese 
elementaren Eingriffstrecken ein
ander gleich, also 

11 ds=r·dcp oder dsjdt=r·dcpjdt, 
Fig. 219. so erfolgt offenbar zwischen Zy-

linder und Ebene keine Relativ
bewegung, kein Gleiten, sondern reines Rollen; die Bewegung 
ist gleichsam zwangläufig, wie wenn Zylinder und Ebene verzahnt 
wären. Ist dagegen 

ds~r·dcp, 

so findet gleichzeitig Gleiten und Rollen statt. Ist F der Reibungs
koeffizient der Bewegung, so ist der Tangentialwiderstand im Be
rührungspunkt B des Zylinders Fmg. 

Die in den Schwerpunkt verpflanzten Kräfte, die ein Fort
schreiten desselben anstreben, sind die Horizontalkraft P und die 
Umfangsreibung Fmg, daher hat man nach dem Schwerpunkts
satz 235: 

P- Fmg=m·dvjdt. 

Auf Beschleunigung oder Verzögerung der Drehung wirkt nur 
die Reibung flmg hin, weshalb nach GI. (154) ist: 

dw 
e·(fi=fl·mg.r, 

dabei ist v die augenblickliche Schwerpunktsgeschwindigkeit, w die 
Winkelgeschwindigkeit der Drehung und e das Trägheitsmoment 
des Zylinders bezüglich der Drehachse. Beide Gleichungen können 
für sich integriert werden, und der wirkliche Bewegungszustand 
des Zyliuders ist jederzeit durch Zusammensetzen der beiden Einzel
bewegungen bestimmbar. 
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Im Falle vollkommenen Rollens besteht zwischen beiden 
Bewegnngen die kinematische Bedingung ds = r· dtp oder v = r· W i 
daher ist 

dv dw P- flmg flmqr 2 
-~-=r'-=----=--

dt elt In B' 
woraus 

P=flmg(l + m~~)=flmg(l + ~i)' 
sofern m' = B/r2 die auf den Abstand r des Zylinders reduzierte 
Masse bedeutet. Die letzte Gleichung gibt denjenigen Wert von P 
an, den P höchstens annehmen darf, wenn der Zylinder nicht glei
ten soll i fl bedeutet dabei den Haftreibungskoeffizienten, nicht mehr 
den Koeffizienten der Bewegungsreibung wie beim Gleiten. 

Unterhalb der Gleitgrenze, wobei ebenfalls kein Gleiten statt
finden soll, sei der Tangentialwiderstand Si man hat dann ähnlich 
wie oben 

hieraus folgt 

und damit 

m' 
S=--_·p 

m+m' 

(m + m') . d v / el t = P. 

Die anfangs gestellte Frage kann jetzt, wenn man noch be
denkt, daß an Stelle des Zylinders ein Radkörper, dessen Dreh
achse eine Hauptträgheitsachse ist, treten kann, wie folgt beant
wortet werden: Ein Radkörper, der senkrecht zu seiner Drehachse 
von einer durch den Schwerpunkt gehenden Horizontalkraft P an
gegriffen wird, führt eine reine Rollbewegung aus, wenn P einen 
gewissen von der Reibung (Adhäsion) und Masse abhängigen Wert 
nicht überschreitet i die Bewegung ist gleichförmig beschleunigt und 
die Beschleunigung kleiner, als wenn die ganze Masse nur eine 
Translationsbewegung ausführte. Die im Schwerpunkt vereinigte 
Masse erscheint infolge des Einflusses der rotierenden Masse ver
größert um die auf den Umfang des Rollkreises reduzierte rotie
rende Masse. 

Für eine Lokomotive und analog für einen ganzen Eisenbahn-
zug ergibt sich 

P=(M + ~m;'dv/dt, 
wo M die Gesamtmasse und m' eine auf den Rollkreisumfang redu
zierte Masse eines Radsatzes ist. Reine Rollbewegung bleibt die 
Vorbedingung der letzten Gleichung. 
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Ein Triebradsatz und ein Kuppelradsatz einer 3/6· gekuppelten 
Lokomotive mit 1,8 m Laufkreisdurchmesser haben ein Gewicht von 
3,62 [tJ und 2,51 [t] und zufolge Schwingungsversuch (294) ein Träg~ 
heitsmolllent von 140 und 97,3 [kglllsek 2J. Die Triebwerkslllassen 
erhöhen dasselbe auf 148 bzw. 98,2. Die auf den Laufkreisulllfang 
reduzierten Massen sind demnach, da m' = 8/1,2 ist, 148(0,92 = 183 
bzw. 121 [kgsek2 jm] und für die drei gekuppelten Achsen Zm'=183 
+ 121 + 121 = 425. Die auf die Rollkreise reduzierten Massen 
aller Radsätze dürften 6-:-7 % der ganzen Lokomotivmasse sein. 

b) Die in a) betrachtete Walze erfahre einen Rollwiderstand 
von der Größe lV = {mg/T, wo ( der sog. Koeffizient der rollenden 
Reibung ist. Die im Schwerpunkt angreifende Horizontalkraft sei P, 
dann bleibt als beschleunigende Kraft P- TV. Die unter a) be
nützte Gleichung (m + m'). b = P gilt mit der Änderung', daß P - lV 
an Stelle von P tritt, also 

P-lV = P --- {mg!'!' = (m +m'). b. 

Die Bewegung ist gleichförmig beschleunigt, 1:ur ist die Beschleu
nigung ein wenig kleiner als unter a). 

§ 54. Die Berechnung der Trägheitsmomente. 

254. Flächenträgheitsmomente. Trägheitshalbmesser. Dieselben 
spielen, wie wir wissen, in der Festigkeitslehre eine wichtige Rolle. 
Multipliziert man jedes Element dF einer begrenzten ebenen Fläche 
F mit seinem Abstand y von einer beliebigen, in der Ebene der 
Fläche gezogenen Achse, so bezeichnet ZdF·y, wofür man auch 
setzen kann F·yo, unter Yo den Abstand des Schwerpunktes der 
Fläche von der Achse verstanden, das Moment ersten Grades 
oder das statische Moment der Fläche F in Beziehung auf die an
genommene Achse. Multipliziert man dagege~ die Flächenelemente 
je mit den Quadraten ihrer Abstände y von der Achse und bildet 
:EdF·y2 = A, so nennt man dieses Moment das Moment zweiten 
Grades oder das Trägheitsmoment der Fläche F in Beziehung 
auf die gegebene Achse und, wenn man 8=F.r0 2 setzt, die 
Strecke To den Trägheitshai bmesser der Fläche F in Beziehung 
auf die gleiche Achse. 

Hätte man für die Flächenelemente dF die Abstände nicht 
von einer Ach se, sondern von einem in der Ebene der Fläche 
beliebig gewählten Punkt 0 bestimmt, so würde man statt des 
axialen Trägheitsmomentes 8 das polare Trägheitsmoment 
8 0 in Beziehung auf den Punkt oder Pol o erhalten haben. Zieht 
man durch den Punkt 0 in der Ebene der Fläche 1<' zwei auf-
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einander senkrecht stehende Achsen, bezeichnet die Trägheits
momente der Fläche F in Beziehung auf diese Achsen mit A und 
B, wobei A=L:elF·y2 und B=2:elF·x2, ferner mit e den Ab
stand eines Elements elF der Fläche F von dem Punkt 0, so 
hat man: 

r/=xz +y2 
oder 

und ZelF·(/=2:elF·x2 +2:dF·y2 

6 o=B+A. 

Man braucht daher nur die axialen Trägheitsmomente der 
Fläche F bezogen auf die durch 0 gezogenen, senkrecht auf
einander stehenden Achsen zu addieren, um das polare Träg
heitsmomen t in Beziehung auf den Punkt 0 zu erhalten. Weiter: 
Soll beispielsweise das Trägheitsmoment einer Kreisfläche, aus der 
ein Viereck herausgeschnitten ist, in Beziehung auf eine beliebige 
in der Ebene der Kreisfläche gezogene Achse bestimmt werden, 
so kann man zuerst 2: dF· y2 bilden für alle Elemente der Kreis
fläche und hierauf die zu viel genommenen Produkte elF· y2, d. h. 
2:dF·yZ für das Viereck, wieder in Abzug bringen. Damit ergibt 
sich das Trägheitsmoment der gegebenen Fläche als Differenz der 
Trägheitsmomente von Kreisfläche und Viereck. 

Handelte es sich dagegen um das axiale Trägheitsmoment 6 
eines I -Querschnittes F, der aus den Rechtecken F1 , Fz , F3 zu
sammengesetzt ist, so ergibt sich 6 oder 2:elF- y2 für die ganze 
Fläche F, gleich L:elF· y2 für die Fläche F 1 plus 2:elF- y2 für die 
Fläche F2 plus 2:dF·y2 für die Fläche F3 , oder: 

G= G1 + f)2 + 6 3 , 

In diesen zwei angeführten Fällen ist der Satz enthalten: 
Es ist das Trägheitsmoment der Summe oder Differenz 

von Flächen in Beziehung auf eine f) ' 8 

Achse gleich der Summe, beziehungs
weise Differenz der Trägheitsmomente 
der einzelnen Flächen bezogen auf die
selbe Achse. 

Ist 6 das Trägheitsmoment einer Fläche F 
bezogen auf eine durch ihren Schwerpunkt C 
gehende Achse und 6' dasjenige auf eine 
zweite, der ersten im Abstand e parallel ge
zogene Achse (Fig. 220), so hat man Fig. 220. 

6' = 2'dF-x'2 = 2:dF(x + er = 2:dF(x2 + 2ex+ e2 ) = 
= 2:dF-x2 +2e2:elF-x+e2 2'dF. 

Da aber 2'dF·x2 = 6i 2'dF·x = x o·P=Oi 
6'= 6+F-e2, 

Autenricth-Ensslin, Technische 1IIcchanik. 2. Aull. 

2:dF= F, ist: 
(165) 
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d. h.: Es ist das Trägheitsmoment einer Fläche bezogen 
auf eine in ihrer Ebene gelegene, aber nicht durch ihren 
Schwerpunkt gehende Achse, gleich dem Trägheits
moment der Fläche bezogen auf die parallele Schwer
punktachse, vermehrt um das Produkt aus der Fläche 
und dem Quadrat des Abstandes der beiden Achsen. 

Mit Hilfe der vorstehenden Sätze ist man imstande, die Träg
heitsmomente beliebiger ebener Flächen zu bestimmen. So ergibt 
sich u. a. für ein Rechteck von den Seiten a und b als Träg
heitsmoment in bezug auf eine durch den Schwerpunkt des Recht
ecks parallel der Seite a gezogene Achse: 

+~ 
2 

6 {a.d y . y2 = ~ab3 
a 12 ' 

b 
2 

während das Trägheitsmoment in bezug auf eine der Seite b paral
lele Schwerpunktsachse 

1 
fJ =- ba3 

b 12 

Für eine Kreisfläche vom Halbmesser r erhält man zunächst 
als polares Trägheitsmoment: 

r (!=r} r 4 r4Jl 
8 0 = "J.dF'r/= (2 [!Jld[!)· [!2= 2Jl·-=-. 

e=O 4 2 
o 

Da aber, wenn 6 das axiale Trägheitsmoment der Kreisfläche 
in Beziehung auf einen beliebigen Durchmesser, 

fJo r 4 Jl 
6 0 = e+ (9= 2 6, so ist fJ=--=-

2 4 

255. Axiale Trägheitsmomente von Massen. Trägheitshalb
messer. Auch bei den Trägheitsmomenten von Massen kann man 
setzen, wie schon in 254 geschehen ist, 

B=2:dm·[!2=m·ro2 •••••• (166) 

wobei dann ro den Trägheitshalbmesser der Gesamtmasse m in be
zug auf die gegebene Achse bezeichnet. Die Dimension des Träg
heitsmomentes ist [kg m sek ~]. 

Um das Trägheitsmoment der Masse eines homogenen Körpers 
in Beziehung auf irgendeine Achse zu erhalten, nehmen wir diese 
Achse als x-Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems an und 
zerlegen den Körper durch Ebenen senkrecht zur genannten x-Achse 
in lauter unendlich dünne Scheiben von der Dicke dx. Ist nun F 
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ein Querschnitt des Körpers senkrecht zur x-Achse oder die Basis 
einer solchen Scheibe und (j = rlg die Dichte des Körpers, so hat 
man für das Trägheitsmoment der Scheibe in Beziehung auf die 
gegebene Achse 

d6x = ~dm· rl =~clF-dx· (j. r/= (j·cl x ~dF· r/ = (j ·dx60' 

unter 6 0 das polare Trägheitsmoment der Querschnittsfläche F in 
Beziehung auf den Durchschnittspunkt der gegebenen Achse und 
der Querschnittsebene verstanden. Damit erhält man dann als Träg
heitsmoment der Masse des ganzen Körpers 

6x=(j·~60 · clx. 

Daß ähnlich wie bei den Flächen das Trägheitsmoment der 
Summe oder Differenz zweier Massen gleich der Summe, bzw. der 
Differenz der 'l'rägheitsmomente der einzelnen Massen ist, folgt un
mittelbar aus: 

256. Reduktionssatz. Das Trägheitsmoment der Masse 
eines Körpers in Beziehung auf eine beliebige Achse ist 
gleich dem Trägheitsmoment der Masse bezogen auf die 
parallele Schwerpunktsachse, +:x' 

vermehrt um das Produkt aus - : 
' ..... ... e 0 :, 

der ganzen Masse und dem --
Quadrat des Abstandes der ______ ~ __ ~::·lI' ''''x::::....,.;_---+ 

beiden Achsen. y :y' , Um diesen Satz zu beweisen, 
wollen wir (Fig. 221) zwei Ko
ordinatensysteme mit parallelen 

_______ 'E..'-____ - - - ..)rd:Tll/ 

Achsen annehmen, das eine mit 
dem Ursprung 0, das andere mit 
dem Ursprung 0'. Die Koordinaten 

+lJ' 

Fig. 221. 

eines Massenelementes dm in Beziehung auf das erstere Koordinaten
system seien x, y, z, diejenigen in Beziehung auf das zweite System 
x', y', z', und a, b, c die Koordinaten des Ursprungs 0 in Beziehung 
auf das Koordinatensystem 0'. 

Man hat nun in bezug auf die z-Achse: 

6: = ~dm (x"J + y'2) = Ldm (x + a)~ + ~rlm Cu + b)'J 
= ~dm·x2+ a2·~clm+ 2a·Idm·x + 
+ 2:dm.y2 + b2. Irlm + 2b· ~rlm·y 
= 2rlm-:x:2 + ~dm ' y2 + (a2 + b2) m + 2a21lm· x + 2b~dm.y 
= 2dm(x2 + y2) + e2 .m + 2a.2dm.x + 2b.2dm.y 
= ez +-m.e'!+2a.rnxo+ 2b ·myo, 

28* 
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wobei Xo und Yo die Enfernungen des Schwerpunktes der Gesamt
masse m des gegebenen Körpers von der yz-Ebene bzw. der xz
Ebene des Koordinatensystems O. Im Falle die z-Achse durch diesen 
Schwerpunkt hindurchginge, wäre X o = 0 und Yo = 0 und damit 

6/ = e. + me2 • • • • • • • (167) 
Es ist also der angegebene Satz bewiesen. 

257. Rechtwinkliges Parallelepiped. Die Kantenlängen seien a, b, c. 
Um das Trägheitsmoment 6", des Parallelepipeds in Beziehung auf seine 
der Kante a parallele Schwerpunktsachse zu erhalten, setlIen wir wieder 

de",= 6 0 ·dx·J, 
woraus 6", = X60 ·dx · lJ = 6 0 , JXdx= 6 0 lJ. a 

__ ~ ( 1 ba + 1 . a) _ Ja · C b ( 2 + b2) _ m d2 -u·a - c - be - -- c - -. 
12 12 12 12 ' 

unter d die Länge der Diagonale des Hechtecks cb verstanden. 
258. Kreiszylinder. Reduzierte Masse. Wir wollen die Zy

linderachse als die x-Achse des Koordinatensystems annehmen und 
den Ursprung des letzteren in der Mitte der Zylinderachse. Damit 
erhält man, wenn r der Halbmesser und I die Länge des Zylinders: 

r4 ;rr r 2 ;rr./.J m 
6 =X6 ·dx·J=6 ·lJXdx=-·lJ·l= - - ·r2 = - ·r2• 

'" 0 0 2 2 2 

Die auf den Halbmesser r des Zylinders reduzierte Masse m' 
ist daher gleich der haI b en Zylindermasse. 

+y 

+21 
Um jetzt auch ez 

zu erhalten, könnte man 
wieder den Zylinder 
durch Ebenen senk
recht zur z-Achse, also 
parallel der Zylinder
achse , in rechteckige 
unendlich dünne Plat
ten zerlegen, wir wollen 
aber die zur Bestim-

Fig. 222. mung von 6 x vorge· 
nommene Einteilung in 

kreisförmige Scheiben beibehalten. Hierbei ergibt sich für das 
Trägheitsmoment eines Elementes dm der im Abstand x von der 
yz-Ebene angenommenen Scheibe 

dm·r/=dm(x2 +y2) = dm·x2 +dm·y2 
und daher für das Trägheitsmoment der ganzen Scheibe in Be
ziehung auf die z-Achse 

rl6z =Xdm·x2 +Xdm·y2=x'l·F·dx·lJ + J·dxXdF- y 2 
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oder da ZdFoy2 das Trägheitsmoment der Querschnittsfläche F in 
Beziehung auf die Durchschnittslinie der xz-Ebene mit der Quer
schnittsebene, 

4 

ll8.=x20r2nodxolJ+lJoclxo r4n o 

r'!.nololJ m 
=--(l'!. + 3r2)=-(l2 + 3r'!.) 12 12· 

Ist der Zylinderhalbmesser r sehr klein gegen die Länge l 
des Zylinders, so kann 3r'!. gegen l2 vernachlässigt werden, womit 
man erhält 

ml2 

8'=12· 
2ö9. Gerader Stab von konstantem Querschnitt. Bei der 

gleichen Annahme des Koordinatensystems wie beim Kreiszylinder, 
erhält man für das Trägheitsmoment des Stabes in bezug auf die 
Stabachse 

8x=~800dxolJ= 8ooIJ0~dx= 8 oolJoZ, 
wobei 8 0 das polare Trägheitsmoment des Stab querschnittes in 
Beziehung auf dessen Schwerpunkt und l die Länge des Stabes 
bedeutet. 

Für die senkrecht auf der Stab achse stehende, durch die Mitte 
der Stablänge gehende z·Achse ergibt sich dagegen das Trägheits
moment 8. wie oben beim Kreiszylinder aus 

de.=x20 Fo!5 oclx+ lJ odx oZclFoy2 

und zwar wird, wenn man den Trägheitshalbmesser der Quer
schnittsfläche F in Beziehung auf die Durchschnittslinie der xz
Ebene mit der Querschnittsebene mit ro bezeichnet, also ZdFoy2 
=F·ro2 setzt, 

! ! 
"=+-2- "=+"2 

e z= fX20FolJodx+ fIJodxoFor02 
! I 

x:--::-- x=--
2 2 
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Bei einem dünnen Stab kann man daher angenähert setzen: 
ml~ 

8'=12' 

Das Trägheitsmoment in Beziehung auf eine Parallelachse durch 
das Stabende ist dann 

ml 2 12 m 12 

fJ;'=12+ m '4=S' 

Um die auf die Länge I reduzierte Masse m' zu erhalten, setzt man: 

I" m'.12=~ 
3 ' 

, m 
woraus m =3 

260. Kreiskegel. Um das Trägheitsmoment der Masse eines 
Kreiskegels in Beziehung auf die Kegelachse zu erhalten, wählen 

wir die letztere zur x-Achse des Koor-
+y 

Fig. 223 . 

IIt 

dinatensystems und die Kegelspitze zum 
Ursprung und bestimmen zunächst das 
Trägheitsmoment des in Fig. 223 an
gedeuteten ahgestumpften Kegels von 
der Höhe (x2 - xJ. Für dasselbe er
gibt sich: 

Ix. fX~4n 
8 = 8· clx· 0 = ---. clx· 0 x 0 2 

x, 

oder da x = y. cotg a 
clx = dy· cotga 

und damit 

Nun ist die Masse m des bezeichneten abgestumpften Kegels 
ausgedrückt durch: 

Y. 11. 

f 2 f" ,y.,3_~-Yl:1 
m= (j.y n·clx= (j.y".n.dy.cotga=o.n.cotg((·-"~-f--' 

v, y, 
3 ;) ;) 

d d "ß Cl Y2 -- Yl . d 0 
un emgema Clx=io·m·~3=---Y1H' woraus mIt y~=r un Yl= , 

für den Kreiskegel, dessen Basis den Halbmesser r hat, sich ergibt 

3 ., 
fJx=tO· m .r". 

261. Kugel. Für das Trägheitsmoment 8 eines Kugelabschnittes 
(Fig. 224) in Beziehung auf die geometrische Achse desselben erhält man: 
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r r 

ex = f eo·(lx·(j= f1f~n'dX.(j= (j~~J(r2-X2)2'dX 
x x 

x 

und daher für die Halbkugel mit 
x=o 
e =(jn .8r" = 4 r~~.(j.~ r 2 =~mr2. 

x 30 3 5 5 

Das Trägheitsmoment der ganzen 
Kugel in Beziehung auf einen Durch
messer ist somit: 

2 e =--rnr2 
x 5 

x 

ty 

Fig. 224. 

und die auf den Kugelhalbmesser r reduzierte Masse m' 
, 2 

m=-r;1n. 

439 

262. R.ing. Nehmen wir zunächst einen Ring mit rech t
eckigem Querschnitt, denselben sehen wir als Differenz zweier 
Kreiszylinder an. Demgemäß hat man: 

er = {- [(r + a)4 n· 2 b - (r - a)4 n· 2 bJ ·15 = 15 b n 8 t- a (r~ + a2) 

= 4ab· 2rn· 15 (r 2 + a2)=m(r2 + a2). 

Handelt es sich um einen IUng 
mit elliptischem Querschnitt, so zer
legen wir den Ring durch Ebe
nen senkrecht zur Momentenachse 
(z-Achse) in unendlich dünne Schei
ben und bestimmen das Trägheits
moment einer solchen Scheibe, in
dem wir dieselbe als einen Ring 
von rechteckigem Querschnitt 2 ;1;' (lz 

ansehen, entsprechend dem für einen 
solchen Hing soeben Gefundenen, 
womit 

I 
I 

I I 1 
I I I _ ""-.oJ.... f!-_ ~ 
I I I 

f" -j--
Ö l 

Fig. 225. 
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Zwischen x und z besteht aber die Beziehung, wenn a und b 
die beiden Halbachsen des elliptischen Querschnittes 

womit 
b xrlx 

dz = - -.~~.~. ~--
a Va2-=~X2' 

Damit wird: 
z= b 

ez = o· 4 r]l;' 2 f x (r 2 + x 2 ) • rlz 

z= 0 

Ist a klein gegen r, so kann man bei den beiden Arten von 
Ringen angenähert setzen: 

also die Masse im Schwerpunktskreis des Ringes vereinigt an
nehmen. 

§ 55. Die Hauptträgheitsmomente eines homogenen Körpers. 
263. Trägheitsellipsoid. Es sei 0 der Ursprung eines recht

winkligen Koordinatensystems und 0 N die Achse, auf die das 

+y 

+z Trägheitsmoment e der Masse m 

I I 
I I 

: /Y 
I I 

r 

des homogenen Körpers bezogen 
werden soll; ferner bezeichnen wir 
die Winkel der Achse ON mit den 
positiven Zweigen der Koordinaten
achsen mit a, ß, l' und mit x, y, z 
die Koordinaten eines bei M ge
legenen Elementes dm der Masse m. 
Fällt man nun von M das Lot MN 

Fig. 226. auf die Achse 0 N, so wird 
(MN? = (OM)2 - (ON)~ 

oder da ON als die Projektion des Streckenzuges x, y, z (Fig. 226) 
auf die Achse ON angesehen werden kann: 



§ 55. Die Hauptträgheitsmomente eines homogenen Körpers. 441 

(MN? = (x2 + y2 + Z2) - (x cos ce + y cos ß + z cos y)2 
= (x 2 + y2 + Z2). (cos2 C( + COS 2 ß + COS2 y)

- (x . cos a + y . cos ß + z . cos y) 2 

= (y2 + Z2) cos2.(( + (Z2 + x 2 ) COS 2 ß + (x 2 + y2) COS 2 Y -
-- 2xy cosa·cosß - 2xz cos ce'COS Y - 2yz cos ß COS y, 

damit wird das Trägheitsmoment cl e des Elementes clm in bezug 
auf die Achse ON: 

woraus 

cl e = dm(MN)2, 
e = cos2 aL:rltn(y'! + Z2) + cos'! ßL:dm(z2 + :l'P) 

+ cos2 y L:dm(x2 + y2) - 2 cos a· cos ß2: dm -:ry 
- 2 cos a cos y2: dm· xz -- 2 cos ß cos yL:rlm ·yz. 

Die Ausdrücke 

Xclm(y2 +Z2) =A; L:dm(z2 + :(';2) =B; L:d1n(x2 + y2).=C (168) 

sind die Trägheitsmomente der Masse 1n bezogen auf die Koordi
natenachsen und zwar A bezogen auf die x-Achse, B auf die 
y-Achse und C auf die z-Achse. Des weiteren pflegt man die Aus
drücke: 

2,'dm·yz =D; L:dm·zx = E; L:dm·xy = F (169) 

Zentrifugalmomen te zu nennen. Mit diesen Bezeichnungen 
geht sodann die Gleichung für e über in: 

e=A cos2 a+ B cos2 ß + Ccos2 Y - 2 D cosß·cos y
- 2 E cos Y cos a - 2 F- cos a cos ß. 

Um jetzt zu erkennen, wie das Trägheitsmoment e sich ändert, 
wenn man die Momentenachse ON um 0 dreht, tragen wir auf dieser 

Achse von 0 aus jedesmal eine Länge n = 1 jV e ab. Sind dann 
X, Y, Z die Koordinaten des Endpunktes P der von 0 ausgehen
den Strecke n, so hat man: 

cos Ci = XV e; cos ß = YV6; cos y = Z ve und damit: 
1 =AX2 +BY2+ CZ2- 2D· YZ - 2E-ZX - 2F-XY (170) 

Das ist die Gleichung einer Fläche zweiten Grades, deren Mittel
punkt im Koordinatenursprung Q liegt. Man kann die Fläche so 
um 0 drehen, daß die mit D, E, F behafteten Glieder verschwin
den. Die neue Lage der Koordinatenachsen ist dadurch bestimmt, 
daß für diese Achsen 

D=ü E=ü F=Ü 

ist, daß also für dieselben die Zentrifugalmomente verschwinden. 
Die Trägheitsmomente GI. (168) erhalten für diese Achsen die, bei
läufig bemerkt, positiven und reellen Werte A, B, C; sie sind, um 
Indizes zu vermeiden, wie oben bezeichnet, obwohl die Zahlell-
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werte jetzt andere sind. Bezeichnet man auch die Koordinaten 
des gedrehten Systems wieder mit X, Y, Z, so lautet die Gleichung 
der Fläche zweiten Grades jetzt: 

1 =A·X2 + B.y2+ C·Z2 ..... (171) 

Da die Werte A, B, C positiv reell sind, so g'ehört die Fläche einem 

Ellipsoid an mit den Halbachsen 1/v' A; IjVB; live. Man nennt 
dieses Ellipsoid das Trägheitsellip soid des Körpers für den 
Punkt 0, ferner seine drei aufeinander senkrecht stehenden Achsen 
die Hauptachsen und die auf letztere bezogenen Trägheitsmomente 
die Hauptträgheitsmomente. Die Hauptachsen sind dadurch 
gekennzeichnet, daß für sie die Zentrifugalmomente Null sind. 
Unter den Hauptträgheitsmomenten befindet sich das größte und 
das kleinste, weil der größten Achse des Trägheitsellipsoides das 
kleinste Trägheitsmoment und der kleinsten Achse das größte Träg
heitsmoment entspricht. 

Macht man die Hauptachsen zu Koordinatenachsen und sind 
die Hauptträgheitsmomente A, B, 0 eines Körpers für einen Punkt 0 
gegeben, so erhält man das 'l'rägheitsmoment e in bezug auf eine 
beliebige durch 0 gehende Achse, die mit den Hauptachsen die 

Winkel a, ß, 'Y bildet, indern man in GI. (171) rückwärts X = cos alV B, 
usf. einsetzt; es ergibt sich 

e = I1· cos2 e + B· cos2 ß + O· cos2 (' 

Der Bezugspunkt 0 kann ein beliebiger Körperpunkt sein. Es 
genügt jedoch und ist auch am übersichtlichsten, unter 0 den 
Schwerpunkt zu verstehen. Die Form der GI. (170) und (171) wird 
dadurch nicht geändert. 

Dasjenige Trägheitsellipsoid, das den Schwerpunkt des Körpers 
zum Mittelpunkt hat, heißt das Zentralellipsoid. Seine Achsen 
sind die Schwerpunktshauptachsen. 

In einem geometrisch einfachen Körper haben auch die Träg
heitshauptachsen eine geometrisch einfach angebbare Lage. 

Hat der Körper eine Symmetralebene und wir nehmen diese 
als yz-Ebene des Koordinatensyste,ms, so entspricht jedem positiven 
Produkt dm· ;1:' Z ein ebenso großes negatives und jedem + drn· xy 
ein ebenso großes -~ drn<ry. Es ergibt sich daher 

E~= ~'rl11!-:rz=O und F~2:am.;J'Y=O 

und als Gleichung des Trägheitsellipsoides 

1 ~=AX2+By2+ OZ2+D.YZ. 

Diese Gleichung des Ellipsoides zeigt aber, daß die x-Achse 
des Koordinatensystems mit einer Achse des Ellipsoids zusammen-
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fällt und daß die yz-Ebene die beiden anderen Achsen enthält. 
Mit anderen Worten: Hat ein Körper eine Symmetralebene, in !leI' 
der Punkt 0 angenommen wird, so liegen in dieser Ebene zwei 
der Hauptachsen des Körpers für den Punkt 0, während die dritte 
derselben in 0 auf der Symmetralebene senkrecht steht. 

§ 56. Lagerdrücke eines rotierenden Körpers. 

264. Ermittlung der Lagerdrücke eines rotierenden Körpers. 
Freie Achsen. Ein starrer Körper von beliebiger Gestalt sei in A' 
und A" drehbar gelagert und besitze überdies in A' ein Spurlager 
zur Aufnahme einer Axialkraft. Der Körper werde von den 
Kräften P l P2 P3 ••• angegriffen und drehe sich um die Achse A' A". 
Wir fragen: Welche Drücke erfahren die Stützpunkte A' und A" von 

+z 

./}" 

]';1 
Iz 

.A' 0 x... 1 ~ 

1 1 
1 / 

I/Yof 
11 __________ 'f 

+y 

Fig. 227.· 

+x 

seiten des rotierenden Körpers? 
Oder auch: Welches sind die diesen 
Stützendrücken entgegengesetzt 
gleichen Stützenwiderstände, die 

o~.-~~~, __ ~ _____ + __ X __ 

+!J 

Fig. 22 . 

von den Stützpunkten auf den Körper ausgeübt werden. Haupt
sächlich soll gefragt werden, nnter welchen Umständen die Massen 
des rotierenden Körpers keine Wirkung auf die Lager ausüben, 
woran sich der Begriff der "freien Achse" und eine Erörterung 
des Ausgleiches rotierender Massen anschließen wird. 

Man kann die Fragen mit Hilfe des d' Alembertschen Prin
zipes beantworten und hat zu diesem Zweck den Körper durch 
Hinzufügen der Trägheitskräfte seiner sämtlichen Massenelemente 
ins Gleichgewicht zu setzen, worauf aus den Gleichgewichtsbedin
gungen für die Kräfte und Momente die Stützenwiderstitnde W' und 
W" zu bestimmen sind. (Fig. 227 und 228). 

Wir nehmen den Stützpunkt A' als Ursprung und die Dreh
achse A' A" als die z-Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems 
an, bezeichnen den Abstand A' A" mit I und die Koordinaten der 
Angriffspunkte der gegebenen Kräfte Pi mit Xi Yi Zi; des weiteren 
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mit Xi Y i Zi die Komponenten von Pi nach den Koordinatenachsen 
und mit X' Y' Z'; X" y" Z" die Komponenten von W' und W" nach 
diesen Achsen; damit die Lagerung statisch bestimmt bleibt, ist nur 
in A' ein "Spurlager" angenommen, weshalb Z'"/.:E:: 0, dagegen Z" = O. 

Ein Massenelement dm des Körpers, das sich im Punkt xyz 
oder im Abstand Q von der z-Achse befinde, beschreibt bei der 
Drehung des Körpers um die z-Achse einen Kreis vom Halb
messer Q; die Trägheitskraft von clm zur Zeit t setzt sich daher 
zusammen aus der entgegengesetzten Tangentialkraft dmgw und 
aus der Zentrifugalkraft dmQw2, wenn w die Winkelgeschwindig
keit und w = dwjdt die Winkelbeschleunigung zur Zeit t bedeuten. 
Außer den gegebenen Kräften Pi greifen an dem Körper die Lager
widerstände an, die man an ihm nach Entfernen der Lager an
gebracht denkt. Fügt man noch an allen Massenelementen dm die 
d' Alembertschen Trägheitskräfte: Zentrifugalkraft und entgegen
gesetzte Tangentialkraft hinzu, so ist der Körper im Gleichgewicht; 
es gelten die Gleichgewichtsbedingungen für die Komponenten und 
für die Momente. Erstere lauten I Xi + I (clmQw 2 cos cp + dmQw sin cp) + X' + X" = O} 

IYi + I(dmQw2 sin cp - dlllgw cos cp) + y' +}''' -:- 0 (172) 

IZi +Z' =0 
Die Summierung erstreckt sich über den ganzen Körper hin, 

wobei wund wals konstant anzusehen sind und vor die Summen
zeichen treten dürfen. Bezeichnet man die Koordinaten des Körper
schwerpunktes mit xoYozo und die ganze Körpermasse mit 111 und 
berücksichtigt (37) 

Idmx=mxo und Idmy=myo, 
so gehen die obigen Gleichungen über in 

IXi +mxow2 +myow + X' + X" = O} 
IYi + myow'! - mxow + y' +}''' = 0 . 

IZi +Z' =0 

(172a) 

Von den drei Momentengleichungen lautet die um die x-Achse: 
I(ZiYi - l'iZi) + I(clme w cos cp - clmew2 sin cp)z - Y"l = 0 

wofür nach GI. (10), nach dem vorhin Bemerkten, und mit 
Idmzx=E und Idmyz=D 

(vgI. 2(3) erhalten wird: 

JIx + wE- w2D-Y"l=0 I 
Ebenso erhält man mit 2: dmr/ = ez . . . . (1i3) 

llIy + wD+ w2 E+X"l=0 

llIz + w· ez =0 
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In diesen 6 Gleichungen sind D, E die Zentrifugal- oder 
Deviationsmomente und 8: das Trägheitsmoment für die Z-Achse, 
das sind geometrisch bestimmte Größen. Aus der letzten :Momenten
gleichung folgt die Winkel beschleunigung w und durch Integrieren 
die Winkelgeschwindigkeit w. Damit liefern die beiden vorher
gehenden Gleichungen X" und y" und die drei Komponenten
gleichungen die Werte X'},' Z'. 

Von technischem Interesse ist der Sonderfall des von aktiven 
äußeren Kräften freien Körpers, an dem ~Xi=~Yi=~Zi=O 
und j}Ix = My = Mz = 0. Der solcherart kräftefreie Drehkörper 
dreht sich der letzten l\Iomentengleichung zufolge gleichförmig; mit 
ci.> = ° folgen die Lagerwiderstände aus den Gleichungen 

mxow~ + X' + X" =0 } 
1nYow~ + y' + y" = 0 

..... (174) 
D·w2 +Y"l=0 

E'w~+X"l=O 

Wie man sieht, können die Zentrifugal kräfte eines rotierenden 
Körpers Lagerdrücke hervorrufen, nämlich wenn xo:Z: 0 und Yo ~ 0, 
d. h. wenn der Schwprpunkt außerhalb der Drehachse liegt, der 
Körper also exzentrisch auf der Drehachse steckt. Aber selbst 
wenn der Schwerpunkt auf der Drehachse liegt, d. h. wenn 
(xo = Yo = 0) und eine resultierende Zentrifugalkraft nicht auftritt 
[vgI. GI. (174)], können doch noch Lagerdrücke entstehen und zwar 
infolge des Moments, das die Zentrifugalkräfte der einzelnen 
Massenelemente liefern können. Soll also die Zentrifugalkraft gar 
keine Lagerdrücke zur Folge haben, oder wie man zu sagen pflegt, 
sollen die Zentrifugalkräfte am rotierenden Körper voll
ständig ausgeglichen, die rotierenden Massen vollständig 
"ausbalanciert" sein, so dürfen die Zentrifugalkräfte nicht nur 
keine Resultante, sondern auch kein :l\loment haben. In diesem 
Fall ist das Lager von der Wirkung der Zentrifugalkräfte voll
ständig entlastet, es ist X' = X" = y' = y" --:- 0, unter den zwei 
Bedingungen 

1. xo=Yo=O, 2. D=E=O. 

Gemäß der ersten Bedingung muß die Drehachse durch den Schwer
punkt gehen, gemäß der zweiten muß sie mit einer Hauptträgheits
achse zusammenfallen (vgI. 263). Beide zusammen verlangen, daß 
die von Lagerdrücken vollständig entlastete Drehachse eine Schwer
punkts-Hauptachse sei. Deren gibt es nach 263 im allgemeinen 
in jedem Körper drei, man nennt sie "freie Achsen"; rotiert der 
Körper um eine derselben, so haben die Lager dieser Achsen, 
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wenigstens seitens der Zentrifugalkräfte, keine Drücke auszuhalten; 
man könnte in diesem Fall die Lager ganz weglassen. üb die 
Rotation um eine freie Achse auch stabil ist, muß besonders ent
schieden werden. (Vgl. 275.) Wegen der experimentellen Prüfung 
des Ausgleiches rotierender Massen vgl. 302. 

265. Fundamentalaufgabe des Ausgleichs der Dl'ehmassen 
einer Lokomotivkurbelachse. Beispiel: Fig. 229. 

An einer Stirn kurbel mit Halbmesser 1'a befindet sich eine 
Masse ma , die aus der exzentrischen Masse der Kurbel (270) und 

I dem rotierenden Anteil der Schub
stangenmasse (309 u. 310) besteht. 
Die Masse ma soll durch zwei in 
den Radebenen 11 und 22 anzu
bringende Ausgleichsmassen m1 und 
Jn2 in den Entfernungen r1 und r2 

ausbalanciert werden. 
Alle drei Massen liegen in einer 

Fig. 229. Ebene. Die Zentrifugalkraft der-
selben darf weder eine Resultante 

noch ein Moment haben, weshalb die folgenden 2 Gleichungen 
erfüllt sein müssen: 0+ 0 0 1na f'a W - 1n2 f'2 w "=1n1 r1 w", 

was nach Wegheben des gemeinsainen Faktors w (Winkelgeschwin
digkeit) die Bedingung des Gewichtsausgleiches der drei Massen 
um die durch 0 gehende Radachse darstellt. Die Momentengleichung 
der Zentrifugalkräfte um 0 lautet: 

m a r a w 2 la = 1n1 r 1 w2 1 + rn~r2 w21. 

Aus den beiden Gleichungen folgt zur Bestimmung der zwei 
gesuchten Massen: 

In derselben Weise ist für jede weitere nicht ausgeglichene 
Drehmasse zu verfahren. 

Liegt die auszugleichende l\Iasse Jni innerhalb der beiden 
Häder im Abstand ri von der Hadachse und im Abstand li von 
der Vertikalen durch 0, so ergibt sich ebenso: 

r', l-l, 
1n = rn. --~----' 

2 'r2 2l . 

Die in eine Radebene fallenden Ausgleichsgewichte werden 
schließlich durch ein resultierendes Ausgleichsgewicht ersetzt. An 
gekröpften Kurbeln können die mit der Kurbel umlaufenden Massen 
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durch zwei Gegengewichte ganz oder teilweise ausgeglichen werden, 
die der Kurbel gegenüber an beiden Armen angebracht werden; 
bei Lokomotiven werden solche Gegengewichte an den Kurbelarmen 
nicht verwendet; die Ausgleichsrnassen werden vielmehr ausschließlich 
in die Radebene verlegt. 

Mit rotierenden Massen kann man nur ebenfalls rotierende 
Massen ausgleichen, nicht aber hin- und hergehende. Über den 
Ausgleich hin- und hergehender Massen vgl. § 68. 

§ 57. Die Zentrifugalkräfte rotierender Körper. 
266. Die Resultante und das lUoment der Zentrifugalkräfte. 

In 264 wurde ein Körper betrachtet, der um eine beliebige fest
gelagerte Achse sich ungleichförmig dreht; es zeigte sich, daß die 
Lager Drücke auf die Achse ausüben müssen, wenn die Massen
punkte Kreisbahnen beschreiben sollen, oder wie man in diesem 
Fall meist zu sagen pflegt (S. 325), daß die Zentrifugalkräfte des 
rotierenden Körpers Lagerdrücke hervorrufen; diese können in einer 
Resultante und einem Moment bertehen. Man kann dabei z. B. an 
eine Lokomotivkurbelachse denken, an 
der die Massen der Kurbeln, Gegen
gewichte und ein Bruchteil der Schub-
stangenmasse (310) als rotierend. an
zusehen sind. Wir betrachten jetzt ledig
lich eine gleichförmige Rotation und 
fragen nach der Größe der Zentrifugal
kraft und nach ihrem Angriffspunkt, 
sowie nach ihrem Moment; das sind 
Werte, die man z. B. braucht, wenn 
man die Gegengewichte zu bestimmen 
und in den Triebrädern unterzubringen 
hat. Die Zentrifugalkräfte sind, wie die 

',dm-
o IX) ! '\....dRrdm'(Jwz 

'< 'f' ; , z, • 

' ~\ : /~ 
, " ." ________ _ _ _ __ :::.1 

Fig. 230. 

Gewichte, Massenkräfte, d. h. der Masse proportionale Kräfte. 
Wir machen die Drehachse zur z-Achse eines rechtwinkligen 

::cyz-Koordinatensystemes, ein Massenelement dm eines Drehkörpers 
(Fig. 230) mit den Koordinaten xyz befinde sich im Abstand 

(] = V x 2 + y2 von der Drehache und rotiere mit der gleichförmigen 
Winkelgeschwindigkeit 0). Vom Gewicht werde abgesehen. Die 
Zentrifugalkraft von dm ist 

dR=dm·(]·0)2. 
Ihre Komponenten nach den drei Achsen sind 

dX = dm· (]. 0)2. cos cp = dm· x. 0)2 

dY = drn· (] . 0)2. sin cp = dm· y. O).~ 

IIZ=O 



448 Die Dynamik des materiellen Körpers. Drehung eines starren Körpers. 

Von sämtlichen Massenelementen, d. h. vom ganzen Körper 
gehen also folgende Komponenten der Zentrifugalkraft aus: 

.X= 2'dm·x·w2 = w2 ·2'dm·x= w2 .m.xo } ) 
1. "'d n ""'d " . . (1 75 . =~ m·y·w"=or·L, m·y=or·m·vo 

wobei X o und Vo die Koordinaten des Schwerpunktes der rotierenden 
l\Iasse sind. Z ist Null. Die Resultante der Zentrifugalkraft 

R = v' X 2 + y2 =m· w 2 v' X 0 2 + iio2 = m· w 2 'eo' ergibt sich daher 
genau so, als ob die ganze Masse des rotierenden Körpers im 
Schwerpunkt vereinigt wäre; sie kann daher sehr einfach berechnet 
werden. 

Um den Angriffspunk t der Zentrifugalkraft zu finden, 
bezeichnen wir dessen Koordinaten mit x' V' z' und schreiben die 
Momente der Zentrifugalkräfte um die drei Kordinatenachsen an. 
Da die Zentrifugalkraft eines jeden l\Iassenelementes die Drehachse 
schneidet, so besitzt sie kein Moment um die Drehachse; um die 
z-Achse ist also das Moment der Zentrifugal kräfte Null; man erhält 
demnach, da in dem gesuchten Punkt x' V' z' die Komponenten X 
und Y angreifen: 

Y·z' = 2'dm·v· w2 ·z = w2 2'dm·y·z = w 2 ·D ) 
X·z' = 2'dm·x· w2 ·z=w2 2:dm·z·x= w 2 . E 

O 1• I X' "'cl " "'d " (176) = ·x - .y =~ m·vw"·x-~ m·xw"·v 

=w2 F-w 2 ·F 

wobei DEF die durch GI. (169) definierten Zentrifugalmomente sind. 
Die letzte der drei Gleichungen bestätigt das unmittelbar vorher 
Gesagte. 

Für die Koordinaten des gesuchten Angriffspunktes der Zentri
fugalkraft erhält man aus diesen drei Gleichungen: 

I w2 F w2 ·F F 
X=--=---

Y w2 .m·yo myo 

I w2 F w2 ·F 
y=--=---

X w 2 .m.xo 
F 

. . . . (177) 

I w2 E w2 D E D z =--=--=--=--
X Y mxo mvo 

Die Zentrifugalkraft greift also im allgemeinen nicht im Schwer
punkt an, vielmehr in einem Punkt, den wir in den nächsten Ab" 
schnitten für einige praktisch vorkommende Fälle bestimmen werden. 

267. Besondere Fälle. 
1. Nehmen wir an, der rotierende Körper habe eine Symmetral

ebene, die durch die Drehachse, also die z-Achse, hindurchgehe 
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und die xz· Ebene des Koordinatensystems bilde, dann heben sich 
die normal zur Symmetralebene gerichteten Komponenten dY der 
Zentrifugalkräfte dR = drn· e (.02 gegenseitig auf, so daß nur die 
Komponenten dX übrig bleiben; ferner ist nach einer Bemerkung 
auf S. 442 F=Xdm·xy=O und D =Xdm·yz = 0; auch ist Yo = O. 
Es ist daher in diesem Falle die Resultante R der Zentrifugalkräfte 
ausgedrückt durch: 

R=X=mxow2 

und deren Lage bestimmt durch 

, 2:dm·xz E 
Z=---=--. 

mxo mxo 

2. Unter Umständen reduzieren sich die Kräfte dXauf ein Kräfte
paar. Dieser Fall tritt ein, wenn die Drehachse durch den Schwer
punkt des Körpers hindurchgeht, also Xo = 0 ist und überdies 
Idrn·xz nicht=O; man hat dann R=O und z'=oo. Wäre 

jedoch außer Xo = 0 auch Z dm· xz = 0, so ergäbe sich z' = ~ und 

R = 0, es würden sich die Zentrifugal kräfte aufheben. 
3. Hätte der um die z - Achse sich drehende Körper eine 

Symmetralebene senkrecht zur Drehachse, so könnte man 
diese Symmetralebene zur xv-Ebene wählen, dann würde 

Idm·xz=O und 2:dm·yz=O, 
also z'=O. 

Da aber der Schwerpunkt des Körpers in der Symmetralebene 
liegen muß, hat man auch Zo = O. Es gibt daher im vorliegenden 
Falle eine resultierende Zentrifugalkraft und diese geht durch den 
Schwerpunkt des Körpers hindurch. 

4. Handelt es sich um einen Körper mit einer geraden Achse 
(Achse, d. i. Verbindungslinie der Schwerpunkte der einzelnen Quer
schnitte), die der Drehachse parallel ist, so wird man zur Be
stimmung der Größe z' den Körper durch Ebenen senkrecht zur 
Drehachse, also parallel der xy -Ebene des Koordinatensystems, in 
unendlich dünne Scheiben zerlegen und zunächst für eine solche 
Scheibe von der Dicke dz und der Basis F, die sich im Abstand z 
von der xv-Ebene befindet, die Ausdrücke Zdm·xz und Zdm·yz 
festsetzen. Indem man sodann die Fläche F durch Gerade parallel 
der y-Achse in unendlich schmale Streifen b· dx einteilt, erhält man 
für die betrachtete Scheibe des Körpers, wenn 15 die Dichte des 
Körpers 

Zdm·x·z = 2,'(b.dx·dz·J)·x·z = ö·z·dzXb ·dx·x 
= ö.z.dz·F·xo = X o .(F.dz·J)z 

Antonrieth-Ensslin, Technische Mechanik. 2. Autl. 29 
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und daher für den ganzen Körper durch nochmalige Summation 

2'Ldm· x· z = LXo (F·dz· 15) z = xoLdm· z = xo' Jn·zo' 

wobei Zo der Abstand des Schwerpunktes des Körpers von der 
xy-Ebene. Damit wird 

I Ldm·xz 1JIXo'zo z =~---~~- = ~~ - ~ = zo' 
mxo 'In:1'o 

Es geht also auch hier die resultierende Zentrifugalkraft durch 
den Schwerpunkt des Körpers hindurch. 

268. Zentrifugalkraft einer materiellen ebenen Fläche. Wir 
woUen annehmen, daß die gegebene Fläche Feine Symmetral
achse besitze, die die Drehachse in dem Punkt A unter dem 

A ' '';'. 

ß 

Fig. 231. 

Winkel C( schneide, ferner, daß die Ebene 
der Fläche F senkrecht stehe auf der 
durch die Symmetralachse AS von Fund 
der Drehachse AB gelegten Ebene. 
Fig. 231 zeigt die gegebene E'läche F 
in der Umklappung in die letzt
genannte Ebene. 

Indem man die Fläche F durch 
Gerade senkrecht zur Symmetralachse AS 
in unendlich schmale Streifen vom Inhalt 
b· ds zerlegt, erhält man für jeden solchen 

Flächenstreifen eine in der Ebene BAS wirkende, senkrecht auf 
der Drehachse stehende Zentrifugalkraft 

d R = b . d s . s . sin C( • w 2 (178) 

Alle diese Zentrifugalkräfte dR setzen sinn zusammen zu einer 
Resultanten, deren Größe: 

R = F· so' sin C(' w'~, 

wobei So den Abstand des Schwerpunktes S der Fläche F vom 
Punkte A bedeutet. 

Um nun auch die Lage dieser resultierenden Zentrifugalkraft, 
beziehungsweise ihren auf der Symmetralachsc AS gelegenen An
griffspunkt 0 im Abstand s' von A zu erhalten, schreiben wir die 
Momentengleichung um den Punkt A an: 

R· s'· cos C( = 2'b· ds· S· sin a· w 2 • S· cos a 
oder s' .Fso· sina· w2 . cos a = w2 • sin a· cos a2'b ·ds· S2, 

woraus 
,_2'b.ds.s2 _ e' e+Fs0 2 Fr02 r0 2 

s --------=----=so +--=so +-, 
Fso Fso Fso Fso So 
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unter e das Trägheitsmoment und unter ro den Trägheitshalbmesser 
der Fläche F in Beziehung auf eine durch den Schwerpunkt S 
von F senkrecht zu AS gezogene Achse verstanden. 

Es ist also 

sc= e=F~02= r02 
Fso Fso so···· (179) 

Mit s' ist der Angriffspunkt C der Zentrifugalkraft R bestimmt. 
Dieser Punkt C ist, wie wir sehen, der Schwingungsmittelpunkt 
der Fläche F für die Aufhängeachse A (letztere senkrecht zur Ebene 
S AB, also in der Ebene von F gelegen) (vgl. 290). 

269. Zentrifugalkraft eines Körpers von gerader Achse. 
Die geometrische Achse des Körpers schneide die Drehachse im 
Punkte A (Fig. 232). Ferner sei die --J 

durch diese beiden Achsen gehende 
Ebene Symmetralebene des Körpers. 

Wir zerlegen den Körper durch 
Ebenen senkrecht zu seiner Achse in 
lauter scheibenförmige Elemente. 

Für eine solche Scheibe im Ab
stand s von A ist die Zentrifugalkraft 
zufolge GI. (178) 

dR = F- u·sin (90 0 - ce)· (j ·ds· w~ 
=F· cls · (j·xw'J = dm·xw 2 • 

Diese senkrecht zur Drehachse AB 
gerichtete, in der Ebene SAB wirkende 

""\ 
\ 

\ 

z 

D'7--\-';"':/l 

Kraft greift die Querschnittsfläche F im Fig. 232. 
Schwingungsmittelpunkt 0 von F für die 
Aufhängeachse B Cl. zur Ebene SAB) an. Die resultierende Zen
trifugalkraft ist dann: 

R= Xclm·x· (b~=mxow2. 

Um jetzt auch die Lage der in der Symmetralebene des Kör
pers und senkrecht zur Drehachse AB wirkenden Hesultanten R 
zu bekommen, schreiben wir die Momentengleichung um den 
Punkt A an: 

R-z' = XclR (z - 00· sin n) 

oder auch nach Einsetzung der W crte von Rund rlR und mit 
Berücksichtigung, daß nach GI. (179): 

e r 2 
OC= --=··O, 

Fu u' 
29* 
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(unter e das Trägheitsmoment, unter ro den Trägheitshalbmesser 
der Querschnittsfläche F, bezogen auf eine durch den Schwerpunkt 
o von F gehende, senkrecht auf der Ebene SAB stehende Aehse 
und unter u den Abstand OB verstanden): 

mx w2 ·z'=.1:F·ds·/J·xw2·z-.1:F·ds·b·xw2 • rO~.sina 
o u 

oder mxoz' = 2'F·ds· b·x·z -.1: F· d/j' b· cos a·r0 2 ·sin a. 
Schneidet die Kraft R die geometrische Achse AS des Kör

pers in D und bezeichnet man AD mit s', so geht die letzte Glei
chung, da 

Xo = So . sin a und z' = s' . cos (( 
über in: 

m· So . sin a . s' . cos a === 
= 2' F·ds·b· S· sina· s· cos a - 2,'F·ds·b· cos a ro•· sm IX 

oder m·so ·s' = 2'F- b·s2 ·ds -2' F· b·r0 2 .ds 
oder msos'=:EF.b.s2.ds-2'b·e.ds. 

Handelt es sich um einen homogenen Körper von konstan
tem Querschnitte Fund der Länge l, bei dem die obere Endfläche 
im Abstand a vom Punkte A sich befindet, so ergibt sich, da nun
mehr auch e und r 0 2 konstant sind: 

a+! a+! 

F-l· b· so' s' = F· bfS2 ·as -lp· b ·ro 2fdS 
a a 

oder 

und mit a=O: 
1 , l3 2 

l· -'8 =--ro ·l 
2 3 

woraus 
, 2 r0 2 

s =--1--2·--· 
3 1 

2 . 2 
Bei einem dünnen Stab ist 2· r~ klein gegenüber 3l, man 

kann daher hier annäherungsweise setzen: 

, 2 
8 =3l. 

270. Praktische Bestimmung der Zentrifugalkraft eines homo
genen Körpers, der eine durch die Drehachse gehende Symmetral
ebene besitzt. Wir nehmen die Symmetralebene als Bildebene an. 
Man zerlegt den Körper durch Ebenen BB senkrecht zur Dreh
achse AA in einzelne Scheiben, bestimmt für jede Schnittebene BE 
den Inhalt F und Schwerpunkt 0 der betreffenden Schnittfläche, 
mißt die Abstände x der Schwerpunkte 0 von der Drehachse und 
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berechnet die Produkte po x = 1], trägt hierauf die 1] als Ordinaten 
zu den Abszissen z auf und verbindet die Endpunkte der Ordinaten 
1] durch eine stetige Linie, dann 
g'ibt der Inhalt f der von dieser .A 
Linie sowie von der Abszissen
achse (Drehachse) gebildeten Flä
che, mit r5. w 2 multipliziert, die 
Größe der gesuchten Zentrifugal-
kraft R des gegebenen Körpers an, Jl. 
desgleichen muß die auf der Dreh
achse senkrecht stehende Zentri-
fugalkraft R durch den Schwer- .A 
punkt Si der Fläche f hindurch - Fig. 233. 
gehen, wodurch auch die Lage 
von R bestimmt ist. Der Beweis hierfür ist folgender: 

Man hat R = XI'· dz· ö·xw2 = r5w'] 2'1] ·rlz = öw2 2'df=r5w~· fi 
des weiteren: R·z' = 2'P·tlz· r5 ·xw2 ·z = r5w 2 X df-z = Öw2 • f- Zo 

oder r5w 2 • f-zl = r5w2 • f'Zoi z' =zo' 

Handelt es sich jetzt um die Zentrifugalkraft eines Stabes von 
gerader Achse und konstantem Querschnitt, dessen Endflächen 
nicht normal auf der Stab achse, sondern senkrecht auf der Dreh
achse stehen, so kann hier die Stab- .A 
achse zugleich als Linie der 1) dienen, 
worauf die 'l'rapezfläche Bi 01 02 B 2 = 1" 
mit p. Öw 2 multipliziert die Größe 
der Zentrifugalkraft R des Stabes 
liefert und der Schwerpunkt S' des 
genannten Trapezes, durch den R 
hindurchgehen muß, die Lage VOll 

R bestimmt. 
Ist der Stab verhältnismäßig lang, 

so fällt der Umstand, daß im zuletzt 
betrachteten Falle die Endflächen des 

FiO". 34. 

Stabes nicht normal zur Stabachse angenonilllen sind, nur wenig 
ins Gewicht, es kann daher auch das eben Gefundene für den 
norm a I abg'eschnittenen Stab als angenähert gültig angesehen werden. 

§ 58. Drehung eines stnnen Körpers um eine hcliehig't" 
bewegliehe Achse, als 'J'eilaufgabe der allgemeinen Bewegung 

eines starren Körpers. 
271. lloment der Bewegungsgl'iiBe. Drall. Zeitliche Äfl(lel'un~ 

des Dl'alles. Beispiele für eine allgemeine Bewegung eines Kör-
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pers bilden die Bewegung eines Langgeschosses, eines Aeroplanes, 
eines Weltkörpers. Der Schwerpunkt dieser Körper macht eine 
fortschreitende und der Körper selbst überdies eine drehende oder 
schwankende Bewegung. Soll ein Versuch gemacht werden, über 
diese verwickelte Bewegung Klarheit zu gewinnen, so wird man 
für die erste Betrachtung vereinfachende Annahmen machen müssen. 
Einmal sei der bewegte Körper starr, damit man nicht auf die 
Arbeit der elastischen Kräfte, auf elastische Schwingungen einzu
gehen hat. Sodann soll es zulässig sein, den Zusammenhang zwi
schen dem Bewegungszustand des umgebenden Mediums und dem 
bewegten Körper zu vernachlässigen. Tatsächlich wird ein solcher 
vorhanden sein. Der bewegte Körper setzt die umgebende Luft 
unter Druck und in wirbelnde oder wellenartige Bewegung, von 
der die Größe des Luftwiderstandes ablliingen wird. Soll man 
aber bei der Untersuchung der gestellten Aufgabe sowohl den Be
wegungszustand des Körpers als auch den der Luft und beide in 
ihrer gegenseitigen Abhängigkeit ins Auge fassen, so wird die Auf
gabe viel zu kompliziert. Es sei daher angenommen, der Luft
widerstand bestehe aus einer Einzelkraft, die durch den Schwer
punkt des bewegten Körpers gehe, und aus einem Moment, und 
beide seien voneinander unabhängige Funktionen der Zeit, seien 
also nicht vom augenblicklichen Bewegllugszustand des Mediums 
abhängig. Auch die sonstigen äußeren Kräfte mögen eine Hesultante 
und ein l\[oment VOll dieser Art haben. Unter der genannten 
Voraussetzung wird man die fortschreitende Bewegung des Schwer
punkts nach dem Schwerpllnktssatz verfolgen können und die gleich
zeitig stattfindende. Drehung um den Schwerpunkt unabhängig 
hiervon nach einem jetzt abzuleitenden Verfahren. Jede der 
heiden Bewegungen verläuft so, als ob die andere gar nicht vor: 
handen wäre. Vgl. S. 413 oben. 

Demgemäß wird im folgenden von der fortschreitenden Be
wegung des Schwerpunktes abgesehen und lediglich auf die Drehung 
des Körpers um eine durch uen Schwerpunkt 0 gehende Achse 
geachtet. Ein Geschoß dreht sich um seine eigene Achse, während 
diese letztere gleichzeitig ihre Richtung ändert. Die Elementar
hewegung der ihre Richtung ändernden Drehachse kann innerhalb 
d t [sek ] als eine Drehung um eine Achse aufgefaßt werden, die 
senkrecht steht auf der Ebene, in der sich die Achse augenblick
lich bewegt. Wir haben im Abschn. 229 gesehen,' daß sich diese 
zweifache Drehung durch eine einzige resultierende Drehung um 
eine durch 0 gehende Momentanachse ersetzen läßt. Man wird 
stets imstande sein, eine irgend wie beschaffene schwankende Be
wegung eines Körpers um seinen fest gedachten Schwerpunkt 0 
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als eine Folge von momentanen Drehungen des Körpers um eine 
durch 0 gehende Drehachse anzusehen. 

Wir betrachten also von jetzt ab lediglich die Bewegung des 
Körpers um seinen festliegend gedachten Schwerpunkt 
unter dem Einfluß äußerer (eingeprägter) Momente. Ähnlich wie 
in 247 fragen wir nach dem Zusammenhang zwischen dem Be
wegungszustand zur Zeit to und zur Zeit t einerseits und der zeit
lichen Wirkung der Momente anderseits. Für kurze stoßartige 
Wirkungen hat man den Bewegungsverlauf in elt sek ins Auge zu 
fassen. 

Der Körper sei auf ein raum festes , rechtwinkliges xyz-Koordi
natensystem bezogen, dessen Ursprung im Körperschwerpunkt liege. 
Die Elementarbewegung um die durch den Schwerpunkt gehende 
Momentanachse erfolge mit der Winkelgeschwindigkeit w, deren 
Komponenten längs der X-, y-, z-Achse w", wy ' W z seien. Der Kör
per sei aus Massenelementen bestehend gedacht, etwa aus Parallel
epipeden, und wenn nötig, an der Oberfläche aus Tetraedern. An 
einem Massenelement im Innern des Körpers wirken (v gl. 235) - ab
gesehen von äußeren Kräften, wie Eigengewicht oder der Masse 
proportionalen Anziehungs- oder Abstoßungskräften - innere Kräfte, 
die mit dem hinzugedachten Trägheitswiderstand im Gleichgewicht 
sind. An einem Massenelement der Körperoberfläche können da
gegen eine Oberfiächenkraft (äußere Kraft des Körpers) und innere 
Kräfte angreifen, die beide zusammen mit dem Trägheitswider
stand des Massenelementes wieder ein Gleichgewichtssystem bilden. 
Da nunmehr lauter Gleichgewichtssysteme einzelner Massenelemente 
vorliegen, so ist das Moment der genannten äußeren und inneren 
Kräfte sowie der Trägheitswiderstände in bezug auf den Schwer
punkt gleich Null. Das :Moment der paarweise auftretenden und 
einander entgegengesetzt gleichen inneren Kräfte ist aber am ganzen 
Körper für sich gleich Null; es bleibt also nur das Moment der 
äußeren Kräfte und Trägheitswiderstände übrig, die miteinander im 
Gleichgewicht sind. Dieses Moment haben wir aber für einen 
Massenpunkt, als den wir ein Massenelement ansehen dürfen, schon 
in 188 abgeleitet. Wir haben also nur noch die zu den einzelnen 
Massenelementen gehörigen Momente über den ganzen Körper zu 
summieren, und erhalten, wenn dm die Masse eines Massenelementes 
ist und wenn M"=2:M,,j; My=2:~Myj; M.=2:M;i(i=l, 2, 3, ... ) 
die Komponenten des resultierenden Momentes aller äußeren Kräfte 
bedeuten und wenn im übrigen die Bezeichnungen von 188 und 
Fig. 166 benützt werden, nach GI. (140). 
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M = r ~ el m· (v . y - v . z) '" J dt : Y 

und analoge Gleichungen für die y- und z-Achse. 
Die Integration ist über den ganzen Körper 

wo bei t als Konstante zu behandeln ist; es wird: 
zu erstrecken, 

M =- dm·(v 'y-v ·z) .. df 
. 't elt Z Y 

. (180) 

Bevor die Integration ausgeführt wird, müssen wir uns an die 
Bedeutung des hinter dem Integral stehenden Ausdruckes erinnern. 
Aus der Herleitung in 188 ist ersichtlich, daß er nichts anderes ist, 
als das auf die x-Achse projizierte :l\Ioment der Bewegungsgröße 
von dm. Das Integral ist die algebraische Summe der auf die 
x-Achse projizierten Momente der Bewegungsgröße des ganzen Kör
pers, zu welcher Summe jedes l\fassenelement dm einen Beitrag 
liefert; das Integral kann daher als das auf die x-Achse projizierte 
Gesamtmoment Dx der Bewegungsgröße des starren Körpers be
zeichnet werden. Das Moment der Bewegungsgröße hat, bezogen 
auf die im Raum festliegende x-Achse die Komponente 

Dx=Jelm(v:.y-vy.z) .•... (181) 
oder mit GI. (147) 

D",=fdm·(w",y~ - wyxy- w:zx+ wxz~) 
=Jdm·(y~+z2)wx-Jdm.xywy-fdm.zxwz .. (181a) 

Hierin ist das erste Integral zufolge (168) das Trägheitsmoment 
8 x des Körpers in bezug auf die x-Achse, die bei den anderen 
Integrale die Zentrifugalmomente e",y und e zx' Damit erhält man 
folgende Ausdrücke für die Komponenten des Momentes der Be
wegungsgröße oder - nach Föppl - des Dralles: 

Dx = ex·· wx - eXy.wy-ezx'wz) 

~ ~y:Wy=~yz:W:=~Xy::x ... (182) 
: - 8: W z e zx W x e y : y 

Die Dimension des Dralles oder des Momentes der Bewegungs
größe ist [kgmsek]; er ist ein Vektor wie das Moment einer Kraft, 
was wir aus der unten stehenden GI. (186) noch deutlicher sehen 
können. Der Drallvektor hat den Absolutwert 

D=VD 2+D ~+D 2 x y z (183) 

er erweist sich bei der Untersuchung der Drehung von Körpern 
und Systemen als eine außerordentlich wichtige Hilfsgröße. Mit 
Benützung von GI. (181) schreibt sich GI. (180) 

M = dDx. M = dDy . M = i}!Jz . . (184) 
x elt' y elt' z elt 
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MXMy ]( sind die Projektionen des resultierenden Momentes 

M = v' M x 2 -I- M / + 211} der äußeren Kräfte, die am Körper an
greifel1- dDz , dD y , dD. die Projektionen des Zuwachses elD, den 
der Drall D in elt sek erfährt. Stellen wir uns vor, der Drall
vektor D oder mit der üblichen Schreibweise der Vektoren, ~, sei 
zu Anfang und zu Ende des Intervalles dt sek aus seinen Kom
ponenten DXDyDz konstruiert und habe den Wert ~o und ~1; dann 
ist d~ die Änderung des Dralles in elt sek nach Größe und Rich
tung und wir haben, wenn man die Strecken ~o' ~1' dt aufzeich
net, geometrisch die gleiche Sachlage wie bei der Geschwindigkeits
änderung db in dt sek, die nach Fig. 289 die geometrische Diffe
renz der Geschwindjgkeitsvektoren bo und tJ1 zu Anfang und zu 
Ende von elt sek ist, wobei clb die Komponenten dvx' dvy, dvz nach 
drei raumfesten x, y, z Achsen hat, GI. (127). Auch das resul
tierende Moment M der äußeren Kräfte ist eine gerichtete Größe IDl 
und man kann kurz schreiben: 

IDl = d~/dt (185) 

womit der wichtige Zusammenhang des durch GI. (181) definierten 
Dralles mit der geläufigen Größe des Momentes der äußeren Kräfte 
ausgedrückt ist. Unter der zeitlichen Änderung des Dralles d~/d t 
ist die Änderung gegenüber einem ruhenden Raum gemeint, man 
hat sie schon die absolute Drallgeschwindigkeit genannt, mit 
welcher Ausdrucksweise GI. (185) in Worten so lautet: Die abso
lute Drallgeschwindigkeit (d. h. die Geschwindigkeit der Spitze 
des Drallvektors) ist gleich dem :l\loment der äußeren Kräfte. 

Die Bedeutung des Dralles und sein vektorieller Cha
rakter geht aus den gleichwertigen GI. (184) und (185) hervor, 
die sich in Komponenten- bzw. in Vektorform darstellen. Schreibt 
man d t = IDl· cl t und integriert, so folgt 

~=JIDl.dt (186) 

das Integral genommen zwischen t und to' Die analogen Gleichung'en 
in Komponentenform lauten: 

Dx=JMx·rlt; Dy =J.1Ily .dt; Dz=JlIIz·dt .. (187) 
Das Integral gleicht dem schon bekannten Antrieb oder Im

puls einer Kraft fr.(lt; wir werden das Integral GI. (186) ·daher 
als den Antrieb oder Impuls eines Kraftmomentes bezeichnen, kurz 
als das Antriebs- oder Impulsmoment der beschleunigenden 
Kräfte. In ihm haben wir die zeitliche Wirkung eines Momentes 
während der Zeit t - '0 zu erblicken. Hierin liegt dann auch die 
physikalische Bedeutung cles Dralles: Der Drall oder das Mo
ment der Bewegungsgröße eines starren Körpers ist gleich 
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dem Impulsmoment der beschleunigenden Kräfte. Damit 
sind wir im Besitz des gesuchten Maßstabes für die zeitliche Wir
kung eines beschleunigenden Momentes. 

Nun ist IDl· d t ein mit einer richtungslosen skalaren Größe d t 
multiplizierter Momentvektor und das ist eben wieder ein Moment
vektor; denn durch die Multiplikation mit einer richtungslosen 
skalaren Größe ändert sich der vektorielle Charakter nicht, ebenso
wenig durch die Integration. Ist demnach JIDldt ein Vektor, so 
muß auch der Drall ~ zufolge GI. (186) ein solcher sein. 

Wirken gar keine äußeren Kräfte bzw. Momente auf den Körper 
ein, so ist für den kräftefreien Körper die Drallgeschwindigkeit 
Null d~/dt=O, d. h. der Drall konstant (tl=konst). 

Ein kräftefreier Drehkörper mag also um seinen Schwer· 
punkt in ganz beliebiger Weise rotieren unter gleichzeitigen Schwan
kungen der Drehachse, es gibt immer eine gegenüber dem raum
festen Bezugssystem unveränderliche Achse des konstanten Drall
vektors und senkrecht darauf eine unveränderliche Ebene (in
variable Achse und Ebene); ist der Drall in irgendeinem Augen
blick bekannt, so ist auch die invariable Achse oder Gerade be
kannt. 

Was die Stellung der Achse des Drallvektors betrifft, so fällt 
sie im allgemeinen weder mit der Achse der resultierenden Winkel
geschwindigkeit, mit anderen Worten der momentanen Drehachse 
des Körpers, noch mit einer ausgezeichneten geometrischen Achse 
des letzteren zusammen; vgl. S. 467. 

Der Ausdruck für den Drallvektor GI. (182) und (183) ist kom
pliziert, was nicht verwunderlich ist, da der Vorgang der Drehung 
eines Körpers oder eines Systems um seinen Schwerpunkt auch 
kompliziert ist. Er wird aber bedeutend einfacher, wenn die geo
metrischen Hauptachsen, die Hauptträgheitsachsen, gerade mit den 
raumfesten xyz -Achsen zusammenfallen 1), und noch einfacher, wenn 
der Körper nur um eine Hauptachse rotiert. Im ersteren Fall ver
schwinden in GI. (182) die Zentrifugalmomente, und die Trägheits
momente werden zu Hauptträgheitsmomenten A, B, C in bezug auf 
die x, y, z- Achse; man erhält für die Komponenten des Dralles nach 
den Hauptträgheitsachsen in dem Augenblick, wo diese mit den 
raumfesten Bezugsachsen zusammenfallen: 

') Schärfer ausgedrückt: wenn man den Drall auf die im Körper festen 
Hauptträgheitsmomente bezieht. V gl. Anm. S. 464. 
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und in dem einfachsten Fall, wenn die Drehung um eine der Haupt
achsen erfolgt, z. B. um die x-Achse, so daß wx > 0, w y = W z = 0: 

D=Dx=Awx . ...... (187b) 
Über die gegenseitige Lage der Achse des Dralles, der .Mo

mentenachse und der geometrischen Hauptachsen ist das Erforder
liche auf S. 467 bemerkt. 

Sollen die Kraftwirkungen angegeben werden, die ein Radsatz 
eines schllellfahrenden Wagens beim gleichförmigen Durchfahren 
einer Kurve oder bei der plötzlichen Ablenkung durch eine Un
ebenheit des Bodens erfährt, so genügen dazu die GI. (182) und 
(186) in Verbindung mit dem, was zu GI. (187 a) und (187 b) bemerkt 
wurde. Wir werden jedoch die erste Aufgabe in ganz elementarer 
Weise in 280 behandeln. 

Zu satz: Die am Anfang dieses Abschnittes benützte Momenten
gleichung läßt sich mit Hilfe von einer Art Polarkoordinaten auf 
eine Form bringen, die man als Flächensatz des starren Körpers 
bezeichnet. Wir knüpfen damit an den Flächensatz der ebenen 
Bewegung eines Massenpunktes GI. (131 a) an. Das .Moment der Be
wegungsgröße eines starren Körpers um die z-Achse lautet nach 
GI. (182) oder (187) 

Dz=Jdm (vy • x - VX· V)· 

Projizieren wir den Massenpunkt dm auf die xy -Ebene und sei 1"x 
die Länge des Fahrstrahles vom Schwerpunkt (Koordinatenanfang) zu 
dem projizierten Punkt und g; der Winkel zwischen den Hichtungen 
von rx und x, so ist x = 1"x cos g;i Y = rx sin g;i dx = -1·x · sin g;·dg;i 
dy= 1"x·eosg;·dg;i vy = dyjdti vx = dxjdt, daher (x.vv-y·vx) 
= (rz · cos g; ·1"x cos g;·dg; + rx · sin g;. 1"x· sin g; ·dg;)jdt= rx ~dg;jdt. 

Nun ist rx~·dg;/dt nach GI. (131) in 180 die doppelte Flächen
geschwindigkeit des Fahrstrahles 1"x in der xy -Ebene, also gleich 

2dfxjdt, womit Dz=Jdm.2(dfxldt), 
also dDzjdt=2Jdm.(d2f,)dt~), 
womit die GI. (184) übergehen in 

r ~f r ~~ 
M x = 2 Jdm([i~~i .My = 2 Jdm([/ i 

272. :Feste und sich bewegende Achsen. Die absolute Drall
geschwindigkeit (= zeitliche Änderung des Dralles oder des Mo
mentes der Bewegungsgröße) gegenüber einem raumfesten Koordi
natensystem Ox, Oy, 0 z eines um seinen Schwerpunkt drehbaren 
starren Körpers ist nach GI. (185) dem Moment der äußeren Kräfte gleich: 

d~ =!Dl. 
dt 
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Der Gebrauch dieser einfach aussehenden Gleichung wird aber da
durch schwierig, daß der Ausdruck für den Drall nicht einfach ist. 
Wie schon bemerkt, wird er dann einfacher, wenn die Hauptträg
heitsachsen mit den Bezugsachsen zusammenfallen. Will man nun 
die einfache Form für den Drall sich dauernd zunutze machen, 
so muß Illan den Drall dauernd auf die drei im Körper festen 
Hauptachsen beziehen. Diese bewegen sich aber im Raum, und 
darauf muß Hücksicht genommen werden, wenn man die Drall
änderung in bezug auf die im Körper festen, im Haum aber beweg
lichen Hauptachsen Ox', Oy', Oz' angeben will. 

Sei nun die Projektion des Dralles D auf die drei raumfesten 
Achsen Dx ' Dy' Dz und auf die drei beweglichen Achsen D I , D~, D3 • 

Die sich bewegende Oz'-Aehse bilde mit den raumfesten x, y, z
Achsen die Richtungswinkel ce, ß, y; dann ist die z- Projektion des 
Dralles Dz gleich der Summe der Projektionen der Drallkomponenten 
D I D2 D3 , deren Hesultante ja D ist; also 

Dz = D I ' cos ce + D'J ' COS ß + D3 , cos y 

durch Ableiten nach t erhält man 

dDz dDl I dD'J ß + dD3 dt = aT,cosa T -di' cos dT'cOS y 
d(' dß dl' 

- D 1 , sin a'ä:i - D2 , sin ß'(it - D3 , sin i"dt' 

In dieser Gleichung sind dce/dt usf. die sekund lichen Änderungen 
der Winkel ce, ß, y zwischen der beweglichen Oz'-Achse und der 
raum festen z-Achse, von denen man annehmen darf, sie bilden sich 
in der Ebene aus, in der der Winkel a bzw. ß bzw. 'Y gemessen 
wird, Es sind also Winkelgeschwindigkeiten. Läßt man nun die 
beweglichen Achsen mit den raum festen Achsen zusammenfallen, so 
ist a = n/2; ß = nj2; ]' = 0; da/dt ist jetzt die Winkelgeschwindig
keit, die sich in der zx-Ebene, wo der Winkel a sich momen
tan ändert, ausbildet, d, h, die Winkelgeschwindigkeit w,,; ebenso 
dß/dt = - wx ' Damit erhält man 

dDz dD;j I 
. - - .. = -- -, - D (tJ -T-- D co dt dt I Y I 'J X 

(188) 

Die Gleichung wird nachher erörtert. Jetzt wollen wir be
achten, daß die letzte Gleichung nicht nur gilt, wenn D der Vektor 
des Dralles ist; da über den Wert von D nichts Besonderes fest
gesetzt wurde, so gilt die vorige Ableitung allgemein, wenn D 
irgendeine vektorielle Größe ist, z. B, auch die Winkelgeschwindig
keit w des starrcn Körpers um die i\Iomentanachse, deren Projek
tionen auf die raumfesteIl Achsen (().r' fO y ' w= sind und auf die 
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im Körper festen Achsen w1 ' w2 ' w3 sein mögen. Es ist dann 
D,,=wx; Dy=wy; Dz=wz; D1 =W1 ; D2 =W2 ; Da=wa, womit 

dwz dWa + 
dt=dt- W1Wy w2 wx ' 

Fallen nun die im Körper festen und im Raum beweglichen 
Achsen Ox', Oy'; Oz' mit den raum festen Achsen Ox, Oy, Oz zu
sammen, so ist die Projektion der Winkelgeschwindigkeit W auf 
beiderlei Achsen in diesem Augenblick gleich, also w,,=w1; Wy =0)2; 
W z = w3• Damit wird auch: 

d~ 
dt 

(189) 

Wir haben noch die GI. (188) zu besprechen; zunächst ist klar, 
daß sich in bezug auf die y- und x-Achse analoge Gleichungen 
ergeben. Wir wollen jetzt unter D wieder den Drall verstehen. 
Dann ist dDz/dt die auf die z-Achse projizierte absolute Drall
geschwihd'ig'keit: D1, D2 , D3 sind nun ebenfalls die Kompo
nenten des Dralles, aber nach den raum beweglichen Achsen ge
nommen; dD1/dt, dD2 /dt, dD3 /dt daher die Komponenten der auf 
.die beweglichen Achsen bezogenen Drallgeschwindigkeit, sie soll 
relative Drallgeschwindigkeit genannt werden. Die absolute 
Drallgeschwindigkeit und die relative sind nun ebensowenig ein
ander gleich, wie die absolute Geschwindigkeit eines materiellen 
Punktes in einem festen Koordinatensystem und die relative Ge
schwindigkeit dieses Punktes gegenüber einem raumbeweglichen 
System. GI. (188) gibt nun die Beziehung zwischen der absoluten 
und der relativen Drallgeschwindigkeit an. Man muß demnach 
zur Komponente der relativen Drallgeschwindigkeit dDa/dt noch 
D2 w" - D1 w y hinzufügen, wenn man die Komponente der absoluten 
Drallgeschwindigkeit erhalten will. Letztere ist nun nach GI. (184) 
gleich Mz , also der Komponente des Mom~ntes der äußeren Kräfte 
gleich, weshalb auch D 2 w'" - D 1 w y die Komponente eines Kraft
momentes sein muß. Wir können überdies noch eine Ähnlichkeit 
mit der z- Komponente eines Kraftmomentes hervorheben; diese ist 
bekanntlich Yx - Xy, was genau ebenso gebaut ist. Und nun ist 
es am zweckmäßigsten, den Inhalt der GI. (188), und der zwei 
analogen für die x- und y-Achse gültigen, sich durch Vektoren' zu 
veranschaulichen. Wir müssen hier freilich ein Resultat der Vek
torenrechnung benützen, das erst im Anhang (334) bewiesen ist; 
wer sich mit dem äußeren Produkt zweier Vektoren nicht ver
traut gemacht hat, wird das Nachfolgende nicht verstehen können. 
Das Moment M mit Komponenten Mx=Zy-,-Yz; My=Xz-Zx; 
M z = Y x - X Y ist bekanntlich nach Po ins 0 t als Vektor darstell bar, 
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und dieser Vektor drückt sich der. Vektorenrechnung zufolge durch 
das äußere oder vektorielle Produkt [T$] aus, wo T die Resultante 
aus x, y, z und $ diejenige aus X, Y, Z ist. Analog ist ein Moment, 
dessen Komponenten D3 wy-D2 wz; D1 wZ -D3 wx; D2 wx -D1w y 

sind, durch das Vektorprodukt [w~J ausgedrückt, wo w der Vektor 
der Resultanten aus wx ' wy ' W z und ~ der Vektor. der Hesultanten 
aus D1, D2 , D3 ist, d. h. der Vektor der Winkelgeschwindigkeit um 
die Momenten achse bzw. der Vektor des Dralles. 

Die Resultante aus dDx/dt; dDy/dt; dDz/dt ist ebenfalls ein 
Vektor, nämlich der Vektor d~/dt der absoluten Drallgeschwindig
keit (gegenüber den raumfesten Achsen), und die Resultante aus 
dD1/df; dD2 /dt; dD3 /dt ist der Vektor d*~/dt der relativen Drall
geschwindigkeit. Die drei fraglichen GI. (188), die auf kartesische 
Koordinaten bezogen sind, lassen sich durch eine einzige Vektor
gleichung ersetzen: 

d ~ = d* ~ + [w ~ ] = IDl 
dt dt 

. . (190) 

d. h. die absolute Drallgeschwindigkeit ist die Resultante 
aus der relativen Drallgeschwindigkeit und aus einem 
Vek tor [w ~J; sie wird nach der Parallelogrammregel aus den 
beiden letztgenannten Vektoren gefunden. Die physikalische Be
deutung des Vektors [w~], den man die Führungsgeschwindigkeit 
von ~ nennen könnte, wird sich im nächsten Abschnitt herausstellen. 

Man beachte wohl den Unterschied zwischen GI. (185) und (190). 
Erstere ist auf ruhende Achsen bezogen, letztere auf die sich be
wegenden Schwerpunktshauptachsen des Körpers. GI. (190) ist viel
fach bequemer anzuwenden. 

273. Die Eulerschen Gleichungen. l\lomentanachse. Geome
trische Hauptachse. Achse des Dralles und ihre gegenseitige 
Stellung. Die Frage, wie sich ein in seinem Schwerpunkt drehbar 
festgehaltener Körper bewegt, ist schon von Euler beantwortet 
worden. Die Eulersche Beziehung zwischen dem Moment der be
schleunigenden Kräfte, der Winkelgeschwindigkeit und ·Beschleu
nigung und der Massenverteilung im Körper ist in Vektorform 
schon in GI. (190) enthalten. Der Inhalt dieser Gleichung ist aber 
zu konzentriert und für den Anfänger zu unfaßbar, so daß schon 
aus diesem Grunde die Eulersche Gleichung auf andere Weise 
abgeleitet werden muß, zunächst ohne Benützung des Drallbegriffes 
und ohne Vektoren, obwohl hiermit die Herleitung am kürzesten 
und elegantesten wird. 

Der Studierende lese den Anfang von 271 bis GI. (180) noch
mals durch; diese lautet: 
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Jtl =f~ ~m(v .y - v z)· 
x dt Z Y' 

analoge Gleichungen erhält man für die y- und z-Achse, 
nach GI. (140) auch schreiben dürfen 

Mx=~(Zy-1-z) =Jdm·(ybz - !bY)} 

My = 2'(Xz - Zx) = J dm· (zbx - xbz) 

M z = 2'(Yx- XV) = J dm·(xby- ybx) 

wofür wir 

(191) 

Die hierin vorkommenden Beschleunigungen erhält man durch 
Ableiten der 3 GI. (147) nach t; für die erste derselben ergibt sich: 

b =w ·z+z·w -w y' -w·y x y y z z' 

Durch zyklische Vertauschung entstehen by und bz • Dabei bedeuten 
wx=dwx/dt usf. Komponenten der Winkelbeschleunigung um die 
raumfesten xyz-Achsen. Setzt man x=vx ; y=vy; z=v: aus 
GI. (147) in die zuletzt angeschriebene Gleichung ein, so folgt: 

b = w . z - W . Y + (w . z - w . x) w + (w . y - w . x) w } x y z x z z x y y 

by = wz'x - wx·z + (wy'x- wx'Y) wx+ (wy·z - wz'Y) W z (192) 

b = w . y - w . x + (w . y - w . z) w + (w . x - w . z) w z x y z y y z x x 

lIIit diesen Werten erhält man für das auf der rechten Seite 
von GI. (191) stehende Integral 

.r dm· (ybz - z· by) 
= J dm.{[ wxy2 - wyxy + (wzy2 - wyyz) w y + (wzxy - wxyz) wx] 

- [wzzx- wx z2 + (wyzx - wxyz) wx + (w y z2- w.yz) w.J} 
= J dm [wx (y2 + Z2) + wywz (y2_ Z2) 

- yz (w/ - wz2)-zx (wz + WXwy)-xy (wl/ - wzwx)J. 

Dieser Ausdruck ist gleich Mx; Analoges erhält man für die 
y- und z-Achse. 

Das Bisherige gilt nun, wie auch die im Körper festen, im 
Raume· beweglichen Schwerpunktshauptachsen des Körpers gegen
über den raumfesten xyz-Achsen gelegen sein mögen. Wir be
trachten jetzt die besondere Lage, in der beide Achsensysteme ge
rade zusammenfallen. Hier liegt die Hauptschwierigkeit für das 
Verständnis dieser Ableitung. Deshalb kann der Studierende nicht 
weitergehen, ehe er sich den Inhalt von 272 völlig angeeignet' hat, 
in dem die Folgerungen aus der Annahme des Zusammenfallens 
der festen und beweglichen Achsen gezogen sind. GI. (188), (189). 

Fürs erste haben wir den Vorteil, daß jetzt, wo die Schwer
punktsachsen mit den raumfesten Achsen zusammenfallen, die auf 
die letzteren bezogenen Trägheitsmomente die Hauptträgheits
momente für die Schwerpunktshauptachsen sind, und daß weiter_ 
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hin die Zentrifugalmomente Null werden; die obigen Integrale 
sind also 

Jdm·(y2+ z2)=A; 
Jdm.yz=O; 

Jdm'(z~+x2)=B; 
Jdm·zx=O; 

J dm· (x2 + y~) = C 
Jdm·xy=O. 

Ferner sind die Projektionen der um die l\lomentanachse vor
handenen Winkelgeschwindigkeit w auf die festen und beweglichen 
Achsen gleich groß, d. h. Olx = Oll; wy = Ol~; Ol; = Ol3 und schließ
lich ist nach (189) dOlx/dt=dOl1/dt usf. 

Beachtet man all das zuletzt Gesagte, so solgt aus GI. (191) 

Mx=Aw1 + (C-B)Ol2 w!j 1 
M y =Bw2+(A-C)W3 W 1 · 

M z = C{i>3 + (B-A) 0)1 0)2 

(193) 

Das sind die von Euler abgeleiteten sog. Eulerschen Glei
chungen für die schwankende oder drehende Bewegung eines 
Körpers, dessen Schwerpunkt ruht; sie sind auf ein im Körper 
festes, im Raum bewegliches Koordinatensystem bezogen. 1) Der 
Körper dreht sich um eine momentane Drehachse mit der Winkel-

geschwindigkeit 0) = v' 0)1 2 + 0)2 2 + W 3 2 und wird von einern be

schleunigenden Drehmoment M = v' M x2 + M 2 + M z 2 ergriffen. Die . y 
Elementarbewegung, die durch die Eulerschen Gleichungen be-
schrieben wird, verläuft im allgemeinen so, daß infolge der Ein
wh'kung des beschleunigenden Momentes die momentane Dreh-

') Die Überlegung, derzufolge man das Zusammenfallen der im Körper 
festen Hauptträgheitsachsen mit einem raumfesten Achsensystem betrachtet, 
ruft zunächst den Eindruck hervor, als ob die Eulerschen GI. (193) nur für 
diese besondere Lage des Körpers gelten würden. Das Wesen des Kunst
griffes des Zusammenfallenlassens der Achsen liegt jedoch darin, daß man 
eine nur mit dem D'Alembertschen Prinzip abgeleitete Beziehung erhält, 
nach der sich die für die allgemeine Drehung maßgebenden Größen der 
Gl. (193) relativ auf ein bewegtes Koordinatensystem ändern. Diese 
Beziehung ist nicht an eine spezielle Lage des beweglichen Koordinatensystems 
gebunden, sondern gilt allgemein. Der erwähnte Kunstgriff ist von Euler 
erstmals angewandt und von Poisson, RO'.lth und Delaunay übernommen 
worden. Die kurze vektoranalytische Herleitung der Eulerschen Gleichungen 
findet man in 335. In einer einzigen Gleichung ist dort ausgedrückt, wie 
das beschleunigende Moment der äußeren Kräfte, die Dralländerung (worin 
die Winkelbeschleunigung und die l\Iassengruppierung steckt), und die Winkel
geschwindigkeit um die Momentanachse untereinander zusammenhängen, und 
zwar von dem bewegten System der Hauptträgheitsachsen aus betrachtet. 
Die Allgemeingültigkeit der Gl. (193) tritt dort in aller Schärfe hervor. 

Die GI. (193) gestattet, vektoriell gesprochen, die Änderung des Drall
vektors gegenüber den Hauptträgheitsachsen, d. h. die dynamischen oder kine
tischen Verhältnisse der Drehung zu verfolgen, nicht aber die Lage des Dreh
körpers anzugeben; dazu braucht man noch kinematische Beziehungen. 
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geschwindigkeit nach Größe un d Richtung geändert wird. Es 
wird also nicht allein die Drehzahl des rotierenden Körpers eine 
andere, sondern auch die Richtung der Drehachse, ihre Lage im 
Raum und ihre Lage im Körper selbst. 

Was nun die Bedeutung der einzelnen Summanden, die in den 
Eulerschen Gleichungen vorkommen, anlangt, so sind die in der 
linken Vertikalreihe stehenden die Komponenten des Momentes der 
äußeren Kräfte. In den beiden anderen Vertikalreihen stehen ans 
diesem Grunde jedenfalls auch die Komponenten zweier Momente. 
Von diesen kann man die Bedeutung desjenigen Momentes, dessen 
Komponenten in der rechten Vertikalreihe stehen, wie folgt ein
sehen. Wir bedenken, daß die Enlerschen Gleichungen auch für 
den besonderen Fall gelten, in dem der Drehkörper um irgend
eine raumfeste Schwerpunktsachse gleichförmig rotiert. Wir 
haben diesen besonderen Fall schon in 264, betrachtet und wissen 
von dort her, daß nur Zentrifugalkräfte in Tätigkeit sind, die keine 
Resultante haben, weil der Körperschwerpunkt auf der Drehachse 
liegt, sondern nur ein Kräftepaar liefern, das Lagerdrücke hervor
ruft. Das diesem entgegengesetzt gleiche Kräftepaar bildet dann 
die einzige äußere Kraftwirkung, die die Drehachse entgegen der 
Wirkung der Zen tri fugal kräfte in ihrer Richtung festzuhalten hat; 
seine Komponenten sind MxMyM:, während weg'en der gleich
förmigen Drehung c01 = w~ = w3 = 0 ist. Die Eulerschen Glei
chungen vereinfachen sich demnach auf 

Mx = w~ . wa . (C - B) 

l\loment d. zentripetalen Kräfte = negatives Moment d. Zentrifugalkr. 
und die beiden analogen Gleichungen um die beiden anderen 
Achsen. Wir erkennen jetzt die Bedeutung der zweiten Glieder 
in den Eulerschen Gleichungen: es sind die auf die X-, y-, z
Achse bezogenen negativen Mo m e 11 ted erZ e n tri f u g a 1-
kräft e; die bei der Drehung des Körpers um seine l\lomentanachse 

mit der Winkelgeschwindigkeit w = V (01 ~ + .w~ ~ + w3 ~ auftreten. 
Wie schon anschaulich klar, enthält die Ebene des Momentes der 
Zentrifugalkräfte die Drehachse, mit anderen Worten der Vektor 
des Momentes der Zentrifugalkräfte steht senkrecht auf dem Vektor 
der Winkelgeschwindigkeit. Das läßt sich leicht analytisch-geome
trisch nachweisen. Der mit der Momentanachse zusammenfallende 
Vektor der Winkelgeschwindigkeit hat die Richtungskosinusse (al bl Cl) 
oder 

w.~/w w 3 1w . . . . . . (194) 

gegen. die X', y., z-Achsen. Das Moment der Zentrifugalkräfte ander
seits ist die Quadratwurzel aus der Quadratsumme der Moment-

Antenrioth-Ensslin, Technische :lIechanik. 2. Anti. 30 
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komponenten 0)2' (03 . (C - B) usf. und soll mit G bezeichnet werden. 
Der Po ins 0 t sche Vektor G des Momentes der Zentrifugalkräfte 
hat die Richtungskosinusse (az b2 c2 ) oder 

- W 2 W 3 (C-B)jG; - (OaO)l (A- C)jG; - U\ (02 (B- A);G. 

Der von beiden Vektoren eingeschlossene Winkel hat daher 
nach einer Grundformel der analytischen Geometrie den Kosinus 

a l . a2 + bl • bz + Cl • c2 , 

wofür sich nach Einsetzen der obigen Werte der Wert Null ergibt, 
d. h. die genannten Vektoren stehen senkrecht aufeinander, was zu 
beweisen war. 

Es lohnt sich an dieser Stelle überraschend, auf die analytisch
geometrischen Verhältnisse noch weiter einzugehen. 

Cw. '. 
+z 

+J" 

Fig. 235. 

X!W l =y!wz =z!wa· 

Da wir die Haupt
achsen des Drehkörpers 
zu x-, y-, z-Achsen ge
macht haben, so lautet 
die Gleichung des Po in
so t schen Trägheits
ellipsoides nach Gl.(l71) 
A·x2+B·y2+C·z2=1. 
Dieses Trägheitsellip
soid ist als vollständig 
gegeben anzusehen. Die 
momentane Drehachse 
oder der Vektor UJ hat 
die Gleichung 

Das Trägheitsellipsoid wird demnach von der Momentanachse in 
einem Punkt H (Fig. 235) mit den Koordinaten 

geschnitten, wo 

o = + l!V A· (0 2.-' - B· w, 2 + C. W. 2 ~ --" 112 3 

ist. Nach den Regeln der analytischen Geometrie lautet die Glei
chung der Tangentialebene des Trägheitsellipsoides im Punkt H 

0= (X -xJ 2 ·A,x1 + (Y - Yl) 2 ·B·Y1 + (Z-Zl)' 2· C,zl , 

wo Xl Y1 Zl die obigen Werte und XY Z die laufenden Koordinaten 
der Tangentialebene bedeuten. Man schreibe diese Gleichung noch
mals mit jenen Werten Xl Y1 Zl' 

Die Richtungskosinusse der Flächennormalen in Xl Yl Zj' oder 
was dasselbe ist, die Richtungskosinusse des Lotes OJ vom Koordi-
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natenanfang 0 auf die in :1'1.111 Z1 an das Trägheitsellipsoid gelegte 
Tangentialebene sind daher, wenn zur Abkürzung 

Y(2 .1Xlr~ + (2 B~.II1)~ + (2 ()Zl)~ = 2 e Y(.1 0>1)" + (Bm2)2~+((T~;~? 
=2e D1 

gesetzt wird: 

(195) 

In diese Richtung fällt aber ein wichtiger Vektor hinein, dessen 
Komponenten .10>1' Bw2 , Cm3 sind; das ist der Vektor des Mo
mentes der Bewegungsgröße, nach Föppl der Drallvektor 
oder nach Klein-Sommerfeld der Impulsvektor, dem wir in 
271 und 272 begegnet sind. 

Der Drallvektor und der Vektor des Momentes der Zentrifugal
kräfte bilden nun wiederum einen rechten Winkel miteinander; 
denn der Kosinus des eingeschlossenen Winkels, den man wie oben 
bildet, ergibt wieder den Wert Null. Die Ebene des Momentes der 
Zentrifugalkräfte enthält denmach nicht allein die Momentanachse 
bzw. den Vektor der Winkelgeschwindigkeit, sondern auch den 
Drallvektor. Kurz: die durch die Momentanachse und den 
Drallvektor gelegte Ebene ist die Ebene des Momentes 
der Zen trifugalkräfte. 

Den Drallvektor selbst findet man dem Gesagten gemäß wie 
folgt: Man lege durch den Schnittpunkt der Momentanachse und 
des Trägheitsellipsoides eine Tangentialebene und fälle auf diese 
ein Lot vom Mittelpunkt des 'rrägheitsellipsoides aus. Trägt man 

auf diesem Lot einen Vektor D=Y(.1w1)2+(BwY+(()wJ~ auf, 
so daß er nach den drei Hauptachsen die Komponelltell A (1)[, Bw2 , 

()m 3 hat, so ist das der Drallvektor (S. 457 u. 458). 
Zur Veranschaulichung dieser allgemeinen Darlegungen be

trachten wir einen Kreisel, der um seine geometrische Drehachse 
in rasche Umdrehung versetzt ist und mit geneigter Achse in einem 
reibungsfreien Spitzenlager läuft. Wie lllan .sich durch einen Ver
such überzeugen kann, bewegt sich die geometrische Kreiselachse, 
die sog. Figurenachse, im großen und ganzen auf dem Mantel eines 
Kreiskeg·els; sie präzessiert. Die Winkelgeschwindigkeit der 
Eigendrehung um die Figurenachse und die WinkplgeschwilHligkeit 
der Präzession, mit der die Figurenachse momentan ihre Hichtung 
ändert, gehen zusammengesetzt die resultierende ~Winkplgeschwin~ 
digkeit nach 229. Zu dieser parallel geht durch den Kreisel
schwerpunkt die Momentanachse, die also im allgemeinen 
nicht mit der Figurenachse überpinstimmt. npnkt man 
sich nach den obigen Angaben die Lage des Drallvektors kon~ 

:W* 
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struiert, so erkennt man, daß auch dieser im allgemeinen weder 
mit der .I<'igurenachse noch mit der Momentanachse überein
stimmt, auch nicht mit der Achse des beschleunigenden Momentes. 

Die Momentanachse und der Drallvektor fallen nur dann ge
nau zusammen, wenn der starre Körper um eine Hauptträgheits
achse rotiert. Erfolgt z. B. die Drehung um die x-Achse, in bezug 
auf die das Trägheitsmoment seinen allergrößten Wert Ahaben 
möge, so ist CI)~ = CI):1 == 0 und die Ihchtungskosinusse der Momentan
achse Gl. (194) und des Dralles Gl. (195) werden gleich groß, der 
Drallvektor fällt also unter diesen Umständen mit der Momentan
achse zusammen. 

Nahezu zusammenfallen werden }'igurenachse, Momentanachse 
und Achse des Dralles in dem besonderen Fall, ,venn nämlich die 
Figurenachse nur langsam präzessiert, d. h. ihre l~ichtung ändert, 
mit anderen Worten, wenn die Winkelgefichwindigkeit der Eigen
drehung (eines Kreisels, eines rotierenden Langgeschosses) groß ist 
im Vergleich zur Winkelgeschwindigkeit der Präzession. Von 
dieser Vereinfachung kann man gegebenenfalls mit Vorteil Gebrauch 
machen. 

274. Beispiel. Der Schwungradkranz eines großen Gasmotors 
wiegt 24000 kg und macht 90 Umläufe in der Minute. Der 
Schwerpunkt des Kranzql1erschnittes, in dem die Kranzrnasse ver
einigt gedacht werden soll, ist 3,45 m von der Drehachse entfernt. 
Das Rad sei schief auf die Welle gekeilt und schwanke von der 
vertikalen Mittelebene aus gemessen, je um 10 mm. Welches Mo
ment wird infolgedessen auf die Welle ausgeübt? 

Die Aufgabe ist mit ganz elementaren Hilfsmitteln lösbar; denn 
das gesuchte Moment rührt von den Zentrifugalkräften her. Man 
findet die Lösung, die der Studierende in allererster Linie durch
führen sollte, in F ö p pi, Dynamik (Bd. IV der techno Mechanik), 
S.328 der 3. Auflage. Es ergibt sich M =~·'I11·r2(1)'Jö, wo m die 
Kranzmasse, r der Halbmesser des Schwerpunktkreises, CI) = nn!30 
die Winkelgeschwindigkeit und Ö die Neigung der Radachse gegen 
die Drehachse ist. Vgl. auch 264. 

1. Es soll aber vor allem hier die An wendung der Euler
schen Gleichungen (193) an einem einfachen Beispiel gezeigt 
werden. Die raumbeweglichen Bezugsachsen dieser Gleichungell 
sind die Schwerpunktshauptachsen des Schwungringes, die Ring
achse sei die z-Achse, die beiden anderen liegen in der Hingebene. 
Die wirkliche Drehachse, d. i. die Mittellinie der Welle, ist die 
Momentanuchse, sie schließe mit der Hingachse den Winkel Ö = tg () 

ce 10 : 34500= 1 : :~45 ein. Wir he trachten die Stellung, in der 
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Ring- und Drehachse in der Vertikalebene liegen, und mit dieser 
falle momentan die zx-Ebene der beweglichen xyz·Achsen zu
sammen. 

Die Winkelgeschwindigkeit w=nn!30=n90!30 = 9,42 [l /sek] 
ist als Drehvektor auf der Momentanachse abzutragen und liefert 
nach den beweglichen Achsen die Komponenten w3 = W· cos Ö = rd.w; 
w!=w·sinö=,...,..,w·o; w2 =O, womit die Eulerschen Gl.(193), 
da überdies die Drehung gleichförmig, also cD! = 0)2 = (j)3 = 0 sein 
soll, liefern 

NIx = 1l!Iz = 0 
JlI y=-öw2(C-A). 

Nun ist C = 2'd In ' (X '2 + y2) = m· r2 und A berechnet sich ge
mäß Fig.236 wie folgt (z = O, weil die Radebene die xy-Ebene ist 
und das Rad in der z-Richtung dünn sein soll): 

I 

fZeJwi/'ugal.lfi:) 

Fig. 236. 

:7/2 

A =fdm (y2 +Z2) = fd111!/ = 4f -~ -· · rda '1,2. sin2 fC 
. • 2nrg 

o 

= 4 ~~~ 1 -~~42 ~ + .~ i:2 2~:9 .:_,.2 = -~ ~ 1"] = )~i~ 
.-1=0./2, 

womit 
~fI =_1·1II·r2 ·w·}·O 

·Y 2 

in Übereinstimmung mit dem oben angeführten Ergebnis. Das Vor
zeichen bestimmt den Drehsinn des Momentes der aktiv beschleu
nigenden Kräfte (Lagerdrücke der Welle), nicht das des zentri
fugalen 'rl'ägheitswiderstandes (Zentrifugalkraft). 

Das Moment der Lagerdriicke, das die Ablenkung der l{jng
achse aus ihrer }{ichtung andauernd erzwingt, läuft mit der 'Welle 
nm und kann zu den in ;~O:! erörterten \Virktmgen führen. 



470 Die Dynamik des· materiollen Körpers. Drehung eines starren Körpers. 

II. Die Eulerschen Gleichungen beziehen sich auf die raum
beweglichen Schwerpunktshauptachsen des rotierenden Körpers, die 
im vorangehenden Beispiel mit dem Schwungrad umlaufen. 

Man kann aber die Lösung auch von einem festen Koordinaten
system aus bewerkstelligen, und zur Bestimmung des gesuchten 
Momentes den Satz GI. (185) benützen: Die absolute Drallgeschwindig
keit ist gleich dem Moment der beschleunigenden Kräfte. Die Anwen
dung des Satzes ist freilich nicht ganz so einfach wie sein Aussehen. 

Es ist zuerst die Größe und Stellung des Dralles anzugeben. 
Dabei wollen wir die schon in Fig. 236 benützte Lage der Ring
und Momentanachse zugrunde legen. Die Größe des Dralles er
halten wir hier am raschesten, wenn wir von seinen Komponenten 
längs der beweglichen Schwerpunktshauptachsen ausgehen, die sich 
am leichtesten ausdrücken lassen. Sie sind nach (187 a) Aw1 ; Bw2 ; 

Cwa• Nun ist nach den obigen Ermittlungen C=mr2 ; A=B=~mr'.l; 
ferner w1 = W· <5; w2 = 0; wa = w. Die Drallkomponenten sind 
demnach D1 =~ .. mr2w<5; D2=O; D3 =mr2w, daher der Drall: 

D=VD12+D22+D32= mr2w -V(:r+~, 
m. a. W. es ist, solange (<5/2)2 klein gegen 1 ist, sehr angenähert 
D = Da = lIU·2 w. Die Richtung des Dralles ist nach der auf S. 467 
angeführten Regel aufzeichenbar. Wir brauchen hier nicht das 
ganze Trägheitsellipsoid, sondern lediglich die in die zx-Ebene des 
beweglichen xyz-Systemes fallende Trägheitsellipse, wobei in Rich-

tung der z-Achse 1"1/C und in Hichtung der x-Achse V1jA=V2/C 
als Halbachse aufzutragen ist. Der Durchstoßpunkt der umer 1: <5 
gegen die z·Achse geneigten Ring- oder 1IIomentanachse mit der 
Trägheitsellipse sei H, in ihm sei die Ellipsentangente gezogen; 
hierauf wird von der Mitte 0 des Trägheitsellipsoides das Lot OJ 
auf die Tangente gefällt. Dieses Lot gibt die Richtung des 
Dl'allvektors an. Sei 'Y der Winkel zwischen der Momentanachse 
(Wellenachse) und der Drallrichtung, so hat die Spitze des Drall
vektors die Entfernung l). sin 'Y = rd. l)'Y von der Drehachse und 
rotiert mit der Winkelgeschwindigkeit w um die Momentanachse ; 
die absolute Drallgesclnvindigkeit ist daher d~/d t = l). 'Y' W· d I/d t 
=l)·'Y·w=m1·2w2'Y. Föppl beweista.a.O. aus den Eigenschaften 
der Ellipse, daß solange <5 und 'Y klein sind, 'Y = <5. [1 -- (b ja)2], wo 

b=1"1/C; a=1"2jC, also (b!a)2=~, womit wieder wie früher: 

Wl = dl)jdt = ~.m ·r'.lw'.l· <5. 

275. Stabile und instabile Drehachsen. Das Gleichgewicht 
eines Körpers wird stabil genannt, wenn der Körper nach einer 
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kleinen Auslenkung aus der Gleichgewichtslage stets wieder in 
diese zurückstrebt; instabil oder labil, wenn er immer mehr von 
der ursprünglichen Gleichgewichtslage weg und einer neuen - sta
bilen - zustrebt. Indifferent ist das Gleichgewicht des Körpers, 
wenn er in eine beliebige neue Lage gebracht, auch in dieser sich 
im Gleichgewicht befindet. Dabei muß die Lagenänderung mit der 
gegebenen Art der Auflagerung und der dadurch bedingten Be
wegungsmöglichkeit als verträglich angenommen werden. Um die 
stabile Gleichgewichtslage kann der Körper kleine Schwingungen 
ausführen. 

Diese aus der Statik her bekannten Kennzeichen der Stabilität 
lassen sich auch auf die Bewegung übertragen. Wir wollen den 
Fall der Drehung eines kräftefreien Kreisels um eine seiner "freien" 
Achsen betrachten, um die er gleichförmig rotieren kann, ohne 
auf sie eine Kraft abzusetzen (vgl. 264). Dies sind die drei 
Schwerpunktshauptachsen. Man mag sich vorstellen; der Körper 
sei so in das Kardanische Gelenk (Fig. 240) eingesetzt, daß eine 
seiner Hauptachsen an die Stelle der Figurenachse . des dortigen 
Kreisels tritt. Wir behandeln in dieser Aufgabe ein einfaches ty
pisches Beispiel der Stabilitätsuntersuchung eines bewegten Körpers. 
Stabil werden wir die Drehachse dann nennen, wenn sie durch 
einen Impuls ein wenig aus ihrer anfänglichen Richtung gebracht, 
zwar kleine Schwankungen um die Anfangslage ausführt, aber die 
Tendenz hat, ihre Anfangsrichtung merklich beizubehalten; instabil 
oder labil, wenn ihre Richtung sich immer mehr von der anfäng
lichen entfernt. In der Rechnung darf infolgedessen der Winkel 
zwischen der Anfangslage, die die Drehachse ohne Empfang eines 
Impulses dauernd beibehalten würde, und irgendeiner Lage, die sie 
nach Empfang eines Impulses tatsächlich einnimmt, nur klein sein 
und keinesfalls mit der Zeit immer größer werden. Wenn die 
Drehachse nur wenig von der ursprünglichen Richtung abweicht, 
so heißt das m. a. W. auch: Die Winkelgeschwindigkeit um diese 
Achse überwiegt bei weitem die Winkelgeschwindigkeitskomponenten 
um die beiden andern Achsen. Stimmt z. B.· die momentane Dreh
achse merklich mit der y-Achse überein, so ist wy groß gegenüber 
W z und wx ' Wir denken uns, die Richtung der Drehachse sei 
infolge eines kleinen Impulses nur wenig von der Achse des· mitt
leren Hanptträgheitsmomentes verschieden geworden, und setzen 
das Produkt der kleinen Werte wzwx=Oj weil der "Kreisel" 
kräftefrei ist, d. h. weil keine beschleunigenden, verzögernden oder 
richtungsändernden Momente an ihm angreifen, ist Mx = My = M. = 0 
uml die Enlerschen Gleichungen GI. (193) lauten: 
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o = A . cU --l- W W . (C - B) x I Y:: 

O=B·cU y 

0= C,wz+WXwy' (B -A) 

Hierin sei A> B > C, also B das mittlere Hauptträgheitsmoment. 
Durch diese Gleichungen ist der Bewegungszustand so lange hin
reichend gen au beschrieben, als die Voraussetzung wzwx = '" 0 er
füllt ist. Aus der zweiten Gleichung folgt: wy = konst. Leitet man 
die erste Gleichung nach t ab und setzt dw)d t = + (A -- B) wxwylC 
ein, so erhält man 

0 = d2wx.A+(C-B)wy2.(A-B) 
dt2 C wx ' 

Mit der Abkürzung 
_ (C-B)(A-B) 2 

a--· A.C wy 

wird daraus 
wx+a.wx=O. 

Eine analoge Gleichung mit demselben Wert von a ergibt sich 
für wz ' Beides wären die Differentialgleichungen einer einfachen 
harmonischen Schwingung mit kleinem Ausschlag, wenn der Faktor a 
positiv wäre. Das träfe nur ein, wenn entweder C> Bund A > B, 
d. h. wenn B das kleinste Hauptträgheitsmoment wäre, oder wenn 
C<B und A<B, d. h. wenn B das größte Trägheitsmoment 
wäre. Nun ist aber B nach !Annahme das mittlere Trägheits
moment und daher a negativ. 

Ein partikuläres Integral der letzten Gleichung ist W x = D· eilt, 

wenn die "charakteristische Gleichung" 

e2 + a =0, 
d. h. wenn e = + V-=--a ist. Der Fall a> 0 führt auf die bekannte 
harmonische Schwingung (v gl. 159 und 283). Der Fall a < 0 liefert 
zwei reelle Wurzeln e = + a1 '. womit das allgemeine Integral wird: 

W x = D1 ea,t + D 2 e- a,t. 

Eine analoge Gleichung ergibt sich für w z ; die Geschwindigkeiten W x 

und W z werden also mit der Zeit größer, da a1 ein positiver 
Wert ist. 

Rotiert demnach ein kräftefreier Kreisel 
a) um die Schwerpunktsachse seines größten oder klein

sten Trägheitsmomentes, so führt die Achse kleine Schwan
kungen um die Anfangslage aus (Versuch mit einem Kreisel 
in Kardanischem Gehänge), wenn die Achse seitlich ge
stoßen wird. Die Bewegung um die genannten Achsen ist 
s ta b i I, die Achsen werden als stabile Drehachsen bezeichnet; 
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b) um die Schwerpunktsachse des mittleren Hauptträgheits
momentes, so wachsen die Geschwindigkeitskomponenten w'" 
und W z mit der Zeit und die momentane Drehachse ent
fernt sich immer mehr von der Anfangsrichtung. Die 
Drehung um die mittlere Hauptachse ist also in
stabil. (Ein Ellipsoid, das man auf glatter Horizontal
ebene um die kurze Achse rasch rotieren lassen will, richtet 
sich auf.) 

Die Hauptachsen des größten und kleinsten Haupt
trägheitsmomentes sind demnach stabile Drehachsen. Die 
Achse des mittleren Trägheitsmomentes ist eine instabile 
Drehachse. 

Das Verhalten der Wurzeln der "charakteristischen 
Gleichung" bildet das Kriterium der Stabilität. 

§ 59. Kreisel. 
276. Allgemeines. Die Knaben pflegen bei uns mit einem 

"Tänzer" zu spielen und bringen ihn durch Antreiben mit einer 
Peitsche dahin, daß er sich schnell umdreht und dann nicht um
fällt. Beim Reifspiel gibt man dem Reif eine Drehbewegung und 
kann ihn so dem Mitspielenden zuwerfen, daß die Drehebene sich 
selbst parallel bleibt, wodurch das Auffangen des Reifes erleichtert 
wird. Die Jongleure machen es mit allerhand Gegenständen, wie 
Teller, weichen Filzmützen u. a. ähnlich. Der in einem Ring ge
faßte Spielkreisel erregte auch schon frühzeitig unser Staunen, be
sonders durch die merkwürdige Kraft, die man fühlt, wenn man 
ihn mit der Hand hin- und herwendet. Was man demnach er
reicht, wenn man einen Körper in rasche Umdrehung versetzt, ist 
einmal die Erhaltung der Drehachse in paralleler Hichtung, wenn 
der Kreisel frei von Kräften sich selbst überlassen wird, und dann 
die Stabilisierung der Drehachse, schließlich eigenartige Kraftäuße
rungen, wenn man die Drehachse selbst zu drehen sucht. Was von 
den erwähnten und anderen Erscheinungen an schnell rotierenden 
Körpern die eigentliche Kreiselwirkung bildet und technisch von 
Bedeutung ist, soll im nachfolgenden erörtert werden. 

Wir bezeichnen als Kreisel einen rasch rotierenden Umdrehungs
körper, und wollen ihn uns, weil das bei den technischen An
wendungen ausreicht, als einen Schwungring mit verhältnismäßig 
kleinem Querschnitt vorstellen, dessen Drehachse - die Achse des 
Kreisels - die Figurenachse genannt wird. Das dem Kreisel 
eigentümliche Verhalten, die sog. Kreiselwirkung, ist nun keines
wegs dadurch erschöpfend gekennzeichnet, daß man sagt, die 
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Figurenachse des kräftefreien Kreisels habe das Bestreben, in ihrer 
Richtung zu verharren; die spezifische Kreiselwirknng besteht viel
mehr in der Art und vVeise, wie der Kreisel reagiert, wenn die 
Fignrenachse mit einer gewissen Winkelgeschwindigkeit ihre Rich
tung ändert oder, wie man statt dessen sagt, präzessiert. 

Von der translatorischen Bewegung des Schwerpunktes sehen 
wir im nachfolgenden ab. Sie unterliegt samt den sie bedingenden 
translatorischen, im Schwerpunkt angreifenden Kräften dem Sc h wer

Fig. 237. 

punktssatz. Wir haben 
es jetzt nur noch mit der 
Drehung um eine Schwer
punktsachse und mit den 
diese begleitenden Kräfte
paaren zu tun. Zur Er
mittlung der bei der Krei
selbewegung auftretenden 
Kräfte könnte man die 
Enlerschen Gleichungen 
benützen. Wir ziehen je· 
doch vor, den Bewegungs
zustand eines Kreisels und 
die dabei in Betracht 
kommenden Kräfte zwar 
etwas umständlicher, aber 
anschaulich faßbar und 
sehr elementar zu be
schreiben. 

277. HaUl)tgleichung 
des Kreisels. Kreisel
wirkung. Dreifingerregel 
der linken Hand. Znr Klar-

legung des "VVesens der Kreiselwirkung betrachten wir einen Kreisel, 
der mit der Winkelgeschwindigkeit 0)1 um seine Fignrenachse rotiert 
und in einem Rahmen reibungslos gelagert ist. Was geschieht, wenn 
man dem Rahmen und damit der Figurenachse eine Drehung mit der 
Winkelgeschwindigkeit 0)2 und zwar in der Ebene des Rahmens erteilt, 
m. a. W. wenn man die Fignrenachse mit der Winkelgeschwindig
keit (J),] präzessieren läßt:'; Zunäehst ist festzustellen, daß der 
Kreisel sich mit gleichbleibender "Winkelgeschwindigkeit um seine 
Aehse weiter dreht, also keine Energie abgibt: Energie würde seiner 
Eigendrehung nur durch Umfangskräfte entzogen, und solche 
treten, wenn man vom Luftwiderstand und von der Lagerreibung 
absieht, nicht auf; aus dem Kreisel könnte Energie nur durch 
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die Lagerstellen heraustreten, was bei fehlender Reibung nicht 
möglich ist. 

Es werde nunmehr die Bewegung eines beliebigen Punktes D 
der Mittellinie des Schwungringes, in der man· sich die Masse des 
Kreisels vereinigt zu denken hat, während eines Zeitelementes dt 
ins Auge gefaßt. In dt sek geht der Kreisel (Fig. 237) in folge der 
im Sinne des Pfeiles 0)2 ausgeführten Präzession aus der aus
gezogenen Lage in die gestrichelte über, wobei sich die Ebene des 
Schwungringes um den Winkel d'!{J = w2 • d t dreht. Punkt D besitzt 
augenblicklich 1. eine Umfangsgeschwindigkeit rWl um die Figuren
achse C01 ; 2. eine Umfangsgeschwindigkeit DD1·w2 =r·cosa,w2 

um die Achse BBl der Präzession. Vermöge der ersteren Ge
schwindigkeit rWl allein und vermöge der zugehörigen Zentripetal
beschleunigung rw12 gelangte D auf dem Bogenelement DEnach E; 
vermöge der zweiten Geschwindigkeit allein und vermöge der zu
gehörigen Zentripetalbeschleunigung DD1· W 2 2 gelangte D auf dem 
Bogenelement DF nach F. Unter der gleichzeitigen Einwirkung 
der genannten Geschwindigkeiten und Zentripetalbeschleunigungen 
gelangt D dem Wegparallelogramm zufolge nach G, wobei wegen 
der Kleinheit von dt das Kugelelement DEGF als eben angesehen 
werden darf. Um den Massenpunkt D nach E zu führen, sind nur 
Zentripetalkräfte nötig; die von friiher genau bekannt sind; da sie 
aus Symmetriegründen am Kreiselschwungring paarweise, und zwar 
in gleicher Größe, mit entgegengesetztem Sinn und in der gleichen 
G.eraden wirkend, auftreten, so werden sie nach außen gar nicht 
bemerkbar; sie heben sich innerhalb des Schwungringes auf, haben 
also mit der Kreiselwirkung nichts zu tun. 

Der Punkt D gelangt aber in dt sek nicht nach G, sondern 
nach H; er hat eine Deviation GH erlitten (173), die mit einer 
von G nach H gerichteten Beschleunigung und einer ebenso ge
richteten Beschleunigungskraft verknüpft ist. Diese Deviationskraft 
macht sich allerdings nach außen hin bemerklich; die an allen 
Umfangselementen zusammenwirkenden Kräfte dieser Art bilden in 
ihrer Gesamtheit die Kreiselwirkung. 

Wir bestimmen die Größe dieser Kraft und sehen gleichzeitig, 
wie sie sich längs des Umfanges des Schwungringes ändert. 

Die Deviation G H hat folgende Größe: 

GH=GE--HE=FD--HE=DD1·dV,--EE1·dljJ 
= r· cos a· (I)~. dt -- r· cos (a + da)' WO!' dt 
= r· (1)2 ·dt·{cos a - (cos ((. cos da - sin /1 sin da)} 

oder wegen cos d/1 = 1 und sin da = da 

G H = 1'· (1)2' dt· sin /1' dl~. 
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Die Beschleunigung b, die in Richtung des Deviationsweges 
auftritt, darf nach 132 während dt sek als gleichförmig angenommen 
werden; dann ist die während clf erfolgte Deviation 

G H =!c. b· clt2 • 2 , 

durch Gleichsetzen und unter Beachtung, daß dcc!dt= w1 ist, folgt 

b = 2 ·r·w'J ·sina·(dcc/ilt) = 2 ·r· w1 ' w2 ·sin [(; 

die an dem Massenelement dm in Gangreifende Beschleunigungs
kraft ist daher: 

/ 
I 

/ 

dP=dm·b=dm·2·r·w1 ·w2 ·sin ce. 
Hiernach verteilt sich die beschleu
nigende Kraft dem Umfang entlang 
nach einem Sinusgesetz, wie das in 
Fig. 238 veranschaulicht ist. Die 
beschleunigende Kraft dP ist pro
portional mit der Deviation G Hund 
wie diese, im Punkt D bzw. E, von 
G nach H gerichtet. Man erkennt, 
daß die Kräfte elP ein Moment um 
die Achse AAl liefern. Da elP am 
Hebelarm r· sin c( wirkt, so ist das 
Moment von elP 

(lM = dp· r·· sin (( 
= il m . 2 r . w1 . w2 • r· sin·J ce . 

Ist f der Kranzquerschnitt und y das spezifische Gewicht des Kranz· 
materials, so ist, da die Länge eines Kranzelementes '(·da beträgt: 

rZm = {-J" da· r 
g 

und das Moment der Trägheitskräfte, die durch die Deviationen 
hervorgerufen werden: 

2n 

M =fY. r r·dcc· 21'2. 0)1 w,,' sin 2 ce = 2 
• g " 

Yf'l J'" 7 ---. y'. 0)1 (I).,' sln - (( . ( ce 
9 " 

() 

Y :J --~ 2[j . fr 0)1 ())2 n . 

Xun ist (y/g)·21'Jl·f die Masse und (y/g).2rnIr 2 deren 'l'rägheits
moment e in bezug auf die Drehachse des Kreisels, daher hat das 
::\Ioment die Größe 

1lffr = w l ' w2 ' B . . . . . . . (196) 

Es ist jetzt noch der Drehsinn des Momentes festzulegen. 
Die 'Winkelgeschwindigkeit w J ' des Kreisels und 012 der Präzession 
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stellen wir nach Poinsot durch Strecken dar; sie stehen senkrecht 
aufeinander. Beim Anschreiben des Momentes M hat man bemerkt, 
daß A Al die Achse des Momentes ist, und AAl steht senkrecht 
auf der Ebene der Drehachsen C Cl des Kreisels und B B l der 
Präzession und daher auch auf der Ebene der Winkelgeschwindig
keitsvektoren wl und w2 • 

Um uns den Drehsinn des Momentes M vor Augen zu führen, 
erinnern wir uns daran, daß oben von Massenkräften die Rede war, 
die sich am Kreisel nach außenhin nicht bemerkbar machen, und 
von solchen, die dies tun, indem sie den Kreisel zu bewegen suchen. 
Solche Kräfte in einem materiellen System, die dieses zu bewegen 
suchen, nennt man freie Kräfte, und solche, die sich innerhalb 
des Systems aufheben und den Bewegungszustand des ganzen 
Systems nicht beeinflussen, gebundene Kräfte. Zu den letzteren 
gehören die oben erwähnten Zentrifugalkräfte der Kreiseldrehung 
und der Präzession; zu den ersteren die Deviationskräfte und deren 
Momente. 

Ehe wir auf den Kreisel selbst eingehen, fragen wir uns, was 
in einem uns schon geläufigen Fall unter einer freien Kraft zu ver
stehen ist, und denken dabei etwa an eine stehende Kolbenmaschine, 
die, ohne äußere Kraft abzugeben, leerläuft. Die stampfende Be
wegung dieser Maschine rührt von den freien Kräften der bewegten 
Massen her, die die ganze Maschine auf- und ahw-ärts zu bewegen 
suchen. Beim Turnen mit Hanteln hat man eine unmittelbare Emp
findung von diesen freien Kräften; führt man nämlich beide Han
teIn in stehender Stellung gleichzeitig auf und ab, so hat die Muskel
kraft die Massen zu beschleunigen; der Trägheitswiderstand wirkt 
entgegengesetzt. In der höchsten Stellung fühlen wir, wie unser 
Körper nach oben gerissen, in der tiefsten umgekehrt, wie er nach 
unten gedrückt wird. Das ist die Wirkung der Trägheitswider
stände, in denen wir demnach die freien Kräfte zu erblicken haben. 
(V gl. die eingehenderen Ausführungen in 304.) 

Die vorhin ermittelten Kräfte und deren Moment ][, das mit 
der Deviation zusammenhängt, waren beschleunigende Kräfte. Der 
Trägheitswiderstand, oder was das gleiche ist, die freien Kräfte der 
Deviation am Kreisel, wirken den in Fig. 238 gezeichneten Beschleu
nigungskräften entgegen. Das sind aber die Kräfte, die am Kreisel 
in Tätigkeit sind, wenn die Kreiselachse präzessiert und die sich 
am Kreisel während der Präzession nach außenhin belllerklieh 
machen. Ihr Moment, die Kreiselwirkung, sucht die Kreiselachse 
in die Richtung der Präzessionsachse zu stellen, so zwar, daß die 
Drehungen des Kreisels und der Präzession gleichsinnig erfolgen; 
man kann kurz sagen: 
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Wenn ein Kreisel präzessiert, so hat die Kreiselachse 
die Tendenz zum gleichsinnigen Parallelismus mit der 
Präzessionsachse, und zwar vermöge eines Momentes: 

Mrr =w1 w2 0, . (196a) 

das von den freien Kräften d er Deviation des Kreisels 
ausgeht. Im Auftreten dieses Momentes hat man die spezifische 
Kreiselwirkung zu erblicken. 

Weil es dem Anfänger Schwierigkeiten bereiten kann, mit dem Ver halten 
des Kreisels sich vertraut zu machen, so ist in erster Linie zu empfehlen, 
selbst einen Kreisel zu beobachten, wozu sich das Modell Fig. 239 sehr gut 
eignet, oder der Pr a n d t 1 sche Drehschemel, auf den man sich stellt, indem 
man gleichzeitig die horizontal gelegte Achse eines schnellumlaufenden Velozi
pedmdes mit beiden Händen faßt. Wird der Beobachter auf dem Drehschemel 
gedreht, wobei die Kreiselachse, d. h. die Radachse präzessiert, so fühlt er 
deutlich die Kreiselwirkung als ein Kräftepaar, dessen Ebene senkrecht auf 

l<l 
fi!) e1: ]JtuUn.efL 

}Iji1le.lJ~'" 
rce/de lTand 

Fig. 239. 

der Ebene derpräzessierendenKreisel
achse steht und das die Kreiselachse 
aus der zuletzt genannten Ebene 
herauszulenken sucht; die Kreisel
achse sucht also senkrecht zur Ebene, 
in der sie gerade präzessiert, aus
zuweichen. Der Beobachter hat dann 
seine Wahrnehmungen etwa mit 
Hilfe der Dreifingerregel festzu
halten, die sogleich beschrieben wird. 

]\tran kann jetzt noch das 
Vektordiagramm der Fig. 237 
ergänzen, indem man den Pfeil 
des Momentvektors einträgt, der 

die Kreiselwirkung darstellt. Das hat so zu geschehen, daß, wenn 
man gegen die Pfeilspitze und die Achsen Oll und 012 blickt, der 
Vektor Oll (d. h. die Kreiselachse) nach einer zeigermäßigen Drehung 
um 90° mit dem Vektor 012 , d. h. mit der Drehachse der Präzession 
zusammenfällt. Man kann die Stellung der drei Vektoren: Kreisel
drehung, Präzession, Kreiselwirkung Mfr durch eine Dreifinger
regel der linken Hand im Gedächtnis behalten, indem die drei 
Vektoren aufeinanderfolgen wie Daumen, Zeigfinger und Mittel
finger der linken Hand. Diese Regel gibt den Sinn der Kreisel
wirkung an, wenn die Kreiselachse präzessiert. 

278. Aktives l\foment, das eine Priizession verursacht. Sta
bilierendes Gegenmoment und Freiheitsgrad zum Präzessieren. 
Erhaltung der Drehachse des kräftefreien Kreisels. Stabilität der 
Kreiselachse gegen Stöße. Im vorigen Abschnitt sind wir uns 
dariiber klar geworden, was geschieht, wenn ein in Tätigkeit be
findlicher Kreisel präzessiert, d. h. wenn die Kreiselachse mit einer 
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Winkelgeschwindig'keit w2 (Geschwindigkeit der Präzession) ihre 
Richtung ändert: es tritt ein Kräftepaar - die Kreiselwirkung 
Mfr - auf, das die Kreiselachse in die Richtung der Präzessions
achse so einzustellen sucht, daß die beiden Drehungen gleichsinnig 
verlaufen. Wir fragen jetzt: was geschieht, wenn man auf die 
Kreiselachse ein aktives .Moment Md ausübt, das der Achsrichtung 
eine Winkeldrehung zu erteilen, d. h. die Figurenachse zum Prä
zessieren zu zwingen sucht. 

Zunächst sei die physikalische Erscheinung an dem sog. Bohnen
bergersehen Apparat Fig. 240 beschrieben. Ein Kreisel ist in einem 
kardanischen Gelenk allseitig 
dreh bar in Ringen aufgehängt 
und der Schwerewirkung ent
zogen, indem der Schwerpunkt 
in die .Mitte der Vorrichtung 
gelegt ist. Reibung ist durch 
Spitzenlagerung nach .Möglich
keit vermieden. Der Kreisel ist 
in diesem Gelenk all:? nahezu 
kräftefrei anzusehen. Unter 
diesen Umständen behält die 
Kreiselachse bei allerhand Be
wegungen des Gestelles ihre 
Richtung bei, sogar wenn der 
Kreisel nicht rotiert. Das ist 
nach dem Trägheitsgesetz nicht 
anders zu erwarten. .Man pflegt 
diese Erscheinung die Erhal
tung der Drehachse des 
kräftefreien Kreisels zu 
nennen. 

Außerordentlich auffallend 
ist aber der grcße Widerstand, 

Fig. ~40. 

den die Achse eines großen rasch laufenden Kreisels einer Richtungs
änderung entgegenzusetzen vermag. Führt man einen Schlag gegen 
die Achse des laufenden Kreisels, der am .Modell l<~ig. 240 freilich 
nicht sehr stark sein darf, so erzittert die Achse ein wenig, behält 
aber ihre Richtung bei. Sie ist s ta b il, sie führt stabile Schwin
gungen aus, die durch die kleinen unvermeidlichen Widerstände 
des Apparates rasch abgedämpft werden. Die Achse setzt dem 
Schlag einen Widerstand entgegen, beinahe wie ein starrer fest
gelagerter Körper. Die Figurenf1chse bC8itzt eine spezifisc hc W i d er
standsfähigkeit gegen Riehtungsänderung, eine Art ab-
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soluter Orientierung im Raum (Klein-Sommerfeld). Ein der
artiger Apparat ist grundsätzlich zum Nachweis der Drehung der 
Erde um ihre Achse geeignet. Die Figurenachse neigt sich relativ 
zum Horizont; in ",Vahrheit ist die Achse raumfest und der Horizont 
bewegt sich. 

Übt man eine andauernde Kraft bzw. ein Moment auf die 
Kreiselachse aus, so präzessiert sie in der bekannten Weise gemäß 
der Dreifingerregel der linken Hand. Verhindert man aber die 
hierbei angestrebte Präzession durch Festhalten des äußeren be
weglichen Körpers, so hört die Stabilität auf. Die Kreiselachse 
läßt sich jetzt genau so drehen, wie wenn das Kreiselrad gar nicht 
umliefe, wovon mall sich durch den Versuch überzeugen kann. 
Wir stellen daher fest: Der Kreisel kann nur dann stabilie
rend wirken, wenn er volle Freiheit zum Präzessieren 
hat, oder negativ ausgedrückt: Mit der Freiheit zum Präzes
sieren verliert die Kreiselachse ihre Stabilität, ihren spe
zifischen Widerstand gegen Richtungsänderung. 

Wir werden das an Hand 
der }i-'ig. 241 verstehen, die 
den Kreisel im Kardanischen 
Gehänge darstellen soll. Übt 
man ein aktives Moment M(/ 
auf ihn aus, so fängt er in 
der Ebene des Momentes eine 
Drehbewegung an, indem die 
Figurenachse den Winkel lf' 
beschreibt und eine Winkel· 
geschwindigkeit Oll =~c 1jJ == 

cl1pjdt erlangt. Das ist aber 
eine Präzession, auf die der 
Kreisel mit einem Kräftepaar, 

Fig. 241. der Kreiselwirkung MI' rea· 
giert. N ach der Dreifinger

regel der linken Hand ergibt sich der in der Figur eingezeichnete 
Sinn des Momentes lvII' dessen Größe MI = 8 0 Wo Oll = N Oll ist, wo 
(90 das Trägheitsmoment des Kreisels für die Figurenaehse, Wo die 
Winkelgeschwindigkeit der Eigendrehung und N= (90 Wo den sog. 
Drall bedeutet. Das Kräftepaar MI setzt nun seinerseits die Kreisel
achse in der Ebene von MI in Bewegung, also im Sinn des Win
kels rp, nach der Beziehung MI = f).;p, wo bei eine Winkelgeschwin
digkeit w~ ='-f! = drp!dt entsteht. Das ist aber wieder eine Prä
zession um die Vertikale der 1"ig. 241, mit welcher Präzession eine 
Kreiselwirkung M'=(9oOJ()w~=N())2 verbunden ist, die nach der 
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Dreifingerregel der linken Hand oder nach der Regel von der 
Tendenz zum gleichsinnigen Parallelismus um die gleiche Achse 
wirkt wie das ursprüngliche aktive Moment Md' nur diesem ent
gegen. Das aktive Moment erregt also an einem frei beweglichen 
Kreisel sofort ein Gegenrnomen t, und dieses Gegenmoment ist 
es, das der Kreiselachse die spezifische Widerstandsfähigkeit gegen 
Richtungsänderung und die Stabilität verleiht. Der Kreisel schafft 
sich sofort sein stabilierendes Gegenrnoment, wenn ein aktives Mo
ment die Kreiselachse zum Präzessieren zwingen will l ) , aber nur, 
wenn er die Präzession im Sinne des Winkels rp der Fig. 241 auch 
wirklich ausführen kann. So bald diese verhindert wird, womit 
rp = 0 und ip = w2 = 0 würde, verschwindet auch das stabilierende 
Gegenmoment M' = N· w2 • 

Bei voller Bewegungsfreiheit findet, wie man schließlich ein
sieht, die anfänglich durch das aktive Moment eingeleitete Dreh
bewegung im Sinne von 1.jJ nicht allein unter dem Einfluß des aktiven 
Momentes Md' sondern unter dem gleichzeitigen Einfluß des Gegen
momentes M' statt. Das beschleunigende Moment beträgt also 
Md - M'. Die Bewegungsgleichungen lassen sich leicht hinschreiben, 
wenn man die Momentengleichungen um die beiden Achsen der 
Fig. 241 ansetzt, in bezug auf die das Trägheitsmoment f) ist. 
Man erkennt dann, daß in der Tat eine stabile Schwingung der 
Kreiselachse möglich ist. 

N ach dem dynamischen Grundgesetz lautet die Bewegungs
gleichung für den Winkel 1jJ: 

Md - M' = Md -N·ip =f)'Vj , 

wo f) das Trägheitsmoment des Kreisels um eine auf der Figuren
achse senkrecht stehende Achse und ip = d21.jJ!dt2 die Winkelbeschleu
nigung bedeutet. Um die Vertikalachse erhält man ebenso 

Ml =N·"p=f)·cp. 

Die Integration der beiden simultanen Differentialgleichungen 
sei für denjenigen Leser, der sich mit der Lehre von den Schwin
gungen vertraut gemacht hat, angedeutet. Integriert man die letzte 
Gleichung, so erhält man 

oder 

.1) Schließlich sei noch eine Merkregel erwähnt, die angibt, wie ein Kreisel 
präzessiert, wenn ein aktives Moment M auf seine Achse einwirkt. Es gilt 
eine Dreifingerregel der re c h te n Hand: 

Daumen Zeigefinger Mittelfinger 
Kreiselachse Präzession sachse Achse des aktiven Momentes 

oder Knotenliuie. 
Autenrieth-Ensslin. Technische l\fechanik. 2. Anfl. Hl 
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Setzt man Cp in die erste Gleichung ein und benützt die Abkürzung 
w=Nle, so folgt: 

.. +" Md N·C 1p w··1p=---o-· e f). 

Dies ist die Differentialgleichung einer Schwingung, und zwar 
einer stabilen, da w 2 positiv ist (vgl. S. 472). Beschränkt man 
sich auf den einfachen Fall, in dem das Moment Md konstant ist 
und nur kleine Schwingungen stattfinden, so ist die Lösung be
kannt und einfach. Zur Zeit t = 0, wo .ilfd zu wirken anfängt, sei 
cP = 0; 1p = 0; und g; = 0 und ip = 0, d. h. die Achse habe noch 
keine Geschwindigkeit; dann ergibt sich: 

Md [ ] .ilfd [ • ] () 1p=""CI'> 1-coswt; CP=-e" wt-smwt .. 197 ow· - w· 

Erteilt man der Achse einen Stoß, d. h. wirkt Md nur während 
einer sehr kurzen Zeit dt, so sind (mit t=dt) die Winkelgeschwin
digkeiten nach df sek geworden 

, M ·dt 
lp= g-=wa; cP=ü, 

was aus dem Satz vom Antriebsmoment auch unmittelbar folgt. 
Hört jetzt Md zu wirken auf, so gelten für die nunmehr eintretende 
Bewegung die obigen Differentialgleichungen mit Md = O. Integriert 
man und setzt in t=O: cP=O, 1p=0; rp=O; ip=Mddfle 
= f), wal f) = wa' so ist die Bewegung der Kreiselachse nach dem 
Stoß bestimmt durch 

1p = (wal w) . cos w t ; cP=(Walw),sinwt . , . (198) 

d. h. die Kreiselachse beschreibt nach dem Stoß einen Präzessions· 
kegel mit der Öffnung (zwischen Mantellinie und Achse) walw 
=f)w)N=J.lfd·dtIN. Dieser Winkel ist klein, solange der Antrieb 
des Stoß momentes klein ist gegenüber dem Drall des Kreisels. Die 
Periode der Präzession ist r=211lw [vgl. Gl. (100)]. 

Die Kreiselachse vollführt also in der Tat unter den erwähnten 
Voraussetzungen (hauptsächlich N groß gegen Md'dt bzw. f)w a) 
kleine stabile Schwingungen. 

279. Warum fällt ein schwerer Kreisel nicht um, richtet sich 
vielmehr auf? Reguläre und pseudoreguläre Präzession. Nutation. 
Die zugespitzte Achse eines kräftig abgezogenen Kreisels werde 
in geneigter Lag'e in ein reibungsfreies Spitzenlager gestellt. Der 
Kreisel fällt nicht um, sondern präzessiert nach der in der Fuß
note S. 481 angegebenen Hegel, indem die Kreiselachse im großen 
und ganzen einen Kreiskegel beschreibt. Sobald man nämlich die 
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geneigt aufgestellte Kreiselachse freigibt, sucht die Schwere den 
Kreisel umzuwerfen; er fängt an in der Ebene des Schweremomentes 
zu kippen, aber nur wenig; sofort stellt sich die Präzession um 
die Vertikalachse des Stützpunktes ein und damit nach 278 das 
aufrichtende stabilierende Gegenrnoment. Die Kreiselaehse kippt 
so lange nach unten, bis die Präzessionsgeschwindigkeit eine Größe 
erreicht hat, bei der das stabilierende Gegenmoment dem Schwere
moment das Gleichgewicht hält. Freilich hört das Abwärtskippen 
nicht ganz genau in der Gleichgewichtslage auf, es treten vielmehr 
kleine Schwingungen um die Gleichgewichtslage ein, sog. Nu ta
tionen, indem bald das Schweremoment ein wenig größer wird 
als das stabilierende Moment, bald umgekehrt. Auch die Präzession 
ist im allgemeinen nicht genau gleichförmig oder regu lär, wie 
man hier zu sagen pflegt, es ist vielmehr der gleichförmigen Prä
zession eine Schwingung, die in der Ebene der präzessierenden 
Kreiselspitze verläuft, überlagert. Die Kreiselspitze beschreibt eine 
häufig dem bloßen Auge nicht sichtbare Zykloide. Die Bewegung 
wird pseudoreguläre Präzession genannt, die nutationsfreie 
Bewegung dagegen reguläre Präzession. 

Wegen der Kleinheit der Nutation und weil die präzessierende 
Kreiselachse fast gen au einen Kreiskegel beschreibt, ist das Schwere
moment während der ganzen Bewegung merklich konstant; es ist 
Md = G· a, mit der Bezeichnung der Fig. 239. Daher gelten die 
schon auf S. 482 angegebenen Gleichungen. Aus der Schlußgleichung 
(197) ist die Zykloidenbewegung der Kreiselspitze erkennbar. 

Daß nun ein schwerer Kreisel sich sogar aufrichtet, wenn er 
mit geneigter Achse aufgesetzt war, kommt von der Umfangs
reibung her, die die stets etwas abgerundete Kreiselspitze auf einer 
rauhen Unterlage erfährt. Wir haben die Reibung bei der un
mittelbar vorhergehenden Beschreibung der regulären oder pseudo· 
regulären Präzession noch nicht berücksichtigt. Die Umfangs
reibung an der abgerundeten Kreiselspitze besitzt aber in bezug 
auf den Schwerpunkt ein Moment, das nach der l\ferkregel in Fuß
note auf S. 481 eine Präzession im Sinne des Äufrichtens der Kreisel
achse veranlaßt. Natürlich nimmt dabei die Drehzahl des Kreisels ab. 

280. Kreiselwirkungen an sclmellaufenden Radslitzen. Schnell
laufende Räder können wie Kreisel wirken, wenn ihre Achsen, die 
hier die Figurenachsen sind, aus ihrer Richtung gebracht werden. 
Das geschieht z. B. bei der Kurvenfahrt eines Fahrzeuges oder 
wenn eines der beiden Wider einen Stoß empfängt, in eine Ver
tiel'ung gerät oder über eine Erhöhung hinwegfahren muß. Je 
größer die Winkelgeschwindigkeit w~, mit d<:>r die Radachse ihre 
Richtung ändert, mit andern Worten präzessiert, ulld je größel' die 

31* 
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Winkelgeschwindigkeit (1)1 der Bäder, je größer ferner das Träg'heits
moment G des Radsatzes in bezug auf seine Drehachse, desto größer 
die Kreisclwirkung, GI. (196a): 

lllfr = 0)1' (1)2' e. 
Bei der Kurvenfahrt präzessiert die Radaehse um den Krümmungs
mittelpunkt der Kurve. Welches die auftretende Kreiselwirkung 
ist, erkennt man mit Hilfe der Dreifingerregel der linken Hand, 
Die freien Deviationskräfte beider Räder ergeben je ein l\loment, 
das die Radachse um die äußere Schienenkante bzw. Radspur zu 
kippen sucht, genau wie die Zentrifugalkraft des ganzen Fahr
zeuges, Ist 111 die auf den Radhalbmesser r reduzierte Masse des 
Radsatzes, also e = mr2 dessen Trägheitsmoment in bezug auf die 
Radachse, ist ferner v [m/sek ] die Geschwindigkeit des Fahrzeuges 
und R [m ] der Krümmungshalbmesser der Kurve, also (J)~ = v! R 
die Winkelgeschwindigkeit der Radachse um lien Krünullungsmittel
punkt während der Kurvenfahrt, (1)1 = v! r die Winkelgeschwindigkeit 
der Räder, so ist das Kippmoment der Kreiselwirkung des Had
satzes bei der Kurvcnfahrt nach GI. (196): 

Durch dieses Moment wird der Druck des äußeren Rades gegen 
die Schiene bzw, g'egen die äußere Radspur vermehrt, der Druck 
des inneren Hades gegen die innere Schiene bzw. gegen den innenl 
Laufkreis der Kurve vermindert. Ist ferner lvI die Masse des ganzen 
Fahrzeuges und liegt dessen Sehwerpunkt h l m ] über der Schiencn
oherkante hzw. der Fahrhahn , so ist die Zentrifugalkraft von M 
gleich Z = M· (v~ R), also deren Kippmoment 

v'J 
M==M--,h 

C R ' 

somit 
In l' 

lVi' h-' 
d. h. da Jn / lrl und r'! h echte Brüche zu sein pflegen, ist das Kipp
moment der Kreiselwirkung ein echter Bruchteil des Kippmomentes 
der Zentrifugalkraft, der bei allen l"ahrgesehwindigkeiten und 
KriimmungerJ den gleichen "Vert hat, während die Absolutwerte 
der heiden Kipprnümente in ersiehtlicher Weise von Fahrgetschwindig
keit und Krülllffillngabhällgen. Nach Klcin-Sornmerfeld, ,,'rheorie 
des Kreisels" IV, ist für den SchnellbalJrlwagen l\Iarienfelde~Zossell 
(1903): m/JJ=1,5 t'15t; r-!h=0,G25m!11u, also 

1,5 0,625 
MI .. ~ ~ , ~ -·Jl=00625M (199) 15 1 (' '(' 
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d. h. das Kippmoment der Kreiselwirkung ist 6,25 % vom Kipp
moment der Zentrifugalkraft, das demnach durch die Kreiselwirkung 
im vorliegenden Falle nicht erheblich vermehrt wird. 

Beim Hinwegfahren eines Rades über eine Unebenheit ent
steht selbst in gerader Strecke eine Kreiselwirkung' um eine vertikale 
Achse, z. B. an einem "Gleisbuckel", ebenso beim Befahren des 
Anstieges oder Abstieges der überhöhten Schiene einer Kurve. Prinzipiell 
ist die Betrachtung der vorigen gleich, es ist die Dreifingerregel 
der linken Hand anzuwenden. Das Ergebnis ist (v gI. Klein-Sommer
feld, Kreisel IV, S. 777), daß bei einem Anstieg von 1}300 und 
900 m Krümmungshalbmesser die Kreiselwirkung um die Vertikale 
die vorhin besprochene um das 2,1 fache übertrifft. Hierin liegt, 
wie a. a. O. ausgeführt ist, der Grund, weshalb an den Oberbau 
einer Schnellbahn besonders hohe Anforderungen zu stellen sind. 
Das Schnellbahnproblem wird schließlich eine Frage des Oberhaues. 

Auch die Kreiselwirkungen, die entstehen, wenn die Drehachsen 
eines Automobil- oder Flugzeugmotors oder eines Turbinendampfen; 
oder eines Raddampfers aus ihrer Hiehtung herausgelenkt werden, 
lassen sich auf die gleiche Weise mit Hilfe der Dreifingerregel der 
linken Hand feststellen und in ihrer Größe mittels der Hauptgleichung 
des Kreisels abseh1Hzen. 

281. Der Kreisel als Kompaß. Die großen Eisenlllussen der 
Kriegsschiffe und die starken elektrischen Ströme, die an Bord 
verwendet werden, stören den 
lVIagnetkompaß derart, daß 
der Ersatz der Magnetnadel 
dringend erwünscht wurde. 
Schon Foucault regte an, 
den Kreisel zu benützen. Erst 
Ansch ütz-Kämpfe ist aber 
eine befriedigende konstruk
tive Durchbildung eines Krei
selkompasses gelungen. In 
]<-'ig. 242 sieht man in einem 
mit quecksilber gefüllten 
Trog einen Schwimmer, und 
mit diesem fest verbunden einen Kreisel mit wagrechter Achse. Er 
wird durch einen Elektromotor in Gang gehalten, der lediglieh die 
Luft- und Lagerreibung des Kreisels zu überwinden hat, damit der 
mit 20000 Umdrehungen in der Minute laufende Kreisel nicht zum 
Stillstand kommt. Der am Schwimmer hängende Kreisel kann um 
jede beliebige horizontale Ach;.;e kleine l'endelungcn ausführen und 
sich hauptsächlieh mll die Vertikale frei drehen. Der Zweck der 
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Schwimmeraufhängung besteht darin, der Kreiselachse nur eine 
Präzession in der Horizontalebene zu gestatten. Damit hesitzt der 
Kreisel den hier erforderlichen Freiheitsgrad. 

'Weshalb kommt nun an diesem Instrumente eine Kompaß
wirkung zustande? Weshalb stellt sich die Kreiselachse in die 

Fig. 243. 

Nord-Südrichtung ein? Das kommt 
davon her, daß die Kreiselachse 
von der Erde mitbewegt und zum 
Präzessieren gezwungen wird: die 
hierbei auftretende Kreiselwirkung 
liefert die Hichtkraft für den Kom
paß. Das Drahtmodell Fig. 243 soll 
die Erdachse und einen Meridian 
vorstellen; die auf dem Draht
meridian steckende Kugel einen 
Punkt der Erdoberfläche. Eine dureh 
den Punkt gelegte Horizontalebene 
kann z. B. der Boden sein, auf dem 
wir UIlS befinden, und der schwarz 
angestrichene Pfeil I die Drehachse 
des Kompaßkreisels. Es ist nun der 
blanke Draht H parallel zur Erd
achse in die schwarze Kugel ge
steckt. Dreht sich der Drahtmeridian 
um die Erdachse des l\lodelles, so 
erkellnt mun, wie die Kreiselaehse 
anfängt, einen Kegelmantel um deli 
blanken Draht als Achse zu heschrei-
hen, einen sog. Präzessioll skegel. 

Die Kreiselachse präzes:-;iert momentan in der rrangentialebene d<:s 
Präzessionskegels um eine Achse, die senkrecht auf der Kreisel
aehse steht und in der Ebene der Achsen des Kreisels und der 
Achse des Präzessiollskegels gelegen ist (weifJer Pfeil 11 des Mo
delles). Die ()J1tstehende Kreiselwirkung ist nach der Dreifinger
regel der linken Hand dureh den roten Pfeil 1JI dargestellt, es 
entsprechen sieh (der Leser trage die J<'arben mit Farbstift in die 
Fig. 243 ein): 

schwarz I - weiß [J - roter Pfeil III 
Daumen 
Kreiselachse 

Zeigdinger 
Prilzcssion"achse 

Mittel finger 
Kllotelllinic, d. h. Aclu;e der 

Krni"elwirl'U1ng. 
Wir zerlegen jetzt den roten Pfeil [11 llach der Parallelo

grammregel in zwei KOIllponellten lüngs der lIorizontaleheno und 
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längs dem Erdhalbmesser oder der Lotlinie unseres Erdortes, worauf 
wir die Kreiselwirkung durch die beiden Komponenten 1111 und 1112 

ersetzen können. Dann erkennt man am Pfeilsinn, daß die Hadial
komponente III2 ein Kräftepaar bedeutet, das den Kreisel in den 
Meridian zu stellen sucht. In diesem Moment hat man die Richt
kraft zu erblicken, die die Kreiselachse stets in die Xord-Süd-
richtung treibt. 
nebensächlich, 
Schwimmers. 

Die andere Komponente der Kreiselwirkung ist 
sie bewirkt nur eine leichte Schiefstellung des 

Einfache, an Demonstrationsmodellen erläuterte Erklärungen 
des Schiffskreisels von Sc 11 I i c k und des Bahnkreis'els der Ein
schienenbahn von Brennan und Scherl findet der Leser in Zeit
schrift für gewerblichen Unterricht, 1913, Heft 20-22 (Leipzig, 
Seemann & Co.). 

282. Vektorielle Darstellung der Haulltgleichung des Kreisels. 
Man kann die Kreiselgesetze auch in Vektorform darstellen, wo
durch sowohl die Größenbeziehungen als auch die Richtung gleich
zeitig zum Ausdruck gelangen; diese Darstellung ist kurz und 
übersichtlich und wird besonders für denjenigen einen Kutzen und 
Fortschritt bedeuten, der sich mit der leichtverständliehen, aber 
etwas längeren Ableitung in den Abschnitten 27(i bis 279 vertraut 
gemacht hat. 

Wir setzen nur voraus, der Leser habe sich den Satz vom 
Drall oder vom :/IJ OUlellt der Bewegungsgröße eines starren Körpers 
zu eigen gemacht: die zeitliche Änderung des Drnlles oder des 
Momentes der Bewegullgsgröße ist dem Moment der beschleunigen
den (eingeprägten) Kräfte gleich; dagegen braucht der Leser in 
der Anwendung dieses Satzes nicht weiter geübt zu sein. Das Xach
folgende bildet eine einfache Anwendllllg dieses Satzes. Ygl. 271. 

Wir denken an einen Kreisel, der in rasche Drehung vorsetzt 
mit sehiefer Achse auf eine Unterlage gestellt ist. Die abgestützte 
Kreiselspitze bewege sich reibungslos in einem Spurlagur. Die Krei~el
aehse beschreibt dann langsam einen Kroiskegel, sie priizcO'siert. Das 
Schweremomünt des Kreiselgpwil~htes ist das einzigo beschleunigende 
odor eingeprägte Moment. 

'ViI' bestilllmen zuerst das .Moment der Be",egungt'grölk, den 
Drall des priizessicrondon Kreisels und nchmen an, die Winkel
gesp,hwindigkeit w 1 der l'~igendrell1l1lg des Krebel8 übcrtrl'ffe die 
W'inkelgetichwindigkeit w.~ der prilzessierenden FigurcnHchsc um 
ein Bedeutendes (beziiglich der l'riizpssion vgl. 8. 4, 7 Ü 

]'~ill im Abstand!! yon der Figurenachse befindliches :/Ilasspn
element hat streng genolllmen gleichzeitig zwpi Cct'elnvimligkeitcn, 



,188 Die I1ynanllk des materiellen Körpers. Drehung eines starren Körpers. 

fürs erste die lJmfnng'sgeschwindigkeit der Eigendrehung des Kreisels 
um seine Achse, fürs zweite eine von der Präzession der Kreisel
achse herrührende Geschwindigkeitskomponente. Der obigen An
nahme zufolge ist diese letztere gegenüber der ersteren vernaeh
lässig bar, das JHassenelement führt eine momentane Bewegung aus, 
die für die Zwecke der nachfolgenden Rechnung genau genug als 
eine reine Drehung um die Figurenachse gelten kann, und zwar mit 
der Umfangsgeschwindigkeit v = gw1 • Die Bewegungsgröße von 
dm ist dann cl iiI . V = dm· g 0\ und das l\Ioment der Bewegungsgröße 
oder der Drall in bezug auf die Figurenachse d 111 g w1 . Q. Der Wert 
dm· g~ ist eine reine Zahlgröße, der keinerlei Hiehtung zukommt. 
Dagegen ist w1 ein Vektor, der nach dem Poinsotschen Vorgang 
als Strecke darstellbar ist, die auf der Drehachse abgetragen wird. 
Das Produkt w1 · clm· g'l ist ein mit einer Zahl multiplizierter Vektor, 
d. h. eben wieder ein Vektor, der ellen falls in die 1{jchtung der 
Kreiselachse fällt. Jedes Massenelement cl m des Kreisels liefert 
einen solchen Beitrag d1l11/' 0)1' Wir bilden jetzt die geometrische 
Summe der Vektorgrößen cl rn r/· 0)1 für den ganzen Kreisel, d. i. 
.xdmr/0)1 oder auch w1 Idm.g2, da hei der Summierung über den 
Körper hin 0)1 konstant ist. Man hat zu diesem Zweck einfach die 
einzelnen Vektoren der Summe auf der Kreiselachse aneinander
zufügen, da sie alle gleich g'erichtet sind. Nun bedeutet 2'rlmr/ = A 
das Trägheitsmoment der Masse des Kreisels in bezug auf dessen 
Drehachse, womit wir für das Moment der Bewegungsgröße oder 
den Drall des Kreisels den Wert erhalten: 

~ = fJ· w1 [kg m sekJ . 

Dem Gesagten zufolge ist der Drall ein Vektor, der im vorliegenden 
Fall die Richtung der Figurenaehse hat 1); gegen die Pfeilspitze des 
Vektors blickend, gewahrt man den Kreisel im Uhrzeigersinn sich 
drehend. 

Wir verfolgen nunmehr dic mit der Winkelgeschwindigkeit m~ 
präzessierende Kreiselachse während eines Zeitelcnwntes d t. Die 
Winkelgesehwindigkeit (J)1 des Kreisels bleiht bei fehlonder Luft
und Lagerreibung dem Betrag nach konstant, sie ändert nur fort
während ihre Wchtung. Das gilt aueh vom Drall, der in dt sek 
mit der präzessierenden Kreiselachse zusammen den Winkel w 2 dt 

') Aber nur angenähert, solange 0), groß genug gegen "'" ist. Im a11-
gemeir18n sind die gilometrische Achse (Figurenachse), die Momentanaehse 
und <lie Achse (los Dralles verschieden. Eine vereinfachto Darlegung wie 
obige erregt leicht den Eindruck, als ob diese drei Achsen stets zusammen
fielen. Die grundsätzliche Verschiedenhoit tritt nur in der gonaneren 'l'heorie 
der Drehung dos starrf'Jl J(;;r1'ol"s heraus. VgI. S. 4f,7. 
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beschreibt. Er sei in seiner neuen Lage li1 genannt; die geometrische 
Differenz ~l - ~ in dt sek ist d~ und beträgt nach Fig. 244 

d~ = ~(O.~. df, 

d~ 
oder Tl = li (O~ • 

Der vektorielle Charakter von d~ wird durch die Division mit 
dt nicht geändert, es ist also auch d~ / dt ein in die Richtung yon 
cl ~ (Fig. 244) hineinfallender Vektor, nur 
erscheint er vergrößert. Dieser Vektor ist 
aber nach dem eing,1llgs envähnten Satz 
von der Drallünderung nichts anderes als 
das l\Ioment IDI der beschleunigenden 
Kräfte, die die Kreiselachse aus ihrer mo
mentanen Richtung abzulenken suchen, 
es ist 

d~ IDJ ~-_= - -- = 12'1 (0 = (V (0 e • df ,,~ 1 ~ , 

sofern der vorhin abgeleitete Wert des 
Dralles benützt wird. Damit haben wir das 

}l"'. 244. 

von früher her bekannte Hauptgesetz des Kreisels wieder vor uns . 
Während wir nun früher die gegenseitige Stellung der Achse 

des Kreisels, der Präzession und des aktiven Momentes durch eine 
Dreifingerregel (vgl. S. 481) festzuhalten hatten, steht jetzt alles 
Wissenswerte in bezug auch auf jene Richtungen in dem Vektor
bild der Fig. 244 vor uns. 

Die Vektoren ~ und ~l in Fig.244 stellen die in dt spk auf
einanderfolgenden Stellungen der Kreiselachse dar, hestimlllpn also 
den Sinn der Präzession der Krcisl'lachse; der Pfeil von ~ drückt 
den Sinn der Kreiseldrehung aus, gellliiß der Poinsotschen Dar
stellungswcise, und schließlich gibt der \ 'cktor d~ ~~ IDldt bzw. der 
dazu proportionale Vektor dtJ /dt = IDI die Stellung und den Dreh
sinn des Momentes der äußeren Kräfte an, der zu der genannten 
Eigendrehung und l'riizession gehiirt. 

W cl' also die Vektordal'stellung kennt, kann auf die Dreifinger
regeln verzichten. 

Werfen wir noch einen km'zen Blick nuf das Verhalten des 
kräftefreien Kreisels; fehlt das heschleunigende Moment, ist 
also ~l =~ 0, so ist 

d~!dh-= O, d.h. ~ == (/)\·(...) == konst, 

wo w\ den Vektor der Winkelgeschwindigkeit der Krcisddrehung' 

hndentet. Aus der letzten G Icichung folgt, dn.J3 (0\ nach Größe und 
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Richtung konstant ist. Damit haben wir den sog. Satz von der 
Erhaltung der Drehachse des kräftefreien Kreisels: Die 
Drehachse eines kräftefreien Kreisels bleibt sich stets parallel, oder 
etwas weniger anschaulich: der Drall eines kräftefreien Kreisels ist 
nach Größe und Richtung im Raum konstant (S. 458). 

17. Kapitel. 

Lehre von den Seh wingungen. 

§ 60. Einfache harmonische Schwingung. 
283. Die Zentralkraft oder Direktionskraft einer einfachen 

sinusförmigen harmonischen Schwingung. Die Grundeigenschaften 
und -Begriffe einer einfachen harmonischen Schwingung, die ein 
Sinus- oder Kosinusgesetz befolgt, sind am Beispiel einer Kurbel
schleife im Abschnitt 139 besprochen worden, der hier nachzulesen 
ist. Als Merkmal der einfachen harmonischen Schwingung ist dort 
festgestellt worden, daß die Beschleunigung des schwingenden 
Punktes dem Abstand 'von der Mittellage proportional und 
stets auf die Mittellage zu gerichtet ist. Darf man die ganze 
schwingende Masse sich in einem Punkt von der Masse m vereinigt 
vorstellen, so ist auch die beschleunigende Kraft (= Masse mal Be
schleunigung) dem Abstand von der Mittellage proportional und 
stets gegen die Mittellage der Schwingung hin gerichtet. Eine stets 
durch den gleichen Punkt gehende K.raft heißt Zen tralkraft, man 
nennt sie bei der Schwingung auch Direktionskraft. Man kann 
diesen Satz auch umkehren: Steht ein Punkt von der Masse m 
unter dem Einfluß einer Zentral- oder Direktionskraft, die dem Ab
stand von einem Fixpunkt 0 proportional ist und überdies eine 
und dieselbe Gerade zur Richtungslinie hat, so vollfÜhrt der Punkt 
eine geradlinige harmonische Schwingung, nach Art der Bewegung 
einer Kurbelschleife. 

Wegen seiner grundsätzlichen Wichtigkeit soll dieser Satz rech
nerisch nachgewiesen werden. Vom Fixpunkt 0 aus werde auf der 
gleichbleibenden Richtung der Direktionskraft der Abstand x der 
schwingenden Masse m gemessen; im Abstand x sei die Direktions
kraft - P, wo bei das Minuszeichen zu wählen ist, weil P im Sinn 
der abnehmenden x wirkt. Ist c die Direktionskraft im Abstand 
x = 1, so hat man P = c· x. Bringt man an der schwingenden 
Masse außer dieser Kraft die entgegengesetzte Beschleunigungskraft 
- m (d2x/dt2) an, so ist sie nach dem d' Alem bertschen Prinzip im 
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Gleichgewicht: Die algebraische Summe der tatsächlich wirkenden 
Kraft - P und des Trägheitswiderstandes - mx ist Null; daher 
lautet die Gleichgewichtsbedingung für die an m wirkenden Kräfte: 

-mx-P =0 
oder -mx-cx =0 

oder .. + c x -·x=O. 
m 

Die Integration der Gleichullg 

d~x 
d(~ + w~x = 0 . . . . . . . . (200) 

wo zur Abkürzung w~ = cJm gesetzt ist, liefert bekanntlich als 
allgemeine }'orm der Gleichung einer einfachen harmoni
schen Schwingung: 

x = A· sin wt + B· cos wt . . . . . (201) 

oder auch, wenn man die beiden Integrationskonstanten A und B 
durch zwei andere a und ß ersetzt, die so gewählt werden, daß 

wobei 

A=a·cosß und B=a·sinß, 

a=VA~+B2 und tgß=B/A: 
x = a (sin w t· cos ß + cos w t· sin ß) 
x=a·sin(wt+ß) ..... (202) 

Die Integrationskonstanten A und B oder a und ß silld aus zwei 
Grenzbedingungen zu ermitteln, d. h. es müssen zwei Bewegungs
zustände der schwingenden Masse bekannt sein, um A und B bzw. 
a und ß zu bestimmen. Die Zeit t soll z. B. von dem Augenblicke 
an gemessen werden, wo die l\Iasse durch 0 hindurchgeht, was mit 
der Geschwindigkeit Vo geschehe. Damit sind die beiden Grenz
bedingungen (x=O für t=O) und (v=dx/dt=vo für t=O) aus
gesprochen, die zusammen mit der Angabe der Größe der l\lasse 1/t 

und der Direktionskmft c im Abstand x = 1 die Schwingung ein
deutig bestimmen. Es ist nämlich unter' Beachtung der beiden 
Grenzbedingungen und da 

also 

womit 

v = dx/dt= Aw cos wt - Bw sin wt: 
0=B·1 und vo=A·(V 
B=O 
a=A 

und 

und ß=O. 

Die Schwingung befolgt daher die Gleichung' 

v . 
x= ---.!!.·Slll wt, 

w 
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wobei w = Vc'm. Der größte Ausschlag, die Amplitude der 
Schwingung, beträg·t, da der Größtwert des Sinus Eins ist, a = vol w. 
Die Schwingungs dauer T ist, da nach 13H 2n=wT: 

1 2n 2n 
T=-"=- = -= .... 

'V W VC jm 
(203) 

Die Schwingungsdauer ist also von der Amplitude unabhängig 
und konstant, d. h. die Schwingungen sind isochron. 

Die min u tliche Schwingungszahl beträgt 

n = 60. v = 60 = 30 w = 301 / C 
T n nVm 

(204) 

Vergleicht man die Schwingung mit einer Kurbelschleifen
bewegung, so entspricht in den vorangehenden Gleichungen w der 
konstanten Winkelgeschwindigkeit der Kurbel. Wir wollen dem 
Wert w in Zukunft die allgemeinere Benennung Kreisfrequenz 
beilegen. 

Als wichtigste Folgerung ergibt sich, daß die Gesetze der ein
fachen harmonischen Schwingung stets dann gelten, wenn die Direk

Fig. 245. 

tionskraft, die auf eine geradlinig bewegte Masse 
wirkt, dem Abstand von einem Fixpunkt pro
portional ist. 

284. Beispiele einfacher harmonischer 
Schwingungen (nach dem Verfahren in 139). 

1. Mathematisches Pendel mit kleinem 
~ Ausschlag. Die Punktmasse m sei in 0 an einem 

masselosen Faden von der Länge I aufgehängt und 
führe in einer Ebene kleine Schwingungen aus. 
Ist m um den kleinen Winkel a aus der Mittel
lage ausgelenkt, so ist die Direktionskraft gleich 
der 'l'angentialkomponente des Gewichtes, näm
lich m -fJ' a; die zugehörige Beschleunigung ist g. a; 
sie wirkt im Abstand l · a von der Mittellage und 
ist diesem proportional; die Beschleunigung im 
Abstand 1 von der Mittellage ist demnach 

b =fI-a = g 
1 l.a I . 

Hiermit erhält man für die volle Schwingungsdauer eincs 
mathematischen Pendels nach GI. (105) in 139: 

T - - 2:rr VI-.,= 2n Vi.. 
b, g 
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Ein Sekundenpendel (1 Hingang = 1 sek) an einem Erdort, 
wo g = 9,81 [m/sek] ist, hat demnach die Länge 

T~ 2~ 
l= -----.1} =~ .--- 981 = 0994 [m J. 

4;r~' 4;r'2' , 

2. Punktmasse an einer Feder. Eine Punktmasse 'In be-
finde sich an einem Ende einer masselosen Feder, deren anderes 
Ende festgehalten sei. Von Gewichtswirkungen und dämpfenden 
Widerständen sei abgesehen. Die }lasse 'In kann dann 
freie Schwingungen ausführen, die, wenn nur ein 
Impuls in der Itichtung der Federachse ausgeübt 
worden ist, geradlinig' verlaufen. Die Federkraft P 
möge der Federdehnung x proportional sein, gemäß 
P=c·x. Gesucht die Schwingungsdauer T. 

'Wir haben, um T zu finden, die Beschleunigung 
bl für den Ausschlag 1 anzugeben und in GI. (105) 
einzusetzen. Nach dem dynamischen Grundgesetz ist 
Pl = 'In' bl der im Abstand 1 auftretende Trägheits
widerstand; er ist nach dem d'Alembertschen 
Prinzip gleich und entgegengesetzt der beschleunigen
den Kraft der Feder. Die Federkraft ist aber im 
Abstand 1, wo sich die Feder um 1 verlängert hat, 

Fig. 246. 

gleich C; somit ist c=m·b1 , also b1 =c!m, womit die GI. (105) 
in 139 crgibt: 

T c= 2n -V~ ...... . (205) 

Für eine zylindrische Schraubenfeder und einen geraden zylin
drischen Stab findet man z. B. c wie folgt: 

a) Die durch P kg bewirkte Verlängerung x einer zylin· 
drischen Schraubenfeder aus Stahl von der Drahtstärke d [cm], 
Windungshalbmesser r [Clll], Windungsllahli, Schubkoeffizicnt ß= l/G, 
ist nach der Fcstigkeit:5lehre: 

Die Spannkraft der Feder hst, wie auch Versuche lIeigen, der 
VerHingerung proportional. Die Kraft 1'1 für :1' =~ 1 ist 

d! 
c ---

G4 ir·:l ;1· 

ß) Die durch die Zug- und Drnckkraft l' bewirkte Verlänge
rung oder Verkürzung :1' eines 11 y li 11 d ri se h e 11 S tab e s von der 
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Länge l [cmJ, vom Querschnitt f [qcm J, mit Dehnungskoeffizient 
((= 1 E [cm'~ 'kgJ beträgt nach der Festigkeitslehre 

P F 
x=((.l '7= c-' 

Die Kraft 1\ c= c, die den Stab um x = 1 dehnt, ist also 

p = c = f. 
1 (( l 

Die Werte von c sind in GI. (205) einwsetzen und überdies 
zu beachten, daß als Maßeinheiten [kg, cm, sek] gewählt sind, also 
m = Q [kg] : 981 [cm ,' sek~J zu n ehmen ist. 

3. Punktmasse an einem einseitig eingespannten Bie
gu n g s s ta b. Länge l [cm], Trägheitsmoment des Querschnitts 8 [cm4J, 

t trägt am freien Ende eine (ge-
~--------~--------.~ 

fl _____ ___ l _ wichtlos gedachte) Masse 'In, die 
r--~=-=::..= I ;:,., in ebene Querschwingung versetzt 

Fig. 247. 

wird, Der Stab ist als masselos 
gedacht. Wie groß ist die Schwin
gungsdauer ? 

Die Direktionskraft P, die mit einer Durchbiegung y verknüpft 
ist, wirkt quer zur Balkenachse und beträgt für die beschriebene 
Befestigung und Belastung des Balkens nach der Festigkeitslehre 

ce PZ:] P 
1}= 8 S-= c' 

ist also dem Biegungsausschlag proportional. 
Die Kraft P1 = c, die d je Durch biegung y = 1 hervorruft, ist 

38 
J' ,c= c = - '-,- . 

1 aZ'; 

Weil die Direktionskraft dem Ausschlag proportional ist, darf 
GI. (203) benützt werden und es ist die Schwingungsdauer 

T = ~ = 2 n -V7:~ =~ 2 n -V~;~\ 
wobei als Maßgrößen [kg, cm, sck] zu benützen sind, die Masse also 
z, B. m = G [kgJ: 981 [cm ; sek~J ist. 

~ fil, G(\ometrisclw AnalYSf\ fIcI' Schwillg'UIlg'CU. 

2"';:'. Bedeutung; der allgemeinen Gleichung einer einfachen 
Sehwingung. Vor- unfl Nacheilung. Phasenvcrscltiehung Oller 
-Unterschied. Graphische Ilarstellungen. ginc Kurhelschleife, die 
von (~ iner gleichförmig rotierenden Kurhel angetrieben wird, voll
führt nach Abschnitt la!) eine einfache harmonische Schwingung. 
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Es ist von großem Nutzen, eine einfache harmonische Schwingung 
sich auch dann von einer Kurbel mit Kurbelschleife hervorgerufen 
zu denken, wenn ein unmittelbarer Zusammenhang zwischen der 
Schwingung und einer Kurbelschleifenbewegung gar nicht besteht. 
Der Elektrotechniker macht von dieser Vorstellungsweise andauernd 
Gebrauch unter Verwendung des Polar- und Vektor-Diagramms, 
das nachher besprochen wird. 

Häufig ändern sich mehrere Größen von gleicher Periode oder 
:F'requenz, z. B. Weg, Geschwindigkeit und Beschleunigung einer 
Sch wingung, magnetisches Feld und induzierte 'W echselspann ung, 
nach dem Gesetz einer einfachen harmonischen Schwingung mit
einander, jedoch so, daß sie nicht zu gleicher Zeit ihren Größtwert 
erlangen. In einem bestimmten Augenblick haben solche Schwin
gungen nicht die gleiche Erscheinungsform oder Phase, es besteht 

F ig . 24 . 

ein gewisser Unterschied in den Erscheinungsformen, ein Phasen
unterschied, oder eine Phasenverschiebung der Schwingungs
wellen. Diese Verhältnisse werden durch das Bild yon Kurbeln in 
übersichtlicher Weise yeranschaulicht, welches Bild dureh das Zeit
diagramm wirksam ergänzt wird. 

Auf der gleichen Welle, die sich mit gleiehfiirmiger Winkel
geschwindigkeit w drehen möge, seien zwei Kurbeln X, und K, 
unter dem Winkel ß gegeneinander aufgekeilt und drehen sieh 
gleichförmig in der Pfeilrichtung (Fig. 248). Der l\Iaschineningcnieur 
sagt dann, die Kurbel K l eile der Kllrbel K~ um 'Winkel ;) Y(lI" 

oder K~ eile ](1 um ß nach, .ie nachdem die Bewegung von h-, 
oder 1{~ als Hauptbewegung aufgf'faßt, d. h. je naehtlem die Zeit
rechnung begollnen wird, wenn K~ oder 1{1 durch die Hiehtullg AR 
hindurcbgeht, von der aus die Kurbelwinkel (01 geziihlt werden. 
Im ersten 1<"'all lautet die (jJeielmng der yon X~ und Xl henor-
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gerufenen und in der Richtung A, B, sich vollziehenden Kurbel
schleifenbewegungen : 

für K~ als Hauptkurbel :1'2 = a2 • sin (J) t 
für K , als yoreilende Kurhel x, = a, . sin (0) t ß) 
für K , als Hauptkurbel x, = a, . sin (J) t 
für K 2 als nacheilende Kurbel x 2 = a2 • sin (w t - ß) 

.+ ß bedeutet demnach in diesen Gleichungen eine Voreil ung, 
-ß eine Nacheilung. Die Bilder einer yoreilenden Welle und nach
eilenden Welle im Zeit-Weg-Diagramm sind in Fig.248 ersichtlich. 

Die beiden Wellen sind bei dieser Bezeichllungsweise in Ver
gleich gesetzt mit einer zur Zeit t = 0 beginnenden Welle, z. B. eilt 
cos· rp dem sin rp um nJ2 vor oder die Beschleunigung eilt der Ge

schwindigkeit und diese dem Ausschlag 
eines harmonisch schwingenden Punktes 
um 90° vor. 

Hiermit ist auch die Bedeutung der 
Größen erklärt, die in der allgemeinen 
Gleichung x = a· sin (w t + ß) einer ein
fachen harmonischen Schwingung vor
kommen. 

a ist die Amplitude, d. h. der größte 
Ausschlag der Schwingung, ± ß (im Bogen
maß auszudrücken) die Vor- bzw. Nach
eilung, (J) die Kreisfrequenz (Frequenz 
schlechthin ist 'V = 1fT; Kreisfrequenz 
w = 2njT). 

1. Für die Gleichung x = a· sin (wt + ß) hat 
Zeuner folgende graphische Darstellung 
angegeben (Zeunersches Diagramm Fig. 24H): 

Mache AOB I Al B 1 ; DO=OD1 =a; <tDOAl=ß und beschreibe 
über 0 D und 0 D 1 -;:-18 Durchmesser Kreise; ist <: A 0 C 0' t, so ist <t CD 0 
=wt+ß und CO=a·sin(wt+ß) x. 

Die Sehnen des oberen Kreises stellen die positi ven, die des unteren die 
negativen Schwingungsausschläge dar. 

Ist ß eine Nacheilung, so ist ß von A l B, aus nach links abzutragen. 
2. Das Vektor- oder Polardiagramm des Elektrikers stimmt mit dem 

Diagramm Fig. ~4H überein. Zum Beispiel kann a l die l'i1aximalstiLrke eines 
magnetischen Wechselfeldes und a2 den Größtwert der vom erstoren indu
zierten Wechselspannung und ß die Nacheilung dor Spannung hin tor dem 
magnetischen Feld bedeuten. Die l'rojel<tionen Xl und x 2 sind dann die Mo
mentanwerte der magnetischen Feldstärke und der Spannung zur Zeit t. Beide 
sind um den "l'hasenwinkel (1" "phasenversehoben"; ß entspricht einer 
Zeit t 1 und zwar ist: 

woraus 
tc /lr __ (1 
l--~,,'f~~JTjJ 

0) t, <. t oder (1 . ~ JT = ~ n v l, 
r 
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WO r die 8chwingullgszeit oder die Periode und v die Fre(lUenZ (= Anzahl der 
vollen 8chwingullgen in ] sek) ist. 

Der Elektriker pflegt mit dem Kosinus des Phasenwinkels /1 Z11 rechnen; 
bei 2 phasengleiehen Strömen oder 8pa11llUngen ist eos /1 = eos 0 = 1 11ud 
wenn ein Phasennnterschicd von 90° vorhandeu ist eos /) =- eos 90°= O. 

2S(). Zusammensetzung und Zerlegung von Schwingungen. 
Harmonische Analyse. Fourierscher Satz. Graphisches Ver
fahren von Fischer-Hinnen. Man hat Apparate konstruiert, die den 
zeitlichen Verlauf einer Schwingung registrieren, d. h. die Sclnvin
gungsausschliige auf eine gleichförmig umlaufende Schreibtrommel 
aufschreiben, so die Seismographcn zum Registrieren der Boden
bewegung bei einem Erdbeben, Schlicks Pallograph zum Regi
strieren der Schiffsschwingungell, }'öttingers Torsionsindikator 
zum l~egistrieren der Verdrehung einer Propellerwelle u. dgl., Os
zillographen zur Messung der Schwankungen eines elektrischen 
vVechselstromes oder einer vVechselspannung, neuestens auch der 
Temperatur im Innern einer vVärmekraftmaschine. Die mit solchen 
Apparaten aufgenolllmenen Zeitbilder einer Sclnvingung sind nun 
keine einfachen Sinuslinien, sondern meist verwickelte und für dic 
Beurteilullg undurchsichtige Kun-enzüge; der Sinll dieser Kurven
schrift wäre größtenteils verborgen und das Eindringen in einen 
verwickelten Schwing-l1ngsvorgang, wie er dem Ingenieur häufig 
vorliegt, unmöglich, hütte nicht Fourier durch Anwendullg des 
Superpositionsprinzi pes diese Schrift entziffert. Er hat g'ezeigt, daß 
jeder periodische K un-enzl1g sich in einfache Sinuslinien auflösen 
läßt, deren Schwingungszahlen sich wie 1: 2 : 3 : ... 00 bzw. deren 
Perioden sich wie 1:}:;\: ... 0 verhalten, mathemathisch ausge
drückt: 

f(rp)=~Ao Al' sin (rp +- PI) +- A~ . sin (2 (fJ +- ßJ + A:1 · sin (3 rp +- P3) 

(206) 
i 1 

Wir haben die Bedeutung der einzelnen Glieder und die An
wendung der Fouriersehen Heihe noch eingehend zu erörtern; 
es soll jetzt nur die von Fouricr angegebene harmonische Ana
lyse, d. h. die Auflösung einer vel'\vickl'lten Schwingung in einfache 
Sinusschwillgungen durch ein physikalisches Beispiel erHlutcrt wer
den. Ein Klang beruht auch auf einem Schwingnngsvorgang, und 
zwar im allgcmeinen auf keincm einfachen; ein Klang ist vielmehr 
ein Gemisch VOll 'rönen, WClln man mit dcm ,,'ort 'Ton die l'irl
faehe akustische Sinusschwingung 1lleint. Helm hol tz wips dil,ti 
mit Hilfe der von ihm angegebenen Resonatoren nach, da:,; :,;ind 
kugelföl'mige Hohlkörper aus l\leHsing mit zwei lliametral liegenden 
Öffnung'cll, deren rine kurz ist und sich nach außen erweitert, 

Antenrietlt-Ellsslill, Tc('hl\b(~h,,' ::\h'vhanik. ~. Aun. 
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während die andere trichterförmige in das Ohr gesteckt werden 
kann. Ein solcher Resonator spricht merklich nur auf einen Ton 
von bestimmter Seh,Yingungszahl an, den man mit Hilfe des in 
das Ohr gesteckten Resonators aus beliebig vielen Tönen heraus
hören kann. Mit Hilfe von Resonatoren, deren Schwingungszahlen 
sich wie 1:2:3:4 usf. verhielten, untersuchte Helmholtz einen 
Klang, etwa von der Tonhöhe des tiefsten Resonatortones und fand, 
daß nicht nur dieser sog. Grundton, sondern auch noch eine An
zahl "Obertöne", deren Schwingungszahlen ganze Vielfache von der 
des Grundtones sind, erklillgen; die Zahl und Intensität der mit 
dem Grundton gleichzeitig auftretenden Obertöne bedingen die 
Klangfarbe. Durch diesen Versuch ist der Klang harmonisch ana
lysiert; d. h. seine zusammengesetzte Natur als zerlegbar nach
gewiesen in eine Summe von einfachen Schwillgungen, deren 
Schwingungszahlen ganze Vielfache von der Schwingungszahl des 
Grundtones sind. Wenn in der Reihe der Obertöne einzelne fehlen, 
oder unmerklich klein sind, so ändert das an der Gültigkeit des 
vorigen Satzes nichts. Das Ergebnis der Analyse eines Klanges 
mittels der He Imh 0 1 tz sehen Resonatoren ist ein Einzelergebnis, 
dessen allgemeiner Ausdruck das Fouriersche Prinzip ist. 

Die harmonische Analyse einer periodischen Schwankung irgend 
einer physikalischen Größe nach Fouriers Vorgang bildet den 
Schlüssel zum tieferen Eindringen in die Schwingungs vorgänge, be
sonders noch Hand in Hand mit der Erfahrungstatsache, daß bei 
gleichzeitigem Auftreten beliebig vieler einfacher harmonischer 
Schwingungen jede einzelne physikalisch ebenso zur Wirkung 
kommt, wie wenn die andern gar nicht da wären. 

Wegen der Wichtigkeit der Zusammensetzung und Zerlegung 
von Schwingungen wird im nachfolgenden eine kurze Grammatik 
derselben aufgeführt, die in einigen trigonometrischen Umformungen 
und ihrer Deutung besteht; es mag im voraus darauf hingewiesen 
werden, daß gleichzeitig auftretende Schwingungen, deren Schwin
gungszahlen nicht ganzzahlige Vielfache einer Grundschwingungs
zahl sind, keine periodische Schwingung ergeben, sondern ein Re
sultat liefern, das man "Schwebung" nennt. 

Wir beginnen mit einfachen Fällen und schreiten zu den zu
sammengesetzten vor. 

a) Die Gleichung x = a· sin (w t:t ß) einer harmonischen Be
wegung erscheint im Weg-Zeit-Diagramm als Sinuswelle mit Ampli
tude (1 und Vor- und Naeheilung *-ß. Man hat aber auch 

x = a· cos ß· sin (J) t + a· sin (1. cos ()) t = A . sin w t ± B -co,., (J) t, 

wenn A = a· cos ß und 13 ~-= + a -sin ß gesetilt wird. 
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Die Sinuswelle x = asin(wt+ß) kann demnach als 
Summe zweier Sinus- und Kosinuswellen ;:('1 =A · sinw{ und 
x;2 = B·coswt von gleicher Periode, aber verschiedener 
Amplitude aufgefaßt werden. 

b) Umgekehrt kann die Summe zweier Sinus- und 
Kosinuswellen von gleicher Periode, aber yerschiedener 
Amplitude durch eine einzige Sinuswelle ersetzt werden; 
es sei gegeben: 

x = A sin w t + B cos w t. 
Naeh Einsetzung von A = a· cos ß und B = a· sin ß wird hieraus 

x = a· sin (w t + ß), 
wobei zur Berechnung von a und ß aus den gegebenen Größen 
dient: 

tg ß = B jA. 

Im Diagramm, das der Leser selbst zeichnen möge, ist die alge
braische Operation im Fall a) dahin zu deuten, daß die Kurbel a 
durch 2 stets einen rechten Winkel einschließende Kurbeln A = a· cosß 
und B = a· sin ß ersetzt ist, wobei A mit a den 'Vinkel ß bildet j 
im Fall b) hat man umgekehrt die 
zwei den rechten Winkel einschlie
ßenden Kurbeln A und B nach 
dem pythagoräer zu einer einzigen 
resultierenden Kurbel a zusammen
zusetzen, die mit A den Winkel ß 
bildet. 

Die resultierende Kurbel a 
und die Komponentenkurbeln A 
und B haben unveränderliche 
Länge und drehen sich mit der 
gleichen Geschwindigkeit w. 

c) Zusammensetzung 
zweier Sin ussch wingungen 
von gleicher Periode w=2:n!r, 
verschiedener Amplitude und 
verschiedener Phase ß1 und ß2. 

Mit den Bezeichnungen der l<'ig. 250 ist 

I 
\ ', I '" '......... . " '----~ 

" ..... _--1-
Fig. 2 O. 

J' = lt1 sin (w t + ßt) + a2 • sin ((0 t + ßJ 
= a· sin ((0 t + ß). 

Man sieht aus dem Polardiagramm Fig. 250 (v gl. S. 4DiJ) sofort, daß 
-_ .-_. -

die Komponentenkurbeln 0 1 ~= a1 und 02 = a2 nach der Parallelo-

grammregel durch die Kurbel 0 ß = a, die mit der gleichen Ullv('r-
.}.)* 
"-
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änderlichen Geschwindigkeit w umläuft, ersetzt werden können. Es 
ist nämlich wegen der Kongruenz der schraffierten Dreiecke die 
Ordinate von 3 gleich der Summe der Ordinaten von 1 und 2. 
Zur Berechnung von a und ß hat man, 'wenn ß~ - ß1 = cp ge
schrieben wird: 

a = Y a1 ~ + a~ ~ + 2 a1 a2 cos rp 

ß a1 . sin ß1 + an . sin ß., 
tg = - - . 

01'COSß1 +a2·cosß2 

Wäre ein Summand a2· cos (w t + ß2) vorhanden, so wäre statt 
dessen zu setzen 

womit die Form der ersten Gleichung dieses Unterabschnitts her
gestell t ist. 

Anwendung: Wie man aus dem Vorangehenden sieht, kann man Sinus
schwingungen von gleicher Periode, aber verschiedener Phase stets dadurch 
zu einer resultierenden Schwingung zusammensetzen, daß man die Ampli
tuden der einzelnen Schwingungen als Vektoren ("Kurbeln") in ein Polar
diagramm einträgt unter Berücksichtigung der Phasenverschiebung zwisehen 
den eim:elnen Amplituden (bezügl. der Phasenwinkel vgl. 2S5, Ziff. 2). 

Von besonderer Wichtigkeit ist bei praktischen Anwendungen der Fall, 
in dem die Amplituden der einzelnen Schwingungen gleich groß, ferner die 
Phasenwinkel gleich groß und echte Bruchteile von 2 n oder 360 U sind. In 
diesen Fällen ergibt sich die resultierende Amplitude Null; die Schwingungen 
heben sich gegenseitig auf. Der Studierende versäume nicht, sich das Ge
sagte durch Skizzen zu vergegenwärtigen. 

d) Zusammensetzung zweier Sinusschwingungen von 
verschiedener Periode, Amplitude und Phase: 

x = a1 . sin (W1 t + ß1) + a2· Sill (w~ t + ß~). 
Substituiert man '1jJ = (w~ t + ß.~) - (w1 t + ßJ, so wird nach kurzer 
Umformung: 

x = (al + a~' COS'lp) ·sin (w1 t + ß1) + a2· sin 'IjJ' cos (w1 t+ ß1). 

Damit ist die Form auf diejenige in Absatz c) zurückgeführt und 
man erhält auf dem gleichen Wege wie dort: 

wenn: 
x=r·sin(w1t+ßl + 0) 

r=Y(al +o2·CoSll'r+a.~~·sill~lp 

0., . sin ljl 
tg-{)=----- --- . 

a1 + O2 • co~ '/' 

Damit ist zwar die Gleichung für den resultierenden Ausschlag x 
auf die Form einer einfachen harmonischen Schwingung gebracht j 
die Schwingung selbst ist jedoch im allgemeinen weder einfach 
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noch periodisch; die Gleichung für x läßt indes wenigstens das 
eine erkennen, daß der Phasenwinkel {} von 1p und damit von der 
Zeit abhängt, desgleichen der Fahrstrahl r. Der Phasenwinkel und 
der Fahrstrahl ändern sich also mit der Zeit fortwährend 1) und 
der Verlauf der Schwingung ist im allgemeinen sehr verwickelt; 
einen weiteren Einblick vermag die obige Gleichung nicht zu ge
währen. 

Ein teilweiser Einblick wird wie folgt erlangt: 
Dic mit konstanter aber verschiedener Winkelgeschwindigkeit 

w1 bzw. w2 (w1 > w2 ) rotierenden Kurbeln a1 und a2 denken wir 
uns im Polardiagramm zu einer Zeit, da sie sich gerade decken; 
nach TO sek wird das wieder eintreten. Dann hat die schneller 
laufende Kurbel a, den Weg w 1 TO und die langsamer laufende 
Kurbel a2 den Weg w2 TO zurückgelegt; hat die rascher laufende 
Kurbel die andere eingeholt, so bat sie einen Umlauf mehr ge
macht als die andere (die Wege sind im Winkelmaß gemessen); es 
ist also: 

oder nach Division durch TO und mit W = 2 Tl,'T: 

2Tl 2Tl 2Tl 
--- oder 'VI -1'2 === vo, 

T, T2 TO 

d. h. 
1 1 1 
----
Tl T2 To 

woraus 

als Wert des gesuchten Zeitabschnittes To (Schwebungsdauer) s. u. 
Andere überlegung: Die konstante relative Geschwindigkeit der 
beiden Kurbeln ist w1 - w2 , der relative Weg zwischen zwei sich 
folgenden Deckungslagen 2 Tl; daher die Zeit TO ' in der der relative 
Weg durchlaufen wird. 

relativer Weg 2Tl 
T --- -----
0- relat. Geschwindigkeit - w, - w 2 

Nach Verfluß weiterer TO sek decken sich die beiden Kurbeln aufs 
neue usf. Dabei ist die S te II u n g, in der sich die Kurbeln decken, 
durchaus nicht stets die gleiche, man denke z. B. an die Zeiger 
einer Uhr. Diese sind jedoch immer noch ein besonderer Fall der 
erörterten Bewegung. Denn während sich die Uhrzeiger nach Ver
lauf von 12 Stunden stets in der gleichen Stellung decken, muß 

') Was bedeutet, daß die resultierendo Kurbel außer ihrer Länge auch 
ihre Umlaufsgeschwindigkeit ändert. 
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das im allgemeinen bei den von uns betrachteten Kurbeln durch
aus nicht der Fall sein. Diese Bewegung hat im allgemeinen 
durchaus keinen periodischen Charakter - im Gegensatz zur Uhr
zeigerbewegung mit ihrer 12 stündigen Periode. Die gleich langen, 
der allgemeinen Schwingungs bewegung eigentümlichen Zeitabschnitte 
"Co dürfen daher nicht als Schwingungsdauer bezeichnet werden , 
sondern werden Schwebungsdauer genannt. Das Zeitdiagramm 
einer Schwebung zeigt Fig. 251. Das Ergebnis dieses Unter
abschnittes ist dahin zusammenzufassen: Ist ein schwingender Kör
per gezwungen, mehrere Sinusschwingungen von verschiedener 
l<'requenz gleichzeitig auszuführen, so resultiert eine nicht perio
dische Schwingungs bewegung vom Charakter einer Schwebung; 
und umgekehrt eine "Schwebung" kann aufgefaßt werden als zu-

14::--~-------- -------- 1$ --- -- ---~~~-----:--r 

Fig. 2 1. 

sammengesetzt aus einfachen Sinusschwingungen, die jedoch ver
schiedene Frequenz haben; die Frequenzen sind ganz willkürlich; 
sie sind vor allem nicht ganzzahlige Vielfache einer Grundfrequenz. 
Letzteres ist die Bedingung für eine periodische Schwingung. 

e) Harmonische Analyse e iner periodischen Funktion 
nach dem Satz von J<'ourier. Graphi sches Verfahre n von 
Fisch er -H inn en. 

Man begegn et in der ,!'echnik häufig Größcn, die nach Ver
fluß einer gewissen Zeit immer wieder den gleichen Wert annehmen. 
Man nennt diese Zeit die P er iode und die Größe periodisch. 
Wir denken dabei etwa an den Weg, die Geschwindigkeit und Be
schleunigung eines Kreuzkopfes oder eines Ventiles, dessen Antrieb 
von einer gleichförmig umlaufenden Kurbel besorgt wird, ferner 
an die Kurbelkräfte oder Drehmomente einer Kolbenmaschine, die 
im Beharl'llngszustand der Maschine mit jedem Arbeitsspiel in stets 
gleicher Weise wiederkehren. Den Verlauf dieser und ähnlicher 
Größen pflegen wir in der Technik bildlich darzustellen, indem wir 
die verflossenen Zeiten als wagrechte Abszissen und die zugehörigen 
Momentanwerte der periodisch veränderlichen Größe als senkrechte 
Ordinaten auftragen. Gelegentlich wird ein solcher Wellemmg auch 
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selbsttätig von einem Zeitindikator registriert; der Schreibstift des 
Indikators macht die Ordinatenbewegung proportional der periodisch 
schwankenden Größe und zeichnet den periodischen Linienzug auf 
einen Papierstreifen, dem eine gleichförmige, also der Zeit propor
tionale Abszissenbewegung erteilt wird. Die entstehende \\'ellen
linie kann man nun nach Fourier als algebraische Summe einer 
Anzahl einfacher Sinus- oder Kosinuslinien auffassen. Die Summe 
hat im allgemeinen unendlich viele Glieder; tatsächlich kommt man 
aber unter Erzielung befriedigender Genauigkeit meist mit wenigen 
Wellen aus. 

Analytisch wird das Gesagte durch die sog. Fouriersche 
l~eihe ausgedrückt: 

y = Pm + Al sin fP + A2 sin 2 fP + A 3 sin 3 fP + .. . 
+ BI COS qJ + B 2 cos 2 fP + B 3 COS 3 fP + .. . 

= Pm + 2'A i sin ifP + 2'Bi cos ifP . (208) 

worin i die Reihe der ganzen Zahlen von 1 bis 00 durchläuft. Pm' 
Ai und Bi sind Konstante und fP ist das der Zeit proportionale 
Argument. Setzt man Ai = Pi cos 'ißi und Bi = Pi sin ißi' also 

pi=vAl-t-B; und tgißi=BiA i , 

so schreibt sich die Fouriersche Reihe auch in der Form: 

y = Pm + PI sin (cp + ßl) + 1\ sin 2 (rp + ß~) + P~ sin 3 (er + ß3) + ... 
= Pm + L Pi sin i ((p + ßi ) (208a) 

hierin bedeuten Pm und Pi wieder Konstante und + ßi eine Vor
oder N acheilung (285). 

Die einzelnen Glieder Pi sin i (rp + ßi ) nennt man die" Har
monischen" der Fourierschen Reihe, und zwar die 1., 2. usf., 
i -te Harmonische. Ihre graphische Darstellung als Sinuslinie im 
Zeitdiagramm ist in 285 ausführlich beschrieben. 

Um sich mit der Fourierschen Reihe vertraut zu machen, 
vergegenwärtige sich der Studierende, daß die 2., 3., ... i-te Har
monische im Zeitdiagramm die halbe, ... l/i-te Wellenlänge hat 
wie die erste Harmonische. Er zeichne einige Harmonische hin, 
und erinnere sich daran, daß die Größe Pi lediglich die Amplitude 
der einzelnen Welle bestimmt. 

Es werde z. B. die Harmonische Pi sin i ('I' + ßi ) gezeichnet. 
Die Welle beginnt bei rp = ~ ßi mit dem Ordinatellwert Null 

und erlangt in rp = 0 den Wert Pi sin ißi . Wir haben diese Be
zeichnungsweise mit der Bezeichnung des Sinusliniendingrammes 
Fig. 248 in Einklang zu bringen. Hat man in die:sem Diagramm 
die Voreilung ßi genannt, ,,0 hat man (He i·te Harmollit'ehn in (11'1' 
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Form Pi sin i (T + ßJ zu schreiben 1) und die 'Nellenordillate für 
qJ = 0 ist Pi sill i ßi und nicht etwa Pi sin ßi " Durch die Phasen
winkel ßi ist die Stellung der einzelnen Wellen gegeneinander bzw. 
gegenübe}' einer im Koordinatenanfang ((I' = 0 oder t = 0) be
ginnenden und positiv ansteigenden Welle bestimmt. Hierauf mag 
der Studierende zwei Harmonische aufzeichnen, etwa PI sin (qJ + ßl) 
und P2 sin 2 (rp + (2 ) und deren Ordinaten graphisch a ddieren, wo
bei er die PlIasenwinkel und auch die Amplituden variieren kann. 
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Zwei ausgeführte Beispiele sind in Thomson und 'fait, Theore
tische Physik, deutsch von Helmholtz und Wertheim, S.48, zu 
finden. Der Studierende wird überrascht sein, welche Mannig
faltigkeit der I<'ormen von Wellen zügen sich durch Summieren von 
einfachen Sinuslinien erzielen läßt. Er wird allmählich das Zu
trauen fasiOen , daß jeder harmonische W ellen zug durch Summieren 
einfacher Sinuslinien gebildet w erden kann. 

') Würde man die Form ai sin (i'r'+ (1/) benützen, so müßte man den im 
Sinusdiagrumm erflchcillenden Phasenw inkel (li von (I;' unterscheiden und es 
wäre (1/ - i (I,. 
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Es wird ihm auch nicht entgehen, daß, wenn der resultierende 
Linienzug z. B. sechs Wendepunkte enthält, eine 6 : 2 = 3. Har
monische darin steckt und umgekehrt, worin ein Fingerzeig er
blickt werden kann, von welcher Ordnung die höchste in einem 
gegebenen Wellenzng enthaltene Harmonische sein werde. 

Jetzt kann an die wichtige Aufgabe herangegangen werden, 
einen graphisch gegebenen Linienzng in seine einzelnen Harmoni
schen aufzulösen. Da entsteht als erste Frage, wieviel Harmonische 
wird man in der Fourierschen Reihe zu berücksichtigen haben, 
wenn die gegebene Funktion hinreichend genau lviedergegeben 
werden soll. Die Ordnung der höchsten Harmonischen wird man, 
wie soeben angegeben, aus der Anzahl der Wendepunkte des ge
gebenen Linienzuges abzuschätzen suchen. Fände sich bloß eine 
ungerade Anzahl, so wäre entweder ein schwach ausgeprägter 
Wendepunkt übersehen worden, in welchem Fall man einen vYende
punkt weniger zählen kann, oder es könnte der Linienzug zwar 
im großen und ganzen einen periodischen Charakter haben, jedoch 
mit Überlagerung einer Schwebung, wodurch streng genommen 
der harmonische Charakter aufgehoben wird. Hier muß man im 
einzelnen Fall selbst das Geeignetste zu treffen suchen. 

Ist z. B. der Kurvcnzug Fig. 252 über der Achse CG der Fig. 252 
gegeben und harmonisch zu analysieren, so wird man es dem Ge
sagten zufolge mit vier Harmonischen versuchen, also den folgen
den Teil der Fouriersehen Reihe beibehalten 

y = Pm + P1 sin (Cf' + ß1) + 1'2 . sin 2 (91 + ß~) 
+P3 sin 3 (Cf' + ßa) + P4· sin 4 (9' + ß4)' 

'Welche Werte haben nun vorliegendenfalles die Konstanten Pi 
und ßi' 

Man kann sie analytisch und graphisch ermitteln. 

Jeder Leser dieses Abschnittes hat schon eine Flitehe plani
metriert, er weiß daher, daß P'" die mittlere Höhe des geg'ebenen 
Linienzuges, m. a. W. der Mittelwert der -periodischen Größe y inner
halb einer Periode bedeutet; Pm kann also durch Planimetrieren 
gefunden werden. Die übrigen Konstanten der Fouriersehen Reihe 
kann man analytisch auf verschiedenerlei Weise berechnen. In 
dieser Beziehung sei auf 1.orenz. Tee1m . .Mechanik, S.68 und 
Perry, Höhere Analysis für Ingenieure, S.232; 1\[cuth, Dinglers 
polyt. Journal 1905, S. 535 usf. verwiescn. 

Graphisch kann ein gegebener periodischer 1.illienzng Fig. 252 
nach 1!'ischer-Hinnen wie folgt harmonisch analysiert, d. h. in 
Sinuslinien zerlegt werden. 
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Man verbinde die tiefsten Punkte einer Welle des Linienzuges 
Fig. 252 durch eine Tangente CG, von der aus die Ordinaten ge
messen werden, die nun alle positiv sind. 0 sei der Ursprung des 
Koordinatensystemes und OG = T = 2nk/w die Periode der Be
wegung. Hierbei entspricht k = 1 einem sog. Zweitakt, k = 2 einem 
sog. Viertakt. 

Das graphische Verfahren hesteht darin, daß die einzelnen 
Harmonischen der Reihe nach aus dem gegebenen Linienzug heraus
gelöst werden, und zwar zuerst die Harmonische der höchsten Ord
nung; wir nehmen, wie oben, die vierte als höchste an und teilen 
die Wellenlänge CG in 4·3·2·1 = 24 gleiche Teile ein. Um die 
vierte Harmonische herauszulösen, nimmt man vier gleich weit 
voneinander entfernte Ordinaten Yo, Yo' Yl~' Y18 und bildet deren 
arithmetisches Mittel. Dieses wird auf sämtlichen vier Ordinaten
richtungen von CG aus abgetragen, damit ist ein Punkt der vierten 
Harmonischen gefunden. Ganz ebenso findet man weitere Punkte 
der Welle vierter Ordnung; z. B. sind die Ordinaten Yl' Y7' Y13' Y19 
abgemessen, ihr arithmetisches Mittel gebildet und auf den Ordinaten
richtungen 1, 7,13,19, VOll OG aus nach oben abgetragen. Jetzt 
legt man durch die erhaltenen Punkte eine schönc Sinuslinie hin
durch und kann darauf für die vierte Harmonische die Amplitude P4 

und die Phasenverschiebung ß4 gegenüber Punkt C (t = 0) aus der 
Figur ablesen. Die Achse M M ist die mittlere Höhe des über OG 
stehenden Wellenzuges, die Entfernung zwischen OG und MM also 
P"" Die vierte Harmonische nimmt schon vor Punkt 0, d. h. vor 
t=O positive Werte an, sie besitzt also eine Voreilung +ß4' 

Jetzt hat man die Ordinaten der vierten Harmonischen von 
den Ordinaten des. gegebenen Wellenzuges abzuziehen. Wenn man 
diesen gleichzeitig um Pm parallel nach unten verschiebt, so kann 
man die Subtraktion so bewerkstelligen, daß man die Ordinaten
abstände von CG bis zur vierten Harmonischen in den Zirkel nimmt 
und von dem gegebenen Wellen zug aus auf den entsprechenden 
Ordinaten nach unten abträgt. Die erhaltenen Punkte sind durch 
den gestrichelten Linienzug CG verbunden. Aus diesem wird nun
mehr die dritte Harmonische herausgeholt. Man nimmt drei im Ab· 
stand von je ein Drittel-Periode aufeinanderfolgende Ordinaten, z. B. 
Y~, YIO' Y18' die von OG aus gemessen werden, und verfährt wie 
o ben. Auf die gleiche Weise zeichnet man die zweite Harmonische, 
wobei man die gesuchte Sinuslinie durch die zeichnerisch gefundenen 
Punkte so hindurchzieht , daß etwaige Zeichnungsungenauigkeiten 
nach Möglichkeit ausgeglichen werden. Am Schluß muß die erste 
Harmonische als reine Sinuslinie übrig bleiben, sofern man genügend 
viele Wellen genommen und sorgfältig gezeichnet hat. 
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Auf diese Weise erledigt sich auch die Frage nach der Kon
vergenz der Fourierschen Reihe. Der Zeichnende bemerkt ganz 
unwillkürlich, daß die hohen Harmonischen keinen nennenswerten 
Einfluß auf das Endresultat haben werden. Die schwierigen Kon
vergenzuntersuchungen der Fourierschen Reihe kann der Stu
dierende, der weitergehende intellektuelle Ansprüche stellt, in 
mathematischen Werken nachlesen. 

Sind alle Harmonischen ermittelt und die Amplituden und 
Phasenwinkel aus der Figur abgelesen, so kann die Fouriersche 
Reihe hingeschrieben werden; hierbei ist jedoch darauf zu achten, 
ob die periodisch veränderliche Größe im Viertakt oder im Zwei
takt schwankt. 

Die Viertaktperiode CG ist 4 n, die Zweitaktperiode CG da
gegen 2 n; bei Viertakt wäre also aus Fig. 252 ßl = - n/4, bei 
Zweitakt ßl = - n/8 abzulesen. 

Bei Zweitakt würde die Fouriersehe Heihe zu Fig. 252 lauten: 

Y = Pm +~Pi·sin i (rp+ ßi) 

=0,38+0,315,sin(rp- ~)+0,216,sin2'(rp- 4,:6) 
+ 0,111· sin 3 (rp - :) + 0,056· sin 4· (rp + 4,~6)' 

Nehmen wir an, es handle sich um eine im Z\Yeitakt arbeitende 
Dampf- oder Gasmaschine, deren Kurbel mit nahezu konstanter 
"\Vinkelgeschwindigkeit w = nn/30 umlaufen möge, so bedeutet 
rp = w t den Kurbelwinkel, der von einer gewissen Anfangslage 
(t= 0) aus gemessen wird, und es ist wT= 2 n, d. h. w = 2 n/T, also 

t 
rp= 2nlji' 

Bei Viertakt würde die Fouriersche Reihe zu Fig. 252 lauten: 

Y = Pm +~ Pi' sin f (rp+ ßi)' 

wo k = 2 ist. 

Y = 0,38 + 0,315' sin ~ (rp - :) + 0,216· sin : (rp -2,~3) 

+ 0,111' sin % (rp - ;) + 0,056·sin : (rp +"2 ~8)' , 

Wir beweisen das Fischer-Hin nensche Verfahren dadurch, daß 
wir seine Richtigkeit für das Herauslösen der höchsten Hannoni
schen aus dem gegebenen Wellen zug zeigen. Für die andern Har
monischen verläuft der Beweis gleich. Es war angenommen, daß 
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vier Harmonische ausreichen. Beim Herauslösen der vierten Har
monischen wurde das arithmetisehe Mittel von viel' um eine Viertel
periode aufeinanderfolgenden Ordinaten Yo' Ya' Y12' Yl 8 gebildet und be
hauptet, es sei dies die Ordinate der vierten Harmonischen auf den 
vier bezeichneten Ordinatenrichtungen. Wäre die vierte Harmonische 
allein vorhanden, so wäre die Behauptung eine Binsenwahrheit, da 
jene vier Ordinaten gleich groß sein würden. Was also einzig 
eines Nachweises bedarf, ist die in der Behauptung enthaltene 
Aussage, daß bei der Mittel bildung die Harmonischen niedrigerer 
Ordnung ohne Einfluß sind; es ist geradeso, als ob die vierte 
Harmonische allein da wäre. 

Wir schreiben die algebraischen Ausdrücke der vier Ordinaten 
hin und bilden darauf das arithmetische Mittel. Bezeichnet man 
den Winkel, der einem der 24 gleichen Abszissenabstände ent
spricht, mit 'I/'=4nf24, so sind die Ordinaten fürcp=O; 6'1/'; 12'1/'; 
18 '1/': 

Yo = Pm + PI' sin ~ ßI + P2 • sin ~ ß~ 
Ya =Pm+PI·sin~ (6'1/'+ßI)+P2·sin~ (611'+ß2) 
Y12 =Pm +P1·sin ~(121(! + ßJ + P2 ·sin ~(12'1/' + ß2 ) 

Y18 =Pm +P1·sin ~ (1811'+ ßJ + P~ ·sin~ (18'1/' + ß2) 
+ P3 . sin ~ ßs + P4 . sin ~ ß4 
+P3·sin~ (6!p+ß3)+P4·sin~ (61jJ+ßJ 
+ P3· sin ~ (121jJ + ß3) + P4· sin ~ (12 'I/' + ß4) 
+ Pa' sin ~ (18'1/' + ß3) + P 4 • sin ~ (18'1/' + ß4)' 

Das arithmetische Mittel der ersten Vertikalspalte links vom 
Gleichheitszeichen ist Pm; die übrigen Vertikalspalten summieren 

t 
wir jeweils dadurch, daß wir jeden Summanden Pi sin Tc' (cp + ßi) 

nach S. 500 als eine "Kurbel" im Polardiagramm darstellen und die 
vier "Kurbeln" zu einer Hesultierenden vereinigen. Die vier Kurbeln 
\'on der Länge PI sind um 311' = n/2 = 900 gegeneinander versetzt; 
die resultierende Kurbel ist Null, daher auch die Summe der zweiten 
VertikaJreihe. Die vier Kurbeln von der Länge P2 sind um 
6 'I' = n = 1800 g'egeneinander versetzt, heben sich also ebenfalls 
auf; auch die zweite Vertikal reihe hat die Summe Null. Die vier 
Kurbeln von der Länge Pa sind um je 91JJ = 3· n/2 = 270 0 gegen
cillandcr versetzt; man sieht leicht ein, daß auch diese eine resul
tierende Kurbel von der Länge Null liefern; auch die vierte Ver
tikalreihe hat die Summe Null. Bleibt noch die fünfte. Die vier 
Kurbeln P4 sind um je 1211' = 2 n = 3600 gegeneinander versetzt; 
die resultierende Kurbel hat die Länge 4 P4 und liefert demnach 

abgesehen von P'" - einzig einen Beitrag zum arithmetischen 
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Mittel, m. a. W. es ist geradeso, als ob beim Herauslösen der vierten 
Harmonischen nach dem angegebenen Verfahren die drei niedrigeren 
Harmonischen gar nicht da wären. 

Nach Abziehen der Ordinaten der vierten Harmoniscben hat 
die übrigbleibende Fouriersehe Reihe nur noch drei Harmonische. 
Daß nunmehr die dritte Harmonische nach dem Fischer-Hinnen
sehen Verfahren richtig herausgelöst wird, kann genau wie zuvor 
bewiesen werden. 

Bezüglich der Anwendung der Fourierschen Reihe zur Dar
stellung der periodisch veränderlichen Größen eines Kurbelgetriebes 
oder eines sonstigen zwang läufigen l\I echanismus (wie Geschwindig
keit, Beschleunigung, Kräfte, Drehmomente) ist noch eine grund
sätzliche Bemerkung nötig. Ist der Kurbelmechanismus im Be
harrungszustand, so können die periodisch veränderlichen Größen 
als Funktionen des Kurbelwinkels oder der Zeit angesehen werden. 
Es ist aber im allgemeinen nicht ohne weiteres zulässig, den Kurbel
winkel mit der Zeit proportional zu setzen (Cf! = w t); das ist nur 
dann statthaft, wenn die Kurbel hinreichend gleichmäßig umläuft, 
und dann wie ein Uhrzeiger die Zeit anzeigt. Bei erheblich un
gleichförmiger Kurbeldrehung ist es falsch, den Kurbelwinkel der 
Zeit proportional einzuführen. Man unterscheide also grundsätzlich, 
ob die periodisch wechselnde Größe als Funktion der Lage oder 
des Ortes (Kurbelwinkel) oder als Funk.tion der Zeit gegeben ist. 

§ 62. Drehende Schwingung'ell 1). 

287. Ableitung <leI' Gleichung einer einfachen Torsions
schwingung. An einer Torsionsfeder, z. B. an einem Draht, einer 
zylindrischen Schraubenfeder, sei ein Umdrehungskörper so he
festigt, daß seine Achse mit der Federachse zusammenfällt. An 
Stelle des Drehkörpers kann auch ein beliebiger Körper treten, 
nur muß dann die Achse der Torsionsfeder mit einer freien Achse 
des Körpers zusammenfallen. Sieht man von Gewichtswirkungen 
ab, so führen die genannten Körper, wenn sie einen Drehimpuls 
empfangen haben, drehende Schwingungen, sog. Torsionsschwin
gungen aus, wobei ein fortwährendes Hin- und Herfließen von 
kinetische!' Energie de!' Drehbewegung und potentielle!' Energie der 
Feder zwiscllCll D!'ehkörper und Torsionsfeder stattfindet. Bei der 
früher betrachteten geradlinigen Schwingung suchte eine sog. Zen
tral- oder Direktionskraft den schwingenden Körpe!' stets in seine 

1) Kenntnis dos Abschnittes 2S3 ist zum Verständnis des Nachfolgenden 
erforderlich. 
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Mittellage zurückzuführen; hier besorgt dies ein "D i rek ti 0 n s
mo m en t". Zwischen der geradlinigen und drehenden Schwingung 
besteht eine augenfällige Ähnlichkeit. Beides sind ungleichförmige 
Bewegungen, die dem dynamischen Grundgesetz unterliegen. Dieses 
lautet bei der geradlinigen Bewegung: "Beschleunigende Kraft = 
Masse mal (Linear-)Beschleunigung" und bei der Drehbewegung: 
"Beschleunigendes Moment = Trägheitsmoment mal Winkel-Beschleu
nigung". Hält man diese Ähnlichkeit fest, so kann man die Ge
setze der geradlinigen harmonischen Schwingung unmittelbar auf 
die Torsionsschwingung übertragen. Die Differentialgleichung der 
ersteren lautete nach GI. (200) 

m·i+cx=O. 
An Stelle des geradlinigen Weges x tritt nunmehr der Torsions
winkel qJ (in Bogenmaß), der von der Mittellage des schwingenden 
Körpers aus gemessen wird, in der die Torsionsfeder spannungslos 
ist; an Stelle von m tritt das Trägheitsmoment e um die Achse 
der Torsionsschwingung ; an Stelle der Direktionskraft c im Abstand 
x = 1 ferner das Direktionsmoment Cl' das einen Torsionswinkel 
qJ = 1 hervorrufen würde. Wie bei der geradlinigen harmonischen 
Schwingung die Direktionskraft dem Ausschlag proportional war, 
so muß auch das Direktionsmoment M = Cl . cp dem Torsionsausschlag 
proportional sein, sonst kommt keine harmonische Schwingung zu
stande. Die Differentialgleichung der Torsionssehwingung lautet dann: 

@·qi+cl·cp=O ....... (209) 
Das allgemeine Integral lautet zufolge (201) mit w 2 = Cl/ e : 

cp=A·sinwt+B·coswt ..... (210) 
oder mit andern Integrationskonstanten 

cp = a· sin (wt + ß). . . . . . . (211) 
----

sofern nämlich a =VA~ + B~ und tg ß = B{A. 
Geht der Drehkörper zur Zeit t = 0 dur'ch die l\littcllage mit 

der Winkelgeschwindigkeit wo' so hat man folgende zwei Grenz
bedingungen zur Bestimmung der beiden Integrationskonstan ten 

{cp=O für t=O} und {cp=dcp/dt=wo für t=O}, 
womit auf demselben Weg wie in 283 folgt: 

w 
cp=~.sin wt 

w 

als Gleichung der einfachen harmonischen Torsionsschwin
gung. Sie ist isochron und die Schwingungsdauer beträgt 

T=1/v=2n/w=2njVc1 /e .... (212) 

und der größte Ausschlag: cp maz = Wo! w, wo w =Vc~/6 . 
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Die minutliche Schwingungszahl beträgt: 
/-

n=60v= 60 = 30 w= 30l/cl .... (213) 
.1: n nVe 

288. Einfaches Verfahren zur Ermittlung der Schwingungs
daner einer harmonischen Drelmngsschwingnng. Ist bei einer 
geradlinigen Schwingung die Direktionskraft dem Ausschlag propor
tional, so kann die Schwingungsdauer aus der GI. (105) in 139 

T=271y!1 
bl 

berechnet werden, wo bl die (Linear) -Beschleunigung im Abstand 1 
von der Mittellage ist. 

Dieses Ergebnis kann mit Rücksicht auf die in 287 erwähnte 
Analogie auch auf eine Torsionsschwingung übertragen werden, 
nur hat man unter b1 die Winkel-Beschleunigung f l zu verstehen, 
die aufträte, wenn sich der schwingende Körper um den Torsions
winkel 1 aus der Mittellagc heraus gedreht hätte; man hat also die 
Schwingungsdauer einer harmonischen Torsionsschwillgung zu be
rechnen aus der Gleichung 

. . . . . . . (214) 

Bedeutet nun Cl dasjenige Drehmoment lvII' das auftritt, wenn 
der Drehkörper um den Torsionswinkel 1 aus der spannungslosen 
Lage herausgedreht ist, so ist nach dem dynamischen Grundgesetz 

]f1 =cI =fJ·fl , 

also 

womit (215) 

wo fJ das Massenträgheitsmoment des Drehkörpers in bezug auf 
die Drehachse ist. 

289. Physisches Pen(lel. Ein mathematisches Pendel, d. h. 
einen Massenpunkt, an einer masselosen Schwinge hängend, gibt 
es in Wirklichkeit nicht; höchstens kann man ein Pendel mit An
näherung als ein mathematisches ansehen. Einen wirklichen ma
teriellen Pendel körper nennt man dagegen ein physisches Pendel. 
Es erleichtert die Untersuchung der Schwingung eines physischen 
Pendels außerordentlich, wenn man dieses mit einem mathematischen 
vergleicht, das die gleiche Masse und dic gleiche Schwingungsdauer 
hat. Die Masse des physischen Pendels bat man sich im sog. 
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Schwingungsmittelpunkt S'" vereinigt zu denken, der im Ab
stand I', der sog'. reduzierten l'endellänge des physischen 
Pendels, gelcgen ist. Das mathematische Vergleichspendel hat dann 
die volle Schwingnngsdaner: 

r = 2n vr . . . . . . . . (216) 

Wir bestimmen nun I' und erhalten damit auch die SclnYingungs
dauer des physischen Pendels. 

In Fig. 253 ist ein physisches Pendel um den kleinen Winkel f( 

aus der Mittellage ausgelenkt gezeichnet. Im Punkt Sm ist die 

für 

Umfang'sbeschleunigung in der Kreisbahn 
/J = g. ((, oder auch, wenn e die Winkelbescbleu
nigung bedeutet, b = e ·l'; somit ist unter 
gleichzeitiger Erweiterung mit m: 

mga = ml'c. 
Das physische Pendel kann nun auch als 

ungleichförmig um den Aufhängungspunkt 0 
rotierender Körper angesehen werden; in bezug' 
auf 0 gilt dann das dynamische Grundgesetz 
j1{ = (-). 10, wo 6 das Massenträgheitsmoment 
des Pendelkörpers in bezug auf den Aufhänge
pun kt ist. Die äußere Kraft ist bier das im 
Schwerpunkt S des Pelldels angreifende Gewicht 
mg, dessen Hebelarm in bezug auf die durch 0 
gchende Vertikalc die Größe a· (( hat, womit 

Fig. 253. das dynamische Grundgesetz ergibt: 
mga(( = 6 ' 10. 

Aus dem Vergleich der beiden letzten 
die "reduzierte Pendellänge" : 

Gleichungen erhält lllan 

L' =~ 6_ 
m·a 

(217) 

und für die Schwingungsdaucr des physischen Pendels durch Ein
setzen von I' in die obige GI. (216) flir T: 

(218) 

2HO. Der Schwingungs mittelpunkt. Wir haben soebcn die 
Lage des SchwinguJlgsmittelpuTlktes cines physü.;chcn Pcndels be
stimmt. Denkt mall sich dic ganze l\hlsse des physischen Pendels 
als materiellen ]'unkt im Schwingungsmittelpunkt vereinigt und 
durch einen masseJosen ]<'ttden, dessen Länge die reduzierte Pen<lel
länge I' heißt, mit dCIll 1\ ufhängepunkt verhunden, so vollführt das 
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so entstandene mathematische Pendel die gleichen Schwingungen 
wie das physische. Die reduzierte Pendellänge bestimmt nach 
GI. (216) die Schwingungsdauer des physischen Pendels. Der Schwin
gungsmittelpunkt liegt nach GL (217) im Abstand (Fig. 254) 

f) (-) + rna'! rnT .! + rna~ l' .! I' = - - .~ -~s ____ = __ 0 ______ = ...Q- + a 
ma ma rna a 

( 219) 

vom Aufhängepunkt, wenn e und es die Trägheitsmomente der 
Pendelmasse bezüglich des Aufhängepunktes bzw. des Schwer
punktes und 1'0 den Trägheitshalbmesser der Pendelmasse in bezug 
auf den Sehwerpunkt bedeutet (es = In '1'02 , s. S. 434). 

Da a die Entfernung des Schwerpunktes vom Aufhängepunkt 
ist, so ist nach GI. (219) 1'02/a der Abstand des Schwingungsmittel
punktes vom Schwerpunkt und man findet den Schwingungsmittel
punkt, indem man die Verbindungslinie' 
08 des Aufhängepunktes und des Schwer
punktes über den Schwerpunkt hinaus um 
das Stück ro 2, a = 8 Sm verlängert. 

Wir fragen jetzt: Wie schwingt das 
physische Pendel, wenn man es im Schwin
gungsmittelpunkt aufhängt, und erhalten 
die Antwort, wenn wir den zu dem neuen 
Aufhängepunkt gehörigen Schwingungs
mittelpunkt bzw. die reduzierte Pendel
länge angeben. Jetzt ist der neue Auf
hängepunkt vom Sehwerpunkt um at =ro'!a 
ent.fernt, und man muß nach dem Gesagten 
die Verbindungslinie heider Punkte über 
den Schwerpunkt hinaus um das Stück 
rO'!!a1 c=r02!(ro2:a1)=a1 verlängern, um den 
neuen Schwingungsmittelpunkt zu erhalten. 

Fig. 254. 

I 

I 

'+ 

I 
a 

I 
I 

Man erkennt nun, daß der neue Schwingungsmittelpunkt nichts 
anderes ist, als der alte Aufhängepunkt, d. h. bei einem physi
schen Pendel sind Aufhängepunkt und Schwingullgsmittel
punkt miteinander yertauschhar, es werden um beide die 
gleichen Schwingungen ausgeführt. 

Man findet auf der durch 0 und 8 gehenden Geraden noch 
zwei weitere Punkte S1 und °1 , um die das physische Pendel g'enau 
ebenso schwingt, wie um den ur"prünglichen Aufhängepullkt 0. 
Punkt S1liegt zwischen Sund 0, und zwar ist 8J;~~cSSIIL' Punkt 
01 liegt dem Punkt 0 symmetrisch in bezug auf S gegenüber auf 
der Verlüngcrung von 0 S. Man weist leicht wie 0 hen nach, daß 
die reduzierte Pendellänge in allen F'ällen gll'ich groß ist und die 

Autl'llrieth-Ensslin. Teelliliseho ~le('h:lIlik. 2 . . \utl. 
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Länge eines mathematischen Pendels von der gleichen Schwing-ungs
dauer hat, wie sie das physische besitzt. 

Dem Schwingungsmittelpunkt werden wir in der Lehre yom 
Stoß wieder begegnen. Der Begriff des Schwingungsmittelpunktes 
hat also eine weitergehende Anwendungsfähigkeit, vgl. 2(;8, Schlul3. 

291. Der Druck im Aufhiingepunkt eines physischen Pendels. 
Lm den Druck im Aufhängepunkt eines physischen Pendels anzu
geben, machen wir das Pendel im Aufhängepnnkt "frei" und bringen 
den Auflagerwidersttlnd am Pendelkörper als äußere Kraft an, der 
vor dem Freimachen tätig gewesen ist. Er wird eine Horizontal
komponente H und eine Vertikalkomponente V besitzen. Wir fügen 
jetzt nach d'}dembert zu den tatsächlich am Pendelkörper an
greifenden Kräften, d. h. zum Gewicht und Auflagerwiderstand lyon 

./1 

I ~ Heibung und Luftwiderstand wird 

.:... 

abgesehen) an jedem J\lassenele
mente dm die Trägheitswiderstände 
als Scheinkriifte hinzu und ha hen 
dann ein Gleichgewichtssystem yon 
Kräften vor uns. 

Wir betrachten das Pendel in 
der in Fig. 255 gezeichneten Lage, 
bezogen auf ein durch den Auf
hängepunkt gelegtes rechtwinkliges 
(xz)- Koordinatensystem; der im A b
stand e vom Aufhängepunkt be
findliche Schwerpunkt hat die Ko-

F:ig. 25.). ordinatcn x = e· sin cp und z == 

e· cos cp, wo cp der Ausschlag des 
Pendels ist. Die Lage eines Massenelementes dm ist bestimmt durch 
:;einen Abstand (! von 0 und den 1:: 'IjJ - cp zwischen (! und es 
oder auch durch seine Koordinaten (x, z); . nach Anbringen der 
bekannten d' A 1em b ertschcn 'l'rägheitswidcrstände liest Illan folgende 
zwei Gleichgewiehtsbedingungen ah (li) = dw/dt): 

H, .. c 2' rlmC (D cos 1/1 + 2' rZrnU IO~ sin 1/1 
- cO . 2: cl m . Z + (j) ~ • 2' rl rn . x 

~_c, (iJ' m· zn + w'J . m· :1:0 

v- mg - 2'rlmUril sin '1/' -+-2'dm· C· 0)2. cos '1/' 
mg - (il . m· X n -1- w 2 . m . Zn 

. (220) 

Die SUlIlmierung ist dahei (unabhängig von der Zeit) über den 
ganzen Pendelkörper zu erstrecken. 

Ferner hat man nach Gl.(154) (i)· g'=m· g. e· sint)'J, wo (9' das rrritg
heitsmoment der Pendelmasse bezüglich des Anfhängepunktes ist. 
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In den Gleichungen für l' und H ist noch (J)~ unbekannt. }Ian 
findet (J)~ mit Hilfe des Satzes von der Arbeit. Bedeutet a den 
größten Ausschlag der Mittellinie es des Pendels, so ist 

i 0'· w'! - 0 = mge (cos (p - cos u) 
'! 2mge(coscp-cosaJ 

W =--- ----8-' --- -- . 

Setzt man jetzt (il und (J)~, x = e· sin (f' und z = e· cos qJ in die 
Gleichungen für H und V ein, so liefern diese 

Hc= m~~~g [3 sin cp cos (I' - 2 sin cp cos aJ I 
rn~e~g 

V=lI1g+ -EY--[2(COs(p-cosa)Coscp-sin~tp] ,(2211 

m'!e~g 
~mg+-(:y [3cos2 tp-2cosacosq -1J J 

Damit ist die Aufgabe gelöst, Wir können den Auflagerwider
stand für den besonderen Fall angeben, daß nur kleine Schwin
gungen ausgeführt werden, es ist dann cos<p=cosa=rd. 1 und 
sin cp = cp, und sin [( = Ci, die 'Vinkel im Bogenmaß ausgedrückt, 
womit mit GI. (221): 

m2 e2 gcp e 1 H = - G' --- ~= mg . -z' . (f' 
D 1,221 a) 

Y=mg- J ..... 

d. h. bei kleinem Pendelausschlag macht sich der Einfluß der Z('n
trifug'alkraft auf V und H llicht g'eltend, auf H nur der Einfluß 
der tangentialen Beschleunigung'en und VerzögerungeIl. 

Wir können aber auch den Lagerwiderstand bei groß('n 
P en d cl aus s c 11 1 äg en verfolg'en und fassen besonders die Größt
werte ins Auge, die auftreten können. 

oder 

Soll H den größten Wert besitzen, so lllu13 sein 

d (3 sin rp cos qJ - 2 sin qJ eos (1) 
~----''---'--------''-----"=O 

dcp 
eos(( _ -V'-l-,---(cosa)i 

cos cp C_C~ --6 -t 2 -t- 6--

Nimmt man jetzt den größten Ansschlagwinkel (( = ~Oo an, so 
ergibt sich: 

oder mit IWcksicht darauf, daß tnt,.;ilehlieh der "rert V\ln q' nur 
zwischcn den Grenzen -1- (( und - {( ::;ich hewegt, also cos q' stets 
positiv ist, 

COS!f' -= + V1 ; 
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;\lit diesen 'Verten von q' erreicht H sein Maximum, nämlich 
rn~e~g 3 3 e 

Hmax =-(:'Y-'2= 2 Q'l" 

unter Q das Gewicht des Pendels und unter I' = Fr !me die ent
sprechende reduzierte Pendellänge verstanden. 

Den klein'sten Wert dagegen, nämlich H = 0, erreicht H 
mit cp = 0; es zeigt das unmittelbar die Gleichung für H. 

Bezüglich der ausgezeichneten Werte VOll V ist zu bemerken, 
daß dieselben eintreten, wenn 

oder 

d (3 cos~ cp - 2 cos a co:,; cp -1) 
------------- - == 0 

dr 
- 6 cos cp sin cp + 2 cos (( sill (P = ° . 

Diese Gleichung ist mit cp = 0 erfüllt, desgleichen mit 

cos cp = ~ cos (X 

und wenn ce wieder = 90° angenommen wird, mit 

cos cp = 0 ; cp = j- 90° . 

.B'ür cp = 0 und ce = 90° erhält man 

m2e2 g (e) V = mg + --(9' - (3 -- 1) = Q 1 + 2 Y , 

für cp = + 90° dagegen 

m2e2 g . ( e) V=mg+(.;y i--1)==Q 1- y ' 

Man sieht also, daß das M a x i III U m von V eintritt bei cp = 0, 
nämlich 

V max = Q ( 1 + 2 y) , 
das Minimum von V bei cp=±90o , nämlich 

V"'in = Q ( 1 -- {,). 

292. Experimentelle Ermittlung des Trägheitsmomentes durch 
einen SchwingungHversuch. Um das Trägheitsmoment eines materi
ellen Körpers in bezug auf einen bestimmten Punkt experimentell 
zu ermitteln, läßt man den Körper um den betreffenden Punkt 
schwingen und beobachtet die Anzahl z der Schwingungen in 1 min. 
Versteht man unter z die Anzahl der halhen Schwingungen (eine 
Halbschwingung = 1 Hingang = 1 Hergang), so ist die Schwingungs
dauer einer Halhschwingung nach GI. (218): 

l c_~~ nV ~f) , 
(j·a 
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ferner ist T' = 60 ; Z, womit die letzte Gleichung ergibt 

60~G·a G·(/. 0 

(-) = - ., --;' -~= 364 ;;- [kgmsck-]. (222 ) 
;-r- z - z-

Hierbei ist G in kg und a in m einzuführen. Der Schwer
punktsabstand kann auch in geeigneter Weise experimentell be
stimmt werden. Trägheitsmomente von Schubstangen, auf yorstehende 
Weise ermittelt, finden sich in Dinglers pol. Journa!. 1907 , Heft 39. 

Das Trägheitsmoment in bezug auf den Schwerpunkt ist 

(-js = e - - a~· C!._. 
g 

293. Schwingungsdauer einer lUagnetnadel. 
Die beiden Pole einer Magnetnadel mögen sich 
im Abstand I befinden und die magnetische 
i\[asse m [kg}· cmJ besitzen. Ist H [kg l · cm -IJ 
die Intensität des magnetischen .\<~eldes, so ist 
das Direktionsmoment für den Ausschlag 1: 

MI = Cl = 111 ·l· H [kg cm J , 
damit gibt GI. (215) für die Schwingungsdaner 
der Magnetnadel: 

V (-) 
T= 2:7 - l~ekJ. 

m·J-[·1 

294. Bifilare Aufhängung und experimen
telle Ermittlung des Trägheitsmomente:o; von 
Rotationskörpern. Ein Hotationskörper oder ein 
zylindrischer Stab vom Gewicht G 
ist an zwei parallelen Fäden von 
der Liinge l aufgehängt, die sich im 
Abstand 2 a voneinander befinden 
(Fig. 257). Bei kleiner Auslenkung 
um 1J.' aus der Gleichgewiehtslage in 
der HOl'izontalebene ist auch die 
Neigung rp des Fadens gegen die 
Vertikale klein. Die Horizontalkom
ponente der Fadenspannung if;t 
((/- / 2) · (1' und liefert das in die Weich 
gewichtslage znrii('')';:drehende Direk 
tionsmomellt 

JI 
G 

- :!.~.cp.". 

I 

Fig. 256. 

Fig. 2.57. 
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oder da [. rp = a .1j' ist 
Ga~ 

111 = t··1jJ, 

daher ist das Direktionsllloment Jl11 = Cl für den Ausschlag 1jJ = 1: 

Ga2 

MI = Cl = ,,-

Setzt man Cl in GI. (215) ein, so erhält man für die Schwingungs
dauer einer bifilaren Aufhängung 

T== 2JT 11 G~~ (223) 

wobei als Maße kg, m, sek, also (j = 9,81 III :sek~ zu benützen sind, 
oder kg, cm, sek, wobei 9 = 981 cm sec~. 

Sollte es zweckmäßig erscheinen, den Körper mit 3 Fäden 
"trifilar" aufzuhängen, so bleibt die letzte Gleichung unverändert; 
a bedeutet dann den Abstand eines jeden der 3 Aufhängepunkte 
von der Achse der Schwingung. 

Beispiel: Das Trägheitsmoment eines H,otationskörpers von 
9,55 kg Gewicht wurde mit einer trifilaren Aufhängung (a = 14,7 cm; 
l = 97 cm) bestimmt. Die minutliche Schwingungszahl n = 60! t 
ergah sich zu 42,3 vollen Schwingungen. 

Aus GI. (223) folgt mit n = 60! t: 

G a~ 602 9,55.14,7 2 .3600 [ "] 
6=-Z-' 4JT~7=--9~~~~-42~f'.!. -= 1,08 kgclllSek" 

= O,010H [kgmsek2]. 

§ (m. Gedäml)fte Schwingungen. 
295. Vorbereitung: Kurbelschleife,angetrieben von einer nach 

einem Exponentialgesetz veränderlichen Kurbel. ]<-'ig. 258. 
Ehe die einfache harmonische Schwingung eines Massenpunktes in all

gemeiner Weise behandelt wurde, haben wir, an vorhandene Anschauungen 
des Maschineningenieurs anknüpfend, die schwingende Bewegung einer Kurbel
schleife besprochen unel an dieser die Grundbegriffe einer Schwingung er
läutert. Das war ja nur ein Einzelfall einer Schwingung; wir haben aber 
erkannt, daß die Grnndeigenschaft derselben, nämlich die Proportionalität 
zwischen Direktionskraft und ~chwingungsausschlag, einer großen Anzahl ein
facher Schwingungen gemeinsam ist, so daß der Einzelfall der Knrbelschleifen
bewegung sich als typisch herausstellte für viele physikalisch vorkommende 
Schwingungen, (lpl"ell Schwingungsgleichung und Schwingungszahl unmittelbar 
niedergesehriehen werden konnte, naeh dem die Kurhelschleifenbewegung ein
gehend eriirtert war. Ähnlich wollen wir bei einer gedämpften oder an
Rchwellenden Schwingung verfahren, die nach Perry ebellfalls als Sehwingung 
niner Kurhel~ehleifo aufgefaßt würden kanu, cleren Antrichskurbel mit kon
stantor Winkelgeschwindigkeit IllJllH.nft, wlthrond die Knl"1,ellällge ver-
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änderlich ist und nach einem Exponentialgesetz (r= ent) ab- oder zunimmt. 
Von dieser Schwingungsart wird sich später zeigen, daß sie physikalisch vor· 
kommt. Hat sich nun der Studierende mit der Bewegung der Kurbelschleife 
von wachsender oder abnehmender Kurbellänge vorher vertraut gemacht, so 
wird ihm dies bei der korrekten rechnerischen Behandlung der gedämpften 
Schwingung zn statten kommen. 

Eine Kurbel mit der veränderlichen Länge r = a· eilt rotiere 
mit gleichmäßiger Winkelgeschwindigkeit w. Je nachdem 11 positiv 
oder negativ ist, nimmt die Länge der Kurbel 'während ihrer Um
drehung beständig zu oder ab und beschreibt eine sog. log'arithmische 
Spirale. Die -Werte von ent (e=2,7183) sind in mathematischen 
Tabellen zu finden. Die Projektionen des Kurbelendpunktes auf 
eine durch den Drehpunkt gehende Gerade AB sind identisch mit 
den Stellungen einer Kurbelschleife, die in der Geradführung AB 

r - a ·e ",·t 

hin- und hergeht und von der Kurbel mit Halbmesser l' angetrieben 
wird. Man soll die dieser Bewegung eigentümlichen Merkmale 
angebe1l. 

Der Weg x der Kurbelschleife werde von 0 nus auf der Schub
richtung AB gemessen und der Kurbelwinkel {} VOll einem Lot 
auf AB aus gezählt. Zur Zeit t=ü, d. h. zu Beginn der Zeit
rechnung betrage die Kurbelliinge (/; dann ist zur Zeit t der Kurhel
schleifenweg 

,I' - = r· sin w t = a . e n t . si n w t • 

Es halHlelt sich, wie anschaulich klar ist, um eine isochrone 
Schwingung, deren beiderseitige AusschHlge nieh! gleich sind und 
mit der Zeit anschwellen oder yerlöschen, je nachdem die Kurbel-
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länge mit der Zeit zu- oder abnimmt. Die Periodizität ist durch 
die Sinusfunktion, das Anschwellen bzw. Verlöschen der Amplituden 
durch die Exponentialfunktion ausgedrücktj die Periode oder Schwin
gungszeit "I: folgt aus der konstanten Winkelgeschwindigkeit Ol der 
Kurbel zu "1:= 2nJOl. In welchem l\faße die Amplituden, d. h. die in 
den Umkehrpunkten vorhandenen Ausschläge dieser Schwingung 
zu- oder abnehmen, hängt von der Geschwindigkeit ab, mit der 
die Kurbellänge zu- oder abnimmt, im Vergleich zu der Umlauf
geschwindigkeit Ol der Kurbel. Die Kurbelschleife passiert die 
Mittellage, so oft sin Ol t den Wert 0 annimmt und befindet sich in 
einer Totlage, wenn immer sin Olt = + 1. 

Es genügt, im folgenden die allmählich verlöschende Schwingung, 
d. h. den Fall eines negativen Exponenten nt zu verfolgen, gemäß 
der Gleichung: 

x = a·e-nt·sin Olt. . . . . (224) 

Wir drücken zuerst die nach Beginn der Zeitrechnung auf
einanderfolgenden Amplituden Xl X 2 X 3 .•• aus, d. h. die aufeinander
folgenden Abstände der Totlage vom Mittelpunkt 0 der Kurbel
schleifenbewegung: die erste Totlage der Kurbel wird nach einer 
Viertelumdrehung, die folgenden nach einer weiteren halben Um
drehung erreicht, also bei den Kurbelwinkeln Olt=n/2j n/2 +nj 
n/2 + 2nj n/2 + 3n usf. 

Vom Beginn der Zeitrechnung bis zur Erreichung der Totlagen 
verstreichen demnach die Zeiten tl = (n 12 Ol)j t2 = (n /2 Ol) + (n J Ol)j 

fa=(n/2Ol)+(2n!w)j t4=(n/2w)+(3nIOl)j usf. =m. a. W. die 
Zeiten t1 j 3 t1 j 5 tl j 7 tl j ••• Die zugehörigen Werte von sin Ol t sind 
abwechslungsweise + 1 und - 1. 

oder 

Also sind die sich folgenden Amplituden 
;1"1 = --1- a· e-nt'j x 2 = - a· e-nt'j 

n ;r 

;1"1 = -f- a· e 'v 2 

_~ (2.+,,) 
X~ = - a· e (V 2 . 

n ;r 

=-a.e w2· e 
n:r 

co 

,,(;r) n:r n:r n:r 

Xa = + a. e - -;;; "2 + 2 '"' = + a . e -;;;-"2 . e - -;.,- . e ---;;; 

_~ (2--t-3:r) _~2 _ n:r _~:r _.!.l-=-: 
x.,=-a.e w 2' =-a.e ",2. e w. e w.e w 

,. ;r ( 111f)i-l 
;1';= -(-1)i-a.e--;;;·2. e---;;; 

Das Verhältnis der Absolutwerte zweier aufeinander
folgender Amplituden ist demnach konstant: 

X 2 = xa = x4 = Xi + 1 = e u, 
Xl X 2 Xa Xi 
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Die Amplituden bilden eine geometrische Reihe mit dem Quotienten 

e '" Wenn man die i-te und (i + l)-te Amplitude herausgreift 
und den natürlichen Logarithmus bildet, so wird 

on:< 

In Xi+l = In e-,-;;- =_ lIn 

Xi w 

oder 
x· lIn 

ln-~=+-. 
Xi+l w 

(225 ) 

Diese konstante Zahl nennt man das logarithmische Dekre
ment der verlöschenden Schwingung x=a'e-ntsinwt; man ver· 
steht darunter den natürlichen Logarithmus des Quotienten aus 
einer Amplitude und der unmittelbar vorangehenden; oder auch 
die Differenz der Logarithmen zweier aufeinanderfoJgender Am
plituden. 

Denkt man sich mit der KurbeJschleife einen Schreibstift ver
bunden, und unter ihm senkrecht zur Kurbelschleifen bahn einen 
Papierstreifen mit gleichförmiger Geschwindigkeit weggezogen, RO 

zeichnet der Schreibstift das Zeit-Wcg·Diagramm einer verlöschenden, 
"gedämpften" Schwingung x=a·e-ntsinwt auf, deren charak
teristischer Verlauf in Fig. 258 ersichtlich ist. Mit 11 = 0 ergibt 
sich die bekannte einfache Kurbelschleifenbewegung mit konstanter 
Kurbellänge, deren Zeit-Weg-Diagramm eine Sinuslinie ist. 

Die Gesch windigkeit der hier betrachteten gedämpften 
Schwingung einer Kurbelschleife Fig. 258 wird durch Ableiten von 
GI. (224) nach t erhalten: 

v = elx/elt = a (we- nt . cos wt-ne- tlt sin wt) 
= ae-nt. (w· cos wt- n· sin wt) 

oder mit w=al cosß und n=a1 sinß: 

v = ae-nt . (al cos ß cos wt - al sin ß sin (Vt) 

= aal e-nt·cos (wt+ ß) = aal e-nt·sin (wt + ß + ~) 
worin al=Vn~+-w~ und tgß=ll/w. 

Hiernach befolgt die Geschwindigkeit der gedämpften Schwin
gungsbewegung das gleiche Gesetz wie der Ausschlag. Die Ge
schwindigkeits-Zeit-Kurve ist von ähnlicher Form wie die Zeit-Weg
Kurve Fig. 258, nur ist sie phasenverschoben; sie eilt der letzteren 

JT n 
um ß +"2 vor, wo ß aus tg ß = w zu bestimmen ist. Bei einer 

einfachen Schwingung ist n = 0 und ß = 0 und al = w, wie neben bei 
bemerkt sei. 
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Durch nochmaliges Ableiten der letzten Gleichung erhält man 
die Beschleunigung der gedämpften Schwingung der Kurbel
schleife Fig. 258 

b = d2 xfdt2 = aal e- nl [- W· sin (wt + ß) - n· cos (wß + ß)], 
oder mit der obigen Substitution w = al . cos ß und n = al . sin ß 

b =- aa1 2 e- .. t [sin (wt + ß)·cos ß + cos (wt + ß) ·sin ß] 
= - aa1 2 e-nt . sin (wt+ 2ß)= +aa1 2 e-nc . sin (wt+ 2ß+71). 

Auch die Beschleunigung der gedämpften Schwingung befolgt 
hiernach das Gesetz der Schwingungs ausschläge Gl. (224); nur ist 
die Beschleunigungs-Zeit-Kurve gegen die Weg-Zeit-Kurve phasen
verschoben, und zwar eilt sie ihr um 7l+2ß vor; der Geschwin-

7l 
digkeits·Zeit·Kurve eilt sie um 2 + ß vor. 

Stellt man die Gleichung der gedämpften Schwingung und ihre 
beiden Ableitungen nach der Zeit zusammen, ohne jedoch von der 
obigen Substitution Gebrauch zu machen, so hat man 

x=a'e-nt'sinwt 
v = dx f dt= a· e- nl (w· coswt - n· sin wt) 
b = d'~x f dt2 = a· e-nt [(nO! - w'.l) sin wt - 2nw cos wt]. 

Bildet man nun b + 2 nv + (n 2 + w 2) x, so findet man den Wert 
Null. Es besteht also zwischen den drei Gräßen x, v, b der Zu-
sammenhang 

d2 x+ dx+( 2+ 2) _ d t'.l- 2 n Tl n 0). x - 0 , 

womit die vorliegende Bewegung mathematisch in allgemeiner Weise 
gekennzeichnet ist. Wie aus dem Vergleich mit der entsprechenden 
Gleichung (200) einer einfachen harmonischen Schwingung hervorgeht, 
enthält die, eine gedämpfte Schwingung kennzeichnende Gleichung 
das Glied 2nx mehr, als die Differentialgleichung einer harmonischen 
Schwingung; sonst sind beide Gleichungen von gleicher Form. 
Durch das Glied 2nx ist demnach offenkundig das Abschwellen 
der gedämpften Schwingung ausgedrückt. Die physikalische Be· 
deutung des Gliedes 2 n . x werden wir im nächsten Abschnitt 
kennen lernen. 

296. Gelliimpfte Schwingung; dämpfender Widerstand der Ge
schwindigkeit proportional. Eine Masse führt eine einfache harmo
nische Schwingung aus, wenn sie stets unter dem Einfluß einer 
Zentral- oder Direktionskraft steht, die dem Abstand von einem 
Fixpunkt (Attraktionszentrum) proportional ist. Ohne Auftreten eines 
dämpfenden Widerstandes würde die" widerstandsfreie Schwingung" 
ewig fortdauern, indem die Energie der Schwingung, die sich aus 
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lebendiger Kraft und potentieller Energie der Direktionskraft zu
sammensetzt, unverändert bleibt. In Wirklichkeit treten stets Wider
stände auf, die die Schwingung dämpfen und die Schwingungs
energie allmählich aufzehren. Von den physikalisch vorkommenden 
Widerständen, die im Abschnitt 164 erwähnt worden sind, verfolgen 
wir zunächst durch die Rechnung denjenigen, der der Geschwindig
keit der schwingenden Masse proportional ist. Schwingt die Masse 
momentan mit der Geschwindigkeit 1 mjsek, so erfahre sie einen 
dämpfenden Widerstand k, er wirkt der Bewegung entgegen; k heißt 
der Dämpfungsfaktor. Wie man ihn experimentell bestimmt, 
wird nachher gesagt. Wählen wir Koordinatensystem und Bezeich
nungen wie im Abschnitt 283, wo die einfache geradlinige harmo
nische Schwingung" betrachtet wurde, so tritt z. B. bei der Auswärts
bewegung zu den dort angegebenen Kräften, d. h. zur Direktions
kraft - cx und dem Trägheitswiderstand - mx = - m (d 2 xjdt2) 

jetzt noch im Sinne der abnehmenden x der dämpfende Widerstand 
- k (dxldt) hinzu. Die Gleichgewichtsbedingung der Kräfte in der 
x-Richtung lautet: 

d2 x dx 
-m--k--cx=O. 

df dt 

Die Gleichung gilt ohne Änderung auch für den Rückgang; 
vom ersten und dritten Summanden ist das schon früher gezeigt. 
Der zweite, der Dämpfungswiderstand, ändert beim IWckgang aller
dings den Hichtungssinn und damit auch das Vorzeichen; es wechselt 
aber gleichzeitig auch dxldt das Vorzeichen, so daß der doppelte 
Vorzeichen wechsel das Gesamtvorzeichen nicht ändert. 

Die obige Differentialgleichung der gedämpften Schwingung 

.. + k . + c 0 x -x -x= 
1It 1It 

. • . (226) 

ist eine sog. lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit kon
stanten Koeffizienten. Ein Integral dieser Art von Gleichung ist, 
wie die Mathematiker gefunden haben, x = A· e9t unter einer Be
dingung, die man erhält, wenn x = A· iftt in die gegebene Differen
tialgleichung eingesetzt wird; tut man das, so erhält man die sog. 
"charakteristische Gleichung" 

2+ k +~=O 
(! m(! m ' 

deren zwei Wurzeln 

k IVI-(k)2 -----;;- 1 -0 ---) 0=--+- - -4-=-(-k+V1c--4mc 
~ 2m-2 m 111 2m -
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in die Gleichung x = A· ee t eingesetzt, die zwei partiknHiren Inte
grale der gegebenen Differentialgleichung bilden. Man erkennt, 
daß die gegebene Differentialgleichung durch das allgemeine Integral 

x--A ·e~lt_l. 4 ·e!!.t (227) -'- 1 j .... 2 , ...••. 

das die Summe der partikulären Integrale ist, befriedigt wird. 
Al und ~ sind Integrationskonstanten, die aus den Anfangsbe
dingungen der Schwingung zu bestimmen sind (s. u.). 

Der Verlauf der Schwingungsbewegung hängt von der Stärke 
der Dämpfung ab, mathematisch gesprochen davon, ob die Wur
zeln e reell und dann negativ, oder komplex konjugiert sind. Das 
ist durch das Vorzeichen der sog. Diskriminante k 2 - 4111 edel' 
quadratischen Wurzelgleichung bedingt. Demgemäß können folgende 
besondere Fälle eintreten: 

Der Sonderfall k = 0, d. h. Dämpfung nicht vorhanden, führt 
auf die einfache ungedämpfte Schwingung und bedarf keiner wei
teren Erörterung mehr. 

k 
Ist k2 =4mc, so ist el~e~=- und die Gleichung der 

2m 
gedämpften Schwingung lautet: 

kt 

(228) 

Weshalb hier A2 t und nicht etwa Al allein zu setzen ist, wird 
in den Lehrbüchern der höheren Analysi" gezeigt. Mit den Anfangs
bedingungen ,r:~0 für t~O und mit dx!dt=vo für t=O folgt: 
Al ~--= 0 und "4 ~ ~ vo' daher ist 

k 
--- ·t 

;t:=vo.t.e 2,., (229) 

den Verlauf der Sehwingung zeigt Fig. 259. Der schwingende 
Körper macht nur einen Ausschlag und kehrt dann allmählich in 
die Anfangslage zurück, die er nach t = 00 erreicht. Den größten 
Ausschlag erhält man, wenn man (dx/dt) =c= 0 setzt; er wird nach 
t C~ 2· rnk [sek l erreieht und beträgt 

:1: max 

2mvo 
Je. e 

Ist ferner k~ /' 4 mc, d. h. die Dämpfung noch größer als im 
vorigen Fall, so sind die heiden Wurzeln der charakteristü,chen 
Gleiehung negativ und seien (>1 und - Q.!; die Gleichung der 
ühergedämpften RchwingUllg lautet dann: 

:r~~Al·e-",t-! A2 e-u2t . ...... 123()) 

Der Verlauf der Sehwingung bt ähnlich dem zuletzt besprochenen, 
nur ist der Maximalausschlag kleiner und die schwingende Masse 



~ 63. Gedämpfte Schwingungen. 

nähert sich der Anfangslage langsamer, - eine Folge der überaus 

starken Dämpfung. Die beiden zuletzt besprochenen Arten einer 

gedämpften Schwingung nennt man aperiodisch; ist dabei die 

Dämpfung noch größer als sie zu sein braucht, damit die Schwingung 

gerade aperiodisch gedämpft wird, so sei die Schwingung üb er

gedämpft genannt (k~ > 4mc). 

Ist schließlich k~ < 4 mc, d. h. die Dämpfung nicht so groß wie 

in den beiden vorigen Fällen, so ist Vk~ - 4;-;; imaginär und 

die Wurzeln sind komplex konjugiert 

0 = _ 1_ (_ k + i V 4 'In C - - k~) = - . 11 ~- i(/) . 
~ 2m -

_._~-:--~._._.-
.--'--m:" a):;r "" ~n-~S-t -_ ,- - '- - '- . 
---T -.., U" 'e . -_ 
"'-l 11D. x, . . s17z. t/Ot ----_ 

_ (m- t/oo 'e -Sl -_ 
--_ ~) .l": .a: • t -

__ J So· (" -qSJt -----c.- ' -e -Q"7t) 
---- -=--== 

Fig. 2 9 . 

Die Gleichung der gedämpften Schwingung wird 

x = Al ' eC-n+i'''lt+ A~· e(-tI -;(0)1 = e-nt (Al' e+ iwt -+-Al e- iwt) 

oder da nach der Lehre von den komplexen Zahlen die Be

zieh \lngen gelten: 

so ist auch 

e- iwt = cos mt-i'sin wt 

e+ iwt = co;;; wt + i· sin·wt, 

x = e- tlt . (A'. sin wt+ A"· C08 rot), 

wenn A" Al + A~ und A' ,= + i (Al - - A) gesetzt wird . Man 

überzeugt sich leicht dureh }1~insetzel\ der Werte A' ulld A" in die 

gegebene Differentialgleichung, daß die letztere auch durch die 

reelle Form der Integrationskonstanten befriedigt wird. Mit der 

Substitution A' = a· cos ß und A" =, a· sin ß folgt 

x = a· e- nt . sill (w t -t-ß) . . . (231 ) 
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Die beiden Integrationskonstanten a und ß folgen aus dem ge
gebenen Anfangs bedingungen; es durchlaufe etwa zur Zeit t = 0 
die schwingende Masse die Mittellage x = O. Dann folgt aus GI. (231): 

0=a·1·sin(0+ß) zunächst ß=O, 

und damit nimmt die Gleichung der gedämpften Schwingung die 
Form an 

x=(t·e-"t·sinwt . ...... (232) 

Diese Gleichung ist im vorigen Abschnitt eingehend diskutiert und 
als mit der Differentialgleichung der gedämpften Schwingung GI. (226) 
verträglich gefunden worden. Jetzt erkennen wir überdies, daß 
diese Differentialgleichung das allgemeine mathematische Kenn
zeichen einer gedämpften Schwingung ist, einer periodischen sowohl 
wie einer aperiodischen und auch einer übergedämpften. 

Man kann jetzt noch die physikalische Bedeutung von n und w 
angeben. Es ist nach obige~ 

k 
11=-

2m 
und 

2m 

damit sind die beiden Werte n und w durch Größen ausgedrückt, 
deren physikalische Bedeutung bekannt ist. 

Wir haben jetzt der Diskussion der Gleichung der gedämpften 
Schwingung, die im vorigen Abschnitt steht, einiges nachzutragen. 
Wegen der Unveränderlichkeit von w ist auch die gedämpfte 
Schwingung isochron. Ihre Periode oder Schwingungszeit 't er
hält man aus GI. (100), wenn man den zuletzt angeschriebenen Wert 
von weinsetzt: 

2n 4nJn 
T = - = -------

w V4mc- k2 
. . (233) 

Wäre keine Dämpfung vorhanden, d. h. k = 0, so wäre T = TO 

= 2 n/V c/m, das ist die schon früher gefundene Schwingungszeit 
der widerstandsfreien harmonischen Schwingung eines Massenpunktes. 
Die Schwingungszeit einer gedämpften Schwingung ist 
hiernach größer als die einer ungedämpften, und zwar um 
so größer, je stärker die Dämpfung ist. Die Stärke der Dämpfung, 
den Dämpfungsfaktor, bestimmt man experimentell, indem man die 
aufeinallderfolgenden Ausschläge, die nach den Ausführungen des 
vorigen Abschnittes eine geometrische Reihe bilden, beobachtet und 
mit Hilfe des logarithmischen Dekrementes den Dämpfungsfaktor 
berechnet. Man hat bei der Beobachtung vor allem zu prüfen, ob 
die Amplituden tatsächlich eine geometrische Reihe bilden, widrigen
falls das hier zugrunde liegende Wideriltandsgesetz W = k· (dx/dt) 
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und die ganzc darauf aufgebaute Entwicklung nicht brauchbar 
wäre. Hat jedoch für die Amplituden das Gesetz der geometrischen 

n:r 

Reihe Gültigkeit, dann ist (vgl. S. 521) xl=a·e 2w die erste und 
nn ( nn)(i-l) 

Xi = a· e 2 W e W die i-te Amplitude, die beobachtet wurde, 

und man hat 
X (~)(i-l) 
.--!= e W , 

Xi 

oder da nach obigem 

w 
-
2 

und 
k 

1l=-
2m 

7l 

ist, so wird 
Xl (' )k7: In -_. = t - 1 - . 
xi 4m 

. . _ (234) 

Dieses logarithmische Dekrement der ersten und i-ten Amplitude 
eignet sich zur Ermittlung des Dämpfungsfaktors k aus einem 
Schwingungsversuch. Wir wollen das logarithmische Dekrement, 
das außer von dem Dämpfungsfaktor noch von Masse und Direk
tionskraft abhängt, in anderer Form anschreiben unter Benützung 
des "Dämpfungsgrades '1p", worunter folgendes verstanden sei. 
Wir sahen, daß eine gedämpfte Schwingung periodisch oder aperio
disch sein kann, und zwar im letzteren Fall gerade aperiodisch 
oder übergedämpft, je nachdem die Diskriminante der "charak
teristischen Gleichung" den Wert k 2 ~ 4 mc hat; wir setzen 

k 2 ='1p·4mc ...• -.•••• (235) 

und nennen 'IjJ den Dämpfungsgradj er ist 'IjJ=O bei einer un
gedämpften, 0< 'IjJ < 1 bei einer periodisch gedämpften, 'IjJ = 1 bei 
einer gerade aperiodisch gedämpften und 'IjJ> 1 bei einer über
gedämpften Schwingung. Mit Hilfe dieses Begriffes läßt sich die 
Schwingungszeit und das logarithmische Dekrement in sehr ein
facher Form ausdrücken. Die Schwing~ngszeit der periodisch ge
dämpften Schwingung GI. (233) schreibt sich mit Benützung des 
Dämpfungsgrades aus (GI. 235): 

4nm 2m ~ . 1 
l' = Y4mc- 'IjJ.4mc = 271 Y 4mc(1- 'IjJ) = 271 -;;. Vt-V" 

Nun ist 2 nYmlc = 7:0 die Schwingungsdauer der ungcdämpftell 
Schwingung unter sonst gleichen Verhältnissen. womit aus der 
letzten Gleichung folgt 

(236) 
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Durch Einsetzen des ausführlicheren Wertes von T in die G1. (234) 
des logarithmischen Dekrementes der ersten und i-ten Schwingung 
erhält man 

Xl . k· 2 n Vi m 1 
In -- = (t - 1)-- - -----=------=c. . . . . 

Xi 4m c V 1 -VI 
(237) 

(i-l)nVk2 . V-i -
=\11 _.1jl 4mc =(t-l).n l-=-VI' 

womit das logarithmische Dekrement abgesehen von der Konstanten n 

nur noch von dem Dämpfungsgrad 1jJ abhängig erscheint. 
über die Abhängigkeit der Schwingungszeit und des logarith

mischen Dekrementes der i-ten und (i + l)-ten Amplitude gibt nach
stehende Tabelle Aufschluß. 

'1/'= ° 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 
T 

1 1,05 1,12 1,19 1,29 1,41 1,571,83 2,24 3,16 00 
To 

_!!.L 1 2,84 
Xi+l 

4,8 7,85 13,0 23,1 46,5 121,5 534,012333,000 

Die Dämpfung beeinflußt demnach in hohem Grade die Ampli
tuden, und in viel geringerem Grad die Schwingungszeit. Eine 
schwach gedämpfte Schwingung hat also fast die gleiche Schwin
gungszeit, wie eine ungedämpfte, zeigt jedoch ausgeprägte Abnahme 
der Amplituden. 

Beispiel. Eine Masse m = 0,2 (kg sek2/m) macht einem Ver
such zufolge 1 Schwingung in der sek; die 1. Amplitude ist zu 
Xl = 60, die 12. zu X 12 = 25,8 mm beobachtet. Wie groß ist der 
Dämpfungsfaktor und der Dämpfungsgrad. 

Nach GI. (234) ist 

60 11·k·1 
In--= 23·03662 = ----,----,,-25,8 ,. 4·0,2 

k=0,0612 
1f = 0,000 59. 

Die vorstehenden Betrachtungen und Gleichungen lassen sich 
ohne weiteres auf die gedämpfte Torsionssch wingung anwenden; 
an die Stelle der Masse m tritt dann das Massen trägheitsmoment e 
des schwingenden Kör"'~"s in bezug auf die Schwingungsachse und 
an die Stelle der Di onskraft c im Abstand 1 von der Mittel-
lage nunmehr das D 
Der Dämpfungsgrad 
Gleichung definiert: 

ions moment Cl für den Ausschlagwinkel 1. 
.. B. bei der Torsionsschwingung durch die 
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297. Gedämpfte Schwingung; diimpfen(ler Widerstand folgt 
dem Reibungsgesetz R = r-N. Wie sieht die Zeit-Weg-Kurve eines 
geradlinig schwingenden Punktes aus, auf den ein Reibungswider
stand R = /-iN seiner augenblicklichen Geschwindigkeit entgegen
"'irkt? Der materielle Punkt mag sich auf einer rauhen Horizontal
ebene hin- und herbewegen, etwa unter dem Einfluß der Direk
tionskraft einer elastischen Feder, die dem Abstand x von der 
spannungslosen Lage (x = 0) proportional ist. Ist N der Normal
druck des Massenpunktes auf die Unterlage, so ist ,uN der die Ge
schwindigkeit abdämpfende Bewegungswiderstand. In den Totlagen 
der Schwingung kehrt die Reibung ihren Sinn um; der l\fassen
punkt ist einen Moment lang in Ruhe, die Bewegungsreibung ver
wandelt sich in die größere Haftreibung; da man nicht genau weiß, 
ob dieser Übergang stetig oder unstetig erfolgt, sei hier die An
nahme gemacht, die Reibung bleibe stets unverändert groß und sei 
R = ,IlN. Die aus dieser Annahme abgeleitete Zeit-Weg-Kurve kann 
durch Vergleich mit der Beobachtung geprüft werden, woraus Schlüsse 
auf das Verhalten der Reibung bei der Bewegungsumkehr gezogen 
werden können. Unserer Annahme gemäß wäre die Größe der 
Reibung konstant, sie würde aber ihre Wchtung in den Totlagen 
sprungweise ändern. Wir werden demnach für Hin- und Hergang zwei 
durch das Vorzeichen der Reibung verschiedene Gleichungen erhalten. 

Beim Vorwärtsgang in der + x-Richtung' wirkt der Reibungs
widerstand im Sinne der abnehmenden x, ist also - pN = - R; 
die dem Abstand x, d. h. der Federverlängerung proportionale Direk
tionskraft hat den gleichen Richtungssinn und der Trägheitswider
stand beträgt -m· X. Nach dem d' Alem bertschen Prinzip sind 
die Kräfte im Gleichgewicht, also ist: 

-m·x-cx-R=O. 

Für den Rückwärtsgang in der - x-Hichtung ergibt sich eben
so, da die Reibung jetzt ihren Sinn umgekehrt hat, während sich 
an den beiden andern Kräften nichts geändert hat: 

- mx - cx + R ---:- O. 

Wir müssen daher Hin- und Rückgang bei der Integration 
gesondert behandeln j zuerst den Hingang. 

Vereinfacht man die letzte Gleichung mit 1n und setzt- c!m = w 2 

und RI c = xo' so wird 

x + w2 x + C'Xo/1II = X + w~ (x+ xo)= 0 

und da x = d~ (x + xo)ldt~, so ist auch 

d~ (x + xo) 0 ( + dt2 +w·. x xo)=O. 

'Autcllricth-Ensslill, Technische :Mcchullik. 2. Anfl. 34 
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Die Integration liefert analog GI. (201) 

(x + :.co) = A · sin w t + B · cos w t. 

Die Bewegung auf dem Hingang stimmt also mit einer ein
fachen ungedämpften Schwingung überein, die die gleiche Scllwin
gungsdauer 

2n 2n 
T= ·- = - ·-

(J) 11 clm 

hat; nur erscheint der Ausschlag x + :co der Sinusschwingung' nicht 
von dem bisherigen Nullpunkt ° (x = 0) aus gezählt, sondern von 
einem Punkt 01 aus, der auf dem - x-Zweig der Bahn im Ab
stand - X o von ° liegt. Fig. 260. 

Fig. 260. 

Beginnen wir die Zeitmessung, wenn der schwingende Massen
punkt durch 01 geht, was überdies mit Geschwindigkeit Vo ge
schehe, so ist 

v=vofür t=O 

und man hat zur Bestimmung der Integrationskonstanten 

womit 
O= B und vo=Aw, 

v 
:1: -f- X o = --(). sin w I. 

w 

Hiernach ist der Verlauf der /';eit-Weg-Kurve in Fig. 260 als 
eine durch 01 gehende Sinuslinie A01 B eingetragen; der Punkt 0, 
bei dessen Durchschreiten die FederspaIlIlUng Null ist, ist um +- X o 
auf der x-Richtung gegen 01 verschoben; von diesem Punkt ° 
aus werden die Schwingungsausschläge bei einem Versuch beob
achtet. 
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Für den Rückgang findet man mit den gleichen Substitutionen 
wie oben: 

.1: - X o = A· sin w t + B· cos w t, 
das ist wieder eine harmonische Schwingung von der gleichen 
Sch wingungsdauer 

2:n 
T=-=-. 

Yc/m 
Ihre Ordinaten (:1" -- x o) erscheinen von einem Punkt O~ der 

Bahn des bewegten Punktes aus gezählt, der auf dem + x-Zweig 
der Bahn im Abstand x = + X o liegt. 

Die Zeit· Weg-Kurve setzt sich also im Anschluß an den bisher 
gezeichneten Linienzug durch ein weiteres Stück einer Sinuslinie 
fort, das im Anschlußpunkt die gleiche Ordinate hat wie das alte. 
Die Zeitachse des neuen Stückes erscheint aber gegen die Zeitachse 
des früheren um 2 Xo parallel verschoben. 

In derselben Weise kann die Zeit-Weg-Kurve weiter gezeichnet 
werden. 

Schreibt man die aufeinanderfolgenden Schwingungsamplituden 
nach Fig. 260 hin, so lauten sie 

a1 --+- xo; Cl1 -- X o = a2 + xo; a~ - :1:0 = aa + X o usf. 

Die Differenz zweier aufeinanderfolgender Amplituden ist dem
nach konstant = 2 x o; die Amplituden bilden eine arithmetische 
Reihe, während sie bei einem der Geschwindigkeit proportionalen 
Dämpfung'swiderstand eine geometrische Reihe bilden (vgl. 295). 
Grundsätzlich unterscheiden sich die beiden Arten der gedämpften 
Schwingung noch dadurch, daß die Schwingungsdauer der soeben 
betrachteten mit derjenigen der ungedämpften Schwingung über
einstimmt, also von der Größe der Reibung völlig unabhängig ist; 
dies kann bei Beurteilung von Versuchen, wenigstens wenn die 
Dämpfung stark ist, von Wert sein. 

Den Reibungskoeffizienten findet mall aus 

, '_. __ .R _ ,aN _ !tG _, pmg 
x;" + 1- - x n -- 2:; 0 - -- 2 c - 2 -;;- ~ 2 _. ~- - 2 -- c-

wenn links vom Gleichheitszeichen 2 aufeinanderfolgende Ampli
tuden stehen und R = ,It N =~ II G ~ ,on g ist. 

Beim Aufzeichnen der Fig. 260 bemerkt man, daß die SChWÜ1-
gung pi ö tz li c h erlischt, also nicht wie in 296 allmählich ab
klingt. 

§ 64. Erzwungene Schwingungen. 
298. Allgemeines. Einfaches Beispiel. Resonanz. "'ir haben 

im § 60 und 62 die freien oder Eigenschwingungen betrachtet, die 
:l-J* 
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ein Pendel, eine an einer Feder aufgehängte Masse, ein an einer 
Torsionsfeder befestigter Umdrehungskörper ausführt, wenn diese 
Körper nach Empfang eines Impulses ohne weitere äußere Einwir
kung sich selbst überlassen werden. 'Wir nehmen nun an, der 
Aufhängepunkt z. B. der an der Feder hängenden l\Iasse werde 
in l'lichtung der Eigenschwingung selbst in eine schwingende Be
wegung versetzt, oder eine periodisch wechselnde Kraft wirke auf 
dell Aufhängepunkt oder anf die Masse selbst ein; dann führt die 
Masse sog. erzwungene Schwingungen aus. Die Bewegung des 
Aufhängepunktes nennt man Erregerschwingung, die Kraft, die 
die erzwung'enen Schwingungen verursacht, die erregende oder 
störende Kraft. 

Der Wagenkasten z. B. eines Automobils ruht auf Federn und 
führt nach Empfang eine~ Impulses Eigenschwingungen aus und 
zwar geradlinige oder drehende, je nach Art des Impulses; sie 
werden durch Heibungswiderstände in Wirklichkeit rasch abge
dämpft. Ein einziger Impuls würde nur die Eigenschwingung zum 
Ansprechen bringen. Die 'wiederholten Stöße seiteJ1S der Une ben
heiten der Fahrbahn oder die freien Massenkräfte des Motors sind 

~ 

im oben angegebenen Sinne die erregenden oder 
störenden Kräfte, die erzwungene Schwingungen 
des Wagenkastens verursachen und diesen immer 
lleue Energie zuführen. Ein Schiffskörper kann 
yermöge seiner glastizität Biegungs- und 'l'orsions
schwingungen im Wasser ausführen; die Kolben
maschinen liefern in den Massen kräften ihrer 
Stampf bewegung erregende oder störende Kräfte, 
die erzwungene Schwingungen des Schiffs körpers 
veranlassen können, die den Fahrgästen Histig zu 
werden vermägen und den Schiffsverband bean
spruchen. Beispiele von Eigenschwingungen, er
regenden Kräften und erzwungenen Schwingungen 
könnten aus dem Gebiet der 'fechnik noch viele 

Fig. 261. angeführt werden, es sei nur noch an die vom 
Seegang herrührenden Schiffsschwingungen , an 

die störenden Bewegungen der Lokomotiven, an die Schwingungen 
an Kurbelwellen erinnert. 

Zur Vorbereitung auf die schwierigeren Probleme beginnen wir 
mit einem einfachen Fall, der an einer Feder hängenden Masse, 
deren Aufhängepunkt bewegt wird (l<'ig. 261). Die nngespannte 
Länge sei I [cm]. Zur Zeit t sei der Aufhängepunkt um :r1 , das 
untere Federende mit der Masse m um x~ in der + x:-llichtung 
fortgeschritten. Die Fcderdehnung beträgt daun (x'J -- ;X'I) und die 
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Federkraft ist mIt der Bezeichnung des Absclm. 283 - C (xz -- Xl)' 
während der 'frllgheitswiderstand die Größe -- m· (d 2 x 2 /dt2) = - H1 x~ 
hat. Die Gleichgewichtsbedingung der an 111 tiltigen Kräfte lautet: 

. - /11' x~ - C (:1'2 - J'l)c= O . 

.Macht nun der Aufhängepunkt eine einfache Sinusbewegung 
gemäß :1;1 = (!. sin co1 t (der Grund für die Wahl dieser Bewegungs
art wird noch angeführt), so wird 

d2 x., C (; • . . .,- + - X" = _ .. a . SIll W t 
d t- 1/1 - /11 1 

(2:38) 

Mit der Abkürzung w,! ~ = c,im, wird 

X'" + W'! 2. ;r'2 = a (1)2 2 sin 0\ t. 
Zweimal nach abgeleitet, gibt (Perry): 

:1: (4) _L cu 2. T (2) = - a (() '! W '!. sin W t 
'.! j '.! ':! 1'1 1 . 

Hierzu wird die mit W 1
2 erweiterte vorige Gleichung addiert, womit 

T (4) + (cu 2 + cu 2) X (2) + (0 2 co '!)' = 0 
'2 1 '2 '! 1 '3 '..:? • 

Die "charakteristische Gleichung" (v gl. 523) 

[>' .+ ((01 2 + C(2 2 ) [>2 -r (01 2 W'J 2 =~ 0 

hat die 'Wurzeln [> = + (01 i und e = + (()2 i, und da~ allgemeine 
Integral der obigen Differentialgleichung lautet [v gl. GI. (231)]. 

Das ist die Gleichung der erzwungenen Schwingun g 
die hiernach aus zwei übereinander gelagerten Schwingungen be
steht. Die Frequenz der einen stimmt mit der Frequenz (()1 der 
Erregerschwingung und die der anderen mit der Frequenz der 
Eigenschwingung (()2 der Feder mit festem Aufhüngepullkt übgrein; 

letztere ist ja nach (205) w'J = y'~, i;17. Dieses Ergebnis hat eine weiter
gehende Bedeutung; e~ läßt sieh nilmlich die erzwung'ene 
Schwingung immer als die Überlagerung zweier Schwin
gung'ell von der Frequenz der l<:igensehwingung' und der 
Enegerschwillg'l1ng auffassen. In Wirklichkeit ,,'ir<! die Eigcn-
8eh wingrmg durcJl dilmpfende \Vidcrstände rasch ausgelöscht und 
es wird in der Hauptsache nur der zweite Sclnvil1gungsbestandteil 
übrig bleiben; die Eigpnsclmingung kann aber auch dureh Impulse 
aufs neue erregt werdell. 

Die obige Lösungsmethoüe hat es mit >'ich gebracht, daß in 
der Integralgleiehung 4 Integrationskollstanten A[, A~, j)[, /)'J yor
kommen. Die zwei zur li;rr('g'er~l'hwillgullg gehörigPll Kunstanten 
sind aber nicht durch Grcnzbpdingl1ngcll, smldern dnreh tlie VlH'an
gelwllde Heehlll1\lg' selbst !wstimmt. Setzt lllall niimlieh die \Vl'l'te 
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von x 2 und seinen Ableitungen in die gegebene Differentialgleichung 
ein, so folgt nach Wegheben entgegengesetzt gleicher Glieder: 

Al (W2 2 - W 1 2) sin (w1 t + ßJ = a W 2 2 . sin w1 t. 

Diese Gleichung mu(~ für jeden Wert von t befriedigt sein und 
zwar durch konstante Werte von Al und ß1; das ist nur möglich, 
wenn 

ß1 =0 und 
a 

Die jetzt noch unbestimmten Integrationskonstanten A2 und 
ß2 sind von den Grenzbedingungen abhängig; es sei z. B. anfäng
lich (d. h. in t = 0) die aufgehängte Masse in Ruhe, also gar keine 
Eigenschwingung vorhanden, dann ist A2 = ° und ß2 = ° und die 
Erregerschwingung bewirkt in diesem Fall lediglich die erzwungene 
Schwingung: 

x2 = Al sin (w1 t + ßJ = 1 _ (~1/W2)2 . sin w1 t . (238) 

Die erzwungene Schwingung hat also die gleiche Periode und 
die gleiche Phase wie die Erregerschwingung und ihre Amplitude 
hängt allein von dem Frequenzverhältnis W 1/W2 zwischen Erreger
und Eigenschwingung ab. Wäre anfänglich schon eine Eigen
schwingung xe = ...12. sin (w2 t + ß2) vorhanden, so käme dies gemäß 
GI. (238a) in der resultierenden erzwungenen Schwingung dadurch 
zur Geltung, daß sich die Eigenschwingung den Schwingungsaus
schlägen x 2 in GI. (239) überlagert. Wir diskutieren aber bloß 
den übersichtlicheren einfachen Fall, indem wir von der Eigen
schwingung absehen. Dabei möge eine verhältnismäßig kleine 
Masse an einer verhältnismäßig starken Feder hängen, was zur 
Folge hat, daß die Eigenschwingung eine hohe Frequenz aufweist, 
z. B. 1'2 = 20 i. d. sek, also w 2 = 2Jl1'2 = 125,7. Wir stellen uns 
nun vor, die erregenden Schwingungen gehen von einer Kurbel
schleife mit Kurbelhai bmesser a aus; wir lassen die Kurbel sich 
gleichmäßig drehen und zwar einmal mit n = 12, dann mit n = 120, 
240, 480, 960, 1200, 1440, 1800 und 2400 Umläufen i. d. Min., 
wobci 1'1 = n/60 in 1 sek und w 1 = 2 Jl)\, weshalb W 1 /W2 = 1'1/V2 

oder = np/ne ist, wenn man noch auf die minutlichen Frequenzen 
?1p der El'regerschwingung und 11e dcr Eigenschwingung übergeht. 
Die Feder werde durch c = 15800 kg um 1 m verlängert (d. h. durch 
158 kg um 1 cm), die schwingende Masse sei 111 = 1 (ihr Gewicht 
9,81 kg), wobei w2 2 =c/m= 15800= 125,7 2, im Einklang mit obigem 
Wert w 2 sich ergibt. Die jeweiligen Amplituden und größten Feder
kräfte, die sich bei verschiedenen Umlaufszahlen der Antriebkurbel, 
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d. h. für verschiedene Frequenzen der erregenden Kraftschwingung 
einstellen, enthält die folgende Tabelle: 

(01/(02 = np/ne = 0,01 0,1 0,2 0,4 0,8 0,95 1,2 
(x2)max = -I 1 ,1,04 1,19 2,78 10,3 00 - 2,27 

(xz - xI)"a;< = 0 0,01 0,04 0,19 1,78 9,3 00 - 3,27 
Gr. Federkraft kg = 0 1,58 6,3 30 282 1480 00 - 516 

1,5 2 
-0,8 -0,33a 
-1,8 -1,33a 
- 285 -210 a 

Die Tabelle besagt folgendes: Solange die Frequenz (Vi der 
Erregerschwingung klein genug ist gegenüber der Frequenz (V~ der 
Eigenschwingnng, ist die erzwungene Schwingung der Masse 'In eine 
fast gen aue Kopie der Erregerschwingung des Aufhängepunktes der 
Feder, mit anderen Worten des Weges der erregenden Kraftschwin
gung. Wächst nun die Frequenz der Erregerschwingung, d. h. 
läßt man die Antriebknrbel schneller laufen, so macht die Masse 
immer größere Ausschläge, womit auch die Spann kräfte in der 
Feder immer größer werden. Das steigert sich so weit, bis die 
Schwingungsausschläge rechnungsmäßig unendlich groß werden, 
was nichts anderes bedeutet, als daß die Feder zerreißt; das ge
schieht in Wirklichkeit freilich schon, ehe die Schwingungsaus
schläge unendlich groß geworden sind, nämlich wenn die Spann
kraft der Feder deren Festigkeit überwindet. Obgleich die Feder 
in Wirklichkeit schon früher gefährdet ist, ehe der Schwingungs
ausschlag unendlich groß geworden ist, empfiehlt es sich doch, die
jenigen Verhältnisse zur Grundlage der Beurteilung zu machen, 
unter denen der Ausschlag x~ rechnungsmäßig unendlich groß 
würde. Nach GI. (239) wird x~ = 00, ",enn (Vi = (V~ oder, was das
selbe ist, wenn v1 = v2 oder IIp = n. geworden ist, d. h. wenn die 
Frequenz (Vi der Erregerschwingung mit der Frequenz (V'.l der 
Eigenschwingung gerade übereinstimmt, oder noch anders ausge
drückt, wenn die Erregerschwingungen den gleichen Takt oder 
Rhythmus haben wie die Eigenschwingungcn. :l\1an spricht in diesem 
Falle von Resonanz zwischen der Erregerschwingung und 
Eigenschwingung. 

In dem vorhin geschilderten Beispiel empfing der Aufhänge
punkt der Feder die erregende oder störende Schwingung von einer 
Kurbelschleife, die von einer gleichmäßig umlaufenden Welle (Dreh
zahl np) angetrieben wurde. Je näher die Winkelgeschwindigkeit 
oder die Kreisfrequenz (V1 dieser Welle an die Kreisfrequenz (V'.l 

der Eigenschwingung heranrückt, desto näher kommt die Feder 
dem gefährlichen Zustand der Resonanz. Im Augenblick der Re
sonanz dreht sich die Welle, von der die störenden oder erregen
den Schwingungen ausgehen, mit einer Umlaufzahl, die man die 
kritische Umlaufzahl nk nennt; es ist also l1 k =?I •. 
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Wenn hier mit einer kritischen Umlaufzahl das Auftreten eines 
rechnungsmäßig unendlich großen Seh,vingullgsausschlagcs festzu
stellen war, so werden wir im Absclm. :~()O erkennen, daß dies nur 
bei einer widerstandsfreien Schwingung' zutrifft. In IVirklichkeit 
gibt es eine solche aber nicht, und die dämpfende IVirkullg von 
Luft-, Flüssigkeits- oder Gleitreibung hat zur Folge, daß im Heso
nanzfall zwar ein besonders großer und damit gelegentlich auch 
gefährlicher Schwingungsausschlag , aber niemals ein unendlich 
großer vorkommt, auch nicht rechnungsmäßig. 

Wir betrachten jetzt das Verhalten der Feder nach dem Durch
schreiten der Resonanz. Daß die Feder nicht SChOll vorher be
schädigt wird, kann man auf zwei Arten erreichen. Entweder be
grenzt man die Sehwingungsausschläge der Masse durch Anschliige 
oder man steigert die Drehzahl der Antriebkurbel möglichst raseh 
über die kritische hinaus. Nach dem Überschreiten der kritischen 
Umlaufzahl beruhigen sich die Schwingungen der Masse wieder 
und die Schwingungsaussehläge werden immer kleiner, je schneller 
man die Antriebkurbel laufen läßt. Etwas außerordentlich :\lerk
würdiges tritt bei sehr hoher Frequenz der Erregerschwillgung, 
d. h. bei sehr hoher Drehzahl der Antriebkurbel oder bei sehr 
raschem Auf- und Abbewegen der Federaufhängung auf: die :\fasse 
schwingt gar nicht mehr, sie bleibt in Ruhe. Sie hat nämlich keine 
Zeit mehl', von der Stelle zu kommen; denn kaum hat sie nach 
Empfang eines Impulses angefangen, diesem zu folgen, so kommt 
schon wieder ein neuer von entgegengesetztem Sinne und gleicher 
Größe, der die Wirkung des ersten wieder aufhebt. Die Feder wird 
unter diesen Verhältnissen abwechselnd um j-- n (= Halbmesser der 
Antriebkurbel = halber Weg der erregenden Kraft) gedehnt und 
gekürzt; der geschilderte Zustand läßt sich physikaliseh verwirk
lichen, sofern die Feder eine solche Dehnung und Kürzung aus
halten kann. 

Der Vorzeichenwechsel der Amplitude der erzwungenen Sehwin
gung bei Durchschreiten der l{esonanz hat physikalisch die Bedeu
tung, daß von da ab die erregende Kraftschwingung bzw. die 
Schwingung des Aufhängepunktes der Feder X c= a· sin (J)1 t und die 
erzwungene Schwingung ;J'~ ~-c=..-I 2 • sin OJ1 t einander stets entgegen
gesetzt verlaufen, also in der Phase um eine halbe Periode gegen
einander verschoben sind. Der "Phasensprung" bei Durch
sehreiten der Hesonanz wird im Abschnitt noo nochmals zn be
sprechen sein. 

Es unterliegt keinem Zweifel, daß der tatsächliche Verlauf der 
Schwingung in der Nähe der Hesonanz "ich anders gestaltet, als 
din GI. (2ßU) uder die 'l'abelle angibt. Denn die vorliegende Be-
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rechnung ist nur so lange richtig, als die Federkräfte den Feder
dehnungen proportional sind, und so lange keine 'Widerstände auf
treten. Schon vor der Resonanz werden jedoch die Federschwin
gungen so groß, daß jene Proportionalität aufhört und gleichzeitig 
tritt in der Feder innere Reibung auf. Die yorliegende Hechnung 
hat in erster Linie den Zweck, auf die l~esonanzgefahr aufmerksmll 
zu machen und zu zeigen, daß die Resonanz l1p =~ l1e zu meiden bt; 
dieser Zweck wird auch dann erreicht, wenn die Rechnung in der Gegend 
der Hesonanz den ge
rügten Mangel hat. 

Wie sich die Größe 
der Amplituden der 
erzwungenen Schwin
gung ändert, wenn 
man die Frequenz 
der erregenden Kraft
schwingung steigert, 
zeigt die Fig. 262, 
deren wagrechte Ab
szissen das Frequenz
verhältnis zwischen 
Erreger- uüd Eigen-

sch wingung und deren 0 L--J~--J;W-:--J-:----!--===t====~~ 
senkrechte Ordinaten 1,5 2 

die zugehörigen Am
plituden der erzwun
genen Schwingung be
deuten. 

299. Die erregende Kraft ist 
sondern eine beliebige periodische 
schwingungen einer Schiffs welle , 

W , : (,)2 - )),: V, = - > 
Fig. 262. 

lieine einfache Sinusfunktion. 
Funlüion. Beispiel. TorsiOlls
lU'itische UlIllaufzahleIl. Im 

vorigen Abschnitt wurde angenommen, die el'l'egende Kraft schwanke 
nach einem einfachen Sinusgesetz. Das ist mathematisch am ein
fachsten zu erledigen, kommt aber in Wirklichkeit nur selten 
vor. Trotzdem enthält dieser Sonderfall die Lösung <luch für 
den allgemeinsten Fall, in dem die erregende Kraft beliebig' 
schwankt. Die Drehkriifte an den Kurbeln einer KraftmHschinl'll
welle ändern sich z. B. periodiseh, aber in einer unübersichtliclwn 
~\Veise; lllan kaJlll sie jedoch nach Fourier in eine SUlllme un
endlich vieler einfacher Sinusschwingungen auflösen, derell }~I'l'

quenzen ganze Vielfache einer Gnllldfrcqnenz sind, g(,llliiß <11'1' 

Gleiehung': 
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P = P'" + PI sin (WI t + ßI) + P2 sin (2 W I t + ß2) + ... . 
= Pm + Al sin W I t + A2 sin 2 W I f + A 3 sin 3 W 1 t + .. . 

+ BI COS W I t + B 2 COS 2 W I t + B 3 COS 3 W I t + .. . 
Jede Harmonische wirkt nun physikalisch ebenso, wie wenn die 
übrigen gar nicht vorhanden wären. An der erwähnten Maschinen
welle greift gleichsam nicht eine Drehkraft, sondern es greifen 
deren viele gleichzeitig an, nämlich so viele, als man Harmonische 
braucht, um das Drehkraftdiagramm der Maschine mit hinreichender 
Genauigkeit wiederzugeben. Die Wirkung der einzelnen sinusartig 
verlaufenden Drehkräfte, in die das Drehkraftdiagramm bei der 
harmonischen Analyse zerlegt wird, ist genau in der Weise zu 
untersuchen, wie das im letzten Abschnitt geschehen ist, wo die er
regende Kraftschwingung dem einfachen Sinusgesetz a· sin w l t folgte. 
Die Berechnung im vorigen Abschnitt ist bloß dahin abzuändern, 
daß an die Stelle der erregenden Kraft a· sin W t auf der rechten 
Seite der Differentialgleichung der erzwungenen Schwingung GI. (238) 
Seite 533 der Reihe nach die Harmonischen Al' sin wl t; A2 • sin 2 w l t; 
A3 · sin 3 w l t; ... ; BI' COS W I t; ... einzusetzen sind. Die Lösung ver
läuft im übrigen genau wie im vorigen Abschnitt. Es genügt 
jetzt die Größe der Amplitude der erzwungenen Schwingung anzu· 
schreiben, die man in erster Linie kennen muß, wenn gefährliche 
Zustände der Welle vermieden werden sollen. Die Amplitude der 
erzwungenen Schwingung betrug a: [1 - (WI!W2?J, wo w l die Fre
quenz der erregenden Kraftschwingung und w2 die Frequenz der 
Eigenschwingung bedeutete. Jetzt hat man, um die den einzelnen 
Harmonischen entsprechenden Amplituden zu erhalten, der Reihe 
nach wl = w; wl = 2 w; w l = 3 W ••• zu setzen, womit diese Ampli
tuden die Werte annehmen: 

Diese werden unendlich groß, wenn W = w2 ; W = w2!2; W = w2!3 ... 
wird, d. h. wenn die Frequenz w2 der Eigenschwingung = der Fre
quenz w der erregenden Kraft oder = der Hälfte, einem Drittel usf. 
der letzteren wird. Steigt also die Frequenz der erregenden Kraft
schwingung z. B. von W = 0 bis W = w2 ' so kann jede Harmonische 
der erregellden Kraft in Resonanz mit der Eigenschwingung treten 
und einen kritischen Zustand herbeiführen, in dem die erzwungene 
Schwingung rechnungsmäßig unendlich große und in Wirklichkeit 
gefährlich hohe Amplituden annehmen kann. Welche Harmonische 
am stärksten wirkt, läßt sich vor Ausführung der harmonischen 
Analyse nicht voraussagen; es muß das aber keineswegs immer die 
erste Harmonische sein. Es kann sogar vorkommen, daß eine Har-
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monische eine größere Amplitude hat als die resultierende Schwin
gung, die der harmonischen Analyse unterzogen wird. Meist er
weisen sich die über der sechsten liegenden Harmonischen als be
deutungslos; vielfach kann man sich sogar mit nur drei Harmoni
schen begnügen. 

Ein praktisches Beispiel soll das Vorangehende der Anschauung 
des l\Iaschineningenieurs näher bringen; vorher wollen wir die 
Kreisfrequenzen w 1 der erregenden Kraft und w2 der Eigenschwin
gung durch die minutlichen Frequenzen np der Kraftschwingung 
und 1/. der Eigenschwingung ersetzen; gemäß GI. (204) ist nämlich: 
np = 30 w 1 /n und 11. = 30 w 2 /n. Bei einer Maschinenwelle sind die 
erregenden Kräfte die Tangentialdrücke oder Drehkräfte und deren 
minutliche Frequenz IIp die minutliche Drehzahl n der Welle. 

Wir nehmen jetzt als Beispiel eine Schiffswelle; am einen Ende 
der Welle befindet sich der Propeller, am andern die Maschine, 
deren umlaufende Massen hier allein in Betracht kommen. Die 
Propellermasse und die umlaufenden Massen der Maschine sind 
durch eine lange Welle verbunden; sie können weg'en der Elasti
zität der 'Welle Torsionsschwingungen gegeneinander ausführen, 
deren Frequenz nach 303 berechnet werden kann. Die minut
liche Anzahl der widerstandsfreien Eigenschwingungen sei 11.. Die 
an den Kurbeln angreifenden Drehkräfte (= Resultierende aus Dampf
druck und Massendrucl5. des Kurbelgetriebes) sind in den einzelnen 
Kurbelstellungen verschieden; man kann sie in Funktion der Kurbel
winkel ausdrücken und pflegt sie meist unter Annahme gleich
bleibender Winkelgeschwindigkeit als Funktion der Zeit darzustellen; 
im letzteren Fall lassen sie sich in eine F 0 u ri ersehe Reihe entwickeln: 

p= P'" + P1 sin (w1 t +ß1)+P2 sin (2(1)1 + ß2) + ... 
= Pm + A 1 sin W1 t + A2 sin 2 w1 t + ... + B 1 COS (1)1 t + ... 

wo Pi =VAi2 + B i 2 ist. Die Schwankungen der Drehkräfte er
regen an der Welle eine erzwungene Schwingung, bestehend in 
einer Torsionspendelung der zwei genannten Massen gegeneinander. 
Die mittlere Drehkraft P'" erzeugt eine konstante Verdrehung der 
Welle; die Drehkraft schwankt aber um diesen Mittelwert, wodurch 
eben erzwungene Schwingungen der heiden Massen erzeugt. werden. 
Durch das Auftreten rätselhafter Brüche sah sich Frahm 1899 ver
anlaßt, die Erscheinung zu studieren. Seine Untersuchung ist die 
erste dieser Art und ist durch glückliche Vereinigung von Versuch 
und wissenschaftlicher Durchdringung vorbildlich. Frah m be
rechnete die minutliche Eigenschwingungszahl der relativen Tor
sionsschwingungen der Propellermasse gegenüber den Schwungmassen 
der Maschine aus 
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(mI und 1It2 sind die auf den Kurbelhalbmesser R reduzierten 
Massen des Propellers und des Triebwerks, d der Wellendurch
messer, l die Wellenlänge, ß der Schubkoeffizient des Wellen
materiales) zu n. = 257,4 in der l\Iinute (Dampfer Besöki) und zer
legte ferner das Drehkraftdiagramm der Maschine in die drei ersten 
Harmonischen, wodurch das wirkliche Diagramm hinreichend genau 
wiedergegeben erschien. Die minutlichen Frequenzen der drei Har
monischen sind 71, 2 n, 3 n, also gleich der einfachen, doppelten 
und dreifachen Drehzahl der Maschine. Jede Harmonische, die 
in der Drehkraftlinie steckt und bei der harmonischen Analyse 
zum Vorschein kommt, wirkt nun erfahrungsgemäß physikalisch 
ebenso, wie wenn sie ganz allein vorhanden wäre. Jede Harmo
nische der Drehkraft kann für sich gegehenenfalls mit der Eigen
schwingung in Resonanz treten und die Eigenschwingung in ge
fährlicher Weise zum Mitschwingen zwingen, besonders wenn sie 
selbst kräftige Schwankungen macht, d. h. eine große Amplitude 
PI (P2 P3) hat. 

Die erste Harmonische mit der minutlichen Frequenz n tritt 
nun in Resonanz mit der Eigenschwingung n., wenn 11 = 11. ist, 
d. h. wenn die Drehzahl der Welle mit deren Eigenschwingungs
zahl zusammenfällt. Man nennt diese Drehzahl der Welle die 
kritische Umlaufzahl erster Ordnung. Sie kommt bei der 
betrachteten Maschine nicht in Frage, weil diese normal nur 70 
bis 75 Umläufe in der Minute macht; man läßt die Propellerwellen 
langsam laufen, weil hohe Umlaufzahlen schlechten \Yirkungsgrad 
des Propellers zur Folge haben. 

Die zweite Harmonische der erregenden Kraft, deren minut
liche Frequenz 2n beträgt, tritt mit der Eigenschwingung in Re
sonanz, wenn 211 = n. ist, d. h. wenn die Drehzahl der \Velle 
(n = n./2) die Hälfte der Eigenschwingungszahl beträgt. Machte 
also die erwähnte .i\laschine 128,7 Umdrehungen in der Minute, so 
würde die zweite Harmonische im Drehkraftdiagramm die Eigen
schwingung besonders stark zum Ansprechen bringen; dies trifft 
an der Welle unsres Beispiels deswegen nicht zu, weil die Maschine 
normal nicht so schnell läuft. Diejenige Drehzahl der Welle, bei 
der die zweite Harmonische der Drehkraftschwingung mit der Eigen
schwingung in Resonanz stehen würde, nennt man die kr i t i s c h e 
Umlaufzahl zweiter Ordnung. 

Ganz Entsprechendes ist von den höheren Harmonischen zu 
sagen. Bei den Versuchen an der Welle des Dampfers Besöki fand 
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Frahm die stärkste Wellenschwingung, wenn die Maschine mit 
rd. 83 Umdrehungen i. d. Min. lief. Diese Zahl ist aber nahezu ein 
Drittel der Eigenschwingung (1Ie/3 = 257,4/3 = 85,8). Das hedeutet, 
daß die dritte Harmonische A3 . sin (3 w1 t + ß:J in Resonanz mit der 
Eigenschwingung der Welle stand; in der Tat war zufolge der 
harmonischen Analyse des Drehkraftdiagramms die dritte harmo· 
nü;che am stärksten ausgeprägt, der Wert A3 also der größte von 
Al' A2 , A:l • Der Verdrehungswinkel schwankt in übereinstimmung 
hiermit während einer Wellenumdrehung deutlich dreimal um seinen 
Mittel wert hin und her, indem er diesen um das 2,76 fache über
traf. Nach einer Bemerkung Frahms wäre voraussichtlich eine 
3,72 fache überschreitung des Mittelwertes beobachtet worden, wenn 
man die Maschine genau mit der kritischen Umlaufzahl 3. Ordnung 
lüitte laufen lassen können. Die erregende Kraft, die Drehkraft 
an der l\Iaschinenkurbel, schwankte dem Drehkraftdiagramm zufolge 
viel weniger, indem die größte Drehkraft 'das 1,67 fache der mitt
leren war. Der auf S.536 erwähnte Phasensprung beim Durch
schreiten der kritischen Umlaufzahl ist von Frahm ebenfalls fest
gestellt worden. 

Als praktische Lehre ergibt sich aus dem Gesagten, daß die 
normale Umlaufzahl einer Propellerwelle genügend weit von irgend
einer der kritischen Umlaufzahlen ferngehalten werden muß; nach 
Frahm um mindestens 8 bis 10 Umdrehungen. Man kann dies 
grundsätzlich durch Ändern der Massen, der Länge und des DUl'eh
messers der Welle erreichen. An den Massen und der Länge der 
Welle kann aber der Schiffs bauingenieur kaum Nennenswertes 
ändern, die Eigenschwingungszahl der Schiffswelle kann also prak
tisch nur durch Ändern des Wellendurchmessers beeinflußt werden. 
Die Welle muß einerseits den Forderungen der statischen Festig
keit genügen (worüber die Klassifikationsgesellschaften Regeln ver
einbart haben) und muß dann noch daraufhin geprüft werden, ob 
ihre minutliche Eigenschwingungszahl genügend weit von der vollen 
Drehzahl der Maschine, wie auch von der Hälfte und einem Drittel 
dieser Drehzahl entfernt ist. Sollte dies . nicht der Fall sein, so 
wird man den Wellendurchmesser meist verstärken. 

300. Erzwungene Schwingung mit Dämpfung. AIJgemeiner 
Lösungsgallg. Die Differentialgleichung einer erzwungenen Schwin
gung mit Dämpfung lautet: 

mx +kx+cx=a·sinwt . ..... (240) 

wenn die erregende Kraft in der einfachen Form a· sin w t ange
nommen wird. Eine Herleitung dei' Gleichung ist nicht mehr nötig, 
nachdem dieselbe in den Abschnitten 283 und 296 betr. die freien 
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und gedämpften Eigenschwingungen ausführlich gezeigt worden ist. 
Wäre die erregende Kraft in Form einer Fouriersehen Reihe ge
gegeben, so müßte man sämtliche Harmonische analog behandeln, 
wie das jetzt mit dem einfachsten Glied der Reihe (a·sin wt) ge
schieht (v gl. Abschn. 299). Wir können unsere Aufmerksamkeit jetzt 
ganz auf die formale Behandlung der obigen Gleichung richten. 
Wir zerlegen x in zwei Bestandteile Xl + X 2 , was auf unendlich 
verschiedene Art gemacht werden kann. Es wird 

(mxl + kXI + exl ) + (1nX~ + kx~ + ex2 )=PO sin wt. 
X werde nun so auf Xl und x2 verteilt, daß der erste Klammer
ausdruck für sich gleich Null ist. Nach 296 ist dann Xl die ge
dämpfte Eigenschwingung des Massenpunktes 1nj den andern Be
standteil x2 der erzwungenen Schwingung X erhalten wir durch 
Integration des Restes der letzten Differentialgleichung. Dieser 
Bestandteil ist indes schon zum voraus als der Hauptbestandteil 
der ganzen erzwungenen Schwingung anzusprechen j denn die ge
dämpfte Eigenschwingung klingt rasch ab, sofern sie nicht durch 
in dieser Betrachtung allerdings nicht berücksichtigte Impulse neu 
erregt wird. Ein Integral der Gleichung 

mX2 + kX2 + eX2 =Po' sin wt 

ist x~=D.sin(wt+ß), unter sofort zu ermittelnden Bedingungen. 
Einsetzen des Wertes x2 in die gegebene Differentialgleichung liefert 
nämlich: 

-- Dmw2 • sin (wt + ß) + Dkw· cos (wt + ß) 
+ De· sin (wt+ ß) = Po' sin wt 

oder wenn man die sin und cos der Winkelsumme durch die sin 
und cos der Einzelwinkel ausdrückt und sin wt und cos wt als ge
meinsame Faktoren vor die Klammern setzt: 

sin wt (- Dmw'J· cos ß + De·cos ß -Dkw ·sin ß --Po) 
+ cos wt(-Dmw2 ·sin ß + De·sin ß+ Dkw·cos ß) =0. 

Diese Gleichung muß für jeden Wert von t befriedigt sein, was 
nur der Fall ist, wenn jeder der beiden von tunabhängigen 
Klammerausdrücke für sich gleich Null ist. Das Verschwinden 
des zweiten Klammerausdruckes liefert zur Berechnung der Kon
stanten ß: 

k 
--·w 

e 
tgß=---

1-?!l'_.w2 

e 

Da w e = Velm die Frequenz der freien Eigenschwingung der Masse 
m ist, so kann man auch schreiben 
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k k --w --w 
c c 

tg ß = 1 _ (wjwJ = 1 _ (/lpI1/ e)2 . . . (241) 

wo np = 30 wln und ne = 30 w.ln die minutlichen Schwingungs
zahlen der erregenden Kraft und der Eigenschwingung sind. Das 
Verschwinden des ersten Klammerwertes liefert für die Konstante D: 

!:SJ 
P c 

D = 0 = (242a) 
(c-mw 2)cosß-kwsinß ( 1n n) ß kw. ß l--w· cos --sm 

c c 

Ersetzt man wieder clm durch w/ und drückt cos ß und sin ß nach 
der Trigonometrie durch tg ß aus, so erhält man nach kurzer Um
formung: 

D= Polc 
v' {1- (npln.)2}2 + (k2/mc)· (npln.)2 

(242 b) 

Wir diskutieren nunmehr die erhaltenen Ergebnisse. Die er
zwungene Schwingung läßt sich nach dem eingangs Bemerkten in die 
gedämpfte Eigenschwingung und einen zweiten Schwingungs bestand
teil x2 = D· sin (w t + ß) zerlegen; die Eigenschwingung klingt bei 
genügend starker Dämpfung bald ab und es verbleibt der zweite 
Bestandteil als die Hauptsache. Diesen wollen wir auch ausschließ
lich von jetzt ab betrachten und ihn einfach die erzwungene Schwin
gung nennen, obwohl streng genommen die gedämpfte Eigenschwin
gung zu überlagern wäre. Die erzwungene Schwingung hat zwar 
die gleiche Frequenz w, wie die erregende Kraft, ist aber in der 
Phase um den Winkel ß gegen diese verschoben; erregende Kraft 
und erzwungene Schwingung erreichen ihre Größtwerte nicht gleich
zeitig. Die Phasenverschiebung und der Ausschlag der erzwungenen 
Schwingung sind von der Frequenz der erregenden Kraft im Ver
hältnis zur Frequenz der freien Eigenschwingungen des Massen
punktes abhängig. 

Diese Verhältnisse sollen an einem Beispiel veranschaulicht 
werden. Ein Wagen gestell mit einem Automobilmotor sei auf Federn 
gelagert; Gestell und Motor betrachten wir der Einfachheit halber 
als Massenpunkt, der Vertikalschwingungen ausführen kaim, wenn 
er von einem senkrechten Impuls getroffen wird. Ein einziger 
Impuls dieser Art erregt die Eigenschwingung der abgefederten 
.!\fasse, deren minutliche Schwingungszahl 11. sein möge. 

Der Automobilmotor besitze Kurbelschleifengetriebe , was wir 
der Einfachheit halber annehmen, weil dann die freien Massen
kräfte nach einem einfachen Sinusgesetz mrw2 sin w t schwanken. 
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Die freien Kräfte bilden hier die "erregende Kraft", deren minut
liche Frequenz (= Zahl der Kraftwechsel in 1 min) gleich der 
Drehzahl np der Motorwelle ist. Wir fragen jetzt nach der Größe der 
AmplitudeD der erzwungenen Schwingung des Wagengestelles und nach 
der Phasenverschiebung ß dieser Schwingung gegenüber der erregen
den Kraft, wenn die Drehzahl des l\Iotors allmählich gesteigert wird. 

Was man am WagengesteU tatsächlich beobachtet, wenn man 
die Drehzahl des leerlaufenden Motors langsam steigert, ist kurz 
zu beschreiben. Das Gestell gerät mit steigender Motor-Drehzahl 
in immer stärkere Schwingungen, die bei einer bestimmten Dreh
zahl am größten sind, um bei weiterer Steigerung der Drehzahl 
sich wieder zu beruhigen. Genaueres über die dabei auftretenden 
Verhältnisse erfährt man nur aus der Diskussion der Gleichungen. 

Bei sehr kleiner Drehzahl des Motors np = rd. 0 ist zufolge 
GI. (2-12) die Amplitude D der GestellsclnYingung D=Po/c; das ist 
nichts anderes, als die statische Durch biegung der Wagen feder 
unter der Last Po; c bedeutet ja die Kraft, die die Feder um 
1 cm durchbiegt. Steigert man die Drehzahl des Motors, d. h. all
gemeiner gesprochen, die Frequenz der erregenden Kraft, so wird 
der Nenner yon D kleiner als vorhin und D selbst größer. :l\lan 
erkennt aber sofort, daß ein unendlich großer Wert jetzt nicht 
mehr auftritt, weil der Nenner von D im Fall der Resonanz np=l1e 

zwischen erregender Kraft und freier ungedämpfter Eigenschwingung 

den positiven Wert k/Vmc annimmt, womit die Amplitude der er
zwungenen Schwingung (des abgefederten Wagen gestells) den end
lichen Wert 

D _ = Po Y11~ = Po V1li =.!~ = 30Po . . (243) 
(flp-n,) C k k c kw nkn e J e 

erhält. Die Ursache, weshalb die Amplitude der erzwungenen 
Schwingung auch im Fall der Resonanz endlich groß bleibt, ist 
in der Dämpfung gelegen. Sobald der Dämpfungsfaktor k = 0 ist, 
stellt sich das frühere Ergebnis des Abschnittes 298 ein, nämlich 
D = 00. Übrigens ist die im Resonanzfall np = ne auftretende Am plitude 
nicht die überhaupt größte. Diese tritt schon bei np< ne auf und 
zwar zufolge einer einfachen Maximumrechnung bei 

np/n.=Vl-W/ 2m c) 
und beträgt 

Dmax = 2mPo / k· V 4mc -= k2 = 30Po I nknearr1 • • (244) 

worin nach GI. (204): 
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oder mit Benützung des "Dämpfungsgrades" tp (GI. 235): 

. (246) 

Da, wie auch die zuletzt geschriebene Gleichung zeigt, die 
Frequenz der gedämpften Eigenschwingung kleiner ist, als die der 
widerstandsfreien Eigenschwingung, so ist die überhaupt größte 
Amplitude im Verhältnis 11./lI. g•d größer als die im Resonanzfall 
np = 11, auftretende. Die Frequenz der erregenden Kraft, die die 
stärkste erzwungene Schwingung hervorruft, stimmt weder mit der 
Frequenz der freien, noch mit der der gedämpften Eigenschwingung 
überein; sie liegt noch unterhalb n. ged • Bei mäßig großer Dämpfung 
fallen alle drei Frequenzen praktisch zusammen. Hen'orgehoben 
sei, daß wenn von Resonanz gesprochen wird, man darunter das 
übereinstimmen der Frequenzen der erregenden Kraft und der 
freien Eigenschwingung meint. 

Nach dem überschreiten der Resonanz, oder genauer, schon 
nach dem überschreiten der Frequenz der erregenden Kraft, die 
D",a:x; hervorruft, beruhigt sich die erzwungene Schwingung immer 
mehr; D wird mit wachsendem IIp immer kleiner. Es ist darauf 
hinzuweisen, daß zufolge GI. (242 b) die Amplitude D vor und nach 
Durchlaufen der Resonanz das gleiche Vorzeichen behält. 'Wird 
das Resonanzgebiet rasch durchlaufen, also in dem oben angezogenen 
Beispiel die Drehzahl des Motors rasch über 11. hinweg gesteigert, 
so bemerkt man von dem kritischen Zustand wenig und die l\Iasse 
des Wagengestells gerät bei weitem nicht in die starken erzwungenen 
Schwingungen, die auftreten würden, wenn der Motor dauernd mit 
der Drehzahl der Resonanz laufen würde. über den Einfluß deI' 
Frequenz der erregenden Kraft auf die Amplitude D der erzwungenen 
Schwingung gibt Fig. 262 Aufschluß. Dort sind in der Wagrechten 
die Werte np/ne und in der Senkrechten die zugehörigen WerteD 
gemäß GI. (242 b) aufgetragen. 

Wir wenden uns jetzt der Phasenverschiebung ß zwischen der 
erregenden Kraft und der erzwungenen. Schwingung zu. Nach 
GI. (241) ist bei sehr kleiner Frequenz der erregenden Kraft 
(n = rd. 0) tg ß = rd. 0, d. h. ß = 0 (oder 180°, was auf das 
gleiche hinauskommt); erregende Kraft und erzwungene Schwingung 
sind also bei 11 = rd. 0 nahezu phasengleich. l\Iit Zunahme der 
Frequenz der erregenden Kraft (l\Iotordrehzahl im obigen Beispiel) 
wird tgß negativ; denn der Zähler von tgß ist stets negativ, während 
der Nenner, solange 1!P> 11., positiv bleibt. Solange die .Motor
drehzahl zwischen np=O und 11. liegt, eilt die erzwungene 
Sch wingung (Wagen gestell) der erregenden Kraft (freie Massen
kräfte am Motor) stets um einen:::€- ß nach, der aus Gl. (241) be-

AlItcnricth-Ensslin, Technische )fechanik. 2. Aull. 
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rechnct und IlHch S.496 in Zeiteinheiten ausgedrückt werden kann. 
Im Resonanzfall 1!p=l1e ist tgß = oo, also ß=n!2; die er
zwungen e Schwingung eilt der erregenden Kraft um ß=:r j2, 
d. h. um eine Viertelperiod e nach. Die Ursache dieser PlJasen
differenz liegt wiederum in der Dämpfung; ohne Dämpfung (k = 0) 
wären, wie aus Abschn. 298 bekannt, erzwungene Schwingung und 
erregende Kraft phasengleich, was auch aus Gl. (2 41) hcrvorgeht. 

Nach Überschreitcn der Rcsonanz (np> nc) wird der Nenner 
von tgß negativ; die Nacheilung ß wird noch größer als 90°. Im 
einzelnen hängt die Phasenverschiebung von der Größe der Dämpfung 
ab, das soll in Fig. 263 dargestellt werden, wo die Abszissen np / ne 

und die Ordinaten den Wert ß der N acheilung der erzwungencn 
Schwingung gegenüber der erregenden Kraft bedeuten. Die Linien 
der ß sind für eine kleinere Dämpfung (Je = 10) und für eine starke 
Dämpfung (k = 100) eingetragen. 

Man erkennt folgendes: Je kleiner die Dämpfung, desto kleiner 
bleibt die Phasenverschiebung bis gegen die Resonanz hin, wo sie 

167JP----- -

i 

o 

Fig. 263. 

Durchschreiten der Resonanz 
kalisch ausgedrückt heißt das: 

eine Viertelperiode beträgt, um nach 
Durchschreiten der Resonanz plötz
lich auf den Wert 1800 anzuwachsen. 
Das Durchschreiten der Resonanz ist 
also bei einer erzwungenen Schwin
gung olme dämpfende Widerstände 
mit einem "Phas e nsprung" von 
1800 verbunden. Das ist in der Be
rechnung des Abschn. 298 durch den 
Vorzeichenwechsel der Amplitude der 
erzwungenen Schwingungen beim 
zum Ausdruck gekommen. Physi-

Die erregende Kraft schwingt gerade entgegengesetzt, wie die 
erzwungene Schwingung, wenn bcide um eine halbe Periode phasen
verschohen sind. 

aOl. Schleudern einer Welle infolge der Exzentrizitiit eines 
auf ihr sitzenden Rades. In der Mitte einer dünnen Welle, die 
zweimal gelagert sein möge, sitze ein Had, dessen Schwerpunkt um 
einen kleinen Betrag e von der 'Vellenachse entfernt sei. Dieser 
kleine Fehler verursacht das "Schleuderll" der Welle, untl dieses 
]mnn hei hoher TJmlaufzahl eincn gcfiihrlichen labilen Zustnnd 
herheiführen, in dem die Zentrifugalkraft die elastische Kraft tIm' 
Welle überwicgt und die letztere zum seitlichen Ausknicken hringt. 
Auch wird die Welle schOll bei niedrigerer emlaufzahl sich so 
stark verbiegen und gegen das Lager schief stellen, daß dieses heiß-
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läuft. Um yon der Biegung durch das Eigengewicht des Hades 
absehen zu können, denken wir uns die Welle yertikal stehend. 
Auch die .:\[asse der Welle wollen wir als klein annehmen gegen
über der Masse des Iladcs. Diese kann in ihrem Schwerpunkt ver
einigt gedacht werden. Infolgc der Zentrifugalkraft der ~Welle, die 
hier in der gebräuchlichen Weise (vgl. S. 326) als einc aktiye 
Kraft angesehcn wird, biegt sich die \Vclle aus, und zwar am Sitz 
des Rades um y, so daß der Schwerpunkt des Rades um y + e yon 
der Verbindungsgeraden der Lagermitten absteht. Ist (I) =--:7/1 30 
die Winkelgeschwindigkeit der Welle, und n deren minutliche 
Drehzahl, so ist die Zentrifugalkraft des Radesm(y + e)(I)~; die 
elastische Kraft der durchgebogenen Welle sucht die l\lasse )}/ 
zurückzuführen mit der Intensität P= c· y, streng genommcn nur 
so lange, als die Durch bicgung der Belastung l' proportional ist; 
sic bildet die Gegenwirkung für die Zentrifug'alkrart; es ist also 

worans 

111 . \y e) ur =~ c· y, 

ce e 
;1: = !! + c = - -- --., = --- --~ --- . 

C-li/ur 1-!!~ (I)~ 

c 

Das ist der Abstand der rotierenden ~lUasse YOll der Drehachse, weun 
sich die Welle mit der konstanten Geschwiudigkeit w dreht. 

Würde man die .:\Iasse In auf der ruhenden Welle in Biegungs
schwingungen versetzen, so wären dies \de in 284 harmonbchl' 
Schwingungen mit der Frequenz 

l'e ~= ~~ =21
" V~ , 

die Eigenschwingungszahl in der Minute ist darlll 

~Om ~Ol/~ 
11" =c 60 Y e === ,,_e = -;- Y 111' 

ferner ist die Umlaufzahl der Welle 

n =~C~ 30m i:7. 

grsetzt man in der Gleichung" für .1" die Größen (I) und 1/(~ IJI. durch 
o hige vVel'te, so erhält mun 

e 
;l'=1J+ C -- 1 _(JI lIY' ..... (:247) 

Mit Erhöhung der UmdrdlUl1g"szahl nimlllt demllach der 
Abstand x des Radschwerpunktcs VOll der Drehachse zu und 
~war von J' == e im Huhczustllnd der \Velle (n = 0) bis ;1' = 00, 

wenn n = ne , d. h. WClll1 die Umlanfzahl der "Velle so groß ge-
:L~)* 
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worden ist "'ie die Eigellschwingungszahl der l\Ia~se 111, sofern 
diese freie Biegungsschwingungen bei ruhender 'Welle ausführt. 
Die 'Welle erreicht ihre kritische Umlaufzahl, wenn diese 
in Hesonanz mit der Eigensehwingungszahl der freien 
Biegungsschwingungen der Masse g'etl'eten ist. "Der Aus
schlag oder die Ausbiegung der Welle im Sitz des Rades wird 
unendlich groß", ist eine Ausdrucksweise dafür, daJ3 die Ausbiegung 
schon Hlr Eintritt der kritischen Umlaufzahl unzulässig groß wird. 
Vgl. auch S. 535. Eine gell au zentrierte Masse befände sich bei 
der kritischen Umlaufzahl in einem labilen Zustande. 

Sobald vYiderstände auftreten, die die Aw;hiegung dämpfen, 
wird der Ausschlag für n = ne selbst rechnungsmäßig nicht mehr 
ullendlich (vgL :300). Gelingt es, die Drehzahl der Welle über die 
kritische zu steigern, etwa indem man die Ausbiegung durch einen 
Anschlag begrenzt, so nimmt X' wieder ab; je höher die Umlallf
zahl von jetzt ab steigt, desto weniger schlendert die vVelle; 
schließlich würde der Ausschlag sogar x =~ 0 für 11 =~ 00; d. h. die 
exzentrische Masse erhält bei 8ehr hoher Umlaufzahl die Tendenz, 
ihren Schwerpunkt in die Drehachse einzustellen, sich 
seIhst zu zentrieren. Der Vorzeichenwechsel beim Überschreiten 
der kritü;chen Umlaufzahl ist SChOll in 300 besprochen, wie denn 
üherhaupt die Erscheinung mit der typischen Resonanzerscheinung 
Abschn. 29S und Fig.262 übereinstimmt. 

Ist Ci der Dehnungskoeffizient des Materials (reziproker Elasti
zitätsmodul), 0 das Trägheitsmoment des unveränderlich an
genommenen WellcIll[uerschnittes, l die l<~ntfernung der Lagennitten, 
so ist nach der Festigkeitslehre : 

für die zweimal frei aufgestützte Welle c = 48 0 ! a Z!l, 
"" "eingespannte "c~= 1920/cd!l. 

Die kritische Umlaufzahl wurde an einer stehenden Welle aus 
Silherstahl mit ß mm Durchmesser und 40 cm Stützweite, in deren 
Mitte eine 1 kg schwere Scheibe aufgekeilt war, zu nk = 290 in der 
Minute beobachtet (vgL Klein-Sommerfeld, Kreisel, Bd.IV, S.891). 
Sie herechnet sich zu 230 bei freier Beweglichkeit der Welle im 
Lager und zu 460 bei vollkommener Einspannung. Der beohachtete 
Wert ist also höher als der herechnete, was auf eine einspannende 
Wirkung der Lager auf die Welle hindeutet. Das nicht berück
sichtigte Eigengewicht würde im entgegengesetzten Sinne wirken; 
es würde den heobachteten Wert der kritischen Umlaufzahl gegen· 
über dem Hechnungswert heruntersetzeIL Man ist also berechtigt, 
vom Eignngewicbt im vorliegenden Fall ah~msehen. 

302. Ausgleich rotierender l\'Iassen. Soll die Masse eines 
rotierenden Körpers vollständig ausgeglichen, «ausbalanziert» sein, 
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derart, daß die Zentrifugal kräfte keine störenden Wirkungen nach 
außen hin ausüben, so dürfen nach Abschn. 2H4 die Zentrifugal
kräfte nicht nur keine Resultante, sondern auch kein Moment besitzen. 
Die störenden Folgen einer resultierenden Zentrifugalkraft sind im 
vorigen Abschnitt betrachtet worden. Aber auch bei fehlender 
Resultante kann ein nicht ausgeglichenes Moment der Zentrifugal
kräfte unerwünschte Folgen nach sich zi.ehen, die in Lagerdrücken 
von stets wechselnder Richtung und in Schwingungen bestehen 
können. Der Einfachheit halber kann Illan sich vorstellen, das 
nicht ausgeglichene Moment 111c gehe VOll zwei gleich großen in 
gleichem Abstand von der Wellenachse befindlichen Massen aus, 
die in einer Axialebene liegen. Die Welle l ) sei in 2 Punkten dreh
bar gelagert; der eine hestehe aus einem im Raume festen Kugel
gelenk, der andere sei in einer wagrechten Führung verschieblich, 
werde jedoch durch zwei }-'edern stets in die ~Iittellage zurück
geführt, wenn er sich aus dieser herausbewegt haben sollte. Ge-

Fig. 264. 

eignete Kräfte werden dann die Drehachse in der Horizontalebene 
in Schwingung versetzen können. Beträgt die Auslenkung des 
Lagers Xl' so ist die zurückführende Kraft Cl' :/'1 und wenn sie auf 
den Schwerpunkt der rotierenden Masse reduziert wird, der gleich
zeitig' den Weg x; macht, P =.c C, .1' Cl' (l! a)·;I'. Die Gesallltmas~e 
des rotierenden Körpers 1J/ kann dann in der Horizontalebene freie 
Eigenschwingungen ausführen, deren minutliche Schwingungszahl 

lIe ,-= (30! n)· V~/IJI ist, wenn von dämpfenden Widerständen ahgesehen 
wird. Ii;s tritt aber ein erregendes Moment J/c seitens der Zentri
fugalkrüfte auf, das cl'I,:wungene Schwing'ungen llern))'rnt't. Das 
unausgeglichene Moment Me der Zentrifugalkraft liefert Ilach der 
Schwingungseb(me die Komponente olle' sill U, '''0 (( der 'Vill ],;:('1 

') B. ]V[ e.v"]' hat eiH ;yrodell znr ])Plllollstratioll des l\Inssemmsgleiehes, 
dü:-;scn Sehellll1 ]'ig. ~ß4 Jr.oigt, angeg'ehell. 1)iescs und l111dere l\[echaniknlodl,llo 
k("mon von 11er Firma J\lax Kilb 1-( ~hellmitz lwzogPIl ""1'1',1"11. 
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zwischen der Ebene des Kräftepaares kle und der Vertikalebene 
ist, der bei gleichförmig vorausgesetzter Rotation den Wert a = w t 
hat. Die Differentialgleichung der erzwungenen Schwingung des 
Punktes 1n lautet dann 

11! X a + cxa= Me·sin wt 
oder mit der Kürzung Po=Me/am und we2=c(m~ 

X + we2x =Po·sin wt. 
Diese Gleichung einer ungedämpften erzwungenen Schwingung 

ist schon in Abschn. 298 eingehend behandelt worden. Ein Integral 
derseI ben ist: 

x=D·sinwt . ... 

wo D= Po .Me(am 
1 - (w (weY = 1-(n.lnr 

(248) 

(249) 

Wir haben wieder den Typus einer Resonanzerscheinung vor 
uns, der im Abschn. 298 ausführlich geschildert ist, und zwar tritt 
Resonanz ein, wenn 

n=ne =(30(n)Yc(m. 
Man kann nun zur experimentellen Ermittlung des un

ausgeglichenen Momentes Me der Zentrifugalkräfte die 
zu untersuchende Schwungmasse auf eine nach Fig. 264 gelagerte 
Achse steeken und mit einer gewissen Drehzahl n umlaufen lassen. 
Nunmehr wird der größte Ausschlag des Wellen end es beobachtet 
und auf den Schwerpunkt umgerechnet, womit D erhalten ist. Die 
Eigenschwingungszahl 11 e kann entweder durch einen Vorversuch 
ermittelt oder nach Abschn. 284 ausgerechnet werden, da ja die 
Federkonstante c durch die Federabmessungen und dic Abmessungen l 
und a Fig. 264 bestimmt sind. Nunmehr kann 11Ic berechnet und 
zwei Massen 1n so im Abstand (! von der Achse und im Ab
stand e voneinander angebracht werden, daßJ1Ie = m· (!W 2 . eist. 
Die Axialebene, in der die .Massen anzubringen sind, ist durch 
die Stellung des Schwungkörpers bestimmt, für die der größte 
Ausschlag D beobachtet wurde, da Me und x phasengleich sind. 
Damit ist die Masse des rotierenden Körpers vollständig ausgeglichen, 
und die Zentrifugalkräfte liefern weder eine freie Kraft noch ein 
freies l\Ioment. 

Diese kurzen Hinweise sollen zeigen, welche Wirkung von 
einer nicht ausgeglichenen Schwungmasse ausgehen können, und 
welchen Weg man einzuschlagen hat, um die umlaufenden Massen 
auch hinsichtlich der von Zentrifugalkräften herrührenden Momente 
auszubalancieren. (Vgl. Tolle, Z. Ver. deutscll. lng. 1906, S.459.) 

Man kann die Welle, auf der das auszubalancierende Rad 
sitzt, in 2 Lagern auch bifilar aufhüngen und ,"on einem Elektro-
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motor in Drehung versetzen lassen. Das freie Moment llIe der 
Zentrifugal kräfte wird dann die bifilare Aufhängung zum Schwingen 
bringen; die Welle schwingt merklich nur in der Horizontalebene; 
Vertikalschwingungen entstehen schwer, weil das Schweremoment 
des Rades entgegenwirkt. Das Trägheitsmoment e der Radmasse 
um die Vertikale kann durch einen Vorversuch nach 294: bestimmt 
werden. Das rückdrehende Moment der bifilaren Aufhängung sei 
für den Verdrehungswinkel qJ = 1 mit .Mr bezeichnetl). Außerdem 
wirke ein der Winkelgeschwindigkeit ip proportional zu setzender 
Dämpfungswiderstand, der die Größe Mr hat, wenn ip = 1 ist. Dann 
lautet, wie nach dem Vorgang in 300 leicht nachzuprüfen ist, die 
Gleichgewichtsbedingung der bifilaren Aufhängung: 

e· cp + llIr • ip + lvI, qJ = lvle sin wt, 
wo w = nnj30 die Winkelgeschwindigkeit des zu untersuchenden 
Rades ist. Ein Integral der Gleichung ist 

qJ=D·sin(wt+ß) . .. _ ... (250) 

wo ebenso wie in GI. (242b) und (241) 

11Ie/11[r 
D = (251) 

v'[1 - (n j nerr + Oll/je· J1Ir)(n j ner 

.Mrwj.Mr tg ß - - ---- . . . . . . (252) 
- l-(njner 

Der Versuch ist dem obigen ähnlich anzustellen. Nur ist die 
Radebene, in der das Zentrifugalkräftepaar llIe tätig ist, und die 
andere Radebene, in der der größte Winkelausschlag qJ",ax = D 
auftritt, um ß gegeneinander phasenverschoben. Einen Punkt der 
letzteren Ebene erhält man auf dem Hadumfang dadurch, daß man 
dem umlaufenden Rad in der Ebene der Schwingung ein Kreide
stück nähert, das jenen Punkt heim Anstreifen anzeichnet. Wieder
holt man dies bei entgegengesetzter Umlaufrichtung, so schließen 
beide Ebenen den -9:: 2 ß ein. Durch Halbieren erhält man schließ
lich die Ebene des Zelltrifugalkräftepaares~ 

303. Gelwppelte Schwingungen. Auf einer Maschinenwelle 
mögen Schwungmassen sitzen, z. TI. ein SchwungTad, elektrische 
Generatoren, mit den Kurbeln verbundene Massen, Gegengewichte, 
Schubstangenköpfe. Das ganze Massensystem befinde sich anfäng
lich in Ruhe oder in gleichförmiger Umlaufbewegung. Die elastische 
Welle ist eine Art Torsionsfeder. die durch ein Drehmoment ge
spannt werden kann; wird dieses Drehmoment plötzlich entfernt 

') "vI, [kgcmsek] ist dns dämpfende Moment für die Einheit der Winkel
gesell wind ig kei t. 



552 Lehre von den Schwingungen. 

oder erteilt man dem anfänglich spannungslosen System einen 
Drehimpuls, und überläßt es hierauf sich selbst, so geraten die 
Schwungmassen in Torsionsschwingungen, die bei fehlender äußerer 
und innerer Reibung, sowie bei fehlendem Luftwiderstand frei und 
ungedämpft verlaufen. Man bezeichnet sie als die gekoppelten 
Eigenschwingungen des Systems, da die pendelnden Massen durch 
elastische Zwischenglieder "gekoppelt" sind. Die Kenntnis der
selben ist von technischer Wichtigkeit. Sind die Schwungmassen 
groß im Vergleich zu der Masse der sie verbindenden elastischen 
Wellenstücke, so darf man die vereinfachende Annahme machen, 
die Schwungmassen seien durch masselose elastische Zwischen
stücke - Torionsfedern - verbunden. Je mebr diese Annahme 
zutrifft, um so besser wird die darauf beruhende Rechnung, den 
tatsächlicben Bewegungszustand wiedergeben. Der Gang der Be
rechnung und die Art der Schwingungserscheinungen sind gleich, 
wenn eine Anzahl geradlinig angeordneter Massen durch elastische 
Zwischenstücke - Zug- und Druckfedern -, die als masselos an
gesehen werden dürfen, etwa durch einen Verschiebungsimpuls in 
eine geradlinige widerstandsfreie Schwingung versetzt werden, 
wobei sich wiederum die schwingenden Massen durch die Spann
kräfte der elastischen Zwischenglieder, das sind Direktions· oder 
Zentral kräfte, gegenseitig beeinflussen. Gekoppelte Schwingungen 
kommen auch in der Elektrotechnik vor. Alle diese Schwingungen 
werden nach der gleichen Methode untersucht; wir brauchen also 
die Schwingungsgleichungen nur für eine Art dieser Schwingungen 
abzuleiten und zu erörtern. Rechnungsgang und Ergebnisse sind 
ohne weiteres auf die andern Schwingungsarten übertragbar. 

~ 
I I r-i 
I I 

-t-.-+-. 

L_J 

Fig. 265. 

Es sollen zwei Wege eingeschlagen 
werden, ein spezieller, auf einer un
mittelbaren Anschauung eines Einzel
falles beruhender, und ein allgemeiner, 
der das korrekte Vorgehen darstellt. 

1. Zwei Massen mit einem 
masselosen elastischen Zwi-
schenglied. Nach Empfang eines 

Impulses fübren die sich selbst überlassenen Massen freie oder Eigen
Schwingungen aus. Wir betrachten die geradlinige Schwingung 
zweier durch eine Schraubenfeder verbundener Massen, indem wir 
uns bewußt sind, daß bei Torsionsschwingungen analog verfahren 
werden kann. 

Die zwei Massen und die Feder bilden ein materielles System, 
auf das keine äußeren Kräfte einwirken; die Federspannungen sind 
innere System kräfte ; unter diesen Umständen muß der System-
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schwerpunkt in Ruhe bleiben. Beide Massen führen phasengleiche 
harmonische Gegenschwingungen von gleicher Frequenz um die span
nungslose Lage aus. Wegen der Unveränderlichkeit des Systemschwer
punktes müssen die beiden nach entgegengesetzten Seiten erfolgenden 
Ausschläge Xl und x2 sich wie '»12 : 'lnl verhalten; es ist also, wenn 
Xl und x2 bei der Auswärtsbewegung positiv genommen werden: 

Xl = 01112 ·sin wt; X 2 =01lt1 ·sinwt, 

wo 0 und w durch folgende Überlegung gefunden werden: Beide 
Massen erreichen gleichzeitig die äußeren Totlagen nach t' = n!2 0), 

(wobei sin w t' = 1); ferner erlangen Xl und x2 gleichzeitig ihren 
Größtwert und es stellt (Xl ma:r + X 2 maz) die größte Verlängerung 10 

des elastischen Zwischengliedes dar, es ist also: 

Xl maz + :1:2 max = 10 = O· (ml + 1H2 ) , 

wodurch 0 bestimmt ist. 
Ist ferner C die elastische Kraft, die die Feder um 1 ver

längert, so ist zur Zeit t, wo die Verlängerung Xl + x2 beträgt, 
die elastische Kraft (Xl + x2 )· c, und zwar ist sie gegen die MitteI
lage von 1111 hzw. 1112 gerichtet. Ebenso groß ist auch die beschleu
nigende Kraft 1It1 • Xl und 1n2 ' x2 , die an der ]\fasse 1111 bzw. 1112 in 
gleicher Größe, aber entgegengesetztem Sinne wirkt; nach dem 
d'Alembertschen Prinzip hat man 

ml x1 +c(x1 +x2)=ü und 1lI2X2+C(X1 +x2)=ü. 

Einsetzen der Werte von Xl und x2 in eine dieser Gleichungen gibt: 

-1111 ()1II2 w 2 sin wt -+- cO(ml + 1112) sin cot= ü 

woraus (253) 

womit auch co bekannt ist; die Sehwingungsgleichungen für 1nl 

und m.! lauten daher 

m"l0 . 
Xl =-~+--- Sill cot; 

1111 W 2 

11/10 
X o =-l- sincot .. (254) 

- 1n1 +m2 

Unter Beachtung von 287 lassen sich auch die Gleichungen für 
die 'l'orsionseigenschwingung zweier auf einer elastischen 'Welle 
sitzender 'Dreh körper sofort hinschreiben 1). 

1) Bei l'orsionsschwingungen ist c das Drehmoment für den 'Vinkel
ausschlag 1; an Stelle der Spannkmft tritt ein Drehmoment, an Stelle der 
Verliingerung x dor Verdrehungswinkel Cf', an Stelle der nTasso In das Träg. 
heitsmoment G der Schwungmasse. Vergleiche in dieser Hinsicht die Figuren 
266 a und 26fl b. 
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Bei homogener Feder hätte man sagen können, der System
schwerpunkt teile die Feder im Verhältnis ml : m2 , und dieser Punkt, 
sofern er als der Feder angehörig angesehen wird, bleibe in Ruhe, 
worauf man die Schwingungsgleichung für jeden Teil unmittelbar 
hinschreiben kann, genau wic bei einer einfachen harmonischen 
Schwingung der an einem rreil der Feder befestigten Masse. 

Die relative Bewegung von ml gegenüber m~, lll. a. W. die 
Deformation des elastischen Zwischengliedes beträgt: 

x=xl +x2 =w·sinwt. . . (255) 

/Uigesp{UllLl Dieser Gleichungsform 
1-_--=a=-__ + _ _ ~a,';;'O"" __ __I werden wir auch im 

nächsten Abschnitt wie-
der begegnen. 

2. Drei Massen 
mit zwei masselosell 
elastischen Zwischen
gliedern. In Fig. 266 a 
sind die drei Massen 
ml m2 m:l gezeichnet in der 
Lage, in der die ela
stischen Zwischenglieder 

Xz spannungslos sind und 
Fig. 266a. ferner in der Lage, in 

der das erste um x~ - . Xl 

und die zweite um xa -- x t gespannt ist. Die Abstände Xl X 2 x 3 

sind von der spannungslosen Lage aus gemessen. Es bedeutet 
ferner Cl und c~ die Spannkraft im 1. bzw. 2. elastischen Zwi
schenglied, die auftritt, wenn die V crHingerung 1 beträgt. Die 

Fig. 266b. 
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Spannkraft zwischen 1n1 und 1n2 beträgt demnach Cl' (X2 -- Xl) 

und zwischen 1n2 und 1n:l beträgt sie c2 ' (xa ~ x2 ), und zwar ist das 
+-Zeichen beizusetzen, wenn die Kraft im Sinn der zunehmenden 
bzw. abnehmenden X wirkt. 

Die tlchwingungsgleichung des Systems wird erhalten, wenn 
man das Gleichgewicht der drei Massen nacheinander betrachtet: 
nach dem d' Alembertschen Prinzip bilden die Kräfte an einer 
Masse ein Gleichgewichtssystem, wenn man zu den Kräften und 
Widerständen noch den 'l'rägheitswiderstand ~ m . x hinzufügt. Dem
zufolge erhält man die drei Gleichungen: 

1nlXl+Cl.(X2--XJ). ._._ •..•. -.••. co .. (a)) 
1n2 X2 - Cl (X2 ~ Xl) C2 (X;ll xJ. -0 . . (b) (256) 
1n3 X a - c.~ (xa -- x2) = ~ O. . (c) 

Man drückt x2 und Xl zunächst durch xa allein aus, ebenso 
die relativen Wege von 1na gegen 1n2 bzw. tn2 gegen 1nl , m. a. ,Y. 
die Verlängerungen der elastischen Zwischenglieder, nämlich X;l - - x 2 

und x2 - Xl; das geschieht wie folgt: Aus der GI. (c) folgt: 

, m'j" 
x" ~, x'j -t- ---'. x'j 

- , c'!' 

Einsetzen in die Gleichung (b) gibt: 

oder 

1Il 1 m 2m:1 :r;l (n) + I tn1 (1n2 :+ t~:l) + (mt + ,1IIJ mall ;1.:/4) 

Cl C2 -. Cl (2-

+-(rn1 +m2+m:l)Xa('~)~'=-O 

(e) 

(g) 

(h) 

(257) 

EiJl partiknläre;,; Integral dieser "linearen Differentialgleichung 6. Ord
nUllg mit konstanten Koel'fillienten" ist ,1':1 -~ A.. e~ t, unter der BI'
dillgung, daß (} die "charakteri;,;ti;,;che Gleichung" 

a<\ eH + ad/ !- a.~ (}.~ == 0 

I) Die eingeklumlll('rtC'1l l'oteu7.(,11 b('denten di(' Ordllung der Ableitung. 
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als deren Wurzel befriedigt, wobei aa' a4 , a2 zur Abkürzung für 
die positiven und reellen Koeffizienten von x(O), x(4J, X(2) gesetzt 
sind. Von den 6 Wurzeln dieser Gleichung sind 2 gleich Null; aus: 

(/0(/ + a4 r/ + a2 = ° 
folgt dann: 

(i = - (t4 ± Va4 2 
- 4a~!!~ ={ -W1:, 

2aij -W2 " 

d. h. zwei negative reelle Wurzeln (/, woraus: 

e1=+iw1; e2=- iwti ea=+iw2 : e4=-iw.!. 
Die Richtigkeit hiervon bestätigt man durch Ausmultiplizieren der 
Gleichung 

(e - iwJ (e + iw1) (e - iw2) (e + iw2) (/ = 0, 
die mit der charakteristischen Gleichung insofern übereinstimmt, als 
sie lauter positive reelle Koeffizienten hat. Das allgemeine Integral 
lautet demnach: 

x3=A'·el?,t+A".eo2t+A"'·e!?31+A""·eg.t+Bt+C . . (258) 

was nach Einführen von el e2 e3e4 auf die Form gebracht werden 
kann (vg·l. auch 2!l6): 

x3=AI·sin(w1t+ß1)+A2·sin(w2t+ß2)+Bt+C . . (258) 
Da x3 mit t weder unbegrenzt zu- noch abnehmen kann, wenn der 
Systemschwerpunkt in Ruhe bleibt, so muß B = ° sein; es vcr
bleibt: 

x a = Al' sin (w1 t + ß1) + A2· sin (w2 t + ß2) + C 

Einsetzen in (f) und (h) gibt: 

x2 = (1- 1;~1 W 12) Al . sin (w1t +ß1) + (1- 1:'~1'W2 2)A2sin(w2t+ß2)+C 

[ ( mI + m:l + nl:l) 2' 1112 lila 4J A . ( + ß ) x = 1- --- - w T -- w . sm w t 
I CI c'! I Cl C2 I 1 I I 

+ [ 1 (1111 + Ina + 1113) 2 + 1n2 ma 4J A . (. + ß ) + C - -- - w --- w sm (I) t 
Cl c~ '2 Cl C2 '2 '2 '.! '2 

und ferner erhält man für die relativen Wege von nla gegen 1112 

bzw. von 1112 gegen m1 : 

x:l - x 2 = ~~! [Al W12. sin (w1 t + ßJ + A2 W22. sin (w2 t + ß2)] 

. . _ (1112 + ma tIll m3 2) 2A . ( + ß ) x .. - J: - ---- - -- w W . SIll W t 
"I Cl CI C2 1 1 I I 1 

+ (1110 + m'l ml m'l 0) 0 . ( 'ß ) -"--- -- ' - -.--' W,," Wo" An . sln Wo t I 0 • 

CI CI C2 " "" " " 

Diese Gleichungen drückcn dic gekoppelte Eigenschwingung 
des Systems aus. Die relative Bewegung von 1112 gegenüber 1/11 
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kommt dadurch zustande, daß sich 2 einfache harmonische Schwin
gungen von den Kreisfrequenzen wl und (JJ2 zu einer Schwebung 
(vgl. S. 502) überlagern. Gleiches gilt von der relativen Bewegung 
der Masse 1113 und 1112 , In beiden Fällen sind nur die Amplituden 
verschieden; die auftretende Schwingung' ist im allgemeinen ver
wickelt und keineswegs immer periodisch. Vielfach braucht man 
den Verlauf in seinen Einzelheiten gar nicht zu kennen; es genügt, 
die Frequenzen der beiden Eigenschwingungskomponenten 'VI = wl /2n 
und 'V2 = w2 /2:n zu ermitteln, damit geprüft werden kann, ob die 
Gefahr der Resonanz zwischen einer Eigenschwingung und rhythmi-
schen Impulsen besteht, die auf das System treffen. . 

Wegen der weiteren rechnerischen Behandlung und auch wegen 
des Falles von mehr als 3 Massen sind einige Fingerzeige betreffs 
der Integrationskonstanten nötig. Bei 3 :Massen enthalten die 
Schwingungsgleichungen 6 Integrationskonstanten Al A2 ßlß2 B C, weil 
eine Differentialgleichung von der 6. Ordnung zu integrieren war. 
Von diesen konnte B = 0 gesetzt werden. Die übrigen sind durch 
die Anfangsbedingungen bestimmt, also etwa dadurch, daß zur Zeit 
t = 0 die Verlängerung der elastischen Zwischenglieder (x2 - Xl) = tel 
und (x3 - x2 ) = 102 beträgt und die Geschwindigkeit aller 3 l\Iassen 
Null ist (Xl = x2 = x3 = 0). Der Studierende mag die algebraische 
Rechnung selbst ausführen. Er wird finden, daß ßl = ß2 = :n/2 ist 
und daß die Konstante C den Abstand der l\Iasse 1nl vom Koordi
natenanfang zur Zeit t = 0 bedeutet; da dieser willkürlich wählbar 
ist, darf auch ohne weiteres C = 0 gesetzt werden. 

Die gekoppelten Eigenschwingungen von 3 Massen sind daher 
ausgedrückt durch die Gleichungen 

Xl = Al' sin (Wl t + ßl) + A2 • sin (W2 t + ß2) } 
X2 = BI . s~n (Wl t -!- ßl) + B2 . s~n ((JJ.~ t + ß2) (258) 

x3 = Cl' sm (w! t --t- ßl) + C2· sm (W2 t + ß2), 
wobei jedoch die Konstanten Bund C in bestimmter Weise (s. oben) 
von den Konstanten Al und A2 abhängen. Die gekoppelte Schwingung 
der Massen besteht aus zwei übereinander gelagerten Eigen
schwingungen, deren Kreisfrequenzen w l und w2 aus der "charak
teristischen Gleichung" zu berechnen sind. Damit ist auch der 
Weg zur Lösung gewiesen, wenn heliebig viele Massen durch 
masselose elastische Zwischenglieder verhunden sind und freie un
gedämpfte gekoppelte Eigenschwingungen ausführen. (V gl. hierzu 
H. Holzer, im "Schiffbau" 1907, S. 823.)1) 

1) Erzwungene Schwingungen eines gekoppelten Systemes und Resonanz
fälle behandelt Malmström in Z. f. Math. u. Phys. 1912, S. 136; instruk
tiver Modellversuch von Prof. Dr. E. Meyor, Charlottenburg. 
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18. Kapitel. 

Dynamik des Kurbelgetriebes als Beisl)iel aus der 
Systemdynamik in einfacher Behamllung. 

304:. Aufgabestellung. Eine Kolbenmaschine mit dem üblichen 
einfachen Kurbelmechanismus habe an der Kurbelwelle einen gleich
bleibenden Arbeitswiderstand in }'orm eines konstanten Dreh
momentes zu überwinden. Die Maschinenwelle dreht sich trotzdem 
nicht gleichförmig, weil einesteils die treibende Kraft des Dampfes, 
Gases oder Wassers im Zylinder veränderlich ist und selbst bei 
unveränderlieher Größe wegen des fortgesetzt sich ändernden Über
setzungsverhältnisses Drehkräfte von schwankender Größe auf die 
Kurbel absetzt, und weil andernteils die Wirkung der hin- und 
hergehenden :Massen im Verlauf einer Wellenumdrehung sich fort
während ändert, kurz: weil das Kraftfeld der Maschine und die 
Massengruppierung zeitlichen Schwankungen unterliegen. So lange 
die Triebkraft und der Trägheitswiderstand der hin- und hergehen
den Massen den Arbeitswiderstand überwiegen, wird die Umlauf
geschwindigkeit beschleunigt, im entgegengesetzten Fall verzögert. 
Die hierdurch bedingte Ungleichförmigkeit des Ganges muß 
durch Anordnen genügend großer Schwungmassen auf ein zulässiges 
Maß gebracht werden, das sich in den einzelnen Fällen nach den 
jeweiligen Anforderungen richtet; die Gleichförmigkeit des Ganges, 
kurz der "Gleichgang", muß z. B. groß sein, wenn die Maschine 
elektrisches Licht erzeugt oder eine Spinnmaschine antreibt, während 
bei Pumpenantrieb keine große Gleichförmigkeit erfordert wird. 
Eine der Hauptaufgaben des Kapitels ist also die Ermittlung der 
Gleichförmigkeit des Ganges einer Maschine von gegebener mitt
lerer Drehzahl, mit gegebenen Trieb- und W~derstandskräften und 
gegebenen Massen; oder umgekehrt die Ermittlung der Schwung
massen, die zur Erzielung eines vorgeschriebenen Gleichförmigkeits
grades nötig sind. 

Andererseits verursachen die hin- und hergehenden :Massen 
Drücke in den tagern, Führungen und Fundamenten, deren Kenntnis 
wegen des Warmlaufens der Lager und Führungen, wegen der 
Festigkeit der Maschine und wegen der entstehenden Erzitterungen 
nötig wird, welch letztere der Umgebung lästig werden können, 
auch gelegentlich Verbindungsschrauben und -Nieten lockern. Hier 
treten zwei neue Aufgaben auf, eine kinetostatische, die Ermitt
lung der Lager- und Führungsdriicke sowie der inneren Spannungen 
der Maschinenteile seitens der dynamischen Kräfte, und eine dy
namische, die Verfolgung der sog. "freien Kräfte und 1\[0-
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me n t e" in ihrem Einfluß auf den Bewegungszustand. So bezeichnen 
wir diejenigen Massenkräfte, die den ganzen Körper, an dem sie 
angreifen, in Bewegung zu setzen suchen. Das wird am besten an 
einem unserm Muskelsinn leicht zugänglichen Beispiel verständlich. 
Wir stellen uns vor, wir fassen mit jeder Hand eine Hantel und 
bewegen sie beide gleichzeitig rasch auf und ab. Von .der Ge
wichtswirkung wollen wir absehen und nur auf die Massenkräfte 
achten, die bekanntlich selbst bei leichten Hanteln das Gewicht 
weit übertreffen, wenn man sie rasch genug hin- und herbewegt. 
In der oberen und unteren Endlage ist die Geschwindigkeit Null, 
dazwischen an einer Stelle am größten. Man bemerkt bald, daß 
unsere Muskelkraft bei der geschilderten Turnbewegung stets gegen 
die Stelle der größten Geschwindigkeit gerichtet ist und eine Zen
tralkraft genannt werden kann. Die Reaktion gegen diese bald 
nach oben, bald nach unten gerichtete (aktiv beschleunigende) 
Muskelkraft muß in gleicher Größe und entgegengesetztem Sinn 
unser Körper aufnehmen, der so abwechselnd auf und abwärts ge
richtete Beschleunigungen empfängt, denen er zu folgen sucht. An 
die Stelle dieser Reaktion pflegt man nun den ebenso großen und 
gleichsinnig wirkenden Trägheitswiderstand Zn setzen und als eine 
aktiv wirkende Kraft zu fingieren, eine Scheinkraft, die von 
d' Alem bert eingeführt ist. Man sagt: der Trägheitswiderstand 
oder der Massendruck der Hanteln rüttle den Körper auf und ab. 
Er wirkt auf unsern Körper wie eine von außen auf ihn ausgeübte 
aktive Beschleunigungskraft und wird als freie Kraft bezeichnet. 
Eine solche freie Kraft tritt an jedem einzelnen Kurbelgetriebe auf. 
Wenn die Wirkungen auf das Fundament, die hervorgebrachten 
Erzitterungen und Schwingungen zu groß werden, sucht man die 
freien Kräfte dadurch unschädlich zu machen, daß man ihnen 
solche von entgegengesetztem Sinn und womöglich gleicher Größe 
entgegenstellt; man strebt einen teilweisen oder vollständigen 
"Massenausgleich" an. Bewegen wir die beiden Hanteln in 
Richtung der seitlich ausgestreckten Arme .gegenläufig hin und her, 
so bleibt unser Körper in Ruhe, da sich die freien Kräfte inner
halb des Körpers gegenseitig aufheben und die algebraische Snmme 
Null haben. Etwas Derartiges ist in der ÖChelhäuser·Zweitakt
maschine angenähert verwirklicht. 

Auch ein freies Moment können wir durch Hantelbewegung 
nachahmen; wir bewegen die beiden Hanteln vertikal und gegen
läufig (Zweizylindermotor mit um 90° versetzten Kurbeln) und 
fühlen, daß der Körperschwerpunkt zwar in Ruhe bleibt, daß sich 
unser Körper jedoch in einer durch die seitlich ausgestreckten 
Arme gehenden Vertikalebene hin- und hm·dreht. Auch die freien 
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Momente sucht man an den Maschinen auszugleichen, z. B. dadurch, 
daß man die ebenerwähnte Kurbelwelle eines Zweizylindcrmotors 
in ihre verlängerte Richtung um ein Außen lager umklappt, womit 
dic 4-Zylinderkurbelwelle mit ausgeglichenen freien Momenten ent
steht. In dem Verschwinden der freien Kräfte und Momente 
ist das Wesen des Massenausgleiches gelegen; mit diesem 
haben wir uns später zu beschäftigen. Dabei soll auch die Rede 
sein vom Einfluß der endlichen Schubstangenlänge und von den 
freien 1.10menten der Führungs- und Lagerdrücke, welch letztere 
allerdings erst in zweiter Linie stehen_ Im ganzen sieht man, daß 
w·enn man die Maschine als bewegliches System starrer Körper 
auffaßt, der Maschinenschwerpunkt durch die freien Kräfte hin- und 
herverschoben und die ganze Maschine durch die freien Momente 
in eine Drehschwingung versetzt werden kann. Die fl'eien Kräfte 
und Momente sowie die von ihnen hervorgerufene Bewegung kann 
man sich in Komponenten nach drei rechtwinkligen Koordinaten
achsen zerlegt denken. 

Daß die freien Kräfte und Momente, wie übrigens auch die 
gebundenen, und dann innerhalb der Maschine sich aufhebenden, 
elastische Schwingungen veranlassen können, sei erwähnt; wir be
schränken uns jedoch hier darauf, die Maschinenteile als starr an
zusehen. 

Im nachfolgenden wird ein einfacher Weg der Lösung eingeschlagen, der 
im Vergleich zu einer höheren Methode vielleicht etwas länger, aber dafür 
anschaulich und leicht verständlich ist. Die höhere Methode sind die La
grangesehen Gleichungen für die Bewegungen eines materiellen Systems, 
die fast mechanisch hingeschrieben werden können und der Lösung nur 
formal mathematische Schwierigkeiten entgegensetzen 1). 

Da diese abstrakte Methode nur in der Hand dessen von Nutzen sein 
wird, der sich - ga.nz abgesehen von formaler Gewandtheit in der Mathe
matik - schon eine hinreichende Anschauung in der Mechanik erworben hat, 
so empfiehlt sich der einfache anschauliche Weg auch dann, wenn man sich 
später mit der höheren abstrakten Methode von Lagrange vertraut zu machen 
gedenkt. Es wird sogar die Eigenart der beiden Methoden um so deutlicher 
zum Bewußtsein kommen. 

§ 65. Gleichförmigkeit des Ganges. 

305. Ungleichförmigkeitsgrad. Ist vm die mittlere, vmax die 
größte und vmin die kleinste Umfangsgeschwindigkeit eines auf der 
Maschinenwelle festgekeilten Rades, so ist die größte Schwankung 

') Vgl. Meuth, Kinetik und Kinetostatik des Schubkurbelgetriebes, Ding
lers pol. Journ. 1905, wo die Lagrangeschen Gleichungen auf ein Zahlenbeispiel 
angewandt sind. 
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der Geschwindigkeit vmax - v",i1l' was in Bruchteilen der mittleren 
Geschwindigkeit ausgedrückt ergibt: 

ö === vmax - vmin === nmax - ~'!J:fu == wmax - wmf.!! 

vm nm wm 
(259) 

o heißt der Ungleichförmigkeitsgrad der Drehbewegung. 
Sofern angenommen werden darf, daß die größte und kleinste 

Geschwindigkeit sich um gleichviel von der mittleren unterscheidet, 
ist n m = (n",ax + nmi,,)/2 und damit 

(j = 2 n",ax - 1/",i" • 

nmax + nmin 

Die Zeitdauer, auf die man den Ungleichförmigkeitsgrad be
zieht, ist eine Arbeitsperiode der Maschine, z. B. bei einem im 
Beharrungszustand befindlichen, gleichmäßig belasteten Viertakt
motor zwei Umdrehungen, bei einem Zweitaktmotor oder einer im 
Zweitakt arbeitenden Dampfmaschine eine Umdrehung, d. h. im 
Winkelmaß ausgedrückt 4.71: bzw. 2.71:. Dabei ist meistens voraus
gesetzt, es sei der von der Maschine zu überwindende Widerstand 
unveränderlich und nur die Triebkraft schwanke innerhalb einer 
Arbeitsperiode (Eintakt, Zweitakt, Viertakt) so, daß die einzelnen 
Arbeitsperioden der Triebkraft unter sich gleich sind; das ist z. B. 
der Fall bei einer im Beharrungszustande befindlichen Dampf- oder 
Gasmaschine. Die Voraussetzung eines unveränderlichen Arbeits
widerstandes ist aber nicht grundsätzlich erforderlich, der Arbeits
widerstand kann auch periodisch schwanken, wie z. B. bei einem 
Sägegatter. 

Es kommt indessen vor, daß der Arbeitswiderstand sich inner
halb einer größeren Anzahl von Wellenumdrehungen ändert, und 
daß infolge davon die Umlaufzahl in diesem Zeitabschnitt steigt 
oder fällt. Wird z. B. eine Turbine mit indirekt wirkendem Regu
lator oder eine Mehrzylinder-Verbunddampfmaschine plötzlich um 
ein Beträchtliches be- oder entlastet, so dauert es längere Zeit, bis 
bei dem indirekt wirkenden Regulator die Leitschaufeln verstellt 
oder bis die Regulierwirkung des nur vor dem Hochdruckzylinder 
beeinflußten Dampfes sich durch alle Zylinder fortgepflanzt hat, 
und die Umlaufzahl kann sich stärker ändern als z. B. bei einem 
Mehrzylinder-Gasmotor, wo die Regulierung sofort auf alle Zylinder 
einwirkt. In diesen Fällen kann man vom Ungleichförmigkeits
grad einer Regulierperiode sprechen. 

Schließlich treten bei einer Schachtfördermaschine oder einer 
Walzenzugsmaschine, die elektrisch von einem sog. Ilgner-Aggregat 
angetrieben werden, deutlich einzelne, wenn auch unter sich nicht 
ganz gleiche, Belastungsperioden auf, während derer die Umlauf-

Autcnrieth-Ensslin, Technische lI!ech"nik. 2. AlII!. 36 
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zahl des Ilgner-Schwungrades sich nicht zu sehr vermindern soll 
Hierbei kann man vom Ungleichförmigkeitsgrad einer Be
lastungsperiode sprechen. 

Es erscheint somit die Größe des Schwungrades bestimmt durch 
die Rücksicht auf die Ungleichförmigkeit während einer Arbeits-, 
oder einer Regulier-, oder einer Belastungsperiode. 

K. Reun schlägt vor, als Ungleichförmigkeitsgrad den Mittelwert gemäß 
folgender Gleichung aufzufassen 

in 

t5/=;..J(1-~-)2d{}, 
'tn W tn 

o 
worin bei Ein-, Zwei- oder Viertakt i = 1, 2, 4 zu setzen ist, in den Kurbel
winkel einer Arbeitsperiode bedeutet. Dieser Vorschlag geht von dem Ge
danken aus, daß die Maßzahl für den Ungleichförmigkeitsgrad nicht durch die 
extremen Werte nmax und nmin ausgedrückt werden dürfe, sondern durch einen 
Mittelwert, bei dessen Bildung der funktionale Verlauf der Geschwindigkeits
schwankung zu berücksichtigen sei. 

306. Die Berechnung der Urnlaufgeschwindigkeit nach dem 
Energiegesetz. Wir denken zunächst an die Geschwindigkeits
schwankung einer Maschine im engeren Sinn, d. h. an die Schwan
kung während einer Arbeitsperiode der Triebkraft, die sich bei 
einer Zweitaktmaschine auf eine, bei einer Viertaktmaschine auf 
zwei Umdrehungen erstreckt. In einer bestimmten Kurbelstellung, 
etwa in einer Totlage, sei die Umlaufzahl no der Maschinenwelle 
bekannt, und man fragt jetzt nach der Umlaufzahl n in einer andern 
Kurbelstellung. Anfänglich besitzt die lebendige Kraft der bewegten 
Massen den Wert Eo' schließlich den Wert E, in der Zwischenzeit 
haben treibende und hemmende Kräfte gewirkt und die Arbeit A 
geleistet, treibend etwa Dampf, Gas, Preßluft, Wasser (AT), hemmend 
der von der Maschine abgegebene Nutz- und Reibungswiderstand 
(A,J, so daß A = AT - A", ist. Nach dem Satz 'von der Erhaltung 
der Energie ist dann 

E = Eo + A = Eo + AT - A,.. 

Da hierin Eo und A aus bekannten Angaben ermittelbar sind, kann 
E und damit auch die gesuchte Umlaufzahl berechnet werden. In
dem man dij3s für eiue Reihe von Kurbelstellungen wiederholt, er
hält man ein Bild von dem Verlauf der Geschwindigkeitsschwankung 
und sodann den Wert des Ungleichförmigkeitsgrades. Ausdrück
lich sei hervorgehoben, daß bei dieser Berechnung die 
Winkelgeschwindigkeit der Kurbel nicht als konstant 
vorausgesetzt wird, wie in der üblichen, nach dem Vorgang 
Radingers ausgeführten Schwungradberechnung. Radinger er
mittelt die Trägheitskräfte der hin- und hergehenden Massen unter 



§ 65. Gleichförmigkeit des Ganges. 56:3 

der Voraussetzung konstanter Drehgesclnvindigkeit. Wir werden 
späterhin imstande sein, die Ergebnisse der gen auen Methode mit 
denen der Näherungsrechnung zu vergleichen. Einen Fall, in dem 
die Näherungsmethode Radingers sicherlich nicht anwendbar ist, 
kann man indessen jetzt schon angeben. Es ist die rechnerische 
Verfolgung der Anlaufperiode einer Maschine. - Im nachfolgen
den wird also den tatsächlichen dynamischen Verhältnissen ganz 
korrekt Rechnung getragen. 

Zur Durchführung der gen auen Berechnung der Geschwindig
keit muß die Geschwindigkeitsenergie der bewegten Maschinenteile, 
wie Kolben, Schubstange, Welle und Schwungrad, und ferner die 
von den Trieb- und Widerstandskräften geleistete Arbeit ermittelt 
werden, was in den nächsten Abschnitten geschehen soll. 

307. Geschwindiglieitsenergie und reduzierte l\Iasse der Schub
stange. Die Schubstange ist ein materieller Körper, dessen leben
dige Kraft nach 246 zusammengesetzt ist: 

a) aus der Geschwindigkeitsenergie der fortschreitenden Be
wegung des Stangenschwerpunktes, in dem die Stangen
masse 1Il1 vereinigt gedacht werden darf, d. h. ~·?nl vs2, 

sofern Vs die Schwerpunktsgeschwindigkeit der Stange ist; 
b) aus der lebendigen Kraft der Drehung der Stange um ihren 

Schwerpunkt, d. h. sofern Ws die Winkelgeschwindigkeit 
dieser Drehung und es das Trägheitsmoment der Stangen
masse in bezug auf den Schwerpunkt ist: ~esws2. 

Die ganze Geschwindigkcitsenergie der Schubstange ist daher 

EI = ~ 1n1 vs2 + l es w s2 • • • • • • (260) 

Ist nun in einer bestimmten, sonst beliebigen Kurbelstellung 
die Geschwindigkeit eines Stangenpunktes, z. B. des Kurbelzapfens, 
nach Größe und Richtung gegeben, so ist durch den Zwanglauf 
der Stange in der gleichen Kurbelstellung die Geschwindigkeit allel' 
übrigen Stangenpunkte bestimmt; das trifft in jeder Kurbelstellung 
zu. Wie die Geschwindigkeit des Kreuzl(opfendes und weiterhin 
eines beliebigen Punktes x der Stange, unter dem man sich jetzt 
den Sc~werpunkt zu denken hat, gefunden wird, ist im Anhang 
Abschnitt 333 gezeigt und in Fig. 267 wiederholt. Wählt man den 
Geschwindigkeitsmaßstab so, daß die Kurbelzapfengeschwindigkeit 
c = r = lvIp wird, d. h. setzt man die Winkelgeschwindigkeit der 

Kurbel w = 1, so ist jllC = v die Kreuzkopfgeschwindigkeit und 

Cp = u die relative Geschwindigkeit des einen Stnngenendes gegen 
das andere; unter dem Einfluß von u allein, cl. h. wenn yon der 
Translation für den Augen blick abgesehen wird, würde sich die 

il6* 
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Stange mit der 'Winkelgeschwindigkeit (I) c= u l um einen ihrer End· 
punkte dreheIl. Man überzeugt sich nun leicht, daß, "'0 man aueh 
den Drehpunkt der Stang'e in der Kurbelehene annehmen mag', die 
IYinkelgesch,yindigkeit der Stange stets die gleiche ist, so aueh um 
den Schwerpunkt S; es ist also (Os = (J) = 11 1 (ygl. 226), Die Schwnr-

punktsgeschwindig'keit JI s = /'s läßt sich mit Hilfe des Geschwindig
keitsplanes J[Cp der Stange (,'gI. :l33) auch rechnerisch ausdrüeken; 

esist:;::JICp=90o-/J und Cs= (a'Z) u, weshalb nach dem Kosinus
satz der Trigonometrie ist 1): 

"~'s" = JJ8~ = r/ .• ~ + l)" . u" 21:' (a 1)· u· Sill /"1. 

Setzt man I's und (Os in die ohig'e GI. (2601 für EI ein und 
setzt ferner nach S, 436 (~)q~=(--Js+-)//la'! oder 8 s =(-)q JII 1 0"2, 

l' 

Fig, 267, 

bezeichnet man außerdem den auf Punkt q bezogenen Trägheits
halbmesser mit k, so wird (~) ~ m k! und mall erhält für die Ge-q [ 

schwindigkeitsenergie der Schubstange 

E =1I!t 
iII (l·"2----a~)u"2 

(a il j"J U ~ -- 2 t' I (t r l) U . sin !1] + I '--------
I 2 , . \ r • 2 l~ 

Aus dem Geschwindigkeitsdreieck Ji Cp folgt auch: 

c'.! == '1)2 .+ u,'.! 2 uv sin(}, 
d. h. 2 uv sin /1 = "('" 1)~ .~. u~. 

In die vorige Gleichung eingesetzt und umgeformt giht: 

E[ ==l~tl';'J ~ c'J~-tt"(~ -- ~:)J (260a) 

Ist nun in einer beliebigen Kurbelstellung die Kurbelzapfen
geschwilldigkeit (: gegehen, so stehen die Kolbengeschwindigkeit v 
und die Helativgeschwindigkeit u der Stangenenden in einem be
stimmten Verhältnis zu c, das hei einern gewöhnlichen Kurbeltrieh 
lediglich vom Stang'enverhältnis Je ~ r·jl abhängt; Illan darf also für 
eill hestirnmtes X setzen: 

und u U:!'(' .• (261 ) 
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worin dem Geschwindigkeitsdreieck JIC'p zufolge ist: 

%1 = sin (19 + ß) : cos I); %~=cosi9:cosß: . (261a! 

damit erhillt man 

E = 1_ m [~% ~ + ~ _ 
1 2 1 1'1 I 

Eine im Kurbelzapfen konzentrierte Masse ln'I hätte die lebendige 
Kraft ; ·m/('~; das ist derselbe vVert wie EI' wenn 

(262! 

wäre. ~Ian nennt m/ die auf den Kurbelzapfen reduzierte Masse 
der Schubstange, die damit durch eine einzige in die Knrbelzapfen
mitte verlegte Punktrnasse ersetzt ist, deren Wert allerdings yer
änderlich ist und von der Kurbelstellung abhängt. 

Es empfiehlt sich noch, die beiden zuletzt angeschriebenen 
'Verte von EI zu betrachten. Läßt man das negative Glied in der 
Klammer weg, so heißt das anschaulich gesprochen: die Stange ist 
durch zwei Punkt massen 1111 (a, I) und m1 (b II ersetzt, die nach dem 
Hebelgesetz auf die beiden Stangenenden verteilt sind. Die leben
dige Kraft der Schubstange 'vird durch diese vereinfachende An
nahme überschützt; um wieviel ist durch zahlenmäßige Berech
nungen rür verschiedene Stangen zu prüfen. Eille Bemerkung über 
einen Einzelfall folg·t später. 

Über d('n Sinn dcr Heduktion vgI. 310. 

30S. Lehendige Kraft des Kolbens, der 'Yelle uml des Schwung
rUlles. Die Kolbenmasse m~ kann in Kreuzkopf- oder Kolbenzapfen
mitte punktförmig vereinigt g'edacht werden. Da sich diese Punkt
masse mit der Kreuzkopfgeschwindigkeit I' bewegt, so ist ihre 
lebendige Kraft ~ III~ 'I)~, oder da nach dem vorigen Abschnitt 
'I' = %1 . (' gesetzt ",enlen dar!': 

1~'2 = ~. ,}}l'j )!I·.!(:'.! == -~. J)I-~' (:!, 

wo Ht./ =-- Hl'!. XI ~ 

\2li31 

(2(j41 

die auf KUl'helzapfülllllitte reduzierte Kolbcl1111ltSSC III~ hedt'ntet. Auch 
dim;er vVert ist von %" (1. b. VOll der K urlH'btelhmg abhiillgig und 
daher veriinderlieh. 

Für die Kurbelwelle kann das auf die "'!'!Ielllllittellinit' he
>logene Trügheitsmoment (--)". mittelt; hifilarer Alll'hiingung lJestimlll! 
werden, vgl. 2H4. 

Die allgenblickliche Winkelg'eschwilldigkeit der Kl1l'bcl ,,;ei (I), 

di(, Kurbelznpfengesclminctigkeit (' ~ /'(0_ 
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Die lebcndige Kraft der Welle ist dann: 

1 C\ 0 1 c''! 
E3 =,,· o, .. w-="·f),,,·-;; 

• - v - v y_ 
(265 ) 

Einc mit der Kurbelzapfenmitte verbundene Masse m3' hätte 
die lebendige Kraft ~ ma' c~ und beide letzteren Geschwindigkeits
energien sind gleich, wenn 

d. h. wenn 

1 CI c~ 1 ,., 
2' 0", . 'j!.i = 2 . 1113 • C-. 

(266) 

111/ ist die auf Kurbelzapfenmitte reduzierte Kurbelwellenmasse 1IIa 1). 

Es handelt sich hier um eine rein rotierende Masse, im Unterschied 
zur Masse des Kolbens und der Schub8tange, die hin- und hergeht, 
bzw. gleichzeitig pendelt. Die reduzierte Masse eines nur 
rotierenden Körpers hat die Eigenschaft, daß deren leben
dige Kraft und außerdem zufolge f)w=ma"1'~ auch deren 
Trägheitsmoment gleich groß sind wie die betreffenden 
Größen des rotierenden Körpers seihst. Man denke sich da
bei die reduzierte lIIasse gleichmäßig auf den Kurbelkreis verteilt. 

Wir machen hiervon sofort Gebrauch, indem wir die reduzierte 
Masse des Schwungrades angeben. Das Schwungrad habe das 
Trägheitsmoment f)Sd oder wenn, wie häufig zum Zweck der AII
näherung, die Kranzmasse 'I1I k im Kranzschwerpunkt, d. h. im Ab
.stand I'k von der 'Vellenachse vereinigt gedacht wird: mk'1'k~' Die 
auf den Kurbelkreis mit Halbmesser j' reduzierte Schwungradmasse 
1114 ' ergibt sich wegen der Gleichheit der Trägheitsmomente 

f)sd=m/,}·~=rd. 1II,,'Yk2 

zu Jn ' == ~.~!l = rd. 111.' (~'I'.)'~ 
4 y_ k l' 

(267) 

Damit nimmt die lebendige Kraft des Schwungrades die Form an 

(268) 

Die gesamte Geschwindigkeitsenergie des Kurbelgetriebes in 
einer beliebigen Kurbelstellung hat daher die Größc 

E = EI + E,~ + Ea + E4 = ~ (111/ + 111/ + lila' + 111/) c~, (269) 

wo in der Klammer die auf den Kurbelkreis reduzierten .Massen 
von Schubstange, Kolben, Welle und Schwungrad, und zwar für 

1) Dr .. lng. Kölsch fand durch Schwingungsversuch mit bifilarer Auf
hängung an einer 4·Zylinder-A utomobilknrbelwelle lIl/ = O,~) nlj • 
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die betreffende Kurbelstellung, stehen und c die in der gleichen 
Stellung vorhandene Umfangsgeschwindigkeit c = 1" W im Kurbel
kreis ist. 

309. ZablenbeispieJ. Ungleicbförmigkeitsgrad eines Vier
zylinder·AutomobiImotors im Leerlauf. Ein Vierzylinder-Automobil
motor hat 120 mm Zylinderdurchmesser, 150 mm Hub und macht 
n = 1600 Umläufe in der Minute in dem Augen blick, in dem die 
Kurbel die Totlage passiert. Der Kolben samt Bolzen wiegt 2,8 kg; 
die Schubstange 2,85 kg, die Welle 24,8 kg. Die Länge der Schub
stange ist 32 cm, ihr Schwerpunkt 24 cm von Mitte Bolzenlager 
entfernt; das Stangenverhältnis ist A. = r: l = 7,5: 32 = 1: 4,25. Das 
Trägheitsmoment des Schwungrads ist eSd = 3,8 [kg cm sek 2]. Es 
sollen für eine Anzahl von Kurbelstellung·en, etwa von 30 zu 30°, 
die reduzierten I\Iassen der einzelnen Getriebeteile und der Gesamt
wert der reduzierten Massen angegeben werden, fernerhin die 
lebendige Kraft des ganzen Getriebes, wenn die Umlaufzahl im 
Totpunkt 1600 ist und von Reibungs-, Saug- und Auspuffwider
ständen und Nutzlast abgesehen wird; es soll also nur der reibungs· 
freie Leerlauf betrachtet werden. Dieser ist dadurch gekennzeichnet, 
daß die Geschwindigkeitsenergie der bewegten Massen der l\1aschine 
konstant bleibt; sie flutet zwischen den hin- und herg·ehenden und 
den umlaufenden Massen hin und her. Solange die geradlinig be
wegten J'lIassen beschleunigt werden, nehmen sie Bewegungsenergie 
VOll den umlaufenden Massen auf, deren Drehgesehwindigkeit dabei 
abnimmt; während die oszillierenden Massen anderseits verzögert 
werden, geben sie Geschwindigkeitsenergie an die Schwungmassen 
zurück, deren Drehgeschwindigkeit dann wieder auf die alte Größe 
steigt. VgI. Fig. 213. 

Gesucht wird die mittlere, größte und kleinste Umfangsgeschwin
digkeit der Welle und der Ungleichförmigkeitsgrad. 

Die auf den Kurbelkreis reduzierte Masse des Schwungrads 
ist nach GI. (267): 

, eS 11 3,8 [0/ [ 
1114 = -;,. = -0 = 0,0676 kgsek- cm . 

r- 7,5- . 

Die ebendahin reduzierte Masse der Welle ist unter Benützung 
der Angabe in der Fußbemerkung S. 566. 

, 0 - 24,8 ["/ ] 1/Ia = ,Dllla =0,5-981-=0,0127 kgsek- Clll. 

Die reduzierte Masse m/ der Schubstange, deren Masse 1111 = 2,85/981 
= 0,002906 ist, ist von der Kurbelstellung abhängig zufolge GI. (262). 
Es ist zu bedenken, daß zwei Kurbelpaare parallel und gleich-
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gerichtet und gegen die beiden anderen um 180 0 versetzt sind. In 
einer gewissen Kurbelstellung ist daher das eine Kurbelpaar um 
{}O aus der inneren, das andere um gleichviel aus der äußeren 
Totlage herausgedreht. Die zugehörigen Kurbelgeschwindigkeiten 
sind zwar gleich, die Kolbengeschwindigkeiten dagegen infolge der 
endlichen Schubstangenlänge verschieden, weshalb auch die 
Größen "1 und x~ GI. (261) und die reduzierten Massen für die 
beiden diametral gegenüberstehenden Kurbeln verschieden ausfallen. 

Die beiden in GI. (262) vorkommenden Größen Xl und x2 

können aus dem Dreieck j}[Cp Fig. 260 bestimmt und für die 
Stangenverhältnisse ), = 1 : 5; 1: 4,25; 1: 4 aus der nachfolgenden 
Tabelle entnommen werden. In GI. (262) sind ferner 

b/l=0,25; a/l=0,75; 
k2 = 0 q/m = (Gig)· a·Z'· (giG) = a ·l' = a· (1/1,07) = 24·32/1,07 Clll 

k2 : l2 = (24·32/1,07) : 322 = 24 : (1,07.32) = 0,702; 
somit (a/l) - (kfZ? = 0,75 - 0,702 = 0,048. 

Mit diesen Werten und den Werten von "1 2 und "2 2 sind die 
reduzierten Massen der Schubstange füz' Kurbelwinkel von 30 0 zu 
30 0 ausgerechnet und in der Tabelle II zusammengestellt. 

{) 

0° 
30° 
60 0 

90° 
120 0 

150 0 

180 0 

° 0,589 
0,9.')6 

1 

Tabelle 1. 

I i. = 1 : 4,25 I ,(= 1:4 

o ° 1 1°1110\101 
0,871 0,347!0,75~ 0,6061°,8731°,867 0,762 0,611 0,87450,3730,764 
0,.506 0913'0,2.560975:0512095 0,2620980 0,516 0,9(; O,26G 

o 1 I 0 1 1 0 1 0 1 0 1 () 
I 

0,781 0,506 0,61010,2560,7661°,6720,.5860,2620,7.14 0,516 O,5ß80,266 
0,41251 0,871 0,171°,7.580,3991°,8781°,1590, iß2 0,390 0,874510,1.,)20,764 

° I· 1 ° 1 ° 1 ° 1 1 0 ··'1 1 1 ° I 1 
I I I I 

Die reduzierten Massen m,/ der vier Kolben, von denen jeder eine 
Masse m=0,00286 [kg·sek~/cm) hat, sind aus dem vorhin dargelegten 
Grund für die Kolben 1 und 4 von denjenigen für die Kolben 2 und 3 
verschieden. Nach GI. (261 a) sind die Werte unter Benützung der in 
Tabelle I stehenden "2 2 berechnet und in Tabelle II zusammengestellt. 

Die ganze auf den Kurbelkreis reduzierte Masse des Trieb
werkes besteht aus zwei konstanten Anteilen, herrührend von 
Schwungrad und Welle und aus den zwei veränderlichen Anteilen 1) 

') .Für das gebrauchsmäßige Rechnen mit reduzierten l\Iassen finden sich 
wertvolle Angaben und graphische Darstellungen in der Dissertation von 
Kölsch, Gleichgang und Massenkräfte bei Fahr- und Flugzeugmaschinen. 



-

{) 

1)0 

:30 0 

(;0 0 

!)OO 
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Tabelle 1I. 

Auf den Kurbelradius r = 7,5 [cm J reduzierte Massen 
eines Vierzylinder-Automobilmotors in [kgsek'!/cmJ. 

I Kolben tD I Schub- Kolben I Welle ~ .... "'l' I Ins-Schubstange I und IV stange und IV ::l ;:: I 
U und I II und »13 = ~ "'d gcsan1t 

1», = 0,002906 
UI mo= 0,002861 III 0,0254 ~ ~ I ,nretl 

I w , 

01 0 
I 

2.0,002906(0+0,75 - 0,048) 0,00408 0,0127 0,0676 :0,08tl :!!. 
= 0,00408 

10,0!JI :!8 2'111,(0,0917+0,75 -0,0:364) 0,00437 2· mo· 0,6060 '0,000 91 
" " = 0,00468 = 0,0021 

2·m,(0,238 + 0,7.5 - 0,012.5) 0,00513 2 »10 .0,9752 0,00335 
" " 

0,0% :~6 
= 0,0056ß = 0,005 44 i 

2m, (0,2.) + 0,75 ± 0) 0,00.) 812 2 me·1,0" 0,00572 
" " 

O,O!!, ;;7 
= 0,005812 =0,00572 

120 0 2m, (0,1456 + 0,75 - 0,0126) 0,00566 2 mo·0,766° 0,00544 
" " 

0,09427 
= 0,00513 = 0,0033.5 

150 0 2m, \0,0398 + 0,75- 0,0367) 0,00468 2 ?112 ·O,3992 0,00210 
" " 

o,ono on 
= 0,00437 = 0,00091 

HlOo 2m, (0 + 0,75 - 0,048) 0,00408 0 0 
" " 

0,0,".'32B 
= 0,00408 

herrührend von den 4 Kolben und den 4 Schubstangen. vVird 
die gesamte reduzierte Masse in der Totlage mit mO"ell und in einer 
beliebigen Kurbelstellung 111,'«1 bezeichnet und die zugehörigen 
Kurbelgeschwindigkeiten mit Co bzw. c, so ist Eo = ~ '?/lOrecl' Co ~ und 
E = ~. m"ed' c2 und da bei reibungslosem Leerlauf ohne Kompression 
in allen Kurbellagen : 

ist, so hat man 
1 '2 1. '1 
2 1nretl' C =2'J/lOrell' CO' 

daher 
C= Co 1 /mor: . . . . . . . . (270) 

V m"ed 

Aus dieser Gleichung sind die Umfangsgeschwindigkeiten für eine 
Anzahl von Kurbelstellungen mit Hilfe der Tabelle II berechnet 
und der Verlauf der Geschwindigkeit während einer halben Kurbel
umdrehung in Fig. 271 a dargestellt. Die mittlere Kurbelgeschwindig
keit ist durch Planimetrieren zu 1225 [cm/sek ] gefunden, die größte 
und kleinste sind 1256 und 1194 [cmjsekJ. Der Ungleichförmig
keitsgrad bei Leerlauf beträgt nach GI. (259): 

0= c",ax - cmin = 1256 -1_!~_~ = _1_ 
c'" 1225 19,5 ' 

gegenüber 1/12,2 nach Hadinger (s.252). 
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Im vorliegenden Fall erhält man für die mittlere Umfangs
geschwindigkeit der Kurbel den gleichen 'Wert 1225 cmjsek, wenn 
man das arithmetische Mittel aus cmax und cmin bildet. Das muß 
jedoch nicht immer so sein. 

§ 66. Von der Reduldioll tIer l\Iassell und Kräfte. 

310. Ersatz eines materiellen Körpers durch materielle Punkte. 
Bedeutung der Ersatzpunkte und reduzierten l\Jassen. Wir sahen 
am Schluß von 307, daß man die Masse der Schubstange ange
nähert durch zwei Punktmassen ersetzen kann, die auf die Stangen 
enden nach dem Hebelgesetz verteilt sind. Dabei sollte, wenigstens 
genähert, die lebendige Kraft der Schubstange und die der Ersatz
massen gleich sein. Ein solcher Ersatz wird vorgenommen zum 
Zweck der Vereinfachung der dynamischen Berechnungen. Man 
kann den Ersatz auch so vornehmen, daß die lebendige Kraft in 
beiden Fällen genau gleich wird. Dazu braucht man dann aller· 
dings mehr als zwei Ersatzpunkte; bei einer Schubstange mit einer 
Symmetralebene, in der die Bewegung stattfindet, z. B. drei, die 
heiden Stangenenden und der Schwerpunkt. Sei AB = I die 
Stangenlänge, S der Schwerpunkt, wobei AS=a; SB=b sind, 
ferner 1II1111.~ 1113 die in A, B, Sanzubringenden Ersatzmassen ; dann 
sollen diese die gleiche Gesamtmasse, den gleichen Schwerpunkt 
und das gleiche Trägheitsmoment haben, wie die Schubstange, d. h. 
es muß sein. 

1111 + 1//2 + 1113 = ·m 
1n1 ·a-m2 b=ü 

m1 a2 + m.~b2 = 1IIr/, 
wo (2 der Trägheitsradius der Schubstangenmasse in bezug auf den 
Sch werpunkt ist. Man findet: 

0 2 

111 =-'=-m· 
1 al ' 

O'! 

111 =~m· 
2 bl ' 1Il:; = (1- ::) 111. 

Der Studierende führt leicht selbst den Nachweis, daß die 
Ersatzmassen die gleiche lebendige Kraft haben wie die Schub
stange. 

Ein nur geradlinig bewegte!" Körper oder ein nur rotierender 
Körper können durch eine einzige Punktmasse ersetzt werden. 

Sind nun die wirklichen Körper eines Getriebes erst einmal 
durch Punktmassen ersetzt, so kann man, wie das in den vorher
gehenden Abschnitten gezeigt wurde, die Punktmassen auf einen 
Reduktionspunkt reduzieren und hat nun nur noch einen einzigen 
materiellen Punkt vor sich, also das dynamisch einfachste Gebilde, 
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dessen Bewegung, wenn noch die reduzierten Kräfte berechnet sind, 
genau wie die Bewegung des materiellen Punktes bestimmt wird. 

l\Ian würde sich aber täuschen, wenn man glaubte, daß die 
reduzierten Massen in jeder Hinsicht dynamisch ebenso wirkten, 
wie der wirkliche Körper. Es ist stets im Auge zu behalten, in 
welchel' Absicht eine Heduktion vorgenommen wird. In den yorigen 
Abschnitten wurden wirkliche Körper durch reduzierte l\Iassen so 
ersetzt, daß die Geschwindigkeitsenergie beider gleich groß war. 
Bei rein rotierenden Massen steIlte sich dann auch das Trägheits
moment der wirklichen und der reduzierten Masse als gleich heraus. 
l\Iit dergestalt reduzierten Massen darf man in die Energiegleichung 
eingehen und aus dieser die Geschwindigkeit berechnen. Wie sich 
jedoch diese reduzierten Massen hinsichtlich der l\fassenkräfte yer
halten, ist eine noch offene Frage, die im einzelnen Fall untersucht 
"-erden muß. Es darf im' allgemeinen wenigstens nicht ohne 
weiteres vorausgesetzt werden, daß die reduzierten Massen den 
gleichen Trägheitswiderstand entgegensetzen oder die gleichen 
Massenkräfte äußern. Der wirkliche Körper verhält sich eben dyna
misch nicht genau wie ein, zwei oder drei Ersatzmassenpunkte, 
sondern kann nur in einer bestimmten Hinsicht durch solche vcr
treten gedacht werden, in anderer Hinsicht aber nicht, oder nur 
mit Annäherullgj das gleiche gilt von der reduzierten l\Iasse. 

Wegen des Ersatzes der Schubstangenmasse ist noch eine 
Bemerkung angezeigt. In der vorangehenden Rechnung ist die 
lebendige Kraft der Schubstange exakt ohne Vernachlässigung ans
gedrückt worden, ebenso der Anteil der auf den Kurbelzapfen 
reduzierten Masse, der· von der Schubstange herrührt. Wie schon 
am Schluß von 307 erwiihnt, kann man den materiellen Körper 
der Schubstange annäherungsweise durch zwei Punktmassen er
setzen, indem man die im Schwerpunkt vereint gedachte Schub
stangenmasse nach dem Hebelgesetz auf die Stangenenden verteilt. 
Diese Annäherung läuft auf das gleiche hinaus, wie wenn man in 
GI. (262) das negative Glied vernachlässigt: Die Zahlen in Ta
belle II S. 569 lassen nun erkennen, daß der hierdurch begangene 
Fehler auf die Berechnung der reduzierten l\Iasse von nicht sehr 
großem und auf das Endergebnis der Berechnung des Ungleich
förmigkeitsgl'adcs von geringfügigem Einfluß ist. Man darf also 
mit genügender Genauigkeit die Schubstange in der be
zeichneten 'Weise durch zwei Punktmassen ersetzen, wenn 
man die lebendige Kraft und die Geschwindigkeitsschwankungen 
der Wellen umdrehungen eines Kurbelgetriebes ausrechnen will. 

311. Reduktion einer ~[asse und einer Kraft. Beziehungen 
zwischen retluziertel' Iüaft und reduzierter l\Iasse_ Sollen die 
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arbeitleistenden Kräfte und der Bewegungszustand eines zwang
läufigen Getriebes untersucht werden, so erleichtert man sich die 
Aufgabe dadurch, daß man die KrHfte und Massen auf einen be
stimmten, sonst willkürlichen Punkt - den Heduktionspunkt -
reduziert, so zwar, daß die Heduktionskräfte die gleiche Arbeit 
leisten wie die wirklichen, und so, daß die Geschwindigkeitsenergie 
der reduzierten Masse derjenigen der gegebenen Massen gleich ist, 
also nach der Anweisung: 

reduz. Kraft: P,.=;EP"';~ .. c20S{(=.:Ep,,rr'v"cos(( I 
(271)1) 

reduz. :Masse: M,. = .l: 1/1.,. (;,.) = JE 1n" g;v~, 
r 

worin v r die Geschwindigkeit des Hcduktionspunktes, v" die eines 
beliebigen Getriebepunktes, 1n" dessen Masse, P,. die in dem be
liebigen Punkt angreifende Kraft (Triebkraft, Arbeitswiderstand, 
Bewegungsreibung), ce den Winkel zwischen P" und v,. und erVfl die 
Weg- oder Geschwindigkeitsübersetzung zwischen dem Heduktions
punkt und Getriebepunkt bedeutet, vgl. GI. (68). 

Nach Vornahme dieser Reduktion hat man statt der Bewegung 
des Getriebes die Bewegung eines Punktes - des Heduktions
punktes - von im allgemeinen veränderlichcr Masse unter dem 
Einfluß einer veränderlichen Kraft zu verfolgen, man hat also eine 
Aufgabe der Punktmechanik vor sich. 

Zwischen der Geschwindigkeitsenergie und der Arbeit der be
schleunigenden oder verzögernden Kräfte, die beide durch die l{e
duktion nicht geändcrt werden, besteht der Energiesatz: 

~ M v2 - ~ lv[o 1'02 = J p. cl s = A . . (272) 

wobei der Index r weggelassen wurde, s den Weg des Heduktions
punktes bedeutet und der Index 0 sich auf einen Anfangszustand 
bezieht. 

Nun ist, wie ja auch aus dem bcreits durchgeführten Beispiel 
hervorgeht, die reduzierte Masse und Kraft eines zwangHtufigen 

') Bei nur rotierenden Massen ist 

'1 _1 "'0 (W,,)2_ 1 '<'f), ~ .. H )" ~ ... ) .... Il _. _. - ---0 J::J 9/(1). 

rr~ W r r ll -

Hierin bedeutet W n die 'Winkelgeschwindigkeit einer Getriebewelle, in bezug 
auf welche die auf ihr sitzenden Massen das Massenträgheitsmoment f)" haben. 
Der Reduktionspunkt, in dem die reduzierte Masse lIfr vereinigt gedacht ist, 
befindet sich im Abstand rr einer anderen Getriebewelle, die mit W r umläuft. 
rp", = (P" = W" : (V r = 11" : n r bedeutet nach 117 die Tourenübersetzung. lIfr · 1'r2 

kann man als das reduzierte Trägheitsmoment ansehen. 
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Getriebes von der GetriebesteIlung abhängig, m. a. W. von der Längen
oder Winkelkoordinate, deren Angabe eine GetriebesteIlung volt
ständig bestimmt; z. B. vom Weg s des Heduktionspunktes. Es 
ist dann die reduzierte Kraft und Masse eine Funktion von s. 
Leitet man Gl. (272) ab und beachtet daß v=dsldt ist, so folgt: 

lvI· v ·dv + ~. v2 • dJlf = P·ds 

dv + 1 " P J1[·ds· - -v-·d1II= ·ds 
dt 2 

P_!.V2dJl! 
b=dv = ___ 2_ ds 

dt J1[ 
(273) 

d. h. das dynamische Grundgesetz: Beschleunigung' = Kraft: Masse 
gilt für die reduzierte l\Iasse nicht mehr, wenn diese veränderlich 
ist. Ist letztere dagegen unveränderlich, wie z. B. bei einem zwang
läufigen Hädergetriebe, so ist dM/ds=ü und es gilt in diesem 
besonderen Fall wieder das dynamische Grundgesetz des l\Iassen
punktes. Es hat dann die reduzierte l\Iasse nicht nur die gleiche 
Geschwindigkeitsenergie, wie die wirklichen Massen; sie äußert viel
mehr in der Bewegungsrichtung auch den gleichen Trägheitswider
stand wie die wirklichen l\lassen. Bei einem Flaschenzug kann 
die reduzierte Masse nur dann als konstant angesehen werden, 
wenn man von der Seilmasse ohne größeren Fehler absehen darf. 

Es sei nochmals betont, daß eine Reduktion der :i\Iassen nur bei einem 
zwang-Iäufigen Mechanismus vorgenommen werden darf, dessen Stellungen ein
deutig durch Angabe einer einzigen Koordinate (z. B. Drehwinkel, Kolbenweg) 
bE'stimmt sind. Man findet aber nicht selten eine Berechnung der reduzierten 
Masse eines elastischen Körpers wie eines Zugstabes oder eines auf Biegung 
beanspruchten Trägers. Wird ein solcher sehr langsam durch eine an be
stimmter Stelle angreifende Last deformiert, so bewegen sich allerdings alle 
übrigen Körperpunkte in ganz bestimmter Weise mit und man kann den 
elastischen Körper in der Tat als ein zwangläufiges System ansehen. Sobald 
aber die Belastung stoßweise wirkt, erkennt man leicht, daß der elastische 
Körper eine Reihe anderer Bewegungszustände annehmen kann, entsprechend 
einer Grundschwingung und den geraden Vielfachen derselben. Die Fort
pflanzung der Bewegung erfordert auch Zeit. Jetzt kann der elastische Kör
per nicht mehr als zwangläufiges System angesehen werden, wo die Lage eines 
bestimmten Punktes die Lago aller anderen mitbestimmt. Es kann z. B. ein 
längs seiner Achse gestoßener Stab am gestoßenen Ende eine merkliche Zu
sammendri\ckung erfahren haben, während am anderen Ende zu gleicher Zeit 
noch keine Formänderung sich bemerkbar macht. 

·Wenn trotzdem der elastische Stab hier und in ähnlichen Fällen als ein 
zwangläufiges materielles System aufgefaßt wird, und die auf das gestoßene 
Ende eines Zugstabes reduzierte Masse zu m' = m(3, die auf die Mitte eines 
zweimal frei aufliegenden Trägers reduzierto Masse zu m' = (17(35)· m berechnet 
wird, 80 liegt hierin eine Annäherung, die in den einzelnen Fällen einer 
Prüfung bedarf. 
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:312. Reispiel der Reduktion der lUassen einer lUotorwinde. 
Es sollen die Massen der bewegten Teile der Motorwinde Fig. 126 
(Nutzlast 30 t) auf die Motorwelle reduziert werden. Die reduzierte 
Masse M im Abstand 1'0 von der Motorachse vereinigt gedacht, soll 
die gleiche Geschwindigkeitsenergie haben wie die wirklichen 
Triebwerksmassen. 

Beträgt die Übersetzung zwischen Motor welle und einer be
liebigen Vorgelegewelle CPw=w/wo=njno (vgI.117) und ist e das 
Trägheitsmoment der auf dieser Vorgelegewelle sitzenden rotierenden 
Massen in bezug auf die Vorgelegeachse, so ist: 

~ mr 1'O 2Wo 2 = ~ eW2 

e 
1nr = -0 CPw 2 • 

1'0-

Soll eine geradlinig mit v m/sek bewegte Masse m ebenfalls 
auf die Motorwelle reduziert werden und bedeutet CPv = v: vo die 
Geschwindigkeitsübersetzung (vgl. 117), so ist: 

~ m r 1'o 2Wo 2 = ~ mv2 

mr = (;~r m= CPv 2 ' Jn • 

Unter Benützung dieser beiden Gleichungen ergibt sich fol
gende Zusammenstellung: 

Triebwerkselement 

Ankerwelle mit Zubehör . . 
1. Vorlegewelle samt Zubehör 
2. 

" 
,. 

" Trommelachse u. Drahtseil bis zur 

Trägheits
moment 

kg cm seI." 

72,75 
87,87 
68,9 

I Übersetzung 1[' Reduz. M'fasse 
tn,. au 

'Pv I 1'0 = 1 cm 

1:5 
1 : 1.5 

72,75 
3,51 
0,306 

2. Rolle. . . . . . . . . .. 860,0 I :60 0,26:3 
Last samt Haken und Unterflasche 31,1 (Masse) 1: 9,92 (ep.) 0,3):') 

Gesamtgröße der reduzierten Masse 

in 1'0 = 1 cm Entfernung von Motorachse l'd. 77,0 kgsek2/ cm. 

Die Ankerwelle mit Zubehör bildet· also den weitaus über
wiegenden Anteil der reduzierten Masse. Wenn das Triebwerk der 
Motorwinde beschleunigt oder verzögert werden soll, so ist es bei
nahe so, als ob die Masse der Motorwelle allein zu beschleunigen 
oder zu verzögern wäre. Die Größe dieser Masse ist demnach be
sonders genau zu bestimmen. 

313. Beispiel der Reduktion der Kräfte an einer lUotorwinde. 
Bemerkung über die Reibungswiderstiinde. 
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Zu den beschleunigend odcr verzögernd wirkenden äußeren 
(aktiven, eingeprägten) Kräften gehören die Last Q, die Heibungs
widerstände an allen GleitsteIlen und die Triebkraft des Motors. 
Die Reduktion geschieht nach GI. (271); der Reduktionspunkt ist im 
Abstand "0 = 1 cm von der Motorachse' angenommen. 

Reduzierte Last: P Q 36,6 
= . CfJv = 30000· 60 ."2-:-S' 

Der Motor leistet bei n = 450 Umdr. i. d. l\Iin. N = 30 PS, oa-
bel' Drehmoment des Motorankers 

M = 71600 Njll = 71600·30/450 = 4770 [kgcmj. 

l11 4770 
Reduz. Triebkraft: P= -- =--- = 4770 [kg]. 

r o 1 

In gleicher Weise ist ein Brcmswiderstand oder ein sonstiger 
konstanter Widerstand zu reduzieren. 

Bei den Reibungswiderständen in den Lagern trifft man aber 
auf eine grundsätzliche Schwierigkeit. Die Lagerdrücke, Zahn
drücke u. a. sind nämlich von den Trägheitswiderständen abhängig. 
Ein an einer bestimmten Stelle gelegenes Triebwerkselement äußert 
nun Trägheitswiderstände, die sich von da ab bis zum Reduktions
punkt hin in den Lagern und Zahnrädern usf. geltend machen und 
dort Reibungswiderstände hervorrufen. Der Reibungswiderstand, 
der von den Trägheitswiderständen eines bestimmten Triebwerks
elementes ausgeht, hängt von der l\Iasse dieses letzteren ab. Einen 
genauen Ausdruck hierfür aufzustellen, ist nach den Wahrneh
mungen gelegentlich des einfachen Falles des Rades und der Welle 
oder des Hebels in 86 ungemein umständlich. Man würde dadurch 
die Einfachheit der Rechnung gänzlich aufgeben, die man doch 
mit der Einführung der reduzierten Masse erstrebt. Auch die Be
rücksichtigung der Heibung von dem betrachteten Triebwerksele
ment an bis zum Reduktionspunkt durch einen vVirkungsgrad, der 
gleich dem Produkt der Wirkungsgrade der zwischenliegenden Trieb
werkselemente würe, empfiehlt sich nicht, denn in dem Ausdruck 
für den Heibungswiderstand kommt die Masse des betrachteten 
Triebwerksteiles multipliziert mit einem Wirkungsgrad und' einem 
übersetzungsverhältnis vor, und wenn man alle so reduzierten Rei
bungswiderstände addiert, so bildet die reduzierte Masse des ganzen 
Getriebes keinen gemeinsamen Faktor dieses Ausdruckes, d. h. der 
Versuch, die Reibungswiderstände zu reduzieren, mit Rücksicht auf 
ihre Abhiingigkeit von den Massenkräften, ist mit dem Rechnen 
mit einer reduzierten Masse nicht vereinbar. Wenn man sich nicht 
damit begnügt, die Reibungswiderstände überschlägig durch Multi-
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plikation der treibenden Kräfte mit einem einzigen Wirkungsgrad 
zu berücksichtigen, so muß man das Rechnen mit der reduzierten 
Masse überhaupt aufgeben. 

§ 67. Ungleichföl'llligliCitsgrad der belasteten lUaschiue. 

314. BestimJlJung der Arbeit der treibenden und whlerstehenden 
Kräfte. Graphische Integration. Fortsetzung des Beispieles in 309. 
"'ViI' kehren zu der in 306 bis 308 behandelten Aufgabe und zu dem 
Zahlenbeispiel in 309 zuriiclc Von der Totlage bis zu einer be
stimmten Kurbelstellung soll die treibende Kraft des indizierten 
Dampf-, Gas- oder Wasserdruckes die Arbeit AT, der (als konstant 
angenommene) Nutzwiderstand die Arbeit A" und der (ebenfalls 
als konstant angenommene) Heibungswiderstand die Arbeit A,. ge
leistet haben, also die Arbeit A = A1' - All - Ar zur Beschleuni
gung bzw. Verzögerung der Massen verfügbar sein, dann ist nach 
dem Energiegesetz 

E=Eo+A. 

Soll E angegeben werden, so muß außer Eo (307 u. 308) auch 
A bekannt sein, dessen Ermittlung jetzt gezeigt werden soll. WiI' 
betrachten der Einfachheit halber eine Einzylindermaschine. In 
einem Viertaktmotor z. B. wird während zweier Umdrehungen 
(= 1 Viertakt) von der treibenden Kraft des Gasdruckes die indi
zierte Diagrammarbeit f[ qcm J.p [kg/qcm J. s [m ] entwickelt (Kolben
fläche mal mittl. indiz. Druck mal Kolbenweg). Ist die Maschine 
im Beharrungszustand, so ist gleichzeitig eine ebenso große Nutz
und Heibungsarbeit An + Ar geleistet worden. Sie ist nach Voraus
setzung gleichmäßig über den Kurbelweg verteilt. Statt nun in 
der üblichen Weise die treibende und widerstehende Drehkraft für 
jede Kurbelstellung zu ermitteln und graphisch in Abhängigkeit 
vom Kurbelweg im sog. Drehkraftdiagramm (s. Abschn. 252) aufzu
tragen und die Arbeitsüberschüsse durch Planimetrieren zu be
stimmen, kann man die erwähnten Arbeiten durch graphische In
tegration, zu der nur das Lineal gebraucht wird, ermitteln. 

Die Arbeit A w = An + A,. der konstanten Widerstands
kräfte, von der Totlage aus gerechnet beim Durchlaufen eines 
Kurbelwinkels {), ist offenbar diesem Winkel proportional. Am 
Ende der Arbeitsperiode, d. h. hier des Viertaktes (Kurbelwinkel 4n). 
ist die Arbeit f·p· s [kgmJ, zu Anfang Null. Trägt man diese 
bei den Werte in ein Koordinatensystem ein, dessen wagrechte Abs
zissen die Kurbelwinkel {) und dessen senkrechte Ordinaten die 
Arbeiten A sind, so hat man die Anfangs- und Endordinate durch 
eine Gerade zu verbinden und kann die von der Totlage bis zu 
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einem beliebigen Kurbelwinkel geleistete Arbeit A,. = A" + Ar der 
widerstehenden Kräfte sofort ablesen. 

Die im gleichen Zeitabschnitt geleistete in dizierte Arbeit 
findet man aus dem Indikatordiagramm durch ein graphisches In
tegrationsverfahren, das - beiläufig bemerkt - allgemein ver
wendbar ist, wenn der Inhalt einer gegebenen Fläche ermittelt 
werden soll. Die Ordinaten des Indikatordiagrammes sind die in
dizierten Drücke p [kg(qcm] oder auch die dazu proportionalen 
Kolbenkräfte P=(-p [kg] , die Abszissen die Kolbenwege s [m]. 
Die indizierte Arbeit der Triebkraft auf ds ist 

dAT=P.ds woraus p=dA.::.. 
ds 

In dem zu entwerfenden Diagramm (Fig. 268) seien die Werte s 
als Abszissen, wie im Indikatordiagramm, die Werte AT als Ordi
naten aufgetragen dAT(ds ist dann die Tan
gens des Neigungswinkels a, den die Tangente 
an die (AT, s)-Kurve,mit dei' +s-Aehse ein
schließt; es ist also 

dA T P 
tO'((=--=_· 
'" ds 1 

Es ist daher die Neigung der gesuchten (AT, s)
Kurve an der durch die Abszisse s bestimmten 
Stelle gleich der Triebkraft P an der gleichen o'---(-----'-----'!'-----:!-

Stelle; P ist aber im Indikatordiagramm ge- I' • I 2-

geben und damit auch tga. Kennt man nun Fig.268. 

an hinreichend vielen und hinreichend benach-
barten Stellen die Richtung der Kurve, so kann die Kurve aus 
ihren Kurvenelementen durch schrittweises Aneinanderfügen kon
struiert werden. 

Die Länge der Einheitsstrecke in der Gleichung 
P dA T tga=---=--
1 ds 

ist von den gewählten l\laßstäben abhängig. 
Es sei der Maßstab der P: 1 kg = PI mm 

" " " 
" " " 

" 
" 

S: 1 In = /12 mrn 
A: 1 kgm = f1a mrn. 

Ist e mm die Länge der Einheitsstl'ecke, so ist 

P'f11 [mm] dAT 'P3[mm] 
-;-[mm] = dS'fl2[mmr' 

Nun ist in den ursprünglichen Einheiten ausgedrückt: 
P=dAT(ds, 

Autcnrieth-Ensslin, Tcchnischo Mcchanik. 2. Auf!. 37 
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womit die Länge der Einheitsstrecke sich ergibt zu 

e = 1}'1}),2 [mmJ . 
,ua 

(274) 

Der Neigungswinkel ader (ATs)-Kurve für den Punkt x des 
Indikatordiagrammes wird also erhalten (Fig. 268), indem man am 
Fußpunkt der durch x gehenden Ordinate die Einheitsstrecke e in 

Fig.269a. 

"''0 15Q 

co 

~ 
{3 

IOO:~ 10 

o 

der ersichtlichen Weise ab
trägt, worauf die Neigung a 
gezeichnet werden kann. 

Die Konstruktion der 
(AT, s)-Kurve 1) hat bei der 
Kurbelstellung zu beginnen, 
von der aus die Arbeit der 
treibenden Kraft gemessen 
werden soll, d. h. im vor
liegenden Beispiel im Tot· 
punkt. Nimmt man genü
gend viele Elemente ds, 
innerhalb derer P als kon
stant angenommen werden 
kann, so wird die (AT, s)
Kurve befriedigend genau. 
Ihre Endordinate muß mit 

der indizierten Dia
grammarbeit über-

/ v'" L "I"'OiJ.ejl'd n 1r.. .. I/l" cr. I.aJ,J "'\. einstimmen, was 
1S0"'Zy / -' r-' r" I~ I' ~ ",' I'"r"~' " i'- durch Planimetrie-

I 1 "S , ) ....... 1--" ren der letzteren 
~ .11~ ~ 

, § "j ? geprüft werden kan 11. 
100\ 11 ~ '- ' ..... ~? 

I\. "'1 'l5" tl!. !1 ~ Die graphische 

/

1' tl if,.\iDV~ 
<'\ ~~ ]!:- ~ Integration ist in 

50 ,~~~ ~ Fig. 269a am Bei-
." IAlV ~ spiel des Indikator-

L1 IArt~P ~' 
I ... p- diagrammes eines 

r.J.--'f""' EI 'rt 1l>~rcZ 
U .'10 lfQ IJI)fmI501IIQ8HJIf()Zf(JJQ/J3:lQ3/XI390tzIJ'IlJ(J~80510~570fi(}(Jli3OliRIIilXI1!Q Einzylinderviertakt-

Fig. 269b. 
motors durchgeführt. 
Nachdem die Ma13-
stäbe !),11"~ !la gewählt 

') Die (AT, s)·Kurve (oder Arbeitskurve) einer (P, s)·Kurve (oder Kraft· 
kurve) heißt geometrisch die Integralkurvo der letzteren Kurve; die Into
gra.lkurve kann mechanisch mit einem sog. Intographen (Abdank-Abakanowiez; 
ausgefiihrt von Coradi-Zürich) aufgezeichnet werden. 
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sind, wird die Einheitsstrecke e aus GI. (274) berechnet und damit 
die Arbeitslinie (AT·Linie) des Gasdruckes gezeichnet. Der Anfangs
punkt dieser Aufzeichnung ist willkürlich z. B. die Explosionstotlage, 
Punkt a. Die nach Fig. 268 ausgeführte Konstruktion ergibt die Rich
tung der AT - Linie in deren Anfangspunkt a1 • Sie ist bis zu der durch 
Kurbelwinkel 15° bestimmten Ordinate fortgesetzt; hierauf ist die 
Konstruktion in gleicher Weise in den Diagrammpunkten wieder
holt, die zu den Kurbelwinkeln 15°, 30°, 45°, 60° usf. gehören. 
Ist der Totpunkt erreicht, so führt man die Konstruktion, der 
Diagrammlinie folgend, fort bis zum Ende, wo die gesamte indizierte 
Arbeit des Diagrammes AT = 131 [kgmJ gefunden wird. Zur Probe 
ist das Diagramm planimetriert und Pi = 7,7 [kg/qcmJ gefunden 
worden. Damit berechnet sich die Diagrammarheit zu f· Pi . S 

=113,1·7,7.0,15=[131Jkgm, d. i. die Zeichnung stimmt genau 

Fig. 27011. Fig. 2iQb. 

mit dem Planimetrieren überein. Die zunächst in Funktion des 
Kolbenweges erhaltene AT - Linie ist sodann in Abhüngigkeit des 
Kurbel winkels umgezeichnet (Fig. 269 b). 

Wie man das ArbeitsdiagTamm einer l\Iehrzylindermaschine 
zeichnet, kann sich der Studierende selbst zurechtlegen; grund
sätzlich ist aus diesem Anlaß zum Vorhergehenden nichts hinzu
zufügen. Für den 4-ZyJinder-Automobilmotor des Beispieles in 309 
ist die Zeichnung in Fig. 270a und 270b durchgeführt. 

Die Arbeitslinie der Nutz- und Hcilnlllg"widerstände A w führt je 
auf die gleiche Endordinate 131 [mkgJ; die Maschine soll sich ja 
im Beharrungszustand befinden. Dureh die hier dnrchgeführte 
graphische Integration und die Aufzeichnung der AT und .lw-Linie 
in Abhängig'keit des Kurhelwinkels ist nUll keineswegs bloß der 
Endwert der Arbeit am Schluß einer Arheitsperiode be~tilllmt, "iel-
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mehr kann für jede Kurbelstellung angegeben werden, wie groß 
von der gewählten Anfang·sstellung bis zu dieser hin die Arbeit 
der treibenden Kräfte AT, die Arbeit der widerstehenden Kräfte Aw 

und die zur Massen beschleunigung· aufgewendete Arbeit A = AT - Aw 

ist; alle drei Größen sind in Fig. 269b bzw. 270b kenntlich gemacht. 
Nachdem die lebendige Kraft F der bewegten Maschinenteile 

für den Kurbelwinkel 0 

Eo = ~mOrerl' co~ =~. 0,08829 ·1256~ = 69700 [kgcmJ 

von früher her (vgl. S. 569 und Tabelle S. 569) bekannt ist und 
ebenso die von da ab bis zu einem bestimmten, sonst aber be
liebigen Kurbelwinkel geleistete Beschleunigungsarbeit A, so ist 
nach dem Energiegesetz 

E=Eo+A 
oder mit den reduzierten Massen mrerl und mOrd und den zugehörigen 
Geschwindigkeiten C und Co 

1 2_1 2+A "2 m rerl . C -"2 m O red' Co , 

woraus für die Geschwindigkeit in der betreffenden Kurbel
stellung folgt y----- ... -----

rnO red' Co 2 + 2 A 
C = . - ----- -.-- ----

rnred 
(275) 

Die Fig. 270 und die Tabelle S. 569 gilt für den früher be
trachteten 4-Zylinder-Automobilmotor, wobei angenommen ist, daß 
die Kraftentwicklung in allen 4 Zylindern in der gleichen Weise 
verlaufe und der Motor im Beharrungszustand sich befinde. Unter 
dieser Voraussetzung wiederholen sich mit jeder halben Umdrehung 
die Kraft- und Geschwindigkeitsverhältnisse in stets gleicher Weise; 
es genügt daher, den Geschwindigkeitsverlauf während eines Taktes 
oder Hubes festzustellen. Es sei z. B. der Kurbelwinkel 1500 heraus
gegriffen. J;'ür diesen ist llach 'l'abelle S. 569 m,.ed = 0,09009, llach 
Fig. 270 ist A= 28,8 [kgm] = 2880 [kgcmJ; ferner ist gegeben mOred 

= 0,088 29 und Co = 1256 [cmjsekJ, womit G1. (275) ergibt 

yO,08829~2562 -f 2·-2880 . 
c= .---- . .-- = 1270 [cm/sekl 

0,09009 ' .' 

Die so erhaltencnKurbellmpfengeschwindigkeiten sind in Fig. 271 a 
in Abhängigkeit vom Kurhelwinkel aufgetragen. Die mittlere Ge
schwindigkeit fand sich durch Planimetrieren zu c", = 1253; die 
größte und kleinste Geschwindigkeit silld 1270 und 1235, daher 
ist der Ungleichförmigkeitsgrad bei Vollast nach GI. (259): 

1270 - 1235 1 
(~= . --- ._-= --. 

1253 B5,8 

gegenüber L22,8 nach H.adingel' (vg1. 252). 
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315. Winkelbeschleunigung der Kurbel. Für viele Zwecke 
genügt es, die Winkelgeschwindigkeit einer im Beharrungszustand 
befindlichen Kolbenmaschine als unveränderlich anzusehen. Dies 
geschieht auch bei der üblichen Schwungrad berechnung nach 
Radingers Vorgang. Es wird 
hier gezeigt, wie die Winkel
beschleunigung der Kurbel er
mittelt wird, nachdem die Winkel-

Fig. ~71a.. 

"= 
~ 50 

I 
100em/sec 

Fig. 27 1 b. 

geschwindigkeit in Funktion des Kurbelwinkels oder Knrbelweges 
Sk gefunden ist, also c = f(s,,). Leitet lllan c nach Sk ab, so er
hält man 

~~ = t (8 .). 
dsl, h 

Diese Hilfsgröße läßt sich durch Ziehen YOll Tangenten an die 
Kurve Fig. 27111 graphisch ermitteln; man hat dann weiterhin, indem 
man die letzte Gleichung mit 1;dt erweitert: 

dc = t (8 .) . ds r, . 
dt r. dt 

NUll ist dei dt die lJmfangsbeschleunigung v des Kurbelzapfens 
v" = r· c, wo c die Winkel beschleunigung der Kurbel ist, und femel' 
ds,, ! dt = c die Kurbelzapfengeschwindigkeit, daher ist die Winkel
beschleunigung der Kurbel 

vk ') C f= = f (.I'. '-. 
J' I. r 

Die graphisch el'mittelteJl \i'lerte von t sind in Fig. 271 h in 
Abhängigkeit des K1lI'belwinkels aul'getragell. Durch l\lllltipIikation 
mit den zugehörigen Werten Y(m ci,/, wird die Winkl'lbeschleunigung 
der Kurbel erhalten. Sie ist der Übersichtlichkeit Iwllwr in Fig. 272 
auf der jeweiligen Kurbelriehtung abgetragen und zum \'\'rgleich 
die mittlere Zentripetalhesehleunigung' Clll~ l' eillgezcirhnet. 

;n H. Has Energie-l\Iassentliagrallllll Ilach 'Yittcnhmwl'. (Z. \' \·r. 
deutsch. lng. 1 !J05, S. 471). j\(;m kanll mit lIilre eines ei nZi~!;ell 
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Diagrammes die erforderlichen Schwungradgewichte einer Maschine 
für alle möglichen mittleren Umlaufzahlcn und Ungleichförmigkeits
grade angeben. Zu diesem Zweck ist nach WittenlJauer für eine 
Anzahl von Stellungen des Getriebes die reduzierte Masse des Ge
triebes als wagrechte Abszisse und die Energie E = Eo + A = an
fängliche Bewegungsenergie + Beschleunigungsarbeit als senkrechte 
Ordinate aufzutragen, was voraussetzt, daß die r eduzicrte Masse 
und die Beschleunigungsarbeit schon bestimmt sind (309 u. 314). 
Ist das Getriebe im Beharrungszustande, so ergibt sich eine ge
schlossene Kurve; das Diagramm hat Wittenbauer das Energie
Mass e n-Diagramm genannt. Statt der reduzierten Massen mrecL 

können auch die reduzierten Gewichte des Getriebes G red = 1/IrecL ' g 
aufgetragen werden!). Fig. 273. 

Um zunächst die Eigenschaften dieses Diagrammes festzustellen, 
sei angenommen, das Diagramm liege für eine gegebene Maschine 

Fig . 272. Fig. 273. 

fertig gezeichnet vor. Ein Punkt Jvl des Diagrammes gibt den 
Geschwindigkeitszustand des Getriebes an. Verbindet man nämlich 
M mit dem Ursprung 0 und nennt den Winkel zwischen MO und 
der positiven Abszissenachse a, so ist 

E -'-m· c2 c~ 
tg (( = ', -= ~.Jcd -- - = ~ = h 

G red 1nred • g . 2 g 
(276) 

wo bei c die Geschwindigkeit des Reduktionspunktes ist und c'J / 2 g 
eine sog. Geschwindigkeitshöhe h. Der Winkel a ist demnach ein 
Maß für die Geschwindigkeit des Reduktionspunktes. 

Zieht man von 0 aus die äußersten Tangenten an das Dia
gramm, so erhält man die Größt- und Kleinstwerte des Winkels a 

1) Mit Einführung dieser Bezeichnungen nimmt die Energiegleichung' die 
Form an 
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und damit auch der Geschwindigkeit, bzw. Geschwindigkeits
höhe gemäß 

Hiermit soll der Ungleichförmigkeitsgrad ausgedrückt werden, wenn 
angenommen werden darf, die größte und kleinste Geschwindigkeit 
unterscheiden sich um gleichviel von der mittleren Geschwindig
keit c, es sei also 

womit 

Cmax =C(l+%); Cmin=C(l-~), 

tg amax = hmax = h ( 1 + ~ ) 2 = rd. h (1 + <5) } 

tg a . = h . = h (1 - ~)2 = rd. h (1 - <5) mm mm 2 

durch Abziehen folgt: 

(278) 

c2 
tg a - tg a . = 2 M = - . <5 . • • • (279) max m.n g 

Jetzt läßt sich die Aufgabe lösen, das Schwungradgewicht 
einer Maschine anzugeben, deren (E, Gred)-Diagramm vorliegt und 
deren ursprüngliche Umlaufzahl geändert wird, wobei sie einen 
vorgeschriebenen Ungleichförmigkeitsgrad haben soll. Sei C die 
entsprechende mittlere Geschwindigkeit des Reduktionspunktes (dem
nach h = c2 /2 g) und <5 der Ungleichförmigkeitsgrad, so kann amax 
und amin aus (278) berechnet werden. Zieht man unter diesen 
Winkeln die äußersten Tangenten an das (E, G)-Diagramm, so er
hält man in dem Schnittpunkt 0 den Ursprung eines dem anfäng
lichen parallelen Koordinatensystems, aus dem das gesuchte Schwung
radgewicht entnommen werden kann. Bei Aufzeichnung des (E, Gred)

Diagrammes empfiehlt es sich, die reduzierten Gewichte in einen 
konstanten Anteil Gr = Grl + Gr2 + GrS ' herrührend von den rein 
rotierenden Massen des Schwungrades, .der Welle, und einem an
genähert konstanten Bruchteil der Stangenmasse, und andererseits 
in einen veränderlichen Anteil Gh = Ghl + G82 , herrührend von 
einem angenähert konstanten Bruchteil der Stangenmasse und von 
der Kolbenrnasse zu zerlegen. 

Soll das Energie-Massen-Diagramm in der Zeichnung nicht zu 
klein ausfallen, so muß ein sehr großer Zeichenrnaßstab gewählt 
werden. Wie Wittenbauer verfährt, um schiefe und über die 
Zeichnung hinausfallende Schnittpunkte zu vermeiden, findet der 
Leser in der Originalabhandlung. 
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§ 68. .iUassendrücke und lUassenausgleich. 

317. lUassenausgleich an lUaschinen mit hin- und hergehenden 
l\Iassen. Von den "freien Kräften und Momenten" an Maschinen 
mit hin- und hergehenden Teilen, sowie von den störenden Wir
kungen, die jene ausüben können, wal' schon im A bschn. 304 die 
Rede. Je größer die hin- und hergehenden Massen und je höher 
die Beschleunigungen derselben sind, um so stärker werden die 
Massenwirkungp.n und um so mehr müssen die Hilfsmittel der 
Mechanik herangezogen werden, um die "Massen auszugleichen", 
sofern nicht die Maschinen mit hin- und hergehenden .Massen durch 
solche mit nur rotierenden Massen ersetzt werden. Die großen 
mehrzylindrigen Kolbenmaschinen der transatlantischen Dampfer 
verlangen, sorgsamste Berücksichtigung der Massenkräfte. Bei den 
Schnelldampfern Lucania und Carmania der Cunard-Linie konnte, 
obwohl die Maschinen stark genug waren, die Fahrgeschwindigkeit 
nicht auf die volle beabsichtigte Höhe gesteigert werden, weil der 
Schiffskörper in so starke Schwingungen geriet, daß der Aufenthalt 
für die Fahrgäste unertriiglich wurde und die Festigkeit des Schiffes 
gefährdet erschien. Sch I i ck hat gezeigt, wie die störenden Massen
wirkungen durch geeignete Wahl der Kurbelversetzungswinkel, der 
Zylinderabstände und der hin· und hergehenden l\Iassen auf ein 
zulässiges Maß herabgedrückt werden können. Die Frage des 
Massenausgleiches ist auch für Flug- und Fahrzeugmotoren von 
Bedeutung. 

Ehe wir an die Berechnung gehen, sei vorausgeschickt, daß 
es der Dampf- oder Gasdruck in den Zylindern, und auch die 
Reibung in Lagern und Führungen nicht ist, was die :Maschinen 
als Ganzes oder die Umgebung in Schwingung versetzt. Wir wollen 
uns dabei die sämtlichen Teile der Maschine selbst als starr vor
stellen. In einer Kolbenmaschine drückt der Dampf oder das Gas 
auf den Zylinderdeckel und mit gleicher Stärke, aber in entgegen
gesetzter Richtung auf den Kolben, der Kolbendruck pflanzt sich 
durch das Gestänge fort und setzt eine gleich große Kraftkompo
nente auf die Hauptlager ab; Kolbendruck und Lagerwiderstand 
heben sich bezüglich ihrer in Richtung der Zylinderachse tätigen 
Komponenten auf, Deckeldruck und Lagerdruck innerhalb des 
l\faschinengestelles, das ja einen in sich fest verbundenen Körper 
bildet. Von der Führungs- und Kolbenreibung gilt gleiches. Diese 
Kräfte wirken also auf die ganze Maschine nicht beschleunigend j 
Erzitterungen und ähnliches sind demnach keineswegs als Folge 
z. B. der Explosionen im Gasmaschinenzylinder anzusehen. Anders 
verhält es sich mit dem Drehmoment an den Kurbeln. Diesem 
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entgegen wirkt das Moment der widerstehenden Kräfte einer Dynamo
maschine, einer Riemen- oder Seilscheibe, eines Propellers, das, 
wenn die lIJaschine selbst z. B. mit einem Schiff oder einem Flug
zeug zusammen einen beweglichen Körper bildet, gleichsam ein 
festes Widerlager darstellt. Jenes Moment sucht die Maschine zu 
kippen oder zum mindesten schief zu stellen, da ja sogleich Gegen
kräfte wachgerufen werden. Das Kippmoment ist dem Moment der 
treibenden Kräfte entgegengesetzt gleich.' In einer Kolbenmaschine 
wird es durch den Bahndruck des Kreuzkopfes und eine gleich 
große Gegenkraft im Hauptlager gebildet; dieses Moment tritt aber 
auch bei einer rein rotierenden Maschine, also bei einer Turbine 
auf, wo es am Gehäuse angreift. Schwankung'ell des treibenden 
Drehmomentes können grundsätzlich auch auf eine Schwankung 
der ganzen l\Iaschine hinwirken, hauptsächlich aber auf Schwingung 
elastischer Teile. Von all dem soll aber jetzt nicht die Rede sein, 
sondern ausschließlich von den "freien Kräften und Momenten" und 
deren zeitlichen Schwankungen. Es empfiehlt sich auch, die kon
stanten Gewichtswirkungen außer acht zu lassen. 

Die Lagerdrücke der freien Kräfte und Momente lassen sich 
für die einzelnen Lagerstellen nicht olme weiteres berechnen, weil 
im allgemeinen mehl' als zwei Lagerstellen angeordnet sind und 
die Aufgabe dann statisch unbestimmt wird. Dagegen kann man 
die Resultante der Lagerdrücke angeben, und um diese handelt 
es sich in erster Linie. Denn wenn sie gleich Null ist, dann wirken 
keine Kraftkompollenten auf das Maschinensystem beschleunigend 
ein, sein Schwerpunkt bleibt in Ruhe (oder in gleichförmiger 
Bewegung, falls er sich schon vorher bewegte und sofern außer 
den freien Kräften nicht andere Beschleunigungskrüfte in Tätigkeit 
sind). Ist nun ferner Vorsorge getroffen, daß auch die Momente 
der freien Kräfte sich innerhalb der Maschine aufheben, so 
spricht man von einem vollkommenen Massenausgleich. 

'ViI' wollen das noch deutlicher ausdrücken. Das Maschinensystem, be
stehend aus dem Maschinengestell und den in diesem beweglichen Teilen, wie 
Welle, Kurbeln, Gegengewichte, Schubstange, Kolben, Kolbenstangen, Kreuz
köpfen, sei für einen Augenblick gewiehtlos vorgestellt und im Raum frei 
schwebend. Machte nun diese Maschine einen reibungsfreien Leerlauf mit 
geöffneten Zylinderdeckeln, so bliebe der Gesamtschwcrpunkt ,"on Gestell und 
beweglichen Teilen im Raum fest, da keine äußeren Kräfte auf ihn einwirken. 
Dabei brauchen die Massen nicht ausgeglichen zu sein. Die Lagerdrücke der 
freien Kräfte haben in diesem Fall eine Resultante und ein' resultierendes 
Moment, die das Maschinengestell in translatorische und rotatorische Schwin
gungen versetzen. Die beweglichen Massen anderseits führen eine Gegen
bewegung aus, und zwar der Schwerpunkt derselben eine periodische Trans
lation, während um den Schwerpunkt eine drehende Schwingung stattfindet. 
Der Gesamtschwerpunkt von Gestell und Getriebe bleibt in Ruhe. Im Fall 
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eines vollkommenen Massenausgleiches ist aber die Gesamtreaktion der freien 
Kräfte Null und zwar sowohl hinsichtlich der Resultante als hinsichtlich des 
Momentes, die die einzelnen Lagerdrücke liefern. Das Gestell bleibt dann in 
Ruhe und damit auch dessen Schwerpunkt. Weil aber der Gesamtschwer
punkt nach wie vor in Ruhe bleibt, so verharrt im Falle des Massenaus
gleiches auch der Schwerpunkt der beweglichen 'l'eile für sich in Ruhe. 

Um unsere Gedanken ausschließlich auf die Massenwirkungen 
zu richten, betrachten wir eine Maschine, die mit geöffneten Zy
linderdeckeln leerläuft. Heibungswiderstände an Lagern und Füh
rungen mögen nicht berücksichtigt werden, man müßte die "Rei
bung der Bewegung" in diesem Zusammenhang zu den äußeren 
Kräften zählen, und von deren Wirkung ist schon oben gesprochen 
worden. 

Die olme Widerstände leerlaufende Maschine drehe sich gleich
förmig, was nicht genau zutrifft, aber die mit dem Ungleichförmig
keitsgrad zusammenhängenden Winkelbeschleunigullgen sind im 
vorliegenden Fall bedeutungslos. Auch die Massen der Steuerungen 
und Nebenmaschinen sollen vernachlässigt werden. 

Um die Berechnungen möglichst zu vereinfachen und den 
dynamischen Gedankengang möglichst wenig durch algebraische 
Zwischenrechnungen zu stören, sollen noch weitere Vereinfachungen 
getroffen werden. Die Masse der Schubstange wird durch zwei 
Punktmassen ersetzt, indem man sie nach dem Hebelgesetz auf die 
beiden Stangenenden verteilt. Die Kurbeln und der mit ihnen ver
bundene Teil der Schubstangenmasse seien durch Gegengewichte 
schon im voraus ausgeglichen (vgl. A bschn. 2(;5). So brauchen wir 
uns schließlich bloß noch mit den hin- und hergehenden Massen 
zu beschäftigen, die in der Kreuzkopf- oder Kolbenzapfenmitte ver
einigt gedacht werden können. Wir berücksichtigen in unserer 
ersten Berechnung nur das einfachste Kurbelgetriebe, die Kur b el
schleife. Das Kurbelgetriebe mit endlicher Schubstangenlänge 
läßt sich dann, wenn einmal der einfachste Fall geklärt ist, mit 
wenigen zusätzlichen Worten erledigen. 

Eine beliebige Anzahl von Kurbelschleifen arbeiten auf eine 
Kurbelwelle. Die Schubrichtungen schneiden die Wellenachse. Im 
Schnittpunkt der ersten Schubrichtung mit der Welle liege der Ur
sprung 0 eines rechtwinkligen linkshändigen Koordinatensystems: 
z-Achse-Wellenachse, - y-Achse vertikal, x-Achse horizontal (Fig.274, 
wo + z nach hinten geht). Es bedeuten: 

1-1 r 2 ••• die Längen der Kurbelarme, 
(l1l2 ... die Längen der Schubstangen), 
(Al = 1'1: l1; A2 = r 2 : 12 ; ••• die sog. Stangenverhältnisse), 
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Oleine mit der Welle fest verbundene und mit ihr ro
tierende Richtung, besser gesagt, eine in der vVelie 
feste und mit ihr rotierende Axialebene, 

ß1 ß2 die Winkel zwischen x-Achse und den Schubrichtungen, 

{} den Winkel zwischen x-Achse und der Richtung 01, der 
die GetriebesteIlung der ganzen Maschine angibt, 

f(!l f(!2 ..• die Kurbelwinkel der einzelnen Getriebe, von deren 
Totlage aus gerechnet, 

a1 (tl die Kurbelversetzungswinkel von }'lr~ .. , gegenüber 01, 
Zl Z2 die Abstände der 2., 3. usf. Getriebe-Ebene von der 

(xy) Ebene des ersten Getriebes. 

/ 

Fig. 274. 

Die Massen der einzelnen Getriebe seien symmetrisch zur Be
wegungsebene der jeweiligen Getriebe angeordnet. Die Bezeich
nungen sind so gewählt, daß die Schreibweise der analytischen 
Ausdrücke eine einheitlich geordnete wird. Aus Fig. 27.Je und mit 
Einführen einer Abkürzung folgt für den Kurbelwinkel des i-ten 
Getriebes 

(280) 

Sind ferner dl l12 ••• die Schwerpunktsabstände der hin- und 
hergehenden Massen der einzelnen Kurbelschleifengetriebe von den 
jeweiligen Kurbelschleifen, so ist 

xi = [1'; + di -}'i (1 ..... eos q1J] cos Pi l 
y; = h + d i - ri (1 - eos f(!i)] sin /)i r (2811 

Unter der oben besprochenen Annahme konstanter vVinkel

geschwindigkeit w der Welle ist J == Ti ~~ w und man erhält durch 



588 Dynamik des Kurbelgetriebes. 

z,veimaliges Ableiten von (281) nach t für die Beschleunigungs
komponenten der Kreuzkopf- oder Kolbenbewegung: 

xi= - ~'iw~ COS f{Ji COS ßi Yi= - 1'iw2 eos fP,i sin ß. . (282) 

In der Achsrichtung (z -Richtung) wird von den bewegten 
Massen kein Weg zurückgelegt, es ist dabeI' auch z' = O. 

Die freien Kräfte und Momente der bin- und hergebenden 
Massen baben dann folgende Komponenten [vgl. GI. (148) und (140)J: 

X =.2?ni Xi 
M", = .:Elni (- ziiiJ + y. Zo 

Einsetzen von (282) liefert: 

x = - I1n,~',w2 COS f{Ji COS ßi 1 
y - - Imi"iw2 cosf{J,sin ßi 

11Ix = + 2: 1ni Zi 1'i w~ COS f{Ji sin ßi + Y Zo 

~My = - 2: Ini Z, 1'i w2 COS f{Ji COS ßi - XZo 

(284) 

Die hin- und hergehenden Massen werden als vollkommen aus
geglichen bezeiehnet, wenn die freien Kräfte und Momente ver
schwinden, wenn sieb also die Trägheitskräfte der hin- und her
gebenden l\Iassen hinsichtlich ihrer Komponenten und .Momente 
innerhalb der l\laschine gegenseitig aufheben, d. b. wenn X = Y = 0 
und AI", = My = O. Setzt man aus (280) f{Ji = {} + ri ein und be
achtet, daß cos f{Ji = COS ({) + rJ = cos {}. cos ri - sin {} sin r" so wird 
aus (284), nach Wegheben des gemeinsamen Faktors w 2 : 

0= 2: (mi I"i cos {} cos ri cos ßi - 11/,1'i sin {} sin I'i cos ßi) 

0= 2' (mi ri cos {} cos I' i sin ßi - mi 1'i sin {} sin r, sin ßi) 
0=.2 (mirizi cos {} COS I'i sin ßi - 111i 1'i Zi sin {} sin "i sin ßi) 
o = .:E (mi 1'i Zi cosf) cos r i cos ßi - 1ni 1"iZi sin 'f} sin 'Yi cos ßi) . 

Diese Gleichungen müssen für jeden 'Wert von {} erfüllt sein, 
da ja der l\Iassenausgleich in jeder Knrbelstellung vorhanden sein 
soll. Das kann nur dann der Fall sein, wenn jeder der Faktoren 
von sin {} und cos {} für sich gleich Null ist, d. h. wenn unter Weg
lassen des Index i: 

Im1' COSl'cosß=O; 

Imr cosrsin ß=O; 

2'm1'zcos I' sin ß = 0; 

2'mrzcos r cos ß = 0; 

2'mr Sill r cos ß = 01 
2:m1- sin I' sin ß = 0 . (285) 
2:m1'zsin l' sin ß=O 

2'm1'zsin r cos ß = 0 

Bei dem Kurbelgetriebe mit endlicher Stangenlänge erweitern 
sich GI. (284) und (285) durch Hinzutritt von Gliedern, die den Ein: 
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fluß der endlichen Stangenlänge zum Ausdruck bringen. Behält 
man nur das erste derselben bei, so wird mit der Abkürzung 
r/ =).,r;/4=li).;~/4 und mit di=l, nach GI. (111) und (113) S. 280: 

xi = [1"; + l, - 1', (1 - cos fP,) - 1"/ (1 - cos 2 !P.)] cos ß; 
= {li - r/ + r, [cos 'P; + ().i/ 4)· cos 2 !Pi]) COS ß; 

Y, ={l, - r/ + r, [cos 'Pi + ().;/4). cos 2!p,]) sin ßi 
Xi= - 1'iW~ (COS!Pi + )'; cos 2!p;) COS ßi 
Y. = - r,w~ (cos!Pi +)., cos 2 !Pi) sin ß;. 

Verfährt man 'von hier ab genau so, wie oben beim einfachen 
Kurbelschleifengetriebe, so ergeben sich schließlich als Bedingungen 
für den vollkommenen Mas:;;enausgleich einer K 01 benmaschine 
mit endlicher Schubstangenlänge außer den obigen GI. (285) 
noch die folgenden (Index i weggelassen): 

Zmd cos 2)'· cosß= 0; Xmd sin 2 y. cos ß = 0/ 

Zmd cos2y·sinß=0; Zmd sin2y·sinß=0 
. (286) 

Zmdzcos 2 y ·sin ß = 0; Xmdzsin 2 y. sin ß = 0 

Zmdzcos 2 y ·cosß = 0; Xmdzsin 2 y. cos ß = U 

Man spricht von einem Massenausgleich erster Ordnung 
an einer Maschine, wenn die GI. (285) erfüllt sind, und von einem 
solchen zweiter Ordnung, wenn noch die GI. (286) erfüllt sind. Im 
zweiten Fall ist dem Einfluß der endlichen Stangen länge auf den Ver
lauf der Beschleunigung der hin- und hergehenden l\Iassen Rechnung 
getragen. Würde man in der Reihenentwicklung für den Wert der 
Kolbenbeschleunigung noch höhere Glieder beibehalten, so erhielte 
man für jedes eine weitere Gleichungsgrllppe als Bedingung für 
einen Massenausgleich der dritten, vierten usf. Ordnung, was weiter 
auszuführen keinen praktischen Wert hat, weil es sich um vernach
lässigbare Größen handelt. 

Was zu tun ist, um einen befriedigenden Massenausgleich zu 
erzielen, ist in einfacher Weise mit Hilfe der GI. (285) und (286) schwer 
zu sagen. N ur das eine läßt sich erkennen: der Massenausgleich 
wird von der Wahl der Größen m, 1', y, ß, z abhängen und von der 
Zahli, d. h. von der Zahl der Getriebe des Maschinensystems. Und 
noch ein anderer Punkt ist im voraus klar gewesen: man sucht 
eine Massenwirkung durch eine entgegengesetzt gleiche aufzuheben. 

An einem einzigen Kurbelgetriebe sind die Massen offenkundig 
nicht ausgeglichen, man braucht zum Massenausgleich mehrere Ge
triebe. Sind doch die Komponenten- und Momentenbedingung in 
GI. (285) und (286) für den Massenausgleich erster und zweiter Ord
nung zu erfüllen. Wir wollen uns nicht mit der Frage beschäftigen, 
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wie\"iel Getriebe zum Massenausgleich mindestens erforderlich sind. 
Es sei nur auf die verschiedenen Möglichkeiten hingewiesen. Fürs 
erste können eine Anzahl von Getrieben in ebenso vielen Parallel
e benen angeordnet werden, im einfachsten und nächstliegenden 
Fall mit parallelen Schubrichtungen ; hierfür vereinfachen sich die 
die GI. (285) und (286), wie gleich nachher gezeigt wird. Fürs zweite 
kann man darauf ausgehen, die Getriebe mit verschiedenen 
Schubrichtungen auszuführen und möglichst in eine Ebene zu legen, 
das führt zur Fäeher- oder Stern anordnung; einen besonderen 
Fall dieser Anordnung bilden zwei Maschinen mit gegenläufigem 
Kolben und einander gerade entgegengesetzten Schubrichtungen. 
Für die zu treffende Wahl ist auch zu bedenken, daß Getriebe mit 
parallelen und gleich gerichteten Schubrichtungen weniger Platz 
erfordern, als solche 'mit entgegengesetzten Schubrichtungen. 

Es würde zu viel Haum beanspruchen, die hier auftretenden 
Fragen bis ins ein:wlne zu klären; dazu muß auf die vorhandenen 
Monographien hingewiesen werden (H. Loren z, Dynamik der Kurbel
getriebe; H. S eh u b ert, Zur Theorie des Schlicksehen Massenaus
gleiches; R. KnolleI', Z. östr. Arch. u.lng.-V. 1887; Kölsch, Gleich
gang und Massenkräfte bei Fahrzeug- und Flugmaschinen). Wir 
begnügen uns damit, die Anwendung der GI. (285) und (286) auf 
einige besondere Fälle zu zeigen. 

Allgemein sei bemerkt, daß man mit rotierenden Massen hin
und hergehende Massen nicht ausgleichen kann. Sodann sei noch 
der Vorschlag O. Fischers erwähnt, den Schwerpunkt der Schub
stange in den Kurbelzapfen zu verlegen, so daß sie angenähert 
durch ein Gegengewicht an der Kurbel ausgeglichen werden kann, 
abgesehen von den 'rrägheitswirkungen der um den Schwerpunkt 
erfolgenden Pendelungen der Stange, die auch in den obigen Be
rechnungen des Massenausgleiches unberücksichtigt geblieben sind. 

Für parallele und gleichgerich tete Schu brich tungen 
ist bei liegenden Maschinen ßl = ß~ = ß. = 0 und l'i = (Ci (Fig. 274); 
bei stehenden ß. = n!2 und l'i = ai =n!2, womit als Bedingung für 
den Massenausgleich erster und zweiter Ordnung dieser Maschinen 
sich ergibt 

JE mT J cos a 1 = 0 
\ sin (f. f 

~_-' 1 f cos 2 (( 1 
L.mr'/L -=0 

\ sin 2 (( f 

,,1 _ f cos a } - 0 1 ..:;.m1 z) • -
~ sm ({ 

'" 1 f cos 2 a ) J ..:;.mr·/LZ ~= 0 1 sin 2 (( J 

(287) 

d. h. geometrisch ausgedrückt: Die Strecken m· j' bzw. m· T' Z je 
unter den Winkeln a geometrisch aneinandergefügt, müssen ein ge
schlossenes Polygon ergehen. F~benso die Strecken m· T·1 bzw. m· r' ·1· z 
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jeweils unter den Winkeln 2 (( aneinandergereiht. (Der Index i ist 
überall, wie schon oben, weggelassen.) 

Der Inhalt der GI. (287) läßt sich wie folgt in IV orte fassen: 
Zum vollständigen Massenausgleich erster und zweiter Ordnung ge
hören IIwei Bedingungen. Es müssen die Massen der gegebenen 
Maschinen ausgeglichen sein, wenn diese Kurbelschleifengetriebe 
besäßen. Es müssen ferner die Massen einer zweiten mit Kurbel
schleifen arbeitenden Maschine ausgeglichen sein, die Kurbelarme 
von der Länge r·· A hat und doppelt so schnell läuft wie die erste, 
und aus ihr durch Verdopplung der Kurbelversetzungswinkel (( 
entsteht. 

Sind, wie häufig, die Stangenverhältnisse ;. an allen Getrieben 
der Maschine gleich, so fällt 1 als gemeinsamer Faktor aus den 
GI. (285) bis (287) heraus. 

Es sei nochmals daran erinnert, daß unter lni nur die hin- und 
hergehenden Massen verstanden sind, daß die Schubstangen durch 
je zwei Punktmassen ersetzt wurden und daß von den rotierenden 
Massen angenommen wurde, sie seien für sich ausgeglichen. Die 
Coriolisbeschleunigungen der hin· und hergehenden Massen betragen 
nach S. 371 bki = 2 uriw, wo uri die Geschwindigkeit der hin- und 
hergehenden Bewegung in der Schubrichtung und co die ·Winkel
geschwindigkeit der Schubrichtungen bedeutet und uri bei Aus
wärts- bzw. Einwärtsbewegung + ist. 
Die Coriolisbeschleunigung steht auf der 
Schubrichtung senkrecht und wirkt bei 
Auswärtsbewegung des Kolbens im Sinn 
der Umlaufbewegung. Die x- und 1/
Komponente von bki ist - bki sin ßi und 
+ bki COS ßi. Man sieht, daß die Coriolis
beschleunigung nur dann eine Bedeutung 
erlangen wird, wenn die Zylinder selbst 
rotieren, also bei sog. Rotationsmotoren. Fig. 27 . 
Sonst kann von ihnen abgesehen werden. 

318. Anwemlung auf Vier- und Sechszylimler-Autolllobihnotor. 
Rechnerisches und graphisches Verfahren. Beispiel 1: Ist durch 
die Kurbelanordnung Fig. 275 eines Vierzylinder-Autolllobilmotors 
Massenausgleich erreicht'" 

Da alle Schubrichtungen parallel und gleich gerichtet sind, 
müßten im Falle des Massenausgleiches die GI. (287) erfüllt sein. 
Alle Kurbeln, Stangenverhältnir;se und Massen sind einander gleich, 
al~o können r·i , 1i , 1ni als gemeinsame Faktoren wn· die I der 

GI. (287) treten. Läßt mall die 01-Hiehtullg in Fig·. 274 mit der 
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ersten Kurbel zusammenfallen, so ist ((1 = 0, ((~ = 180°, ((3 = 180 0 

und ((4 = 360°. Ferner ist wegen der Symmetrie der Zylinder
abstände Zl = 0, z~ + Z;j = Z4 (vg1. Fig. 275). 

Die Bedingungen für den Massenausgleich 1. Ordnung lauten: 

cos ({1 + COS ((~ + COS IX3 + COS C14 

= COS 0° + cos 180 0 + cos 180° + cos 360 0 

=1~1~1+1-=0 

Zl COS [(1 + Z2 COS ((~ -1- Z,j COS ((3 + Z4 COS [(4 

= 0 + Zl (- 1) + Z3 (~ 1) + (z~ + Z3) • (+ 1) = O. 

Diese Bedingungen sind also erfüllt. Dagegen ist 

cos 2 ((1 + COS 2 ct2 + COS 2 ct3 + COS 2 ct4 

= cos 0° + cos 360 0 + cos 360 0 + cos 720 0 = 4, 

also die "freien Kräfte 2. Ordnung" verschwinden nicht und der 
Massenausgleich 2. Ordnung ist nicht vorhanden, wenngleich die 
freien Momente 2. Ordnung mit Zo = (Z2 + Z3) : 2, nämlich: 

Zl cos 2 ((1 + Z2 COS 2 ct2 + Z3 COS 2 ct3 + Z4 COS 2 ((4 -- 4 Zo 

= 0 + Z2 + z:j -+-- (Z2 + zs) ~ 4 (Z2 + z,J : 2 = 0 
verschwinden. 

Man erkennt unmittelbar aus der Anschauung, daß der Massen
ausgleich der Vierzylindermaschine vollkommen wird, 

E'ig. ~76. 

, ' ./ 
1--
6 
(;(.3 = tx~=Z~OO 

aß = a5= 1800 

a.,= C4J = 0° 

wenn die Schubrichtungen parallel bleiben, aber die der 
beiden mittleren Zylinder denen der beiden äußeren ent
gegengesetzt angeordnet, also die mittleren Zylinder auf die 
entgegengesetzte Seite verlegt werden. Das läßt sich auch mit Hilfe 
von G1. (285) und (286) nachweisen. Der Platzbedarf ist hierfür 
bedeutend größer. 
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Beis piel 2: Sechszylinder-Automobilmotor mit parallelen und 
gleichgerichteten Zylinderachsen. Nach Fig. 276 ist 

[(2 = 120°; ((a = 240°; ((4 = 240°; ((5 = 120°; (Co = 0°; 
Zl=O; Z4=Z6--- Z3; Z5=Z6- Z2; zo=z6,2. 

'Vir prüfen den Massenausgleich diesmal nicht rechnerisch, 
sondern mit der auf S. 590 angegebenen Methode, indem wir die 
Strecken mit'i' 1ni Ti Zi bzw. miT)'i' mir;Aizi je unter den Winkeln [(i 

bzw. 2 (Ci aneinanderfügen. Dabei kann wegen der Gleichheit aller 
mi und Ti für mit'i der 'Wert 1 gesetzt werden. 

Da sich sämtliche Polygone schließen, so besitzt der Sechs
zylinder-Automobilmotor vollständigen Massenausgleich der ersten 
und zweiten Ordnung. Fig. 277 u. 278. 

Fig. '277. Fig. 278. 

Das gleiche gilt von einem Achtzylindermotor, dessen Kurbel
versetzungswinkel 180°, 90°, 180°, 0°, 180°, 90°, 180° sind, wo
bei die Winkel zwischen 1. und 2., 2. und 3., 3. und 4. usf. Kurbel 
gemeint sind. 

Die Massen sind also am Sechszylinder- und Acht
zylindermotor schon vollständig ausgeglichen. Wegen des 
Ausgleiches der hin- und hergehenden Massen braucht man nicht 
mehr als 6 Zylinder zu nehmen. 

10. Kapitel. 

Lehre vom Stoß. 

~ m). Der StoB freier Kürper. 
31 H. Al1gemeine Bemerkung. Wir wollen zwei im Raum sich 

frei bewegende Körper I und 11 annehmen, die sich mehr und 
mehr nähern und schließlich in einem Punkte B berühren. Sucht 
nun im weiteren Verlauf der Bewegung der eine Körper den andern 

Autenrieth-Ensslin, Technische Mechanik. 2. Anf1. 



594 Lehre vom Stoß. 

zu verdrängen, so entsteht ein Stoß, es erwachen an der Berüh
rungsteIle wechselseitige Druckkräfte, sog. Stoßdrücke, die die 
Bewegungszustände der beiden Körper erfahrungsgemäß in ungemein 
kurzer Zeit sehr merklich ändern, mithin eine sehr bedeutende 
Wirkung äußern. Dieser Stoß ist ein zentrischer oder zentraler, 
wenn die im Berührungspunkt B der Körper auf der gemeinschaft
lichen Berührungsebene errichtete Normale durch die Schwerpunkte 
der beiden aufein::nderstoßenden Körper hindurchgeht, andernfalls 
ein exzentrischer. Stehen die Bewegungsrichtungen der beiden 
in B in Berührung tretenden Punkte B l und B,! der Körper I 
und 1I unmittelbar vor dem Stoß senkrecht auf der gemeinschaft
lichen Berührungsebene, so heißt der Stoß ein gerader, andernfalls 
ein schiefer. 

320. Gerader Zentralstoß zweier freier Körper. Ein solcher erfolgt, 
wenn zwei Kugeln I und 11 sich mit ihren Mittelpunkten auf einer 
und derselben Geraden in den gleichen Richtungen, aber mit ver
schiedenen Geschwindigkeiten Cl und c~ bewegen, wobei die Ge
schwindigkeit c'! der vorderen Kugel 11 kleiner ist als die Ge
schwindigkeit Cl der Kugel 1. 

In dem Augenblick, in dem die Berührung der beiden Kugeln 
eintritt, beginnt der Stoß, indem nunmehr die Kugel I in den von 
der Kugel 11 eingenommenen Haum einzudringen sucht. Es findet 
an der Stoßstelle Beine Zusammendrückung, eine Formänderung 
der beiden Kugeln statt, und es erwachen in B wechselseitige 
Druckkräfte, die sog. Stoßdrücke. Dabei erfährt die Kugel 11 
von seiten der Kugel I einen in der gemeinschaftlichen Normalen 
wirkenden, die Geschwindigkeit der Kugel II vergrößernden Druck N, 
die Kugel I dagegen von der Kugel Ir einen ebenso großen, die 
Geschwindigkeit der Kugel I verringernden Gegendruck N. Der 
Unterschied der Geschwindigkeit beider Kugeln wird damit kleiner 
und kleiner. So lange aber die Geschwindigkeit der stoßenden 
Kugel I noch größer ist als diejenige der gestoßenen Kugel 11, 
nimmt die Zusammendrückung beider Kugeln an der Stoßstelle zu. 
Erst wenn diese Geschwindigkeiten gleich geworden sind, hat die 
Zusammendrückung ihr Maximum erreicht, indem dann zu einer 
weiteren Zusammendrückung kein Anlaß mehr vorliegt. Diesen 
Augenblick wollen wir als das Ende einer ersten Periode des 
Sto ßes ansehen. Unter Umständen ist mit dieser ersten Periode 
des Stoßes der Stoß überhaupt beendigt. Sind nämlich die Kugeln 
voll kom m en un elas tisch, mit andern Worten vollkommen plastisch, 
so zeigen sie nach der erlangten größten Formänderung an der 
Stoßstelle keinerlei Bestreben, ihre ursprüngliche Form wieder an
zunehmen, sie bleiben deformiert und gehen in diesem Zustande 
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zusammen weiter mit ihren nunmehr übereinstimmenden Geschwindig
keiten. Sind dagegen die Kugeln elastisch, so haben sie das 
Bestreben, die während der ersten Periode des Stoßes erlittene 
Formänderung während einer zweiten Periode wieder rückgängig 
zu machen. 

Statt die aufeinanderstoßenden Körper zusammendrückbar und 
elastisch anzunehmen, können wir dieselben auch starr voraussetzen, 
wenn wir dafür zwischen den beiden Körpern längs der Normalen 
im Berührungspunkte Beine masselose elastische Spiralfeder als 
Puffer eingeschaltet uns denken. In diesem Falle wird die Feder 
während der ersten Periode des Stoßes infolge der ungleichen Ge
schwindigkeiten der aufeinanderstoßenden Körper mehr und mehr 
zusammengedrückt; sobald aber die Gleichheit der beiden Ge
schwindigkeiten hergestellt ist, also kein Grund zu weiterer Zu
sammendrückung der Feder mehr vor
liegt, fängt die Feder an, während der 
zweiten Periode des Stoßes sich wieder 
auszudehnen und weiter verzögernd auf 
den stoßenden Körper I, dagegen beschleu
nigend auf den gestoßenen Körper 11 ein
zuwirken. Mit der Abnahme der Geschwin-

(I)f~ 
~ 

Fig. 279. 

digkeit von I und der Zunahme der Geschwindigkeit von II nimmt 
aber die Federspannung allmählich ab. Ist die Spannung gleich Null 
geworden, so ist auch die zweite Periode des Stoßes und damit 
der Stoß überhaupt beendigt, worauf die beiden Kugeln getrennt 
sich weiter bewegen vermöge der erlangten Geschwindigkeiten. 

Schließlich ist noch zu bemerken, daß gegenüber der be
deutenden kinetischen Wirkung der Stoßkräfte die Wir
kungen anderer äußerer Kräfte, die an den beiden Kugeln 
etwa noch tätig sind, während der Dauer des Stoßes nicht 
in Betracht kommen können, daß also von diesen letzteren 
Kräften beim Stoß abzusehen ist. Die Reibung hat dann den Cha
rakter einer Stoßkraft, wenn der Normaldruck auch diesen Cha
rakter hat; sonst nicht. Ist also die Reibung in einem bestimmten 
Fall nicht als Stoßkraft anzusehen, so hat sie auf den Stoßverlauf 
keinen Einfluß. 

Bezeichnet man die gemeinschaftliche Geschwindigkeit beider 
Kugeln am Ende der ersten Periode des Stoßes mit ·u, ferner mit 
N die veränderlichen Drücke, die die beiden Kugeln während der 
ersten Periode des Stoßes wechselseitig aufeinander ausüben, so er
gibt der Satz von der Bewegungsgröße, wenn "1:1 die Dauer der 
ersten Periode des Stoßes bezeichnet, 

38* 
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ntlu-mlcl =-J~dt=-Hl 
o 

T, 

1n'.l U - 1n2 C'.l = -t-f N dt = + H l 

o 

. . . (288) 

in Worten: Was der eine Körper an Bewegungsgröße gewinnt, ver
liert der andere an Bewegungsgröße; wirkt doch auf die beiden 
Körper in jedem Augenblick eine gleich große Kraft und Gegen
kraft N, die den Körpern gleiche und entgegengesetzte Elementar
antriebe Ndt erteilen. Durch Addition der GI. (288) erhält man: 

Auf der rechten Seite der ersten Gleichung steht die Summe 
der Bewegungsgrößen der beiden stoßenden Körper vor dem Stoß, 
links die gleichgroße Summe am Ende der ersten Stoßperiode, d. h. 
die Bewegungsgröße eines von keinen äußeren Kräften angegriffenen 
materiellen Systems ist konstant. 

Am Anfang der zweiten Periode des Stoßes haben beide 
Kugeln die Geschwindigkeit u, am Ende dieser Periode seien die 
Geschwindigkeiten vl bzw. v2 • Damit liefert der Satz von der Be
wegungsgröße, wenn 12 die Dauer der zweiten Periode des Stoßes, 

fnlVl -'fnl u=-H2 } ( ) 

m2 v2 -m2 u=+H2 •••••• 290 

woraus wieder durch Addition: 

fnl v l + 1112 V 2 = (ml + 1112) u = 1nl Cl + fn2 C2 , 

ein nach dem Satz von der Konstanz der Bewegungsgröße voraus
zusehendes Resultat. 

Weiche Lehmkugeln wollen wir als vollkommen unelastisch, 
Elfenbeinkugeln als vollkommen elastisch ansehen; in Wirklich
keit zeigen die festen Naturkörper mehr oder weniger un voll
kommene Elastizität. Um nun dieser letzteren in der Theorie 
des Stoßes Rechnung zu tragen, nehmen wir an, daß bei den un
vollkommen elastischen Körpern der Antrieb der Stoßdrücke wäh
rend der zweiten Periode des Stoßes geringer sei als während der 
ersten, so daß man setzen kann: 

H2 =e·Hl • • ••••• (291) 

wobei e einen zwischen 0 und 1 gelegenen, insbesondere von der 
materiellen Beschaffenheit der aufeinanderstoßenden Körper ab-
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hängigen Koeffizienten, den sog. Stoßkoeffizienten, bedeutet. 
Bei vollkommener Elastizität der stoßenden Körper oder, wie man 
zu sagen pflegt, bei vollkommen elastischem Stoße ist H, =8,1. (E= 1), 
d. h. der Antrieb der Stoßkraft ist in beiden Stoßperioden gleich 
groß. Mit Rücksicht auf die letzte Beziehung H 2 = E' H 1 erhält 
man aus den früheren Gleichungen: 

m1 v, - 1n1 U = - E' H1 = E (mi U - m, Cl) . . . (2~2) 
m2 v2 - 1n2 U= +E·H1 =E(1n2U -m2 c2) 

Bei vollkommen unelastischen Körpern ist e=O, womit 

. . (294) 

bei vollkommen elastischen Körpern dagegen ist e = 1 und 
demgemäß im letzteren Fall: 

v =2u-c =2(m,c,+m2 c2)_c _m,Cl+21n2C2-m2C'} 
1 , + ,- + 

• 1n1 m2 m, m2 (295) 
V n = 2 U _ Cn = 2 (1n1 Cl + 1112 c2) _ Cn = m2 (;2 + 2 m, c, - m, C'J 

- - m, + tIl2 - 1n, + m2 

Wäre hierbei m1 = tIl2 , so würde VI = c2 und v2 = Cl; es 
tauschten also die Kugeln ihre Geschwindigkeiten gegenseitig aus. 
Bewegten sich aber die beiden Kugeln gegeneinander, so setzte 
man c2 negativ und erhielte damit VI = - c2 ' v2 = c" d. h. die 
Kugeln gingen beide nach dem Stoß wieder zurück. Würde end
lich die Kugel. m1 normal gegen eine feste ruhende Wand stoßen, 
so hätte man zu setzen c2 = 0 und m2 = 00, womit sich ergäbe, 
wieder bei Annahme vollkommener Elastizität, 

und 

m1 e, + -- 2cn -c 
mn - 1 

v, = - =-c, 
m1 +1 
1n2 

Die Kugel m, prallte also von der Wand wieder zurück mit 
der Geschwindigkeit c" mit der sie auf die Wand aufstieß. 
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Nehmen wir jetzt den in Fig. 280 angedeuteten Fall an, in dem 
eine Reihe von gleichen Elfenbeinkugeln pendelartig aufgehängt 
sind. Bringt man von diesen Kugeln die mit I bezeichnete aus 
ihrer Gleichgewichtslage und läßt sie gegen die Kugel II sich be
wegen, so wird sie die letztere mit einer gewissen Geschwindigkeit Cl 

stoßen. Durch den Stoß erhält die Kugel II, dem Vorhergehenden 
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entsprechend, plötzlich die Geschwin
digkeit v2 = Cl , während die Ge
schwindigkeit der Kugel I zu Null 
wird. Die gestoßene Kugel II stößt 
aber nach erhaltener Geschwindig
keit Cl sofort gegen die ruhende 
Kugel III und erteilt dieser die Ge-

~~ schwindigkeit v~ = Cl' währcnd sie 
. • -- ' . ' selbst die Geschwindigkeit 0 erhält 

usf. Schließlich empfängt auch die 
Kugel V die Geschwindigkeit Cl' ver-
möge der sie sich um ihren Auf· 

hängepunkt nach außen dreht, während alle übrigen Kugeln in Ruhe 
verharren. Dieses Verhalten der Kugeln bestätigt bekanntlich das 
Experiment. 

321. Der Verlust an lebendiger Kraft beim Stoß. Zieht man 
von der lebendigen Kraft L, die das System der beiden aufeinander 
stoßenden Massen ml und m2 unmittelbar vor dem Stoße hatte, die 
lebendige Kraft L l des Systems nach vollendetem Stoß ab, so er
hält man den Verlust L1 L = L 2 an lebendiger Kraft: 

. . (296) 

Beim vollkommen elastischen Stoß ist e= 1 und damit 

L 2 =0, 

beim vollkommen unelastischen Stoß hat man dagegen f=O 

und L _ ml m2 (Cl -- C2)2 _ ml (Cl - C2 )2. __ 1_ 
2 - 2 (m1 + m2 ) - 2 m l + 1 ' 

m2 

d. h. der Energieverlust erlangt einen Größtwert. 
Aus L = LI + L 2 ersieht man, daß die vor dem Stoß vor

handene lebendige Kraft L des materiellen Systems aus zwei 
Teilen bestehend angenommen werden kann, mit deren einem, LI' 
die Wciterbcwegung' des Systems nach vollendetem Stoß erfolgt, 
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während der andere Teil, L z , für diese Weiterbewegung verloren 
geht, dafür aber zur Hervorbringung von bleibenden Formände
rungen der aufeinander stoßenden Körper und von Vibrationen 
dieser Körper und des sie umgebenden Mittels dient. 

Handelt es sich nun darum, durch Stoß einen Nagel in die 
Wand oder einen Pfahl in den Boden zu treiben, so sollte nach 
vollendetem Stoß das materielle System (Hammer + Nagel, Ramm
bär + Pfahl) noch möglichst viel lebendige Kraft für seine Weiter
bewegung, also zum Eindringen in das entgegenstehende Hindernis, 
besitzen, d. h. es sollte LI möglichst groß und damit L 2 möglichst 
klein sein. Bei Voraussetzung eines vollkommen unelastischen 
Stoßes erhält man, wenn die Geschwindigkeit Cz des gestoßenen 
Körpers =0, 

L _ ml cl 2 1 
2---2-' ml ~ 

und 

mz 

Damit zeigt sich, daß, um ein möglichst kleines L z zu er
zielen, das Verhältnis der stoßenden Masse m1 zur gestoßenen m2 

möglichst groß genommen werden sollte. Ist aber mit dem Stoß 
bezweckt, eine Formänderung des gestoßenen Körpers hervorzu
bringen, wie beim Schmieden, Nieten usw., so sollte in diesem 
Fall L 2 möglichst groß sein, also das Verhältnis m 1 : mz möglichst 
klein und damit die gestoßene Masse mz möglichst groß im Ver
gleich mit der stoßenden Masse m1 (möglichst schwerer Amboß usw.). 

322. EXIlerilllentelle Bestimmung des Stoßelastizitätskoeffi
zienten e. Läßt man eine Kugel von der Masse m1 aus der Höhe h 
auf einen auf dem Boden ruhenden, horizontal abgeglichenen Kör
per mz frei herabfallen, so ergibt sich aus der oben gefundenen 
GI. (293) für die Geschwindigkeit vl der Kugel m1 nach yoll
endetem Stoß, mit c2 = 0, zunächst: 

m1c 
m 1 

v =--~. (l+e)-ec 
1 BI 1 .1+ 1 

mz 

oder da man mz im vorliegenden Fall = 00 zu setzen hat: 

Hierbei deutet das - -Zeichen an, daß die Kugel rn1 sich nach 
vollendetem Stoß mit der Geschwindigkeit VI rückwärts, also ver
tikal aufwärts bewegt. Das Vorzeichen kann VOll jetzt ab weg
bleiben. 
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Springt nun in Wirklichkeit die Kugel ml wieder bis zur 
Höhe h' empor, so muß sein, da die Anfangsgeschwindigkeit 

Cl =Y2~gh und die Endgeschwindigkeit vl = Y2g1?, 

E=~ = ~;~f= V~ ...... (297) 

Durch Beobachtung von hund h' könnte man daher den Stoß
elastizitätskoeffizienten E für die beiden Versuchskörper ml und m2 

erhalten. 

323. Schiefer Zentralstoß zweier freier Körper. Es handle 
sich wieder um zwei Kugeln von den Massen 'lnl und m2 , die in 
einem gewissen Augenblick im Punkte B zusammenstoßen. Dabei 
seien bei Beginn des Stoßes die Geschwindigkeiten der Kugeln Cl 

bzw. c2 und a l und a2 die Winkel dieser Geschwindigkeiten mit 
der gemeinschaftlichen Normalen in B. Zwischen den beiden Kugeln 
denken wir uns, wie früher, an der Stoßstelle B längs der Normalen 
in B eine elastische Spiralfeder eingeschaltet, bei deren Zusammen
drückung sich (unter Vernachlässigung der Reibung an der Stoß
stelle) die Stoß drücke N in der Normalen in B entwickeln. 

, , , , , 
" 
" " , , , 

\ 
\ .ll 

Fig. 2 1. 

Hat die Zusammendrückung der 
Feder und damit der Stoßdruck N das 
Maximum erreicht, so ist die erste 
Periode des Stoßes vollendet. Bezeichnet 
man nun mit wl und w2 die Geschwin
digkeiten, die die Massen tnl und m2 

am Ende der ersten Periode des Stoßes 
infolge der Stoß drücke allein erhalten 
hätten , dann ist die Geschwindigkeit u l 

der Kugel ml am Ende der ersten Periode 
des Stoßes die Hesultierende aus Cl und 
wl . Ebenso ist die Geschwindigkeit u2 

der Kugel tn2 die Resultierende aus c2 

und w2 • Wendet man jetzt den Satz von der Bewegungsgröße an, 
indem man als Projektionsachse die Normale in B voraussetzt, 
so erhält man, wenn die Winkel von u l und u2 mit der Normalen 
in B mit !Pl und !P2 bezeichnet werden (Fig. 281): 

'1 

ml Ul COS!Pl - ml Cl cos a l = - f Nd t = - H l 

o 
'1 

m2 u2 COS!Pl _. m2 c2 cos a2 = + f Ndt = ·+ Hl • 

o 
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Da aber am Ende der ersten Periode des Stoßes die Kugel ml 

gegen die Kugel mz längs der Feder, also nach der Normalen in B 
keine Geschwindigkeit besitzt, so ist 

also: 

woraus: 

Ferner hat man 

und 

Ul COS CfJl = Uz cos (pz = U , 

ml U - ml Cl cos ((1 = - H l 

mz u - m z Cz cos (tz = + H l 

U l sin CfJl = Cl sin ((1 

Uz sin CfJz = c2 sin ((2 • 

Es sind daher die Geschwindigkeiten u l und u2 vollständig 
bestimmt. 

Für die zweite Periode des Stoßes 
sind u1 und U z die Anfangsgeschwindig
keiten, während die Endgeschwindigkeiten 
mit vl und v2 und deren Winkel mit der 
Normalen in B mit 'lfJl und 'lfJz bezeichnet 
werden mögen (Fig. 282). Bezeichnet man r. 
wieder mit H2 =JNdt=I3H1 den Antrieb 

o 
der Stoßkraft während der zweiten Periode 
des Stoßes, so ergibt sich: 

TI 

Fig. 2 2. 

ml vl cos 'lfJl - m1 ul cos CfJl = - Hz = - 13' H l = 13 (ml u - rnl Cl cos !Xl) 

m2 vZ COS 1Jlz -m2 uZ COS CfJz = + Hz = -t 13' Hl = 13 (mz U - mz Cz cos ((2)' 

woraus: vl COS 'lfJl = U (1 -t- 13) -I3Cl COS ((1 

V2 COS 1Jl2 = U (1 + 13) - 13C2 COS (12 • 

Ferner ist: vl sin 'lfJl = ul sin CfJ1 = Cl sin C(1 

v2 sin 'lfJ2 = u2 sin (Pz = Cz sin (12 • 

Damit wären die Endgeschwindigkeiten vl und v2 ebenfalls 
vollständig bestimmt. 

324. Stoß einer Kugel gegen eine feste Ebene. Man hat 
hier mz = 00 und c2 = Ü zu setzen, womit bei vollkommener 
Elastizität, d. h. 13 = 1 

U=Üi 

Hierdurch ist das bekannte l~eflexionsgesetz angegeben. 
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§ 70. Der unfreie Stoß. 
325. Stoß eines materiellen Punktes gegen einen materiellen Kör

per. Stoß mittelpunkt. Aufhängung eines Pendelkörpers, der einen 
Stoß erfährt. Ballistisches Pendel. Wir fragen nach der Bewegung 
eines freien Körpers (Fig. 283), der anfangs in Ruhe befindlich, von 
einem materiellen Punkt mit Masse m1 einen ger a den ex z en t ris ehen 
Stoß empfängt. Der Einfachheit haI bel' nehmen wir einen Körper 
mit einer Symmetrieebene und lassen den Stoß in dieser Ebene er
folg'en, Dann ist die Bewegung eine eben e, alle Körperpunkte 
bewegen sich in Parallelebenen. Der Stoß wird nun den Körper 

rr---
I I 
I I 

I I 
I 

e 

in Translation und Rotation versetzen; dem 
Schwerpunkt wird eine Translationsge
schwindigkeit 'Vs in der Stoßrichtung, und 
dem ganzen Körper eine Winkelgeschwin
digkeit werteilt. Nach 226 ist die resul
tierende Elementarbewegung eine Drehung 
um das Momentanzentrum C, das auf einem 
Lot gelegen ist, das auf der Schwerpunkts
geschwindigkeit im Schwerpunkt errichtet 
ist. Die Lage des Momentanzentrums 0 
ist unbekannt und wird nachher gesucht. 

Sei nach dem Stoß w die momentane 
Winkelgeschwindigkeit des Körpers um 
den Schwerpunkt S und damit auch um 

Ä das Momentanzentruili C (S. 231), dann ist 
FiD', 2 3, mit den Bezeichnungen der Fig. 283 die 

Schwerpunktsgeschwindigkeit 'VB = ew und 
die Geseh windigkeit von Bist u = h w. Wird der Stoß als unelastisch 
aufgefaßt, so bewegen sich am Ende des Stoßes der gestoßene und 
der stoßende Körper am sog. Stoßpunkt B mit der gleichen Ge
schwindigkeit u. Unter dem Stoßpunkt sei der Fußpunkt des 
vom Schwerpunkt auf die Stoßnormale gefällten Lotes verstanden. 
Ist ferner 1\ die Gesehwindigkeit des stoßenden Körpers m1 vor 
dem Stoß, so ist für diesen nach dem Satz vom Antrieb 

+m1u-m1c1 =-JN·dt 
unter N den Stoß druck in B verstanden; denkt man sich·+ N und 
- N im Schwerpunkt hinzugefüg't, so ist der Antrieb von N am 
g'es t 0 ßenen Körper 

- 0 +m2 'V.=+ f N,dt, 

ferner ist das Antriebsmoment um den Schwerpunkt, wenn es das 
Trägheitsmoment des gestoßenen Körpers in bezug auf die zur 
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Symmetralebene senkrechte Schwerpunktsachse bedeutet, und h - e 
= s gesetzt wird: 

-0+ esw=! N.s.dt=s.! N·dt. 

Aus der Verbindung der zwei letzten Gleichungen und mit 
VB = ewerhält man eine Beziehung, durch die e und damit die 
Lage des Momentanzentrums bestimmt ist, wie folgt: 

wes 
-s-=m'2 ·v. =m~ ew 

Die ganze Entfernung h vom Momentanzentrum bis zum Stoß
punkt ist 

h=e+s= ~~-t~~s~ 
11l~ s 

(298) 

Dieser Wert stimmt mit der reduzierten Pendellänge GI. (219) 
genau überein. Es entspricht der Stoßpunkt B dem Schwin
gungsmittelpunkt Sm der Fig. 254 und das :N[omentanzt>ntrum 
der Stoßbewegung dem Aufhängepunkt des physischen Pendels. 
Befände sich im Momentanzentrum eine festgelagerte Drehachse, 
senkrecht zur Ebene der Bewegung, so würde die Stoßbewegung 
dadurch nicht beeinflußt. Diese Achse hat auch keincn Stoß auf
zunehmen. Nun verschwilldet die Stoßkraft momentan wieder; da
her ist kein Anlaß vorhanden, daß das MomentanzentrtUll des 
Stoßes, der sog. Stoßmittelpunkt, seine Lage ändern sollte. Er 
bleibt also stoßfrei und die Drehachse hat nur solche Kriifte auf
zunehmen, wie sie der Aufhängepunkt eines Pendels auch aufzu
nehmen hat. Eine nicht durch den Stoßmittelpunkt gehende Dreh· 
achse würde offen bar einen Stoßdruck erfahren. 

Ein Körper, der in einer SYlllmetralebene gestoßen wird, wie 
das Pendel eines Schlagwerkes, der Klöppel einer Glocke, das sog. 
ballistische Pendel, kann so aufgchängt werden, daß die Drehachse 
keinen Stoß druck erfährt; man muß zu diesem Zweck die Dreh
achse durch den Stoßmittelpunkt legen. Auch ein Hamlller oder 
ein Beil hat einen durch Stoßpunkt-, Schwerpunkt und Massenver
teilung bestimmten Stoßmittelpunkt, in dem man den Hamlllerstiel 
fassen muß, wenn die Hand beim Hämmern keinen Prellstoß aus
halten soll. Die Hammerstiele sind gewöhnlich so lang gemacht, 
daß letzteres zutrifft, wenn man den Stiel am Ende anfaßt. 

Es ist leicht, die Geschwindigkeit des Stoßpunktes nach dem 
(unelastischen) Stoße anzugeben. Aus der ersten und zweiten Olei
chung folgt mit v.=(e!h)·u 
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e 
1n1 +1nZ h 

. . . . . . (299) 

Das Verhältnis eil! ist durch die Lage des Stoßpunktes, des 
Schwerpunktes und der Massenverteilung bestimmt und berechen
bar. Wir schreiben es noch in anderer Form, indem wir den 
Trägheitshalbmesser ro der Masse 1n2 bezüglich des Schwerpunktes 
benützen, wobei m2 r0 2 = e. ist: 

e e. 1n2 r0 2 roz 1 

I! e. + 1n2 S 2 = mzr02 +1n2 S2 = 1'02 + 8 2 = 1 + (slror' 
damit wird 

. (300) 

Hierin ist 1n2'=m2 ·(e!h)=m2 f[1+(sllror] die auf den Stoßpunkt 
reduzierte ~'1asse des gestoßenen Pendels. Sie hat die gleiche 
kinetische Energie wie der gestoßene Körper; denn es ist, mit 
8.=m2 ·e·s und v.=ew nach 246: 

10 m v 2+! e w2 =!m eZ w2 +!m .e·8.w2 
22828 22 22 

Das ist genau die kinetische Energie der reduzierten Masse m2', 

nämlich l m/· u2• 

Vergleicht man nun GI. (299) oder (300) mit (289), so darf 
man den 0 ben betrachteten Stoßvorgang durch den un
elastischen geraden zentralen Stoß zweier Punktrnassen 
m1 und m2' ersetzen; man kommt dann bezüglich der Ge
schwindigkeit nach dem Stoß zum gleichen Endergebnis. 

Ist nun die Mornentanachse des gestoßenen Körpers drehbar 
gelagert, so wird derselbe vermöge der beim Stoß aufgenommenen 
kinetischen Energie eine Pendelung ausführen, deren größten Aus
schlagwinkel man mit Hilfe des Satzes von der Arbeit wie folgt 
berechnen kann: 

0-~rn/u2=m2g·e.(1-coscp) 

u=1/2·1n2 g·e.(1-coscp) ... (301) 
V m2' 

Bei einem ballistischen Pendel, das in C (Fig. 283) dreh
bar aufgehängt ist, trifft das Geschoß in B auf eine geeignete 
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Masse, in der es stecken bleibt. Man beobachtet dann den größten 
Ausschlag er des Pendels und kann, nachdem man vorher die 
reduzierte Masse des Pendels bestimmt hat, u aus GI. (301) und 
hierauf die Geschwindigkeit Cl aU:s (300) berechnen. 

326. Stoß gegen einen Körper mit fester Drehachse. Ein 
Körper sei um eine feste Achse dreh bar; er besitze eine auf dieser 
senkrecht stehende Symmetralebene und werde in dieser von einem 
zweiten Körper exzentrisch gestoßen; der Stoß sei ein gerader. 
Greift die Stoßkraft P im Abstand a von der Drehachse an, und 
hat der stoßende Körper, den wir als materiellen Punkt von der 
Masse m annehmen, die Geschwindigkeit C vor dem Stoß, hat ferner 
der drehbare Körper das Trägheitsmomente in bezug auf die 
Drehachse, so ist nach GI. (154) 

P.a= eelw 
dt • 

Der Stoß sei vollkommen unelastisch, es haben also beide
Körper am Ende des Stoßes gleiche Geschwindigkeit u = w' . a, 
wenn w' die Winkelgeschwindigkeit nach erfolgtem Stoß ist. 

Der Satz vom Antrieb liefert dann für den ersten Körper 

m(c-u)=J Pelt 

und für den Drehkörper 

G J' ----;;.w'= Pdt. 

Durch Gleichsetzen und mit 11 = w'· a folgt: 

mc 
(302) 

m +m' 

wenn m' = Gja2 die auf den Stoßpunkt reduzierte Masse ist, der im 
Abstand a von der Drehachse liegt. Damit haben wir wieder die 
gleiche Form für u wie in GI. (300) und dürfen den Vorgang des 
unelastischen Stoßes durch den geraden 
zentralen Stoß zweier Punktrnassen mund 
m' ersetzen. 

327. Stoß rotierender Körper. Es f4 {~2 

handle sich um den Stoß zweier, um pa- + L. -3 f 
ralleleDrehachsen mit den Winkelgeschwin- .-
digkeiten w l bzw. w2 rotierender Körper 
(Fig. 284). 

Entsprechend dem Vorhergehenden er- .N 
hält man bei Voraussetzung vollkommen Fig. ~84. 
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unelastischen Stoßes für die Geschwindigkeit der Stoßstelle B nach 
vollendetem Stoß, wenn rn/ und rn/ die auf den Stoßpunkt B 
reduzierten Massen der beiden rotierenden Körper. 

I + I rn1 r 1 w1 rn2 r2 w2 u = -~---- ~-~-~~ ~ ~ ~-- (303) 
rn/ + rn2 ' • 

und für den Verlust an lebendiger Kraft infolge des Stoßes: 
, '( )2 

L1 L = 1n1 ~2 . r 1 ~1-=-~~~ (304) 
2 (rn/ + 1112') 

328. Stoß eines rotierenden Körpers gegen einen zwischen 
parallelen Führungen beweglichen (Fig. 285). Die beiden im Stoß
punkt B in Berührung tretenden materiellen Elemente der aufein
anderstoßenden Körper rn1 und rn2 seien wieder drni und d rn2 , an 

deren Stelle wir die auf den Stoßpunkt B reduzierten Massen rn/= e: 
(! 

und rn/ = 1n2 der Körper rnl und rn2 setzen können, wobei dann 
rn/ und rn2 ' als frei beweglich auf den betreffenden vorgeschrie
benen Bahnlinien anzusehen sind. 

Bei Beginn des Stoßes habe der materielle Punkt drni die Ge
schwindigkeit Cl = w(OB) und der materielle Punkt dm2 die Ge-

Fig. 2 5 . 

schwindigkeit c2 ' ferner seien VI 

und 1)2 die Geschwindigkeiten 
dieser Punkte am Ende der ersten 
Periode des Stoßes und damit 

o bei Voraussetzung eines voll
kommen unelastischen Stoßes, am 
Ende des Stoßes überhaupt. In
dem man nun an der Stoßstelle 
B sich wieder in der Normalen 
die elastische Spiralfeder ein

geschaltet denkt, die während des Stoßes die veränderlichen Drücke N 
auf die zusammenstoßenden Massen ausübe, ergibt der Satz von der 
Bewegungsgröße für die Masse rn/, wenn man die Gerade AB ~BO 
als Projektionsachse annimmt: 

T T 

rn/VI - rn/ Cl = -~-I N cosal ·dt= - cos alJ Ndt. 
o 0 

Desgleicheit liefert der Satz von der Bewegungsgröße für die Masse 
rn2 ' bei Annahme der Pro.iektionsachRe BD parallel den Führungen 

T T 

rn2 ' v2 -~ - rn2 ' c2 =.J N cos a2 . r1 t = cos a2 I Nd t. 
o 0 
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Multipliziert man nun die erste dieser Gleichungen mit cos [(~, 
die zweite mit cos IXl und addiert beide Gleichungen, so ergibt sich 

m/ VI cos IX2 - m/ Cl COS IX2 + m2 ' V 2 cos IXl - m2 ' C2 cos ((1 = 0. 

Am Ende des Stoßes hat die bei B eingeschaltet gedachte 
Spiralfeder das Maximum ihrer Zusammendrückung erfahren, es 
sind daher auch die Komponenten der Geschwindigkeiten VI und 
v2 nach der Normalen in B einander gleich oder 

womit die vorletzte Gleichung übergeht in: 

, cos2 IXo , , , 
m1 . V" • ----'"-+ m., V o cos ((1 = ml Cl cos [C, + m., Co COS IXl . 

" cos ((1 - - - -" 

Hieraus bestimmt sich v~ und mit VI COS ((1 = V2 COS ((2 dann 
auch VI' 

Als Verlust an lebendiger Kraft infolge des Stoßes erhält man: 

JL = ~ m/ C1 2 + ~m/ C2 2 - (~m/ V1 2 + ~ m,/v2 2). 

§ 71. Experimentelle Ermittlung dps Stoßwrlaufes und der 
g'rüHtell Stoßkraft. 

329. Der Stoß(lruck. Versuche über Stoß. Die der Lehre 
vom Stoß zugrun<le liegen<len Annahmen. Wird ein Körper auf 
Stoß beansprucht, so ist es von größter ·Wichtigkeit, zu erfahren, 
ob er den Stoß ohne Gefährdung seiner Festigkeit aushalten kann. 
Das führt auf die Frage nach dem Größt,rert der Stoßkraft. Wir 
werden sofort sehen, daß die bisher über den Stoß angestellten 
Betrachtungen und Bercchnungen keinc Antwort auf diese Frage 
geben können. Es liegt vielmehr eine Aufgabc vor, elic u. a. ein 
Eingehen auf die Elastizität des Materials fordert; auch elie ein
tretenden Forrnänderllngsbewegllngen und Schwingungen werden 
von wesentlicher Bedeutung sein. Die Aufgabe gehört also nicht 
mehr der Mechanik des starren Körpers an. Die HnlOthese des 
starren Körpers schlielH vielmehr die Antwort auf unsere Frage 
völlig aus. Nur der Venmch vermag hier Klarlll'it zn bringen, und 
erst wenn der Stoßvorgang experimentell festgestellt ist, wird man 
vielleicht imstande sein, vel'einl'aehende Annahmen zu mHclwn, die 
auf Tatsachen lleruhen. 

Wir knüpfen darum am zweckmiißig~ten an eincn Yersuch an. 
R. Plank 1) hat eincn 10 lllm starken, 225 mm langen tll1ßeiserncn 
L';ugstab durch ein aus 0,1 lJi:, 4 III Höhe herabfallellde,; Gewicht 

') Mitteilungen Forsch.·ArbeitC'll ,1. Ver. deutsch. Ing., Heft 1 :l:-l. 
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von 25 kg auf Stoß beansprucht und den zeitlichen Verlauf des 
Weges des Fallgewichtes während des Stoßes beobachtet. Das Ge
wicht traf bei einem Versuch mit 6,1 [m/sek] Geschwindigkeit auf 
den Zugstab auf und kam nach Tl = 0,0065 sek zur Ruhe, womit die 
erste Stoßperiode abgeschlossen ist. Nach weiteren T2 = 0,00344 sek 
war die zweite Stoßperiode zu Ende, das Fallgewicht prallte mit 
0,80 [m/sek] Geschwindigkeit von dem Zugstab zurück. 

Wir können lllit Hilfe dieser Beobachtungen einige der früher 
vorkommenden Rechnungsgrößen angeben. 

In der ersten Stoßperiode ist nach dem Satz vom Antrieb: 

ml Cl - O=J p·dt=Pm·TI 

(25/9,81).6,1 = Pm' 0,006 55 ; Pm = 2380 kg. 

Ohne Kenntnis der Versuchsangaben, insbesondere ohne Kennt
nis der Stoßzeit Tl' konnte mit Hilfe der früher entwickelten Stoß
gleichungen nur der Antrieb J p. d t angegeben werden. Durch 
Beobachtung der Stoßzeit ist nunmehr wenigstens der zeitliche 
Mittelwert der Stoßkraft bestimmbar geworden, wenn auch noch 
nicht der wichtigste Wert, die gr öß te Stoßkraft. 

Während der zweiten Stoßperiode ergibt sich ebenso P m=590 kg 
und während beider St6ßperioden, also während des ganzen Stoßes 
Pm = 1535 kg. Der Stoßkocffizient ist nach GI. (297): 13 = VI/Cl 

= 0,8/6,1 = 0,131. Der Arbeitsverlust des }'allgewichtes während 
des Stoßes 

(vgl. 321), ist nach den Feststellungen Plan ks zum weitaus 
größten Teil zur bleibenden Dehnung des gezogenen Zugstabes 
verwendet worden, dessen ursprüngliche Länge 225 mm sich 
während des Versuches um 14,5 mm vergrößerte, wovon 0,8 mm 
elastische und 13,7 mm bleibende Verlängerung waren, ent;:;prechend 
einer Gesamtdehnung Eg = 14,5/225 = 0,0645, einer Federung von 
Be = 0,8/225 = 0,0035 und einem Dehnungsrest von Eb = 13,7/225 
= 0,061. Die in Vibration des gestoßenen Körpers und des Fall
werkes samt Fundament verwandelte Arbeit war dagegen bei der 
von Plank benützten Einrichtung gering. 

Den Verlauf der Stoßkraft ermittelte Plank aus der von ihm 
indizierten Zeit-Weg· Kurve des Fallgewichtes, aus der während der 
Stoßzeit Geschwindigkeit, Verzögerung und damit die verzögernde 
Kraft bestimmbar ist. Der größte Stoßdruck betrug 4320 kg und 
war kurz nach Beginn des Stoßes nach 0,00052 sek erreicht. Der 
größte Stoßdruck wurde also bedeutend größer gefunden 
als der oben berechnete Mittelwert (vgl. Fig. 286). 
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Den größten Stoßdruck kann man aber mit Hilfe der oben 
abgeleiteten Stoßgleichungen auf keine Art berechnen. Man kann 
wohl eine Beziehung zwischen den am Stoß beteiligten Massen und 
ihrer Geschwindigkeit vor und nach dem Stoß aufstellen, wenn 
man den Stoßkoeffizienten einführt, der den Grad der Elastizität 
und Plastizität des Materiales ausdrücken soll, gelegentlich auch 
noch andere Einflüsse, wie Vibrationen,' enthalten wird, besonders 
bei sehr schwingungsfähigen Körpern, die man nicht mehr als 
materielle Punkte behandeln kann. Der die Stoßkraft und Stoßzeit 
enthaltende Antrieb H = f P·dt kommt jedoch nur als Ganzes in 
den Rechnungen vor, oder kann als Ganzes aus den Bewegungs
größen vor und nach dem Stoß berechnet werden. Der zeitliche 
Verlauf des Stoßdruckes P bleibt aber dabei gänzlich außer Be
tracht, darin liegt einesteils ein Vorzug, wenn man sich bloß mit 
den Anfangs- und Endgeschwindigkeiten beim Stoß befaßt j andern
teils aber ein nicht überwindlicher Mangel, wenn man nach dem 
praktisch wichtigsten größten Stoßdruck fragt. Diesen kann man 
nur aus Versuchen finden. Die Hypothese des starren Körpers 
aber ist in diesem Zusammenhang geradezu ein Hindernis j denn 
am starren Körper muß sich der Stoß in unendlich kurzer Zeit ab
spielen j da nun der Antrieb H = f p. dt eine endliche Größe hat, 
so müßte der Stoßdruck P unendlich groß sich ergeben, ein un
brauchbares Ergebnis. 

Man könnte nun daran denken, den größten Stoßdruck bei 
dem oben beschriebenen Schlagzugversuch oder bei einem ähn
lichen Vorgang dadurch einfach experimentell zu bestimmen, daß 
man die bleibende Dehnung mißt, die der Stoß bewirkt hat, und 
nun die Kraft auf einer Zerreißmaschine bestimmt, die eine gleich große 
bleibende Dehnung hervorruft. Diese Methode erfordert eine grund
sätzliche Bemerkung. Die bleibende Dehnung beim Stoß erfolgt in 
kürzester Zeit, also außerordentlich schnell, auf der lIIaterialprüf
maschine dagegen sehr langsam. Nach Beo bachtungen von P. Lud w i k 
braucht man aber eine viel höhere Kraft, wenn ein Stab schnell 
gedehnt wird, als wenn man ihn um ein gleich langes Stück lang
sam dehnt. Mit zunehmender Streckgeschwindigkeit wächst auch 
die zu einer bestimmten Dehnung erforderliche Kraft. Eine bleibende 
Dehnung des von Plank benützten Zugstabes um Bb =0,061=o,l% 

erfordert bei langsamer Belastungssteigerung etwa 2500 kg Zug
kraft, während Plan k bei hoher Streckgeschwindigkeit eine solche 
von 4350 kg fand. 

Es ist also grundsätzlich falsch, aus der bleibenden Zugdehnng 
nach einem Stoß ohne Berücksichtigung der Streckgeschwin
d i g k e i t auf die größte Stoßkraft zu schließen. 

Autenrieth-Ensslin, Tcchnischo Mechanik. 2. Anfl. 
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Es wurde schon oben bemerkt, daß die größte Stoßkraft bei 
stoßweiser Zugbeanspruchung kurz nach Beginn des Stoßes auf
trete; man würde dies nicht erwarten, vielmehr vermutet man, die 

größte Stoßkraft trete mit der 
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größten Formänderung zusam
men auf in dem Augenblick, 
wo die relative Stoßgeschwin
digkeit Null ist. Das trifft jeden
falls hei einem vollkommen 
elastischen Stoß auch zu. Bei 
der stoß weisen Zugbeanspru
chung , die über die Elasti
zitätsgrenze hinausgeht, beob
achteten aberPlank und früher 
schon l'erot und H. M. Levy, 
daß die Stoßkraft nicht bei 
allen Stoffen mit der Verlänge
rung wachse, daß sie vielmehr 
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Fig. 2 6. nung wieder abnehme, im obell 
angeführten Beispiel von Pmax 

= 4320 kg auf 900 kg am Ende der ersten Stoßperiocle (vgl. Fig. 286). 
Bei stoßweiser Druckbeanspruch ung hat Höniger (Diss. 

Berlin 1910, Verfahren zur Ermittlung des Verlaufes der veränder
lieben Stoßkraft bei Stauchversuchen) im Gegensatz zu dem bei 
Schlagzugversuchen Beobachteten ein fortwährendes Anwachsen 
des Stoßdruckes mit zunehmender Stauchung festgestellt. Der 
Stoßdruck erreicht seinen Größtwert am Ende der ersten Stoß
periode (s. Fig. 287). Es wiire sehr erwünscht, den Stoßvorgang 
beim Stauch- und Zugversuch mit den gleichen experimentellen 
Hilfsmitteln zu beobachten. 

Die zur Erzeugung einer bestimmten Dehnung erforderliche 
Kraft hat sich auch bei den Stauchversuche,n größer ergeben als 
hei dem statischen Druckversuche, und zwar wurde der Unterschied 
hei Blei größer gefunden (his über den doppelten Betrag der 
statischen Kraft) als bei Kupfer, Gußeisen und Stahl; der Unter
schied war bei dem zuletzt genannten Material am kleinsten. 

Der Stoßkoeffizient e berechnet sich nach GI. (293) aus den für 
Kupfer ermittelten Versuehswerten zu 0,2 bis 0,16, entsprechend 
20 his 50 cm Fallhöhe; bei Stahl e=rd.O,3 (bei größter Druck
spannung VOll gegen 10000 kg/gcm); hei Blei e = rcl . 0,07. Der 
Stoßkoeffizient ist demnach bei vorwiegend plastischen Materialien 
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klein, bei elastischeren höher; bei letzteren wird er um so kleiner, 
je mehr die Elastizitätsgrenze beim Stoß überschritten wurde. Der 
Stoßkoeffizient ist also auch für ein und dasselbe Material 
keine unveränderliche Zahl. 

Man hat häufig den größten Explosionsdruck des Pulvers in 
Geschützen und ähnlü:hes mit Hilfe von Kupferzylindern, sog. crushers , 
zu ermitteln gesucht. Der crusher wird durch einen Schlag oder 
einen Explosionsstoß bleibend zusammengedrückt und ein gleich 
großer crusher durch ruhende Belastung ebenso stark bleibend zu
sammengedrückt; der hierzu erforderliche ruhende Druck, der 
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Fig. 2 7 . (Kupfer.) 

beobachtet wird, wird dem Stoß druck gleichgesetzt. Nach den 
Versuchen Hönigers ist die dynamische Kraft, die eine bestimmte 
Gesamtstauchung (= bleibende und elastische) hervorrnft, größer 
als die entsprechende ruhende Belastung, in ganz roher Zahl im 
Verhältnis 5: 4 bei Kupfer. Wenn nun die Drnckmessung mittels 
Kupfer-crnsher auch nicht ganz genau ist, so ist sie doch zn einer 
Abschätzung des Stoßdrnckes nicht ungeeignet, während das analoge 
Verfahren bei stoßweiser Zug'beanspruchung unbrauchbar ist. 

Der größte Stoßdruek hängt dem Gesagten zufulgp außer 
VOll der Masse und Geschwindigkeit der stoßenden Körper noeh 
von deren Form, der Elastizitiit bzw. Plastizität des Materiales 
und der Formiinderungsgesehwindigkeit ab, ps besteht heutzutage 

:10* 
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wenigstens noch keine Aussicht auf eine exakte Berechnung des 
Stoßdruckes ; vielmehr ist man noch auf Versuche angewiesen, die 
auch noch weitere Aufklärung über das Verhalten der Konstruk
tionsmaterialien gegen stoßweiße Beanspruchung zu bringen hahen. I ) 

Trotzdem erscheint es lehrreich, zu sehen, wie einfach die 
Sachlage sein müßte, wenn die Vorausberechnung der größten 
Stoßkraft möglich sein sollte. Diese Sachlage müßte dem Stoß 
gegen einen Puffer ähnlich sein; der Widerstand der Pufferfeder 
gegen den stoßenden Körper ist hier als bekannt anzunehmen und 
kann der Zusammendrückung x der Feder proportional angenommen 
"'erden, 

TY=c·x. 

Der Puffer sei festgelagert, die stoßende Masse m treffe mit 
der Geschwindigkeit v zentral auf ihn. Dann ist am Ende der 
ersten Stoßperiode die Bewegungsenergie der Masse ganz in Arbeit 
zum Zusammendrücken der }~eder ~ cx· x umg'ewandelt, wo x die 
größte Zusammendrückung der Feder ist und in vollständig um
kehrbarer Weise in dieser aufgespeichert; nach dem Satz von der 
Arbeit ist dann 

~m1,2 - 0 = ~ c'x~ 

x=v~ 
1 /1I~ -

P",ax= c·x=c·v V ~=vVmc. 
Die Konstante c besteht der Festigkeitslehre zufolge aus einem 

}~aktor, der von der Form und dcr Größe der }'eder abhängt, und 
aus einem vom Material abhängigen Faktor. Schon der erstere ist 
bei vielen Formen der stoßenden Körper nicht bekannt, und noch 
viel mehr gilt das von dem Matcl'ialfaktor, der bei nicht voll
kommen elastischem Stoß vom Grad der Plastizität und der Form
änderungsgeschwindigkeit abhängt (vgI. auch S. 609). 

Handelt es sich gar um das Einrammen eines Pfahles zum 
Zweck der Herstellung eines sicheren Fundamentes für ein auf 
schlechtem Baugrund zu errichtendes Gebäude, so ist der Stoß des 
Rammbärs auf den Pfahl noch viel schwieriger zu verfolgen, weil 
der eine der heidcn Körper nicht frei beweglich ist und an ihm stoß-

') Das Stoßproblem ist mit den Hilfsmitteln der Elastizitätslehre allein 
nicht lösbar, da die Möglichkeit des Überschreitens der Elastizitätsgrenze vor· 
liegt. Die Untersuchung schwacher Stöße, bei denen die Elastizitätsgrenze 
nicht überschritten wird, hat, korrekt durchgeführt, wohl einen informatori· 
sehen "Yert, ist aber keine vollständige Lösung des Stoßproblemos. 
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artige Widerstände entstehen. Die Pfahlspitze muß den N ormal
druck des Bodens überwinden, der als Stoß druck auftritt, und es 
kommt zu den Massenwirkungen noch die Reibung an der Pfahl
spitze und dem im Boden steckenden Pfahlumfang. Da die Be
schaffenheit des Baugrundes zunächst unbekannt ist, muß die Höhe 
und Dicke des Pfahles, der nachher einen Teil der Baulast mit 
Sicherheit tragen soll, durch Schlagen von Probepfählen, so gut 
als möglich ermittelt werden. Auch auf die Festigkeit des Pfahles 
selbst gegenüber der Stoßkraft ist zu achten. Eine Besprechung des 
Vorgangs beim Einrammen von Pfählen und der heute gebräuch
lichen Auffassung findet der Studierende in Föppl, Mechanik, Bd. 1. 

Anhang. 

Einiges aus der Vektorenrechnung. 

330. Begriff des Skalars und des Vektors. Addition und 
Subtraktion. Arbeit, Trägheitsmoment, Masse, Zeit, Temperatur, Dichte 
sind Größen, zu deren wesentlichen :Merkmalen der Zahlenwert, nicht 
aber die Richtung gehört; solche Größen nennt man Skalare. 
Dagegen haben Geschwindigkeit, Beschleunigung, Kraft, Drehmoment, 
Impuls, Impulsmoment usf. außer dem Zahlenwert das Merkmal der 
Richtung, genau wie in der Geometrie eine Strecke, die eine be
stimmte Länge, Richtung und einen bestimmten Richtungssinn hat; 
diese Größen nennt man Ve k to ren. (Bezeichnung fette gotische 
Buchstaben.) Zwei Vektoren sind demnach gleich, wenn ihre Größen 
(ihre sog. Beträge) gleich sind und ihre Richtungen und ihr Richtungs
sinn übereinstimmen. Stimmen sie bis auf ihren Richtungssinn über
ein, so sind sie einander entgegengesetzt gleich. Der Einheits
vektor i ist eine Strecke von der Länge oder dem Betrag 1; reiht 
man v Einheitsvektoren in ihrm' eigenen Richtung aneinander, so 
entsteht ein Vektor 

l1=i·v, . (305) 

wobei i die Richtung, v den Betrag angibt. Auf einer Richtung 
können zwei Richtungssinne unterschieden werden (vorwärts, rück
wärts; aufwärts, abwärts), denen man das +- und.--Zeichen bei
legt. Der Vektor + b ist dem Vektor - b gleich und entgegen
gesetzt. 

Definition der Vektorsumme: Gleichgerichtete Vektoren 
werden algebraisch addiert (und subtl'ahiert); verschieden gerichtete 
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nach der Parallelogrammregel "geometrisch addiert"; das soll durch 
die Gleichung ausgedrückt werden (Fig. 288) 

V1 + V~ = V. (306) 

Durch die Definition ist gleichzeitig- festgesetzt , daß die Summanden 
auch vertauschbar sind: 

V1 + 11~ = V2 + V1 = V. 

- ..40. 
~---*----~----=-~" 

Ein Vektor wird von einem an
dern subtrahiert, indem man seinen 
Richtungssinn umkehrt und den Vek
tor sodann geometrisch addiert. 

, 

" " " 
Fig.2 . 

Man weist aus der Definition der 
Summe leicht nach, daß gilt 

(111 + Öl) + C = 111 + (Öl + c). 
331. Differential eines Vektors. Eine denkbar kleine Änderung 

des Einheitsvektors i um di kann nur in einer denkbar kleinen 
Richtungsänderung oder Drehung von i bestehen. Der neue Vektor 
ist dann il=i + di, wobei nach Maßgabe der Fig. 289a di.li. 
Demnach stellt sich eine denkbar kleine Änderung eines Vektors 
11 = h, wenn sie lediglich der Richtung nach erfolgt und wenn 
der Betrag v konstant bleibt, durch eine Parallele zu di dar, 
wobei man sich die 1<'ig. 289 a sich selbst ähnlich vergrößert oder 
verkleinert vorstelle. 

Eine denk bar kleine Änderung des Betrages v des Vektors 
ist d v , sie erfolgt in der Richtung von 11 . 

Eine denkbar kleine Änderung eines Vektors V = iv besteht 
demnach im allgemeinen aus einet' Änderung der Größe und 
Richtung; V ändert sich in V + d1l; i in i+di und 1J in .'+dv 

Fig. 28n a und b . 

(s. Fig. 289 b); die Änderung kann so vollzogen gedacht werden, daß 
zunächst der Betrag v konstant bleibt und nur die alte Richtung 
in die neue übergeht, wobei der Einheitsvektor um di, mithin 
1I = i·v um v·di sich ändert (v·di steht senkrecht auf V); hierauf 
erfolgt noch die Änderung d es Betrages um rl v in der Hichtung i 
um i· dv, so daß 

dV = /,·di I i·t/'/}. 
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Streng genommen bildet sich dv in der Richtung i + di aus; 
der hierdurch bezüglich d" bedingte Unterschied ist, wie man sich 
auch an der Fig. 289 b klar machen kann, unendlich klein von 
höherer Ordnung gegen v·di, wie auch gegen i·dv, ist also zu 
vernachlässigen. 

Man erhält das Ergebnis analytisch auch wie folgt, indem 
man lediglich die durch GI. (305) definierte Multiplikation eines 
Vektorbetrages mit dem Einheitsvektor benützt: 

"+ d" = (i + di) (v + dV) 
=iv +i.dv +v·di+didv, 

oder mit Vernachlässigung eines Vektors von höherer Ordnung der 
Kleinheit und nach Wegheben von" =i·v: 

d"=d(iv)=v.di+i·dv, . (307) 

wobei v·dLl i·dv und die Summe geometrisch zu bilden ist. Man 
darf daher den Vektor ,,= i· v nach der aus der Analysis bekannten 
Regel für die Ableitung von Produkten differenzieren. 

Der Einheitsvektor soll als dimensions-
lose Größe aufgefaßt werden, die Dimension 
wird dem Betrag des Vektors zugeschrieben. 

Anwendung: Aus der vektoriellen 
Bahllgleichung eines Punktes die Ge
sch windigkeit abzuleiten. 

~ , 
Fig. 290. 

Die Lage des beweglichen Punktes kann durch den von einem 
festen Bezugspunkt ausgehenden Vektor f eindeutig angegeben 
werden; dieser Vektor ist eine Funktion der Zeit, Fig. 290 

f=f(t)=i·r. 

In dt sek wird das Bahnelement 

dr=i·dr+r·di 

durchlaufen; die Vektoren des Anfangs- und Endpunktes von df 
sind fund f + dfj durch Division mit dem Skalar dt wird die 
Geschwindigkeit 

u = df = di_~_ = i dr + r di 
dt dt dt dt 

. (308) 

Die Geschwindigkeit " hat die Richtung von df, d. h. die 
Richtung der Bahntangente. Sie erscheint in zwei Komponenten zerlegt: 
i·(dr/dt) längs des Radius (Richtung i) und r (di/dt) ,:enkrecht Zum 
Radius (di -.l i s. oben). Letztere Komponente ist die Umfangs
geschwindigkeit im Abstand r; die Umfangsgeschwindigkeit im 
Abstand r= 1 ist daher di/dt und bedentet die Winkelgeschwin-
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digkeit w = ''', wenn ausnahmsweise der Vektor durch den über
gelegten Strich bezeichnet wird; es ist also der Vektor der Winkel
geschwindigkeit: 

_ di 
w = "-- = ,,, 

dt 
. (309) 

332. Inneres, skalares Produkt zweier Vektoren a und b. 
Darunter soll das Produkt aus den Beträgen a und b der beiden 
Vektoren und aus dem Kosinus des eingeschlossenen Winkels ver
standen sein, oder, was dasselbe ist, das Produkt aus dem Betrag 
des einen Vektors und dem Betrag der Projektion des andern 
Vektors auf ihn; Schreibweise al 6; sprich inneres Produkt ab: 

a!b=a·/)·cos (ab)=ab·cosa. (310) 

Das innere Prodnkt soll ein Skalar sein. Dem entspricht in 
der Mechanik genau der Arbeitsbegriff. Wirkt eine Kraft $ längs 
des Weges d~(1::$d~=a), so ist die Arbeit 

$! d ~ = p. d s . cos a 

d. i. Definitionsgleichung der Arbeit, die auch eine richtungslose. 
skalare Größe ist. Aus der Definition des inneren Produktes folgt 
unmittelbar 

aI6=6;a, 
die vektoriellen Faktoren des inneren Produktes sind verta us ch ba r. 

Fig. 291. 

Ferner kann man aus einer geometrischen 
Figur sofort ablesen 

(a + b) I c = al c + bl C, 
es gilt mithin das sog. distributive Gesetz. 

Ferner ist 
alb = i1 a I i 2 b = (il I i 2 ) ab, 

daher ist i1 I i2 = cos a. Stehen i1 und i2 senkrecht aufeina nder, 
so ist i1 I i2 = 0, also auch al b = O. 

Sind i 1 und i 2 gleichgerichtet, so ist 
i 1 ii2 =ili=ig =1; aI6=ab; ag=a'.l. 

Differential des inneren Produktes zweier veränder
licher Vektoren U und V. Es seien U und b Funktionen von t. 
I:;um Wert t der unabhängigen Veränderlichen gehört der Wert u 
und b der abhängigen Veränderlichen und deren inneres Produkt 
tllv; zum Wert t+dt derWertu+dUundb+rlv und das innere 
Produkt (u + dU) I (b + db). Die Änderung des inneren Produkts 
d(u! b) ist demnach: 

d(U I v) = (u + dU) I (b + db)- u I v 
c= u i V + u I db + v! du + dU I db - u I b 
== u I db + b I dU, 
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wenn die unendlich kleine Größe höherer Ordnung du i dtJ gegen
über den anderen vernachlässigt wird. Die Ableitung eines inneren 
Produktes erfolgt daher nach der aus der Analysis bekannten 
Regel für die Ableitung von Produkten. 

Dividiert man mit dem Skalar dt durch, so wird 

d(u!tJ)=uldtJ+b du. 
dt elt dt 

333. Anwendung: Bewegung einer geraden starren Stange 
(Schubstange ). 

1. Lage der Punkte, Geschwindigkeit und Beschleu
nigung einer starren Geraden. Fig. 292. 

Von einem ]<~ixpunkte 0 gehen zu den Endpunkten 1 und 3 
und zum beliebigen Punkt 2 einer starren Geraden die Vektoren 

." Il und ~. Die Länge 13 = l sei durch 2 im Verhältnis 2: ,u ge

teilt, so daß 12=2l und 23=,ul; vektoriell geschrieben lautet dies: 

also 

Es folgt: 

woraus 

(~-.,)=2(1l-") und (1l-!)=!l'(Il-"), 

2+,u=1. 
,u(!:-.,)=2(1l-!) , 

~ = 21 t ~~., = 21l + ,11" . . . . . (311) 

Diese Gleichung drückt in Vektorform die Bedingung aus, daß 
~-

der Endpunkt 2 des Vektors! die Verbindungsgerade 12 der End-
punkte 1 und 2 der von einem 
Fixpunkt ausgehenden Vektoren ., 
und Il im Verhältnis 2: fh teilt. 

~ ________ ~l ____________ ,~ 

Ist die Stange starr, so sind 
;, und fh konstant und es sind 
bei einer Bewegung der Stange, 
nur ." Il, I Funktionen der Zeit t. 
Durch zweimaliges Ableiten nach t 
erhält man aus GI. (311) für die 
Geschwindigkeiten und die Be
schleunigungen 

r-____ ~)l.<:<...:.. l=---___ -I--__ -I"'-'."--l _ I 

! 

FjCl". 29~. 

~~=2. d" +fh~ oder i=24+,it~ 
dt dt dt I (3121 

Die GI. (312) stimmen in der ]<'orm genau mit (311) überein, wo
raus folgt (Mehmke): Trägt man die Geschwindigkeiten -- und 
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gleiches gilt von den Beschleunigungen einer Punktreihe einer 
starren Geraden von einem Fixpunkt 0 'aus ab, so liegen die 
Endpunkte auf einer Geraden und bilden eine zur ge
gebenen Geraden ähnliche Punktreihe. 

Daraus läßt sich einfach geometrisch einsehen (Satz 1), daß 
"die Endpunkte der Geschwindigkeiten und Beschleuni
gungen einer auf einer starren Geraden befindlichen 
Punktreihe wieder je auf einer Geraden liegen und eine 
zur gegebenen Punktreihe ähnliche Punktreihe bilden. 

Hiernaeh kann man die Geschwindigkeiten und Beschleuni
gungen aller Punkte durch Proportionalteilung konstruieren, wenn 
die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen von zwei Punkten 
der starren Geraden nach Größe und Richtung gegeben sind. 

H. Ermittlung der Geschwindigkeit. Die Stange von 
Länge l kann eine beliebige räumliche oder ebene, freie oder 
zwangläufige Bewegung machen. Die augenblickliche Lage der 
Stange ist mit den Bezeichnungen der Fig. 292 durch den Vektor 
(Il- 41) nach Größe und Richtung dargestellt. Wir bilden das 
innere Produkt (1l-41) (1l-41) oder (Il-")~; es ist nach der De
finition des inneren Produktes gleich dem skalaren Wert l2: 

("-41)~=l2 

durch Ableiten nach der Zeit t folgt: 

( ), (dll d 4l ) 
2 1l-41 I at-at =0 (313) 

oder mit der abgekürzten Bezeichnung ~ und q für die Geschwin
digkeiten der Stangenenden 1 und 2: 

(314) 

Die durch die beiden Klammern dargestellten Vektoren stehen da
her nach der Definition des inneren Produktes senkrecht auf
einander, d. h. die geometrische Differenz der Geschwindigkeiten 
(q -~) der Stangenenden steht senkrecht auf der Stange oder ihrem 
Vektor (q-.,). 

Den Grundeigenschaften der inneren Multiplikation zufolge 
darf lllan die letzte Gleichung auch in der Form schreiben: 

(Il -.,), q == (Il-") I ~, 

d. h. die Projektionen der Geschwindigkeiten der Stangen
enden auf die Stange sind gleich lang und gleich gerichtet, 
eine Folge der Starrheit der Stange. In Verbindung mit den 
Sätzen des letzten Ahschnittes folgt: Trägt man die Geschwindig
keiten einer Punktreihe einer starren Geraden von einem ]<'ixpunkt 
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aus ab (Geschwindigkeitsplan), so liegen die Endpunkte auf einer 
zur Stangenrichtung senkrechten Geraden und bilden eine zur ge
gebenen Punktreihe ähnliche Punktreihe, und ferner: Die Projek
tionen der Geschwindigkeiten sämtlicher Stangenpunkte auf die 
Stangenrichtung sind in einem beliebigen, aber bestimmten Zeit
punkt gleich groß und gleich gerichtet. 

Ist demnach die Geschwindigkeit eines Stangenpunktes nach 
Größe und Richtung gegeben, und die eines zweiten Stangenpunktes 
der Richtung nach, so ist wegen der Gleichheit der Projektions· 
geschwindigkeit auch die Geschwindigkeit des zweiten Punktes der 
Größe nach konstruierbarj die Geschwindigkeiten anderer Stangen
punkte werden durch Proportionalteilung gefunden. 

Fig. 293. 

Beispiel: Zeichnerische Ermittlung der Kreuzkopfgeschwin. 
digkeit in einem einfachen Kurbelgetriebe. Fig. 293 1). 

Gegeben sei die Umfangsgeschwindigkeit ~ des Kurbelzapfens I, 
tangential an dem Kurbelkreis vom Halbmesser t· wirkend. Man 
kann den Geschwindigkeitsmaßstab so wählen, dal~ die Länge von ~ 
gleich r wird; d. h. 15 = j' = Kurbelzapfengeschwindigkeit. 

Die Anwendung der obigen Sätze liefert folgende Konstruk
tion: Fälle von Punkt 5 das Lot auf die Stange, ziehe 14 parallel 
zur Kreuzkopfbahn, dann ist 14 die Kreuzkopfgeschwindigkeit des 
Punktes 2. 

Beweis: 14 hat die vorgeschriebene Richtung und den Rich
tungssinn der Kreuzkopfbewegung, und dic Projektion VOll 14 auf 
die Schubstange ist gleich groß und gleich gerichtet wie die Pro
jektion von 15 auf die Stange. Die Konstruktion genügt also dem 
oben angegebenen allgemeinen Satz. 

') In Fig. 29:\ ist p' q' X' geschrieben statt p q i. 
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Kürzere Konstruktion: Verlängere die Stange bis G. Ist dann 
M1 = r = c/w die Kurbelgeschwindigkeit, so ist MG = Kreuzkopf
geschwindigkeit v/w und G 1 = der Drehgeschwindigkeit der Stange 
um 2. 

Dreieck 145 ist kongruent MG 1, da die entsprechenden Seiten 
- _ .. 

aufeinander senkrecht stehen und 15 = M 1 ist. 
Die Geschwindigkeitsstrecken im Geschwindigkeitsplan MG 1 

sind gegen diejenigen im Dreieck 145 um 90° gedreht (um 90° 
gedrehter Geschwindigkeitsplan klG 1). 

Die Geschwindigkeit ~ eines beliebigen Stangenpunktes 3 
findet man, indem man im Geschwindigkeitsplan 145 die Strecke 45 _ .. -- -
so teilt, daß 53: 34 = 2 x: X 1; einfach gestaltet sich diese Kon
struktion im gedrehten Geschwindigkeitsplan MG 1, indem M6 
parallel zu M'x gezogen wird. VgI. auch Fig.267. 

IH. Beschleunigungszustand einer geraden starren 
Stange. 

Durch nochmaliges Ableiten von GI. (313) nach der Zeit er-
hält man: 

wo der unterstrichene Exponent ein inneres Produkt (inneres Qua
drat) bedeuten soll, oder abgekürzt: 

woraus 

oder 

(*, - q) I (ii - il) + \~ - q)g= 0, 

(*, - q) i (~ - q) = - (~ - ci)g 
(*' - q)! (il-~) = (., - ci? . (315) 

GI. (315) läßt sich geometrisch deuten. Es ist nämlich (*' - q) 
der Vektor der Stange mit Absolutwert oder Betrag l; Cil-v) ist 
der Vektor der Be-
schleunigungsdiffe
renz beider Stangen
enden q und p (Fig. 
294); das innere Pro
dukt dieser beiden 
Ve ktol'en ist das ska
lare Produkt aus 
Stangen länge und 
Projektion der Be
schleunigungsdiffe
renz der Stangen enden auf die Stange; der Absolutwert dieser 
Projektion sei d genannt. (~- 4) ist der Vektor der Gesehwindig
keitsdifferenz beider Stangenenden, dessen Absolutwert u nach dem 
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letzten Abschnitt ermittelbar ist, das innere Produkt (~- 4)g hat 
den Wert u2 ; GI. (315) besagt also, wenn man lediglich die "Be
träge" der Vektoren betrachtet: 

l.d= u2 • 

Die einzige Unbekannte d dieser Gleichung ist konstruierbar. 
Man kann d als die in die Stangenrichtung fallende Vektorkompo
nente ansehen (streng genommen ist d ein Skalar), dessen Rich
tungssinn nach GI. (315) oder Fig. 294 dem Stangenvektor ent
gegengesetzt ist; diese Vektorkomponente ist demnach nach Größe 
und Richtung bekannt. Nach sofort anzugebender Konstruktion 
findet sich der projizierte Vektor ij - ~ und schließlich, da ~ ge
geben ist, noch der gesuchte Vektor ij der Beschleunigung des 
Punktes q (Kreuzkopf). 

Nach vorstehendem ist vor allem d so zu konstruieren, daß u 
die mittlere Proportionale von l und d ist. 

Hierfür sind von Mohr, Rittershaus, Kirsch, Land, 
Autenrieth, Mehmke Konstruktionen angegeben worden. 

Von den beiden letzten Autoren stammt das folgende Ver
fahren zur Aufzeichnung der Beschleunigung eines ein
fachen Kurbelgetriebes (Fig. 294): Ist die Umfangsgeschwin
digkeit der Kurbel v = r gewählt, was w = 1 voraussetzt, so ist 
auch die Zentripetalbeschleunigung des Kurbelzapfens rw2 = 1"; 
sofern sich die Kurbel gleichförmig dreht, ist außer rw2 keine 
andere Beschleunigungskomponente am Kurbelzapfen p vorhanden. 

Beschreibe zur Ausführung der Konstruktion in Fig. 294 mit 
Cp- [= Betrag U =~. -- 4] als Halbmesser einen Kreis um das 
Kreuzkopfende q der Stange, ziehe von p die Tangente pD an 
diesen Kreis und ziehe qD ~pD. Fälle von D das Lot DFE auf 
die Stange, das die Stange in F schneidet. Ziehe pE 11 Oq und 
durch E die Parallele EG zu ~, dann ist qG=(f nach Größe und 
Richtung die gesuchte Kreuzkopfbeschleunigung. 

Beweis : Nach Konstruktion ist: 

(qD)2 = (qF). (pq). 

Hierin ist, ebenfalls nach Konstruktion, q D der Absolutwert 
der Geschwindigkeitsdifferenz (oder relativen Geschwindigkeit) 
u = ~ - 4 der beiden Stangenenden und pq = l die Stangenlällge. 
Daher ist qF identisch mit der in der obigen Herleitung vorkom
menden Größe d und bedeutet die Projektion der Beschleunigungs
differenz ij - ~ der beiden Stangenenden. Die Konstruktion liefert 
diese Projektion in bequemer Lage; ihre vektorielle Richtung ist 
dem Stangenvektor entgegengesetzt, geht also von q nach F. 
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Man sieht: da EG = P gemacht wurde, folgt aus dem Bis
herigen: 

Vektor qG = ii -V + V = ii, 
d. h. qG bedeutet die Kreuzkopfbeschleunigung nach Größe und 
Richtung. 

Diese Strecke ist mit dem gleichen Maßstab, wie die Strecke 
Op = y abzumessen und mit w 2 zu multiplizieren. 

Die Konstruktion kann ohne Schwierigkeit auch auf den Fall 
übertragen werden, in dem die Kurbel sich ungleichförmig 
dre h t, in dem also die Kurbelbeschleunigung V eine zentripetale 
Komponente rw2 und eine tangentiale Komponente 1p1'W2 besitzt, 
die meist ein Bruchteil 11' der Zentripetal beschleunigung sein wird. 
Die obige Konstruktion kann der Studierende leicht selbst ab
ändern. 

334. Das äußere, vektorielle Pro duld zweier Vektoren. Zwei 
aneinandergereihte Vektoren Cl und 0 bestimmen ein Parallelo-

() 

Fig. 295. 

gramm. Ist a der von Cl und li eingeschlossene Winkel, so hat 
die Parallelogrammfläche den Inhalt a· b· sin a. Wir legen der 
]<~Iäche einen Umlaufsinn bei, der durch die Pfeilfolge der Strecken 
a und li bestimmt sein soll. Wie die Fig. 295 erkennen läßt, sind 
zwei Fälle möglich; sie müssen im nachfolgenden durch eine be
stimmte Vereinbarung unterschieden werden. Das Parallelogramm 
hat mithin drei wesentliche Merkmale: Flächeninhalt, Stellung der 
Fläche im Raum, Umlaufsinn. Entsprechende Merkmale hat auch ein 
Vektor, der senkrecht auf der Parallelogrammfläche errichtet und 
mit einem Richtungspfeil so versehen wird, daß man gegen den 
Pfeil und die Fläche blickend einen uhl'zeigermäßigen Umlaufsinn 
gewahrt; der Vektor ist der Parallelogrammfläche eindeutig zu
geordnet und hat den Betrag a· b· sin a und er soll als das 
äußere oder vektorielle Produkt der Vektoren a und li be
zeichnet werden. Das vektorielle Produkt zweier Vektoren ist 
also im Gegensatz zum innern oder skalaren Produkt wieder ein 
Vektor. Das äußere oder vektorielle Produkt von Rund li wird 
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[a6] geschrieben, und gesprochen: Äußeres Produkt ab, oder Vek
torprodukt ab. 

Betrag [a6]=a.b·sin(a6)=absina . (316) 

Läßt man die Vektoren a und 6 unverändert und vertauscht 
nur ihre Reihenfolge, so erkennt man, daß der Umlaufsinn des Paral
lelogramms der beiden Vektoren umgekehrt worden ist, während 
die Fläche und deren Stellung im Raum ungeändert geblieben ist; 
durch die Vertauschung der Vektoren des Vektorproduktes bleibt 
mithin der Betrag und die Richtung des Vektors dieses Produktes 
ungeändert, der Richtungssinn (und damit das Vorzeichen) wird 
aber entgegengesetzt: 

[a6J = - [6aJ (317) 

Die Faktoren des Vektorproduktes sind also nicht vertausch
bar. Es ist die .R~ihenfolge der Vektoren zu beachten. Die Buch
stabenfolge [a6] soll bei einem Vektorprodukt bedeuten, daß an 
die Pfeilspitze des Vektors a das pfeil freie Ende des Vektors 6 
angefügt sei, womit ein Umlaufsinn festgelegt wird. Die Richtung 
des Produktenvektors ergibt sich nach der oben angeführten Regel; 
nachdem wir hier wie immer in diesem Buch ein Links-Koordinaten
system verwendet haben, kann man sich die Stellung der drei 
Vektoren a, 6, [a6J mit Hilfe einer Dreifingerregel der linken 
Hand merken, indem der Daumen den Vektor a, der Zeigefinger 
den Vektor 6 und der .Mittelfinger den Vektor des iiußeren Pro
duktes [a6J bedeutet. 

Für das Vektorprodukt gilt das distributive Gesetz, wie so
fort bewiesen werden soll: 

[(a + 6) eJ = [ac] + [6c]. 

Geometrisch bedeuten die einzelnen Vektorprodukte wieder Vektoren: 
es ist die geometrische Summe der rechts vom Gleichheitszeichen 
stehenden Vektoren gleich dem links stehenden Vektor, m. a. W. 
die Summe der Projektionen, der beiden rechts stehenden Vektoren 
auf die Richtung des links stehenden Vektors ist diesem gleich. 
Nun handelt es sich hier um Vekto~'en von äußeren Produkten, und 
diesen sind definitionsgemäß Flächen zugeordnet, die auf den Vek
toren senkrecht stehen. Statt des Vektors darf man daher die 
zugeordnete Fläche setzen und statt der Vektorprojektion die proji
zierte Fläche; man kann den letzten Satz daher auch so aus
sprechen (Fig. 296): Die links stehende Parallelogrammfläche (mit 
Seiten a + 6 und c) ist gleich der algebl'aischen Summe der Pro
jektionsflächen, die man erhält, wenn man die rechts stehenden 
Parallelogrammflächen (mit Seiten a und e bzw. mit Seiten 6 und c) 
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auf die Ebene des erstgenannten Parallelogrammes projiziert. Dieser 
letztere Satz ist aber aus der Geometrie her bekannt. Um sich 
den Beweis wieder ins Gedächtnis zu rufen, verschiebe man die 

zu projizierenden Parallelogramme 
in ihrer Ebene so, daß das Drei
eck mit Seiten [a, 6, (a + 6)] in 
die gestrichelte auf der Parallelo
grammfläche mit Seiten (a + 6) 
und e senkrecht stehende Lage 
kommt; dadurch wird am Flächen
inhalt (und am Betrag des zuge-

Fig. 296. ordneten Vektorproduktes) nichts 
geändert und man sieht die Rich

tigkeit des Projektionssatzesjetzt unmittelbar ein. Es ist also in der Tat: 

[(a+6)e]=[ae]+[6e] ..... (318) 
d. h. das distributive Gesetz gilt für die vektorielle Multiplikation. 

Aus der Definition des Vektorproduktes folgt, daß wenn dessen 
beide Vektoren zusammenfallen oder parallel sind, das Vektor
produkt Null ist: 

[a6J=0, wenn 11 116. 
Das V ektorprod ukt wird nach der gleichen Regel differenziert 

wie das skalare Produkt; es ist: 

d [116] = [lld6J + [dll, 6eJ, 
was wie auf S. 616 bewiesen wird. Hierbei ist aber die Reihen
folge der Faktoren des Vektorproduktes zu beachten. 

Dem Begriff des Vektorproduktes entspricht in der Mechanik 
z. B. das Moment einer Kraft \p in bezug auf einen Punkt 0: 
IDl = [r$J; vgl. die eingeklammerten Bezeichnungen in Fig. 295. 
Auch dieses hat drei Merkmale: Größe, Stellung im Raum, Drehsinn. 

335. Vektol'ielle Ableitung der Hauptgleichung der allgemeinen 
Drehung eines starren Körpers. Drall. Satz von der absoluten 
und relativen Drallgeschwindigkeit. Ein starrer Körper möge sich 
um seinen Schwerpunkt drehen, der selbst in Ruhe bleibt. 

Nach den Darlegungen in 233 kann die Bewegung einen Augen
blick dt lang als Drehung um eine durch den Schwerpunkt gehende 
sog. Momentanachse angesehen werden. Die Lage der Momentan
achse und die Winkelgeschwindigkeit um dieselbe wel'den sich im 
allgemeinen mit der Zeit ändern. 

a) Ehe wir die Beziehung zwischen den äußeren Kräften bzw. 
Momenten und dem Bewegungszustand betrachten, wollen wir den 
Geschwindigkei tszustand eines beliebigen Punktes P des starrell 



Einiges aus der Vektorenrechnung. 625 

Körpers ins Auge fassen und daraus den Beschleunigungszustand 
ableiten. Die Lage dieses Punktes geben wir durch den vom Schwer
punkt zu ihm führenden Vektor r an, indem wir den Schwerpunkt 
als raumfesten Bezugspunkt 0 wählen. 

Wegen der Starrheit des Körpers ist die Entfernung op kon
stant, der Vektor op= r hat also einen unveränderlichen Betrag 
und ändert sieh im Lauf der Z eit nur der Richtung nach; es ist 
also die Geschwindigkeit von P nach GI. (308) 

dr . d~' di 
b =~ = == l ~ +r~=r·IV 

dt elt dt ' 

da dr /dt dem Gesagten zufolge = 0 und nach (309) (dielt) = IV ist. 
Die einzige Geschwindigkeit, die P momentan besitzt, ist bei starrem 
Körper dic Umfangsgeschwindigkeit tl um 
die Momentan achse ; es ist also /HO 

b = ... 
Die Winkelgeschwindigkeit w um die 

Momentanachse ist allen Körperpunkten 
momentan gemeinsam, wir fassen sie als 
einen Vektor IU auf, der auf der Mo
mentanachse so aufgetragen wird, daß 
gegen die Pfeilspitze des Vektors gesehen, 
der Körper im Uhrzeigersinn rotiert. Nun 
kann nach 334 und Fig. 297 die Umfangs
geschwindigkeit tl als das Vektorprodukt 
von r und IV angesehen werden: 

b = tl = [W r j . 
Fig. <l97. 

wobei die Reihenfolge der Vektoren gemäß S. 623 gewählt wurde. 
Die Beschleunigung von I' folgt durch Ahleiten nach der 

Zeit zu 

d~ = ~tl = [w !Ir] + [~ IU r 1 
dt dt dt dt J 

oder da drldt=b = ll ist: 

db 
tlt 

d II . [d W 1 ·····=[IVllJ+ ... - r l . 
Ilt · dt J 

Das erste Vektorprodukt rechts ist ein auf IV und II senkrecht 
stehender Vektor, der nach der Regel S. 623 zentripetal gerichtet 
ist; er bedeutet die zentripetale Beschleunigung von P. Der zweite 
Vektor bedeutet diejenige Beschleunigungskomponente, die infolgc 
der Änderung der Winkelgeschwindigkeit und der Lage der Mo
mentanachse auftritt. 

Aut ellr icth-EI1~~lill . T\..~l'hllhchl' Mcchanik. ~.Allilo 40 
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b) Gleichgewichtsbedingung. Wir setzen nunmehr den 
rotierenden Körper ins Gleichgewicht, indem wir zu den äußeren 
(eingeprägten) Kräften an jedem Massenelement dm die Trägheits
widerstände - - dm· (db/dt) hinzufügen. Das Momentengleicbgewicht 
der äußeren Kräfte und Trägheitswiderstände um den Schwerpunkt 
ergibt: 

Die inneren Kräfte kommen in der Gleichgewichtsbedingung nicht 
vor, da sie paarweise in gleicher Größe und mit entgegengesetztem 
Richtungssinn auftreten (s. S. 378), so daß sich ihre Momente paar
weise aufheben. 

c) Der Drall ~ ist das Moment der Bewegungsgröße in bezug 
auf einen Punkt. Die Bewegungsgröße des Massenelementes dm 
in Punkt P des starren Körpers, dessen Geschwindigkeit 11 = n ist, 
beträgt dm· b = dmu, also ihr l\Ioment bezüglich des Schwerpunktes 
dm [rn]; für den ganzen Körper erhält man 

~ . Jdm rru] . . . . . . . . (319) 

Die zeitliche Änderung des Dralles, die sog. Drallgeschwindig
keit, ist: 

~~ =fam {[r q~J + [~! nJ} dt dt dt 

oder da dr/dt=u ist und [UU]=O 

~~ =fdm [r ~-"-J =fr ram(!.~J. dt dt L dt 

Dies ist aber nichts fmderes als das Moment der Beschleunigungs
kräfte, also ist nach dem d 'Alem b ertschen Prinzip, demzufolge 
die äußeren Kräfte und die Trägheitswiderstände an einem starren 
Körper ein Gleichgewichtssystem bilden, 

IDl=~[r$]= f[rdm~~J =(~~ •••• (320) 

Die zeitliche Änderung des Dralles ist also gleich 
dem Moment der äußeren Kräfte, die an einem starren 
Körper angreifen, dessen Schwerpunkt ruht, also keine 
Translationsbewegung macht. Die zeitliche Änderung des Dralles 
ist hier gegenüber einem ruhenden Raum gemeint; sie heißt 
nach Föppl Drallgeschwindigkeit, und zwar hier absolute 
Drallgeschwindigkeit. Es ist die absolute Geschwindigkeit der 
Spitze des Drallvektors. Damit sind die dynamischen Verhältnisse 
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bei der Drehung eines starren Körpers um seinen Schwerpunkt in. 
einfachster Weise im Bild eines mit der Zeit veränderlichen Vek
tors, d. h. in einem kinematischen Bild, dargestellt. 

d) Betrachtet man wie im vorangehenden die Bewegung der 
Spitze des Drallvektors von einem ruhenden Raum aus, so bewegt. 
sie sich mit der sog. absoluten DraIIgeschwindigkeit d~/df. 

Beobachtet man aber die gleiche Bewegung von einem beweg
lichen Koordinatensystem aus, so gewahrt man die relative Drall
geschwindigkeit d*~/dt. Diese ist von der absoluten Drallgeschwin
digkeit verschieden. Es ist nun für die rechnerische Untersuchung 
der Drehung des starren Körpers vorteilhaft, die absolute Drall
geschwindigkeit durch die relative zu ersetzen, was man nach der 
Regel in 202 tun kann, wenn man den Bewegungszustand des be
wegten Koordinatensystemes kennt. Als ein geeigneter bewegter 
Standpunkt erweist sich das im Körper feste System der drei 
Schwerpunktshauptachsen, weil in bezug auf dieses der analytische 
Ausdruck des Dralles am einfachsten wird, vgl. GI. (187). Dieses 
macht die Körperbewegung um den Schwerpunkt mit und 
bewegt sich wie der Körper während dt sek um die durch den 
Schwerpunkt gehende Momentanachse mit der Winkelgeschwindig
keit 1\1. Denken wir uns vorübergehend die Spitze des Drallvek
tors am bewegten Koordinatensystem befestigt, so macht sie mit 
diesem nach der Ausdrucksweise, die im Abschnitt über die 
Relutivbewegung eines Punl,tes benützt wurde, die sog. F ü h
rungsbewegung, das ist hier die Drehung um die Momentan
achse. Die Führungsgeschwindigkeit der so befestigt gedachten 
Spitze des DraIIvektors ist nach einer Betrachtung, die der ge
legentlich Fig. 297 angestellten genau gleicht, durch das vektorielle 
Produkt aus Winkelgeschwindigkeit 1\1 und Drall vektor ~ aus
drück bar, also gleich 

[1lI~J. 

Nun ist nach 202 die absolute Geschwindigkeit eines Punktes, 
d. h. der Spitze des Drallvektors, die Resultante oder geometrische 
Summe dei' relativen Geschwindigkeit d*~/dt und der Führungs
geschwindigkeit [1lI~J, also 

d~ = d*~ + [I\I~J 
df dt 

(321) 

Nach Obigem ist aber d~/dt= 9Jl, d, h. gleich dem Moment. 
der um den Schwerpunkt drehenden äußeren Kräfte, also ist: 

(322) 

40* 
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Das ist die Eulersche Gleichung in Vektorform auf kürzestem 
Wege abgeleitet. Die Drallgeschwindigkeit d*tJ(dt ist auf einen 
mit dem Körper fest verbundenen Standpunkt bezogen, am ein
fachsten auf die HaupttrUgheitsachsen, in welchem Fall die GI. (187) 
für den Drall gelten. Die GI. (322) gilt allgemein, ist also nicht 
an irgendeine spezielle Stellung des Körpers geg'enüber einem 
ruhenden Koordinatensystem gebunden; das bleibt auch richtig, 
wenn man von der Vektorform der GI. (322) auf die Koordinaten
form der Eulerschen Gleichungen (193) übergeht. VgI. hierzu 
auch 273, S. 464. 

Für den Anfänger empfiehlt es sich, 
:Materie erstmals nicht auf dem 'kürzesten 
'sondern einen bequemeren, wenn auch viel 

in diese schwierige 
Weg einzudringen, 

längeren zu wählen. 

Nachtrag zu 4 bis 6 und 141. 
Übergang von der Dynamik zur Statik. Dieser auch VOll Au ten rie th 

auf S. VI erwähnte Übergang vom allgemeinen zum besonderen Fall kann 
logisch wie folgt vollzogen werden, wenn das dynamische Grundgesetz und 
,das Kräftparallelogramm als bekannt vorausgesetzt werden dürfen, also im 
Unterricht schon behandelt sind: Auf einen anfänglich ruhenden materiellen 
Punkt wirke fürs erste eine Anzahl äußerer Kräfte mit einer Resultanten Ru 
',die ihm eine Beschleunigung b, erteile; ein zweites Mal werde derselbe mate
rielle Punkt von anderen äußeren Kräften mit Resultante R2 ergriffen, die 
ihm eine Beschleunigung b2 erteilen. Sind nun beide Beschleunigungon einander 
'entgegengesetzt gleich, so sind es anch die Kräfte, und wenn beide Kräfte
systeme gleichzeitig angreifen, so vernichten sich beide Beschleunigungen 
gegenseitig; der materielle Punkt verharrt in der Ruhe und die 
Kräfte sind, wie man sagt, im Gleichgewicht, Das wäre auch dann 
noch der Fall, wenn der materielle Punkt eine andere Masse hätte als vorhin. 
Damit sieht man, warum in den statischen Betrachtungen die Masse nicht 
vorkommt, und man sieht auch, weshalb das Bedürfnis entsteht, die statischen 
Kräfte nicht dynamisch nach P= m·b zu messen, sondern durch die statische 
Wirkung, die sie an einem in 'Wirklichkeit elastischen Körper hervorbringen 
und die in Zug, Druck, Schub, Biegung oder Drehung besteht. Daß das neue 
statische Iüaftmnß (vgl. S. 7) mit dem dynamischen übereinstimmt, ist durch 
Versuch nachzuweisen (vgl. S. 247 f.). 

Zu S. 250: Die Masse ist das Maß der Quantität der Materie; sie ist die 
Grundeigenschaft der Materie, im Vergleich zu der Härte usf. Nebeneigen
schaften sind. Eine bestimmt abgegrenzte sichtbare \lnd wägbare Stoffmenge 
hat eine unveränderliche Masse (zum mindesten unter Geschwindigkeitsverhält· 
nissen, wie sie in der technischen Mechanik vorkommen). 

Zu S. 250: Zur Festsetzung der Kro.fteinheit ist die Het-elwage nicht 
geeignet. 
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Reibungskreis 136. 
Reibungskoeffizient 91. 112. 
Reibungswinkel 93. 
RE'lativbewegung 340 f. 

Geschwindigkeit 344. 
Beschleunigung 347. 355. 
bei einer Translation 347. 
bei einer Drehung des Koordinaten
systems 355. 

Resonanz 535. 
Resultante 14. 

von Kräften 15. 257. 
von Geschwindigkeiten 243. 
von Beschleunigungen 244. 
von Vektorgrößen 613. 

Reziproker Kräfteplan 148 f. 
Riemen 190. 
Ritters Momentenmethode 156. 
Robervalsche Wage 218. 
Rolle, lose und feste 173. 
Rollreibung 104 f. 
Rotation s. Drehung. 
Rotationsmotor 370. 

Scheinkräfte s. Kraft, fingierte. 
Schiefe Ebene 122. ~OO. 272 f. 
Schiefer ·Wurf 319. 
Schiffswelle, Torsionsschwingungen 

537. 
Schienenü berhöhung 334. 
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Schleudern einer Welle 546. 
Schlußlinie 79. 
Schmiegungsebene 299. 310. 323. 
Schmierreibung 96. 214. 
Schneckengetriebe 198. 
Schnittmethode 154. 
Schraube 128 f. 201. 
Schraubenlinienbewegung 309. 
Schraubung, allgemeinste Bewegung 

eines Körpers 394 f. 
Schubstange, Trägheitsmoment 512. 

516. 
reduzierte Masse 565. 

- lebendige Kraft 563. 
- Bewegung in vektorieller Darstel-

lung 617. 
Schwebung 502. 
Schwerachse 56. 
Schwerkraft 55. 
Schwerpunktssatz 396. 398. 
Schwerpunkte von Linien, Flächen, 

Körpern 58 f. 
Schwingung, freie 531. 552. 

erzwungene 532. 557. 
- mit Dämpfung 541. 
gedämpfte 518. 522. 
mit Coulombseher Reibung 529. 

- gekoppelte 551 f. 
Grundbegriffe 238. 

Schwingnngsmittelpunkt 451. 512. 603. 
Schwungrad, schief aufgekeiltes 468. 
- als Kraftspeicher 417. 
- und Gleichförmigkeit des Ganges 

42l 560. 
Seil, ideales und wirkliches 171 f. 
Seil eck oder -Polygon 25. 64. 78. 1 'i8 f. 
Seil kurve 184. 
Seilsteifigkeit 173. 
Seilreibung 187. 
Selbsthemmullg 124. 130. 214. 
Sinusschwingungen 2:{8. 490 f. 
Skalar und Vektor 613. 
Sonnen- und Sterntag 13. 
Sprengwerk 157 f. 
Stabile Drehachse 470 f. 
Stabilität, statische 84. 
- der Bewegungen 471. 
- des Kreisels gee-en Umfallen 481. 
Stabilierendes Moment am Kreisel 482. 
Stabverbindllngen, starre 138 f. 
- bewegliche 157 f. 
Starr und elastisch 21. 377. 
Statisch bestimmt und unbestimmt 85. 

145. 
Steigung einer Schraube 128. 
Steigungswiderstand eines Fahrzeugs 

291. 
Stoß, exzentrischer 594. 602. 
- freier 593 f. 

Stoß gegen eine feste Wand 601. 
- gerader 594. 

schiefer 594. 600. 
- unfreier 602 f. 
- zentraler 594. 
Stoßdruck 607. 
Stoßelastizitätskoeffizient 597. ;>99.610. 
Stoßfreie Aufhlingung 603. 
Stoßmittelpunkt 60H. 
Stoßperioden 594. 
Stoßpunkt 603. 
Stoßversuche 607 f. 
Stoßzeit 608. 
Stützenwiderstand und Freiheitsgrade 

75. 
System, !{örper, Punkt s. materiell. 

Tangentialbeschleunigung = Bahn-
beschleunigung 297. 300. 

Tangentialdruckdiagramm 423. 
Tallgentialkraft 301. 
Trägheit 246. 
Trägheitsellipsoid 442. 
Trägheitsgesetz 10. 246. 
Trägheitshalbmesser 432.434.513.564. 
Trägheitsmoment von Flächen 432. 

von Massen 434. 
.:..:. experimentelle Bestimmung des 

Massenträgheitsmomentes 516. 517. 
Trägheitswiderstand 258. 
Translation 381. 
- mit Drehung zusammengesetzt 383. 
Trennungsfiäche, Spannungen in einer 

gedachten 378. 
Trockene Reibung 9fl. 

Übergangsbogen vom geraden Gleis 
in die Kurve 334. 

Übersetzung 196. 
der Kraft 213. 
des 'Weges oder der Geschwindig
keit 200. 
des Drehmoment<,s 213. 
der Drehzahl 19ti. 
ins Langsame oder Schnelle 196. 

Unabhängigkeitsprillzip 242. 257. 
Ungleichförmigkeit 424-. 561. 

Vektoren 8. 245. 295. 613. 
Verlust an lebendiger Kraft beim Stoß 

598. 
Verschiebbarkeit einer Kraft 21. 
Vorgeschriebene ~ahn,Bel\"egung auf-

322. 
Vor- und Nacheilung s. Phasenunter

schied. 

"\Välzbewegung eines Rades 42!J. 
Wälzwiderstand s. Rollwiderstand. 
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Wage 137. 217. 218. 
Watt und Kilowatt 256. 
Wechselwirkungsprinzip 8. 258. 
Weg 221. 237. 
Widerstand s. Luft-; Stützen-, Reibung, 

Freiheitsgrad. 
. Widerstandsgesetz (Luft, Flüssigkeit). 
- lineares 286. 
- quadratisches 286. 287 f. 336. 
Winkelbeschleunigung 232. 236. 414. 
- Geschwindigkeit 195. 231. 
Winkel, Rechnen mit kleinen - 188. 
Winde 201. 214. 574. 
Wirkungsgrad 209f. 214. 
Wurf 270. 319. 

Zähigkeit des widerstehenden Mittels 
286. 

Zahnrädergetriebe 197. 
Zapfen· oder Lagerreibung 99. 

Zeitdiagramm 227. 240. 495. 504. 519. 
525.530.610.611. 

Zeitindikatoren 283.284.294.497. 608. 
Zeitliche Wirkung einer Kraft 263. 412. 
- eines Momentes 457. 
Zeitmessung 12. 
Zentralachse 48 . 
Zentralbewegung 305. 
Zentralkraft 305. 
Zentrifugalkraft 323. 
-, Moment der 444. 447. 465. 550. 
- zusammengesetzte 359. 
Zentrifugal· oder Deviationsmoment 

441. 
·Zentripetalkraft 323. 
Zerlegen s. Resultante. 
Zugbrücke 218. 
Zusammensetzen s. Resultante. 
Zwangskraft 324. 
Zwangläufig 76. 198. 
Zykloide, Bewegung auf der - 334. 



Verlag von Julius Springer in Berlin. 

Aufgaben aus der Technischen Mechanik. Von Prof. Ferd. 
'Yiitenbauer, Graz. 

I. Allgemeiner Teil. Dritte, umgearb. Aufl. Unter der Presse. 
11. Festigkeitslehre. 591 Aufgaben nebst Lösungen und . einer Formel

sammlung. Zwe i te, verbesserte Auflage. Mit 490 Textfiguren. 
Preis M. 6,-; in Leinw. geb. M. 6,80. 

IU. Flüssigkeiten und Gase. 504 Aufgaben nebst Lösungen und einer 
Formelsammlung. Mit 347 Textfiguren. 

Preis M. 6,-; in Leinw. geb. M. 6,80. 

Festigkeitslehre nebst Aufgaben aus dem Maschinenbau und der Bau
konstruktion. Ein Lehrbuch für Maschinenbauschulen und andere technische 
Lehranstalten, sowie zum Selbstunterricht und für die Praxis. Von Ernst 
'Vehnert, Ingenieur und Lehrer an der Städt. Gewerbe- und Maschinenbau
schule in Leipzig. 
I. Band: Einführung in die Festigkeitslehre. Zweite, verbesserte 

und vermehrte Auflage. Mit 247 Textfiguren. In Leinw. geb. Preis M. 6,-. 
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Wien. Mit 20 Textfiguren und 3 Tafeln. Preis M. 3,-. 

Elementarmechanik für Maschinentechniker. Von Dipl.-Ing. 
R. Vogdt, Oberlehrer an der Kgl. Maschinenbauschule in Essen (Ruhr), Re
gierungsbaumeister a. D. Mit 154 Textfiguren. In Leinw. geb. Preis M.2.80. 

Elastizität und Festigkeit. Die für die Technik wichtigsten Sätze und 
deren erfahrungsmäßige Grundlage. Von Prof. Dr.-Ing. C. v. Bach, Stuttgart<;::: 
Sechste vermehrte Auflage. Unter Mitwirkung von Professor R. Baumann; 
Stuttgart. Mit Textabbildungen und 20 Lichtdrucktafeln. 

In Leinw. geb. Preis M. 20,-. 
--------------------------------------------------------------
Grundzüge der Kinematik. Von A. Christmann, Dipl.-Ing. in Berlin, 

und DrAng. H. Baer, Professor an der Technischen Hochschule in Breslau. 
Mit 161 Textfiguren. Preis M. 4,80; in Leinw. geb. M. 5,80. 

Technische Schwingungslehre. Einführung in die Untersuchung 
der für den Ingenieur wichtigsten periodischen Vorgänge in der Mechanik 
starrer, elastischer, flüssiger und gasförmiger Körper, sowie aus der Elektri-
7.itätslehre. Von Dr:"WillJelm Hort, Dipl.-Ing. Mit 87 Textfiguren. 

Preis M. 5,60; in Leinw. geb. M. 6,40. 
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Verlag VOll ,lulins Springer in Berlin. 

Einführung in die energetische Baustatik. Einiges über die 
physikalischen Grundlagen der energeti~chen Fel'tigkeitslehre. Von ead 
Kriemlrr, Professor der Technischen :\lechanik an der K. Technischen Hoch
schule zu Stuttgart. Mit 18 Textfiguren. Preis M. ~,4(). 

Studien über strebenlose Raumfachwerke und verwandte 
Gebilde. \'on Dr.-Ing. Henri ]\laI'(,us. ~Iit 4,'01 Textabhildllngell. 

Preis M. ;),60. 

Anleitung zur statischen Berechnüng von Eisenkonstruk
tionen im Hochbau. Von H. Schloesscl', Ingenieur. Dritte, vel'
be~serte Auflage, bearbeitet und herausgegeben von 'V. 'ViII, Ingenieur. Mit 
1 tiO Textahbildungen, einer Beilageu. einem Bauplan. In Leinw. geh. PreisM. 7,-. 

Eisen im Hochbau. Ein Taschenbuch mit Zeichnungen, Tabellen und An
gahen über die Verwendung von Eisen im Hoc·hhau. Heransgew,hen vom 
Stahlwerks-Verband A.-G., nÜssl'ldorf. Vi er t e Auflage. }ht zahlreichen 
Figuren und Tabellen. In Leinw. geh. Preis M. 3,-. 
]lpi gleichzeitigem Bezug nlll:20 Exempl. je M. 2.7;-'; 50 Exempl. je M. :!,(j0; 

100 Exempl. je sI. :!.;)O. 

Widerstandsmomente, 11rägheitsmomente und Gewichte 
von Blechträgern, nebst numeri~eh geordneter Zusammenstellung der 
\ViderstandsIllomente von ;-'9 his 1139BO, zahlrciclwll Berechnungsbeispielen 
und Hilfstafeln. Bearbeitet von H. Böhm, Kiinigl. (:~werberat in Bromherg, 
und E •• John, König!. Regierungs- lind Baurat in Essen. Zweite, ver
bCSC4ertc um] vermehrte Auflagt'. In Leinw. geh. Preis M. ! :!.-. 

Die Ei~enkonstruktionen. ~in Lehrbuch fiir bau- lind maschinentech
nü;che Fa('hschulen, zum Sel1)ststuclium und zum praktischen Gebrauch. Nebst 
einem Anhang, enthaltend Zahlentafeln für das Berechnen und Entwerfen 
eiserner Bauwerke. Von J,. Geusen, Dipl.-Ing. und Kgl. Oherlehrer in Dort
mund. .\fit;) IS Figll!'('n inl Text und auf ~ farbigen Tafeln. 

In Leinw. geh. Preis M. 1:!,-. 

Tasehenbueh für Bauingenieure. LJnter Mitwirkung zahlreicher 
l<'achgelehrter herausgegehen von Prof. lU. Foel'ster, Dresden. 
:\fit :.!7~'l Tcxtfigurcn. In Leinw. geb. Preis M. :!O,-. 

Hilfsbueh für den Maschinenbau. Für Maschinentechniker H)wie für 
den U nterrit,ht an technischen Leh ranstalten. Von Fr. Freytag', Professor. Lchrer 
an den technischen Staatslehranstalten in Chemnitz. Vierte, erweiterte und 
vorl)esscrte Auflage. Mit 11 OS in dcn Text gedruckten Figuren.! 0 TILfeln und 
einer BeilagdiirOskrreieh. InLeinw. geh.PreisM. 10.-; inGamded. geh. M.! :!,-. 

Eisenbahn-Balkenbriieken. Ihre KOllstruktion lind BereC'hnung, nebst 
S(·dlS zahleumiißig durchgeführten Beispielen. Von Ingenieur JohltJlllcS 
S:·hweng]rr. Mit l-\.{ Tcxttiguren u. S lithogr. Tafeln. Kartoniert Preis M. 4.-. 
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