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Vorwort. 
Was ist unterrichten? Zum eigenen 

Erfinden des Lemenden systematisch Ge-
legenheit geben. (Nach H. Spencer.) 

In der mathematischen Literatur (in der franzosischen noch mehr 
als in der .deutschen) sind verschiedene, zum Teil vortreffliche und 
recht umfangreiche Aufgabensammlungen, Dbungsbiicher, Repetitorien 
usw. vorhanden. Von allen diesen, so scheint es uns, ist das vorliegende 
Buch dem Zweck, dem Stoff, der Anordnung und auch der Art nach, 
wie wir uns seine Benutzung denken, ziemlich verschieden. Daher er
fordern alle diese Punkte eine Erorterung. 

Das hauptsachlichste Ziel dieses Buches - wir hoffen, es ist nicht 
allzu hoch gesteckt - ist, fortgeschrittene Studierende der Mathematik 
durch systematisch angeordnete Aufgaben an eigenes Denken und 
selbstii.ndiges Forschen in einigen wichtigen Gebieten der Analysis zu 
gewohnen. Es soH dem selbsttatigen, aktiven Studium dienen, sowohl 
in der Hand des Studierenden, wie in der des Dozenten. Der Studierende 
kann das Buch entweder zur Vertiefung seiner Lektiire und der an
gehorten Vorlesungen gebrauchen, oder aber unabhangig davon einzelne 
Teile vollstandig durcharbeiten. Der Dozent kann es bei der Veran
staltung von Dbungen oder Seminarien benutzen. 

Das Buch ist keine bloBe Sammlung von Aufgaben. Die Haupt
sache ist die Anordnung des Stoffes: sie soll den Leser zur selbstandigen 
Arbeit anregen und ibm zweckmaBige Denkgewohnheiten suggerieren. 
Wir haben auf eine moglichst wirksame Gestaltung des Stoffes viel 
mehr Zeit, Sorgfalt und minutiose Arbeit verwendet, als es dem Un
beteiligten im ersten Moment notwendig erscheinen konnte. 

Die Vermittlung von Wissensstoff kommt fiir uns erst in zweiter 
Linie in Frage. Vor allem mochten wir die richtige Einstellung des 
Lesers, eine gewisse Disziplin seines Denkens fordern, worauf es doch 
beim Studium der Mathematik wohl noch in hoherem MaBe ankommt 
als in anderen Wissenschaften. 

Irgendwelche ,regulae cogitandi", die die zweckmaBigste Disziplin 
des Denkens genau vorschreiben konnten, sind uns nicht bekannt. 
Waren solche Regeln auch moglich, sehr niitzlich waren sie nicht. Man 
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muB die richtigen Denkregeln nicht etwa auswendig wissen, sondern in 
Fleisch und Blut, in instinktmaBiger Bereitschaft haben. Daher ist zur 
Schulung des Denkens nur die 'Obung des Denkens wirklich niitzlich. 
Die selbstandige Losung spannender Aufgaben wird den Leser mehr 
fordern als die folgenden Aphorismen, die jedoch am Anfang auch 
nicht schaden konnen. 

Man suche alles zu verstehen; einzelne Tatsachen durch Aneinander
reihung verwandter Tatsachen, Neuerkanntes durch Anlehnung an das 
Altbekannte, Ungewohntes durch Analogie mit dem Gelaufigen, Spezielles 
durch Verallgemeinerung, Allgemeines durch geeignete Spezialisierung, 
verwickelte Tatbestande durch Zerlegen in einzelne Teile, Einzelheiten 
durch Aufstieg zu einer umfassenden Gesamtansicht. 

Es ist etwas A.hnliches, sich in einer Stadt und in einem Wissens
gebiet auszukennen: man muB von jedem gegebenen Punkt zu jedem 
anderen gelangen konnen1). Man kennt sich noch besser aus, wenn man 
sofort den bequemsten oder den schnellsten Weg von einem Punkt zum 
anderen einzuschlagen vermag. Kennt man sich sehr gut aus, so kann 
man auch besondere Kunststiicke ausfiihren, z. B. eine Wanderung mit 
konsequenter Vermeidung gewisser verbotener, sonst iiblicher Wege unter
nehmen, wie es in gewissen axiomatischen Untersuchungen geschieht. 

Es ist etwas A.hnliches, ein wohlzusammenhangendes Wissen aus 
einzelnen Kenntnissen und eine Mauer aus unbehauenen Steinen aufzu
bauen: man muB jede neue Erkenntnis und jeden neuen Stein hin- und 
herwenden, von allen Seiten ansehen, iiberall anzusetzen versuchen, bis 
das Neue sich auf dem passendsten Platz in das Vorhandene einordnet, 
so daB die Beriihrungsflachen moglichst groB und die Lucken moglichst 
klein werden, damit das Ganze fest gefiigt zusammenhalt. 

Eine Gerade ist durch zwei Punkte bestimmt. Auch mancher 
neue Satz entsteht durch eine Art geradlinige ,Interpolation" zweier 
extremer Spezialfalle2). Eine Gerade ist auch durch Rich tung und 
einen Punkt bestimmt. Neue Satze entspringen ebenfalls haufig dem 
gliicklichen Zusammentreffen der Arbeitsrichtung mit einem eindrucks
vollen Spezialfall. Auch das Ziehen von Parallelen ist eine beliebte 
Methode, urn neue Satze zu konstruieren3). 

Ein Gedanke, den man einmal anwendet, ist ein Kunstgriff. Wendet 
man ihn zweimal an, so wird er zur Methode. 

Bei vollstandiger Induktion sind Beweislast und Beweistrager ein
ander proportional: sie verhalten sich wie n + 1 zu n. Die VergroBerung 
der Beweislast kann also vorteilhaft sein: denn sie starkt den Beweis-

1) Vgl. z. B. die Aufgabe 92 und die umliegenden im VI. Abschnitt, ferner 
die Aufgabe 64 im VIII. Abschnitt. 

2) Vgl. z. B. Aufgabe 139 im I. Abschnitt. 
3 ) Vgl. z. B. den 1. Paragraphen des 1. Kapitels im IV. Abschnitt, ins

besondere die Aufgaben 13 und 14. 
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trager. Es kommt auch sonst vor, daB die umfassendere Behauptung 
leichter zu beweisen ist, als die engere: in der AufsteUung der um
fassenderen Behauptung steckt eben die Hauptleistung, die Absonderung 
des Wesentlichen, die Erfassung des vollen Tatbestandes1). 

,Qui nimium probat, nihil probat." Man sehe jeden Beweis mit 
Argwohn an, ob alle Voraussetzungen auch wirklich benutzt worden 
sind; man suche dieselbe Folgerung aus weniger Voraussetzungen oder 
eine scharfere Folgerung aus denselben Voraussetzungen zu gewinnen, 
und beruhige sich nur dann, wenn Gegenbeispiele zeigen, daB der Rand 
des Moglichen erreicht ist. 

Man vergesse jedoch nicht, es gibt zwei Arten von Verallgemeine
rungen, eine wohlfeile und eine wertvolle. Die eine ist die Verallgemeine
rung durch Verdiinnung, die andere die Verallgemeinerung durch Ver
dichtung. Verdiinnen heiBt: wenig Fleisch in viel Wasser zu einer diinnen 
Briihe verkochen; verdichten heiBt: viel Nahrhaftes in eine Quintessenz 
konzentrieren. Begriffe, die fiir die gewohnliche Anschauung weit aus
einanderliegen, in einen einzigen weitumfassenden zusammenzudrangen, 
ist Verdichtung; so verdichtet z. B. die Gruppentheorie tfberlegungen, 
die friiher in Algebra, Zahlentheorie, Geometrie, Analysis zerstreut sehr 
verschieden aussahen. Beispiele fiir die Verallgemeinerung durch Ver
diinnung anzugeben ware noch leichter, aber man konnte sich Feind
schaften zuziehen. 

Nicht jeder Stoff eignet sich zu Aufgaben. Eine Sammlung, in der 
alle wichtigeren Gebiete der Analysis erschopfend beriicksichtigt waren, 
miiBte notwendigerweise allzu lang und schwerfallig ausfallen. Eine 
Auswahl kann man natiirlich auf viele Arten treffen. Wir haben das 
groBte Gewicht auf das zentrale Gebiet der modernen Analysis, auf die 
Theorie der Funktionen komplexer Veranderlicher gelegt, uns etwas 
abseits von der groBen FahrstraBe gehalten, auf der sich die iiblichen 
Vorlesungen, Lehrbiicher und Aufgabensammlungen bewegen und 
caeteris paribus solche Gebiete bevorzugt, die unseren personlichen 
Interessen naher lagen. Wir haben auch schwierigeren und noch stark 
in der Entwicklung begriffenen Gebieten, die bisher in Aufgabensamm
lungen gar nicht und auch in der Lehrbuchliteratur noch kaum beriick
sichtigt sind, Aufgaben entnommen. Naheres zeigt das Inhaltsver
zeichnis. Einzelne Kapitel k6nnen auch von dem Spezialisten zu Rate 
gezogen werden. Wir haben aber nirgendwo die Vollstandigkeit einer 
Monographie angestrebt, indem wir die Auswahl des Stoffes unserem 
Hauptzweck, einer moglichst suggestiven Anordnung, untergeordnet haben. 

1) Auch im folgenden weist haufig ein der Aufgabe beigefiigter Fingerzeig 
oder die Gruppierung der umliegenden Aufgaben auf eine Verscharfung oder 
Verallgemeinerung hin, die der Losung forderlich sein kann. Man vergleiche 
miteinander die Aufgaben 1 und 2, 3 und 4, 5 und 7, 6 und 8 des I. Abschnittes. 
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Der Herkunft nach ist der Stoff sehr mannigfaltig. Wir schopften 
aus dem klassischen Allgemeingut der Mathematiker und aus Abhand
lungen neueren Datums; wir sammelten Aufgaben, teils solche, die in 
verschiedenen Zeitschriften bereits veroffentlicht waren, teils solche, 
die uns von den Verfassern miindlich mitgeteilt worden sind. Wir 
haben den Stoff unseren Zwecken angepaBt, erganzt, umgearbeitet und 
ziemlich viel hinzugefiigt. AuBerdem sind, in Form von Aufgaben, 
eine Anzahl eigener Resultate hier zum ersten Mal veroffentlicht. Wir 
hoffen, so auch dem Kenner einiges Neue bieten zu konnen. 

Der ganze Stoff ist in zwei Banden angeordnet. Der erste umfaBt 
drei Abschnitte von mehr grundlegendem Charakter, der zweite sechs 
Abschnitte, die mehr speziellen Fragen und Anwendungen gewidmet sind. 

Jeder Band enthalt in seiner ersten Ha.Ifte Aufgaben, in seiner 
zweiten Halfte Losungen. Im Aufgabenteil, insbesondere am Anfang 
der einzelnen Kapitel, befinden sich auch einige Erklarungen, die die 
notigen allgemeinen Begriffe und Satze in Erinnerung rufen. Den Auf
gaben ist haufig eine Wegleitung, ein ,Fingerzeig" beigegeben. Die 
Losungen sind moglichst kurz, in konzisem Stil gehalten, triviale Schliisse 
sind weggelassen; sie soli ten .jedoch nach ernstlicher Beschaftigung mit 
der Aufgabe deutlich genug sein. Ausnahmsweise wird die Losung nur 
skizziert und auf die Literatur verwiesen. Gelegentlich werden Er
weiterungen, andere Anwendungen, ungeloste Fragestellungen gestreift. 

Die Abschnitte gliedern sich in Kapitel, die letzteren wieder in 
Paragraphen. Die einzelnen Paragraphen sind im Aufgabenteil durch 
Horizontalstriche kenntlich gemacht; sie sind im Inhaltsverzeichnis mit 
einem besonderen Titel versehen. Sobald eine Erklarung folgt oder ein 
neuer Gedankengang angeschnitten wird, ist dies durch einen Zwischen
raum angedeutet. 

Die Anordnung der Aufgaben innerhalb der Kapitel und Para
graphen ist derjenige Punkt, der das vorliegende Buch von den uns be
kannten ahnlichen Werken wohl noch mehr unterscheidet als die Aus
wahl des Stoffes. Die "Obungsaufgaben im engeren Sinne, die die Ver
deutlichung neu erlernter Satze und Begriffe an geeigneten Spezialfallen 
bezwecken, nehmen relativ wenig Raum ein. Vert>inzelte Aufgaben sind 
selten. Die Aufgaben sind meistens langeren Aufgabenreihen eingeglie
dert, die durchschnittlich einen Paragraphen umfassen, und deren orga
nischer Aufbau der Gegenstand unserer gr6Bten Sorgfalt gewesen ist. 

Man kann Aufgaben nach verschiedenen Gesichtspunkten grup
pieren: gemaB Schwierigkeit, Hilfsmitteln, Methode, Resultat. Wir 
haben uns auf keinen dieser Gesichtspunkte versteift, sondern ab
wechselnde Anordnungen gewahlt, die die Wechselfalle einer selb
standigen Untersuchung wiederspiegeln mogen. Der eine Paragraph 
beschaftigt sich z. B. mit einer Methode, die am Anfang kurz erklart, 
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nachher zur Losung moglichst vielgestaltiger Aufgaben herangezogen 
und dabei immer mehr ausgebaut wird. Ein anderer Paragraph ver
fahrt ahnlich mit einem Satz, der am Anfang ausgesprochen (bewiesen, 
wenn es leicht und rasch moglich) und dann auf mannigfache Art an
gewendet und spezialisiert wird. Andere Paragraphen sind aufsteigend 
gebaut: der allgemeine Satz erscheint erst nach vorangeschickten 
Spezialfallen und kleinen, abgerissenen Bemerkungen, die zu seiner 
Vermutung oder zu seinem Beweis hinfiihren. Hie und da wird ein 
schwierigerer Beweis in eine langere Kette von Aufgaben zerlegt; jede 
Aufgabe bringt einen Hilfssatz, einen selbstandigen Teil des Beweises 
oder einen kleinen Ausblick und bildet so eine Sprosse der Gedanken
leiter, an der der Leser schlieBlich zu dem zu beweisenden Satz empor
steigt. Einige Paragraphen (,vermischte Aufgaben" enthaltend) sind 
von loserem Zusammenhang; sie rekapitulieren Vorhergehendes an 
schwierigeren Anwendungen oder bringen an und fiir sich interessante 
vereinzelte Aufgaben. 

Hie und da bilden vier nacheinander folgende Aufgaben eine ,Pro
portion", indem die vierte in demselben Verhaltnis zur dritten steht, 
wie die zweite zur ersten (Verallgemeinerung, Umkehrung, Anwendung). 
Einige Paragraphen sind der langeren Durchfiihrung und Zergliederung 
von Analogien gewidmet 1). Da sind die Aufgaben den heiden, mit
einander in Parallele gestellten Gegenstanden abwechselnd entnommen, 
gehoren paarweise zusammen und bilden sozusagen eine ,fortlaufende 
Proportion". Diese Anordnung schien uns besonders lehrreich zu sein. 

Man kann an das Buch herantreten, urn darin trbungsstoff fiir sich 
selbst, trbungsstoff fiir andere oder Lektiire zu suchen. In allen Fallen 
kann sich die Benutzung ziemlich zwanglos gestalten. 

Die Anfangskapitel der einzelnen Abschnitte erfordern meistens 
verhaltnismaBig wenig Vorkenntnisse. Die einzelnen Abschnitte sind 
voneinander, wenn nicht vollstandig, so doch weitgehend unabhangig, 
und auch der Zusammenhang zwischen den Hauptteilen desselben Ab
schnittes ist haufig lose, so daB man sich nicht etwa angstlich an die 
Reihenfolge halten muB. 

Der Leser, der die Aufgaben losen will, bedenke nicht nur was. 
sondern auch wie und wo gefragt wurde. Manche Aufgaben, die isoliert 
gestellt auch dem Fortgeschrittenen unzuganglich waren, sind bier von 
vorbereitenden und erklarenden Aufgaben umgeben, in einem solchen 
Zusammenhange dargeboten, daB sie bei einiger Ausdauer und Selb
standigkeit bezwungen werden sollten. Es kommen allerdings auch recht 
schwierige Aufgaben ohne Vorbereitung vor, meistens in Paragraphen 

1) Vgl. II. Abschnitt, 2. Kapitel; IV. Abschnitt, 1. Kapitel, § 1; V. Ab
schnitt, 1. Kapitel, § 1 ; VIII. Abschnitt, 1. Kapitel, § 4. 
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von weniger straffern Aufbau (vermischte Aufgaben enthaltend), sonst 
jedoch nur vereinzelt. 

Die Fingerzeige stehen dern Leser zu Gebote, sie sollen ihrn nicht 
aufgezwungen werden. 

Wern eine Li:isung nicht gelingt, der tri:iste sich. Die ,Sokratische 
Lehrmethode" will nicht im schnellen Antworten abrichten, sondern 
durch Fragen unterrichten. Wenn wiederholte Anstrengungen vergeb
lich waren, kann der Leser die Li:isung, die in der zweiten Halfte des 
Bandes zu finden ist, nachher mit urn so scharferer Aufmerksarnkeit 
analysieren, das eigentliche Prinzip, ,worauf es ankarn", herausschalen 
und als dauernden Gewinn seinern Gedachtnis einverleiben. 

Zur Veranstaltung von Ubungen fiir Studierende in mittleren und 
hi:iheren Semestern wurde das im Entstehen begriffene Buch schon 
wiederholt herangezogen. Hierbei wurden die leichteren Aufgaben von 
den Studierenden sofort rnundlich, die schwierigeren nach angemessener 
Frist schriftlich beantwortet; wichtige, als Paradigma dienende Auf
gaben li:iste der Dozent. Es konnte wahrend eines Semesters in zwei 
Wochenstunden etwa der Stoff eines Kapitels bewaltigt werden. Mehrere 
Kapitel sind so erprobt und auf Grund der gewonnenen Erfahrungen 
zurn Teil umgearbeitet worden. Wir glauben, die befolgte Methode, 
wobei also nicht vereinzelte Aufgaben, sondern wohldurchdachte 
zusamrnenhangende Aufgabenreihen vorgelegt werden, den Veranstal
tern serninaristischer Ubungen mit gutern Gewissen empfehlen zu 
ki:innen. Fast alle Kapitel dieses Buches ki:innen als Vorlage zu der
artigen Obungen bentitzt werden. DaB hierbei eine gewisse Vorsicht 
geboten und das Ersetzen einzelner Aufgaben durch verwandte zu 
empfehlen ist, versteht sich von selbst. 

Die fortlaufende Lekture, wobei nach jeder Aufgabe sofort die 
Li:isung gelesen wird, kann nur Geubteren ernpfohlen werden. Irn ganzen 
entspricht sie nicht dem Sinn des Buches. Einige Kapitel eignen sich 
dennoch zu solcher Lekture und lassen sich irn wesentlichen als Lehr
buch gebrauchen; nur die Darstellung ist etwas gedrangt, und die 
Besinnungspausen zwischen Formulierung und Beweis der Satze sind 
etwas gewaltsarn markiert. 

Wenn unser Beginnen nicht in allen Punkten nach Wunsch gelungen 
ist, so soH uns zweierlei entschuldigen: Erstens hatten wir keine Vor
bilder, an dje wir uns hatten anlehnen ki:innen, zweitens hatte der 
weitere Aufbau der einzelnen Kapitel so viel Raum und die Verbesse
rung der Darstellung urn einige Nuancen so viel Zeit beansprucht, daB 
das Zustandekommen des Planes gefahrdet gewesen ware. Wir waren 
dern kritischen Leser im Interesse der Sache zu Dank verpflichtet, 
wenn er unsere Aufrnerksamkeit auf etwaige Mangellenken wurde, die 
bei nachster Gelegenheit beseitigt Werden ki:innten. 
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Zahlreiche Fachgenossen haben uns unveroffentlichte Einzelheiten 
i.iberlassen, und andere waren uns bei der Prufung des Manuskriptes 
und der Korrekturen mit Ratschlagen aller Art behilflich. Mit Dank 
erwahnen wir die Namen der Herren A. Aeppli (Zurich), P. Bernays 
(Gottingen), A. Cohn (Berlin), R. Courant (Gottingen), P. Csillag 
(Budapest), L. Fejer (Budapest), M. Fekete (Budapest), A. Fleck (Berlin), 
F. Ga(Jmann (Zurich), A. Haar (Szeged), A. Hirsch (Zurich), E. Jacobs
that (Berlin), L. Kollros (Zurich), f. Kiirschdk (Budapest), E. Landau 
(Gottingen), E. Lasker (Berlin), K. Lowner (Berlin), A. Ostrowski 
(Gottingen), M. Plancherel (Zurich), H. Priifer (J ena), T. Rad6 (Szeged), 
M. Riesz (Stockholm), A. Stoll (Zurich), 0. Toeplitz (Kiel), A. Walther 
(Gottingen). Wir durften auch einiges dem NachlaB von A. Hurwitz, 
ferner dem von F. und Th. Lukacs entnehmen. Insbesondere moge 
den Herren T. Carleman (Lund) und I. Schur (Berlin) fur ihre wert
vollen Aufgaben, ferner den Herren A. und R. Brauer (Berlin), H. Rade
macher (Hamburg), H. Weyl (Zurich) fi.ir ihre wahrlich aufopfernde 
Mithilfe unser herzlicher Dank zuteil werden. Auch der Verlagsbuch
handlung, die trotz der gegenwartigen schweren Zeiten uns in jeder 
Beziehung entgegenkam, gebuhrt unser herzlichster Dank. 

Zurich und Berlin, im Oktober 1924. 

G. P6lya. G. Szego. 
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Bezeichnungen und Abkiirzungen. 
Wir haben versucht, in Bezeichnungen und·Abkiirzungen moglichst konse

quent vorzugehen und wenigstens innerhalb eines Paragraphen. gleichbedeutende 
GraBen mit denselben Buchstaben zu belegen. Einige Bezeichnungen sind durch 
besondere ErkHirungen auf die Dauer von ein bis zwei Paragraphen festgelegt. 
Hiervon abgesehen wird die Bedeutung jedes Buchstaben in jeder Aufgabe neu 
erklart, sofern nicht auf eine vorige Aufgabe verwiesen ist. SchlieBt sich eine 
Aufgabe der unmittelbar vorangehenden an, so wird sie mit dem Vermerk 
,.Fortsetzung" eingeleitet. SchlieBt sie sich einer friiheren an, so wird diese ihrer 
Nummer nach zitiert, z. B. ,.Fortsetzung von 286". In diesen beiden Fallen wird 
die Bezeichnung nicht neu erklart. 

Abschnitte werden mit romischen, Kapitel (soweit notwendig) mit arabischen 
Nummern bezeichnet. Die Numerierung der einzelnen Aufgaben erfolgt in jedem 
Abschnitt von neuem. Die Aufgabennummern sind fett gedruckt. Innerhalb 
eines Abschnittes zitieren wir bloB die Aufgabennummer, in anderen Abschnitten 
jedoch auch die betreffenden Abschnittsnummer. Z. B. heiBt es II 123, wenn 
wir nicht im II. Abschnitt (im Aufgaben- oder Losungsteil) sind, jedoch bloB 123 
im ganzen II. Abschnitt. 

Bemerkungen in eckigen Klammern [] bedeuten in der Aufgabe stets Finger
zeig, in der Losung Zitate (insbesondere am Anfang der Losung), oder Hinweise 
auf andere Aufgaben, die bei den einzelnen Schliissen der Losung benotigt werden. 
Bemerkungen sonstiger Art sind in gewohnliche Klammern gesetzt. Das Zitieren 
einer Aufgabennummer bezieht sich im Prinzip sowohl auf die eigentliche Aufgabe, 
wie auch auf die Losung, sofern nicht das Gegenteil hervorgehoben wird, z. B.: 
[Losung 38]. 

Quellenangaben sind fast immer in der Losung enthalten. Ist die Aufgabe als 
sokhe bereits erschienen, so wird dies beim Zitieren hervorgehoben. Zitieren eines 
Namens, ohne Literatur, heiJ3t, daJ3 die Aufgabe uns als neu mitgeteilt wurde. 
Zeitschriften werden so abgekiirzt, wie bei dem ,.Jahrbuch iiber die Fortschritte 
der Mathematik". Die am haufigsten vorkommenden Zeitschriftenzitate sind: 
Acta Math. Acta Mathematica. 
Arch. d. Math. u. Phys. 
Batt. G. 
C. R. 
Deutsche Math.-Ver. 
Gott. N achr. 

J. fiir Math. 
Lond. M. S. Proc. 
Math. Ann. 
Math. Zeitschr. 

Archiv der Mathematik und Physik. 
Giornale di matematiche di Battaglini. 
Comptes Rend us de l' Academie des Sciences, Paris. 
J ahres bericht der Deu tschenMathema tiker-Vereinigung. 
N achrichten der Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Gottingen. 
Journal fiir die reine und angewandte Mathematik. 

= Proceedings of the London Mathematical Society. 
= Mathematische Annalen. 
= Mathematische Zeitschrift. 

Nouv. Ann. = Nouvelles Annales de mathematiques. 
Rom. Ace. L. Rend. = Atti della Reale Accademia dei Lincei, Roma. 

Folgende Lehrbiicher sind ofters und daher bloB mit dem Namen des Ver
fassers zitiert worden (z. B. Cesaro, Heeke usw.): 

E. Cesaro, Elementares Lehrbuch der algebraischen Analysis und der Infini
tesimalrechnung. Leipzig und Berlin: B. G. Teubner 1904. 
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E. Heeke, Vorlesungen iiber die Theorie der algebraischen Zahlen. Leipzig: 
Akademische Verlagsbuchhandlung 1923. 

A. Hurwitz-R. Courant, Allgemeine Funktionentheorie und elliptische Funk
tionen. Geometrische Funktionentheorie. Berlin: J. Springer 1922. 

K. Knopp, Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen. 2. Auflage. 
Berlin: J. Springer 1924. 

G. Kowalewski, Einfiihrung in die Determinantentheorie. Leipzig: Veit & Co, 
1909. 

Ferner mogen folgende Bezeichnungen besonders erwahnt werden, die konse
quent . befolgt wurden: 

a,.~ a heiBt: a,. strebt gegen a (fiir n ~co). 
a,. IXl b,. (lies: a,. ist asymptotisch gleich b,.) heiBt: b,. * 0 fiir geniigend 

a 
groBe n und f ~ 1 (fiir n ~ oo). 

" O(a,.) bzw. o(a,.), a,.> 0, bezeichnet eine GroBe, die durch a,. dividiert be-
schrankt bleibt bzw. gegen 0 konvergiert (fiir n ~ oo). 

Analoge Bezeichnungen gelten auch fiir andere Grenziibergange als n ~ oo. 
x ~ a + 0 bzw. x ~ a - 0 bedeutet, daB x von rechts bzw. links gegcn a 

konvergiert. 
exp(x) = e"', e ist die Basis der natiirlichen Logarithmen. 
Max (ap a2, ••• , a,.) bezeichnet diejenige (oder diejenigen) der n Zahlen 

al' a2 , ••• , a,., die von keiner anderen iibertroffen werden. Ahnliche Bedeutung 
hat Min (a1, a2 , ••• , a,.). Analog erklart man Maxf(x), Minf(x) fiir eine im Inter
vall a, b definierte reelle Funktion, soweit sie dort ein Maximum oder ein 
Minimum besitzt. Ist dies nicht der Fall, so wird dieselbe Bezeichnung fiir die 
obere und untere Grenze von f(x) der Bequemlichkeit halber beibehalten. (Ahn
lich, wenn x eine komplexe Variable ist.) 

sgx bedeutet das Kroneckersche Symbol: 

{ 
+t fiir x> 0, 

sgx = 0 filr x = 0, 
-1 fiir x<o. 

[x] bedeutet die groBte ganze Zahl, die x nicht iibertrifft. Jedoch werden, 
wenn kein MiBverstandnis zu befiirchten ist, eckige Klammern auch anstatt 
gewohnlicher ohne Erklarung gebraucht. 

zbedeutet die zu z konjugiert-komplexe Zahl, sofern es sich urn komplexe 
Zahlen handelt. 

Die Determinante mit dem allgemeinen Element a;.,,., J., ft = 1, 2, ... , n, 
wird abkiirzend so bezeichnet: 

Ja;.,./~ oder Ja;.,.J;.,,.= 1, 2, •.. ,n oder /aH, a.< 2, ... , a.tn/~. 
Unter Gebiet verstehen wir eine zusammenhangende Menge, die aus Iauter 

inneren Punkten besteht, unter Bereich ein durch seine Randpunkte erganztes 
Gebiet. 

Unter einer stetigen Kurve verstehen wit das eindeutige stetige Bild des 
Intervalls 0 < t < 1, d. h. die Gesamtheit der Punkte z = x + iy mit x = q; (t), 
y = tp (t), beide Funktionen q; (t) und tp (t) stetig im Intervalle 0 < t < 1. Sie 
ist geschlossen, wenn tp(O) = tp(1), tp(O) = tp(1), dJppelpunktlos, wenn aus q;(t1 ) 

= q; (t2), tp (t1 ) = tp (t2), t1 < t2 notwendig t1 = 0, t2 = 1 folgt. Anstatt doppel
punktlos sagt man haufig einfach. Eine doppelpunktlose, stetige Kurve, die 
nicht geschlossen ist, heiBt auch ein doppelpunktloser Bogen. 

Eine doppelpunktlose, geschlossene, stetige Kurve (Jordansche Kurve) zer
legt die Ebene in zwei Gebiete, deren gemeinsamen Rand sie bildet. 

Integrationslinien von krummlinigen oder komplexen Integralen werden 
stillschweigend als stetig und rektifizierbar angenommen. 



Aufgaben. 

Erster Abschnitt. 

Unendliche Reihen und Folgen. 
I. Kapi tel. 

Rechnen mit Potenzreihen. 
1. Auf wieviel Arten Ui.Bt sich ein Franken in Kleingeld um

wechseln? Als Kleingeld kommen (in der Schweiz) in Betracht: 1-, 2-, 
5-, 10-, 20- und 50-Rappenstiicke (1 Franken = 100 Rappen). 

2. Es sei n eine ganze Zahl. Die Anzahl der .Auflosungen der 
diophantischen Gleichung 

x+ 2y + 5z+ 10u+ 20v +SOw =.n 

in nichtnegativen ganzen Zahlen x, y, z, u, v, w bezeichne man mit An. 
Die Summe der Reihe 

ist eine rationale gebrochene Funktion der Veranderlichen 1;. Welche? 
3. Auf wieviel Arten kann man einen Brief von der Schweiz nach 

dem Ausland (Gebiihr = 40 Rappen) mit nebeneinander geklebten Marken 
zu 5, 10, 15 und 20 Rappen frankieren? (Werden Marken von ver
schiedenem Werte in anderer Reihenfolge geklebt, so gelte das als eine 
andere Frankierung.) . · 

4. Es sei Bn die Anzahl aller moglichen Summen mit dem Wert n 
(n positiv und ganz), deren Summanden die Werte 1, 2, 3 oder 4 
haben. (Zwei Summen, die sich bloB in der Reihenfolge der Sum
manden .unterscheiden, sollen auch als verschieden gelten.) Dann stellt 
die Reihe 

eine rationale gebrochene Funktion der Veranderlichen 1; dar. Welche? 
5. Jemand besitzt 8 Gewichtsstiicke von je 1, 1, 2, 5, 10, 10, 20, 

SO Gramm. Auf wieviel Arten kann er aus diesen ein Gewicht von 
78 Gramm zusammensetzen? (Die ·Benutzung der verschiedenen Ge
wichtsstiicke desselben Gewichts soil als verschieden gelten.) 

P 61 y a-S z ego, Aufgaben und Lehrsatze I. 
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6. Auf wieviel Arten kann man mit den in 5 erwiihnten Gewichts
stiicken 78 Gramm wiigen, wenn beiile Wagschalen zum Auflegen der 
Gewichte benutzt werden diirfen? 

7. Man betrachte Summen der Form 

e1 + e2 + 2 e3 + 5 e4 + 10 e5 + 10 e6 + 20 e7 + 50 e8 , 

wo e1, e2, ••• , e8 nur der heiden Werte. 0 und 1 fiihig sind. Die Anzahl 
derartiger Summen mit dem Wert n heiBe C,.. Man zerlege die folgende 
ganze rationale Funktion in Faktoren: 

Co+ C1C+C2 C2 + ... + C99 CS'9 • 

8. Man andere 7 derart ab, daB man fiir e1, e2, •• • , e8 die drei 
Werte -1, 0,1 zulii.Bt. Es bezeichne jetzt D,. die Anzahl der Summen 
vom Wert n. Man zerlege den folgenden Ausdruck in Faktoren 

99 

~ D,.C". 
n= -99 

9. Man verallgemeinere die vorangehenden Aufgaben, indem man 
als Geldstiicke bzw. Briefmarken und Gewichtsstiicke nicht bestimmte 
Zahlen, sondern allgemein av a2, ••• , az annimmt. 

10. p Personen wiihlen aus ihrer Mitte eine n-kopfige Abordnung; 
auf wieviel Arten kann das geschehen? 

11. Unter p Personen sollen n Franken verteilt werden. Auf wie
viel Arten kann dies gescbehen? 

12. Unter p Personen sollen n Franken verteilt werden, so daB 
jede mindestens 1 Franken erhiilt. Auf wieviel Arten kann dies ge
schehen? 

13. Wieviel Glieder enthiilt die allgemeine ganze rationale homo
gene Funktion nten Grades der p Variablen x1, x2, ••• , Xp? 

14. Hat jemand die Gewichte 1, 2, 4, 8, 16, ... zur Verfiigung, so 
kann er jedes positive ganzzahlige Gewicht einschalig wagen, und zwar 
nur auf eine Art; d. h. jede positive ganze Zahl kann im Dualsystem 
geschrieben werden, und zwar nur auf eine Art. 

15. Mit den Gewichten 1, 3, 9, 27, 81, ... lii.Bt sich jedes positive 
ganzzahlige Gewicht zweischalig wiigen, und zwar nur auf eine Art. 

16. Es sei 

(1 + qC) (1 + qC2) (1 + qC4) (1 + qC8) (1 + qC16) • • • 

=ao+alC+a2 CS+a3 C3 + .... 
Wie ist der Koeffizient a,. beschaffen? 

17. Welches Vorzeichen hat in der Entwicklung des Produktes 

(1 -a) (1 -b) (1 -c) (1 -d) ... 
= 1-a- b +ab-c+ ac +be- abc- d + ... 

das nte Glied? (n = 0, 1, 2, .... ) 
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18. Man beweise die Identitat 

(1+ C+ ~2+· .. +CD) (1 +ClO+ c2o+· .. +CDO) (1+ClOO+C200+· .. +C900) ... 
1 

-1-C' 

deren Bestehen gleichbedeutend mit dem Satz ist, daB jede positive 
ganze Zahl im Dezimalsystem geschrieben werden kann, und zwar nur 
auf eine Weise. 

19. 
1 

( 1 + C) ( 1 + C2) ( 1 + C3) ( 1 + C") · .. = ( 1 _ C) ( 1 _ ca) ( 1 _ C5) ( 1 _ C7) ... · 

20. Jede ganze ZahllaBt sich ebensooft aus verschiedenen positiven 
ganzen Summanden zusammensetzen, wie a us gleichen oder verschiedenen, 
aber ungeraden positiven ganzen Summanden. Z. B. sind die Zerlegungen 
von 6 in verschiedene Summanden 

6, 2+4, 

und in ungerade Summanden 

3 +3. 

21. Man kann die positive ganze Zahl n auf 2n-l- 1 verschiedene 
Arten als Summe von kleineren positiven ganzen Zahlen darstellen. 
Zwei Darstellungen, die sich bloB in der Reihenfolge der Summanden 
unterscheiden, gelten als verschieden. Z. B. haben nur die folgenden 
7 Summen den Wert 4: 

1 + 1 + 1 + 1; 1 + 1 + 2, 
1 + 2 + 1, 
2+1+1. 

2+2, 1 +3. 
3+1. 

22. Die Anzahl der nichtnegativen ganzzahligen Losungen der 
diophantischen Gleichungen 

x+2y=n, 2x+3y=n-1, 3x+4y=n-2, ... , 
nx+(n+1)y=1, (n+1)x+(n+2)y=O 

betragt zusammen n + 1. 
23. Die Anzahl der nichtnegativen ganzzahligen Losungen der 

diophantischen Gleichungen 

x+2y=n-1, 2x+3y=n-3, 3x+4y=n-5, ... 
ist zusammen kleiner als n + 2, und zwar ist die Differenz die Teiler
anzahl von n + 2 (vgl. VIII, Kap. 1, § 5). 

24. Man zeige, daB die Gesamtanzahl der nichtnegativen Losungen 
der diophantischen Gleichungen 

x + 4y = 3 n -1, 4x + 9Y = 5 n- 4, 9X + 16y = 7n- 9, ... 
gleich n ist. 

1* 
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25. Die Anzahl der nichtnegativen Losungen der diophantischen 
Gleichung 

ist gleich der zu (n + 3)2 nachstgelegenen ganzen Zahl. 12 
26. Die Anzahl der nichtnegativen ganzzahligen Losungen der 

Gleichung 
ax+by=n, 

wobei a, b, n positive ganze Zahlen bezeichnen und a, b teilerfremd sind, 

ist gleich [:b] oder [:b] + 1. 

27. Es seien a11 a2, as, ... , al positive ganze, teilerfremde Zahlen. 
Ist An die Anzahl der nichtnegativen ganzzahligen Losungen von 

a1 x1 + a2 x~ + as Xs + · · · + a1 x1 = n , 

so gilt die Grenzbeziehung 

1. An 1 
lm 1=1 = (.l ) I . 

n-+oon ala2 ... az -1 . 

28. Als Gitterpunkte des Raumes bezeichnet man diejenigen 
Punkte, deren kartesische Koordinaten X, y, z samtlich ganze Zahlen 
sind. Wieviel Gitterpunkte des abgeschlossenen positiven Oktanten 
(x>o, y>O, z>o) liegen in der Ebene 

x+y+z=n? 
Wieviel Gitterpunkte des offenen Oktanten (x > 0, y > 0, z > 0) 
liegen darin? 

29. Es sei n positiv und gan:i. Wieviel Gitterpunkte (x11 x2, ••• , xp) 
des p-dimensionalen Raumes liegen im ,Oktaeder" 

I xi I + I x2l + I Xal + · · · + I Xp 1 ~ n ? 
30. Die Anzahl derjenigen Gitterpunkte im abgeschlossenen Wiirfel 

-n<x,y,zsn, 
die der Bedingung 

geniigen, ist gleich 
"" f . 2n+1tls. 2s+1 sm --- sm --- t 

1 2 . 2 
2n . t . t dt' 

sm- sm-
2 2 -n 

n, s ganz. 

31. Es sei n > ·3 . Die Anzahl der positiven ganzzahligen Losungen 
von 
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die noch den Bedingung-en 

x~y+z, y~z+x, 

geniigen, ist gleich 

(n + 8) (n - 2) b n2 - 1 
8 zw. 8 

je nachdem n gerade oder ungerade ist. 

Die Binomialkoeffizienten ('.t) definiert man als die Koeffizienten 
der Entwicklung r 

(1 + z).u = (~) + (~) z + (~) z2 + ... + (~) z' + ... , (~) = 1. 

Hier bezeichnet fl eine beliebige Zahl. Fiir ganzzahliges fl hat (~) 
eine kombinatorische Bedeutung (10-13). In den folgenden Aufgaben 
soll n nicht negativ und ganz sein. 

32' (~t+ (~t+ (~r+ ... + (:r= (2:). 

33· (2onr- (2tr + (22nr- · · ·- (2;n 1r + (;:r= (-1)" (2:) · 
34. Aus den Identitaten in z 

(X) 00 00· 

,l; a,. zk ,2: b1 z1 = ,l; Cn z", 
lc=O l=O n=O 

~:X" z" ~fJz zl= ~rn z" 
,.;:;;;. k! ,.;;;;.l! ~ n! 
lc=O l=O n=O 

folgt 
c,. = a0 b,. + a1 b,._ 1 + a2 bn- 2 + · · · + a" b0 , 

r .. = ()(,ofJn + (~) ()(,lfJn-1 + (~) tX2fJn-2 + ... + ()(,,.fJo· 

35. Setzt man 

x"l" = x(x- h) (x- 2h) ... (x- n--=--fh)' 

so besteht die Identitiit: 

(x + y)"l" = x"'" + (~) xn-llhyllh + (~) xn-2lhy21h + ... + y"l". 

36. (Fortsetzung.) Man zeige die folgende Verallgemeinerung des 
polynomischen Satzes: 

.l: n' (x1 + x2+ x3+ ... + x1)"1 11 = · .xr•l 11 x;•l" x;•l" ... x?l". 
vl! v2! Vs! ... Vz! 

.,l+.,,+,.1+··•+vl::;:;n 
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37. (n) _ 2 (n) + 3 ('n) _ ... + (- 1)n-In (n)' = fO f?r n t 1, 
1 2 3 n l1furn=1. 

38. 

(~) _ ~ (~) +; (;) _ ... + (-1)n-1: (:) = 1 + ~ +; + · · · + ~· 

39. 2 (- 1 t- k 22 k ( n ;tk ~ ~ 1) = n + 1. 
k=O 

40. 2(: -c~J(:)x•(1-x)n-•=(x-cX)2+x(1:~· 
v=O 

41. Man setze 

<p (x) = a0 + a1 x + a2x (x -1) + a3 x (x -1) (x- 2) + · · ·, 
al a2 aa 'If (x) = a0 + 2 x + 22 x (x - 1) + 2"3 x (x - 1) (x - 2) + · · · , 

dann ist 

(~) <p (0) + (7) <p (1) + (~) <p (2) + · · · + (:) <p (n) = 2n'!Jl (n) 
und 

(~) <p (0) - (~) <p (1) + (~) <p (2) - · · • + (- 1)n (:) <p (n) = (- 1)n ann!. 

42. 

(~) (0- n)2+(~) (2- n)2+(~) (4- n)2+ ... +(~) (2Y- n)2+ .. · = 2nn. 

43. 

(~) (0- n)2- (~) (2- n)2 + (~) (4- n)2- .. -~ = { 0 f~r n! 2 ' 

+(-i)·(~)(2 v-n)2 +··· Sfurn-2. 

Es sei :v eine beliebig oft differentiierbare Funktion von z. Die 

Operation (z ddzr y sei durch die Rekursionsformel 

(z :zr y = z ddz (z ddJn-1 y' z d~ y = zy' 

definiert. Es ist z. B. 
( d' n 
z d z) z" = kn z" . 

Ist f(x) = c0 + c1 x + c2 x2 + · · · + cnxn · ein beliebiges Polynom, so 
setzt man 

t (z ddJ y =CoY+ clz ddzy + c2(z ddzYY + ... + Cn(z ddzry. 
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44. Es ist 

I (z :z) zk = I (k} zk. 

45. Es sei I (x) ein ganzzahliges Polynom (vgl. VIII, Kap. 2, § 1); 
dann ist die Summe der Reihe 

I(O) + 1(1) + 1(2) + ... + l(k) + ... 
1! 2! k! 

ein ganzzahliges Vielfaches der Zahl e, der Basis der natiirlichen 
Logarithm en. 

46. Setzt man 

(zdd)n_i_ = 1nz + 2nz2 + 3nz3 + · · · = ~{j)__, n = 1,2,3, ... , 
Z 1 - z (1- z)n+l 

so ist In (z) ein Polynom nten Grades mit Iauter positiven Koeffizienten 
(mit Ausnahme des Absolutgliedes In (0) = 0); ferner ist 

ln(1)=n!. 

47. Es seien I (x) und g (x) zwei beliebige Polynome, jedoch soli 
g (x) keine nichtnegativen ganzzahligen Nullstellen haben. Die Reihe 

y = I(O) + 1(1) z + 1(2) z2 + fj3) za + ... 
g(O) g(1) g(2) g(3) 

geniigt der Differentialgleichung 

g (z~) y =I (z~) - 1--, dz dz 1- z 

die durch sukzessive Quadraturen losbar ist. 
48. Es seien I (x) und g (x) zwei teilerfremde Polynome, und zwar 

sei g (x) nicht von niedrigerem Grade als I (x), ferner g (0) = 0, hin
gegen g ( 1), g (2), g (3), . . . von 0 verschieden. Die Reihe 

y= 1 + l(1)z+ 1(1)1(2) z2+ 1(1)1(2)1(3) z3+ ... 
g(1) g(1)g(2) g(1)g(2)g(3) 

erfiillt die lineare homogene Differentialgleichung 

49. Die Reihe 

( 1)2 (1.3)2 (1.3 ... (2n-1))2 
y=1+- z+- z2 +· .. + zn+ ... 

2 2.4 2.4 ... 2n 

geniigt der Differentialgleichung 

d2 y dy 1 
z(1-z) dz2 +(1-2z)Tz- 4 y=O. 
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50. Die Funktion 

F(z) = {1- qz) {1- q2 z) {1- qBz) ... , 

lii.Bt sich in eine Potenzreihe entwickeln: 

F(z) =A0 +A1 z+A2 z2 +A 3 z3 + ···. 

Man bestimme die Koeffizienten An mit Hilfe der Funktionalgleichung 

F(z) = {1- qz)F(qz). 
51. Es sei F (z) dieselbe Funktion wie in 50; man bestimme die 

Koeffizienten der Reihenentwicklung 

F ~z) = B0 + B1 z + B2 z2 + B3 z3 + · · · • 

5~. Man bestimme die Koeffizienten C0, C1, Ca, ... , Cn in der 
Identitat 

{1 + qz)(1 + qz-1)(1 + qs z){1 + q3 z-1) ... (1 + q2n-t z) {1 + q2n-1 z-1) 

=Co+ C1 (z +z-1)+C2 (z2 + z- 2) + ... +Cn(zn + z-n). 

53. Man Ieite aus der Identitiit von 52 durch Grenziibergang die 
folgende Gleichung her: 

00 00 

JI{1+q2n-lz){1 +q2n-lz-1)(1-q2n)=~qn"?!', lqi<L 
n=1 n= -oo 

54. 
oo 00 3n1 +n 

ll(1-qn} =~(-i}nq-2-, 
n=l n= -oo 

1- q2 1- q4 1- tf oo n(n+I) 
55. 1- q • 1- q3. 1- t ... = _2q 2 ' lql < 1. 

n=O 

56. Es ist fiir lql < 1 
1-q 1-q2 1-qS 1-r/' 
1 + q • 1 + q~ • 1 + q3. 1 + rt ... = 1- 2q + 2q4- 2q9 + 2ql6- .. ·. 

57. Es sei I q I < 1. Die Funktion von z 

G (z) = _q- (1 - z) + _t_ (1 - z) ( 1 - q z) + 
1-q 1-q2 

+ 1 q3 q3(1-z){1-qz){1-q2z)+··· 

geniigt der Funktionalgleichung 

1 + G(z)- G(qz) = (1- qz) {1- q2 z) (1- q3z) .... 

58. Man bestimme die Koeffizienten der Reihenentwicklung der 
in 57 definierten Funktion 

G(z) =D0 +D1 z +D2 z2 +D3 z3+ · ··. 
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59. Man beweise die IdentWit 

n (1 -a") (1 - a"-1) · · · (1 - an-k+l) _ 
1 k - n, n = 1, 2, 3, ... -a 

k=l 

und Ieite daraus die Potenzreihe fiir -log (1 - x) her. [Es ist, wenn 
G (z) die in 57 definierte Funktion bezeichnet, 

G(q-")=-n, n=0,1,2, .... ] 
60. Die Potenzreihe 

z2 z4 z6 
I (z) = 1 + 3 + 5 + 7 + ... 

geniigt der Funktionalgleichung 

1(1 ~z2) = (1 +z2)l(z) 

Es seien 

beliebige komplexe, 
Po, PI• P2, · · · • p,., · · · 

nichtnegative reelle Zahlen. Man setze 

a0 + ai z + a2 z2 + · · · + a,. z" + · · . = A (z) , 
Po+ Piz + PaZ2 + · · · + p,.z" + · · ·= P(z). 

Das Bestehen samtlicher Ungleichungen 

I ao I ::::; Po , I ai I <PI ' I a2l < Pa, · · · , I a,. I ~ Pn, · · · 
driickt man in Zeichen so a us: 

A(z) <P(z), 

[39]. 

oder in Worten so: , P(z) ist Majorante von A(z)" oder auch so: 
, A (z) ist Minorante von P(z) ". 

61. Ist A (z) < P(z) und A* (z) < P*(z) , so ist auch 

A (z) +A *(z) < P(z) + P*(z) , 
A(z)A*(z) <P(z) P*(z). 

62. Fiir positives ganzzahliges n ist 

(1 + :r<ez. 
63. Es sei 

I (z) = z + a2 z2 + a3 z3 + .. · + an z" + · · · . 
Man folgere a us. 

die Ungleichungen 

f'(z) 1 + z 
z-<-

l(z) 1- z 

[a,.[<n, n = 1, 2, 3, .... 



10 Reihentransformationen. Ein Satz von Cesaro. 

64. Es seien a1, a2, •• • , az positive ganze Zahlen. Man zeige a) mit 
Hilfe von 9, b) ohne Heranziehung von 9, daB 

(1 + za•) {1 + z"•) · · · {1 + z"') 
1 1 

~ ~ -. 
{1- za•) (1- z"•) · · · (1- z"1) 1- z"•- za•- · · · - z"' 

2. Kapitel. 

Reihentransformationen. Ein Satz von 
Cesaro. 

65. Das dreieckige Zahlenschema 

Poo. 
P10• Pn• 
P2o• P21• P22• 

bestehe aus lauter nichtnegativen Zahlen, und die Summe jeder Zeile sei 
= 1 (Pnv> O,Pno + P111 + ... + p1111 = 1 fii.r 'P = 0, 1, 0 0 .,n; n=O, 1, 2, ... ). 
Bildet man aus einer gegebenen Zahlerifolge s0, s1, s2, ••• , s11, •.. die neue 
Zahlenfolge t0, t11 t2, ••• ; t11, •.• durch die Vorschrift 

tn=Pnoso+PntSI + ··· +Pn11Sn, 
so liegt tn zwischen dem Minimum und dem Maximum der Zahlen 
s0, s1 , s2, ••• , S11 • 

66. (Fortsetzung.) Notwendig und hinreichend dafiir, daB aus der 
Existenz von lim S11 = s 

11~00 

lim (p110 So + Pnt sl + 0 
•• + P11n Sn) = s 

11~00 

folgt, ist die Bedingung, daB fiir jedes feste v 

lim P11 v = 0 
11~00 

ist. (Die Bedingung besagt, daB das Zahlenschema P11 v konvergenz
erhaltend istl). Spezialfall eines wichtigen Satzes von 0. Toeplitz, vgl. 
III, Kap. 1, § 5.) 

67. Aus der Existenz von lims11 folgt 
fl~oo 

1. s0 + s1 + s2 + · · · + S11 li 
Im = ms11 • 

fl~oo n + 1 11~00 

1) Bei allgemeineren Betrachtungen, in denen die Gleichheit der heiden 
fraglichen Grenzwerte nicht im voraus ausbedungen ist, empfiehlt es sich aller
dings, die langere Bezeichnung ,.regular konvergenzerhaltend" zu gebrauchen. 
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68. Strebt die Folge p0, p1, p2, •.. , p,., ... mit positiven Gliedern 
gegen den positiven Grenzwert p, so ist auch 

n+l~~~~-

lim YPo Pt P2 · · · Pn = P · n-+= Vn 
69. Die Berechnung von lim ; soll 

. ( 1 )" n-+oo n. 
hm 1 + - zuriickgefiihrt werden. 

n-+oo n 

auf die Berechnung von 

70. Es seien zwei unendliche Folgen 

ao, al, a2, ~ .. Jan, .. . , 

b0 , bl> b2, ••• , b,., .. . 

gegeben. Aus den drei Bedingungen 

b,.>O, n = 0, 1, 2, ... ; 

di vergiert; 

folgt 

b0 + b1 + b2 + · · · -!- b,. + · · · 
1. a,. 
1m-b =s 

n~oo n 

1. a0 + a1 + a2 + · · . + a,. 
1m =S. 

n-+oobo + bl + b~ + · · · + b,. 
71. Es sei £X > 0. Man fiihre die Berechnung von 

. 1'"-1-!-2'"-1+3'"-1+ ... +n'"-1 
hm~~~~-

n-+= n'" 

auf die Berechnung von 
. (n + 1)'"- n'" 

hm <>-l n-+co n 
zuriick. (Dieser letzte Grenzwert ist wohl aus der Differentialrechnung 
bekannt.) 

72. Es sei p0 , PI> p2, ••• , p,., ... eine Folge von positiven Zahlen, 
die der Bedingung 

1. p, 0 
Im = 

n-+=Po+Pt +P2+ ··· + p,. 
geniigt. A us der Existenz von lim s,. = s folgt 

n-+= 
1. soPn+sJPn-1 +s2Pn-2+ ··· +snPo_ 
1m - -S. 

n-+ co Po + Pt + P2 + · · · + Pn 
73. Die heiden Folgen von positiven Zahlen 

Po, Pv P2, · · ·, p,., · · · ; 
sollen den Bedingungen 

1. p, 0 
lm = ' n-+=Po+Pt +P2+ ··· +P, 
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geniigen. Setzt man 

t'n=Poqn+Piqn-1 +P2qn-2+ ··· +Pnqo, n = 0,1, 2, ... , 

so geniigt die Zahlenfolge r0, r11 r2, ... , rn • ... wieder der Bedingung 

74. Es seien 

Po• PI• P2• .. · • Pn• .. · ; 
die in 73 erwahnten Folgen, 

So, Sv S2, • • • ' Sn, ... 
eine beliebige Folge. Existieren die heiden Grenzwerte 

li SoPn + S1Pn-1 + s2Pn-2 + · · · + snPo 
m . ' 

n-+oo Po+ PI+ P2 + "· + Pn 

1. Soqn + s1qn-1 + s2qn-2 + "' + Snqo 
liD • 

n-+oo qo + q1 + q2 + · · · + qn 
so sind sie einander gleich. (Dieser Satz hat em besonderes Interesse, 
wenn lim Sn nickt existiert. Existiert lim sn, so reicht namlich schon 

72 aus.) 
75. Es sei a > 0 . Ist die Reihe 

a11-"+a2 2-"+a3 3-"'+ .. ~+ann-a+··· 
konvergent, so ist 

lim(a1 +a2 + ... +an)n-"'=0. 
n-+ co 

(Reihen von der betrachteten Form nennt man Dirickletsche Reihen. 
Vgl. VIII, Kap. 1, § 5.) 

76. Essei P1>0, P2 >0, Ps>O, ... , die Reihep1 +Ps+· · · +Pn +· · · 
divergent und p1 + P2 + · · · + Pn = P n gesetzt, lim Pn P;;1 = 0. Dann 
~t n-+oo 

lim P1 P11 + P2 Pi1 + · · · + Pn P;;1 = 1. 
n-+oo log Pn 

( Verallgemeinerung von 1 + ~ + ; + .. · + : "" log n -) 

77. Es seien Pv P2, .. . ,·Pn• ... und q1, q2, ••• , q"' ... zwei Folgen 
von positiven Zahlen und 

lim Pt + Ps + Ps + .. · + Pn = ()(,, lim q1 + q2 + qs + .. · + qn = fJ, 
n-+oo npn n-+oo nqn 

x+{J>O. 
Dann ist 

lim Pt q1 + 2p2q2 + ~ Psqs + · · · + npnqn = ___!!}____. 
IHOO n Pnqn IX+ fJ 
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78. W enn der Ausdruck 
(a1 - a,)+ (a2 - an)+···+ (a,_ 1 - a,) 

fiir n ~ oo beschrii.nkt bleibt, so braucht die Reihe a1 + a2 + a3 + · · · 
noch nicht zu konvergieren. Wenn aber die Bedingungen 

lima,= 0 
n->- oo 

hinzukommen, so muB die Reihe a1 + a2 + a3 + · · · konvergieren. 

79. Die unendliche Doppelfolge 

Poo• P01, Po2• · · · 
P1o• Pn, P12• · · · 
P2o• P21, P22• · · · 

bestehe aus lauter nichtnegativen Zahlen, und die Summe jeder Zeile 
sei konverg~nt und = 1 (p,v> o, Pno + p,1 + p,2 + · · · + Pnv + · · · = 1 
fiir n, v = 0, 1, 2, ... ). Bildet man aus der beschrii.nkten Zahlenfolge 
s0, s11 s2, ••• , s,, . . . die neue Zahlenfolge t0, t1 , t2 , ••• , t,, . . . durch die 
Gleichungen 

t, = PnoSo + Pn1S1 + Pn2S2 + · · • + PnvSv + · · ·' 
so liegt t, zwischen der unteren und der oberen Grenze der Zahlen
folge s0, s11 s2, ••• , s,, ... 

80. (Fortsetzung.) Notwendig und hinreichend dafiir, daB aus 
lim s, = s 

n->- oo 

folgt, ist die Bedingung, daB fur jedes feste v 

limPnv = 0 
n-+oo 

ist. (Die Bedingung besagt, daB die Doppelfolge Pnv konvergenzerhal
tend ist. Vgl. III, Kap. 1, § 5.) 

81. W enn die Reihe 

c1 + 2 c2 + 3 c3 + 4 c4 + · · · + n c, + · · · 
konvergiert, so konvergiert auch die Reihe 

c, + 2Cn+l + 3 Cn+2 + 4c,+ 3 + • · · = t.,, 
und es ist 

lim t, = 0. 
n->- oo 

82. Die Potenzreihe 

f (x) = a0 + a1 x + a2 x2 + · · · + a, x" + ... 
sei konvergent fiir x = 1 . Ist 0 < a < 1 , so ist die Potenzreihe 

f(a) + f'(cx) h + f"(a) h2 + ... + fC"l(CJ.) h" + ... 
1! 2! n! 

konvergent fiir h = 1 - a. 
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83. Die Funktionen 

cp0 (t), cp1 (t), cp2 (t} , ... , cp,. (t), ... 

seien nichtnegativ im Intervalle 0 < t < 1 ; es sei identisch 

cp0 (t) + cp1 (t) + cp2 (t) + · · · + cp,.(t) + · · · = 1. 

Bildet man mittels der beschrankten Zahlenfolge s0, s1, s2, ••• , s,., .•• 
die Funktion 

iP (t) = s0 cp0 (t) + s1 cp1(t) + s2 cp2 (t) + · · · + s,. cp,. (t) + .. ·, 
so ist der Wertevorrat von iP (t) zwischen der unteren und der oberen 
Grenze der Zahlenfolge s0, s1, s2, •• • , s,., . . . enthalten. 

84. (Fortsetzung.) Damit fi.ir jede konvergente Zahlenfolge 
s0, s1, s2, ••• , s,., ... mit lims,. = s 

"~"" 
lim (s0 cp0 (t) + s1 cp1 (t) + s2 cp2 (t) + .. · + s,. cp,. (t) + .. ·) = s 

t~l-0 

sei, ist notwendig und hinreichend, daB fi.ir jedes feste v 

lim cp, (t) = 0 
t~l-0 

ist. 
85. Es seien zwei unendliche Folgen 

gegeben. Aus den drei Bedingungen 

b,. > 0 , n = 0, 1, 2, ... ; 

b + b t + b t2 + ... + b,. t" + .. . { k~nve~giert f~r J t J < 1 
o 1 2 diverg1ert fur t = 1 ; 

folgt: 

1. a,. 
1m-b =s 

n-+-oo n 

a0 + a1 t + a2 t2 + · · · +a,. t" + · · · konvergiert ebenfalls fiir It I < 1 

und 
. a0 +tz1 t+a2 t2 + .. ·+a,.t"+ ... 

hm b b b 2 b ,. =s. t~l-0 0 + lt + 2t + ... + ,.t + ... 
(Dieser Satz riihrt von E. Cesaro her; er findet im folgenden zahlreiche 
Anwendungen.) 

86. Konvergiert die Reihe 

so ist 
a0 +a1 +a2 + ···+a,.+ ... =s, 

lim(a0 + a1 t+ a2 t2 + ... + a,.t" + ... ) = s. 
t~l-0 
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87. Setzt man 

n=0,1,2, ... 

und existiert 

so ist 

1. s0 + s1 + s2 + · · · + Sn 1m =S 
n-+oo n+1 ' 

lim (a0 + a1 t + a2 t2 + · · · +an tn + · · ·) = s. 
t-+1-0 

(Dieser Satz besagt gegeniiber 86 nur dann etwas Neues, wenn die 
Reihe a0 + a1 + a2 +···+an+··· divergiert [67].) 

folgt 

88. Aus den Bedingungen 

00 

J: bn divergiert, 
n=O 

r ao + al t + a2 t2 + ... + an tn + . . . = s ' 
t:.~o bo + b1t + b2t2 + · · · + bntn + · · · 

falls die Reihe im Nenner fiir itl < 1 konvergiert. 
89. Wenn lX positiv ist, so existiert der Grenzwert 

lim ( 1 - t)'" ( 1'" - 1 t + 2'" - 1 t2 + 3'" - 1 t3 + · · · + n'" - 1 tn + · · ·) 
t +1-0 

und ist positiv. 
90. Wenn 0 < k < 1 und k gegen 1 konvergiert, dann ist 

1 

/; 
dx 1 1 

r========""' -log--
Y(1-x2)(1-k2x2) 2 1-k· 

0 

[II 202.] 

91. Es seien An und En der nte Naherungszahler und -nenner 
des unendlichen Kettenbruchs 

Unter der Voraussetzung, daB der Kettenbruch konvergiert, be
rechne man seinen Wert auf Grund von 85 mittels der Reihen 

~An F(x) = ..:::,. I xn, 
n=O n. 

[Infolge der Rekursionsformel zwischen An, En geniigen F(x) 
und G(x) einer linearen homogenen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung.] 
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92. Es sei a > 0. Ist die Reihe 

a}1-U + 4z2-G + 4s3-G + • • • +ann-G + • • • 
konvergent, so ist 

lim (1- W (a1 t + a2 t2 + a3 t3 + · · · + antn + · · ·) = 0 [75]. 
t-+1-0 

93. Man zeige, daB 
00 

lim -{1- t~ (tn'- 2t2n') 
t-+1-0 n=l 

existiert und negativ ist. 
94. Es seien zwei unendliche Folgen 

a0, a1, a2, ••• , an, ... ; b0, b1, b2, ••• , bm ... 

gegeben. Aus den drei Bedingungen 
00 

1: bntn konvergiert fur samtliche Werte von t; 
n=O 

folgt: 

a0 + a1 t + a~ t2 + · · · + an tn + · · · konvergiert ebenfalls fiir samtliche 
W erte von t, und es ist 

lim ao + alt + a2t2 + ... + antn + ... = s (Vgl. IV 72.) 
t-+ + 00 bo + bl t + b2 t2 + ... + bn r + . . . . 

95. Existiert der Grenzwert lim sn = s , so ist 

lim (so+ s1 .!._ + s2 ~ + · · · + Sn tn + · · ·) e-t = s. 
t-++= 1! 2! n! 

96. Existiert die Summe 

a0+a1 +a2 + ···+an+··· =s, 

und setzt man 
t t2 tn 

g(t) = a0 + a1 - + a2- -l-- • • • + an - + · · · 1! 2! ' n! ' 
so ist 

= 
je-tg(t)dt=s. 
0 

97. Ist 

1 (x\2 1 (x)4 (-1)m (x)2m 
fo(x) = 1 -1! 1! 2} + 2! 2! 2 - ·· · + m! ml 2 + ... 

die Besselscbe Funktion oter Ordnung, so ist 

00 1 
je-t]0 (t)dt= ,r. 
o r2 
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3. Kapitel. 

Die Struktur reeller Folgen und Reihen. 
98. Die Zahlenfolge a1, a2, a3, • • • soli der Bedingung 

m, n == 1, 2, 3, ... 

geniigen. Dann muB die Zahlenfolge 

as -· 3 
entweder konvergieren oder gegen - oo bestimmt divergieren, und 
zwar ist ihr Grenzwert gleich ihrer unteren Grenze. 

99. Die Zahlenfolge a11 a2, a3 , • • • soll der Bedingung 

am + an- 1 < am+n <am +an + 1 

geniigen. Dann existiert der Grenzwert 

1. an 
lm-=w; 

n-+oo n 

und zwar ist w endlich, und es gilt fiir n = 1, 2, 3, ... 

wn- 1 <an< wn + 1. 

100. Wenn das allgemeine Glied einer Reihe, die weder konvergiert, 
noch bestimmt divergiert, gegen 0 strebt, so liegen die Partialsummen 
iiberall dicht zwischen ihrem kleinsten und groBten Hii.ufungswert. 

101. Die Reihe mit positiven Gliedern a1 + ,a2 + a11 + · · · + an + · · · 
sei divergent, jedoch lim an = 0. Man setze a1 + a2 + · · · + an = Sn 

n-+oo 

und bezeichne mit [ snJ die groBte ganze Zahl ;;:;;;; sn. Es ist die Ge
samtheit der Hii.ufungspunkte der Folge 

s1 - [s1], S:j- [sJ, ... , Sn- [sn], ... 
zu bestimmen. 

1 02. Die Zahlimfolge t1 , t2 , t3 , ••• , tn, . . . soU so beschaffen sein, 
daB eine gegen Null konvergierende Folge von positiven Zahlen 
E1 , E2 , E3 , ••• , En, . . . existiert, so daB fiir jedes n 

tn+l > tn- En 

ist. Dann liegen die Zahlen t1 , t2 , t3 , ••• , tn, . . • iiberall dicht zwischen 
ihrem kleinsten und groBten Hii.ufungswert. 

103. Es seien v1 , v2 , v3 , ••• , Vn. • • • positive ganze Zahlen, 
v1 ::::; v2 :::;;: v3 :::;;: • • •• Die Gesamtheit der Hii.ufungspunkte der Zahlenfolge 

P6lya-Szego, Aufgaben und Lehrsatze I. 2 
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bildet ein abgeschlossenes Interval! (dessen Lange = 0 ist, wenn der 
Grenzwert existiert). 

104. Aus jeder konvergenten Folge kann man eine Teilfolge beraus
greifen, deren Glieder die sukzessiven Partialsummen einer absolut 
konvergenten Reibe bilden. 

105. Eine Zahlenfolge, die gegen + CXJ strebt, besitzt ein bestimm
tes Minimum. 

106. Eine konvergente Folge besitzt entweder ein Maximum oder 
ein Minimum oder beides. 

Die nun folgenden Satze zeigen, daB selbst die extravagantesten 
Zahlenfolgen sich ab und zu regelmii{Jig verhalten, d. h. sich stellen
weise so verhalten wie monotone Zahlenfolgen. 

107. Ist 111 12 , 13 , ••• , 1m, ..• eine Folge positiver Zahlen (positiv 
im Sinne > 0) und ist lim in£ lm = 0, so gibt es unendlich viele In-

m ..... oo 

dices n, fiir welche 111 kleiner ist als alle ibm vorangehenden Glieder 
11 , 12 , 13 , ••• , 171 _ 1 • 

108. Ist 11 , 12 , 13 , ••• , lm, ... eine Folge positiver Zahlen (positiv 
im Sinne > 0) und ist lim lm = 0, so gibt es unendlich viele Indices n, 

m ..... oo 
fiir welche 111 groBer ist als aile ibm folgenden Glied~r ln+l• 111+2, ln+s• .•.• 
(Nicht nur die Behauptung, sondem auch die Voraussetzung ist von 
der in 107 verschieden.) 

109. Die heiden Zahlenfolgen 

s1 , s2, s3 , ••• , Sm, ••• ; m = 1, 2, 3, ... 
seien so beschaffen, daB 

lim lm = 0 , Jim SUp lm Sm = + CXl ·• 
m-+oo m-+oo 

Dann gibt es unendlich viele Indices n, so daB die Ungleichungen 
zweierlei Art 

111 > ln+1• 111 > 1n+2• ln > 1n+s• ... , 

lnsn>l11 - 1Sn-1• lnsn>ln-2Sn-2• ... , l11 S11 >l1s1 
alle zugleich bestehen. [107, 108.] 

110. W enn die Zahlenfolge L1 L2 . • . Lm , · · · gegen + CXJ strebt 
1 '2' 'm 

und A groBer als ibr Minimum ist [105], so gibt es einen Index n 
(ev. mehrere Indices n), n> 1, von der Beschaffenheit, daB die 
n Quotienten 

Ln- Ln-1 
1 ' 

Ln- Ln-2 
2 ' 

L11 - Ln-3 Ln , ... ,_ 
3 n 
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siimtlich <A und die unendlich vielen Quotienten 

siimtlich >A sind. [Es handelt sich urn die Richtungskoeffizienten 
gewisser Verbindungsstrecken der in einem rechtwinkligen Koordinaten
system gezeichneten Punkte 

(0, L0). ( 1, L1) , (2, L2). ... , tm, Lm) , ... , 

L0 = 0 gesetzt. Auch rein analytischer Beweis wiinschenswert.] 
111. Von der Zahlenfolge l1 , l2 , l3 , ... , lm , . ~ . sei nur 

lim lm = + oo 
m~oo 

vorausgesetzt. Es sei A > l1 ; dann existiert ein Index n, n > 1 , so 
beschaffen, daB aile Ungleichungen 

ln-f-'+1 + · ·' + ln-1 + ln <A< ln+l + ln+2 + · · • + ln+v 
ft -- 11 ' 

ft = 1, 2, ... , n; 11 = 1, 2, 3, ... 
zugleich bestehen. Wenn A ins Unendliche strebt, so strebt auch 
n ins Unendliche. 

112. Die Zahlenfolge l1 , 12 , l3 , ••• , lm, . • • unterliege den heiden 
Bedingungen 

lim sup tl1 + l2 + · · · + lm) = + oo, lim lm = 0. 
m-+oo 

Es sei l1 > A > 0; dann existiert ein Index n, n > 1, so beschaffen, 
daB alle Ungleichungen 

ln-f-'+1 + • • • + ln-1 + ln >A> ln+l + ln+2 + • • • + ln+v 
ft -- 11 ' 

ft = 1, 2, ... , n; 11 = 1, 2, 3, ... 
zugleich bestehen. Wenn A gegen 0 strebt, so strebt n ins Un
endliche. 

Unter dem Konvergenzexponenten der Folge 1v 12, 1 3, ••. , 1m•· .. , 

0 < 11 < 12 < r3 < · · ·, lim 1m= oo, wird die Zahl .A. verstanden, die 

die Eigenschaft besitzt, daB die Reihe 

11-a + 12-a + 1;" + ... +1m"+ ... 
fur a > .A. konvergiert, wiihrend sie fiir a < .A. divergiert. (Fur a = .A. 
kann sie konvergieren oder divergieren.) Wenn a= 0, so divergiert 
die Reihe, daher ist .A.> 0. Konvergiert die Reihe fiir keinen Wert 
von a, so setzt man .A. = oo. 

2*. 
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113. Man zeige, daB 
. logm 

hmsup-1-- =A.. 
m-+oo og rm 

114. Es seien x11 x2, x3, ••• , Xm, ... beliebige reelle Zahlen, Xm + 0. 
Existiert eine positive Distanz lJ derart, daB I x1- xk! > (J, falls 
l < k, l, k = 1, 2, 3, ... , so ist der Konvergenzexponent der Betriige 
I X1 1, I x2 1, I X3 l, ... , I Xm 1 .... hOchstens 1. 

115. Es sei {J groBer als der Konvergenzexponent der Folge 
r11 r2, r3, ••• , rm, ... ; dann gibt es unendlich viele Indices n, so be
scha:ffen, daB die n- 1 Ungleichungen 

r2 (2)1 rn- 1 (n- 1 )1 -<-I'· ... ,--< --I' 
rn n rn n 

bestehen. [107.] 
116. Der Konvergenzexponent A. der Folge r 11 r2, r3, •.• , rm, ... 

sei positiv und 0 <IX< A.< {J. Dann gibt es unendlich viele In
dices n, so beschaffen, daB die Ungleichungen zweierlei Art 

1 

r.u>(t!:.); fiirfi=n-1, n-2, ... ,1, 
rn n 

1 

~ > - fJ fi.ir v = n + 1, n + 2, n + 3, ... r (v)-
rn n 

alle zugleich bestehen. [109.] 

117. Es sei 0 < r1 < r2 < r3 < · · ·. Fi.ir welche Werte von x, x > 0, 
ist das m1" Glied der Reihe 

X x2 xm 1+-+-+ .. ·+--+ ... 
r1 r1 r2 r1 r2 ... rm 

groBer als alle i.ibrigen, m = 0, 1, 2, ... ? 
118. Es sei 

I . rm 
1m- =oo. 

m-+oo Sm 

Dann kann man beliebig groBe Werte von n und r finden, so be
schaffen, daB die Ungleichungen 

k = 0, 1' 2, 3, ... 
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aile zugleich bestehen [111]. (Eigentlich handelt es sich hier, wie in 

122, urn einen V ergleich zwischen zwei Potenzreihen 

Es sei Po > 0, P1 > 0, ... , Pm ?::. 0, ... ; Po , P1, P2 , • • • soil en nich t 
samtlich verschwinden. Die Potenzreihe 

Po + P1 X + P2 X2 + · · · + Pm xm + · · · 
besitze den Konvergenzradius e; e > o, eventuell e = oo. Ist 
0 < X < e ' dann strebt die Zahlenfolge 

Po• P1x, P2X2, ... , Pmxm, ... 
gegen 0, also gibt es darin [105] ein groBtes Glied. das Maximalglied, 
dessen Wert mit f-t (x) bezeichnet wird. D. h. es ist 

m=0,1,2, .... 

Der Zentralindex v (x) ist der Index des Maximalgliedes, d. h. 
f-t(x) = P~(x)x"'(x). Sind unter den Zahlen Pmxm mehrere gleich f-t(X}, 
so sei v (x) der groBte unter samtlichen in Frage kommenden Indices. 
Ausfiihrlicheres in IV, Kap. 1. 

119. Wenn eine stets konvergente Potenzreihe nicht abbricht, so 
kann darin kE.in Glied das Amt des Maximalgliedes unbeschriinkt lange 
fiir sich beanspruchen. 

120. Das Amt des Maximalgliedes geht von Gliedern mit niedri
gerem Index stets auf solche mit hoherem Index iiber. (Es sind hier 
die Verhiiltnisse etwas ungewohnlich, konnte man sagen; im Verlauf 
sukzessiver Besitzwechsel gelangt das hochste Amt stets in bessere 
und bessere Hande.) 

121. Die Reihe 

Po+P1x+P2x2+ ... +Pmxm+ ... 
mit positiven Koeffizienten und endlichem Konvergenzradius e' Pm > 0' 
e > o, sei so beschaffen, daB das Amt des Maximalgliedes sukzessive 
allen Gliedern, dem einen nach dem anderen, zufallt. Dann hat die Reihe 

1 X x2 xm -+-+-+ ... +-+ ... 
Po P1 P2 Pm 

den Konvergenzradius ___!__ . 
e 
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122. Das 'Obergewicht des Maximalgliedes ist in einer stets kon
vergenten Potenzreihe groJ3er als in einer, die nicht stets konvergiert (es 
ist am groBten in einem Polynom). Genauer gesagt: Der Konvergenz
radius der nicht abbrechenden Potenzreihe 

sei unendlich, der der Potenzreihe 

endlich. Es sei am> 0, bm > 0, m = 0, 1, 2, . . . . Die Koeffizienten 
b0 , b1 , b.2 , ••• , bm, ... der letzteren Potenzreihe seien so beschaffen, daB 
das Amt des Maximalgliedes sukzessive allen Gliedern bmym, dem einen 
nach dem anderen, zuHillt [120]. Dann kann man beliebig groBen 
positiven Werten x positive Werte y zuordnen, derart, daJ3 eihander 
zugeordneten Werten x und y der gleiche Zentralindex in den bezi.ig
lichen Reihen entspricht und daB, wenn dieser gemeinsame Zentral
index = n ist, samtliche Ungleichungen 

k = 0, 1, 2, ... 

zugleich bestehen. [Man betrachte das Maximalglied von j;~: zm .] 

123. Die Ausnahmewerte x*, denen kein y im Sinne von 122 zu· 
geordnet werden kann, sind, wenn sie existieren, auf aile Falle ,selten"; 
sie haben ein endliches logarithmisches MaB, d. h. die Menge der 
Punkte log x*, x* Ausnahmewert, laBt sich in abzahlbar viele Inter
valle einschlieBen, deren Gesamtlange endlich ist. 

Es seien tv t2, t3, ••. ,t11 , • • • gauze Zahlen, 0 < t1 < t2 < t3 < · · · ; 
die Reihe at, + at, + a1, + · · · + atn + · · · heiBt eine T eilreihe der 
Reihe a1 + a2 + a8 + · · · +an + · · · . 

124. Man streiche aus der harmonischen Reihe 

1 1 1 1 -+-+-+···+-+··· 1 2 3 n 

samtliche Glieder, deren Nenner im Dezimalsystem geschrieben die 
Ziffer 9 enthalt. Die i.ibrigbleibende Teilreihe ist konvergent. [113.] 

125. Eine Reihe, von der jede Teilreihe konvergiert, muB ab
solut konvergent sein. 
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126. Es sollen k und l positive ganze Zahlen bezeichnen. MuB 
die konvergente Reihe a1 + a2 + a3 + · · · , von der jede nach einer 
arithmetischen Progression fortschreitende Teilreihe 

ak + ak+Z + ak+2Z + ak+3Z + ... 
konvergiert, absolut konvergent sein? 

127. Es sollen k und l ganze Zahlen bezeichnen, k>1, t>2. 
MuB die konvergente Reihe a1 + a2 + a2 + · · ·, von der jede nach 
einer geometrischen Progression fortschreitende Teilreihe 

ak + akz + akl' + akl' + · · · 
konvergiert, absolut konvergent sein? 

128. Es bezeichne q; (x) = c xl + c1 xl- 1 + · · · ein ganzwertiges Po
lynom, d. h. ein solches, das fiir ganzzahlige x-Werte ganzzahlige Werte 
annimmt [VIII, Kap. 2], und zwar sei der Grad l> 1 und der hOchste 
Koeffizient c > 0. Die Werte q; (0), q; (1), q; (2), q; (3), ... bilden eine 
arithmetische Progression im weiterm Sinne des Wortes, namlich eine 
solche von der Ordnung l; weil c > 0 '"konnen nur endlich viele Glie
der der Progression negativ sein. 

MuB eine konvergente Reihe a1 + a2 + a3 + · · · , von der j~de 
nach einer allgemeinen arithmeti£chen Progression fort£chreitende Teil
reihe 

a'P (OJ + a'P (1) + a'P (2) + a'P (3) + · · · 
(Glieder mit negativen Indices weggeworfen) konvergiert, absolut kon
vergent sein? 

129. Wenn die Reihe a1 + a2 + a3 + · · · absolut konvergiert und 
jede Teilreihe 

1=1,2,), ... 

die Summe 0 besitzt, dann ist a1 = a2 = a3 = · · · = 0. 
130. Die Punktmenge, deren Punkte samtliche Teilreihen der Reihe 

2 2 2 2 
3 + 9 + 27 -1- ... + 3n + ... 

darstellen, ist perfekt und nirgends dicht. (Es handelt sich urn alle, 
endliche oder unendliche Teilreihen; sogar die ,leere" Teilreihe, der 
die Summe 0 zugeschrieben wird, ist miteinbegriffen.) 

131. Die Glieder der konvergenten Reihe 

P1 + P2 + Ps + · .. + Pn + .. · = s 

sollen den Ungleichungen 

P1 >p2~Ps-:::::. .. ·, 
0 < Pn:::;;: Pn+l + Pn+2 + Pn+a + ·' · 
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geniigen. Dann kann jede Zahl a im einseitig gescblossenen Interval! 
0 < a:::;;: s durch eine unendliche Teilreihe 

Pt, + Pt. + Pt. + · · · + Pe.. + · · · = a 

dargestellt werden. 
132. Man finde die Reihe P1 + P2 + Pa + · · · + Pn + · · ·, die den 

Bedingungen 

P1 =!, Pn = Pn+l + Pn+2 + Pn+a + .. ·, n = 1, 2, 3, ... 
geniigt und iiherzeuge sich, daB in diesem Fall jedes in 131 erwahnte a 
sich nur durch eine unendliche Teilreihe darstellen laBt. 

Es seien rv r 2, r3, ••• , sv s2, s3, ••• zwei monoton steigende Folgen 
natiirlicher Zahlen ohne gemeinsame Glieder von der Beschaffenheit, 
daB jede natiirliche Zahl 1, 2, 3, ... in einer der heiden Folgen vor
kommt (rm < 1'm+l, Sn < Sn+1' 1'm < Sn fiir m, n = 1, 2, 3 •... ) . Die 
heiden Reihen 

a,1 + a,. + a,, + · · · , a81 + a,. + a,. + · · · , 
(die ,Roten" und die ,Schwarzen") sind zueinander komplementare 
Teilreihen der Reihe a1 + a2 + a3 + · · ·. Es sei Y 1 , Y2 , Y3 , • • • eine 
Folge natiirlicher Zablen von der Beschaffenheit, daB jede natiirliche 
Zabl 1, 2, 3, ... in ihr einmal und nur einmal vorkommt (eine Per
mutation der natiirlichen Zahlenreihe). Die Reihe 

a,1 + a,, + a,, + · · · + a,,. + · · . 
entsteht aus der Reihe 

a1 + a2 + a3 + · · · + an + · · · 
durch Umordnung. Es sind hervorzuhehen die Umordnungen, hei denen 
a, .. nach wie vor der Umordnung das rmte Glied der Reihe ist, 
m = 1, 2, 3, ... , die also die Teilreihe a,1 + a,, + a,, + · · · an ihrem 
Platz helassen. Man sagt, daB die Umordnung die heiden komplemen
taren Teilreihen nur relativ zueinander verschiebt (und heide in sich 
geordnet laBt), wenn nach wie vor der Umordnung a,m vor a,,. und 
a, .. vor a,,. steht fiir aile Zablenpaare m, n, m < n. 

133. Wenn von zwei zueinander komplementaren Teilreihen einer 
konvergenten Reihe die eine konvergiert, so konvergiert auch die 
andere, und eine Umordnung, die die heiden Teilreihen nur relativ 
zueinander verschieht, andert die Summe der Reihe nicht. 

134. Wenn von zwei zueinander komplementaren Teilreihen einer 
bedingt konvergenten Reihe die eine gegen + oo divergiert, so diver
giert die andere gegen - oo, und durch Umordnungen, die die heiden 
Teilreihen nur relativ zueinander verschieben,. kann man jede heliebige 
Reihensumme erzielen. 
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135. Man kann die Divergenz einer divergenten Reihe mit posi
tiven, monoton ahnehmenden Gliedern durch Umordnung der Reihe 
nicht heschleunigen. 

136. Man kann die Divergenz einer divergenten Reihe mit posi
tiven, gegen 0 strehenden Gliedern durch Umordnung der Reihe he
liehig verlangsamen. Genauer gesagt, es sei 

Pn>O, limpn = 0, 
n-+oo 

limQn = oo, 

Dann gibt es eine umgeordnete Reihe Pv, + Pv, + Pv, + · · · + Pv,. + · · ·, 
so heschaffen, daB 

Pv, + p., + · · · + p,.,. <Qn fiir n = 1, 2, 3, .... 
137. Es sei 

a1 + a2 + aa + · ·· + an + ... =s 

I alI + I a2l + I aal + " · + I an I + .. · 
s' < s < s". 

konvergent, 

divergent, 

Es ist moglich, durch eine Umordnung, die siimtliche negativen Glieder 
an ihrem Platz lii.Bt, die Reihensumme s' und durch eine andere Um
ordnung, die siimtliche positiven Glieder an ihrem Platz lii.Bt, die 
Reihensumme s" zu erzielen [136]. 

138. Es sei Pn > 0, P1 > P2 > Pa '?:. .. ·, die Reihe 

P1 + P2 + Pa + "' + Pn + " · 
divergent und die Reihe 

e1P1 + e2P2 +taPa+···+ enPn + ·· ·, 
worin die Faktoren en nur der heiden Werte -1, 1 fiihig sind, kon
vergent. Existiert unter diesen Bedingungen ein hestimmter Prozent
satz positiver Glieder, so ist er gleich 50%. Genauer gesagt, es ist 

1. · f f1 + f2 + " · + fn < 0 < 1' f1 + f2 + · · · + fn 
lffi Ill = 1m sup . 
n-+oo n n-+oo n 

139. Es sei Pn > 0, P1 > P2 > Pa > · · · und die Reihe 

e1P1 + e2P2 +taPa+"· + enPn + · .. , 
in welcher die Faktoren e11 e2, ea, ... , en, ... nur der heiden Werte 
- 1, 1 fahig sind, konvergent. Dann ist 

lim {e1 + e2 + e3 + · · · + en) Pn = 0. 

(Man beachte die heiden gelii.ufigen iiuBersten Faile, wo e1 = e2 = e3= · · · 
und e1 = -e2 = e3 = -e4 = · ·· ist.) 
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4. Kapitel. 

Vermischte Aufgaben. 
Steht die Reihe a0 + a1 + a2 + · · · in solcher Beziehung zur 

Zahl A, daB fiir jedes n = 0, 1, 2, ... 

j A - (a0 + a1 + a2 + .. · +an) I < I an+ll, 

so sagen wir, daB die Reihe a0 + a1 + a2 + · · · die Zahl A umhiillt. 
Die umhiillende Reihe kann konvergent oder divergent sein; wenn sie 
konvergiert, so ist ihre Summe gleich A. 

Es seien die Zahlen A, a0, a11 a2 , ••• samtlich reell. Ist fiir jedes 
n = 0, 1, 2, ... 

mit 

so wird die Zahl A von der Reihe a0 + a1 + a2 + · · · umhiillt, und zwar 
derart, daB sie stets zwischen zwei aufeinander folgenden Partialsummen 
liegt. Von solchen Reihen sagen wir, daB sie die Zahl A in engerem 
Sinne umhiillen. Fiir einen nahe verwandten Begriff verwenden 
G. A. Scott und G. N. Watson die Bezeichnung: ,arithmetically asym
ptotic" (Quart. J. Bd. 47, S. 312, 1917). Die Glieder einer in engerem 
Sinne umhiillenden Reihe sind notwendigerweise von abwechselndem 
Vorzeichen. 

140. Es sei f (x) eine reelle Funktion der reellen Veranderlichen x. 
Wenn die Funktionen If' (x) I , If" (x) I, .. . von 0 his x, x > 0, mit 
wachsendem x monoton abnehmen (im eigentlichen Sinne!), so wird 
f(x) von seiner Maclaurinschen Reihe umhiillt, sogar in engerem Sinne. 

141. Die Funktionen 

e-x, log (1 + x), (1 + x) -p, P>O 
der reellen V eranderlichen x werden fiir x > 0 von ihren Maclaurin
schen Reihen in engerem Sinne umhiillt. 

142. (Fortsetzung.) Man zeige dasselbe fiir die Funktionen 1) 

cosx, sinx. 

143. (Fortsetzung.) Man zeige dasselbe fiir die Funktionen 

arctg X, lo (x) = 1- 1,\! (~r + 2!12! (~Y- ". [141, 142]. 

1) Es kommen natiirlich nur die von Null verschiedenen Glieder der 
Maclaurz'nschen Reihe in Betracht. Es ist z. B. die nte Partialsumme der 
M aclaurinschen Reihe fiir cos x gleich 

x2 x4 x2" 
1--+-- ... +(-1)"~-

2! 4! (2n)!' 
n = o, 1, 2, .... 
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144. Die Glieder der Reihe a0 + ~ + a2 + · · · seien abwechselnd 
positiv und negativ; ferner existiere eine Zahl A derart, daB 

A - (a0 + a1 + a2 + · · · + an) 

stets das Vorzeichen des folgenden Gliedes an+l hat. Dann wird A 
von der Reihe in engerem Sinne umhiillt. 

145. Umhiillt die Reihe a0 + a1 + a2 + · · · mit lauter reellen 
G lied ern die reelle Zahl A, ist ferner I a1 1 > I a2 1 > I a3 l > · · ·, so haben 
a11 a2, a3, ••• abwechselndes Vorzeichen, und A wird in engerem Sinne 
umhiillt. 

146. Wird die Funktion I (x), die fiir reelles x, x > R > 0 reelle 

Werte annimint, von der reellen Reihe a0 + a1 +a: +a!+ . . . fiir 
X X X 

x > R umhiillt, so haben die Zahlen a1, a2, a3, ••• abwechselnde Vor
zeichen, und die Reihe ist in engerem Sinne umhiillend. 

147. Die Funktion I (t) sei fiir t > 0 unbegrenzt differentiierbar, 
und ihre Ableitungen l(n) (t) (n = 0, 1, 2, ... ) mogen alle fiir t-oo dem 
absoluten Betrage nach stets abnehmen und gegen 0 konvergieren. 
Das Integral "" 

(l(t) cosxtdt 
i> 

wird dann fiir reelle x von der Reihe 

f' (o) f"' (o) jV(o) 1vu(o) --+---+--- ... x2 x4 xs xs 

in engerem Sinne umhiillt. (Beispiel: l(t) = e-t .) 
148. Die Zahl t wird von der Reihe 

:t+-1--i-t+-f6+T~--l"2"-s\-+ ... 
umhiillt, jedoch nicht in engerem Sinne. 

149 1). Man zeichne die 7 ersten Glieder der Reihe 

i i 1 i 1 i 1 
e =1 +1T-2T-3T+4T+5T-6T- ... 

als komplexe Zahlen nacheinander auf und berechne auf diese Weise 
den Wert von ei auf 3 Dezimalstellen. 

150. Die Funktion I (z) soll lii.ngs eines bestimmten, vom Punkt 
z = 0 ausgehenden Halbstrahls SJ die Eigenschaft besitzen, daB ihre 
sii.mtlichen Derivierten das Maximum des Betrages im Punkte z = 0 
und nur da erreichen. Anders gesagt, es gilt fiir n = 1, 2, 3, ... 

I l(n> (z) I <I l(n) (o) I. 
wenn z auf SJ liegt, und I z I > 0 ist. Dann wird 

1) 'In 149-155 sind die Reihenglieder komplexe Zahlen, deren geometrische 
Darstellung [III 1 ff.] benutzt wird. 



28 Vermischte Aufgaben. 

a) die Funktion I (z) langs des Halbstrahles .\) von der Maclaurin
schen Reihe 

I(O) + f'(o) z + f'(o) z2 + ... 
1! 2! 

umhiillt (140), oo (t) -
b) die Funktion F(z) je-t I z dt langs des Halbstrahls .\), der 

aus .\) mittels Spiegelung an der reellen Achse hervorgeht, durch 
die Reihe 

/'(0) /"(0) /"'(0) 
/(O)+~ +-+-+··· z z2 z3 

umhiillt (147). Das Integral ist iiber die positiven Werte von t erstreckt 
und konvergiert unter der besagten Voraussetzung notwendigerweise. 

151. Die Maclaurinschen Reihen von e-z, log (1 + z) und (1 + z) -P, 

p > o, umhiillen die Funktion fiir m z > o, z + o . 
152. Es soil z in einem der Winkelbereiche 

z+O 

00 

liegen. Die Funktion e ;•j e ~ d t wird dann von der Reihe 
z 

1 1 1·3 1·3·5 
---+~---+ ... z z3 z5 z7 

umhiillt (sogar in engerem Sinne, wenn z reell ist). 
153. Es seien an und bn beliebige von 0 verschiedene kom

plexe Zahlen, jedoch seien an und bn vom gleichen Argumente 

(:: reell und positiv ). Wenn in einem gewissen Punkt z + 0 die 

heiden Reihen 

a0 + a1 z + a2 z2 + · · · + an zn + · · ·, b0 + b1 z + b2 z2 + · · · + bn zn + · · · 
die Werte 91 (z) und VJ (z) umhi.illen, so wird dort auch 

a0 + b0 + (a1 + b1) z + (a2 + b2) Z2 + · · · + (an+ bn) zn + · · · 
den Wert 91 (z) + VJ (z) umhiillen. (Dasselbe beim Umhiillen in engerem 
Sinne, wenn alles reell ist.) 

154. Liegt z in dem in 152 definierten Bereich, so wird die Funk
tion z. coth z von ihrer Potenzreihenentwicklung 

ez + e-z (2 z) 2 (2 z) 4 (2 z) 6 
z coth z = z = 1 + B1 -- - B2 --+ B3 -- - • .. 

ez-e-z 2! . 4! 6! ' 

umhiillt (sogar in engerem Sinne, wenn z reell ist). Die Koeffizienten 
Bv B2, B3, • . • heiBen die Bernoulli schen Zahlen. 
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155. Die Funktion 

w (z) = logF{1 + z) - (z + !) logz + z- i log(2n) 

laBt sich fUr ffi z > o in der Integralform 

00 t farctg-
w(z) = 2 -2 t_z dt 

' e"-1 
0 

29 

[II 31] 

darstellen [ vgl. E. Lindelof, Le calcul des residus, S. 88; Paris: Gauthier
Villars 1905]. Man zeige, daB die hieraus flieBende (divergente) Stirling-
sche Reihe B B B 

__ 1 ____ 2_+ 3 

1·2·z )·4·z3 5·6·z5 

die Funktion w (z) umhiillt, wenn z auBer ffi z > 0 noch der Einschran-
:n :n r kung - 4 < arcz s 4 unter 1egt. 

156. Es sei g; (x) fiir positive x definiert und fiir geniigend groBe x 
durch 

darstellbar, a0, a1, a2, •• • , am ... reell. Die unendliche Reihe 

g;{1) + g;(2) + g;()) + ··· + cp(n) + ... 
ist dann und nur dann konvergent, wenn a0 = 0, a1 = 0 ist. 

157. (Fortsetzung.) Es sei g; (n) =!= 0. Das unendliche Produkt 

g;(1) g;(2) g;()) •.• g;(n) ..• 

ist dann und nur dann konvergent, wenn a0 = 1, a1 = 0 ist. 
158. (Fortsetzung.) In welchen Fallen konvergiert die unendliche 

Reihe 

g; (1) + g; (1) g; (2) + g; (1) g; (2) g; (3) + · · · + g; (1) g; (2) ... g; (n) + .. ·? 

159. Fiir welche positiven W erte von tx ist die Reihe 

i(2- e") (2- e~) · · · (2- e~) 
n=l 

konvergent? 
1 00 

160. J x-zdx = l:n- 71 • 

0 71=1 

161. Aile Quadratwurzeln positiv genommen, ist 

V1 +Y1 +¥1 + ... =1 +-1-
1 

1+1+ 
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162. Es seien av a2, ••• , a,., . . . positive Zahlen und 

t,. = Va1 + Va2 + ... +fa,., 
wo alle Quadratwurzeln positiv zu nehmen sind. Die Konvergenz der 
Folge 

(t) "tt. t2, t3, ... , t,., ... 

hangt mit der Zahl 

1. ~ogloga,. 
rmsup =eX 
n-+oo n 

folgendermaBen zusammen: 

ist eX < log 2, so ist (t) konvergent , 
ist ex > log 2, so ist (t) divergent . 

163. (Fortsetzung.) Die Folge (t) ist sicher konvergent, wenn die 
00 

Reihe ~z-"a,.(a1 a2 ... a,.)-i es ist. 
n=l 

164. Es ist fiir 0 < q < 1 

! ~: G + ::t G + ~t G + ~t .. · = (1 - q) 2 
• 

165. Vorausgesetzt, daB die nach zwei Richtungen unendliche Reihe 
z z z 

.. · + f"(x) + f'(x) + f(x) + J f(x) dx + J dx J f(x) dx + .. · 
0 0 0 

gleichmii.Big konvergiert, welche Funktion stellt sie dar? 
166. Es seien <p,.(x) und 1p,.(x) Polynome nten Grades, n = 0, 1, 2, ... , 

definiert durch die Formeln 

<p0 (x) = 1, q:f,.(x) = <p,._ 1 (x), <p,.(O) = 0, 

1p0 (x) = 1, 1p,.(x + 1) -1p,.(x) = 1f'n-1(x), 1p,.(O) = 0, n = 1, 2, 3, .... 
Man summiere die heiden Reihen 

<p(x) = <p0(x) + <p1 (x) + · · · + <p,.(x) + · · · , 
1p(x) = 1p0 (x) + 1p1 (x) + · · · + 1p,.(x) + · · · . 

167. Setzt man 
1 

x,. = y,.e 12n, 
-n--

Yn =n!n 2 e", 

so sind die Intervalle (xv y1), (x2, y2), (x3, y3), ••• ineinander eingeschachtelt, 
d. h. jedes enthiilt das Nachfolgende als Teilintervall. 

168. Die Folge 

n= 1,2,3, ... 

ist dann und nur dann monoton abnehmend; wenn p > i. 
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169. Die Folge 

n = 1,2,3, ... 

ist dann und nur dann monoton fallend, wenn x > t. 
170. Es sei n positiv ganz. Dann ist 

2n~2<e-(1 + !r<2n~1· 
171. Die Zahl e = lim (1 + i\ n liegt bekanntlich fiir einen belie-

n~oo n} 
bigen Wert von n = 1, 2, 3, ... im Intervalle 

(1 + !r <e< (1 + ~r+1 
In welch em Viertel dieses Intervalles liegt e? 

172. Die Folge 

[168]. 

n = 1, 2, 3, ... 

ist dann und nur dann monoton fallend, wenn 0 < x < 2 . 
173. Man zeige, daB die n-fach iterierte Sinusfunktion 

sinnx =sin (sinn- 1 x), sin1 x = sinx 

fiir sinx > 0 mit wachsendem n gegen 0 konvergiert, daB femer der 
Grenzwertsatz 

1. yn . tm - SlfinX = 1 
n~oo 3 

gilt. 
174. Es sei 0 < f(x) < x und 

f(x) = x- ax"+ bx1 + ~e (x), lims(x) = 0 
z;±O 

fiir 0 < x < x0 , wobei 1 < k < l, a, b positiv sind. Wenn 

'~'o =X, '~'1 = f(vo)' '~'2 =f(v1) • •·· • '~'n = f(vn-1)' ··· 

gesetzt wird, dann ist fiir n --+ oo 
1 1 

nk-1 'Vn--+ [(k -1) af ~1. 

175. Es ist die Konvergenz der Reihe 

zu untersuchen, wenn 

v1 =sinx, v2 =sinsinx, ... , 'Vn=sinvn-l• ••• 

gesetzt wird~ Offenbar kann man v1 > 0 voraussetzen. 
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176. Zu beweisen ist die Formel 

eX - 1 = u1 + u1 u2 + u1 u2 u3 + · · ·, 

Ut=X~O; 

177. Zu berechnen ist 

n = 1, 2, 3, .... 

1 1 1 
s = cos3 m- -cos3 3m+ -cos3 32 cp- -cos3 33 cp + · · ·. 

'F 3 'F 32 33 

178. Es seien an, bn, bn =f 0, n = 0, 1, 2, ... , zwei Zahlenfolgen, 
die den Bedingungen geniigen: 

00 

a) Die Potenzreihe f(x) = ~ anxn· besitzt einen von Null ver-
n=O 

schiedenen Konvergenzradius r. 
b) Der Grenzwert 

1. bn 
Im--=q 

n-4-oobn+l 
existiert, und es ist I q I < r. 

Setzt man nun 
n-:- 0, 1, 2, ... , 

Cn so konvergiert - mit wachsendem n gegen f(q). 
bn 

179. Es seien 
fn(X) =ant X+ an2X2 + anaX3 + • • •, n = 1, 2, 3, ... 

beliebige Funktionen, I ank I< A fiir samtliche positive ganze Werte 
von n und k , ferner 

lim fn(X) = 0, 
n~oo 

wenn 0 < x < 1. Dann ist bei £estern k, k = 1, 2, 3, ... , 
limant=O. 

180. Die Reihen 

ano + anl + a;.2 + · · • + ank + · · · = Sn, n = 0, 1, 2, ... 

sollen eine gemeinsame konvergente Majorante 

A 0 + A 1 + A 2 + · .. + Ak + .. · == S 

besitzen, d. h. die Ungleichungen I ank I< Ak sollen fiir aile Werte von 
n und k erfiillt sein. Es sei femer 

lim ank = ak 
n~oo 

vorhanden fiir k = 0, 1, 2, .... Dann ist die Reihe 

a0 + a1 + a2 + · · · + ak + · · · = s 
konvergent, und es ist 

limsn = s. 
n~oo 
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181. Man rechtfertige die Grenzi'lbergange in 53 und 59. 
182. W enn die positive Zahl 1X fest bleibt und n ganzzahlig 

gegen + oo strebt, ist 

oo, nl-"' (n)2 .l;v"'- 1 (n"'-v"')-2"'-" __ ~ . 
v=l 3 

In der Summation ist das sinnlose Glied mit dem Index v = n weg
zulassen, was durch das Komma am Summationszeichen angedeutet 
ist. - Man beachte den Fall 1X = 1. 

183. Die Zahlen E0 , E1 , E2 , ... , En,... seien nur der drei Werte 
-1, o, +1 fahig. Dann ist 

n= 0,1,2, ... 

fi'lr n ~ oo gemeint; diese Ausdrucke haben fiir alle Werte von n einen 
wohlbestimmten Sinn. Die Quadratwurzeln sind stets nichtnegativ zu 
nehmen.) 

184. J ede Zahl x des Intervalls -2 < x < 2 liiBt sich in der Form 

X = Eo v 2 + E1 y 2 + E2 V 2 + · · · 

darstellen, wobei die ,Ziffern" E0 , E1 , E2 , ... nur der heiden Werte 
-1, +1 fahig sind. Diese Darstellung ist sogar eindeutig moglich, 

wenn x nicht von der Form 2cos ;qn, p, q ganz, 0 < p < 2q, ist. 

Letztere sind die einzigen Zahlen, welche sich in der endlichen Form 

Eo v 2 + E1 v 2 + E2 y 2 + · · · + En f 2 

darstellen lassen. Man kann sie auf zweierlei Art zu emer unend
lichen Darstellung ergiinzen: Entweder so, daB man 

En+l = 1' En+2 = -1' En+S = En+4 = ',, = 1' 

oder so, daB man 

En+l = -1, En+ 2 = -1, En+S = En+ 4 = • · · = 1 
setzt. 

185. (Fortsetzung.) Die Zahl x ist dann und nur dann von der 
Form x = 2coskn, k rational, wem:i die Folge E0 , E1 , E2 , ••• von einem 
gewissen Gliede ab periodisch ist. 

P6lya-Szego, Aufgaben und Lehrsatze I. 3 



Z wei t e r A b s c h n itt. 

Integralrechnung. 

I. Kapitel. 

Das Integral als Grenzwert von 
Rechtecksummen. 

Es sei f(x) eine beschrii.nkte Funktion im endlichen Intervalle 
a< x::; b. Dieses Intervall sei durch die Zwischenpunkte x0 , Xv x2, ••• , 

Xn_ 1 , Xn, wobei 

a= X 0 < X1 < X2 < · • · < Xn-1 < Xn = b 

ist, in Teilintervalle geteilt; m. bzw. M. bezeichne die untere, bzw. die 
obere Grenze von f(x) im yten Teilintervalle x._ 1 ~x <x., Y = 1, 2, ... , n. 
Dann heiBt 

n 

U = ~ m. (x. - Xv -1) die Untersumme, 
v~1 

n 
0 = ~ M. (x.- x._ 1) die Obersumme, 

v~1 

welche zu der Einteilung x0, x1 , x2, ••• , Xn_ 1 , Xn gehort. Eine Obersumme 
ist stets groBer (nicht kleiner) als eine zu irgendeiner Einteilung ge
horige Un'tersumme. Wenn es nur eine Zahl gibt, die von keiner Unter
summe ilbertroffen und von keiner Obersumme unterschritten wird, 
so heiBt diese Zahl 

b 

/f(x) dx 
a 

das bestimmte Integral von f(x) im Intervalle a, b, und die Funktion f(x) 
heiBt im Riemannschen Sinne (eigentlich) integrabel im Intervalle a, b. 

Beispiel. 

Es ist 

1 
f(x) = 2 • 

X 
a>O. 
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folglich 
n n n 
~X,.-Xv-1 < ~X,.-X,.-1 < ~X,.-Xv-1 • 

..::::... ~ ..::::... X X ..::::... x2 
v=l v v=l v-1 " v=l v-1 

Man hat 
n n 

~X,.-Xv-1 _ ~ (-1 _ _!_) _ _!_ _ _!_ 
v= 1 Xv-1Xv - v= 1 Xv-1 X,. - a b • 

Die Zahl ! - ! ist somit groBer als jede Untersumme und kleiner 

als jede Obersumme. Hieraus kann man jedoch 

b 

:-! = J~: 
a 

1 1 
erst dann schlieBen, wenn nachgewiesen wird, daB nur - - - und 

a b 
keine andere Zahl unterhalb aller Obersummen und oberhalb aller 

Untersummen liegt. Da 1
2 monoton, ist der :Nachweis leicht. Vgl.z. B. 

Cesaro, S. 692. x 
1. Es sei a> 0, r ganz, r::::: 2. Man zeige auf iihnliche Weise, wie 

im vorigen Beispiel, daB 

2. Es sei a > 0 und r eine positive ganze Zahl. Man zeige, daB 

fb · br+l _ a'+l br+l_ ar+l 
das Integral x' dx = ist, d. h., daB die Zahl ---:--,---

a r+t r+t 
alle Untersummen iibertrifft und von allen Obersummen iibertroffen 
wird. 

Die Zwischenpunkte x0, x1, x2, ••• , Xn -v Xn bilden eine arithmetische 
Reihe, wenn 

fiir v = 1, 2, ... , n- 1 ist. Sie bilden eine geometrische Reihe, wenn 

fiir v = 1, 2, ... , n- 1 ist: im letzteren Falle ist a> 0 vorausgesetzt. 
3* 
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3. Man bilde die Untersumme und Obersumme fiir die Funktion ez 
im Intervalle a, b, wenn die Zwischenpunkte eine arithmetische Reihe 
bilden. Was ist der Grenzwert, wenn n ins Unendliche strebt? 

4. Man bilde die Untersumme und Obersumme fiir die Funktion ~x 
im Intervalle a, b, wenn die Zwischenpunkte eine geometrische Reihe 
bilden, a> 0. Was ist der Grenzwert, wenn n ins Unendliche strebt? 

5. Man beweise die Identitat 

111 1 1 1 1 1 1--+---+ ... +----=--+--+ .. ·+-. 
2 3 4 2n -1 2n n + 1 n + 2 2n 

Man bestimme den Grenzwert fiir n-+ oo. [Die rechte Seite laBt sich 
als eine Untersumme auffassen; das Intervall ist 0, 1, die Einteilung 
geschieht durch eine arithmetische Reihe.] 

6. Die unendliche Folge, deren ntes Glied die nte Partialsumme der 
Reihe 

sinx sin2x sinnx -+--+ .. ·+--+· .. 1 2 n 

an der Stelle x = n : 1 ist, hat einen von 0 verschiedenen Grenzwert. 

(Hieraus geht hervor, daB diese Reihe in der Umgebung der Stelle 
x = 0 nicht gleichmaBig konvergiert.) 

7. Die auf S. 34 erwahnte Funktion /(x) sei die Ableitung der 
Funktion F(x). Irgendeine Untersumme von f(x) sei mit U, irgend
eine Obersumme mit 0 bezeichnet. Dann ist 

U < F(b} - F(a) < 0. 

(Es ist aber nicht gesagt, daB F(b) - F(a) die einzige Zahl ist, die 
dieser doppelten Ungleichung- fiir aile U und 0- geniigt.) 

8. Es sei 0 < ~ < 1, die Funktion I (x) im Intervalle 0, ~ monoton 
wachsend, im Intervalle ~. 1 monoton abnehmend, ihr Maximum 
/(~) = M. Die Differenz 

An=/t(x)dx-1 [t(!)+t(~)+ .. ·+t(:)] 
0 

strebt dann fiir n-+ oo wie _.!_ gegen Null. Es ist namlich 
n 
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9. Die Funktion f(x) sei im Intervalle 0, 1 von beschrankter 
Schwankung. Ist ihre totale Schwankung gleich V, so strebt die 
Differenz 

1 

11n =.ff(x) dx- ~ [t(~) + t(!) + · · · + t(:)] 
0 

fUr n ----"" oo wie __!__ gegen Null. Es ist namlich 
n 

v I 11n I:=::;-. 
n 

10. Die Funktion f(x) soli im Intervalle a, b eine beschrankte und 
integrable Ableitung haben. Es sei 

11n=!f(x)dx- b:a ~f(a+vb:a) 
~ Y=l 

gesetzt. Man bestimme den Grenzwert limn 11n. 
n-+oo 

11. Die Funktion f(x) sei zweimal differentiierbar, und f"(x) sei 
eigentlich integra bel, a~ x < b. Dann strebt die Differenz 

11~=if(x)dx-b:a ~t(a+(2v-1)b~a) 
a v=l 

wie -.;. gegen 0, wenn n ins Unendliche wachst. Es ist sogar der 
n 

Grenzwert lim n2 11~ vorhanden. Man bestimme diesen Grenzwert. 
n-+oo 

12. (Fortsetzung.) Die Differenz 

11~ = .fbt(x) dx- b - a lf(a) + 2 ~ t(a + 2v b - a )J 
2n + 1 v=l 2n + 1 

a 

strebt wie \ gegen 0, wenn n ins Unendliche wachst. Es ist sogar 
n 

der Grenzwert limn211~ vorhanden. Man bestimme diesen Grenzwert. 

Man zeige ferner, daB 11~>0, wenn f'(a)>o und f"(x)>O, 
a<x<b. 

13. Es sei 

1 1 1 2 2 2 
Un= n+1 + n+2 + · ·· + 2n' Vn= 2n+1 + 2n+3+ ··· + 4n-1· 
Dann ist 

lim u n = log 2 ' lim V n = log 2, 

lim n (log 2 - U n) = 4
1 , 

n-+oo 
lim n2 (log 2- Vn) = - 1-. 

n-+ oo )2 
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14. Der Ausdruck 

1 1 --+--+ .. ·+ 
. n . 2n 

sm- sm-

1 2n 
( ) - - (log2n + C -logn) 

. n-1n n 
Slll-'-------'---

n n n 
bleibt bei unendlich wachsendem n beschrankt; C ist die Eulerscbe 
Konstante [Losung 18]. 

n n+l 1 

15. lime4n --2-(1122 33 . .. nn)n = 1. 
n-+ oo 

16. Es sei ex positiv und Xn bezeichne die (einzige) Wurzel der 
Gleichung 

1 1 1 1 - + -- + -- + ... + -- = ()(, 
2x x-1 x-2 x-n 

im Intervall n, oo • Man beweise, daB 

1. ( n +! ) lffi Xn- -a: = 0. 
n-+oo 1-e [12.] 

17. Es sei ex positiv und x;. bezeichne die (einzige) Wurzel der 
Gleichung 

1 2x 2x 2x 
-;- + x2- 12 + x2- 22 + ... + x2 - n2 = £X 

im Intervall n, oo. Man beweise, daB 

( 1+e-"') lim x;,- (n + i) -----=-;x = 0. 
n-+ oo 1 -- e 

[12.] 

18. f(x) sei differentiierbar fiir x? 1, und f'(x) konvergiere fiir 
x--+ oo monoton gegen 0 . Dann existiert der Grenzwert 

lim (t/(1) + /(2) + /(3) + · · · + f(n --1) + !/(n)- jf(x)dx) = s; 
n-+CX) 1 

und zwar ist, wenn f'(x) z. B. wachst, 
n 

i f'(n) <! /(1) + /(2) + /(3) + · · · + f(n -1) +! f(n)- J f(x)dx- s < 0. 
1 

Man beachte die Spezialfalle f(x) = _!_, f(x) = -log x . 
X 

19. f(x) sei differentiierbar fiir x > 1, und f'(x) konvergiere mono
ton wachsend gegen oo fiir x --+ oo . Dann ist 

n 
!/(1) + /(2) + /(3) + · · · + f(n -1) + !f(n) = /f(x)dx + O[f'(n)]. 

1 

Es ist namentlich 
n 

O< !/(1) +/(2) +/(3)+ · · · + f(n -1) + !f(n)- /f(x)dx< iJ/'(n) -t/'(1). 
1 
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Es sei f(x) im endlichen Intervalle a< x < b definiert, mit Aus
nahme einer Stelle x = c, a~ c:::;: b, in deren Umgebung f(x) beliebig 
groBer Werte fahig ist. Es sei ferner f(x) eigentlich integrabel in jedem 

b 
Teilintervalle von a, b, welches c nicht enthalt. Dann wird J f(x) dx 
durch den Grenzwert a 

jt(x) dx •. =~~+o (J f(x) dx -+;V(x) dx) 

definiert. (1st c gleich a oder b, so fallt das eine Integral fort.) Ahn
lich geschieht die Definition des Integrals, wenn mehrere (endlich viele) 
Unendlichkeitsstellen im Intervall a, b liegen. 

Die Funktion f(x) sei fiir x:?: a definiert, auBerdem eigentlich 
integra bel in jedem endlichen Intervalle a< x :S w. Dann wird 
00 

J f(x) dx durch den Grenzwert 
a 

~ w 
J f(x) dx = lim J f(x) dx 
a ro-+ooa 

definiert. 
Durch eine passend gewahlte lineare Substitution kann die eine 

Art von uneigentlichen Integralen stets in die andere Art ubergefuhrt 
werden. 

20. Die Funktion f(x) sei monoton fur 0 < x < 1 . Sie braucht 
an den Stellen x = 0 und x = 1 nicht beschrankt zu sein, jedoch soil 

1 

das uneigentliche Integral J f(x) dx existieren. Dann ist 
0 

t(_!_) + t(2) + 00 0 + t(~) 1 

lim n n n = r f(x) dx . 
n-+-oo n ci 

21. (Fortsetzung.) Wenn qJ(x) im Intervalle 0 < x < 1 eigentlich 
integrabel ist, dann ist 

. lfJ(!)t(~)+lfJ(~)t(~)+···+lfJ(n n 1)t(n:1) 1 

hm = J qJ(x) f(x) dx. 
n-+- 00 n 0 

22. Man beweise anders als in I 71, daB fUr IX > 0 

0 1<¥-1 + za:-1 + 0 0. + n<X-1 1 
hm =-. nx IX 

23. Man setze 
00 00 00 

~ka:-l;ik ~ lJl-lzl = ~ anzn, 
k=l l=l n=l. 

IX, {J > 0. 
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Der Grenzwert 

existiert und ist von 0 verschiedeno (Wenn 0 < 1X < 1, 0 < fJ < 1, 
fX + fJ :=:: 1, z = - 1 gewahlt wird, so ist die Produktreihe divergent, 
obwohl die heiden Faktoren konvergiereno) 

24. Die Behauptung von 20 HiBt sich nicht ohne weiteres um
kehren: Es gibt im Intervalle 0 < x < 1 monotone Funktionen, fiir die 
der Grenzwert links existiert, ohne daB das Integral rechts existierteo 

25. Ist l(x) im Intervall 0 < x < 1 monoton, fiir x = 0 oder fiir 
x = 1 endlich, existiert ferner 

lim 1 (~) + 1 (~) + 0 0 0 + 1 (~), 
n-->-oo 

1 

so existiert auch J l(x) dx. 
0 

n 

26. Die Funktion l(x) soH im Intervalle 0 < x < 1 definiert und 
monoton sein. Es ist 

lim~ "21(2 Y - 1) =]l(x)dx, 
n-->-oon v=1 2n 0 

vorausgesetzt, daB das angeschriebene uneigentliche Integral existierto 
27. Es ist fiir cx. > 0 

. 1-x-1 _ z<>-1 + 3"'-1 _ ... + (- 1)n-ln<>-1 
hm =0. 

n-+oo ncx 

28. Wenn l(x) in 0,1 eigentlich integrabel ist, so gilt offenbar 

lim 1(*) -1(~) +I(*)- •o• + (-1)n1(~) =O. 

n 

Man zeige, daB dies auch dann gilt, wenn l(x) bloB uneigentlich inte
grabel aber monoton ist. 

29. Ist l(x) monoton fiir x > 0, lim en= 0, ferner c > 0, en > ~, dann 
n-->-oo n 

vorausgesetzt, daB das letzte Integral existiert. 
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30. Die Funktion f (x) soli fiir x > 0 definiert und monoton sein. 

Ferner soil das uneigentliche Integral J f(x) dx existieren. Dann ist 
0 

00 00 

limh(f(h) + /(2h) + /(3h) + ···) = limh 4f(nh) = jf(x)dx. 
k~+O k~+O n=l 0 

31. Die T-Funktion wird fiir IX> 0 (oder auch fiir ffiiX > 0) durch 
das Integral · 

00 

T(cx.) = J e-zx"'- 1 dx 
0 

definiert. Man zeige auf Grund von I 89, daB 

n"'-ln! 
T(1X) =lim . , 

n~ooiX (IX+ 1) ···(IX+ n- 1) 
IX >O. 

32. Die Eulersche Konstante C laBt sich bekanntlich [vgl. Cesaro, 
S. 782] durch die Integralformel 

00 
( 1 1) C=je-z -- dx 

0 1- e-z X 

darstellen. Man zeige, daB 

C=lim [(1-t) (-t-+_t2- +-ts- +···+-tn_ +···) -log-1-] 
Hl-0 1-t 1-t2 1-t3 1-tn 1-t 

ist. 
33. 

lim (1- t) (-t- + _t2- + ~- + · · · +-~ + · · ·) = log2 
t+l-0 1+t 1+t2 1+t3 1+tn · 

34. 

lim (1_;t)2 -+2--+3--+···+n--+··· =-. ( t t2 t3 tn ) :n;2 

t~l-0 1-t 1-t2 1-t3 1-tn 6 

35. Es ist 

lim f1 t (1 + t + t4 + t9 + ... + tn' + ... ) = ~. 
t~l-0 2 

Allgemeiner fiir IX > 0 

lim y 1 - t ( 1 + t1"' + t2"' + t3"' + ... + tn" + ... ) = __!_ r (__!_) . 
t~l-0 IX IX 
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37. Es sei <X> 1. 
00 t 

Man beweise, daB g(t) =II ( 1 + nrx) gesetzt, 
n=l 

1. log g (t) :n 
llll 1 -

t-++oo ~ · :7l tcx sm-;x 

38. Mittels Grenzubergang aus der fUr beliebige komplexe t 

gultigen F ormel 

~i:t = eit ~i:-it = fi (1 _ n::2 ) 

n=l 

beweise man die Gleichung 
00 

flog (1 - 2x- 2 cos2<p + x- 4) dx = 2:n sin<p, 
0 

a 
39. Das Integral j logx dx ist aus der unendlichen Rechtecksumme 

0 

zu berechnen, die den Zwischenpunkten a, aq, aq2 , aq3 , ••• entspricht, 
O<q<1. 

40. Fur £estes positives k und fur ganzzahlig ins Unendliche yvach
sendes n gilt 

k-l 

j; (~r = ~i (:n2n)-2 
• 

[58.] Vgl. die SpeziaWi.lle k = 1, k = 2. 

41. Die positive ganze Zahl n sei durch die Zahlen 1, 2, 3, ... , 
Y, •• . 'n geteilt. Die Division durch y ergebe den Rest nv. Es ist 
z. B. 17a = 2, 1020 = 10 und immer n- nv (mod. v), 0 < nv < Y. Was 

ist die W ahrscheinlichkeit dafiir, daB nv > !_ ist? -2 
Losung. Es ist 

folglich 
2n [ n] 2nv o<--2- =-<2. 

Irn gunstigen Faile ist 
y 

n>
v= 2' 

irn ungunstigen Faile ist 

y y y 

also 

also [2;]-2(:]=o 
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(VIII 3]. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist somit 

Sie strebt fiir n ~ oo gegen das eigentliche Integral 

f1(1 
[ 2 [ 1 ] ) n- 1 flv[ 2 1 n -1 

( 1 1 ) 
)I x]- 2 x dx=}~rr;.,~J( x]- 2[x])dx=n~n;.,~ v+t-v+1 
Q 1 

v+1 

= 2 (t- t+i--t+· · ·) = 2log2- 1 = 0,38629 .... 

42. (Fortsetzung.) Man berechne 

1. 1 (n1 n2 n3 nn) liD--+-+-+···+-. 
n-+oo n 1 2 3 n 

43. (F ortsetzung.) Man berechne 

1. nl + n2 + n3 + ... + nn liD 2 • 
n-+co n 

44. (Fortsetzung.) Die Anzah1 derjenigen unter den Briichen 

n 

die kleiner sind als eine feste Zah1 ex, 0 <ex~ 1, strebt, durch n divi
diert, gegen den Grenzwert 

1 1·1-x"' 
~~dx. 
1-x 

0 

[VIII 4.] 

45. Es sei a"' (n) die Summe der ex ten Potenzen sa.mtlicher Teiler 
von n (VIII, Kap. 1, § 5) und 

~"'(n) = ax(1) + a"'(2) + a"'(3) + ... + a"'(n) = 2[;]v"' [VIII81]. 
v=l 

Dann ist fiir ex > 0 
lim -~"'(n) = '(ex+ 1) ' 

n-+oo n"'+l IX+ 1 

wobei '(s) die Riemannsche '-Funktion bezeichnet (vgl. VIII, Kap. 1, 

§ 5). Fiir ex> 1 gilt sogar die Ungleichung 

l l:"'(n) _ gcx + 1) I s~'(cx) -1, 
1 n = 1, 2, 3, .... 

n"'+ ex+ 1 - n 

l (: - [ ~}) x"' ist eigent1ich integrabe1 im Intervall 0, 1, wenn ex > 0 

[1 07] ; [: } x"' ist von beschriinkter Schwankung, wenn ex > 1 . J 
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46. Es bezeichne T(n) = a0(n) die Anzahl der Teiler von n; dann ist 

T(1) +T(2) +T(3) + ... +T(n) = ~[:J = 
»=1 

= n (logn + 2C -1) + 0 (fn) [VIII 79], 

wenn C die Eulersche Konstante ist. [Man wende die Dberlegung 9 auf 

! ~ [!] in dem Intervalle (:, 1), m = [fn] + 1, an; Losung 18.] 
47. Man bezeichne mit U n die Anzahl der ungeraden, mit Gn die 

Anzahl der geraden Teiler der Zahl n. Es ist z. B. U20 = 2, G20 = 4. 
Man beweise, daB 

1. U1 - G1 + U2 - G2 + .. · + Un- Gn l 
rm = og2. 

n-+oo n 

Unter arithmetischem, geometrischem bzw. harmonischem Mittel 
der n Zahlen av a2, a3, ••• , an verstehen wir die Ausdriicke 

~ + a2 + a3 + .. · + an ~I n 
' yala2aa ... an, 1 1 1. 

n -+-+__!___+ ... +-
a1 a2 a3 an 

In den zwei letzten Fiillen sind samtliche Zahlen als positiv voraus
gesetzt. (Ausfiihrlicheres in Kap. 2.) 

48. Die Funktion f(x) sei im Intervalle a, b definiert und eigent
lich integra bel; 

f,.n = f(a + 'P~n), b-a 
~n=-n-

gesetzt, ist 
b 

lim f1n + f2n +fan+ · · · + Inn= _b 1 Jt(x) dx, 
n-+oo n -a 

a 
b 

b__!_ J log I(~) d ~ n -a 
lim Vf1nf2nfan ···Inn= e a , 

n-+oo 

lim n b-a 
----------- -b-

fl--+00 __!_ + __!___ + __!___ + ... + _1 J dx 
f1n f2n fan Inn f(x) 

a 

Diese drei Grenzwerte heiBen bzw. arithmetisches, geometrisches und 
harmonisches Mittel der Funktion f(x). In den. zwei letzten Gleichungen 
ist vorausgesetzt, daB die untere Grenze von f(x) positiv ist. 
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49. Man zeige anders als in I 69, daB 
n_ 

1. Vn! 
lm--

n-+oo n 

existiert und gleich dem geometrischen Mittel von x im Intervalle 0, 1, 

d. h. = ~. ist. 
e 

50. Es seien a und d positive Zahlen, An das arithmetische, Gn das 
geometrische Mittel der GraBen a, a+ d, a+ 2d, .. . , a+ (n- 1) d. 
Dann ist 

lim Gn = 2_. 
n-+=An e 

51. Man bezeichne mit An das arithmetische, mit Gn das geome
trische Mittel der Binomialkoeffizienten 

Man zeige, daB 
n_ 

lim fAn= 2, 
n_ -

lim fGn = ye 
n-+oo n-+oo 

ist. 
52. Man beweise 

2n 
1 J { 2 log r fiir r > 1 , 
2 ~ log (1 - 2r cosx + r2) dx = 0 fu"r ,. O<r< 1. 

0 

53. Es sei r positiv und kleiner als 1 ; x durchlaufe das Intervall 0, 
2 :n und ~ bezeichne die zu x nachstgelegene Zahl, fur welche 

sin(x- ~) = r sinx 
gilt. Dann ist 

2n 

-1-fiog ( 1 - 2 r cos ~ + r2) d x = log ( 1 - r2). 
2n 

0 

[Man deute ei"', ei~, r in der komplexen Zahlenebene.] 
54. Die Funktion l(x) sei eigentlich integrabel in a, b. Die Be

zeichnungen von 48 beibehalten, ist 
b 
f f(x) dz 

lim ( 1 + I 1 " on) ( 1 + I 2 n o,.) ... ( 1 + I"" on) = ea 
n-+oo 

55. Man berechne 

1. (n2 + 1)(n2 + 2) ... (n2 + n) 
lm ( 2 ) ( 2 . ) ( 2 ) • n-+oo n - 1 · n - 2 ... n - n 
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56. Man beweise die Identitat 

(1+-1-)(1-~1 )(1+~1 )(1--~1 )000 
1X.-1 21X--1 3£X.-1 41X--1 

1+ 1---- = ( 1 )( 1 ) 000 (2n-1)1X--1 2n£X.-1 

(n + 1)1X- (n + 2)1X- 0 0 0 ___0_ + n)~ 
(n + 1) 1X.- 1 (n + 2) 1X.- 1 (n + n) 1X.- 1 · 

Hieraus folgt, daB das linksstehende Produkt, ins Unendliche ver·· 
1 

liingert, den Grenzwert 2"' hat, vorausgesetzt, daB £X.=!= 0, 1, t, !, L 0 0 0 
isto [(2n)! = 2nn! 1. 30 5 o 0. (2n- 1)0] 

57. Es seien £X., {J, <5 fest, b > 0 und 

a=1+~. b=1+l, 
n n 

Man zeige, daB 

b 
d=-. 

n 

lim~. a+ d . a+ 2d 
0 
•• a+ (n- 1) d = (1 + b)"'~p. 

n-+oob b+d b+2d b+(n-1)d 

58. Es seien n und v ganze Zahlen, 0 < v <no Wenn v mit n 
so gegen oo konvergiert, daB 

wird, dann ist 

n 
v--

lim~=l 
n~oo Yn 

1° Vn (·n) -1/2 _2 ;.. 1m- - -e 0 

n-+oo 2n Y n 
it 

59. Es sei t eine feste reelle Zahl. Es ist, z = 2neVn gesetzt, 

0 12 n - 1 2 n - 2 2 n - 3 2 n - n 1- ( 2 )t• lim · · .. o --. 

n~oo Z -1 Z- 2 Z- 3 Z -~ e 

60. Die Funktion f(x, y) sei im Rechteck R 

die zweite gemischte Ableitung einer Funktion F(x, y): 

iJ2 F(x, y) = f( ) 
oxoy x,y . 

Durch die W erte 

a= x0 <x1 <x2<·· o<Xm_ 1 <xm=b, 

c = Yo<Y1 <Y2< · · ·< Yn-1 <Yn = d 
ist eine Einteilung des gegebenen Rechteckes R in Teilrechtecke R~-'": 

x,u-l<x<xf', Yv-l<y<y, bestimmt, f1,=1,2, ... ,m; v=1,2,o.o,no 
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Man verstehe unter M"~,m,.~ die obere bzw. untere Grenze von f(x,y) 
in R"~· Bildet man 

m n 
die Obersumme 0 = 2: 1:'M,., (x,.- x,.-1) (Y~- Yv-1), 

ft=1 ~=] 

m n 
die Untersumme U = ~ 1;m,..., (x,.- x"_1) (Y~- Yv-1), 

f<=1v=1 
dann ist stets 

U <F(b, d)- F(b, c)- F(a, d)+ F(a, c):::::; 0. 

61. J flog j sin (x - y) [ d x d y = -~log 2 . 
o;;;;z;;;;";;;;"' 

[Man berechne auf zwei Arten das Quadrat des Betrages der 
Determinante 

1 1 1 1 
1 e e2 c,n-1 hi] 
1 c,2 c,4 c,2{n-1) e =en . 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
1 c,n-1 c,2 {n-1) ... c,{n-1){n-1) 

62. Es sei f(x, y) im Quadrat 0 < x < 1, 0 < y < 1 eigentlich inte
gra bel. Man zeige, daB 

11 . IIn rr"' [ 1 (11- ')!)] J J/(Z,I/)dZdl/ lrm 1+ 2 /-,- =eoo 
n~oo ft=1' 1'=1 n n n 

63.Es sei f(x, y) im Quadrat 0 < x < 1, 0 < y < 1 eigentlich inte
gra bel. Man berechne 

64. Der dreidimensionale Bereich ~ sei durch die Ungleichungen 

- 1 <X, y, Z < 1 , -a<x+y+z<a 

definiert. Man zeige auf Grund von I 30, daB das Volumen von ~ gleich 

ist. 
65. Unter IXv IX2, ••. , 1Xp beliebige positive Zahlen verstanden. 

setze man 

f~(z) __; 1""- 1 z + 2""- 1 z2 + · · · + n""'- 1 zn + · · ·, 'V = 1, 2, ... , p 
und 

00 

/ 1(z) /2(z) .. -/p(z) = 2>n:zn. 
n=1 
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Man zeige, daB 

1. an 
1m-----=

n-+oo n"'•+"'z+···+<Xp-1 

=J J·. ·J x~· - 1 x~·- 1 ·. · x:~-11 - 1 (1- x1 - x2- · · ·- Xp_ 1)"'p- 1 dx1 dx2· · ·dxp- 1, 

erstreckt iiber den durch die p Ungleichungen x1 > 0, x2 > 0, ... , 
xp_ 1 > 0, x1 + x2 + · · · + xP_ 1 < 1 abgegrenzten tetraederformigen 
(p- 1)-dimensionalen Bereich. 

66. (Fortsetzung.) Es ist 

f r ·-! X~1 - 1 X~'- 1 · · · x:~J.1 - 1 {1- X1 - X2- · · ·- Xp-1)"'P- 1dx1 dx2 · · · dxp_ 1 

F(1X1) F(tX 2) • • • T(1Xp) 
T ( IX1 + tX 2 + · · · + 1Xp) . 

67. Man entwickle den Ausdruck unter dem Limeszeichen in 54, 
der ein Polynom nten Grades in dn darstellt, nach den Potenzen von 
On- Man zeige, daB das mit der pten Potenz von dn behaftete Glied 
bei £estern p mit unbegrenzt wachsendem n gegen den Grenzwert 

b JJ-. }t(x1) f(x2) ... f(xp) dx1 dx2 ... dxp = ; 1 (Jt(x) dxy 
a~x1~Xz~· · ·~xp~b a 

konvergiert. 
68. Die 2m Funktionen 

f1(x), f2(x), · · ·, fm(x), 

IP1(x), T2(x), · · ., IPm(x) 

seien eigentlich integrabel im Intervall a< x <b. Dann ist 

a a a 

b b 

j fm(X)ip2(x)dx · · · J fm(x) 1/)m(x) dx 
a 

b b b 1 f1(x1) f1(x2) · · · l1(xm) 

= ~ 1/ f · f I f2(x1) f2(x2) · · · f2(xm) 
a a a · .. · ............... . 

-:[ fm(x1) fm(X2) · · · fm(Xm) 

a 

IP1 (x1) IP1 (x2) · · · IP1 (xrn) 

IP2(x1) IP2(x2) · · · IP2(xrn) 
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[Man berechne auf zwei Weisen das ,Produkt" der heiden Matrices 

II~~~ 11-'=1. 2, ... , m ·II <p~J 11!<=1, 2, .... rn: 
v=1,2, ... ,n l'=1,2, ... ,n 

(.tl I ( b- a) f~n =;. a+v-n- ' 

2. Kapitel. 

U ngleichungen. 
Es seien a1, a2, •• • , an beliebige reelle Zahlen. Unter ihrem arith

metischen Mittel ~(a) versteht man den Ausdruck 

~(a) = a1 + a2 + · · · + an . 
n 

Sind samtliche Zahlen av a2, ••• , an positiv, so definiert man ihr 
geometrisches und harmonisches Mittel bzw. durch 

Bezeichnet m die kleinste, M die groBte der Zahlen a1, a2, •• • , an, so ist 

m<~(a)<M, m<@(a)<M, 

Bei ®(a) und ~(a) ist m > 0 vorausgesetzt. Die drei Zahlen ~(a), @(a), 
~(a) stellen also Mittelwerte von a1, a2 , •• • , an dar. Das Gleichheitszeichen 
kann in diesen Ungleichungen nur dann eintreten, wenn samtliche ap 
untereinander gleich sind. 

Es ist 

~(a+ b) =~(a) +~(b) , @(a b)= @(a) @(b), log®(a) = ~(loga) . 

f(x) sei im Intervalle x1 < x < x2 definiert und dort eigentlich 
integrabel. Unter dem arithmetischen Mittel ~(f) von f(x) versteht man 
den Ausdruck 

<llt 

SJ!(f) = - 1 - Jt(x) dx. 
x2 -xt 

<ll, 

P6lya-Szego, Aufgaben und Lehrsiitze I. 4 
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Ist j(x) auBerdem noch wesentlich positiv, d. h. fiir aile x oberhalb 
einer positiven Zahl gelegen, so definiert man das geometrische und 
harmonische Mittel von f(x) bzw. durch 

z, 

-. -1 - jiogf(zJ dx 
®(f) = ez,-z,z,. 

[48.] Bezeichnet m die untere, M die obere Grenze von f(x) in 
x1 < x < x2 , so ist 

m<W.(j) <M, m<®(f) <M, m<SJ(f) <M. 

Bei ®(f) und SJ(f) ist m > 0 vorausgesetzt. Die drei GraBen W.(f), 
®(f), SJ(f) stellen also Mittelwerte von f(x) dar. Es ist 

W.(f +g) = W.(f) + W.(g), @(/g) =®(/)@(g), log®(/) = W.(logf). 

a1, a2 , •.• , an seien beliebige positive Zahlen, die nicht aile unter
einander gleich sind. Dann ist 

n ,1---- a1 + a2 + · · · + an 
1 1 1 < rala2···an< n --, 
-+-+···+-
al· a2 · an 

d. h. SJ(a) <®(a)< m(a). 

(Satz vom arithmetischen, geometrischen und harmonischen Mittel.) 
Cauchy hat in seiner Analyse algebrique (Note 2; Oeuvres completes, 
Serie 2, Bd. 3, S. 375-377; Paris: Gauthier-Villars 1897) einen 
besonders sch6nen Beweis fiir diesen Satz gegeben1). 

1) Es geniigt offenbar 2!(a) >@(a) zu beweisen. Die betreffende Stelle bei 
Cauchy lautet wie folgt: 

,La moyenne geometrique entre plusieurs nombres A, B, C, D, ... est toufours 
inferieure a leur moyenne arithmetique. 

Demonstration.- Soit n le nombre des lettres A,B, C,D, .. .. II 
suffira de prouver, qu'on a generalement 

(1) nyABCD ... <A+ B + C + D + ... 
n 

ou, ce qui revient au meme, 

(2) 
. (A + B + C + D + ... )n ABCD···< . 

n 
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69. Die Funktion f(x} sei im Intervall Xv x2 definiert und eigent
lich integrabel, auBerdem sei ihre untere Grenze positiv. Dann ist 

d. h. mit den vorher eingefiihrten Bezeichnungen 

~(f)<@(!) <W.(f). 

70. Es sei rp(t) eine (nicht notwendig differentiierbare) Funktion, 
die fiir ein beliebiges Wertepaar tv t2, t1 =f t2 der Ungleichung 

Or, en premier lieu, on aura evidemment, pour n = 2, 

et l'on en conclura, en prenant successivement n = 4, n = 8, ... , enfin n = 2"' 

ABCD <(A~ Br (C ~Dr< (A+ B ~C +D)'. 

ABCDEFGH <(A +B!C+D)'(E +F !G +H)' 

(A + B + C + D + E + F + G + H\s 
< 8 J ' 

(3) 

En second lieu, si n n'est pas un terme de la progression geometrique 

2, 4, 8, 16, •..• 

on designera par 2"' un terme de cette progression superieur a n, et I'on fera 

A+B+C+D+··· K= ; n 

puis, en revenant a la formule (3), et supposant dans le premier membre de 
cette formule les 2"'- n derniers facteurs egaux a K, on trouvera 

ABCD ... K2"'-n < [A + B + C + D;. ... + (2"'- n)Kr 

ou, en d'autres termes, 
ABCD ... K2m-n < K2"', 

On aura done par suite 
. (A + B + C + D + · · ·)" ABCD···<K"= , n 

ce qu'il fallait demontrer." 

4* 
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geniigt; dann ist allgemein 

(tl + t2 + · · · + tn) tp(tl) + tp(t2) + · · · + tp(tn) 
tp < ' n n 

wenn tv t2, ••• , tn beliebige Zahlen bezeichnen, die nicht alle unter
einander gleich sind. 

Eine im Intervalle m < t < M defi.nierte Funktion tp(t) heiBt dort 
von unten konvex, wenn fiirjedes Wertepaar tv t2, t1 =F t2 die Ungleichung 

(tl + t2) tp(t]) + tp(t2) 
tp ~2~ < 2 

gilt. N ach 70 gilt dann allgemein 

(tl + t2 + · · · + tn) tp(tJ) + tp(t~) + · · · + fp(tn) 
tp < ' n n 

wenn tv t2, .•. , tn beliebige Zahlen im Intervalle m, M bezeichnen, die 
nicht alle untereinander gleich sind. Gilt anstatt des Zeichens < das 
Zeichen :::;, so heiBt tp(t) von unten nicht konkav. Gilt iiberall anstatt 
< bzw. < das Zeichen > bzw. >, so ist tp(t) von oben konvex bzw. 
von oben nicht konkav. Wir betrachten im folgenden nur beschrankte 
konvexe Funktionen; diese sind stetig [vgl. 124, oft niitzlich auch 110]. 

71. Die Funktion f(x) sei im Intervall x1 < x < x2 eigentlich inte
gra bel und m < f(x) < M. Ferner sei cp(t) im Intervall m s t < M 
defi.niert und dort konvex (nicht konkav). Dann gilt die Ungleichung 

cp(-1 -j'f;(x)dx) < oder >-1 -j"'~[f(x)]dx, 
x2- xi x2- xi 

\ x1 x1 

je nachdem cp(t) von unten bzw. von oben konvex ist. 
72. Die Funktion cp(t) sei im Intervall m, M defi.niert, ferner sei 

daselbst tp''(t) vorhanden und stets cp"(t) > 0. Dann ist cp(t) von unten 
konvex. Gilt bloB cp"(t) > 0, so ist tp(t) von unten nicht konkav. (Es 
kann eine Funktion konvex oder nicht konkav sein, ohne daB cp"(t) 
ii berall existiert.) 

73. t" (O<k<1) und logt 

sind in jedem positiven Intervall von oben konvex, 

t" (k < 0 oder k > 1) und tlogt 

in jedem positiven Inte:r;vall von unten konvex, 

log(1 + et) und 

(c >. 0) sind iiberall von unten konvex .. 
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74. f{!(t) sei eine im Intervalle m, M erklii.rte konvexe (nicht kon
kave) Funktion, p1, p2, ••• , Pn beliebige positive Zahlen und ti, t2, ••• , tn 
beliebige Stellen im Interval! m, M. Dann ist 

f{! (PI ti + P2 t2 + · · · + Pn tn) < oder >PI f{!(ti) + P2 f{!(t2) + · · · + Pn f{!(tn) 
PI +P2 +···+Pn - -- PI +P2+· ··+Pn 

je nachdem f{!(t) von unten bzw. von oben konvex ist. 
75. f(x) und p(x) seien im Interval! xi< x < x2 eigentlich inte-

:v, 

grabel und m < f(x) < M, femer p(x) > 0 und J p(x) dx > 0. 
z, 

AuBerdem sei f{!(t) eine konvexe (nicht konkave) Funktion, die im In
tervall m < t < M definiert ist. Dann ist 

Z:a :l:z 

fP(J, P~~) f(x) dx) < oder > 1 p(x~• f{![/(x)] dx, 

J p(x)dx J p(x)dx 
x1 x1 

je nachdem f{!(t) von unten bzw. von oben konvex ist. 
76. f{!(t) sei im Interval! m, M zweimal differentiierbar und 

ff!"(t) > 0. Dann ist fiir positive pi, P2, ••• , Pn 

f{! _(PI ti + P2 t2 + · · · + Pn tn) <PI f{!(ti) + P2 f{J(t2) + · · · + Pn ff!{tn) ; 
PI + P2 + · · · + Pn - PI + P2 + · · · + Pn 

das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn ti = t2 = · · · = tn ist. 
77. f(x) und p(x) seien im Intervalle xi< x;;:::; x2 stetig, femer 

p(x) wesentlich positiv und m;;:;;; f(x) s::: M . AuBerdem sei rp(t) eine fiir 
m < t < M definierte, zweimal differentiierbare Funktion mit ff!"(t) > 0. 
Dann ist 

X2 X:a 

fP (1 p~:) f(x) dx) < j p(x~.f{![f(x)] dx 

J p(x) dx J p(x) dx 
z1 X1 

Das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn f(x) = konst. ist. 
78. Man zeige die folgende Verallgemeinerung des Satzes iiber 

das arithmetische, geometrische und harmonische Mittel: Bezeichnen 
Pv p2, ... , Pno ai, a2, ... , an beliebige positive Zahlen und sind ai, a2, ... , an 
nicht alle untereinander gleich, so gelten die Ungleichungen 
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AuBerdem ist 

12-Joga1+ P•Joga0 +···+ P"Joga,. 
a1 a, a,. 

e < P1 + P2 + · · · + Pn 
P1 + P2 + ... + Pn ' 
al a2 an 

p1a1 + p2a2 + ... + Pna,. p,a,loga,+p,a,Joga,+···+p,.a,.loga, 
< e p,a,+p,a,+···+p,.a,. • 

P1 +P2+ ··· +Pn 
79. f(x) und p(x) seien stetig und positiv im Intervalle x1 < x < x2 • 

AuBerdem sei f(x) keine Konstante. Dam:i. ist 

ferner 
z, 

z, 
fp(z)logf(z)dz 

~~:, 
:r, 

jp(x)dx ~~:, 

fp(z)dz 
z, < z, 

z, e 

fp(x) dx 
f(x) 

z, 

z, 
J p(x) f(x) d x 

<z='-----::---
Zo 

J p(x)dx 
x, 

J~~=~ logf(z) dz x, 
z, 

~~:, 

!11(~ d 
{(Ill) Z 

x, 
J p(x) dx 

< _,z,,___ __ 
z, 

fp(x) dx 
f(x) 

x, 

x, 
J p(x) f(x) d x 

z, 

jp(x) dx 
z, 

f p(z) /(a:) logf(z) da: 

a:, 
f p(a:) /(a:) dx 

<e a:, 

80. ~. a2, ••• , an, b11 b2, ••• , bn seien beliebige reelle Zahlen; es gilt 
die Ungleichung 

(a1 b1 + a2 b2 + · · · + an bn)2 < (ai + ~ + · · · + a~) (bf + ~ + · · · + b~) . 
Das Gleichheitszeichen tritt dann und nur dann ein, wenn die 
Zahlen a, und b, einander proportional sind, d. h. l a, + fl b~ = 0, fiir 
y = 1, 2, ... , n, 22 + p 2 > 0. (Cauchysche Ungleichung.) 

81. f(x) und g(x) seien im Intervall x11 x2 eigentlich integrabel. 
Dann ist 

([i<x) g(x) dx r< [rt(x)] 2 dx [&(x)]2dx. 

(Schwarzsche Ungleichung.) 
82. a11 a2, ••• , an seien beliebige positive Zahlen, die nicht aile 

untereinander gleich sind. Die Funktion 
1 

1Jl(t) = al + a2 + · · · + an t ( t t t)-
. n 
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nimmt fi.ir jeden Wert von t moncton zu. Man berechne die Werte 

w(-oo), w(-1), w(o), 1p(1), lf!(+oo). 

(Fi.ir t = o ist w(t) durch die Forderung der Stetigkeit definiert.) 
83. f (x) sei eine fi.ir x1 < x < x2 definierte eigentlich integrable 

Funktion, deren untere Grenze positiv ist. Die Funktion 
x, 1 

IJf(t) = (~f[f (x)Jl dx)7 
x2 xl 

x, 

ist fi.ir jeden Wert von t nicht abnehmend. Man berechne 
IJf(- oo), IJf(- 1), IJf(O), 1[1(1), l[l(+ oo). 

Bei der Berechnung von IJf(- oo) und IJf( + oo) nehme man f(x) als 
stetig an. 

84. ay, by, v = 1, 2, ... , n seien beliebige positive Zahlen. Man be
weise die Ungleichung 

V(a1 + b1) (a2 + b2) 00. (an+ bn) > fa1 a2 00. an+ fb1b2 00. bn, 
d. h. 

®(a+ b)> ®(a)+ ®(b) . 

Das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn ay = A by, 
v = 1, 2, ... , n ist. 

85. f(x) und g(x) seien im Intervall x1 < x < x2 eigentlich integra bel 
und wesentlich positiv. Dann ist 

x2 x2 x2 
- 1- jlog[f(x)+g(x)]dx - 1- jiogf(x)dx - 1- jlogg(x)dx 
~-~ ~-~ ~-~ 
ex, ?::_ex, +ex, 

d. h. 
®(I+ g)?::_ ®(f) +®(g). 

86. /1 (x), /2(x), ... , fm(x) seien im Intervall x1 , x2 definierte eigentlich 
integrable Funktionen, die dort alle oberhalb einer positiven unteren 
Schranke liegen. Ferner seien p1 , p2 , •• • , Pm beliebige positive Zahlen; 
dann ist 

®(Pd1 + P2f2 + · · · + Pmfm) > P1®(f1) + P2®U2) + · · · + Pm®Um) . 
87. Die Funktionen fk(x), k = 1, 2, .. . ,m seien von beschrankter 

Schwankung im Intervall x1 < x < x2 und Pv P2, ••• , pk seien beliebige 
positive Zahlen; man setze 

F(x) = P1f1(x) + P2f2(x) + · · · + Pmfm(x) . 
P1 + P2 + oo• + Pm 

Bezeichnen l1, l2, ... , lm, L dieBogenlangen von /1(x), /2(x), ... , fm(x), F(x) 
(an den Sprungstellen zahlt die Lange des Sprunges zur BogenHinge 
mit), dann ist 
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88. f(x) sei positiv, stetig und periodisch mit der. Periode 2n, 
p(x) sei nichtnegativ und eigentlich integra bel im Interval! 0 < x < 2 n 
und besitze dort ein positives Integral. Dann ist 

2n 

jp(~)f(~+x)d~ 
F(x) = o 2n ---

j'p(~)d ~ 
0 

positiv und stetig, ferner ist 
2n 2n 

2~ j'IogF(!ll)d<t 2~ j'logj(!ll)d!ll 

e o >e o 
d. h. 

®(F) >®(f). 

89. f(x) sei periodisch mit der Periode 2 n, p(x) nichtnegativ und 
eigentlich integra bel im Intervall 0 < x < 2n und besitze dort ein posi
tives Integral. Ist die Funktion f(x) von beschrankter Schwankung, so 
gilt dasselbe fiir 

2n 

/PWI(~+x)d~ 
F(x) = ,o ---,2~n--

j'p(~)d~ 
0 

und wenn l, L die BogenHi.nge von f(x) bzw. F(x) im Intervall 0, 2n 
bezeichnen, · dann ist 

90. a1, a2, ••• , a,. und bv b2, •• • , b,. seien beliebige positive Zahlen; 
man setze 

Es ist 
m,.(a) = (ai +a;+ ... +a~)" . 

m,.(a + b)< bzw. > m,.(a) + !m,.(b), 

je nachdem " > 1 oder " < 1 ist. Das Gleichheitszeichen kann nur 
fiir a,= lb, oder fiir " = 1 gelten. (Was bedeutet der Satz fiir "= 2 ?) 

91. f(x) sei eine im Intervall x1 < x < x2 definierte eigentlich 
integrable Funktion, die oberhalb einer positiven unteren Grenze liegt. 
Man setze 1 

m .. (f) = (jrt(x)J"dx y. 
Bezeichnet g(x) eine ebensolche Funktion wie f(x), so ist 

m,.(f +g)< bzw. >!m,.(/) + m,.(g), 

je nachdem ":::?: 1 oder "< 1 ist. 
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92. Es seien a, A, b, B positiv, a< A, b <B. Wenn die n Zahlen 
a1, a2 , •• • , an zwischen a und A, die weiteren n Zahlen b1, b2, ... , bn 
zwischen b und B gelegen sind, dann gilt: 

(ai +a§+· .. + a~,)(N + b~ +· ··+ b;) (V~! + V~~) 2 
1< < 

- (albl + a2b2 +···+ anbn) 2 - 2 

Die erste Ungleichung ist mit 80 identisch. In der zweiten tritt das 
Gleichheitszeichen dann und nur dann ein, wenn 

A B 

k= 
a 

l= 
b 

A B 
n, A B 

n 
-+- -+-a b a b 

ganz sind und k von den Zahlen a. mit a, l von den Zahlen a. mit A 
zusammenfallen, wahrend die entsprechenden Zahlen b. gleich B bzw. b 
sind. 

93. Es seien a, A, b, B positiv, a< A, b <B. Wenn die beiden 
Funktionen f(x) und g(x) im Intervalle x1 < x < x2 eigentlich integra bel 
und ihre Werte bzw. zwischen a und A, b und B gelegen sind, dann gilt: 

J[t(x)]2dx f[g(x)]2dx (VAB +VI ab )2 
x, x ab AB 1< l < 

- (Ji(x) g(x) dx Y 2 

Die untere Abschatzung ist mit der Schwarzschen Ungleichung identisch. 
94. f(x) sei im Intervalle 0 < x < 1 definiert, daselbst nicht ab

nehmend, f(x) > 0, jedoch nicht identisch = 0. Ferner sei 0 <a< b. 
Wenn alle vorkommenden Integrale existieren, so ist 

Die Ungleichung rechts ist wohlbekannt. In der Ungleichung links 
gilt das Gleichheitszeichen dann und nur dann, wenn f(x) konstant ist. 

95. Als ,spezifische Kapazitat" eines Leiters bezeichne man den 
Quotienten aus seiner Kapazitat und aus seinem Volumen. Man zeige, 
daB die spezifische Kapazitat eines dreiachsigen Ellipsoids immer 
zwischen dem arithmetischen und dem harmonischen Mittel der spezi
fischen Kapazitaten derjenigen drei Kugeln enthalten ist, deren Radien 
die drei Halbachsen des Ellipsoids sind. 
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Analytisch genommen handelt es sich urn den Beweis der Un
gleichungen 

a b c 
3 1 !"" du bC + ca + ab :------'------ <- < ----

be+ ca + ab 2 0 y(a2 + u) (b2 + u) (c2 + u) 3 
a b c 

die fiir jedes positive Wertsystem a, b, c giiltig sind, abgesehen vom 
Faile a = b = c . 

96. Vorausgesetzt werde 

n n 
a,..,> 0, ~a1.,, = 2;a,.., = 1 , x,>o 

,u~l v~l 

und 

Dann ist 

97. ai> ~ •... ,an bezeichnen positive Zahlen, M ihr arithmetisches, 
G ihr geometrisches Mittel, e einen positiven echten Bruch. Man be
weise, daB aus der Ungleichung 

die Ungleichungen 

M-G 
-M=-=--<e 

a· 
1 + e < Ai < 1 + e'. i=1,2, ... ,n 

folgen, woe und e' die einzige negative bzw. die einzige positive Wurzel 
der transzendenten Gleichung 

bedeuten. 

3. Kapitel. 

Einiges iiber reelle Funktionen. 
98. Wird 

~x) = sin2nx + sin2 nxcos2 nx + sin2 nxcos4 nx + · ·. 
+ sin2nx cos2k~x + ... 

gesetzt, so soU G(x) = limg(n! x) bestimmt werden. 1st die Funktion G(x) 
integra bel? n-+"" 
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99. Die Funktion f(x) (vgl. auch 169, VIII 240) sei folgendermaBen 
definiert: 

{ 
0 fiir irrationale x, 

f(x) = 1 p 
- fiir rationale x = -, (p,q) = 1, q>1. 
q q 

Zeigen wir, daB f(x) an jeder irrationalen Stelle stetig, an jeder ratio
nalen Stelle unstetig und in jedem Intervall eigentlich integrabel ist. 

100. Es seien f(x), 11(x) im Intervalle a< x ~ b eigentlich integra bel, 

a= X 0 < x1 < x2 < · · · < Xn- 1 < Xn = b, 
Xv-1 < Yv <X,, Xv-1 < 1], <X,, v = 1, 2, .. . n. 

W enn das Intervall von maximaler Uinge der Einteilung x0, x11 x2, ••• , Xn _ 1, Xn 

gegen 0 konvergiert, ist 

n b 

lim 2; f(Yv) T(1Jv}(x, - Xv -1) = j f(x) T (x) dx. 
v~l a 

101. Es sei f(x) im Intervalle a< x < b, 11(x) im Intervalle a, b + d 
eigentlich integrabel, d > 0. Dann ist 

b b 

lim J f(x) 11 (x + b) dx = J f(x) T (x) dx. 
~-++Oa a 

102. Die Funktion f(x) sei eigentlich integra bel im Intervall a< x <b. 
Zu jeder positiven Zahl c gibt es zwei streckenweise konstante Funktionen 
1p(x), lJI(x), derart, daB im ganzen Intervall a, b 

1p(x) < f(x) < lJI(x) 
und 

b b 

J lJI(x) dx-J 1p(x) dx < c 
a a 

ist. Man kann etwa erreichen, daB die Sprungstellen von 1p(x) und 'P(x) 
aquidistant sind. 

103. (Fortsetzung.) Wenn f(x) von beschrankter Schwankung 
ist, so kann man 1p(x) und lJ'(x) derart bestimmen, daB ihre totale 
Schwankung die von f(x) nicht iibertrifft. 

104. Setzt man 
4 [x]- 2 [2 x] + 1 = s(x), 

dann gilt fiir jede im Intervalle 0 < x s 1 eigentlich integrable Funk
tion f(x) bei ganzzahlig wachsendem n 

1 

lim J f(x) s(nx) dx = 0. 
n-+ooo 

[Man zeichne s(nx) , VIII 3 .] 
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105. Es sei f(x) im Intervalle a, b eigentlich integrabel; dann ist 
b 

lim J f(x) sinnx dx = 0. 
n-+ ooa 

106. (Fortsetzung.) Es ist 

b 2 ~ 
lim jf(x) I sinnx I dx =- j f(x) dx. 

n-+ooa n a 

Es sei f(x) beschrankt im Intervall a< x < b; dieses Intervall sei 
durch die Zwischenpunkte x0, x1, x2 , ••• , Xn- 1, Xn mit 

a = Xo < X1 < X2 < · · · < Xn -1 < Xn = b 

in Teilintervalle eingeteilt. Bezeichnet mv die untere, M v die obere 
Grenze von f(x) im yten Teilintervall Xv_ 1 , Xv, so heiBt Mv-mv die 
Oszillation von f(x) im yten Teilintervall Xv- 1 , Xv. Die Funktion f(x) 
ist dann und nur dann eigentlich integrabel, wenn man nach Angabe 
der positiven Zahlen s und 1J die genannte Einteilung derart wahlen 
kann, daB die Gesamtlange der Teilintervalle, in denen die Oszillation 
> e ist, < 1J ausfallt. (Riemannsches Kriterium; vgl. a. a. 0. 105, S. 226 
oder z. B. Cesaro, S. 695.) 

107. Die Funktion (:- [: ])x"' ist eigentlich integrabel in 0, 1, 
wenn <X >0. 

108. Ist f(x) eigentlich integrabel in a, b, so bilden die Stetig
keitspunkte von f(x) eine in a, b iiberall dichte Menge. 

109. Ist f(x) im Intervalle a, b eigentlich integrabel, so gilt dann 
und nur dann 

b 

j[f(x)] 2 dx = 0, 
a 

wenn /(~) = 0 ist in jedem Stetigkeitspunkte ~von f(x) mit a<~< b. 
110. Es sei die Funktion y = f(x) eigentlich integrabel im Inter

vall a< x < b und sei daselbst m < f(x) < M; ferner sei q7(y) stetig in 
m < y < M. Dann ist auch q7[j(x)] in a< x < b eigentlich integrabel. 

111. Es seien f(x) und q7(y) eigentlich integrabel; dann ist q7[j(x)] 
im allgemeinen nicht eigentlich integrabel. [98, 99.] 

1 

112. Wenn f(x) im Intervall 0 < x < 1 monoton ist und J xa f(x)dx 
existiert, dann ist o 

lim xa+ 1 f(x) = 0. 
X-+0 

00 

113. Wenn f(x) im Interval11 < x < oo monoton ist und J xa f(x)dx 
existiert, dann ist 1 

limxa+l f(x) = 0. 
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114. Man entscheide, fiir welche reellen Wertsysteme £X, f3 das 
Integral 

00 

J X'" I cosx lzfJ dx 
0 

konvergent und fiir welches divergent ist. 
115. Es seien 

/1(x), /2(x), fs(x), ... , fn(x), · · · 

in jedem end!ichen Intervalle eigentlich integrable Funktionen, die 
folgende Bedingungen erfiillen: 

Es ist gleichrnaBig in jedem endlichen Intervalle limfn(x) = f(x). 
oo n-+- (X) 

Es ist lfn(x)l <F(x) und jF(x)dx existiert. 
-oo 

Dann ist 
00 00 

limJfn(x)dx =jf(x)dx. 
n->-oo 

-oo -oo 

[Analog zu I 180.] 
116. Man beweise 58 mit Hilfe von VI 31. 
117. 1st die Dirichletsche Reihe [VIII, Kap.1, § 5] 

a1 1-8 + a22-s + a3)-' + .. ·+ann-'+ .. ·= D(s) 

fiir s = o, a > 0, konvergent, so gilt, 

a1e-Y + a2e-2Y + a3e-8Y +· .. + ane-"11 +· · ·= P(y) 

gesetzt, fiir s > a 
00 

D(s)T(s) = jP(y)y•- 1 dy. 
0 

118. Es sei f(x) in jedem endlichen Intervalle eigentlich integrabel, 
+oo 

und es existiere J I f(x) I dx. Dann ist 
-oo 

+oo 

limjf(x)sinnxdx = 0, 
n->-oo 

-oo 

+oo +oo 

limjt(x) I sin n x J d x = ~~f(x) d x . 
n""*oo n 

-oo -00 

119. Gibt es iiberhaupt Funktionen von drei Variablen? Genauer 
gefragt: Kann man oder kann man nicht jede reelle Funktion f(z, y, z) 
dreier Variablen durch zwei Funktionen ~J?(X, y) und 1p(u, z) zweier 
Variablen so darstellen, daB 

f(x, y, z) = '1/l(~J?(X, y), z)? 
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Man beantworte die Frage: 
1. wenn f(x,y,z), !J?(x,y), 1p(u,z) fiir aile reellen Wertsysteme de

finiert, 
2. wenn diese Funktionen fiir alle reellen Wertsysteme definiert 

und stetig sind. 
119 a. Setzt man 

x + y = S (x, y), xy=P(x,y), 
so ist 

yz + zx + xy = S { P (x, y), P [S (x, y), z]}; 

in dieser Formel ist yz + zx + xy aus vier ineinandergeschachtel
ten Funktionen zweier Variablen aufgebaut. Man zeige, daB man 
y z + z x + xy nicht a us bloB d rei ineinandergeschachtelten Funk
tionen zweier V ariablen aufbauen kann, wenn die vorkommenden 
Funktionen fiir alle reellen Wertsysteme definiert und unbeschrankt 
differentiierbar vorausgesetzt sind. [Es ist die Darstellbarkeit von 
yz + zx + xy in der Form 

!J?{'IfJ[X(X,y),z],z}, !}?['lfJ(X,z), X(y,z)], !J?{'IfJ[X(X,y), z], x} 

auszuschlieBen.] 
120. Die Funktion f(x) sei stetig differentiierbar fiir a< x <b. 

Man entscheide, ob es zu jedem in diesem Intervall gelegenen Punkte ~ 
zwei andere daselbst gelegene Xv x2 mit x1 < x2 gibt, derart, daB 

wird. 
121. Die Funktion f(x) sei differentiierbar fur a< x < b und 

f(a) = f(b) = 0. Es gibt dann mindestens eine Stelle ~ in a, b, fiir 
welche 

b 

I t'W I> (b ~ a)2 .{t(x)dx. 
a 

122. Die Funktion f(x) sei zweimal differentiierbar. Dann gibt 
es eine Stelle ~. x0 - r < ~ < x0 + r, an der die Gleichung gilt 

:!:o+r 

f"W = ~j[f(x) - /(x0)] dx. 

Zo-" 

123. Sind p0, p1 , P2, .•• , p,., .. ; nichtnegative Zahien, von denen 
mindestens zwei positiv sind, so ist der Logarithmus der Reihe 

Po + P1 e! + Pa C2"' + · · · + p,. e"x + · · · 
eine von unten konvexe Funktion von x in jedem Intervalle, wo die 
Reihe konvergiert. 
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124. Eine beschrankte konvexe Funktion [S. 52] ist iiberall stetig, 
auBerdem iiberall von rechts und von links differentiierbar. 

125. Die reelle Funktion f(x) soll in einem endlichen oder unend
lichen Intervalle erklart sein und daselbst eine stetige Derivierte f'(x) 
besitzen. Man betrachte die Durchschnittspunkte samtlicher horizon
talen Tangenten der Kurve y = f(x) mit der Ordinatenachse, d. h. die 
Menge M aller derjenigen Werte 

y=f(x), WO f'(x)=O. 

Man beweise, daB die Punkte der Menge M kein volles Intervall aus
filllen konnen. (Dieser Satz ist weitgehender Erweiterung fahig.) 

126. Wenn eine monotone Folge stetiger Funktionen ·in einem ab
geschlossenen Intervalle. gegen eine stetige Funktion konvergiert, so 
konvergiert sie gleichmaBig. 

127. Man beweise folgendes Seitenstiick zu 126: Wenn eine Folge 
monotoner (stetiger oder unstetiger) Funktionen in einem abgeschlossenen 
Intervalle gegen eine stetige Funktion konvergiert, so konvergiert sie 
gleichmaBig. 

128. Die im Intervalle a, b stetigen Funktionen 

P1 (t), P2(t), 
sollen den Bedingungen 

... , Pn(t), .. • 

b 

Pn(t) > 0, j Pn(t) dt = 1 
a 

geniigen, n = 1, 2, 3, .... Dann sind die Glieder der Folge 
b b b 
J p1 (t) f(t) dt, J p2(t) f(t) dt' ... ' . J Pn(t) f(t) dt, . • · 
a a a 

samtlich zwischen dem Minimum und dem Maximum der stetigen Funk
tion f(t) enthalten. (Vgl. I 65, I 79, I 83.) 

129. Es sei x ein fester Punkt des in 128 betrachteten Inter
valles a, b. Notwendig und hinreichend dafiir, daB fiir jede in a, b 
stetige Funktion f(t) 

b 

lim J Pn(t)f(t)dt = f(x) 
n-~ooa 

gilt, ist das Bestehen der Grenzbedingung 

lim (xi Pn(t) dt +! Pn(t) dt) = 0 
n~oo a X+£ 

fUr samtliche positive Werte von F, fUr welche a< x- s < x + s < b 
ist (im Falle x =a oder x = b fallt das erste bzw. zweite Integral 
unter dem Zeichen lim weg). (Vgl. I 66, I 80, I 84.) 
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130. Es ist 
00 

lim sfe-' 1/(t)dt=limf(t), 
e-++00 t-+oo 

vorausgesetzt, daB das Integral links und der Grenzwert rechts existiert. 
131. Das Integral 

00 

f t}· f(t) dt 
0 

soil fiir l = <X und l = fJ konvergieren, <X < fl. Dann konvergiert es 
im ganzen Intervall <X < l < fJ und stellt daselbst eine stetige Funktion 
von ). dar. 

132. Die Funktionen 

P1 (x, t), P2(x, t), ... , Pn(X, t), ... 

der heiden Variablen x und t seien stetig fiir a< x < b, auBerdem sei 
fiir jedes n t 

b 

Pn(x, t) >o, J Pn(x,t)dt = 1. 
a 

Bezeichnet f(t) eine stetige Funktion, so liegen die Funktionen 
b 

fn(x) = J Pn(X, t) f(t) dt, n = 1, 2, 3, ... 
a 

fiir jeden Wert von x zwischen dem Minimum und dem Maximum von f(t). 
Es ist ferner im Intervalle a< x < b 

lim f n(x) = f(x), 
n-+oo 

wenn fiir jede feste positive Zahl e gleichmaBig m a+ e < x:::;;; b- s 

lim (JPn(x, t) dt + !Pn(X, t) dt) = 0 
n-+co a z+e 

gilt; die Konvergenz ist gleichmii.Big in jedem innerhalb von a< x < b 
gelegenen abgeschlossenen Teilintervalle. 

133. Es ist, wenn f(x) eine in 0, 1 stetige Funktion bezeichnet, 
1 

lim_!_ .1. _?_ .. · ~~±.!.jt(t) [ 1 - (x- t) 2]n dt = f(x) , 
n-+oo2 2 4 2n 

0 

und zwar gleichmii.Big in e < x:::; 1 - e, s fest, 0 < s < ! . 
134. Es ist 

( 

X- t)2 2 "' sinn--
lim _!_ft(t) --~ dt = f(x), 

n-+oonn . x-t 
sm--

o ' 2 

und zwar gleichmaBig fiir jedes x, wenn f(t) eine stetige, nach 2n perio
dische Funktion bedeutet. 
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135. J ede in dem endlichen Intervall .a< x < b definierte und 
dort iiberall stetige Funktion laBt sich in a<x<b durch Polynome 
gleichmaBig mit beliebiger Genauigkeit approximieren (Satz von Weier~ 
strafl). 

136. Jede iiberall stetige, nach 2.n periodische Funktion laBt sich 
gleichmaBig durch trigonometrische Polynome [VI, § 2] mit beliebiger 
Genauigkeit appr:oximieren (Satz von WeierstrafJ). 

137. Zu jeder in a, b (0, 2.n) eigentlich integrablen Funktion f(x) 
und zu jeder positiven Zahl e kann man zwei Polynome (trigonometri
sche Polynome) p(x), P(x) derart angeben, daB in a "S x::::;;; b (0 < x < 2.n) 

p(x) < f(x) < P(x) 
wird und 

b b 

J P(x) dx - J p(x) dx < e 
a a 

(
2n 2n ) 
[ P(x) dx - [ p(x) dx < e . 

138. 1st eine im endlichen Intervalle a< x < b definierte stetige 
Funktion f(x) von der Beschaffenheit, daB ihre samtlichen ,Momente" 

b 

jf(x)x"dx = o 
a 

sind, n = 0, 1, 2, ... , dann ist f(x) identisch = 0. 
139. 1st eine im .endlichen Intervalle a< x < b definierte eigent

lich integrable Funktion f(x) von der Beschaffenheit, daB ihre samt
lichen ,Momente" 

b 

J f(x) x"dx = 0 
a 

sind, n = 0, 1, 2, ... , dann ist /(~) = 0 an jeder Stetigkeitsstelle ~. 
140. Wenn eine im endlichen oder unendlichen Interval! a< x < b 

definierte stetige Funktion f(x) von der Beschaffenheit ist, daB ihre n 
ersten ,Momente" verschwinden, 

b b b b 

jf(x)dx= /f(x)xdx= jf(x)x2 dx= ··· = jf(x)x"- 1 dx=O, 
a a a a 

dann weist die Funktion f(x) im Intervall a< x < b mindestens n 
Zeichenanderungen auf (V, Kap. 1, § 2), es sei denn, daB sie identisch 
verschwindet. 

141. Wenn eine stetige, nach 2.n periodische Funktion f(x) die 
Eigenschaft besitzt, daB ihre 2n + 1 ersten ,trigonometrischen Mo
mente" (Fouriersche Konstanten, vgl. VI, § 4) verschwinden, 

2n 2n 2n 

J f(x) dx = J f(.x) cosx dx = J f(x) sinx dx = · · · 
0 0 0 

2n 2n 

= jf(x)cosnxdx= jf(x)sinnxdx=O, 
0 0 

P6lya-Szegii, Aufgaben und Lehrsatze I. 5 
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dann weist die Funktion f(x) in jedem Intervall, dessen Lange 2.n iiber
steigt, mindestens 2n + 2 Zeichenanderungen auf (V, Kap. 1, § 2), es 
sei denn, daB sie identisch verschwindet. 

142. Es sei q;(x) eine fiir x > 0 erldarte stetige Funktion. Das 
Integral 

00 

J(k) = J e-kzg;(x)dx 
0 

sei konvergent fiir k = k0 und verschwinde fiir eine Folge von wachsenden 
k-Werten, die eine arithmetische Progression bilden: 

J(k0) = J(k0 +(X,)= J(k0 + 2tx) = · · · =J(k0 +niX)=···= 0. (X, >O. 

Dann verschwindet q;(x) identisch. 
143. Man folgere aus der Integraldarstellung der T-Funktion 

n•nr 
T(s) =lim · , 

n-+oos(s + 1} · · · (s + n) 

daB sie keine Nullstellen besitzt. [T(s + 1} = sT(s), 142.] 

J eder in 0 < x < 1 definierten Funktion f(x) seien die Polynome 

n=O, 1, 2, ... 

zugeordnet. K,.(x) ist im ganzen Intervall 0, 1 zwischen der unteren 
und oberen Grenze von f(x) enthalten und stimmt in den Endpunkten 
mit f(x) iiberein. 

144. Man berechne die Polynome K,.(x), n = 0, 1, 2, ... fiir 

f(x) = 1, f(x) = x, f(x) = x2 , f(x) = ez. 

145. Es sei x belie big im Intervall 0 < x < 1 und 

worin die Summation 1;1 sich auf diejenigen Indices bezieht, fiir die 
I v - nx I < nt, l;II auf diejenigen, fiir die I v - nx I > nf- ist, n > 1. 
Dann ist 

~II< tn-t. 

146. Es sei f(x) eine stetige Funktion im Intervalle 0 < x < 1. 
Die Polynome K,. (x) konvergieren gleichmaBig gegen f(x) im Intervalle 
0 < x < 1. (Neuer Beweis des W eierstra,8schen Satzes, 135.) 
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4. Kapitel. 

Verschiedene Arten der Gleichverteilung. 
Wir betrachten im folgenden (147-161) monotone Folgen positiver 

Zahlen. Unter der Anzahlfunktion N(r) einer solchen Folge rv r2, ••• , 

r n• ... , 0 < r1 < r 2 < · · · < r,. < · · ·, verstehen wir die Anzahl derjenigen 
r 11 , die r nicht iibersteigen, r > 0. In Zeichen 

N(r)= L1· 
'ln~r 

(Ist /(t) eine fiir t > 0 definierte Funktion, so soll unter L f(rn) 
rn~r 

dieSumme /(r1)+ /(r2) + · · · + f(rm) verstanden werden, wo rm<r<rm+ 1.) 

Wenn z. B. r1 = 1, r2 = 2, r3 = 3, ... , dann ist N(r) = [r]. 
N(r) ist eine streckenweise konstante, nicht abnehmende Funktion, 

die an ihren Sprungstellen einen ganzzahligen Sprung erleidet und von 
rechts stetig ist. 

147. Ist /(t) differentiierbar und f'(t) eigentlich integrabel, t > 0, 
dann gilt die F ormel 

r 
L f(rn) = N(r) /(r)- /N(t) f'(t)dt. 
rn~r 0 

148. N(r) sei die Anzahlfunktion der ins Unendliche wachsenden 
Folge rv r2, r3, ••• , r,., . . .. Dann ist 

1. N(r) 1. n 
1m sup--= 1m sup-, 
r-+oo r n-+oo rn 

l. . £ N(r) li . £ n 1mm -- = mtn -, 
r-+oo r n-+oo r,. 

1. logN(r) li logn tmsup---= msup--, 
r-+oo logr n-+oo logrn 

1. . £ logN(r) 1. . £ lqgn 1mm --- = 1m1n --. 
r-+oo logr n-+oo logr,. 

149. Es sei N(r) die Anzahlfunktion, A. der Konvergenzexponent 
[I, Kap. 3, § 2] det Folge rv r2, r3 , ••• , r11,.. •• Dann ist 

1. logN(r) , 
1m sup 1 = 11.. 
r-+oo ogr · 

150. Eine fiir r > 0 definierte positive Funktion L(r) soll langsam 
wachsend heiBen, wenn sie monoton wiichst und der Bedingung 

geniigt. Man zeige, daB 

lim L(2r) = 1 
r-+oo L(r) 

. L(cr) 
hm-L() =1, 

r-+oo r 
c>O. 

5* 
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151. Es sei L(r) fiir r > 0 positiv, monoton wachsend und fiir ge
niigend groBe r durch 

1Xl >O 
definiert. Dann ist L(r) Iangsam wachsend. [logkx = logk_ 1(1ogx).] 

152. Ist L(r) Iangsam wachsend, dann ist 

lim logL(r) = 0 • 
r4-oo logr 

153. BezeichnetN(r) dieAnzahlfunktion der Folge rv r2, r3, ... , rn, ... 
und ist 

N(r) ""r1 L(r), 

wo L(r) Iangsam wachsend, 0 <A< oo, dann ist A der Konvergenz
exponent der Folge r1 , r2, r3 , ••• , rm .... 

Eine Folge. rv r2, r3, ••• , rn, ... von der in 153 betrachteten Art 
heiBe im folgenden (154-159) eine reguliire Folge. Spater (z. B. 
IV 59-IV 65) werden auch solche Folgen als regular bezeichnet, fiir 

r'-
welche N(r) ""'L(r) . Bei dieser weiteren Begriffsbestimmung bilden 

z. B. auch die Primzahlen 2, 3, 5, 7,11, ... eine regulare Folge, und die 
Satze 153-159 bleiben unverandert giiltig. 

154. Fiir die Anzahlfunktion N(r) einer reguUiren Folge vom 
Konvergenzexponenten A gilt 

lim N(c r) = c'-
H~ N(r) ' c>O. 

155. Es sei N (r) die Anzahlfunktion der reguli:i.ren Folge 
r10 r2, r3, ••• , rn, . . . vom Konvergenzexponenten A und f(x) eine 
streckenweise konstante Funktion im Intervalle 0 < x < c, c > 0. 
Dann ist 

c'- 1 

,~~~ N~r),~!(r;) = jt(xT)dx. 
156. Die Grenzwertgleichung in 155 gilt auch dann, wenn f(x) 

eine im Intervalle 0 < x < c eigentlich integrable Funktion bezeichnet. 
157. Es sei N(r) die Anzahlfunktion der regularen Folge r10 r2, 

r3, ••• , rn, ... vom Konvergenzexponenten A, und lX sei positiv. Dann ist 

1 ~(r)"'-J. j1~ A lim--...:;_; __!!_ = x 1 dx =-. 
r4-oo N(r) < r lX 

r,.~r 0 
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158. (F ortsetzung.) 

. 1 "' (rn)-<>-A -foo -<>A-A - l 
hm N( ) ~ - - x dx--:. 

T-->-00 r Tn>T r 1 IX 

159. Es sei N(r) die Anzahlfunktion der regularen Folge rv r2, 

r3, ••• , rn, ... vom Konvergenzexponenten l, f(x) fiir x > 0 definiert 
und in jedem endlichen Interval! 0 <a:=:_: x < b eigentlich integrabel; 
auBerdem sei in einer Umgebung von x = 0 

J f(x)\ < x"--' 

und in einer Umgebung von x = + oo 

\f(x)\ < x-<>-A, IX> 0. 
Dann ist 

.~~ N~r) ~ t(r;) = j;(/x)dx. 
n=l 0 

160. Es sei f(x) eine im Intervall 0 < x < 1 definierte monotone 
Funktion, die in einer gewissen Umgebung der Stelle x = 0 einer Un
gleichung 

\ f(x)\ < x"'-" 

geni.igt; IX> 0. Ist N(r) die Anzahlfunktion und l der Konvergenz
exponent der monotonen positiven Folge r1, r2, r3, rn, ... , 
0 < l < oo, so ist 

1 1 

li~~£ N~r) 2t(r;) <jt(x-x) dx < li~~p N~r) 2t(r;). [I 115.] 
rn;;;;;.r 0 Tn~r 

Die Folge der rn braucht nicht regular zu sein! 
161. Es sei f(x) eine fiir x > 0 definierte positive, abnehmende 

Funktion, die in einer Umgebung von x = 0 der Ungleichung 

f(x) < x<>-A 

und in einer Umgebung der Stelle x = + oo der Ungleichung 

f(x) < x-<>-J. 

geni.igt; 01- > 0. Danngilt fi.irdiein 160 definierteFolge r1 , r 2, r3, •.• , rm ... 

[I 116.] 
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Eine Zahlenfolge der Form 

heiBt im Intervall 0 < x < 1 gleichverteilt, wenn samtliche Zahlen Xv x2 , 

x 3, ••. , x .. , ... im abgeschlossenen Intervall 0, 1 liegen und fUr jede 
in 0 < x < 1 eigentlich integrable Funktion f(x) die Grenzwertgleichung 

1 

(*) lim f(xl) + f(x2) + ... + f(xn) = ft(x) dx 
n-+oo n )' 

0 

gilt. Die Bezeichnung ,gleichverteilt" wird durch das folgende Kri
terium erlautert: 

162. Eine Folge Xv x2, x3, ••. , Xn, .. . , 0 < Xn < 1, ist dann und nur 
dann gleichverteilt im Intervall 0 < x < 1, wenn die ,Wahrscheinlich
keit" dafiir, daB eine Zahl der Folge in ein bestimmtes Teilintervall 
von 0, 1 hineinfallt, gleich der Lange dieses Teilinterv?lles ist. Genauer, 
wenn sie die folgende Eigenschaft besitzt: Ist IX< x < fJ ein beliebiges 
Teilintervall von 0, 1 und bezeichnet Yn (IX, {J) die Anzahl derjenigen 
xv, 1' = 1, 2, ... , n, die in IX< x < {J liegen, so hat man 

lim Yn (IX, {J) = {J- IX. 
n-+ (X) n 

[102.] 

163. Eine Folge Xv x2, x3, ••• , Xn, .. . , 0 < Xn < 1, ist dann und nur 
dann gleichverteilt im Intervall 0 < x < 1 , wenn sie die folgende Eigen
schaft besitzt: Ist IX< x < fJ ein beliebiges Teilintervall von 0, 1 und 
bezeichnet sn (a, {J) die Summe derjenigen Xv, Y = 1, 2, ... , n, die in 
a < x < fJ liegen, so hat man 

lim ~jiX, fJ)_ = fJ2- a2 
n->-oo n 2 

164. Eine Folge Xv x2, x3, •.. , Xn, .. . , 0 < Xn < 1, ist dann und nur 
dann gleichverteilt im Intervall 0 < x < 1, wenn fiir jedes positive 
ganze k 

ist. [137.] 
165. Eine F olge Xv x2, x 3, ••• , x .. , ... , 0 ~ Xn < 1 ist dann und nur 

dann gleichverteilt im Intervall 0 < x < 1 , wenn fiir jedes positive 
ganze k die heiden Gleichungen 

1. cos2nkx1 + cos2nkx2 + · · · + cos2nkxn 
rm =0 n ' n-+oo 

lim sin2n kx1 + _sin2n kx2 + · · · + sin2n kx .. = 0 
n 

gelten. [137.] 
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166. Es sei () eine Irrationalzahl. Die Zahlen 

Xn = n()- [n()], n = 1, 2, 3, ..• 
sind gleichverteilt im Intervall 0 < x < 1 . 

167. Es sei () eine Irrationalzahl. Man setze En= 1 oder 0, je 
nachdem die zu ne nachstgelegene ganze Zahl rechts oder links von n() 
liegt. Sind a, d ganz, a :=::: 0, d > 0, so ist 

I. Ea + Ea+d + fa+2d + · · · + Ea+(n-l)d _ 1 
lm --. 

n->-oo n 2 

168. Es sei () eine Irrationalzahl und ex eine andere Irrationalzahl 
von der Form IX= q(), q ganz, q + 0. Die Funktion 

00 

f(z) = 2)ne- [n()])zn, z beliebig komplex, I z I< 1, 
n=l 

wird bei radialer Annaherung an den Randpunkt e2niiX derart unend· 
lich groB, daB 

lim(1- r)f(re2 niiX) = - 1-.-
r->-1-0 2ntq [I 88]. 

169. Bei reellem x ist 

f(x) =lim cos2 nx + cos4 2nx + cos6 3nx + ... + cos2nnnx 
n->-oo n 

zu bestimmen. 
170. Der Dezimalbruch 

() = 0,12345678910111213 ... 

(die natiirlichen Zahlen aufeinanderfolgend geschrieben) stellt eine 
Irrationalzahl dar. Nach 166 liegen die Zahlen 

nO- [n8], n = 1, 2, 3, ... 

iiberall dicht im Intervalle 0, 1. Zeigen wir, daB dasselbe schon fiir 
die Teilmenge 

n = 0, 1, 2, 3, ... 
zutrifft. 

171. Die Zahl 
1 1 1 1 

e=1+-+-+-+ .. ·+-+ ... 
1! 2! 3! n! 

ist irrational. [VIII 258.] Zeigen wir, daB die Menge 

n!e-[n!e], n=1,2,3, ... 

den einzigen Haufungswert 0 besitzt. 
172. Das Polynom P(x) = a1 x + a2 x2 + · · · + a,x' besitze minde

stens einen irrationalen Koeffizienten. Dann haben die Zahlen 

P(n)- [P(n)], 

unendlich viele Haufungsstellen. 

n = 1, 2, 3, ... 
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173. Es sei () eine Irrationalzahl, Xn = n()- [n()], n = 1, 2, 3, o 0 o 
und iXv a 2, a 3, o 0 o' 1Xn, 0 0 o eine monoton abnehmende positive Folge 
mit divergenter Summeo Fiir jede im Intervalle 0 < x:::; 1 definierte 
eigentlich integrable Funktion f(x) gilt 

174. Die Funktion g(t) habe fiir t ~ 1 folgende Eigenschaften: 

10 g (t) ist stetig differentiierbar; 
20 g (t) wiichst monoton mit t ins Unendliche; 
30 g'(t) strebt monoton gegen Null fiir t-+oo; 
4o tg'(t)-+oo fiir t-+ooo 

Dann sind die Zahlen 
Xn = g(n) - [g(n)], 

gleichverteilt im Intervall 0 ~ x < 10 
175. Es sei a > 0, 0 < a < 1. Die Folge 

Xn =an"- [an"], 

ist gleichverteilt im Intervall 0 ~ x:::; 10 
176. Es sei a > 0, a > 10 Die Zahlen 

Xn = a(logn)"- [a(logn)"], 

sind gleichverteilt im Intervall 0 < x ~ 10 

n=1,2,3,000 

n=1,2,3,ooo 

n = 1, 2, 3, 0 0 0 

177. Wenn 0 <a< 1, ~=I= 0 ist, dann ist die Reihe 

sin1"~ sin2"~ sin3"~ sinn"~ --+--+--+ ooo +~-+ 000 11? 2e 3e ne 

dann und nur dann absolut konvergent, wenn e > 1 ist. 
178. Man denke sich in einer unendlichen Zahlentafel die Quadrat

wurzeln der natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, 4, 0 0 . , n, 0 0 0 untereinander 
geschrieben und betrachte die Ziffern, welche an der jten Dezimal
stelle (rechts vom Komma) stehen, j> L Jede Ziffer 0, 1, 2, . 0 ., 9 
kommt unter den genannten durchschnittlich gleich oft vor. · Genauer: 
Bezeichnet r0 (n) die Anzahl derjenigen unter den n ersten natiirlichen 
Zahlen 1, 2, 3, ... , n, in deren imDezimalsystemgeschdebenen Quadrat
wurzeln an der jten Stelle die Ziffer g steht, dann ist 

g = 0, 1' 2, 0 0 • ' 9. 
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179. Es sei a> 0 und Xn = alogn- [alogn], n = 1, 2, 3, 
Wenn f(x) eine beliebige, im Intervall 0 < x < 1 definierte eigentlich 
integrable Funktion bezeichnet, dann ist 

1 

lim f(xl) + /(x2) n+ 0 0 0 + f(xn) = Jt(x) K (x, ~) d x ' 

0 

vorausgesetzt, daB n derart ins Unendliche wachst, daB Xn--->- ~. 0 < ~ s;; 10 
Hierbei ist K(x, ~) die folgende Funktion: 

wenn Osx < ~; 

wenn 

K(x, 0) = K(x, 1) = logq q"' 0 

q-1 

180. (Fortsetzungo) Die Haufungswerte von 

f(xl) + f(x2) + 0 
• 

0 + f(xn) 
n 

n = 1, 2, 3, 0 0 0 

erfiillen ein volles Intervall J = ](a; f), das nur von a und von f(x) 
abhangto Dieses Intervall schrumpft dann und nur dann auf einen 
Punkt zusammen, wenn an jeder Stelle, wo f(x) stetig ist, f(x) = c ist, 
c eine Konstante. Wie ist ](a; f) beschaffen, wenn a eine sehr groBe 
bzwo eine sehr kleine positive Zahl ist? 

181. Man denke sich in einer unendlichen Logarithmentafel die 
Briggs schen Logarithm en der natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, 4, .. 0 unter
einander geschrieben und betrachte die Ziffern, welche an der jten 

Dezimalstelle (rechts vom Komma) stehen, j > 1. Fur die Haufigkeit 
des Vorkommens der Ziffern 0, 1, 2, ... , 9 in dieser Ziffernfolge existiert 
keine bestimmte Wahrscheinlichkeit. Genauer: Bezeichnet Yg(n) die 
Anzahl derjenigen unter den n ersten natiirlichen Zahlen 1, 2, 3,. 0 0' n, 
in deren Logarithmus an der jten Stelle die Ziffer g steht, dann haben 

die Quotienten 1'g(n) keinen bestimmten Grenzwert fiir n--->- oo; ihre 
n 

Haufungswerte erfiillen vielmehr ein Intervall von positiver Lange. 
182. Die Funktion g(t) habe fiir t > 1 folgende Eigenschaften: 

1. g(t) ist stetig differentiierbar; 
20 g(t) wachst monoton mit t ins Unendliche; 
3· g'(t) strebt monoton gegen Null fiir t -+ oo; 
4. tg'(t)--->- 0 fiir t-->- oo. 

(Vgl. 174.) Die Zahlen 
Xn = g(n)- [g(n)], n = 1, 2, 3, ... 

liegen dann iiberall dicht im Intervall O<x< 1, sind jedoch nicht gleich
verteilt. Ihre Verteilung ist vielmehr durch folgenden Grenzwertsatz 
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charakterisiert: Es sei f(x) eine im Intervalle O<x< 1 eigentlich inte
grable Funktion. Wenn n derart ins Unendliche wachst, daB Xn ~ ~. 

0 < ~ < 1, dann ist 

lim f(x1) + /(x2) + · · · + f(x,.) = /(~). 
n 

vorausgesetzt, daB f(x) an der Stelle ~ stetig ist. Wenn f(x) an der 
Stelle ~ eine Unstetigkeit erster Art aufweist, dann ist die Menge der 
Haufungswerte von 

/(x1) + /(x2) + · · · + f(x,.) 
n 

fiir die besagten n-Werte identisch mit dem Intervall zwischen/(~- 0) 
und f(~ + 0). Der Satz gilt auch fiir ~ = 0 oder ~ = 1, wenn man die 
Voraussetzung /(0) = /(1) macht und die Definition von f(x) derart 
iiber das Interval! 0 < x < 1 hinaus erweitert, daB f(x) periodisch von 
der Periode 1 wird. [Danach ist /(1 + 0) = f( + 0), /(1 - 0) = f(- 0).] 

183. Die Folge 
x,. = a (logn)"- [a (logn)"], n = 1, 2, 3, ... 

ist fiir 0 <a< 1 iiberall dicht im Intervalle 0 < x < 1, jedoch nicht 
gleich verteilt. (176, 179.) 

184. Man denke sich in einer unendlichen Zahlentafel die Quadrat
wurzeln der Briggsschen Logarithmen der natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, 
4, ... , d.h. dieZahlen yLogn, n=1,2,3,4, ... ~ntereinandergeschrieben 
und betrachte die Ziffern, welche an der jtAm Dezimalstelle (rechts 
vom Komma) stehen, j > 1. Fiir die Haufigkeit des Vorkommens der 
Ziffern 0, 1, 2, ... , 9 in dieser Ziffernfolge existiert keine bestimmte W ahr
scheinlichkeit. Genauer: Bezeichnet vg(n) die Anzahl derjenigen Zahlen 
k unter den n ersten natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, ... , n, fiir die in fLogk 
an der jten Dezimalstelle die Ziffer g steht, dann liegen die Zahlen 

Jlg(n) · "b all d' ht · h d --, n = 1, 2, 3, ... u er 1c zw1sc en 0 un 1. 
n 

185. Man denke sich im p-dimensionalen Raum eine geradlinige 
gleichformige Bewegung, definiert durch die Gleichungen x,(t)= a,+ (),t, 
a,, (), Konstanten, v = 1, 2, ... , p, t die Zeit. Wenn die Zahlen ()11 

()2, ••• , (}P rational unabhangig sind, d. h. wenn aus n1 ()1 + n2 (}2 + · · · 
+ np (}P = 0, n11 n2, ••• , np rational, ~ = n2 = · · · = np = 0 folgt, dann 
gilt fiir jede Funktion f(x11 x2, ••• , Xp). die in bezug auf x1, x2, ••• , Xp 
periodisch von der Periode 1 und im Einheitswiirfel 0 < x, < 1, v = 1, 
2, ... , p eigentlich integrabel ist, 

t 1 1 1 

t~~ ~ Jt(x1(t), x2(t), ... , Xp(t))dt = J I· -Jt(x1, x2, ••• , xp)dx1 dx2 ••• dxP. 
0 00 0 
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186. Es seien cx 1, cx 2, {31, {32 beliebige Konstanten, 0 =:; cx1 < cx 2 < 1 , 
0 < /31 < /32 < 1. Durch die Bedingungen 

wird eine unendliche Anzahl von Rechtecken mit achsenparallelen Seiten 
definiert, die mod. 1 kongruent liegen, d. h. auseinander durch achsen
parallele Verschiebungen urn ganze Zahlen hervorgehen. Es sei durch 
x = a + ()1 t, y = b + ()2 t, t die Zeit, eine geradlinige gleichformige Be
wegung definiert und T(t) bezeichne die Summe der Zeitintervalle 
his zum Zeitpunkt t, in denen der bewegliche Punkt sich in einem der 
genannten Rechtecke aufhiilt (Verweilzeit). Ist das Verhiiltnis ()1 : ()2 

irrational, so gilt 

187. Eine Billardkugel bewegt sich auf einem reibungslosen quadra
tischen Tisch vom Fliicheninhalt ~ geradlinig mit konstanter Geschwin
digkeit und wird von den Wiinden des Billardtisches jedesmal nach dem 
Reflexionsgesetz (Einfallswinkel = Reflexionswinkel) zuriickgeworfen. 
Der Tangens des Winkels zwischen Bewegungsrichtung und Seitenlinie 
des Billardtisches sei irrational. Bezeichnet T(t) die Gesamtsumrhe der
jenigen Zeitintervalle his· zum Zeitpunkt t, in denen der bewegliche 
Punkt sich m emem bestimmten Teilbereiche vom Inhalt f aufhiilt, 
dann ist 

Die Zahlen 
1 

n 
2 

n n 
n 
n 

n = 1, 2, 3, ... 

welche bei der Bildung von Rechtecksummen (Einteilung nach arith
metischer Progression) auftreten, sind in einem gewissen Sinne gleich
verteilt. Eine iihnliche Art von Gleichverteilung zeigen die heiden 
folgenden Aufgaben. 

188. Bezeichnet man mit r1n, r2 n, r 3 n, ... , r cpn die positiven ganzen 
Zahlen, die kleiner als n und zu n relativ prim sind und mit g; = q;(n) 
ihre Anzahl [VIII 25], so ist 

. t(r~n)+t(r:n)+t(r:n)+···+tr:n) 1 

hm ( ) =ft(x) dx 
n~oo gJ n 

0 

fur jede eigentlich integrable Funktion f(x). [VIII 35.] 



76 Verschiedene Arten der Gleichverteilung. 

189. Schreiben wir, nach aufsteigender GroBe geordnet, alle redu
zierten Briiche :;:::: 1 auf, deren Zahler und Neuner der Zahlenreihe 
1, 2, 3, ... , n angehoren: 

( F areysche Reihe, 

w1 = ~, ... , wN = ~, N = N(n) = rp(1\ + rp(2) + · · · + rp!n)). 

Dann gilt 

1. f(wl) + f(w2) + f(ws) + · · · + f(wN) /1/( ) d 
Im N = X X 

n~oo 0 

fiir jede eigentlich integrable Funktion f(x). [I 70.] 

Einige in den vorangehenden Aufgaben auftretenden Zahlen
folgen waren gleichverteilt, d. h. ihre Zahlen belegten ein gegebenes 
Teilintervall mit einer Wahrscheinlichkeit, die der Lange desselben pro
portional ist [z. B. 166, 175, 188]. Dies ist in den folgenden Aufgaben 
nicht der Fall: Es existiert vielmehr bci den jetzt anzugebenden Zahlen
folgen eine bestimmte ,Wahrscheinlichkeitsdichte", nach d11ren MaB
gabe die verschiedenen Teile des totalen Intervalls verschieden dicht 
belegt sind. Ahnliches schon in 159. 

190. Die im Intervall 0, V ~ eigentlich integrable Funktion f(x) 

sei so beschaffen, daB cine positive Zahl p existiert, derart, daB x··P f(x) 
im besagten Intervall beschrankt bleibt. Man setze 

v = 0, 1, ... , n; n = 1, 2, 3, .... 

Dann ist· 
+oo -

I. /(son)+ f(sln) + f(s2n) + · · · + f(snn) _ (t(y2 _2x')d 1m - -e x. 
n~oo yin • n 

-oo 

191. Es seien 

v = 1, 2, ... , n 

die Nullstellen des Legendreschen Polynoms Pn(x) [VI 97] und A. reell, 
}, > 1. Dann ist 

. log ( 1 + xr) +log ( 1 +X~ n) + ... +log ( 1 + X~n) A + VA. 2 - 1 
lim =log-- ---- , 
n~oo n 2}, 

wobei die Quadratwurzel mit dem positiven Vorzeichen zu nehmen 
ist. [Man verwende 203.] 
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192. (Fortsetzung.) Unter k eine beliebige positive 
verstanden, ist 

xk +xk + +xk 1!"' 1. 1 n 2n · '· · nn k{}d{} Ill =- COS 
n->- CXl n Jl 

0 
193. Wenn 

ganze Zahl 

[I 179.] 

die Nullstellen des nten Legendreschen Polynoms P .. (x) bezeichnen, 
- 1 < Xvn < 1, Y = 1, 2, ... , n, und f(x) eine im Intervalle -1 ~x< 1 
eigentlich integrable Funktion bedeutet, dann ist 

:rr: 

lim f(xl .. ) + f(x2n) + ... + f(x .... ) = _!__jf(cos {}) d {}. 
n->-oo n n 

0 

194. Es sei rx<x~{J ein beliebiges Teilintervall von -1 <x<1 
und Yn (rx, {J) die Anzahl der Nullstellen des nten Legendreschen Polynoms 
in IX, {J. Dann ist 

lim Yn (IX, {J) = arc cos IX - arc cos fJ. 
n->-oo n n 

Die Zahlen Xvn sind im Intervall - 1, + 1 ungleichmaBig, die 
Zahlen arccosxvn im Intervall 0, n gleichmaBig verteilt. Man fasse 
das Intervall - 1, + 1 als den horizontalen Durchmesser eines Kreises, 
jeden Punkt Xvn als die Horizontalprojektion zweier Punkte auf der 
Kreisperipherie auf. Es herrscht Gleichverteilung auf der Kreisperi
pherie, jedoch nicht auf dem Durchmesser. 

5. Kapitel. 

Funktionen grol3er Zahlen. 
195. Es seien Pr> p2, ••. , p1, a~> a2, ••• , a1 beliebige positive Zahlen. 

Dann existiert der Grenzwert 

n->- oo 

und ist gleich der gr6Bten unter den Zahlen al> a2, ••• , a1. 
196. Unter denselben Voraussetzungen wie in 195 gilt auch 

P an+l ..L p an+l + ... + p an+l 
lim ll I 22 ll M( ) = ax al> a2, •.• , a1 . 

n->- oo P1 af + P2 a~ + · .. + Pt ar 

197. Es sei f(x) eine beliebige ganze rationale Funktion mit lauter 
reellen und positiven Nullstellen und 

f'(x) n 
- f(x) = c0 + c1 x + c2 x2 + · · · + c,. x + · · · . 
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Man zeige, daB 

li 1 1" Cn-1 m,.-=Im--
n-+ (X) (c;;- n -+ (X) C n 

existiert und gleich der kleinsten Nullstelle von f(x) ist. 
198. Es seien q>(x) und f(x) stetige und positive Funktionen im 

Intervalle a< x < b . Dann existiert der Grenzwert 

ln/ b 
lim V J q;(x)[f(x)]ndx 
n~oo a 

und ist gleich dem Maximum von f(x) im Intervalle a< x < b . 
199. Unter denselben Voraussetzungen wie in 198 gilt auch 

b J tp(x)[f(x)]n+ldx 

lim a b = Maxf(x) . 
n-+CXJ fq;(x)[f(x)Jn dx 

a 

200. Es sei a < ~ < b und k eine positive Konstante. Man zeige, 
daB fiir £estes a, b, ~. k und n ___,.. + oo 

b -

Je-kn(z- ;)2 dx ""'}/ !!_. 
a kn 

201. Die Funktionen q;(x), h(x) und f(x) = eh(z) seien im endlichen 
oder unendlichen Intervall a < x < b definiert und den folgenden Be
dingungen unterworfen: 

1. q;(x)[f(x)]n = q;(x) enh(z) sei absolutintegrabel in a, b; n = 0, 1, 2, .... 
2. Die Funktion h(x) erreiche an einer Stelle ~ im Innern von a, b 

ihr Maximum, und zwar sei die obere Grenze von h(x) in jedem ab
geschlossenen Intervall, das .; nicht enthalt; kleiner als h(~); ferner 
gebe es eine Umgebung von~. wo h"(x) existiert und stetig ist. Endlich 
sei h"W < 0. 

3· q;(x) sei stetig fiir x = .; , q;(~) =!= 0. 
Dann gilt fiir n_,. + oo die folgende asymptotische FormeP) · 

Jb m(x)[f(x)]ndx""' m(~)[f(;}]n+tl/ -~ = m(l:.)enh(;)l/ -~~. 
a T . T . r nf"(~) T s- v nh"(~) 

(Man beschranke sich auf eine Umgebung von .; und entwickle dort 
h(x) nach den Potenzen von (x- .;) bis zu den Gliedern zweiter Ordnung.] 

1) Uber die Benutzung solcher lntegrale auBert sich Laplace folgendermaBen: 
... On est souvent conduit a des expressions qui contiennent tant de termes et 
de facteurs, que les substitutions numeriques y sont impraticables. C'est ce qui 
a lieu dans les questions de probabilite, lorsque l'on. considere un grand nombre 
d'ev€mements. Cependant il importe alors d'avoir la valeur numerique des 
formules, pour connaitre avec queUe probabilite les resultats que les evenements 
developpent en se multipliant sont indiques. 11 importe surtout d'avoir la loi 
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202. Es sei n ganz, n-+ + oo. Man beweise auf Grund der Formel 

2 2 

Sln n X X = COS X X = -r . 2 d J 2 n d 1 . 3 ... (2n- 1) n 
. 2. 4 ... 2n 2' 
0 0 

daB 
1.3 ... (2n-1) 1 
--~--~~- C'r.J----===::-. 

2.4 ... 2n y'nn 

203. Es sei A reell, A> 1. Unter Pn (A) das nte Legendresche 
Polynom verstanden, gilt fur n-+ oo 

Pn(A)""' 1 ___ (A + .fl2=1)n+t 
Y2nn yl2 -1 

Die Wurzeln sind positiv zu nehmen. [VI 86.] 
204. Aus der Hansenschen Entwicklung 

eitcosx = Jo{t) + 2 ~ J~.(t) COS YX' 
~ z" 
~=1 

die als Definition der Besselschen Funktionen ].(t) dienen kann, leite 
man die folgende asymptotische Formel her: 

J~(it)=(-i)> et , t-++oo, Y=O, 1, 2, .... 
f2:nt 

205. Man zeige fiir positives, gegen oo strebendes n 

F(n + 1) = J e-"'xndx""' (: r f2nn ' 
0 

so gar 

(:f F(n + 1) = y'2nn + o(V~). [18, I 167.] 

206. Unter k und l reelle Zahlen verstanden, k > 1, gilt ftir 
n-+ + oo 

1 

(nk+l)"'_(~-1)n (-k-)nk+l+""il" 
n }'2nn k-1 

suivant laquelle cette probabilite approche sans cesse de la certitude qu'elle 
finirait par atteindre, si le nombre des evenements devenait infini. Pour y 
parvenir, je considerai que les integrales definies de differentielles multipliees 
par des facteurs eleves a de grandes puissances, donnaient par !'integration, 
des formules composees d'un grand nombre de termes et de facteurs .... 
Ober sein V erfahren, von dem 201 den ersten Schritt gibt, sagt er ferner: 
... un procede qui fait converger la serie avec d'autant plus de rapidite, que la 
formule qu'elle represente est plus compliquee; en sorte qu'il est d'autant 
plus exact, qu'il devient plus necessaire . . . . (Essai philosophique sur les proba
bilites, Oeuvres, Bd. 7, S. XXXVIII. Paris: Gauthier-Villars 1886) 
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207. Es sei .x reell, und t strebe tiber positive Werte hindurch 
gegen oo . Dann ist 

<X> 

J (te)x dx , 1~ "'- .!__ t 
x"' x x"' y 2n t 2 e . 

1 

208. Es sei 0 < .x < 1 . Es ist fiir r ~ + 0 

":' - "' "') 1 2n -~~-1 1-<X --}e"'- x"'-rxdx"'V1-<X T 2(1-a) exp(~iX~T 1-a. 

0 

209. Es sei IX > 0 . Es ist fiir t ~ + oo 

210. Unter .x und fJ reelle Konstanten verstanden, ist fiir n~ + oo 
n+"' Vn+P 

- 1-fe-x xn dx = A+ B__ + o ( 1__), 
n! 0 Jln yn 

wobei 

1 !"'_£_ 
A= f2n e 2 dt, 

-<X> 

211. Es sei 2 ein positiver echter Bruch, und Xn bezeichne die 
einzige positive Wurzel der transzendenten Gleichung 

X x 2 xn 
1 + - + - + .. · +- = 2 ex [V 42). 1! 2! n! 

Es ist fiir n ~ oo 
Xn=n+.xfn +fJ+o(1), 

wobei ,x und fJ sich a us den folgenden Gleichungen bestimmen lassen: 

"' 

fJ = ,x2 + 2 
~-3~. 

212. (Fortsetzung von 201.) Unter .x eine reelle Konstante ver
standen, ist fiir n ~ + oo 

1 !"'c_£_ 
=g;($)enh(~) ____ e 2 dt, 

v-nh"($) 
c = 1/- f"($) = y-h!'($) 

~ /(~) . 
-<X> 
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213. Die Funktionen gy(x), h(x) und f(x) = eh(x) seien im endlichen 
oder unendlichen Intervall a=::: x:::; b definiert und den folgenden Be
dingungen unterworfen: 

1. gy(x) [f(x)]n = qy(x) enh(x) sei absolut integra bel in a, b; n=O, 1, 2, .... 
2. Der Wert der Funktion h(x) sei an einer Stelle~ im Innern von 

a, b gr613er als ihre obere Grenze in jedem links von ~ gelegenen ab
geschlossenen Intervall, das ~ nicht enthalt; ferner gebe es eine Um
gebung von~, wo h"(x) existiert und beschrankt ist. Endlich sei h'(~) > 0. 

3. qy(x) sei stetig ftir x = ~, qyW t 0. 
Unter IX und fJ reelle Konstanten verstanden, gilt dann fur n-+ +oo 

die folgende asymptotische Forme!: 

<+"'-!_9gn+£ 
n n J qy(x)[f(x)]ndx"" ~~; ef3h'W. nah'(;)-1. enWJ. 

a 

214. Es sei ~ die einzige reelle Wurzel der transzendenten Glei
chung e1H ~ = 1. Unter IX und f3 reelle Konstanten verstanden, ist 
fUr n-+ + oo 

wobei 
1 ~ /31,_-tJ 

B=-----.e; 
f2;;; 1 + ~ 

215. Es sei n ungerade und - Xn bezeiehne die einzige reelle 
Wurzel der Gleichung 

X X 2 Xn 
1+-+-+···+ =0 1! 2! n! 

[V74]. 

Dann ist fiir n -+ oo 
Xn = ~n + IXlogn + fJ + o(1), 

wobei ~ 
elH~ = 1 

die einzige reelle Wurzel der transzendenten Gleichung 
bezeichnet und die Konstanten IX und fJ gegeben sind durch 

~ ( 1 + ~) fJ = 1 +~log ~-~- . 

216. Die Funktion g(x) sei monoton wachsend fur positives x, und 
es sei 

lim g(x) = + oo, 
x-+ +oo 

lim g(x) = 0. 
X-++ 00 X 

Wir setzen 

P6lya-Szeg6, Aufgaben und Lehrsatze I. 6 
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Wenn es eine positive Zahl y gibt derart, daB 

lim g(,xx) 
x_,. + oo g(x) 

existiert und fi.ir 1- y < <X-=:;; 1 + y eine stetige Funktion von <X darstellt, 
dann ist 

li logan 
m ---1 

n_,.+oo g(n} - · 

Die in 201 enthaltene Methode zur Auswertung der ,Funktionen 
groBer Zahlen" lii.Bt sich etwa folgendermaBen verallgemeinern: Hat 
man ein Integral von der Form 

b b 1 rp(x)f1(x)f2(x) ... fn(x)dx = 1 rp(x)eh,(x) +h,(x) + .. ·+hn(x) dx 
a a 

auszuwerten und erreichen die im Intervalle a < x < b positiven 
Funktionen h1(x}, h2(x), .. . , hn(x), .. . an derselben inneren Stelle ~ des 
Intervalles ihr Maximum, so ersetzt man niiherungsweise 

h,(x)=h.W+!h~(~)(x-~} 2 + · · · durch h.(~)+!h~(~)(x-~} 2, Y=1, 2, ... , n 

und das auszuwertende Integral durch 

rrp(;) l·(~)+ h,(~) + ... +hn(;) -ft' d t. 
-oo 

Hierin ist rp(;) + 0 angenommen, ferner h~(~) = 0, h~(~) < 0 als 
Bedingung des Maximums an der Stelle ~ und - h'{(~)- h~(~) 

- · · · - h~(~) = s. Die Methode lii.Bt sich in vielen Fallen rechtfertigen, 
mannigfach erweitern und verfeinern. 

217. 

• ;T n!22ncos~ 

lim {I ( . ~ ) ( ·u ! ( . {f ) ( . ~ I a{} = 2 n: . n ..... oo. 2ne• -1 2ne• -2 2ne• -3 ... 2ne"- n) 

X 
[Man setze {} =--= und beachte 59, 115.] Vn 

218. Die Funktion 

yx(x- 1)(x- 2) ... (x- n)a-x, 

wo a> 1, hat im Intervalle (n, + oo) ein bestimmtes Maximum Mn. 
Es ist 

Mn 1 1 
-,~- ""'-----= 1 • 
n. Yz:n n+-

(a-1) 2 

[16.] 
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219. Die Funktion 

x(x2 -12)(x2 _ 22) ... (x2 _ n2)a-x, 

wobei a> 1, hat im Intervalle (n, + oo) ein bestimmtes Maximum Mn
Es ist 

Mn ""'_1_ ( 2lla )2n+I 
n!2 2n a-1 

220. Man setze fx = Q0(x), 

Die Funktionenfolge 

Q1(x)a-x, Q2(x)a-x, ... , 

[17.] 

n = 1, 2, 3, .... 

bleibt fiir x > 0 gleichmaBig beschrankt, falls a ::=:: 2, und bleibt nicht 
gleichmaBig beschrankt, falls 0 < a < 2 ist. 

221. Man setze x=P0(x), 

n=1,2,3, .... 

Die Funktionenfolge 

P1(x)a-x, P2(x)a-x, 

bleibt fiir x > 0 gleichmaBig beschrankt, falls a> 3 + y8, und bleibt 

nicht gleichmaBig beschdinkt, falls 0 < a < 3 + r1S ist. 
222. Es sei a> 0, 0 < f1 < 1 und Mn das Maximum von e- (x+a<~>") xn 

im Intervalle (0, +co). Es ist 

(
M -u 

lim _n)" , =e-a. 
n-+oo n! 

6* 



D ritter A b s c h nit t. 

Funktionen einer komplexen 
Veranderlichen. 

Allgemeiner Teil. 

1. Kapitel. 

Komplexe Zahlen und Zahlenfolgen. 
Die komplexe Variable z sei in der Form 

z=x+iy=rei~ (x, y, r, {} reell, r>O, {}mod. 2n genommen) 

geschrieben. Dann heiBt 

X = m z der Realteil von z' y = ,J z der Imaginarteil vorl z' 
r = I z I der absolute Betrag von z, {} = arc z der Arcus von z. 

Die Zahl z = x ~ iy =re-i~ heiBt konjugiert zu z. 
1. z + z ist reell, z - z ist rein imaginar, z z ist reell und nicht 

negativ. 
2. Welche Teile der z-Ebene sind durch die folgenden Bedingungen 

gekennzeichnet: 

ffiz>O; ffiz>o; a<,Jz<b; IX<arcz<fJ; ffiz=O; 

I z - Zo I = R; I z - Zo I < R; I z -- Zo I < R; R < I z i :::; R'; m ~ = ~ 
(a, b, IX, fl, R, R' reell, z0 komplex, a< b, IX< fJ < <X+ 2 n, 0 < R < R')? 

3. Welche Teile der z-Ebene sind durch die Bedingungen 

1 z - a 1 + 1 z - b 1 = k, 1 z -- a 1 + 1 z - b 1 < k, k > o 
gekennzeichnet? 

4. Welches Gebiet der z-Ebene wird durch die Bedingung 

I z2 + a z + b I < R2 

gekennzeichnet? Fiir welche Werte von R ist dieses Gebiet zusammen
hangend und fiir welche nicht? 
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5. Es sei I a I< 1. Die Gesamtheit der Punkte der vollen z-Ebene 
zerfallt in drei Kategorien, je nachdem der Betrag des Ausdruckes 

z-a 
1- az 

< 1, = 1 oder > 1 ausfallt. Wo liegen die dreierlei Punkte? 
6. Es sei ffia > 0. Die Gesamtheit der Punkte der vollen z-Ebene 

zerfallt in drei Kategorien, je nachdem der Betrag des Ausdruckes 

a-z 
a+z 

< 1, = 1 oder > 1 ausfallt. Wo liegen die dreierlei Punkte? 
7. Es seien IX, fJ reell, a komplex, IX, {J, a fest. Die komplexen 

Veranderlichen z1 und z2 seien durch die Beziehung verbunden: 

~Xz1 z1 +az1 z2 +az1 z2 +{Jz2 z2 =0. 

Ist IX fJ - a a < 0, so erfiillen die Werte z1 eine Kreislinie, ev. eme 
z2 

Gerade. (Die linke Seite der Gleichung heiBt eine Hermitesche Form 
der V eranderlichen z1 und z2 .) 

8. Es seien a und b positive Konstanten, die reelle Variable t soH 
die Zeit bedeuten. Welche Kurven werden beschrieben von den drei 
Punk ten 

z1 = ia +at, z2 =- ibe-it, z = ia +at- ibe-it? 

9. W elche Bewegung fiihrt der Punkt 

.a+ b ,_t 
z =(a+ b) eit- be b 

a us? a, b sind positive Konstanten, t ist die Zeit. 
10. Der Radiusvektor r und der Arcus {} seien Funktionen der 

Zeit t. Die komplexe Funktion z = rei{} der reellen Veranderlichen t 
stellt die ebene Bewegung eines Punktes dar. Man berechne die Kom
ponenten der Geschwindigkeit und Beschleunigung parallel und senk
recht zum Radiusvektor. [Man differentiiere z zweimal nach t.] 

11. Fiir welche Werte von z ist das nte Glied znl von 
n. 

z z2 zn 1+-+-+· .. +-+ ... 
1! 2! n! 

(der Exponentialreihe im Komplexen) absolut groBer als irgendein 
anderes Glied? n = 0, 1, 2, .... 
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12. Fiir welche Werte von z ist das nte Glied von 

1 + ~ + z(z - _D + ~~: - 1) (z - 2) + ... + 
1 1·2 1·2·3 

+ z(z- 1) · · · (z- n + 1) + ... = ~ (z) 
1·2···n ~ n 

n=O 

(der Binomialreihe (1 + t)' fiir t = 1 und komplexes z) absolut gr6Ber 
als irgendein anderes Glied derselben Reihe? n = 0, 1, 2, ... 0 

13. Man setze 

P0 (z) = z, Pn(z) = z(1- ~:) (1- ~:)(1- ;:) · · · (1- :2
2), 

n=1,2,3, .... 

Fiir welche Werte von z ist I Pn(z) I gr6Ber als I P 0(z) I, I P1(z) I, ... , 
I Pn- 1(z) I, I Pn+l(z) I, o .. ? ( Pn(z) ist das nte Partialprodukt in der 

. smnz) Produktentw1cklung von -n-. 

14. Die reellen Funktionen f(t) und rp(t) seien im Interval] 
a< t < b definiert, f(t) positiv und stetig, rp(t) eigentlich integra bel. 
Dann ist 

b b 

1 f f(t) ei q;(t) at 1 < f t(t) at. 
a a 

Das Gleichheitszeichen gilt hier dann und nur dann, wenn die 
Funktion rp(t) an ihren samtlichen Stetigkeitsstellen mod. 2 n den
selben Wert annimmt. 

15. Die reelle Funktion rp(t) sei fiir t > 0 definiert und in jedem 
endlichen Intervall eigentlich integrabel. Setzt man 

J e ~ (t + i rp(t)) d t = P, J e- 2 (t + i rp(t)l d t = Q, 
0 0 

dann gilt die Ungleichung 

I4P2 -2Qis3, 

und zwar dann und nur dann mit dem Gleichheitszeichen, wenn die 
Funktion rp(t) an ihren samtlichen Stetigkeitsstellen mod. 2n denselben 
Wert annimmto 
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Wir betrachten Polynome nten Grades 

P(z) = a0 zn + a1zn- 1 + a2zn- 2 + · · · + an_ 1z +an 

mit beliebigen komplexen Koeffizienten; haufig wird a0 + 0 voraus
gesetzt. Die komplexe Zahl z0 heiBt eine Nullstelle dieses Polynoms, wenn 

a0 z~ + a1 z~-l + a2 zg-2 + · · · + an- 1Z0 +an= 0 

ist. (z0 ist Wurzel der algebraischen Gleichung P (z) = 0 .) Sind 
z11 z2, ••• , Zn die n Nullstellen des Polynoms P(z), so ist 

P(z) = a0 (z- z1) (z- z2) ••• (z- Zn), 

wie in der Algebra bewiesen wird. 
16. Ein Polynom von der Form 

zn-p1zn- 1-P2zn-2- ··· -Pn-1Z-Pn, 

wo P1 > 0 , P2 2"- 0, ... , Pn > 0, P1 + P2 + · · · + Pn > 0 ist, hat eine 
einzige positive Nullstelle. 

17. Ist z0 eine beliebige Nullstelle des Polynoms 

zn + alzn-1 + a2zn-2 + ... +an, 

so ist I z0 I nicht groBer als die einzige positive Nullstelle C des Poly
noms zn - I a1 I zn - 1 - I a2 I zn- 2 - · · • - ! an I· 

18. Es sei an+ 0. Die Nullstellen des Polynoms 

P(z) = zn + alzn-1 + a2zn-2 + ... +an 

sind dem Betrage nach nicht kleiner als die einzige positive N ullstelle 
des Polynoms zn + ! a1 I zn- 1 + I a2 1 zn- 2 + · · · + I an- 1 I z- I ani· 

19. Samtliche Nullstellen des Polynoms zn + c liegen aut der 
1 

Kreislinie urn z = 0 mit dem Radius I c I" . 
20. Es seien d0 , d1 , ... , dn_ 1, dn positive Zahlen, und es sei 

dn > I a1 I dn -1 + I a2l dn- 2 + ; " + I an I do · 
Die Nullstellen des Polynoms 

zn + a1zn-1 + a2zn-2 + ... +an 

sind dem absoluten Werte nach nicht groBer als die groBte der Zahlen 

dn l;a; va:- vdn 
dn -1 ' V dn- 2 ' dn- 3' ... ' do . 

21. Die Wurzeln der Gleichung 
zn + a1zn-1 + a2zn-2 + ... +an= 0 

sind dem absoluten Werte nach nicht groBer als die groBte der Zahlen 

nla1l, Vnla2l· VnTaJ, ... , Ynlanl; 
sie sind auch nicht groBer als die groBte der Zahlen 

V2"(i)' I •• I , k = 1, 2, 3, ... , n. 
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22. Es sei 
PCJ > P1 > P2 > 0 0 0 > Pn > o 0 

Keine Nullstelle des Polynoms 

Po + P1 Z + P2 Z2 + · · · + Pn z" 
kann im Einheitskreise I z I < 1 liegen. 

23. Sind samtliche Koeffizienten Po. p1, ••• , p,. des Polynoms 

Poz" + plzn-l + · · · + Pn-lz+ Pn 
positiv, so liegen die Nullstellen desselben im Kreisring ~<I z I< {J, 
wo ~ den kleinsten, {J den groBten der Werte 

P1 P2 Pa Pn 
Po' Pt' · P2' ... , Pn-1 

bedeutet. 
24. Esseiena0, a11 a2, ••• ,a,., n>1, dieZifferneiner(n+1)-ziff

rigen Zahl 

Dann liegen die Nullstellen des Polynoms 

a0 +a1z+a2z2+ ooo +a,.z" 
entweder im Innern der linken Halbebene oder im Kreise 

lzl < 1 + VV. 
2 

Die wahre Grenze, die an Stelle dieser letzten Zahl treten kann, liegt 
zwischen 3 und 4. 

25. Sii.mtliche Nullstellen des Polynoms 
P(z) = a0 z" + a1 z"- 1 + 0 0 • + a,._ 1z +a,. 

mogen in der oberen Hal be bene S z > 0 Iiegen. Es sei 

a,·= ~, + i {J,, ~,, {J, reel!, 1' = 0, 1, 2, 0 0 0, n, 
und 

U(z)= ~0 z" + ~1 zn-1 + 0 0 0 + ~,.- 1 z + ~ ... 
V(z) = fJ0 z" + f31zn-l -r 0 0 0 + fJ,._ 1z + {J,.. 

Dann haben U(z) und V(z) nur reelle Nullstellen. 
26. Es sei P(z) = 0 eine algebrai$che Gleichung nten Grades, deren 

Wurzeln sii.mtlich im Einheitskreise I z I < 1 liegen. P(z) entstehe aus 
P(z), indem man sii.mtliche Koeffizienten durch ihre konjugierten 
Werte ersetzt; es sei P*(z) =z"P(z-1) gesetzt. Dann liegen dieWurzeln 
von P(z) + P*(z) = 0 samtlich auf dem Einheitskreise / z I = 1 . 

27. Ein Polynom nten Grades, n > 2, nehme fiir z = a und z = b 
die Werte ~ bzw. {J an, und zwar sei a =F b, ~ =F {J. Dann nimmt es jeden 
Wert y, der auf der Verbindungsstrecke von ~ und fJ liegt, mindestens 
einmal im Innern oder am Rande desjenigen Kreisbogenzweiecks an, 

von dessen Punkten aus die Strecke a b unter dem Winkel ~ erscheint. 
n 
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28. Wenn aile die komplexen Zahlen z1 ,z2 , ••. ,Zn (d. h. die sie 
darstellenden Punkte) auf derselben Seite einer durch den Punkt 0 
gehenden Geraden liegen, so ist 

1 1 1 
Z1 + Z2 + · · · + Zn =F 0, - + - + · · · + -- =F 0. 

Zt z2 Zn 

29. Es seien z1, z2, ••• , Zn beliebige komplexeZahlen mit derSumme 0. 
Jede durch den Nullpunkt gehende Gerade g trennt dann die Zahlen 
z1 , z2 , ••• , Zn, d. h. auf heiden Seiten von g liegen gewisse dieser Zahlen, 
es sei denn, daB samtliche auf g selbst liegen. 

30. Es seien Zv z2, ••. , Zn beliebige Punkte in der komplexen Zahlen
ebene, m1 > 0, m2 > 0, ... , mn > 0, m1 + m2 + · · · + mn = 1 und es sei 

z = m1 z1 + m2 z2 + · · · + mn Zn . 

J ede Gerade durch den Punkt z trennt dann die Punkte z1 , z2 , •.• , Zn, 

es sei denn, daB sie alle auf der betreffenden Geraden liegen. 

FaBt man die in 30 betrach teten Zahlen m1 , m2 , •.. , mn als in 
z1 , z2 , .•• , Zn angebrachte Massen auf, so ist der dort definierte 
Punkt z der Schwerpunkt dieser ,Massenbelegung". Bildet man sam t
liche derartigen Massenbelegungen in den fest gedachten Punkten 
z1 , z2 , ••• , Zn, so fiillen die entsprechenden Schwerpunkte das Innere 
eines konvexen Polygons a us, des kleinsten, das die Punkte zv z2, ••• , Zn 

enthii.lt. Der einzige Ausnahmefall ist, wenn die Punkte z1 , z2 , •.• , Zn 

auf einer Geraden liegen. Die Schwerpunkte fiillen dann das ganze 
Innere der kleinsten, die gegebenen Punkte enthaltenden Strecke aus. 

31. AuBerhalb des kleinsten konvexen Polygons, das sii.mtliche in 
der komplexen Ebene dargestellten Nullstellen des Polynoms P(z) ein
schlieBt, kann P'(z) keine Nullstellen haben. Diejenigen Nullstellen 
von P'(z), die nicht zugleich Nullstellen von P(z) sind, liegen im Innem 
des kleinsten konvexen Polygons (bzw. der kleinsten Strecke), welches 
die Nullstellen von P(z) enthalt. 

32. Es seien zv z2, ••• , Zn beliebige voneinander verschiedene kom
plexe Zahlen, und man betrachte sii.mtliche Polynome P(z), die nur in 
den Punkten zv z2, ••• , Zn (von beliebiger Ordnung) verschwinden. Die 
Menge der Nullstellen aller P'(z) liegt iiberall dicht in dem kleinsten 
konvexen Polygon, das zv z2, ••• , Zn enthalt. 

33. Ist P(z) ein Polynom, so liegen die Nullstellen von cP'(z)- P(z), 
c =f 0, im kleinsten konvexen Polygon, das die Halbstrahlen, die von 
den Nullstellen von P(z) aus parallel zu dem Vektor c gezogen sind, 
enthalt.· Am Rande dieses Bereiches kann eine Nullstelle von 
cP'(z) - P(z) nur in einem der heiden folgenden Falle Iiegen: a) sie ist 
zugleich eine Nullstelle von P(z), b) der betrachtete Bereich reduziert 
sich auf einen Halbstrahl. 
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34. Es seien (h, e2 , ••• , Qp positive, a1 , a2 , ·: ., ap beliebige kom
plexe Zahlen und die Polynome A(z) und B(z) bzw. pten und 
(p-1)ten Grades durch die Gleichung 

B(z) = __2!_ + ~ + ... + ____2:p__ 
A(z) z- a1 z- a2 z-ap 

definiert. 1st P(z) ein Polynom, fur welches A(z) P''(z) + 2B(z) P'(z) 
durch P(z) teilbar ist, d. h. 

A(z) P''(z) + 2B(z) P'(z) = C(z) P(z), 

C(z) ein Polynom, so liegen die Nullstellen von P(z) im kleinsten kon
vexen Polygon, das die Zahlen a1 , a2 , ••• , aP umschlieBt. 

35. Wenn ein Polynom f(z) mit Iauter reellen Koeffizienten nur 
reelle Nullstellen besitzt, so gilt dasselbe auch fiir seine Derivierte f'(z). 
Hat f(z) imaginii.re Nullstellen, so sind dieselben paarweise spiegelbild
lich zur reellen Achse gelegen, d. h. konjugiert. Man bedecke nun 
die Verbindungsstrecke von jedem konjugierten Nullstellenpaar durch 
eine Kreisscheibe, die die Verbindungsstrecke zum Durchmesser hat; 
wenn f'(z) imaginii.re Nullstellen hat, so liegen diese innerhalb der 

konstruierten Kreisscheiben. [Man betrachte den Imaginarteil von j(~? ·] 

36. Liegen die Zahlen zl' z2' Za' ••• 'Zn, ••• samtlich in dem Winkel

raum- cx<arcz<cx, cx<~,sosinddieReihenz1 +z2 +z3 +· · · +zn+· · · 

und I Z1 I + I z2 1 + ! z3 l + · · · + I Zn I + · · · entweder beide konvergent 
oder beide divergent. 

37. Die Zablen z1 , z2 , z3 , ••• , Zn, . • . sollen sam tlich in der Halb
ebene lR z > 0 liegen. Konvergieren die heiden Reihen 

Z1 + Z2 + Za + · · · + Zn + · · · , zi + ~ + rs + · · · + z! + · · ·, 
so ist auch I z1 12 + I z2 12 + I z3 l2 + · · · + I Zn 12 + · · · konvergent. 

38. Es gibt solche komplexen Zahlenfolgen z1 , z2 , z3 , ••• , Zn, 

daB samtliche Reihen 

zf + z: + z: + · · · + z! + · · · , 
konvergieren und samtliche folgenden 

k = 1, 2, 3, ... 

I ztlk +I z2lk + lzalk + · · · +I Zn lk + · · ·, k = 1, 2, 3, ... 
divergieren. 

39. Es seien z1 , Z2 , z3 , ••• , Zn, • • • beliebige komplexe · Zahlen. 
Existiert eine pos1tive Distanz (J derart, daB I z1 - zk I > (J, falls l < k, 
l, k = 1 , 2, 3 , ... , so ist der Konvergenzexponent der Betrage 
I ztl• I z21• I zal •... , I Zn 1 •... hOchstens 2. [I 114.] 
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40. Die Haufungswerte der komplexen Zahlen 

1i"' + 2i"' + 3i"' + ... + ni"' 
.~reell,n=1,2,3, ... , 

n 

fiillen die Peripherie des Kreises aus, dessen Mittelpunkt der Nullpunkt 
und dessen Radius ( 1 + ~2)- t ist. [Der fragliche Ausdruck steht in 
einfacher Beziehung zu einer Rechtecksumme.] 

41. Wo liegen die Haufungswerte der komplexen Zahlenfolge 
z1 , z2 , z3 , ••• , z .. , .. . , wenn 

ist? 
42. Man setze 

( 1 + ;1) ( 1 + ;2) 0 0 0 
( 1 + ;;;) = z,. 

und verbinde die Punkte z,._ 1 und z,. durch ein Geradenstiick, 
n = 2, 3, 4, .... Diese Geradenstiicke haben aile die gleiche Lange 1, 
und der Streckenzug, den sie aneinandergereiht bilden, nahert sich in 
seinem Verlauf immer mehr und mehr der Form einer Archimedischen 

Spirale; d. h. wenn z,. = r,.ei<rn, r,. > 0, 0 < cp,.- g;,._ 1 < i, dann ist 

I. r,.- r,._ 1 1 1. r,. 1 
lm =-, Im -=-. 

n-+oo CfJn- CfJn-1 2 n_,.oo cp,. 2 
it 

43. Es sei t eine feste reelle Zahl. Es ist, z = 2 n e Vn gesetzt, 
,- 2z I 

lim V !!_ n · ---,-----,- = e- t•. 
n-+oo n z (z- 1) (z- 2) ... (z- n) 

[II 59; II 10, Ieicht modifiziert.] 

A us einer belie bigen unendlichen F olge z0 , z1 , z2 , ••. , z,., . . . kon
struieren wir mittels des dreieckigen Zahlenschemas 

aoo. 
alO• all• 

a20• a21• a22• 

die neue Zahlenfolge w0 , w1 , w2 , •.• , w,., .. . , wo 

w,. = a .. 0 z0 + an1z1 + a,. 2 z2 + · · · + a,.,.z .. , n = 0, 1, 2, ... 

ist. Dieses Zahlenschema heiBt konvergenzerhaltend, wenn es iede 
konvergente Folge z0 , z1 , z2 , ••• , Zn, • • • wieder in eine konvergente 
Folge w0 ,w1 ,w2 , ••• ,w,., ... iiberfiihrt. (Vgl. I, Kap. 2.) Hierzu ist 
notwendig und hinreichend, daB folgende Bedingungen erfiillt sind: 
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1. Fiir jedes feste Y existiert 

lim an,.= a,.; 
n-+oo 

2. setzt man 
n n 

1; an, = On, 1; I an,.J = Cn, 
v=O >'=0 

so ist die Folge a0 , o1 , o2 , .• • , on,... konvergent und die Folge 
C0 , C1 , C2 , ••• , Cn, ... beschrankt. [0. Toeplitz, Prace mat.-fiz. Bd. 22, 
S. 113-119, 1911; H. Steinhaus, ebenda, S. 121-134; T. Kojima, 
T6hoku Math. J. Bd. 12, S. 291-326, 1917; I. Schur, J. fiir Math. 
Bd. 151, S. 79-111, 1921.] 

44. Man beweise die leichtere Halfte des eben genannten Satzes: 
Sind die Bedingungen 1. 2. erfiillt, so ist das Zahlenschema konver
genzerhaltend. [I 66, I 80.] 

. 45. Wie muB die Reihe u0 + u1 + u2 + · · · + Un + · · · beschaffen 
sein, damit sie mit jeder konvergenten Reihe v0 + v1 + v2 + · · · + Vn + · · · 
auf die Cauchysche Weise multipliziert [I 34, II 23, VIII, Kap. 1, § 5], 
eine konvergente Reihe 

erzeugt? 

u0 v0 + (u0 v1 + u1 v0) + (u0 v2 + u1 v1 + u2 v0) + · · · 
+ (uovn + U1Vn-1 + ... + Un-IV1 + UnVo) + ... 

46. Wie muB die Reihe u1 + u2 + · · · + Un + · · · beschaffen sein, 
damit sie mit jeder konvergenten Reihe v1 + v2 + · · · + vn + · · · auf 
die Dirichletsche Weise multipliziert (VIII, Kap. 1, § 5) eine konver
gente Reihe 

u1 v1 + (u1 v2 + u2 v1} + (u1 v3 + u3 v1) + ··· + L UtVn + ·· · 
t/n t 

erzeugt? 
47. Die Faktorenfolge 

Yo• Yt• Y2• · · ·• Yn• .. · 
besitzt dann und· nur dann die Eigenschaft, jede konvergente Reihe 
a0 + a1 + a2 + · · · +an+ · · · in eine ebensolche 

roao + 1'1a1 + /'2a2 +···+/'nan+··· 
iiberzufiihren, wenn die Reihe 

I Yo - /'1 I + J /'1- 1'2\ + .. · + I Yn- Yn+I I + .. · 
konvergent ist. 

48. Folgender Satz: ,~Aus der Existenz von 

lim (u0 + u1 + · · · + Un- 1 + cun) = tX 

folgt die Existenz von 

lim (uo + u1 + · · · + Un- 1 + Un) = tX" 
n-+oo 

ist richtig fiir c = 0 und fiir 9l c > i, falsch fiir 9l c < i, c t 0. 
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49. Es seien u0 , u1 , u2 , ••• , Un, ... beliebige komplexe Zahlen. Fi.ir 
welche W erte von c kann man a us der Existenz von 

lim (un + c Uo + ul + ... + Un) 
n~oo n+1 

die Existenz von lim un schlieBen? 
n-->-oo 

50. Ist die Dirichletsche Reihe 

a1 1-"+a2 2-"+a3 3-"+ ... +ann-•+ ... 

konvergent fi.ir s = a + i -r, a, -r reell, a > 0, so ist 

lim (1 - t)" (a1 t + a2 t2 + a3 t3 + .. · + antn + .. ·) = 0. [I 92.] 
t-->-1-0 

51. Eine Reihe mit komplexen Gliedern, von der jede Teilreihe 
konvergiert, muB absolut konvergent sein. [I 125.] 

52. Divergiert I z1 1 + I z2 1 + I z3 l + · · ·, so existiert mindestens eine 
Verdichtungsrichtung ~, derart, daB die Betrage derjenigen Glieder 
der Reihe z1 + z2 + z3 + · · ·, die in den Winkelraum ~ - e < arcz 
< ~ + e fallen, bei jeder Wahl von e > 0 eine divergente Reihe 
bilden. 

53. Wenn lim Zn = 0 und die Richtung der positiven reellen 
n-)o-oo. 

Achse Verdichtungsrichtung der nicht absolut konvergenten Reihe 
z1 + z2 + z3 + · · · ist, so laBt sich cine Teilreihe Zr, + Zr, + Zr, + · · · 
herausgreifen, deren Realteil gegen + oo divergiert und deren Imaginar
teil konvergiert. 

54. W enn z1 + z2 + z3 + · · · konvergiert und I z1 I + I z2 1 + I z3 l + · · · 
divergiert, so kann man durch passende Umordnung jeden Wert als 
Reihensumme erzielen, der durch einen Punkt einer gewissen Geraden 
in der komplexen Ebene dargestellt wird. [Verschiebungen zweier kom
plementarer Teilreihen relativ zueinander; 52, 53, I 133, I 134.] 

2. Kapi tel. 

Abbildungen und Vektorfelder. 
Wenn jedem Wert von z innerhalb eines gewissen Bereiches 58 

der z-Ebene nach einem bestimmten Gesetze ein komplexer Zahlen
wert w zugeordnet ist, so heiBt w eine Funktion von z. Es sind zwei 
geometrische Darstellungen des funktionalen Zusammenhanges besonders 
ni.itzlich. Die eine benutzt eine Ebene, die andere zwei Ebenen. Man 
kann sich den, dem Punkt z zugeordneten Wert w (oder wenn zweck
maBiger, w) als Vektor, der in dem Punkt z wirkt, vorstellen; auf diese 
Weise wird in dem Bereiche 58 ein Vektorfeld definiert. .In einer 
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anderen Darstellung faBt man den Wert w, welcher dem in der z-Ebene 
gelegenen Punkt z zugeordnet ist, a1s Punkt einer anderen komplexen 
Zahlenebene (w-Ebene) auf; auf diese Weise wird eine Abbildung 
des Bereiches ~ auf gewisse Punkte der w-Ebene definiert. 

Es seien u = u(x, y) und v = v(x, y) zwei reelle Funktionen der 
heiden reellen Veranderlichen x und y. Dann ist w = u + iv eine 
Funktion der komplexen Vedinderlichen z = x + iy. Die Funktion 
w = u + i v von z = x + i y heiBt in einem Gebiete analytisch, wenn u 
und v nebst den ersten partiellen Differentialquotienten stetig sind und 
den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen 

ou ov ou ov 
ox= oy' oy =-ax 

geniigen. Zusammengefaflt Iauten diese 

a ( . ) 1 a ( . ) dw - u+vo =-;- u+~v =-. ox ~ oy dz 

55. Sind die Funktionen 

z, z2, / z !, z 
analytisch ? 

56. Man suche diejenige analytische Funktion von z = x + i y, ·die 
fiir z = 0 verschwindet und deren Realteil 

x(1 + x2 + y~) __ ist. 
1 + 2x2- 2y2 + (x2 + y2)2 

57. Es se1en a und b feste reelle Zahlen, a < b, z ein in der Halb
ebene ~z > 0 variabler Punkt und w der variable Winkel, unter dem 
die auf der reellen Achse liegende Strecke a < z < b von z aus gesehen 
wird. Man finde, wenn moglich, eine analytische Funktion f(z), von 
der w der reelle Teil ist. 

58. Man zeige, daB fiir jede analytische Funktion f(z) = f(x + i y) 

(aa;2 + aa;2) I f(x + iy) i2 = 4/ f'(x + iy /2. 
59. Es sei f(z) eine analytische Funktion von z = x + i y. Dann ist 

( _o2 + ()2-) log{1 +I f(x + iy) /2) = 4/ f'(x + iy)l2_. 
dx2 oy2 {1+if(x+iy)/2)2 

Die Cauchy- Riemannschen Differentialgleichungen bedeuten be
kanntlich, daB eine analYtische Funktion eine konforme Abbildung 
der z-Ebene auf die w-Ebene vermittelt. (Erhaltung der Winkel samt 
Drehungssinn.) 

Die Bedeutung der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen 
fiir das Vektorfeld wird spiiter zur Sprache kommen. V gl. § 3. 
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60. Wir denken uns im Raum ein rechtwinkliges Koordinaten
system ~. ry, C. Ein beliebiger Punkt (~, ry, C) der Kugel ; 2 + ry2 + C2 = 1 
(Einheitskugel) sei vom Punkt (0, 0, 1) aus (Nordpol der Kugel) auf die 
Ebene C = 0 (Aquatorialebene) projiziert. Die Projektion sei (x, y, 0). 

Man driicke x + iy durch ~. ry, C und ~. 'Yf, C durch x und y aus. (Stereo
graphische Projektion.) 

61. (Fortsetzung.) Dem Punkt P der Ebene C = 0 soll durch 
stereographische Projektion der Punkt P' an der Oberflache der Ein
heitskugel entsprechen. Durch eine halbe Umdrehung (Drehwinkel n) 
der Einheitskugel urn die ~-Achse gelangt P' in P''; P" wird durch 
stereographische Projektion in den Punkt P'" der ~. 'Yf- Ebene iiber
tragen. Die Koordinaten von P seien x, y, 0, die von P'" seien u, v, 0. 
Man driicke u + i v durch x + i y a us. 

Wir fiihren auf der Einheitskugel die geographischen Koordinaten 
rp und () (Breite und Lange) ein, wobei 

Es ist bekanntlich 

~ = cosrp cos(), 'Yf = cosrp sin(), C = sin rp. 

Wir betrachten den Kreiszylinder, der die Einheitskugel ~2 + 17 2 + ' 2 = 1 
langs des Aquators (GroBkreis in der Ebene C = 0) beriihrt. Man 
denke sich auf dem Kreiszylinder ein Koordinatensystem (u, v) einge
fiihrt, das nach Abwicklung des Zylinders in ein kartesisches iibergeht. 
Der Punkt u = 0, v = 0 moge in (1, 0, 0) liegen. Die positive u-Achse 
ist eine nach oben gerichtete Erzeugende, die v-Achse fallt vor der Ab
wicklung des Zylinders mit dem Aquator zusammen. Die Werte von v 
variieren auf dem Zylinder, in demselben Richtungssinn wie f), von -n 
bis n. Die so erhaltenen Punkte der u, v-Ebene erfiillen einen Parallel
streifen von der Breite 2 n, dessen Mittellinie die u-Achse ist. 

Bei der M ercatorschen Projektion wird die Einheitskugel auf 
den u, v-Zylinder (nach Abwicklung Parallelstreifen) eineindeutig und 
konform abgebildet. Dem Punkt auf der Kugel mit den geographischen 
Koordinaten rp, () entspricht hierbei an dem Zylinder der Punkt 

u = log tg ( ~ + ~) , v = (). 

62. Welche Linien entsprechen den Meridianen und Parallelkreisen 
der Einheitskugel auf dem Zylinder bei der M ercatorschen Projektion? 
Welche auf der Ebene bei der stereographischen Projektion? 

63. (Fortsetzung.) Ein Punkt der Einheitskugel soH einerseits 
durch stereographische Projektion dem Punkt (x, y, 0) der Ebene und 
andererseits durch M ercatorsche Projektion dem Punkt (u, v) des 
Zylinders entsprechen. Man driicke x + iy durch u + iv aus. 
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64. Es sei z = ew. Welche Kurven det z-Ebene entsprechen den 
aufeinander senkrechtenGeraden 91w = konst., Sw = konst. der w-Ebene? 

65 .. Auf welchen Kurven der z-Ebene ist der Realteil von z2 

konstant? Auf welchen der Imaginarteil? Die heiden Kurvenscharen 
bilden ein. Orthogonalsystem; warum? 

66. Welche Kurven der z-Ebene entsprechen bei der Abbildung 

w = iz den Geraden 91 w = konst. ? W elche den Geraden S w = konst. 
der w-Ebene? [Es ist z = w2.] 

67. Die Abbildung w = cosz fiihrt die Geraden 91z = konst. der 
z-Ebene inEllipsen, die Geraden Sz = konst. der z-Ebene in Hyperbeln 
der w- Ebene tiber. 

68. Man stelle die Gleichungen der Kurven der x, y-Ebene auf, 
die bei der Abbildung 

Z=w+ew, z=x+iy, w=u+iv 

den Kurven u = konst. bzw. v = konst. entsprechen. Was entspricht 
den Geraden v = 0, v = n? 

69. Man berechne den Flacheninhalt des Bereiches, der bei der 
Abbildung w = e• dem Quadrat 

a - e-=== x <a + e, - e < y < e 

entspricht; a reell, e positiv und < n, z = x + iy. Man berechne das 
Verhiiltnis der Flacheninhalte der heiden Bereiche und den Grenz
wert desselben, wenn e gegen Null konvergiert. 

Unter linearem VergrofJerungsverhiiltnis der Abbildung w = f(z) in 
einem Punkte z, wo f(z) regular ist, versteht man das Verhaltnis des 
Linienelementes in dem Punkt w = f(z) der w-Ebene zu dem im 
Punkte z der z-Ebene. Dieses Verhiiltnis ist gleich Jf'(z) J. Unter flachen
haftem VergrofJerungsverhiiltnis versteht man das analoge Verhaltnis der 
Flachenelemente. Es ist gleich Jf'(z) J2 • Einem Kurvenstiick L in der 
z-Ebene entspricht somit in der w-Ebene ein Bild, dessen Lange durch 

Jlf'(z)JJdzJ 
L 

gegeben ist. Einem Flachenstiick F der z = x + i y-Ebene entspricht 
ein Flachenstiick der w-Ebene, dessen Inhalt gleich 

J flt'(z) J2 dxdy 
F 

ist. 
Die Anderung der Richtung des Linienel.ementes bei der Abbil

dung w = f(z) ist gleich arcf'(z). Sie heiBt die Drehung im Punkte z 
und ist bis auf ein Vielfaches von 2n in jedem Punkt, wo f'(z) =1= 0 ist, 
bestimmt. Man nimmt gewohnlich diejenige Bestimmung, fiir die 
- n < arcf'(z) < n ist. 
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70. Durch die Abbildung w = cosz, z = x + iy werden die Punkte 
eines Rechtecks 

eineindeutig und konform auf einen Bereich bezogen, dessen Begren
zungen Stucke von konfokalen Ellipsen bzw. Hyperbeln sind [67]. 
Man berechne den FHi.cheninhalt dieses Bereiches. 

71. Wo liegen die Punkte von gleichem linearen VergroBerungs
verhaltnis bei der Abbildung w = z2 ? Wo die Punkte von gleicher 
Drehung? 

72. Es sei a ein wachsender positiver Parameter. Man stelle die
jenigen Gebiete her, in welche die Quadrate 

-a<x<a, -a<y<a 

bei der Abbildung w = ez, z = x + iy iibergehen. Bis zu welchem Werte 
von a sind diese Gebiete bloB einfach iiberdeckt? Fiir welchen Wert 
von a ist das Bild genau n-mal iiberdeckt? 

73. Man betrachte das Bild der Kreisscheibe lzl <r bei der Ab
bildung w = e•. Man denke sich r stetig wachsend. Auf dem Halb
strahl arcw = ~ befindet sich ein Punkt, der in jedem Moment des 
Anschwellens der Kreisscheibe durch deren Bild mindestens ebensooft 
iiberdeckt ist wie irgendein anderer Punkt des Halbstrahls. Wo liegt 
dieser Punkt? 

Die reguHi.re Funktion w = f(z) heiBt schlicht (verschiedenwertig) 
in einem Gebiet @, wenn sie dort jeden Wert, den sie annimmt, nur 
einmal annimmt. Die Funktion z2 ist z. B. schlicht in der oberen Halb
ebene ,S z > 0 , die Funktion yz ist schlicht in der liings der positiven 
reellen Achse aufgeschlitzten z-Ebene, die Funktion ez ist schlicht im 
Parallelstreifen - n < S z < n, j edoch in keinem brei teren Parallelstreifen 
[72] usw. Eine schlichte Funktion w = f(z) stellt eine eineindeutige 
konforme Beziehung zwischen dem Gebiet @ und einem Gebiet SJ der 
w-Ebene her. Hierbei ist es hiiufig zweckmaBig, den unendlich femen 
Punkt, der doch nach stereographischer Dbertragung auf die Kugel 
auch geometrisch nicht ausgezeichnet ist, als einen gewohnlichen Punkt 
anzusehen. 1st f(z) schlicht in dem Gebiete @, so ist die Ableitung f'(z) 
iiberall in@ von Null verschieden. Die Umkehrung ist nicht richtig [72]. 

74. Die Funktion w = z2 + 2z + 3 ist schlicht in der offenen 
Kreisscheibe ! z I < 1. 

75. Die Funktion w = z2 ist schlicht in der oberen Halbebene 
,Sz > 0 und bildet diese auf die liings der nichtnegativen reellen Achse 
aufgeschlitzte w-Ebene ab. 

P6lya·Szego, Aufgaben und Lehrsatze I. 7 



98 Abbildungen und Vektorfelder. 

76. Es sei .x reell, I a I < 1 . Die Funktion 
. z- a 

w= e""----
1- az 

bildet den Einheitskreis j z I< 1 auf sich selbst schlicht ab. [5.] Wo 
liegen die Punkte von konstantem VergroBerungsverhaltnis? 

77. Wenn K irgendein im Innern des Einheitskreises gelegener 
Kreis ist, dann gibt es eine Abbildung des Einheitskreises auf sich 
selbst von der Form 

z-a 
w = ei"'--c-, IX reell, I a I< 1, 

1- az 
die den Kreis Kin einen zum Einheitskreise konzentrischen iiberfiihrt. 

78. Man bilde die obere Halbebene S z > 0 auf den Kreis I w I < 1 
so ab, daB z = i in w = 0 iibergeht. 

79. Die Funktion w = ~ (z +~) ist schlicht in der offenen Kreis

scheibe I z I< 1 und bildet diese auf die lii.ngs der reellen Strecke 
- 1 < w < 1 aufgeschlitzte w-Ebene ab. Welche Kurven entsprechen 
dabei den konzentrischen Kreisen I z I = r, r < 1, welche den von 0 
ausgehenden Halbstrahlen? Wie verhii.lt sich die Abbildung auf dem 
Kreisrande I z I = 1 ? 

80. Man suche eine Funktion, die den Kreisring 0 < r1 <I z I< r2 

auf das Ringgebiet zwischen den heiden konfokalen Ellipsen 

I w- 21 +I w + 21 = 4av I w- 21 +I w + 21 = 4a2, 1 < a2 < a1 

der w-Ebcne abbildet. [Man findet eine solche auf Grund von 79, 
wenn zwischen den gegebenen Konstanten rv r2, av a2 die Beziehung 

al - ya~ - 1 a2 - -v ~ - 1 

rl 
stattfindet.] 

(die Quadratwurzeln sind positiv) 

81. Man bilde die o bere Hii.lfte des Einhei tskreises I z I < 1, 0 z > 0 
auf die obere Halbebene ab [79]. In welchen Punkten der z-Ebene ist 
das lineare VergroBemngsverhaltnis = ! ? In welch en Punkten ist die 

n 
Drehung = ± 2 ? 

82. Man bilde die obere Hii.lfte des Einheitskreises I z I < 1, S z > 0 
auf die lii.ngs der nichtnegativen reellen Achse aufgeschlitzte w-Ebene 
ab, und zwar so, daB z = 0 in w = 0, z = 1 in- w = 1, z = i in w = oo 
iibergeht. Wo liegt das Bild von z =- 1? 

83. Es sei 0 < .x < {J < 2 n. Durch die Funktion 
2J< 

w = (e-i"' z)IT-~ 

wird der Winkelraum .x < arcz < {J auf die lii.ngs der nichtnegativen 
reellen Achse aufgeschlitzte w-Ebene abgebildet. 
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84. Es sei 0:::::; IX < f3 < 2 n. Man bilde den Kreissektor 

IX < arcz < {3, I z I < 1 

auf den Einheitskreis I w I < 1 ab. 

99 

Zum Studium der Vektorfelder, die durch die analytischen Funk
tionen einer komplexen Veranderlichen bestimmt sind, benutzen wir 
spezielle, von den iibrigen Teilen dieses Kapitels etwas abweichende 
Bezeichnungen. Die unabhangige Variable sei mit 

z = x + iy =rei{} 
bezeichnet, x, y, r, {} reell, r > 0. Es sei 

I= f(z) = g; + i1p = g;(x, y) + i1p(x, y) 
eine analytische Funktion von z; g;, 1p reell. Setzt man 

df . 
dz=W=U-~V, 

u, v reell, so ist w = u - i v wieder eine analytische Funktion, fiir 
welche die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen sich durch 
Trennung von Reellem und Imaginiirem aus 

zu 

ergeben. 

_8_ (u- iv) = ;~ (u- iv) 
ox ~ oy 

ou ov ou ov 
ay =ax' ox=- oy 

Wir denken uns im Punkte z =X+ iy den Vektor w = u + iv 
(nicht w !) wirkend. Man erhalt so ein ebenes Vektorfeld. Es lii.Bt 
sich als ein Teil eines riiumlichen Vektorfeldes auffassen. Dieses 
entsteht, indem man in einem Punkt des Raumes, dessen senkrechte 
Projektion auf die komplexe Zahlenebene der Punkt x + i y ist, den 
(dieser Ebene parallelen) Vektor w wirken lii.Bt; in jedem Punkt einer 
zu der z-Ebene senkrechten Geraden ist der Zustand derselbe. 

Dieses Vektorfeld ist wirbelfrei: die erste Cauchy- Riemannsche 
Differentialgleichung 

av ou 
---=0 
ax i:Jy 

besagt, daB die Rotation verschwindet. (DaB die heiden anderen 
Komponenten der Rotation = 0 sind, ist offenbar.) Das Vektorfeld 
ist ferner quellenfrei: die zweite Cauchy- Riemannsche Differential
gleichung ou ov 

-+-=0 
ox oy 

besagt, daB die Divergenz verschwindet. (Das dritte in dem iiblichen 
Ausdruck der Divergenz auftretende Glied ist offenbar = 0.) 

7* 
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85. Man beweise, daB 

iJcp 
u = -0-, ox 

iJcp 
V=-

iJy 

ist. (cp(x, y) ist das Potential des Vektorfeldes, dieLinien cp(x, y) = konst. 
sind die Niveaulinien.) Man hat ferner 

iJ'P iJ'IfJ 
U=-,-, V=--,-. 

c!y ox 

('lfJ(X, y) ist die Stromfunktion oder das Stromungspotential, die Linien 
'lfJ(X, y) = konst. heiBen die Stromlinien oder Kraftlinien je nach der 
physikalischen Interpretation des Vektors w.) 

86. Die Linien cp(x, y) = konst. und 'lfJ(X, y) = konst. stehen aufein
ander senkrecht. 

87. Es gilt 

(Laplacesche Gleichung). 

88. Man verbinde zwei Punkte z1 = x1 + iy1 und z2 = x2 + iy2 

durch eine in dem Vektorfeld verlaufende Kurve L, deren Linienele
ment ds mit der positiven x-Achse den Winkelr einschlieBt. Man 
beweise: 

J (u cosr + v sin T) d s = cp(x2, y2) - cp(x1, y1), 
L 

d. h. das Linienintegral der Tangentialkomponente von w ist 
= Potentialdifferenz (Arbeit). 

89. Mit den Bezeichnungen von 88 gilt 

J (u sin T - v cosT) d s = 'lfJ(X2, y2) - 'lfJ(Xv YI), 
L 

d. h. das Linienintegral der Normalkomponente von w ist = Anderung 
der Stromfunktion (KraftfluB). (Beim Vorwartsschreiten Hings der 
Kurve L weist die Normale nach rechts: 

- i (cosr + isinT) = sinT- icosT.) 

Das durch eine analytische Fmiktion erzeugte Vektorfeld kann 
als elektrostatisches, magnetostatisches oder Gravitationsfeld gedeutet 
werden; w bedeutet dabei die Feldstarke. Das Vektorfeld kann auch 
als das Feld einer stationaren elektrischen oder Warmestromung auf
gefaBt werden. Bei letzterer Auffassung ist der Vektor w das Gefiille 
und als solches der Stromdichte proportional. Endlich laBt sich das 
Vektorfeld auch als das wirbelfreie stationare Stromungsfeld einer 
inkompressiblen Fliissigkeit interpretieren. 
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90. Fiir die kraftefreie stationare Stromung einer inkompressiblen 
Fliissigkeit von konstanter Dichte e und variablem Druck p, die sich 
parallel der x + iy-Ebene bewegt, gelten bekanntlich1) die Gleichungen 

ou au 1op 
u-;;-----t-v-+--=0, 

av av 1op 
u-+v-+--=0 ox oy eox ax ay e ay ' 

ou ov 
-+-=0. a.x ay 

Ist w = u - i v eine analytische Funktion, so erfiillen die . Kompo
nenten u, v des Vektors w und 

p = Po - q_ ( u2 + v2) 
2 

(Po konstant) diese Gleichungen. 
91. Durch 

1 
W=

z 

(Bernoullische Formel) 

wird ein Vektorfeld bestimmt. Man berechne Richtung und Absolut
wert von w im Punkte z = rei*, das Potential, die Stromfunktion, 
die Niveau- und Stromlinien. (Der im Kreisring 0 < r1 <I z I< r2 

gelegene Teil des Vektorfeldes kann als das elektrostatische Feld 
zwischen zwei Belegungen einer Leydener Flasche oder als das 
Feld der Warmestromung in der Wand eines Fabrikkamins auf
gefaBt werden.) 

92. Es bezeichne q; das Potential und "'' die Stromfunktion des 
in 91 betrachteten Vektorfeldes. z1 und z2 seien beliebige Punkte der 
Kreise I z I= r1 bzw. I z I= r2, q;1 und q;2 die Werte des Potentials in z1 

bzw. z2 • Man berechne 

(Potentialdifferenz zwischen den heiden Belegungen der erwahnten 
Leydener Flasche). 

Die Stromfunktion "'' in 91 stellt sich als unendlich vieldeutig 
heraus. Man verfolge ihre Wertanderung beim Durchlaufen einer be
liebigen doppelpunktlosen geschlossenen Kurve L, die den Kreis I z I= r1 

enthiilt und im Kreis 1 z I= r2 enthalten ist. Es sei z ein Punkt von 
L, "'' der Wert der Stromfunktion in z vor dem Durchlaufen, "''' der 
Wert in z nach einmaligem Durchlaufen von L. Man berechne 

"P' -"'' 

1) V gl. z. B. Riemann-Weber, Die partiellen Differentialgleichungen der mathe
matischen Physik 6. Aufl., Bd. 2, § 164, S. 416. Braunschweig: Fr. Vieweg 1919. 
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(KraftfluB, der von der einen Belegung der Leydener Flasche zur 
anderen iibertritt). Man berechne ferner 

_1 (vl- '1/') 
4n 

(/)2- g;l 

(Kapazitat der zylindrischen Belegungen pro Langeneinheit der 
Erzeugenden). 

93. Man beantworte dieselben Fragen wie in 91 fiir das durch 

~ W=-z 

bestimmte Vektorfeld. (Stationares magnetisches Kraftfeld, erzeugt 
durch einen unendlich langen auf der z-Ebene senkrechten geraden 
Stromleiter.) Sind in diesem Feld Potential g; und Stromfunktion tp 
eindeutige Funktionen? 

94. Zwei unendlich lange gerade Stromleiter stehen senkrecht 
zur z-Ebene und durchstoBen dieselbe in den Punkten z =- 1 bzw. 
z = 1 . Sie fiihren Strome von gleicher Intensitat und entgegengesetzter 
Richtung. Man bestimme im erzeugten Magnetfeld die Strom- und 
Niveaulinien. 

95. n gerade Stromleiter, die die z-Ebene in den Punkten z1, 

z2 , ••• , z,. senkrecht durchstoBen, fiihren gleichgerichtete Strome. Es gibt 
Mchstens n- 1 Punkte in der z-Ebene, in denen die erzeugte ma
gnetische Kraft verschwindet (Gleichgewichtslagen) ; sie liegen in dem 
kleinsten konvexen Polygon, das die Punkte z1 , z2 , ••• , z,. umfaBt. 
(Letztere Behauptung wird mechanisch evident, wenn man aile Vek
toren des Feldes urn 90° dreht. Vgl. die Beziehung zwischen 91 und 93.] 

96. Gegeben sind zwei konfokale Ellipsen mit den Brennpunkten 
z = - 2, z = 2 und den Halbachsen 2 av 2 b1 bzw. 2 a2, 2 b2, 

ai-bi=t4-b~=1. 

Man bestimme in dem dazwischenliegenden Ringgebiet ein quellen
und wirbelfreies Vektorfeld, fiir das beide Ellipsen Niveaulinien sind. 
(Elektrostatisches Feld in einem Kondensator, dessen Belegungen kon
fokale elliptische Zylinder sind.) Welche Form haben die Strom- und 
Niveaulinien? Man bestimme die Kapazitat [92]. [Man bilde das frag
liche Ringgebiet auf das Ringgebiet zwischen zwei konzentrischen 
Kreisen ab. Vgl. 80 und 91.] 

97. Es sei 0 <a< b, lX < ,8 < lX + 2n. In dem durch die Un
gleichungen 

a<Jzl <b, tX<arcz<fJ 

abgegrenzten Bereich bestimme man ein quellen- und wirbelfreies Vektor
feld, fiir das die begrenzenden Kreisb6gen Strom- und die begrenzenden 
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Geradenstiicke Niveaulinien sind. (Elektrische Stri:imung in emer 
Platte konstanter Dicke.) 

'ljJ1 und 'ljJ2 seien die Werte der Stromfunktion fiir I z I= a bzw. 
I z I= b, q;1 und q;2 die Werte des Potentials fiir arcz =IX bzw. arcz = {J. 
Man berechne 

(Widerstand, abgesehen von einem Faktor, der die Dicke und den 
spezifi.schen Widerstand der Platte enthiilt). 

Bei schwierigeren Aufgaben ist es ratsam, zugleich drei (ev. vier) 
Ebenen zu betrachten: die z-Ebene (Stri:imungsebene), die w-Ebene 
(Geschwindigkeitsebene) und die 1-Ebene (Potentialebene); hierzu kommt 
ev. noch die w-Ebene. Die Bezeichnungen erinnern an die Fliissigkeits-

stri:imung. Da I= q; + ilp und w = u- iv = ~~ analytische Funk

tionen der komplexeii Veranderlichen z = x + iy sind, sind die z-, w
und I-Ebenen aufeinander konform bezogen. Diese drei Ebenen sind 
auf die w-Ebene mit Erhaltung der WinkelgroBen, aber mit Anderung 
des Drehsinnes abgebildet. Insbesondere geht die w-Ebene aus der 
w-Ebene mittels Spiegelung an der reellen Achse hervor. Den Strom
und Niveaulinien der Stri:imungsebene (z-Ebene) entsprechen in der 
Potentialebene (f-Ebene) achsenparallele Geraden. Den heiden unbe
stimmten reellen Konstanten, mit denen qJ und '!fJ behaftet sind, ent
spricht eine Parallelverschiebung der 1-Ebene. 

98. Man bestimme ein quellen- und wirbelfreies Vektorfeld, das 
sich tiber de!). AuBenraum des Einheitskreises erstreckt (I z I> 1); w soll 
fiir z = co gleich 1 sein und in den Randpunkten des Einheitskreises 
zu diesem tangential stehen. (VorbeiflieBen der Fliissigkeit an einem 
kreisrunden Pfeiler; in betrachtlicher Entfernung vom Pfeiler ist die 
Stri:imung gleichmaBig.) [Aus Symmetriegriinden miissen die heiden 
im V ektorfeld liegenden Stucke der reellen Achse Stromlinien sein. Die 
horizontale Komponente von w ist wohl iiberall nach rechts gerichtet. 
Man suche die Abbildung der Stri:imungsebene auf die Potential'
ebene!] 

99. In welchen Punkten des in 98 bestimmten Vektorfeldes ver
schwindet der Geschwindigkeitsvektor w? (Staupunkte). In wieviel 
verschiedeneii Punkten des Feldes nimmt w den gleichen Wert an? 
Wo ist der Druck p Minimum und wo Maximum? [90]. Was ist die 
Resultierende aller auf den Pfeiler wirkendeil Druckkrafte? Man drehe 
aile Vektoren des Feldes urn 90°: welche physikalische Bedeutung hat 
das so entstandene Vektorfeld? 
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1 00. In der Ab bildung seien die U mrisse eines V ektorfeldes dargestellt. 
das folgenden Bedingungen gemiiB bestimmt ist: Das quellen- und 
wirbelfreie Feld erstreckt sich tiber die ganze obere und tiber einen 
Teil der unteren Halbebene, symmetrisch zur imaginaren Achse. Ftir 
z = oo wird w = - i, ftir z = 0 wird w = 0. Folgende Stromlinien 
sind bekannt: Die positive imaginare Achse, die Stticke der reellen 

Stromungsebene 
(.z-Ebene). 

Achse von z = 0 his z = l und von z = 0 his 
z = - l (C his A, A his B bzw. A his D in der 
Abbildung); die betreffende Rich tung von w ist 
durch Pfeile angegeben. Die heiden tibrigbleiben
den Begrenzungsstticke, die von z = z· bzw. von 
z = -l (B bzw. Din der Abbildung) ausgehend 
krummlinig nach unten ins Unendliche laufen, 
seien so bestimmt, daB sie zugleich Stromlinien 

\ und Linien konstanter Geschwindigkeit sind, d. h. 
1t lii.ngs dieser Kurven steht w tangential und es ist 

I w I = konst. Man zeichne die U mrisse der Bilder 
in der w- und /-Ebene! (Bildung von Totwasser 
hinter einem brettformigen Hindernis, das senk
recht zur Stromrichtung gestellt ist. Die Strecke 

von z = -l his z = + l stellt das Hindernis dar, in dessen Mitte sich 
ein Staupunkt z = 0 befindet; das ungestorte Feld ist als gleichmaBig 
gedacht, mit dem konstanten Stromungsvektor - i. Im Totwasser 
herrscht konstanter Druck; dies hat, der Bernoullischen Forme! gemaB 
[90], an der Stromlinie, die stilles und bewegliches Wasser voneinander 
trennt, I w I = konst. zur Folge.) 

101. (Fortsetzung.) Man finde durch Abbildung die Funktion w als 
Funktion von I und bestimme hieraus z als Funktion von ·t [82]. Man 
bestimme die Breite des Totwassers in groBer Entfernung. 

102. (Fortsetzung.) Man bestimme den auf dem Hindernis lastenden 
Gesamtdruck, die Dichte e = 1 vorausgesetzt. [90.] 

3. Kapitel. 

Geometrisches fiber denFunktionenverlauf. 
103. Der Punkt z bewege sich mit der gleichformigen Winkel

geschwindigkeit 1 am Rande des Kreises I z I = r. Man berechne den 
Vektor, der die Geschwindigkeit des mitbewegten Bildpunktes w = f(z) 
in der w-Ebene nach GroBe und Richtung darstellt. 

104. Betrachten wir das durch die Funktion w = f(z) entworfene 
Bild des Kreisrandes I z I= r in der w-Ebene. Wie groB ist der Abstand 
der Tangente in dem dem Punkte z entsprechenden Punkte w von w = 0? 
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105. Der Punkt z bewege sich mit der gleichformigen Winkel
geschwindigkeit 1 am Rande des Kreises I z I = r. Mit welcher Winkel
geschwindigkeit dreht sich der Vektor, der den Nullpunkt der w-Ebene 
mit dem mitbewegten Bildpunkt w = f(z) verbindet? 

106. Das durch die Funktion w = f(z) entworfene Bild des Kreis
randes lzl = r in der w-Ebene hat in dem Punkte w = j(z) die Kriimmung 

f"(z) 
1 1-+-ffiz/'(z) 

e --r-znzn-
[Es handelt sich urn die Winkelgeschwindigkeit der Tangentendrehung.] 

107. (Fortsetzung.) Das der Kriimmung beigelegte Vorzeichen 
hangt davon ab, ob die Bahnkurve des Punktes w = f(s) [103] einen 
festen, nicht auf der Kurve gelegenen Punkt (etwa den Nullpunkt) 
rechts oder links, auf der konvexen oder auf der konkaven Seite laBt. 
Wie ist diese Abhangigkeit? [Man beachte das Beispiel w = zn + a, 
n reell, a komplex.] 

108. Bei der in 103 definierten Bewegung soll der Punkt w = f(z) 
eine geschlossene doppelpunktlose Kurve in positiver Richtung umfahren. 
Dieselbe ist dann und nur dann iiberall konvex, wenn fiir I z I = r 

j"(z) 
ffi z f' (z) > - 1 

ist. 
109. Eine geschlossene, doppelpunktlose Kurve heiBt in bezug auf 

einen darin liegenden Punkt sternformig, wenn sie von jedem von 
dem betr. Punkt auslaufenden Halbstrahl in genau einem Punkt ge
schnitten wird (samtliche Punkte der Kurve sind von dem betr. Punkt 
aus ,sichtbar"). Das Bild des Kreisrandes i z I= r bei der Abbildung 
w = f(z) sei eine geschlossene, doppelpunktlose, in positivem Sinne um
fahrene [103] Kurve. Dieselbe ist dann und nur dann sternformig in 
bezug auf den Punkt w = 0, wenn fi.ir i z i = r 

f' (z) 
ffiz f(z) > 0 

ist. 
110. Das Bild des Kreisrandes I z I = r bei der Abbildung w = f(z) 

ist dann und nur dann konvex, wenn das Bild desselben bei der Ab
bildung w = zf'(z) in bezug auf den Nullpunkt sternformig ist. 

111. Die Gesamtheit der Punkte, von denen aus gesehen eine ge
schlossene Kurve sternformig erscheint, bildet eine konvexe Menge. 
Dieser rein geometrische Satz ist fiir analytische Kurven auf Grund 
von 109 zu beweisen. 
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In der w = u + iv-Ebene sei ein im Endlichen gelegener konvexer 
Bereich ~ gegeben. Es sei ffJ ein fester Winkel. Der Ausdruck 

ucosfP + v sinffJ = ffiwei"' 

besitzt im Bereiche ~ ein bestimmtes Maximum, h(ffJ). Die Funktion 
h(ffJ) ist periodisch mit der Periode 2n und heiBt Stiitzfunktion von~. 
Die Gerade 

U COSffJ + V sinf{J- h(ffJ) = 0 

ist eine Stiitzgerade von ~, und zwat diejenige, deren von ~ ab
gewandte Normale mit der positiven u-Achse den Winkel ffJ einschlieBt. 
Wenn ~ sich ins Unendliche erstreckt, dann modifiziert sich diese 
Definition insoweit, daB ein endliches Maximum h(f{J) nur in einem 
Winkelraum von der Offnung < n existiert. Die heiden Faile: Parallel
~treifen und Halbebene sind Ausnahmen. Es gibt dann nur zwei 
Stiitzgeraden bzw. nur eine. 

112. Was ist die Stiitzfunktion des konvexen Bereiches, der aus 
dem einzigen Punkt a= I a I eiiX besteht? 

113. Die Funktion w = f(z) bilde die Kreisflache lzl<r eineindeutig 
auf den konvexen Bereich ~ ab; es sei vorausgesetzt, daB· in dem 
Randpunkt z, I z I = r, die Funktion f(z) regular und f'(z) 'f 0 ist. Dann 
geht durch den Randpunkt w = f(z) von ~ eine bestimmte Stjitzgerade 
(Tangente); man driicke die zugehi:irigen GroBen ffJ und h(ffJ) durch 
f(z) aus. 

114. Das durch die Funktion w =log (1 + z) in dem Streifen 
-in< ~w <! n der w-Ebene entworfene Bild des Kreises I z I< 1 

ist ein unendlicher konvexer Bereich. Seine Stiitzfunktion ( nur fiir 

1l Jldfi" )· - -<m<- e mert 1st 2-'t'-2 

115. Das durch die Funktion w =~arc sin iz in dem Streifen 
~ 

- n < 3 w < n der w-Ebene entworfene Bild des Kreises I z I < 1 ist ein 
endlicher konvexer Bereich mit zwei Ecken. Seine Stiitzfunktion ist 
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116. Ist we-w+l=z, so ist das in derHalbebene ffiw<1 ent
worfene Bild des Kreises 1 z I< 1 ein endlicher konvexer Bereich mit 
einer Ecke. Seine Stiitzfunktion ist 

:n :n 
h(rp) = cosrp fiir - 4 < rp s 4 

und im Winkelraum ~ < rp < 7: durch die Parameterdarstellung 

( . w 
h rp) et'P = -- ffi(1 - w) 

1-w 

gegeben, wow die Punkte des Randes durchlauft, das heiBt I we-w+II = 1 
ist. 

117. Es sei z = ei*, dann ist fiir k, l = 0, 1, 2, ... 

2n 

~~zkzld{} = { o fiir k =I' l, 
2:n 1 fiir k = l. 

0 

Die Funktionen 1, z, z~. z3,... bilden~ wie man zu sagen pflegt, ein 
Orthogonalsystem auf dem Einheitskreise. 

118. Die Funktion f(z) sei regular fiir lzj<r. Unter dem arith
metischen Mittel [II 48] von f(z) auf dem Kreisrand I z I = r versteht 

2ni 

man, Wn = e n gesetzt, 

2n 

~~f(rei*)d{} = lim f(r) + f(rwn) + f(rw;,) + · · · + f(rw~-1) 
2:n n~oo n 

0 

Man beweise 
2,; 

_!_Jt(rei*) d{}-:- /(0). 
2:n 

0 

In Worten: Wenn eine analytische Funktionin jedem Punkte einer 
abgeschlossenen KreisflachereguHir ist, so ist ihr Wert in dem Kreis
mittelpunkt gleich dem arithmetischen Mittel ihrer Werte an dem 
Kreisrand. 

119. Es sei f(z) regular und von 0 verschieden fiir I z I< r. Man 
zeige, daB das geometrische Mittel von I f(z) I auf dem Kreisrand I z / = r 

2n 
1 ( "*) -jloglf re' ldfJ 2,; 

e o 
n~~~~~~--~--~ 

lim Ylf(r) f(rwn) f(rw~) ... f(rw~-1) I = I/(O)I 
n~oo 

ist. [log f(z) ist regular fiir I z I< r.] 



108 Geometrisches iiber den Funktionenverlauf. 

120. f(z) sei regular fiir I z I < r und von Null verschieden fiir z = 0; 
die im Kreise I z I< r gelegenen Nullstellen von f(z) seien, mit richtiger 
Multiplizitat gezahl.t, Zv z2, ••• , z,.. Das geometrische Mittel von ! /(z) I 
auf dem Kreisrand I z I = r ist 

2n: 
1 ( '{}) -Jloglfret ldfJ 
2n r" 

e o =lf(O)I!z1z2···znl' 

[f(z) = (z- z1) (z- z2) ••• (z- z,.) f*(z), f*(z) regular und von 0 ver
schieden fiir I z I < r.] 

121. Unter den Voraussetzungen von 120 ist das geometrische 
Mittel von I f(z) I auf der Kreisscheibe I z I < r 

r2n 
1 ( '{}) 

:n:r' J J loglf get l!!d(!dfJ 

g(r) = e o o 

stets kleiner, als das geometrischeMittel von I f(z)l auf dem Kreisrand I z I= r 
2n 

1 . ( '{}) 
2 :n:J log If re~ I d# 

@(r) = e · 0 

Es ist namentlich 
( ) _!!(1 _I z.!•+ I z,l'+ .. · + I z,. I') 

g r 2 nr' ) 
@(r) = e . 

122. f(z) = a0 + a1 z + a2 z2 + · · · + a,.zn + · · · 
sei regular fiir I z I < r. Das arithmetische Mittel von I f(z) J2 auf dem 
Kreisrand I z I = r ist 

123. 
f(z) = a0 + a1 z + a2 z2 + · · · + a,. z" + · · · 

sei regular fiir I z I< 1. Die Teilsummen 

s,.(z) = a0 + a1 z + a2 z2 + · · · + a,.zn, n = 0, 1, 2, ... 

der Potenzreihe von f(z) haben folgende Minimumeigenschaft: Wenn 
P(z) irgendein Polynom nten Grades bezeichnet, so ist das Integral 

2:n: 

2~ jl f(ei#)- P(ei*) 12 d {} 
0 

dann und nur dann Minimum, wenn P(z) = s,.(z) ist. Das Minimum betragt 

I a,.+1l2 + I a,.+212 + I an+sl2 + · · · · 
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124. 
f(z) = a0 + a1 z + a2 z2 + · · · + an zn + · · · 

sei regular fiir I z I < r. Die Abbildung w = f(z) fiihrt die Kreisscheibe 
I z I< r in ein Fliichenstiick der w-Ebene iiber, dessen einzelne Teile 
ev. mehrfach zu ziihlen sind, wenn namlich die betreffenden w-Werte 
im Kreise I z I < r mehrmals angenommen werden. Der Inhalt dieses 
Bildbereiches ist 

n (I al 12 r2 + 2 ! a212 r4 + 3 I aal2 r6 + ... + n I an 12 r2 n + ... ) . 
(Der Inhalt setzt sich additiv aus denen der Bildbereiche zusammen, 
die durch die Abbildungen w = anzn, n = 0, 1, 2, ... , aus I z I< r her
vorgehen.) 

125. 
00 

W = f(z) = 1: anzn = · · · + a_nz-n + a-n+1z-"+1 + · · · + a_ 1 z- 1 

n=-oo 
+ a0 + a1z + · .. + anz" + .. · 

sei regular in dem Kreisring r <:I z I< R; der Fliicheninhalt des Bild
bereiches ist (mehrfach iiberdeckte Teile mehrfach geziihlt) gleich 

00 

n 1; n I an 12 (R2n- r2n), 
n= -oo 

126. 

c =F 0' 

sei regular und schlicht fiir I z I > r . Bei der Abbildung w = q; (z) bleibt 
ein ganz bestimmter Bereich der w-Ebene unbedeckt. Sein Fliichen
inhalt ist 

n (I c I 12 _ I c1l2 _ 21 c2l2 _ 31 cal2 _ .. ·) . 
r2 r4 rs 

127. 
00 

w = f(z) = 1; a,.z"--:- · · · + a_ .. z-n + a-n+l z-n+l + · · · + a_ 1 z- 1 

n=-oo 

+ a0 + a1z + .. · + anz" + · .. 
se1 regular und verschiedenwertig auf dem Kreisrand I z I = r und 
fiihre diesen in eine Kurve L · iiber. Der Inhalt des durch L urn: 
schlossenen Gebietes ist 

n=-oo 

Der Inhalt wird positiv oder negativ gerechnet, je nachdem bei 
positivem Umlaufen des Kreises I z I = r der mitbewegte Bildpunkt 
w = f (z) das durch L umschlossene Gebiet links oder rechts liiBt. 
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128. f(z) sei regular im Kreis I z I:::::; r und J(e) bezeichne den Inhalt 
des Bildbereiches, in welchen die Kreisflache I z I < (! bei der Abbildung 
w = f(z) iibergeht, 0 < (!:::::; r. Dann ist 

129. 
cl c2 Cn 

w = m(z) = cz + c + - +-+ .. · + --- + .. · 
' 0 z z2 zn 

sei regular auBerhalb des Kreises I z I > r und bilde diesen schlicht auf 
das abgeschlossene AuBere einer Kurve L der w-Ebene ab. Man denke 
sich auf dem Kreis I z I = r der z-Ebene eine gleichmaBig verteilte und 
auf der Kurve L der w-Ebene eine solche Massenbelegung ausgebreitet, 
daB diejenigen Bogen, die bei der Abbildung w = cp(z) einander ent
sprechen, mit der gleichen Masse behaftet erscheinen. Die so definierte 
Belegung der Kurve L hat einen bestimmten Schwerpunkt ~ (konformer 
Schwerpunkt von L). Es ist 

f(z) = u + iv sei regular in einem Bereiche )8 der z = x + iy-Ebene. 
Man trage in jedem Punkt z von )8 die Lange 

senkrecht zu der z-Ebene nach oben auf. Die so entstandene Flache, 
deren Punkte die Koordinaten x, y, ?; besitzen, stellt das Quadrat des 
absoluten Betrages der Funktion f(z) dar. Sie soll die Betragfliiche 
heiBen. Jensen nennt diese Flache eine ,analytische Landschaft" [Acta 
Math. Bd. )6, S. 195, 1912]. 

130. Der Inhalt des Korpers, der aus dem iiber der Kreisscheibe 
I z I < r errichteten Kreiszylinder durch die Betragflache der Funktion 

f(z) = a0 + a1 z + a2 z2 + · · · + anzn + ... 
ausgeschnitten wird, ist 

131. Bezeichnet y den Winkel, den die Tangentialebene der Betrag
flache mit der x, y-Ebene einschlieBt, so ist 

tgy = 2/ f(z) II /'(z) J. 
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132. Die Punkte der Betragfl.ache, in denen die Tangentialebene 
horizontal ist, gehoren zwei verschiedenen Typen an (,Mulden" und 
,Sattelpunkte"): Ist die Tangentialebene die x, y-Ebene, so liegen darin 
nur isolierte Punkte der Flache. Ist die Tangentialebene von der 
x, y-Ebene verschieden, so schneidet sie die Betragfl.ache langs einer 
Kurve (Niveaulinie), von der 2n Ziige, n > 2, unter gleichen Winkeln 
in den Beriihrungspunkt einmiinden; die 2n winkelformigen Gebiete 
der Betragfl.ache, getrennt durch die erwahnten Kurvenziige, liegen 
abwechselnd oberhalb bzw. unterhalb der Tangentialebene. (Samtliche 
Mulden liegen in der x, y-Ebene, samtliche Sattelpunkte oberhalb, in 
verschiedenen Hohenlagen.) 

133. Die Schnittlinie der Betragfl.ache eines Polynoms mit 
lauter reellen Nullstellen und einer zur x-Achse senkrechten Ebene 
ist eine von unten konvexe Kurve, deren niedrigster Punkt in der 
x, C-Ebene liegt. 

134. f(z) sei regular in der Kreisscheibe ! z - z0 I < r und M be
zeichne das Maximum von I f(z) I , wenn z auf dem Kreisrande I z - z0 I = r 
liegt. Dann ist 

das Gleichheitszeichen gilt hier nur dann, wenn f(z) identisch gleich 
einer Konstante ist. 

135. f(z) sei regular und eindeutig in einem Bereiche ~; M be
zeichne das Maximum von I f(z) I am Rande von ~ . Dann ist 

lf(z) I <M 

im Innern von ~. falls f(z) keine Konstante ist.. (Prinzip des Maxi
mums, vgl. Kap. 6:) 

136. Was bedeutet das Prinzip des Maximums fur die Betrag
fl.ache? 

137. In einer Ebene seien n feste Punkte PvP2 , ••• ,Pn gegeben 
und P sei ein in dieser Ebene veranderlicher Punkt. Die Funktion 
des Punktes P 

(PP,. ist die Entfernung der Punkte P und P,.) nimmt in jedem Be
reiche der betreffenden Ebene ihr Maximum am Rande an. 

138. f(z) sei regular und eindeutig in einem Bereiche ~ und dort 
uberall von Null verschieden. Ist f(z) nicht konstant, so kann I f(z) I 
sein Minimum nur in Randpunkten von ~ erreichen. 
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139. Die festen Punkte P 11 P 2, ••• , P n seien im Innern eines Kreises 
vom Radius R gelegen, der verii.nderliche Punkt P soli den Rand des 
besagten Kreises durchlaufen. Hierbei nimmt 

fl------

jlppl.pp2 ... ppn 

(das geometrische Mittel der n Distanzen P P,) ein Maximum an, 
das > R, und ein Minimum, das < R ist. Der einzige Ausnahmefall 
liegt dann vor, wenn P 11 P 2, ••• , Pn alle mit dem Kreismittelpunkt zu· 
sammenfallen. 

140. (Fortsetzung.) Fiir das Maximum des arithmetischen Mittels 

ppl + pp2 + · · · + p p n 

n 

der n Distanzen . .PP,. gilt die gleiche Aussage \\-i.e in 139, nicht jedoch 
fiir das Minimum. 

141. (Fortsetzung.) Fiir das Minimum des harmonischen Mittels 

n 

der n Distanzen P P, gilt die gleiche Aussage wie in 139, nicht jedoch 
fiir das Maximum. 

142. Eine geschlossene, doppelpunktlose Niveaulinie (d. h. ihr ent
lang ist i f(z) I = konst.), welche samt ihrem Innern dem Regularitats
bereich von f(z) angehOrt, entha.lt mindestens eine Nullstelle von f(z), 
es sei denn, daB f(z) identisch gleich einer Konstante ist. 

143. In einer Ebene seien n feste Punkte P v P 2, ••• , P n gegeben 
und P sei ein in dieser Ebene veranderlicher Punkt. Der geometrische 
Ort der Punkte P, fiir welche das Distanzenprodukt 

p p 1 • p p 2 ••• p p n = konst. 

ist, heiBt eine ,Lemniskate mit n Brennpunkten". (Die gewohnliche 
Lemniskate gehOrt dem Spezialfall n = 2 an, vgl. 4.) Man zeige, daB 
eine Lemniskate mit n. Brennpunkten nie mehr als n getrennte ge
schlossene Ziige besitzen kann. 

144. Die Funktion f(z) sei regular in der Kreisscheibe I z I< r. 
Man bezeichne mit z0 einen solchen Punkt der Peripherie, in welchem 
die Funktion f(z) das Maximum ihres Betrages erreicht. Dann ist 

f'(zo) 11 d · · [103 13 ] z0 f(zo) ree un pos1hv. , 2. 
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4. K a pi tel. 

Cauchyscher Integralsatz. 
Prinzip vom Argument. 

145. Man setze 
2ni 

W = e n , Zv = a wv, Cv = Zv-1 + Zv 1 

2 

v=1,2, ... ,n; z0 =Zn, afest, aoj=O. 

Man berechne die Summe 

z1 - z 0 + z2 - z1 + z3 - z2 + ... + Zn - Zn _ 1 

C1 C2 Cs ·Cn ' 

die fiir n -+ oo gegen das Integral ~ dzz langs I z I = I a I strebt. 

146. Es sei k eine von - 1 verschiedene ganze Zahl, L eine ge
schlossene, doppelpunktlose, stetige Kurve von endlicher Lange, die nicht 
durch den Punkt z = 0 hindurchgeht, wenn k ::=; - 2 ist, ferner seien 
Zv z2 , ••• , Zn-v Zn aufeinanderfolgende Punkte auf L. Man zeige, daB 
das Integral cpz"dz=O ist, indem manes durch eine Summe von der 
Form L 

zf(z1 - z0) + z~ (z2 - Z1) + .. · + z~ (zn- Zn- 1), Z0 = Zn 

annahert. [II 1, II 2.] 
147. Man berechne ):, dz 

':f1 +z4' 

wobei die Integration lii.ngs der Ellipse 

z = x + iy, x2 - xy + y2 + x + y = o 

zu erstrecken ist. 
148. Es ist 

149. Man beweise die Formel 
2n 

wenn x>O. 

!{1 + 2 cos-&)n cosn# d# = 2.n (1- r- f1 - 2r- 3r2)n• 
1-r-2rcos# · y1-2r-3r2 2r2 · 

0 

_,..f<r<i-, n=0,1,2, .... 

P 61 y a - S z e g ii , Aufgaben und Lehrsiitze I. 8 



114 Cauchyscher Integralsatz. Prinzip vom Argument, 

150. Man berechne das krummlinige Integral 

,t.(1- x2 - y2)yax + (1 + x2 + y2)xay 
'f 1 + 2x2- 2y2 + (x2 + y2)2 

langs einer Ellipse, deren Brennpunkte (0, -1) und (0, +1) sind. 
151. Fiir 0 < ffis < 1 gilt 

oo ins 
f xs-1 e-iz ax= T(s)e- 2. 
0 

152. Es sei n > 1 . Man hat 
00 

fsin(xn) a X = _1_ T (..!.) sin (n - 1 ~) • 
xn n-.1 n n 2 

0 

n 
153. Fiir ft > 0, O< IX< 2 , n = 0, 1, 2, ... gilt 

00 

! -" . ( . ) .3 1 r(n + 1) . (n + 1)1X e-.,--cos"'sm x~-'slniX xnu.x =- -- sm . 
0 f-t f-t f-t 

Man beachte den Spezialfall IX = f-t n. 
154. Es sei f-t > 0, x > o, f-t fest, x veranderlich; man zeige, daB 

+oo 
lim x~'+ 1je-ff"cosxtdt = r(p, + 1) sin f-t:!t. 
-00 0 2 

155. Es sei a> 0. Das Integral 
a+ioo 

](1X) = _1 __ f e"'2' as, 
2n~ s 

a-ioo 

erstreckt iiber die zu der imaginaren . Achse parallelen Gerade 
s =a+ it, -oo < t < + oo, ist fiir aile reellen Werte von IX absolut 
konvergent. Es ist 

]{IX) = { 0, wenn IX< 0, 
IX , wenn IX =::: 0 . 

156. Man bezeichne mit f-t(t) das gr6Bte Glied der Reihe 

t t2 tn 
1 +-+-+ .. ·+-+ ... 1! 2! n! 

Es sei ). > 1 und z die einzige positive Wurzel der Gleichung 

J.-z-e-t=O. 

[11]. 
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Dann ist 
00 

fp.(t) e-lldt = ~ . 

0 
+oo 

r 1fin; ei(n+l-t)u J 1, wenn n < t < n + 1, l 
- du= 
n u l 0 , wenn t < n oder t > n + 1 . 
-00 

157. Die Legendreschen Polynome P,.(x) konnen als Koeffizienten 
der Reihenentwicklung 

definiert werden [Vl91]. Man leite hieraus die Laplacesche Formel 
(VI 86) 

und die Dirichlet-Mehlersche Formel 

* n 
p ( _n) = ~~ cos(n + i) t d _ ~j sin(n + -!) t d _n 

,. COS'U' _ f - _ f, 0 <'If < Jl 
n f2(cost- cosff) n f2(cosff- cost) 

0 * 
her. (Die Quadratwurzeln sind positiv.) 

158. Man bezeichne mit @ den durch die Ungleichungen 

ffiz > 0, -n<~z<n 

abgegrenzten Halbstreifen, mit L die aus drei geradlinigen Stiicken 
zusammengesetzte Randkurve von @. Es sei L in solchem Sinne durch
laufen, daB @ rechter Hand von L bleibt. Durch das Integral 

1 f ffl; 
2ni !; - z d!; = E(z) 

L 

ist eine Funktion E(z) definiert, und zwar zunachst nur fiir solche 
Punkte z, die links von L liegen. 

Man zeige, daB E(z) eine ganze Funktion ist, die fiir reelles z 
reelle Werte annimmt. 

159. (Fortsetzung.) Es ist 

-. r! d!;= 1. 1 f I; 
2nt. 

L 

8* 
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160. (Fortsetzung.) AuBerhalb (I) ist die Funktion 

z2 (E (z) + : ) , 
innerhalb (I) die Funktion 

beschrankt. 
161. Es ist, 

z2 (E(z) - e•• + :) 

2z 
--:------c-:--~·-,--- = fn(z) 
z(z- 1) (z- 2) · · · (z- n) 

gesetzt, und die Integration im positiven Sinne erstreckt, 

cf; fn(z) dz 
lim lzl=2n =i. 

cfJ I fn(z) lldzl 
lzl = 2n 

[II 217.] 

162. Es sei f(z) regular im Kreise I z I ~ r, von Null verschieden 

au£ dem Kreisrand I z I = r . Der groBte Wert, den ffi z ;(~~ fiir [ z I = r 

annimmt, ist mindestens gleich der Anzahl der Nullstellen von f(z) im 

Kreise lzl < r. 
163. Es seien Zv z2 , ••• , Zn beliebige voneinander verschiedene 

komplexe Zahlen, L eine geschlossene, doppelpunktlose, stetige Kurve, 
die sii.mtliche Punkte z11 z2 , ••• , Zn im Innern enthii.lt. Die Funktion /(z) 
sei regular im Innern und auf L. Setzt man w(z) = (z- z1) (z- z2) • • • 

(z - Zn), so stellt 
P(z) = _1_ ,.{, /(C) w(C) - w(z) d C 

2ni'fw(C) C-z 
L 

dasjenige eindeutig bestimmte Polynom (n- 1)ten Grades dar, das an 
den Stellen z1, z2, ••• , Zn mit f(z) libereinstimmt. 

164. Die Funktion f(z) sei analytisch au£ der Strecke a< z < b 
der reellen Achse und soll daselbst reelle Werte annehmen. Es sei L 
eine die Strecke a< z < b im Innern enthaltende geschlossene, doppel

punktlose, stetige Kurve, in deren Innernf(z) regularist. Wenn z1 , z2 , •• • , Zn 
irgendwelche Punkte der Strecke a < z < b sind, dann gibt es ein z0 , 

a<z0 <b, so daB 

,.{, f(z) dz = ,.{, _J!i)__ dz 
'f (z - z1) (z -- z2) • • • (z - Zn) 'f (z- z0)n · 
L L 

165. Die ganze Funktion F(z) soU in der ganzen z- Ebene, 

z = x + iy, die Ungleichung 

IF(x + iy) I< Ceglvl 
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erfiillen, C, e positive Konstanten. Dann ist 

:z(~';J ~ -.~e(~z1::~;) · 
Beispiel: F(z) = cosez. 

166. Die ganze Funktion G(z) soil in der ganzen z-Ebene, 
z = x + i y, die Ungleichung 

1 G(x + i y) 1 < C e!! 1111 

erfiillen, C, e positive Konstanten; auBerdem sei S1e ungerade, 
G(- z) = - G(z) . Dann ist 

oo (-1)"G((n+!)n) 
G(z) ~ e 

2ezcosez = &o ((n + i)n)2- e2z2 . 

Beispiel: G(z)=sinez. 
167. Die Funktion f(z) sei regular im Kreise I z I< 1. Es ist 

1 

ff(x)dx=~ J. f(z)logzdz=~ J. f(z)(logz-in)dz, 
2nz r 2n~ r 

0 lz[=1 lzl=1 
1 

rxkf(x)dx=-2-~ J. zkf(z)dz, k>-1; k=F0,1,2, .... 
• e "'t"'-1 r 
o I z 1=1 

Die Integration nach x ist hierbei geradlinig von 0 bis 1, die Integration 
nach z im positiven Sinne lii.ngs des Einheitskreises zu erstrecken, und 
zwar ist sie im Punkte z = 1 mit demjenigen Zweig von log z bzw7 
zu beginnen, der fiir positives z reell bzw. positiv ausfii.llt. 

168. Die im Einheitskreis I z I < 1 reguliire Funktion f(z) sei der 
Bedingung 

2,. 

J lf(eiD) I d{} = 1 
0 

unterworfen. Es sei ferner k > - 1. Dann ist 

1/ xk f(x) dx I< J!. 1 
0 lzlsinknl' 

wenn k ganz ist, 

wenn k nicht ganz ist. 

169. Es sei <X>- 2. Die quadratische Form der unendlich vielen 
reellen Variabeln x1 , x2, x3, ••• 
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ist beschrankt, d. h. es existiert eine von n unabhangige Konstante M 
derart, daB 

.i: .i: l X.tX,. IX I< M 
.t=l f£=1 + Jt + 

ist, wenn die Varia bien x11 x2, ••• , Xn der Bedingung ~ + ~ + · · · + ~ = 1 
geniigen; n = 1, 2, 3,.... Man kann hierbei M = :n setzen, wenn IX 

ganz ist und M = I . :n I , wenn IX nicht ganz ist. 
SllliX:n 

170. Die Funktionen /1 (z), /2(z), ... , fn(z), ... seien regular in dem 
Gebiete ® und sollen in jedem darin liegenden Bereiche gleichmaBig 
gegen die Funktion f(z) konvergieren. Dann ist f(z) regular in ®. 

171. Die komplexe Funktion f(z) = u(x, y) + iv(x, y) der reellen 
V ariablen x und y sei definiert und stetig in einem Gebiete ® der 
z = x + iy -Ebene. Es sei ferner bekannt, daB das Integral 

cp f(z) dz, 

erstreckt llings jeder beliebigen in ® verlaufenden Kreislinie, ver
schwindet. Dann ist f(z) eine in dem ganzen Gebiete ® regulare ana
lytische Funktion der komplexen Variablen z. [Man berechne die 
Anderung des Flachenintegrals 

F,(z) = f f f(z +~+in) d;dYJ, 
.;•+'l'~r• 

wenn der reelle bzw. imaginiire Teil von z variiert.] 

172. Die Funktion f(z) sei in der offenen Kreisflache I z I< 1 ana
lytisch, in der abgeschlossenen Kreisflache I z I< 1 beschrankt und, ev. 
mit Ausnahme endlich vieler Punkte, stetig. Dann ist 

(Allgemeiner als 118.) 

2n 

_1 Jt(ei D) d{} = /(0) . 
2:n 

0 

· 173. Die Funktion f(z) sei im Kreise I z / < R regular; es sei 
0 < r < R. Dann gilt die Poissonsche Forme! 

2n 

I( iD)- _1 Jt(R ·e) R2- r2 d t;,l 
re - 2:n & R2- 2Rrcos (<3- fJ) + r2 ,~,. 

0 

174. Die Funktion f(z) sei regular und beschrankt in der Halb
ebene 91%> 0; es sei x > 0. Dann gilt 

+oo 

f(x + iy) = !_jt(i 17) d arctg 17 - 'Y. 
;n X 
-00 
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175. Die Funktion f(z) sei meromorph im Kreise I z I < 1, regular 
und von 0 verschieden auf dem Rand und im Mittelpunkt. Sie besitze 
ferner in I z I < 1 die N ullstellen av a2, ••• , am und die Pole bv b2, ••• , b., 
(mehrfache mit rich tiger MultipliziHit angeschrieben). Dann gilt 
die Jensensche Forme} 

1 1 1 
logl/(0) I +log-+log- + ... +log-

lt~tl !a2l lam! 
2n. 

1 1 1 1( . -log--log-- ... -log-=- loglf(e'{J)jd#. 
lbtl /b2 l lb .. j 2n., 

0 

[Man lege Kreise vom Radius e urn die in der KreisfHiche I z I < 1 be
findlichen Nullstellen und Pole von f(z) herum, und zwar sollen diese 
e-Kreise weder miteinander noch mit der Peri
pherie I z I = 1 gemeinsame Punkte besitzen. 
Man verbinde die e-Kreisbereiche mit der Peri
pherie I z I = 1 durch Wege, die sich nicht 
iiberkreuzen (etwa durch Radien des Einheits
kreises, wenn die Arens a1ler N ullstellen und 
Pole verschieden sind, vgl. die Abbildung). 
Nach Wegnahme der e-Kreisbereiche und der 
Verbindungswege bleibt von I z I < 1 ein ein
fach zusammenhiingendes Gebiet ®. iibrig, 

liings dessen Berandung das Integral Jlogf(z) dz im positiven Sinne zu 
erstrecken ist.] z 

176. Die Funktion f(z} sei meromorph im Kreise I z I < R, regular 
und von 0 verschieden an dessen Rand und besitze in seinem Innern 
die Nullstellen av a2, ••• , am und die Pole b1, b2, ••• , bn (mehrfache 
mit der richtigen Multiplizitiit angeschrieben). 1st der Punkt 
z =rei{}>, r < R, weder Nullstelle noch Pol von f(z), so ist 

~ IR2 -iizl *' ~R2-bzl log I f(z) I + f:t log (a,, - z)R - £t log (b~- z}R I 

2n 1 /1 I f(R ·e) I R2 -- r2 df?J 
=2n og & R2-2Rrcos(f?J-#)+r2 "· 

0 

177. Die Funktion f(z) sei meromorph in der Halbebene ffiz > 0, 
regular und von 0 verschieden an deren Rand und besitze im Innern 
derselben die Nullstellen t~t. a2, ••• , am und die Pole b1, b2, ... , bn (mehr
fache mit der richtigen Multiplizitiit angeschrieben). Wenn f(z) im 
Unendlichen regular ist (aber auch unter anderen wemger engen Vor-
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aussetzungen betreffend das Verhalten im Unendlichen), femer regular 
und von 0 verschieden im Punkte z = x + iy, x > 0, dann ist 

(\8) 

~ jz+a J ~ Jz+b,., log I f(z) I + ~ log z - a,. - ~ log z - b,. 
i<=l f' Y=l 

+co 

=.!_/log I f(in) I darctg 17 - y. 
ll X 
-co 

178. Die Funktion f(z) sei regular im Bereich 

ll ll 
--<arcz<+-2- - 2. 

von 0 verschieden an dessen Rand und besitze in dessen Innern die 
Nullstellen a11 a2, ••• , am, a,.= r ,.ei•~,., fL = 1, 2, ... , m. Setzt man 
log I f(eei*) I = U(e. {}), so gilt die Formel 

hierbei bleibt x(R) fiir R 4- oo beschrankt; r, f(z) sind fest gedacht. 

[~logf(z) (!2 + ~2) ~z ist langs eines analogen Weges wie in 175 

auszuwerten. ] 

179. Man beweise 25, indem man die Anderung von arctg ~~~ 
verfolgt, wahrend x die reelle Achse von - oo his + oo durchlauft. 

Es sei eine geschlossene, stetige, den Nullpunkt vermeidende Kurve 
in der z-Ebene gezeichnet, die mit einem bestimmten Richtungssinn 
versehen ist. Wenn z, von einem beliebigen Ptinkt der Kurve aus·
gehend, dieselbe in dem vorgeschriebenen Sinne durchlauft, dann andert 
sich der Arcus von z stetig und erleidet eine Gesamtanderung, die ein 
ganzzahliges Vielfaches 2nn von 2n ausmacht. Die ganze Zahl n heiBt 
die Windungszahl der Kurve. 

180. Jeder, voni Nullpunkt a:usgehende Halbstrahl wird beim 
Durchlaufen der besagten Kurve mindestens In !~mal getroffen. 
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Im folgenden (181-194) sei L eine geschlossene, doppelpunktlose, 
stetige Kurve, j8 der abgeschlossene Innenbereich von L. 

Die Funktion f(z) sei in j8 regular, abgesehim ev. von endlich 
vielen Polen, endlich und von 0 verschieden auf L. Wenn z die 
Kurve L in positivem Sinne durchliiuft, so beschreibt der Punkt w = f(z) 
eine gewisse geschlossene, stetige Kurve; die Windungszahl derselben 
ist gleich der Anzahl der Nullstellen von f(z) innerhalb L vermindert 
urn die Anzahl der Pole innerhalb L. [Prinzip des Arguments. Vgl. 
Hurwitz-Courant, S. 84, S. 102.] 

Der Satz gilt auch dann, wenn f(z) auf der Randkurve L bloB 
stetig und von 0 verschieden ist. 

181. Die Funktionen q;(z) und 1p(z) seien regular in dem Bereiehe jS, 
abgesehen ev. von endlich vielen Polen, endlich und von 0 ver
schiedenen auf der Randkurve L von jS, Wenn f(z) = cp(z)1p(z) gesetzt 
wird, dann ist die Windungszahl der Kurve, in welche L bei der Ab
bildung w = f(z) iibergeht, gleich der Summe der Windungszahlen der 
Kurven, die aus L bei den durch q;(z) bzw. 1p(z) vermittelten Ab
bildungen hervorgehen. 

182. Man beweise das Prinzip des Arguments fiir ein Po
lynom. 

183. Aus dem Prinzip des Arguments folgt: Wenn q;(z) in dem 
Bereiche j8 regular ·und von 0 verschieden ist, dann ist die Windungs
zahl der Kurve, die von q;(z) beschrieben wird, wenn z die Randkurve 
L von j8 durchlii.uft, = 0, d. h. der Arcus von ¢(z) ist eine eindeutige 
Funktion auf L. Man leite die allgemeine Fassung des Prinzips aus 
diesem speziellen Fall ab. 

184. Das reelle trigonometrische Polynom 

amcosm{} + bmsinm{} + am+ 1 cos(m + 1)# + bm+ 1 sin(m + 1)# + · · · + 
+ ancosn# + bnsinn# 

besitzt mindestens 2m und hochstens 2n Nullstellen 1m Interval! 
0 < # < 2 n. [Man betrachte 

P(z) =(am- ibm)zm + (am+ I -·- ibm+ 1 )zm+I + .. · + (an- ibn)zn.] 

185. Ist 0 < a0 < ~ < a2 <···<an, so hat das trigonometrische 
Polynom 

a0 + a1 cos{}+ a2 cos2{} + · · · + ancosn{} 

2n reelle, voneinander verschiedene Nullstellenim Intervalle 0<#<2n. 
[22.] (Es hat folglich nur reelle Nullstellen: VI 14.) 

186. Die Funktion f(z) sei meromorph im Innern und regular auf 
der Kurve L. Wenn I a I das Maximum von I f(z) I auf der Kurve L 
iibersteigt, so besitzt f(z) im Innern von L ebensoviele a-Stellen als Pole. 
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187. Die Funktion 

nimmt im Halbstreifen 

jeden solchen Wert w, dessen Realteil positiv ist, einmal und genau 
einmal an. 

188. f(z) sei regular im Kreise I z I < r und verschiedenwertig am 
Kreisrand I z I= r. Dann wird die Bildkurve, welche der Kreislinie 
I z I = r bei der Abbildung w = f(z) entspricht, im selben Sinne durch
laufen, wie die Kreislinie I z I = r selbst und die Funktion f(z) ist 
auch im Kreisinnern I z I:::; r verschiedenwertig. 

z ' 

189. Die Nullstellen der ganzen Funktion.f e -~ dxbefinden sich mit 

0 
Ausnahme der Stelle z = 0 innerhalb des Gebietes ffi(z2) < 0. [Cornu-
sche Spirale. V gl. z. B. P. Drude, Lehrbuch der Optik. Zweite Auflage, 
S. 180. Leipzig: S. Hirzel, 1906.] 

190. Die Funktion f(z) sei eindeutig, regular und von einem ge
wissen Werte a verschieden im Ringgebiet r < I z I< R. Samtliche den 
Kreis I z I = r im Innern enthaltenden, ganz im pesagten Ringgebiet 
gelegenen geschlossenen, doppelpunktlosen, stetigen Kurven der z-Ebene 

· gehen bei der Abbildung w = f(z) - a in Kurven der w-Ebene mit 
derselben Windungszahl iiber. 

191. /(z) sei regular im Bereiche ~ und vom konstanten absoluten 
Betrage auf der Randkurve L von~. Wenn z die Kurve L durch
lauft, dann andert sich der Arcus von f(z) monoton. (Hieraus folgt 
ein neuer Beweis von 142.) 

192. Unter den Voraussetzungen von 191 besitzt f(z) innerhalb 
von L eine Nullstelle mehr als /'(z). (Prazisierung von 142.) Geo
metrisch heiBt dies folgendes: Innerhalb einer geschlossenen, doppel
punktlosen Niveaulinie der Betragflache ist die Anzahl der Mulden urn 
eins groBer als die der Sattelpunkte. 

193. Wenn die Funktion f(z) in dem Bereiche ~ regular ist und 
f'(z) daselbst keine Nullstellen besitzt, so braucht w = f(z) noch kein 
schlichtes Bild von ~ zu entwerfen [72]. Ist aber l/(z) I am Rande 
von ~ konstant, dann muB das fragliche Bild schlicht sein. 

194. Es seien /(z) und gJ(z) zwei Funktionen, die im Innern des 
Bereiches ~ regular, auf der Randkurve L von ~ stetig sind. Es sei 
ferner lf(z) I > I gJ(z) I auf L. Dann hat die Funktion /(z) + gJ(z) genau 
so viele Nullstellen im Innern von ~ als f(z). 
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195. Es sei A reell, A > 1 . Die Gleichung 

hat eine einzige Wurzel im Einheitskreise I z I< 1. Diese Wurzel ist 
reell und positiv. 

196. Es sei A reell, A > 1 . Die Gleichung 

A- z- e-z = 0 

hat in der Halbebene ffiz > 0 eine einzige Wurzel, die folglich reell ist. 
197. Eine Abbildung, welche den abgeschlossenen Einheitskreis 

in einen ganz im Innern des Einheitskreises gelegenen (n~cht notwendig 
einfach bedeckten) Bereich iiberfiihrt, hat genau einen Fixpunkt. D. h. 
wenn f(z) im Einheitskreis I z I < 1 regular ist und daselbst I f(z) I < 1 
gilt, dann hat die Gleichung f(z) - z = 0 genau eine Wurzel im Kreise 
lzl <1. 

198. In dem Halbstreifen 

-d < fjz < d, ffiz < 0 

nimmt die ganze Funktion r~z) jeden Wert unendlich oft an (d beliebig). 

199. Es sei f(t) eine reelle, im Intervall 0 < t < 1 zweimal stetig 
differentiierbare Funktion. Ist I /(1) I> I /(0) 1. so hat die ganze Funktion 

1 

F(z) = J f(t) sinztdt 
0 

unendlich viele reelle und nur endlich viele komplexe N ullstellen; ist 
O< l/(1) I< l/(0) 1,· so hat sie nur endlich viele reelle und unendlich 
viele komplexe Nullstellen. [Die Nullstellen von F(z) verhalten sich 
beziiglich Reali tat wie die von f ( 0) - I ( 1) cos z.] 

200. Es sei a eine Konstante, I a I> 2, 5. Die durch die Potenzreihe 

z z2 z3 zn 
1 + - + - + - + .. · +........., + • .. = F(z) a a4 a9 an 

definierte ganze Funktion ist am Rande des Kreisringes 

I a 12n-2 <I z I< I a 12n 

von 0 verschieden und hat in dessen Innern genau eine Nullstelle, 
n = 1, 2, 3, . . .. [Man untersuche das Maximalglied an dem Kreis
rand [zl = lal2 n, I 117.) 

201. (Fortsetzung von 170.) Es sei 9J1 die Menge der Nullstellen 
samtlicher Funktionen fn(z), n = 1, 2, 3, ... in@. Wenn die Grenz
funktion f(z) nicht identisch verschwindet, dann sind ihre Nullstellen 
innerhalb @ identisch mit den Haufungsstellen von m innerhalb @. 
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202. Die Funktionen 

/1(z), f2(z), · · ., fn(z), · · · 

seien im Einheitskreis I z I< 1 schlicht und sollen in jedem kleineren 
Kreis I z I < r < 1 gleichmaBig gegen eine nicht identisch verschwindende 
Grenzfunktion f(z) konvergieren. Die Funktion f(z) ist schlicht im 
Einhei tskreis I z I < 1 . 

203. Es seien g1(z), g2(z), ... , gn(z), ... ganze Funktionen mit 
nur reellen Nullstellen. Existiert 

lim gn(z) = g(z) 

gleichmaBig in "jedem endlichen Bereich, so besitzt die ganzeFunktion g(z) 
auch nur reelle Nullstellen. 

204. Es sei 

O<ao<a1 :s;a2 <···<an; a>o, d>O. 
Die ganze Funktion 

n 
La, cos (a+ Yd) z 

v=O 

hat nur reelle Nullstellen. 
205. Es sei j(t) eine im Intervall 0 < t < 1 definierte positive, 

1 

nie abnehmende Funktion, J f(t) dt sei endlich. Die ganze Funktion 
0 

1 

/f(t) cosztdt 
0 

hat nur reelle Nullstellen. [185.] 
206. Der Bereich ~ soli das Stiick a < z < b der reellen Achse im 

Innern enthalten. Die Funktionen /1 (z), /2(z), ... , fn(z), ... seien in ~ 
regular, sie sollen ferner fiir reelles z reelle W erte annehmen und an 
der Strecke a< z < b von 0 verschieden sein. Konvergieren /1 (z), 
/ 2 (z), ... , fn(z), ... · gleichmaBig in ~ gegen eine nicht identisch ver
schwindende Grenzfunktion f(z), so ist f(z) an der Strecke a < z < b 
ebenfalls von 0 verschieden. - Dieser Satz ist falsch. 

5. Kapitel. 

Folgen analytischer Funktionen. 

Die nicht bloB fiir z = 0 konvergente Potenzreihe 

a1 z + a2z2 + · · · + anzn + · · · = w 
bildet, ~ t 0 vorausgesetzt, eine gewisse Umgebung des Punktes z = 0 
eineindeutig und konform auf die w-Ebene ab; daher kann der Zu-
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sammenhang zwischen z und win einer gewissen Umgebung von w = 0 
auch durch die Entwicklung 

b1 w + b2 w2 + · · · + b,. wn + · · · = z 
dargestellt werden, a1 b1 = 1. Zur effektiven Berechnung der zweiten 
Reihe aus der ersten setzt man 

1 -------:------,. --,--- = q;(z). 
a1 + a1 z + a3 z2 + · .. + a,.z -1 + ... 

Aus der Gleichung 
z 

w = q;(z) , 

q;(z) regular in einer Umgebung von z = 0, q;(O) t 0, folgt 

z = ~w" [d"-1[~x)]"] 
..::;.; n! dx"- 1 z=O 
n=l 

und allgemeiner, wenn /(z) in einer Umgebung von z = 0 regular ist, 

f(z) = /(O) + ~ w" [d"-1 f'(x) [q;(x)]"] • 
..::;.; n! dxn- 1 z=O 
n=l 

(L) 

(Burmann-Lagrangesche Reihe, vgl. Hurwitz-Courant, S. 128.) 
207. Die vorigen Bezeichnungen und Voraussetzungen beibehalten 

gilt 

f(z) 
1 

= ~wn [d,.f(x)[q;(x)]"] . 
1- wq; (z) ~ n! dxn z=O 

Man leite diese Formel aus der Lagrangeschen oder die Lagrangesche 
aus dieser her, mit rich tiger Ausni.itzung der Allgemeinheit beider 
Formeln. [Aus dem Bestehen der einen Formel fi.ir ein bestimmtes 
f(z) folgt unmittelbar die andere Formel fi.ir ein anderes f(z).] 

208. Man beweise die Forme! in 207 direkt, indem man den 
Koeffizienten von w" durch das Cauchysche Integral ausdruckt. 

209. Diejenige Li:isung z der transzendenten Gleichung 

ze-•=w, 

die sich fur w = 0 auf 0 reduziert, soll nach wachsenden Potenzen 
von w entwickelt werden. 

210. (Fortsetzung.) Mit IX eine beliebige Konstante bezeichnet, 
entwickle man eiX• nach Potenzen von w. 

211. Diejenige Li:isung x der trinomisc~en Gleichung 

1-x+wxfl =0, 

die sich ·fur w = 0 auf 1 reduziert, soll nach wachsenden Potenzen 
von w entwickelt werden. 
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212. (Fortsetzung.) Mit a: eine beliebige Konstante bezeichnet, 

entwickle manx" nach Potenzen von w. (x" = y ist Losung der tri

nomischen Gleichung 

1 fl ) 
1-y" +wy"=O. 

213. (Fortsetzung.) Man beachte die Fiille fJ = 0, 1, 2, -1, ! 
und leite 209, 210 durch Grenziibergang aus 211, 212 her. 

214. Man finde die Summe der Potenzreihe 

~ (n + a:)nwn 
1-j--~---,-. 

n=l n. 

Was ist der Konvergenzradius dieser Potenzreihe? 
215. Man beweise 156 mit Beniitzung des Ergebnisses von 214. 
216. Wenn a: und fJ rationale Zahlen sind, so stellt die Reihe 

1 + (a: t fJ) w + (a:~ 2fl) w2 + ... + (a: ~ n{J) wn + ... 

eine algebraische Funktion von w dar. 
217. Man schreibe die sukzessiven Potenzen des Trinoms 1 + w + w2 

in eine regulare dreieckige Tafel, 

1 
1 + w -j--w2 

1 + 2w + 3w2 + 2ws + w4 
1 +3w+6w2 -j--7w3+6w4-j--Jw5-j--ws 

Die Summe der mittleren (fett gedruckten) Glieder ist 

1 
1 + w + Jw2 + 7w3 + · ·. = -;======:== 

f1-2w-Jw2 

218. Man schreibe die sukzessiven Potenzen des Binoms 1 + w 
in eine regulare dreieckige Tafel (Pascalsches Dreieck) 

1 
1-j--w 

1 +2w-j--w2 
1 +3w+Jw2-j--wa 

1 +4w+6w2+4w3 -j--w4 

Man finde die Summe der mittleren (fett gedruckten) Glieder und 
allgemeiner die Summe der Glieder in irgend einer Vertikalreihe. 
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219. Wie lauten die erzeugenden Funktionen der Polynome 

P n(x), P~"'' fJ) (x), L~"') (x), definiert durch die Formeln: 
1 dn 

1. P n(x) = nr ~d n (x2 - j )n (Legendresche Polynome); 
2 n. x 
( 1)n dn 

2. (1-x)"(1-x)flP~'",fll(x) = 2nn! dxn(1-x)n+"'(1+xt+fl,~>-1,/J>-1 

(J acobische Polynome); 
1 dn 

3· e-xx"'L~'")(x)=-~e-xxn+«, IX>-1 
n!dxn 
(verallgemeinerte Laguerresche Polynome). 

(Vgl. VI 84, VI 98, VI 99. Man versteht unter der erzeugenden Funk
tion der Legendreschen Polynome die Reihe 

Po(x) + P1(x) w + P 2(x) W 2 + · · · + Pn(x) wn + · · · 
3x2 -1 = 1 + xw + 2 w2 + ... , 

deren Summe, eine Funktion von x und w, zu bestimmen ist; ahnlich 
in den anderen Fallen.) 

Man setzt, wie iiblich, 

Ll F(z) = F(z + 1) - F(z), 
.12 F(z) = Ll [Ll F(z)] = F(z + 2)- 2F(z + 1) + F(z), 

LJn F(z) = F(z+n)-(7)F(z+n-1)+(~)F(z+n- 2) -· ·. + (-1)nF(z) 

220. 1st s eine Konstante von geniigend kleinem Betrage, so 
gelten, F(z) = &• gesetzt, die folgenden Formeln: 

1. F(z) = F(o) + -hLIF(o) + *;1) Ll 2 F(o) + ... + 
z(z - 1) .. · (z - n + 1) + I LJn F(O) + ... ; 

n. 
1 

2. F'(z) = LIF(z)- tLI2F(z) + tLI3 F(z)- ... + (- 1)n-1- LJn F(z) + ... ; 
n 

() z '() z(z-2)F"() 3. F(z)=FO +ifF 1 +----z~- 2 + .. ·+ 
+ z(z- n)n-1 p(n)(n) + . . . [210]; 

n! 

~z2(z2 -12) (z2-22) · .. [z2- (n-1)2] 
4. F(z) = F(o) +...:::... (2n)! LJ2 n F( -n) + 

n=l 

~ z(zL1 2) (z2-22) • • • [z2 - (n-1)2] LJ 2n- 2 [F( -n +2) -F( -n)] 
+...:::... (2n-1)! 2 

n=l [212, 216]. 
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221. Die in 220 erwii.hnten vier Formeln gelten fiir eine beliebige 
rationale ganze Funktion F(z) (in diesem Faile brechen natiirlich die 
Reihen ab). 

222. Die in 220 erwii.hnten Formeln 1. 2. sind auch fiir eine be
liebige rationale gebrochene Funktion F(z) giiltig, wenn der Realteil 
von z die Rea1teile aller im Endlichen gelegenen Pole von F(z) iiber
trifft, Formel 1. allerdings mit der Einschrankung, daB F(z) fiir 
z=O, 1, 2,3, ·· · regularist.- Sind auch dieFormeln3. 4. fiirgebrochene 
Funktionen giiltig? 

Im folgenden (223-226) ist 

LJnak = ak+n- (7) ak+n-1 + (~) ak+n-2- ··· + (-1)nak 

gesetzt. 
223. Unter ak, k = 0, ± 1, ± 2, · · ·, beliebige Konstanten ver

standen, gilt 
00 00 

(1 - z)n ,1: akzk = ,1: LJn akzn+k, 
k=-00 k=-00 

224. F(z) = a0 + a1z + a2z2 + · · · + anzn + · · · 
gesetzt, besteht 

- 1- F (-t-) = a0 + Lla0 t + Ll2a0 t2 + · · · + LJna0 tn + · · ·. 
1+t 1+t 

225. F(z) = a0 + 2a1 z + 2a2 z2 + · · · + 2anzn + · · · , a_n =an 
gesetzt, besteht 

1 F ( 1 + 2t- f1 + 4t ) 
f1 + 4t 2t 

= ao + LJ2a_lt + LJ4a_2t2 + ... + 

226. 
F(z) = 2a1z + 2a2z2 + 2a3z3 + · · · + 2anzn + · · ·, 

gesetzt, besteht 
,---,-----,---

1F(1+2t-V1+4t)-- +(A2 A2 )t t 2t . - al a_l LJ ao- LJ a_2 

+ (LI4a_l- LJ4a_a)t2 + ... + (J2na_n+l- j2na_n-l)tn + .... 

rroo ( z(1- z)) sinnz 
227• 1 + n(n +1) = nz(1- z) 

n=l 

228. sinnz ist eine eindeutige Funktion von w = z (1- z). Ent
wickelt man sin nz nach den Potenzen von w, dann sind sii.mtliche 
Koeffizienten dieser Entwicklung (abgesehen vom absoluten Glied) 
positiv [227]. 
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229. Zu beweisen: 

l d" (n - X)- n -l COS X ] 

d " >O, 
X Z=O 

n = 0, 1, 2, 

230. Die Funktion /(z) = a0 + a1 z + a2z2 + · · · + anz"+ · · · sei 
regular im Kreise [ z I < R. Man drucke die Koeffizienten a1, a2, •.. , an, ... 
durch den Realteil bzw. Imaginarteil von f(z) auf der Kreislinie [ z [ = r, 
O<r<R aus. 

231. (Fortsetzung.) Fur [ z [ < r gilt, wenn man 'iR/ (r eifJ) = U (r, {}) 
setzt und /(0) reell ist, 

2n 

1 J r+ze-i•~ f (z) =- U (r, {}) ..• d{}. 
2n r-ze-~u-

o 

232. (Fortsetzung.) Wenn f(z) fUr [ z [ = r nicht verschwindet und 
im Kreise [ z I < r die Nullstellen c1, c2, ••• , em hat, so gilt fUr [ z [ < r 

m 2n 
(z-c )r 1 J r+ze-W 

logf(z) = iy + log-2-!'-+- log [f(reifJ) [--~d{}; 
r-cz 2n r-ze~ 

f'=l f' 0 

y ist eine reelle Konstante. [Folgt aus 231, wie 120 aus 119.] 
233. Die Funktion f(z) sei regular und vom positiven Realteil in 

der offenen Kreisflache I z [ < R, ferner stetig in der abgeschlossenen 
Kreisflache [ z I< R Wenn der Realteil von f(z) auf einem Bogen des 
Kreisrandes identisch verschwindet, dann andert sich darauf der 
Imaginarteil von f (z) stets in demselben Sinne, und zwar abnehmend, 
wenn arcz zunimmt. 

234. Es sei f(z) = a0 + a1 z + · · · + anz" + · · · regular im Kreise 
j z j < R, f(reifJ) = U(r, iJ) + iV(r, {}), U(r, {}), V(r, {}) reell. Die 
Gleichung 

2n 2n 

j[U(r, {}) ]2 d{} = j[V(r, 1J)] 2 d{} 
0 0 

gilt fUr 0 < r < R, wenn sie fUr r = 0 gilt. 
235. Die Funktion 

f(z) =! + a1 z + · · · + anz" + · · · 
se1 1m Kreise I z I< 1 regular und habe dort positiven Realteil. 
Dann ist 

'ani ~1, n = 1, 2, 3, .... 

In keiner dieser Ungleichungen kann 1 durch eine kleinere Zahl er
setzt werden. 

P 61 y a-S z e g 6, Aufgaben und Lehnatze I. 9 
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236. Es sei die Funktion f(z) = a0 + a1 z + ~z2 + . · . + anzn + ... 
regular im Kreise I z I < R und es gelte daselbst m f(z) < A 0 Dann ist, 
0 < r < R vorausgesetzt, 

n 2r I ao I+ I all r +I a2jr2 + ... +I an I r + ... <I ao I + R- r (A- !Rao). 

Beispiel: f(z) = z + 1 , 
z-1 

237. Die Laurentreihe 

R=1, A=O. 

n= -co 

sei im Ringgebiet 0 <I z I< oo (doppelt punktierte Kugel) konvergent 
und habe m z = 0 und z = oo eine wesentliche Singularitat. Wenn 
das Maximum des Realteils von 1p(z) auf der Kreislinie I z I = r mit 
A (r) bezeichnet wird, dann wachst A (r) fiir r -HJo starker als eine 
noch so hohe Potenz von r und fiir r ~ 0 starker als eine noch so hohe 

Potenz von _.!_ • Genauer gilt 
r 

lim ~gA(1_ = + oo, 
r~= logr 

lim logA(r) == + 00 . 

HO Jog~ 
r 

238. Die Funktion f(z) = ao + a1 z + · · · + anzn + · · · sei regular 
im Kreise I z I < R und L1 (f) bezeichne die groBte Schwankung des 
reellen Teiles von: f(z) fiir I z I< R, d. h. A (f) sei die obere Grenze von 
I 9tf(z1)- 9tf(z2) I fiir I z1 j < R, I z2 1 < R. Dann ist 

ja1 IR<~L1(f). 
:rt 

Die Konstante ~ laBt sich hier durch keine kleinere ersetzen. Wie 
:rt 

laBt sich dieser Satz geometrisch interpretieren? 
239. Die Funktion f(z) = ao + a1 z + .. · +an zn + .. · sei regular im 

Kreise I z I < R und D(f) bezeichne die gro.Bte Schwankung von f(z) 
fiir I z I < R, d. h. D(f) sei die obere Grenze von I f(z1) - f(z2) 1 fiir 
I z1 I < R, I z2 j < R. Dann ist 

I a1 j R< !D(f). 

Die Konstante l Ia.l3t sich hier durch keine kleinere ersetzen. Was 
bedeutet dieser Satz geometrisch? 

240. Die Funktion f(z) sei folgenden Bedingungen unterworfen: 
1. f(z) ist regular, I f(z) 1 < M im Kreise I z - s I < r. 
2. f(z) ist von 0 verschieden im abgeschlossenen Halbkreise 

lz-si~r, !R(z-s):::::o. 
J. f(z) hat im Kreise I z- s I< t r die Nullstellen cv c2, ••• , Ct. 
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Dann ist 

f(s) 2 M ~ 1 
-l)l j(s) < r log WsiT- .tft l)l S-Ci. . 

[Man kann s = 0 voraussetzen; 232, 120.] 

241. 1st der Konvergenzkreis einer Potenzreihe der Einheitskreis 
und liegen an dessen Rand nur Pole erster Ordnung (keine anderen 
Singularitaten), so ist die Folge der Koeffizienten bes«hrankt. 

00 

242. Befindet sich am Rande des Konvergenzkreises von 1: anzn 
nur ein singularer Punkt z0 und ist z0 ein Pol, so ist n=O 

1. an 
1m-- =z0 • 

n~oo an+l 
00 

243. Es sei 1: anzn die Potenzreihenentwicklung einer rationalen 
n=O 

Funktion, deren (zum Zahler teilerfremder) Nenner den Grad q hat. 
Bezeichnet e den Konvergenzradius und An die groBte unter den q 
Zahlen I an I, I an- 1 I, .. . , I an-q+l I, so ist 

. n 1 
hm }'A,;=-. 
n~oo (! 

(lim, nicht etwa lim sup!) 
244. Es sei Yn die Anzahl der nichtverschwindenden unter den 

n Zahlen a0, a1, ••• , an-I· Wenn am Rande des Konvergenzkreises 
der Potenzreihe a0 + a1z + a2z2 + · · · + anzn + · · · sich nur Pole (keine 
anderen Singularitaten) befinden, so ist die Anzahl dieser Pole 

Beispiel: 

li n 
> msup-. 

n~oo Yn 

..k k 3k 1 1+.o··+z2 +z + .. ·= 1_i'. 

245. Die Koeffizienten a0, a1, •• • , am . . . der Potenzreihe 
a0 + a1 z + · · · + anzn + · · · seien reell und an dem Konvergenzkreis 
mogen nur die heiden Pole eei"' und ee-i"', keine anderen Singulari
taten liegen, 0 <<X < n. Die Anzahl der Zeichenwechsel in der Sequenz 
a0 , a11 a2, •• • , an-v an sei Vn. Dann ist 

lim Vn =~. 
n~oo n TC 

[VIII 14.] 

246. Wenn unter den Singularitaten am Rande des Konvergenz
kreises sich auch ein Pol be:findet, so konvergiert die Potenzreihe in 
keinem Randpunkt des Konvergenzkreises. 

9* 
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247. Wenn der Punkt z = 1 eine regulii.re Stelle ftir die im Ein
heitskreise konvergente Potenzreihe 

I (z) = a1 z + a2 z2 + · · · + anzn + · · · 
ist, so stellt die (fi.ir gewisse Werte von s als konvergent voraus
gesetzte) Dirichletsche Reihe 

D(s) =a11-•+a22-'+ ··· +ann-•+ ··· 

eine ganze Funktion dar. Hat l(z) den Punkt z= 1 zum Pol hter 

Ordnung, so ist D (s) eine meromorphe Funktion, deren Pole in den 
Punkten s = 1, 2, 3, ... , h liegen (nur der letzte ist notwendigerweise 

vorhanden) und einfach sind. [Es ist D(s)T(s)= fx"- 1 l(e-x)dx, vgl. 
00 0 

II 117; fi.ir e > 0 stellt j x' -I I ( e- "') d x eine ganze Funktion von s dar. J 

248. Die Zahlenfolge a0 , av a2 , ••• , an, ... sei der Bedingung 

1. log I an I h h > 0 1m sup =- , 
n-+oo Vn 

unterworfen. Dann konvergiert die Reihe 

<P(s) = 2a0 + a1 (e"+ e-•) + a2 (ev2 8 + e- V2 •) +···+an (/n• + e- Yn •)+ ... 
in dem unendlichen Streifen 

- h <ffis <h 

der s-Ebene, und zwar absolut und gleichmii.Big in jedem inneren 
Streifen -h+e<ffis<h-e, e>O, und stellt dart eine analytische 
Funktion (/) (s) dar. Die Funktion (/) (s) kann nur dann identisch ver
schwinden, wenn alle Koeffizienten a0 , av a2, •• , an, ... verschwinden. 
[Man berechne 

a+ioo 

1 f e-us F(u) = -. c]) (s) - 2 ds, 
2nz s 

a-ioo 

249. Von der Potenzreihe 

O<a<h, u>O; 

l(z) = a0 + a1 z + a2 z2 + · · · + anzn + · · · 

155.] 

sei bekannt, daB sie im Innern des Einheitskreises konvergiert, ferner, 
daB sie saii1t ihren samtlichen Ableitungen bei reeller Annaherung an 
die Stelle z = 1 gegen Null geht, d. h. lim j(n)(z) = 0, n = O, 1, 2, .... 

z-->-1 

Dann liegt folgende Alternative vor: 
1. f(z) verschwindet identisch, d. h. an = 0, n = 0, 1, 2, ... 
2. z = 1 ist ein singularer Punkt von l(z). 
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Wenn die Potenzreihe in einem gr6fleren Kreis als der Einheits
kreis konvergiert, d. h. 

dann tritt notwendigerweise der Fall 1. ein. Man schlieBe dasselbe 
aus der geringeren Voraussetzung, daB 

lim sup log I a .. I< 0. 
n~oo yn 

[Man bilde die Funktion ~(s) von 248.] 
250. Die Behauptung von 249 gilt nicht mehr, wenn beziiglich 

d K ffi . f( ) 1" log I a .. I er oe z1enten a0, a11 a2, ••• , a .. , ..• von z anstatt 1m sup ---;c- < 0 
nur die Voraussetzung n~oo yn 

lim sup log I a .. I < 0, 0 < p, < ! 
n~oo n~' 

gemacht wird. [Man setze 
00 

f(z) = J e-zl' cos"'"' sin (xu sin p,:n) e-z(l-z) dx; 
0 

153, II 222.] 

Die nachfolgenden Beispiele zeigen, daB bei Folgen analytischer 
Funktionen die Konvergenz haufig ,ansteckend" ist. 

251. Wenn die Reihe 

g(z) + g'(z) + g''(z) + ... + g(n)(z) + .. ; 
an einer einzigen Regularitatsstelle von g(z) konvergiert, so ist g(z) 
eine ganze Funktion und die Reihe konvergiert in jedem Punkt, und 
zwar gleichmaBig in jedem endlichen Bereich der z-Ebene. 

252. Wenn die Folge 

I g'(z) 1. v'l g''(z) 1. 
., __ _ 
VI g(n)(z) J, ... 

in einem einzigen Punkte der z-Ebene beschrankt bleibt, dann ist g(z) 
eine ganze Funktion und die Folge bleibt in allen Punkten der z-Ebene 
beschrankt, und zwar hat sie in allen Punkten denselbenLimes superior. 

253. Es seien 
llo. ~. a2, a.., 
c0, c11 c2, c.., 

zwei unendliche Zahlenfolgen, die zweite beliebig, die erste so be
schaffen, daB an =f 0, am =f an fiir m, n = 0, 1, 2, ... , m =f n, und 

1 1 1 1 -+-+-+···+-+··· llo al a2 an 
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absolut konvergent ist. Durch die Gleichungen 

Qn(ao) = Co, Qn(a1) = Cv ... , Qn(a,;) = Cn 
ist ein Polynom Qn(z) vom Grade< n eindeutig bestimmt. Wenn die Folge 

Q0 (z), Q1 (z), Q2(z), ... , Qn(z), ... 

an einer einzigen, von a0 , av a2, . . . verschiedenen Stelle konvergiert, so 
konvergiert sie ·in jedem Punkt z, und zwar gleichmaBig in jedem 
endlichen Bereich der z-Ebene. 

254. Es sei 

eine in zwei Richtungen unendliche Zahlenfolge und Q2n(z) das Poly
nom znten Grades, fiir das 

Q2n(- n) = C_n, Q2n(- n + 1) = C-n+l> ... , Q2n(0) =Co, 

Q2n(n- 1) = Cn·-1> Q2n(n) = Cn 
ist. Konvergiert die Polynomfolge 

Qo(z), Q2(z), Q4(z), . · ·, Q2n(z), · · · 
an zwei, voneinander verschiedenen nichtganzzahligen Stellen, so kon
vergiert sie in jedem Punkt z, und zwar gleichmaBig in jedem endlichen 
Bereich der z-Eben e. 

255. Es sei die Zahlenfolge c0, c1 , c2, ••• , en, . . . gegeben. Es ist 
moglich [VI 76] ein Polynom Qn(z) vom Grade <n so zu bestimmen, daB 

Qn(O) = c0, Q~(1) = c1, Q~(2) == c2, ... , Q~nl(n) =en 

Es ist iibrigens Qn(z) durch diese n + 1 Bedingungen eindeutig be
stimmt [VI 75]. Wenn die Folge 

Q0 (z), Q1(z), Q2(z), ... , Qn(z), ... 
an einer einzigen, von z = 0 verschiedenen Stelle konvergiert, so kon
vergiert sie in jedem Punkt z, und zwar gleichmaBig in jedem end
lichen Bereich der z-Eben e. 

256. Die Funktionen j0(z), /1 (z), /2(z), ... , fn(z), ... seien fiir I z I< 1 
regular, von 0 verschieden und dem absoluten Betrage nach alle < 1. 
Ist lim fn(O) = 0, so gilt lim fn(z) = 0 im ganzen Kreise I z I < 1, und 

n-+oo 

zwar gleichmaBig in jedem kleineren Kreis. 
257. Die harmonischen Funktionen 

u0 (x, y), udx, y), u2 (x, y), Un(X, y), 

seien regular in einem Gebiete @ der x, y-Ebene und dort bestandig 
positiv. Konvergiert die unendliche Reihe 

u0 (x, y) + u1 (x, y) + u2 (x, y) + · · · + Un (x, y) + · · · 
in einem einzigen Punkte von @, so konvergiert sie iiberall in @, und 
zwar gleichmaBig in jedem abgeschlossenen Teilbereiche von @. 
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258. Die Funktionen der Folge /0 (z), /1 (z), /2 (z), ... , In (z), ... 
seien analytisch in dem Gebiet @ und ihre Realteile sollen in jedem 
Teilbereich von @ gleichmaBig konvergieren. Dann konvergiert die 
Folge der Imaginarteile entweder in keinem einzigen Punkt oder gleich
maBig in jedem Teilbereich von ®. 

259. Die Reihe 

z ~ ~ 

1+z + (1+z)(1+z2) +(1+z)(1+z2)(1+z4 ) 

zs 
+ (1 + z) (1 + z2) (1 + ~) (1 + zB) + .. · 

konvergiert gleichmaBig in jedem, ganz im Innern oder ganz auBerhalb 
des Einheitskreises gelegenen Bereiche und hat z oder 1 zur Summe, 
je nachdem I z [ < 1 oder I z I> 1 ist. [I 14.] 

260. Man bezeichne mit ex eine beliebige Konstante, ex =!= 0. Die 
Reihe 

konvergiert gleichmaBig fiir ·aile positiven Werte von x; sie stellt die 
Funktion e!X"' dar, wenn 0 < x < 1, und eine davon verschiedene ana
lytische Funktion, wenn 1 < x < oo ist. 

261. Die Funktionenfolge, deren ntes Glied 

ist, konvergiert gleichmaBig in jedem endlichen Bereich, der die 
imaginare Achse nicht enthalt. 

262. Es sei 

und man setze 
ex>O, fJ>O, ex+fJ=1 

1 
q;(z) = exz+ fJ-. z 

Die Folge der iterierten Funktionen 

q;(z), q; [q;(z)], q;{q;[q;(z)]}, 

konvergiert gegen + 1, wenn ffi z > 0, konvergiert gegen -1, wenn 
ffi z < 0, divergiert, wenn ffi z = 0. 
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263. Bezeichnet h (cp) die Stiitzfunktion des in 114 betrachteten, un
endlichen, konvexen Bereiches, so bleibt, wenn man z = re'"' setzt, die Folge 

V,:_z~(z _ _!1)~(z __ 2!_) ·-·--,· ~(z_-_n__:_+_1.:_) ~(z_ n) e-rhCq;J 
- 1 , n = 1, 2, 3, ... 

n. 
in der ganzen Halbebene 9lz> 0 beschriinkt [12, II 220]; h(ip) ist die 
kleinste Funktion des Winkels cp, die dies leistet. 

264. Bezeichnet h(cp) die Stiitzfunktion des in 115 betrachteten 
konvexen Bereiches, so bleibt, wenn man z = re'"' setzt, die Folge 

z(1-~) (1-~) ··· (1-~) e-rh(q;) n=1, 2, 3, ... 12 22 n2 , 

in der ganzen Ebene beschriinkt [13, II 221]; h(cp) ist die kleinste 
Funktion des Winkels cp, die dies leistet. 

265. Bezeichnet h(cp) die Stiitzfunktion des in 116 betrachteten 
konvexen Bereiches, so ist, wenn man z = r e'"' setzt, 

n = 1, 2, 3 ... 

in der ganzen Ebene. 

6. Kapitel. 

Das Prinzip vom Maximum. 
Die Werte, die eine analytische Funktion in den verschiedenen 

Teilen ihres Existenzbereiches annimmt, sind miteinander solidarisch: 
sie verstiindigen sich durch analytische Fortsetzung und man kann 
den Wertverlauf nicht in einem Teil modifizieren, ohne eine Anderung 
des ganzen Wertverlaufes hervorzurufen. Deshalb kann eine analytische 
Funktion einem Organism us verglichen werden, dessen hervorstechendes 
Merkmal eben dies ist: Einwirkung auf irgendeinen Teil ruft eine 
solidarische Reaktion des Ganzen hervor. Man kann z. B. die Fort
pflanzung der Konvergenz [251-258] der Ausbreitung einer Infektion 
vergleichen usw. Herr Borel hat sich tiber iihnliche Vergleiche in 
geistreichen Betrachtungen des liingeren ausgelassen1). Wir wollen jetzt 
zusehen, auf welche Art die Betriige der W erte, die die Funktion in 
verschiedenen Distrikten annimmt, sich solidarisch erweisen, d. h. sich 
gegenseitig bedingen. 

Die Funktion f(z) sei regular in der Kreisfliiche I z J < R. Man 
bezeichne mit M(r) das Maximum ihres absoluten Betrages auf der 
Kreislinie I z I= r, r < R. 

1) E. Borel, Methodes et problemes de theorie des fonctions. Paris: 
Gauthier-Villars 1922. Introduction. 
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266. Das Maximum von I f(z) I auf der KreistHi.che I z I< r ist = M (r). 
267. M(r) wachst monoton mit r, es sei denn, daB f(z) eine Ron

stante ist. 
268. Die Funktion f(z) sei regular im einfach zusammenhangenden 

Kreisgebiet I z I> R. Es bezeichne M(r) das Maximum von I f(z) I auf 
der Kreislinie I z I= r, r > R. Dann ist M(r) auch das Maximum 
von I f(z) I im KreisauBern I z I> r und M(r) nimmt mit r monoton ab, 
es sei denn, daB f(z) eine Konstante ist. 

269. Es sei f(z) ein Polynom nten Grades; dann ist 

Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir die Polynome von der Form czn. 
270. f(z) sei ein Polynom nten Grades und es sei 

I f(z) I <M 

im reellen Intervall -1 < z < 1. Dann ist 

I f(z) I <M(a + b)n 

fiir ein beliebiges z auBerhalb dieses Intervalls; hierbei sind a und b 
die Halbachsen derjenigen durch z gehenden Ellipse, deren Brenn
punkte in -1 und 1 liegen. 

Was besagt der Satz fiir z ~ oo? 
271. Es sei f(z) ein Polynom nten Grades, E1 und E2 zwei homo

fokale Ellipsen mit den Halbachsen av bv bzw. a2, b2, a1 < a2, b1 < b2 • 

Dann ist, wenn man das Maximum von I f(z) I auf E1 und E2 bzw. mit 
M1 undM2 bezeichnet, 

Man leite aus diesem Satz 269, 270 ab. 
272. Wenn eine analytische Funktion in einer abgeschlossenen 

Kreisflache regular und keine Konstante ist, so ist ihr absoluter Wert 
in dem Kreismittelpunkt kleiner als das arithmetische Mittel ihrer 
absoluten Werte auf dem Kreisrand. 

273. Wenn der absolute Betrag einer analytischen Funktion in 
einer Flache (z. B. Kreisflache) konstant ist, dann ist sie selbst eine 
Konstante. 

274. Die Funktionen q;(z) und "''(z) seien regular in der ab
geschlossenen Kreisscheibe I z I< 1 und von Null verschieden in der 
offenen Kreisscheibe I z I< 1; ferner seien q;(O) und "1'(0) reell und 
positiv. Sind die Betrage von I q;(z) I und I '!jJ(Z) I auf dem Kreisrande 
lzl = 1 einander gleich, so ist identisch q;(z) = "''(z). 
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275. Die Funktion f(z) sei regular und eindeutig im Innern 
eines Bereiches ~. stetig am Rande von ~. Bezeichnet M das Maxi
mum von I f(z) I am Rande von~. dann ist 

lf(z) I <M 
im Inn ern von ~. vorausgesetzt, daB f (z) keine Konstante ist. [Besagt 
mehr als 135.] 

276. Es sei ~ ein Bereich, C ein innerer Punkt von ~ und ffi die 
Gesamtheit derjenigen Randpunkte von~. deren Abstand von C nicht 
mehr als (} betragt. Auf der Kreislinie vom Radius(} und Mittelpunkt 
C soH es einen Bogen geben, der nicht zu )8 gehort und dessen Lange 

> 2 :n:e ist; n bedeutet eine ganze Zahl. 
n 
Die Funktion f(z) sei regular und eindeutig im Innern, stetig auf 

dem Rande von ~. und zwar soH I f(z) I <a in den Punkten von ffi 
und I f(z) I< A in den iibrigen Randpunkten von ~ gelten, a< A. 
Dann ist 

2:. 1-..!. 
j/(C)j<anA n. 

[ 
2:n:i n-1 

e----:n =w gesetzt, betrachte man das Produktflf[C+(z-C)w-"] in 

einem passend gewahlten Bereich.] v=O 

277. Die Funktion f(z) sei regular und beschrankt im Winkel
raum 0 < arcz < IX, stetig an der reeHen Achse und es sei, wenn x 
durch positive Werte wachsend ins Unendliche strebt, limf(x) = 0. 
Dann gilt 

lim f(z) = 0 
IZI-*= 

gleichmaBig in jedem Winkelraum 0 <arc z < IX - e < IX. 

278. Es bezeichne M eine positive Konstante und ® ein zu
sammenhangendes Gebiet. Es sei von der analytischen Funktion f(z) 
vorausgesetzt, daB 

1. f(z) in jedem Punkt von @ regular ist; 
2. f(z) in @ eindeutig ist; 
3. zu jedem Randpunkt von ® und zu jeder positiven Zahl e 

sich eine Umgebung des fraglichen Randpunktes angeben laBt, derart, 
daB, wenn z sich in· der angegebenen Umgebung, und zwar in ® be
:fi.ndet, die Ungleichung 

jf(z) I <M +e 
gilt. 

Aus diesen Bedingungen folgt, daB in ® 

lf(z) I<M 

ist und sogar, daB I f(z) I < M gilt, falls f(z) keine Konstante ist. [Ge
nauer als 275.] 



III. Abschn., Kap. 6: § 1, Nr. 275-279 · §2, Nr. 280-284. 139 

279. Die Funktion f(z) sei im Kreise I z I < 1 regular und be
schrankt und es sei 

lim f(rei*) = 0 
r-+1 

gleichmaBig in einem Sektor cx<{)<{J, cx<{J. Dann verschwindet f(z) 
identisch. 

280. Es sei f(z) im Kreise I z I < 1 regular und daselbst I f(z) I < 1. 
Ist /(0) = 0, so findet entweder die schiirfere Ungleichung I f(z) I < I z I 
statt, oder es ist f(z) = eitX z, ex reell. 

281. Es seien z = cp (C) , w = 1p (C) zwei schlichte Abbildungen 
des Einheitskreises I C I< 1 auf je ein Gebiet @ und S) der z- bzw. 
w-Ebene, bei denen dem Kreismittelpunkt C = 0 die Punkte z = z0 

bzw. w = Wo entsprechen. Es sei ferner 0 < e < 1 und g bzw. 1) be
zeichne die heiden Bereiche, in welche die Kreisscheibe I C I<(! bei den 
erwahnten Abbildungen iibergeht. Wenn w = f(z) eine in @ reguliire 
analytische Funktion ist, deren Wertevorrat dem Gebiet S) angehOrt, 
fiir die ferner f(z0) = w0 gilt, dann nimmt f(z) in dem Teilbereich g 
von @ solche Werte an, die dem Teilbereich ~von S) angehOren. Sie 
licgen sogar im Innern des Bereiches ~. wenn f(z) nicht mit einer 
Funktion iibereinstimmt, die das Gebiet Q) schlicht auf das Gebiet .\) 
abbildet. 

282. Es sei f(z) regular und I f(z) I < 1 fiir I z I < 1 . Dann ist 

1 -I /(0)12 

I t(z)- t(o) I< I z 11 -I t(o) II z I , o < lz I< 1. 

Das Gleichheitszeichen kann nurfiir die lineareFunktionf(z) = ei IX z + ~0 , 1+w e~tXz 
<X reell, eintreten. o 

283. f(z) sei regular fiir I z I < R und A (r) bezeichne das Maximum 
des reellen Teiles von f(z) fiir ! z I < r, 0 < r < R. Dann gilt die Un
gleichung 

R- r 2r 
A(r)< R + r A(O) + R + r A(R), O<r<R, 

lim A(r) = A(R) gesetzt [A(r) wachst monoton mit r, 313]. Das 
i'-+R- 0 

Gleichheitszeichen findet nur fiir die lineare Funktion 

statt, ex reell. 

f(z) = Rw0 + [w0 - ~A(R)]eitXz 
R- euz 

284. (Fortsetzung.) Fiir das Maximum des absoluten Betrages 
von f(z) im Kreise I z I < r gilt 

2r R+r 2r 
M(r) <M(O) + --. [A(R)- A(O)] <R-M(O) + R,!_ A(R). 

R-r -r -r 
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285. f(z) sei regular, von Null verschieden und beschrankt fUr 

I z I < R. Dann ist 
R-r 2r 

M(r) sM(O)R+r M(R)R+r' O<r<R, 

lim M(r) = M(R) gesetzt. 
r-+R-0 

286. Die Funktionen f1(z), /2(z), / 3(z), ... , fn(z), ... seien regular, 
von Null verschieden und dem absoluten Betrage nach kleiner als 1 

fi.ir I z I < 1. Ist die Reihe 

f1(0) + f2(0) + fs(O) + · · · + fn(O) + · · · 

absolut konvergent, so konvergiert auch 

[fl(z)J2 + [f2(z)J2 + Us(z)J2 + ... +[fn(z)J2 + .. ·, 

und zwar absolut fi.ir I z I < t. 
287. f(z) sei regular und vom positiven Realteil fi.ir I z I< 1, /(0) 

sei reell. Dann ist 

1-lzl 1+lzl 01 2lzl 
t(o) 1 + I z I< mt(z) < f(o) 1 - I z I. l0f(z) I< f(o) 1 - I zf, 

t(o) ~ ~ \:\<I /(z) I:::; t(o) ~ ~ :: \, o < I z I < 1 . 

Das Zeichen = gilt nur fi.ir 
1 + eicxz 

f(z) = w0 -1 --.-, - e•cxz w0, ex reell, w0 > 0 . 

288. f(z) sei regular fi.ir I z I< 1 und es sei daselbst 1 ffi/(z) 1 < 1. 
Ist /(0) = 0, dann gilt scharfer 

4 
1 mt(z) 1 <- arctg 1 z 1, o < 1 z 1 < 1 . 

n 
Ferner hat man 

I O<f( ) I 2 1 1 + I z I 
0 z < -; og 1 - I z I , O<lzi<L 

Das Gleichheitszeichen tritt nur dann ein, wenn 

2 1+eicxz 
f(z) = -:--log--.- , 

~n 1-e•cxz ex reell. 

289. Die Funktion f(z) sei regular fi.ir I z I < R und es sei daselbst Ll 
die Schwankung ihres reellen Teiles, d. h. 

I mt(zl) - mt(z2) I < L1 , 

wenn I z1 I < R, I z2 1 < R ist. Dann ist die groBte Schwankung ihres 
reellen Teiles im kleineren Kreise I z I< r, r < R, 

4LI r I mt(zl)- mt(z2) I<--;- arctg R' I zll <r' iz21 <r. 
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Fiir die groBte Schwankung des Imaginarteiles in demselben Kreise gilt 

290. Unter .8 verstehe man das unendliche in bezug auf die reelle 
Achse symmetrische Gebiet der z = x + i y- Ebene, deren Punkte sich 
durch die Ungleichungen 

x>O, -k(x) < y < k(x) 

charakterisieren lassen; hierbei ist k(x) eine fiir x;::: 0 erklarte positive 
stetige Funktion der Variablen x. Dann existiert eine, nur von .8 ab
hangige, stetige und positive Funktion h(x) von folgender Beschaffen
heit: Wenn F(z) in .8 regular und von unten beschrankt ist, I F(z)j >c. 
c > 0, dann ist 

logJ F(x)l 
h(x) 

von oben beschrankt, wenn x durch positive Werte ins Unendliche 
wachst. (Dieser Satz ist besonders interessant, wenn k(x) stets ab
nehmend gegen Null konvergiert, d. h. wenn das Gebiet .8 ,zungenfi:irmig" 
ist; denn wahrend eine analytische Funktion langs eines Halbstrahles 
beliebig stark anwachsen kann (IV 180), ist der Starke des Anwachsens 
eine bestimmte Schranke gesetzt, sobald es in einer gewissen Breite 
vor sich gehen soll. Man kann das Resultat, auf die Punkte der Be
tragflache (S. 110) anspielend, etwas vage auch so fassen: SoU keiner 
unter einen bestimmten Minimalstand sinken, so diirfen sich andere 
nicht allzu hoch erheben.) 

291. f(z) sei im Einheitskreis I z I< 1 regular und dem Betrage 
nach kleiner als 1, auBerdem regular fiir z = 1; ferner sei f(O} = 0, 
/(1} = 1. Dann ist /'{1) reell und /'(1) > 1. 

292. f(z) sei im Einheitskreis I z I < 1 regular und daselbst I f(z)J < 1. 
AuBerdem sei f(z) regular fiir z = 1 und /(1} = 1. Dann ist /'(1) reell 
und 

Jzj < 1. 

293. f(z) sei regular in der oberen Hal be bene ~ z > 0 und daselbst 
vom positiven Imaginarteil, ~ f(z) > 0. AuBerdem sei /(z) in einem 
Punkte z =a der reellen Achse regular und f(a) = b, b reell. Dann 
ist f'(a) reell und positiv, ferner gilt in der oberen Halbebene ~z > 0 

0.< 1 "' 1 
v b- /(z) > \5 (a- z)f'(a) 
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294. Die in der Kreisflache I z I < 1 regulare Funktion f(z) soli 
daselbst die Nullstellen zv z2, ••• , Zn besitzen und der Ungleichung 
I f(z) I < M geniigen. Dann besteht sogar die scharfere Ungleichung 

I z - z1 z - z2 z - Zn 1
[ 

I f(z) I< 1- zlz. 1- z2z .. "1=- ZnZ M 

fiir I z I< 1, und zwar gilt das Zeichen = entweder in keinem oder in 
jedem Punkte der Kreisflache I z I < 1. (Satz 280 ist Spezialfall hier
von: n=1, z1 =0.) 

295. Die in der Halbebene ffiz > 0 regulare Funktion f(z) soil 
daselbst die Nullstellen Zv z2, ••• , Zn besitzen und der Ungleichung 
I f(z) I s M geniigen. Dann besteht sogar die scharfere Ungleichung 

1 I I z1 - z z2 - z Zn - z I 
I f(z) < ' -z,l + z . z2 + z ... -~n + z I M 

fiir 1R z > 0, und zwar gilt das Zeichen = entweder in keinem oder in 
jedem Punkte der Halbebene ffiz > 0. 

296. Wenn eine Funktion in einer abgeschlossenen Kreisflache 
meromorph und am Kreisrand von konstantem absoluten Betrage ist, 
so ist sie eine rationale Funktion, und zwar his auf einen konstanten 
Faktor das Produkt linear gebrochener Funktionen, die die betreffende 
Kreisflache auf das Innere oder das AuBere des Einheitskreises abbilden. 

297. Wenn die Funktion f(z) im Kreise I z I< 1 regular und be
schrankt ist und daselbst an den Stellen Zv z2, z3, • • • verschwindet, 
dann ist entweder die Abstandssumme 

( 1 - I z1 I) + ( 1 - I z2 I) + ( 1 - I z3 I) + · · · 

(die Summe der Abstande der Nullstellen vom Einheitskreis) endlich, 
oder es ist f(z) identisch = 0. 

298. Wenn die Funktion f(z) in der Halbebene ffiz > 0 regular 
und beschrankt ist und an den in deren Innern, aber auBerhalb des 
Einheitskreises gelegenen Stellen Zv z2, z3, • . • verschwindet, ~lzn > 0, 
I Zn I> 1, n = 1, 2, 3, : .. , dann ist entweder die Summe 

1R_!+1R_!+1R_!+··· 
zl z2 Za 

endlich, oder es ist f(z) identisch = 0. 

299. Die Summe der Betrage mehrerer analytischer Funktionen 
erreicht ihr Maximum am Rande. Ausfiihrlicher gesagt: Es seien die 
Funktionen /1 (z), /2(z), ... , fn(z) regular und eindeutig in dem Be
reiche )8. Die in )8 stetige Funktion 

q;(z) =I f1(z) I + I /2(z) I + · · · + I fn(z) I 
nimmt ihr Maximum an der Begrenzung von )8 an. 
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300. (Fortsetzung.) Das Maximum von cp(z) wird nur an der 
Begrenzung von )S erreicht, ausgenommen den Fall, daB alle Funktionen 
/ 1 (z), /2(z), ... , fn(z) Konstanten sind. 

301. In dem Raum seien n feste •Punkte Pv P 2, ... , Pn gegeben 
und P sei ein veranderlicher Punkt. Die Funktion des Punktes P 

cp(P) = PP1 • PP2 • • • • PPn 

(PPv ist die Entfernung der Punkte P und Pv) nimmt in jedem Be
reich ihr Maximum am Rande an. (Verallgemeinerung von 137.) 

302. Die Funktionen /1 (z), /2(z), ... , fn(z) seien regular und ein
deutig in dem Bereiche )S; man bezeichne mit Pv p2 , ••• , Pn positive 
Zahlen. Die in )S stetige Funktion 

cp(z) =I /1(z) lp, + I Mz) lp, +···+I fn(z) IPn 

nimmt ihr Maximum an der Begrenzung von )S an, und zwar nur an 
der Begrenzung, abgesehen vom Fall, wenn samtliche Funktionen 
/ 1 (z), /2(z), ... , fn(z) Konstanten sind. 

303. Es sei f(z) in dem mehrfach zusammenhangenden abge
schlossenen Bereich IS regular, auBerdem sei I f(z) I [nicht notwendiger
weise f(z) !] eindeutig in )S. Das Maximum von I f(z) I in )S wird in 
einem Randpunkte von )S erreicht. Es wird in keinem inneren Punkte 
von )S erreicht, wenn f(z) keine Konstante ist. 

304. f(z) sei in der Kreisflache I z I < R regular. Wenn 

0 < r1 < r 2 < r3 < R, 
dann ist 

1 M( ) logr2 - logr11 M( ) logr3 -logr21 M( ) og r2 < og r + · ·~ og r1 • 
~ logr3 -logr1 3 logr3 -logr1 

D. h., wenn logM(r) als Funktion von logr in einem rechtwinkligen 
Koordinatensystem aufgetragen wird, so entsteht eine von unten ge
sehen nicht konkave Kurve (Hadamardscher Dreikreisesatz). [Man 
betrachte z1X f(z) mit passend gewahltem iX.] 

305. (Fortsetzung.) Die Funktion logM(r) ist sogar eine konvexe 
Funktion von logr, wenn f(z) nicht von der Form az!X ist, a, iX Kon
stanten, iX reell. D. h. nur in diesem Ausnahmefall tritt in der Un
gleichung von 304 das · Zeichen = ein. 

306. f(z) sei regular fUr I z I< R, jedoch nicht von der Form czn, 
c eine Konstante, und 

2n 

lz(r) = 21njlf(rei{}) 12dif 
0 

bezeichne das arithmetische Mittel von I f(z) 12 auf dem Kreisrand 
lzl = r, r < R. Die Funktion I 2(r) wachst monoton mit r und logl2(r) 
ist eine konvexe Funktion von log r. 
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307. f(z) sei regular fiir lzl < R und 
2n 

_!_Jlog \ j(rei-D) I d.? 
2n 

®(r) =e 0 

bezeichne das geometrische Mittel von I f(z) I auf dem Kreisrand 
lzl = r, r < R. Die Funktion ®(r) nimmt mit wachsendem r niemals 
ab und log®(r) ist eine von unten nirgends konkave Funktion von logr. 

308. f(z) sei nicht konstant und regular fiir I z I < R und es sei 
2n 

I(r) = -1-jf f(rei-D) ld#, 
2n 

0 

r<R. 

Die Funktion J(r) wachst monoton mit r und log I(r) ist eine von 
unten nirgends konkave Funktion von log r. [299, 304.] 

309. Die Abbildung w = f(z), f(z) nicht konstant und regular im 
Kreise I z I < R, fiihrt den in der z-Ebene gelegenen Kreis I z I = r, r < R, 
in eine in der w-Ebene verlaufende Kurve iiber, deren Lange l(r) sei. 

Das Verhiiltnis l(r) wachst monoton mit r. 
2nr 

310. f(z) sei nicht konstant und regular fiir I z I < R, p sei eine 
positive Zahl und 

r<R. 
0 

Die Funktion IP (r) wachst monoton mit r und log IP (r) ist eine von 
unten nirgends konkave Funktion von logr. (Fiir die Spezialfalle p = 2 
und p = 1 und fiir die Grenzfalle p = 0 und p = oo vergleiche bzw. 
306, ·308, 307. 267 und 304, fiir einen analogen Fall IV 19.) 

311. Der Wert einer analytischen Funktion, die in der abgeschlos
senen Kreisflache Sf regular ist, kann nicht in jedem Randpunkt von 
Sf reell ausfallen, es sei denn, daB die Funktion eine reelle Konstante ist. 

312. Wenn eine harmonische Funktion in einer abgeschlossenen 
Kreisflache regular ist, so ist ihr absoluter Wert in dem Kreismittel
punkt < als das arithmetische Mittel ihrer absoluten Werte auf dem 
Kreisrand. Wann tritt das Zeichen = ein? 

313. Eine harmonische Funktion sei regular und eindeutig in einem 
Bereich ~. Sie nimmt sowohl ihr Maximum als ihr Minimum an der 
Begrenzung von ~ an, und zwar nur an der Begrenzung, wenn sie 
keine Konstante ist. 

314. Wenn eine in dem Bereiche ~ regulare und eindeutige har
monische Funktion in jedem Punkt der Begrenzung von ~ verschwindet, 
dann ist sie identisch gleich Null. 
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315. Die in Losung 31 beschriebene Gleichgewichtslage ist instabil. 
316. Eine nicht konstante harmonische Funktion sei eindeutig in 

dem Bereiche )8. Sie sei daselbst regular mit Ausnahme von endlich 
vielen Punkten, in denen sie - oo wird (d. h. sie konvergiere bei der 
Annaherung an einen solchen Punkt gegen - oo). Dann nimmt sie ihr 
Maximum an der Begrenzung von lB an. 

317. Die Funktion f(z) sei regular in der Kreisscheibe I z I < R und 
bilde diese auf einen Bereich der w-Ebene ab, dessen Begrenzung von 
w = 0 a us gesehen sternformig erscheint. Es sei /(0) = 0. Dann sind 
auch die Bildkurven, die in der w-Ebene den konzentrischen Kreisen 
I z I= r, r < R entsprechen, sternformig in bezug auf den Nullpunkt. 

318. Die Funktion f(z) sei regular in der Kreisscheibe I z I < R und 
bilde diese auf einen konvexen Bereich der w-Ebene ab. Dann ist auch 
das Bild einer beliebigen im Kreis I z I < R gelegenen Kreislinie eine 
konvexe Kurve. 

319. Es seien u1(x,y), u2(x,y), ... , un(x,y), z=x+iy, beliebige 
regulare und eindeutige harmonische Funktionen in einem Bereiche )8. 

Die in )8 stetige Funktion 

lu1(x,y)l + lu2(x,y)l + · ·· + lun(x,y)l 

nimmt ihr Maximum an der Begrenzung von )8 an. 
320. Es sei A(r) das Maximum einer in der KreisfHi.che I z I< R 

regularen harmonischen Funktion auf der Kreislinie I z I = r, r < R . 
Wenn O<r1 <r2 <r3 <R, dann ist 

A(r) < logr2 - logr1 A (r) + l_~gr3 -logr2 A(r), 
2 logr3 -logr1 3 logr3 -logr1 1 

d. h. A(r) ist eine von unten nirgends konkave Funktion von logr. 
321. Man leite den Hadamardschen Dreikreisesatz 304 aus 320 

und umgekehrt 320 aus dem Hadamardschen Dreikreisesatz ab. 

n 
322. Es sei IX gegeben, 0 < IX < 2 . Die Funktion f(z) sei im 

Winkelraum - IX. < {} < IX regular ( es ist z = rei{}). Es sei ferner bekannt: 
1. daB zwei positive Konstanten A und B existieren, so daB im 

besagten Winkelraum - IX < {} < IX 

I f(z) I< AeBizi; 

2. daB an der Begrenzung des Winkelraumes (langs der Strahlen 
{}=-IX und {}=IX.) die Ungleichung 

1 f(z) 1 < 1 
besteht. 

Dann gilt im ganzen Winkelraum / f(z) / < 1. 
P 61 y a - S z e g ii , Aufgaben und Lehrsiitze I. 10 
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B ewe is. Es sei l eine feste Zahl, die der U ngleichung 1 < l < _!!____ 
21X 

geniigt. Man betrachte die ,Vergleichsfunktion" ez;,; fiir z'- ist der
jenige Zweig zu wahlen, der fiir positives z positiv ausfallt. Diese 
Vergleichsfunktion ez'- ist regular im ganzen abgeschlossenen Winkel
raum mit Ausnahme der Stelle z = 0 und auch an dieser Stelle stetig. 
An den beiden begrenzenden Strahlen, d. h. fiir {) = - IX und fiir 
{) = .x ist 

n 
da 0 < l.x < - . An dem Kreisbogen I z I = r , - IX < {) < .x ist 

2 

(Die Vergleichsfunktion ez'- erfiillt fast die Voraussetzungen des Satzes, 
ohne die Folgerung zu erfiillen. Man stelle sich vor, was verboten ist, 

daB l = 1 oder daB l = _!!____ wird; in dem ersten unerlaubten Grenzfall 
2.x 

wird die Voraussetzung 1. erfiillt, in dem anderen die Voraussetzung 2., 
aber in keinem Falle beide Voraussetzungen und in keinem Falle ist ezl 
innerhalb des fraglichen Winkelraums beschrankt.) 

Betrachten wir jetzt die Funktion f(z) e-•zA, wo e eine positive 
Zahl ist, in einem bestimmten inneren Punkt z0 unseres Winkelraumes. 
SchlieBen wir den Punkt z0 in einen Kreissektor ein, begrenzt durch 
die heiden Strahlen {) = - .x, {) = .x und durch den dazwischen liegen
den Bogen des Kreises I z I = r, wo 

1 

( 2B )'"- 1 logA 
r> lzo!. r> l ' r>-B . e cos .x 

An der geradlinigen Begrenzung des Kreissektors ist kraft der Voraus
setzung 2. 

I f(z) e-•zAi < 1 . e-er-'cos.<"'< 1. 

An dem Begrenzungsbogen izl = r ist nach Voraussetzung 1. und 
wegen er'-cosl.x > 2Br, eBr >A, 

1 f(z) e-•z2 i < AeBr e-erlcosl"' < Ae-Br < 1. 

Daher ist, nach dem Prinzip vom Maximum, auch in dem mneren 
Punkte z0 des Kreissektors 

I f(z0) e-•;.i < 1. 

Weil diese Ungleichung fiir jede der Null noch so nahe kommende 
positive Zahl e richtig ist, ist der Satz in 322 bewiesen. 
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323. Wird die Voraussetzung 1. der vorangehenden Aufgabe dahin 
erweitert, daB das Bestehen der Ungleichung 

I f(z) I< AeBizl 
nicht in dem ganzen Winkelraum gefordert wird, sondern bloB auf 
denjenigen Bogen der Kreise I z I = rv I z I = r2, ••• , I z I = rm ... , 
die im besagten Winkelraum verlaufen, wobei lim r n = oo ist, so bleibt 

n~oo 

die Folgerung, d. h. daB I /(z) I < 1 im ganzen Winkelraum gilt, be-
stehen. - Durch welche allgemeinere Kurven kann man die erwahnten 
KreisbOgen ersetzen? 

324. Die Voraussetzung 2. von 322 sei folgendermaBen abgeandert: 
Es existieren zwei, innerhalb des Winkelraumes -IX<{)< IX von z = 0 
nach z = oo laufende Kurven T1 und T2 , die sich nicht schneiden, 
liings deren ferner I f(z) 1 < 1 gilt. Die Voraussetzung 1. beibehalten, 
muB I f(z) I < 1 auch im Zwischenraume von rl und r2 gelten. 

325. Die Funktion f(z) sei regular in der Hal be bene ffi z > 0 und 
soil daselbst folgenden drei Bedingungen geniigen: 

1. Es existieren zwei Konstanten A, B, A> 0, B > 0, so daB in 
der ganzen Halbebene 

1 f(z) 1 < AeBlzl; 
2. es ist fiir r> 0 

lf(ir) 1<1, l/(-ir)l<1; 
3. es ist 

lim sup log lf(r) I < 0. 
r-++oo r 

Dann gilt in der ganzen Halbebene ffiz > 0 
I f(z) I< 1. 

Be wei s. Zur Losung von 322 haben wir das Prinzip vom Maximum 
mit Einfiihrung eines variablen Parameters (die Zahl e) verwendet; 
jetzt wollen wir zwei Parameter einfiihren. Es sei 1J > 0. Die Funktion 
I /(r) I r'~' der Variablen r konvergiert nach Voraussetzung 3. gegen 
0 fiir r->-oo; sie erreicht also ihr Maximum - es sei mit FTJ be
zeichnet - in einem gewissen Punkte r0, r0 > o, Ist r0 = 0, so ist 
FTJ < 1 gemiiB 2. Man wiihle eine feste Zahl A, 1 <A< 2 (z. B. A= l) 
und betrachte die analytische Funktion 

il:n: 

f(z)e-TJZe-•e- -4-zl 

im Quadran ten 0 < {) < ; , e > 0. Fiir zl wa.hle man den Zweig, der 

fiir positives z positiv wird. Dann ist im besagten Quadranten 

I f(z)e-TJze-•e- i~n zll =I f(z)e-TJZ\ e -•rAcos(U·- )~n) 

cos (A.{) - A4n) >cos(± A4n) > 0 . 

10* 
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Hieraus schlieBt man auf Grund von 1. 2. 3. mit der in 322 benutzten 
:Jl 

SchuBweise (e~ 0), daB fiir O:S;-&<2 , I f(z) e-'lz I die groBere der heiden 

Zahlen 1 und F '1 nicht iibersteigt. Dassel be kann man aber auch fiir 

den Quadran ten - ; < # S:: 0 schlieBen. Ich behaupte nun, daB F '1 < 1 

ist. WiirenamlichF'1>1, sowareinderganzenHalbebene lt(z)e-'~•I<F'I 
und in einemPunkte der reellen Achse z=r0 >0 ware lf(r0)e-'1'•1 =F'I 
(vgl. oben). Das ist ausgeschlossen, weil das Maximum nicht in dem 
inneren Punkt z = r0 angenommen werden kann. Es bleibt nur die 
Moglichkeit F '1 < 1 iibrig; folglkh ist fur ffiz > o 

I f(z) e-'1•/ < 1. 

Weil dies fiir jedes rJ > 0 gilt, ist der Satz bewiese:h.. Es ist noch zu 
bemerken, daB man in Voraussetzung 3. die positive reelle Achse durch 
irgendeinen Halbstrahl ersetzen konnte, der von z = 0 ausgehend im 
Inneren der Halbebene ffiz > 0 ins Unendliche lauft. Ein solcher Halb
strahl teilt die Halbebene in zwei Winkelraume, die beide von kleinerer 
Offnung sind als n: nur dies ist wesent:ich [322, auch 330]. 

326. Die Funktion f(z) sei in der Hal be bene ffiz > 0 regular und 
soil folgenden Voraussetzungen geniigen: 

1. es existieren zwci Konstanten A, B, A> 0, B > 0, so daB 
in der ganzen Halbebene 

I f(z) I < A eB I z I ; 

2. es ist fiir r>O 

1f(ir)l<1, lf(-ir)l<1; 

:Jl :Jl 
3. es existiert ein Winkel ~ , - 2 < ~ < 2 , so daB 

lim log I f(rei'") I = ~ oo. 

•~+oo r 

Eine solche Funktion muB identisch gleich Null sein. [Man be
trachte ~· f(z), w > 0 .] 

327. Die Funktion f(z) sei in der Halbebene ffiz > 0 regular und 
soll folgenden Voraussetzungen geniigen: 

1. Es existieren zwei Konstanten A und B, A > 0, B > O, so daB 
in der ganzen Halbebene 

I f(z) / < AeBizl: 

2~ es existieren zwei Konstanten C und y, C > O, y > O, so daB 

lf(±ir)I<Ce~rr fiir r>o. 

Die Funktion f(z) muB ·dann identisch = 0 sein. [Man betrachte 
f(z)e-Pzlog(z+l)J 
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328. Die Funktion sin nz ist die kleinste Funktion, die fur ffiz > 0 
analytisch ist und ftir z = 0, 1, 2, 3, ... verschwindet. Genauer ge
sagt, besteht der folgende Satz: 

Die Funktion f(z) sei analytisch in der Halbebene ffiz :::=:::: 0 und soil 
folgende Voraussetzungen erfullen: 

1. es existieren zwei Konstanten A, B, A > 0, B > 0, so daB fiir 
ffiz> 0 

I f(z) I< AeBlzl; 

2. es existieren zwei Konstanten C, y, C > 0, y > 0, so daB 
ftir r>O 

If(± ir) I< C e<n-rlr; 
J. es ist 

/(0) = /(1) = /(2) = .. · = f(n) = .. · = 0. 

Dann gilt identisch f(z) = 0 . 
329. Es sei ru(x) eine positive Funktion der positiven Variablen x, 

die mit wachsendem x zunimmt und zugleich mit x gegen + oo strebt. 
Eine Funktion f(z), die in der Halbebene ffiz > 0 regular ist und daselbst 
stets die Ungleichung 

1 f(z) 1 > e"'<lzl>lzl 
erfullt, existiert nicht. 

330. Eine Funktion f(z) sei in jedem im Endlichen gelegenen 
Punkte des Winkelraumes IX- < {} < fJ regular und es sei I f(z) I < 1 an 
den heiden Strahlen {}=IX- und {}-:- (J. Es existiere ferner eine posi
tive Konstante 15, so daB 

lf(z)jexp(-lzl p'.:"' -d) 
beschrankt ist fur ~ < {} < (J. 

Dann ist in jedem inneren Punkte des Winkelraumes £X < {} < fJ 
I t(z) 1 < 1. 

[ Vergleichsfunktion exp (z fl ~"' - ") .l 
331. Es sei f(z) regular im Winkelraume IX-<{}< (J. Ist I f(z) / < 1 

an den Begrenzungsstrahlen {} = ~ und {} = (J, und kann man fiir 
jedes e > 0 ein r0 finden, so daB fur r > r0 im besagten Winkelraume 

" I f(rei*) I< e',fi-IX 

gilt, so gilt sogar 
I t(z) I< 1 

im ganzen Winkelraum. [Methode von 325.] 
332. Es sei g(z) eine ganze Funktion, M(r) das Maximum von 

I g{z) I am Kreise I z I= r. Ist 

1. logM(r) 
1m ,r =0, 

r~oo rr 
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so ist g(z) Hings keines Halbstrahles beschrankt. [Z. B. auch langs der 
negativen reellen Achse nicht.] 

333. Die Funktion f(z) sei nicht konstant und regular in dem 
Halbstreifen @, der durch die Ungleichungen 

abgegrenzt ist, z = x + iy. Gibt es zwei Konstanten A und a, A > 0, 
0 < a < 1, so beschaffen, daB in @ 

und ist am Rande von @ (also fiir x = 0, 

y=±~) 
Jl Jl df'' - ~<y<- un urx>O, 2- -2 -

I f(z) I< 1, 

so gilt im Innern von @ 
I t(z) I< 1. 

[Die Vergleichsfunktion ist von der Form e•b•.] 
334. Es sei w(x) wie in 329 beschaffen. Jede im Halbstreifen 

reguHl.re Funktion f(z), z = x + iy, muB in mindestens einem Punkt 
z = x + iy davon der Ungleichung 

I f(x + iy) I< ew(x)e'l' 

geniigen. 
335. Es seien die Voraussetzungen von 278 insoweit vermindert, 

daB 3. jetzt nicht von allen Randpunkten von @ angenommen wird, 
sondern von allen mit ev. Ausnahme von endlich vielen zv z2, ••• , Zn. 

Die Voraussetzungen seien hingegen insoweit vermehrt, daB die Exi
stenz einer positiven Zahl M' angenommen wird, fiir welche die Un
gleichung 

lf(z) I<M' 
in jedem inneren Punkt von @ besteht. (Nur der Fall M' > M bietet 
Interesse.) Bei dieser Abanderung der Voraussetzungen bleibt die 
Folgerung lf(z) I< M bzw. I f(z) I < M von 278 unverandert bestehen. 
[Im Falle, daB der unendlich ferne Punkt@ angehort und alle Rand
punkte von @ im Kreise I z I < r liegen, betrachte man die V ergleichs-

n 
funktion (2r)n IJ (z- zv) -1.) 

v=l 
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336. Der Bereich j8 soU in der Hal be bene Sz > 0 liegen und zwar 
soU derjenige Teil seiner Begrenzung, der an der reellen Achse liegt, 
aus endlich vielen Strccken bestehen; die Summe der Winkel, unter 
denen diese Strecken von einem innern Punkte C aus gesehen werden, 
sei D. Ist f(z) regular und eindeutig im Innern, stetig auf dem Rande 
von j8, I f(z) I < A in den reellen, I f(z) I <a in den iibrigen Randjmnkten 
von j8, 0 < a < A, dann ist 

Q Q 
- 1--1 I( C) I< A" a " . [57.] 

337. f(z) sei regular in demjenigen Stiick der Riemannschen Flache 
von log z, das das Ringgebiet 0 <I z I< 1 bedeckt. Ist f(z) in diesem 
Gebiet beschrankt, und ist insbesondere I f(z) I< 1 fiir I z I= 1, so ist 
im ganzen Gebiet I f(z) I < 1. 

338. Es sei g(z) eine ganze Funktion, jedoch keine Konstante, 
ferner sei @ ein zusammenhangendes Gebiet, auf dessen Rand (genauer: 
in dessen von z = oo verschiedenen Randpunkten) I g(z) I = k und in 
dessen Innern I g(z) I > k gilt, k > 0. Dann hat @ notwendigerweise den 
Punkt z = oo als Randpunkt und g(z) ist in @ nicht beschrankt. 

339. Es seien T1 und F 2 zwei ins Unendliche laufende stetige 
Kurven, die von einem gemeinsamen Ausgangspunkt ausgehen und 
zusammen mit dem Punkt z = oo einen bestimmten Zwischenraum ein
schlieBen (z. B. zwei Halbstrahlen, die einen Winkelraum einschlieBen). 
Es sei vorausgesetzt, daB der Zwischenraum keinen Punkt mit der 
negativen reellen Achse gemeinsam hat. 

Die Funktion f(z) sei auf Tv T2 und im Zwischenraum regular. 
Ferner soll, wenn z langs T1 gegen oo strebt, lim f(z) = 0 sein; es sei 
auch dann lim f(z) = 0, wenn z langs T2 gegen oo strebt!l Ist f(z) im 
Zwischenraum von F1 und T2 beschrankt, so ist auch dann lim f(z} = o, 

wenn z im Zwischenraum gegen oo strebt. [Man betrachte A logt f(z).J 
+e ogz 

340. Es seien die Kurven F1 und T2 so beschaffen, wie in 339 
beschrieben. 1st f(z) im Zwischenraume von T1 und T2 regular und 
beschrankt, ferner lim f(z) = a, wenn z langs F1 und lim f(z) = b, 

wenn z langs T2 ins Unendliche strebt, so ist a= b. [Man betrachte 

( a + b)2 (a - b)2 ] t(z)-- --. 
2 2 



Losungen. 

Erster Abschnitt. 

Unendliche Reihen und Folgen_ 
1. [Vgl. z. B. W. Ahrens, Altes und Neues aus der Unterhaltungs

mathematik, S. 34-40. Berlin: Julius Springer 1918.] 4562 = A100 [2]. 
00 

2. 2'A~C"=(1+C +'2 +C3 + .. ·+C"' + .. ·) 
n-O r2 - (1 + '2 + '4 + ca + ... + .. y + ... ) 

(1 + '6 + C10 + ,16 + ... +'5Z + ... ) 
(1 + ,10 + C20 + c3o + ... + C10U + ... ) 
(1 + C20 + C40 + c6o + ... + C20V + ... ) 
(1 + cso + ClOO + C160 + ... + csow + ... ) 

1 

= (1- C) (1 -C2) (1- C5) (1- C10) (1- C2°) (1- C50) . 

Zur numerischen Rechnung stellt man die notigen Glieder der Ent
wicklungen von 

( 1- CliO) -1 ' ( 1- cso) -1 ( 1- C20) -1 ' ( 1- CliO) -1 ( 1 - C20) -1 ( 1- ClO) -1 ' ... 
usw. sukzessive tabellarisch zusammen. 

3. 108 = B8 [4]. 

4. Die Anzahl der Summen vom Werte n aus s Summanden vom 
Werte 1, 2, 3, 4 ist gleich dem Koeffizienten von en in der Entwicklung 
von 

(C + C2 + ~ + C4)B ; 

hierbei ist die Reihenfolge der Summanden beriicksichtigt. Daher gilt 
00 

1 + 2' Bn 'n = 1 + (C + c2 + C3 + ,4) + (' + C2 + '3 + '')2 + ... 
n=l · 

1 
--------1_,_,2_,3_,4' 

Zur numerischen Berechnung von Bn beachte man die Formel 

Bn = Bn-1 + Bn-2 + Bn-3 + Bn-4 • 

die entweder aus dem letzten Resultat oder aus der Bedeutung der 
GraBen Bn folgt. 



s. 4 = c7s [7J. 

6. 20 = D78 [8]. 
99 
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7. ~ CnCn = (1 + ') 2 (1 + C2) (1 + C5) (1 + C10) 2 (1 + C20) (1 + C50). 
n=O 

99 

8. ~ Dncn = (C- 1 + 1 + C) 2 (C- 2 + 1 + C2) (C- 5 + 1 + C5) 
n= -99 

9. [Vgl. Euler, Introductio in Analysin infinitorum, Kap. 16, De 
partitione numerorum; Opera Omnia, Serie 1, Bd. 8, S. 313-338. Leip
zig und Berlin: B. G. Teubner 1922; ferner z. B. W. Ahrens, Mathe
matische Unterhaltungen und Spiele, 2. Au£1., Bd. 1, S. 88-98, Bd. 2, 
S. 329. Leipzig: B. G. Teubner 1910, 1918.] Die ,Geldwechselaufgabe": 

Hierbei, bezeichnet An die Anzahl der Losungen der diophantischen 
Gleichung 

in nichtnegativen ganzen Zahlen. 
Die ,Briefmarkenaufgabe": 

Die erste ,W~gungsaufgabe" (samtliche Gewichte auf einer Schale): 
00 

(1 + ca,) (1 + C"•) ... (1 + caz) = 2Cnen. 
n=O 

Die zweite ,Wagungsaufgabe" (mit Gewichten in beiden Schalen): 

00 

(C-a, + 1 + ca,) (C-a, + 1 + ca•) ... (C-az + 1 + caz) = ~ Dnen. 
n= -(X) 

10. Die Aufgabe ist mit der folgenden aquivalent: Mit p Gewichts
sti.icken, die alle das gleiche Gewicht 1 (aber etwa verschiedene Form) 
haben, soH ein Gewicht n (einschalig) gewogen werden. Nach 9 ist die 
gesuchte Anzahl Cn der Koeffizient von en in der Entwicklung von 

also 

(1 + e)P = 1 + (~) e + ... +(~)en+ ... + cP' 

-(P)- p! 
- n -n!(p-n)!" 
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11. Die Aufgabe ist mit der folgenden aquivalent: Wenn jemand 
Einfrankenstiicke aus p verschiedenen Pragungsjahren vorratig hat, auf 
wieviel Arten. kann ern Franken auszahlen? Nach 9 ist die gesuchte 
Anzahl gleich An, dem Koeffizienten von t;n in der Entwicklung 

1 = 1 + (- P) (-C) + · · · + (- P) (-C)" + · · · ' 
(1- C)P 1 n 

also = p (p + 1) · · · (p + n- 1) = (P + n- 1). 
1.2 ... n p-1 

12. Nach 11 ist die gesuchte Anzahl gleich 

(P + (; = f) - 1) = (; = n . 
Man konnte auch direkt (C + C2 + · · · )P betrachten. 

13. Identisch mit 11. - Man konnte auch die p-fache Reihe 

~ xj'' x2' · · · x;P = ( 1 - x1) -1 ( 1 - x2) -1 • • • ( 1 - xp) -1 

.,b,lt .. . ,'Vp = 0,1,2, 3, •.• 

betrachten und dann Xv x2, ••• , Xp zu C zusammenfallen lassen. 
14. Nach der ersten ,Wagungsaufgabe" [9, erweitert auf unendlich 

viele Gewichte] handelt es sich urn 

1-C2 1-C4 1-C8 1-C16 
(1 +C) (1 + C2) (1 +C') (1 + C8) ••• = --·--· --· -- ··· 

1-C 1-Ci 1-C' 1-CS 

Vgl. noch 16, 17. 

15. (C- 1 + 1 +C) (c-a + 1 + C3} • • • (C-ll" + 1 + C3") 

3"+l_ 1 N=::.__ __ 
2 

16. an = qE", wenn En die Anzahl der Einser in der Dualdarstellung 
von n bezeichnet. 

17. [E. Catalan, Aufgabe; Nouv. Corresp. Math. Bd. 6, S.143, 1880. 
Losungvon E. Cesaro, ebenda, S. 276.] Die fraglicheReihe stimmt mit 
derjenigen iiberein, die aus der Potenzreihenentwicklung von 

( 1 - a C) ( 1 - b C2) ( 1 - c C4) ( 1 - d cs) ... 

fiir C = 1 entsteht. Bei der Bestimmung des Vorzeichens kann 
a= b = c = d = · · · = 1 gesetzt werden. Das gesuchte Vorzeichen ist 
dann nach 16 gleich ( -1 )B,., wenn En die Anzahl der Einser in der 
Dualentwicklung von n bezeichnet. 
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1-f;lO 1-f;lOO 1-f;lOOO 1 
1 - l; . 1 - 1;10 • 1 - C100 . . . = 1 - l; . 18. 

Diese Aufgabe ist in 9 nicht enthalten. Sie lii.Bt folgende Deutung zu. 
In einer erst en Schachtel hat man die Gewichte 1, 2, 3, ... , . 9, in einer 
zweiten die Gewichte 10, 20, 30, ... , 90, usw. Auf wieviel Arten lii.Bt sich 
mit diesen Gewichtsstiicken ein gegebenes Gewicht einschalig wiigen, 
unter der Nebenbedingung, daB aus jeder Schachtel nur ein Gewicht 
entnommen werden dar£? 

19. [Euler, a. a. 0. 9.] Erste Losung: Nach Losung 14 ist 

(1 + l;) (1 + 1;2 }(1 + 1;4 }(1 + 1;8) ... = 1 ~ l;' 

( 1 + 1;3) ( 1 + 1;6 ) ( 1 + 1;12) ( 1 + 1;24) ... = 1 1 1;3' 

( 1 + f;5) ( 1 + f;lO) ( 1 + f;20) ( 1 + f;40) • .. = 1 1 f;5 ' 

usw. 
Zwei te Losung: 

00 

K(l;) = Il(1 + l;n) (1 -l;2n-1) 
n=l 

bleibt unveriindert, wenn t; durch 1;2 ersetzt wird, denn 

d. h. C\ c 1 < 1 J 
K(l;) = K(l;2) = K(l;4) = K(l;B) = · · · = K(O) = 1. 

20. [Euler, a. a. 0. 9.] Durch Deutung der Koeffizienten in den 
Entwicklungen der Funktionen in 19. Das Resultat besagt, daB die erste 
Wiigungsaufgabe mit siimtlichen ganzen Zahlen als Gewichten ebenso 
viel Losungen zulii.Bt, wie die Geldwechselaufgabe mit den ungeraden 
ganzen Zahlen als Geldeinheiten. 

21. Sieht man von der Einschriinkung .,kleineren" ab, d. h. lii.Bt 
man noch die Darstellung n = n zu, so handelt es sich urn eine .,Brief
markenaufgabe" l9]. Die gesuchte Anzahl ist gleich dem Koeffizienten 
von en in 

oder in 
1 

1-l;-!;2-1;3-··· 

1 
1-l;-!;2-···-l;n' 

11; =11-;,=(1-1;)(1+21;+41;2+···) 

1-1-l; 

= 1 + l; + 21;2 + 4f;3 + ... + 2n-ll;n + .. ·. 
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22. [E. Catalan, Aufgabe; Mathesis, Bd. 2, S. 158, 1882. Losung 
von E. Cesaro, ebenda, Bd. 3, S. 87, 1883.] Die gesuchte Anzahl ist 
gleich dem Koeffizienten von cn in der Entwicklung von 

1 c 1;2 
( 1 - C) ( 1 - C2) + ( 1 - t;2) ( 1 - C3) + ( 1 - C3) ( 1 - C') + ... + 

C" 1 ~( 1 1 ) 
+ (1- cv+l) (1- cv+2) + ... = c (1 -0 ~ 1- cP+1- 1- cP+2 

= C(1 ~C) (1 1 C- 1) = j; (n + 1) en. 
23. [E. Catalan, Nouv. Ann. Serie 3, Bd. 1, S. 528, 1882. Losung 

von E. Cesaro, ebenda, Serie 3, Bd. 2, S. 380, 1883.] :Oie fragliche An
zahl ist gleich dem Koeffizienten von r;n-l in der Entwicklung von 

1 C2 C4 . 

( 1 - C) ( 1 - C2) + ( 1 - C2) ( 1 - C3) + ( 1 - ca) ( 1 ~ C4) + ... + 

C2P 1 ~ ( 1 1 ) 
+-(1---C"_+......:1):_(_1_C_"+ 2) + ... = 1-C~ Cp- 1 1- C"+1 -1- CP+2 

1 1 ~ C" 
= C2 (1 - C)2- cs 6' 1 - cp. 

Es ist 

~ t;p 
~ 1 - cp = 'l (1) c + 'l (2) 1;2 + ... + 'l (v) c·· + ... ' 
v=l 

wenn 1: (v) die Anzahl der Teiler von v bezeichnet [VIII 74]. 
24. [E. Cesaro, Aufgabe; Mathesis, Bd. 2, S. 208, 1882.] Es handelt 

sich urn das absolute (von C freie) Glied des Ausdruckes 

~ CP'-(ZP+I)n ~ 
~ ~~--~= = ~ (C-(2P+1)n+c-(2v+1)(n-l)+ c-(2v+l)(n-~)+ .. , 
v=I {1-CP')(1-C(v+1l') v =1 

+ 1 + C2P+1 + C212v+l) + .. ·) (-1- _ 1 ) 
1- cv· 1 - Cl"+l>' · 

Es geniigt somit zu zeigen, daB fiir k > 1 das absolute Glied von 

00 
( 1 1 ) ~OO c-(2P+l)k_c-(2v-1)k c-k r-(2,+1lk _______ - + 

0, 1 - CP' 1 - c<v+1)' - 1 - C"' 1 - l; 
v=1 1'=1 

gleich 1 ist. Nun ist aber ein Vielfaches von v2 dann und nur dann 
gleich (2v + 1) k bzw. (2v -1) k, wenn v2 in k aufgeht. Darum ist in 
der rechtsstehenden Summe das absolute Glied = O, womit die Be
hauptung bewiesen ist. 
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25. [Vgl. G. H. Hardy, Some famous problems of the theory of 
numbers and in particular Waring's problem, S. 9, 10. Oxford 1920.] 

2ni 

,Geldwechselaufgabe" [9]; w = e 3 gesetzt, ist 

1 
( 1 - C) ( 1 - C2) ( 1 - C3) 

1 1 17 1 1 1 
= 6 ( 1- C} 3 + 4 ( 1- C)2 + 72 ( 1- C) + 8 ( 1 + C) + 9 ( 1- w C) + 9 ( 1- w2 C) 

= 2 ((n + 3)2- _Z_ + (-1)n +~cos 2nn) en. 
n=O 12 72 8 9 3 

Es ist 

l
-_Z_+(-1)n +~cos2nnl.----32 <!_· 

72 8 9 3 ,2,72 2 

26. [Satz von P. Paoli; vgl. Intermed. des math. Bd.1, S. 247-248. 
Ch. Hermite, Aufgabe; Nouv. Ann. Serie 1, Bd.17, S. 32, 1858. Losung 
von L.Rassicod, ebenda, Serie 1, Bd. 17, S. 126-130, 1858.] Durch 
Betrachtungen wie in 25 oder 27 schwierig, au£ Grund zahlentheore
tischer Oberlegungen [auch VIII 7 niitzlich] leichter. 

27. [Vgl. Laguerre, Oeuvres, Bd. 1, S. 218-220. Paris: Gauthier
Villars 1898.] Eine ahnliche Partialbruchzerlegung wie in 25 lieLrt 

00 

fiir ~Ancn= (1- ca·)- 1 (1- ca·)- 1 ··· (1- ca,)- 1 das ,Hauptglied" 
n=O 

1 1 

a1 a2~ (1-zy' 
die Nenner der iibrigen Glieder sind, da a1 , a2 , ••• , a1 keinen allen ge
meinsamen Teiler besitzen, hochstens vom Grade l - 1 . Hieraus 
[Losung III 242] folgt die Behauptun,~. Vgl. 28. Man beachte auch, 
daB der l-dimensionale Voluminhalt des durch die Ungl6chungen 

abgegrenzten Bereiches im l-dimensionalen Raume 

_1_.~.~ .. -~ und A c-.o!:_ (_!_·~-~ ··· ~) 
l! a1 a2 a1 n d n l! a1 a2 a1 

ist. 
28. Man setze in 11 bzw. 12: p = 3. 
29. Es sei k > 0 und ganz. Die Anzahl der Losun~en von 

Jx1 \ + \x2 \ + \x3\ + · · · + \xP\ = k ist gleich dem Koeffizienten ak von Ck 
in der Entwicklung von 

( 1 + 2 c + 2 C2 + 2 C3 + ... )P = (!_i-J)P = i:ak Ck; 1-' k=O 
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die gesuchte Anzahl ist somit gleich dem Koeffizienten 

a0 +a1 +a2 + ··· +lln 
von i;!' in 

( 1 + C)P (2 c + 1 - C)P 
(1 - C)P+l = (1 - C)P+l = 

= (2C)P(1- C) -p-l + (;) (2C)P- 1 (1- C) -P+ (~) (2C)P- 2 (1- C) -p+l + ... > 

d. h. gleich 

30. [G. Polya, Math. Ann. Bd. 74, S. 204, 1913.] Die gesuchte 
Anzahl ist gleich der Summe der Koeffizienten von C-', c-~+1, ••• , 

1, ... , C'- 1, C' in der Entwicklung von 

(C-" + c-n+I + ... + c-1 + 1 + C + ... + 1;,"-1 + C")s. 

Es ist allgemein 

2n J: 

21nf(~ ~cv) c-r dt =a,' 
0 v=-k 

und 
2m+ 1 2m+ 1 · 2m+ 1 t 

m c-2--c-2- sm 2 

_2cv= c-i-Ci = . t • 
v=-m Sln-

2 

31. [Vgl. Ch. Hermite, Aufgabe; Nouv. Ann. Serle 2, Bd. 7, S. 335, 
1868. Losung von V. Schlegel. ebenda, Serie 2, Bd. 8, S. 91, 1869.] Da 
z = n - x - y, so ist x + y < n, x > 0, y > 0; ferner ist x ::::;;: n - x, 
y-x-:::=::n-x-y::=;:x+y. 

Hieraus folgt, daB die gesuchte Anzahl gleich ist der Losungszahl 
der Ungleichungen 

n n 
--x~y<-2 -- -2' y>O, x+y<n. 

32. Durch Vergleichen der mittleren Koeffizienten in der Identitat 

(1 +z)"(1 +z)"= (1 +z)2". 

33. Durch Vergleichen der mittleren Koeffizienten in der Identitiit 

(1 + z)2n (1 _ z)2n = (1 _ z2)2n. 
34. Klar. 
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35. Wegen 

ist 

Man wende 34 an. 
36. Vgl. 35. 
37. Man differentiiere die Identitat 

1- (1- x)" = (7)x- (~)x2 + ... + (-1)"-l(:)x" 

und setze x = 1 . 
38. [Aufgabe aus Ed. Times. Vgl. Mathesis, Serie 2, Bd. 1, 

S. 104, 1891. Losung von Greenstreet usw. ebenda, S. 236.] Der frag
liche Ausdruck ist gleich 

1 1 1 

!1 - (1 - x)" dx =J1 - x" dx =}(1 + x + x2 + · · · + x"- 1) dx 
x 1-x 

0 0 0 

1 1 1 =1+-+-+·"+-. 
2 3 n 

39. Das allgemeine Glied der linksstehenden Summe ist der 
Koeffizient von x2"+1 in ! (1 + 2x)"+k+l (- x2)"-k. Es handelt sich 
also urn den Koeffizienten von x2 "+1 in 

n (1 + 2x)"+l ( x2)n+l 
~!(1+2x)"+k+l(-x2)n-k=!(1+2x)"+l (1+~)2- ' 
k=O 

oder in der Potenzreilie von i{1 + 2x)2 "+2 (1 + x) - 2 • Die Ausfiihrung 
der Division fiihrt auf ein Polynom 2 nten Grades als Quotienten 
und auf den Rest ! [1- (2n + 2) (2x + 2)]. Der Koeffizient von 

1 1 2n + 2 
---~------

2(1+x)2 1+x 

ist =-i(2n+2)+2n+2=n+1. 
40. Man zerlege die vorgelegte Summe in drei Summanden gemaB 

(v- n x)2 = n2 x2- (2 nx- 1) v + Y (v- 1); 

aus der Formel 

sowie aus zwei anderen, die hieraus durch fortgesetzte Differentiation 
nach p entstehen, ergeben sich fur p = x, q = 1 - x die Werte der 
drei Summanden. Vgl. II 144. 
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41. Es geniigt 

x(x-1)···(x-P+1) (x) 
q; (x) = P! = P ' 

und n > p zu nehmen. Dann ist 

n 1 n . 

"'(n) (v) = __ n_. "'(n- P) = fn) 2n-p = 2ntp (n), 
~ v p p!(n-p)!~ v-p \p 
1'=p 1'=p 

t. (-1)"(:) (p) = p! (nn~ p)! t. (-1)"(~ = ~) = {(-1)~ ::: :~:: 
42. Spezialfall von 40 fiir x = tx. = ! ; auch Spezialfall von 41 fiir 

q;(x) = (2x- n)2 = n2- 4xn +4x2 = n2- 4(n -1)x+4x(x -1), 

tp (x) = n2 - 2 (n - 1) x + x (x - 1) . 

Es ist tp (n) = n. 
43. Spezialfall von 41 fiir q; (x) = (2 x - n)2 [42]. Es ist «n = 0 

fiir noj=2, «n=4 fur n=2. 
44. Es sei I (x) = en (x - x1) (x - x2) • • • (x - Xn); man hat 

(z :z- x,) zk = (k- x,) zk, v = 1, 2, ... , n. 

45. [G. Darboux, Aufgabe; Nouv. Ann. Serie2, Bd. 7, S.1)8, 1868.] 
Es ist [44] 

wobei g (z) ein ganzzahliges Polynom bezeichnet, 
46. [Cesaro, S. 872.] Aus der Rekursionsformel 

ln+1 (z) = zlj~ (z) (1- z) + (n + 1)ln(z)] 

folgt fiir die Koeffizienten von In (z) = ain> z + a~nl z2 + · · · + a~n> zn die 
Beziehung 

a<n+t>=va<nl+(n-v+2)a<nl '1'=1 2 n+1· a<nl=a<nl =0 ., , v-1' ' , ... , ' 0 n+l · 

Da fi (z) = z, folgt hieraus die Behatiptung. Der Wert von In (1) er
gibt sich aus 

ln+t (1) = (n + 1) fn (1). 

47. [Vgl. N. H. Abel, Oeuvres, Bd. 2, Nouvelle edition, S. 14. 
Christiania: Gnmdahl & Son 1881.1 Ist g (x) = konst., so folgt die 
Behauptung aus 44. Gilt sie fiir Polynome niedrigeren Grades als g (x), 
dann setze man . 
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Die gegebene Differentialgleichung ist durch sukzessive Quadraturen 
Iosbar, weil doch das fiir die Gleichung 

(z d~- x0) y = zy'- x0 y = g; (z) 

gilt. 

48. Nach 44 sind beide Seiten gleich 

/(1)z + /(1)/(2) z2 + /(1)/(2)/(3) z3+ ... + !(1)/(2) .. . f(n-1)/(n) zn + .... 
g (1) g(1)g(2) g(1)g(2) .. . g(n-1) 

49. A us 48 fiir f (x) = (x - W, g (x) = x2 • 

50. Aus der Funktionalgleichung folgt durch Vergleichen der 
Koeffizienten von zn auf heiden Seiten, 

An(qn-1)=An_ 1 qn, n=1,2,3, ... ; A0 =1, 
also 

51. Aus der Funktionalgleichung in 50 folgt 

Bn(1-qn)=Bn_ 1 q, n=1,2,3, ... ; B 0 =1, 
also 

qn 
Bn=( 2 ( )' n=1,2,3, .... 1 - q) (1- q) .. • 1 - qn 

52. [Ch. Biehler; vgl. P. Appell und E. Lacour, Principesdela theorie 
des fonctions elliptiques et applications, S. 398. Paris: Gauthier-Villars 
1897.] Der fragliche Ausdruck moge f!Jn (z) heiDen; es ist 

2 - 1+q2n+lz 
f/Jn (q z) - IPn (z) q z + q2 n • 

Hieraus folgt 

v = 0, 1, ... , n - 1 , 

(1 _ q2n+2P+2) (1 _ q2n+2P+4) ... (1 _ q4n) 2 

Cv= (1-q2)(1-q4) .. ·(1-q2n-2P) q• ,v==0,1, ... ,n-1. 

53. U acobi, Fundamenta nova theoriae functionum ellipticarum, 
§ 64, Werke, Bd. 1, S. 234. Berlin: G. Reimer 1881.] Durch Grenz
iibergang lim n = oo aus 52. [181.] 

P 61 y a-S z e g 6, Aufgaben und Lehrsatze I. 11 
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54. [Euler, Commentationes arithmeticae, Bd. 1; Opera Omnia, 
Serie 1, Bd. 2, S. 249-250. Leipzig und Berlin: B. G. Teubner 1915.] 
Spezialfall von 53: q I q1, z =-qt. 

55. [Gau[J, Summatio quarumdam serierum singularium, Werke, 
Bd. 2, S. 9-45. Gottingen: Ges. d. Wiss. 1863.] Spezialfall von 
53: q I qt, z = q!; ferner benutze man 19. 

56. [Jacobi, a. a. 0. 53, § 66; Werke, Bd. 1, S. 237.] Man setze 
z = - 1 in 53 und beriicksichtige 19. 

57. Setzt man an = - qn z, so ist 

~ qnz 
1+ G(z) -G(qz) = 1 + ~ 1 _ n(1-qz) (1-q2z) · .. (1-qn-1z) (qn--1) 

n=l q 
= 1 + a1 + a2 ( 1 + a1) + a3 ( 1 + a1) ( 1 + a2) + a4 ( 1 + a1) ( 1 + a2) ( 1 + a3) + · · · 
= ( 1 + a1) ( 1 + a2) +a3 ( 1 + a1) ( 1 + a2) + a4 ( 1 + a1) ( 1 + a2) ( 1 + a3) + · · · 
=(1 + a1) (1 + a2) (1 + a3) + a4 (1 + a1) (1 + a2) (1 + a3) + · · · , usw. 

q q2 q3 qn 
58. D0 = G(O) = 1 _ q + 1 _ q2+ 1 _ q3 + · · · + 1 _ qn + ... ; 

unter Beachtung von 50 und 57 erhii.lt man 
00 00 

G(z)- G(qz) = l:Anzn, G(qz)- G(q2 z) = l:Anqnzn, 
n=1 n=l 

00 

G (q2 z) -- G(q3 z) = 1: Anq2n zn, ... , 
n=1 

also durch Addition der m ersten Gleichungen fiir m-+ oo 

· ~An G(z) ·-G(O) = ~--zn. 
n=l 1 - qn 

59. Es ist G (1) = 0. Aus der Funktionalgleichung von 57 folgt 
durch vollstandige Induktion 

fl 

G(q-n) = ""_i_ (1- __!__) (1 _1_) · · · (1- rf-1) =- n q-1 =a. 
tf;1-r/ qn q" qn ' 

Man setze (1- q) n = y, 1 _1' = q; aus 
·n 

~ rf [1-(1-1')-n][1-(1-~)-n+lJ··· tft 1 + q + q2 + ... + qk-1 n n 

[ ( y)-n+k-1J 
1- 1-n =-(1-q)n 

folgt fiir n ~ oo bei fest em y, also fi.ir q ~ 1 
00 

~.!_ (1- ell)k= -y. 
k=1 k 

[181.] 
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60. Damit 
~ 1 (2z)2n ~., z2n 

&o 2n + 1 (1 + z2) 2 n+l = 65 2n + 1 

bestehe, muB (V ergleichen des Koeffizienten von z2 n) 

~ 22"' (n+k) 1 6 (- 1)n-k 2k+1 n-k =2n+1 
sein. Es ist 

~±__! (n + k) = (n + k + 1) + ( n+k ) 
2k+1 n-k 2k+1 2k+1 · 

Man wende 39 an. - Auch ohne Rechnung mit Potenzreihen ersicht
lich aus 

1 1 + z f(z) =-log--. 
2z 1-z 

61. Aus der Definition; bei dem Produkt unter Beachtung von 34. 
62. Sind a1, a2, ••• , an positiv, so ist 

v=1,2, ... ,n; 
auf Grund von 61 : 

(1 +a1 z) (1 +a2z) ... (1 +anz)<e(a,+a,+ .. •+anlz. 

Hieraus Spezialfall fiir a1 = a2 = · · · = an = ~ . 
n 

A us 

63. A us A (z) < P(z) folgen 
z z 
jA(z)dz~jP(z)dz und eA(z)<eP(•). 

0 0 

f' (z) 1 2 
----~-
f(z) z 1 -z 

schlieBt man also 
f(z) 1 

log-~log( )Z' z 1 -z 

64. a) Aus der kombinatorischen Bedeutung der in 9 definierten 
GroBen folgt, daB 

0:::;;: Cn:;;:;;; An< Bn. 
b) Die erste Halfte der Behauptung laBt sich aus 

1 
1 +za<-- = 1 +za+z2 a + ... 

1- za 
schlieBen, indem man a= a1 , a2 , ••• , az setzt und multipliziert [61]. 

Die zweite Halfte ergibt sich aus 

(1-za,_za2-·. ·-zam-•)(1-za"') (za•+za·+ ... +zam-t) zam 
·---:::-------::,--:-:._----::---'-- = 1 + a ~ 1 1-za•-zaa_ ··· -za,._, __ za,. 1-za•-z •-··· -zam-•-zam 

11* 
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fiir m = 2, 3, ... , lund durch Multiplikation: 

(1- za,) (1- za2) · · · (1- za') 
-'----'----'----'-----'-----------'-~1. 

1 - za,--;- z-a2- ..• - za! 

Man multipliziere beide Seiten mit [(1- za,) (1- za•) · · · (1- za')]-1. 

65. Klar. 

66. Es sei S11 = 0 fiir n =!= v, s,. = 1, dann ist tn = Pnv fiir n > v; 
soU auch fiir diese spezielle Folge limt11 =lims11 sein, so ist limp11 ,.=0: 

n->-oo 

die Bedingung ist notwendig. Andererseits sei die Bedingung erfiillt; ist 

e eine beliebige positive Zahl, so wahle man N so, daB I S11 - s I<.!... 
2 

fiir n > N ist, auBerdem sei noch n so groB gewahlt, daB Pno, 

Pnt• ... , PnN alle < 4 (N ~ 1)M sind; M bezeichne das Maximum 

von I s,. J . A us 

tn- s = Pno (so- s) + Pnl (sl- s) + · · · + Pnn (sn- s) 

schlieBt man dann 

67. 

68. 

Spezialfall von 66: Pnv = - 1-. 
n+1 

Aquivalent mit 67: logpn = Sn. Oft gebrauchlich ist die 
a n+t 

Formulierung: Ist an>O, lim~=a>O, so ist auch limyan =a. 
n-+oo an n~oo 

69. Spezialfall von 68: Setzt man 

so ist 

70. Spezialfall von 66: Setzt man 

b,. 
Pnv = bo + bl + ... + bn' 

so ist 
limPnv = 0. 

n->-oo 
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71. Spezialfallvon70: an=(n+1)"- 1 , bn=(n+1)"-n". Esist 

( 1 )" 1 +- -1" 
lim (n + 1)" :- n" =lim n = (d:x:_) =ex 

n+oo n"-l n+oo 1 dx x~l ' 
daher n 

. I«-1 + 2"-1 + ... + (n + l)«-1 . (n + 1)"-1 l 
hm ·· =hm------ = --. 
n~= (n + 1)" n~= (n + 1)"- ncx IX 

72. [Bezuglich 72-74 vgl. N. E. Norlund, Lunds Universitets 
Arsskrift, N. F. Avd. 2, Ed. 16, Nr. 3, 1919.] Spezialfall von 66: 

Pn-v Pn-v Pnv = S __ ___:_ __ 
Po + Pt + · · · + Pn Po + P1 + · · · + Pn-" 

73. Spezialfall :von 66. Man setze 

Po+Pt + · · ·+Pn=Pn, qo+ql + · · ·+qn=Qn, ro+rl +· · ·+rn=Rn. 
Es ist [vgl. 74] 

Yn Poqn+Ptqn-1+_·_··~jnqo __ p _qo +P _ql_+···+P qn 
Rn PoQn + P1Qn-1 + · · · + PnQo- no Qo n1 Q1 nn Qn' 
wenn 

Pnv = Pn-vQv < Pn-v 
PoQn + P1Qn-i + · · · + PnQo Po+ P1 + · · · + Pn-v 

gesetzt wird. 
74. Wird 

.).1 _ soPn + s1Pn-1 + · · · + snPo 
n - Po + P1 + · · · + Pn ' 

s0 rn + s1 rn_ 1 + · · · + Snro tn = --=-'-------"'_cc__--=---

ro + rl + ... + rn 
(rn wie in 73) gesetzt, so ist 

PnQoqo+Pn-1Q1 q1+ · · · +PoQnqn qnPo1Jo+qn-l P11J1+ · · · +qoPn,Pn tn = . = "C.:--"-'-"--~_._-~ __ __._,.___:.:_.c..:.: 
PnQo+Pn-1Ql + ··· +PoQn qnPo +qn-1P1 + ··· +qoPn 

und folglich [66, 73] lim 1Jn = lim qn = lim tn. Zur Herleitung obiger 
n~oo n~= 

Identitaten bediene man sich der Potenzreihen, deren Koeffizienten 
die fraglichen Zahlenfolgen sind [34]: 
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75. Setzt man 

so ist, wenn s die Reihensumme bezeichnet, 
n 

tn- n-a(n + 1)a(sn- s) = n-a ;;£: (sv- s) [va- (v + WJ +n-as; 
v=l 

dies konvergiert gegen 0 [66]. 

76. [E. Cesaro, Nouv. Ann. Serie 3, Bd. 9, S. 353-367, 1890.] 
Laut 70 ist der gesuchte Grenzwert 

n n 
77. [I. Schur.] Man setze 2:, Pv = Pn, 2:, qv = Qn, und es sei P > 0. 

v~l ?•=1 

Es ist lim Qn = limn qn = oo; sonst ware namlich qn""' .!1.., q > o, d. h. 
n~CX) n-+CXJ n 

[76] Qn""'q logn~oo: Widerspruch. Es ist auch lim Pn =lim npn = oo. 
n-+ oo n-+oo 

(Fiir ex > 0 zeigt man dies, wie vorher, fiir ex = 0 ist limn Pn P,~ 1 = oo, 
oo n-+ (X) 

also erst recht limn Pn = oo, also 2: Pn divergent.) Daher ist die 
n-+oo n=l 

Reihe 2:, nPn qn divergent. Im Faile cx = 0 schliel3t man, da 
n=l 

nqn<KQn, K von n frei, 

n n n 
"L,vpvqv < K LPvQv <KQnLPv = K PnQn, 
~=1 v=l v=l 

d. h. 

Im Faile ex> 0 ersetze man die Behauptung durch 

I. PnQn R 
liD n =<X+ t'. 

n-+= L YPvqv 
v=l 

Man wen de 70 an: 

Q an Pn Qn 1 
an=PnQn-Pn-1 n-l, bn=nPnqn, -b =-p +----~cx+P=s. 

n n n nqn n 

78. Beispiel: a1 = a2 = a3 = · · · = 1. Es se1 nun angenommen, 
daB an>an+l> an~o und 

fiir n = 1, 2, 3, .... 
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Es sei m gegeben; man bestimme n so, daB an<! am ist. A us 

K > a1 + a 2 + · · · + am - man + (am +I + · · · + an) - (n - m) an 
>m (am- an)> !mam 

folgt a1 + · · · +am :S; K + mam < 3 K fiir m = 1, 2, 3, .... Es liegt 
bier ein Fall von Reihentransformation mit speziellen Bedingungen vor, 
auf welchen 66 nicht anwendbar ist. 

79. Enthalt 65 als Spezialfall; Beweis derselbe. - Ist Pkz =.0 
fiir l > k, so heiBt die Doppelfolge zeilenfinit (vgl. 65, 66). Ist Pkz = 0 
flir l < k , so heiBt sie kolonnenfinit. 

80. Enthalt 66 als Spezialfall; Beweis analog. 
81. Setzt man Sn = ncn + (n + 1)cn+l + · · ·, so ist 

t = _!__s + (-2-- _!_)s + (-3 __ _2__-)s + ... · 
n n n n + 1 n n+l n + 2 n + 1 n+ 2 ' 

unter Berucksichtigung von lim sn = 0 folgt hieraus lim tn = 0 [80]. 
n-+ oo n-+oo 

82. [G. H. Hardy und ]. E. Littlewood, Palermo Rend. Bd. 41, 
S. 50-51, 1916; vgl. auch T. Carleman, Ark. for Mat., Astron. och 
Fys. Bd. 15, Nr. 11, 1920.] Es sei 

j(n)(IX) 
ao + al + ... +an = Sn' --,- = bn' n. 

b0 + b1 ( 1 - IX) + · · · + bn ( 1 - IX t = tn ; 

man beweist in der Funktionentheorie [Hurwitz-Courant, S. 32-33], 
daB fUr I y I < 1 -- IX identisch 

b0 + b1 y + b2 y2 + ... + bn yn + ... 
= a0 + a1 (1X + y) + a2 (1X + y)2 + ... + an(IX + y)n + ... 

gilt. Es folgt 

oo oo {1--IX)n+loo oo 
,L(1-1X)"-kyk;?Ebzyz= -(---)2:az(1X +y)Z= (1-IX)n+I_Lsz(IX +y)z. 

k=O Z=O 1-- IX+ Y l=O l=O 

Der Koeffizient von yn ist linker Hand tn und rechter Hand 

Die Zeilensumme ist 1 [Binomialformel], die Transformation ist ko
lonnenfinit. 

83. V gl. die analogen Satze 65 und 79. 
84. V gl. die analogen Satze 66 und 80. 



168 Unendliche Reihen und Folgen. 

85. Man setze in 84: 

an b tn 
Sn = bn ' cpn (t) = b0 + b1 t + b2 t2 ~ • • • + bn tn + · · · 

Bei gegebenem v und 13, 13 > 0, wahle man n so groB, daB 

b, 
b0 + b1 + b2 + · · · + bn > -

13 

ist, dann ist 

Letzterer Ausdruck strebt fiir t ~ 1 gegen einen Wert, der < 13 ist. 
Der Satz gilt unverandert, wenn der Konvergenzradius nicht 1, sondern 
e ist, e > o. 

86. [N. H. Abel, a. a. 0. 47, Bd. 1, S. 223.] Auf Grund von 85 ist 
00 

.1; (ao + al + · · · +an) tn 
ao + al t + a2 t2 + ... + an tn + ... = n = o co 

2: tn 
n=O 

1. a0 + a1 + · · · + an 
=1m =S. 

n-+co 1 

87. [G. Frobenius, J. fiir Math. Bd. 89, S. 262-264, 1880.] Aus der 
Voraussetzung folgt, daB n -1 an beschrankt ist; daher konvergiert 

co 

.1; an tn fiir I t I < 1. Auf Grund von 85 folgt 
n=O 

co co 

.1;(ao + al + ·· · + an)tn L (so + S1 + · · · + sn) tn 
n=O n=O 

=lim So+ sl + ... -+- Sn = s. 
n-}co n + 1 

88. Durch Multiplikation von Zahler und Nenner mit der geome
trischen Reihe folgt 

a0 -!-a1 t-!-a2 t2 + ··· +antn+ ··· 
b0 + b1 t + b2 t2 + · · · + bn tn + · · · 

00 

.1: (ao + al + · · · + an) tn 
n=O 

00 

.1; (bo + bl + · · · + bn) tn 
n=O 

1. ao + al + ... + an 
=liD =S 

•~--+ oo b0 + b1 + · · · + bn · 
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89. Anwendung von 156 mit cp (z) = log ( 1 +;) - IX log ( 1 + ~) 
lehrt, daB 

i [log ( 1 + ; ) - X log ( 1 + n J 
v=l 

konvergiert; d. h. es existiert 

. n"- 1 n! 
hm >O. 
n~oo X (x + 1) · · · (x + n -1) 

. _ 1\ (x + 1) · · · (x + n- 1) 
Man setze m 85: an=n" 1, bn= 1 • 

n. 

90. Das fragliche Integrallautet, nach Potenzen von k entwiekelt. 

~ i(1.3 ... (2n-1))2 k2n. 
2 n=O 2. 4 ... 2n 

S "al£11 85 :n:(1. 3···(2n- 1)) 2 b 1 1 k2=t. pez1 a von : an = - , n = - , s = - , 
2 2.4 ... 2n n 2 

91. [Vgl. 0. Perron, Die Lehre von den Kettenbriichen, S. 353, 
Formel (24). Leipzig: B. G. Teubner 1913.] Aus der Rekursionsformel 

n = 0, 1, 2, ... ; A 0 = B1 = 1, A1 = B0 = 0 

folgt, wenn y eine der heiden Reihen F(x), G (x) bedeutet: 

y" = 2 x y'' + y' + a y . 

Die Substitution a(1-2x) =v2 fiihrt auf~~ -y=O, y=c1 e"+c2 e-v, 
c1 und c2 Konstanten, d. h. 

e"-l'ii + e-~~+ Vii 
F(x) = 2 , 

Setzt man 2 x = t, so liiBt sich 85 auf folgende Weise an wenden: 

nAn _1_ F' (!___) ,;- _ 
A 1 2n-1 2 ,a -l'a 

lim ______!! = lim ___!1-_: __ = lim -- = ya e - e ; 
n~ooBn n~oonBn_1_ t~1-0G'(!_) el'a+e-Ya 

n! 2n-l 2 

die Potenzreihe von G' ( ~) divergiert fiir t = 1 , weil ihre siimtlichen 

Koeffizienten > 0 sind und lim G' (!___) = oo ist. 
t~1-0 2 

92. Spezialfall von 88: 

(1 - t) -a= i:bntn = i(a + n- 1). tn. 
n=O n=O n 
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00 

Wegen (1 - t) -a-1 = ~ {b0 + b1 + · · · + b,.) t" ist 
n=O 

bo + bl + b2 + ... + b,. = (a ! n) = (a + 1) (a + n~) ... (a + n) ""'b nu' b > 0 

[Losung 89]. N ach 75 ist somit 

I . a0 + a1 + a2 + · · · + a,. 
lm =0. 

n ~ oo b0 + b1 + b2 + · · · + b,. 

93. Nach
00

Lo(··sung 89 i[st _]) [yn] _ 2 [y~] 
lim(1-t)l~ [yn]-21/~ t"=lim 2 <O. 

t~1-o n=i V 2 "~"" 3 5 7 2n+1 
2"4"6···~ 

. ( y2- 1) y;; . 3 5 7 2 n + 1 yn 
Der Grenzwert 1st = - , weil - · - · - · · · --""' 2 -

2 2 4 6 2n n 
ist [II 202]. 

94. Die Behauptung von 85 gilt auch dann, wenn t nicht gegen 1, 
sondern gegen + oo konvergiert. V gl. 84. Die Reihensumme 

b0 + b1 t + b2 t2 + · · · + b,. t" + · · · 
wachst tiber aile Grenzen mit t ~ + oo, weil b,. > 0 ist. 

s,. 1 
95. An wen dung von 94: a,. = -,- , b,. = 1 . [Borel sche Sum-

n. n. 
mation; Knopp, S. 471.] 

96. Setzt man s,. = a0 + a1 + · · · + a,., s_ 1 = 0, so ist 

} !e-x g (x) dx = .i;s,-15"-lfte-"x"dx = .2 s,ft(x~ - ( x"+l) ,) e-"dx 
0 Y. O 'II. '11+1 . 

0 v= 0 v= 0 

~ tv+! 
= ~ s, (Y+ 1)! e-t, 

wie sich durch partielle Integration beim Subtrahenden ergibt [95]. 

97. Man setze in 96: a,. = 0, wenn n ungerade, 

1 3 5 2m -1 
a,.={-1)m2·4·6··· 2m, wenn n=2m 

( 
1 \ 

ist. Es ist s = ,/ _ ) 
r1 Zz=-l 

1 .. y2"· Ahnlich ergibt sich fiir -1 <x~ 1 

00 
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98. [Ein Spezialfall bei M. Fekete, Math. Zeitschr. Bd. 17, S. 233, 
1923.] Es genugt, den Fall zu betrachten, daB die untere Grenze iX endlich 

ist. Es sei s > 0 und am< iX + s. Irgendeine ganze Zahl n la.Bt sich auf 
m 

die Form n = qm + r bringen, wobei r = 0 oder 1 oder 2 ... oder m- 1 
ist. Zur Vereinheitlichung a0 = 0 gesetzt, hat man 

an= aqm+r-=:;am +am+···+ am+ a,= qam + ar, 

an aqm+r qam + ar am qm a, - = -- -- < ---- -- = - --- -- + -. 
n qm+r- qm+r m qm+r n 

{X:-s;; an< (<X+ s) qm + !!!___ 
n qm +r n 

99. Aus 2am- 1 < a2m < 2am + 1 folgt 

(*) I a2 ,._ _ am I < _1 . 
2m m 2m 

Die Reihe 

~] + ( ~2 - ~1) + ( :4 - ~2) + ( ~8 - :4) + ... = !~ ~~ = w 

konvergiert, denn sie wird wegen (*) durch 

I a1 I + 2-1 + 2- 2 + 2-3 + ... 
majoriert. ,Man schreibe die ganze Zahl n im Dualsystem, d. h. man 
setze 

wo Ev c2 , ••. , Em= 0 oder 1 sind; laut Voraussetzung ist 

a2m + c1a2m-l --j- · · · + Ema1- (c1 --j- 1'2 --j- · · · --j- Em) 

< an < a2m + <1 a2m-' --j- · · · + Em a1 + ( E1 + E2 --j- · · · --j- Em) , 

I an 2m a2m s12m- 1 a2m-' Em a1 1 m logn 
~- ---- ----- ... - --1 <- < ~~ 
I n n 2m n 2m - 1 n 1 = n - n log 2 ' 

Riera us schlieBt man nach 66 mit: 

s0 = 0, 

Pno = 0, 
Em Pn1 =..::.-, ···, n 

c12m-1 2m 
Pnm-1==---, Pnm=-, Pnm+l==O, ... , 

' n n · 

daB limn - 1 an = w ist. SchlieBlich gilt wegen (*) 
n-+oo 

I am j I a2m am I I a4m a2m I 1 1 
w--:::::;; ----~+ -------~'+ .. ·<~+~ I mi-l2m m 14m 2m 2m 4m 

-···= -. m 
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100. [L. Feib, C. R. Bd. 142, S. 501-503, 1906.] Es geniigt, 
wie aus dem Beweis ersichtlich sein wird, den Fall beschrankter 
Partialsummen Sv s2, s3, ••• , sn, ... zu betrachten. Es sei liminfsn = m, 

n~oo 

M-m 
limsupsn = M, l eine positive ganze Zahl, l > 2 und ~ = l 
n~oo 

Wir teilen die Zahlengerade in l Intervalle durch die Punkte 

-oo, m+~. m+2~ • ... , M-2~. M-~. +oo. 

Man wii.hle N so groB, daB I Sn- Sn+ll < ~ wird fiir n > N. Ferner 
mage sn,, n1 > N, in dem erst en (unendlichen) Teilintervall und sn,, 
n2 > n1 , in dem letzten (unendlichen) Teilintervall liegen. Die Glieder 
der Sequenz sn, , Sn, + 1 , ... , sn, -1 , sn, konnen dann keines der da
zwischenliegenden l- 2 endlichen Teilintervalle von der Lange ~ iiber
springen. Ahnlich kann man schlieBen, wenn die Sequenz nicht ,lang
sam hinaufsteigt", sondern ,langsam hinabsteigt". 

101. [Vgl. G. Szego, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, 
Bd. 23, S. 361, 1914. Losung von P. Veress, ebenda, Serie 3, Bd. 25, 
S. 88, 1917.] Das Intervall 0, 1. Vgl. 102. 

102. [G. P6lya, Palermo Rend. Bd. 34, S. 108-109, 1912.] Es 
existieren belie big weit entfernte Sequenzen tn, , tn,. + 1 , ... , tn,, die von 
dem Limes superior der Folge zu ihrem Limes inferior beliebig lang
sam hinabsteigen. Genaueres wie in Losung 100. 

103. 
'Vn 'Vn+l ---------

n + 'Vn n + 1 + 1'n+l 

n (vn- 'Vn+l) + 'Vn < 'Vn < _!_ • [102.] 
(n + Vn) (n + 1 + 'Vn+ 1)- (n + vn) (n + 1 + 1'n+1) n 

104. Es sei die fragliche Folge s1 , s2, s3, ••• , sn, ... , limsn = s. 
n-+oo 

Man wii.hle s,, beliebig im Interval! s - !, s + ! und allgemein s,,. 

belie big im Interval! s - ;n, s + ;n ; v1 < v2 < v3 < · · · . Die Glieder 

der Reihe s,, + (s,,- s,..) + (s,,- s,,) + · · · sind bzw. nicht groBer als 
die von I s,,l + (! + t) + (-1- + t) + · · ·. 

105. Unterhalb irgendeiner festen Grenze liegen nur endlich viele 
Glieder der Folge und unter endlich vielen Zahlen gibt es eine kleinste 
oder mehrere kleinsten. 

106. Wenn die Weierstra,tlsche obere und untere Grenze der £rag
lichen Folge zusammenfallen, dann ist nichts zu beweisen. Sind sie 
voneinander verschieden, so ist mindestens eine der beiden von dem 
Grenzwert der Folge verschieden. Diese ist gleich dem groBten bzw. 
kleinsten Glied der Folge. 
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107. Es sei die positive gauze Zahl m vorgegeben, 'YJ die kleinste 
unter den Zahlen l1, l2, ••• , lm; 'YJ > 0. N acb Voraussetzung gibt es 
Zahlen in der gegebenen Folge, die unterhalb 'YJ liegen. Es sei n der 
kleinste Index mit ln < 'YJ; dann ist 

n>m; ln<lvln<l2, ... ,ln<ln-1• 

108. Man wende 105 auf die Folge t;;\ z;;;_ 1 , z;;;_2 , •.. an. 
109. [G. P6lya, Math. Ann. Bd. 88, S. 170-171, 1923.] Man be

zeichne lm als ein ,hervorragendes Glied" der Folge, wenn lm groBer 
ist als alle nachfolgenden Glieder. GemaB Voraussetzung und 108 gibt 
es in der ersten Folge unendlich viele hervorragende Glieder; sie sollen 
in der richtigen Reihenfolge aufgezahlt 

heiBen. Ist l. kein hervorragendes Glied, so liegt es zwischen zwei kon
sekutiven hervorragendenGliedern (fiir v>n1) d. h. es ist n,_ 1<v<nr; 
man erkennt sukzessive, daB ln,-l <lnr, ln,- 2<ln,, ... , l.<:::.ln,, also 

(*) 
Hieraus schlieBt man 

lim sup ln,Sn, = + 00; 
r-+oo 

sonst mi.iBte namlich ln,sn,, also nach (*) auch die gauze Folge 
l1 s11 l2 s2, la sa, . . . beschrankt sein, entgegen der Voraussetzung. Man 
wende 107 auf die Folge 

l -1 -1 z-1 -1 z-1 -1 
nl 5n1 ' n:~ 5n~ ' ••• ' nr 5nr , ••• 

an und beachte (*) . 
110. [Betreffs 110-112 vgl. A. Wiman, Acta Math. Bd. 37; 

S. 305-326, 1914; G. P6lya, ebenda, Bd. 40, S. 311-319, 1916; 
G. Valiron, Ann. de l'Ec. Norm. Sup. Serie 3, Bd. 37, S. 221-225, 
1920; W. Saxer, Math. Zeitschr. Bd. 17, S. 206-227, 1923.] Ana
l y tisch: Es ist lim (Lm - m A) = + oo. Das Minimum der Zahlen-

m-+oo 

folge L0 - 0, L1 - A, L2 - 2A, La- 3 A, ... 

sei Ln - n A [1 05] ; dann ist 

Ln-1'- (n- ,u)A ~Ln- nA, Ln+v- (n + v) A >Ln- nA 

fi.ir f1 = 1, 2, ... , n; v = 1, 2, 3, ... ; n = 0 ist durch die Voraussetzung 
i.iber A ausgeschlossen. 

G eo met r is c h: Man ziehe durch die gegebenen Punkte vertikale 
Halbstrahlen nach oben, bilde den kleinsten konvexen Bereich (unend
liches Polygon), der diese umfaBt, und lege daran die Sti.itzgerade vom 
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Richtungskoeffizienten A 1). Die Ecke (oder eine der Ecken), durch 
welche diese Stiitzgerade hindurchgeht, sei (n, Ln)· Die Verbindungs
strecken von (n, Ln) mit den nach links gelegenen Punkten des konvexen 
Bereiches haben kleinere, mit den nach rechts gelegenen gr6Bere Nei
gung als die Stiitzgerade. 

111~ [Vgl. G. P6lya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie ), 
Bd. 24, S. 282, 1916.] Es sei 

[110]. 

Da L1 - A< 0, ist L0 - 0 nicht das Minimum in Losung 110. 
ln+ 1 >A; daher muB ln+ 1 und folglich n zugleich mit A ins Unendliche 
streben. 

112. Es ist, l1 + l2 + · · · + lm = Lm, m = 1, 2, 3, ... , L 0 = 0 gesetzt, 

lim Lm- mA =-A [67]. Die Folge 
m-+oo m 

L0 -0, L 1 -A, L2 -2A, ... , Lm-mA, ... 

strebt gegen - oo. Ihr Maximum sei Ln - n A; die fraglichen Unglei
chungen sind fiir den so gefundenen Index n erfilllt. Es gibt in der 

· Folge L0 , Lv ... , Lm, ... unendlich viele Glieder, die groBer 'sind als 
aile vorangehenden [1 07]; es sei L, ein solches. Dann sind die Zahlen 

l, l, -1 + z. l1 + l2 + . . . + l, 
1' 2 ' ... , s 

aile positiv: so bald A kleiner ist als ihr Minimum, ist der zu A ge
horige Index n ~ s. - Die Punkte (n, Ln) sind jetzt in ein unendliches 
konvexes Polygon einzuschlieBen, das von oben gesehen konvex ist. 

113. Es sei S der fragliche Limes superior. Dann ist a) S > A. . 
Fiir S = oo ist dies klar. Fiir endliches S ist, wenn e > 0 und m 

.geniigend groB ist, logm < (S +e) logrm, also 

-8-• -1 
1'm <m ' 

8+2• 
r~8-2• < m- 8+• ' 

00 

...... -8-2• k ..:::..., rm onvergent, 
m=l 

d. h. S+2e>A., S:::::A.. Ferner ist b) S<A.. Fiir J.=oo ist dies 

klar. Fiir endliches A. ist, wenn e > 0, 'i;r;;;J.-• konvergent, also 

[139, En=1] mr;;;J.-·-o, 
m, S<A.+e, S:::;A.. 

m=l logm 
d. h. -1 -- < A. + e fiir geniigend groBe 

ogrm 

1 ) Unter Stutzgerade einer abgeschlossenen Menge IDl versteht man eine 
Gerade, die 9R ganz auf einer Seite liiBt und mit 9R mindestens einen Punkt 
gemeinsam hat. Jede Stiitzgerade bestimmt somit eine abgeschlossene Halb
ebene, die IDl enthii.lt; der gemeinsame Teil (Durchschnitt) dieser Halbebenen ist 
ein konvexer Bereich Si', der kleinste, der IDl umfaBt. Jede Stiitzgerade von IDl 
ist eine von ~ und umgekehrt. Ahnliches gilt auch dann, wenn der unendlich 
ferne Punkt- wie im vorliegenden Falle - der Menge 9R angehiirt. Vgl. III, 
Kap. 3, § 1. 
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114. Es sei J Xm f = Ym, 0 < r1 --;::: r2 :::; r3 < · · ·. Man schlieBe ferner 
jede Zahl x., Y = 1, 2, ... , m in ein Intervall ein, dessen Mittelpunkt 
Xv und Lange ~ ist. Diese Intervalle haben keine inneren Punkte 

~ ~ 
miteinander gemein und sind ganz in - rm- 2 , rm + 2 enthalten. 

Daher ist 

d. h. 
. logm 

hmsup -1-- s 1. 
m-+oo ogrm 

115. N ach 113 ist lim m r ,;;P = 0 . Man setze in 107: lm = m r ;;,fl. 
m-+oo 

116. Es ist lim sup m r,;;"' = + oo. Sonst gabe es eine von m freie 
m-+oo 

Konstante K mit mr,;;"' < K, also fi.ir iX < iX (1 + s) <A mit 

1 Kl+e 
1X(l+e) < ml+e' 

Ym 

Widerspruch, da A der Konvergenzexponent der Folge r1, r 2 , •• • , rm, .•. 

ist. Man hat ferner mr,;;fJ---+ 0. Man setze jetzt in 109: 

m"' 
lmSm = -- · r m 

117. Fi.ir Osx<r1 , wenn m=O, fi.ir rm<x<rm+I• wenn 
m = 1, 2, 3, . . . . - Die Glieder nehmen vom Anfangsglied 1 bis zum 
mten Glied (Maximalglied) standig zu und dann vom mten Glied bis ins 
Unendliche standig ab. 

118. Mansetzein111: lm=logrm-logsm, k=n-;t bzw. n+Y 
und bestimme nach Vorgabe von A zuerst n nach 111 und nachher r 
so, daB A= logr -logsn ist. DaB fur y = sn das nte Glied das ab
solut groBte Glied der zweiten Potenzreihe wird, ist klar [117]. 

119. Wenn Pnxn ein beliebiges Glied ist, so wahle man m so, daB 
m>n und Pm>O. Man hat 

so bald 
m-n,-

X > 1/Pn • 
V Pm 

120. \Venn das Glied Pnxn fi.ir einen Wert von x alle voran
gehenden iibertrifft, d. h. wenn fi.ir einen Wert von x samtliche Un
gleichungen 

Y=0,1, ... ,n 

gelten, dann gelten dieselben auch fi.ir jeden groBeren Wert von x. 
121. Es sei m beliebig, x so gewahlt, daB Pmxm Maximalglied 

ist. Dann ist 
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Andererseits ist Pm (0 e)"' fi.ir m -HX) beschrii.nkt, 0 < () < 1. A us diesen 
heiden Bemerkungen schlieBt man 

m 1 
lim fP:= ~. 

m-+oo (j 

122. [A. a. 0. 110.] Fiir einen bestimmten positiven Wert z sei n 
00 

der Zentralindex der Reihe .L; ~m zm [121 J, und es sei y ein Wert, y > 0, 
m=O m 

fiir den der Zentralindex von .;Ebmy"' ebenfalls gleich n ausfii.llt; man 
- m=O 

bestimme x so, daB z = -:_ . Dann ist 
y 

ak xk an :xn 
T;;; yk < bn yn ' 

123. [A. a. 0. 110.] Es seien 

k = 0, 1' 2, .... 

00 am 
die sukzessiven W erte, die der Zentralindex der Reihe - z"' 

bm 
m=O 

annimmt. Das Glied mit dem betreffenden Index sei Maximalglied 
bzw. in dem Intervall 

und es seien 
Yv Y2• Ya· · · ·, Yk, ... 

00 

Werte, fiir welche das Glied von .;Ebmym mit dem betreffenden Index 
m=O 

Maximalglied wird. Durch das V erfahren in Losung 122 werden diese 
Werte Yk solchen Werten x zugeordnet, die bzw. in den Intervallen 

(0, Y1 (1), (y2 (v Y2 (2), (y3 (2, Y3 (3), .. ·, (Yk (k-v Yk (k), · · · , 

liegen. Ausnahmewerte x*, denen kein y zugeordnet werden kann, 
liegen sicherlich in den Intervallen 

(yl(v Y2(1), (y2(2, Ya(~), · · ., (Yk-l,k-v Yk(k-1), · · ·, 

also die W erte log x* in Intervallen, deren GesamtHi.nge gleich 

1 Y2 l Y3 + l Yk + 1. l Yk l f! og-+ og- ··· + og-- ···=1m og-= og-
Yl Y2 Yk-1 k-+= Y1 Y1 

00 

ist, wobei (! den Konvergenzradius von 2,;bnyn bezeichnet. 
n=O 

124. [A.]. Kempner, Amer. Math. Monthly, Bd. 21, Februar 1914.] 
Um diejenigen nichtnegativen ganzen Zahlen zwischen 0 = 00 ... 000 

und 10"'- 1 = 99 ... 999 zu erhalten, die bloB mit den 9 Ziffern 
0, 1 , 2, ... , 8 geschrieben sind, setze man diese 9 Ziffern an m Stellen 
nebeneinander auf alle moglichen Arten hin: auf diese Weise erhii.lt 
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man insgesamt 9m Zahlen. Es sei nun r n die nte nichtnegative ganze Zahl, 
welche ohne die Ziffer 9 geschrieben ist. Wenn 10m- 1 --1 <rn<10m-1, 
dann ist n < 9n', also 

. logn log9 
hmsup--<- •-~< 1 

n-+ oo logrn -log 10 
[113]. 

Einfacher so: die Anzahl derjenigen Glieder der fraglichen Teilreihe, 
die zwischen 10m-I- 1 und 10m- 1 liegen, ist 9m- 9m-I. Folglich 
ist die Summe der Teilreihe kleiner als 

9-1 92-9 93 -92 ( 9 92 ) 
-1- + ·--w- + 1oO + ... = 8 1 + 10 + 102 + . . . = 80. 

125. Man nehme die heiden Teilreihen, die samtliche positiven 
bzw. negativen Glieder umfassen. 

126. [K. Knopp, ]. fur Math. Bd.142, S. 292-293. 1913.] Nein. 
Beispiel: Es sei b1 + b2 + b3 + · · · konvergent, /b1 / + /b2/ + /b3 / + · · · 
divergent; man setze 

~ ~ ~ al = bl ' a2 = aa = :2! ' a4 = as = ... = a9 = 3 ! ' aw = ... = aaa = 4! ' 

Weil n! fur n>l durch l teilbar ist, ist die Teilreihe ak + ak+l + ak+ 21 + · · · 
nach Zusammenfassung der Glieder, die demselben bm entsprungen 

sind, identisch mit f b1 + f b2 + f b3 + · · ·, abgesehen von endlich vielen 
Gliedern. 

127. N ein [128]. 
128. N ein. Es seien cp (x) , <I> (x) positive, stets zunehmende ganz

wertige Funktionen, d. h. es sei 0 < cp ( 1) < cp (2) < cp (3) < · · ·, 
0<<1>(1)<<1>(2)<<1>(3)<···, q;(n}, <J>(n) ganzeZ;,1.hlen. Manbilde 
a us der Reihe b1 + b2 + b3 + · · · in Losung 126 eine Reihe a1 + a2 + a3 + · · · 

durchdieVorschrift, daB av= <J>(m)-b;(m- 1)' wenn <J>(m-1) < v<<P(m); 

a1 =a2= · · · =aP(lJ = :(~). Durch die Ungleichung cp(tm)~~<P(m)<cp(tm+1) 
ist eine ganze Zahl tm eindeutig bestimmt. Durch Zusammenfassung 
der Glieder, die dem gleichen bm entsprungen sind, geht die Reihe 

a<p(l)+a'P(2J+a<r 0 J+··· in 'J;<J>(~l~;(:n1_ 1)bm tiber. Setzt man 
m=1 

<I> (x) = 2x', so erhalt man eine Reihe a1 + a2 + a3 + · · ·, die fur 126 
bis 128 zugleich ein Gegenbeispiel liefert. 

Wenn namlich cp (x) ein Polynom vom Grade 2:2 oder cp (x) = klx 

ist, so sind die Zahlen <I> (m~m--~'(:n1 _ 1) von einem gewissen an 

monoton abnehmend [Knopp, S.316]. Wenn cp (x) = k + lx, verwandelt 
man die zusammengezogene Reihe durch Addition einer absolut kon
vergenten in z-'1 (bl + b2 + b,i + ... ) [126]. 

P 61 y a -S z e g 6, Aufgaben und Lehrsatze L 12 
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129. [A. Haar.] Da die Reihe s1 = a1 + a21 + a3 z + · · · von der
selben Art ist wie St. so geniigt es, a1 = 0 zu zeigen. Es seien 
p1, p2, ••• , Pm die m ersten Primzahlen. Dann enthiilt 

s1 - (sp, + Sp, + · · · + Spm) 

+ (sp,p, + sp,p, + · · ·) 

(- 1)m Sp,p, .•. pm 

nur a1 und diejenigen Glieder am deren Index n durch keine der Prim
zahlen p1, p2 , •• • , Pm teilbar ist, und zwar jedes solche an nur einmal 
[VIII 26]. Das heiBt oo 

I a1 I < .2' I an I , a1 = 0 . 
n=pm+l 

DaB die Voraussetzung der absoluten Konvergenz wesentlich ist, 

kann durch das Beispiel ~A.~) [VIII, Kap. 1, § 5] belegt werden. 
n=l 

130. [G. Cantor; vgl. C. Carathiodory, Vorlesungen iiberreelle Funk
tionen, S. 286-287. LeipzigundBerlin: B. G. Teubner 1918.] Die frag
liche Punktmenge entsteht, wenn man vom abgeschlossenen Inter
vall 0, 1 das offene mittlere Drittel entfemt und auf die jeweilig iibrig
bleibenden abgeschlossenen Intervalle stets den gleichen ProzeB an
wendeL 

131. [Vgl. 5. Kakeya, Tokyo Math. Ges. Serie2, Bd. 7, S. 250, 1914; 
Tohoku Sc. Rep. Bd. 3, S. 159, 1915.] Man setze 

Pn +Pn+1 + · · · +Pn+v = Pn,v. IimPn,v=Pn, n = 1,2,3, ... , v = o, 1,2, .... 

Es sei Pn, das erste Glied mit Pn, <a; entweder gibt es dann ein v1 mit 
Pn,,v, <a, Pn,,vd1 >a, v1 ~ 0, oder es ist Pn, <a. Im zweiten Faile 
ist, da P n, > Pn, _1 :::=:-a (fur n1 = 1 sind diese Ungleichungen so zu lesen: 
P1 = s >a), Pn, =a, d. h. a ist durch eine unendliche Teilreihe dar
stellbar. Im ersten Faile bestimme man weiter das erste Glied Pn, 
mit n 2 > n1 + v1 , P n,v, + Pn, <a ; entweder gibt es dann ein v2 mit 
Pn.,v, + Pn,v,< a, Pn.,v, + Pn,,v.,+1::=:-a, v2>0, oder es ist Pn,v, + Pn, <a. 
Im zweiten Fall ist, da Pn,,v, +Pn,> Pn,v, + Pn,-1::=:-a(n2 >n1 + v1 + 1, 
da Pn,,v, -1- Pn,+v,+l = Pn,,v,+l >a), Pn,,v, + Pn, =a' d. h. a ist wieder 
durch eine unendliche Teilreihe darstellbar. \Venn dieses Verfahren 
niemals abbricht (d. h. wenn imi:ner der erste Fall eintritt), dann ist 
a= Pn,v, + Pn,,v, + Pn,,v, + · ·:. 

132. Aus 
Pn = Pn+1 + Pn+z + Pn+3 + · · · • 

Pn+1 = Pn+2 + Pn+a + · · · 
1 1 1 

folgt Pn = 2Pn+1,. also P1 = 2, P2 = 4, · · ·, Pn = 2n, Die Dar-

stellung durch nichtabbrechende dyadische Briiche ist eindeutig. 
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133. Einschaltung von verschwindenden Gliedern fiihrt den Satz 
auf die gliedweise Addition zweier konvergenten Reihen zuriick. 

134. Identisch mit dem Beweis des von Riemann herriihrenden 
Satzes tiber die Wertanderung bedingt konvergenter Reihen. [Knopp, 
s. 319.] 

135. Aus P1 2::P2 2::P3 ::::: • • ·, 0 < m1 < m2 < m3 < · · · folgt 

mt>1, m2>2 .... , m,.>n, Pt+P2+ .. ·+P,.>Pm,+Pm,+ .. ·+Pm .. · 

136. Man bestimme die Teilreihe p,, + p,, + p,, + · · · so, dal3 

n=1,2,3, ... , Q0 =0. 

Es ist p,, + p,. + · · · + p,,. < Q,., die ganze ,rote" Teilreihe konvergiert, 
also wachst Q,.- (p,, + p,, + · · · + p,,.) iiber aile Grenzen; in dem 
Ma.f3e, als diese Differenzen Platz freilassen, kann man die iibrigen 
,schwarzeil" Glieder nach und nach unterbringen. Die Konstruktion 
verschiebt die heiden komplementaren Teilreihen nur relativ zueinander. 

137. [W. Sierpinski, Krak. Anz. 1911, S. 149.] Urn s' zu erzielen, 
verlangsamt man die Divergenz des positiven Teiles der Reihe nach 
Vorbild 136. 

138. [E. Cesaro, Rom.Acc. L. Rend. Serie4, Bd. 4, 2. Sem. S.13 3, 1888; 
]. Bagnera, Darboux Bull. Serie 2, Bd. 12, S. 227, 1888. Vgl. auch 
G. H. Hardy, Messenger, Serie 2, Bd. 41, S. 17, 1911; H. Rademacher, 
Math. Zeitschr. Bd. 11, S. 276-288, 1921.] E,. = e1 + e2 + · · · + e,., 
E0 = 0 gesetzt, ist 

n n-1 

t1P1 +e2P2 + · · · +enPn = ~(E,. -E,_t)Pv= ~E,.(p~- Pv+I) +EnPn· 
v=l v=l 

Ware etwa En > .x n fiir n > N, .x > 0, dann ware 
N n-1 

elpl + t2P2 + · · · + tnPn > ~ E,. (p,.- Pv+l) +.X~ 'P (p,.- Pv+l) + .xnp,. 
v=l v=N+l ,. 

=K +.x~p,.; 
v=N+l 

hierin ist K von n unabhiingig, und folglich strebt die rechte Seite 
gegen + oo. 

139. [E. Lasker.] Es sei E,. = e1 + e2 + · · · + e,., wie in 138. Die 
Folge 

(E) E 1, E 2, E3, ••• , E,., ... 

hat die Eigenschaft, da.f3 zwischen zwei Gliedern von entgegengesetztem 
Vorzeichen sich ein verschwindendes Glied befindet. Wir unterscheiden 
zwei Faile: 1. in der Folge (E) verschwinden unendlich viele Glieder; 
2. abgesehen von endlich vielen sind aile Glieder der Folge (E) von 

12* 
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demselben Vorzeichen. Sie seien etwa positiv. Im Fall1. seider Index M 
so gewahlt, daB EM= 0 und fUr M < m < n 

n n 
I L e,p, I= 12;[{E,- Em)- (E,_·l- Em)] p, I 

(*) 
v=m+l v=m+l 

n-1 

= 12: (E,- Em) (p,- Pv+l) + (En- Em) Pn I < e 
v=m+l 

gilt. Es soli Em das zu En nach links nachstbenachbarte verschwin
dende Glied von (E). bedeuten, derart, daB Em+ 1 , Em+z, ... , En 
das gleiche Vorzeichen haben; dann folgt aus der Ungleichung (*) 
j (En - E.r.) Pn I = I En Pnl < e. Im Falle 2 .. sei M so gewahlt, daB die 
Ungleichung (*) fiir M < m < n gilt, daB ferne.r samtliche Zahlen 
EM, EM+I' EM+ 2 , ••• positiv sind, Es sei Em ihr Minimum. Da in 
diesem Falle E, - Em:.::: 0 fiir Y > m ist, folgt aus der Abschatzung (*) 
(En -Em) Pn < e, also 

EnPn< e + EmPn· 

Da m fest ist und Pn gegen 0 konvergiert, ist fiir geniigend groBe n 
auch EnPn <e. 

140. Folgt aus der bekannten Darstellung des Restgliedes 

t(x)-·(t(O)_j"_f(O) x+f'(O) x2+; .. ' j(n) (0) xn)= fCn+I)((}x) xn+I 0<0<1 
'1! 2! 1 n! (n+1)! . ' ' 

da j(n+I) ((} x) =" Onf(n+I) (0) mit 0 <On< 1 ist. 
141. Aus 140. 
142. Aus cos x < 1 (Gleichheitszeichen nur fiir 

x=O, ±2n, ±4n, ±6n, ... 

erreicht) folgt fiir positive x durch Integration 

usw. 

143. 

. x2 x2 
Slll X <X; 1 - COS X < ~, d. h; COS X > 1 - -, 

2 2 
. xa . xa 

x-smx< 1 , d. h. smx>x- 1 , 
3· 3· 

x2 x4 x2 x4 - + COS X - 1 < - 1 , d. h. COS X< 1 - - + - , 
2 4. 2! 4!. 

( xa x5 x2n+I ) 
arctg x- x --+·-- ··· + (-1)n __ 

3 5 2n + 1 
z 1 !(- x2)n+l 2! cosxt 

= 1 + 2 dx, / 0 (x) = -. -===dt. 
x n f1- t2 

0 0 
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144. Es sei etwa a0 > 0, also a1 < 0, a2 > 0, a3 < 0, . . . . Dann 
ist A - a0 < 0, A - a0 - a1 > 0, A - a0 - a1 - a2 < 0, d. h. 

a1 <A- a0 <0, 
0 < A - a0 - a1 < a2 , 

a3 < A - a0 - a1 - a2 < 0, 

woraus die Behauptung folgt. Ahnlich schlieBt man, wenn a0 < 0 ist. 
145. Es sei z. B. a0 <A; dann kann a1 nicht negativ sein, weil 

in diesem Faile A - (a0 + a1) = lA -- (a0 + a1) I> I a1 1 >I a2 1 ware, 
was der Voraussetzung widerspricht. Es ist also a1 > 0; wegen 
0;;;:.: A - a0 <I a1 I ist ferner A - (a0 + a1) =A - a0 - a1 < 0. Ahnlich 
folgt, daBa2 <0unda0 +a1 +a2 <A, a3 >0 und a0 +a1 +a2 +a3'>A, 
usw. Im allgemeinen haben die Glieder einer umhiillenden Reihe 
nicht notwendig abwechselndes Vorzeichen [148], wohl aber die einer 
in engerem Sinne umhullenden Reihe. 

146. Wird in 145 nur I a1 I> I a2 1 > · · · >I an I vorausgesetzt, so 
folgt auf die gleiche Weise wie dort, daB a1 , a2 , .•. , an-I abwechseln
des Vorzeichen haben, sowie die Eigenschaft des Umhullens in engerem 
Sinne fUr die Teilsummen bis ,-;urn Index n- 1 , n = 2, 3, 4, . . . . Fur 
genugend groBe x (bei £estern n) ist aber in der vorlicgenden Aufgabe 

woraus die Behauptung bis zum Index n- 1 folgt. Sie gilt somit 
allgemein. 

147. Aus der Voraussetzung folgt, daB die Ableitungen j(n)(t) ab
wechselnd positiv und monoton abnehmend bzw. negativ und mono
ton zunehmend sind. Es seien z. B. f (t), f"(t), fiV(t), ... positiv und 
monoton abnehmend, ferner f'(t), f'"(t), fV(t), ... negativ und mono
ton wachsend. Aus 

00 f ( j'(o) j'"(o) j(2n-Il(o)) 
Rn = f (t) cos X t d t - - -X-2- + -X-4 - - .. • + (- 1 )n ---cx2:-cn--'-'-

o 

= (-i)n+I {f(2n+l)(t)sinxtdt 
x2n+l . 

0 

X 

= ( ~21J:: 1j[f(2n+l)(t) -j(2n+I)(t+ :) +f(2n+l)(t+ 2Xn)- · · · ]sinxtdt 
0 

j(2n+I)(O) 
geht hervor, daB das Vorzeichen von Rn mit dem von ( --1)n+L -x2n+2 
ubereinstimmt. Man wende 144 an. 
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148. Die Summe der 2n- 2 ersten Glieder ist 

1 3 
3 . 2"-2 < 2"+1 . 

Die Summe der 2 n - 1 ersten Glieder ist 

1 1 
3 . 2"+1 < 2"+1 . 

Die Glieder sind nicht von abwechselndem Vorzeichen. 
149. Die Zeichnung besteht aus spiralfi:irmig aneinander gereihten 

geraden Stiicken; sie rechtfertigt gewissermaBen die Bezeichnung 
,umhiillend". Es ist 

mit 

[Zeichnung oder 151.] Man erha.J.t hieraus auf drei Dezimalstellen 
genau (unaufgerundet) 

ei = 0,540 · · · + 0,841 · · · i. 

150. [H. Weyl.] a) Es liegt' z auf 5), I z i > 0. Der Rest 
z 

I (z) - (t (0) + [_(~) z + t"~o) z2 + . ; . + j(n)~O) z") = r(z -, t)" j(n+l)(t) dt 
1. z. n. . n. 

0 
ist absolut kleiner als 

!z! 

if(n+I)(O) !jr" dr = flj(n+I)(O) z"+ll. 
n! (n+1)! I 

0 

b) Es sei allgemeiner vorausgesetzt, daB f(z) langs 5) von der 
Reihe a0 + a1 z + a2 z2 + · · · umhilllt wird. Es liege nun z auf~. !zJ > O, 
und es sei t reell und positiv. Dann liegt tz._ 1 auf 5). Also ist 

folglich das F(z) darstellende Integral konvergent. Ferner ist 

I ) 1!a1 2!a2 n!a,., 
F(z -ao--z--7- .. ·---.zn = 

00 

~ f-t I a,.+ I t"+ll dt= I (n + 1)! a,.+ I I· ·- znt-1 zn+l 
0 
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151. (Fur e-z vgl. E. Landau, Arch. d. Math. u. Phys. Serle 3, 
Bd. 24, S.104, 1915.] Vgl.150. (Fur ffiz = 0, z =f 0 sind die Betrage der 
Ableitungen von e-z konstant, jedoch e-z selbst nicht konstant, so daB 
das in 150 Gesagte gultig bleibt.) (141.) 

00 00 z'f t' f t• 152. e2 e-2dt=! e- 2z'.e-tdt. 

z 0 

Wegen m--i > o ist 151 (bzw. 141) anwendbar. z 

153. I an+ bn I= I an I+ Ibn I· Vgl. Definition. 
154. [Cauchy, C.R. Bd.17, 5.370-376, 1843; vgl. auchG.N.Watson, 

Quart. J. Bd. 47, S. 302-310, 1917.] 

[151, 153]. 

155. [Vgl. Cauchy, a. a. 0. 154.] arctgz wird von seiner Maclaurin
scheu Reihe umhullt, wenn 9lz2 > 0, z =f 0. Fur reelle z ist dies bereits 
in 143 bewiesen worden; fUr die fraglichen komplexen z schlieBt man 
auf Grund derselben Formel wie dart. 

a 
156. Es genugt, q;(x) = a0 + _!_ zu betrachten. Es ist 

X 

q;(1) + q;(2) + · · · + q;(n) = a0 n + tZtlogn + 0(1). 

157. Zur Konvergenz ist notwendig, daB lim tp (n) = a0 = 1 . Man 
wende 156 auf n-+ oo 

() ( a1 a2 ) a1 a2 -la~ log q; x = log 1 + - + - + · · · = - + + · · · an. x x2 x x2 

158. Die fragliche Reihe konvergiert jedenfalls, wenn q;(n) = 0 fUr 
einen positiven ganzen Wert von n ist . Wir nehmen also an, daB 
tp(n) =!=0, n=1,2,3, .... Es ist [68] 

lim flq;(1) q;(2) ... q;(n) I= lao!· 
n-+oo 

Fur I a0 I < 1 hat man also Konvergenz, fUr \ a0 I > 1 Divergenz. Es sei 
zunachst a0 = 1, ferner (der Einfachheit halber) q;(n) > 0, n = 1, 2, 3, .... 
Dann ist [157] 

logq;(1) cp(2) ... cp(n) = a1logn + b +en, d. h. cp(1) cp(2) ... cp(n} = eb+•nna•, 

limen= 0, b von n freie Konstante. Man hat folglich Konvergenz fUr 

a1 < - 1 , Divergenz fUr a1 ::::: - 1 . - Flir ao= - 1 setze man 

cp(n) =- '1/'(n), cp(1) cp(2) ... q;(n) = (~ 1)"'1/'(1) '1/'(2) ... '1/'(n). 
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Der Rest.der Reihe ,.l'n- 2 ist 0 (n - 1), folglich ist, vgl. auch Losung II 18, 

w(1) VJ{2) ... 1p(n) = e"n-al + O(n-al-1), 

c von n unabhangig. Also konvergiert die fragliche Reihe gleichzeitig 
00 

mit ,.l' (- 1)11 n -a,, d. h. fiir a1 > 0 und nur dann. Zusammenfassend 
n=1 

ist, damit die gegebene Reihe konvergiert, notwendig und hin
reichend, daB mindestens einer der folgenden vier Falle eintritt: 
a) g;(n) = 0 fiir irgendeinen positiven ganzen Wert von n; b) I a0 I < 1: 
c) a0 = 1 , ~ < - 1 ; d) a0 = - 1 , ~ > 0. 

159. SpezialfaU von 158: 

!!'.. IX IX2 1 
g;(x) = 2- ex= 1------+ .... 

x 2! x2 

K.onvergenz fiir IX > 1 und IX = log 2; log 4, log 8, ... sind > 1 . 

160. j/og~ dx = 2n1,}xn(log~rdx. 
0 1'1=0 0 

Variablenvertauschung: xn-r1 = e-Y. 

161. Y1 +Y1+···+l'1 =tn gesetzt, ist ~=1 +t71 _ 1 , t1 =1, 
t11 _ 1 < tm n = 2, 3, 4:.... Fur positives x ist dann und nur dann 

x2 < 1 + x , wenn. x < 1 ~ fS , d. h. kleiner als die positive Wurzel der 

quadratischen Gleichung x2 - x - 1 = 0 wird. Daraus folgt 
1 +i5 

~=1 +tn- 1<1 +tn, also tn- 1 <t,..< - 2-, n = 2,3, 4, ... , also die 

Existenz von lim tn = t und 0 < t < 1 + l'S , t2 = 1 + t , d. h. 
1'1~00 2 

t = 1.+ y5. Wertbestimmung ahnlich bei dem Kettenbruch, wo die 
2 

Rekursionsformel folgendermaBen lautet: 

n = 2,3,4, .... 

162. [G. P6lya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 24, 
S. 84, 1916. Losung von G. Szego, ebenda, Serie 3, Bd. 25, S. 88-89, 
1917.] Ist (Einfachhei t halber fiir v > 1) loglog a, < v log 2 , a, < e2" , 

so ist tn < v;-+ Ve4 + · · · + fe2" < e 1 + VS [161]. 1st hingegen a11>efl", 
(fi)n 2 . . -. .. . loloa ... 

wo {J > 2, so 1St tn > e 2 • - Fur an< 1 1st unter _g_~ natilrhch 
- oo zu. verstehen. n 
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163. Urn an+1 
fn+1 - tn < ---;===='===== 

2nya1a2 ••• anan+ 1 
durch vollstandige Induktion zu beweisen, nehmen wir an, daB die 
entsprechende Relation in den n GraBen a2, a3 , •.• , an +I bereits bewiesen 
ist, d. h. daB 

gesetzt, 

Va2 + Va~+ ···+Van+ fan-;- 1 < t + s 
gilt. Hieraus folgt 

t~+l < a1 + t + s < (fa1 + t + ,; s )
2 
< (tn + ~)2 . 

2ya1 +t 2la1 

164. [] acobi, a. a. 0.53, §52, Corollarium; Werke,Bd.1, S. 200-201.] 
1-q=a0 , 1 +qm=am gesetzt, m=1,2,4,8,16, ... , hat das (n+We 
Partialprodukt die Form 

1 1 1 1 
~Q (aoa1)2(ao a1 a2)4(aoal ~2 a4)8 ... (ao al a2 ... a2n-1)2>i = ao2 - 2 -n 2- n 

a1 a2 a4 as a2n (a1 a2 a4 a8 ••• a2n) 
und das Produkt a1 a2 a4 as . . . konvergiert. V gl. auch VIII 78. 

165. Die Reihensumme mit F(x) bezeichnet, ist 

F'(x) = F(x), F(x) = konst. e"'. 
x x2 xn 

166. q;>'(x) =q;>(x), q;>(O) =1, q;>(x) =e"'=1 + 1 + 1 + · · · + -~ + · · · 
1. 2. n. 

A V'(x)=V'(x), 1p(O) =1, V'(x)=2"'=1 +(~)+(~)+ .. · +(:)+ · .. 
fi.ir x > -1. Es ist 

xn (x) x(x-1)(x-2)···(x-n+1) 
IPn(x)=l, V'n(x)= n = · 1 -,n=1,2,3, .... n. n. 

167. 
Xn Yn 1 Yn ( 1 ) ( 1 ) log- = log-- - ---, log-- = n + - log 1 +- - 1; 

Xn+l Yn+ 1 12n(n + 1) Yn+ 1 2 n 

1 + x (x xa xs ) 'b f" 1 log--= 2 - +- +- + · · · erg~ t ur x = --, 
1- x 1 3 5 2n+ 1 

1< (n+~) log (1 +~) = 1 + ~~-- + --1--- + .. · 
2 n 3(2n+1)2 5(2n+1)4 

1 1 
< 1 + 3 [(2 n + 1)2 -1] = 1 + 12-n-(n--1---1) ' 

also Xn < Xn+l, Yn > Yn+t· Ein Teil von 155 b.lw. II 205. Aus 167 
zusammen mit II 202 tolgt II 205 fi.ir ganzzahliges n. 
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168. [I. Schur.] DaB an fiir p > i abnimmt, folgt aus 

lo a - 2 (n + p) (1 1 1 ... ) 
g n- 2n + 1 + 3 (2n + 1)2 + 5 (2n + 1)4 + 

= ( 1 + ! ~ i) ( 1 + 3 (2 n 
1+ 1 )2 + 5 (2 n1 + 1 )4 + · .. ) 

[Losung 167]. Hieraus schlieBt man weiter 

!-P 1 (1) log an= 1- n + i + 12n2 + 0 ;a , also 

logan+1 -logan= (n +I;; i}(! + !) + 0 (~a), 
so daB an fi.ir p < f von einem gewissen n an steigt. Fi.ir p < 0 ist 

dies sogar von n = 1 an der Fall, wie die Entwicklung von ( 1 -t-.! r 
nach der Binomialformel zeigt. n 

X 

( 1)nH 1 + n 
169. an= 1 +; (1 + ~y ; der erste Faktor nimmt ab [168], 

2x -1 x2 
das Quadrat des zweiten ist 1 + --+ ( ) Die Bedingung 

n-t-1 n n-t-1 
x >! ist also hinreichend, damit an abnimmt. Aus 

( 1 1 1 ) 
log an= 2n 2n + 1 + 3 (2n + 1)3 + 5 (2n + 1)5 + ... 

+2[_x +.!(_x ·)a +.!(_x )5 + .. ·] 
2n + x 3 2 n + x 5 2 n + x 

= ~+~+-1-+o(_!_) 
2n + 1 2n + x 12n2 n 3 

schlieBt man ferner, da log an - log an+l = 4x 2 
2 + 0 (.!.), daB diese 

4n na 
Bedingung auch notwendig ist. 

170. [Vgl. Aufgabe Nr.1098, Nouv. Ann. Serle 2, Bd. 11, S. 480, 
1872. Losung von C. Moreau; ebenda, Serie 2, Bd. 13, S. 61, 1874.] Die 
erste Ungleichung besagt 

(1+ ~r+l<e(1+ 21n) 

und ist eine Folge der Ungleichung 

f(x) =x+xlog(1+ ;) - (1 +x)log(1 +x) >O, 
1 

O<x<-. n 
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[Es ist 
, x 1+x x 1+x 

I (x) = x + 2 -log-+ x > x + 2 - -+ x + 1 = 0, f(O) = o.] 
1 - 1 -

2 2 

Die zweite Ungleichung ist gleichbedeutend mit 

e < ( 1 + : r ( 1 + 21n) [169]. 

171. [J. Schur.] lm zweiten Viertel, weil 

( 1 + : r ( 1 + 41J < e < ( 1 + : r ( 1 + 21n) ' n = 1' 2, 3' .... 

Die erste Ungleichung folgt aus 170, weil 

1 +-1 < (1 +..!..) (1 +-1 ')-1, 
4n n 2n 

die zweite ist in 169 enthalten. 
172. [J. Schur.] Aus 

X 
1+ 00 ( 2 1 2n +X 1 X ) v-

logan= (n +1)log = (2n + 2) Y-- --x ....... 2v-1 2n+x 
1- v=l 

2n+x 
~ x2v-1 1 ~ x2v-l 1 

=..:::;.. 2v -1 (2n + x) 2"- 2 + (2 - x) ·..:::;.. 2v- 1 (2n + x)2"- 1 
v= 1 v=1 

schlieBt man fiir 0 < x < 2, daB an fallt. Ferner 

x3 1 x (2 - x) ( 1 ) 
log an= x + -3 (2 + )2 + -2 +-- + 0 - 3 , n x n x n 

2x(2- x) ( 1) 
logan -logan+!= (2n + x)(2n + x + 2) + 0 ns ' 

d. h. < 0 fiir geniigend groBe n, wenn x < 0 oder x > 2. Fiir x = 0 
ist an= 1, n = 1, 2, 3, .... 

173. [Beweis nach Mitteilung von E. ] acobsthal.] Betreffs des 
Grenzwertes von sinnx vgl. 174. - Es ist 

xs . xs x5 
x- -<smx<x~ -+-

6 6 120' 
x>O [142]; 

bei konstantem c ist ferner fiir geniigend groBes n, n > N (c) (bino
mische Reihe !) 

c 1(c')a c c 1(c)3 1 (c)s c 
yn - 6 vn > V n + 1 bzw. yn - 6 -yn + 120 f1i < yn + 1 ' 
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je nachdem c < fi oder c > fi ist. Es sei c <fi und ~ > 0, 

~ fest lind so groB, daB sinNx > ,/ c -. Dann ist 
rN +x 

. . c c 1 ( c )3 c 
srnN+Ix>smyN+x> yN+x- 6 fN+x > yN+x+1' 

sin11 x > f c , n > N. Hieraus folgt liminfynsin11 X 2 c, 
n +IX n-+oo 

also 

d. h. > i3. Im Faile c > n· sei m so groB, daB sinmx < c . 
fN+1 

Man schlieBt dann iihnlich wie vorher, daB sinm+ 1x < c , 
fN+2 . c 

Slllm+2X < ,/-, USW. 
rN+3 

174. Die Folge Yn fiillt, Y11 > 0, also existiert lim 1111 = 11; aus 
n-+oc 

11 = f(v} schlieBt man v = 0. Es geniigt somit, die Behauptung fiir 
belie big kleine x zu beweisen. Es sei b' fest, b' > b. Fiir geniigend 
kleine x ist 

x- axle< f (x} < x- axle+ b' xl 
und fiir geniigend groBe n, n > N(c) 

bzw. 
en -le~l- a(cn -le~lt +b'(cn -le= 1Y< c(n + 1) -le~t, 

1 1 

je nachdem c < [(k -1)afk-l oder c > [(k -1)a] k- 1 ist. Vgl.173. 
Die Voraussetzung tiber das Vorzeichen von b ist nicht wesentlich. 

175. U. Ouspensky, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, 
Bd.20, S.83, 1913.] Konvergenzfiir s>2, Divergenzfiir s<2 [173]. 

176. [Vgl. E. Cesaro, Aufgabe; Nouv. Ann. Serie 3, Bd. 7, S. 400, 
1888. Losung von Audibert, ebenda, Serie 3, Bd. 11, S. 35*, 1892.] 
Aus den Ungleichungen ,_1 ,_1 

x>.log-->0, x>O; x<log-- <O, x<O 
X X 

schlieBt man, daB die Folge u,. im ersten Faile monoton failt, u,. > 0, 
im zweiten. zunimmt, U 11 < 0 . Es ist lim u,. = u =. 0, weil 

eu-1 
u~log-

u 

n-+oc 

fiir u~o. 

Die Rekursionsformef eUn-1 = u,.eun+•, n-'-- 1, 2, 3, ... ergibt 

eu. = 1 + u1 + u1 u2 + · · · + u1 u2 ••• u,._ 1 + u1 u2 ••• u,. eun+• 
und lim u1 u2 ••• u,.eu..+• = 0. 

n-+oo 
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177. [C. A. Laisant, Aufgabe; Nouv. Ann. Serie 2, Bd. 9. S. 144, 
1870. Losung von H. Rumpen, ebenda, Serie 2, Bd. 11, S. 232, 1872.] 
s = } cos IP. Man beachtc 4 cos3 IP = 3 cos 1p + cos 3 IP . 

178. [/. Schur, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 27, 
S.162, 1918. Vgl. 0. Szasz, Sitzungsber. Berl. Math. Ges. Bd. 21, 
5.25-29, 1922.] \Venn e>O sokleinist, da/3/q/+e<r, sogibt 
cs cine von n und v freie Konstante A, so beschaffen, da/3 

~-~%:vi<A(Jq/+e)v, Y=0,1, ... ,n; n=0,1,2, .... 

Fiir n >m ist 
m ) n n C11 bn-v bn-v 

b-f(q) = ~a.(-b----qv + ~avb-- ~a.qv; 
n Y=O n ,.=m+1 n 1'=m.+1 

die. heiden letzten Summen sind absolut klciner als 
00 00 

A2'/a./ (/q/ +e)>+ ~/a./ iq[v, 
v=m+l v=m+1 

d. h. mit m -l belie big klein. Wir wiihlen m so gro/3, da/3 dieser Aus
druck < e sci, dann bei festem m wicdcr n so gro/3, da/3 die erste 
Summe absolut < e wird. 

179. [Spezialfall eines wichtigen funktionentheoretischen Satzcs von 
Vitali. Vgl. E. Lindelof, S. M. F. Bull. Bd. 41, S. 171, 1913.] Wir 
zeigen nur lima,. 1 = 0. (Man bilde dann x- 1 /n(x)- a,. 1, usw.). Cntcr t: 

cine beliebi~; ;ositive Zahl verstanden, sci x so klein, da/3 0 <A- x <e. 
D · 1-x ann 1st 

X /an 1 l <x- 1 /f .. (x) I+ A 1-=x < x- 1 /ln(x) I+ e. 

:Vlan wiihlc jctzt bei £estern x die Zahl n so gro/3, daB /In (x)/ <ex. 
00 

180. Es ist jak/ < Ak, k = 0, 1, 2, ... , daher ;-Eak konvergent. 
Man hat k= 0 

00 

/sn- s/ &; /ano- ao/ +/ant- a1/ + · · · + ja,.m- am/+ 2:£Ak. 
k=m+l 

Es sei e positiv, sonst beliebig. Wir wiihlen m so grol3, daB die letzte 
Summe < e sci. Bei fcstcm m wiihlen wir dann n so gro/3, da/3 

/ ank - ak / < -~-- , k = 0, 1, ... , m. Dann ist 
m+1 

/sn- s/ < 3e. 
00 

181. a) Da das unendliche Produkt Jl(1- q2 lf) fiir /q/ < 1 kon-
k=1 

vergiert, so liegen seine siimtlichen Partialprodukte zwischen zwei 
positivcn Zahlen a und b, a < b. Daher gilt fiir die in 52 berechnete 
GroBe Cv die Abschiitzung 

Man wende 180 an. 
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b) Es sei y < 0 in 59, also q > 1. Dann ist 

t <q 
1+q+q2+···.+t-1 ' 

( y)-n+v 
ferner ist 1 - n > eY, V = 0, 1, 2, ... , daher 

[ ( y)-n] [ ( y)-n+l] [ ( y)-n+k-1] 1- 1--; 1- 1--; ··· 1- 1--; <(1-eY?. 

Man wende 180 an. 
182. Es handelt sich urn den Grenzwert der Reihe 

00 00 
1 (k) .2' n<X-1 (n + k)<X-1 [(n + k)<X- n<X] -2 = .2' k2 q; n 

k=1-n k=l-n 
fiir n -4- oo; das Glied mit dem Index k = 0 ist wegzulassen und es ist 

q;(x) = (1 +x)<X-1( x )2 
(1 + x)<X -1 

gesetzt. q; (x) ist stetig fiir - 1 < x < oo, wenn q; (0) = IX- 2 definiert 
wird. Es ist q; (x) = 1 , wenn lX = 1 ; sonst ist 

q;(x)=x1 -<X fiir X-4-00, q;(x)=(1+x)<X- 1 fiir X-4--1. 

Im Falle lX = 1 folgt der Grenzwert sofort aus 
n2 

1 +2-2+.3-2+4-2+ ... =6. 

Im Falle lX t 1 strebt das allgemeine Glied fiir n -4- oo und £estes 
k gegen k- 2 1J?(O). 

Im Falle lX > 1 ist 'P (x) beschrankt fiir -1 < x < oo. Bezeichnet 
man das Maximum von 'P (x) mit M, so wird die vorgelegte Reihe durch 
1:' M k- 2 fiir n = 1, 2, 3, ... majoriert. [180.] 

Im Falle 0 < lX < 1 gibt es eine positive Zahl M, so daB 

'P(x) <M fiir -~-<x<2, 

'P(x)<M(1 +x)<X-1 fiir -1 <x<--L 
'P (x) < M x1 - IX fiir x > 2. 

Hieraus folgt 

~ :2 q;(~)< 2~ (n:kY-<X<Mn1-<X ~k-2 -4-o, 
k=l-n k=l-n k=~n 

q; ( ~) < M k1-<X fiir n = 1, 2, 3, ... , k = 2 n , 2 n + 1, .... 

Somit wird der iibrige Teil der Reihe (von -ln bis oo) durch 
~'MJkJ- 1 -<X majoriert. [180.] 
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so daB 

zu beweisen, wende man vollstandige Induktion an. Es ist 

und 

4 . 2 (n~" e0e1 ... e,) 2 _ 2 (n~" e0e1 ••• e,) sm - - --cos- ---
4 T 2 T v=O v=O 

(n n~n e1 e2 •.• e,) =-2cos --+--2 ' 2 2• 
v=l 

. (n ~t:1 t:2 ••• e,) 
2sm 4...,;;;;;:.. 2"-1 . 

v=l 

Grenziibergang n-+ oo. 
184. [Vgl. S. Pincherle, Torino Atti, Bd. 53, S. 745-763, 1917-18; 

Rom. Ace. L. Rend. Serie 5, Bd. 27, 2. Sem. S. 177-183, 1918.] Wir 
setzen x = 2cos<p, 0 < <p < n. Dann ist die dyadische Entwicklung 

2cp gl g2 gn -=go+-+-+ · · · +- + · · ·, gn = 0 oder 1 , 
n 2 22 2n 

eindeutig bestimmt, auBer, wenn cp = P....n, p, q ganz, 0 < p < 2q; 2q 
in diesem Falle gibt es zwei Darstellungen. Die Gleichung 

2cos<p = e0Y2+ e1V2+ t:2~ 
ist [183] gleichwertig mit 

. n ( 4<p) 2 . n (~oo e0 e1 ••• Bn) 2sm·- 2-- = sin-
4 n 4 2n ' 

n=O 

oder da beide Arcus zwischen ~ und ~ gelegen sind, mit 

00 
1- e0 e1 ..• Bn 

2~=~ 2 
•• n=O 2n 
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also gilt 
n=0,1,2, ... , 

wenn der oben genannte Ausnahmefall vorHiufig ausgeschlossen wird. 
Mit Hilfe dieser Gleichungen konnen die En aus den g.. (auch um
gekehrt) eindeutig bestimmt werden. 

Im Ausnahmefall cp = ;q n, p, q ganz, 0 < p < 2q, gelten zwei 

Darstellungen fiir 2 cp : 
n 

2cp g1 gq-2 1 0 0 
~=go+ 2 + · · · + 2q- 2 + zq- 1 + 2q + 2H1 + ·· · 

g1 gq-2 0 1 1 
=go+ 2 + ... + 2q-i + 2q-1 + zq + 2HJ + ... ' 

q-:?:2 vorausgesetzt. In diesem Falle sind E0, Ev .. . , Eq_ 2 , wie friiher, 
eindeutig bestimmt, Eq=-1, ~'q+ 1 =EH2 =· .. ==1, Eq_ 1 kann nach 
Belieben -1 oder +1 angenommen werden. Es ist also 

x = 2coscp =Eo V 2 -f-EiV 2 + E2V2 + · .. + Eq-2"/2. 

Aus 183 folgt umgekehrt, daB jede Zahlletzterer Form = 2cos pqn 
ist, p, q ganz, 0 < p < zq. 2 

Fur q = 1 erleidet das Gesagte eine leichte Modifikation: die 

Ziffern g0 , ••• , gq_ 2 , E0 , •• • , Eq_ 2 sind nicht vorhanden, cp =;, x = 0. 

185. Die Folge g .. ist dann und nur dann von einem gewissen 
Gliede ab periodisch, wenn dies fiir die Folge En zufrifft. 
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Integralrechnung. 
r-1 1 1 1 r-1 

1. -~r~ < r-l + r-2 2 + ··· + -~r~-T <-r-· 
Xv Xv Xv- I Xv Xv- 1 Xv Xv -l Xv- 1 

r+l r+l 
2 r Xv - Xv-l r 
• (r+1)Xv-t< <(r+1)x •• 

3. 

Xv- Xv-l 

n 
_;[hea+(v-l)h, 
v=l 

n .::!: h ea+vh' 
v=l 

b-a 
wenn h = x. - x. _ 1 = -- gesetzt wird. Der Grenzwert von 

n 
1- enh eb- ea 

hea--~ =h--~ 
1-eh eh-1 

. eh-1 (de'") hm--=- =1. 
h-+0 h dx x=O 

4. 
~aq•- 1 (q -1) 

..:;.,. aq• ' 
v=l 

~aq•- 1(q-1) 
..:;.,. aq•-1 ' 
v=l 

wenn q = ~ = V b gesetzt wird. Es ist [3] 
Xv-1 a 

limn(V b - 1) =lim elogb:Ioga - 1 (1ogb -log a)= 1ogb -log a. 
n -+ oo a n-+ oo log b - log a 

n 

1 1 1 
5. Hn = 1 + Z + J + · · · + n gesetzt, ist 

H2n-2(~Hn) =H2n-Hn. 

Ferner 1 

. 1 ~n 1 f dx hm- --~= --=log2. 
n-+oon Y 1+x 

v=l 1 +- 0 
n 

P 61 y a· S z e g ii, Aufgaben uud Lehrsiitze I. 13 
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(

. :n . :n . :n ) sm-- sm2-- srnn--
&. lim _:n_ n + 1 + n + 1 + ... + n + 1 

n-+oon+1 :n :n :n 
2-~ n--

n+1 n+1 n+1 
;n; 

f sinx 
= --;-dx>O. (VI 25.) 

0 

7. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist 
n n 

F(b) -· F(a) =_l'[F(x,.)- F(x,._l)] = _l' j(;,.)(x,.- x,._f), Xv-1 < ;,. < x,.. 
v=l v=l 

Es muB aber nicht in dem hier gebrauchten Sinne 
b 

F(b) - F(a) = J f (x) dx 
a 

sein. [Vgl. V. Volterra, Batt. G. Bd. 19, S. 335, 1881.] 

k-1 k 
8. Es sei --:;;;;: ~ <-, dann ist 

n n 

<l.<_± /[1(•)- I(:)Jdx< M-:(~) + i'l(~ ~~-I{:) 
1'=kv-1 v=k+1 

und n 

- <~. S t /r1{:)- I (x)] dx S I ( ~) - Min[t!~;;:-' ). I(~)] 
v=1v-1 

- n 

~~(~)-t(7) _ Max[t(~).t(~)] -/(0) 

+~ n - n 
v=1 

9. [Vgl. G. P6lya, Arch. d. Math. u. Phys. Serle 3, Bd. 26, S.198, 
1917.] Unter der totalen Schwankung von f(x) im Intervalle a, b ver
steht man die obere Grenze des Ausdruckes 

/f(xl)- f(x&) I+ /f(xll)- f(xl) / + · · · + /f(x,.)- f(xn- 1) /, 

der fiir alle moglichen Einteilungen des Intervalls a, b zu bilden ist 
(Bezeichnungen wie auf S. 34). Funktionen von endlicher totaler 
Schwankung heiBen auch ,von beschrankter Schwankung". 
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10. 

wobei 
b-a a-b 

a+ (v -1)--<~,.< a +v--, n n 
also 

1 (b _ a)22n 1 (b - a)22n - --- m < -L1 <- -- M 2 n ,._ n-- 2 n "' 
1'=1 v=1 

wenn M, und m, die obere bzw. untere Grenze von f(x) im vten Teil
intervalle bezeichnen. Es ist 

b~a 
lim nL1n = -- [f (a)- f (b)]. 
n~oo 2 

11" limn2Lf~ = (b-~[((b) -f'(a)], 
n~oo 24 

weil 

( b- a) ( b -a) ( b -· a) f(x)-1 a+(2v-1)2n = x-a-(2v-1)2"n r a+(2v-1)2n 

+ ~(x-a-(2v-1)b2 nayf'(~,.). 
Das lineare Glied fiillt bei der Integration Hi.ngs des Intervalls 

b-a b-a 
a+ (v -1) --, a+ v-- fort. Vgl. 10. 

n n 

12. Es ist [11] 
b-a b-a 

a+ 2n+l a+(Zv+l) 2n+l 

L1~= Jrt(x)-f(a)]dx + ~ j[t(x)-t(a+2v:n+a1)]ax 
a b-a 

a+(2v-1) Zn+l 

b-a b-a 
a+ 2n+l a+(2v+l) 2n+l 

= J(x-a)f'(~0)dx+ ~ ~~ (x-a-2v :n+a1rf"(~,)dx. 
a a+(2v-1) b-a 

2n+l 

Der gesuchte Grenzwert ist 

(b 24 a)2 [f'(b) + 2/'(a)] . 

Im Faile f'(a) = 0 folgt dieses Resultat aus 11, indem man die dort 
betrachtete Funktion f(x) links von a mittels Spiegelung fortsetzt und 
n durch 2n + 1 ersetzt. 

13* 
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13. Man setze in 10 und 11: f(x) = 1~ x' a= 0, b = 1. Vgl. 
auch 5. 

14. [Genaueres bei G. N. Watson, Phil. Mag. Serie 3, Bd. 31, 
S. 111-118, 1916.] 

n-1 

2-1-= 
>-= 1 sin v:n 

n 
n-1 

= ~ (~ + ~ + ... + ~n ) + n ""'(_1 __ _.!_ _ 1 ) ~ 
:n 1 2 n-1 ~ . v:n v:n (n-v):n n 

P- s1n- -
n n n 

1 

= 2 n [logn + C + 0 (_i_)] + n [ ((-. 1---1 - (/ )) dx + o(_i_)] 
:n n ~ sm :n x :n x :n - x . n 

0 

2n 2n :n 
=- (logn +C)- -log-+ 0(1), 

;n; ;n; 2 

mit Beriicksichtigung von 9. 
15. [E. Cesaro, Aufgabe; Nouv. Ann. Serie 3, Bd.17, S. 112, 1888. 

Losung von G. P6lya, ebenda, Serie 4, Bd.11, S. 377-381, 1911.] Man 
setze in 10: f(x) = xlogx, a= 0, b = 1. Obwohl die Voraussetzung 
von 10 nicht vollig erfiillt ist, bleibt trotzdem die Behauptung von 10 
richtig. 

" 
16. Man setze P(x)=~+ ""'-1-, {3=(1-e-"')- 1 . Die 

2x -:ft x- v 

Gleichung P(x) =<X ist vom (n + 1)ten Grade und besitzt in jedem der 
Intervalle (0, 1), (1, 2), (2, 3), ... , (n- 1, n), (n, oo) je eine Wurzel. Die 

letzte ist x,. Man setze in 12 f(x) = {J-1--, a= 0, b = 1; es ergibt sich 
-X 

1 

r dx 
. {J _ x = 01, = P(x,) = P ( (n + !) {J) + Ll~, 
0 

Ll~> 0. 

Da P(x) fiir x > n abnimmt, ist x, < (n + !) {J. A us dem Mittelwertsatz 
schlieJ3t man ferner 

Ll" Ll" 
0 < (n + !) {J- x, =- P'(~) <- P' ((n ~~ !) {J), x, < ~ < (n + !) {J. 

Der rechtsstehende Quotient geht nach Null [12], weil 

1 

nP' ((n + !) {J)-+ -I({J ~xx)2. 
0 
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1 

J. 2p 1 +r"' 
17. Aus c:x = ~2 2 dx ergibt sich p = . Genaueres wie 

1-' -x 1-e-"' 
in 16. 0 

18. [].Frane!; vgl. Cesaro, S. 273. Verwandt mit der Eulerschen 

"' Summenformel.] Man setze F(x) = jf(x) dx. Aus den Gleichungen 
l 

F(v + i) -F(v) = !/(v) +-§-/'(~v), } l'< ~v< Y + !<17v< Y + 1; 

-F(v+!) +F(1'+ 1) = !f(v+ 1) -} /'(17,) v = 1,2,3, ... , n- 1, 

folgt durch Addition 

! /{1) + /(2) + /(3) + · · · + f(n- 1) + ~- f(n) -- F(n) 

= -~ [/'(171) -- /'(~1) + /'(172)- /'(~2) + · · • + f'(17n-1)- /'(~n-1)] · 

Die Reihe 

ist konvergent, weil ihre Glieder von abwechselndem Vorzeichen sind 

und dem Betrage nach monoton abnehmend gegen 0 konvergieren. Es 

ist, wenn f'(x) < 0, 

~ f'(n) < ~- f'(~n) <- § [f'(17n) - /'(~n) + f'(17n+I) -- f'(~n+l) + · · · J < 0 · 

Fiir f(x) = ..!._ ergibt sich die Existenz des Grenzwertes 
X 

lim(..!._ + ..!._ + ..!._ + · · · + ..!._- logn) = C (Eulersche Konstante), 
n-+oo 1 2 3 n 

ferner, daB 

1 1 111 1 1 
~ --<- +- +- + · · · + -- logn -· C < ---
2n 8n2 1 2 3 n 2n 

Fiir f(x) = - log x erhii.lt man 

logn! = (n + i) logn- n + 1- s +En, 

wobei seine Konstante und 0 <En< 8~ ist. Die Stirlingsche Formel [205] 

besagt, daB 1 - s = log~ ist. 

19. V gl. Losung 18. Die dortige Summe 

ist in diesem Faile positiv. Ferner ist 

/'(171)- /'(~2) < 0, /'(172)- /'(~a)< 0, ... , f'(17n-2)- /'(~n-1) < 0, 

/'(~1) > /'(1), f'(17n-1) < f'(n). 
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20. [Vgl. z. B. a. a. 0. 9.] Es sei f(x) etwa monoton wachsend [sonst 
betrachte man - f(x)] ; dann ist 

1-.!.. (1) (2) (n-1) 1 f n fn;+fn;+ .. ·+fn,- r 
f(x)dx~ < f(x)dx. 

n 
0 i 

n 
Die Voraussetzung der Monotonie ist nur fiir die Umgebung der Un
endlichkeitsstelle wesentlich. 

21. Man kann annehmen, daB f(x) wachsend [20] und f(x) 2:: 0 ist 

[ sonst zerlege man f(x) in f(x) +21 f(x) I + f(x) - 2 1 f(x) I und betrachte 

die
1 
einzelnen Summanden]. Es sei s > 0, 1J so gewahlt, daB 0 < 1J < 1, 

J f(x) dx < s. Dann ist 
l-'7 [(l-'J)n] 1,-'1 

lim_!_ 2 <p ( !_) t( ~) = / <p(x) f(x) dx. 
n....,.oon v=1 n n 0 

Bezeichnet anderseits M die obere Grenze von I <p(x) I, dann ist 
n-1 n-1 1 

I: 2 <r(:)t(:) ~<~ 2 t(:) <M Jt(x)dx<Ms. 
v=[(l-'J)n]+l v=[(1-1))n]+1 1-17 

22. Man setze in 20: f(x) = x" -1. 

23. 

an= 1"- 1(n- 1)P- 1 + 2"- 1(n- 2)P- 1 + · · · + (n- 1)"-11P-1 

~n•+P-'J:: (:f' (1- :t' =n•+P-l .. -'(1-x)P-'dx. 

Vgl. 20. 
1 1 

24. f(x) = x - 1 _ x . 

25. Es sei f(x) z. B. fiir x = 1 endlich und monoton abnehmend. 
Aus der Ungleichung [20] 

1 t(_!_) + t (~) + .. · + t(~) 
Jt(x)dx< n n n n 

1 

n 

folgt, daB die Iinke Seite beschrankt, d. h. 

1 

endlich ist. 

lim jt(x)dx 
,....,. +0 

' 
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26. Es sei l(x) etwa abnehmend, dann ist 
2n-1 2n-1 

_i_l (2n- 1) + (;(x) dx < _i_ 2 I (2v- 1) < _i_ I (-1 ) +J2;(x) dx, 
n 2n • n 1 2n . n 2n 

1 p~ 1 

2n 

also a fortiori 
2n·-l 1 2n-1 

1 2n n 2n 2n 

2 jl(x) dx + jl(x) dx<: ~ t(2 v2~ 1) < 2 jl(x) dx + Jt(x) dx. 
2n-1 1 P~1 o 1 

2n 2n 2n 

Obrigens gilt auch [~j 1 

. 2 ~ (21' -1) J hm-..::;;. I -- = f(x) dx. 
n-+oo n P~1 n 0 

27. Vgl. 28 fiir f(x) =x"- 1 . 

1 n- 1 (v) 2 [~] (2v--1) 1 n- 1 (v) 
28. ;;~(-1)v-1f n = ;:~1 ··-n- - ;:~1 n . 

P~1 P~1 P~1 

[20 und Losung 26.] 
29. Vgl. 26. 
30. Wegen liml(x} = 0 muB f(x) stets dasselbe Vorzeichen haben; 

wird l(x) als abnehmend und positiv vorausgesetzt, dann ist 
(m+1)h mh 

J f(x) dx-::; h(f(h} + /(2h) + .. · + l(mh}) <j f(x) dx, 
h 0 

d. h. fur m _,. oo 
00 00 00 

J f(x)dx < h2;f(nh) <f f(x)dx. 
h n~1 0 

Die Voraussetzung der Monotonie ist nur fiir groBe x wesentlich. 
31. Aus 30 folgt fiir f(x) = e-"'x"- 1, e-h = t 

T(()l..) =lim (Iog.i.)"(1"- 1 t + 2"- 1 t2 + 3"- 1 t3 + ... ) 
t-+ 1-0 t 

~ n"- 1n! 
=lim(1-t)a:..:::;,.n"- 1 tn=lim ( + 1)···( + _ 1) [189]. 

t-+1-0 n~1 n-+oo()l..()l.. (" n 

32. Aus 30 fiir l(x) = e-"'(--1-- - .i.), e-h == t. Es ist 
1- e-x X 
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e-z 
33. Aus 30 fiir f(x) = 1 + e-z, e-h = t mit Beachtung von 

00 1 

f e-z f dy 
--~dx = --·- = log2. 
1 + e-Z 1 + Y 

0 0 

Oder aus 32, mit Riicksicht auf 

34. Aus dem Integral 
00 (X) 00 00 

/ 1 x_:_:~zdx = Jx(~ e-nz)dx = ~ ~2 • 
o o n=1 n=1 

Man konnte auch .folgendermaBen schlieBen: Es ist [VIII 49, VIII 65] 
00 00 

~ n'" 1 ~ t" = ~ a'"(n) t", 
n=1 n=1 

00 00 

1 ~ t.l) a'"(n)t"= .l) (a'"(1) +a'"(2)+ ··· +a'"(n))t". 
n=1 n=1 

Mit Beachtung von 45 liiBt sich hier I 88 anwenden. 

35. Aus 30 fiir f(x) = e-z•, e-z'"; e-h' bzw. e-h'" = t. 

36. Der Grenzwert ist :n. Aus 30 fiir f(x) = ~· 2 , h- 1 = t. -
Vgl. die Formel 1 x 

1 2t 2t 2t e"'t+ e-"'t 
t + t2 + 12 + t2 + 22 + · · · + t2 + n2 + · · · = :n e"'t- e-"'t 

[Hurwitz-Courant, S. 120]. 

37. Atis 30 fiir f(x) =log {1 + x-'"), h = t '". Durch Variablen
vertauschung und partielle Integration: 

00 00 1 rlog{1 +x-'")dx=J~du=-:n-. 
1 +u . :n 

· sm-o 0 ~ 

38. Man wen de 30 mit f(x) = log ( 1 - 2 x- 2 cos 2 cp + x- 4) an. A us 

d F 1 f · sin t 'b · h :n · d · er orme ilr -t- erg1 t s1c , t = h e~'P geset~t. un auf betden Seiten 

das Quadrat des absoluten Betrages genommen, 

rroo (1-2cos2cp+_1_) _ _!!___fl 2;:sinrp - 2;:sinrp_ (2:n )] 
n2h2 n4 h4 - 4 :n2 e +e 2cos h coscp . 

n=l 



II. Abschn., Losungen 33-43. 201 
oo a oo 

39. ~ (aqn- aqn+l) logaqn+ 1 < Jlogxdx < ~ (aq"- aqn+l) logaqn 
n=O 0 n=O 

= a log a + a q log l. ~ a log a - a 
1-q 

fiir q ~ 1. - Man kann sich Allgemeineres in Analogie zu 30 ii.berlegen. 
40. Mit Beachtung von 58 erhiilt man 

Fur die Einzelheiten des Grenzii.berganges vgl. z. B. C. Jordan, Cours 
d'analyse, Bd. 2, 3· Auflage, S. 218-221. Paris: Gauthier-Villars 1913. 

41. [Bezii.glich der Aufgaben 41-47 vgl. G. P6lya, Arch. d. Math. 
u. Phys. Serie 3, Bd. 26, S. 196-201, 1917.] 

42 . 

. ~~!jt- [:]) ~ /(!- [!]) dx ~.~)G- [~])dx 
n 

= 1-lim (1+~+~+·· ·+~-logn) = 1-C, 
n-+oo 2 3 n 

wo C die Eulersche Konstante ist. - Man beachte, daB 

1 

rl>(rx) =}·1- x"' dx= T'(rx + 1) + C 
1-x F(rx+1) 

0 

gesetzt, auch 
1 1 

Jrxdrl>(rx) = rl>(1) -jrl>(rx)drx= 1--C 
0 0 

ist. D. h. [44] Mittelwertbildung und Grenziibergang stellen sich als 
vertauschbar heraus. 

43. [Vgl. E. Cesaro, Aufgabe; Nouv. Ann. Serie 3, Bd. 2, S. 239, 
1883 .] 

lim ~ 2(1 - [~ J ~) = 1 -/ [~] x dx 
n-+oonP=l }J n 0 X 
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44. [G. L. Dirichlet, Werke, Bd. 2, S. 97-104. Berlin: G. Reimer 
1897; vgl. G. P6lya a. a. 0. 41, S. 197 und Gott. Nachr. 1917, 
S. 149-159.] Es handelt sich [VIII 4] urn den Grenzwert 

.~~!j'([:l- [:-"D j([:H>"D•· 
= lim j1([~] - [~- eX]) dx = lim 2(~ --1 )-

n-+oo X X n-+oo _ 1 V V + lX 
1 ~-

n 
1 

1 1 1 r1- X" 
= 1 -1 +eX+ 2-2 +eX+ .. ·=. 1- x dx · 

0 

Fiir eX = l Obereinstimmung mit 41. 
45. [A. a. 0. 41, S. 199-200.] Es sei zunachst eX> 1; dann ist 

1 
1 00 n 

(eX+ 1) /[!] x"dx = 2n J<a. + 1)x"dx = 1 + 2"1+1 + 3"~ 1 + · · · 
o n=1 1 

n+1 

=C(<X+1). 

Die totale Schwankung [ vgl. Losung 9] von [ ! ] x" = f (x) ist 

(1(1)- f(i + o)) + (f(i- o) -f(i + o)) + (f(i- o)- f(-§- + o)) + .. · 
= 1(1-IX- 2-") + 2-<¥ + 2(2-"'- 3-"') + 3-.x + "' = 2(.'(tX) -1, 

Hi era us folgen beide Behauptungen [9]. Der Grenzwertsatz gilt auch fiir 

lX = 1. Wenn 0 < lX < 1 ist, so betrachte man (_!_- (_!_])x" und 
beachte 22. \ x x 

46. [A. a. 0. 41, S. 200-201.] _!_- (_!__] = f(x) gesetzt, ist [42] 
1 X X . 

J f(x) d x = 1 - C; ferner ist die totale Schwankung von f(x) im Inter·· 

~all (~, 1) gleich 2 (m- 1). Man hat 

I! 2[:]-2: +1-CI = lit(x)dx-! i't(:)l 
~=1 ,.=1 0 ~=1 

1 

1 n m n 

<IJt(x)dx-! 2t(:)l+ 2Jit("': 1 +x)-t(:)ldx. 
m ~=m+1. ,.=1 0 

n 

Da m > _.!., ist das erste Glied < 2 (m- i) [9]; das zweite ist < m . 
n m n n 
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47. 
ft ft ft ft 

~(Uv-Gv)= ~(-1)v-t[;] = ~(-1)v-t([;]-;) +n 2(-1r-1
• 

1'=1 1'=1 1'=1 1'=1 

Die erste Summe, dividiert durch n, strebt gegen 0 [28]. 
48. Aus der Definition des bestimmten Integrals. 

1 

49. Spezialfall von 20 fiir f(x) = log x. Wegen J log x d x vgl. 39. 
0 

50 E . a 
• s 1st, c = d gesetzt, 

y.:._c+1c+2 ... c+n-1 
Gn n n n n 
A.. c n -1 

n-+2n 
2n 

51. An=--. Ferner 
n+1 

[29.] 

(~) (~) (~) ... (:) = (1! 2!~~~~~- n!)2 = J=J (n + 1- v)n+l-21' 

ft 

= JI(n + 1 - v)n+l-2v 

,= 1 n + 1 
n 

da ~ (n + 1- 2v) = 0. Es folgt, 20 sinngemii.B angewendet, 
v=l 

ft 

lim _!.log Gn = lim _!. ~ (1 - __3~) log (1 - _v -) 
114-00n n4-oon,=1 n+1 n+1 

1 

= J (1- 2x) log(1- x)dx = l· 

52. Man setze in 48: f(x) = 1- 2rcosx + r2 =I r- ei"'l2 , a= 0, 
b = 2 :n. Auf Grund der Identitat 

schlieBt man 

f1~f2n · · · fnn = (rn- 1)2 · 

Im Faile r = 1 ist der verschwindende Faktor Inn wegzulassen und 20 
zu beachten. 

53. [G. Szego, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serle 3, Bd. 25, 
S. 196, 1917. Losung von ]. Mahrenholz, ebenda, Serie 3, Bd. 28, 
S. 79-80, 1920.] Die Voraussetzung besagt, daB e-i"'(ei~- r) reell ist, 
d. h. ei"' und ei~- r von gleichem oder entgegengesetztem Arcus sind. 
Da ~ die zu x nachstgelegene Zahl dieser Artist, so tritt der erste Fall 
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ein, d. h. eiqst derSchnittpunkt des von r ausgehenden, zu dem Vektor ei"' 
parallelen Halbstrahl mit dem Einheitskreis. Ist also 0 < x < n und ge
hort ~, zu x + n, so liegen ei~, r und ei 1<' auf einer Geraden; nach dem 
Sehnensatz ist somit 

I ei ;' - r f2 1 ei ~ - r [2 = ( 1 - 2 r cos ~~ + r2) ( 1 - 2 r cos~ + r2) = ( 1 - r2)2 , 

also n 

1 f , - [log (1 - 2 r cos~ + r2) + log ( 1 - 2 r cos ~ + r2)] d x 
2n 

0 :r 

= ~1~jlog(1- r2) 2 dx = Iog(1- r2). 
2n 

0 

54. Es ist [Maclaurinsche Reihe] 

flog(1 + x)- xf <x2 fiir 

Es sei ff(x) I< M. Sobald bnM < i ist, gilt 

Die Summe rechts strebt gegen ein Integral. Vgl. auch 67. - An Stelle 
einer Einteilung des Intervalls a, b durch Zwischenpunkte, die eine 
arithmetische Reihe bilden, kann man auch andere Einteilungen be
trachten und an Stelle der Ordinate im rechten Endpunkt die Ordinate 
in einem anderen Punkt des Teilintervalls wahlen, ebenso wie bei der 
Definition des Integrals. Wie ein unendliches Produkt zu einer un
endlichen Reihe, so verhalt sich die betrachtete Bildung zu einem 
Integral. 

55. Nach 54 ist v 1 1 

n 1 +-- f:rd:r 

I. JI n n e0 
1m ---=-~1 -=e. 

n-+oo V 1 J d v=l 1--- - X X 

n n e 0 

56. Das fragliche Produkt ist 

1. 3. 5 ... (2n- 1) ,xn. 2n 

[(n + 1) <X- 1][(n + 2) <X- 1] ... (2n a.- 1) 

(n + 1)a. 
(n+1)a.-1 

(n + 2) a. 
(n + 2)<X -1 

1 
[54]. 

1 

(n + n) <X 

(n + n)a. -1 
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Der Spezialfall IX = 2, d. h. 

1357911 1 
2"2·6·6·10 .10 ... = f2 

:n; 
folgt auch aus der Produktdarstellung von cosx fiir x = 4 . [Euler, 

Opera Omnia, Serie 1, Bd. 17, S. 419. Leipzig und Berlin: B. G. Teubner 
1915.] 

a + vd IX- (3 1 <5 
57• b + vd = 1 + -b- +(3 +vbn· 

1 --
n 

M d di B k L 54 f t(x) = IX - {3 _1_ an wen e e emer ung zur osung von au -
im Intervall 0, b an. <5 1 + x 

v-m -
58. Es sei n gerade, n = 2m, -::i m ~ l y 2, ferner sei l > 0, 

v > m . Dann ist r 

(2vm) m m-1 - m- (v-m-1) 

(2:) = m + 1 m + 2 · · · m + (v- m) 

1- _1 __ 1_ v-m-1 1 
1------

1 -v-m -v-m 
1 1 2 1 1+--1+---=---= ym ym ym 1/m 

W2 
-f:z;d:z; 

e • 
~ ---- = e- 2 J.' [54]. 

AV• 
Jo:do: 

e• 

ym ym 
v-m 1 

1 +-----=--
1/m ym 

(2m)_, _22 m 
Man beachte, daB ~~ [202], ferner daB 

m limn 

59. 

IIn I 2n-v 12 =Jin (2n- v)2 =Jin 1 
z-v t 8nv . t 

"=1 P=l 4n2-4nvcos-=+v2 P=l 1+ sm2--= yn (2n-v)2 2yn 
n Jl 2zt' dz II 1 - (2-:r)' 

""' ""'e o 8nv t2 

P=l 1 + (2n- v} 2 4n 
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Das Ersetzen von sin :c durch t _ lii.Bt sich durch Reihen-
t 2yn 2fn 

entwicklung nach -= und Logarithmieren des Produktes auf die 
fn 

Art wie in 54, rechtfertigen. 
60. Man setze fiir die fragliche zweite Differenz 

F(b, d) - F(b, c) - F(a, d) + F(a, c) = Ll2 F(x, y) , 
R 

dann ist m n 
LIZ F(x, y) = 2; ~ Ll2 F(x, y) . 
R ,u=1 v=1 R,uv 

Anwendung des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung auf 

liefert 
G,.(x) = F(x, y,.) - F(x, :Yv-1) 

Ll2 F(x, y) = G,.(x,u) - G..,(X,u-1) = (x,u- X,u -1) (F;(E,u, y..,) - F;(E,u, :Yv-1) 
R,uv 

= (x,u- x.u-1) (y,.- :Y .. -1) f(E,u, ?],), X,u-1 < E,u <x,u, :Y .. -1 < ?], <y,. 
Vgl. 7. 

· 61. Wenn die fragliche Determinante mit der aus 8 ahnlich ge
bildeten nach Zeilen multipliziert wird, dann entsteht 

11 + F}-,u + e2<1.-,u) + · · · + e<n-1)(1.-,u) I 1., ,, = o, 1, •.. , n-1 = n". 
Andererseits ist 

o.ITI~-~~2 o.Ii(;sin1.: k Jfr. 
i<k i<k 

Hieraus schlieBt man durch Vergleichung 

0,1~, ... ,n~i I (i Jf k:n) I :nZ ( 1) :n2 
-log sin --- = -logn- 1 -- -log2. 
n2 n n 2n n 2 

i<k 
Oberlegung 20! 

62. Vgl. 54. 
63. Bezeichnet man den fraglichen Ausdruck mit IIn, so folgt aus 

der in Losung 54 benutzten Ungleichung 

!log II"- :22 2t(:, :) 1<:42 [2t(:, :)r. 
,u=l v=l 1'=1 f<=l · 

n geniigend groB. Die Cauchysche Ungleichung [80] liefert fiir die 
rechte Seite die obere Schranke 

n-42n 2[t(:' :)r 
v=1 ,u=l 

die mit wachsendem n gegen 0 konvergiert, so daB 
11 
f ft<z,y)dzdy 

lim lin= e0 o 
n-+oo 
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64. [Vgl. G. P6lya, Math. Ann. Bd. 74, S. 204-208, 1913.] Man 
teile den Raum durch die drei Folgen von Ebenen 

5 3 1 1 3 5 
x,y,z= ... , -~, - 2n' - 2n' ~· ~· 2n''" 
in Wiirfel vom Inhalt n- 3 ein. Der Ausdruck in I 30 stellt, s = [na] 
gesetzt, die Anzabl derjenigen Wiirfel dar, derenMittelpunkt in~ fallt. 
Diese Anzahl, multipliziert mit n- 3, strebt gegen das angegebene ein
fache Integral. 

65. Es ist 
an= 1:1: .. ·1: vr·-1 ,.~.-1 ... ,.~-1 

vl+"a+•••+.,p=ft. 

= 1:1: · .. 1: vr·-1 ,.~.- 1 · .. ,.;z:..-1·-l (n- ,.1- ,.2- · .. - f'p-l)"v- 1, 
,.,+,.a+···+"v-•;:;;;n 

also 

Vgl. 23. 
66. Mit Beibehaltung der Bezeichnungen von 65 ist nach Losung 31 

fiirt-+1-0 

ferner, 

gesetzt, 

d. h. 

00 

F(z) = 1:n"•+"•+ .. •+<Xp-lzn 
n;1 

k = 1,2, . .. ,p, 

lim /1(t)/2 (t) ... /p(t) _ F(ot-1}F(ot-2) ... F(ot.p) 
t-+1-o F(t) - F(ot-1 + 1X2 + .. · + ot.p). 

Andererseits ist nach I 85 und nach 65 dieser Grenzwert gleich 
dem fraglichen Integral. - Hieraus ist auch das p-fache Integral von 
Dirichlet-Jordan leicht abzuleiten, vgl. C.]ordan, Cours d'analyse, Bd. 2, 
3. Auflage, S. 223. Paris: Gauthier-Villars 1913. 

67. Das fragliche Glied ist 

b~ L L · ·' L f,,nfv.n • • .f,vn 
1 :;:;;;,, <,,< oo•<vp;;;;n 

-+ J I · · jt(x1) /(x2) ... f(xp) dx1 dx2 ••• dxp 
4~2:1 ~X11 ~•··~Zp~b 

bb b 

=-;-J I·· J f(x1) f(x2) ... f(xp) dx1 dx2 ••• dxp . 
. P a a a 
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Es gilt iibrigens [I 62] 
n 

IJ(1 + zfvnbn) ~ (1 + zM (jn)n~ezMonn = ezM(b-a), 
v=l 

woraus [I 180] mit Benutzung der eben gelosten Aufgabe 
n b b 

lim rr(1 + zfvnbn) = 1 + -;-Jt(x)dx + z2
, ( (t(x)dx)2 + ... 

n->-oo 1. 2 .• 
v=l a a 

b b 

zP ( /" )P zjf(x)dx +I f(x)dx + ... = e• 
p. " 

a 

folgt. Diese neue Losung von 54 ist zur ErHiuterung des Grenziiber
gangs geeignet, der zu der Fredholmschen Auflosung der Integral
gleichungen fiihrt. Man kann umgekehrt 67 aus 54 mit Hilfe von 
I 179 folgern. 

68. Zeilenweise Multiplikation gibt eine Determinante mter Ordnung 
P mit dem allgemeinen Element 

n b 

.2; f~'-~rp~J = b ~ aft;.(x) rp_Jx) dx; A, ,u = 1, 2, ... , m. 
v=l a 

Es ist andererseits (n > m) 

Wenn hier vv v2, ••• , vm unabhangig voneinander samtliche Werte 
1, 2, ... , n durchlaufen, dann erhalt man m! P. Die so entstehende 

Summe ist""' (b : J m mal dem in der Aufgabe angeschriebenen m-fachen 
Integral. 

69. Aus dem Satz vom arithmetischen, geometrischen und har
monischen Mittel durch Grenzubergang [48]. 

70. [J. L. W. V. Jensen, Acta Math. Bd. 30, S.175, 1906.] Analog 
wie in dem auf S. 50, FuBnote, angefiihrten Cauchyschen Beweis fur 
den Satz vom arithmetischen, geometrischen und harmonischen Mittel 
(der dem Fall rp(t) = logt entspricht) erhalt man die Behauptung zu
nachst, wenn n eine Potenz von 2 ist, dann allgemein. 

71. []. L. W. V. Jensen, a. a. 0. 70.] Mit einer ahnlichen Bezeichnung 
wie in 48 gilt fiir jedes n 

rp (ltn + f2n + · · · +Inn)< oder > rrUtn) + rrU2nl + · · · + rrUnn). 
· n n 

Man lasse n fiber alle Grenzen wachsen und beachte 124, 110. 
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72. ti und t2 seien zwei beliebige Stellen in m, M, ti =!= t2 • Dann ist 

( ) - (ti + t2) + ti - t2 I (ti + f2) (ti - t2)2 "( ) 
f{J fi - f{J -2- -2- f{J -2- + -S- f{J TI ' 

cp(t2) = cp (ti ~ t2) + t2 ~ ti cp' ei -;- t2) + (ti ~ t2l: cp" (r2); 

ti + t2 ri und r2 sind zwei passend gewahlte Stellen zwischen ti und 
2 

bzw. zwischen t2 und ti + t2 • Hieraus folgt, wenn iiberall q;"(t) > 0, 
2 

73. [72.] 
(ti + t2) q;(ti) + q;(t2) - 2 cp . -2- > 0. 

74. [J. L. W. V.] ens en, a. a. 0. 70.] Fur ganzzahlige Pv folgt die 
Behauptung aus 70, indem man 70 auf PI+ P2 + · · · + Pn Stellen an
wendet, von denen PI Stellen nach ti, P2 Stellen nach t2, ... , Pn Stellen 
nach t11 fallen. Hieraus folgt der Satz auch fiir rationale Pv; fiir be
liebige Pv beachte man die Stetigkeit von cp(t) [124]. 

75. []. L. W. V. Jensen, a. a. 0. 70.] Mit den Bezeichnungen 

( x2 - xi) !vn = I xi+ r -n- . r=1,2, ... ,n 

gilt nach 73 
cp(Pinfin + P2nf2n + ·' · + Pnnfnn) < 

P1n + hn + · · · + Pnn -
oder >Pin q;(!In) + P2n q;(f2n) + · · · + Pnn ffJUnn) 

= P1n + P2n + .. · + Pnn . 
Man lasse n tiber alle Grenzen wachsen. 

76. [0. Holder, Gott. Nachr. 1889, S. 38.] Setzt man 

Pili + P2 t2 + · · · + Pn tn = M, 
PI+ P2 + .. · + Pn 

so ist ( M '(M) (t.- M)2 "( ) cp(fv) = cp(M) + fv - ) cp + 2 f{J Tv , 

wenn mindestens eine der Zahlen t. - M von 0 verschieden ist. 
77. [Vgl. G. P6lya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, 

Bd. 21, S. 370-371, 1913.] Analog wie in 76. 
78. Man setze in 76: cp(t)=-logt bzw. tlogt, M>m>O; 

1 
man ersetze ferner a. durch -, Y = 1, 2, ... , n. 

a. 
P 61 y a - S z e g 6, Aufgaben und Lehrsiitze I. 14 
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79. Man setze in 77: <p(t)=-logt bzw. tlogt, M>m>O; 
. 1 

man ersetze ferner l(x) durch l(x) . 

80. Erster Beweis. 

Zweiter Beweis. Bezeichnen A und ,u zwei Variable, so ist die 
quadratische Form 

(Aa1 + p, b1)2 + (Aa2 + p,b2)2 +· · 0 +(A. an+ p,bn)2 =A A2 + 2BAp, + Cp2 

fiir jedes A und p,, A2 + p,2 > 0, positiv, bzwo nichtnegativ, falls fiir 
ein spezielles Wertsystem A, p, die Gleichungen Aap + p,bp = 0, 
11 = 1, 2, 0 0 0, n, gelten; also ist AC- B 2 positiv, bzw. nichtnegativo 

81. Grenziibergang a us 80: Setzt I I( X2 -X1) man vn= xl+'/1-n-. 

( X -X) gPn = g x1 + 'II T , so ist [80] 

( llngln+l2ng2n+ 0 0 0 +lnngnn)2< nn+l~n+ 0 0 0 +l:n. ttn+~n+ .. 0 +g~n. 
n - n n 

Man lasse n iiber alle Grenzen wachsen. - Auch 0bertragung der 
Beweismethoden von 80 moglich; in bezug auf die erste vgl. 68. 

82. Es sei t + 0 und man setze a~ = Ap , 11 = 1, 2, 0 0 0, n. 
Wegen 78 ist 

t2 1p'(t) = A1 log A1 + A2 log A2 + o o o +An log An 
1p(t) A1 + A2 + o 0 o +An 

1 A1 +A2 +'ooo+An 
- og >O. 

n 
Es ist 

1p{- oo) = Min(a), 1p(- 1) =~(a), 1J1(0} = @(a), 1J1{1} = 2((a), 
'IJ'( + oo) · Max (a) . 

Daraus folgt ein neuer Beweis fiir den Satz vom arithmetischen, geo
metrischen und harmonischen Mittel. 

83. Es sei t + Q und man setze U(x}]1 = F(x). Wegen 79 ist 

(Oder durch -Grenziibeigang a us 820) Es ist 

~(-1) =~(I>. ~(o) =<~HI). ~(1} = 2l(f). 
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Es sei ferner M das Maximum von f(x) in x1 < x < x2 und b die Lange 
eines Tei.iintervalles von x11 x2 , in welchem f(x) > M - e. Dann ist 
fiirt>O 

b 1 

(M- e) (--)T < IJf(t) < M, 
x2-x1 

d. h. !Jf( + oo) =lim IJf(t) = M. Ahnlich berechnet man !Jf(- oo). A us 
t~+oo 

dem Satz folgt ein neuer Beweis fiir 69. 
84. [V gl. H M inkowski, Geometrie der Zahlen, S. 117, FuBnote. 

Leipzig und Berlin: B. G. Teubner 1910.] Erster Beweis. Es sei 
n 1 

0 < t < 1; setzt man cp(t) = II[t a, + ( 1 - t) b,.] n, so ist [80] 
v=l 

cp t) 1 :-1 a,. - ,. 1 a,. - ,. "( ( n b )2 n ( b )2 
cp(t) = n2 ~ t a,. + ( 1 - t) b,. - n 6 t a,. + ( 1 - t) b,. < 0 ' 

wenn nicht a,. = A. b,., v = 1, 2, ... , n ist. Spezialfall von 90. 
Zwei ter Beweis. 1ogb,. -log a,.= t,. gesetzt, lautet die Un

gleichung so : 

log(1 + e4) + log(1 + et.) + : · · + log(1 + etn) ( t.+t.+···+tn) 
>log 1 + e n • 

n 

Nun ist log(1 + el) von unten konvex [73]. 
85. [V gl. W. Blaschke, Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 24, 

S. 281, 1916.] Man setze 

1 "' "'• -:z:,. j log[t/(z)+ (1-t)g(z)Jdz 

cp(t) = e zl O<t<1; 
wegen 81 ist 

( "" )2 cp"(t) _ _1 _ f(x)- g(x) dx 
cp(t) - x2- x1 /tt(x) + (1- t)g(x) 

"'• __ 1_/( f(x) -g(x) )2dx<O. 
x2 - x1 tf(x) + (1- t)g(x) -

"'• 
(Oder durch Grenziibergang aus 84.) Spezialfall von 91. 

86. Durch fortgesetzte Anwendung von 85 auf die Funktionen 
Pd1(x), Pd2(x), ... , Pmfm(x) · 

87. Es ist 
n 

t,. = obere Grenze von ~f(x<vJ- x<v-1l)2 + [fk(x<"l) - fk(x<v-1l)J2 
v=1 

fiir aile moglichen Einteilungen des Intervalls Xl, x2 durch Zwischen-
14* 
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punkte x1 = x(o) < x<1l < · · · < x<n- 1) < x(") = x2• Also ist fiir eine be
liebige Einteilung 

m 
n 2;' hV (x<"L x<v-1))2 + [fk(x<vl) _ h(x<v-1l)J2 

P1l1 + P2l2 + · ·_·_± Pn}m> ~-k=_1 ____________ _ 

Pt +P2+ ... +Pm -,= 1 ih 
k=1 

Da (c2+t2 in jedem Intervall von unten konvex ist [73], ist die rechte 
Seite n 

> 2,'l'(x<v) _ x<v-1))2 + [F(x<"l) _ F(x<v-1l)J2, 
v=1 

woraus die Behauptung folgt. 
88. Setzt man 

2n ,_ 
n 

p~n) = jP(~)d~, Y = 1, 2, ... , n; 

n ( 2n ) 2'P~nlf (v- 1) --+x 
F .. (x) = v=1 n n ' 

2n 
(Y-1)

fl 

l;p~n) 

so ist gleichmii[Jig in x 

weil ja 
2n 

v-

v=l 

limF .. (x) = F(x), 

n n 2n 6 J;~~)[t(~ + x)- t((v- 1) 2: + x) ]a~ < w,.jpma~, 
(v-1)

n 

wenn w,. das Maximum der Oszillation von f(x) in einem Intervall von 

der Lange 2n bezeichnet [S. 60]. Es ist somit ®(F)= lim ®(F,.); 
n n~oo 

wegen 86 ist ®(F,.) ?:_®(f). 
89. Zunachst ist mit den Bezeichnungen von Losung 88 

limF,.(x)=F(x), und zwargleichmaBig fiir o<x<2n. Man hat 
n->-= 

namlich 

folglich 

2n 
v

n 

~/:,.(~) [t(~ + x)- I ((v- 1) -2: +x) ]a~ 
<v-J)n 

2n 

JF,.(x)-F(x)!< 2 n ~:x(p) V, 
n 

jp(;)d~ 
0 

wobei V die totale Schwankung von f(x) in (0, 2n) bedeutet. 
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Da die Lange von y = f ( (v- 1) '?: + x) fiir jedes Y gleich l ist, 

so gilt [87] fiir die Lange Ln von y = Fn(x) die Abschatzung Ln ~ l. 
AuBerdem ist bei einer beliebigen Einteilung des Intervalls (0, 2n)· 
0 = x(O) < x(l) < x(2) < ... < x(•-1) < x(s) = 2n, 

8 

l; y(x("'J- x("'-1>)2 + [F(x("'l)- F(x("'-1>)]2 
"'=1 

8 

=lim l;y(x(x)- x("'- 1>)2 + [Fn(x("'l)- Fn(x("'- 1>)]2 < l. 
n~<XJ <X.=l 

Ein besonders interessanter Spezialfall der Aufgabe riihrt von 
F. Lukacs her und lautet: Die Bogenlangen der F ejir schen Mittel der 
Fourierreihe von f(x) [134] konnen die Lange der Kurve y = f(x), 
0 < x < 2 n niemals iibertreffen. (An den Sprungstellen von f(x) zahlt 
der Sprung zur Bogenlange mit; auch l /( + 0)- f(2n- 0) 1-) 

90. Es sei u t 0 [84]. Man setze Av = t av + ( 1 - t) bv, 0 < t < 1, 
v = 1, 2, ... , n und rp(t) = IDC"(A). Es ist dann 

!:._2 
rp"(t)=(x -1)(A~ +A~+···+ A~)'' 

{(A~ +A~+··· +A~)[(a1-b1) 2 A;- 2t-(a2-b2) 2A~- 2+ · · · +(an-bn)2 A;- 2] 

- ( (al- b1) A;'- 1 + (a2 - b2) A~-l+ ···+(an- bn) A~- 1) 2}. 

Der Klammerausdruck ist stets positiv, wenn nicht av = J. bv ist 
[80]. Also ist sg rp"(t) = sg(x- 1); es ist somit 

2rp(!)< oder >rp(O)t-rp(1), 

je nachdem u > 1 oder u < 1 ist. Fiir x = 2 ist IDC"(a) die Entfernung 
des Punktes (a1, a2, •• • , an) im n-dimensionalen Raume vom Nullpunkt. 
Der Satz besagt dann im wesentlichen, daB die eine Seite eines Drei
eckes stets kleiner ist als die Summe der beiden anderen. 

91. Man setze in 90 : a, = f ( x1 + y x2 : x1), b, =' g ( x1 + y x2 : x1) , 

Y = 1, 2, ... , n und lasse n ins Unendliche wachsen. 
92. [Fiir den Spezialfall a,b, = 1, Y = 1, 2, ... , n vgl. P. Schweitzer, 

Math. es phys. lapok, Bd. 23, S. 257-261, 1914.] Wir numerieren die 
Zahlen av so, daB a1 < a2 <···<an sei. Man kann sich dann bei der 
Aufsuchung des Maximums auf solche Wertsysteme bv b2 , ••• , bn be
schranken, bei denen bl > b2 > ... > bn ist. Ware namlich b, < b,U> 
y < f.l, so vertausche man b, mit bu; es ist b; +- b~, = b~ +- b; und 
av b, + a,u b,. >a, b,u + a,u bv. Man kann ferner annehmen, daB nicht 
samtliche a, und samtliche b, untereinander gleich sind, d. h. daB 

an b1 - a1 bn = (an - a1) b1 + a1 (b1 - bn) > 0 

ist. Ist n > 2, so bestimme man die Zahlen u2, u3, ... , Un _ 1, v2, v3, •.. , Vn _ 1 

gemaB der Gleichungen 
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Es ist u. > 0, v. > 0, ferner a. b.> u. a1 b1 + v, an bn [80]. Dann und nur 
dann ist u, = 0, wenn v, = 1, a,= a,+ 1 = · · · = am b, = b,+ 1 = · · · = bn 
ist. Ahnlich folgt aus v, = 0, daB u, = 1 ist, usw. Wenn u. > 0, 
v,>O, dann ist a,b,>u,a1 b1 +v,anbn. 

Der fragliche Ausdruck ist somit, wenn 1 + u2 + u3 + · · · + Un_ 1 

= p, V2 + v3 + · · · + Vn_ 1 + 1 = q gesetzt wird, 

(p ai + q a~) (p bi + q b~) < __c:_~-----'::--~---=-~-c--'-

- (p a1 b1 + q an bn)2 

dann und nur dann mit dem Zeichen =, wenn p a1 b1 = q an bn. Beim 
Dbergang von av an, bv bn zu a, A, B, b tritt keine Verkleinerung ein. 

93. [Fiir den Spezialfall a= b, A= B vgl. ]. Kiirschdk, Math. es 
phys. lapok, Bd. 23, S. 378, 1914.] Man setze in 92: 

Y = 1, 2, ... , n 

und lasse n ins Unendliche wachsen. 
94. [G. P6lya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 28, 

S. 174. 1920.] Es sei f(x) nicht konstant. Wir zeigen, daB die 
quadratische Form 

1 

Q(x,y) = jf(t) [(2a + 1)t2 ax2 + 2(a + b + 1)ta+bxy + (2b + 1)t2 by2]dt 
0 

= Ax2 + 2Bxy + Cy2 

indefinit ist, also A C - B2 < 0. Partielle Integration liefert 

1 1 1 

Jtk f(t) dt = (/++ 11 f(t) y-f ::1
1 d f(t) = 1~) 1 -f :++l1 d f(t)' k > 0, 

0 ° 0 0 

vorausgesetzt, daB /(1) =lim f(t) endlich ist; also 
t-+ 1-0 

1 

Q(x, y) = f( 1) (x + y) 2 - J (taX + tb y)2 t d f(t) • 
0 

Es ist Q(1, 1) > 0, Q(1, -1) < 0. Im Faile, daB /(1) = oo ist, erhii.lt 
man mit einiger Vorsicht [112] ebenfalls Q (1, -1) < 0. 
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95. [G. P6lya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 26, 
S. 65, 1917. Losung von G. Szego, ebenda, Serie 3, Bd. 28, S. 81-82, 
1920.] 

96. [Vgl. I. Schur, Sitzungsber. Bed. Math. Ges. Bd. 22, 
S. 16-17, 1923.] Es seien Xv x2 , ••• , Xn positiv. Da logx in jedem 
positiven Intervall von oben konvex ist, folgt 

logy!-'> al-'1logx1 + Ctu2logx2 + · · · + a,,n logxn, fl = 1, 2, ... , n. 

Man addiere diese Ungleichungen. 
97. [G. P6lya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 20, 

S. 272, 1913. Losung von G. Szego, ebenda, Serie 3, Bd. 22, S. 361 
bis 362, 1914.] 

98. [Vgl. E. Steinitz, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, 
Bd. 19, S. 361, 1912. Losung von G. P6lya, ebenda,_ Serie 3, Bd. 21, 
S. 290, 1913.] g(x) = 0, wenn x ganz, g(x) = 1 , wenn x nicht ganz 
ist. G(x) = 0, wenn x rational, G(x) = 1 , wenn x irrational ist. Jede 
Untersumme von G(x) ist = 0; jede Obersumme im Intervall a < x < b 
ist = b - a, G(x) ist in keinem Intervall integrabel. 

99. Ist x irrational, /(x) = 0 und konvergiert h gegen 0, so ist 
x + h entweder irrational, f(x +h) = 0, oder, wenn es rational ist, 

x + h = p_, f(x +h)=~ und q- 1 konvergiert mit h gegen 0. Ist 

x = jJ__ ratonal, f(x) = q~ 1 und x + h irrational, f(x +h)= 0, so ist q 
f(x +h) - f(x) = -q- 1• - Jede Untersumme ist gleich 0. Teilen wir 
ferner das Intervall 0 < x < 1 in k3 gleiche Teile. Da hochstens 

1 + 2 + · · · + (k- 1) = fy(k- ~- positive echte Briiche mit Nennern 

k . 0 0 do Ob 2 k(k - 1) 1 2 1 :::= ex1st1eren, 1st 1e ersumme < --2-- k 3 + k_3 + k- · 1 · 

100. Die Oszillation von /(x) im IntErvall xv_ 1, Xv mit Q, be
zeichnet, ist, wenn I rp(x) I < M, 

n n n 
1~/(y,) rp(1Jv) (x,- Xv-l)-~ /(1J,)rp(1J,) (x,- Xv-l) I< M~Q,(xv- Xv-l)· 
v=l v=l v=l 

Der letzte Ausdruck konvergiert gegen 0 . 

101. Es sei n positiv ganz, t5 < b- a, und Qv bezeichne die 
n 

· b-a b-a 
Oszillation von rp(x) im Intervall a+ (v- 1) --~ x <a+ v -.-, n n 
v = 1, 2, ... , n. Wenn I rp(x) [ < M, dann ist 

b b-a n-l b-a 
flrp(x + ~)- rp(x) ldx < -n~,L; (Q, + Q,+l) + 2M-n~. 

a v=l 
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102. Man bilde wie auf S. 34 die zu den Zwischenpunkten 
a= x0 < x1 < x2 < · · · < Xn_ 1 < Xn = b gehorige Obersumme und Unter
summe 

n n 
0 == L'Mv(Xv- Xv-1), U = L'mv(x,- Xv-1) 

v=l v=l 

und wahle die Einteilung so, daB 0 - U < s wird. Dann definiere 
man 'F(x) folgendermaBen: 'F(x) = Mv im ,ten halboffenen Teil
intervall x,_ 1 <x<xv, v=1,2, ... ,n-1 und =Mn im nten ab
geschlossenen Teilintervall Xn _1 < x < Xn . Ahnlich definiere man VJ(X) 
mit Hilfe der m,. Dann ist 

b b 

jP(x)dx = 0, jVJ(x)dx = U. 
a a 

Die Wahl der Zwischenpunkte unterliegt der einzigen Einschrankung, 
daB die Maximallange der Teilintervalle x,_ 1 < x < Xv, 'I'= 1, 2, ... , n 
mit wachsendem n gegen 0 konvergiert. Sie konnen also z. B. aqui
distant gewahlt werden. - Die so definierten Funktionen VJ(x), 'F(x) 
sind von rechts stetig; man ki:innte ebensogut auch Stetigkeit von 
links erreichen. 

103. Wenn 'F(x) und VJ(x) wie in Li:isung 102 definiert sind, dann 
ist die totale Schwankung von 'F(x) gleich 

und die von VJ(x) gleich 

Bei'de bleiben unterhalb der totalen Schwankung von f(x), da im 
yten Teilintervall Xv-I <X< Xv Funktionswerte angenommen werden, 
die an M, bzw. m, beliebig nahe herankommen. 

104. Es sei v ganz, v = 1, 2, ... , n; in der ersten Halfte des Inter-

n ')1- 1 ')I. ( ) • d . H 1£ . va s--, -1st s nx = +1, m er zwe1ten a te 1st s(nx) = -1. 
n n 

Daher hat man 
1 

1 2n n 

f f(x)s(nx)dx =J~{t(v - 1 + y)- t(v - 1 + y + _1 )}dy. 
0 0 v=1 n n 2n 

Der Klammerausdruck ist absolut kleiner als die Oszillation von f(x) 
')I -1 v 

im Intervalle -- < x <- . n - -n 
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105. [Riemann, Werke, S. 240. Leipzig: B. G. Teubner 1876.] Man 
kann a = 0, b = 2 .n setzen. Es ist 

2n 

jt(x)sinnxdx 
0 "' 

n n 

= fsinny~{t((v-1) 2: +y)-t((Y-1) 2: +y+ :)}dy. 
Der Klammerausdruck ist absolut kleiner als die Oszillation von f(x) 
. 2.n 2n 
1m Intervalle (v -1)- < x < Y-. 

n n 

106. [L. Fejer, J. fiir Math. Bd. 138, S. 27, 1910.] Man kann 
a = 0 , b = 2 .n setzen. Es ist 

2n 2n 
')1- 'V-

2n n n n n 

Jt(x) lsinnxl dx = ~ Jt(x) isinnxidx = ~f~nfisinnxl dx, 
0 2n 2n 

(v-1)- (v-1)-n n 

unter fvn einen Wert zwischen der oberen und unteren Grenze von f(x) 
. 2n 2n 
1m Intervall (Y -1)-<x<y- verstanden. 

n n 

107. Raben die Unstetigkeitspunkte der beschrankten Funktion 
f(x) nur endlich viele Haufungsstellen in a, b, so lassen sich endlich 
viele Intervalle mit beliebig kleiner Gesamtlange angeben, auBerhalb 
welcher f(x) stetig ist; eine solche Funktion ist somit eigentlich inte-
grabel. Die fragliche Funktion besitzt die Unstetigkeitsstelleii 

1 1 1 1 d f.. h h" . 
2 , -, -, ... , --, ... , zu enen ur lX = 0 noc 0 mzutntt. 

3 4 n 

108. Innerhalb eines beliebigen Teilintervalles a0 , b0 von a, b kann 
man nach dem Riemannschen Kriterium ein kleineres Teilintervall 

bo- ao 
a1, b1 angeben, b1 - a1 < --2-, derart, daB die Oszillation von 

f(x) in a11 b1 kleiner wird als ~ So fortfahrend laBt sich eine Folge 

von ineinander geschachtelten Intervallen an, bn, n = 1, 2, 3, ... angeben, 

so beschaffen, daB bn - an< bo ; ao und die Oszillation von f(x) in 

an, b,. kleiner ist als 2
1,. Der Punkt iX = liman = limbn liegt in a0, b0 

n4-oo n--+oo 

und f(x) ist stetig in lX. 
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109. Es sei /(~) = 0 in jedem Stetigkeitspimkte ~ von f(x). 
a < ~ < b. Es ist 

b n 
J f(x) 2 dx = limL/(~ .. )2 (x,.- x,_ 1), 
a v=l 

wo x,_ 1 < ~ .. <x,. und die MaximalHi.nge der Teilintervalle x,_ 11 x,., 
v = 1, 2, ... , n, gegen Null geht. Nach 108 kann ~ .. so gewii.hlt werden, 
daB f(x) in x = ~ .. stetig, also /(~ .. ) = 0 ist. 

Andererseits sei /(~) =f 0 in einem Stetigkeitspunkt ~ von f(x), 

a < ~ <b. Fiir ein geniigend kleines ~~ ~ > 0 ist dann f(x)2 > /(~) 2 , 
wenn !x-~1<~, also 2 

b Hd 
jf(x) 2 dx > jf(x) 2 dx > ~/(~)2 > 0. 
a ~-d 

110. Es seien e und 'YJ gegeben, e, 'fJ > 0 und ~ so gewahlt, daB 
I qJ(Y1) - qJ(Y2) I < e, wenn I y1 - y2 1 < ~. Da f(x) integrabel ist, kann 
man eine solche Einteilung des gegebenen Intervalls a< x < b finden, 
daB die Gesamtlange derjenigen Teilintervalle, in denen die Oszillation 
;;::o:: ~ ist, < 'YJ ausfiillt. In den anderen Teilintervallen ist dann die 
Oszillation von qJ[/(x)] hOchstens e. 

111. [Vgl. C. Caratheodory, Vorlesungen iiber reelle Funktionen, 
S. 379-380. Leipzig und Berlin: B. G. Teubner 1918.] Es sei f(x) 
wie in 99, G(x) wie in 98 definiert und 

{ 1 fiir y = 0, 
q_1(y) = 0 fiir y ~ 0 

gesetzt. Dann ist qJ[/(x)] = G(x). 
112. Es sei f(x) nicht zunehmend. Fiir 0 < x < l gilt 

! z 1- (~r+l 
} xa f(x) dx > f(x)J x" dx = x"+l f(x) a+ 1 , 

z 
2 

z 
2 

f2z ~rz 2a+l-1 
x" f(x) dx < f(x)J x" dx = xa+l f(x) a + 1 

Fiir a= - 1 sind die letzten Faktoren, die iibrigens beide positiv sind, 
durch log 2 zu ersetzen. 

113. Durch Transformation von 112: x mit ..!_ vertauscht, oder 
direkt, ii.hnlich wie in 112. x 

114. Das Integral, erstreckt von 0 his e, e > 0, konvergiert dann 

und nur dann, wenn das von x"' ( 1 - ~2rp oder von x"' e- l zil + 2 kon

vergiert, d. h. fiir f3 < - 2 jedenfalls, fiir f3 > - 2 dann und nur dann, 
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wenn IX > - 1. Das Integral erstreckt von OJ bis oo, OJ > 0, ist bei 
(3::; 0 dann und nur dann konvergent, wenn IX < - 1. Es sei nun 
(3 > 0, n ganz, dann ist fiir n ~ oo 

(n+l)n fJ "' 
j X" I cos X lx dx =(n:n)IX Jl cos x l(x+nnl dx. 

nn 0 

Das letzte Integral liegt zwischen 

[I COSX [(nn)P dx 
0 

und 

fJ 

n 
j[ COSX j[(n+l) n]P d X , 

0 

die beide so wachsen, wie n -2 [202]. Zur Konvergenz muB somit 

IX - f!_ < -1 sein. - Alles zusammenfassend ist das fragliche Integral 
2 

dann und nur dann konvergent, wenn IX< -1 , (3 < ·- 2 oder wenn 

-1 <IX<f!__-1. 
2 

115. Die Grenzfunktion f(x) ist in jedem endlichen Intervall 
ro ro 

-w5x~OJ eigentlich integrabel und lim /fn(x)dx=jf(x)dx. Da 
n-+oo -w -w 

00 00 

[f(x) [ <F(x), so existiert auch jf(x) dx. Man hat [jf(x)dx- /fn(x)dx[ 
-00 -00 -00 

-w oo -w oo w w 

s [jf(x)dx[ + [jf(x)dx[ + jF(x)dx + jF(x)dx + jff(x)dx- /fn(x)dxJ. 
-oo w -oo w -w 

Die vier ersten Glieder rechterhand sind fi.ir geni.igend groBe OJ beliebig 
klein und dasselbe gilt von dem letzten Glied, wenn nach Festlegung 
von OJ die Zahl n geni.igend groB gewii.hlt wird. 

116. Aus VI 31 folgt, v = ~ + Anfn gesetzt, An~ A, daB 

nVn 

_Y n_ (n) = - 1 ((cos _::__)n cos An X dx . 
2n v 2 :n .,___ 2 Y n 

-nVn 

Man setze in 115: /n(X)=-1-(cos vnx )nCOSAnX, wenn lx[<:nyn, 
2:n 2 n 

x' 
undfn(x)=O, wenn [x[>:nyn ist. Es ist /(x)=--1 e 8 cos2x. 

2:n 
Eine Funktion F(x) im Sinne von 115 ermittelt man folgendermaBen: 
Da 

logcosx 

:n 
1m ganzen offenen Intervall 0 < x < 2 stetig und negativ ist, ferner 
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1 :n k . , fur x- - - 0 gegen - oo onvergtert, so 
2 2 

fur x - + 0 gegen 

gibt es eine absolute Konstante K, K > 0, so beschaffen, daB 

logcosx< -K 
2 ' X 

cosx < e-Kx•, 

1 _!!._.,, 
Man kann F(x) = - e 4 setzen. 

2:n 

n 
117. l:a,e-"11 = Pn(Y) gesetzt, ist 

v~1 
00 

J Pn(y)y•-l dy = (a1 1 -• + a2 2-• + .. · +ann -•)T(s) = Dn(s) T(s). 
0 

00 

Nach 115 genugt es, zu zeigen, daB j Pn(Y) y•-tj < F(y), wobei J F(y) dy 
existiert. Man erhalt durch partielle Summation ° 

n-l 
Pn(Y) = l:D,(a)[v" e-•v- (v + 1)" e-(v+llv] + n" Dn(a)e-ny. 

v~1 

a 
Da die Funktion X" e-xy im Intervall 0 <X<- wachst und im Inter

y 
vall ~<x<oo abnimmt, ist ihrMaximum = (ae- 1)"y-". Hierausfolgt y 

IPn(Y) I< Ay-a, I Pn(y)y•-11 < Ay•-a-1, 

A von n und y unabhangig. Man setze F(y) =A ys-a- 1 fiir 0 < y < 1, 
F(y) =Be-Y fur y > 1, B > 0, B von y unabhangig. 

118. Es sei w > 0; es ist 
oo -w oo w 

1/f(x)sinnxdxj < /lf(x)l dx + /lf(x)l dx+ 1/f(x)sinnxdxl. 
-oo -oo ro -ro 

Die beiden erst en Integrale rechts gehen nach Null fiir w-oo. Bei 
£estern w geht das dritte Integral gegen Null fur n- oo [105]. 
Ahnlich schlieBt man bei dem Beweis der zweiten Halfte der Aufgabe: 

oo oo -co co 

ljt(x) lsinnxldx- ~jt(x)dxl <(1 + ~).{lt(x)ldx + (1 + ~) jlt(x)ldx 
-oo -oo -oo w 

w w 

+ lft(x) lsinnxldx- ~ Jt(x)dxl [106]. 

-w -w 

119. 1. Darstellung moglich. - <p(x, y) soil verschiedenen Werte
paaren x, y verschiedene Werte u = <p(x, y) zuordnen (z. B. eine ein
eindeutige Abbildung der x,y-Ebene auf die Zahlgerade u vermitteln). 
Zu einer vorgelegten Funktion f(x, y, z) bestimmt man 1p(u, z) folgender
maBen: 
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Wenn u* nicht zum Wertvorrat von g;(x, y) gehort, so bestimme 
man 1p(u*,z) willkiirlich, z. B. sei in diesem Fall stets 1p(u*,z) = 1. 

Wenn u* zum Wertvorrat von g;(x, y) gehort, so riihrt es von 
einem eindeutig bestimmten Wertepaar x*,y* her, u* = g;(x*,y*); man 
setze in diesem Fall1p(u*,z) = f(x*,y*,z). 

Dann gilt fiir alle x,y,z: 1p(g;(x,y),z) = f(x,y,z). 
2. Darstellung unmoglich, z. B. fiir dieFunktion f(x,y,z) =yz+zx+xy. 
Zu jeder stetigen Funktion g;(x, y) geh6ren belie big viele ver-

schiedene Wertepaare x1, y1 ; x2, y2 ; ••. ; x,., y,., fiir welche g;(x, y) den
selben Wert annimmt: 

(Es existieren ,Punkte von gleichem Niveau".) Wenn g;(x,y) = konst., 
so ist die Behauptung selbstverstandlich. Wenn g;(x, y) .p konst. und 
z. B. g;(x',y') = 1, g;(x'",y'") = 3, gibt es auf jedem Kreisbogen, der die 
Punkte x', y' und x'", y"' verbindet, einen Zwischenpunkt x'', y", fiir 
den g;(x", y") = 2 ist. 

Falls die Funktion f(x, y, z) auf die besagte Art dargestellt, 
= 1p(g;(x,y),z) mit stetigem g;(x,y) ist, so gibt es beliebig viele Werte
paare Xv y1 ; x2, y2 ; ••• ; Xn, Yn• fiir welche identisch in z 

f(xv Y1• z) = f(xz, Y2• z) = · · · = f(xn, Yn• z) 
gilt. 

Soli identisch in z 

(xl + Y1) z + X1:Y1 = (xz + Y2)z + XzYz 
gelten, so muB 

X1 + :Y1 = X2 + :Y2, 

sein, also nach Elimination von y1 , 

xi - (Xz + Y2) X1 + X2 Yz = 0 • 

SoU das Wertepaar x2,y2 von dem vorgelegten Wertepaar x1,y1 iiber
haupt verschieden sein, so muB x1 = y2 , y1 = x2 sein. Somit ist fiir 
n = 3 die zur speziellen Darstellung notwendige Bedingung nicht erfiillt. 
Weil yz + zx + xy eine symmetrische Funktion ist, ist auch die Un
moglichkeit einer Darstellung in der Form 'lfJ(g;(y,z),x) oder 'lfJ(g;(z,x),y) 
mitbewiesen. 

Auf dieselbe Art zeigt man, daB die stetige Funktion x y + y z + z 
nicht durch Ineinanderschachtelung zweier stetiger Funktionen zweier 
Variablen dargestellt werden kann; wohl kann man sie durch Inein
anderschachtelung dreier solclJ.er Funktionen darstellen: 

xy + yz + z = (x+ z)y + z = S {P[S(x+z),y],z} 

(Bezeichnung 119a). 
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Fiir engere Funktionenklassen sind ab.nliche Fragen leichter zu 
behandeln [119a]. Eine analytische Funktion dreier Variablen, die 
keiner algebraischen partiellen Differentialgleichung geniigt, kann 
nicht durch endlich-vielmalige Ineinanderschachtelung von analytischen 
Funktionen zweier Variablen dargestellt werden. Vgl. das 13te der 
,Mathematischen Probleme" von D. Hilbert, Gott. Nachr. 1900, S. 280. 

119a. Es sei yz + zx + xy = f(x,y,z) gesetzt; die partiellen Ab
leitungen sind durch Indices angedeutet. 

1. Aus f(x,y,z) = q:~{tp[x(x,y),z],z} folgt fiir aile Wertsysteme 
x,y,z mit f11 =z+x+ 0, 

!__ ('z) = !__ (q:J"' "Px Xz) = O 
0 z /y 0 z q:J"' "Px X11 ' 

folglich /zz/11 - fz/yz = 0; y z + z x + xy geniigt nicht dieser Gleichung. 
2. Erster Beweis. Aus f(x, y, z) = q:~ [tp (x, z), X (y,z)] folgt durch 

Differentiation nach x, y, z und Elimination von q:~"' und q:~x, 

/z "Pz 0 

/y 0 XII = o. 
fz "Pz Xz 

Man kann voraussetzen, daB "Pz $ 0, x11 $· 0 . Setzt mari bei "Pz 4= 0, 
XII =l= 0 

"Pz Xz -=-V, - =-U, 
"Pz X11 

dann ist v = v (x, z), u = u (y, z), also v11 = Uz = O; Es ist ferner 

fyu+fzv+fz=O. 
Hieraus ergibt sich ein Widerspruch, wenn man beachtet, daB 
F = f11 u + fzv + fz, wegen I= yz + zx + xy, der Gleichung 

oF oF ozF 
F-ox /y- oy fz + oxoyfz/y = -2z 

geniigt. 
Zweiter Beweis. Differentiiert man wieder nach X; y, z und 

setzt man in den so entstandenen drei Gleichungen z = -y; so liefert 
die erste Gleichung 0 = q:~"' "Pz· Es kann "Pz $ 0 angenommeri · werden1 

so daB fiir die erwab.nten speziellen Wertsysteme, wenn noch "Pz =f 0 
ist, q:~"' = 0 gilt. D. h. 

/11 = X - Y = q:Jx X11 • fz = X + Y = q:Jx Xz • 
Ist x =f y, so ist q~x =f 0, x11 =f 0 und 

x+y 'Xz 
--=-
x-y 'Xy 

Die rechte Seite hangt hier nur von y und z, folglich wegen z = - y, 
nur von y ab: Widerspruch. 
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3· Aus f(x, y, z) = q; {'~p[x(x, y), z], x} folgt durch Differentiation 

fx = ffJ'I' 'lfJx Xx + ffJx, 
fv = ffJ'!''IfJx Xv• 
fz = ffJ'I' '/fJz, 

fxy = · · · + ffJ'!' XxXy'/fJxz, 
/yy = · · · + ffJ"' x; 'lfJxx • 

In den heiden letzten Gleichungen sind die Glieder, in welchen 'lfJx auf
tritt, nicht ausgeschriehen. 

Setzt man z =- x, dann ist q;"' 'lfJx x11 = 0. Wegen der dritten 
Gleichung, da ferner x11 $ 0 angenommen werden kann, schlieBt man 
hieraus hei x + y =lo 0, x11 + 0, daB 'lfJx = 0 ist. Es ist also fiir solche 
speziellen Wertsysteme 

1 = ffJ'!'·Xx X11 '/fJx x' 0 = ffJ'!' X~'/fJxx • 
Diese Gleichungen enthalten einen Widerspruch, da nach der zweiten 
mindestens eine der drei Funktionen q;"', x11 , 'lfJx x verschwinden muB. 

120. Nein. Beispiel: f(x) = x3 ; ~ = 0 ist Wendepunkt. 
121. [Vgl. G. P6lya, Tohoku Math. J. Bd.19, S. 3, 1921.] Es sei 

M die ohere Grenze von I f'(x) J. Es ist 

f(x) = /'(~) (x- a)< M(x- a) 

f(x) = f'(n) (x- b)< M(b- x) 

fiir 

fiir 

a+b a<x<--, - - 2 

a+b --<x<b 2 - - ' 

a< ~ < x, x < 'YJ <b. Es kann nicht in heiden Ungleichungen iden
tisch das Gleichheitszeichen eintreten, weil die so hestimmte Funktion 

in x =a+~ aufhort differentiierhar zu sein. Es ist somit 
2 

a+b 
b -2- b 

jt(x)dx < M J<x- a)dx + M J<b- x) dx = M (b ~ a)2
• 

a a a+b 
2 

122. [W. Blaschke, Aufgahe; Arch. der Math. u. Phys. Serie 3, 
Bd. 25, S. 273, 1917.] Nach dem Taylorschen Satz ist fiir x < x0 

, (x - x0) 2 f"(x) 
f(x) - f(x0 ) = (x - x0 ) f (x0) + 2 , X0 - r < x < x0 + r . 

Gliedweise Integration und Anwendung des ersten Mittelwertsatzes der 
Integralrechnung liefert 

x6 +r x0 +r x.+r 

f[f(x)- f(xo)Jdx =!(X--; Xo)2 f"(x)dx= f"m f(x 2 X 0)
2 dx, 

x 0 -r Xo-'f Xo-r 

da die Funktion f"(x) als Derivierte alle Werte zwischen ihrer unteren 
und oheren Grenze annimmt. 
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00 

123. Erst e r Be wei s. Es sei die Reihe = ~ p,. eM'= f(x) konvergent 
n=O 

im Intervall a < x < b; dann ist sie daselbst beliebig oft differentiier-
bar und 

00 00 

f(x) = ~np,.enz, 
n=O 

f'(x) =~n2Pnffl1;, 
n=O 

00 00 

f(x) f'(x)- rf(x)J2 = ~ ~ !(m- n)2pmp,.e<m+n)z > 0 [72]. 
m=O n=O 

1'1;1 

Zweiter Beweis. Aus 80 ergibt sich fiir x1 <x2 , a,= fP, e2 , 
vz, 

b,. = yp,.eT, daB 

124. [Vgl. ]. L. W. V. Jensen, a. a. 0. 70, 5.187-190.] Die Funk
tion q;(x) sei im Intervall a, b von unten konvex, ferner sei dort 
q;(x) < G. A us 

folgt fiir x1 =X2 =···=Xm=x+nt5, Xm+ 1 =···=x,.=x, x eine 
beliebige innere Stelle des Intervalls a, b, I c) I geniigend klein, m < n, daB 

q;(x + nt5)- q;(x) q;(x + md)- q;(x) 
-'--!..--'----'-----'---'----'- > • n - m 

Ersetzt man hier t5 durch -15, so ergibt sich mit Beriicksichtigung von 
q;(x + mt5)- q;(x) > q;(x)- q;(x- mb), 

(*) 1

-=-q;-=--(x_+'--n_d-'-) ----'q;---'-(x-'-) > q;(x + m b) - q;(x) > 
n m 

q;(x)- q;(x.- mb) q;(x)- q;(x- nd) > > _:___:___:____:___:_ _ ___:_ . 
m n 

Hieraus schlieBt man fiir m = 1 

G - q;(x) > q;(x + d) - q;(x) > q;(x) - q;(x - d) > q;(x) - G . 
n n · 

LaBt man t5 gegen 0 und n derart gegim Unendlich konvergieren, daB 
x ± n b a us a, b nicht heraustritt, so folgt die Stetigkeit von q;(x) . 
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Es sei nun o > 0 und man ersetze in (*) o durch ~: 
n 

<p(X + 0)- <p(X) <p(X + = o)- <p(x) 
~~-> > -" = = 

u mo 
n 

Wegen der Stetigkeit von q:;(x) ist also 

<p(X + 0) - <p(X) <p(X + 0') - <p(X) > ---------- > o - o' -
rp(x) - <p(X - 0') <p(x) - <p(X - o) 

> o' > o 

FUr o ___,. 0 hat sowohl der erste wie auch der letzte Ausdruck einen 
Grenzwert. 

125. [G. P6lya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 24, 
S. 283, 1916.] Die Werte, die y = l(x) in einem Interval! von der 
Lange l annimmt, erflillen ein abgeschlossenes Intervall, dessen Lange 

:z:, 

L =Max ll(x1)- l(x2) I= Max I J f(x)dx I< l Max I f(x) I· 
Xt 

Es sei e > 0. Man lege urn jeden Punkt x, in dem f'(x) = 0 ist, das 
gri:iBte Intervall mit It' (x) I <e. Die Lange dieses Intervalls sei lx. Die 
Werte, welche f(x) in einem solchen Intervall annimmt, erflillen ein 
Intervall hochstens von der Lange lxe. Die y-Punkte, welche der 
Menge M angehi:iren und von Stellen x im Intervall a< x < b herrlihren, 
sind in abzahlbar viele Intervalle eingeschlossen, deren Gesamtlange 
< e (b - a) ist. - Der obige Beweis zeigt, daB die Menge M sogar 
vom MaBe 0 ist. 

126. [U. Dini; vgl. C. Carathiodory, a. a. 0. 111, S. 176-177.] Es 
genligt, folgenden Fall zu betrachten: l1(x) > l2(x) >. · .> ln(x) >. · ·, fn(x) 
stetig, lim fn(x) = 0, 0 < x < 1. Ware die Konvergenz nicht gleichmaBig, 

n-+oo 

so existierten unendlich vieleStellen X 11 , so daB ln(X11) >a> 0, 0 <x11 < 1, 
a von n frei. Es sei ~ eine Haufungsstelle der x11 und m so gewahlt, 
daB lm(~) <a. Man bestimme ferner eine Umgebung von ~ derart, 
daB dort I m(x) < a, also I 11 (x) < a wird flir n ~ m. Es gibt unendlich 
viele x11 , die in dieser Umgebung liegen: Widerspruch. 

P 61 y a - S z e go, Aufgaben und Lebrsatre I. 15 



226 Integralrechnung. 

127. [Vgl. G. P6lya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, 
Bd. 28, S. 174, 1920.] Die Grenzfunktion f(x) ist auch monoton, 
z. B. monoton wachsend. Das Konvergenzintervall der Folge j,.(x), 
n = 1, 2, 3, ... , sei in so kleine Intervalle Xv- 1 , Xv, Y = 1, 2, ... , N, ein
geteilt, daB f(xv) - f(xv_ 1) < s. Man wahle ferner n so groB, daB 
lf,.(xv)- f(xv) I< s fur jedes Y. Dann ist, wenn x in Xv- 1, Xv liegt, 
f(xv-I) -- e < f,.(xv-1) < j,.(x) < j,.(xv) < f(xv) + e, also lf,.(x)- f(x) I< 2e ; 
f,.(x) war hierbei auch als wachsend vorausgesetzt. 

128. Klar. 
129. Es sei a< x <b. (Aus dem nachfolgenden Beweis geht klar 

hervor, was zu andern ist, wenn x =a oder x =b.) 

b X+< x-e b 

J p,.(t) f(t) dt- f(x) = J p,.(t) [f(t) - f(x)] dt + J + J. 
a x-e a x+e 

x+< 

Das erste Glied rechter Hand ist absolut < c5 J p,.(t) dt < c5, wenn 
X-< 

I f(t) - f(x) I < (J ist fur x - F.< t < x + F.. Die beiden letzten Glieder 
sind absolut kleiner als 

:~~~Jf(t) I (Jp,.(t) dt ~!Pn(t) dt) . 

Die Bedingung ist also hinreichend. - Setzt man ferner 

jo fUr x-s+n<tsx+s-n, 
f(t) = 1 fUr a< t ~ x- c; und x + E ~ t ~ b, 

linear fUr x - s < t < x - s + 17 und x + s - 17 s t ;:;, x + s , 

0 < 1J < s, dann ist f(t) stetig und aus 
b X-<+'J x+e x-e b 

J p,.(t) f(t) dt- f(x) = J p,.(t) f(t) dt + J p,.(t) f(t) d t + fp,.(t) dt + J p,.(t) dt->- 0 
a x-e x+e-1J a x+e 

folgt, da hier alles nichtnegativ ist, die Notwendigkeit der Bedingung. 
130. Die Behauptung von 129 laBt sich auf den Fall b = oo, x = oo 

erweitern. Man setze in 129: n = ~. p,.(t) = se-•t; es ist, w positiv 
und von c frei, c 

w 

limcje-•tdt = 0, 
<-+0 0 

00 

131. Ersetzt man t durch e1, so geht das Integrationsintervall in 
(- oo, oo) tiber. Man zerspalte das neue Integral in zwei Teile, er
streckt tiber (- oo, 0) bzw. (0, oo) und untersuche die beiden Teile 
einzeln. W enn das Integral 

00 

J e!.t f(e1) e1 dt = J eJ.t cp(t) dt 
0 0 
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fiir }. = f3 konvergiert, so konvergiert es auch fiir jedes kleinere }. , 
}, = f3- e, e > 0. Es ist namlich, efltcp(t) = 1p(t) gesetzt, 

j:-•t 1p(t) dt = e- •w ~~(t) dt + e j:-et (/"P(t) d-r) dt, 
0 0 0 0 

woraus fiir w ~ oo 

00 00 (t ) je-Et"P(t)dt=eje-et j1p(r)dr dt 
0 0 0 

folgt. Diese Funktion von e ist in e = 0 von rechts stetig [130]. 
132. Vgl. 128 und den ersten Teil des Beweises von 129. Die dort 

definierte Zahl b kann mite beliebig klein gemacht werden, unabhangig 
von x (gleichmaBige Stetigkeit !) . 

133. [E. Landau, Palermo Rend. Bd. 25, S. 337-345, 1908.] 

Anwendungvon132: a=O, b=1, Pn(x,t)= 1 [1 -(x-·t) 2]n . 

j[1- (x- t) 2]ndt 
0 

Es ist fiir 0 < c < x < 1 - e 
x-e 1 ,. f (1 2)n 

jPn(x,t)dt+ Pn(x,t)dt< x+• -e 
2

n 

o x+• j[1- (x-t)] dt 
x-• 

N ach 201 , 202 konvergiert dieser Ausdruck fiir n ~ oo gegen 0, weil . -f 2 n 1 /n 2 2 4 2 n 
(1 -t) dt""Vn""1'3'5'''2n+1' -· 134. [L. Fejer, Math. Ann. Bd. 58, S. 51-69, 1904.] Anwendung 

von 132: a= 0, b = 2n, Pn(x,t) = - 1-(sinn x ~ t)2

• Nach VI 18 ist 
nn . x- t 

sm--
2 

2.tr 

/Pn(x, t) d t = 1 , 
0 

ferner, 0 < e < x < 2 n- e, 

x-e 2;r 

f Pn(X, t)dt + /Pn(X, t)dt < ~· 
o x+• nsln2 -

2 

Wegen der Periodizitat des Integranden kann jedes Intervall von 
einer Lange < 2 n als inneres Teilintervall betrachtet werden. 

135. Vgl. 133. 
15* 
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136. Vgl. 134. 
137. Die Funktion darf als nichtnegativ, ferner [102] als strecken

weise konstant angenommen werden. Eine solche kann man durch 
Addition und Multiplikation mit positiven Konstanten aus Funk
tionen f(x) von folgender spezieller Art zusammenlegen: 

f(x) = { 1 in einem Teilintervall ex., fJ von a, b, a< IX < fJ < b; 
0 auBerhalb von IX, fJ. 

Es sei der Einfachheit halber a < IX, fJ < b . 
1J > 0, definiere man 

l1+TJ, wenn ~X<x<fJ; 

f'l(x)= 'fJ, wenn a<x<IX-TJ 
linear, wenn IX - 1J < x < IX 

Dann ist /'l(x) - f(x) 2: 1J, ferner 
b b 

Fiir geniigend kleine 1J, 

oder fJ+n<x<b; 
oder fJ < x < fJ + 1J. 

o<J t'~(x)dx- f f(x)dx=rJ(IX -n- a) +n(b-f3-n)+n(1 +2tJ)+n(fJ-1X), 
a a 

d. h. mit 1J beliebig klein. Die Funktion f'l(x) ist iiberall stetig. Wird 
das Polynom P(x) so gewahlt, daB I /'l(x) - P(x) I < 1J, dann ist 
f(x) <f'l(x) -n < P(x)' und 

b b b b 

jP(x)dx- jf(x)dx < n(b- a)+ ft'~(x)dx- jf(x)dx. 
a a a a 

Fiir IX = a oder fJ = b unwesentliche A.nderungen. - Ein ahnlicher 
Satz gilt fiir trigonometrische Polynome, wenn a = 0, b = 2 :rt • 

138. [M. Lerch, Acta Math. Bd. 27, S. 345-347, 1903; E. Phragmen, 
ebenda, Bd. 28, S. 360-364, 1904.] Unter P(x) ein beliebiges Polynom 
verstanden, ist 
b b b b 

j[f(x)]2 dx = J f(x) (f(x) - P(x)] d x + J f(x) P(x) dx = J f(x) [f(x)- P(x)] dx, 
a a a a 

also 
b b 

J [f{x)]2 dx <Max I /{x)- P(x) l·flf(x) I dx. 
a a;;;;z;;;;b a 

[135, 109.] 

Ein ahnlicher Satz gilt fiir die ,trigonometrischen Momente" (Fourier-
2n f ( ) cos schen Konstanten) f x . nx dx, n = 0, 1, 2, .... 
0 sm 

139. Man bestimme p(x) wie in 137, und es sei !f(x) I ::::;M. Dann 
ist [ vgl. Losung 138] 

b b 

j[f(x)] 2 dx<M j(f(x)- p(x)]dx <Me. 
a a 
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140. Es sei f(x) nicht identisch Null und habe weniger als 
b 

n Zeichenii.nderungen. Nach der ersten Bedingung jf(x)dx = 0 gibt 
a 

es dann Zahlen x1, x2, ••• , xk, a < x1 < x2 < · · · < xk < b von folgender 
Beschaffenheit: f(x) ist in keinem der Teilintervalle (a, x1), (x1, x2), ••• , 

(xk-v xk), (xk, b) identisch Null, f(x) ist in jedem Teilintervall von 
konstantem Vorzeichen (V, Kap. 1, § 2) und zwar abwechselnd positiv und 
negativ. Daher ist f(x)(x - x1) (x - x2) • • • (x - xk) von konstantem 
Vorzeichen im ganzen Intervall a< x < b und nicht identisch 0. Laut 
Voraussetzung ware aber, wenn k < n -1 sein sollte, 

b 

jf(x) (x - X 1)(x - x2) • • • (x - xk) dx = 0, 
a 

d. h. [1 09] f(x) (x - x1) (x - x2) • • • (x - xk) =- 0, f(x) _ 0: Widerspruch. 
141. [Vgl. A. Hurwitz, Math. Ann. Bd. 57, S. 425-446, 1903.] Es 

sei /(0) > 0 und f(x) habe weniger als 2n + 2 Zeichenanderungen im 
Intervalle 0 < x < 2 n; die Anzahl derselben ist gerade = 2 k . Es seien 
x1, x~, x2, x;, ... , xk> x~, O<x1 <x{<x2 <x~<···<x:t<x£<2n 
die Zeichenii.nderungsstellen, ahnlich wie in Losung 140. Man bilde 
nun analog wie dort 

. X- X1 • X- X{ . X- X2 • X- X~ . X- Xk . X- X~ 
f(x) Sill-- Sill-- Sill-- Sill--- · · ·Sill --Sill--

2 2 2 2 2 2 

und beachte, daB die Funktion 

. X-IX. x-{J 1 IX-{J 1 ( ~X+fJ) 
Sill-2- sm-2- = 2 cos-2-- 2 cos x- ---2-

(~X, fJ Konstanten, 0 < lX < 2n, 0 < fJ < 2n) im Interval! 0 < x < 2n 
nur an den Stellen IX und fJ ihr Vorzeichen andert. Man benutze ferner 
VI 10. Wenn /(0) = 0, betrachte man f(x +a), wobei f(a) =I= 0. 

X 

142. [A. a. 0. 138.] Wird ( e-kotq;(t)dt = cP(x) gesetzt, so ist 
fi.irk>ko o 

= 
J(k) = [cP(x)e-(k-k,)x]~ + (k- ko) J cP(x)e-(k-k,lxdx. 

0 

Setzt man ferner 

e-'u = y, cP(: log;)= VJ(y), VJ(O) = ](k0) = 0, 
dann ist VJ(Y) stetig im Intervall 0 < y < 1, ferner 

1 

JVJ(y)yn-ldy = 0, n= 1,2, .... 
0 

Also ist [138] VJ(Y)-0, cfl(x)=o. q;(x)=o. 
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143. [M. Lerch, nach Mitteilung von M. Plancherel.] Ratte 
die T-Funktion eine Nullstelle s0 , so hatte sie auch die Nullstellen 
s0 + 1 , s0 + 2, ... , s0 + m, . . . [Funktionalgleichung]. Es sei m 
so groB, daB s0 + m von positivem Realteil ist, und man setze 
s = s0 + m + 1 = a + it, a > 1. A us 

00 00 rw J e-nx x"- 1 cos(tlogx) dx = 'iR J e-nx x'- 1 dx = 'iR - 8- = 0, n = 1, 2, 3, ... 
o o n 

wiirde dann [142] xa- 1 cos(tlogx) 0 folgen: Widerspruch. 
144. Beziiglich f(x) = 1, x, x2 vgl. I 40. Fiir f(x) = e"' ist 

Kn(x) = j:ii (:) x~(1- x)n-~ = (enx + 1- xt = [1 + (e~-1)xt 
1'=0 

145. Es ist [I 40] 

also 

146. [Vgl. 5. Bernstein, Communic. Soc. Math. Charkow, Serie 2, 

Bd.13, 5.1-2, 1912.] Bezeichnet En(x) drts Maximum von I f(x)- f (:)I 
fiir samtliche v mit I.!_ - x I < n- t, dann ist gleichmiiBig lim en(x) = 0, 

n n~= 

d. h. En(x) < En, lim En = 0. Ferner 
n-+oo 

f(x)- Kn(X) = 2 [t(x) -1(:)] (~) x~ (1- x)n-~. 
~=0 

Nach 145 ist, wenn !f(x) I< M, 

"'I "'II M /f(x)-Kn(x)l<en~ +2M~ <en+ 2 n-i. 

147. [Vgl.]. Franel, Math. Ann. Bd. 52, S. 529-531, 1899.] Klar 
fiir 0 < r < r1 • Es sei Ym < r < Ym+l• dann ist die rechte Seite gleich 

mf(r) -1[/(r2) -/(r1)]- 2[/(r3) -/(r2)]- • • ·- (m -1) [f(rm) -/(rm- 1)] 

- m[f(r)- f(rm)] 

und dies stimmt mit der linken Seite iiberein. Die bewiesene Formel 
ist eigentlich die der partiellen Integration: 

7 7 

jf(t)dN(t) = N(r)f(r)- jN(t)f'(t)dt. 
0 0 
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148. Ist 

rn-k-1 < rn-k = ... = rn = rn+1 = ... = rn+l < rn+l+l 
(ev. k = 0 oder l = 0; r0 = 0), so hat man 

N(rn- 0) + 1 n- k n n + l N(rn) 
=--<-<---=--= - , 

rn rn rn rn rn 
Wenn rm < r < rm+t, so ist N(r) = m und 

m +1 1 m N(r) m 
-----=--<--<-

rm-l-1 rm+1 rm+1 r = rm · 
Im zweiten Faile analog. 

149. Vgl. 148 und I 113. 

1. 1 
tm-=0. 

n~oo rn 
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150. [E. Landau, Bull. Acad. Belgique, 1911, S. 443-472. Vgl. 
G. P6lya, Gott. Nachr. 1917, S. 149-159.] Es sei c > 1 und die 
positive ganze Zahl m so groB gewahlt, daB 1 < c <2m. Dann ist 

L(c r) L(2m r) L (2 r) L(22 r) L(2m r) 
1<--<--=-----··· ----->-1. 

L(r) L(r) L(r) L(2r) L(2m- 1 r) 

Fiir c < 1 wende man das eben Bewiesene mit !_ anstatt c auf die 
c 

ebenfalls langsam wachsende Funktion L(cr) an. 
151. Vollstandige Induktion zeigt, daB fiir positives ganzes k 

1. logk2r 
tm--=1. 

r~oo logkr 
Fiir k = 1 ist dies namlich klar; fiir k > 1 hat man, wenn r geniigend 
groB ist, 

152. Es geniigt, 
lim logL(2m) = 0 
m~oo m 

L(2m) 
zu beweisen. Dies folgt aus der Ungleichung L(2m_ 1) < 1 + t5, wo 

t5 > 0 beliebig und m geniigend groB, m > M(t5) ist. 
153. [149, 152.] 

154. 
N(c r) .\ L(cr) 
N(r) ""'c L(r) • 

155. Jede von links stetige, streckenweise konstante Funktion 
setzt sich durch Multiplikation mit konstanten Faktoren und durch 
Addition aus Funktionen folgender Art zusammen: 

f1 fiir O<x<y, r>O, 
f(x) = l 0 fur andere Werte von x. 
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Fiir solche lautet aber die Behauptung 

lim N(y r) = y;. 
Hoo N(r) 

Fiir andere Funktionen vgl. 156. 

(154]. 

156. Man schlieJ3e f(x) zwischen zwei von links stetige, strecken
weise konstante Funktionen ein 

VJ(x) < f(x) < lf'(x) 
derart, daJ3 

ist, e > 0 1 e belie big [1 02]. Es ist 

~1 ~ (rn)<~1 ~ (rn)<~1 ~lf'(rn) 
N(r) ~ ¥' r = N(r) ..::;_. f r = N(r) ~ r · 

rn~cr rn~cr 1'n~cr 

Der Limes superior und Limes inferior des mittleren Ausdruckes liegen 
c;. cl. 

also [155] zwischen d_en heiden Grenzen J ¥' ( J) d x 1 Jlf' ( J) d x , deren 
cA 0 0 

Unterschied von /t(J) dx kleiner ist als e. 
0 

157. Nach 147 ist 
r 

1 ~(r )'"-" r"-'" (N(r) J ) -- ~ = -- --,--+(A- IX) N(t)t- 2+<>-ldt 
N(r) r N(r) rA-<> 

~~r 0 

r 
(A- 1X)r-'"J =1+ L(r) L(t)t'"- 1 dt. 

0 

Es ist fiir 0 < c < 1 

r r r 

r-'"L(cr)J r-'"j J 1 t'"- 1dt<- L(t)t'"- 1 dt<r-'" t'"- 1 dt= --· 
L(r) L(r) IX ' 

cr 0 0 

der Limes superior und Limes inferior des mittleren Ausdruckes liegen 

. . h 1 d 1- c"' H" . som1t ZW!.SC en - un ter 1st c belie big klein! 
IX IX 

158. Aus 147 folgt 
R 

L, r; <>- 2 = N(R) R-<>- 2 - N(r) r-IX-2 + (IX+ 1) jN(t) t-IX-.l-1 dt, 
r<r,.~R r 
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also [152, 153] 
00 

1 ~·(r )-<>-A (~X+l)r"+"j 
-- _!!_ =-1+ N(t)t-<>-A-1dt 
N(r) r,.>r r N(r) r 

00 

""'-1 + (IX i(~) r" f L(t) t-<>- 1 dt. 
r 

Es sei nun O< e < 2" -1; fiir geniigend groBe r ist L(2r) < L(r) (1 +e), 
also L(2vr) < L(r) (1 + e)v fiir Y = 1, 2, 3, ... , folglich 

159. [Beziiglich 159-161 s. G. P6lya, Math. Ann. Bd. 88, S. 173 
bis 177, 1923.] Verallgemeinerung von 155-158. Man schlieBe f(x) 
wie in 156 zwischen zwei Funktionen '1/'(x), 'l'(x) ein, die von 0 bis ~ 
gleich - x"-" bzw. x"-", von ~ bis w gleich f(x) und von w bis + oo 
gleich - x-<>-.< bzw. x-<>-A sind. Es ist [157] 

. 1 2("")"-.< . ~<>-AN(~r) 1 2("")<>-A l 
}:~N(r)r,.~dr r = r~ N(r) N(~r)r.~~r ~r = ~"-;x 
und [158] 

. 1 ""("")-<>-A . w-c.-AN(wr) 1 "" ( "")-<>-J. _ J. lim--~ - =hm------- ~ - =w "-
r~ooN(r). > r r~oo N(r) N(wr) > wr IX' #" wr r,. rot" 

De~ Limes superior und Limes inferior von N 1(r) ~ f ( ';) liegen also 
ZWISChen n-1 

~ ~ 

- ~"~ +JtC3')dx- w-"~ und ~"~ +Jt(x~)dx + w-"~. 
IX IX IX IX 

~ ~ 

Man lasse ~ gegen Null, w gegen Unendlich konvergieren. 
160. f(x) sei abnehmend, f3 > .l. Es gibt [I 115] unendlich viele 

Werte von n so beschaffen, daB 
1 

r,. < (J.t)P, J.t = 1, 2, ... , n- 1. 
r,. n 

Man wahle eine Zahl r, r,._ 1 < r < ""' so daB noch die Ungleichungen 
1 

; <(:)P. J.t = 1, 2, ... , n- 1 
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bestehen, woraus, da f(x) abnimmt, 

fi = 1, 2, • .- ., n- 1 

folgt. Es ist N(r) = n- 1, folglich 

_1 t(r'')>-1 t[(ft)ll>-n j;(x~)dx, 
N(r) r n - 1 n n - 1 

!!_ 
n 

_1 ~t(r")= _1 ~t(r,,.)~-n Jlt(xl)dx. 
N(r) :;ft r N(r)/;ir r n- \ 

n 
1 

Das Integral ft(x~)dx ist eine stetige Funktion von fJ [131]. Ahnlich 
0 

schlieBt man, wenn f(x) wachst. Man ersetze dann f(x) durch - f(x). 
161. Es sei 0 < tX <).<fl. In Anwendung von I 116 ergibt sich 

ii.hnlich wie in 160 die Existenz beliebig groBer n, fiir welche 

gilt. Man wii.hle tX und fJ geniigend nahe an ). [131]. 
162. [Beziiglich 162-166 vgl. H. Weyl, Gott. Nachr. 1914, S. 235 

his 236; Math. Ann. Bd. 77, S. 313-315, 1916.] Die Bedingung 
besagt, daB die Gleichung (*) auf S. 70 erfiillt ist, wenn f(x) in einem 
Teilintervall tX < x < fJ von 0, 1 gleich 1, sonst gleich 0 ist. Die Be
dingung ist also gewiB notwendig. Andererseits sei angenommen, daB 
sie erfiillt ist. Man bemerke zunii.chst, daB es belanglos ist, ob 
das Teilintervall tX, fJ als abgeschlossen, halboffen oder offen an
genommen wird. Da a us der Giiltigkeit von(*) fiir mehrere Funktionen 
/ 1(x), /2(x), ... , fe(x) die fiir eine beliebige lineare Kombination 
c1 / 1(x) + c2 / 2(x) + · · · + czfl(x) aus ihnen folgt, C1, c2, ••• , c1 Konstanten, 
gilt(*) auch fiir eine beliebige streckenweise konstante Funktion. Wenn 
nun f(x) eigentlich iiltegrabel ist, so wende man 102 mit a= 0, b = 1 
an. Es ist 

n 

< !l'(x1) + !l'(x2) + · · · + 1l'(xn) 
n 
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1 

Der erste und dritte Mittel wert konvergiert gegen J "P(x) d x bzw. 
0 

1 1 

J 'l'(x) d x ; beide unterscheiden sich belie big wenig von Jf(x) d x. 
0 0 

Die weniger fordernde Bedingung 

O<fJ<1, 

oder auch 
lim '~'n(fJ, 1) = 1 - fJ, 

n-+oo n O<fJ<1 

ist auch hinreichend. Es geniigt sogar die Giiltigkeit einer dieser 
Gleichungen fiir eine in 0, 1 iiberall dichte Menge von fJ-Werten 
vorauszusetzen. 

163. Die Bedingung ist gewiB notwendig. Urn ihre HinHinglich
keit zu beweisen, bemerke man zunachst dasselbe wie in Losung 162, 
beziiglich der Abgeschlossenheit der Intervalle £X, fJ. Man kann nun 
in 102, wenn a> 0, beide Funktionen '!fJ(X) und 'l'(x) durch solche 
streckenweise lineare ersetzen, bei welchen die Verlangerung der einzelnen 
Geradenstiicke durch den Nullpunkt hindurchgeht (y = kx). Hieraus 
schlieBt man wie in Losung 162 die Giiltigkeit von (*) fiir eine solche 
in 0, 1 eigentlich integrable Funktion f(x), die in einem den Nullpunkt 
enthaltenden Intervall verschwindet; es ist z. B. 

lim '~'n(fJ, 1) = 1 - fJ, 0 < fJ < 1 [Losung 162]. 
n-+oo n 

164. Vgl. 162. Anstatt 102 wende man 137 an. 
165. Vgl. 162. Anstatt 102 wende man 137 an. 
166. Die Bedingung von 165 ist erfiillt, weil 

n e2nikn0- 1 
e2nikX1 + e2nikx, + , , , + e2:rikXn = e2nikyl) = e2:rik0 --.---· • 

e2ntk6- 1 
Y=l 

167. Es handelt sich mit den Bezeichnungen von 166 urn 

lim f(xl) + f(x2) + ... + f(xn)' f(x) = gJ(a ()- ()d + x d), 
n-+oo n 

wo 7J(Y) = 1 oder 0, je nachdem die zu y nachstgelegene ganze Zahl rechts 
oder links von y liegt. (Fiir y = n, n + }z, n ganz, sei z. B. 7J(Y) = }z.) 
Aus 166 folgt, daB dieser Grenzwert. 

1 1 

= jf(x)dx = J gJ(y)dy = i 
0 0 

ist. Auch fiir arithmetische Progressionen hoherer Ordnung [I 128] 
giiltig, wie sich mit tieferen Hilfsmitteln beweisen laBt [H. Weyl, 
a. a. 0. 162, S. 326]. Dieses Resultat kann als Ausdruck eines ge
wissen Grades von ,Regellosigkeit" der Folge E1, E2, c3, ••• , En, ••• auf
gefaBt werden (vgl. R. v. Mises, Math. Zeitschr. Bd. 5, S. 57, 1919). 



lntegralrechnung. 

168. [E. Heeke, Abhdl. Math. Sem. Hamburg, Bd.1, S. 57-58, 1922.] 
Nach I 88 ist 

I. (1 ) ~ n li a1 + a2 +···+an 1m - r ~ anr = m , 
r-+1-0 n= 1 n-+oo n 

vorausgesetzt, daB der letzte Grenzwert existiert. Dieser ist aber 
fi.ir a11 =(nO- [nO]) e2"'i""' nach 166 

/
1 . 1 

= xe2ntqzdx = 2niq. 
0 

169. [E. Steinitz, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 19, 
S. 361, 1912. Losung von G. P6lya, ebenda, Serie 3, Bd. 21, S. 290, 1913.] 
Der Grenzwert ist die in 99 erkHirte Funktion f(x). Fiir irrationales x 
vgl. 166, fiir rationales x einfacher. 

170. Man erhalt 10n 0 - [ 10n Ol, wenn man das Komma des Dezimal
bruches 0 urn n Stellen nach rechts verlegt und alle Ziffern links vom 
Komma weglaBt. Es sei IX = 0, IX1 IX2 ••• lX~: ein endlicher Dezimalbruch. 
Man wahle n so, daB 1ono- [10n0] mit den Ziffern lXI> IX2, ••• , IX 11 

anfangt und darauf r Nullen iolgen; dann ist 

11ono- c1onoJ- lX 1 < 10!+r. 
171. Nach dem Taylorschen Satz ist 

1 1 1 flln 
e = 1 + 1! + 2 ! + · .. + n ! + (n + 1)T, 0 < On< 1, 

n I n I flln 
woraus n! e = n! + _:_ + _:_ + · · · + 1 + -- folgt Fiir n ? 2 ist 

1! 2! n + 1 · 
~ e ~ 3 

--<--<1, also n!e-[n!e]=--<--. 
n+1 n+1 n+1 n+1 

172. [Nach Mitteilung von H. Priifer; H. Weyl hat bewiesen, 
a. a. 0. 162, daB die fragliche Menge iiberall dicht, sogar gleichverteilt 
ist im Intervall 0 < x < 1.] Fiir r = 1 folgt der Satz aus 166. Es sei 
also r > 1. Man kann annehmen, daB a, irrational ist [ sonst laBt man 
die hOchsten rationalen Glieder von P(x), die sich mod. 1 periodisch 
wiederholen, fort]. Hatten die :(raglichen Zahlen nur endlich viele 
Haufungsstellen, so konnte man dasselbe von den .,Resten" der Zahlen 

(r-1) (r-1) P(n + r- 1) - 1 P(n + r- 2) + 2 P(n + r- 3)- ... 

+(-1)'- 1P(n)=a,r!(n+ 1 
2_!_)+a,_ 1(r-1)!, 

mod. 1 genommen, behaupten, was 166 widerspricht. 
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173. Es sei k positiv ganz, dann ist 
e2nikz, + e2nikz, + ... + e2nikx,. 

beschrankt [166] ; partielle Summation zeigt, daB auch 

/Xl e2nikz1 + IX2 e2nikz, + , , , + <Xn e2nikz,. 

beschrankt ist [165]. 
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174. [L. Fejb.] Es sei N(x) die Anzahlfunktion der Folge 
g(1), g(2), ... , g(n), .... Wenn t = y(x) die inverse Funktion von 
x = g(t) bezeichnet, dann ist N(x) = [y(x)]. Die Fnnktion y(x) besitzt 
entsprechend den Bedingungen 1.-4. folgende Eigenschaften, wenn 
x > g( 1) ist: y(x) ist stetig differentiierbar, y(x) wachst monoton mit x 

ins Unendliche, y'(x) wachst monoton mit x ins Unendliche, ~(~; ~ o. 
X 

X--

H. hli B d X 2 2 X 1eraus sc e t man, a -( ) < 2 ( ) = -,-(-) , - < x1 < x, 
yx () X y X1 2 yx -r-

2 

daB y~x) ~ 0; ferner y(~;) e) ~ 1 , wenn e fest ist oder bei wachsen-

dem x beschrankt bleibt. 
Es sei 0 <<X< 1. Es geniigt, zu beweisen [162], daB 

m-1 

~ (N(k +<X)- N(k)) + N(m + ln) - N(m) 
k=l , m=[g(n)], ln=Min(Xm<X) 

N(m +xn) 
fiir n~ oo gegen <X konvergiert. Ersetzt man hier N(x) durch y(x), 
so folgt nach dem tiber y(x) Gesagten, daB diese Behauptung mit 

1 m 
lim -( -) ~ (y(k + <X) - y(k)) = <X 
m~oo r m k=l 

gleichwertig ist. Nach 19 ist dieser Quotient, g(1} = x0 gesetzt, 
m 

= y(m +IX}- y(m) + _1_f(y(x +IX}- y(x}) dx + o(y'(m}) 
2 y(m) y(m) y(m) 

z, 
m 

= r~rf r'(~)dx + o(1), 
z, 

x < ~ = ;(x) < x + .x. Da y'(x) monoton ist, hat man 
m m m 

y(m)- y{xo) = f y'(x) dx < f r'W dx < f y'(x +IX} dx 
~. :t::o Xo 

= y(m +<X)- y(x0 +<X). 

175. Spezialfall von 174: g(t) =at~. 
176. Spezialfall von 174: g(t)· = a(logW. 
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177. Es sei 0 < e:.:;:; 1. Setzt man 

Sn = I sin 1" ~ I + I sin 2" ~ I + .. · + I sin n,. ~I , 
dann folgt aus 174 fUr 

c 
g(t) = 2:n ta' f(x) =I sin2:nx j, 

daB 1 

lim sn =flsin2:nxldx = ~-
n~= n :n 

0 

ist. Es ist also (s0 = 0) 
n n-1 

"'!Sv- Sv-1 ~ ( 1 1 ) Sn 

..::::_. yl! = ..::::_. Sv y!!- (v + 1)!? + ne-->- + 00 • 
v=1 v=1 

178. [J. Franel, Zurich. Naturf. Ges. Bd. 62, S. 295, 1917.] Es 
sei im Dezimalsystem geschrieben 

fn = c(n), cf'> c~0 cf'> ... 

(der Fall, wo aile cJ'> von einem gewissen j an = 9 sind, sei ausge
schlossen) und man setze in 175: a = !-, a = 1()i - 1 ; es ist dann 

Xn = 10i -t yn- [10i - 1 VnJ = 0, cJ'> cj"/.1 cj"J_"d ••• , 

d. h. cjn> = [10xn]. Dann und nur dann ist also cjn> = g, wenn 
g g+1 
-<xn<--- ist. D.h. g+ 1 10- 10 

10 

lim Yq(n) =}.dx = __!__. 
n~= n 10 

g 

10 

179. Mit den Bezeichnungen von Losung 174 ist zu beweisen: 
m-1 "' 
J; (N(k + 1X)- N(k)) + N(m +An)- N(m) f 

limk-l N( ) = K(x,~)dx, 
m+xn 

0 

wenn n-->- oo, m-->- oo, Xn-->- ~- Hierbei ist N(x) = [q"']. Ersetzt man 
im fraglichen Ausdruck N(x) durch q"', was wegen mq-m ~ 0 berechtigt 
ist, so erhalt man 

"' Der letzte Ausdruck ist = J K(x, ~) dx, wie man durch Integration oder 
0 

besser durch Differentiation nach 1X einsieht. 
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180. Die Funktion 
1 1 !; 

If!(~)= jf(x)K(x,~)dx = :~~ q-;(jt(x)q"'dx + (q -1) Jt(x)q"'dx) 
0 0 0 

ist stetigimlntervalle o:=::;~<1, fernerist lfJ(O)=IJl(1). Sie ist dann 
und nur dann konstant, wenn f(x) an jeder Stetigkeitsstelle denselben 
Wert annimmt (differentiieren!). Fiir a--+oo hat man q--+1, fiir a--+0 
hat man q-= oo. Dementsprechend ist 

1 1 

lin1 /f(x)K(x, ~)dx = jf(x)dx. 
q-+ 1 0 0 

Bei unbegrenzt wachsendem a schrumpft also ](a; f) zu dem einz1gen 
1 

Punkt /f(x)dx zusammen; die Verteilung ist fiir groBe a nahezu gleich
o 

maBig [176]. Wenn 0 < t < 1 ist, ist ferner 
1 

lim /f(x)K(x, ~)dx = /(~) 
q-+=o 

an jeder Stelle ~' wo f(x) stetig ist [132]. Wenn f(x) an der Stelle ~ 
eine Unstetigkeit erster Art aufweist, dann ist der Grenzwert = f(~- 0). 
Fur ~ = 0 oder ~ = 1 ist dieser Grenzwert = f( 1 - 0). Ist also f(x) 
z. B. von beschrankter Schwankung, so nahert sich ](a;/) fiir a--+ 0 
dem Intervall, das aus dem gesamten Variabilitatsbereich von f(x) 
im offenen Intervall 0 < x < 1 besteht, an den Unstetigkeitsstellen 
erster Art die Strecke zwischen den Grenzwerten von links und rechts 
dazugerechnet; die V erteilung ist fiir kleine W erte von a nahezu so 
wie in 182. 

181. []. Franel, a. a. 0. 178, S. 285-295.] Unter Logn den Briggs
schell Logar.ithmus von n verstanden, sei im Dezimalsystem geschrieben 

logn Log n = --- = ctn) c'n) cln) cln) 
log 10 ' 1 2 3 • • • • 

Man setze m 179, 
1oj- 1 . 

180: a = -1-- , dann 1st 
og10 

Xn = 10i - 1 Logn- [10j - 1 Logn] = 0, ct) cj";.1 cj";.2 .. ., 

d. h. cjn) = [ 10 Xn] • Es handelt sich also urn den Wertevorrat der stetigen 
Funktion 

o+1 
10 

If!(~) = f K(x, ~) dx 
g 

10 

1m Intervalle 0 < ~:::::: 1, wobei K(x, ~) wie in 179 definiert ist, 
log10 

_ 10i=l _ 10101 -i q-e - . 
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182. Es sei [Losung 174] 

m = [g(n)], x = g(t), t = y(x), N(x) = [y(x)]; 

kraft 1.-4. ist y(x) fiir x > g(1) stetig differentiierbar, wachst monoton 

ins Unendliche mit x, ferner y'(x)---+ + oo, :~:? ---+ + oo. Hieraus 

y(x - c) N(x- c) 
schlieBt man --y(.xr- ---+ 0 fiir x---+ oo und auch N (x) ---+ 0 , wenn c 

> 0 oder bei wachsendem x oberhalb einer festen positiven Zahl 
bleibt. Es sei 0 < ~ < 1 , f(x) stetig an der Stelle ~, c > 0 belie big, 
b>O so bestimmt, daB 1/(x)-/(~)l<c ist fiir !x-~l<b. Dann 

b 
gilt, wenn n so gewahlt wird, daB ! Xn - ~I < 2 [I 101] , 

I fjJ(1) + f(x2) + · · · + f(xn) _ /(~) I 
. n I 

<1/(x~)- /(~)I+ l/(x2)- tml +· · · + lf(xn)- /WI< 2MN(m+ ~-J) + c, 
- n n 

vorausgesetzt, daB l/(x)l < M ist. Laut Voraussetzung ist aber 

N(m + ~ - J) N(m + ~- J) f .. , 
n < . J)---+0 ur m---+oo. 

N(m+~- 2 
Es habe jetzt f(x) eine Unstetigkeit erster Art an der Stelle ~ 

und sei wieder lxn- ~~ < i. Wenn /k(b) und M(b) die untere bzw. 
2 

obere Grenze von f(x) im Intervall I x - ~I < b bezeichnen, dann ist 

-2M N(m +n ~- b) + /k(J) < /(xl) + f(x2): ... + f(xn) 

<2MN(m +~-b)+ M(J); 
n 

aus diesen Ungleichungen folgt, daB die fraglichen Haufungswerte sicher 
zwischen /(~- 0) und /(~ + 0) liegen. DaB die gauze Strecke zwischen 
/(~- 0) und /(~ + 0) von den Haufungswerten ausgefiillt wird, zeigt man 
folgendermaBen: Da /(x) eigentlich integra bel ist, so gibt es in belie
biger Nahe von ~ Stetigkeitsstellen von f(x) [108]; es seien r und ~II 
zwei solche, 0 < ~~ < ~ < t' < 1 . Die Indices n', n'' sollen je eine 
Folge von positiven ganzen Zahlen durchlaufen, fiir welche Xn'---+ t, 
Xn"---+ ~", [g(n')J = [g(n")J gilt. Setzt man f(xl) + f(x2) + · · · + f(xn) = nF n, 
so ist Fn'---+ /(~'), Fn"---+ /(~"). Es ist ferner fiir jedes n 

IF -F I=~~- f(xn+1) I 2M 
n n+I n + 1 n + 1 < n + 1 . 
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Die Sequenz Fn',Fn'+!,Fn'+2, ... ,Fn" ist ,langsam auf- oder abstei
gend" im Sinne von Losung I 100. 

Fiir den Fall ~ = 0 oder .; = 1 ist der Beweis leicht zu modi
fizieren. 

183. Spezialfall von 182: g(t) = a(logt),.. 
. -- 1oi-l -

184. Folgt aus 182,183 fiir g(t)=1o1 - 1 fLogt=---:-==flogt, 
yiog10 

f(x) = 1 fiir [10x] = g, sonst f(x) = 0. Vgl. 178, 181. 
185. [H. Weyl, a. a. 0. 162, S. 319-320.] Es geniigt, den Satz 

fiir f(x1, x2, ••. , Xp) = e2 ni(k,x, +k,x,+ .. · +kpxp) zu beweisen, kv k2, ••• , kp 

gauze, nicht durchweg verschwindende Zahlen [165]. Wird 

gesetzt, dann ergibt sich 
t 

1 J e2ni1Jt- 1 
- e2ni(a+IJt) d t = e2nia ---. ---* 0. 
t 2nt8t 

0 

186. Spezialfall von 185: p = 2, f(xv x2 ) = 1, wenn .x1 < x1 < <X2, 

{J1 < x2 < {J2, sonst f(xv x2) = 0 im Einheitsquadrat. 
187. [Vgl. D.KonigundA.Szucs, Palermo Rend. Bd.36, S.79-83, 

1913.] Man kann annehmen, daB die fragliche Bewegung in dem 
Quadrate 0 < x < f, 0 < y < i vor sich geht. Durch Spiegelung an den 
Geraden x = i bzw. y = i erhii.lt man auBer f noch drei Bereiche, die 
mit f einen Teilbereich f* des Einheitsquadrates O<x<1, O<y:S1 
ausmachen. Wird f* achsenparallel urn gauze Zahlen verschoben, so 
entsteht eine unendliche Anzahl von Bereichen, ahnlich wie in 186. 
Die urspriingliche Zickzackbewegung im Quadrat 0 < x sf, o s:; y s:;! 
kann durch cine geradlinige Bewegung ersetzt werden. Spezialfall 
von 185: p = 2, f(x1 , x2) = 1, wenn x1 , x2 in f* liegt, sonst f(xv x2) = 0 
im Einheitsquadrat. 

188. [G. P6lya, Gott. Nachr. 1918, 28-29.] Man setze in VIII 35: 
'!f(Y) = e2nikv, k positiv ganz; dann ist mit den dortigen Bezeichnungen 
g(n) = 0 fiir n > k. D. h. 

1 ~'If(~) I=\~ ~(:)g(t)\:Sfg(1)[+[g(2)[+ ... +[g(k)[ 
(r,n)=l n t!n;t;Sk 

fiir jeden Wert von n [165]. Wegen <p(n)--* oo vgl. VIII 264. 
189. Mit den Bezeichnungen von 188 setze man in I 70: 

bn = <p(n), 

P 61 y a· S z e g 6, Aufgaben und Lehrsatze I. 

n = 1, 2, 3, 
16 
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190. Man wende 137 auf x-Pf(x) an. Fiir diespeziellenFunktionen 
a0 xP + a1 xP+l + · · · + a1xP+l, a0 , av ... , a1 Konstanten, vgl. 40. Das 
Resultat verallgemeinert einen bekannten Satz der Wahrschein1ichkeits
rechnung. Vgl. z. B. A. A. Markoff, Wahrscheinlichkeitsrechnung, 
S. 33-34. Leipzig: B. G. Teubner 1912. 

191. Wenn kn = 2(:n)1 ~ den h6chsten Koeffizienten von Pn(x) be
n. 

zeichnet [Losung VI 84], dann ist 

(1 + xr) (1 + xr) ... (1 + xin) = k;1(-1)-n Pn(-1) = k~ 11-n Pn(J.) 

[49, 203]. 
192. Es ist [52] 

1t 

1 1 + fi2--=1 1 / 1 ( cosfJ)d-Q og =- og 1 + -- ·u·. 
2J. n 1 

0 

Man setze in I 179 
1l 

~ J cosk {} d {}) , A= 2. 
0 

193. [Vgl. G. Szego, Math. es term. tud. ert. Bd. 36, S. 531, 1918.] 
Aus 192 analog wie in 164. 

194. Spezialfall von 193: f(x) = 1, wenn rx < x < fJ ist, sonst 
f(x} = 0 im Intervalle - 1 -s x < 1. 

195. Man kann a1 > a2 > · · · > a1 annehmen; dann ist 

Der Klammerausdruck konvergiert gegen 1. - Anderer Beweis aus 
196 und I 68. Vgl. 82. 

196. [Losung 195.] 
197. Es sei f(x) = c(x- a1) (x- a2) .•. (x- a1), c =f 0. Wegen 

f' (x) 1 1 1 
f(x) = x - a1 + x - a2 + · · · + x -- a1 

ist 

-n-1 + -n-1 + + -n-1 Cn = a1 a2 • • • a1 , n = 0, 1, 2, .... 

Man wende 195, 196 an. (III 242.) 
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198. f(x) sei fiir x = ~ Maximum, a<~< b, e > 0, o positiv und 
so klein, daB 

fW - e < f(x) < /(~), 

wenn nur I x- ~I < o, a< x < b ist. Es ist 
;;+J b b 

[/(~)- e]n J <p(x)dx <j <p(X) [f(x)]ndx < [f(~)]n J <p(x) dx 
~-~ a a 

(fiir ~ - o < a ersetze man die untere Integrationsgrenze ~ - o durch a, 
fiir ~ + o > b die obere Integrationsgrenze ~ + o durch b). Man ziehe 
die nte Wurzel, lasse n iiber alle Grenzen wachsen und nachher e gegen 0 
konvergieren. - Vgl. 83. 

199. Erster Beweis [P. Csillag]. Es sei 0 < e < M = Maxf(x). 
Dann ist 

b 

J <p(x) [f(x)Jn+l d x > J <p(x) [f(x)Jn+l d x > (M - e) J <p(x) [f(x)]n d x, 
a f(x)~M-• j(x)~M-e 

f<p(x) [f(x)]n d x > f<p(x} [f(xW d x > c( M - ~) n' 
f(x)~M-e f(x)~M-2 

wobei die positive Konstante C von n unabhiingig ist. Folglich hat 
man 

b 

J <p(x) [f(xW+ 1 dx J <p(x) [f(x)]"dx 
M > a b :=:: (M - e) __ _.f_::.:(x-'-') :2::=-M=---' --------

J <p(x) [f(xW d x J <p(x) [f(x)]ndx + J <p(x) [f(x)]ndx 
a /(X)~M -e /(X) <M-e 

Der letzte Quotient konvergiert ftir n-->- oo gegen 1, weil 

b 

jcp(x)[f(x)]ndx (M- e)"j<p(x)dx 
'-'-/(X-'-) <--'---M_-_• ___ < ------,--a-

c(M -fr J <p(x) [f(xWdx 
j(x)~M-• 

Der Beweis stiitzt sich eigentlich auf den Lebesgueschen Integralbegriff. 
Zwei ter B eweis. Setzt man 

b b n-1 n+I 

In= J cp(x)[f(x)]"dx = Jllq;(x) [f(x)f2-. YIP(x) [f(x)f2 dx, 
a a 

dann gilt [81] 
n=1,2,3, .... 

Die Folge In+! ist somit monoton wachsend, ihr Grenzwert ergibt 
In 

sich aus 198 und I 68. 

16* 
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200. Einfi.ihrung einer neuen Variablen fk11,(x- ~) = t liefert 

l"kn (b- ;) 

1 f -t'd fkn e t. 
- Vkn(;-a) 

00 

Dieses Integral konvergiert fi.ir n--* oo gegen Je-t' dt = y--;;. 
-oo 

201. [Laplace, Theorie analytique des probabilites, Bd. 1, Teil 2, 
Kap.1; Oeuvres, Bd. 7, S. 89. Paris: Gauthier-Villars 1886. G. Darboux, 
Journ. de Math. Serie 3, Bd. 4, S. 5-56,377-416, 1878. T. ]. Stieltjes, 
Ch. Hermite, Correspondance d'Hermite et de Stieltjes, Bd. 2, S. 185, 
315--317,333. Paris: Gauthier-Villars 1905. H. Lebesgue, Toulouse Ann. 
Serie 3, Bd. 1, S. 119-128, 1909. H. Burkhardt, Miinch. Ber. 1914, 
S. 1-11. 0. Perron, Miinch. Ber. 1917, S. 191-219.] Es sei s > 0, 
(j positiv und so klein, daB a < ~ - (j < ~ + (j < b und 

(j?m- e < ft?(X) < ft?(~) + e1 h!'(~) - e < h"(x) < h"(~) + s < 0 1 

wenn nur ~ - (j < x < ~ + (j • Dann ist 

b ~+o J ft?(X) en[h(x) -h(;)] dx = J ft?(X) en[h(x) -h(;)] dx + O(~n) 
a ;-o 

0 < ~ < 1 1 ~ hangt von e, jedoch nicht von n ab1 ~- (j < t< ~ + b, 
~ - (j < t' < ~ + (j . Das erste Glied rechter· Hand liegt zwischen den 
beiden Schranken 

Ho 

[9?(~)- e]f e%(x-;)'[h"W-•ldx, 

;-o 
die nach 200 asymptotisch gleich 

11 2n 
[9?(~) - s] V - [h"(~) - e]n bzw. 

;\'+0 

[9?(~) + s] f e% (x-mh"(;J+•l dx' 

~-0 

11 2n 
[9?(~) + e] V - [h/'(~) + e]n 

sind. - Der Satz gilt auch fiir kontinuierlich ins Unendliche wachsen
des n. 

202. [W allissche F ormel.] 
:n: 

1 . 3 ... (2n- 1) 1 ;·. 2 d --'-------'- = - Sln n X X • 
2. 4 ... 2n n 

0 

Spezialfall von 201 : 

a= 0, b = n 1 ft?(x) = ~, f(x) = sin 2 x, ~ = ~. (Folgt auch a us 205.) 
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" 
Pn(A) =-1 ((A+ fA2 1 cosx)ndx. 

2n}' 
-n 

Spezialfall von 201: 

245 

a=-n, b=n, 
1 

qJ(x) =-, f(x) =A+ fA2 .,--1 cosx, ~ == 0. 
2n 

204. 

2.n 

i-v ].,(it)= _!_frtcosxcosyxdx. 
2n 

0 

Spezialfall von 201 : 
1 

a= 0, b = 2n, q.J{x) = -COSYX, f(x) = e-cosx, ~ = n, n = t. 
2n 

205. [Stirlingsche Forme!.] 

Spezialfall von 201 : 

00 

T(n + 1) = nn+ 1j(r"'x)ndx. 
0 

a= 0, b = oo, qJ(x) = 1, f(x) = r"'x, ~ = 1. 

Die scharfere Formel folgt aus Li:isung 18 oder I 167. 
206. N ach 205 ist 

(nk+l) T(nk+l+1) ( nk )l T(nk+1) 
n = F(n+1)F(nk-n+l+1)""' nk-n F(n+1)F(nk-n+1) 

~(k k J(nekrk(;r(nke nrk-nv2nn·~:~:k-n). 
207. Ersetzt man x durch tx, so lautet das fragliche Integral 

Es sei t so groB, daB t- 1 < }. Das Integral 
t 

t"'Jxa<-1 (;fdx 
t-1 

kann weggelassen werden, well die Funktion f(x) == (; r im Inter-

valle 0 < x < i wachst; also dort f(x) < f2 e < e ist. Auf das Integral 

wen de man 201 an: 

a=~, b=oo, qJ(X)=xa<-1, f(x)=(:)"'. ~=1, n:_t. 
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1 

208. Ersetzt man x durch • - 1- IX ( 1 + x) , dann ergibt sich 
00 

__ 1 (1-IX _ _!!:_)! ( _ _!!:_(1+x)1X-1-IXX) 
• 1-~Xexp -IX-. 1-IX exp • 1-IX IX dx. 

-1 

Spezialfall von 201 : 

a=-1, b=oo, ( h(x) =(1+x)IX-1-~Xx, ((J x) = 1, 
IX 

~=0, 
1 

IX 

n=-r-1-IX. 

209. Ersetzt man x durch r 1t;;(1 + x), dann ergibt sich 
00 

e-1t~ exp(e- 1 IX~) J exp {e-1£i t~[x- (1 + x) log(1 + x)]} dx. 
-1 

Spezialfall von 201 : 

a= -1, b = oo, qy(x) = 1, h(x) = x- (1 + x)log(1 + x), 
1 

~=0, n = e-1 IX tiX. 

210. Wir setzen 'YJ = n-i+•, 0 < e < ~. Der fragliche Ausdruck 
ist [205] 

Ml-l+,Bn- 1 

= ~ [ 1 + 0 (!) Jf[e-z(1 + x)]"dx 
-1 

~Xn-l+pn--1 

= ~ [ 1 + 0 (!) Jf[e-z(1 + x)]"dx + O(fne-ln2 •); 

die Funktion e-Z(1 + x) wachst namlich fiir X< 0, so daB in dem ver
nachlassigten Teil der Integrand kleiner ist als [e'~(1 - 77)]". In dem 
restierenden Integrationsintervall entwickelt, ist 

-n=:'(l+Oz)-4 
Der Faktor e 4 ist = 1 + O(n- 1+4•). Wir erhalten somit 

~~:n-l+Pn- 1 

~[1 + O(n-1+4•)]fe -n(~--i}dx + O(fne-1"2 '). 

-1] 

.. ~ .x3 
Der Faktor e 3 ist = 1 + n- + O(n,-1+6•). 

3 
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x' 

GroBenordnung n- i ist, so liefert das 0-Glied von en 3 einen Beitrag 
O(n-1+ 6 •). Es ergibt sich somit 

an-!+pn-' 

V 2: [1 + O(n-1+4E)]Je-n~(1 + n ~3)dx + O(n-1+6•) 

211. [V gl. A. de M oivre, The doctrine of chances, 2. Auflage, 
S. 41-42. London 1738.] Man hat 

X 

Kn(X) = ~fe-xxndx = 1- e-x(1 + ~ + x2 + · · · + xn), 
n! 1! 2! n! 

0 

so daB Xn die einzige positive Wurzel der transzendenten Gleichung 
Kn(x) = 1 - 2 ist. Nach 210 ist fiir beliebige von n freie IX und fJ 

Kn(n + IX "(n" + {J) = A + ,~ + o ( 1_) , 
yn yn 

wo A und B die dortige Bedeutung haben. Man bestimme IX und fJ 
derart, daB A= 1-2, B = 0 ist. Dann muB Xn- (n + IX"(n" + fJ) 
gegen Null konvergieren. Ware namlich fiir unendlich viele n etwa 

xn - (n + IX lin+ fJ) > c > 0, so konnte man 

B' ( 1 ) 1 - 2 = Kn(xn) > Kn(n + IX Vn + fJ + c) = A + 11: + o Vn 
schlieBen, wo B' analog von ex und fJ + c abhangt, wie B von ex und fJ. 
E . 1· h B' B 1 -~ 1 -~ W s 1st nament 1c = +---== c e 2 =---== ce 2 > 0. egen 

V2n V2n 
A= 1 - 2 ist die letzte Ungleichung unmoglich. Ahnlich zeigt man, 

daB Xn- (n + IX "(n" + fJ) < - c < 0 fiir unendlich viele n nicht bestehen 
kann. 

212. Durch eine ahnliche Rechnung wie in 201 ; man beachte 
anstatt 200 die Formel 

a reell, k > 0, a, k fest. - 210 ergibt sich nicht vollig hi era us. 
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213. Durch eine ahnliche Rechnung wie in 201, ergibt sich, daB 
das fragliche Integral 

~+en ~+en "'J ff!(x)enh(xldx = f{!(t)enh(~) J en[h(x)-h(-'lldx. 
~-~ "-~ 

Hierbei ist En= ~Xn -llogn + pn -I, t5 positive Konstante, o so klein und 
n so groB gewahlt, daB im Integrationsintervalle ff!(x) stetig, h(x) zwei
mal stetig differentiierbar und h'(x) > 0 wird; es ist ~- (J <~~<~+En. 

Es sei 'f/n = n -i gesetzt und n weiterhin so groB gewahlt, daB 
En< 'f/n < (J. Im Intervall ~- (J, ~-'fin ist dann der Integrand von 

der Gri:iBenordnung e-n '1n h' = e- nth', wo h' eine positive untere Schranke 
fiir h'(x) bezeichnet. In dem restierenden Teil entwickle man bis zu 
den Gliedern zweiter Ordnung 

;+en n J nh'(,:)(x-;)+-(x-;)'h"W') 
e 2 dx, 

~-1}n 

Hier ist h"(t') beschrankt und n(x- ~) 2 <n17~ = n-t. Man hat ferner 

214. Variablenvertauschung ergibt: 
.;+ <>logn +!_ 

n n 
e-nnn+lf 

(el+"'x)ndx 
n! 

0 

215. N ach Losung 211 ist 
-Xn Xn 

-;je-xxndx =-; [e"xndx = 1. 
n. n .. 

0 0 

[205, 213]. 

Man bestimme die Konstanten 1X und p in 214 derart, daB A= 0, 
B = 1 wird. Dann muB Xn- (~n + i\logn + /1) gegen Null konver
gieren [Losung 211]. 

216. Es sei g(x) < G = konst. fiir x > 1; das Integral 
X 

00 

e-nnn+lj( 1-x+xg(nx) )n 
an= \e nx x dx 

n! o 

zerspalten wir in vier Teile, entsprechend den vier Intervallen (0, e), 
(c:, 1- c:), (1- c:, 1+ c:), (1+ c:, +oo). Hierbei sei c: von n £rei, O<e< -!, 
e < y und so klein, daB im ersten Intervall x e1 -x+Ge < 1 ist. Im zweiten 
und vierten Intervall ist x e1 -x < 1; man wahle (J = CJ(e) so klein, daB 
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daselbstsogar xel-z+<lz<1 gilt, ferner n so groB, n>N=N(e), daB 

ebenda g(nx) < !5 und ne > 1 ist. Der Integrand ist dann mit Aus-
nx 

nahme des dritten Intervalls 0(0""), 0 < 0 < 1, 0 von x und n frei, 
0 = O(e). Aus dem Mittelwertsatz der Integralrechnung folgt [man 
beachte noch 205] 

Es ist somit 
logan _ g(n;) ( ) 
g(n) - g(n) + o 1 . 

Nun existiert lim g(cx( n)) gleichmaBig fur 1 - e <ex< 1 + e und der 
n~oo g n 

Grenzwert unterscheidet sich belie big wenig von 1, wenn e geniigend 
klein ist. 

217. Das fragliche Integral laBt sich folgendermaBen schreiben: 

,. Vn ( z ) n 
-,-----------,--c----n_!_2-c-2-c-n _ _i_f 2n cosy;;: -1 IT 2 n - y 
(2n-1)(2n-2)(2n-3) ... nyn 2 v=l i~ dx. 

- nVn 2neln_y 

Man wende 115 an. Der Grenzwert des Integranden ist e-"'' [59], 
und zwar gleichmiiBig in jedem endlichen Intervall, wie eine Erganzung 
des Beweises von 59 bestatigt. Fiir ein · passendes F(x) im Sinne von 
115 vgl. G. P6lya, Gott. Nachr. S. 6-7, 1920. - Beziiglich der ver
allgemeinerten Laplaceschen Formel vgl. auch R. v. Mises, Math. 
Zeitschr. Bd. 4, S. 9. 1919. 

218. [Vgl. G. P6lya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 24, 
S. 282, 1916.] Es sei Xn, Xn > n, die Stelle, an welcher Mn erreicht wird. 

Mn = vX:(xn- 1)(xn- 2) ... (xn- n) -Xn= Xn- n (Xn) -Xn 
1 1 a ,;- n a ' n. n. yXn 

1 1 1 1 
-+--+--+ .. ·+--=loga. 
2 Xn Xn - 1 Xn - 2 Xn - n 

Hieraus schlieBt man wegen 16, daB, b = {1 - a- 1) _, gesetzt, 
Xn = (n + !) b +en ist, limen= 0. Es ist b > 1. Wenn also e eine 

n-+oo 

positive Zahl und n geniigend groB ist, gilt 

((n+~b-e)< (:)< ((n+~b+e). 
Diese heiden Schranken sind nach 206 asymptotisch gleich 

(b- 1)n (-b-)(n+t)b+t-• (b- 1)n (-b-)(n+!)b+l+• 
f2:nn b- 1 bzw. f2:nn b- 1 
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219. Wie in 218, unter Benutzung von 17. 
220. f(n, x) =I Qn(x) Ia-"' gesetzt, ist fiir m- 1 < x < m, m positiv 

ganz, 
f(m -1,x)"2. f(m, x)"2f(m + 1, x)> · · · 

[III 12], so daB die obere Grenze von f(n, x) bei £estern x > 0 und 
variablem n fiir n < x erreicht wird. V gl. 218. 

221. [219, 220.] 
222. Die Stelle Xn, an welcher M n erreicht wird, bestimm t sich 

fl. E . 1i Xn 1i n - Xn aus n=xn+a,uxn• s 1st n>xn, m-=1, m--=a,u. 
n-+oo n n-+oo n~"' 

Daraus folgt Xn = n- a,unfl- + o(n~-'), logxn = logn- a,unfl.- 1 + o(nu- 1), 

also 

log M~ = n logxn- Xn- a<.,- n log!"_+ o(n~-') = -an~-'+ o(n·u). 
n. e 



D r i t t e r A b s c h n i t t. 

Funktionen einer komplexen 
Veranderlichen. 

Allgemeiner Teil. 

1. z + z = 2x, z- z = 2iy, zz = r 2 • 

2. Die offene rechte Hal be bene; die abgeschlossene rechte Hal b
e bene; der offene Parallelstreifen, welcher von den Parallel en im Abstand 
a bzw. b zur reellen Achse begrenzt wird; der abgeschlossene Winkel
raum zwischen den heiden Halbstrahlen, die mit der positiven reellen 
Achse die Winkel ex bzw. fJ einschlieBen; die imaginare Achse; die 
Kreislinie urn z0 vom Radius R; die offene bzw. abgeschlossene Kreis
scheibe urn z0 vom Radius R; der abgeschlossene Kreisring zwischen den 
heiden Kreisen vom Radius R hzw. R' urn den Nullpunkt; der Kreis 

R Rd. R urn - vom a ms - . 
2 2 
3. Eine Ellipse hzw. eine Ellipsenscheibe mit den Brennpunkten 

a und b und der graBen Achse k fiir I a - b I < k . (Fiir I a - b I = k 
entadet die Ellipse in eine Strecke.) Ist k < I a- b I, so geniigt kein 
Punkt z der Bedingung. 

4. Sind z1 und z2 die heiden Wurzeln der Gleichung z2 + az + b = 0, 
so handelt es sich urn das Innere der Kurve I z- z1 ll z - z21 = R2 

mit den ,Brennpunkten" z1 und z2 • Sie ist der geometrische Ort samt
licher Punkte, deren Abstande von z1 und z2 das konstante Produkt R2 

\z- z I 
ergehen, und besteht aus zwei getrennten Stiicken fiir R < 1 2 2 , 

lz - z I lz - z I 
hingegen aus einem Stiick fiir R > 1 2 • Wenn R = 1 2 ist, 

2 2 
so heiBt die Kurve Lemniskate. 

5. Die fragliche Bedingung ist aquivalent mit 

1 z- a 12 ; 11 - az 12 , oder mit (1 -I a 12) (I z \2 - 1); o. 
Die Punkte der ersten Kategorie liegen im Innern \ z [ < 1 des Einheits
kreises, die der zweiten auf dem Einheitskreise I z I= 1, die der dritten 
im AuBeren I z I> 1 des Einheitskreises. (Der Wert des in Rede 
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stehenden Ausdruckes ist fiir z = oo gleich - !. ; z = oo gehOrt in die 
a 

dritte Kategorie.) 
6. Die fragliche Bedingung ist aquivalent mit 

oder mit 

Da a+ a reell und positivist, lautet diese Bedingung: ffiz~ 0. Die 
Punkte der ersten Kategorie liegen rechts, die der dritten links von 
der imaginaren Achse, die der zweiten auf der imaginaren Achse. (Der 
Wert des in Rede stehenden Ausdruckes ist ftir z = oo gleich -1; 
z = oo gehOrt in die zweite Kategorie.) 

7. Setzt man a = r + i <5, ..:!. = x + i y, so lautet die Gleichung 
z2 

.x(x2 + y2) + 2(yx + <5y) + fJ = 0. 

8. Ein Rad vom Radius a roUe auf der reellen Achse, mit ihm 
sei ein Punkt P im Abstand b vom Mittelpunkt fest verbunden. Der 
Punkt z1 beschreibt eine Gerade, die Bahn des Radmittelpunktes, der 
Punkt z2 den Kreis, den der Punkt P beschreiben wtirde, wenn das 
Rad sich drehte, ohne fortzuschreiten. Der Punkt z = z1 + z2 beschreibt 
eine verlangerte, gewohnliche oder verkiirzte Zykloide, je nachdem 
a; b ist. 

9. Beschreibt eine Epizykloide. 

10. 
dz dr ·A • ·A dt} 
- =- e•v + zre•v-
dt dt dt ' 

d2 z d2r .6 • dr d{} .6 .6 (d{})2 . ._nd2 {} - = -et + 2~--et -ret - + ~retv_ 
dt2 dt2 dt dt dt dt2 

= [d2r _ (d{})a] w ieiD _!___ ( 2 d{}) 
dt2 r dt e · + r dt r dt · 

Der Koeffizient von ei* ist die radiale, der von iei6 die dazu 
senkrechte Komponente. 

11. In dem Kreisring 

®n: n <I z I< n + 1, n = 0, 1, 2, ... 

ist 

1 </:!/<1~~~<···<1 (nz::)! /</ :n!l>/ (n~:)! 1> .. ,, 
d. h. in ®n ist das nte Glied das absolut groBte. Auf dem gemein
samen Rand von &n und ®n+l sind das nte und (n + 1)1e Glied · absolut 
= und > als irgendein anderes. 

Ist allgemein 
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eine uberall konvergente, nicht abbrechende Potenzreihe, so kann man 
die ganze z-Ebene durch konzentrische Kreise urn den Nullpunkt in 
Kreisringe einteilen, derart, daB in jedem einzelnen Kreisring ein be
stimmtes Glied das absolut groGte (Maximalglied) ist. Die Indices 
dieser Glieder wachsen, wenn man von einem Kreisring auf den be
nachbarten umschlieGenden ubergeht. [I 119, I 120.] 

12. Die Peripherien der Kreise 

S'Pn: lz-nl<n+1, n=0,1,2, ... 

beruhren einander im Punkte z = - 1, stehen dort senkrecht auf der 
reellen Achse und schneiden diese in den Punkten 2n + 1. S'Pn+1 E'nt
halt S'Pn· In dem sichelformigen Gebiet ®n innerhalb S'Pn und auGer
halb ~n- 1 gilt: 

~~~>1, ~z~1~>1, ... ,jz-:+11>1, 1:~~~<1,~z~:~1~<1, .... 
Daher ist dort 

d. h. in ®n ist das nte Glied das absolut groGte. Auf dem gemeinsamen 
Rand von ®n und ®n+l sind das n1e und (n + 1)1e Glied absolut 
= und > als irgendein anderes. (In z = -1 sind samtliche Glieder 
absolut = 1 .) 

Die ®n samt Randern erschopfen die ganze Halbebene ffiz > -1 
samt z = - 1 . Fur ffi z < - 1 , z =f - 1 wachsen die absoluten Betrage 
monoton, es gibt kein groGtes Glied. 

13. Die Peripherien der Lemniskaten 

Bn: Jz2 -n2 J<n2 , n=1,2,J, ... 
beriihren einander und die Geraden ffi z = ± 0 z im Punkte z = 0, und 
schneiden die reelle Achse in den Punkten ± n f:2. 2n+ 1 enthalt 2n. 
In dem sichelformigen Gebiet ®n innerhalb 2n+l und auBerhalb 
Bn (®o = 21) gilt: 

11-~:1>1, 11-;:1>1, 11-~:1>1, 

I z2 I I z2 : 
1 - (n + 1)2 < 1, 1 - (n + 2)2 i < 1, 

Daher ist dort 

IP0(z)l < IP1(z)l < IP2(z) I<···< I Pn-l(z) I< IPn(z) I> 1Pn+ 1(z) J > · · ·, 
d. h. in ®n ist Pn(z) das absolut groGte unter allen Partialprodukten. 
Auf dem gemeinsamen Rand von ®n und ®n+l sind das nte und (n + 1)1e 

Partialprodukt absolut = und > als irgendein anderes. (In z = 0 sind 
sie samtlich gleich 0.) 
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Die ®n samt Riindern erschOpfen die Winkelriiume 

n n 3n 5n - 4 <arcz< 4 , 4 <arcz< 4 
samt z = 0 . Fiir die anderen z wachsen die absoluten Betriige monoton, 
Es gibt unter ihnen keinen groBten. 

b 

14. Es sei {} = arcjf(t)eicp{tldt, dann ist 
a 

b b b b 
1/ f(t) eicp(tJ dt I = e-it'J J f(t) eicp(tJ dt = J f(t) cos [cp(t) - {}] dt < J f(t)dt, 
a a a a 

ausgenommen, wenn cp(t) = {} (mod. 2 n) ist an siimtlichen Stetigkeits
stellen von cp(t). 

15. [K. Lowner, Math. Ann. Bd. 89, S. 120, 192~.] Es geniigt 

m(4.P2- 2Q) < 3 zu beweisen. [Man ersetze l{J(t) durch cp(t) + :, 
wenn {} = arc(4P2 - 2Q) ist, vgl. Losung 14.] Nun ist [II 81] 

m(4P2 - 2Q) = 4 ([e-tcoscp(t)dtr- 4 (Je-tsincp(t)dtr-

00 00 

<4je-tcos2 cp{i)dt- 2je- 2 tcos2cp(t)dt = 
0 0 

00 00 

= 4j(e-t- e- 2 t)cos2 cp(t)dt + 1 < 4j(e-t- e- 2 t)dt + 1 = 3. 
0 0 

Gilt m(4P2 - 2Q) = 3, dann muB cos2 cp(t) = 1 und coscp(t) stets von 
gleichem Vorzeichen sein an jeder Stetigkeitsstelle von cp(t), d. h. cp(t) _o 
oder cp(t) = n (mod. 2 n). 

16. Die Funktion p1 z- 1 + p2 z- 2 + · · · + Pnz-n nimmt mit positiv 
zunehmendem z monoton von oo his 0 ab; sie nimmt also an genau 
einer positiven Stelle C den Wert 1 an. Es ist 

zn- plzn-l_ p2zn-2- ... - Pn > o oder <o, 
je nachdem z > C bzw. z < C ist. 

17. Es ist 

lzoln =I a~zo-l + a2Z0- 2 + .. ·+an I 
<I alii Zo ln-l + I a2ll Zo ln- 2 + : · · +I an I' 

also nach 16: I z0 I < C. 
18. Man wende 17 auf a;;lznP(z-l) an. 



III. Abschn., Uisungen 14-23. 255 

19. Die heiden in 17, 18 betrachteten Vergleichspolynome sind in 
diesem Faile identisch, namlich zn - I c I· 

20. Nehmen wir an, daB I a1 1 + I a2 1 + · · · + I an! > 0 sei, sonst ist 
die Behauptung trivial. Nach 17 geniigt es, zu beweisen, daB die 
positive Zahl !:;, fiir die 

;;n =I all cn-l + ia21 ;;n-2 + ... +I ani 

ist, der Ungleichung C<Max(~, 1/ _dn , · ··, lfdn)' geniigt. Aus 
dn-1 r dn-2 do 

folgt 

~I I ( k dn-k) ~ ak ;;- -d ==:::-o. 
k=l n 

Also gibt es unter den Zahlen ;;-"- d~-k mindestens eine, die ?:: 0 ist. 
n 

21. a) Man setze in 20: dn = n, ferner dn-k = ia"l-1 fur a" =F 0 
und dn-k=e- 1 fur ak=O, s>O. Es ist 

1k/ dn = J Jnlakl fiir ale =F 0, 

Vdn-k l~ fur a1c=O. 

Fiir e---+ 0 folgt hieraus die Behauptung. 

b) Man setze in 20: dn = (~) + (~) +. ·. + (:) = 2n-1, ferner 

dn-k=(~)iakj- 1 fiir ak=FO und dn-k=s- 1 fiir ak=O, e>O. Man 

schlieBt jetzt wie in a). 
22. [G.Enestrom, Ofv. af vet.-akad. f5rh.1893, S. 405-415; Tohoku 

Math. J. Bd. 18, S. 34-36, 1920; S. Kakeya, Tohoku Math. J. Bd. 2, 
S. 140-142, 1912; A. Hurwitz, ebenda, Bd. 4, S. 89, 1913.] Es ist fiir 
izl<1, z=H, 

j(1- z)(p0 + P1 z + P2 z2 + · · · + Pnzn)l 
=!Po- (po- P1)z- (pl- P2)Z2- · · ·- (Pn-1- Pn)zn- Pnzn+l[ 
2 Po -I(Po- P1)z + (pl- P2)z2 + · · · + Pnzn+ll 
> Po - (Po- P1 + P1 - P2 + · · · + Pn) = 0' 

weil (Po- P1)z, (P1 - P2)z2, .. . , Pnzn+l nicht aile den gleichen Arcus 
haben konnen. (Abgesehen vom Faile z?:: 0, in welchem die Behauptung 
ohnehinklarist.) Schwacheres (< anstatt :S) folgtohneweiteres aus17. 

23. Man ersetze z durch !._ bzw. durch !!... mit positivem e und 
(! z 

wende (im zweiten Fall nach Multiplikation mit zn) 22 auf die so ent
standene Gleichung nach passender Wahl von e an. 
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24. N ennen wir das fragliche Polynom f(z) . Fiir mz > 0, I z I > 1 

ist m _!_ > 0 , folglich 
z 

I ';~)I> fan+ anZ- 11- i~~2 - i~~3 - • • • -~:r 
( an-1) 9 9 >m an+-z- -w-lzf-··· 

>1 9 
= -lzl2-lzl" 

Diese letzte Zahl ist > 0, wenn lzl > r, wo r die positive Wurzel der 

Gleichung r2 - r = 9 bezeichnet, r = 1 + [V, 3 < r < 4. · Das der 

Zahl 109 entsprechende Polynom hat die Nullstellen ± 3 i. 
25. [Ch. Hermite und Ch. Biehler; vgl. Laguerre, Oeuvres, Bd.1, 

S.109. Paris: Gauthier-Villars 1898.] Es sei 

und x cine Wurzel von U(x) = 0 oder V(x) = 0. Dann ist 

U(x) + iV(x) = U(x)- iV(x) bzw. U(x) + iV(x) = -[U(x)- iV(x)], 

je nachdem der zweite oder erste Fall vorliegt; d. h. 

Eine solche Gleichung ist aber nur moglich, wenn x reell ist. Liegt 
namlich X etwa in der oberen Halbebene, so ist Jx- z,l < lx- z,J 

n n 
fiir jedes v, also I ao ll(x - z,) I < I ao ll(x - z.) I· Ebensowenig kann X 

v=l v=l 

in der unteren Halbebene liegen. 
26. [Vgl. I. Schur, J. fiir Math. Bd. 147, S. 230, 1917.] Es sei 

P(z) = a0 (z- z1)(z- z2) ••• (z- Zn). a0 =f 0 und x eine Wurzel von P(x) 
+P*(x)=O. Dann ist JP(x)J=JP*(x)l. d.h. da P*(z)=a0 (1-z1 z) 
(1- z~z) ... (1- ZnZ), 

n n 
lllx-z,l=lll1-i,x:J. 
v=l v=l 

Eine solche Gleichung ist aber nur moglich, wenn I xI = 1 ist. Ist 
namlich etwa I xI< 1, dann ist [5] I x- z, I< 11 - z,x \ fiir jedes v, 
also das erste Produkt kleiner als das zweite. Ebensowenig kann 
I xI > 1 sein. Analog schlieBt man bei der Gleichung P(z) + y P*(z) = 0, 
lrl= 1. 
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27. [M. Fekete.] Es sei r = A.P(a) + ,uP(b}, 0 <A.< 1, A.+ ,u = 1. 
Lagen samtliche Nullstellen von P(z) - r = a0 (z - z1} (z - z2} ••• (z - zn) 
auBerhalb des fraglichen Kreisbogenzweieckes, so ware 

also 

n a- z_ n 
--<arc--<-, 

n b-z, n 

P(a)- r 
- n < arc P(b) _ 'Y < n, entgegen 

v=1,2, ... ,n, 

P(a)- r 
P(b}- r 

28. Man kann annehmen, daB die fragliche Gerade die imaginare 
Achse und ffiz, > 0 ist fi.ir jedes v (dies ist durch Muliplikation mit 

passendem eitx stets zu erreichen); dann ist auch ffi __!_ > 0 und 
z. 

ffi(z1 + Z2 + · · · + Zn) > 0, z1 + z2 + · · · + Zn =!= 0, 

ffi -+-+···+- >O, -+-+···+-=!=0. ( 1 1 1) 1 1 1 
z1 z2 Zn z1 z2 Zn 

Die Behauptung gilt i.ibrigens auch dann, wenn aile Punkte in der 
einen abgeschlossenen Halbebene liegen, die durch die gegebene Gerade 
bestimmt ist, es sei denn, daB sie aile auf der Geraden selbst liegen. 

29~ Vgl. 28. 
30. Man wende 29 auf m1(z1 - z), m2(z2 - z), .. . , mn(Zn- z) an. 

Liegt m,(z, - z) auf einer bestimmten Seite irgend einer Geraden g 
durch den Nullpunkt, so liegt z, auf der entsprechenden Seite der 
Geraden g, die durch z hindurchgeht und parallel zu g ist. 

31. [GaufJ, Werke, Bd. 3, S. 112. Gottingen, Ges. d. Wiss. 1886; 
Bd. 8, S. 32, 1900; Ch. F. Lucas, C. R. Bd. 67, S. 163-164, 1868; 
Bd. 106, S. 121-122, 1888. Vgl. auch L. Fejer, C. R. Bd. 145, 
S. 460, 1907 und Math. Ann. Bd. 65. S. 417, 1907.] Erste Losung. 
Der durch die komplexe Zahl 

1 

z-a 
bestimmte Vektor stellt eine von a nach z gerichtete Kraft dar, deren 
GroBe der Entfernung umgekehrt proportional ist. Sind z1, z2 , ... , Zn 
die Nullstellen von P(z) und z eine von diesen verschiedene Nullstelle 
von P' (z) , so ist 

P'(z) ~ 1 0 d h 1 + 1 + ... + 1 = 0 , 
P (z) = ~ z - z, = ' · · z - z1 z - z2 z - Zn 

v=l 

d. h. z stellt eine Gleichgewichtslage eines materiellen Punktes dar, auf 
welch en die festen Punkte zv z2, ••• , Zn dem Abstand umgekehrt pro
portionale abstoBende Krafte ausi.iben. Lage nun z auBerhalb des 
kleinsten konvexen Polygons, das die z. enthalt, so wi.irden die durch 
die einzelnen Glieder bestimmten Krafte eine in z angreifende, von 
Null verschiedene Resultante ergeben, was unmoglich ist. (315.) 

P 6 I y a · S z e g ii , Aufgaben und Lehrsatze I. 17 
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Zweite Losung. Es ist, mit denselben Bezeichnungen wte 
vorhin, 

also 
z = m1 z1 + m2 z2 + · · · + mn Zn, m1 + m2 + · · · + mn = 1 , 

b 'di te M " 't 1 t' al ' t 1 2 wo et e., , asse m~ mt -
1 
---12 propor ton ts , ., = , , ... , n. 

1 z-z~ 

32. [L. Feflr, 0. Toeplitz.] Wenn C einen beliebigen inneren Punkt 
des fraglichen konvexen Polygons bezeichnet, dann ist 

C=l1 z1 +l2 z2 +···+A..zn, 21 >0, l~>O, ... , l,.>O, 
l 1 +l2 +···+A..=1, 

also, wenn C =I= z,, 

'I'= 1,2, ... ,n. 

Man approximiere m, durch rationale Zahlen ~ , ., :e::: 1, 2, ... , n; 

P1 + P2 + · · · + Pn = P und beachte, daB die Wurzeln algebraischer 
Gleichungen sich bei stetiger Abanderung der Koeffizienten stetig 

n 
andem. Die Ableitung des Polynoms II(z- z,)P" hat eine Nullstelle, 

'1'=1 

die beliebig nahe an C liegt. - Da C innerhalb. oder auf dem Rande 
mindestens eines durch drei • der Zahlen z, bestimmten Dreieckes 
liegt, geniigt es fiir die vorliegende Aufgabe, die stetige Abhiingigkeit 
der Nullstellen von den Koeffizienten fiir Polynome zweiten Grades 
zu kennen, was klar ist. [Bemerkung von A. und R. Brauer.l 

33. [M. Fujiwara, Tohoku Math. J. ·Bd. 9. S. 102-108, 1916; 
T. Takagi, Proc. Phys.-Math. Soc. of Japan, Serie 3, Bd. 3, S.175-179, 
1921.] Es sei P(z) = a0 (z- z1) (z - z2) ••• (z - Zn) und z eine Stelle mit 

P(z) - cP'(z) = 0, P(z) =f 0. 
Dann folgt 

(1) P'(z) _ _.!_ = _1_ + _1_ + ... + _1 __ _.!_ = o. 
P(z) c z - z1 z - z2 · z - Zn c 

Durch Benutzung der Bezeichnungen 

1 1 
ml = -~ ---12' mz =I 12' z- z1 z- z2 

1 
mn = -~ ---~2' Z-Zn 

M= ~--1~--~~ 
JcJ 2 (m1 + m2 + · · · + mn) 
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lii.Bt sich (1) so schreiben: 

(2) m 1 z1 + m2 z2 + · · · + mn Zn + M 
Z= C. 

m 1 +m2 +···+mn 

Auf der rechten Seite von (2) stehen zwei Glieder: das erste stellt den 
Schwerpunkt einer gewissen Massenbelegung in den Punkten Zv z2, ••• , Z11 

dar, also einen Punkt, der sicher im lnnern des kleinsten, diese Punkte 
umfassenden, konvexen Polygons liegt. Das zweite Glied ist ein dem 
Vektor c parallel gerichteter Vektor. Daraus folgt die Behauptung.
Vgl. V114. 

34. [T. ]. Stieltjes, Acta Math. Bd. 6, S. 321-326, 1885; G. P6lya, 
C. R. Bd. 155, S. 767, 1912.] Es sei z~, v = 1, 2, ... , n irgendeine Null
stelle von P(z) und A (z.) =I= 0. Dann ist auch P'(zv) =I= 0. Im gegen
teiligen Faile wiirde niimlich aus der Differentialgleichung von P(z) 
folgen, daB auch P"(z~) = 0 ist und weiter durch Differentiation, daB 
P(z) iiberhaupt identisch 0 ist. Die Gleichung 

P"(z,) B(z~) 
2P'(z~) + A(z,) = O, 

-=1= + =1=+ ... + 1 + __ 1~+ ... + -==1=-
z,- Z2 Z,-Zv-1 Zv- Zv+1 Zv- Zn 

besagt [31], daB z, im Innern des kleinsten, die Zahlen z1, z2, ••• , 

Zv-1• Zv+1• ..• , Z11, av a2, ••• , aP enthaltenden konvexen Polygons (bzw. 
im Innern der aile diese Zahlen enthaltenden Strecke) liegt. Betrachtet 
man somit das kleinste konvexe Polygon, das die Zahlen z1, z2, •• :, Z11, 

a1, a2, ••• , ap entha.J.t, so konnen nur die a, und kein einziges solches z, 
am Rande desselben liegen, das nicht zugleich Nullstelle von A(z) ist. 

35. [J. L.W. V. Jensen, Acta Math. Bd. 36, 5.190,1913; ]. v.Sz. Nagy, 
Deutsche Math.-Ver. Bd. 31, S. 239-240, 1922.] Es seien z1, z2, ••• , Z11 

die Nullstellen von f(z) und 

1 1 1 ---+ -- + .. · + --= 0, z =F z, z =I= z,, v = 1, 2, ... , n. 
z - z1 z - z2 z - Zn 

Hieraus ·folgt wegen der symmetrischen Lage der Nullstellen 

~3(-1-+~)=o, ~ z-z, z-z, 
v=1 

was unmoglich ist, wenn z auBerhalb ailer fraglichen Kreisscheiben liegt, 
wie die folgende Formellehrt: 

G 1 1 ) y5 - (x - x0) 2 - y2 

z=x+iy, Z0 =Xo+iYo• 3 --+---- =2y /( )( )/2 • - z0 z - z0 z - z0 z - z0 

17* 
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36. Setzt man Zn = Xn + iyn, so ist I Zn I< ~. Es folgt somit 
00 00 COS1X 

a us der Konvergenz von l;xn die von ,1; I Zn I . Das U mgekehrte ist 
n=l n=l 

selbstverstiindlich. 
37. Es sei Zn = Xn + iyn. Aus der Voraussetzung folgt nach

einander die Konvergenz von 
00 00 00 00 00 

l;xn, l;lltz~ = L (x~- y~), 2,1; X~ - ,1; (x~ - y;) = ,1; I Zn [2 • 
n=l n=l n=l n=l n=l n=l 

n 
38. Beispiel: Zn = e2"int9 (log (n + 1)) -I, e irrational. .:2: e2 "i~kfi 

ist beschriinkt fiir n-+oo [Losung II 166, Knopp, S. 316]. ~=1 

39. Man nehme an, daB siimtliche Zahlen von 0 verschieden und 
nach wachsenden Betriigen geordnet sind, 0 < lz11 < lz21 < lz3 l < · · · . 
Man schlieBe ferner jede Zahl z~, v = 1, 2, ... , m, in eine Kreisscheibe 
ein, deren Mittelpunkt z~ und deren Durchmesser b ist. Diese Kreis
scheiben haben keine inneren Punkte miteinander gemeinsam und sind 

ganz in I z I < I Zm I + {- enthalten. Daher ist 

mn-~ < n (lzm/ + ~r' d. h. 

40. Der fragliche Ausdruck ist 

1. logm 
Imsup---<2 m-+oo log lzml- [I 113] . 

Der erste Faktor fiillt den Einheitskreis iiberall dicht aus [I 101]; der 
zweite ist eine Rechtecksumme und konvergiert gegen 

1 f 0 1 
x'"'dx = --.-. 

1 + 21X 
0 

41. }~~ lznl2 = (1 + ;2) (1 + ; 2) (1 + ; 2) .. • (1 + ; 2) .. • 

_ (sinnx) _ e"'- e-" 
- ----;;-;-- x=i - -~. 

Setzt man i + n = f1 + n2 e2"i{}•, 0 < {}n < 1, so ist tg2n{}n = !_, so 
n 

daB die Reihe {}1 + {}2 + · · · + {}n + · · · divergiert, ferner lim{}n = 0. 
Es ist n-+oo 

arczn =2n({}1 + {}2 + ... + {}n- [{}1 + {}2 + ... + {}n]). 

Wegen I 101 erfiillen die Haufungswerte von Zn den Kreisrand 

lzl = (e" ~:~r. 
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I 1
-1 izn 1- Yn- Yn-1 _ yn:t-1-Yn (y~1 ) Zn+1- Zn - --== -1, - =n 1 +--1 yn + 1 f!Jn- f/Jn-1 arctg ~ n 

1 1 yn 
=----1- ... 

2 8n ' 

Hieraus folgt rn = i f!Jn [I 70] . 
43. N ach II 59 und II 202 konvergiert der absolute Be trag des 

fraglichen Ausdruckes gegen e- 1'. Es genugt also, nur 

. t 
2nsm-

2nsin ,~log2-.2 arctg tYn = o(1) 
y 'fb v~l 2ncos Yn- v 

zu beweisen. Hierbei bedeutet arctgx diejenige Bestimmung, d1e fUr 
x = 0 verschwindet. Es sei n > t2 , dann ist [I 142] 

. t 

2nsm~ ~ 2YnJti_~< 2Ynltf = O(n-;). 
t - ( [2) - [2 

2ncos Yn- v 2n 1- 2n - v n-

xa 
Man kann hiernach arctg x = x - - + · · · durch x ersetzen. Dk Be-

hauptung folgt dann reichlich aus 3 
n 

log2-_!_~ 1 =O(n-1). 
n v ~ 1 2 -l: + 2 ( 1 - cos fn) j 

Letzteres ergibt sich aus einer leichten Erweiterung von II 10: ersetzt 

man in der dortigen Summe An das Glied t(a + v~-a a) durch 

t(a+vb~a +sn), wobei En=O(n- 1), soistnochimmer An=D(n- 1). 

(f(x) sei etwas links von a und etwas rechts von b auch definiert und 
beschrankt.) 

44. Es sei limon= a, Cn<K, ferner limzn=Z, JznJ <M, fzJ<M, 
n_:;.oo n-+ oo 

K und M von n frei. Die Reihen 

a=a0 +a1 +a2 + ... +an+ ... 
und 
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sind absolut konvergent; e sei eine beliebige positive Zahl und N == N(e) 
so groB, daB I Zn - z I < e, so bald n > N. Aus 

Wn = (On -,to a,.) z +,to a, z, +,~Can, - a,) (z, - z) 

schlieBt man, w =(a- ~)z + fJ gesetzt, daB 

lw-wnl <Mia- an/ +M/,=~~,, + / .. =~~z,, 
N 

+ 2Ml;/ an,- a, I+ 2Ke. 
v=O 

45. [Vgl. I. Schur, J. fiir Math. Bd. 151, S. 100-101, 1921; 
F. Mertens, J. fiir Math. Bd. 79, S. 182-184, 1875.] Sind Vn bzw. Wn 

00 00 

die Partialsummen der Reihen l;vn, l;(u0 vn+u1 vn- 1 + ··· +unv0), 

dann gilt n=O n=O 

Wn.= UnVo + Un-lVl + ... + UoVn. n = 0,1, 2, .... 

Damit aus jeder konvergenten Folge Vn eine ebensolche Wn hervor
geht, miissen die Summen / Un / + / Un- 1 1 + · · · + / u0 I jedenfalls be
schrii.nkt sein, d. h. die Reihe u0 + u1 + u2 + · · · muB absolut konver
gieren. Dann sind schon die anderen Bedingungen 1. 2. (vgl. S. 91-92) 
von ·selbst erfiillt. Die absolute Konvergenz der Reihe 

u0 +u1 +u2 + ··· +un+ ··· 

ist somit die gesuchte notwendige und hinreichende Bedingung. 
46. [Vgl. I. Schur, a. a. 0. 45, S. 103-104; T. ]. Stieltjes, 

Nouv. Ann. Serle 3, Bd. 6, S. 210-213, 1887.] Die Teilsummen der 

Reihen n~Vn, ~J~utv~) mit Vn und Wn bezeichnet, wird [VIII 81] 

Wn = u1Vn + u2V[i-] + U3 V[~] + · · · + UnV[;]• n = 1, 2, 3, .... 

Hierbei ist der Koeffizient von vk gleich der Summe derjenigen Uz, 

fiir die [ ~} = k ist. Insbesondere sind, wenn man v = [ 'VnJ setzt, die 

Koeffizienten von Vn. v[i-]' v[%]' ...• v[~] gleich bzw. Uv u2, ... , u,, 

weil fiir 2<l<v 
n n n n 

l-1-T=t(l-1)>12?:: 1 

ist. Wenn die Summe der absoluten Betrii.ge der Koeffizienten in der nten 

Zeile beschrii.nkt sein soli, so gilt dies erst recht fiir / u1 / +I u2 / + · · · + / u, /. 
das heiBt u1 + u2 + · · · + Un + · · · ist absolut konvcrgent. Die iibrigen 
Bedingungen sind dann von selbst erfiillt. Die gesuchte notwendige 
und hinreichende Bedingung ist also die absolute Konvergenz von 
u1 +u2 +···+un+···. 
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47. [R. Dedekind, vgl. P. G. Lejeune-Dirichlet, Vorlesungen tiber 
Zahlentheorie, 4. Auflage, S. 376. Braunschweig: Fr. Vieweg 1894; 
]. Hadamard, Acta Math. Bd. 27, S. 177-183, 1903.- Vgl. I. Schur, 
a. a. 0. 45, S. 104-105.] Setzt man 

An= ao + al + a2 +···+an, Bn = Yoao + Y1a1 + Y2a2 + · ·· + Ynan. 

so ist 
n-l 

Bn = ,1;(yp- YP+l)Ap + YnAn. 
P=O 

48. [Vgl. G. P6lya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 24, 
S. 282, 1916. Li:isung von S. Sidon, ebenda, Serie 3, Bd. 26, S. 68, 1917.] 
Man setze 

CUo = Zo, Uo + U1 + · · · + Un-1 + CUn = Zn. n= 1,2,3, ... , 

Uo + Ul + • .. + Un -1 + Un = Wn, n= 0, 1,2, ... , 
00 00 00 

L Un Cn = U(C), 1: Zn en= Z(C), ,1;wnCn = W(C). 
n=O n=O n=O 

Koeffizientenvergleichung liefert 

also 
Z(C) 

W(C) = c + (1 - c)C" 

Es sei c + 0. Aus der letzten Gleichung folgt durch Koeffizienten
vergleichung 

(c-1)n (c-1)n- 1 c-1 1 
Wn= +1 Zo + Z1 + ··· +~2-Zn-1 + -Zn, n=0,1,2, .... en en c c 

Das Kriterium auf S. 91-92 angewendet, ergibt sich, daB ~ (c - 1)n 
..:::::... cn+l 
n=O 

absolut konvergent sein muB; dies ist dann und nur dann der Fall, wenn 
1 c -11 1 . 
~~C- 1·< 1, d. h. me> 2 1St. 

49. [I. Schur, Math. Ann. Bd. 74, S. 453-456, 1913.] Den Fall, 
wo c =- k eine negative ganze Zahl ist, ki:innen wir von vornherein 

. B B . . 1 ( n ) Uo + u1 + ... + Un ausschlie en; e1sp1e : Un = k _ 1 , Un + c n + 1 = 0 

fi.ir k:::: 2, Un =log (n + 1) fiir k = 1 [I 69]. Der Fall c = 0 ist klar. 
. u0 +u1 +- .. +un 

W1r setzen Un + c n + 1 = Zn, Un = Wn, und es sei wie 
auf S. 91 
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A us 
(n + 1)Zn- nzn-l = (n + 1)wn- nWn-I + CWn, n = 1, 2, 3, o •• 

. T(n + c + 1) 
folgt durch Multiplikation m1t I'(n + 1) und durch Addition der 

n ersten Gleichungen 

I'(n + c + 2) . ~ I'(v + c + 1) 
I'(n + 1) Wn- r(c + 2)wu = ~ I'('l-' + 1) [(1• + 1)zv- VZv-l] 

v=l 

T(n + c + 1) n-l I'(v + c + 1) 
= I'(n+ 1) (n+1)zn-c~ T(,,+ 1) z,,-F(c+2)z0 , 

v=l 
d. h. 

n + 1 I'(n + 1) ~ I'(·v + c + 1) 
Wn = n + c + 1 Zn- c l'(n + c + 2) ~ T(v + 1) Zv 0 

v=O 

. J'(,, + c + 1) I [I ] d B . Bei £estern v 1st anv""'-c l1( ) n-c- 155, so a limanv 
l' + 1 n~oo 

dann und nur dann existiert, wenn 1Rc > -1 ist. Es sei alsoffic > -1. 

Setzt man u0 = u1 = u2 = · · · = - 1- , dann ist Zn = 1, Wn = - 1-, also 
1+c 1+c 

1 
ano +ani+ an2 + · 0 

• +ann=-- · 
1 + c 

Es ist ferner, ffi c = y gesetzt, 

t. T'(n + c + 1) I A r 
I'(n + 1) < n' I T(n + 1) I B -r-l 

F(n + c + 2) < n ' 

wo A und B von n freie Konstanten sind. Es ist daher 

n-l 
lanol +I ani I+···+ lan,n-11 < lciABn-r-l ~vY 

1 v=O 

-lciABjxrdx=lciAI!_ [II22]. 
o 1 +r 

Die gesuchte notwendige und hinreichende Bedingung lautet also: 
ffic>-1. 

50. Es sei an = ~n + i f3n, ~n. f3n reell. Durch V erallgemeinerung 
des Beweises von I 75 folgt zunachst mit Beachtung von 

tlv'-(v+1)"1=t1·"11-(1 + :Yi=o(n°) 
v=l v=l 

(binomische Reihel), daB lim(a1 + a2 + · · · + an)n-" = 0, d. h. 
n~oo 
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Nun kann auf die einzelnen Potenzreihen 

I 92 angewendet werden, und es ergibt sich 

lim ( 1 - t)"( IX1 t + IX2 t2 + · · · + 1Xn tn + · · · ) 
!-'>-1-0 

= lim ( 1 - W (/31 t + {J2 t2 + · · · + fJn tn + · · ·) = 0 . 
t--..1- 0 

51. Wenn die vier Teilreihen, deren Glieder in den vier abge
schlossenen Quadran ten (ffi z > 0, 0 z > 0, usw.) liegen, konvergieren, 
konvergiert die Reihe absolut. 

52. Sukzessive Zweiteilung: Die Glieder Zr,' Zr,' ... mi:igen samt
lich im Winkelraum 1J1 < arcz < 1J2 liegen und I Zr,l + I Zr,l + · · · mi:ige 

divergieren; man bilde die Teilreihe, deren Glieder in {}1 < arcz < {}1 + ~2 
{} +{} 2 

1 2 < arcz < {}2 liegen · eine der heiden 2 - - ' und die, deren Glieder in 
divergiert. 

53. Man wahle entsprechend jedem der sukzessiven Winkelraume 

eine endliche Anzahl Glieder Zm = Xm + i Ym a us, verschiedenen Winkel
raumen entsprechend verschiedene Glieder, derart, daB die Glieder 

Zrh' Zrh+•' .. . , Zrh+k' die (- ;, ;) entsprechen, in diesen Winkelraum 
fallen und 

54. [Weitergehendes bei P. Levy, Nouv. Ann. Serie 4, Ed. 5, 
S. 506-511, 1905; E. Steinitz, J. fiir Math. Ed. 143, S. 128-175, 
1913.] Es sei die positive reelle Richtung die Verdichtungsrichtung 
(dies ist durch Multiplikation mit passendem ei"' stets zu erreichen), 
Zr, + Zr, + · · · die in 53 ausgewahlte Teilreihe; auf den Realteil ist 
I 134, aut den Imaginarteil I 133 anzuwenden. 

55. z = x + iy, z2 = x2 - y2 + 2ixy sind analytisch, I zl = yx2 + y2 , 

z = x- iy hingegen nicht. 
56. 1. Setzt man f(x + i y) = u + i v , so ist u bekannt und 

f(x + i y) = u(x, y) + i(Jv~(x, 0) d x + Jv~(x, y) d y) 

= u(x,y) + i(-;:~(x, 0) dx + ~~~(x,y) dy) 

eindeutig bestimmt. 
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2o Wir suchen die Funktion f(z) unter denjenigen, die fiir kon
jugiert komplexe Werte des Argumentes konjugiert komplex sind. 
Dann ist 

(z + z) ( 1 + z z) z z 
f(z) + f(Z) = 2 u(x, y) = 1 + z2 + z2 + z2 z2 = 1 + z2 + 1 + z2 ' 

folglich, da die Funktion gemaB 10 eindeutig bestimmt ist, da ferner 
rationale Funktionen von z analytisch sind [Hurwitz-Courant, S. 46, 
s. 255], z 

f(z) = 1 + z2. 

57. Erste Losung. Es ist w durch x und y auszudriicken, 
iJ2w CJ2w 
dx2 + iJy"""i = 0 zu verifizieren und nachher fjf(z) durch Integration 

zu bestimmen [56]. 
Zweite Losung. n-fjlog(z-a)=n+ffiilog(z-a) ist der 

Winkel, unter dem der Teil der reellen Achse von a bis + oo von z 
aus erscheinto Daher ist, mit c eine reelle Konstante bezeichnet, 

f(z) = n + ilog(z- a)- [n + ilog(z- b)]+ ic = ic + ilogz- ba. 
z-

58. Es sei f(x + iy) = u(x, y) + iv(x, y). Die partiellen Ableitungen 
von u und v mit u.,, uy, u.,.,, 0 0 • bezeichnet, erhalt man durch Differen
tiation 

()2 
a x2 (u2 + v2) = 2(u; + v; + uu.,., + vv.,.,), 

()2 
oy2 (u2 + v2) = 2(u; + v; + uuyy + vvyy). 

Man beachte die aus den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen 
folgenden Relationen 

u; + v; = u; + v; = If' (x + i y) 12 , u.,., + Uyy = v.,., + Vyy = 0. 

59. V gl. Losung 58; man beachte auBerdem, daB 

(uu., + vv.,) 2 + (uuy + vvy)2 = (u2 + v2) (u; + v;) 

= I f(x + i y) 12 1 f' (x + i Y) 12 • 

60. Aus ahnlichen Dreiecken folgt 

~+i1J ~2+1'/2 
x :~ = y: 17 = 1: 1- ,, also x + iy = 1 _' , x2 + y2 = ( 1 _ ')2 

2 
---1 1-, , 

2x 2y x2 + y2 - 1 
~ = x2 + y2 + 1 , 1J = x2 + y2 + 1 , ' = x2 + y2 + 1 . 
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61. Es ist der Reihe nach [60] 

. ~+in 
P:x+~y=f=T• P':~.rJ.C, P'':~, -n, -C; 

also 
. ~-in (x- iy)(1 -C) x- iy 1 

u+~v=---= =---=---. 
1 + C 1 + C x2 + y2 x + iy 

62. Bei der M ercatorschen Projektion: achsenparallele Geraden 
in dem abgewickelten, Erzeugende und Leitkreise auf dem nicht ab
gewickelten Zylinder. Durch diese Eigenschaft und durch die Forderung 
der Konformitat ist die M ercatorsche Projektion eindeutig bestimmt 
(vgl. z. B. E. Goursat, Cours d'analyse mathematique, Bd. 2, 3· Auflage, 
S. 58. Paris: Gauthier-Villars 1918). Bei der stereographischen Pro
jektion: Halbstrahlen durch den Nullpunkt und darauf senkrechte kon
zentrische Kreise. 

also 

63 . ~+in cosq; ei 9 (q; + n) .9 • x + ~y = --- = . = tg - - et , 
1-C 1-smq; 2 4 

X+ iy = eu+iv. 

64. Setzt man w = u + iv, so ist 
\z\=e", arcz=v. 

Die gesuchten Kurven sind somit konzentrische Kreise urn den Null
punkt und darauf senkrechte Halbstrahlen. [62, 63.] 

65. A us w = u + i v = z2 = (x + i y)2 folgt durch Trennung von 
Reellem und Imaginarem 

u=x2-y2, v = 2xy. 
Die gesuchten Kurven bilden daher zwei Hyperbelscharen. Sie sind als 
konforme Bilder der heiden achsenparallelen Geradenscharen u = konst., 
v = konst. in der w-Ebene orthogonal. 

66. Es sei z = x + iy, w = u + iv, dann ist x = u2 - v2, y = 2uv; 
durch Elimination von v bzw. u ergibt sich, daB den Geraden u = konst. 
die Parabeln y2 = 4u2 (u2 - x), den Geraden v = konst. die Parabeln 
y2 = 4v2 (v2 + x) entsprechen. Aile diese Parabeln haben die gemein
same Achse y = 0 und den Brennpunkt x = y = 0. Durch jeden von 
z = 0 verschiedenen Punkt der z-Ebene gehen zwei orthogonale Parabeln. 

67. Es sei z = x + iy, w = u + iv, dann ist 
ei(x+iY) + e-i(x+iY) eY + e-Y e-Y- eY • 

u+iv = 2 also u = 2 cosx, v = 2 smx; 

u2 v2 
den Geraden x = konst. entsprechen die Hyperbeln --2-- -.-2- = 1 , 

cosx smx 

den Geraden y = konst. die Ellipsen 
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Sie hahen aile die gemeinsamen Brennpunkte w = -1 , w = 1 . Die 
heiden Kurvenscharen stehen aufeinander senkrecht (konfokale Kegel
schnitte). 

68. Aus x = u + eucosv, y = v + eusinv folgt durch Elimination 
von v hzw. u 

x-u= eucos(y- fe2u- (x- u)2), y- v = ez-(u-v)ctgvsinv. 

Die Gerade v = 0 geht in y = 0, die Gerade v = n in die zweifach 
iiherdeckte Strecke y = n, - oo < x < -1 iiber. 

69. Der Bildhereich wird von den heiden Halhstrahlen arc w = e 
hzw. -t und den heiden Kreisen lwl = ea+• hzw. ea-• hegrenzt. Sein 
Inhalt ist somit = e(e2 a+ 2•- e2 a- 2•). Das gesucht~ Verhaltnis ist 

e2a+2• _ e2a-2• 
lim = e2a. 

,.._.+0 4e 
z, 11o z, 11o 

70. J flf(z)l 2 dxdy=J Jisin(x+iy)l 2 dxdy. 
Z11l1 

Wegen 

lsin(x + iy) 12 = sin(x + iy) sin(x- iy) = -tcos2x + t(e211 + e- 211) 

ergiht sich folgendes Resultat: 

x -x y -y 
T(e211,- e2u,- e-2u, + e-211,)- y(sin2x2 - sin2x1). 

Fiir x1 = o, x2 = ~, y1 = 0, y2 = y erhalt man den durch 4 geteilten 
2 

Flacheninhalt einer Ellipse mit den Halbachsen 

ell+ e-u 
a=---

2 

ell- e- 11 
b.....;.--. 

2 

71. f(z) = 2z. Auf Kreisen urn den Nullpunkt, wo lzl = konst., 
bzw. auf Halbstrahlen, die vom N ullpunkt ausgehen, wo arcz = konst. ist. 

72. I)as Bild ist, solange 0 < a~ n ist, das einfach iiherdeckte 
Gebiet zwischen den heiden Kreisen vom Radius ea hzw. e-a und 
zwischen den heiden Halhstrahlen, die mit der positiven reellen Achse 
die Winkel a hzw. -a einschlieBen. Fiir a> n ist das Bildgebiet 
mehrfach iiberdeckt, teilweise oder ganz. Fiir a = n n ist das Bild 
genau n-mal hedeckt, ahgesehen von gewissen Punkten der reellen 
Achse, die nur (n- 1)-mal hedeckt sind. 

73. Der Schnittpunkt des Halhstrahls mit der Kreislinie I w I= 1; 
diejenige in der Kreisscheibe I z I < r hefindliche vertikale Strecke, die 
moglichst viele unter den Parallelen ~z = ~. ~ + 2n, ~- 2n, ~ + 4n, 
~- 4n, ... trifft, liegt namlich in mz = 0, d. h. im Bilde von I w I = 1. 
(VIII 16; N(r, a, ~) ist hei £estern r, ~ dann moglichst groB, wenn 
log a= 0.) 
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74. Es ist fiir z1 t z2, I z1 1 < 1, I z2 1 < 1 

z~ + 2z2 + 3- (zi + 2z1 + 3) = (z2 - z1) (z2 + z1 + 2) t 0. 
75. Ist z=rei'1 , r>O, O<fJ<:n, so ist w=Rei6=r2 e2iff, 

R = r2 , 8 = 2fJ, d. h. R > 0, o < e < 2:n. Sind umgekehrt R, e vor
gegeben, so lassen sich r, {} eindeutig bestimmen. 

76. Die fragliche Funktion ist schlicht im Einheitskreise I z I< 1, 
ferner ist dort I w I< 1 [5]. DaB jeder Wert w, I w I< 1, angenommen 
wird, folgt daraus, daB die inverse Funktion 

a+ e-itxw 
Z= . , 

1 + ae-ttxw 

aufgefaBt als Funktion von e-itxw, von derselben Gestalt ist wie die 
gegebene.- Fur die Punkte von konstantem Vergr6Berungsverhaltnis ist 

1 -I a 12 
-1 --_-12 = konst. 
11- az 

Ist at 0, so liegen diese auf gewissen Kreisbi:igen urn den Mittelpunkt ~ 
(Spiegelpunkt von a in bezug auf den Einheitskreis). a 

77. [V gl. A. Winternitz, Monatshefte d. Math. Bd. 30, S. 123, 1920.] 
Wenn z die Kreislinie K durchlauft, dann ist laut Voraussetzung 

I z-!! I= konst., d. h. a und ~ (wenn a= 0 ist, 0 und oo) sind das 
1- az a 

gemeinsame harmonische Punktepaar von K und vom Einheitskreis. 
Es sei nun z0 der Mittelpunkt, r der Radius von K, z0 =F 0, r < 1 - I z0 I· 
Dann ergibt sich a, I a I < 1, aus der quadratischen Gleichung 

(a-z0)(~-z0)=r2 oder (lal-lz0 1)( 1 ~ 1 -lzol)=r2 , arca=arcz0 ; 

a ist beliebig. 
z-i 

78. w = konst. --.. 
z + t 

79. Es sei z = r eiff. Es ist 
1 1 

+r --r 
w = _r __ cos{}- i _r ___ sinO. 

2 2 
Den Kreisen I z I = r, 0 < r < 1, entsprechen konfokale Ellipsen mit 

1 1 
-+r --r 
r r . . B k den Halbachsen ---- bzw. ---. D1e gememsamen _ rennpun te 

2 2 
sind w = + 1, w = -1. Den Halbstrahlen {f = konst. entsprechen 
konfokale Hyperbeln, gleichfalls mit den Brennpunkten + 1, 1 1, die 
auf den vorhin definierten Ellipsen senkrecht stehen. Fur I z I = 1, 
z = eW ist w =cos{}. Durchlauft also z den Einheitskreis I z I = 1, so 
beschreibt w doppelt die reelle Strecke - 1 :::=:: w ::=:: 1. 
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80. Die Funktion 
1 

w=kz+ kz' 

bildet den fraglichen Kreisring auf das Ringgebiet zwischen den heiden 
Ellipsen ab, deren Brennpunkte - 2 und 2 und deren groBe Halbachsen 

kr1 + -k1 bzw. kr2 + -k1 sind. Man setze 
rl r2 

,~ ,f:2A 
k = al- r u_i -_ "! = a2- r a2 - 1 . 

rl r2 
1 

z+-z 
81. Setztman W=---, z=rei*, soist [79] 

2 
1 1 
-+r --r 
r {} .r "{} w=---cos +~--sm ; 

2 2 

Das lineare VergroBerungsverhaltnis ist 

1 
z2 -1 1 

2 2 

fiir diejenigen Punkte z = x + iy, fiir welche 

jx2 - y2 -1 + 2ixyj2 = jx2 - y2 + 2ixyj2 , d. h. x2 - y2 =! 
ist. Sie liegen auf einer gleichseitigen Hyperbel, welche die reelle Achse 

in den Punkten z = ± ,~ schneidet. Fiir die Punkte, fiir welche die 
Drehung f 2 

1 
--1 
z2 n 

arc--=±-
2 2 

ist, hat man lit 1
2 = 1 , d. h. r2 = cos2{}. Sie liegen auf der Lemnis

z 

kate lz- /211z + /21 = ~. 1 
z+z 

82. Durch die Hilfsabbildung C = - - 2- geht das fragliche 

Gebiet der z-Ebene in die obere Halbebene ,SC > 0 der C-Ebene iiber 
[81]; hierbei wird C = oo aus z = 0, C = 0 aus z = i und C = =t= 1 aus 

z = ± 1 . Durch die weitere Abbildung w = ~2 geht femer die obere 

Hal be bene .SC > 0, mit Riicksicht auf 75, in die langs der nichtnegativen 
reellen Achse aufgeschlitzte w-Ebene iiber, wobei C = oo, w = 0; C = o. 



III. Abschn., LOsungen 80-90. 271 

w = oo und C = ± 1, w = 1 einander entsprechen. Die gesuchte Ab
bildung ist somit 

D1e Bildpunkte von z = ± 1 liegen beide in w = 1 , nur an ver
schiedenen ,Ufern" des Schlitzes. 

2n 
83. arcw = {J-- (arcz- tX), d. h. 0 < arcw < 2n. 

-lX 
;n; 

84. Durch die erste Hilfsabbildung C = (e-i"' z)fi-IX wird der Kreis
sektor in die obere Halite des Kreises I C I < 1 , dieser durch die zweite 

C+_!_ 

' Hilfsabbildung s =--- [81] in die obere Halbebene ,Ss > 0 
2 

iibergefiihrt. Man wende jetzt 78 an. 

85. Aus 

U- iv = CJO [<p(X, y) + ilp(X, y)J = ~ CJO_ [<p(X, y) + ilp(X, y)J ux z uy 
durch Trennung von Reellem und Imaginarem. 

86. Sie sind die Bilder der achsenparallelen Geraden 'Jt.f = konst., 
.Sf= konst. bei der konformen Abbildung f = f(z). 

87. Aus 85 mit Riicksicht auf die Cauchy-Riemannsche Differential-
. ou ov 

gle1chung --+- = 0. Auch die Funktion VJ geniigt der Laplaceschen ox oy 
Differentialgleichung. 

88. ucosr + vsinr = 'Jt.(u- iv)ei•, 
so daB das fragliche Integral 

= SJt. J~~ ei• ds = SJt. J~~ dz = SJt.[f(z2)- /(z1)] 

L L 

ist. Hierbei bezeichnet dz das gerichtete Linienelement, 
soluter Betrag d s und dessen Arcus r ist. 

89. u sinr- v cosr = ,S(u- iv)ei•; vgl. 88. 

dessen ab-

90. Die dritte Gleichung ist mit der zweiten Cauchy-Riemannschen 
Differentialgleichung identisch. Die heiden ersten ergeben sich durch 
direkte Differentiation und durch Beriicksichtigung der ersten Cauchy
Riemannschen Differentialgleichung: 

1 op ou ov ou ou 
--=-U--V-=-U--V-
(! ox ox ox ox oy' 

1 op ou ov ov ov 
--=-u--v-~-=-u--v-. 
(! oy oy oy ox oy 
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91. Der Vektor w = _!_ew schlieBt mit der positiven reellen Achse 
r 

den Winkel{} ein, sein Absolutwert ist __!___. Es ist (abgesehen von einer 
r 

additiven Konstante) 

f(z) = logz, rp(x, y) = log r = log {~2 + y2, tp(x,y) = {;. = arctg1.. 
X 

Die Niveaulinien sind konzentrische Kreise urn den Nullpunkt, die 
Stromlinien zu diesen senkrechte Halbstrahlen. 

tp1 - tp = 2n, 

----------

-· {} n 1 93. Die Amplitude von w 1st = + Z, der Absolutwert = -,- . 

Ferner ist (abgesehen von einer additiven Konstante) 

f(z) = -ilogz, ?J(x, y) = {} = arctg1., 1p (x, y) = -logr = -logfx2 + y2 • 
X 

Die Niveau- und Stromlinien sind gegeniiber 91 vertauscht. Das Po
tential T ist unendlich vieldeutig. 

94. Nach 93 ist (abgesehen von einem reellen konstanten Faktor) 

2i . z-1 jz-11 z-1 
w = -- , also f(z) =~log-~, V' = log ~---~ , - rp = arc-- . 

z2 -1 z+1 z+1 z+1 

Die Niveaulinien sind Kreise durch die Punkte z = - 1 , z = 1 , die 
Stromlinien ebenfalls Kreise, und zwar diejenigen, in bezug auf welche 
z =- 1 und z = 1 spiegelbildlich liegen (Apollonische Kreise). 

95. Es handelt sich urn diejenigen Punkte z, fiir die [93] 

il1 il2 iAn 
-~~-~~-···-~~=0, 

z - z1 z - z2 z - Zn 

d. h. 

ist; die positiven Zahlen 11 , 12 , ••• , An sind den Stromintensitaten 
proportional. Vgl. 31, insbesondere die erste dort gegebene Losung. 
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96. w = f' (z) ist so zu bestimmen, daB auf den gegebenen Ellipsen 
ffi/ = konst. ist. Durch die Abbildung [80] 

1 
z=kZ+ kZ• 2kZ=z-yz2 -4 

geht das gegebene Ringgebiet in den Kreisring r1 <I Z I< r2 iiber. 
Hierbei ist, a1 > a2 vorausgesetzt, 

rl al- "(ai=1 
r2 = a2 - y'a~- 1 ' 

k = al - "(ai=1 = a2 -l'af=T 
rl r2 

die Quadratwurzeln positiv genommen. Die Frage ist mithin auf 91 
1 

zuriickgefiihrt: durch w = z wird ein Vektorfeld in der Z-Ebene defi-

niert, fiir das die konzentrischen Kreise urn den Nullpunkt Z = 0 

Niveaulinien sind, d. h. auf diesen ist ffi Jd: = konst. Hieraus folgt Ana
loges fiir 

fdZ ~dz--J dz 
dz Z - y'z2- 4 

auf den gegebenen Eliipsen der z-Ebene, d. h. 

w = - 1 , f(z) = log(z - yZ2- 4) . 
y'z2 4 

Die Stromlinien sind konfokale Hyperbeln, die Niveaulinien konfokale 
Ellipsen mit den Brennpunkten - 2, 2. Es ist 

'ljl1 - 'ljl= 2n, 
r2 a2 -y'a~-1 

r'2- g;1 =log-= log y' , 
r1 a 1 - a~- 1 

die Kapazitat ist 
1 

97. Man setze [93] 
~ 

w=--; '1jJ1 =-loga, '1jJ2 =-logb, g;1 =tX, g;2 =f1. z 
Der Widerstand ist (Vorzeichen hier unwesentlich !) gleich 

{1-rx 
- log b~log a· 

98. Nach 85 ist der Einheitskreis I z I = 1 Stromlinie. Wird der 
konstante Wert der Stromfunktion langs des Einheitskreises und auf 
dem Teil der reellen Achse, der im Vektorfeld liegt, = 0 angenommen, 

P 61 y a-S z ego, Aufgaben und Lehrsiitze I. 18 
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so wird durch f = f(z) der Kreis I z I = 1 in eine reelle Strecke iiber
gefiihrt. Nach 79 setzt man 

f(z) = k(z + ; ) + k0 , k, k0 reell, 

wobei wegen w = 1 fiir z = oo die Konstante k = 1 wird, d. h. 

1 
W=1-2. z 

99. Staupunkte: z = ± 1 ; w nimmt in je zwei in bezug auf den 
Nullpunkt symmetrisch gelegenen Punkten den gleichen Wert an; daher 
ist die Resultierende aller auf den Pfeiler wirkenden Druckkrafte = 0 

[ vgl. 90], Der Druck ist dann Minimum bzw. Maximum, wenn 11- :21 
Maximum bzw. Minimum ist, d. h. fiir z = ± i bzw. z = ± 1. Nach 
Drehung aller Vektoren urn 90° entsteht ein Kraftfeld, das folgender
maBen interpretiert werden kann: Ein homogenes, elektrostatisches 
Feld wird durch einen kreisrunden, drahtformigcn, zur Feldrichtung 
senkrechten, isolierten und ungeladenen Leiter gestort (einfachstes 
Beispiel elektrostatischer Influenz). 

100. [G. Kirchhoff, Vorlesungen iiber Mechanik, 4. Auflage, S. 303 
bis 307, 1897.] Erganzeiide Stetigkeitsbedingung: Die Begrenzung des 
Totwassers reicht ins Unendliche, wo I w I = 1 ist; daher ist am ganzen 
Rand des Totwassers der fragliche konstante Wert lwl = 1.- An den 
Begrenzungsstiicken AB, AD (Hindernis) ist die Richtung, an den Be
grenzungsstiicken BC, DC (Totwasser) der Betrag von w bekannt, in 
den vier Punkten A, B, C, D ist w vollstandig bekannt. Beachtet man 
die Konstanz der Richtung bzw. des Betrages an den betreffenden Be
grenzungsstiicken, so ergibt sich als Bild der Begrenzung des Stromungs
feldes die Begrenzung eines Halbkreises in der w-Ebene. - Fixieren 
wir die in f steckende additive Konstante [S. 103] so, daB f = 0 dem 
Staupunkt z = 0 entspricht, dann entsprechen die heiden Ufer der 
positiven reellen Achse der /-Ebene den heiden Stromlinien ABC und 
ADC. Die langs der positiven reellen Achse aufgeschlitzte f-Ebene 
entspricht dem ganzen Stromungsfeld; und zwar kann nicht bloB ein 
Teilgebiet dieser aufgeschlitzten Ebene dem Stromungsfeld entsprechen, 

deshalb, weil fiir z-+oo W= ~;CXJi, also f"'-"iZ sein muB. Den 

heiden Punkten B, D des Stromungsfeldes entspricht wegen der Sym
metric derselbe Punkt der /-Ebene, der einmal zum oberen, das andere 
Mal zum unteren Ufer des Schlitzes gerechnet wird. Man beachte, daB 
bei festgehaltenem w eine Dilatation der f-Ebene eine gleiche Dilatation 
der z-Ebene nach sich zieht, da df = w · dz ist. Dilatieren wir nun die 
/-Ebene so, daB f = 1 das Bild von z = ± l wird. Hierdurch haben wir l 
einen numerischen Wert beigelegt. - Wenn ein eineindeutiges Ent-
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sprechen der betreffenden Teile der z-, w- und /-Ebenen moglich ist, 
so konnen wir bestimmen [vgl. 188], ob bei Umlaufung des Randes im 
Sinne ABCDA das Innere links oder rechts bleibt (letzte Zeile der 
Tabelle). In der nachfolgenden Tabelle und in den Abbildungen sind 
die dem Punkte A der z-Ebene entsprechenden Punkte in den iibrigen 
Ebenen auch mit A bezeichnet; ahnlich sind B, C, D gebraucht. 

z iii w I 
A 0 0 0 0 

B l 
c 00 -i 00 

D -l -1 -1 
Gebiet bleibt links rechts links links. 

w 
a 

ffi 
[) R 8 

II 8 C=oo 
0 

Geschwindigkeits
ebene (iii-Ebene). 

(w-Ebene). Potentialebene (/-Ebene). 

101. Nach 82 ist 
4w2 1 +iN 

1=(1+w2)2' d.h. w (1 
wobei {1~ fiir I= 0 sich auf 1 reduziert; man verfolge den Wert 
von w auf den beiden Ufern des Schlitzes in der 1-Ebene! Hieraus folgt 

I 

z=J~ =2Vf+YfY1 l+arcsiny/, 

o ·- n [ 1/-1 ( - ~)] 
z = x + iy = 2 VI + 2 - i IV 1 - 7 -log V f + l' I- 1 . 

Die erste Formel fiir z ist insbesondere fiir 0 <I< 1, die zweite dann 
zu gebrauchen, wenn I> 1 ist (Wurzel positivi), und ergibt die Form 

der Begrenzung des Totwassers: z = l = 2 + ; fiir I = 1, x (';> 2 ff, 
y"'- I' also die Breite des Totwassers 2x""' 4 r TY1 in groBer Entfernung 
von dem Hindernis. 

102. Ist der Druck p = c- i jwj2 im Punkte z [90], so ist er ins
besondere = p1 = c - i an der Begrenzung und folglich in der ganzen 
Ausdehnung des Totwassers. Der gesuchte Gesamtdruck ist 

+l +l l 

j(p- P1)dz = jl(1 -jwj2)dz = /(1- w2)dz 
-l -l 0 

1 1 

=f(1-w2) ~ =f4Y1 ldYf=n. 
0 0 

18* 
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103. Man setze z =rei#. Weil das Vorzeichen der Winkelgeschwindig
keit positivist, wachst {}, d. h. z durchschreitet den Kreis in positiver 

Richtung. Es ist :; = iz, und der gesuchte Geschwindigkeitsvektor 

lautet 
df(z) _ df(z) __!!_ _ . /'() 
d# - dz d{} - ~z z · 

104. Bezeichnet w den Winkel, urn den man den Vektor w (Radius
vektor) in positiver Richtung drehen muB, his er in die Richtung des 
Vektors izf'(z) [Tangentenvektor, 103] fallt, so ist der gesuchte Abstand 

~ izf'(z) 
. ~f(Z) 'i'Rz/'(z)J[Z) 

lf(z) I smw = lf(z) llizf'(z) I = lzf'(z) i . 
I /(z) 

105. Die Amplitude des fraglichen Vektors ist Slogf(z). Die ge
suchte Winkelgeschwindigkeit ist also, z =rei*, 

_!:___~ 1 /() _ ~dlogf(z) __!!_ _ ~f'(z). _ m f_(z) 
d{} ~ og z - ~ dz d{} - ~ f(z) zz- utZ f(z) . 

106. Die Kriimmung ist : = ~ ~ , wo de die Anderung der Rich

tung der Geschwindigkeit von f(z), also nach 103 die Anderung von 
Slogizf'(z), dS das Linienelement der durch f(z) beschriebenen Kurve 

bezeichnet. Nach 103 ist ~~ = lizf'(z) I, also, z =rei*, 

dB d~u <)logizf'(z) ~ dlog_zf'(z) dz 
1 d{} ·u· u ~ --dz- d{} 
- = ~ = -,...,---:-:-;....,....,--e dS lizf'(z) I lz/'(z) I 

d{} 

Die Kriimmung ist laut Definition positiv oder negativ, je nachdem 
der Drehungssinn des Geschwindigkeitsvektors izf'(z) positiv oder 
negativ ist. 

107. 
konkav konvex 

links + 
rechts + 

W n + ....,. d · 1 sgn D' · M 1' hk · enn w = z a , n ~ 0, ann 1st - = - . 1e v1er og 1c e1ten e rn 
sind sehon in den Spezialfallen r = 1, I a I > 1, n = 1 oder - 1 vertreten, 
wenn w = 0 der fragliche feste Punkt ist. 



III. Abschn., Liisungen 103-116. 277 

108. [106, 107.] 
109. Die Winkelgeschwindigkeit des Vektors w = f(z) ist stets 

positiv. [105.] 
110. Aus 108 und 109 oder direkt durch folgende Uberlegung: 

Der Winkel zwischen d w und der positiven reellert Achse ist bei der 
Abbildung w = f(z) durch den Arcus von iz f'(z) gegeben [103]. Kon
vexitat heiBt, daB dieser Arcus sich stets in derselben Richtung andert, 
das ist aber die Sternfi:irmigkeit des Bildes bei der Abbildung 
w = zf'(z). 

111. [Thekla Lukacs.] Sind a und b zwei Punkte der w-Ebene 
von der fraglichen Art, dann ist fiir I z I = r 

f'(z) f'(z) 
ffiz f(z) --a> 0, ffiz f(z) -b > 0, 

d. h. 
'iRzf'(z)f(:)- a> 0, •ffizf'(z)f(z)- b > 0. 

Hieraus folgt, wenn 2 > 0, fl > 0, 2 + 1~ = 1 ist, 

ffizf'(z)f(z)- (2a + jlb) > 0, also ffiz f'(z) >O. 
f(z)- (2 a + flb) 

Auch elementargeometrisch leicht zu beweisen. 
112. h(cp) = 'iJUiei'P =I a I cos (rp- a). 
113. 1. Der in 103 berechnete Geschwindigkeitsvektor i z f' (z) 

schlieBt mit der positiven reellen Achse den Winkel <p + !!_ ein: 
rp = arcz/'(z) = Slogzf'(z). 2 

h( )= ffiz/'(z)H;) 
2· rp lzf'(z)f 

[104] mit Beriicksichtigung des Vorzeichens. 
114. {1~ 

z e 2 {} 
m =~log--= '1 log z = eiif [113]. 
'~' v 1+z v {} 2-, 

2cos-
2 

115. Fur : < <p < 3 
4n ist die Stiitzfunktion identisch mit der des 

Punktes ni [112]. Sonst auf Grund von 113 
iif 

o, 2z o, 2e 2 {} 
<p =~log-~= ~log-===-. 

y1 + z2 y2 cos{} 2 

116. <p=arcz/'(z)=arc-~, h(cp)=l~-~~ffi(1-w), wenn die 
1-w r1--w 

Stiitzgerade eine Tangente der Randkurve ist; h(cp) = coscp, wenn die 
Stiitzgerade durch die Ecke w = 1 geht. 
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2n 2n 

117. - 1-j&vc-ll#d{} = - 1-Jein#d{} = 0 oder 1, je nachdem die 
2:n 2:n 

0 0 

ganze Zahl n = k -l von 0 verschieden ist oder nicht. 
118. Aus 

!(rei#)= ao + alrei{)+ a2r2 e2i{)+ . .. + anrnein{)+ ... 

durch Integration unter Beachtung von 117. 
119. Man wende 118 auf logf(z) an und trenne den reellen Teil ab. 
120. []ensensche Forme!, vgl. 175.] Das geometrische Mittel der 

einzelnen Faktoren jz-z,.j Hi.Bt sich nach II 52, das von jf*(z)j nach 
119 berechnen. 

121. Fiir f(z) t 0 in jzj <r ist g(r) = ®(r) = j/(O)j [119]. Zerfallt f(z) 
in dasProduktvon zwei fur jzj < r reguHirenFunktionen, f(z) = f1(z) f2(z), 
so sind die Mittelwerte g(r), ®(r) bzw. gleich dem Produkt der ent
sprechenden zu /1(z) und /2(z) geMrigen Mittelwerte. Es geniigt also, 
den Spezialfall f(z) = z- z0 , j z0 j < r zu betrachten. Man hat [II 52] 

1 2n 

2 n /log I rei1J -z0 I diJ 

@(r) = e " = Max(r, jz0 j) = r, 
r 2.n 2 r 

~1r/ jiogll!e;{)_zoll!dl!diJ -:a/Max(logl/,loglzolll!dl! 1 1 I' 
•• ' logr--+~ 

g(r) = e o o = e o = e 2 2r' 

122. (Vgl. M.A. Parseval, Mem. par divers savans, Bd. 1, S. 639 
bis 648, 1805; A. Gutzmer, Math. Ann. Bd. 32, S. 596-600, 1888.] 
Es ist 

123. Setzt man P(z) = x0 + x1 z + x2 z2 + · · · + X11 Z11 mit beliebigen 
komplexen Koeffizienten x0 , Xv ... , x 11 , so ist 

2n 

- 1- {!t(ei1f)- P(ei1f)j2 d{} 
2:n. 

0 

= jao- Xoj2 + jal- x1j2 + ... +jan- Xnj2 + jan+ll2 + jan+2j2 + .... 
Dieser Ausdruck ist fiir aile Werte von x0, Xv ... , x 11 dann und nur 
dann Minimum, wenn die n + 1 ersten Glieder verschwinden. 

124. [Beziiglich 124-127 vgl. L. Bieberbach, Palermo Rend. Bd. 38, 
S. 98-112, 1914; Berl. Ber. 1916, S. 940-955 und T. Carleman, Math. 
Zeitschr. Bd.1, S. 208-212, 1918.] Spezialfall von 125; man ersetze 
dort r, R durch 0, r. 
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125. Setzt man w = f(x + iy) = u + iv, so ist der fragliche 
FHi.cheninhalt 

Man hat (vgl. S. 96) 

~(u. v)_ = ou i!..!!_ _ ou ~ = (au)2 + (~)2 =I o(u + iv) 12 = lf'(z)l2. 
d(x, y) ox oy oy ox ox ax ox 

daher 
R 2n R 

F = J /lf'(l2 eiD)I2 gdgdif = 2n J (~:;,2lanl2 122n-1) dg 
r 0 r 

00 

= n2'nlani2(R2n_ y2n). 
n=-oo 

126. Spezialfall von 127. Betreffend Umlaufssinn vgl. 188 oder 
190. - Was bedeutet der erhaltene Ausdruck fiir c = o? [124.] 

127. Die Flii.che wird dargestellt als Summe von, mit Vorzeichen 
versehenen, Elementardreiecken, begrenzt durch Bogenelemente der 
Kurve L und durch Radienvektoren, die vom Nullpunkt ausgehen. 
Das Vorzeichen ist positiv oder negativ, je nachdem der Punkt w = 0 
vom begrenzenden gerichteten Bogenelement links oder rechts liegt. 
Es stimmt mit dem Vorzeichen von sinw iiberein, unter Benutzung 
der Bezeichnung von Losung 104. Somit ist der gesuchte Inhalt 

2n 2n 

= !/ 1 iz f'(z)// f(z)/ sinro d-8 = !jffiz f'(z) f(z) d-8 l 
o o z =reiD. 

2n oo oo 

= ifR/ 2'ka,.,yiceikD2'a1r1e-ilDdif, 
0 k= -oo l= -oo 

128. Nach 124 ist 
r oo 

4! J(g) dg = 2n ~lanl2 r2n [122]. 
o 12 n=l 

129. [Vgl. K. Lowner und Ph. Frank, Math. Zeitschr. Bd. 3, S. 84, 
1919.] Die ,Dichtigkeitsfunktion" der fraglichen Belegung ist pro
portional mit I tp' (z) 1-1 , weil J I tp' (z) /- 1 1 d w I , erstreckt iiber einen be
liebigen Bogen von L, die Lange des entsprechenden Bogens des Kreises 
1 z I = r liefert. Es ist somit 

2n 2:n: 

Hlrp'(z)/-11dwl = J rp(z) lrp'(z)/-11dwl, 
L L 

d. h. ~Jrd{} = J rp(reiD)rdif. 
0 0 
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131. [/. L. W. V. Jensen, Acta Math. Bd. 36, S. 195, 1912.] 

[ (oc)2 (o')2] -i 
cosy= 1 + ox + oy • (oc)2 (o')2 

tg2r = ox + oy · 
Aus C = u2 + v2 ergibt sich 

-~tg2y = (u ~= + v ::r + (u :; + v ;;r = (u2 + v2) [ (::r+ (~;rJ 
kraft der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. 

132. Ist z0 ein Punkt mit horizontaler Tangentialebene, so ist 
nach 131 entweder /{z0) = 0 oder /(z0) =F 0, f(z0) = 0. Im ersten Fall 
beachte man, daB eine analytische Funktion nur isolierte N ullstellen be
sitzt. Im zweiten Faile sei etwa f(z0) = /"(z0) = · · · = j(l-l)(z0) = 0, 
j<lJ(z0) =F 0 [l > 2, Sattelpunkt (l- 1)ter OrdnungJ, also 

f<lJ(zo) l 
f(z0 +h)= f(z0) + -l1-h + · · ·, 

C = I f(zo + h) 12 = I f(zo) 12 + f(z0) j<lJl(;o) fit + f(z0) j<lJl(;o) h1 ·-!- · · · 

=I /(z0) 12 +A I hl1cos (lcp- x) + · ·. , 
wo h =I hI ei'P ist, A, x reelle Konstanten, A~ 0, die durch /(z0} und 
j<lJ(z0) bestimmt sind. Die 2l Werte von q:;, die den Einmiindungs
richtungen der 2l Ziige entsprechen, sind 

01. 2k-1 
cp ~ t + 2l n, k = 1, 2, ... , 2l. 

Zwischen diesen Richtungen ist das Vorzeichen von A cos (lcp- x) ab
wechselnd positiv und negativ. 

133. Das fragliche Polynom sei a0(z - 1\:1) (z - x2) ••• (z - Xn) , 
x1, x 2, ••• , 1\:n reell. Dann ist 

n n 

C =I ao laJI[(x- x,)2 + y2] > J ao J2IT(x- cx.,.)2, 
1'=1 1'=1 

134. Aus 122 folgt 

/ /(zo) /2 +I f(zo) 12r2 + I /"(zo) 12y4 + ... +I j(n)(zo) \2 y2n + ... 
1! 21 n! 

2n 

= ;nj\f(zo + reiff) \2d0o<M2, 
0 
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d. h. I f(z0) I < M. Gilt das Zeichen =, so muB 

f(zo) = f'(zo) = · · · = t<n>(z0) = · · · = 0 

sein, d. h. f(z) _ f(z0), konstant. 

281 

135. Die stetige Funktion I f(z) I muB in dem abgeschlossenen 
Bereiche ~ ihr Maximum erreichen. Nach 134 ist es unmoglich, daB 
I f(z) I diesen groBten Wert in einem inneren Punkt z0 von ~ erreicht. 

136. Das FHichenstiick, welches ein beliebiger, zur x, y-Ebene 
senkrechter Zylinder aus der Betragfliiche herausschneidet, hat seinen 
hOchstgelegenen Punkt am Rande, es sei denn, daB die ganze Betrag
fliiche eine der x, y-Ebene parallele Ebene ist. Eine ,analytische Land
schaft" besitzt keine ,Gipfel". 

137. Geometrische Einkleidung des Satzes, daB ein Polynom 
(z- z1) (z- z2) • • • (z- Zn) in jedem Bereiche seinen Maximalbetrag 
am Rande annimmt [135]. 

1 
138. f(z) ist regular in ~ [135]. 

139. Es sei lzvl < R, v = 1, 2, ... , n. Die Funktion 

f(z) = ~ nV (R2 - .Z1 z) (R2 - z2 z) · · · (R2 - inz) 

hat einen fiir I z I < R reguliiren Zweig, ferner ist f(z) von 0 verschieden 
in I z I< R. Nach 135 und 138 liegt also I /(0) I= R zwischen dem 
Maximum und Minimum von I f(z) I fiir I z I = R. Es ist fiir I z I = R [5] 

I f(z) I = V!.---z-z----.-1 1-.---1 z-z-2 1.---· -.-.· -.---1 z---Z----,n I . 

Die einzige Ausnahme bildet der Fall, wo f(z)-konst., d. h. 
z1 = z2 = · · · = Zn = 0 ist. 

140. Fiir I z I= R ist 

R < Max I ~ (R2 - zl z) + (R2 - z~) + ... + (R2 - Zn z) I < 

M ( 1 IR2 -z1zi+IR2 -z2 zi+ .. ·+IR2 -.Znzl) 
< ax- = 
= R n 

= Ma)z - zl I + I z :- z21 + ... + I z - Zn i 
n 

[5]. 

Das Gleichheitszeichen kann nur dann eintreten, wenn z1 + z2 + · · · + Zn 
= o, wenn ferner siimtliche z, vom gleichen Arcus sind, d. h. z, = 0, 
r = 1, 2, ... , n. - Man beachte den Spezialfall n = 4, z1 = 1, z2 = i, 
z3 = -1, z4 =- i, R > 1. Das arithmetische Mittel der Projektionen 
der fraglichen Abstiinde auf den durch den Punkt P gehenden Durch
messer ist schon = R . 
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141. Die Funktion 

1 1 1 
-=----=-- + - + ... + -=----::::--
]?2- z1 z J?2- z2z J?2- ZnZ 

ist regular fiir I z I< R. Es ist somit [135] fiir I z I = R 

Man beachte den Spezialfall n = 3, z1 = e'if, = 1, 
. 4n ,_ 

z3 = eiifa = e 3 , R> 5. Dann ist fiir z = Reiif, v = 1, 2, 3, 

1 1 ~ Pk[cos('l? -'l?p)] 
lz-z:T = fR2 + 1 - 2Rcos('l?- 'l?p) = &o Rk+l ' 

wobei Pk(x) das kte Legendresche Polynom bezeichnet [VI, § 11]. Es 
ist P 0 (cos'l?) = 1, P 1(cos'l?) =cos#, P 2(cos#) = t + -£-cos2#. Hieraus 
folgt [VI 91]. 

1 ~ 1 1 1 
3~1z-zpi=R+ 4R3 + 

~ Pk[cos(#- '1?1)] +Pk[cos(#- '1?2)] +Pk[cos(#-'1?3)] 

+ ~ 3Rk+t 
k=3 

1 1 ~ 1 1 R- 5 1 
> R + 4R3 - ~ Rk+l = R + 4R3(R- 1) > R • 

k=3 

142. Ist f(z} =f 0 iiberall im Innern der fraglichen Kurve, so er
reicht lf(z) I nach 135 und 138 sowohl sein Maximum als auch sein 
Minimum auf dieser K urve; daraus folgt, daB I f(z) I in dem ganzen 
Innern konstant sein miiBte, d. h. f(z} = konst. Geometrisch: Da 
innerhalb einer geschlossenen Niveaulinie der BetragfHiche kein Gipfel 
liegen kann, muB mindestens eine Mulde darin liegen, es sei denn, 
daB die Betragfliiche eine horizontale Ebene ist. 

143. Innerhalb jeder geschlossenen Linie, liings welcher der Betrag 
des Polynoms (z - z1} (z - z2) • • • (z - Zn) konstant ist, muB mindestens 
eine Nullstelle dieses Polynoms liegen [142]. Es sind bloB n Nullstellen 
vorhanden. 

144. Der Satz gilt nicht, wenn f(z) = konst. Sonst ist f(z0) =f 0. 
Liegt ein Sattelpunkt an der Kreisperipherie I z I = r, so ragt die 
Projektion mindestens eines derjenigen in 132 erwahnten winkelformigen 
Gebiete, deren Punkte hOher als der Sattelpunkt gelegen sind, in das 
Kreisinnere I z I < r hinein. Also kann z0 kein Sattelpunkt sein, d. h. 
f'(z0} =F 0. 
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Setzen wir f(z) = w und betrachten wir die Bildkurve der Kreis
peripherie I z I = r in der w-Ebene. Ihr vom Punkt w = 0 am meisten 
entfernter Punkt ist w0 = f(z0); sie hat in w0 eine bestimmte Tangente, 
weil /'(z0) + 0. Diese Tangente, d. h. der Vektor iz0 /'(z0) [103] steht 
senkrecht auf dem Vektor w0 = f(z0) (geometrisch klar). Daher ist 

izo!Jz~L rein imaginar. Der dem Nullpunkt zugewandten Seite der 
f(zo) 

Kreisperipherie entspricht in der Umgebung von w0 die dem Nullpunkt 

zug~-:va~dte ~e~te der Bildkurve, laut Voraussetzung. Daherist iz;(};o) 
pos1t1v 1magmar. o 

145. [Vgl. A. Pringsheim, Munch. Ber. 1920, S.145; 1921, S. 255.] 

146. [A. Pringsheim, a. a. 0. 145.] Setzt man 

k=0,1,2, ... , 
r(k) = 
<,,, 1 

___ (z"'+1 z-1 + zk+2 z-2 + ... + z-1 zH1) I k: 1 (ze_ 1 + z~::~z, +. · · + Z:) fiir 

k + 1 v-1 v v-1 v v-1 v .• 

fiir k =- 2, -3, ... , 
dann ist 

(k) r<kl( ) r(k)( ) z-!;+ 1 - z~+ 1 
C1 (z1- Zo) + "z z2- z1 + ... + ,,. z,.- Zn-1 = k + 1 = 0. 

Es sei l die Gesamtlange von L, R ihr groBter, r ihr kleinster Ab
stand vom N ullpunkt z = 0. Es ist 

I Z1 - Zo I + I Z2 - Z1 I + I Z3 - z2\ + · · · + I z,. - z,. -1 I 
die U:inge eines eingeschriebenen Polygons, folglich < l. Ist b ge
geben, b > 0, und n geniigend groB, so ist es moglich, die Wahl von 
.z0, zv z2, .. . , z,. so zu treffen, daB jz,- Zv- 1\ < b, Y = 1, 2, ... , n. Dann 
ist, k > 0 vorausgesetzt, 

1 
j(C~kl -- ze)(z,- z,_l)l = k + 1 1(z~-1- Z:) + Zv(ze::~- ze- 1) + · · ·\\zv-Zv-11 

1 
< k+ 1 [k+ (k-1) + · · · + 1 + O]Rk-ljz, -Zv-1\2, 

folglich 

I n I k n k 2; z~ (z, - z, _1) ::::=; 2 Rk -l 2; \ z, - z, _ 1 \2 < 2 Rk - 1 l b . 
I v=1 v=1 

Wenn k <- 2 ist, dann muB r zur Abschatzung herangezogen werden. 



284 Funktionen einer komplexen Veranderlichen. 

147. [V gl. G. N. Watson, Complex Integration and Cauchy's Theorem. 
Cambr. Math. Tracts, Nr. 15, S. 66, 1914.] Das Innere der fraglichen 
Ellipse ist durch die Bedingung 

x2 - xy + y2 + x + y < 0 

gekennzeichnet. Von den vier Polen ± ,~ ± :- des Integranden liegt 
. r2 12 

b B 1 2 • d' G b' E . . lo z0 =---=----= m 1esem e 1et. s 1st som1t 
f2 rz 

f dz 2ni :n; • 
--=--=-(-1 +z). 
1 + z4 4z6 2Vz 

2 " "' 

148 ·{ xd{} -J ixd{} j'_!:__{} __ f.. 2dz 
• 4 ~ x2 +sin2{}- sin2&+x2 sin&-ix-:t'z2 +2zx-1' 

0 -:rr: -n 

z = eW gesetzt. Die Integration ist Hings des Kreises j z j = 1 er
streckt, worin nur der Pol z0 =- x + -{x2+1liegt. Es ergibt sich 
somit 

4ni 2ni 
Zo + Zo 1 f1 + x2 . 

149. [G. P6lya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 24, 
S.84, 1916. Losungvon].Mahrenholz;ebenda,SerieJ, Bd. 26,S.66, 1917.] 

2n r_(1_+_2_c_os_&_)ne_in_ff d{} = ~ J.. (1 + z + z2)n dz 
~ 1-r-Zrcos{} i :t'(1-r)z-r(1+z2 ) ' 
0 

das Integrallangs des Kreises 1 z j = 1 erstreckt. Fiir r < 0, - 1 < r <.! 
hat man I ~ - 11 > 2, so daB die beiden Wurzeln der quadratische! 

Gleichung (1- r) z- r(1 + z2) = 0 durch den Einheitskreis getrennt 
liegen. Es sei (] die Wurzel im Innern des Einheitskreises, d. h. 

lel<1, (1-r)z-r(1+z2)=-r(z-e)(z- :). Wirerhalten 

2:n;[ (1 + z + ~2)nl = --'P- (; r; 
-r(z--) r(--e) 

(! Z=(! (! 

1- r -11- 2r- 3r2 
(! ist reell, (] = ----'------'---

2r 
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150. Setzt man z = x + iy, dann HiBt sich das fragliche Integral 
folgendermaBen schreiben: 

~j,zdz-zdz+zz(zdz-zdz) =~j,(1 +z2)zdz- (1 +z2)zdz 
2 i r 1 + z2 + z2 + z2 z2 2 i r ( 1 + z2)( 1 + z2) 

j, zdz . 
= 3 r 1 + z2 = 3 2n~ = 2n. 

Die Brennpunkte der Ellipse sind die Pole des Integranden. 
151. Es ist, w > 0, 

OJ 2 . OJ 
Jxs-le-zdx + wsifeis.O-OJi-o d{}- et~sfxs-1 e-izdx = 0. 

0 0 0 

Wenn w gegen + oo konvergiert, dann konvergiert das erste Integral 
gegen T(s) und das dritte gegen das fragliche Integral. Der Betrag 
des zweiten Integrals ist 

"' ---1! 
2 2 2 

<A Je-OJcas-o d{} =A f e-OJcas-o d{} +A Je-OJcos-o d{} < A2n e-OJsin• + Ae. 

0 0 "' --· 2 

. _:: 13sl n 1 
wobe1A=e 2 , O<e<-. Setztmanhiere=k, ffis<k<1, 

2 w 
dann sieht man, daB das zweite Glied gegen 0 konvergiert. 

152. Das fragliche Integral ist 

= _!r:;- 2 sinxdx. 
n. 

0 

Aus 151 folgt fiir reelles s, 0 < s < 1 
00 

( xs- 1 sinxdx = T(s) sin ns. 
• 2 
0 

Dieses Integral konvergiert fiir -1 < ffis < 1 und die rechte Seite ist 
ebenda reguHir. Daher gilt diese Formel fiir - 1 < ffis < 1. 

153. [Vgl. Correspondance d' Hermite et de Stieltjes, Bd. 2, S. 337. 
Paris: Gauthier-Villars 1905; vgl. G. H. Hardy, Messenger, Bd. 46, 
s. 175-182, 1917.] 

!00 1 . (n+1)«J n+1 1 
e-z.uei"'xndx =pe-t -I'- e-z z7- dz; 

0 

das letzte Integral ist tiber den Halbstrahl arc z = IX erstreckt und 

= j:-zxn;.1-1 dx = r(n; 1)' 
0 
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weil der Integrand fiir z =reiD, 0 < # < .x mit _!_ gegen 0 konvergiert, 
r und zwar gleichma.Big in #. 

Fiir <X= J11l, 0 < 11 < i erhii.lt man die Funktion 

deren sii.mtliche ,Stieltjessche Momente" verschwinden, ohne daB sie 
selbst verschwii.nde (kein Widerspruch zu II 138, II 139). Nach Borel 
[Le~ons sur les series divergentes S. 73-75, Paris: Gauthier-Villars 1901; 
vgl. noch G. P6lya, Astr. Nachr. Bd. 208, S. 185, 1919] kann ii.hnliches 
fiir eine Funktion f(x) mit /f(x)/ < e-kh, k > 0, k konstant, niemals 
zutreffen. Unsere Forme! lehrt, daB in diesem Borelschen Satz. fX 
nic.ht durch eine niedrigere Potenz x~', }t < i von x ersetzt werden kann. 
H. Hamburger zeigte sogar [Math. Zeitschr. Bd. 4, S. 209-211, 1919], 

daB anstatt fx nicht einmal (!~)2 stehen kann, indem er bewies: 
00 

Jexp(- ~t:x~ ~:~) sin(~::~f2x: ;)xndx = 0, n = 0, 1, 2, ...• 

0 

+oo +oo +oo 

154. x~'+ 1 I e-tP- cosxtdt = x~' I sinxt • flt~'- 1 e-tP-dt = 3 I eiz~ -~zdz, 
0 0 0 

als Integrationsvariable z = x~'t~' eingefiihrt und zur Abkiirzung fl- 1 = v, 
x-1' = b gesetzt. Man drehe die Integrationsgerade urn einen kleinen 
positiven Winkel, setze b = 0, dann drehe man die Integrationsgerade 

in positiver Richtung weiter, bis arcz = fl'll. 
2 

155. Man ersetze den geradlinigen Integrationsweg in 

a+iT 

1 fe'"' --. - 2 ds, 
2n~ s 

a-iT 

T>a 

durch den rechten bzw. linken Halbkreis iiber der Strecke (a-- iT, a+ iT) 
als Durchmesser, je nachdem, ob <X< 0 oder <X > 0 ist. Im ersten Faile 

1 e"'a e"'a 
bleibt das Integral unverii.ndert und ist absolut < -- nT = - · 

2nT2 2T' 
im zweiten Faile wird es urn .x (Residuum im Pol s = 0) vermindert 

1 eiXa 
und das neue Integral ist absolut < 2n (T _ a) 2 nT. Man lasse jetzt 
T gegen + oo wandern. 

156. [Der Fall l = 1 + e- 1 von H. Weyl.] Es ist 
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also (das SchluBresultat der Integrations- und Summationsver
tauschungen HiBt sich auf mehrere Arten rechtfertigen) 

+oo +CXJ 

sin-e 2 co . lr·• Jr U iu 
1 ') t" e•nu 

=- ~ -e-tAe-itu~--,-dtdu 
ll.; • U n=O n. 

u= -oo t=o 

Dieses Integral ist gleich der Summe der Residuen in der oberen Halb
eiu -1 

ebene, weil das Integral von (J. . . ) , erstreckt tiber den Halb-
u +zu-e•u 

kreis u = r eii}, 0 < {} < n mit wachsenden r gegen 0 konvergiert. Der 
einzige Pol in der oberen Halbebene ist u = iz [196], das zugeh6rige 

Residuum ist gleich _!_. (Vgl. 215, IV 55.) 
z 

157. [Dirichlet, ]. fur Math. Bd. 17, S. 35, 1837; Mehler, Math. 
Ann. Bd. 5, S.141, 1872.] Es sei -1 < x < 1, x =cos{}, 0 < {} < n. 
Es ist 

P 11(cosff) = -. .. dz, 1 f zn 
2nz ~2zcos{} + z2 

das Integral liings irgendeines, die heiden singuliiren Punkte ei {} und 
e-W in positivem Sinne umschlieBenden Weges erstreckt. Man kann 
nun diesen entweder auf die geradlinige Verbindungsstrecke von eii} 
und e -w (Laplacesche Formel) oder aber auf den Bogen - {} s arc z < {} 

des Einheitskreises (Dirichlet-M ehlersche Formel) zusammenziehen. 
(Beidemal ist Vorsicht geboten, weil der Integrand in den .Endpunkten 
unendlich wird, jedoch nur von der Ordnung !-) Nach Umkreisen des 
singularen Punktes andert der Integrand bloB sein Vorzeichen; daher ist: 

1 

( .u) _ 2 f (cos{}+ iiXsin{})"isinffdiX 
P n COS 'U - --. --;=1 ====;;:==:====:===:o:===='=;;====:===:=:=======::::=;: 

2 n z y1 - 2(cosff + i IX sin{}) cos{} + (cos{}+ i IX sin {}) 2 

-1 
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Die dritte Formel entsteht entweder durch Zusammenziehen des 
Integrationsweges auf den Bogen {}:=;;;arc z <::: 2 n- {} des Einheltskreises 
oder durch Variablenvertauschung aus der zweiten und gleichzeitiges 
Ersetzen von {} durch n- {}. [Es ist Pn(- cos{}) = ( -1}n Pn (cos{}).] 

158. Wenn z reell und negativ ist, dann liefern irgend zwei zur 
reellen Achse symmetrische Elemente von L zueinander konjugierte 
Beitrage. Man bezeichne mit LIX die im negativen Sinne umfahrene 
Berandung des Halbstreifens ffiz >ex, -n < 0 z < n (speziell L0 = L). 
Wenn z auBerhalb @ liegt und ex> 0 ist, so hat das Integrallangs jeder 
Kurve LIX denselben Wert. LaBt man ex gegen + oo wandern, so kann 
man E(z) nach und nach tiber die ganze Ebene hin fortsetzen. 

159. Das Integral, langs L = L0 erstreckt, hat denselben Wert wie 
1.. L ---. D x+in x-in x h b . h d' B 't .. angs IX• ex <e: 0. a ee = ee = e-e , e en s1c 1e e1 rage 
der heiden horizontalen Strecken von LIX auf. Die vertikale Strecke 
von LIX ergibt 

1 !"' . - e1X+tyd 
2n e Y · 

Dieser Wert ist unabhangig von ex, also = 1, wie fiir IX~ - oo ersichtlich. 
160. 1. Es sei z auBerhalb @. Es ist [159] 

E(z) =- _!__ + _!__1-. ((- C + L)ee;; dC. 
z z2 2n~ C- z 

i 
Man erstrecke das Integral rechts nicht langs L, sondern langs einer 
inneren Parallelkurve L' im Abstand c5 (Berandung des Gebietes ffi z > o, 
-n + o < Sz <n-o), wobei 0 < o < ~, und beachte, daB das reelle 

Integral 

konvergiert. 
2. Es sei z im Rechteck - 1 < ffiz < 0, - n < 0 z < n gelegen; 

dann ist nach dem Residuensatz 

f eel; ;· eel; 
~-dC- ~-d!;=2nieez. 
!;-z !;-z 

L L-t 

Folglich gilt zunachst im Rechteck und dann auf Grund analytischer 
Fortsetzung im Halbstreifen @ 

E(z) = eez-- + --. -!; + ~- eel;d!;. 1 11}'( !;2) 
z z2 2nz C- z 

L-t 

Man wahle anstatt L_ 1 die auBere Parallelkurve im Abstand o, 
7l 

0 < o < 2 , als Integrationslinie. 
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161. Der Zahler ist 

Der N enner ist 

. ~ 2• 2ni = 2nt~ (- 1)n-•-1-( -~) 1 = - 1 , 

··=0 
v. n Y. n. 

n 

1,, 22ncos# 2n 
= d{}""'~-

n n! 
fll2neW-vl 

•) Y=l 
-n 

289 

[II 217]. 

Zur Erklarung: Der iiberwiegende Teil beider Integrale riihrt von einem 
Teilbogen her, dessen Mittelpunkt z = 2n und dessen Lange von der 

GroBenordnung yn ist. Auf ihm ist der Arcus von dz nahezu _!!.__, der 
Arcus von fn(z) nahezu 0 [43]. 2 

162. Die Anzahl der N ullstellen im Kreise I z I < r ist 

w(C) - w(z) . . . 163. C 1st em Polynom (n -1)ten Grades von z. Ferner 1st 
-Z 

P(z.) = - 1-. rf ,_f(C) dC = f(z.), v = 1, 2, ... , n. 
2nz':f,- Zv 

L 

164. Beide Seiten nach dem Residuensatz ausgewertet, identisch 
mit V 97. 

165. Es sei E > 0. Man betrachte den Teil der z-Ebene, in dem 

samtliche Ungleichungen I z- nQnl > E, n = 0, ± 1, ± 2, ... erfiilltsind 

(durchli:icherte Eben e). Es existiert eine von E abhangige Konstante K, 
so beschaffen, daB in der ganzen durchli:icherten Ebene 

I sinQ(X + iy) I> K-Ieelvl 

ist. Es geniigt, dies im Gebiet - .!!'_ < x < + _!!.__, I z I > e einzusehen, 
2(! 2(! 

ll 
0 < E <- Das Integral 

2(! 

2-:i f s~~)C (C '!! z) 2 ' 

erstreckt langs des Kreises I C I = ( n + ~ ) ; , konvergiert fur n -+ oo 

gegen Null, da langs der Integrationslinie I F(C)(sineC) -II< CK ist. 
Man berechne die Summe der Residuen [Hurwitz-Courant, S. 115-120]. 

P 61 y a - S z e g 6, Aufgaben und Lehrsiitze I. 19 



290 Funktionen einer komplexen Veranderlichen. 

166. Ersetzt .man in 165: F(z) durch G { z + _:n:_) und nachher z 
\ 2!! 

durch z - _!!_ , so ergibt sich 
ze 

n ((n+!)n) 
d G(z) = e(-1) G e 

- dZcosez =- 2: (ez- (n + !) n) 2. -
n= -oo ... 

Vereinigt man hier die Glieder, die zu den Indices n und - n- 1 
gehoren, so erhalt man: 

und nach Integration: 

__ G(z_) = _ ~(-1 )nc(~n_+_lln) (--1 --+ __ 1. ) 
cosez &o e ez-(n+!)n ez+(n+!)n. 

Die Integrationskonstante ist 0, weil beiderseits eine ungerade Funk
tion stehen muB. 

167. Die Funktion f(z)logz bzw. zkj(z) ist regular in dem in der 
Abbildung · angedeuteten Bereiche. 

168. Aus 167 folgt, da [logz- in[ :S n fiir 
[ z [ = 1 ist, daB 

1 

[jf(x)dx[<!. 
0 

Fiir ganzzahliges k ersetze man f(z) durch zk f(z) . 
Fiir nicht gauzes k wende man die zweite Formel 
in 167 an. 

169. [D. Hilbert. Vgl. H. Weyl, Diss. Gottingen 1908, S. 83; F. Wiener, 
Math. Ann. Bd. 68, S. 361, 1910; I. Schur, ]. fiir Math. Bd. 140, S. 16, 
1911; L. Fejer und F. Riesz, Math. Zeitschr. Bd.11, S. 305-314, 1921.] 
Man setze in 168: 

1 
f(z) = -(x1 + X2 Z + X3 Z2 + · · · + Xnzn- 1) 2 , k =eX+ 1. 2n 

Dann ist [122] 
2:r 

j[f(eW)[d{f =xi+ X~+ X~+···+ X~= 1 
0 

und 

!1 1 nn fl 1 nn 
xkj(x)dx=- ~~x2 x, x1·+u+o:- 1dx=- ~~-.-~~t'_-. 

2 n ...:::... ...:::... 1 2 n ...:::... ...:::... A + jt + eX 
0 2=1 .u=l 0 l=l p=l 
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170. Es sei L eine geschlossene, doppelpunktlose, stetige Kurve, 
die ganz im Gebiete (I) verHi.uft, und z liege im Innern von L. Nach 
dem Cauchyschen Satz ist 

fn(z) = -~ j, fn(C)_ d(. 
2nz'fC-z 

L 

Daraus folgt, da auf L gleichmal3ig 

lim Ln(C) = jjp_ 
n-+=(-z (-z 

gilt, dal3 /(C) auf L stetig ist. Ferner ist 

. 1 f f(C) hmfn(z) = ---:- - - -d(. 
n-+= 2n:t (-z 

L 

Letztere Funktion ist regular im Innern von L. 
171. [T. Carleman.] E,(z) ist das Flachenintegral von f iiber einer 

Kreisflache, deren Begrenzungskreis K, den Mittelpunkt z und den 
Radius r hat. Es sei dz = ei•[dz[ das Bogenelement von Kr. Wenn x 
sicb urn Ll x andert, d. h. wenn die Integrationsfli:i.che in der Rich tung 
der positiven x-Achse urn Llx verschoben wird, dann betri:i.gt, wie geo
metrisch klar, die Anderung der Fli:i.che pro Bogenelement ! dz [ · Ll x sin r; 
d. h. 

oE,(z) - i,t · fd I ox - 'f smr z , 
Kr 

das Integral li:i.ngs der Kreislinie K, erstreckt. Ahnlich erhi:i.lt man 

oE,(z) J:. --ay = -'f/cosrfdzf, 
Kr 

woraus wegen der Voraussetzung 

folgt. Daher ist [S. 94] F,(z) analytisch, ebenso r- 2 F,(z) und endlich 
auch [170] 

An Stelle aller Kreise kiinnte man auch aile diejenigen Kurven be
trachten, die zu einer gegebenen geschlossenen, doppelpunktlosen Kurve 
i:i.hnlich und i:i.hnlich gelegen sind. 

172. Urn zu zeigen, dal3 die Differenz 
2n z~ 

jf(e' 11)d&-2n/(O) =j[f(ei 11) -f(rei 11)]dff, O<r<1 [118] 
0 0 

19* 
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gleich 0 ist, beweisen wir, daB sie mit 1 - r beliebig klein gemacht 
werden kann. Man lege urn die eventuellen Unstetigkeitspunkte als 
Mittelpunkte offene Kreisscheiben vom Radius e, die keine gemein
samen Punkte miteinander haben. Nach Wegnahme derselben bleibt 
vom Einheitskreis I z I < 1 ein Bereich iibrig, in dem f(z) gleichmaBig 
stetig ist. Wir zerspalten nun das letzte Integral in zwei Teile: der 
erste Teil ist erstreckt langs derjenigen Bogen, die in die eben definierten 
Kreisscheiben hineinfallen, der zweite langs der anderen. Der erste Teil 
wird mit e beliebig klein [f(z) ist beschrankt], der zweite kann nach 
Festlegung von e, wenn nur 1 - r geniigend klein gewahlt ist, belie big 
klein gemacht werden. 

173. Vgl. 174. Vgl. auch 231 und Hurwitz-Courant, S. 268. 
174. Es ist vorteilhaft, die folgende allgemeine Situation zu be

trachten: Der in der C-Ebene gelegene einfach zusammenhangende 
Bereich ~ sei durch die Funktion "!'(C) = Z im Innern konform, am 
Rande in geniigendem AusmaB stetig, im ganzen eineindeutig auf den 
Kreis I Z I< 1 abgebildet, und zwar soll der Punkt C = z in Z = 0 iiber
gehen. Die inverse Funktion von"'' mit "1'- 1 bezeichnet, ist C = "''- 1(Z). 
Wir ,verpflanzen" die im Bereiche ~ regulare Funktion f(C) von der 
C- in die Z-Ebene, indem wir 

setzen. Es gilt 
f(C) = f[lf!- 1 (Z)] = F(Z) 

f dZ 
F(O) = F(Z) -----:-Z , 

2.7U 

das Integrallangs des Kreises IZI = 1 im positiven Sinne erstreckt [172]. 
Nach Variablentransformation Z = "!'(z) wird hieraus, wenn man 

beachtet, 
F[ !f(C)J = f(C) , "!'(z) = 0 

f(z) =,.{.,I( C) ~"!'(C) , 
'f 21U1f!(C) 

das Integral langs des Randes von ~ im 
173 und 17 4 sind Spezialfille : 

positiven Sinne erstreckt. 

"!''(C) dC 
---

(C- z) R 
~: ICI <R, 1p(C) = R2- Cz, i"!'(C) R2 - 2Rrcos(8- -&-) + r 2 ' 

C=Reie, z=reitJ; 

2XdYJ 
x2 + (rJ _ y)2 • 

l:=i1]. z=x+iy. 

175. []. L. W. V. ] ensen, Acta Math. Bd. 22, S. 359-364, 1899. 
Vgl. E. Goursat, Cours d'analyse, mathematique, Bd. 2, J. Auflage, 
S. 121-123. Paris: Gauthier-Villars 1918.] 
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Der Integrand ist in @, eindeutig; @, enthalt den Punkt r = 0, 
wenn e geniigend klein ist [Voraussetzung], und dann ist der Wert des 
Integrals= 2nilogf(O). Es sei cx:1 bzw. cx: 2, ••• , <Xm, f3v .. . , f3n der End
punkt des Weges, welcher den den Punkt a1 bzw. a2, .•. , am, b1, ••. , bn 
bedeckenden e-Kreisbereich mit lzl = 1 verbindet (lcx:1 1 = .. · = lcx:ml 
= lfJ1 1 = .. · = lfJnl = 1). Die Schlinge, die in ex:,, anfangt und nach 
Umfahren des a1, abschniirenden E-Kreises wieder in cx:1, miindet, liefert, 
wie fiir e-+ 0 ersichtlich, den Beitrag 

"'t< 

·Jdz .1 ex:" -2nt -- = -2nt og-
z a.u 

(die Nullstelle a" ist Bestimmtheit halber als einfach vorausgesetzt 
2n 

worden). Die Peripherie lzi = 1 liefert den Beitragjlogf(eiff)idt}. Man 
0 

nehme den Imaginarteil auf beiden Seiten der Gleichung 
2."T 

{logf(reiff) id{}- 2ni ~log rx" + 2ni {1log (Jb,, = 2nilogf(O). 
. ~ a,, ~ • 0 !•=1 •=1 

Ein anderer Beweis ist nach der Methode in 120 zu fiihren. 
176. Vgl. 177. Vgl. auch 232. 
177. [F. und R. Nevanlinna, Acta Soc. Sc. Fennicae, Bd. 50, 

Nr. 5, 1922.] Bezeichnungen wie in Losung 174. Man l;.letrachte eine 
Funktion f(C), die in dem Bereich )8 meromorph, auf dessen Rand 
und in dem inneren Punkt z von 0 und oo verschieden ist und im 
Innern von )8 die Nullstellen av a2, •.. , am und die Pole b1 , b;., .. . , bn 
besitzt. Die ,verpflanzte" Funktion F(Z) = f[lf'- 1 (Z)] hat die Null
stellen A,u = lf'(a1,) und die Pole Bv = lf!(b.); es gilt [175] 

m 1 n 1 f dZ 
log I F(o) I + ""'log-,-----~ log-= log F(Z) ----;-·, ;ft jA, I •=l jB.I 2ntZ 

die Integration langs IZI = 1 erstreckt; hieraus folgt durch Variablen
vertauschung [174] 

m 1 n 1 f d (C) ""'log----~ log-, - 1 = log I f(C) I ___3f/___ -log I f(z) I , 
~ 11fJ(a,.) I •= 1 IV'(b.) 2nt1p(C) 

die Integration langs des Randes von Q3 erstreckt. Die Vorzeichen links 

sindinEvidenz gesetzt: lv•(a1,) I< 1, 11fJ(b,.) I< 1; d1f!(?n ist positiv. 
2nt'ljJ 

Denkt man sich f(C) varia bel und den speziellen Wert I f(z) I fest, so 
kann man den Inhalt der Formel etwas vag so aussprechen: Nullstellen im 
Innern vergri:\Bern, Pole im Innern verkleinern die Betrage der Rand-
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werte. - Aus dieser allgemeinen ]ensenschen· Forme! folgen 176, 177 
so, wie 173, 174 aus derin Losung 174 gegebenen allgemeinen Forme!.
Man kann auch den Beweis von 120 sinngemaB verallgemeinern [174]. -
Die Voraussetzung, daB f(z) am Rande von 0 verschieden ist, laBt 
sich stets [120], daB f(z) am Rande regular ist, in vielen Fallen ab
streifen. 

178. [Vgl. F. Nevanlinna, C. R. Bd.175, S. 676, 1922; T. Carleman, 
Ark. for Mat., Astron. och Fys. Bd. 17, Nr. 9. S. 5, 19230] Man lege 
urn af' den Kreis vom Radius E, e geniigend klein und verbinde den 

e-Kreis mit dem Halbkreis I z I = R, - ; < arc z < + ; , so daB die 

Verbindungswege (/1 = 1, 2, o 0 o, n) sich nich.t kreuzeno Nach Weg
nahme der t::-Kreisbereiche und der Verbindungswege bleibt von }8 

ein einfach zusammenhangendes Gebiet @, iibrig, iiber dessen Berandung 
das besagte Integral im positiven Sinne zu erstrecken ist. Die Schleife 
urn af', deren Anfangs- und Endpunkt derselbe Punkt zf' ist, lz,.,l = R, 
ergibt 

Man nehme nun den Realteil des Ausdruckes 
;rr 

+-

[l:g/(R&*) 2";1} dl} + (! + l) (- ~ + ~') logf(iy) dy 

-2 

/

2 
(e-iff. reiff) m (1 a 1 z) + logf(reiff) --+ - 2- df}- 2n ~ - - _!:!_ -- - + ~ = 0 0 

r R ...::::., af' R2 z, R 
:n: f'=l 0 

+2 

Die Einfachheit der Forme! ist dem Umstand zu verdanken, daB am 

Rande des Halbkreises / z [ < R, ffiz > 0, das Differential (~ + __!_) doz 
z2 R2 z 

stets reel! und die Funktion : - ~2 rein imaginar ist. 

179. Es sei a0 =/a0 [eirto, z-z,=r,eirp,, also 

U(z) + iV(z) = a0(z- z1)(z- z2) .. 0 (z- Zn) 

=I a I eirr eirp, r eirp, r eirpno 
0 1 °2 ooon' 

wenn z = x reell ist und von - oo bis + oo wachst, dann wachsen 
samtliche Winkel q;,, Y = 1, 2, 0 0 0, n von - n bis 0, also wachst auch 

V(x) 
arctg U(xf = r + 1J1 + q;2 + 0 0 0 + 1Jn• und zwar im ganzen urn nn. 
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Daraus folgt, daB der Quotient ~i=~ = tg(y + q;1 + q;2 + · · · + fPn) im 

Intervall - oo < x;;;:::; + oo im ganzen n mal 0 und n mal oo wird. -
Zugleich zeigt diese SchluBweise, daB die Nullstellen von U(x) und V(x) 
abwechselnd aufeinander folgen. 

180. Wegen der stetigen Anderung des Arcus klar. 
181. Nach dem Prinzip des Arguments klar, da die entsprechende 

Aussage beziiglich der Anzahl der Nullstellen und Pole klar ist, auch 
dann, wenn Stellen vorhanden sind, an denen q;(z) und w(z) beide 
interessiert sind. -Anders: arcf(z) = arcq;(z) + arcw(z). 

182. Ein Polynom zerfallt in das Produkt von linearen Faktoren 
z- z0, wobei z0 eine Nullstelle bedeutet. Nach 181 geniigt es also, den 
Satz fiir eine lineare Funktion z - z0 zu beweisen. Bei der Abbildung 
w = z - z0 wird L um den Vektor - z0 verschoben. Liegt also z0 im 
Innern von L, so liegt der Punkt w = 0 im Innern der Bildkurve, die 
Windungszahl ist = 1. Im anderen Falle ist die Windungszahl = 0. 

183. Wenn f(z) in dem Bereich ~, abgesehen ev. von ge
wissen Polen, regular, auf L selbst endlich und von 0 verschieden ist, 
dann ist f(z) = R(z) q;(z) , R(z) eine rationale Funktion, q;(z) geniigt 
den Bedingungen der in der Aufgabe formulierten speziellen Fassung 
des Prinzips vom Argument. [181, 182.] 

184. [A. Hurwitz, Math. Ann. Bd. 57, S. 444, 1903. Vgl. auch 
Ch. Sturm, Journ. de Math. Bd. 1, S. 431, 1836.] DaB die Nullstellen
anzahl < 2n ist, folgt aus VI 14. Die Windungszahl der Kurve, die 
P(z) beschreibt, wenn z =rei#, r > 0 ist und {} von Null bis 2Jr lauft, 
ist > m, weil P(z) im Nullpunkt eine m-fache Nullstelle hat. Daher 
durchsetzt sie mindestens 2m-mal die imaginare Achse. Man fasse 
r = 1 - s, s positiv und geeignet gewahlt, oder r = 1 ins Auge, je 
nachdem P(z) an dem Kreis lzl = 1 Nullstellen hat oder nicht.- Ein 
wesentlich verschiedener Beweis folgt aus II 141. 

185. Das Polynom P(z) = a0 + a1 z + a2 z2 + · · · + anzn besitzt n 
Nullstellen im Einheitskreis lzl < 1 [22]. Daher ist die Windungszahl 
der Kurve, die dem Einheitskreis lzl = 1 bei der Abbildung w = P(z) 
entspricht, = n. Man wende 180 auf die positive bzw. negative Hillte 
der reellen Achse an. 

186. [A. Ostrowski.] Man beschreibe in der w-Ebene einen Kreis 
vom Mittelpunkt w = a, dessen Radius das Maximum von I f(z) I auf L 
ist. Dieser Kreis enthalt nicht den Punkt w =--= 0. Die Kurve, in 
welche L b i der Abbildung w = a - f(z) iibergeht, verlii.uft im be
sagten Kreis, hat daher die Windungszahl 0. 

187. Fiir z=iy, -!<ys! ist w=e"iY-e-"iY=2isinny. 
Fiir z=x±!i, x>O ist w=±i(e"x+e-"'~:). Wenn also z die 
Begrenzung des gegebenen Halbstreifens in positiver Richtung durch
lii.uft, dann beschreibt w die imaginii.re Achse, und zwar von + i oo 
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his - i oo. Es sei ferner z = x + iy, x eine feste positive Zahl, 
-i<y<-!. Aus 

W = enX • e"'iY- e-rrX • e-:n:iy = (enx- e-11"X) COSny+ i(e"'X+ e-:JtX) Sinny 

ist ersichtlich, daB, wenn z die Strecke ffiz = x, -! < :Jz <! durch
lauft, w eine in der rechten Halbebene gelegene halbe Ellipsenlinie 
beschreibt, deren Mittelpunkt der Nullpunkt und deren Halhachsen 
enX- e-nX bzW. enx + e-:n:X Sind. 

Wenn also w0 irgendeine Zahl der rechten Halhehene ffiw > 0 ist, 
dann kann x so groB gewahlt werden, daB folgendes gilt: Wenn z den 
Rand des viereckformigen Gebietes 

O<ffiz<x, -!<:Jz<t 
beschreibt, dann ist die Windungszahl der von w- w0 heschriebenen 
Kurve der w-Ehene gleich 1. Vgl. auch 188. 

188. Es sei w0 ein beliehiger Punkt im Innern der Bildkurve K 
von lzl = r und man hetrachte diejenige Kurve K', die aus K durch 
Verschiebung urn den Vektor -w0 entsteht. Sie ist das Bild des 
Kreises I z I = r bei der Ahhildung w = f(z) - w0 • Ihre Windungszahl 
kann laut Voraussetzung nur +1 oder -1 sein. Da /(z)- w0 regular 
ist, so ist sie [Prinzip des Arguments] nichtnegativ, also = + 1. Die 
Funktion f(z)- w0 hat also genau eine Nullstelle im Kreise lzl < r. 
Analog zeigt man, daB ein auBerhalb K gelegener Punkt w0 nicht 
zum Wertvorrat von f(z) in I z I< r gehort (entsprechende Windungs-
zahl = 0). z x' 

189. Man betrachte bei der Ahbildung w = Je --z dx die Bild
o 

kurve des Randes von einem Kreissektor, dessen Radien mit der 

positiven reellen Achse hzw. den Winkel + :!_ und - :!_ einschlieBen. 
4 4 

Die Bilder der heiden Radien konnen aus der rechten Halfte der hei 
Drude, a. a. 0. ahgehildeten Kurve (Cornusche Spirale) durch Drehung 
urn 45 ° hzw. durch Spiegelung und Drehung konstruiert werden. Das 

Bild des begrenzenden Kreises verlauft in der Nahe des Punktes w = -v% 
[IV 189]. Es sei die positive Zahl r so klein gewahlt, daB das Bild 

des Kreisbogens z =rei{}, - ~- < {} < ~ die Bilder der Radien nur in 

in i7l 

den heiden, den Punkten re 4 und re 4 entsprechenden Punkten trifft. 
.Man hetrachte dann diejenige Kurve, welche aus der Begrenzung 
jenes Teiles des ohen genannten Sektors hervorgeht, der im Kreis
auBern lzl > r liegt. Diese Kurve hat die Windungszahl 0. Man 

schlieBt hieraus, daB w + 0, wenn - ~ < arcz < ~ ist. Anderer 
Beweis in V 178. 
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190. Das Integral 
1 J. f' (z) d z 

2ni'f f(z)- a 

hat einen ganzzahligen Wert, kann sich also bei stetiger Anderung des 
Integrationsweges iiberhaupt nicht and:'rn. Die fraglichen Kurven der 
z-Ebene lassen sich stetig ineinander iiberfiihren. 

191. Es sei f(z) $ 0, dann ist f(z) =F 0 auf L . Die Funktion 
logf(z) = logR + i6 ist regular in jedem Punkt von L. Daher hat 
man [Hurwitz-Courant, S. 255, Formel (2)] 

OlogR ae 
------a;;- a s ' 

wobei die Differentiation in der Richtung der auBeren Normalen bzw. 
der positiven Richtung der Tangente in dem Punkt z der Kurve L 
gemeint ist. Die linksstehende Ableitung ist positiv [Prinzip des Maxi
mums], das gleiche gilt somit fiir die rechtsstehende.- Das Bild von L 
ist eine (ev. mehrfach in demselben Sinne durchlaufene) Kreislinie. 

192. [B. Riemann, Werke, S.106-107. Leipzig:B.G.Teubner1876; 
H. M. Macdonald, Lond. M. S. Proc. Bd. 29, S. 576-577, 1898; vgl. 
auch G. N. Watson, ebenda, Serie 2, Bd. 15, S. 227-242, 1916.] Es s:i 

auf L (Bezeichnungen vonLosung191) f'(z) = RieiC'J~~ =F 0. Es seien 

W und W' die Windungszahlen der von f(z) bzw. f'(z) beschriebenen 
Kurven (Wist die Windungszahl einer in konstanter Richtung im all
gemeinen mehrfach durchlaufenen Kreislinie). Dann ist 2n (W'- W) 

gleich der Anderung des Arcus von ~~, wahrend z die Kurve L 

durchlauft. Es sei ds = I dzl das Bogenelement von L, dann ist 
df) d@ ds 
-d = -d -d -. Der erste Faktor ist stets reell, es kommt also nur 

z s z . 
auf die Anderung des Arcus des zweiten Faktors an. Der Arcus von 

~: = 1;; I ist gleich dem negativ genommenen Arcus von dz. Die 

Richtungsanderung von dz, d. h. die des Tangentenvektors bei dem 
positiven Durchlaufen einer geschlossenen, doppelpunktlosen Kurve 
betragt 2n; dies sei, mit Bezugnahme auf den Fall eines Polygons. 
der Anschauung entnommen. Verschwindet f'(z) auf L, so nehme man 
anstatt L eine im Innern von L verlaufende, an L geniigend nahe ge
legene Niveaulinie. - Die geometrische Fassung des Satzes ist auch 
direkt einzusehen; vgl. H. M. Macdonald, a. a. 0. 

193. f(z) ist keine Konstante, da f'(z) =F 0. f(z) besitzt im Innern 
von Q3 genau eine Nullstelle [192]. Also ist die Windungszahl des 
(kreisfi:irmigen) Weges, den w = f(z) beschreibt, wenn z den Rand von 
Q3 umkreist, =1. Die Windungszahl des von f(z)- w0 beschriebenen 
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Weges ist 1 oder 0, je nachdem I w0 I < oder > ist, als der konstante 
Betrag von I f(z) I am Rande von \8. 

194. [E. Rouchi, J. de l'Ec. Pol. Bd. 39, S. 217, 1862.] Da in den
jenigen Punkten im Innern von L, die geniigend nahe an L liegen. 
f(z) und f(z) + cp(z) von 0 verschieden sind, und die Ungleichung 
l/(z)l > J<p(z)l besteht, so konnen wir f(z) und <p(z) als regular auf L 

voraussetzen. Auf L ist die Funktion 1 + ;(~) stets vom positiven 

Realteil, die Anderung ihres Arcus beim Durchlaufen von List also = 0. 

Man hat ferner f(z) + <p(z) = f(z) ( 1 + ;(~i), so daB [181] die Windungs

zahl der f(z) entsprechenden Bildkurve mit der der f(z) + <p(z) ent
sprechenden iibereinstimmt. 

195. Spezialfall von 194: f(z) = ze4-z, <p(z) = 1, L der Einheits
kreis I z I = 1 . DaB auf der reellen Strecke 0 < z < 1 jedenfalls eine 
Wurzel liegt, folgt daraus, daB zel.-z mit z wachst und zwar von 0 
his e1·- 1 > 1. 

196. W enn z = i y, y reell, so ist I A - i y I > A > 1 = I e- iy I . Wenn 
lzl geniigend groB, ffiz>O ist, so ist IA-zl>1>1e-zl· A-z=O 
hat in der rechten Halbebene die Wurzel z =A. Spezialfall von 194: 
f(z) = A- z, <p(z) = -e-z, L ein geniigend groBer Halbkreis in ffiz 2 0. 
Die Realitat der einzigen Wurzel folgt aus der Symmetrie der Betrag
flache in bezug auf eine durch die reelle Achse gelegte Vertikalebene. 

197. [Vgl. G. julia, Journ. de Math. Serie 8, Bd. 1, S. 63, 1918.] 
Spezialfall von 194: Auf dem Einheitskreis ist [zj = 1 > [f(z)j. 

198. [Beispiel zu einem allgemeinen Satz von G. ] ulia, Ann. de 
l'Ec. Norm. Serie 3, Bd. 36, S. 104-108, 1919.] Es sei Rn das Recht
eck mit den vier Ecken n ±! ± id, n ganz, d fest, d > 0, man setze 
ferner z = x + iy = reiff. Wegen I 155 ist auf dem Rand von Rn fiir 

logjF(z)j""' (x- i)logr- yff- x, 

so daB das Minimum von I T(z) I auf Rn fiir n ~ + oo gegen + oo 

strebt. Andererseits bleibt I sin:nzl auf dem Rand von Rn oberhalb 
einer von n unabhangigen Zahl c, c > 0. Daher konvergiert das Mini-
mum von 

auf dem Rande von R_n fiir n ~ + oo gegen 
ist, so ist also fiir geniigend groBe n 

I 1 I 
lF(z) > jaj 

1 
auf dem Rande von R_n, wahrend/m Mittelpunkt von R_n: T(z) = 0 

gilt. Man wende 194 an: f(z) = F(z), <p(z) = -a. 
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199. Man erhii.lt durch zweimalige partielle Integration 

zF(z) = /(0)- /(1) cosz + _!_ [/'(1) sinz -]f"(t) sinztdt] 
z 0 

= /(0)- /(1) cosz + cp(z). 

299 

Man schlage urn alle Nullstellen der periodischenFunktion /(0)- /(1) cosz 
Kreise vom Radius E, wobei E > 0 und 2s kleiner ist, als die Distanz 
irgend zweier Nullstellen. Werden die umgrenzten Kreisscheiben ent-

fernt, so strebt -1-( -)-T/(z(_L__) - in der i.ibrigbleibenden durchlOcherten 
0 - 1 cosz 

z-Ebene fi.ir Z--? oo gegen 0. [Man zeige dies zuerst fi.ir den Streifen 
-n < ffiz:::; n .] Abgesehen von endlich vielen hat also zF(z) in jeder 
Kreisscheibe ebensoviel Nullstellen als die Funktion /(0)- /(1) cosz [194], 
also eine. Diese ist notwendigerweise reell im Falle I /(1) I> I /(0) I, in 
dem die Kreisscheibe durch die reelle Achse halbiert wird: denn die 
imaginii.ren Nullstellen der fiir reelles z reellen Funktion F(z) treten 
paarweise auf [Li:isung 196]. 

200. Das Glied zna-n' tritt ihr Amt als Maximalglied der Reihe 

z z z z z z 
1 + -; + -; . a3 + -; . a3 . a5 + ... 

am Kreisrand [zl = lal 2n-l an und legt es am Kreisrand lzl = a2n+I 
nieder [1117]. Urn das Dberwiegen desMaximalgliedes zwischen diesen 
Grenzen zu studieren, beachte man die Formel 

F(z)- zna-n' z z z z z z 
-- z"7i~,,.-- = a:J;,+T + a2n+I-. a2n+3 + ~2n-+1" a2n+3. a2n+5 + ... 

a2n-1 a2n-1 a2n-3 a2n-1 a2n-3 a2n-5 
+---+----·--+---·---·---+ .. ·. z z z z z z 

Am Kreisrand I z I = I a 12 n sind die en tsprechenden Glieder der beiden 
Teilreihen rechts dem Betrage nach gleich und somit 

i F(z)- z"a-n' I ( 1 1 1 1 1 1 ) 
j ----zn a-~ I < 2 g + TaJ . TaJ3 + I aT . fal3 . fal 5 + ... 

2 1 2lal2 

< g 1 - I a f3 = ~-- 1 < 1 ' 

da die einzige positive Wurzel der Gleichung z3 - 2z2 - 1 = 0 kleiner 
als 2,5 ist [20: d0 =0,5, d1 =2,5, d2 =1, d3 =2,5]. Innerhalb des 
Kreises lzl = lal 2 n hat also F(z) ebensoviel Nullstellen als zna-n', 
d. h. n Nullstellen. Auf die Kreisscheibe lzJ < lal2n- 2 entfallen hiervon, 
nach demselben Beweis, n- 1 Nullstellen. - Vgl. V 176. 

201. [A. Hurwitz, Math. Ann. Bd. 33, S. 246-266, 1889.] Wird 
die abgeschlossene Kreisscheibe K urn den Punkt a als Mittelpunkt so 
gewii.hlt, daB K in @ liegt, und auBer ev. a keine Nullstelle von f(z) 
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enthalt, dann ist fiir genugend groBe n: lf(z)l > lfn(z)- f(z)l auf der 
Begrenzung von K. Man wende 194 an, fn(z)- f(z) = g;(z). Allge
meiner: jeder Teilbereich von @, an dessen Rand keine Nullstelle von 
f(z) liegt, enthiilt ebensoviele Nullstellen von fn(z) wie von f(z), wenn 
n genugend groB ist. Wichtig fiir die Anwendungen! 

202. f(z) ist regular im Einkeitskreis lzl < 1 [170]. Gesetzt den 
Fall, daB f(z1) = f(z2) ware mit z1 =!= z2 , I z1 1 < 1 , I z2 1 < 1 , betrachte 
man die Folge fn(z)-fn(z1), n=1,2,), ... , die gegen f(z)-f(z1) 
konvergiert. In einer Kreisscheibe urn z2 , die ganz im Innern des Ein
heitskreises liegt und z1 nicht enthalt, muBte dann fn(z)- fn(z1) fiir 
geniigend groBe n verschwinden [201]: Widerspruch. 

203. [170, 201.] 
204. Wenn a und d ganz sind, folgt der Satz wie in Li.isung 185, 

weil die Nullstellen des Polynoms a0 za + a1za+d + a2 za+ 2d +·· ·+ anza+nd 
im Kreise I z I < 1 liegen [23]. Fur rationale a und d ersetze man z 
durch ein passend gewahltes ganzzahliges Vielfaches von z. Fur 
irrationale a und d approximiere man a und d durch rationale Zahlen 
und wende 203 an. 

205. [G. P6lya, Math. Zeitschr. Bd. 2, S. 354, 1918.] Es ist [II 21] 

1 n-1 

ff(t) cosz td t =lim ""'i_ f (_!'_) cos_!'_ z 
n+oo...:::;..n n n 

0 v=l 

[185, 203]. 

206. Gegenbeispiel: 

1 
fn(z)=z 2 +-, n=1,2,), ... ; )8: [z[;S;;2; a=-·1, b=+1. 

n 
dw 

207. Aus z- wg;(z) = 0 folgt 1- wg;'(z) = g;(z) Tz· Aus der 

Lagrangeschen Formel (L), S. 125 fiir f(z) ergibt sich also durch Diffe
rentiation nach w 

_j(z) g;(z)__ = ~ wn-1 [an-1 f'(x) g;(x)[rp(x)Jn-1] 
1 - wm'(z) ...:::;.. (n- 1)! dxn- 1 x=o' 

' n=l 

d. h. die zu beweisende Formel fiir f'(z) g;(z). Zugleich mit f(z) durch
lauft f'(z) g;(z) aile zulassigen Funktionen·, da g;(O) =!= 0. Daher gelangt 
man umgekehrt von 207 zu der Lagrangeschen Formel (L), S.125 mittels 
Integrati<?n. 

208. ~ [dnf(x)[g;(x)]nl = _1 __ ,-{, f(C)[g;(C)Jn dC' 
n! dxn . x=O 2nz'f en C 

~ wn l an f(x) [ ~(x) Jn] = _ 1 . ,!, !(C) d C ~ (w g;(fl)", 
...:::;.. n! dx x=O 2nt'f C ...:::;.. C 
n=O n=O 
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das Integral langs eines Kreises vom Mittelpunkt C = 0 erstreckt, fiir 
so kleine Werte von w, daB entlang der Integrationslinie I C I> I wcp(C) I 
gilt. Dann liegen aber innerhalb der Integrationslinie ebenso viele 
Nullstellen von~- wcp(C), wie von C [194], d. h. nur eine; diese einzige 
Nullstelle mit z bezeichnet, ist weiter 

1 f f(C)dC f(z) 
= 2ni C- wq;(C) = 1- wcp'(z) · 

209. [L. Euler, De serie Lambertiana, Opera Omnia, Serie 1, Bd. 6, 
S. 354. Leipzig und Berlin: B. G. Teubner 1921.] Man setze in (L), 
s. 125: cp(z) = ez, f(z) = z' 

2w2 32w3 nn-lwn 
z=w+-2, +-3-,-+···+--,-+···. . . n. 

210. Man setze in (L), S. 125: cp(z) = e•, f(z) = etXz, 

oo 1X(IX + n)n-1 
eO<z = 1 + I wn. 

n. 
n=l 

211. Man setzt x = 1 + z, cp(z) = (1 + z)P, f(z) = 1 + z; (L), S.125 
ergibt oo 

x = 1 + z = 1 + ~ ( {Jn ) _wn • 
...::;.. n-1 n 
n=l 

212. [Vgl. a. a. 0. 209, S. 350.] Man setzt x = 1 + z, q:;(z) = (1 + z)P, 
f(z) = (1 + z)!X; (L), S. 125 ergibt 

213. Fi.ir fJ = 0, fJ = 1 erhalt man die binomische Reihe, fi.ir fJ = 2 

(1 - Vi=4W)"' = 1 + IX ~(IX + 2n - 1) wn ; 
2w ...::;.. n- 1 n 

n=l 

fi.ir fJ = -1 im wesentlichen dieselbe Reihe, fi.ir; fJ = -! 

,l C,Wi )2"' oo (IX+~ -1) (v1+~ +-~ =1+1X~ n.:_1 :n. 
~ 0) 

x = 1 + 7f, w = 7f, IX= a{J gesetzt, halte man ~. w, a fest und lasse 

f3 = + = werden. Die Gleichung in 211 lautet 
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214. rp(z) = e•, f(z) = e"'" gesetzt, 207 angewendet, wird 

e"'z e"'z 
1-we• 1-z' 

wobei z die Bedeutung in 209 besitzt. Der Konvergenzradius ist 

=lim (n +~X)_" (n + 1)! = e-1. 
n-+oo n! (n + 1 + 1X)n+1 

215. Es handelt sich urn 

Es ist gleichmaBig fiir 0 < 1X < 1 

~ (n + 1X)n e-'-n = ~' 
~ n! 1-z 
n=O 

wobei z aus der Gleichung ze-• = e-'-, JzJ < 1 bestimmt wird [214, 
209]. Das fragliche Integral ist somit · 

1 f ex<z-J.) &-'- -1 1 
= 1-zd1X=(1-z)(z-i.)=i..-z" 

0 

Man verifiziert unmittelbar, daB ?; = l- z der Gleichung }, -?;- e-1; = 0 
geniigt ; l - z ist reell und posi ti v. 

216. [Beziiglich 216-218, 225, 226 s. G. P6Zya, Ens. Math. Bd. 22, 
S. 38-47, 1922.] q;(z) = (1 + z)fi, f(z) = (1 + z)"' gesetzt, 207 ange
wendet, ist 

~ (1X + f3n) wn _ (1 + _:t____ _ x"'+l 
6g n -1-wf3(1+z)fi-l- (1-f3)x+f3' 

wobei 1 + z = x und' x die Wurzel der fiir rationales f3 algebraischen 
Gleichung 211 ist. 

217. [L. Euler, Opuscula analytica, Bd. 1, S. 48-62. Petropoli 
1783.] q;(z) = 1 + z + z2, f(z) = 1 gesetzt, 207 angewendet, ist 

1 - w - f1 - 2 w - 3 w2 
z= , 

2w 

1 1 

1 - w(1 + 2z) 
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218. Die kte Kolonne nach links von der mittleren ergibt [216] 

1 + ( k -~ 2) w + ( k ~ 4) w2 + ... + ( k ~ 2 n) wn + ... 

= y1 ~ 4w c -v;~- 4w r 
219. [V gl. ] acobi, Werke, Bd. 6, S. 22. Berlin: G. Reimer 1891.] 

Es geniigt, die Faile 2. 3. zu betrachten. 
2. Es sei ~ =F -1, ~ =F 1; fiir nicht ganze ex und fJ sei die Be

stimmung von (1 -~)IX und (1 + ~)P fest gewahlt. Man setze in 207 

ff!(z) = (~+z) 2 - 1 ; f(z) = (1-~-z)"(1 +~+z)fi, f(O) = (1-~)"(1 +~)11 . 
2 

co 
Rechter Hand ergibt sich dann (1 - ~)"'(1 + ~)fi ~ p~cx,fi)(~)wn, wii.hrend 

z 
aus w = ~--

~p(z) 

1 - ~w - y1 ~2fw + w2 z = -~---~-----
w ' 

1-wrp'(z)=Y1-2~w+w2 , 

also 
co 

~p~<X,(J)(~)wn 
n=O 

n=O 

2"'+/i · -----~-~-- I 
- .. c:-= (1- w + y1- 2~w + w 2) -"(1 + w + y1- 2~w + w 2) -I 
V1-2~w +w2 · 

folgt. Die Fi:ille ~ =- 1, ~ = 1 lassen sich direkt erledigen [Losung 
VI 98]. 

3. Es sei ~ =F 0 und in 207 

ff!(Z) = z + ~; f(z) = e-(zHl(z + ~)", /(0) = r"~IX 
co z 

gesetzt. RechterHandsteht e-~~"' ~ L~"'l(~)w", wii.hrendmanaus w = -(-) 
n=O f{! Z, 

~w 
Z= -~-' 

1-w 

~IX 
f(z) = ew-1 

(1-w)"' ' 
1- Wff!'(z) = 1- w 

erhii.lt, also 
co 1 ~w 

"""L("')(~)wn = ___ ew-1 . 
..:::;,.. n (1- w)"'+1 
n=O 

Der Fall ~ = 0 lii.Bt sich direkt erledigen [Losung VI 99]. 
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220. Ll esz = esz(e8 - 1), 

z z(z-1) z(z-1) (z-n+1) 
1. (1+w)z=" 1 +-w+--w2+···+ .,. wn+···· 1 2! n! ' 

w = e' -1 gesetzt, gi.iltig fi.ir I e• -1j < 1 , z belie big. 

2
1
• s = e'-1- ~ (e'-1) 2+ ~ (e'-1) 3-·. + ( -1)n-1: (e'-1)n+ .. , 

Je'-11<1. 
z z(z- 2) z(z- n)n-1 

3· esz=1+-se'+ (se') 2 +···+ (se•)n+··· 1! 2! n! ' 
aus 210, Z=-s, CX=-z gesetzt. Es ist nach II 205 

z(z- n)n-l 
--'----1=-'- (s e•)n"' (- 1 )n -l z e-z(2 n)- ln- I (s e'+ 1)n, 

n. 

also konvergiert die Reihe, so lange Is e"+ 1 1 < 1 ; jedenfalls ist die 
Formel in der Umgebung von s = 0 gi.iltig. 

8 8 

4. Mansetzein212: x=e', f3=!, also w=e'i-e 2 cx=z, 

Man vertausche s mit - s und addiere die heiden Formeln: 

_e'_z _+_e_-_•z = 1 + ~_z_ (z + m -1) (~- e -f)2m 
2 ~2m 2m-1 

m=l 
8 8 

Aus 216 folgt fi.ir x=e', f3=i, w=e2 -e- 2 , cx=z-!. nach 
Vertauschung von s mit -s, Substraktion und pmformung: 

e'z -sz 00 1 ( ) ( s s)2m-2 -e -~ z+m-1 2 -~ ( 8 _ 8) ---~- - e-e e-e . 
2 2 2m -1 

m=l 

Die Summe der heiden letzten Formeln ergibt die gewi.inschte Ent
wicklung von esz. Es ist 

z (z+m-1)(~ -f)2
m zsinnz(. is) 2 m _, 2m 2m-1 e -e "'-'- fn sm-z m, 

auf Grund der Stirlingschen Formel und der Produktdarstellung von 

sinnz; Konvergenz fi.ir I sin i; I < 1 ; die Formel ist jedenfalls richtig 

in der Umgebung von s = 0. 
221. [Bezi.iglich der Formeln 2. 3. vgl. N.H. Abel, Oeuvres, Bd. 2, 

Nouvelle edition, S. 72, 73. Christiania: Gmndahl & Son, 1881.] Man 
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entwickle in 220, F(z) = tfZ, beide Seiten nach wachsenden Potenzen 
k 

von s und vergleiche den Koeffizienten von :! rechts und links. Es ist 

( s s2 sk ) ~sk 
L111 F(z) =L111 1+1Iz+ 21 z2 + ... + k!zk+ ... =~ k!Lfnzk. 

k=O 

222. Es geniigt, 1. 2. fiir F(z) = (z- w) - 1 zu beweisen, fiir andere 
rationale Funktionen wende man Differentiation nach w, Partialbruch
zerlegung und 221 an. Es gelten 1. 2. fiir F(z) = e••, wenn s reell 
und negativ ist. [Losung ·220.] Durch Multiplikation mit e-•w ds und 
Integration von s = - oo bis s = 0 erhiilt man 1. 2. fiir F(z) = (z- w) - 1 . 

Der Giiltigkeitsbereich ist Ieichter zu diskutieren folgendermaBen: Zu 
beweisen ist, da 

(-1) 11 nl 
iJn(z- w) -1 = . . ' 

(z- w) (z- w + 1) .. · (z- w +n) 

1 1 ~ z(z- 1) .. · (z- n) 
z- w = ,_ w-~ w(w- 1) .. · (w- n- 1) ' 

n=O · 

1. 

2. 
1 "" n! · 

(z- w)2 = -J (z- w) (z- w + 1) ... (z- w + n + 1) · 

Man erhalt 2., wenn man in 1. w bzw. z durch w- z- 1 bzw. -1 
ersetzt. Man erhalt 1. durch Grenziibergang aus der durch vollstandige 
Induktion verifizierbaren Identitat 

~-1 _ = _!_ + z + _ z(z - 1) + ... 
w - z w · · w(w- 1) · w(w ~ 1) (w- 2) · 

z(z- 1) · · · (z- n + 1) z z- 1 z- n .1 
+ w(w -1) (w- 2) .. · (w- n) + w w -1 .. · w- n w- z' 

Das Restglied ist, wenn w und z als von 0, 1, 2, 3, ... und voneinander 
verschieden vorausgesetzt werden [ vgl. II 31], 

(-z)(-z+1) .. ·(-z+n) n-wn! nw-z 
n-•n! -w(-w + 1) ... (-w + n) w- z 

T(-w) nw-z 
""'F(-z) w-z' 

Die Formeln 3. UJ;ld 4. sind fiir gebrochene Funktionen F(z) in keinem 
Bereich giiltig. Andernfalls miiBten namlich die Teilsummen nter bzw. 
2nter Ordnung nach 255 und 254 in fedem endlichen Bereich gleichmaBig 
konvergieren, also miiBte F(z) iiberall regular sein: Widerspruch. 

223. Die fragliche Identitat ist rein formal zu verstehen; sie ist 
lediglich die Zusammenfassung der unendlich vielen Gleichungen, welche 
die GraBen Ll" a1, k = 0, ± 1, ± 2, . . . definieren. 

P 61 y a-S z ego, Aufgat.en und Lehrsiitze I. 20 
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224. Da die Entwicklung von 1 ~ t kein absolutes Glied aufweist, 

hiingt der Koeffizient von tn in der Entwicklung von 1 ~ tF (1 ~ t) 
nur von a0, av . .. , an a b. Man kann sich also auf den Fall beschriinken, 
daB F(z) ein Polynom ist. J edes Polynom liiBt sich aber als lineare 
Kombination der speziellen Polynome (1- z)m, m = 0, 1, 2, ... schreiben; 
auBerdem ist, wenn a~c und b~c zwei Zahlenfolgen, Cv c2 Konstanten be
zeichnen, Lin(c1 a~c + c2 b~c) = c1 .Jnak + c2 Anbk. Es geniigt also die Be
hauptung fiir F(z) = (1 -· z)m, m = 0, 1, 2, ... zu beweisen. Dann ist 
aber [223] Jna0 = dem Koeffizienten von zn in der Entwicklung von 

(1- z)n • (1- z)m = (1 :- z)n+m, d. h. = (-1)n (n ~ m). Es ist 

.2(~1)n(n!m)tn= (1 +1t)m+1 = 1 ~tFC ~J 
n=O 

225. Es geniigt die Behauptung fiir F(z) = (1 -- z)m, m = 0, 1, 2, ... 

zu beweisen [Losung 224]. Dann ist [223] L1 2na_n = dem Koeffizienten 
von zn in der Entwicklung von 

(1- z)2n 2 akzk = (1-z)2n F(z) +2F(z-1) (1- z)2n+m. 1 + (~1)mz-m' 
k= -00 

d. h. = (-1)n (2n: m). [Losung 218.] 

226. Man setze F(z) = (1- z)m- 1, m = 1, 2, 3, ... [Losung 224, 
225]. Dann ist [223] Ll 2na_n+l -L1 2na_n-l der Koeffizient von zn in 
der Entwicklung von 

d. h. 

= (- 1)n+1~ (2n + m + 1). 
n+ 1 n 

Man setze in Losung 213: fJ = 2, IX= m, w =- t. 
22'7. Es sei IX == z, fJ = 1 - z, dann ist 

n2 + n + z(1- z) 7= (n + 1X)(n + {J) 
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identisch in n. D. h. 

fi(1 + ~~~ ~ 1)) 
n=l 

= [J(1 + :)e-~ [J(1 + !)e-~{tJ(1 + :)e-~r 1 • 

Mit Beachtung von fi(1 + :) e-; =T(x)-1e-Cxx-I, CdieEulersche 
n=l 

Konstante, ergibt sich folgendes Resultat: 

sm:n:z 
:n:z(1 - z) · 

228. [J. Schur.] Durch Ausmultiplizieren des unendlichen Pro
duktes in 227. 

229. Man setze in (L), S. 125: 

1 
cp(z) = 1 _ z , f(z) = sin:n:z, w = z(1- z). 

Es ist 

• ~00 An Sin:n:z = -wn n! , 
n=I 

A = [dn- 1 (1- x)-nncosnx] [228]. 
n dxn-1 x=O 

230. Es sei f(rei*) = U(r, {}) + i V(r, {}), U(r, {}), V(r, '!9) reell, 
an= bn + icn, bn, en reell. Aus den fiir 0 < {} < 2:n: gleichmiiBig kon
vergen ten Entwicklungen 

00 

U(r, {}) = b0 + ~ rn(bncosn{}- cnsinn{}), 
n=l 

00 

V(r, {}) = c0 + ~ rn(cncosn{} + bnsinn{}) 
n=I 

folgt [117] 
2n 

a - b + ic --1- fu(r {}) e-in*d{} n- n n- nrn J' ' 
0 

2n 

= -~-· Jv(r, {})e-in1fd{}, 
nrn n=1,2,3, .... 

0 

231. Nach Losung 230 ist 
2n 

f(z) = a0 + .i; (bn + icn) zn = 2
1:n: f U(1·, {}) [ 1 + 2 .i;( ze;wrJ d{}. 

n=l 0 n=l 

20* 
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232. 1. Spezialfall: f(z) hat keine Nullstellen im Kreise I z I < r. 
Man wende 231 auf die fiir I z I < r reguHire Funktion log f(z) anstatt 

/Wan. ( ) z-c r 
2. Spezialfall: f(z) = r - ' I c I< r. Da log I /(rei*) I= 0 [5], -cz 

verschwindet das Integral rechts. 
Aus speziellen Funktionen von der Art wie 1. und 2. lii.Bt sich 

jede in dem Kreis I z I < r regulare, am Rande von 0 verschiedene 
Funktion durch Multiplikation zusammensetzen. Die Bedingung, daB 
am Kreisrande f(z) =l= 0 ist, kann zuletzt auch weggelassen werden, da 
beide Seiten stetig von r abhangen. - Andere Losung aus 176 nach 
Muster von Losung 56. 

233. Es sei 0 < IX < 2n und Rei*, 0 < {} < IX, ein Punkt des 
fraglichen Bogens. Mit den Bezeichnungen von 231 und U (R, {}) = 0 
fiir 0 <{}<IX erhalt man nach zweimaligem Grenziibergang, f(O) als 
reell vorausgesetzt, 

2n 
. . . 1 f. 1 +ei(-D-e) 

hm f(r&*) = f(Re'*) = -2 U(R, B) 1 i(-n-e) dB, 
I'+R-O n - e 

"' 2n 
1 (; {}-8 

3/(Rei*) = 2n}U(R, B)ctg 2 dB, 

"' 2n 

d 1 (; ( {}-B)-2 d{} 'Jf(Rei*) =- Zn}U(R, B) sin-2- dB<o. 

"' 
234. Die Bezeichnungen von Losung 230 beibehalten, ist 

2n 

21nf[U(r, {})]2d{} = b~ + ~ 2 r2n(b~ + ~)' 
o n=l 

1 r = 
2n} [V(r, {})]2 d{} = c~ + ~ .J: r2n(b~ + ~) . 

0 n=l 

235. [Vgl. C. Caratheodory, Palermo Rend. Bd. 32, S. 193-217, 
1911.] Die Bezeichnungen von Losung 230 beibehalten, ist R = 1, 
a0 =! und 

2n 2n 

a = - 1- { U(r {})e-in-o d{} 
n nrn J' ' ' !ani<~ fu(r, {}) d{} = _!_, :nr }' rn 

0 0 

O<r<1; n=1,2,3, .... 
Man lasse r gegen 1 konvergieren. - Beispiel: 

f(z) = ~ 1 + z = ~ + z + z2 + ... + zn + .... 
2 1-z 2 
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236. Die Funktion 

_!_A- f(Rz) + i0a0 = _!_ _ _!_ ~ anRn zn 
2 A- ffia0 2 2t2_ A- ffia0 

erfiillt die Voraussetzungen von 235. Es ist somit 

Im Beispiel ist die Grenze erreicht. 

237. Es geniigt, die erste Gleichung zu beweisen (man ersetze 

dann z durch _!_ J . Die Funktion ian zn bleibt beschrankt fiir J z J > 1, 
Z; n=-oo 

es sei ~n~!nznf < M. Beze~hnet A*(r) das Maximum des reellen 

Teiles der ganzen Funktion l;anzn auf der Kreislinie JzJ = r, dann 
ist fiir r > 1 [Losung 236] n=O 

A*(r) > ffia0 +! J anJ rn, 

Es ist ferner A(r) > A*(r)- M, also 

A(r) >ffia0 - M +! JanJr". 

n = 1, 2, 3, .... 

Wenn an von 0 verschieden ist, so schlieBt man hieraus 

1 .. flogA(r) 
1mm 1 >n. 
r-+oo ogr 

Es gibt beliebig groBe n mit an i= 0. 
238. [E. Landau, Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 11, S. 32 

bis 34, 1907; vgl. F. Schottky, J. fiir Math. Bd. 117, S. 225-253, 1897.] 

Es geniigt, nur die U ngleichung J ffi a1 J R < .}:_ iJ (f) zu beweisen. Wenn 
n 

niimlich 1X eine reelle Konstante ist, dann ist die groBte Schwankung 
des reellen Teiles von f(ei!Xz) ebenfalls LJ(f) und aus dem Bestehen von 

jffiei"a1 J R < .}:_ Ll (f) fiir jedes 1X folgt auch J a1 J R < .}:_ LJ(f) . 
n n 

Es sei nun A das arithmetische Mittel der oberen und unteren 
Grenze von ffi/(z) im Kreise JzJ <R. Dann ist jffi/(z) -AJ<!iJ(f) 
fiir JzJ <R. Ferner ist [230] 

also 
2;n; 

2n 

nra1 = j[ffif(rei8)] e-iffd1J, 
0 

O<r<R, 

2.n: 

nrffia1 = J[ffif(reiff) -A]cos1'Jd1f, 
0 

nrjffia1J < LJ~) jJcos1fJd1f = 2iJ(f). 
0 
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Man lasse r gegen R konvergieren. - Fiir R = 1, 

t( ) 1 1 1 - z . i _q i -z = ----::· og -- = ~z + - z- + - Z" + .. · 
2~ · 1 +z 3 5 

ist 

Geometrisch formuliert lautet der Satz wie folgt: Ein Kreis sei 
konform auf ein (nicht notwendig einfach bedecktes) Gebiet abgebildet. 
Die Breite dieses Gebietes in irgendeiner Richtung ist mindestens gleich 

:7l 
dem 2 -fachen Produkt aus dem Radius des Kreises und dem Ver-

groBerungsverhaltnis in dem Kreismittelpunkt. In dem genannten 

Spezialfall ist das Bild der Parallelstreifen - : < ffi.j(z) < : . 
239. [E. Landau; 0. Toeplitz, Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd.11, 

S. 302-307, 1907.] Es sei D*(f) die obere Grenze von /f(z}- f(-z}/ 
f\ir /z/ <R, dann ist D*(f} <D(f). Es sei 0 < r < R. Aus 

2n 
4:n:ra1 = j[f(r&D) - f(- reiD)] e-i# d{} 

0 

schlieBt man 4:n:r J a1 J < D*(f} · 2:n: < D(f) · 2:n:; man lasse r gegen R kon
vergieren. Wenn f(z) linear ist, f(z) = a0 + a1 z, dann ist D(f} = 2/ a1 JR. 
Der Satz Hi.Bt sich geometrisch folgendermaBen aussprechen: Ein Kreis 
sei konform auf ein (nicht notwendig einfach bedecktes) Gebiet ab
gebildet. Die Maximaldistanz der Randpunkte (Durchmesser) dieses 
Gebietes ist mindestens gleich dem Produkt aus dem Durchmesser des 
Kreises und dem VergroBerungsverhaltnis im Kreismittelpunkt. In dem 
genannten Spezialfall ist das Bild eine offene Kreisscheibe. 

240. [Vgl. E. Landau, Math. Zeitschr. Bd. 20, S. 99-100, 1924.] 
Aus 232 folgt mittels Differentiation und z = 0 gesetzt [117] 

m 2n 

_/'(O) = ~(__!__- c") +_!__f(logM -log/f(reiD)J)e-iDd{}, 
j(O) f'=l c" r'2 :n:r 0 

2n 

- ffi j'(O) <,2m(__!__- c") + __!_f(logM -log I /(rei#) 1) d{} 
/(0) f'=l cl' r :n:ro 

~ ( 1 c" 2 r ) 2 M 
=;frffi c" -r2--y-logrc;:l +y-Iog//(0)1 

[120]. Laut Voraussetzung 2. ist fficp < 0, also 

ro ( 1 Cu) - r -I Cp /2 ro 1 
0\ - - ----.- - 2 0\- < 0. 

Cp 'Y" r C,u 
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Dies ist fiir fl > l zu beachten, Fiir fl < l ist 

ffi (-elk- 2log-r-) < bJ + 2logl5J < o. 
r I elk I r r 

Es ist namlich x + 2log x < 0 fiir 0 < x < -§-, da die linke Seite mit x 
wachst und ei(t)2 <1, d. h. 8e<27. 

241. Die fragliche Potenzreihe Hil3t sich in der Form schreiben 

an = C1 zf + C2 z~ + · · · + ck z~ + bn , 

242. Den Konvergenzradius gleich 1 vorausgesetzt, sei 

~ zn - Co + Cl z + ... + Ck z" ~ b n 
~a, - (z -z)k+l + ~ ,.z, 
n=O 0 n=O 

c0 + c1z0 + · · · + ckz~ =f 0, ck =f 0, limsupylbnl < 1. Daraus folgt 
fiir n > k n-+oo 

a,=(~) ck z~+l + (n t 1) ck-1 z~+ 2 + (n t 2) ck-2 z~+S + ... + 

+ (n t k) Co z~+k+l + b, 
_ (n)-n+k+l( ~(n+k-p)(n+k-p-1) .. ·(n-p+1) "+..!!!':.. n+k+l) 
- k Zo ~ n(n-1) .. ·(n-k+1) · clkzo (n)Zo · 

lk =0 k 

Der Klammerausdruck konvergiert fiir n--+ oo gegen 

c0 + c1 z0 + · · · + ck z~ =f 0. 
V gl. auch I 178. 

243. [G. P6lya, J. fiir Math. Bd. 151, S. 24-25, 1921.] Durch 
passende Wahl des Polynoms P(z) = c0 + c1 z + ·· · + cq_ 2 .&- 2 + .&- 1 

00 00 

laBt sich erreichen, daB die Potenzreihe P(z) 1: a, z" = 1: b, z" der Vor-
n=o n=O 

aussetzung von 242 geniigt. Aus lblb,II--+Q folgt Ylb,.l--+_!_ [168]. 
n+l Q 

Es ist ferner 

I bnl = I Co an+ cl a,_l + ... + Cq-2 an-q+2 + an-q+ll 

<A,(Icol +Jell+···+ [cq-2! +1). 

244. Es sei k die fragliche Anzahl. Wir setzen a, = IX, + b,, 
n 1 oo 

lim sup VlbJ = b <-, 1: ~X-,z" rational mit genau k Polen am 
n-+oo Q n=O 
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Konvergenzkreis I z I = e. Es sei e so klein, daB b + e < ..!._ - e. 
. e 

Nach 243 1st 

Max(l~nl• l~n-11 ... . , l~n-k+lj) >Max[(:- er. G -er-k+1] 

fiir genugend groBe n, d. h. I ~n- 1 > ( ~ - e)"> 1 b;; 1 fur mindestens ein n mit 

n>n>n-k+1; folglich a;;=~n+b-n'l=O. Daraus folgt vn> ~ -c, 

c von n frei. - Auch wenn man die Pole ohne Multiplizitiit rechnet, 
gilt der Satz, erheischt aber andere Hilfsmittel. 

245. [J. Konig, Math. Ann. Bd. 9, S. 530-540, 1876.] Wenn die 
Pole kter Ordnung sind, so ist an= Ank-le- 11 (sin(n.x +c))+ en), A,~. c) 
reell, limen= 0 [Losung242]. EsseiA > 0, 0<2'f} < ~ <n- 2'f} undes 

n-+oo 

soli fiir n > N stets I en I <sin 'f} gel ten. 1st die Distanz zwischen n ~ + c) 
und dem niichstbenachbarten ganzzahligen Vielfachen von n groBer als 'fJ, 
so hat an das Vorzeichen von sin (n ~ + c)). Ist n > N und hat an nicht 
das Vorzeichen von sin(n~ +c)), so haben a11 _ 1 und an+1 sicher bzw. 
das Vorzeichen von sin((n- 1) ~+c)) und sin((n + 1) ~+c)), und zwar 
haben dann a11 _ 1 und an+ 1 entgegengesetzte Vorzeichen; denn aus 
-'f}<n~+c)-mn<'f} folgt -n+'fJ<(n-1)~+c)-mn<-'f}, 
'fJ < (n + 1) ~+c)- mn < n- 'fJ. Darum ist die Anzahl der Zeichen
wechsel 

zwischen a,. -l an an+1 dieselbe wie 
zwischen sin((n- 1) ~+c)) sin(n~ +c)) sin((n + 1) ~+c)). 

J etzt wende man VIII 14 an. 
00 

246. Der Konvergenzradius der Reihe ~a,.zn sei = 1. Wenn die-
n=o 

selbe in irgend einem Punkte des Konvergenzkreises konvergiert, ist 
lim an = 0, also [I 85] 

n-+oo 

lim (1-z)(a0 +a1 z+ .. ·+anz11+ .. ·)=lim a11 =0, 
z-+1-0 n-+oo 1 

folglich der Punkt z = 1 kein Pol. 
247. [M. Fekete, C. R. Bd. 150, S. 1033-1036, 1910; G. H. Hardy, 

Lond. M.S. Pro~. Serie 2, Bd. 8, S. 277-294, 1910.] Es sei 

h>O, 

und 0 < e < 1' ferner e so klein,. daB diese Reihe fiir I X I < e absolut 
und gleichmiiBig konvergiert. Dann ist, wenn zuniichst ffis > h, 
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Multiplikation mit T(s) -l hebt hier samtliche Pole fort, eventuell his 
auf s = h, h -1, ... , 1, wenn h > 1. In diesem Faile ist der Pol s = h 
jedenfalls vorhanden, weil c-h* 0. 

00 

248. Die Reihe l;e-"'Yn, a> 0, ist konvergent. - Das Integral 
n=l 

F(u) ist konvergent, weil £/J(a + it) fi.ir alle t beschrankt ist. Glied
weise Integration [II 115] liefert 

a+ioo 
oo ~ f es(Vn-u) + e-s(Yn+u) 

F(u) = -. 2 ds. 
2:n~ s n=O . a-too 

Nach 155 ist fUr ym- 1 :S u :S ym 
F(u) = am(Vm- u) + am+I(lm + 1- u) + am+2(ym + 2- u) + ... , 
d. h. F(u) ist eine streckenweise lineare Funktion, deren Ableitung 
im Interval! ym- f < u < ym 

ist. Wenn £/J(s) identisch verschwindet, dann ist F(u) 0 fi.ir u > O, 
also am+ am+l + am+2 + · · · = 0 fiir m = 1, 2, 3, .... 

249. £/J(2 k+ 1l (0) = 0; £/J(Zkl(O) verschwindet auch, weil 

( d)"' 00 
00 co 

z dz f(z) = .L) ann"'zn und }~ .L) ann"'zn = .L) ann"'; d.h.£/J(s)=o. 
n=O n=O n=O 

250. Die in der Aufgabe genannte Funktion f (z) hat folgende 
Eigenschaften: 

1. Sie ist regular fi.ir I z I < 1, weil das Integral absolut konvergiert, 
wenn )Jtz<1 ist; es ist 

00 

f ( I" ) • ( u • ) xn an= e- x+x coswn Sln X' Sln,U:n tdx, 
n. n = 0, 1, 2, ... ; 

0 

2. es kann nicht an= 0 sein fUr n = 0, 1, 2, ... , weil 

I e-(x+x~"cosl"")sin(x'"sin,u:n) I< e-x 

3. man hat fi.ir I z I< 1 
co 

[Losung 153] ; 

f'nl(z) = J e-x'" cos 11 " sin (x~"sin fl:ll) e- x(l-z) xn dx, 
0 

n = 0, 1, 2, ... ; 

dieses Integral konvergiert absolut und gleichmaBig fi.ir ffi z < 1, also 
gilt bei reeller Annaherung an die Stelle z = 1 

"" u lim j(nl(z) = j e-<11 cos,wsin (x·usin,un) xndx = 0 
Z--l>l 0 

[153]; 
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4. 

J an[<-1-~~- (z+z.u cos,un) xndx <___.!_+___.!_Max (e- (z+z~'cos,un) xn+2)!:-2dx, 
n! n! n! z2::o 

0 - 1 

also [II 222] 
. log Jan I 

hmsup u 1 ~- cospn < 0. 
n-+oo n· 

Die Benutzung der in Losung 153 angegebenen H amburgerschen Funktion 

exp (- nyx -log x) sin (yxlog x + n) anstatt e-l'cos.unsin(xusinpn) 
(log x) 2+ n2 (log x)2+ n2 

lehrt auf ahnliche Weise, daB man in 249 

(logn) 2 loV~an J ersetzen dar£. 

log Jan J nicht einmal durch 
yn 

251. [G. P6lya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 25, 
S. 337, 1917. Losung von H. Priifer, K. Scholl, ebenda, Serie 3, Bd. 28, 
S. 177, 1920.] Es sei 

cl c2 Cn 
g(z) = c0 + T!(z- a)+ 21 (z- a) 2 + · · · + n! (z- a)n + · · · 

und die Reihe fiir z = a, d. h. c0 + c1 + c2 + · · · + Cn + · · · kon
vergent, also J Cm+k + Cm+k+l + · · · + Cm+k+n J < e, wenn m geniigend 
groB ist, k, n = 0, 1, 2, 3, .... Dann ist 

Jg(m)(z) + g(m+l)(z) + ... + g(m+n)(z)J 

= li:(cm+k + Cm+l+k + ... + Cm+n+k) (z k!a)"l < eelz-al. 
k~o 

252. Es sei 

g(z) = ao + :~ (z - Zo) + ;~ (z - Zo)2 + · · · + :1 (z - z0)n + · · · 

und die Folge J a1J, ~, ... , 'Vfa:l, ... sei beschrankt, lim sup 'Vfa:l = A . 
n-+oo 

Zu jedem e, e > 0, existiert dann ein N so, daB Jan [ < (A + e)n 
fiir n > N, folglich 

g(n)(;;;) = I a + an+l (z- Zo) + an+2 (z- Zo)2 + .. ·I 
n 1! 2! 

(A + e)n+l (A + e)n+2 
<(A+e)n+ 11 Jz-z0 J+ 21 Jz-z0 [2 +··· 

=(A+ e)ne(.A+•)Iz-z,l. 

Hi era us folgt lim sup r I g(n)(z) I< A= lim sup r I g(n)(zo) J. D. h. in keinem 
n-+oo n-+oo 

Punkt z ist der fragliche Limes superior groBer als in irgendeinem 
anderen Punkte z0• 
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253. {]. Bendixson, Acta Math. Bd. 9, S. 1, 1887.] Ahnlich wie 
254 mit Beachtung von 

Qn+1(z)- Qn(Z) = /'nfr( 1- :J = Ynfr(1- :J · 
~=0 ~=0 

254. [Vgl.N.E.Norlund, Differenzenrechnung, S. 210. Berlin:Julius 
Springer 1924.] Wenn.P,.(z) dieselheBedeutung wie in 13 hat, dann ist 

Q2n+2(z) - Q2n(z) = (rn z + c5n)P..(z), 
rn und 1:5n Konstanten. Sind a und b die heiden Konvergenzstellen, so 
sind, (rna+ c5n)P..(a) =An, (rnb + c5n)P..(b) = Bn gesetzt, die heiden 

00 00 

Reihen ~An, ~ Bn konvergent. Da die Reihe 
n=O n=O 

worin <X= a oder <X= b ist und z einen beliebigen Punkt eines im 
Endlichen gelegenen Bereiches bezeichnet, gleichmaBig konvergiert 

(P.n(z) ~ sin~:nz) , 'I d lb ~ •• so g1 t asse e von 

~A P,.(z) 
6; n P,.(a), 

[Knopp, S. 349]. Es ist aber 

~B P,.(z) 
6; n Pn(b) 

~ z- b ~ P,.(z) z- a ~ Pn(z) 
6; (rnz + c5n)P..(z) = a- b 6; An P,.(a) + b - a 6; Bn P,.(b) . 

255. GemaB VI 76 ist 

Q ( ) _ + + C2 Z(z- 2) + + cnz(z- n)n-l 
n z -Co clz -----zi- . . . n! . 

. . Cna(a- n)n-1 ~"" 
Es se1 a em Konvergenzpunkt, a =f 0, 1 = an, an kon-

n. 
n=O 

vergent. Fiir n >I z 1. n >I a I gilt eine Reihenentwicklung 

( ) -n+1 ( z )n-1 ( A' A" ) 
1 - : 1 - n = erl-Z 1 + n + -;2 + • • • ' 

A', A", ... von a, z, nicht von n abhangig. Die Reihe mit dem all
gemeinen Glied 

( a)-n+1( z)n-1 ( a )-n( z )n- &-•A' 
1 - n 1 - n - 1 - n + 1 1 - n + 1· - n(n + 1) + ... 

ist absolut konvergent und daher konvergiert auch [Knopp, S. 349] 
00 z( a)-n+1( z)n-1 

C0 +~an a 1- n 1 - n, . 
n=l 
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256. Vgl. 285. Allgemeiner gilt der Satz: Sind die Funktionen f,.(z) 
regular, von Null verschieden und absolut kleiner als 1 in einem Ge~ 
biete @ und ist in einem Punkt a von @: lim f,.(a) = 0, so ist iiberall 

n-+oo 

in@: limf,.(z) = 0, und zwar gleichmi.i.Big in j'edem Teilbereich von@. 
n-+oo 

Beweis durch sukzessive ,dachziegelartige" "Oberdeckung von @ mit 
Kreisscheiben. 

257. [A. Harnack, Math. Ann. Bd. 35, S. 23, 1890.] Es sei v,.(x, y) 
konjugiert zu u,.(x, y) und g,.(z) = e-u,.(x,y)-iv,.(x,y>, z = x + iy. Ware 
00 

l;u,.(x, y) in einem einzigen Punkt z0 = x0 + iy0 von @ divergent, also 
n=O 

f,.(z) = g0 (z)g1 (z) .. . g,.(z) 

gesetzt, limf,.(z0) = 0, so wiirde limf,.(z) = 0 im ganzen Gebiete@ gelten 
n-+09 n~oo 

[Losung 256] : Widerspruch. 
258. f,.(z) = u,.(x, y) + iv,.(x, y) gesetzt, ist 

wobei die Integration langs einer beliebigen Kurve, die den beliebig ge~ 
wahl ten festen Punkt x0, Yo von@ mit dem variablen Punkt x, y verbindet 
und ganz in @ verlauft, zu erstrecken ist~ Das Integral konvergiert 
fiir n ~ oo in jedem Teilbereich von @ gleichmaBig, weil die abgeleiteten 

F 1 ou,. ou,. . . d T 'lb . h m. 1 . h "B' k . 0 gen Bx , 7fY Ill Je em ei ereiC VOn \!!J g eiC rna Ig onverg1eren 

[ vgl. 230]. Die Folge v,.(x, y) konvergiert also dann und nur dann, 
wenn die Folge v,.(x0 , y0) konvergiert, und zwar <;;lann gleichmaBig in 
jedem Teilbereich von @. 

259. Es seien a0, ~. a2, ••• beliebige Zahlen. Aus der Identitat 

a0{1- ~) + a0 a1{1 -- a2) + a0 a1 a2{1- a3) + · · · 
+ a0 a1 ••• a,._ 1(1- a,.)= a0 - a0~a2 ••• a,. 

schlieBt man, daB 
00 

l;a0 a1 a2 • __ a,.(1- a,.+ 1) = a0 -lim a0 ~ a2 •.• a,., 
n=O n-+oo 

vorausgesetzt, daB der letzte Grenzwert existiert. Man setze 

1 
a0 = 1, a - n- 1 2 3 

n- 1 + z2"-1' - ' ' ' ... 

260. Die Potenzreihe 
oo IX.{ ~X- + n)"-1 

1 + w" n! 
n=l 

[I 14]. 
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hat den Konvergenzradius e- 1 [214]; daher konvergiert die frag
liche Reihe in jedem zusammenhangenden Gebiet der x-Ebene, wo 
lxe-"'1 < e- 1 ist und stellt dort eine analytische Funktion dar. 
Sowohl das Intervall 0 :s=: x < 1 , wie auch das Intervall 1 < x < + oo 

lassen sich in je ein solches Gebiet ®1 bzw. ®2 einbetten, jedoch nicht 
beide Intervalle in ein Gebiet. Nach 210 ist die Reihensumme = e"'"', 
wenn x geniigend klein ist, daher iiberhaupt = e"'"', wenn x in ®1 

liegt. Es sei nun 1 < x < + oo und x' bestimmt durch xe-"' = x' e-x', 
0 < x' < 1 . Die gegebene Reihe bleibt unverandert, wenn x durch x' 
ersetzt wird, daher ist ihre Summe e"'"'' t e"'"'. - Die Reihe konvergiert 
auch fiir x = 1 [220, 3.] und hat e"' zur Summe, nach dem Abelschen 
Satz [I 86]. 

261. 

Fiir ffiz > 0 ist 

t([:J-:)v• 
( ) v=l f n Z = _____::____n __ 

n"L;v•- 1 

v=l 

= z(z + 1) - 1 ~(z + 1) [II 45]. Fiir ffiz < 0, ffiz = x ist 

A von n frei. Es existiert ferner 

n 

wenn 

wenn 

X t -1, 

X=-1, 

lim 1,; v•- 1 = 1"- 1 + 2"- 1 + . · · + n•- 1 + · · · = ~(1 - z) t 0 
n--+<XJ v=l 

[VIII 48]. Daher ist in diesem Faile 

lim fn(z) = 1 . 
n-+oo 

262. [G. P6lya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 25, 
S. 337, 1917. Losung von H. Prufer, ebenda, Serie 3, Bd. 28, S.179-180, 
1920.] Setzt man 

z-1 
z+1 =C 

q;(z) - 1 , 
q;(z) + 1 = VJ(~J ' 
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dann ist 
cp[cp(z)]- 1 cp{cp[cp(z)]}- 1 
cp[cp(z)] + 1 = V{V'(C)J, cp{cp[;p(z)]} + 1 = V'{V'[V'(C)J}, ... , 

C+rx-{J 
V'(C) = C 1 + (rx - {J)C 

und die Behauptung lautet folgendermaBen: Die Folge 

V'(C), V'[V'(C)J, V'{V'[V'(C)J}, ... 

konvergiert gegen 0, wenn I C I < 1, konvergiert gegen oo, wenn I C I > 1, 
konvergiert gegen 1 oder divergiert, wenn I C I = 1 ist. 

Es sei ICI = r, r < 1 und M(r) sei das Maximum von 

I C+rx-{3 I 
1 + (rx- {J) C 

fur I C I< r; es ist M(r) < 1 [5] und M(r) wachst monoton mit r [267]. 
Aus der Definition von 1p(C) folgt 

IV'(C) I< r M(r), IV' [V'(C)] I< IV'(C) I M [rM(r)] < r [M(r)]2, 

IV'{V' [V'(C)]}! <IV' [1p(C}] I M {r [M(r)]2} < r [M(r)] 3, usw. 

Analog schlieBt man, wenn I C I > 1 ist. 
Es sei endlich I C I = 1. Dann ist 

V'(C) I= IV'[V'(C) I= IV'{V'[V'(C)J}I = · · · = 1. Konvergiert die fragliche 
Folge gegen einen Grenzwert C0, I C0 I= 1, dann ist 

Co+ rx- fJ 
Co= Co 1 + (rx _ {J) Co, d. h. Co= 1. 

263. Setzt man (z- 1) (z- 2~ · · · (z- n) = P.,(z), so ist auf der 
n. 

positiven imaginaren Achse 

z = iy, y > o, 1 yiyP.,(iy) 12=y(1 + ~2) (1 + ~2) ... (1 + ~:) <si~~nl! 
eny_ e-ny 

2n 
Fur £estes z ist 

!~~ (-1)"P.,(z)nz= F(/ z)' 

Die Folge ist somit beschrankt, z. B. im Halbkreise ffiz> 0, I z I< 1. 
In der Kreissichel 

I z - n I> n, I z - n - 1 I < n + 1 

ist P.,(z) dem Betrage nach groBer als P.,_ 1(z), P.,_ 2(z), ... , P.,+l(z), ... 
[12]. AufdemlnnenrandderKreissichel ist lz-nl =n, z=2ncoscpei"', 
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und I z I > 1 vorausgesetzt, [fiir einen Beweis der Stirlingschen Forrriel 
in dem hier benutzten Umfang vgl. z. B. E. Landau, Elementare und 
analytische Theorie der algebraischen Zahlen, S. 77-79; Leipzig und 
Berlin: B. G. Teubner 1918] 

I ,r-z p (z) 1-1 (i T(z) 1-1 yz zZ-i e-z I e'P<z, nl 
y "' - F(z-n)F(n + 1) - (z- n)z-n-ie-z+nnn+ie-n 

=I G~n)'llz n nln+i e'P<z,nJ = /(2coscpe-i'P)ei<p\'e'P<z,n>, 

wo '1J'(Z, n) fiir alle fraglichen Wertsysteme z, n beschrankt bleibt. Auf 
dem AuBenrand der Kreissichel gilt dieselbe Abschatzung fiir Pn+ 1(z}, 
also weil daselbst I Pn(z} I= I Pn+1(z) I, auch fiir Pn(z). Zieht man vom 

Punkt z = 0 a us einen Halbstrahl von der Neigung cp, 0 < cp < i, so 

wachst I Pn(z} I an der Strecke des Halbstrahls, die die Kreissichel 
durchschneidet, da alle Faktoren (z - 1), (z - 2), ... , (z - n) dort 
wachsen, wie z. B. geometrisch ersichtlich ist. 

264. [Vgl. N.E.Norlund, a. a. 0.254, S. 214.] Auf deminnenrand 
der lemniskatischen Sichel · 

2n2cos2cp < r2 < 2(n + 1)2cos2cp, 

aber auBerhalb des Einheitskreises gilt 

lz(1 - ~:)(1 - ~:)···(1 - ::) I= I T(z~znt[;(;;1})2 j 
=I {z + n)z 1·1 z2- n2ln+ie'P<z,nl =I (ei'Plj2cos2cp + 1 )ei'P lre'P<z,n) 

\;- n n2 ei"'f2cos2gJ- 1 

= j (e-i'P 1/2 COS 2 cp + e-2i<p)ei'P j2re'l'(z,n), 

1p(z, n) beschrankt [13, 263]. 

265. Das Maximum von I ( 1 + =)'=1 I 
z = rei'P, cp fest, ist von n unabhiingig; man 
Das Maximum von 

langs des Halbstrahls 

setze z = nC, C = eei"'. 

1 e . e2 
mlogl1 + Cl = coscp- 2 cos2cp + Jcos3cp- ... 

findet man durch Differentiation nach e und Diskussion; es ist = coscp 
:n :n 

und wird fiir e = 0 erreicht, wenn - 4 < cp < 4. ist; es wird erreicht fiir 
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1 - 1 ( 1 ) =mmlog(t+1)=rc-rm 1-c+ 1 . 

Setzt man ~ = w, so genugt w der Gleichung I we-w+lj = 1; es '+ 1 1 ist I w j < 1, rp = arc-= = arc _w_ und das fragliche Maximum ist 
z; 1- w 

= 1-w-lffi(1-w). 
11-w 

Die Diskussion des Vorzeichens der Derivierten kann durch die Unter
suchung des Bereiches 116 ersetzt werden. - Das Auftreten konvexer 
Kurven in 263-265 ist kein Zufall; vgl. G. P6tya, Math. Ann. Bd. 89, 
s. 179-191, 1923. 

266. [135.] 
267. [135.] 
268. j(z) = j(t;- 1) ist regular im Kreisinnern I C I < ~ und M (r) 

ist das Maximum von jj(t;- 1)j auf der Kreislinie \CI = _!_ [266, 267]. 
r 

269. 1;~ ist regular in der ,punktierten Ebene" Jzj > 0, den 

Punkt z = oo einbegriffen [268]. 
270. [5. Bernstein, Communic. Soc. Math. de Charkow, Serie 2, 

Bd.14; M. Riesz, Acta Math. Bd. 40, S. 337, 1916.] Man wende 268 auf 

z;-nt(C+2C-l) an [79]. Esistfiir jt;j=r, ·r>1, r=a+b, 

Im Grenzfall z--+ oo lautet der Satz: Der Maximalbetrag eines Poly
noms nten Grades im Intervall -1 < z < 1 ist mindestens gleich dem 
Betrag seines Mchsten Koeffizienten, multipliziert mit 2-n. 

271. Man kann annehmen, daB die Achsen von E1 und E 2 mit 
den Koordinatenachsen, ihre Brennpunkte mit z = ± 1 zusammen-

z; + _!_ 
fallen. Entsprechen bei der Abbildung z = ~ die Kreise jt;j = r1 , 

jCj=r2 den heiden Ellipsen, 1<r1 <r2 , dann ist r1 =a1 +b1 , 

r2 = a2 + b2 • Man schlieBe wie. in 270 mit Beachtung von 268. 
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Der Grenzfall, in dem E1 auf die doppelt zu zahlende reelle 
Strecke -1, 1 zusammenschrumpft, liefert 270. Fallen die beiden 
Brennpunkte zusammen, so erhiilt man zwei Kreise, es ergibt sich 269. 

272. Man kann ohne Beschrankung annehmen, daB f(O) > 0; 
f(z) = f(eeif}) = U(e, {}) + iV(e, {}) gesetzt, ist 

2n 

/(0) = -1 f[U(e, {}) + iV(e, {})] d{} 
2n 

0 
2n 2n 

= -1 Ju(e,{})d{}<-1 J[U2(e,{}) + V2(o,{})]1d{}. 2n 2n ~ 
0 0 

Wenn hier das Gleichheitszeichen gilt, dann ist V(e, {}) = 0 fiir 
0 < {} < 2n, also f(z) = f(O) [230]. 

273. [134.] 
274. Die Funktion f(z) = :~:~ ist regular fiir lzl < 1. Sie ist 

regular auch fiir lzl = 1, ferner ist daselbst lf(z)l = 1, so lange 
1p(z) oj= 0 ist. 1st z0 eine eventuelle Nullstelle von 1p(z), so muB auch r:p(z) 
d~e namliche Nullstelle besitzen, und zwar mit der gleichen Multi
plizitat als 1p(z) [sonst hiitte niimlich f(z) einen Pol oder eine Nullstelle 
in z = z0 , was offenbar unmoglich ist, weil doch in Punkten des Ein
heitskreises, die belie big nahe an z0 liegen, lf(z)l = 1 ist]. Nach Fortheben 
der gemeinsamen Faktoren von r:p(z) und 1p(z) erweist sich f(z) als regular 
und von Null verschieden fiir lzl < 1, lf(z)l = 1 fiir lzl = 1, also [138] 
f(z) = c, / c J = 1. Da g;(O) und 1p(O) reell und positiv sind, folgt c = 1 . 

275. I f(z) I ist eine reelle stetige Funktion in m; sie erreicht also in m 
ihr Maximum. Dies kann in keinem inneren Punkt eintreten [134]. 

276. [Vgl. E. LindelOf, Acta Soc. Sc. Fennicae, Bd. 46, Nr. 4, S. 6, 

1915.] Durch Drehung urn den Winkel ZnY urn den Punkt C ent-
n 

steht a us 1.8 ein Bereich mp und a us ffi eine Punktmenge ~, 
Y = 0, 1, 2, ... , n -1, mo = m, ffi0 = ffi. Der Durchschnitt (groBter ge
meinsamer Teil) 'll der Bereiche m0, m1 , ••• , mn- 1 enthiilt C als inneren 
Plinkt. Diejenigen inneren Punkte von 'll, die mit C durch eine im 
Innern von 'll verlaufende stetige Kurve verbunden werden konnen, 
bilden ein zusammenhangendes Gebiet 'll*. Die Begrenzung von ~* 
besteht nach Voraussetzung und Konstruktion a us gewissen Punkten der 
Punktmengen ffi0, ffiv ... , ffin-r. Die Funktion f[C + (z- C) w -P] ist dem 
Betrage nach <A in allen Randpunkten von 'll* [275] und <a in. den
jenigen Randpunkten von 'll*, die~ angehOren. Der Betrag der Furiktion 

f[C + (z- C)]f[C + (z- C) w- 1] · ·· f[C + (z- C) w-n+I] 

ist also< a· An- 1 in allen Randpunkten von 'll* und folglich [275] 
auch im inneren Punkt z = ?: • 

P 6 I y a • S z e g ii, Aufgaben und Lehrsiitze I. 21 
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277. [Vgl. E. LindelOf, a. a. 0. 276.] Man nehme IX< n an; dies 
ist keine Beschrii.nkung, denn anstatt f(z) konnen wir f(zfJ) betrachten, 
wo fJ passend gewii.hlt ist, fJ > 0 . Man beschreibe urn einen beliebigen 
Punkt des Halbstrahls arcz = i(ex- c) einen Kreis, der den Halbstrahl 
arcz = ex beriihrt; die in der reellen Achse liegende Sehne dieses Kreises 
erscheint von dem langs des Halbstrahls arcz =!{IX- c) gleitenden 
Mittelpunkt aus gesehen unter einem unveriinderlichen Winkel. Man 
wende 276 an, unter >S den in der oberen Halbebene gelegenen Teil 
des Kreises, unter ffi die in der reellen Achse liegende Sehne verstanden; 
es ergibt sich limf(z)= 0 langs arcz= !(ex- c). Modifikationdes Schlusses 
ergibt limf(z)=O gleichmaBig im Winkelraum o<arcz<!(ex-c). 
Wiederholung des Schlusses fiir die Halbstrahlen 

arc z = -i (ex -c), -~-(ex- e), f~ (IX- c), .... 

278. [Vgl. E. Lindelof, a. a. 0. 276.] Es sei G die obere Grenze 
von / f(z) I in @. Es gibt mindestens einen Punkt P in @ oder unter 
den Randpunkten von @, so beschaffen, daB in dem Teil von @, der 
einer geniigend kleinen Kreisscheibe urn P angehort, die obere Grenze 
von I /(z) I gleich G ist. 

Wenn in@ kein solcher Punkt P vorhanden ist, dann ist I f(z) I < G 
in @. Es gibt dann einen Randpunkt P von der erwahnten Art und 
nach Voraussetzung 3. ist G < M, d. h. I f(z) [ < M in @. 

Wenn es in@ mindestens einen Punkt P = z0 von der erwahnten 
Art gibt, dann ist I f(z0) I = G. Langs einer geniigend kleinen Kreis
linie urn z0 gilt ! f(z) I < G, a us 134 folgt also, daB f(z) -~ konst. 

2ni 

279. [P. Fatou, Acta Math. Bd. 30, S. 395, 1906.] Es sei w = e n . 

Wenn n geniigend groB ist, dann ist 

lim f(z) f(wz) f(w2 z) .. · f(wn-lz) = 0, z =rei#, 
r-+ 1-0 

und zwar gleichmii.Big im ganzen Einheitskreis 0 < {} < 2n. Die Funktion 
f(z) f(wz) f(w2 z) .. · f(wn-l z) muB also gemii.B 278 identisch verschwinden. 
[Der Satz folgt nicht unmittelbar aus 275.] 

280. [H. A. Schwarz, Gesammelte mathematische Abhandlungen, 
Bd. 2, S.H0-111. Berlin: J. Springer 1890.] Man wende 278 auf die 

im Kreise I z I< 1 regulare Funktion liz)_ an. 
z 

281. [Vgl. E. LindelOf, Acta Soc. Sc. Fennicae, Bd. 35, Nr. 7, 1908. 
Beziiglich der Aufgaben 282-289 vgl. P. Koebe, Math. Zeitschr. Bd. 6, 
S. 52, 1920. Dort findet man auch ausfiihrlichen Literaturnachweis.] 
Es sei i; = 'ljJ- 1 (w) die inverse Funktion von w = 'lfJ(i;). Dann stellt 

F(() = 'lfJ- 1 {f[<p(()J} 

eine Funktion von ( dar, die die Voraussetzungen von 280 erfiillt. 
Es gilt daher IF(() 1:::;:; e fiir I (I<(!, und zwar nur dann mit dem 
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Zeichen =, wenn F(C) = ei"l;, IX reell. Diese Ungleichung bedeutet, 
daB die Werte F(C) in der Kreisscheibe I' I< e. also die Werte 
1p[F(C)] = f[rp(C)] in dem Bereich I) liegen; z = rp(C) stellt hierbei einen 
beliebigen Wert in g dar. Im extremen Fall ist 'lf'(ei"C) = f[rp(C)], 
d. h. f(z) = 'lf'[ei"rp- 1(z)], wobei C = rp- 1(z) die inverse Funktion von 
z = rp(C) bedeutet, IX reell. Diese ist die allgemeinste Funktion, welche 
® auf S) schlicht abbildet, derart, daB z = z0 in w = w0 iibergeht [IV 86]. 

282. [C. Carathiodory, Math. Ann. Bd. 72, S. 107, 1912.] Man 
wende 281 auf folgenden Spezialfall an: 

®: die Kreisscheibe I z I< 1, S): die Kreisscheibe I w I< 1, z0 = 0, w0 = /(0), 

C+w0 
rp(C) =C. V'(C) = 1 + woC • 

g ist die Kreisscheibe I z I < e, I) ist das Bild von I C I < e bei der Ab
bildung w = IP(C), d. h. auch eine Kreisscheibe. Es gilt fiir die Punkte 
von I): 

Wenn das Gleichheitszeichen eintritt, dann muB f(z) = 1p[ei"rp-l(z)] 

. ) eirx z + Wo . . d I - . I I II I = 1p(e'" z = . sem, ferner 1st ann 1 + w0 e'" z = 1- w0 z , 
1 +w0 e'"z 

d. h. arcz = arcw0 - IX+ n. 
283. Spezialfall von 281 : 

®: die Kreisscheibe I z I < R, 
S): die Halbebene ffiw < A(R), z0 = 0, w0 = /(0), ffiw0 = A(O), 

cp(l;) =RI;, "1'(1;) = Wo + [wo- ~A(~l_1f =wo+ [w0+w0- 2A(R)] ~. 
1- 1-~ 

g ist die Kreisscheibe I z I < e R = r' I) ist das Bild von I I; I < e bei der 
Abbildung w = 1p(l;). Es gilt fiir die Punkte von f): 

ffiw = ffiw0 + [w0 + w0 - 2A(R)] ffi ~ < ffiw0 - 2[ffiw0 - A(R)] _e_ 
1-~ 1+e 

1- e 2e 
= 1 +I? 3rwo + 1 +I? A(R). 

Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir f(z) = lf'[ei"rp-l(z)] = 1p (ei" ~). 
284. Es gilt [Losung 283] 

lwl < lwol + [2A(R)- w0 - w0] _I?_= M(O) + _2g___ [A(R)- A(O)]. 1-e 1-e 
Besagt weniger als 236. 

285. Man wende 283 auf log f(z) an: 

ffi log f(z) = log I f(z) I <log M (r). 
21* 
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286. Aus 285 folgt 
2 1-Jzl 

I /,.(z) 12 < I f,.(o) I 1+ 1z1 • 

1-lzl 
Fiir lzJ<t ist 2 1 +lzT>1, folglich l/,.(z)l2<lf,.(O)I. 

287. Man wende 281 an: 

&: die Kreisscheibe Jzl < 1, Sj: die HalbebendRw> 0, z0=0, w0=/(0)>0, 

1+C 
'1-'(C) = C, VJ(C) = W0 1 _ C • 

g ist die Kreisscheibe I z j ::::; Q, 'f) die Kreisscheibe, deren Begrenzungs

kreis die reelle AchSe in den Punkten w0 
1 + Q und w0 

1 - Q ortho-
1-Q 1+e 

2Q 
gonal schneidet. Der Radius dieses Kreises ist w0 -1 --2 . Fiir die -e 
Punkte von 'f) gel ten die Ungleichungen: 

1-e 1+e I~ j 2e Wo 1 +n <ffiw<wo--, .vw <wo-1--2' 
o:: 1-e - e 

1-e . 1+e · 
w0 --<lwl<w0--. 

1+e 1-e 

Das Gleichheitszeichen findet nur fiir f(z)= VJ[ei"q;- 1(a-)]= VJ(ei"z) statt, 
a reell. 

288. Spezialfall von 281 : 
®: die Kreisscheibe I z I < 1 , 
SJ: der Parallelstreifen - 1 < ffi w < 1, z0 = 0, w0 = 0, 

rp(C) = C, 
2 1--1-C 

VJ(C) = -. . log -1 · r . 
ln -., 

g ist die Kreisscheibe I z I< Q· Wenn -I C I< Q ist, dann erfiillen die 

Werte von 1 + ~ die Kreisscheibe, welche die reelle Achse in den 
1-, 

Punkten 1 + Q und 1 - Q orthogonal schneidet. Sie liegt ganz im 
1-e 1+e 

Winkel, dessen Mittellinie die reelle Achse ist und dessen halbe Offnung 

arctg~2 = 2arctge betragt. Daher liegt 'f) ganz im Streifen 
. 1-e 

jffiw[<.±.arctge. Es gilt ferner in 'f) 
n 

l3w I = ~log \1 + C I <~log 1 + Q. 
n 1-C n 1-Q 

Wenn das Zeichen = stattfindet, muB f(z)=VJ[ei"rp-l(z)]=VJ(ei"z) 
sein, IX reell. 



III. Abschn., Losungen 286-290. 325 

289. Man kann annehmen, daB R = 1, L1 = 2 und lmt(z) I< 1 
ist fi.ir I z I < 1 wie in 288; hingegen ist /(0) = w0 belie big im Streifen 
-1 < mw < 1. Je nach der Wahl von Wo erhii.lt man in diesem 
Streifen fi.ir jedes e < 1 ein Gebiet, dessen Punkte fi.ir die Funktions
werte f(z) zulassig sind, und es handelt sich urn die Maximalbreite 
dieser Gebiete, in der auf die reelle bzw. imaginare Achse senkrechten 
Richtung, wahrend Woden ganzen Streifen durchlauft. Offenbar geni.igt 
es, sich auf reelle w0 , -1 < w0 < 1 zu beschranken. In diesem Falle ist 

inwo 

2 e 2 + i C 2 1 + ie 2 C 
w = VJ(C) =-,-log . = w0 +-:-log . . 

~ 1l <:n:w. ~ 1l t:<Wo 

1- ie 2 C 1- ie 2 C 
Das Bild von I C I= e in dei: w-Ebene ist kohvex [318], ferner in bezug 
auf die reelle Achse symmetrisch, weil VJ(C) fi.ir reelles C reelle Werte 
annimmt. Daher wird das Maximum und Minimum von gtw fi.ir 
reelles C = ± e erreicht. Die Breite in horizon taler Rich tung ist somit 

2 1 + ie- t_':n:2w_, (} ( 2 1- ie- ._·:n:2w_, e) 
w0 + -:-log . - w0 + --:-log-----:.:-----=-

~n t:n:w, ~n t:n:w, 

1- ie 2 e 1 + ie 2 e 

4 ( (}cos n;o e cos n;o ) 
=- arctg + arctg · . 

1l . 11:% . 11:% 
1 +esm 2 1-esm2 

Wenn hier w0 zwischen -1 und 1 variiert, dann ist die Ableitung 

nach w0 stets vom Vorzeichen von -sin n;o. Das Maximum tritt 

also fi.ir w0 = 0 ein und ist = ~ arctg e. 
1l 

Die Schwankung von ~ w kann das Doppelte der in 288 gegebenen 
oberen Schranke von I ~w I nicht i.ibertreffen; Beweis ahnlich. 

290. [H. Bohr, Nyt Tidsskr. for Math. (B) Bd. 27, S. 73-78, 1916.] 
Es sei 'Y) so gewahlt, daB I 'Y) I= 1, 'Y)F(1} > 0. Unter log'Y)F(z) den
jenigen Zweig verstanden, der fi.ir z = 1 reell ist, setze man 

w = f(z) = log'Y)F(z) -loge. 
log'Y)F(1} -loge 

Es ist /(1) = 1, mt(z} > 0. Man wende nun 281 mit @ = ,8, S) = rechte 
Halbebene, z0 = 1, w0 = 1 an. Die Abbildungsfunktionen z = q;(C), 
w = VJ(C) seien so normiert, daB reellen Werten von !; reelle Werte 
von z bzw. w entsprechen, ferner sei ¢(1} = oo, VJ(1) = oo [IV119]. Wir 
haben daher 
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Es sei x > 1 und x = rp(g), 0 < 12 < 1. Nach 281 liegt f(x) in 
demjenigen Gebiet der w-Ebene, das bei der Abbildung w = '!fJ(I;) dem 
Kreis I r; I< 12 entspricht. Dies ist aber ein Kreis, dessen auBerster 
Abstand vom Nullpunkt '!fJ(Q) betragt, d. h. I f(x) I< 1fJ(12)· Man kann 
somit h(x) = 1fJ[rp-1 (x)] setzen. 

291. [K. Lowner.] Nach 280 ist I f(z) I< I z I fUr I z I< 1; es gilt 
also fiir positive z, 0 < z < 1 

1

1 - f(z) I > 1. 
1-z -

Riera us folgt durch Grenziibergang z ~ 1 

l/'(1)1>1. 

Ist arc/'(1) =ex, so geht ein geniigend kleiner Vektor mit dem Arcus 

!!... < {} < 3 71 , der von z = 1 a us ins Innere des Einheitskreises ge-
2 2 
richtet ist, durch die Abbildung w = f(z), /'(1) =F 0 in ein analytisches 
Kurvenstiick iiber, das gleichfalls von z = 1 ausgeht und die Richtung 
{} + ex besitzt. Wegen I f(z) I < 1 fiir I z! < 1 muB aber auch 

!!_<{}+ex< )7r 
2 2 

sein fiir jedes zuHissige {}, was nur bei ex= 0 moglich ist. 
292. Es sei z0 ein fester Wert, I Z0 I< 1, f(z0) = w0 , I W 0 I< 1. 

1- Z 0 1- w 0 
Man wahle die Konstanten e und 1J so, daB e --- = 1J ~--- = 1 

1- z0 1- w0 

ist, I e I = I1J I = 1. W enn 
W-W0 "' -w ''1-w0W 

gesetzt wird, dann erfiillt die durch die Funktionsbeziehung w = f(z) 
definierte Funktion W =F(Z) die Voraussetzungen von 291, folglich ist 

1 <F' 1)=(dW) (dw) (!-_!__) =1J(1-Iw0 12)/'(1) (1-z0 )2 . 
- ( dw w=l dz z=l dZ Z=l (1 - w0 ) 2 e(1 - I z0 12) 

293. [G. Julia, Acta Math. Bd. 42, S. 349, 1920.] Es sei z0 ein fester 
Wert, 0z0 > 0, f(z0) = w0, 0w0 > 0. Man wahle die Konstanten e und 

a - Zo b - Wo . I I I I 1J so, daB e---- = 1J b = 1 1st, e = 1J = 1. Wenn 
a- z0 - w0 

z- z0 e----=Z 
z- z0 ' 

gesetzt wird, dann ist [291, 292] 

W-Wo- W 
1} w w -

- 0 

( dW) (dW) , (dz) . 1J(w0 -w0), (a-z0) 2 

1 < dZ Z=l = dw w=/ (a) dZ Z=l = (b- w0) 2 f (a) e(z0 - z0) 
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294 /() 1-z1 z 1-z2 z 1-znz . . . K . II • z --- · · · · --- 1st eme 1m re1se z < 1 
z - z1 z - z2 z - Zn 

regulare Funktion, deren Betrag in geniigender Nahe irgendeines Rand
punktes < M + E ist, E > 0 [5]. Anwendung von 278. Anderer Be
weis durch vorsichtige Anwendung von 176. 

295. j(z) z1 + z . z2 + z ... zn.+ z ist eine in der Hal be bene ffiz > o 
z1 - z z2 - z Zn - z 

regulare Funktion, deren Betrag in geniigender Nahe irgendeines Rand
punktes < M + E ist, E > 0 [6]. Anwendung von 278. Anderer Be
weis auf Grund von 177. Beide Beweismethoden gelten nicht bloB fiir 
die Halbebene ffiz > 0 und fiihren leicht zu einem Satz, der 294 
ahnlich verallgemeinert wie 281 das Schwarzsche Lemma 280. 

296. Die Funktion f(z) moge in I z I < 1 meromorph sein, daselbst 
die Nullstellen av a2, ••• , am und die Pole bv b2, ••• , bn besitzen (mit 
richtiger Multiplizitat angeschrieben) und es sei l/(z)l = c > 0 fiir 
I z I = 1 . Die Funktion 

f(z) fi 1- af,z IT z- ~,- = cp(z) 
f'=l z- af' v=1 1- b,z 

ist regular und von 0 verschieden fiir I z I < 1 und ihr Betrag ist auf 
I z I = 1 kon~tant, = c. cp(z) ist eine Konstante [142]. 

297. [W. Blaschke, Leipz. Ber. Bd. 67, S. 194, 1915 .] Es sei ex. reell, 

o_< IX-< 1' /(ex.).+ 0 .. Es folgt a~s 29~, da~ das Produkt fi 11/X~IX-z; I 
mcht gegen 0 divergrert. Also 1St die Relhe v=l . " 

{-, (1 _I IX-- z, 12) = {-, ( 1- ex-2)( 1 + I z, ]) ( 1-] z, ]) ::::0. 1- IX- {-, ( 1- I z, ]) 
:f; 11-cx.z, ~ ]1·-cx.z,]2 1+cx.~ I 

konvergent. 
298. Es sei IX reell, ex.> 1, /(ex.)+ 0. Es folgt aus 295, daB das 

Produkt fr lz,- ex-12 nicht gegen 0 divergiert. Also ist die Reihe 
v=l Zv +IX-

{-,(1-Iz,-C\:12)= {-, 4x, z,+_z"> 4x {-,ffi~ 
~ ;z,+ex-1 ~ 11+ :J 2z,z, -(1+x)2~ z, 

konvergent. 
299. [T. Carleman; vg1. auch P. Csillag, Math. es phys. lapok, 

Bd. 26, S. 74-80, 1917.] Es sei z0 ein innerer Punkt von )8 und man 
setze ]/, (z0)] = E,j,(z0), v = 1, 2, ... , n. (Wenn f,(z0) = 0, dann sei E, = 1.) 
Die in )8 regulare und eindeutige Funktion 

F(z) = E1 / 1(z) + E2 / 2(z) + · · · + Enfn(z) 

erreicht das Maximum ihres Betrages in einem Randpunkt z1 von )8. 

Daher ist 
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300. Einfacher als durch Verscharfung des Schlusses in Losung 
299 beweist man die Behauptung folgendermaBen: Es sei z0 ein innerer 
Punkt von 58 und der Kreis I z- z0 I< r liege im Innern von 58. 
Addition der Ungleichungen [272] 

(*) 

liefert 

2n 

ll,(zo) I< 21,.,J11,(zo +rei#) I d{}, 
0 

2n 

g;(zo) < -1- r g;(zo + rei#) d,{}' 
2.n. 

0 

v = 1, 2, ... , n 

und zwa:r gilt hier das Zeichen <, wenn es mindestens in einer der 
Ungleichungen (*) gilt, d. h. wenn mindestens ein l,(z) nicht konstant 
ist. In letzterem Faile kann also das Maximum nicht in z0 , d. h. in 
keinem inneren Pu:n:kt erreicht werden. 

301. [G. Szego, Aufgabe; Deutsch. Math.-Ver. Bd. 32, S.16, 1923.] 
Es geniigt, zu beweisen. daB in jedem ebenen Bereich 58 das Maximum 
von g;(P) am Rande angenommen wird, wobei die Punkte P, nicht 
notwendig in derselben Ebene liegen. Legt man in .58 rechtwinklige 
Koordinaten x, y, z = x + iy, fest, dann ist zu beweisen: Eine Funk
tion der Form n 

JI (I z - a, 12 + b;) ' 
'1'=1 

a, beliebige komplexe, b, reelle Konstanten, Y = 1, 2, ... , n, nimmt in 
einem beliebigen Bereich der z-Ebene ihr Maximum am Rande an. Man 
multipliziere das Produkt aus. [299.] 

302. Es sei z0 ein innerer Punkt von 58, in dem einige der vor
gelegten Funktionen, generell mit ft-t(z) bezeichnet, nicht verschwinden, 
andere, generell mit f,(z) bezeichnet, verschwinden. (Die eine Kategorie 
kann fehlen.) Es sei r so klein, daB die Kreisscheibe I z - z0 I < r 
ganz 58 angehort und auBer z0 keine Nullstelle der Funktionen ent-
halt. In dieser Kreisscheibe sind die Funktionen ft-t(z)Pt-t regular. Nach 
299 existiert ein Punkt zv I z1 - z0 I = r, so beschaffen, daB 

.l'l ft-t(zl) IP"' > .l'l ft-t(zoW~'. 
ft ft 

Selbstverstiindlich ist 

.l' I f,(zl) IP" > 0 = _l' I f,(zo) IP", 
" " 

d. h. g;(z1) > g;(z0); und zwar ist g;(z1) > g;(z0), wenn mindestens ein I"' (z) 
nicht identisch konstant, oder im anderen Faile mindestens ein 1, (z) 
nicht identisch Null ist. Da 58 abgeschlossen, g;(z) stetig, gibt es einen 
Punkt in 58, in dem die Funktion g;(z) ihr Maximum erreicht: dieser 
ist kein innerer Punkt, abgesehen von dem in der Aufgabe genannten 
Ausnahmefall. 
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303. Da )S abgeschlossen, erreicht darin die daselbst eindeutige 
stetige Funktion I f(z) I ihr Maximum. DaB dies, abgesehen vom Fall 
f(z) = konst. in keinem inneren Punkt geschehen kann, zeigt 134. 

304. [J. Hadamard, S.M. F. Bull. Bd. 24, S. 186, 1896; 0. Blumen
thal, Deutsch. Math. Ver. Bd. 16, S. 108, 1907; G. Faber, Math. Ann. 
Bd. 63, S. 549, 1907.] Die Funktion zrx f(z) selber nicht, aber ihr Betrag 
ist jedenfalls eindeutig im Kreisring r1 < lz I< r3• Folglich ist daselbst 
dasMaximum von lz"'f(z) I entweder rrM(rl) oder r~M(ra) [303]. Man 
wahle 1X so, daB 
(*) rrM(r1) = r~M(r3). 

Indem man einen besonderen Punkt der Kreisperipherie lzl = r2 ins 
Auge faBt, ersieht man 

r~Mh)<rrM(r1) =r~M(r3). 

Man setze hierin den Wert von iX aus (*) ein. (Es geniigt, wenn f(z) 
in der ,punktierten Kreisflache" 0 < I z I < R regular und I f(z) I daselbst 
eindeutig ist.) 

305. Das Maximum von z"' f(z) kann nur dann in einem Punkt 
des Kreisrandes fzl = r2 , d. h. in einem inneren Punkt des Kreisringes 
r1 < [ z[ < r3 erreicht werden, wenn z"' f(z) konstant ist. 

306. f(z) . a0 + a1z + a2 z2 + · · · + anzn + · · · gesetzt, ist 
00 

I2(r) = iaof2 + [atl2r2 + [a2[2r4 + ... + [an[2y2n + ... = "'X,Pnrn, 
n=O 

wo Pn > 0 und mindestens zwei von den Pn positiv sind [II 123]. 
307. Ist f(z) nicht konstant und bezeichnen Zv z2, ••• , Zn die von 

Null verschiedenen Nullstellen von f(z) im Kreise [z[ < r, so ist (der 
Einfachheit halber /(0) = 1 vorausgesetzt) [120] 

log®(r) = nlogr-log[z1 [-log[z2 [- • · · -log[znf· 

Daraus folgt, daB log®(r) als Funktion von logr aus stetig aneinander
schlieBenden Geradenstiicken besteht, deren Richtungen monoton an
steigen. Ein Knickpunkt fiir logr = logr0 riihrt von dem Auftreten 
neuer Nullstellen auf dem Kreise [z[ = r0 her. Die Zunahme der 
Richtungstangente ist dabei gleich der Anzahl der neu aufgetretenen 
Nullstellen mit du richtigen Multiplizitat gezahlt. 

308. [G. H. Hardy, Lond. M.S. Proc. Serie 2, Bd.14, S. 270, 1915.] 
Es sei 0 < r1 < r2 < r3 < R. Man defi.niere die Funktionen c{tJ), F(z) 
durch die Gleichungen 2 "' 

1 . 
F(z) = - j f(zeW) E({}) d{}. 

2n 
0 

Die Funktion F(z) ist regular im Kreise i z [ < r 3 und erreicht das 
Maximum ihres Betrages an dessen Rand, etwa im Punkte r 3 eii}, 

Daher ist 
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d. h. I(r) nicht abnehmend. Man bestimme die reelle Zahl IX aus der 
Gleichung 

Der absolute Betrag der im Kreisring r1 < 1 z [ < r3 reguHiren Funktion 
zcx F(z) ist daselbst eindeutig. Hieraus schlieBt man [303] 

r~ I(r2) = r~ F(r2) <Max [zcx F(z)/ < rU(r1) = r~ I(r3), 
r,~[z[~r, 

woraus weiter die KonvexWitseigenschaft von I(r) folgt [304]. 
2n 

309. l(r) = J/f'(reiT})/ rd{} [308]. 
0 

2:riv 

310. Mansetze en =w,, v=1,2, ... ,n; essei O<r1 <r2 <R. 
Es gibt [302] auf dem Kreisrand [z[ = r2 einen Punkt r2 ei1},, so be
schaffen, daB 

Fiir n---+ oo erhalt man hieraus 

Ip(r1) < Ip(r2). 

Es sei 0 < r1 < r2 < r3 < R, IX reell. Die Funktionen 
IX IX 

sind im Kreisring r 1 < I z I < r 3 zwar regular, a her nur ihr Betrag ist 
darin notwendigerweise eindeutig. Trotzdem [303, 302] kann man 
schlieBen, daB die Summe der pten Potenzen ihrer Betrage am Rande 
des Kreisringes das Maximum erreicht. Hieraus flieBt die Konvexitats
eigenschaft von Ip(r) nach der SchluBweise in 304, 308 und durch 
Grenziibergang. - Zu den Grenzfallen p = 0 und p = oo vgl. II 83. 

311. Man kann annehmen, daB der Mittelpunkt von sr der Null
punkt ist. Man wende dann 230 an. Anders formuliert lautet der 
Satz: Wenn eine harmonische Funktion in jedem Punkt einer ab
geschlossenen Kreisflache regular ist und in j edem Punkt des Kreis
randes verschwindet, dann verschwindet sie identisch. 

312. Es sei u(x, y), z = x + iy, eine harmonische Funktion, wekhe 
im Kreis (x- x0) 2 + (y- y0) 2 < r2 regular ist. Es ist 

folglich 

2n 

u(x0, y0) = -1-ju(x0 + rcos{}, Yo+ rsin{})d{} [118], 
2n 

0 

2n 

[u(xo, Yo)[< 2
1nf/u(x0 + rcos{}, Yo+ rsin{})jd{}. 

0 
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Wenn in dieser Ungleichung das Zeichen = eintritt, dann ist 
2n 

331 

2~ J Clu(x0 + rcos{}, Yo+ rsin{})l ± u(x0 + rcos{}, Yo+ rsin{})]d{} = 0, 
0 

wobei das Zeichen - bzw. + gilt, je nachdem ob u(x0 , y0) ::=::-: 0 oder 
u(x0 , y0) ::::::; 0 ist; der Integrand muB identisch verschwinden, d. h. u(x, y) 
ist vom konstanten Vorzeichen auf der gegebenen Kreislinie (ev. 
stellenweise 0). 

313. Liegt der Punkt x0, y0, in dem das Maximum erreicht wird, 
im Innern von QJ, so sei r so klein gewiihlt, daB die Kreisfl.iiche vom 
Radius r um x0 , Yo dem Innern von Q3 angehort. Aus 

2n 
1 A 

~j [u(x0 , y0)- u(x0 + rcos{}, Yo+ rsin{})] d{} = 0 [Losung 312] 
2n 

0 

folgt dann 

u(x0 , y0) - u(x0 + rcos{}, Yo+ r sin{}) = 0, 0 < {} < 2n, 

d. h. [311] u(x, y) konst. 
314. Aus 313. 

315. log I z- z1 J +log I z- z2 1 + .. · +log J z- Zn J = ffi logP(z}, 

das Potential des Kriiftesystems, hat als harmonische Funktion in 
keinem reguliiren Punkte Maximum oder Minimum. 

316. Man schlieBe aus Q3 die endlich vielen Ausnahmepunkte 
durch so kleine Kreise aus, daB diese keine gemeinsamen Punkte mit
einander haben, daB ferner der Wert der Funktion an diesen Kreisen 
kleiner als das Maximum im Gesamtbereich sei. Man wende dann 
auf den ubrig bleibenden Bereich 313 an. 

317. Nach 188 wird die Begrenzungskurve des Bildes im selben 
Sinn durchlaufen wie die Kreislinie I z I = R. Daher ist 109 anwend
bar. Die harmonische Funktion 

f' (z) 
ffiz f(z) ' 

welche im Kreise 1 z I < R regular ist [ wegen der Schlichtheit hat f(z} 

nur die einzige einfache Nullstelle z = 0], ist positiv fi.ir I z! = R. Sie 
ist daher positiv auch auf jedem kleineren konzentrischen Kreise 
1 z I = r < R [313]. N ach 109 sind also die Bildkurven der Kreise I z I = r 
sternformig in bezug auf den Nullpunkt. 

318. Nach 188 wird die Begrenzungskurve des Bildes im selben 
Sinn durchlaufen wie die Kreislinie I z I= R. Daher ist 108 anwend
bar. Die harmonische Funktion 

f'(z) 
ffiz f'(z) + 1, 
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welche im Kreise I z I < R regular ist rJ' (z) =F 0 wegen der Schlichtheit !] , 
ist positiv fiir I z I = R. Sie ist mithin positiv auch auf jedem kleineren 
konzentrischen Kreise j z I = r <: R. Nach 108 sind also die Bildkurven 
der Kreise I z I = r konvex. Die Behauptung ist damit fiir den Fall 
bewiesen, in dem die innere Kreislinie mit der Kreisscheibe [zl < R 
konzentrisch ist. 

Es habe nun die innere Kreislinie eine beliebige Lage im Kreise 
I z I < R. Wir setzen die gegebene Abbildung w = f(z) aus zwei Ab
bildungen zusammen: aus einer linearen Transformation des Kreises 
I z I < R in sich, bei der die innere Kreislinie den Mittelpunkt z = 0 
erhiilt [77] und aus einer zweiten, die so definiert ist, ·daB die Zusammen
setzung der heiden Abbildungen zu demselben Ergebnis fiihrt als 
w = f(z). Damit ist die Aufgabe auf den vorhin erledigten Spezialfall 
zuriickgefiihrt. 

319. Analog zu beweisen wie 299. 
320. [Vgl. A. Walther, Math. Zeitschr. Bd. 11, S. 158, 1921.] Wenn 

u(x, y) die fragliche harmonische Funktion ist, z = x + iy, so ist die 
Funktion u(x, y) + (X log r, (X beliebige reelle Konstante, regular im 
Kreisring r1 <I zl <r3 ; ihr Maximum ist dort entweder A(r1) + (X}ogr1 

oder A(r3) + (X}ogr3 • Man wiihle (X so, daB 

A(r1) +(X logr1 = A(r3) +(X logr3 [313, 304]. 

321. [Vgl. A. Walther, a. a. 0. 320.] 1. Der in 320 bewiesene Drei
kreisesatz gilt auch fiir solche harmonische Funktionen, die im Kreise 
I z I < R endlich oder unendlich viele isolierte singuliire Stellen haben, 
vorausgesetzt, daB diese sich nur am Rande haufen konnen, daB ferner 
bei der Annaherung an eine solche singuliire Stelle die Funktion gegen 
- oo strebt [316]. Man wende den so erweiterten Dreikreisesatz auf 
ffilogf(z) =log I f(z) I an. 

2. Wenn u(x, y), z = x + iy, eine im Kreise I z I < R regulare 
harmonische Funktion, v (x, y) die zu u (x, y) konjugierte Funktion ist, 
dann wende man 304 auf f(z) = eu(x,v)+iv(x,y) an; I f(z)l = eu(x,v), daher 
IogM(r) = A(r). 

322. [Beziiglich der befolgten Methode und der Aufgaben 322'-340 
vgl. auBer E. Phragmen und E. LindelOf, Acta Math. Bd. 31, S. 386, 
1908, insbesondere P. Persson, These (Uppsala, 1908) und E. LindelOf, 
Palermo Rend. Bd. 25, S. 228, 1908.] · 

323. Durch irgendwelche stetige Kurven, die den einen Be
grenzungsstrahl mit dem anderen innerhalb des Winkelraumes ver
binden und deren Minimalabstand vom Nullpunkt iiber aile Grenzen 
wachst. 

324. Im Zwischenraum bleiben die Abschatzungen der Losung 
von 322 alle bestehen. 

325. Losung s. S. 147. 
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326. Die Funktion e"'zf(z) geni.igt den Voraussetzungen 1. 2. und 
der modifizierten Voraussetzung 3. von 325 [SchluBbemerkung im Be, 
weis], wie groB auch w sei. Folglich ist 

lf(z)l<e-"'x fi.ir ffiz=x>O. 

Man lasse w gegen + oo streben. 

327 .. Es sei arctg -~ = 1p gesetzt. Dann ist 
x+1 

zlog(z + 1} = (rcos{} + irsin'l?m·log(r2 + 2rcos{} + 1) + i1p], 

n n 
also fi.ir --<{}<- r>1 2- -· 2' ' 

ffi[ -zlog(z + 1)] = r1psin{}- frlog(r2 + 2rcos{} + 1) ·cos{} 

2y 
Es sei 0 < fJ < - . Die Funktion 

n 

..!._ f(z) e-fiz!og(z+l) 

c 
erfi.illt die Voraussetzungen 1. 2. 3. von 326 mit <X= 0. -Man konnte, 
anstatt 326, 325 zu zitieren, dessen Gedankengang auf die Funktion 

f(z)exp(wz- {Jzlog(z + 1)- se i:nz") 

anwenden und zuerst s = 0, dann w = + oo setzen. 
328. [F. Carlson, Math. Zeitschr. Bd. 11, S. 14, 1921; These, 

Uppsala 1914.] Erste Losung. Auf !(z) . ist 327 anwendbar. Das 
B h . U 1 . h smnz este en emer ng e1c ung 

l._t(z) I< A'eBizl 
smnz 

(mit A' >A) weist man am besten zuerst auBerhalb, dann innerhalb 
der Kreise I z- n I= f, n = 0, 1, 2, ... nach [Losung 165]. 

Zweite Losung. Aus 178 folgt, indem man die Positivitat der 
Summanden links beachtet, daB 

n n 

~ (..!._- ,u)< _1__/(_!_- ..!._) [2logC + 2(n- y) e] de+ C', 
~ ,u n2 2n e2 n2 
,u=l 1 

wo C, C' Konstanten sind. Die linke Seite ist "'logn, die rechte 

""n - y logn: Widerspruch. Diese SchluBweise ist verallgemeinerungs
n 

fahig [F. und R. Nevanlinna, a. a. 0. 177]. 

329. Es sei s > 0; die Funktion 
Hal be bene ffiz > 0. Es ist 

I cp(z) I < 1 fi.ir ffiz ~ 0 und 

ez . 
g;(z) = [f(z)]• 1st regular in der 

1 g;(z) I :::::;; 1 fi.ir 1 z 1 = r, 
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sofern r so groB ist, daB w(r) > _!_. Daraus folgt ltp{z) I< 1 in der 
e 

ganzen Halbebene ffiz > 0, und schlieBlich fiir e~ 0, 

I e" I < 1 : Widerspruch. 

Auch Grenzfall von 290: das Gebiet .8 nimmt die volle Halbebene ein. 
-itx+fJ 

330. Esseie>O, h=ee 2 , O<a<t5, a({J-~)<n. Wendet 
man auf die Funktion 

F(z) = f(z) exp ( -(hz)fl:tx -u) 
die SchluBweise von 322 an, so ergibt sich I F(z) I < 1 im ganzen Winkel
raum. Man lasse e gegen 0 konvergieren. - Man konnte auch den 
Satz durch Variablentransformation auf 322 zuriickfiihren, indem man 
den Winkelraum ~<arc z < {3 auf den Winkelraum -r <arc z-:; y, 
y = ; - l5({3; ~), mit Festhaltung von z = 0 und z =co abbildet. 

331. Fiir ~ · -;, {3 = ; ergibt dies einen schwacheren Satz als 

der in 325 bewiesene. Beweis des Satzes mit Hille der Funktion 

/{z)exp ( -rJe -i:~: i z/l~tx). 
Man zeigt zunachst niit Hilfe von 330, daB das Maximum des Betrages 
langs der Winkelhalbierenden < 1 ist [325]. 

332. Gesetzt den Fall, daB lg(- r)i < C ware, wende man 331 

auf die Funktion g~) in dem Winkelraum - n < {} < n an; es ergibt 

sich lg(z)l < C in der ganzen Ebene, also g(z) eine Konstante. Man 
kann auch direkt 

betrachten; diese Funktion ist im Innern des Winkelraumes 0 < {} < n 
analytisch, im abgeschlossenen Winkelraum (samt Begrenzung) stetig. 
Vgl. 325. - Man kann auch 325 auf C- 1 g(z2) anwenden. Wie scharf 

d S . . h d F k. sinfz er atz xst, sxe t man an er un hon ------=-. · iz 
333. Es sei a < b < 1 . Der Absolutwert der Vergleichsfunktion eeh 

ist 

:It 
cosb-

er ist also am Rande von@: > e 2 > 1. Es sei l > b 1 a log A n 
scosb 2 

Dann gilt am Rande des Rechteckes 0 < x < l , 
Ungleichung 

1l 1l d' --<y<- xe z- -2 
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334. Man betrachte im gegenteiligen Faile die Funktion 

<p(z)=ee'[f(z)]-•, e>O, z=x+iy 
im Rechteck n n 

--<y<-2 = = 2' 

wox1 so gewahltwird, daB ew(x1) > 1. Es ist amRandediesesRechteckes 

l<p(x1 + iy)j < ee"'•[cosy-ew(x,)] < 1; 

daher ist im Inn ern I <p (z) I < e . Fiir e --;. 0 erhiilt man 

lee'l<e, 

also z. B. e• < e : Widerspruch. Die Rolle von ee' wird aufgeklart 
durch 290, 187. 

335. Es geniigt, den im Fingerzeig angegebenen Fall zu betrachten 
[lineare Transformation]. Es sei e > 0; die Funktion 

<p(z) = f(z) fl ( z- z,. )' 
v=l 2r 

ist im gemeinsamen Teil @, von @ und der Kreisflache I z I < r regular 
und ihr absoluter Betrag daselbst eindeutig [303]. Das Maximum von 
I f(z) I am Kreisrande lzl = r sei M(r). Beachtet man die Bedingung 
am Rande von @ [278], so findet man, daB in @, 

I <p(z) I< Max [M, M(r)] . 
Fiir s--;. 0 flieBt hi era us 

I f(z) I< Max[M, M(r)]. 

Insbesondere ist, wenn r' auch zulassig [s. Fingerzeig] und r' < r, 
M(r') < Max[M, M(r)]. 

Andererseits hat man [268] 
M(r) < M(r') . 

Hieraus folgt die Alternative: Entwederist M(r) > M, also M(r) = M(r'), 
f(z) konst. [268], oder M (r) < M, I f(z) I< M, woraus sogar I f(z) \ < M 
folgt [278). 

336. An der reellen Achse sollen n Begrenzungsstrecken von )8 

liegen, die von einem beweglichen Punkte z der oberen Halbebene bzw. 
unter dem Winkel Wv w2, •• • , Wn gesehen werden. Man bestimme eine 
fiir .J z > 0 regulare analytische Funktion <p,.(z), so daB nffi<p,.(z) = wv 
ist [57], und setze 

( A )<p,(z)+<p,(z) + .. · +rn(z) 
<P(z) =a· -

a 

Die Funktion f(z) <P(z) -I ist regular und beschrankt im Innern, < 1 in 
den Randpunkten des Bereiches )8, mit eventueller Ausnahme von 
2n Randpunkten [335]. 
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337. f(eu) ist eindeutig, regular und beschrankt in der Halb
ebene ffiu < 0 0 In jedem Randpunkt dieser Hal be bene gilt I f(eu) I:=; 1 
mit Ausnahme des einzigen Randpunktes u = oo 0 [335o] 

338. Ware z = oo kein Randpunkt, so miiBte [geniigt schon 135] 
in @: I g(z) I :=; k gelten: Widersprucho Also ist z = oo Randpunkt von ®o 
Ware g(z) beschrankt in 0), so konnte man 335 (einziger Ausnahme
punkt z = oo) anwenden und es wiirde sich I g(z)l < k in @ ergebeno 

339. Es gibt nach Voraussetzung eine Konstante M, M > 0, so 
daB im Zwischenraum von F1 und 1~, I f(z) I < M is to Es sei R > 1 
und R so groB gewahlt, daB langs desjenigen Teiles von T1 und T 2 , 

der auBerhalb des Kreises I z I = R liegt, I f(z) I < e gilt. Man obetrachte 
den Zweig von logz, der fiir positives z positiv ausfallt. Dieser Zweig ist 
regular und eindeutig im Zwischenraum von T1 und P 2 , und es ist da
selbst /log z I <log I z I + n der geometrischen Voraussetzung gemaB. Es ist 

IM(logR + n) + e(logz + n)f >M(logR + n) + e(loglzi + n), 

und fiir I z I > R sind beide Summanden rechts positiv. Daher ist, wenn 
I z I = R, z im Zwischenraum, 

1 log z ) I log R + n M 
I M(logR + n) + e(logz + n) f(z < M(logR + n) = 1 · 

Wenn I zl > R, z auf rl oder rz, so gilt 

I 
log z I log I z I + n 

M(logR + n) + e(logz + n) f(z) < e(loglzl + n) e = 1 ' 

Daher ist nach 335 im ganzen Zwischenraum auBerhalb des Kreises 
lzi=R 

I f(z) I< I e (logz + n) ~g~(logR + n) I· 
Dieser Ausdruck ist, wenn I z I geniigend groB, < 2 e. 

340. Man nehme, wenn moglich, a t b an und grenze in der 
w-Ebene zwei Kreisscheiben K 1 und K 2 urn a bzw. b ab, die kei
nen gemeinsamen Punkt haben; auBerhalb dieser Kreisscheiben hat 

I ( a + b) 2 (a- b)zl 0 
0 

0 Mo 0 D h A I w - - 2- - - 2- em positives 1mmum = e. urc nwen-

dung von 339 auf die Funktion (t(z) - a t b r- (a~ b r folgt, daB 

der Betrag derselben im bewuBten Zwischenraum < e wird, wenn 
i z I> R = R(f) ist: Auf solche Werte von z beschranken wir uns. Man 
suche auf r; einen Punkt Zv auf r2 einen Zz, so daB wl = f(zl) in Kl, 
w2 = f(z2) in K 2 liegt und verbinde z1 mit z2 durch eine im Zwischen
raum verlaufende Kurve. Das Bild derselben in der w-Ebene muJ3 
von K1 in K 2 gelangen, also einen Punkt w = f(z) besitzen, fiir den 

I (w - a t b r- (a ~ b n > eist: Widerspruch. 
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