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Vorwort.

Was ist unterrichten? Zum eigenen
Erfinden des Lernenden systematisch Ge-

legenheit geben.  (Nach H. Spencer.)
In der mathematischen Literatur (in der franzosischen noch mehr
als in der deutschen) sind verschiedene, zum Teil vortreffliche und
recht umfangreiche Aufgabensammlungen, Ubungsbiicher, Repetitorien
usw. vorhanden. Von allen diesen, so scheint es uns, ist das vorliegende
Buch dem Zweck, dem Stoff, der Anordnung und auch der Art nach,
wie wir uns seine Benutzung denken, ziemlich verschieden. Daher er-

fordern alle diese Punkte eine Erdrterung.

Das hauptséchlichste Ziel dieses Buches — wir hoffen, es ist nicht
allzu hoch gesteckt — ist, fortgeschrittene Studierende der Mathematik
durch systematisch angeordnete Aufgaben an eigenes Denken und
selbstindiges Forschen in einigen wichtigen Gebieten der Analysis zu
gewShnen. Es soll dem selbsttitigen, aktiven Studium dienen, sowohl
in der Hand des Studierenden, wie in der des Dozenten. Der Studierende
kann das Buch entweder zur Vertiefung seiner Lektiire und der an-
gehorten Vorlesungen gebrauchen, oder aber unabhingig davon einzelne
Teile vollstindig durcharbeiten. Der Dozent kann es bei der Veran-
staltung von Ubungen oder Seminarien benutzen.

Das Buch ist keine bloe Sammlung von Aufgaben. Die Haupt-
sache ist die Anordnung des Stoffes: sie soll den Leser zur selbstindigen
Arbeit anregen und ihm zweckmiBige Denkgewohnheiten suggerieren.
Wir haben auf eine moglichst wirksame Gestaltung des Stoffes viel
mehr Zeit, Sorgfalt und minutiése Arbeit verwendet, als es dem Un-
beteiligten im ersten Moment notwendig erscheinen konnte.

Die Vermittlung von Wissensstoff kommt fiir uns erst in zweiter
Linie in Frage. Vor allem mochten wir die richtige Einstellung des
Lesers, eine gewisse Disziplin seines Denkens férdern, worauf es doch
beim Studium der Mathematik wohl noch in htherem Mafle ankommt
als in anderen Wissenschaften.

Irgendwelche ,,regulae cogitandi®, die die zweckmaBigste Disziplin
des Denkens genau vorschreiben koénnten, sind uns nicht bekannt.
Wairen solche Regeln auch moglich, sehr niitzlich wéren sie nicht. Man
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muB die richtigen Denkregeln nicht etwa auswendig wissen, sondern in
Fleisch und Blut, in instinktmaBiger Bereitschaft haben. Daher ist zur
Schulung des Denkens nur die Ubung des Denkens wirklich niitzlich.
Die selbstindige Losung spannender Aufgaben wird den Leser mehr
fordern als die folgenden Aphorismen, die jedoch am Anfang auch
nicht schaden kénnen.

Man suche alles zu verstehen ; einzelne Tatsachen durch Aneinander-
reihung verwandter Tatsachen, Neuerkanntes durch Anlehnung an das
Altbekannte, Ungewohntes durch Analogie mit dem Geldufigen, Spezielles
durch Verallgemeinerung, Aligemeines durch geeignete Spezialisierung,
verwickelte Tatbestinde durch Zerlegen in einzelne Teile, Einzelheiten
durch Aufstieg zu einer umfassenden Gesamtansicht.

Es ist etwas Ahnliches, sich in einer Stadt und in einem Wissens-
gebiet auszukennen: man muf} von jedem gegebenen Punkt zu jedem
anderen gelangen konnen?). Man kennt sich noch besser aus, wenn man
sofort den bequemsten oder den schnellsten Weg von einem Punkt zum
anderen einzuschlagen vermag. Kennt man sich sehr gut aus, so kann
man auch besondere Kunststiicke ausfiihren, z. B. eine Wanderung mit
konsequenter Vermeidung gewisser verbotener, sonst iiblicher Wege unter-
nehmen, wie es in gewissen axiomatischen Untersuchungen geschieht.

Es ist etwas Ahnliches, ein wohlzusammenhidngendes Wissen aus
einzelnen Kenntnissen und eine Mauer aus unbehauenen Steinen aufzu-
bauen: man muB} jede neue Erkenntnis und jeden neuen Stein hin- und
herwenden, von allen Seiten ansehen, iiberall anzusetzen versuchen, bis
das Neue sich auf dem passendsten Platz in das Vorhandene einordnet,
so daB3 die Beriihrungsflachen méglichst grofl und die Liicken moglichst
klein werden, damit das Ganze fest gefiigt zusammenhilt.

Eine Gerade ist durch zwei Punkte bestimmt. Auch mancher
neue Satz entsteht durch eine Art geradlinige ,,Interpolation* zweier
extremer Spezialfille?). Eine Gerade ist auch durch Richtung und
einen Punkt bestimmt. Neue Sitze entspringen ebenfalls hiufig dem
gliicklichen Zusammentreffen der Arbeitsrichtung mit einem eindrucks-
vollen Spezialfall. Auch das Ziehen von Parallelen ist eine beliebte
Methode, um neue Sétze zu konstruieren3).

Ein Gedanke, den man einmal anwendet, ist ein Kunstgriff. Wendet
man ihn zweimal an, so wird er zur Methode.

Bei vollstindiger Induktion sind Beweislast und Beweistriger ein-
ander proportional: sie verhalten sich wie # + 1 zu #. Die VergroBerung
der Beweislast kann also vorteilhaft sein: denn sie stirkt den Beweis-

1) Vgl. z. B. die Aufgabe 92 und die umliegenden im VI. Abschnitt, ferner
die Aufgabe 64 im VIII. Abschnitt.

2) Vgl. z. B. Aufgabe 139 im I. Abschnitt.

3) Vgl. z. B. den 1. Paragraphen des 1. Kapitels im IV. Abschnitt, ins-
besondere die Aufgaben 13 und 14.
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triger. Es kommt auch sonst vor, daBl die umfassendere Behauptung
leichter zu beweisen ist, als die engere: in der Aufstellung der um-
fassenderen Behauptung steckt eben die Hauptleistung, die Absonderung
des Wesentlichen, die Erfassung des vollen Tatbestandes?).

,,Qui nimium probat, nihil probat.”” Man sehe jeden Beweis mit
Argwohn an, ob alle Voraussetzungen auch wirklich benutzt worden
sind ; man suche dieselbe Folgerung aus weniger Voraussetzungen oder
eine schirfere Folgerung aus denselben Voraussetzungen zu gewinnen,
und beruhige sich nur dann, wenn Gegenbeispiele zeigen, daBl der Rand
des Moglichen erreicht ist. _

Man vergesse jedoch nicht, es gibt zwei Arten von Verallgemeine-
rungen, eine wohlfeile und eine wertvolle. Die eine ist die Verallgemeine-
rung durch Verdiinnung, die andere die Verallgemeinerung durch Ver-
dichtung. Verdiinnen heift: wenig Fleisch in viel Wasser zu einer diinnen
Briihe verkochen; verdichten heiBt: viel Nahrhaftes in eine Quintessenz
konzentrieren. Begriffe, die fiir die gewdhnliche Anschauung weit aus-
einanderliegen, in einen einzigen weitumfassenden zusammenzudringen,
ist Verdichtung; so verdichtet z. B. die Gruppentheorie Uberlegungen,
die {riiher in Algebra, Zahlentheorie, Geometrie, Analysis zerstreut sehr
verschieden aussahen. Beispiele fiir die Verallgemeinerung durch Ver-
diinnung anzugeben wire noch leichter, aber man koénnte sich Feind-
schaften zuziehen.

Nicht jeder Stoff eignet sich zu Aufgaben. Eine Sammlung, in der
alle wichtigeren Gebiete der Analysis erschopfend beriicksichtigt wiren,
miiBte notwendigerweise allzu lang und schwerfillig ausfallen. Eine
Auswahl kann man natiirlich auf viele Arten treffen. Wir haben das
groBte Gewicht auf das zentrale Gebiet der modernen Analysis, auf die
Theorie der Funktionen komplexer Verdnderlicher gelegt, uns etwas
abseits von der groBen Fahrstrafle gehalten, auf der sich die iiblichen
Vorlesungen, Lehrbiicher und Aufgabensammlungen bewegen und
caeteris paribus solche Gebiete bevorzugt, die unseren persénlichen
Interessen ndher lagen. Wir haben auch schwierigeren und noch stark
in der Entwicklung begriffenen Gebieten, die bisher in Aufgabensamm-
lungen gar nicht und auch in der Lehrbuchliteratur noch kaum beriick-
sichtigt sind, Aufgaben entnommen. Naheres zeigt das Inhaltsver-
zeichnis, Einzelne Kapitel kénnen auch von dem Spezialisten zu Rate
gezogen werden. Wir haben aber nirgendwo die Vollstindigkeit einer
Monographie angestrebt, indem wir die Auswahl des Stoffes unserem
Hauptzweck, einer moglichst suggestiven Anordnung, untergeordnet haben.

1) Auch im folgenden weist haufig ein der Aufgabe beigefiigter Fingerzeig
oder die Gruppierung der umliegenden Aufgaben auf eine Verschiarfung oder
Verallgemeinerung hin, die der Losung forderlich sein kann. Man vergleiche
miteinander die Aufgaben 1 und 2, 3 und 4, 5 und 7, 6 und 8 des I. Abschnittes.
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Der Herkunft nach ist der Stoff sehr mannigfaltig. Wir schopften
aus dem klassischen Allgemeingut der Mathematiker und aus Abhand-
lungen neueren Datums; wir sammelten Aufgaben, teils solche, die in
verschiedenen Zeitschriften bereits verdffentlicht waren, teils solche,
die uns von den Verfassern miindlich mitgeteilt worden sind. Wir
haben den Stoff unseren Zwecken angepafBt, erginzt, umgearbeitet und
ziemlich viel hinzugefiigt. AuBerdem sind, in Form von Aufgaben,
eine Anzahl eigener Resultate hier zum ersten Mal verdifentlicht. Wir
hoffen, so auch dem Kenner einiges Neue bieten zu kénnen.

Der ganze Stoff ist in zwei Banden angeordnet. Der erste umfaBt
drei Abschnitte von mehr grundlegendem Charakter, der zweite sechs
Abschnitte, die mehr speziellen Fragen und Anwendungen gewidmet sind.

Jeder Band enthilt in seiner ersten Hilfte Aufgaben, in seiner
zweiten Halfte Losungen. Im Aufgabenteil, insbesondere am Anfang
der einzelnen Kapitel, befinden sich auch einige Erkldrungen, die die
notigen allgemeinen Begriffe und Satze in Erinnerung rufen. Den Auf-
gaben ist hiufig eine Wegleitung, ein ,,Fingerzeig’ beigegeben. Die
Losungen sind moglichst kurz, in konzisem Stil gehalten, triviale Schliisse
sind weggelassen ; sie sollten jedoch nach ernstlicher Beschiftigung mit
der Aufgabe deutlich genug sein. Ausnahmsweise wird die Lésung nur
skizziert und auf die Literatur verwiesen. Gelegentlich werden Er-
weiterungen, andere Anwendungen, ungeloste Fragestellungen gestreift.

Die Abschnitte gliedern sich in Kapitel, die letzteren wieder in
Paragraphen. Die einzelnen Paragraphen sind im Aufgabenteil durch
Horizontalstfiche kenntlich gemacht; sie sind im Inhaltsverzeichnis mit
einem besonderen Titel versehen. Sobald eine Erklarung folgt oder ein
neuer Gedankengang angeschnitten wird, ist dies durch einen Zwischen-
raum angedeutet.

Die Anordnung der Aufgaben innerhalb der Kapitel und Para-
graphen ist derjenige Punkt, der das vorliegende Buch von den uns be-
kannten dhnlichen Werken wohl noch mehr unterscheidet als die Aus-
wahl des Stoffes. Die Ubungsaufgaben im engeren Sinne, die die Ver-
deutlichung neu erlernter Sitze und Begriffe an geeigneten Spezialfillen
bezwecken, nehmen relativ wenig Raum ein. Vereinzelte Aufgaben sind
selten. Die Aufgaben sind meistens lingeren Awufgabenreihen eingeglie-
dert, die durchschnittlich einen Paragraphen umfassen, und deren orga-
nischer Aufbau der Gegenstand unserer grofiten Sorgfalt gewesen ist.

Man kann Aufgaben nach verschiedenen Gesichtspunkten grup-
pieren: gemiBl Schwierigkeit, Hilfsmitteln, Methode, Resultat. Wir
haben uns auf keinen dieser Gesichtspunkte versteift, sondern ab-
wechselnde Anordnungen gewdhlt, die die Wechselfille einer selb-
stindigen Untersuchung wiederspiegeln mégen. Der eine Paragraph
beschaftigt sich z. B, mit einer Methode, die am Anfang kurz erklirt,
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nachher zur Losung mdglichst vielgestaltiger Aufgaben herangezogen
und dabei immer mehr ausgebaut wird. Ein anderer Paragraph ver-
fahrt dhnlich mit einem Satz, der am Anfang ausgesprochen (bewiesen,
wenn es leicht und rasch moglich) und dann auf mannigfache Art an-
gewendet und spezialisiert wird. Andere Paragraphen sind aufsteigend
gebaut: der allgemeine Satz erscheint erst nach vorangeschickten
Spezialfdllen und kleinen, abgerissenen Bemerkungen, die zu seiner
Vermutung oder zu seinem Beweis hinfithren. Hie und da wird ein
schwierigerer Beweis in eine lingere Kette von Aufgaben zerlegt; jede
Aufgabe bringt einen Hilfssatz, einen selbstindigen Teil des Beweises
oder einen kleinen Ausblick und bildet so eine Sprosse der Gedanken-
leiter, an der der Leser schlieBlich zu dem zu beweisenden Satz empor-
steigt. Einige Paragraphen (,,vermischte Aufgaben* enthaltend) sind
von loserem Zusammenhang; sie rekapitulieren Vorhergehendes an
schwierigeren Anwendungen oder bringen an und fiir sich interessante
vereinzelte Aufgaben.

Hie und da bilden vier nacheinander folgende Aufgaben eine ,,Pro-
portion®, indem die vierte in demselben Verhiltnis zur dritten steht,
wie die zweite zur ersten (Verallgemeinerung, Umkehrung, Anwendung).
Einige Paragraphen sind der langeren Durchfiihrung und Zergliederung
von Analogien gewidmet!). Da sind die Aufgaben den beiden, mit-
einander in Parallele gestellten Gegenstanden abwechselnd entnommen,
gehéren paarweise zusammen und bilden sozusagen eine ,fortlaufende
Proportion. Diese Anordnung schien uns besonders lehrreich zu sein.

Man kann an das Buch herantreten, um darin Ubungsstoff fiir sich
selbst, Ubungsstoff fiir andere oder Lektiire zu suchen. In allen Fillen
kann sich die Benutzung ziemlich zwanglos gestalten.

Die Anfangskapitel der einzelnen Abschnitte erfordern meistens
verhiltnismiBig wenig Vorkenntnisse. Die einzelnen Abschnitte sind
voneinander, wenn nicht vollstandig, so doch weitgehend unabhingig,
und auch der Zusammenhang zwischen den Hauptteilen desselben Ab-
schnittes ist hdufig lose, so daB man sich nicht etwa angstlich an die
Reihenfolge halten muB.

Der Leser, der die Aufgaben 16sen will, bedenke nicht nur was,
sondern auch wie und wo gefragt wurde. Manche Aufgaben, die isoliert
gestellt auch dem Fortgeschrittenen unzugénglich wéren, sind hier von
vorbereitenden und erklirenden Aufgaben umgeben, in einem solchen
Zusammenhange dargeboten, daBl sie bei einiger Ausdauer und Selb-
standigkeit bezwungen werden sollten. Es kommen allerdings auch recht
schwierige Aufgaben ohne Vorbereitung vor, meistens in Paragraphen

1) Vgl. II. Abschnitt, 2. Kapitel; IV. Abschnitt, 1. Kapitel, §1; V. Ab-
schnitt, 1. Kapitel, § 1; VIII. Abschnitt, 1. Kapitel, § 4.
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von weniger straffem Aufbau (vermischte Aufgaben enthaltend), sonst
jedoch nur vereinzelt.

Die Fingerzeige stehen dem Leser zu Gebote, sie sollen ihm nicht
aufgezwungen werden.

Wem eine Lésung nicht gelingt, der troste sich. Die ,,Sokratische
Lehrmethode® will nicht im schnellen Antworten abrichten, sondern
durch Fragen unterrichten. Wenn wiederholte Anstrengungen vergeb-
lich waren, kann der Leser die Losung, die in der zweiten Halfte des
Bandes zu finden ist, nachher mit um so schirferer Aufmerksamkeit
analysieren, das eigentliche Prinzip, ,,worauf es ankam®’, herausschilen
und als dauernden Gewinn seinem Gedéchtnis einverleiben.

Zur Veranstaltung von Ubungen fiir Studierende in mittleren und
hoheren Semestern wurde das im Entstehen begriffene Buch schon
wiederholt herangezogen. Hierbei wurden die leichteren Aufgaben von
den Studierenden sofort miindlich, die schwierigeren nach angemessener
Frist schriftlich beantwortet; wichtige, als Paradigma dienende Auf-
gaben 18ste der Dozent. Es konnte widhrend eines Semesters in zwei
Wochenstunden etwa der Stoff eines Kapitels bewéltigt werden. Mehrere
Kapitel sind so erprobt und auf Grund der gewonnenen Erfahrungen
zum Teil umgearbeitet worden. Wir glauben, die befolgte Methode,
wobei also nicht vereinzelte Aufgaben, sondern wohldurchdachte
zusammenhingende Aufgabenreihen vorgelegt werden, den Veranstal-
tern seminaristischer Ubungen mit gutem Gewissen empfehlen zu
konnen. Fast alle Kapitel dieses Buches konnen als Vorlage zu der-
artigen Ubungen beniitzt werden. DaB hierbei eine gewisse Vorsicht
geboten und das Ersetzen einzelner Aufgaben durch verwandte zu
empfehlen ist, versteht sich von selbst.

Die fortlaufende Lektiire, wobei nach jeder Aufgabe sofort die
Losung gelesen wird, kann nur Geiibteren empfohlen werden. Im ganzen
entspricht sie nicht dem Sinn des Buches. Einige Kapitel eignen sich
dennoch zu solcher Lektiire und lassen sich im wesentlichen als Lehr-
buch gebrauchen; nur die Darstellung ist etwas gedrangt, und die
Besinnungspausen zwischen Formulierung und Beweis der Sitze sind
etwas gewaltsam markiert.

Wenn unser Beginnen nicht in allen Punkten nach Wunsch gelungen
ist, so soll uns zweierlei entschuldigen: Erstens hatten wir keine Vor-
bilder, an die wir uns hitten anlehnen koénnen, zweitens hitte der
weitere Aufbau der einzelnen Kapitel so viel Raum und die Verbesse-
rung der Darstellung um einige Nuancen so viel Zeit beansprucht, daf
das Zustandekommen des Planes gefihrdet gewesen wire. Wir wiren
dem kritischen Leser im Interesse der Sache zu Dank verpilichtet,
wenn er unsere Aufmerksamkeit auf etwaige Méngel lenken wiirde, die
bei nichster Gelegenheit beseitigt werden konnten.
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Zahlreiche Fachgenossen haben uns unvertffentlichte Einzelheiten
tiberlassen, und andere waren uns bei der Priifung des Manuskriptes
und der Korrekturen mit Ratschligen aller Art behilflich. Mit Dank
erwdhnen wir die Namen der Herren A. Aeppli (Zirich), P. Bernays
(Gottingen), A. Cohn (Berlin), R. Cowrant (Gottingen), P. Csillag
(Budapest), L. Fejér (Budapest), M. Fekete (Budapest), 4. Fleck (Berlin),
F. Gafimann (Zirich), A. Haar (Szeged), A. Hirsch (Zirich), E. Jacobs-
thal (Berlin), L. Kollros (Zirich), J. Kiirschdk (Budapest), E. Landau
(Gottingen), E. Lasker (Berlin), K. Léwner (Berlin), A. Ostrowski
(Gottingen), M. Plancherel (Zirich), H. Priifer (Jena), T. Radé (Szeged),
M. Riesz (Stockholm), A. Stoll (Ziirich), O. Toeplitz (Kiel), A. Walther
(Gottingen). Wir durften auch einiges dem NachlaBl von 4. Hurwiiz,
ferner dem von I. und Th. Lukdcs entnehmen. Insbesondere moge
den Herren T. Carleman (Lund) und I. Schur (Berlin) fiir ihre wert-
vollen Aufgaben, ferner den Herren A4.und R. Brauer (Berlin), H. Rade-
macher (Hamburg), H. Weyl (Ziirich) fir ihre wahrlich aufopfernde
Mithilfe unser herzlicher Dank zuteil werden. Auch der Verlagsbuch-
handlung, die trotz der gegenwirtigen schweren Zeiten uns in jeder
Beziehung entgegenkam, gebiihrt unser herzlichster Dank.

Ziirich und Berlin, im Oktober 1924.

G. Pélya. G. Szego.
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Bezeichnungen und Abkiirzungen.

‘Wir haben versucht, in Bezeichnungen und-Abkiirzungen méglichst konse-
quent vorzugehen und wenigstens innerhalb eines Paragraphen gleichbedeutende
GroBen mit denselben Buchstaben zu belegen. Einige Bezeichnungen sind durch
besondere Erklarungen auf die Dauer von ein bis zwei Paragraphen festgelegt.
Hiervon abgesehen wird die Bedeutung jedes Buchstaben in jeder Aufgabe neu
erklart, sofern nicht auf eine vorige Aufgabe verwiesen ist. SchlieBt sich eine
Aufgabe der unmittelbar vorangehenden an, so wird sie mit dem Vermerk
,,Fortsetzung'‘ eingeleitet. SchlieBt sie sich einer fritheren an, so wird diese ihrer
Nummer nach zitiert, z. B. ,,Fortsetzung von 286*. In diesen beiden Fillen wird
die Bezeichnung nicht neu erklart.

Abschnitte werden mit romischen, Kapitel (soweit notwendig) mit arabischen
Nummern bezeichnet. Die Numerierung der einzelnen Aufgaben erfolgt in jedem
Abschnitt von neuem. Die Aufgabennummern sind fett gedruckt. Innerhalb
eines Abschnittes zitieren wir bloB8 die Aufgabennummer, in anderen Abschnitten
jedoch auch die betreffenden Abschnittsnummer. Z.B. heiit es II 123, wenn
wir nicht im II. Abschnitt (im Aufgaben- oder Losungsteil) sind, jedoch blo3 123
im ganzen II. Abschnitt.

Bemerkungen in eckigen Klammern [ ] bedeuten in der Aufgabe stets Finger-
zeig, in der Losung Zitate (insbesondere am Anfang der Losung), oder Hinweise
auf andere Aufgaben, die bei den einzelnen Schliissen der Losung benétigt werden.
Bemerkungen sonstiger Art sind in gewthnliche Klammern gesetzt. Das Zitieren
einer Aufgabennummer bezieht sich im Prinzip sowohl auf die eigentliche Aufgabe,
wie auch auf die Losung, sofern nicht das Gegenteil hervorgehoben wird, z. B.:
[Loésung 38].

Quellenangaben sind fast immer in der Lgsung enthalten. Ist die Aufgabe als
solche bereits erschienen, so wird dies beim Zitieren hervorgehoben. Zitieren eines
Namens, ohne Literatur, heiBt, daB die Aufgabe uns als neu mitgeteilt wurde.
Zeitschriften werden so abgekiirzt, wie bei dem ,,Jahrbuch iiber die Fortschritte
der Mathematik“. Die am hiufigsten vorkommenden Zeitschriftenzitate sind:

Acta Math. = Acta Mathematica.

Arch. d. Math. u. Phys. = Archiv der Mathematik und Physik.

Batt. G. = Giornale di matematiche di Battaglini.

C.R. = Comptes Rendus de 1’Académie des Sciences, Paris.

Deutsche Math.-Ver. = Jahresberichtder DeutschenMathematiker-Vereinigung.

Gott. Nachr. = Nachrichten der Gesellschaft der Wissenschaften zu
Gottingen.

J. far Math. = Journal fiir die reine und angewandte Mathematik.

Lond. M. S. Proc. = Proceedings of the London Mathematical Society.

Math. Ann. = Mathematische Annalen.

Math. Zeitschr. = Mathematische Zeitschrift.

Nouv. Ann. = Nouvelles Annales de mathématiques.

Rom. Acc. L. Rend. = Atti della Reale Accademia dei Lincei, Roma.

Folgende Lehrbiicher sind 6fters und daher blo mit dem Namen des Ver-
fassers zitiert worden (z. B. Cesdro, Hecke usw.):

E. Cesaro, Elementares Lehrbuch der algebraischen Analysis und der Infini-
tesimalrechnung. Leipzig und Berlin: B. G. Teubner 1904.
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E. Hecke, Vorlesungen tiber die Theorie der algebraischen Zahlen. Leipzig:
Akademische Verlagsbuchhandlung 1923.

A. Hurwitz— R. Courant, Allgemeine Funktionentheorie und elliptische Funk-
tionen. Geometrische Funktionentheorie. Berlin: J. Springer 1922.

K. Knopp, Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen. 2. Auflage.
Berlin: J. Springer 1924.

G. Kowalewski, Einfithrung in die Determinantentheorie. Leipzig: Veit & Co,
1909.

Ferner mogen folgende Bezeichnungen besonders erwahnt werden, die konse-
quent befolgt wurden:

a, —> a heilit: a, strebt gegen a (fur # — ).

a, b, (lies: a, ist asymptotisch gleich b,) heiBt: b, & 0 fiir geniigend
groBe # und ?» 1 (fir #n — o).

n

O(an) bzw. o{an), a.> 0, bezeichnet eine GréBe, die durch a, dividiert be-
schrankt bleibt bzw. gegen 0 konvergiert (fiir % — 00).

Analoge Bezeichnungen gelten auch fiir andere Grenziiberginge als #» — 0o.

x—>a -+ 0 bzw. x > a — 0 bedeutet, daB » von rechts bzw. links gegen a
konvergiert.

exp(x) = €%, ¢ ist die Basis der natiirlichen Logarithmen.

Max (a,, ay, ..., a,) bezeichnet diejenige (oder diejenigen) der # Zahlen
ay, @y, ..., Gy die von keiner anderen tbertroffen werden. Ahnliche Bedeutung
hat Min (a,, a,, . . ., @s). Analog erklart man Max f(x), Min f(») far eine im Inter-
vall a, b definierte reelle Funktion, soweit sie dort ein Maximum oder ein
Minimum besitzt. Ist dies nicht der Fall, so wird dieselbe Bezeichnung fiir die
obere und untere Grenze von f(¥) der Bequemlichkeit halber beibehalten. (Ahn-
lich, wenn » eine komplexe Variable ist.)

sgx bedeutet das Kroneckersche Symbol:

+1 fur x>0,
sgx = 0o furx=0,
{ —1 fur » <o0.

[x] bedeutet die groBte ganze Zahl, die # nicht ubertrifft. Jedoch werden,
wenn kein MiBverstdndnis zu befiirchten ist, eckige Klammern auch anstatt
gewohnlicher ohne Erklirung gebraucht.

zbedeutet die zu z konjugiert-komplexe Zahl, sofern es sich um komplexe
Zahlen handelt.

Die Determinante mit dem allgemeinen Element aj ,, Lu =1, 2, ..., %,
wird abkiirzend so bezeichnet:

[21u]t oder |a3,]5 1,2 .., 0 Oder |G Go -u az, ]l

Unter Gebiet verstehen wir eine zusammenhingende Menge, die aus lauter
inneren Punkten besteht, unter Bereich ein durch seine Randpunkte erginztes
Gebiet.

Unter einer stetigen Kurve verstehen wir das eindeutige stetige Bild des
Intervalls 0 = ¢ = 1, d. h. die Gesamtheit der Punkte z = ¥ + ¢y mit v = @ (#),
y = p(f), beide Funktionen ¢ (¢) und y(#) stetig im Intervalle 0 =¢=1. Sie
ist geschlossen, wenn @(0) = @ (1), ¥(0) = ¥ (1), doppelpunktlos, wenn aus @ (t,)
=@(t,), Y(t) = w(t), t;, <t notwendig £ = 0, ¢, = 1 folgt. Anstatt doppel-
punktlos sagt man h&ufig einfach. Eine doppelpunktlose, stetige Kurve, die
nicht geschlossen ist, heiBt auch ein doppelpunktioser Bogen.

Eine doppelpunktlose, geschlossene, stetige Kurve (jordansche Kurve) zer-
legt die Ebene in zwei Gebiete, deren gemeinsamen Rand sie bildet.

Integrationslinien von krummlinigen oder komplexen Integralen werden
stillschweigend als stetig und rektifizierbar angenommen.



Auigaben.

Erster Abschnitt,
Unendliche Reihen und Folgen.

I. Kapitel.

Rechnen mit Potenzreihen.

1. Auf wieviel Arten laBt sich ein Franken in Kleingeld um-
wechseln? Als Kleingeld kommen (in der Schweiz) in Betracht: 1-, 2-,
5-, 10-, 20- und 50-Rappenstiicke (1 Franken = 100 Rappen).

2. Es sei # eine ganze Zahl. Die Anzahl der.Auflésungen der
diophantischen Gleichung

x4+2y+524+10u+20v+ 50w =mn

in nichtnegativen ganzen Zahlen %, y, 2, #, v, w bezeichne man mit 4,,.
Die Summe der Reihe

Ay A C+ A0 4o Ayl e

ist eine rationale gebrochene Funktion der Verdnderlichen . Welche?

3. Auf wieviel Arten kann man einen Brief von der Schweiz nach
dem Ausland (Gebiihr = 40 Rappen) mit nebeneinander geklebten Marken
zu 5, 10, 15 und 20 Rappen frankieren? (Werden Marken von ver-
schiedenem Werte in anderer Reihenfolge geklebt, so gelte das als eine
andere Frankierung.)

4, Es sei B, die Anzahl aller moglichen Summen mit dem Wert #
(n positiv und ganz), deren Summanden die Werte 1, 2, 3 oder 4
haben. (Zwei Summen, die sich bloB in der Reihenfolge der Sum-
manden unterscheiden, sollen auch als verschieden gelten.) Dann stellt
die Reihe

eine rationale gebrochene Funktion der Verdnderlichen { dar. Welche?
5. Jemand besitzt 8 Gewichtsstiicke von je 1, 1, 2, 5, 10, 10, 20,
50 Gramm. Auf wieviel Arten kann er aus diesen ein Gewicht von
78 Gramm zusammensetzen? (Die Benutzung der verschiedenen Ge-
wichtsstiicke desselben Gewichts soll als verschieden gelten.)

Pé6lya-Szegd, Aufgaben und Lehrsdtze I. 1



2 Rechnen mit Potenzreihen.

6. Auf wieviel Arten kann man mit den in 8§ erwihnten Gewichts-
stiicken 78 Gramm wigen, wenn beide Wagschalen zum Auflegen der
Gewichte benutzt werden diirfen?

7. Man betrachte Summen der Form

a+et2e+56+106 -+ 108+ 208, 4 504,

WO &, &, . . ., & nur der beiden Werte.0 und 1 fihig sind. Die Anzahl
derartiger Summen mit dem Wert # heile C,,. Man zerlege die folgende
ganze rationale Funktion in Faktoren:

C0+C1C+C2é‘2+ +C99é-99-

8. Man indere 7 derart ab, da8 man fiir ¢,¢,,..., & die drei
Werte —1,0,1 zuldBt. Es bezeichne jetzt D, die Anzahl der Summen
vom Wert #. Man zerlege den folgenden Ausdruck in Faktoren

99
> D,
n=-99

9. Man verallgemeinere die vorangehenden Aufgaben, indem man
als Geldstiicke bzw. Briefmarken und Gewichtsstiicke nicht bestimmte
Zahlen, sondern allgemein a,, 4,, . . ., 4; annimmt.

10. p Personen wihlen aus ihrer Mitte eine #-kopfige Abordnung;
auf wieviel Arten kann das geschehen?

11. Unter p Personen sollen # Franken verteilt werden. Auf wie-
viel Arten kann dies geschehen?

12. Unter p Personen sollen » Franken verteilt werden, so daf3
jede mindestens 1 Franken erhdlt. Auf wieviel Arten kann dies ge-
schehen?

13. Wieviel Glieder enthilt die allgemeine ganze rationale homo-
gene Funktion #'*® Grades der p Variablen #,, %,, ..., %,?

14. Hat jemand die Gewichte 1, 2, 4, 8, 16, ... zur Verfiigung, so
kann er jedes positive ganzzahlige Gewicht einschalig wigen, und zwar
nur auf eine Art; d. h. jede positive ganze Zahl kann im Dualsystem
geschrieben werden, und zwar nur auf eine Art.

15. Mit den Gewichten 1, 3, 9, 27, 81, ... ldBt sich jedes positive
ganzzahlige Gewicht zweischalig wigen, und zwar nur auf eine Art.

16. Es sei

1+g)(+gB® A+ +q8) 1+ gl -
=ay+a;l+altt+a; B4 ---.
Wie ist der Koeffizient @, beschaffen?
17. Welches Vorzeichen hat in der Entwicklung des Produktes

U—a)(1—=0(1—c(1—4d)...
=1—a—b+ab—c+ac+bc—abc—d-+---
das nte Glied? (n=0,1,2,....)
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18. Man beweise die Identitiat

(A o 2o 08) (4 G0 (20 £00) (1 £1004- 200 900 .
1
=1=¢
deren Bestehen gleichbedeutend mit dem Satz ist, daB jede positive
ganze Zahl im Dezimalsystem geschrieben werden kann, und zwar nur

auf eine Weise.
19.

W+OAFB A+ A+ = 1

M=0(1—-30-5(1-0).0

20. Jede ganze Zahl 14Bt sich ebensooft aus verschiedenen positiven
ganzen Summanden zusammensetzen, wie aus gleichen oder verschiedenen,
aber ungeraden positiven ganzen Summanden. Z. B. sind die Zerlegungen
von 6 in verschiedene Summanden

6, 145, 2+ 4, 1+2+3

und in ungerade Summanden
1+5, 3+3 1+14143, 1+1+14+14+141.

21. Man kann die positive ganze Zahl #» auf 2"~ — {1 verschiedene
Arten als Summe von kleineren positiven ganzen Zahlen darstellen.
Zwei Darstellungen, die sich blo in der Reihenfolge der Summanden
unterscheiden, gelten als verschieden. Z.B. haben nur die folgenden
7 Summen den Wert 4:

1+14+1+1,; 14+1+2 242, 143,
14241, 3+ 1.
24141,
22, Die Anzahl der nichtnegativen ganzzahligen Losungen der
diophantischen Gleichungen
x+2y=mn, 22+ 3y=mn—1, 3x+4y=n—2,..,
nx+ (n4+1)y=A1, m+1)x+ n+2)y=0
betragt zusammen #» -+ 1.
23. Die Anzahl der nichtnegativen ganzzahligen Lésungen der
diophantischen Gleichungen
x4+2y=n—1, 2x4+3y=u—3, 3Jx4+4y=n—5, ...
ist zusammen Kleiner als # < 2, und zwar ist die Differenz die Teiler-
anzahl von » - 2 (vgl. VIIL, Kap. 1, § 5).
24. Man zeige, daB die Gesamtanzahl der nichtnegativen Losungen
der diophantischen Gleichungen
x+4y=3n—1, 4x+9y=5n—4, 9x +16y =71 —9, ..
gleich # ist.

1*
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25. Die Anzahl der nichtnegativen Lésungen der diophantischen
Gleichung
+2y+3z2=n

2
ist gleich der zu (_”_;l‘z_ﬂ nichstgelegenen ganzen Zahl

26. Die Anzahl der nichtnegativen ganzzahligen Losungen der

Gleichung
ax+by=mn,

wobei a, b, n positive ganze Zahlen bezeichnen und a, b teilerfremd sind,
. . % n
ist gleich [ﬁ] oder [ﬁ} +1.

27. Es seien a,, ay, a, . . ., 4; positive ganze, teilerfremde Zahlen.
Ist 4, die Anzahl der nichtnegativen ganzzahligen Losungen von

Xt ax, fagx, - +ayx=mn,
so gilt die Grenzbeziehung
4, 1

li = .
ﬂ_,r(r,lonl‘l aay...a(l—1)!

28. Als Gitterpunkte des Raumes bezeichnet man diejenigen
Punkte, deren kartesische Koordinaten x,y,z simtlich ganze Zahlen
sind. Wieviel Gitterpunkte des abgeschlossenen positiven Oktanten
(x=0, y=0, 2=0) liegen in der Ebene

x+ytz=mn?
Wieviel Gitterpunkte -des offenen Oktanten (x>0, y>0, z2>0)
liegen darin?

29. Es sei # positiv und ganz. Wieviel Gitterpunkte (%, %,, . . ., %,)
des p-dimensionalen Raumes liegen im ,,Oktaeder

|22] + %] + %5 + o0 4 |2 | =m?
30. Die Anzahl derjenigen Gitterpunkte im abgeschlossenen Wiirfel
—n=x92=n,
die der Bedingung
—s=x+y+z<s
geniigen, ist gleich

. 2 3,
sin n+1t sm28+1t
1 2 2 it
27 .t N ’ #,§ ganz.
sin — sin —
2 2

31. Es sei #=3. Die Anzahl der positiven ganzzahligen Lésungen
von

i+ytz=mn,
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die noch den Bedingungen
r=y+z, y=z+4x, z=%x+y
geniigen, ist gleich
— 2
(n 4 8)8(n 2) bow. ” . 1 ,

je nachdem # gerade oder ungerade ist.

Die Binomialkoeffizienten (": ) definiert man als die Koeffizienten
der Entwicklung

o erlers e (e

Hier bezeichnet u eine beliebige Zahl. Fiir ganzzahliges p hat ('l: )

eine kombinatorische Bedeutung (10—13). In den folgenden Aufgaben
soll # nicht negativ und ganz sein.

o 5+ 5 )
3. ()= )+ (5) = = G2+ Gaf == (3)-

34. Aus den Identititen in z

o0

o0 (e o]
E a2 E b2 = E Cn 2",

n=0
> "Z e

en=agb, + a1 by_1 + a6, 5+ -+ + anby,
o= o+ (1) &1 Bas o (3) Gaoa b oo + ubi:
35. Setzt man
M= x(x —h) (x — 2k) -+ (x —n —1h),
so besteht die Identitat:

(2 + )it = an1% + (7> an iyt 4 (2) R AL

36. (Fortsetzung.) Man zeige die folgende Verallgemeinerung des
polynomischen Satzes:

folgt

(%) + Kyt Xy -+ F )Pl = 2’——_,x;x'h aplh gl gnlh

vlvplwgleooyl
Vit vytvgteeetvi=n
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(1) =2(3) +3 ) = o) =[S

O @%‘( A ()=t T
%}:: 1) k22k<n2—';gli|_j:1>=n+1,
“ =0 <—’Z_a> <’) (1—")""7:(%*&)24—”1”—}6).

41. Man setze
@) =ay+a x4+ ayx(x —1) +agx(x —1) (¥ —2) + -,
a a a
w(x)=a0+~2ix+2—§x(x-1)+2_§x(x_1)(x_2)_|_
dann ist

(”)qo(o) B (" P+ (n 92—+ (= ”"(Z)‘P(”) = (—1)"a,n!.

(oo

)

)m—mu{)u—mu{ Ja—mpet () @r et =2,
-5
(—

)2_" ( U=mP = o firmta,
T 8 fiir n=2.

_I_

()QV~nF+

Es sei v eine beliebig oft differentiierbare Funktion von z. Die

Operation ( 2%) y sei durch die Rekursionsformel

(Z_d_)n —Zi<zi)n_l d Ay ’
iz) Y T i %z T

definiert. Es ist z. B. "
d
2— ) b= fngk,
dz

Ist f(#) =co+cyx 4 co2%+ -+ 4 ¢, 2™ ein beliebiges Polynom, so
setzt man

a d a\? a\®
f(zjé‘)y:coy"{‘ﬁz'd_zy‘l‘cz(zE) y+ - +Cn(ZE> Y-
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44, Es ist
d
f (za) F=f(k)2*

45. Es sei f(x) ein ganzzahliges Polynom (vgl. VIII, Kap. 2, §1);
dann ist die Summe der Reihe

jo+ L 1D 1B
ein ganziahliges Vielfaches der Zahl ¢, der Basis der natiirlichen
Logarithmen.
46. Setzt man
ay_1 n(2)
1T "2 "2 == P

so ist f,(2) ein Polynom #*" Grades mit lauter positiven Koeffizienten
(mit Ausnahme des Absolutgliedes f,(0) = 0); ferner ist
fn(1) =mn!.

47. Es seien f(x) und g(x) zwei beliebige Polynome, jedoch soll
g (%) keine nichtnegativen ganzzahligen Nullstellen haben. Die Reihe

_ o, 12, 1)
0 Tem T @ T e

geniigt der Differentialgleichung

g( ddz>y /(e d)T}z"

die durch sukzessive Quadraturen losbar ist.

48. Es seien f(x) und g(x) zwei teilerfremde Polynome, und zwar

sel g(«) nicht von niedrigerem Grade als f(x), ferner g(0) =0, hin-
gegen g(1), g(2), g(3), ... von 0 verschieden. Die Reihe

), 1Mi@ , ., f1)7270)

Y= T e T g 2@ ¢ 0)

erfiillt die lineare homogene Differentialgleichung

(e (o (S e

23 ...

S

+

2.4 ..2n
geniigt der Differentialgleichung
azy dy 1
A -2 — y=o
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50. Die Funktion
Fal=(1—g¢a(1—2)(1—¢*3)..., lgl <1,
1aBt sich in eine Potenzreihe entwickeln:
F@R)=A,+A,z4+ 4,2+ A28+ .- .
Man bestimme die Koeffizienten 4, mit Hilfe der Funktionalgleichung
F(z)=(1—q29)F(q2).
61. Es sei F (z) dieselbe Funktion wie in 50; man bestimme die
Koeffizienten der Reihenentwicklung
1
m =By+ B2+ By2>+ By 4 --- .
52. Man bestimme die Koeffizienten C,, C;, Cy, ..., C, in der
Identitat
A+ (42t + @A+ - (+" 12 (1 + g2
=Co+Ci(z+2)+Co(+272%)+---+Cp(2"+277).
53. Man leite aus der Identitdt von §2 durch Grenziibergang die
folgende Gleichung her:

III(1+42""12)(1 +# 127 ) (1 — ¢ 729"'2"» lg]<1.
n= = -o0
oo oo 3nt+n
54. IIT(1—g=3(—1"g ® > lgl<1.
n=1 n=-
1—g® g 1—gs &y et
55. 1__q 1_q3 1_45 —gq ’ |q|<1.

56. Es ist fiir |¢|<<1

1—qg 1—¢®* 1—¢ 1—¢*
. . . vee=1—204+204— 2094218 ...,
t+g 14 1+¢ 144 1+ 24— 2¢+29

57. Es sei |¢|<1. Die Funktion von z

66 = A -9+ T u-a—g0+

3
t AU =g =g+
geniigt der Funktionalgleichung
14+G6@R) —Glga)=1—q2)(1—¢*2) (1 —¢°2) ... .
58. Man bestimme die Koeffizienten der Reihenentwicklung der
in 87 definierten Funktion

G@)=Dy+Dyz24+Dyz2+Dyz8+ ---.
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59. Man beweise die Identitit
V(1 — @) (1 —am-1) ... (1 — an-F+1)
%
= 1—a
und leite daraus die Potenzreihe fiir —log(1 — %) her. [Es ist, wenn
G (z) die in 57 definierte Funktion bezeichnet,
Glg™=—mn, n=0,1,2....]

=n, n=1,2,3,...

60. Die Potenzreihe
22 2

=1+ i+ TS

3 5
geniigt der Funktionalgleichung
2z
— 2
i(3s) = e+t [39).
Es seien
Ay, Ay, By vy Oy, oo

beliebige komplexe,
ﬁo: ﬁl: 752» R ?n’ :

nichtnegative reelle Zahlen. Man setze
gyt a2zt a2t a2t =A(2),
Do+ D12t D22+ P2+ = P2).

Das Bestehen simtlicher Ungleichungen

lag| =p0, |0 | =01, |aa| =5, ..., |G| <2, - ..
driickt man in Zeichen so aus:
A(z) < P(2),

oder in Worten so: ,, P(z) ist Majorante von A(z)‘ oder auch so:
,,»A(2) ist Minorante von P(2) ‘.
61. Ist A(z) < P(z) und A*(z) < P*(2), so ist auch

A®) + A*() < P(z) + PX(),
A(2) A*(z) < P(2) P*(z).
62. Fiir positives ganzzahliges » ist

2 e

63. Es sei
fR=z2+4a,22+a322 - +a,2"+---.
Man folgere aus. ) 14z
b4 <
fl) " 1—2

die Ungleichungen -
|2 | =, n=1,2,%....
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64. Es seien ay, a,, . . ., 4; positive ganze Zahlen. Man zeige a) mit
Hilfe von 9, b) ohne Heranziehung von 9, da8

(14 2%) (14 2%) .-« (1 + 2%)
1 1

& —
<<(1__za1)<'1_z“z)... (1._zal) \<1__zll1._zaz._..._zlll'

2. Kapitel,

Reihentransformationen. Ein Satz von
Cesaro.

65. Das dreieckige Zahlenschema

pOO ’
?10 ’ 1511 ’
?20 ’ 1)21 ’ PZZ 4

bestehe aus lauter nichtnegativen Zahlen, und die Summe jeder Zeile sei
=1Pnr=0,Png+ a1+ +Pun=1firv=0,1,..,0;2=0,1,2,...).
Bildet man aus einer gegebenen Zahlenfolge sy, sy, S, - - -, Sy, - - - die neue
Zahlenfolge ¢, ¢, %,, ..., t,, ... durch die Vorschrift

tn = PnoSo+ Pn1S1+ -+ + PanSa,
so liegt ¢, zwischen dem Minimum und dem Maximum der Zahlen
S0)S1, 595« + 5 Sn -
66. (Fortsetzung.) Notwendig und hinreichend dafiir, da aus der
Existenz von lims, =s

Lim (png Sy + Pa1 S+ -+ + Pansa) =S
7> o0
folgt, ist die Bedingung, daB fiir jedes feste »
lim $,, =0
n—>» oo

ist. (Die Bedingung besagt, daB das Zahlenschema p,, konvergenz-
erhaltend ist1). Spezialfall eines wichtigen Satzes von 0. Toeplitz, vgl.
ITI, Kap. 1, §5.)

67. Aus der Existenz von lims, folgt

n—> oo
. Sot+ S+ St +s .
lim=2 -2 2 ? —lims,.
n>oo #n+1 n->oo

1) Bei aligemeineren Betrachtungen, in denen die Gleichheit der beiden
fraglichen Grenzwerte nicht im voraus ausbedungen ist, empfiehlt es sich aller-
dings, die lingere Bezeichnung ,,reguldr konvergenzerhaltend zu gebrauchen.
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68. Strebt die Folge ,, p1, Ps, - - -» Py - .- Mit positiven Gliedern
gegen den positiven Grenzwert p, so ist auch
n+1

lim Vp, 165 - -

n->» oo
n/on
69. Die Berechnung von lim " soll auf die Berechnung von
n n—>o0
lim (1 + ) zuriickgefithrt werden.

n->o0

70. Es seien zwei unendliche Folgen

ag, @y, @, - ,a,,, e
bo,bl,bz,..
gegeben. Aus den drei Bedingungen
b, >0, 7n=0,1,2,...;
by + by +byg+ oAb+ --- divergiert;
a

=
folgt
m a0+a1+az+ ta_
n>oabo 1 by +by+ e A ba
71. Es sei « > 0. Man fithre die Berechnung von

. 1a—1+2a—1+30¢—1+ —}—n"“l
lim

o
7> oo n

auf die Berechnung von
(n+1)* —n*

x—1

lim
n->c0 n
zuriick. (Dieser letzte Grenzwert ist wohl aus der Differentialrechnung
bekannt.)
72. Es sei pg, 1, Pg> - - - » Pns - - - €ine Folge von positiven Zahlen,
die der Bedingung

P
it Pt b

geniigt. Aus der Existenz von lims, = s folgt
n->» oo

Lim soﬁn + Sy i)n——l + sszn—z + ct + Sn?o _
n->oco v 2 o 2 a2
73. Die beiden Folgen von positiven Zahlen
Por v b oo bu s G0 Qv e - dnr e
sollen den Bedingungen

=0

ﬁn . qn
li =0, 1 —0
moroootPrt bt o+ e et T
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geniigen. Setzt man
7n=1Poqn+ P1qn-1F Pon-2+ -+ + Dudo, n=0,1,2,...,
so geniigt die Zahlenfolge 7,,7,,7,, ..., #,, ... wieder der Bedingung
. T
lim =0

PR % SR O o O SRR o A

74. Es seien

pO’?l-‘?P'"’ﬁn""; 90: 91,92 -« > 9ns - -+
die in 78 erwihnten Folgen,

N T S
eine beliebige Folge. Existieren die beiden Grenzwerte

lim SoPn + $1Pn-1FSePnnt -+ Sy
f7-—>o00 ?0+?1+1’2++?n
lim S0 9n FS19n-1FS@n-at -+ 54
7->00 Got+qt+gt-+dn ’

so sind sie einander gleich. (Dieser Satz hat ein besonderes Interesse,

wenn lims, #icht existiert. Existiert lims,, so reicht nidmlich schon
7> 00 n-> oo

72 aus.)
75. Es sei 6 >0. Ist die Reihe
a1+ a,27°+az3 "+ -« ap,n+ .-
konvergent, so ist

lim(a, +a,+ -+ +a,)n"°=0.
n-~>» oo
(Reihen von der betrachteten Form nennt man Dirichletsche Reihen.

Vgl. VIII, Kap. 1, §5.)
76. Essei p, >0, p, >0, p3 >0, ...,die Reihe p, +pp+-- -+ +- - -
divergent und p; + p, + -+ + pp = P, gesetzt, lim p, P, = 0. Dann

lst 7> 00
g PP B Pt p Pt
im =

n->oo log P,
1
3
T1. Es seien $1, 95, ... Pn ... und ¢1,4s, ..., qn, ... Zwei Folgen

von positiven Zahlen und

lim Prtdatpst P =a, 1im91+92+93+ +9n=

n>oo % py n->oo Nndn

x«+p>0.

’

1.

(Verallgemeinerung von 14 -12—— + ot 4 %— o logn )

B,

Dann ist
hmp191+215292+3753%+”'+”¢n9n= «p
7> 00 nszn%z 06—}—/3
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78. Wenn der Ausdruck
(@ — @) + (@ — @) + -+ + (@01 — a)
fiir #— oo beschrankt bleibt, so braucht die Reihe a; + a, + a5+ ---
noch nicht zu konvergieren. Wenn aber die Bedingungen

A=Ay =g =, lima, =0
n-> o0
hinzukommen, so muB die Reihe @, + @, + a3+ --- konvergieren.

79. Die unendliche Doppelfolge

?00’ pOl’ ?02’
Iblo: pll’ pl2’ s
p20’ ?21’ ?22’

bestehe aus lauter nichtnegativen Zahlen, und die Summe jeder Zeile
sei konvergent und =1 (pny =0, Py + Pry + Pro+ -+ + Puy +--- =1
fir n,» =0,1,2,...). Bildet man aus der beschrinkten Zahlenfolge
S0»S1s S9y -+ ., Spy ... die neue Zahlenfolge £, 4,%, ...,¢%, ... durch die
Gleichungen

bn=PnGSo + PnrS1 + PraSe + o+ Pppsy + -+,

so liegt #, zwischen der unteren und der oberen Grenze der Zahlen-

folge g, Sy, Sa o+ oy Spy e v e o
80. (Fortsetzung.) Notwendig und hinreichend dafiir, daB aus
lims,=s
e Hm (pugSo + Pu1St+ PueSa + o + PuwSy +-+2) =
n->»oo
folgt, ist die Bedingung, daB fiir jedes feste »
. limp,, =0

ist. (Die Bedingung besagt, daB die Doppelfolge p,, konvergenzerhal-
tend ist. Vgl. I1I, Kap. 1, §5.)
81. Wenn die Reihe
i +2¢+3¢,+4e,+4 - Fnc, 4o

konvergiert, so konvergiert auch die Reihe
Cﬂ+2cn+1+30n+2+4cn+3+ R :tn,

lim¢, = 0.
n->oo

und es ist

82. Die Potenzreihe
t@)=ay+ax+a,22+ - +a,x" ...
sei konvergent fiir x =1. Ist 0 <<a& <1, so ist die Potenzreihe

o+ L8 4 L0y + g

konvergent fiir h=1—«.
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83. Die Funktionen
¢p0(t)’ (pl(t)r <p2(t) R ] (pn(t) y o
seien nichtnegativ im Intervalle 0<C#<C1; es sei identisch
‘Po(t) +@i8) + @) + - F@ut) + - =1.

Bildet man mittels der beschrinkten Zahlenfolge sy, sy, s, ..., Sp, - ..
die Funktion

D) =500 () + s1P1() + 292 (8) + -+ +spp(t) + -+,

so ist der Wertevorrat von @ (#) zwischen der unteren und der oberen

Grenze der Zahlenfolge s, s4,S,, ..., Sy, . .. enthalten.
84. (Fortsetzung.) Damit fiir jede konvergente Zahlenfolge
Sos Si» Sas + + +» Spy - .. Mit lims,=s
7> oo
tlill'n(()so‘Po(t) F5191(0) + 2@ () + -+ 5uPu(t) +--0) =5
1

sei, ist notwendig und hinreichend, daB fiir jedes feste »

lime,(f) =0
t>1-0
ist.
85. Es seien zwei unendliche Folgen

Ay, Gy, Ao,y «. .y Gy, ...} by, 81,05, ..., 0,, ...
gegeben. Aus den drei Bedingungen
b,>0, n=0,1,2,...;

konvergiert fiir |£] <1
divergiert fiir ¢ =1;

bo+b1t+b2t2+---+bﬂt”+---{

. a
lim -2~ =s
n—)oobn

folgt:
a4y +at+ a2+ .-+ +a,t" + .- konvergiert ebenfalls fiir |¢] <1
und
lim G+ at+a P+ ta, "+
=5
t>1-0 bo+b1t+b2t2+ +bntn+
(Dieser Satz rithrt von E. Cesdro her; er findet im folgenden zahlreiche
Anwendungen.)
86. Konvergiert die Reihe

ao+a1+a2+"'+an+"':s;

so ist

lim (a4 + a3t + a2+ -+ +a,t"+-..) =s.

t>1-0
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87. Setzt man
Sn=ay+a,+ay,+---+a,, n=20,1,2,...

und existiert

i ot Sit St s
n-> o0 n+1. ’
so ist

lim(a, +ayt+ a8+ - +a,t*+-.) =s.

t>1-0
(Dieser Satz besagt gegeniiber 86 nur dann etwas Neues, wenn die
Reihe @)+ a, 4 a,+ -+ + a, + --- divergiert [67].)
88. Aus den Bedingungen
ay + a, + ag+ -+ a,

b,>0, cob divergiert , i =
" 20 divere bk h, =

folgt
a,+at a2+ 4 a4 .-
lim 2 2 =5
t—»lob‘f‘bt"f‘btz—l— bt ’

falls die Reihe im Nenner fiir |¢| <1 konvergiert.
89. Wenn « positiv ist, so existiert der Grenzwert

lim(1—t)°‘ (1a—lt+ 2zx»1t2+ 3zx-1t3 __'_ —I—n"‘*lt"—}- )

t>1-0
und ist positiv.
90. Wenn 0<%k <1 und % gegen 1 konvergiert, dann ist

ax Log— 1 [II 202

91. Es seien 4, und B, der nt® Ndherungszdhler und -nenner
des unendlichen Kettenbruchs

a, a

3 ;5‘

Unter der Voraussetzung, daB der Kettenbruch konvergiert, be-
rechne man seinen Wert auf Grund von 85 mittels der Reihen

zg%xn, G(x):j%x”.

n=0

@ |
|22—3°

a, 4 a A__al
[ Jrl +l5+ , also |1+ -+ a>0.

[Infolge der Rekursionsformel zwischen A4,, B, geniigen F(x)
und G(x) einer linearen homogenen Differentialgleichung zweiter
Ordnung.]
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92. Es sei 6>0. Ist die Reihe
@170+ 0327+ ag3 "+ - Fapn e
konvergent, so ist
im@A —#° (@t +agtt+ a3+ - +a,t"+ ) =0 [75].

t—>1—0
93. Man zeige, daB

hmVT—tZ ™ — 22w

t>1-

existiert und negativ ist.
94. Es seien zwei unendliche Folgen

Aoy Oyy By o vy By oovs Doy Dy bay ooy bpy

gegeben. Aus den drei Bedingungen

b, >0; > b, " konvergiert fiir simtliche Werte von ¢;
=0

folgt:
ay+ ot +a, 2+ -+ +a,t"+ .-+ konvergiert ebenfalls fiir simtliche
Werte von ¢, und es ist

. aytatta B4 Fa -
lim
to> 400 O+ Oyt byf2 o by

95. Existiert der Grenzwert lim s, =s, so ist
n—>» oo

. ¢ $ "
lim <30+31ﬂ+32§+"'+$n;t—!+"')6“=s.

t—> 4+ o

=s. (VgL IV 72.)

96. Existiert die Summe
ay+a+a+---+a,+--=s,

und setzt man
tz n

¢ : ¢
g(t)=ao+“1ﬂ+“25'!'+"'+an;‘_!+"';

so ist -
[etg®)dt=s.
97. Ist ’
g (AL (E) (—ﬂ’”(x)”‘
Jo() =1 4!1!(2) +z!z!(§) Tt atmi\2) T

die Besselsche Funktion Ot* Ordnung, so ist

Uﬁ"],,(t)dt:}%.
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3. Kapitel

Die Struktur reeller Folgen und Reihen.
98. Die Zahlenfolge a,, ay, a5, ... soll der Bedingung

Ay = Qg T Ay, mn=1,2,3,...
geniigen. Dann muB die Zahlenfolge

“, % & 6

1 2 3 n

entweder konvergieren oder gegen — oo bestimmt divergieren, und
zwar ist ihr Grenzwert gleich ihrer unteren Grenze.

99. Die Zahlenfolge a,, a,, a5, ... soll der Bedingung
am+an_ 1 <am+n<am+an+1

geniigen. Dann existiert der Grenzwert

. a
lim —2 = ;
n>oco W

und zwar ist w endlich, und es gilt fiur »=1,2,3, ...
on—1<a,<<own 4 1.

100. Wenn das allgemeine Glied einer Reihe, die weder konvergiert,
noch bestimmt divergiert, gegen 0 strebt, so liegen die Partialsummen
iiberall dicht zwischen ihrem kleinsten und groBten Hiufungswert.

101. Die Reihe mit positiven Gliedern a; +a, +a;+ -+ +a, + -

sei divergent, jedoch lima,=0. Man setze a,+ay,+ --- +a,=s,
n > 0o

und bezeichne mit [s,] die groBte ganze Zahl <s,. Es ist die Ge-
samtheit der Haufungspunkte der Folge

. Sl—[sl]’ 32'—[32}, ey Sn_[sn}; R
zu bestimmen.

102. Die Zahlénfolge ¢, #,, %5, ..., &, ... soll so beschaffen sein,
daB eine gegen Null konvergierende Folge von positiven Zahlen

€, &, €3, - +., &, ... existiert, so daf fiir jedes »
bnp1 >t — &
ist. Dann liegen die Zahlen %, £,, 4, ..., £, ... iberall dicht zwischen
ihrem kleinsten und groBten Haufungswert.
103. Es seien v, vy, v3, ..., ¥, ... Dpositive ganze Zahlen,
v, =< vy, =<9, = ---. Die Gesamtheit der Hiufungspunkte der Zahlenfolge
7 Vo Vg Y,
14+»," 249" 34+v," 7 wutw,’

Pélya-Szego, Aufgaben und Lehrsitze 1. 2
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bildet ein abgeschlossenes Intervall (dessen Lidnge = 0 ist, wenn der
Grenzwert existiert).

104. Aus jeder konvergenten Folge kann man eine Teilfolge heraus-
greifen, deren Glieder die sukzessiven Partialsummen einer absolut
konvergenten Reihe bilden.

105. Eine Zahlenfolge, die gegen -+ oo strebt, besitzt ein bestimm-

tes Minimum.
106. Eine konvergente Folge besitzt entweder ein Maximum oder

ein Minimum oder beides.

Die nun folgenden Sitze zeigen, daB selbst die extravagantesten
Zahlenfolgen sich ab und zu regelmifig verhalten, d. h. sich stellen-
weise so verhalten wie monotone Zahlenfolgen,

107. Ist 4, 4, 4, ..., In, ... eine Folge positiver Zahlen (positiv

im Sinne >0) und ist liminfl, =0, so gibt es unendlich viele In-
m > oo

dices #, fiir welche /, kleiner ist als alle ihm vorangehenden Glieder
ol byy ooy by
108. Ist I,,1,,1,, ..., 1y, ... eine Folge positiver Zahlen (positiv

im Sinne > 0) und ist lim/, =0, so gibt es unendlich viele Indices #,
m-—> o

fiir welche /, groBer ist als alle ihm folgenden Gliederl, .y, 2y 0, lyyas - - -
(Nicht nur die Behauptung, sondern auch die Voraussetzung ist von
der in 107 verschieden.)
109. Die beiden Zahlenfolgen
A A AR S In>0;
51; 82183) "':Sm;"'; s1>0: $m+1>sm, m=1;2)3:--'
seien so beschaffen, daB

lim /,,=0, limsupl,s, = 4 oo\
m —> oo m—> oo

Dann gibt es unendlich viele Indices #, so daB die Ungleichungen
zweierlei Art

L>bive, W>bite, L>liys, ...,
lnsn>ln—1sn—1: lnsn>ln—25n—2»---: lnsn>l181
alle zugleich bestehen. [107, 108.]

110. Wenn die Zahlenfolge L, L Ln
1’27 "m
und 4 grofer als ihr Minimum ist [105], so gibt es einen Index #
(ev. mehrere Indices #), m=1, von der Beschaffenheit, daB die
n Quotienten
' L,—L,, L,—L,, L,—L,,
1 ’ 2 ’ 3 o

,+++ gegen -} oo strebt

L,
n

vey
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simtlich =4 und die unendlich vielen Quotienten
Ln+1 — Ln Ln+2 - Ln Ln+3 - Ln
1 ’ 2 3

simtlich =4 sind. [Es handelt sich um die Richtungskoeffizienten
gewisser Verbindungsstrecken der in einem rechtwinkligen Koordinaten-
system gezeichneten Punkte

(O’LO)’ (1"[‘1)’ (211‘2):-'0) (m)Lm),.-.,

L, =0 gesetzt. Auch rein analytischer Beweis wiinschenswert.]
111. Von der Zahlenfolge I, I,, &3, ..., by, ... sel nur

lim ,, = + o0

m—> oo

e e

vorausgesetzt. Es sei 4 >1/;; dann existiert ein Index #,%#=1, so
beschaffen, da8 alle Ungleichungen

n—,u+1+"'+ln—1+ln§Aéln+1+ln+2+"'+ln+v
) S v
nw=1,2...,0n;,v=1,2,3,...

’

zugleich bestehen. Wenn A ins Unendliche strebt, so strebt auch
» ins Unendliche.

112. Die Zahlenfolge 4, I,, I,, ..., l,, ... unterliege den beiden
Bedingungen

limsup () +%4+ --- + 1) =+ o0, liml,=
m —> o0 m > oo

Es sei /; > A4 > 0; dann existiert ein Index #, # =1, so beschaffen,

dafB3 alle Ungleichungen

ln—-,u+1+ +ln—1+ln2A Zln+1+ln+2+ +ln+v

Mm v
u=1,2,...,n;v=1,2,3,...

2

zugleich bestehen. Wenn A gegen O strebt, so strebt # ins Un-
endliche.

Unter dem Konvergenzexponenten der Folge 74,75, %3, ... s "ms-. ..,

0<r=r,=r,=--+, limrz, =oco, wird die Zahl 4 verstanden,. die
m > co

die Eigenschaft besitzt, da die Reihe
rl—a+r;ﬂ+r3—ﬂ+ e _,_7;”"_]_...
fiir 0> A konvergiert, wihrend sie fiir o << divergiert. (Fiir 6 =4
kann sie konvergieren oder divergieren.) Wenn ¢ =0, so divergiert
die Reihe, daher ist A==0. Konvergiert die Reihe fiir keinen Wert
von ¢, so setzt man 1=
2%
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113. Man zeige, da83

. logm
S g7 =
114. Es scien %;, %, %3, ..., %y, ... beliebige reelle Zahlen, x,, + 0.
Existiert eine positive Distanz ¢ derart, daB lxl—x,,léé, falls
l<k, l,k=1,2,3,..., so ist der Konvergenzexponent der Betrige
,| %m |, ... hochstens 1.
115. Es sei f grofler als der Konvergenzexponent der Folge
71,79 %35 o+ s ¥ms ...; dann gibt es unendlich viele Indices #, so be-
schaffen, daB die # — 1 Ungleichungen

1 1 1
'_1<<1_)5, ”_2<<E)E,.. ,Tno1 1<<”—1)3
T T n

bestehen. [107.]

116. Der Konvergenzexponent A der Folge 7,,75,7s ... ,%m, ..
sei positiv und 0<<ax <A< f. Dann gibt es unendlich viele In-
dices 7, so beschaffen, daf die Ungleichungen zweierlei Art

Tu

1
></_l:>“ fur‘uzn——'l, %—2,...,1,
¥n "

1
y—”>(%>ﬁ firv=n+1, v+2,n+3,...

"n

alle zugleich bestehen. [109.]

117. Es sei 0<#, <#,<<7;<<---. Fiir welche Werte von x,5 =0,
ist das m'® Glied der Reihe

m

x
14+ —+ + -+
o "Nt "1 72...n
groBer als alle ibrigen, m=0,1,2,...7
118. Es sei

07 =ty =73=---, 0<Ts =sg=83=---,

7
lim 2 = oo.
m—>oo Sm

Dann kann man beliebig groBe Werte von # und # finden, so be-
schaffen, daB die Ungleichungen

k ok
v ¥i1¥y...7, S $189...8
L12erTe o n 172000 4, k=0,1,2,3,...

Vs 7k 7" TSySy ... Sk st
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alle zugleich bestehen [111]. (Eigentlich handelt es sich hier, wie in
122, um einen Vergleich zwischen zwei Potenzreihen
x> x™

1 R
o "N

71V ¥

2 m

S $1S, $18, ... Sp

Es sei =0, $,=0, ..., pm=0, ...; Py, P1, P2» ... sollen nicht
simtlich verschwinden. Die Potenzreihe

Pot r% Pt e Pt

besitze den Konvergenzradius p; ©@>0, eventuell g=o0c. Ist
0<x <o, dann strebt die Zahlenfolge

1)0’ 1’195, p2x2! cee pmxm) e

gegen 0, also gibt es darin [105] ein groBtes Glied. das Maximalglied,
dessen Wert mit u(x) bezeichnet wird. D. h. es ist

Pma™ =< (%), m=0,1,2,....

Der Zentralindex v (x) ist der Index des Maximalgliedes, d. h.
u(x) =p,mx@. Sind unter den Zahlen p,x™ mehrere gleich u(x),
so sei » () der groBte unter simtlichen in Frage kommenden Indices.
Ausfithrlicheres in IV, Kap. 1.

119. Wenn eine stets konvergente Potenzreihe nicht abbricht, so
kann darin kein Glied das Amt des Maximalgliedes unbeschrinkt lange
fir sich beanspruchen.

120. Das Amt des Maximalgliedes geht von Gliedern mit niedri-
gerem Index stets auf solche mit héherem Index iiber. (Es sind hier
die Verhiltnisse etwas ungewohnlich, kénnte man sagen; im Verlauf
sukzessiver Besitzwechsel gelangt das hochste Amt stets in bessere
und bessere Hénde.)

121. Die Reihe

Pot+ bix+ ba2® H o puA™ o

mit positiven Koeffizienten und endlichem Konvergenzradius g, $,>0,
0>>0, sei so beschaffen, daBl das Amt des Maximalgliedes sukzessive
allen Gliedern, dem einen nach dem anderen, zufillt. Dann hat die Reihe

1 x x2 P

. 1
den Konvergenzradius re
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122. Das Ubergewicht des Maximalgliedes ist in einer stets kon-
vergenten Potenzreihe groBer als in einer, die nicht stets konvergiert (es
ist am gréBten in einem Polynom). Genauer gesagt: Der Konvergenz-
radius der nicht abbrechenden Potenzreihe

ag+ a5+ a4+ - Fa x4 -
sei unendlich, der der Potenzreihe

bo+ b1y + b2+ e+ buy™ A+ -

endlich. Es sei 4,=0, b,>0, m=0,1,2,.... Die Koeffizienten
by, b1, by,s -+, b, ... der letzteren Potenzreihe seien so beschaffen, daB
das Amt des Maximalgliedes sukzessive allen Gliedern b,,9™, dem einen
nach dem anderen, zufillt [120]. Dann kann man beliebig groBen
positiven Werten % positive Werte § zuordnen, derart, daB einander
zugeordneten Werten ¥ und ¥y der gleiche Zentralindex in den beziig-
lichen Reihen entspricht und daB, wenn dieser gemeinsame Zentral-
index = # ist, simtliche Ungleichungen

ag .9_6k bk &k

éi

_ 2 kE=0,1,2,...
Pl 0,1,2

IA

zugleich bestehen. |Man betrachte das Maximalglied von 2%'1 zm.]
m=0

123. Die Ausnahmewerte x*, denen kein ¥ im Sinne von 122 zu-
geordnet werden kann, sind, wenn sie existieren, auf alle Fille ,,selten®;
sie haben ein endliches logarithmisches MaB, d. h. die Menge der
Punkte log x*, x* Ausnahmewert, 148t sich in abzdhlbar viele Inter-
valle einschlieBen, deren Gesamtlinge endlich ist.

Es seien #,%,%, ... 0 ... ganze Zahlen, 0<#, <f,<<t3<---;
die Reihe ay, +ay,+ay,+--- +a,, 4 --- heibt eine Teilreshe der
Reihe a, +ay4-ag+ -+ +a, + --

124. Man streiche aus der harmonischen Reihe

1

_,_...+1_+...
3 n

1 1
sdmtliche Glieder, deren Nenner im Dezimalsystem geschrieben die
Ziffer 9 enthilt. Die iibrighleibende Teilreihe ist konvergent. [113.]

125. Eine Reihe, von der jede Teilreihe konvergiert, mul} ab-
solut konvergent sein.
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126. Es sollen % und ! positive ganze Zahlen bezeichnen. MuB
die konvergente Reihe a; +a,+ a3+ ---, von der jede nach einer
arithmetischen Progression fortschreitende Teilreihe

ay -+ Ay + Apaor + Aazrt+ o

konvergiert, absolut konvergent sein?

127. Es sollen % und / ganze Zahlen bezeichnen, 2=1, [=2.
MuB die konvergente Reihe a, 44,4+ a, -+ ---, von der jede nach
einer geometrischen Progression fortschreitende Teilreihe

ay + agy + agp + agp + -

konvergiert, absolut konvergent sein?

128. Es bezeichne @ (x) = cxl 4 ¢, #'"1+ --- ein ganzwertiges Po-
lynom, d.h. ein solches, das fiir ganzzahlige x-Werte ganzzahlige Werte
annimmt [VIII, Kap. 2], und zwar sei der Grad /=1 und der héchste
Koeffizient ¢>0. Die Werte ¢(0),9(1),9(2),9(3),... bilden eine
arithmetische Progression im weiteren Sinne des Wortes, nidmlich eine
solche von der Ordnung I; weil ¢ >0, konnen nur endlich viele Glie-
der der Progression negativ sein.

MuB3 eine konvergente Reihe a; 4-a, -+ a;4 ---, von der jede
nach einer allgemeinen arithmetischen Progression fortschreitende Teil-
reihe

Ap Tt ap) T @) + pe) +

(Glieder mit negativen Indices weggeworfen) konvergiert, absolut kon-
vergent sein?
129. Wenn die Reihe a; 4 a, -+ a3+ --- absolut konvergiert und

jede Teilreihe
at+aytay+ -, I=12,3,...

die Summe 0 besitzt, dann ist @y =ay,=a;=--. =0.
130. Die Punktmenge, deren Punkte simtliche Teilreihen der Reihe

2 2 2 2

darstellen, ist perfekt und nirgends dicht. (Es handelt sich um alle,
endliche oder unendliche Teilreihen; sogar die ,leere’ Teilreihe, der
die Summe 0 zugeschrieben wird, ist miteinbegriffen.)
131. Die Glieder der konvergenten Reihe
Pt patpsto bt =s
sollen den Ungleichungen
h=pa=ps=""",

O0< pn="tn+1+ Pnizt brtst -
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geniigen. Dann kann jede Zahl ¢ im einseitig geschlossenen Intervall
0 < o=s durch eine unendliche Teilreihe
o+t t+b,t+ -+ b+ =0

dargestellt werden.

132. Man finde die Reihe ¢, + p, + P53+ --- + P+ ---, die den
Bedingungen

plZ%’ ?n:pn+1+pn+2+?n+3+"': 11/:'1,2,3,..,

geniigt und iiberzeuge sich, daB in diesem Fall jedes in 131 erwihnte o
sich nur durch eine unendliche Teilreihe darstellen 14Bt.

Es seien #,,7,,7;,..., 51,5, S3,... Zwei monoton steigende Folgen
natiirlicher Zahlen ohne gemeinsame Glieder von der Beschaffenheit,
daB jede natiirliche Zahl 1, 2, 3, ... in einer der beiden Folgen vor-

kommt (7, <?my1, Sn<<Sny1, Ym=Sufir m, n=1,2,3,...). Die
beiden Reihen
ar,+ar2+ars+ AR as,+asg+asg+ )

(die ,,Roten‘ und die ,,Schwarzen*) sind zueinander komplementire
Teilreihen der Reihe a; +ay +a, 4 ---. Essei »,v,,v,,... eine
Folge natiirlicher Zahlen von der Beschaffenheit, daB jede natiirliche
Zahl 1,2,3,... in ihr einmal und nur einmal vorkommt (eine Per-
mutation der natiirlichen Zahlenreihe). Die Reihe

avl—}"av,—}—avg"“"' +avn+"‘
entsteht aus der Reihe
a1+a2+a3+ +an+

durch Umordnung. Es sind hervorzuheben die Umordnungen, bei denen
a,, nach wie vor der Umordnung das 7, Glied der Reihe ist,
m=1,2,3,..., die also die Teilreihe a, 4 a,,+a, + --- an hrem
Platz belassen. Man sagt, da3 die Umordnung die beiden komplemen-
tiren Teilrethen nur relativ zueinander verschiebt (und beide in sich
geordnet 148t), wenn nach wie vor der Umordnung a,, vor a,, und
a,, vor a,, steht fiir alle Zahlenpaare m, n, m <<#.

133. Wenn von zwei zueinander komplementiren Teilreihen einer
konvergenten Reihe die eine konvergiert, so konvergiert auch die
andere, und eine Umordnung, die die beiden Teilreihen nur relativ
zueinander verschiebt, dndert die Summe der Reihe nicht.

134. Wenn von zwei zueinander komplementiren Teilreihen einer
bedingt konvergenten Reihe die eine gegen 4 oo divergiert, so diver-
giert die andere gegen — oo, und durch Umordnungen, die die beiden
Teilreihen nur relativ zueinander verschieben, kann man jede beliebige
Reihensumme erzielen.
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135. Man kann die Divergenz einer divergenten Reihe mit posi-
tiven, monoton abnehmenden Gliedern durch Umordnung der Reihe
nicht beschleunigen.

136. Man kann die Divergenz einer divergenten Reihe mit posi-
tiven, gegen O strebenden Gliedern durch Umordnung der Reihe be-
liebig verlangsamen. Genauer gesagt, es sei

pn>0, limp,=0,  lim(p; +pp+ - + pa) =,

7> o0 7> oo

0<0, <0< - <Qp< -+,  limQ, =oc0.

n->» oo

Dann gibt es eine umgeordnete Reihe p, 4 $,, + p,, + - + $5, + -+,
so beschaffen, daB

Dot v+ F P =0n fiir n=1,23,....
137. Es sei

a, + ay + a3 +---+ a, +--- =s  konvergent,
lay| +ap] + |ag| + -+ +]aa| + - divergent,
s/<s<s//.

Es ist moglich, durch eine Umordnung, die simtliche negativen Glieder
an ihrem Platz 1iBt, die Reihensumme s und durch eine andere Um-
ordnung, die sdmtliche positiven Glieder an ihrem Platz 1iBt, die
Reihensumme s” zu erzielen [136].

138. Es sei $,>0, py=p,=p;=---, die Reihe
P pat bt e pat
divergent und die Reihe
&P1+ &byt E3Dg+ -0 TP+ o,
worin die Faktoren ¢, nur der beiden Werte — 1, 1 fihig sind, kon-
vergent. Existiert unter diesen Bedingungen ein bestimmter Prozent-
satz positiver Glieder, so ist er gleich 509%,. Genauer gesagt, es ist
liming LT 2T T gt e
n—>00 n >0 (]

139. Es sei 9,>0, py=p,=p;=--- und die Reihe
&P+ &b+ &Pst o+ Enbpt -,

in welcher die Faktoren g, &, &, ..., &, ... nur der beiden Werte
— 1, 1 fihig sind, konvergent. Dann ist

lim (g + & + &+ --- + &) P =0.

n-—>» oo

(Man beachte die beiden geldufigen duBersten Fille, wo &y = ¢, = 5= ---
und & =—¢& =& =—¢g =--- ist.)
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4. Kapitel.
Vermischte Aufgaben.

Steht die Reihe a,+ a; + a5+ --- in solcher Beziehung zur
Zahl A, daB fiir jedes » =0,1,2,...

]A—(d0+al+d2+ +an)l<|an+1l;

so sagen wir, daB die Reihe a, 4 a; + a5+ --- die Zahl 4 wmbhiillt.
Die umbhiillende Reihe kann konvergent oder divergent sein; wenn sie
konvergiert, so ist ihre Summe gleich 4.

Es seien die Zahlen 4, a,, 4,, ,, ... simtlich reell. Ist fiir jedes
n=0,1,2,...

A—(ay+a,+ay+---+a,) =084, mit 0<0,<1,

so wird die Zahl 4 von der Reihe a, + a; + 4, + --- umhiillt, und zwar
derart, daB sie stets zwischen zwei aufeinander folgenden Partialsummen
liegt. Von solchen Reihen sagen wir, daB sie die Zahl 4 in engerem
Sinne wmhiillen. Fiir einen nahe verwandten Begriff verwenden
G. A. Scott und G. N. Watson die Bezeichnung: ,,arithmetically asym-
ptotic“ (Quart. J. Bd. 47, S.312, 1917). Die Glieder einer in engerem
Sinne umbhiillenden Reihe sind notwendigerweise von abwechselndem
Vorzeichen.

140. Es sei f(x) eine reelle Funktion der reellen Verdnderlichen x.
Wenn die Funktionen |f(x)|, |f’(#)|,... von 0 bis x,2>0, mit
wachsendem x monoton abnehmen (im eigentlichen Sinne!), so wird
f(x) von seiner Maclaurinschen Reihe umhillt, sogar in engerem Sinne.

141, Die Funktionen

e® log(1+4+%), (1+%)-?, p>0

der reellen Verdnderlichen ¥ werden fiir x >0 von ihren Maclaurin-
schen Reihen in engerem Sinne umbhiillt.
142. (Fortsetzung.) Man zeige dasselbe fiir die Funktionen?)

cosx, sinx.

143. (Fortsetzung.) Man zeige dasselbe fiir die Funktionen

tgx, o) =1— o (=) + o (5 = om0y
arctg %, =1——\= v \T — e , .
§%: Jo 1111\2) T 2121 \2

1) Es kommen natiirlich nur die von Null verschiedenen Glieder der
Maclaurinschen Reihe in Betracht. Es ist z. B. die #te Partialsumme der
Maclaurinschen Reihe fiir cos x gleich

%2 24 x2n
_ e e P L — n=0,1,2,....
St + (= G
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144. Die Glieder der Reihe a, + a; -+ a, -+ - -+ seien abwechselnd

positiv und negativ; ferner existiere eine Zahl A4 derart, daB
A—(ay+a +ay+ - +a)

stets das Vorzeichen des folgenden Gliedes a,,, hat. Dann wird 4

von der Reihe in engerem Sinne umbhiillt.

145. Umhiillt die Reihe a,+ a; 4+ a4, + --- mit lauter reellen
Gliedern die reelle Zahl 4, ist ferner |a,|>|a,|>|a;|> ---, so haben
@, 4y, @y, ... abwechselndes Vorzeichen, und A wird in engerem Sinne
umbhiillt.

146. Wird die Funktion f(x), die fiir reelles #,% > R >0 reelle

. ) a, a, a .
Werte annimmt, von der reellen Reihe @+ =+ % 4 24 ... fir
¥ A %

2> R umbhillt, so haben die Zahlen a,, a,, a5, ... abwechselnde Vor-
zeichen, und die Reihe ist in engerem Sinne umbhiillend.

147. Die Funktion f(f) sei fiir {==0 unbegrenzt differentiierbar,
und ihre Ableitungen /™ () (# = 0,1, 2,...) mogen alle fiir oo dem
absoluten Betrage nach stets abnehmen und gegen 0 konvergieren.
Das Integral -

~[]‘(t) cosxidt
0

wird dann filr reelle ¥ von der Reihe

O 0O,

x2 x4 %8

7I1(0)
28

in engerem Sinne umhiillt. (Beispiel: f(§) =¢~t.)
148. Die Zahl Z wird von der Reihe
i34+t — s+

umhiillt, jedoch nicht in engerem Sinne.

1491). Man zeichne die 7 ersten Glieder der Reihe

als komplexe Zahlen nacheinander auf und berechne auf diese Weise
den Wert von ¢ auf 3 Dezimalstellen.

150. Die Funktion f({z) soll lings eines bestimmten, vom Punkt
z =0 ausgehenden Halbstrahls § die Eigenschaft besitzen, daB ihre
simtlichen Derivierten das Maximum des Betrages im Punkte 2=0
und nur da erreichen. Anders gesagt, es gilt fiir n=1,2,3,...

™ ()] < | (0)],
wenn z auf § liegt, und |z|>0 ist. Dann wird

1) In 149—155 sind die Reihenglieder komplexé Zahlen, deren geometrische
Darstellung [II1 1ff.] benutzt wird.



28 Vermischte Aufgaben.

a) die Funktion f (z) lings des Halbstrahles § von der Maclaurin-
schen Reihe
') ,

fo -+

2+

umbhiillt (140),
b) die Funktion F(z f et ]‘( )dt lings des Halbstrahls §, der

aus § mittels Spiegelung an der reellen Achse hervorgeht, durch
die Reihe
f/l/(o)

23

1o, 10

2 22

1(0) + + + .-
umhiillt (147). Das Integral ist iiber die positiven Werte von ¢ erstreckt
und konvergiert unter der besagten Voraussetzung notwendigerweise.
151. Die Maclaurinschen Reihen von ¢~? log (1 + z) und (1 -+ 2) -2,
$ >0, umbhilllen die Funktion fir #2=0, 24 0.
162. Es soll z in einem der Winkelbereiche
3—475 =arcz= % s 2+ 0

i il
4 4’

22 4
liegen. Die Funktion ezf e 2d¢ wird dann von der Reihe
z

1 . 1.3
14,13 1-3-5

b4 28 28 27

umhiillt (sogar in engerem Sinne, wenn z reell ist).
153. Es seien a4, und b, beliebige von 0 verschiedene kom-
plexe Zahlen, jedoch seien @, und &, vom gleichen Argumente

\
(% reell und positiv). Wenn in einem gewissen Punkt 240 die
n

beiden Reihen
ay+ayz+a, 2+ - F a4, b+ bz F b2 b
die Werte @ (2) und y (z) umhiillen, so wird dort auch

@y + by + (@, + by) 2+ (4 + b9) 2+ -+ + (@ + bp) 2 -

den Wert ¢ (z) + v (2) umhiillen. (Dasselbe beim Umbhiillen in engerem
Sinne, wenn alles reell ist.)

154, Liegt z in dem in 152 definierten Bereich, so wird die Funk-
tion zcothz von ihrer Potenzreihenentwicklung

( ) (22)* (22)°
—1+B — B, 41 + B, AR

umhiillt (sogar in engerem Sinne, wenn z reell ist). Die Koeffizienten
B,, B,, B,, ... heilen die Bernoullischen Zahlen,

z coth




1. Abschn., Kap. 4: §1, Nr.151—155 - §2, Nr. 156—161. 29

155. Die Funktion
w(2) =logl"1 +2) — (z+ 3)logz 4+ z — $log(2 ) [II 31]
148t sich fir %2> 0 in der Integralform

(<]

arctg 2

darstellen [vgl. E. Lindeldf, Le calcul des résidus, S. 88; Paris: Gauthier-
Villars 1905]. Man zeige, daB die hieraus flieBende (divergente) Stirling-

sche Reihe B, B B, N B, B
1:2-2 3-4-22  5.6-2°

die Funktion w (2) umhiillt, wenn z auBer Rz > 0 noch der Einschrin-

kung — —} =arcz= % unterliegt.

156. Es sei @ (%) fir positive x definiert und fiir gentigend groBe »
durch o a “
<p(x)=a0+7+;;+ ettt

darstellbar, a,, a,, 4y, ..., @y, ... reell. Die unendliche Reihe

)+ +eB) + - +oMm)+ -
ist dann und nur dann konvergent, wenn a,=0, a4, =0 ist.
157. (Fortsetzung.) Es sei ¢ (n) &= 0. Das unendliche Produkt
(1) (2) (3) ... () ...

ist dann und nur dann konvergent, wenn a,=1, a4, =0 ist.
168. (Fortsetzung.) In welchen Fillen konvergiert die unendliche

Reihe

() +eM) e +e)e@eB) + - +oM)e@) ...oMHn + -2

159. Fiir welche positiven Werte von « ist die Reihe

>'(2 — %) <2 — e-2_) (2 — e7‘)

n=1
konvergent?

1 0
160. fx"”dx=2n‘”.
0 n=1

161. Alle Quadratwurzeln positiv genommen, ist

VitVieyis =1+ —
iy
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162. Es seien a,,a,,...,4,,... positive Zahlen und

te=Va, +Vay + - + Yo,
wo alle Quadratwurzeln positiv zu nehmen sind. Die Konvergenz der
Folge
@ b borbar e bs ..
hingt mit der Zahl

lim sup

flogloga, _
n—> oo n

folgendermaBen zusammen:
ist ® <<log2, soist () konvergent,
ist &« >1log2, soist (#) divergent.

163. (Fortsetzung.) Die Folge (¢) ist sicher konvergent, wenn die
Reihe >'27"a, (a,4,... a,) } es ist.
n=1
164. Es ist fir 0 <<¢<<1

vw(—f%bwf@~fén_ o
1—l—q1+q2) 1+ ¢ 1+q8) =g

165. Vorausgesetzt, daB die nach zwei Richtungen unendliche Reihe

e 16 + 1)+ 16) + 1) e+ [ 1)+ -

gleichmiBig konvergiert, welche Funktion stellt sie dar?
166. Es seien ¢,(x) und vy, (x) Polynome »'**® Grades, » = 0,1, 2, ...,
definiert durch die Formeln
Po(®) =1, @u(%) =@u-1(x), @a(0)=0,
Wo®) =1, wulx+1) —pux) =wu_1(x), wa(0) =0, n=1, 2,3,....
Man summiere die beiden Reihen
() = @o(x) + @i (x) + -+ +pulx) + -+,
PE) = o(%) + (%) + - +Paln) + -

167. Setzt man
1 1

L —a-1
Xn=Yne 2",  y,=nln 2,

sosind die Intervalle (%;,%;), (%2, %), (¥3,3), . . . ineinander eingeschachtelt,
d.h. jedes enthilt das Nachfolgende als Teilintervall.
168. Die Folge

1\n+?
an=<1+;> 1) n=1,2,3,...

ist dann und nur dann monoton abnehmend, wenn = }.
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169. Die Folge
1\" x
ﬂn=<1+—) (1+—), n=1,23,...
n n

ist dann und nur dann monoton fallend, wenn % = }.
170. Es sei # positiv ganz. Dann ist

" e

e 1
<e—('1+;) <21’I«—}—1'

2n + 2

171. Die Zahl ¢ — lim (1 + ;1—) liegt bekanntlich fiir einen belie-

n—>» oo

bigen Wert von # =1, 2,3,... im Intervalle

(1 +—:7)n<e< (1 +—1—>n+1 (168].

n

In welchem Viertel dieses Intervalles liegt e?
172. Die Folge

X n+1
an:(1+;> n=1,2,%,...
ist dann und nur dann monoton fallend, wenn 0<<x=<2.
173. Man zeige, daB die n-fach iterierte Sinusfunktion
sin, % = sin (sin, _, %), sin, ¥ = sinx

fiir sinx >0 mit wachsendem # gegen O konvergiert, da ferner der
Grenzwertsatz

lim ﬁsinnx=1

gilt.
174. Es sei 0<f{x) <x und

fx) =% —axt 4+ bal + x'e (x), lime(x) =0

>0

fir 0<x<<x,, wobei 1<<k<!, a, b positiv sind. Wenn
Vo =%, vy =f(¥), Yo=101)s ooes Vu=f(Vn-1), ...

gesetzt wird, dann ist fiir » —> 00

1 L
nk-ly, > [(k—1)a] ¥-1,

175. Es ist die Konvergenz der Reihe
n+vn+rn+--

zu untersuchen, wenn
v, =sinx, w»,=sinsinx, ..., v,= sinwv,_q, ...

gesetzt wird, Offenbar kann man », >0 voraussetzen.
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176. Zu beweisen ist die Formel

& — 1 =uy+ tythy + Uttty -+,

wo pon 4
Uy =%20; Uy, =log —,  n=1,23,...
n
177. Zu berechnen ist
1 1
S=COS3(p——3—00533(p+-3—2005332(p— —;?00533390—}—
178. Es seien a,, b,, b,+ 0, n=0,1,2,..., zwei Zahlenfolgen,

die den Bedingungen geniigen:

a) Die Potenzreihe f(x) = > a,™ besitzt einen von Null ver-
n=0

schiedenen Konvergenzradius 7.
b) Der Grenzwert

. b
lim 2 to=q
n=>ocon+1
existiert, und es ist [g|<7.
Setzt man nun
Cn=0ayb, + ayb, -+ -+ + a,b,, n=0,1,2,...,

so konvergiert %— mit wachsendem # gegen f(g).

179. Es seien
fal®) = Qp1 % 4 G X + Gpgx® + -1, w=1,2,3,...
beliebige Funktionen, |a,;|<C A fiir simtliche positive ganze Werte
von # und %, ferner lim f,(x) — 0,
n-—>»oo

wenn 0 << x<<1. Dann ist bei festem %, £=1,2,3,...,

lim ayr—0.
n-> o0

180. Die Reihen
Uno + Gny + @izt F gt =5, 1=0,1,2,...
sollen eine gemeinsame konvergente Majorante
Ag+ A+ Ay + Ayt =S
besitzen, d.h. die Ungleichungen | @ | = Ay sollen fiir alle Werte von
#n und % erfilllt sein. Es sei ferner

lim a,; = a;
n—> 00

vorhanden fiir 2=0,1,2,.... Dann ist die Reihe
a0+a1+a2+...+ak+..-=s
konvergent, und es ist

lims, =s.
n > 00
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181. Man rechtfertige die Grenziiberginge in 53 und 59.
182. Wenn die positive Zahl « fest bleibt und »# ganzzahlig
gegen oo strebt, ist
s 1-o 2
|
v=1
In der Summation ist das sinnlose Glied mit dem Index » =#» weg-
zulassen, was durch das Komma am Summationszeichen angedeutet
ist. — Man beachte den Fall « =1.
183. Die Zahlen ¢y, &, &, ..., &,... seien nur der drei Werte
—1,0, +1 fihig. Dann ist

w2+ el2+ ezt = zSin@ 2__M>

n
n=0 2

(Die linke Seite ist als Grenzwert von

eorl/z+e1Vz+esz+--. +e&)2, n=0,1,2,...

fiir # - oo gemeint; diese Ausdriicke haben fiir alle Werte von # einen
wohlbestimmten Sinn. Die Quadratwurzeln sind stets nichtnegativ zu
nehmen.)

184. Jede Zahl x des Intervalls —2 =< x= 2 148t sich in der Form

xzfo‘/2+€1‘/2+821/2+”-

darstellen, wobei die ,,Ziffern“ ¢,, &, &, ... nur der beiden Werte
—1, 41 fahig sind. Diese Darstellung ist sogar eimdeutis moglich,
p

wenn x nicht von der Form 2cos§n, b, q ganz, 0 <Cp<C 2!, ist.

Letztere sind die einzigen Zahlen, welche sich in der endlichen Form

.son ezt a2t +ey2

darstellen lassen. Man kann sie auf zweierles Art zu einer unend-
lichen Darstellung ergdnzen: Entweder so, dafl man

&y =1, tnpe=—1, Enpg=étnpq=---=1,

oder so, dafl man

g1 =—1, &o=—1, &izg=¢&qu=- =1
setzt.
185. (Fortsetzung.) Die Zahl x ist dann und nur dann von der
Form x = 2coska, k rational, wenn die Folge ¢,, &, &, ... von einem

gewissen Gliede ab periodisch ist.

Pélya-Szegd, Aufgaben und Lehrsitze I. 3



Zweiter Abschnitt.

Integralrechnung.

l. Kapitel.

Das Integral als Grenzwert von
Rechtecksummen.
Es sei f(x¥) eine beschrinkte Funktion im endlichen Intervalle

a=x=b. Dieses Intervall sei durch die Zwischenpunkte x,, %, %,, ...,
Xp_1s %y, WODbel

=2y <% <Xy <Ky <%p=0

ist, in Teilintervalle geteilt; m, bzw. M, bezeichne die untere, bzw. die
obere Grenze von f(x) im »*" Teilintervalle x, 1 =x=<x,, v=1,2,...,n.
Dann heilit

n

U= >m,(% —x,-1) die Untersumme,
y=1
n

0= VZ::IM (%, — %,_1) die Obersumme,

welche zu der Einteilung %y, %1, %, . .., %5 _y1, %, gehort. Eine Obersumme
ist stets groBer (nicht kleiner) als eine zu irgendeiner Einteilung ge-
horige Untersumme. Wenn es nur esne Zahl gibt, die von keiner Unter-
summe iibertroffen und von keiner Obersumme unterschritten wird,
so heilt diese Zahl

b
[Hx)dx
das bestimmte Integral von f(x) im Intervalle , b, und die Funktion f(x)

heift im Riemannschen Sinne (eigentlich) integrabel im Intervalle a,b.
Beispiel. '

f(x)z-éx a>0.
Es ist




II. Abschn., Kap.1: §1, Nr.1—2. 35

folglich
n n n
X, — %, _ Xy — %, _ Xy — %, _
z _2’3< E it B E 79—1
y=1 %y v=1 Xy-1%y v=1 Xy-1
Man hat
n n
va—xv_1_2< 1 1)_ 1 1
y=1 xv—-lxv —,‘,=1 xv—l Xy - a b )

Die Zahl %————;7 ist somit groBer als jede Untersumme und kleiner

als jede Obersumme. Hieraus kann man jedoch

b
1 1_dx

a b %2
a

. . . 1 1
erst dann schlieBen, wenn nachgewiesen wird, da nur s und

keine andere Zahl unterhalb aller Obersummen und oberhalb aller

Untersummen liegt. Da —15 monoton, ist der Nachweis leicht. Vgl.z.B.
Cesaro, S. 692. %

1. Es sei @ > 0,7 ganz, » =2. Man zeige auf dhnliche Weise, wie
im vorigen Beispiel, daf

\

n
1 1 1 1
2;7_1<x:—1x 1+x:~2x§ +"'+m)(xv—xv—l)

1
v=1 V= 1

R b
_1(1 1)_dx

r—1\a1 1) =)
a
2. Es sei a >0 und 7 eine positive ganze Zahl. Man zeige, daB
b ‘ T+l __ ar+1 T+l __ gr+1
das Integral f Wdx = f—m—‘: ist, d. h., daB die Zahl 0 %

alle Untersummen tiibertrifft und von allen Obersummen iibertroffen
wird.

Die Zwischenpunkte %, %4, %,, . . ., ¥, _1, %, bilden eine arithmetische

Reihe, wenn
Xy+l — X=Xy — X, -1

fir »=1,2,..., — 1 ist. Sie bilden eine geometrische Reihe, wenn

Xy 41 _ Xy
Xy B Xy-1
fir v=1,2,...,# — 1 ist; im letzteren Falle ist ¢ > 0 vorausgesetzt.

3*
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3. Man bilde die Untersumme und Obersumme fiir die Funktion e*
im Intervalle @, b, wenn die Zwischenpunkte eine arithmetische Reihe
bilden. Was ist der Grenzwert, wenn # ins Unendliche strebt?

4. Man bilde die Untersumme und Obersumme fiir die Funktion ;c_

im Intervalle a, b, wenn die Zwischenpunkte eine geometrische Reihe
bilden, a > 0. Was ist der Grenzwert, wenn # ins Unendliche strebt?
5. Man beweise die Identitit

1 1 1 1
’——+?‘—+ oo Tttt T
Man bestimme den Grenzwert fiir # —oo. [Die rechte Seite 1Bt sich
als eine Untersumme auffassen; das Intervall ist 0, 1, die Einteilung
geschieht durch eine arithmetische Reihe.]
6. Die unendliche Folge, deren #'s Glied die #'* Partialsumme der

Reihe
sinxy  sin2x sinnx

e s
n

an der Stelle x = " T 1 ist, hat einen von 0 verschiedenen Grenzwert.

(Hieraus geht hervor, daB diese Reihe in der Umgebung der Stelle
x = 0 nicht gleichmiBig konvergiert.)

7. Die auf S. 34 erwdhnte Funktion f(x) sei die Ableitung der
Funktion F(x). Irgendeine Untersumme von f(x) sei mit U, irgend-
eine Obersumme mit O bezeichnet. Dann ist

U<F(b) — F@)<0.

(Es ist aber nicht gesagt, daB F(b) — F(a) die einzige Zahl ist, die
dieser doppelten Ungleichung — fiir alle U und O — geniigt.)

8. Es sei 0<<£<1, die Funktion f(x) im Intervalle 0, £ monoton
wachsend, im Intervalle & 1 monoton abnehmend, ihr Maximum
f() = M. Die Differenz

dumfiras ()41 ) -2

strebt dann fiir #» - co wie % gegen Null. Es ist nimlich

_M—fO)_, _M—f()
n "=

IA
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9. Die Funktion f(x) sei im Intervalle 0,1 von beschrinkter
Schwankung. Ist ihre totale Schwankung gleich V, so strebt die

Differenz
1

= fteas =) 15) o )

fir n—>o00 wie —:? gegen Null. Es ist ndmlich

4

| 4n| =—.

10. Die Funktion /(%) soll im Intervalle 4, b eine beschrinkte und

integrable Ableitung haben. Es sei
)

gesetzt. Man bestimme den Grenzwert lim#n 4,.
eigentlich integrabel, ¢ <<x=<b. Dann strebt die Differenz
b
b—a
4y, =
= [t ( )
a

n
; b—a & b
A, =ff(x) dx — TZ:f(a + v
11. Die Funktion f(x) sei zweimal differentiierbar, und /”(x) sei
wie % gegen 0, wenn # ins Unendliche wichst. Es ist sogar der

Grenzwert lim#2 A, vorhanden. Man bestimme diesen Grenzwert.
n—>» oo

12. (Fortsetzung) Die Differenz

a4 = /fx)dx—z +1[ +22f<a+2v2n+a1>}

o1 . . .
strebt wie -2 gegen 0, wenn # ins Unendliche wichst. Es ist sogar

der Grenzwert lim#n24? vorhanden. Man bestimme diesen Grenzwert.
n
n->oo

Man zeige ferner, daB 47=0, wenn f(z)=0 und f’(¥)=0,
a=x=b.

13. Es sei
U=t aiat o T Tt et Rt
Dann ist
lim U, =1log 2, lim V,, =log2,
n—> oo >0
1imn(1ogz—Un)=1, limnz(logz—Vn)=i-
n—>oo 4 n-> oo 32
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14. Der Ausdruck

1 1 1
+ +o
.7 2n . (n—1)=
sin-—  sin— sin~———
n n n

%:1 (log2n + C —logn)

bleibt bei unendlich wachsendem # beschrinkt; C ist die Ewulersche
Konstante [Losung 18].
r _ntl
15. lime*n 2 (112233, ")
16. Es sei o positiv und x, bezeichne die (einzige) Wurzel der

Gleichung

1
n

=1,

2% —1 x—2 X—n
im Intervall #, co. Man beweise, daB
1
im (xn— ”+j“)=o. [12.]
n-> oo 1—e=*

17. Es sei o positiv und #, bezeichne die (einzige) Wurzel der
Gleichung

1 2% 2x 2%
7+x2—12+x2—22+m+x2—n2—(x
im Intervall #, co. Man beweise, daB
hm( —(n 13 )1+‘3 a) 0. [12.]
n-> oo e”

18. f(x) sei differentiierbar fiir =1, und f'(x) konvergiere fiir
x—oo monoton gegén 0. Dann existiert der Grenzwert

lim(—%f(1)+f()+f(3)+ 1) + 30 o dx)—s

n->» oo

und zwar ist, wenn f'(x) z. B. wichst,

1H00) < 30) +12) +16) + -+ + Hon — 1) + 1) — [ ) dx — s < 0.

1
Man beachte die Spezialfdlle f(x) = i, fx) = —logx.
p g

19. f(x) sei differentiierbar fiir x =1, und /'(x) konvergiere mono-
ton wachsend gegen oo fiir ¥ >o0. Dann ist

BI() 1) +10) -+ fln = 1)+ 1f(n) = [ 8)a + O ).
Es ist namentlich

0<<3/(1) +12) +/B)+- -+ fn—1)+1f(n ]f )dx<3f'(n) —&1'(1).
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Es sei f(x) im endlichen Intervalle a <<x=<b definiert, mit Aus-
nahme einer Stelle ¥ =¢, a=<c=b, in deren Umgebung f(x) beliebig
groBer Werte fahig ist. Es sei ferner f(x) eigentlich integrabel in jedem

Teilintervalle von «, b, welches ¢ nicht enthilt. Dann wird j ]‘ Vdx
durch den Grenzwert

b

b

[f(x)dx = lim ( [f + [l )dx)
a &, &' >+0 c+s

definiert. (Ist ¢ gleich @ oder b, so fillt das eine Integral fort.) Ahn-

lich geschieht die Definition des Integrals, wenn mehrere (endlich viele)
Unendlichkeitsstellen im Intervall a, b liegen.

Die Funktion f(x) sei fiir x=a definiert, auBerdem eigentlich

integrabel in jedem endlichen Intervalle a<x=<w. Dann wird

[ f(x)dx durch den Grenzwert
a

[{@)dx =1im [f(x)dx
a wW—>o0 a
definiert.
Durch eine passend gewdhlte lineare Substitution kann die eine
Art von uneigentlichen Integralen stets in die andere Art tibergefiihrt
werden.
20. Die Funktion f(x) sei monoton fiir 0 <<x<C1. Sie braucht
an den Stellen ¥ =0 und x =1 nicht beschrdnkt zu sein, jedoch soll

1
das uneigentliche Integral [f(x)dx existieren. Dann ist
0

L)

n-> oo n

21. (Fortsetzung.) Wenn ¢(x) im Intervalle 0=<x =1 eigentlich
integrabel ist, dann ist

R I (e N

n—>oco n ¢

929, Man beweise anders als in I71, daB fir &« >0

. '1"“1+2"“1—|—---—}—n"“1 1
lim m =
n-> o0 n &

23. Man setze
Sk D P-1E =D a, 2, x,f>0.
k=1 I=1 n=1
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Der Grenzwert

limpl-*-fgq,

n > o0
existiert und ist von 0 verschieden. (Wenn 0<<a <1, 0<f <1,
a4 =1, 2= —1 gewihlt wird, so ist die Produktreihe divergent,
obwohl die beiden Faktoren konvergieren.)

24, Die Behauptung von 20 1iBt sich nicht ohne weiteres um-
kehren: Es gibt im Intervalle 0 << ¥ <C 1 monotone Funktionen, fiir die
der Grenzwert links existiert, ohne daB das Integral rechts existierte.

25. Ist f(x) im Intervall 0 < x <1 monoton, fiir x = 0 oder fiir
x = 1 endlich, existiert ferner

) )

n->» oo n

1
so existiert auch [f(x)dx.
0

26. Die Funktion f(x) soll im Intervalle 0<<x << 1 definiert und
monoton sein. Es ist

nlifiigzgf (-1 =0/1f(x)dx,

vorausgesetzt, daB das angeschriebene uneigentliche Integral existiert.
927. Es ist fiir x >0

a-l_za—l a=-1_ .., d.(— 4\n-1a-1
lim ! +3 ol G A =0.
n->o00 n*

28. Wenn f(x) in 0,1 eigentlich integrabel ist, so gilt offenbar

R Ry

lim =

n->o0 n

Man zeige, daB dies auch dann gilt, wenn f(x) bloB uneigentlich inte-
grabel aber monoton ist.

29. Ist f(x) monoton fiir ¥ >0, lime, =0, ferner ¢ >0, ¢, > i, dann
n

ist e

1 2 —1
R e e e I
n-» oo h

vorausgesetzt, daB das letzte Integral existiert.
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30. Die Funktion f(x) soll fiir x =0 definiert und monoton sein.

o0

Ferner soll das uneigentliche Integral / f(x)dx existieren. Dann ist
0

() + )+ 16 ) + -+ ) = limh Sk = [{()dx.
> 40 > +0 n=1 0

31. Die I-Funktion wird fiir &« > 0 (oder auch fiir R« > 0) durch
das Integral

[o]

I(6) = [e-zx*-1dx
0

definiert. Man zeige auf Grund von I 89, dal

a—1 49|
I'(x) = lim L

nscc® (1) (0 +n—1)"

32. Die Eulersche Konstante C liBt sich bekanntlich [vgl. Cesdro,
S. 782] durch die Integralformel

a>0.

darstellen. Man zeige, dal

Cetim [—p (42 4 2 t .
7»1—0[ (1—t 1—2 18 "'+1—t"+"')_°g1__t]
ist.
33.
. t 2 B L .
tillnio(1—t)(1+t+1+tz+1+t3+"'+1+t"+"')=1°g2'
34.
. ¢ 2 B " 2
—1)? .. —_— cee | = —
o, =0 (1—t+21—t2+31—t3+ Tt ) 6
35. Es ist B
lim V1—t(1—|—t+t4+t9+...+tn2+...):V;’
t>1-0

Allgemeiner fiir & >0

lim “1—t(1+t1"‘+t2"‘+t3"‘+---+t""‘+---)=1F<i>.
t>1-0 (2.4 X
36. Es ist zu berechnen

. 1 2% 21 21
tETw(7+?2W+m+"'+m+“'>- :
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. . 3 t
. . y t) = — )
37. Es sei « >1. Man beweise, daB g(?) lﬂll (1 4+ n"‘) gesetzt
logg(2) 7
m LT
t—>+oo t—‘; sin——
&

38. Mittels Grenziibergang aus der firr beliebige komplexe ¢
giiltigen Formel

sint gt — gt = #
= (1= )

= 72
n=1

beweise man die Gleichung

[log(1 —2x-%cos2¢ + x4 dx=2msing, O=p=n.
0

a
39. Das Integral / logxdx ist aus der unendlichen Rechtecksumme
0

zu berechnen, die den Zwischenpunkten a, ag, a¢? ag®, ... entspricht,

0<g<1.
40. Fiir festes positives % und fiir ganzzahlig ins Unendliche wach-

sendes » gilt
S
e A 1/]; N
[68.] Vgl. die Spezialfille 2 =1, k= 2.

41. Die positive ganze Zahl # sei durch die Zahlen 1, 2,3,...,
v,...,n geteilt. Die Division durch » ergebe den Rest #,. Es ist
z. B. 17, = 2, 10, = 10 und immer #=mn, (mod. »), 0=n, <v. Was

ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB mg% ist?
Loésung. Esist
n=V{ﬁJ+nw
y
folglich

2n n 21,
oga——z[]z "
V4 V4

Im giinstigen Falle ist
m;l, also [Eﬁ]—z[ﬁ}=1;
2 v v
im ungiinstigen Falle ist

m<—v~, also {zﬁ}——z{—"—]=o
2 »
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[VIII 3]. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist somit

e -5

Sie strebt flir # — oo gegen das eigentliche Integral

fi[%]—ZH x—,m,Z/ |=2f3])ex=im St )

0

l\')lH

v+1
=2(3—%}+1+—4+--)=2log2—1=0,38629....
42. (Fortsetzung.) Man berechne
nhf:o (1+2+3+ +n)'
43. (Fortsetzung.) Man berechne
lim nl+n2+”3+ +”n

n->o00 n?

44. (Fortsetzung.) Die Anzahl derjenigen unter den Briichen
" Ny Ny My,
1’ 2’ 3’ U n’
die kleiner sind als eine feste Zahl &, 0 << & =< 1, strebt, durch » divi-

diert, gegen den Grenzwert
1

/ Lk Y [VIII 4.]

1—x%

45. Es sei 0,(n) die Summe der a'® Potenzen simtlicher Teiler
von # (VIII, Kap. 1, §5) und

n

Du(n) = 0x(1) + 04(2) + 0x(3) + -+ + 0u(n) =2 m”“ [VIII 81].

v=1
Dann ist fir &« >0

2a(m) _ L(x+1)
nlin; po+1 - &+ 1 ’
wobei { (s) die Riemannsche {-Funktion bezeichnet (vgl. VIII, Kap. 1,
§5). Fiir o >1 gilt sogar die Ungleichung
San)  fa+1)|_ 28@) -

pot+l a+1 1= # ’

n=1,2,%....

[(l — [%Dx"‘ ist eigentlich integrabel im Intervall 0, 1, wenn & >0
x

[107}; [1 }x"‘ ist von beschrinkter Schwankung, wenn « >1.
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46. Es bezeichne 7(n) = oy(n) die Anzahl der Teiler von #; dann ist

n

() +2(2) +70) + -+ () =2H =

=n(logn+2C—1)+0(n) [VIII 79],
wenn C die Eulersche Konstante ist. | Man wende die Uberlegung 9 auf

—l——* B—J in dem Intervalle (;ﬂ—, 1) , M= []/E] + 1, an; Losung 18.
47. Man bezeichne mit U, die Anzahl der ungeraden, mit G, die
Anzahl der geraden Teiler der Zahl #. Es ist z. B. Uy =2, Gy = 4.

Man beweise, dal
limUl_G1+Uz—G2+"'+Un_G

n->0o00 n

®=log2.

Unter arithmetischem, geometrischem bzw. harmonischem Mittel
der n Zahlen a,, a,, 4, . . ., a, verstehen wir die Ausdriicke

@ taygta;+ -+ a,

n

n

1 1 1 1’
al a3 Ay

”n,—_— 0000
, Vaaza,...a,,

In den zwei letzten Féllen sind simtliche Zahlen als positiv voraus-
gesetzt. (Ausfithrlicheres in Kap. 2.)

48, Die Funktion f(x) sei im Intervalle a, b definiert und eigent-
lich integrabel;
_b—a
T om

fra=Ffa+»d,), O
gesetzt, ist

b
l—i)mf1n+fzn+f;n+"'+f""= bia/f(x)dx'

b
w_ blTa/k)gf(a;)d:c
lim Vflnfwzf:;n---fnn:e @ ’
n->»oo

. n b—a
lim 1 1 1 1 =—"
TR TR TRt T [

in 2n 3n nn (%)

a
Diese drei Grenzwerte heiBen bzw. arithmetisches, geometrisches und
harmonisches Mittel der Funktion f(x). In den zwei letzten Gleichungen
ist vorausgesetzt, daB die untere Grenze von f(x) positiv ist.
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49. Man zeige anders als in I 69, daB

n

. Yn!
n>oco M

existiert und gleich dem geometrisclien Mittel von x im Intervalle 0, 1,
1.

d.h. =— ist.
e

50. Es seien « und 4 positive Zahlen, 4, das arithmetische, G, das
geometrische Mittel der GroBen a, a+d, a+4-24,..., a+ (n—1)d.
Dann ist

G 2
lim — % = =
n>oo Ap €

51. Man bezeichne mit A4, das arithmetische, mit G, das geome-
trische Mittel der Binomialkoeffizienten

B (e (o

n____ n___ —
limy4,=2, lm}G,=7e

n->oo n > oo

Man zeige, daB3

ist.
52. Man beweise

27
1 2logr fir r=1
_ o —_ 2 — =1,
2n/100(1 2r7cosx + 1Y) dx { 0 fir 0=r=<1.
0

53. Es sei 7 positiv und Kleiner als 1; » durchlaufe das Intervall 0,
2m und & bezeichne die zu x nichstgelegene Zahl, fiir welche

sin(x — &) = 7sinx
gilt. Dann ist

27
E%/Iog (1 —2rcosé + ) dx =log (1 — 7%).
0

[Man deute e'%, %, 7 in der komplexen Zahlenebene.]
54. Die Funktion f(x) sei eigentlich integrabel in a, b. Die Be-

zeichnungen von 48 beibehalten, ist
b
[H=z) dw

l‘im (1 + flnan) ('1 +i2n5n) LA (1 +frm6n) =6a'

55. Man berechne
2 2 2
i 2+ 1) (n2+2)... 0%+ n)

oo (M2 —1) (M2 —2)... (02 —mn) "
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56. Man beweise die Identitit

e L L

400 —1
R - )2
( (2n—1)o¢—1)( 2n(x—1)_

(1) (420  (nt+na
T a—1 mF2da—1 (mAme—1"

Hieraus folgt, daB das linksstehende Produkt, ins Unendliche ver-
1

langert, den Grenzwert 2% hat, vorausgesetzt, daB « +0, 1, 4, 4, 1,
ist. [@n)!=2"n!1.3.5...(2n—1)]

57. Es seien «, f, 6 fest, >0 und
a1+ %, pm14 b a2
n % ”
Man zeige, daB
. a a+d a+2d at(n— )
nhmb b+d b+2d b+ (n— =(+9°

58. Es seien # und » ganze Zahlen, 0<<v <<#. Wenn » mit »
so gegen oo konvergiert, daB

—ﬂ

Y o—
lim
n->» oo V’}’L
wird, dann ist

lim ﬂ() ]2 e=2%,
n>o02

it
59. Es sei ¢ eine feste reelle Zahl. Es ist, z=2n¢/? gesetzt,

=1

lim 2n—1.2n——2 2n—3

Zn—n{ (2)"“
z2—3% z—n | \e/’

n>ool 2—1 z2—2

60. Die Funktion f(x,) sei im Rechteck R

a=x=b, c=y=d
die zweite gemischte Ableitung einer Funktion F(x,y)
02 F(x,y)

OxﬁTzf(x’y) .
Durch die Werte
@ = Xy Hy <y < X1 <Hpy=10
=y <)<Y+ <Y1 <Yn=4¢
ist eine Einteilung des gegebenen Rechteckes R in Teilrechtecke R

Hy1 =X =%, V-1 =Y =79, bestimmt, u=1,2,...,m; v=1,2,.
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Man verstehe unter M,,,, m,, die obere bzw. untere Grenze von f(x,y)
in R,,. Bildet man

m n
die Obersumme O =2 DM, (%, — %u-1) ¥y — Vo-1),
u=1r=1
W01 n
die Untersumme U =2 >'m,, (%, — %u-1) (J» — ¥»-1),
u=lr=1

dann ist stets
U<F({®,d) — F(b,c) — F(a,d) + F(a,c) < 0.

2
61. //log]sin(x —9y) |dxdy = —"log2.
I=z=y=w~n 2

[Man berechne auf zwei Arten das Quadrat des Betrages der
Determinante

1 1 1 1

1 € & gn-1 274
\ 1 £2 & 82(”‘1) c=¢g "
‘ 1 8n—1 82(n—1) .. s(n-l)(n—l)

62. Es sei f(x,y) im Quadrat 0=<x=1, 0=y =1 eigentlich inte-
grabel. Man zeige, da8

11
L [ [tz pdzdy
i Y | Y
s [T+l )]
63. Es sei f(x,y) im Quadrat 0=x=1, 0=y =1 eigentlich inte-
grabel. Man berechne

sim [+l )+ 12 2+ (2 2]

64. Der dreidimensionale Bereich § sei durch die Ungleichungen
—1=x,9y,2=1, —0o=x+y+z=0

definiert. Man zeige auf Grund von I 30, daB das Volumen von $ gleich

f / axdydz=2 (SL‘”) 0% 4

65. Unter ay, &, ..., 5, beliebige positive Zahlen verstanden,
setze man

fv(z):,l“v'lz_*_zav_lzz_]_..._i_nlxv"lzn_!,_..-’ ')}:’1,2,__.,1)

ist.

und

W1 - 1,0 =S
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Man zeige, daB

. a.
hm——"iz

nzx,+a,+ ctap-1

—// /x(x‘_lx(xrl %"7" A=y — w2y ) Ay g Ay g,

erstreckt iiber den durch die $ Ungleichungen %, =0, x,=0, ...,
Xp_1=0, %+ % + --- +%,_; =1 abgegrenzten tetraederférmigen
(p— ) dimensionalen Bereich.

. (Fortsetzung.) Es ist

f/ / Plap e T (A —xy — g — e — 2 )T ARy Ay dy
_ I'(oy) I'(&g) -+ - I'(ox)
oy + g+ 4 0xp)
67. Man entwickle den Ausdruck unter dem Limeszeichen in 54,
der ein Polynom tt Grades in J, darstellt, nach den Potenzen von

d,- Man zeige, daB das mit der p** Potenz von d, behaftete Glied
bei festem p mit unbegrenzt wachsendem # gegen den Grenzwert

b

/ .ff(xl) Hx) . f) Ay Aty .. Ay = % (ff(x) dx)”

=L En==ap=Dh a

konvergiert.
68. Die 2m Funktionen

L), k..., ful),
(pl(x): ¢2(x)r e (pm(x)

seien eigentlich integrabel im Intervall a=<<x=< 5. Dann ist

b b
[h@ () dx ffl De@dx ... [0 par)dx
b b b
[@e®dzr [ @) pax)dx [ 1) @) d %
b b b
[ @ e@)dz [fa@@@)dx ... [fulx) pux)de

bl bj () Fy (%) - - o () @1(%) P1(%2) - - - Py (%)
=il | B A | | ) gl palo)

A%y A%y, .. A%y,

r fm(xl) fm(xz) o fm(xm) (Pm(x1) (Pm(xz) e (Pm(xm) ‘
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[Man berechne auf zwei Weisen das ,,Produkt‘‘ der beiden Matrices

(l)

A P P

3 Lyeeny 1,

—a . b—a
>, <Pi’,3=¢,,,(a+v . H

2,.
2

=1, (a—{—v

2. Kapitel.
Ungleichungen.

Es seien a,, a,, . . ., a, beliebige reelle Zahlen. Unter ihrem arith-
metischen Mittel (a) versteht man den Ausdruck

a +ay+ -0+ ay

n

A(a) =

Sind sdmtliche Zahlen a,, a,, ..., a, positiv, so definiert man ihr
geometrisches und harmonisches Mittel bzw. durch

n — n
®(a) = Jaya,...a,, $H(a) = .
— + + + —
4]
Bezeichnet m die kleinste, M die gréfte der Zahlen a4y, as, . . ., @,, S0 ist

m=Wa)=M, m=@@=M, m=9a)=M.

Bei B(a) und $(a) ist m > 0 vorausgesetzt. Die drei Zahlen %(a), ®(a),
$(a) stellen also Mittelwerte von ay, a,, . . ., a, dar. Das Gleichheitszeichen
kann in diesen Ungleichungen nur dann eintreten, wenn simtliche 4,
untereinander gleich sind.

Es ist )
1 1
@z@(;)’ m=9‘(;>'

Ua+0) =A@ +AB),  Gad) =G@GE), logB(a) =Alloga).

f(x) sei im Intervalle x, =x=ux, definiert und dort eigentlich
integrabel. Unter dem arithmetischen Mittel A(f) von f(x) versteht man

den Ausdruck
Ty
1
B /f(x)dx

Po6lya-Szegd, Aufgaben und Lehrsitze I. 4
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Ist f(x) auBerdem noch wesentlich positiv, d.h. fiir alle x oberhalb
einer positiven Zahl gelegen, so definiert man das geometrische und
harmonische Mittel von f(x) bzw. durch

N
o
@

2

(48.] Bezeichnet m die untere, M die obere Grenze von f(x) in
X=X =%,, SO ist

m=AN=M, m=6=M, m=9()=M.

Bei &(f) und $(f) ist m >0 vorausgesetzt. Die drei GroBen U(f),
®(f), H{f) stellen also Mistelwerte von f(x) dar. ‘Es ist

1 1 1 1
6<7>“=@(7)’ “5@:%(7)'
A+ =AW +Ak), G(fe) =6 G ), log®(f =A(logf).

ay, a4y, . . ., 4y, seien beliebige positive Zahlen, die nicht alle unter-
einander gleich sind. Dann ist

— <Yy e ATt h
a, ay n
d. h. H(a) < ®(a) < Aa).

(Satz vom arithmetischen, geometrischen und harmonischen Mittel.}
Cauchy hat in seiner Analyse algébrique (Note 2; Oeuvres complétes,
Serie 2, Bd. 3, S. 375—377; Paris: Gauthier-Villars 1897) einen
besonders schonen Beweis fiir diesen Satz gegeben?).

1) Es geniigt offenbar 9(a) > ®(a) zu beweisen. Die betreffende Stelle bei
Cauchy lautet wie folgt:

»La moyenne géométrique entre plusieurs nombres A, B, C, D, . . . est toujours
inférieure & leur moyenne avithmétique.
Démonstration. — Soit # le nombre des lettres 4,B,C,D,.... II
suffira de prouver, qu’on a généralement
n A+ B
(1) YyABCD ... < + +(;+D+

ou, ce qui revient au méme,

A+B+C+D+n»¢

n .

(@) ABCD~-<(
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69. Die Funktion f(x) sei im Intervall x,, », definiert und eigent-
lich integrabel, auBerdem sei ihre untere Grenze positiv. Dann ist

1 P
= /10gf(z)dz
Xy — % T2

2
1o, = =1 /f(x)dx,

Ta Xy — X
ax 2

S

d. h. mit den vorher eingefithrten Bezeichnungen

() =8 =A().

70. Es sel @(f) eine (nicht notwendig differentiierbare) Funktion,
die fiir ein beliebiges Wertepaar ¢,, ¢, ¢, + ¢, der Ungleichung

. (tl ‘; tz) < P(4) "2‘ P()

Or, en premier lieu, on aura évidemment, pour # = 2,

- (L2 (452 (45,

2 2 2
et on en conclura, en prenant successivement » =4, =38, ..., enfin # = 2™
ABCD < (A +B>2 (C+D)2< (A +B—|—C+D>4,

2 2 4
ABWMFML<@+BiC+DﬂE+FtG+HY
<(A +B+C+D-2E+F+G+H>s’
3) ABCD < (‘-4. +B4 §m+ D+ .. .)zm‘

En second lieu, si # n’est pas un terme de la progression géométrique
2,4, 816, ...,
on désignera par 2™ un terme de cette progression supérieur a %, et on fera

K=A+B+Cn+D+---;

puis, en revenant a4 la formule (3), et supposant dans le premier membre de
cette formule les 2™ — » derniers facteurs égaux a K, on trouvera
A +B+C+D+~-+(2'"—n)Kr
2m

ABCD ... Km-n <[

ou, en d’autres termes,
ABCD .- K2m-n < K2",
On aura donc par suite

ABCD--~<K"=(

4 +B+C+D+...)n
” )
ce qu’il fallait démontrer.

4*



52 Ungleichungen.

geniigt; dann ist allgemein

(p(t1+t2+ —Hn) <<P(t1) + @lt) + -+ pls)

n n

’

wenn ?, 1, ...,4, beliebige Zahlen bezeichnen, die nicht alle unter-
einander gleich sind.

Eine im Intervalle m =<¢=M definierte Funktion ¢(f) heiBt dort
von unten komvex, wenn fiir jedes Wertepaar ¢, 4,, ¢, + ¢, die Ungleichung

[ 8) < el ot

gilt. Nach 70 gilt dann allgemein
(ot ) 9l ) ot
n

n

>

wenn £, %, ..., %, beliebige Zahlen im Intervalle m, M bezeichnen, die
nicht alle untereinander gleich sind. Gilt anstatt des Zeichens < das
Zeichen =, so heiBt @(f) von unten nicht konkav. Gilt iiberall anstatt
< bzw. =< das Zeichen > bzw. =, so ist @(f) von oben komvex bzw.
von oben micht komkav. Wir betrachten im folgenden nur beschrinkte
konvexe Funktionen; diese sind stetig [vgl. 124, oft niitzlich auch 110].

71. Die Funktion f(x) sei im Intervall x, < x =< x, eigentlich inte-
grabel und m=f(x) =M. Ferner sei ¢(¢) im Intervall m=¢{=M
definiert und dort konvex (nicht konkav). Dann gilt die Ungleichung

«p( : ff(x)dx>é oder = [gljwax,

Xy — %y Xy — Xy
@

\

]

je nachdem ¢(#) von unten bzw. von oben konvex ist.

72. Die Funktion ¢(f) sei im Intervall m, M definiert, ferner sei
daselbst ¢"”(f) vorhanden und stets ¢”() > 0. Dann ist ¢(f) von unten
konvex. Gilt bloB ¢”(f) =0, so ist ¢(f) von unten nicht konkav. (Es
kann eine Funktion konvex oder nicht konkav sein, ohne daB ¢”(#)
iiberall existiert.)

73. £ (0<k<) und log?
sind in jedem positiven Intervall von oben konvex,
t (k<0 oder k>1) und tlogt
in jedem positiven Intervall von unten konvex,
log(1 + ¢ und Vo2 42

(¢ >,0) sind tiberall von unten konvex..
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74. ¢(f) sei eine im Intervalle m, M erklirte konvexe (nicht kon-
kave) Funktion, $,,,, ..., P, beliebige positive Zahlen und 4,4, ..., %,
beliebige Stellen im Intervall m, M. Dann ist

Drtitpolot -t Puln P19() + P2 @(fs) +-- -+ P pldn)
[ prtbot -+ b )= oter= Prttot T+ o

je nachdem ¢(f) von unten bzw. von oben konvex ist.
75. f(x) und p(x) seien im Intervall x; <x=<1x, eigentlich inte-

grabel und m=f(x)=M, ferner p(x)=0 und jp x)dx > 0.

AuBerdem sei ¢(¢) eine konvexe (nicht konkave) Funktlon die im In-
tervall m=<¢<M definiert ist. Dann ist

[ ) o) /z> %) glf(x)] dx
@ %T“— <oder=2 =
fﬁ(x)dx f;b(x)dx

je nachdem ¢(¢) von unten bzw. von oben konvex ist.
76. @(f) sei im Intervall m, M zweimal differentiierbar und
¢”(d) > 0. Dann ist fiir positive py, ps, ..., Pu

<251t1+2b2t2+ ‘*‘antn) gpl(p(tl) + pap(le) 4 -+ + Pup(tn) .
Pttt [ 720 a2 e ol ’

das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn ¢, = ¢, = ... = ¢, ist.

71, f(x) und $(x) seien im Intervalle x, =x ==, stetig, ferner
p(x) wesentlich positiv und m =< f(x) << M . AuBerdem sei ¢(¢) eine fiir
m=1¢=M definierte, zweimal differentiierbare Funktion mit ¢”(¢) > 0.
Dann ist

[ i as\ [ pliw)]ds
(bt dx [l dx

Das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn f(x) = konst. ist.

78. Man zeige die folgende Verallgemeinerung des Satzes iiber
das arithmetische, geometrische und harmonische Mittel: Bezeichnen
P1s Pas + - o> Prr Ay, A, . - ., a4y beliebige positive Zahlen und sind a,, 4,, . . ., @,
nicht alle untereinander gleich, so gelten die Ungleichungen

Prtpactehpe RERTRORT RS ot padyt et pady
pl pz_l_ _I__

IA

15 brrbet ot
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AuBerdem ist

D1 D: Dn
—=loga,+—1logag+++++-—1loga
o 8 a1 a gt +a" g an

e %+%:+~-+%: < P1+?z++jbn
P Py B
4 4 ay

{)1 a, _’_ Ibz a + P + pn a, 010:1080:+ P2 3210885+ -+« +pnanlogan
D101+ P2yt oo +Dnln .
151'*‘1[’2'*‘ +Ibn

~T9. f(x) und p(x) seien stetig und positiv im Intervalle x; <x ==x,.
AuBerdem sei f(x) keine Konstante. Dann ist

T2
[p(z)logf(zx)d 2
z

[pax oo [pofnd
Z <$l .

E 29 < € = 2 ;
p@) . [p)dx
J ) , g
ferner
Ty
%% logf(z)dz e
x, [p(2) f(z)log f(z) Az
] (@) 29 T2 21___._—4
1’;@' az [px)dx [t (%) dx fwz:(:v) f@) dz
e = < ——’qxlxz > 4 7a — <Le %
[0, s
1(x) e
Zy
80. a,,a,, ..., 8, by, by, ..., b, seien beliebige reelle Zahlen; es gilt

die Ungleichung
(@b +aby+ - Fa b)) =@+ a+ -+ a) B+ b))
Das Gleichheitszeichen tritt dann und nur dann ein, wenn die
Zahlen a, und b, einander proportional sind, d. h. 14, + pb, =0, fir
y=1,2,..,n, 224 u?>0. (Cauchysche Ungleichung.)

81. f(x) und g(x) seien im Intervall ,, %, eigentlich integrabel.
Dann ist

( [iw) ¢ dx) = [T pdx [Tgwpas.

(Schwarzsche Ungleichung.)
82. 4,4, ...,4a, seien beliebigé positive Zahlen, die nicht alle

untereinander gleich sind. Die Funktion

1
11 11 AN
w(t):(a1+a2+---+an>'

n



II. Abschn., Kap.2: Nr. 79—387. 55

nimmt fiir jeden Wert von ¢ monoton zu. Man berechne die Werte

(Fir ¢ =0 ist y(f) durch die Forderung der Stetigkeit definiert.)
83. /(x) sei eine fir x, <x=<ux, definierte eigentlich integrable

Funktion, deren untere Grenze positiv ist. Die Funktion

s 1

1 1

sz( tdy
0=(, =[x

Z.

ist fiir jeden Wert von ¢ nicht abnehmend. Man berechne
VP(—o0), P(—1), Y0, P1), ¥(+o).
Bei der Berechnung von ¥(— oo) und ¥(+ o) nehme man f(x) als
stetig an.
84. a,,b,,v=1,2,...,n seien beliebige positive Zahlen. Man be-
weise die Ungleichung

B 'i/(% + by) (g + by) ... (@n+by) 2"“1“2 “n+$/,b1b2 —b;:
' S+ b) =) + 60) .

Das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn a, = 15,
y=1,2,...,n ist.

85. f(x) und g(x) seien im Intervall ¥, = x < x, eigentlich integrabel
und wesentlich positiv. Dann ist

1
Ty— 2y
€ 7Y

Za Za X,
1 1
[rogitta) +gtan1az P [rogt@)az s [1ogga1az
e 2, € 2

v

d. h.
& + &) = 6() + ().

86. /,(%), fo(%), ..., Im(¥) seien im Intervall x,, x, definierte eigentlich
integrable Funktionen, die dort alle oberhalb einer positiven unteren
Schranke liegen. Ferner seien p,, p,, ..., pn beliebige positive Zahlen;
dann ist

@5(151]‘1 + p2f2 + o + ﬁ'mfm) 2 ?1@5(1‘1) + ?2@5( 2) + t + pm@j(fm) .
87. Die Funktionen {;(x), #=1,2,...,m seien von beschrankter
Schwankung im Intervall x; < x = %, und $y, p,, ..., P; seien beliebige
positive Zahlen; man setze

_ Prhi(®) + Pofa(®) + -+ 4 Pufu(®)

prtpet A Pm '
Bezeichnenl,, ,, ..., 1, L die Bogenlingen von f,(x), fo(%), . . ., fu(®), F(x)
(an den Sprungstellen zdhlt die Linge des Sprunges zur Bogenlinge
mit), dann ist

F(x)

pilitpals + -+ Puln
751+1’2+ +’lbm '

L=




56 Ungleichungen.

88. f(x) sei positiv, stetig und periodisch mit der Periode 2,
p(x) sei nichtnegativ und eigentlich integrabel im Intervall 0=x<2=
und besitze dort ein positives Integral. Dann ist

/z> 1+ %)d

F(x) =
J'P(E) aé

positiv und stetig, ferner ist

27 27
2%: /logF(x)dx Zifogl(x)dw
e O ge 0
d. h.

G(F)=6(/) .

89. f(x) sei periodisch mit der Periode 27, $(x) nichtnegativ und
eigentlich integrabel im Intervall 0 < x < 27 und besitze dort ein posi-
tives Integral. Ist die Funktion f(x) von beschriankter Schwankung, so

gilt dasselbe fiir
2n

[p©E+x)as

F(x) =9

27‘! 3
0/1>(§)d§

und wenn /, L die Bogenlidnge von f(x) bzw. F(x) im Intervall 0,2x
bezeichnen, dann ist

L<I.
90. a,, 4, ..., a4, und b, b,, . . ., b, seien beliebige positive Zahlen;
man setze
1
M, (a) = (af + a5 +---+ay)” .
Es ist

Mo(a +0) = bzw. =M.(a) + M.(0),

je nachdem »=1 oder x=1 ist. Das Gleichheitszeichen kann nur
fiir @, = Ab, oder fiir » =1 gelten. (Was bedeutet der Satz fiir » = 27?)

91. f(x) sei eine im Intervall x, =x==x, definierte eigentlich
integrable Funktion, die oberhalb einer positiven unteren Grenze liegt.

Man setze 1
(= ( fitwras)

Bezeichnet g(x) eine ebensolche Funktion wie f(x), so ist

Mo(f +8) = bzw. =M. + M.(e),

je nachdem x=1 oder »=1 ist.
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92. Es seien a, 4,5, B positiv, a < 4, b << B. Wenn die # Zahlen
a, ay, ..., 4, zwischen 4 und A4, die weiteren » Zahlen b,,b,,...,b,
zwischen b und B gelegen sind, dann gilt:

Var Vi)
@t+a+--+a)@+o+---+b) ab+VTB>
(@61 + @by + -+ -+ a,b,)? = 2 '

Die erste Ungleichung ist mit 80 identisch. In der zweiten tritt das
Gleichheitszeichen dann und nur dann ein, wenn

1

IA

A B
a b
h=———n l=——n
A B A B
Z 4 T4
a b a b

ganz sind und % von den Zahlen 4, mit a, ! von den Zahlen a, mit 4
zusammenfallen, wihrend die entsprechenden Zahlen 4, gleich B bzw. b
sind.

93. Es seien a, 4, b, B positiv, a << A, b << B. Wenn die beiden
Funktionen f(x) und g(x) im Intervalle x, = x = x, eigentlich integrabel
und ihre Werte bzw. zwischen « und 4, b und B gelegen sind, dann gilt:

[ ]def[g ()P (]/AB V )
1=5

Die untere Abschitzung ist mit der Schwarzschen Ungleichung identisch.

94. f(x) sei im Intervalle 0 < x << 1 definiert, daselbst nicht ab-
nehmend, f(¥) =0, jedoch nicht identisch = 0. Ferner sei 0 << a < b.
Wenn alle vorkommenden Integrale existieren, so ist

(/lx“+bf(x)dx)2
f 2af dxfx“f

<1.

1— ( a—b )2<
at+b+1/ =

Die Ungleichung rechts ist wohlbekannt. In der Ungleichung links
gilt das Gleichheitszeichen dann und nur dann, wenn f(x) konstant ist.

95. Als ,,spezifische Kapazitdt‘ eines Leiters bezeichne man den
Quotienten aus seiner Kapazitit und aus seinem Volumen. Man zeige,
daB die spezifische Kapazitit eines dreiachsigen Ellipsoids immer
zwischen dem arithmetischen und dem harmonischen Mittel der spezi-
fischen Kapazititen derjenigen drei Kugeln enthalten ist, deren Radien
die drei Halbachsen' des Ellipsoids sind.
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Analytisch genommen handelt es sich um den Beweis der Un-
gleichungen

a b c
s du e Tea T an
A I 3
a 4

die fiir jedes positive Wertsystem a, b, ¢ giiltig sind, abgesehen vom
Fallea=b=c.
96. Vorausgesetzt werde

n n
v

a,uvgo: 2 Ay ZZa/u':'l: %,=0
un=1 v=1

und
Vo= W1 % + QuoXy + -+ + QunXy, wry=1,2,...,%.
Dann ist
ViVo«- VY = X1 % ... %y .
97. a,, a,, . . ., @, bezeichnen positive Zahlen, M ihr arithmetisches,

G ibr geometrisches Mittel, ¢ einen positiven echten Bruch. Man be-
weise, da aus der Ungleichung

M—-G
=¢
=
die Ungleichungen
a;

3 <1+¢ i=1,2,...,0

1+o0<

folgen, wo ¢ und ¢’ die einzige negative bzw. die einzige positive Wurzel
der transzendenten Gleichung

M+x)e?=(1—¢"

bedeuten.

3. Kapitel,

Einiges liber reelle Funktionen.
98. Wird

g(x) = sin?zx + sin®nx cos?nix + sinmy costax 4 .-
4+ sin?nx cos?tmx 4 .-

gesetzt, so soll G(x) = limg(n!x) bestimmt werden. Ist die Funktion G{x)
integrabel ? fiiad
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99. Die Funktion f(x) (vgl. auch 169, VIII 240) sei folgendermafen
definiert:
0 fiir irrationale x,

(%) =

% fir rationale x:%, (p,9) =1,9=1.

Zeigen wir, daB f(x) an jeder irrationalen Stelle stetig, an jeder ratio-
nalen Stelle unstetig und in jedem Intervall eigentlich integrabel ist.
100. Es seien f(x), p(x) im Intervalle a < x << eigentlich integrabel,

A=2y < %y < X< +ve <Xy <2%,=D,
xv—1<yv<xwxv—1<7]v<x71 7}=1:21---n-

WenndasIntervallvonmaximaler Lingeder Einteilung %o, %1, %s,..., % - 1, %5
gegen 0 konvergiert, ist

n b
lim 21 10,) p() (% — %0—1) = [1(%) @ (%) dx.

101. Es sei f(x) im Intervalle a=<x =<, () im Intervalle a,b4-d
eigentlich integrabel, 4 > 0. Dann ist

b b
lim ff(x)tp(x + 0)dx = ff(x)tp(x)dx.
0>+0¢q a
102. Die Funktion f(x) sei eigentlich integrabel im Intervalla <x < b.
Zu jeder positiven Zahl ¢ gibt es zwei streckenweise konstante Funktionen
w(x), P(x), derart, daB im ganzen Intervall a, b
w(x) =f(x) = ¥(x)
und

[bT(x) ax —?w(x) dx <e

ist. Man kann etwa erreichen, daB die Sprungstellen von y(x) und ?(x)
dquidistant sind.

103. (Fortsetzung.) Wenn f(¥) von beschrinkter Schwankung
ist, so kann man w(x¥) und ¥(x) derart bestimmen, daB ihre totale
Schwankung die von f(x) nicht {ibertrifft.

104. Setzt man

4[x] —2[2x] +1=s(x),

dann gilt fiir jede im Intervalle 0 <x =1 eigentlich integrable Funk-
tion f(x) bei ganzzahlig wachsendem #

lim flf(x) s(nx)dx=0.

7n—>0()

[Man zeichne s(nx), VIII3.]
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105. Es sei f(x) im Intervalle a, b eigentlich integrabel; dann ist

b
lim [f(x)sinnxdx = 0.

n->oog

106. (Fortsetzung.) Es ist

b 20t
lim [f(x) Isinnx |dx = ;/]‘(x) dx.

n->ocog

Es sei f(x) beschrinkt im Intervall ¢ =< x < b, dieses Intervall sei

durch die Zwischenpunkte x,, %y, %3,..., ¥4y, %, Mit
A =%y << 2%y << Hy<l oo <Xyoy <Hp=0

in Teilintervalle eingeteilt. Bezeichnet m, die untere, M, die obere
Grenze von f(x) im »t® Teilintervall x,_,, #,, so heillit M, —m, die
Oszillation von f(x) im v Teilintervall x,_,, %,. Die Funktion f(x)
ist dann und nur dann eigentlich integrabel, wenn man nach Angabe
der positiven Zahlen ¢ und # die genannte Einteilung derart wihlen
kann, daB die Gesamtlinge der Teilintervalle, in denen die Oszillation
> ¢ist, < u ausfillt. (Riemannsches Kriterium; vgl. a. a. 0.105, S. 226
oder z.B. Cesdro, S.695.)

107. Die Funktion (1_ . [’—
wenn & =0. o *

108. Ist j(x) eigentlich integrabel in a, b, so bilden die Stetig-
keitspunkte von f(x) eine in a, b {iberall dichte Menge.

109. Ist f(x) im Intervalle a,b eigentlich integrabel, so gilt dann
und nur dann

)x"‘ ist eigentlich integrabel in 0,1,

b
[T Raz =o,

wenn f(&) = 0 ist in jedem Stetigkeitspunkte & von f(x) mit a << &< b.
110. Es sei die Funktion y = f(x) eigentlich integrabel im Inter-
vall a =< x =0 und sei daselbst m = f(x) = M ; ferner sei gp(y) stetig in
m=4y=DM. Dann ist auch ¢[f(x)] in a=x="> eigentlich integrabel.
111. Es seien f(x) und ¢(y) eigentlich integrabel; dann ist ¢[f(x)]
im allgemeinen nicht eigentlich integrabel. [98, 99.]

112. Wenn f(x) im Intervall 0 << x = 1 monoton ist und / x*f(x)d

existiert, dann ist

limx**+1f(x) =0.

x>0
fe o)

113. Wenn f(x) im Intervall 1 =< x <C oo monoton ist und f 2 {x)dx
existiert, dann ist

limx*+1f(x) = 0.
z > oo
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114. Man entscheide, fiir welche reellen Wertsysteme «, f das
Integral

fx" | cosx | Ly
0

konvergent und fiir welches divergent ist.
115. Es seien

L@, fhx), &), ... fub),

in jedem endlichen Intervalle eigentlich integrable Funktionen, die
folgende Bedingungen erfiillen:
Es ist gleichmiBig in jedem endlichen Intervalle limf,(x) = f(x).

n—> oo

Es ist |fu(¥)|=F(x) und [F(x)dx existiert.
Dann ist i

ngrgff”(w ix =j°f<x) iz,

[Analog zu I 180.]
116. Man beweise 58 mit Hilfe von VI 31.
117. Ist die Dirichletsche Reihe [VIII, Kap.1, § 5]

@170+ ;27 + 4337 o apn = D(s)
fir s =0, 0> 0, konvergent, so gilt,
ael+age ™+ age -t ape ™ o= P(y)
gesetzt, fir s >o
DE)T) = [PW)y~*dy.

118. Es sei f(x) in jedem endlichen Intervalle eigentlich integrabel,

+ 0o
und es existiere f |f(x)|dx. Dann ist

+oo + oo + oo
lim [ f(x)sinnxdx =0, lim ]‘(x)]sinnxldx:-;—/f(x)dx.
Nn—>00, 7->00,

119. Gibt es iiberhaupt Funktionen von drei Variablen? Genauer
gefragt: Kann man oder kann man nicht jede reelle Funktion f(z,y, 2)
dreier Variablen durch zwei Funktionen ¢(x,y) und wy(u,z) zweier
Variablen so darstellen, daf3

f(x» y,2) = 1/’(‘?7(’5, y),Z) ?
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Man beantworte die Frage:

1. wenn [(x,9,2), ¢(%,v), w(u,2) fir alle reellen Wertsysteme de-
finiert,

2. wenn diese Funktionen fiir alle reellen Wertsysteme definiert
und stetg sind.

119a. Setzt man

x+y=S(y), xy=Py),
so ist
yz+zx+xy=S{P(x,5), P[S(x,y), 2};
in dieser Formel ist yz4 zx 4 xy aus vier ineinandergeschachtel-
ten Funktionen zweier Variablen aufgebaut. Man zeige, daBl man
yz +2zx + xy nicht aus bloB drei ineinandergeschachtelten Funk-
tionen zweier Variablen aufbauen kann, wenn die vorkommenden
Funktionen fiir alle reellen Wertsysteme definiert und unbeschrinkt
differentiierbar vorausgesetzt sind. [Es ist die Darstellbarkeit von
yz + 2x + xy in der Form
plyvlx @), 2.2, ely®a, 10,2, e{vkky), 2,
auszuschlieBen.]

120. Die Funktion f(x) sei stetig differentiierbar fiir a <<x <<b.
Man entscheide, ob es zu jedem in diesem Intervall gelegenen Punkte &
zwei andere daselbst gelegene x,, x, mit x; < %, gibt, derart, da8

Fzs) — flx4) o
a4 r @&

wird.
121. Die Funktion f(x) sei differentiierbar fiir a==x=<5% und

f(a) = f(b) =0. Es gibt dann mindestens eine Stelle £ in @, b, fiir
welche

IGIET = [m

122, Die Funktion f(x) sei zweimal differentiierbar. Dann gibt
es eine Stelle &, %) — 7 < £ < %, + 7, an der die Gleichung gilt

Zo+T
% [ — fxo1a.
Zo—T
123. Sind g, Py, Pss - - +»Pn, - -+ Dichtnegative Zahien, von denen
mindestens zwei positiv sind, so ist der Logarithmus der Reihe
Pot P10+ Bt o Pt 4o

eine von unten konvexe Funktion von x in jedem Intervalle, wo die
Reihe konvergiert.
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124. Eine beschrinkte konvexe Funktion [S.52] ist iiberall stetig,
auBerdem tiiberall von rechts und von links differentiierbar.

125. Die reelle Funktion f(x) soll in einem endlichen oder unend-
lichen Intervalle erklirt sein und daselbst eine stetige Derivierte f(x)
besitzen. Man betrachte die Durchschnittspunkte simtlicher horizon-
talen Tangenten der Kurve y = f(x) mit der Ordinatenachse, d. h. die
Menge M aller derjenigen Werte

y=1[x), wo f(x)=o0.
Man beweise, da3 die Punkte der Menge M kein volles Intervall aus-
fiillen konnen. (Dieser Satz ist weitgehender Erweiterung fihig.)

126. Wenn eine monotone Folge stetiger Funktionen in einem ab-
geschlossenen Intervalle gegen eine stetige Funktion konvergiert, so
konvergiert sie gleichmiBig.

127. Man beweise folgendes Seitenstiick zu 126: Wenn eine Folge
monotoner (stetiger oder unstetiger) Funktionen in einem abgeschlossenen

Intervalle gegen eine stetige Funktion konvergiert, so konvergiert sie
gleichmiBig.

128. Die im Intervalle a, b stetigen Funktionen
?l(t)» Il’z(t)» e Pn(t)r '

sollen den Bedingungen
b
Pall) =0,  [palt)dt=1

geniigen, n=1,2,3,.... Dann sind die Glieder der Folge
b

b b
[ [ at,  [p(f@)at, ... [pa@)f@)dt, ...

a

sdmtlich zwischen dem Minimum und dem Maximum der stetigen Funk-
tion f(f) enthalten. (Vgl. 165, 179, I 83.)

- 129. Es sei x ein fester Punkt des in 128 betrachteten Inter-
valles a, b. Notwendig und hinreichend dafiir, daB fiir jede in a, &
stetige Funktion f(¢)

b
lim [ $, () /(1) dt = f(x)

gilt, ist das Bestehen der Grenzbedingung

Z - & b
lim (f;bn(t)dt —[—fp,,(t)dt) =0
n—>00 g z+e

fiir simtliche positive Werte von «#, fiir welche a <<x —e<<x+e<b
ist (im Falle x =a oder x =0 fillt das erste bzw. zweite Integral
unter dem Zeichen lim weg). (Vgl. 1 66, I 80, I 84.)
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130. Es ist -
lim s/e‘”f(t)dt = lim (¥,
e>+00 t—> o
vorausgesetzt, da das Integral links und der Grenzwert rechts existiert.
131. Das Integral

[#f0at
0

soll fir A=« und A= g konvergieren, & < . Dann konvergiert es
im ganzen Intervall & <1< f und stellt daselbst eine stetige Funktion

von /A dar.
132. Die Funktionen

pl(x! t) ’ f’z(x: t) L] ;S,,(x, t) yeee

der beiden Variablen x und ¢ seien stetig fiir aéfg b, auBerdem sei
fiir jedes »

ﬁﬂ(x! t)gor _/bpn(x, t)dt: 1.

Bezeichnet /() eine stetige Funktion, so liegen die Funktionen

b
Fu(®) = [palx, 8) 1(2) d2, n=1,2,3,...

fiir jeden Wert von x zwischen dem Minimum und dem Maximum von f(f).
Es ist ferner im Intervalle a <<x<<b
lim f,,(x) = /(%),
n->oo

wenn fiir jede feste positive Zahl & gleichméiBig in a+e=x=b—e¢

lim <f75,,x t)dt+/¢>,,(x 7 dt)

n->oo z+e
gilt; die Konvergenz ist gleichmiBig in jedem innerhalb von a < x < b
gelegenen abgeschlossenen Teilintervalle.
133. Es ist, wenn f(x) eine in 0, 1 stetige Funktion bezeichnet,

lim1 3. 5 2n—H

Tz 2 100~ tr—dt =i,

und zwar gleichmédBig in e<x=<1—¢, ¢ fest, 0<e<}.
134. Es ist

und zwar gleichméBig fiir jedes x, wenn f(¢) eine stetige, nach 2z perio-
dische Funktion bedeutet.
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135. Jede in dem endlichen Intervall a<<x<b definierte und
dort iiberall stetige Funktion 148t sich in a=<x =5 durch Polynome
gleichmiBig mit beliebiger Genauigkeit approximieren (Satz von Weier-
straf3).

136. Jede iiberall stetige, nach 2z periodische Funktion 148t sich
gleichmiBig durch trigonometrische Polynome [VI, § 2] mit beliebiger
Genauigkeit approximieren (Satz von Weierstraf).

137. Zu jeder in a,b (0, 27) eigentlich integrablen Funktion f(x)
und zu jeder positiven Zahl ¢ kann man zwei Polynome (trigonometri-
sche Polynome) p(x), P(x) derart angeben,dain a <x =5 (0 =x < 2n)

p(x) =1(x) = P(x)
wird und

b b 2 27 )
[Px)dx — [px)dx<e ([P(x)dx——fﬁ(x)dx<e).
a a 0 0

138. Ist eine im endlichen Intervalle ¢ =x < b definierte stetige
Funktion /(x) von der Beschaffenheit, dafl ihre sdmtlichen ,,Momente*

/bf(x) dx=0

sind, #=0,1,2,..., dann ist f(x) identisch =0.

139. Ist eine im .endlichen Intervalle a <x <& definierte eigent-
lich integrable Funktion f(x) von der Beschaffenheit, daB ihre simt-
lichen ,,Momente‘*

fb]‘(x) 2dx =0

sind, # =0,1,2,..., dann ist f(§) = 0 an jeder Stetigkeitsstelle &.

140. Wenn eine im endlichen oder unendlichen Intervall a <x<<b
definierte stetige Funktion f(x) von der Beschaffenheit ist, daBl ihre #
ersten ,,Momente‘* verschwinden,

/bf(x)dxsz(x)xdx=/bf(x)x2dx= =fbf(x)x”‘1dx=0,

a
dann weist die Funktion f(x) im Intervall ¢ << x < b mindestens #»
Zeichendnderungen auf (V, Kap. 1, § 2), es sei denn, daB sie identisch
verschwindet.

141. Wenn eine stetige, nach 2z periodische Funktion f(x) die
Eigenschaft besitzt, daB ihre 2# -+ 1 ersten ,trigonometrischen Mo-
mente‘ (Fouriersche Konstanten, vgl. VI, § 4) verschwinden,

7;:(x) ax = 7;‘[(45) cosxdx = /27(96) sinxdx = ...
0 0 0

PE4 27
= [f(x) cosnxdx = [f(x)sinnxdx =0,
0 0

Pélya-Szegd, Aufgaben und Lehrsitze I. 5
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dann weist die Funktion f(x) in jedem Intervall, dessen Linge 27 iiber-
steigt, mindestens 2# + 2 Zeichendnderungen auf (V, Kap. 1, § 2), es
sei denn, daB sie identisch verschwindet.

142. Es sei ¢(x) eine fiir x = 0 erkldrte stetige Funktion. Das
Integral

T = j?-“qo(x)dx

sei konvergent fiir £ = &, und verschwinde fiir eine Folge von wachsenden
k-Werten, die eine arithmetische Progression bilden:

J(k)) = J (kg +6)=J(kg+20) =+ =]J (g +na)=--- =0, &>0.

Dann verschwindet ¢(x) identisch.
143. Man folgere aus der Integraldarstellung der /-Funktion

Syl
I(s) = lim v

n>ocS(s+1) - (s+n)’
dafB sie keine Nullstellen besitzt. [I(s + 1) =s/{s), 142.]

Jeder in 0= x =1 definierten Funktion f(x) seien die Polynome

K, () =Z?f(%)(f)x’(1 — e, n=0,1,2, ..

zugeordnet. K, (x) ist im ganzen Intervall 0, 1 zwischen der unteren
und oberen Grenze von f(x) enthalten und stimmt in den Endpunkten
mit f(x) tiberein.

144, Man berechne die Polynome K,(x), =0, 1, 2, ... fiir

f@) =1, fx) =% Hax) =2 [x)=¢.
145. Es sei x beliebig im Intervall 0=x =<1 und
AU I I
1=2() (1 —apr= D" S
worin die Summation >7 sich auf diejenigen Indices bezieht, fiir die
|v—nx|=nt, DT auf diejenigen, fiir die |v —nx|>nt ist, n=1.

Dann ist
2T < ipt,

146. Es sei f(x) eine stetige Funktion im Intervalle 0=x= 1.
Die Polynome K, (%) konvergieren gleichmiBig gegen f(x) im Intervalle
0=x=1. (Neuer Beweis des Weiersirafischen Satzes, 135.)
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4. Kapitel
Verschiedene Arten der Gleichverteilung.

Wir betrachten im folgenden (147—161) monotone Folgen positiver
Zahlen. Unter der Amnzahlfunktion N(r) einer solchen Folge 7, 7,,...,

Yy ooy 01y =<¥p=<...=<7,=..., verstehen wir die Anzahl derjenigen
7,, die 7 nicht iibersteigen, » =0. In Zeichen
N(r)= 1.
AT

(Ist f(¢) eine fiir ¢#>0 definierte Funktion, so soll unter >'f(r,)

die Summe f(r,) -+ f(7,) + - - - + /() verstanden werden, Wo 7,, =<7 <7y,4,.)
Wenn z. B. v, =1, r,=2, 7, =13, ..., dann ist N(r)=[r].

N(7) ist eine streckenweise konstante, nicht abnehmende Funktion,
die an ihren Sprungstellen einen ganzzahligen Sprung erleidet und von
rechts stetig ist.

147. Ist f(¢) differentiierbar und f'(f) eigentlich integrabel, >0,
dann gilt die Formel
2 f(ra) = N() f() ~0/N(f)f'(t)dt-

Tm="r

148. N(7) sei die Anzahlfunktion der ins Unendliche wachsenden

Folge 7y, 7, 73, ..., 74, .... Dann ist
. . . .N ..
lim sup M = lim sup i s liminf _@ = hmlnf—n—,
7> 00 4 n>oco Tn 7> 00 4 n>co n
timsup 2N _ timsup 287 timing 8N 0) _ jiing 1987
r>oo  lOg¥ n>oco 107, r>oco logr n>oo 1087,

149. Es sei N(r) die Anzahlfunktion, 4 der Konvergenzexponent
(I, Kap. 3, § 2] der Folge 7,, 75, #3,..., #y,.... Dann ist
1
lim sup log N(r) =
ro>oo  log7
150. Eine fiir » =0 definierte positive Funktion L(7) soll langsam
wachsend heiBen, wenn sie monoton wichst und der Bedingung

. L(27)
e =
geniigt. Man zeige, daBl
. L{cr) c
= >Oo
mIn b

5*
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151. Es sei L(7) fiir =0 positiv, monoton wachsend und fiir ge-
niigend groBe # durch

L(7) = (log7)*(log,7)*:. . . (logy7)**, *, >0

definiert. Dann ist L(r) langsam wachsend. [log;x = log;_(logx).]
152. Ist L(r) langsam wachsend, dann ist

im 5210
r>oco lOg7

153. Bezeichnet N () die Anzahlfunktion der Folge 7,7,,75,...,%,, ...
und ist
N({r) o 2 L(7),

wo L(r) langsam wachsend, 0 << 1< oo, dann ist 4 der Konvergenz-
exponent der Folge 7,75, %5, .. ., 7y . - ..

Eine Folge .7, 73,73, ..., 7y,... von der in 153 betrachteten Art
heiBe im folgenden (154—159) eine reguldre Folge. Spiter (z. B.
IV 59—1IV 65) werden auch solche Folgen als regulir bezeichnet, fiir

i
welche N(r)c\v{(T). Bei dieser weiteren Begriffsbestimmung bilden
z. B. auch die Primzahlen 2,3,5,7,11, ... eine regulire Folge, und die
Sdtze 153—159 bleiben unverdndert giiltig.

154, Fiir die Anzahlfunktion N(r) einer reguldren Folge vom
Konvergenzexponenten 4 gilt

1 c>>0.

. N(cr)
Jm e =

155. Es sei N(r) die Anzahlfunktion der reguliren Folge
71, Yo, 73, - Tny ... vom Konvergenzexponenten 1 und f(x) eine
streckenweise konstante Funktion im Intervalle 0 <x=¢, ¢>0.

Dann ist
¢
1 7, -
lim —— f(—")z[ x* ldx.
7> 00 N(r)rn/ZM r ()Vi( )
156. Die Grenzwertgleichung in 155 gilt auch dann, wenn f(x)
eine im Intervalle 0 =« =< ¢ eigentlich integrable Funktion bezeichnet.
157. Es sei N(») die Anzahlfunktion der reguliren Folge 7,, 7,,
35+ s n,. .. vom Konvergenzexponenten 4, und « sei positiv. Dann ist

1
1 2 7p \* 4 et yl
im —— _n — i -
rl—l>oo l"(r),"<r(7> (S/x dx o
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158. (Fortsetzung.)

i 5.2 > ()" —/ “”——

TR >1

159. Es sei N(#) die Anzahlfunktion der reguliren Folge 7,, 7,
73y -.., ¥y ... vom Konvergenzexponenten 4, f(x) fir x>0 definiert
und in jedem endlichen Intervall 0 < @ = x = b eigentlich integrabel;
auBerdem sei in einer Umgebung von x = 0

[]‘(x)‘ < xoc—).
und in einer Umgebung von x = + oo

[f(x)| < x-o-2, x>0.
Dann ist
1

s S11(2) - )

160. Es sei f(x) eine im Intervall 0 << x=1 definierte monotone
Funktion, die in einer gewissen Umgebung der Stelle x = 0 einer Un-

gleichung
|7 <27

gentigt; &« > 0. Ist N(#) die Anzahlfunktion und 4 der Konvergenz-
exponent der monotonen positiven Folge 7, 7, 73, ..., 7w, ...,
0<l<<oo, so ist

lim 1nf N7 2 f(y’L) _‘_ﬁc dx = lim sup N1(r) ,Ef <77"> . I115.]

r—> 00 7> 00 —
n="7

Die Folge der 7, braucht nicht reguldr zu sein!
161. Es sei f(x) eine fiir x > 0 definierte positive, abnehmende
Funktion, die in einer Umgebung von x = 0 der Ungleichung

Jx) <z
und in einer Umgebung der Stelle x = 4 oo der Ungleichung
flx) <=t
geniigt; & > 0. Danngilt fiir diein 160 definierte Folge #,, 75, 75, ..., #,, ...

lim nf Zf( )<ﬁ [T 116.]

r—>oo
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Eine Zahlenfolge der Form

Xy, Xy Kgo .oy Xpy o ...
heiBt im Intervall 0 = x = 1 gleichverteilt, wenn simtliche Zahlen x,, x,,
%3, ..., %n, ... iIm abgeschlossenen Intervall 0, 1 liegen und fir jede
in 0= x =1 eigentlich integrable Funktion f(x) die Grenzwertgleichung
1
(*) Hmﬂ%%+ﬂ%y+”‘+fwﬁ=/h@dx
n—>oo n 5

gilt. Die Bezeichnung ,gleichverteilt wird durch das folgende Kri-
terium erldutert:

162. Eine Folge x,, %y, %5, . . ., %y, - . ., 0=1%, =1, ist dann und nur
dann gleichverteilt im Intervall 0 =« =1, wenn die ,,Wahrscheinlich-
keit** dafiir, daB eine Zahl der Folge in ein bestimmtes Teilintervall
von 0, 1 hineinfillt, gleich der Lange dieses Teilintervalles ist. Genauer,
wenn sie die folgende Eigenschaft besitzt: Ist & = x < § ein beliebiges
Teilintervall von 0,1 und bezeichnet »,(x, f) die Anzahl derjenigen
%,v=1,2,..., n, die in o« =x=p liegen, so hat man

: n a;
mnl%fﬁzﬁ_a. [102]
163. Eine Folge xy, %5, %5, . . ., %p, ..., 0=2%, =1, ist dann und nur

dann gleichverteilt im Intervall 0 = x =1, wenn sie die folgende Eigen-
schaft besitzt: Ist & ==x =/ ein beliebiges Teilintervall von 0,1 und
bezeichnet s, (&, f) die Summe derjenigen x,, » =1,2,..., #, die in
o = x=§ liegen, so hat man

im S_’L(‘x’ p) — M.

7> oo n 2

164. Eine Folge %, %,, %5, . . ., %y, ..., 0=x, =1, ist dann und nur
dann gleichverteilt im Intervall 0=x=1, wenn fiir jedes positive
ganze k

N T e e o W
s n R
ist. [137.]

165. Eine Folge x,, %,, %5, .. ., %p, . . ., 0=%, =1 ist dann und nur
dann gleichverteilt im Intervall 0=x=1, wenn fiir jedes positive

ganze k die beiden Gleichungen
cos2mkx, + cos2mkx, + -+ -+ cos2nkzx, _

lim 0,
n->oo n
lim sin2nwkxy + sin2zkx, + -+ +sin2nkx, o
n->oo n

gelten. [137.]
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166. Es sei 0 eine Irrationalzahl. Die Zahlen
X, =n0—[m0], n=1,2,3,...

sind gleichverteilt im Intervall 0=<x<1.

167. Es sei 6 eine Irrationalzahl. Man setze ¢, =1 oder 0, je
nachdem die zu #0 nichstgelegene ganze Zahl rechts oder links von 760
liegt. Sind a,d ganz, a=0, 4> 0, so ist

lim &+ erat garoat o T Eim-1a _ 1
n->oco n 2"

168. Es sei 0 eine Irrationalzahl und « eine andere Irrationalzahl
von der Form & = ¢, ¢q ganz, ¢ 0. Die Funktion

1(2) =§'(n0 —[#6])z", =z beliebig komplex, |z| <1,
n=1

wird bei radialer Anniherung an den Randpunkt ¢27¢* derart unend-
lich groB, daB

) 1
lim(1 — 7)f(re2=ie) = .
r—»l—s) 2 ) 2maq

169, Bei reellem x ist

1 88].

H(x) = lim cos?mx + cost2mx + cos®3mx + --- 4 costtumx
x) = =

n->oo n

zu bestimmen.
170. Der Dezimalbruch

0 = 0,12345678910111213 ...

(die natiirlichen Zahlen aufeinanderfolgend geschrieben) stellt eine
Irrationalzahl dar. Nach 166 liegen die Zahlen

n0 — [n0], n=1,2,3,...

tiberall dicht im Intervalle 0, 1. Zeigen wir, daB dasselbe schon fiir
die Teilmenge

100 — [1076], n=0,1,2,3,...
zutrifft.
171. Die Zahl
1 1 1 1
e=1+ﬂ+a+ﬁ+'-- +;L—!+---
ist irrational. [VIII 258.] Zeigen wir, daB die Menge
nle—[nlel, n=1,2,3,...

den einzigen Haufungswert 0 besitzt.
172. Das Polynom P(x) = a; x + a,%* + --- -+ a, %" besitze minde-
stens einen irrationalen Koeffizienten. Dann haben die Zahlen
P(n)—[P(n)], n=1,2,3,...

unendlich viele Hiufungsstellen.
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173. Es sei 0 eine Irrationalzahl, x,=#0—[#n0],n=1,2,3,...
und &, &,, &g, ..., &y, ... €ine monoton abnehmende positive Folge
mit divergenter Summe. Fiir jede im Intervalle 0=x=1 definierte
eigentlich integrable Funktion f(x) gilt

1
0 (%) + Ko () + - f(xa)
nlEl:o : 0‘1+0‘22—1--~-+oc,, -—Off(x)dx.

174. Die Funktion g(f) habe fir ¢=1 folgende Eigenschaften:

1. g (¢) ist stetig differentiierbar;

2. g (#) wichst monoton mit ¢ ins Unendliche;
3. g/(#) strebt monoton gegen Null fiir ¢ oo;
4. tg'(¢) > oo fiir ¢— oo.

Dann sind die Zahlen
xnzg(n)_[g(n)J’ n:1)2)31"'

gleichverteilt im Intervall 0 <x=<1.
175. Es sei 2 >0, 0<o< 1. Die Folge

xn=an"—[an":|, n:112)3y"'

ist gleichverteilt im Intervall 0 <x < 1.
176. Es sei a > 0, 6 >1. Die Zahlen

%n = a(logn)® — [a(logn)°], n=1,2,3,...

sind gleichverteilt im Intervall 0 << x=1.
177. Wenn 0 <o <1, & + 0 ist, dann ist die Reihe
sin1"§+sin2"§ sin3°& sin n° &

+ +o

1¢ 20 3¢ ne

dann und nur dann absolut konvergent, wenn o > 1 ist.

178. Man denke sich in einer unendlichen Zahlentafel die Quadrat-
wurzeln' der natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, 4, ..., #, ... untereinander
geschrieben und betrachte die Ziffern, welche an der st Dezimal-
stelle (rechts vom Komma) stehen, j=1. Jede Ziffer 0, 1, 2, ..., 9
kommt unter den genannten durchschnittlich gleich oft vor. Genauer:
Bezeichnet »,(n) die Anzahl derjenigen unter den # ersten natiirlichen
Zahlen 1, 2,3, ..., n, in deren im Dezimalsystem geschriebenen Quadrat-
wurzeln an der j** Stelle die Ziffer g steht, dann ist

limv"’—(nlzi g=0,1,2,...,9.

n>oco N 10’
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179. Es sei >0 und x, =alogn — [alogn], n=1, 2, 3, ....
Wenn f(x) eine beliebige, im Intervall 0= x =1 definierte eigentlich
integrable Funktion bezeichnet, dann ist

limf('xl) + /(%) + - - )

(]

1
=ﬁmeam,

0
vorausgesetzt, daB » derart ins Unendliche wichst, daBx, - & 0= &< 1.
Hierbei ist K(x, &) die folgende Funktion:

lo
_g_q_qz—5+1’ wenn 0=<x<§&:

(x, &) = g1
K(x, &) =
log g oot B _% ]
p 1 s wenn &<<x=1, qg=e®, 0<<E&<T1;

K(x,0) = K(x, 1) = 28 g
qg—1
180. (Fortsetzung.) Die Hiufungswerte von

fon) + £xs) + -+ + f(%)
7
crfiillen ein volles Intervall J = J(a;f), das nur von a und von f(x)
abhdngt. Dieses Intervall schrumpft dann und nur dann auf einen
Punkt zusammen, wenn an jeder Stelle, wo f(x) stetig ist, f(x) = ¢ ist,
¢ eine Konstante. Wie ist J(a;f) beschaffen, wenn a eine sehr groBle
bzw. eine sehr kleine positive Zahl ist? '

181. Man denke sich in einer unendlichen Logarithmentafel die
Briggs schen Logarithmen der natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, 4,... unter-
einander geschrieben und betrachte die Ziffern, welche an der jten
Dezimalstelle (rechts vom Komma) stehen, j=1. Fiir die Héufigkeit
des Vorkommens der Ziffern 0, 1, 2, ..., 9 in dieser Ziffernfolge existiert
keine bestimmte Wahrscheinlichkeit. Genauer: Bezeichnet »,(n) die
Anzahl derjenigen unter den # ersten natiirlichen Zahlen 1,2, 3,..., %,
in deren Logarithmus an der jte» Stelle die Ziffer g steht, dann haben

%)
n

’ n:1,2,3,...

die Quotienten keinen bestimmten Grenzwert fiir #— oco; ihre

Hiufungswerte erfiillen vielmehr ein Intervall von positiver Linge.
182. Die Funktion g(f) habe fir ¢=1 folgende Eigenschaften:
1. g(t) ist stetig differentiierbar;
2. g(t) wichst monoton mit ¢ ins Unendliche;
3. g’(#) strebt monoton gegen Null fiir ¢~ oo;
4. tg’t) >0 fir t->oc0.
(Vgl. 174.) Die Zahlen
X = g(n) —[g(n)], n=1,23,...
liegen dann iiberall dicht im Intervall 0=x =1, sind jedoch nicht gleich-
verteilt. Thre Verteilung ist vielmehr durch folgenden Grenzwertsatz
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charakterisiert: Es sei f(x) eine im Intervalle 0==x=1 eigentlich inte-
grable Funktion. Wenn # derart ins Unendliche wichst, daB #,— &,
0 < &< 1, dann ist

%)+ 1)+ - + 1=
mf( 1) vf( Z)n (n)=f(£)’
vorausgesetzt, daB f(x) an der Stelle & stetig ist. Wenn f(x) an der
Stelle & eine Unstetigkeit erster Art aufweist, dann ist die Menge der
Hiufungswerte von

li

Fn) + (%) 4 -+ + f(xa)

n

fiir die besagten #-Werte identisch mit dem Intervall zwischen f(& — 0)
und f(£ + 0). Der Satz gilt auch fir £= 0 oder £ =1, wenn man die
Voraussetzung f(0)= f(1) macht und die Definition von f(x) derart
iiber das Intervall 0 = x =1 hinaus erweitert, daB8 f(x) periodisch von
der Periode 1 wird. [Danach ist f(1 4 0)= f(+ 0), f(1 — 0)= f(— 0).]
183. Die Folge

%y == a(logn)° — [a(logn)], n=1,2,3,...
ist fiir 0 << o<1 iiberall dicht im Intervalle 0<% =1, jedoch nicht
gleich verteilt. (176, 179.)

184. Man denke sich in einer unendlichen Zahlentafel die Quadrat-
wurzeln der Briggsschen Logarithmen der natiirlichen Zahlen 1, 2, 3,
4,..., d.h. die Zahlen Vm, n=1,2,3,4,... untereinander geschrieben
und betrachte die Ziffern, welche an der jt¢n Dezimalstelle (rechts
vom Komma) stehen, j =1. Fiir die Hiufigkeit des Vorkommens der
Ziffern 0,1, 2, ..., 9 in dieser Ziffernfolge existiert keine bestimmte Wahr-
scheinlichkeit. Genauer: Bezeichnet v,(n) die Anzahl derjenigen Zahlen
% unter den # ersten natiirlichen Zahlen 1,2, 3, ..., n, fir die in VLogk
an der jt*" Dezimalstelle die Ziffer g steht, dann liegen die Zahlen

7(%)

, n=1,2,3,... iberall dicht zwischen 0 und 1.

185. Man denke sich im p-dimensionalen Raum eine geradlinige
gleichférmige Bewegung, definiert durch die Gleichungen %, ()= a, + 6, ¢,
a,, 0, Konstanten, »=1,2,...,9, ¢ die Zeit. Wenn die Zahlen 6,,

0,,. .., 0, rational unabhingig sind, d.h. wenn aus n, 60, + #n,6, + - --
+n, 6, =0, ny,n,, ..., n, rational, n, = n, = ... = n, = 0 folgt, dann
gilt fiir jede Funktion [(x, %,,. .., %,), die in bezug auf x,, ,,..., %,

periodisch von der Periode 1 und im Einheitswiirfel 0 << x, =<1, v=1,
2,...,p eigentlich integrabel ist,

t 11 1
oA
tim 5 (150, 500, 25(0) 24 = f : ./f(xl, By s 2y A%y A%y . .. A%,
00 0

t> o0
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186. Es seien o, &,, f;, B beliebige Konstanten, 0o, <<y <<1,
0=/p, <pfy<<1. Durch die Bedingungen

oy =% —[x]=a,, b=y—=p

wird eine unendliche Anzahl von Rechtecken mit achsenparallelen Seiten
definiert, die mod. 1 kongruent liegen, d.h. auseinander durch achsen-
parallele Verschiebungen um ganze Zahlen hervorgehen. Es sei durch
x=a-+ 0t y=>0+ 0,t, ¢ die Zeit, eine geradlinige gleichférmige Be-
wegung definiert und 7T(f) bezeichne die Summe der Zeitintervalle
bis zum Zeitpunkt #, in denen der bewegliche Punkt sich in einem der
genannten Rechtecke aufhilt (Verweilzeit). Ist das Verhiltnis 6, : 0,
irrational, so gilt

lim 14 = (g — 0%1) (Ba—f4) -
t> oo
187. Eine Billardkugel bewegt sich auf einem reibungslosen quadra-

tischen Tisch vom Flidcheninhalt  geradlinig mit konstanter Geschwin-
digkeit und wird von den Wanden des Billardtisches jedesmal nach dem
Reflexionsgesetz (Einfallswinkel = Reflexionswinkel) zuriickgeworfen.
Der Tanggns des Winkels zwischen Bewegungsrichtung und Seitenlinie
des Billardtisches sei irrational. Bezeichnet T (f) die Gesamtsumre der-
jenigen Zeitintervalle bis’ zum Zeitpunkt ¢, in denen der bewegliche
Punkt sich in einem bestimmten Teilbereiche vom Inhalt | aufhilt,
dann ist

lim £ _ T
t-> o0 ! %’
Die Zahlen
1
-, E, 3—, Cey ﬁ, n=1,2,3%,...
n n n n

welche bei der Bildung von Rechtecksummen (Einteilung nach arith-
metischer Progression) auftreten, sind in einem gewissen Sinne gleich-
verteilt. Eine dhnliche Art von Gleichverteilung zeigen die beiden
folgenden Aufgaben.

188. Bezeichnet man mit 7y, 725, 730, - - ., 7on die positiven ganzen
Zahlen, die kleiner als # und zu # relativ prim sind und mit ¢ = @(n)
ihre Anzahl [VIII 25], so ist

1n "an Tan) o L. Ton
(S
0

fiir jede eigentlich integrable Funktion f(x). [VIII 35.]
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189. Schreiben wir, nach aufsteigender GréBe geordnet, alle redu-
zierten Briiche <1 auf, deren Zihler und Nenner der Zahlenreihe
1,2,3,...,n angehdren:

wy, Ws, Wy, e Wy
(Fm'eysche Reihe,
1 1 .
W=, Wy = N=N@n) =)+ ¢2)+ --- —l—tp.’_n)).
Dann gilt |

im0 1609 100 5 o) :Of ) dx

fir jede eigentlich integrable Funktion f(x). [I 70.]

Einige in den vorangehenden Aufgaben auftretenden Zahlen-
folgen waren gleichverteilt, d. h. ihre Zahlen belegten ein gegebenes
Teilintervall mit einer Wahrscheinlichkeit, die der Linge desselben pro-
portional ist [z. B. 166, 175, 188]. Dies ist in den folgenden Aufgaben
nicht der Fall: Es existiert vielmehr bei den jetzt anzugebenden Zahlen-
folgen eine bestimmte ,,Wahrscheinlichkeitsdichte*, nach deren MafB-
gabe die verschiedenen Teile des totalen Intervalls verschieden dicht
belegt sind. Ahnliches schon in 159.

190. Die im Intervall 0, ]/E eigentlich integrable Funktion f(x)
4

sei so beschaffen, da3 eine positive Zahl p existiert, derart, daB x~?f(x)
im besagten Intervall beschrinkt bleibt. Man setze

(o)

2”

= Syn, v=0,1, ...,n;, n=1,2,3, ....

Dann ist-

- Hsom) A H51n) F Hsan) -+ Hoan)  [{1/Z e
i in ) ze)on

191. Es seien
x]_n)xzn) cees Xun, ‘1<xvn<1; 1/:'1, 2.- R

die Nullstellen des Legendreschen Polynoms P,(x) [VI 97] und 1 reell,
2>1. Dann ist

. log<1+l)+log 1—{—/1 + - +log{1-+ 7 PV
hm 7 — = 10g _Erﬂ' ’

wobei die Quadratwurzel mit dem positiven Vorzeichen zu nehmen
ist. [Man verwende 203.]
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192. (Fortsetzung.) Unter % eine beliebige positive ganze Zahl
verstanden, ist

oF P B R ;
lim —7 + 2"%‘ - "":%/cos"ﬁdﬁ (I 179.]
n-—>» oo
0
193. Wenn
Xin, Xons - - o Xnn

die Nullstellen des n%" Legendreschen Polynoms P,(x) bezeichnen,
—1<#,<1,v=1,2,....n, und f(x) eine im Intervalle —1=<x=<1
eigentlich integrable Funktion bedeutet, dann ist

0

n—> oo n

194. Es sei o =<x=<p ein beliebiges Teilintervall von —1=<x=1
und v, (&, f) die Anzahl der Nullstellen des ntn Legendreschen Polynoms
in «, . Dann ist

im ™ (x, p) __arccosx — arccosﬁ.
n>o00 W 7T

Die Zahlen x,, sind im Intervall — 1, + 1 ungleichmiBig, die
Zahlen arccosz,, im Intervall 0, = gleichmiBig verteilt. Man fasse
das Intervall — 1, - 1 als den horizontalen Durchmesser eines Kreises,
jeden Punkt x,, als die Horizontalprojektion zweier Punkte auf der
Kreisperipherie auf. Es herrscht Gleichverteilung auf der Kreisperi-
pherie, jedoch nicht auf dem Durchmesser.

5. Kapitel
Funktionen grofler Zahlen.

195. Es seien py, ps, .. ., P1, 44, 4y, . . ., @; beliebige positive Zahlen.
Dann existiert der Grenzwert

lim'} by af + padi + -+ praf

n—> 0o

und ist gleich der gréBten unter den Zahlen @y, Ggy . . ., Ay
196. Unter denselben Voraussetzungen wie in 195 gilt auch

im y2) art! + P gt P apt!
> PLa] F pydy -+ prar

197. Es sei f(x) eine beliebige ganze rationale Funktion mit lauter
reellen und positiven Nullstellen und
/(%)
— Lt =yt x4 o
f ( x) 0 1 2

= Max(a,, a,, . . ., a)).
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Man zeige, daB

lim ;o = lim 2%~
n»ooV— n>oo Cn
existiert und gleich der kleinsten Nullstelle von f(x) ist.
198. Es seien ¢(x) und f(x) stetige und positive Funktionen im
Intervalle a=x=05b. Dann existiert der Grenzwert

n Iy _—
lim |/ V" dx
] foe
und ist gleich dem Maximum von f(x) im Intervalle a=x=5.
199. Unter denselben Voraussetzungen wie in 198 gilt auch

j(p (x)]*+ttdx
lim 2 = Maxf(x) .

" /¢(x)[/‘(x)]"dx

200. Es sei a <& <<b und % eine positive Konstante. Man zeige,
daB fiir festes «, b, &, 2 und #n - 4

fg—km-azdxw JEa
a l kn

201. Die Funktionen ¢(x), #(x) und f(x) = ¢*® seien im endlichen
oder unendlichen Intervall @ =% =10 definiert und den folgenden Be-
dingungen unterworfen:

1. @(x)[f(x)]" = @(x) e"*® seiabsolut integrabelina, b;#=0,1,2,....

2. Die Funktion %(x) erreiche an einer Stelle £ im Innern von a, b
ihr Maximum, und zwar sei die obere Grenze von A(x) in jedem ab-
geschlossenen Intervall, das & nicht enthilt, kleiner als A(£); ferner
gebe es eine Umgebung von &, wo 4”(x) existiert und stetig ist. Endlich
sei A”(E) < 0.

3. ¢fx) sel stetig fiir ¥ =§, (&) £0.

Dann gilt fiir #— 4- co die folgende asymptotische Formel?) -

’ n co n+ / 27 . n 2%
JROIEIT dx s BT |/ 2 g/ 2

[Man beschranke sich auf eine Umgebung von & und entwickle dort
h(x) nach den Potenzen von (x— &) bis zu den Gliedern zweiter Ordnung.]

1) Uber die Benutzung solcher Integrale auBert sich Laplace folgendermaBen:

.. On est souvent conduit & des expressions qui contiennent tant de termes et
de facteurs, que les substitutions numériques y sont impraticables. C’est ce qui
a lieu dans les questions de probabilité, lorsque I’on. considére un grand nombre
d’événements. Cependant il importe alors d’avoir la valeur numérique des
formules, pour connaitre avec quelle probabilité les résultats que les événements
développent en se multipliant sont indiqués. Il importe surtout d’avoir la loi
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202. Es sei # ganz, n— + co. Man beweise auf Grund der Formel

F

2

/sinz"xdx =/cos2”xdx = %(72 1)
0

ST

JT
4 2 2’
0
da3

1.3.. (2n —1) 1
2. 4 Vﬁ;'
203. Es sei 1 reell, 1>1. Unter P, (1) das n' Legendresche
Polynom verstanden, gilt fiir # — oo

Pyl o A VEZ
" V2nan ]/l——1

Die Wurzeln sind positiv zu nehmen. [VI 86.]
204. Aus der Hansenschen Entwicklung

itcosy — S ]V(t)
gt _]O(t)+2§ s

die als Definition der Besselschen Funktionen J,(¢) dienen kann, leite
man die folgende asymptotische Formel her:

Tlit) o (— i)

t—>4o0, v=01,2 ....

V2t ’
205. Man zeige fiir positives, gegen oo strebendes #
(o] ” n -
I'in +1) =/e"x“dxc\v <?> V2an,
0
sogar
(i) In +1) =y27n + 0 (18, 1167.]
n V”

206. Unter % und !/ reelle Zahlen verstanden, % >1, gilt fiir
n—> 4+ 0o

(nk+l>(\(li-1ﬁ<~_k_>nk+”%

n V2an k—1

suivant laquelle cette probabilité approche sans cesse de la certitude qu’elle
finirait par atteindre, si le nombre des événements devenait infini. Pour y
parvenir, je considérai que les intégrales définies de différentielles multipliées
par des facteurs élevés a de grandes puissances, donnaient par l'intégration,
des formules composées d’un grand nombre de termes et de facteurs....
Uber sein Verfahren, von dem 201 den ersten Schritt gibt, sagt er ferner:

. un procédé qui fait converger la série avec d'autant plus de rapidité, que la
formule qu’elle représente est plus compliquée; en sorte qu’il est d’autant
plus exact, qu'il devient plus nécessaire . ... (Essai philosophique sur les proba-
bilités, Oeuvres, Bd. 7, S. XXXVIII. Paris: Gauthier-Villars 1886 )
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207. Es sei « reell, und ¢ strebe iiber positive Werte hindurch
gegen oco. Dann ist

o0

7 d — a- L
fx“<z> —{N]/Znt zet.
/ x) %

208. Essei 0<<o<<1. Esist firz— 40

oo

" 1 2n -1 1—a -—=
jea 2% -2 J a0 T 2(1—a) exp 1 1l—« .
J 1—u &

209. Es sei & > 0. Es ist fiir - 4+ oo

> 1 1
fx““t’dxc\v 2lt2“exp<e‘loct“>.
e

0

210. Unter & und g reelle Konstanten verstanden, ist fiir #-> - oo
n+:an+ﬁ
L' e %x"dx = A+ -— +o< )
nls Vn Vn

wobei

1 .t 2 e
A= (;7a,  B= L(ﬂ—“+2)e 7,
V 2n : ]/271 3
211. Es sei 4 ein positiver echter Bruch, und x, bezeichne die
einzige positive Wurzel der transzendenten -Gleichung

1245 S R [V 42].

Es ist fiir n—> o0 -
Yp=n+oaln +p4+o0(1),
wobei & und f sich aus den folgenden Gleichungen bestimmen lassen:
(oo} tg 2
' e rar—, p=%t2
]/271 3

212. (Fortsetzung von 201.) Unter & eine reelle Konstante ver-
standen, ist fiir # > o0

=
Vn ac

n nti 1 -2 o
/ s PO / S Tar

— 00

=«p<5)enh<f>—;[e‘t;dt, /210 _
Y—nk'®) l 5

-0
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213. Die Funktionen ¢(x), 4(x) und f(x) = ¢*® seien im endlichen
oder unendlichen Intervall a<<x<b definiert und den folgenden Be-
dingungen unterworfen:

1. @(x)[f(x)]" = @(x) ") sei absolut integrabelin a, b; #=0,1,2, ...

2. Der Wert der Funktion %4(x) sei an einer Stelle £ im Innern von
a, b grofer als ihre obere Grenze in jedem links von & gelegenen ab-
geschlossenen Intervall, das & nicht enthilt; ferner gebe es eine Um-
gebung von &, wo 4" (x) existiert und beschrankt ist. Endlich sei #'(£) > 0.

3. @(x) sei stetig fiir x =¢&, (&) + 0.

Unter « und g reelle Konstanten verstanden, gilt dann fiir #— 4 o0
die folgende asymptotische Formel:

oclogn 14

g+250 L

PE) s . panie-
) [f(x "dxg\)-../ LeBR(E) e pa b (5)-1, gnh(§)
/qn( ez
214. Es sei & die einzige reelle Wurzel der transzendenten Glei-

chung e'*$&=1. Unter & und f reelle Konstanten verstanden, ist
flir n - 400
En+toalogn+p

1
;/e’x"dan“B,

wobel ‘
A+E 1 &
, B=— ,
3 2 Y221+ 5
215. Es sei » ungerade und —x, bezeichne die einzige reelle
Waurzel der Gleichung

x x2 x"
1+ﬂ+5!’+'“+h’!1=0 [V14].
Dann ist fiir # —> o0
=én+alogn+ f+o(1),

wobei & die einzige reelle Wurzel der transzendenten Gleichung
el +5 & =1 bezeichnet und die Konstanten « und f gegeben sind durch

:1_5_, ﬁ~_l (Vﬁﬂ)

21+¢ 1+¢ &
216. Die Funktion g(x) sei monoton wachsend fiir positives », und
es sei
limg(x) = + o0, lim g(—x)=0.
T> + 00 . z>400 X
Wir setzen
1 oo
= [g-%+9(®)
@ = IO gt dx .
0

Po6lya-Szego, Aufgaben und Lehrsitze L. 6
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Wenn es eine positive Zahl y gibt derart, daB
lim &%)

s> +o0 (%)
existiert und fiir 1 —y =< o <1 + y eine stetige Funktion von « darstellt,
dann ist
lim 108% _

=1.
n> +c0 &(7)

Die in 201 enthaltene Methode zur Auswertung der ,,Funktionen
groBer Zahlen* 148t sich etwa folgendermafen verallgemeinern: Hat
man ein Integral von der Form

(o) - o) = [ pla) e+ hin i

auszuwerten und erreichen die im Intervalle a <<x <b positiven
Funktionen 5,(%), hy(%), . . ., hy(%), ... an derselben inneren Stelle & des
Intervalles ihr Maximum, so ersetzt man naherungsweise

P (%) =hy(€)+ 31 (8) (¥ —£&)* -+ - - durch £,(€)+3 4/ (8)(x—§)% v=1,2,..,m

und das auszuwertende Integral durch

had 5 _ 5 p
j (E)ehl(S)+h2($)+---+hn<,) 2tdt.
— oo

Hierin ist ¢(£) + 0 angenommen, ferner A, (&)= 0,4)(&)<0 als
Bedingung des Maximums an der Stelle & und — A{(§) — 4 (&)
— -+« — k(&) =s. Die Methode 148t sich in vielen Fallen rechtfertigen,
mannigfach erweitern und verfeinern.

217.

n!22ncosﬂ
A% =2x.

nliTofl(Znew—— 1)(2ne? —2)2ne? —3)... (20" — n)|

-7

[Man setze & — i‘; und beachte 59,115.]
n

218. Die Funktion
Vrx —1)(x—2)...(x —n)a~?,

wo a>1, hat im Intervalle (n, + o0) ein bestimmtes Maximum M,,.

Es ist
M, 1 1
Tla—1)""?
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219. Die Funktion
x(x%2 —12)(x2 — 2% ... (* — n¥a"?,

wobei a > 1, hat im Intervalle (#, 4 oo) ein bestimmtes Maximum M,.
Es ist

I 2n+1
M, 1 (2}61 > [17]

72" 27 \a—1

220. Man setze Jx = Qo() ,

% % ¥ »
V;<1_T><1__E>...<1_.;):Qn(x), n=1,23,....
Die Funktionenfolge

Qiwa - Qe ..., Oux)ae "

bleibt fiir x > 0 gleichmiBig beschrinkt, falls =2, und bleibt nicht
gleichmiBig beschrinkt, falls 0 < @ < 2 ist.
221. Man setze x = Py(x),

Die Funktionenfolge

P(x)a=% Pyx)a=® ..., Pux)a”?
bleibt fiir x> 0 gleichmiBig beschrankt, falls a=3+ V§, und bleibt
nicht gleichmiBig beschrinkt, falls 0 < a <3 + 8 ist.

299, Es sei 2 >0,0< u <1 und M,, das Maximum von ¢~ @+22“) 4"
im Intervalle (0, -+ o). Es ist

no b
lim (M") — o,

n>oo\ 7!

6*



Dritter Abschnitt.

Funktionen einer komplexen
Verdnderlichen.

Allgemeiner Teil.

I. Kapitel.
Komplexe Zahlen und Zahlenfolgen.

Die komplexe Variable z sei in der Form
z=x+iy=ré?¥ (x, 9, r, O reell, =0, ¥ mod. 27 genommen)
geschrieben. Dann hei3t

x¥ = Rz der Realteil von z, y = 2z der Imaginirteil von z,

7 =|z| der absolute Betrag von z, # = arcz der Arcus von z.
Die Zahl z = x — iy = re~*? heilt konjugiert zu z.

1. z 4 z ist reell, z — z ist rein imaginir, zz ist reell und nicht
negativ.

2. Welche Teile der z-Ebene sind durch die folgenden Bedingungen
gekennzeichnet:

Re>0;, Rz=0, a<Jz<b; a=arcz=p; Rz=0;

|z—2|=R; |2—2|<R; |z--2|=R; R=|z|=FR; 8%%:

> X~

(a,0, &, B, R, R'reell, 2o komplex, a << b, a <f<a+27 0<R<R):
3. Welche Teile der z-Ebene sind durch die Bedingungen
|z—a|+|z—0bl=k |z—a|+|z—b|=k k>0

gekennzeichnet?
4. Welches Gebiet der z-Ebene wird durch die Bedingung

|22+ az+b| <R

gekennzeichnet? Fiir welche Werte von R ist dieses Gebiet zusammen-
hingend und fiir welche nicht?
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5. Essei |a|<1. Die Gesamtheit der Punkte der vollen z-Ebene
zerfillt in drei Kategorien, je nachdem der Betrag des Ausdruckes

Z2—a

1—az

<1, =1 oder >1 ausfillt. Wo liegen die dreierlei Punkte?
6. Es sei fta > 0. Die Gesamtheit der Punkte der vollen z-Ebene
zerfillt in drei Kategorien, je nachdem der Betrag des Ausdruckes

a-z
a2z
<1,=1 oder >1 ausfillt. Wo liegen die dreierlei Punkte?

7. Es seien «, f reell, a komplex, «, f, a fest. Die komplexen
Verdnderlichen 2z, und z, seien durch die Beziehung verbunden:

X212 A% 3+ azy2y + f2y25=0.

Ist a f —aa <0, so erfilllen die Werte % eine Kreislinie, ev. eine
2

Gerade. (Die linke Seite der Gleichung heifit eine Hermitesche Form

der Verdnderlichen 2z, und z,.)

8. Es seien 4 und b positive Konstanten, die reelle Variable ¢ soll
die Zeit bedeuten. Welche Kurven werden beschrieben von den drei
Punkten

z=1ta-t+at, z=-—1ibe ", z=tia-tat—tbe ?

9. Welche Bewegung fithrt der Punkt

s,
2= (a-0b)eit—bhe ?
aus? a,b sind positive Konstanten, ¢ ist die Zeit.

10. Der Radiusvektor » und der Arcus ¢ seien Funktionen der
Zeit t. Die komplexe Funktion z =r¢"? der reellen Verdnderlichen ¢
stellt die ebene Bewegung eines Punktes dar. Man berechne die Kom-
ponenten der Geschwindigkeit und Beschleunigung parallel und senk-
recht zum Radiusvektor. [Man differentiiere z zweimal nach ¢.]

11. Fiir welche Werte von z ist das nt¢ Glied % von

22

b4 2"
1+ﬂ+a+”'+ﬂ!’+"'

(der Exponentialreihe im Komplexen) absolut grofer als irgendein
anderes Glied? #=0,1,2,....
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12. Fiir welche Werte von z ist das »#%* Glied von

(z—-1)  z2z—1)(—2)
17z T 1-2-3

pRmh oty S

n=0

r4 Z
14+

(der Binomialreihe (1 - #)* fiir £ =1 und komplexes z) absolut groBer
als irgendein anderes Glied derselben Reihe? #=0,1,2,....
13. Man setze

pr = P =t ) (- 5 =5 (-5

n=1,2,3,.... |
Fiir welche Werte von z ist | P,(2)| groBer als | Py(2) |, | Py(2)], ...,
| Pyoy(2) ], | Ppia(®) |, ...2 (P,,(z) ist das m'® Partialprodukt in der
Produktentwicklung von s1nnz.>

14, Die reellen Funktionen /() und ¢(f) seien im Intervall
a=t="0 definiert, f({) positiv und stetig, ¢(f) eigentlich integrabel.
Dann ist

lfbf(t) e’“*"“’dt]g/bf(t)dz.

Das Gleichheitszeichen gilt hier dann und nur dann, wenn die
Funktion ¢(f) an ihren simtlichen Stetigkeitsstellen mod. 2z den-

selben Wert annimmt.
15. Die reelle Funktion ¢(f) sei fiir £==0 definiert und in jedem
endlichen Intervall eigentlich integrabel. Setzt man

oo fe o)
fe*“”‘*"“”dt:P, /6—2(t+w(t))d,;=Q,
0 0

dann gilt die Ungleichung
[4P?—2Q|=3,

und zwar dann und nur dann mit dem Gleichheitszeichen, wenn die
Funktion ¢(f) an ihren simtlichen Stetigkeitsstellen mod. 2z denselben
Wert annimmt.
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Wir betrachten Polynome n*® Grades
PR)=ay"+ a2 1t a2t a2+ a,
mit beliebigen komplexen Koeffizienten; hiufig wird ay+ 0 voraus-
gesetzt. Die komplexe Zahl z, heiBt eine Nullstelle dieses Polynoms, wenn
agZy + a % P ayzy P G 2+ 2, =0
ist. (2, ist Wurzel der algebraischen Gleichung P(z) =0.) Sind
23, %, ..., 2, die n Nullstellen des Polynoms P(z), so ist
P2) =ag(z—2) (2 — 25) ... (2 — z,),

wie in der Algebra bewiesen wird.

16. Ein Polynom von der Form

=g = P2t e — Py 12— Pn,

WO $1=0, p=0,...,P,=0, py+ po+ -+ +$, >0 ist, hat eine
einzige positive Nullstelle. '

17. Ist 2z, eine beliebige Nullstelle des Polynoms

a2ttt a4 a,,

so ist |z, | nicht gréBer als die einzige positive Nullstelle £ des Poly-
noms z" — |ay | 2" 1 —|ay| 2" "2 — - —la,].

18. Es sei a4, + 0. Die Nullstellen des Polynoms

P)=2"+a2" 1+ a2t - ta,

sind dem Betrage nach nicht kleiner als die einzige positive Nullstelle
des Polynoms 2 + |a, | 2" 1+ |ay |2 2+ -+ + [y |2 — | @]

19. Simtliche Nullstellen des Polynoms z* + ¢ liegen aur der

1

Kreislinie um z = 0 mit dem Radius |c|".
20. Es seien dy, d,, ..., 4,1, 4, positive Zahlen, und es sei

dn=|ay|dp s+ |ay|dno+ -+ |a,]dy.
Die Nullstellen des Polynoms
2 a a2 a,

sind dem absoluten Werte nach nicht groBer als die groBte der Zahlen

N VTN T PN VL
dn—l, dn—Z’ Vdn—a,.“,]/do.
21. Die Wurzeln der Gleichung
a2t ta it 4a, =0
sind dem absoluten Werte nach nicht groBer als die grofite der Zahlen

3 [y
nlay|, Vulasl, Vnlas), ..., Vnla,|;
sie sind auch nicht gréBer als die groBte der Zahlen
e —
"1
2 lag |, k=1,2,%...,n.

G
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22, Es sei
Po>b1>p2> - > P >0.
Keine Nullstelle des Polyrioms
bo+ P12+ P+ oo+ pud”
kann im Einheitskreise |z| =1 liegen.
23. Sind sidmtliche Koeffizienten ¢, ¢y, ..., p» des Polynoms

2T o S A e o ST R ol 28
positiv, so liegen die Nullstellen desselben im Kreisring & =|z|=p,
wo « den kleinsten, § den groBten der Werte

b P2 P Pn

bo' bty T Paa

bedeutet.
24. Es seien a,, a,, a,, ..., a,, #n=1, die Ziffern einer (# - 1)-ziff-

rigen Zahl
@y + @10 + 2,102 + --- 4 a,10".
Dann liegen die Nullstellen des Polynoms
ag+ a2+ ay22 - 4 a, 2
entweder im Innern der linken Halbebene oder im Kreise
1+137
2 ,
Die wahre Grenze, die an Stelle dieser letzten Zahl treten kann, liegt

zwischen 3 und 4.
25. Samtliche Nullstellen des Polynoms

PR)=ay2"+ 02" 1+ - a2+ a,
mogen in der oberen Halbebene Sz > 0 liegen. Es sei

|2} <

ay="0,+18,, &, f, reell, »=0,1,2,...,%,
und
Uz) = 0g2" + x 2" 1 b oo 0y 12+ 0y,
V(z) = o2 + pr2"* + -+ + Pu-12+ fu-
Dann haben U(z) und V(z) nur reelle Nullstellen.

26. Es sei P(z) = 0 eine algebraische Gleichung »'® Grades, deren
Waurzeln simtlich im Einheitskreise |z | <C 1 liegen. P(z) entstehe aus
P(z), indem man sidmtliche Koeffizienten durch ihre konjugierten
Werte ersetzt; es sei P¥(z) = z* P(z~1) gesetzt. Dann liegen die Wurzeln
von P(z) + P*(z) = 0 simtlich auf dem Einheitskreise |z|=1.

27. Ein Polynom »'® Grades, # =2, nehme fir z=a und z=15
die Werte « bzw. § an, und zwar sei a + b, & + f. Dann nimmt es jeden
Wert y, der auf der Verbindungsstrecke von & und § liegt, mindestens
einmal im Innern oder am Rande desjenigen Kreisbogenzweiecks an,

von dessen Punkten aus die Strecke 4 b unter dem Winkel g erscheint.
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28. Wenn alle die komplexen Zahlen 2,,2,,...,2, (d. h. die sie
darstellenden Punkte) auf derselben Seite einer durch den Punkt 0
gehenden Geraden liegen, so ist

1 1 1
Gzt b mE 0, o 40,
2 2y 2y,

29. Es seien 2y, z, ..., 2, beliebige komplexe Zahlen mit der Summe 0.
Jede durch den Nullpunkt gehende Gerade g trennt dann die Zahlen
2,2, ..., 2%, d.h. auf beiden Seiten von g liegen gewisse dieser Zahlen,
es sei denn, dafl sdmtliche auf g selbst liegen.

30. Esseien z, 2, ..., 2, beliebige Punkte in der komplexen Zahlen-
ebene, m, >0, my >0, ..., My, > 0, m, +my + --- +m, =1 und es sei

Z=My 2+ M2y + - My 2,

Jede Gerade durch den Punkt z trennt dann die Punkte z,,z,, ..., z,,
es sei denn, daf sie alle auf der betreffenden Geraden liegen.

FafBt man die in 30 betrachteten Zahlen m,,m,, ..., m, als in
2y, %, ..., 2, angebrachte Massen auf, so ist der dort definierte
Punkt z der Schwerpunkt dieser ,,Massenbelegung“. Bildet man simt-
liche derartigen Massenbelegungen in den fest gedachten Punkten
21,29, ..., 2y, so fillen die entsprechenden Schwerpunkte das Innere
eines konvexen Polygons aus, des kleinsten, das die Punkte z,, z,, .. ., z,
enthdlt. Der einzige Ausnahmefall ist, wenn die Punkte 2, z,, ..., 2,
auf einer Geraden liegen. Die Schwerpunkte fiilllen dann das ganze
Innere der kleinsten, die gegebenen Punkte enthaltenden Strecke aus.

31. AuBerhalb des kleinsten konvexen Polygons, das simtliche in
der komplexen Ebene dargestellten Nullstellen des Polynoms P(z) ein-
schlieft, kann P’(z) keine Nullstellen haben. Diejenigen Nullstellen
von P’(z), die nicht zugleich Nullstellen von P(z) sind, liegen im Innern
des kleinsten konvexen Polygons (bzw. der kleinsten Strecke), welches
die Nullstellen von P(z) enthilt.

32. Es seien 2y, 2, ..., 2, beliebige voneinander verschiedene kom-
plexe Zahlen, und man betrachte simtliche Polynome P(z), die nur in
den Punkten 2, 2,, ..., 2, (von beliebiger Ordnung) verschwinden. Die
Menge der Nullstellen aller P’(z) liegt iiberall dicht in dem kleinsten
konvexen Polygon, das 2, %, ..., 2, enthilt.

33. Ist P(z) ein Polynom, so liegen die Nullstellen von ¢ P’(z) — P(z),
¢ + 0, im kleinsten konvexen Polygon, das die Halbstrahlen, die von
den Nullstellen von P(z) aus parallel zu dem Vektor ¢ gezogen sind,
enthilt. Am Rande dieses Bereiches kann eine Nullstelle von
¢P’'(z) — P(2) nur in einem der beiden folgenden Fille liegen: a) sie ist
zugleich eine Nullstelle von P(z), b) der betrachtete Bereich reduziert
sich auf einen Halbstrahl
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34. Es seien gy, 05, ..., 0, Positive, a;, 4y, ..., a, beliebige kom-
plexe Zahlen und die Polynome A(z) und B(z) bzw. p'® und
(p—1)t Grades durch die Gleichung

Blz) _ & 22 o
AR)  z2—ay z—a2+“' +z—ap

definiert. Ist P(2) ein Polynom, fiir welches A(z) P”(2) + 2B(2) P'(2)
durch P(2) teilbar ist, d. h. '

A(2) P"(2) + 2 B(?) P'(2) = C(2) P(2),

C(z) ein Polynom, so liegen die Nullstellen von P(z) im kleinsten kon-
vexen Polygon, das die Zahlen a,, a,, ..., a, umschlieBt.

35. Wenn ein Polynom f(z) mit lauter reellen Koeffizienten nur
reelle Nullstellen besitzt, so gilt dasselbe auch fiir seine Derivierte f/(z).
Hat f(z) imaginire Nullstellen, so sind dieselben paarweise spiegelbild-
lich zur reellen Achse gelegen, d. h. konjugiert. Man bedecke nun
die Verbindungsstrecke von jedem konjugierten Nullstellenpaar durch
eine Kreisscheibe, die die Verbindungsstrecke zum Durchmesser hat;
wenn f'(z) imaginire Nullstellen hat, so liegen diese innerhalb der

konstruierten Kreisscheiben. | Man betrachte den Imaginirteil von ];7(%
36. Liegen die Zahlen 2, 2,, 2,, ..., 2,, ... sdmtlich in dem Winkel-

raum — x =arc=ou, cx<5,so sind dieReihen z; + 2, + 23+ - - 42,4+ - -

und |z |+ |2 |+ 2|+ -+ + |2, + --- entweder beide konvergent
oder beide divergent.

37. Die Zahlen 2, 2,,2%;, ...,2,, ... sollen simtlich in der Halb-
ebene NRz2=0 liegen. Konvergieren die beiden Reihen

atntat ot at o, AFEFA+ b2 4

so ist auch |z |2+ |2 P+ |22+ --- + |2, 2+ --- konvergent.
38. Es gibt solche komplexen Zahlenfolgen z,, 2,, 2;, ..., z,, ...
daB simtliche Reihen

At dtd At k=1,23,...

konvergieren und sidmtliche folgenden

il + ot lalft e, B=1,23,
divergieren.

39. Es seien 2, 2,, 23, ..., 2, ... beliebige komplexe Zahlen.
Existiert eine positive Distanz & derart, daB |z — z |=9, falls I <&,
l,k=1,2,3, ..., so ist der Konvergenzexponent der Betrige
|z ], 2], | 23], ..., |2s ], ... hochstens 2. [I 114.]
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40. Die Hiaufungswerte der komplexen Zahlen
1ia+2’£a_{,_ 31a+ _]_nioc

n

,oreelb n=1,2,3, ...,

filllen die Peripherie des Kreises aus, dessen Mittelpunkt der Nullpunkt
und dessen Radius (1 4 «2)-% ist. [Der fragliche Ausdruck steht in
einfacher Beziehung zu einer Rechtecksumme.]

41. Wo liegen die Haufungswerte der komplexen Zahlenfolge
2y, Zay 85y oavy Zny .., WEND

e o o)) )

42, Man setze

1 ) 1

7 V2 12
und verbinde die Punkte 2,.; und z, durch ein Geradenstiick,
n=2,3,4,.... Diese Geradenstiicke haben alle die gleiche Lange 1,

und der Streckenzug, den sie aneinandergereiht bilden, nihert sich in
seinem Verlauf immer mehr und mehr der Form einer Archimedischen

ist?

Spirale; d. h. wenn z, =17,¢é%, 7, >0, O<<pn—<pn_1<;~z, dann ist

. Vp — Vpe 1 .. 7 1

lim 227 =" Jim 2% =_.

n>o0 Pn — Pn—1 2 o Pn 2 o
3

43. Es sei ¢ eine feste reelle Zahl. Es ist, 2 = 2nelm gesetzt,

/

lim |/ 2 2]
n>oo bl W2lz—1)(2—2)... (z—mn)
[11 59; IT 10, leicht modifiziert.]

=t

Aus einer beliebigen unendlichen Folge 2,2, 25, ..., 2,, ... kon-
struieren wir mittels des dreieckigen Zahlenschemas

aOOy
10, 211,
As0, 21, QAgg,

die neue Zahlenfolge w,, w;, w,, ..., Wy, ..., WO

Wy = Apolp + G134 F Cnole -+ - + Apn2,, #=0,1,2,...
ist. Dieses Zahlenschema heit konvergenzerhaltend, wenn es jede
konvergente Folge zy, 2, 2, ..., %, ... wieder in eine konvergente
Folge wy, wy, W,, ..., @,, ... Uberfihrt. (Vgl. I, Kap. 2.) Hierzu ist
notwendig und hinreichend, daB folgende Bedingungen erfiillt sind:
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1. Fir jedes feste » existiert

lim a,,=a,;
n-—>oo
2. setzt man

n n
Z“nvzqm Z]anvlzzn»
v=0 v=0

so ist die Folge oy, 6;, 0y, ..., O, ... konvergent und die Folge
Co» &1y Loy ovvy Gy ... beschrankt. [O. Toeplitz, Prace mat.-fiz. Bd. 22,
S. 113—119, 1911; H. Steinhaus, ebenda, S. 121—134; T. Kojima,
Toéhoku Math. J. Bd. 12, S. 201—326, 1917; I. Schur, J. fiir Math.
Bd. 151, S. 79—111, 1921.]

44, Man beweise die leichtere Hilfte des eben genannten Satzes:
Sind die Bedingungen 1. 2. erfiillt, so ist das Zahlenschema konver-
genzerhaltend. [I 66, I 80.]

45. Wie muB die Reihe uy + %, + 45 + - -+ + #, + --- beschaffen
sein, damit sie mit jeder konvergenten Reihe vy—+v; +vy+4 -+ 0,4 -+
auf die Cauchysche Weise multipliziert [I 34, II 23, VIII, Kap.1, §5],
eine konvergente Reihe

g Vo + (g vy + yv0) + (Vg + 140y + %pvg) + -+
+ (o vy + Uy Vg - Uy 0y U V)

erzeugt?
46. Wie muB die Reihe #; + %, + -+ + u, + --- beschaffen sein,
damit sie mit jeder konvergenten Reihe v; + vy 4 --- 49, + --- auf

die Dirichletsche Weise multipliziert (VIII, Kap. 1, §5) eine konver-
gente Reihe

Uy vy + (g 0y + % 0;) + (g 05 + Uzvy) + -+ ; UgVy + -+
tin ?
erzeugt?

47. Die Faktorenfolge
Yos V15 Ver --es Vns e
besitzt dann und nur dann die Eigenschaft, jede konvergente Reihe
ag+a;+ay+ --- 4+ a,+ --- in eine ebensolche
Yodo F V11 + Valyt o A ynty+ -
iiberzufithren, wenn die Reihe
‘70—71|+[71—?’21+ +’7n_3’n+1f+

konvergent ist.

48, Folgender Satz: ,,Aus der Existenz von

Lm (ug+u, + -+« +u,_y +cu,) =o
n-—>» oo
folgt die Existenz von

hm (“0+u1+"' +u”_1+un):arf

n—>» 0o

ist 7ichtig fir c=0 und fir Re>3, falsch fir Re=<1, c+o0.
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49. Es seien ug, u;, 4y, ..., %y, ... beliebige komplexe Zahlen. Fiir
welche Werte von ¢ kann man aus der Existenz von
o+ g + - - +%n>
n—+1

lim (un +c

n > oo

die Existenz von lim #, schlieBen?
n—>» 00

50. Ist die Dirichletsche Reihe
A a2 @3 an
konvergent fiir s =0 +¢7, 0, 7 reell, 6 >0, so ist

Iim (1 =) (it + ayt®? + azt® - -+ - a,* 4 ---)=0. [192.]

t>1-0

51. Eine Reihe mit komplexen Gliedern, von der jede Teilreihe
konvergiert, muB absolut konvergent sein. [I 125.]

52, Divergiert |2, |+ |2 |+ 2| + -+, so existiert mindestens eine
Verdichtungsrichtung o, derart, daB die Betrdge derjenigen Glieder
der Reihe 2z, 42, + 23 ---, die in den Winkelraum o« — &< arcz
< o -+ ¢ fallen, bei jeder Wahl von ¢>0 eine divergente Reihe
bilden.

53. Wenn lim z,=0 und die Richtung der positiven reellen
n—>» oo

Achse Verdichtungsrichtung der nicht absolut konvergenten Reihe
4+ 2+ 234 --- ist, so laBt sich eine Teilreihe 2z, + 2,4+ 2z, + ---
herausgreifen, deren Realteil gegen + oo divergiert und deren Imagindr-
teil konvergiert.

54. Wenn z, - 2, + 23+ - - - konvergiert und |z, |+ |2, |+ |25+ - - -
divergiert, so kann man durch passende Umordnung jeden Wert als
Reihensumme erzielen, der durch einen Punkt einer gewissen Geraden
in der komplexen Ebene dargestellt wird. [Verschiebungen zweier kom-
plementdrer Teilreihen relativ zueinander; 52, 53, 1 133, I 134.]

2. Kapitel,
Abbildungen und Vektorfelder.

Wenn jedem Wert von z innerhalb eines gewissen Bereiches %
der z-Ebene nach einem bestimmten Gesetze ein komplexer Zahlen-
wert w zugeordnet ist, so heiit w eine Funktion von z. Es sind zwei
geometrische Darstellungen des funktionalen Zusammenhanges besonders
niitzlich. Die eine benutzt eine Ebene, die andere zwei Ebenen. Man
kann sich den, dem Punkt z zugeordneten Wert w (oder wenn zweck-
mafiger, w) als Vektor, der in dem Punkt z wirkt, vorstellen; auf diese
Weise wird in dem Bereiche B ein Vekiorfeld definiert. In einer
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anderen Darstellung faBt man den Wert w, welcher dem in der z-Ebene
gelegenen Punkt z zugeordnet ist, als Punkt einer anderen komplexen
Zahlenebene (w-Ebene) auf; auf diese Weise wird eine Abbildung
des Bereiches B auf gewisse Punkte der w-Ebene definiert.

Es seien %= u(x,y) und v =uv(x,y) zwei reelle Funktionen der
beiden reellen Verinderlichen ¥ und y. Dann ist w =u# -+ tv eine
Funktion der komplexen Verdnderlichen z=x 4 ¢y. Die Funktion
w=u-+14v von z =x 4 1y heit in einem Gebiete analytisch, wenn u
und v nebst den ersten partiellen Differentialquotienten stetig sind und
den Cauchy- Riemannschen Differentialgleichungen

du v du  dv
ox 0y’ 0y  0x
geniigen. ZusammengefaBt lauten diese
dw

(u—}—n) 18 (u—}—w) P

55. Sind die Funktionen
z, 2, |z, z
analytisch ? _
56. Man suche diejenige analytische Funktion von z = x 4- ¢y, die
fiir 2 =0 verschwindet und deren Realteil

_ x(1 4 22 -+ 9?)
1 4222 — 292 4 (% + 9?)2
57. Es seien a und b feste reelle Zahlen, a << b, z ein in der Halb-
ebene {z > 0 variabler Punkt und w der variable Winkel, unter dem
die auf der reellen Achse liegende Strecke a ==z=10 von z aus gesehen
wird. Man finde, wenn moglich, eine analytische Funktion f(z), von
der w der reelle Teil ist.
58. Man zeige, daB fiir jede analytische Funktion f(z) = f(x 4 7v)
02 02
(St )1 i =4t v

ox?

ist.

59. Essei f(2) eine analytische Funktion von z=«x + ¢y. Dann ist
_AlfetiyP

h 2y
5+ g osta e+ in A+ e+ i)

Die Cauchy - Riemannschen Differentialgleichungen bedeuten be-
kanntlich, daB eine analytische Funktion eine konmforme Abbildung
der z-Ebene auf die w-Ebene vermittelt. (Erhaltung der Winkel samt
Drehungssinn.)

Die Bedeutung der Cawuchy-Riemannschen Differentialgleichungen
fiir das Vektorfeld wird spiter zur Sprache kommen. Vgl. §3.
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60. Wir denken uns im Raum ein rechtwinkliges Koordinaten-
system &, 7, {. Ein beliebiger Punkt (£, %, {) der Kugel & + 9 + (2 =1
(Einheitskugel) sei vom Punkt (0, 0, 1) aus (Nordpol der Kugel) auf die
Ebene { = 0 (Aquatorialebene) projiziert. Die Projektion sei (x, Y, 0).
Man driicke x 4 ¢y durch &, 7, und &, #, { durch x und y aus. (Stereo-
graphische Projektion.)

61. (Fortsetzung.) Dem Punkt P der Ebene { =0 soll durch
stereographische Projektion der Punkt P’ an der Oberfliche der Ein-
heitskugel entsprechen. Durch eine halbe Umdrehung (Drehwinkel 7)
der Einheitskugel um die £-Achse gelangt P’ in P”; P” wird durch
stereographische Projektion in den Punkt P der &, #-Ebene iiber-
tragen. Die Koordinaten von P seien %, v, 0, die von P seien u, v, 0.
Man driicke % 4 50 durch % + iy aus.

Wir fithren auf der Einheitskugel die geographischen Koordinaten
@ und 6 (Breite und Linge) ein, wobei

Es ist bekanntlich
E=cospcosh, 7 =-cospsinf, {=sing.

Wir betrachten den Kreiszylinder, der die Einheitskugel &% 4 72 4 (2=1
lings des Aquators (GroBkreis in der Ebene (= 0) berithrt. Man
denke sich auf dem Kreiszylinder ein Koordinatensystem (u,v) einge-
fithrt, das nach Abwicklung des Zylinders in ein kartesisches iibergeht.
Der Punkt # = 0,v = 0 moge in (1,0, 0) liegen. Die positive #-Achse
ist eine nach oben gerichtete Erzeugende, die v-Achse fallt vor der Ab-
wicklung des Zylinders mit dem Aquator zusammen. Die Werte von v
variieren auf dem Zylinder, in demselben Richtungssinn wie 6, von —zn
bis z. Die so erhaltenen Punkte der «, v-Ebene erfiillen einen Parallel-
streifen von der Breite 27, dessen Mittellinie die #-Achse ist.

Bei der Mercatorschen Projektion wird die Einheitskugel auf
den u, v-Zylinder (nach Abwicklung Parallelstreifen) eineindeutig und
konform abgebildet. Dem Punkt auf der Kugel mit den geographischen
Koordinaten ¢, 6 entspricht hierbei an dem Zylinder der Punkt

u:logtg(%-}-%), v=~0.

62. Welche Linien entsprechen den Meridianen und Parallelkreisen
der Einheitskugel auf dem Zylinder bei der Mercatorschen Projektion?
Welche auf der Ebene bei der stereographischen Projektion?

63. (Fortsetzung.) Ein Punkt der Einheitskugel soll einerseits
durch stereographische Projektion dem Punkt (x,y,0) der Ebene und
andererseits durch Mercatorsche Projektion dem Punkt (u,v) des
Zylinders entsprechen. Man driicke x - ¢y durch » 470 aus.
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64. Es sei 2 = ¢®. Welche Kurven der z-Ebene entsprechen den
aufeinander senkrechten Geraden Rw = konst., Jw =konst. der w-Ebene?

65. Auf welchen Kurven der z-Ebene ist der Realteil von 22
konstant? Auf welchen der Imaginirteil? Die beiden Kurvenscharen
bilden ein Orthogonalsystem; warum?

66. Welche Kurven der z-Ebene entsprechen bei der Abbildung

W == ]/z~ den Geraden Rw = konst.? Welche den Geraden §w = konst.
der w-Ebene? [Es ist 2 = w?.]

67. Die Abbildung w = cosz fithrt die Geraden Rz == konst. der
z-Ebene in Ellipsen, die Geraden § z = konst. der z-Ebene in Hyperbeln
der w-Ebene iiber.

68. Man stelle die Gleichungen der Kurven der x,y-Ebene auf,
die bei der Abbildung

2=w-te z=x-+1y, w=u-+1v
den Kurven » = konst. bzw. v = konst. entsprechen. Was entspricht
den Geraden v =0,v = n?

69. Man berechne den Fliacheninhalt des Bereiches, der bei der
Abbildung w = ¢* dem Quadrat

a—e=x=a-te —e=y=c¢

entspricht; a reell, ¢ positiv und < @, z=x 4 ¢y. Man berechne das
Verhiltnis der Flacheninhalte der beiden Bereiche und den Grenz-
wert desselben, wenn ¢ gegen Null konvergiert.

Unter linearem Vergriferungsverhiltnis der Abbildung w = f(z) in
einem Punkte z, wo f(z) reguldr ist, versteht man das Verhiltnis des
Linienelementes in dem Punkt w = f(z) der w-Ebene zu dem im
Punkte z der z-Ebene. Dieses Verhaltnis ist gleich |/'(z)|. Unter flichen-
haftem VergréBerungsverhilinis versteht man das analoge Verhiltnis der
Flichenelemente. Es ist gleich |f’(2)[?. Einem Kurvenstiick L in der
z-Ebene entspricht somit in der w-Ebene ein Bild, dessen Linge durch

J1'(2)] |dz]
L

gegebeh ist. Einem Flichenstiick FF der z = x + iy-Ebene entspricht
ein Flidchenstiick der w-Ebene, dessen Inhalt gleich

[[1f' @ dxdy

o
ist. '
Die Anderung der Richtung des Linienelementes bei der Abbil-
dung w = f(z) ist gleich arcf’(z). Sie heiBt die Drehung im Punkte z
und ist bis auf ein Vielfaches von 2z in jedem Punkt, wo f'(2) = 0 ist,
bestimmt. Man nimmt gewdhnlich diejenige Bestimmung, fiir die
—a < arcf'(2) = ist.
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70. Durch die Abbildung w = cosz, 2 = x + ¢y werden die Punkte
eines Rechtecks

T
0<x1§x§x2<§, 0<y =y=Y,

eineindeutig und konform auf einen Bereich bezogen, dessen Begren-
zungen Stiicke von konfokalen Ellipsen bzw. Hyperbeln sind [67].
Man berechne den Flicheninhalt dieses Bereiches.

71. Wo liegen die Punkte von gleichem linearen VergréBerungs-
verhiltnis bei der Abbildung w =22? Wo die Punkte von gleicher
Drehung?

72. Es sei a ein wachsender positiver Parameter. Man stelle die-
jenigen Gebiete her, in welche die Quadrate

—a<x<a, —a<<y<a

bei der Abbildung w =¢?, z=x -+ ¢y libergehen. Biszu welchem Werte
von a sind diese Gebiete bloB einfach iiberdeckt? Fiir welchen Wert
von a ist das Bild genau #-mal iiberdeckt?

73. Man betrachte das Bild der Kreisscheibe [z| <7 bei der Ab-
bildung w =e¢*. Man denke sich 7 stetig wachsend. Auf dem Halb-
strahl arcw = &« befindet sich ein Punkt, der in jedem Moment des
Anschwellens der Kreisscheibe durch deren Bild mindestens ebensooft
iiberdeckt ist wie irgendein anderer Punkt des Halbstrahls. Wo liegt
dieser Punkt?

Die regulidre Funktion w = f(z) heiBt schlicht (verschiedenwertig)
in einem Gebiet &, wenn sie dort jeden Wert, den sie annimmt, nur
einmal annimmt. Die Funktion 22 ist z. B. schlicht in der oberen Halb-
ebene §z >0, die Funktion 'z ist schlicht in der lings der positiven
reellen Achse aufgeschlitzten z-Ebene, die Funktion ¢ ist schlicht im
Parallelstreifen —s << § 2=, jedoch in keinem breiteren Parallelstreifen
[72] usw. Eine schlichte Funktion w = f(2) stellt eine eineindeutige
konforme Beziehung zwischen dem Gebiet & und einem Gebiet § der
w-Ebene her. Hierbei ist es hdufig zweckmiBig, den unendlich fernen
Punkt, der doch nach stereographischer Ubertragung auf die Kugel
auch geometrisch nicht ausgezeichnet ist, als einen gewshnlichen Punkt
anzusehen. Ist f(z) schlicht in dem Gebiete ®, so ist die Ableitung f'(2)
iiberall in ¢ von Null verschieden. Die Umkehrung ist nicht richtig [72].

74. Die Funktion w =224 2z} 3 ist schlicht in der offenen
Kreisscheibe |z| < 1.

75. Die Funktion w = 2% ist schlicht in der oberen Halbebene
%z > 0 und bildet diese auf die lings der nichtnegativen reellen Achse
aufgeschlitzte w-Ebene ab.

Pélya-Szegd, Aufgaben und Lehrsitze I. 7
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76. Es sei areell,|a| <1. Die Funktion
z2—a
1—az
bildet den Einheitskreis |z|=1 auf sich selbst schlicht ab. [5.] Wo
liegen die Punkte von konstantem VergroBerungsverhéltnis?
77. Wenn K irgendein im Innern des Einheitskreises gelegener
Kreis ist, dann gibt es eine Abbildung des Einheitskreises auf sich
selbst von der Form

W = ¢t*

w = et* u

1 —_
die den Kreis K in einen zum Einheitskreise konzentrischen iiberfiihrt.
78. Man bilde die obere Halbebene Jz >0 auf den Kreis |w | <1

so ab, daBl z =1 in w = O iibergeht.

Aa—, areell, |a|<1,
az

79. Die Funktion w = % (z —{—2—) ist schlicht in der offenen Kreis-

scheibe |z|<<1 und bildet diese auf die lings der reellen Strecke
— 1 =w=1 aufgeschlitzte w-Ebene ab. Welche Kurven entsprechen
dabei den konzentrischen Kreisen |z|=7, <1, welche den von 0
ausgehenden Halbstrahlen? Wie verhdlt sich die Abbildung auf dem
Kreisrande |z|=1?

80. Man suche eine Funktion, die den Kreisring 0 <7, < |z| <7,
auf das Ringgebiet zwischen den beiden konfokalen Ellipsen

lw—2|+|wt2|=4a, |w—2]|+|w+2[=4a, 1<a,<a
der w-Ebene abbildet. [Man findet eine solche auf Grund von 79,
wenn zwischen den gegebenen Konstanten 7, 7,, a;, a, die Beziehung
q—Vi—1_a-—Jg-1
7 7y

stattfindet.]

81. Man bilde die obere Hilfte des Einheitskreises |z| <1,§z2>0
auf die obere Halbebene ab [79]. In welchen Punkten der z-Ebene ist
das lineare VergroBerungsverhdltnis = 4? In welchen Punkten ist die

die Quadratwurzeln sind positiv)

Drehung = i% ?

82. Man bilde die obere Hélfte des Einheitskreises |z | <1,z >0
auf die lings der nichtnegativen reellen Achse aufgeschlitzte w-Ebene
ab, und zwar so, daB z=0inw=0,z2=1Inw=1,2=171in w=o00
iibergeht. Wo liegt das Bild von z = —1?

83. Es sei 0=a < f<2a. Durch die Funktion

2
w = (=i z)f-=
wird der Winkelraum « < arcz << § auf die lings der nichtnegativen
reellen Achse aufgeschlitzte w-Ebene abgebildet.
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84. Es sel 0==a < <<2n. Man bilde den Kreissektor
x<arcz<f, |z|<1
auf den Einheitskreis |w| <1 ab.

Zum Studium der Vektorfelder, die durch die analytischen Funk-
tionen einer komplexen Verinderlichen bestimmt sind, benutzen wir
spezielle, von den #brigen Teilen dieses Kapitels etwas abweichende
Bezeichnungen. Die unabhingige Variable sei mit

2=x+1y=ret?
bezeichnet, x,v,7, ¢ reell, r =0. Es sei
[=12)=9¢+iv=gky) +yly)
eine analytische Funktion von z; ¢,y reell. Setzt man
af
dz
u,v reell, so ist w=u —1v wieder eine analytische Funktion, fiir

welche die Cauchy - Riemannschen Differentialgleichungen sich durch
Trennung von Reellem und Imaginirem aus

=W=u—17,

5%(%—427}):1—0«(%—1'”)

10y
zu
ou Odv Ou v
dy dx’ dx Oy
ergeben.

Wir denken un$ im Punkte z=x+ ¢y den Vektor w=u -+ iv
(nicht w!) wirkend. Man erhdlt so ein ebemes Vektorfeld. Es 148t
sich als ein Teil eines rdumlichen Vektorfeldes auffassen. Dieses
entsteht, indem man in einem Punkt des Raumes, dessen senkrechte
Projektion auf die komplexe Zahlenebene der Punkt x + ¢y ist, den
(dieser Ebene parallelen) Vektor w wirken 148t; in jedem Punkt einer
zu der z-Ebene senkrechten Geraden ist der Zustand derselbe.

Dieses Vektorfeld ist wirbelfrei: die erste Cauchy - Riemannsche
Differentialgleichung

ov Ou

0x oy
besagt, daB die Rotation verschwindet. (DaB die beiden anderen
Komponenten der Rotation = 0 sind, ist offenbar.)) Das Vektorfeld
ist ferner quellenfrei: die zweite Cauchy- Riemannsche Differential-

gleichung ou  Ov
o Ty~
besagt, daB die Divergenz verschwindet. (Das dritte in dem fiblichen
Ausdruck der Divergenz auftretende Glied ist offenbar = 0.)
7*

0
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85. Man beweise, daB

u="%, =0
ox 0y
ist. (p(x,9) ist das Potential des Vektorfeldes, die Linien ¢(x, y) = konst.

sind die Niveaulinien.) Man hat ferner

(w(x,y) ist die Stromfunktion oder das Stromungspotential, die Linien
w(x,y) = konst. heiBen die Stromlinien oder Kraftlinien je nach der
physikalischen Interpretation des Vektors w.)

86. Die Linien ¢(x, y) = konst. und y(x, y) = konst. stehen aufein-
ander senkrecht.

87. Es gilt

2 ;2
%%Z %—y% =0 (Laplacesche Gleichung).

88. Man verbinde zwei Punkte 2z =, + ¢y, und 2z, = x, + {9,
durch eine in dem Vektorfeld verlaufende Kurve L, deren Linienele-
ment d4s mit der positiven x-Achse den Winkel 7 einschlieBt. Man
beweise:

f(u cost + vsint) ds = (%, ¥5) — @(%;, v1),
I

d. h. das Linienintegral der Tangentialkomponente von w ist
= Potentialdifferenz (Arbeit).
89. Mit den Bezeichnungen von 88 gilt

/(“ sint — vcos7) ds = (%, ¥5) — w(xg, 1),

L
d. h. das Linienintegral der Normalkomponente von w ist = Anderung
der Stromfunktion (KraftfluB). (Beim Vorwirtsschreiten lings der
Kurve L weist die Normale nach rechis:

— i (cost -4 ¢sint) = sint — 7cost.)

Das durch eine analytische Funktion erzeugte Vektorfeld kann
als elektrostatisches, magnetostatisches oder Gravitationsfeld gedeutet
werden; w bedeutet dabei die Feldstirke. Das Vektorfeld kann auch
als das Feld einer stationdren elektrischen oder Warmestrémung auf-
gefa3t werden. Bei letzterer Auffassung ist der Vektor w das Gefdlle
und als solches der Stromdichte proportional. Endlich 1i8t sich das
Vektorfeld auch als das wirbelfreie stationdre Strémungsfeld einer
inkompressiblen Fliissigkeit interpretieren.
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80. Fir die kriftefreie stationdre Stromung einer inkompressiblen
Fliissigkeit von konstanter Dichte ¢ und variablem Druck p, die sich
parallel der x + ¢y-Ebene bewegt, gelten bekanntlich?) die Gleichungen

(2@_} ou 16p_0 8l+ 0v 16?_0
“ox -vﬁy 00x ' Y ox v@y 0dy  ’
u, Sv_.
ox ' Oy

Ist w=wu —14v eine analytische Funktion, so erfiillen die Kompo-
nenten #,v des Vektors w und

P =po— = (u* 412 (Bernoullische Formel)

[ SR~}

(po konstant) diese Gleichungen.
91. Durch

1
W= -
2

wird ein Vektorfeld bestimmt. Man berechne Richtung und Absolut-
wert von w im Punkte z=7¢'*, das Potential, die Stromfunktion,
die Niveau- und Stromlinien. (Der im Kreisring 0 <7, <|z| <7,
gelegene Teil des Vektorfeldes kann als das elektrostatische Feld
zwischen zwei Belegungen einer Leydener Flasche oder als das
Feld der Wirmestromung in der Wand eines Fabrikkamins auf-
gefalit werden.)

92. Es bezeichne ¢ das Potential und v die Stromfunktion des
in 91 betrachteten Vektorfeldes. 2z, und z, seien beliebige Punkte der
Kreise |z| =7, bzw. |2|=1,, ¢, und ¢, die Werte des Potentials in z,
bzw. z,. Man berechne

P2 ™ N1

(Potentialdifferenz zwischen den beiden Belegungen der erwihnten
Leydener Flasche).

Die Stromfunktion w in 91 stellt sich als wunendlich vieldeutig
heraus. Man verfolge ihre Wertinderung beim Durchlaufen einer be-
liebigen doppelpunktlosen geschlossenen Kurve L, die den Kreis |z| =7,
enthilt und im Kreis | 2| =7, enthalten ist. Es sei z ein Punkt von
L, v der Wert der Stromfunktion in z vor dem Durchlaufen, vy’ der
Wert in z nach einmaligem Durchlaufen von L. Man berechne

Y —

1y Vgl. z. B. Riemann-Weber, Die partiellen Differentialgleichungen der mathe-
matischen Physik 6. Aufl,, Bd. 2, §164, S.416. Braunschweig: Fr. Vieweg 1919.
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(KraftfluB, der von der einen Belegung der Leydener Flasche zur
anderen iibertritt). Man berechne ferner

4n
P2 — 1
(Kapazitit der zylindrischen Belegungen pro Lingeneinheit der

Erzeugenden).
93. Man beantworte dieselben Fragen wie in 91 fiir das durch

L w—

W= ——
z

bestimmte Vektorfeld. (Stationdres magnetisches Kraftfeld, erzeugt

durch einen unendlich langen auf der z-Ebene senkrechten geraden

Stromleiter.) Sind in diesem Feld Potential ¢ und Stromfunktion vy

eindeutige Funktionen?

94. Zwei unendlich lange gerade Stromleiter stehen senkrecht
zur z-Ebene und durchstoBen dieselbe in den Punkten z= — 1 bzw.
z2=1. Sie fithren Stréme von gleicher Intensitdt und entgegengesetzter
Richtung. Man bestimme im erzeugten Magnetfeld die Strom- und
Niveaulinien.

95. »n gerade Stromleiter, die die z-Ebene in den Punkten z,
Zy, ..., 2, senkrecht durchstoBen, fithren gleichgerichtete Strome. Es gibt
hochstens # — 1 Punkte in der z-Ebene, in denen die erzeugte ma-
gnetische Kraft verschwindet (Gleichgewichtslagen); sie liegen in dem
kleinsten konvexen Polygon, das die Punkte z, z,, ..., 2, umfaBt.
[Letztere Behauptung wird mechanisch evident, wenn man alle Vek-
toren des Feldes um 90° dreht. Vgl. die Beziehung zwischen 91 und 93.]

96. Gegeben sind zwei konfokale Ellipsen mit den Brennpunkten
2= —2, z=2 und den Halbachsen 2a,,2b, bzw. 24,, 2b,,

&= — = 1.

Man bestimme in dem dazwischenliegenden Ringgebiet ein quellen-
und wirbelfreies Vektorfeld, fiir das beide Ellipsen Niveaulinien sind.
(Elektrostatisches Feld in einem Kondensator, dessen Belegungen kon-
fokale elliptische Zylinder sind.) Welche Form haben die Strom- und
Niveaulinien? Man bestimme die Kapazitit [92]. [Man bilde das frag-
liche Ringgebiet auf das Ringgebiet zwischen zwei konzentrischen
Kreisen ab. Vgl. 80 und 91.]

97. Es sel 0<a<b, a<f<«&-+2a In dem durch die Un-

gleichungen
a=|z|=b, a=<arcz=p

abgegrenzten Bereich bestimme man ein quellen- und wirbelfreies Vektor-
feld, fiir das die begrenzenden Kreisbdgen Strom- und die begrenzenden
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Geradenstiicke Niveaulinien sind. (Elektrische Stromung in einer
Platte konstanter Dicke.)

y, und vy, seien die Werte der Stromfunktion fiir |z|=a bzw.
|z| =0, @, und ¢, die Werte des Potentials fiir arcz = & bzw. arcz = f.
Man berechne

P2 — 1
Yo — Yy

(Widerstand, abgesehen von einem Faktor, der die Dicke und den
spezifischen Widerstand der Platte enthilt).

Bei schwierigeren Aufgaben ist es ratsam, zugleich drei (ev. vier)
Ebenen zu betrachten: die z-Ebene (Strémungsebene), die w-Ebene
{Geschwindigkeitsebene) und die f-Ebene (Potentialebene) ; hierzu kommt
ev.noch die w-Ebene. Die Bezeichnungen erinnern an die Fliissigkeits-

. ) d .
stromung. Da f=¢+ iy und w=u —1iv = Eg analytische Funk-

tionen der komplexen Verdnderlichen z =« -} iy sind, sind die 2-, w-
und f-Ebenen aufeinander konform bezogen. Diese drei Ebenen sind
auf die w-Ebene mit Erhaltung der WinkelgroBen, aber mit Anderung
des Drehsinnes abgebildet. Insbesondere geht die w-Ebene aus der
w-Ebene mittels Spiegelung an der reellen Achse hervor. Den Strom-
und Niveaulinien der Stromungsebene (z-Ebene) entsprechen in der
Potentialebene (f-Ebene) achsenparallele Geraden. Den beiden unbe-
stimmten reellen Konstanten, mit denen ¢ und y behaftet sind, ent-
spricht eine Parallelverschiebung der f-Ebene.

98. Man bestimme ein quellen- und wirbelfreies Vektorfeld, das
sich iiber den AuBenraum des Einheitskreises erstreckt (|z|=1); w soll
fiir 2 = oo gleich 1 sein und in den Randpunkten des Einheitskreises
zu diesem tangential stehen. (VorbeiflieBen der Flissigkeit an einem
kreisrunden Pfeiler; in betrichtlicher Entfernung vom Pfeiler ist die
Stromung gleichmiBig.) [Aus Symmetriegriinden miissen die beiden
im Vektorfeld liegenden Stiicke der reellen Achse Stromlinien sein. Die
horizontale Komponente von w ist wohl {iberall nach rechts gerichtet.
Man suche die Abbildung der Strémungsebene auf die Potential-
ebene!]

89. In welchen Punkten des in 98 bestimmten Vektorfeldes ver-
schwindet der Geschwindigkeitsvektor w? (Staupunkte). In wieviel
verschiedenen Punkten des Feldes nimmt w den gleichen Wert an?
Wo ist der Druck. p Minimum und wo Maximum? [90]. Was ist die
Resultierende aller auf den Pfeiler wirkenden Druckkrifte? Man drehe
alle Vektoren des Feldes um 90°: welche physikalische Bedeutung hat
das so entstandene Vektorfeld?
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100.Inder Abbildung seien die Umrisse eines Vektorfeldes dargestellt,

das folgenden Bedingungen gemif bestimmt ist: Das quellen- und
wirbelfreie Feld erstreckt sich iiber die ganze obere und iiber einen
Teil der unteren Halbebene, symmetrisch zur imagindren Achse. Fir
2=o00 wird w= —1¢, fiir 2=0 wird w= 0. Folgende Stromlinien
sind bekannt: Die positive imaginire Achse, die Stiicke der reellen
Achse von z=0 bis 2=/ und von z==0 bis

= 2=—1 (Chbis 4, 4 bis B bzw. A bis D in der

H Abbildung); die betreffende Richtung von w ist
durch Pfeile angegeben. Die beiden iibrigbleiben-

| den Begrenzungsstiicke, die von z=1 bzw. von
v==.F z= —1 (B bzw. D in der Abbildung) ausgehend
A krummlinig nach unten ins Unendliche laufen,
seien so bestimmt, daB sie zugleich Stromlinien
und Linien konstanter Geschwindigkeit sind, d. h.
lings dieser Kurven steht w tangential und es ist
|w | = konst. Man zeichne die Umrisse der Bilder

—~——
"

C= ! _ .
, * in der w- und f-Ebene! (Bildung von Totwasser
Strémungsebene . R . . .
(-Ebene). hinter einem brettférmigen Hindernis, das senk-

recht zur Stromrichtung gestellt ist. Die Strecke
von 2= — [ bis z = -1 stellt das Hindernis dar, in dessen Mitte sich
ein Staupunkt z =0 befindet; das ungestorte Feld ist als gleichmiBig
gedacht, mit dem konstanten Stromungsvektor — 4. Im Totwasser
herrscht konstanter Druck; dies hat, der Bernoullischen Formel gemiB
[90], an der Stromlinie, die stilles und bewegliches Wasser voneinander
trennt, | w| = konst. zur Folge.)

101. (Fortsetzung.) Man finde durch Abbildung die Funktion w als
Funktion von f und bestimme hieraus z als Funktion von f [82]. Man
bestimme die Breite des Totwassers in groBer Entfernung.

102. (Fortsetzung.) Man bestimme den auf dem Hindernis lastenden
Gesamtdruck, die Dichte ¢ =1 vorausgesetzt. [90.]

3. Kapitel,
Geometrisches iiber denFunktionenverlauf.

103. Der Punkt 2 bewege sich mit der gleichférmigen Winkel-
geschwindigkeit 1 am Rande des Kreises |z|=7. Man berechne den
Vektor, der die Geschwindigkeit des mitbewegten Bildpunktes w = f(z)
in der w-Ebene nach GréBe und Richtung darstellt.

104. Betrachten wir das durch die Funktion w = f(z) entworfene
Bild des Kreisrandes |z |= 7 in der w-Ebene. Wie gro8 ist der Abstand
der Tangente in dem dem Punkte z entsprechenden Punkte w von w = 0?
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105. Der Punkt z bewege sich mit der gleichférmigen Winkel-
geschwindigkeit 1 am Rande des Kreises |z|=7. Mit welcher Winkel-
geschwindigkeit dreht sich der Vektor, der den Nullpunkt der w-Ebene
mit dem mitbewegten Bildpunkt w = /(z) verbindet?

106. Das durch die Funktion w = f(2) entworfene Bild des Kreis-
randes |z| =7 in der w-Ebene hat in dem Punkte w = f(z) die Kriimmung

"(2)
')

1 14 Rz

e @]

[Es handelt sich um die Winkelgeschwindigkeit der Tangentendrehung.]

107. (Fortsetzung.) Das der Kriimmung beigelegte Vorzeichen
hingt davon ab, ob die Bahnkurve des Punktes w = f(s) [103] einen
festen, nicht auf der Kurve gelegenen Punkt (etwa den Nullpunkt)
rechts oder links, auf der konvexen oder auf der konkaven Seite 14Bt.
Wie ist diese Abhingigkeit? [Man beachte das Beispiel w = 2" 4 a,
n reell, a komplex.]

108. Bei der in 103 definierten Bewegung soll der Punkt w = f(2)
eine geschlossene doppelpunktlose Kurve in positiver Richtung umfahren.
Dieselbe ist dann und nur dann iiberall konvex, wenn fiir |z|=7

1"(2)
| @~ !
1st.

109. Eine geschlossene, doppelpunktlose Kurve heiBt in bezug auf
einen darin liegenden Punkt sternférmig, wenn sie von jedem von
dem betr. Punkt auslaufenden Halbstrahl in genau einem Punkt ge-
schnitten wird (simtliche Punkte der Kurve sind von dem betr. Punkt
aus ,sichtbar”). Das Bild des Kreisrandes | z| =7 bei der Abbildung
w = f(z) sei eine geschlossene, doppelpunktlose, in positivem Sinne um-
fahrene {103] Kurve. Dieselbe ist dann und nur dann sternférmig in
bezug auf den Punkt w =0, wenn fiir 2| =7

Rz

Rz Ll(zl >0

(2)
ist.

110. Das Bild des Kreisrandes |z| = 7 bei der Abbildung w = /(z)
ist dann und nur dann konvex, wenn das Bild desselben bei der Ab-
bildung w = z/'(2) in bezug auf den Nullpunkt sternférmig ist.

111. Die Gesamtheit der Punkte, von denen aus gesehen eine ge-
schlossene Kurve sternférmig erscheint, bildet eine konvexe Menge.
Dieser rein geometrische Satz ist fiir analytische Kurven auf Grund
von 109 zu beweisen.



106 Geometrisches iiber den Funktionenverlauf.

In der w = u 4 iv-Ebene sei ein im Endlichen gelegener konvexer
Bereich & gegeben., Es sei ¢ ein fester Winkel. Der Ausdruck

% cosp + vsing = Rwet @

besitzt im Bereiche & ein bestimmtes Maximum, %(g). Die Funktion
h(p) ist periodisch mit der Periode 27z und heilit Stitzfunktion von §.
Die Gerade

% CosQ + vsing — k() =

ist eine Stiitzgerade von ®, und zwar diejenige, deren von f{ ab-
gewandte Normale mit der positiven #-Achse den Winkel ¢ einschliet.
Wenn § sich ins Unendliche erstreckt, dann modifiziert sich diese
Definition insoweit, daB ein endliches Maximum A(p) nur in einem
Winkelraum von der Offnung = = existiert. Die beiden Fille: Parallel-
streifen und Halbebene sind Ausnahmen. Es gibt dann nur zwei
Stiitzgeraden bzw. nur eine. '

112. Was ist die Stiitzfunktion des konvexen Bereiches, der aus
dem einzigen Punkt a = |a|é¢i* besteht?

113. Die Funktion w = /(z) bilde die Kreisfliche |z|=<7 eineindeutig
auf den konvexen Bereich § ab; es sei vorausgesetzt, daB in dem
Randpunkt z, | z| = #, die Funktion /(z) regulir und f'(2) = 0 ist. Dann
geht durch den Randpunkt w = f(z) von & eine bestimmte Stjitzgerade
(Tangente); man driicke die zugehérigen GréBen ¢ und Z%(p) durch
f(2) aus.

114. Das durch die Funktion w=1log(1 4 2) in dem Streifen
—$n<Jw<§n der w-Ebene entworfene Bild des Kreises |z|=1

ist ein unendlicher konvexer Bereich. Seine Stiitzfunktion (nur fir

— lg o= T deﬁniert) ist
2 2

h(p) = cosg -log (2 cos ) + @sin .

115. Das durch die Funktion w=%arc sinzz in dem Streifen

— 1 =Jw =z der w-Ebene entworfene Bild des Kreises |z|=1 ist ein
endlicher konvexer Bereich mit zwei Ecken. Seine Stiitzfunktion ist

cosgp log( Ycos2¢+Y2cos (p)2 + 2singarc sin(]/é simp) fir0=¢p=< %
M) =
asing fiir Z =p= %

ke + 7)) = h(— @) = h(p).
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116. Ist we ¥+1=72 so ist das in der Halbebene Rw=<1 ent-
worfene Bild des Kreises !z]g 1 ein endlicher konvexer Bereich mit
einer Ecke. Seine Stiitzfunktion ist

h = f — < < —
(p) =cosg fir 4_. =3

und im Winkelraum %< p < 77? durch die Parameterdarstellung

hg) 67 = 2 R(1 —w)

1—w
gegeben, wo w die Punkte des Randes durchlduft, das heiBt jwe=**1| =1
ist.

117. Es sei 2 =¢'?, dann ist fir k,7/=0,1,2, ...

2
A [ _{0 fir 2+1,
2nf“dﬁ_ 1 fir k=1

Die Funktionen 1,2,22, 2% ... bilden, wie man zu sagen pflegt, ein
Orthogonalsystem auf dem Einheitskreise.

118. Die Funktion f(z) sei reguldr fiir |2|=7. Unter dem arith-
metischen Mittel [I148] von f(z) auf dem Kreisrand |z|=7 versteht

271
man, w,=e¢ * gesetzt,

. f;’e“? Yd¥ = lim f(”)'*‘f(?’wn)—’—f(?’a)?,)—f-+f(7wz I).

n > oo n

Man bewelse
2n
1 10 __
3= [ 1) a8 = 1),
0

In Worten: Wenn eine analytische Funktion in jedem Punkte einer
abgeschlossenen Kreisfliche reguldr ist, so ist ihr Wert in dem Kreis-
mittelpunkt gleich dem arithmetischen Mittel ihrer Werte an dem
Kreisrand.

119. Es sei f(z) regulir und von 0 verschieden fiir |z|=<7. Man
zeige, daB das geometrische Mittel von | f(2) | auf dem Kreisrand |z| =7

/1°ng ) 1as

— lim Y]/ frwn) frel).. fewr | = /0)]

n-> oo

ist. [logf(z) ist reguldr fiir [z|=7.]
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120. /(z) sei regulir fiir | z| = » und von Null verschieden fiir z=0;
die im Kreise | z| =7 gelegenen Nullstellen von /(2) seien, mit richtiger
Multiplizitdt gezihlt, 2,2, ...,2,. Das geometrische Mittel von |f(z) |
auf dem Kreisrand |z | =7 ist

27
;Tz/log!l(reiﬁ)ld &

e O =10 ”

)l!zlzz...zn]'
[fz2) = (z—2) (2 — 25) ... (2 — 2,) [*(2), [*(2) reguldr und von 0 ver-
schieden fiir |z|=7.]

121. Unter den Voraussetzungen von 120 ist das geometrische

Mittel von |/(z) | auf der Kreisscheibe |z|<7
r2x .
L [ [101ilec?) edoas

g)=¢ 00
stets kleiner, als das geometrische Mittel von|f(z)|auf dem Kreisrand | z|=7
2a
o [10g11lre %) 120
0

@j(r) = -
Es ist namentlich

_g(l_lzll’+ lzalt4.--+ !Zn|2)
2 nr?

o) _
&()
122. &) =ag+ayz+ayz2+ - +a,z" 4 -
sei regulér fiir |z|=7. Das arithmetische Mittel von |f(z) [ auf dem
Kreisrand |z| =7 ist
2

1 7 )
5;][](76“’) PO =|agP+ |a PrP+ |ay Pri4 - + | @ 22"+ - - - .
0

123.
/(z)=a0+ﬂlz+a222+..._I__anzn_l_“.

sei reguldr fiirr |z|=1. Die Teilsummen

S[B)=ag+aqz+ a2+ - +a,2", n=0,1,2,...
der Potenzreihe von f(2) haben folgende Minimumeigenschaft: Wenn
P(z) irgendein Polynom '" Grades bezeichnet, so ist das Integral

2 [0 = P pay

dann und nur dann Minimum, wenn P(z) = s,(2) ist. Das Minimum betrigt

!an+1]2+|“n+2i2+Ian+312+....
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124,
fe)=ay+ayz+ a2+ -+ a, 2"+ -
sei reguldr fiir [z/=r. Die Abbildung w = f(z) fithrt die Kreisscheibe
|z| =7 in ein Flichenstiick der w-Ebene iiber, dessen einzelne Teile
ev. mehrfach zu zdhlen sind, wenn nimlich die betreffenden w-Werte

im Kreise |2| =<7 mehrmals angenommen werden. Der Inhalt dieses
Bildbereiches ist

n(|ayfr2+2]ay P43 asBrS + o+ ma, 22 ).

(Der Inhalt setzt sich additiv aus denen der Bildbereiche zusammen,
die durch die Abbildungen w = a,2", =0, 1, 2,..., aus |z| =7 her-
vorgehen.)

125.
w=f(z)= f’anz" =--Fa 27"t a2 4 gzt
T Tyt a it a
sei regulir in dem Kreisring »=|z| = R; der Flicheninhalt des Bild-

bereiches ist (mehrfach iiberdeckte Teile mehrfach gezdhlt) gleich

HZM ‘ ay, 12 (R2" —_— 7211)'

126,
Pl =cat oot 2t Tp c+0,

sei reguldr und schlicht fiir |2/ =7. Bei der Abbildung w = ¢ (2) bleibt
ein ganz bestimmter Bereich der w-Ebene unbedeckt. Sein Flichen-

inhalt lSt
4 ‘2 2 i C iZ 3 l C ‘2
.t<i0‘72 ‘;2 yi 163 Y

127.
w = f(2) = ianz" =t a2t a g 27" 4o a2
T tagt mzt e g e
sei regulir und verschiedenwertig auf dem Kreisrand |z|=7 und

fithre diesen in eine Kurve L iiber. Der Inhalt des durch L um-
schlossenen Gebietes ist

7 D n|a,2ren.

7= —00
Der Inhalt wird positiv oder negativ gerechnet, je nachdem bei
positivem Umlaufen des Kreises |z| =7 der mitbewegte Bildpunkt
w = f (2) das durch L umschlossene Gebiet links oder rechts 140t.
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128. f(z) sei regulér im Kreis |z|=7 und J(g) bezeichne den Inhalt
des Bildbereiches, in welchen die Kreisfliche |z| = o bei der Abbildung
w = f(z) tibergeht, 0==p=<7. Dann ist

40/](9—9)% i/ﬁ(wiﬂ) a9 —2a| /O

129.
¢ Cy Cn
w_(p<z)_cz+co+_z_+_+..._}__7_}_...

sei regulir auBerhalb des Kreises 2| =7 und bilde diesen schlicht auf
das abgeschlossene AuBere einer Kurve L der w-Ebene ab. Man denke
sich auf dem Kreis |z| =7 der z-Ebene eine gleichmiBig verteilte und
auf der Kurve L der w-Ebene eine solche Massenbelegung ausgebreitet,
daB diejenigen Bogen, die bei der Abbildung w = ¢(z) einander ent-
sprechen, mit der gleichen Masse behaftet erscheinen. Die so definierte
Belegung der Kurve L hat einen bestimmten Schwerpunkt £ (konformer
Schwerpunkt von L). Es ist

E=c,.

/() = u + iv seireguldr in einem Bereiche B der z= x 4 ¢y-Ebene.
Man trage in jedem Punkt z von § die Lénge

= @) = o o

senkrecht zu der z-Ebene nach oben auf. Die so entstandene Fliche,
deren Punkte die Koordinaten #, y, { besitzen, stellt das Quadrat des
absoluten Betrages der Funktion f(z) dar. Sie soll die Betragfliche
heiBen. Jensen nennt diese Flache eine ,,analytische Landschaft“ [Acta
Math. Bd. 36, S. 195, 1912].

130. Der Inhalt des Korpers, der aus dem iiber der Kreisscheibe
|z| <7 errichteten Kreiszylinder durch die Betragfliche der Funktion

o) =ay+ ayz+ agz® + -+ +apz®+ .-

ausgeschnitten wird, ist

_ |22 a2 lay |27t |a, 272" )
_n7'2< 1 -+ > -+ 3 -[.-._l.m_{_ .

131. Bezeichnet y den Winkel, den die Tangentialebene der Betrag-
fliche mit der x, y-Ebene einschlieBt, so ist

tgy =2|/@)| /@]
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132. Die Punkte der Betragfliche, in denen die Tangentialebene
horizontal ist, gehéren zwei verschiedenen Typen an (,,Mulden‘ und
.Sattelpunkte®): Ist die Tangentialebene die x, y-Ebene, so liegen darin
nur isolierte Punkte der Fliche. Ist die Tangentialebene von der
%, y-Ebene verschieden, so schneidet sie die Betragfliche lings einer
Kurve (Niveaulinie), von der 2# Ziige, # = 2, unter gleichen Winkeln
in den Bertihrungspunkt einmiinden; die 2# winkelférmigen Gebiete
der Betragfliche, getrennt durch die erwihnten Kurvenziige, liegen
abwechselnd oberhalb bzw. unterhalb der Tangentialebene. (Simtliche
Mulden liegen in der #, y-Ebene, simtliche Sattelpunkte oberhalb, in
verschiedenen Hohenlagen.)

133. Die Schnittlinie der Betragfliche eines Polynoms mit
lauter reellen Nullstellen und einer zur x-Achse senkrechten Ebene
ist eine von unten konvexe Kurve, deren niedrigster Punkt in der
%, {-Ebene liegt.

134. /(z) sei regulir in der Kreisscheibe |z — z)| =7 und M be-
zeichne das Maximum von |£(z) |, wenn z auf dem Kreisrande |z — z,| =7
liegt. Dann ist

lf(zo)léM;

das Gleichheitszeichen gilt hier nur dann, wenn f(2) identisch gleich
einer Konstante ist.

135. /(2) sei regulir und eindeutig in einem Bereiche %; M be-
zeichne das Maximum von |f(z)| am Rande von 8. Dann ist

@) | <M

im Innern von 9B, falls f(2) keine Konstante ist. (Prinzip des Maxi-
mums, vgl. Kap. 6.)

136. Was bedeutet das Prinzip des Maximums fiir die Betrag-
fliche?

137. In einer Ebene seien # feste Punkte P,, P,, ..., P, gegeben
und P sei ein in dieser Ebene verdnderlicher Punkt. Die Funktion
des Punktes P :

pp,. PP,... PP,

(ﬁy ist die Entfernung der Punkte P und Pv) nimmt in jedem Be-
reiche der betreffenden Ebene ihr Maximum am Rande an.

138. f(2) sei regulir und eindeutig in einem Bereiche B und dort
iiberall von Null verschieden. Ist f(z) nicht konstant, so kann |f(z)]
sein Minimum nur in Randpunkten von B erreichen.
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139. Die festen Punkte P,, P,, ..., P, seien im Innern eines Kreises
vom Radius R gelegen, der verdnderliche Punkt P soll den Rand des
besagten Kreises durchlaufen. Hierbei nimmt

n‘ — [E——
Ypp,.PP,... PP,

(das geometrische Mittel der »# Distanzen ﬁ’,) ein Maximum an,
das > R, und ein Minimum, das < R ist. Der einzige Ausnahmefall
liegt dann vor, wenn P,, P,, ..., P, alle mit dem Kreismittelpunkt zu-
sammenfallen. ,

140. (Fortsetzung.) Fiir das Maximum des arithmetischen Mittels

PP, +PP,+ --- + PP,
n

der » Distanzen PP, gilt die gleiche Aussage wie in 139, nicht jedoch
fir das Minimum.
141, (Fortsetzung.) Fir das Minimum des harmonischen Mittels

der » Distanzen PP, gilt die gleiche Aussage wie in 139, nicht jedoch
fir das Maximum.

142. Eine geschlossene, doppelpunktlose Niveaulinie (d. h. ihr ent-
lang ist |/(z) | = konst.), welche samt ihrem Innern dem Regularitits-
bereich von f(z) angehort, enthilt mindestens eine Nullstelle von f(2),
es sei denn, daB f(z) identisch gleich einer Konstante ist,

143. In einer Ebene seien # feste Punkte P, P,, ..., P, gegeben
und P sei ein in dieser Ebene verdnderlicher Punkt. Der geometrische
Ort der Punkte P, fiir welche das Distanzenprodukt

PP,.PP,... PP, = konst.

ist, heiBt eine ,Lemniskate mit #» Brennpunkten. (Die gewéhnliche
Lemniskate gehort dem Spezialfall # = 2 an, vgl. 4) Man zeige, daB
eine Lemniskate mit #.Brennpunkten nie mehr als % getrennte ge-
schlossene Ziige besitzen kann.

144. Die Funktion f(z) sei regulir in der Kreisscheibe |z]|=7.
Man bezeichne mit z, einen solchen Punkt der Peripherie, in welchem
die Funktion f(z) das Maximum ihres Betrages erreicht. Dann ist

@) oell und positiv. [103, 132]

29 —

1(zo)
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4. Kapitel.

Cauchyscher Integralsatz.
Prinzip vom Argument.

145. Man setze

2y-1 '{"‘ 2y
=
2

v=1,2,..,n;, 2,=2,, afest, a+0.

w=¢e", z,=aw’,

Man berechne die Summe

23— %

&

2, — 2y

L

23 = 2

- +

die fiir » —> oo gegen das Integral 56% lings |z| = |a| strebt.

146. Es sei % eine von — 1 verschiedene ganze Zahl, L eine ge-
schlossene, doppelpunktlose, stetige Kurve von endlicher Lange, die nicht
durch den Punkt z = 0 hindurchgeht, wenn %= — 2 ist, ferner seien
2y, %g,+++ Zn-1,%, aufeinanderfolgende Punkte auf L. Man zeige, daB
das Integral (§z*dz=0 ist, indem man es durch eine Summe von der
Form L

2y —z)+Bm—2)+ -+ —2), =2

anndhert. [II1, II 2.]
147. Man berechne dz

1+ 22’
wobei die Integration lings der Ellipse

z=x+1y, —x2y+3y2+x+y=0
zu erstrecken ist.

148. Es ist a
/' xdd 7 >0
: =——, wenn x .
§ 22t 29t g2

149. Man beweise die Formel
27
(1 + 2 cos¥)" cosn ¥ 27 1—7—1//1 —27-—?;5 n
a9 = ,
1 —7—2rcos? 1—2r—3¢2 272

0
—<r<t, m=0,12,....

P6lya-Szegd, Aufgaben und Lehrsitze 1. 8
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150. Man berechne das krummlinige Integral

(—#—y)ydx+ (1 +2+y)xdy
56 14222 — 2% + (2% + y2)?

lings einer Ellipse, deren Brennpunkte (0, —1) und (0, +1) sind.
161. Fir 0 <%s <1 gilt

PEA]

[# e =dx=T(s)e 2.
0

152. Es sei # > 1. Man hat

oo

fsm(x”)dx= 1 T(i) sin(n— ! E)
X" n—1 n n o2

0

153. Fiir >0, o<oc<%, n=01,2,...gilt

o0

fe"””ws“sin(x“ sina)x"dx =—1F(n ¥ 1) sin(n + 1o .
p p\ p

Man beachte den Spezialfall & = pz.
184. Es sei 4 >0, x>0, p fest, x verdnderlich; man zeige, daB

+ o0
lim xf‘“fe“”cosxtdt =I'(u+1) sinﬁzf.

Z->»00
0

155. Es sei a> 0. Das Integral
a+ioco
1 ezxs
J(o) = Znifsz ds,
a—10

erstreckt iiber die zu der imagindren Achse parallelen Gerade
s=a-+it, —oo<t< + oo, ist fiir alle reellen Werte von & absolut

konvergent. Es ist
0, wenn «=0,

%, wenn «=0.

7o) ={
186. Man bezeichne mit u(#) das groBte Glied der Reihe
¢ 12 "
1+ﬂ'+:2—!+"'+;ﬁ+'“ [11].

Es sei A>1 und z die einzige positive Wurzel der Gleichung

A—z—e*=0.
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Dann ist
_it 1
uit) e dt:;.
0
+00
] sin%ei(”ﬂ“)“ Ii, wenn #<t<#n-1,
L B SR FY
7 u “ lO, wenn t<n oder t>n-41.

157. Die Legendreschen Polynome P,(x) konnen als Koeffizienten
der Reihenentwicklung

1 _Po(x)
V1—22x 4 22 z 2

definiert werden [VI'91]. Man leite hieraus die Laplacesche Formel
(VI 86)

x Py ()
4 e NI

5 d&
_f(x—l—oc]/x 1)" V1——0¢2

und die Dirichlet - Mehlersche Formel
@ 7T
2 [ cos(n+4)¢ it — 3 sin(n + 3)¢

P,(cos? — —
wloos?) = VZ cost — cos ) ]/2 cos® — cost)

at, 0 <P <=z

her. (Die Quadratwurzeln sind positiv.)
158. Man bezeichne mit & den durch die Ungleichungen

Rz>0, — < Jr <

abgegrenzten Halbstreifen, mit L die aus drei geradlinigen Stiicken
zusammengesetzte Randkurve von &. Es sei L in solchem Sinne durch-
laufen, daB & rechter Hand von L bleibt. Durch das Integral

27”/5 it =E()

ist eine Funktion E(z) definiert, und zwar zunidchst nur fiir solche
Punkte z, die links von L liegen.

Man zeige, daB E(z) eine ganze Funktion ist, die firr reelles z
reelle Werte annimmt.

159. (Fortsetzung.) Es ist

1 s
— al=1.
2:”,/6 ¢

L

8*
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160. (Fortsetzung.) AuBerhalb @ ist die Funktion

22 <E(z) -+ i) ,

2
innerhalb & die Funktion

22 (E(z) — e -+ %)
beschrankt.

161. Es ist,
27 _
2z—1)(z—2) - (z—mn)

fa(2)

gesetzt, und die Integration im positiven Sinne erstreckt,

G
zl=2n

162. Es sei f(z) regulir im Kreise |2/ =7, von Null verschieden

;’(gz)) fir |z| =7

annimmt, ist mindestens gleich der Anzahl der Nullstellen von f(z) im
Kreise |z] <7.

auf dem Kreisrand |z| =7. Der groBte Wert, den Rz

163. Es seien 2, z,..., 2, beliebige voneinander verschiedene
komplexe Zahlen, L eine geschlossene, doppelpunktlose, stetige Kurve,
die simtliche Punkte 2;, #,, . . ., 2, im Innern enthilt. Die Funktion f(2)

sei reguldr im Innern und auf L. Setzt man w(z) = (2 — z) (2 — 2y) - -
(z — 2,), so stellt

A= 2mif o) —z
L

dasjenige eindeutig bestimmte Polynom (# — 1)t** Grades dar, das an
den Stellen z,2,, . .., 2, mit f(z) iibereinstimmt.

164. Die Funktion f(z) sei analytisch auf der Strecke a<z=<"b
der reellen Achse und soll daselbst reelle Werte annehmen. Es sei L
eine die Strecke 2a=2z="0 im Innern enthaltende geschlossene, doppel-
punktlose, stetige Kurve, in deren Innern /(2) regulirist. Wenn 2, 2,,.. ., 2y,
irgendwelche Punkte der Strecke a=z=b sind, dann gibt es ein z,
a=<7=b, so daB

/@) 0
9§<z—z1) ) (z—z,,>”l"‘95<?—zo)“dz

L
165. Die ganze Funktion F(z) soll in der ganzen z-Ebene,
2=« 4 ¢y, die Ungleichung

| F(x+1y)| < Ceelvl
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erfilllen, C, ¢ positive Konstanten. Dann ist

d (F(z))__ i"vﬂ_”@(ﬁg).

dz\sinoz (02 — nn)?

n=-0o0

Beispiel: F(z) = cospz.
166. Die ganze Funktion G(2) soll in der ganzen =z-Ebene,
z2=x- 1y, die Ungleichung

|G(x 4 iy)| < Ceolvl

erfilllen, C, p positive Konstanten; auBerdem sei sie ungerade,
G(— 2) = —G(2) . Dann ist
1
—1 "G<(n + 2—)7[)
o

ZQZCOSQZZZ Da)E — 22

Beispiel: G(z) = singz.
167. Die Funktion /(z) sei reguldr im Kreise |z|=1. Es ist

ff(x)dxzz—:ﬁ, 9§ i2) logzdz:g—:ﬁ 95 1(2) (logz — i7)da
|zl=1

lz|=1
1
f""/‘(x)dx=;z—m;‘1 56 #f@dz, k>—1; k+0,1,2,

Die Integration nach x ist hierbei geradlinig von 0 bis 1, die Integration
nach z im positiven Sinne lings des Einheitskreises zu erstrecken, und
zwar ist sie im Punkte z =1 mit demjenigen Zweig von logz bzw. z*
zu beginnen, der fiir positives z reell bzw. positiv ausfillt.

168. Die im Einheitskreis |z| =1 reguldre Funktion f(z) sei der
Bedingung

T

Of[f(ew) |dd =1

unterworfen. Es sei ferner 2> — 1. Dann ist

L, wenn k ganz ist,

1
i) d | <
l(,)[x /(%) xl* _.1—~ , wenn & nicht ganz ist.
2 |sink|

169. Es sei &« > — 2. Die quadratische Form der unendlich vielen
reellen Variabeln x;, %, %5, ...



118 Cauchyscher Integralsatz. Prinzip vom Argument.

ist beschrinkt, d. h. es existiert eine von # unabhingige Konstante M
derart, daf3

n
X)X

— M
Tratal

A=1 p=1

ist, wenn die Variablen %y, %,, .. ., x, der Bedingung 23 + 23 +--- 42 =1
geniigen; »=1,2,3,.... Man kann hierbei M = = setzen, wenn «

ganz ist und M = wenn « nicht ganz ist.

|sinazn|’
170. Die Funktionen f,(2), /5(2), ..., fu(2), ... seien reguldr in dem
Gebiete @ und sollen in jedem darin liegenden Bereiche gleichmiBig
gegen die Funktion f(2) konvergieren. Dann ist f(z) regulir in &.
171. Die komplexe Funktion f(z) = u(x,y) 4+ sv(x,y) der reellen
Variablen x und y sei definiert und stetig in einem Gebiete & der
2=1x 4 iy-Ebene. Es sei ferner bekannt, daB das Integral

G0 dz,
erstreckt lings jeder beliebigen in & verlaufenden Kreislinie, ver-
schwindet. Dann ist /(z) eine in dem ganzen Gebiete ® regulire ana-
lytische Funktion der komplexen Variablen z. [Man berechne die
Anderung des Flichenintegrals

F@)= [ [fz + &+ in)dédy,
g+rpi=r

wenn der reelle bzw. imaginire Teil von z variiert.]

172. Die Funktion /(z) sei in der offenen Kreisfliche [z|< 1 ana-
lytisch, in der abgeschlossenen Kreisfliche |z|=1 beschrinkt und, ev.
mit Ausnahme endlich vieler Punkte, stetig. Dann ist

27

[ Henas =10).

(Allgemeiner als 118.)
173. Die Funktion f(z) sei im Kreise |z|=<R reguldr; es sei
0<r<<R. Dann gilt die Poissonsche Formel

PE4
1 . R — 2
) o A o
flre )_2n/f(Re )R2-2chos(@—ﬁ)+72d0'
0

174. Die Funktion f(2) sei regulir und beschrinkt in der Halb-
ebene Rz=0; es sel x > 0. Dann gilt

ot in) = f flin) daretg Y.

-0
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175. Die Funktion f(z) sei meromorph im Kreise |z|=1, regulir
und von 0 verschieden auf dem Rand und im Mittelpunkt. Sie besitze
ferner in |z|=1 die Nullstellen ay, a,, ..., 4, und die Pole b;,b,, ..., b,
(mehrfache mit richtiger Multiplizitit angeschrieben). Dann gilt
die Jemsensche Formel

log | £(0 l+10gl |+logl N +10g| an

1 1 1 17
1o —log e — vrs — 1O = 9 _
log}bll og,'bzl oglan 2ﬂ/log{f(ez )[4
0

[Man lege Kreise vom Radius ¢ um die in der Kreisfliche |z| <1 be-
findlichen Nullstellen und Pole von f(z) herum, und zwar sollen diese
e-Kreise weder miteinander noch mit der Peri-
pherie |z| =1 gemeinsame Punkte besitzen.
Man verbinde die e-Kreisbereiche mit der Peri-
pherie |z| =1 durch Wege, die sich nicht
iiberkreuzen (etwa durch Radien des Einheits-
kreises, wenn die Arcus aller Nullstellen und
Pole verschieden sind, vgl. die Abbildung).
Nach Wegnahme der ¢-Kreisbereiche und der
Verbindungswege bleibt von |z| <1 ein ein-
fach zusammenhingendes Gebiet @, iibrig,

lings dessen Berandung das Integral f 0g2) dz im positiven Sinne zu
erstrecken ist.]

176. Die Funktion /(z) sei meromorph im Kreise |z| < R, reguldr
und von 0 verschieden an dessen Rand und besitze in seinem Innern
die Nullstellen a,, a,, ..., a, und die Pole d,, b,, ..., b, (mehrfache
mit der richtigen Multiplizitit angeschrieben). Ist der Punkt
z =re"”?, r < R, weder Nullstelle noch Pol von f(z), so ist

— b,z |
log | /(2) H—Zlogi —*ZM;| Zloglb—zlzel

_ 1 0 R - r2 o
_%/log[f(Re )IR2 — 2R7 cos(O — 9) + 12 46.
0

177. Die Funktion f(z) sei meromorph in der Halbebene Rz=0,
reguldr und von O verschieden an deren Rand und besitze im Innern
derselben die Nullstellen 4, 4,, . . ., 4, und die Pole b, b,, . .., b, (mehr-
fache mit der richtigen Multiplizitit angeschrieben). Wenn f(z) im
Unendlichen regulir ist (aber auch unter anderen weniger engen Vor-
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aussetzungen betreffend das Verhalten im Unendlichen), ferner regulir
und von 0 verschieden im Punkte z = x 4 4y, x > 0, dann ist

log| /(2| +Zlog it ZIog

= %/log[f(in)]darctgg.

— 00

178. Die Funktion f(z) sei reguldr im Bereich
(B) r<|z|=R, —%éarczé—i—g,
von 0 verschieden an dessen Rand und besitze in dessen Innern die

Nullstellen ay, ay, ..., an, @ =767, p=1,2,...,m. Setzt man
log|f(0ei?)| = U(g, #), so gilt die Formel

+
o)y

7 1
<,— - F) cost, = - U(R, #)cosPdd

vl Rl D) vlo - Deram

hierbei bleibt y(R) fiir R—> oo beschrinkt; 7, f(z) sind fest gedacht.
[95 log /() (-:E—I—j%)? ist lings eines analogen Weges wie in 175

wla\

auszuwerten. ]

V()
U(x)

verfolgt, wihrend x die reelle Achse von —oo bis 4 oo durchliuft.

179. Man beweise 25, indem man die Anderung von arctg ——

Es sei eine geschlossene, stetige, den Nullpunkt vermeidende Kurve
in der z-Ebene gezeichnet, die mit einem bestimmten Richtungssinn
versehen ist. Wenn z, von einem beliebigen Punkt der Kurve aus-
gehend, dieselbe in dem vorgeschriebenen Sinne durchliuft, dann dndert
sich der Arcus von z stetig und erleidet eine Gesamtinderung, die ein
ganzzahliges Vielfaches 2%z von 27 ausmacht. Die ganze Zahl » heiBt
die Windungszahl der Kurve.

180. Jeder vom Nullpunkt ausgehende Halbstrahl wird beim
Durchlaufen der besagten Kurve mindestens |# |-mal getroffen.
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Im folgenden (181—194) sei L eine geschlossene, doppelpunktlose,
stetige Kurve, B der abgeschlossene Innenbereich von L.

Die Funktion f(z) sei in ¥ regulir, abgesehen ev. von endlich
vielen Polen, endlich und von O verschieden auf L. Wenn 2z die
Kurve L in positivem Sinne durchliuft, so beschreibt der Punkt w = f(2)
eine gewisse geschlossene, stetige Kurve; die Windungszahl derselben
ist gleich der Anzahl der Nullstellen von f(z) innerhalb L vermindert
um die Anzahl der Pole innerhalb L. [Prinzip des Arguments. Vgl.
Hurwitz-Courant, S. 84, S. 102.] )

Der Satz gilt auch dann, wenn f(z) auf der Randkurve L blo8
stetig und von 0 verschieden ist.

181. Die Funktionen ¢(z) und (z) seien regulir in dem Bereiche 9B,
abgesehen ev. von endlich vielen Polen, endlich und von 0 ver-
schiedenen auf der Randkurve L von 8. Wenn /(z) = p(2) w(z) gesetzt
wird, dann ist die Windungszahl der Kurve, in welche L bei der Ab-
bildung w = f(z) iibergeht, gleich der Summe der Windungszahlen der
Kurven, die aus L bei den durch ¢(2) bzw. y(z) vermittelten Ab-
bildungen hervorgehen.

182. Man beweise das Prinzip des Arguments fiir ein Po-
lynom.

183. Aus dem Prinzip des Arguments folgt: Wenn ¢(z) in dem
Bereiche $ regulir und von 0 verschieden ist, dann ist die Windungs-
zahl der Kurve, die von ¢(z) beschrieben wird, wenn z die Randkurve
L von ¥ durchlduft, =0, d. h. der Arcus von ¢(2) ist eine eindeutige
Funktion auf L. Man leite die allgemeine Fassung des Prinzips aus
diesem speziellen Fall ab.

184. Das reelle trigonometrische Polynom

ancosm® + by sinmd + a,,,cos(m + 1)9 + by ysinim 4+ )9 +--- +
+ a,cosnd + b, sinnd

besitzt mindestens 2m und hochstens 2# Nullstellen im Intervall
0=79 < 2n. [Man betrachte

P(2) = (a, —1b,)2" + (g1 = 0py) 2"+ o+ (@, — 1Dy) 2]

185. Ist 0 < ay < a; < a,<<---<<a, so hat das trigonometrische
Polynom
ay + a;cos? + aycos2d +- - -+ a, cosnd

2# reelle, voneinander verschiedene Nullstellen im Intervalle 0= << 2.
[22.] (Es hat folglich #ur» reelle Nullstellen : VI 14.)

186. Die Funktion f(z) sei meromorph im Innern und reguldr auf
der Kurve L. Wenn |a| das Maximum von |f(z)| auf der Kurve L
iibersteigt, so besitzt f(z) im Innern von L ebensoviele a-Stellen als Pole.
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187. Die Funktion
W=¢"%— ¢ 7%
nimmt im Halbstreifen

Rz>0, —i<F2<<}

jeden solchen Wert w, dessen Realteil positiv ist, einmal und genau
einmal an,

188. /(2) sei reguldr im Kreise |z| =7 und verschiedenwertig am
Kreisrand |z] =v¢. Dann wird die Bildkurve, welche der Kreislinie
| 2| =7 bei der Abbildung w = f(z) entspricht, im selben Sinne durch-
laufen, wie die Kreislinie |z| =7 selbst und die Funktion f(z) ist
auch im Kreisinnern |z|=r verschiedenwertig.

F4

xz
189. Die Nullstellen der ganzen Funktion / ¢ 2 dxbefinden sich mit

0
Ausnahme der Stelle z=0 innerhalb des Gebietes R(z2) < 0. [Cornu-
sche Spirale. Vgl. z.B. P. Drude, Lehrbuch der Optlk Zweite Auflage,
S. 180. Leipzig: S. Hirzel, 1906.]

190. Die Funktion f(z) sei eindeutig, regular und von einem ge-
wissen Werte a verschieden im Ringgebiet » < |z| < R. Samtliche den
Kreis |z| =7 im Innern enthaltenden, ganz im besagten Ringgebiet
gelegenen geschlossenen, doppelpunktlosen, stetigen Kurven der z-Ebene

‘gehen bei der Abbildung w = f(z) —a in Kurven der w-Ebene mit
derselben Windungszahl {iiber.

191. /f(2) sei regulir im Bereiche B und vom konstanten absoluten
Betrage auf der Randkurve L von %. Wenn z die Kurve L durch-
lduft, dann &ndert sich der Arcus von f(z) monoton. (Hieraus folgt
ein neuer Beweis von 142.)

192. Unter den Voraussetzungen von 191 besitzt f(z) innerhalb
von L eine Nullstelle mehr als f(2). (Prizisierung von 142.) Geo-
metrisch heiBt dies folgendes: Innerhalb einer geschlossenen, doppel-
punktlosen Niveaulinie der Betragfliche ist die Anzahl der Mulden um
eins groBer als die der Sattelpunkte.

193. Wenn die Funktion f(z) in dem Bereiche % regulir ist und
f'(z) daselbst keine Nullstellen besitzt, so braucht w = f(z) noch kein
schlichtes Bild von ®B zu entwerfen [72]. Ist aber |f(z)| am Rande
von B konstant, dann muB das fragliche Bild schlicht sein.

194. Es seien f(2) und ¢(z) zwei Funktionen, die im Innern des
Bereiches 8 regulir, auf der Randkurve L von 9 stetig sind. Es sei
ferner |f(z) | >|@(2)| auf L. Dann hat die Funktion f(z) + ¢(z) genau
so viele Nullstellen im Innern von B als f(z).
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195. Es sei 4 reell, 1> 1. Die Gleichung
zet2=1

hat eine einzige Wurzel im Einheitskreise |z|=1. Diese Wurzel ist
reell und positiv.
196. Es sei 4 reell, 1> 1. Die Gleichung

Al—z2—e?=0

hat in der Halbebene R2=0 eine einzige Wurzel, die folglich reell ist.

197. Eine Abbildung, welche den abgeschlossenen Einheitskreis
in einen ganz im Innern des Einheitskreises gelegenen (nicht notwendig
einfach bedeckten) Bereich iiberfithrt, hat genau einen Fixpunkt. D. h.
wenn f(z) im Einheitskreis |z| =1 reguldr ist und daselbst |f(2) | <1
gilt, dann hat die Gleichung f(2) — z=0 genau eine Wurzel im Kreise
|z|=<1.

198. In dem Halbstreifen

—d<Jz<d, Rz<O
nimmt die ganze Funktion 1% jeden Wert unendtlich oft an (4 beliebig).
199. Es sei f(#) eine reelle, im Intervall 0=:=1 zweimal stetig
differentiierbare Funktion. Ist |f(1)|>]/(0)|, sohat die ganze Funktion

F(z2) = flf(t) sin ztdt

unendlich viele reelle und nur endlich viele komplexe Nullstellen; ist
0<|f(1)| < |f(0)],- so hat sie nur endlich viele reelle und unendlich
viele komplexe Nullstellen. [Die Nullstellen von F(z) verhalten sich
beziiglich Realitit wie die von f(0) — f(1) cos z.]

200. Es sei 4 eine Konstante, a| > 2, 5. Die durch die Potenzreihe

, 2 2 28 " B
1‘1";+‘F+a—9+"'+;,§+"'—F(z)

definierte ganze Funktion ist am Rande des Kreisringes
lapr2<]z[<[af"

von 0 verschieden und hat in dessen Innern genau eine Nullstelle,
n=1,23,.... [Man untersuche das Maximalglied an dem Kreis-
rand |z|=|a[?", T117]

201. (Fortsetzung von 170.) Es sei It die Menge der Nullstellen
samtlicher Funktionen f,(z), #=1,2,3, ... in . Wenn die Grenz-
funktion f(z) nicht identisch verschwindet, dann sind ihre Nullstellen
innerhalb & identisch mit den Hiufungsstellen von )t innerhalb .
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202. Die Funktionen
h), £2), ..., f(2),

seien im Einheitskreis |z | << 1 schlicht und sollen in jedem kleineren
Kreis |z| =7 <1 gleichmiBig gegen eine nicht identisch verschwindende
Grenzfunktion f(z) konvergieren. Die Funktion f(z)' ist schlicht im
Einheitskreis |z | <<1. '
203. Es seien g,(2), g(2), ..., gu(?), ... ganze Funktionen mit
nur reellen Nullstellen. Existiert
lim g, (z) = g(2)
n->oo
gleichmiBig in jedem endlichen Bereich, so besitzt die ganze Funktion g{z)
auch nur reelle Nullstellen.
204. Es sei

O<a@y=ay=a,=--+-=ay,, a=0, 4>0.
Die ganze Funktion

Zn:av cos (a -+ vd)z
v=0

hat nur reelle Nullstellen.

205. Es sei f(f) eine im Intervall 0 =<¢<C1 definierte positive,
1

nie abnehmende Funktion, / f(t)dt sei endlich. Die ganze Funktion
0

/l,f(t) cosztdt
0

hat nur reelle Nullstellen. [185.]

206. Der Bereich % soll das Stiick a =<z=b der reellen Achse im
Innern enthalten. Die Funktionen f,(2), f,(2), ..., fu(2), ... seien in B
reguldr, sie sollen ferner fiir reelles z reelle Werte annehmen und an
der Strecke a=z=0 von 0 verschieden sein. Konvergieren f,(z),
f2(2), ..., [a(2), ... -gleichmiBig in B gegen eine nicht identisch ver-
schwindende Grenzfunktion f(z), so ist f(z) an der Strecke a=<<z=b
ebenfalls von 0 verschieden. — Dieser Satz ist falsch.

5. Kapitel.

Folgen analytischer Funktionen.

Die nicht bloB fiir z =0 konvergente Potenzreihe
Mzt a2+ F a2 =w

bildet, @, + 0 vorausgesetzt, eine gewisse Umgebung des Punktes z =0
eineindeutig und konform auf die w-Ebene ab; daher kann der Zu-
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sammenhang zwischen z und w in einer gewissen Umgebung von w = 0
auch durch die Entwicklung

byw+byw?+ - b0+ ... =2
dargestellt werden, a, b, = 1. Zur effektiven Berechnung der zweiten
Reihe aus der ersten setzt man
1
a, tagz+ a4 + a4 -
Aus der Gleichung

= @(2).

2

~ ol
@(?) reguldr in einer Umgebung von z =0, ¢(0) + 0, folgt

STl

und allgemeiner, wenn f(2) in einer Umgebung von z = 0 regulir ist,

w) +an [d" REAY (x)]ano-

(Biirmann-Lagrangesche Reihe, vgl. Hurwitz-Courant, S. 128.)
207. Die vorigen Bezeichnungen und Voraussetzungen beibehalten

1(2) " [ (x) [ (x)]"
1—;90() ZZ'[ dj’)‘x Lzo’

Man leite diese Formel aus der Lagrangeschen oder die Lagrangesche
aus dieser her, mit richtiger Ausniitzung der Allgemeinheit beider
Formeln. [Aus dem Bestehen der einen Formel fiir ein bestimmtes
/(z) folgt unmittelbar die andere Formel fiir ein anderes /(z).]

208. Man beweise die Formel in 207 direkt, indem man den
Koeffizienten von " durch das Cauchysche Integral ausdriickt.

209. Diejenige Losung z der transzendenten Gleichung

’

gilt

2ef=w,

die sich fiir w =0 auf 0 reduziert, soll nach wachsenden Potenzen
von w entwickelt werden.

210. (Fortsetzung.) Mit « eine beliebige Konstante bezeichnet,
entwickle man e¢*? nach Potenzen von w.

211. Diejenige Losung x der trinomischen Gleichung

1—x4+wxf =0,

die sich fir w =0 auf 1 reduziert, soll nach wachsenden Potenzen
von @ entwickelt werden. ‘
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212. (Fortsetzung.) Mit « eine beliebige Konstante bezeichnet,
entwickle man x* nach Potenzen von w. (x“ =1y ist Losung der tri-

nomischen Gleichung
1 4
1—y* +wy* = )

213. (Fortsetzung.) Man beachte die Fille §=0, 1, 2, —1, }
und leite 209, 210 durch Grenziibergang aus 211, 212 her.
214. Man finde die Summe der Potenzreihe

. (n + &)*w”

Was ist der Konvergenzradius dieser Potenzreihe?
215. Man beweise 156 mit Beniitzung des Ergebnisses von 214.
216. Wenn « und § rationale Zahlen sind, so stellt die Reihe

1—|—(“Tﬂ>w—|—((xtzﬂ)wz-i--”—i-(“_;nﬂ)w”-l-”

eine algebraische Funktion von w dar.
217. Man schreibe die sukzessiven Potenzen des Trinoms 14 w 4 w?
in eine regulire dreieckige Tafel,

1

14 w +w?
14+ 2w+ 3w? 4 2w 4 wt
1+ 3w + 6w 4 7wd 4 6wt 4 3w5 - ws

Die Summe der mittleren (fett gedruckten) Glieder ist
1+w+3w2+7w3+...=—1;.‘_
V1 — 2w — 3w?

218. Man schreibe die sukzessiven Potenzen des Binoms 1 -+ w
in eine regulire dreieckige Tafel (Pascalsches Dreieck)

1
14w
14+ 2w + w?
143w+ 3w? -+ wd
144w+ 6w? 4 403 + wt

Man finde die Summe der mittleren (fett gedruckten) Glieder und
allgemeiner die Summe der Glieder in irgend einer Vertikalreihe.
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219. Wie lauten die erzeugenden Funktionen der Polynome
P,(x), P A (x), LY (), definiert durch die Formeln:

1 4
1. Pulx) = 2"l d x"
(=1)" a
2"n! dx®

(x2—4)" (Legendresche Polynome);

2. (1—2)*(1—=2) PP(x) = R (12" (1) o> —1, B> 1
(Jacobische Polynome);
3. e~zxo‘L£sz)(x) - e—zxn-i—zx’ o> —1

(verallgemeinerte Laguerresche Polynome).
(Vgl. VI 84, VI 98, VI 99. Man versteht unter der erzeugenden Funk-
tion der Legendreschen Polynome die Reihe

Po(x)+P1(x)w+P2()w2+ “+ Pyx)w" + -
— a2y

deren Summe, eine Funktion von x und w, zu bestimmen ist; dhnlich
in den anderen Fillen.)

Man setzt, wie iiblich,

AF() = F(z + 1) — F(z),
A F(z) = A[AF(2)] = Fz + 2) — 2F(z + 1) + F(2),

A F() :F(z+n)—(’1’>F(z+n— 1)+(Z)F(z+n——2) e (=) F(7)

220. Ist s eine Konstante von geniigend kleinem Betrage, so
gelten, F(z) = ¢** gesetzt, die folgenden Formeln:

1. F) =FO) + 2 4F0) + 2V s rg) 4o+

2z —1) - (z—n+1)
n!

+ AF() +

2. Flo) = AF() — }AF(@) + § SF () — -+ (= 1)1 L AFE) 4o

2(z2—2) _,,

3. F@) = F(0) + - F'(1)

+_z(z_—ﬁ)”_‘iFw( a) e [210];

F(z) = F(0) +222 2 —17) ( -(’-22)”)' [22—(n—1)2142n1~‘(—n)+

LG —12)( —2%).--[2—(n—1)%] 42" 2[F(—n+2)—F(~n)]
+g 2n—1)] 2

[212, 216].
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221. Die in 220 erwdhnten vier Formeln gelten fiir eine beliebige
rationale ganze Funktion F(z) (in diesem Falle brechen natiirlich die
Reihen ab).

222. Die in 220 erwihnten Formeln 1. 2. sind auch fiir eine be-
liebige rationale gebrochene Funktion F(z) giiltig, wenn der Realteil
von z die Realteile aller im Endlichen gelegenen Pole von F(z) iiber-
trifft, Formel 1. allerdings mit der Einschrinkung, daBl F(z) fir
2=0,1,2,3, --- regulirist. — Sind auch die Formeln 3. 4. fiir gebrochene
Funktionen giiltig?

Im folgenden (223—226) ist

Ay = tgyn — (?) A +n-1+ (Z) Gin-2— =+ (—1)"x

gesetzt.
223. Unter a3, £ =0, +1, 42, ---, beliebige Konstanten ver-
standen, gilt

o0 0
(1 — 2" > a2t = D A" a4y 2,
k=-o0

k= -0

224- F(Z):a0+dlz+a22’2+...._]_anz"_]___,,
gesetzt, besteht

1 12
_— _— = 2 2 v n n e
1—|—tF(1+t> ag + Adagt + A ay 2 + + A" ayt* + .

225, F(2) = ay+ 2a,2 +2a,22+ --- 4 2a,2" + -+, a_,=—a,
gesetzt, besteht

1 F(1 + 2t — V1 + 4t

) =a,+ A2a_jt+ Aa_, 2+ .-

V1 + 4¢ 2¢
R ST
226.
F(Z) B 2%12+2d222+ 2d32’3+ e 2,2 A e, A_p=—20a,

gesetzt, besteht
14+2t—¥1 z
1 F( + J1+4

) =a;—a_y+ (42ay— A2a_,)¢t

¢ 2t
+ (A — MBa_ )B4 (M2, — A2, Y+
= 2(1—2)\ _ sinznz
221. ll(1+n(n+1)>_ nz(1—2)

228. sinnz ist eine eindeutige Funktion von w =z (1 — 2). Ent-
wickelt man sinzz nach den Potenzen von w, dann sind simtliche
Koeffizienten dieser Entwicklung (abgesehen vom absoluten Glied)
positiv [227).
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229. Zu beweisen:

d"(m — x)"""lcosx
dxn z

>0, n=0,1,2, -
0

230. Die Funktion f(2) = ay+ a,2 + a,2> + -+ + a,2"+ -+ sei
reguldr im Kreise | z| < R. Man driicke die Koeffizienten a;, a,, ..., a,, ...
durch den Realteil bzw. Imaginirteil von f(z) auf der Kreislinie |z| =7,
0<7<R aus.

231. (Fortsetzung.) Fiir |z| <7 gilt, wenn man R/ (re*?) = U (v, 9)
setzt und f(0) reell ist,

—119

’I,’l"
/U r—i—ze a9 .

232. (Fortsetzung.) Wenn f(z) fiir |z| =7 nicht verschwindet und
im Kreise |z| <7 die Nullstellen ¢y, ¢, .. ., ¢, hat, so gilt fiir |z] <7

log /(2) —zy-{—Zlog C“ T /log|/ )| r+ze g,

—ze" ,— 10

y ist eine reelle Konstante. [Folgt aus 231, wie 120 aus 119.]

233. Die Funktion f(2) sei regulir und vom positiven Realteil in
der offenen Kreisfliche |z| < R, ferner stetig in der abgeschlossenen
Kreisfliche |z| = R. Wenn der Realteil von f(z) auf einem Bogen des
Kreisrandes identisch verschwindet, dann &ndert sich darauf der
Imaginérteil von f(z) stets in demselben Sinne, und zwar abnehmend,
wenn arcz zunimmt.

234. Es sei f(z) = ay+ a;2+ -+ + a,2" + --- reguldr im Kreise
|z| <R, [re?)=Ul, 9 +iV({, 9), Uwr9), V(, 9 reel. Die
Gleichung

7EU(7, 9) ]2 dO =2/”[V(y, 9)]2d 9
0 0

gilt fiir 0 <7 < R, wenn sie fiirr » = 0 gilt.
235. Die Funktion

sei im Kreise |z|<(1 regulir und habe dort positiven Realteil.
Dann ist
la,| =1, n=1,219%, ....

In keiner dieser Ungleichungen kann 1 durch eine kleinere Zahl er-
setzt werden.

Pélya-Szegd, Aufgaben und Lehrsdtze I. 9
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236. Es sei die Funktion f(2) =a,+ a2+ ay22 + -+ +a,2"+ ---
regulir im Kreise |2| <R und es gelte daselbst R/(z) < 4. Dann ist,
0 <7 < R vorausgesetzt,

2
(] @+ @b + a7 =]+ (4= R
Beispiel: f(z) = Zi:, R=1, A=0.

237. Die Laurentreihe
Y (2) =2 a2

n=-00
sei im Ringgebiet 0 < |z| <<oco (doppelt punktierte Kugel) konvergent
und habe 1n z2=0 und z=o00 eine wesentliche Singularitit. Wenn
das Maximum des Realteils von w(z) auf der Kreislinie |z|=7 mit
A(r) bezeichnet wird, dann wichst A(r) fiir » > oo stirker als eine
noch so hohe Potenz von 7 und fiir » — 0 stédrker als eine noch so hohe

1 .
Potenz von P Genauer gilt

. logd(r) .
rl:n:o _IE)Tg‘rﬁ = 400, lim

238. Die Funktion f(z) =ay+ a,2+ -+ + @,2" + --- sei reguldr
im Kreise |z| <R und 4(f) bezeichne die groBte Schwankung des
reellen Teiles von f(z) fiir |2/ << R, d. h. A(f) sei die obere Grenze von
[Rf(z) — Ri(z) | fiir |2, | <R,|z,|<R. Dann ist

2
i“l’Régd(f)-

Die Konstantey% 1aBt sich hier durch keine kleinere ersetzen. Wie

148t sich dieser Satz geometrisch interpretieren?

239. Die Funktion f(z) = @y +a;2+ --- + a,2" + --- sei reguldr im
Kreise |z| <R und D(f) bezeichne die gréBte Schwankung von f(z)
fir [z| <R, d. h. D(f) sei die obere Grenze von |f(z) — f(z,) | fiir
|z |<R,|z|<R. Dann ist

|| R=3D()).

Die Konstante 1 1aBt sich hier durch keine kleinere ersetzen. Was
bedeutet dieser Satz geometrisch?

240. Die Funktion f(z) sei folgenden Bedingungen unterworfen:

1. f(z) ist reguldr, |f(2)| =M im Kreise |z —s|=7.

2. f(z) ist von O verschieden im abgeschlossenen Halbkreise
[z—s|=7 Riz—s)=0.

3. f() hat im Kreise |z—s|= %7 die Nullstellen ¢, c,, ..., ¢.
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Dann ist
l

fis) 2 M 1
Rl " log—— >DR—.
() = 7 ST ;j s—o
[Man kann s =0 voraussetzen; 232, 120.]

IA

241. Ist der Konvergenzkreis einer Potenzreihe der Einheitskreis
und liegen an dessen Rand nur Pole erster Ordnung (keine anderen
Singularitédten), so ist die Folge der Koeffizienten beschrankt.

242. Befindet sich am Rande des Konvergenzkreises von D' a,2"
nur ein singuldrer Punkt 2z, und ist z, ein Pol, so ist n=0

.
lim = 2.
n->oo Apyy

o0
243. Es sei > a,z" die Potenzreihenentwicklung einer rationalen
n=0

Funktion, deren (zum Zahler teilerfremder) Nenner den Grad ¢ hat.
Bezeichnet ¢ den Konvergenzradius und A, die grofte unter den ¢

Zahlen |a,|, |@y-1|, - - ., | @n-g+1], sO ist
no
lim YA, =-.

(lim, nicht etwa lim sup!)

244. Es sei v, die Anzahl der nichtverschwindenden unter den
n Zahlen ay, a,, ..., a,-;. Wenn am Rande des Konvergenzkreises
der Potenzreihe ay+ a,2 +a,22 + -+ - 4+ a,2" + - -+ sich nur Pole (keine
anderen Singularitidten) befinden, so ist die Anzahl dieser Pole

. 7
=limsup—.
n>oo Vn
.. 1
Beispiel : 1+z’°—i—z2’°—|—z3’°+...:—1—z—k.
245. Die Koeffizienten a, a;, ..., @, ... der Potenzreihe
g+ a2+ - +a,z"+ --- seien reell und an dem Konvergenzkreis

mégen nur die beiden Pole get* und ge~**, keine anderen Singulari-
titen liegen, 0 << o <<z, Die Anzahl der Zeichenwechsel in der Sequenz

@y, @y, gy - .., Gy_q, @y s€i V,. Dann ist
.V
lim % =% [VIII 14.]
n—> 0o 4

246. Wenn unter den Singularititen am Rande des Konvergenz-
kreises sich auch ein Pol befindet, so konvergiert die Potenzreihe in
keinem Randpunkt des Konvergenzkreises.

9*
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247. Wenn der Punkt z=1 eine reguldre Stelle fiir die im Ein-
heitskreise konvergente Potenzreihe

Q) =az+a2+---+a,2"4---

ist, so stellt die (fir gewisse Werte von s als konvergent voraus-
gesetzte) Dirichietsche Reihe

D(s)=a1 4+ a,27 %+ --- +a,n~*+ ---

eine ganze Funktion dar. Hat f(z) den Punkt z=1 zum Pol Ate
Ordnung, so ist D(s) eine meromorphe Funktion, deren Pole in den
Punkten s=1, 2, 3, ..., & liegen (nur der letzte ist notwendigerweise

vorhanden) und einfach sind. {Es ist D(s) I’ f 27 f{e ") dx, vgl

II 117; fiir >0 stellt f 27 (e ®)dx eine ganze Funktlon von s dar.

248. Die Zahlenfolge a,, a,, a,, ..., @, ... sei der Bedingung

lim sup—-2* g{aﬂ —h, >0

n->00 n

unterworfen. Dann konvergiert die Reihe

: -V2s n. -Vu
B(s) = 20+ a, (4 =) + a1 e ) o pa [P T
in dem unendlichen Streifen

—h<Rs<<h

der s-Ebene, und zwar absolut und gleichmiBig in jedem inneren
Streifen —4 +e=Rs=h—¢, ¢>0, und stellt dort eine analytische
Funktion @(s) dar. Die Funktion @(s) kann nur dann identisch ver-

schwinden, wenn alle Koeffizienten a,, a,, 4, . ., 4,, ... verschwinden.
[Man berechne
a+ioo
1 e us .
F(u):szdi(s)s—zds, 0<a<h, w>0:  155]
a—io00

249. Von der Potenzreihe
[&)=ay+az+ay2+ - +a,2"4 .-

sei bekannt, daB sie im Innern des Einheitskreises konvergiert, ferner,
daB sie samt ihren simtlichen Ableitungen bei reeller Anniherung an
die Stelle z =1 gegen Null geht, d. h. lim /®(2) =0, #=0,1,2, ...

z—>1
Dann liegt folgende Alternative vor:
1. f(z) verschwindet identisch, d. h. @, =0, #=0,1,2,.
2. z=1 ist ein singuldrer Punkt von f(z).
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Wenn die Potenzreihe in einem gréferen Kreis als der Einheits-
kreis konvergiert, d. h.

lim sup M
n-> oo n

<0,

dann tritt notwendigerweise der Fall 1. ein. Man schlieBe dasselbe
aus der gerimgeren Voraussetzung, daf3

lim sup gl/l "[<0

n-> oo n
[Man bilde die Funktion @(s) von 248.]
250. Die Behauptung von 249 gilt nicht mehr, Wenn beziiglich
log | a |

der Koeffizienten ag, 4, a,, ..., 4,, ... von f(2) anstatt limsup ——' <0
nur die Voraussetzung n>oo  Yn
i log | a, | s
im sup ——— < 0 0O<<u<i
n—>o0o n
gemacht wird. [Man setze
f(z) = [e~#coswmsin (v#sin um) e-*@-9dx; 153, I 222
0

Die nachfolgenden Beispiele zeigen, daB bei Folgen analytischer
Funktionen die Konvergenz hiufig ,,ansteckend‘ ist
251. Wenn die Reihe

86) +¢@) + ¢ (@) + - +¢0) + -
an einer einzigen Regularititsstelle von g(z) konvergiert, so ist g(z)
eine ganze Funktion und die Reihe konvergiert in jedem Punkt, und

zwar gleichmiBig in jedem endlichen Bereich der z-Ebene.
252. Wenn die Folge

@, 11E@L ... V@],

in einem einzigen Punkte der z-Ebene beschrdnkt bleibt, dann ist g(z)
eine ganze Funktion und die Folge bleibt in allen Punkten der z-Ebene
beschrinkt, und zwar hat sie in allen Punkten denselben Limes superior.
253. Es seien
Ay, Xy, Aoy eeny gy ..o,

CO) c]_’ 02’ eeay Cn)

zwei unendliche Zahlenfolgen, die zweite beliebig, die erste so be-
schaffen, daB a, + 0, a, + 4, fir m,n=0,1,2,..., m +n, und

1
1l + SRR St
(72} ay ay
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absolut konvergent ist. Durch die Gleichungen

Qn(aO) = CO) Qn(al) = cl; sy Qn(an) = cn
ist ein Polynom @, (z) vom Grade < # eindeutig bestimmt. Wenn dié Folge

Qo(2), 01(2), 0s(2), ..., Qul2),

an einer einzigen, von dy, ,, d, ... verschiedenen Stelle konvergiert, so
konvergiert sie-in jedem Punkt z, und zwar gleichmiBig in jedem
endlichen Bereich der z-Ebene.

254. Es sei

vy Cyp, Copnt1s -oo» Coo ooy Cn-1s Cns
eine in zwei Richtungen unendliche Zahlenfolge und Q,,(z) das Poly-
nom 2#n%*® Grades, fiir das

Qon(—n) =cCp, Qau(—n+1)=C_piy, ..., Q2a(0) = co,
Qan(m — 1) =y, Qauln) = ¢,
ist. Konvergiert die Polynomfolge

Qo(z)’ Qz(z): Q4(Z), A an(z):

an zwei, voneinander verschiedenen nichtganzzahligen Stellen, so kon-
vergiert sie in jedem Punkt z, und zwar gleichmiBig in jedem endlichen
Bereich der z-Ebene.

255. Es sei die Zahlenfolge ¢, ¢y, ¢y, ...,Cy, ... gegeben. Es ist
moglich [VI76] ein Polynom Q,(2) vom Grade =< # so zu bestimmen, daB3

00 =cp Q) =c;, Qh2) =05 ..., Q) (n)=c,
Es ist iibrigens Q,(z) durch diese # +4- 1 Bedingungen eindeutig be-
stimmt [VI 75].. Wenn die Folge

Q@) 012, @), ..., Ol

an einer einzigen, von z = 0 verschiedenen Stelle konvergiert, so kon-
vergiert sie in jedem Punkt z, und zwar gleichmiBig in jedem end-
lichen Bereich der z-Ebene.

256. Die Funktionen fo(2), /1(2), £5(2), ..., fa(2), ... seien fiir [2z] <1
reguldr, von O verschieden und dem absoluten Betrage nach alle << 1.
Ist lim £,(0) =0, so gilt lim f,(2) = 0 im ganzen Kreise |z| <1, und

n>o0 N> 00 .
zwar gleichmiBig in jedem kleineren Kreis.

257. Die harmonischen Funktionen

MO (x’ y)’ Ml (x’ y)’ M2 (x’ y)) ] Uy, (x; y):

seien regulir in einem Gebiete ¢ der x,y-Ebene und dort bestindig
positiv. Konvergiert die unendliche Reihe

in einem einzigen Punkte von &, so konvergiert sie iiberall in &, und
zwar gleichmiBig in jedem abgeschlossenen Teilbereiche von .
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258. Die Funktionen der Folge f,(2), f,(2), f(2), ..., /n(2), ...
seien analytisch in dem Gebiet & und ihre Realteile sollen in jedem
Teilbereich von & gleichmiBig konvergieren. Dann konvergiert die
Folge der Imaginirteile entweder in keinem einzigen Punkt oder gleich-
méBig in jedem Teilbereich von @.

259. Die Reihe

2 1 22 1 24
Tz M+t 1+ 0+2) 1+
28

(M+20+2) 1+ (142

konvergiert gleichmiaBig in jedem, ganz im Innern oder ganz auBerhalb
des Einheitskreises gelegenen Bereiche und hat z oder 1 zur Summe,
je nachdem [z <1 oder [z|>1 ist. [I 14.]

260. Man bezeichne mit « eine beliebige Konstante, &« == 0. Die

Reihe
© o (0 )P g1 g-nw
“FZ (x+n)
n=1

+

n!

konvergiert gleichmiBig fiir -alle positiven Werte von x; sie stellt die
Funktion ¢*% dar, wenn 0==x=1, und eine davon verschiedene ana-
Iytische Funktion, wenn 1 <Cx <Coo ist.

261. Die Funktionenfolge, deren #'** Glied

i 17+ i 22—{-..._,_2] z
M) = {;Jiz‘lizl% +i4)%

ist, konvergiert gleichmidBig in jedem endlichen Bereich, der die
imagindre Achse nicht enthilt.
262. Es sei
x>0, B>0, a+pf=1
und man setze

1
plR)=az+f -
Die Folge der iterierten Funktionen

(@), elp@E], e{elo@)]),

konvergiert gegen +1, wenn Rz>0, konvergiert gegen —1, wenn
Rz<0, divergiert, wenn Rz=0.
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263. Bezeichnet % (p) die Stiitzfunktion des in 114 betrachteten, un-

endlichen, konvexen Bereiches, sobleibt, wennman z = rei ¢ setzt, die Folge
]/z(z-— NE—2)---z—n+1)(z2—mn) o-rhip)

n! ’

n=1,213, ...

in der ganzen Halbebene $z==0 beschrinkt [12, II 220]; A(¢) ist die
kleinste Funktion des Winkels ¢, die dies leistet.

264. Bezeichnet h(p) die Stitzfunktion des in 1185 betrachteten
konvexen Bereiches, so bleibt, wenn man z= r¢'?® setzt, die Folge

22 2 il
—rhip —
() () () n=1,23 ...

in der ganzen Ebene beschrinkt [13, II 221]; A(p) ist die kleinste
Funktion des Winkels ¢, die dies leistet.

265. Bezeichnet X4 (p) die Stiitzfunktion des in 116 betrachteten
konvexen Bereiches, so ist, wenn man z=r7r¢? setzt,

ne"”‘("’)§1 s n=1,23%...

2
'1___
‘+n

in der ganzen Ebene.

6. Kapitel.

Das Prinzip vom Maximum.

Die Werte, die eine analytische Funktion in den verschiedenen
Teilen ihres Existenzbereiches annimmt, sind miteinander solidarisch:
sie verstdndigen sich durch analytische Fortsetzung und man kann
den Wertverlauf nicht in einem Teil modifizieren, ohne eine Anderung
des ganzen Wertverlaufes hervorzurufen. Deshalb kann eine analytische
Funktion einem Organismus verglichen werden, dessen hervorstechendes
Merkmal eben dies ist: Einwirkung auf irgendeinen Teil ruft eine
solidarische Reaktion des Ganzen hervor. Man kann z. B. die Fort-
pflanzung der Konvergenz [251—258] der Ausbreitung einer Infektion
vergleichen usw. Herr Borel hat sich iiber dhnliche Vergleiche in
geistreichen Betrachtungen des lingeren ausgelassen'). Wir wollen jetzt
zusehen, auf welche Art die Betrige der Werte, die die Funktion in
verschiedenen Distrikten annimmt, sich solidarisch erweisen, d. h. sich
gegenseitig bedingen.

Die Funktion f(z) sei regulir in der Kreisfliche [z|<R. Man
bezeichne mit M(r) das Maximum ihres absoluten Betrages auf der
Kreislinie |z|=r, r<R.

1) E. Borel, Méthodes et problémes de théorie des fonctions, Paris:
Gauthier-Villars 1922. Introduction.
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266. Das Maximum von | /(z) | auf der Kreisfliche |z|<rist =M (r).

267. M (r) wichst monoton mit 7, es sei denn, daf3 f(z) eine Kon-
stante ist.

268. Die Funktion f(z) sei reguldr im einfach zusammenhingenden
Kreisgebiet |z| > R. Es bezeichne M(r) das Maximum von |f(z) | auf
der Kreislinie |z|=7, #>R. Dann ist M(*) auch das Maximum
von |f(z) | im KreisiuBern |z|=7 und M(r) nimmt mit » monoton ab,
es sei denn, daB f(z) eine Konstante ist.

269. Es sei f(z) ein Polynom #'® Grades; dann ist

M) _ M) S
" £
Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir die Polynome von der Form cz"
270. f(z) sei ein Polynom #'® Grades und es sei

@) | =M
im reellen Intervall —1 <2< 1. Dann ist
|[7(2)| =M(a+ b)

fiir ein beliebiges 2z auBerhalb dieses Intervalls; hierbei sind & und &
die Halbachsen derjenigen durch z gehenden Ellipse, deren Brenn-
punkte in —1 und 1 liegen.

Was besagt der Satz fir z > o0 ?

271. Es sei f(z) ein Polynom #'® Grades, E, und E, zwei homo-
fokale Ellipsen mit den Halbachsen a,, b;, bzw. 4y, by, a; << a5, b; < b,.
Dann ist, wenn man das Maximum von |f(z) | auf E, und E, bzw. mit
M, und M, bezeichnet,

M, M,
(@ 409" (ap + bo)"

Man leite aus diesem Satz 269, 270 ab.

272. Wenn eine analytische Funktion in einer abgeschlossenen
Kreisfliche reguldr und keine Konstante ist, so ist ihr absoluter Wert
in dem Kreismittelpunkt kleiner als das arithmetische Mittel ihrer
absoluten Werte auf dem Kreisrand.

273. Wenn der absolute Betrag einer analytischen Funktion in
einer Fliche (z. B. Kreisfliche) konstant ist, dann ist sie selbst eine
Konstante.

274. Die Funktionen ¢(z) und w(2) seien regulir in der ab-
geschlossenen Kreisscheibe |2|=1 und von Null verschieden in der
offenen Kreisscheibe |z|<C1; ferner seien ¢(0) und w(0) reell und
positiv. Sind die Betrége von |@(z)| und |y(2)| auf dem Kreisrande
|z| =1 einander gleich, so ist identisch ¢(2) = w(2).

(%
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275. Die Funktion f(z) sei regulir und eindeutig im Innern
eines Bereiches ¥, stetig am Rande von 9. Bezeichnet M das Maxi-
mum von |/(z)| am Rande von B, dann ist

)| <M
im Innern von 8, vorausgesetzt, daB f(z) keine Konstante ist. [Besagt
mehr als 135.]

276. Es sei ¥ ein Bereich, { ein innerer Punkt von $ und R die
Gesamtheit derjenigen Randpunkte von 8B, deren Abstand von ¢ nicht
mehr als g betrdgt. Auf der Kreislinie vom Radius g und Mittelpunkt
¢ soll es einen Bogen geben, der nicht zu B gehort und dessen Lange
2mp

n

= ist; # bedeutet eine ganze Zahl.

Die Funktion f(z) sei regulir und eindeutig im Innern, stetig auf
dem Rande von %, und zwar soll |f(2)|=a in den Punkten von R
und |f(z)|=4 in den ibrigen Randpunkten von B gelten, a<<A.

Dann ist
1 1

10| =amd .
27

n-1
e ™ = o gesetzt, betrachte man das Produkt H fE+(Ez—0w"] in
v=0

einem passend gewihlten Bereich.

277. Die Funktion f(2) sei regulir und beschrinkt im Winkel-
raum O<<arcz<<«, stetig an der reellen Achse und es sei, wenn %
durch positive Werte wachsend ins Unendliche strebt, lim f(x) = 0.
Dann gilt

lim f(z)=0
[2] > o0
gleichmiBig in jedem Winkelraum O=arcz=oa —e<<a.

278. Es bezeichne M eine positive Konstante und & ein zu-
sammenhingendes Gebiet. Es sei von der analytischen Funktion /(2)
vorausgesetzt, daB

1. f(z) in jedem Punkt von & regulir ist;

2. f(2) in @& eindeutig ist;

3. zu jedem Randpunkt von & und zu jeder positiven Zahl ¢
sich eine Umgebung des fraglichen Randpunktes angeben 14Bt, derart,
daB, wenn z sich in der angegebenen Umgebung, und zwar in @ be-
findet, die Ungleichung

[H(&) | <M +e
gilt.

Aus diesen Bedingungen folgt, daB in &

1) | =M

ist und sogar, daB |/(z) | <M gilt, falls f(z) keine Konstante ist. [Ge-
nauer als 275.]
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279. Die Funktion f(z) sei im Kreise |z| <1 regulir und be-
schrankt und es sei
lim f(réi?) =0
r>1
gleichmafig in einem Sektor s <9<p, &« <<pf. Dann verschwindet f(z)
identisch.

280. Es sei f(z) im Kreise |z| <1 regulir und daselbst |f(z) | < 1.
Ist /(0) =0, so findet entweder die schérfere Ungleichung |/(z) | <|z|
statt, oder es ist f(z) = ei*z, & reell.

281. Es seien z=¢({), w =1y () zwei schlichte Abbildungen
des Einheitskreises |{|<<1 auf je ein Gebiet ¢ und § der z- bzw.
w-Ebene, bei denen dem Kreismittelpunkt { = 0 die Punkte z = z,
bzw. w = w, entsprechen. Es sei ferner 0 <<p¢ <1 und g bzw. §) be-
zeichne die beiden Bereiche, in welche die Kreisscheibe |{|= g bei den
erwihnten Abbildungen iibergeht. Wenn w = f(2) eine in & regulire
analytische Funktion ist, deren Wertevorrat dem Gebiet § angehort,
fur die ferner f(zy) =w, gilt, dann nimmt /() in dem Teilbereich g
von @ solche Werte an, die dem Teilbereich ) von § angehoren. Sie
liegen sogar im Innern des Bereiches ), wenn f(z) nicht mit einer
Funktion ibereinstimmt, die das Gebiet ® schlicht auf das Gebiet $
abbildet.

282. Es sei f(z) reguldr und | f(2) |<1 fiir [z]/<1. Dann ist

|#@) = 10) | = 2] I/‘“ |||Zl 0<|z|<1.
¢z 4w,
DasGleichheitszeichen kann nur fiir die lineare Funktion f(z) = TTwpdioz’

« reell, eintreten.

283. f(z) sei reguldr fiir |z| << R und A(7) bezeichne das Maximum
des reellen Teiles von f(z) fiir [2|=7, 0=7<<R. Dann gilt die Un-
gleichung

R—v7 27
AN=g A0+ 5

lim A(r) = A(R) gesetzt [A(r) wichst monoton mit 7, 313]. Das
r>R-0
Gleichheitszeichen findet nur fiir die lineare Funktion
Rwy + [wy — 24(R)]é >z
R —¢txz

A(R), 0<7r<R,

1) =

statt, o reell.
284. (Fortsetzung.) Fir das Maximum des absoluten Betrages

von f(z) im Kreise |z| <7 gilt

R+47r 27

M) =M(O) + 5o AR — AO) =5~ M(0) + 5=

A(R).
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285. f(z) sei reguldr, von Null verschieden und beschrinkt fiir

|z| <R. Dann ist
R-r 2r

M) = M©O)F M(RF*, 0<7r<R,

lim M(r) = M(R) gesetzt.
r>R-0 .
286. Die Funktionen f,(2), f2(2), fs(2), ..., 7a(2), ... seien regulir,
von Null verschieden und dem absoluten Betrage nach kleiner als 1
fir |z|<1. Ist die Reihe

11(0) + £5(0) + f5(0) + -+ + fu(0) + -+
absolut konvergent, so kqnvergiert auch
h@P + [@F + U@ + - + @]+ -,
und zwar absolut fir |z|<1%

287. /(2) sei regulir und vom positiven Realteil fiir |z] <1, f(0)
sei reell. Dann ist

05 E=wia =01, jsi@i=r0 2L,
1—|z| _ oy 12
10 =l =r0r 5, o<lal<t
Das Zeichen = gilt nur fiir '
f(z):wog—;%, w,, o reell, wy>0.

288. f(z) sei reguldr fiir |2|<<1 und es sei daselbst |Rf(z) | <1.
Ist f(0) = 0, dann gilt schérfer

[ R1(2) |<4arctglz\ 0<z|<1.

Ferner hat man

2 1+ |z]
[ - |
|'\Sf(2)‘:ﬂlog'l—!2l’ O<,Z|<’1.
Das Gleichheitszeichen tritt nur dann ein, wenn
2 '1 1
f(z) = ~—log A—l— ¢z , o reell.

in T 1 — ez
289, Die Funktion f(z) sei reguldr fiir |2| << R und es sei daselbst 4
die Schwankung ihres reellen Teiles, d. h.
| Rf(z) — Rf(z) l <4,
wenn |z, | <R, |2 | <R ist. Dann ist die gréfite Schwankung ihres
reellen Teiles im kleineren Kreise |2|=7, # <R,

Ri(e) —Rfe) | = arcte . |al=r, |al=r
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Fir die groBite Schwankung des Imaginérteiles in demselben Kreise gilt

R+r

24
]S]‘('ﬁ)_%f(%)‘é’;logze_r» |21[§7, lzzlgr'

290. Unter 3 verstehe man das unendliche in bezug auf die reelle
Achse symmetrische Gebiet der z = x + 7y -Ebene, deren Punkte sich
durch die Ungleichungen

x>0, —k(x) <y <<k(x)

charakterisieren lassen; hierbei ist &(x) eine fiir x = 0 erklirte positive
stetige Funktion der Variablen x. Dann existiert eine, nur von § ab-
hingige, stetige und positive Funktion A(x) von folgender Beschaffen-
heit: Wenn F(z) in § regulir und von unten beschrinkt ist, | F(z)| > c.
¢>0, dann ist
log| F(»)]
h(x)

von oben beschrinkt, wenn x durch positive Werte ins Unendliche
wichst. (Dieser Satz ist besonders interessant, wenn k(x) stets ab-
nehmend gegen Null konvergiert, d. h. wenn das Gebiet § ,,zungenférmig*
ist; denn wihrend eine analytische Funktion lings eines Halbstrahles
beliebig stark anwachsen kann (IV 180), ist der Stirke des Anwachsens
eine bestimmte Schranke gesetzt, sobald es in einer gewissen Breite
vor sich gehen soll. Man kann das Resultat, auf die Punkte der Be-
tragfliche (S. 110) anspielend, etwas vage auch so fassen: Soll keiner
unter einen bestimmten Minimalstand sinken, so diirfen sich andere
nicht allzu hoch erheben.)

291. f(z) sei im Einheitskreis |z| <1 regulir und dem Betrage
nach kleiner als 1, auBlerdem reguldr filr z=1; ferner sei f{0) =0,
f(1) =1. Dann ist /(1) reell und /(1) =1.

292. f(z) seiim Einheitskreis | z| <C 1 reguldr und daselbst |f(z)] <<1.
AuBerdem sei f(z) reguldr fiir z=1 und f(1) =1. Dann ist /(1) reell
und
1—1fx)2 _ 1— 1z

1=z

[1— /@)

(1)

1%

|z] <1.

293. /(z) sei reguldr in der oberen Halbebene &z > 0 und daselbst
vom positiven Imagindrteil, §f(z) > 0. AuBerdem sei f(z) in einem
Punkte z=a der reellen Achse regulir und f(a) =5, b reell. Dann
ist f'(a) reell und positiv, ferner gilt in der oberen Halbebene Jz> 0

1 L1
— T 2 ;5 (

a—2)f(a)
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294, Die in der Kreisfliche |z| <1 regulire Funktion f(z) soll
daselbst die Nullstellen 2z, 25, ..., 2, besitzen und der Ungleichung
|/(2) | = M geniigen. Dann besteht sogar die schirfere Ungleichung

|12 | =

2—2 Z—2 2— 2y
1— 22 1—22 1—2,2

fiir 2] <1, und zwar gilt das Zeichen = entweder in keinem oder in
jedem Punkte der Kreisfliche |z| <1. (Satz 280 ist Spezialfall hier-
von: n=1, 2 =0.)

295. Die in der Halbebene Rz> 0 regulire Funktion f(z) soll
daselbst die Nullstellen z;, z,, ..., 2, besitzen und der Ungleichung
|/(2)| = M geniigen. Dann besteht sogar die scharfere Ungleichung

0| = H—2 Z—2 Zy— 2

z+z2 Z+z Z+ 2

fiir #z> 0, und zwar gilt das Zeichen = entweder in keinem oder in
jedem Punkte der Halbebene 2> 0.

296. Wenn eine Funktion in einer abgeschlossenen Kreisfliche
meromorph und am Kreisrand von konstantem absoluten Betrage ist,
so ist sie eine rationale Funktion, und zwar bis auf einen konstanten
Faktor das Produkt linear gebrochener Funktionen, die die betreffende
Kreisfliche auf das Innere oder das AuBere des Einheitskreises abbilden.

297. Wenn die Funktion f(z) im Kreise |z |< 1 regulir und be-
schrinkt ist und daselbst an den Stellen 2z, 2,,2;, ... verschwindet,
dann ist entweder die Abstandssumme

—la)+0—|za)+0—]z)+--
(die Summe der Abstinde der Nullstellen vom Einheitskreis) endlich,
oder es ist f(z) identisch = 0.

298. Wenn die Funktion f(z) in der Halbebene Rz >>0 reguldr
und beschrinkt ist und an den in deren Innern, aber auBerhalb des

Einheitskreises gelegenen Stellen 2z, 25,25, ... verschwindet, Rz, > 0,
|z,|>1, n=1,2,3,..., dann ist entweder die Summe :
1 1 1
R+R-+R-+ -
% 2y 33

endlich, oder es ist f(z) identisch = 0.

299. Die Summe der Betrige mehrerer analytischer Funktionen
erreicht ihr Maximum am Rande. Ausfiihrlicher gesagt: Es seien die
Funktionen f,(2), fs(2), ..., fx(2) regulir und eindeutig in dem Be-
reiche 8. Die in B stetige Funktion

¢ =A@ [+ /@) [+ - + [ f2(2) |

nimmt ihr Maximum an der Begrenzung von % an.
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300. (Fortsetzung.) Das Maximum von ¢(z) wird nur an der
Begrenzung von $ erreicht, ausgenommen den Fall, daB alle Funktionen
f1(2), f2(2), ..., f.(2) Konstanten sind.

301. In dem Raum seien # feste ‘Punkte P,, P,, ..., P, gegeben
und P sei ein verdnderlicher Punkt. Die Funktion des Punktes P

¢(P)= PP, - PP, - ... PP,

(PP, ist die Entfernung der Punkte P und P,) nimmt in jedem Be-
reich ihr Maximum am Rande an. (Verallgemeinerung von 137.)

302. Die Funktionen f(2),f5(2), ..., fs(2) seien regulir und ein-
deutig in dem Bereiche %; man bezeichne mit ¢y, p,, ..., p, Ppositive
Zahlen. Die in ¥ stetige Funktion

P(2) = ‘f1(z) ‘p‘ + [fz(z) lp“ + -+ Ifn(z) |p"

nimmt ihr Maximum an der Begrenzung von 8 an, und zwar nur an
der Begrenzung, abgesehen vom Fall, wenn sidmtliche Funktionen
f1(2), fa(2), . . ., fu(2) Konstanten sind.

303. Es sei f(z) in dem mehrfach zusammenhidngenden abge-
schlossenen Bereich B regulir, auBerdem sei | f(z)| [nicht notwendiger-
weise f(z)!] eindeutig in B. Das Maximum von |f(z)| in B wird in
einem Randpunkte von ¥ erreicht. Es wird in keinem inneren Punkte
von B erreicht, wenn f(z) keine Konstante ist.

304. f(z) sei in der Kreisfliche |z| < R regulir. Wenn

0<ry <ry<<ry3<<R,
dann ist
log#, — log7,

logM(ry) = ——=— logM(rs) +

g7y log7; — logr,
~ logrs — logr,

M(r,).
logr, — log#, log M(r,)

D. h., wenn logM(r) als Funktion von log7 in einem rechtwinkligen
Koordinatensystem aufgetragen wird, so entsteht eine von unten ge-
sehen nicht konkave Kurve (Hadamardscher Dreikreisesatz). [Man
betrachte z*f(z) mit passend gewidhltem «.]

805. (Fortsetzung.) Die Funktion logM (r) ist sogar eine konvexe
Funktion von logr, wenn f(z) nicht von der Form az* ist, a, « Kon-
stanten, « reell. D. h. nur in diesem Ausnahmefall tritt in der Un-
gleichung von 304 das Zeichen = ein.

306. f(z) sei regulir fiir | 2| <R, jedoch nicht von der Form cz",
¢ eine Konstante, und

27
L) = %/[ J(ré?)2d o
0

bezeichne das arithmetische Mittel von |f(z)2 auf dem Kreisrand
|z| =7, r<R. Die Funktion I,(r) wichst monoton mit » und logI,(r)
ist eine konvexe Funktion von logr.
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307. f(2) sei reguldr fiir |z2| <R und

—é};]logl)‘(rei”)[ ad
@) =e O

bezeichne das geometrische Mittel von |f(z)| auf dem Kreisrand

|z| =7, r <R. Die Funktion ®(#) nimmt mit wachsendem 7 niemals

ab und log ®() ist eine von unten nirgends konkave Funktion von logz.
308. f(z) sei nicht konstant und regulir fiir 2| << R und es sei

2n
10) =§%/!f(rew)|dﬂ, r<R.
0

Die Funktion I(r) wichst monoton mit r und logI(r) ist eine von
unten nirgends konkave Funktion von logr. [299, 304.]

309. Die Abbildung w = f(z), f(2) nicht konstant und regulir im
Kreise |z| < R, fithrt den in der z-Ebene gelegenen Kreis |z| =7, » <R,
in eine in der w-Ebene verlaufende Kurve iiber, deren Linge /() sei.

1)

Das Verhiltnis oy wichst monoton mit 7.
T

310. f(2) sei nicht konstant und regulir fiir |z] <R, p sei eine
positive Zahl und

27
L0 = ?1;/{/(7&0) vy, r<R.

Die Funktion I,(r) wichst monoton mit » und logI,(r) ist eine von
unten nirgends konkave Funktion von logr. (Fiir die Spezialfille = 2
und p =1 und fiir die Grenzfille p =0 und p = oo vergleiche bzw.
306, 308, 307. 267 und 304, fiir einen analogen Fall IV 19))

311. Der Wert einer analytischen Funktion, die in der abgeschlos-
senen Kreisfliche & reguldr ist, kann nicht in jedem Randpunkt von
® reell ausfallen, es sei denn, da3 die Funktion eine reelle Konstante ist.

312. Wenn eine harmonische Funktion in einer abgeschlossenen
Kreisfliche regulir ist, so ist ihr absoluter Wert in dem Kreismittel-
punkt = als das arithmetische Mittel ihrer absoluten Werte auf dem
Kreisrand. Wann tritt das Zeichen = ein?

313. Eine harmonische Funktion sei regulir und eindeutig in einem
Bereich 8. Sie nimmt sowohl ihr Maximum als ihr Minimum an der
Begrenzung von B an, und zwar nur an der Begrenzung, wenn sie
keine Konstante ist.

314. Wenn eine in dem Bereiche 8 regulire und eindeutige har-
monische Funktion in jedem Punkt der Begrenzung von 98 verschwindet,
dann ist sie identisch gleich Null.
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315. Die in Lésung 31 beschriebene Gleichgewichtslage ist instabil.

316. Eine nicht konstante harmonische Funktion sei eindeutig in
dem Bereiche . Sie sei daselbst reguldr mit Ausnahme von endlich
vielen Punkten, in denen sie — oo wird (d. h. sie konvergiere bei der
Anniherung an einen solchen Punkt gegen — oc). Dann nimmt sie ihr
Maximum an der Begrenzung von ¥ an.

317. Die Funktion /(z) sei reguldr in der Kreisscheibe |z| =R und
bilde diese auf einen Bereich der w-Ebene ab, dessen Begrenzung von
w = 0 aus gesehen sternférmig erscheint. Es sei f(0) = 0. Dann sind
auch die Bildkurven, die in der w-Ebene den konzentrischen Kreisen
|z| =7, <R entsprechen, sternférmig in bezug auf den Nullpunkt.

318. Die Funktion /(z) sei regulir in der Kreisscheibe |z|=R und
bilde diese auf einen konvexen Bereich der w-Ebene ab. Dann ist auch
das Bild einer beliebigen im Kreis |z| << R gelegenen Kreislinie eine
konvexe Kurve.

319, Es seien u,(x, ), #s(%,9), ..., u,(%,9), 2=1% -+ ¢y, Dbeliebige
reguldre und eindeutige harmonische Funktionen in einem Bereiche 8.
Die in % stetige Funktion

[y (x,9)| + [ua(2,9)| 4 - - + |ualx, y)]|

nimmt ihr Maximum an der Begrenzung von % an.

320. Es sei A(r) das Maximum einer in der Kreisfliche |z| <R
reguldren harmonischen Funktion auf der Kreislinie |z|=:7, r <R.
Wenn 0 <7, <7, <<73<R, dann ist

1 — -
Alr) = 28T I08N () | JoBTs 0BT, ()
logr, — logr, log7; — log7,
d. h. A(») ist eine von unten nirgends konkave Funktion von logr.

321. Man leite den Hadamardschen Dreikreisesatz 304 aus 320
und umgekehrt 320 aus dem Hadamardschen Dreikreisesatz ab.

322. Es sei o gegeben, 0<oc<%. Die Funktion f(z) sei im

Winkelraum — o = & < o regulir (esist z = 7¢!?). Essei ferner bekannt:
1. daB zwei positive Konstanten 4 und B existieren, so daB im
besagten Winkelraum —a =9 =«

| /) | < AeBe;

2. daB an der Begrenzung des Winkelraumes (langs der Strahlen
¥ = — &« und ¥ = «) die Ungleichung

| #(z) | =1
besteht.
Dann gilt im ganzen Winkelraum |f(z)|=1.

Pélya-Szegd, Aufgaben und Lehrsitze I. 10
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Beweis. Es sei 4 eine feste Zahl, die der Ungleichung 1 << 1 <C 2%

geniigt. Man betrachte die ,,Vergleichsfunktion* ¢*; fiir 7 ist der-
jenige Zweig zu wihlen, der fir positives z positiv ausfillt. Diese
Vergleichsfunktion ¢#* ist regulir im ganzen abgeschlossenen Winkel-
raum mit Ausnahme der Stelle z =0 und auch an dieser Stelle stetig.
An den beiden begrenzenden Strahlen, d.h. fir ¢ = — &« und fir
¥ =« ist

| 6zl ] — e’r;‘cosloc =1,

da 0<loc<%. An dem Kreisbogen [z|=7, —a =d=« ist

l 62}” [ — 6rlcoslﬁg 6rlcoslzx .
(Die Vergleichsfunktion ¢ erfilllt fast die Voraussetzungen des Satzes,
ohne die Folgerung zu erfiillen. Man stelle sich vor, was verboten ist,

daB A =1 oder daBB 1= % wird ; in dem ersten unerlaubten Grénzfall

wird die Voraussetzung 1. erfiillt, in dem anderen die Voraussetzung 2.,
aber in keinem Falle beide Voraussetzungen und in keinem Falle ist &
innerhalb des fraglichen Winkelraums beschrinkt.)

Betrachten wir jetzt die Funktion }‘(z)e“”/1 , WO & eine positive
Zahl ist, in einem bestimmten inneren Punkt z, unseres Winkelraumes.
Schlieen wir den Punkt z, in einen Kreissektor ein, begrenzt durch
die beiden Strahlen ¢ = — &, ¥ = « und durch den dazwischen liegen-
den Bogen des Kreises |z| =7, wo

1
2B )Fi _ log4
£cosida v 7 B’

>z, r>(

An der geradlinigen Begrenzung des Kreissektors ist kraft der Voraus-

setzung 2.

'lcosl(xé1

[fe)ee? | =1 e

An dem Begrenzungsbogen |z|=7 ist nach Voraussetzung 1. und
wegen er*cosla >2Br, eB"> A,

lf(z)e"sz;"i <A6Br6—srlcosloc <A6_Br<1.

Daher ist, nach dem Prinzip vom Maximum, auch in dem inneren
Punkte 2z, des Kreissektors
| Fleo) e %[ =1.

Weil diese Ungleichung fiir jede der Null noch so nahe kommende
positive Zahl ¢ richtig ist, ist der Satz in 322 bewiesen.
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323. Wird die Voraussetzung 1. der vorangehenden Aufgabe dahin
erweitert, daB das Bestehen der Ungleichung

|7(2) | < AeBlel
nicht in dem ganzen Winkelraum gefordert wird, sondern blo8 auf
denjenigen Bogen der Kreise |z|=r, |z|=7, ..., |z|=1r, ...,
die im besagten Winkelraum verlaufen, wobei lim 7, = oo ist, so bleibt

n—>oo

die Folgerung, d.h. daB |f(z)|=1 im ganzen Winkelraum gilt, be-
stehen. — Durch welche allgemeinere Kurven kann man die erwahnten
Kreisbogen ersetzen?

324. Die Voraussetzung 2. von 322 sei folgendermaBen abgedndert:
Es existieren zwei, innerhalb des Winkelraumes —x =9 =« von z2=0
nach z= oo laufende Kurven I und I3, die sich nicht schneiden,
lings deren ferner |f(z) |=1 gilt. Die Voraussetzung 1. beibehalten,
muB |/(z)| =1 auch im Zwischenraume von I und I, gelten.

325. Die Funktion f(z) sei reguldr in der Halbebene Rz:=0 und
soll daselbst folgenden drei Bedingungen geniigen:

1. Es existieren zwei Konstanten A, B, A >0, B> 0, so daB in
der ganzen Halbebene

| 1(2) | = AeBH;
2. es ist fiir r=0
[{G7) | =1, |f(—in)I=1;

3. es ist

i) lgg_l&’)\ =0.

lim su
r>+00 4

Dann gilt in der ganzen Halbebene Rz2=0
[/ |=1.

Beweis. Zur Losung von 322 haben wir das Prinzip vom Maximum
mit Einfithrung eines variablen Parameters (die Zahl ¢) verwendet;
jetzt wollen wir zwei Parameter einfithren. Es sei # > 0. Die Funktion
| f(r) | e~7" der Variablen » konvergiert nach Voraussetzung 3. gegen
0 fir r >oo; sie erreicht also ihr Maximum — es sei mit F, be-
zeichnet — in einem gewissen Punkte 7, 7,=0. Ist 7,=0, so ist
F, =<1 gemiB 2. Man wihle eine feste Zahl 4, 1 <1<<2 (z.B. 1=4
und betrachte die analytische Funktion

f(z)e—nze—ee 2
im Quadranten ogﬁgg, &¢>0. Fir z* wihle man den Zweig, der

fiir positives z positiv wird. Dann ist im besagten Quadranten

—ert cos(lﬁ - ;—41)
e

iAn
4 2

f@enze=ce f@)ene
cos (,119 — *}‘41) gcos(i —{—F) >0.

10*
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Hieraus schlieBt man auf Grund von 1. 2. 3. mit der in 322 benutzten
SchuBweise (e— 0), daB fir ogﬁgg— , | /(2) e~7*%| die groBere der beiden
Zahlen 1 und F, nicht iibersteigt. Dasselbe kann man aber auch fiir
den Quadranten — g—gﬂg 0 schlieBen. Ich behaupte nun, daB3 F, =1

ist. Warenamlich F,, > 1, so wire in der ganzen Halbebene |f(z)e~"%| < F,,
und in einem Punkte der reellen Achse z=7#,>0 wire | f(r,)e 17| =F,
(vgl. oben). Das ist ausgeschlossen, weil das Maximum nicht in dem
inneren Punkt z =7, angenommen werden kann. Es bleibt nur die
Méglichkeit F, =1 iibrig; folglich ist fiir Rz=0

[f)en2l=1.

Weil dies fiir jedes 5 > 0 gilt, ist der Satz bewiesen. Es ist noch zu
bemerken, daB man in Voraussetzung 3. die positive reelle Achse durch
irgendeinen Halbstrahl ersetzen konnte, der von z =0 ausgehend im
Inneren der Halbebene %2 =0 ins Unendliche lduft. Ein solcher Halb-
strahl teilt die Halbebene in zwei Winkelriume, die beide von kleinerer
Offnung sind als #: nur dies ist wesentiich [322, auch 330].

326. Die Funktion f(2) sei in der Halbebene Rz =0 regulir und
soll folgenden Voraussetzungen gentigen:

1. es existieren zwei Konstanten 4, B, A>0, B>0, so daB
in der ganzen Halbebene

1)< Aemiei;
2. es ist fiir r=0

N =1, |f(—in|=1;
3. es existiert ein Winkel o, — % <a<< %, SO daB

lim log | f(re'*)| _
r>+00 v

— 00,

Eine solche Funktion muB identisch gleich Null sein. [Man be-
trachte e??f(2), w>0.]

327. Die Funktion f(2) sei in der Halbebene $iz= 0 reguldr und
soll folgenden Voraussetzungen geniigen:

1. Es existieren zwei Konstanten 4 und B, 4 >0, B> 0, so daB

in der ganzen Halbebene
| 1(z) | < AeBrl;

2. es existieren zwei Konstanten C und y, C >0, y >0, so daB
| (£ ir)|=Cerr fiir r=0.

Die Funktion f(z) muB dann identisch = 0 sein. [Man betrachte
1(z)g—ﬁzlog(z+1)_]~
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328. Die Funktion sin 7z ist die kleinste Funktion, die fir fz2=0
analytisch ist und fiir z=0, 1, 2, 3, ... verschwindet. Genauer ge-
sagt, besteht der folgende Satz:

Die Funktion f(z) sei analytisch in der Halbebene Rz =0 und soll
folgende Voraussetzungen erfiillen:

1. es existieren zwei Konstanten 4, B, A >0, B > 0, so daB fiir
Rz=0

|/(z)| < AeBH;

2. es existieren zwei Konstanten C, y, C>0, y >0, so daB

firr=0
| /(£ i7) | = Celm=rr;
3. es ist

f(0) = (1) = 1(2)

Dann gilt identisch f(z) = 0.

329. Es sei w(x) eine positive Funktion der positiven Variablen x,
die mit wachsendem x zunimmt und zugleich mit x gegen + oo strebt.
Eine Funktion f(z), die in der Halbebene Rz = 0 regulir ist und daselbst
stets die Ungleichung

I
I
S
I
I
o

lf(z) I = ¢zl
erfiillt, existiert nicht.

330. Eine Funktion f(z) sei in jedem im Endlichen gelegenen
Punkte des Winkelraumes & <%= regular und es sei |f(z)| =<1 an
den beiden Strahlen J = « und ¢ = f. Es existiere ferner eine posi-
tive Konstante ¢, so daB3

L)
| /(2) | exp\—|z|
beschrankt ist fiir o« <9 < p.

Dann ist in jedem inneren Punkte des Winkelraumes o =% =

/@) |[=1.

{Vergleichsfunktion exp (zﬂ o 6)]

331. Es sei /(2) reguldr im Winkelraume a =9 = . Ist |f(z)|=<1
an den Begrenzungsstrahlen 4 =« und ¢ =pf, und kann man fiir
jedes ¢ > 0 ein 7, finden, so daB fiir » > 7, im besagten Winkelraume

| frei?) | < grh-o
gilt, so gilt sogar
(2 [ =1
im ganzen Winkelraum. [Methode von 325.]

332. Es sei g(2) eine ganze Funktion, M(r) das Maximum von

|g(z) | am Kreise |z|=7. Ist
log M (r)

lim =0,

e Yy
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so ist g(z) lings keines Halbstrahles beschrinkt. [Z.B. auch lings der
negativen reellen Achse nicht.]

333. Die Funktion f(z) sei nicht konstant und regulir in dem
Halbstreifen ®, der durch die Ungleichungen

¥x=0, —

A

y

[ RS
AN
YRS

abgegrenzt ist, 2 = x - 7y. Gibt es zwei Konstanten 4 und a4, 4 >0,
0 < a <1, so beschaffen, daBl in &

[+ 1y) [ < e,

und ist am Rande von & (also firx=0, — ggyg 7—; und fiir x =0,
JT
y=3)
|f2) | =1,

so gilt im Innern von @
[(2) | < 1.

[Die Vergleichsfunktion ist von der Form ¢
334. Es sei w(x) wie in 329 beschaffen. Jede im Halbstreifen

x=0, —

NS
IA
A

SIS

y

regulare Funktion f(z), z=x -+ ¢y, muB in mindestens einem Punkt
z=x -1y davon der Ungleichung

& +iy) | < en@
geniigen.

335. Es seien die Voraussetzungen von 278 insoweit vermindert,
daB 3. jetzt nicht von allen Randpunkten von ¢ angenommen wird,
sondern von allen mit ev. Ausnahme von endlich vielen z,, z,, ..., z,.
Die Voraussetzungen seien hingegen insoweit vermehrt, daB die Exi-
stenz einer positiven Zahl M’ angenommen wird, fiir welche die Un-

gleichung
e | <M

in jedem inneren Punkt von:® besteht. (Nur der Fall M’ > M bietet
Interesse.) Bei dieser Abdnderung der Voraussetzungen bleibt die
Folgerung |f(z) |=M bzw. |{(z) | <M von 278 unverindert bestehen.
[Im Falle, daB der unendlich ferne Punkt & angehért und alle Rand-

punkte von & im Kreise |z | < 7 liegen, betrachte man die Vergleichs-
n

funktion (2" J [ (z — 2,)~1]

v=1
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336. Der Bereich ¥ soll in der Halbebene §z=0 liegen und zwar
soll derjenige Teil seiner Begrenzung, der an der reellen Achse liegt,
aus endlich vielen Strecken bestehen; die Summe der Winkel, unter
denen diese Strecken von einem innern Punkte { aus gesehen werden,
sei £. Ist f(z) regulir und eindeutig im Innern, stetig auf dem Rande
von B, | f(z)| = A4 in den reellen, | /(z) | =< a in den iibrigen Randpunkten
von B, 0<<a<< A, dann ist

e 9
/O] =47d 7. [57.]

337. f(2) sei reguldr in demjenigen Stiick der Riemannschen Fliche
von log z, das das Ringgebiet 0 < |z|=1 bedeckt. Ist f(z) in diesem
Gebiet beschrinkt, und ist insbesondere |f(z) |=1 fiir |z| =1, so ist
im ganzen Gebiet |f(z) |=1.

338. Es sei g(z) eine ganze Funktion, jedoch keine Konstante,
ferner sei @ ein zusammenhingendes Gebiet, auf dessen Rand (genauer:
in dessen von z= oo verschiedenen Randpunkten) |g(z)| =% und in
dessen Innern |g(z)| > & gilt, £ > 0. Dann hat ¢ notwendigerweise den
Punkt 2 = oo als Randpunkt und g(z) ist in @ nicht beschrankt.

339. Es seien I; und I, zwei ins Unendliche laufende stetige
Kurven, die von einem gemeinsamen Ausgangspunkt ausgehen und
zusammen mit dem Punkt z = oo einen bestimmten Zwischenraum ein-
schlieBen (z. B. zwei Halbstrahlen, die einen Winkelraum einschlieBen).
Es sei vorausgesetzt, daB der Zwischenraum keinen Punkt mit der
negativen reellen Achse gemeinsam hat.

Die Funktion f(z) sei auf I3, I, und im Zwischenraum regulir.
Ferner soll, wenn z lings I} gegen oo strebt, lim f(z) = 0 sein; es sei
auch dann lim f(z) = 0, wenn z lings I, gegen oo strebt¥ Ist f(z) im
Zwischenraum von I7j und I, beschrinkt, so ist auch dann lim f(z) = 0,

log z
AT slong(z)l

340. Es seien die Kurven I3 und I, so beschaffen, wie in 339
beschrieben. Ist f(z) im Zwischenraume von I und I3 regulir und
beschrinkt, ferner lim/(z) =a, wenn z lings Iy und limj(z) =1,

wenn z im Zwischenraum gegen oo strebt. {Man betrachte

wenn z lings I, ins Unendliche strebt, so ist 4 =5. |Man betrachte

o515




L.osungen.

Erster Abschnitt.
Unendliche Reihen und Folgen.

1. [Vgl. z. B. W. Ahrens, Altes und Neues aus der Unterhaltungs-
mathematik, S. 34—40. Berlin: Julius Springer 1918.] 4562 = A, [2].

2. SAr=(+L 40 40 4o A E o)

"o 140 0 08 -+ 4 )
140 + 00 + 08 - 037 -0
10104 (20 4 030 4 -on 0100 o)
14 0204 040 080 - oo (200 .0t
1_‘__&‘50_‘_&‘100_'_&‘150_'_ ...+C50w+ )

1

1=0U-=30—-301—-090—=001—09"
Zur numerischen Rechnung stellt man die nétigen Glieder der Ent-
wicklungen von

(1_ 550)-‘1’ (1_ 4‘50)—1 (/1_ 4‘20)—1, (1__ §‘50)—1 (1 — C20)~1 (/1_ 4‘10)—1, .
usw. sukzessive tabellarisch zusammen.
3. 108 =B, {4].

4, Die Anzahl der Summen vom Werte # aus s Summanden vom
Werte 1, 2, 3, 4 ist gleich dem Koeffizienten von ¢" in der Entwicklung

n
v C+e+0+;
hierbei ist die Reihenfolge der Summanden beriicksichtigt. Daher gilt

(
(
(
(
(
(

1 SB 0= A (P P8+ S 04 L
— 1
——g-p-o
Zur numerischen Berechnung von B, beachte man die Formel
By=Byy+Bu-g+Buy +Bu_y,

die entweder aus dem letzten Resultat oder aus der Bedeutung der
GréBen B, folgt.




I. Abschn., Losungen 1—10. 153

5. 4=Cy [T).
6. 20 = D, [8].

T 30— (14 201+ 88 (1 0) (14 COF (14 29 (1),

99
8 2D, 0= (A0 (1) 014D
(C—lO +1 + CIO)Z (4‘—20 _[__1 + 4'20)‘ (é‘—50 _l_/l + 4'50)‘

9. [Vgl. Euler, Introductio in Analysin infinitorum, Kap. 16, De
partitione numerorum; Opera Omnia, Serie 1, Bd. 8, S.313—338. Leip-
zig und Berlin: B. G. Teubner 1922; ferner z. B. W. Ahrens, Mathe-
matische Unterhaltungen und Spiele, 2. Aufl., Bd. 1, S. 88—98, Bd. 2,
S.329. Leipzig: B. G. Teubner 1910, 1918.] Die ,,Geldwechselaufgabe‘:

1 )
(,1 _ Ca,,) (,1 . Caz) (1 . Ca,) :nZOAnC .

Hierbei bezeichnet 4, die Anzahl der Losungen der diophantischen
Gleichung
Ay X+ A xg+ - yx,=mn

in nichtnegativen ganzen Zahlen.
Die ,,Briefmarkenaufgabe‘:

1 o
1 — (0 — (8 — ..._gaz_;bzleB"C )

Die erste ,,Wagungsaufgabe™ (simtliche Gewichte auf einer Schale):
() (1 0% (1 1) = S 60

Die zweite ,,Wigungsaufgabe (mit Gewichten in beiden Schalen):

@+ 1+ 08 %+ 14+ 0%) . (o 1488 = 3D, 0.

n=-oco

10. Die Aufgabe ist mit der folgenden dquivalent: Mit p Gewichts-
stiicken, die alle das gleiche Gewicht 1 (aber etwa verschiedene Form)
haben, soll ein Gewicht » (einschalig) gewogen werden. Nach 9 ist die
gesuchte Anzahl C, der Koeffizient von {* in der Entwicklung von

a+op=t+(f)et ot Bosse,

also = (75 P! —

n):n!(p—n)!'
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11. Die Aufgabe ist mit der folgenden 4quivalent: Wenn jemand
Einfrankenstiicke aus p verschiedenen Prigungsjahren vorritig hat, auf
wieviel Arten. kann er # Franken auszahlen? Nach 9 ist die gesuchte
Anzahl gleich 4,, dem Koeffizienten von {* in der Entwicklung

(7—:1:—)1,=1+<_1?>(_g)+...+<‘;115)(__4=)n+,._,
o RGN (b0 ),

12. Nach 11 ist die gesuchte Anzahl gleich

pHE—p—t)_(n—1)
p—1 p—1)
Man koénnte auch direkt (¢ -+ {2 4 ---)? betrachten.
13. Identisch mit 11. — Man kénnte auch die p-fache Reihe
2 x2 == ) T =) e (1 =)t
Vi Va .. ¥p=0,1,2,8,.
betrachten und dann x,, %,, .. ., %, zu { zusammen{allen lassey.
14. Nach der ersten ,,Wigungsaufgabe [9, erweitert auf unendlich
viele Gewichte] handelt es sich um

2 b |8 |16
A+ U+ 0+ -+ =0 1R =0

e e LSRR
Vgl. noch 16, 17.

15. (C‘1+1+C)(C“3+1+C3)"-(C‘a"+1+53")

. {3 — o — n(3n+1 1‘ B [ty
T R T e =
3n-{-l 1

=V Y, N

16. a, = ¢”, wenn E,, die Anzahl der Einser in der Dualdarstellung
von # bezeichnet.

17. [E.Catalan, Aufgabe; Nouv. Corresp. Math. Bd. 6, S. 143, 1880.
Losung von E. Cesdro, ebenda, S.276.] Die fragliche Reihe stimmt mit
derjenigen iiberein, die aus der Potenzreihenentwicklung von

(1—=al)(1 =0 (1 —cl)(1—dl¥)...

fiir £ =1 entsteht. Bei der Bestimmung des Vorzeichens kann
a=b=c=d=---=1 gesetzt werden. Das gesuchte Vorzeichen ist
dann nach 16 gleich (—1)#», wenn E, die Anzahl der Einser in der
Dualentwicklung von # bezeichnet.



1. Abschn., Losungen 11—21. 155

1 — 10 4 100 4 _ F1000 1
18. i ey U TR

Diese Autgabe ist in 9 nichi enthalten. Sie 148t folgende Deutung zu.

In einer ersten Schachtel hat man die Gewichte 1,2,3,..., 9, in einer

zweiten die Gewichte 10, 20, 30, ..., 90, usw. Auf wieviel Arten 1Bt sich
mit diesen Gewichtsstiicken ein gegebenes Gewicht einschalig wigen,
unter der Nebenbedingung, daB aus jeder Schachtel nur ein Gewicht
entnommen werden darf?

19. [Euler,a.a.0. 9.] Erste Losung: Nach Losung 14 ist

<1+5)<1+52)<1+c4)(1+¢s)...=1%C,
DA+ arn ey =
() (409 U+ ) (149 - = 5,
usw,
Zweite Lésung:
K@) =IT0 -+ (1= 27

bleibt unverindert, wenn { durch (2 ersetzt wird, denn

1— 4—41»—2 — (1 + CZn—l) (1 . C2n—1),
d. h [|¢]<1]

KO=K@)=K({{)=K({®)=--=K(0)=1.

20. [Euler, a.a. 0. 9.] Durch Deutung der Koeffizienten in den
Entwicklungen der Funktionen in 19. Das Resultat besagt, daB die erste
Wigungsaufgabe mit simtlichen ganzen Zahlen als Gewichten ebenso
viel Losungen zuldBt, wie die Geldwechselaufgabe mit den ungeraden
ganzen Zahlen als Geldeinheiten.

21. Sieht man von der Einschrinkung ,kleineren‘ ab, d. h. 1iBt
man noch die Darstellung # = # zu, so handelt es sich um eine ,,Brief-
markenaufgabe [9]. Die gesuchte Anzahl ist gleich dem Koeffizienten
von {* in

1
T ———

oder in
1 - 1 _1—@'_
1—0—0—8— ;120
{1——2
1-¢

=AF O 2248 2

=00 +20+42+-)
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22. [E. Catalan, Aufgabe; Mathesis, Bd. 2, S. 158, 1882. Losung
von E. Cesdro, ebenda, Bd. 3, S. 87, 1883.] Die gesuchte Anzahl ist
gleich dem Koeffizienten von {* in der Entwicklung von

1 4 z®
G—00— " i=oa T-*PLZ ma—m
& _ 1N 1
+ A=) (1 — 9 + o t1=17 2< Cv+1 _ Cy+2)
1 1 °° !
:mt?)(ijq):g(nﬁ)c.

23, [E. Catalan, Nouv. Ann. Serie 3, Bd. 1, S. 528, 1882. Lisung
von E. Cesdro, ebenda, Serie 3, Bd. 2, S. 380, 1883.] Die fragliche An-
zahl ist gleich dem Koeffizienten von ("-! in der Entwicklung von

1 2 &

—o—o a-—mu-o a-mua-m T

g2 1N, 1 1
+(1_Cv+1)(1_cv+2)+“‘—T:‘“Z.;Ji 1(1_Cv+1_1_cv+2>
I R S
_52(1_5)2 Ca 1__0
Es ist

D =@ b 10)
v=1 .

wenn 7 (v) die Anzahl der Teiler von » bezeichnet [VIII 74].
24, [E. Cesdro, Aufgabe; Mathesis, Bd. 2, S. 208, 1882.] Es handelt
sich um das absolute (von { freie) Glied des Ausdruckes

= -2v+1)n -(2v+1)(n-1) ~2v+1)m-92)
2 y+1)* <C _}_C +C +"'
= U=(=ert) =

1 C27+1 + 52(2v+1) -+ .. ) (1_14_1,2 - 1— 2(,,+1)2> .

Es geniigt somit zu zeigen, daB fiir £==1 das absolute Glied von

5’:-(2%1)1:( 1 1 > _575—(2”1)1: — E-(@v-1k C-k
pron 1—7 T 1 e —v:1 1= -+ -

gleich 1 ist. Nun ist aber ein Vielfaches von »2 dann und nur dann
gleich (2v 4 1)% bzw. (2 —1) %, wenn »? in %k aufgeht. Darum ist in
der rechtsstehenden Summe das absolute Glied = 0, womit die Be-
hauptung bewiesen ist.
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25. [Vgl. G. H. Hardy, Some famous problems of the theory of
numbers and in particular Waring’s problem, S. 9, 10. Oxford 1920.]

2ne
,,Geldwechselaufgabe® [9]; w = e 3 gesetzt, ist
1
1=0u-0301-2)

1 1 17 1 1 1
sl tra— T 20-0 T80+ 8 T ol—wd) oi—w]
R N ) AN Gk D R PONE

( T g 9o 3>C”

Es ist
7o, (=" 2 2nm 32 1
._ﬁ‘l“ 3 +9COS 3 = 2<2

26. [Satz von P. Paoli; vgl. Interméd. des math. Bd. 1, S.247—248.
Ch. Hermite, Aufgabe; Nouv. Ann. Serie 1, Bd. 17, S.32, 1858. Losung
von L.Rassicod, ebenda, Serie 1, Bd. 17, S.126—130, 1858.] Durch
Betrachtungen wie in 25 oder 27 schwierig, auf Grund zahlentheore-
tischer Uberlegungen [auch VIII 7 niitzlich] leichter.

27. [Vgl. Laguerre, Oeuvres, Bd. 1, S. 218—220. Paris: Gauthier-
Villars 1898.] Eine ahnliche Partialbruchzerlegung wie in 25 lief.rt

fiir S A0t = (1— Cm)-1(1 — ®)-1... (1— (%1 das ,Hauptglied"
"= 1 1
A1ay--a; (1=

die Nenner der ibrigen Glieder sind, da a,, a,, ..., 4; keinen allen ge-

meinsamen Teiler besitzen, hochstens vom Grade I — 1. Hieraus

[Losung III 242] folgt die Behauptuns. Vgl. 28. Man beachte auch,
daB der /-dimensionale Voluminhalt des durch die Ungle.chungen

%,=20, %, =0, %3=0,..., =0, @, %, + ;%5 + 3%+ - +qyx,=n

abgegrenzten Bereiches im /-dimensionalen Raume

e e—...— und AnN

1 n n " d /1 n n "
N a a, a dn( )

I aT @y 71—1
ist.

28. Man setze in 11 bzw. 12: p=3.

29. Es sei =0 und ganz. Die Anzahl der Lésungen von
%] + |%a| + %5 + - -+ |#,| = & st gleich dem Koeffizienten a; von Z*
in der Entwicklung von

(2042024204 )= (}i}g)” =§;akc’f;
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die gesuchte Anzahl ist somit gleich dem Koeffizienten
ay+a, +ay+ - +a,

M+ _ @I+1—07_
(1 — C)p+1 (1 — C)p+1

= (2C)”(1—C)"’*1+(f> (2C)?—1(1—5)—P+(§) @L)P-2(1—L) P14 ..,
d. h. gleich

{2+l 2o

30. [G. Pélya, Math. Ann. Bd. 74, S. 204, 1913.] Die gesuchte
Anzahl ist gleich der Summe der Koeffizienten von (=%, (-5+1, |
1, ..., *71, {* in der Entwicklung von

Cm b E™ o R L L O

Es ist allgemein

von (" in

27 k
1 )
3m ( Ea,,C")C"’dt:a,, (=¢" —k<r<k
0 v=-Fk
und
m amet amen gn2" 1
Ecv_.c 2 —( 2 — 2 =it
- —1 1 - ’ - .
v=-m ¢ ¢ sinj—
2

31. [Vgl. Ch. Hermaite, Aufgabe; Nouv. Ann. Serie 2, Bd. 7, S. 335,
1868. Losung von V. Schlegel, ebenda, Serie 2, Bd. 8, S. 91, 1869.] Da
Z2=mn—x—9%, soist x+y<<n, x>0,y>0; ferner ist x <#n — «,
y—x<=n—x—y=x-+y.

Hieraus folgt, daB die gesuchte Anzahl gleich ist der Lésungszahl
der Ungleichungen

n n n
1§x§—é—, E—x;ygz, y>0, r+y<n.

32. Durch Vergleichen der mittleren Koeffizienten in der Identitit
(1+2"(1 42" = (142",
33. Durch Vergleichen der mittleren Koeffizienten in der Identitit

(122 (1 — 227 = (1 — 2.
34. Klar.
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35. Wegen k2
b= it |

”n
ist

(=]

>

=(+h2)n.

Man wende 34 an.
36. Vgl. 35.
87. Man differentiiere die Identitit

B e e e
und setze ¥ =1.
38. [Aufgabe aus Ed. Times. Vgl. Mathesis, Serie 2, Bd. 1,
S. 104, 1891. Loésung von Greenstreet usw. ebenda, S.236.] Der frag-
liche Ausdruck ist gleich

1

f1 == d"—[*—dx'/1+x+x2—|—---+x”‘1)dx

0

39. Das allgemeine Glied der linksstehenden Summe ist der
Koeffizient von x2#+1 in 3 (1 4+ 2x)"+*¥+1(— 42)*~¥  Es handelt sich
also um den Koeffizienten von #2"+1 in

n n+1__ (. 42\0+1
Z%M +2x)n+k+1(_ x2)nk = L (1 4 2x)n+1 (1+2%) (= %) ,
=~ (14 %)
oder in der Potenzreiie von } (1 4 2x)2"+2(1 + %) ~%. Die Ausfithrung
der Division fithrt auf ein Polynom 2#t® Grades als Quotienten
und auf den Rest 3[1 — (22 -+ 2) (2x 4 2)]. Der Koeffizient von
x2n+1 in

_'1_ 1 _2%—{—2
2 (14 x)? 14+ %

ist =—302un+2)+20+2=n+1.

40. Man zerlege die vorgelegte Summe in drei Summanden gemdf

(v—na)l=nta?— 2ua—1)v+v(r—1);

aus der Formel n
n -
2)pe=etar
v=0
sowie aus zwei anderen, die hieraus durch fortgesetzte Differentiation
nach p entstehen, ergeben sich fir p =%, ¢=1—2x die Werte der
drei Summanden, Vgl. 11 144.
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41, Es geniigt

e e e

und # = zu nehmen. Dann ist

N n\ (v _____’ﬂ! N _p__.<n) n—-p _— M
§<v><ﬁ>‘p!(n—¢>!§(v—p)‘ p) > =Y 0,
n ey ! n Cfm— B o0firn>p,
2 (7)(ﬁ)"7<—n~p)!g( “ (v—p)"{(~1)nfﬁrn=p_
42. Spezialfall von 40 fiir » = & = } ; auch Spezialfall von 41 fiir
<p(x):(2x—n)2‘:n2-—4xn+4'x2=n2——4(n—1)x+4x(x——1),
pyE)=m—2mn—1)x+x(x—1).
Esist w(n) =mn.
43. Spezialfall von 41 fir ¢ (x) = (2% —#n)? [42]. Esist a,=0
fir w42, a,=4 fir n=2.
44. Es sei f(x) =c, (¥ — %;) (¥ — %,) - - - (¥ — %,); man hat

d )k_ k -
(zﬁ_z_xyz_(k_xy)z, y=1,2,...,0.

45. [G. Darboux, Aufgabe; Nouv. Ann. Serie 2, Bd. 7, S. 138, 1868.]

Es ist [44]
2 (%) AW
%=0 kI & _f(zﬁ) c=egl),

wobei g (2) ein ganzzahliges Polynom bezeichnet.
46. [Cesaro, S. 872.] Aus der Rekursionsformel

fas1(2) = 2[f; (2) (1 — 2) + (n + 1) fu(2)]

folgt fiir die Koeffizienten von f,(z) = a{™z + a{"22 + --- + a™ z* die
Beziehung

d"V =g 4 (n—v+2)a™, v=1,2,...,04+1; a]’=a™,=0.

Da f, (2) = z, folgt hieraus die Behauptung. Der Wert von f, (1) er-
gibt sich aus
faer (1) = (m 4+ 1)/ (1).

47. [Vgl. N. H. Abel, Oeuvres, Bd. 2, Nouvelle édition, S. 14.
Christiania: Gregndahl & Son 1881.] Ist g(x¥) = konst., so folgt die
Behauptung aus 44. Gilt sie fiir Polynome niedrigeren Grades als g (¥),

dann setze man
gr)=@x—x,) g, (%).
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tlegz)r=alez) |2 =)
=& (Z Ziiz) (;1(8) t gffff) “t ;((22)) £ ) =1 (Z dd‘z) 1 -

Die gegebene Differentialgleichung ist durch sukzessive Quadraturen
l6sbar, weil doch das fiir die Gleichung

Es ist

d ,
B %)y =2y — %y =0

gilt.

48. Nach 44 sind beide Seiten gleich

W), R o ). =)
Mgy = e T e gy T

49. Aus 48 fir f(x) = (x — $)?, gx) =42,
50. Aus der Funktionalgleichung folgt durch Vergleichen der
Koeffizienten von 2" auf beiden Seiten,

A (" — 1) =A4,1¢", n=1,2,3,...; A,=1,

also
n(n+1)
q'—r
A, = , n=1,2,%....
@—=1(@—1 g —1) )
51. Aus der Funktionalgleichung in §0 folgt
B,(1—¢V=B,_1q, n=1,23,...; Bj=1,
also

B 7
== (g
52. [Ch. Biehler,; vgl. P. Appellund E. Lacour, Principes dela théorie

des fonctions elliptiques et applications, S. 398. Paris: Gauthier-Villars
1897.] Der fragliche Ausdruck moge g, (z) heiBen; es ist

14+ q2n+1z
qz+¢*"

n=1,2,3....

®n(3*2) = @0 (2)
Hieraus folgt
qu2v+l (/l _ q2n—-2v) —_ Cv+1 (1 . 92n+27+2) , p = 0’ 'I, = 1,

Cn = nz’
d. h. 7

(1 _ q2n+2v+2) (1 . q2n+2v+4) (1 _ q4n) .
Ly=0,1,..., 0 —1.
=@ u—g) -

53. [Jacobi, Fundamenta nova theoriae functionum ellipticarum,
§ 64, Werke, Bd. 1, S. 234. Berlin: G. Reimer 1881.] Durch Grenz-
ilbergang lim # = oo aus 52. [181.]

C,=

Pé6lya-Szegd, Aufgaben und Lehrsitze I. 11
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54. [Euler, Commentationes arithmeticae, Bd. 1; Opera Omnia,

Serie 1, Bd. 2, S. 249—250. Leipzig und Berlin: B. G. Teubner 1915.]
g

55. [Gauf, Summatio quarumdam serierum singularium, Werke,
Bd. 2, S. 9—45. Gottingen: Ges. d. Wiss. 1863.] Spezialfall von
53:¢|q', z=¢'; ferner benutze man 19.

56. [Jacobi, a.a. 0. B3, § 66; Werke, Bd. 1, S. 237.] Man setze
2= —1 in 53 und beriicksichtige 19.

57. Setzt man a, = — q"z so ist

1+ G o) — qz~1+21 —g5)(1—=¢*2) - (1—=¢""12) (¢"—1)

:1+“1+“2(1+“1)+“3(1+“1)(1+“2)+“4(1+“1)(1+“2)(1+“3)+"‘
=(1+a) (1+ay) +as(1+a)) (1+a) +a,(1+a) (1+a) (1+a5) +--
=01 +a) (1+ay) (1 +a) +a,(1+a)(1+a) (1+a) + -, usw.

n

q ¢ ¢ q
. Dy = = : e
8. D, =G0 =L Lot Tt
unter Beachtung von 50 und 57 erh'ellt man
G(z) — ZA z Z’A q 2",

G(g?2) — G(g®z) = ZA,,qz"z", e

n=1
also durch Addition der m ersten Gleichungen fiir m — oo

‘ S 4

G(z)—G(0)= 2 g,
=1 1— qn
59. Es ist G(1) =0. Aus der Funktionalgleichung von 57 folgt

durch vollstindige Induktion

N S ( 1)( q) ( ¢
Gla-m) — f— = 1=2)-- (1= =—un, “1—g.
) g1—4" ¢\ g q"> reogo=e
Mansetze(1—q)n=y,1f-%=q;aus
" e [ (B | I R
1—l1=2 1—[1-2%
g1+q+q2+-~+q"“ " n

[ R R

folgt fiir #— oo bei festem y, also fir g —1

2%(1 =y, [181.]
k=1
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60. Damit
oo 1 (22)2"
g%z—i—i (14 22)2n+1 22%—}—1

bestehe, muB3 (Vergleichen des Koeffizienten von 22%)

n

e () =5
2k +1\m—k) " 25 41

k=0

sein. Es ist

2n+1(n--k\ _ (m+k+4+1 n n+k

2k +1 n—k_ 2k 41 2k +1)°
Man wende 39 an. — Auch ohne Rechnung mit Potenzreihen ersicht-
lich aus

1 142z
fle) = 2z 2219 1—z°

61. Aus der Definition; bei dem Produkt unter Beachtung von 34.
62. Sind a,, a,, . . ., a, positiv, so ist
1+ a,z2Le%2, yv=1,2,...,n;
auf Grund von 61:
(14a,2) (1 +ay2) -+ (1 4 ay2) L @+t -tanz,

Hieraus Spezialfall fiir ¢, =a, = -+ =a, = —.

63. Aus A(z) < P(z) folgen
2 K4
fA(z)dz<<j’P(z)dz und 4@ < PO,
0 0
Aus

schlieft man also

1 f(z) 1 — oi’ n-1
-2 = Su—29 ="

64. a) Aus der kombinatorischen Bedeutung der in 9 definierten
GroBen folgt, daf

logf( )<<10g

0=C,=<4,<B,.
b) Die erste Hilfte der Behauptung 14Bt sich aus

142 =1+ 4204
1-—2°
schlieBen, indem man a =a,, 4,, ..., 4 setzt und multipliziert [61].
Die zweite Halfte ergibt sich aus
oyl ... p%m— — 20m 201 | o cee Am —1) 20m
(1—2"—2 2%m=1)(1 )=1+( F 2% e fgtmma) .1
1—z2%—2% — oo — 2%m—1__ 2%m 1—20—2% — ..o —20m—1__50m

11*
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fir m=2,3, ..., ! und durch Multiplikation:
— o — e — o

(1 —2%) (1 — 2%) 1 z')>>1.
/1__2'“1_‘-2'—“2_..._2“1

Man multipliziere beide Seiten mit [(1 — 2%) (1 — 2%) -+ (1 — 2%)] L
65. Klar.

66. Es sei s, =0 fir n v, s, =1, dann ist ¢, = p,, fir n=v;
soll auch fiir diese spezielle Folge lim #, =lim s,, sein, so ist limp,,=0:
die Bedingung ist notwendig. Ang;;seit::g; die Bedingun; e_:)r;:illt; ist
¢ eine beliebige positive Zahl, so wihle man N so, daB |s, — s| <%
fir #»> N ist, auBerdem sei noch # so grof gewihlt, daB ¢,,,
Pnis ..., Puy alle <Z‘(N‘i—1)M sind; M bezeichne das Maximum

von |s,|. Aus
tn—s:pnO(SO_s)+pnl(sl—‘s)+"'+?nn(5n_s)

schlieBt man dann

& L e ¢
Itn—3|<(N+1)2Mm1)_M+§(Pn,zv+1+15n,zv+2+'"+Pm.)<5+§.
67. Spezialfall von 66: $,, = %—:TT
68. Aquivalent mit 67: logp,=s,. Oft gebriuchlich ist die
n+l_
Formulierung: Ist a,>0, lim -2t a>0, so ist auch limya, =a.
n>oco Apn n >0
69. Spezialfall von 68: Setzt man
_ _ (2} _(3)2 (%+1)”
?0_1’ p1_<,1)’ p2—2 ’ MR pﬂ_ n )
so ist
(1)t
1’01&1’2?7;—‘ (%+ 1)T
70. Spezialfall von 66: Setzt man
O — oo tat ot
Yob Y bbb T by byt by,
so ist

limp,, =0.

n->»oo
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71. Spezialfallvon70: a, = (n + 1)*~ !, b, = (n +1)* — »*. Esist

/1 124
) —ne (1+; —1 (dx“)
lim =lim = | — =0,
n> oo n*~1 n>oco i ax /,-q
daher n
L la—1+2a—l+...+(/ﬂ+l)o¢—l — tm ( —F’l)‘x 1 __1—
0o (n 4+ 1)* ,Hoo(n—{—i) —n* &

72. [Beziiglich T2—74 vgl. N. E. Norlund, Lunds Universitets
Arsskrift, N. F. Avd. 2, Bd. 16, Nr. 3, 1919.] Spezialfall von 66:

por Pn-s paes
1"0+ﬁ1+"'+75n 1"0’}‘751‘{" +an

73. Spezialfall von 66. Man setze
Potbrt+o=Pn, Gotq+ Tt =00, ro+r+-Fr=
Es ist [vgl. 74]

Fn Podn + P11+ -+ Pudo

Rn—‘?an—l-Plan‘i‘"‘+PnQ0_?§n0 QO +i)nIQ + +1§ML Qn
Wennp ?n va = pn v
Y 0Ot 21Qna A A PaQ0 o+ bt P
gesetzt wird.
74. Wird
P :Soiﬁn+51?n—1+"'+sn?o q :309n+51‘_7n—1+"'+3n90
" Do+ b1+ -+ Pu ' " o+t -+ ’
. :307n+517n—1+"‘+3n70
" Totri+ 4 7m

(v, wie in 78) gesetzt, so ist

T, = PnQ0GotPn- 10101t - +P0Qnan _n Popotgn 1 Pipit- g0 Pabn

PaQo+pn1Qrt - +D0n Loty Prt -+ ¢y P
und folglich [66, 73] lim p, =lim g, = limt,. Zur Herleitung obiger
7> oo n > 00 7> o0

Identitdten bediene man sich der Potenzreihen, deren Koeffizienten
die fraglichen Zahlenfolgen sind [34]:

SaSpd=Spe,  S#Ser-3o.,
S3nd= SR =3Pt Sod — St S0,
= n

S Pt = Sht s, ZannZ”ZquszSzzl,
Pyt = =0 #=0 =0 =0
oo oo oo oo oo oo oo 00
D Rutpzt =2 pp 2 D 2 Dspam =D pp 2 D Qrqdt =D g2t D P2
=0 k=0 =0 m=0 k=0 =0 k=0 =0
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75. Setzt man
tn: <a1+a2+ Tt +an)n_0: sn:al1_6+a22—g+ +an”_0:

so ist, wenn s die Reihensumme bezeichnet,

s

=0+ 1) (s, —s)=n""D (s, —s)p*— v+ 1) +n"°s;

y=

fun

dies konvergiert gegen 0 [66].

716. [E. Cesiro, Nouv. Ann. Serie 3, Bd. 9, S.353—367, 1890.]
Laut 70 ist der gesuchte Grenzwert

pn Py : O

= lim =lim .
n>ool0g Pp— 108 Py poroo— log (1—$, P,)

T1. [I.Schur.] Man setze D' p, = P,, D ¢, =Q,, und es sei f>0.
v=1 r=1

Es ist limQ, = lim ng, = oo; sonst wire nimlich qnm-q—, g>0, dh.
n—> 00 n-> 00 n

[16] Q,,~>q log n—o0: Widerspruch. Es ist auch lim P, =lim#p, = co.
n—> oo n—>oo
{Fiir & > 0 zeigt man dies, wie vorher, fir & = 0 ist lim #p, P;! = oo,
0 n—>» 00
also erst recht lim#np,=oc0, also >'p, divergent.) Daher ist die
7> 00 n=1

Reihe >'#np,q, divergent. Im Falle o =0 schlieBt man, da
n=1
ng, <<KQ,, K von n frei,

n n N
Z;V?qu<K§¢va§KQn2;pv:KPnQn,
d. h. '
?EV
’y YHv
2 vDrg p 0,

—_— = " . lim " =0
n>co WPy n>oMPn n>co®qp

Im Falle & >0 ersetze man die Behauptung durch

lim ——nP”Q" =a+p.
TR 2 v
Man wende 70 an: -
I Sy P
78. Beispiel: a4, =a,=a,=-.- =1. Es sei nun angenommen,

daB a,=a,.;, a,—~0 und

ayyt+ay+ - +a,—na, =K fir w=1,2,3,... .
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Es sel m gegeben; man bestimme # so, daBl a,< %4, ist. Aus

Kza 4+ay+ - +an—ma,+ (@ny+ - +a,) — (n—m)a,

=m(ay, — a,) =4 may

folgt a,4+ -+ apn=K+ma,<3K fir m=1,2,3,.... Es liegt
hier ein Fall von Reihentransformation mit speziellen Bedingungen vor,
auf welchen 66 nicht anwendbar ist.

79. Enthilt 65 als Spezialfall; Beweis derselbe. — Ist #p; =0
fir I >k, so heiit die Doppelfolge zetlenfinit (vgl. 65, 66). Ist pz; =0
fiir <k, so heiBt sie kolonnenfinit.

80. Enthilt 66 als Spezialfall; Beweis analog.

81. Setzt man s, =mnc, + n + 1)cyyq + -, so ist
(2 2,
tn = ns"+<n+1 n) "+1+<n—|—? n+1 Snea T

unter Beriicksichtigung von lims, =0 folgt hieraus lim#, =0 [80].

82. [G. H. Hardy und J. E. Littlewood, Palermo Rend. Bd. 4,
S.50—51, 1916; vgl. auch T. Carleman, Ark. fér Mat., Astron. och
Fys. Bd. 15, Nr. 11, 1920.] Es sei

1 ()

[l0+a1+"'+“n:sn; nl :bn:

bo+0,(1— &)+ - +b,(1 —&x)"=1y;

man beweist in der Funktionentheorie [Hurwitz-Courant, S. 32—133],
daB fiir |y|<1-— & identisch

bo =+ byy 4 byy® - - by A
=ay+a, (& +y) +ay(0 + 9+ Fan(a +y)" 4

gilt. Es folgt
oo 1__0‘ 0o oo

ﬁ1_(xnkk bl 7( _ oc_*_ —x)rt1 ’s KX_*_ l‘
P ( Z (o4 9)z ; y)'=(1—«) l;) 1 ¥)

Der Koeffizient von y* ist linker Hand ¢, und rechter Hand

(1— )nﬂ[s +(n—|— )0‘ n+1+< +2)‘x23n+2+ (n;l—g)‘xasms'*"”} =1y

Die Zeilensumme ist 1 [Binomialformel], die Transformation ist ko-
lonnenfinit.

83. Vgl. die analogen Sitze 65 und 79.

84. Vgl. die analogen Sitze 66 und 80.
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85. Man setze in 84:
a, o) = b, t"
b Y T R bt bt by

Sp =

Bei gegebenem » und ¢, ¢ >0, wihle man # so groB3, dafl

b,
ist, dann ist
b,
bo+ byt + -+ b "

Letzterer Ausdruck strebt fiir £ —>1 gegen einen Wert, der <Ce ist.
Der Satz gilt unverandert, wenn der Konvergenzradius nicht 1, sondern
o ist, 0>0.

86. [N. H. Abel, a. a. 0. 47, Bd. 1, S. 223.] Auf Grund von 85 ist

P, (8) <

2(“0+“1+"'~§~an)t”
a0+a1t—[—azt2+...+antn+___=n=o _
‘tn
— lim “o+“1+ —f—a,,:s
n->oo 1

817. [G. Frobenius, J.fir Math. Bd. 89, S. 262—264, 1880.] Aus der
Voraussetzung folgt, daB #-1a, beschrinkt ist; daher konvergiert

> a,t" fir |¢]<1. Auf Grund von 85 folgt
n=0

ay+a b+ a2+ - +a,tt+ -
Zao—i—al coe 4 ay, )t %(30+31+"'+5n)tn

P4 2m+1)e
n=0 n=0
. SotS+ s
=lim 22 T =g,

88. Durch Multiplikation von Zéhler und Nenner mit der geome-
trischen Reihe folgt

Mg

(ao+“1+"‘+an)tn

I}
(=

ay+attagt>+ - a4

by + byt + by + '--—i—bnt"—}—-.!—

M8

(B by e b

—1ma0+al + +an=
n—»oob +b1 +bn

n

I
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89. Anwendung von 156 mit ¢ (2) = log (1 —{—%) —oalog (1 + %)

lehrt, da3
o o 1
g (1+ %) — arog 1+ )

r=1
konvergiert; d. h. es existiert
I n*" 1yl 0
im >0.
& (& 1) (o Fm—1)
o(®+1) - (x+n—1)

n!

Man setze in 85: 4, =n*"1, 5, =

90. Das fragliche Integral lautet, nach Potenzen von % entwickelt,

nz*v( 2n—1)> g2

. 13.”Qn—ﬂ> 1 1
S 1fall : nz—(———— ==, 8 ==,
pezialfall von 85: 4 5 54 on , b oS =3
91. [Vgl. O. Perron, Die Lehre von den Kettenbriichen, S. 353,
Formel (24). Leipzig: B. G. Teubner 1913.] Aus der Rekursionsformel
Anpa=(02n+1)A4n, 1 +ad,, Buiy=(2n+1)Byyy +aB,,

n=0,1,2...; Ay=B;=1, 4,=B,=0

R?=1.

folgt, wenn y eine der beiden Reihen F(x), G (x) bedeutet:
yl/zzxyll+y/+ay

a2
Die Substitution a(1 — 2x)==v? fithrt auf 3—3; y=0, y=ce"+cye?,
¢, und ¢, Konstanten, d. h.
v-Va | ,-v+Va _po-Va | p-v+Va
e +e ’ G (%) — e —i—ie
2 2 1[“

Setzt man 2x = ¢, so 14Bt sich 85 auf folgende Weise anwenden:

F(x) =

An 1 4
. A, "ol 2= . F (5) —ele — ¢-Va
lim —* = lim = lim =Ya ——=;
n>ooBn  n>oo Bn 1 t>1-0 ,(t) eVe 4 g-Va
n— G |—
nl2n-1 2

. AN . o .
die Potenzreihe von G’ (—2—> divergiert fir ¢ =1, weil ihre simtlichen

Koeffizienten =0 sind und lim G’ (%) =00 ist.
t>1-0
92. Spezialfall von 88:
M—Q”—Zbﬂ t+”*w
=0

n
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Wegen (1 —8)=0-1=(by b, 4 - 4 by) £ ist

n=0

(a+n)=(a—i—1)(a—l—2)---(o—[—n)
n

n!

bo+b1+bz++bn: bn’,6>0

[Lésung 89]. Nach 75 ist somit

lim ay +a, +a, + +an
povoo By + 0y + by + -+ b

93. Nach Lgsung 89 ist

lim (1 — ¢ 3g([yn] — 2[‘/%})# — lim 3 [Yn]—2 D/Q <o,

t>1- 0

246 2n
S
Der Grenzwert ist :_QZ_Q]_’Z, weil iiz 2n+1 /ﬁ
2 2 4 6 2n b4

ist [II 202].
94. Die Behauptung von 85 gilt auch dann, wenn ¢ nicht gegen 1,
sondern gegen -+ oo konvergiert. Vgl. 84. Die Reihensumme

by + byt + byt Ao b+ -
wichst iiber alle Grenzen mit ¢ — -+ oo, weil b, >0 ist.

sn

| —

b, = — . [Borelsche Sum-

95. Anwendung von 94: a, = ;

N

mation; Knopp, S. 471.]
96. Setzt man s, =a,+4a,+ -+ a,, s_; =0, so ist

t

" v+1
je‘xg(")d”—zsv = lfg z’”"—zs”/( vx+1 )g_xd"
g =0

2.07 1 ;
= Sy —mm— ¢,
e v+ 1!

wie sich durch partielle Integration beim Subtrahenden ergibt [95].

97. Man setze in 96: a4, = 0, wenn » ungerade,

1 3 5 2m—1
—_ —_— )n—- —_— - —— ¢t s . R
a, = (—1) 516 Sy wemn n=2m
. . 1 ) 1 . . .
ist. Es ist s = = —. Abhnlich ergibt sich fiir —1=x=<1
M—2)eq V2

oo

_t _ 1
/e ]O(xt)dt—w_‘_xz.

0
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98. [Ein Spezialfall bei M. Fekete, Math. Zeitschr. Bd. 17, S. 233,
1923.] Es geniigt, den Fall zu betrachten, dal die untere Grenze & endlich

ist. Es sei ¢ >0 und %m < & + &. Irgendeine ganze Zahl # 148t sich auf

die Form # = gm + » bringen, wobei # = 0 oder1 oder 2 . .. oder m — 1
ist. Zur Vereinheitlichung a, = 0 gesetzt, hat man

an:aqm+r§am+am+"'+am+ar:qam+ary

I _ Hqmar _9Ont 4 _ G gm 4+ &
n  gm+r— gm+r  mqm-+r ' n’
a, qgm a,
< — -
“47; <((x+8)qm-}—r /2

(*)

Die Reihe
o j‘!a_ﬁ> (ﬂ_£2_> (ﬁ_i@)....:y m_
1+(21+4 2) T8 T )T e T

konvergiert, denn sie wird wegen (*) durch

la, |+ 271427242734 ...

majoriert. ,Man schreibe die ganze Zahl #» im Dualsystem, d.h. man

setze
n=2" 4 g 2m 14 2™ 24 ... fg,,

WO &, &, ..., &, =0 oder 1 sind; laut Voraussetzung ist

Aom 4 & Agm—1 4= -+ e @y — (& + & + -+ -+ &n)

gﬂnédgm—'—é‘lﬂgm—l '}‘ Jr Em Iy _§_ (81 +£2+ ”i‘ é\m);
@y, 2™ am £ 2™ ggms tm @ m _ logn
ln  n 2™ n 2m-l w 1|~ n— nlog2

Hieraus schlieBt man nach 66 mit:

a, Aom —1 azam
So=0, 31:-1—,"'7 Sm—lz'zm—_l, szzm—,"',

€ g2m1 2m
i)n():O: ﬁnlz_}:, Tty i’n,m—lz L 7 , an=7, Pn,m-}—l:O; ey
daB limn-'a, = ist. SchlieBlich gilt wegen (*)

n > oo
‘ |

‘ am[/Jazm “m| Jaz;m Aoy m | 1 1 1
QO—— | = l——— —_— e —— ... _— ———-l——...:-—-_
| m| | 2m  m|  |4m ZmyJr <2 +4m m
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100. [L. Fejér, C. R. Bd. 142, S. 501—503, 1906.] Es geniigt,
wie aus dem Beweis ersichtlich sein wird, den Fall beschrinkter
Partialsummen s,, Sy, Sy, - - -, Sy, - - - 2U betrachten. Es sei liminfs, = m,

n-—>» oo
. s M —
limsups,= M, ! eine positive ganze Zahl, />>2 und 6= ; ”.
n > oo

Wir teilen die Zahlengerade in / Intervalle durch die Punkte

—co,m+0,m+-28,..., M—20, M—§6, +oo.

Man wihle N so groB3, daB [sn — snﬂl < § wird fiir » > N. Ferner
mdge Sy, 74 > N, in dem ersten (unendlichen) Teilintervall und s,,,
%y >y, in dem letzten (unendlichen) Teilintervall liegen. Die Glieder
der Sequenz s, , Sp,+1, --., Sn,-1, Sy, KOnnen dann keines der da-
zwischenliegenden /— 2 endlichen Teilintervalle von der Linge d éiber-
springen. Ahnlich kann man schlieBen, wenn die Sequenz nicht ,,lang-
sam hinaufsteigt‘, sondern ,Jangsam hinabsteigt*.

101. [Vgl. G. Szegs, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3,
Bd. 23, S. 361, 1914. Lésung von P. Veress, ebenda, Serie 3, Bd. 25,
S. 88, 1917.] Das Intervall 0,1. Vgl. 102.

102. [G. Pélya, Palermo Rend. Bd. 34, S.108—109, 1912.] Es
existieren beliebig weit entfernte Sequenzen #, , ty 41, ..., ty,, die von
dem Limes superior der Folge zu ihrem Limes inferior beliebig lang-
sam hinabsteigen. Genaueres wie in Lésung 100.

103.

Vn Yn+1

”+Vn—ﬂ+1+1’n+1

H(Vy— Vpyqg) + Vn _ Vy, 1 .

= = — . [102.
R IR e el TERA TR o e R
104. Es sei die fragliche Folge sy, sy, Sa, ..., Sp, ..., lims, =s.

n >0
Man wihle s, beliebig im Intervall s — 4}, s+ 1 und allgemein s,,

C e 1 1
beliebig im Intervall s — o S + ! < vy <w3<---. Die Glieder

der Reihe s, + (s,, — Sy,) + (S», — $»,) + - -+ sind bzw. nicht groBer als
die von |s,, |+ G +H+GF+H+ .

105. Unterhalb irgendeiner festen Grenze liegen nur endlich viele
Glieder der Folge und unter endlich vielen Zahlen gibt es eine kleinste
oder mehrere kleinsten.

106. Wenn die WeierstraPsche obere und untere Grenze der frag-
lichen Folge zusammenfallen, dann ist nichts zu beweisen. Sind sie
voneinander verschieden, so ist mindestens eine der beiden von dem
Grenzwert der Folge verschieden. Diese ist gleich dem groBten bzw.
kleinsten Glied der Folge.
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107. Es sei die positive ganze Zahl m vorgegeben, # die kleinste
unter den Zahlen [, l, ..., ly; 7 >0. Nach Voraussetzung gibt es
Zahlen in der gegebenen Folge, die unterhalb # liegen. Es sei # der
kleinste Index mit /, < n; dann ist

nw>my by <Dl <l b, <Dyoy.
108. Man wende 105 auf die Folge /7', 4}, I;7},, ... an.

+10

109. [G. Pilya, Math. Ann. Bd. 88, S. 170—171, 1923.] Man be-
zeichne /,, als ein ,hervorragendes Glied” der Folge, wenn [, gréBer
ist als alle nachfolgenden Glieder. GemiB Voraussetzung und 108 gibt
es in der ersten Folge unendlich viele hervorragende Glieder; sie sollen

in der richtigen Reihenfolge aufgezihlt
an; lnz; lnap RS lm > lﬂz > l”x >

heiBen. Ist /, kein hervorragendes Glied, so liegt es zwischen zwei kon-
sekutiven hervorragenden Gliedern (fir » > #»,) d.h. es ist n,_, <<v <<mn,;
man erkennt sukzessive, daBl I, =1, , l,_o=1l,, ..., L, <1l,, also

*) 1,s, <lsp,.
Hieraus schlieBt man

limsupl,, s, = + o;
7->00

sonst miiBte namlich Z,s,,, also nach (*¥) auch die ganze Folge

ly81,0555, 133, ... beschrinkt sein, entgegen der Voraussetzung. Man
wende 107 auf die Folge
Llspt, Llsplo o Llspt

an und beachte (¥).

110. [Betreffs 110—112 vgl. A. Wiman, Acta Math. Bd. 37,
S. 305—326, 1914; G. Pélya, ebenda, Bd. 40, S. 311—319, 1916;
G. Valiron, Ann. de I'Ec. Norm. Sup. Serie 3, Bd. 37, S. 221—225,
1920; W. Saxer, Math. Zeitschr. Bd. 17, S. 206—227, 1923.] Ana-
lytisch: Es ist lim (L,, — mA) = +oo. Das Minimum der Zahlen-

m —» oo

folge Ly—0, Li—A, Ly—24, Ly—34, ...
sei L, —nA [105]; dann ist
Lyw—(m—mA=L,—nd, Lyy—(n+»nA=L,—nd

fir u=1,2,...,m;7v=1,2,3,...; n=0 ist durch die Voraussetzung
iiber A ausgeschlossen.

Geometrisch: Man ziehe durch die gegebenen Punkte vertikale
Halbstrahlen nach oben, bilde den kleinsten konvexen Bereich (unend-
liches Polygon), der diese umfaft, und lege daran die Stiitzgerade vom
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Richtungskoeffizienten A'). Die Ecke (oder eine der Ecken), durch
welche diese Stiitzgerade hindurchgeht, sei (s, L,). Die Verbindungs-
strecken von (n, L,) mit den nach links gelegenen Punkten des konvexen
Bereiches haben kleinere, mit den nach rechts gelegenen gréBere Nei-
gung als die Stiitzgerade.

111. [Vgl. G. Pélya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3,
Bd. 24, S. 282, 1916.] Es sei

h+l+---+1,=L,, m=1,2,3,..., Ly=0 {110].
Da L,—A4<0, ist Ly—0 nicht das Minimum in L6sung 110.
lny1=4; daher muBl /,,, und folglich » zugleich mit 4 ins Unendliche
streben.

112. Esist, by -+ 0+ + 4, =Ly, m=1,2,3,..., L, = 0 gesetzt,

Jim T ;mﬁ — —A [67]. Die Folge

m—>00

L,—0, L —A, L,—2A4,... Ly,—mA,...

strebt gegen —oo. Ihr Maximum sei L, — n 4 ; die fraglichen Unglei-
chungen sind fiir den so gefundenen Index # erfiillt. Es gibt in der
‘Folge L, L,,...,Ly,... unendlich viele Glieder, die gréBer sind als
alle vorangehenden [107]; es sei L, ein solches. Dann sind die Zahlen

Lokl bttt

1’ 2 s
alle positiv: sobald A kleiner ist als ihr Minimum, ist der zu A4 ge-
horige Index # =s. — Die Punkte (%, L,) sind jetzt in ein unendliches

konvexes Polygon einzuschlieBen, das von oben gesehen konvex ist.
113. Es sei S der fragliche Limes superior. Dann ist a) S=4.
Fir S =o0 ist dies klar. Fiir endliches S ist, wenn ¢ >0 und m
.geniigend groB ist, logm < (S 4 ¢)log7,,, also
S+2¢ 0o
St <m™t, ST <m Ste, Zf,,}s—ze konvergent ,
m=1

d.h. S+2e=1, S=4. Ferner ist b) S=1. Fiir 2=o0 ist dies

oo
klar. Fiir endliches 1 ist, wenn ¢>0, 277;4—5 konvergent, also

e logm ™'
[139, &, = 1] mrm'I -0, d. h. —&gﬂ<l+e fir geniigend groBe

m,S<l+e, S<A. log7m

1) Unter Stiitzgerade einer abgeschlossenen Menge 9@ versteht man eine
Gerade, die M ganz auf einer Seite 148t und mit I mindestens einen Punkt
gemeinsam hat. Jede Stiitzgerade bestimmt somit eine abgeschlossene Halb-
ebene, die M enthilt; der gemeinsame Teil (Durchschnitt) dieser Halbebenen ist
ein konvexer Bereich &, der kleinste, der ¢ umfaBt. Jede Stiitzgerade von M
ist eine von & und umgekehrt. Ahnliches gilt auch dann, wenn der unendlich
ferne Punkt — wie im vorliegenden Falle — der Menge M angehort. Vgl. IIT,

Kap. 3, § 1.
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114, Es sei | %y | =, 0 <7y =7, =73=-.-. Man schlieBe ferner
jede Zahl x,, v=1,2,...,m in ein Intervall ein, dessen Mittelpunkt
%, und Linge 6 ist. Diese Intervalle haben keine inneren Punkte

0

. . . . é
miteinander gemein und sind ganz in — 7, — —, #, + 2 enthalten.

2
Daher ist

mo =27, + 9, d. h. lim sup logm

m->oo 1087,
115. Nach 118 ist limm7,,” =0. Man setze in 107: I, = mr,’.
m > o0

116. Es ist limsupm#,”~ = -+ co. Sonst gibe es eine von m freie
m > o0

Konstante K mit m7r,” <K, also fir o« <a(1+¢&) <1 mit
1 K1+£

r:&ﬂ(l+s) ml+£"

Widerspruch, da 4 der Konvergenzexponent der Folge 71,7y, ..., %, - ..

ist. Man hat ferner m7,”—>0. Man setze jetzt in 109:
1 1

mh 11 m*
w= Sp=m* £, lmsm—;;.

17. Fir 0=x<r;, wenn m=0, fir 7,<x <7y, wenn
m=1,2,3,.... — Die Glieder nehmen vom Anfangsglied 1 bis zum
mte Glied (Maximalglied) stindig zu und dann vom ' Glied bis ins
Unendliche stindig ab.

118. Man setze in 111: [, = logr,, —logs,,, k=n —u bzw. n v
und bestimme nach Vorgabe von A zuerst # nach 111 und nachher
so, daB 4 =logr —logs, ist. DaB fir y=s, das n' Glied das ab-
solut groBte Glied der zweiten Potenzreihe wird, ist klar [117].

119. Wenn $, 2" ein beliebiges Glied ist, so wihle man m so, daB3
m>n und p, >0. Man hat

m—n/—
D B > Py x", sobald x> l/ —iﬁ .

120. Wenn das Glied p,x" fir einen Wert von x alle voran-
gehenden {iibertrifft, d. h. wenn fir einen Wert von x simtliche Un-
gleichungen

2 (Pp 2"~ — p,) =0, vy=0,1,...,%

gelten, dann gelten dieselben auch fiir jeden gréBeren Wert von .
121. Es sei m beliebig, # so gewihlt, daBl p,x™ Maximalglied
ist. Dann ist

Dm0™ = Pm™ =1y, =
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Andererseits ist p,, (0 o)™ fiir m — oo beschrdnkt, 0 << 8 < 1. Aus diesen
beiden Bemerkungen schlieBt man

lim ]/;b—

m—>» oo

122. [A.a.0.110.] Fiir einen bestimmten positiven Wert z sei #

[eo]

der Zentralindex der Reihe ZZ—"L 2™ [121], und es seiy ein Wert, y > 0,

m=0 ™

fiir den der Zentralindex von meym ebenfalls gleich # ausfillt; man
m=0

R

bestimme ¥ so, dal z = —5_7 . Dann ist
ap ¥ _a, x° _ -
= = 5 = b ké " k= e o
bk yk—bn ynr ky —bny: 0)112:
123. [A.a.0.110.] Es seien
”1,n2,.. nk,...

m

die sukzessiven Werte, die der Zentralindex der Reihe 2 3—2’”

annimmt. Das Glied mit dem betreffenden Index sei Max1ma1g11ed
bzw. in dem Intervall

(O’ é-1) ’ (CI: C2) ’ (52’ 53): sy (Ck—l’ Ck) y ey
und es seien
ylr yz: y3: . ;yk, “en
Werte, fiir welche das Glied von Zb y™ mit dem betreffenden Index

Maximalglied wird. Durch das Verfahren in Losung 122 werden diese
Werte v; solchen Werten x zugeordnet, die bzw. in den Intervallen

0, ¥181)» 280 ¥282) s Walay ¥38a) s ooos Ol Y2la)s -+

liegen. Ausnahmewerte x* denen kein y zugeordnet werden kann,
liegen sicherlich in den Intervallen

(181 ¥281) s (0280, ¥3Lla) s oens Ve-18k-1 Yali-1) s -y

also die Werte logx* in Intervallen, deren Gesamtlinge gleich

log +10g + +logy —]—---zlimlogﬂzlogf—
1

k-1 k>0 Y1

ist, wobei ¢ den Konvergenzradius von >'b,y" bezeichnet.
n=0

124. [A. J. Kempner, Amer. Math. Monthly, Bd. 21, Februar 1914.]
Um diejenigen nichtnegativen ganzen Zahlen zwischen 0= 00... 000
und 10® —1==99...999 zu erhalten, die blo8 mit den 9 Ziffern
0,1, 2,..., 8 geschrieben sind, setze man diese 9 Ziffern an m Stellen
nebeneinander auf alle moglichen Arten hin: auf diese Weise erhalt
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man insgesamt 9™ Zahlen. Es sei nun 7, die #*¢ nichtnegative ganze Zahl,
welche ohne die Ziffer 9 geschrieben ist. Wenn 10"~ —1<<7,<<10™—1,
dann ist # < 9™, also . .
ogn _ log9
li - .
lﬁsip logr, ™ log 10 <1 [113]
Einfacher so: die Anzahl derjenigen Glieder der fraglichen Teilreihe,
die zwischen 101 —1 und 10™ — 1 liegen, ist 9" — 9™~1. Folglich
ist die Summe der Teilreihe kleiner als
9—1  ¢2—9 @ _@? < )
1 T 10 TTho T + +W+ =80.
125. Man nehme die beiden Te11re1hen, die simtliche positiven
bzw. negativen Glieder umfassen.

126. [K. Knopp, J. fir Math. Bd.142, S.292—293, 1913.] Nein.

Beispiel: Es sei b, + b, + b, + - - - konvergent, s+ -
divergent; man setze

by by b,
“1251:“2““3_2-!: “4:“5:"'—“9:ﬁ: “10:"':“3325,“'.

Weil #! fiir n=1 durch [ feilbar ist, ist die Teilreihe a4 g ; + @ 9,4+ -
nach Zusammenfassung der Glieder, die demselben b, entsprungen

sind, identisch mit %bl + 7 b, + %bs + - --, abgesehen von endlich vielen
Gliedern.

127. Nein [128].

128. Nein. Es seien ¢ (x), D (x) positive, stets zunehmende ganz-
wertige Funktionen, d. h. es sei 0<p() <R <@B) < -,
0<PN)<PR)<DPB) < -+, ¢(n), ®(n) ganze Zahlen. Man bilde
aus der Reihe b, + b, + b, +- - - in Losung 126 eine Reihe @, +a, + a5+ - -

O
i i Ba,=—r 1 — = ;
durch dieVorschrift,daB a, Bom)— Dlm—1) wenn P(m—1) <<v=P(m);
Ay=0y=" - =g :%11) . Durch die Ungleichung @(¢,,)<< P (m) <@ (t,+1)

ist eine ganze Zahl ¢,, eindeutig bestimmt. Durch Zusammenfaésung

der Glieder, die dem gleichen b, entsprungen sind, geht die Reihe
. ~ tm - tm-l o

a 2 +a .. in b, iiber. Setzt man

7w v T mZ:;(D(m)—@(m—U "

® (x) = 2%, so erhilt man eine Reihe a; + a, + a5 + ---, die fiir 126
bis 128 zugleich ein Gegenbeispiel liefert. :
Wenn nidmlich ¢(x) ein Polynom vom Grade =2 oder ¢ (x) = ki*

tm - tm—l
D (m) — D (m—1)
monoton abnehmend [Knopp, S.316]. Wenn ¢ (x) =k -+ lx, verwandelt
man die zusammengezogene Reihe durch Addition einer absolut kon-
vergenten in 7~V(b, + b, + b, + - ) [126].

Pélya-Szegd, Aufgaben und Lehrsitze I. 12

ist, so sind die Zahlen von einem gewissen an
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129. [A. Haar.] Da die Reihe s;=a;+ a9, + a3;+ --- von der-
selben Art ist wie s;, so geniigt es, @; =0 zu zeigen. Es seien
b1, P2, - . ., Pm die m ersten Primzahlen. Dann enthilt

§1 — (Sp, + Sp, + -+ + Spn)
+ (Spups + Spma + )
(— D)™ Sp,ps...om
nur a; und diejenigen Glieder a,, deren Index # durch keine der Prim-
zahlen py, Py, . . ., P teilbar ist, und zwar jedes solche 4, nur einmal
[VIII 26]. Das heilt

a; = 0 .
n Pm+
Dal die Voraussetzung der absoluten Konvergenz wesentlich ist,
A(n)

kann durch das Beispiel 2 [VIII, Kap. 1, § 5] belegt werden.

130. [G. Cantor; vgl C Camtheodorv Vorlesungen tiber reelle Funk-
tionen, S. 286—287. Leipzigund Berlin: B. G. Teubner 1918.] Die frag-
liche Punktmenge entsteht, wenn man vom abgeschlossenen Inter-
vall 0,1 das offene mittlere Drittel entfernt und auf die jeweilig iibrig-
bleibenden abgeschlossenen Intervalle stets den gleichen Prozel an-
wendet.

131. [Vgl. S. Kakeya, Tokyo Math. Ges. Serie2, Bd. 7, S.250,1914;
Téhoku Sc. Rep. Bd. 3, S. 159, 1915.] Man setze

Pu+Pusr+ S+ Pty =Py imP, ,=P,, n=1,2,3,...,v=0,1,2,... .

v >0

Es sei p,, das erste Glied mit p,, << o; entweder gibt es dann ein »; mit
Pu» <0, Py ,+1=0, v,=0, oder es ist P,,<o. Im zweiten Falle
ist, da P, = p,,-1= o (fiir n; = 1 sind diese Ungleichungen so zu lesen:
P,=s=o0), P, =0, d.h. ¢ ist durch eine unendliche Teilreihe dar-
stellbar. Im ersten Falle bestimme man weiter das erste Glied p,,
mit #y >0y + vy, Py, + pn,<o; entweder gibt es dann ein », mit

Pyv+ Pppr, <6, Py s+ Ppyyr1=0, 7,220, oderesist P, , + Py, <o.
Im zweiten Fall ist, da P, , + Py, =P, ,,+ pp,-1=0(ny>n, v, +1,
da P, ., + pnv4+1 = Pnyv41=0), Py, -+ Pn,=0, d. h. oist wieder
durch eine unendliche Teilreihe darstellbar. Wenn dieses Verfahren
niemals abbricht (d. h. wenn immer der erste Fall eintritt), dann ist

0= Pﬂx,"x + Pnz,”z + Pna,”: + Toe

132. Aus
pn=Pn+1+pn+2+i)n+3+"'
Prv1 = “Prte T Pnts
1 1 1
folgt p, = 2,11, al =—, =— -, pp=—, --. Di -
olgt pp=2pns1, also py=—, pr= b= Die Dar

stellung durch nichiabbrechende dyadische Briiche ist eindeutig.
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133. Einschaltung von verschwindenden Gliedern fithrt den Satz
auf die gliedweise Addition zweier konvergenten Reihen zuriick.

134. Identisch mit dem Beweis des von Riemann herrithrenden
Satzes iiber die Wertinderung bedingt konvergenter Reihen. [Knopp,
S. 319.]

135. Aus f’l%ngﬁsg"'» 0<ml<m2<m3< fOlgt

my =1, my=2,..., Ma=n, prtpot ot Pa=tmt Pt F Poa
136. Man bestimme die Teilreihe ¢, + p,, + p, + -+ so, daB

pfn<N[in(2_n; Qn_“Qn—l): ”‘:1;2;3)-'-: Q():O-

Esist ¢, + pr,+ - + 5= Qn, die ganze ,,rote’ Teilreihe konvergiert,
also wichst Q, — (75,1 + #p,+ -+ + pr,) tber alle Grenzen; in dem
MaBe, als diese Differenzen Platz freilassen, kann man die iibrigen
,,.schwarzen‘ Glieder nach und nach unterbringen. Die Konstruktion
verschiebt die beiden komplementaren Teilreihen nur relativ zueinander.

137. [W. Sierpinski, Krak. Anz. 1911, S. 149.] Um s zu erzielen,
verlangsamt man die Divergenz des positiven Teiles der Reihe nach
Vorbild 136.

138.[E.Cesdro,Rom. Acc.L.Rend. Serie4, Bd. 4, 2.Sem.S.133, 1888;
J. Bagnera, Darboux Bull. Serie 2, Bd. 12, S. 227, 1888. Vgl. auch
G. H. Hardy, Messenger, Serie 2, Bd. 41, S. 17, 1911; H. Rademacher,
Math. Zeitschr. Bd. 11, S.276—288, 1921.] E,=¢& + &+ -+ + &,
E, =0 gesetzt, ist

81751+821b2+"'+8n2bn Z(E —E,_ 1 ZE (Pf ?V+1)+Enpn-

Wire etwa E, > an fir n >N, o >0, dann wire
N n-—1
&Py T Eapyt o +5nPn>ZlEv(f’v_ Pri1) + “ﬁ%";(ﬁy — pvr1) Hanp,
=K+ D‘Zﬁv;

rEN+1
hierin ist K von # unabhingig, und folglich strebt die rechte Seite
gegen —+ 0o.

139. [E. Lasker.] Es sei E, =¢ + & + --- +¢,, wie in 138. Die
Folge
(E) E,E,E, .. ,E,...

hat die Eigenschaft, daB zwischen zwei Gliedern von entgegengesetztem

Vorzeichen sich ein verschwindendes Glied befindet. Wir unterscheiden

zwei Fille: 1. in der Folge (E) verschwinden unendlich viele Glieder;

2. abgesehen von endlich vielen sind alle Glieder der Folge (E) von
12%
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demselben Vorzeichen. Sie seien etwa positiv. Im Fall 1. seider Index M
so gewdhlt, daBl Ey =0 und fir M <m <

|26t = | 3By~ En) = By — En2|

r=m-+1 v 1

*) et
:| > (E'V - Em) (pv - pv+1) + (En - Em) pn[ <&

< |

m+1

gilt. Es soll E,, das zu E, nach links nichstbenachbarte verschwin-
dende Glied veon (E) bedeuten, derart, daB E, .y, Enyy, ..., E,
das gleiche Vorzeichen haben; dann folgt aus der Ungleichung (*)
{(Ew —Ep) pu| = |Enpa| <e. Im Falle 2. sei M so gewihlt, da3 die
Ungleichung (*) fir M <<m < #n gilt, daB ferner sidmtliche Zahlen
Ev, Eyyivs Eyryo, ... positiv sind. Es sei E,, ihr Minimum. Da in
diesem Falle E, — E,, = 0 fiir » > m ist, folgt aus der Abschitzung (*)
(En — En) pn<< e, also

Da m fest ist und $, gegen 0 konvergiert, ist fiir geniigend groBe

auch E,p, <.
140. Folgt aus der bekannten Darstellung des Restgliedes

(0, L0, 100 30
{10+ e =

da /™40 (0%) = 6,f+D (0) mit 0 < 0, < 1 ist.
141. Aus 140.
142. Aus cos ¥ =1 (Gleichheitszeichen nur fir

A" 0<<O<1,

Xt+—"

x=0, +2n, +4n, L6mx, ...

erreicht) folgt fiir positive ¥ durch Integration

x2
sinx < x; 1—cosx<—£ d. h: cosx>1——2—

x3
x—smx< ,d. h. siny >x — —,
3! 317’
%2 oyt
__+cosx—1<4’,d, h. cosx<1_a+zﬂ,
usw.
%3 x5 42N+l
143. arct x—( — _nn X )
g 3 —!-S + (—1) 2 1

1

(__ 42\n+1
=/(——x)—dx,]0(x)=72; COSE? 44,

y1—2
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144. Es sei etwa a,>0, also ¢, <0, 4, >0, 4,<C0,.... Dann
ist A—ay<0, A—ay—a, >0, A—ay,—a;—a,<0, ..., d. h

a1<A'—'a0<O)
0<A—a0——a1<ﬂ2,
ag<<A—ay—a, —a,<<0, ...,

woraus die Behauptung folgt. Ahnlich schlieBt man, wenn a, << 0 ist.

145, Es sci z. B. a,=< 4; dann kann g, nicht negativ sein, weil
in diesem Falle 4 — (a, + a;) = |4 — (4, + @) | =] a,| >|a,| wire,
was der Voraussetzung widerspricht. - Es ist also a; >0; wegen
0=A —a,<|a,|ist ferner 4 — (a,+a;) = A — a,— @, < 0. Ahnlich
folgt, daBa,<<0 und ay+a, +a,<<A4, a;>0 und a,+a,+a,+a;>4,
usw. Im allgemeinen haben die Glieder einer umbhiillenden Reihe
nicht notwendig abwechselndes Vorzeichen [148], wohl aber die einer
in engerem Sinne umbhiillenden Reihe.

146. Wird in 145 nur |a, | >|a,| > -+ >|a,| vorausgesetzt, so

folgt auf die gleiche Weise wie dort, da8 a,, a,, ..., a,_; abwechseln-
des Vorzeichen haben, sowie die Eigenschaft des Umbhiillens in engerem
Sinne fiir die Teilsummen bis sum Index » —1, n=2,3,4,.... Fir

geniigend groBe x (bei festem #) ist aber in der vorliegenden Aufgabe

t

al az‘ PO
x2‘> >

X

ap

> o

’

woraus die Behauptung bis zum Index #n —1 folgt. Sie gilt somit
allgemein.

147. Aus der Voraussetzung folgt, daB die Ableitungen f®(f) ab-
wechselnd positiv und monoton abnehmend bzw. nega‘&iv und mono-
ton zunehmend sind. Es seien z. B. f(#), /7(), fIV(#), ... positiv und
monoton abnehmend, ferner 7'(#), /”/(¢), /V(f), ... negativ und mono-
ton wachsend. Aus

Rn*—“ff(t)cosxtdt— (—— f;f:)) —{— f’;gO) —_— + (__ 1)n %)
0
= (;2_1);/ jEn () sinxtdt
0
(=11 ]

" " 7 n 27 .
= x2n+r/[f(2 +1)(¢)_f(2 +1)<t_{__.x_>+f(2 +1)(t+ x-)*"‘]snlxtdt
0

1[E70(0)

geht hervor, daBl das Vorzeichen von R, mit dem von (—1)"* e

iibereinstimmt. Man wende 144 an.
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148. Die Summe der 2# — 2 ersten Glieder ist

_2, = 1 3
_3+3.2n~2’ 3.2n—2<2n+1'

Die Summe der 2# — 1 ersten Glieder ist

2 (=1t 1 1
:?—}_ 3.2n+1 ’ 3_2n+1<2n+1‘

Die Glieder sind nicht von abwechselndem Vorzeichen.

149. Die Zeichnung besteht aus spiralférmig aneinander gereihten
geraden Stiicken; sie rechtfertigt gewissermaBen die Bezeichnung
,,umhiillend. Es ist

389
720

DR

+ i+46  mit ]6|<%<2-1o-4.

[Zeichnung oder 151.] Man erhdlt hieraus auf drei Dezimalstellen
genau (unaufgerundet)

¢=0,540--- + 0,841 --- 1
150. [H. Weyl.] a)

> 0. Der Rest

1!
ist absolut kleiner als

(n+1 !
,f(n+1) I[ ‘f +1)>Zn+1§_

bj Es sei allgemeiner vorausgesetzt, daB f(z) lings § von der
Reihe a, -+ a2+ a,22 4 - - ‘ &
und es sei ¢ reell und positiv. Dann liegt £27! auf . Also ist

(2)

folglich das F(z) darstellende Integral konvergent. Ferner ist

f(z) _ (f(O) +f_’@z+ f//(O) 2+ I A v f(")( ) >:./‘(z;7!t)nf(n+1)(t)dt
0

at
<_1_

>

1la 2la nla
F —a __*._1___7‘2 ..... L3 =
‘ @ 0 2 22 2"
¢ a bt a,1? a, t"
— -t 1 2 n
— R I 27 .. =
Jor i (5 o= = =
0
= [o-t Tpy 1 V01 ("’"+ ) @iy
= z’H"l zn+1
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151. [Fir ¢~? vgl. E. Landau, Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3,
Bd. 24,5.104, 1915.] Vgl. 150. (Fir Rz =0, z =+ 0 sind die Betrige der
Ableitungen von e~* konstant, jedoch e~? selbst nicht konstant, so daB
das in 150 Gesagte giiltig bleibt) (141))

152. /e 2= /e 22’-6“‘dt.

Wegen 3‘%?20 ist 1561 (bzw. 141) anwendbar.

153. |4, + b, | = |an| + | ba|. Vgl. Definition.
154, {Cauchy,C.R.Bd.17,5.370—376, 1843 ; vgl. auch G. N.Watson,
Quart. J. Bd. 47, S. 302—310, 1917.]

o 2
zcothz = 1 +Zﬁ%§ [151, 153].
n=1

155. [Vgl. Cauchy, a.a. 0. 154.] arctgz wird von seiner Maclaurin-
schen Reihe umbhiillt, wenn R22=0, z + 0. Fiir reelle z ist dies bereits
in 143 bewiesen worden; fiir die fraglichen komplexen z schlieBt man
auf Grund derselben Formel wie dort.

156. Es geniigt, ¢(x) = a,+ ‘;—1 zu betrachten. Es ist

p(1) + @@+ 4 @) = ayn + a;logn + 0(1) .
157. Zur Konvergenz ist notwendig, daBl lim¢ (n) =a,=1. Man
wende 156 auf nee

log ¢ (%) = 10g<1+ + _JEep ) it

as — 14

— 4 an.

_|__

X x2

158. Die fragliche Reihe konvergiert jedenfalls, wenn ¢ (#) = 0 fiir
einen positiven ganzen Wert von # ist. Wir nehmen also an, daB

pm) +0, n=1,2,3,.... Es ist [68]
lim Y p(1) (2) .- plr)| = | a].

Fiir |4, <1 hat man also Konvergenz, fiir |a,| > 1 Divergenz. Es sei
zunichst a,=1, ferner (der Einfachheit halber) ¢(n) >0, n=1,2,3,....
Dann ist [157]

logp(1) p(2) ... p(n) = alogn +b +¢,, d.h. p(1) p(2)...¢(n) = &+ernn,

lime, = 0,5 von # freie Konstante. Man hat folglich Konvergenz fiir

n—>oo :
a, < —1, Divergenz fir a,=—1. — Fiir ay)= — 1 setze man

pn) =—vpn), e(1)e2)...pH) = (—1)"pA)p(2)...y(n).
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Der Rest.der Reihe D'n~%ist O (n~1), folglichist, vgl. auch Losung I118,

vy p@)...pym)=en"+0m "),
¢ von » unabhingig. Also konvergiert die fragliche Reihe gleichzeitig
mit > (—1)"#~%, d.h. fiir 4, >0 und nur dann. Zusammenfassend

ist, damit die gegebene Reihe konvergiert, notwendig und hin-
reichend, daB mindestens einer der folgenden vier Fille eintritt:
a) ¢(n) =0 fiir irgendeinen positiven ganzen Wert von #; b) |a,| <1;
c) ay=1, oy <—1; d) aqy=—1, a,>0.

159. Spezialfall von 158:

. z x  a?i
px)=2—c¢ —1——7;——?}6—24—
Konvergenz fiir « > 1 und & =log2; log4, log8,...sind >1.

T - 1

. zlog \ 1 n 1\"

160. /e ”‘dx——zﬁ % (log;) ax.
o n=0" 9

Variablenvertauschung: 4"*1=¢"Y,

161. 1 FVUE o VT =1, gesetat, ist £=1+1t,_;, =1,

byo1<<tp, n=2,3,4,.... Fir positives x ist dann und nur dann

%2 <1+ %, wenn x << %V—S d. h. kleiner als die positive Wurzel der

quadratischen Gleichung %2 —x —1 =0 wird. Daraus folgt

Vs

B=1+t, <141t alsot, <t 1!

, m=2,3,4,..., also die

Existenz von limf#, =¢und 0<it=< %ﬁ , #=1+4+¢, d. h
n-—>roo

1475 . I . . .

b= — Wertbestimmung dhnlich bei dem Kettenbruch, wo die

Rekursionsformel folgendermaBen lautet:
p=1+ut, u,=1. n=2,%4,....

162. [G. Pélya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 24,
S. 84, 1916. Losung von G. Szegd, ebenda, Serie 3, Bd. 25, S. 88—89,
1917.] Ist (Einfachheit halber fiir »=1) logloga, < »log2, a, < ¢,

1475
2

soist ¢, < V62 + Ve4 A ]/ 2" < e ———[161]. Ist hingegen a,>¢f",

logloga, -
”

i
wo f>2, so ist ¢, > e(z) — Fir 4, =<1 ist unter natiirlich

— oo zu verstehen.
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163. Um

An+1
1
2 Va1a2 R A

durch vollstindige Induktion zu beweisen, nehmen wir an, dafB} die

tn+1 - tn <

entsprechende Relation in den # GréBen a,, 4, . . ., 4, , bereits bewiesen
ist, d. h. daB
— a
Vay+Vas+ - +Yari =1, S W

n—1
2" Yayay ... ayyy
gesetzt,

]/a2+l/ag+--- +Van+ Van.:<t+s
gilt. Hieraus folgt

s 2 s \2
hoa<attts<(Va+i+—) <[ta+—=).
+1 1 V 1 ZVﬂl + ‘ 2_|/;]—.
164. [Jacobi, a.a.0.53, §52, Corollarium ; Werke, Bd.1,5.200—201.]
1—q=a,, 1+ ¢"= a, gesetzt, m =1,2,4,8,16,..., hat das (n + 1)t
Partialprodukt die Form

1 1 1 1
3 0 3 P 2-2-n
@(%al)z(% a1a2)4(a0a1 aﬁﬂl)s. .. (“o .. -“2"*‘>2"~_ 4

- =,
a;\ a, a, ag agn (#1850, 4. . .Gy

und das Produkt a,4,a,4,... konvergiert. Vgl. auch VIII 78.
165. Die Reihensumme mit F(x) bezeichnet, ist

F'(x) =F(x), F(x)= konst. ¢
, x AP %"
166. ¢'(x)=¢ (), (=1, @) =e"=1+ 5+ 5+ + 5+

Ayp(x)=y(x), w(0)=1, w(x)=2’=1+<f)+<;)+-~+(fb)+---
fir x > —1. Esist

%(x):z_’;’ wn(x):@) :x(x—1)(x—2;!--.(x—n—|—1),n:Lz’S)““
167.

IngZl:bgyﬁl - 12n(;1¢—|—1) » log ;:;1 = ("+ ;—) log (1 +:?> -t
log:—:i—izzci—{—%s-—i—x;—f—---) ergibt fiir x::2n1+1,
1<<"+%>1°g (1+;L)=1+3(2n1+1)2+5(2n1+1)4+"'

<t i

also %, << %p41, Yu>> Yn+1. Ein Teil von 1585 bzw. 11 205. Aus 167
zusammen mit IT 202 1olgt II 205 fiir ganzzahliges =.
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168. [I. Schur.] DaB a, fir p=} abnimmt, folgt aus

2(n + 9) 1 1
27+ 1 (1+3(2n+1)2+5(2n+1)4+"')

=(1 +£_4—:2L) (1 +3(2n1+1)2+5(2n1+ ol )

[Losung 167]. Hieraus schlieBt man weiter

log a, =

_ 3P 1 (.‘)

log a, =1 n—l—%+12n2+0 i) also
I—p (1)

S SN S—— )

EE I E A

so daB a, fir <<% von einem gewissen # an steigt. Fiir p=<0 ist

loga, ,,—loga,=

n
dies sogar von # =1 an der Fall, wie die Entwicklung von (1 —}-1)
nach der Binomialformel zeigt. i

X

14—
1\nt? n .
169. 2, = (1 +;L> ( I der erste Faktor nimmt ab [168],

1+
\ n

das Quadrat des zweiten ist 1 + 22— 1 —+ il
n+1  nm+1)

%=1 ist also hinreichend, damit @, abnimmt. Aus

Die Bedingung

1 1 1
log“"=2”<zn+1+3(2n+1)3+5(2n+1)5+"')
x 1 x ¥ 1 x \®
+2[2n+x+§(2n+x) +_§(2n+x> +]
2n 2x 1 1
:2n+1+2n+x+12n2+0<ﬁ>

schlieBt man ferner, da loga, — log a,,, = 4—31%—2 +0 <%) , daBdiese

Bedingung auch notwendig ist.

170. [Vgl. Aufgabe Nr. 1098, Nouv. Ann. Serie 2, Bd. 11, S. 480,
1872. Losung von C. Moreau; ebenda, Serie 2, Bd. 13, S. 61, 1874.] Die
erste Ungleichung besagt

1\ 1
('1 + —-—) <e (1 + ‘)
" 2n
und ist eine Folge der Ungleichung

f(x)=-x—|—xlog(1+%)—(1+x)log(1+x)>0, O<x§%.
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[Es ist
x 1+ =% x 1+x ,
f'(x) = —— —log 7> +1=0, £0)=0.]
x4+ 2 1+ x+2 1—|—%

Die zweite Ungleichung ist glelchbedeutend mit
1\" 1
e<(1+—> (1 +—> [169].
n 2n
171. [I. Schur.] Im zweiten Viertel, weil
/l n
<1+—>( 1+ )<e<(1+1><1+~L>, n=1,2,3,....
" 2n
Die erste Ungleichung folgt aus 170, weil
1 1 1 ) -1
1+4n<(1+ n)<1+2n ’

die zweite ist in 169 enthalten.
172. [I. Schur.] Aus

X
1+
2 2v-1
1—2n~i—x v

2y g2v-1 ) 2y 42v-1 1
2 y—1( 2n—l—x)2” 2+(2_x)'§2v—1(_2n—|—x)“"

schlieBt man fir 0 <x =<2, daB a, fillt. Ferner

EA SR St (L)
loga, = x + 3 entar T antx + 0 7))
B 2%(2 — %) (i)
loga, —logap 4, = 2n+x)2n+ %+ 2) +0 n3)’

d. h. <0 fiir gentigend groBe #, wenn ¥ <<0 oder x >2. Fir x =0
ist ¢, =1, n=1,2,3,....
173. [Beweis nach Mitteilung von E. Jacobsthal.] Betreffs des
Grenzwertes von sin,x vgl. 174. — Es ist
3

3 5
x~%<sinx<x—%+1x70, £>0 [142];

bei konstantem c¢ ist ferner fiir geniigend groBes »#, n > N (c) (bino-
mische Reihe!)
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je nachdem c¢<V3 oder ¢>73 ist. Es sei ¢<}3 und a>0,

c
o fest und so groB, daB sinyx > ———_. Dann ist
& YTYN +a
si x> sin ¢ > d ! ¢ 3> ¢
n - — )
ah IN+a yN+ta 6\yN+a) YN+tatt

, n=N. Hieraus folgt liminf}nsin,x=c,
]/n-{—oc n-> oo

d.h. =73. Im Falle c>}3 sei m so groB, daB sin,x <

also singx > —

¢
IN+1
Man schlieBt dann &hnlich wie vorher, daB sin,, ;¥ << _i”
IN+2°

, USW.

Sinm+2x < /N T 3
174. Die Folge », fillt, »,>0, also existiert limwv,=»; aus

n->oc
v =f(») schlieBt man » =0. Es geniigt somit, die Behauptung fiir
beliebig kleine x zu beweisen. Es sei b" fest, b’ >b. Fiir geniigend
kleine x ist
x—axt<fx)<x—axt+ 0«
und fiir gentigend groBe #n, n > N(c)
1 1 \k 1
cn k-1 a(cn~’7‘7) >c(n+1) k-t
bzw. 1 '

cn Bl —

1

1\k 1\
a(cn—ﬁ) —I—b’(cn_"—:‘) <c(n+1) #1,
1 1
je nachdem ¢<[(k —1)a] *-1 oder ¢>[(k—1)a] *-! ist. Vgl.173.
Die Voraussetzung iiber das Vorzeichen von b5 ist nicht wesentlich.
175. [J. Ouspensky, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3,
Bd. 20, S. 83, 1913.] Konvergenz fiir s > 2, Divergenz fiir s <2 [173].
176. [Vgl. E. Cesaro, Aufgabe; Nouv. Ann. Serie 3, Bd. 7, S. 400,
1888. Losung von Awudibert, ebenda, Serie 3, Bd. 11, S. 35%, 1892.]
Aus den Ungleichungen

et — -1
x > log >0 £>0; x<log <0, %<0

schlieBt man, daB die Folge #, im ersten Falle monoton fallt, u, >0,
im zweiten zunimmt, #,<<0. Esist limwu, =4 =0, weil

n—>»oc
—A1
log fir wz=o0.
Die Rekursionsformel e¥n—1 = u, e¥n+1, 5 =1,2,3, ... ergibt

e =+ uy Uty U Uy Uy A Uy Uy Uy

und limwu, u,... u,e'n+=0.
n—>oo
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177. [C. A. Laisant, Aufgabe; Nouv. Ann. Serie 2, Bd. 9, S. 144,
1870. Losung von H. Rumpen, ebenda, Serie 2, Bd. 11, S. 232, 1872.]
s = #4cosp. Man beachte 4 cos®p = 3cose 4 cos3¢.

178. [I. Schur, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 27,
S.162, 1918. Vgl. 0. Szdsz, Sitzungsber. Berl. Math. Ges. Bd. 21,
S.25—29, 1922.] Wenn &> 0 so klein ist, daB |¢|+e¢<<7, so gibt
es eine von # und » freie Konstante A, so beschaffen, daB
by

,b;” <A(g|+e, v=0,1,...,n;, n=0,1,2,....

Fuar n>m ist
m

c
e or= Sl o) Satie Ser.
n y=0 r=m+1
die. beiden letzten Summen sind absolut klemer als

Ay?avl (gl +o7+ 2 WIQI’,

v=m+14
d.h. mit m~? beliebig klein. Wir wahlen m so groB, daB dieser Aus-
druck <Ce¢ sei, dann bei festem m wieder #» so gro, daB die erste
Summe absolut < e wird.
179. [Spezialfall eines wichtigen funktionentheoretischen Satzes von
Vitali. Vgl. E. Lindelof, S. M. F. Bull. Bd. 41, S. 171, 1913.] Wir
zeigen nur lima,, = 0. (Man bilde dann x~1f, (x) — a,, usw.). L'nter &

n > oo

cine beliebige positive Zahl verstanden, sei x so klein, daB3 0 <C A < €.
Dann ist -
Ianl) 'fn \+A'_'_f <x 1|fn )|+b

Man wibhle jetzt bei festem x die Zahl # so groB, daB |f, (x)| < e¢x.

180. Es ist |az| <Ay, £=0,1,2,..., daher D@, konvergent.
Man hat k=0
lsn_ Slgjano - aO{ + ]anl - al] + - +i‘anm_‘am, +k22Ak-
=m+1
Es sei ¢ positiv, sonst beliebig. Wir wéhlen m so groB, daf3 die letzte
Summe <¢ sei Bei festem m wihlen wir dann »# so groB, daB

|@nr — ax] < ,k=0,1,..., m. Dann ist

:1
[sp,—s|<3e.

181. a) Da das unendliche Produkt J [ (1 — ¢°%) fiir |¢| <1 kon-
k=1

vergiert, so liegen seine simtlichen Partialprodukte zwischen zwei
positiven Zahlen a und 4, @ <b. Daher gilt fiir die in 52 berechnete
GroBe C, die Abschitzung
b)2 "
o <2

Man wende 180 an.
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b) Es sei y<<0 in §9, also ¢ >1. Dann ist

qk

T+g+¢+ +¢

1 <9

. . y -n+»
ferner ist (1 — —77) >, v=0,1,2,..., daher

I T e

Man wende 180 an.
182. Es handelt sich um den Grenzwert der Reihe

i,na_l(n+k)a—1 [(n + R)* —n*]~2 = S’%(IJ(k)

k=1-n k=1-n "
fir n—> oo; das Glied mit dem Index % = 0 ist wegzulassen und es ist
=+ 2 ()
o= Ty
gesetzt. ¢(x) ist stetig fiir —1 <x <oo, wenn ¢ (0) = &~-2 definiert
wird. Es ist @ (x)=1, wenn & = 1; sonst ist

pE)coxl-* fir x—-o00, @A)co(1+x)*"t fir x—> —1.
Im Falle & =1 folgt der Grenzwert sofort aus

772

1427243704724 =

Im Falle & £+ 1 strebt das allgemeine Glied fiir # — oo und festes
k gegen kE~2¢(0).

Im Falle & > 1 ist ¢ (x) beschriankt fir —1 <x <oo. Bezeichnet
man das Maximum von ¢ (x) mit M, so wird die vorgelegte Reihe durch
D'ME-? fir n=1, 2,3, ... majoriert. [180.]

Im Falle 0 <& <1 gibt es eine positive Zahl M, so dal3

() <M fir —{=x=2,
P =M@ 2o fir —1 <x=-—1,
@ %) =Mx-* fir x=2.

Hieraus folgt

—-in 1 A —%nM " l1-a n-1
— —_ — < 1-« -2
k;jnkz"’(n)éz 2 (n—{—k) = Mn I;:k ~0,

k=1-n

k
w(;)éMkl‘“ fir n=1,2,3,..., k=2n,2n3+1,....

Somit wird der fibrige Teil der Reihe (von —%# bis o) durch
>/ M|k|-1-* majoriert. [180.]
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183. Es ist V2+‘/2+V:F~~-+VE<1[2+16+]/2+...=

so daB

Ay, = a(,l/z + 81]/2 -+ 52]/2 44 a,,VE

stets einen Sinn hat. Um ,

n
. T &1 ... &
a, = 2sin|— ._0__1____
" (4;0 2

zu beweisen, wende man vollstindige Induktion an. Es ist

n

N (7 £ ... &\
sgan—ngSm(4§——2v >—50,
ferner fiir ¢, + 0
af,—2=81]/2+52V2+~~-+6n]/§

n n
. JT €p€y... €& T & & &
45m2__§_0_1_'_1 D=2 _20_1;;_3
<4 2 €08 2 2v

v=0 r=0

_—2cos< ! -—2{ 12 '8”)
JT S &1 € &

. . ) 1 2--J

= Zsm(4 E—_z”—l )

v=1

und

Grenziibergang # — co.

184. [Vgl. S. Pincherle, Torino Atti, Bd. 53, S. 745—763, 1917—18;
Rom. Acc. L. Rend. Serie 5, Bd. 27, 2. Sem. S. 177—183, 1918.] Wir
setzen x = 2cos¢@, Oé(pén. Dann ist die dyadische Entwicklung

2
gt S4B 48 g =0 oder 1,

b

eindeutig bestimmt, aufer, wenn ¢ = Eln, P, q ganz, 0<<p<<2;

in diesem Falle gibt es zwei Darstellungen. Die Gleichung

2cosp = aol/z—l- ele +&Y2+ .

ist [183] gleichwertig mit

pind o= ) man (35

n=0

oder da beide Arcus zwischen —% und % gelegen sind, mit

1-—8061
o0

SSanen e S 2
0 2t
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also gilt
1—
gn:_.fo_;'_—ﬁn., n:O,1,2,..-;

wenn der oben genannte Ausnahmefall vorldufig ausgeschlossen wird.
Mit Hilfe dieser Gleichungen konnen die ¢, aus den g, (auch um-
gekehrt) eindeutig bestimmt werden.

Im Ausnahmefall ¢ = —2%71, b, q ganz, 0 <<p<2?, gelten zwei

Darstellungen fiir 2¢ :
T

2¢ . g gg-2 1 0 0
7—go+?+“'+5F2’+F+§+2—qﬁ+"'
_ &1 8&-2 , O 1 1
-‘go‘}*?—i—“'Jr*é,f_z‘*“zq—_l—i—i—f—ﬁ*%—“',
g=2 vorausgesetzt. In diesem Falle sind ¢, ¢,. ..., &_,, wie friiher,
eindeutig bestimmt, &= —1, ¢, =¢&45=---=1, &_; kann nach

Belieben —1 oder 41 angenommen werden. Es ist also

% = 2C08Q = 80]/2 + s’ll/z tel24 £-a)2-

Aus 183 folgt umgekehrt, daBl jede Zahl letzterer Form = 2cos§1n

ist, p, ¢ ganz, 0 <<p << 2%
Fir ¢=1 erleidet das Gesagte eine leichte Modifikation: die

Ziffern gy, ..., 84-9, &, - .> & -5 sind nicht vorhanden, ¢ 2%, x=0.

185. Die Folge g, ist dann und nur dann von einem gewissen
Gliede ab periodisch, wenn dies fiir die Folge ¢, zufrifft.



Zweiter Abschnitt.

Integralrechnung.
r—1 1 1 1 r—1
1. r <o + r—2 2~+"'+—7—T< r :
Xy Xy Xy-1 Xy Xy -1 Xy Xy -1 Xy-1
xr+1__xr+l
2 N <L 1)
Xy — Xy-1
n n
3. ' 1, a+(v—1)h’ h a+vh}

b—a .
wenn k= x, — %,y = —— gesetzt wird. Der Grenzwert von
n

1—6"" eb_ea
B et =
1= he"—1

im &1 = (dez) =1
a>0 B ax/z=0

n n
ag'g—1) ag~Yg—1)
4. Z agq ’ 2 ag-t

r=1 y=1

ist: et—e®, da

_V—— gesetzt wird. Es ist [3]

wenn g =~
logb loga

i - — li logh — logh — .

nlgnﬁn(V 1) nlmoo logb—loga (logh — loga) = logh — loga
7

s Hamth bt b g

H2n-2(%Hn):H2n_Hn-

1

/dx o2
; 1T1x 8%

Pélya-Szego, Aufgaben und Lehrsitze I. 13

Ferner

R

lim — =

n_)oonv:_l’l—}—-l
n
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sin—~ sin2— sinn —"
. n-+1 n-+1 n+ 1
6. ,,IEI; +1 p + o 4+ - ——
n+1 n-+1 n-+1
_fi‘ﬂdx >0. (VI 25.)

7. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist
F) — Flo) = 3[Fw) — Fls 2] =S (E) o — %), %01 < £ <50
Es muB aber nicht in dem hier gebrauchten Sinne
E(b) — F(a) =afbf(x)dx
sein. [Vgl. V. Volterra, Batt. G. Bd. 19, S. 335, 1881.]
8. Es sei k—j§§<—k-, dann ist
n n

3 ’ (%)]d%—_—f() o A5 1)

e A

9. [Vgl. G- Pélya, Arch. d. Math. u. Phys. Serie3, Bd. 26, S. 198,
1917.] Unter der totalen Schwankung von f(«) im Intervalle a, b ver-
steht man die obere Grenze des Ausdruckes

If(’ﬁ)_f(xo)[‘*".f(xz)_‘f(xﬂl‘}‘ +V(xn)_f(xn—1)l,

der fir alle moglichen Einteilungen des Intervalls ¢, b zu bilden ist
(Bezeichnungen wie auf S. 34). Funktionen von endlicher totaler
Schwankung heiflen auch ,,von beschrinkter Schwankung*.

|A,.[§f[§

1

fee ) (2 <
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10- u+v —

—~ 4, —-2/(“+V—A—x>f(§v)

T et (r- 1)—

— —b
wobeli a4 (v — 1)b—n—<57<a+a}g—n—, also

P St S

wenn M, und m, die obere bzw. untere Grenze von f(x) im »*® Teil-
intervalle bezeichnen. Es ist

limn A (@) — f(®)].
11. — a)?
limidy = O 1re) — i,

weil
ﬂzl)_f(‘lﬂzv_1)5)2_—;):("““_(”_1)1)“2_"—“)!‘ (a +(2v—1) '“)

2
Das lineare Glied fillt bei der Integration lidngs des Intervalls

+i<x—a~(2v—1)b—a

a+ (v —1) é——;—a, a+ vé—_;—?— fort. Vgl 10.

12. Es ist [11]

a+ 2= a+@ven) oot
a
4, f[f(x)’—f (a)]dx —I—Z/ )—fa+2y??);]d
at@v- 1)2n+1
ety b_u a+(2v+1)0 +1
__a 2 ”
f(x_a a,)mZ / (a2 2= s
u+(2v l)‘)"_'_1
Der gesuchte Grenzwert ist
(b—a)p

ELE O +21 @),

Im Falle f(a) =0 folgt dieses Resultat aus 11, indem man die dort
betrachtete Funktion f(x) links von a mittels Spiegelung fortsetzt und

n durch 27 41 ersetzt.
13*



196 Integralrechnung.

13. Man setze in 10 und 11: f(x) = 1—_1? a=0, b=1. VgL
auch 5.

14. [Genaueres bei G. N. Watson, Phil. Mag. Serie 3, Bd. 31,
S. 111—118, 1916.]

1
-2 [bg" TeHO (%ﬂ e U(sin1ux e n(11—x)) et 0(_:7”

2n 2n 7
=— (logn 4 C) — ;log; + 0(1),

mit Beriicksichtigung von 9.

15. [E. Cesdro, Aufgabe; Nouv. Ann. Serie 3, Bd. 17, S. 112, 1888.
Losung von G. Pélya, ebenda, Serie 4, Bd. 11, S.377—381, 1911.] Man
setze in 10: f(¥) = xlogx, a=0, b=1. Obwohl die Voraussetzung
von 10 nicht vollig erfiillt ist, bleibt trotzdem die Behauptung von 10
richtig.

16. Man setze P(x (1 —e-*)-1 Die

Gleichung P(x) = « ist vom (n —]— 1)ten Grade und besitzt in jedem der
Intervalle (0,1), (1,2), (2,3), ..., (n —1,n), (n,00) je eine Wurzel. Die

. . 1 . .
letzte ist x,,. Man setze in12 f(x) = y a=0,b=1; es ergibt sich

p

dx
ﬂ—x

Da P(x) fiir ¥ > » abnimmt, ist %, < (n + }) . Ausdem Mittelwertsatz
schlieBt man ferner

—a=Pl)=P(n+Hp +4, 4>o.

- < 47

P(é) P'((n+3)B)’
Der rechtsstehende Quotient geht nach Null [12], weil
1

P’((n+%)13)*>~—fﬁ-

0<(n+%)B— % % <E<(n+3)B.
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17. Aus o = j —zﬁ—dx ergibt sich = ! +e: . Genaueres wie
s 52 — x2 1— -3

in 16.
18. [J. Franel; vgl. Cesdro, S. 273 Verwandt mit der Eulerschen

Summenformel.] Man setze F(x f f(x)dx. Aus den Gleichungen
F(y+3) —F()=30) +41(&), v<&<r+HE<n<v+1;
—Fo+3)+Fr+1)=0r+1)—1 ) y=1,2%,...,n—1,

folgt durch Addition
() +7@) +13) + -+ —1) + 3 fn) — Fn)
=3[0 — (&) + 1) — (&) + -+ (u-0) — -]
Die Reihe
—1'E) ) — (&) + (2 — (&) +7 () — -~ =8s

ist konvergent, weil ihre Glieder von abwechselndem Vorzeichen sind
und dem Betrage nach monoton abnehmend gegen 0 konvergieren. Es
ist, wenn f’(x) <O,

L) <H1(E) <= a) — /(&) + ' Wnsd) = F(Engd) + -1 <0,

Fiir f(x) =% ergibt sich die Existenz des Grenzwertes

lim (i - 1 + 1 + - L logn> = C (Eulersche Konstante),
n—>0co 1 2 3 n

ferner, da3

1 1 1 1 1 1 1
P T B TS BN IS | — L
2n 8n2<1+2+3+ +n 08" C<2n
Fir f(x) = — logx erhidlt man

logn!=m+3)logn —n+1—54 ¢,

wobei s eine Konstante und 0 < ¢, < 8in ist. Die Stirlingsche Formel [205]
besagt, daB 1 —s= log}2= ist.

19. Vgl. Loésung 18. Die dortige Summe

070 — &) + 1) — &) + - + 7 (gn-1) — F'(Ea-1)]
ist in diesem Falle positiv. Ferner ist

P ) — (&) <0, ) —1E) <O0.o (- —['(6a-1) <O
FE)>11), Pl <f'(w).
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20. [Vgl.z.B. a.a.0.9.] Es sei f(x) etwa monoton wachsend [sonst
betrachte man — f(x )]' dann ist

ARCECEET Y

= d
- = 1)
1
n
Die Voraussetzung der Monotonie ist nur fiir die Umgebung der Un-
endlichkeitsstelle wesentlich.
21. Man kann annehmen, daB f(x) wachsend [20] und f(x) =0 ist

[®) +11@)] | 1) — 1)
2 2

- i I und betrachte

die einzelnen Summanden]. Es sei e>0, n so gewidhlt, daB 0 <y <1,
1
ff(x)dx<s. Dann ist
1 (L-n)n] 10

tim - 3 () 1(2) = [t 1) .
0

1> 0o T “=t n n

[sonst zerlege man f(x) in

Bezeichnet anderseits M die obere Grenze von |@(x)|, dann ist

%2‘”( ) ( ) _ 2,«( )<Mf1f(x)dx§Me.
v=[(1-7)n]+ —[(1 p)ml+1 1=y

22. Man setze in 20: f(x) = x*~1.
23.

A, =1%"Yn —1)f-1 420" — 2)f-1 4 ... 4 (n—1)*"11F-1
1

n-1
1 (» a—l( v)ﬂ‘l f
= poth-1 —|—= 1 — = a+f-1| ga-1(1 — x)8-14x%.
" 2%(%) n ~n P (1 —=

Vgl. 20. v
1 1

2. ()= ———

25. Es sei f(x) z. B. fiir x =1 endlich und monoton abnehmend.
Aus der Ungleichung [20]

PRC I e

n

folgt, daB die linke Seite beschrinkt, d. h.

1
lim [f(x)dx

£—>+0€

endlich ist.
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26. Es sei f(x) etwa abnehmend, dann ist
2n-1 2n-1
2_n n 2n
1.2n—1 1 2y —1 1 1
%—f( 2n ) +f/f(x)dx£;§f( 2n >§Zf(_2n) —I-I/f(x)dx,
3an 2n
also a fortiori
2n-1 _1‘ 2n-1
1 2n n 2n 2n
1 2v —1 ,
22n~_[1f(x)dx +1/f(x)dx§7[;;f< o )gzoff(x)alx +/f(x)dx
2n 2n ﬁ
Ubrigens gilt auch [EJ .
2
2 2y —1
2 SV - e
27. Vgl. 28 fiir f(x) = x>~ !
13, oy (v)_ 2 | (21/—-1) 1 (r)
. i) = 200 R 2
[20 und Lésung 26.]
29. Vgl. 26.

30. Wegen lim/(x) = 0 muB f(x) stets dasselbe Vorzeichen haben;

wird f(x) als abnehmend und positiv vorausgesetzt, dann ist
(m+1)h

hff(x)dx = h(f(k) + 1(2h)

d. h. fir m—> oo

e fn ) = ),
0

jo]‘(x) dx < hif(n h) goff(x) dx .

Die Voraussetzung der Monotonie ist nur fiir groBe x wesentlich.
31. Aus 30 folgt fir f(x) =e *x*"1, e h=¢

I'(®) = lim (1ogit>“(1a—1t el geip )
t>1-0

o0

n*=ly!
— — x=-1m __ 14
=l (1= 0, 2w =l Ly, .
. 1 1 _ .
32. Aus 30 fir f(x) = 3"1(1 — ;), e h=¢. Esist
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33. Aus 30 fiir f(x) = #, ¢~* =1t mit Beachtung von
o '
e % y
T ax= -2l —log2.
1+E_xdx 0/1—{-51 og?2

Oder aus 32, mit Riicksicht auf

P > m > 2n

= — 2 —_—.
" 4 _ £2n
=11+t n=11 ¢ n=11 t

34. Aus dem Integral

n
n=1

Man kénnte auch ,folgendermaBen schlieBen: Es ist [VIII 49, VIII 65]

(e o] oo

g"“ 1 ﬁt" zg"a(n)tn;
—1:220«("> & =§? (0a(1) + 64(2)+ -+ + 04(n))"

Mit Beachtung von 45 1iBt sich hier I 88 anwenden.
35. Aus 30 fiir f(x) = e~ 7, e7*%; e P bzw. e " =1.
36. Der Grenzwert ist =. Aus 30 fir f(x) = 2z hl=t. —

. 2)
Vgl. die Formel 1+
21 2t et gt
+t2+12+t2+22+”.+t2+n2 +"'_n5nt_e~??

[Hurwitz-Courant, S. 120].

37. Aus 30 firr f(x) =log(1+x"%), h=¢ *. Durch Variablen-

vertauschung und partielle Integration:
1

oo oo -

—a _ % * _=n
/log(1+x )dx_v/‘1 Mdu— —
0

sin—
0 &

38. Man wende 30 mit f(x) = log (1—2x7%2cos2¢ + x4 an. Aus
der Formel fiir Tn ergibt sich, f = ; e'? gesetzt, und auf beiden Seiten

das Quadrat des absoluten Betrages genommen,

o o]

2c082¢ 1) B[ 2sing -2 (Zn )}
1220 )= | R 2 .

n=1
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o0

Z aq" — aq"+Y) logaq"+1<flogxdx<2 aq" —aq ) logag"

—~>aloga—a

= aloga—i——f_—g;

fiir ¢ 1. — Man kann sich Allgemeineres in Analogie zu 30 iiberlegen.
40. Mit Beachtung von 58 erhilt man

n\?
n Nk B u(f) Eopa
2(’:>N2kn<2>2% 2 23 Vn ._]/L_Nzkn(g>2n ZJg_Zkzzdx
T T
r=0 v=0 n -0

k k-1 1

2\z ——(n >§
— Jkn| 2 2 [
G AL
Fiir die Einzelheiten des Grenziiberganges vgl. z. B. C. Jordan, Cours
d’analyse, Bd. 2, 3. Auflage, S.218—221. Paris: Gauthier-Villars 1913.

41. [Beziiglich der Aufgaben 41—47 vgl. G. Pélya, Arch. d. Math.
u. Phys. Serie 3, Bd. 26, S. 196—201, 1917.]

42,
" 1 1
i 3o ) [ - [ [
> oot Sl \ y v g\ % nroof ¥ Lz

IL

_1—11m(1+ —}— +-.. —1-——~logn)_1—C

n->oo 3

wo C die Eulersche Konstante ist. — Man beachte, daf3

1
j’1—x“ I (x+1)

(Zi(o;)—_—o 1—x ““T T+

+C

gesetzt, auch
1 1
[adD(a)=DP(1) — [DP(¥)dax=1—C
0 0

ist. D. h. [44] Mittelwertbildung und Grenziibergang stellen sich als

vertauschbar heraus.
43. [Vgl. E. Cesaro, Aufgabe; Nouv. Ann. Serie 3, Bd. 2, S. 239,
1883.]
1

n N

o1 n| vy 1
Jim - 2 (-13]5)-1- 115
7 (1 1 A
"‘*; E(ﬁ—m)=“i§'

xdx
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44, [G. L. Dirichlet, Werke, Bd. 2, S. 97—104. Berlin: G. Reimer
1897; vgl. G. Pélya a. a. O. 41, S. 197 und Gott. Nachr. 1917,
S. 149—159.] Es handelt sich [VIII 4] um den Grenzwert

. :

it S )=/ [
(Tl T ST

O (315 —af)ar =pim 3C-125)
" ! o«

. 1+“+—~5%+~-=6 iy 13

Fiir « = } Ubereinstimmung mit 41.
45. [A.a. 0. 41, S.199—200.] Es sei zunidchst &« >1; dann ist
1

(& +1) /[ }x“dx—z/oc+1x“dx—1-}—2—aﬁ+3a+l+ ..

n+l
={(x+1).
Die totale Schwankung [vgl. Losung 9] von

ﬂ = f(x) ist

() —f3+0)+(f3—0—73+0)+(FE—0—/(}+0) +
=1(1"*—2"%)+27*4+202*=3" %) +37*+ - =2{(x) — 1.
Hieraus folgen beide Behauptungen [9]. Der Grenzwertsatz gilt auch fiir

o«=1. Wenn 0<< & <1 ist, so betrachte man (i — [l])x“ und
beachte 22. x x

46. [A. a. 0. 41, S.200—201] -;—— H — (x) gesetat, ist [42]
1
f f(x)dx =1 — C; ferner ist die totale Schwankung von f(x) im Inter-

0
vall (%,1) gleich 2(m — 1). Man hat

\%Zl—’:—]-Z%H-C*=1ff<">d""3§"(%>
él/ dx—n > ( ) “”“L )‘f( )

v m+1
Da = > l, ist das erste Glied < 2(m—1)
n_ m 7

m
n

[9]; das zweite ist < % .
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41.

ng—@)———g(—nm[g =g( -1 [2] ) 4 (1)

Die erste Summe, dividiert durch #, strebt gegen 0 [28].
48. Aus der Definition des bestimmten Integrals.

1
49. Spezialfall von 20 fiir f(x) =logx. Wegen [ logxdx vgl. 39.
0

50. Es ist, ¢ =% gesetzt,

]"/_c_c+1c+2_“c+n—1
G '"m n 7
Vit pra : (29.]

=+

n

2
51. A” = —n_—*:T . Ferner

) (0] s = Lo
::1:”7<” 2__:__1_1>n+1—2v

n
Z (n+1—2v)=0. Es folgt, 20 sinngemiB angewendet,

2v
lim —n-logG = lim —2 (1 — __) log (1 — ﬂ—1)

=(/(1 —27%)log(1 —x)dx = }.

52. Man setze in 48: f(x) =1 — 27cosx + 72 = |r — ¢'*|2, a =0,
b=2n. Auf Grund der Identitit

n 2miv
7"—1=H(r——e n )

v=1

schliet man

f1nf2n s fnn = (7" - 1)2 .

Im Falle » =1 ist der verschwindende Faktor f,, wegzulassen und 20
zu beachten.

53. [G. Szegs, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 25,
S. 196, 1917. Loésung von J. Mahrenholz, ebenda, Serie 3, Bd. 28,
S. 79—80, 1920.] Die Voraussetzung besagt, daBl ¢~%% (¢i¢ — 7) reell ist,
d. h. ¢% und é¢ — 7 von gleichem oder entgegengesetztem Arcus sind.
Da & die zu x nichstgelegene Zahl dieser Art ist, so tritt der erste Fall
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ein, d. h. ¢i¢ist der Schnittpunkt des von 7 ausgehenden, zu dem Vektor ¢'®
parallelen Halbstrahl mit dem Einheitskreis. Ist also 0 = x < 7 und ge-
hért & zu x - 7, so liegen ¢i¢, » und ¢*¢" auf einer Geraden; nach dem

Sehnensatz ist somit
leid — y2|eif —r2=(1—27cos& 4+ 7?) (1 — 27cos§—t—72) (1—7?)2,
also

*/[logﬂ — 27cosé + 7?) 4 log(1 — 27cos& +r2)]dx

flog 1—)2dx=1log(1 — 7?).

54. Es ist [M aclaurmsche Reihe]
[log(1+ %) — x| =2 fiir lx|=1%.
Es sei |f(x)] <M. Sobald é,M =<} ist, gilt

n n n
Z;log('i + fvn 6n) “Zlfvn an = nzlffn(sn

Die Summe rechts strebt gegen ein Integral. Vgl. auch 67. — An Stelle
einer Einteilung des Intervalls 4,5 durch Zwischenpunkte, die eine
arithmetische Reihe bilden, kann man auch andere Einteilungen be-
trachten und an Stelle der Ordinate im rechten Endpunkt die Ordinate
in einem anderen Punkt des Teilintervalls wihlen, ebenso wie bei der
Definition des Integrals. Wie ein unendliches Produkt zu einer un-
endlichen Reihe, so verhdlt sich die betrachtete Bildung zu einem

Integral.
1 1
55. Nach 54 ist 4t v 1 [odz
. n n e°
llm — T = e.
vy 1
n > 0o =1 1_—__ _dez
nn e ?

56. Das fragliche Produkt ist
_ 1.3.5...2n—1)a"-2"
T m 1) —1][(n+2)a —1]... 2na —1)

() ) (n+2)o (n+n)oa
T Na—1 m+2a—1  (mH+n)a—1
1
= 1 1 1 ' 1 1
11—\ -\ -
S e N
SO — T
_ljdz
)14z
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Der Spezialfall « =2, d. h.
13 5 7 91 1

—_— . e —— o ——

22661010 " 43
folgt auch aus der Produktdarstellung von cosx fir x = % (Euler,

Opera Omnia, Serie 1, Bd. 17, S. 419. Leipzig und Berlin: B. G. Teubner
1915.] '

a+vd a—p 1 é
57. =1+ —.
b+ vd é 14 f+vin
n
Man wende die Bemerkung zur Losung von 54 auf f(x) = a g P 1 !
im Intervall 0, § an. +x
58. Es sei n gerade, #n=2m, v—__m»/l]/f, ferner sei 1=0,
y >m . Dann ist m -
2m .
v) om m—1 m—@—m—1)
Cm)_m+1m+2 m + (v — m)
" I vom—1 1
B 1 Vm Ym Vm  Vm
1yt 2t ppr=mt
Ym Ym Ym Ym Ym ym
vy
MELE
e ap
T (64] .
[zdz
e(l
2m

Man beachte, daB (27:;” ) oo _],%m/:n [202], ferner daB

<2mv+ 1) _ m—+1 (vz—fn&)

SR Vol

59.
ﬁ 2n—v? = (2n —v)? . - 1
Al z— L L ¢ , 14 8ny .. ¢
v= v=1 4An2—4nycos—-+v v=1 414 2sm2 —
Vn 2n—v) 2Yn
1
n _ 2xt? dz
-~ 1 o | @
o 8ny 2

2n —7»)? 4n
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Das Ersetzen von sin —t—_—: durch ~t—: 1aBt sich durch Reihen-
2Yn 2Yn
entwicklung nach — und Logarithmieren des Produktes auf die
n
Art wie in 54, rechtfertigen.
60. Man setze fiir die fragliche zweite Differenz

F(b,d) — F(b,c) — F(a,d) + F(a,c) = 42 F(x,v),
R

dann ist m n
MBF(x,y) =2 > AF(x,y).
R

n=1r=1R uv
Anwendung des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung auf
liefert Gy(x) = F(x,%) — F(%,¥,-1)
AzF(x' y) = Gv(x/t) - Gv(x,u-l) = (x,u - ,u—l) (Fz,(é,u; yv) - Fa,:(éy; yv—l)
uv
= (x,u _x'u,-—l) (yv ‘“yv—l),f(g‘uy nv)tx,u—1<§‘u<x‘u, yv—1<nv<yy .

Vgl 7.

61. Wenn die fragliche Determinante mit der aus & dhnlich ge-
bildeten nach Zeilen multipliziert wird, dann entsteht

| 1+ eh-# 4 20-m) ...} gr-1)(A-p) | Bu=01,...,n-1="n".
Andererseits ist
0,1,.c,2-1 0,1,...,m—1
) . j—Fk \?
l lle’—s"["‘:l 1(251n7 7).
"
i<k i<k

Hieraus schlieBt man durch Vergleichung
1,.,n-1

ot 2
T
2 s
i<k
Uberlegung 20!
62. Vgl. 54.

63. Bezeichnet man den fraglichen Ausdruck mit I7,,, so folgt aus
der in Losung 54 benutzten Ungleichung

n n n n
1 v\ 1 nov\[?
ogt, — s ' D1(8.7) | <5 2| il 1)
n=1 »=1 v=1 “u=1
n geniigend groB. Die Cauchysche Ungleichung [80] liefert fiir die
rechte Seite die obere Schranke
n n
2
nt>n [f(_/ﬁ, l)] ,
die mit wachsendem # gegen 0 konvergiert, so daB
11
[ [f,y)dzdy
lim IT, = ¢° 0

n->oo

- iz__’?_ﬂ)’_ﬂ_z _( _i)ﬁ
sm(n " —anogn 1 " 2logz.
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64. [Vgl. G. Polya, Math. Ann. Bd. 74, S.204—208, 1913.] Man
teile den Raum durch die drei Folgen von Ebenen

5 3 1 1 3 5

x:y:zz"'; ) A A E: zn) ﬁ)"'

in Wiirfel vom Inhalt #~3 ein. Der Ausdruck in I30 stellt, s = [#0]
gesetzt, die Anzahl derjenigen Wiirfel dar, deren Mittelpunkt in 9 fallt.
Diese Anzahl, multipliziert mit »-3, strebt gegen das angegebene ein-
fache Integral.
65. Es ist
— ZZ 2 ,er,—l g, 1 "1’;"_1
Yyt vateeetp=n

%=1 “2 1, ap—1=1(y — Yy — vee — ap—1
E 7] T (e — vy — vp-1)*?7 1,
1'.+v,+ +v,, ,<~n

also
a, _ v oy - Vo -1 Vp-1 ap-1-1
gt ot ecetap-1 - ne- IZZ Z( ) ( ) ”‘(7)
P W S ¥p-1)*7
n n n
Vgl. 23.

66. Mit Beibehaltung der Bezeichnungen von 65 ist nach Losung 31
firt—>1—0

full) ~ T(oa) (8 — ), h=1,2...p
ferner,
=§ Gyt agteeetap—1 0
gesetzt, )
F(t) co I(0ty 4+ 0tg 4 -+ 4+ o) (1 — £) = tant e tap);
d. h.

lim L@ 1) ... 1) _ I'(o) () ... I'(xy) )
t>1-0 F() (o 4 og 4o+ p)

Andererseits ist nach I 85 und nach 65 dieser Grenzwert gleich
dem fraglichen Integral. — Hieraus ist auch das p-fache Integral von
Dirichlet- Jordan leicht abzuleiten, vgl. C.Jordan, Cours d’analyse, Bd. 2,
3. Auflage, S. 223. Paris: Gauthier-Villars 1913.

67. Das fragliche Glied ist

5%2227@31; v,nn-fv,,n

127 <r,< <m=n

/f xl)f %) ... [(%p) A%, A%,y ... dx%,

" /'/(xl) K ... [(5) dxydzy ... dx,.



208 Integralrechnung.
Es gilt tibrigens [I 62]
n
JT 0+ 2hnd) €A +2M o) € eMbn = 2M0-a),

v=1

woraus [I 180] mit Benutzung der eben geldsten Aufgabe

limfI(1+zfm On —1+—jf dx-}—z'(/f(x dx)+...

o0’
n-> =1

+§’Y<d/}(x)dx)p+ - eifl}(x)dx

folgt. Diese neue Losung von 54 ist zur Erlduterung des Grenziiber-
gangs geeignet, der zu der Fredholmschen Auflosung der Integral-
gleichungen fithrt. Man kann umgekehrt 67 aus 54 mit Hilfe von

1179 folgern.
68. Zeilenweise Multiplikation gibt eine Determinante %" Ordnung
P mit dem allgemeinen Element

n
Zf(A)(p(ﬂ)N—ﬁ/fl u x; j‘nu’:'l:zy...,m

v=1
Es ist andererseits (# = m)
(1) #(1) (1) 1 ) (1)
fvlnfvzn " fv,,.n (pvln (pvgn gvvmn
2) #(2) (2) (2) @2 . 2)
P = fa(»,)nfa(;zn v fv,,.n . (pv,n (Pvgn fe (pimn
1S <<V T o VM=o | weomvmneeacnens | | eeieaniiiiiiaae,

(m) f(m) (m) (m) g(m) (m)
fvlnfnn fv,,.n (pv,n ('vvzn e (pvr,’,,bn
Wenn hier »4, »,, ..., v, unabhingig voneinander simtliche Werte
1, 2, ..., n durchlaufen, dann erhilt man m! P. Die so entstehende

Summe ist co <b_1}_~> mal dem in der Aufgabe angeschriebenen m-fachen
Integral. -

69. Aus dem Satz vom arithmetischen, geometrischen und har-
monischen Mittel durch Grenziibergang [48].

70. [J. L. W. V. Jensen, Acta Math. Bd. 30, S.175, 1906.] Analog
wie in dem auf S. 50, Fulnote, angefithrten Cauchyschen Beweis fiir
den Satz vom arithmetischen, geometrischen und harmonischen Mittel
(der dem Fall @(t) =logt entspricht) erhdlt man die Behauptung zu-
nichst, wenn # eine Potenz von 2 ist, dann allgemein.

7. [J.LW.V. Jensen, a.a.0.70.] Mit einer ahnlichen Bezeichnung
wie in 48 gilt fir jedes »

<f1n+f2n+"' +fnn

' 7

P(f1n) + @(fen) + -+ + @ (fnn) .

) < oder =
n

Man lasse # iiber alle Grenzen wachsen und beachte 124, 110.
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72. ¢, und ¢, seien zwei beliebige Stellen in m, M, ¢, +¢,. Dann ist

AN N L — 1)z
<P(t1)=<r<1+2)+1 2¢’(1+2>+(1 2 (1),

2 2 2 8
- t1 + tz) tz - t1 ’ (tl + t2> (tl - tz)z ” .
o) =g (2 Th) B bt h) | Lol g,

7, und 7, sind zwei passend gewihlte Stellen zwischen £ und hth —iz_ by

. 13 17 . .
bzw. zwischen #, und bt Hieraus folgt, wenn iiberall ¢”(f) >0,
t, 4+ ¢
#(i) + o) — 20 (2 %) > 0.

73. [712.]

14. [J. L. W. V. Jensen, a. a. O. 70.] Fiir ganzzahlige p, folgt die
Behauptung aus 70, indem man 70 auf p, + $, + --- + #, Stellen an-
wendet, von denen p, Stellen nach #, p, Stellen nach 4, ..., p, Stellen
nach ¢, fallen. Hieraus folgt der Satz auch fiir rationale p,; fiir be-
liebige p, beachte man die Stetigkeit von ¢(¢) [124].

75. [J. L. W. V. Jensen, a. a. O. 70.] Mit den Bezeichnungen
fvn=f<x1+7’x2nx1>, ;b,,,,=i>(x1+’l’

¥o— %

), v=1,2,...,n

gilt nach 73 (p(plnfln + Panfon+ o+ + ;bnnfnn) -
p1”+p2n+"'+i)nn -

~ pln (p(fln) + ?2% ’p(f?n) + e + pnn (p(fnn)
= ?1n+?2n+"'+pnn )
Man lasse # iiber alle Grenzen wachsen.

76. [O. Holder, Gott. Nachr. 1889, S. 38.] Setzt man

Piti+Pola+ -t Paln =M
72 i 2% e 2 ’
i V_MZ ”
B gy =g + 6~ g 0n) + E M e,

also Lis M)

21’1' (212*72 <P”(Tv)

p19p(t) +Pep(le) - - -+ Pup(ln) _ (P(M)—l-v:l _
;ﬁv

p1+?2+ "‘+1§n
wenn mindestens eine der Zahlen ¢, — M von 0 verschieden ist.
77. [Vgl. G. Pélya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3,
Bd. 21, S. 370—371, 1913.] Analog wie in 76.
78. Man setze in 76: ¢(f) = —log¢ bzw. tlogt, M >m >0;

oder

1
man ersetze ferner a, durch —, v=1,2,...,n.

Ay

Pélya-Szegd, Aufgaben und Lehrsitze I. 14
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79. Man setze in 77: ¢(f) = —logt bzw. tlogt, M >m>0;

1
man ersetze ferner f(x) durch ——.
) dureh g
80. Erster Beweis.
no.n n 21,2..., n
a sz - (Z“v b,,) = >(a;by — ab;)*=0.
v=1 w»=1 v=1 i<k

Zweiter Beweis. Bezeichnen 1 und u zwei Variable, so ist die
quadratische Form

(Ray + by + (hay+ by -+ (Lan+ by = 412+ 2Bip + Cpi?

fiir jedes 4 und u, 4%+ u?>>0, positiv, bzw. nichtnegativ, falls fiir
ein spezielles Wertsystem 4, u die Gleichungen Aa, + ub, =0,
v=1,2,...,m, gelten; also ist AC — B? positiv, bzw. nichtnegativ.

81. Grenziibergang aus 80: Setzt man f,, = f(’ﬁ % ; xl) ’
Gva = g<x1 4 %2 ; x1> , so ist [80]

<f1ng1n+f2ng2n+ tt +fnngnn)2<f?n+fgn+ e +]lr2m .g‘lzn"f‘ggn"l‘ e +gfm.

n n n

Man lasse n iiber alle Grenzen wachsen. — Auch Ubertragung der
Beweismethoden von 80 moglich; in bezug auf die erste vgl. 68.

82, Es sei £+0 und man setze a,=4A4,, v=1,2,...,n.
Wegen 78 ist

y() _ 4,logd, + A,log Ay + --- + A,log 4,
w(t) A+ Ay +---+ 4,

Al +A2 ++ An
& n

tZ

—lo

>0.
Es ist
y(—o0)=Min(a), w(—1)=9(), y(0)=06@), v1)="9u),
w(-+ o0) = Max (a).
Daraus folgt ein neuer Beweis fiir den Satz vom arithmetischen, geo-

metrischen und harmonischen Mittel.
83. Es sei ¢+ 0 und man setze [f(x)]'= F(x). Wegen 79 ist

 [F)logF(x)dx 2
p 20 _ —10g< ! /F(x)dx);o.

0 lez? (x)dx

(41

(Oder durch Grenziibergang aus 82.) Es ist
—1)=9(), PO=060), ¥1)=u().

Xy — X
2 lx‘
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Es sei ferner M das Maximum von f(x) in x; =x =1, und J die Lange
eines Teilintervalles von x,, x,, in welchem f(x) > M —¢. Dann ist

fur ¢ >0
1

)<Yf()é

(M—w(

KXo — %

d. h. ¥P(+o0) =1im¥(¢) =M. Ahnlich berechnet man ¥(—o0). Aus

t—>+o0
dem Satz folgt ein neuer Beweis fiir 69.
84. [Vgl. H Minkowski, Geometrie der Zahlen, S. 117, FuBnote.
Leipzig und Berlin: B. G. Teubner 1910.] Erster Beweis. Es sei

0==¢=1; setzt man ¢(f) = [tay (1—1%) bv]”, so ist [80]

¢ t) RN a—b, \

) n2<2 ta, + 1—;: ) ;§<ta,+(f—t)bv><o’
wenn nicht a, =4b,, v=1,2,...,n ist. Spezialfall von 90.

Zweiter Beweis. logb, — loga, =14, gesetzt, lautet die Un-
gleichung so:

log(1 4 ¢%) +log(1 + ) + :-- +log(1 + ¢'n)

n

t1+t2+"‘+tn)

glog(1+e n

Nun ist log(1 + ¢/) von unten konvex [73].
85. [Vgl. W. Blaschke, Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 24,
S. 281, 1916.] Man setze

Zy
m/bg[tﬂz)ﬂl -t g@)ldz
pH)=e = 0=t=<1

0 [ 1 [ i) - :
o0 <x2 — / t/(x) + (1 —2)g(x) d”)

t T iw—g)
_xz—x17[<tf(x) + (1—¢)g(x)> dx=<0.

(Oder durch Grenziibergang aus 84.) Spezialfall von 91.
86. Durch fortgesetzte Anwendung von 88 auf die Funktionen

p1hi(x), pafelx), ..., Dmm(%) -
87. Es ist

wegen 81 ist

n
I, == obere Grenze von Z}/ (5 — 2 =1)2 L [f(x0)) — fr(x®-1)2
v=1

fir alle moglichen Einteilungen des Intervalls #;, x, durch Zwischen-
14%*
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punkte % = %0 < x® < ... <x~D < M =, Also ist fiir eine be-
liebige Einteilung

3 puy =P Gl ) — AP
v=1 ipk
k=1

Da yc? + £ in jedem Intervall von unten konvex ist [78], ist die rechte

Seite n
= >y — T £ [F) — F@o )T,
y=1
woraus die Behauptung folgt.
88. Setzt man
27

?1l1+P2l2+"'+Mn2
prtpat b T

Soor(o—02+4)

po— 925, r =12 s Fp="T ,
. (n)

AP

27
(1‘—1)7

so ist gleichmdifig in x
lim F, (x) = F(x) ,

weil ja . n>oo
| H(E+ %) — f(”—1)~+ aé n [P(E)dE,
211 fri ==+ ] <o

wenn o, das Maximum der Oszillation von f(x) in einem Intervall von
der Lénge 2—} bezeichnet [S. 60]. Es ist somit G(F) = lim G(F,);

7n->» oo
wegen 86 ist ®(F,) = (/).
89. Zunidchst ist mit den Bezeichnungen von Lgsung 88
lim F,, (x) = F(x), und zwar gleichmiBig fiir 0=x=<2z. Man hat
7> 00
27

niamlich Pk
n

f((v—1)—2;”+s+x)-—f((v—1)3}+x)Hds,

folglich
|Ful) — F)| = 22 20y,

f pe)aE
wobei V die totale Schwankung von f(x) in (0, 27) bedeutet.
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Da die Linge von y = f((v —1) —277! + x) fiir jedes » gleich 7 ist,

so gilt [87] fiir die Linge L, von y = F,(x) die Abschitzung L,=/.
AuBerdem ist bei einer beliebigen Einteilung des Intervalls (0, 27)"
0= %0 < 50 < 40 < ... < 56D < 50 = 271,

Sy D) ) — P D)
a=1

—lim Y — £ ) — Fl D=L,

n>ooa=1
Ein besonders interessanter Spezialfall der Aufgabe riihrt von
F. Lukdcs her und lautet: Die Bogenldngen der Fejérschen Mittel der
Fourierreihe von f(x) [134] kénnen die Linge der Kurve y = f(x),
0= x = 2 niemals iibertreffen. (An den Sprungstellen von f(x) zahlt
der Sprung zur Bogenlinge mit; auch |f(+ 0) — /(27 — 0)].)
90. Es sei x + 0 [84]. Man setze 4, =ta, + (1 — )b, 0=t=1,
y=1,2,..., n und @()=M.(4). Es ist dann
Loe
@)= —) (4] + A5+ + )" .
(A7 A+ A (@ —b1)2 A7 2 (a—by)* A5+ - (an—ba) 4777
— ((a, — b)) A’f_l +(ap — by) A5~ 4 -+ + (a0 — bn) 457N
Der Klammerausdruck ist stets positiv, wenn nicht a, = 15, ist
[80]. Also ist sg¢”(f)=sg(* — 1); es ist somit
20(})=  oder =g(0)+ (1),
je nachdem » =1 oder x =1 ist. Fiir x = 2 ist M, (a) die Entfernung
des Punktes (a;, 4, . . -, 4@,) im #-dimensionalen Raume vom Nullpunkt.
Der Satz besagt dann im wesentlichen, daB die eine Seite eines Drei-
eckes stets kleiner ist als die Summe der beiden anderen.

91. Man setze in 90: ay=f(x1+”x2;xl>’ b”:g(xl_i_vxz ;’ﬁ)’

y=1,2,...,n und lasse # ins Unendliche wachsen.

92. [Fiir den Spezialfall a,b, =1, v =1, 2, ..., n vgl. P. Schweitzer,
Math. és phys. lapok, Bd. 23, S. 257—261, 1914.] Wir numerieren die
Zahlen a, so, daB a, =a,=---=a, sei. Man kann sich dann bei der
Aufsuchung des Maximums auf solche Wertsysteme by, b,, ..., b, be-
schrinken, bei denen b, =0,=---=b, ist. Wire nimlich b, <b,,
y<pu, so vertausche man b, mit b,; es ist b + b} = b, + b> und
a,b, + a,b,=a,b, + a,b,, Man kann ferner annehmen, daf} nicht

simtliche a, und samtliche b, untereinander gleich sind, d. h. daB
anby — a3 by = (@y — @) by + @, (b — b,) >0

ist. Ist %> 2, so bestimme man die Zahlen u,, %g, ..., %y, _1,05,V5, ..., Vp_1
gemiB der Gleichungen

2 2 2 2 2 2
a, = U, & + U, ay,, by =u,by +v,b,, v=2,%,..,n—1.
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Esist #,=0, v,=0, ferner a,b,=u,a, b, + U, a4y b, [80]. Dann und nur
dann ist #, =0, wenn v, =1, @, =a,4; =+ - = a,,b,=b, 1 =-.-=b,
ist. Ahnlich folgt aus v,=0, daB u,=1 ist, usw. Wenn u, >0,
v, >0, dann ist a,b, >u,a,b, + v,a,b,

Der fragliche Ausdruck ist somit, wenn 1 4+ o, - 2 + -+ 4+ t4,_;
=P, v+ v34+ - + v, ; +1=¢q gesetzt wird,

_ (pai+qa) (pbi+ qbh)

= (pab+ qa,by)?
Das Gleichheitszeichen gilt hier dann und nur dann, wenn die #,, v,
teils 0, teils 1, p, ¢ ganz sind, @, =a,= -+ =a,, Gpy1=0ap 9= ---
=ap,by=by= - =bp, by,1=0b, 9= --- =b,. Der letzte Ausdruck

ist aber

2
—a,b, )2<1+M< anby — V V

=1+ (
p ?alb +gd” " 21/75“1 1(1% n

dann und nur dann mit dem Zeichen =, wenn payby =gqa,b, Beim
Ubergang von a,, a,, b, b, zu a, A, B, b tritt keine Verkleinerung ein.

93. [Fiir den Spezialfall a =b, 4 = B vgl. J. Kiirschik, Math. és
phys. lapok, Bd. 23, S. 378, 1914.] Man setze in 92:

av:f<x1+vx2;x1): bv:g<x1+v¥), 1/———1,2,...,%

und lasse # ins Unendliche wachsen.

94. [G. Pélya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 28,
S. 174. 1920.] Es sei f(x) nicht konstant. Wir zeigen, daB die
quadratische Form

1
Q,y) =[1O)[(2a + 1) 2242 + 2(a + b + 1) £**Pxy + (25 + 1)£2°42] dt
0
= Ax?2 4 2Bxy + Cy?

indefinit ist, also AC — B%<C 0. Partielle Integfation liefert
1

1 1
F+1 1 e+l f(1) o+l
*f(t)dt = 1)) — afl)=5—"~— |52/, k>0,
0/ <k+1 )o 0k+1 k+1 0k+1

vorausgesetzt, daB3 f(1) = lim f(#) endlich ist; also
t>1-0

1
Ox9) = (1) (s + )2 — [ + Py)Ld [ ().
0
Esist Q(1,1) >0, Q(1, —1) << 0. Im Falle, daB f(1) = oo ist, erhilt
man mit einiger Vorsicht [112] ebenfalls Q (1, —1) < 0.
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95. [G. Pélya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 26,
S. 65, 1917. Losung von G. Szegd, ebenda, Serie 3, Bd. 28, S. 81—82,
1920.]

96. [Vgl. I. Schur, Sitzungsber. Berl. Math. Ges. Bd. 22,
S.16—17, 1923.] Es seien #y,%,,...,%, positiv. Da logx in jedem
positiven Intervall von oben konvex ist, folgt

logy, = a,1logx, + a,2logx, + --- + auplogx,, wpm=1,2,...,n.

Man addiere diese Ungleichungen.

97. [G. Pélya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 20,
S. 272, 1913. Lésung von G. Szegd, ebenda, Serie 3, Bd. 22, S. 361
bis 362, 1914.]

98. [Vgl. E. Steinitz, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3,
Bd. 19, S. 361, 1912. Losung von G. Pdlya, ebenda, Serie 3, Bd. 21,
S.290, 1913.] g(x) =0, wenn x ganz, g(x) =1, wenn x nicht ganz
ist. G(x) =0, wenn x rational, G(x) =1, wenn x irrational ist. Jede
Untersumme von G(x) ist = 0, jede Obersumme im Intervall a < x < b
ist =b —a, G(x) ist in keinem Intervall integrabel.

99. Ist x irrational, f() =0 und konvergiert # gegen 0, so ist
% + h entweder irrational, f(x + 4) =0, oder, wenn es rational ist,
x -+ h= —g, flx + h) =1§ und ¢-! konvergiert mit % gegen 0. Ist
x = % rational, f(x) =¢ ! und x + & irrational, f(x + %) =0, so ist

flx + %) — f(x) = —g~'. — Jede Untersumme ist gleich 0. Teilen wir
ferner das Intervall 0 =<=x =1 in A® gleiche Teile. Da hdchstens

k(k — .
14+24---4+Fk—1)= LZL) positive echte Briiche mit Nennern
. . BE—1)1 2 1
= k existieren, ist die Obersumme < 5 B —+ 7 + 5" 1.

100. Die Oszillation von f(x) im Intervall x,_;, %, mit Q, be-
zeichnet, ist, wenn |@(x)| < M,
n n

| 370 (1) (5 — %o 1) — D10 p12) (0 — % 1) | < Mg"lszv(xv — %),

y=1 y=1

Der letzte Ausdruck konvergiert gegen 0.

101. Es sei # positiv ganz, 6<b—;—a, und £, bezeichne die
Oszillation von ¢(x) im Intervall a+ v—1) b;ng =a-+vy b— a,
vy=1,2,...,n. Wenn |@(x)| <M, dann ist

b el 0

[0+ 0) — @) [dx < == DN+ Q) +2M =

a v=1
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102. Man bilde wie auf S. 34 die zu den Zwischenpunkten
A =%y < %y < Ky < oo+ Ky_q < %y = b gehorige Obersumme und Unter-
summe

n n
0=>3M,(x,—%,-1), U= m(x —%_1)
rv=1 y=1

und wihle die Einteilung so, daB O — U <¢ wird. Dann definiere
man ¥(x) folgendermaBen: ¥(x) =DM, im »*°® halboffenen Teil-
intervall x,_1=x<x,, »=1,2,...,2—1 und =M, im #'*® ab-
geschlossenen Teilintervall x,_; = x=<x,. Ahnlich definiere man y(x)
mit Hilfe der m,. Dann ist

Die Wahl der Zwischenpunkte unterliegt der einzigen Einschrinkung,
daB die Maximallinge der Teilintervalle %, 1 =x=2x,, v=1,2,..., %
mit wachsendem # gegen 0 konvergiert. Sie koénnen also z. B. dqui-
distant gewdhlt werden. — Die so definierten Funktionen y(x), ¥(x)
sind von rechts stetig; man kénnte ebensogut auch Stetigkeit von
links erreichen.

103. Wenn ¥(x) und y(x) wie in Losung 102 definiert sind, dann
ist die totale Schwankung von ¥(x) gleich
My — M|+ | My —M,|+ -+ | M, — M,_,|
und die von y(x) gleich
]mz—mll + mg —my| 4 - +!mn_mn—1|-

Beide bleiben unterhalb der totalen Schwankung von f(x), da im
vte® Teilintervall #,_, = x =x, Funktionswerte angenommen werden,
die an M, bzw. m, beliebig nahe herankommen.

104. Es sei v ganz, y=1,2,...,%; in der ersten Hilfte des Inter-

valls v—1

s % ist s(nx) =1, in der zweiten Hilfte ist s(nx) = —1.
Daher hat man

1

1
[1s i =j§{f(”;1 +9) =1y .

0

Der Klammerausdruck ist absolut kleiner als die Oszillation von f{x)

im Intervalle d

4
=x=—.
7
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105. [Riemann, Werke, S. 240. Leipzig: B. G. Teubner 1876.] Man
kann a=0, b=2n setzen. Es ist

2m
/f(x) sinnxdx
0 4

=/nsinny2?{f<(v _ 1)27n -+ y) —f((v — '1)277[ + vy -;i)}dy.
0 v=

Der Klammerausdruck ist absolut kleiner als die Oszillation von f(x)

. 2 2
im Intervalle (v —1) %éxév—njz.

106. [L. Fejér, J. fir Math. Bd. 138, S. 27, 1910.] Man kann
a=0, b=2nx setzen. Es ist

2

27
27 n 77 n 77
/f(x) |sinnx|dx =2ff(x)|sinnx|dx =2]‘,n/|sinnx]dx,
v=1 =1 .
o

(-1 w-1)22
n n

unter f,, einen Wert zwischen der oberen und unteren Grenze von f(x)

. 2 2
im Intervall (v —1) 771 =x=v 77: verstanden.

107. Haben die Unstetigkeitspunkte der beschrinkten Funktion
f(x) nur endlich viele Haufungsstellen in a, b, so lassen sich endlich
viele Intervalle mit beliebig kleiner Gesamtlinge angeben, auBerhalb
welcher f(x) stetig ist; eine solche Funktion ist somit eigentlich inte-

grabel. — Die fragliche Funktion besitzt die Unstetigkeitsstellen
1 . .
;—, 3 j? een ;1—, ..., zu denen fiir & = 0 noch 0 hinzutritt.

108. Innerhalb eines beliebigen Teilintervalles a,, b, von @, & kann
man nach dem Riemannschen Kriterium ein kleineres Teilintervall

b —
a;, b, angeben, b, —a, <2 %

, derart, daB die Oszillation von

f(#) in a,, b, kleiner wird als ;— So fortfahrend 4Bt sich eine Folge

von ineinander geschachtelten Intervallen a,, b,,# = 1,2,3, ... angeben,

by — . I .
so beschaffen, daB &, — a, < 0—21510 und die Oszillation von f(x) in
a,, b, Kleiner ist als ~1— Der Punkt & = lima, = limb, liegt in a4, b,

2" n->o0 n->co
und f(x) ist stetig in «.
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109. Es sei f({) =0 in jedem Stetigkeitspunkte & von f(x),

a<&<b. Esist
b

[1pdz = EmSE) (5 — 5-1)

a r=1
wo #x,.1< &, <%, und die Maximallinge der Teilintervalle x,_1, %,,
v=1,2,...,n, gegen Null geht. Nach 108 kann &, so gewihlt werden,
daB f(x) in x = &, stetig, also f(§,) =0 ist.
Andererseits sei f(£) & 0 in einem Stetigkeitspunkt & von f(x),

2
a<&<b. Fir ein geniigend kleines d, § > 0 ist dann f(x)2 > @

wenn |x — £ <9, also

»

£+4

b
[f@pdx = [{(x)2dx = 0/(&2>0.
a EZS

110. Es seien ¢ und # gegeben, ¢,97 >0 und J so gewihlt, daB
| p(yy) — @(¥5) | <& wenn |y, — y,| < 8. Da f(x) integrabel ist, kann
man eine solche Einteilung des gegebenen Intervalls a = x =1b finden,
daB die Gesamtlinge derjenigen Teilintervalle, in denen die Oszillation
=0 ist, <n ausfillt. In den anderen Teilintervallen ist dann die
Oszillation von ¢[f(x)] hochstens e.

111. [Vgl. C. Carathéodory, Vorlesungen iiber reelle Funktionen,
S. 379—380. Leipzig und Berlin: B. G. Teubner 1918.] Es sei f(x)
wie in 99, G(x) wie in 98 definiert und

1 fir y=0,
?0) ={o fir y=0
gesetzt. Dann ist [f(x)] = G(x).
112. Es sei f(x) nicht zunehmend. Fiir 0 <x < } gilt

)"
z z 1 —{—
) N2

]x“f(x) dx= f(x)fx“dx = x%*1f(x)

at+1 "’
2 2
2z 2z
[t = o =i T
fx)dx < f{x = %) — T
x z
Fiir a = — 1 sind die letzten Faktoren, die tibrigens beide positiv sind,

durch log 2 zu ersetzen. ‘ 1
113. Durch Transformation von 112: x mit — vertauscht, oder
direkt, #hnlich wie in 112. ¥

114. Das Integral, erstreckt von 0 bis ¢, ¢ > 0, konvergiert dann
2 xﬂ
und nur dann, wenn das von x* (1 — %) oder von x%e-#2# T2 kon-

vergiert, d. h. fir § < — 2 jedenfalls, fiir § = — 2 dann und nur dann,
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wenn & > — 1. Das Integral erstreckt von w bis oo, w >0, ist bei
f=0 dann und nur dann konvergent, wenn & << — 1. Es sei nun
p >0, n ganz, dann ist fiir # - oo
m+l)z 7z
[#%] cosx]zﬂdx co(nm)* (| cos x [@rnmf gy
nw 0

Das letzte Integral liegt zwischen
/Icosx[(nn)ﬂdx und /[COS%I[(""'I)”]ﬂdx,
0 0

B
die beide so wachsen, wie # 2 [202]. Zur Konvergenz muB somit

p

o= < —1 sein. — Alles zusammenfassend ist das fragliche Integral
dann und nur dann konvergent, wenn & <C—1, f << —2 oder wenn
—1 <a< g —1.

115. Die Grenzfunktion f(x) ist in jedem endlichen Intervall

— o = x = w eigentlich integrabel und lim f fu(%)dx = / f(x)dx. Da

N>00 —w
[oo]

|/(x)| = F(x), so existiert auch [f(x)dx. Man hat | ﬁ(x)d % — jo;‘,,(x)d x|

=|[f(x) x| + | [{x) dx| 4 [F(x)dx + [F(x)dx + | [f(x) dx — [ f,(x) dx).
Die vier ersten Glieder rechterhand sind fiir geniigend groBe w beliebig

klein und dasselbe gilt von dem letzten Glied, wenn nach Festlegung
von o die Zahl » geniigend groB gewihlt wird.

116. Aus VI 31 folgt, » = % + ln}/;; gesetzt, 1,1, daB

VZ(%) 1 x \"
i\ —2707 cos 2]/_7; cost,xdx .

1
Man setze in 115: f.(x) =5;<cos

—— | COSA,x, Wenn |(x|==xajn»
2 r—‘) nvo - V >

und f,(*) =0, wenn |#|>n}n ist. Es ist ]‘(x)z—z—ne_gcoslx.

Eine Funktion F(x) im Sinne von 115 ermittelt man folgendermaBen:

Da
lg_ggcosx

%2

im ganzen offenen Intervall 0 <z <C % stetig und negativ ist, ferner
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1 .. b1 4 .
fir x—> 4+ 0 gegen — - fir x— 5= 0 gegen — oo konvergiert, so
gibt es eine absolute Konstante K, K >0, so beschaffen, daB

— """« K, cosx < e K& 0=«

IA
INYIS]

K
1 —_——2
Man kann F(x) = >t 1% setzen.

117. Znaye‘”/ = P,(y) gesetzt, ist
v=1
JPAy)y~tdy = (@170 + @275 + - + agn~) I(s) = Dy(s) I's).
0

Nach 115 geniigt es, zu zeigen, daB3 | P,(y)y*~*| < F(y), wobei 1 E(y)ady
existiert. Man erhélt durch partielle Summation 0

n-1
Py(y) =3 D,(0)[7¢=¥ — (v + 1) ¢~*+D9] - 59 Do) e,
v=1
Da die Funktion x°¢~*% im Intervall 0 < x < 2z wachst und im Inter-
vall =x <oo abnimmt, ist ihr Maximum = (s¢~1)°y~°. Hieraus folgt

{P"(y) <Ay, IPn(y)ysﬂll< Ays=o-1

4 von n und y unabhingig. Man setze F(y) = Ay*-°-1 fiir 0 <y <1,
F(y)=Be™¥ fir y=1, B> 0, B von y unabhingig.
118. Es sei w >0; es ist

|[{@)sinnxdx| < [|f(x)|dx + [|f(x)|dx + |[[Hx)sinnxdzx].
Die beiden ersten Integrale rechts gehen nach Null fiir w —oo. Bei

festem « geht das dritte Integral gegen Null fir #-—>oo [105].
Ahnlich schlieBt man bei dem Beweis der zweiten Halfte der Aufgabe:

§(1 +%)/la;(x)tdx + (1 +—f;)ﬁf<x)|dx

[f(x) |sinnx|dx — —yz—sz(x) dx

o
®

l ﬁ(x) |sinnx|dx —% f(x)dx

+ [106].

119. 1. Darstellung moglich. — ¢(x, ) soll verschiedenen Werte-
paaren x,y verschiedene Werte u = @(x,y) zuordnen (z. B. eine ein-
eindeutige Abbildung der x,y-Ebene auf die Zahlgerade # vermitteln).
Zu einer vorgelegten Funktion f(x,, z) bestimmt man (x4, z) folgender-
maBen:
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Wenn #* nicht zum Wertvorrat von ¢(x,y) gehort, so bestimme
man y(u*,z) willkiirlich, z. B. sei in diesem Fall stets y(u*,z) = 1.

Wenn #* zum Wertvorrat von ¢(x,y) gehort, so rithrt es von
einem eimdeutig bestimmien Wertepaar x*,y* her, u* = @(x*,y*); man
setze in diesem Fall yw(u*,2) = f(x*, y*,2).

Dann gilt fir alle x,y,2: p(p(*,9),2) = f(*,9,2).

2. Darstellung unméglich, z. B. fiir die Funktion f(,y,2) =yz+2x -+ xv.

Zu jeder stetigen Funktion ¢(x,y) gehoren beliebig viele ver-
schiedene Wertepaare %y,9;; %s,¥s; .. .; %n, ¥n, fUr welche ¢(x,y) den-
selben Wert annimmt:

(p(xl’ yl) = ‘P(xz, y2) = = (p(xm yn)

(Es existieren ,,Punkte von gleichem Niveau*.) Wenn ¢(x,y) = konst.,
so ist die Behauptung selbstverstindlich. Wenn ¢(x,%) % konst. und
z. B. p(*,y) =1, ¢(”,y"”) =3, gibt es auf jedem Kreisbogen, der die
Punkte %',y und x”,y” verbindet, einen Zwischenpunkt x”,y”, fiir
den g(x”,y”) = 2 ist.

Falls die Funktion f(x,y,2) auf die besagte Art dargestellt,
= y(p(x,y),2) mit stetigem ¢(x,y) ist, so gibt es beliebig viele Werte-
paare x,¥;; ¥o,Va; ---; ¥n,¥Yn, fir welche identisch in z

. f(xl’yl’z) =f(x2l y2’z) = _—”f(xmymz)
gilt.
Soll identisch in 2

(%1 + 1) 2 + %91 = (%2 + Y2} 2 + %y
gelten, so muf3
%+ Y1 =%+ Y, X191 = %3Ys

sein, also nach Elimination von y,,
27— (% + Yg) % + %9, = 0.

Soll das Wertepaar #,,y, von dem vorgelegten Wertepaar x,,y, iiber-
haupt verschieden sein, so muB} x, =1y,, ¥; =%, sein. Somit ist fiir
n =3 die zur speziellen Darstellung notwendige Bedingung nicht erfiillt.
Weil yz + zx + xy eine symmetrische Funktion ist, ist auch die Un-
moglichkeit einer Darstellung in der Form vy(¢(y, 2), %) oder y(p(z, %),)
mitbewiesen.

Auf dieselbe Art zeigt man, daB die stetige Funktion xy + yz + z
nicht durch Ineinanderschachtelung zweier stetiger Funktionen zweier
Variablen dargestellt werden kann; wohl kann man sie durch Inein-
anderschachtelung dreter solcher Funktionen darstellen:

xy+yztz=@x+2y+z=S{P[S(x+2),9] 2}
(Bezeichnung 119a).
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Fiir engere Funktionenklassen sind &hnliche Fragen leichter zu
behandeln [119a]. Eine analytische Funktion dreier Variablen, die
keiner algebraischen partiellen Differentialgleichung geniigt, kann
nicht durch endlich-vielmalige Ineinanderschachtelung von analytischen
Funktionen zweier Variablen dargestellt werden. Vgl. das 13t der
»,Mathematischen Probleme‘ von D. Hilbert, Gott. Nachr. 1900, S. 280.

119a. Es sei yz + 24 + xy = f(x,y, 2) gesetzt; die partiellen Ab-
leitungen sind durch Indices angedeutet.

1. Aus f(x,9,2) =@ {y[g(x,9),2],2} folgt fiir alle Wertsysteme
%,9,2mit fy=24x2+0,

- -
oz \f, 02 \@y Wy 1y ’
folglich f,.f, — fofyz=0; y2 + 2x + xy geniigt nicht dieser Gleichung.

2. Erster Beweis. Aus f(x,9,2) = @[y (%, 2), (¥, 2)] folgt durch

Differentiation nach x, y, 2 und Elimination von ¢,, und ¢,,

fa Yy O
fy 0 x/=0.
/2 Y: X

Man kann voraussetzen, daB v,==0, y, £0. Setzt man bei y, % 0,
Ty =0

Vi, K,

Yo Xy

dann ist v = (%, 2), w = u(y, 2), also v, = u, = 0. Es ist ferner
fyu"}"fzv +fz= 0.

Hieraus ergibt sich ein Widerspruch, wenn man beachtet, daB

F=fu+f,v+/, wegen f =yz+ 244 xy, der Gleichung

oF oF 0*F
F— a]‘y— a_yfz + m]‘zl‘yz —2z

geniigt.
Zweiter Beweis. Differentiiert man wieder nach x,y,2z und
setzt man in den so entstandenen drei Gleichungen z= —y, so liefert

die erste Gleichung 0 = ¢, v,. Es kann vy, % 0 angenommen werden,
so daB fiir die erwidhnten speziellen Wertsysteme, wenn noch w, + 0
ist, ¢, =0 gilt. D. h.

fhy=2=y=¢0, L=2+Y=9¢1.
Ist x + 9, soist ¢, + 0, x, + 0 und

Y _ %
=Y Xy
Die rechte Seite hingt hier nur von y und z, folglich wegen z = — 1,

nur von y ab: Widerspruch.
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3. Aus f(x,v, 2) = @ {y[x(%,¥), 2], x} folgt durch Differentiation
fo= Py Wy Yo+ Pus

Iy= v 1y,
fzz(pl,uwz;
fay = c T Oy e Xy Van
fyy=+-- ‘f“PwZ;w“ .

In den beiden letzten Gleichungen sind die Glieder, in welchen vy, auf-
tritt, nicht ausgeschrieben.

Setzt man z= —«, dann ist ¢, vy, y,=0. Wegen der dritten
Gleichung, da ferner y, # 0 angenommen werden kann, schlieBt man
hieraus bei x +9y 40, g, + 0, da w, =0 ist. Es ist also fiir solche
speziellen Wertsysteme

1= @y ety ¥y 0=y 1y Wys-
Diese Gleichungen enthalten einen Widerspruch, da nach der zweiten
mindestens eine der drei Funktionen ¢,, y,, ¥,, verschwinden muB.

120. Nein. Beispiel: f(x) = x3; £ =0 ist Wendepunkt.

121. [Vgl G. Pélya, T6hoku Math. J. Bd. 19, S.3, 1921.] Es sei
M die obere Grenze von |f'(x)|. Es ist

Hx) =F(E)(x —a)=M(x — a) fiir a=x=

f(x) = F(n)(x — b) < M(b — x) fiir

a<<t<x, x<<n<b. Es kann nicht in beiden Ungleichuhgen iden-
tisch das Gleichheitszeichen eintreten, weil die so bestimmte Funktion

inx= a_—;—_ aufhért differentiierbar zu sein. Es ist somit

atb

b 2 b
ff(x)dx<M/(x~—a)dx+M[(b—x)dx=M(b_4a)2.

a+b
2

122. [W. Blaschke, Aufgabe; Arch. der Math. u. Phys. Serie 3,
Bd. 25, S. 273, 1917.] Nach dem Taylorschen Satz ist fiir x == x,

, x — %9)*['(%)
1) — fz) = o — ) ) + 2L
Gliedweise Integration und Anwendung des ersten Mittelwertsatzes der
Integralrechnung liefert

a

s Kg—r<Xx<xy}F7.

ﬁf (#) — ()] dx = f (L_ZLOP 1@ dx=1"(8) / (i%"f i,

da die Funktion /”(x) als Derivierte alle Werte zwischen ihrer unteren
und oberen Grénze annimmit, ‘
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123.Erster Beweis. Esseidie Reihe =’ p, e"*= f(x) konvergent
n=0

im Intervall a <x < b; dann ist sie daselbst beliebig oft differentiier-
bar und

f (x) =§) npae"®, (%) =§ 7 pp €7,

1) 1" (%) — [f (%)]? =m§ 72;% (11 — )2 P P e™tM2 >0 [72).

v,

Zweiter Beweis. Aus 80 ergibt sich fir x, < %,, @, = p,e?,

v Xy
by=Vp,e? , daB
%y + %,)\2
(A E ) < ) e
124. [Vgl. J.L.W.V. Jensen, a. a.0. 70, S.187—190.] Die Funk-
tion ¢(x) sei im Intervall 4, b von unten konvex, ferner sei dort
px)<G. Aus

(P(xl'f'xz’*‘"'+xn>§¢(x1)+?7(x2)+”‘ + (%)

n n

folgt fir % =%= - =%, =2+n0, ¥py, =+ =% =2, % eine
beliebige innere Stelle des Intervalls «,,|3| geniigend klein, 7 <, daB

gl +n0) —px)  plx+md) — px)
" - m

Ersefzt man hier 6 durch —d, so ergibt sich mit Beriicksichtigung von
P(x + md) — p(x) = p(¥) — plx —md),

P(x+nd) —o(x) _ @x+md) — ¢(x)

. > " >
) ) — ple—m) _ pl) — gl — n0)
- m o 7 :

Hieraus schlieBt man fiir m =1

E:f_@;sv(wr 8) — () = () — p(x — 6);@5_;‘

LaBt man 6 gegen 0 und » derart gegen Unendlich konvergieren, daB
%-4-nd aus a,b nicht heraustritt, so folgt die Stetigkeit von ¢(x).
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. 0
Es sei nun 6 >0 und man ersetze in (*) § durch P

m
R s i

v
v

) ms
n
-
v —"”(x_ ’n"a)><p(x) — plx —9)
> " > ; :
n

Wegen der Stetigkeit von ¢(x) ist also

px+9) — g _ e+ ) — ¢

> >
’ - i B 0<é
/ 0<o<o.
= ole =) _ gl = ol =)

Fir >0 hat sowohl der erste wie auch der letzte Ausdruck einen
Grenzwert.

125. [G. Pélya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 24,
S. 283, 1916.] Die Werte, die y = f(x) in einem Intervall von der
Lange / annimmt, erfiillen ein abgeschlossenes Intervall, dessen Linge

L = Max| () — /(x) | = Max| [}'(x)dx| =i Max| £ (2) |.

Es sei ¢ >0. Man lege um jeden Punkt x, in dem f'(x) = 0 ist, das
groBte Intervall mit |f(x)|<e. Die Lidnge dieses Intervalls sei /,. Die
Werte, welche f(x) in einem solchen Intervall annimmt, erfiillen ein
Intervall héchstens von der Linge J,e. Die y-Punkte, welche der
Menge M angehdren und von Stellen x im Intervall @ < x < 4 herriihren,
sind in abzdhlbar viele Intervalle eingeschlossen, deren Gesamtlinge
=¢(b—a) ist. — Der obige Beweis zeigt, daB die Menge M sogar
vom MaBe 0 ist.

126. [U. Dini; vgl. C. Carathéodory, a.a.O. 111, S. 176—177.] Es
geniigt, folgenden Fall zu betrachten: f,(x) = f,(¥) = - - = [, (%) =- - -, /(%)
stetig, lim f,(x) = 0, 0 = x = 1. Wire die Konvergenz nicht gleichméBig,

so existierten unendlich viele Stellen x,, so daB f,(x,) >a>0, 0=<x,<1,
a von n frei. Es sei & eine Haufungsstelle der x, und m so gewibhlt,
daB f.(&) <a. Man bestimme ferner eine Umgebung von & derart,
daB dort f,(x) <a, also f,(x) < a wird fiir n=m. Es gibt unendlich
viele x,, die in dieser Umgebung liegen: Widerspruch.

Pélya-Szegd, Aufgaben und Lehrsitze L. 15
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127. [Vgl. G. Pélya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3,
Bd. 28, S. 174, 1920.] Die Grenzfunktion f(x) ist auch monoton,
z. B. monoton wachsend. Das Konvergenzintervall der Folge f.(x),
n=1,2,3,...,selin so kleine Intervalle x,.;, %,, v =1,2,..., N, ein-
geteilt, daB f(x) — f(x,-1) <e. Man wihle ferner #» so groB}, daB
|fa(x,) — f(x,)| < & fiir jedes ». Dann ist, wenn x in %,_;, x, liegt,
F#n-1) — e<[ul®r-1) = [a(x) = fulx,) <[(x,) +- ¢, also |fn(x) —1(#) I <2e;
fa(%) war hierbei auch als wachsend vorausgesetzt.

128. Klar.

129. Es sei a <<x <<b. (Aus dem nachfolgenden Beweis geht klar
hervor, was zu 4dndern ist, wenn x=a oder x =15.)

zt+e

b x—& b
[alt) () At — H(x) =_f75n(t) [ — f)1de+ [+ .

a zte

r+e

Das erste Glied rechter Hand ist absolut <4 f Pud)dt=3J, wenn

|7(6) — f()| < & st fir x —e=t=2x-+¢. Die beiden letzten Glieder
sind absolut kleiner als

r-¢ b
20ax /)| /2402t + [p,(022).

z+e
Die Bedingung ist also hinreichend. — Setzt man ferner
0 fir x—¢etp=t=x+¢e¢—n,
@) = {1 fir a=t=x—¢ und x +e=t=5b,

linear fiir * —e<éi=x—¢+n und x+e¢—n=t=«x-+te,

0<<n<e¢, dann ist f(#) stetig und aus

b z-¢e+7y zte z-¢ b
[pa®)f(t)dt—f(x) = _f pa@) Ht)dt+ /_ ta®) /@) At + [pa@) At + [ pu(t)dt—> O

folgt, da hier alles nichtnegativ ist, die Notwendigkeit der Bedingung.
130. Die Behauptung von 129 148t sich auf den Fall b = 0o, x = o0

. . 1 . ..
erweitern. Man setze in 129: n = —, p,(f) = e~%t; es ist, w positiv
und von ¢ frei, ¢

limafe‘”dt-——o,‘ sfe“”dt:L
>0 0 0

131. Ersetzt man ¢ durch ¢, so geht das Integrationsintervall in
(— o0, 00) iiber. Man zerspalte das neue Integral in zwei Teile, er-
streckt iiber (—oo, 0) bzw. (0, 00) und untersuche die beiden Teile
einzeln. Wenn das Integral

oo oo

Ofe“f(e‘) ddt :fe“tp(t)dt

0
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fiir A= $ konvergiert, so konvergiert es auch fiir jedes kleinere 1,
A=f—e, £¢>0. Esist namlich, ¢ftg() = yp(f) gesetzt,

o) w ® t
[e=etp(dt == [yt + e fe=( [y)an)ar,
g 0 0 0
woraus fiir w — oo

/e sty dt—s/e ”(/w dt)dt

folgt. Diese Funktion von ¢ ist in ¢ =0 von rechts stetig [130].
132. Vgl. 128 und den ersten Teil des Beweises von 129. Die dort
definierte Zahl § kann mit ¢ beliebig klein gemacht werden, unabhingig
von x (gleichmiBige Stetigkeit!).
133. [E. Landau, Palermo Rend. Bd. 25, S. 337—345, 1908.]
[ = ("
1

11— (x~t)2]”dt.
0

Anwendung von 132: a =0, b=1, p,(x,8) =

Esistfir0<e=x=1-—¢

T—& 1
JECES [pimpare =T A=
/[1 — (x — )] d¢ /(1 — ) dt

—&

Nach 201, 202 konvergiert dieser Ausdruck fiir %> oo gegen 0, weil

&

N T NI S L
/(1 Fyrat w 1 3% 5 2n 41"

134. [L. Fejér, Math. Ann. Bd. 58, S. 51—69, 1904.] Anwendung

. o x—1h?
, [sinm—
von 132: a =0, b=2x, p”(x,t)zﬁ psrall Nach VI 18 ist
sin

—-&

27
[talx, ) dt =1,
0

ferner, 0 < e<x=<27m — ¢,

/p,,xtdt—{—/pn(x, dt <

T+ 2 sm2

u

Wegen der Periodizitit des Integranden kann jedes Intervall von
einer Lange < 2z als inneres Teilintervall betrachtet werden.
135. Vgl. 133.
15%
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136. Vgl. 134.

137. Die Funktion darf als nichtnegativ, ferner [102] als strecken-
weise konstant angenommen werden. Eine solche kann man durch
Addition und Multiplikation mit positiven Konstanten aus Funk-
tionen f(x) von folgender spezieller Art zusammenlegen:

fx) = {1 in einem Teilintervall &, f von a, b, a==ax < f=b;
" 10 auBerhalb von «, 8.

Es sei der Einfachheit halber a << «, f<<b. Fiir geniigend kleine 7,
1 >0, definiere man

1+, wenn a=x=p;
fn(%) = 7, wenn a=x=o—mn oder f+n=x=>:
linear, wenn & —yp=s=« oder f=x=pB+n.

Dann ist f,(x) — f(x) =, ferner
b b
0< [fy(®)dx— [f(x)dx =n(6x —n —a) +y(b—B—n)+n(1+2n)+n(f—a),

d. h. mit » beliebig klein. Die Funktion f,(x) ist iiberall stetig. Wird
das Polynom P(x) so gewshlt, daB |f,(x) — P(x)| <7, dann ist
f(x) =f,(x) —n < P(x) und

b b b b
[Px)dx — [f(x)dx <n(b— a) +[1,x)dx — [f(x)dx.

Fir « =a oder =250 unwesentliche Anderungen. — Ein #hnlicher
Satz gilt fiir trigonometrische Polynome, wenn ¢ =0, 6 =2=.

138. [M. Lerch, Acta Math. Bd. 27, S.345—347,1903 ; E. Phragmeén,
ebenda, Bd. 28, S. 360—364, 1904.] Unter P(x) ein beliebiges Polynom
verstanden, ist

b b b b
JU@)Rax=[{(x) [{(x) — P(x)]dx+ [{(x) P(x) dx= [{(x)[[(x) — P(x)] dx,

also

b b
[(#)Pdx =Max [6) = P@)|.[lfGs) | dx. (136, 109

==

Ein dhnlicher Satz gilt fiir die ,,trigonometrischen Momente‘“ (Fourier-

C(_)Snxdx, n=0,1,2,....
sin
139. Man bestimme p(x) wie in 137, und es sei |f(x)| <M. Dann

ist [vgl. Losung 138]

27
schen Konstanten) f f(x)
0

b b
[ @R dx =M [[f(x) — p(x)]dx < Me.
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140. Es sei f(x) nicht identisch Null und habe weniger als
b

n Zeicheninderungen. Nach der ersten Bedingung f f(x)dx =0 gibt
a

es dann Zahlen %, %, ..., %, a <<%, <%, < --- < %, < b von folgender
Beschaffenheit: f(x) ist in keinem der Teilintervalle (a, #;), (%, %), ...,
(%% 1, %), (21, b) identisch Null, f(x) ist in jedem Teilintervall von
konstantem Vorzeichen (V, Kap. 1, § 2) und zwar abwechselnd positiv und
negativ. Daher ist f(x)(x —x,)(¥ — %,) --- (¥ — %) von konstantem
Vorzeichen im ganzen Intervall @ < ¥ <<b und nicht identisch 0. Laut
Voraussetzung wire aber, wenn k=% — 1 sein sollte,

b

[1®) (2 — %) (% — x5) -+ (¥ — m) dx =0,

a
d.h.[109] F(x)(x — %) (x — %y) -+ (¥ — %) =0, f(x)=0: Widerspruch.

141. [Vgl. A. Hurwitz, Math. Ann. Bd. 57, S. 425—446, 1903.] Es
sei f(0) >0 und f(x) habe weniger als 2% 4 2 Zeichendnderungen im
Intervalle 0 < x < 27; die Anzahl derselben ist gerade = 2k. Es seien
Xy, X, Koy Koy oens Fpy Xh O< My <M < X< Hp< - <X <A< 27
die Zeicheninderungsstellen, dhnlich wie in Losung 140. Man bilde
nun analog wie dort
— % . X— X . X—%Xy . X— % . X— X . X— X}

f(x)sin ad sin sin sin ..sin ——* ¢in
2 2 2 2 2 2

und beachte, daBB die Funktion

sin

s—a i—p 1 =P icos( _fx:;ﬁ)
2 2 2 2 2

(«, B Konstanten, 0 <& <27, 0< f<2n) im Intervall 0 <x <27
nur an den Stellen « und g ihr Vorzeichen dndert. Man benutze ferner
VI10. Wenn £(0) = 0, betrachte man f(x 4 a), wobei f(a) == 0.

z
142. [A. a. O. 138.] Wird fe"‘o‘tp(t)dt: D(x) gesetzt, so ist
fir k> k&, 0

J (k) = [D(x)e~*-k=)° L (B — ko)jodi(x)e‘“c"‘o)“dx.
Setzt man ferner ’
esrmy, 0 Llog ) =v0), w0 =Tl =0,
dann ist p(y) stetig im Intervall 0=y =1, ferner
Ofltp(y)y”‘ldyzo, n=1,2,....

Also ist [138] v(3)=0, ) =0, p(x)=0.
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143. [M. Lerch, nach Mitteilung von M. Plancherel.] Hitte
die I-Funktion eine Nullstelle s,, so hitte sie auch die Nullstellen
so+1, Sg+2, ..., Sg+m,... [Funktionalgleichung]. Es sei m
so groB, daB s,+m von positivem Realteil ist, und man setze
s=S,+m+1=0+41it, 6>1. Aus

[=) oo IY
fe“”"x""lcos(tlogx)dx = mfa‘"”x“ldx =R n(s) =0, n=1,2,3,..
0 0

8

wiirde dann [142] x°~cos (¢logx) =0 folgen: Widerspruch.
144. Beziiglich f(x)=1,x,2* vgl. I 40. Fir f(x) = ¢ ist

K (x) =ane% (Z) 21— %)= (ezx +1— x)n = [1 + (e%— 1) x]n.
v=0

145. Es ist [I 40]

n

Z(V — nx)? (f) (1—x)""=nx(1—x),

v=0
7
nt E Hgnx“ —x)éz.

146. [Vgl. S. Bernstein, Communic. Soc. Math. Charkow, Serie 2,

also

Bd. 13, 5.1—2, 1912.] Bezeichnet ¢,(x) das Maximum von | f(x) — f (l>
n
fiir simtliche » mit % — x! < n~%, dann ist gleichmiBig lim ¢,(x) = 0,
n—>oo
d. h. ¢,(x)<<¢g,, limeg, = 0. Ferner
N>
n v "
1) — K = D 1) = 1(%) | (3) - 1= =

r=0
Nach 145 ist, wenn |f(x)| < M,

160 — Kon) | < e >+ 2M DT < 64 2ot

147. [Vgl. J. Franel, Math. Ann. Bd. 52, S. 529—531, 1899.] Klar
fir 0=7=<v,. Esseir,=7<7,,, dann ist die rechte Seite gleich
mf(r) — A/ (ry) — Hr)] — 2[H{rs) — ()] — -+« — (m —1) [{(rs0) — H(#m-1)]

— m[f(r) — f(rm)]

und dies stimmt mit der linken Seite iiberein. Die bewiesene Formel
ist eigentlich die der partiellen Integration:

[10a8Q =N)0) ~ [N,
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148. Ist
ikl << Tpp = =V ="Vpr1 =" =V < Tpils1
(ev.k=0 oder !=0; #,=0), so hat man

N(r, —0) +1 —k ! N .
(" )+ ZM gﬁgni:ﬁ, hmi=0.
"n ¥n "n "n "n n>oo n
Wenn 7, =7 <#,.1, s0 ist N() =m und
m+1 1 m <N(r)§1n_‘
Vm+1 Ym+1  Tm+1 L4 ¥m

Im zweiten Falle analog.
149. Vgl. 148 und I 113,
150. [E. Landau, Bull. Acad. Belgique, 1911, S. 443—472. Vgl

G. Pélya, Gott. Nachr. 1917, S. 149—159.] Es sei ¢>1 und die

positive ganze Zahl m so groB gewihlt, daB 1 <<c<C2™. Dann ist

L(cr) L(2™r) _ L(27) L(2*r)  L(2"7)

"I L) T L) Len L@

—-1.

) o1 .
Fir ¢ <1 wende man das eben Bewiesene mit . anstatt ¢ auf die

ebenfalls langsam wachsende Funktion L(c7) an.
151. Vollstindige Induktion zeigt, daB fir positives ganzes &

logy27 _
7> 00 IOgH'
Fir £ =1 ist dies niamlich klar; fiir 2> 1 hat man, wenn 7 geniigend

groB3 ist,
logi(27)  logyr*  log;_,(2log7)

logy7 logy 7 logy_,(log?) *
152. Es geniigt,

m
tim 12812 _
m->» oo m
. . . L(2m)
zu beweisen, Dies folgt aus der Ungleichung I2n <1496, wo

4 > 0 beliebig und m geniigend groB, m > M (9) ist.

153. [149, 152.]

N(cr) , L(cr)

154, N oo o

155. Jede von links stetige, streckenweise konstante Funktion
setzt sich durch Multiplikation mit konstanten Faktoren und durch
Addition aus Funktionen folgender Art zusammen:

_ 1 fur o<zx=y, y>0,
1) = |0 fir andere Werte von x.
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Fiir solche lautet aber die Behauptung

N7
NG

Fiir andere Funktionen vgl. 156.
1586. Man schlieBe f(x) zwischen zwei von links stetige, strecken-
weise konstante Funktionen ein

p(x) = /(%) = P(x)
o o

1 1
[Y/(xl—)dx—fq.’<xz)dx< €
0 0

ist, ¢ >0, ¢ beliebig [102]. Es ist

i Sl xty S =yt So(E).

Der Limes superior und Limes inferior des mittleren Ausdruckes liegen

=y (154].

derart, daB3

also [155] zwischen den beiden Grenzen [ ) x’l dx, / y x’1 dx, deren

Unterschied von f i x’l dx kleiner ist als ¢.

157. Nach 147 ist

R i (R am [
0

rm=r

A=)y f

Es ist fiir 0<<c<<1

4

4 L(Cf)/ta 1dt<7 fL Y A 1dt<7 “/t“ 1dt___'1_

L{r) L(7) § o
er

der Limes superior und Limes inferior des mittleren Ausdruckes liegen
1—c*

. Hier ist ¢ beliebig klein!
158. Aus 147 folgt

R
St = NRR-H = N7+ (o + D[ N@ -1 at,
r<ra= r
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also [152, 153]

1 ;2?( ) ——1+ E{;tjﬁffif]i§ t-a-2-144

r>r

_1+_£{i££/L Hi—*- ldt

Es sei nun 0<C e << 2*—1; fiir geniigend groBe 7 ist L(27) < L{r) (1 +¢),
also L(2*7) < L(r) (1 +¢) fur »=1, 2, 3, ..., folglich

21’

1 r"‘
a-1 v -a-1
(x /L Vi~ dt< E L(2*r ﬁ at<

ov—1,

1 14+¢ 2¢—1
v{p=-ar-1) _ 9-av) —
" 1':21 (14 ¢ (2 2-%)

x 20—1—¢

159. [Beziiglich 159—161 s. G. Pélya, Math. Ann. Bd. 88, S. 173
bis 177, 1923.] Verallgemeinerung von 155—158. Man schlieBe f(x)
wie in 156 zwischen zwei Funktionen y(x), ¥(x) ein, die von 0 bis §
gleich — x*-* bzw. x*~%, von ¢ bis w gleich f(x) und von w bis + oo
gleich —x~*-% bzw. x~*-% sind. Es ist [157]

. 1 ra\*"h . 0*"IN(6r) 1 (r,,) -t
lim —~Z<~> = lim 2 =0 =

r»ooN(’),,éM 7 reoo  N(7) (61') e B

und [158]

. 1 AN o= **N(wr) 1 (7,,)“"“7' A
,E‘EON(T),;;() =IUTNG  Nwn), < \wr) — 9%

. . . C e 1 &, (7 .
Der Limes superior und Limes inferior von ———Z f —rﬁ liegen also
zwischen

Ao A f (5 ir s oo
—9 a—-{—u[f(x )dx—w = und + f\x dx—l—a) —
8

Man lasse § gegen Null, o gegen Unendlich konvergleren.
160. f(x) sei abnehmend, f# > 4. Es gibt [I 115] unendlich viele
Werte von # so beschaffen, daB

— — > =1,2,..,0n—1.
r,,< n # " 1‘

™| =

Man wihle eine Zahl 7,7,_, <7 <7, so daB noch die Ungleichungen

4
—M<<ﬁ>ﬂ, nw=1,2,..,n—1
4 "
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bestehen, woraus, da f(x) abnimmt,

folgt. Es ist N(*) = — 1, folglich

utl

vt ()= (0 |2 e
n- ' !

i S ()= Y=

1
1
Das Integral / f (x?) dx ist eine stetige Funktion von § [131]. Ahnlich
0

schlieBt man, wenn f(x) wachst. Man ersetze dann f(x) durch — f(x).
161. Es sei 0 <& <1<<f. In Anwendung von I 116 ergibt sich
dhnlich wie in 160 die Existenz beliebig groBer =, fiir welche

s (2)= s )ax+ 7)o

gilt. Man wihle « und f geniigend nahe an 4 [131].

162. [Beziiglich 162—166 vgl. H. Weyl, Gott. Nachr. 1914, S. 235
bis 236; Math. Ann. Bd. 77, S. 313—315, 1916.] Die Bedingung
besagt, daB die Gleichung (*) auf S. 70 erfillt ist, wenn f(x) in einem
Teilintervall « <<x# < g von 0, 1 gleich 1, sonst gleich 0 ist. Die Be-
dingung ist also gewiBl notwendig. Andererseits sei angenommen, daf3
sie erfiillt ist. Man bemerke zundchst, daB es belanglos ist, ob
das Teilintervall &, f als abgeschlossen, halboffen oder offen an-
genommen wird. Da aus der Giiltigkeit von (*) fiir mehrere Funktionen
(%), fax), ..., filx) die fir eine beliebige lineare Kombination
¢ Fi(%) + cafa(®) + - - + c1fi(%) aus ihnen folgt, c,, ¢,, ..., ¢; Konstanten,
gilt (*) auch fiir eine beliebige streckenweise konstante Funktion. Wenn
nun f(x) eigentlich integrabel ist, so wende man 102 mit ¢ =0, b =1
an. Es ist

Yx) + @) + - F ) fxn) + 7)) + -+ flra)

n n

P(x) + Plx,) 4 - - + ¥lx,) .

n

A

|
i
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1
Der erste und dritte Mittelwert konvergiert gegen f wx)dx bzw.

1 1
f ¥(x)dx ; beide unterscheiden sich beliebig wenig von / f(x)
0

Die weniger fordernde Bedingung

¥x(0, 6)

lim =f, 0<<pf<1,
n>oo N
oder auch
1
(ﬂ ) =1-—4, o< p<t
n-—>» oo

ist auch hinreichend. Es genugt sogar die Giiltigkeit einer dieser
Gleichungen fiir eine in 0, 1 {iberall dichte Menge von p-Werten
vorauszusetzen.

163. Die Bedingung ist gewi notwendig. Um ihre Hinldnglich-
keit zu beweisen, bemerke man zunichst dasselbe wie in Lésung 162,
beziiglich der Abgeschlossenheit der Intervalle «,f. Man kann nun
in 102, wenn a4 > 0, beide Funktionen w{x) und %(x) durch solche
streckenwerse lineare ersetzen, bei welchen die Verlingerung der einzelnen
Geradenstiicke durch den Nullpunkt hindurchgeht (y = £x). Hieraus
schlieBt man wie in Losung 162 die Giiltigkeit von (*) fiir eine solche
in 0,1 eigentlich integrable Funktion f(x), die in einem den Nullpunkt
enthaltenden Intervall verschwindet; es ist z. B.

nhfolov—”(gi) =1—pf, 0<p<1[Lésung162].
164. Vgl. 162. Anstatt 102 wende man 137 an.
165. Vgl. 162. Anstatt 102 wende man 137 an.
166. Die Bedingung von 165 ist erfiillt, weil

e2riknd _ 4
21k 2aika 27ikan — E 2atkve — ,27ik6
¢ rte Tt + ¢ " ¢ ¢ e2nikt __ 1 :
v=1
167. Es handelt sich mit den Bezeichnungen von 166 um

i 1080) ) -+ fl)
n->oco [
wo @(y) = 1 oder 0, je nachdem die zu y nidchstgelegene ganze Zahl rechts
oder links von y liegt. (Fir y =#n, # 4+ 4, » ganz, sei z.B. p(y)=}.)
Aus 166 folgt, daB dieser Grenzwert

1 1
=ff(x)dx=0f<p(y)dy=%
0

ist. Auch fiir arithmetische Progressionen héherer Ordnung [I 128]
giltig, wie sich mit tieferen Hilfsmitteln beweisen 1aBt [H. Weyl,
a. a. 0. 162, S. 326). Dieses Resultat kann als Ausdruck eines ge-
wissen Grades von ,,Regellosigkeit* der Folge ¢, ¢, €, ..., &, ... aui-
gefaBt werden (vgl. R. v. Mises, Math. Zeitschr. Bd. 5, S. 57, 1919).

(%) = p(a — 6d + xd),
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168. [E.Hecke, Abhdl. Math. Sem. Hamburg, Bd.1, S.57—58, 1922.]
Nach I 88 ist

Hm ( 1 — 7)2%7" lim Gt + L )
n—>0o

r>1-

vorausgesetzt, daB der letzte Grenzwert existiert. Dieser ist aber
fir a, = (n6 — [#6]) **7* nach 166

1
= |xe?"Tdy = 1. .
2mq
0

169. [E. Steinitz, Auigabe; Arch.d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 19,
S. 361, 1912. Losung von G. Pélya, ebenda, Serie 3, Bd. 21, S. 290, 1913.]
Der Grenzwert ist die in 99 erklirte Funktion f(x). Fir irrationales x
vgl. 166, fiir rationales x einfacher.

170. Man erhilt 10”6 — [10"6], wenn man das Komma des Dezimal-
bruches f um # Stellen nach rechts verlegt und alle Ziffern links vom
Komma wegldBt. Es sei « == 0, &, &, ... a; ein endlicher Dezimalbruch.
Man wihle # so, daBl 10"6 — [10"6] mit den Ziffern oy, «,, ..., &3
anfangt und darauf » Nullen folgen; dann ist

[10"8 — [10"0] — & | < ~——=

,107c+r'
171. Nach dem Taylorschen Satz ist
éfn
e=1 0<<h,<1,
+ + -I— —l— +(n+) < 0,<
woraus n!e=n!—|—%+%+--~+1—|—nee 1 folgt. Fir =2 ist
eOn e &On 3
! - !—I: .
n+1<n+1<1’ also nle—[n!el n—|—1<n+1

172. [Nach Mitteilung von H. Priifer; H. Weyl hat bewiesen,
a. a. 0. 162, daB die fragliche Menge tiberall dicht, sogar gleichverteilt
ist im Intervall 0 =x=1.] Fiir » =1 folgt der Satz aus 166. Es sei
also » > 1. Man kann annehmen, daB a, irrational ist [sonst 148t man
die hochsten rationalen Glieder von P(x), die sich mod. 1 periodisch
wiederholen, fort]. Hitten die fraglichen Zahlen nur endlich viele
Héufungsstellen, so kénnte man dasselbe von den ,,Resten* der Zahlen

P(n+r—1)—(yI1>P(n+r—~2)+<7;1)P(n+y_3)_...

+ (—1)""1P(n) = a,r! (n + r_fzj_) + a,_,(r — 1)1,

mod. 1 genommen, behaupten, was 166 widerspricht.
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173. Es sei k positiv ganz, dann ist
e2mika, + g2tk 4. + e27ikzn
beschrinkt [166]; partielle Summation zeigt, daB auch
oy e2m:ka:1 + %y 32m:7s:a:z _I_ e + (xnez"“”‘"
beschrinkt ist [165].

174. [L. Fejér] Es sei N(x) die Anzahlfunktion der Folge
g1), g(2), ..., g, .... Wenn ¢=yp(x) die inverse Funktion von
x = g(f) bezeichnet, dann ist N(x) = [y(x)]. Die Funktion y(x) besitzt
entsprechend den Bedingungen 1.—4. folgende Eigenschaften, wenn
x=g(1) ist: p(x) ist stetig differentiierbar, y(x¥) wichst monoton mit x
ins Unendliche, y’(x) wichst monoton mit x ins Unendliche, 7—((:—))» 0.

/4
x * 2 2
Hieraus schlieBt man, da —— << 2 —_ il <% <%,
7(%) AN A
r®) =7\
x y(x +¢)
daB ———>0; ferner “~———~—1, wenn ¢ fest ist oder bei wachsen-

y(®) 7(%)
dem x beschrinkt bleibt.

Es sei 0<<a <1. Es geniigt, zu beweisen [162], daB

mZ (k-+ &) — N(R)) + N(m -+ &) — N(m)
N(m + x,) ’

fiir n—>oo gegen & konvergiert. Ersetzt man hier N(x) durch p(x),
so folgt nach dem fiiber y(x) Gesagten, daB3 diese Behauptung mit

tim s 3+ @) — (1) =

m—>co }’('m‘) k=

m = [g(1)], Jn=Min (x,, ®)

gleichwertig ist. Nach 19 ist dieser Quotient, g(1) = %, gesetzt,

m

_ylm + &) — y(m) 1 _ Y (m)

=t Bt y(m)%[w(x +) = pw)x + (L)
X

= WWT)%/ Y (&)dx +o(1),

¥ < &=&(x) <x+ o. Da y(x) monoton ist, hat man

yim) — y(xg) = /7 Rdx < [y(Edx< [y(x+ &)dx

Zo o
*7("“*‘0‘)_7("0‘}'0‘)-
175. Spezialfall von 174: g(t) = at°.
176. Spezialfall von 174: g(f) = a(log?)°.
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177. Es sei 0 <<p=1. Setzt man
Sy = |sin1°&| 4 |sin27&| 4 -+ + |sinne &},

dann folgt aus 174 fiir

5 o
g(t):%t,

daB
lim ——~/\sm2nx|oix—g

n-> oo

ist. Es ist also (s, = 0)

D D L CRe

178. [J. Franel, Zirich. Naturf. Ges. Bd. 62, S. 295, 1917.] Es
sei im Dezimalsystem geschrieben

Vn=c®, e e ..

(der Fall, wo alle ¢{” von einem gewissen § an =9 sind, sei ausge-
schlossen) und man setze in 175: 6 = %, a = 10°"1; es ist dann

Xy = 107"1)n — [107-1n] =0, ¢ ey cs ..,

d. h. ¢”=[10%,]. Dann und nur dann ist also ¢’=g, wenn

4 g+1
104xn< 10 ist. D. h. g+l
10
. Ve(m 1
11m£=jdx=——.
n>oo M 10
9
10

179. Mit den Bezeichnungen von Losung 174 ist zu beweisen:

Z (k + «) — N(k)) + N(m + 4,) — N(m)
=/ (x,8)dx,

lim = Nim + )

wenn #— oo, m—> 00, x, > & Hierbei ist N(x) =[¢*]. Ersetzt man
im fraglichen Ausdruck N(x) durch ¢%, was wegen mg~™ > 0 berechtigt
ist, so erhilt man

m-1

28 g* — 1)+ ¢"(g— 1)

k=1 9
gm-{-a:n q

1q Er (P —1)g %5 1=Min( ).

Der letzte Ausdruck ist = f K(x,&)dx, wie man durch Integration oder

0
besser durch Differentiation nach « -einsieht.



II. Abschn., Lésungen 177—181. 239

180. Die Funktion

/f dx_qk’g‘-’ (ff qu+q—1/f qu>

ist stetlg im Intervalle 0= & <1, ferner ist @(0) = ¢(1). Sie ist dann
und nur dann konstant, wenn f(x) an jeder Stetigkeitsstelle denselben
Wert annimmt (differentiieren!). Fir 2 oo hat man ¢— 1, fiir a—>0
hat man ¢ - oo. Dementsprechend ist

lim flf(x)K(x, &)dx =/lf(x)dx.
g>10 0

Bei unbegrenzt wachsendem a schrumpft also J(a;f) zu dem einzigen
1
Punkt f]’(x)dx zusammen; die Verteilung ist fiir groBe 4 nahezu gleich-

0
maBig [176]. Wenn 0 < £ <1 ist, ist ferner

1

Lm [f(x)K(x, &)dx = f(£)

g>oog
an jeder Stelle & wo f(x) stetig ist [132]. Wenn f(x) an der Stelle ¢
eine Unstetigkeit erster Art aufweist, dann ist der Grenzwert = (£ — 0).
Fir £=0 oder £ =1 ist dieser Grenzwert = (1 — 0). Ist also f(x)
z. B. von beschriankter Schwankung, so ndhert sich J(a;f) fir a—0
dem Intervall, das aus dem gesamten Variabilitdtsbereich von f(x)
im offenen Intervall 0<Cx<C1 besteht, an den Unstetigkeitsstellen
erster Art die Strecke zwischen den Grenzwerten von links und rechts
dazugerechnet; die Verteilung ist fiir kleine Werte von a nahezu so
wie in 182.

181. []. Franel, a.a. O. 178, S. 285—295.] Unter Logn den Briggs-

schen Logarithmus von # verstanden, sei im Dezimalsystem geschrieben

logn
Logn logg10 =™ We®em
107-1 .
Man setze in 179, 180: 2 = , dann ist
log10

%y == 1071 Logn — [107~1Logn] = 0, ¢ ¢/, ¢y ..
d. h. ¢ =[10x,]. Es handelt sich also um den Wertevorrat der stetigen
Funktion

g+1
= f K(x, &)dx
q
10
im Intervalle 0=£&=1, wobei K(x, & wie in 179 definiert ist,

log10
g=e" =100
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182. Es sei [Losung 174]
m=[m], x=g@), t=7y@#), N@ =[]

kraft 1.—4. ist y(x) fiir x=g(1) stetig differentiierbar, wichst monoton

Y’ (%)

ins Unendliche mit %, ferner y'(¥) > + o0, -~ — +oo. Hieraus

7(x)
schlieBt man &—_—8)—» 0 fir x—oo und auch M
(%) N(x)
>0 oder bei wachsendem x oberhalb einer festen positiven Zahl
bleibt. Es sei 0<<&<C1, f(x) stetig an der Stelle &, &> 0 beliebig,

0>0 so bestimmt, daB |f(x) — f(§)]| <e ist fiir |x — &< d. Dann

— (0, wenn ¢

gilt, wenn » so gewidhlt wird, daB |x, — £| <% (I101],

|Fey) — HE)| + [ () — F(E) [ + - - + [ F() — /&)

) 7

<2MM:;_§_tQ +e,

In

vorausgesetzt, daB |f(x)] <M ist. Laut Voraussetzung ist aber
Nont&~8) _ Nont&—0)

7 0
N (m +&— 3)
Es habe jetzt f(x) eine Unstetigkeit erster Art an der Stelle &

—-Q fir m—>o0.

und sei wieder |x, — &| << g Wenn u(d) und M(d) die untere bzw.

obere Grenze von f(x) im Intervall |¥ — &|<<J bezeichnen, dann ist

_zMM_m__'__n 5;6) + u(0) <f(x1)+f(x2):" o f,)
<2MN(’”—ZE_ﬂ +M(0);

aus diesen Ungleichungen folgt, daB die fraglichen Haufungswerte sicher
zwischen f(& — 0) und f(& 4 0) liegen. DaB die ganze Strecke zwischen
(¢ — 0) und f(¢ + 0) von den Hiufungswerten ausgefiillt wird, zeigt man
folgendermaBen: Da f(x) eigentlich integrabel ist, so gibt es in belie-
biger Ndhe von & Stetigkeitsstellen von f(x) [108]; es seien & und &’
zwei solche, 0 <& <& <& < 1. Die Indices #/,#” sollen je eine
Folge von positiven ganzen Zahlen durchlaufen, fiir welche x, — &,

%> &', [g(n)] = [g(n")] gilt. Setzt man f(x;) + (&) + - - - + f(x,) =nF,,
so ist F— (&), Fpr— f(£”). Es ist ferner fiir jedes #

F, Fxni1) 2M

| F—Fusa| = nt+1 ntd] Snt1
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Die Sequenz F,, Fpy 41, Fpyo, ..., Fye ist ,Jangsam auf- oder abstei-
gend“ im Sinne von Losung I 100.
Fir den Fall £€=0 oder £ =1 ist der Beweis leicht zu modi-
fizieren.
183. Spezialfall von 182: g(¢) = a(logt)”.
j -1
184. Folgt aus 182, 183 fir g(f) = 1071 JLogi = >
Jlog 10
f(x) =1 fir [10x] =g, sonst f(x)=0. Vgl 178, 181.
185. [H. Weyl, a. a. O. 162, S. 319—320.] Es geniigt, den Satz
fiir f(xy, %y, . . ., ) = E7iBnthzt-+ho) 7y beweisen, &y, k,, ...,k
ganze, nicht durchweg verschwindende Zahlen [165]. Wird

Jlogt,

kya, + kyay+ -+ kya,=a, k0, + k0, + -+ k,0,=0

gesetzt, dann ergibt sich
¢
[ omiason g4 — 2m‘a@t—1
ZJ; = e b

186. Spezialfall von 185: p =2, f(x;, %) =1, wenn &, =< x, = &,,
f1=%,=f,, sonst f(x,,%,) =0 im Einheitsquadrat.

187. [Vgl. D. Kénig und A. Sziics, Palermo Rend. Bd. 36, S.'79—83,
1913.] Man kann annehmen, daB die fragliche Bewegung in dem
Quadrate 0==x =14, 0=y = § vor sich geht. Durch Spiegelung an den
Geraden x = 4 bzw. y = } erhidlt man auBer j noch drei Bereiche, die
mit § einen Teilbereich {* des Einheitsquadrates 0=x=1, 0=y=1
ausmachen. Wird {* achsenparallel um ganze Zahlen verschoben, so
entsteht eine unendliche Anzahl von Bereichen, dhnlich wie in 186.
Die urspriingliche Zickzackbewegung im Quadrat 0=x=14%, 0=y=1
kann durch eine geradlinige Bewegung ersetzt werden. Spezialfall
von 185: p = 2, (%, %,) = 1, wenn x,, %, in {* liegt, sonst f(x;, %,) = 0
im Einheitsquadrat.

188. [G. Pélya, Gott. Nachr. 1918, 28—29.] Man setze in VIII 35:
w(y) = €27iky, k positiv ganz; dann ist mit den dortigen Bezeichnungen
gn) =0 fir n>%. D. h.

2=

fiir jeden Wert von # [165]. Wegen ¢(#n) - co vgl. VIII 264.
189. Mit den Bezeichnungen von 188 setze man in I 70:

)

by =), n=1,23, ...
Pélya-Szegd, Aufgaben und Lehrsitze I. 16

ElLL(%)g(t)‘é]g(Dl—l—[8(2)|+ e

tin; t=k
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190. Man wende 137 auf x~?f(x) an. Fir die speziellen Funktionen
agx? + ay Pt 4 oo 4 2Pt ay, a4y, ..., a; Konstanten, vgl. 40. Das
Resultat verallgemeinert einen bekannten Satz der Wahrscheinlichkeits-
rechnung. Vgl. z. B. 4. A. Markoff, Wahrscheinlichkeitsrechnung,
S. 33—34. Leipzig: B. G. Teubner 1912.

(2m)!
2t pl?
zeichnet [Losung VI 84], dann ist

191, Wenn £, = den héchsten Koeffizienten von P,(x) be-

(1 +’%) (1 n ’%) (1 n "T) — kL (— )Py (— 4) = k2 1A Py()

(49, 203].
192. Es ist [52]

A7z —1 1/n ( cos?
SALIS S
log ”0 ogl1 + 7

)dﬁ.
27

Man setze in I 179

T

_ )E-1 /4F L IR BV
(=1 1<x1”+x2"+ +x""—1/cosk0dﬁ), A=2,

1
A= mT T % ;0

193. [Vgl. G. Szegd, Math. és term. tud. ért. Bd. 36, S. 531, 1918.]
Aus 192 analog wie in 164.

194, Spezialfall von 193: f(x)=1, wenn a=<x=<pg ist, sonst
f(%) = 0 im Intervalle —1=x=1.

195. Man kann a; > a, > --+ > 4; annehmen; dann ist

pral + pads + psdi + -+ iy
=751“7[1 Y (a_)+?;(ﬂ_)+ +£z<ﬁ)”],

P \ay P1 \ay P\

Der Klammerausdruck konvergiert gegen 1. — Anderer Beweis aus
196 und I 68. Vgl. 82.

196. [Losung 195.]

197. Es sei f(x) =c(x — a))(x —ay)...(* —a;), ¢ £ 0. Wegen

o _ 4 4

flx) x—a; x—a x— a

ist

_._1 __1 - -
Gh=a;" T 4a;" g, n=0,1,2,....

Man wende 195, 196 an. (III 242.)
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198. f(x) sei fiir x =& Maximum, a==&=1b, ¢ >0, J positiv und
so klein, daB
HE) — e < f(x) = f(§),

wenn nur |x — &| <4, a=x =05 ist. Es ist

E+4

b b
£ —el fa p(x)dx < [0 [f()]"dx = [[E)] | p(x) dx

(fiir £ — 0 < @ ersetze man die untere Integrationsgrenze & — ¢ durch a,
fir & 4 6 > b die obere Integrationsgrenze & + ¢ durch ). Man ziehe
die n'® Wurzel, lasse # {iber alle Grenzen wachsen und nachher ¢ gegen 0
konvergieren. — Vgl. 83.

199. Erster Beweis [P. Csillag]. Essei 0 <<e<<M = Maxf(x).
Dann ist

/W A1+ dx = [0 [ dx = (M — ) [oln) ] dx,
@) =M -« (=M -e
/ ) [f(x)]"dx = /qo(x) [f(x)]*d % = C(M — zi)
@) =M~e /(z)gM_E

wobei die positive Konstante C von # unabhingig ist. Folglich hat
man

b
/‘P(x) [f(x)]*+1dx jtp(x) )] dx
M=" . =M —¢) f@=M-=
[o(@) [f(x)]"d % [o@) [{0)]dx + [ @) [f(x)]" dx
a fey=M-¢ fo)<<M-=

Der letzte Quotient konvergiert fiir » - co gegen 1, weil

b
Je@)fordx (M — ey [px)dx

f@)<M-=

= n
[ptotras (-]

f@)=M~=

Der Beweis stiitzt sich eigentlich auf den Lebesgueschen Integralbegriff.
Zweiter Beweis. Setzt man

n+1

I—fqn (®)[#(x) J"dx—fftf ]2 Vo@) [1(x)] % dx,

dann gilt [81]
R=I, Iy, n=1,2,3...

Die Folge %ﬂ ist somit monoton wachsend, ihr Grenzwert ergibt
n
sich aus 198 und I 68.
16*
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200. Einfithrung einer neuen Variablen Jk#(x — &) = ¢ liefert
Vk_n -8

e-tdt.
fn

-Ven(s-a)
Dieses Integral konvergiert fiir #—>oo gegen [e~“d¢= V.

201. [Laplace, Théorie analytique des probabilités, Bd. 1, Teil 2,
Kap. 1; Oeuvres, Bd. 7, S. 89. Paris: Gauthier-Villars 1886. G. Darboux,
Journ. de Math. Serie 3, Bd. 4, S. 5—56, 377—416, 1878. T. J. Stieltjes,
Ch. Hermite, Correspondance d’'Hermite et de Stieltjes, Bd. 2, S. 185,
315—317, 333. Paris: Gauthier-Villars 1905. H. Lebesgue, Toulouse Ann.
Serie 3, Bd. 1, S.119—128, 1909. H. Burkhardt, Miinch. Ber. 1914,
S. 1—11. O. Perron, Minch. Ber. 1917, S. 191—219.] Es sei ¢ >0,
0 positiv und so klein, daB a <& —0<&+40<b und

) —e <) <@@)+e, (&) —e<H(x)<h(§)+e<o0,
wenn nur £ — 0 <<x<<&-+ 6. Dann ist

b &40
/(p(x) @) -] J 4 — / @(x) er W@ -k 5 - O(am)
a E-0
§+6n
= <P(5'>/ e 4 0fan);
&-0

0<< & <1, o hingt von ¢, jedoch nicht von # ab, § — 6 << &< &4 4,
E—0<&’<&+ 6. Das erste Glied rechter' Hand liegt zwischen den

beiden Schranken
£+6 £+4

n n
< (@~ &)RIR7(3) -¢) - (@=-&)2[R7 (&) +¢]
E)—s]/ez dx, [(p(E)—I—e]fez dx,
s g8

die nach 200 asymptotisch gleich

2n
O g W0+ g T

sind. — Der Satz gilt auch fiir kontinuierlich ins Unendliche wachsen-

des #.
202. [Wallissche Formel.]

bt 1,
W - sin?*xdx .

0
Spezialfall von 201:

1 .
a=0, b=u=n, px) = pr f(x) = sin2x, &= g (Folgt auch aus 205.)
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203. P,(1) = 51;/(,1 + 42 —1cosx)"dx.

Spezialfall von 201:

4=—m, b=, q;(x)=2iﬂ, f%) = A+ —1cosx, E=0.

27

1
y =¥ ') — —tcosw
204. 177 J(18) = 27:/6 cosvxdx.
0

Spezialfall von 201:

a=0, b=2mnr, <p(x)=2in~cosvx, fx) =e 32 E=a, n="4.

205. [Stirlingsche Formel.]
I'in+1)= n”’flﬁe‘”‘x)”dx.
Spezialfall von 201: ’
a=0,b=o00, p@r) =1, f(x) =e "z, E=1.

Die schirfere Formel folgt aus Losung 18 oder I 167.
206. Nach 205 ist

(nk-[—l>= I'(nk+141) N( nk )l I'(nk+1)
n I'n+0)"(nk—n+14+1) \nk—n/ I'n+1)'(nk—n-+1)

N Al g /B L

207. Ersetzt man x durch ¢x, so lautet das fragliche Integral

> tx
t"/x"“l (-e—> dx.
%

t—1

Es sei t so groB, daB ¢-'<C$. Das Integral
3

i
t“/x““l (_e_) zdx
x
t—1

kann weggelassen werden, weil die Funktion f(x)= (%) im Inter-

valle 0==x =1 wichst, also dort f(x)= ]/—z_e< e ist. Auf das Integral

oo

tx
[x"“l (—5—) dx
X
3

A R T N R o P SR

wende man 201 an:
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1
208. Ersetzt man x durch 7 1-*(14 %), dann ergibt sich

- 1—a __ % r X (I+x)r—1—oax
T 1‘”‘exp( x 7 1“">fexp(r 1""‘( ) x )dx.

Spezialfall von 201:

a=—1, b=oo, @kx)=1, k) = )

209. Ersetzt man x durch ¢-1#*(1+4 %), dann ergibt sich

oo

1 1 1
e~11* exp (e‘loc tz)/exp {e‘lcx #*[x— (14 x)log(1+ x)]} dx.
i

Spezialfall von 201:
a=—1, b=oo, @k =1, hx)=x—(14+x)log(1+ %),
1

§=0, n=elotx.

210. Wir setzen 5 =n"1+:, 0<e < % Der fragliche Ausdruck
ist [205]

an~tipn-1
=]/2i: [1 +0 (’:7)] / [e-2(1 - 2)]"dx
onbe s

=szn {‘ +0 <%>] f [e*(1 + 2)]"dx + O(Jne-477);

die Funktion ¢~%(1 4+ x) wichst nidmlich fiir x < 0, so daB in dem ver-
nachléssigten Teil der Integrand kleiner ist als [¢7(1 — #)]*. In dem
restierenden Integrationsintervall entwickelt, ist

e 1+x)=¢e 27373 —4, 0<O=10(x)<1.

—n§(1+0z)—4

Der Faktor e ist =1+ O(n-1%4%), Wir erhalten somit

an'i+ﬂn—*

[ f )t g oo

an“%+ﬂn-1
xﬂ

zS
Der Faktor ¢ 3 ist =1 + n—’—f— 4+ O(n-1+6¢), Da e "2dx von der

-7
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zS
GroBenordnung #-% ist, so liefert das O-Glied von ¢'3 einen Beitrag
O(n-1+6¢).  Es ergibt sich somit

_ an~dipn-t
Vi['l + O(n_1+48):| g>"%<'1 + n f)dx + 0(n—1+68)
2n 3
a+ﬂn 4 ’ a+ﬂn b1
14+ —\d O(n-1+65) = 14+ %\
V2n ’ 2( +3W) # 0T V2n ’ 2( + Vn> ot
+ O(n-1+6¢)

oc+ﬂn & a+fn~
ﬂ 53

2d 2dx -+ 2—d O(n-116%) |
}/27! e %+ /e yZﬂn/g x4+ On )

211. [Vgl. A. de Moivre, The doctrine of chances, 2. Auflage,
S. 41—42. London 1738.] Man hat

1 i x  a? n
Kn(x)=—a/e"‘x"dx:1_e—z<1 _|-1_!_+?_|_...+;%)’
0

so daB x, die einzige positive Wurzel der transzendenten Gleichung
K,(x) =1 —1ist. Nach 210 ist fiir beliebige von # freie & und §

K n+ afn +p) = A+V +O(V")

wo A und B die dortige Bedeutung haben. Man bestimme & und g
derart, daf A=1—4, B=0 ist. Dann muB x,— (n+ &}n+ f)
gegen Null konvergieren. Ware némlich fur unendlich viele # etwa
%, — (n+aYn+ ) >c>0, so kénnte man
1
el
Vn

1— A=Kyt >Kun +ayn+f+c) =
schlieBen, wo B’ analog von &« und § -+ ¢ abhingt, wie B von « und f.

of a?

Es ist namentlich B’=B—[—V1_ce"?= —ce 2 >0. Wegen

A=1—) ist die letzte Ungleichung unmoéglich. Ahnlich zeigt man,
daB x, — (n + a}n + ) < —c < 0 fiir unendlich viele # nicht bestehen
kann.

212. Durch eine Zhnliche Rechnung wie in 201; man beachte
anstatt 200 die Formel

f+=

Vo 3,
fg—kn(z—é)“dxm 1 /6—_2—dt,

Vzkn

a reell, >0, a, k fest. — 210 ergibt sich nicht véllig hieraus.
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213. Durch eine dhnliche Rechnung wie in 201, ergibt sich, daB

das fragliche Integral

E+éen E+en

c\uﬂp(x)e"’t(x)dx = (&) gnh(é)/en[h(x) ROIdy

z )
Hierbei ist ¢, = an~llogn + fn-1, J positive Konstante, d so klein und
n s0 groB gewihlt, daB im Integrationsintervalle ¢(x) stetig, A(x) zwei-
mal stetig differentiierbar und #'(x) >0 wird; es ist § — d <& <&+ ¢,.
Es sei 7, =mn"% gesetzt und » weiterhin so groB gewihlt, daB
&n<< 7, << 0. Im Intervall £— 8, &— 5, ist dann der Integrand von

der GroBenordnung e~ ?m¥=¢ ~nt ¥ wo I eine positive untere Schranke

fiir #'(x) bezeichnet. In dem restierenden Teil entwickle man bis zu
den Gliedern zweiter Ordnung

) - 8+ B A ()
O 5 R
fe 2 dx, E—n<'<éte,.

E=n
Hier ist #”(&”) beschrinkt und #(x — £)2=nn2 =n-%. Man hat ferner
Et+en
enenl’(§) _ g-nuab’(&)  plalogn+p)R(E)
e () (@=8) o — . ) -
: Wk @) Wh (©)
~Nn

214, Variablenvertauschung ergibt:

ologn
4 2l0En, B
n n

—Ngn+1
¢ f (e )rd [205, 213].
0

n!

215. Nach Losung 211 ist

—Zn Tn
1
~/e"‘x”dx =L /e’x”dx =1.
n! n!.

0 0

Man bestimme die Konstanten & und § in 214 derart, da 4 =0,
B=1 wird. Dann muB x,— (% oalogn+f) gegen Null konver-
gieren [Losung 211].

216. Es sei ig-(i) < G =konst. fiir x > 1; das Integral

g(nz) n

‘"n”“ /1 T+r——
ne x dx

zerspalten wir in vier Teile, entsprechend den vier Intervallen (0, ¢),
(e,1—¢), (1—¢,1+¢), (14 ¢, + o). Hierbei sei ¢ von # frei, 0 <<e<C1,
¢ <<y und so klein, daB im ersten Intervall x ¢*-#+%:<< 1 ist. Im zweiten
und vierten Intervall ist x¢'~?<C1; man wihle § = d(¢) so klein, daB
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daselbst sogar xel-#+92< 1 gilt, ferner # so groB, >N = N(¢), daB
ebenda ggi;l <6 und mne>1 ist. Der Integrand ist dann mit Aus-

nahme des dritten Intervalls O(6"), 0<<6<1, 8 von x und # frei,
0 =06(¢). Aus dem Mittelwertsatz der Integralrechnung folgt [man
beachte noch 205]

1+e

f(e1~xx)"dx+ oYubr), 1—e<&<i+e.

1-¢

e~ "yntl
a, = &%)

Es ist somit loga gné)

gn) g
Nun existiert lim g(“”)

Grenzwert unterscheidet sich beliebig wenig von 1, wenn ¢ geniigend

klein ist.
217. Das fragliche Integral 1aB8t sich folgendermaBen schreiben:

- zVn z n
n z_

n! 2= 1 22n(cosvn )
2r—1)2rn—2)2n—3)...n V” 1 1

—aVn

gleichmifBig fiir 1 —e=<oa =1+ ¢ und der

2n — v

adx.

iz

rv=1 1—
|2me "y ‘

Man wende 115 an. Der Grenzwert des Integranden ist ¢~ [59],
und zwar gleichmiBig in jedem endlichen Intervall, wie eine Erganzung
des Beweises von 59 bestitigt. Fiir ein passendes F(x) im Sinne von
116 vgl. G. Pélya, Gott. Nachr. S. 6—7, 1920. — Beziiglich der ver-
allgemeinerten Laplaceschen Formel vgl. auch R. v. Mises, Math.
Zeitschr. Bd. 4, S. 9, 1919.

218. [Vgl. G. Pélya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 24,
S.282,1916.] Essei %,, %, > n, die Stelle, an welcher M, erreicht wird.

M, V% — ) —2)... (% —n) _, _xn—n<xn> »
—_—— = a "= — a n’
n! n! ]/xn "
1 1 1
_ .. —*«——21 .
2xn+xn—1+xn—2+ +xn-n g

Hieraus schlieBt man wegen 16, daB, b=(1 —a"1)7" gesetzt,
=m+3b+s, ist, lime, =0. Es ist b>1. Wenn also ¢ eine

n—> 00

positive Zahl und » geniigend groB ist, gilt
(95 =) ) < (0 ),
n n 7
Diese beiden Schranken sind nach 206 asymptotisch gleich
(b . 1)n< b )(n+%)b+§*s (b — 1)”( b )(n+§)b+%+€

— bow, ot
V2an \0—1 W V2an \b—1
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219. Wie in 218, unter Benutzung von 17.
220. f(n, x) = | Qn(¥)|a " gesetzt, ist fiir m — 1 =x <m, m positiv

ganz,
fom — 4, %)= f(m, )= fom + 1,9)= - -

[III 12], so daB die obere Grenze von f(n,x) bei festem x>0 und
variablem # fiir n << x erreicht wird. Vgl. 218.
221. [219, 220.]
2922, Die Stelle x,, an welcher M, erreicht wird, bestimmt sich
aus #=x,+auxy. Es ist n>ux,, lim—x—”= 1, limﬁ:ﬁ = apu.
n>oo W n>oo W

Daraus folgt %, = # — aun* 4 o(n*), logx, =logn — aun*-1 + o(n*"1),
also

M
logn—;‘ = nlogx, — %, — axl — nlog% + o(n*) = — an* 4- o(n*).



Dritter Abschnitt.

Funktionen einer komplexen
Veradnderlichen.

Allgemeiner Teil.

1.2+2=2x, z—2=2y, 22=7%.

2. Die offene rechte Halbebene; die abgeschlossene rechte Halb-
ebene; der offene Parallelstreifen, welcher von den Parallelen im Abstand
a bzw. b zur reellen Achse begrenzt wird; der abgeschlossene Winkel-
raum zwischen den beiden Halbstrahlen, die mit der positiven reellen
Achse die Winkel o bzw. S einschlieBen; die imagindre Achse; die
Kreislinie um z, vom Radius R; die offene bzw. abgeschlossene Kreis-
scheibe um z, vom Radius R; der abgeschlossene Kreisring zwischen den
beiden Kreisen vom Radius R bzw. R’ um den Nullpunkt; der Kreis

um 13 vom Radius 1—2 .
2 2

3. Eine Ellipse bzw. eine Ellipsenscheibe mit den Brennpunkten
a und b und der groBen Achse % fir|a —b|=k. (Fir|a—0b|=kFk
entartet die Ellipse in eine Strecke.) Ist 2 <C|a — b|, so geniigt kein
Punkt z der Bedingung.

4. Sind z, und z, die beiden Wurzeln der Gleichung 22 4 az +b6=0,
so handelt es sich um das Innere der Kurve |z — z ||z — z,| = R?
mit den ,,Brennpunkten‘‘ z; und z,. Sie ist der geometrische Ort simt-
licher Punkte, deren Abstinde von 2, und z, das konstante Produkt R?

ergeben, und besteht aus zwei getrennten Stiicken fiir R = M

hingegen aus einem Stiick fiir R > li;—z?—l Wenn R = EL%_

so heiBt die Kurve Lemniskate.
5. Die fragliche Bedingung ist 4quivalent mit
[z—a|2§|1 — az|?, oder mit (1 —|af?) (|zP—1)=o0.
Die Punkte der ersten Kategorie liegen im Innern |z | < 1 des Einheits-
kreises, die der zweiten auf dem Einheitskreise |z| =1, die der dritten
im AuBeren |z|>1 des Einheitskreises. (Der Wert des in Rede
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stehenden Ausdruckes ist fiir z = oogleich — % ; 2 =oogehort in die

dritte Kategorie.)
6. Die fragliche Bedingung ist dquivalent mit

|a—z|2§|5+z|2, oder mit —§R(a+_d)z§0

Da a+ @ reell und positiv ist, lautet diese Bedingung: ®z=0. Die
Punkte der ersten Kategorie liegen rechts, die der dritten links von
der imaginidren Achse, die der zweiten auf der imagindren Achse. (Der
Wert des in Rede stehenden Ausdruckes ist fiir z=o0 gleich —1;
z=o0 gehort in die zweite Kategorie.)

7. Setzt man a=y 419, ? =x -+ 1y, so lautet die Gleichung
2

*(x® +9) +2(yx + dy) + p=0.

8. Ein Rad vom Radius a rolle auf der reellen Achse, mit ihm
sei ein Punkt P im Abstand b vom Mittelpunkt fest verbunden. Der
Punkt 2; beschreibt eine Gerade, die Bahn des Radmittelpunktes, der
Punkt 2, den Kreis, den der Punkt P beschreiben wiirde, wenn das
Rad sich drehte, ohne fortzuschreiten. Der Punkt z = 2, 4 z, beschreibt
eine verlingerte, gewohnliche oder verkiirzte Zykloide, je nachdem

a § b ist.
9. Beschreibt eine Epizykloide.
dz = dr 7 v gt
10. e dtg +iré it
?z A dr dd azd

. . dﬁ)z .
i R _ 7 119____ Ll i ; b
A A TR T re (dt Tt E

&y a2l . id? d ( (w)
—_ | _ 1 |2
{dzz '(dt”e T i)

Der Koeffizient von e!? ist die radiale, der von 7¢? die dazu
senkrechte Komponente.
11. In dem Kreisring

®,: n<|z|<n+1, n=0,1,2,...
ist

] 2 Iz2 n-1 P 1 '

<lq <l —*——,|< > >

d. h. in @, ist das #* Glied das absolut groBte. Auf dem gemein-
samen Rand von &, und @, sind das #' und (n 4 1)t Glied absolut
= und > als irgendein anderes.

Ist allgemein

@+ a2+ a2+ a2+ a4+ 0
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eine iiberall konvergente, nicht abbrechende Potenzreihe, so kann man
die ganze z-Ebene durch konzentrische Kreise um den Nullpunkt in
Kreisringe einteilen, derart, daB in jedem einzelnen Kreisring ein be-
stimmtes Glied das absolut groBte (Maximalglied) ist. Die Indices
dieser Glieder wachsen, wenn man von einem Kreisring auf den be-
nachbarten umschlieBenden iibergeht. [I 119, I 120.]

12. Die Peripherien der Kreise

R lz—n|<n-1, n=0,1,2,...
berithren einander im Punkte 2= —1, stehen dort senkrecht auf der
reellen Achse und schneiden diese in den Punkten 2# 4+ 1. &,., ent-

hilt &,. In dem sichelférmigen Gebiet &, innerhalb &, und auBer-
halb &,_; gilt:

2 z—1

1 2 ’>1""’f n w1 nt2
Daher ist dort

(= lGll= <l 2l <G> )

d. h. in @, ist das »' Glied das absolut groBte. Auf dem gemeinsamen
Rand von &, und @,,, sind das #* und (4 1)* Glied absolut
= und > als irgendein anderes. (In 2= —1 sind simtliche Glieder
absolut =1.)

Die @, samt Réndern erschopfen die ganze Halbebene Hz > —1
samt z=—1. Tir Rz=—1, 2+ —1 wachsen die absoluten Betrige
monoton, es gibt kein groBtes Glied.

13. Die Peripherien der Lemniskaten

lz—n+1 Z—n z—n—1

>1, ‘>1, <1, [<1,....

1< < << >

>...,

Lt |22 — n?| < n?, n=1,2,3,...
berithren einander und die Geraden Rz = 4- §z im Punkte z =0, und

schneiden die reelle Achse in den Punkten - n]/E 2,1 enthalt &,.
In dem sichelférmigen Gebiet &, innerhalb &,,; und auBerhalb

L (G = &y gilt:

2

22 z 22
1= >1, 1= >1, 11— >4,
11 22 l<1 t1 22 \<1

mr < At 22 =0

Daher ist dort

| Pof2)| < | P(2)| <[ Pole)| <o+ < | Puoy () | < | Pule) [ > an+1(Z)] >
d. h. in @, ist P,(z) das absolut groBte unter allen Partialprodukten.
Auf dem gemeinsamen Rand von &, und &, sind das »* und (n + 1)t

Partialprodukt absolut = und >> als irgendein anderes. (In z= 0 sind
sie simtlich gleich 0.)
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Die @&, samt Rindern erschopfen die Winkelrdume

n<arcz< i 3n<arcz< 57
4 4’ 4 4

samt z = 0. Fiir die anderen z wachsen die absoluten Betrige monoton,
Es gibt unter ihnen keinen gréBten.

b
14. Es sei ¢ = arc[(t)¢i?®d¢, dann ist

b b
|/bf(t)ew<t>dt1 = e‘i”fbf(t) er®dt = [ (2) cos[g(t) — 9]dt < [{(t)at,

ausgenommen, wenn @(f) =% (mod. 27) ist an sdmtlichen Stetigkeits-
stellen von ¢(¢).

15. [K. Léwner, Math. Ann. Bd. 89, S.120, 1923.] Es geniigt
RMAP2—20)=3 zu beweisen, [Man ersetze @(f) durch qa(t)—i—%,
wenn ¥ = arc(4P? — 2(Q) ist, vgl. Losung 14.} Nun ist [II 81]

RE4P2—20)=4 ((ji:“cosw(t)dt)z—— 4 (je"tsinw(t)dtf—
— 2(;‘2t0052<p(t)dt§
§;4(0ﬁ“| cosg(?) ] dt)z — 2072‘2‘0052<p(t)dt§
= 4ﬁ3—‘cosz<p(i)dt — 2706‘2‘cosztp(t)dt =

7 —e" 2‘cos2¢p(t)dt+1<4/ e~t—e2)dt+1=3.
0

Gilt R(4P?* — 2Q) =3, dann muB cos?¢(f) =1 und cosg(f) stets von
gleichem Vorzeichen sein an jeder Stetigkeitsstelle von ¢(¢), d. h. p(¢) =0
oder ¢(f) == (mod. 2 7).

16. Die Funktion p, 2t 4 p,272 + -+ + p,2~"* nimmt mit positiv
zunehmendem z monoton von oo bis 0 ab; sie nimmt also an genau
einer positiven Stelle { den Wert 1 an. Es ist

— P2l — a2 — ..o —p, >0 oder =0,
je nachdem 2z > { bzw. z=( ist.
17. Es ist

|7|" = |ay 22~ 1+azz'" 24 .. +an|

also nach 16: |z,|=¢C.
18. Man wende 17 auf a;!2" P(z°1) an.
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19. Die beiden in 17, 18 betrachteten Vergleichspolynome sind in
diesem Falle identisch, ndmlich 2" — |¢]|.

20. Nehmen wir an, daB |a,|+ |ay| + -+ + | 4,| > 0 sei, sonst ist
die Behauptung trivial. Nach 17 geniigt es, zu beweisen, daB die
positive Zahl ¢, fir die

=|a [0+ a2 - A |y

i ]/ ﬁ) geniigt. Aus
d,

Zn!ale"‘= 1 ;jlakl n-i
k=1 k=1 n
Zl“kl(f ¢ —";);

Also gibt es unter den Zahlen % — d—;”—k mindestens eine, die =0 ist.

n

ist, der Ungleichung { =< Max(jd"_ ) 'V ddn ,
n-1

folgt

21. a) Man setze in 20: d,=n, ferner d, ;= |a|! fir 4 +0
und d,_p=¢"1 fiir =0, ¢>0. Esist

VZ _ {Ii/nlak[ fir a;+0,

k—
dn-k Vne fir a;=0.

Fiir ¢~ 0 folgt hieraus die Behauptung.

b) Man setze in 20: 4, = (q’) + (g’) 4o+ (:) =2"—1, ferner
Ay = (Z) |ax|-1 fir a;+ 0 und d,_,=¢"1 fiir =0, ¢>0. Man
schlieBt jetzt wie in a).

22. [G. Enestrom, Ofv. af vet.-akad. forh. 1893, S. 405—415 ; Téhoku
Math. J. Bd. 18, S. 34—36, 1920; S. Kakeya, T6hoku Math. J. Bd. 2,
S. 140—142, 1912; A. Hurwitz, ebenda, Bd. 4, S. 89, 1913.] Es ist fiir
lz] =1, 241,

(1 —2) (o + P12 + D22* + - + P ?)|
=[po— (po— b)2— (b1 — P) 2 — =+ — (Pu-y— Pu) 2" — pn 2"
=po— |(Po— )2+ (br—P2) 22 + -+ + pa 2P|
>po—(po—trtbr—pa+ - +x) =0,
weil (py — P1)2, (b1 — P2) 2% ..., Pn2"! nicht alle den gleichen Arcus
haben koénnen. (Abgesehen vom Falle 2= 0, in welchem die Behauptung
ohnehin klarist.) Schwicheres (< anstatt <0) folgt ohne weiteres aus17.

23. Man ersetze z durch % bzw. durch g mit positivem o und

wende (im zweiten Fall nach Multiplikation mit z%) 22 auf die so ent-
standene Gleichung nach passender Wahl von ¢ an.
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24, Nennen wir das fragliche Polynom /(z). Fir Rz=0, |z|>1
ist ER%%O, folglich

f(z) an— dn_ an_ a
';r =4+ IZE 14; “'_WZP
n-1 9 9
>5R(an+—z—)-—l7|2__1zF_...
9
=R

Diese letzte Zahl ist =0, wenn |z|=7, wo 7 die positive Wurzel der

1+737
2

Gleichung #2 — » =9 bezeichnet, = , 3<<r<<4. Das der

Zahl 109 entsprechende Polynom hat die Nullstellen 433.
25. [Ch. Hermite und Ch. Biehler; vgl. Laguerre, Oeuvres, Bd. 1,
S.109. Paris: Gauthier-Villars 1898.] Es sei

PR)=U@) +iV() =a(z—2) (2 —2) ... (2 —2,), ay=0
und x cine Wurzel von U(x) =0 oder V(x) =0. Dann ist
Ux) +iV(x) =U(x) — iV (x) bzw. Ux) + iV(x) = —[U(x) — iV (x)],
je nachdem der zweite oder erste Fall vorliegt; d. h.
Ag(x —2)(Xx—2) ... (x—2) = £ (x —2)(x —Z) ... (x — Z,).

Eine solche Gleichung ist aber nur méglich, wenn x reell ist. Liegt
nimlich x etwa in der oberen Halbebene, so ist |x —z,|<<|x —Z,|

n n
fiir jedes », also |ay II(x — 2,)| <|@, II(* — %,)|. Ebensowenig kann x
v=1 r=1

in der unteren Halbebene liegen.

26. [Vgl. I. Schuy, J. fir Math. Bd. 147, S. 230, 1917.] Es sei
P(2) = ay(z — 2){z — 2,) ... (2 — 24), @y + 0 und x eine Wurzel von P(x)
+ P*(x)=0. Dann ist |P(x)|=|P*(x)|, d. h. da P*(z)=a,(1 — %, 2)
(1 —=22)...(1—7%2),

ﬁlx—zy|:ﬁl1 —Z4,x|.
v=1 v=1

Eine solche Gleichung ist aber nur mdglich, wenn |x|=1 ist. Ist
nimlich etwa |[x|<C1, dann ist [§) |x —z,|<<|1 —z%| fir jedes »,
also das erste Produkt kleiner als das zweite. Ebensowenig kann
[#]> 1 sein. Analog schlieBt man bei der Gleichung P(z) + y P*(z) = 0,
[y|=1.
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27. [M. Fekete.] Es sei y=4P(a) + uP(®), 0<<i<<1, 1+ pu=1.
Légen simtliche Nullstellen von P(2) — y = ay (2 — 2,) (z — 2,).. . (z — 2,)
auBerhalb des fraglichen Kreisbogenzweieckes, so wire
7 — 2, 14
— —<<arc ———— << —, yv=1,2,...,n,

n 2,

also n

Pla) —y Plag—y __p
— <7, entgegen «————=—=—"-,
@)~ S P —y T

28. Man kann annehmen, daf} die fragliche Gerade die imaginire
Achse und Rz, > 0 ist fiir jedes » (dies ist durch Muliplikation mit

— m < arc

. . . 1
passendem ¢‘* stets zu erreichen); dann ist auch f — > 0 und

R+ 2+ -+ 2) >0, Z+24+--+2,+0,
m(i+—1—+-~+i)>o, Tl ta
2 % 2, 2y 2 2,
Die Behauptung gilt iibrigens auch dann, wenn alle Punkte in der
einen abgeschlossenen Halbebene liegen, die durch die gegebene Gerade
bestimmt ist, es sei denn, daB sie alle auf der Geraden selbst liegen.

29. Vgl. 28.

30. Man wende 29 auf m,(z; — 2), my(2, — 2), . . ., m,(2, — 2) an.
Liegt m, (2, — z) auf einer bestimmten Seite irgend einer Geraden g
durch den Nullpunkt, so liegt z, auf der entsprechenden Seite der
Geraden g, die durch z hindurchgeht und parallel zu g’ ist.

31. [Gaupf, Werke, Bd. 3, S. 112. Gottingen, Ges. d. Wiss. 1886;
Bd. 8, S. 32, 1900; Ch. F. Lucas, C. R. Bd. 67, S. 163—164, 1868;
Bd. 106, S. 121—122, 1888. Vgl. auch L. Fejér, C. R. Bd. 145,
S. 460, 1907 und Math. Ann. Bd. 65, S. 417, 1907.] Erste Lésung.
Der durch die komplexe Zahl

1
Z—a
bestimmte Vektor stellt eine von a nach z gerichtete Kraft dar, deren
GroBe der Entfernung umgekehrt proportional ist. Sind zy, 2, ..., 2,

die Nullstellen von P(z) und z eine von diesen verschiedene Nullstelle
von P’(z), so ist

P’ SR 1 1 1 '
(Z):Z’Z —=0, dh _—+ 4o == =0,

Pa) &z—z, —2z @ I—2 Z—1,

d. h. z stellt eine Gleichgewichislage eines materiellen Punktes dar, auf
welchen die festen Punkte 2, 2,, ..., 2, dem Abstand umgekehrt pro-
portionale abstoBende Krifte ausiiben. Lige nun z auBlerhalb des
kleinsten konvexen Polygons, das die 2z, enthilt, so wiirden die durch
die einzelnen Glieder bestimmten Krifte eine in z angreifende, von
Null verschiedene Resultante ergeben, was unméglich ist. (315.)

Pélya-Szegd, Aufgaben und Lehrsitze I. 17
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Zweite Losung. Es ist, mit denselben Bezeichnungen wie
vorhin,

z2—2z z— — 2y
=0’
R T
also
2=y My 2y + - M2y, My Myt My =1,
1
wobei die »* ,,Masse’ m, mit |z 12 proportional ist, v =1,2,...,%.

32. [L. Fejér, O. Toe;blztz] Wenn ( einen beliebigen inneren Punkt
des fraglichen konvexen Polygons bezeichnet, dann ist

=+ lhz+ 42y, 4,>0, >0, ..., 1,>0,
11+12+"‘+ln='1»

also, wenn { =+ z2,,
",

=0,
C-z1+ C‘22+ +C_zn
m b |C= 5l 1,2 n
y — Yy=1,2,...,0.
11|5—21|2+12]C—22|2+-“+ln|5
Man approximiere m, durch rationale Zahlen —7;—;' , v=1,2,...,m;

p1+ ps+ - + P =P und beachte, daB die Wurzeln algebraischer
Gleichungen sich bei stetiger Abinderung der Koeffizienten stetig

n
indern. Die Ableitung des Polynoms JI(z — 2,)** hat eine Nullstelle,
v=1

die beliebig nahe an { liegt. — Da { innerhalb oder auf dem Rande
mindestens eines durch drei *der Zahlen 2z, bestimmten Dreieckes
liegt, gentigt es fiir die vorliegende Aufgabe, die stetige Abhingigkeit
der Nullstellen von den Koeffizienten fiir Polynome zweiten Grades
zu kennen, was klar ist. [Bemerkung von A. und R. Brawer.]

33. [M. Fujiwara, Téhoku Math. J. Bd. 9, S.102—108, 1916;
T. Takagi, Proc. Phys.-Math. Soc. of Japan, Serie 3, Bd.3, S.175—179,
1921.] Essel P(z) = a,(z — 2,)(2 — 2,) ... (z — 2,) und z eine Stelle mit

P(z) —cP’(z2) =0, P(z) # 0.

Dann folgt
P 1 1 1 1 1
1 S — e .
) P(z) c 21—z z—zz+ +z—zn c 0
Durch Benutzung der Bezeichnungen
" 1 m 1 1
= » = — ) ey, m _ ————— N
A TR o la—gp
1

~ JeFlm - m - my)
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148t sich (1) so schreiben:

My 2+ My 2o + -+ + My, 2,

(2) z iy Ty £ + Mc.
Auf der rechten Seite von (2) stehen zwei Glieder: das erste stellt den
Schwerpunkt einer gewissen Massenbelegung in den Punkten z;, 2,,. . ., 2,
dar, also einen Punkt, der sicher im Innern des kleinsten, diese Punkte
umfassenden - konvexen Polygons liegt. Das zweite Glied ist ein dem
Vektor ¢ parallel gerichteter Vektor. Daraus folgt die Behauptung. —
Vgl. V114.

34. [T. J. Stieltjes, Acta Math. Bd. 6, S. 321—326, 1885; G. Pilya,
C. R. Bd. 155, S. 767, 1912.] Es sei z,, v =1, 2, ..., n irgendeine Null-
stelle von P(z) und A(z,) + 0. Dann ist auch P’(z,) + 0. Im gegen-
teiligen Falle wiirde namlich aus der Differentialgleichung von P(2)
folgen, daB auch P”(z,) =0 ist und weiter durch Differentiation, daf3
P(z) iiberhaupt identisch 0 ist. Die Gleichung

P”’(z,) = B(z) B
2P T AE) =
1 1 1 1 1
+ SR + o ——
2, — % 2, — 2, 2 — 2,1 Z,— Zy41 2, — 2,
= 4B
2, —.a, 2, — dy L —a

besagt [31], daB z, ¢m Iumern des kleinsten, die Zahlen z, z, ...,
Zy_1, Zy41, o+ o» Zny Gy, @y, ..., @p enthaltenden konvexen Polygons (bzw.
im Innern der alle diese Zahlen enthaltenden Strecke) liegt. Betrachtet
man somit das kleinste konvexe Polygon, das die Zahlen z,,2,,..., 2,
ay, @y, . .., ap enthilt, so kénnen nur die @, und kein einziges solches z,
am Rande desselben liegen, das nicht zugleich Nullstelle von A(z) ist.
35. [J.L.W.V. Jensen, ActaMath.Bd. 36, S.190,1913; J.v.Sz. Nagy,
Deutsche Math.-Ver. Bd. 31, S. 239—240, 1922.] Es seien 2;,2,, ..., 2,
die Nullstellen von f(z) und
! +o

1—2z  2—2z 22— 2,

=0, 2+2, 2+2, v=12,...,%n.
Hieraus ‘folgt wegen der symmetrischen Lage der Nullstellen
n
1 1
X =
Zlvd(z—zy +z—’z)> %,

was unmoglich ist, wenn z auBerhalb aller fraglichen Kreisscheiben liegt,
wie die folgende Formel lehrt:

. . 1 1 X — X
z=x+1y,zo=x0—t—zy0,§§(z__ +—_> —( bl

% 2—% y]z-—zo ) (2 =2 P
17%



260 Funktionen einer komplexen Verinderlichen.

36. Setzt man z, = x, + ¢y, , so ist [an~ oszx' Es folgt somit

aus der Konvergenz von an die von Z[zn] Das Umgekehrte ist
n=1 n=1
selbstverstindlich.

37. Es sei z,= %, +1Y,. Aus der Voraussetzung folgt nach-
einander die Konvergenz von

o0

an: Z%zn_z _yz)’ 22"3“2( —y" ZZ"Z”P
n=1 n=1 n=1 n=1

38. Beispiel: z, = 70 (log {n + 1)) -1, 6 irrational. 2(52’”'””’
ist beschrinkt fiir # - oo [Losung I1 166, Knopp, S. 316]. )

39. Man nehme an, daf3 simtliche Zahlen von 0 verschieden und
nach wachsenden Betrigen geordnet sind, 0 << |z|=|z|=|z|="--- .
Man schlieBe ferner jede Zahl z,, »=1,2, ..., m, in eine Kreisscheibe
ein, deren Mittelpunkt z, und deren Durchmesser ¢ ist. Diese Kreis-
scheiben haben keine inneren Punkte miteinander gemeinsam und sind

ganz in |z|=|z,|+ —2— enthalten. Daher ist

2 . 2
mn—%—<n(|zmi—|—g>, d b limsup—8™ =5 [1113].

m>oo 108 |2
40. Der fragliche Ausdruck ist

n .
) AR |
- 2—1 (%) n
Der erste Faktor fiillt den Einheitskreis iiberall dicht aus [I 101]; der

zweite ist eine Rechtecksumme und konvergiert gegen
1

. 1
/x“"dxz —.
1-+14

0

41, lim |zn]2—<1+ )(1+%)(1 +%)<1+%)

(smnx) eF —e 7
ax J,_i = 2mn

Setzt mani—i—n=1/1 + #2271, 0 <P, <1, s0ist tg2ad, = SO

SI—*

daB die Reihe &, + &, + --- + &, + --- divergiert, ferner limd,=0.
Es ist n>ee

arcz, =2 + Py + - A+ G =[S+ I+ +0)) .
Wegen I 101 erfiillen die Hiufungswerte von z, den Kreisrand

o= (255
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42,

R 1 1 1 2 3 w4+

e 2= o o—f ... —_—) = — e T v ——

7= |l (“W)(““z) <1+n> 172 W =Tl

Izn+1—zn‘= 12y =1, 7n:7n—1=1/n+1_1/;mn( 1_{_1_1)
Vn +1 Pr= oot gretg "
1 1 "
2 8n '

Hieraus folgt 7, 1 ¢, [I 70].
43. Nach 1189 und 11202 konvergiert der absolute Betrag des
fraglichen Ausdruckes gegen ¢~*. Es geniigt also, nur

. t
27nSIn —=
.t 2 Jn
2n51nﬁlog2— E arctg ————— =o(1)
v=1 271COS —= — ¥

Vo
zu beweisen. Hierbei bedeutet arctgsx diejenige Bestimmung, die fiir
x =0 verschwindet. Es sei »n>>¢, dann ist [I 142]

t
‘ 2#usin —— -
| | .
Vn _ 2Vn ¢ _ 2yl P
t 2 " — f2
27CO0S —— — ¥ 22\1— —| —v»
n 20,
3
Man kann hiernach arctgx = x — f——}— -«. durch x ersetzen. Die Be-
hauptung folgt dann reichlich aus
< 1

log2— — — O(n-1).

e[ ]

Letzteres ergibt sich aus einer leichten Erweiterung von I110: ersetzt

man in der dortigen Summe A, das Glied f(a—{—vb—;j) durch

f(a + v b— + En) , wobei &, = 0{(n~1), soist nochimmer 4, =O(n"1).
(f(x) sei etwas links von & und etwas rechts von b auch definiert und
beschrinkt.)

44. Es seilimo, =0, {, <K, ferner limz, =z, |z,| <M, |z|=M,

n-> oo n->oo

K und M von # frei. Die Reihen
x=a+a+a+ - +a,+---

und
B=aysy+ a2 + a2+ -+ a2, 4+ -
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sind absolut konvergent ; ¢ sei eine beliebige positive Zahl und N = N(¢)
so groB, daB |z, —z|<<e, sobald > N. Aus

< Z%%+Z%%+Z@w a,) (2 — 2)

schlieBt man, w = (6 — &)z 4 § gesetzt, daB

Da, |+

r=n+l

N
+2M> | apy — a, |+ 2K .
r»=0

oo
Dla,z,

r=n+1

|w—w,|<M|o —o,| + M

45, [Vgl. I. Schur, J. fur Math. Bd. 151, S. 100—101, 1921;
F. Mertens, J. fir Math. Bd. 79, S. 182—184, 1875.] Sind V,bzw. W,

die Partialsummen der Reihen Zvn, Z’ (UoVp + Uy Vp—q + -+ Up ),
dann gilt =0 =0

Wo=u,Vo+ thy_Vi+ - +uVu, n=0/12,....
Damit aus jeder konvergenten Folge V,, eine ebensolche W, hervor-
geht, miissen die Summen |u,|+ |#,-4 |+ --- + |%,| jedenfalls be-
schrinkt sein, d.h. die Reihe %, + #; + #, + --- muB absolut konver-
gieren. Dann sind schon die anderen Bedingungen 1. 2. (vgl. S. 91—92)
von selbst erfiillt. Die absolute Konvergenz der Reihe

Uo + Uy + thg + oo AUy -

ist somit die gesuchte notwendige und hinreichende Bedingung.
46. [Vgl. I. Schur, a. a. O. 45, S. 103—104; T. J. Stieltjes,
Nouv. Ann. Serie 3, Bd. 6, S. 210—213, 1887.] Die Teilsummen der

Reihen ivn, Z(Zutv ) mit V, und W, bezeichnet, wird [VIII 81]
n=1

tin

Wn—MIVn-{-Mz [ﬁ]—l—ug,V[ﬁ]-{— +unV[£]: n = '1,2,3,..
2 3 n
Hierbei ist der Koeffizient von ¥V} gleich der Summe derjenigen
fiir die [—7;—} =k ist. Insbesondere sind, wenn man » = [}#] setzt, die

Koeffizienten von V,, V[ ], [n e V[Z'_] gleich bzw. u;, u,, ..., u,,
2 v

weil fir 2<<l<w :
"

1—1

_r_m

I -1 r—
ist. Wenn die Summe der absoluten Betrége der Koeffizienten in der nt
Zeile beschrankt sein soll, so gilt dies erst recht fiir |u, |+ |uy| +- - - 4 |4, ],
das heillt u; - w, + - -+ + u, -+ - - - ist absolut konvergent. Die iibrigen
Bedingungen sind dann von selbst erfiillt. Die gesuchte notwendige
und hinreichende Bedingung ist also die absolute Konvergenz von
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41. [R. Dedekind, vgl. P. G. Lejeune- Dirichlet, Vorlesungen tiber
Zahlentheorie, 4. Auflage, S. 376. Braunschweig: Fr. Vieweg 1894;
J. Hadamard, Acta Math. Bd. 27, S. 177—183, 1903. — Vgl. 1. Schur,
a.a. 0.45, S. 104—105.] Setzt man

Av=ay+a;+ ay+ -+ ay, By=7paay+ 718+ ya8y -+ + ypay,
so ist

Z Vv — 7v+1 » T+ }’nA

48. [Vgl. G. Pjlya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 24,
S. 282, 1916. Lésung von S. Sidon, ebenda, Serie 3, Bd. 26, S. 68, 1917.]
Man setze

Chg =25 Yo+ Uy -+ F%p_ 1+ ctt, =2, n=1,2,3,...,
Uy + Uy F oo 0 Uy + Uy = W, n=01,2,...,

iuncn=U(c), 2)%@:2@), ﬁowm=W@)-

Koeffizientenvergleichung liefert

W) — % 20)— %% =) UE),
also
2
PO=ra—ar

Es sei ¢ + 0. Aus der letzten Gleichung folgt durch Koeffizienten-
vergleichung

c—1)" (c—1)1 c—1 1
‘l(’)n_( cn+1) % + " Z 4 _l_;z_z”‘l—*——z”’ 7=0,1,2,....

Das Kriterium auf S.91—92 angewendet, ergibt sich, da 2

n+1
absolut konvergent sein muB dies ist dann und nur dann der Fall wenn
|c—

c

<1, d. h. m0>5 ist.

49. [I. Schur, Math. Ann. Bd. 74, S.453—456, 1913.] Den Fall,
wo ¢=— k eine negative ganze Zahl ist, kdnnen wir von vornherein
ausschlieBen; Beispiel: %, = (k ﬁ 1) o, oo + u;b-:_1 + u,
fir k=2, u,=1log(n+ 1) fir 2=1 [I1 69]. Der Fall ¢ = 0 ist klar.
%0+%l++un

7+ 1

Wy = Gno2g+ 12+ -+ Cun2n.

=0

Wir setzen u, + ¢ = 2, U, =w,, und es sei wie

auf S. o1
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Aus
m+N2,—nz, =+ N0, —nw, +cw,, n=1,2,3,...
I'n+c+1) "
folgt durch Multiplikation mit NI und durch Addition der
n ersten Gleichungen
I'ln+c¢c+2) —l—c—}—
P D w, — I(c + 2) 2 AL ( + 1)z — vz, 1]
(n+c+1) +c+ :
_—(M+1) Z e 2, — Ic + 2) 2,
d. h.
o ML Tnt1) o= v tet1),
" ntc+1" I'(n+c+2) < I'v+1) ™
i i I tet1) ., -
Bei festem » ist a,, I 1) [T 1585], so daBnllrgoaM
dann und nur dann existiert, wenn f¢ > —1 ist. Es sei alsoRec > —1.
1 . 1
Setzt man uy=1u, =1y =--- =i dann ist z, = 1, w"_1—{—c’ also
1
ano"’“nl_{_anz‘l‘"“f“ann:’,l'ﬂ-
Es ist ferner, fc =y gesetzt,
Tn+c+1) , 4 .
Tt < An, (n—|—c+2]<Bny
wo A und B von » freie Konstanten sind. Es ist daher
n-1
'“no‘"}_l“nli‘}""+E“n,n—1’<[CIAB”wy~IZ”y
1 v=0
[c|AB
- |c|AB|x"dx = —— II 22].
el [wax= {1 it 22

Die gesuchte notwendige und hinreichende Bedingung lautet also:
Re>—1.

50. Es sei a, = &y + ¢f,, &, B reell. Durch Verallgemeinerung
des Beweises von I 75 folgt zunichst mit Beachtung von

2"7‘1}8_ v +1)*] =Zn7r" 1— (1 -}—17)8}5 = O0(n°)

(binomische Reihe!), daBl lim(a; + a4+ --- +a,)n =0, d. h.

n-> o0

lim(x, + s+ - +a)no=Im@B, +f+--- +B)n"=0.

7> o0 n->» o0
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Nun kann auf die einzelnen Potenzreihen
L A R T A SR /315+/32¢2+ +/3n¢n+

1 92 angewendet werden, und es ergibt sich
Im (1 —2)7 (g8 + %o+ - o8+ -+ )
t>1-0
= lim (1—-t)”(ﬂlf—+—ﬂ2t2+...+/3ntn+_“):0.

t>1-0
51. Wenn die vier Teilreihen, deren Glieder in den vier abge-
schlossenen Quadranten (Rz=0, §z=0, usw.) liegen, konvergieren,
konvergiert die Reihe absolut.
52. Sukzessive Zweiteilung: Die Glieder z,, 2., ... mégen simt-
lich im Winkelraum ¢, < arcz=d, liegen und |z, | 4 |2,| + --- mége

divergieren; man bilde die Teilreihe, deren Glieder in ¢, < arcz =< i—;—@

. . . 04 . . .
und die, deren Glieder in 0—1—+—2 = arcz=1, liegen; eine der beiden
divergiert.

53. Man wihle entsprechend jedem der sukzessiven Winkelrdume

(nn)(nn) (ﬁn)
272/ 47 4)7 "\ 2mgn)? T

eine endliche Anzahl Glieder z,, = x,, + ¢v,, aus, verschiedenen Winkel-
rdumen entsprechend verschiedene Glieder, derart, daB die Glieder

. a . . .
2y Zeypys - o os Brgpe di€ (—?, 57;) entsprechen, in diesen Winkelraum
fallen und

1 <xrh + x7h+1 + oo + xrh+7€ < 2 1St

54, [Weitergehendes bei P. Lévy, Nouv. Ann. Serie 4, Bd. 5,
S. 506—511, 1905; E. Steinitz, J. fur Math. Bd. 143, S. 128—175,
1913.] Es sei die positive reelle Richtung die Verdichtungsrichtung
(dies ist durch Multiplikation mit passendem e'* stets zu erreichen),
2, + 2,4 --- die in 53 ausgewidhlte Teilreihe; auf den Realteil ist
I 134, aut den Imaginirteil I 133 anzuwenden.

65. z =x -1y, 22 = %% — y% 4 27xy sind analytisch,
z = x — 4y hingegen nicht.

56. 1. Setzt man f(x +4y) =u 4+ ¢v, so ist # bekannt und

z|=7Vx2 + 92,

z

flo -+ i5) = o) 1 [t 00 + [ 5) )
= u(x,y) + i(—ﬂt;(x, 0)dx +/1;4;(x, y) dy)
0 0

eindeutig bestimmt.
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2. Wir suchen die Funktion f(z) unter denjenigen, die fiir kon-
jugiert komplexe Werte des Argumentes konjugiert komplex sind.
Dann ist

o _ (Et+U+z2) oz z
fo)+fa=2uwy) = T e 1A T 11 B

folglich, da die Funktion gemiB 1. eindeutig bestimmt ist, da ferner
rationale Funktionen von z analytisch sind [Hurwitz-Courant, S. 46,
S. 2551, ;

fz) = T2

57. Erste Losung. Es ist o durch # und y auszudriicken,
2w | Cw
ox2 T 0y
zu bestimmen [56].

Zweite Losung. n— §log(z —a) =a + Rilog(z — a) ist der
Winkel, unter dem der Teil der reellen Achse von a bis 4 0o von z
aus erscheint. Daher ist, mit ¢ eine reelle Konstante bezeichnet,

=0 zu verifizieren und nachher {f(z) durch Integration

f2) =+ ilog(z — a) — [+ ilog(z — B)] +ic = dc+ i]ogz: Z
58. Es sei f(x + ¢y) = u(x, y) + v(x,y). Die partiellen Ableitungen
von % und v mit w,, #,, 4, ... bezeichnet, erhilt man durch Differen-
tiation

2

5 V) =200+ vp + wy, + v0,),
o2
W(uz + %) = 2002 + 0% + unyy +voy,).

Man beachte die aus den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
folgenden Relationen

u2+v5=”§+v§:|fl(x+7’y)l2: ”zz_*‘”yy:vzx‘,'vyyzo-
59. Vgl. Losung 58; man beachte auBerdem, daB

(uy + v0,)? + (wuy + v0,)2 = (42 + v?) (u2 + v?)
=|Hx+iy) B/ (x+iy) 2.

60. Aus dhnlichen Dreiecken folgt

o . &4y etnt _ 2
xé=ym=1:1—{ alsox+iy= 1*C,x2+y2=m=1—c_1’
fo 2,2 2y
At T ey P TRt



III. Abschn., Losungen 57—67. 267

61. Es ist der Reihe nach [60]

P:x+iy=§1+_12, P&, PE —q, =
also
u+iv:§~¢n=(x—ty)(1——§)=x—ty= 1‘.
14+¢ 1+¢ 2ty x4y

62. Bei der Mercatorschen Projektion: achsenparallele Geraden
in dem abgewickelten, Erzeugende und Leitkreise auf dem nicht ab-
gewickelten Zylinder. Durch diese Eigenschaft und durch die Forderung
der Konformitit ist die Mercatorsche Projektion eindeutig bestimmt
(vgl. z. B. E. Goursat, Cours d’analyse mathématique, Bd. 2, 3. Auflage,
S.58. Paris: Gauthier-Villars 1918). Bei der stereographischen Pro-
jektion: Halbstrahlen durch den Nullpunkt und darauf senkrechte kon-
zentrische Kreise.

. E+in  cosget? ((p n) ,
= = — 10
63. x -1y 1= 1_sng tg 2+ 7)¢"

also ) )
X+ 1y = vt
64. Setzt man w = % + iv, so ist
|z] = e¥, arcz=v.

Die gesuchten Kurven sind somit konzentrische Kreise um den Null-
punkt und darauf senkrechte Halbstrahlen. [62, 63.]

65. Aus w=u+1iv=22= (x +1¥)? folgt durch Trennung von

Reellem und Imaginirem

u=x%— 92, V=2xY.
Die gesuchten Kurven bilden daher zwei Hyperbelscharen. Sie sind als
konforme Bilder der beiden achsenparallelen Geradenscharen # = konst.,
v = konst. in der w-Ebene orthogonal.

66. Es sei z=x+1y, w=u-+1v, dann ist x = u® — %, y = 2uv;
durch Elimination von v bzw. u ergibt sich, daB den Geraden #» = konst.
die Parabeln y? = 4#4?(4® — x), den Geraden v = konst. die Parabeln
y? = 49%(v? 4 x) entsprechen. Alle diese Parabeln haben die gemein-
same Achse y = 0 und den Brennpunkt x =y = 0. Durch jeden von
z =0 verschiedenen Punkt der z-Ebene gehen zwei orthogonale Parabeln.

67. Es sei z=x+1y, w=u-4tv, dann ist

. ei(a:+iy)__l_e—i(a:+iy) e Y e Y—g¥
u+10 = 3 , also u = 3 cosx, v= 5

2 22

sinx;

den Geraden x = konst. entsprechen die Hyperbeln

’

cos?x  sin2x
2 7)2

u
6y+e—y>2+ <e~y_ ev\2
=5 7

den Geraden y = konst. die Ellipsen =1.
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Sie haben alle die gemeinsamen Brennpunkte w = —1, w=1. Die
beiden Kurvenscharen stehen aufeinander senkrecht (konfokale Kegel-
schnitte).

68. Aus ¥ = u 4 ¢“cosv, y =v + ¢¥sinv folgt durch Elimination
von v bzw. u

x—u=ecos(y — Ve — (x — u)?), y— v =" W-vctersing

Die Gerade v =0 geht in y =0, die Gerade v == in die zweifach
iiberdeckte Strecke vy =mn, —oo<<x= —1 iiber.

69. Der Bildbereich wird von den beiden Halbstrahlen arcw = ¢
bzw. —¢ und den beiden Kreisen |w|= ¢*+¢ bzw. ¢*~¢ begrenzt. Sein
Inhalt ist somit = g(e2¢+2¢ — ¢2¢-2¢) . Das gesuchte Verhiltnis ist

e2a+2¢e __ p2a-2¢

m —— —  — p2a
eEn:l-lO 46 e
T2 Yz Zy Yy )
70. [ [|/(z)Pdxdy = [[sin(x +iy) Pdxdy.
Z U 2 U
Wegen

|sin(x +19) [2 =sin(x +19) sin(x — 1y) = —Fcos2x + 1(e2¥ + e~ 2Y)
ergibt sich folgendes Resultat:

X2

G I YO PRSP PRI DA 4

L—;ﬁ (sin2x, —sin2x%,) .

Fir 2, =0, %, = 725 , 1 =0, ¥y, =y erhilt man den durch 4 geteilten

Flicheninhalt einer Ellipse mit den Halbachsen

& te? b_;gy_g—y
2 7 2

71. /(2) =22z. Auf Kreisen um den Nullpunkt, wo |z| = konst.,
bzw. auf Halbstrahlen, die vom Nullpunkt ausgehen, woarcz = konst. ist.

72. Das Bild ist, solange 0 <<a = ist, das einfach iiberdeckte
Gebiet zwischen den beiden Kreisen vom Radius ¢ bzw. =% und
zwischen den beiden Halbstrahlen, die mit der positiven reellen Achse
die Winkel @ bzw. —a einschlieBen. Fir ¢ > n ist das Bildgebiet
mehrfach iiberdeckt, teilweise oder ganz. Fiir a =#n=n ist das Bild
genau n-mal bedeckt, abgesehen von gewissen Punkten der reellen
Achse, die nur (z — 1)-mal bedeckt sind.

73. Der Schnittpunkt des Halbstrahls mit der Kreislinie |w| = 1;
diejenige in der Kreisscheibe |z| =7 befindliche vertikale Strecke, die
moglichst viele unter den Parallelen 2=, &« 4+ 25, & —2n, o 4 47,
o — 4, ... trifft, liegt ndmlich in ®z =0, d. h. im Bilde von |w|=1.
(VIII 16; N(7, a, &) ist bei festem 7, & dann méglichst groB, wenn
loga=0.)
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T4, Es ist fir z + 2, |5 ] <1, |2] <1
BH25+3—E+24+3) =(—2)(B+25+2) +0.

5. Ist z2=7¢"®, >0, 0< ¥ <m, so ist w= Rei® = y2¢2i?,
R=1,6=29,d h. R>00< 6O <2x Sind umgekehrt R, O vor-
gegeben, so lassen sich #, & eindeutig bestimmen.

76. Die fragliche Funktion ist schlicht im Einheitskreise |z]|=1,
ferner ist dort |w|=1[5]. DaB jeder Wert w,|w|=1, angenommen
wird, folgt daraus, dal die inverse Funktion

a-+e iy

Tl fgGetey’

aufgefaBt als Funktion von e~i*w, von derselben Gestalt ist wie die

gegebene. — Fiir die Punkte von konstantem VergréBerungsverhiltnis ist
1—[af
1 —azp

Ist a + 0, soliegen diese auf gewissen Kreisbdgen um den Mittelpunkt 1—

(Spiegelpunkt von « in bezug auf den Einheitskreis). “

T1. [Vgl. A. Winternitz, Monatshefte d. Math. Bd. 30, S. 123, 1920.]
Wenn z die Kreislinie K durchlduft, dann ist laut Voraussetzung
z—a
1—az
gemeinsame harmonische Punktepaar von K und vom Einheitskreis.
Es sei nun z, der Mittelpunkt, » der Radius von K, 2, + 0, 7 <1 — | z, |
Dann ergibt sich a, |a| <1, aus der quadratischen Gleichung

4

= konst.

1 . .
=konst., d. h. 2 und — (wenn a = 0 ist, 0 und oo) sind das
a

(a— z,) (;IMEO):% oder (|a|—|z) ([_(1|—]z°|>=72’ arca = arczy;
« ist beliebig. )
78. w:konst.i—*—t..
79. Es sei z2=7e?. Es ist
, +7 17—7
w= cos? — 1 -sind.

Den Kreisen |z|=7, 0<<7 <1, entsprechen konfokale Ellipsen mit

1 1
—+7 ——7
7

den Halbachsen —Co—» bzw.

Die gemeinsamen Brennpunkte

sind w =+41, w=—1. Den Halbstrahlen & = konst. entsprechen
konfokale Hyperbeln, gleichfalls mit den Brennpunkten -1, —1, die
auf den vorhin definierten Ellipsen senkrecht stehen. Fir |z| =1,
z=¢"? ist w = cos®¥. Durchlauft also z den Einheitskreis |z| =1, so
beschreibt w doppelt die reelle Strecke —1 <=w=<1.
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80. Die Funktion

1
w=~kz-4 YL
bildet den fraglichen Kreisring auf das Ringgebiet zwischen den beiden

Ellipsen ab, deren Brennpunkte — 2 und 2 und deren groBe Halbachsen

0<k71<k72<11

kr, +Lbzw. kry + 1 sind. Man setze

kry k7,
kzal—Va%—1:a2—|/a§—1
" £ )
1
Z-{——;
81. Setzt man w = — 5 z2=re'?, so ist [79]
1 1
— 47 7—7
W= — cost ¢ sind; Sw>0 fir 0<d<m.

2

Das lineare VergroBerungsverhiltnis ist

1 1’
2 '_1
T2

fiir diejenigen Punkte z=x 4 7y, fiir welche

[#2 — 92 — 1+ 26xy2 =22 —y2 + 24xy[?, d. h. s2—9y2=1
ist. Sie liegen auf einer gleichseitigen Hyperbel, welche die reelle Achse

in den Punkten z= + L schneidet. Fiir die Punkte, fiir welche die
Drehung V2

_:tn
2 T2

. 1 .. .
ist, hat man ER? =1, d.h. #2=cos2d. Sie liegen auf der Lemnis-

kate |z - —1:| 'z—}—é' = %
V2 V2 o %
82. Durch die Hilfsabbildung (= — 5 geht das fragliche

Gebiet der z-Ebene in die obere Halbebene ¢ >0 der {-Ebene iiber
[81]; hierbei wird { =0 aus 2=0, {=0aus z2=1¢ und { = F1 aus
1
2
Halbebene §¢ > 0, mit Riicksicht auf 75, in die lings der nichtnegativen
reellen Achse aufgeschlitzte w-Ebene {iber, wobei { =00, w =0; { =0,

2= 41. Durch die weitere Abbildung w = — geht ferner die obere
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w=oo und {= 141, w=1 einander entsprechen. Die gesuchte Ab-

bildung ist somit y 5 \2 422
= e 2\2 -
(z +1) (t+2)

r4

Die Bildpunkte von z=4-1 liegen beide in w =1, nur an ver-
schiedenen ,,Ufern‘ des Schlitzes.

83. arcw = (arcz—«), d.h. O<arcw<<2m.

2n
p—o ,,
84. Durch die erste Hilfsabbildung ¢ = (e~i*2)#-* wird der Kreis-
sektor in die obere Hilfte des Kreises |C I <1, dieser durch die zweite

1
L+
Hilfsabbildung s = — [81] in die obere Halbebene s >0
iibergefithrt. Man wende jetzt 78 an.
85. Aus
u_.v_i( . 10 0 (1, 9)]
iv= g D) F iy =T lpls)+ivey

durch Trennung von Reellem und Imaginirem.

86. Sie sind die Bilder der achsenparallelen Geraden R f = konst.,
37 = konst. bei der konformen Abbildung f = f(z).

87. Aus 85 mit Riicksicht auf die Cauchy- Riemannsche Differential-

. 0 0
gleichung 0—: + % =0. Auch die Funktion v geniigt der Laplaceschen

Differentialgleichung.

88. #cost + vsint = R(u — 1v)etr,

so daB das fragliche Integral ,
— s [ eras =2 as = i)
= iz 45= /E z = R[f(z) — /(z,)]
L L

ist. Hierbei bezeichnet dz das gerichtete Linienelement, dessen ab-
soluter Betrag ds und dessen Arcus 7 ist.

89. usint — vcost = J(u — iv)ef*; vgl. 88.
90. Die dritte Gleichung ist mit der zweiten Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichung identisch. Die beiden ersten ergeben sich durch

direkte Differentiation und durch Beriicksichtigung der ersten Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichung:

19p_ 0% O __ ,0u 0
00x "ox "ox "ox oy’
10p ou dv dv v

edy Yoy ey T Max ey
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— 1 . . .
91. Der Vektor w = 7e“’ schlieBt mit der positiven reellen Achse

1 . .
den Winkel 9 ein, sein Absolutwert ist —. Es ist (abgesehen von einer
additiven Konstante)

f(z) = logz, @(x,y) = logr = log ]/x2 + 92, px,y) =19 = arctg%.

Die Niveaulinien sind konzentrische Kreise um den Nullpunkt, die
Stromlinien zu diesen senkrechte Halbstrahlen.

92. ¢, — ¢, = logr, — logr, = logﬁ Y —yp=2m,
1
yp — (¥ — ) o
P — ¢1 2 log 1’3
"
93. Die Amplitude von @ ist = ¢ + % , der Absolutwert = —;—

Ferner ist (abgesehen von einer additiven Konstante)
/() = —ilogz, px,y)=90= arctg%, w(x,y) = —logr = —log x* + 42.

Die Niveau- und Stromlinien sind gegeniiber 91 vertauscht. Das Po-
tential ¢ ist unendlich vieldeutig.

94. Nach 93 ist (abgesehen von einem reellen konstanten Faktor)

214 —1 1 z—1]| z—1
= = ]. —_— — —_— — .

w z2_1,alsof() 1og il @ arcz_l_1
Die Niveaulinien sind Kreise durch die Punkte 2= —1, z=1, die

Stromlinien ebenfalls Kreise, und zwar diejenigen, in bezug auf welche
z=—1 und z =1 spiegelbildlich liegen (4pollonische Kreise).

95. Es handelt sich um diejenigen Punkte z, fiir die [93]

— _f_)i_ — & _____ vy =0
Z2—z  Z— 2 z— 2z, ’
A
d. h. A 2 I =0
2—z zZ—2 z— 2z,
ist; die positiven Zahlen 1,, 4,, ..., 1, sind den Stromintensitdten

proportional. Vgl. 31, insbesondere die erste dort gegebene Losung.
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96. w = [’(2) ist so zu bestimmen, daB auf den gegebenen Ellipsen
R/ = konst. ist. Durch die Abbildung [80]

1 N
i=kZ+y,  2kZ=z—Y22—4
geht das gegebene Ringgebiet in den Kreisring 7, < |Z| <7, iiber.
Hierbei ist, @, > a, vorausgesetzt,

n_a—Ja—1 k_“1*1/“?—1:“2_]/;22_—_7

T
"2 ay—Yai—1 £1 £

die Quadratwurzeln positiv genommen. Die Frage ist mithin auf 91
zuriickgefithrt: durch w :% wird ein Vektorfeld in der Z-Ebene defi-
niert, fiir das die konzentrischen Kreise um den Nullpunkt Z =0

Niveaulinien sind, d. h. auf diesen ist f f ‘Zzg = konst. Hieraus folgt Ana-

loges fiir
L PR L
dz Z = ]//2’2— 4

auf den gegebenen Ellipsen der z-Ebene, d. h.

L ) =logle— YA 4).

2—4

w=—

Die Stromlinien sind konfokale Hyperbeln, die Niveaulinien konfokale
Ellipsen mit den Brennpunkten —2, 2. Es ist

, 7 ay — Va3 —1
¥ —y=2=, ¢z—<p1=10gf=10g;——];u—z—1,
1— Ve —
die Kapazitit ist
1
a2
Zlog?—z—lgzcﬁ—j
ay, — Jai —
97. Man setze [93]
1
w=——; yy=—loga, y,=—logh, @=0a, @,=4f.

z
Der Widerstand ist (Vorzeichen hier unwesentlich!) gleich

Y el
logb — loga’

98. Nach 85 ist der Einheitskreis |z|=1 Stromlinie. Wird der

konstante Wert der Stromfunktion lings des Einheitskreises und auf
dem Teil der reellen Achse, der im Vektorfeld liegt, = 0 angenommen,

P6lya-Szegd, Aufgaben und Lehrsitze I. 18
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so wird durch f= f(z) der Kreis |z| =1 in eine reelle Strecke iiber-
gefithrt. Nach 79 setzt man

fz) = k(z n %) thy, B, ky eell,
wobei wegen w =1 fiir 2 = o0 die Konstante £=1 wird, d. h.

99. Staupunkte: z= 4 1; w nimmt in je zwei in bezug auf den
Nullpunkt symmetrisch gelegenen Punkten den gleichen Wert an; daher
ist die Resultierende aller auf den Pfeiler wirkenden Druckkrifte =0

1
-2

[vgl. 90]. Der Druck ist dann Minimum bzw. Maximum, wenn

Maximum bzw. Minimum ist, d. h. fir 2= 47 bzw. 2= -+4+1. Nach
Drehung aller Vektoren um 90° entsteht ein Kraftfeld, das folgender-
maBen interpretiert werden kann: Ein homogenes, elektrostatisches
Feld wird durch einen kreisrunden, drahtférmigen, zur Feldrichtung
senkrechten, isolierten und ungeladenen Leiter gestort (einfachstes
Beispiel elektrostatischer Influenz). -

100. [G. Kirchhoff, Vorlesungen iiber Mechanik, 4. Auflage, S. 303
bis 307, 1897.] Erginzende Stetigkeitsbedingung: Die Begrenzung des
Totwassers reicht ins Unendliche, wo |w’ =1 ist; daher ist am ganzen
Rand des Totwassers der fragliche konstante Wert |@| = 1. — An den
Begrenzungsstiicken 4B, AD (Hindernis) ist die Richtung, an den Be-
grenzungsstiicken BC, DC (Totwasser) der Befrag von w bekannt, in
den vier Punkten 4, B, C, D ist @ vollstindig bekannt. Beachtet man
die Konstanz der Richtung bzw. des Betrages an den betreffenden Be-
grenzungsstiicken, so ergibt sich als Bild der Begrenzung des Stromungs-
feldes die Begrenzung eines Halbkreises in der w-Ebene. — Fixieren
wir die in f steckende additive Konstante [S. 103] so, daB f =0 dem
Staupunkt z=0 entspricht, dann entsprechen die beiden Ufer der
positiven reellen Achse der /-Ebene den beiden Stromlinien 4BC und
ADC. Die lings der positiven reellen Achse aufgeschlitzte f-Ebene
entspricht dem ganzen Strémungsfeld; und zwar kann nicht blo§ ein
Teilgebiet dieser aufgeschlitzten Ebene dem Strémungsfeld entsprechen,

deshalb, weil fir z-— o0 w:%mi, also fe~o7z sein muB. Den

beiden Punkten B, D des Stromungsfeldes entspricht wegen der Sym-
metrie derselbe Punkt der f-Ebene, der einmal zum oberen, das andere
Mal zum unteren Ufer des Schlitzes gerechnet wird. Man beachte, daf3
bei festgehaltenem w eine Dilatation der f-Ebene eine gleiche Dilatation
der z-Ebene nach sich zieht, da df = w-dz ist. Dilatieren wir nun die
f-Ebene so, daB f =1 das Bild von z = 4 wird. Hierdurch haben wir !
einen numerischen Wert beigelegt. — Wenn ein eineindeutiges Ent-
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sprechen der betreffenden Teile der z-, @w- und f-Ebenen moglich ist,
so kénnen wir bestimmen [vgl. 188], ob bei Umlaufung des Randes im
Sinne ABCDA das Innere links oder rechts bleibt (letzte Zeile der
Tabelle). In der nachfolgenden Tabelle und in den Abbildungen sind
die dem Punkte 4 der z-Ebene entsprechenden Punkte in den iibrigen
Ebenen auch mit 4 bezeichnet; dhnlich sind B, C, D gebraucht.

z 17 w f
A [¢] 0 [¢] 0
B ! 1 1 1
C [e9) —1 7 oo
D —1 —1 —1 1

Gebiet bleibt links rechts links links,

v/ A B 4
V7,
¢ D A 8
Geschwindigkeits- (w-Ebene). Potentialebene (f-Ebene).

ebene (w-Ebene).
101. Nach 82 ist
2 —
f= ;‘iw__g , d. h. 1 L“P___V_i_l ,
(1 + w?) w V f
wobei }1 — f fir =0 sich auf 1 reduziert; man verfolge den Wert
von w auf den beiden Ufern des Schlitzes in der f-Ebene! Hieraus folgt

1
‘Z =2yf +Vf V1 —f+ arcsin}f,

Z =

0 — Y — —
2=x+1iy=2Jf —!—%——i[;‘V1 ——%—Iog(l/f +y’f~1)}.

Die erste Formel fiir z ist insbesondere fiir 0 <</ <1, die zweite dann
zu gebrauchen, wenn f > 1 ist (Wurzel positiv!), und ergibt die Form

der Begrenzung des Totwassers: z=171=2 -4 —;i fir f=1, x~2yf,
yo> —f, also die Breite des Totwassers 2x o 4 VTyT in groBer Entfernung
von dem Hindernis.

102. Ist der Druck $ = ¢ — % |w[? im Punkte z [90], so ist er ins-

besondere = p, = ¢ — } an der Begrenzung und folglich in der ganzen
Ausdehnung des Totwassers. Der gesuchte Gesamtdruck ist

+1 +1 1
[~ p)dz f{%@ — |w]?)dz =0/(1 —w?)dz

-1

w

1 1
= — 2fﬁ: — =7.
—O[u w?) Ofwﬁdﬁ

18%
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103. Man setze z =7 ¢'?. Weil das Vorzeichen der Winkelgeschwindig-
keit positiv ist, wachst 4, d. h. z durchschreitet den Kreis in positiver

Richtung. Es ist—d—z =

79 1z, und der gesuchte Geschwindigkeitsvektor

lautet

104. Bezeichnet w den Winkel, um den man denVektor w (Radius-
vektor) in positiver Richtung drehen muB, bis er in die Richtung des
Vektors 7zf(z) [Tangentenvektor, 103] fillt, so ist der gesuchte Abstand

CVizf’(,z)

ST L,
o =116 ="

BER

105. Die Amplitude des fraglichen Vektors ist J{logf(z). Die ge-
suchte Winkelgeschwindigkeit ist also, z = r¢i?,

qHosl(@ dz _ S0, g 1'0)
2o - L L
2o Sloel@) =3 —7, dﬁ 3 = Ry
1 46
106. Die Krilmmung ist 2= ds’ wo d© die Anderung der Rich-

tung der Geschwindigkeit von f(z), also nach 103 die Anderung von
Slogizf’(z), 4S das Linienelement der durch f(z) beschriebenen Kurve

bezeichnet. Nach 103 ist a5 =izf'(2)|, also, z=7é&?,

ad
a0 d o ., dlogzf'(z)dz
i_ﬁ_@dlog”f (2) _3 i: a9
o 4SS izf'(s)| \2f'(z) | ’

ad
Die Kritmmung ist laut Definition positiv oder negativ, je nachdem
der Drehungssinn des Geschwindigkeitsvektors izf’(z) positiv oder

negativ ist.
107.

~ konkav konvex

links + _

| rechts — +

1
Wenn w=2"+a, n>=0, dann ist E S{;’f . Die vier Méglichkeiten

sind schonin den Spezialfillen » = 1, || > 1, # = 1 oder — 1 vertreten,
wenn w = 0 der fragliche feste Punkt ist.
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108. [106, 107.]

109. Die Winkelgeschwindigkeit des Vektors w = f(z) ist stets
positiv. [105.]

110. Aus 108 und 109 oder direkt durch folgende Uberlegung:
Der Winkel zwischen dw und der positiven reellen Achse ist bei der
Abbildung w = /(z) durch den Arcus von ¢z/'(z) gegeben [103]. Kon-
vexitdt heilt, daB dieser Arcus sich stets in derselben Richtung dndert,
das ist aber die Sternférmigkeit des Bildes bei der Abbildung
w=zf'(2).

111. [Thekla Lukdcs.] Sind a und b zwei Punkte der w-Ebene
von der fraglichen Art, dann ist fir |z|=7
1'(z) /')

R CErie i PR

?sz()f(v)—a>0 Rz} () (z)—b>0.
Hieraus folgt, wenn >0, u>0, 14+ u =1 ist,

'@ — e+ 1) e .
Rzf'(2)f(z) —(ha+ ub) >0, also ész(z) “a T ab
Auch elementargeometrisch leicht zu beweisen.
112, h(p) = Raed¥ = |a|cos(p — «).
113. 1. Der in 103 berechnete Geschwindigkeitsvektor izf’(z)

>0,
d. h.

schlieBt mit der positiven reellen Achse den Winkel (p—}—— ein;
@ = arczf’(z) = Jlogz/'(2).

Rz/'(2)f(e)
W="T.7a
[104] mit Beriicksichtigung des Vorzeichens.
114. i
—Qlor o e? _ 9 i
qo_010g1+z—010g g5 i=¢ (113].
2cos—
2
115. Fir %g p= —3::1 ist die Stiitzfunktion identisch mit der des
Punktes ¢ [112]. Sonst auf Grund von 113
i
2z 2e2 9
:OIO -:ZOIO p———
P gV1 T2 ° 8 V2cosﬁ 2
116. p =arcz/f’ (z)—arc*w ~' — ), wenn die

Stiitzgerade eine Tangente der Randkurve 1st, h((p) = cos ¢, wenn die
Stiitzgerade durch die Ecke w = 1 geht.
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2n 27
1 . 1 . . .
117. —[e”""“’dﬁ = ——/e““’dﬁ = 0 oder 1, je nachdem die
2n0 2n0

ganze Zahl n =k — 1 von 0 verschieden ist oder nicht.
118. Aus

fre?) = ay + ayre? + ayr2e*? + .- 4 a, e ..

durch Integration unter Beachtung von 117.

119. Man wende 118 auf logf(z) an und trenne den reellen Teil ab.

120. [Jensensche Formel, vgl. 175.] Das geometrische Mittel der
einzelnen Faktoren |z — z,| 4Bt sich nach II 52, das von |f*(z)| nach
119 berechnen.

121. Fiir /(2) + 0 in |z| =7 ist g(r) = G(r) = |/(0)| [119]. Zerfillt f(z)
in das Produkt von zwei fiir |z| =  reguliren Funktionen, /(2) = f,(2) /,(2),
so sind die Mittelwerte g(r), ®(#) bzw. gleich dem Produkt der ent-
sprechenden zu f,(2) und f,(2) gehorigen Mittelwerte. Es gentigt also,
den Spezialfall f(z) =z— 2, |2|=7 zu betrachten. Man hat [II52]

2n
1 iP
E;flog]re -20|dP

G@Fr)=e¢ ° = Max (7, |z,]) =7,
1 r 27 ) 2 r
anf [lled?-niedeas 3 [Maxogeloglmbede 1 tak
gr)=e¢ °° =¢° =e 22,

122. [Vgl. M. A. Parseval, Mém. par divers savans, Bd. 1, S. 639
bis 648, 1805; A. Guizmer, Math. Ann. Bd. 32, S. 596—600, 1888.]
Es ist

27

25 .
é%/f(re“’)]‘(rew)dﬁ =227"+l—é};/ei‘k'”"dﬁ - apa (117].
§ %=0 1=0 b

123. Setzt man P(z) = %y + %, 2+ %,2° 4 - - - + x,2" mit beliebigen
komplexen Koeffizienten x,, %5, ..., %,, so ist

2—17_6—6/‘]]‘(6“’) — P(é?)pad

= |ay — %[> + 1“1_"1'2‘;‘""}'[%‘“""{2’{‘ lani 2+ |@nyalt 4.

Dieser Ausdruck ist fiir alle Werte von x,, %, ..., %, dann und nur
dann Minimum, wenn die # 4 1 ersten Glieder verschwinden.

124. [Beziiglich 124—127 vgl. L. Bicberbach, Palermo Rend. Bd. 38,
S.98—112, 1914; Berl. Ber. 1916, S. 940—955 und T. Carleman, Math.
Zeitschr. Bd. 1, S. 208—212, 1918.] Spezialfall von 125; man ersetze
dort 7, R durch 0, 7.
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125. Setzt man w=f(x +7y) =u +¢v, so ist der fragliche
Flacheninhalt

R2n
" 0(u, v)| | (s, v)
F:/[dudv:/ ) *ldxd =/ [———| odod?®
rP<z*+y*=R* rP=z*+y*=R? r 0
Man hat (vgl. S. 96)
Gud) cudo _Cusu _(0u (00 (2l i,
d(x,y) Jx dy dy 0x  \0« ox) | dx | b

daher
R2x

R
F=f ‘f,(96i0)120d9d19‘=2n/( 2”2[“n|202”"1)d9
r 6 ’ Nn=— 00

o0
= a > n|a,|?(R"—r2").
n=-—0oo

126. Spezialfall von 127. Betreffend Umlaufssinn vgl. 188 oder
190. — Was bedeutet der erhaltene Ausdruck fiir ¢ = 0? [124.]

127. Die Fliche wird dargestellt als Summe von, mit Vorzeichen
versehenen, Elementardreiecken, begrenzt durch Bogenelemente der
Kurve L und durch Radienvektoren, die vom Nullpunkt ausgehen.
Das Vorzeichen ist positiv oder negativ, je nachdem der Punkt w =0
vom begrenzenden gerichteten Bogenelement links oder rechts liegt.
Es stimmt mit dem Vorzeichen von sinw iiberein, unter Benutzung
der Bezeichnung von Lésung 104. Somit ist der gesuchte Inhalt

ﬂ%fpzf [f(z|smwd19=%f§ﬂzf () f(z) a9
z = rel?,
=1 f Dkagr e““"ya re~idq9,

0 k=-o0

128. Nach 124 ist

1](9) _ N 2,20
40/1)—01@_2:1;]%; y [122].

129. [Vgl. K. Lowner und Ph. Frank, Math. Zeitschr. Bd. 3, S. 84,
1919.] Die , Dichtigkeitsfunktion’ der fraglichen Belegung ist pro-
portional mit |¢'(2)| ", weil f |¢'(2)]~*|dw|, erstreckt iiber einen be-
liebigen Bogen von L, die Linge des entsprechenden Bogens des Kreises
|z| =7 liefert. Es ist somit

27 2
éf[qo’(z)[‘l[dw[ —_—L/qo(z) l¢'(z),"t|dw|, d. h Eofrdﬂ =0qu(rew)rd19.
i

’
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130, Setzt man z = g%, so ist der fragliche Inhalt gleich
r 2 -
ff|f@6m’l29d9dﬁ—-2ﬂf< la |2 2n+1>d9

131. [J. L. W. V. Jensen, Acta Math. Bd. 36, S. 195, 1912.]

cosy = {1 + (Oz) + <2§) ]_i» tg?y = (%)24- (Z—f})z

Aus [ = u? 4 v? ergibt sich

1 ou o0v\2 ou 2 Ou\2 0v\2
Ste?y — |y hid i hd i
58 (”ax +”ax> T ( gy 77 ) (w? +”2)l(8x> + (ax) }

kraft der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen.

132. Ist 2z, ein Punkt mit horizontaler Tangentialebene, so ist
nach 131 entweder f(z,) = 0 oder f(z,) + 0, f(2,) = 0. Im ersten Fall
beachte man, daB eine analytische Funktion nur isolierte Nullstellen be-

sitzt. Im zweiten Falle sei etwa ['(z)) = /"(%) = - =f¢"D(z) =0,
fO(zy) + 0 [I=2, Sattelpunkt (! — 1)t Ordnung], also
©
oo+ 1) = flzg) + T

E= o 1) = ) 2+ fd o T P20 g

= | /(zo) |2 + A| h]' cos ( (p—(x)_]_...,

wo h = |h|et® ist, 4, o reelle Konstanten, 4 2 0, die durch /(z,) und
f9(2,) bestimmt sind. Die 27 Werte von ¢, d1e den Einmiindungs-
richtungen der 2/ Ziige entsprechen, sind
a  2k—1
LAY
Zwischen diesen Richtungen ist das Vorzeichen von Acos(l¢p — &) ab-
wechselnd positiv und negativ.
133. Das fragliche Polynom sei ay(z — o))(z — &) ... (z — &),
0y, Oy, ..., &, reell. Dann ist

c=lal [ [tx—ap+y1z]ak [ [=— w2 ;f >0.
r=1

v=1

T, k=1,2,...,2l.

134. Aus 122 folgt

ST PN ST

If(zo) 12 + J ]‘/52'0

- Of | e+ 7%) pd® = M,



I11. Abschn., Losungen 130—140. 281
d. h. |f(zg)|=M. Gilt das Zeichen =, so muf}

Fla) = lag) =+ = f(zg) =---=0

sein, d. h. f(2) =/(z,), konstant.

1385. Die stetige Funktion |/(z)| muB in dem abgeschlossenen
Bereiche 8 ihr Maximum erreichen. Nach 134 ist es unmdglich, daB
{/(z)| diesen groBten Wert in einem inneren Punkt z, von $ erreicht.

136. Das Flichenstiick, welches ein beliebiger, zur x, y-Ebene
senkrechter Zylinder aus der Betragfliche herausschneidet, hat seinen
hochstgelegenen Punkt am Rande, es sei denn, dal die ganze Betrag-
fliche eine der %, y-Ebene parallele Ebene ist. Eine ,,analytische Land-
schaft‘ besitzt keine ,,Gipfel*.

137. Geometrische Einkleidung des Satzes, daB ein Polynom
(z—2)(z—2,) --- (2—z,) in jedem Bereiche seinen Maximalbetrag
am Rande annimmt [135].

138. TL) ist reguldr in % [135].

139. Es sei |2,| <R, »=1, 2,...,#. Die Funktion

f(z):%"V(Rz_ 2,2)(R2 —2,2) --- (R? — %,2)

hat einen fiir |z| = R reguldren Zweig, ferner ist f(z) von 0 verschieden
in |z|=R. Nach 135 und 138 liegt also |/(0)| = R zwischen dem
Maximum und Minimum von |f(z)| fiir |z| = R. Es ist fir |z| =R [5]

1@ =Vlz =zl [z — ][5 — 2l

Die einzige Ausnahme bildet der Fall, wo f(z)=konst.,, d. h.
2 =2y =+ =2, =0 ist.
140. Fiir |z| =R ist

R = Max i(R2—Elz)—|—(R2—ézz)—{—---—{—(R2—2nz) =
"
éMax<,1*|R2_'51z‘+‘R2"22z‘+"'+‘R2_2_nz‘>:
- R n

=Max|z_zli+izf22[+""Hz—zni
”n

[5].

Das Gleichheitszeichen kann nur dann eintreten, wenn z; + 2, +--- -+ 2,
— 0, wenn ferner simtliche z, vom gleichen Arcus sind, d. h. z, =0,
y=1,2,...,m. — Man beachte den Spezialfall » =4, z, =1, 2, =1,
z,=—1, z,=—1, R>1. Das arithmetische Mittel der Projektionen
der fraglichen Abstinde auf den durch den Punkt P gehenden Durch-
messer ist schon = R.
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141, Die Funktion

1 1 1
B—s: R_zz: TR

2 — Zn2
ist reguldr fiir [z|=R. Es ist somit [135] fir |2|=R
Min ————— = Min —
L 2m

n n
=
S R < R
g |z — 2, g{—R2.— z,2| Max ng—Evz

Man beachte den Spezialfall # =3, z; =% =1, z,=¢%=¢ 3,
47

i b : . ;
zz=¢%=¢ 3, R=5. Dann ist filr 2z = Re!?, v =1, 2, 3,

n

=R.

1 1 _ 2‘% Pycos(® — 8]
lz—2| YR 41 —2Rcos(d —9,) = REH ’
wobei Py(x) das k&' Legendresche Polynom bezeichnet [VI, § 11]. Es
ist Py(cos?) =1, P,(cos?) = cost, Py(cos?) =1 4 § cos2¢. Hieraus

folgt [VI 91].

3
1 1 1 1
?Zm s RTam T
<1 Pcos(d — )] + Pylcos( — )] + Pylcos(d — 95)]

+ > S R

k=3

oo

1 1 1 1  R-—5 1
"R Im _ng+1—§+4R3(R—1)gf'

142. Ist f(z) & 0 iberall im Innern der fraglichen Kurve, so er-
reicht |f(z)| nach 135 und 138 sowohl sein Maximum als auch sein
Minimum auf dieser Kurve; daraus folgt, daB |/(z)| in dem ganzen
Innern konstant sein miiBte, d. h. f(z) =konst. Geometrisch: Da
innerhalb einer geschlossenen Niveaulinie der Betragfliche kein Gipfel
liegen kann, muB mindestens eine Mulde darin liegen, es sei denn,
daB die Betragfliche eine horizontale Ebene ist.

143. Innerhalb jeder geschlossenen Linie, lings welcher der Betrag
des Polynoms {z — #) (z — 2,) - -+ (2 — z,) konstant ist, mull mindestens
eine Nullstelle dieses Polynoms liegen [142]. Es sind blo8 # Nullstellen
vorhanden.

144. Der Satz gilt nicht, wenn f(z) = konst. Sonst ist f(z,) = 0.
Liegt ein Sattelpunkt an der Kreisperipherie |z| =7, so ragt die
Projektion mindestens eines derjenigen in 132 erwdhnten winkelférmigen
Gebiete, deren Punkte héher als der Sattelpunkt gelegen sind, in das
Kreisinnere |z| <7 hinein. Also kann z, kein Sattelpunkt sein, d. h.

f(z) £ 0.
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Setzen wir f(z) = w und betrachten wir die Bildkurve der Kreis-
peripherie |z| =7 in der w-Ebene. Ihr vom Punkt @ = 0 am meisten
entfernter Punkt ist w, = f(z,); sie hat in w, eine bestimmte Tangente,
weil f(2,) & 0. Diese Tangente, d. h. der Vektor 72,/ (z,) [103] steht
senkrecht auf dem Vektor w, = f(z,) (geometrisch klar). Daher ist
zz;(f% rein imaginir. Der dem Nullpunkt zugewandten Seite der

0
Kreisperipherie entspricht in der Umgebung von w, die dem Nullpunkt

zugewandte Seite der Bildkurve, laut Voraussetzung. Daher ist P20/ ()

positiv imaginir. 1(z0)
145. [Vgl. A. Pringsheim, Miinch. Ber. 1920, S.145; 1921, S. 255.]
— w1 “ywt — ot ., @ .
22 P 1 =2 iy = ity 2

146. [A. Pringsheim, a. a. O. 145.] Setzt man

k_llf_1( 2 zv—l— b fiir E=0,1,2,...,
Z(,k)=
k+ ("‘JH% ;1+Zf+% ;2—{— +z;llzk+1)
furk=—21*3,...,
dann ist

. y ZZH _ zg+1
%’”f(zr z) + P —2) + - + 0P (2 — 2a-1) =_~k+—1=0'
Es sei I die Gesamtlinge von L, R ihr groBter, » ihr kleinster Ab-
stand vom Nullpunkt z=0. Es ist

IZ]—Zol—l-izz—zll—f—l%—zz\—}-“'—I—lzn—zn_ll

die Linge eines eingeschriebenen Polygons, folglich =I. Ist & ge-
geben, 6 >0, und # geniigend groB, so ist es mdglich, die Wahl von
Zg, %1, %9, - - +» 2y SO zU treffen, daB [z, —z,- 1|=6,»=1,2,..,n Dann
ist, k=0 vorausgesetzt

|E® — B (5 — 2| = klﬂ(zk =)+ 5@ =)+l
= [k4(E—1)+-- -+ 1+ O0IR2[z,— 2,12,
folglich k+1

k S k
k-1 2' 2 k-1
ng ) | 2, Zv—l‘ézR 1é.

tEZf(zv — 2Z,-1)
v=1

Wenn k< —2 ist, dann muB 7 zur Abschitzung herangezogen werden.
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147. [Vgl.G. N. Waison, Complex Integration and Cauchy’s Theorem.
Cambr. Math. Tracts, Nr. 15, S. 66, 1914.] Das Innere der fraglichen
Ellipse ist durch die Bedingung

2 —xy+y2+x+y<0

gekennzeichnet. Von den vier Polen 4 — f
bloB zy=— i_ — in diesem Gebiet. Es 1st somit

12 W

dz 2n1 . .
¢1+¢=Z§=ﬁih1+”

des Integranden liegt

xdd zxdﬁ

148. 4 xz—l—smzt? sin2¢ - 42 ]51m9—zx_9§z2+22x—1’

2 =d? gesetzt. Die Integratlon ist langs des Kreises |z|=1 er-
streckt, worin nur der Pol zy=—x +}2 + 1 liegt. Es ergibt sich

somit . .
41 2m1

ntat Jita

149. [G. Pélya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 24,
S.84,1916. Losungvon J. Mahrenholz; ebenda, Serie 3, Bd. 26,S. 66, 1917.]

27
/(1 + 2cos ) e”“’ . 95 (14242 i
1—7—27(:0519 1—7z2—7r(1+22) ok

0

das Integral langs des Kreises | 2| =1 erstreckt. Fiirr =0, —1 <7< 3

hat man

7 —1 } > 2, so daB die beiden Wurzeln der quadratischen

Gleichung (1 —7)z—7(1+22) =0 durch den Einheitskreis getrennt
liegen. Es sei o die Wurzel im Innern des Einheitskreises, d. h.

lo| <1, (1—7)2—7(1+z2)=—r(z—g)( ——27) Wir erhalten
(A 4z + 22)

-4

1—7r—Y1—27— 372
27 ’

. 2n

St

27

e

z=

o ist reell, o =
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150. Setzt man z=x + ¢y, dann 148t sich das fragliche Integral
folgendermaBen schreiben:

1 ¢2d2—2d2+z2(édz—zdé) 1 95(1 + 22)zdz — (1 4 22)zdz

2i 1422+ 2+ 222 Y 1+ 21 + 22
z2dz .
=g 1+z2=32m=2n.

Die Brennpunkte der Ellipse sind die Pole des Integranden.
151. Es ist, o >0,

E
@ 2

; ins
x-le-2dx + wsi/eisﬁ‘“’ewdﬁ —e? /x“l e ?dx=0.
0
Wenn w gegen + oo konvergiert, dann konvergiert das erste Integral
gegen I(s) und das dritte gegen das fragliche Integral. Der Betrag
des zweiten Integrals ist

JT T T

— —— —

2
A .
<A/6—wcosﬁdﬁ= A/e—mcosﬂdﬂ_*_ A e‘“’°°51’d19< zne«usme_}_Ae'
0 0

7
—-—¢

2

IREA

. Z . 1
wobeil 4 = e?2 , 0<s<%. Setzt man hier e = — , Rs <k <1,
w

dann sieht man, daBl das zweite Glied gegen O konvergiert.
152. Das fragliche Integral ist
1
__2 .
=—[x" sinxdx.
nu.
0
Aus 151 folgt fiir reelles s, 0 <<s<<1

o0

/xg—l sinxdx = T(s)siny}—zs.
0
Dieses Integral konvergiert fiir —1 <%s <1 und die rechte Seite ist
ebenda reguldar. Daher gilt diese Formel fir —1 <<fis << 1.
153. [Vgl. Correspondance d’Hermite et de Stieltjes, Bd. 2, S. 337.
Paris: Gauthier -Villars 1905; vgl. G. H. Hardy, Messenger, Bd. 46,
S. 175—182, 1917.]

g  (n+1)a n+1

—g

f iy = —¢  # |eFzr  dz;
24

»

das letzte Integral ist iiber den Halbstrahl arcz = « erstreckt und

T a4
=fe"xT_1dx:F(n+ 1>,
0

u
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1
weil der Integrand fiir z =ré¢?, 0 =<9 <& mit — . gegen 0 konvergiert,
und zwar gleichmaBig in 9.
Fir oo = um, 0<<u <% erhilt man die Funktion

e~ @ cosumgin (x#sinum),

deren sdmtliche ,,Stieltjessche Momente* verschwinden, ohne daB sie
selbst verschwiande (kein Widerspruch zu II 138, II 139). Nach Bore!
[Lesons sur les séries divergentes S. 73—75, Paris: Gauthier-Villars 1901 ;
vgl. noch G. Pélya, Astr. Nachr. Bd. 208, S. 185, 1919] kann dhnliches
fiir eine Funktion f(x) mit |f(%)| < e *V®, k>0, % konstant, niemals
zutreffen. Unsere Formel lehrt, daB in diesem Borelschen Satz }x
nicht durch eine niedrigere Potenz x#, u <} von x ersetzt werden kann.
H. Hamburger zeigte sogar [Math. Zeitschr. Bd. 4, S. 209—211, 1919],

_ /o
daB anstatt }¥x nicht einmal A stehen kann, indem er bewies:
(log %)
’ nﬁ— logx> . (V;logx—{—n)
exp(— sin x*dx =0, n=01,2,....
§ (log %)% + n2 (logx)2 4 n?

+oo + o0

154. x““fe ”‘cosxtdt—-xﬂfsmxi cptemle gt =g fe”" S2dz,

als Integratlonsvarlable 2=z elngefuhrt und zur Abkurzung pl=yw,
x~# =0 gesetzt. Man drehe die Integrationsgerade um einen kleinen
positiven Winkel, setze 0 = 0, dann drehe man die Integrationsgerade

. o . . . LT
in positiver Richtung weiter, bis arcz = iy

155. Man ersetze den geradlinigen Integrationsweg in

a+iT
1 6063
—ds, T>a

2mi | s?
a-1iT
durch den rechten bzw. linken Halbkreis tiber der Strecke (a —¢T, a +7)

als Durchmesser, je nachdem, ob & =<0 oder & > 0 ist. Im ersten Falle
X0 xXaQ
bleibt das Integral unverdndert und ist absolut <~1‘—e—nT= e—;
27 T? 2T
im zweiten Falle wird es um « (Residuum im Pol s = 0) vermindert
o Q
und das neue Integral ist absolut << iTe
T gegen 4 oo wandern. 2 (T —ap®
166. [Der Fall A =14 ¢~ von H. Weyl.] Es ist

aiT. Man lasse jetzt

puy)=— fir n=it=n+1,
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also (das SchlufBiresultat der Integrations- und Summationsver-
tauschungen 1aB8t sich auf mehrere Arten rechtfertigen)

+oo

o nt1 sin 2 gitnti-tugy
1 2
—}.tdt__ / “Atd = / —itl
/u E e E e py at

u

o
— 00
400 +o00
r° r* Tu

Yoz
,1 Sln € tne'bnu
= ———— ¢t gmitu E dtdu
) u

U= -0 =0

400 400

+oo
/-few et(-l—iu+e“‘)dtdu=_1_' ——eiTJ*——du
27w 2mif u(d 4 tu — &%)

Dieses Integral ist gleich der Summe der Residuen in der oberen Halb-
e —1

w(d + 1u — %)

kreis # = v ¢?, 0 == <z mit wachsenden 7 gegen 0 konvergiert. Der

einzige Pol in der oberen Halbebene ist # = ¢z [196], das zugehorige

ebene, weil das Integral von , erstreckt iiber den Halb-

Residuum ist gleich % (Vgl. 215, IV 55.)

157. [Dirichlet, J. fir Math. Bd. 17, S. 35, 1837; Mehler, Math.
Ann. Bd. 5, S.141, 1872.] Essei —1 <x <1, x =cos?, 0 <P << .
Es ist

P,(cos?)) =

dz,
27”-(}51/ 2200519+z2

das Integral lings irgendeines, die beiden singuliren Punkte &% und
e~ in positivem Sinne umschlieBenden Weges erstreckt. Man kann
nun diesen entweder auf die geradlinige Verbindungsstrecke von ¢?
und e~%? (Laplacesche Formel) oder aber auf den Bogen — ¢ =arcz=<
des FEinheitskreises (Divichlet-Mehlersche Formel) zusammenziehen.
(Beidemal ist Vorsicht geboten, weil der Integrand in den.Endpunkten
unendlich wird, jedoch nur von der Ordnung 4.) Nach Umkreisen des
singuldren Punktes dndert der Integrand bloB sein Vorzeichen; daher ist:

1
(cos? + s sin)"isindd o

P, (cos?) = —
( ) 271 ) Y1 — 2(cos? + ta sind) cosd 4 (cos? + 1 & sind))?
&

0 o .
2 ént.gettdt

- 270 ]/1 — 2¢éftcosd + it
k)
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Die dritte Formel entsteht entweder durch Zusammenziehen des
Integrationsweges auf den Bogen ¥ = arcz=2s — 9 des Einheitskreises
oder durch Variablenvertauschung aus der zweiten und gleichzeitiges
Ersetzen von & durch # — 4. [Es ist P,(—cos®#) = (—1)* P, (cos).]

1568. Wenn z reell und negativ ist, dann liefern irgend zwei zur
reellen Achse symmetrische Elemente von L zueinander konjugierte
Beitrige. Man bezeichne mit L, die im negativen Sinne umfahrene
Berandung des Halbstreifens Rz > «, —z << J2z <<z (speziell L, = L).
Wenn z aulerhalb & liegt und & >0 ist, so hat das Integral lings jeder
Kurve L, denselben Wert. L4Bt man & gegen -+ oo wandern, so kann
man E(z) nach und nach iiber die ganze Ebene hin fortsetzen.

159. Das Integral, lings L = L, erstreckt, hat denselben Wert wie
lings L., ® = 0. Da """ = ¢° "= ¢-¢ heben sich die Beitrige
der beiden horizontalen Strecken von L, auf. Die vertikale Strecke
von L, ergibt
2% et gy .

Dieser Wert ist unabhingig von «, also = 1, wie fiir & - — oo ersichtlich.

160. 1. Es sei z auBerhalb &. Es ist [159]

E(z)=—~+———.i[(—c+f%z) fag.

Man erstrecke das Integral rechts nicht lings L, sondern lings einer
inneren Parallelkurve L’ im Abstand é (Berandung des Gebietes Rz > 4,

—n 4+ << Jz<<m— J), wobel 0 << < %, und beachte, daB dasreelle
Integral oo
/52e—e§coséd5
konvergiert. 0

2. Es sei z im Rechteck —1 <$z2<<0, — 7 < Iz <z gelegen;
dann ist nach dem Residuensatz

eé ? e§

e 14 . o7
’/‘mdinv/adé':%ue .
L L,

Folglich gilt zundchst im Rechteck und dann auf Grund analytischer
Fortsetzung im Halbstreifen &

1 1

22 271

Man wihle anstatt L ; die duBere Parallelkurve im Abstand 4,

E()=ef—— + '(— r4 2 )eefdc.

l—=z

0<io< g—, als Integrationslinie.
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161. Der Zihler ist

n

. 2 271
— — A\n-» —_
278 D)~ 1) Wm—n " "

»=0
Der Nenner ist
e 22 21 cos & 21
] A1 [1I 217].
nl 2ne? — | )

Zur Erklarung: Der ﬁberwiegende Teil beider Integrale rithrt von einem
Teilbogen her, dessen Mittelpunkt z = 2% und dessen Linge von der

GroBenordnung # ist. Auf ihm ist der Arcus von dz nahezu %, der
Arcus von f,(2) nahezu 0 [43].

162. Die Anzahl der Nullstellen im Kreise |z| <7 ist

2n
¢]‘,,, i/‘zﬁdﬂ: 1 2=1ré?,
" 2w 2n )" f(2) 2
lzl=7r 0
163. w(—i)_:zL(z) ist ein Polynom (# — 1)t*» Grades von z. Ferner ist

Pla) = g dr =2, v=12,..,m.
L

164. Beide Seiten nach dem Residuensatz ausgewertet, identisch
mit V 97.

165. Es sei e > 0. Man betrachte den Teil der z-Ebene, in dem
>e,n=0,41,4+ 2,...erfiillt sind

(durchlocherte Ebene). Es existiert eine von ¢ abhingige Konstante K,
so beschaffen, daB in der ganzen durchlécherten Ebene

samtliche Ungleichungen |z — ?

|sinp(x + 4v)| > K 1eelv!

IA

ist. Es geniigt, dies im Gebiet — 219 =x=-+ —, |z| > ¢ einzusehen,

.
. 20
0<e< Zo Das Integral

A L FQ  ac

2mi J sinpg{ (C — 2)2’

erstreckt lings des Kreises || = ( n+ ) konvergiert fiir # —» oo

gegen Null, da lings der Integrationslinie |F (€)(singl)~1| < CK ist.
Man berechne die Summe der Residuen [Hurwitz-Courant, S. 115—120].

Pé6lya-Szegd, Aufgaben und Lehrsitze 1. 19
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166. Ersetzt -man in 165: F(z) durch G(z + 57{) und nachher z
Q

durch z — 21, so ergibt sich
Y

T dz cosgz

n=-—-o0

Vereinigt man hier die Glieder, die zu den Indices #» und —# —1
gehoren, so erhdlt man:

d G N e LAY 0
dz cospz _g(—“ G<‘vg )([er(n—i—%)n]z—’—gz—k(n%— )7ji>

und nach Integration:

G(z) PN (G ) 1
cosz)zz_g(_“ G<% 0 n>(gz—(n+%)n+@z+(:z—|——;-)n>'

Die Integrationskonstante ist 0, weil beiderseits eine ungerade Funk-
tion stehen mubB.
167. Die Funktion f(z)logz bzw. z¥f(z) ist regulir in dem in der
Abbildung angedeuteten Bereiche.
168. Aus 167 folgt, da |logz —in| == fiir
|z] =1 ist, daB

») L/f(x)dxiéé-

Fiir ganzzahliges & ersetze man f(z) durch 2Ff(2).
Fir nicht ganzes £ wende man die zweite Formel
in 167 an.

169. [D. Hilbert. Vgl. H. Weyl, Diss. Gottingen 1908, S. 83 ; F. Wiener,
Math. Ann. Bd. 68, S.361, 1910; I. Schur, J. fiir Math. Bd. 140, S. 16,
1911; L. Fejér und F. Riesz, Math. Zeitschr. Bd. 11, S.305—314, 1921.]
Man setze in 168:

1
@) =500+ mz+ x4+ )2, k=a+1.
Dann ist [122]
[lHE a0 =4 5+ 24 4= 1
0

und

f 27122“96”/ e = 2n22/t+£;7xio~c'
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170. Es sei L eine geschlossene, doppelpunktlose, stetige Kurve,
die ganz im Gebiete ¢ verlduft, und z liege im Innern von L. Nach
dem Cauchyschen Satz ist

I 2_”(/55

Daraus folgt, da auf L gleichmiBig
W@ 10

lim = 15
n—)ooc_z 4-—2

gilt, daB f({) auf L stetig ist. Ferner ist

nhfolof" 271 9§C~ z

Letztere Funktion ist reguldr im Innern von L.

171. [T. Carleman.] F,(z) ist das Flichenintegral von f iiber einer
Kreisfliche, deren Begrenzungskreis K, den Mittelpunkt z und den
Radius 7 hat. Es sei dz=¢i*|dz| das Bogenelement von K,. Wenn x
sich um Adx 4ndert, d. h. wenn die Integrationsfliche in der Richtung
der positiven x-Achse um Ax verschoben wird, dann betrigt, wie geo-
metrisch klar, die Anderung der Fliche pro Bogenelement !dz| - Axsint;
d. h.

das Integral lings der Kreislinie K, erstreckt. Ahnlich erhilt man

woraus wegen der Voraussetzung

GE) 1 ORE _ 1ggfdz_0

Ox i dy

K"

folgt. Daher ist [S. 94] F,(2) analytisch, ebenso #=2F,(2) und endlich
auch [170] . F2)

lim- " = {(z) .

r>0 "7
An Stelle aller Kreise kdnnte man auch .alle diejenigen Kurven be-
trachten, die zu einer gegebenen geschlossenen, doppelpunktlosen Kurve
dhnlich und #hnlich gelegen sind.

172. Um zu zeigen, daB die Differenz

f}‘ (&) dd — 27£(0) 2] (€% — [(re')]dd, 0=7r <1 [118]
0

19%
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gleich 0 ist, beweisen wir, dal} sie mit 1 — 7 beliebig klein gemacht
werden kann. Man lege um die eventuellen Unstetigkeitspunkte als
Mittelpunkte offene Kreisscheiben vom Radius ¢, die keine gemein-
samen Punkte miteinander haben. Nach Wegnahme derselben bleibt
vom Einheitskreis |z{=1 ein Bereich iibrig, in dem /(z) gleichmaBig
stetig ist. Wir zerspalten nun das letzte Integral in zwei Teile: der
erste Teil ist erstreckt lings derjenigen Bogen, die in die eben definierten
Kreisscheiben hineinfallen, der zweite lings der anderen. Der erste Teil
wird mit ¢ beliebig klein [/(z) ist beschrinkt], der zweite kann nach
Festlegung von &, wenn nur 1 — 7 geniigend klein gewihlt ist, beliebig
klein gemacht werden. :

173. Vgl 174. Vgl auch 231 und Hurwitz-Courant, S. 268.

174. Es ist vorteilhaft, die folgende allgemeine Situation zu be-
trachten: Der in der [-Ebene gelegene einfach zusammenhingende
Bereich B sei durch die Funktion y({) = Z im Innern konform, am
Rande in geniigendem AusmaB stetig, im ganzen eineindeutig auf den
Kreis |Z| =1 abgebildet, und zwar soll der Punkt { =z in Z = 0 iiber-
gehen. Die inverse Funktion von y mit v~ bezeichnet, ist { = y~1(Z).
Wir ,,verpflanzen“ die im Bereiche ¥ regulire Funktion f({) von der
(- in die Z-Ebene, indem wir

1) =1y~*2)] = F(2)

F(0) = 95 Fz) -2

2niZ’
das Integral lings des Kreises | Z| = 1 im positiven Sinne erstreckt [172].
Nach Variablentransformation Z = y(2) wird hieraus, wenn man

Fly(@)] = 1), w(z) =0
_ p 1O av)
2miy(l)

das Integral lings des Randes von B im positiven Sinne erstreckt.
173 und 174 sind Spezialfille:

C—=2R y()d¢ (R2 —)d 0O

setzen. Es gilt

beachtet,

1(2)

B: [{[=R, y()= RE—Cz" 1) :R2-—2chos(@—ﬂ)—|—1’2’
(=Re&9, z=re?;
o me=o, wo=>1Tp, LOL_

2407 i) x4 (g —y)2
=1y, z=2x-F+1y.
175. [J. L. W. V. Jensen, Acta Math. Bd. 22, S. 359—364, 1899.

Vgl E. Goursat, Cours d’analyse, mathématique, Bd. 2, 3. Auflage,
S. 121—123. Paris: Gauthier-Villars 1918.]
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Der Integrand ist in @, eindeutig; @, enthdlt den Punkt » =0
wenn ¢ geniigend klein ist [Voraussetzung], und dann ist der Wert des
Integrals = 2a¢logf(0) . Es sei &; bzw. &y, ..., &y, B, - - ., B der End-
punkt des Weges, welcher den den Punkt a, bzw. a,, ..., a,, b;,..., b,
bedeckenden e-Kreisbereich mit [z| =1 verbindet (|a&;|=--- =]|ay]
=|fy|=--- =|pfa] =1). Die Schlinge, die in «, anfingt und nach
Umfahren des a,, abschniirenden e-Kreises wieder in &, miindet, liefert,
wie fiir ¢— 0 ersichtlich, den Beitrag

oy

. (d .
—Zauf—z—z— = —2ailog ull

122

@y

(die Nullstelle a, ist Bestimmtheit halber als einfach vorausgesetzt
27

worden). Die Peripherie |z| = 1 liefert den Beitrag [log/(¢'?) id®¥. Man
0

nehme den Imagindrteil auf beiden Seiten der Gleichung

2: m "
2 AW _ : Xu . & - .

flogf(f ¢?)id 9 2mH:1 7 - zﬂzglog b= 27:1logf(0) .
Ein anderer Beweis ist nach der Methode in 120 zu fithren.

176. Vgl. 177. Vgl. auch 232.

177. [F. und R. Nevanlinna, Acta Soc. Sc. Fennicae, Bd. 50,
Nr. 5, 1922.] Bezeichnungen wie in Lésung 174. Man hetrachte eine
Funktion f({), die in dem Bereich ¥ meromorph, auf dessen Rand
und in dem inneren Punkt z von 0 und oo verschieden ist und im
Innern von B die Nullstellen a,, a,,..., a,, und die Pole b;, b3, ..., b,
besitzt. Die ,,verpflanzte* Funktion F(Z) = f[y~1(Z)] hat die Null-
stellen 4, = vy(a,) und die Pole B, = v(b,); es gilt [175]

[ *_
log | F(0 ]+Zlog 4, gogB[ §6g 212

die Integration lings |Z| =1 erstreckt; hieraus folgt durch Variablen-
vertauschung [174]

2 glwaﬂ Z 0g — §5gi _mw)c — log|£(2)],

die Integration lings des Randes von % erstreckt. Die Vorzeichen links

ay(C)

2iy(C)
Denkt man sich f({) variabel und den speziellen Wert |f(z)| fest, so

kann man den Inhalt der Formel etwas vag so aussprechen: Nullstellen im
Innern vergréBern, Pole im Innern verkleinern die Betrdge der Rand-

sind in Evidenz gesetzt: |y(a,) | <1, |p(,)| <1; ist positiv.
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werte. — Aus dieser allgemeinen Jensenschen Formel folgen 176, 177
so, wie 173, 174 aus der in Lisung 174 gegebenen allgemeinen Formel. —
Man kann auch den Beweis von 120 sinngeméif verallgemeinern [174]. —
Die Voraussetzung, daB f(z) am Rande von 0 verschieden ist, 1Bt
sich stets [120], daB f(z) am Rande regulidr ist, in vielen Fillen ab-
streifen.

178. [Vgl. F. Nevanlinna, C.R. Bd. 175, S. 676,1922; T. Carieman,
Ark. for Mat., Astron. och Fys. Bd. 17, Nr. 9, S. 5, 1923.] Man lege
um g, den Kreis vom Radius ¢, ¢ geniigend klein und verbinde den

e-Kreis mit dem Halbkreis |z| =R, — g<arcz\ + ¥, so daB die

Verbindungswege (u =1, 2, ..., #) sich nicht kreuzen. Nach Weg-
nahme der ¢Kreisbereiche und der Verbindungswege bleibt von 9B
ein einfach zusammenhéngendes Gebiet @, tibrig, iiber dessen Berandung
das besagte Integral im positiven Sinne zu erstrecken ist. Die Schleife
um a,, deren Anfangs- und Endpunkt derselbe Punkt z, ist, |z,| = R

ergibt
5 < 1 a,, 1 —l— %rfﬁ)
T Ay R z, R

Man nehme nun den Realteil des Ausdruckes

/1ogf (Rei") 22 g9 </ +f ) ( 1y R2> log /(i) dy

xv!a

NIH

-id 75“’) 7 (1 a 1 P )
& - — R . S Suey
+flogf rei ( )49 2n21’ PR Rl + o) =0.

z

Die Einfachheit der Formel ist dem Umstand zu verdanken, daB am

Rande deé Halbkreises |z| << R, ®z > 0, das Differential (—1-2— + %) o_if
2 P
stets reell und die Funktion —12——~ }3—2— rein imaginir ist.

179. Es sei ay=|a,|¢" +0, z — 2z, =1,6%, also
Ue) +iV(2) = aglz — 21) (2 — 25)... (2 — 2,)
= l a, [ 5“377151'% . 723i% . 7ngi<7’n;

wenn z =« reell ist und von —oo bis + oo wichst, dann wachsen
samtliche Winkel ¢,, v =1,2,...,%2 von —n bis 0, also wichst auch

arctg UE i y+@ +@,+---+ ¢, und zwar im ganzen um #m;.
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Daraus folgt, daB der Quotient (I% =tg(y + ¢+ @, +---+ @,) im
Intervall —oco=<<x= +o0 im ganzen # mal 0 und # mal oo wird, —
Zugleich zeigt diese SchluBweise, dall die Nullstellen von U(x) und V(x)
abwechselnd aufeinander folgen.

180. Wegen der stetigen Anderung des Arcus klar.

181. Nach dem Prinzip des Arguments klar, da die entsprechende
Aussage beziiglich der Anzahl der Nullstellen und Pole klar ist, auch
dann, wenn Stellen vorhanden sind, an denen ¢(z) und v(z) beide
interessiert sind. — Anders: arc f(z) = arc p(z) + arcy(z).

182. Ein Polynom zerfillt in das Produkt von linearen Faktoren
2z — 3,, wobei 2, eine Nullstelle bedeutet. Nach 181 geniigt es also, den
Satz fiir eine lineare Funktion z — z, zu beweisen. Bei der Abbildung
w=2z—2, wird L um den Vektor — 2, verschoben. Liegt also z, im
Innern von L, so liegt der Punkt w = 0 im Innern der Bildkurve, die
Windungszahl ist =1. Im anderen Falle ist die Windungszahl =0.

183. Wenn f(2) in dem Bereich %, abgesehen ev. von ge-
wissen Polen, reguldr, auf L selbst endlich und von O verschieden ist,
dann ist f(z) = R(2) p(2), R(z) eine rationale Funktion, ¢(z) geniigt
den Bedingungen der in der Aufgabe formulierten speziellen Fassung
des Prinzips vom Argument. [181, 182.]

184. [A. Hurwitz, Math. Ann. Bd. 57, S. 444, 1903. Vgl. auch
Ch. Sturm, Journ. de Math. Bd. 1, S. 431, 1836.] DaB die Nullstellen-
anzahl =2# ist, folgt aus VI14. Die Windungszahl der Kurve, die
P(z) beschreibt, wenn z = 7¢'?, » > 0 ist und ¢ von Null bis 2z liuft,
ist =m, weil P(2) im Nullpunkt eine m-fache Nullstelle hat. Daher
durchsetzt sie mindestens 2m-mal die imaginire Achse. Man fasse
7y =1-—¢, ¢ positiv und geeignet gewihlt, oder » =1 ins Auge, je
nachdem P(z) an dem Kreis |2| =1 Nullstellen hat oder nicht. — Ein
wesentlich verschiedener Beweis folgt aus II 141.

185. Das Polynom P(z) = ay + a,2 + a2 + - - - + a, 2" besitzt »
Nullstellen im Einheitskreis |z| << 1 [22]. Daher ist die Windungszahl
der Kurve, die dem Einheitskreis |z| =1 bei der Abbildung w = P(z)
entspricht, = ». Man wende 180 auf die positive bzw. negative Hilfte
der reellen Achse an.

186. [A. Ostrowsk:.] Man beschreibe in der w-Ebene einen Kreis
vom Mittelpunkt w = @, dessen Radius das Maximum von |f(z)| auf L
ist. Dieser Kreis enthdlt nicht den Punkt w==0. Die Kurve, in
welche L b'i der Abbildung w = a — f(z) ibergeht, verliuft im be-
sagten Kreis, hat daher die Windungszahl 0.

187. Fir z=1ty, —5=9y =1 ist w=¢"¥ — ¢~"i¥ = 24sinny.
Fiir z=x4+1%¢, =0 ist w=41¢(¢"* 4 ¢ 7). Wenn also z die
Begrenzung des gegebenen Halbstreifens in positiver Richtung durch-
lduft, dann beschreibt w die imaginire Achse, und zwar von 4 700
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bis —ioco. Es sei ferner z=x 41y, x eine feste positive Zahl,
—3=y=$}. Aus

W= g%, T — =TT . g7 = ("% — ¢~ 7%) cosmy + 1 (¢7% -+ e~ %) sinzy
ist ersichtlich, daB, wenn z die Strecke Rz=2x, —$=J2z=1 durch-
liuft, w eine in der rechten Halbebene gelegene halbe Ellipsenlinie
beschreibt, deren Mittelpunkt der Nullpunkt und deren Halbachsen
"% — ¢~ 7% bzw. 7% 4 ¢~7% gind.

Wenn also w, irgendeine Zahl der rechten Halbebene fiw > 0 ist,
dann kann x so groB gewihlt werden, daBl folgendes gilt: Wenn z den
Rand des viereckférmigen Gebietes

0<Rz<x, —3<Jr<i}
beschreibt, dann ist die Windungszahl der von @ — w, beschriebenen
Kurve der w-Ebene gleich 1. Vgl. auch 188.

188. Es sei w, ein beliebiger Punkt im Innern der Bildkurve K
von |z| =7 und man betrachte diejenige Kurve K’, die aus K durch
Verschiebung um den Vektor —uw, entsteht. Sie ist das Bild des
Kreises |z| =7 bei der Abbildung w = f(z) — w,. Ihre Windungszahl
kann laut Voraussetzung nur 41 oder —1 sein. Da f(z) — w, regulir
ist, so ist sie [Prinzip des Arguments] nichtnegativ, also = +1. Die
Funktion f(z) —w, hat also genau eine Nullstelle im Kreise |z|<C7.
Analog zeigt man, daB ein auBerhalb K gelegener Punkt w, nicht
zum Wertvorrat von f(z) in |z| =7 gehort (entsprechende Windungs-
zahl = 0). P

189. Man betrachte bei der Abbildung w = / e 2dx die Bild-

0

kurve des Randes von einem Kreissektor, dessen Radien mit der
positiven reellen Achse bzw. den Winkel —{—Z— und -—% einschlieBen.

Die Bilder der beiden Radien kénnen aus der rechten Hilfte der bei
Drude, a.a. O. abgebildeten Kurve (Cornusche Spirale) durch Drehung
um 45° bzw. durch Spiegelung und Drehung konstruiert werden. Das

Bild des begrenzenden Kreises verlduft in der Nihe des Punktes w =V§

[IV 189]. Es sei die positive Zahl 7 so klein gewihlt, daB das Bild

des Kreisbogens z = re!?, — %gﬁ g%— die Bilder der Radien nur in
[ iz

den beiden, den Punkten 7¢* und 7e * entsprechenden Punkten trifft.

Man betrachte dann diejenige Kurve, welche aus der Begrenzung

jenes Teiles des oben genannten Sektors hervorgeht, der im Kreis-
duBern |z|=v7 liegt: Diese Kurve hat die Windungszahl 0. Man

schlieBt hieraus, daB w 4 0, wenn — i < arcz <Z ist. Anderer
Beweis in V 178. 4 4
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190. Das Integral

1 f(2)dz
21 ) f(2)—a
hat einen ganzzahligen Wert, kann sich also bei stetiger Anderung des
Integrationsweges iiberhaupt nicht dndern. Die fraglichen Kurven der
z-Ebene lassen sich stetig ineinander iiberfithren.

191. Es sei /() =0, dann ist f(z) + 0 auf L. Die Funktion
logf(z) = logR + 10 ist regulir in jedem Punkt von L. Daher hat
man [Hurwitz-Courant, S. 255, Formel (2)]

dlogR 00
dy  ds’

wobei die Differentiation in der Richtung der duBeren Normalen bzw.
der positiven Richtung der Tangente in dem Punkt z der Kurve L
gemeint ist. Die linksstehende Ableitung ist positiv [Prinzip des Maxi-
mums], das gleiche gilt somit fiir die rechtsstehende. — Das Bild von L
ist eine (ev. mehrfach in demselben Sinne durchlaufene) Kreislinie.

192, [B. Riemann, Werke, S.106—107. Leipzig: B. G. Teubner 1876;
H. M. Macdonald, Lond. M. S. Proc. Bd. 29, S. 576—577, 1898; vgl.
auch G. N.Watson, ebenda, Serie 2, Bd. 15, S. 227—242, 1916.] Ess:i

auf L (Bezeichnungen von Lésung 191) /'(z) = Riem%? = 0. Es seien

W und W’ die Windungszahlen der von f(z) bzw. f’(z) beschriebenen
Kurven (W ist die Windungszahl einer in konstanter Richtung im all-
gemeinen mehrfach durchlaufenen Kreislinie). Dann ist 2z (W' — W)
dz
durchliuft. Es sei ds= |dz| das Bogenelement von L, dann ist
d® dOds

dz  ds dz’
auf die Anderung des Arcus des zweiten Faktors an. Der Arcus von
ds  |dz]
dz  dz
Richtungsinderung von dz, d. h. die des Tangentenvektors bei dem
positiven Durchlaufen einer geschlossenen, doppelpunktlosen Kurve
betrdgt 27 ; dies sei, mit Bezugnahme auf den Fall eines Polygons,
der Anschauung entnommen. Verschwindet f'(z) auf L, so nehme man
anstatt L eine im Innern von L verlaufende, an L geniigend nahe ge-
legene Niveaulinie. — Die geometrische Fassung des Satzes ist auch
direkt einzusehen; vgl. H. M. Macdonald, a. a. O.

193. f(z) ist keine Konstante, da f'(z) + 0. f(z) besitzt im Innern
von B genau eine Nullstelle [192]. Also ist die Windungszahl des
(kreisformigen) Weges, den w = f(z) beschreibt, wenn z den Rand von
B umkreist, =1. Die Windungszahl des von f(z) — w, beschriebenen

gleich der Anderung des Arcus von , wihrend z die Kurve L

Der erste Faktor ist stets reell, es kommt also nur

ist gleich dem negativ genommenen Arcus von dz. Die
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Weges ist 1 oder 0, je nachdem |wy| < oder > ist, als der konstante
Betrag von |/(z)| am Rande von 8.

194. [E. Rouché, J. de I'Ec. Pol. Bd. 39, S. 217, 1862.] Da in den-
jenigen Punkten im Innern von L, die geniigend nahe an L liegen,
f(z) und f(2) + ¢(2) von O verschieden sind, und die Ungleichung
|#(z)] > |@(2)] besteht, so kénnen wir f(z) und ¢(z) als reguldr auf L

voraussetzen. Auf L ist die Funktion 1+£(z_) stets vom positiven

e

Realteil, die Anderung ihres Arcus beim Durchlaufen von L ist also = 0.

Man hat ferner f(z) + @(2) = f(2) (1 + %((zi))) , so daB [181] die Windungs-
zahl der f(z) entsprechenden Bildkurve mit der der f(z) + ¢(z) ent-
sprechenden iibereinstimmt.

195. Spezialfall von 194: f(z) = z¢*%, @(2) =1, L der Einheits-
kreis |z|=1. DaB auf der reellen Strecke 0=2z=1 jedenfalls eine
Waurzel liegt, folgt daraus, daB z¢*-# mit z wichst und zwar von 0
bis ¢ -1>1.

196. Wenn z =iy, ¥ reell, soist |4 —iy|=1>1=e""|. Wenn
|z| geniigend groB, Mz=0 ist, soist [ —z|>1=|e?]. A —2z2=0
hat in der rechten Halbebene die Wurzel z= 4. Spezialfall von 194:
f(z) =14 — z, p(2) = —e~% L ein geniigend groBer Halbkreis in f2=0.
Die Realitit der einzigen Wurzel folgt aus der Symmetrie der Betrag-
flache in bezug auf eine durch die reelle Achse gelegte Vertikalebene.

197. [Vgl. G. Julia, Journ. de Math. Serie 8, Bd. 1, S. 63, 1918.]
)

198. [Beispiel zu einem allgemeinen Satz von G. ]ulm,1 Ann. de
I'Ec. Norm. Serie 3, Bd. 36, S. 104—108, 1919.] Es sei R, das Recht-
eck mit den vier Ecken # + 1 4 ¢d, n ganz, d fest, 4 >0, man setze
ferner 2 =x -+ iy = r¢?. Wegen I 155 ist auf dem Rand von R, fiir

n> oo log| ')

~ (¥ — $)logr—yd —«,

so daB das Minimum von |[I(z)| auf R, fiir #—> + oo gegen -+ oo
strebt. Andererseits bleibt |sinzz| auf dem Rand von R, oberhalb
einer von % unabhéngigen Zahl ¢, ¢ > 0. Daher konvergiert das Mini-

mum von
\ , sinmz|

'\
auf dem Rande von R_n fir #—> 400 gegen +4oo. Wenn a beliebig
ist, so ist also fiir gentigend groBe #

[I(1— 2)|

.
Tw = 1
auf dem Rande von R_,, wihrend im Mittelpunkt von R_,: —(z—) =0

gilt. Man wende 194 an: f(z) = T%zj’ o) = —a.
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199, Man erhilt durch zweimalige partielle Integration

F(z) = {(0) — f(1) cosz - 1? [/'(1) sinz — ]f”  sinztd ]

= }(0) — f(1) cosz + ¢(2) .

Man schlage um alle Nullstellen der periodischen Funktion f(0) — f(1) cosz
Kreise vom Radius ¢, wobei ¢ >0 und 2¢ kleiner ist, als die Distanz
irgend zweier Nullstellen. Werden die umgrenzten Kreisscheiben ent-

Pl
£(0) — (1) cosz
z-Ebene fiir z—o0 gegen 0. [Man zeige dies zuerst fiir den Streifen
—n=NRz=m. Abgesehen von endlich vielen hat also zF(z) in jeder
Kreisscheibe ebensoviel Nullstellen als die Funktion /(0 ) ]‘( )cosz [1 94]
also eime. Diese ist notwendigerweise reell im Falle |f(1)| > |£(0)], i
dem die Kreisscheibe durch die reelle Achse halbiert wird: denn dle
imagindren Nullstellen der fiir reelles z reellen Funktion F(z) treten
paarweise auf [Lsung 196).

200. Das Glied z"a~™ tritt ihr Amt als Maximalglied der Reihe

fernt, so strebt in der iibrigbleibenden durchlécherten

z oz
1+ — —I-A *—l-“ — -5+t
a3 a
am Kreisrand |z| = ]a‘z”‘l an und legt es am Kreisrand |z| = a*"*1

nieder [I1117]. Um das Uberwiegen des Maximalgliedes zwischen diesen
Grenzen zu studieren, beachte man die Formel

F(z)—z"a~™ 2 2 2 z 2 2
T ogngen T gt T gt ggars T jeaii genvs ggavs T
a2n—1 a2n-1  ,2n-3 a?n-1  g2n-3 ,2n-5
.J[_ ——— _J[_ ———— + . .
4 ¥4 V4 P4 V4
Am Kreisrand |z| = |a[?" sind die entsprechenden Glieder der beiden
Teilreihen rechts dem Betrage nach gleich und somit
| _n2
<F()—zna", <1 11 1 1 1 )
= 2 R, [P
e [T T ol Tl e Tap
<2t 2eR
laf 1—la[* faP—1 "7

da die einzige positive Wurzel der Gleichung 22 — 222 — 1 = 0 kleiner
als 2,5 ist [20: d,=0,5, d; =2,5, dy =1, dy=12,5]. Innerhalb des
Kreises |z|=]a[?" hat also F(z) ebensoviel Nullstellen als z'a~"",
d.h. # Nullstellen. Auf die Kreisscheibe |z| = |a[?"~2 entfallen hiervon,
nach demselben Beweis, # — 1 Nullstellen. — Vgl. V 176.

201. [A. Hurwilz, Math. Ann. Bd. 33, S. 246—266, 1889.] Wird
die abgeschlossene Kreisscheibe K um den Punkt a als Mittelpunkt so
gewihlt, daB K in @ liegt, und auBer ev. a keine Nullstelle von f(2)
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enthilt, dann ist fiir geniigend groBe n: |f(2)| > |/.(2) — f(2)| auf der
Begrenzung von K. Man wende 194 an, f,(2) — f(2) = ¢(z). Allge-
meiner: jeder Teilbereich von &, an dessen Rand keine Nullstelle von
{(z) liegt, enthilt ebensoviele Nullstellen von f,(z) wie von f(z), wenn
n geniigend groB ist. Wichtig fiir die Anwendungen!

202. f(z) ist reguldr im Einkeitskreis |z| <1 [170]. Gesetzt den
Fall, daB f(z) = f(2,) wire mit 2z =+ 2,, |z|<<1, |2,|<<1, betrachte
man die Folge f[.(z) —fu(z), »=1,2,3,..., die gegen f[f(z) — f(z)
konvergiert. In einer Kreisscheibe um z,, die ganz im Innern des Ein-
heitskreises liegt und 2z, nicht enthilt, miiBBte dann f,(2) —f,(z;) fiir
geniigend groBe # verschwinden [201]: Widerspruch.

203. [170, 201.]

204. Wenn a und 4 ganz sind, folgt der Satz wie in Lésung 185,
weil die Nullstellen des Polynoms @yz® + a,2%t% |- @, 2°+24 ... 4- q, 22+ ¢
im Kreise |z|=1 liegen [23]. Fiir rationale # und 4 ersetze man z
durch ein passend gewdhltes ganzzahliges Vielfaches von z. TFir
irrationale ¢ und d approximiere man @ und 4 durch rationale Zahlen
und wende 203 an.

205. [G. Pélya, Math. Zeitschr. Bd. 2, S. 354, 1918.] Esist [II 21]

1

‘/f()coszzfdt = lim 2— (v> cosﬁz (185, 203].

n >0
0

206. Gegenbeispiel:

fn(z):z2+%, n=1,2,3,...; B:|z]=2; a=—1, b=41.

207. Aus z — wez) =0 folgt 1 — we¢'(z) = () %. Aus der

Lagrangeschen Formel (L), S. 125 fiir f(z) ergibt sich also durch Diffe-
rentiation nach w

f@e@E _ Z""w w1 {d"-lf(xm(x)[q)(x)]"-l
(

1—wg(2) n—1)! dx"-1 o0

d. h. die zu beweisende Formel fiir /(z) ¢(2). Zugleich mit f(z) durch-
lauft f(2) p(z) alle zuldssigen Funktionen, da ¢(0) + 0. Daher gelangt
man umgekehrt von 207 zu der Lagrangeschen Formel (L), S.125 mittels

Integration.
_ 9§ 1) J"
oo 272 C" T

aop, 1 [ 21T
St "“2“2@‘?9)7

dx®
n=0
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das Integral lings eines Kreises vom Mittelpunkt { = 0 erstreckt, fiir
so kleine Werte von w, daB entlang der Integrationslinie |{|> |we(()|
gilt. Dann liegen aber innerhalb der Integrationslinie ebenso viele
Nullstellen von £ — we({), wie von £ [194], d. h. nur eine; diese einzige
Nullstelle mit z bezeichnet, ist weiter

_ 1
2n19§ C—w(p 11— w¢'(2)”

209. [L. Euler, De serie Lambertiana, Opera Omnia, Serie 1, Bd. 6,
S.354. Leipzig und Berlin: B. G. Teubner 1921.] Man setze in (L),
S.125: () = ¢, f(z) =z,

w2 321@)3 nnflwn

z__w.{_i | 3' _|—_].,

210. Man setze in (L), S. 125: @(2) = ¢, f(2) = e*?,
gaz_1+2 Oc-{— )n 1
211. Man setzt x =1z, @(2) = (14 2)f, f(2) =1+ z; (L), S. 125

ergibt -
= 3

n=1

NI
n! '

212. [Vgl.a.a.0.209, S.350.] Man setzt x =1z, ¢(z) =1+ 2)F,
1(&) = (1+ 2> (L), S.125 ergibt

y=w=(ar =1t (T A 2
n=1

213. Fiir f =0, =1 erhilt man die binomische Reihe, fiir § =2

1—Y1— 4w\” O (% 2 — 1) @”
- ) =1+ R
S R e

fiir f = —1 im wesentlichen dieselbe Reihe, fiic f=

x=1-+ %, W= 2, o= af gesetzt, halte man &, w, @ fest und lasse

p

f = -+ co werden. Die Gleichung in 211 lautet

0= §<1+%>Mﬂmfe‘5.
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214, ¢(z) = ¢, f{z) = e*? gesetzt, 207 angewendet, wird

2001 (n + o)t w" exe ex:
n! Cl—we 1—2z’

n=0

wobei z die Bedeutung in 209 besitzt. Der Konvergenzradius ist

BTN e e ) LA
B O ) A

215. Es handelt sich um

2[ et —

Es ist gleichmiBig fiir 0o =1

2 (% + (X) —-ln — _e;xj_
n! 1—2’

/L “)ne—l(n+a)d(x.

n!
n= 00

n=0
wobei z aus der Gleichung ze-?=¢~% |z| <1 bestimmt wird [214,
209]. Das fragliche Integral ist somit
/ ex -4 t—1 1
T 1—z (1— z) (z":?i} T i—z

Man verifiziert unmittelbar, daB { =1 — z der Gleichung A —({—¢ ¢ =0
geniigt; 4 — z ist reell und positiv.

216. [Beziiglich 216—218, 225, 226 s. G. Pélya, Ens. Math. Bd. 22,
S. 38—47, 1922.] @) =(1+2)#, f(z) = (1+ 2)* gesetzt, 207 ange-
wendet, ist

57 a_{—ﬂn>wn_ (1+2)~ _ x>+
< ” - wp( 2PN (=Pt

n=0

wobei 1+4-z=x und x die Wurzel der fiir rationales 8 algebraischen
Gleichung 211 ist.

217. [L. Euler, Opuscula analytica, Bd. 1, S.48—62. Petropoli
1783.] @(3) =12+ 22, f(z) =1 gesetzt, 207 angewendet, ist

A—w—J1—2w—3uw? Z"’wl[d"u +x-+-x2)"] B
o 2w ’ n! dx*  li_o

7n=0

1 1
TU—w(l 122 Ji—20—30
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218. Die &' Kolonne nach links von der mittleren ergibt [216]

k- k k
1 2 n

R (1 —J1— 4w)k

V1—dw\ 2w )’
219. [Vgl. Jacobi, Werke, Bd. 6, S. 22. Berlin: G. Reimer 1891.]

Es geniigt, die Fille 2. 3. zu betrachten.

2. Es sel &4 —1, £+ 1; fir nicht ganze « und f sei die Be-
stimmung von (1 — &)* und (1 4 &)# fest gewahlt. Man setze in 207

24
o= T s e, 0= — g0 e
Rechter Hand ergibt sich dann (1 — &)*(1 -} E) 2 ﬁ) (&)w", wihrend
aus w = (PT’(ZJ
L —Ew —Y1 — 28w 4 w?

>

w

Jle)=25+(1— B (1 +-£P (1 —0- 1= 2 Bt ) (1 Lo+ ) 1= 28w ),

1—wy(z)=11—28w + w2,
also

pré,ﬂ)(é:) w"
n=0

20 +7

= e e Y T TR T w1 — 26w )

folgt. Die Fialle § = —1, £ =1 lassen sich direkt erledigen [Losung
VI 98].
3. Es sei £+ 0 und in 207

P =2+E  f) = kg, o) = e e

gesetzt. Rechter Hand steht ¢~¢&* 2 L "" &w", wahrend man aus w = —%)—

Ew Eoc i

1w’ f(z)=(1_w){xgw—1’ 1—wg'z)=1—w

(o) o w—1
EL" (&)w" = i —w)““e .
n=0

Der Fall £ = 0 148t sich direkt erledigen [Losung VI 99].

erhilt, also
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220. A&7 = e (ef —1), A"es? = 52 (¢f — 1)".

1) (z—1)...(z—n-+1)

2(z
n! Wi

2!
w= ¢ —1 gesetzt, giltig fir |¢f—1/<<1, z beliebig.

2y ... 4%
Wit

z
1. (14+w)?= 1—}—Tw+

2 s:es———1—%(63——1)2—{—%(69—1)3—~--—{—(—1)”‘1%(63—1)”+~--,
les— 1] <1.
— n-1
(s&)2+ - +Z_(E_L)¥(ses')n+ .

n!

2(z2—=2)
21
aus 210, z=—s, o = —z gesetzt. Es ist nach II 205

3. 3”:1—1—%338—}—

— -1
e —np n’f) — (se)h e (— 1) LzemH2m) “Hn s,

also konvergiert die Reihe, so lange |se*!|=1; jedenfalls ist die

Formel in der Umgebung von s =0 giiltig.
8 8

4. Man setze in 212: x=¢, f=1%, also w=e2—¢ 2, ax =12z,

e“—l—e‘”:1+ w1_z_(z+m~—1>(fg_e‘%>2m.

2 i 2m
Aus 216 folgt fir x=¢, f=1, w=e—¢ 2, x=2— 3. nach
Vertauschung von s mit —s, Substraktion und Umformung:
3

esz_e-sz 001 Z+m—1 % -4 2m~2 ~
3 —Z:E< 2 — 1 )(e—e (¢ —e9).
m=

Die Summe der beiden letzten Formeln ergibt die gewiinschte Ent-
wicklung von ¢7?. Es ist

z <z+m——1><% 2)"‘ zsinnz(. ¢s>2m .
o e“—e o~ ————|sin—]| m~%
om \ 2m—A1 V” 2

auf Grund der Stirlingschen Formel und der Produktdarstellung von

s |
. 1S . L o
sinnwz; Konvergenz fiir smE’ <1, die Formel ist jedenfalls richtig

in der Umgebung von s=20.
221. [Beziiglich der Formeln 2. 3. vgl. N. H. Abel, Oeuvres, Bd. 2,
Nouvelle édition, S. 72, 73. Christiania: Grendahl & Son, 1881.] Man
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entwickle in 220, F(z) = ¢%, beide Seiten nach wachsenden Potenzen
&

von s und vergleiche den Koeffizienten von z—‘ rechts und links, Es ist

AF(z) = A"(1—T——z+ 24 . —}-—~z" ) Zklm

222, Es geniigt, 1. 2. fiir F(2) = (z — w)~* zu beweisen, fiir andere
rationale Funktionen wende man Differentiation nach w, Partialbruch-
zerlegung und 221 an. Es gelten 1. 2. fir F(z) = ¢*?, wenn s reell
und negativ ist. [Losung 220.] Durch Multiplikation mit ¢=**ds und
Integration von s = — oo bis s = 0 erhilt man 1. 2. fiir F(z) = (z — w) ~1.
Der Giiltigkeitsbereich ist leichter zu diskutieren folgendermaBen: Zu
beweisen ist, da:

. N (—1)"n!
Az —w) "t = z—w)(z—w+1) - —w+n)’
22—1) - (z—n)
1. z—-wz_—_.nZ w__1 ..w—n—‘l)’

2 = (z — w)? __Zz——w(z—w—{—) —wt+n+1)’

Man erhilt 2., wenn man in 1. w bzw. z durch w — 2 — 1 bzw. —1
ersetzt. Man erhilt 1. durch Grenziibergang aus der durch vollstindige
Induktion verifizierbaren Identitit

1 b4 2(z2 — 1)
vz “+ ww—1) " ww—Nw—2
2z—1) - 2—n-+4+1) 7z z—1 z2—mn 1
+w(w—1)(w——2)---(w—n) ww—1 w—nw—z

Das Restglied ist, wenn w und z als von 0, 1, 2, 3, ... und voneinander
verschieden vorausgesetzt werden [vgl. I 31],

(=2) (—z+1) - (—z+mn) n-¥nl nw-2
n-*nl —w(—w+41) - (—w+n)w—2z
I'(—w) n*-*
< I—2) w—2z2’

Die Formeln 3. und 4. sind fiir gebrochene Funktionen F(z) in keinem
Bereich giiltig. Andernfalls miiBten ndmlich die Teilsummen %' bzw.
2nter Ordnung nach 255 und 254 in jedem endlichen Bereich gleichmiBig
konvergieren, also miite F(z) tiberall reguldr sein: Widerspruch.

223. Die fragliche Identitdt ist rein formal zu verstehen; sie ist
lediglich die Zusammenfassung der unendlich vielen Gleichungen, welche
die GréBen A%a,, k=0, -1, +2, ... definieren.

P6lya-Szego, Aufgaben und Lehrsitze I. 20
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224. Da die Entwicklung von kein absolutes Glied aufweist,

14-¢
hingt der Koeffizient von #* in der Entwicklung von E%F (I—f—ﬁ)
nur von 4, a,, - - ., @, ab. Man kann sich also auf den Fall beschranken,

daB F(z) ein Polynom ist. Jedes Polynom laBt sich aber als lineare
Kombination der speziellen Polynome (1 — 2)™, m =0, 1,2, ... schreiben;
auBerdem ist, wenn @, und b; zwei Zahlenfolgen, ¢,, ¢, Konstanten be-
zeichnen, 4™c,a; + ¢,by) = ¢, d™ay, + ¢, A"b;. Es geniigt also die Be-
hauptung fiir F(z) = (1 — 2™, m=0,1,2,... zu beweisen. Dann ist
aber [223] 4"a, = dem Koeffizienten von z* in der Entwicklung von

M—gn(—2)m=(1—2™m d h =(—1)" (” : m) Es ist
g("”n(n:m)t": (1 +1t)m+1 1 jHF(1 :—zf)

225. Es geniigt die Behauptung fiir F(2) = (1 -—-2)", m=0,1,2, ...
zu beweisen [Losung 224]. Dann ist [223] 4°"a_, = dem Koeffizienten
von 2" in der Entwicklung von

(1— 2)2:20%270 =(1— z)”f(z)LzF(?:i)z (1 — z)2n+m. EL;)mz:'f,

d h. = (—1)" (2”2"”) [Losung 218.]

226. Man setze F(z2) = (1 —2)"—1, m=1,2,3,... [Losung 224,
225). Dann ist [223] 4*"a_,, — A*"a_,_, der Koeffizient von 2" in
der Entwicklung von

(1—2)"zt— z)gakzk = (1 —2)2"(z"1—2) M
R T =
d.h,
- (_1)n{(2n +;n + 1) B (2n:f1+ 1)}
- (_1)“1%_1%(2% +;n+ 1>'

Man setze in Losung 213: =2, o« =m, w = —1.
297, Es sei & =z, f =1 — 2, dann ist

Wb a2l =3 =+ )+ B)
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identisch in #. D. h.

[=o]

[T e e ]

© T
Mit Beachtung von l l (1 + %) e »=1I(x)"1e"C%x-1 Cdie Eulersche
n=1

Konstante, ergibt sich folgendes Resultat:

e o 1 1 __ sinzz
T ) e o) = o = g s = mel— 4

228. [I. Schur.] Durch Ausmultiplizieren des unendlichen Pro-
duktes in 227. ,
229. Man setze in (L), S. 125:

1 .
®(2) = —z° f(z) =sinmz, w=2z(1-—2).
Es ist
; S d""Y(1 — x)""mcosmx
n
SnE= 2 A= [ T . (28,
n=

230. Es sei f(ré?) =U(r,9) +iV(r,9), U 9), V(r,9) reell,
a, = b, 4+ 1¢,, by, ¢, reell. Aus den fiir 0= & = 2x gleichmiaBig kon-
vergenten Entwicklungen

Ur, 9) = by -+ S (b cosn® — o, sinnd)
n=1

Vir, 9) = ¢y -+ 1"(cucosnd + by sinnd)
n=1
folgt [117]
ty=butica= . [U0, B)e-n0a0
ar,

0
27

) .
—_ —-ind —_
= nr’”/V(r’ MNe ad, n=1,2,%,....

231. Nach Lésung 230 ist

_ao-{—Zb +ic,) "t =

oo+ 23 oo

20*



308 Funktionen einer komplexen Veranderlichen.

232. 1. Spezialfall: f(z) hat keine Nullstellen im Kreise |z|=7.
Man wende 231 auf die fiir |z| =7 regulire Funktion log/(z) anstatt
Hz) an.

2. Spezialfall: f(z)z%:_—cé)—;, |c|<r. Da log|f(réi?)|=0 [5],

verschwindet das Integral rechts.

Aus speziellen Funktionen von der Art wie 1. und 2. 1iB8t sich
jede in dem Kreis |z| =7 regulire, am Rande von 0 verschiedene
Funktion durch Multiplikation zusammensetzen. Die Bedingung, daB
am Kreisrande f(z) + 0 ist, kann zuletzt auch weggelassen werden, da
beide Seiten stetig von 7 abhdngen. — Andere Losung aus 176 nach
Muster von Lésung 56.

233. Es sei 0<a& <<2n und Ré?, 0<® <o, ein Punkt des
fraglichen Bogens. Mit den Bezeichnungen von 231 und U(R,#) =0
fir 0<<?¥ <« erhdlt man nach zweimaligem Grenzibergang, f(0) als
reell vorausgesetzt,

ACENC)
lim f(rét?) = f(Ré?) = /U (R, 0) H—;;—@;d@,

r>R-0

; 1 9— 6
Ty —
3/(Re )_zn/U(R,@)ctg 46,
d * 2 /'9
— (H\ 2
WSf(Rei&)=—;—n/U(R,@)(sin 20> dO0=o0.

234. Die Bezeichnungen von Losung 280 beibehalten, ist

27
o f (e, NP9 = -+ 3 S+,

~—f[Vr 19]2d19—co—[——272”b2 +a).

235. [Vgl C Carathéodory, Palermo Rend. Bd. 32, S. 193—217,
1911.] Die Bezeichnungen von Lésung 230 beibehalten, ist R =1,
ay, =% und

1 . 1 1
= —iny
ty = mm/U(r, He a9, o= -5
0
. o<r<<1; n=1,2,3,....
Man lasse 7 gegen 1 konvergieren. — Beispiel:

Atz 1 n
=gy =5++2++2+
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236. Die Funktion

iA—f(Rz)—}—iSao_—_ 2 a, R" -
2 4 — Ra, - 2 4— §Rao

erfiillt die Voraussetzungen von 235. Es ist somit

2(4— Ray Nl =2(4. >(7)
| ===, d.h ;Ianlrézw—mo)z R/

n=1
Im Beispiel ist die Grenze erreicht.

237. Es geniigt, die erste Gleichung zu beweisen (man ersetze

dann z durch 1) Die Funktion Z’anz" bleibt beschrankt fiir |z|=1,

n=—-oo
Zanz"

n=-—-00o

es sei << M. Bezeichnet A4*(r) das Maximum des reellen

Teiles der ganzen Funktion Zanz" auf der Kreislinie |z| =7, dann
ist fir » >1 [Lésung 236] ™=°

A*(r) =Ray + | a,| 7, n=1,2%....
Es ist ferner A(r) = A*(r) — M, also
A@r) =Rag— M + % |a,|r.
Wenn 4, von 0 verschieden ist, so schlieBt man hieraus

log A(7) 0

liminf

7> 00

Es gibt beliebig groBe # mit a, + 0.
238. [E. Landau, Arch. d. Math. u. Phys, Serie 3, Bd. 11, S. 32
bis 34, 1907; vgl. F. Schottky, J. fir Math. Bd. 117, S. 225—253, 1897.]

Es geniigt, nur die Ungleichung ]%ang%A(]‘) zu beweisen. Wenn

nimlich « eine reelle Konstante ist, dann ist die gréBte Schwankung
des reellen Teiles von f(e**2) ebenfalls A(f) und aus dem Bestehen von

|mewal]R§%A(f) fiir jedes & folgt auch |a1|R§—72;A(f).

Es sei nun A das arithmetische Mittel der oberen und unteren
Grenze von Rf(z) im Kreise |z|<R. Dann ist |Rf(z) —A|=3}4()
fir |z| <R. Ferner ist [230]

2x
nra, = [[Rf(re?)]e-i?a9, 0<7<R,
also 0

2 27
arRa, =f[§)‘{f(rew) —Alcosddd, mr[Ray|= A—Z(fzflcosﬁldﬁ =24(f).
6 0
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Man lasse » gegen R konvergieren, — Fiir R =1,
1 t—z . 1 1
]‘(z)-—zlogm—tz—i—?ﬁ—]—?zi’—i—---
ist
7T
A(}‘)=—2—, |a1[=1.

Geometrisch formuliert lautet der Satz wie folgt: Ein Kreis sei
konform auf ein (nicht notwendig einfach bedecktes) Gebiet abgebildet.
Die Breite dieses Gebietes in irgendeiner Richtung ist mindestens gleich

dem %—fachen Produkt aus dem Radius des Kreises und dem Ver-
gréBerungsverhdltnis in dem Kreismittelpunkt. In dem genannten
Spezialfall ist das Bild der Parallelstreifen — Z:- <RfR) < i;—

239. [E. Landau, O.Toeplitz, Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 11,

S. 302—307, 1907.] Es sei D*(f) die obere Grenze von |f(z) — f(—2)]
fir |z| <R, dann ist D*(f)=D(f). Essei 0<<r <R. Aus

4mra, =7?}‘(76i§) — H—ret®)] e i%d P
0

schlieBt man 4n7|a)| = D*(f) - 22 < D(f) - 27; man lasse # gegen R kon-
vergieren. Wenn f(z) linear ist, /(2) = ay+ 4,2, dann ist D(f) =2|a,|R.
Der Satz 148t sich geometrisch folgendermafBen aussprechen: Ein Kreis
sei konform auf ein (nicht notwendig einfach bedecktes) Gebiet ab-
gebildet. Die Maximaldistanz der Randpunkte (Durchmesser) dieses
Gebietes ist mindestens gleich dem Produkt aus dem Durchmesser des
Kreises und dem VergroBerungsverhiltnis im Kreismittelpunkt. In dem
genannten Spezialfall ist das Bild eine offene Kreisscheibe.

240. [Vgl. E. Landau, Math. Zeitschr. Bd. 20, S. 99—100, 1924.]
Aus 232 folgt mittels Differentiation und z = 0 gesetzt [117]

1S5} i) i,
_ f(o 1 ﬁ/i i _ yei?)
®’ *ZER( ) Of <logM log | ])dﬁ

1 c 7 2 M
(B 2 2 2 2
2 I e N A O]
[120]. Laut Voraussetzung 2. ist ERC,, <0, also

Cu 4 7 Cu
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Dies ist fiir u >/ zu beachten. Fir u <1 ist
Cu _ el
ER(— , —210g) MJ>
Es ist ndmlich x 4 2logx <0 fiir 0 < = %, da die linke Seite mit x
wichst und e (3)2<<1, d. h. 8¢ < 27.
241. Die fragliche Potenzreihe 14t sich in der Form schreiben

+2lo g* “l<0.

(e 9]

Dlagzn= 2424
prgm 1—2z2 1—22
2] =& =" =% =1, limsupri/_|b—n|< 1. Daraus folgt
n->oo
Un=C 2 + G2 + -+ 2R + by, [bu] <B.
242. Den Konvergenzradius gleich 1 vorausgesetzt, sei
% n_c(,—}—clz—l- ot
Zanz (79— 2)F 11 +anz
n=0
o+ izt E0, g F0, hmsulebﬂ < 1. Daraus folgt
fir n >k n>ee
oo o
et
2
_ (P\spska (ntk—p)(n+h—u—1)---(n—pu+1) bn ki
(S g )
"= k

Der Klammerausdruck konvergiert fiir #» — oo gegen

Co+Crzg+ -+ g2l + 0.
Vgl. auch I 178.
243. (G. Pélya, J. fur Math. Bd. 151, S. 24—25, 1921.] Durch
passende Wahl des Polynoms P(z) =cy+c¢;2+ -+ 4 ¢p 920724 2271

14Bt sich erreichen, da3 die Potenzreihe P(z)Zan P =an 2" der Vor-

n=

aussetzung von 242 geniigt. Aus 6] — o folgt ]/lb (168].

1
) |On 1] 0
Es ist ferner
|bn{ =|Co@y+ 1@yt Cqog@n_giot B g1

= Au(|eo| +[ex| + -+ lego +1).
244, Es sei k die fragliche Anzahl. Wir setzen a, = &, + b,,

limsup%bn| =b< 1 ) Zocn z" rational mit genau % Polen am

n->o00 0 n=0
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Konvergenzkreis |z2| =9. Es sei ¢ so klein, daB b+s<%—s,.
Nach 243 ist

R  FRU Mt

<

fiir geniigend groBen, d.h. |az| > (% — s) "> |b;| fiir mindestens ein % mit
n=n=n—k+1; folglich a; = a3+ b5 & 0. Daraus folgt vn;%— c,
¢ von # frei. — Auch wenn man die Pole ohne Multiplizitit rechnet,
gilt der Satz, erheischt aber andere Hilfsmittel.

245. []. Kionig, Math. Ann. Bd. 9, S. 530—540, 1876.] Wenn die
Pole ktr Ordnung sind, so ist a, = An*~lo~"(sin(nx + ) + ¢,), 4, &, &
reell, lime, =0 [Losung 242]. Esseid >0, 0 << 29 <& <o — 2% und es

> oo

soll fiir n > N stets |¢,| < siny gelten. Ist die Distanz zwischen no + &
und dem néchstbenachbarten ganzzahligen Vielfachen von = groBer als 1,
so hat a, das Vorzeichen von sin(na + d). Ist #> N und hat a, nicht
das Vorzeichen von sin(z & - 0), so haben a,_; und a,,, sicher bzw.
das Vorzeichen von sin((n — 1) & + 6) und sin((# 4 1) & + ¢), und zwar
haben dann g4,_; und a,,; entgegengesetzte Vorzeichen; denn aus
—p<nax+d—mnun<yfolgt —at+np<m—1N)a+dé—ma<<—y,
n<(m+1)o+0—mna<<am—mn. Darum ist die Anzahl der Zeichen-
wechsel

zwischen a,_; a, iy dieselbe wie
zwischen sin((x — 1)« 4 0) sin(ra - 0) sin((n 4 1)« 4+ 9).
Jetzt wende man VIII 14 an.

246. Der Konvergenzradius der Reihe >'a,2" sei = 1. Wenn die-
n=0

selbe in irgend einem Punkte des Konvergenzkreises konvergiert, ist
lim a4, = 0, also [I 85]

n->» oo

lim (1-—z)(ao—l—alz—f—---—f—anz”—l—u-)=limﬂ=0,

z>1-0 n—>oco

folglich der Punkt z =1 kein Pol.
247. [M. Fekete, C. R. Bd. 150, S. 1033—1036, 1910; G. H. Hardy,
Lond. M. S. Proc. Serie 2, Bd. 8, S. 277—294, 1910.] Es sei

fle® =c_p¥ e pyqx P14 =0, %0

und 0 < g <1, ferner ¢ so klein, dafl diese Reihe fiir | x| =g absolut
und gleichmiBig konvergiert. Dann ist, wenn zunichst Rs > &,

fx““lf(e“’)dx =§cn%.

0 n=-h
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Multiplikation mit I'(s)~* hebt hier samtliche Pole fort, eventuell bis
auf s=h, h—1,...,1, wenn A=1. In diesem Falle ist der Pol s =4
jedenfalls vorhanden, weil ¢_; = 0.
248. Die Reihe De-2/», x>0, ist konvergent. — Das Integral
n=1
F(u) ist konvergent, weil @(a + ¢#) fiur alle ¢ beschrankt ist. Glied-
weise Integration [II 115] liefert

+ -
¢ zoo s(Vn+u)

esVn +e
227”[ s2 ds.

Nach 155 ist fir Ym —1<u<}m
F(u) = am(}/;;—u) —}—amﬂ(}m—l— 1 —u>+am+2(]/m—|-2—u) + .-

d. h. F(u) ist eine streckenweise lineare Funktion, deren Ableitung
im Intervall Jm —1<u<ym

—qn — Am+1 — Amte

ist. Wenn ®(s) identisch verschwindet, dann ist F(») =0 fir » >0,
also @y, + apiq + Gme+ - =0fir m=1,2,3,....
249, P2+ (0) =0; P28(0) verschwindet auch, weil

(z ——) 1(2) Zann"z" und lim Zann"z" Zann d.h.P(s)=

z—>1

250. Die in der Aufgabe genannte Funktion f(z) hat folgende
Eigenschaften:

1. Sie ist regular fiir |2| <1, weil das Integral absolut konvergiert,
wenn Rz=1 ist; es ist

. . A"
anzfe‘(Z+””°°51“")51n(x”51nyn);ﬁdx, n=0,1,2...;

2. es kann nicht a,= 0 sein fiir x =0, 1, 2, ..., weil
1 o~ (a+d cospalsin (¥"sin ux) ] <e? [Losung 153];
3. man hat fir |z| <1

o0
™ (2) =/ =7 s uasin (¥sinpn) e~ 21~ dy n=0,1,2,...;
0

‘)

dieses Integral konvergiert absolut und gleichmiBig fiir Rz=<1, also
gilt bei reeller Anndherung an die Stelle z =1

lim f®(z) = je d'cosusin (x''sin ) nd x = [153];
z->1
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4.

1 [~ (oracospsm) (oo cospsm) -
[an|<— | e~ &t °°Sl“'x”dx< [tor ! Max (- G eomun) grva) [ 2z,
n! n! =0 {

0
also [IT 222] L |
limsup—oghﬂg—cos‘un<0.
n->oo n

Die Benutzung der in Lsung 153 angegebenen Hamburgerschen Funktion
nV;—logx> . <]/9—c-logx+n) o gt
X@ﬂ%w+ﬂsma%m+ﬂ anstatt ¢~% *sin(x"sin u7)

lehrt auf dhnliche Weise, daB man in 249 l_o%,_l nicht einmal durch
n

(logn)? g| | ersetzen darf.
n

251. [G. Pélya, Aufgabe; Arch. d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 25,
S.337, 1917. Losung von H. Priifer, K. Scholl, ebenda, Serie 3, Bd. 28,
S. 177, 1920.] Es sei

o Cq
g =+ 2 —a) + 2@+ =)
und die Reihe fiir z=a, d.h. Co+01+02+--~ +¢,+--- kon-
vergent, also |Cpuyz + Cmakir + * F Cmiren| <<€, wenn m geniigend
grof} ist, £, =0,1,2,3,.... Dann ist
]g(m)(z) +gmi(z) 4 ... 4 ‘g(mw)(z)]

= 2(cm+k+cm+1+k+“'+cm+n+k)( kT)‘ <eelrmel,

k=0
252. Es sei
8) = o+ e — m) oz — @)+ = a)

und die Folge |a,|, V|a,],

Y nVIa,,] , ... sei beschrankt, lim sup Vlan| =
7> o0
Zu jedem &, £>>0, existiert dann ein N so, daB |a,|<(4+ &)"
fir » > N, folglich
an an
E0(0) = g+ 01—z + B g

|
_ n (A—I—,g)n+1 A—]—E)

— (A + S)ne(A+e) 2= 2} A
Hieraus folgt lim supr]t/ [g™(z)] = A = lim supny |g™(z,)|. D.h. in keinem
n-—> oo

0> oo
Punkt z ist der fragliche Limes superior grofer als in irgendeinem

anderen Punkte z,.

_’ __Zolz

— %| +
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253. {J. Bendixson, Acta Math. Bd. 9, S.1, 1887.] Ahnlich wie
254 mit Beachtung von

wﬂw—wwznlﬁb—i%WJ7@—§>
v=0 ”

v=0
254. [Vgl. N.E. Nérlund, Differenzenrechnung, S.210. Berlin: Julius
Springer 1924.] Wenn P,(2) dieselbe Bedeutung wie in 13 hat, dann ist

Qzn+2(2) — Q2a@) = (ynz + 0 Bi(2),
v, und J, Konstanten. Sind & und b die beiden Konvergenzstellen, so
sind, (yna + 6,)B(a) = 4,, (b + 6,)B(b) = B, gesetzt, die beiden

Reihen >'4,, >'B, konvergent. Da die Reihe
n=0

n=0
oo o0
n=1 n=1

worin &« =a oder &« =5 ist und z einen beliebigen Punkt eines im
Endlichen gelegenen Bereiches bezeichnet, gleichmiBig konvergiert

(Pn(z) _, sinzz

F.(z) B,_1(2)

B(®) B_y(x)

Bl #-—a
P, (&) a? —n? |’

), so gilt dasselbe von

<, B B
b ZBn o

[Knopp, S. 349]. Es ist aber

~ 2 z—a P(z
%‘(%Z—[—a ——a—bZA"Pa b—aZB”
255. GemiB VI 76 ist
Cy2(2 2(z—mn
Qnlz) = ¢+ 1Z+2 2|v)+ + (n')
— )1 >
Es sei a ein Konvergenzpunkt, a + 0, @a(a - ") = a,, Zan kon-
n=0

vergent. Fiir n > |z|, n>|a| gilt eine Reihenentwicklung

-n+1 n-1 ’ ”
(1_1) (1..1) :ga_2<’1+£+42_+...>,
n w

n n

A’ A”,... von a, z, nicht von » abhingig. Die Reihe mit dem all-
gemeinen Glied

a—n-i—l zn41 a -n 2 n_ ea—zA’
(1_72) (1_2) _<1_n+1> (1—n+1)_n(n+1)+”'

ist absolut konvergent und daher konvergiert auch [Knopp, S. 349]

0 2 a\ -+l z\n-1
ot D214 (1=
n=1
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256. Vgl. 285. Allgemeiner gilt der Satz: Sind die Funktionen f,(2)
reguldr, von Null verschieden und absolut kleiner als 1 in einem Ge-

biete & und ist in einem Punkt a von &: limf,(a) = 0, so ist iiberall
n->oo

in ®: limf,(z) = 0, und zwar gleichmiBig in jedem Teilbereich von ®.
n-> oo
Beweis durch sukzessive ,,dachziegelartige® Uberdeckung von @& mit

Kireisscheiben.
257. [A. Harnack, Math. Ann. Bd. 35, S. 23, 1890.] Essei v,(x, ¥)
konjugiert zu u,(¥,y) und g,(2) = e~ @Y -im@y), 7=y 4 jy. Wire

o0

Du,(%,y) in einem einzigen Punkt z, = %, + ¢y, von @ divergent, also

n=0
1n(2) = 80(2) 81(2) . . . 8a(2)

gesetzt, lim #,(z,) = 0, so wiirde lim /,(2) = 0 im ganzen Gebiete @ gelten

n-> 00 n—> o0

[Lésung 256]: Widerspruch.
258. 7,(2) = u,(x, y) + sv,(x, y) gesetzt, ist

z,y
Ou, (2, Ou,(x,
‘l)"(x, y) = ”n(xo’ yo) +/ a(x y) dy - a(y y) dx,

Zo, Yo

wobei die Integration lings einer beliebigen Kurve, die den beliebig ge-
wihlten festen Punkt %, y, von & mit dem variablen Punkt x, y verbindet
und ganz in @ verlduft, zu erstrecken ist. Das Integral konvergiert
fiir n — oo in jedem Teilbereich von & gleichmiBig, weil die abgeleiteten

0 0
Folgen 6—1? , 71';" in jedem Teilbereich von & gleichmiBig konvergieren

[vgl. 280]. Die Folge v,(x,v) konvergiert also dann und nur dann,
wenn die Folge v,(%, v,) konvergiert, und zwar dann gleichmiBig in
jedem Teilbereich von .

259, Es seien ay, 4y, a5, ... beliebige Zahlen. Aus der Identitit

a1 — @) + agay (1 — ap) + agay ay(1 — ag) +- -
+agay ... a0, (1 —a,)=ay,— ayaa,...a,
schlieBt man, daB
Za0a1a2 ay(1 — @py1) = ay— limaya, a, . . . a,,
n—>oo
vorausgesetzt, daB der letzte Grenzwert existiert. Man setze
1

]—_l:—zzn—_i, n=1,2,3,... [114].

a, =1, ay, =

260. Die Potenzreihe

1+Z cx—{—%)"’ 1
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hat den Konvergenzradius e¢-! [214]; daher konvergiert die frag-
liche Reihe in jedem zusammenhingenden Gebiet der x-Ebene, wo
|xe"®| < e ! ist und stellt dort eine analytische Funktion dar.
Sowohl das Intervall 0=x << 1, wie auch das Intervall 1 < x < + o
lassen sich in je ein solches Gebiet @, bzw. @, einbetten, jedoch nicht
beide Intervalle in ein Gebiet. Nach 210 ist die Reihensumme = e*®,
wenn x geniigend klein ist, daher iiberhaupt = ¢**, wenn x in @,
liegt. Es sei nun 1 <<x << + oo und %" bestimmt durch xe¢ % = x"¢~%,
0<x"<1. Die gegebene Reihe bleibt unverindert, wenn x durch '
ersetzt wird, daher ist ihre Summe ¢**  ¢**. — Die Reihe konvergiert
auch fiir x =1 [220, 3.] und hat ¢* zur Summe, nach dem Abelschen

Satz [I 86].
([ n\
S(z]-2),
261. fale) = —— +1.
n ,Vz—l
Fir Rz> 0 ist
- ( n n\(v\*1 : 1 1
S0 1
pree v V4 n; n X X
lim £, (z) = lim . 1= +1
mee ne 2 (1)2-11 /xZ—ldx
sl \ 10 n )

=z(z+1)"1C(z+ 1) [II 45]. Fir Rz<<0, Rz=x ist

n ‘ n
" n\ , . An®+tl, wenn x <+ —1,
]Z(H“) <2 <{

Alogn, wenn x=—1,
A von n frei. Es existiert ferner

111’1’1 i‘vz—1=1z~1+2z—1+,_,__l__nz—l_l____:é-“__z):}:o

n>oo v=1

[VIII 48]. Daher ist in diesem Falle
limf,(2) =1.

n>oo0’
262. [G. Pilya, Aufgabe; Arch.d. Math. u. Phys. Serie 3, Bd. 25,
S.337, 1917. Losung von H. Priifer, ebenda, Serie 3, Bd. 28, S. 179—180,
1920.] Setzt man

z—1 plz) —1

z4+1 <P(Z)+1—W(C>’
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dann ist
plo@1—1 _ pl{ple@]} —1 _
W = vlv()l, W[&(Z)]}? =yp{ylyOl}, ...,
_p fta—f
p(l) =¢ T T (oA

und die Behauptung lautet folgendermaBen: Die Folge
v(@), wiv@], wlvlp@]},

konvergiert gegen 0, wenn |{ | < 1, konvergiert gegen oo, wenn || > 1,
konvergiert gegen 1 oder divergiert, wenn || =1 ist.
Es sei [{|=7,7<1 und M(r) sei das Maximum von
} bta—p
T+ (&—p)¢
fiir [{|=7; es ist M(r) <1 [5] und M (r) wichst monoton mit » [267].
Aus der Definition von y({) folgt
v | =rM@), |ylvO]|=[v@) | MIM@]<rM@)]P,
[w{wly@} | =y w@I | M{ M@ =7 [M@)], usw.

Analog schlieBt man, wenn || > 1 ist.
Es sei endlich || =1. Dann ist

YO | =|vlw@|=|v{ww(@)]}| = - =1. Konvergiert die fragliche
Folge gegen einen Grenzwert {,, |{,| =1, dann ist
bo+a—p
=g —7——=, d.h {=1.
R
263. Setzt man =1 _n2|) o E= ) = P,(2), so ist auf der

positiven imaginidren Achse

) N Sar) 12 ¥ ¥ I%
z=1iy, ¥>0, lePn(w)l=:v(1+7)(1+—4—)---(1+7772)<
ey — g~ Y

27

sinizy

17

Fir festes z ist

1
I.m _ 1 nPn 4 =
m (=)' Py(z)w Ta—3
Die Folge ist somit beschrinkt, z. B. im Halbkreise 2=0,|z]=1.
In der Kreissichel
|z—n|=n, |z—n—1|=n+1

ist P,(z) dem Betrage nach groBer als P,_;(2), Pn—s(2), ..., Pus1(2), ...
[12]. Aufdem Innenrand der Kreissichel ist [z —n ] =mn, 2=2nCoSpe?,
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und |z|=1 vorausgesetzt, [fiir einen Beweis der Stirlingschen Formiel
in dem hier benutzten Umfang vgl. z. B. E. Landau, Elementare und
analytische Theorie der algebraischen Zahlen, S. 77—79; Leipzig und
Berlin: B. G. Teubner 1918]

| _P 1 VZTZ) V—Z—Zb*e% (2, n)
Ve B I'(n 4 1) (2 — m)P~m-dg-ztnyntig-n e
z V| |z—mnntd wen gl
= e = |(2cospe=iv)e | evlam),
z2—n n

wo y(z, n) fir alle fraglichen Wertsysteme z, # beschrinkt bleibt. Auf
dem AuBenrand der Kreissichel gilt dieselbe Abschitzung fir P, ,(2),
also weil daselbst | P,(2)| = | Pn44(2)|, auch fir P,(z). Zieht man vom

Punkt z =0 aus einen Halbstrahl von der Neigung ¢, 0=¢ gg, so

wichst |P,(z)| an der Strecke des Halbstrahls, die die Kreissichel
durchschneidet, da alle Faktoren (z —1), (#—2), ..., (2 — ) dort
wachsen, wie z. B. geometrisch ersichtlich ist.

264. [Vgl. N.E. Norlund, a.a.0.254, S.214.] Auf dem Innenrand
der lemniskatischen Sichel

2n?cos2@p =2 =<2(n +1)*cos2¢,
aber auBerhalb des Einheitskreises gilt

=) (= 5) (-3 =
(eW]/ZcosZ(p +1 )8 v

— (2 + n>z n+i3w(z,n) —

z—n ei?Y2cos2¢ — 1
= i(e—i‘ﬁ J2cos2¢ + e-2i9)*” I“ew(m),
yw(z, n) beschrinkt [13, 263].

I'z+n+1) l

r
e (zn)

2 p
S

Tzl
265. Das Maximum von (1 -+ %) langs des Halbstrahls

z=7r6?, @ fest, ist von n unabhingig; man setze z=n(, { = pé&".

Das Maximum von

Iﬂlogl 14| —cos¢~g—c052<p+?cos3tp——

findet man durch Differentiation nach ¢ und Diskussion; es ist = cosg

und wird fiir ¢ = 0 erreicht, wenn — :{g p= 77: ist; es wird erreicht fiir

o*+ocosp ( 1 _L)_
@2—!—29<:oscp—|—1_ER %8s ! =0

1
—=1 212 0cC0s 1)+
5 10g(e*+-2¢cosp+ )+ C+1 1
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|+ 1]>1, wenn £-<(p<~7::—z und ist

4
1 1
= —Rlog(l +1) = (1—T—).
77 e -
Setzt man — LI w, so geniigt w der Gleichung |we *+1|=1; es

und das fragliche Maximum ist

. w
ist |w]|<1, zp—arc—f_arc1

_1—w

Die Diskussion des Vorzeichens der Derivierten kann durch die Unter-
suchung des Bereiches 116 ersetzt werden. — Das Auftreten konvexer
Kurven in 263—265 ist kein Zufall; vgl. G. Pélya, Math. Ann. Bd. 89,

S. 179—191, 1923.

266. [135.]
267. [135.] 1
268. /(z) = f(~1) ist reguldr im Kreisinnern |{]| <—R— und M(r)

ist das Maximum von |f({~1)| auf der Kreislinie || =—:— [266, 267].

269. li—? ist regulir in der ,punktierten Ebene“ |z|>0, den

Punkt z=o0 einbegriffen [268].
270. [S. Bernstein, Communic. Soc. Math. de Charkow, Serie 2,
Bd.14; M. Riesz, Acta Math. Bd. 40, S. 337, 1916.] Man wende 268 auf

”f(c—i—c 1) an [79]. Esist fir |[{|=7, r>1, r=0a+b,

1
2
— b < MaX
- Ie1=1
Im Grenzfall z— oo lautet der Satz: Der Maximalbetrag eines Poly-
noms #'* Grades im Intervall —1=<z=1 ist mindestens gleich dem
Betrag seines hochsten Koeffizienten, multipliziert mit 2-7,

271. Man kann annehmen, daB die Achsen von E; und E, mit
den Koordinatenachsen, ihre Brennpunkte mit z= -1 zusammen-

1
&+ T
fallen. Entsprechen bei der Abbildung z= — die Kreise |{|=7,,

|| =7, den beiden Ellipsen, 1 <7, <7,, dann ist 7,=a,+ b,
7y=ay+b,. Man schlieBe wie.in 270 mit Beachtung von 268.
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Der Grenzfall, in dem E; auf die doppelt zu zdhlende reelle
Strecke —1, 1 zusammenschrumpft, liefert 270. Fallen die beiden
Brennpunkte zusammen, so erhélt man zwei Kreise, es ergibt sich 269.

272. Man kann ohne Beschrinkung annehmen, da f(0) > 0;
1(2) = floe’®) =Ulo, V) + iV(o, ¥) gesetzt, ist

j0) = o [ 00,9+ V(e a9
0

25
1

2n

1

= - [Ule.9) wgg/[m (0,9) +V2 (0,90 .
0 1

Wenn hier das Gleichheitszeichen gilt, dann ist V(p,¥) =0 fir

0=9=2m, also f(z)=7(0) [230].

273. [134.] o(2)

274. Die Funktion /(z) = el ist reguldr fiir |z|<<1. Sie ist
regulir auch fiir |z|=1, ferner ist daselbst |f(z)]=1, so lange
w(2) + 0 ist. Ist 2, eine eventuelle Nullstelle von y(z), so muB auch ¢(z)
die nidmliche Nullstelle besitzen, und zwar mit der gleichen Multi-
plizitat als yw(z) [sonst hitte namlich f(z) einen Pol oder eine Nullstelle
in z=2,, was offenbar unmoglich ist, weil doch in Punkten des Ein-
heitskreises, die beliebig nahe an z, liegen, |f(z)| = 1ist]. Nach Fortheben
der gemeinsamen Faktoren von @(z) und y(2) erweist sich f(z) als regulir
und von Null verschieden fiir |z|=1, |/(2)] =1 fiir |z| =1, also [138]
f(d) =¢, |¢|]=1. Da ¢(0) und y(0) reell und positiv sind, folgt ¢ =1.

275. |/(z)| ist eine reelle stetige Funktion in %; sie erreicht also in B
ihr Maximum. Dies kann in keinem inneren Punkt eintreten [134].

276. [Vgl. E. Lindeldf, Acta Soc. Sc. Fennicae, Bd. 46, Nr. 4, S. 6,

1915.] Durch Drehung um den Winkel —2—:—1) um den Punkt { ent-

steht aus 9B ein Bereich B, und aus R eine Punktmenge R,,
v=0,1,2,...,n—1, By=3B, Ry =R. Der Durchschnitt (groBter ge-
meinsamer Teil) ® der Bereiche By, By, ..., B, enthilt { als inneren
Punkt. Diejenigen inneren Punkte von @, die mit { durch eine im
Innern von D verlaufende stetige Kurve verbunden werden koénnen,
bilden ein zusammenhingendes Gebiet ©®*. Die Begrenzung von D*
besteht nach Voraussetzung und Konstruktion aus gewissen Punkten der
Punktmengen Ry, Ry, ..., Ry- . Die Funktion f[{ 4 (z — {) w =] ist dem
Betrage nach < 4 in allen Randpunkten von ®* [275] und <« in den-
jenigen Randpunkten von ©*, die R, angehéren. Der Betrag der Funktion

M+ =01+ @E—0o™ ] - [T+ (= o "]
ist also=a-A""! in allen Randpunkten von ©* und folglich [275]
auch im inneren Punkt z=7¢. ‘

Pélya-Szegd, Aufgaben und Lehrsitze I. 21
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271. [Vgl. E. Lindelof, a.a.O. 276.] Man nehme & <& an; dies
ist keine Beschrinkung, denn anstatt f(z) kénnen wir f(2f) betrachten,
wo f passend gewihlt ist, > 0. Man beschreibe um einen beliebigen
Punkt des Halbstrahls arcz = §(« — ¢) einen Kreis, der den Halbstrahl
arcz = « beriihrt; die in der reellen Achse liegende Sehne dieses Kreises
erscheint von dem lings des Halbstrahls arcz = 4(x — ¢) gleitenden
Mittelpunkt aus gesehen unter einem wmverdnderlichen Winkel. Man
wende 276 an, unter B den in der oberen Halbebene gelegenen Teil
des Kreises, unter f die in der reellen Achse liegende Sehne verstanden;
es ergibt sich lim f(z) = 0 lings arcz = §(x — ¢). Modifikation des Schlusses
ergibt limf(z) =0 gleichmiBig im Winkelraum O=arcz=4(x — ¢).
Wiederholung des Schlusses fiir die Halbstrahlen

arcz=%(x—e¢), L(a—e), Li(@—¢),....

278. [Vgl. E. Lindelif, a. a. O. 276.] Es sei G die obere Grenze
von |f(z)| in @. Es gibt mindestens einen Punkt P in ¢ oder unter
den Randpunkten von @&, so beschaffen, dal in dem Teil von &, der
einer geniigend kleinen Kreisscheibe um P angehdort, die obere Grenze
von |/(2)| gleich G ist.

Wenn in @ kein solcher Punkt P vorhanden ist, dann ist | /(2) ] <G
in @. Es gibt dann einen Randpunkt P von der erwihnten Art und
nach Voraussetzung 3. ist G=M, d. h. |/(z) |[<M in &.

Wenn es in ¢ mindestens einen Punkt P = 2z, von der erwihnten
Art gibt, dann ist |f(z) | = G. Léngs einer geniigend kleinen Kreis-
linie um 2, gilt |f(2) | = G, aus 134 folgt also, daB f(z) = konst.

271

279. [P. Fatou, Acta Math. Bd. 30, S.395, 1906.] Esseiw —e " .
Wenn # geniigend grof3 ist, dann ist
m /2) {02 {@?2) - fon 1) =0,  z=rei?,
r—>1-0
und zwar gleichmiBig im ganzen Einheitskreis 0 << ¢ < 2x . Die Funktion
7(2) Hoz) f(w?2) - - - f(w™~12) muB also gem4B 278 identisch verschwinden.
[Der Satz folgt nicht unmittelbar aus 275.]

280. [H. A. Schwarz, Gesammelte mathematische Abhandlungen,
Bd.2, S.110—111. Berlin: J. Springer 1890.] Man wende 278 auf die
im Kreise |z| <1 regulire Funktion /1:2 an.

281. [Vgl. E. Lindelof, Acta Soc. Sc. Fennicae, Bd. 35, Nr. 7, 1908.
Beziiglich der Aufgaben 282—289 vgl. P. Koebe, Math. Zeitschr. Bd. 6,
S. 52, 1920. Dort findet man auch ausfithrlichen Literaturnachweis.]
Es sei { =y 1(w) die inverse Funktion von w = v({). Dann stellt

F(@) = v {/lp@)1}

eine Funktion von [ dar, die die Voraussetzungen von 280 erfiillt.
Es gilt daher |F({)|=¢ fir |{|=o, und zwar nur dann mit dem
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Zeichen =, wenn F({) = &%, o reell. Diese Ungleichung bedeutet,
daB die Werte F({) in der Kreisscheibe |{|=p, also die Werte
Y[F()] = fle(l)] in dem Bereich §) liegen; z = ¢({) stellt hierbei einen
beliebigen Wert in g dar. Im extremen Fall ist vy(ei*l) = flo(0)],
d. h. f(2) = w[é*p~12)], wobei { = ¢~1(z) die inverse Funktion von
z = @({) bedeutet, & reell. Diese ist die allgemeinste Funktion, welche
® auf § schlicht abbildet, derart, daB z =z, in w = w, iibergeht [IV 86].

282. [C. Carathéodory, Math. Ann. Bd. 72, S. 107, 1912.] Man
wende 281 auf folgenden Spezialfall an:

®: die Kreisscheibe |z| <1, §: die Kreisscheibe |w|<<1, 2,=0, w,=[(0),
£+ w,
V= e
R
g ist die Kreisscheibe |z|=p, Y ist das Bild von |{|=¢ bei der Ab-
bildung w = y({), d. h. auch eine Kreisscheibe. Es gilt fiir die Punkte
von §:

121(1 — [w[?) 1 — |w,[?
w—w,| =
S T T
Wenn das Gleichheitszeichen eintritt, dann muB f(z) = y[e'*p1(2)]
'szz +

=y(e'*2) = T, e“" sein, ferner ist dann |1 4 w,e*z| =1 —

d. h. arcz=arcw, — &« + 7.
283. Spezialfall von 281 :
®: die Kreisscheibe |z| <R,
$: die Halbebene Rw << A(R), z,=0, w,=[(0), Rw, = 4(0),
+[wo—24(R)1C _ ¢
1—2¢ =&
g ist die Kreisscheibe |z| = oR =17, } ist das Bild von |{|= o bei der
Abbildung w = y({). Es gilt fiir die Punkte von §:

PO =RE, p(t)="2 wy + [+ By — 24(R)] ;=

Rio — Rewy + 10, + Bo— 24 (R)] R égmwo—zmwo— A(R)

0
¢ 140

Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir f(z) = plet*@~1(2)] = (ei“%>,
284. Es gilt [Losung 283]

] = ] [24(R) — 00 — 8] 2 = M(0) + 7 [A(R) — 4(0).

Besagt weniger als 236.
285. Man wende 283 auf log/(z) an

Rlog /(z) = log| /(z) | =log M().
21%*
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286. Aus 285 folgt Lk
4

[0 = (0) (T

Fir |z]|=% ist 21_{_]1 ‘1_1 folglich | 7,(2) [P =|/.(0) .

287. Man wende 281 an:
®: die Kreisscheibe |z| <1, §: die Halbebene Rw > 0, 2,=0, w,=/(0)>0,
1+¢
(@) =1, ‘P(C)zwot_—f-
g ist die Kreisscheibe |z|= g, §) die Kreisscheibe, deren Begrenzungs-

kreis die reelle AchSe in den Punkten w, : te

—e ortho-

<

1
und w, i

gonal schneidet. Der Radius dieses Kreises ist wo%. Fur die
—e

Punkte von §) gelten die Ungleichungen:

2
w0-11—_~{_79~<3{w<w %“-i_—@‘, |SWI§WO17£7,
-0 — 0
wo_.‘-_gé|w|§w01+_9__
140 1—0¢

Das Gleichheitszeichen findet nur fiir f(z)=y{e**p~1(2)]=y(e*2) statt,
« reell.

288. Spezialfall von 281:

®: die Kreisscheibe |z| <1,

$: der Parallelstreifen —1 <flw<<1, 2z,=0, w,=0,

2 1+¢

() =¢, w@—;;bg1_§-
g ist die Kreisscheibe |z|=p. Wenn |{|=yp ist, dann erfiillen die
‘Werte von 1+§ die Kreisscheibe, welche die reelle Achse in den
Punkten 1+§ und :;Z orthogonal schneidet. Sie liegt ganz im
Winkel, dessen Mittellinie die reelle Achse ist und dessen halbe Offnung

2 . . .

arctg 1 _‘Q 5 = 2arctgo betrdgt. Daher liegt §) ganz im Streifen

]E)‘iw]_g% arctgp. Es gilt ferner in §

qw| =2 L+£’<E 1+e
[\sw[-—nlog == logi_g.

Wenn das Zeichen = stattfindet, muB f(z) = yp[e!* ¢~1(2)] = w(ef*2)
sein, « reell.
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289. Man kann annehmen, daB R=1, 4=2 und |Rf(z)|<1
ist fiir | z| <C1 wie in 288; hingegen ist f(0) = w, beliebig im Streifen
—1 <Rw<1. Je nach der Wahl von w, erhilt man in diesem
Streifen fiir jedes o <1 ein Gebiet, dessen Punkte fiir die Funktions-
werte f(z) zuldssig sind, und es handelt sich um die Maximalbreite
dieser Gebiete, in der auf die reelle bzw. imagindre Achse senkrechten
Richtung, wihrend w, den ganzen Streifen durchlauft. Offenbar geniigt
es, sich auf reelle w,, —1 << w, << 1 zu beschrinken. In diesem Falle ist

inwni _inwo

2, e? 41l 2. Adie 2 ¢
w=y({) = —log tr, = Wo b -log— =
1—te 2§ 1—1e 2 ¢

Das Bild von || = ¢ in der w-Ebene ist konvex [318], ferner in bezug
auf die reelle Achse symmetrisch, weil y({) fiir reelles { reelle Werte
annimmt. Daher wird das Maximum und Minimum von Rw fir
reelles { = +p erreicht. Die Breite in horizontaler Richtung ist somit

_inwn , _inwo
2. 14+1e %2 p 2. 1—1de 2 9
w0+2;log_i—nu7—— wO—I—Ebg—W
1—ie 2 o \ 1+ie 2 ¢
0 cos 20 0 cos 22
4
=—| arctg —— - arctg —
4 . W, . W,
’l—f—QSll’lT 1—-@smT

Wenn hier w, zwischen —1 und 1 variiert, dann ist die Ableitung

nach w, stets vom Vorzeichen von —sin~—2. Das Maximum tritt

F4

also fiir wy =0 ein und ist = 8 arctg o.
n

Die Schwankung von §w kann das Doppelte der in 288 gegebenen
oberen Schranke von |§w| nicht iibertreffen; Beweis dhnlich.

290. [H. Bohr, Nyt Tidsskr. for Math. (B) Bd. 27, S. 73—78, 1916.]
Es sei % so gewihlt, daB |[#|=1, nF(1) >0. Unter lognF(z) den-
jenigen Zweig verstanden, der fiir z =1 reell ist, setze man

. _ lognF(z) —logc
=18 = fogy (1)~ loge’

Esist f(1) =1, Rf(z) > 0. Man wende nun 281 mit & = 3, = rechte
Halbebene, zy=1, w,=1 an. Die Abbildungsfunktionen z= ¢({),
w=y({) seien so normiert, daBl reellen Werten von { reelle Werte
von z bzw. w entsprechen, ferner sei ¢(1) = oo, Y(1) = oo [IV119]. Wir
haben daher 11e

w@:1 :
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Essei x>1 und »=¢(g), 0<<po<<1. Nach 281 liegt f(x) in
demjenigen Gebiet der w-Ebene, das bei der Abbildung w = y/({) dem
Kreis | |=p entspricht. Dies ist aber ein Kreis, dessen &uBerster
Abstand vom Nullpunkt y(o) betrigt, d. h. |f(¥) | =w(0). Man kann
somit A(x) = w[p~1(x)] setzen.

291. [K. Lowner.] Nach 280 ist |f(z)|=<|z]| fiir |z]|<<1; es gilt
also fiir positive z, 0 <<z <1

r 1—f{z)

1—2z

=1

Hieraus folgt durch Grenziibergang z— 1
[f(1)|=1.
Ist arcf(1) = %, so geht ein geniigend kleiner Vektor mit dem Arcus
£<19<37n, der von z=1 aus ins Innere des Einheitskreises ge-
richtet ist, durch die Abbildung w = f(2), f(1) + 0 in ein analytisches
Kurvenstiick iiber, das gleichfalls von z= 1 ausgeht und die Richtung
¥ 4 o besitzt. Wegen | f(2)| <1 fiir | 2| <1 muB aber auch
4 3n
5‘ <O+ a< 7
sein fiir jedes zuldssige ¢, was nur bei & = 0 moglich ist.
292, Es sei z, ein fester Wert, |zo|<<1, f(20) = 1wy, || <<1.

. 1— 1—
Man wihle die Konstanten ¢ und 5 so, daB e f-9=17 Do —1
1—2 1 —w,
ist, |¢]=|y|=1. Wenn
2 — 2 w—w,
61—z0z ’ nd—z@ow

gesetzt wird, dann erfiillt die durch die Funktionsbeziehung w = 1(2)
definierte Funktion W=F(Z) die Voraussetzungen von 291, folglich ist

, aw dw) (dz) (1 —|w?) , (1 — Zz,)?
1=F)= (dze))w 1(dzz1d221 (1 — w,)? f(1)6(1—[20]7)'
293. [G. Julia, Acta Math. Bd. 42, S. 349, 1920.] Essei z, ein fester
Wert, §2,> 0, f(2) = @o, J®wo > 0. Man wihle die Konstanten ¢ und
a— z b —

7 so, daB ¢ =17 o —1lst le|=|n|=1. Wenn
a— 7 _

z_z"—z S

z— 2 W — W,

gesetzt wird, dann ist [291, 292]

(e (o 0 )= 5 1O

&
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— 5z =25z 1—2z,2

294. f() 2—2 12— 2— 2,

regulidre Funktion, deren Betrag in geniigender Nihe irgendeines Rand-
punktes <M + ¢ ist, e>0 [5]. Anwendung von 278. Anderer Be-
weis durch vorsichtige Anwendung von 176.
295 f( )21+Z 22+Z X §n+z
2 Zy— 2 24—z
reguldre Funkt1on, deren Betrag in gentigender Nihe irgendeines Rand-
punktes <M 4 ¢ ist, e>0 [6]. Anwendung von 278. Anderer Be-
weis auf Grund von 177. Beide Beweismethoden gelten nicht bloB fiir
die Halbebene $z>0 und fithren leicht zu einem Satz, der 294
dhnlich verallgemeinert wie 281 das Schwarzsche Lemma 280.

296. Die Funktion f(z) mdge in |z|=1 meromorph sein, daselbst
die Nullstellen a,, a,, ..., @, und die Pole b,, b,, ..., b, besitzen (mit
richtiger Multiplizitit angeschrieben) und es sei |f(z)| =¢>0 fir
|z| =1. Die Funktion

m
1— a2 z— b
z = ¢(2)
ist regulir und von O verschieden fur |z ]<1 und ihr Betrag ist auf

|z] =1 konstant, =c. @(z) ist eine Konstante [142].
297. [W. Blaschke, Leipz. Ber. Bd. 67, S. 194, 1915.] Es sei « reell,

ist eine im Kreise |z]<<1

ist eine in der Halbebene iz > 0

0=o0<1, f(«)+0. Esfolgt aus 294, dafl das Produkt l l
nicht gegen 0 divergiert. Also ist die Reihe

)= S o= 72 Sl

[1-— oz, |? :1—[—zx

1—oczv
oo

2 (1 B 'l 10:;;

konvergent.
298. Es sei & reell, o« >1, f{o)+ 0. Es folgt aus 295, daB das

oo P 2
Produkt l l 4
2y
v=1

> 2, — &2 S 4o 2,4+ 2, 44 = 1
2(1—.zv+oci):2\1+ﬁ2 22,2, (1+a)22mz

v=
2y

nicht gegen 0 divergiert. Also ist die Reihe

(W%

konvergent.

299, [T. Carleman; vgl. auch P. Csillag, Math. és phys. lapok,
Bd. 26, S. 74—80, 1917.] Es sei z, ein innerer Punkt von % und man
setze |, (20) | = & /u(20), v = 1,2, ..., m. (Wenn f,(z,) = 0, dann sei ¢,=1.)
Die in B regulire und eindeutige Funktion

F(z) = &1/1(2) + &/5(2) + -+ 4 eafal?)
erreicht das Maximum ihres Betrages in einem Randpunkt z, von .

Daher ist @(z) = | Fz) | =| F(zo) | = @(2) -
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300. Einfacher als durch Verschirfung des Schlusses in Lésung
299 beweist man die Behauptung folgendermaBen: Es sei g, ein innerer
Punkt von % und der Kreis [z — 2| =7 liege im Innern von 9.
Addition der Ungleichungen [272]

27
bt reian,  v=12,..n

2n
0

*) | olzo) | =

liefert
27
1 .
ple) = o [ pleo + e,
0

und zwar gilt hier das Zeichen <, wenn es mindestens in einer der
Ungleichungen (*) gilt, d. h. wenn mindestens ein f,(z) nicht konstant
ist. In letzterem Falle kann also das Maximum nicht in gz, d. h. in
keinem inneren Punkt erreicht werden.

301. [G. Szegd, Aufgabe; Deutsch. Math.-Ver. Bd. 32, S. 16, 1923.]
Es geniigt, zu beweisen, daB in jedem ebenen Bereich 8 das Maximum
von @(P) am Rande angenommen wird, wobei die Punkte P, nicht
notwendig in derselben Ebene liegen. Legt man in $ rechtwinklige
Koordinaten x, y, 2= x + iy, fest, dann ist zu beweisen: Eine Funk-

tion der Form "

H(]z—a,?—f—bﬁ),

a, beliebige komplexe, b, reelle Konstanten, » =1, 2, ..., %, nimmt in
einem beliebigen Bereich der z-Ebene ihr Maximum am Rande an. Man
multipliziere das Produkt aus. [299.]

302. Es sei z, ein innerer Punkt von B, in dem einige der vor-
gelegten Funktionen, generell mit /,(z) bezeichnet, nicht verschwinden,
andere, generell mit /,(z) bezeichnet, verschwinden. (Die eine Kategorie
kann fehlen.) Es sei 7 so klein, daB die Kreisscheibe |z —z,|=7
ganz B angehdért und auBer z, keine Nullstelle der Funktionen ent-
hilt. In dieser Kreisscheibe sind die Funktionen f,(z)" reguldr. Nach
299 existiert ein Punkt z, |z — z,| =7, so beschaffen, daB
2 fula) [ = 2 fuleo) [P

"

"
Selbstverstiandlich ist

St =0=3ht

d. h. p(z) = @(2,) ; und zwar ist @(z;) > @(z,), wenn mindestens ein f, (z)
nicht identisch konstant, oder im anderen Falle mindestens ein f,(2)
nicht identisch Null ist. Da 8 abgeschlossen, ¢(2) stetig, gibt es einen
Punkt in ¥, in dem die Funktion ¢(z) ihr Maximum erreicht: dieser
ist kein innerer Punkt, abgesehen von dem in der Aufgabe genannten
Ausnahmefall. '

Dy

»
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303. Da % abgeschlossen, erreicht darin die daselbst eindeutige
stetige Funktion |f(z)| ihr Maximum. Dal dies, abgesehen vom Fall
f(2) = konst. in keinem inneren Punkt geschehen kann, zeigt 134.

304. [J.Hadamard, S. M. F. Bull. Bd. 24, S. 186, 1896; O. Blumen-
thal, Deutsch. Math. Ver. Bd. 16, S. 108, 1907; G. Faber, Math. Ann.
Bd. 63, S. 549, 1907.] Die Funktion z*f(z) selber nicht, aber ihr Betrag
ist jedenfalls eindeutig im Kreisring 7, = |2|=7;. Folglich ist daselbst
das Maximum von |2*f(z)| entweder 7{ M (r,) oder r§M(r;) [303]. Man
wihle « so, daB
(*) riM(ry) = r§M(ry) .

Indem man einen besonderen Punkt der Kreisperipherie |z| =7, ins
Auge falBit, ersieht man
rsM(ry) = rTM(ry) =75 M(ry) .

Man setze hierin den Wert von « aus (*) ein. (Es geniigt, wenn /(2
in der ,,punktierten Kreisfliche 0 < |z| < R regulir und | /(z)| daselbst
eindeutig ist.)

305. Das Maximum von 2z*f(z) kann nur dann in einem Punkt
des Kreisrandes |z| =7,, d. h. in einem inneren Punkt des Kreisringes
7, =|z| =7, erreicht werden, wenn 2* f(z) konstant ist.

306. f(2) = ap+ ayz + ay2® + -+ 4@, 2" 4 - gesetzt, ist

L(r) = |ao]? + | @ Pr? + @y PrA 4 - - @27 4 o = 2 par”,
n=0
w0 P, =0 und mindestens zwei von den p, positiv sind [IT 123].
307. Ist /(2) nicht konstant und bezeichnen 2z, z,, ..., 2, die von

Null verschiedenen Nullstellen von /(z) im Kreise |z|=7, so ist (der
Einfachheit halber f(0) = 1 vorausgesetzt) [120]
log ®(r) = nlogr — log|z | — log|z,| — - -+ — log|z,] .

Daraus folgt, daB log@(r) als Funktion von logr aus stetig aneinander-
schlieBenden Geradenstiicken besteht, deren Richtungen monoton an-
steigen. Ein Knickpunkt fiir logr = log#, riihrt von dem Auftreten
neuer Nullstellen auf dem Kreise [z| =7, her. Die Zunahme der
Richtungstangente ist dabei gleich der Anzahl der neu aufgetretenen
Nullstellen mit der richtigen Multiplizitit gezahit.

308. [G. H. Hardy, Lond. M. S. Proc. Serie 2, Bd. 14, S. 270, 1915.]
Es sei 0 <7, <7,<<73<<R. Man definiere die Funktionen &({), F(2)
durch die Gleichungen

) f(ryé?) = | fryé®|, 0=9=2m, F(z)=£;/f(ze”)e(ﬁ)d19.
0

Die Funktion F(z) ist reguldr im Kreise [z|=7, und erreicht das
Maximum ihres Betrages an dessen Rand, etwa im Punkte 7,¢i%.

Daher ist Ir) = Flry) = | F(ryé™)| = I(ry),
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d. h. I(r) nicht abnehmend. Man bestimme die reelle Zahl « aus der
Gleichun, P &

¢ A1) = 7516y
Der absolute Betrag der im Kreisring 7, =|z| =< 7, reguliren Funktion
z*F(z) ist daselbst eindeutig. Hieraus schlieBt man [303]

2 L(ry) = 72 F(ry) =Max 2" F(z)| = r{ I{r;) = 75 I(r),
n=RI=r

woraus weiter die Konvexititseigenschaft von I(7) folgt [304].

27
309. i(r) = [|f'(re??)|rdd [308].
0
2miv
310. Mansetze ¢ * =qw,, v=1,2,...,1; essei 0==r, <r,<R.
Es gibt [302] auf dem Kreisrand |z| =7, einen Punkt 7,¢'%, so be-

schaffen, daB
1 < 1~ .
;;J [fro)f = ;;]f(rz w, )P,

Fir #—> oo erhilt man hieraus
I,(r)) = ILy(ry) -
Es sei 0<<7; <<7,<<r3<< R, « reell. Die Funktionen

(22 &
z;f(aﬁz): 2 Hwy2), ..., 2 fwn2)
sind im Kreisring 7, < |z2| <7, zwar reguldr, aber nur ihr Betrag ist
darin notwendigerweise eindeutig. Trotzdem ({303, 302] kann man
schlieBen, daB die Summe der p** Potenzen ihrer Betrige am Rande
des Kreisringes das Maximum erreicht. Hieraus flieBt die Konvexitats-
eigenschaft von I,(r) nach der SchluBweise in 304, 308 und durch
Grenziibergang. — Zu den Grenzfillen p =0 und p = oo vgl. I 83.
311. Man kann annehmen, daB der Mittelpunkt von & der Null-
punkt ist. Man wende dann 230 an. Anders formuliert lautet der
Satz: Wenn eine harmonische Funktion in jedem Punkt einer ab-
geschlossenen Kreisfliche reguldr ist und in jedem Punkt des Kreis-
randes verschwindet, dann verschwindet sie identisch.
312. Essei u(x,y), 2= % + 1y, eine harmonische Funktion, welc:he
im Kreis (x — %)% + (y — ¥0)2 = 7% reguldr ist. Es ist

&

27

1 .
(%, Vo) = E/u(xo + rcost, yo + rsind)dd  [118],
0

folglich

2w
|9(0, o) g%/[u(xo + rcosd, y, + rsind)|dd.
0
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Wenn in dieser Ungleichung das Zeichen = eintritt, dann ist

27
1 .
o /[{u(xo + rcosd, yo + rsind)| 4 u(xy + rcosd, v + rsind)]dd =0,
0

wobei das Zeichen — bzw. -+ gilt, je nachdem ob #(x,, ¥,) =0 oder
%(%g, Vo) = O ist; der Integrand muB identisch verschwinden, d. h. u(x, y)
ist vom konstanten Vorzeichen auf der gegebenen Kreislinie (ev.
stellenweise 0).

313. Liegt der Punkt %, ¥,, in dem das Maximum erreicht wird,
im Innern von B, so sei 7 so klein gewdhlt, daB die Kreisfliche vom
Radius » um x,, ¥, dem Innern von ¥ angehort. Aus

27
;;/[u(xo, yo) — %(%g + 7cos?, yo + rsind)]d9 =0 [Losung 312]
0

folgt dann
w(%g, Vo) — u(%p + 7c0s, Yo+ 7sind) =0, 0=9=2ax,

d. h. [311] u(x, y) =konst.
314. Aus 313.

315. log|z—z|+log|z—z |+ - +log|z—z,| = RlogP(z),

das Potential des Kriftesystems, hat als harmonische Funktion in
keinem reguliren Punkte Maximum oder Minimum.

316. Man schlieBe aus B die endlich vielen Ausnahmepunkte
durch so kleine Kreise aus, daB diese keine gemeinsamen Punkte mit-
einander haben, daB ferner der Wert der Funktion an diesen Kreisen
kleiner als das Maximum im Gesamtbereich sei. Man wende dann
auf den iibrig bleibenden Bereich 313 an.

317. Nach 188 wird die Begrenzungskurve des Bildes im selben
Sinn durchlaufen wie die Kreislinie |z| = R. Daher ist 109 anwend-
bar. Die harmonische Funktion
1)

RN
welche im Kreise | 2| =R reguldr ist [wegen der Schlichtheit hat f(z)
nur die einzige einfache Nullstelle z = 0], ist positiv fiir |z/=R. Sie
ist daher positiv auch auf jedem kleineren konzentrischen Kreise
|z| =7 <R [313]. Nach 109 sind also die Bildkurven der Kreise |z|=7
sternférmig in bezug auf den Nullpunkt.

318. Nach 188 wird die Begrenzungskurve des Bildes im selben
Sinn durchlaufen wie die Kreislinie |z|= R. Daher ist 108 anwend-
bar. Die harmonische Funktion

"z)
R

+1,
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welche im Kreise |z | = R reguldr ist [f(z) & 0 wegen der Schlichtheit!],
ist positiv fiir |z|= R. Sie ist mithin positiv auch auf jedem kleineren
konzentrischen Kreise |z| =7 <R. Nach 108 sind also die Bildkurven
der Kreise |z| =7 konvex. Die Behauptung ist damit fiir den Fall
bewiesen, in dem die innere Kreislinie mit der Kreisscheibe |z| < R
konzentrisch ist.

Es habe nun die innere Kreislinie eine beliebige Lage im Kreise
|z| <R. Wir setzen die gegebene Abbildung w = f(z) aus zwei Ab-
bildungen zusammen: aus einer linearen Transformation des Kreises
|z|=R in sich, bei der die innere Kreislinie den Mittelpunkt z =0
erhilt [77] und aus einer zweiten, die so definiert ist, dal die Zusammen-
setzung der beiden Abbildungen zu demselben Ergebnis fiihrt als
w = f(2). Damit ist die Aufgabe auf den vorhin erledigten Spezialfall
zuriickgefiihrt.

319. Analog zu beweisen wie 299.

320. [Vgl. A. Walther, Math. Zeitschr. Bd. 11, S. 158, 1921.] Wenn
u(x,y) die fragliche harmonische Funktion ist, 2=« 4 ¢y, so ist die
Funktion #(x, y) + «log7, o« beliebige reelle Konstante, regulir im
Kreisring 7, = |z|=7,; ihr Maximum ist dort entweder A(r,) + &logr,
oder A(ry) + «logr;. Man wihle & so, daB

A(ry) + «logr, = A(rs) + o logrg [313, 304].
321. [Vgl. A. Walther, a.a. O. 320.] 1. Der in 320 bewiesene Drei-

kreisesatz gilt auch fiir solche harmonische Funktionen, die im Kreise
| 2| < R endlich oder unendlich viele isolierte singulidre Stellen haben,
vorausgesetzt, daB diese sich nur am Rande hiufen kénnen, daf ferner
bei der Anndherung an eine solche singuldre Stelle die Funktion gegen
— oo strebt [316]. Man wende den so erweiterten Dreikreisesatz auf
Rlog/(z) =log|f(2) | an.

2. Wenn #(x,y), 2=2x + 1y, eine im Kreise }z[ < R regulire
harmonische Funktion, v (x,y) die zu #(x, y) konjugierte Funktion ist,
dann wende man 304 auf f(z) = @V +i*®Y) an; | f(z)| = *®V), daher
log M (r) = A(7).

322. [Beziiglich der befolgten Methode und der Aufgaben 322—340
vgl. auBer E. Phragmén und E. Lindelof, Acta Math. Bd. 31, S. 386,
1908, insbesondere P. Persson, Theése (Uppsala, 1908) und E. Lindelif,
Palermo Rend. Bd. 25, S. 228, 1908.]

323. Durch irgendwelche stetige Kurven, die den einen Be-
grenzungsstrahl mit dem anderen innerhalb des Winkelraumes ver-
binden und deren Minimalabstand vom Nullpunkt iiber alle Grenzen
wiachst.

324. Im Zwischenraum bleiben die Abschitzungen der Losung
von 322 alle bestehen.

325. Losung s. S. 147.
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326. Die Funktion e“?f(2) geniigt den Voraussetzungen 1. 2. und
der modifizierten Voraussetzung 3. von 325 [SchluBbemerkung im Be-
weis], wie groB auch w sei. Folglich ist

| f(2)| = e = fiar Rz=x=0.

Man lasse w gegen - oo streben.

327. Es sei arctg;{lﬁ =y gesetzt. Dann ist

zlog(z + 1) = (rcos® + i7sind)[4log(r? + 27cosd + 1) 4 iy],
7 7
Iso filr ——=9=—
also fiir 5= _2,r>1,
R[—zlog(z + 1)] = rysind — §rlog(r* 4+ 27cos? + 1) - cos?

grl — rlogrcosﬂérﬁ.
2 2

Es sei 0 << < gn_y Die Funktion
[
Z‘_ f(Z) 6—ﬂz[og (z+1)

erfiillt die Voraussetzungen 1. 2. 3. von 326 mit & = 0. — Man kénnte,
anstatt 326, 3256 zu zitieren, dessen Gedankengang auf die Funktion

(754
f(2)exp <wz — pzlog(z 4+ 1) —ee * z’1>
anwenden und zuerst ¢ =0, dann w = -+ oo setzen.

328. [F. Carlson, Math. Zeitschr. Bd. 11, S. 14, 1921; These,
1(z)

Uppsala 1914.] Erste Losung. Auf ——— ist 327 anwendbar. Das
Bestehen einer Ungleichung sinzz

—,.f—(i < A’eBlel

sinnz

(mit A">A) weist man am besten zuerst auBerhalb, dann innerhalb
der Kreise |2 —n|=%, n=0,1,2,... nach [Losung 165].

Zweite Losung. Aus 178 folgt, indem man die Positivitit der
Summanden links beachtet, daB

. i_ﬁ)<Ln<_L__1_) ,
MZ:(# we) =2x) \g* ~ w2 [2logC + 2(m — y)o]lde + C,
= 1

wo C, ¢’ Konstanten sind. Die linke Seite ist ~ologn, die rechte

Ty

fahig [F. und R. Nevanlinna, a. a. O. 177].

329. Es sei ¢ >0; die Funktion ¢(z) = T
Halbebene Rz=>0. Es ist ()]

lpi)|=1 fir Rz=0 und |@@)|=1 fir |z =7,

logn: Widerspruch. Diese SchluBweise ist verallgemeinerungs-

ist reguldr in der
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sofern » so groB ist, daB w() >1?. Daraus folgt |@(z)|=1 in der

ganzen Halbebene Rz=0, und schlieBlich fiir ¢—0,
¢ | =1: Widerspruch.
Auch Grenzfall von 290: das Gebiet 8§ nimmt die volle Halbebene ein.

a+p

330. Esseie>0, h= ee_z?, 0<o<<d, o(f — &) <a. Wendet
man auf die Funktion

Fz) —f()exp( (e )

die SchluBweise von 322 an, so ergibt sich | F(z)|=1 im ganzen Winkel-
raum. Man lasse ¢ gegen O konvergieren. — Man konnte auch den
Satz durch Variablentransformation auf 322 zuriickfithren, indem man
den Winkelraum « <arcz=p auf den Winkelraum —y=<arcz<y,

y = g—~ Esi’g—z_—(x), mit Festhaltung von z=0 und z=occ abbildet.
331. Fir o = ——g—, p= % ergibt dies einen schwicheren Satz als

der in 325 bewiesene. Beweis des Satzes mit Hilfe der Funktion
ﬂ-i—oc LA

Man zeigt zunidchst mit Hilfe von 330, daB das Maximum des Betrages

langs der Winkelhalbierenden = 1 ist [325].

832, Gesetzt den Fall, daB8 |g(—7)|=C wire, wende man 331
g(z)

auf die Funktion C in dem Winkelraum —a=<3%==x an; es ergibt
sich |g(z)|=C in der ganzen Ebene, also g(z) eine Konstante. Man
kann auch direkt . 3
g(z)g—an—e(—iz)T

betrachten; diese Funktion ist im Innern des Winkelraumes 0 =9 <n
analytisch, im -abgeschlossenen Winkelraum (samt Begrenzung) stetig.

Vgl. 325. — Man kann auch 325 auf C-1g(z?) anwenden. Wie scharf

inyz
vz

333. Es sei a<<b< 1. Der Absolutwert der Vergleichsfunktion e

der Satz ist, sieht man an der Funktlon

ist )
leeb(zﬁ—zy)} — eebzcosby;
» 2
er ist alsoam Rande von ®: =¢  2>1. Essei > 5 log———
- ecosbh z
7 7 2
Dann gilt am Rande des Rechteckes 0=x=1, — > =y= > die

Ungleichung If(z)e_gebz[ <1.
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334. Man betrachte im gegenteiligen Falle die Funktion

p(z) = 2], >0, 2=x+iy
im Rechteck
1 7
Oéxéxl’ _‘é‘éyé'—,

wo x, so gewdhlt wird, daB sw(x,) > 1. Esist am Rande dieses Rechteckes

oexi3) =

| @ 4 i9)| = ePlosyco @l <
daher ist im Innern |p(z)|<e. Fiir ¢~ 0 erhéilt man
|| =e,
also z. B. ¢#=¢: Widerspruch. Die Rolle von ¢ wird aufgeklart
durch 290, 1817.

335. Es geniigt, den im Fingerzeig angegebenen Fall zu betrachten
[lineare Transformation]. Es sei ¢ > 0; die Funktion

v =1 (55)

v=1

ist im gemeinsamen Teil ®, von & und der Kreisfliche |z| <7 regulir
und ihr absoluter Betrag daselbst eindeutig [303]. Das Maximum von
[f(z)| am Kreisrande |z| =7 sei M(r). Beachtet man die Bedingung
am Rande von & [278], so findet man, daB in @,

|@(2)| =Max[M, M(r)].
Fiir ¢ — 0 flieBt hieraus

| £(2) | = Max[M, M(r)].
Insbesondere ist, wenn 7" auch zulissig [s. Fingerzeig] und #' <7,

M) =Max[M, M(r)].
Andererseits hat man [268]

M) =M({).

Hieraus folgt die Alternative: Entwederist M (r) =M, also M () =M (¥),
#(z) =konst. [268], oder M (r) <M, |}(z)|=M, woraus sogar |f(z)| <M
folgt [278].

336. An der reellen Achse sollen #» Begrenzungsstrecken von %
liegen, die von einem beweglichen Punkte z der oberen Halbebene bzw.
unter dem Winkel w,, w,, ..., ®, geschen werden. Man bestimme eine
fiir §z> 0 regulire analytische Funktion ¢,(2), so daB aRe,(z) = w,
ist [57], und setze

A )%(zH%(ZH -t +on(2)

D) =a- (—

a

lpliy)| = ev-emcoO =e,

Die Funktion f(z) ®(z) ! ist reguldr und beschrankt im Innern, =1 in
den Randpunkten des Bereiches $5, mit eventueller Ausnahme von
27 Randpunkten [335].



336 Funktionen einer komplexen Veranderlichen.

337. /(¢¥) ist eindeutig, regulir und beschriankt in der Halb-
ebene Ru=0. In jedem Randpunkt dieser Halbebene gilt |f(e%)| =1
mit Ausnahme des einzigen Randpunktes # =oo. [385.]

838. Wire z = oo kein Randpunkt, so miite [geniigt schon 135]
in ®: |g(2)| = & gelten: Widerspruch. Also ist z = oo Randpunkt von .
Waire g(z) beschrankt in @&, so konnte man 335 (einziger Ausnahme-
punkt z = o0) anwenden und es wiirde sich |g(z)] =% in @ ergeben.

339. Es gibt nach Voraussetzung eine Konstante M,M >0, so
daB im Zwischenraum von [ und I3, |f(z)| <M ist. Es sei R>1
und R so groB gewihlt, daB lings desjenigen Teiles von I3 und 75,
der auBerhalb des Kreises |z| = R liegt, |f(z)| < ¢ gilt. Man betrachte
den Zweig von logz, der fir positives z positiv ausfillt. Dieser Zweig ist
reguldr und eindeutig im Zwischenraum von I und [}, und es ist da-
selbst |logz| <<log|z| 4 7 der geometrischen Voraussetzung gemaB. Esist

|M(ogR + 7) + £(logz + #)| = M(logR + n) + ¢ (log|z| + 7},

und fiir ]z| = R sind beide Summanden rechts positiv. Daher ist, wenn
|z| = R, z im Zwischenraum,

| logz ) logR + = _
| M(logR + n) + ¢ (logz + =) M(logR +n) "
Wenn |z| =R, z auf I oder I}, so gilt ‘
logz | _loglz\ +a
M(logR + n) + e(logz + =) 1) ’ < ¢(log|z| + ) &=

Daher ist nach 335 im ganzen Zwischenraum auBerhalb des Kreises
[z =R

)| < ‘ e(logz 4 7) + M(logR + =)
| logz
Dieser Ausdruck ist, wenn |z| geniigend groB, < 2s.
340. Man nehme, wenn moéglich, 2 + & an und grenze in der
w-Ebene zwei Kreisscheiben K; und K, um a bzw. b ab, die kei-

nen gemeinsamen Punkt haben; auBerhalb dieser Kreisscheiben hat

' ( : + b>2 (u 3 b)z
w —_ p—

| 2 2

2 — 2
dung von 339 auf die Funktion (f(z) _ 4 “ZL b) — (“ : b) folgt, daB

der Betrag derselben im bewuBten Zwischenraum <& wird, wenn
{z]| > R = R(¢) ist: Auf solche Werte von z beschrinken wir uns. Man
suche auf I einen Punkt z;, auf I, einen z,, so daB w, = f(z) in K;,
wy, = f(2,) in K, liegt und verbinde z; mit z, durch eine im Zwischen-
raum verlaufende Kurve. Das Bild derselben in der w-Ebene muf
von K, in K, gelangen, also einen Punkt w = f(2) besitzen, fiir den

-2 - (252

.

ein positives Minimum = ¢. Durch Anwen-

= ¢ ist: Widerspruch.
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