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Einleitung.

Die folgende Arbeit bietet einige Beispiele zur Theorie iiber das Gleichgewicht
von Fliachen, die gegebenen #uBlern Kriften unterworfen sind; entsprechend dem
Zwecke der Abhandlung, eine Aussage iiber die Spannungen zu geben, die in Ballon-
hiillen auftreten, beziehen sich die behandelten Falle nur auf Rotationsflichen;
dabei werden als duflere Krafte jene angenommen, die tatséchlich auf Ballonhiillen
einwirken.

Die Arbeit entstand auf Anregung meines hochverehrten Lehrers, Herrn
Geh. Hofrat Prof. Dr. S. Finsterwalder, dem ich dafiir und fiir seinen wohl-
wollenden Rat bei der Ausarbeitung meinen besten Dank ausspreche.

Von den Arbeiten, die iiber die Theorie des Gleichgewichts biegsamer und unaus-
dehnbarer Flichen vorliegen, diente dieser Abhandlung die Arbeit Lecornus:
Sur I'Equilibre des surfaces flexibles et inextensibles (Journal de 1'Ecole Poly-
technique, Cah. 48, Tome 29, 1880) als hauptsdchliche Grundlage. Soweit sie in
Betracht kommen, seien ihre Resultate kurz wiedergegeben, wobei fiir die in der
Flichentheorie auftretenden GréBen nicht die Lecornu’schen Zeichen, sondern die
in Scheffers Theorie der Flichen gebrauchten Bezeichnungen verwendet werden.

Ist eine Fliche unter Einwirkung von Kriften im Gleichgewicht, so bildet
sich auf ihr ein Spannungszustand aus, indem auf jedes Linienelement der Fliche
eine nach Grofle und Richtung bestimmte Spannung wirkt; d. h. wiirde die Fliache
nach einem Linienelement aufgeschnitten, so wére zur Erhaltung des Gleichge-
wichtes an den beiden Randern des Schnittes je eine gewisse Kraft anzubringen,
die-fiir den einen Rand dieselbe Grofe und die entgegengesetzte Richtung wie
die am anderen Rand anzubringende Kraft hat. Diese auf die Léngeneinheit redu-
zierte Kraft heiflt Spannung, ihre Komponenten parallel und normal zum Linien-
element Tangential- bzw. Normalspannung. Die Spannung variiert nicht nur von
Punkt zu Punkt, sondern besitzt auch fiir die verschiedenen Linienelemente eines
Punktes verschiedene Werte. Es sei nun auf der Flidche ein orthogonales System

Denselben Gegenstand behandeln:

Lecornu: Sur PEquilibre d’une Enveloppe ellipsoidale (Annales de I’Ecole Normale
Supérieure, S. IIT, Tome 17).

Beltrami: Equilibrio delle Superficie flessibile et inestendibile (Memoria della Accdemia
di Bologna, IV. B., 1881).

Volterra: Sull’ Equilibrio delle Superficie ect. (Roma Accademia dei Lincei Atti, Serie ITI,
Vol. 8, 1883—1884.

Morera: Sull’ Equilibrio delle Superficie ect. (R. Accademia dei Lincei, TIT, 7, 1882—1883).

E. Daniele: Sull’ Equilibrio delle Reti (Rendiconti dell’ Circolo Matematico di Palermo,
Tome XIIT, 1899).
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von Parameterlinien u, v gegeben; im Punkte u, v seien n; und t, Normal- und.
Tangentialspannung der U-Linie (v = const), n, und t, dasselbe fiir die V-Linie
(n = const) (Fig.1). Uber den Sinn dieser Spannungen gibt Fig. 2 AufschluB:
n, und n, sind positiv, wenn sie in das Innere des von den Punkten u, v;u + du, v;
u, v+dv; u+du, v-+dv: gebildeten Rechteckes gerichtet sind; demnach
sind n; und n, Druckspannungen, wenn sie positives Zeichen haben; negative
Spannungen wirken als Zugspannungen. t, und t, sind positiv, wenn sie im Punkte
u, v entgegengesetzt dem wachsenden u bzw. v gerichtet sind.

122 utdu
v*dv v+dy
=
Zz
{=r
—
wu,v t, urdu u,v -~ wurdw
v Z, v

Fig. 1. Fig. 2.

Die Gleichgewichtsbedingungen, angewandt fiir ein unendlich kleines Dreieck,.
ergeben t; = t, =t und die Komponenten der Spannung, welche ein unter dem
Winkel o gegen die U-Linie geneigtes Element erleidet, zu
Normalkomp. N = n, cos? o + n,sin®a« + 2t sin « cos o

b Tangentialkomp. T = t (cos? o — sin® «) — (n; — n,) sin « cos «.
2 =corist Sind an einem Punkt also die drei Grofien n,, n,.
und t bekannt, so kann fir jedes durch diesen
Punkt gehende Linienelement die Spannung aus den.
M Gleichungen 1 berechnet werden. Zu einer einfachen
o e comsr geometrischen Deutung des Spannungszustandes in
g veons einem Flichenpunkte gelangt man auf folgende
P g 3
Fig. 3. Weise: Trigt man vom Punkte u, v (siehe Fig. 3)
in der Richtung des Linienelementes, d.h. in Rich-
tung o die Strecke OM = Tlﬁ ab, so hat M in bezug auf das von U- und V-Linie
gebildete System die Koordinaten x = c—;)I—SN;i, y = E%y« Aus Gleichung 1) folgt-

dann, daB M bei Verinderung von o den Kegelschnitt:n; X2 +2txy +n,y® =1

beschreibt. Das Quadrat des Radiusvektors ist x? 4+ y? = T\TL und stellt also den

reziproken Wert der normalen Spannung dar, welche ein in Richtung des Radius-
vektors orientiertes Element erleidet. AuBerdem laft sich zeigen, daB die totale
auf O M wirkende Spannung in der zu O M beziiglich des Kegelschnitts konjugierten
Richtung wirkt. Daraus folgt, daB die in Richtung der Hauptachsen dieses ,»Span-
nungskegelschnittes liegenden Linienelemente nur normaler Spannung unter-
liegen, wihrend durch die Asymptoten jene Elemente bestimmt werden, die nur
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tangential beansprucht sind (denn fiir diese ist ],—lﬁ— = oo, also N = 0). Die Zu-

sammensetzung dieser Linienelemente fiihrt zu &hnlichen Kurvensystemen, wie
sie bei der Frage nach der Kriimmung von Fléachen auftreten: zu Hauptspannungs-
linien analog den Kriimmungslinien, zu Scherungslinien entsprechend den Asym-
ptotenlinien und zu Systemen beziiglich der Spannung konjugierter Kurven. Dabei
heilen zwei Linienelemente konjugiert beziiglich der Spannung, wenn ihre Rich-
tungen konjugiert in bezug auf den Spannungskegelschnitt sind; dann besitzt also
die totale Spannung des einen Linienelementes die Richtung des konjugierten
Linienelementes und umgekehrt. Die Achsenrichtungen des Spannungskegel-

schnittes sind gegeben durch tg 2o = L; dies fiihrt, wenn E du® 4 G dv?

1; — 1,
das Bogenelement der Fliche ist, zur Differentialgleichung der Hauptspannungs-

linien :

Gtdv: +1EG (n; —n,)dudv — E t du® = 0.

Die Gleichung der Scherungslinien ergibt sich durch Nullsetzen der quadra-
tischen Glieder des Kegelschnitts zu:

n; Edu? + 2tl/EGdudv +n,Gdv? = 0.

Zwei konjugierte Kurvensysteme sind durch:

n, E du, du, 4+ tE G (du, dv, + duydv,) +n, G dv, dv, = 0
verbunden.

Die auf die Flicheneinheit bezogenen aulleren Krifte zerlegen sich in die
Komponenten F;, F,, ® in Richtung der Linien v = const und u = const und
der Flachennormalen. Der Richtungssinn ist dadurch festgelegt, dall der Sinn
der wachsenden u und vauch der positiveSinn von F; bzw. F,ist ; Normalkomponente
@ ist positiv, wenn sie dieselbe Richtung wie die positive Flachennormale hat.

Der Spannungszustand in einem Flachenpunkt ist bekannt, wenn man dort
die Werte von n,, n,, t kennt; diese Werte &ndern sich von Punkt zu Punkt, n; n, t
sind Funktionen von u und v. Fiir sie fand Lecornu durch Anwendung des Prinzips
der virtuellen Verschiebungen folgende Grundgleichungen:

1 an, 1 ot n; —n, 2t
VB o yG ov P2 o1 !
1 an 1 ot n n 2t
2 ! —— 2 L+ — =T
) VG ov YE ou P 05 2
D1 2%
R, R, T
r _ Lo _ N
R, E R, G
sind die normalen,
11 oE 1 1 ayG

f1 JEG ov ! o ]/EG au
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die geoditischen Kritmmungen der Parameterkurven, T = ;TEII_G die fiir beide
4
gleiche geodétische Torsion, d. h. die Torsion einer die Parameterkurve im be-
trachteten Punkt beriihrenden geoddtischen Linie.
In den der zweiten Glieder (F,, F,, ®) beraubten Gleichungen 2 erkennen wir

die Gleichungen fiir die infinitesimale, isometrische Transformation einer Fliche,

wenn wir uns unter n; s, n,c, t ¢ (¢ sehr klein) die Variationen der GréBen —-

R,’
%, % vorstellen.  Ersetzt man also
1 L
n, durch SE = ST _ 4
! ) e e E-e E
1 N
1 R, & o ar
Beooo e G- G
3_1_ B ,ﬂ
: T __yEG M 4
” € c JEGe JEG

so erhdlt man aus den Gleichungen 2 die Gleichungen fiir die unendlich kleinen
Verbiegungen einer Fliche, wie sie z. B. bei Bianchi: Vorlesungen iiber Differential-
geometrie, § 163, aufgestellt sind.

Die Grundgleichungen 2) behandelt Lecornu weiter; er setzt an:

a a a
n1=nl’+f; n2=112’—i—?; t=t’—{—T.
1 2

Die linken Seiten von 2) schreiben sich durch diese Substitution unverdndert in
den gestrichenen Unbekannten; die rechten Seiten werden jedoch:

1 2a 1 2a

BT ER e
Fz— ’vl a_a'+ __1 ai — Fz,
JGR, oV JET ou
(1 1
) LI I
(I) M&(Rl RZ T2> (D '
Es wird nun
o 1
= 1
RE T

gewdhlt und die dulleren Krifte F, F, @ in die zwei Systeme zerlegt:
1. System: Normalkraft ® und die Tangentialkrifte:

L 1w 1 o 1 m
JER, ou 1GT ov’' JGR, oV JET ou’
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2. System: Die tangentialen Krafte F," F,” ohne Normalkréfte.

Fiir das erste System — das Normalsystem — verschwinden nach der ange-
gebenen Substitution die rechten Seiten der Grundgleichungen ; diese lassen daher die
partikulare Losung n,” = n,’ = t' = 0 zu. Die Gleichungen des 2. Systems —
des Tangentialsystems — werden:

JLoeny 1ot onemy 28 g,
JE o G ov P2 P !
3 Loy 1ot om—my 28 g
& o JE o o s *
n oy 2t
R, R, T :

Ist es gelungen, eine partikuldre Losung n—l’ ITZ’ t” dieses Systems zu finden, so
reduzieren sich die Gleichungen 3) auf die der unendlich kleinen Verbiegung. Deren
allgemeine Losung ist dann den partikulidren Integralen n,’n,’ t’ hinzuzufiigen,

. . . a ., a
um die allgemeine Losung n,’n, t’ von 3 zu erhalten. In n,” 4 ol TR
1 2
a

t 4 T hat man dann auch die Losungen der Grundgleichungen 2).

Fiir Rotationsflichen gestalten sich die Gleichungen des Tangentialsystems
etwas einfacher. Ist x = p (u), z = q (u) die Gleichung des Meridians als Funktion
der Bogenlinge u, dann heif3t die Flichengleichung:

p () cos v
p(u)sinv
q (u)

wenn die Z-Achse zur Rotationsachse gewdhlt wird. Zwischen p und q besteht
die Beziehung

N K
I

PP +q =1
und die durch Differentiation daraus abgeleitete:
p/ p// + q/ q// — O.

Die Fundamentalgrofien der Rotationsfliche sind dann:

E=1; F=0;, G=p3 L:—%; M=0;, N=pq’;

’

ferner ist der Kriimmungsradius des Meridians R; = — die Normale oder

2

der 2. Hauptkriimmungsradius R, = %, geodétische Torsion —%—: 0; geodédtische
Kriimmung des Meridians 1o 0 und die des Parallelkreises LN ,%,
f1 P2
Nach Einfiihrung dieser GroBen werden die Gleichungen des Tangential-
systems :



my 1 ot T U
au p ov + (0 —1n,) ( P) =F
LI LI PP S 0 D
4 p av au+2t( p>_F2
9 P
n,’ =——n, = =
1 p 2 q/
Wird in die beiden ersten Gleichungen das sich aus der dritten ergebende
n, = e n,” eingesetzt, neue Unbekannte
N =n'pq
T = —p2t
cingefithrt, dann erhalten wir schlielich die Gleichungen:
oN q' T L,
5 o Tprey — FPA
of , pp” oN _ s
au + q's v = F./pe.
Hierin ist
P I )
F=F p ou
. p'’ e
6) F, =F,+ IS q ov
a—2pR -0

2

2 p"’

Um die auf einer Rotationsfliche von den Kriften F,, F,, @ hervorgerufenen
Spannungen zu finden, hat man also folgenden Weg zu beschreiten: Man bilde
vermittels der Gleichungen 6 die Tangentialkrifte F,’, Fy’, suche die allgemeinen
Losungen N und T von 5, indem man einem aufzufindenden partikuliren Integral
die allgemeinen Lésungen der Gleichung der unendlich kleinen Verbiegungen

hinzufiigt; dann findet man n,” = %7, t = ?'1;« und schliefllich die Spannungen:
iR @ 0 g
N, =N, +E=n2 +7R'1 =1y — 5 q”
7 b8 iy @ @
ny = ny +§‘1‘:nl +?R2:n1+ 7;)/
t=1".

Im folgenden werden fiir einige Fille Losungen der Gleichungen 5 gegeben.
Das Koordinatensystem der X Y Z ist immer ein Rechtssystcm, ebenso das von
Meridian-Parallelkreistangente und Flachennormale gebildete. Da der positive
Sinn der Parallelkreis- und Meridiantangente der der wachsenden v bzw. u ist,
kann die positive Fléchennormale jedesmal leicht festgestellt werden. Die Span-
nung n,, welche senkrecht zum Meridian wirkt, sei als Ringspannung, n, senkrecht
zum Parallelkreis wirkend als Meridianspannung bezeichnet. Da sie 6fters Ver-
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wendung finden werden, sind nachfolgend die Richtungskosinusse der Paramecter-
linien und der Fldchennormale aufgefiihrt:

X Y Z
Meridiantangente : o = p’cosv B; =p'sinv Y1 =¢q'
Parallelkreistangente: o, = —sin v B, = cos v Yo =0
Flédchennormale : %3 = —q'cosv By = —q’'sinv y; =p’

§ 1.

Spannungsverteilung auf Rotationsflichen, welche einem konstanten Normal-
druck @ unterliegen.

Nach der in der Einleitung entwickelten Methode bilden wir aus dem Krifte-

system F; = 0, F, = 0, ® die Krafte F,’, F,’ des Tangentialsystems. Es ist nach
Gleichung 6):

a = — g)- I?I')” nur Funktion von u,
_p 9 _®q d(p

Bo=1 pau 2 p dul\p”
" p” e _

Ry = Fy P

Also werden die Gleichungen 5):

oN qg T @ ,dfp
E*mw—7q@@ﬂ
ST pp N

ou q'3 v

Da die Belastung rotatorischen Charakter hat, wird auch die Spannung fir
jeden Meridian dieselbe sein, also nur von u abhingen; daraus folgt:
N _ . T

’

v v

Dann ergibt die 2. Spannungsgleichung auchi;—f = 0, also T = const. Diese

Konstante mull aber notwendig Null sein; denn briachten wir an einem Parallel-
kreis, nach welchem wir uns die Fliche aufgeschnitten denken, eine konstante Schub-
spannung an, so hitte diese ein Drehmoment um die Rotationsachse zufolge,
das weder durch den Normaldruck ® noch durch die Spannung n, = f (u) kom-
pensiert werden konnte.

Aufler t = 0 erhalten wir aus der ersten Gleichung:

dN ® , d/p
—_— = =
du 2 du \p”
)
2

d/p
2 - 1
N = —5(1 T (—P”) du + C.



Durch partielle Integration :

- 2o

Vermoge der Beziehung p’ p

"

|+

7

+ q' q” = 0 erhdlt das Integral den Wert p2.
@ 2 2
N=—§—[q p,,+p]+C-

N
T2

9 P c o
q 'T+*7:|+—*T=7[“R1+R2]+

p q pq

D O] C

n, = 112’+——R. =5 R, +— P q

Die Konstante C bestimmt sich bei vielen Flachen, so bei denen, die als Trag-

kérper bei Ballonen Verwendung finden, aus der Forderung, dafl an den Stellen

p = 0, wo der Meridian die Rotationsachse schneidet, nicht oo grofle Spannungen

auftreten; damit dies nicht eintritt, mul C = 0 sein. Fiir Flidchen, bei denen dann

nirgends R,, die Normale unendlich grof ist, sind durch C = 0 oo grofle Spannungen
vermieden. Fiir diese wird dann die Meridianspannung

pq’

) D p .
1) nz=7Rz=‘§‘q,,
die Ringspannung ergibt sich aus ~R—2 e R = O:

) R,
? S i

die Schubspannung t = 0.

Durch Angabe dieser 3 Grofen ist der Spannungszustand einer Rotations-
flache, welche konstantem Innendruck unterliegt, vollstdndig beschrieben. t = 0
sagt aus, daB die Kriimmungslinien nur normalen Spannungen unter-
liegen, d. h. Hauptspannungslinien sind; fiir die Meridianspannung
ergibt sich der einfache Satz, dal} sie proportional der Normalenldnge
R, ist. Ebenso leicht gelangt man zu einer graphischen Darstellung der Ring-

. R,? .
spannung n, durch Konstruktion der Strecke: 2 R, — —=*-. Dies setzt voraus,
P g 1 2 R
1

dafBl man R, der Lénge nach kennt. Héaufig, besonders bei flachen Meridiankurven,
wird dies nicht der Fall sein; dort kann dann folgende Konstruktion eingreifen:

Denken wir uns in den Endpunkten eines Linienelementes A u die Normalen
AK = BK = R, gezogen (siche Fig. 4a), ferner C D # A B, dann ist der Inhalt
der Rechteckes:

ABCD =R, Au
da ferner
—_ RZ
DE = ?IAU,

1) Dieselben Formeln erhielt auf anderem Wege H. Prof. Weber-Hannover. Siehe
Deutsche Luftfahrerzeitschrift, Heft 13, Jahrg. 1912.
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folglich das Viereck

ABCE:Af:(RZ —Ri>Au=x-Au.

— 11 —

L1 Ry
ABDE = 3t

Au

T 2R,

Nach Formel 2) ist x aber eben der Faktor, mit welchem @ zu multiplizieren
ist, um die Spannung n, zu erhalten. x kann also leicht als Seite eines Rechteckes
gefunden werden, dessen eine Seite Awu, dessen Inhalt
=/ NABCEist. (Konstr.: ME =MB, MF | AC;

8
4

Fig. 4a.

die positive Flachennormale von innen nach auflen gerichtet ist.

FG| BC; AG =x)

Es eriibrigt noch zu untersuchen, welches Zeichen
die Hauptspannungen haben. Zu diesem Zweck stellt
Fig. 5 einen Rotationskorper vor, der eine mogliche Trag-
korperform aufweist. X Y-Ebene ist — wie auch spéter
immer — die Ebene des , Hauptspants®‘; der Meridian

v = 0 ist der obere Teil des verti-
kalen Meridians; Rotationsachse ist
die Z-Achse. Die Bogenlinge wird
vom ,,Bug®“ an gemessen; z ist
positiv zwischen Hauptspant und
Bug. Aus der Forderung, dafl
Meridian-Parallelkreistangente und
Flachennormale ein Rechtssystem
bilden sollen, ergibt sich, daf

Normale

Farallelkrels=
Tangente

positiv, wenn es im Sinne eines Innendrucks wirkt.

Fig. 5.

Fig. 4b.

Also ist @

Weil z mit wachsendem u

abnimmt, ist " und damit n, = —(‘I)l%}iiberall negativ; d. h. die Meridianspannung



ist iiberall Zugspannung. Anders ist es mit n; = n, (2 — %) Dies ist dort Zug-
1

g: < 2; aber wo g—:> 2 ist, wirkt n; als eine Druckspannung; in

diesen Gebieten zeigt die Hiille das Bestreben, sich léngs der Meridiane in Falten

spannung, wo

zu legen; wihrend in jenen Teilen, wo %3 < 2, die Flache aufgeblaht ist. Beide
1

Teile werden getrennt durch die Parallelkreise, fiir welche

R
dies auch so aussprechen: die Ringspannungen n, sind dort 1Null, wo Kriimmungs-
mittelpunkt und Normalenmitte zusammenfallen; sie sind Druckspannungen
bzw. Zugspannungen dort, wo der Krimmungsmittelpunkt die Strecke Normalen-
mitte-Meridianpunkt von innen bzw. von auflen teilt. Ein Beispiel fiir eine Fliache
mit positiven und negativen Ringspannungen bietet ein abgeflachtes Rotations-
ellipsoid :

= 2ist. Wir kdnnen

x2 4+ y2 22
Xty

a? b2

=1

a
b
Ringspannungen zu beiden Seiten des Aquators.

Innerhalb der Zone, wo n, als Druckspannung wirkt, verlaufen auch die
Scherungslinien reell; deren Gleichung ist in unserm Fall:

dessen Achsen der Ungleichung geniigen: — <12, es liegt dann eine Zone positiver

R,
2— =21 dut + p2dv? = 0.
( R, P

Auf dem Parallelkreis, fiir welchen % = 2, ist die Richtung der Scherungslinien
die von dv? = 0; d. h. dort fallen i)eide Linienelemente mit dem Meridian zu-
sammen. Die Scherungslinien sitzen mit Spitzen auf dem Parallelkreis R, auf;
Spitzentangente ist die Meridiantangente. Alle Scherungslinien gehen natiirlich
durch Rotation einer von ihnen hervor. '
Der Fall positiver Spannungswerte von n, tritt bei den als Tragkorper ver-
wendeten Rotationsflichen nicht auf. Vermdoge ihrer langgestreckten Form ist

bei ihnen % < 1, die Bedingung % > 2 also nirgends erfiillt. Aus der Formel
1 1

RZ
n; = N, — T
1

folgt dann weiter, dafl die Ringspannung iiberallgrBeristalsdie Meridian-
spannung; diese erreicht ihr Maximum am Hauptspant. Die groBte
Spannung ist die nahe dem Hauptspant auftretende maximale Ring-
spannung, die nach Formel 2) § 1 etwas kleiner als @ - Hauptspant-
radius ist.

Beipielsweise wird bei einem maximalen Radius von 5 m und einem Innendruck
von 35 kg/m? die
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@
grofte Meridianspannung n, = % R, = 87,56 kg/m

groBte Ringspannung n, < ®-R, <175 kg/m.

Punkte, in welchen beide Hauptspannungen gleich werden, heilen Nabelpunkte
im mechanischen Sinne; in unserem Fall liegen sie dort, wo
0] (0] R
7R‘2=?R2(2_‘R_12) (M, =)
also wo
R, = 0 oder R, = R,.

Der ersten Bedingung geniigen die Schnittpunkte des Meridians mit der
Rotationsachse, der zweiten jene Meridianpunkte, fiir welche beide Hauptkriim-
mungsradien gleich sind; d. h. die geometrischen Nabelpunkte sind auch Nabel-
punkte im mechanischen Sinne.

§ 2.

Wenn die Krifte rotatorischen Charakter zeigen, ist es immer leicht, zu einer
Losung der Spannungsgleichungen fiir Rotationsflichen zu gelangen. Ein allge-
meiner Fall rotatorischer Belastung ist gegeben bei Annahme einer Normalkraft @
und einer parallel dem Meridian wirkenden Kraft F,, welche beide nur von u ab-
hingen. Fiir diesen Fall ist

a =

) )
?Rl R2 = — 7 p
wieder nur von u abhéngig.
Die Krifte des Tangentialsystems werden:
f_p, 9 da
=1 p du
F, = 0.
Bei Annahme nur von u abhéngiger Spannungen geben die Spannungs-
gleichungen auller T = 0 noch:
dN da
—_— = g’ —
du Fipd'—aq du

N = (Flpq’du+5~q’z%du+0

o

= jFlpq’du——[q’za—j2a,q’q”du]+C

- , @ p P o
= (Flpq du+ 527 qZ—SCD o7 4'a7du+C

J

7 @ /2 7
N = (Flpq du—}-?pp%, +§®pp du + C
,_ N fF,q’pdu | ® q°  [@®pp'du+C
n, = ’ :—/"*—*F ’7 +—/
> pq p4q 2 p Pq
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, a L @ O g
n, =N, +§:=n2 +—§~R1=n2 —‘2*%17
[Fipqdu+ [Opp'du=C
n, = X

Zéhlen wir beide Integrale von einer Stelleu = 0 an, wo p. = 0 wird (— Schnitt
des Meridians mit der Rotationsachse —), so kénnen wir unendlich grofle Spannungen
nur dadurch vermeiden, daf C = 0 gesetzt wird. Dann ist:

1 u n
| F ‘du + | D ’du).
X (i P Y f PP

Ringspannung n, berechnet sich wieder aus

1) n, =

By M
R, TR~

’”

2) 111=(DR2——§2-112=(D P P (jF,pq’du—i—j(Dpp’du).
1 o o

q 97
Schubspannung: t = 0.

§ 3.
Anwendung dieser Formeln.

Die bis jetzt erhaltenen Resultate sollen nun zur zahlenméfBigen Berechnung
der an einem Tragkérper auftretenden Spannungen verwendet werden, wenn als
Krafte ein konstanter Innendruck und der sogenannte Stromungsdruck wirken.
Dieser entsteht infolge der relativen Bewegung der Luft gegen den Tragkorper
und macht in seiner Gesamtheit den Druckwiderstand des Fahrzeugs aus. In der
Giottinger Modellversuchsanstalt wurde die GroBe des Stromungsdruckes an mehreren
Modellen ermitteltl). Fiir das Modell IV (Modell IIT der fritheren Abhandlung)
wurden dem Verfasser von Herrn Prof. Dr. Prandtl Abmessungen und Verlauf des
Stromungsdruckes in entgegenkommendster Weise mitgeteilt, wofiir an dieser
Stelle der gebiihrende Dank ausgesprochen wird.

Wir berechnen die Spannungen fiir einen Tragkorper, der die Form des
Modells IV besitzt; sein Meridian ist auf den Fig. I, IT, IIT in 500 facher Verkleine-
rung wiedergegeben. Die Hauptabmessungen sind:

Lénge . . . . . . .. . .610lm
Maxim. Durchmesser . . . 10,00 ,,
Hauptspantquerschnitt . . . 78,54 m?
Volumen . . . . . .V =2740m?
Oberflache . . . . . O = 1356 m?2.

AuBerdem gibt Tabelle I fiir 55 Punkte des Meridians die Abszissen Z und

. . . . Xp — Xp—1
Ordinaten . x, aus denen vermittelst der Differenzenquotienten —>——"—
Zy —Zn—1

1) Zeitschrift fiir Flugtechnik und Motorluftschiffahrt. Jahrg. 1910. Heft 8; 1911,
Heft 13.



die Neigung der Meridiantangente und damit p’ und q’ abgeleitet wurden. Ferner
wurde in diesen Punkten die Normale konstruiert und deren Lénge R, sowie die
Linge des Kriimmungsradius R, abgemessen; letzterer erreicht schon vom ersten

Drittel ab so groe Werte, da3 das Verhéltnis %von dort ab vernachlassigt wurde.
1

Mit diesen Werten der R, und R, wurde bei Annahme eines konstanten Innen-
druckes @, = 25kg/m? nach den Formeln 1 und 2des § 1 die Spannungen berechnet,
die in Tabelle I unter (n,),, und (n,), aufgefiihrt sind. Dieser Tabelle oder auch
der Fig. I entnehmen wir, da} beide Spannungen, von dem gemeinsamen Wert
— l4kg/m am Bug ausgehend, ihr Maximum am Hauptspantquerschnitt von
n, = — 62,5kg/m, n;, = — 125kg/m erreichen, um dann bis zum Werte 0 am Heck
abzufallen. Die Ringspannung ist iiberall die gréflere, weil %— immer <1 ist.

1
Der Stromungsdruck wirkt iiberall normal zur Fliche und zwar im vordern

Teil als Auflendruck, der seinen Maximalwert V2~ T am Bug hat; lings des Rumpfes

ist er von der Hiille weggerichtet und wirkt am Heck wieder als AuBendruck.

Sein Verlauf wird durch den Ausdruck c- ‘;-Y wiedergegeben; hierin bedeutet

= einen Faktor, dessen Werte fiir 55 Punkte des Meridians in Tabelle I nach Mit-
teilung von Herrn Prof. Prandtl eingetragen sind. v ist die Geschwindigkeit
des Fahrzeugs relativ zur ruhenden Luft, v = 1,29 kg/m?® das Gewicht von 1 cbm
Luft,g = 9,8 m/sec?.

Die Geschwindigkeit v besitze den Wert 15m/sec; dannist der Normaldruck der
Stromung am Bug = 14,78 kg/m?2. Die Druckkomponente, welche die Richtung der
Rotationsachse besitzt, bildet den Druckwiderstand des Tragkérpers, der sich in
der Form schreiben 1aft:

W = 0,00816 V> XX

¢S]

In unserem Fall = 47,2 kg.

Um diesen Widerstand zu iiberwinden, muf3 durch den Motor eine dem Wider-
stand gleich grofe Kraft auf den Tragkdrper iibertragen werden. Verteilen wir
diese Kraft gleichmaflig auf einen Reifen, der sich mit dem Parallelkreis u,, p,, g,
deckt, so erleidet dort die Spannung einen Sprung n, der gleich der spezifischen
Belastung des Reifens ist, und sich aus der Gleichung bestimmt:

]
2nwp,q, = 27:5(Dpp’du = Wy
o
)
fOpp du
o —

Po 9o’

Bezeichnen wir die Spannung jener Elemente, welche im Sinne der Bewegung
des Tragkdrpers vor dem Reifen liegen. mit (n,)?, die iibrigen mit (n,), so besteht
am Parallelkreis u,p, q, die Beziehung:

(My), — (np)y = —nm.
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Nach der Formel 1 von § 2 ist nun:

n
joppdu+C
n) = *—u—
(n,) Pa
Damit nun (n,)” bei u = 0 p = 0 endlich bleibt, muB C = 0 sein. Daher ist

1) (nz)z' = ——~—;J ®pp'du = 'ﬁplq' jl(l) dp?, die Spannung vor der Fesselung.

Auch fiir w =1 = Lange des Mgridians diirfen die Spannungen nicht un-
endlich werden; d. h. es ist fiir den Teil hinter der Fesselung C = — ; ®pp’du
zu wahlen; also: ’

u 1 u
f{Opp'du— j®pp du f®pp du
[} 0 ]

U 1
(112),/,) == e

Xy T pd T 2pg
An dem Reifen, der den Schraubenantrieb zu ibertragen hat, bildet sich der
Sprung aus:

- ljl @ dp2.
i

u u 1
fOpp du— [Opp du {®pp du
1 o
2) (Ny)), — (Ny)y = ~——

pq pa’
= — n = spezifischer Belastung an diesem Reifen.

Dic zahlenméaflige Berechnung der vom Stromungsdruck verursachten
Spannungen wurde fiir 2 verschiedene Stellen der Fesselung durchgefiihrt: im
ersten Fall ist die Fesselung an einem Parallelkreis gedacht, dessen Ebene ca. 2 m
vom Bug entfernt ist; im zweiten Fall wird die Fesselung am Hauptspantquer-
schnitt vorgenommen. Gemé&f der Formeln 1 und 2 wurde @ als Funktion von p?

aufgetragen, das Integral J'(D d(p?) bzw. j(D d(p?) mit dem Integraphen aus-
0 i

gewertet und mit dem jeweiligen Werte von 2p q’ dividiert. Die Gleichung
[%‘r + % = @ lieferte dann den entsprechenden Wert von n;. Die Tabelle I und
Fizg. II zeigen den Verlauf der vom Stromungsdruck verursachten Spannungen:

Bei Fesselung I ist die Meridianspannung am Bug eine Druckspannung von
~ 9kg/m, erleidet bei der Fesselung einen Sprung von + 6,6 auf + 2,5 kg/m,
ist im zweiten und dritten Viertel Zugspannung mit dem Maximalbetrag von
~ 2 kg/m am Hauptspant; im letzten Viertel wirkt sie wieder als Druckspannung,
erreicht jedoch nur mehr den Hochstbetrag von ~ 0,7 kg/m, am Heck ist ihr
Wert 0. Die Ringspannung besitzt am Bug ebenfalls den Wert ~ 9 kg/m, an der
Fesselung bildet sich ein Spannungssprung von -+ 1,6 auf 2,7 kg/m. Bei einem
Parallelkreis, der nahe hinter der Fesselung liegt, geht n, in eine Zugspannung iiber,
crreicht sein Maximum 13 kg/m etwas vor dem Hauptspantquerschnitt; im letzten
Fiinftel wirkt n, wieder als Druckspannung (Maximum 1,2 kg/m) und wird am
Heck Null.

Die Fesselung am Hauptspantquerschnitt verédndert dieses Bild nur wenig:
der Ubergang zu Zugspannungen erfolgt bei n, nicht so weit vorne, etwa beim Beginn
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des zweiten Viertels; Maximum und Minimum beider Spannungen werden sowohl
in Lage als auch in Grofe nur wenig verandert; am Hauptspantquerschnitt entsteht
der Sprung von 1,5 kg/m, so daB der vom Reifen iibertragene Zug =
27-R-1,56 =2 7515 = 47,2kg
gleich dem friiher berechneten Druckwiderstand wird.
Ein iibersichtliches Bild iiber die Art der Spannungen gewahren die folgenden
beiden schematischen Figuren.

Fesselung

n; und n, sind Zug-
spannungen.

E/:/ n, Zugspannunig
A

n, Druckspannung.
Fsslssfwzy

EE‘E n, und n, sind Druck-
spannungen.

x An diesen Stellen
Fig. 6. wechseltderStx"tSmungs«
druck das Zeichen.

Wir entnehmen diesen Figuren, daB bei bloBer Wirkung des Strémungs-
druckes die Hiille ganz vorne und ganz hinten nur auf Druck beansprucht wiirde
und sich daher dort zusammenkniillen wiirde; soll dies vermieden werden, so

. . . V2
muf} ein Innendruck von mindestens der Grof3e !

= 14,78kg/m?wirken. Léngs

des Rumpfes wirkt der Stromungsdruck im Sinne einer Vergrofierung der von einem
konstanten Innendruck herrithrenden Spannungen; und zwar wird die maxi-
male Zugspannung, die der Innendruck ®, = 25 mm Wasser = 25 kg/m?
am Hauptspant erzeugt, um ca. 10 9% vergréBert, indem die Ringspannung
125 kg/m um ~ 13 kg/m erhoht wird. In den Zonen II und IV ist nur mehr n,
-eine Druckspannung, die Hiille wiirde sich dort unter bloBer Wirkung des Inner-
drucks léngs der Parallelkreise in Falten legen.

AuBler dem Druckwiderstand erfihrt ein in Fahrt befindliches Luftschiff-
auch noch Reibungswiderstand, verursacht durch die Reibung zwischen Hiille
5
und umgebender Luft. Wird er auf die Form gebracht: Wy = o 0% v, so be-
sitzen fiir die Form des Modells IV « und B die Werte?!):
a = 000025, B = 1,49;
sonach finden wir fiir das Beispiel einen Reibungswiderstand:
Wi = 0,000 25 - 1356%745 - 15149

= 30,47 kg.

1) Zeitschrift fiir Flugtechnik und Motorluftschiffahrt 1911, Heft 13.
Heyer.

[
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Der Reibungswiderstand dR, den ein Element dF des Tragkoérpers erfihrt,
wirkt wie eine Kraft im Sinne der Bewegung, mit welcher die Luft an dem als ruhend
gedachten Tragkorperelement entlang streicht; diese Kraft sei, abgesehen wvon
dem Flicheninhalt dF des Elements, auch noch dem Quadrat der Geschwindigkeit w
proportional, mit welcher die Luft an dem Element entlang streicht. Bezeichnet a.
einen Proportionalitdtsfaktor, dann kann also dR dargestellt werden durch

dR = adF w? = a-:2p ndu-w?
wenn unter dF das von 2 co nahen Parallelkreisen begrenzte Stiick verstanden ist
In Richtung der Rotationsachse fillt davon die Komponente:

dR-coso = 2a npw2ducosa = 2a npw2da.

Diese Komponente gibt in ihrer Gesamtheit den oben berechneten Reibungs-
widerstand Wy, :

2 !
W = ’.dRcos‘z = 2a1rjpwzdz = 30,47 kg.
0 0

[» ist die Liange des Luftschiffes, in der Rotationsachse gemessen]. Daraus finden.
wir den Faktor a:
Wz

a = N

L —
27:jpw2dz
0

und daher die Meridiankraft F,, welche durch die Luftreibung auf die Flicheneinheit.
ausgeiibt wird:
__dR

R L CF L L R, W)
3) dF 4
27 | pwidz
0
Das hierin noch unbekannte w? liefert uns die fiir stationire Stromung geltende:
Gleichung
1 oY
—w2— -+ ® = const,
2 ¢

2

worin ® wieder den Strémungsdruck bedeutet; am Bugistw = 0und ® =® = vz Y

5

also
1 Y =
EWz_g_{_q) =@
w2 = E(ﬁ)_.(p) =2i$(1—s).
Y Y
Also wird
4) Fo= - well=9 g 17 pgme)
27 [p(l—e)da [p(—¢)da
0 0

Der Integrand p (1 — ¢) wurde als Funktion von z aufgetragen und das Integral
mit dem Planimeter ausgewertet. So erhielten wir:

F, = 0,020 (1 — <) [kg/m?]
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Wie wir aus Tabelle I unter Kolonne F, ersehen, sind die durch Reibung ver-
ursachten Tangentialkrifte verhaltnismaBig klein; betrégt doch (F,),,. nur
0,02 (1 4 0,176) = 0,0235 kg/m? = 23,5 g/m>.
Damit bleiben auch die Spannungen, die von der Tangentialkraft F, erzeugt
werden, verhaltnismafig klein. Nach Formel 1 § 2 ist diese Meridianspannung:

jFlp q'du+C
b}

pa’

Es wiirde nur eine Wiederholung des bei Behandlung des Stromungsdruckes
Gesagten bedeuten, wenn wir ableiten, dal vor der Fesselung, welche eine dem
Reibungswiderstand gleich groBe Kraft auf den Tragkérper iibertrigt, C den Wert 0,

max

@m)F =

1
hinter der Fesselung den Wert | F; p ' du besitzt. Sonach gilt
0

u

Z
[Fipq'du [Fypdz
0 0

R
n = = N
5) ( 2)vm- P q’ Pq
jFlpq’du )‘Flpdz
R 1 3
nN,), . = =
( 2)hmtel‘ P q' P q’

An der Fesselung tritt ein Sprung in der Meridianspannung ein von dem Betrag:

U, 1,

j- Fipqdu— .‘ Fipq'du
0 1

An,) = )% — @my)° =
( 2) ( z)vor ( 2)hmter Po qo’
Daraus:
] ! PAR
2Py qy’ An, = 2% jFlp q'du = jFlchos o = JWdFCOS o= Wg.
0 0 o

Die zahlenmifige Ermittlung der durch Reibung verursachten Spannungen
wurde so durchgefiihrt, dafl die Werte von F; - p als Funktion von z aufgezeichnet
wurden, das Integral mit dem Planimeter ausgewertet, und mit dem jeweiligen Wert
von p q’ dividiert wurde. Bei Annahme der schon im vorigen Beispiel verwendeten
Fessselungsstellen resultierten so die in Tabelle I wiedergegebenen Werte fiir n,.
Auch aus der Fig. IIT entnehmen wir, daB8 die Metidianspannung am Bug Null
ist, vor der Fesselung als Druckspannung, hinter der Fesselung als Zugspannung
wirkt, die am Heck wieder Null wird. Die Maxima der Druck- und Zugspannungs-
werte von n, liegen immer an der Fesselungsstelle und betragen

bei Fesselung I 4 22 g/m (Druckspannung),
— 2610 g/m (Zugspannung);
bei Fesselung IT + 380 g/m (Druckspannung),
— 590 g/m (Zugspannung).
Die Ringspannung berechnet sich einfach aus:
R,

n, n,
Moy D g, p=—22n,
R2+ R, P R, te
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Wie aus dieser Gleichung erhellt, hat n; das entgegengesetzte Zeichen von n,:
es ist daher n, Zugspannung vor und Druckspannung hinter der Fesselung. Die
Maxima der Ringspannung treten jedesmal bei der Fesselung auf, und zwar in dem
Betrage:

Fesselung I: — 7g/m Zugspannung,
+ 770 g/m Druckspannung;
Fesselung II: — 10 g/m Zugspannung,

+ 10 g/m Druckspannung.
Etwa vom Hauptspantquerschnitt an néhert sich n; sehr dem Werte Null

wegen der Kleinheit des Verhéltnisses %
1

Rechnen wir die hier berechneten Spannungen den frither aus dem Stromungs-
druck resultierenden hinzu, so zeigt sich nur eine geringe Ab#nderung der dort
besprochenen Verhéltnisse; vor allem bleibt das frithere Maximum, abgesehen von
einer geringen Verkleinerung, ungeéndert.

Die Reibung der Luft an der Hiille bringt also im Vergleich mit
den andern Kridften nur ganz geringe Spannungen hervor, welche
auBlerdem noch im Sinne einer Verkleinerung der maximalen Span-
nungen wirken. Der Einflufl der Reibung auf die Spannung der Hiille
kann also vernachléssigt werden.

§ 4.

Um der Wirklichkeit niher zu treten, werden nunmehr als duflere Krifte
ein pro Flicheneinheit konstantes Gewicht w kg/m? der Hiille angenommen; der
Normaldruck ® bestimme sich aus der tatséchlich erfiillten Bedingung, daf sowohl
der Druck der AuBlenluft wie der des Fiillgases proportional mit der Héhe abnimmt.

Ist ndmlich II; der Druck der Luft in Hohe der horizontalen Rotationsachse,
dann herrscht, soweit es sich nicht um zu grofle Hohenabmessungen handelt, in
der Hohe h tiber der Achse der Druck II,—vyh, wo y = 1,3kg/m? das Gewicht
eines Kubikmeters Luft bedeutet. SindP,und g die analogenDaten fiir dasFiillgas,
so wirkt in h m Hohe ein Gasdruck P;— g h, also ein innerer Uberdruck:

(Pp—gh) —(Ij—yh) = (P,—1II) + (y—gh
= O, + kh,

wenn mit @, abkiirzend der innere Uberdruck am horizontalen Meridian, mit k
die Differenz y — g bezeichnet wird ; diese ist bei Wasserstoffiillung ~ = 1,1 kg/m?,
bei Leuchtgas ~ = 0,7kg/m?.

Der Innendruck wichst also proportional mit der Hohe; dadurch erfahrt der
Rotationskérper einen Auftrieb =k X Volumen = k -V, indem er sich ebenso
verhélt wie ein in eine Flissigkeit mit dem spezifischen Gewichte k getauchter
Korper, auf dessen Oberfliche dann ein mit der Hohe proportional abnehmender
Auflendruck wirkt.

Diesem Auftrieb entgegen, d. h. in Richtung der negativen X-Achse wirkt das
Gewicht der Hille = p kg/m?; nach den am Schlufl der Einleitung angegebenen
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Formeln fiir die Richtungskosinusse hat die Kraft . in bezug auf U- und V-Linie
und Fléchennormale die Komponenten:

F, = —upoa, = —pp'cosv
Fy = —poa, = +psinv
® =—poay;=+pqcosv

Da h in ®, + k h den Wert p cos v hat, erhalten wir das folgende System
dullerer Krifte:
F, = —pp'cosv
F, = psinv
@y + (kp +pq)cosv
Die durch @, verursachten Spannungen sind bereits in § 1 untersucht; wir

nehmen daher als Normaldruck nur noch (k p + 11 q’) cos v und stellen das Tangen-
tialsystem her:

I

__9®p __p_ /
@ = = =~ g (P + ) cosy
d— Lokp+uq)
F,) = _ae 'cosv—h,cosv 2p”
e B P du
1) = Uy (u) cosv
F,’ + 2 aa_ sin v 4 —— (kp+pq)sinv = Uy (u) sinv
e I q 2P v : '
Damit werden die Spannungsgleichungen :
oN qQ T ., , )
. oy ?a—v—Flpq—qul(u)cosv
T  pp” aN ., , ., .
T s gy TPt Pt Un(siny
Oder:
T Ny 4+ u, Ty = U, (u) cos v

Ny +u, Ty = U, (u) sinv

Hierin sind u,, u,, U}, U, nur Funktionen von u:

q’ _ 93
u, = p 2 = pp”
. q d
2) Uy=—pq(pp + = b du Zp (kp+uq)>
’3
U2:ppq/, ( I))

Aus den beiden partiellen Differentialgleichungen leiten wir eine her,indem wir
N eliminieren. Zu diesem Zweck differenzieren wir die erste nach v, die zweite nach u
und subtrahieren; dann erhalten wir fiir T die partielle Differentialgleichung
2. Ordnung:

II u, Ty —u, Tyy + )’ Ty = (U; + Uy,') sinv



Hierin ist
du,
du

’

U, =

du,
du °

U, =

Es gelingt nun leicht, fiir diese Differentialgleichung eine partikulire Losung
zu finden, wenn wir fiir diese die Form annehmen:

3) T =0 (u)sin v;
dann werden die Ableitungen:
T, = 0'sinv T,, = 0”sinv

uu
T, =@cosv T,, = —0@sinv;

dies substituieren wir in Gleichung II:
W, 0 sinv 41,0 'sinv +u, @sinv = (U, 4+ U,)sinv.
Hier fillt v ganz hinweg, so daf fiir ® (u) noch die gewohnliche Differential-
gleichung 2. Ordnung bleibt:

120 de -
111 u2°d?+ W' g+, 0 = (U4 Ty).

Ist ein partikuléres Integral ® dieser Gleichung gefunden, soistinT = @ (u) sin v
ein partikuldres Integral der Spannungsgleichung gefunden; aus diesem leiten wir
sehr leicht ein partikuldres Integral fiir N ab, so daB also nach dem in der Einleitung
erwihnten Satze Lecornus die Aufgabe auf das Problem der infinitesimalen
Verbiegung zuriickgefiihrt ist.

Die Bestimmung des Wertes von N, der dem partikuliren Intregal fiir T
entspricht, vollzieht sich durch Substitution dieses T'in beide Spannungsgleichungen I;
diese werden dann:

N, = (U;—u,0)cos v
N, = (U;—u,®)sinv.
Durch Integration ergibt sich einerseits:
N = cosvj (U; —u, 0)du + ¢, (v)
N = —cos v (Uy—u,0’) + g, (u).
Nun 148t sich aber die Differentialgleichung fiir @ auf die Form bringen:
dw,0" —TU,) = (U;—u,0)du
Daher wird der erste Ausdruck fiir N:
N = —(Uy—u,0’) cos v + ¢, (v).
Die Gleichheit der beiden Ausdriicke fordert ¢, (v) = o, (u), was nur durch

¢, = @, = const erfiillt werden kann; diese Konstante kénnen wir unbeschadet
der Allgemeinheit gleich Null annehmen. So stellen

T =0 (u)sinv

N = (u, 0 —U,) cos v
partikuldre Losungen der allgemeinen Spannungsgleichungen vor. Die partikulare
Losung des Tangentialsystems ist daher:



T e .
t'=-—=—sinv
P p?
5) n2: — l_, — L_,ILZOOSV
rPa rpq
n,’ = qufz n,’ = ?I;“,— (1, ©'—U,) cos v

wobei @ aus Gleichung ITI zu finden ist.

Umformung der Gleichungen II und IIL

Aus den des zweiten Gliedes beraubten Spannungsgleichungen:
ﬁ" +uy Tv =0
ﬁ -+ u{l—‘ =0
welche die Glelchungen der infinitesimalen Biegung darstellen, leiten wir durch
Elimination von N eine partielle D]ﬁerentlalglelchung 2. Ordnung fiir T her:
6) uz_T““ —u, Tvv +u, T, =0

Um diese auf die charakteristische Form der Verbiegungsgleichung zu bringen,
fithren wir fiir u eine neue Variable w ein, definiert durch:

. w dw u
7) W= — —L du; T =w =] ——" u,w'= —u,.
du 2 1
o u, u,
Dann wird:
oT oT ~
—_— = — W =Ty-w
au ow
AT 90T T - -
< a /‘) a ”n 4
= et —w =Ty w24+ Tyw’
poves p + pon ww + Ty

und Gleichung 6) wird:

uz(szww—{—w T“)—u1 vv-{-u2 -W’zO
du, w' =

uzwlszw—u1Tvv+ du Tw =0
oder nach 7):
= = 1 dy—u,u,
8 _ - 172
) TW\V + TVV ul du T We

Dies behandeln wir weiter durch die Substitution:
T=98-W(w)

Ty = 95 W4+ 9-W
Tyw = Syw W29, - W + 9 W
Toy = 9y W.
Die Gleichung 8) wird dann:
W hww +2W 8y + 8 W’ + 8y W = UW 9y - 9 W)



— 924 —
worin

vo LAV —wu,
u, du
gesetzt ist.

Wir wihlen nun W so, dafl der Faktor von 9, verschwindet; zu diesem Zwecle

mufl:
2W —UW =0
dligw U
dw — 2”
dlgW  Udw _1dy—uu, 1 /_EL _ 1 dlgy—uu,
du 2 du 2 du w0 J w2 du
4
10) W=cj—uu,
,  U.W _ aw
Da V===
W 1 e LW N 1 /UW U
T W E g UWHUW) = 2( 5 W U)*E( 3 +WN)’
so erhalten wir schlieflich:
.4
1) wo w0 T Taw
aw? ov: U 4 T fw

in dieser Form ist die charakteristische Gleichung der infinitesimalen Verbiegung:
auch in Bianchi: , Differentialgeometrie* wiedergegeben.

Nehmien wir mit Gleichung II dieselben Umwandlungen vor, so erhilt sie:
die Form:

dU dU,
2___ 9 _ 7 2
- eo e ey o Db
aw? av? 4 - u, W

Setzen wir dafiir eine partikulire Losung an von der Form: &

= § (w)sin v
so folgt fiir & die gewdhnliche Differentialgleichung:

ITT Tor — 3\ 1+ I 5

Sind die allgemeinen Losungen der Gleichungen 6 und III oder von 11 und IIT~
gefunden, dann ergibt sich der allgemeine Wert von T zu:
T =0 (usinv +T

Fiir N folgt daraus aus den Gleichungen I:

einerseits: N = (u,0'—U,) cosv— [u, T,du +.¢, (v)

N = (1,0’ — Ty cosv~uzf'ildv+ 92 (1)

andererseits:
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—u, [T,dv = [—u,(f Ty dv) du — Jf u,’ T, dudv

- “ (uy Tu Wy T") dudv

Iis ist aber:
— fu, Tydu — fu, ¥, (u) du.

= (nach Gl 6) = — [ju, Tyydudv

Damit wird auch der 2. Wert von N:
= (U0 — Uy cosv— [u, Tydu + v, (u)

Die Gleichheit beider Ausdriicke fordert:
01 (V) = ¥, (1) = const.

So erhalten wir die allgemeinen Spannungswerte :
v T=®(u)s1nv+_'1‘
N = w68 —Uycosv—fu,Tydu+C,
aus welchen dann einfach die Werte von n; n, und t berechnet werden kénnen;
es ist ja
T N D n n
t=—-=;in,=-"—+—-R,; S+t+ == O:
P’ pq 2 T Ry R
Das Auffinden von T wird im allgemeinen Schwierigkeiten bereiten, indem
erst die allgemeine Losung von 6 und dann die in dieser Losung auftretenden beiden
willkiirlichen Funktionen zu bestimmen sind. FEinfach gestaltet sich die Arbeit
fiir Flachen mit der Eigenschaft
u; - u, = const = — o
/ '3 ra _
4 4 4 = const = =1
a2

d. h . =
p* pp’  p’p”
Wie Lecornu gezeigt hat, kommt diese Eigenschaft nur den Rotationsflachen
2. Grades zu. Fiir diese wird Gleichung 8 zur Laplaceschen Gleichung:
13) 02T 2T -0
ow? av? ’

12)

mit der allgemeinen Losung: T = o(w +iv) + ¢ (w—iv).
1 .. . ) .
u, = const = — — nur fir Rotationsflachen 2. Grades gilt.

DaB} die Beziehung u, *
erkennen wir unabhéngig von Lecornus Beweis auch auf folgende Art: Die Gleichung

der Asymptotenlinien einer Rotationsfliche ist:
dv 77
= :i:] p—,z(Scheffers)
pq

du
in unserem Falle wird dies:
dv a?q't !
= i]/——q‘,‘_ = 4 a-iL
du p?-pq”® p*
AuBerdem ist die Differentialgleichung der geodétischen Linien fiir Rotationsflichen
d2v dv dv \3
— + 2p’ — + p*p’ = 0.
pduz+ P du+pp(du)

(Scheffers: Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie IT. S. 412.)



Also ist nach IV:
T=0wsnv+o+4¢
und

N = (u2®’-—U2)cosv—ju1<Z%+%—)du

(die Konstante C nehmen wir in ¢ oder ¢ hinein);

fiir Funktionen komplexer Variabeln besteht aber der Satz:

209 (W +1v) — 0 (W+iv) | % . 90
ow " ’oav ow
o) (w —1iv) —i ap (w—iv) | ﬂ——iﬂ
aw - av Cav aw

Da ferner

dw:l—lﬂ du

U,

in unserem Falle gleich dw = a u, du wird, verwandelt sich

N = u,0'— U, cosv—Siv—v—i (ﬂ—ﬂ) in
a W aw
N =@,0 —TU, cosv—%(cp(w—}-iv)—q;(w—iv))

Folglich erhalten wir bei Rotationsflichen 2. Grades die Losungen des Tangen-
tialsystems:

b — Osinv+4o(w+iv)+¢(w—iv)

p2
de i . .
Va. n, = <u2m-——U2)cosv—-~~(q;(w+1v)—q;(w—|—1v))
pq’
f_ PP _ P 4o
n,' = qr n, = e [(‘lzm U2>cosv————(q;.—q;)]

Setzen wir hierin
dv . q

du = p?
und das daraus abgeleitete:

dzv . pPq"—2q' pp’
=fal————

du? P
ein, so lberzeugen wir uns leicht, daB die Differentialgleichung der Asymptotenlinien
3 11
libergeht in die Voraussetzung: P ,}Z = — a?; d. h. die Asymptotenlinien sind geod-
q

tische Kurven; daher sind sie gradlinig, eine Eigenschaft, welche nur den Flichen 2. Grades
zukommt.



Die tatséchlichen Spannungen sind fiir diesen Fall:

t=1t = # ©Osinvy + ¢ + 1)

(D k ’ — ’
n2:112,+7R1=n2,+ P+wua —q

B o Cos Vv
[1{C)

V. 0 — “ZE*UZ_karuq’q“' cosy L 7=

? Py L Ay

’ (I) ’ k + '
n, =n, J.—?R2 =1, —}-% ‘Il)' cos v
|2y, 40 kpt+udg p], iy y
n, = [q’3 (u2 i U2>+ 3 ¢ oSV —— P (¢ = V).

AuBer den beiden Funktionen ¢ (w +iv) und ¢ (w —i v) ist hierin nur noch
O (u) unbekannt; dafiir wird aber im folgenden ein Wert gefunden, ohne daf
Gleichung III gelost werden muB.

§ 5.

Die Formeln V verwenden wir nun dazu, die Spannungen in der Hiille eines
Rotationsellipsoids zu untersuchen, wenn als #uBere Krifte das Gewicht p pro
Flacheneinheit und ein mit der Hohe proportional zunehmender Innendruck wirken.
Am horizontalen Meridian sei der Innendruck = ®, kg/m?2.

Die Funktionen ¢ und ¢ bestimmen sich hier sehr einfach. Damit nirgends
auf der Fliche unendlich groBe Spannungen auftreten, miissen die Funktionen
o(w +1iv)und ¢ (w—1iv) in der ganzen Ebene w v, auf die sich das Ellipsoid
abbilden 148t, endlich und stetig sein. Nach einem Satz iiber die Funktionen
komplexer Verdnderlicher kann eine solche Funktion nur eine Konstante sein,
«die aber notwendig den Wert Null hat, weil sonst an den Polen (fiir p = 0) un-
endlich groBe Spannungen auftriten; daraus folgt das ¢ und ¢ identisch Null
sind.

Aus den Gleichungen V des § 4 folgt nun, daB die Spannungen in der Form
erscheinen:

t = —7<(u)sinv
1) n, = —V, (u)cos v
n; = —Vv, (u)cos v.

In =, vy, v, tritt noch die unbekannte Funktion © (u) auf; anstatt sie nun
durch Auflésen von III zu bestimmen, ermitteln wir < (u) und v, (u) einfach da-
durch, dafl wir den Rotationskérper nach einem Parallelkreis durchschneiden, an
diesem die Spannungen t = — 7 sin v und n, = — v, cos v anbringen und fordern,
daB diese Spannungen und die duBleren Krifte den abgeschnittenen Teil des Rota-
tionskérpers im Gleichgewicht halten.
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1. Projektion der Krifte auf die X-Achse (Vertikale). Nach den friiheren Fest-
setzungen ist n, positiv, wenn es als Druckspannung wirkt; es hat demnach die in
Fig. 7 eingezeichnete Richtung. Uber
den Sinn der Schubspannung gibt
Fig. 2 Aufschlufl; da ein Element des
Schnittkreises als zur Parameterlinie
u + du gehorig aufzufassen ist, hat
7 die anzubringende Schubspannung t-
den Sinn der wachsenden v. Somit
ergibt sich die Komponente der Span-
nungen in Richtung der positiven
X-Achse:

2z
N, dsy s — oy + | tdser o,
0 0

. o

Fig. 7.

v
27

27
= J—vzcosvpdv'—p’cosv+ J.—Tsinv~pdv'—sinv
0 0

2z 2
= v,pp’ | cos?vdv + 7p | sin?v dv
0 0

= v,pp'm+ TP 7
Die der X-Achse entgegengesetzt gerichtete Kraft p ergibt die Komponente:

——y,”dF = —y.lj.2p7:du = —pn0.
b

Der Innendruck kp cos v hat die X-Komponente :
w2 uzx

J. "kpcosvdF%:[ "kpcosvpdudv--—q’cosv
u=00 00

=k[—ptrqdu=k [prrdz=kV.
0 z=Db

(O und V stellen Oberfliche bzw. Volumen des abgeschnittenen Teiles dar.)

Demnach erhalten wir als erste Gleichung:

2) (vp +1)pr=p0—kV.

Eine zweite Gleichung ergibt sich, wenn wir den Momentensatz auf eine Achse
anwenden, welche || der Y-Achse durch den Mittelpunkt des betrachteten Parallel-
kreises geht. Die Spannung t hat um diese Achse kein Moment; ebenso die parallel
zur X-Achse gerichtete Komponente von n,. Nennen wir die Drehung positiv,
wenn die positive Z-Achse in die positive X-Achse iibergefithrt wird, dann liefert.
die Z-Komponente der Spannung n, das Moment:

—._[nz-p‘dv~(—yl)pcosv
0

= —‘.—vzcosvpdv-—q’pcosv = —v,p*q'~.
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Das Hiillengewicht p liefert das Moment:
u=u,
—[JudF@—2) = —p [ 2prdu(@—qy) = — pMo.
u=0
Die Normalkraft k p cos v dF zerlegen wir in eine Komponente || zur X
und eine Komponente || zur Y-Achse; die Y-Komponenten heben sich wegen Sym
metrie zum vertikalen Meridian auf. Nun ist die X-Komponente

=kpcosvpdudva,
und ihr Moment :
U=, 27
J kpcosvpdudv:—q’ cosv(qg—q,
u=0 0
u’ 2=1,

= ~J'kp'-’q’n(q—q0)du = kjdV(q-qo) =k My.
0 z=b

Die Z-Komponente: k p cos v p du dv v, liefert den Beitrag:

U 27
—| Jkpcosvpdudvp -peosv
00
Uo 4
= -—k-ﬂ:jp3p'du = — {ﬁ%_
0

Der Momentensatz liefert also die Gleichung:

4
3) — P ¢’ —p Mo+ kMy—k= P = 0.

Aus 2) und 3) berechnen sich damit:

k My — k=2t — Mo

Vo =

v p*q'=
et (pq (O—kV)—p KMy — Kz 2o — M
T g (PO p v RTT o)
Hierin bedeuten O, V, M, und M, die Integrale:
u
Oberfliche O = [2p = du
0
l‘l
Volumen V = —j pinq’du
0
Moment der Oberflache: Moj 2 pdun(q—q,)
0
U
Moment des Volumens: My = — jpz = q du (q—q,)
0

In M, und M, ist nach der Integration wieder u fiir u, zu setzen.
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Mit dem Ausdruck fiir = ist zugleich die partikuldre Losung @ (u) der Differen-

tialgleichung ITI gewonnen. DennesistjaT = © (u)sinv = —p?t = p2rsinv.
Also:

4
VII O (u) = p2v = —q,l—n(pq’ @0—kV)—yp (ka——ka T — MMO))~

Durch Einsetzen dieses Wertes von @ (u) in die Gleichung III iiberzeugt man
sich, daB diese erfiillt wird. Diese Gleichung besteht aber fiir alle Rotationsflichen;
dahergiltdieser Wert von ® (u)nichtnurfiir Rotationsflachen 2. Grades,
sondern er gibt auch die partikuldare Losung des Tangentialsystems
fiir alle Rotationsfldchen; der Wert von ® (u) in den Gleichungen IV
ist also jetzt bekannt, so dafl auch im allgemeinen Falle nur mehr die
Gleichungen der infinitesimalen Verbiegung zu lésen sind.

Doch kehren wir wieder zu unserm Rotationsellipsoid zuriick. Die Spannungen
sind also dort:

sin v , p? ,
b — qu,;(p (k My — k=B M) —p g (pO—kV))
p4
P«M0+k7:T_kMV
VIIIn, = 5 -+ COSV
pra'=
p4
n p ‘LMO +k7r—4——ka
= R 2 )= & ’ N ey -
nl 2( R1> q]_ (kp+ l"q)'{' pzquﬂ P COs ¥

Diese Spannungen sind Zusatzspannungen zu den vom konstanten Innen-
druck hervorgerufenen Spannungen (§ 1, GL. 1 und 2). Wir erkennnen daraus, daB
die zusédtzlichen Ring- und Meridianspannungen am horizontalen Meridian

v, v=2F
20 T2

Null sind, auf der oberen Hilfte des Rotationsellipsoids anderes Zeichen haben
wie auf der untern. Die Schubspannung ist Null am vertikalen Meridian und wechselt
beiv = mund v = 2 ndas Zeichen, d. h. die Richtung, was aus Symmetriegriinden
notwendig ist. Das Maximum der Schubspannung ist auf jedem Parallelkreis am
horizontalen Meridian, wéhrend die normalen Spannungen n, und n, ihre Hochst-
werte am obern, ihre Mindestwerte am untern Teil des vertikalen Meridians er-
reichen.

Damit die Krifte das als starr gedachte Ellipsoid im Gleichgewicht halten,
ist notwendig, dafl

) kV =40,

wo O und V das ganze Volumen bzw. die ganze Oberfliche des Ellipsoids darstellen.

Am Hauptspantquerschnitt nehmen O und V die Werte % und ; an, es ist also dort



w O — k V Null; aulerdem ist auck g—z = p’ Null, so daf} fiir t aus Gleickung VIII
ebenfalls der Wert Null erfolgt. Wir koénnen also sagen:

Der Hauptspantquerschnitt und der vertikale Meridian sind Haupt-

spannungslinien (t = 0).

Zur Ermittlung der Spannungen sind die Werte von O, V, M, und M, zu
berechnen. Im allgemeinen Falle wird man sie mit dem Integraphen ermitteln,
indem man die Funktion unter dem Intcgralzeichen graphisch auftrigt. Im Falle
des Rotationsellipsoids fithren jedoch die Integrale auf bekannte Funktionen,
so daf} ihr Wert auch rechnerisch bestimmt werden kann. Ist namlich die Ellipse
dargestellt durch:
~ X =asing =p
5) z =bcosg =q

¢o héngt die Bogenlénge u mit ¢ durch die Gleichung zusammen:

o T b —
du = + ydx2 + dz® = —}—ad(pl/l'*'

Dann wird:

a? .
sinp = alAo-do.

,_ Cos g s b* sing
= A L X
6) .-
, b sin ¢ w_ b cosg
4= alAg 4 a2 Adgp -’
Wird zur Abkiirzung
b2 — a2
B = . a2
1 1+
€= + 56 arc tg 8

gesetzt, dann werden die Integrale:
2
O=2az7r(s— cos ¢ Ag 1+ P

3 Ry arc sin (]/IiEECOS cp))
a2:n (2 —3cos @ + cos? @)

V =

Mo:2a2bn(—% ccos o + B(l—i—ﬁ" Bgcosz )—I—A_%Qcoscp-

are sin(]/ b B—zc S(p))
)COS,(? - (6 -+ 3 Bz) cos2 @ —
Bz

—( 3 -+ 2))0054@]

Die Zahlenberechnung fithren wir nun durch fiir eine Hiille von der Form
eines verlingerten Rotationsellipsoids mit den Achsen b (Rotationsachse) = 1m,

7)
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a = 1/, m; als dubere Krifte wirkt der mit der Hohe nach dem Gesetz @, + k - h
zunehmende Innendruck, der am horizontalen Meridian den Wert @, = 5 kg/m?
hat; unter Annahme von Wasserstoffiillung setzen wir fiir k = 1,1 kg/m3. AuBer-
dem wirkt noch ein konstantes Hiillengewicht, p. kg/m?2; der Wert von p. ist bestimmt
durch die Forderung

kV—p0 =0 zu

4 2
v kgmbe gy kg
Y. = k —= G e == 0,15——;-,
0 4darne 3e m?
ein Wert, der etwa fiir Papierhiillen zutrifft.
- ®,R, ®,RB,( R,
Der konstante Innendruck erzeugt die Spannungen 5 und ——2( 2 —&)

“ 1

welche in Fig. IV durch ausgezogene Kurven dargestellt sind.  Um = und v, zu er-
halten, wurden fiir ¢ = 0°, 5%, 10°....90° die Werte von O, V, M,, My berechnet
und in die Formeln VI eingesetzt. So ergaben sich die in Tabelle IT wiederge-
gebenen Werte fiir 7, v,. Da fir v = 0n; = —v;, n, = — v, wird, erkennen wir,
daB die von k und p verursachten normalen Spannungen im obern Teil
des Ellipsoids Zugspannungen, im untern Teil Druckspannungen sind; jedoch
ist die Ringspannung innerhalb einer den Pol umschlieBenden XKalotte in
der obern Hilfte Druckspannung, in der untern Zugpannung, wéahrend sie
innerhalb des groBten Teils des Ellipsoids dasselbe Verhalten wie die Meridian-
spannung zeigt. Wir kénnen also sagen, daB die vom konstanten
Innendruckerzeugten Zugspannungen in der obern Hélfte vergroBert,
in der untern verkleinert werden. Die grof8te auftretende Spannung
ist die Ringspannung am hochsten Punkt im Betrag von — 1637 g/m;
der konstante Innendruck ®, = 5kg/m? hitte nur ein Maximum von
— 1573 g/m ergeben, so daf die prozentuale Vergr6Berung ~4 9 be-
trigt. Die kleinste normale Spannung wird dargestellt durch die ein-
ander gleiche Ring- und Meridianspannung an den Polenim Betrag von
— 278 g/m. Die Schubspannungensind verhédltnismaBig klein, erreichen
siedochnureinMaximumvon18g/mfiirg=50°amhorizontalen Meridian,
ungefihrinder Mitte zwischen Aquatorund Pol. Die Spannungsverhéltnisse
fiir die iibrigen Meridiane liegen innerhalb der extremen Verhiltnisse, die sich
am obern und untern Teil des vertikalen Meridians einstellen; ein Bild iiber Grofe
und Richtung der von k und p. erzeugten Spannungen gibt auch die Figur 8, welche
die Spannungen enthilt, die am Parallelkreis ¢ = 50° und am horizontalen Meridian
anzubringen wiren, wenn nach diesen Kurven durchschnitten wiirde.

Der grofite Parallelkreis’ und der vertikale Meridian sind Hauptspannungs-
linien ; im iibrigen sind die Winkel «; und «,, den die Hauptspannungslinien mit dem
Meridian bilden, durch die Gleichung gegeben:

2% — 27sinv

tg2oa = ——— = —
g n, —n, (0o, — Mo, — (v, — v,) COS V

Tabelle II enthdlt die Werte von o lings des horizontalen Meridians; das
Maximum von « liegt nahe dem Pol und betrdgt ~ 3,7°. Da die Differenz v; — v,
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klein ist gegen (n;, —n,),,, konnen wir angenéhert
— 27

tg20 = ——m— ——
g (m; —ny)a,

sinv = (tg2 oc)v=£-sinv
2

setzen und ersehen aus dieser Form, daf fiir andere Meridiane die Hauptspannungs-
linien sich noch néher den Kritmmungslinien anschliefen. An den Polen ist t = 0,
n, = n,; dort ist die Spannungsindikatrix ein Kreis; die Pole sind Nabelpunkte
im mechanischen Sinne.

Fassen wir dies zusammen, so ergibt sich fiir den Verlauf der Hauptspannungs-
linien folgendes ungefihres Bild (Fig. 9).

T T
TFig. 8. Fig. 9.

Fig. IV zeigt den Meridian des Rotationsellipsoids, den Verlauf der normalen
. e 7 3w
und tangentialen Spannungen fiir den horizontalen Meridian v = %, V=5

und fiir den obern (v = 0) und den untern Teil (v = =) des vertikalen Meridians.

§ 6.

Die Bestimmung der Funktionen ¢ (w +1iv), ¢ (w—iv) war in diesem
Beispiel sehr einfach; haben wir es jedoch nur mit einem Teil eines Rotations-
ellipsoids zu tun, an dessen Begrenzung noch ,,Randkréfte* wirken, so sind die
Funktionen ¢ und ¢ aus der Bedingung zu ermitteln, dafl die Spannungen am
Rande gleich den Randkraften werden miissen; letztere miissen notwendigerweise
tangential an die Flache sein.

Es handle sich beispielsweise um die von dem horizontalen Meridian begrenzte
obere Hilfte eines Rotationsellipsoids; auf die Hiille wirke ein konstanter Innen-
druck @,, am Rande eine vertikale Last = L (u) kg pro Léngeneinheit. Die An-
nahme rotatorischer Spannungsverteilung, wie sie in § 1 gemacht wurde, geht hier
nicht an; vielmehr liefern die Gleichungen V von § 4 durch Nullsetzen von k und .
die allgemeinen Spannungswerte :

1 . .
b= F(q;(w—}—lv) + ¢ (w—iv))
) n, = O gr—tt
R. R i p”
n, = @, 92 (2 _‘—RZ)_? (?/3 (@*‘P)
1

Heyer. 3
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Die Bedingung, daf am Rande n; = L (u) und t = 0 sein muB, liefert fiir
¢ und ¢ die beiden Gleichungen:

o, R, R, i p” _
2) ) (2—T1 —?—qa‘(o_k}l)—L(u)
¢+ ¢=0.

Daraus finden wir die Werte der Funktionen ¢ und ¥ am Rande; der Cauchysche
Satz liefert dann die Werte im Innern.

Bei Wahl von L (u) ist dabei die Bedingung zu erfiillen, daf sdmtliche Krifte
die als starr gedachte Fliche im Gleichgewicht halten miissen. Das heifit in unserem
Fall:

[[ @ dF - uy = [Ldu
Innere Rand
1+
ode (D,,.( jpdudv~-q’cosv = .‘ZJ'Ldu
w o

— o

20,

P 1
—pqdu =20 pdzs =@M = ZJLdu
o o

=]

worin M die Fldche eines Achsenschnittes bedeutet; im Falle des Ellipsoids ist
M =abm

Wihlen wir in den Gleichungen 2) die Belastung

so werden die Randwerte von ¢ und ¢ Null; also sind diese Funktionen im Tnunern
iiberall Null. Wir erhalten:
R R R
t=0 mo = Do = ‘D@l(?‘_ff)’
ein Resultat, das ja nach § 1 und gem&f der Definition unserer Spannungen selbst-
verstdndlich und fiir alle Rotationsflichen giiltig ist. DaB
R

“ 1

der Bedingung geniigt, ersehen wir aus folgendem:

Nach § 1 ist
R R,\  df
(D"T(g *T:q) = oy
also
a

1 1
2 [Ldu = 25(1)0 -

1
du = 2@, | df = @, M.
o o
Die obere Hilfte eines Rotationskorpers ist also im Gleichgewicht, wenn auf
die Hiille ein konstanter Innendruck ®, am horizontalen Meridian die Last

_ D, R,
L= 71‘2(2 *?,)
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pro Lingeneinheit nach abwérts wirkt. Die erzeugten Spannungen sind:
R R R
t=0 n, = (DOT2 n, = (I>0~2—2 (2 — —?)
Die am horizontalen Meridian verteilte Last hat die Summe @, - M.
In ganz gleicher Weise ist die untere Halfte eines Rotationskorpers im Gleich-
gewicht unter Wirkung einer konstanten Normalkraft ®; und eincr Randkraft,
welche am horizontalen Meridian nach dem Gesetz

heolog)

vertikal nach aufwirts wirkt. Setzen wir nun beide Hilften zusammen samt den
auf sie wirkenden Kriften, so erhalten wir einen geschlossenen Rotationskorper,
an dessen horizontalem Meridian eine Last verteilt ist, welche nach dem Gesetz:

R
o - S n s

vertikal nach abwirts wirkt, und als Resultante den Betrag (®,— ®;) M hat;
auf die obere Hilfte wirkt ein konstanter Innendruck ®,, auf die untere der eben-
falls konstante Normaldruck ®,. Die Spannungen sind in der oberen Hélfte:

) R, )
(), = TOR2<2 - R:) (nz)o = 20 R,
unten
) R ()
)y = ——2‘ R2(2 _—Rj) Mgy = —21 R,.

Die zu hcbende duflere Last ist gleich:
(D — ©,) - M.

Angenéhert sind wir so zu einer Losung des in der Praxis auftretenden Falles
gekommen, wo lings eines am Tragkorper angebrachten Gurtes die duflere Last —
Gondel samt Inhalt, Takelage — verteilt ist. Eine Abweichung von der Wirklichkeit
tritt nur insofern ein, als der Innendruck proportional mit der H6he wéchst, wahrend
er bei dem beschriebenen Verfahren in jedem Teil als konstant zu betrachten ist.
Waihlen wir jedoch die konstanten Drucke ®, oder @, so, dal (®y— @;) M = der
zu hebenden Last ist und daB sie die wirklich auftretenden Normaldrucke iiberall
itbertreffen, so werden die damit berechneten Spannungen sicher auch gréfer als
die wirklichen ausfallen.

Die eben entwickelte Methode — sie sei im folgenden angenahertes Ver-
fahren genannt — 146t sich auch ausdehnen auf den in der Praxis hdufigern Fall,
daB die #uBere Last lings eines auf der untern Hélfte verlaufenden Traggurtes
verteilt ist. Setzt sich dieser Gurt aus Meridianen und Parallelkreisen zusammen,
so ist die dullere Last nach dem Gesetze

n, = /(DQ; (Dl R2 (2 — _Ri>

2

Q%



— 86 —
normal zum Meridian und gemif
Dy — O,
2
normal zum Parallelkreis zu verteilen. Bildet jedoch ein Linienelement der Trag-
gurtkurve mit dem Meridian einen Winkel «, so bestimmen die Gleichungen 1)
der Einleitung Normal- und Tangentialkomponente der anzubringenden spezifischen
Belastung. Auf den oberhalb des Traggurtes gelegenenTeil der Rotationsfliche
wirke der Druck ®,, auf den untern Teil ®,. Dann fordeirt dic Gleichgewichts-
bedingung :
Resultante der Last

n, = R,

= [[®,dF o, — [[ ©, dF o,

obern Teil untern Teil
= @, .” df, — @, ” df, = (@, — @y) - M,
obern Teil untern Teil

wo df, und df, die Projektion des Fliachenelements dF auf den horizontalen Meridian
bedeuten und M’ den Flacheninhalt der von der Projektion des Traggurtes auf
den horizontalen Meridian umschlossenen Flidche vorstellt.

Gewinnen wir so eine obere Grenze der vom Innendruck und der Last her-
vorgerufenen Spannungen, so bleibt noch zu entscheiden, ob das Hiillengewicht
und die Zunahme des Innendrucks mit der Hohe eine bedeutende Erhéhung der
Spannungen hervorbringen. Dies untersuchen wir nun an einem Rotationsellipsoid,
indem wir sdmtliche Kréfte in zwei Systeme teilen:

I. Wir nehmen von dem Innendruck k x einen Teil k; - x hinweg, so da@ dieser
Druck und das Hiillengewicht u kg/m? sich das Gleichgewicht halten; k, be-
stimmt sich folglich aus der Gleichung

k, - V = ;.L6.
II. Das zweite System bilde der restierende Innendruck k,-x = (k —k,) x
und die am Traggurt verteilte duBlere Last; die hierdurch erzeugten Span-
nungen bestimmen sich aus dem ,,angenéherten Verfahren.

FiirI erhalten wir die Spannungen in den Gleichungen VIII §5; wir bendtigen
jedoch nur die maximalen Spannungen, welche wie das dort behandelte Beispiel
zeigte, am hoéchsten Punkt, d. h. fir ¢ = :21’ v = 0 auftreten. Dafiir wird:

pd
V'M()+ leI: T—kll\lv
n, = 2/ 7
Prq = o= =

2
Beim Rotationsellipsoid (siehe Gl. 5) und 6) von § 5) ist nun fiir

k]

(;9:?, p2=a‘2, q'zl
Mo — 2 ab(az+4 ab -+ b?)
0=3T a-t+b
1

Mv—xi =%a?(b2—aﬁ).
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1, bestimmt sich dazu aus Gleichung:

By ST B
R, TR, P
oder
n n
_'134 + ]202— =k;-a—p.
T a

Ein Beispiel wird diese Verhaltnisse noch klarer erscheinen lassen:
Gegeben ein Tragkorper von der Form eines Rotationsellipsoids:
a = 5m, b = 30 m, Rotationsachse.
Hiillengewicht = p = 0,3 kg/m?2
Auftrieb: k = 1,1 kg/m3.
Am horiz. Meridian Druck ®, = 25 kg/m?>.
Die Last soll am horizontalen Meridian verteilt werden.
Volumen V = ¥,a%b = = 3142 m?.
Oberfliche O = 4a?x e = 1498 m?
Somit Auftrieb = k -V = 1,1.3142 = 3456 kg.
Gewicht der Hiille — 1 O = 0,3 . 1498 = 449,5 k.
Also ist die Last, die noch getragen werden kann:

kV—p0 = 3456 — 450 = 3006kg.
Um die von System I verursachten Spannungen zu finden, bilden wir k; aus
der Gleichung k,;V—up O = 0:

©O  03-1498

ky = v 3142

= 0,143 kg/m3.

Die maximale Meridianspannung, die am hochsten Punkte Auftritt, be-
rechnet sich nach Gleichung VIII von § 5 zu:

12 ab(@2+ab+4b? k, o hs .
“2*?[?“ 2t b — g At —al)
1[]2 150-1075 0,143
= —|— — 25 .87
25[30,3 35 1 5 8/5]
(nz)max :_S’Bkg/m'

(ny)max Perechnet sich aus:

n, n,
—ann_ — — @ = 43:5—0,3 = 0,415
b = ka—p = 0,143:5—0, 41
5
[ 5:5,6
(nl)mnx = —5(0,415—— 906 ) = —1,5 kg/’ln,

Nach Wegnahme des Druckes k; * x bleiben fiir das System II noch folgende
Drucke:

am horizontalen Meridian 25 kg/m?2,
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am hdchsten Punkt: 25 4+ (k —k;) -5 = 25 + 1,0 - 5 = 30 kg/m?,
am tiefsten Punkt: 25 — (k —k,;) - 5 = 20 kg/m?.

Beim angenaherten Verfahren haben wir @, und @, so zu wéhlen, daB an jeder
Stelle in Wirklichkeit ein kleinerer Druck ist; aulerdem muB die Gleichung erfiillt.
s6in:

(®y — D) - M = Last
(@®y—D)-abr=kV—p0 =kV—-kV
3006

Do — @, = 150 - =

= 6,39 kg/m?2.

Wahlen wir nun auf der unteren Hélfte @, = 25kg/m?2, so wird auf der oberen
@y = 25 + 6,4 = 31,4 kg/m?; der wirkliche Innendruck ist also iiberall kleiner.
Hitten wir @, gleich dem Druck im héchsten Punkt = 30 kg/m? angenommen,
so wire ®; = 30 — 6,4 = 23,6 kg/m? geworden und also kleiner als der am hori-
zontalen Meridian tatsdchliche Druck 25 kg/m? geworden. Diese Annahme wiirde
also unsere Bedingung nicht erfiillen. Die bei System II auftretenden maximalen
Spannungen, welche sich auf der oberen Hilfte des Aquators einstellen, berechnen
sich zu:

O, R 31,4
(Mg)max == Do B, = — 14, 5 == — 78,5 kg/m,
2 2 !
D, R R 1 _
M) max = '% (2 — ‘ﬁj‘) = —178,5 (2 — %) = — 154,7kg/m.

Die Verteilung der #uBeren Last 3006 kg erfolgt nach dem Gesetze:
Belastung pro Meter des horizontalen Meridians

= DOy R,
=, R2<2~R).

1

Dicse spezifische Belastung zeigt qualitativ denselben Verlauf wie die Ring-

spannung fiir konstanten Innendruck |siehe z. B. Tafel IV die Kurve n, fir v = l)>,

d. h. sie hat ihr Maximum am Aquator, ihr Minimum am Pol; und zwar ist in
unserm Falle:

6,39 1
Loy = - 5 (2 —%> = 15,7 kg/m,
6,39 a2 . .
Lpin = — 5 (2—1) = 2,7kg/m.

Fassen wir nun zusammen:

= — 5,6 kg/mi,
= —78,5kg/m.

Diese maximalen Spannungen treten sémtlich im héchsten Punkt auf; rechnen
wir dazu die von Strémungsdruck und Reibung ungefihr an derselben Stelle er-
zeugten Maximalspannungen, die sich in Tabelle I allerdings fiir einen andern
Tragkorper berechnet vorfinden, so ergibt sich eine - Erhohung von — 13 kg/m

Von System I erzeugte Spannungen: (nj),.. = — 1,5; (Ry)pnax
i) i II 3 ” (nl)m:\x = 154’7: (1').2)

max
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bzw. — 3 kg/m fiir Ring- bzw. Meridianspannung. Insgesamt ergeben sich sonach
folgende die tatsichlichen maximalen Werte iibertreffenden Spannungen:

My)pay = — 1,5 — 154,7 — 13 = — 169,2 kg/m,
M)y = — 5,6 — 78,56 —3 = — 87,1 kg/m.

Da hierzu die Spannungen des Systems I den geringsten Beitrag liefern, kénnen
wir folgende fiir jeden Tragkorper geltende praktische Regel aufstellen:

Man erhilt cine obere Grenze der Spannungen, wenn man die aus
System II erhaltenen Maximalwerte um 10 9% vergréfert. Zu diesen
Maximalwerten aber kommt man durch Annahme eines konstanten
Druckes @, fiir den oberhalb des Traggurtes gelegenen Teil und eines
Druckes @, fiir den untern Teil, so zwar, dafl ®jund ®, den groBten in
ihrem Gebiet wirklich auftretenden Innendruck noch iibertreffen.
Ferner miissen ®, und @, der Bedingung geniigen: (0, — O;) M’ = Ge-
samtlast, wo M’ gleich dem Fldacheninhalt der von der Projektion
der Traggurtkurve auf den horizontalen Meridian umschlossenen
Fldache ist. Die maximalen Spannungen sind dann:

M) max = (DTOR'Z (2 — %)
(OR
2
die Last ist nach dem Gesetz zu verteilen:

L = 2P Re( “%)’
e §

wo R, und R; die Hauptkrimmungsradien im héchsten Punkte sind.

(nz)max = Rz 5

Da iz fiir die gebrauchlichen Tragkoérperformen sehr klein ist, er-
1

halten wir in (n,),,. = ®,- R, einen
angendherten, etwas gréfern Wert.
R, ist der Radius des Hauptspant-
querschnittes in diesem Fall.

Eine gewisse Garantie dafiir, daB die
so berechneten Spannungen die wirklich
auftretenden tbertreffen, erhalten wir
bei exakter Berechnung der Spannungen
fir Kugel und Zylinder. Bei der Kugel
zeigen die Krifte: Innendruck @ + kx,

Hiillengewicht ¢ und &dufBlere Last \ ‘ L /
Rotationssymmetrie um den vertikalen \ /
Kugeldurchmesser ; beim Zylinder, dessen "~ o
Grund- und Deckkreis fehlen oder sehr I

klein gegen die Lange sind, ist die Span- Fig. 10

nung auf einer Mantellinie konstant.
Unter Beibehaltung des fritheren Koordinatensystems bezeichne nun n,
die normale Spannung eines horizontalen Parallelkreises einer Kugel mit Radius a.



Die duBere Last
4
2ax-L = k—3—a,3n—4y_a,27r

ist am horizontalen gréften Kreis gleichmaBig verteilt. Dann gibt der Projektions-
satz in bezug auf die X-Achse
n,-2asinven-sinv+4 [fOdFcosv + [[kacosvdFcosv— [[udF = 0

v
2a7r~n2-sin2v+(l).‘ adv'2asinV7c~cosv—{—kajadv?,asinv-n:cosﬂv
— - 'z
0 dF 0
—pup-2an(a—acosv).
Daraus findet sich:

a 1 k a3
(Ma)oben = — [(D 3 + m( 3 (1 —cos®v) — pa? (1l —cos V))]
oder:
O a a k
(My)oben = — 3 T atx [? (a? 4+ ax 4 x2) —p a]

Hiatten wir die andere von demselben Parallelkreis abgeschnittene Kalotte
ins Gleichgewicht gesetzt, dann wire als Kraft noch die &uBere Last hinzugetreten;
vermdge der Gleichung 2a n-L = kV —u O wire aber dann derselbe Wert
fiir (n,), erhalten worden.

In ganz gleicher Weise findet man:

Oa a k .
(nz)unten = - ) a-x [? (az — ax + X‘) — K al] .
Am horizontalen gréfiten Kreis x = 0 bildet sich somit der Spannungssprung :

k a2
3

dieses ist aber gleich der in diesem Falle konstanten spezifischen Belastung L gemaB
Gleichung:

(nz)u_ (nz)o =2 —2 na,

4
2ar-L = §a3kx—4a2xpn.

Zu beiden n, berechnet sich n, aus Gleichung:

%—l—%: @, oder nla+n_2a =® + kacosv—ypcos v.

2 1 - -

Es wird

ny)o = —%‘_'H%[k; (2x*+ 23X‘&2)+M(32—aX—x2)]
M) = —%*ﬁ[k; (@*+2ax—2x%) —p(a®t+ax—x7 ]

n, und n, erreichen ihr Maximum am hochsten Punkt, x = a;
Da ka2—aup

(nl)max = (nz)mnx = - ) 9
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Ist nun @ = 25 kg/m? angenommen, a = 5m, fiir k, p ihre fritheren Werte
1,1 kg/m? und g = 0,3 kg/m?, dann wird der exakte Wert der groten Spannung:
. ©25—03-5
25_ 5 _ Lt = — 75,56 kg/m.

(n])max = (Ng)pax = — ) B
Bs ist @,

p

Welche Maximalspannung ergibt nun das Naherungsverfahren?

und @, so zu wahlen, dal
(@ — D) M =Last = 2axL

4
(D — Dy a2 = k?zﬁn—u 4ar

O,— O, =k 4;’ — 4y = 6,1 kg/m2.

Der wirkliche Druck ist
am horizontalen Grofkreis: 25 kg/m?,

am hochsten Punkt: 25 4+ 1,15 = 30,5 kg/m?2.

Wihlen wir also @, = 25 kg/m?, so ist der Druck im (h6chsten Punkt) obern
Teil @y = 25 4 6,1 = 31,1 kg/m?, so daB nun iiberall der Druck groBer ist als
in Wirklichkeit. Nach dem N#herungsverfahren ist dann die Maximalspannung:

155,5

O, R R o, R 31,1-5
(M) max = *021 (2 — R: > = —12 2 (Dg)max = — 5 —_ 3
= — 77,5kg/m

und daher grofer als die tatséchliche, welche nur — 75,5 kg/m betrigt.
Um das Verfahren auch noch im Falle des Zylinders zu priifen, stelle der

Kreis mit Radius a in Fig. 11 den Querschnitt des Zylinders mit der Lénge 1 vor;
langs der horizontalen diametralen Mantellinien wirke die Last Q = 21-L

=kV—p0 =ka?nl—2a npul gleichmiBig.

Fig. 11.

Schneiden wir mit einer horizontalen Ebene ein Stiick des Zylinders ab, bringen

an den Schnittmantellinien die konstante Spannung n; an und setzen dann das
Stiick ins Gleichgewicht, so liefert der Projektionssatz in bezug auf die Vertikale

die Gleichung:
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l\ ]‘o
—Zl(lll)olmn'Sin _H (D+kY dr cos v—2 U p,dr
o0 00

II

2al|((1)—|—kacosv) dvecosv—2alpv.
0

sin 2 v
= Zal((l)smv—}—ka(‘; —}—2114—"))-—2&1@\"

Daraus:

V
an v

2 sin v

My open = — D a ——— k a? < -+ cos V> +ua

oder
L v ka2

T sin v 2

(M) oben = — Da — COS V.

Dasselbe héitte der Projektionssatz ergeben, wenn die untere abgeschnittene
Kalotte ins Gleichgewicht gesetzt worden ware. Machen wir den Schnitt in der
untern Zylinderhalfte, so finden wir:

T—V k a2

COos V.

L
(nl)untcn =—0a —-}— —_

T sinv 2

Aus beiden Werten fiir n, ist ersichtlich, dafl die Spannung am horizontalen
Meridian den Sprung L erleidet.

Die Spannung n, senkrecht zum Parallelkreis wirkend hat den Wert Null,
weil keine Kraft eine Komponente in Richtung der Rotationsachse hat. Dabei ist
vorausgesetzt, das Grund- und Deckkreis des Zylinders fehlen; sind diese vor-
handen, so hat die Meridianspannung in erster Anndherung den konstanten Wert
D.a
)

Die Spannungen erreichen ihr Maximum langs der hochsten Mantellinie, v = 0;

(nl)lll:lxz”“q.)'a:—L(.v > ka 2COSO— <(Daa+~+‘ka2)

7 \sinv 2

T

wihlen wir dieselben Zahlen wie bei der Kugel, also ® = 25kg/m?, a =5 m,
dann ist

L k a2 1,12
= 2R L1265 o 05— 12,25

=Ty TART
so ergibt sich

n1=—~<25-5+1 25+ﬂ)

= —151,0 kg/m

als der exakte Wert. Andererseits gibt das angensherte Verfahren:

(®y — ®,) M == Gesamtlast = 21L
(®y—D;)2a-1=21L

L 12,25 - =
a

(DO - (Dl = - = ‘5 = 7,7 kg/1n2.
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Die wirklichen Innendrucke sind:
am tiefsten Punkt = 25 —1,1-5 = 19,5 kg/m?,
in der Mitte der Hohe = 25kg/m?,
am hochsten Punkt 25 4 1,1-5 = 30,5 kg/m>.
Wihlen wir @, = 25kg/m? dann ist @, = 25 + 7,7 = 32,7 kg/m?; die
Drucke sind dann sowohl oberhalb als unterhalb des Traggurtes grofler als die
wirklichen. Die maximale Spannung ist nach dem Naherungsverfahren:

R R Oy R, . -
n, =(Do_22.(2_§:—) = _"_)_2_.2: — D2 = —327-5

(0y)pax = — 163,5 kg/m,
wihrend die genaue Rechnung — 151,0 kg/m ergab.

Fir Kugel und Zylinder liefert also das angenéherte Verfahren groBere
Spannungswerte als die exakte Berechnung. Dies gibt eine Bestdtigung der
auf Seite 39 aufgestellten Regel, da die Tragkorperformen eine Mittelstellung
zwischen der Zylinder- und Kugelform einnchmen.

)
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Fig. II. - Spannungsverteilung hervorgerufen durch den Stromungsdruck.
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Fig. TII. Spannungsverteilung hervorgerufen durch Reibung der Luft an der Hiille.
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Fig. IV. Spannungsverteilung auf einem verldangerten Rotationsellipsoid.
AuBere Krafte: konstantes Hiillengewicht ®w = 0,15 kg/m; Innendruck @, proportional
mit der Héhe zunehmend. @ ist am horizontalen Meridian = 5 kg/m? und wéchst mit
der Hoéhe nach dem Gesetz @ = @y 4 k+h = 5 4 1,1+ h, wobei Wasserstoffiillung an-
genoinmen ist. Die Kurven zeigen den Verlauf von ny, ny, t fiir den horizontalen Meridian
y

T

5= »-,)—) fiir den obern und untern Teil des vertikalen Meridians, d. h. fiir v = 0

b4

Die ausgezogenen Spannungskurven geben zugleich die normalen Spannungen
bei konstantem Innendruck (Do =5 kg{vmg. MaBstab des Meridians: 1 : 10.
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Tabelle
Spannungsverteilung fiir einen Tragkdrper
Abmessungen des Tragkorpers v‘?l?n:lr'g:lg‘;lh‘glﬁ"g" Stromungsdruck und die durch ihn verursachten Spannungen
7= { = n. kg/m i n kg/m
ﬁ(ebe? ‘\‘/Iete]r) Mgt‘cr Re/Ry | (no)ap, (), N @ kg/m? Tess. I [gll“ess. I ¢ Tess. I o Fess. 11
0,00 (0,0 1,2 |1 —14,0|— 140{—1,00 | —14,78 . + 887 | + 8,87 | + 887 | + 887
0,14 10,58 | 1,31 {0,756 |—16,4|— 20,8{— 0,834 — 12,32 | + 8,48 | + 8,48 | + 9,79 | + 9,79
0,52 11,14 | 1,64 | 0,53 |— 20,6 |— 30,2|— 0,467 |— 6,90 { + 8,47 | + 8,47 | + 6,75 | + 6,75
1,16 | 1,65 | 2,00 | 0,42 |—25,0| — 39,3|— 0,24 |— 3,55 | + 7,47 | + 7,47 | + 3,96 | + 3,96
1 [ 6,62\ + 1,63
1,95 (2,10 | 2,31 | 0,26 |— 28,9|— 50,0|— 0,098 — 1,45 + 2,52 + 6,62 | + 2,6’9} + 1,63
2,83 12,48 |2,66 | 0,21 |—33,3|— 60,0]—0,014|— 0,21 | + 2,31 | + 557 | + 0,08 | — 0,61
3,73 12,82 13,01 | 0,18 |—37,6|— 69,0]+ 0,026{ + 0,38 | + 1,99 | + 4,82 5 — 1,60 | — 2,01
4,75 3,13 | 3,28 | 0,15 |— 41,0|— 76,0] + 0,058 |+ 0,86 | + 1,57 | + 4,09 | — 3,06 | — 3,43
5,83 [3,43 | 3,66 | 0,12 |—44,5|— 84,0|+ 0,095| + 1,40 | + 1,11 | + 3,38 | — 5,13 | — 5,41
6,92 | 3,69 | 3,78 | 0,10 |— 47,3|— 90,0| + 0,101 1,49 | +~ 0,65 | + 2,74 | — 5,69 | — 5,90
8,12 | 3,94 | 3,99 | 0,09 |— 49,8|— 95,0 0,132 1,95 | + 0,21 | + 2,16 | — 7,81 | — 7,98
9,35 | 4,15 [ 4,20 | 0,08 |— 52,5|— 101,0 0,15 2,22 | —0,22 | + 1,62 | — 9,30 | — 9,46
10,64 | 4,33 | 4,38 | 0,075 | — 54,8 | — 109,6 0,149 2,20 | — 0,58 | + 1,17 | — 9,60 | — 9,74
12,08 | 4,52 | 4,55 | 0,07 |— 56,9 — 113,8 0,159 2,35 | — 0,95 + 0,72 | — 10,61 | — 10,73
13,43 | 4,64 [ 4,65 | 0,065 | — 58,1 |— 116,2 0,163 2,41 | —1,20 | + 0,42 | — 11,12 | — 11,23
14,88 | 4,76 | 4,78 | 0,055 | — 59,8 | — 119,6 0,165 2,44 | — 1,46 | + 0,12 | — 11,59 | — 11,67
16,35 | 4,86 | 4,88 | 0,045 | — 61,0 | — 122,0 0,176 2,60 | — 1,66 | — 0,10 | — 12,61 | — 12,68
17,81 | 4,95 (4,96 |Vonhier| — 62,0 | — 724,0 0,174 2,67 | —1,84 | — 0,32 — 12,76 | — 12,79
19,24 | 4,98 | 4,99 P8t g2.4| —724.8| 0,166 245 | —1,90 —0,39 | —12,22 | — 12,25
20,80 5,00 5,00 | ==ett| 625 | —125,0] 0144 213 | —194 TP —s057 | 100
22,03 | 5,00 | 5,00 — |—62,5|— 1250 0,144 2,13 | — 1,93 : — 1 — 10,52 —_
23,35 | 4,98 | 4,99 — | — 62,4 — 124,8 0,136] 2,01 | — 1,91 — 1 — 10,00 —
24,65 | 4,96 | 4,97 — | —62,1|—124,2 0,139 2,06 | — 1,87 — i 10,23 -
26,06 (4,92 (493 | — |—61,6|—123,2 0,136 2,01 | — 1,81 — 1 — 9,92 -
27,44 | 4,88 (489 | — |—61,1|—122,2 0,132| 1,95 | — 1,75 — | — 9,64 -
28,78 | 4,84 [4,85 | — |—60,6|— 121,2 0,135 2,00 | — 1,69 — i — 9,70 —
30,18 | 4,76 | 4,77 | — |— 59,7 |—119,4 0,137 2,02 | — 1,57 — | — 9,63 —
31,55 | 4,68 4,69 | — |—588,6|—117,2 0,133 1,97 | — 1,44 — | — 9,24 -
32,86 | 4,58 | 4,59 — | —57,4|— 1148 0,133 1,97 + — 1,28 — | — 9,03 —
34,18 | 4,48 |4,50 | — |—56,3|—112,6 0,130+ 1,92 | — 1,13 — — 8,63 -
35,45 | 4,35 4,37 — |— 64,6 (— 109,21+ 0,118 + 1,75 | — 0,93 | — — 7,65 —
36,80 | 4,19 | 4,21 — | — 52,6 — 105,2 0,104;‘ + 1,54 | —0,71 | — | — 6,48 —
38,14 | 4,04 | 4,09 — | —51,1{— 102,2 0,089 + 1,32 | — 0,48 — = 5,38 —
39,40 | 3,94 | 3,95 — | —489|— 97,8 0,081 I + 1,20 | — 0,41 —  — 4,68 —
40,60 | 3,71 3,75 | — |—46,9|— 93,8 0,072: + 1,06 | — 0,18 — | — 3,99 —
42,38 | 3,46 | 3,49 — | —43,6|— 87,2 0,060| + 0,89 | — 0,05 — | — 3,11 —
43,57 18,27 | 329 | — |—41,1|— 82,2] 0,056 + 083 | +0,21| — |— 272 o
44,77 13,07 3,10 | — | —388|— 77,6 0,046 | + 0,68 | + 0,38 — — 2,11 —
45,90 | 2,87 | 2,91 — | —36,4|— 72,8 0,041  + 0,61 1 + 0,53 i — | — 1,76 -
47,00 | 2,67 | 2,71 — | —339|— 67,8] + 0,020' + 0,30 |+ 0,67 — 1 — 0,80 —
438,18 12,46 (2,49 | — |—312|— 62,4|— 0,007 — 0,103| + 0,76 — -+ 0,26 —
49,28 | 2,26 | 2,31 — | —28,9|— 567,8|— 0,029 — 0,429; + 0,77 — 4 0,99 —
50,40 | 2,05 | 2,10 — |—253|— 50,6} —0,087 — 0, 547 + 0,74 |  — L 1,00 —
51,57 | 1,85 | 1,89 — | —23,6|— 47,2]— 0,040 | — OJO" + 0,72 = L4 1,12 —
52,76 | 1,62 | 1,66 | — | —20,8|— 41,6|— 0,048/ — 0, 110' + 0,66 — 4 1,18 —
53,95 | 1,41 | 1,46 — | —18,2|— 35,4|— 0,053 — O 84 + 0,59, — -+ 1,14 —
55,00 11,22 | 1,24 | — |—15,5|— 31,0|— 0,056, — 0,828 + 0,63 | — | 4+ 103 —
56,00 0,98 | 1,00 | — |—12,5(— 25,0|— 0,060 — 0887 + 0,43 - |+ 0,89 —
56,70 | 0,87 | 0,89 — — — — 0,061 ' — 0,902 + 0,38 | — i+ 0,80 e
57,72 10,70 | 0,68 — |- 8&5|— 17,0 -—0’059i_ 0,873 + 0,32 l — .+ 0,59 e
58,55 | 0,54 | 0,52 — |— 6,5|— 13,0|—0,062!— 0917: + 0,25 — |+ 048 —
" | |
59,32 10,39 |04 | — [— 38— 76| mat | — | — | — —— —
60,00 | 0,26 | 0,2 — |— L9|— 38[|—0,060|— 1,02 | + 0,13 [ — l 4+ 0,25 —
60,68 0,13 |01 | — |— 09|— 18| Mt | — o — | — & —
61,0110 00 | — 0 0 — - 10 I = 1 0

Maximal- und Minimalwerte sind durch Tettdruck gekennzeichnet. Positive Spannungen
Figur I, II, IIL)



I.

von der auf Figur I, II, III eingezeichneten Form.

Reibung und die dadurch verursachten Spannungen

Summe der von Stromungsdruck und Reibung
verursachten Spannungen

¥ . ne g/m n, g/m ns kg/m n, kg/m
v g/m Tess. L Fess. 1T Fess. I TFess. II Fess. L Fess. IT Fess. I Yess. 1T
0 0 0 0 -0 + 8,87 + 8,87 + 8,87 + 8,87
3 - 06| + 0, — 0,4 — 0,4 + 8,48 + 8,48 + 9,799 + 9,79
11 + 38| + 38 — 2,1 — 2,1 + 8,47 + 8,47 + 6,75 + 6,75
15 1 11,2 | + 11,2 — 4,7 — 4,7 + 7,48 + 7,48 + 3,96 + 3,96
+ 224 y — 6,6 + 6,64 " + 1,63

18 |[Togpe” | + 224 { P — 66 | * 0’09} +o6s | T 3,46} + 1,63
20 — 2060 + 35,8 + 440 — 7,5 + 0,25 + 6,61 + 0,62 — 0,61
20,5 — 1770 + 49,6 + 320 — 8,9 + 0,22 + 4,87 — 1,18 — 2,02
21,2 — 1560 + 66,2 + 240 — 11,0 + 0,01 + 4,16 — 2,82 — 3,44
21,8 — 1380 + 84,1 + 170 — 10,1 — 0,27 + 3,46 — 4,96 — 5,42
22,0 — 1240 + 101 + 130 — 10,0 — 0,569 + 2,84 — 5,56 — 5,91
22,6 — 1140 + 122 + 105 — 11,0 — 0,93 + 2,28 — 7,71 — 7,99
23,0 — 1040 + 144 + 82 — 11,3 — 1,26 + 1,76 — 9,22 — 9,47
23,0 — 963 + 166 + 74 — 12,8 — 1,54 + 1,34 — 9,63 — 9,75
23,1 — 887 + 194 + 66 — 14,4 — 1,84 + 0,91 — 10,0 — 10,74
23,2 — 830 + 220 + 54 — 11,2 — 2,03 + 0,64 — 11,07 — 11,24
23,3 — 770 + 249 + 35 — 11,0 — 2,23 + 0,37 — 11,56 — 11,68
23,5 — 721 + 280 + 29 — 10,9 — 2,38 + 0,18 — 12,568 — 12,69
23,5 — 670 + 310 | —2,51 — 0,01 X
23,3 636 + 341 linear gegen Null abfallend — 9254 — 0,05 von hier ab = (n,) ¢

: 5 + 378 _ _ _ — 0,02 _ _
22,0 590 | 350) 253 | Zossl
22,9 — 562 — — —_ — 2,49 — — —
22,7 — 532 — — — — 2,44 — — —
22,8 — 507 — - — — 2,38 — — —
22,7 — 477 — — — — 2,29 —_ — —
22,6 — 447 — — — — 2,20 — — —
22,7 — 420 — — — — 2,01 — — —
22,7 — 393 — — — — 1,96 — — —
22,6 — 368 — —_ —_ — 1,81 — — —
22,6 345 — — —_ — 1,62 — —_ —_
22,6 — 323 — — — — 1,45 — — -
22,4 — 302 — — — — 1,23 — — —
22,1 — 280 — — — — 0,99 — — —
21,8 — 261 — —_ — — 0,74 — — —
21,6 — 240 — — — — 0,65 — — —
21,4 — 226 — — —_ — 0,41 — — —
21,2 — 202 — — — — 0,25 — — —
21,1 — 188 — — — + 0,03 — — —
20,9 — 173 — —_ — + 0,21 — — —
20,8 — 158 — — — -+ 0,37 —_ — —
20,4 — 147 — — —_ + 0,62 — — —
19,9 — 134 — — — + 0,63 — — —
19,4 — 121 — — — -+ 0,65 —_ — —
19,3 — 110 — — — + 0,63 — — —
19,2 — 97 — — — + 0,62 — - -
19,0 — 8 — — — + 0,58 —_ — —_
18,9 — 72 — — — + 0,52 — — —
18,9 — 62 — — — -+ 0,47 — — —
18,8 — 54 — — — + 0,38 — — —
18,8 — 46 — — — + 0,33 — — —
18,8 — 34 — —_ — -+ 0,29 —_ — —
18,7 — 26 — — — +0,22 — — —
18,6 — 10 — — — 40,12 —_ —_ —_
— 0 - _ — 0 — — —

Ledeuten Druckspannungen,

Negative Spannungen bedeuten Zugspannungen.

(Vergleiche hierzu
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Tabelle II.

Spannungsverteilung auf einem verlingerten Rotations-Ellipsoid-{ Achsen 8 =1lm

b =1/m
Krifte ein konstantes Oberflichengewicht p = 0,15 kg/m? und ein proportio;al mit der Héhe zu-
nehmender Innendruck @ = ¢, + kh = 5 + 1,1 h (kg/m?) wirken.

) , wenn als duflere

v=20 v=r=
@ zem xcm ("2)11"I (nx)fll,, ve T v tg2a “
n, 2 n, [ n

0° { 100 0,0 |—278|— 278 | 0 O 0| — 278 | —278 | — 278 | —278 | 0/0 |unbest

5°1 99,6 | 2,9 |—286|— 302 | 1|1 |— Of— 302 |—287|— 302|—2850,125| 3.6°
10°( 984 | 58| —310|— 370 | 3| 4 |— 2/— 368 | —313 |— 372 | —307 {0,133| 3.8
15°| 96,4 | 8,6 | —345|— 466 | 6 | 7 |— 3| — 463 | —351 | — 469 | —339 | 0,116 3.3°
20| 94,0 (10,9 | —388 | — 576 |10 |11 |— 3| — 573 | —398 | — 579 | —378 | 0,122| 3,4¢
251 90,4 | 14,1 | —433 | — 689 [14 |13 |+ 1|— 690 | —447 | — 688 | —419 | 0,105| 3,0°
30°| 86,6 {16,6 | —481 |— 802 |19 (15 |+ 4|— 806 | —500 | — 798 | —462 |0,093| 2,6°
350 82,0 19,1 | —530 | — 915 |25 (16 8| — 924 | — 555 | — 906 | — 505 | 0,084 2,4°
40° | 76,6 | 21,4 | —576 | — 1017 |32 |18 15| — 1032 | — 608 | — 1002 | — 544 | 0,080| 2,3°
45%| 70,8 23,6 | —622 | — 1118 [40 |18 21| — 1139 | —662 | — 1097 | — 582 | 0,073 2,1°
500 | 64,3 | 25,5 | —662 | — 1207 |46 |18,5 28| — 1235 | — 708 | — 1179 | — 616 | 0,070 1,9°
550 | 57,4 1273 | —702 | —1292 (53 |18 35| — 1327 | — 756 | — 1257 | — 648 | 0,062| 1,7°
60° | 50,0 | 28,8 | —735 | — 1363 |59 {17 41| — 1404 | — 794 | — 1322 | — 676 | 0,056 1,6°
650 | 42,4 | 30,2 | —764 | — 1425 |64 (15 48| — 1473 | — 828 | — 1377 | — 700 { 0,046( 1,3%
7001 34,2 {31,3 | — 789 | — 1480 (68 |13 54| — 1534 | — 857 | — 1426 | — 721 | 0,038 1,1¢
750 25,9 (32,2 | —808 | —1522 |74 |10 58| — 1580 | — 882 | — 1464 | — 734 | 0,029| 0.8°
800 | 17.4 (32,8 | —822 | — 1549 |77 7 61| — 1610 | —899 | — 1488 | — 745 | 0,020| 0,6°
850 8,7 33,2 | —831 | —1569 |78 | 4 63| — 1632 | — 909 | — 1506 | — 753 | 0,010] 0,3°
900 0,0 {33,3|—833 | —1573 [79| O 64| — 1637 | — 912 | — 1509 | — 754 | 0,000| 0°

Dic Spannungen sind in g/m angegeben. Vergleiche hierzu Fig. IV.





