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Einfiihrung.

Die Rechenhilfsmittel der Technik lassen sich etwa wie folgt einteilen:

1. Mathematisch-technische Formeln.

2. Zahlentafeln.

3. Graphische Darstellungen.

4. Mechanische Rechenhilfsmittel. ‘

Die mathematisch-technischen Formeln und Tabellen sind vorwiegend Hilfs-
mittel des numerischen Rechnens; auch die mechanischen Hilfsmittel im engeren
Sinne (Rechenmaschinen) gehéren hierher.

Die Zeichnung als Rechenhilfsmittel soll im folgenden eingehender behandelt
werden. ¥s wird sich erweisen, dafl auch viele mechanische Vorrichtungen in
Verbindung mit graphischen Darstellungen zur Ausfilhrung bestimmter Rech-
nungen mit Vorteil verwendet werden kdnnen.

Die numerische Rechnung kommt vorwiegend dort zur Anwendung, wo es
sich um die Ermittlung von Einzelwerten handelt und wo die erstrebte hohe
Genauigkeit oder die Eigenart des Rechenvorganges die Verwendung bequemerer
Hilfsmittel nicht zuldBt.

Die bei technischen Rechnungen erforderlichen Genauigkeiten liegen etwa
bei 1/400; fiir viele Rechnungen geniigen indes schon Genauigkeiten von 1/,
bis 98/,40; und diese kénnen durch eine Zeichnung unschwer eingehalten werden.
Uberall also, wo eine hohere Rechengenauigkeit als etwa 3/,40, nicht notwendig ist,
wo des ofteren ein und dieselbe Rechnung — nur immer mit jeweils anderen
Zahlen — auszufiihren ist, wird man zur Zeichnung als Rechenhilfsmittel
greifen. Das tut z. B. die Statik schon lange. Aber auch die {ibrige Technik
bedient sich mehr und mehr dieses anschaulichen und bequemen Hilfsmittels,
zumal — seit etwa 1895 — in der Nomographie ein Verfahren gefunden wurde,
das in der Ausfithrung und Anwendung iiberaus einfach und dabei so auBerordent-
lich vielseitig ist, da8 seine Anwendungsgebiete bei weitem noch nicht alle er-
schlossen sein diirften.

Man kann das graphische Rechnen in der Technik in folgende Arbeitsgebiete
einteilen:

1. Die Zeichnung als Hilfsmittel zur Veranschaulichung funk-
tioneller Zusammenhédnge. Was die numerische Rechnung nur jeweils fiir
den Einzelfall aufzuzeigen vermag, das kann die Zeichnung fiir einen weiten
Bereich zusammenhéngend darstellen und anschaulich machen. Hierzu dienen
vorwiegend die Darstellungen von Einzelkurven und von Kurvenscharen im
kartesischen Koordinatensystem (Diagramme).

2. Die Zeichnung als Mittel zur Berechnung von Einzelwerten
gegebener Funktionen mit zwei, drei und mehr Verénderlichen. Die Abhingig-
keiten brauchen dabei gar nicht einmal formelmaBig festgelegt zu sein. Auch
empirisch gefundene Zusammenhinge (z. B. Geschofiflugbahnen usw.) kdnnen in
eine solche Form gebracht werden, daf leicht bestimmte Rechnungen damit

Anmerkung: In der ersten Auflage (1933) war dieser II. Teil noch mit dem I. Teil

in Heft 52 vereinigt. Heft 52 behandelt' in der 2. Auflage ausschlieBlich das ,,Rechnen
mit Zahlen und Buchstaben<.

1*



4 Geometrische Konstruktion algebraischer Ausdriicke.

durchgefiihrt werden koénnen. Es dienen hierzu beispielsweise die Funktions-
leitern und die Nomogramme nach der Methode der fluchtrechten Punkte.

3. Die Zeichnung als Teil von Maschinen, Apparaten oder Instru-
menten zur Auswertung irgendwelcher mit MeBgeriten ermittelter und von
ihnen angezeigter GréBen. Hierzu gehéren insbesondere die Teilungen der Zeiger-
instrumente; ferner jene Gerite, die irgendwelche gesuchten Werte aus zwei, drei
oder mehr Meflelementen ableiten. Die Geréte dieser Art sind also vielfach gleich-
zeitig MeBinstrumente und Rechenmaschinen; denn Messen und Rechnen
gehoren immer zusammen !

Je nach dem Zweck wird man also zu dem einen oder dem anderen Auswerte-
verfahren greifen; wir stellen diese entsprechend noch einmal zusammen:

Zahl der zu be- | geforderte Genauig-
Zahl der ; : Auswerte- : :
Variablen s%tg(lﬂ:;%gn keit it:g‘é,) lg:;eEnd- verfahren Auswertehilfsmittel
1 | beliebig beschrankt 1/:0% bis 1/;¢ numerische Multiplikationstafeln,
Berechnung | Logarithmentafeln
mechanische Rechen-
maschinen
2 | wenig beliebig 1/50* bis /.., | graphische Rechenschieber
(bis etwa 6) Berechnung | Rechenskalen
Rechentrommeln
Nomogramme
3 | beschrankt beliebig 1/10% bis 1/,42 mechanische | Spezielle teils selbstéan-
Auswertung | dige, teilsmitdem MeB-
gerit gekoppelte Aus-
wertevorrichtungen

Das gesamte Technische Rechnen gliedert sich somit in drei Gebiete: In das
numerische Rechnen, das wir im I. Teil (Heft 52) behandelten, das graphische
Rechnen, mit dem wir uns in dem vorliegenden Bande beschéftigen wollen, und
schlieBlich die mechanische Auswertung, die zweckméiBig im Rahmen einer
,,Mef3technik‘ behandelt wird.

I. Geometrische Konstruktion algebraischer Ausdriicke.

1. Aligemeines. a) Das graphische Rechnen, d. h. die Ermittlung von Zahlen-
werten auf Grund einer Zeichnung, stiitzt sich auf Sitze sowohl der euklidischen
wie auch der analytischen Geometrie und ihre Folgerungen.

b) Der Zusammenhang zwischen den numerischen Werten und einer geome-
trischen Figur ist gegeben durch die Tatsache, da man einer beliebigen Strecke
stets einen bestimmten Zahlenwert zuordnen kann. Die verschiedenen Rechen-
operationen werden alsdann in der Zeichnung dargestellt durch die verschiedenen
geometrischen Beziehungen.

¢) Die wichtigsten beim graphischen Rechnen zur Anwendung gelangenden
Lehrsitze der euklidischen Geometrie sind vornehmlich die Satze von der Pro-
portionalitit und Ahnlichkeit bei ebenen Figuren, insbesondere

die Strahlensitze,

die Sitze von den Proportionalitdten am rechtwinkligen Dreieck (Hohensatz
des EURLID usw.),

der Lehrsatz des PYTHAGORAS,

die Lehrsiatze vom Kreise
und einige andere. Daneben werden natiirlich auch gelegentlich die Hauptsitze
der Goniometrie und der Trigonometrie gebraucht.



Darstellung von Einzelwerten durch Strecken. 5

d) Die wichtigsten Sidtze der analytischen Geometrie sind bereits im 1. Teil,
S. 40ff. zusammengestellt.

¢) Wenn nun eine Zeichnung als Grundlage fiir die Ausfiihrung numerischer
Rechnungen dienen soll, so miissen bestimmte Forderungen an sie gestellt werden.
Diese sind

1. Exaktheit der Darstellung (z. B.: parallel geforderte Linien miissen auch
tatsdchlich haarscharf parallel sein usw.).

2. Geeignete, der geforderten Rechengenauigkeit angepalite MaBstabe.

Die Forderung zu 1 bedingt die Verwendung geeigneten Zeichenmaterials
(Bleistift Nr. 4 und hérter, Zirkel, genaue Zeichendreiecke, gutes Zeichenpapier);
die zu 2: Uberlegung!

2. Darstellung von Einzelwerten durch Strecken. a) Die in Abb. 1 gegebenen
Strecken mogen die Zahlenwerte a, b und ¢ maBstiblich darstellen. Es lassen sich
dann ohne weiteres folgende
algebraischen Zusammenhinge 2

y———b——f —C—

: . b a b

zeichnen: r——-——%‘__—C—_* -——-»———1“__{1%__4 beocs s
r=a-+b (Abb. 2) —_—
x=2> _|_ c—a (Abb. 3) . Abb. 1. Abb. 2. Abb. 3.

Ferner durch Anwendung der
Strahlensitze

x = ; (Abb. 4)

z =" (Abb.5).

Weiter durch Anwendung der
verschiedenen Satze vom recht-
winkligen Dreieck:

T = Va2 -+ b2 (Abb. 6) 2
x = Jc>—b2 (Abb.7) s

z = Jab (Abb. 8). 2 5
Abb. 6. Abb. 7. Abb. 8.

Oft miissen auch mehrere Lehr-
sitze zugleich angewandt werden, z. B.

z— g a4 Vbz + (% c>2 (Abb. 9).
b) In den bisherigen Beispielen
behandelten wir ausnahmslos lineare

L
Ausdriicke. Sind die darzustellenden §a+y52+( 40)? Abb-10.
Ausdriicke nicht mehr linear, sondern, ’—LI';_'

wie man sagt, irgendwie funktionell, —

so muB man, um sie zeichnerisch —_—
darstellen zu konnen, noch die Lénge Abb. 9. Abb. 11.

der Einheit kennen. TUnter Be-
nutzung einer gegebenen Einheit sind dann in Abb. 10 die Werte fir

x=12

x=|3

z= |4 usw.
dargestellt.



6 Geometrische Konstruktion algebraischer Ausdricke.

Ferner wurden unter Zugrundelegung der in Abb. 11 fiir 1, @ und b gegebenen
Werte folgende algebraische Ausdriicke durch eine geometrische Figur dar-
gestellt:

a
D=
25°

Abb. 12, Abb. 13.

x = }a (Abb.12)

x = % (Abb. 13) Abb. 14,
a

&= 573 (Abb.14)

3. Darstellung allgemeiner algebraischer Beziehungen. a) Eine Linie, welche
in allen ihren Punkten eine bestimmte Bedingung erfiillt, nennt man den ,,geome-
trischen Ort* oder kurz den , Ort. Es ist im allgemeinen nicht schwer, diese Be-
dingung an Hand der Zeichnung in eine algebraische

y Form zu kleiden.
[P " b) So ist z.B. der Kreis der Ort aller Punkte,
/” ™ welche von einem gegebenen Punkte — dem Kreis-
/ N mittelpunkte — eine konstante Entfernung® haben.
’ h;\

/ \ Die gesuchte algebraische Beziehung zeigt Abb. 15
' T A —% auf; der Mittelpunkt des Kreises fillt hier mit dem
\ / Ursprung des kartesischen Koordinatensystems zu-

N / sammen. Durch Betrachtung des Dreiecks M A BM,
NG /,/ in welchem
T MA ==,
Abb. 15. AB=y,
Y findet man unmittelbar
| 2ty =1 M
/1 1 y oder, wenn der Mittelpunkt M beliebige Koordinaten
e Pl hat (Abb. 16),

NI (2 — a4 (y—b)* =r* @
< Dieses letzte Beispiel stellt zugleich die frither im 1. Teil,
S. 45 aufgestellte These unter Beweis: Die Gleichung einer
- = in Richtung der xz-Achse um den Betrag a in Richtung

von y um b verschobenen Kurve

y = (=)
wird erhalten, wenn man statt x den Wert (x — a), statt y den Wert (y — b) in
die vorgelegte Gleichung einfiihrt.

Abb.16.

1 Merke: Zwei Punkte haben eine Entfernung, die kiirzeste Entfernung eines abseits
von einer Geraden gelegenen Punktes von dieser Geraden heiBt Abstand. Konstant heifit
eine mehrfach angewendete GroBe; gleich sind zwei oder mehrere einmal oder mehrfach
angewendete GroBen!



Darstellung allgemeiner algebraischer Beziehungen. 7

¢) Als weiteres Beispiel filhren wir die Parabel an. Sie ist der geometrische
Ort aller Punkte, die von einem gegebenen Punkt dieselbe Entfernung wie Ab-

stand von einer gegebenen Geraden haben (Abb. 17). Y
Die gesuchte algebraische Beziehung zwischen x und
y 1laft sich wieder unmittelbar aus der Zeichnung, und P Parabel
zwar aus der Betrachtung des Dreiecks PF B P ableiten. Abstand -z 'y,
Es ist da y§
(@ —p)* + y* = o §
22— 2px -+ p? 4 y? = x? S
y*=2pz — p* —p— z
y=12pz—p* §
Abb. 17.

d) Man erkennt, daB die Kurve auf der x-Achse
verschoben ist; die Grofe der Verschiebung stellen wir wie folgt fest:

T
Yy = V2px—2p-;ip

Die betrachtete Parabel ist also um das Stiick 121 in der -+ ax-Richtung ver-

schoben; die Gleichung der die Y-Achse im Ursprung tangieren- y
den Parabel (Abb. 18) héitte also die Gleichung

Yy = ]/2px. (3)

¢) Auf die gleiche Weise 1aft sich die Gleichung der Ellipse

ableiten, wenn man weill, daB} sie der Ort aller Punkte ist, fiir

welche die Entfernungssumme von zwei gegebenen Punkten F,

und F, konstant ist (Abb. 19).
Nach dieser Definition ist fiir jeden Punkt der Ellipse

S, + 8, =2a; Abb. 18.
ferner setzen wir zur Vereinfachung
f=Va2—02.

Aus der Abb. 19 ist dann abzulesen
$02 = (] + 2 + 9
Sy = (f—=x)? + y?
S H 82 =2 (T + 2t + y)
S$;2—82=4f-x ’
(81 +8y) (8; — 8,) =4f- =,

somit

4f-x  2f.x
S$;+8  a

Die Gleichungen S; 4+ S, =2aund 8, — 8, =2~

geben quadriert “

8, — 8, =

(8, + 8p)2 = 8,2 + 8,2 - 28, 8, = 4a?
(8, —8p)2 = 82 + 82 —28, 8, =47

28,2 + 8,9 =4[ +LF)
St 8r=2a L2l o a2 gy,



8 Die graphische Darstellung im rechtwinkligen Koordinatensystem.

2
hieraus, nach Multiplikation mit%

at + f2a? = a?f? + a2a? + a?y?
a4 + x2 (a2 _— b2) — aZ (az _bZ) + a2x2 + a2y2
a4 _!__ a2x2 — b2x2 —_— a4__a2b2 + a2x2 + a2y2
b2a? + a?y? = a%b?
2 2
mtE=1 4)
Dieses ist die gesuchte Gleichung der Ellipse.

f) Auch die Gleichung der Hyperbel
2 2
2 —f- o
1Bt sich auf die namliche Weise finden. Man braucht nur zu wissen, daf3 die
Hyperbel definiert ist als der Ort jener Punkte, deren Entfernungsdifferenz
von zwei gegebenen Punkten F, und F, (Abb. 20) eine
Konstante (= 2a) ist. Fur unsere Abbildung gilt also
8;— 8, =2a.

g) Die hier behandelten Kurven: Kreis, Parabel,

S . Ellipse und Hyperbel zéhlen zu den Kegelschnitten;
// auch die gerade Linie und der Punkt miissen dazu
A . fz % gerechnet werden, denn
Va ein Punkt entsteht, wenn die Schnittebene durch
' die Spitze des (geraden Kreis-) Kegels geht;

eine gerade Linie, wenn die Ebene den Kegel-
mantel tangiert.

Ein Kreis entsteht, wenn eine zur Kegelachse senk-

Abb. 20. rechte Ebene den Kegel irgendwo schneidet;

eine Ellipse, wenn die Ebene stirker als die Mantellinie gegen die Kegel-
achse geneigt ist,

eine Parabel, wenn sie gleiche Neigung hat,

eine Hyperbel, wenn ihre Neigung zur Achse kleiner ist.

Punkt, gerade Linie, Kreis, Parabel und Hyperbel sind letzten Endes als
Spezialfille der Ellipse aufzufassen.

Sz

II. Die graphische Darstellung im rechtwinkligen
Koordinatensystem.

4. Graphische Ausgleichung der auf Grund von Messungen aufgestellten Kurven.
a) Wenn man zwei voneinander abhingige GroBen messend untersucht und die
Messungsergebnisse in Abhéngigkeit von der willkiirlich gednderten MeBgroBe
in einem kartesischen Koordinatensystem — einem sog. Diagramm — darstellt, so
werden die Verbindungen der einzelnen MeBpunkte gewdhnlich — vor allem bei
entsprechend gewidhltem MaBstab — keine stetige Kurve ergeben. Will man nun
die derart festgestellte Abhingigkeit weiter verwenden — z. B. hinsichtlich ihrer
mathematischen Eigenschaften untersuchen od. dgl. —, so mufl man die Messungs-
ergebnisse zuvor einer Ausgleichung unterwerfen, d. h. man muf jene Kurve aus-
findig machen, die sich am besten dem empirisch festgestellten Verlauf anschmiegt.
Nun kann man durch eine gegebene Punktreihe eine unendliche Zahl ,aus-
gleichender Kurven‘‘ legen. Nach den Sétzen der von GAuss begriindeten ,,Fehler-



Graphische Ausgleichung der auf Grund von Messungen aufgestellten Kurven. 9

theorie* ist nun von allen den durch eine gegebene Punktreihe gelegten Kurven
jene die ,,wahrscheinlichste®, fiir welche die Summe der Quadrate der Abweichungen
von der gegebenen ein Minimum wird. Istder Zusammenhang
als linear, hyperbolisch, logarithmisch od. dgl. bekannt, so
lassen sich die Konstanten des betreffenden Zusammenhanges
nach den von Gauss aufgestellten Regeln im Wege der Aus-
gleichung rechnerisch ermitteln (Ausgleichsrechnung nach der
Methode der kleinsten Quadrate). Die hierbei anzuwenden-
den rechnerischen Verfahren sind jédoch recht umsténdlich, Abb. 21.
und man bedient sich ihrer eigentlich nur Tabelle 1

bei sehr wertvollen Rechnungen, z. B. in der .

Astronomie, ' Geodisie, Physik usw. In der 7 5 1 as | 4ds [ hs dds
Technik geniigt im allgemeinen die graphische sek | bm e -
Ausgleichung nach Augenmaf. In Abb.21 1 2 3 4 5 6
z. B. soll die Reihe der MeBpunkte in einer
Geraden liegen. Die durch die Punktreihe 0 | 0 791 79 0
nach Auggnmaﬁ gezogene ausgleichende Ge- | | 79 ’ ’ 79 | 1,2
rade verbindet etwa die Punkte 4 und B. 6,1 | 6,7
b) Es gibt aber noch ein anderes bequemes 2 | 14 146 | 08
Verfahren zum exakteren Ausgleich jener Wi- 3 | 20 6 5,9 205 | 0.5
derspriiche, die in der Zeichnung der Kurve in 53| 5.4 ’ ’
Erscheinung treten, ein Verfahren, das auch 4 | 25,3 25,9 | 04
dort mit Vorteil angewendet wird, wo es sich 53 | 50
darum handelt, die Genauigkeit der MeBwerte 5 | 306 a4 | a7 30,9 | 03
zu verbessern. Man bildet fiir gleiche Inter- ¢ | g5 ’ " 85,6 | 0,4
valle der Abszissen die zugehérigen Ordinaten- 5 4,3
unterschiede (= 1. Differenzenreihe), zeich- 7 | 40 1399 | 0,2
net sie als Kurve auf und gleicht nach Augen- 3,5 | 41 40 | 03
mafl aus. Mit den auf diese Weise ausge- 8 | 435 45| 38 ’ ’
glichenen Ordinatenunterschieden verbessert 9 | 48 ’ ’ 47,8 | .0,2
man alsdann die einzelnen MeBwerte. Da- 35| 3.6
durch, daB man die ausgeglichene erste Diffe- 10 | 51,5 34 514 | 0,2
renzenreihe auf die nimliche Weise unter- 17 | 55 3.6 T 54,8 | 0,2
sucht und verbessert, 148t sich der Ausgleich 35| 32
der in den Messungsergebnissen auftretenden 12 | 58,3 | . 58,0 | 0,1
Widerspriiche beliebig weit treiben. Bedin- 321 31
gung ist, da3 wenigstens ein Wert, besser zwei 13 | 615 22| 3.0 6.1 0.1
Werte — je einer am Anfangund am Endeder 14 | 63,7 | 7641 ] 02
Messungsreihe — sicher sind oder wenigstens 2,81 28
als sicher angesehen werden kénnen. 15 | 66,5 3 97 66,9 | 0.1
¢) Das Verfahren moge an einem Beispiel 14 | 7o -5 T 69,4 | 0,0
erliutert werden. In der nebenstehenden 2,6 | 2,7
Tabelle 1 sind in der ersten Spalte unter 7' 17 | 72,5 723 | 0,1
jene Zeiten eingetragen, wahrend welcher ein 25| 26 749 | 0.0
GeschoB die in der zweiten Spalte unter s zu- 1817 25| 26 ’ ’
sammengestellten Wege durchfliegt. Tragt 19 | 77,5 | Tl s | o0l
man die Kurve s = f(T') in ein rechtwinklig 2,51 2,5
kartesisches Koordinatensystem ein (Abb. 22), 20 | 80 80,0

so ergeben sich nur unwesentliche UnregelmiBigkeiten. Bildet man aber die erste
Differenzenreihe und trégt diese Differenzen in geeignetem Mafstab als Ordinaten

1 hm — Hektometer (1 hm — 100 m).
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iiber den Abszissen T auf, so erhidlt man eine Zickzacklinie (Abb. 23), durch die
sich leicht eine ausgleichende Linie legen 1468t. Man geht dabei in der Weise vor,
daB man zunichst einmal die Mittelpunkte der die ,,Zickzackkurve‘* bildenden
Geradenstiicke verbindet. Es ergibt sich dabei bereits eine leidlich stetige Kurve,

1\

~N

=
3

/
AT ds VT = A

i

B8S§8_38
-

)
~

0 5 70 % 20 0 2 4 6 8 W 12 M 1 18 20
{—a sek J—> sek
Abb. 22. Abb. 23.

die leicht nach AugenmaB weiter ausgeglichen werden kann. Dieser ausgeglichenen
Kurve fiir die erste Differenzenreihe entnimmt man die ausgeglichenen Ordinaten-
unterschiede, die man alsdann zur Berechnung der ausgeglichenen Weglingen s
benutzt. DaB der so erreichte Fehlerausgleich schon ein ganz befriedigender ist, be-
weist die Bildung der Differenzen 4 4s (Tabelle 1, Spalte 6 = 2. Differenzenreihe).

d) Trigt man die Differenzen 4 4s wiederum in ein r.K.S. ein; so kann man
die auftretenden Unstetigkeiten erneut auf die beschriebenen Kreise ausgleichen
und danach zunichst die #/s und dann weiter iiber diese die Werte von s nochmals
verbessern.

5. Die Verstreckung von Kurven und Kurvenscharen. a) Die Aufgabe, eine vor-
gelegte Kurve in eine Gerade umzuformen oder, wie man sagt, die Kurve zu ver-
strecken, kann auf zwei Wegen gelost wérden, ndmlich einmal rechnerisch,
dann aber auch rein zeichnerisch: graphisch. Beide Losungsmdoglichkeiten gehen
vielfach Hand in Hand.

b) Die Gleichung einer Geraden im reguléren rechtwinkligen Koordinaten-
system (r.K.S.) liegt vor, wenn irgendeine Beziehung ersten Grades zwischen den
Veranderlichen z und y gegeben ist, also etwa die Form

y=ax-+b. (6)
Aus dieser Gleichung entsteht nun die gerade Linie in der Weise, daf8 man bei
gegebenem a und b fiir die eine Veranderliche, gewchnlich fiir das Argument z,
beliebige Werte annimmt, die zugehorigen Werte fiir y errechnet und die ge-
fundenen Wertpaare in ein rechtwinkliges Achsenkreuz mit gleichméBig (regulér)
geteilten Achsen eintrigt; die y-Werte als Ordinaten und die x-Werte als Abszissen.
Dort, wo die Ordinate und die Abszisse sich schneiden, liegt jeweils der durch
diese Koordinaten bestimmte Punkt. Durch Verbindung der Einzelpunkte ent-
steht dann die Gerade, deren Lage in der Ebene durch die Parameter ¢ und b in
jedem Einzelfalle eindeutig bestimmt ist. Die Richtungskonstante a bestimmt
die Richtung, b den Abschnitt der Geraden auf der y-Achse. Fiir die Richtungs-
konstante @ und den Winkel «, den die Gerade mit der | z-Achse einschlieBt,
besteht die Beziehung
‘ a=tgx. (7)
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Sobald es also gelingt, eine vorgelegte Gleichung auf die Form y =ax 4 b zu
bringen, 148t sich diese auch als Gerade in einem reguliren r.K.S. darstellen.

¢) Nichtlineare Zusammenhinge lassen sich aber nicht ohne weiteres auf die
Normalform der Gleichung (6) bringen; durch keinen rechnerischen Kniff wire
das méglich, wohl aber formal, rein duBerlich. Wir betrachten z. B. den quadra-
tischen Zusammenhang

Y == ax? + b.
Y=y und X =22
so geht die gegebene Gleichung mit
Y=aX+0b
zunichst einmal der Form nach in die Gleichung einer geraden Linie iiber.
d) Wie wirkt sich diese ,,rechnerische Verstreckung nun in der Aufzeichnung
der Kurve aus? In der Zeichnung wird die Kurve nur dann zur geraden

Linie, wenn die Achsenteilungen entsprechend gedndert werden. Die Art der
Anderung schreiben offenbar die Substitutionsgleichungen
Y=y und X =22

vor; sie fordern, daB, um die Gleichung y = ax? + b als Gerade in einem r.K.S.
zu erhalten, die Y-Achse wie bisher reguldr nach y geteilt werde. Die X-Achse
hingegen mufl nach 2, also quadratisch geteilt werden. Das geschieht auf die
Weise, da man die X-Werte 25 2 4
an Stelle der x2-Werte [
schreibt, d. h. den X-Wert 5 ;- 2t
schreibt man dahin, wo bei r -
reguldrer Teilung 22, also
hier 25 stehen wiirde. Die
Abb. 24 und 25 zeigen die-
Gleichung y = x2 in beiden
Darstellungen, namlich ein-
mal als Parabel im reguli- ° P
ren r‘.K.S., dann als 'Gerade L 0 - sl 2 %
in einem r.K.S. mit qua- 7T 7 7 ¥ % R B!
dratisch geteilter Abszissen- T—e P
achse. Abb, 24. Abb. 25.

e) Die Teilung der Ab-
szissenachse in unserem Beispiel heiBt also ,,quadratisch’; entsprechend den
verschiedenen Zusammenhéngen zwischen x und y sind noch viele andere
funktionelle Teilungen .mdoglich, algebraische und transzendente. Von den
algebraischen nennen wir: die-linearen, quadratischen, kubischen, reziproken,
einfachen und zusammengesetzten; von den transzendenten die logarithmischen
und die trigonometrischen Teilungen. Sie alle spielen fiir das graphische Rechnen
eine wichtige Rolle. Ihre Fertigung im Einzelfalle wird im nachstehenden ein-
gehend besprochen.

f) Auch Kurvenscharen kann man auf die gleiche Weise in Scharen von ge-
raden Linien verwandeln. Beispielsweise sei der Zusammenhang

(z+y)(y—a)=0
zu verstrecken. Eine einfache arithmetische Umformung fiihrt zu
yr =240,

Setzt man hierin

% - 5L

L 2
r -2 -
¥ wk y /e =2

T
-

Fen

und wir erkennen, daf mit
Y=9%2 und X =ua?
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die gegebene Gleichung in die einer Geraden iibergeht. Beide Achsen sind also
quadratisch zu teilen. Alle Geraden sind alsdann um 45° gegen die X-Achse
geneigt. Sie schneiden die y-Achse bei den einzelnen (-Werten. Da aber eine

55

Abb. 26.

y-Teilung nicht vorhanden ist, sondern nur eine

solche fiir ¥ = y?2, Werde_n die einzelnen Geraden

die Y-Achse jeweils bei }/C schnejden. .
Abb. 26 bestitigt die Richtigkeit dieser Uber-

‘legungen. In unseren Beispielen sind die Teilungen

und die Teilwerte fiir ¥ und X nicht mit einge-
tragen worden. Das ist auch nicht nétig, denn
die funktionellen Teilungen geben in Verbindung
mit den Geraden zahlenmiBig genau dieselben Ver-
hiltnisse wieder wie die Kurvenscharen im regu-
laren r.K.S.

g) Die Verstreckung gegebener Kurven kann
auch rein graphisch erfolgen. Das graphische Ver-
fahren kommt vor allem dann zur Anwendung,
wenn der Zusammenhang formelmiBig nicht be-

kannt ist, also vorwiegend bei empirisch, d.h. g 4

. durch Versuche ermittelten Zusammenhingen. - Lrsatagerade
Abb. 27 bis 29 erlautern das Verfahren an einer
Einzelkurve. Man zeichnet zunichst die die sﬁ*’—ﬁ"
Kurve ersetzende Gerade, die eine beliebige | 9% %rvg
-4 —_—
er“ae 3—_3 /
¥ ﬂ.sﬂﬂ' ¥ e‘,od?’ 2
50”» B
] fe -,
z g [ T T I T T
£7 z 0 1 2 3 4 §5f—
Abb. 27. Abb. 28. Abb. 29.
H
I ¢ . y ‘ Neigung"gegen die 2-Achse haben kann.
_5 Dann wahlt man die Teilung der einen
u / Achse beliebig und entwickelt dann die
Ky . / Teilung der anderen Achse unter Beach-
SH— / 7 tung des Gesichtspunktes, da8 jetzt die
2 g Gerade genau dieselben z- und y-Werte
/ [/ ] einander zuordnen muf}, wie es die
H-6 & 4 3 2 71 1] £, Kurve tat.
b 5] 4|5 E—~ h) Bei der Verstreckung von Einzel-
N [ 4 kurven kommt man unter allen Um-
// 7] Tk standen mit der Umteilung einer Achse
w47 ey L, ] aus. Auch bei gegebenen Kurvenscharen
/ /Y ist das bisweilen der Fall, wie dies
4 - Abb. 30 zeigt. Es handelt sich bei der
| Verstreckung in diesem Beispiel um ge-
Abb. 30. nau dasselbe Verfahren, wie es im voran-

gehenden Absatz besprochen wurde.

. Nur ist diesmal die Entwicklung der Teilungen nicht in dem Quadranten mit
den gegebenen Kurven vorgenommen worden, sondern in den angrenzenden
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Quadranten II und IV. Dort sind zur Entwicklung der neuen Teilungen Hilfs-
linien eingezeichnet worden; in dem einen Quadranten (II) ist dies eine Gerade,
im andern (IV) eine Kurve, die sog. Verzerrungskurve fiir die x-Achse. In dem
letzten Quadranten (I1I) endlich erscheinen die die Kurven ersetzenden geraden
Linien. Eine derselben ist willkiirlich eingezeichnet. An Hand dieser ersten
Geraden der Kurvenschar und jener Kurve, die sie ersetzen soll, sowie der
Verzerrungskurve K, (hier Gerade!) wurde dann die Verzerrungskurve K,
entwickelt. Schliefllich wurden dann die iibrigen gegebenen Kurven iiber die
Vérzerrungskurven K, und Ky in den Quadranten III iibertragen.

i) Fiir viele Zwecke reicht das beschriebene Verfahren aus, zumal in prak-
tischen Fillen meist nur ein Teil der Kurven fiir die auszufiihrenden Berech-
nungen in Frage kommt. Es kann jedoch auch einmal notwendig werden, beide
Achsenteilungen umzuformen und somit zwei Verzerrungskurven zu entwickeln.
Man wird jedoch erst dann diesen letzten Versuch machen, wenn die iibrigen
Hilfsmittel versagen; diese Hilfsmittel sind: Anderung der Neigung der Anfangs-
geraden, Vertauschung von K,; und K,, Darstellung im logarithmisch geteilten’
Achsenkreuz. Auch die graphische Ausgleichung der Ersatzgeraden, die sich
als schwach gekriimmte Kurven erweisen, ist oft tragbar, doch muf} die Ent-
scheidung hieriiber von Fall zu Fall getroffen werden.

6. Der Vorwirtsabschnitt als Messungsprinzip. a) Unter einem ,,Vorwérts-
abschnitt‘ versteht man in der Geodésie die Losung der Aufgabe, von zwei ge-
gebenen Festpunkten aus die Lage eines dritten Punktes zu bestimmen.

b) Diese Aufgabe ist fiir die gesamte Messungspraxis von grundlegender Be-
deutung; auf ihr beruht z.B. das rdumliche Sehen mit zwei c
Augen, die Photogrammetrie und die Luftbildmessung, beruhen A
die Peilverfahren zum Zweck der Flugzeugortung vom Boden
aus, die optisch-mechanischen Entfernungsmesser und viele andere
Gerite; ja sogar jedes Zeigerinstrument benutzt zur Messung das
Prinzip: von zwei gegebenen Festpunkten die Lage eines dritten “ Zasis
Punktes zu bestimmen. Abb. 31.

¢) Die geometrische Losung der Aufgabe ist nicht schwierig;
gegeben seien mit Bezug auf die Abb.31 die Strecke ¢, die Winkel « und 3;
gesucht sind die Strecken @ und b.

Die gegebene Strecke A B = ¢ heifit allgemein Basis; & und § sind die Basis-
winkel und y, der Winkel, unter dem von dem gesuchten Punkt C aus die Basis
gesehen wird, der parallaktische Winkel.

d) Zunichst ermittelt man aus den Daten den parallaktischen Winkel; er ist

= 180°— (x + ),

und somit wird nach dem Sinussatz der ebenen Trigonometrie

siny
oder, da sin (180° — ¢) = sing
. sin«
*=C"Sn (x+ 8)
und entsprechend ®)
.. sin 8
NI CE

¢) Die graphische Losung dieser Aufgabe kann durch eine Rechentafel (Nomo-
gramm) nach Abschnitt 14 erfolgen:

lga =lg sine — g sin (x + B) + lge
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oder, wenn man bei einer konstanten Basis setzt
Ige=10C
lga = lg sina — g sin(o + B) + C.
Abb. 32 zeigt die grundsitzliche Anordnung der Leitern, deren Fertigung im
III. Kapitel ausfithrlich behandelt wird.
f) In der Praxis kommt nun haufig der Fall vor, daB die parallaktischen Winkel

sehr klein, die Seiten also gegen die Basis sehr lang sind, wie beispielsweise bei den
Basisentfernungsmessern fiir topographische Zwecke. Bei

« atf solchen Instrumenten ist die Basis etwa 1 bis 10 m lang,
t a l und der MeBbereich umfafit viele Kilometer. Der eine
T Basiswinkel ist konstant, und zwar (Abb. 33)
B = 909;
durch Messung des andern findet man aus
Abb. 32. e — 90—
unmittelbar den parallaktischen Winkel ¢, wegen dessen Kleinheit man statt
B
mit ausreichender Genauigkeit setzen darf:
E=B-%, (10)
worin ¢ und ¢ in Minuten gemessen werden und
18050 _ 3438
T

eine Konstante ist (s. 1. Teil, S. 20).
Die Gleichung (10) gilt auch fiir den Fall, daBl das Bestimmungsdreieck nicht
ein rechtwinkliges, sondern ein gleichschenkeliges ist. Die numerische Auswertung
der Gleichung wird unmittel-
bar vom Instrument bei der
Messung des Winkels ¢ aus-
gefiithrt (s. Abschn. 20).

g) Auch alle Zeigerinstru-
mente fallen, wie bereits ge-
sagt, unter das Messungs-
prinzip des Vorwértsabschnitts
(Abb. 34). Nur ist hier das

,,vorwirtsabgeschnittene
Stiick’ b nicht mehr eine Ge-
rade, sondern ein Stiick eines
Kreisbogens (Abb. 35). Die

p Lénge dieses linear oder funk-
tionell geteilten Bogens ist
proportional dem MeBwinkel 3.

Abb. 36. h) Die Skalenteilungen der

Zeigerinstrumente entstehen
auf folgende Weisen: Entweder auf empirischem Wege, durch Bestimmung einer

Anzahl von Skalenwerten durch einen Versuch, bei graphischer Interpolation

der ibrigen. Oder auf rein deduktivem (mathematischem) Wege. Man teilt

(oder interpoliert) zunéchst eine Gerade von derselben Linge des Kreisbogens.




Funktionsleitern. 15

Die gewonnene Teilung - iibertrigt man alsdann auf den letzteren. Bei flachen
Kreisbogen kann diese Ubertragung ebenfalls graphisch erfolgen, und zwar
nach demselben Verfahren, das bei der projektiven Teilung (Abschn.9) be-
schrieben wird. Abb. 36 zeigt die graphische
Ubertragung einer linearen Teilung auf einen
Kreisbogen. Das Verfahren ist kein absolut
strenges und hat zur Voraussetzung,

1. daB AC=4B,
2. daB h?%.

i) Je flacher der Kreisbogen ist, desto weiter
liegt der Pol P, den man als Schnittpunkt der
durch zwei Punktpaare gezogenen Strahlen er-
mittelt, von diesem entfernt. Wenn nun der Pol
auBerhalb der Zeichenfliche fillt, muB man zu
einer Hilfskonstruktion greifen, wie dies in Abb. 37
angedeutet ist. Man zieht zur Symmetrielinie
irgendwo eine Senkrechte, teilt sie proportional
der zu iibertragenden Teilung und findet so die
Schnittpunkte der Polstrahlen.

II1. Linien- und Parallelkoordinaten.

A. Funktionsleitern.
7. Allgemeine arithmetische Zusammenhiinge. a) Die Gleichung
y =1

sagt zunichst lediglich aus, daB y von z irgendwie abhingig sei, und zwar kann
dieser Zusammenhang linear, quadratisch oder sonstwie algebraisch sein oder
aber auch transzendent. Ein Bild von dem Zusammenhang y = f(x) kann
man sich im speziellen Falle machen durch Berechnung einer Anzahl zusammen-
gehoriger Wertpaare x und y und durch Zusammenstellung dieser Werte in einer
Tabelle oder aber, sinnfilliger, durch Eintragung der Wertpaare -als Punkte in
ein kartesisches Koordinatensystem und Verbindung der einzelnen Punkte durch
einen Linienzug, eine Kurve. ‘

b) Tabellen und Darstellungen in einem Koordinatensystem sind also wesent-
liche Hilfsmittel zum Nachweise des Verlaufs irgendeines durch eine Gleichung

= f(x) gegebenen Zusammenhanges.

Nehmen wir die Gleichung

y=3zx.
Stellt man diese Gleichung — etwa iiber eine Tabelle —in einem r.K.S. bildlich
dar, so kann man ein derartiges Diagramm als Rechenhilfsmittel benutzen,
das zwar wegen der Brechung der bestimmenden Griofien — Ordinate und Ab-
szisse —nicht sonderlich bequem ist, dafiir aber die Moglichkeit einer Interpolation
nach Augenschein bietet.

Nun kann man durch Vermittlung der Geraden in unserem Beispiel die Teilung
der z-Achse auf die y-Achse projizieren, wie dies in Abb. 38 geschehen ist. Es
entsteht eine Doppelskala, die den Vorteil hat, daf die jeweils zusammen-
gehérigen Wertpaare unmittelbar beieinander liegen und damit eine bequeme
Ablesung zusammengehoriger Wertpaare und auch eine leichte Interpolation
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gestatten — ausreichenden MafB3stab und hinreichend weit getriebene Unter-
teilung vorausgesetzt.

¢) Betrachten wir die Teilungen der Doppelskala in Abb. 38 genauer, so er-
kennen wir, daB bei beiden die Intervalle zwischen zwei benachbarten Teilstrichen
jeweils gleich groB sind: die Teilungen sind linear! Aller-

;Zj “ dings kommen auf eine z-Einheit drei Einheiten der y-Tei-
913 / lung; die Teilungen sind zwar in ihrer Art gleich, aber sie
81 o haben verschiedene TeilungsmaBstibe oder Teilungs-
;‘ ) ¢ moduln (u), die sich wie 3:1 verhalten (vgl. Abschn. 8):
51' pztuy =3:1.

"‘L; Offenbar spielt hier der Koeffizient der Variablen x eine
; Rolle. DaB dem wirklich so ist, 148t sich leicht allgemein
il nachweisen. Wir wollen hier auf diesen Beweis verzichten
) | und lediglich die Tatsache feststellen, dall ein Faktor

z=0 U z s (Koeffizient, Beiwert) bei einer Variablen keinen EinfluB auf
Abb. 38. ihre Art an sich, sondern lediglich auf den Teilungsmodul

der sie darstellenden Skala hat.
d) Wir betrachten nun die auf die gleiche Weise entstandene Doppelskala fiir

y=3x -4 2
(Abb..39). Wir stellen fest, da durch die additive Konstante eine Anderung
¢ weder des Charakters noch der Moduln der Teilungen
eingetreten ist, daB aber die y-Skala gegen die x-Skala
verschoben ist, und wir ziehen den — gleichfalls wieder
allgemeingiiltigen — SchluB, daB eine additive Kon-
stante bei einer der Variablen lediglich eine Ver-
schiebung der Skalen gegeneinander zur Folge hat.
¢) Das beschriebene Verfahren der Ableitung einer
Doppelskala aus einer vorgelegten Geraden oder Kurve
ist immer méglich, auch da, wo lediglich die Kurve ge-
geben und der formelmifBige Zusammenhang nicht be-
s kannt ist. Auch bei nichtlinearen Zusammenhéngen ist
es in der gleichen Weise anwendbar.

5 f) Fiir manche Zusammenhénge hat man

» z  2° guch besondere Verfahren erdacht, die unter
=1 mT 0 Umgehung der Kurvenaufzeichnung auf Grund
49 - % besonderer geometrischer Beziehungen un-
8 918 mittelbar die gestuchten funktionellen Tei-
7 .7 lungen zu entwickeln gestatten. Unsere
6 & Abb.40 zeigt die Entwicklung der quadra-
5 71% tischen Teilung fir y =% und «];° auf
4 tw Grund einer Parabelkonstruktion. Den Be-
T+ 1 0s " La weis fiir die Richtigkeit der Konstruktion er-
= 2 5"_30 bringen wir an Hand der Abb. 41: Hier sind

ey
/ //,,T - ‘;; w gegeben:
o | . 1. Die Strecke 4 B = a, und
1

= 1 % |
x=0 71 23 %567 8350 2. die Strecke BC = a2, senkrecht zu A B
Abb. 40. und von der fiir a? vorgeschriebenen Lange
Aus der Abbildung ist unmittelbar abzulesen
EJ AJ

DB~ 4B
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oder, nach Einfiilhrung der Werte fiir diese Strecken,

Yy "% n<l).

n - a? a

Hieraus:

Y= (n - a)Z )
das heiBt: ist BC auf der einen Seite regulir von 0 bis a, auf der anderen Seite
ebenso von 0 bis a2 geteilt, so ordnet die in der Abb. 41 angedeutete und in Abb. 40
ausgefithrte Konstruktion auf der Doppelskala c
BC grundsitzlich den - z-Werten auf der einen [ f
Seite grundsétzlich die zugehorigen 22 auf der
anderen Seite zu. '

g) Meist ist-es aber bequemer und liegt auch 0
im Interesse der Genauigkeit, wenn auf eine geo. e
metrische Konstruktion verzichtet und die ge- /{[4‘3@1 2 l
suchte Skala unmittelbar auf Grund der Tabelle 5‘\‘5?,'
gefertigt wird. Die Abb. 42 zeigt die so entstan- -~ ‘
dene Doppelskala fiir Abb. 41,

, y=a
fiir #];. Man geht aus von der linearen Teilung fiir f(x) und trigt die Werte fiir
z auf Grund der Tabelle an den entsprechenden Stellen ein.

h) Fiir die Praxis wird man die Unter- B
teilung der Skalen so weit treiben, wie es der %fﬂ‘%:‘” 2w 0 oW w & W
Zweck jeweils erfordert. Auch der MafBistab e
ist diesem Zweck anzupassen, da ja der MaB- #=7 2 d % ¥
stab fiir die Genauigkeit der Ablesungen aus- Abb. 42.
schlaggebend ist.

Die Abstinde zweier benachbarter Teilstriche auf der x-Skala sind in den
betrachteten Beispielen nicht mehr gleich; die Teilung ist nicht mehr linear,
sondern funktionell. Man nennt solche Skalen von nicht linearen Zusammen-
héngen auch Funktionsleitern.

!

Evm, 1

Beispiele: 1. Wenn man im Punkte 4 (Abb. 43) an die Erde gz‘lmm
eine Tangente legt, so entfernt sich diese P e
mit zunehmender Entfernung E von der 4 £ o L 20 2
Erdoberfliche. Welches Gesetz besteht < s 75;30
hierfiir ? ‘ £ yd T

Losung: Die gesuchte Beziehung H = f(E) < i 0E7
1laBt sich fiir den Fall, daB « klein ist § + 5
(¢ < 29), einfach durch eine Proportional- | I/ 5+ 2
rechnung oder auch mit Hilfe des Hohen- = i | !
satzes fiir rechtwinklige Dreiecke ableiten. H=0 W 20 30 % ° & 4
Man findet M

H, =0,0785 E},, ADb. 43. Abb. 44.

wobei man also, wie angedeutet, H in Metern erhilt, wenn man E in Kilo- a

metern einfithrt. Die diese Formel auswertende Funktionsleiter kann iiber
eine Tabelle bzw. Kurve, wie dies umstehend geschehen, entwickelt werden
(Tabelle 2 u. Abb. 44).

2. Bei manchen Arbeiten entsteht auch die Frage: Um wieviel ist der®
auf der Erdoberfliche gemessene Bogen kiirzer als die Tangente ?

Lésung: Aus den beiden, unmittelbar aus der Zeichnung (Abb. 45) ab-
zulesenden Beziehungen

@,

=&
R Abb. 45,

E

(¢ im Bogenmaf!) und 3
S=tgoe~ o+ %

R
Happach, Technisches Rechnen II. 2. Aufl. 2
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Tabelle 2 Tabelle 3.  folgt

2
H | & E—B| B E_,.%
m km m km B 3 .
0 0 E=B+B-%
010 50 | 182 : 3
5 8 und weiter
10 | 11,3 100 1 230 a B?
’ 200 | 290 E—B=B-% _p. 2
20 | 16 3 3Re
300 | 332
30 | 19,1 "
400 | 365 _
40 1226 500 | 304 E—B=g5;.
50 | 25,25 , ; '
49,2| 25 Mit B — 6370 km — 6370000 m wird
B3+ 10?
=B =5 40,7 107
B ,
(— Bla = 155000 * (11)

Die Darstellung dieser Gleichung als Funktionsleiter unter Verwendung der
Tabelle 3 zeigt Abb. 46.
B, (E-8) Wir werden jedoch spiter (Abschn. 11) sehen, daBl sich solche
iy m“” rein exponentiellen Zusammenhinge mit Hilfe logarithmischer Tei-
|y  lungen fast ohne Rechenarbeit erheblich bequemer und mit- der-
Law selben Genauigkeit herstellen lassen wie nach dem hier beschriebe-
300 nen — allerdings grundlegenden — Verfahren.
] 8. Der Teilungsmodul. a) In Abb. 44 ist fiir die Abszisse H ein
e anderer — groBerer — TeilungsmaBstab gewidhlt worden als fiir
L % die Ordinaten. Es geschah dies, um der Darstellung etwa die gleiche
T Hohe wie Breite zu geben.” Man darf das allgemein tun, weil da-
durch der Charakter der Kurve nicht geéndert wird, d.h. eine

200

4w
bt 5 Gerade bleibt eine Gerade usw., lediglich die Neigungsverhiltnisse
K der Tangenten an die dargestellte Kurve werden in der Zeichnung ge--
0 andert. Auch bei der Doppelskala fiir y = 3z bemerken wir Ahn-
Abb. 46. liches. Die Einheit fiir « ist hier dreimal so lang wie die Einheit fiir
die y-Werte. Wir nennen die Zahlen g, und u,, die das Teilungs-
maBstabsverhdltnis — hier 3:1 — ausdriicken, wie schon im Abschn.7 an-

gegeben, die Teilungsmoduln. Also.
Uz iy =3:1.

b) Allgemein verstehen wir unter dem Teilungsmodiul die relative Linge
der Einheit einer gezeichneten oder zu zeichnenden Gréfle. Die absolute Lénge,
die man fiir die Einheit wéhlt, spielt keine Rolle; es ist also gleich, ob diese Einheit
das Millimeter, das Zentimeter oder sonst eine GréBe ist. Beim Vergleich meh-
rerer Funktionsleitern ist lediglich das Verhédltnis der Teilungsmoduln von
Wichtigkeit. Dieses Verhiltnis kann man bei linearen Zusammenhingen un-
mittelbar aus den Koeffizienten der Variablen ablesen; aus

y=3x—17
folgt z. B. Uy pz=1:3=2:6 usw.
oder Uy=1; uzs=3.

Beispiel: Es seien die Skalen y = 2z und y = 22, und zwar beide fiir das Intervall 2730
zu zeichnen; beide Skalen sollen je 100 mm lang werden. Das Verhaltnis jhrer Teilungsmoduln
berechnet sich dann wie folgt:

a) y = 2z nimmt fir z = 100 den Wert 200 an.

200 Einheiten sollen demnach 100 mm lang gezeichnet werden,
1 Einheit wird mithin 100/200 = 0,5 mm lang zu zeichnen sein.
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b) y = x? gibt fiir x = 100 den Wert 10%.
10000 Einheiten sollen hier als Linge von 100 mm gezeichnet werden,
1 Einheit wire demnach 100/10000 = 0,01 mm lang zu zeichnen.
Die Teilungsmoduln beider Skalen verhalten sich somit wie

Uy fug = 0,5/0,01 = 50/1 = 500/10 usw.
9. Die projektive Teilung. a) Projiziert man — Abb. 47 — von dem Projek-
tionszentrum O die auf einer Geraden G, liegenden Punkte 4, B, C und D auf
die Gerade G,, wo sich die Punkte A’, B’, ¢' und D’ ergeben, so sagt man, die
beiden Punktreihen seien projektiv verwandt, und
es lafit sich zeigen, daBl entsprechende Doppelver-
haltnisse auf beiden Geraden gleich sind.
~b) Fallt man ndmlich von O die Héhe A und 2’
auf die beiden Geraden, so lassen sich die Fliachen-
inhalte der einzelnen Dreiecke je zweimal ausdriicken,
und durch Insverhéltnissetzen beider Ergebnisse er-
hilt man aus

AC-b __OA-0C0 :sinx
BO-h~ O0C-0OB-sing
die Gleichung ’
AC _ 0Asina
BC ~ OBsing

und weiter, fiir zwei andere Dreiecke
AD _ OAsiny
BD ~ OBsind’
Durch Division beider Gleichungen erhalten wir dann das Doppelverhaltnis
AC AD __ sin« siny
BC "BD ™ sinf sind °
Genau dasselbe Doppelverhaltnis besteht "aber auch fiir die Dreiecke an der
Geraden G,:

A'C" A’'D" _ sing  siny
B'C’ " B'D' " sing singd’
so daf wir schlieBlich haben
AC AD A0 A'D 12
BC 'BD DC’" B'D’ : (12)
das heilt: Bei projektiven Punktreihen sind entsprechende Doppel-
verhéltnisse gleich. ‘
¢) Kennt man also auf einer Geraden G; die Punkte 4, B, C und D, auf einer
anderen Geraden @, die den genannten projektiv zugeordneten Punkte A’, B’
und €', so laBt sich der dem vierten Punkte D zugeordnete Punkt D’ mit Hilfe
des Projektionspoles O und des durch O und D gezogenen Projektionsstrahles
finden.
d) Es laBt sich nun zeigen, daf in dem Ausdruck
m f(%) +n
F(x)—pf(x)‘{‘q’ (13)
worin' mg = np 3 0, die Werte F(x) und f(x) projektiv verwandt sind. Es
besteht namlich zwischen vier Punkten xz;,, x,, ®#; und =, auf der Geraden fiir

F(z) und vier Punkten auf der fiir f(2) die Doppelverhéltnisgleichung
F(a) —F(xy)  F(oy—F (%) _ f(2) — () | F(2,) —f(2)

F(xy) — Fwy) " Fxy) — F(2y)  fzg) — F(m5) ~ f(2g) — f(z,)

1 Das Zeichen # bedeutet: nicht gleich.

P
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was sich dadurch erweisen 14ft, daBl man fiir

F(x,) den Wert fo) £ 7w

uUsw

pia)+q
einsetzt und feststellt, daB nach entsprechender Vereinfachung die linke Seite
gleich der rechten wird.

¢) Fiir die Rechenpraxis bedeutet das,
daB die Beziehung (13) als projektive
Doppelteilung nach der durch Abb. 47
gegebenen Anweisung dargestellt werden
kann. Bekannt miissen (mindestens) drei
zusammengehorige Wertpaare sein; die
einem 4., 5., 6. uw. x Wert zugeordneten
F(x)-Werte findet man dann gemi8
Abb. 47. Analytisch betrachtet kenn-
zeichnet der durch Gleichung (13). ge-
gebene Zusammenhang eine Hyperbel.
Beispiel: Mit f(x)=a; m=p=g=1

und 7 = 0 wird
F(z) =

_r
x+1°
1. Die Berechnung von drei Wertpaaren ist
in nachstehender Tabelle erfolgt. Die Konstruk-
tionszeichnung (Abb. 48) ——————F——
entsteht danach wie folgt: v @+ 1 F(z)
2. Auftragen der drei ‘

J |
Punkted, BundCderF(z): 9 - > 05
Abb. 48. Teilung auf der Geraden 4 C. © | ® 1

3. Antragen einer zwei-
ten Geraden in 4 unter einem beliebigen Winkel gegen 4C. Teilung derselben nach f(zx),
also hier regulir nach x. Die Nullpunkte beider Teilungen fallen zusammen (= 1. Wertpaar!).

4. Konstruktion des Projektionspoles O durch Verbinden der
Punkte x = 1 und F(z) = 0,5 sowie z = o und F(z) = 1.

5. Unterteilung der F(x)-Skala durch Ziehen der Projek-
tionsstrahlen durch die iibrigen Punkte der f(x)-Teilung.

Man beachte, dafl bei derartigen Leitern die Teilung
fir F(x) regulér, die fiur f(z) funktionell erscheint!

Beispiel: Die Teilung fiir ein Fliissigkeitsardometer folge
der Gleichung

I = 215 — 1.
4

Die Losung gestaltet sich nach der zum vorigen Beispiel ge-
gebenen Anweisung wie folgt:

=08 g9 1 1 12 1. Berechnung der Wertpaare:
ZT/«\ %x’ LAY f—— 2.Auftragen(Abb.49) Punkt | y | 1fy ’1 /y — 1] lmm
der reguléren Teilungen
% fir [ in natiirlicher Gré- P, | 08 |12 0,25 | 53,7
2 Be, fir y in beliebigem P, | 1,0 | 1,0 0,00 0,0
MafBstab. Aufsuchen des P, 1,2 | 0,833|—0,167—35,8
P Pols O, Ziehen der Pol-
b strahlen zu den Zwischenpunkten der reguliren y-Teilung und
Abb. 49. damit Auffinden der zugehorigen Langen {.

f) Gelegentlich kommt es vor, daB der Pol auller-
halb der Zeichenebene zu liegen kommt. In diesem Falle mull man zu einer
Hilfskonstruktion greifen, um die Polstrahlen der Zwischenpunkte zeichnen zu
konnen. Das folgende Beispiel erliutert das Verfahren.

Gegeben seien auf der projektiv zu teilenden Geraden g, die Punkte 4, B
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und C (Abb. 50). Die linear geteilte Gerade zur Ubertragung der Zwischenpunkte
sei g;. D und E sind darauf die Punkte, die den Punkten B und C auf der
‘Geraden g, entsprechen. Der Pol, den man als Schnitt der Verlingerungen von BD
und CE finden wiirde, liegt auBerhalb der Zeichenebene. Die Hilfskonstruktion
nun besteht darin, da man parallel zu g, eine Hilfs-

gerade g, zieht, die die beiden, den Pol bestimmenden Ak} / £ —F )

Strahlen BDund CE in F und G schneidet. Das Stiick
F G teilt man in genau so viel Teile wie DE enthilt
und extrapoliert bis zu dem dem Punkte A entsprechen-
den Punkte H. Dann verbindet man die entsprechenden
Punkte der Geraden g, und ¢, und findet die gewiinschte
Unterteilung der Geraden g, als Schnittpunkte dieser
Verbindungen mit g,. (Vgl. auch Abb. 37!)

10. Die graphische Interpolation. a) AuBer zur
Darstellung tatséchlich hyperbolischer Zusammenhénge
wird die projektive Teilung auch mit Vorteil zur gra-
phischen Interpolation von Teilungen beliebigen Ur-
sprungs benutzt. DaB dies mit guter Annédherung Abb. 50.
moglich ist, hat seine Ursache darin, daf§ die Hyperbel
sich wegen ihrer eigenartigen Kriimmungsverhéltnisse vielen Kurven innerhalb
weiter Bereiche eng anschmiegt und diese daher innerhalb dieser Bereiche zu ersetzen
vermag. Sogar die logarithmische Linie kann innerhalb weiter Grenzen durch die
Hyperbel ersetzt werden (vgl. Abschn. 11). Vor
allem bei empirisch, d. h. durch Versuch gefundenen
Teilungen wird man von der angedeuteten Moglich-
keit Gebrauch machen.

b) Wenn nun der untersuchte Zusammenhang
nicht streng hyperbolisch ist, so zeigt sich das bei der
Bestimmung des Poles aus einer Mehrzahl von Be-
stimmungspunkten dadurch, daB} stch mehrere Pole
ergeben. Sie liegen auf einer Kurve, auf der dann
jedem Punkt der Teilung ein besonderer Pol zuge-
ordnet ist. Die hiernach erforderliche Teilung dieser
Polkurve 148t sich unschwer empirisch durchfiihren.
Oft geniigen schon zwei Pole, um die Teilung mit
ausreichender Genauigkeit vorzunehmen. Ein Bei-
spiel moége das Gesagte erldutern:

Von einer zu fertigenden Teilung (Abb. 51) seien
zunidchst nur die empirisch bestimmten Punkte 4,
B, C und D bekannt. Die Zwischenpunkte sollen
durch eine Interpolation gefunden werden.

FaBt man die Punktreihe als projektiv auf,
so erhdlt man fiir die gegebenen Punkte 4, B
und C den Pol P, fiir B, C und D den Pol P,.
Damit wurden dann die Unterteilungen ermittelt,
und zwar fiir das Stiick BC zweimal, um zu zeigen,
daB die von den verschiedenen Polen erhaltenen
Unterteilungen fiir dieses Mittelstiick befriedigende Ubereinstimmung zeigen. Die
Entwicklung einer Polkurve und darauf die Bestimmung der Pole fiir jeden ein-
zelnen Teilpunkt verbot sich hier wegen des Fehlens weiterer Punktpaare von selbst.

11. Die logarithmisehe Teilung. a) Die logarithmische ist eine der fiir das gra-

Abb. 51.
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phische Rechnen wichtigsten Teilungen iiberhaupt, da man durch Logarithmieren
potentielle und auch exponentielle Zusammenhénge leicht in eine fiir die graphische
Auswertung bequeme Form bringen kann.
b) Genau konnen logarithmische Teilungen nur ,auf Grund einer Tabelle
gefertigt werden. Abb. 52 zeigt die auf Grund der nebenstehenden Tabelle ge-
y- fejrtigte Teilung. Fiir praktische Zwecke diirfte indes die p,pel1e 4.
x lgz hier gewahlte Unterteilung kaum ausreichen; wie man die ————o

77  Unterteilung auch ohne eine Tabelle rein graphisch weiter _* gz
47  treiben kann, wird weiter unten gezeigt. 1]0
Foz Auch die logarithmischen Teilungen werden fast immer 2 | 0,301
2403  als selbstandige Achsenteilungen und dann ohne die lineare i 8";3;
+0¢ Skala fiir die Funktionswerte verwendet; auch beim loga- 5 | ¢/gg9
3145 rithmischen Rechenschieber ist das ja der Fall. 6 | 0,778
44-g6 ¢) Wenn man des ofteren logarithmische Teilungen 7 | 0,846
51g7 braucht, wird man sich solche mit verschiedenen Teilungs- g 8’322
6194 moduln auf Zeichenpapier aufzeichnen, wie dies Abb. 53 10 1:000
51,9 zeigt, und von dort jeweils an die Stelle iibertragen,:wo
70;_7' , die betreffende Teilung bendtigt wird. Dem Modul 1 entspricht fiir
Abb, 5’2 praktische Zwecke etwa die Teilungsldnge von 25 cm.

1. Beispiel: Es sei der Zusammenhang
f=0,3- B4
fiir den Bereich B]ig: als Doppelskala darzustellen.
Losung: Durch Logarithmieren geht die vorgelegte Gleichung iiber in
lgf = 1,4-1gB + 1g0,3.

Aus dieser Gleichung sind
nach fritheren Ausfithrungen die
erforderlichen Teilungsmoduln
unmittelbar abzulesen:

Uy = 1; Up = 1’4‘

Die Teilung fiir f ist also eine
logarithmische im Modul ¢; = 1;
die fiir B eine ebensolche, aber
im Modul up = 1,4. Wegen der
additiven Konstanten 1g 0,3
\ fallen die Anfangspunkte der
2 logarithmischen Einheiten (Zeh-

\2 . nerpotenzen fiir f und B!) nicht
. zusammen, sondern sind um den
T Betrag 1g0,3, gemessen auf der
N f-Teilung, gegeneinander ver-

schoben.

Nun ist der Teilungsmodul
v 1,4 bzw. 1:1,4 derart ausge-

Abb. 53. fallen, daB man ihn gewdhnlich

nicht ,,vorratig® haben wird.

Er ist aber leicht in die Zeichnung Abb. 53 einzutragen. Ist némlich die Léinge AP =
L = 250 mm, so kidme die Teilung mit dem Modul 1: 1,4 nach einem Punkte, der um

p=1

S s w2 3 45 w2 3 45 w2 g
Lo aad n 1 | | SR | 1 i 1 {13 v ) [
T - T T T T T T T T
8 n’ 2 2 4 567890 2 3 4 567830
Abb. 54.

1L—4 , im Beispiel also um 21i2 = 178,5 mm von P entfernt ist. (Abb, 53 ist im Maf-
stabe 1:3,33 gezeichnet.) ’
Die auf Grund dieser Uberlegungen gefertigte Funktionsleiter zeigt Abb. 54.
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2. Beispiel: Die bereits friiher (Abschn. 7) behandelte Gleichung
H, = 0,0785 B},
soll durch eine logarithmische Skala dargestellt werden.
Loésung: Aus
IgH = 2-1gE + 120,0785
folgt ug =1; pp=2.
Die H-Skala ist um 1g0,0785 gegen die B-Skala verschoben, doch wird man auch hier

wieder die Verschiebung besser durch Berechnung von ein oder zwei Werten bestimmen.
Die gezeichnete Skala siehe Abb. 55.

3. Beispiel: Die Gleichung (11) Exms 0 20 o w
B} p %—.,L,'[f}m'...”'..'..*.&{K..',.'H:,‘.
— — T 20 50 00
& — Bl = 133000 "
sollals logarithmische Doppelskala dargestellt werden. Abb. 55.
Lésung: lg(E—B) = 31gB —1g 122000

UE—p=1; up=3,

Die Verschiebung der Skalen gegeneinander wird wieder auf Grund der Berechnung eines
oder zweier Beispiele bestimmt (Abb. 56).

4. Beispiel: In dem hyperbolischen Zusam-

o Bym, 00 w0 wo sw
a
y=" (E-Blnw 20 S0 10 200 3500 w00
Abb. 56.

soll a ein verdnderlicher Parameter sein. Die Dar-
stellung in einem reguliren r.K.S. ergibt alsdann eine Schar von Hyperbeln. Durch
Logarithmieren geht die vorgelegte Gleichung iiber in

Igy = —lgz +lga

oder mit lIgy=7Y
Igx =X
Iga = A4
in Y=—X+44,
das ist aber eine Gerade mit der Richtungskonstanten
tgo = —1
& = 135°,

d. h. die Gerade ist um 135° gegen die X-Achse geneigt.

Durch Logarithmieren ist es also gelungen,
die Gleichung der Hyperbel in die einer Geraden
iberzufithren. Auch als gerade Linie kann die
Hyperbel gezeichnet werden, wenn man nach
Aussage der Gleichungen (14) die Koordinaten-
achsen nicht reguldr, sondern logarithmisch teilt.
Bei veranderlichem Parameter a erhalten wir eine
Schar paralleler Geraden, die auf der Y-Achse 7 UANANAVARN -
Stiicke abschneiden, die ebenfalls gemafl (14) dem 7 2 3 4567890z
logarithmischen Gesetz folgen. Abb. 57.

Die hiernach gezeichnete Schar der Geraden zeigt v
Abb. 57. Die Tafel kann bei hinreichender GréBe und entsprechender Unterteilung
der Achsen als ,,Multiplikationstafel** verwendet werden gemaf der Beziehung

x-y=a
beispielsweise 43:7,2 =31

usw. Da die Ziffernfolge sich bei den verschiedenen Zehnerpotenzen nicht #ndert,
ist die Tafel auch fiir jede beliebige andere Zehnerpotenz, als fiir die sie gezeichnet
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wurde, verwendbar. Die richtige Stellung des Kommas findet man — wie beim
Rechenschieber — durch eine Uberschlagsrechnung. Zum Beispiel
0,37 46500 (~*22 — 15000) = 17200.
Auch fiir die reziproke Rechnungsart, also das Dividieren, ist die Tafel brauchbar.
¢) Niherungsweise konnen erhebliche Stiicke auch der logarithmischen durch
eine projektive Teilung ersetzt werden. Fiir die logarithmische Teilung einer
gegebenen Strecke iiber eine ganze Zehner-
“ potenz ist es indes zweckmiBig, sie aus zwei
Teilen unter Benutzung zweier Skalen zu ent-
wickeln, wie dies in Abb. 58 geschehen ist.
Die Abweichungen der projektiven gegeniiber
der exakten logarithmischen Teilung bleiben
bei diesem Verfahren unter 5/;,. Das Ver-
fahren ist also weitgehend brauchbar und stellt
erneut unter Beweis, da8 groBere Bereiche jeder
beliebigen Kurve mit einer fiir praktische Re-
chenzwecke ausreichender Genauigkeit durch
éine Hyperbel ersetzt werden diirfen.

d) Eine rohe Awufzeichnung logarith-
mischer Teilungen kann auf Grund lediglich
der Kenntnis erfolgen, daBl lg 2 = 0,30 .ist;
daraus folgt ja, daf Ig4 = 0,60, 1g5=0,70,
1g8=0,90; bekannt ist schlieflich weiter, daf3

lg1=0 und 1g10=1,00. Damit lassen sich schon die wichtigsten Punkte einer
logarithmischen Teilung zeichnen, z. B. fiir 100 mm Teilungslinge:
N = |1{2%4[518[10
lg ¥ inmm |0 |30]60]70]90 100
Zwischenwerte interpoliert man entweder graphisch nach dem Verfahren des
vorigen Abschnittes oder auch einfach nach Augenschein. Fiir robhe Entwiirfe
und iiberschligige Orientierungen leistet das Verfahren ausgezeichnete Dienste.
12. Trigonometrische Teilungen. a) Auch die trigonometrischen Teilungen wird
man gewohnlich an Hand einer Tabelle der natiirlichen Werte der trigonome-
trischen Funktionen anfertigen, weil die graphische Darstellung etwa

Abb. 58.

‘0‘0_ _s;]n “ nach Abb. 32 im 1. Teil doch zu umstindlich und auch weniger genau

1,4, Ware. . o
0 4 b) Abb.59 zeigt eine Doppelskala fiir f(x) = sinz, }]; sie ge-

17 stattet selbst bei dieser groben Unterteilung bereits eine Angabe der

oF 93 .

205 Funktionswerte auf etwa 1% genau.

14 ¢) Allerdings wird gerade von trigonometrischen Teilungen oftmals
we88 eine wesentlich hohere Genauigkeit gefordert. Es fragt
wol 46 sich, wie das erreicht werden kann, ohne sich des Vor-
) 47 teils der geringen Platzinanspruchnahme zu begeben. Da

.98 hat sich denn die Anbringung der Skalen auf einer
ig; a9 Trommel als recht praktisch erwiesen. Eihe Trommel
0°L70 von 32 cm Durchmesser hat ja bereits einen Umfang von
Abb. 59 rund 1 m. Wenn man nun die ganze Skala in 10 gleiche

Teile teilt, jeden Teil 1 m lang zeichnet und nebenein-
ander auf der Trommel anordnet (Abb.60), so hat man denselben Effekt, als
ob man eine 10 m lange Skala in der Ebene hitte. Das ist ein gewaltiger Vor-
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teil, kann man doch auf derartigen Skalen bequem noch !/, mm schéitzen, was
einer Genauigkeit von 5/,9g0 €ntspricht.
d) Oft ist es moglich, trigonometrische Skalen durch algebraische zu ersetzen,
wie das folgende, der praktischen Vermessungstechnik entnommene Beispiel zeigt.
Wenn man bei' trigonometrischen Netzen 2. und 3. Ordnung exzentrisch ge-
messene Winkel auf das Zentrum umrechnen will, so geschieht das mit Hilfe des
Sinussatzes der ebenen Trigonometrie. Mit Bezug auf Abb. 61 gilt fiir 5
den Korrektionswinkel ¢ die Beziehung

. e-sinx
Sin ¢ =

(15)

Die Berechnung von ¢ wird formularméafig, und zwar mit vier-
bis sechsstelligen Logarithmen durchgefithrt. Um die Richtigkeit
der Rechnung nachzupriifen, wiederholt man sie mit natiirlichen
Werten, wobei man wegen der meist sehr geringen GroBe von ¢ statt
sin ¢ den Winkel ¢ im Bogenmal in die Rechnung einfiihrt; man ver-
wendet die Gleichung (15) in der Form

e = e;Sino‘ ] (16)  Abb.oL

Diese Art der Rechnung ist indes nur angingig, wenn & nur eine gewisse Grof3e
nicht iiberschreitet. Im anderen Falle liefert die Formel zu kleine Werte. Die
erforderliche Korrektur 4 ¢ wird mit zunehmendem ¢ schnell grofler; sie berechnet
sich, wenn man 4 in Sekunden (a.T.)!, ¢ selbst in Graden einfiihrt, zu

de = 0,1827 &8. 17)
Ent%vickelt man nimlich die Differenz f(¢) = (sing) — & nach TAYLOR, so erhdlt man mit
5
fle) = %——557 + —- - - eine Reihe, die so stark konvergiert, daB bereits das g° | ge"

5 -

zweite Glied vernachléssigt werden kann; der Fehler, den man dadurch begeht,

T
8

TR T T |
-

P
LI e s e

betragt fir ¢ = 10° erst 0,2”. — Rechnet man die Gleichung f(¢) = i?— in
de = _(#9)°- 206000 (iie obi; S.Be-

T1-2-3-(57,3° i
ziehung (17), wobei d¢ in Sekunden herauskommt, wenn & in Graden einge- ¥30
fithrt wird.

Den genauen Wert fiir ¢ erhélt man also, wenn man die nach den
Gleichungen (16) und (17) berechneten Werte addiert. Diese Art der o 1
Kontrollrechnung ist indes nur bequem, wenn das Korrektionsglied (17) ]
aus einer Tafel od.dgl. direkt entnommen werden kann. Die neben- ]
stehende Doppelskala (Abb.62) gestattet dies, und zwar auf 0,1 ge- 3°%0'
nau, was fiir die gedachten Zwecke i. A. ausreichen diirfte. 1

Gradmafl um, so ergibt sich aus f(¢) =

75n

10"

) L L
e e

Nachstehend ist ein Beispiel durchgerechnet: EL
Es sei e = 25,350 m 2030@_
o« = 118° 25" 26,0” P
s = 310,35 m. 1° Ly
1. Berechnung (logarithmisch): Abb. 62.
el 1,40398

sine || 9,94421
cpl. s || 7,50815
e =4907"10".
1 Man unterscheidet ,,alte’* Teilung (1° = 60’, 1" = 60”) und ,,neue* Teilung, bei der

Grade und Minuten -in je 100 Teile geteilt werden. Hier gilt ,,alte” Teilung (a.T.). Vgl.
Techn. Rechnen I. Teil, S.19.
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2. Berechnung (mit der Rechenmaschine):

pesinx _ 206265 - 25,35 -+ 0,4760 "
s o 310,35 = 14817
= 4006’ 57"
hierzu das Korrektionsglied aus Abb. 62 13.0

e =407 10.0".

B. Rechentafeln fiir drei und mehr Verﬁnderliche.

13. Zusammenhang zwischen Parallel- und rechtwinkligen Koordinaten. a) Die
Funktion z = f(x, y) 1iBt sich in einem r.K.S. als Kurvenschar, in einem solchen
mit entsprechend funktionell geteilten Achsen als Schar ge-
rader Linien darstellen. Auf diese Weise werden also durch
z jeden Punkt der Ebene jeweils ein bestimmter Wert der drei
. Variablen z, yundz einander zugeordnet. Die Einanderzuord-
-l nung dreier zusammengehoriger Werte kann aber auch noch auf
T andere Weise erfolgen. Jede Schar gerader Linien 1Bt sich
ndmlich im sog. Parallelkoordinatensystem durch drei
Skalen so darstellen, daBl jeweils drei zusammengehorige Werte
auf derselben Geraden liegen (Abb.63). Man nennt solche

Abb. 65. Darstellungen Fluchtlinientafeln oder auch ,,Nomogramme
nach der Methode der fluchtrechten Punkte (,,Fluchtiecht‘
nennt man drei und mehr Punkte, wenn sie in einer Geraden liegen).

b) Im Parallelkoordinatensystem entsprechen der - bzw. y-Achse des recht-
winkligen Systems die parallelen; gewShnlich mit 4 und v bezeichneten gerad-
linigen Skalentriger; der Skalentriiger fiir z verlauft geradlinig oder auch als Kurve
7 zwischen den beiden anderen. Den Zusammen-
8 v z g hang zwischen der Darstellung einer Funktion

mit drei Variablen einmal im rechtwinkligen und

4 dann im Parallelkoordinatensystem zeigen die
8 Vd , Abb. 64 und 65. Fiir beide gilt
| > OB/OB' =04/04’.
Das bedeutet aber nichts anderes, als daB eine
_—ﬂ A Az T Gerade des r.K.S. im Parallelkoordinaten-
system (P.K.S.) durch einen Punkt, die Schar
durch eine Linie dargestellt wird. Damit ist
die Moglichkeit gegeben, jede Schar gerader Linien in einem r.K.S. in eine
Fluchtlinientafel mit &duBeren geraden und parallelen Skalentrigern rein
y empirisch umzuzeichnen.

T v Um beispielsweise die Gerade Z; der
kartesischen Darstellung in einem Parallel-
koordinatensystem als Punkt, also als

¥ bestimmten Skalenwert abzubilden, teilt

man die Achsen des Parallelkoordinaten-

z %z | systems genau ebenso wie die entsprechen-

r =z den Achsen des r.K.S. Der Punkt P,

Abb. 66. Abb. 67. auf der Geraden Z; (Abb. 66) wird dann

im P.K.S. (Abb. 67) durch die Gerade g;,

der Punkt P, durch die Gerade g, dargestellt, und ihr Schnittpunkt entspricht

der Geraden Z;,. Durch Ubertragung ganzer Geradenscharen lassen sich auf
diese Weise die diese darstellenden Skalen punktweise entwickeln.

Abb. 64, Abb. 65.

&y 1
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Sind die Winkel, um die die Geraden gegen die z-Achse geneigt sind, kleiner
als 90° (wie in Abb. 66), so laufen im Nomogramm die x- und y-Teilungen ent-
gegengesetzt; bei Neigungen zwischen 90° und 180° hingegen sind die Teilungs-
richtungen gleich, wie z. B. in den einander entsprechenden Abb. 57 und 72.
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Abb. 68.

Beispiel: In einem Kalender fiir Vermessungskundige (herausgegeben von R. Reiss,
Liebenwerda) findet sich die in Abb. 68 dargestellte Tafel. Es handelt sich um eine Auswer-
tung der Beziehung b

o

r 9
fiir #]30°°. Abb. 69" zeigt das daraus rein empirisch entwickelte Nomogramm: Es entstand
in der Weise, daB zunichst — im beliebigen Abstand — die beiden duBeren Skalentrager
fir b und r gezeichnet wurden. Sie sind beide regular ge-
teilt in demselben Bereiche wie die beiden Achsen der Dar-
stellung im r.K.S. Von der Mittelskala fiir « wurden nur die
Hauptpunkte — 1, 5, 10, 20 und 50 Neuminuten — iiber-
tragen, die Zwischenpunkte wurden nach Abschn. 10 graphisch
interpoliert. Um beispielsweise den Ort fiir &« = 5° zu finden,
sucht man in der Darstellung im r.K.S. (Abb. 68) zwei
Punkte auf dieser Geraden auf, etwa P (b= 10; r = 127)
und P,(b =3; r=38,5). Dann zeichnet man die diesen
Punkten entsprechenden Geraden in die Fluchtlinientafel ein,
indem man die zusammengehérigen Punkte der b-Skala und
der r-Skala miteinander verbindet. Dort, wo sie sich schnei-
den, liegt der gesuchte Punkt 5° der «-Skala. Es hitte
iibrigens zu seiner Bestimmung bereits nur ein Wertpaar
geniigt. Da ndmlich zu r = 0 und b = 0 der Wert & = 0 ge-
hort, die Werte r =0 und b = 0 zu jedem Wert von & zu-
geordnet sind, miissen alle a-Werte auf der Verbindungs-
géraden b = 0 und 7 = 0 liegen. Ahnliche Uberlegungen kann
man auch bei anderen Entwicklungen oftmals anstellen; sie fith-
ren gewdhnlich zu erheblichen Erleichterungen, zum mindesten
zu bequemen Kontrollen der durchgefiihrten Konstruktion.

1 ¢ jgt das Zeichen fiir den 100. Teil eines Grades n. T. (Neuminute).
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14. Fluchtlinientafeln fiir f, 4+ f,=/f;. a) In Abb. 70 ist eine grundsitzliche
Fluchtlinientafel gezeichnet, namlich die fiir den Zusammenhang
r+y=-=z. (18)
Die duBleren Achsen sind in dem gleichen Modul regulir nach z und y geteilt,
die mittlere Achse fiir z ist ebenfalls reguldr, aber nach dem halben Modul, wie die
andern Achsen geteilt.

z .
6 ] f :f b) Der Abstand der z-Achse von
5] ; ¢ 4t ’F 275 5’ der - und der y-Achse sind in Abb. 70
¥ 3 glelch Das ist aber nicht notwendig.
3] 15 2 1 '~ Andert man indes die Abstinde,
2 .9 F -2 so #ndert sich auch der Teilungs-
. ) L, ™ 1 s =7 modul fiir 2z (oder fiir die eine der
0. +0 |, 0 ~ ¢ anderen Achsen). Man erkennt auch,
» 1 ; -7+ +e -7 daBB eine freie additive Kon-
= % 5 "3 -21 ¥ P -2 Etian}tle al(llfs)diegl‘ rltlecilltéen 1§Iei11ie dlir
i - . -3 — 3 Gleichung ediglich den Nullpunkt
=1 I A der z-Skala verschiebt. Es laBt sich
-5 weiter zeigen, daB ein Faktor bei

Abb. 70. Abb. 71. einer der Variablen deren Teilungs-

modul verdndert, und daf die Vor-
zeichen der Variablen die Rlchtung ihrer Teilungen bestimmen. Auf Grund
dieser Uberlegungen wurde ein Nomogramm fiir die Beziehung

20— y=2—3
.gezeichnet. Das in Abb. 71 emgetragene Beispiel 16st die gegebene Gleichung fiir
x=1; y =3; danach ist z = 42, in Ubereinstimmung mit der numerischen

Rechnung, nach der 2 =2r—y4+3=2-1—3+4+3=2.
¢) Auch funktionelle Zusammenhénge von der Form

af(@)+bf(y) =cfk)+d (19)
lassen sich auf Grund derselben Uberlegungen als Fluchtlinientafeln darstellen, nur
sind dann die Achsen nicht mehr regulér, sondern nach f(x) bzw. f(y) bzw. f(2)
zu teilen. Die (relativen) gegenseitigen Absténde der Skalen und ihre Moduln
werden von den Koeffizienten @, b und ¢ bestimmt, wihrend die additive Kon-
stante d die Verschiebung der Skala fiir z angibt.

d) Ein sehr einfaches Beispiel fiir eine Rechentafel mit funktionell geteilten

Skalentrigern ist die Beziehung
oy =z. (20)

Durch Logarithmieren geht die Gleichung iiber in
lgx+1gy=Ig=z

oder, mit
lge=X;lgy=Y;lgz=127,
in
X+Y=2Z,
in welcher Form sie identisch ist mit unserer Ausgangsgleichung (18). In An-
lehnung an unsere Abb. 70 hatten wir also drei parallele Skalentriger — fiir x,

y und z — zu zeichnen. Thren Abstand machen wir gleich. Die duBleren Skalen-
trager erhalten je eine logarithmische Teilung des gleichen Moduls, fiir « bzw.
fiir y. Die Teilung des mittleren Skalentragers fiir z ist ebenfalls logarithmisch,
aber nur mit dem halben Teilungsmodul wie die beiden anderen gezeichnet. Den
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Anfangspunkt der mittleren Teilung bestimmen wir aus einem einfachen Zahlen-
beispiel, etwa aus 1 X 1 = 1. Das fertige Nomogramm, das fiir die Ausfithrung
von Multiplikation und Division, Quadrieren und Wurzelziehen die besten Dienste
leistet und bei entsprechender Aus- 2

filhrung Rechengenauigkeiten von -7 _ — “Zg
etwa 0,5% zulafit, zeigt Abb. 72. 4] B g
¢) Die Fertigung einer Flucht- 7 T »
linientafel fiir einen auf die Form - E4 i
der Gleichung (19) gebrachten Zu- 7j T -7
sammenhang 146t sich nun auf fol- 4| ES "
gendes Schema bringen (Abb. 73): - 3y ]
1. Annahme der Teilungsmoduln 5 3 -5
pe und gy an sich beliebig, jedoch - 20 -
so, daBl die fiir « bzw. y vorge- «- g _y
schriebenen Intervalle ausreichend ] E
grofl und deutlich dargestellt wer- 1 1t g
den konnen ; Berechnung des dritten 3 +9 Lg
Teilungsmoduls u. zu j ::Zy ’
e = oyl (e + 1) . (21) ] + 3
2. Berechnung des Abstands- 2] Ty [ 2
verhéltnisses der drei Skalentrigerzu ] 1,
01/0s = wafuz - (22) 1 1
Zeichnung der drei Skalentriiger in 7| W %
diesem Abstandsverhéltnis. -
.- 3. Multiplikation der einzelnen 1 P 3
Funktionen der Gleichung (19) mit | g ] I
den zugeordneten Teilungsmoduln, Abt: 22 -7

'so daB die Gleichung iibergeht in

a s fa) + bpy fry) = cpz fro) + dpz
oder durch Ausmultiplizieren my frz) -+ my fry) = mz fz) + C. (23)
4. Zeichnung der Funktionsskalen:

u-Achse: f(z) mit dem Teilungsmo'dul Mz,

v- 3 f(?/) 9 ” 2 My,
w- 9 f(z) 3 2 bR me.

Negative Vorzeichen erfordern Auftragen der Skalen in entgegengesetzter
Richtung; die Konstante C hat lediglich eine Verschiebung der mittelsten Skala
zur Folge; ein Punkt der z-Skala wird am besten berechnet w v
und danach festgelegt. z

Im iibrigen trifft man die Anordnung der Teilungen so, I
dal} die Rechentafel etwa ebenso lang wie hoch wird.

c-1
E%—M,wennc-——IO,Ol%,
m 3,0 mm . . c
119%™ und @]y/08 mm » 20 entwerfen. Man erhilt fur Py
somit lgR =1gl—21gd +1g0,0223 oder lgi—2I1gd=1gR + C.
Damit hat der gegebene Zusammenhang die Form der Gleichung (23).
1-1 1

1. Man wahle uy = uy = 1, dann ist 4, = Tri— 2"

Beispiel: Es sei eine Fluchtlinientafel fir R =

= 0,0223 und

Abb. 73.
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2. d,/d, = 1/1; d. h. 6, = d,; der Skalentriger fiir B befindet sich genau in der Mitte

zwischen dem fiir  und dem fiir d.

17000
500

200
700
50

20

(8

3. 1-1gl—1-2-1gd =
Es ist also zu zeichnen ]
a) Skalentriger fiir /: logarithmisch in positiver Richtung mit dem Teilungsmodul m; = 1,

J1IgR+C" oder Igl—2-lgd=11gR + C’.

b) b EE 2 ”» negativer bR 2 2 bR md = 2’
O) i2) 2 ’ ’ POSitiveI' i) ’ E2) 2 mR = %-
dmm Um einen Punkt der R-Skala zu bestimmen,
RQ 903  berechne man

E 10000 —+ o4 1 = Rd?*/0,0223
= 5000 %

3 20% S - z’?; etwa fir R = 1; d = 1; damit wird
¥ i g I =1/0,0223 = 44,8,
%_ %Z;; ' d. h. verbindet man die Punkte d =1 und
-1 0% 0715 | = 44,8 durch eine Gerade, so schneidet diese
E 30 3 42  den z-Skalentriger im Punkte B = 1. Von diesem
E 5% = g3  Punkte ausgehend kann alsdann die R-Skala
E ¥ g4  gezeichnet werden.
= 05 % 05 Das fertige Nomogramm zeigt — stark ver-
E %Ei g7  Kleinert — Abb. 74.
E %2 E: ~ 170 Allgemein wére noch zu bemerken, daB
E bt 75 es den fertigen Nomogrammen oftmals
E gaozi;i 2 nicht ohne weiteres anzusehen ist, welchen
= Joo1 -5~ X k

E 3 mathematischen oder naturgesetzlichen Zu-
- Abb. 74 sammenhang sie eigentlich darstellen. Es

ist deswegen notwendig, grundsatzhch die

Formel usw. auf den einzelnen Rechentafeln zu bemerken, wie wir dies bei
unseren Beispielen durchgefiihrt haben.

in

15. Zusammenhiinge der Form f,f; + f, ¢; + P;=0. a) Die Gleichung

his+fa@s+ s =0, (24)
welcher

{1 = eine Funktion der ersten Variablen,

fo = eine Funktion der zweiten Variablen,

fs,» @3 und Y3 = verschiedene Funktionen einer dritten Variablen

bedeuten, 148t sich in Form einer Fluchtlinientafel darstellen,

* A wenn in Abb. 75
i 1. die u-Achse des Parallelkoordinatensystems funktionell
¥ 7w |* nach fy,
o1 2. die v-Achse funktionell nach f, geteilt wird und
o _‘9 3. die Koordinaten des mittleren Skalentrigers den Glei-
//E chungen
N - s Psii—fs Uy My Mo Y
S =0 T hu 2 = pmttm %0
Abb. 75. entsprechen.

Es bedeutet .darin:

0 =—0A4 = +0B (= halbe Linge der &-Achse),
py, = Teilungsmodul fir f; ( u (u-Achse), beliebig zu wiahlen,
He = f 2 ’U AChSG),

b 2 » bR

Der mittlere Skalentrager ist hier gewohnlich eine Kurve.

Beispiel: Die Normalform der quadratischen Gleichung 2 4-ax b =0

hat die Form der Gleichung (24), wenn man schreibt: & + ax 4+ 22 = 0.

Es ist alsdann:

f1=b§

fo=a;

fs=1;

@3 =; Yy=2%
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Auf der u-Achse ist also b aufzutragen mit 4 = 1, auf der »-Achse ist a aufzutragen.
Auch fir die a-Teilung -wird man, wenn kein besonderer Grund vorliegt, den
Teilungsmodul y, =1 wahlen. Damit ergibt sich

§=9- z—1 (= projektive Teilung!), n = =

BT A o &b M=

Diese Ordinaten 1 brauchen nicht einzeln berechnet zu werden; man kann sie viel-
mehr einfach konstruieren wie folgt. Fir b =0 geht die gegebene Gleichung
iber in

224+ar=0;, x=—a.
Das bedeutet: Verbindet man den Punkt 4 (b = 0) folgeweise mit den Punkten
a =—1; — 2, —3 usw., so schneiden die Verbindungsgeraden die Ordinaten 1)

jeweils in den Punkten des mittleren
Skalentrigers, die den Werten « =1, s_
2, 3 usw. zugeordnet sind. Das hiernach 1
entworfene Nomogramm zeigt Abb. 76. ]
Danach hat die Gleichung
2?2+ 4x—12 =
die Wurzeln ‘
x=-42; x2,=—86.

Man findet sie mittels der Geraden
durch 6 =—12 und a =4.

b) Beispiel: Fir die Beziehung a =

E% ist eine Rechentafel aufzustellen.

Losung: In der Form ]

xZ_Q.y.al—l_*_y2=O —25—] 2

entspricht die Gleichung unserer Grund- Abb. 76.
form (24).

Setzt man darin fr=2% f,=1

fo=—ea='; g@3=1y
1;[’3 = y2 )

so bedeutet das (Abb. 77):
1. die u-Achse ist quadratisch zu teilen gemiB

U= u, 2, 2=2000
2. die v-Achse ist projektiv zu teilen gemaf

4
v=_‘u2Es

N

3
3. die Koordinaten des mittleren Skalentrigers é:
berechnen sich zu 4
— gty —t , /

¢ Uy + U 2=0¢
d. h. die Abszisse ist ebenfalls projektiv zu teilen;
endlich

. Mt y*
1=y u’
d. h. die Ordinaten folgen einem verwickelteren hyperbolischen Gesetz und miiten
einzeln berechnet werden; wie man diese Berechnung umgehen kann, wird weiter
unten angegeben.
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Beziiglich der Konstruktion der einzelnen Skalen ist folgendes zu bemerken:
Der Teilungsmodul g, kann frei gewahlt werden; seine GréfBle hingt von der
beabsichtigten Genauigkeit der Darstellung sowie dem gewéhlten Bereich fiir x

ab. Es moge die u-Skala 4 =, x? gezeichnet werden fiir den Bereich

x]?OOO m ;

sie moge eine Lange von 400 mm erhalten. Da nun x; _. 2000 = 4- 10° Einheiten
400 mm in der Zeichnung entsprechen, so ist
1 mm Zeichnung :%(% = 10* darzustellenden Einheiten?®.
Diesen TeilungsmaBstab wollen wir gleich 1 setzen; also:
u; = 1=10* Einh./mm Zchng.

Die u-Skala wird nach Festlegung des Anfangs- und Endpunktes entweder
rein graphisch oder an Hand einer Quadrattafel gezeichnet. Nach dem Gesagten
Tabelle 5. liegt der Punkt z; =0 bei 0; x, = 2000 bei 400 mm. Will
man die Zwischenpunkte nicht konstruieren, sondern be-

T
z | @ | v rechnen, so benutzt man dazu nebenstehendes Schema.
100 | 10t |1 mm Um den Teilungsmodul Uy fiir die v-Skala zu bestimmen,
200 4-10% | 4mm gehen wir wie folgt vor:
" a moge dargestellt werden fiir das Intervall
1 a]ZO
dann ist
fiir @ = v=2=0
[o o]
L o "
fiir @ = 20 v = 20 = 1,03 - 104,

d. h. beim Modul y, = 1 wiirde diese Skala 1,03 mm lang werden. In dieser Léinge
ist sie nicht brauchbar; wir wihlen
s = 500,
sie wird damit 500 - 1,03 = 515,1 mm lang.
Der Abstand der beiden Parallelskalen ist beliebig; um spéater nicht zu spitz-
winklige Schnitte zu erhalten, wihle man ihn nicht zu klein, Etwa
20" = 350 mm.

Nunmehr kann die projektive Skala v gezeichnet werden. Bemerkt sei noch,
daB die Richtung der %- und v-Skalen durch das Vorzeichen der Variablen bedingt -
ist, wie dies fiir unser Beispiel die Abb. 77 andeutet. Die gegenseitige Lage der

Punkte x2 = 0 und %: o ist beliebig. In der Zeichnung sei ihre Entfernung
20 = 600 mm.

Die Verbindungslinie stellt die §-Achse des Koordinatensystems dar. Sie ist
zu teilen gemifB Gleichung (25), welche mit J = 300; w; = 1; uy, = 500 iiber-
geht in

500
y -+ 500

Die Teilung ist also wieder projektiv; man wird sie demgemaf3 konstruktiv
durchfiihren, und zwar fiir die Mehrzahl der auf dem mittleren Skalentriger
erscheinenden Punkte.

E=300Y"

1 Das Zeichen = bedeutet: entspricht, oder entsprechend.
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Die Ordinaten 7 der einzelnen Punkte der mittleren Skala miiten einzeln
nach Gleichung (26) berechnet werden. Einfacher fithrt aber folgende Uber-
legung zum Ziele: Setzt man in die vorgelegte Gleichung x = 0, so geht sie
tiber in

; hieraus

das bedeutet, die Punkte des mittleren Skalentrigers liegen auf Strahlen, die
vom Punkte £ = 0 zu jenen Punkten auf der a-Skala fiihren, welche dieser Glei-
chung entsprechen. Einige Wertpaare sind nebenstehend zu- mp,ye11e 6.

sammengestellt. Wem die Ablesungen fiir @ > 300 zu unsicher
erscheinen, mag die Ordinatenwerte y << 1000 nochmals nach __Y¥
Formel (26) berechnen, welche mit u, = 1; u, = 500 iibergeht in 999 |1031,3

a

__ 500y? 400 | 515,6

N =y 500" 1000 | 206,3

. - . 2000 | 103,13
Die Punkte des Skalentrigers y findet man also: 4000 | 51,56

Entweder:

Als Schnittpunkte der auf der §-Achse parallel zu « und v errichteten Ordi-
naten und den durch die obige Gleichung gekennzeichneten Linien.

“Oder unmittelbar durch die Koordinaten § und 7.

Das fertige Nomogramm zeigt Abb. 78.

¢) Der Gebrauch der Tafel Abb. 78 erhellt aus ihrer Theorie: da jeweils drei
zusammengehdorige Werte fiir «, ¥ und @ auf einer Geraden liegen miissen, braucht
man, um etwa @ aus gegebenen x

z a
und y zu bestimmen, die beiden letz- 2000 1T
teren in der Tafel nur aufzusuchen, 0-; N gg;ggg
durch eine Gerade zu verbinden und ™ 3 v & Wi
in deren Schnitte mit der a-Skala 7 0 100
den gesuchten a-Wert abzulesen ; den E at &

. - - 1700 74 7
b-Wert erhidlt man in der gleichen et @
Weise, indem man x und y ihrem 7% st w

Werte nach einfach vertauscht und 7500
wie beschrieben verfihrt. An der -
Abb. 78 ist @ fiir  =1500, y =500 ;4"

mit @ = 41,2 bestimmt; den gleichen 4"
Wert erhdlt man dbrigens fir s-
y = 4500 bei gleichem x. In der w3
beschriebenen Ausfiihrung liefert 90 - 25
die Tafel brauchbare Werte, so- 70
lange @ und b zwischen 3 und 200 sw
liegen. Aber auch die auBerhalb =] o1

dieses Intervalls liegenden Werte
findet man leicht durch Verwendung
einer mittleren Hilfsskala bzw. durch Multiplikation zweier der Variablen (etwa
y und a) mit einer entsprechenden Zehnerpotenz. Doch soll hierauf an dieser
Stelle nicht néher eingegangen werden.

16. Andere funktionelle Zusammenhinge. a) Wenn auch mit den Zusammen-

hingen h+fe="1s
und histlags+¥s;=0

Happach, Technisches Rechnen II. 2. Aufl. 3

Abb. 78.
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die beiden wichtigsten Typen von Fluchtlinientafeln behandelt wurden, so gibt
es doch noch recht viele andere, fiir die besondere Konstruktionsanweisungen
erdacht wurden. So fir

hife=1s:1s (27)

f1 f2=f3 (28)

1/f1 + l/fz = l/fs (29)
usw.

er miissen hier darauf verzichten, sie eingehender zu betrachten. Es mégen
folgende Hinweise geniigen.

b) Die Gleichung (27), die ja eine Proportion dar-
stellt, konnte man mit Hilfe der Strahlensitze zu lssen
suchen. Ein Beispiel fir die Gleichungsform (28) be-
handelten wir — ohne das dort besonders zu betonen
— im Abschnitt 13; auch im Abschnitt 19 kommen wir
noch einmal auf diese Gleichungsform zuriick.

¢) Die Darstellung der Gleichung (29) in einer
Fluchtlinientafel mit drei in einem Punkte zusammen-
laufenden Skalentrigern deutet Abb.79 an; es kann z. B. hiernach die Linsen-
formel

1 1 1
«aT3=F
tiberraschend bequem ausgewertet werden.
17. Gekoppelte Funktionen. a) Sind mehr als drei Variable vorhanden, so fiihrt
man als Bindeglied zwischen je zwei Variablen Hilfsfunktionen fuy), fry usw.

ein, fiir welche nur die (geradlinigen) Skalentriger, nicht aber deren Teilungen,
gezeichnet zu werden brauchen.
gesetzt wird: fr) + fay 4+ frny = 0 und zunichst diese
weiter :
nutzung des im ersten )
Nomogramm; daran schlieBt sich endlich die 2
liebig viele Veranderliche entworfen werden;

b) Ist beispielsweise die Gleichung fnuy -+ fro) + fre) + frwy + fp = 0 als
Rechentafel darzustellen, so geht man schrittweise vor, indem beispielsweise
Rechentafel entwickelt.
Alsdann setzt man ™ / §/
fery + feo) + fra =0 ) - /L
und zeichnet unter Be- " \V )
Berechnungsgange ge-
fundenen Skalentrigers fiir H; auch dieses mjnin
dritte Rechentafel fiir 3 20—, pigheit 98
» Festi g
feay + fo + e = 0. 3, W
Auf diese Weise koénnen Rechentafeln fiir be- § ? /
die grundsitzliche Anordnung der Skalentrager ‘f 501 ‘

u H H

3

N W QTQ oS
1
b
\
\l

Yofo f—o

\1\ § \

Abb. 80.

&

~

\\

und der Auswertungsgeraden zeigt Abb. 80. “ |
¢) Durch geeignete Wahl der Kopplungs- %o 7 =2+ % 9
funktionen, ferner durch Verwendung eines Ab: a1
Skalentrigers fir zwei Variable und &hnliche o
Kunstgriffe lassen sich die Rechentafeln oftmals iiberraschend einfach gestalten.

Beispiel: WarLices und DABRINGHAUS haben in der Z. VDI 1930 eine graphische Tafel
zur Bestimmung der Schnittgeschwindigkeit vg, (m/min) eines Werkstoffs gegebener Festig-
keit oz (kg/mm?) aus der Spantiefe ¢ (mm) und dem Vorschub s (mm/U) verdffentlicht.

ol— 1
~
%
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Aus dieser Tafel sind die in Tabelle 7 zusammengestellten Zahlenwerte entnommen.

H ist eine HilfsgroBe, welche die Variablen ¢ und s einerseits, 65 und vg, andererseits mit-
Tabelle 7 einander verbindet (= Kopplungsfunktion).

abel’e i In Abb. 81 sind nun die Werte dieser Tabelle in

t s H H | op | v, zwel rechtwinkligen K.S. dargestellt, welchen die nach
der HilfsgroBe H regulir geteilte Abszisse gemeinsam
0 30 | —
i (2)’5 4 8 50 60 VEmd ol
1,4 | 6] 0100 | 26 jo osligfr]
B A
2 10,51 4 30 | 80 20
2 |2 5 4 50 | 40 #
2 | 4 7 4 1100 | 17
8 05| 3| 5| 30|48
8 | 2 7 5 50 | 34
814 | 9| 5100 |15
16 | 0,56 | 4 8 30 | 70
16 | 2 8 8 50 | 20
16 | 4 10 8 | 100 | — _ Abb. 82

ist. Es ergeben sich zwei Scharen von Geraden, die unmittelbar unter Verwendung der
gefundenen Teilungen fiir vg und ¢ in die Rechentafel Abb. 82 umgezeichnet wurde. Die
in Abb.81 und 82 eingezeichneten Geraden dienen zur Berechnung von vy, firt=5;

s =1,5; 0= >57. Ergebnis: v = 29 m/min. oy oy
. /- 27
o TR ; [ 2
2% i e551[§i’/ \1/17 / // 75 L 2¢
# ORI ; [ 5
oy a4y 84 // 2 | 22
2 oY / 77 1 L 27
o 78 [ NG M// 74 // / / b |20
2 75ﬁ_|) /c/ / 1 L 79
wl S/ ] L 7
30 F17
7 1] L : L 16
W12 % 20 24 28 32 36 40 44 48 52 66 35 ~ ;i
g— ] L 73
Abb. 83. w3 12
3 1 L1
A ]
NAAL TN MIRER RV .
T gﬂ% i,e U NG SURIN AL zJ{e\r{é\z . ]
\\ N \\ \ 3
b 15 \\\\ N N \\\\\ Abb. 84,
N S
. NN N ..
. \\§3§§§§$ 18. Empirische Zusam-
49 T i menhiinge. a) Auch Zu-
98 \\:‘\\ A ; sammenhinge, die lediglich
q7 — e .
i - ~ zahlenmiBig bekannt sind,
T 0'5 T t—r— fir die also eine mathe-
g ~::$:§‘\\ matische Fon'nel nicht ge-
i ] geben oder nicht bekannt
—=F—=——""" i, lassen sich
03 9 \Q‘Q‘\ , S S nomo-

02 03 Q¥ 05 46 4708Q910 75 2 3 4 & graphisch darstellen, und

Abg{g_— zwar entweder dadurch,

) daB man die den Zusam-

menhang darstellenden Kurvenscharen verstreckt, oder auch dadurch, daB man
das Nomogramm rein empirisch, also durch Probieren, entwickelt. -

Beispiel: ENLUND bestimmte auf empirischem Wege die Abhangigkeit des spezifischen
Widerstandes einer gehiirteten und einer nichtgeharteten Stahlprobe vom Kohlenstoffgehalt.

3%
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Die graphische Darstellung seiner Ergebnisse in kartesischen Koordinaten zeigt Abb. 83; das
hiernach empirisch entwickelte Nomogramm veranschaulicht Abb. 84.
Beispiel: Abb. 85 zeigt den Zusammenhang zwischen den Grofen ¢,, ¢,, & und 8 in karte-

- ata

o
7000
&
0 6000
e
3
8
. 5000
15
4000
7
sischer Darstellung, Abb. 86 die daraus auf rein empirischem Wege, d.h. aurch 4V
Probieren gefundene Fluchtlinientafel.

Beispiel: Fiir den Zusammenhang zwischen den Angaben v, eines Staudruck- | %
messers und der Eigengeschwindigkeit v, eines Flugzeugs besteht die durch neben-
stehende Tabelle gegebene Abhingigkeit.  Die hieraus abgeleitete

s 2 Flucht- ’ Tabelle 8.
) 7 ¥ J, linientafel -
S iy it H | 260 300
Verzerrungskurve . X / // N AL Abb. 87. J 260 { 280 ]
fiir die Ordinaten = 7 L 3
SN v 1 s § 4000 | 317 | 349 | 365
N " A S 5000 | 335 | 359 | 385
> AR
o e 6000 | 354 | 378 | 408
Y o o iV /] Ziey
SN/ 7
RV 1700474 ain
NSNS TN WS S| S S I NN R .- //‘//f #
%0 70'5 80 U 4 V8 m\ ¥ W M| E - %;
enflodene Jamprinenge hichster Betriebsaructk | ata 750~ §
13
N
Xgm 1E ~§
S
: S
- “1 S ] RS
! / ~ix§ 7 *§ s zf 3
S _ N
- RN 13 S 3
L 98\ Verzerrungskurve Y < ¢4 5
J | S \Jardle Abszissen 13 2L EN
s . i S F
7 / X E “: T
F S . 1 S 4
2/ :Mé \. T E’: T
; s . . ¥
= a S »t
EE m/ ZN{/ = i +
mearigster Betriebsdruck o+
Abb. 88. Abb. 89.

30

Beispiel: Die Kurventafel der Abb. 88 ist: einer Arbeit von WALTHER: Verwandlung
von Kurventafeln in Leitertafeln (Z. VDI 1937 Nr. 39) entnommen. In folgenden Arbeits-
gingen ist die Tafel in ein Nomogramm umgewandelt worden:
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1. Wahl der Geraden I und 3 als Basis fiir die Ableitung der Teilungen fiir die Achsen
des neuen Koordinatensystems. )

2. Entwicklung der Verzerrungskurven; im Beispiel wird wegen der gewihlten Parallelitédt
der Geraden I und 3 die Verzerrungskurve fiir die Ordinaten eine Gerade; der Charakter der
Teilung fiir die Ordinate bleibt somit unverindert.

3. Bestimmung der Abszissenteilung mit Hilfe der Verzerrungskurve fiir die Abszisse.

4. Umzeichnung der gefundenen Geradenschar in eine Leitertafel durch Ubernahme der
neuen Achsenteilungen als AuBenleitern und punktweise Konstruktion der mittleren Skala
aus einer der beiden Darstellungen.

Das hiernach gefertigte Nomogramm zeigt Abb. 89.

19. Umformung ven Diagrammen. a) Im Abschnitt 13 ist von dem Zusammen-
hang zwischen der Darstellung in kartesischen Koordinaten (r.K.S.) und der in
Parallelkoordinaten (P.K.S.) die Rede gewesen. Nachstehend stellen wir ein-
mal die wichtigsten Fiélle in beiden Darstellungs-

formen nebeneinander. Wir gehen dabei aus von = P
einer Schar von geraden Linien im r.K.S.: f t /" l
1. Die Linien schneiden sich sidmtlich im Ur-

sprung. Bei der Darstellung in Parallelkoordinaten
erhalten wir ein Nomogramm in N-Form nach
Abb. 90.

2. Die Geraden sind unter sich parallel. Die
Darstellung im P.K.S.. ist ein Nomogramm mit
drei parallelen Skalentrigern, entweder nach
Abb. 91 oder nach Abb.92 — je nachdem die
Neigung der Geraden gegen die Abszissenachse des
r.K.S. kleiner oder gréBer ist als 909,

Kurvenscharen lassen sich nach Abschn. 18 in
eine Schar gerader Linien verwandeln.

Bei gekoppelten Funktionen kann oft jeder <
einzelne Skalentriger zur Darstellung von zwei, 1 x f
unter Umstéinden sogar drei Variablen verwendet & a
werden, so dal es moglich ist, Nomogramme mit
nur drei Skalentrigern fiir 4, 5 oder sogar 6 Ver- Abb. 92.
dnderliche einzurichten.

Beispiel: In den Werkstattbiichern, Heft 71, S.53 befindet sich die in der Abb. 93
wiedergegebene Rechentafel zur Ermittlung der Hauptzeit fiir Dreharbeiten. Der hierin
dargestellte Zusammenhang zwischen den Variablen v, d, n; L, s und ¢, ist in einer Leiter-
tafel darzustellen.

Losung: Da das Diagramm ausschlieBlich gerade Linien zeigt, kann es sich nur um einen
einfachen mathematischen Zusammenhang handeln, der leicht aufzudecken ist.. Wir be-
sprechen zunichst die Achsenteilungen der gegebenen Darstellung und stellen fest: -

1. Alle Teilungen sind logarithmisch.

2. Die Teilungen fiir » und L sind identisch, d. h. sie haben den gleichen Teilungssinn und
denselben Modul. Auch die Teilung fiir ¢, ist die gleiche wie fiir v und L; die Argumente

dieser Teilung unterscheiden sich lediglich durch den Faktor 10 gegen die der beiden anderen
Variablen.

3. Auch die Teilungen fiir s und # haben den gleichen Modul; sie sind einander reziprok
geméf der Beziehung

8
&

\e—>e
—r
—

_10
=
4. Wegen der in dem Diagramm (Abb. 93) dargestellten Scharen von geraden Linien
schlieBen wir auf folgende Zusammenhinge:
%= f(u,d) =Cy-v?-d¢
t=f(L,8,n)=Cqy- L*- g¥- n2.
Die Exponenten p, ¢, x, y und z kénnen nur -1 oder —1 sein. Um sie festzustellen,
werten wir das Diagramm in eine Zahlentafel um und erhalten umstehende Tabelle 9:

8
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Abb. 93.
Tabelle 9. Wir erkennen daraus ohne wei-
i t, fiir n — teres die direkten und die umge-
v d | L s kehrten Proportionalititen und fin-
500 | 200 | 100 | 50 .
| den unschwer folgende Beziehungen
10 20 | 160 | 20 0,02, 2 5 10 | 20 v
20 320 | 40 4 |10 | 20| 40 : n=320
30 480 | 60 6 (15 30 | 60 I
10 50| 64| 20 |01 | 04 | 1 2 4 b = som
, 8 .
gg ! igg %8 (1):2 g é 12 Die Kombination der beiden Grllel-
10 100 32 | 20 02 |02 05 1 9 chungen fithrt zu dzr Endforme
20 64 | 40 04 |1 2| 4 P AL (30)
30 96 | 60 0,6 | 1,5 3 6 320-8-v
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Damit berechnet sich fiir die Daten des in das Diagramm eingezeichneten Beispiels (v = 20;
d =16; L= 35; s =0,12) #;, zu

" 35-16

* 7 320-0,12- 20

Wir iiberlegen nun, wie das Nomogramm anzulegen wire unter Beriicksichtigung der
eingangs zusammengestellten Tatsachen:

Das Nomogramm fiir » = f4,, macht keinerlei Schwierigkeiten; das Schema dafiir
zeigt Abb. 94. Will man nun, von » ausgehend, zu #, gelangen, so macht sich die Einfithrung
einer HilfsgréBe H = fz, n v
erforderlich, {iber die aH ¢ sn
dann erst #, als Funktion
von H und s (& = fa,»)
gefunden werden kann.
Das wiirde, selbst wenn
man beispielsweise fiir s
und d denselben Skalen-
triger benutzt (Abb. 95), A=F =1
immerhin 5 Skalentriger
erfordern,  von . do fen Abb. 94. Abb. 95. Abb. 96.
allerdings der eine —
némlich der fiir H — nicht geteilt zu werden brauchte. Ebenso, wie aber in dem gegebenen
Diagramm bereits ein und dieselbe Achsenteilung fiir mehrere Variablen verwendet wurde,
a8t sich dieses auch bei dem Nomogramm durchfithren und die Zahl der Skalentriger
1aBt sich dann auf drei reduzieren, wie dies grundsitzlich die Abb. 96 andeutet. Das hier-

= 0,73.

dmm# (73 Ym/min Smm// T2l/min
5 min | Lmm 42/:— 50
411 3
22 3

790

]HII[II[[|I[1 T

200

8 Q2
| Lj{lil[llll?ll 1

30— 7 T 300
] E =y
40— 5350 %0 -0t 3 3§ ¥ ]
50— 3 02—~ 500 ?
i 70100 3 :
7 2
- 000V 370V ER 0
. n=10_s18 1 T é /
A 90117000 T T T TT
-‘ th=67 —1 g 0L —>
Abb. 97. Abb. 99.

nach ausgefiilhrte Nomogramm, in das dasselbe Beispiel eingezeichnet ist, wie es das
Diagramm zeigte, bringen wir in Abb.97. Man erkennt, daf die Zuordnung der Skalen
auf den einzelnen Skalentrigern die nimliche ist wie in dem Diagramm, von' dem wir
ausgingen. ‘

b) Diagramme nach Abb. 98 lassen sich dadurch, dall man statt der vielen
Geraden nur eine benutzt, die man dann aber in Richtung der Abszissenachse
verschiebbar einrichtet, leicht in eine Art Rechenschieber umbilden (Abb. 99).

Beispiel: Fiir den Zusammenhang
H = Eysiny

soll ein Rechenschieber entworfen werden, bei dem nach Kinstellung der Werte &, und
unmittelbar der zugehorige Wert H abgelesen werden kann.



40 Linien- und Parallelkoordinaten.

Loésung: In einem r.K.S. mit logarithmisch nach E geteilter Abszisse und ebenso nach
H geteilter Ordinate erhilt man fiir 7 eine Schar paralleler Gerade (Abb. 100). Den hier-
nach entwickelten Rechenschieber zeigt Abb. 101.

y W W 2°
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Abb. 101.

20. Graphische Darstellungen als Grundlage fiir mechanische Rechenhilfsmittel.
a) Die graphischen Darstellungen sind nicht allein selbstindige Rechenhilfs-
mittel, sondern bilden auch vielfach die mathematische Grundlage fiir die Mechani-
sierung von Auswerte- und sonstigen Rechenvorgingen. Wenn wir es uns auch
an dieser Stelle versagen miissen, auf die rein mechanischen Rechenhilfsmittel
— deren Hauptmerkmale ja im wesentlichen technische sind — néher einzu-
gehen, so wollen wir sie doch wenigstens kurz einmal von ihrer mathematischen
Seite betrachten. Denn solche mathematischen Untersuchungen sind teils die
Voraussetzung fiir die Mechanisierung irgendeines Rechenhilfsmittels, teils
sind sie die Folge irgendeines zur Anwendung gebrachten technischen Prinzips.
Wir behandeln hier lediglich die grundlegenden Moglichkeiten zur Ausfiihrung
der mechanischen Addition und Subtraktion, der Multiplikation und Division
und schlieflich das Linearmachen funktioneller Zusammenhinge mit Hilfe von
Steuerkurven. '

b) Die mechanische Addition und Subtraktion erfolgt entweder durch
Addition bzw. Subtraktion von Strecken oder von Winkeln. Als Beispiel fiir die
mechanische Addition von Strecken nennen wir den logarithmischen Rechen-
schieber mit seinen vielfachen Abwandlungen. Zur Addition von Winkeln dienen.
zundchst Kreisscheiben (z. B. Rechenscheiben), aber auch die verschiedenen
Zahnradiibertragungen — z. B. die schrittweise fortgeschalteten Zahnrider der
auf den Mathematiker LEIBN1Z zuriickgehenden mechanischen Rechenmaschinen—
gehoren hierher. . , '

1. Beispiel: 1. Die Berechnung des zu einem gegebenen Datum zugehérigen Wochen-
tages ist recht einfach auf Grund folgender Uberlegungen :
Der 1. 1. 1900 war ein Montag.
Man setze nun fiir die einzelnen Wochentage folgende Zahlen:
Tabelle 10.
Mo. | Di. | Mi. | Do. | Fr. | Sa. | So.
d=w=1|2 | 3 | 4| 5 | 6 |7oder0

Alle 7 Tage wiederholen sich diese Zahlen, so daB z. B. die Zahl 38 einem Mittwoch entspricht,
weil ja 0, 7, 14, 28, 35 usw., also jeweils jedes ganze Vielfache von 7, einem Sonntag entspricht;
38 =35 + 3 = 0 + 3 also Mittwoch.

Jeder Monat hat zwischen 28 und 31 Tage; der fiir die Wochentagberechnung in Frage
kommende UberschuB iiber 4 X 7 = 28 betrigt sz Tage (Tabelle 11).

. Tabelle 11.
Jan. | Febr. | Marz | April | Mai | Juni | Juli | Aug. | Sept. |
m=0 | 3 | 3 | 6 | 1 | 4 | 6 2 5 | 0

Okt. | Nov. | Dez.
3 | 5
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Die Zahlen 3 fiir Marz, 6 fiir April usw. gelten indes nur fiir gewdhnliche Jahre; fiir jedes
Schaltjahr kommt noch ein iiberschiissiger Tag — der 29. Februar! — hinzu. Die Zahl der
zu beriicksichtigenden Schaltjahre bezeichnen wir mit s.

Aus diesen Feststellungen ergibt sich folgendes Verfahren zur Berechnung der Wochen-
tage aus dem Datum fiir die Jahre von 1900 ab:

1. Jahr (ohne das Jahrhundert) . . .= j oder der Regt_ von ;77— .

2. Zahl der Schaltjahre . . .. . . . . =g = i (ganze Zahlen, ohne den Rest!).
3. Monatsiiberschuf3 nach Tabelle 11. = m. p

4, Datum . . . . .. . ... ... = d oder Rest von cE

Diese vier Zahlen zihlt man zusammen, teilt durch 7 und schlieft aus dem Rest w auf den
Wochentag:

Lt“;_mirﬂ —ntw. (31)
Danach fiel der 4. Mai 1943 auf einen Dienstag, denn j=1; s=10; m=1; d=4;
1+10 + 1+ 4
- .Rest 2, also Dienstag; oder der 19. April 1915 war ein Montag,
denn ! +3+6+5hat den Rest 1.

Um dlese einfache Rechnung zu mechanisieren, wird man zweckmiBig eine Kreisscheibe
beniitzen, die entsprechend der Schritte, die man durch Striche oder eine Zahnung oder
Lochung markiert, derart teilt, daB auf den Kreisumfang 7, 14
oder 21 Teile entfallen (Abb. 102) Die Handhabung ist ein-
fach:

1. Einstellung der Ausgangszahl 0.

2. Drehen der Scheibe nacheinander um die Schrltte 7s 8
m und d. .

3. Ablesen des Wochentags in dem Fenster.

2. Beispiel: In der Photographie spielt die Voraus-
bestimmung der richtigen Belichtungszeit eine wesentliche
Rolle. Diese Zeit: ist abhingig von der Blendenéffnung,
von der Empfindlichkeit des verwendeten Filmmaterials
und endlich von der Objekthelligkeit. Diese letztere wieder
ist bedingt durch die Aktinitdt des Tageslichts, also abhéngig
von der Jahres- und Tageszeit, von der Bewolkung, nicht Abb. 102.
zuletzt auch von der Art, Lage und Farbe des Objekts, so )
daB also die gesuchte Belichtungszeit — mathematisch gesprochen — eine Funktion von
mehr als einem halben Dutzend Variablen ist.

Die Bewertung all dieser Einfliisse wird erheblich vereinfacht, wenn man die einzelnen
Variablen jeweils in solchen Intervallen verindert, daf der Funktionswert — also die Be-
lichtungszeit — durch jedes Intervall fiir jede Variable in immer der nimlichen Weise ver-
andert wird. Am einfachsten wiire es also, wenn man die ,,Spriinge* der einzelnen Argu-
mente so wihlt, dal die zwei aufeinanderfolgenden Argumenten zugeordneten Belichtungs-
zeiten sich wie 1: 2 verhalten. Tatsdchlich hat man das auch getan; die iiblichen, an den Ver-
schliissen angeschriebenen und dort einstellbaren Belichtungszeiten sind niamlich:

100 /0 Yas o s ot 1 2 5 10 sek. (32)
Diese Reihe weicht allerdings von der strengen Potenzreihe fiir die Basis 2:
1 2 4 8...

etwas ab, doch sind diese Abweichungen, die bis zu 25 % betragen, praktisch belanglos, schon
weil die automatischen Verschliisse auch nur innerhalb von Fehlergrenzen der gleichen GroBen-
ordnung prézis arbeiten.

1. Blendendéffnung. Die Blendentffnungen werden angegeben als Bruchteile der Objek-
tivbrennweite f. Die Bezeichnung ,,Blende 4,5 besagt also, daB der Durchmesser der Blenden-

offnung — 4 5 +f=1{:4,5 betrigt. Da bei doppeltem Blendendurchmesser die Blende. die

vierfache Menge Lichts hindurchlat, die Belichtungszeit also auf den vierten Teil der ur-
spriinglichen herabgeht, miissen in der Reihe der Blendensffnungen zwei aufeinanderfolgende
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sich wie 1:} 2 verhalten, wenn die ihnen zugeordneten Belichtungszeiten sich wie 2:1 ver-
halten sollen. Daher die Reihen

f: 2,8 4 5,6 8 11 16 22 usw. oder (33)
f: 4,56 6,3 9 12,5 18  usw.

Von Blende 4 zur Blende 11 sind es also drei Schritte oder ,,Spriinge*, von Blende 4 bis zur
Blende 18 sind es vier usw.

2. Filmempfindlichkeit. Die Empfindlichkeit des Aufnahmematerials wird heute
nach DIN'.Graden (° DIN) gemessen. Die Reihe der Empfindlichkeiten, die Belichtungs-
zeiten erfordern, die sich jeweils wie 1:2 verhalten, ist

24 21 18 15 12
0 e o
PINTG 10 10 10 10 ™™
3. Objekthelligkeit. Als dritte und letzte Variable, die die Belichtungszeit bestimmt,
bleibt die Objekthelligkeit, die ihrerseits wieder von mehreren Faktoren abhingig ist. Man
hat rein empirische Tabellen aufgestellt, die die Spriinge fiir die einzelnen Monate, Tages-
stunden, Bewolkungsgrade sowie fiir die einzelnen Objekte enthalten. Man entnimmt diesen
Tabellen die fiir die gegebenen Verhiltnisse in Rechnung zu setzenden Spriinge, addiert sie
und berechnet daraus die erforderliche Belichtungszeit ¢ — numerisch oder mit einem ein-
‘fachen Rechenhilfsmittel, das grundsatzlich genau so aufgebaut ist wie das des vorigen Bei-
spiels — auf Grund der Beziehung
t=2i—1¢ (34)
wobei ¢ eine Konstante, ¢ die vorstehend beschrieben gefundene Summe der Spriinge be-
deutet. Die in Sekunden gemessene Belichtungszeit ist je linger, je grofer die Summe 7 ist.
Die Teilwerte, aus denen 7 sich zusammensetzt, konnen aus folgender Zusammenstellung
entnommen werden:

Tabelle 12. Jahreszeit und Stunde.

Monat | 0 128 | 1 | 16" Moz
November, Dezember, Januar —_ 3 2 3 -
Februar, Oktober . . . . . . . . . 3 2 1 2 3
Mirz, April, August, September . . 2 1 0 1 ! 2
Mai, Juni, Juli . . . . . . . . . . 1 | o0 | o o | 1

Tabelle 13. Sonne.

‘Wolkenlos 3/, bis ganz "
bis 1/, bedecks| /2 PeAeCKt | G oq0 ekt triibe
0 1 2 | 3
Tabelle 14. Gegenstand.
" Strand enge Gassen dunkler Wald
off. Schnee-Landseh. ‘ Landschaft lichter Wald | helles Zimmer
0 | 341 | 642 | 9+2

Tabelle 15. Blende.

Tabelle 16. Die Empfindlichkeit.

63 | o | 125 | 21° | 18° ] 15° 12°
o | 1] 2| 3 10 { 0 | 10 10
o | 1 | 2 3

Fiir die We}'tq dieser Tabellen — die Wol}l-
(gl?:negi{;ie ﬁi(::gghch Relativzahlen sind — gilt Tabelle 17. Gelbfilter

t=21—1=<2", (35) 0 | hell | mittel dunkel

I
Zur numerischen Auswertung der Formel miiite 0 ] 1 9 3
mandie h6heren Potenzen von 2auswendig wissen:

1 DIN = Deutsche Industrie-Norm.
2 MOZ. = mittlere Ortszeit (im Gegensatz zu MEZ. = mltteleuropalsche Zeit und
DSZ. = Deutsche Sommerzeit).
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Tabelle 18.
n= . .... 0 T 2 | 3 | % _A_Ns_'f(_aﬁm 7
= ... .1 2 | 4 | 8 16 32 64 128

Will man beispielsweise im Mai vormittags um 11, bei klarem Wetter und Sonnenschein, bei

°
Blende 9 und der Filmempfindlichkeit 1% einen offenen Platz photographieren, so wird

t=0+4+04+2+140=3, somitt:23—“=2“3=isek.

250
Die gegebenen 6 Einzeltabellen lassen sich zu einer einzigen zusammenziehen, etwa so
Tabelle 19.
Jahreszeit und Stunde . . . . . . . . . .. e e e e e ... 00— 38
Sonne . . . . . L L L 0—3
Gegenstand . . . . . . ... oL Lo 0oL s s 0—3—6-—9
Fiir Blende 6,3 und die DIN-Empfindlichkeit %1) gilt
. |t — 2i—~11|
Es ist ¢ fur
n= | —7| —6| —5; —4|—-3|—2]|—1] 0 | 1] 2 | 3
t = ‘ Yaso | Yoo ‘\ /50 \ as ‘ Yhe | s Yo i1 ‘ 2 | 4 ‘ 8 sek

Die Moglichkeit, diese Tabelle genau auf die gleiche Weise zu ,,mechanisieren‘, wie dies im
vorigen Beispiel beschrieben wurde, haben wir oben bereits nachgewiesen (Abb. 102).

Die praktische Auswertung derartiger Tabellen ist nun eine durchaus subjektive An-
gelegenheit; selbstanzeigende Belichtungsmesser, deren photometrisches Element eine licht-
empfindliche Zelle ist, bewerten die Objekthelligkeit objektiv. Sie sind so eingerichtet,
daB sie die erforderliche Belichtungszeit fiir das betreffende Objekt und fiir eine bestimmte
Blendenoffnung sowie Empfindlichkeit direkt abzulesen gestatten, und zwar nach der oben
begriindeten Reihe (32). '

‘Die Umrechnung auf eine andere Blendendffnung oder Filmempfindlichkeit erfordert
also nur die Bestimmung der Zahl der Spriinge, um welche sich die Belichtungszeit ver-
langert (+) oder verkiirzt (—). Nehmen wir beispielsweise an, daB fiir die Blende B =1:8

)
und die Empfindlichkeit £ = i—g DIN eine Belichtungszeit von 1/, sek gemessen wurde

°
und wollen wir diese Belichtungszeit auf B = 1:6,3 und £ = % DIN umrechnen, so iiber-

legen wir:
von B=1:8 bis 1:6,3 ist es 1 Sprung, also —1
15 .. 21 . ..
von E = 10 bis 10 sind es 2 Spriinge, also —2

zusammen: —3
Also ist die Belichtungszeit um 3 Spriinge zu verkiirzen und betrigt somit 1/,o, sek.
Man kann die Umrechnung auch mit Hilfe einer kleinen Tabelle vornehmen, in der man
die Blendensffnungen und

Empfindlichkeiten sowie Tabelle 20.

die zugehérigen,,Spriinge* | 44 E 71
zusammenstellt. Danach ‘

bestimmt man die erfor- 6,3 | —1 12 +1
derlichen Spriinge, die 8 — 15 —
man bei der gemessenen 11 +1 18 | —1
Belichtungszeit vor- oder 16 +2 | 21 —2

zuriickgehen muf, und

kann dann direkt von der MeBskala die umgerechnete

Belichtungszeit ablesen (Abb. 103 bzw. Tabelle 20).
Eine graphische Losung deutet Abb. 104 an: Eine
Abb. 103. feste Kreisteilung ist teils nach den Belichtungszeiten,
teils nach den Empfindlichkeiten in DIN-Graden geteilt.
Auf der Peripherie einer dariiber zentrisch drehbaren Kreisscheibe sind ferner in der gleichen
Weise und mit den gleichen Intervallen die Blendendffnungen und genau die gleichen Be-
lichtungszeiten aufgetragen, und zwar derart, daB bei Ubereinanderstellung der Blenden-
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6ffnung und der Empfindlichkeit, fiir welche der Belichtungsmesser richtig anzeigt, auch
die gleichen Belichtungszeiten tibereinanderstehen. Stellt man dann, durch Drehen der
Kreisscheibe, andere Blendensffnungen und Empfindlichkeiten iibereinander, so ordnet

drehbare Scheibe
Abb. 104.

man damit gleichzeitig auch die zusammengehérigen
Belichtungszeiten, also auch die gemessene und die
umgerechnete Belichtungszeit einander zu.

¢) Wir kommen zur Mechanisierung der
Multiplikation und Division und besprechen
hier lediglich einige technische Einrichtungen,
die man bei Nomogrammen vorgenommen hat,
um ihre Anwendung zu erleichtern. Denn
wenn auch die Nomogramme in ihrer ge-
brauchlichen, unmittelbar vom Zeichner ge-
lieferten Ausfithrung an sich schon einen
groflen Fortschritt in bezug auf die Bequem-
lichkeit der Durchfiihrung numerischer Be-
rechnungen bedeuten, so geht das Bestreben
doch vielfach dahin, den Gebrauch dieser
Rechenhilfsmittel noch weiter zu vereinfachen
und ihre Benutzung auch Nichtfachleuten zu

ermoglichen. Auch die Steuerung irgendwelcher anderer Rechenvorrichtungen
durch nomographisch ermittelte Zwischenwerte wire denkbar.

. d) Ein erster Schritt zur Mechani-
?};—t_;m“ Tﬁ_’f}‘a'%ﬁ‘ sierung der Nomogramme ist die Ver-
) i bindung des auswertenden Lineals mit
5001 S, "I der Rechentafel, wie dies Abb. 105
1, L 73”“_m zeigt. Es handelt sich hier um eine ge-
] +50 720 woéhnliche Rechentafel mit logarith-
< +w mischen Teilungen zur Auswertung
L5 Ly 400 der Gleichung

750+ +10
+39
b +8
-T2 +7
=1 1sg
700—:
4
60+ 1 J
Abb. 105,

? v="1. (36)

Die Tafel ist unsymmetrisch, d. h. die

50
Skala fir sist nicht in der Mitte zwi-
Jo_‘fm schen den beiden anderen angeordnet,
r sondern teilt deren Abstand im Verhélt-
ot nis 1:2. Es ist das die Folge der ver-
2 schiedenen Bereiche fiir ¢ und v; ¢ er-
L streckt sich iiber eine ganze Zehner-
s potenz, v hingegen nur iiber etwa eine
i halbe, so daB, wollte man gleiche
20 Lingen fir die Teilungen haben, sich
2 die Einfiihrung verschiedener Moduln

als notwendig erwies. Die Verschieden-
heit der Moduln der &uBeren Skalen
bedingte dann nach Gl. (22) die ver-
schiedenen Absténde.

Die Teilung fiir ¢ ist hier nun als Fiihrungsschlitz ausgebildet, in dem ein
Schieber liuft. Auf diesem Schieber, der eine Ablesemarke fiir die seitlich heraus-
geriickte ¢-Teilung besitzt, ist drehbar das Auswertelineal angeordnet; es besteht
aus Zellon oder Plexiglas und tréigt einen feinen Strich in der Mitte. Uber den
Gebrauch dieses Nomogramms ist nichts Neues zu sagen.
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e) Auch fiir verwickeltere Zusammenhange lassen sich &#hnlich mechanisierte
Nomogramme angeben. In Abb. 106 ist ein mechanischer Zeitrechner ,,Kalkulus*
der Fa. Hahn & Kolb in Stuttgart dargestellt. Er dient zur Berechnung der bei
Dreh- und Hobelarbeiten aufzuwendenden Arbeitszeit ¢, wenn gegeben sind: die
Hublinge bzw. der Durchmesser d, die Schnittgeschwindigkeit v, die Drehlange
bzw. Hobelbreite L und der Vorschub bzw. Hub s; als Zwischenwert kann noch
die Zahl n der Umdrehungen bzw. Hube abgelesen werden. '

Abb. 106.

Die Anordnung der Skalen bei dem urspriinglichen Nomogramm zeigt Abb. 107.
Die eingeschriebenen Zahlen geben die Reihenfolge der Einstellungen bzw. Ab-
lesungen an. H ist eine nicht bezifferte Hilfsteilung (vgl. Abschn. 17).

f) Eine andere Moglichkeit, die Einstellung der Werte bei Nomogrammen zu
mechanisieren, zeigt: Abb. 108. Da es sich hierbei jedoch lediglich um eine tech-

nische Besonder-
“ (A heit — die Art der
Werteeinstellung
durch einen Trieb
—handelt, braucht
darauf nicht naher
Abb. 107. eingegangen  zu

werden.

g) Von den graphischen Darstellungen,
die als Grundlage fiir die Mechanisierung von
Auswerte- und sonstigen Rechenvorrichtungen
dienen, besprechen wir als letzte die sog.

Steuerkurven. Das Problem ist hier die Abb. 108.

mechanische Umformung irgendwelcher Funktionsskalen in lineare oder anders
funktionell geteilte Skalen. Gerade bei noch weitergehender Mechanisierung von
Nomogrammen und sonstigen Auswertehilfsmitteln, als wir sie hier behandelten,
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spielt diese Aufgabe eine iiberaus wichtige Rolle. Wir befassen uns hier lediglich
mit der mathematischen Seite des Problems und beschiftigen uns zunédchst mit
dem konkreten Fall der Umformung der logarithmischen Teilung in eine lineare.
Das Problem besteht hier darin, durch Einstellung einer Marke oder dergleichen
auf einer logarithmischen Teilung eine andere Marke so zu steuern, daB sie
sich auf ihrem Skalentriger in linearer Prozession bewege; oder auch — was in
A praktischen Fillen meistens gefor-

¢
2 AN dert sein wird — umgekehrt. Die
A P Aufgabe kann mit Riicksicht auf
1 ! T — 11t 111011 eine bestimmte technische Aus-
7 /4
‘ logy——- e tre ‘I’mi_.. fithrung auf manmgfache Art ge-
Abb, 100, 16st werden; immer l&uft indes

die Losung iiber eine sog. Steuer-
kurve. ‘Wir haben auch hier wieder die beiden grundsétzlichen Losungsmog-
lichkeiten: Man kann fordern, daf die lineare Progression der einen — steuern-
den oder gesteuerten — Marke auf einer geraden Linie oder daf sie auf einem
Kreisbogen erfolge.

h) In Abb. 109 sei AC eine logarithmische, EG die ihr zugeordnete lineare
Teilung. Beide Teilungen seien gleich lang. Das Stiick CE sei ebenfalls gleich
der Teilungslinge AC bzw.

% & E@G. Es soll nun eine Steuer-

. , 'd, a kurve entwickelt werden, die
s $ 2 “50 % 5 den Werten B der logarith-

b TS Y 7 mischen Skala die gleichen
S S Werte F auf der linearen

Abb. 110. Skala zuordnet, und zwar

dadurch, dafl in jedem Falle
die Linge B—C—D—E—F dieselbe, also konstant, und zwar gleich A E bzw.
CG sei.

Diese Forderungen schlieBen bereits die Losung in sich. Bewegt sich bei-
spielsweise die Marke auf der logarithmischen Teilung von I nach 2, so darf die
auf der linearen Teilung sich auch nur von I nach 2 bewegen. Die direkte Ent-
fernung von 2 (log) nach 2 (lin) ist aber kiirzer als die von I (log) nach I (lin).

| S il ! 11 | L L L
5 I 205 W 0 PP 0 1 7 0 85°
log sin — log c0s —

Abb. 111.

Um den Unterschied ist der Weg C D E iiber die betreffenden Punkte der Steuer-
kurve linger als die unmittelbare Verbindung ' E. Fiir den Punkt 6 der Steuer-
kurve hat man also: CD = AB und ED =F@. Auf die nimliche Weise sind
auch die iibrigen Punkte der Steuerkurve entstanden.

Die Steuerkurve hat hier anndhernd die Form eines Kreisbogens, was zu
wissen fiir die technische Ausfithrung nicht unwichtig ist. Damit dréngt sich
aber sofort die Frage auf: Wie groSe Fehler entstehen, wenn die genaue Steuer-
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kurve durch einen Kreis ersetzt wird? Und noch eine ganze Reihe anderer Fragen
kénnten gestellt werden, deren Diskussion indes erst im Zusammenhang ganz

‘bestimmter Aufgaben akut wird und deshalb hier unterbleiben kann. )
i) Abb. 110 zeigt die Umformung der sin-Teilung in die cos-Teilung. Die
Steuerkurve ist hier aus leicht einzusehenden Griinden ein genauer Kreis. Abb. 111
endlich zeigt die Losung der

gleichen Aufgabe fiir lg sin und =
—-V,‘z Ig cos. funktionell —
z k) Das Verfahren der Um- S
formung #ndert sich mit der Vimear —~
Problemstellung. Abb. 112 16st L)
Abb. 112. z. B. die Aufgabe, eine Steuer- Abb. 113.

. kurve zu finden, die bei der
Drehung um einen bestimmten Punkt auf einer Funktionsskala dieselben Werte
abschneidet, wie dem linearen Drehungswinkel entspricht (Abb. 113).

Auch hier deutet die Problémstellung bereits die Losung an: die linearen
Drehungswinkel, die entsprechend den Argumenten der Funktionsskala beziffert
sind, sind entweder auf dem ganzen
Kreisumfang (= 360° oder nur auf
einem Teile desselben (Abb.114) ver-
teilt. Die Radien der Steuerkurven sind
gleich den Entfernungen vom Drehpunkt
bis zu dem zugeordneten Wert der funk-
tionellen Teilung.

Mit dieser grundsétzlichen Losung
treten wiederum eine Anzahl andere,
vor allem fiir die technische Durchfiih- Abb. 114.
rung wichtige Probleme auf; so inter-
essiert hier z. B. die Abhangigkeit der GroBe des Winkels, unter dem die Steuer-
kurve die gegebene Funktionsteilung schneidet, die Anderung der Verhéltnisse
durch Verlagerung des Drehpunktes usw.

90
1 1 1 |
w22 30° WY

1 1 "l ] 1

7° w0 w w W &t W & W
lineare Abwicklung fir og
Abb. 115.

I) Abb. 114 zeigt die nach dem oben besprochenen Prinzip aus den linearen
Drehwinkeln & entwickelte Steuerkurve fiir lg « und Abb. 115 die nach dem
gleichen Prinzip entwickelte Steuerkurve fiir sin .
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IV. Die Aufgabenstellung der Praxis.

Im vorstehenden ist innerhalb des gesteckten Rahmens das Wesentliche iiber
die Theorie des graphischen Rechnens gesagt, und es wurden die Methoden behandelt,
die zur Verfiigung stehen, um einen gegebenen — d. h. durch eine mathematische
Formel festgelegten oder empirisch gefunderfen — Zusammenhang zwischen zwei
oder mehr Variablen so darzustellen, daf auf bequeme Weise zusammengehorige
Werte einander zugeordnet werden.

Die Aufgaben, die die Praxis stellt, sind meist erheblich weniger einfach. Als
wesentliches Moment tritt hier noch die Zeit in die Erscheinung, d.h. es wird
verlangt, dal eine bestimmte Aufgabe nicht nur innerhalb bestimmter Genauig--
keitsgrenzen iiberhaupt gelost werde, sondern dafBl auflerdem die zur Lésung
erforderliche Zeit ein Minimum betrage. Oft liegt dabei die Sache so, daB das
zur Messung irgendwelcher Variablen verwandte Mefinstrument gleichzeitig als
Rechenmaschine ausgebildet und durch Messung der betreffenden Variablen
gleich das Resultat an dem Mefzeiger od. dgl. abgelesen wird. Bei derartigen Auf-
gaben geht der technischen Losung immer erst die physikalisch-mathematische
Behandlung des Problems voraus. Allgemeine Richtlinien fiir die Losung so]cher
Aufgaben lassen sich naturgemiB nicht geben, weil letzten Endes jede Losung
dem Zweck, der geforderten Genauigkeit und anderen Sonderforderungen, ange-
paBt werden muBl. Oft fiihrt die Darstellung des Mefivorganges usw. in kleinem
MaBstab zum Ziele. Wir geben im folgenden aus den angefiihrten Aufgaben-
kategorien einige charakteristische Beispiele. 3

21. Teehnische Aufgaben mit vorwiegend mathematischem
Kern. a) Die nachstehenden Beispiele sollen zeigen, dafl der , ]
physikalische und mathematische Kern vieler technischer Auf- i
gaben iiberraschend einfach ist. Er muB allerdlngs immer
erst herausgeschilt werden.

Beispiel: Eine photographische MeSkammer mit einer Objektiv-
brennweite f = 210 mm zeichne das Bildformat 30 X 30 cm? aus. Mit
dieser MeBkammer werden senkrechte Luftbildaufnahmen aus verschie-

dener Hohe H gemacht. Es ist anzugeben, welche Flachen aus den

O . 5000 .
verschiedenen Hohen (H] mm) aufgenommen werden und in welchem

MafBstab.

a) Mathematische Lo&sung: Setzen wir wegen der relativen
Kleinheit der in Frage kommenden Flichen die Sehne gleich dem
Bogen auf der Erdoberfliche, so 148t sich aus der Abb. 90 die Propor-

tion ablesen: b B

fH’
. b 300
hieraus B=H- 7= H- 510 = 1,43 H.

Abb. 116.

Fir die Fliche F hat man dann
F = B2 =204 H?

1: M =5:B=0,300:143H=1:4"7H
oder auch 1:M=f:H=0,210: H=1:47TH.
b) Praktische Lésung: Die Gleichungen

F=204H? und M=477TH
lassen sich ohne Schwierigkeit als Doppelskalen zeichnen. In Abb. 117 ist das auf Grund einer
logarithmischen Teilung fiir H geschehen. Auch fiir jede andere Form der Skala fiir H lassen
sich die F- und die M-Skala zeichnen.
Nicht immer liegt der mathematische Kern der Aufgabe so klar zutage wie
in dem soeben behandelten Beispiel. Bei-der ,,Schallmessung* z. B. handelt es

und fiir den MaBstab
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sich u. a. darum, die genaue Lage einer unzugénglichen Schallquelle — Geschiitz-
stellung in Feindesland — aus Schallzeitdifferenzen abzuleiten. Hinter der Front
sind — im einfachsten Falle — drei MeBstellen B, B; und B, eingebaut (Abb. 118).
Ihre gegenseitige Lage ist genau

Firdy 1. JZZZI} eingemessen und kartenméfig bzw.
0550 | durch Koordinaten festgelegt. Ein
75_%‘— 200 in B ankommender Abschufknall
1 g setzt entweder selbsttétig oder
241000 ..y durch Vermittlung eines Beob- ¥
1 L achters in B Stoppubren in B,
500 und B, in Tétigkeit; die Uhren
Jawl - Werden in dem Augenblick abge- Abb. 118,
0 00 | lesen, in denen der Schall in B,
2 19001 0y bzw. B, ankommt. Aus diesen Zeiten t und ¢, soll nun die Lage
1 woo von S abgeleitet werden.
s a0 |7 Der Schall breitet sich mit einer Geschwindigkeit » von rund
o000 | 330 m/s nach allen Richtungen hin aus (Fehlereinfliisse usw.
10200 9% prauchen hier nicht diskutiert zu werden, weil sie fiir das Prinzip,

Abb. 117. das hier erliutert wird, ohne Bedeutung sind). In dem Augen-
blick, in dem in B der Schall gehort wird, ist er also von S aus
bis zur Kreislinie K (Abb. 118) vorgedrungen. Die Zeiten ¢, und £,, die in B; bzw.
B, gemessen werden, sind ein Maf fiir die Radien jener Kreise K; und K,, die,
um B; bzw. B, geschlagen, den Kreis K berithren. Die wahre Linge der Radien
dieser Kreise berechnet sich zu r; = vt, bzw. 7,==1v1t,, wobei also v = 330 m/s.
Das geometrische Problem ist somit folgendes: Es wird der Mittelpunkt S jenes
Kreises K gesucht, der durch den gegebenen Punkt B hindurchgeht und auBer-
dem noch die beiden ge-
gebenen Kreise K; und K,
beriihrt.

Die geometrische Losung
dieser Aufgabe ist schon den
alten Griechen bekannt gewe-
sen (APOLLONIUS VON PERGE,

210v.d.Z.);sieistin Abb.119
dargestellt. Danach zeichnet
man die Zentrale B, B,, be-
stimmt auf ihrer Verlinge-
rung den &uBeren Ahnlich- Abb. 119.

keitspunkt C, zieht die Ahn-

lichkeitsgerade C B und legt durch D, E und B einen Kreis. Man zieht weiter
die Sekanten s; und s, und findet die Punkte ' und ¢, durch welche man die
Tangenten an die beiden gegebenen Kreise legt. Diese Tangenten sind zugleich
auch die Tangenten an den gesuchten Kreis, dessen Mittelpunkt S sich daher als
Schnitt der verlingerten Radien B;X und B,Y ergibt.

Diese an sich einwandfreie geometrische Konstruktion ist fiir praktische
Ziwecke viel zu umstédndlich. Man gelangt zu einer brauchbareren Losung durch
die Uberlegung, daB der geometrische Ort fiir die Mittelpunkte aller Kreise, die
durch einen gegebenen Punkt B gehen und einen gegebenen Kreis K, beriihren
(Abb.120), Hyperbeln sind. Man entwirft fiir verschiedene, um den Beobachtungs-
ort B, mit etwa r,]>’ ™ entsprechend rund #,];(,* gezogene Kreise die Hyperbeln, die
man entweder direkt in die Werte oder auf ein Deckblatt fiir diese zeichnet.

Happach, Technisches Rechnen II. 2. Aufl, 4
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Ebenso verfihrt man fiir B,. Den gesuchten Geschiitzort S findet man jeweils
als Schnitt zweier den Beobachtungen #, und £, bzw. r, und 7, zugeordneten

Hyperbeln.

Die Praxis hat sich wihrend des Weltkrieges 1914—1918 mit diesem Losungs-
verfahren begniigt und gute Erfolge damit erzielt. Es
hindert indes nichts, die Hyperbelscharen durch Eintragen
in ein doppelt logarithmisch geteiltes Achsenkreuz in eine

% Schar gerader Linien und diese wieder nach Abschn. 18 in
eine Leitertafel zu verwandeln, so da8 man schlieBlich aus

den — gegebenenfalls zuvor korrigierten — Werten ¢, und £,
unmittelbar, ohne jede Zwischenrechnung, die Karten-

# koordinaten des gesuchten Geschiitzortes § ablesen kann.

22. Das MeBinstrument als Rechenmaschine.
stehend wird eine Anzahl praktischer Aufgaben bebandelt

Abb. 120,

a)

Nach-

und gezeigt, wie erst der meist einfache mathematische Kern herausgeschélt und
dann das MeBinstrument als Rechenmaschine ausgebildet wird. Die letzten Auf-

7R

Abb. 121.

gaben zeigen, wie durch kleinmafBstébliche Wieder-
holung der Verhéltnisse, die der Messung zugrunde
lagen, eine praktisch verwertbare Losung erzielt
wird, ohne daf die hier recht verwickelten mathe-
matischen Verhaltnisse bis zum letzten untersucht
zu werden brauchen.

Beispiel. Es soll die Geschwindigkeit der eine gerade
Stoppstrecke durchfahrenden Kraftfahrzeuge wie folgt fest-
gestellt werden. Die Stoppstrecke sei genau s = 200 m lang.
Am Anfang derselben schlieBt der vorbeifahrende Kraft-
wagen einen elektrischen Stromkreis, der eine Stoppuhr in
Gang setzt. Am Ende der Stoppstrecke betatigt der Wagen
abermals einen Kontakt, wodurch der Lauf des Uhrzeigers
angehalten wird. Der Uhrzeiger beschreibt einen vollen
Kreis in 15 Sekunden. Das Zifferblatt der Uhr soll statt

der Sekunden gleich die Stundengeschwindigkeiten der durchfahrenden Wagen ablesen
lassen (v]120 ke/h ). Wie ist das Zifferblatt zu teilen?

50 km/h

Loésung. Es ist

ist durch die Stoppuhr die reguldre Teilung fiir

=200 = vt
00 8 (2)00 ‘%veoo 720 Tabelle 21.
U=g—m/s=__.;_=’ km/h. - -
¢ t 1000 &
km/| s
Hieraus die nebenstehende Tabelle. Gegeben
120 | 6,00

110 | 6,64

b £]i5. Statt der Werte fiir ¢ sind bei den t-Werten 199 | 7,20
die aus der Tabelle 20 zu entnehmenden »-Werte 90 | 8,00
anzuschreiben (Abb. 121). 80 | 9,00
Ubrigens: Wie zeichnet man die kreisformige '(758 ig’g
Apb.122. - reguldre 15-Sekunden-Teilung? — Esist (Abb.122) 54 | 144
360°
b =17 ‘1—5—'F—_— 0,4197‘.
. . . . 360° . .
Damit oder auch direkt mit dem Winkel AM B = = = 240 lassen sich die

Punkte 4 und B auf der Kreisperipherie finden. Die Verlingerung der Hal-
bierungslinie dieser Winkel gibt den Punkt €. Der Winkel A M C (rechts herum
gemessen!) ist nun in acht Teile zu teilen, was unschwer mit Zirkel und Lineal
geschehen kann und in der Abb.122 angedeutet ist.
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Beispiel: Bei einer noch nicht geeichten Briefwaage findet man, da8 eine
Belastung von P, = 10 g einen Ausschlag von (3, = 8,0° erzeugt und eine Be-
lastung von P, =50g einen solchen von (3, =40,0°. Die Skala habe einen
Radius von 70 mm. Sie ist fiir Belastungen PJ°°® zu entwerfen.

Losung: Mit Bezug auf Abb. 123 ist § als Funktion von
P darzustellen: § = f(P).

Die Physik lehrt, daf Gleichgewicht herrscht, wenn das
Moment von @ gleich ist dem von P:

Ly-Q=1,-P
L, = Lsinf; 1, =1sin(x+ B);
LsinB-Q=1Isin(x+f)- P.
sinf6 + ) _L-Q

sin 8 I.P
sin®cosf + cosasing  L-Q
sin 8 T 1-P
sinx cotgfl + coso = f;}?
. _L-Q
sinx ctgf = 1 p —cosa
L-Q
88 = sina OB
L.
Setze fss—iﬁ% =(0y; ctga=0C,
ctgh = %— Cy
Im gegebenen Falle, wo
P, =10¢
B, =8% ctgh, ="1,115
P,=50¢g

B, = 40°; ctgf, = 1,192
hat man also die beiden Gleichungen

=G
115 =1—C,
=G
B
hieraus C, = 1% — 17,115
und weiter
_G_ G
1,192 = 1 — 14 7,115
59,6 = O, — 5C, -+ 355,75
59,6 1+ 355,75 = 40,
¢, = 74,0
C, = 0,2885
also otgfl = %9 — 0,2885.

Hiernach wurde die nachstehende Tabelle berechnet und auf Grund dieser dann
die Teilung entworfen (Abb. 124). Die Werte tg3 wurden der bequemeren Kon-
struktion wegen berechnet.

4%
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Wesentlich einfacher wire die Entwicklung der Teilung gewesen, wenn
nicht nur zwei Punkte der Skala, sondern drei oder mehrere durch einen
Versuch bestimmt worden wiren. Dann hétte die ganze Rechnung gespart
werden und die Teilung rein graphisch entwickelt werden kénnen, wie dies
auf S. 20 und 15 gezeigt wurde.

Tabelle 22.

P ’% ctgf | tgh

0| o ® 0
10 | 7,4 | 7,112 | 0,141
20 | 3,7 | 3,412 0,293
T T ‘ \ 30 | 2,47 | 2,179 | 0,459
0419283840506 47 46 03 30 % 40 45 40 | 1,85 | 1,562 | 0,640
tgf— 50 | 1,48 | 1,192 | 0,842
Abb. 124. 60 | 1,23 | 0,945 | 1,058
70 | 1,05 | 0,769 | 1,300
Beispiel: Um die Geschwindigkeit v, zu bestimmen, 80 | 0,93 | 0,637 | 1,570
die in der Luft befindliche Flugzeuge haben, trigt man 90 | 0,831 0,634 | 1,873
die Orte, iitber denen sich die Flugzeuge zu bestimmten 100 | 0,74 0,452 | 2,212

gemessenen Zeiten befinden, in eine maBstébliche Karte
ein. Aus den aus der Karte zu entnehmenden Flugwegen s und der zum Durchfliegen der-
selben erforderlich gewesenen Zeit lieBe sich die Flugzeuggeschwindigkeit », ohne weiteres

berechnen zu v, = % . Es soll jedoch aus bestimmten Griinden der Zirkel, mit dem s aus

der Karte abgegriffen wird, gleich so eingerichtet werden, da8 an ihm unmittelbar die
gesuchte Geschwindigkeit sowohl in m/s als auch in km/h abgelesen werden kann (speziell

fir o]0 " 1: M = 1: 50000 £10°.°). _ Tabelle 23.

70 m/fs

v =2 (mfs) fiir ¢ =

m 108 | 208 | 30 | 408 | 508 | 60
1000 | 100 | 50 | — | — | — | —
2000 | — {100 | 67| 50| — | —
3000 | —— | 150 | 1000f 75| 60| 50
4000 | — | — | 135 100 | 80 | 67
5000 | —  — | — | 125|100 | 83
6000 | — | — | — | 150 | 120 | 100
7000 | — — | — | — | 140 | 117

Lésung: Die mog-
liche Einrichtung eines
solchen Zirkels zeigt die
Abb. 125. Die gesuchte

Abb. 125. Geschwindigkeit ergibt

sich als Schnittpunkt

der MeBkante des beweglichen Lineals mit der betreffenden
t-Kurve. Als Ausgang fiir die Konstruktion der {-Kurven dient
eine Tabelle, die wie obenstehend angelegt ist. Die Umrechnung
der in m/s angegebenen Geschwindigkeiten in km/h erfolgt auf
Grund der Beziehung:

Vkmfn = 3,6 * Vn/s. (37)
Ubrigens wird dieses Rechenhilfsmittel noch ganz erheblich
einfacher, wenn man noch eine der Variablen — praktisch etwa Abb. 126.

die Zeit { — dadurch eliminiert, da# man sie beim Messen kon-

stant halt. Der MeBtechniker nennt dieses Vorgéhen das ,,Prinzip der Verminderung der
Variablen”, Den hiernach entwickelten vereinfachten Geschwindigkeitszirkel fir ¢= 60
bzw. 30 sek sowie fiir einen bestimmten KartenmaBstab zeigt Abb. 126.
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Beispiel: Ein Flugzeug, das keine Sichtverbindung zur Erdoberfliche hat und daher
etwa nach einem Kompafkurs fliegen muB, wird diesen Kurs nur dann einhalten, wenn es
nicht durch Seitenwind abgetrieben wird. Das Flugzeug erfahrt durch den Seitenwind eine
gewisse Abdrift. Es ist ein Rechenhilfsmittel anzugeben, das gestattet, aus

der Eigengeschwindigkeit ve des Flugzeugs,

der KompaBrichtung o, des Flugzeugs,

der Windgeschwindigkeit v, und

der Windrichtung o,
den Abdriftwinkel ¢ und die aus v, und v, resultierende Flugzeuggeschwindigkeit iiber
Grund, v, zu bestimmen. )

Loésung: Die Geschwindigkeiten v, und v, addieren sich nach den Lehren der Mechanik
geometrisch. Danach ergibt sich die grundsitzliche Losung der Aufgabe gemifBl Abb. 127.
In Abb. 128 sehen wir die Losung fiir den Fall, da

v = 100 m/s

v, = 20m/fs
alle Flugrichtungen von 45° zu 45° durchgefiihrt.
Aus der Abbildung ist fiir die
eingezeichneten Richtungen
zu entnehmen:

1. die tatsichliche Ge-
schwindigkeit iiber Grund v,,

2. die Korrekturen d, die
dem vom Flugzeug gehal-
tenen Eigenkurs o, hinzuge-
figt werden miissen, um den f
tatsichlich geflogenen Kurs g, 25

zu erhalten: . lg,:a,-i—dl #0°
Abb. 127. O =0, 4.

. Abb. 128.
Auch einfache Gerite, die
die Aufgabe fiir alle Fille rein mechanisch losen, sind mehrfach erdacht und ausgefithrt
worden. In Abb. 129 zeigen wir einen solchen mechanischen Abdriftrechner, der kaum noch
einer Erlauterung bedarf. Die Scheibe Sch, 148t sich durch Verschieben auf die Geschwindig-
keit v, und durch Drehen auf den Sollkurs o, einstellen. Weiter stellt man das nach Werten
von v, geteilte Lineal L, auf die Windrichtung o, ein. Ist das ge-
schehen, so kann man auf dem Lineal L,, das man nur noch auf die
betreffende v, einzustellen hat, die gesuchte v, und auf der Scheibe
Schy, den Abdriftwinkel d ablesen, um welchen man o, korrigieren
muBl, um den wahren Kurso, iiber Grund zu erhalten. Man kann
die Mechanisierung auch noch weiter treiben und iiber der o,-Teilung
einen beweglichen Zeiger spielen lassen, von dem gleich die von dem’
Gerit ausgerechneten richtigen o,-Werte abgelesen werden kénnen.
Beispiel: Ein Gerit bestimmt die Lage eines Punktes im Raum
— etwa eines Flugzeuges — durch die Ermittlung der Seitenrichtung ¢
(Abb. 130), des Hohenwinkels ¥ sowie der Schrigentfernung Ey.
Benotigt werden aber fiir die weitere rechnerische Behandlung die
Zielhthe H und die Kartenentfernung Ex. Wie findet man diese ?
Losung: Es konnte das MeBgerit so
eingerichtet werden (Abb. 131), daB die ge- £y
messene Schrigentfernung Ey durch irgend-
eine mechanische Steuerung auf das senk-
recht stehende Lineal L iibertragen wird. Im F o
einfachsten Falle stellt man den Schieber Sch s
des Lineals L von Hand -auf die Entfernung
Abb. 129. Ey ein. Das Lineal spielt iiber einer Tafel 7, Abb. 130.
die sich automatisch nach y einstellt und auf
der man dann an der Ablesemarke des Schiebers Sch unmittelbar die gesuchten Werte abliest.
Eine andere Méglichkeit besteht darin, daB man — getrennt von dem MeBgerit — das
Bestimmungsdreieck By — Ex — H in die Ebene von O umklappt (Abb. 132), ¥ und Ey
mit den entsprechenden Linealen einstellt und Ex und H abliest.

b) Fiihrt man den hier zuletzt behandelten Gedanken der Mechanisierung
der Rechengeréite weiter, so kommt man bald auf bestimmte, immer wieder-
kehrende Probleme, bei denen es sich darum handelt, gewisse mathematische ein-

360°

g

270*

Nullrichfung
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fache Aufgaben, wie beispielsweise die VergréBerung oder Verkleinerung, ferner die
Umwandlung linearer in bestimmte, durch einen mathematischen Zusammenhang
vorgeschriebene Bewegungsvorgéinge usw. durch mechanische Vorrichtungen aus-
fithren zu lassen. Hier greift also das Rechnerische schon stark in das Mechanische
- und Konstruktive iiber. Es ist aber klar, daB solche
mechanische Auswertevorrichtungen in ihren
Grundlagen auf bestimmte mathematisch-physika-
lische Prinzipien zuriickgehen, von denen wir einige
grundsitzliche besprechen wollen.
¢) Um beispielsweise
Langendnderungen
mechanisch zu vergro-
Bern, bedient man sich
in der Praxis irgend-
welcher Hebelvorrichtun- °
gen. Die z. B. als Rollen
ausgebildeten Hebel ge-
statten gleichzeitig eine
oft erwiinschte Anderung
Abb. 131. der Kraftrichtung. Sehr
kleine Langenénderungen
von feinen Drihten usw. werden stark — allerdings nicht proportional — vergroBert
dargestellt durch die in Abb. 133 skizzierte Auswanderung % des nach der Seite ge-
zogenen Mittelpunktes des gespannten Drahtes.
Zwischen seiner Lingenanderung 47 und der Auswan-
derung % bestehen die Beziehungen:

h2 —

E2

Abb. 132.

Fir 7 = 100 und Léngeninderungen von 0,1 bis 1%
errechnen sich danach die in untenstehender Tabelle
zusammengestellten Auswanderungen. In der letzten Abb. 133.

Spalte sind noch die Vergrofierungen V angegeben, die die einfache Vorrichtung, von
der man z. B. beim Hitzdrahtamperemeter Gebrauch macht, hergibt. Man erkennt,
daB die VergroBerungen sehr schnell absinken. Andererseits setzen die starken
VergroBerungen kleine Anfangsaus-

wanderungen voraus, doch diese be- Tabelle 24.
A dingen wieder hohe Zugspannungen, “!| 3 |r=1
die nicht immer zuldssig sind. D% 2t
e d) Die Verdoppelung eines Dreh- 0,1 | 3,2 | 32
‘ﬂ”h 7 winkels 188t sich — optisch — mit 0.3 ‘;’g %g
% einem Spiegel erzielen. Man macht ¢4 | g4 | 16
von dieser Tatsache beim Spiegel- 0,571 | 14
galvanometer Gebrauch. Dreht sich 8,3 Z,Z ig
der Spiegel Sp (Abb. 134) um den >/ | %
ADD-134: Winkel «, so wird ein von einer Licht- 8:3 S:g i(l), 5
quelle L auf den Spiegel auftreffender Lichtstrahl um den doppelten 1,0 | 10 | 10

Drehwinkel, also um 2« abgelenkt.
e) Fir die Abbildung eines Gegenstandes durch eine Konvexlinse mit der
Brennweite f gilt die dioptrische Hauptformel

1 1 1
sTr= (38)
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Wenn nun die Aufgabe besteht, die Einstellung der Bildweiten b durch die
Gegenstandsweiten @ unmittelbar steuern zu lassen, so kann das nur auf Grund
bestimmter geometrischer Beziehungen, die sich leicht ,;mechanisieren* lassen,
geschehen. In Abschn. 16 ist gesagt worden, daBl mit Bezug auf die Abb. 135
fir jede durch den Punkt D gelegte Gerade g die Beziehung gilt:

1 1 1
Ty =
Nachstehend der Beweis fiir diese Be-
hauptung :
Nach dem Sinussatz ist
r Y
ging ~ sina
Abb. 186, Somit also
1 smoc 1
z  sng y '
Weiter ist
2 Yy
sint = (60 T )
und somit

y  sin(60°+ )
Die Addition der Ausdriicke fiir % und &1« gibt

1 sing 1
z

sing sin 3 1 sin 8 1
Ecv + — T sing sm(60° 38 2 + §in(60° 4~ B) "z
oder wegen
o= 60— f3
sm(60° —f)+sing 1 1
+ y §in (60 -+ ) 2z

z liegh auf der kaelhalblerenden des groflen Dreiecks, und diese teilt die
Gerade g im Verhiltnis der Anseiten z und y. Um die Abschpitte der Geraden g
gleich ¢ und & zu machen, miilte z entsprechend vergrofert werden, und zwar
so, daB8 beim rechtwinkligen Schnitt der Winkelhalbierenden durch die Gerade g
deren Teile ¢ und b gleich 2f werden. Aus dieser Erkenntnis folgt

z2=2-f-1g30°=2-0,6774 f

z=1]155f. (39)
Damit wiire die Aufgabe mathematisch gelost. Die Losung fithrt zu folgender
Konstruktion: '

Die abbildende Linse befindet sich bei D. Bei 4 befindet sich der Gegenstand,
bei B der Bildschirm od. dgl., auf dem das Bild von 4 aufgefangen wird. 4 und B
gleiten auf einer der Geraden g entsprechenden Gleitschiene; beide werden gleich-
zeitig gefiihrt. durch zwei miteinander starr verbundene, den Winkel von 120°
einschlieBende Fiihrungsschienen, also durch einen Winkelhebel, dessen Dreh-
punkt D sich im Abstand z = 1,155 f von der Geraden g befindet.

Auf sonstige technische Einzelheiten brauchen wir uns hier nicht einzulassen.

f) Um die auBerordentlich vielseitigen Moglichkeiten zu zeigen, die fiir die Aus-
wertung praktischer Aufgaben bestehen, diskutieren wir einmal die Frage: Wie

kann die Gleichung H = Ey-siny (40)

ausgewertet, werden ?
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Die Antwort auf diese Frage geben die Abb: 136 bis 149. Es stellt dar:

Abb. 136: Die elementar-mechanische Umwandlung der Polarkoordinaten Ej;
und ¥ in orthogonale. Ej ist durch Kreisbogen dargestellt; die y sind angedeutet
durch die im Ursprung zusammenlaufenden Linien.

Abb. 137: Die Mechanisierung des Auswertevorganges durch kleinmafBstib-
liche Wiederholung des Messungsvorganges.

-

A

Ly—n
Abb. 136. Abb. 137. . Abb. 138.

-~

Abb. 138: Darstellung der gegebenen Gleichung im orthogonalen, logarith-
misch geteilten Achsenkreuz.

Abb. 139: Mechanisierung der vorigen Darstellung.

Abb. 140: Nomographische Darstellung mit reguléren Teilungen fiir # nnd E' M-

Abb. 141: Nomographische Darstellung mit logarithmischen Teilungen fiir H
und Hy.

-—7
Ly o ./.7; L 1 ‘
- .
LA TTT IEI T lll T }t) ﬁ t
En— En
Abb. 139. Abb. 140. Abb. 141.

g) Die Praxis bleibt natiirlich bei diesen Losungen nicht stehen. Sie wird die
Mechanisierung noch weiter treiben und verlangen, daf3 die Einstellung der Argu-
mente nicht von Hand, sondern automatisch von den MeBgeriten, die By und y
ermitteln, auf die Auswertegerite iibertragen werde, so dafl also lediglich das
Ergebnis abgelesen zu werden braucht. Zu untersuchen, wie das gemacht werden
kann, liegt nicht mehr im Rahmen der vorliegenden Arbeit, aber wir kénnen hier
einmal feststellen, dafl die graphischen Verfahren vielfach die Grundlage bilden
fir die angedeutete weitergehende Mechanisierung.

AbschlieBend kann iiber die graphischen Rechenhilfsmittel gesagt werden,

1. daB ihre Herstellung nur wenige mathematische Sonderkenntnisse und
keinerlei besondere Fertigkeiten voraussetzt;

2. daB die Genauigkeit, mit der sie die Resultate zu ermittelr gestatten,
fiir die meisten technischen Zwecke voll ausreicht (um -~ 0,5%);

3. daB sie im Gebrauch iiberaus bequem sind.

Der so einfache Gebrauch der graphischen Rechenhilfsmittel erspart dem
Rechner viele zwar verantwortungsvolle, aber nicht gerade qualifizierte Geistes-
arbeit, von der der Philosoph SCHOPENHAUER einmal behauptete, dal} sie ,,die
niedrigste aller Geistestitigkeiten weil die einzige wére, die durch eine Maschine
ausgefiihrt werden kénne‘‘. Wir wollen noch hinzufiigen: Und sogar durch eine
Zeichnung ausgefiihrt werden kann, wobei wir uns bewullt bleiben wollen, da@
die Zeichnung sowohl wie auch die Maschine Kinder jenes Geistes sind, der eben
hin und wieder auch einmal solche Tétigkeit ausiiben muB, wie die arithmetische
eine ist.
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