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Vorwort.

In dem nunmehr vorliegenden zweiten Teil der Mechanik starrer
Gebilde, welcher den rdumlichen Erscheinungen gewidmet ist, habe
ich mich von denselben Gesichtspunkten wie bei der Abfassung des
ersten Teiles leiten lassen. Auch die Bezeichnungen und Abkiirzungen
fiir bekannte Begriffe, die in den Besprechungen der Mechanik ebener
Gebilde einen breiten Raum einnahmen und alle Stufen zwischen
riickhaltloser Zustimmung und voélliger Ablehnung durchliefen, habe
ich beibehalten. Daf} ein Bediirfnis nach Ersatz mancher recht schwer-
falliger Ausdriicke vorhanden ist, wurde nirgends geleugnet, und
damit war die Berechtigung zu meinen Vorschligen wohl gegeben,
denen von anderer Seite jedenfalls nichts Nennenswertes gegeniiber-
gestellt wurde. Ich kann die weitere Entwicklung dieser Angelegenheit
demnach der Zukunft anheimstellen und will hier nur noch bemerken,
daB ich im Gegensatz zu anderen Schriften iiber Mechanik, aber in
Ubereinstimmung mit dem allgemeinen Sprachgebrauch das Wort
»,Kreisel* nur fiir achsensymmetrische Gebilde verwende, nicht aber
fiir den um einen Punkt drehbaren starren Koérper von beliebiger
Form und Massenverteilung.

Fiir die rdumliche Mechanik ist naturgemi die Vektorrechnung
von viel gréBerer Bedeutung wie fiir die ebene; sie hat daher auch
in dem vorliegenden Teil eine umfassende Verwendung gefunden. Da
zur rechnerischen Verwertung der Ergebnisse die iibliche Koordina-
tenschreibweise nicht entbehrt werden kann, ist fiir alle wichtigen
Formeln auch diese angegeben, womit die wechselseitige Ubertragung
gesichert und einer blof formalen Handhabung vorgebeugt sein diirfte.

Die Einteilung des Stoffes der rdumlichen Mechanik in Kinematik,
Statik und Dynamik entspricht ganz der ebenen, wobei aus der
Trennung beider Gebiete gelegentlich befiirchtete Wiederholungen
recht wohl vermieden werden konnten. In der Auswahl der Beispiele
bin ich erheblich weiter gegangen, als dies in den Schriften iiber tech-
nische Mechanik iiblich ist, und habe mich auch vor der Aufnahme
geophysikalischer und kosmischer Probleme wie im ersten Teile nicht
gescheut. Die sog. Minimalprinzipe der Mechanik habe ich im Verein
mit den Lagrangeschen Gleichungen fiir die Freiheitsgrade der Be-
wegung im letzten Buche behandelt und besonders ihren inneren Zu-
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sammenhang unter Zuhilfenahme von Beispielen hervorgehoben. Daran
habe ich, um Ingenieuren einen Einblick in die kinetische Theorie
der Materie zu geben, einen kurzen Abschnitt iiber statistische Mechanik
angegliedert und das Ganze mit einem AbriB der Ahnlichkeitslehre
abgeschlossen.

Der vorliegende Halbband ist natirlich fiir mathematisch hin-
reichend vorgebildete Leser unter Voraussetzung der Kenntnis mecha-
nischer Grundbegriffe auch ohne den ersten Teil verstindlich. Immerhin
wird sich vor der Inangriffinahme der riumlichen Mechanik die Durch-
arbeitung der Mechanik ebener Gebilde empfehlen, in der nicht nur
die erwahnten Grundbegriffe entwickelt, sondern auch eine Fiille von
einfacheren Anwendungen gegeben werden, welche dem Leser sowohl
das Eindringen in die verwickelteren Raumvorgénge erleichtern, als
auch die dafiir notwendige Vertrautheit mit den Gedankenvorgingen
und Rechnungsverfahren vermitteln.

Danzig-Langfuhr, im Mai 1926.
H. Lorenz.
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Erstes Buch.

Kinematik riumlicher Gebilde.

I. Die freie Bewegung eines Punktes im Raume.

§ 1. Bahn und Laufvektor eines Punktes. Der geometrische
Ort der stetig aufeinander folgenden Lagen eines bewegten Massen-
punktes, seine sog. Bahn, ist im ‘7
allgemeinen eine Raumkurve. A
Zur Bestimmung derselben bedarf w0
es eines riumlichen Gebildes, z. B. /
einer Ecke aus drei zueinander PisAP.

o)
senkrechten Ebenen von an sich iy V
willkiirlicher Lage im Raum selbst. a/ 2rdz
Sind z, y, z die augenblicklichen 2 Iz
Abstéinde des bewegten Punktes P, 0 y
Abb, 1, von den Ebenen dieser yrdy | = - TrdzT
Ecke und r der Fahrstrahl von

dem als Anfangs- oder Bezugspunkt X y
gewihlten Schnittpunkte O der drei Abb. 1.
Bezugsebenen, so ist zunichst

L o e e A 1)

Bei der Bewegung erleiden diese Abstinde im Zeitelement dt die ele-
mentaren Anderungen dz, dy, dz und dr, die wir mit dem Bahn-
element ds als seine Verschiebungen bezeichnen wollen. Mit dem
Richtungskosinus x, 4, u der Bahntangente gegen die als Achsen ge-
nommenen Schnitte der Bezugsebenen ist alsdann

de==xds, dy=Aids, dz=upuds, . . . . . 2)
oder
xdr+Aidy-+pudz=ds | 9
e -dyf 4df —ds |0 - - 2
wodurch die Bahnverschiebung ds als ein Vektor gekennzeichnet
ist, der auBerdem als Vektorunterschied zweier benachbarter Fahr-
Lorenz, Techn. Physik I, 2. 2. Aufl. 1



2 Die freie Bewegung eines Punktes im Raume.

strahlen r und r |- dr erscheint. Wir haben demnach mit drei Einheits-
vektoren q_, a,, a, auf den Achsen fiir das Bahnelement in Vektorform

dr=q,dza,dy+adz, . . . . . . .2b)

worin dz, dy, dz als die skalaren Betrige der Achsenanteile des
Vektors dr auftreten, wihrend ds den Betrag von dt selbst darstellt.

Durch Division der vorstehenden Formeln 2) mit dem stets ska-
laren Zeitelement d¢ erhalten wir zunichst die Geschwindigkeit
oder den Bahnlauf

ds . dr .

S 5=" bzw. G ETY 3)
ebenfalls als Vektor mit der Richtung der Bahntangente, so
zwar, daB

. dx . ady . dz

x—ﬁ—xv, y—a—lv, z_a—t_,uv . . .3a)
die Achsenteile oder Geschwindigkeitskomponenten sind,
welche die aus 2a) hervorgehenden Bedingungen

T+ Ay +uzr=vw }
Py L = ]

erfiilllen. Dafiir konnen wir auch in Vektorform schreiben

t=a ¢ty -+ . ... ... .30

worin jetzt die #, y, 2 die skalaren Betrige der drei Laufvektoren
in den Achsenrichtungen darstellen, wihrend v den Betrag des Bahn-
laufvektors ¢ bedeutet. Wir konnen demnach den Laufvektor
stets in drei zueinander senkrechte Teilvektoren eindeutig
zerlegen, wenn deren Richtungen durch ein Achsenkreuz
vorgeschrieben sind. Sind umgekehrt drei zueinander senk-
rechte Laufvektoren vorgelegt, so kénnen dieselben ein-
deutig zu einem Gesamtlauf vereinigt werden.

Ebenso konnen natiirlich auch ein oder mehrere zueinander ge-
neigte Laufvektoren ', i”... mit den Betrigen ¢, v”... und den
Richtungskosinus ', ¥, u; »”, 2, 4”... in einem Achsenkreuz z,y, 2
gegeben sein, deren jeder nach den vorstehenden Formeln in drei
Achsenteile eindeutig zerfillt. Da nun alle in dieselbe Gerade fallen-
den Strecken algebraisch addiert werden diirfen, so gilt dies auch
fiir die gleichgerichteten Laufteile, so daB wir fiir den Gesamtlauf
zweier Léaufe 1, " mit den Achsenteilen ,y, % auch erhalten

. 3b)

x'=¢l+djll=%lvl+%llvﬁ
y‘=y"+y”=l’v’+i”v” . . 4)
”,

p=2 3" =y -y

Daraus folgt aber nach Erweiterung mit den Richtungskosinus »x, 4, u
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des Gesamtlaufes v und Addition, sowie durch Quadrieren und Ad-
dieren der drei Formeln 4) mit Riicksicht auf 3b)

V(o 2 h ) (o A ) = v
o2 + o2 _I__ 2 ’D"U”(H'%" + Ty + ,u'[u”)='02,
oder unter Einfiihrung der Winkel (v/,v); (v”,v); sowie (v/,v”
V' cos (v, v) v cos (v, v) = v }
V2 "2} 200" cos (v, 0") =1 )’

wonach der Gesamtlauf zweier Einzelldufe sich als die Summe
der Projektionen der letzteren auf seine Richtungslinie
oder die SchluBlinie des aus ihren Einzelldufen durch geo-
metrische Aneinanderreihung gebildeten Dreiecks ergibt.
Da die beiden Laufvektoren t/,i” mit den Betrigen v/,+’ in eine
Ebene fallen, so liegt auch der aus ihnen gebildete Gesamtlauf in
derselben Ebene. Fiigt man noch einen dritten Lauf t” bzw. v”
hinzu, so kann dieser mit dem aus den ersten beiden Laufvektoren
gebildeten Lauf zu einem neuen Gesamtvektor vereinigt werden,
der aber jetzt aus der Ebene der ersten beiden im allgemeinen
heraustritt. Man erhilt so durch Vereinigung einer beliebigen AnzZahl
von n Einzelliufen die Verallgemeinerung der Formeln 4a)
=n ,k=n

. 4a)

%’uicos(viv):v, .%fivkcos(vi,vk)=vg,. .. .4Db)
= 1=
oder in Vektorform
= =
=1, =231 ... ... . .4c)
i=1 i k=1

Man erkennt, daB wegen v,v,cos(v;,v,)=uv? die zweite Summe
in 4b) nicht nur alle Quadrate der Einzelvektoren, sondern auch mit
v; v, €08 (v;,v,) = v, v; ¢08 (v,,v;) alle Doppelprodukte enthélt, von
denen in der zweiten Gleichung 4a) nur eins erscheint. Die einzelnen
Glieder der zweiten Formel 4b) sind demnach nichts anderes als
skalare Produkte t;1,, die im Gegensatz zu den geometrisch zu addie-
renden- Vektoren der ersten Formel 4c¢) algebraisch sich summieren.
Nach Gl. 4b) und 4c) erscheint somit der Gesamtlauf als die
SchluBlinie des aus den Einzelldufen durch geometrische
Aneinanderreihung gebildeten rdumlichen Vieleckes.

Die von dem bewegten Punkte durchlaufene Raumkurve ist stets
als Schnitt zweier Oberfldchen

F, (z,9,2)=0, F,y(x,y,2)=0 . . . . . . b)

aufzufassen. Gelingt es, aus diesen beiden Gleichungen eine lineare
abzuspalten, welche bekanntlich eine Ebene darstellt, so kann die
Bahn des Punktes auch als Schnitt dieser Ebene mit einer der beiden
Oberfliichen 5), also als eine ebene Kurve, betrachtet werden. Die
daraus hervorgehende ebene Bewegung erscheint somit als Sonderfall
der allgemeinen Bewegung im Raume und ist schon im ersten Teile
dieses Werkes ausfiihrlich behandelt worden.
1*



4 Die freie Bewegung eines Punktes im Raume.

Da nun jeder Lage des Punktes auf seiner Bahn eine bestimmte
Zeit zugeordnet ist und auBerdem der Punkt zu einer bestimmten Zeit
sich nur an einer Stelle befinden kann, so sind seine Abstinde z, y, 2
im Achsenkreuz eindeutige, stetige, voneinander unabhingige Zeit-

funktionen
x”‘—ff1(t)’ y:fg(t)a z:fs(t>,. L. .5&)

die man auch zeichnerisch als sog. Wegkurven darstellen kann.
Man erkennt ohne weiteres, daB durch Ausschalten der Zeit ¢ aus
diesen Formeln wieder die beiden Gl 5) der Bahnkurve erhalten
werden. Schaltet man dagegen die Zeit ¢ aus je zweien der For-
meln 5a) aus, so ergeben sich drei Gleichungen von der Form

9, (@, 9)=0, ¢,(y,2)=0, ¢,(2,2)=0,. . . .5b)
die nichts anderes als die drei Risse der Bahn auf die Ebenen des
Achsenkreuzes darstellen. Jedem solchen Risse gehért aber eine
Zylinderfliche zu, dessen Mantelgerade dazu normal steht, so daB
also die Bahn auch als Schnitt je zweier dieser Zylinder aufgefafit
werden kann. An Stelle der Zeit ¢ hitten wir auch jede andere
skalare GroBe, z. B. die Bogenlidnge in 5a) einfiihren kdénnen, durch
deren Ausschaltung sich dann ebenfalls wieder die Formeln 5) oder 5b)
ergeben wiirden. Wir diirfen demnach, da der Fahrstrahl r der Bahn
in Vektorform durch

t=q,2-0qa,y+a,z

bestimmt ist, an Stelle der Bahngleichungen 5a) auch

v=a,f; ()40, f, )Fa ). . . . . . .5c)

schreiben. Die Stetigkeit der Funktionen 5a) erlaubt weiterhin deren
Entwicklung in je eine Potenzreihe, was dann auch fiir den Fahr-
strahl 5c) zulédssig ist, so zwar, daB

t3

x:zo+{](x)o+§,(x>o+"37(x>o+ ’
1=+~ @+ o 0o (o -

t # £ 6)
2=z, 11 () + g(z)o‘l" 31 (F)+- -

vy L B o (B (B

Daraus folgt, daB die Lage eines Punktes fiir jeden Zeit-
punkt durch seine Anfangslage und sidmtliche derselben
zugehoérigen Ableitungen der Abstéinde «, y, z nach der Zeit
gegeben ist. Ist dagegen auBer der Anfangslage der Lauf : mit
seinen Achsenanteilen &, y, £ als Funktionen der Absténde x, y, 2 selbst
vorgelegt, so hat man in Vektorform mit ¢'dt=d¢, ¢"dt=d¢’

t=e¢), T=¢@)t=¢ ®)eh)
T=[p" @) () + ¢ @)i=0¢" Q) p* )+ ¢ M) p) [ - 63)

usw.



Der Anlaufvektor. 5

Setzt man diese Ausdriicke in 6) ein, so erhellt, daB die Bewegung
eines Punktes auBer durch seine Anfangslage auch durch
die Abhingigkeit des Laufes von der Lage, oder aber, wenn
nur noch dessen Anfangswert bekannt ist, durch die Ab-
hiangigkeit der zeitlichen Laufinderung von der Lage, d. h.
durch das Anlauffeld bestimmt ist. Die Ermittlung der Bahn
erfordert alsdann die Integration der Differentialgleichungen

=g, (, Y,2), =@, (%,9,2), 2=, (x,9,2), } 6b)
bzw. F—y, (z,9,2), =1, (%,9,2), Z=y, (x,y,2), |

die auch durch Einfiihrung dieser Ausdriicke mit ihren Ableitungen
in 6) ersetzt werden kann.

§ 2. Der Anlaufvektor. Die Vektoreigenschaft des Laufes 1 ge-
stattet nicht nur die geometrische Zusammensetzung mehrerer Liufe
zu einem Gesamtlauf, sondern nach dem Vorschlag von M&bius
auch die Darstellung der stetig aufeinander folgenden in die Bahn-
tangente fallenden Laufe ,
eines Punktes durch ein z K, A, pL
Vektorbiindel von einem
willkiirlich gewéhlten An-
fang O aus. Die ein-
zelnen Laufvektoren die- kY
ses der Bahn zugeordne- S/
ten Biindels bilden dann Z
offenbar Mantellinien ei- 0 o)

wdy d#=Adt

nes Kegels mit der Spitze £
im Anfang O, ihre End-
punkte dagegen eine
Raumkurve, die man
zweckmiBig als Lauf-
linie oder nach Hamil-
ton weniger gliicklich
als Hodograph Dbe-
zeichnet.

Zwei einander be-
nachbarte Laufvektoren
t und t-+dt Dbilden
daher mit dem zuge- Abb. 2.
horigen Element der
Lauflinie dt ein unendlich kleines Dreieck, Abb. 2, in dem

di—idt . . .. ... ... 1

im allgemeinen von der Richtung des Vektors t selbst abweicht.
Daraus geht hervor, daB auch der Ausdruck
dr  d*x

a':-gt—‘_, . .la)

;:
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einen Vektor darstellt, den wir als den Beschleunigungsvektor
oder kiirzer als Anlaufvektor bezeichnen wollen. Da 1 selbst in
drei Achsenanteile mit den Betrigen #, %,z nach dem Ansatz

t=a,%+a9+az .. . . .. . . 1b)

t=a,&+qd40% . . . . . .. . 1lc
worin %, 4, % die Betrige der Anlaufteile in den Achsenrichtungen
sind. Bei der freien Bewegung eines Punktes ist nun im allgemeinen
das Anlauffeld durch seine drei Achsenanteile ¢, 4,, 4, in jedem
Punkte derart gegeben, dafB

E=gq, §=q, i=¢ ... .... 2
ist. Daraus folgt zunéchst nach Erweiterung mit dz, dy, dz und

Addition
Ede+ydy 4-idz=g,dz+q,dy +g,dz,
oder wegen ¥dx=2xdz und ¥dz | ydy | 2dz =vdv
vdv=gq, dr+-q,dy-+tgdz. . . . . . . .2a)

Hierin ist die linke Seite sofort integrabel, die rechte aber nur dann,
wenn die Anlaufteile partielle Ableitungen einer Funktion U, des
sog. Potentials, sind. Mit
oU oU oU
—_—— — = — —— = . . . -2b
L= YT Ty TG )
wird dann aus 2a)

zerfallt, so ist auch

oU oU oU
= —dr— ——dy — —dp=— — oL .2
vdv P dx 7y dy P dz dU c)
oder
v —o?=2(U0,—0U). . ... ... .2d

Aus Abb. 2 erkennen wir weiter, daB mit dem Winkel dy zwischen
zwei aufeinander folgenden Laufvektoren der Anlaufvektor in zwei
zueinander senkrechte Anteile

o dy —-td v

W= ST
zerfillt, worin n und t die Einheitsvektoren der Hauptnormale und
Bahntangente bedeuten (d. h. n?=1t*>=1). Von diesen stellt der
Bahnanlauf q, den Zuwachs des Laufes selbst dar und fillt damit
in die Lauf- und Bahnrichtung des bewegten Punktes, wahrend g,
sichtlich dazu senkrecht steht und darum als Normalanlauf zu
bezeichnen ist. Der Winkel dy ist aber auch die Neigung zweier
benachbarter Bahnelemente, welche die Schmiegungsebene der
Bahnkurve festlegen und den Kriimmungsarm g durch

edy=ds=wdt . . . .. .. . .3a)
bestimmen. Damit aber wird aus 3)
v? dv

qﬂ=n9; o=t - . .. . 3b)

3)




Der Anlaufvektor. 7

und wir erhalten fiir den Gesamtanlauf
'02 dv
T=gq,+0q= —l— 7R 4)

oder nach Quadrieren wegen des Verschwindens des skalaren Pro-
duktes zweier zueinander senkrechter Einheitsvektoren nt=—=0 der
Betrag des Anlaufvektors

B T I CC

Ebenso erhalten wir auch aus 1¢) durch Quadrieren mit a = ay"
a2 — — —
=a’=1, a,a,=0q,0,—0a,a,=0

g=Va* 42 . . . . . . . . .4b)
Differenziert man ferner den Lauf

. drds d_t v

Y=dsdt ds
nach der Zeit, so folgt

. dr " dr dv

=t
Man erkennt aus dem Vergleich mit 4), daB

d?r n drx

ﬁ——g, d—;—t ........‘40)

ist, so daB d?t die Richtung der Hauptnormale der Kurve hat. Da
die Bahntangente und Hauptnormale der Bahn ihre
Schmiegungsebene bestimmen, so liegt auch der Gesamt-
anlauf in derselben und hat insbesondere keinen Anteil in
Richtung der hierzu senkrechten Binormale der Bahn.

Zur analytischen Ableitung der Anlaufteile g, und g, gehen wir
von der Gleichung fiir das Bahnelement ds

s*=da*+dy*+d=* . . .. ... b
aus und erhalten durch nochmalige Ableitung
d?sds=d*zdx - d*ydy - d*zdz .+ .. ba)
oder nach Teilung mit dsdt® und d“’x:f&:’dt2 usw.
d?s dx
W 5 + ds . . . . . . 5b)
oder, da
ds_,  @a_dv 1
at 7 At dt | &
de_  dy_, dz_
ds_ 7’ ds © ds



8 Die freie Bewegung eines Punktes im Raume.

unter %, A, u die Richtungskosinus des Bahnelementes bzw. des
Laufvektors verstanden, fiir den Betrag des Bahnanlaufs

gg==xx_+zg4_yz. ... ... 50

Hiernach ergibt sich der Bahnanlauf durch Projektion der
Achsenanlaufteile auf die Bahntangente.
Weiter erhélt man durch Ableitung der Formeln
dx dy dz
E‘—%’U, d—t——-l?), %—,uv
nach der Zeit
.. dv dx .. dv ai .. dv du
x-—x—lﬁ—}—vm, y——lﬁ-{—vﬁ, z—pm—{—vﬁ )

und daraus durch Quadrieren und Addieren wegen Gl. 4b) den Betra g
des Gesamtanlaufes

o= G+ )
+M%@%+%%w%)~..m

Hierin ist aber wegen

i (4 (84 (]

; 8)
xdx—+Adlt+pdu=0
womit das letzte Glied der Gl. 7a) verschwindet und ferner
x> dx®+ A2dA% 4 pu?du?
=—2xdxddl—2idludu—2uduxdx, . . 8a)

so daB wir fiir die Quadrate des zweiten Gliedes rechts in GL 7a)
setzen diirfen

(2 442 - dps?) (" 4 22 - o)

=(xdd—Adx)’ +(Adu— udi) 4 (ndx —xdu)®. . 8b)
Unter Einfilhrung der Richtungswinkel (z,ds), (y,ds), (z,ds) des
Bahnelementes durch

x==cos(x,ds), A==cos(y,ds), u=-cos(z,ds)
ist dann

(% @4 — Adx) = cos (x,ds) d (cos (y,ds)) — cos (y, ds) d (cos (x, ds))
= cos (z, ds) [cos (y,ds) —sin (y,ds)d (y, ds)] — cos (y, ds) [cos (z, ds)
— sin (v, ds) d (x,ds)] = cos (z, ds) cos ((y,ds) +d (y, ds))
— cos (y,ds) cos (¢, ds) + d (z,ds)),
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worin cosd (z,ds)~=1, sind(x,ds)~~d(x,ds) bzw. cosd(y,ds)~1,
sind (y,ds)~d(y,ds) gesetzt ist. Nach entsprechender Umformung
der anderen Klammern wird dann aus Gl. 8b)

(@ + a2+ a)

= [cos (z,ds) cos ((y, ds) |- d (y, ds)) — cos(y, ds) cos ((x, ds) | d (x,ds))]

~+[cos (y,ds)cos ((z,ds) + d (2, ds)) — cos(z,ds)cos((y,ds) + d (y,ds))]*

—+ [cos (z,ds) cos ((x, ds) 4 d (x,ds)) — cos (x, ds) cos ((z,ds) + d (2,ds)))?
=sindy~~dy*. .. ... ... 8¢

Damit aber wird aus Gl 7a) mit ds=pdy

dv)“ (d;[“’ (dv)“ ‘ <vz>‘3

2__ (27 (24 (27} (2

q__(dt T dt) at) T\

im Einklang mit Gl 4a) fiir den Betrag des Gesamtanlaufes. Wegen
@_i(dm)_dex_
ds  ds\ds/ ds

diirfen wir aber fiir 8) auch schreiben

usw. .. . . . . . 9)

o (8 () = )+ () + (G- (=2
(d_s>+<li§ + ds) \ds® + ds? 7)) =5 = 9a)
2z | . dy a2

”dse+ldse+#ci_.sézo° e e e e e . 9b)
Setzen wir darin
d‘&x d‘Zy dgz
egE =% Qd—8§=ﬂ, 0 E="s - - - - 10)

so stellen «, B, y die Richtungskosinus der Hauptnormale
der Bahn dar, welche in der durch zwei benachbarte Bahn-
elemente bestimmten Schmiegungsebene liegt und den
Krimmungsarm o trigt.

Dies driickt sich noch einfacher in Vektorform aus, wenn wir
bedenken, daBl die Ausdriicke 9) die Achsenanteile des Vektors
d*t:ds® bedeuten. Alsdann haben wir an Stelle von 9b) kiirzer

mit Riicksicht auf 4c)
d*tdx 1
w%‘—“gnt—o. e ¢ o o o o o 90)

Andererseits erkennen wir aus Gl 8b) und 8c), daB dy:ds das
Vektorprodukt dieser beiden GroBen ist, so dal wir auch mit Gl 4c)

schreiben diirfen

dz_[d‘-‘rdr}_l

zi;——— (Z?EEZE —E[nt], e e e e e . 11)
worin b==[nt] den Einheitsvektor der zur Schmiegungsebene
senkrechten Binormale bedeutet. Damit ist die Bewegung
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des Punktes als augenblickliche Drehung um eine zur
Schmiegungsebene senkrechte, durch den Krimmungs-
mittelpunkt gehende Achse gekennzeichnet, welche den
Tréiger des zugehdrigen Drehvektors y bildet.

§ 3. Der Drehvektor und Flichenlauf. Hat der Fahrstrahl r
des bewegten Punktes P vom Anfang O aus die Richtungskosinus
@, p, ¥, so ist

r=re, Y=ry, z=rﬁ} 1)

¢ty =1
und daher
de=gdr4+rde, dy=wydr4rdy, dz=9dr4{rdd 1a)
a
pdo+ydy-+3d3=0.
Das Quadrat des Bahnelementes ist demnach
ds?=dr*+r(de*+dy*4d9?). . . . . 1b)
G Bezeichnen wir nach Abb. 3 den
7 """ elementaren Winkel zwischen den
A beiden aufeinanderfolgenden Fahr-
‘ strabhlen zu den Enden von ds
¥ mit dv, so ist
rayv. A ¥ ds2=d72+¢2d72, . 2)
oder nach Vergleich mit 1b)
av [ dp? +dy® 4 d9* =dr®. 2a)
ol _, Ebenso folgt aus 1a) durch Er-
- weiterung mit ¢, y, ¢ und Ad-
L 7 @ dition die Beziehung
pdr—+ydy+9dz=dr . 1c)
Abb. 3. Fiir diese Gleichungen diirfen wir

aber auch nach Division mit dt
und Einfiihrung der Laufwerte und Drehwerte

ds dr . dv 3
=" w=n  p=e - )
schreiben
=741 0? } "
Pyt 0imi |
¢2+’;’2+02=w2} 1a)
Pet+yyp+99=0

Hierin stellen nun offenbar die GrofSen

z

p=0, yp=o0, I=o . . . .. 4b)
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die Achsenanteile eines augenblicklichen Gesamtdrehwertes
v=w des Fahrstrahls r dar, welcher nach der zweiten Formel 4a)
senkrecht auf diesem steht. Daraus folgt also, dall allgemein der
Drehwert w ein Vektor ist und als solcher geometrisch in seine
Teile zerlegt oder aus diesen zusammengesetzt werden kann. Dieser
Drehvektor, den wir in der Folge mit w bezeichnen wollen, steht
ganz allgemein senkrecht zur Ebene, in der die Drehung
erfolgt; seine Achsenanteile entsprechen also den Dre-
hungen der Fahrstrahlrisse in den Ebenen des Achsenkreuzes
und fallen somit in die Achsen selbst, um welche die Einzel-
drehungen erfolgen. :

Die drei Fahrstrahlrisse senkrecht zu den Achsen sind nunmehr
r,=r1—¢* r,=rl1—vy?, r=r1—9 . 5)

und iberstreichen in den Achsenebenen die Flichenelemente dF,,
dFy, dF , so zwar, daB

afr, 1, . . 1 ,.
7d_i‘_=§(yz——zy)=§rx‘vl
dF, 1, . ) 1 ..
7t_:g(zz—-xz)=§1‘y2‘ve B )
dF, 1, . . 1 ..
dtzzg(xy—-yx):—z—rfvs

wenn »,, ¥,, v, die zugehtrigen Winkel von r_, r,, T, gegen die
9, 2, x-Achse bedeuten. Sind ferner «, f, y die Kosinus der Nei-
gungswinkel der Normalen auf dem vom Fahrstrahl r selbst iiber-
strichenen Flachenelement

dF=%}rdv=3rtwdt, .. . . . . 6a)
so ist auch
dF,=«adF, dF =pdF, dF=—ydF. . . 6b)

Dies liefert mit 5) eingesetzt in 6)

(1 — @)y, —=yz — zy=2ocili—f:¢xr2w

1‘2(1—w“)iz?:zi:—xé=2ﬂ%—fj=ﬂr2w )

1‘2(1—ﬁ*)&gzxg}—yab=2y%=y1‘2w

und weiter durch Quadrieren und Addieren bzw. Addieren nach
Erweiterung mit o, 8, y

=g (e (0|

iy (1— %) - Bra(t — ) tyiy(1— ) —w J° 7 Y
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Danach setzt sich der Drehvektor « auch zusammen aus drei axialen
Teilvektoren
v, (1—¢%)= Ve (1 _"/’?):wy’ (1 =) =w, |
wx=wa wyzwﬂ’ w,=wy

, 7b)

die offenbar mit den Teilvektoren 4b) iibereinstimmen miissen,
derart, daB

. de . o .ody .
wx_—q’*_gg_—%(l—‘i’“)’ wy——w——d—t——vs(l—wg),
. dy
(,()2:79:%:7’3(1 *-’192) e e e e e .. 7(3)

ist. Ausdriicklich sei bemerkt, daB die GroBen »,,,, ¥, nicht als
Achsenanteile des Drehvektors vy=w anzusehen sind. AuBerdem
aber folgt durch Erweiterung der Gl. 7) der Reihe nach mit x, y, 2
bzw. &, y, %2 und Addition
w,t+ o,y +w,z2=0
w0, &+ o, 5+ 0,i=0 [’
worin die erste Formel wegen 1) mit der zweiten Gl 4a) iiberein-
stimmt. Der Drehvektor w steht demnach sowohl auf dem
Fahrstrahl r als auch auf dem Bahnlauf » bzw. dem Bahn-
element ds senkrecht, hat also die Richtung der Normale
des vom Fahrstrahl iiberstrichenen Flachenelementes dF.
Das ist aber die Eigenschaft des Vektorenproduktes aus dem
Fahrstrahl r und dem Bahnlauf r, dessen Betrag durch v dargestellt
ist, so daBl wir auch an Stelle der Gl 7) die Vektorform haben

Cw=[ri, .. ... .....09)

woraus man, da 1>=—17? einen Skalar darstellt, ohne weiteres die
Vektoreigenschaft von w erkennt. Fir die Formeln 7a) diirfen wir
demnach mit den Einheitsvektoren a_, a y 0 auch schreiben

w=a,0, 40,0 +a0 .. . . .9a)

und erhalten an Stelle der Bedingungen 8) fiir die Normalstellung
des Drehvektors zum Fahrstrahl und zum Bahnlauf das Verschwinden
der skalaren Produkte

8)

tw=0, 1w=0.. ... ... . .9b)

Das in Gl. 9) rechtsstehende Vektorprodukt ist weiterhin die Vektor-
form des sog. Fliachenlaufes dF:dt, der somit selbst einen Vektor
darstellt, wie sich schon aus der Zerlegung des Flachenelementes dF
in drei Achsenanteile ergibt. Die Richtung des Flachenvektors und
des Flachenlaufvektors ist diejenige der Flichennormale und
stimmt darum iiberein mit derjenigen des Drehvektors w. Fiir das
Vorzeichen beider Vektoren ist offenbar der Drehsinn maBgebend,
da sich entgegengesetzte Drehungen aufheben. Als positive Dreh-
und Flichenvektoren bezeichnen wir solche, welche mit der Normal-
richtung eine sog. Rechtsschraube liefern.
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Bilden wir nunmehr das Vektorprodukt aus dem Fahrstrahl r
und dem Drehwert w, so ist nach 9) '

[er0] — 5 e [e6]] — (et — o) =2 .

Da nun das skalare Produkt
=17
ist, so wird daraus

.or.
[mr]-—-r—;r.

Hierin ist r:r der Einheitsvektor des Fahrstrahls und 7 der Betrag
des in seine Richtung fallenden Laufteils, des sog. Radial- oder
Strahllaufs*), so daB wir auch haben .

i:%%—{—[mr]. e .10

Daraus erkennt man die Zusammensetzung des Gesamtlaufes aus dem
Strahllauf und dem dazu senkrechten Dreh- oder Umlauf [w 1],
der somit als Vektorprodukt aus dem Fahrstrahl + mit dem
Drehvektor v erscheint und zu beiden normal gerichtet ist.
Gl 10) stellt demnach nichts anderes als die Vektorform der Gl. 4) dar.

§ 4. Der Strahl- und Drehanlauf. Am Schlusse des letzten Ab-
schnittes haben wir festgestellt, daBl die elementare Verschiebung
eines Punktes auch als Drehung um eine zum Fahrstrahl und Lauf
senkrechte Achse durch den Anfang angesehen werden durfte, worauf
der Begriff des Flichenlaufes beruhte. Differenzieren wir die Gl. 7) des
§ 3 nochmals nach der Zeit, so wird unter Beachtung von 6b) ebenda

y'z'—-zg'jzzd;f;xzud(itw)‘l_,{ew%%
PR ST E N T
xij~—y55=2d;£z:7g(_5{f)_)_|_,-ew%t?f

so daB also

2)

#F . &F,.  &F,,
P g VT g 0

Daraus geht hervor, daB die rechten Seiten von 1) die Anteile eines
neuen Vektors, des Flachenanlaufs, darstellen, der nach 2) sowohl

*) i ist also nicht etwa der Betrag des Geschwindigkeitsvektors £, da
t=1-v ist.



14 Die freie Bewegung eines Punktes im Raume.

auf den Fahrstrahl selbst, als auch auf dem Gesamtanlauf senkrecht
steht. Dasselbe ergibt sich auch aus der zweiten Ableitung von G1.9) § 3
d(t®w . ) .
—(—d—t—)=[rr] +[*l=[tf], . . . . . . .2a)

worin die linke Seite schon den Flichenanlaufvektor bedeutet.
Da nun der Gesamtanlauf, wie wir schon oben gesehen haben, in
die Schmiegungsebene der Bahn fillt, so hat der Flichenanlaufvektor
nicht dieselbe Richtung wie der Flidchenlauf selbst, der ja senkrecht
auf t und r steht. Dagegen erhalten wir aus 1) durch Erweiterung
mit «, §, y und Addition mit Riicksicht auf

@+ =1
ada+ﬂdﬂ+ydy=o
d*F, d? F, d(r* w)
2(dt~ +dt2yﬂ+ dt2 >— a0 3)

den Betrag des auf die Richtung von w entfallenden Anteils des
Flachenanlaufs, dessen Betrag selbst sich aus

@\ (@F)\ | (d*F)* (dF)\
(Eﬁ)z{dﬁ>_%(ﬁ¥>+<dﬁ> SEIEIEIRIEL )

ergibt. Wird nunmehr
Eryii=wxiy:z, . . . . . ... . 4)

fillt also der Gesamtanlauf in die Richtung des Fahrstrahls selbst,
so haben wir eine sog. Zentralbewegung vor uns, fiir welche mit
den linken Seiten von 1) die Flichenanlaufteile verschwinden. Als-
dann verschwindet auch mit [tT] der gesamte Flichenanlauf 3a),
und der Punkt bewegt sich mit gleichférmigem Flachenlauf
dF, aF, aF,
i % g =% dt

r’w=0C

=0 l . . 4a)

Zur Feststellung des Zusammenhanges zwischen dem Flichen-
anlauf und dem Gesamtanlauf ¢ zerlegen wir den letzteren in einen
Strahlanteil ¢, und einen dazu senkrechten Drehanteil q,, SO
zwar, daB

g, —Eptiyio }
00 =g — g} —E i — (g iy 2O |
Fiir die zweite dieser Formeln diirfen wir aber auch schreiben
¢,"="(1—@*)+ 4 (1—y*)+2%(1 -9~ 2&j oy —2g iy i —22i d,
oder wegen @?—4-y? | 92==1, x=r¢p usw.
¢, =(Fy —§o) + (O —Eyf - (Ep — E0)
0.2 =(Ey — jo) + (s 39 (o — dap

5)
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und wegen 1) und 3a

)
wr— O o [ T ) o

so daB also der doppelte Flichenanlauf das Moment des
Drehanlaufs angibt.
Andererseits folgt aus Gl 1a) § 3

g=iptrp, y=iyptrp, z=id-frd,

wleo i=Pp2iptri
J=Fyp+2iptrip . ... . ...
=i 279 trd

Wegen

e +yy 4 dd =0 _
PPty + F=—(p*+ 9+ 97
liefert aber das Einsetzen von 7) in die erste Gl 5)

g, =¥ —r(p*+p*+9°),
oder mit Riicksicht auf 4a u.b) § 3
. g, =F—r(w4oto)=Fi—ro’ . . . . 8
Wir erhalten also in 6) und 8) formal nicht dieselben Anlaufteile
wie bei der ebenen Bewegung; der Unterschied gegen diese liegt
darin, daB der Drehanlauf auf einer Raumkurve nicht in die durch r#
gegebene Ebene fillt.

Zur vektoriellen Auflésung des Gesamtanlaufes ¥ kniipfen wir
an die Gl 10) § 3 an und schreiben dafiir

tr=tftrfwt], . .. ... ... 9)
worin t den Gesamtlaufvektor, w den Drehvektor und r den Betrag
des Strahlvektors r vom Anfang aus bedeuten. Durch weitere Ab-
leitung wird daraus nach Kiirzung von 17 auf beiden Seiten

tr=rtf-4+7[we]+r[we]+rwg. . . . . . 10)
Da nun das Vektorprodukt von 9) mit

[mi]=%[mr]—}—[m[mr]]=%[mr]—{—m'mr— rmw?

ist, worin noch wegen der Normalstellung von r und w zueinander
das skalare Produkt wr wegfillt (vgl. 9b) § 3), so bleibt in 10)

£=;v—rm2+[m]+z{m;;«]. ... . .10a)

Man erkennt ohne weiteres aus 6) und 8), daBl die ersten beiden
Glieder dieser Formel die Vektorform von 8), die beiden letzten
Therme dagegen den Drehvektor darstellen, der wiederum in zwei
Teile mit verschiedener Richtung zerfallt. Den letzten Anteil, der
sowohl auf dem Strahl r, wie auch auf dem Drehvektor w senkrecht
steht, bezeichnet man wohl nach seinem Entdecker als die Coriolis-
beschleunigung.
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II. Die gezwungene und Relativbewegung eines
Punktes.

§ 5. Die Bewegung eines Punktes auf einer festen Oberfliche.
Die Lage eines Punktes im Raume ist durch seine Absténde z, y, z
von drei zueinander senkrechten festen Ebenen bestimmt. Mithin
kann seine Bewegung durch stetig aufeinander folgende Anderungen
dieser drei Abstinde, d. h. durch drei zueinander senkrechte Ver-
schiebungen ersetzt werden. Wegen der Unabhéngigkeit dieser Ver-
schiebungen voneinander spricht man der freien rdumlichen Bewegung
eines Punktes drei Freiheitsgrade zu und bezeichnet die drei
Grundformeln fiir die Anlaufteile

i:qaﬂ ?j:qy, :"«::qz e e e e e 1)

als seine Bewegungsgleichungen, in denen ¢, q,, 4, im allgemeinen
vorgelegte Funktionen der Absténde z, y, 2z, sowie der Zeit bedeuten,
durch welche das sog. Anlauffeld bestimmt ist. Die Integration
dieser Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die man auch durch
die Vektorgleichung

T=@l,d). . . . . . ... . 1la)

ersetzen kann, fithrt im allgemeinen auf sechs Integrationskonstante
&y, Yy 2, und 2z, Y,, 2, fiir die Anfangswerte der Laufteile und der
Lage, entsprechend den Vektoren 1, und r,.|

Ist dagegen der Punkt im vorgeschriebenen Anlauffelde ¢ ,q,,¢,
an eine feste Oberfliche gebunden, auf der er sich frei ver-
schieben kann, so erscheint die Bewegungsfreiheit in der Richtung
der Flichennormale aufgehoben; der Punkt hat also nur noch zwei
Freiheitsgrade. Die Aufhebung der Bewegungsfreiheit in der
Normalrichtung bedingt aber den Ausgleich des in diese Richtung
fallenden Anteils ¢, des vorgelegten Anlaufs ¢ durch einen sog.
Zwangsanlauf ¢ derart, dafl

,+d=0 ... ... .... 2

ist. Mit den Richtungskosinus «,f,y der Normale gegen die Achsen
lauten alsdann die Bewegungsgleichungen des an die Oberfliche ge-
bundenen Punktes

i=gq,+aq, f/"—‘qy-}—ﬂq', i=q,+yq,. . . 2a)
durch welche im Verein mit der Flichengleichung
f@,y,2=0 . . . . . . ... 2b)

die vier Unbekannten z,y,z und ¢ hinreichend bestimmt sind; denn
die Richtungskosinus bestimmen sich eindeutig aus
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W(W(Wﬁf

“V(ax T ay T\3:) =%
of\’__of | 2¢

A V (8z) oy )

w+®+%F%

Fiihren wir ferner die Achsenanteile des Zwangsanlaufes

9, =cqd, ¢/=pd, ¢'=rd .. ... 3
ein, so erhalten wir an Stelle von 2a)
&=q,+q), §=¢,149/5 Zi=q+4q¢ ... 33
und andererseits durch Differentiation von 2b)
of of 4 f
9T g o1 d —
x+8y =0,

oder mit 3) und 2c)
9, dz+gq,/dy~+gq'dz=0, . . . . . . 3b)

womit nur die Normalstellung des Zwangsanlaufes zur Ober-
fliche wieder zum Ausdruck gelangt, da dz,dy,dz die derselben
geniigenden Verschiebungen des Punktes darstellen. Mit 3b) wird
aber aus 3a) nach Erweiterung mit dz,dy,dz und Addition, sowie
wegen

Gdr - jdyt+ida—gdé 1 gdy i di —vdo,
vdv=gq,dzr+g,dy+q,dz, . . . . . . 3¢

so dafBl also der Zwangsanlauf auf die Laufédnderung keinen
EinfluB besitzt. Schneidet die Oberfliche an allen Stellen die
Richtung des dufleren Anlaufes senkrecht, so geniigen auch die Achsen-
anteile 9239y 4 der GL 3b), und wir erhalten aus 3¢) v-dv=0, also
nach Integration

=02 .. .. ... ... 3d

so daB im Falle einer zur Anlaufsrichtung iiberall senk-
rechten Oberfliche der Bahnlauf seinen Betrag nicht an-
dert. Dasselbe trifft naturgem&f auch zu, wenn das #uBere An-
lauffeld iberhaupt verschwindet. Dann wirkt auf den be-
wegten Punkt nur noch der zur Oberfliche senkrechte Zwangsanlauf,
der nach den Ausfithrungen des letzten Abschnittes die Richtung
der Hauptnormale der Bahn besitzt, die somit mit der Flichen-
normale zusammenfillt. Die hierdurch gekennzeichnete Bahn auf der
Oberfliche wird nach 3d) gleichformig durchlaufen, so daB also
die Variation des Laufes

ds
61)'—_(3%:0

Lorenz, Techn. Physik I, 2. 2. Aufl. 2
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ist. Daraus folgt fiir ein endliches Stiick der Bahn zwischen zwei
beliebigen Punkten 1 und 2

2 2
8 [ds=[ods—0,
1 1

d. h. die Bahn hat gegeniiber allen Nachbarbahnen auf der
Oberfliche die kiirzeste Lénge. Derartige kiirzeste Kurven
zwischen Punkten einer Oberfliche bezeichnet man aber als geo-
ditische Linien. Ihre Gleichung ergibt sich einfach durch Ein-
setzen der Richtungskosinus der Hauptnormale nach Gl. 10), § 2 in
die obige Gl. 2c¢) also

d*x d*y d*z __ of of of

ds ds* ds®  ow oy 02 t2)
oder
Poof dyof Pyof dzof Fzof dwof o,

ds? 0y dsox ds® 9z ds*oy ds’ox  ds?oz ’

wofiir wir mit dem Einheitsvektor n der
Flachennormale kiirzer in Vektorform

d*t
‘:Tl‘—i‘s?JZO e e e s 40)

schreiben diirfen.

Diese Ergebnisse werden besonders
anschaulich, wenn wir in Abb. 4 zu einem
beliebigen Bahnelement ds auf der Ober-
flache die Schmiegungsebene P, S P, dar-
stellen, wobei P, § = P, 8 = o die Haupt-
normale ist. Legen wir dann durch die
Endpunkte P,, P, des Elementes zwei
zu ihm und der Schmiegungsebene senk-
rechte Ebenen, so schneiden diese die
Oberfliche in zwei benachbarten Normal-

Abb. 4. kurven zu ds. Beide Ebenen schneiden

sich in einer Geraden NS 7', welche zur

Schmiegungsebene von ds senkrecht steht und die Mittelpunkte N
der Normalkrummung 1:9, der Fliche, sowie 7' der Bahnkriimmung
1:9, in der Tangentialebene trigt. Ist dann (o,0,)= ISP N
der Neigungswinkel der Hauptnormale der Bahn gegen die Kurven-
normale, so hat man die von Meusnier aufgestellten Gleichungen

Q=anos(g,gn)zgtsin(g,gn), ) |
oder

=—t+—. . .. . ... .. ba)
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AuBlerdem aber ist mit den Richtungskosinus ¢/, §, ' der Kurven-
normale

cos(e,e,)=ad +FF + 77, 5
sin (¢, 0,) = (@f' — P+ (BY —r BV +(r & —ay).
Mit Beachtung der Formeln 10), § 2 erhalten wir damit aus 5)

1 (@ ) d2y>2 (d%)‘-*

o? <d82 + d + ds*)’

1 d=z d*y

A ke 2ﬂ+dsoyﬁ 6a)
1

i

d*x d?y 2y d*z \*  [(d*z d?z \?

( 2 ﬂ_*‘za + —_27_—‘518) +<_—2a— —57) ’
0 ds ds ds ds ds ds
oder in Vektorschreibweise
1 dr 1 __ndgt 1 [ d*r’]?
o ds¥’ o, ds’ o7 "dstl
Daraus erkennt man, daf fiir die geodédtische Linie die Tangen-
tialkrimmung verschwindet, worin der Grund fiir ihre Eigen-
schaft als kiirzeste Linie auf der Fliche zu suchen ist. Hat man
unter vorldufiger Ausschaltung des Zwangsanlaufes ¢ die Bahn des
Punktes auf der Oberfliche mit den Lauf- und Anlaufteilen bestimmt,
so ergeben sich schlieBlich mit Hilfe der letzteren aus den Grund-
formeln 2a) die Anteile des Zwangsanlaufes. Wechselt derselbe an
einer Stelle der Bahn sein Vorzeichen, so wird der Punkt, falls er
nicht beidseitig der Oberfliche gefithrt wird, diese dort verlassen
und sich frei weiter bewegen, womit natiirlich unser Ansatz 2) mit
¢ = 0 hinfillig wird.

1. Beispiel. Ein Punkt bewege sich unter der Wirkung der Erdbeschleu-
nigung g auf einer glatten trichterartigen Umdrehungsfliche mit senk-
rechter Achse und dem Neigungswinkel ¢ der Tangente im Achsenschnitt gegen
die Wagerechte, Abb. 5. Alsdann empfiehlt sich die Einfiihrung des Achsen-

abstandes r und des Drehwinkels ¢ desselben gegen eine beliebige feste Ge-
rade in der wagerechten Ebene, so zwar, daBl mit ¢ =

6b)

r=rcosg, y=rsing,
Z=rcosp —rwsing; g=rsingtrwcosgp,
. drw
E=({F —ra?) cosp— ( ( )+rw>81n¢7, e D

¥= (F—raw?) s1n<p+( rw)—}—rw) cos @

ist. Hierin stellen

. d rw l d(r*w

¢&r=1r —rw?, ( )—}— r (dt ) 7a)
die Strahl- und Drehanlédufe dar, wihrend in der nach unten positiven Achsen-
richtung ¢, = g wird. Bezeichnen wir mit ¢’ den Zwangsanlauf, so bestehen wegen
des Wegfalls eines Drehanlaufs ¢,=0 die Bewegungsgleichungen

PAS
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r—ro*=—¢sind,
A ,
d(rw)__

dt :O'

Aus der letzten Formel folgt ein gleichformiger Flichenlauf in der wagerechten
Ebene, d. h.

rro=0C, O=="5. v v v v v v v e e . 8a)

g A
¥4
Abb. 5.
Erweitern wir ferner die Gleichungen 8) mit dr = — dscos &, bzw. dz=dssin 9,

worin ds das Bogenelement des Achsenschnittes der Oberfliche ist, sowie mit
o dt und addieren, so wird wegen d (12 w)=2wrdr-+rdow

fdr+2dzto?rdr4+-rP?odo=gdz,
rdi +2di+wrd(wr)=gdz,
422+ 0 r =?

»—92=29Fr—2).. . . . . ... ... 9)

also mit

nach Integration

Wir sehen also, daB im Felde der bestindigen Erdbeschleunigung die
Anderung des Laufquadrates unabhingig von der Form der Stiitz-
flache und des auf ihr zuriickgelegten Weges nur von der durch-
fallenen Hohe abhéngt.

* Die Gestalt der Bahn ist aber bei bekannter Form des Achsenschnittes
der Oberfliche hinreichend durch ihren GrundriB bestimmt. Hierfiir erhalten
wir mit den beiden ersten Formeln 8) unter Ausschaltung von ¢’ wie oben

tdi+2dz=gdz+ w?rdr,
oder mit 8a)

2
idi‘—{-idé:gdz-{—%dr
und integriert
2
5‘2+é2=2gz—%—{-00.. e .. 10)
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Nunmehr setzen wir fest, da die Oberfliche durch Drehung eines Astes
einer gleichseitigen Hyperbel um eine Asymptote entstanden sei, also

zer=h®. . . .. ... ... 11)
ist, woraus
trtzir=0; e e e 11a)

folgt. Damit wird aus den beiden Formeln 9) und 10)

1 1
2 — 2= 2l — =
0% — v, 29k (r To>’ e e e e e 9a)
. ht R C?
1‘2(1—*—;;):297—72'—1—00 ....... 108«)

Von diesen beiden Gleichungen stimmt die erste formal iiberein mit der Ande-
rung der Wucht eines Kérpers im Schwerefelde einer anziehenden Kugel, wihrend
die zweite die Bewegung im Grundrif angibt. Der aus der Integration her-
vorgegangene Festwert C, bedeutet hierin offenbar das Quadrat des Strahl-
laufes #2 im Unendlichen, welches, falls der Punkt dauernd im Endlichen bleibt,
negativ werden muB, entsprechend einem im Unendlichen imaginéren Strahl-
lauf. Setzen wir demgemiB C,=— C, fiir eine im Endlichen verlaufende
Bahn, so wird aus 10a)
. h“) R
2 7 )= A
7 (1—[—74 2¢ e Cy. « . . o ... 10b)
Fiir # =0 erhalten wir alsdann die Scheitelabstinde, d. h. das scheinbare
Perihel und Aphel der Bahn zu
., _g® R C |
ne =g cE g

Die Bahn verlduft demnach innerhalb oder auBerhalb zweier Parallelkreise auf
der Oberfliche, je nachdem C; = 0 ist, entsprechend der elliptischen oder hyper-
bolischen Bahnen der Himmelgkorper. Im Falle ¢, =0 dagegen ergibt sich
fiir das Perihel aus Gl 10b)

C?

=g
wihrend das Aphel entsprechend dem parabolischen Verlauf ins Unendliche fillt.
Zur Ermittlung der Grundriform der Bahn setzen wir mit Riicksicht auf 8a)

()
. _ﬂ_}l_rw Cdr r

TTAt T de T Pdy de
und damit geht Gl. 10b) iiber in

1 2
("’ (7) (14¥)_2ek _1_0
i T =y TR T e
Da die Integration dieses Ausdruckes nicht in geschlossener Form ausfiihrbar

und darum wenig iibersichtlich ist, bilden wir umgekehrt aus der Gleichung
P .1

&
= —=———cosx
1—ecosxep’ rp #s

r

die fiir x =1 einen Kegelschnitt mit dem Parameter » und der numerischen
Exzentrizitdt ¢ bestimmt,

("’ G)L (Bl 1= .. 13a)

do |
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Diese Gleichung stimmt mit 12) iiberein, wenn

ght 1 1—2  C 1 h*
- ___.;)_’ _52_:_612' "—2=1+— ..... 13b)

ist. Da nun nach 11) bzw. 11a)
dz Kz

tgo—— ==t .. 11b)

ist, so hat man auch an Stelle der letzten Bedingung
x=cosd<<1l. . ... ... ... . 13¢)

Dieser Wert ist angendhert bestindig, wenn die Bahn nicht sehr von der Kreis-
form abweicht, was z. B. fiir die Planeten und ihre Begleiter zutrifft. Alsdann
diirfen wir im Ausdruck fiir »2 fiir den Strahl r seinen Mittelwert 7, einsetzen
und erhalten dann als Bahngrundri8 mit C, >0, &< 1 eine Ellipse mit
einem Brennpunkt in O, deren groBe Achse bei jedem Umlauf, d. h. fiir ¢ =2
den Bogen

"
y):lp—ﬂ(pZZﬂ(l——M)Nﬂ;hT ........ 14)
0

in gleichem Sinne zuriicklegt, wenn » mit kleinen Werten von h:7, nur wenig
von 1 abweicht.

Da nun fiir eine Ellipse mit den Halbachsen @, b und der Umlaufszeit ¢,
C=2mab:¢), pa=1"b ist, so folgt mit 2ma:ty=u, r,~a

¢ ., 42 . Ua Bl
-p—_gh ——%T_u a, h_—~g—, @ ga 14a)
also der Perihelfortschritt fiir jeden Umlauf
ud
Y = g'zaz ............. 141))

Fir u=1m/sec, a=0,5m, g=19,81 m/sec® wird daraus A%:q®= 0,204 und
py=m:24.

Zur Berechnung des Zwangsanlaufes ¢’ gehen wir von der ersten Gl. 8) aus
und erhalten zunichst aus der allerdings nur angenihert giiltigen Gl. 13) und 8a)

. exr?ow . Cex .
= sinx e =— smx e,
.  Cosx? o 220‘2<l__1_)
7= ——p——cos =+ \3 )
also o
2 o2
OO S il 2 __ 1) 2.
T —rw= pr2—}—(z 1)7'3
und damit wegen 13c), 14a) und 11b)
re 9 (P e : ) . T
q cosﬁ(r sin?d$ f-cos?d). . . . . . .. )

Da der Neigungswinkel®d sein Vorzeichen nicht wechselt, so kommt
dies auch fir den Zwangsanlauf nicht in Betracht.

2, Beispiel. Bewegt sich ein Punkt unter dem EinfluB des Erdanlaufes g
auf einer Umdrehungsfliche um eine lotrechte Achse, so gilt zundchst wieder
Gl. 9), worin wir den Gesamtlauf » in einen Umlauf 7 @ und einen Bahnlauf §
auf dem Achsenschnitt durch die Flidche derart zerlegen kénnen, dafl
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ist. Verlangen wir nun, daB der Bahnlauf § sich nicht #ndert, so wird aus 9)
mit 16)
P —rlol=2g9F—2). .. ... ... 16a)
oder mit r,==0
Pot=202—2), « « « o ... 16b)

wonach die Fliche ein Umdrehungsparaboloid sein muB. Die Bewegung
des Punktes kann offenbar auch als solche auf einer um ihre lotrechte Achse
mit dem Drehwert » umlaufende Parabel als Fithrungsbahn aufgefalt werden.
Da der Punkt auf dieser Kurve seinen Anfangslauf § beibehilt, also niemals
zur Ruhe gelangt, aber von selbst keine Ortsverinderung auf dem paraboli-
schen Achsenschnitt erfihrt, so bezeichnet man diesen Bewegungszustand als
einen astatischen.

§ 6. Das Kugelpendel. Eine besonders wichtige Anwendung der
Bewegung eines Punktes auf einer festen Oberfliche bildet das sog.
Kugelpendel, das durch die starre Verbindung des Punktes mit
dem Anfang O verwirklicht wird. Bezeichnen wir den unveriinder-
lichen Abstand, die Pendellinge, mit I, so ist die Kugelgleichung

flx,y,2)=2"F+y*+22—P=0, . . . ... 1)
also
of of of
w2 6y—2y’ oz 2%
mit den Richtungskosinus . . . 1la)
_z ) I
“=7 =7 Y= l

Bewegt sich der Punkt im Schwerefelde der Erdoberfliche, so ist
aullerdem ¢, —gq,=0, ¢,=g, wenn wir die z-Achse positiv nach
unten wihlen. Damit lauten die Bewegungsgleichungen 2a), § 5

17=_l‘q’7 ’!/=—?l!q’, Z=g+7q', e e . 2)
zu denen zur Bestimmung der vier Verénderlichen z,y,z und ¢’ als
Zeitfunktionen noch die Kugelgleichung 1) hinzutritt, die.auch durch

zdzx+ydy+z2dz=0 . . . . . . . 1b)

ersetzt werden kann. Damit aber wird aus 2) nach Erweiterung mit
dz,dy, dz und Addition, sowie wegen

ide+jdytidz=ddi-tydy+zidi=wdv,

vdv =gdz,
oder
Vet =2g(k—2).. . . . . .. . 2a)

Andererseits folgt aus den beiden ersten Formeln 2)
.. . a .. .
jo—fy= (o —dy)=0

oder
g —dy=r*w=0C, . . . . . . . .. .2b)
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wenn wir mit r den Grundril der Pendellinge und mit  dessen
Drehwert um eine lotrechte Achse durch den Anfang O bezeichnen.
Dleser Grundri8 bewegt sich demnach mit gleichférmigem Flichen-
iauf. Weiter folgt aus 2) durch Erweiterung der einzelnen Formeln
mit x, y, 2 und Addition wegen 1)

ok 4 yij + 22 =1q' - gz.

Hierin ist aber, wie man durch nochmalige Ableitung von 1b) nach
der Zeit feststellt

wE - ygj | 2F = — (& 4 g2 22 = — o2,
also
I 4-g2+v*=0, 9’=—gz~%—£

oder wegen 2a)

q'_—_——3gz_2lgz0+v02, e e e .20)

womit der Zwangsanlauf in jeder Lage des bewegten Punktes gegeben
ist, wenn man die Anfangswerte z, und v, kennt. In den durch

8g9z=2gz2,—v,*

bestimmten Lagen, die ersichtlich auf einem wagerechten Kreise von
der Tiefe z unter dem Anfang zu suchen sind, wechselt der Zwangs-
anlauf sein Vorzeichen, was fiir die Bewegung des Kugelpendels dann
von Bedeutung ist, wenn ein Faden die Verbindung des bewegten
Punktes mit dem Anfang bilden wiirde.

Zur weiteren Behandlung fithren wir an Stelle der Abstinde z, y, 2
den Drehwinkel ¢ der lotrechten Ebene O PA gegen eine bestimmte
Anfangslage und die Auslenkung ¥ des Pendels OP gegen eine lot-
rechte Lage OA4 in dieser Ebene ein durch die aus Abb. 6 sofort
ersichtlichen Beziehungen

x ==1sin  cos p, y:lsinﬁsinqp, z=1cos?,
woraus
a':=l(19:cosﬂcos<p—q'osinﬁsin(p), . } . . 3a)
g=1Il(OcosIsinp |+ psinPcosg), z=-—IPsind

folgt. Setzen wir diese Ausdriicke in die Gl 2a) und 2b) ein und
schreiben dort abkiirzungsweise v,* — 2 gz, = C,, so wird
12 (92 4 ¢? sin? #) — 2 gl cos & - C, 3b)
Pesin?d="C e

Zur Festlegung von C, und C bestimmen wir, daB zu Beginn der
Bewegung fiir t=0 der ausgelenkte Punkt nur eine wagerechte
Drehung besitzen moge, d. h. in der Lage

9=49,, ¢=0, 9=0, ¢=cw,. . . . .3c)
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sei. Alsdann wird aus 3b)

1(92 + ¢*sin®® — w,? sin?P,) — 2 g (cos & — cos 9,) _—
@sin® 9 = w, sin® 9, ’
oder nach Ausschaltung von ¢
o sin?d,

1 ({99 + o, PO Y (sin? @, — sin® 0)) =2 ¢ (cos¥ — cos &,).

Wegen sin® ¢, — sin? ¢ = cos?# — cos®#, konnen wir dafiir auch
schreiben

cos — cos I,
sin2 ¢

.
&

Z
Abb. 6.

92

(2—lg sin? ¢ — w,*sin® 3, (cos ¥ +- cos 01)> . 4a)

>X

und sehen daraus, daB =0 wird, einmal fiir die Anfangslage P,
nach der Voraussetzung 3c), dann aber auch durch Verschwinden
der Klammer, oder fiir

g—‘q1——cos“’z9—a>‘3sin"’z9 cosd+-cosd,)=0 . . .4b
l 1 1 1

mit den Wurzeln

w?l 2.9 (wlgl)g_ w?l .,
—_———— 1 —_— 4 R 1 <
cos 1g sin?d, + |/ 1+ 17 sin*d, 2 sin® ¥, cos ¥, 4c¢)

2

_50__l> (93_1)2,4_2;1,2 ( w__l>
(1 17 sin®d, | <1+ iy sin*d, 2y S0 B, cos P, < (14 1g n 9,] 5)
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Daraus folgt aber, daB mit negativem Vorzeichen der Wurzel in 4c)
cos ¥ < —1 wird, was keinem reellen Werte von ¢ entspricht. Es
ergibt sich somit nur ein reeller Wert des Winkels mit positivem
Vorzeichen der Wurzel, den wir ¢, nennen wollen. Dieser Winkel
bestimmt mit dem Ausgangswinkel ¢, zwei wagerechte Grenz-
kreise auf der Kugel, zwischen denen die Bahn des Punktes
derart verlduft, daBl der eine Kreis oben, der andere unten
beriihrt wird.

Schreiben wir an Stelle von Gl 4b) mit den Winkeln ¢, und 4,
dieser sog. Grenzkreise

2
cos ¥, 4-cosP,—=-—=——--2>0, . . . . .Dba)

so erkennen wir, daB3 die Mittelebene der Grenzkreise stets die untere
Kugelhilfte schneidet, auf der jedenfalls einer dieser Kreise liegt. Da-
mit der andere Kreis auf der oberen Hélfte liegt, muB fiir ihn 9, > 90°,
2¢ sin? . o . g
cosd, = Togf si???f —cos ¥, <0, oder 2gsin®¥,<lw,?sin’®, cos,
sein, wahrend nach Abb. 7
sin® 9, <sin® 4,

ist. Aus der Multiplikation beider Ungleichungen
folgt aber 2g<lw?cosd, . . . . .bb)

als Bedingung fiir das Aufsteigen des
Punktes auf die obere Halbkugel. Aus der
Gl 4a) fir die Drehung in einer selbst mit w
rotierende AufriBebene 1a8t sich sofort ein Aus-
druck fir die Zeit zwischen zwei Lagen des
Punktes gewinnen, so zwar, da mit

dt=d—.q== sin ¢ d9 6)

V(cos $#, — cos ) (wl"’ (cos ¥+ cos ¥, )sin? P, — Elg sin? 0)

Zur iibersichtlicheren Darstellung der im Nenner auftretenden Wurzel
nennen wir die beiden Wurzeln der Gl 4b) cos, und cos ¢,, von
denen allerdings die zweite, wie schon oben erkannt <7 —1 ist,
und setzen demgeméif

(cos F — cos ,) (cos & — cos &)
= cos® ¥ — (cos ¥, | cos ;) cos F | cos Y, cos Fy=0.. . 7)
Andererseits ist aber auch, wenn ¢, dem oberen Grenzkreis zu-
gehort, nach 5a)
sin? ¥,
sin®4,’

2
w1

2g (cos ¥, - cos ¥,) = . 4d)
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womit wir an Stelle von 4b) auch schreiben diirfen
. cos & -} cos ¥,
o08 ﬁ+cosﬂ —+ cos &,

Mithin ergibt der Vergleich der Beiwerte von cos ¢ in dieser Formel
mit 7)

sin® 9, — 1 =0.

in2
cos , — — cos O, — sin? 9, =_1—{—cosﬁ]cosﬂe' 7a)
®  cosd, | cos, cos ¥, +- cos o,
Damit aber wird aus 6)

dt:d—ﬂz sindd 9

K V?l_q (cos 9, — cos ¥) (cos § — cos 3, (cos F — cos P;)

oder mit dem Wert von cos ¥, aus Gl 7a)

. @_V__ sin9d .
P 9 29 V 14 cosd, cosﬁ) )

(COS 791 — COS ’19‘) (COS ¥ — cos ?92) (COS 9 + cos ,,9 + cos 9

so daB also die Bewegungsdauer durch ein elliptisches Integral be-
stimmt ist, mit dessen umsténdlicher Auswertung wir uns hier nicht
aufhalten wollen.

Dagegen haben wir noch den einem Bogen ¢ — ¢}, entsprechenden
Winkel des Grundrisses r =1Isin® zu ermitteln, fir den sich aus
der zweiten Formel 4)

_ o sin? ¢,
9 sin? 9

ergibt. Fiihren wir in diesen Ausdruck den Wert fiir 9 aus 7b)
ein, so folgt mit 4d)

Bgp . ... ... .. 8)

sin ¥, sin ¢, sin & d )
smgﬁl/(cosﬂ —cos ) (cos F — cos J,) [cos F (cos &, —cos &,)+14-cos B, cos ¥, N

Schreiben wir fiir den Integranten f(¢) und beachten, daB

d 9
p=JrOas=—T@)ao,. .. ... .9

so erkennen wir, da8 die Bahn um jeden Beriihrungspunkt mit einem
Grundkreise nach beiden Seiten symmetrisch verlduft, woraus sofort
die Frage entsteht, ob sie geschlossen ist. Zur Beantwortung be-
stimmen wir den Winkel ¢, zwischen zwei Berithrungspunkten mit
demselben Grenzkreis aus

—_—J;‘(ﬁ)dﬁ—éf}’(ﬁ)d0=26f2f(z9)d19.. .. .9a)

8a)
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An Stelle der Ausfiihrung der auch hier wieder recht umstind-
lichen Integratlon wollen wir den Betrag von ¢, durch ein Nihe-
rungsverfahren in zwei Grenzen einschlieBen, indem wir in der letzten
Klammer des Nenners von 8a) cos®¥ = + 1 setzen. Alsdann lauten
diese Klammern

cos &, -} cos &, + 1 - cos ¥, cos
= (14 cos ;) (1 cos 9,) = 4 cos? %1 cos? %’;
— (cos &, -} cos B,) | 1 - cos I, cos J,

. -
=(1— cos¥,)(1 — cos 192)=4sm“’1?2-151n“ 52,

und es wird mit den Abkiirzungen
cosd=u, cosd =u,, cosd=u,,
sowie wegen
. . L0y B,
sin 9, sin ¥, = 4 sin 51 sin 2 2 cog 5 ! cos E
und mit Riicksicht auf 8a)

) du
— 48in —tgin 2 _
i 2 o 2f(1—u2)yu1—u)(u—u2)>

Uy

Uy
><po>—4cos%lcos%'—*f

du
(1 —u®) My —w) (w—ug)

Da nun
Ug

u!f (t—u)} <u‘di~m—72>

— () e

Uy

7 1 1
2 (V(l — ) (1 — u,) + [fE= u,) (14 '“9.))
=-;1 1 + 1

9, . 0, 5, 0
sin -1 sm -2 COS — CO8 —
2 2 2 2

ist, so folgt
—n(l—ktg%tg )>¢;00>—az<1—}—c’og19 ctgﬁ) . .9b)

!) Die Losung dieses Integrals ist in jeder Integraltafel nachzulesen.



Das Kugelpendel. 29

) )
Hierin ist aber stets §1<90°, E“’<9O°, also

3

Yy J,
2

02 191

tg —* tg 5 >0, ctg 5 ctg 5 > 0.

Daher wird der Winkel zwischen den Fahrstrahlen zweier
Beriithrungspunkte desselben Grenzkreises im Grundrif3 der
Bahn gréBer als 180° so daB die
Bahn selbst keine geschlossene
Linie bildet, vgl. Abb.8. Dier Bahn-
grundriB erscheint demnach als
eine ellipsendhnliche Kurve,
deren groBe Achse sich gleich-
formig um ihren Mittelpunkt
dreht.

1. Beispiel. Erfihrt der Punkt nur eine -
kleine Auslenkung aus der unteren
Ruhelage, so hat man unter Vernach-
lissigung der Quadrate z® und y*®

z:l/l“——x“‘—ﬁwl, Z2=0

also in 2)

¢=—g, &=-— %x, y’=—%y,

d. h. zwei zueinander senkrechte Schwingungen in einer wage-
rechten Ebene

x:asin(t]/_g+a'), y:bsin<¢l/~?+ﬂ'>, ..... 102)

die sich, wie in der Mechanik ebener Gebilde gezeigt wurde, zu einer ge-
schlossenen elliptischen Bahn zusammensetzen. Deren Umlaufszeit

stimmt also mit der Schwingun®sdauer des ebenen Kreispendels iiberein.
2. Beispiel. Wird im Sonderfalle 3, =9, =19,, so folgt aus 4d) mit

w, = (00
wlleosdy=g.. . . . .. ... ... 11)
Der Punkt bleibt alsdann dauernd auf demselben Breitenkreise, wahrend

sein Fahrstrahl den Mantel eines Kreiskegels, Abb. 9, beschreibt. Man spricht
alsdann von einem Kegelpendel, fiir welches auch mit Isind,=7,

geschrieben werden kann. Der in die Richtung OP fallende Zwangsanlauf ist
in diesem Falle nach Gl. 2¢) mit z =12z, =1cos ¥,

g =Rt gleosdy 1y g
l l

9
wad

’

¢ = —gcos P, — Il w,?sin® ¥, = —
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wihrend 11) in

wr=2 . 11c)
%o
iibergeht.
AuBerdem aber erhalten wir fiir die Umdrehungsdauer
2 1cos 9 /2
t—=— —=2 V————o =2 o 12
°7 w, i g " V g )

in Ubereinstimmung mit der Schwingungsdauer eines ebenen Pendels von der
Linge zy=1cos¥,. Wird das Kegelpendel etwa durch einen StoB aus seiner
Mittellage ein wenig ausgelenkt, so beschreibt es um dieselbe eine Bahn, die
zwei zu beiden Seiten der Mittellage benachbarte Grenzkreise nach Abb. 8
beriihrt. Da der Beriihrungspunkt, wie oben festgestellt, auf demselben Grenz-
kreise fortschreitet, so ist die Dauer dieser Schwingung um die Mittellage

t1>t0=2nl/ig°~. ............ 12a)

z
0
o,

i l

M

7o
x
Abb. 9. Abb. 10.

3. Beispiel. Im AnschluB an das Kegelpendel betrachten wir eine Ver-
allgemeinerung desselben durch Verschiebung des Aufhéingepunktes 4 um 7,
aus der Drehachse OZ, die ebenso wie das einfache Kegelpendel bei Reglern
von Arbeitsmaschinen héufig Verwendung findet. Der bewegte Punkt P ist
alsdann an eine Ringfliche gebunden, die durch Drehung des Kreises vom
Halbmesser ! mit der Mitte 4 um OZ entsteht, Abb. 10.

Da auch hier kein Drehanlauf ¢, vorliegt, so haben wir mit der Aus-
lenkung ¢ aus der Lotrechten

r=ryFlsind, z=lcosd. ... ... oL 13)
fiir den Drehwert w die Bewegungsgleichungen
F—rw?=g¢sind, Z=g-+qcosd,. ... . ... 14)
oder nach Ausschaltung des Zwangsanlaufes ¢’
F—ret=(_Z—g)tgd . ... .. ... - . 14a)
mit einem Beharrungszustand fiir #= Z=0 in der Mittellage ¥,
gtgdy=rw?=@yFlsind) .. . . . . . . ... 15)
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Nun folgt aus 13)

i=l1§>cc.>sﬁ, 5‘=l(1§c0519—1§2s.in0) } ..... 134)
z=—19sin?d, Z =—1(9sin 9 - 92 cos 9)
und nach Einsetzen in 14a)
19— o (ryIsind)cosdFgsind=0. . . . .. ... 14b)

Setzen wir darin fiir kleine Ausschlige d um eine Mittellage &, also
d=>0,49;
sin 9 = sin ¥, -} d cos ¥, , cos & = cos ¥, — d sin I,

und vernachldssigen die Glieder mit 62, so folgt mit Riicksicht auf 15) und
F—=148
w?r,

l

und nach Ausschaltung von r, durch 15)

3+<—‘l]—cos00+ sint?o—m%os2z90>6=0

.

: 9 2 aoe? ):
b+(lcos00 0 0088y )8 =0 . . . . ... .ldo)

Dag ist aber fiir bestindiges w die Differentialgleichung einer einfachen
Schwingung um die Mittellage mit der Dauer

- 1 cos ¥,
t0_2nl/s—]fm, ........... 16)

die auch fiir das einfache Kegelpendel gilt, da hierin die GréBe r, nicht mehr
auftritt. Die Schwingungsdauer ist offenbar nur so lange reell, als

g \¥
(mTl) >cosdy >0 . . . ..o 16a)
ist. Mittellagen J,, welche diese Bedingungen erfiillen, sind als stabile anzu-
sehen, wihrend

4

S —a 2 2 == 20 .0 0 0 e e e
Toos 3, ? cos? &, [ 16b)

aus 14c) eine asymptotische Bewegung von einer labilen Lage aus ergibt.

Zur Ermittlung der verschiedenen Lagen greifen wir auf Gl. 15) zuriick,
die mit tg 9= }1 — cos? J,: cos ¥, fiir cos J, vom vierten Grade ist und dem-
nach vier Wurzeln besitzt. Wihrend die algebraische Berechnung derselben
ziemlich umsténdlich sich gestaltet und wenig iibersichtlich wird, so fiihrt ein
zeichnerisches Verfahren sofort zum Ziele. Man hat zu diesem Zwecke nur
die beiden Kurven

ul:(%tgﬂo und uy=ro-Flsind,, . . . . .. .. 17)

wie in Abb. 11 und 12 geschehen ist, zum Schnitte zu bringen, um die den
4 Wurzeln zugehorigen Werte von ¢, zu erhalten, von denen offenbar I und III
der Bedingung 16 a) geniigen und stabile Lagen darstellen, wihrend II und IV
mit 16b) labile Lagen sind. Die Lagen IIT und IV fallen zusammen, wenn die
Kurven 17) sich mit

du, g 1 %zlcosﬂo;

-— ———— T = 3 « . .
dd9, o?cos?d, dd, costdy 178)

9
! w?
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beriithren, was nur dann moglich ist, wenn nach Einsetzen in 15)

_ L)’/a__(ﬁ>*/= 9 %o
1 (lwz =—\7) " <0 F<l..... 17b)

ist. Alsdann wird aber, wie durch Einsetzen von 17a) in 14¢) und 16) er-
sichtlich mit § =0, £, = 00, die zugehorige Lage indifferent.

/4

Abb. 11. . Abb. 12.

Da die beiden stabilen Lagen, die fiir r,— 0 zusammenfallen, auBer durch
die Abmessungen 7, und ! mit dem Drehwert w vollsténdig bestimmt sind, so
eignet sich die ganze, aus dynamischen Griinden fast stets aus zwei zur Dreh-
achse 0Z symmetrischen Pendeln bestehende Vorrichtung zur Messung des
Drehwertes und wird darum auch als Tachometer bezeichnet. Den beiden
Lagen entsprechend unterscheidet man alsdann zwischen Tachometern mit
offenem und gekreuztem Gestinge, Abb. 13 und 14, und verwendet sie
so als Hauptbestandteile von Reglern fiir Kraftmaschinen.

z

0 S

Abb. 13. Abb. 14.

§ 7. Die Bewegung eines Punktes lings einer festen Raum-
kurve. Wir haben in § 2 festgestellt, daB der Vektor des Gesamt-
anlaufes eines frei bewegten Punktes in die Schmiegungsebene seiner
Bahn fillt. Ist die Bahn durch eine sog. Fithrung vorgeschrieben,
so wird der &ullere Anlaufvekor ¢ im allgemeinen nicht in die
Schmiegungsebene fallen, sondern kann eine ganz beliebige durch das
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Anlauffeld gegebene Neigung zu derselben haben. Eine vollkommen
glatte Fithrungsbahn {ibt nun auch keine Wirkung in der Bahntangente
aus, so daB der von ihr bedingte Zwangsanlauf ¢, nur in der Nor-
malebene zur Bahn liegen kann.

Bezeichnen wir in Abb. 15 die Neigung des duBeren Anlaufes ¢
gegen die Bahntangente mit ¢, so zerfillt er in die Anteile gcos?d
in der Richtung der Bahntangente und g sin ¢
in der Normalebene zur Bahn mit der Nei-
gung » gegen die Hauptnormale. In dieser
Ebene liegt aber auch der Zwangsanlauf g,
mit der Neigung », gegen die Hauptnormale,
und daher bestehen, da die Binormale an-
lauffrei bleibt, die Bewegungsgleichungen

qcos19=%, gsindsiny — g, siny, =0

2 1)
v
qsinﬁcosv+qocosv0=5

Abb. 15.

worin v den Bahnlauf und ¢ den Krimmungsarm bedeuten. Bei
vorgelegtem Anlauffeld ¢ ist durch die erste dieser Formeln der
Bahnanlauf dv:dt, durch die beiden andern Formeln aber der Zwangs-
anlauf g, mit seiner Neigung », gegen die Hauptnormale vollstindig
bestimmt. Durch Quadrieren und Addieren der drei Gleichungen 1)
ergibt sich ferner

2\ 2 2
qﬁ__l__qo2_2qq0sinﬁcos(v—}—yo):(%> _!_<Z_:) .

Hierin ist aber, da die Vektoren ¢sin ¢, g,, gcos? eine lings g cos?
rechtwinklige Korperecke bilden,
sin & cos (v - »,) =cos (g, ¢,) »
so daB wir auch fiir den Gesamtanlauf erhalten
v\? | (dv\?
*+9,"—2gg,co8(q, ) = (E) + (Et_) N £

Der Gesamtanlauf auf vorgeschriebener Bahn setzt sich also einfach
aus dem #uBeren Anlauffelde und dem Zwangsanlauf zusammen und
zerfallt andererseits wieder in den Bahnanlauf und den Normalanlauf,
liegt also wieder in der Schmiegungsebene der Bahn.

In Vektorform lauten alsdann unsere Bewegungsformeln mit
dem Einheitsvektor t der Tangente und n der Hauptnormale
dv dv vr L
qt=1 Gpt=0, q—{—qo—tﬁ—knzzr. .. 2)

Ist die Bahn dagegen analytisch als Schnitt zweier Oberflichen

fil,y,2)=0, fol@,y,2)=0 . . . . . .3)
Lorenz, Techn. Physik I,2. 2. Aufl. 3
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vorgelegt, so entspricht jeder derselben nach § 5 ein Zwangsanlauf ¢’
und ¢”, die zusammen natiirlich den obigen Betrag g, ergeben
miissen. Wir erhalten demgemif die Bewegungsformeln

E=q,+¢'+9" i=¢,+9 +49 5 i=a¢+¢ +4a" .4
oder
E=gq,+d¢+d'¢", j=q,+Fd+8¢
i=q,+7yd+y'd, . . ... .. . 4a)

worin die Richtungskosinus ¢/, §, y’; o, ﬂ", 9 sich mit Hilfe der
Formeln 2c) § 5 aus den Oberflichengleichungen 3) berechnen. Die
finf Gleichungen 3) und 4a) sind also ausreichend zur Bestimmung
der Unbekannten z, y, z, ¢/, ¢”. Da auBerdem fiir das Bahnelement
dx, dy, dz

af‘,

O goy Ogy o Ohg, 3fe 3fa
Py dx -4 2y dy + % dz=0, dx + dy + dz=0,

oder
«'de+4p dy+ 9y’ dz=0,
o«"de~+B"dy+y"dz=0

ist, so erhalten wir durch Erweiterung der drei Bewegungsgleichungen
4a,) mit dx, dy,dz und Addition unter Weghebung der Glieder mit
¢ und ¢”

xdw+@'dy+é'dz=azd¢+gdy+z'dé:vdv
=Q:ndx+dey+q2dz) . . . . o o 4b)

also wieder die Unabhéngigkeit des Bahnlaufes v von den beiden
Zwangsldufen ¢ und ¢”.

1. Beispiel. Als Beispiel betrachten wir zundchst die Bewegung des sog.
Horizontalpendels, d. h. die Bewegung eines Massenpunktes auf einer Kreis-
bahn vom Radius !, deren Ebene gegen die Horizontalebene um den kleinen
Winkel o geneigt ist. Wahlen wir den Kreismittelpunkt zum Anfang eines
Achsenkreuzes, dessen y-Achse parallel der Schnittgeraden der Ebene der
Kreisfliche mit der Horizontalebene ist, und nennen ¢ den Winkel, welchen
der Fahrstrahl des Punktes P mit der xz- Ebene einschlieBt, so erkennt man
aus Abb. 16, daB der Erdanlauf ¢g—g¢ in einen Anteil — g cos « senkrecht zur
Kreisebene und in einen solchen — gsin ¢ in derselben zerfillt. Der letztere
1aBt sich wieder in einen Tangentialanteil — g sin « sin ¢ und einen Normalanteil
— gs8in & cos ¢ zur Kreisbahn zerlegen, und zwar bildet der erstere schon den
gesamten Bahnanlauf, so da8 wir mit Gl. 1) die Beziehung

%:qcoa&=—gsinasinzp, e e e e e e 5)

also
cosd = —sinasing

sind=JI—sinfasin’y
erhalten. Schreiben wir fiir die Geschwindigkeit v —=1¢, so geht 5) iiber in
l§+gsingsing=0, .« ... ....... ba)
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eine Gleichung, die mit der Bewegungsgleichung eines Fadenpendels unter dem
EinfluB des Anlaufes gsinc an Stelle von ¢ iibereinstimmt. Die Bewegung
ist also eine Schwingung auf der Kreishahn mit der Ruhelage ¢ =0
und der bei kleinen Ausschligen giiltigen Schwingungsdauer

t0=2nl/gsilna, ........... 5b)

die also groBer ist als die des Fadenpendels. Diese Tatsache benutzt man zur
sehr genauen Bestimmung des Erdanlaufs, weil man durch Verkleinerung des
Winkels o die Schwingungsdauer beliebig groB machen und dann sehr genau
bestimmen kann.

A

02
A ]
Y
gsinasing \/V//
GSine
Abb. 16.

Die GroBe und Richtung des Zwangsanlaufes g, berechnet sich aus den
beiden letzten Gl. 1), die mit 6) und unter Beachtung, da8

sin & cos ¢ . cos & cos
ctg v = — —, siny=-— = - - ,
cos « Vsin?x cos®p +cos?a |1 — sin? « sin®g
sin « cos
CO8 Y = — _:__..—q’*
J1 — sin®«sin®p
in

g, 8iny, = g cos «

2
qocosv(,:%—{—gsinacosq):l(iz“’—{-—gsinacosw

iibergehen und
g% = g2 cos® o 4 (I 2 -+ g sin « cos @)?
geose ... 7a)
lgp?4gsinacosy

ergeben. Der Zwangsanlauf zerfillt also in einen Anteil ¢’ = g cos « senkrecht
zur Kreisebene und einen Anteil ¢” in derselben, der um den Fliehanlauf I¢?
groBer ist als der in diese Richtung fallende Anteil des Erdanlaufs gsin«cosg.
Auf das Vorzeichen von ¢” ist zu achten, wenn beispielsweise durch einen
Faden ‘der Korper nur auf einer Seite der Kreisbahn gefiihrt is.

Zu den gleichen Ergebnissen fiihrt auch die Anwendung der Gleichungen 4a)
in Verbjindung mit den Gleichungen 3). Fassen wir die Bahn des Punktes als

3*

tg v, =
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Schnitt einer schiefen Ebene durch die y-Achse und einer Kugel vom Radius !
um den Anfangspunkt als Mittelpunkt auf, so haben wir an Stelle der Gl. 3)
fi=wsine+4zcosa=0, fo=2a2ty*+22—012=0, 3a)
zdx+ydyt2dz=0, T

also
of o ofy _ of _ . ofs . ofs _ ofs 9.,
—%—Slna, '5—y——0, —a—z'——cosd, ~ﬁ—2x, —a;—2y, —5;_22,
2 2 2
@%) +<6a_f;> -+ (%Lzl) =sin? ¢ costa=1,
0 2 0 2 0 \ 2
O RCORN T
o =sine, p' =0, )y =cosc; “"2%: ﬂ"::zli, y":.';;.
Damit gehen aber die Bewegungsgleichungen 4a) bei ¢, =g, =0, ¢.=—9g
iber in
i:q’sina—l—-%q”,
y:%q”, ......... 8)

Zz'=—g—}—q’cosa—|—-%q”.

Nach Multiplikation dieser Gleichungen mit dx, dy, dz2 und Addition ergibt
sich unter Beachtung von 3a)

Edx+4jdy +idz=vdv=—gdz. ... .. .. 8a)
Ersetzt man nun die Risse z, y, z durch die aus Abb. 16 ersichtlichen Be-
ziehungen
z=1cos c cosgp, &#=—1lgcosasing, &=—1Icosc(ysing - ¢2cosg) 1
y=1lsing, g=1l¢cosp, i =1(§ cosp — @2 sin ) ,
2= — Il sin « cos ¢, i=1Il¢@sinesing, Z=1sin o (¢ sin ¢ + ¢ 2 cos ¢) [

so erhélt man aus 8a) mit v=1¢

lpdp=—gsinesinpde
oder
l¢=—gsinusing

in Ubereinstimmung mit der Bewegungsgleichung 5a). Durch Multiplikation
der ersten und letzten Gl. 8) mit sin « bzw. cos « und Addition erhalten wir
mit 3a) wie oben

¢ =gcosc

als Zwangsanlauf senkrecht zur schiefen Ebene. Die zweite Gl. 8) ergibt schlie8-
lich mit 9) und 5a) den andern Anteil des Zwangsanlaufs

¢’'=—(gsinccosp |12
in Ubereinstimmung mit Gl. 7).

2, Beispiel. Es sei eine Schraubenlinie vorgelegt, die auf einem Kreis-
zylinder mit lotrechter Achse vom Halbmesser a und fester Steigung verlduft,
Alsdann haben wir mit dem Winkel ¢ des Fahrstrahlgrundrisses gegen die
2-Achse die Gleichungen

r=acosgp, y=asing, z=byp, . e 10)
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worin h=2x b die sog. Schraubensteigung bedeutet. Daraus folgt
dx=—asingpdy, dy=acospde, dz=bdey,
d*x=—acospde®, d’y=—asingde? d?z=0,
ds? =da® 4 dy? 4 d2* = (a® } b?) d p?

und der Hauptkrimmungsarm o aus Gl. 6a) § 5

1 - d2x>2 (d2y>2 (d%_z>2— a2 o l_ a
;?-(aﬁ"F‘zﬁ T\GF) ~@Ter T erw 1
Ebenso ergibt sich der Lauf v aus
v =2 -} g2 | 22 = (a? - 1?) 92, ?:aqa?, . .. . 10b)

Wegen des Verlaufes der Schraubenlinie auf dem Zylinder fdllt ihre Haupt-
normale in die Richtung der zugehorigen Zylindernormalen, liegt also wage-
recht, so daB der lotrechte Erdanlauf ¢=— —g¢ dazu senkrecht steht, d. h.
v=900 ist. AuBerdem ist wegen der festen Steigung die Neigung o der
Schraubenlinie gegen die Wagerechte also mit ¥ = 90° —d

dz b a . b

tga:ctgﬂzﬁq):;, cosa:y—;é—i—_b:g, smuzm. 10¢)
Wir haben somit an Stelle der Gleichungen 1)
“dw . . v? .o
;= —9sine,  gysiny,=-—gcosa, qocosvozgzatp , .o . 11)
deren erste mit vd¢=ds, dssina=dz
vdv=—gdz, VP—02=2g(@—2) . ... .. 11a)
ergibt, wihrend aus den beiden andern folgt
. gocosa gcosa
g2 =g%cos® « +a2p*?, tgy, = — = T 4 . 11Db)

Die Bewegung lidngs der Schraubenlinie ist also unter der Wirkung des Erd-
anlaufes g eine gleichformig beschleunigte oder verzdgerte, je nachdem der
Punkt fallt oder steigt. Weiter erkennt man aus 11) und 11b), daB der Zwangs-
anlauf ¢, in zwei Teile zerfiallt, von denen der eine Teil g cos « senkrecht auf
der Schraubenfliche z—="b¢g steht, wihrend der andere +?:9 —=a ¢® in die
Zylindernormale fdllt. Es sind dies die beiden Zwangsanliufe ¢’ und ¢” der
Oberflichen, deren Schnittkurve die Schraubenlinie bildet.

Um zu zeigen, daB auch die Ansitze 4) bzw. 4a) zum gleichen Ziele fiihren,
schreiben wir die Gleichungen des lotrechten Kreiszylinders und der Schrauben-
fliche entsprechend 3)

' 2
fi=wtyr—a=0, fi=L_tgo=L_tZ—0, .. 12

b
ofh ofy _ ofy _
pe 2% ay-zy’ EDE
o __y O _ 1 O 1 &
oz x?’ oy x’ 0z z  ba?’

b cos? 5y
R
(e () (- =
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und demnach nach Gl. 2¢) § 5

;_i r=l A
o« = a’ B a’ 4 0,
d”=—%, ”=—L, }),,=—‘Ta—.
ala®-bt aa? b J a® 4 b*
Mithin gehen die Bewegungsgleichungen 4a) iiber in
. z bqg” . , xbq” . aq”
a al/az—[—bz a aya3+b2 Va® b2

Nach Erweiterung mit dz, dy, dz und Addition erhalten wir wegen 12)
b@dy —ydz) —a’dz
afatFb?

Andererseits ergeben die beiden ersten Formeln 13)

vdv:%(xdx—i—ydy)—}—q” —gdz=—gdz. 1lc)

qlla b
Yo b
oder in Verbindung mit der dritten Gl. 13) unter Ausschaltung von ¢”

@j=—blg+D=—blg+b§), @+)§——bg, .. 13b)

woraus wieder die gleichférmige Beschleunigung bzw. Verzogerung der Be-
wegung erhellt und mit 13a)

jo—iy=aj=

" ag
=== —(COS® . . . 4 e e ... 13¢
q Va5 g )
hervorgeht. Fiir den andern Zwangsanlauf ¢ folgt ferner aus 13) wegen f, =0
da=irxtjy=— @+ 9% =—a¢? ¢ =—ag?. .. 13d)

in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen 11 und 11b).

§ 8. Die Relativhewegung im Raume. Die Lage eines Punktes P,
Abb. 17, in einem festen rechtwinkligen Achsenkreuz in O sei durch
die Abstéinde z, y, z von den Achsenebenen gegeben. Der Anfang £

, eines zweiten, ebenfalls recht-

1 z winkligen, im allgemeinen
L aber beweglichen Achsen-
_ 3 &  kreuzes habe im festen. die
“ N Abstiinde ), ¥y, 2, seine
Achsen =, H, Z mogen gegen
v die festen die Richtungskosi-
z nus o,, &,, ts; Bys Bas Bss
; 71 V2> Vs nach dem Schema
0
0 oy 1 x Yy 2
Yo 7/ z : “ % %
] U
/ y ¢ V1 V2 Vs
x Abb. 17. besitzen.
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Alsdann bestehen zwischen diesen Abstinden die Gleichungen

e —xy=0, &+ B9ty
Yy—Yo=0 5+ Ban+nl ¢ . . . ... 1)
z2—zg=03 5+ B+ 7,0
=y (B — @)+ oy (¥ — Yo) + 5 (2 —2,)
=P — ) +B(W—Y)+B(z—2)(, .. . 1la)
£=71(x_'_x0)+72(y_y0)+73(z—zo)
wihrend das Quadrat des Abstandes PQ der Bedingung
@2+ 9+ ez =8 .. 1)
geniigt. Setzen wir in diese Gleichung die Ausdriicke 1), d. h.
(x —x,) usw. auf der linken Seite, oder die Ausdriicke &, 5, { nach

1a) auf der rechten Seite ein, so folgt durch Vergleich der Beiwerte
dieser Verdnderlichen

e+ ot ot=1, By, +BratPirs=0
B2+ BB =1, oyt ratatryze=0, .. 2)
712+722+732=17 “1/31+“2/32+“3/33=0
“12"{":312‘{_712— ’ 0‘.205;;-{'-,52,33—*—72}’3:0
e+ B+t =1, e, + BB+, =0 . . . 2a)
o+ B vt =1, e+ B+ r.=0

Es sind dies nichts anderes als die geometrischen Bedingungen der
senkrechten Stellung der Achsen z,y, z bzw. &, 5, { gegeneinander.
Berechnen wir ferner aus den Formeln 1) die Verénderlichen &, 7, £,
so erhalten wir drei neue Gleichungen, die mit 1a) iibereinstimmen
miissen. Dies trifft dann zu, wenn mit der Abkiirzung

oy (B vs — Ba7a) By (vatts — 73 %) + 7, (s By — €3 B) =4,
e d=Pyys—Byve, Brd=rs0,— 150, yid=0,p3—f,,
oder nach Quadrieren mit Beachtung von 2)
A2=1,
(Bavs — Ba?a)* + (ot — 73 0)° 4 (€g By — €3 8)" =1

ist. Drehen wir das bewegliche Achsenkreuz so lange, bis die &, 5, {
Achsen den Achsen x, y, z des festen Kreuzes gleichgerichtet sind,
so ist o, =f, =y, =1, oy =0y;=p,—p, =y, =y,=—0, mithin
A=-+1, und wir erhalten unter gleichzeitiger Vertauschung der
Zeiger nach MafBigabe des Ubergangs der Formelgruppe 2) und 2a)
ineinander

“1::3273f:3372’ Ug=Ps 7, — P73, G=Pva—Pa1
Bi=rats— y30a, Bo=y30 — 1y 0, Byg=1p0— 750, 1. 3)
1= B — By Va=0B — By, vsT=o By — ey

und
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Da nun die Formelgruppe 2a) ihrer Entstehung nach lediglich eine
Folge der Gruppe 2) ist, so bestehen zwischen den 9 Richtungs-
kosinus «, §, y im ganzen nur 6 unabhingige Beziehungen, die wir
unter den Gruppen 2), 2a) und 3) beliebig auswihlen diirfen.

Nach diesen rein geometrischen Betrachtungen gehen wir zur
Bewegung des Punktes P in beiden Achsenkreuzen iiber und
bilden durch Ableitungen der Ausdriicke 1) nach der Zeit die ab-
soluten Laufteile

iza&o‘*‘%%+ﬂ1’-7+71§'+'d1§+/3:177+7}15‘
i=t bt it nlbhEtfrtal 4
7;=z'0-|-a3§+/3377—[—ygc—i—o?sf-i—ﬂw-l-?sil

Andererseits ergibt die Ableitung der Ausdriicke 1) die relativen
Laufteile von der Form

ézal(d: )+ oy (5 — 7o) + o5 (F — %)
+ g (@ — ) by (Y — o)+ b5 (2 —2,) . . B)
oder nach Einsetzen von 1)
"5:“1(7‘.’_ %)+ g (§ — go) + ¢t5 (F— %)
+(dy ey + gty + by aig) & (dy By - &y By + b B3)
F(yyy tlratdgy)l. . oL . . ba)

Hierin ist aber wegen 2)

Gy 0y 0y + g3 =0, ﬂ1ﬂ1+ﬁaﬂe+ﬂ;ﬁazoa

. . . , 2b

Y171t Va¥a V575 =0 )
0:‘1/31+°.f2/32+0.f3ﬂ3:_“1181_“2}%2_“3133:“’3
/3171+13272+/3373:_ﬂ17;1_ﬂ27}9_/337}32‘01 s e . 20)

POyt Pally - Pallg = — 18y — Py ly — Yyl =,

worin die Groen w,, w,, w, offenbar Drehwerte darstellen. Damit
aber wird unter Hinzufiigung zweier entsprechender Formeln fir 7

und C

éz“l(‘i_"i;o)_i_“a(?)_yo)+“3(z'_éo)+w377_w2§
’?=ﬂ1(d’_d;o)+5a(y._go)+53(z._z.o)+w15_w35 ) 6)
C=y1(:i:—:i:0)—{—y2 (y'_go)'*'?’s(z'—z.o)"]_wef_wﬁ]
worin die rechten Summen der mit den Richtungskosinus e, f, y
behafteten Glieder die in die Achsenrichtungen &, #, { fallenden

augenblicklichen Laufanteile im bewegten Kreuz darstellen, zu denen
dann noch die Drehungen um die bewegten Achsen mit den Dreh-
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teilen ,, w,, w; hinzutreten. Diejenigen Punkte im bewegten
Achsenkreuz, welche nur relative Verschiebungen in dessen
Achsenrichtungen &, , { erleiden, geniigen den Gleichungen

.2“1 (& — ) + &, (§—Yo) 1 03 (2 — 7))
=P, (F— %)+ B —5) +Bs(2—%) (- . . .6a)
é--=7’1(5‘3—9'”0)‘{'7’2(?]_‘ Yo) 1+ 75 (2 — %)

Aus dem Vergleich mit 6) ergibt sich, da alsdann

w37]=(02c, wlé-:ws&’ wegzwln
oder

Einil=w,w,: 0,

d.h. daB alle Punkte mit reiner Parallelverschiebung im
bewegten Achsenkreuz auf einer Geraden liegen, welche
demnach die augenblickliche Drehachse des bewegten
Systems bildet.

Zur Berechnung des relativen Anlaufes bilden wir die zweite
Ableitung & und erhalten dafiir aus 5)

é.:%(é’:_io)‘[_“z(g_?'/.o)“{_“s(.z._go)

- &y (2 — o) by (¥ — Yo) + g (2 — 2,)

+2[d, (@ —a)+dy(§ — o)+ (2—%)]. . . . 7)

oder nach Einsetzen von 1) und 4) in die zweite und dritte Zeile

E=a, (£ — o)+ (§ — o) 5 (E—5,)
- (g oy - g og - g 0tg) € (&, By ~+ by By 6y B3)
F (@71t Gare + 575) - 2(6° 6"+ 657)¢
2 (@, + oy + by By) 1+ 2 (G By - by a5 7)€
2 (& oy g €y by 05) § + 2 (6 By - da o+ B)
F2(dy tFharat )l . . . L. L Ta)

Wegen 2) ist aber
&lﬂl—{_&?ﬂ?+&3ﬂ3+2(d1ﬂ.1+d252+d3ﬂ‘3)
to B ey Byt f=0, . . . . ... ... .2d

so daB wir mit Riicksicht auf 2b) und ¢), sowie unter Hinzufiigung zweier
durch Vertauschung von « mit g bzw. y gewonnener Formeln schreiben
diirfen
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5"=0£1(§3—550)—[—0¢2(’y—§/'0)—}—063'(5—5@—{—2((1').377'—602@")
_(“1.0"1 +“2&2+“3&3)5—(“1B1+“2:32+“3/33)7/
_(“15}1+“35}2+“35;3.)C
"7.=ﬂ1(5":_”5":0)+:32(?./.—?‘/'o)_*_ﬂs'(‘z._éo')"{“z(w}'c’—wsé)
_(:31&1+:32&2 +ﬂ3&3)5"_(131:31+ﬂ2ﬂ2+ﬂsﬂs)’? y . 8)
5=71(55—50)+79('y'—z7)+73_.(5—‘z‘o)'+2(60?‘5—-%’7")
— (r2 8y ya b+ 73 Ee) E — (1 By 7o Bat 75 By) 7
"(7’15"1—!—7-.,5"2-*-?’35"3)4“
oder wegen 2c) fiir die erste Formel
":“1(£“£0)+“2(?7_§j0)+“3(é*‘z.o)‘sz(wg’?“wgé)
+d)3’7_‘b2€+(d12+0"22+d32)5+(d1ﬁ1+d2ﬂ?"}"023:33)77
+(0217;1+0227;2+0"37;3)C usw. . .. oo .. L 0L .83,?)

In diesen Ausdriicken, die wir auch durch nochmalige zeitliche
Ableitung der Formeln 6) gewinnen konnten, stellt die Summe der
drei ersten Glieder den in die Achsenrichtung des bewegten Kreuzes
fallenden Anteil des Unterschiedes des &ulleren Anlaufes von £ dar,
wihrend die letzten drei Glieder von den Drehanliufen des bewegten
Achsenkreuzes herriihren. Dazu kommen aber noch die Achsenanteile
des doppelten Vektorproduktes des Drehwertes um die Achse mit dem
Relativlauf im bewegten Kreuz, das wir oben am Schlusse des § 4
als Coriolisbeschleunigung kennen gelernt haben.

1. Beispiel: Handelt es sich um eine bloBe Parallelverschiebung
beider Achsenkreuze, so gelten mit « ==y =0 wieder die Formeln 6a) fiir
den Zusammenhang zwischen den relativen und den absoluten Laufwerten,
wiahrend fiir die Anlaufteile

=y (F—H) o (F—¥o)F oy (E—%) . .. ... 8b)
usw. gilt. In diesem Falle wird man zweckmiBig auch die Achsen der beiden
Kreuze von vornherein parallel anordnen, also ¢, =g, =y,=1, cy =, =8,
=pf;=y,=7y2=0 setzen und erhélt dann einfach mit o, = w,=w,=0,
Oy ==, =0
f=x—2, N=yY—y, L=z2—z
E—d—gy, f=y—g,, C=i—2y b. . .. ... 9)
‘f:i_i’io: =4 — {=%—1%
Ist im Sonderfalle die Bewegung des Kreuzes &, 7, { gleichformig, so wird
mit &, = o =7%,=10 . I T
E=4&, n=4, C=%2,. . « .« . ... 9a)
so daB8 bei einem gleichférmig bewegten Kreuz der absolute und re-
lative Anlauf eines darin bewegten Punktes iibereinstimmen. Zwei
gegeneinander gleichférmig parallellaufende Achsenkreuze sind
demnach in bezug auf die Anliufe eines und desselben Punktes

vollig gleichwertig, eine Tatsache, die man wohl auch als das mechanische
Relativititsprinzip bezeichnet.
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Bewegt sich ein Punkt anlauffrei, also geradlinig gleichférmig, so wird

aus 9) .
é: - :EO’

i =—",, b=—7%,. .. .. ...

d. h. der absolut anlauffreie Punkt besitzt im bewegten Kreuz einen

dessen Anlauf entgegengesetzten Relativanlauf.
Kreuz befindlicher Beobachter, der dessen Bewegung selbst nicht feststellen
kann, wird demnach aus dem Relativanlauf eines darin freigegebenen Massen-

Ein im bewegten

punktes auf das Vorhandensein eines Anlauffeldes im bewegten Kreuz schlieBen,

das im Falle der Ubereinstimmung
des Anlaufes mit dem der Schwere
genau wie ein Schwerefeld er-
scheint und wirkt.

2. Beispiel: Im Sonderfalle
der reinen gleichférmigen
Drehung des bewegten Achsen-
kreuzes wihlen wir die z-Achse
des festen als Drehachse, mit der
nach Abb. 18 die n-Achse des be-
wegten den Winkel ¢ dauernd
einschlieBt, wihrend die dazu
senkrechte (-Achse die Richtung
von 0Q =a der beiden Anfangs-
punkte hat und gegen die z-Achse
die Neigung 90° — ¥ besitzt. Die
&-Achse liegt in der Tangente
der Kreisbahn von £, also par-
allel der festen zy-Ebene, steht
also senkrecht zur Ebene 0QZ,
die mit der festen Ebene OZ X den
augenblicklichen Winkel ¢ = ¢
bildet.

Alsdann sind die Achsen-

d

/{{ON

¥

P
&
a
Zo
5
0
¢ ﬁo
Yo
Abb. 18.

A

abstinde von 2 und ihre Ableitungen bei bestindigem ¢ mit ¢ = w, y = =0

%, = a cos ¥ cos @, Yp=uacos¥sin g, 2, =asmv
£,= — aw cos¥sing, Yo = aw co8 ¥ cos p, 2,=20 ).
y=—aw?cosPcosp, §=—aw’cos?sing, %, =0

. 10)

und es ergeben sich, wie man sofort durch Parallele zu den &, 7, {-Achsen
durch O erkennt, deren Richtungskosinus

o« =—sing, 0y ==COS @, oy =20

B, = —sin ¥ cos @, By = —sindsing, B; = cos & . 11)

y, = cos ¥ cos @, yo = cos ¥sin ¢, ys = sin ¥

¢ =—wcosyp, Gy =—wsin g, e, =0

fy = wsindsing, ,32_—_——wsinz9cos<p, ﬂ3=0 . .11a)

7, =—wcosdsing, Yo = w cos ¥ cos g, 7, =20

Mithin nach Gl. 2¢)

o, =0, wy = w cos ?, w; = o sin ¢ 19
o,° 1 0 + 0 = w?, =0 S )

was man auch unmittelbar auf Grund der Vektoreigenschaft von @ aus Abb. 18

hitte entnehmen konnen.
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Weiter ist -
6 4 P = w?, BB+ = wsin® 9,
7 7o’ 73° = w? cos® §,
&1/§1+d2ﬂ;+d3ﬂ;:0, Bt Bo o+ By 7y = — w® sin § cos 9,
P16 Py Gy + P56y =0
Beachten wir ferner, daB die Summen
i+t o= (&), Bi& =BG+ B = (),
nEFritrni=0 ... .. ... .. 13)

die wahren Anlaufteile in den Achsenrichtungeu &, 7, ¢ bedeuten, so er-
halten wir fiir die relativen Anlaufteile aus 8) bzw. 8a) durch Einsetzen
der Werte 10), 11), 11b), 12)

F= )+ wt+20(sind — ¢ cosd)
i =) — @ [@4-{)cosd —nsind]sind —2w&sind H . . . .14)
E=(@)+ 0*[(a+ &) cos ® — 7 sin &) cos ® + 2 £ cos &
Fillt insbesondere mit ¥ =900 die ¢-Achse mit der festen Drehachse 0Z zu-
sammen, so vereinfachen sich die letzten Formeln in
E=@+ w4209
=0 Fotn—2wEL. . L. 14a)
t=(©)
Es sind das bis auf den letzten dieselben Ausdriicke, die wir bereits fiir die
ebene Relativbewegung mit gleichférmiger Drehung in § 19 des ersten Teiles

gewonnen hatten. Natiirlich kénnen diese umgekehrt zur Herleitung der all-
gemeinen Formeln 14) benutzt werden.

. .11b)

§ 9. Die Bewegung an der Erdoberfliche. Da sich die nahezu
kugelformige Erde nicht allein um ihre Achse gleichférmig dreht,
sondern auch noch die Sonne umkreist und schlieBlich mit dieser
durch den Weltenraum wandert, so konnen wir an der Erdoberfliche
selbst nur von Relativbewegungen sprechen. Die mittleren Drehwerte
um die Polachse und um die Sonne verhalten sich wie 365:1, so daB
wir die letztere fast immer als klein gegen die erstere vernachlissigen
und auBerdem von dem mehr gleichférmigen Fortschreiten des Sonnen-
systems ganz absehen diirfen. Alsdann aber sind die Formeln 14) des
letzten Abschnittes zur Verfolgung einer Bewegung an der Erdoberfliche
unmittelbar geeignet, wenn wir nur die wahren Anlaufwerte 13) in
den Achsenrichtungen einfithren. Bedeutet O den Erdmittelpunkt,
£ einen Punkt an der Oberfliche, also O Q2 — a den Erdhalbmesser, so
diirfen wir fiir eine Bewegung in der Umgebung von 2 die Breite ¢
dieses Punktes als bestéindig ansehen. Da fernerhin ein frei be-
wegter Punkt an der Erdoberfliche nur unter dem EinfluB des

nach O gerichteten Erdanlaufes g, steht, so haben wir mit @) = (7)=0,
({)=—g, an Stelle von GL 14) § 8

é=w25+2w(ﬁsinﬁ~fcosﬁ)
f=— (@) cos ¥ — 5 sin®]sin® — 2w & sin & .. 1)
{ = o (a4 &) cos® — psin ¥ cos P -+ 2 wé cos ¥ — g,
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Diese Formeln lassen sich indessen fiir die meisten praktischen Félle
durch die Uberlegung vereinfachen, daB in der Nachbarschaft von 2
die Betrige {, # nur klein gegen den Erdhalbmesser sind und dem-
gemiB hiergegen vernachlissigt werden diirfen. AuBerdem aber gilt
fir den Drehwert der Erde

w="13.-10"%gec™ !, w?=>53-10"10gec™ 2,
so daB jedenfalls Produkte der an sich kleinen Abstinde £, #, { mit
®? gegen solche des Drehwertes w mit den Laufwerten &, 7, { als
klein hoherer Ordnung unterdriickt werden diirfen. Alsdann bleibt:
f=2w(ysin® —cos®?) - l
ﬁ:—w2acosﬁsin0—2w§.sin0 .. . .1la)
£ = wlacos?d + 2wécosﬁ—go ‘
und fiir die relative Ruhe mit £=0, =0, {=0
E=0, 7] = — w?a cos ¥ sin ¥, f=w2acos%9——g0. . 2)

Daraus erkennt man sofort, daB der scheinbare Erdanlauf ¢

bis auf GroBen von der Ordnung w* mit { iibereinstimmt und eine
Lotabweichung 6 nach dem Erdiquator aufweist, so zwar daB

g=g, — w?acos® ¥ =g, (1 —%‘—cossﬂ) I
0

) . 2a)

6_j_w2acosﬁsinﬁ wla

C mﬁ:g OOS’l,Sln’l?

Man erkennt weiter, daB der Erdanlauf g am gr6Bten an den Polen
und am kleinsten am Aquator ist, wihrend die groBte Lotabwei-
chung fiir 3 =45° mit ¢=6370000 m und g= 9,81 msec™? sich
zu 6 =0,0017 ergibt. In Wirklichkeit treten infolge der Abplattung
des Erdballes nahezu die doppelten Abweichungen des Erdanlaufes
und der Lotrichtung auf.

Fiihren wir nunmehr die Werte ¢ und ¢ in die Bewegungs-

gleichungen 1a) ein, so erhalten wir
§=2w(ﬁsin0—écosﬁ) 1b)
=—gd—2wésind, f=—g+2wécos19 o

Aus den beiden letzten Formeln ergibt sich durch Integration mit
den Anfangswerten ¢, und c,

N=c, —got— 2wé&sind, (=c;—gt-+2wécosd . . 3)

und nach Einsetzen in die erste Formel 1b) unter Vernachldssigung
der Produkte w?¢

£ =20 (c,sin ¥ — ¢, cos ¥) + 2wyt (cos # — & sin )
£—=2w(cysin® —c;cosd) |- 2wgtcos($+6) . . . . 3a)
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Daraus folgt weiter mit einer Anfangsgeschwindigkeit c,
£—c, -+ 2wt (c,sin ¥ — ¢, cos ¥) 4 wgt?® cos (9 - 9)
3
E=c,t + wt?(c,8in —c cos F) |- DI o8 (9 -+ 9)

falls die Bewegung vom Punkt £ =0 zur Zeit t—=0 beginnt. Die
Einfiihrung von & aus 3b) in 3) liefert nunmehr unter Weglassung
der mit w? behafteten Glieder

3b)

n=c,—t(gd+2wec,sind)
f—c,—1t(g—2wc,cosd) -3¢)
und mit 5 ={_{=0, fir t=0
N =yt — —(gé+2a>c sin )
. 3d)

t?
{=cyt— 5(9_ 2wec, cos V)

Man erkennt, dal der durch Ausschaltung von ¢ sich ergebende Grund-
riB der Bahn in der wagerechten £#-Ebene keine Gerade ist, die
Bahn also keine ebene Kurve sein kann, sondern auf der Nordhalb-
kugel stets eine zweite Kriimmung mit Abweichung nach der rechten
Seite hin aufweist.

1. Beispiel : Ganz deutlich tritt dies fiir den freien Fall ohne Anfangs-
lauf zutage, fiir den mit ¢, =c¢, =c, =

3
fzwg‘ cos(@+08), p—— 9% o _ ;gt“...3e)

2

wird. Es ergibt sich also aus der schon oben berechneten Lotabweichung ¢
infolge des Fliehanlaufes noch eine Ablenkung des fallenden Korpers im Sinne
der Erddrehung. Diese hier theoretisch entwickelte Abweichung ist durch Ver-
suche mehrfach festgestellt worden. So fand Reich (1833) im Dreibriider-
schacht in Freiburg in Sachsen beim Durchfallen einer Hohe ¢ = 158,5 m eine
ostliche Abweichung von 28,4 mm. Aus der ersten Formel 3e) wiirde mit
g=981 m sek—2% &4 d=>50°53’, cos (#4 8)=0,63 eine Fallzeit von
t = 5,68 sek und eine Ostabweichung von

E_Mg_s_l,sggs 0,63 = 0,0275 m

folgen, was angesichts einiger storender Nebeneinfliisse als vortreffliche Be-
stitigung angesehen werden darf.

Fiir den Fall einer gezwungenen Bewegung an der Erdober-
fliche haben wir mit den Anteilen des Zwangsanlaufes g, zu setzen:

(£)=q1’ (67')=Q2’ (¢)=q3—goy e e e e e 4)
womit Gl. 14), § 8 unter Vernachldssigung der Produkte von w? mit
&,n,C, sowie mit 1b) iibergeht in

E—¢,+2 o (fsin9® — cos®),
—=¢,—gd—2wésind, )
C‘“Qs—g+2wécos0
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2. Beispiel. Handelt es sich um ein Kugelpendel, d. h. um die Fiihrung
des bewegten Punktes durch eine starre Verbindung mit dem Anfang © von
der Linge PQ =1, so haben wir fiir kleine Ausschlige &£, n aus dem Lote

angendhert { = —1, éNO, Z&O, also g =~—¢g
gt =gt g Ty
G=07="97 ®90=07="97:| 44
gg=g—2wEcosd,
und damit wird aus 5) unter Wegfall der letzten Gleichung
"=—-g§-|-2m;sin0, i=—g 7 —2ksnd .. .. 5a)
oder mit den Abkiirzungen
%:oﬁ, osind=wp,. . . ... ... .. 4b)
Et =209, H+etn=—=2awk. . ..... 5b)

Die Bewegung im GrundriB} setzt sich hiernach aus zwei zueinander senkrechten
gekoppelten Schwingungen zusammen, von denen aber keine fiir sich ver-
schwinden kann. Ohne die Erddrehung, also mit w,=0 werden die beiden
Schwingungen voneinander unabhéngig und liefern als Bahn eine Ellipse, die
wir schon als Grenzfall kleiner Ausschlige des Kugelpendels auf fester Unter-
lage kennen gelernt haben.

Zur naheren Kennzeichnung des Vorganges erscheint es zweckmiBig, den
Fahrstrahl r und seinen Drehwinkel ¢ gegen eine Anfangslage durch

E=rcosp, p=rsing . . ... e v .. b)
zu ersetzen, womit die beiden Formeln 5b) iibergehen in
(F+ (e — @* — 20y p) r]cos g — [2 (wy+ @) # + 7§ lsing =0,
[+ (¢ — ¢* — 2y @) 7] sin ¢ 4~ [2 (0, + ¢) 7 + 7 §] cosp =0,
also ersetzt werden kénnen durch
F+(?—¢p?—2w,9)r=0, 2(wy+@)r+rdp=0. ... 6a)
Erweitern wir die erste Gleichung mit dr, die zweite rdp und addieren, so
wird daraus mit ¥dr =7dr, pde=¢ d¢, Fidp=¢dr
Fdi -+ olrdr-+rPode +@irdr=0,
wihrend die zweite Gl. 6a) fiir sich auch
rde+2 (¢t wp)dr=0,

2de+42r(p+ w,)dr=20
geschrieben werden kann. Daraus ergeben sich aber die Integrale
PP (etdaet) =0, reto)=0C, . ... .. 7)

die mit w,=0 in die bekannten Gleichungen der el'iptischen Zentralbewegung
iibergehen. Das Hinzutreten des Gliedes w, in der Flichenformel besagt somit
nichts anderes als eine Drehung der Bahnebene bzw. der Ellipsen-
achsen mit den Drehwerten — w, = — wsind auf der bewegten
Erdoberfliche. Diese, zuerst von Foucault (1852) versuchsmiBig nachge-
wiesene Drehung der Pendelebene liefert zugleich einen von der Beobachtung
des Himmels unabhingigen Beweis der Drehung der Erde um ihre Achse in:
einem fest angenommenen Achsenkreuz, das wir uns alsdann nur im Zusammen-
hang mit dem Fixsternhimmel denken konnen. Die beiden Festwerte C, und
C, der Gl 7) bestimmen sich aus den Laufwerten # und r¢ fiir einen vorge-

bzw.
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legten Abstand r von der Mitte des Bahngrundrisses. Alsdann aber folgt aus 7)
fir #=0, d. h. fiir gr6B8te und kleinste Auslenkungen

r? (¢ + o) = Cy, 1? (@) + @) = Gy,
¢t e+, .0 V(&_)e [P e 7a)
¢, — 6 n=z5g*)\zg) To )
also zwei verschiedene reelle Werte von ¢,, solange
C, >2 C, i c, )2
e B D1 > g2 1 2 2
<202 +02w°=‘x oder (202—|—w0 Zct+w? . .. Tb)

ist. Da jedem Werte von ¢, nach Gl. 7a) ein Abstand r, zugehért, so gibt es also
zwei Grenzkurven, die von den sich drehenden Bahnellipsen innen und auBen
beriihrt werden. Nur fiir den unteren Grenzfall von 7b) wird mit Vernach-
lissigung von w,® gegen «? bei verschwindender Wurzel 7a)
G,
)y == U — W) . 4 4 e e e e e e 7c
P1= 3 C, 0 )

entsprechend dem links oder rechts umlaufenden Kegelpendel, dessen

Drehwert durch den der Erde eine scheinbare Anderung erfihrt. Wird ins-

besondere O, =0, so kann mit ¢ 4 wy=0 der Strahlr jeden beliebigen Wert

annehmen, u. a. auch r=0 werden, so daB dieser Fall dem Durchgang des

Pendels durch die lotrechte Ruhelage mit der aus 6a) hervorgehenden Be-
wegungsgleichung

Ft (@ of)r=0 . . 8

entspricht, die ersichtlich das aus 7)

mit ¢+ w,=0 hervorgehende Integral
’ 4+t ol)=C, . 8a)

Abb. 19.

ergibt. Daraus erkennt man, daB8 hierbei O, das Quadrat des Laufwertes in
der tiefsten Ruhelage darstellt, wihrend sich mit #=0 aus 8a) der Arm des
oberen Grenzkreises berechnet. Da dieser von der Bahn zwischen je zwei Durch-
gingen durch r=0 berithrt wird, so hat dieselbe die Form einer Rosette,
Abb. 19.

LéaBt man das Pendel wie beim Foucaultschen Versuch ohne
SeitenstoB von der Auslenkung 7, los, so ist dort #,=0, ¢,=0, also
nach 7)

r2e?=0C,, rlwy=0Cy. . .. ... ... 9)

Dies liefert, eingesetzt in 7a)

@'+ o? — )
o ,

i @ (Prop—a)=0,. .. ... 9a)
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also fiir den inneren Grenzkreis
o? 7% 752 wy? @y?
s 2 __ 2 0 — 2 0 270 L.
91 @y’ 71 & oy ag_’_wozwrg okl 9b)
Wegen der Kleinheit von w,?:«? schrumpft der untere Grenzkreis praktisch
zu einem Punkt zusammen, so daB die Bahn fast geradlinig verlduft, Abb. 20.

3. Beispiel. Im Falle eines Eisenbahnzuges mit der Schienenneigung o«
gegen die Ostrichtung stellen ¢, g,, g, die Anteile des Zwangsanlaufes der
Schienen dar. Bei gleichférmig wagerechter Bewegung ist

é:ccosoz, 7 =csin«, ‘—0 é’:;,':é‘zo, . 10)
und damit wird aus 5)
¢ =—2wcsindsin e, go—9g0=2wcsindcos «,

s =¢g— 2wccosdcos .

Hiernach wird durch die Drehung der Erdkugel nicht allein die senkrechte
Wirkung zwischen dem Fahrzeug und den Schienen wie iiberhaupt jeder festen
Unterlage beeinflut, sondern auch ein wagerechter Zwangsanlauf vom Betrage

g=2wecsind. . . ... ... ... 10Db)
hervorgerufen, welcher die Rechtsabweichung bei freier Bewegung auf der
Nordhalbkugel verhindert. Fiir die Breite von #=>51°, cos #=0,629, sin $=0,777
ist die Lotabweichung nach Gl. 2a) mit ¢ = 6370000 m, 6 = 0,00168 und der
davon in die Meridianrichtung fallende Anteil des Erdanlaufes gd—=0,0168 msec—2.
AuBerdem aber wird 2wsin® = 11,34-10—% und bei einem Bahnlauf von
¢ =20 msec—! der wagerechte Zwangsanlauf der Schiene ¢ = 0,00227 msec—2,
ein zwar kléiner, aber doch merkbarer Betrag.

III. Die Bewegung eines starren Korpers.

§ 10. Verschiebungen und Drehungen eines Korpers im Raume.
Die Lage eines Punktes im Raume ist durch seine Abstéinde
von drei zueinander senkrechten Ebenen bestimmt. Mithin kann
eine Lageninderung durch Anderung dieser drei Abstinde, d. h.
durch drei zueinander senkrechte Verschiebungen ersetzt werden. Da
diese durchaus voneinander unabhingig sind, so spricht man von drei
Freiheitsgraden der rdumlichen Bewegung eines Punktes,
von denen in der Ebene nur noch zwei iibrig bleiben. Daran &ndert
sich auch nichts durch Einfilhrung des Abstandes r vom Schnitt O
der drei festen Ebenen und der Richtungskosinus «, 8, y von r gegen
deren Schnittgerade O X, 0Y, O Z, welche zusammen ein rdumliches
Achsenkreuz bilden. Alsdann ist

r=ra, y=rp, z=ry 1)
mit der Nebenbedingung
A yr=1, ... .. ... 2

wodurch also die drei Abstinde z, y,z durch r und zwei willkiirlich
wihlbare Winkel ersetzt werden. Deren Anderungen aber stellen
Drehungen des Strahles r in den Ebenen rx, ry, bzw. rz dar, die
somit die Verschiebungen in den Achsenrichtungen ersetzen konnen.

Die Lage einer Geraden im Raume ist durch die Abstinde
Z,,9,,2, eines ihrer Punkte von den festen Ebenen und die drei
Richtungskosinus «, 8, y gegen die Achsen gegeben, die aber wieder durch
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die Nebenbedingung 2) verkniipft sind. Mithin enthalten die Glei-

chungen der Geraden
T—x  Yy—y _2—2

« p v
nur noch fiinf voneinander unabhédngige Bestimmungsstiicke,
deren Anderungen alsdann ebensoviele Freiheitsgrade der Bewegung
bedingen. Von diesen bleiben in der Ebene drei iibrig, welche alsdann
auch fiir eine mit der Geraden fest verbundenen Scheibe geniigen.
Da die Gerade stets durch zwei gegebene Punkte P, P, hindurch-
gelegt werden kann, so scheint es, als ob zu ihrer Bestimmung die
sechs Punktabstinde z,, y,, 2,, %,, ¥,, 2, notwendig seien. Mit diesen
ist aber auch die Lénge ! der Strecke zwischen den beiden Punkten
durch die der Gl. 2) gleichwertigen Formel

@ — P+ —y )+ —a) =0 . . . . 4
verkniipft, so daBl auch in diesem Fall nur noch fiinf voneinander
unabhéngige Freiheitsgrade iibrig bleiben.

Ahnlich liegt es beim starren Kérper, dessen Einzelpunkte un-
verdnderliche Abstinde voneinander besitzen. Die Lage jedes der-
selben ist demnach innerhalb des Korpers durch seine Abstéinde von
drei andern P,, P,, P; bestimmt, die, nicht auf einer Geraden liegend,
ihrerseits den ganzen Korper gegeniiber den Ebenen des Achsen-
kreuzes festlegen. Zwischen den neun Punktabstinden z,,y,,z,,
Ty, Yo> Z9s Xy, Yy, 2, bestehen aber durch die gegebenen Seitenlingen
des Dreiecks P,, P,, P, drei Bedingungsgleichungen der Gestalt 4),
so daBl schon sechs der neun Abstinde zur Lagenbestimmung des
starren Korpers geniigen, dessen Bewegung mithin sechs Freiheits-
grade besitzt. In der Tat braucht man nur in ihm eine Gerade,
die, wie oben gezeigt, fiinf Freiheits-
grade hat, als Achse festzulegen, um
aus der Drehung um dieselbe den
sechsten Freiheitsgrad der Korper-
bewegung zu erhalten. Die ganze
Korperbewegung zerfillt demnach in
eine Anzahl von Punktverschiebungen
und Achsendrehungen, die sich nach
den vorstehenden Ausfiihrungen
gegenseitig ersetzen oder ineinander
iberfithren lassen.

Da nun jedes ebene Gebilde mit drei Freiheitsgraden der Be-
wegung aus einer Lage in die andere durch eine einzige Drehung
iibergefiihrt werden kann, so entsteht die Frage, ob nicht auch eine
derartige Vereinfachung der Bewegung eines Korpers moglich ist.
Zu diesem Zwecke erinnern wir uns, dafl dessen Lage durch die von
dreien seiner Punkte gegeben ist, welche im Korper eine feste Ebene
bestimmen. Diese Ebene schneidet die Kérperoberfliche in einer ge-
schlossenen Kurve, deren Lage in der Ebene durch einen ihrer Durch-
messer 4 B eindeutig bestimmt ist, Abb. 21. In einer beliebigen

3)

Abb. 21.
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anderen Lage des Korpers wird die Schnittebene die urspriingliche
Ebene in O O schneiden. AuBlerdem aber erscheint der Korperschnitt
in seinem Durchmesser 4’ B’ gegen die Spur O O verdreht. Den Uber-
gang zwischen den beiden Korperlagen kénnen wir nun auch so voll-
ziehen, dafl wir zundchst den Koérper um OO drehen, wobei 4 B
in 4” B” wund durch Drehung um einen Pol in der Ebene
00 A” B” bzw. um eine zu ihr senkrechte Achse schlieBlich in A4’ B’
iibergent. Damit aber haben wir die Bewegung des Kdorper-
schnittes 4B und mit ihr diejenige des Koérpers selbst auf
zwei Drehungen um zweiim Raume aufeinander senkrechte,
sichim allgemeinen nicht schneidende Achsen zuriickgefiihrt.

Halten wir den Koérper an einem Punkte fest, so entziehen
wir ihm mit der Moglichkeit der Verschiebungen dieses Punktes in
den Achsenrichtungen drei Freiheitsgrade. Die ganze noch iibrig-
bleibende Bewegung mit den restlichen drei Freiheitsgraden beschrinkt
sich auf Drehungen um den festen Punkt, wobei die Entfernungen
aller Korperpunkte ungeéndert bleiben. Mithin kénnen sich diese
Koérperpunkte nur auf Kugelflichen um den Festpunkt O bewegen.
Eine derartige Kugelfliche schneidet aus der Koérperoberfliche eine
geschlossene Kurve aus, durch deren Bewegung diejenige des ganzen
Korpers vollstindig gegeben ist. Ebenso wie in der Ebene geniigt
auch hier die Untersuchung der Be-
wegung zweier Punkte A B dieser Schnitt-
kurve, durch die sich stets ein groBter
Kugelkreis legen 1aB3t, Abb. 22. Die
zwei verschiedenen Lagen A B und A’B’
der Schnittkurve bzw. des sphérischen
Durchmessers lassen sich nun vermittels
der auf den Mitten von A 4’ und BB
senkrecht stehenden GroBkreise durch
Drehung um deren Schnitt O’ ineinan-
der iiberfilhren, was auf eine Drehung
des ganzen Korpers um die Achse 00’
hinauslduft. Daraus erkennt man, daB
die Drehung eines K6rpers um be-
liebige Achsen durch diejenige um eine Achse ersetzt, bzw.
auf eine solche zuriickgefiihrt werden kann.

Als Beispiel betrachten wir das von Hooke herriihrende Kreuzgelenk
zur Kupplung zweier Wellen, deren Achsen miteinander einen Winkel o’ < 90°
einschlieen. Auf jedem der beiden Wellenenden sitzt ein Biigel, der die
gegeniiberliegenden Zapfen eines ebenen rechtwinkligen Achsenkreuzes fafBt,
Abb. 23. Je zwei dieser Zapfen beschreiben demnach Kreise, welche senkrecht
zu den Wellenachsen stehen, wihrend die Ebene des Achsenkreuzes der Zapfen
sich so bewegt, daB zwei ihrer Geraden, d. h. die Verbindungsgeraden zweier
gegeniiber liegender Zapfen in den durch die erwihnten Kreise bestimmten
festen Ebenen bleiben. Da der Winkel o’ der Drehachsen mit dem Neigungs-
winkel der Zapfenkreisebenen X O B, iibereinstimmt, so hat man in Anschlu

an Abb. 24 fiir die Lage des um Z0O A= ¢ aus der Hauptlage O 4, =7r ge-
drehten Zapfens 4, im festen Achsenkreuz O X Y Z die Abstinde

x, =—rsing, y, =0, 2,=7rCOSQ®. . « « . . . 5)
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Der zugehorigen Auslenkung B, O B =y des anderen Zapfens B, entsprechen
dann die Absténde

%, =17 cos p cos &’ , Yp=—rcosysinc, zg=rsiny. . . 6)
In diesen Formeln sind aber durch

x Y z
1 1 t
—=u« =8,

r 19 ’ ’ =71
........ )
x, ] 2,
2 2 2
= = «; = =4, ==
p 2) r Bz r V2

die Richtungskosinus der ausgelenkten Zapfenachsen O A und O B bestimmt,
welche infolge ihrer starren Verbindung dauernd zueinander senkrecht stehen,

s0 daf also “athhtnn=0,) -
T @ty Yy Frz=0 ) " T
ist. Mithin ergibt sich durch Einsetzen von 5) und 6)
tgy =tg@-cose’ <tge, . .. . . ... .. 8)
wonach die den Hauptlagen zugehorigen Winkel
p=y=0° 90° 180°, 270° y

iibereinstimmen, wahrend die
Zwischenwinkel verschieden aus-

fallen, so zwar, daB der eine Ay P
Biigel dem andern dauernd vor-, 4
bzw. nacheilt. \
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Abb. 23. Abb. 24.

DasZapfenkreuz ist bei dieser Bewegung voraussetzungsgemaB zwei Drehungen
um die Achsen O 4, und O B, unterworfen, die sich auf eine Gesamtdrehung
um eine durch die Schnitte der GroBkreise iiber den Mitten von 4, und 4
sowie von B, und B gehenden Achse zuriickfiihren lassen. Diese Achse liegt
im allgemeinen zwischen 4, B, und fillt nur fiir den Durchgang durch die
beiden Hauptlagen den Wellenachsen O 4; bzw. O B, zusammen.

§ 11. Polbahnkegel und Leitflichen. Bisher haben wir den Uber-
gang zwischen zwei Lagen eines starren Korpers im Raume durch
zwei Drehungen um sich nicht schneidende Achsen und bei Fest-
haltung eines Korperpunktes durch eine Drehung ersetzt, die von
der wirklichen Bewegung natiirlich im allgemeinen durchaus ver-
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schieden sind. Zu einer Ubereinstimmung gelangen wir erst durch
Betrachtung des Elementarvorganges, d. h. der den einzelnen Frei-
heitsgraden zugehérigen unendlich kleinen Verschiebungen und
Drehungen.

Wird ein Korperpunkt O festgehalten, so beschreiben, wie schon
im vorigen Abschnitt bemerkt, alle anderen Punkte Raumkurven,
die wegen der unverinderlichen Abstinde auf konzentrischen Kugeln
um den Festpunkt liegen. Daher geniigt es in diesem Falle, die
Bewegung zweier Korperpunkte P, P, in gleichem Abstande von O,
d. h. die Verschiebung ihres Verbindungskreises auf der gemeinsamen
Kugel um O zu betrachten. Errichtet man auf den Punktbahnen P,
und P, die sphérischen Lote, so schneiden diese sich, wie die ent-
sprechenden Normalen in der Ebene im Momentanpol auf der
Kugel. Die stetige Folge dieser allen Lagen von P, P, zugehorigen
Pole P ergibt dann eine feste sphéarische Polbahn, die mit der
Kugelmitte einen Polbahnkegel bestimmt. Denken wir uns aber
die aufeinanderfolgenden Pole durch Hauptkreise fest mit P, P, ver-
bunden und mit diesen auf der Kugel verschoben, so ergibt sich wie
bei der ebenen Bewegung eine bewegliche sphérische Polbahn,
die hierbei auf der festen derart abrollt, daB der jeweilige Beriihrungs-
punkt beider Polbahnen den Momentanpol bildet. Da nun auch die
bewegliche Polbahn mit O einen Kegel bestimmt, der sich in der
Erzeugenden O P’ mit der Mantelgeraden des festen Polbahnkegels
beriihrt, so darf die Bewegung des starren Korpers als das Abrollen
eines mit ihm fest verbundenen Kegels auf einem festgehaltenen derart
aufgefafit werden, daf die gemeinsame Mantelgerade die augen-
blickliche Drehachse bildet.

Im allgemeinen Falle der Korperbewegung erhélt man eine stetige
Folge zweier zueinander senkrechter, sich nicht schneidender Achsen,
welche als Tangenten zweier Raumkurven angesehen werden konnen.
AuBerdem aber ist es moglich, eine Fldche anzugeben, welche den
Korper in simtlichen aufeinander folgenden Lagen beriihrt und ein-
hiillt. Die Korperbewegung ist alsdann als ein mit Gleiten verbun-
denes Abrollen der Korperoberfliche an dieser Leitfldache auf-
zufassen, wobei die jeweilige Achse der Rollbewegung in einer gemein-
samen Tangentialebene beider Flichen liegt. Eine solche Leitfliche
kann man auch durch Querschnitte senkrecht zur augenblicklichen
Verschiebung darstellen, die man alsdann als Bahnprofile be-
zeichnet und u. a. im Eisenbahnwesen zur &ufleren Begrenzung der
Ladung der Fahrzeuge verwendet. Der Inhalt der schlauchartigen
Leitfliche stellt offenbar den vom Kdérper bei einer Bewegung zwischen
zwei Grenzlagen iiberstrichenen Raum dar, dem bei der ebenen Be-
wegung der Flicheninhalt zwischen den Leitkurven entspricht.

Denkt man sich die Leitfliche selbst als Oberflichenbestandteil
eines starren Korpers, so bildet dieser mit dem umbhiillten Korper
nach Reuleaux’ Bezeichnung ein kinematisches Paar. Da man
auch den umbhiillten Korper festhalten und den die Leitfliche tragen-
den gegen den ersteren bewegen, die Elemente des Paares also
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vertauschen kann, so braucht man nur ihre Relativbewegung ins
Auge zu fassen.

In der Technik spielt nur eine beschrinkte Zahl solcher Ele-
mentenpaare als Bestandteile von Maschinen eine wichtige Rolle,
némlich die sog. Drehkorperpaare (Zapfen und Lager), das Pris-
menpaar (Gleitbahn und Gleitstiick) und schlieBlich das Schrauben-
paar (Spindel und Mutter). Diese Paare, von denen das erste nur
gegenseitige Drehungen, das zweite nur Verschiebungen und das dritte
zwar beide Bewegungsformen, aber in gegenseitiger Abhangigkeit,
zuldBt, haben die weitere Eigentiimlichkeit, dafl eines der Elemente
das andere umschlieBt. Man nennt sie darum auch Umschluf3-
paare im Gegensatz zu solchen Paaren, bei denen nur eine Be-
rithrung der Oberflichen der beiden Elemente (z. B. des Ventils auf
seinem Sitz, des Rades auf der Schiene) stattfindet.

§ 12. Die Drehung des starren Korpers. Beschréinken wir uns
zundchst auf den im Anfang O des Achsenkreuzes OXYZ fest-
gehaltenen Korper, so geht die Verschiebung dx eines Korper-
punktes z, y,z aus zwei Drehungen d¢, und dg, um die y- und
z-Achse derart hervor, da nach Abb. 25

de=zdp,—ydp,

wird. Dividieren wir durch dt, so folgt mit den Laufteilen und
Drehteilen

dx__v s dy_v_. dz —
I A T A A )
dy, d py dg, C
WO w T a
7 unter Hinzufiigung zweier
weiterer Formeln durch Ver-
tauschen der Zeiger
A Wy .
t=v,=z20,— Yo,
AT 4 7! y:vy:xwz—zwx : '2)
r------——rﬁ;i z’:q;z:ywx—wwy
Lo ] ¢ y Mit €=9y=2=0 erhalten
! % “r wir fiir alle in Ruhe bleiben-
@ Y den Korperpunkte
X Abb. 25. LY F . g
w, o, o

d. h. eine durch den Anfang gehende Gerade, die nichts anderes als
die Korperachse der Gesamtdrehung darstellt. Sind «, 8, y
deren Richtungskosinus mit den festen Achsen, also fiir einen Punkt
im Abstand I von O

r=al, y=pIl, z2=ypl,. . ... . .2b)
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so diirfen wir unter Einfiihrung eines Drehwertes w auch schreiben

w,=ew, o,=fo, o=yo .....Z20c

2 2 2 __ 2
o, +Bo,+r0,—o

Hiernach erscheint @ als ein Drehwert um die Koérperachse,
der in drei Teile derart zerfillt, daB er die Diagonale eines Recht-

flachs mit den Seitenlingen w_, w,, , bildet, d.h. als ein Vektor
vom Betrage w und der Richtung der Drehachse des Kérpers.

oder

. 2d)

Erweitern wir 2) mit «, y, z und addieren, so wird
trt+yy—+2z2=0 . .. ... ... 3)
xde+ydy-+2dz2=0

2?4 y?t2i=c? . . . . . . . . .3a)

d. h. alle Korperpunkte bewegen sich auf Kugelflachen um
den festgehaltenen Anfangspunkt O. Dieser Satz folgt natiir-
lich unmittelbar aus der Festhaltung des Ko6rpers im Anfang O und
fiihrt durch Ableitung nach der Zeit auf 3) zuriick, so daf hierdurch
die Formeln 2) miteinander verkniipft und nicht mehr unabhingig
voneinander sind.

oder wegen 1)

mit dem Integrale

Erweitern wir schlieflich noch 2) mit w,, o

w,, so ergibt
die Addition

Y
To,+jo,+io,=0 . . . ... .. 4)

oder mit den Richtungskosinus ¢, v, ¥ des Laufes v, d.h. mit
t=g¢v, Y=y-v, =g, . . ... .4a)

wodurch v selbst als Vektor gekennzeichnet ist, unter Beachtung
von 2c¢)

vo(pe+t+yp+ygy)=vwcos(v,w)=0. . . . .4b)

Da hierin weder v noch w verschwinden, so ist cos (v, w)=0, d.h.
die Vektoren v und o stehen aufeinander senkrecht. Der
Zusammenhang zwischen beiden Vektoren wird noch klarer, wenn
wir an Stelle von 2) mit 2¢)

t=w(fz—7ry)
j=ow(r—ez) (. . . . .. ... 5
t=ow(ey —fx)

schreiben und die Quadrate addieren. Wegen

B ii—u . L L. . .40
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wird dorams 2t (5 %) L 92 (2 ) - 2 (e 47)
—2xyaf—2yzfy—2zxypa
=2*(1—a%) 4y (1 — ) 42" (1 — %)
yo 2yeptyzfy ey
?=x?—|—y2—|—z2—(ux+ﬁy+yz)2 . . . . .ba)
Hierin bedeutet aber nach Abb. 26
x2+y9+-z2=82

das Quadrat des Abstandes O P des
Korperpunktes vom Anfang und

wx—+By—+yz=I

dessen Projektion auf die Dreh-
>y achse w. Mithin ist

8% [2— g2

das Quadrat des Lotes von P auf
die Achse, und es wird aus b5a)

v=rw, . . . .bb)

womit v als der zum Drehwert o gehorige Umlauf um die
Drehachse gekennzeichnet ist.

Die Verkniipfung der Grundformeln 2) durch die Bedingung 3)
infolge der Festhaltung eines Korperpunktes in O gestattet nun nicht
die Berechnung der Drehteile w_, w,, 0, aus den Laufteilen v, CCH
eines einzelnen Korperpunktes. Das wire nur moglich, wenn die
Lage der Korperachse und mit ihr der Abstand r des betrachteten
Punktes von ihr bekannt wére, wozu die Bedingung der Normal-
stellung der Vektoren » und w zueinander noch nicht ausreicht.
Wir miissen demnach zur Ermittlung der Drehteile die Bewegung
zweier Korperpunkte P,, P, heranziehen, deren jeder einer Gleichungs-
gruppe 2) geniigt. Auflerdem aber besteht infolge der starren Ver-
bindung beider Punkte mit ihrem unverénderlichen Abstande s,,
die Bedingung

(@ —2) 4 (2 — 9. + (2, —2) =8° . . . . 6)

oder abgeleitet nach der Zeit
(@ — 2,) (%3 — &)+ (4 — 9,) (9 — 91) -+ (25— 2,) (2, — 2,) =0. 6a)
Fiihren wir in diese Bedingungsgleichung die Ausdriicke 2) fiir die

Einzellaufteile zunidchst mit verschiedenen Drehwerten um die festen
Achsen, d. h.

Ty =2 Wy, — Y, W Ty == %y Wy, — Y, Wy,
Yy =T Wzy — 2y Wg, Yo == Ty Wz, — 2y Wg, o 7)

%) =Y, Wg, — %y Wy, %y =Yg Wy, — Ty Wy,
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ein, und beachten, daB beide Punkte die Bedingungen 3) und 4)
erfiillen, so bleibt

(g, — 0g,) (Y 29 — Yo 21) - (0y, — @y,) (2, %, — 2, )

+ (0w, — @) (®, ¥y — 2, 9)=0. . . . 7a)
Hijerin stellen aber die Ausdriicke
Yy —Yo2y=2Fn, 2,2, —2,0,=2FL, 2 y,—x,y,=2Fu 8)

die doppelten Projektionen des Dreiecks OP, P,— F mit den Rich-
tungskosinus der Normalen x, 1, u gegen die festen Achsen auf deren
Achsenebenen dar, so dal wir auch haben:

(609;2 - wﬂ;x) x + (wﬂz - w?/l) A + (wzz — wzx) M= 0.
Da diese Bedingung fiir jedes Punktpaar des Korpers, d. h. fiir jedes
beliebige Dreieck OP, P, mit beliebiger Neigung gegen die Achsen
erfiillt sein soll, so miissen die Faktoren von x, 1, u fiir sich ver-

schwinden, oder
Wz, == Wg,, Wy, == Wy, Wz, == Wz,

d. h. alle Kérperpunkte besitzen dieselben Drehteile um die
Achsen des festen Kreuzes.

1. Beispiel. Zur Ermittlung der Drehteile des im § 10 behandelten Kreuz-
gelenkes haben wir zunéchst aus der dort abgeleiteten Beziehung tgyw =tg @ cos ¢’
durch Ableitung

v 4
costy | cos? @ cos ¢’
Y 9)

oder
¥ (1+tg° @ cos® &) = ¢ (1 + tg* @) cos &
AuBlerdem war nach 5) und 6) § 10

2, =—rsing, ¥, =0, zlzrcoswl 10)
@,=rcosypcosc, Y= —rcosysine, z,=—rsiny |
also
& = —1r¢cos@, 9, =0, élz—rq'osin(pl 11
G =—rPsinypecose, §—=-rysinysing, ZH—rpcosy |

Aus den Formeln 7) folgt alsdann mit wgz = wgz, = wz, wy, = wy, = wy,
Wz, = Wz, = Wz
Ty =2 Wy, Ty = Zg Wy — Y ©;

4= —a 0y, 2y = Yy Wy — Ty Oy
oder nach Einsetzen der vorstehenden Werte
P — ¢ cos o _ peosd —¢

J
; w, = -
sine’ ’ z sin o’

wy=—9, [ tg @ cos o .

Schalten wir  mit Hilfe von 9) aus, so bleibt

» cos o’ tg? @ (1 — cos? o . .
_goosatgie a)=—qotg’qacoszzpsmu'cosa'

“*= " sin o (1 + tg® g cos® )

(Dy=——(ﬁ, 128.)
. coso’ cos?a’—1 ) . e ,

w,=—g¢tge = @ tg @ cos? ysina’ cos o’ = —w, ctg ¢

gin o/ 1 +tg® @ cos® o/
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und daraus die Gesamtdrehung
2 2 X i costy . ’ 2
0® = 0, + 0,2+ 0,2 = ¢? | 1 + sin® g ———sin® e’ cos?«
L cos® @
»? = @? (1 +

aus der sich mit 12a) und 2c¢) sogleich die Neigungswinkel der Drehachse des
Zapfenkreuzes ergeben. Man erkennt auch, dafBl fiir

sin? ¢ sin? o’ cos? o’ >
cos* ¢ (1 + tg? @ cos? o')2/’

T
(p:O, ?, T
w, =0, —ptgd, 0
w, =0, 0, 0
, @ ,
=0 e 7

ist. Daraus folgt, daB die Drehachse des Zapfenkreuzes durchaus nicht in
der Ebene der beiden Wellenachsen bleibt, sondern um dieselbe Schwankungen
vollzieht, wie schon aus der im § 10 besprochenen zeichnerischen Ermittlung
durch die Schnitte der auf den Zapfenbahnen senkrechten Hauptbahn hervorging.

2, Beispiel. Eine Scheibe vom Halbmesser 7, rollt auf ebener Unterlage
mit dem Drehwert w,, wihrend sie sich gleichzeitig um eine senkrechte Achse 00’
im Abstande 7, mit o, dreht. Alsdann ist der vom Scheibenumfang in der
Sekunde zuriickgelegte Weg 7, w, derjenige der Scheibenmitte dagegen r, o,
und die Bedingung des Rollens verlangt

M
) i — “r_ T
‘:’ I Ty @y =Ty 0y, wy T,
| i | Trégt man die Drehwerte, wie aus Abb. 27
o Y2y, Iﬁf_' ersichtlich, als Vektoren auf den Achsen
"\tg\ ! i @z  von O aus auf, so erkennt man, da sie
“‘/Y' ““““ A i sich zu einem Gesamtwerte w = Jo,2 + w,?
i

zusammensetzen, der auf der Diagonale

ilg OB durch den Beriihrungspunkt der

- Scheibe mit der Unterlage hindurchgeht.

Abb. 27. Der ganze Vorgang kann offenbar als Ab-

rollen des Kegels mit der Achse 04 auf

dem festen Kegel mit der Achse 00’ und der gemeinsamen Mantelgeraden OB
als Momentanachse aufgefat werden.

3. Beispiel. Rollt eine Kugel auf zwei konzentrischen Schienen

A, A,, Abb. 28, welche auf einem Kegel vom Offnungswinkel # und der Spitze O

liegen, so darf die Bewegung der Kugel als Abrollen des Kegels 04, 4, B, B,

vom Offnungswinkel 2 « auf dem Kegel mit vertikaler Achse und dem Offnungs-

winkel 2 8 und derselben Spitze aufgefalt werden. Ist w, der Drehwert des

ersten Kegels um seine Achse OM und w, der Drehwert des Kugelumlaufs

um die lotrechte Achse 00, so ist mit O04; = s die Bedingung fiir das Rollen
,$8in « = w, s$8in f oder

o, wy @
sinf sine sin(f—e)’ "7 7T

worin @ den durch vektorielle Zusammensetzung erhaltenen Gesamtdrehwert
um die gemeinsame Mantelgerade 04, 4, beider Kegel bedeutet.

4. Beispiel. An Stelle des Schienenpaares des letzten Beispiels kann
natiirlich auch eine Umdrehungsfléche treten, die von der rollenden Kugel
in zwei Punkten A, 4, beriihrt wird. Zieht man dann von O aus eine neue
Gerade mit den Schnitten D; D, in Abb. 29, so bestimmt diese mit O und OC
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zwei weitere Rollkegel mit den Offnungswinkeln 2« und 2 8”, welche beide bei
der Bewegung aufeinander und abrollen. Man erkennt, daf in diesem sog. Kugel-
lager die Drehung der Kugel gegen die feste Fliche (Lagerschale) 4, 4, um
die Mantelgerade 04, 4, mit ', die des Zapfens D,D, um OD,D, mit «”
derart erfolgt, daB mit dem Drehwert w, der Kugel um OM, wie oben, ein
Drehwert o, um die Zapfenmitte und ein gleichgerichteter Drehwert w,” des
Zapfens gegen die Kugel sich ergibt. Es ist alsdann

’ ’ ” /7
w, W, () N 2% ®

sinﬂ’:sin o sin B —e’’ sin 8" T sne” sin B" ") 14)
oder wegen g’ — o’ = o' -+ 8"
(0, + 0,")sin (' — ) = o0’'sine’ +w”sine”. . . . .. 15)

Abb. 28.

AufBlerdem aber ist

w,’ cos (' — ) = w, — @’ cos &’

w,” cos (B’ — /) = w" cos ¢’ — w,
oder
(wy) -+ w,") cos (B’ — /) =" cos &’/ — @' cos /. . . . .. 16)
Daraus folgt mit w,’ + w,” = w,
0,2 = 0’2+ 0”"? — 2 0’ 0" cos (¢/ + ),
so daB also der Gesamtdrehwert des Zapfens sich aus den Dreh-

werten der Kugel gegen die Schale und den Zapfen vektoriell
zusammensetzt.

§ 13. Allgemeine Bewegung des starren Korpers. Die all-
gemeine Bewegung eines starren Korpers erhalten wir aus
seiner Drehung um einen Punkt P, indem wir diesem selbst noch
eine Geschwindigkeit v, mit drei voneinander unabhiéngigen Lauf-
teilen &, ,, 2, erteilen. Sind x, y,, z, seine augenblicklichen Ab-
stdnde von den festen Achsenebenen x, y, z diejenigen eines beliebigen
Korperpunktes, so bestimmen sich dessen Laufteile mit Hilfe der Dreh-
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teile o , w,, ®, aus den Grundformeln 2) des letzten Abschnittes
durch Einfithrung von ¢ —x,, y —4¥,, 2— 2, und ihrer Ableitungen an
Stelle der dort auf den ruhenden Anfang bezogenen Gréfen z, y, 2, also

d;_d;o':(z—«zo)wy_(y_yO)wz l

I—Yo=@& —2)0,—(2z—2)0, ¢« . . . . . 1)

ity — ), — e— ), |
Die hierin auftretenden Unterschiede x — x,, © — %, usw. sind nichts
anderes als die relativen Abstinde bzw. relativen Laufteile in einem
Achsenkreuz mit dem Punkte x,, y,, 2, als Anfang, welches bei der
Bewegung dem festen parallel bleibt.

Zur Bestimmung der Drehteile, sowie der Gesamtdrehung w und
der Lage der Achse bedarf es demnach wie beim feststehenden
Kérper noch der Kenntnis der Bewegung zweier weiterer Korper-
punkte P,,P, mit den Achsenabstinden z,,y,,2,; %,,%,,%, und
ihren augenblicklichen zeitlichen Ableitungen. Ihnen entsprechen als-
dann 6 Gleichungen von der Form 1), die aber durch die drei Be-
dingungen des starren Zusammenhangs der Punkte P,, P,, P, von
der Gestalt 6a) § 12 verkniipft sind, so daBl in Wirklichkeit nur noch
drei voneinander unabhéngige Gleichungen wie im vorigen Abschnitt
zur Bestimmung der Drehteile iibrig bleiben.

Sind umgekehrt die Laufteile 2, y,, 2, des Korperpunktes x,, y,, %,
sowie die Drehteile

w,=ew, o,=fo, o,=yo...... 2)

vorgelegt, so folgt aus 1) fir die im Ruhezustande befindlichen
Korperpunkte mit t=y=2z=0

20, —Yyw,=2,0, — Y0, — I,

Tw, — 2w, =, 0, — 2,0, — Y, )|
Yo, —T0,=1Y,0, — 0, —%
oder mit 2)
z
Br—ry="Fz—ry—-)
yx—az:yxovazo—%’ ... . . . .33)
%
wy—Pr—ayy—fz,— 0

Das sind aber die Gleichungen der drei Risse einer Geraden im
Raume mit den Neigungswinkeln «, 8, y, d. h. der Momentanachse
des Korpers, falls die Bedingung

d’owx_{_gowy_l_éowz:(“d’o_l_ﬂyo+7éo)w=0’ . . 3b)

d.h. die Normalstellung der Geschwindigkeit v, des Punktes
%y, Yy> 2, zur Achse bzw. dem Drehvektor w erfiillt ist. Dies
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trifft, wie wir schon frither gesehen haben, immer zu, wenn der Punkt
%y, Yo» %, festgehalten wird und damit auf der Momentanachse liegt.
Ist die Bedingung 3b) nicht erfiillt, so bestehen doch allgemein
nach 1) die Beziehungen
(fc—%)(w—xo>+<y—z'/o><y—y0>+<z'—'z0><z—zo>=0} 2
. . . . . . 2"
(x_xO)wx—i—(y——‘yO)wy—}_(z— z0>w2=0
von denen die erste nur die Unverdnderlichkeit der Abstinde P P,
d. h. die Starrheit des Korpers ausdriickt, wiahrend wir fiir die zweite
mit 2) und . . .
T=g@v, Y=y-v, =70 } 5)
Bo=PgVs Yo==WoV%» % =12%
schreiben diirfen:
j;wz_{_ywy_jf—éwz:d:owx+y0wy+é0wz }
s -

4a
v cos (v, w) =1, cos (v,, ) )

womit nur gesagt ist, daB der Laufvektor des Punktes P, mit dem
Drehvektor im allgemeinen einen Winkel bildet, und daB die in die
Richtung des Drehvektors fallenden Laufteile aller Kérperpunkte iiber-
einstimmen.

Es entsteht nun die Frage, ob es im Raume eine Stelle gibt, wo
mit < (v, w)=0, cos(v,w)=1 die Laufrichtung mit der des Dreh-
vektors iibereinstimmt, so zwar, da nach 4a) dort

v=1v,c08(vy, 0)=e %+ Yo +7% . . . . . 6)
ist. Alsdann mufB dort
T=uav, y=_pv, i=yv . .. . 6a)

sein, und wir erhalten an Stelle von 1) und 2) die Formelgruppe
v —&=[f(z—2)—rH—y) o ]
Br—go=1[y@—ax,)—ealz —2z) o [, )|
yv—io=[a(y —9) —Flz—2)] @

die in der Tat der Bedingung 6) geniigt und somit die Gleichung

einer Parallelen zum Drehvektor darstellt, deren Punkte nur eine

Verschiebung in sich erleiden, wihrend alle anderen Korperpunkte

um sie rotieren. Eine solche Bewegung bezeichnet man als eine

Schraubung und die durch 7) gegebene Gerade als die Schrauben-

achse des Korpers.

Quadriert man die Formeln 7) und addiert, so wird mit Riick-
sicht auf 6)

2 2
0> — v

=8+ — 9+ (%)
—le@—) +BH—Y)+r—12))*- . . . . 7a)

Hierin bedeutet aber die rechte Seite nach den Darlegungen des
vorigen Abschnittes, die dort auf Gl 5b) fiihrten, das Quadrat des
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Lotes vom Punkte z, y, 2z der Schraubenachse auf den Drehvektor w
durch z,, y,, 2, oder, was auf dasselbe hinauslduft, den Abstand r
des letzteren von der Schraubenachse, so daBl wir auch haben

2 2 ____ 2 2
v —vP=rw®. . . . . . . . . . 7b)
Da nun nach Voraussetzung 6) v==1v,cos(v,, w) ist, so wird hieraus

v, sin (vy, W) =rw, 7c)

womit in einfachster Weise
die Lage der Schraubenachse
und der in sie fallende Ver-
5F ——————— schiebungslauf v aus 6) bei
v der vorgelegten Korperbewe-
. gung gegeben sind. Ist in

P <
/ Abb. 30 P, A,=w der vor-

gelegte Drehvektor im Punkte

e\ P, (%y, Yy %), so stellt die
Abb. 30. Parallele P A hierzu im Ab-
A stand P, P—r die Schrauben-

achse mit dem verschobenen
Drehvektor w und dem gleichgerichteten Achsenlauf PB=v=rw
dar. Da diese beiden die Bewegung des starren Korpers vollkommen
bestimmen, so ist durch die Parallelverschiebung des Drehvektors von
P, nach P der hierzu normale Laufteil 7c) in P aufgehoben worden,
d. h. durch die Parallelverschiebung eines Drehvektors wird
eine dazu senkrechte Geschwindigkeit geweckt, die eine vor-
4 handene entgegengesetzt ge-

A° richtete aufheben wird.
L0\ Die Parallelverschiebung
\ selbst konnen wir uns auch
¥ durch Anbringen der beiden
g, entgegengesetzten Drehvekto-
Wy ren PA=w und PA'= —w
(3 im Punkte P bewirkt denken,
von denen der letztere P A’
9 (Y9» ®) mit dem urspriinglichen Vek-

@
Cl

tor P, A, ein sog. Drehpaar
bildet, welches hiernach mit
Abb. 31. einer zu seiner Ebene senkrech-
ten Geschwindigkeit gleich-
wertig ist. Dieser Satz deckt sich mit der Zusammensetzung zweier
entgegengesetzt gleicher Drehungen um zwei Pole in der Ebene, die
ebenfalls auf eine zur Polverbindung normale Verschiebung fiihrte

(vgl. Ebene Mechanik, § 6, 2. Beispiel).
Zerlegen wir jedoch nach Abb. 31 in P, den Drehvektor Py4,—= w

in die Teile

P, 0y=w, = w sin (vy, o), Py Dy = w, = w cos (v,, )
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und verschieben den ersteren parallel zu sich und senkrecht zum
anderen um den Abstand r =19, : @,, so wird durch das Drehpaar P, C,
und P’ die Geschwindigkeit v, aufgehoben, und es bleiben nur “die
beiden zueinander senkrechten, sich nicht schneidenden Drehvektoren
P,D,= w, und P C = o, iibrig, womit die Bewegung des Kérpers
auf d1e augenbllckllche Drehung um zwei zueinander senk-
rechte, sich nicht schneidende Achsen zurickgefiithrt ist,
die wir schon im ersten Abschnitt kennen gelernt haben.

Zu diesem Ergebnis gelangen wir auch durch die Ansitze fir
die beiden Laufvektoren
a’::(p.’u, y=w-v, 2=x.v, 8)
Bo=0o%; Yo=YV, Z=12o'%
mit der Bedingung der Normalstellung zueinander
O QT VYo +A%=0.. . . .. . . 8a)

Fiihren wir diese in die Grundformeln 1) ein und quadrieren, so
wird daraus an Stelle von 7a)

v o)t =1’
wenn r die Entfernung der beiden Punkte P P, mit zueinander senk-
rechten Laufwerten bedeutet. Mit dem Winkel < (v,, w) zerfillt aber

dieses Ergebnis in
vy =" wsin (vy, ) =rw, }

9)

9a
v="1wcos (Vyw) =7 w, )

entsprechend der Drehung A}’

des Korpers um zwei zu-

einander normale Achsen /

mit dem Abstande r und /

den Drehwerten w, und /

w,, die hiernach als Teile ,

des vorgegebenen Dreh- 0

wertes erscheinen. i =X
Beispiel. Ist v, der be- P 2o

stindige Umlauf der Erde um Y

dieSonne in einer.Krgisba.hn z

r 7, in der z 2-
E%Tn[:albf esf: l\(felguno des Abb. 32.
Fahrstrahls gegen die x- Achse;

ferner w, ihr Drehwert um die Achse mit der unverénderlichen Neigung { gegen
die x-Achse in der zy-Ebene, Abb. 32, so ist «=cos{, g =sinf, y =0, also

£
§

oY)

Wy = w,co8 {, wy = wys8in{g, w, =0
Xy = Ty COB 7 , Yo=0, 2g="rysiny (, . . . 10)
Zg=—18iny, Yp=0, 2y =, CO87

Daraus folgt fiir den Lauf in der Schraubenachse nach 6)
V=1 cos{ =—v,s8in7ncos=1uv,c08(vy, W) . « . « . . 10a)
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und eingesetzt in die Gleichungsgruppe 7)
vy (1 — cos?{) sin = w, (2 — 7, sin ») sin
— vy 008 £ 8in £ siny = — w, (z — 7, sin ) cos {
— v, c08 7 = w, [y cos { — (¥ — 7y cos ) sin () .
Da die ersten beiden Gleichungen iibereinstimmen, so diirfen wir hierfiir auch
schreiben :
W, 2 == (wy 7y + v, 8in ) sin 7 }
, (y cos { — z sin ) = — (w, 7 8in { -+ v,) cos
Daraus erhellt, daB die Schraubenachse parallel der xy-Ebene im Abstand z
von derselben verlduft, und, wie sich durch Ausschaltung von 7 ergibt, auf
der Fliche
wy?2? wy? (ycos{ —axsin{)?

(“’o"'o‘]“voSinC)ﬁ—*— (w79 8in & + ;) =t.... 1)

liegt. Setzt man darin das Lot von der z-Achse auf die Schraubenachse

ycos{—azsinl =y,

so wird aus 11)

(002 z? w02 y’ 2
=1 AR § |
@07+ 0,5 EF | (@yrpsing Fogf “

d. h. die Gleichung eines ellip tischen Zylinders mit der Achse O Y’ parallel
dem Drehvektor w,, Abb. 33.

Abb. 33.

Der Abstand r des augenblicklichen Drehvektors w, von der zugehorigen
Schraubenachse ergibt sich schlieSlich nach 7¢) und 10) zu

7 wy ==y 8in (vy, @) = v, | T — co8? (v, wy) ,
roy=v,f1—cos®lsin®y . . . . . ... ... ... 13)

Da nun fiir die Erde { = 66,59, @y=10,000073=7,3-10~ 5 sec~* und v,= 30 km/sec
ist, so wird v,:w,~4-10°km, d. h. die Schraubenachse entfernt sich nicht
weiter wie der Mond von der Erde. Es kommt dies daher, daB in den
Formeln 10b) bzw. 11) und 11a) mit dem Erdbahnhalbmesser 7, =~ 15-10”km
das Produkt 7y w, 11000 km/sec sehr viel groBer als der Laufwert v, bzw.
v, : sin ¢ ausfillt und der Zylinderschnitt mit der Erdbahnebene sich von der
Erdbahn nur wenig unterscheidet.

Die vorstehenden Formeln gelten auch fiir den Mond, der in erster An-
niherung aufgefat werden kann als ein um den Mittelpunkt der Erde mit
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dem durch seine Umlaufszeit von 27,32 Tagen gegebenen Drehwert umlaufen-
den Korper, dessen Bahnneigung gegen die Erdbahnebene 5,13° betragt. Als-
dann ist { =84,87° und w, = 0,000073 : 27,32 = 2,7-10~%sec™! und mit
v, =30 km/sec wird der grote Abstand der Schraubenachse vom Erdmittel-
punkt v,: w, = 11-10® km. Wegen der Kleinheit von cos{ = 0,09 erleidet der
Schraubenabstand r nach Gl. 13) in diesem Falle auch nur sehr geringe Schwan-
kungen. Andererseits ist wegen - w, = 400 km sec, sin { = 0,996, v, = 30 km/sec
der Unterschied der beiden Achsen der Spur des Schraubenachsenzylinders auf
der Erdbahnebene auch groBer als fiir die Erddrehung selbst, so doch immer-
hin auch nicht erheblich.

Steht die Drehachse des Planeten oder Mondes auf ihrer Bahn senkrecht
oder fallt sie in die Bahn, so wird aus 10b) bis 13) fir £ =909, cos{ =0,
sinf =1, fir { =0° cos{ =1, sin{=0

@y 2 = (v + @y 7o) sin 7, z=rysiny,
@y @ = (v + @y 7o) COS 7, Wo Y =1 CO87,
(002 x? (%2 z? o w02 y2 —zi‘ . 1
- - b
(W + @ 70)* (v + @o 7o) ’ %? 7o
T W, =1,, 7 Wy =", COS 7],

also wieder der Drehachse parallele Schraubenachsenzylinder. Im Sonderfalle
vy = Wy 7y Wird mit { =909, 2 =0, z=2r,sin, d. h. eine Parallelverschiebung
der Schraubenachse in der yz-Ebene und fiir { =0, y,? 4 2,2 =7,? eine Wan-
derung der Schraubenachse auf einem Kreiszylinder, der die in seiner Durch-
messerebene liegende Bahn beriihrt.

Lorenz, Techn. Physik I, 2. 2. Aufl. 5



Zweites Buch.
Statik raumlicher Gebilde.

IV. Das reibungsfreie Gleichgewicht.

§ 14. Der Kraft- und Momentenvektor. In der Mechanik der
ebenen Gebilde haben wir die Begriffe der Masse und Kraft gleich-
zeitig aus der Betrachtung eines Bewegungsvorganges abgeleitet,
wobei sich die Kraft als ein mit dem von ihr bedingten Anlauf
gleichgerichteter Vektor ergab, dessen Betrag iiberdies der skalaren
Masse verhiltnisgleich war. Zwei miteinander in Wechselwirkung
stehende Massenpunkte unterliegen als-
dann zwei entgegengesetzt gleichen
£l Aq £'| Kriften, und zwar unabhingig davon,

V) ob sie sich beriihren oder nicht.

: Im Falle des Kraftangriffes an einem

| ¢ Punkte eines starren Korpers konnen

¢ 8- e o wir zundchst, ohne an der Kraftwirkung
AL R etwas zu dndern, den Angriffspunkt in
A~ 1"1° 17 der Richtungslinie der Kraft beliebig

Ig| verlegen. Verschieben wir dagegen den

|

- |
? I’ Kraftvektor parallel zu sich selbst, so
{ -q wecken wir in der Ebene der Parallel-
'} verschiebung ein Kréftepaar mit einer
-2q Drehwirkung in derselben, bzw. um eine
Abb. 34. dazu senkrechte Achse, wobei der Ko6rper

nach Projektion seiner Massenelemente
auf diese Ebene als Scheibe aufgefat werden kann. Das Kriftepaar
selbst ist durch sein Moment, d.i. das Produkt der Einzelkraft mit
dem als Hebelarm bezeichneten Abstand der Kraftwirkungslinien
voneinander vollstindig gegeben und zwar unabhingig von der Lage
der Einzelkrifte in der Ebene. In dieser wird es daher durch ein
Kriftepaar mit entgegengesetzt gleichem Moment ebenso aufgehoben
wie eine Einzelkraft durch die gleich groBe Gegenkraft an demselben
Angriffspunkt. Legen wir nun durch den Korper eine Parallel-
ebene E’ zu derjenigen E des Kriftepaares + @, Abb. 34, und
bringen an den Enden der Projektionen A’ B’ des Hebelarmes A B .
des Kriftepaares auf die Parallelebene die entgegengesetzt gleichen
Krifte 4+ @ an, so ist am Kréftespiel zunéchst gar nichts gedndert.
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Dagegen konnen wir am Schnitte der Diagonalen des Rechteckes
ABB’A’" je zwei Krifte -} @ und — @ zu Gesamtkriften + 2 @ ver-
einigen, die sich am selben Punkte aufheben, wobei unter Wegfall des
urspriinglichen Kriftepaares ein ihm kongruentes in der Parallelebene
iibrigbleibt. Daraus folgt aber, daB man Kraftepaare parallel
zu sich selbst im Raume verschieben kann, was vollkommen
der Verschiebung eines Kriftevektors in seiner Richtungslinie ent-
spricht. Die praktische Anwendung dieses so einfachen wie wichtigen
Satzes liefert jede Transmissionswelle mit mehreren Riemenscheiben,
an denen Kriftepaare wirken, welche sich demnach algebraisch
summieren. Dasselbe gilt von den Drehmomenten mehrerer an der-
selben Welle angreifenden Kurbelgetriebe, auf deren Zusammen-
setzung wir noch spéter zuriickkommen werden.

Auch die Vereinigung mehrerer Kriftepaare = @, und = @, in sich
schneidenden Ebenen E; und E,, Abb. 35, bietet keine Schwierigkeit,
wenn wir beide Paare
erst auf einen Hebelarm
gebracht haben. Alsdann
lassen sich sowohl - @,
und - @,, wie auch
— @, und — @, zu zwei
entgegengesetzt gleichen
Gesamtkriften 4+ R ver-
einigen, die fiir sich ein
neues Paar in einer neuen
Ebene E bilden. Da auch
dieses parallel zu sich
verschoben werden kann,
so erkennen wir, - daf}
sich alle an einem
starren Korper an-
greifenden  Krifte- Abb. 35.
paare schlieBlich zu
einem einzigen zusammensetzen lassen.

Zur analytischen Behandlung gehen wir von den Gleichungen der
Richtungslinie des Kraftvektors @ mit den Richtungskosimus ¢, vy, 9.
aus, die mit dem Angriffspunkte z,, y,, 2, lauten

rT—x, Y—Y 22—z
= = PO |
® Yy ? )
Dafiir konnen wir auch schreiben
@E—z)y=@U—y)p
(y—9)0=(—2)y
(Z_Z1)¢=(x_x1)'9
oder TY—Yo==a,9—y @
yd —zy =y, d—z,p . . . ... . . 13)
zp—xd=2 @ —x 9

5*
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Erweitern wir diese Formeln mit dem Betrage @ des Kraftvektors
und setzen dessen Achsenteile

Qe=X, Qu=Y, @d=2Z,.. ... . 2
so wird daraus
Y —yX=2Y—y X
YZ —2Y =y, Z —=zY
2 X —aZ=2X—ux 7
Fiihren wir dagegen in la) den Abstand OP=1r des Kraftangriffs
vom Anfang mit seinen Richtungskosinus durch

)

=T, Yy=ry,, z,=r9 . . .. . .2a)
ein, so erhalten wir nach Erweiterung mit @
2Y —yX=@Q-r(p, v —pyy)
Yyo—z2Y=Q-r(y, 0 —yd) .
2 X—aZ=Q-r(9 ¢ — %,

Hierin stellen aber die rechten Seiten drei Risse des aus den beiden
Vektoren @ und r gebildeten Parallelogramms

Q-rsin(Q,r)=Q-h . . . . . . . .. 4

auf die Achsenebenen dar, wenn h das Lot vom Anfang auf @ be-
deutet. Die Flache des Parallelogramms ist nichts anderes als das
Moment des durch Parallelverschiebung des Kraftvektors nach dem
Anfang geweckten Kréiftepaares, das mit

T((plyj—(plp1)=hy}

. 3a)

iy, —yd)=ha . 2Db)

r(d o —Fp,)=hp
nach 3a) in drei Achsenteile

Y —yX=@Q-h-y, yZ——zY:Q-h-cx,} 3b
2X —2Z=@Q-h-B SRR L)

zerfallt. Dabei sind «, f, y die Neigungswinkel der Normalen auf
der Fliche des Parallelogramms, d. h. der Ebene des Krafte-
paares Qh, dessen Moment somit einen Vektor darstellt,
dessen Richtung durch die Normale seiner Ebene gegeben
ist. Weiter erkennt man aus der Form der Gleichungen 4) und 3b),
daB das Moment des Kriftepaares das Vektorprodukt des Kraft-
vektors & und der Strecke r vom Anfang darstellt und demnach

auch vektoriell Me—[Der] . . . . ......4s)

geschrieben werden kann. Dieser offenbar axiale Momentenvektor
unterscheidet sich von dem ebenfalls axialen Drehvektor und dem
polaren Laufvektor — abgesehen vom Maflstab — besonders da-
durch, daB er an keine bestimmte Richtungslinie gekniipft ist. Er
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kann daher im Gegensatz zu diesen gebundenen Vektoren als
ein freier Vektor bezeichnet werden.

Zu den drei Teilmomenten 3b) wiren wir iibrigens auch nach
Zerlegung des Kraftvektors @ in seine Bestandteile 2) und Bildung
der Momente um die Kreuzachsen nach Abb. 36 gelangt. Schreiben
wir demgemif

Qha=M_, Qrp=M,, Qhy=M, .4D)
so ist
oY —yX=M, yZ—2Y=M,, 2X—azZ=M, . .30

und daraus
W2 R U = Qi
M X+MY+MZ=0 )
Die beiden letzten Formeln, die wir auch in Vektorform
MO =[0r]0=0 z
[57] . ba) A z
Mr=[Dr]r=0 \

schreiben diirfen, driicken wie-
der nur die Normalstellung des 0 >)

Momentenvektors zum Xraft-

vektor £ und Strahl r aus. X,
Greifen an einem Punkte -

mehrere Krifte O, an, so lassen

sich die Achsenanteile unter sich

algebraisch addieren, wodurch

die Achsenanteile X,Y,Z der 7

Gesamtkraft R derart ent- Abb. 36.
stehen, daB /

22X, =X, Y=Y JYi=1Z
Xs__{__yz_i_Zz:Rz }’

oder in anderer Schreibweise
R=3L,. ... ... ... .6a)

als Ausdruck fiir die geometrische Zusammenfassung ist.

Durch Parallelverschiebung jeder Einzelkraft nach dem Anfang O
entstehen ebenso viele Kréftepaare, deren Momente sich zu einem
Gesamtmoment geometrisch vereinigen. Nach 3c) ist alsdann

e, —yX;=M,

6)

oder
e XY, —y X, =M usw,. . .. ... 1)

oder in Vektorschreibweise

M=[(D, + Dy +0)1]=[Re],. . . . .7a)
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8o daB also das Gesamtmoment aller Einzelkrifte an einem
Angriffspunkt gleich dem Moment der Gesamtkraft ist.

Verschwindet die Gesamtkraft & und mit ihr das Gesamtmoment I,
so heben sich die Einzelkrifte an jhrem gemeinsamen Angriffspunkt
auf, der sich alsdann im Gleichgewicht befindet. Verschwindet
dagegen das Moment des Kriftepaares, so braucht noch nicht die
Gesamtkraft zu verschwinden, es besteht vielmehr dann die aus 7)
mit 6) folgende Beziehung

X:Y:Z=x:y:z,. . ... ... .70

welche ebenso wie [$it] =0, bzw. R || v den Durchgang des Gesamt-
vektors durch den Anfang anzeigt.

§ 156. Kriifte mit verschiedenen Angriffspunkten. Schneiden sich
die Richtungslinien der an einem Korper angreifenden Krifte @,
Q,... @, nicht in einem Punkte, so sprechen wir, da jeder Punkt
einer Richtungslinie als Angriffspunkt der zugehorigen Kraft auf-
gefallt werden darf, von Kréften mit verschiedenen Angriffs-
punkten. Auch in diesem allgemeinen Falle diirfen wir jede Kraft
durch Parallelverschiebung ihrer Richtungslinie nach einem gemein-
samen Punkt, z. B. dem ganz willkiirlichen Anfang O des Achsen-
kreuzes verlegen und dort alle Krifte geometrisch zusammenfassen.
Dadurch erhalten wir auller einer Gesamtkraft R durch O mit den
Achsenanteilen

X=X, Y=3Y, Z=3Z .....1)

fiir jede Einzelkraft noch ein Kriftepaar, die sich als Vektoren eben-
falls zu einem Gesamtkréftepaar M mit den Achsenanteilen

@Y, —y, X)=M, 22, —=2Y)=M,

z

DX, —x,Z)=M, . . . .. ... .2

geometrisch vereinigen lassen. Beliebige Kréfte im Raume mit
verschiedenen starr miteinander verbundenen Angriffs-
punkten konnen demnach stets auf eine Einzelkraft und
ein Kréftepaar zuriickgefiihrt werden.

I. Im Falle des gemeinsamen Angrifispunktes gehen die Gl. 2)
wieder in die Formeln 7) des letzten Abschnittes iiber, aus denen
die senkrechte Stellung des Kraft- und Momentvektors erhellt. Schreiben
wir dagegen in unserem allgemeinen Falle

X=R=«, Y=RI1, Z=Ru, .. .. .la)
M,=Me, M,=Mf, M=My, .....2a)
so folgt mit

x4+ pi-+ypu=cos(M,R)=cosd . . . . . .3)
M X+MY+MZ=MRcosd,. . . ... .4)
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worin cosd im allgemeinen nicht verschwindet, so da8 also der Mo-
menten- und Kraftvektor zueinander nicht senkrecht stehen. Als-
dann aber kann (wie schon bei der Vereinigung von Drehpaaren
mit Laufwerten) die Gesamtkraft nach Abb. 37 in zwei Teile zer-
legt werden, von denen R cosd in die Momentenrichtung, der andere
Rsind dagegen in die dazu senkrechte Ebene des Kriftepaares M
fallt. Durch Parallelverschiebung
des letzteren Anteils um den durch

- M=R-rsind . . 4a)

gegebenen Hebelarm r 1ifBt sich
nun das Moment aufheben, so da83
nur noch die beiden zueinander
senkrechten Krifte R sind und

1
1
|
|
!

R cos 6 im kiirzesten Abstand r s ind_>--3
. Rsin

iibrig bleiben. Beliebige Krifte ’f;/

im Raum mit verschiedenen <=

starr miteinander verbunde- Abb. 37.

nen Angriffspunkten lassen

sich also stets auf zwei senkrecht zu einander stehende,
sich nicht schneidende Einzelkriafte zuriickfiihren.

Da die hierzu nétige Zerlegung der Gesamtkraft R senkrecht
und lings M an jedem Punkte des Kraftvektors vorgenommen
werden kann, so ist wohl die Richtung der beiden Einzelkrifte und
ihr Abstand r genau festgelegt, ihre Lage aber nur insofern, als
die Kraft Rcosd die urspriingliche Gesamtkraft schneiden muf,
wihrend Rsind um r von diesem Schnitt entfernt ist.

Ist die Gesamtkraft R in O und das Kréftepaar M durch die
Achsenanteile X, Y, Z bzw. M,, M,, M, gegeben, so lassen sich die
beiden Kriifte R’ = R cosd, R”———Rsm6 bzw. ihre Achsenanteile
X', Y, Z'; X", Y", Z" auch analytisch berechnen. Setzen wir der
Einfachheit halber wieder voraus, daB R’ am Anfangspunkt angreift,
also in bezug auf diesen kein Moment besitzt, so haben wir zunichst
mit den Werten z, y, 2z fir den FuBpunkt des Lotes r von O auf
R” die Gleichungen

X!+XII:X’ Yl+Yll=Y’ ZI+ZI’=Z I
yzZ" —2Y"'=M, 2 X' —xZ"=M,, . b)
ZY" __lthll= Mz [

Dazu treten noch die Bedingungen fiir die gegenseitige Senkrecht-
stellung von R’ und R”, R’ und 7, R” und r, d. h.

X X"+YY'+72'72"=0, X' +yY +22"'=0,
e X" +yY'422"=0, . . . . ... .6
so daB im ganzen fiir die neun Unbekannten X', Y’, Z’; X", Y”, Z";
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x, y, 2 ebenso viele voneinander unabhéngige Gleichungen vorhanden
sind. Aus der Momentenformel 5) folgt ferner

eM,+yM,+2M,=0, X"M +Y'M, +Z"M =0,. .5a)
d. h die Normalstellung des Momentenvektors M auf r und R”.
Legen wir im Sonderfalle, Abb. 38, den Momentenverkehr in die

z-Achse, die Gesamtkraft in die yz-Ebene des Achsenkreuzes,
so ist

X=X'=Y=X"=72"=0, M,=M,=0, y=2=0,
und es bleiben mit M= M, von 5) nur noch die Formeln:
Y=Y, Z'=17, tY'=M . . . . .5b)

iibrig, die gerade zur Bestimmung von Y”, Z’, x geniigen. Man er-
kennt leicht, daB in diesem Falle Y= Rsind, Z=Rcosd und
x=r ist, die Rechnung also wieder auf die obige Konstruktion fiihrt

42

ZI

X Abb. 38.

Abb. 39.

II. Zerlegen wir in Abb. 39 bei vorgelegtem Moment und vor-
gelegter Gesamtkraft im Anfang das erstere in die Anteile M cosd
und Msind lings und senkrecht der Kraft R, so koénnen wir durch
Parallelverschiecbung derselben um den Betrag r das Kriftepaar

Rr=Msiné . . .. ... ...17

aufheben, so daB neben der nach O’ verschobenen Kraft B nur
noch der gleichgerichtete Momentenvektor

M=Mcosd. . . .......Ta)

iibrig bleibt. Da fiir jede andere Lage von O’ ein Teil des Mo-
mentes 7) unausgeglichen bleibt und sich mit M’ zu einem Mo-
ment >> M’ vereinigt, so bedingt die durch den Abstand r gegebene
Lage der Kraftrichtung durch O’ einen Kleinstwert des hierum
drehenden Momentes 7a). Diese Richtungslinie der Kraft heillt die
Zentralachse der vorgelegten Kréaftegruppe. Zur analytischen
Ermittlung der Lage der Zentralachse gehen wir von den Momenten-
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teilen 2) aus, die sich durch Verschiebung aller Einzelkrifte nach
dem Anfangspunkt ergeben. Wahlen wir statt dessen einen anderen
Punkt z’, y’, 2’, so erhalten wir mit 1) die Momentenanteile

M/ =3;—y)2— &—2)Y]=M,—y' Z+2'Y
M= 3—2)X,— (x,—2)2)]=M,—2'X+2'Z; . .8)
=&, —2)Y,—(y;—y) X]=M,—2'Y+y'X
Soll nunmehr der Momentenvektor M’ dieselbe Richtung wie die
Gesamtkraft R besitzen, so muB nach Gl 1a) und 2a) sein:

M) M’ m M

’

X‘——T—_Z ‘—”E . . . . . . . . 9)
oder nach Einsetzen in 8)
M M
y’Z-—z’Y:Mx——R—X, z’X——x’Z:My—~?Y,
’
'Y —y'X= M—%Z . . . . . . .8a)

Das sind aber schon die Gleichungen des geometrischen Ortes von
«’, y’, 2', d. h. der gesuchten Zentralachse, aus der wir nur noch
das nicht von vornherein gegebene Moment M’ zu entfernen haben.
Dazu dient uns die Bedingung der gleichen Richtung mit R, d. h. das
Verschwinden des Neigungswinkels zwischen ihnen, namlich nach 4)

RM'=XM)+4-YM/ 4 ZM/
oder nach Einsetzen von 8)

RM'=XM,++YM, +ZM,=RMcosé.. . . . .10)

Fithren wir diesen Ausdruck in die erste Formel Ba) ein, so wird
daraus

y'Z—2'Y— M,———~(XM -I—YM -[-ZM)
— 23 (0L, (B* — X% — (YM, + ZM) X]
— L@z — M, 2M)x], 1D
oder Z<y'_%aﬂn?rgz>=y(zr_X_znyI;;YMx>.

Dafiir diirfen wir aber unter Hinzufiigung des Ergebnisses der an-
dern Formeln 8a) als Gleichung der Zentralachse schreiben:

1 YM,—ZM)\ 1(, ZM —XM,
AR TR b 4 Uy

.:l<r_ﬁl_ﬂ> .. . ... .8b)

R2



74 Das reibungsfreie Gleichgewicht.

Der Punkt auf dieser Geraden, fur den alle drei Klammern ver-
schwinden, heit der Mittelpunkt der Krafte.

Erweitern wir ferner die Formeln 8a) mit 2’, y’, 2/ und addie-
ren, so heben sich alle Glieder links fort und es bleibt:

, o , m l,( M’Z)_
o () o (-2 o (=S ) =0, a2

woraus wir noch M’ durch 10) entfernen kénnen. Die Absténde z’,y’, 2’
geniigen also der Gleichung einer Ebene durch den Anfang O,
in der mithin die Zentralachse liegt.

III. Sind die Krifte @ sidmtlich einander parallel, haben also
gemeinsame Neigungswinkel », 4, © gegen die Achsen, so haben
wir fiir die Teile der Gesamtkraft R= '@ und des Momentes M

X=x230Q, Y=130Q, Z=pn3@Q

M, =u3Qy— 1430z,

M,—x% 3Qz— pn 3Qs,

M,—13Qz—x3Qy
also MX+MY+MZ=0,....... 13a)
d. h. die Vektoren der Gesamtkraft und des Gesamtmomentes einer
Schar paralleler Krifte stehen zueinander senkrecht wie im Falle
der Einzelkraft, oder: Die Summe paralleler Krifte liegt in
der Ebene des Kridftepaares und kann mit demselben zu
einer Einzelkraft vereinigt werden. Dann aber ist nach 10)
auch M’=0, und die Gleichung der Zentralachse vereinfacht sich in

Y'Z—2'Y=M, X—2'Z=M, 'Y —y'X=M, 14)
oder nach Einsetzen von 13)

1 ( / 2096) 1( / ZQy> 1( , 2Q2>
— | — =" | —= N = A = I .14&
AT 3e) =V T T3e) TP T e )
Da fiir diese Gerade als Achse das Moment M’ = M cos d verschwin-
det, wihrend mit 6 =90° aus 7)
M=Rr=r3Q . . . . . . . . .14D)

wird, so stellt sie gleichzeitig die Richtungslinie der Gesamt-
kraft R= }>/Q dar.

Fir den Mittelpunkt der Parvellelkrédfte liefert das Ver-
schwinden der Klammern in 14a) die Bedingungsgleichungen
¢ 3Q@Q=XQz, y'YQ=3Qy, 3Q=23Qz . .15)

oder im Falle von Massenkriften @, = m,q mit gemeinsamen Anlauf ¢
die Abstinde w,, y,, 2, des Massenmittelpunktes bzw. Schwer-
punktes

x, Sm= 3 mz, YooM= m-y, 2y Sm=Ymz. . 15a)

’

, 13)
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§ 16. Die Arbeit einer Kraft. In der ebenen Mechanik haben
wir das Produkt der Kraft ¢ mit dem in ihre Richtung fallenden
Weganteil als die Arbeit der Kraft bezeichnet, deren Element bei
einem Neigungswinkel » von @ gegen die Bahnrichtung mit der Ver-
schiebung ds durch

dL=@Qdscosv . . . . . . . ... .1

gegeben ist. Daran &ndert sich auch nichts im Falle einer raumlichen
Verschiebung, da @ und ds auf alle Fille in einer Ebene liegen.
Sind auBerderm x, 4, u die Richtungskosinus der Kraft @; ¢, v, 9
diejenigen von ds, so hat man auch an Stelle von 1)

dL=Qds(xp+Ay+4ud). . . . .. .1la)

Hierin ist aber

Qx=X, Qi=7, Q=2 .2).

dsp=dx, dsy=dy, ds¥=dz
so daB wir auch fiir das Arbeitselement schreiben diirfen
dL=Xdx-}Ydy-+Zdz, . . . . . . . .38)
oder in Vektorform des skalaren Produktes
dL=Q-dv. . . . . . . . . . .3a)

Die Auswertung der Gl. 3) fiir einen endlichen Kraftweg ist nur mog-
lich, wenn d L ein vollstindiges Differential ist, d. h. wenn die Teil-
krifte durch

_@eL_ U, oL_ U oL_ U

X = crme e e —
o ox’ oy oy’ 9z 9z )
ausgedriickt werden konnen, wofiir man “auch in Vektorform
Q=grad L=—gradU . . . . . . .4a)

schreibt. Die skalare Funktion U der Abstédnde x, y, z heifit alsdann
das Potential der Kraft @ oder auch ihre Krdftefunktion, deren
Bestehen wiederum an die Bedingungen
L  0X Y, °L _3Y 07z, °L 0Z 0oX
dxoy o0y ox’ oyoz o0z 0y’ dzox o o0z’

oder
oY oz _, ez _oX_, oX oY

oz oy ox 2 ’ oy ox
gekniipft ist, wofiir man vektoriell
=0 . ..........Dba)

schreibt. Die Formeln 4) kennzeichnen offenbar die in einer be-
stimmten Richtung wirkende Kraft als das Potentialgefélle oder
als den negativen, auf die Léngeneinheit in dieser Richtung be-
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zogenen Zuwachs (Gradient) des Potentials. Schreiben wir mit 4)
an Stelle von 3)

dL=—< d—]— d—]— > —dU,. . . .3b)
so erkennt man, da jedem Werte des Potentials U=U (x, y, 2)
eine Fliche entspricht, auf der dL=-—dU=0 ist, so daB also

eine Verschiebung auf der Potential- oder Schichtfléche
keine Arbeit erfordert. Alsdann aber ist in Gl 1) cos» =0, d.h.
die Kraftrichtung steht senkrecht zur Potentialfldche.

Da sich zwei Potentialflichen nur durch den Betrag des Para-
meters U unterscheiden, so stellt der Unterschied

Uy—~U=Ly...........6

die Arbeit beim Ubergang von einer Fliche zur andern un-
abhéngig vom Wege dar. Daraus folgt wiederum, daBl sich zwei
Potentialflaichen nicht schneiden kénnen, da sonst der Uber-
gang zwischen ihnen im Gegensatz zum Arbeitsunterschied ihrer
Parameter auf der Schnittlinie arbeitsfrei erfolgen konnte.

Der ganze Raum stellt beim Vorhandensein eines Potentials ein
Feld mit einer Schar von Potentialflichen dar, welche von den die
Kraftrichtung andeutenden Kraftlinien iiberall senkrecht durchsetzt
werden. Danach bildet der Abstand benachbarter Potentialflichen,
bzw. deren Dichte an einer bestimmten Stelle des Feldes ein Maf3
fir die dort herrschende Kraft, die
man wohl auch als Feldstirke be-
zeichnet.

Umféhrt man im Potential-
feld eine beliebig geschlossene
Kurve, so verschwindet nach 6)
wegen U, =U, die dabei auf-
gewandte Arbeit L. Im allge-
meinen hat indessen die vorgelegte
Kraft kein Potential, so daB also
die Formeln 4) und 5) keine Giiltig-
keit besitzen. Alsdann konnen wir
das Umfahren eines geschlossenen Elementardreiecks 4 BC mit der
Fldche df nach Abb.40 durch das aufeinanderfolgende Umfahren der
Projektionen OAB, OBC, OC A4 ersetzen. Da nun liangs der Seiten
AB, BC, CD die Kraftanteile X,Y, Z auf

1aX 10Y
18Y 1 3Z
- Z

Y55 ds, +5 5, %>

Z+1Mx, x4 %
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angewachsen sind, so erhalten wir die hierbei geleistete Arbeit nach
Wegheben der Glieder erster Ordnung

1(0Z 2 1@X aﬂ 1@Y 2
dL“?(E)_y_ﬁ dydz-+ 5\ 52 9= dzdx-{-a PR dxdy, 7)
oder mit dem umfahrenen Flichenelement df, dessen Risse 1dydz,
idzdx, ;dxdy auf die Achsenebenen sind, in Vektorschreibweise

dL=rotQdf.

Da man nun den Umlauf einer geschlossenen
Kurve, Abb. 41, durch Zusammenfiigung einer
unendlichen Zahl der vorstehenden Elementar-
kreisldufe derart ersetzen kann, daf sich je zwei
immerhalb der Kurve beriihrende Elemente + dz,
*+dy, 4 dz in ihrer Wirkung aufheben, so er-
gibt die Summierung iiber alle solche Elemente
das skalare, durch einen Ring bezeichnete Linien-
integral, die sog. Zirkulation

L=¢Xde+Ydy-+Zdz)= pQdscos»
=) Gy =5 v+ (55— 5 s (55
~2J‘f{<3_y 07 dy dz +- 9z ox dzdz - ox 0y dzdy|, 8)

oder unter Benutzung von 3a) und 7a)
$Qdr=[rotQdf.. . . . . . . . 8a)

Hieraus erkennt man, da im allgemeinen Falle beim Umfahren einer
im Felde gelegenen geschlossenen Kurve eine Arbeit zu leisten ist,
die von dem als Wirbel bezeichneten Vektor rotf) abhingt und
mit diesem fiir Potentialfelder verschwindet. Der durch die Formel 8)
bzw. 8a) ausgedriickte Satz von Stokes dient ganz allgemein zur
Umformung eines Linienintegrals in ein Fldchenintegral und umge-
kehrt.

1. Beispiel. Im Falle der Anziehung zwischen zwei MafSen m, und m, von
denen die erstere sich im Ursprung O des Achsenkreuzes befindet, die andere
im Punkt z, y, z im Abstand r, gegeben durch

=atf 222
rdr=xdx+ydy-4zdz 9)

or_w or_y o _z
ax r’ oy r’ 0z r
befinden moge, besteht eine Zentralkraft
my m
Q=—1™,
mit den Achsenanteilen . 10)
x x 2
X=Q-=—kmmz, Y=—k%m%, Z=—kmym~
Da
X xor zy oY
ﬁ_3kmomﬁa—y_—3kmom—5——% usf. . . . .. 10a)
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ist, so sind die drei Bedingungen 5) erfiillt, d. h. die allgemeine Schwere
hat ein Potential, das sich mit 4) aus

AU=— (Xde+Ydy-+Zdz) = k’;’gm(xdx-g-ydy-i-zdz):kmom‘j—:
zu
U=T, '“’:0”“ ........... 11)
berechnet.
Weiter folgt aus 10) noch
%‘;fz_k om'<;1§_?>_;§f) USW. . .. ... 10b)

also nach Addition die zuerst von Laplace aufgestellte Differentialgleichung
des Potentials
22U | *U

0X  0Y  0Z
3 Tay T —om Tap

die aber im Anziehungszentrum O selbst mit r =0 ihren Sinn verliert. Um
iiber das Wesen dieser Gleichung Klarheit zu gewinnen, schreiben wir die erste
Gl. 10) in der Form

Q

ﬁrQ:—kmo oder dartq=—4x=km,,. .. . 10c)

eU
FoE =0, 12)

worin Q:m=gq den der Kraft @ zugeordneten Zentralanlauf oder die Feld-
stirke an der Stelle des Massenpunktes mit den Achsenanteilen ¢, ¢,, ¢. be-
deutet, wihrend rechts die mit dem negativen Weltwert £ der Schwere er-
weiterte anziehende Masse m, steht, welche im ganzen Felde denselben Wert
besitzt. Da nun 4z 7% die Oberfliche der um den Anfang mit dem Halbmesser
beschriebenen Kugel darstellt, die von den Kraftlinien durchsetzt wird, so darf
die Feldstéirke ¢ oder auch der Quotient ¢: % als KraftfluB durch die Ein-
heit der Oberflache aufgefaBt werden. Legen wir um den Anfang eine beliebige
geschlossene Fliche, so stimmt der durch diese gehende gesamte KraftfluB mit
dem durch eine sehr entfernte Kugelfliche um O iiberein, d. h.

b(gzdydz+g,dzda+ ¢, dedy)=—4akm,, . ... 13)

worin sich das Integral links iiber die ganze geschlossene Oberfliche erstreckt.
Nun ist aber der in einer Richtung durch die Fliche gehende KraftfluB mit
dem Raumelemente dV

— %% = | 2%
qudydz_fax dxdydz_f—a;dV,

= | (%= 1 2% a_q,)

Wenden wir diesen von GauB aufgestellten Satz, der allgemein der Umwand-
lung von Flichen und Raumintegralen dient, auf 13) an, so folgt, indem wir
gleichzeitig unter Einfithrung der Raumdichte o

kmy=[odV . . .. .. ... ... 15)

also

schreiben,
04, | 09y | 0¢ ) —
f(ax Ty 5, T4me)dV=0.
Wegen der Willkiir der geschlossenen Oberfliche kann dieser Ausdruck aber
nur’ bestehen, wenn der Integrand verschwindet, d. h.

09 | 0qy | 0¢: _
H_*_ 67+ az—-—4n@, e e e e e e e 16)
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oder, da X =g, m, Y=gq, m, Z=gq., m ist, an Stelle von 12)

0Z o°U U |, *U
—é;_*—ﬁ Eh ax_+ay2+az2=—4n9m, .. . . 16a)

eine zuerst von Poisson aufgestellte Differentialgleichung tritt, die nunmehr
fiir das Anziehungszentrum und iiberhaupt fiir jedes Masse enthaltene Raum-
element gilt. AuBerhalb solcher Punkte geht Gl. 16a) mit o =0 wieder in die
Laplacesche Form iiber, die wegen 14) nichts anderes besagt, als daB der
gesamte KraftfluB durch eine geschlossene Oberfliche, innerhalb der sich keine
Masse befindet, verschwindet, oder daBl in ein leeres Raumstiick ebensoviel
Kraftlinien ein- und austreten. In einem eingeschlossenen Massenpunkt m, da-
gegen laufen die Kraftlinien zusammen, so daB derselbe als sog. Quelle oder
Senke des Kraftflusses anzusehen ist. Wegenedieser Eigenschaften der Kraft-
linien bezeichnet man Ausdriicke von der Form 14) als Divergenz und schreibt
demgem&B in Vektorform die Gleichungen von GauB, Poisson und Laplace

$Qdi=fdivQdV,. . . ... ... ... . l4a)
divQ=—4zmom (bzw. =0). . . . . . . .. 16 b)
Das Schwerefeld ist hiernach ein sog. wirbelfreies Quellenfeld.

2, Beispiel. Das Verschwinden der Zirkulation 8) im Falle eines Potential-
feldes riihrt natiirlich davon her, daB jedem Arbeitselement 1) ein entgegenge-
setzt gleiches lings der geschlossenen Kurve entspricht, was durch das Vor-
zeichen des cos» bzw. durch die gegenseitige Lage des Kraftvektors @ zur Be-
wegungsrichtung bedingt ist. Andert sich dieses Vorzeichen nicht lings des
Weges, so ergibt die Zirkulation einen endlichen Betrag, der sich fiir jeden
Umlauf wiederholt.

Ist z. B. ein im Felde bestindiges Drehmoment der Umfangskraft P
M=P-r, also P=— .. ....... 17)
vorgelegt, so hat man fiir die Arbeit
dL=Mdyp, L=Myp, .. .. .. ... 17a)

also einen Betrag, der sich mit jedem Umlauf um 2z M vermehrt und damit
einem vieldeutigen Potential entspricht. Wegen

r?’do=xdy —ydx

oy o9 +£ ......... 18)
oz~ r?’ 2y r?
erhalten wir fiir die Achsenteile der Kraft P
_ oL _dLop _ My _0Lip Mz 19)
T oz opox 1’ Topoy 1’ T

was man auch unmittelbar hitte anschreiben konnen.

Daraus folgt wieder wegen

or or_y

) z
rdr=xdz+4ydy, Py 6_1-/_7’ ..... 18a)
2 6<p>__ 1, 2yo0r 1
3_1/( —_7—2+73_6y r2+
_(9_¢>~1_2_§?1_1_?f 18b)

dy/ 1 rox 1 T

0 (0«;0) 0 (6(;7) 342(:62—{—3/2):0
oy \ox 9z \ 9y 72 ! rt

also or_oX o 19a)

% oy
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als Bedingung fiir das Bestehen des Potentials U= — L. Die Schichtflichen
des Potentials im Felde werden alsdann durch das Ebenenbiischel der z-Achse
dargestellt, welches von den kreisférmigen Kraftlinien um dieselbe Achse iiberall
senkrecht geschnitten wird.

In der z-Achse selbst wird mit » =20 nach 17) P=o00 bei gleichzeitig un-
bestimmter Richtung. Da dies unmdglich ist, so muB aus dem Felde ein zylin-
drischer Bereich mit dem Halbmesser 7, um die Achse aus dem Felde ausge-
schaltet werden, in dem die Kraft jedenfalls nicht mehr der Gl. 17), sondern
nur noch der Randbedingung M = P;r, geniigt, wenn P, dem Arm 7, zugehort.
Es liegt zundchst nahe, fir 0 <<r <r,, P=_P, zu setzen. Damit sto8t man
indessen wieder auf die unmégliche Unbestimmtheit der Kraftrichtung in der
Achse, die nur durch Verschwinden der Kraft P selbst lings derselben behoben
werden kann.

Der einfachste Ansatz, der dieser Forderung geniigt, ist alsdann

p=bo, Mr . 20)
o To
woraus
ir—=PvpapPoay_yaw, . . ... ... 208)
7o L)
7, 7o 21)
oX__B_ _oY oY oX_ BR[| " 77
oy r, 9z’ 9w 9y 1,

sich ergibt. Da der Wirbel hier nicht verschwindet, so besteht fiir » <7, kein
Potential, wie denn auch die Arbeit beim Durchlaufen einer geschlossenen Bahn
mit r2dp=2dF

L=&fr“’d¢p=2&1" B K1)
7, 74
mit dem Inhalte des Normalrisses der Bahn zur z- Achse wichst, also vom Wege
selbst abhéingig ist, und zwar gleichgiiltig, ob die Achse selbst umfahren wird
oder nicht. Im Sonderfalle des Umfahrens des zylindrischen Bereiches folgt
mit F =z r,® der Arbeitswert Ly=2x P,r,=2a M fiir jeden Umlauf in Uber-
einstimmung mit dem Werte der Zirkulation beim Umfahren der z-Achse im
Potentialfelde.

3. Beispiel. Im Falle der Gleitreibung ist der hiervon herriihrende
Widerstand stets der Bewegung entgegen gerichtet. Eine hin- und hergehende
Bewegung lings einer Strecke z kann daher als Umfahren eines diese Strecke

nach Abb.42 umschlieBenden schmalen Flichen-

streifens von der Breite 2 y aufgefaBt werden.
' _Lg Alsdann ist der Wirbel des Reibungswider-
st 1977
g = 4 1 ») standes X
e — 0oX X
y Y
Abb. 42. und die Zirkulation

X X
dezfj—dxd =—2xy=2zxX
¢ oy L =722y

unabhiingig von der Breite, wenn nur die Bewegung lédngs der Schmalseiten der
schraffierten Fliche, d. i. die Hubumkehr widerstandsfrei erfolgt, was tatséch-
lich dem Reibungsvorgang entspricht.

§ 17. Das Gleichgewicht von Kriiften mit verschiedenen An-
griffspunkten. Greifen an verschiedenen Punkten mehrere #duBere
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Krifte an, so ist deren Gesamtarbeitselement, wenn dz,, dy,, dz; die
Verschiebungsteile des Angriffspunktes z,,y;,2, und X, 7Y,, Z, die
Achsenanteile der Kraft @, bedeuten,

dL=>(X;dx,+Y,dy,+ Z;dz,). . . . . . 1)

Dieses Arbeitselement verschwindet, wenn die geleistete Gesamtarbeit L
einen Scheitelwert besitzt. Alsdann befindet sich das aus den An-
grifispunkten bestehende Gebilde unter der Wirkung der Krifte @,
im sog. Gleichgewicht, das somit durch die Bedingung

D(X,da,+Y,dy,+ Z,;dz)=0 . . . . . . 1la)

gekennzeichnet ist. Die darin auftretenden Verschiebungen dz;, dy,, dz;
brauchen dabei gar nicht wirklich aufzutreten, sondern konnen ent-
sprechend der Ruhelage des Punkthaufens auch verschwindend klein
werden und heifen deshalb auch virtuelle oder bloB gedachte Ver-
schiebungen, die alsdann nur mit den etwa vorhandenen Be-
dingungen des Zusammenhanges der einzelnen Punkte vertriglich
sein miissen. Man nennt deshalb die Gl. 1a) den Satz der virtuellen
Verschiebungen oder Arbeiten, mit dem wir in der ebenen
Mechanik schon in I § 43 mehrere Gleichgewichtsfille behandelt haben.

Gehoren die Angriffspunkte x;, y;, 2, einem starren Korper an,
so diirfen wir dessen Gesamtbewegung aus der Verschiebung dz,, dy,, dz,
eines seiner Punkte z,, y,, z, und den drei Drehungen do,,dp, ,dg,
um drei durch diesen Punkt gehende zueinander senkrechte Achsen
derart darstellen, daf3

d;=dw, 4 (2, —2)do, — (¥ —¥)d 9,
dy; =dy, + (@, — z)dp, — (z;—20)dop, ¢ . . . . 2
dz,=dz,+ (y; — Yo) dp, — (%; — x,) d‘P,,

ist. Damit geht die Arbeitsgleichung 1) iiber in

dL—dz, 3 X,+dy, 3 Y,+dz, 3 Z,
+do, X (Z;(y; — o) — Y (2, — 2)]
-+ do, > [X; (2 —29) — Z; (%, — 7))
+do, XY (@ —x) —X(;i—v)]. . . . . 3)

Hierin sind aber nach § 15 die drei letzten Summen nichts als die
Momente der Krifte in bezug auf die durch den Punkt z,,y,, 2,
hindurchgehenden Achsen, die durch Parallelverschiebung der Einzel-
kriafte nach diesem Punkte geweckt wurden. Ebenso wie die Krafte
selbst im Punkte z, y,,%, eine Gesamtkraft R ergeben, so lassen
sich die Momente in einem Gesamtmoment um eine durch diesen
Punkt gehende Achse zusammenfassen. Die Arbeit einer Anzahl
von Kriaften mit verschiedenen Angriffspunkten an einem
starren Korper setzt sich demnach aus der Arbeit der Ge-
samtkraft an einem Korperpunkte und der Arbeit des Ge-

Lorenz, Techn. Physik I, 2. 2. Aufl. 6
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samtmomentes bei der Drehung um eine durch diesen Punkt
gehende Achse zusammen, die im allgemeinen nicht in die Rich-
tung des Momentenvektors fallt.

Da der Momentenvektor der Kraft £ am Endpunkt des Strahles r
in bezug auf den Punkt r, durch das Vektorprodukt 9t =[O (r —1,)]
dargestellt wird, so kann man, wenn w den Drehwert, also wdt¢ den
elementaren Drehvektor bedeutet, die Gl. 3) in Vektorform auch
schreiben

dL=3Qdr,;=dry 3 Q;+wdt 3 [Q;(r,—r,)]. . . 3a)

Im Falle des Gleichgewichtes, d. h. des Verschwindens der vir-
tuellen Arbeit d L miissen wegen der Willkiir der Verschiebungen
dx,, dy,, dz, des beliebig gewahlten Angrifispunktes der Gesamtkraft,
sowie der Drehungen do,, d¢,, dp, die damit behafteten Glieder fiir
sich wegfallen, woraus sich dann die Gleichungen

Y X,—0, >Y,—o0, 37,=0
D(Zy,—Y,z)=0, (X;z—Z;xz)=0, X (Y z,— X;y,)=0

oder in Vektorform

4)

2&1._—:0, 2[‘94111]:0 e . s s e . 43;)

ergeben. In diesen Gleichgewichtsbedingungen tritt der Bezugspunkt
%y, Yo> 29 DPZW. 1, nicht mehr auf, d. h. das Verschwinden der Ge-
samtkraft und des Gesamtmomentes ist unabhéngig von
der Lage des beliebig gewdhlten Bezugspunktes fiir die
Vereinigung aller Einzelkridfte. In den Formeln 4a) erscheint
als solcher der ebenfalls ganz willkiirlich gewé&hlte Anfangspunkt des
Achsenkreuzes. Stehen mehrere starre Korper unter dem EinflufBl
duBerer Krifte @,, die an verschiedenen Punkten derselben angreifen,
miteinander derart in Wechselwirkung, daB sie aufeinander entweder
Fernkrifte ausiiben oder sich unmittelbar beriihren, so treten zwischen
ihnen stets entgegengesetzt gleiche innere Krifte @,/ paarweise auf
derselben Richtungslinie auf, die sich somit fiir das Gesamtgebilde
aufheben und darum aus der Vektorsumme der Kréfte und Momente
herausfallen.

Daher gelten die obigen Gleichgewichtsbedingungen 4) nicht nur
fiir einen Einzelkorper, sondern auch fiir eine miteinander in Wechsel-
wirkung stehende Korpergruppe, sowie fiir beliebige Punkthaufen.

1. Beispiel. Verbinden wir eine Anzahl von Punkten im Raume, sog.
Knoten, gelenkig durch starre Stéibe, so erhalten wir ein raumliches Fach-
werk. Wie schon friilher in der ebenen Mechanik (§ 39) bezeichnen wir die
Zahl der Knoten mit k£, die der Stibe mit s und die Stablinge zwischen dem
h-ten und ¢-ten Knoten mit l,;. Alsdann ergibt sich die groSte mogliche Stab-
zahl, wenn jeder Knoten mit jedem andern durch einen Stab verbunden ist,
wie schon beim ebenen Fachwerk zu

smax =5 2 T e e s+ s e o+ s & e e e e e

Die Lage jedes Knotens ist nunmehr durch drei Abstinde zy, yx, 2x von den
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Achsenebenen bestimmt, also bestehen zwischen den 3 k-Abstinden und der
Stablidnge ! die Gleichungen

T — 3,)° +(.7/1 - ?/2) +@ — )=

)

(xk_1—xk)2+(yk a— !/k)“’—i- (h_y—2) =02 | ,

deren Anzahl mit derjenigen s der vorhandenen Stibe iibereinstimmt. Soll das
Fachwerk statisch bestimmt sein, so miissen die Stablingen zur Ermittlung der
Lagenabstéinde ausreichen, wenn wir aulerdem das ganze Gebilde festhalten.
Dies aber geschieht durch Festhaltung eines Knoiens mit drei Absténden und
einer Ebene durch zwei in diesen Knoten zusammenlaufende Stibe mit drei
weiteren Bestimmungsstiicken. Es bleiben also nur mebhr 3 ¥ — 6 Unbekannte
in den s Gleichungen 6) iibrig, so daB fiir die eindeutige Berechnung aller Un-
bekannten s—3k—6 7

sein muB. Dies ist zugleich die geringste, aber auch notwendige Stab-
zahl eines raumlichen Fachwerkes mit £ Knoten.

Sollen zwei derartige Fachwerke mit &, bzw. k, Knoten und s,, s, Stdben
zu einem einzigen mit s Stdben vereinigt werden, so ist

s, =8k —6, s=3k —6
s=3(k, -+ ky) —6=15,+ 5,46

d. h. die Vereinigung zweier statisch bestimmter Fachwerke zu einem einzigen
erfordert die Hinzufiigung von 6 Stiben. Ebenso miissen wir, um ein derartiges
Fachwerk in zwei ebenfalls statisch bestimmte zu zerlegen, 6 Stibe entfernen
oder zerschneiden.

Fiigen wir einem statisch bestimmten Fachwerk von s, =38k, — 6 Stidben
einen Knoten hinzu, so ist die neuc Stabzahl s fiir k, + 1 Knoten

s=8(k +1)—6=s-+8, .. ...... .. Th)

d. h. die eindeutige Verbindung eines Knotens mit dem Fachwerk kann
nur durch drei Stibe erreicht werden, die iibrigens nicht in einer Ebene
liegen diirfen.

7a)

2. Beispiel. Bezeichnet man die Achsenteile der am Knoten ¢ angreifen-
den AuBenkraft @;, welche auch ein Auflagerdruck sein kann, mit X;,Y;, Z;,
mit S; die Zug- oder Druckkraft in dem Stabe I,; zwischen den Knoten # und ¢,
so zerfillt die letztere in die Achsenanteile

S =% g, Y 8y A" A
Ins b Uni

Da nun an jedem Knoten die dort angreifende AuBenkraft mit den als innere
Krifte aufzufassenden Stabkréiften im Gleichgewicht stehen muB, so ergibt sich
durch Summierung aller Stabkraftanteile der vom Knoten 7 ausgehenden Stébe

X458, 2% 0, Vi+38ut Y0, z +ZS’”h:,z‘_°' 8)

Diese drei Gleichungen lassen sich fiir jeden Knoten anschreiben, so daB8 wir
im ganzen 3 k derartiger Gleichgewichtsbedingungen haben. Diese sind indessen
nicht ganz voneinander unabhiingig, da auch die AuBenkrifte ¢ einschlieBlich
der Auflagekrifte unter sich im Gleichgewicht stehen, also die 6 Gleichungen 4)
erfilllen. Es bleiben somit nur noch 3 £ —6 voneinander unabhéngige Be-
dingungsgleichungen iibrig, deren Anzahl somit mit derjenigen der fir die
statische Bestimmtheit des Fachwerkes notwendigen Stabzahl iibereinstimmt.

Soll ein Fachwerk durch Auflagekrifte nur an Knoten festgehalten werden,
so ist nur einer derselben zunichst durch drei Teilkrifte X,, Y,, Z, bestimmt.

6*
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Alsdann ist jeder andere Knoten um diesen noch auf einer Kugelfliche beweg-
lich, woran er durch zwei weitere Krifte gehindert werden kann, die in ihm
die Kugel beriibren. Nunmehr ist noch die Drehung um die Verbindungslinie
der beiden Knoten moglich, welche durch eine auBerhalb dieser Geraden, also
an einem dritten Knoten angreifende Kraft aufgehoben werden kann. Ein
Fachwerk wie iiberhaupt jeder starre Kérper kann nur durch Auf-
lagekrifte festgehalten werden, die sich auf drei nicht in einer
Geraden liegende Punkte verteilen.

3. Beispiel. Von den riumlichen Fachwerken, welche ersichtlich in sehr
verschiedener Weise zusammengesetzt werden konnen, zeichnet sich eine Gruppe
besonders aus. Es sind dies Gebilde, die einen Innenraum derart einschlieSen,
daB ihre Stidbe simtlich Mantelflichen begrenzen, ohne den Innenraum selbst
zu durchkreuzen. Solche Fachwerke, bei denen der Innenraum frei verfiigbar
ist, werden nach Foppl als Flechtwerke bezeichnet, zu ihnen gehéren auch
die sog. Fachwerkskuppeln. Man erkennt sofort, daB ein derartiges Ge-
bilde als ein Polyeder aufgefalit werden kann, dessen Ecken mit den Knoten
und dessen Kanten mit den Stiben zusammenfallen. Wahlt man darum fiir
deren Zahl die schon oben benutzten Bezeichnungen und fiigt noch die Zahl f
der Flichen zwischen den Kanten hinzu, so gilt sofort fiir das Flechtwerk die
bekannte Eulersche Polyederregel, namlich

se=k--f—2, . .o 9)

die man leicht durch stufenweises Aufbauen eines Polyeders von einer Fliche
ausgehend ableiten kann. Ist nun das Flechtwerk statisch bestimmt, so mufl
es auch die Bedingung 7) erfiillen, so daB wir auch an Stelle von 9) erhalten

2s=38f, 2k=f"441 ...\ ... 9a)

Da nun sowohl die Stibe wie auch die Knoten nur in ganzen Zahlen vorhanden
sein konnen, so folgt aus 9a), daB die Stdbe eines statisch bestimmten Flecht-
werkes nur eine gerade Zahl von Flichen ein-
schlieBen konnen und daB die Stabzahl durch
3 teilbar sein muB. Diese Bedingung ist er-
fillt, wenn das Flechtwerk aus lauter
Stabdreiecken besteht, da hierbei jeder
Stab zwei Flichen zugehort, wihrend anderer-
seits jede Fliche von drei Stiben umschlossen
ist. Auf diese Weise erhdlt man z. B. ein Flecht-
werk, wenn man die Oberfliche einer Kugel oder
eines Ellipsoides durch eine Anzahl von Parallel-
kurven und Meridianlinien zerlegt, die Schnitt-
punkte als Knoten betrachtet und durch Stibe
Abb. 43. in der Sehnenrichtung sowie einmal diagonal ver-
bindet, Abb.43. Will man von diesem Flecht-
werk eine Hilfte als Kuppel benutzen, so muB man, um der statischen Be-
stimmtheit zu geniigen, auch die als Grundlage dienende Schnittfliche durch
Stidbe in Dreiecke zerlegen.

4. Beispiel. Wird der starre Korper an einem Punkte festgehalten,
so erfihrt er an dieser Stelle einen Auflagerdruck mit den Achsenanteilen
X,, Yy, Z,, aber kein Moment. Verschieben wir daher alle AuBenkrifte nach
dem Festpunkt, so erhalten wir als Gleichgewichtsbedingungen

X,+3X=0, Y,43Y=0, Z+3ZZ=0)
M, =0, M,=0, M=0)"""

aus denen sich die Stiitzdruckanteile X,, ¥, Z, eindeutig ergeben.

.. 10)

5. Beispiel. Besitzt der Korper eine feste Achse, die wir sogleich
als z-Achse wihlen, so konnen wir auf derselben zwei Kérperpunkte, z. B. den
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Anfang und den Punkt z=—=c festhalten mit den Stiitzenteilen X,, Y,, Z,,
X,, Y,, Z,, Abb. 44. Alsdann besteht Gleichgewicht fiir
X+ X+XX=0, Y, +Y,+2Y=0, Z1+Z2+2Z=0} 11)
M, —Y,c=0, Xpe+M,=0, M=0)
Daraus berechnen sich die Anteile X, Y,; X,, ¥,, wihrend die dritte Formel

nur die Anteilsumme Z; | Z,, nicht aber deren Einzelbetrige ergibt. Die Ver-
teilung der Achsenanteile der Auflagekraft auf

die Achsenpunkte bleibt also unbestimmt, 4
withrend das<Moment um die Achse verschwin-
den muB. Ist der Korper lings der Achse be-
weglich, so iibt dieselbe keine Krifte in ijhrer Zz W
Richtung aus, d. h. es wird mit Z, =Z,=0 1 0'2
nach der dritten Formel 11) auch 3> Z =0 als B
neue Gleichgewichtsbedingung. .
6. Beispiel. Beriihrt ein starrer Az Z
Korper die feste a2y-Ebene in den
Punkten =z, ¥,; g, Yo; - - - Tn, Yn, SO miissen die \___>YL_.6__);.
der Ebene parallelen Anteile der duBeren Ge- o My
samtkraft und ebenso das um die Normale M A7
zur Ebene drehende Moment M, verschwinden, z
so daB die Gleichgewichtsbedingungen fiir die Abb. 44,
Stiitzdriicke Z,, Z, . ..Z, lauten X

EX=0, XY=0, XZ+4Z+Zyt - +Z=0 } 12)
Zy2y+ Zotyt -+ - A Zptn— My =0, 2,y +Zoyo - - - +Zpyut M =0 ’

Da die Stiitzendriicke Z,, Z,...Z, nur in drei dieser Formeln auftreten, so
sind auch nur drei derselben mit ebenso vielen Stiitzpunkten eindeutig be-
stimmt, wihrend das Gleichgewicht bei mehr als drei Stiitzen statisch
unbestimmt bleibt.

7. Beispiel. Wirkt auf den Korper nur sein im Schwerpunkt angreifendes
Gewicht, so legen wir durch denselben die z-Achse und haben alsdann mit
»Z—=—G, M,=M,= M, =0 fiir die drei Auflagekrifte Z,, Z,, Z; an den
drei Punkten ,,y;; %o, Ye; %3, Y, auf der Ebene an Stelle von 12) die drei
Formeln

Zy+ 2yt 2y =G, Zyu+Zyxyt+Zya=0, Z Yo+ Zo Yo+ 23 y; =0, 13)
also mit den Abkiirzungen
Ty — G Yo=TF, my—vyp=F, nyp—xy=F.. 14

fir die doppelten Dreieckflichen der Stiitzen mit O,
Abb. 45, und 3
F,+F,-+F=F. . ... . . l4a)

fiir die doppelte Gesamtfliche des Stiitzdreiecks

4 A
7z, F=GF,, Z,F=GF, Z,F=GF,. . .13a) 2

Das Vorzeichen der Flachen F hingt nur vom Umfahrungs- Abb. 45.
ginn ab. Es kehrt sich fiir eine Fliche z. B. F; um, wenn

der Anfang 0 auBerhalb der Dreiecksseite 23 liegt. Alsdann miiBte der Korper,
um nicht umzukippen, im Punkt 1 durch eine negative Auflagekraft nieder-
gehalten werden. Das Gleichgewicht eines dreifach gestiitzten Kor-
pers erfordert daher einen innerhalb des Stiitzdreiecks liegen-
den DurchstoBpunkt der Gewichtsrichtung.
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V. Das Reibungsgleichgewicht.

§ 18. Das Reibungsgleichgewicht starrer Korper. Stiitzt sich
ein starrer Korper mit dreien seiner Oberflichenpunkte auf eine
feste Ebene, so sind nach den Lehren des § 17 die zur Ebene senk-
rechten Auflagerdriicke Z,, Z,, Z, durch die &uBleren Krifte und
Momente eindeutig bestimmt, wéihrend die zur Ebene parallelen
Krifte, also auch das in dieselbe fallende Kriftepaar M_, ,bei Wegfall
der Reibung verschwinden. Bei rauher Korperoberfliche und Stiitz-
ebene dagegen widersetzt sich die Reibung der Verschiebung der
Auflagerpunkte so lange, als die dort angreifenden, der Ebene paral-
lelen AuBenkraftanteile die Werte f, Z, , f, Z,, f, Z, nicht iibersteigen,
wenn f,, f,, f; die den Beriihrungsstellen zugeordneten Reibungs-
ziffern sind.

Im Grenzfalle 'des Beginnens oder des Aufhérens einer Bewegung
seien «, , «,, «, die Neigungswinkel der obigen Reibungskrifte gegen
die x-Achse eines in der Stiitzebene gelegenen Achsenkreuzes, in
dem die Beriihrungspunkte die Abstédnde z,,y,; «,, y,; %,,'y, haben
moégen. Dann geniigen die AuBenkrifte mit den Anteilen X, ¥ und
dem Momente M im Grenzfalle den Gleichgewichtsbedingungen:

X—={,2Z,cosc,+f, Z,co8 ¢, + f, Z, cos e,
Y=f Z,sine, +f,Z,sine, -+ f, Z,sin e,
. . . A |
M)=f,Z, 2 sine, 4 f, Z,x,sine, + f, Z, x, sin e )
— 12,y c08 e, — [y Zyy, COS ety — fy Zy Y, COS et

die zur Berechnung der noch unbekannten Neigungswinkel o gerade
hinreichen, falls dieselben voneinander unabhingig sind. Da man
durch Parallelverschiebung der Gesamtkraft }X®--Y? das in der
Ebene liegende Kriftepaar M zum Verschwinden bringen kann, so
vereinfacht sich mit =0 die dritte Formel 1), wenn wir den An-
fang des Achsenkreuzes auf die Richtungslinie der Gesamtkraft ver-
legen.

Um zu priifen, ob die Neigungswinkel ¢ voneinander unabhingig
sind, haben wir nur zu beachten, dal im Grenzfalle die Richtung der
Reibungskraft an jeder Beriihrungsstelle der dort eintretenden Ver-
schiebung ds entgegengesetzt ist. Diese Verschiebungen gehen nun
so vor sich, dal die Entfernungen der Berithrungspunkte, d. h. die
Dreiecksseiten 1 2 3 keine Anderungen erleiden. Es miissen also die .
in die Richtung der Dreiecksseiten fallenden Verschiebungsanteile je
zweier Beriihrungspunkte einander gleich sein. Bezeichnen wir die
Neigungen der Seiten 23, 31, 12 gegen die z-Achse mit 8, f,, B,
Abb. 46, so sind noch die Bedingungen

dsy c08 (By — &ty) = ds; cos (B, — a)
dsg cos (B, — o) =ds, cos (B, — «,)

ds, cos (B — ;) =ds, cos (B, — «,)
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zu erfiillen, aus denen durch beidseitige Multiplikation unter Wegfall
der Verschiebungen

cos (B, — a,) cos (B, — &) cos (B, — ;)

—cos (B, —ay)cos (B, —a,)cos (By —ay) . . . . .2)

hervorgeht. Durch diese Beziehung sind die Neigungs-
winkel « der Reibungskrifte im Grenzfalle des Gleich-
gewichts miteinander verkniipft. Denkt man sich daher die
drei Winkel « aus den vier For-
meln 1) und 2) ausgeschaltet,
was librigens recht umsténdliche
Rechnungen erfordert, so bleibt
eine Bedingungsgleichung
zwischen den 4uBeren Kraf-
ten X, Y, M und den Rei-
bungskraften f; Z, iibrig,
von deren Erfiillung die Moglich-
keit des Reibungsgleichgewichtes
abhéngt.

Das vorstehende Ergebnis wird noch klarer, wenn wir auBler den
Verschiebungen ds; noch ihre Achsenanteile dz;, dy; einfiihren, also

. dy;
coscxi=di;’, sinai=d~y‘ )

i $;

setzen. Bezeichnen wir dann in Abb. 46 noch den DurchstoBpunkt

der suBeren Gesamtkraft | X 4 Y? -} Z® mit ,, y,, so gilt fiir einen
der drei Beriihrungspunkte im Abstande 7, und der Achsenneigung
®,, sowie bei gemeinsamer elementarer Verdrehung do,=dg
aller Berithrungspunkte

@ =, 41,08, Y;=Yo -+ 7;5in @
dr,=dx,—r,desing;, dy,=dy, -} r,d cos ¢,
ds?=dx*+dy,+r’dp’

—+27,de (dy, cos ¢, — dx, sin ¢,)

Setzen wir die mittleren dieser Ausdriicke mit 3) in die Gleich-
gowichtsbedingungen 1) ein, so lauten dieselben, wenn wir das Moment
um z,,y,, d. h. M'—Yxo—{—XyO mit M, bezeichnen,

1)

—r,d@sin@;

Zf z, dy0+r d(pcoscpl

d i i . . .
S (Y,cos p, — X;sing)r, = fo Z.r, Yo COS @, dda;o sing, -+ r,d o,

Zfz'd ZfZ és I
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Da auf der rechten Seite dieser Formeln die drei Verschiebungen
dx,, dx,, dp sowohl in den Zihlern wie auch in den Nennern in
gleicher Dimension auftreten, so diirfen wir mit einer derselben divi-
dieren, so daB die rechten Seiten nur noch von den beiden Quo-
tienten dx,:de und dy,:d¢e abhingen. Durch Ausschalten derselben
aus den drei Formeln 5) ergibt sich dann wieder die schon oben
erwiahnte Bedingungsgleichung zwischen X, Y, M, und den Reibungs-
kréften f,Z, fiir die Moglichkeit des Gleichgewichts im Grenzfalle.

Erweitern wir schlieBlich die Formeln 5) der Reihe nach mit dx,,
dy,, de und addieren. so ergibt sich mit Riicksicht auf die letzte
Gleichung 4)

Xz, Yy, -+ M,dp= X f,Z,ds;= 3(X,dz,+Y,dy), .6)
also der Satz der virtuellen Arbeiten. Daraus erkennt man deut-
lich, daBl das Gleichgewicht nur bestehen kann, solange

Xdxy4-Ydy,+Mdo < Sf,Z;ds,. . . . . .6a)
ist, da anderfalls der Arbeitsiiberschu8 der #uBeren Krifte Beschleu-
nigungen zur Folge hat.

Wegen der allen Beriihrungspunkten gemeinsamen Verschiebungen
dx,, dy,, de diirfen wir an Stelle von 5) auch schreiben

. f; Z, er smqol
Xz, 3lh—dp 515

Y — dyOZf Z1 ! d 2
Mz:dyoz,fz1‘003(;9z OZersm(pl_l_ 2

Verschwindet nun im Sonderfalle der AuBenkraftanteil in
der Stiitzebene, liegt also die Gesamtkraft 3 Z, in der Zentral-
achse, so wird mit X=0, Y=0

er coszp1 5a)

er

ersm(pz : dxo fiZricosp,  'dy, f,Z;
2 s Z D P P
und nach Elnsetzen in die Momentenformel 5a)

_ f;Z;r?  daxy® +dy)’ ﬂi
M=de 275, dp ds,’
Zfz Z(r?de® —dx® — dg/ﬁ) 7)
Je. s e e

3

M,dp=

andererseits ist fiir diesen Fall nach Gl 6)
M, dp— 3f,%,ds,
d. h. es ist wegen der dritten Formel 4)
dxy(dxy —r;dpsin @)+ dy, (dy, + r;dpcosp,)=0, . . 7a)
oder dxycosw, | dy,sine,=0. . . . . . . .7b)
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Da nun die Neigungswinkel ¢, der Reibungskrifte fiir jeden Be-
rithrungspunkt im allgemeinen verschiedene Werte besitzen, so kann
7a) bzw. 7b) nur bestehen, wenn gleichzeitig dx,=0, dy,=0 und
daher ds,—=r;dg wird, so daB sich die Glelchgewmhtsbedlngung 7)
in diesem Falle auf

ML Sz, ... ... ... 8)

beschrinkt. Riicken die drei Auflagerpunkte so nahe zusammen,
daB man scheinbar eine Beriihrungsstelle des Korpers mit der Stiitz-
ebene vor sich hat, so spricht man von einer Bohrreibung. und
schreibt an Stelle von 8) unter Einfiihrung des genannten Normal-
druckes Z = }'Z;, eines mittleren Halbmessers r, der Beriihrungs-
stelle und einer mittleren Gleitreibungsziffer f fir das Bohr-
reibungsmoment

M, <fZr,. ... ... ... .B8a)

Der sog. Bohrreibungsarm r, kann in jedem Falle nur auf dem
Wege des Versuches gewonnen werden.

Verlangen wir andererseits, daB unter Wegfall des Momentes
M,=0 nur eine Parallelverschiebung des Korpers auf einer
Unterlage unter der Wirkung der AuBenkraft X,Y gegen die
Reibungswiderstinde an den Auflagerpunkten moglich sein soll,
bedeutet dies die Gleichheit der Verschiebungen ds;, d. h. deren Un—
abhéngigkeit von r, und ¢,. Das ist aber nach der dritten Formel 4)
nur moglich, wenn

dp=0, ds?=dx?|dyl’=ds?. . . . .4a)
wird, womit sich die Gleichungen 5a) vereinfachen in
d
_—EQZﬂZizcosaZf.Z. k
dso 178

v <P 51 2,—sine 34,2, )
0

sine X f,Z;r;cos o, —cose > f,Z;r;sin p, =0

Da die letzte Bedingung fiir jede Richtung ¢ der nunmehr parallelen
Krifte erfiillt sein soll, so zerfillt sie in

2 fZ;rsing, =0, f,Z;rcosp,=0, . . . . 9a)

wonach die Kraft X, Y durch den Mittelpunkt der Parallel-
krafte f;Z; hindurchgehen muB. Fiihren wir auch hier durch

St =f3Z,~=fZ . .. . ... .10

eine mittlere Reibungsziffer und den Gesamtdruck Z des Korpers
auf die Stiitzebene ein, so wird die Gleichgewichtsbedingung mit
X? | Y?=R?

RLfZ, . . . . . . . ... .9
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oder mit der Gesamtkraft @ und deren Neigung ¢ gegen die Nor-
male der Stiitzebene, also R=@sing@, Z= cos ¢

Qsing < fQeosp, tgpf=tge,, . . . . '.90)

worin ¢, den der Reibungsziffer f zugeordneten Reibungswinkel
bedeutet. Es besteht demmnach bei reinem Kraftangriff Gleich-
gewicht, solange der Kraftvektor innerhalb des mit dem
Reibungswinkel um die Normale beschriebenenUmdrehungs-
kegels des sog. Reibungskegels fallt.

Z
yid N
Z 2
4
Schritt a-b
q Abb. 47.

1. Beispiel. Stiitzt sich ein sattelférmiger Korper auf ein schriges Dach,
Abb. 47, mit der Neigung « der Oberkante (First) gegen die Wagerechte und
den Neigungen 8 der Seitenflichen gegen die Vertikalebene durch den First,
80 ist bei einem Normaldruck N gegen die Seitenflichen die Normalkraft zur
Kante Z = Nsin # und daher der Reibungswiderstand gegen eine Verschiebung
auf dem Dach fz

[N=

sinf’
Wirkt nun auf den Korper eine Vertikalkraft @ und eine wagerechte Kraft H,
die ihn entweder am Hinabgleiten hindert oder ein Heraufschieben bedingt,
so entsteht daraus ein nach oben gerichteter Anteil H cos « — @ sin «, wiahrend
senkrecht zur Kante der Anteil Z = Hsin ¢ + @ cos « steht. Mithin besteht

im Grenzfalle gerade Gleichgewicht, wenn
Hcose —@Qsine= 4+ fN= i—i-

sin

- (H sin « 4 Q cos ) ,

oder ( . )_ < f >

H (cos :Fs_—inﬂsm“ =@ |sin « + mcosa
ist. Fihren wir durch ﬁ:tg @, > tg ¢, den Reibungswinkel ein, so wird
daraus H=Qtg@ @), e « v v ve v vn .. 1]

worin das obere Vorzeichen die wagerechte Kraft ergibt, die gerade noch ein
Hinaufschieben ermoglicht, wihrend sie mit dem andern Vorzeichen das Hinab-
gleiten verhindert. Daraus folgt, daB jedenfalls Gleichgewicht besteht, solange
H innerhalb dieser Grenzen liegt, d. h.

Qtg(c— o) SHSQtgeto) . . . .. ... . 1la)
bleibt. Wird im Sonderfalle H=0, so besteht Gleichgewicht fiir

bg (e — ) <0, aéq:l:arctg<g£—ﬂ>. ..... 11b)
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Alsdann kann der Korper unabhingig von der Vertikalbelastung @ nicht herab-
gleiten, weshalb man die Vorrichtung auch als selbstsperrend bezeichnet.
Man iibersieht ohne weiteres, daB mit # = 90° das schridge Dach in eine schiefe
Ebene iibergeht, deren Theorie schon in der Mechanik ebener Gebilde (§ 30)
behandelt’ wurde.

2. Beispiel. Dagegen lassen sich die vorstehenden Ergebnisse sofort auf
das Gleichgewicht von Muttern auf Schraubenspindeln anwenden, die wir uns
durch Vereinigung einer gleichférmigen Drehung und axialen Verschiebung
eines Dreiecks oder Rechtecks, in dessen Ebene die Achse liegt, erzeugt denken
kann, wobei mit jedem Umlauf ein Gang entsteht. Auf diese Weise erhélt man
im ersten Falle eine scharfgingige, im letzteren eine flachgéngige
Schraube. Bezeichnet man den Winkel der schrigen Dreieckskanten gegen
die Schraupenachse mit #, ihren mittleren Abstand von derselben mit » und
den Axialabstand zweier einander entsprechender Punkte derselben Schrauben-
fliche, die sog. Ganghohe, mit &, so ist

h
tga:m: ....... .......12)
die mit dem Abstand r verinderliche Steigung der Schraube. Folgen in der
Ganghdohe zwei zusammengehdrige Génge aufeinander, so spricht man von einer
eingingigen Schraube, im anderen Falle von einer mehrgéingigen.

Ist @ die axiale Belastung der Schraube, so diirfen wir, falls die Abmes-
sungen des erzeugenden Dreiecks oder Reohtecks klein gegen ihren Abstand
von der Schraubenachse sind, dem Angriffspunkt der wagerechten Kraft H den
mittleren Abstand r zuordnen, wodurch ein Kréiftepaar M = Hr um die Schrauben-
achse entsteht, die damit eine Zentralachse der Kriftegruppe bildet. Als-
dann folgt aus 1l1a) durch Erweiterung mit r die Gleichgewichtsbedingung fiir

i b
die Sohraube Qrig(c— ) S U Qriglatg). o« v v v o .. .13

mit 11b) als Bedingung fiir die Selbstsperrung der Schraube unter einer be-
liebigen Axiallast.

Soll die Last @ durch das Moment gleichférmig gehoben, so ist der
Wirkungsgrad der Schraube, d. i. das Verhdltnis der gewonnenen zur aufge-
wendeten Arbeit unter Benutzung des Gleichheitszeichens in 13), sowie

12 ;
wegen 12) _ @k _ b _ tge . 150
M1 2aM 2 mrtg (e + @) tg(“—i—%)\ e e e e

Soll dagegen durch Sinken der Last ein Drehmoment M iiberwunden werden,
so ist der Wirkungsgrad nach 13) und 12)
2aM tg(c—

- Qh:gtga%)<l"" ...... 13b)
Die vorstehenden Gleichungen gelten unmittelbar auch fiir die flachgéngige
Schraube, wenn darin mit §=90°, ¢, = ¢, gesetzt wird. Da stets ¢, > ¢,,
so ist der Wirkungsgrad der scharfgingigen Schraube stets geringer als der
einer flachgéingigen unter den gleichen Umstdnden. Daher eignet sich die
letztere mehr fir Kraftiibertragung, die scharfe dagegen wegen ihrer groBeren
Selbstsperrung zur Herstellung haltbarer Verbindungen verschiedener Korper.

§19. Das Gleichgewicht lockerer Massen im Raume. Das
Gleichgewicht lockerer Massen haben wir schon im ersten Teil (§ 54 ff.)
mit der Einschrdnkung behandelt, daB die mdglichen Verschiebungen
der einzelnen Punkte des Erdkorpers einer und derselben Ebene, der
Bildebene parallel angesehen werden konnen. Der untersuchte Erd-
korper war in diesem Falle ein gerades Prisma von beliebiger Liange
senkrecht zu der in der Bildebene liegenden Grundfliche, durch
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deren Form und Begrenzung die einzelnen Gleichgewichtsfalle als-
dann vollkommen bestimmt waren. Die Untersuchung selbst beruhte
auf der durch die Erfahrung hinreichend bestétigten Annahme ebener
Gleitflichen, deren Spuren in der Bildebene als Gerade erschienen.

Da es bisher noch nicht gelungen ist, auf Grund der an und fiir
sich leicht aufzustellenden Gleichgewichtsbedingungen eines Elementes
des Erdkorpers eine allgemeine Theorie des Gleichgewichts lockerer
Massen mit endlicher rdumlicher Ausdehnung aufzustellen, miissen
wir uns auch hier auf die naherungsweise Behandlung einiger wich-
tiger Sonderfille beschrinken. Als ersten derselben betrachten wir
das Gleichgewicht trockener Erd- oder Sandhaufen mit
freier Oberfliche, die auf einer ebenen starren Unterlage
rubhen. Ein an der Oberfliche be-
findliches Korn wird nur dann im
Gleichgewichte verharren, wenn das
dort herrschende Gefille kleiner
als die natiirliche Reibungsziffer
f=tgp, der Masse ist. Erreicht
das Gefalle gerade diesen Wert, so
wird das in der Gefillsrichtung in
Bewegung gesetzte Korn gleich-
formig und ohne Seitenabweichung,
die nur durch eine in diesem Falle
nicht vorhandene wagerechte Kraft
hervorgerufen werden kann, ab-
gleiten. Die diesem Grenzfalle ent-
sprechende freie Oberfliche des
Haufens trigt demnach eine Schar
gerader Gefillslinien, deren gemein-
same Neigung gegen die wage-
rechte Ebene mit dem natiirlichen
Reibungs- oder Boschungswinkel ¢,
ibereinstimmt. Die wagerechten
Schnitte dieser sog. Boschungs-

flache, ihre Niveau- oder Schicht-
linien, werden - daher von den
Boschungsgeraden oder Beriithrungsstrahlen rechtwinklig geschnitten,
was naturgemiB auch fiir den Schnitt mit der wagerechten Unter-
lage, ihre Grundlinie, gilt. Wegen der bestéindigen Neigung der
Flache ist der Abstand » zweier Schnittlinien mit dem Hoéhenunter-
schiede z — z,, sowie derjenige n’ ihrer Grundrisse

Abb. 48.

2 ,_ 22

=" = .. .1

"Tsing,” " e, )

Die Grundrisse der Schichtlinien der Béschungsflache sind
demnach ebene Kurven gleichen Abstandes, woraus sich eine

bequeme Verzeichnung fiir jede vorgelegte Grundlinie GG durch Ab-
tragen gleicher Abschnitte n’ auf den Normalen ergibt, Abb. 48. Da
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die Normalen der Grundlinie deren Evoluten einhiillen, so kann die
Boschungsfliche durch Abwicklung des rechtwinkligen Dreiecks mit
der Gefillslinie als Hypotenuse von dem iiber der Evolute errich-
teten Zylinder erzeugt werden. Die Boschungsfliche ist somit eine
abwickelbare Fliache.

Ist die Gleichung der Grundlinie

Flx,y)=0. . . . ... ...2
gegeben, so folgt deren Neigungswinkel ¢ gegen die x-Achse aus
Ecosﬁ—{——afsinﬁr—_o, sin® 9 +-cos? =1 . . . 2a)
ox, oY,

6F>" <E3F>"’ oF <8F> (81”)2 oF

o — | == 04 — ) =— .

Cosﬂ/(@xl Ty oy, ) e + 0y, 0%, 2b)
Fiir den Neigungswinkel y der Normalen gegen die x-Achse gilt

ferner

cosycosd | sinysind =cos(y —$ =0, yp—I=90°, .3)
also siny=cos?#, cosy=—sind. . . . . . 3a)

und nach Multiplikation mit 2b)

g’ 3F>2 aF> oF (aF) (aF)E_ oF |

sin y <5x—] —|-—<ay1 ayl cos y oz “l"‘ a—?‘/: ——5x—1. 3b}
Andererseits ist ein Punkt z, y auf der Normalen im Abstande n’
vom Punkte z,, y, der Grundlinie gegeben durch

x—ax, =mn'cosy, y—y =n'siny. .. . . . 4)

oder mit 1) fiir z,=0 also n'f=2z nach Ausschaltung von vy mit

Hilfe von 3b)
‘ oF
fl/ \oz, 8y1 = o,

V 2 ,0F

ayl ayl
Lost man diese beide Formeln nach z, , y, auf und setzt die Wurzeln
in die Gl. 2) der Grundlinie ein, so ergibt sich die Gleichung der
gesuchten Boschungsfliche, die indessen nur ausnahmsweise eine be-
queme Gestalt annimmt, wenn sie iiberhaupt in geschlossener Form
angeschrieben werden kann. Man wird und kann sich darum auch
meistens mit der oben angegebenen stets durchfiihrbaren zeichne-
rischen Darstellung begniigen.

Nach der vorstehenden Theorie') ergibt sich z. B. fiir eine recht-
eckige Grundfliche, Abb. 49, als Boschungsfliche ein Dach mit vier

. 4a)

1 Schilling: Uber Boschungsflichen mit Kegelschnitten als Basiskurven.
Z. f. ang. Math. u. Mech. 1923, S. 197.
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gleich geneigten Seitenebenen, die sich in vier Eckkanten und einem

First schneiden.

Uber einen Grundkreis wiirde man einen Kegel,

iiber einer Grundellipse dagegen die in Abb. 50 fiir eine Hélfte

Abb. 49.

im Grundri verzeichnete Boschungsfliche
erhalten, die sich an den Evolutenzylinder
iiber M, M, anschliet. Da nun der iiber der
Verbindungslinie der beiden Kriimmungs-
mitten M, M, liegende, in der Abbildung
links davon gezeichnete Teil der Boschungs-
fliche, dem auf der rechten Seite ein kon-
gruenter entspricht, in der Luft schwebt, so
hat dieser Teil keine praktische Bedeutung,
und die zu beiden Seiten der Lingsachse
der Ellipse liegenden Hélften der Boschungs-
fliche begegnen sich in der Kante M, M,.
Da diese ersichtlich nicht mit einer Schicht-
linie zusammenfallt, so liegt ihre Mitte hcher
als die Endpunkte.

Die wirklichen Boschungsflichen zeigen
nun nach sorgfiltigen Versuchen von

Abb, 50.
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F. Auerbach?) gegeniiber den auf dem obigen geometrischen Wege
abgeleiteten mehrfach Abweichungen. Zunéchst wurde festgestellt, da3
auch bei geradlinigen Grundkurven die Neigung in der Néhe der
Stiitzebene eine VergroBerung erfihrt, der bei
Anlehnung des Sandkorpers an eine feste Wand
eine Verkleinerung des Boschungswinkels ent-
spricht, Abb. 51. Es héngt dies offenbar mit
einer verminderten Beweglichkeit der Korner
an der festen Wand, also einer Art Kraftwirkung
derselben zusammen, die sich allerdings vor-
laufig jeder Berechnung entzieht. Weiterhin er-
gab sich bei konvexer Kriimmung der Schicht-
linien nach auflen mit nach unten divergieren- Abb. 51.

den Geféllslinien, wie bei der Ellipse, gegeniiber

der theoretischen eine flachere, nach oben zu abnehmende Béschung;
wihrend bei konkaver Krimmung der Schichtlinien nach auflen mit
nach unten konvergierenden Gefillslinien, z. B. auf der Innenseite
eines Ringwalles sich eine gegeniiber der natiirlichen durchweg steilere,
nach unten stark zunehmende Boschung einstellt. Der Grund hierfiir
kann nur in dem wagerechten Seitendruck p, auf ein keilfsrmiges
Element an der Oberfliche gesucht werden, der im ersten Falle einen
Kraftanteil nach auflen, im andern nach

innen ergibt. Hat das Element, Abb. 52, dF
die Seitenfliche dF, so ist bei einem 7% ‘é

7

Kriimmungsarm r der Schichtlinie und - s
einem Offnungswinkel dy und dem Raum-

gewicht y der wagerechte Anteil und das o a6
Gewicht 0

dH=p,dFdy, dG=yrdydF. .5) Abb. 52.

Die Gleichgewichtsbedingung gegen Herabgleiten bei einer Neigung ¢
der Gefillslinie ist alsdann

dGsinp + dHcos p = (dG cos ¢ F dHsin ),

oder mit f=1tg ¢,
dH=TF dGtg(p — p,)

und geht nach Einsetzen von 5) iiber in die Differentialgleichung
der Boschungsfldche

— D \

glp—po)=F 7 6)

Behélt nun der Seitendruck p, iiberall endliche Werte bei, so ver-
schwindet fir r=o00 die rechte Seite, und es wird hierfiir im Ein-
klang mit den Versuchsergebnissen ¢ = ¢,, wihrend bei positivem
Vorzeichen der rechten Seite fiir einen Trichter im Grenzfalle r =0

1) Auerbach: Gleichgewichtsfiguren pulverformiger Massen. Ann. d. Physik
Bd. V, S. 170. 1909.
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sich tg(p — @,) =00, ¢ =90 — @, ergibt. Andererseits zeigt die
Erfahrung, dali die Spitze eines Sandkegels fiir =0 sich abrundet,
daB also dort ¢ =0 ist. Setzt man dies in Gl. 6 mit negativem Vor-
zeichen der rechten Seite ein, sa folgt fiir diesen Grenzfall:

P,=yrtg@s. . . . . . . . . . .63

Damit erhalten wir fiir die Meridianschnitte der nach auen und innen
abfallenden Boschungsflichen die in Abb. 53 dargestellten Kurven AB
und CD mit den Asymptoten 4B,
und C D,, die sowohl jede fiir sich
je einen Umdrehungssandkorper be-
grenzen, als auch gemeinsam einen
sog. Ringwall vom Querschnitt £ FG
einschliefen, und zwar in recht
guter Ubereinstimmung mit den
Versuchen Auerbachs.

Erginzend sei noch bemerkt,
daB die Beziehung 6) auch fiir den
Ubertritt der Schichtlinien iiber
Kanten, wie solche z.B. bei recht-
eckigen Grundflichen in Abb. 49
auftreten, gilt. Infolgedessen runden
sich die Kanten stets etwas ab und verlaufen iiber ausspringende
Ecken etwas flacher, iiber einspringende dagegen steiler, als es der
rein-geometrischen ermittelten Form entspricht.

Die Integration der Differentialgleichung 6) der Boschungsfliche
und damit die Ermittlung der Form derselben ist nun an die Kenntnis
der Abhidngigkeit des Seitendruckes p, von der Lage r,z des zu-
gehorigen Oberflichenpunktes gekniipft. Dieser Seitendruck ist aber
nichts anderes als der Randwert des Druckes im Gefdllsschnitt des
Haufens, der im Sonderfall eines Umdrehungskorpers mit dem Meridian-
schnitt zusammenfillt. Bis jetzt ist es indessen noch nicht gelungen,
die Verteilung des Druckes iiber diesen Schnitt zu ermitteln, dessen

Gesamtwert offenbar mit
dem aktiven FErddruck
X gegen diese Fliche iiber-

zT redl einstimmt. Dieselbe Un-
¥ sicherheit besteht auch iiber
die Druckverteilung auf

a6 Abb. 54. die ebene Unterlage eines

Haufens. Denn schneidet
man aus demselben einen senkrechten Elementarzylinder mit der Grund-
fliche dF, Abb. 54, heraus, so ist die darauf wirkende Normalkraft
dQ—=p,dF wegen der an den Seitenflichen angreifenden Reibungs-
krifte T und T dT nicht gleich dem Gewicht dG@=yzdF der

Séule, sondern pdF—=yzdF—dT, . . . ... .. 017

wihrend die Integration iiber die ganze Grundfliche, an deren freiem
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Rande keine senkrechte Reibung wirkt, mit dem Gesamtinhalt V
fens:
des Haufens [p,dF=y[2dF—=yV=@,. . . . . . .7a)

d. h. die Ubereinstimmung der Gesamtlast auf der Grund-
fliche mit dem Haufengewicht ergibt. Wenn man, wie es hiufig
in der Technik geschieht, kurzerhand p,—=yz, d. h. den Druck auf
die Grundfliche der dariiber stehenden Hohe verhaltnisgleich setzt,
so gilt dies streng genommen nur fiir eine gleichmaBig dichte Schar
unzusammenhéngend auf der Grundfliche stehender senkrechter Siulen
von verschiedenen Hohen.

Ist dagegen der Haufen seitlich durch senkrechte Wéande be-
grenzt, so ergibt die Integration von 7) @ =@ — T, oder

Jp.dF—yfzdb—1, . . . . .. . .7

worin T die gesamte von der Seitenwand aufgenommene Reibung
bedeutet.

Beispiel. Die letzte Formel erlaubt p 0
nun, eine wenigstens angendherte Berech-
nung der Druckzunahme nach unten in
einer senkrechten, durch eine feste Wand
vom Umfang % eingeschlossenen Siule von
wagerechter Oberfliche, Abb. 55, unter der
Annahme, da3 der auf die Winde wirkende
Normaldruck p, im gleichen Verhiltnis mit
dem mittleren Druck p auf die Grundfliche 71,
F wiichst. Alsdann ist 0

Pu=0P " « . . .. 8) |

e

und mit einer Reibungsziffer f der lockeren l
Masse an der Wand die Reibung am Umfangs-
element udz der Wandfliche mit «f=7,
AT =fp,udz=cfpudz=fy,pudz. 8a) z
Mit dem Mittelwerte p des Druckes p, geht Abb. 55.
7b) aber iiber in pF=y2zF—T
oder fiir die Druckzunahme dp mit der Senkung dz mit 8a)
Fdp=yFdz—dT=(y F— fyup)dz
dp _dz
Ffp F

Dies gibt integriert mit p =0 fiir die ebene Oberfliche z =0

fo
=" \l—e F°), .. ... ...... 9
ufy )

wonach der Druck im Einklang mit Beobachtungen an Getreidesilos sich mit
wachsender Tiefe einem Grenzwert

yF ..
== fir z= e e e e e 9a
b=y fi )
entsprechend einer freien Druckhdhe
Do F
Zg="=——0 . .. e e e 9b
Ty ufy )

Lorenz, Techn. Physik I, 2. 2. Aufl. 7
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nihert. Fiir sehr kleine Tiefen z ergibt sich aus 9) angenihert:
uf ’
p:yz(l——FQz), ............ 9¢)

also eine angenidhert parabolische Anderung, die an der Oberfliche selbst in
die lineare p =yz wie bei reibungslosen Fliissigkeiten iibergeht.

Es wird somit bei zunehmender Tiefe ein immer groB8erer Teil
des Zelleninhaltes vermdge der Reibung von den Wéinden getragen.

§ 20. Verschiebungen im Innern lockerer Massen. Verschiebungen
im Innern lockerer Massen finden erfahrungsgemifB dadurch statt, da3
parallele Schichten von Kornern mit sehr geringen Laufunterschieden
aneinander hingleiten, wobei zwischen den einzelnen Schichten Rei-
bungskrifte T zu iiberwinden sind, welche nach den Versuchen von
Ch. Jacob (L Teil § 30) dem dort herrschenden Druck p und dem
Laufunterschiede 4v benachbarter Schichten verhaltnisgleich anzu-
setzen sind. Daher ist fiir ein Element df der Berithrungsfliche der
Reibungswiderstand mit einer Erfahrungsziffer »

dT=xpdF A4,
worin sich eine tangentiale Reibungsspannung
ar dv
t:a—ﬁ—xpd'v=xpﬂdn o o o e o 1)

ergibt, wenn wir noch die mit dem mittleren Korndurchmesser iiber-
einstimmende Schichtdicke A4n einfiihren. Dafiir dirfen wir aber

mit der Abkiirzung wdn=p,. . . .. ... ... 2

sowie unter Einfiihrung einer unendlich kleinen Schichtdicke dn

schreiben dv

1=,u,p%...........la,)

Es ist dies genau dasselbe Widerstandsgesetz, welches zuerst Newton
fiir zahe Fliissigkeiten aufgestellt hat, bei denen nur der Beiwert u
' nicht mehr merklich vom Drucke abhéngt. Ver-
schiebt sich nun ein Schichtelement von der
Breite b, der Linge ds und der Dicke dn, also
von dem Rauminhalt dV=bdsdn und dem
Gewicht ybdsdn in einer Neigung ¢ gegen
die Wagerechte, so hat der in die Schicht-
richtung entfallende Gewichtsanteil y d Vsin ¢
nach Abb. 56 den Reibungswiderstand
(r+d7)bds auf der Beriihrungsfliche mit der
langsamer bewegten Schicht zu iiberwinden, wéhrend es in der andern
Beriihrungsfliche durch die rascher bewegte Schicht eine treibende

Kraft vbds derart erfihrt, daB als Gesamtwiderstand S—;bds dn iibrig

bleibt. Auflerdem aber wirkt in der Richtung der Verschiebung der
Druck p auf den Schichtquerschnitt bdn, dem in entgegengesetzter
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Richtung der Druck p+ pds auf derselben Flache entgegenwirkt,
so daB also eine treibende Kraft — ds bdn ibrig bleibt. Die Zu-

sammenfassung aller dieser Kréifte am Element ergibt unter Weg-
lassung der allen Gliedern gemeinsamen Schichtbreite b und Lénge ds

ot
ydnsmﬂ——d and'n,
oder 0
ing— 2P 07
ysmﬁ—as P 3)

wobei wir wegen der sehr geringen Laufbetrige deren Anderungen
vernachldssigen und den ganzen Vorgang als einen statischen be-
trachten konnen. Die vorstehende Formel ist in der Tat die all-
gemeine Gleichgewichtsbedingung eines Korperelementes unter dem
EinfluB eines stetig veréinderlichen Normaldruckes » und einer Schub-
spannung t. Sie geht fiir unsern Fall der Gleitreibung bei sehr
kleinen Laufwerten » mit 1a) iiber in
. op d*v op dv
yeind = TP G T G
und 1iBt sich nur integrieren, wenn im Bereiche der Verschiebung
die ortlichen Verinderungen des Druckes bekannt sind. Da dies
gerade fiir lockere Massen, wie wir oben gesehen haben, im allgemeinen
nicht zutrifft, so miissen wir uns auf den Fall bestindigen Druckes p
beschrinken, der sich fiir groBere Tiefen in einer von
senkrechten Winden umgebenen Siule als Grenzfall ein-
stellt. Damit vereinfacht sich Gl. 3a) in
d2
y8in ¢ = MPogas + « = - - o 3b)

. 3a)

so daB also in diesem Falle die Laufdnderung senk-
recht zur Verschiebungsrichtung nur von deren
Neigung gegen die Wagerechte, d.h. vom Gefille
der Bewegung abhédngt.

Beispiel. Als Beispiel betrachten wir den Fall einer Offnung
in der Mitte des meist konisch ausgefiihrten Bodens eines Silos,
die gewdhnlich durch einen Schieber geschlossen ist. Bei Offnung
derselben verliert zundchst die unmittelbar dariiber befindliche
Séule ihre Stiitze und gerit in Bewegung, an der sich allmihlich
mit nach auBen abnehmenden Laufwerten ein ganzer Kern der
lockeren Masse beteiligt. Die urspriinglich wagerechte Oberfliche er- 2
fihrt dabei eine mittlere Einsenkung, bis sich im Beharrungs-  Abb. 57.
zustande die nach innen geneigte Boschungsfliche nahezu einge-
stellt hat, die durch allmahliches Abgleiten ihrer Oberflichenteile nach der Mitte
hin eine stetige Absenkung erleidet, Abb. 57.

Schneiden wir aus dem senkrechten bewegten Kern ein Element vom
Halbmesser r, der Dicke dr und der Hohe dz heraus, so besteht die Gleich-

gewichtsbedingung Sxyrdrdz—2ad(@r)dz,

oder

yrt
d(zr)y=yrdr, tr=0C-+ "%,
7%
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also, da fiir r =0 die Schubspannung nicht beliebig gro8 sein kann, mit ¢'= 0

T= %' e e e e e e e e e e e e .4
Verbinden wir dies mit 1a) unter Beachtung eines nach auBen abnehmenden
Laufwertes, setzen also dn = — dr, so wird mit

Qupdv=—yrdr,
also mit v =0 fiir den Kernhalbmesser r, .

dpupv=yE:—r®, .. ... )

d. h. eine parabolische Verteilung der Laufwerte iiber den Kernquerschnitt.
Daraus folgt schlieBlich der mittlere Laufwert

Wir erhalten also einen nahezu gleichférmigen AusfluB der lockeren
Masse aus der Bodensffnung, eine durch neuerliche Erfahrungen an Ge-
treidesilos vollauf bestitigte Tatsache, die schon seit Jahrhunderten der Ver-
wendung der Sanduhren zugrunde liegt.



Drittes Buch.
Dynamik riaumlicher Gebilde.

VI. Grundlagen der Dynamik.

§ 21. Die Bewegungsgleichungen riumlicher Gebilde. Bildet ein
Massenpunkt den Bestandteil irgendeines rdumlichen Gebildes, so ist
er mit dessen anderen Massenpunkten durch Bedingungen verkniipft,
welche den Zusammenhang zum Ausdruck bringen. Wirkt alsdann
auf den betrachteten Punkt eine AuBenkraft £, so kann er der-
selben vermége des erwihnten Zusammenhanges nicht uneingeschrankt
folgen, so zwar, dal sein wirklicher Anlauf q weder in die Richtung
von & fillt, noch auch der fiir den freien Punkt giiltigen Beziehung
0. =mq geniigt. Die beiden Vektoren £ und — m q setzen sich viel-
mehr zu einer inneren Kraft £’ geometrisch zusammen, die am
Punkte m keinen Anlauf bedingt, was nur dadurch méglich ist, daB
sie durch entsprechende andere innere Kréfte des ganzen Gebildes
in ihrer Wirkung aufgehoben wird. Fiihren wir die Achsenanteile
ein, so haben wir fiir die inneren Krifte am Massenpunkt m

X =X, —mi, Y/ =Y,—my, Z/=Z—miz. . 1)

mit den Gleichgewichtsbedingungen fiir die gestrichenen Anteile, d. h.
JX/=0, X(4/y— Y/ z)=0

ZYk’:O’ Z(Xklzk"zk’mk):"o . e e e . 2)
37z/=0, XY/ z,—X/y)=0

Dafiir diirfen wir in Vektorform mit dem Fahrstrahl + vom willkiir-
lichen Anfang O aus auch schreiben

38,'=0, 2_[tk£)k’]=0. .o . . .. 23)
Setzen wir die Ausdriicke 1) in die Gleichgewichtsbedingungen 2)
ein, so nehmen diese die Form
DX, =3Imi,, Z(Zkyk_fYkzk)zzmk(ikyk_yk?k>
Y. =3my, Xz — kak):Z/’mk(gékzk— 5.2,) ¢ 3)
2z =3mz, XY, —Xy)=3m(y,2,— %y,
Hierin stellen die linken Seiten der ersten Reihe die Achsenanteile
X, Y, Z der Gesamtkraft dar, die wir uns nach Parallelverschiebung
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aller Einzelkrifte am Anfang O des Achsenkreuzes angreifend denken
konnen, wodurch Kriftepaare geweckt werden, deren Moment zu-
sammen die in der zweiten Reihe links stehenden Achsenanteile
M, M, M, besitzen. Diirfen wir auferdem noch die Massen m,
wihrend der Bewegung als unverdnderlich ansehen, was im all-
gemeinen zutreffen wird, so erhalten wir an Stelle von 3) mit

X=X, Y=37,, Z=317Z,
d . d ) .
X=d_t2mkxk’ Ma::d_tzmk(zkyk_ykzk)

d ) d . )
Y=;i_t2mkyk’ My=d—t2mk(xkzk_zkxk) . . . 3a)

d . d . .
Z=dht2mkzka Mzzd_tzmkcl/kxlc—_xkyk)

Die Summen der rechten Seiten dieser Gleichungen sind aber als
Produkte der Massen mit den Laufteilen und der vom Anfang auf
letztere gefillten Lote nichts anderes als die Vektorteile der ge-
samten BewegungsgréBe bzw. des Gesamtmomentes der Be-
wegungsgroBen, die wir der Kiirze halber als Prall und Drall
mit den Buchstaben $ und 9 bezeichnen wollen. An Stelle der
Gleichungsgruppen 3) und 3a) diirfen wir auch in Vektorform schreiben

$=‘2§Bk=2”ni‘k7 D= D=3 m[r,1,]
. d o
Q=2Qk=2mkrk=d—t2mkrk:$

3b)

Em=27[’71c“‘3'k] =2'm, [rk'fk] :%ka [rkik] :CfD

Die Drallanteile lassen sich nun nach den Darlegungen des § 3 noch
weiter umformen unter Einfiihrung der von den Fahrstrahlrissen

r,, r,, r, auf den Achsenebenen iiberstrichenen Flichen F, F, F,

so zwar, dal dF 2
d gy d
M=2q 3mgy —2 g X mFi,
d dFk” d2
My=2g 3m gy =2 SmBy (Y
d d Fy a2
Mz=2%2mk dtzzz‘d?kaF"z

Lassen sich nun alle AuBenkréifte zu einer durch den willkiirlich
gewihlten Anfangspunkt O gehenden Gesamtkraft vereinigen, so ver-
schwindet das Gesamtmoment in bezug auf jede Achse durch O, und
es bleibt mit Mx=My=Mz=0, d. h. M=0, D=LKkonst.

d d d
%kaFkx=0p ;ﬁkaFkﬂ:Oﬁ, aZ"mkay=03’ 43‘)
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worin die drei an sich willkiirlichen Festwerte C,, C,, C; durch die
Anfangslagen und Anfangslaufe aller Einzelmassen, d. i. durch die
Werte aller x,, y,, 2,; %y ¥y 2, zur Zeit t=0 bestimmt sind. Rechnen
wir die iiberstrichenen Flichen auBerdem von diesen Anfangslagen
aus, so ergibt die weitere Integration von 4a)

SmF,—Cit, SmFy=0Cyt, YmF,—Cyt. 4b)

Da nun die vom Fahrstrahl eines Punktes iberstrichene Fliche nach
§ 3 einen Drehvektor darstellt, so gilt dies auch von ihrem Produkt
mit der skalaren Masse, so daB also die in 4b) links stehende Summe
die Achsenanteile eines Vektors > m, 5y angeben Mit den Richtungs-
kosinus x, 4, u dieses Vektors erhalten wir alsdann

x SmF,—Cit, i3mF,—=Ct, un3SmF,—=Cit 4c)
oder Sm F,—=t{C2 L C2FC2, x:d:u—=0C,:C,:0,. 4d)

Dieser Vektor steht also senkrecht zu einer durch den Anfang hin-
durchgehenden Ebene, deren Gleichung

zx-+yl+zy=0 . e 5)
oder Cixe4Cyy+Cyoz=0 . . . . . . . .ba)

die Zeit nicht mehr enthilt, die also eine feste Lage im Raum bei
der Bewegung aller Massenpunkte beibehilt. Diese Ebene ist darum
von Laplace als die unverénderliche (invariable) Ebene der
bewegten Massengruppe bezeichnet. Das Ergebnis der vorstehen-
den Untersuchung kénnen wir nun in den Satz zusammenfassen, da8
im Falle des Verschwindens duBerer Momente oder der Mog-
lichkeit der Zusammenfassung aller AuBlenkréfte zu einer
Gesamtkraft der Gesamtdrall der Massengruppe bei der
Bewegung seine Grofe und Richtung dauernd beibehilt,
wihrend die Summe der mit den Einzelmassen erweiterten
Projektionen der von den Fahrstrahlen iiberstrichenen
Flichen auf irgendeine feste Ebene mit der Zeit gleich-
formig zunimmt. Diese Zunahme erreicht ihren Hochstwert fiir
die unverinderliche Ebene wegen der Normalstellung des Drallvektors
zu derselben. )

Die unverdnderliche Ebene mit der Drallrichtung bietet sich somit
zwanglos als zweckmiBige Grundlage fiir ein Achsenkreuz dar, wenn
wir auf ersterer noch irgendeine Richtung festlegen. Hierzu gelangen
wir durch Einfiilhrung der Schwerpunktsabstinde x, ¥,, 2, in die drei
Kraftformeln 3a), die somit iibergehen in:

X=i, Sm, Y=go3Sm, Z=3%Sm. ... . 6)

Hiernach bewegt sich der Schwerpunkt einer Massengruppe
8o, als wenn in ihm alle Einzelmassen mit den daran an-
greifenden AuBenkridften vereinigt wiren. Da nun die Lauf-
richtung des Schwerpunktes zu Beginn der Bewegung bekannt ist,
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so brauchen wir sie nur auf die unverdnderliche Ebene zu pro-
jizieren, um in derselben eine geeignete Richtung zur Festlegung des
Achsenkreuzes zu erhalten. Besonders einfach gestaltet sich diese
Wahl beim Verschwinden aller AuBenkrifte der Massen-
gruppe, wonach sich aus 6)

=0, %o=0, Zp=0 }

x():cl’ y0=(;27 20=c3

6a)

d h. eine geradlinig-gleichférmige Schwerpunktsbewegung
ergibt.

~ Der zuletzt besprochene Fall einer der Wirkung aller AuBen-
krifte entzogenen, also ganz auf sich angewiesenen (sog. isolierten)
Massengruppe ist mit groBer Anniherung in jedem Planetensystem,
vor allem in dem zu unserer Sonne
gehorigen verwirklicht. In der Tat
hat auch Poisson hierfiir die Pro-
jektion des gleichférmigen Schwer-
punktslaufes auf die durch dessen
Anfangslage hindurchgehende un-
veridnderliche Ebene, die von der-
jenigen der Erdbahn (Ekliptik) nur
wenig abweicht, zur Festlegung
einer Achsenrichtung vorgeschla-
e e + gen, da die hierzu gewGhnlich be-
nutzte Schnittrichtung mit dem
Erdéquator (die Knotenlinie), wie
wir spéter sehen werden, zeitlichen
Anderungen unterworfen ist.

A

Beispiel. Es seien nach Abb. 58 zwei Massenpunkte m,, m, mit dem
augenblicklichen Abstande

Lg—% Yo~ Y1 _%—% 7

T =——— = eI
mit &, f, y als Richtungskosinus von r,, vorgelegt, zwischen denen in dieser
Richtung eine Kraft 4 @' mit ihren Achsenteilen

X' =Q «, Y=¢q'8, Z'=Qy . .. ... . Ta)

wirken moge. Greifen dann noch an den beiden Massenpunkten die beiden
AuBenkrifte @,, @, mit den entsprechenden Anteilen X,, Y,, Z,; X,, ¥,, Z,
an, so bestehen zunichst fiir die Einzelmassen die Bewegungsformeln

X+ X =mi, YN+Y=my, Z+Z=mf } 8)
Xo— X' =myi,, Y,—Y =myijy, Zy—2Z' =m%,
und nach Addition unter Einfiihrung der Schwerpunktsabstéinde z,, ¥, 2,
X, + Xp = my &y |- my¥y = (my |- my) &,
Y, +Yo=m§+mefjp=(m—+m)ijo ¢. . . . . .. 8a)
Zy - Ziy = my %y + myZy = (my - my) %

Bilden wir nunmebr die Momente der Krifte 8) in bezug auf die einzelnen
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Achsen, so erhalten wir z. B. fiir die z-Achse mit 7a)
Yo, — X,y + @ @ f—y o) = my (2, — %)) } .9
Yomy — Xo 9 — @ (@ — ya0) = my (?/2752— ¥aYs)

und nach Addition unter Wegfall der Innenkraft

M =Y, 2 — Xy, 4 Yomo — Xy yg = my (§1 01 — &, 9,) -+ my (Yo — T 95), 98)

zu denen dann noch zwei gleichgebaute Ausdriicke fiir die beiden andern
Momentenanteile M., M, hinzutreten. Man iibersieht sofort, daB im Falle
mehrerer Massenpunkte in jeder Verbindungslinie eine Zwischenkraft + @, ,
+ @I, usw. wirkt, die sowohl bei der Summierung der Kraftanteile wie auch
der Momente ganz wie vorstehend herausfallt.

Verschwindet das Moment der AuBenkrifte fiir zwei Massenpunkte, so wird
aus 9a) My (G @y — €, Y1) + My (Jo % — &5 95) = 2Cy

my (2 Yy — G121) T Mg (o Yy — Yo%) =20C; ¢,

My (B2 — 2 ) + Mg (E 29 — 2,7,) = 2C,

womit zugleich die Gleichung der unverdnderlichen Ebene 5a) gegebén ist,
wenn wir fiir die #, y, z und &, g, ¢ die als bekannt anzunehmenden Anfangs-
werte (fiir £=0) einsetzen.

§ 22. Die Arbeitsgleichung riumlicher Gebilde. Die den Aus-
fiihrungen des letzten Abschnittes zugrunde gelegten Gleichungen
X=X/ +mi, Yk:Ykl"l:m?.jk’ Zy=27/+mz,. . 1)
fir die wir auch in Vektorform
Q=9 +mzx,. . ... .. .. la)

schreiben diirfen, besagen, dal an jedem Punkte eines raum-
lichen Gebildes die Gesamtheit der innern Krifte £,’ mit
derdort wirkenden AuBBenkraft  und der negativen Massen-
kraft — m¥, im Gleichgewicht stehen.

Erweitern wir die Formeln 1) unter Einfiihrung der Relativ-
abstédnde &, 7,, {, des Massenpunktes m, in einem dem urspriing-
lichen parallelen Achsenkreuz durch den Schwerpunkt 2, y,, 2, mit

dv,=dxy+-dé&,, dy,=dy,-+dy,, dz,—=dz,+dé&,, 2)
so erhalten wir wegen &, dz, = &,d&, usw. nach Addition
X, dx, 4 Y, dy, + Z,dz,— X,/ dxy+ Y,/ dy, | Z, dz,
+ X,/ d&, + Y,/ dn, + Z,/d,
+m, (3, dz, + 9, dy,+2,d2). . . . . . . . . . 38)

Bilden wir die Summen aller dieser Ausdriicke und beachten, daB
wegen des inneren Gleichgewichtes aller verlorenen Krifte

ZXk,=2Yk,=2Zk’= 0
ist, so bleibt mit %2+ 9,4 22=0v2
2 (Xydx, + Y, dy, + Z, d?k)
=X/ d&+ Y dn + 2,/ dl)+ S modo,. . . 3a)
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Hierin stellt aber, da die Verschiebungsanteile d&,, d7,, d{, der ein-
zelnen Massen gegen den Schwerpunkt im allgemeinen nicht mitein-
ander iibereinstimmen, die erste Summe rechts die von den inneren
Kriften geleistete innere Verschiebungsarbeit dar, die wir auch als
Formidnderungsarbeit bezeichnen. Wir erkennen also aus 3a),
daB - die Gesamtarbeit der Aulenkrdfte an einem raum-
lichen Gebilde zur Forménderung und zur VergréBerung
der Gesamtwucht dient.

Noch deutlicher wird dies, wenn wir die Verschiebungen im be-
weglichen Achsenkreuz &, %, { auf elementare Drehungen d¢,, do,,
dp, um die Achsen durch die Gleichungen

d5k=ckd‘?ky'—’7ud¢kza dnkzskd(pkz_ckd‘pkz, }
al, = Wkd%z_" §kd‘¥’ky
zuriickfiihren. Damit geht die Forménderungsarbeit iiber in
S (X dé,+ Y/ dy,+ 2,/ dL))
=3 (Z}/n,—Y,) d‘sz +3 (X & —2)/ &) d‘Pky
+ XX & — X/ ) Ay, -
Wiirden im Innern keine gegenseitigen Verschiebungen auftreten, so
miiBten die elementaren Verdrehungen do,, do,, dp, allen Punkten
gemein sein und konnten vor die Summe rechts gesetzt werden. Da
nun wegen des Gleichgewichts der inneren Krifte, deren Teilmomente

bezogen auf ein beliebiges Achsenkreuz also auch auf ein solches
durch den Schwerpunkt, verschwinden, so fiele mit

2 & — Yk’zk) =2 (Xklck —Z) &)= (Y[ & — X,/ n,)=0

in diesem Falle eines starren Gebildes auch die ganze Form-
#nderungsarbeit weg. Es bleibt dann in 3a)

DY, dx, 4 Y, dy, 42, dz) =S m v dv,, . . . . b)
d. h. die Gesamtarbeit der AuBenkridfte an einem starren
Gebilde dient nur zur Erhohung der Gesamtwucht.

Wir konnen aber auch diese letzte Gleichung noch durch Zer-
legung der Verschiebungen nach Gl 2) umformen. Dann wird zu-
nichst, wenn wir gleichzeitig die Anteile der Gesamtkraft

4)

X=X, JYY,=Y, XNZ=Z.. ... 6
einfithren, aus der linken Seite von 5)
2 (X de, + Y, dy, + Z, dz))

— Xda,+ Ydy, + Zdz,+ 3 (X, d&,+ Y, dn, +Z,dL,). . . 5a)

Andererseits diirfen wir an Stelle von 2) nach Division mit d¢ auch
schreiben

G==%+&, HB=Y1 ';‘k:é0+ék ... 2a)
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oder quadriert und addiert mit &2 N+ g:kﬁ =u?
v’ =12y + 2 (d’oék_f" Yo+ Z-oék) +w’ . . .. 2Db)

Erweitern wir diesen Ausdruck mit m, und summieren iiber alle
Massen, so erhalten wir die doppelte Gesamtwucht

2 mor =03 m 3 mur ) )
—{—2(%2%51:-!-?]02mk’?k+%2mk5k)-

Da aber fiir die Schwerachsen &, #, { die statischen Momente ver-
schwinden, so gilt dies auch fiir die daraus nach der Zeit abgeleiteten
Summen der letzten Klammer, und es bleibt

kavk2=0022mk+2m#uk“,. .+« ... bb)

so daB sich also die Gesamtwucht verteilt auf die der Fort-
bewegung des Schwerpunktes und die Drehung um den-
selben. Durch Einfilhrung der Ausdriicke 5a) und 5b) zerfallt
somit Gl 5) in

Xdx, 4 Ydy,+ Zdz,
+ 3 (X, d§, - Yy dopy 1~ Z, 4L,
Da nun infolge des Gleichgewichts der Innenkrifte
X=2z3m, Y=y,Zm, Z=73m,

Xday+ Ydy, + Zdzy = (£,d&) - 9, dY + 2, d%,) I m,
=, dvy Sm, . . . ... ... 6a)

) =v,dvy Y m 4+ Smudu,. 7)

ist, so heben sich in 7) zunéichst die entsprechenden Glieder weg,
und es bleibt:

(X, d& + Y dy + Z,d0) =3 moudu,—=3d S mou® Ta)
als Arbeitsgleichung der Relativbewegung um den Schwer-
punkt. Diese aber kann nach den Darlegungen des § 12 fiir den
starren Korper stets als Drehung um eine augenblickliche
Schwerachse aufgefat werden, so dafl die Gesamtwucht eines
starren Korpers sich auf das Fortschreiten der im Schwer-
punkt vereinigten Gesamtmasse und die Drehung um eine
augenblickliche Schwerachse verteilt.

Bezeichnen wir mit 7, den Abstand der Masse m, von dieser
Drehachse und mit @ den augenblicklichen, allen Punkten gemein-
samen Drehwert, so wird mit

u=ro0, Imul=oe*Smnr® .. ... 8

S(Xdé, + Y dy, +Z,dl) =3d(0 Imn?), . . 7b)

worin die Summe das Tragheits- oder Schwungmoment um die
augenblickliche Drehachse darstellt.

aus 7a)
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Beispiel. Die beiden im letzten Abschnitt betrachteten Massenpunkte m,
und m,, die lings ihrer Verbindungsgeraden in der Wechselwirkung + @' mit
den Achsenanteilen + X’, 4 Y’, 4 Z’ stehen, hatten unter der Wirkung der

AuBlenkrifte Q,, Q, bzw. X,, Y,, Z,; X,, Y,, Z, die Bewegungsgleichungen
X+ X'=m i, Y, 4+ Y =mi,, Zy+Z" =m 7 9)
X, — X' =myi,, Y,—Y =myj,, Zy—2Z'=m7% |

Erweitern wir dieselben mit den Achsenanteilen dx,, dy,, dz, bzw. dx,, dy,,
dz, der Verschiebungen, so wird nach Addition
X,dz, + Y, dy, + Z,dz, —|—de$2 + Yo dy, + Z,dz,
T X'd(@ —x)+ Y dY, —y) +2Z'd (2, — 2)
=mv,dv,F+myv,dvy, . . . . L. 9a)
wenn v, =&,2+4 4,24 22, 1,2 =2,2} 9,2} %,® gesetzt wird. Weiter ist, da
die innere Kraft + @' in die Verbindungsgerade r,, fillt

XIZQ;xz_xl Yr:ny2_'y1 ZI:QlEQ_zl L. 10)
dag al Ty Te T1e
80 dalb also

X'd(x, — %) +Y'd(y,—yo)+2Z'd (2, —2,)
- ,% [ — ) d (& — )+ (02 — ) & (¥, — %)
1 — ) d (5 — )] = — @ drg

das Element der Forménderungsarbeit bedeutet. Daher diirfen wir an
Stelle von 9a) auch schreiben

> (Xdz+Ydy+Zde) = — Qdryy+ S mvdv, . . . . . 9b)

wonach die #uBere Gesamtarbeit bei einer Bewegung der Massen-
punkte in die Forminderungsarbeit und den Zuwachs der Wucht
zerfillt.

Man iibersieht sofort, daB im allgemeinsten Falle an Stelle von @'dr,, die
Summe X @' dr iiber alle Verbindungsgeraden der Massenpunkte tritt, so daB
der vorstehende Satz eine unbeschrinkte Giiltigkeit fiir jeden Punkthaufen
besitzt. Im Falle des Gleichgewichts des Haufens finden weder gegenseitige
Verschiebungen noch Anderungen der Geschwindigkeit statt, so daB8 der Haufen
als eine starre Verbindung der Massenpunkte angesehen werden darf, fiir die

alsdann
I (Xde+Ydy+Zdz)=0 . ... ..... 9¢c)

gilt. Dieselbe Uberlegung kann sofort mit dem Ergebnis 9c¢) auf jeden form-
verinderlichen Korper im Gleichgewicht angewandt werden, der sich alsdann
wie ein starrer verhilt.

§ 23. Der Massenausgleich mehrkurbliger Maschinen. Gelegent-
lich der Untersuchung der zwangliufigen Bewegung eines Stabes,
Teil I, § 68, haben wir als Bestandteile der Riickwirkung desselben
auf das mit der Leitkurve verbundene Gestell auch die sog. Massen-
driicke kennen gelernt. Bei stationdiren Maschinen werden diese
Krifte gewShnlich von dem aus einer schweren Stein- oder Beton-
masse bestehenden Fundament aufgenommen bzw. durch dasselbe
auf die Erde iibertragen und so unschidlich gemacht. Anders liegt
der Fall bei Maschinen, welche auf Fahrzeugen, also z. B. auf Loko-
motiven oder Schiffen aufgestellt sind. Wirken auf ein solches System
von auBlen keine Krifte ein, bzw. heben sich die duBeren Krifte voll-
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stdndig gegenseitig auf, so wird sich der Gesamtschwerpunkt in irgend-
einer Richtung, z. B. wagerecht gleichformig vorwirts bewegen. Das
schlieBt aber nicht aus, daB infolge der relativen Bewegung einzelner
Maschinenteile gegen den Gesamtschwerpunkt des Systems auch der
Schwerpunkt des Fahrzeugs und des an ihm befestigten Maschinen-
gestells Relativbewegungen gegen den Gesamtschwerpunkt vollzieht.
Ist das Fahrzeug ein starrer Korper, so werden diese Bewegungen
in Verschiebungen und Drehungen der Gesamtmasse mit Ausnahme
der relativ bewegten Maschinenteile bestehen ; ist es dagegen elastisch,
so treten dazu noch Schwingungen auf, welche im Falle von Resonanz
dullerst heftig und fiir den Zusammenhang des Systems sogar gefihr-
lich werden kodnnen.

X X |
1 ? i 1
7 - 1
|
l

K
2

.

P

Abb. 59.

Allen diesen Schwierigkeiten geht man offenbar durch Festhaltung
des Schwerpunktes der Maschine relativ zu dem des Fahrzeuges sowie
durch Verhinderung von Anderungen des relativen Dralles aus dem
Wege und bezeichnet eine Maschine, welche diese Forderungen er-
fiilllt, als eine vollkommen ausgeglichene. Um zu beurteilen,
welchen Bedingungen eine solche Maschine zu geniigen hat, brauchen
wir nur in den Formeln des d’Alembertschen Prinzips die Relativ-
bewegungen der Maschinenteile gegen das Fahrzeug einzu-
fiilhren. Die Maschine denken wir uns, da ein einzelnes Kurbel-
getriebre offensichtlich nicht fiir sich ausgeglichen werden kann, aus
einer Anzahl von Kurbeltrieben mit parallelen Bewegungsebenen und
gemeinsamer Welle zusammengesetzt. Das Wellenmittel, Abb. 59,
falle mit der z-Achse zusammen, ihren Schnittpunkt mit der Ebene
des ersten Kurbelgetriebes wihlen wir als Anfang, die innere Tot-
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lage desselben wie frither als x-Achse, senkrecht dazu die y-Achse.
Weiterhin setzen wir in Ubereinstimmung mit den weitaus meisten
praktischen Ausfithrungen voraus, daB die Bewegungsrichtungen der
lediglich hin- und hergehenden Teile aller Getriebe einander parallel
seien, mithin, da sie simtlich die Wellenachse schneiden, mit dieser
in der Ebene XO0Z liegen. Befindet sich nun die erste Kurbel in
der inneren Totlage, so migen die andern Kurbeln mit ihr die sog.
Schrinkungswinkel «,, ¢, ..., ¢, in der positiven Drehrichtung
gemessen, bilden. Einem beliebigen Kurbelwinkel ¢ im ersten Ge-
triebe gegen die Totlage entsprechen demnach bei starrer Welle die
Winkel ¢ +¢,, ¢+, ..., ¢ +«, fir die andern Getriebe, so
daB ¢ fiir das ganze System die gemeinsame unabhingige Verinder-
liche darstellt. Ebenso hat natiirlich auch der Drehwert w = ¢ und
Andrehwert > = @ in jedem Augenblick fiir alle Getriebe denselben
Wert. Bezeichnen wir nun die Massendruckteile mit X, Y, Z, so
haben wir mit den Schwerpunktsabstinden z;, y,, 2z, der Gesamt-
masse der bewegten Teile

X=3[dmi—3% >m |l
Y=3[dmj—§,Sm (. . . . . ... 1)
Z:Efdmé:EOEmJ

Daraus erkennen wir schon in Ubereinstimmung mit den vorstehenden
Bemerkungen, daf8 die Massendriicke selbst verschwinden, wenn der
gemeinsame Schwerpunkt der bewegten Teile seine Lage nicht dndert,
d. h. daB mit dem Ausgleich der Massendriicke derjenige
der Gewichtswirkungen notwendig verbunden ist. Fiir die
z-Richtung, in der die Maschinenteile gegen ihr Gestell bzw. das
Fahrzeug keine Relativbewegungen vollziehen, ist diese Bedingung
ohne weiteres erfiillt, so dal wir uns um den Kraftanteil Z =0
nicht weiter zu kiimmern brauchen.

Ist nun m die Masse der Schubstange, m, diejenige der lediglich
in der z-Richtung hin- und hergehenden Teile, m, diejenigen der
rotierenden Teile des Getriebes mit dem Schrinkungswinkel «, be-
deuten ferner 2/, 4 und z”, y” die Achsenabstinde des Kreuzkopfes
und des Kurbelzapfens, I die Stangenlénge, r den Kurbelradius, s den
Schwerpunktsabstand der Stange vom Kreuzkopf, s, denjenigen der
Kurbel vom Wellenmittel dieses Getriebes, so haben wir nach § 69,
Gl. 11), L Teil fiir dasselbe:

.. l— .. ..
= (o 7 ) (Bt )
|

. 8 s \.,|'* " 2)
MY == 7mo+7m Y

und nach den Gl 1b) und 10) desselben Paragraphen angenihert
mit @ -} « statt ¢ unter Vernachlissigung aller Glieder mit hoheren
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Potenzen von % und des Gliedes mit dem Produkt von —; und der

ebenfalls kleinen Winkelbeschleunigung ¢
& = —r¢? {cos((p -+ oz)—{—%cos2 (p —}—a)] —r@sin(p + @)

&= —r@?cos(p + «) —rpsin(p + «) J
y"=—r¢"sin(p @) f-rpcos(p+¢)

Setzen wir nun abkiirzungsweise
r<m1+£%3m>=M’, r (j—°m0+%m>=M” coo. 4

und bezeichnen diese Werte als die reduzierten Momente der
hin- und hergehenden bzw. rotierenden Teile des Kurbel-
getriebes, so ergibt die Einfilhrung von 3) in 2) fiir die Massen-
druckanteile des fraglichen Getriebes

m iy = — (M'+ M) [§* cos (p &) + i sin (p + )]
— M7 cos2 (¢ + ) ... 2a)

myo=— M" [¢" sin (p + &) — ¢ cos (¢ + «)]

Daraus folgen schlieBlich die Massendriicke des ganzen Systems durch
Summierung, wobei wir nach Auflésung der Winkelfunktionen die
allen gemeinsamen Gréfen ¢, p, cos, sing, cos 2@, sin2¢ vor die
Summenzeichen setzen dirfen.

X=—¢?cosp 3 (M -+ M")cose
+ @Psing S (M' 4 M")sine — psing 3 (M 4 M”)cos e
—{pcosp 3 (M -+ M")sine
—¢Zcos2<p2M’§cos2a—{—¢2sin2<p2M’—;sin2a, . 1a)

Y= —(¢?sinp — pcosp) 3 M” cose
— (¢%cosp 4 @sing) 3 M”sine

Diese Ausdriicke konnen aber fiir alle Kurbelwinkel ¢ bzw. alle
moglichen Drehwerte o nur verschwinden, wenn gleichzeitig

S M cose =0, M sine =0
S M'cose =0, M’'sine =0

2M'%cos2a=0, 2M’%sin2a=0

wird. Da nun praktisch das Verhaltnis r:1 fiir alle Getriebe desselben
Systems gleich groB gewdhlt wird, so konnen wir es in der dritten
Gleichungsgruppe auch wegheben. AuBlerdem aber ist es iiblich, die
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Momente M” der lediglich rotierenden Massen fiir sich durch Gegen-
gewichte an den Kurbeln auszugleichen, so daB sich die Bedingungen
fir den Ausgleich der Massendriicke auf

DM cose=0, DM sine=0
S M’ cos2e¢ =0, S M'sin20=0

vereinfachen, worin nur noch die reduzierten Momente 3’ der hin-
und hergehenden Teile vorkommen. Diese Bedingungsgleichungen
sind erfiillt, wenn die beiden aus denreduzierten Momenten
M’ mit dem einfachen und doppelten zugehérigen Schrin-
kungswinkeln gebildeten Polygone sich schlieBen.

Mit diesem einfachen Ergebnisse ist das Problem indessen noch
nicht erschopft, da die einzelnen Getriebe nicht in einer Ebene
liegen, die Massenwirkungen also auch Momente zur Folge haben.
Es sind dies nichts anderes als die zeitlichen Anderungen des Dralles,
fiir die wir mit Z==0 auch schreiben kénnen

M—Efdmz;zj~y§—2fzéjdm
M,= Zfdm(xzﬁzx —Z’fzxdm ... .8
M —Z'fdrn(ywﬁxy) [
Sehen wir von der weiteren Verfolgung der dritten Gleichung 6) zu-
néchst noch ab, so erkennen wir, daB wegen der Parallelitit der
Getriebeebenen die Abstéinde z fiir alle Teile eines einzelnen Ge-
triebes denselben Wert haben, also auch an Stelle der ersten beiden

Formeln 6) mit Riicksicht auf 1) fiir die Massendruckmomente um
die x- und y-Achse

Mm=22f§z)dm=2mz§j0, My:——Z’zféfdm:—Z’mz:’éo

geschrieben werden darf. Die hierin vorkommenden Ausdriicke
my, und m¥, haben wir aber schon in 2a) ermittelt; durch deren
Einfiihrung erhalten wir nach Herausnahme der allen Getrieben ge-
meinsamen GroBen die den Formeln 1a) ganz analog gebauten
Gleichungen

.. .5

M,— —(¢*singp — pcosp) S M"2cos
— (9% cos ¢ ++ @singp) Y M"zsine,
M, = ¢*cos ¢ 3)(M' -+ M")zcos o
— @*sing 3 (M’ + M")zsin«
+ @sing S (M' 4 M")zcos e .. . 6a)
+ @cosp S(M' 4 M")zsine

—|—q'o2cos2<p2M’%zcos2a

—¢2sin2¢>2M’§zsin2oc
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Sollen auch die Momente verschwinden, so miissen, wenn die
Verhiltnisse 7:1 wieder allen Getrieben gemeinsam und auferdem
die rotierenden Massen fiir sich ausgeglichen sind, die Summen
Y M"zcos e, 3 M"zsin « also identisch verschwinden, die weiteren
Bedingungen
SMzcosa=0, S M'zsine=0 7
SMzcos2a=0, SMzsin2¢=0 }

erfiillt sein, d.h. es miissen auch die aus den einfachen und
doppelten Schrinkungswinkeln gebildeten Polygone von
den Produkten der reduzierten Momente und der Abstdnde
der zugehdrigen Getriebeebenen vom Anfang sich schlieBen.
Sind die rotierenden Massen nicht in jedem Getriebe fiir sich, d. h.
durch Gegengewichte ausgeglichen, so miissen auch fiir sie zwei
Gleichungspaare

S M cose=0, S M"sine=0,
S M"zcosae==0, M’ zsine=0

bestehen, welche ersichtlich wieder auf zwei geschlossene Polygone
fiir die M” und M"z fiihren.

Die Gesamtheit der drei Gleichungsgruppen 5), 7) und 8) ergibt
nun alle Bedingungen fiir den praktischen Massenausgleich
einer mehrkurbligen Maschine, und zwar die Formeln mit den
einfachen Schrinkungswinkeln die Bedingungen des Ausgleichs
erster Ordnung, diejenigen mit den doppelten den Ausgleich
zweiter Ordnung. Zu Ausgleichsbedingungen noch hdherer Ord-
nung wiirde man gelangen, wenn man in den Formeln fiir die Be-
schleunigungen im Kurbelgetriebe die Glieder mit weiteren Vielfachen
des Kurbelwinkels beibehalten hiitte. Da dieselben jedoch nur sehr
kleine absolute Werte besitzen, so haben sie auch keine praktische
Bedeutung. Frither hat man sogar ausschlieBlich die Erfiillung der
Ausgleichsbedingungen erster Ordnung angestrebt und sich mit einer
unvollkommenen, nur teilweisen Beseitigung der Massendriicke durch
Gegengewichte ohne Riicksicht auf die Massendruckmomente z. B.
bei Lokomotiven begniigt. Erst der moderne Schiffsmaschinenbau
erforderte infolge der immer wachsenden Dimensionen der Schiffe,
welche durch die zur Erreichung grofier Geschwindigkeiten notwen-
digerweise rasch umlaufenden Maschinen in Schwingungen versetzt
wurden, eine genauere Losung, welche nach mannigfachen ander-
weitigen Versuchen dem deutschen Ingenieur Schlick 1893 (D.R.-
Patent Nr. 80974) gelang und seitdem mit vollkommen praktischem
Erfolge allgemein da Anwendung gefunden hat, wo man bei hochster
Fahrtgeschwindigkeit auf groBte Betriebssicherheit Wert legt. Im
Gegensatz zu seinen Vorgingern gibt Schlick ohne Hinzufiigung
von Ausgleichgetrieben den Schrinkungswinkeln, Getriebesténdern
und hin- und hergehenden Massen unter voller Wahrung der Festig-
keit der Teile und der Mangvrierfihigkeit des ganzen Systems ein-
fach solche Werte, daB die Bedingungen 5) und 7) so weit als mog-

Lorenz, Techn. Physik I, 2. 2. Aufl. 8

. 8)



114 Grundlagen der Dynamik.

lich erfiillt werden. Unter Manévrierfahigkeit ist hierbei die Mag-
lichkeit des Anlaufes der Maschine von jeder Kurbelstellung aus zu
verstehen, weshalb man auch das Zusammenfallen von Totlagen
zweier Getriebe tunlichst vermeidet.

Bei der Anwendung der vorstehenden Theorie iiber den Massen-
ausgleich ist zundchst zu beachten, dall die Gleichungen fiir die re-
duzierten Momente M und die Abstdnde z homogen sind, so daB nur
die Verhdltnisse dieser Grofen miteinander in Beziehung treten.

Bei n-Getrieben haben wir in den Formeln 5) und 7) demnach

M
n— 1 Verhaltnisse ﬁ’—, , n — 2 Abstandsverhiltnisse ? und schlieBlich
1 2

n — 1 Schrinkungswinkel ¢, im ganzen also 3 n— 4 Unbekannte in
8 Gleichungen. Daraus geht hervor, dal zur Erfiillung der Bedingungen
5) und 7) mindestens n=—4 Getriebe notwendig sind, d. h. dal} die
Massenwirkungen von Zwei- und Dreikurbelmaschinen nicht aus-
geglichen werden konnen.

1. Beispiel. In der Tat beziehen sich denn auch fast alle Untersuchungen
iiber den Massenausgleich auf Vierkurbelmaschinen, welche sonach fiir den
Dampfschiffsbetrieb die Hauptrolle spielen. Den 4 Bedingungen 8) fiir die
rotierenden Massen geniigt man nach dem Vorschlage von Schlick jetzt aus-
schlieBlich durch Anbringung zweier Gegengewichte an den beiden duBersten
Kurbeln mit voller Strenge.

Setzen wir nunmehr abkiirzungsweise die Verhiltnisse

MMM
le 27 M1’ 3 Ml., iy 9)
3 e e e e e e e
B _ P
2=G, =G

wobei sich die Indizes auf die entsprechenden Getriebe beziehen, so gehen die
Ausgleichsbedingungen 5) und 7) fiir die Vierkurbelmaschine mit ¢, =0 und
2, =0 iiber in

1 - w, €Os ey -+ wy cos oy -+ p, cos e, =0
lg SiN oty - pg 8iN 0ty - p, sin ¢y =0 5a)
1+ pycos 2 ey + py cos 2y + py o8 200, = 0 ’
o Sin 2 oty - g sin 2 g + p, 8N 2 @, = 0
g CO8 ctg - pg £y €OS atg -, £, €08 ¢ty = 0
Mo Sin 0 + g Gy sin @y - fysine, =0 7a)
e €OS 20ty - s £y c08 2 00y + p, &y co8 200y =0
g Sin e, + py Ly 8in 2 ey - p, £, sin 20, =0

Ziehen wir jetzt die zweite Gl. 5a) von der entsprechenden in 7a) ab, so er-

halten wir

wy(lg—1)siney +-p, ((g—1)sine, =0 . . . . ... 10)
und weiterhin durch Entfernung von u, aus der ersten und zweiten Gl. 7a)

wy Gy 8in (o0 — o) - fysin (e, — ) =0. . . . . .. 11)

Aus diesen Formeln folgt sofort mit Riicksicht auf 9)
23— 2% 2% _ Bincgsin (o — o)
2y — 7, 23  Sin o sin (¢, — )
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Diese von Prof. Schubert aufgedeckte Beziehung besagt, daB, wie in Abb. 60
angedeutet, die Endpunkte der auf einer Geraden abgetragenen Ge-
triebeabstinde auf den Verlingerungen der Radien im Kurbel-
kreise liegen.

Entfernen wir dagegen u, aus den letzten beiden Gleichungen 7a), so folgt
wylysin 2 (g — o) + g €y sin 2 (e — ) = 0.
Diese Formel ist aber, da wegen der Mandvrierfihigkeit der Maschine weder
o, — o, noch auch «, — «, verschwinden diirfen, mit 11) nur vertriglich, wenn
cos (0t — ag) = €08 (otg — ty) s

d. h. wenn (o — oty) = 4 (e, — &) Oder oy = e, bzw. oy oy = 2, ist. Anderer-
seits ergibt sich aber auch, wenn das Doppelverhiltnis 12) auch fiir die Doppel-
winkel gelten soll, wegen der letateren Beziehung cos oy = cos «, oder ¢y = + «,
und damit entweder oy = oty = oty oder «, = 0. Diese Beziehungen sind aber
mit der Forderung, daB keine Totlagen zusammenfallen sollen, unvertriglich,

Abb. 60. Abb. 61.

so daB die letzten beiden Bedingungsgleichungen 7a) fiir die Vier-
kurbelmaschine praktisch unerfiillbar werden, die Massendruck-
momente zweiter Ordnung also nicht ausgeglichen werden kénnen.
Mit dieser ebenfalls von Schubert, sowie gleichzeitig von Knoller als not-
wendig erkannten Einschrénkung wollen wir in aller Kiirze noch den praktisch
allein wichtigen Fall der symmetrischen Vierkurbelmaschine behandeln.
Bei derselben sind die Kurbeln im Kurbelkreise symmetrisch zu einer Achse 4.4
angeordnet, Abb. 61, woraus man sofort die symmetrische Verteilung der Ge-
triebe um eine Achse BB erkennt. Setzen wir dementsprechend die Strecken

2, =4, 2 =a,
A—a Alagp - . . . . 13)
=2 — 2= 5, z4—23—}—a———+—
und die Winkel =, ey — g =y

cts—oee::lSOO—%z, u4—a2=180°—a;y1’

80 vereinfacht sich 12) zunédchst in

aty « @ .y
A_*_a;ism—2 snzcosr +cos—2~sm—2~
d—a sin &7 sin — cos - — cos  sin -

2 g ¢ g TSy sy

8*
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oder Atg%:atg% bzw. atg%:Atg% . )]

eine Beziehung, welche man aus der Figur auch direkt hétte entnehmen kon-
nen. Weiterhin erkennt man, ohne die Formeln 5a) erst zu Rate zu ziehen,
schon aus der Figur, daB einerseits die beiden in 3 und 4 angreifenden re-
duzierten Momente M," und 3/, andererseits die in 1 und 2 angreifenden M,’
und M,’ einander gleich sein miissen, wenn die Maschine in jeder Lage im
Gleichgewichte bleiben soll. Wir kénnen somit in unsern Formeln

pe=1, g =Wg==f « « « « « v « o o o . 16)

setzen und diejenigen herausgreifen, welche sich am bequemsten behandeln
lassen. Es sind dies zweifellos die zweite und vierte Gl. 5a), welche mit 16)

@bergehen in sin oy - (sin o 4 8in ec) — 0 } )
sin 2 &y g (8in 2 oy +sin 2 &) = 0 o
Durch Elimination von g wird hieraus
2 €08 e, (8in oz - 8in o) = sin 2 ey -} sin 2

% _g % cos ui;—‘é = sin (e - ) cos (ot — et,)

und schlieBlich mit Riicksicht auf 14), d. h. unter Einfiihrung von
o oty = 360° 4« Og— Cg="—9,. « « « « . . 14a)

sowie nach Auflosung von cos « und cosy in Funktionen der halben Winkel

oder 2 cos o, 8in

cosf‘—cosl:l. ............ 17)

2 2 2

Aus der ersten Formel 5b) erhalten wir endlich noch mit 14a)

o

. cos &
8in o, 2
r

Y= T Sine, lsine,
c0s

Auch diese Bedingung hiitte man sofort als Gleichgewichtsbedingnng aus Abb. 61
ablesen konnen.

Fiir die Berechnung einer Schlickschen symmetrischen Vierkurbelmaschine
stehen uns hiernach die drei Gleichungen 15), 17) und 18) zur Verfiigung, in
denen die vier Unbekannten

2 cosL, cost

A ) 2 ) 2‘ ) M
vorkommen. Eine dieser GréBen kann man also willkiirlich festsetzen und
wihlt mit Riicksicht auf den verfiigharen Raum bhierfiir stets das Abstands-
verhéltnis @: 4, aus denen sich die andern Werte dann eindeutig ergeben?).

Beispielsweise besitzen die hin- und hergehenden Teile der symmetrischen
Maschinen des friitheren Schnelldampfers ,, Deutschland“ die folgenden Gewichte:

1) Beziiglich weiterer Ausfilhrungen dieser Rechnungen verweise ich auf die
Originalabhandlungen Schlicks in den ,Transactions of the Institution of
Naval Architects, auf meine Monographie ,Dynamik der Kurbelgetriebe“,
Leipzig 1901, sowie Schuberts ,Theorie des Schlickschen Massenausgleiches®,
Leipzig 1901, der ich das obige Beispiel entlehnt habe.
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Getriebenummer
1 2 3 4

Kolben, Stange und Kreuzkopf m, g = 9130 9020 14084 14084 kg,

Schubstangenanteil 3—7l mg=— 2620 2730 2730 2730 kg,
also ist ﬂ# — 11750 i1750 16814 16814 kg,
oder = 1 1 1,43 1,43.
Mit den Kurbelwinkeln « = 63°20’, y = 107° Abb. 62, erhalten wir weiter

“ _ r_ |8
cos 5 = 0,851, cos 9= 0,595, !

tg% =0,617, tg —g- =1,351.

Es ist mithin entsprechend Gl.18)

2 0851 B
« Toses M ~_
2 ! N ~
d entsprechend Gl. 17) T | ns ~y
und entsprechend Gl. Jsmate E9m———>le— 35m —>]
© cos L — 0,506 ~ ~
cos 5 co8 5 = 0,506 ~ 5. Abb. 62.
SchlieBlich ist mit ¢ =5,9 m und 4 = 12,9 m das Abstandsverhiltnis
te &
a_ 59 (s 0817 T3
AT129 7 1,351y
tgg

in Ubereinstimmung mit Gl. 15). Die Maschinen dieses Schnelldampfers sind
demnach als so weit ausgeglichen zu bezeichnen, als dies iiberhaupt praktisch
durchfiihrbar ist.

2. Beispiel. Hat man es wie bei Olmaschinen mit einer Gruppe von Ge-
trieben zu tun, die unter sich gleichgebaut sind, deren reduzierten Momente M’
mithin simtlich denselben Wert besitzen, so vereinfachen sich die Formeln 5)
und 7) in

Secosa =0, Xsine =0, Jcos2a=0, Xsin20=0 19)
Yzeose=0, Fzsina=0, Fzcos2a—0, X2sin2« =0 |

Sie enthalten fiir n Getriebe n — 1 Winkel und n — 2 Abstandsverhltnisse z: z,,
zusammen also 2n — 38 Unbekannte, zu deren Berechnung 8 Gleichungen zur
Verfiigung stehen. Sollen diese gerade ausreichen, so muff 27 — 3 = 8, oder
2n =11 sein. Da andererseits n eine ganze Zahl ist, so bleibt als Mindest-
wert von Getrieben einer bis zur zweiten Ordnung vollkommen ausgeglichenen
n =6 iibrig.

Eine solche 6 Kurbelmaschine kann man nun in zwei Dreikurbelmaschinen
teilen und diese fiir sich in bezug auf die Massendriicke allein auszugleichen
versuchen. Dann gelten zunidchst fiir jede derselben die 4 Bedingungen der
ersten Zeile

1 cos ay + cos o =0, sin cg 4 sin oy =0

14-cos2e,+cos2¢; =0, sin2e, 4 sin2¢,—0
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mit den Wurzeln

1
cos:xg:coseca:cosZaz:cosZaS:—E, o, =1200, o5 = 240°

ohne Riicksicht auf die Getriebeabstinde, die mithin fiir eine Dreikurbel-
maschine willkiirlich angenommen werden konnen. Stellen wir alsdann die
andere ganz gleich gebaute Maschine symmetrisch zu einer beliebigen Parallel-
ebene derart auf, daB je zwei Getriebe mit gleichem Schrinkungswinkel von
derselben die gleichen Abstéinde z besitzen, so heben sich deren Massendrack-
momente auf, und die in der zweiten Zeile 19) stehenden Bedingungen sind von
selbst erfiillt. Zwei zu einer Ebene symmetrisch angeordnete Drei-
kurbelmaschinen mit gleichen Einzelgetriebenund gleichen Kurbel-
winkeln (¢=120° sind demnach in erster und zweiter Ordnung
vollstandig ausgeglichen.

§ 24. Der Ausgleich der Drehmomente mehrkurbliger Maschi-
nen. Der im letzten Abschnitt behandelte Massenausgleich erstreckt
sich auf die zur Maschinenwelle senkrechten Massendriicke und
Massendruckmomente, nicht aber auf das Moment M, um die Welle
selbst, das durch die dritte Gl 6) § 23 gegeben ist. Wir kénnen
dasselbe sogleich umformen im AnschluB an den Ausdruck 4b)
§ 68, Teil I, aus dem sich durch Summierung

Mz=Zm'(:l'j'w'—fv"y’)—}«Zm”(:l'/.”x”-—i”y")
+3mE—shy . .. . .1)

ergibt. Hierin bezieht sich das erste Glied auf die hin- und her-
gehenden Teile m/, das zweite auf die am Kurbelzapfen rotierenden
und das dritte Glied auf die Pendelung der Schubstange mit dem
Winkel ¢ gegen die Gleitbahn. Da die Richtung der letzteren durch
das Wellenmittel hindurchgeht, so haben die hin- und hergehenden
Teile keinen Hebelarm in bezug auf das Wellenmittel und iiben
darum auch kein Moment darauf aus. Es fiallt mithin das erste

Glied von 1) weg, wihrend sich das zweite mit dem Anteil m _ls_

der Schubstange und der rein rotierenden Masse m;, mit dem Schwung-
arm k, bei einem gemeinsam Drehwert o in

Em”(g'j”x”—a'é”y”):d)(m0k02+2m%7‘3> .. . 1a)

vereinfacht. Da schlieflich mit dem Kurbelwinkel ¢ und ¢ =
wegen der Kleinheit von y

lsin yp=rsin = 2B 0! cos
= ¢ Y= lcosy;Nwl ®
. . ..
=T( cos ¢ — w?sin ),
fiir ein Getriebe mit dem Schrinkungswinkel « also
. ro,. 9
1p=—l—(wcos (p+o) —@?sin(p+4e). . . . .1b)

ist, so erhalten wir nach Einsetzen in 1) unter gleichzeitiger Auf-
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l6sung der Winkelfunktionen und Herausnahme des gemeinsamen
Winkels ¢ der Anfangskurbel

Mz=cb<m0k0‘~’—{—2mf;—re>
2

—(d)cosqpﬂw"sinqo)Zm.(s—lfl—>'rcosu

k?

—l—(cbsinqo—}—wecos<p)2m<s——l>rsina.. )

Dieses Moment verschwindet nur, wenn dies fiir die einzelnen Be-
standteile zutrifft, von denen wir zunichst die auf die Schubstange
beziiglichen letzten beiden Glieder betrachten. Die hierfiir maf-
gebenden Bedingungen

k‘z

Zm(s—-l—)TCOS“:O’ Zm(s——%i>rsina=0 .. .3

konnen nun auf doppelte Weise erfiillt werden. Einmal, wenn alle
Schubstangen so gestaltet sind, daB ihre Zapfenabsténde mit
den Pendellingen iibereinstimmen, wodurch die Klammeraus-
driicke unter den Summenzeichen in 3) fiir sich verschwinden, oder
aber, wenn diese nicht verschwindenden Klammern fiir alle Stangen
denselben Wert besitzen und bei gleichem Kurbelarm r

Smecose=0, Smsing=0 . . . . . .3a)

wird, d.h. wenn die Stangenmassen im gleichen Verhiltnis
stehen wie die an sich ausgeglichenen Getriebeteile. Ist
durch eine solche Gestaltung und Bemessung der Schubstangen deren
EinfluB auf das Drehmoment beseitigt, so bleibt fiir dieses nur noch
der Betrag 1a) bzw.

Mz=cb<m0k02—{—2m87r2>. ... . . .2a)

iibrig, der nur noch von der GréB8e des Andrehwertes @ ab-
hangt und mit diesem verschwinden oder doch vermindert
werden kann. Die Anderung des Drehwertes w ergibt sich aber
aus derjenigen der Wucht, die nach § 69, Teil I, Gl. 2b) fiir ein
Getriebe angenshert in der Form

N k? s 1 l—s
2J =10’ m0707+m7—{—§ ml—{—m—l—— (1—cos2q)| . 4)
oder wegen Gl. 4) § 23
2J:w“{mok‘02—}—m%rg+%M'r(1—cos2tp)} .. . 4da)

geschrieben werden kann. Haben wir es mit mehreren Getrieben zu
tun, so wird mit @ -+« an Stelle von ¢, sowie nach Summierung
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unter Herausnahme der gemeinsamen WinkelgroBen
1
2J=w2<m0k02+2m —§4r9—|— EZM’T)
2
—%—r(oos2zp2M’cos2a—sin2<p2M’sin2o¢). 5)

Ist die Maschine in bezug auf die Massendriicke schon ausgeglichen,
so verschwindet mit

2 Mcos2¢=0, 3 Msin2¢=0 . ... . .6)
der verinderliche Teil der Wucht 5), und es bleibt

2J=w2(m0k02—}—2m%-r‘3-{—%Z’MW‘), . . . .ba)

worin der Klammerausdruck sich nur durch das Glied 2 3 M'r von
dem des freien Drehmomentes 2a) unterscheidet. Wir kénnen dem-
nach fiir beide Formeln unter Einfiihrung der Abkiirungen

1
Oy=mpk+ Imr, O == Wr. ... .7

einfach schreiben
M=06, 2J=u0*0,+06,).......8)

Nun ist die Anderung der Wucht bedingt durch den Arbeitsiiber-
schuB der treibenden Kraft T und des Widerstandes W, die wir
sogleich beide auf den Kurbelzapfen beziehen, so zwar, daB wir fiir
eine Mehrkurbelmaschine haben.

(0 — ) (0,+0,)=2L=2[ S(T—W)rdp. . .9)
Daraus folgt durch Ableitung nach der Zeit:

@(0y+6,)=3(T—W)r, . . . ... .9

d. h. bei ausgeglichenen Maschinen ist die Schwankung des
Drehwertes dem &dufleren Drehmomente verhidltnisgleich.
Da nun das Drehmoment der Kolbenmaschine mit dem Kurbel-
winkel periodisch schwankt, so kann es stets durch eine periodische
Reihe dargestellt werden. Insbesondere besitzt das Drehmoment
einer einfachwirkenden Maschine je einen Hochst- und Kleinstwert,
dasjenige einer doppeltwirkenden Maschine dagegen deren zwei, wihrend
jeder Umdrehung, dagegen eine Viertaktmaschine nur je eines auf
zwei Umdrehungen. Man kann darum fiir die am meisten verbreitete
doppeltwirkende Maschine in erster Anndherung setzen:

T=T,(1+4bcos2¢—+csin2¢), . . . . . .10)

worin 7, ~ W den mit dem bestindigen Widerstand nahezu iiber-
einstimmenden Mittelwert sowie b und ¢ Beiwerte bedeuten, welche
fiir alle Zylinder nahezu dieselbe GroBSe besitzen. Alsdann haben
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wir fiir eine Gruppe von Getrieben ein freies Drehmoment

ST —W)r=3T,r(bcos2(p—+ )+ csin2(p -} «))
= (bcos2p+csin2¢) 3T rcos2e

+(ccos2¢ —bsin2¢) 37T, rsin2«. . . . .10a)
Dieser Ausdruck verschwindet aber, wenn gleichzeitig
2 T,rcos2¢=0, 3T, rsin2¢=0, . . . .11)

ist, d.h. wenn die mittleren Drehmomente bzw. die Leistungen
der einzelnen doppeltwirkenden Getriebe sich mit den
doppelten Kurbelwinkeln zu einem geschlossenen Vieleck
‘vereinigen lassen, so darf man die geringsten Schwan-
kungen des Gesamtdrehmomentes und des Drehwertes, also
die groBte Gleichformigkeit des Ganges erwarten.

Bei einfach wirkenden Maschinen tritt an Stelle von 11)
2T, recose=0, T rsine=0, . . . . .1la)

wahrend bei Viertakt maschinen mit einer Wirkung auf zwei Umldufen

« .
ZTmrcos§=0, ZTmrsmgco .. . . .11Db)
zu setzen ware.

1. Beispiel. Nach der vorstehenden Regel hidtte man z. B. fiir zwei be-
liebige gekoppelte Maschinen als geschlossenes Vieleck eine Strecke, die
entgegengesetzt durchlaufen wird. Daraus folgt zundchst die Gleichheit der
beiden Getriebeleistungen, und bei Viertaktmaschinen

2

d. h. parallele Kurbeln mit abwechselnder Wirkung der Zylinder.
Fiir zwei einfachwirkende Maschinen hitte man

14 cosey=0, sine, =0, =

l—l—cosgzo, sinﬁ:O, 0, =2m,

also gegeniiberstehende Kurbeln, und fiir zwei doppeltwirkende
Maschinen .
14cos2a,=0, 8in 2 ¢, =0, w =5

eine Kurbelschriankung von 90°.

Demgegeniiber fiihrt eine Dreikurbelmaschine mit gleicher Arbeits-
verteilung auf ein gleichseitiges Dreieck der Drehmomente, also auf Kurbel-
winkel von 120°, und eine Vierkurbelmaschine mit gleicher Leistung
entweder auf einen Rhombus, Abb. 63a, dem, da je zwei gegeniiberliegende
Seiten einander parallel und entgegengesetzt geriohtet sind, im Kurbelkreis,
zwei einander einschlieBende rechte Winkel entsprechen, oder auf zwei unter
dem Winkel 2 « in sich zuriicklaufende Gerade, Abb.63b, mit zwei sich gegen-
iiberliegenden rechten Winkeln im Kurbelkreis. In diesem Falle aber ist auch
nach den Beziehungen des letzten Abschnittes « -y = 1800, also

o .
CO8 —- = BIn _7__

2 2’
mithin nach der Ausgleichformel 17), § 23
2 cos = cos - — 2 sin - cos —y—:sinyzl

2 2 2 2
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oder y = ¢=90°"). Da nun diese Kreuzstellung mit den Bedingungen des
Massenausgleiches, wie man sofort aus dem Schubertschen Schaubild sowie aus
Gl. 15) § 23 erkennt, mit @ = A auf das Zusammenfallen zweier Getriebe fiihrt,
so ist die gleiche Arbeitsverteilung der Vierkurbelmaschine dann mit dem
Massenausgleich nicht vereinbar, wenn man auf gréBSte Gleichférmigkeit des
Ganges Wert legt.

Abb. 63a. Abb. 63b.

2. Beispiel. Geht man dagegen vom Massenausgleich der Vier-
kurbelmaschine aus, so sind damit schon die Winkel « und y durch die
drei Formeln 15), 17) und 18) § 23 bestimmt. Zeichnet man mit diesen Winkeln
und gleichen Kurbelarmen 7 in Abb. 64 das Vieleck der T',, die wir jetzt mit 7},
T,, Ty, T, bezeichnen wollen, so ergibt sich sofort die Arbeitsverteilung

T T, sin y

T, T, ~cose b. . ... 12)
TN=T,, T,=T,

Die hochste Gleichférmigkeit des Drehmomentes und damit des Ganges der
Vierkurbelmaschine ist demnach recht wohl mit dem Schlickschen Massenaus-

gleich erster und zweiter Ordnung vereinbar, wenn man auf gleiche Arbeits-
verteilung verzichtet, diese vielmehr im Verhdltnis der Massenverteilung auf
die Getriebe wiahlt. In meiner schon angezogenen Schrift ,Dynamik der
Kurbelgetriebe“ habe ich einige Beispiele aus der Praxis angefiihrt, aus denen
die Ubereinstimmung der Ergebnisse der vorstehenden Theorie des Ausgleiches
der Drehmomente mit der Erfahrung hervorgeht.

) In Abb. 63b ist der besseren Ubersicht wegen der Winkel « & 90° ge-
zeichnet worden.
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§ 25. Die Schwung- und Schleudermomente starrer Korper.
Das im § 22 fiir die Drehwucht des starren Korpers neben dem
Drehwert als maBgebend erkannte Schwungmoment bezieht sich auf
die augenblickliche Drehachse, deren Richtungskosinus gegen
die Achsen des festen Kreuzes mit bestindigem Anfang O wie in
§ 8 «, B, y sein mogen. Alsdann ist der Abstand r eines beliebigen
Korperpunktes z, y, z von dieser Achse, wie schon in § 12 bemerkt
wurde, gegeben durch

P=tyPt+—(ext+pfyfy2? . . . ... 1)
oder wegen «? 4 %4 =1
P = )¢+ o) 97
—2y2fy—2zxye—22ye«f.. . . . . . .1la)
Erweitern wir diese Formel mit der im Punkte z, y, z befindlichen

Masse m und summieren iiber den ganzen Korper, so folgt wegen
der mit ihren Richtungswinkeln gemeinsamen Drehachse

Smrt = Smy+2) 4 SmE )47 Im 49
— 28y 3myz—2ye Ymzr—2af Smay. . . . 2)
Setzen wir hierin der Abkiirzung halber
Smrr=0, Smy*+)=6, Im@E@+2)=0,,
Im(@®+y?) =0, , - 3)
Smyz=Y¥_, Smzz=Y¥, Smry=1Y,
so erkennen wir, daB die vier ersten Ausdriicke 3) Schwung-
momente um die augenblickliche Drehachse, sowie die drei
Achsen des festen Kreuzes bedeuten, wiahrend wir die drei andern

Ausdriicke wie schon im § 60 des ersten Teiles als Schleuder-
momente bezeichnen wollen. Aus 3) folgt ferner

6,4+ 6,=06,+23mz"> 06,
6,+6,=0,+23Ima*>06,, ... . .3a)
6,+60,=06,+2Ymy*> 0,

d. h. die Summe zweier Schwungmomente eines starren
Koérpers ist groBer als das dritte, so daB ihre Betrige als
Strecken sich stets zu einem Dreieck zusammensetzen lassen. Damit

wird aus 2)
O0=¢*6,4$ 6,190,
—2[By ¥, +ye¥, 4] . ... .23

Da die Schwung- und Schleudermomente in bezug auf die Achsen
des festen Kreuzes unabhingig von der Neigung der augenblicklichen
Drehachse sind, so diirfen wir sie fiir den vorgelegten Korper als
Festwerte ansehen und erkennen aus 2a) die alleinige Abhédngig-
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keit des Schwungmomentes um die Drehachse von den
Neigungswinkeln.

Es liegt nun sehr nahe, auch das Schleudermoment ¥ in bezug
auf zwei zueinander senkrechte Achsen zu berechnen, von denen
eine mit der Drehachse zusammenfallen moge, so daB die zweite die
Richtung eines Abstandes r des Massenpunktes von derselben hat.
Sind dann %, 1, u die Richtungskosinus des Lotes r von P auf die
Drehachse gegen die Achsen und ! der Abstand vom Anfang des
Kreuzes, so hat man nach Abb. 65

l=eaz+py+yz, r=xztlytpz &)
r=uxr+al, y=ir4+pgl, z=urtyl T
xpy also nach Ausschaltung von r aus

den beiden ersten Formeln der
zweiten Zeile

r
ovz p 0°\ p led—px)=Aix—=xy,
N oder
whp y rl@i—px)=r(lz—uxy).
o 2 4 Dafiir haben wir aber auch nach
erneuter Ausschaltung von r auf
/ I der rechten Seite
X Abb. 65. rl(@d—Bx)=1(ey — Bz

oder, da mit dem Richtungskosinus y der Normalen der rl-Ebene

gegen die z-Achse wi— fr=ysin(r, )=y

mit Riicksicht auf die erste Formel 4)

riy=(cz+py—+r2) (ey —fz)
oder rly=wy(®—p)+ (¥ — 2+ (ezy—PBza)y.. . 4a)
Erweitern wir diesen Ausdruck mit der Masse m und summieren

iiber den ganzen Korper, so folgt mit y* — 2% =y 4-2? — (2? | 2?)

nach Einfiilhrung des Schleudermomentes fiir die rl-Ebene
Smrl=¥ . . . ... ... .5

und der Abkiirzungen 3) unter Hinzufiigung zweier gleichgebauter

Formeln fiir die beiden andern Neigungen ¢ und y der Normalen
zur rl-Ebene durch Reihenvertauschung

¥,=(0,—0)ep+ ¥ (@ —p)+@«¥,—BY¥)y
¥, =(0,— 0)py+ ¥V, — )+ BY,—y¥)et,. .4b)
V=0, —0)ret+¥,(" =)+ ¥, —c¥)p
wihrend sich ¥ selbst durch Ersetzen von r und I aus 4) zu
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